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INTRODUCTION 

Contexte de l’étude sur les patchs magnétostrictifs pour le CND et le SHM. 

Dans le domaine du contrôle non-destructif (CND) et du contrôle de santé intégré (SHM pour « Structural 

Health Monitoring »), les ondes guidées (OG) sont généralement excitées et captées par un ou plusieurs 

transducteurs dans la structure à inspecter. Ces OG en se propageant dans la structure peuvent ensuite interagir 

avec des défauts potentiels et l’analyse des signaux mesurés aide alors à vérifier l’intégrité de la structure. Il 

existe différents types de transducteurs permettant de générer des OG, tels que les transducteurs 

électromagnétiques acoustiques (EMAT), les transducteurs piézoélectriques (PZT) et les patchs magnétostrictifs 

(PM). Dans la littérature, on remarque parfois qu’une certaine confusion persiste quant à la définition des EMAT 

et des PM du fait que les uns et les autres possèdent des caractéristiques communes et mettent en œuvre des 

phénomènes de transduction de nature semblable. 

Pour mémoire, on qualifie de transducteur acoustique magnétostrictif, un transducteur qui repose sur 

l’exploitation de la magnétostriction, c’est-à-dire sur le phénomène de couplage magnétoélastique 

originellement découvert par [Joule_1847]. Dans le domaine du CND, cette appellation peut faire référence 

aussi bien à un EMAT qu’à un PM. Dans cette étude, on différencie l’EMAT du PM en fonction du lieu où 

siègent les phénomènes de transduction, comme cela est illustré par la figure 1. Ces phénomènes de transduction 

sont de nature magnétoélastique et peuvent par conséquent se contrôler avec un aimant (1) et une bobine (2). 

Pour un EMAT (figure 1b), les phénomènes de transduction se produisent directement dans la structure à 

inspecter (5) tandis que pour un PM (figure 1a), ces derniers se produisent très majoritairement dans une fine 

bande fabriquée à partir d’un matériau magnétostrictif (3) et couplée à la structure à contrôler (5). Le couplage 

peut se faire mécaniquement ou à l’aide d’un couplant, par exemple de la colle (4). Dans les deux situations les 

phénomènes de transduction entraînent la propagation d’ondes élastiques (6). 

   

 Figure 1 Illustration schématique du principe de fonctionnement a) d’un PM et b) d’un EMAT. 

Dans un PM, un champ d’excitation magnétique dynamique généré par une bobine excite la bande 

magnétostrictive tandis qu’une induction magnétique statique est produite à l’aide d’aimants permanents ou 

d’électroaimants, de façon à imposer un point de fonctionnement magnétique sur la bande magnétostrictive. 

Cette bande magnétostrictive peut être prémagnétisée en passant un aimant le long de sa surface ; l’aimant est 

ensuite retiré et la bande magnétostrictive génère son propre champ d’excitation magnétique statique [Kwun-

et-al_2002]. La capacité des matériaux magnétostrictifs à se déformer lors d’une variation de champ peut se 

décrire quantitativement à l’aide de leurs courbes de magnétostriction. Pour comparer différents matériaux, on 

se limite souvent à la comparaison des valeurs de déformation de magnétostriction à saturation, notée 𝜆𝑠𝑎𝑡
𝑚𝑠 , 

plutôt qu’à celle des courbes de magnétostriction. Ainsi, on sait que plus cette valeur est grande, plus la capacité 

du matériau à se déformer sera grande. Cette évaluation omet cependant la notion de point de fonctionnement 

mentionnée plus haut.  

Un article pionnier de [Kwun_1998] fait état des premières applications et utilisations de transducteurs 

magnétostrictifs pour la génération d’ondes guidées ; on trouve également un article de synthèse (review article 

en anglais) plus récent sur l’emploi des PM [Kim-Kwon_2015]. De cette littérature, il ressort un certain nombre 

de conclusions sur les avantages de cette technique : en premier lieu, les auteurs rappellent que l’inspection par 



10 

 

OG est une méthode rapide pour le contrôle de grandes structures ; ainsi dans le cas de contrôle de tubes, le 

mode de torsion fondamental est particulièrement intéressant en raison de sa nature non dispersive. Or, il se 

trouve que les PM sont des transducteurs générant des ondes de torsion de plus grande amplitude [Ribichini-et-

al_2011] qu’en exploitant directement la magnétostriction de la structure à inspecter avec un EMAT (à supposer 

bien sûr que la structure soit ferromagnétique). En second lieu, cette technique est également une alternative 

peu chère et robuste [Bertoncini-et-al_2012] qui s’avère pertinente dans différents contextes industriels [Lee-

et-al_2017, Berthelot-Walaszek_2008, Kwun-Duffer_2008]. Ainsi, les PM sont adaptés pour générer d’autres 

modes guidés [Lee-Kim_2002] comme les modes longitudinaux [Kuansheng-et-al_2010, Liu-et-al_2016, Fang-

Tse_2018], ou des modes de torsion d’ordre plus élevé [Park-et-al_2019]. L’étude de la littérature montre 

également que le contrôle par méthode vibratoire peut se faire aussi avec des PM [Cho-et-al_2007]. En troisième 

lieu, un autre avantage majeur des PM est leur fonctionnalité sur une grande étendue de température. Les PM 

sont en effet des solutions de contrôle adéquates lors des températures inférieures à -40°C [Bertonocini-et-

al_2010], mais aussi à des températures de 200°C [Vinogradov-et-al_2017] voire à des températures supérieures 

à 700°C [Pernia-et-al_2019]. 

Pour répondre aux besoins de l’industrie en termes de contrôle, des configurations de PM sont développées 

spécifiquement pour des applications particulières [Kwun_2014, Kim-Kim_2007], comme par exemple la 

détection de défauts dans des guides enfouis [Fang-Tse_2018], et tous les paramètres de conception sont étudiés 

et font l’objet d’optimisations. Le matériau de la bande magnétostrictive [Yoo-et-al_2014], sa forme et ses 

dimensions, sont des paramètres sur lesquels le concepteur peut jouer afin de produire des ondes de grande 

amplitude. Le choix des aimants et des bobines qui excitent la bande magnétostrictive sont aussi sujets à des 

conceptions variées, que ce soit pour améliorer les performances ou donner des directivités spécifiques aux 

transducteurs. Ainsi, la directivité des sources peut être maîtrisée, en favorisant telle ou telle interférence 

constructive [Kim-Kim_2006], ce qui passe par la maîtrise de la circulation des champs d’excitation 

magnétiques statique et dynamique dans la bande magnétostrictive [Sun-et-al_2008], ou par la réduction de 

l’influence du champ démagnétisant [Fang-Tse_2018]. A titre d’illustration de ce propos, on présente ci-après 

quelques exemples de conceptions de PM trouvés dans la littérature. 

Pour rappel, les PM ont été développés initialement pour le contrôle de tubes avec un premier brevet de [Kwun-

et-al_2002], qui traite de transducteurs magnétostrictifs et pas uniquement des PM. Une des méthodes exposées 

dans le brevet (figure 2) consiste à coupler mécaniquement, par exemple avec une sangle (410, 412) une fine 

bande magnétostrictive (402) autour du tube (300, 400). Une bobine (342, 346, 406) encerclant également le 

tube (300, 400) sert à actionner la bande magnétostrictive pour générer et recevoir les ondes guidées comme 

illustré par la figure 2. Les adaptateurs des bobines sont montrés également (314, 320, 408). Un générateur (322) 

produit un courant continu dans les bobines (326 & 324) qui magnétise le tube (300) dans la direction de son 

axe, si la méthode n’implique pas de bande (402) prémagnétisée. 

  

 Figure 2 Schémas issus de [Kwun-et-al_2002] illustrant la génération d’OG dans des tubes 

Ce dépôt de brevet faisait suite à de nombreuses publications sur les transducteurs magnétostrictifs parmi 

lesquelles celles de l’équipe du Southwest Research Institute (SwRI), qui montraient la faisabilité de produire 

et de détecter des OG longitudinales, de torsion et de flexion [Kwun-Teller_1994], ou celle de détecter la 
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corrosion [Kwun-Holt_1995] et s’intéressaient à la sensibilité des transducteurs magnétostrictifs dans le cas des 

tubes [Kwun-et-al_1995]. Une publication postérieure de [Kwun-et-al_2003] a également prouvé que les PM 

peuvent être installés de manière permanente sur une structure nécessitant des contrôles fréquents, ce qui 

confirme que les PM sont adaptés à un contexte de SHM. 

Après avoir constaté certains inconvénients de la configuration de l’équipe du SwRI, l’équipe de l’université 

nationale de Séoul [Kim-et-al_2005] a proposé une première amélioration. Les inconvénients majeurs portaient 

sur le fait d’une part, que la bande magnétostrictive devait être régulièrement remagnétisée lorsque le PM était 

installé de manière permanente sur la structure et d’autre part, que des modes guidés non désirés pouvaient être 

engendrés en fonction de l’amplitude du champ d’excitation magnétique statique par rapport au champ 

d’excitation magnétique dynamique. Afin de remédier à ces inconvénients, l’alternative proposée par [Kim-et-

al_2005] est illustrée par la figure 3a. 

   

Figure 3 a) Schéma du PM de [Kim-et-al_2005] pour générer et mesurer des ondes de torsion dans un tube et 

b) Lignes de champ magnétique circulant dans trois bandes magnétostrictives simulées avec le logiciel ANSYS, 

[Cho-et-al_2005] 

Avec cette configuration [Kim-et-al_2005] ont démontré qu’ils pouvaient magnétiser la bande magnétostrictive 

plus facilement et générer des ondes de torsion de plus grande amplitude que celle des ondes créées par le PM 

proposé par l’équipe de SwRI. Pour leur part, [Cho-et-al_2005] ont étudié expérimentalement les variations de 

l’amplitude des ondes de torsions en fonction de l’angle de la bande de nickel dans la configuration de [Kim-

et-al_2005]. Ils ont confirmé expérimentalement qu’on obtient une amplitude maximale pour une orientation 

de 40°. Ce phénomène s’explique par le fait que les déformations se produisent majoritairement dans la direction 

de l’orientation du champ magnétique 𝜃𝐴
𝐵 qui n’est pas tout à fait la direction de la bande magnétostrictive 𝜃𝑠. 

La figure 3b illustre ce point.  

Dans le but d’optimiser la circulation du champ magnétique dans la bande magnétostrictive et donc de 

maximiser l’amplitude du champ d’excitation magnétique, [Chan-et-al_2005] ont ensuite mené une étude 

d’optimisation topologique avec le logiciel ANSYS [ANSYS]. Leur analyse a abouti à la conception présentée 

à la figure 4a. Toutefois, cette configuration engendre également des modes guidés non désirés. Pour réduire la 

génération de modes non désirés tout en maximisant l’amplitude du champ magnétique dans le patch, [Chan-

et-al_2006] ont alors proposé une deuxième configuration illustrée par la figure 4b. Cette nouvelle solution a 

été validée expérimentalement à partir de l’analyse de l’amplitude des ondes de torsion émises à différentes 

fréquences, alors qu’aucun mode non désiré n’était plus généré. 
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Figure 4 a) Illustration des lignes de champs circulant dans un PM V-shaped [Chan-et-al_2005] et b) Illustration 

des lignes de champs circulant dans un PM Z-shaped [Chan-et-al_2006] 

Dans la littérature, on retrouve d’autres configurations de PM pour le contrôle de tube : on peut citer notamment 

la configuration de [Vinogradov_2009] qui permet de générer des amplitudes plus élevées que celles obtenues 

par le PM de [Kwun-et-al_2002] d’après l’étude expérimentale de [Kim-et-al_2011a]. Cette configuration 

consiste à enrouler un fil autour de la bande magnétostrictive afin de produire un champ magnétique statique 

plus important qu’avec la méthode de prémagnétisation. De son côté, la société Innerspec a également développé 

son propre PM [Owens-et-al_2016] et son opérabilité a été vérifiée dans le travail de [Garcia-et-al_2016]. Pour 

terminer ce tour de littérature sur le contrôle des tubes, on peut noter qu’il existe également des configurations 

composées de matrices (« array » en anglais) de PM comme dans [Liu-et-al_2016, Kuansheng-et-al_2010], ces 

configurations favorisant la localisation axiale et angulaire des défauts [Kim-et-al_2011b].  

Rappelons cependant ici que les développements de PM ne se cantonnent pas uniquement aux contrôles de 

tubes ; les PM sont en effet également une solution pertinente pour le contrôle de plaques. Ainsi, on peut trouver 

par exemple aussi bien des configurations de PM générant un mode SH0 de manière omnidirectionnelle [Liu-

et-al_2018a], qu’au contraire, des PM directifs [Liu-et-al_2018b] dont la directivité se contrôle par rotation du 

transducteur à l’aide de moteur [Vinogradov_2018] ou plus simplement avec des bobines disposant de différents 

canaux d’alimentation [Lee-Kim_2015]. 

A titre d’illustration, [Cho-et-al_2006b] ont étudié la génération du mode SH0 et S0 d’une configuration de PM, 

nommée OPMT représentée sur la figure 5. Ils ont développé un modèle théorique analytique au premier ordre 

pour prédire le rayonnement de la source en faisant des hypothèses simplificatrices sur la direction et l’amplitude 

des champs d’excitation magnétique statique et dynamique et ont ensuite confirmé expérimentalement les 

prédictions de ce modèle. Pour leur part, [Lee-et-al_2007] ont approfondi ce premier modèle en permettant la 

prise en compte d’un angle entre les champs d’excitation magnétique statique et dynamique à l’aide de la 

rotation de la bobine en forme de huit. Les résultats ont d’ailleurs ensuite donné lieu à une validation 

expérimentale. 

   

Figure 5 Illustration de l’Orientation Adjustable Path-type Magnetostrictive Transducers (OPMT) [Lee-et-

al_2007] 
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La modélisation du comportement des PM a également fait l’objet de quelques recherches afin de pouvoir 

prendre en compte l’ensemble des phénomènes mis en jeu. Ainsi, les premiers travaux de [Kim-Jung_2005, 

PerezAparicio-Sosa_2004] ont permis tout naturellement le développement d’un modèle par éléments finis 

adapté pour la simulation de transducteurs magnétostrictifs. [Oh-et-al_2013] ont ensuite proposé d’approfondir 

l’étude en concevant un modèle capable également de tenir compte de la magnétisation de la bande 

magnétostrictive pour le calcul de la matrice de magnétostriction. Dans une autre recherche, [Lee-Kim_2015] 

ont préféré se focaliser sur le développement d’un modèle semi-analytique des PM. Cette approche plus 

physique les a aidés à montrer les erreurs qui peuvent parfois être commises lorsque des hypothèses 

simplificatrices sont proposées pour le champ d’excitation magnétique statique. 

Afin d’aller plus loin et être capables de prédire non seulement le comportement des PM mais aussi son 

rayonnement ultrasonore, [Kim-et-al_2015] ont choisi pour leur part d’adapter le modèle par élément finis défini 

précédemment. L’extension proposée offre en effet l’avantage de pouvoir convertir la source de transduction à 

la surface du PM en une distribution équivalente de contraintes à la surface de la structure inspectée. Il est 

ensuite aisé de coupler ce modèle avec d’autres méthodes adaptées pour le rayonnement ultrasonore dans des 

guides d’ondes.  

Notons enfin que la modélisation est un outil essentiel dans une démarche de conception de PM puisqu’il doit 

pourvoir servir à analyser les performances des sources choisies. A titre d’exemple, [Ribichini-et-al_2011] se 

sont appuyés sur un modèle par éléments finis [Ribichini-et-al_2010] afin de comparer quantitativement trois 

méthodes pour générer des OG de type SH0. Ils ont d’ailleurs démontré avec succès que le PM permettait de 

générer des OG de type SH0 de plus forte amplitude qu’avec un EMAT. 

En résumé, le tour d’horizon de la littérature que nous avons effectué a permis de montrer que l’un des enjeux 

majeurs de la conception de PM est le contrôle de leurs sélectivités modales ainsi que de leurs directivités. 

Comme les phénomènes associés à l’excitation des OG, à leur propagation, à leur dispersion et à leur captation 

sont complexes, des outils de simulations capables de gérer cette complexité et de proposer une conception 

optimale de transducteurs sont indispensables. Pour répondre à ces enjeux, nous avons vu que quelques 

recherches avaient été développées sur des approches analytiques au premier ordre, des modèles semi-

analytiques, ou des méthodes par éléments-finis. On peut néanmoins faire le constat qu’à ce jour,  les approches 

analytiques et semi-analytiques trouvées dans la littérature se focalisent uniquement sur une configuration 

particulière et ne sont pas nécessairement transposables à une autre configuration de PM tandis que les méthodes 

par éléments-finis bien que performantes restent des méthodes coûteuses en temps de calcul et ne sont pas 

adaptées à des usages intensifs. 

Par rapport à ce contexte, on peut mentionner ici que l’élaboration d’outils numériques facilitant la mise en 

œuvre et l’interprétation de techniques CND et SHM est au cœur de l’activité du département DISC du CEA 

LIST avec en particulier le développement de la plateforme logicielle industrielle CIVA [Extende]. Parmi les 

tous derniers développements menés au DISC, les travaux de Bastien Clausse [Clausse_2018] ont consisté à 

concevoir un modèle de calcul analytique de sources de transduction dans les structures ferromagnétiques 

générées par EMAT, tandis que les travaux de Jordan Barras [Barras_2020] ont démontré qu’il était possible de 

prédire le rayonnement d’OG par une source quelconque de contrainte à la surface d’un guide d’ondes 

ultrasonores. Aussi, si l’on était capable de mettre en commun ces méthodes, on pourrait alors imaginer résoudre 

la problématique du rayonnement ultrasonore des PM. 

Problématiques détaillées de la thèse 

Dans ce cadre, la présente étude a pour objectif de relier les modèles existants afin de prédire le rayonnement 

d’OG par des PM en prenant en considération l’ensemble des phénomènes influant sur la transduction des PM. 

Plus précisément, l’outil de simulation développé doit être capable de tenir compte de l’influence des champs 

magnétiques, du comportement magnétoélastique des bandes magnétostrictives, ainsi que de leur couplage avec 

la structure à inspecter afin de pouvoir faciliter la conception et l’optimisation de ces transducteurs.  
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Description de l’organisation du manuscrit 

La thèse est organisée en quatre chapitres comme suit.  

L’objet du premier chapitre sera tout d’abord de présenter les moyens de simulation dont on dispose pour 

calculer les sources de transduction au sein de la bande magnétostrictive. Pour cela, nous décrirons les 

phénomènes magnétiques et magnétoélastiques dans les matériaux ferromagnétiques, puis nous exposerons la 

théorie mise en œuvre dans le modèle d’EMAT de [Clausse_2018], et montrerons comment cette approche peut 

être réutilisée pour simuler les sources de transduction générées dans un PM. En particulier, nous soulignerons 

ici le fait que ce modèle s’appuie sur l’emploi du module CIVA CF (pour courants de Foucault) pour déterminer 

les champs d’excitations magnétiques statique et dynamique et qu’ensuite, le modèle EMAT fait aussi appel à 

la méthode multi-échelles (MME) simplifiée de [Daniel_2011] pour prédire les comportements magnétiques et 

magnétoélastiques des matériaux ferromagnétiques. A la fin de ce chapitre, nous fournirons quelques résultats 

de calcul de source de transductions de configurations de PM issues de la littérature. Ces sources de transduction 

équivalentes de contraintes à la surface supérieure de la bande magnétostrictive seront ensuite simulées avec le 

modèle EMAT afin de démontrer tout l’intérêt de cette approche. 

Le second chapitre sera consacré au développement d’un modèle capable de simuler la transmission de 

contraintes élastiques à travers la bande magnétostrictive et la couche de couplant jusqu’à la surface du guide 

d’ondes ultrasonores à inspecter. Dans ce but, le modèle sera basé sur l’approche de Thomson-Haskell (TH) et 

sur des hypothèses particulières de conditions aux limites. De façon plus précise, l’idée sera de développer une 

formulation de TH à deux dimensions (2D) afin de tenir compte de la nature périodique des sources, mais on 

montrera aussi la possibilité de tenir compte d’une source non périodique. Dans ce chapitre, on cherchera dans 

un premier temps à prouver la validité des hypothèses et des approximations faites pour cette approche. 

L’emploi de la formulation de TH à 2D suppose en effet que le PM, que l’on représente par un milieu tricouche, 

est infini dans le plan, tandis que la structure à inspecter est assimilée à un milieu semi-infini afin de pouvoir 

réutiliser une même source dans différentes applications sachant que les épaisseurs de la bande magnétostrictive 

et du couplant sont généralement petites par comparaison avec celles des guides d’ondes ultrasonores usuels. 

Dans un second temps, l’outil numérique développé à partir de la formulation de TH à 2D sera validé à l’aide 

d’un calcul par éléments finis. Pour terminer, nous testerons également la validité des hypothèses de 

modélisation de cet outil de simulation dans le cas d’un rayonnement d’OG par des sources arbitraires à la 

surface supérieure d’un PM de dimensions finies. 

Tout l’enjeu du troisième chapitre sera de proposer une formulation de TH étendue à trois dimensions (3D) qui 

puisse relier le modèle d’EMAT avec la méthode du pinceau tout en s’appuyant sur les mêmes hypothèses 

simplificatrices qu’au chapitre deux. Sachant que le modèle du pinceau modal sous l’approximation de 

Fraunhofer  requiert comme entrée de connaître les composantes de la transformée de Fourier spatiale de la 

source à la surface supérieure du guide d’ondes ultrasonores, il sera nécessaire d’employer le même formalisme 

lors de la formulation de TH à 3D. L’idée sera, comme dans le chapitre deux, de convertir la source primaire de 

contraintes élastiques à la surface du PM en une source de contraintes secondaire équivalente à la surface du 

guide d’ondes ultrasonores. Une nouvelle fois, on s’appuiera sur un calcul par éléments finis afin de valider la 

formulation de TH à 3D. Cette fois-ci, on verra également qu’il existe certaines valeurs de nombre d’ondes pour 

lesquelles la formulation de TH à 3D ne converge pas et nous proposerons alors des solutions spécifiques pour 

résoudre ce problème. 

L’ensemble des blocs nécessaire à la modélisation étant construit, le quatrième chapitre sera dédié à la validation 

expérimentale des prédictions de rayonnement d’OG pour différentes configurations de sources PM. En 

particulier, on consacrera une grande partie de ce chapitre à la conception d’une source de PM générant 

principalement des ondes transverses horizontales dans une plaque, puisque le comportement dans ce type de 

structure est semblable à celui des ondes de torsion dans les tubes. D’un point de vue expérimental, comme le 

vibromètre laser à balayage qui sera employé, ne permet pas de mesurer directement la propagation des ondes 

à polarisation horizontale, on développera une technique ingénieuse consistant à les observer de manière 

indirecte. Plus précisément, on s’intéressera aux conversions de modes de ces ondes sur les bords de la plaque 
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car ces dernières peuvent être détectées avec le dispositif expérimental employé. La comparaison systématique 

ensuite des prédictions et des mesures sous forme de cartographie servira à démontrer tout le potentiel de l’outil 

de simulation développé dans le cadre de cette thèse. 
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CHAPITRE 1 

Détermination des sources primaires de transduction électromagnétique 

acoustique au sein d’un patch magnétostrictif. 

Ce chapitre est une synthèse de travaux antérieurs développés pour permettre d’une part, la modélisation de 

traducteurs électromagnétiques acoustiques [Clausse_2018] (en anglais « electromagneto-acoustic transducer » 

ou EMAT) et d’autre part, d’effectuer le calcul des sources de transduction dans un patch magnétostrictif (PM) 

[Kim-Kwon_2015]. Plus précisément, l’objectif est de décrire les enjeux et les moyens mis en œuvre à chaque 

étape de la modélisation de sources primaires de transduction au sein d’un PM sachant que des briques de calcul 

existent déjà pour les EMATs et que l’on souhaite les réutiliser. 

Le plan de ce chapitre sera le suivant : les matériaux employés dans la conception de PMs sont 

ferromagnétiques ; on reviendra donc dans un premier temps sur les caractéristiques et les propriétés de ces 

matériaux en se focalisant plus particulièrement sur la magnétostriction. Dans un second temps, on présentera 

les différentes sources de transduction que l’on peut rencontrer dans un PM et point essentiel, on montrera que 

ces sources sont de même nature que celles rencontrées dans une pièce ferromagnétique inspectée par des 

EMATs lesquelles sont décrites par un modèle récemment développé par [Clausse_2018]. Soulignons ici que 

la simulation de ces phénomènes de transduction requiert également la maitrise des propriétés magnétiques et 

magnéto-élastiques des matériaux, c’est pourquoi on présentera également le modèle de [Daniel_2011] que l’on 

utilise pour les prédire. Ces deux méthodes de calcul, c’est-à-dire celle liée à la source de transduction d’une 

part, et celle correspondant aux propriétés magnétiques et magnéto-élastiques d’autre part, requièrent la maitrise 

des champs magnétiques. Le point de départ de la résolution du problème nécessitera donc de connaître les 

champs d’excitation magnétique statique et dynamique, lesquels seront calculés avec le module CIVA CF (pour 

courant de Foucault) développé en interne au CEA [Extende]. Dans une troisième partie, on présentera donc 

également cet outil. Pour finir, des résultats de calcul de sources de transduction seront proposés et ce, pour 

différentes configurations typiques de PMs. 

1.1. Description du processus de magnétisation et des propriétés de magnétostriction 

des matériaux utilisés dans les configurations de patchs magnétostrictifs. 

L’enjeu de cette partie est de donner les notions nécessaires à la compréhension du fonctionnement des PM. 

Sans surprise, cette partie traitera de la notion de magnétostriction, laquelle sera introduite après la notion de 

magnétisation. Comme nous avons déjà montré dans le chapitre d’introduction que les configurations courantes 

de PM intègrent des aimants permanents afin de magnétiser le patch ou que le patch est pré-magnétisé, on 

s’attachera dans ce chapitre plutôt à décrire ce processus de magnétisation ainsi que son influence sur la 

magnétostriction. 

1.1.1. Introduction à la magnétisation des milieux ferromagnétiques 

Le but de cette section est d’expliciter la notion de magnétisation et le processus qu’elle implique à l’échelle 

microscopique à travers une mise en équation. 

Pour rappel, la magnétisation d’un milieu est définie à l’aide de la susceptibilité magnétique 𝝌 qui est une 

propriété du matériau sans dimension. En particulier, cette susceptibilité magnétique relie le champ d’excitation 

magnétique 𝑯 d’un milieu au champ d’aimantation magnétique 𝑴 de la pièce comme suit : 

 𝑴 = 𝝌.𝑯 . (111.a) 

La densité de flux magnétique 𝑩 également appelée champ d’induction magnétique se déduit quant à elle à 

partir de la perméabilité magnétique du milieu 𝝁 et du champ d’excitation magnétique 𝑯 tel que : 

 𝑩 = 𝝁.𝑯, (111.b) 
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avec 𝝁 = 𝜇0(1 + 𝝌) = 𝜇0𝝁𝒓, 𝜇0 étant la perméabilité magnétique du vide et 𝝁𝒓 la perméabilité magnétique 

relative du milieu.  

On définit donc le comportement magnétique des matériaux à l’aide des variables 𝑴, 𝑩 et 𝑯 et des propriétés 

𝝁 et 𝝌. Notons en outre que le comportement des matériaux plongés dans un champ d’excitation magnétique 

extérieur peut être divisé en deux groupes selon que leur microstructure est aléatoire ou structurée. 

Intéressons-nous en premier lieu au groupe pour lequel la microstructure est aléatoire. Pour ce cas, on distingue 

deux classes de matériaux : les matériaux dits « diamagnétiques » et les matériaux dits « paramagnétiques » 

[Clausse_2018]. Par définition, ces matériaux s’aimantent de manière réversible, dans le sens où leur 

magnétisation disparait quand le champ d’excitation magnétique extérieur n’est plus appliqué. Leur 

susceptibilité magnétique est très faible, elle est par exemple de l’ordre de -10-5 pour l’eau1. En outre, les 

matériaux diamagnétiques s’aimantent de façon à s’opposer au champ magnétique extérieur imposé ; c’est le 

cas de l’eau, tandis qu’à l’inverse, les matériaux paramagnétiques s’aimantent constructivement dans le sens du 

champ appliqué. 

Si on analyse maintenant le groupe des matériaux dont la microstructure est structurée, on trouve notamment 

les matériaux ferromagnétiques. Parmi les matériaux ferromagnétiques on en retrouve qui exhibent de fortes 

propriétés de magnétostrictions. On les emploie donc pour faire des PM afin de générer des ondes de grandes 

amplitudes. Rappelons ici que la structure des matériaux ferromagnétiques a été décrite par [Weiss_1907] qui a 

introduit la notion de « domaine de Weiss » pour expliquer que ces matériaux présentent une aimantation nulle 

macroscopiquement mais sont localement aimantés. Cette description de la structure en domaines a été par la 

suite validée par [Barkhausen_1919] puis démontrée par [Heisenberg_1931] qui a pu les observer à l’aide d’une 

méthode spécifique de microscopie. A titre d’exemple, la figure 111.1 montre une image obtenue de cette façon. 

On y observe les différents grains d’un aimant néodyme. Sur cette figure, les domaines de Weiss sont les rayures 

claires et foncées visibles dans les grains et la frontière qui sépare chaque domaine est appelée « paroi de Bloch » 

d’après le physicien [Bloch_1932]. 

  

Figure 111.1 Observation d’un échantillon d’aimant néodyme au microscope par effet Kerr magnéto-optique 

[Gorchy]. 

Chaque domaine étant magnétisé dans une direction, la somme des moments magnétiques des domaines donne 

la magnétisation macroscopique du milieu. La figure 111.2 illustre de manière schématique le processus de 

magnétisation en différentes étapes. À l’état désaimanté (1), la somme des magnétisations spontanées de chaque 

domaine est nulle. Puis, lorsque l’on applique un champ d’excitation magnétique au milieu, les parois de Bloch 

se déplacent. Le domaine qui a l’orientation la plus proche de la direction du champ d’excitation magnétique 

est favorisé. Les premiers déplacements de paroi de Bloch se font de manière réversible (2), c’est-à-dire que si 

le champ d’excitation magnétique disparait, les parois reviennent à leur place initiale. En revanche, les 

déplacements dits irréversibles (3) ne disparaissent pas après suppression du champ d’excitation magnétique : 

on considère alors que le matériau est magnétisé. À la saturation de la magnétisation (4-5), les moments 

magnétiques des domaines tendent à s’orienter dans la direction du champ appliqué (5). La réorientation des 

moments magnétiques des domaines de Weiss et le mouvement des parois se font simultanément. L’analyse de 

la courbe indique que le mouvement des parois de Bloch est le phénomène prédominant en début de 

magnétisation. Enfin notons que des sauts brusques de la magnétisation appelés « bruit Barkhausen » peuvent 

être observés (6) lors de ce processus. 

 
1 Le diamagnétisme de l’eau a notamment donné lieu à l’expérience iconique de la lévitation d’une grenouille soumise à 

un fort champ magnétique [Berry-Geim_1997]. 
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Figure 111.2 Représentation schématique du processus de magnétisation avec le déplacement des parois de 

Bloch et de la rotation des moments de magnétisation, inspirée de [Clausse_2018]. 

Bien que l’on ait montré que le processus de magnétisation se déroule à l’échelle microscopique, il doit être 

indiqué que ce qui nous intéresse pour notre étude, c’est bien la résultante macroscopique de ce phénomène. 

Dans ce but, on montrera dans le §1.2.2 comment ce calcul s’opère à l’aide du modèle multi-échelles (MME) 

de [Daniel_2011]. 

  

Figure 111.3 Présentation d’une part, de la courbe de magnétisation hystérétique d’un échantillon de FeCo 

résultant des mesures de P. Fagan [Fagan-et-al_2021] et d’autre part, de la courbe de magnétisation 

anhystérétique du FeCo calculée à l’aide du modèle multi-échelles de L. Daniel [Daniel_2011]. 

Rappelons ici que l’état magnétique d’un matériau ferromagnétique dépend de son passé magnétique, 

notamment à cause des déplacements irréversibles des parois de Bloch. Pour illustrer ce propos, on a choisi de 

tracer en vert sur la figure 111.3 la courbe expérimentale de magnétisation hystérétique d’un échantillon de 

FeCo [Fagan-et-al_2021]. Après analyse de cette courbe, on peut remarquer que la dépendance entre le champ 

d’aimantation magnétique M et le champ d’excitation magnétique 𝑯 est non-linéaire. Par conséquent, la variable 

𝝌 n’est pas une constante mais varie avec le champ d’excitation magnétique 𝑯. Il en va de même pour la 

perméabilité 𝝁 qui dépend du champ d’excitation magnétique H.  

Pour simplifier, on modélise souvent le comportement des matériaux ferromagnétiques à l’aide d’une courbe 

anhystérétique, et c’est de cette manière que l’on va procéder. Ainsi, la courbe en violet de la figure 111.3 
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montre la courbe de magnétisation anhystérétique du FeCo calculée à partir du modèle MME de L. Daniel 

[Daniel_2011]. Lorsque le patch est pré-magnétisé, on considère alors que son état de magnétisation correspond 

à la valeur de magnétisation rémanente noté 𝑀𝑅 sur la figure. Le champ d’excitation magnétique coercitif noté 

𝐻𝑐 définit le champ qui doit être appliqué pour changer l’orientation magnétique du matériau une fois qu’il a 

été magnétisé à saturation. Ce qui différencie les matériaux ferromagnétiques dits « doux » comme le FeCo des 

matériaux ferromagnétiques dits « durs » comme les aimants permanents du type néodyme est lié en particulier 

à cette valeur de champ coercitif.  

La magnétisation à saturation 𝑀𝑆 est l’aimantation maximale atteinte par le matériau. On verra que c’est un 

paramètre du modèle MME avec 𝜒0 la susceptibilité magnétique à l’origine de la courbe d’aimantation 

anhystérétique. Pour finir, on peut ajouter que le mécanisme ici est présenté de manière simplifiée. En effet la 

magnétisation d’un matériau peut dépendre de l’axe selon lequel le champ extérieur est appliqué. Il existe donc 

un axe d’aimantation privilégié comme illustré par la figure 111.2. Cet axe dépend des axes cristallographiques 

des matériaux, on parle alors d’anisotropie magnéto-cristalline. A titre d’exemple, l’anisotropie magnéto-

cristalline du FeCo a été étudiée par Shih [Shih_1934]. 

Dans cette section, on a exposé de façon très synthétique le processus de magnétisation aussi nous encourageons 

le lecteur intéressé à se référer à l’état de l’art complet donné par [Clausse_2018]. Cette partie bibliographique 

étant réalisée, on va pouvoir dorénavant explorer le principe de magnétostriction et l’influence de l’état 

magnétique des matériaux sur le couplage magnéto-élastique. 

1.1.2. Description de la magnétostriction des matériaux ferromagnétiques. 

Le but ici est de décrire les déformations engendrées par la magnétostriction. Par définition, cet effet correspond 

au couplage magnétique et élastique d’un milieu au sens large. La première mention de magnétostriction date 

de [Joule_1847] qui étudia la variation relative des déformations d’un barreau de fer et d’acier soumis à un 

champ d’excitation magnétique. La magnétostriction dans le sens d’un changement de magnétisation qui 

implique une déformation, peut être référencée sous le terme de « Joule effect » dans la littérature en anglais, 

ou magnétostriction de Joule. Lorsque l’on a un effet de magnétostriction dans le sens inverse, c’est-à-dire 

qu’une déformation élastique implique une modification de l’aimantation, on parle alors d’effet Villari 

[Villari_1865]. On peut faire référence également à l’effet de Wiedemann [Lee_1955] dans le cas d’une 

déformation en torsion : beaucoup de configurations de PM reposent sur ce principe dans le but de générer des 

ondes guidées de torsion [Kim_2015]. 

L’ensemble de ces effets est étudié afin d’être diminué dans certaines applications. Les effets de 

magnétostriction peuvent être en effet une source de bruits et de vibrations pouvant compromettre les structures 

sur le long terme, en particulier dans le cas des machines tournantes synchrones [Zhu-et-al_2013]. A l’inverse, 

on peut également analyser ce phénomène dans le but de l’exploiter : c’est le cas de notre recherche où l’on 

s’intéresse aux déformations de magnétostriction, déformations que l’on supposera isochores, c’est-à-dire où le 

volume se conserve. 

Généralement, on note la déformation de magnétostriction 𝜀𝑚𝑠 et on la retrouve aussi sous la notation Δ𝐿/𝐿 ou 

𝜆𝑚𝑠. Ces grandeurs désignent la variation relative de longueur d’un matériau. Dans les essais de caractérisation 

des matériaux, on différencie usuellement les déformations 𝜀∥
𝑚𝑠 dans la direction de l’excitation magnétique, 

des déformations dans le sens transverse 𝜀⊥
𝑚𝑠. La conséquence directe de l’hypothèse de déformations isochores 

se traduit par l’égalité suivante : 

 𝜀⊥
𝑚𝑠 = −𝜀∥

𝑚𝑠/2 . (112.a) 

Dans son travail de doctorat, [Rouge_2013] a vérifié expérimentalement la validité de cette relation sur 

différents types de matériaux ferromagnétique dont le FeCo, ce qui confirme l’hypothèse de déformation 

isochore pour les matériaux étudiés. A titre d’exemple, la figure 112.2a montre les déformations de 

magnétostriction hystérétique du FeCo reprises et adaptées de [Rouge_2013]. Tout comme l’aimantation 

magnétique 𝑀, les déformations de magnétostriction ont un comportement non-linéaire et hystérétique. A 
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l’instar de ce que nous avons fait pour l’aimantation magnétique 𝑴, on considère pour simplifier que les 

déformations sont anhystérétiques. La figure 112.2b, adaptée de [Williams_1932], donne les déformations 

anhystérétiques du FeCo. Sur cette courbe, on observe très clairement que les déformations liées à la 

magnétostriction dépendent du matériau. Ainsi, on peut remarquer que le Nickel se contracte dans le même sens 

que le champ d’excitation magnétique, tandis que le FeCo à l’inverse se dilate. 

 

Figure 112.2 a) Courbe de magnétostriction hystérétique du FeCo [Rouge_2013], b) Courbes de 

magnétostriction anhystérétiques du FeCo et du Nickel adaptées respectivement de [Williams _1932] et de 

[Lee_1955]. 

Après analyse des courbes, on peut noter que la première montée de déformation de magnétostriction (figure 

112.a) de [Rouge_2013] est plus rapide que sur celle (figure 112.b) de [Williams_1932]. Cela peut s’expliquer 

par des différences dans la mise en œuvre expérimentale. 

Dans cette section, nous avons résumé brièvement le principe de magnétostriction.  Pour de plus amples 

informations, le lecteur est invité se référer à un état de l’art plus complet disponible dans les ouvrages de thèse 

de [Clausse_2018] et de [Rouge_2013]. Dorénavant, on va s’intéresser à la manière de modéliser les 

comportements magnétiques et magnétoélastiques. Notamment, il s’agira de comprendre comment déterminer 

les sources de transduction dans une pièce ferromagnétique à partir des calculs de champs électromagnétiques 

réalisés avec le module CIVA CF. 
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1.2. Rappel sur les outils de modélisation servant au calcul des sources de transduction 

dans un patch magnétostrictif. 

L’objectif de cette partie est de présenter les modèles et les outils qui sont utilisés pour calculer les sources 

primaires de contraintes à la surface supérieure d’un patch magnétostrictif. Dans un premier temps, on rappellera 

les travaux de [Clausse_2018] qui ont permis d’aboutir à la formulation des sources de transduction créées par 

un EMAT en milieu ferromagnétique. Point essentiel pour la suite et déjà mentionné en introduction de ce 

chapitre, on verra que les phénomènes de transduction que l’on observe pour les EMATs sont de même nature 

que ceux qui apparaissent dans les PMs dans la mesure où l’on ne néglige aucun des phénomènes présents. 

L’étude comparative menée par [Clausse_2018] des modèles comportementaux des matériaux ferromagnétiques 

conduira à la sélection du modèle multi-échelles (MME) de [Daniel_2011], que l’on exposera. Enfin nous 

présenterons le module CIVA CF qui est l’outil de simulation central autour duquel les modèles s’articulent. 

Plus précisément, c’est l’entrée requise pour le MME. Ainsi le module CIVA CF sera employé afin de calculer 

le champ d’excitation magnétique dynamique créé par des géométries de bobines quelconques ainsi que le 

champ d’induction magnétique généré par des aimants permanents.  

1.2.1. Présentation de la méthode de calcul du tenseur de contraintes de Maxwell et des 

déformations de magnétostriction  

On s’intéresse ici au modèle de calcul de sources de transduction par EMAT dans un milieu ferromagnétique. 

Ce choix est motivé par le fait que les formulations développées n’utilisent pas d’hypothèses a priori sur les 

configurations rencontrées, ainsi le modèle EMAT pourra être aisément adapté pour calculer les sources de 

transduction produites par un PM.  

Dans de nombreux travaux publiés sur le comportement des EMATs rayonnant dans un milieu ferromagnétique, 

on remarque que les forces de Lorentz sont très souvent séparées des forces de magnétisation. Néanmoins, la 

séparation arbitraire des forces de Lorentz et des forces de magnétisation est à l’origine de confusions et 

d’incohérences, c’est ce que soulignent [Seher-Nagy_2016] dans leur article. Ils comparent de multiples 

formulations de la littérature, qu’ils analysent théoriquement et numériquement. Ils constatent ainsi que cette 

démarche de modélisation peut mener à des erreurs inacceptables et qu’il est préférable de travailler avec la 

formulation du tenseur de contraintes électromagnétiques de Maxwell. C’est la raison qui a amené 

[Clausse_2018] à se tourner vers cette solution dans son travail de thèse sur les EMATs. 

Notons cependant que différentes formulations existent dans la littérature pour exprimer le tenseur de 

contraintes électromagnétiques de Maxwell. Dans leur article, [Seher-Nagy_2016] en comparent quatre. Si les 

trois premières formulations des amplitudes des ondes générées pour une configuration d’EMAT sont en accord, 

la dernière formulation diffère en raison d’une approximation négligeant les sources magnétiques au sein de la 

pièce ferromagnétique. Par conséquent, [Seher-Nagy_2016] recommande de s’appuyer sur une formulation du 

tenseur de Maxwell déduite à partir du principe des travaux virtuels. L’expression qui en découle 

[Clausse_2018] pour la contrainte électromagnétique 𝝈𝒆𝒎 est alors la suivante : 

 𝝈𝒆𝒎 =
𝑩⨂𝑯+𝑯⨂𝑩

2
+𝓌𝐺

𝑚𝐈 , (121.a) 

avec ⨂ représentant le produit tensoriel, 𝓌𝐺
𝑚 la différentielle de la co-énergie magnétique libre, 𝐈 l’identité, B 

la densité de flux magnétique et H le champ d’excitation magnétique.  

Dans le cas particulier des milieux ferromagnétiques doux, on a l’expression suivante [Clausse_2018] : 

 𝝈𝒆𝒎  =  𝜇0(1 +  𝜒(‖𝑯‖))𝑯 ⊗  𝑯 − 𝜇0  (
‖𝑯‖2

2
 +  ∫ 𝜒(ℎ)ℎ 𝑑ℎ

‖𝑯‖

ℎ=0
 ) 𝐈, (121.b) 

Cette équation suggère que nous connaissions les variations de la susceptibilité magnétique 𝜒 en fonction du 

champ d’excitation magnétique 𝑯. On montre donc que pour évaluer le tenseur de contraintes de Maxwell, la 

connaissance du comportement magnétique est nécessaire. Les densités de forces électromagnétiques 
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volumiques 𝐟𝐞𝐦 et le terme de traction magnétique 𝐭𝐞𝐦 sont ensuite obtenus à partir du tenseur des contraintes 

de Maxwell comme suit : 

 {
𝐟𝐞𝐦 = 𝜵. 𝝈𝒆𝒎

𝐭𝐞𝐦 = [𝝈𝒆𝒎]δΩ. 𝒏
 , (121.c) 

avec 𝛁 l’opérateur nabla, et n la normale extérieure au domaine Ω.  

La détermination des déformations de magnétostriction pose moins de problème sur le plan théorique dans la 

mesure où l’on dispose du comportement du matériau. Elle est calculée séparément, de manière classique, dans 

le sens où l’estimation des déformations de magnétostriction est obtenue sur la base de l’approximation 

piézomagnétique [Kim-Kwon_2015]. Dans cette approximation, on suppose que le champ d’excitation 

magnétique dynamique est faible devant le champ d’excitation magnétique statique (‖𝑯𝒅‖ < ‖𝑯𝑺‖). Cette 

hypothèse nous autorise à écrire les déformations de magnétostriction comme un développement de Taylor à 

l’ordre 1 autour de la valeur de l’excitation magnétique statique : 

 𝜀𝑖𝑗
𝑚𝑠(𝑯 = 𝑯𝑺 +𝑯𝒅) = 𝜀𝑖𝑗

𝑚𝑠(𝑯𝑺) + 𝑑𝑖𝑗𝑘
𝑚𝑠(𝑯𝑺)𝐻𝑑𝑘 + 𝜊(‖𝑯𝒅‖

2) (121.d) 

avec 𝑑𝑖𝑗𝑘
𝑚𝑠(𝑯𝑺) =  𝛿𝜀𝑖𝑗

𝑚𝑠 𝛿𝐻𝑘⁄ |
𝑯𝑺

les constantes piézomagnétiques. Les indices correspondent à la notation 

d’Einstein, en dehors de l’indice d qui fait réfèrence au champ d’excitation magnétique dynamique. L’estimation 

des constantes piézomagnétiques s’effectuera par dérivation de la déformation de magnétostriction calculée à 

l’aide du modèle utilisé pour décrire le comportement magnétique et magnétoélastique § 1.2.2. Soulignons le 

fait ici que l’expression présentée n’utilise pas d’a priori sur la configuration ou sur la pièce ferromagnétique 

utilisée. 

Par la suite, il est aisé d’obtenir l’expression d’une force dynamique de magnétostriction équivalente à partir de 

l’équation (121.d), en ne conservant pas le terme correspondant à la déformation statique : 

 𝐟𝐦𝐬 = 𝛁. {−ℂ: [𝒅𝒎𝒔(𝑯𝑺).𝑯𝒅]} , (121.e) 

avec ℂ le tenseur des rigidités élastiques.  

Une fois que les sources volumiques de transduction électromagnétiques 𝐟𝐞𝐦 et magnétostrictives 𝐟𝐦𝐬 sont 

calculées, elles sont converties en sources équivalentes de contraintes à la surface supérieure du matériau 

ferromagnétique [Clausse-Lhemery_2016] avant d’être simplement additionnées avec la traction magnétique 

de la manière suivante : 

 𝝈𝒕𝒐𝒕(𝑡) = 𝝈̃𝒆𝒎(𝑡) + 𝝈̃𝒎𝒔(𝑡) + 𝒕𝒆𝒎(𝑡).  (121.f) 

avec 𝝈̃𝒆𝒎, 𝝈̃𝒎𝒔 et 𝒕𝒆𝒎 représentant respectivement les sources équivalentes de contraintes électromagnétiques, 

magnétostrictives et de traction magnétique à la surface de pièce. .  

Comme on a pu le voir, les équations présentées n’utilisent pas d’hypothèses a priori sur les configurations 

rencontrées. Ainsi, le modèle de calcul de source de transduction par EMAT peut être également employé pour 

modéliser les sources transductions dans le matériau magnétostrictif constitutif d’un PM. Il est cependant 

nécessaire de connaître le comportement magnétique du matériau ferromagnétique et l’état de magnétisation 

dans lequel la transduction a lieu. C’est l’objet de la prochaine section.  

1.2.2. Présentation de l’approche multi-échelles de [Daniel-et-al_2011] pour la modélisation des 

comportements magnétique et magnétoélastique anhystérétiques des matériaux 

ferromagnétiques. 

L’enjeu ici est de présenter le modèle mis en œuvre pour calculer les comportements magnétique et 

magnétoélastique anhystérétiques des matériaux ferromagnétiques. Pour simuler les comportements 

magnétiques et les couplages magnétoélastiques d’un grain ferromagnétique, une première solution est d’avoir 

recours à la théorie du micromagnétisme exposée dans [Brown_1966]. Cette théorie étudie l’équilibre 
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énergétique libre mise en jeu à l’échelle microscopique en fonction des moments magnétiques atomiques m. 

L’énergie libre notée W se décompose comme une somme d’énergies traduisant les différentes interactions de 

la manière suivante : 

 W(𝐦) = Wex(𝒎) +W𝑎𝑛(𝒎) +W𝑚𝑎(𝒎) +W𝜎(𝒎) (122.a) 

avec : 

• W𝑒𝑥 l’énergie d’échange, cette énergie rendant compte des interactions spin-spin entre atomes voisins. 

C’est cette énergie qui contribue au développement de domaines de Weiss présentés dans le §1.1.1. 

• W𝑎𝑛 l’énergie d’anisotropie magnéto-cristalline qui traduit le fait qu’il existe un axe de magnétisation 

privilégié. 

• W𝑚𝑎 l’énergie magnétostatique qui se divise en deux contributions : la première reflète l’énergie 

potentielle magnétique procurée au matériau quand on applique un champ magnétique extérieur ; c’est 

l’énergie de Zeeman tandis que la deuxième contribution exprime les interactions magnétiques à longue 

distance au sein du milieu ; elle transcrit l’action du champ démagnétisant. [Hubert-Schäfer_1998]. 

• W𝜎 l’énergie élastique correspondant aux déformations élastiques dans un milieu ferromagnétique. 

Cette énergie contient notamment les effets de magnétostriction. 

Cette décomposition permet de comprendre que ce sont les interactions microscopiques qui jouent un rôle 

prépondérant sur les propriétés des matériaux ferromagnétiques. Néanmoins, la détermination de ces différents 

termes est coûteuse en temps de calcul et nécessite une connaissance fine de la microstructure des matériaux 

modélisés. Cette approche n’est pas adaptée au contexte de modélisation de source de transduction par EMAT 

ou dans un PM. 

Dans son étude, [Clausse_2018] a comparé deux autres solutions pour la modélisation des comportements 

macroscopiques anhystérétiques des matériaux ferromagnétiques, à savoir l’approche phénoménologique de 

Sablik-Jiles-Atherton (SJA) [Sablik-Atherton_1993] et le modèle multi-échelle (MME) de [Daniel_2011]. 

L’auteur Bastien Clausse a notamment montré que le principal frein à l’utilisation du modèle SJA tient au fait 

que ce dernier nécessite sept paramètres d’entrée devant être interpolés à partir d’essais expérimentaux pour 

modéliser le comportement magnétique et magnétoélastique sous contrainte mécanique. En revanche, la 

méthode multi-échelle (MME) quant à elle ne requiert que trois paramètres d’entrée, qui sont : la magnétisation 

à saturation 𝑀𝑆, la déformation de magnétostriction à saturation 𝜆𝑆 et un paramètre d’ajustement 𝐴𝑆 de la pente 

de magnétisation que l’on retrouve facilement 𝐴𝑆 = 3𝜒0 𝜇0𝑀𝑆
2⁄  [Daniel_2011]. C’est pourquoi le MME a été 

choisi pour simuler les comportements magnétique et magnétoélastique anhystérétiques des matériaux 

ferromagnétiques. 

Lorsque l’on analyse de plus près cette méthode, on peut montrer que la MME se base sur des changements 

d’échelles pour prédire le comportement macroscopique des matériaux ferromagnétiques. En outre, les variables 

nécessaires à l’expression des énergies locales des domaines, c’est-à-dire l’excitation magnétique locale 𝑯𝜶 et 

les contraintes mécaniques 𝝈𝜶, sont déterminées en amont. Comme le bilan énergétique est fait à l’échelle des 

domaines magnétiques, de multiples simplifications sont permises. Ainsi, à l’équilibre magnétique, l’énergie 

d’échange W𝑒𝑥 est nulle dans un domaine. Cela entraîne par voie de conséquence que, l’énergie libre s’écrit 

donc comme la somme des trois énergies restantes en fonction de l’orientation de la magnétisation 𝒎𝜶 de 

chaque domaine :  

 Wα(𝐦𝛂) = W𝑎𝑛
α (𝒎𝛂) +W𝑚𝑎

α (𝒎𝛂) +W𝜎
α(𝒎𝛂) , (122.b) 

Si l’on suppose également que le matériau est isotrope, dans ce cas l’énergie anisotropique magnéto cristalline 

s’annule : W𝑎𝑛
𝛼 = 0.  

Pour passer à l’échelle du grain, on choisit de décomposer ce dernier en domaines orientés de manière aléatoire 

[Dahia-et-al_2015], la somme des moments de magnétisation des domaines devant être nulle à l’état 

désaimanté. Concrètement, on discrétise la sphère unité afin de décrire les orientations possibles de la 
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magnétisation. La figure 122.1a donne un exemple de cette représentation schématique dans laquelle le grain 

est discrétisé en six domaines élémentaires de magnétisation d’orientations différentes. 

 
Figure 122.1 Représentation schématique d’un grain en six domaines élémentaires adaptée de [Daniel_2003] 

a) à l’état désaimanté. b) Soumis à une excitation magnétique dans la direction 𝑯. 

Lorsque l’on applique un champ d’excitation magnétique 𝑯 sur le grain, l’équilibre est modifié et les parois 

séparant les domaines se déplacent. Une fois l’équilibre retrouvé, la taille des domaines a varié, comme illustré 

par la figure 122.1b. Cette variation de volume des domaines est décrite par une approche statistique à l’aide 

d’une loi de type Boltzmann [Daniel_2003]. La loi statistique définit la fraction volumique 𝑓𝛼 d’un des domaines 

à partir de l’énergie 𝑊𝛼 de chaque domaine avec la variable d’ajustement 𝐴𝑠 de la manière suivante : 

 𝑓𝛼 =
exp (−𝐴𝑠.𝑊𝛼)

∑ exp (−𝐴𝑠.𝑊𝛼)𝛼
 . (122.c) 

En plus de cette discrétisation des domaines, on pourrait également procéder à une minimisation des énergies 

par rotation des orientations de magnétisation [Buiron-et-al_1999]. La rotation des orientations de 

magnétisation n’est cependant pas prise en compte dans la MME que nous mettons en œuvre car en pratique la 

rotation des orientations de magnétisation apparait en fin de processus de magnétisation, c’est-à-dire 

uniquement pour un champ d’excitation magnétique intense. 

 La transition à l’échelle d’un volume élémentaire représentatif (VER) se fait ensuite par homogénéisation des 

grandeurs. Ici, on choisit d’utiliser une version simplifiée de cette étape d’homogénéisation : ainsi on définit la 

magnétisation et la déformation de magnétostriction du VER de la façon suivante : 

 𝑴 =
1

𝑉
∫ 𝑓𝛼𝑀𝑆𝒎𝜶𝑑𝑉𝑉

 et 𝜺𝒎𝒔 =
1

𝑉
∫

3𝜆𝑆

2
𝑓𝛼(𝒎𝜶⨂𝒎𝜶 −

1

3
𝐈)𝑑𝑉

𝑉
 . (122.d) 

Dans des modélisations plus complètes par approche multi-échelles pour la modélisation de comportement 

magnétique et magnétoélastique anhystérétique des matériaux ferromagnétiques, il serait possible de prendre en 

compte des effets à l’échelle macroscopique comme ceux liés à la géométrie au sens large ou aux procédés de 

fabrication [Daniel_2003]. Pour avoir plus de détails sur cette approche, le lecteur est invité à se référer à la 

publication récente de [Daniel-et-al_2020]. 

Au cours de cette section, on a montré comment modéliser à partir de trois paramètres simples à retrouver dans 

la littérature ou lors d’essais expérimentaux le comportement magnétique et magnétoélastique de matériaux 

ferromagnétiques isotropes. Il s’agit d’un modèle simplifié qui a ses limites en termes de précision [Dahia-et-

al_2015], mais celles-ci sont contrebalancées par une facilité de mise en œuvre, une capacité à prédire l’effet 

de sollicitations mécaniques, ainsi que par une description tridimensionnelle. Dans la prochaine section, On va 

pouvoir expliquer comment sont calculés les champs d’excitation magnétique dans le milieu ferromagnétique à 

l’aide du module CIVA CF. 

  



26 

 

1.2.3. Présentation de la plateforme logicielle CIVA et de son module CIVA CF  

Actuellement, le développement de la plateforme logicielle CIVA [Extende] est au cœur des études menées au 

département DISC (Département imagerie et simulation pour le contrôle) de l’institut LIST (Laboratoire 

d’Intégration des Systèmes et Technologies) du CEA Tech. Cette plateforme est un outil de modélisation à 

destination des industriels et acteurs du CND. Elle comporte différents modules dont celui dénommé CIVA CF 

qui est dédié à la simulation du CND par courants de Foucault. 

Les contrôles par courants de Foucault consistent à mesurer les variations d’impédance d’une bobine parcourue 

par un courant, située à proximité de la surface de l’objet à contrôler. Ce type de contrôle est principalement un 

contrôle de surface en raison de la faible pénétration des champs électro-magnétiques. L’ordre de grandeur de 

la pénétration des champs électro-magnétiques est déterminé par l’épaisseur de peau 𝛿𝑝 = 1/√𝜋𝜇𝜎𝑓, avec 𝜇 la 

perméabilité magnétique, 𝜎 la conductivité électrique et 𝑓 la fréquence de contrôle. Pour répondre aux besoins 

des applications de contrôle, ce module permet de simuler à l’aide du modèle de [Theodoulidis_2005] les 

variations fréquentielles et spatiales du champ d’excitation magnétique statique ou dynamique ainsi que le 

champ électrique et les densités de courant induits dans les pièces en présence ou non de défauts. En outre, ce 

module offre l’avantage de prédire la signature d’un défaut selon sa nature et sa géométrie vis-à-vis de la bobine 

excitatrice [Reboud-et-al_2009]. 

La variable électrique qui régit le champ magnétique régénéré par une bobine est le courant. Cependant, cette 

variable est moins facile d’accès que la tension. Pour cette raison, le module intègre également la possibilité de 

prendre en compte le système électronique raccordé à la bobine afin de pouvoir utiliser la tension du système 

comme donnée d’entrée de la modélisation. On peut ajouter que pour ces applications mais aussi pour les 

contrôles par EMAT ou par PM, le système électronique doit être adapté à la fréquence du contrôle : on parle 

d’adaptation d’impédance. En effet, une bobine réagit comme un filtre passe-bas, or on souhaite maximiser le 

courant circulant dans la bobine. La procédure classique d’adaptation d’impédance consiste à ajouter un 

condensateur en série avec la bobine, le système électrique devenant alors un filtre passe bande. On adapte 

ensuite le condensateur de sorte que la fréquence de résonance du système électrique corresponde à la fréquence 

de contrôle. 

En ce qui concerne les bobines, le module CIVA CF intègre les géométries usuelles présentées à la figure 123.1 

et les calculs sont purement analytiques. La durée des simulations dépend de la finesse du maillage, de ses 

dimensions, de la discrétisation de la bobine etc mais le temps de calcul des champs magnétiques dynamiques 

avec ce module reste très compétitif par rapport à des modélisations de type éléments finis. Rappelons qu’une 

option dans le module permet de donner un premier maillage et qu’ensuite c’est à l’utilisateur de servir de son 

savoir-faire pour déterminer celui qui est le plus adapté. Des codes non intégrés à la version commerciale 

permettent également de définir une géométrie quelconque et d’employer les mêmes modèles de calcul de 

champ que précédemment. 

  

 Figure 123.1 Géométries usuelles de bobines dans le module CIVA CF 
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Les aimants permanents sont quant à eux simulables sous forme parallélépipèdique [Xiao-Fan-et-al_2004] ou 

sous forme cylindrique, le champ d’excitation magnétique statique est alors calculé de manière analytique. Des 

articles de la littérature des PM cherchent à optimiser le champ d’excitation magnétique statique de façon à 

maximiser la génération des ondes de torsion tout en assurant l’uniformité de ce champ en termes d’amplitude 

et de direction [KyungHoSun_2008]. Pour simplifier, on peut néanmoins considérer le champ d’excitation 

magnétique statique comme étant uniforme et constant. Cette hypothèse permet dans un premier temps de se 

focaliser sur la conception des bobines par exemple, et d’étudier dans un second temps le champ d’induction 

statique. En outre, elle nous évite d’avoir à effectuer une simulation par la MME en chaque point, réduisant 

encore le temps de calcul. C’est un point essentiel lorsque l’on optimise la géométrie de bobine en vue de 

maximiser la génération d’un mode guidé. 

Un inconvénient de ces calculs analytiques de champs est qu’ils ne prennent pas en compte le caractère non-

linéaire des matériaux ferromagnétiques, c’est-à-dire que les simulations se font à conductivité et à perméabilité 

constantes. La solution consiste alors, étant donné que l’on suppose le champ d’excitation magnétique statique 

uniforme et constant, de prendre des valeurs de conductivité et de perméabilité calculées pour chaque valeur du 

champ d’excitation magnétique statique considérée. 

Dans cette section, on a présenté l’outil qui permet de simuler les champs d’excitation magnétiques statiques et 

dynamique. On peut dorénavant calculer les sources de transduction dans un PM avec la chaîne de modélisation 

décrite ici. Dans la prochaine section, on illustrera ce calcul à l’aide de quelques configurations sélectionnées 

dans la littérature. 
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1.3. Présentation de résultats de calcul de source de transduction pour des 

configurations de patch magnétostrictif issus de la littérature. 

L’objectif de cette partie est d’étudier, à l’aide des outils numériques exposés précédemment, différentes 

configurations de PM que l’on retrouve usuellement dans la littérature. Nous nous attacherons en particulier à 

montrer l’influence de l’orientation relative des champs sur les différentes contributions des phénomènes de 

transduction. Nous verrons également l’influence sur les performances de transduction de l’incertitude commise 

sur le paramètre de perméabilité. 

Dans leur article, [Yoo-et-al_2014] étudient la directivité des ondes émises par des sources de PM. Plus 

précisément, ils comparent la directivité de PMs composés de trois matériaux (Nickel, Galfenol polycristallin, 

Galfenol hautement texturé) et ce, pour deux configurations de systèmes composés de bobine/aimants 

permanents. Les résultats obtenus montrent que les deux PMs composés de Galfenol sont plus directifs que celui 

en nickel en raison de leur anisotropie. Un exemple d’une des deux configurations, appelée CMPT 

(Circumferential magnetostrictive patch transducer) dans l’article, est illustrée à la figure 13.1. Elle est 

composée d’une bobine de forme annulaire de diamètre D=25.4mm (1 pouce) et de hauteur h=1.27mm 

(0.05pouces) et d’un aimant permanent cylindrique de diamètre D/4 et 3.175mm dehauteur. Dans cette 

configuration, le champ d’excitation magnétique dynamique généré par la bobine est dans la même direction 

que le champ d’excitation magnétique statique induit par l’aimant. 

  

Figure 13.1 Représentation schématique du CMPT de [Yoo-et-al_2014] composé d’une bobine de forme 

annulaire de diamètre D=25.4mm (1 pouce) et de hauteur h=1.27mm (0.05pouces) et d’un aimant cylindrique 

de diamètre D/4 et 3.175mm d’hauteur. 

D’autres travaux ont également vu le jour. Pour leur part, [Ribichini-et-al_2011] ont choisi d’analyser deux 

configurations d’EMAT dans le but de générer des ondes guidées de torsion dans une pièce à l’aide soit des 

forces de Lorentz, soit des déformations de magnétostriction générées directement dans la pièce ou bien par 

l’intermédiaire dans une bande magnétostrictive collée à la pièce. Une expression quantitative des performances 

de ces configurations est ainsi proposée à l’aide d’une modélisation par éléments finis. A titre d’exemple, la 

figure 13.2 illustre la configuration conçue dans le but d’utiliser la magnétostriction pour générer des ondes de 

torsions. Cette configuration comprend une bobine à méandres dont le pas entre deux fils correspond à une 

demi-longueur d’onde de l’onde de torsion qu’ils souhaitent générer ainsi qu’un aimant en U. Cette fois-ci, le 

champ d’excitation magnétique dynamique généré par les longs fils de la bobine à méandres est perpendiculaire 

au champ d’excitation magnétique statique induit par l’aimant en U. 
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Figure 13.2 Représentation schématique en vue du dessus de l’EMAT magnétostrictif de [Ribichini-et-al_2011] 

afin d’exciter des ondes de torsion de longueur d’onde . 

Par la suite, on propose de s’inspirer de ces deux configurations afin d’étudier les différentes contributions et 

orientations des phénomènes de transduction. Sachant que l’orientation relative de l’excitation magnétique par 

rapport à l’induction magnétique peut exercer une influence sur le poids respectif des contributions, on a choisi 

ces deux configurations pour les différentes orientations relatives des champs. Le tableau 13.3 résume les 

constantes des matériaux que l’on emploiera dans cette partie. 

 CIVA CF  MME   

 𝜎 (𝑀𝑆 𝑚⁄ ) 𝜇𝑟 𝑀𝑠𝑎𝑡 (𝑘𝐴 𝑚⁄ ) 𝜆𝑠𝑎𝑡 (ppm) 𝜒0 

Nickel 14.3 110 530 -42 460 

Fer Cobalt 10 1000 1860 68 3230 

Tableau 13.3 Résumé des constantes des matériaux utilisés pour les simulations avec le modèle EMAT 

[Clause_2018] 

1.3.1. Étude des sources de transduction avec un CMPT de [Yoo-et-al_2014] 

Le but de cette section est d’analyser les phénomènes de transduction qui apparaissent dans le cas d’un patch 

de nickel excité par une configuration de type CMPT [Yoo-et-al_2014]. On étudiera également l’influence que 

peut avoir une variation de perméabilité relative du nickel sur la valeur de l’amplitude des sources équivalentes. 

Pour rappel, la géométrie de l’aimant permanent utilisé par [Yoo-et-al_2014] est décrite par la figure 13.1. 

L’aimant permanent est de qualité N52 [Supermagnete] ce qui constitue un intervalle de champ d’induction 

magnétique de rémanence. Le champ d’induction magnétique de rémanence correspond à 𝐵𝑅 = 𝜇0𝑀𝑅, avec 𝑀𝑅 

la magnétisation rémanente présentée dans le §1.1.1. Le constructeur pour l’aimant sélectionné donne une valeur 

du champ d’induction magnétique de rémanence plus précise, 𝐵𝑅 = 1.48𝑇. La valeur du champ d’induction 

magnétique à entrer dans le module CIVA CF correspond à celle au centre de la surface inférieure de l’aimant. 

Comme l’aimant est de géométrie simple, cette valeur se calcule par l’application numérique de l’équation 

suivante : 

 𝐵𝑧(𝑧 = 0) =
𝐵𝑅

2
[

ℎ𝑚

√𝑅2+ℎ𝑚
2
] , (131.a) 

avec hm la hauteur de l’aimant et R son rayon. Notons ici que l’axe 𝑧 est l’axe de symétrie de l’aimant cylindrique.  

On simule ensuite le comportement de l’aimant permanent à l’aide d’une bobine cylindrique de même géométrie 

infiniment fine. Dans ce but, on ajuste le courant continu circulant dans cette bobine de façon à avoir un champ 

d’induction magnétique de 0.5233T, par application numérique de l’équation 131.a dans l’air à la surface 

inférieure de cette nappe de courant [Ravaud-et-al_1997], puis on détermine à l’aide du module CIVA CF la 

valeur de magnétisation du nickel imposée par l’aimant. Pour rappel, les constantes des matériaux employées 
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pour cette simulation sont résumées dans le tableau 13.3 tandis que la figure 131.1 illustre la configuration sur 

la plateforme logicielle CIVA. 

  

Figure 131.1 Représentation de la géométrie du CMPT simulé sous la plateforme logicielle CIVA, avec un 

aimant cylindrique et une bobine. 

La figure 131.2 donne la norme des trois composantes du champ d’induction magnétique statique calculée à la 

surface supérieure du patch. L’analyse des résultats permet de remarquer que la magnétisation du patch suivant 

l’axe 𝑧 est principalement localisée sous l’aimant permanent (figure 131.2 c) tandis que l’aimantation sous la 

grande bobine cylindrique est orientée suivant l’axe 𝑟 ((figures 131.2a et 131.2b). Ceci est cohérent avec le fait 

que les lignes de champs générés car un aimant sortent, par convention, par le pôle nord avant de tourner pour 

envelopper l’aimant et rejoindre le pôle opposé. Les distributions de l’induction magnétique étant montrées en 

valeur absolue, on ne peut pas ici faire la distinction entre le pôle nord du sud. 

 

Figure 131.2 Calcul des normes des trois composantes du champ magnétique statique à la surface supérieure du 

patch en Tesla a) ‖𝑩. 𝑥⃗‖, b) ‖𝑩. 𝑦⃗‖, c) ‖𝑩. 𝑧‖ à l’aide du module CIVA CF. 

Si on considère les paramètres matériaux donnés dans le tableau 13.3 pour le nickel, l’épaisseur de peau a une 

valeur de 28.4µm à 200kHz. La zone de calcul dans l’épaisseur du patch est supérieure à 3 épaisseurs de peau 

comme suggéré par [Ribichini-et-al_2011]. La figure 131.3 montre la norme des trois composantes du champ 

d’excitation magnétique dynamique circulant à la surface supérieure du patch à 200kHz, normalisée à 1. 
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Figure 131.3 Calcul de la norme des trois composantes du champ d’excitation magnétique dynamique à la 

surface supérieure du patch à 200 kHz. a) ‖𝐻𝑑. 𝑥⃗‖, b) ‖𝐻𝑑 . 𝑦⃗‖, c) ‖𝐻𝑑 . 𝑧‖ à l’aide du module CIVA CF. 

Comme présenté au §1.2.1, les champs d’induction magnétique statique et d’excitation magnétique dynamique 

sont les données d’entrée de calcul de source de transduction du modèle EMAT [Clausse_2018]. Ces sources 

de transduction volumique sont ramenées ensuite sous la forme de contraintes surfaciques équivalentes. Compte 

tenu de la complexité des opérateurs en jeu dans la modélisation des sources présentée dans le §1.2.1, les 

descriptions que l’on va faire des résultats peuvent difficilement être rattachées à une interprétation physique 

détaillée des phénomènes en jeu. La figure 131.4 illustre les trois composantes de contraintes équivalentes 

imputées à la magnétostriction, la normalisation étant réalisée par rapport à la somme des trois contributions 

liées aux effets magnétostrictifs, de forces électromagnétiques et de traction magnétique (𝝈̃𝒎𝒔, 𝝈̃𝒆𝒎, 𝒕𝒆𝒎) 

données à l’équation 121.f. 

 

Figure 131.4 Calcul de la norme en dB des trois composantes de contraintes surfaciques équivalentes dues à la 

magnétostriction à 200 kHz. a) ‖𝝈̃𝒎𝒔. 𝑥⃗‖, b)  ‖𝝈̃𝒎𝒔. 𝑦⃗‖, c) ‖𝝈̃𝒎𝒔. 𝑧‖ à l’aide du modèle EMAT de 

[Clausse_2018]. 

On a vu aux figures 131.2 et 131.3 que l’induction et l’excitation magnétique sont orientés dans les mêmes 

directions. On s’attend donc à observer des déformations dans le même sens où l’excitation magnétique est 

appliquée. C’est ce que l’on observe à la figure 131.4, on remarque la présence de deux premiers lobes au centre 

de la source et deux autres lobes secondaires cette fois-ci plus sur l’extérieur de la source. La présence des 

premiers lobes au centre, où l’excitation magnétique y est plus faible que sur l’extérieur, s’explique par une 

magnétisation plus optimale. On parle de magnétisation plus optimale dans le sens où les coefficients 

piezomagnétostrictifs y sont plus élevé qu’au niveau des lobes extérieurs. On s’intéresse ensuite aux autres 

contributions. Ainsi, la figure 131.5 donne les trois composantes de contraintes surfaciques équivalentes dues 

aux densités volumiques de forces électromagnétiques 𝝈̃𝒆𝒎 ainsi que la traction magnétique 𝒕𝒆𝒎 toujours 

orientée suivant l’axe 𝑧. On applique la même normalisation que celle précédemment appliquée aux 

composantes de la magnétostriction. La dynamique des différentes barres de couleur permettant d’analyser les 

valeurs en dB est adaptée de façon à bien faire apparaître les différentes contributions. Grâce à ces figures, on 
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montre que ces phénomènes de transduction sont bien négligeables par rapport à ceux de la magnétostriction 

car leur amplitude est d’une valeur mille fois inférieure. 

   

   

Figure 131.5 Calcul de la norme en dB des trois composantes de contraintes surfaciques équivalentes dues aux 

densités volumiques de forces électromagnétiques 𝝈̃𝒆𝒎 ainsi qu’à la traction magnétique 𝒕𝒆𝒎 à 200 kHz a) 

‖𝝈̃𝒆𝒎. 𝑥⃗‖, b) ‖𝝈̃𝒆𝒎. 𝑦⃗‖, c) ‖𝝈̃𝒆𝒎. 𝑧‖, d)‖𝒕𝒆𝒎. 𝑧‖ à l’aide du modèle EMAT de [Clausse_2018]. 

Les distributions des densités de forces électromagnétiques ramenées à la surface à la figure 131.5a-c sont en 

accord avec le produit tensoriel des deux champs magnétiques. La traction magnétique présentée à la figure 

131.5d correspond à l’action à la fois de l’induction magnétique et de l’excitation magnétique normale à la 

surface du PM, donc suivant l’axe 𝑧. La distribution que l’on relève est donc en accord avec ce que l’on attend. 

Comme expliqué précédemment, les calculs de champs d’induction magnétique statique et d’excitation 

magnétique dynamique sous le module CIVA CF se font à perméabilité constante mais une valeur constante ne 

permet pas de représenter correctement le comportement non linéaire des matériaux ferromagnétiques. Pour un 

état de magnétisation d’un matériau ferromagnétique, on pourrait se reporter sur une courbe afin de choisir une 

valeur adéquate, toutefois comme le patch n’est pas magnétisé de manière uniforme sous la bobine générant le 

champ dynamique, la perméabilité n’est également pas constante du point de vue spatial. Afin de quantifier 

l’erreur commise sur l’amplitude des sources de transduction, on a donc choisi d’effectuer deux autres 

simulations en faisant varier la perméabilité du nickel de plus ou moins 10%. La figure 131.6a montre la 

cartographie selon les axes x et y de la distribution de la somme des contraintes surfaciques équivalentes 𝜎̃𝑦𝑧 

normalisée. Sur cette figure, la ligne blanche indique la position suivant x pour laquelle la figure 131.6b est 

tracée. En outre, cette figure 131.6b permet d’illustrer les amplitudes de la contrainte 𝜎̃𝑦𝑧 pour trois valeurs de 

perméabilité magnétique différentes. La référence ici est la contrainte 𝜎̃𝑦𝑧 obtenue avec une perméabilité 

magnétique relative 𝜇𝑟 de 110. Globalement les trois courbes se superposent même si on observe une différence 

d’amplitude au niveau des maxima. D’ailleurs, on peut remarquer que c’est pour une perméabilité plus faible, 

c’est-à-dire à 𝜇𝑟 = 99  ici, que l’amplitude de la contrainte 𝜎̃𝑦𝑧 est la plus élevée tandis qu’à l’inverse, la 

perméabilité la plus élevée conduit à une amplitude de la contrainte 𝜎̃𝑦𝑧 plus faible. Soulignons ici le fait que 
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plus la perméabilité est élevée, plus l’épaisseur de peau est faible. Les déformations de magnétostriction 

s’effectuant sur une plus faible épaisseur, cela peut expliquer une plus faible amplitude de la contrainte 𝜎̃𝑦𝑧. Si 

l’on compare les amplitudes des contraintes 𝜎̃𝑦𝑧à la position y=14.6mm, on peut conclure qu’une variation de 

plus ou moins dix pourcents (10%) de la perméabilité engendre une incertitude de dix pourcents (10%) sur 

l’amplitude de la contrainte 𝜎̃𝑦𝑧 en ce point. 

 

  

Figure 131.6 Calcul de la a) distribution des contraintes surfaciques équivalentes totales 𝜎̃𝑦𝑧 en dB selon les 

axes x et y et b) de la variation de l’amplitude 𝜎̃𝑦𝑧 suivant une coupe centrée sur la source pour trois valeurs 

distinctes de perméabilité relative du nickel à l’aide du modèle EMAT de [Clausse_2018]. 

Au cours de cette section, on a montré les champs d’induction magnétique statique et d’excitation magnétique 

dynamique engendrés par un CMPT à 200kHz. Dans cette configuration, la magnétostriction est prédominante, 

ce qui justifie le fait que seule cette dernière soit prise en compte dans l’article de [Yoo-et-al_2014]. Autre point 

important, on a pu noter qu’une incertitude de dix pourcents sur la perméabilité relative du nickel, supposée 

constante, engendre une incertitude de dix pourcents également sur l’amplitude des sources de transduction. 

Dans la section qui suit, une analyse similaire va être proposée cette fois-ci pour une configuration dont 

l’induction magnétique est orientée orthogonalement par rapport à l’excitation magnétique. On observera alors 

si le poids respectif des contributions change fortement de la configuration que l’on vient d’étudier. 

1.3.2. Étude des sources de transduction dans le cas d’un EMAT magnétostrictif de [Ribichini-

et-al_2011]. 

L’objectif ici est d’analyser des phénomènes de transduction dans un patch élaboré à partir d’un alliage de Fer-

Cobalt en proportion égale et excité par une configuration de type EMAT magnétostrictif [Ribichini-et-

al_2011]. Afin de reproduire la géométrie de l’aimant permanent utilisé par [Ribichini-et-al_2011], on a 

sélectionné cette fois-ci un aimant parallélépipédique de qualité N40 chez [Supermagnete], le Q-60-30-15-N. 

L’idée est d’en employer deux et de refermer le champ avec un troisième aimant de même qualité. On modélise 

ainsi un aimant en U par superposition des trois aimants. Pour un aimant parallélépipédique, la valeur du champ 

d’induction magnétique sur la face du pôle se calcule par l’application numérique de l’équation suivante : 

 𝐵𝑧(𝑧 = 0) =
𝐵𝑅

𝜋
[
𝜋

2
− arctan (

𝐿𝑊

2𝐻√4𝐻2+𝐿2+𝑊2
)] , (132.a) 

avec L la longueur, W la largeur et H la hauteur dans l’axe de magnétisation. Pour l’aimant Q-60-30-15-N, son 

champ d’induction magnétique est de 𝐵𝑧(𝑧 = 0) = 0.355T pour un champ d’induction magnétique rémanent 

𝐵𝑅 = 1.26T. La figure 132.1 illustre la configuration simulée sur la plateforme logicielle CIVA. Si l’on 

considère les paramètres matériaux donnés dans le tableau 13.3 pour le Fer-Cobalt, l’épaisseur de peau est de 

11.3µm à 200kHz. La profondeur de la zone de calcul est de 80µm ce qui correspond à un peu plus de 7 

épaisseurs de peau. 



34 

 

  

Figure 132.1 Représentation de la géométrie de l’EMAT magnétostrictif simulée sous la plateforme logicielle 

CIVA, la zone plus grisée indiquant la zone de calcul. 

A l’instar de l’étude précédente, la figure 132.2 donne la distribution du champ d’induction magnétique statique 

à la surface supérieure du patch, les contours des aimants étant affichés en noir. Sur la figure 132.2b, on peut 

observer que sous la bobine à méandres, le patch est magnétisé suivant la direction 𝑦⃗. 

 

Figure 132.2 Calcul des normes des trois composantes du champ d’induction magnétique statique à la surface 

supérieure du patch en Tesla a) ‖𝑩. 𝑥⃗‖, b) ‖𝑩. 𝑦⃗‖, c) ‖𝑩. 𝑧‖ à l’aide du module CIVA CF. 

La figure 132.3 montre ensuite la norme des trois composantes du champ d’excitation magnétique dynamique 

à la surface supérieure du patch à 200kHz, normalisée à 1. La bobine à méandre est surélevée de 1 mm de la 

surface du patch. On n’a pas cherché à ajuster la dimension de l’inter-fil selon une longueur d’onde ici car on 

ne s’intéresse pas pour le moment aux ondes générées par le patch contrairement aux chapitres suivants mais 

uniquement aux sources électro-magnéto-élastiques. On remarque que le champ d’excitation magnétique 

dynamique généré est principalement perpendiculaire à la direction du fil électrique, ce qui est cohérent avec 

les équations de Maxwell. 

 
Figure 132.3 Calcul des normes des trois composantes du champ d’excitation magnétique dynamique à la 

surface supérieure du patch à 200 kHz. a) ‖𝐻𝑑. 𝑥⃗‖, b) ‖𝐻𝑑 . 𝑦⃗‖, c) ‖𝐻𝑑 . 𝑧‖ à l’aide du module CIVA CF. 
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Comme exposé précédemment, la complexité des opérateurs en jeu dans la modélisation des sources présentée 

dans le §1.2.1, les descriptions que l’on va faire des résultats peuvent difficilement être rattachées à une 

interprétation physique détaillée des phénomènes en jeu. La figure 132.4 montre les trois composantes de 

contraintes équivalentes résultant de la magnétostriction. Une fois encore, la normalisation est faite par rapport 

à la somme des trois contributions (𝝈̃𝒎𝒔, 𝝈̃𝒆𝒎, 𝒕𝒆𝒎) présentées à l’équation 121.f. Si on observe attentivement 

la figure 132.4b qui représente la distribution de la contrainte surfacique équivalente due à la magnétostriction 

suivant l’axe 𝑦⃗. Compte tenu de la magnétisation, cette composante de source de contrainte surfacique due à la 

magnétostriction correspond à la fois à l’action de l’excitation magnétique suivant l’axe 𝑥⃗ mais aussi suivant 

l’axe 𝑦⃗ (figure 132.3a et 132.3b). 

 

Figure 132.4 Calcul de la norme en dB des trois composantes de contraintes surfaciques équivalentes dues à la 

magnétostriction à 200 kHz. a) ‖𝝈̃𝒎𝒔. 𝑥⃗‖, b) ‖𝝈̃𝒎𝒔. 𝑦⃗‖,  c) ‖𝝈̃𝒎𝒔. 𝑧‖ à l’aide du modèle EMAT de 

[Clausse_2018]. 

La figure 132.5 présente les trois composantes de contraintes surfaciques équivalentes dues aux densités 

volumiques de forces électromagnétiques 𝝈̃𝒆𝒎 ainsi que la traction magnétique 𝒕𝒆𝒎 toujours orientée suivant la 

normale à la surface, l’axe 𝑧. Comme dans l’étude précédente, la dynamique de la barre de couleur est adaptée 

de façon à montrer ces contributions. De ces résultats de simulations, on peut conclure que ces phénomènes de 

transduction sont négligeables par comparaison avec ceux liés à la magnétostriction : en effet, leurs amplitudes 

sont cette fois-ci plus de cent fois inférieures à l’amplitude de la contribution de la magnétostriction. Les 

distributions des densités de forces électromagnétiques ramenées à la surface à la figure 132.5a-c sont en accord 

avec le produit tensoriel des deux champs magnétiques. L’induction magnétique est moins intense au centre, 

entre les deux aimants. On remarque donc que les contraintes suivants l’axe 𝑥⃗, à la figure 132.5a sont concentrés 

en proximité des aimants. La traction magnétique présentée à la figure 131.5d correspond à l’action à la fois de 

l’induction magnétique et de l’excitation magnétique normale à la surface de la bande magnétostrictive, donc 

suivant l’axe 𝑧. La distribution que l’on relève est donc en accord avec ce que l’on attend. Les distributions 

observées sont beaucoup plus complexes que dans le cas précédemment étudié de [Yoo-et-al_2014], ce qui 

renforce l’intérêt et la nécessité de disposer d’un tel outil de calcul pour prédire les sources. 
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Figure 132.5 Calcul de la norme en dB des trois composantes de contraintes surfaciques équivalentes dues aux 

densités volumiques de forces électromagnétiques 𝝈̃𝒆𝒎 ainsi qu’à la traction magnétique 𝒕𝒆𝒎 à 200 kHz. a) 

‖𝝈̃𝒆𝒎. 𝑥⃗‖, b) ‖𝝈̃𝒆𝒎. 𝑦⃗‖, c) ‖𝝈̃𝒆𝒎. 𝑧‖, d) ‖𝒕𝒆𝒎. 𝑧‖ à l’aide du modèle EMAT de [Clausse_2018]. 

Pour finir, la figure 132.6a illustre la distribution de la somme de contraintes surfaciques équivalentes 𝜎̃𝑦𝑧 

normalisée selon les axes x et y ; tandis que la figure 132.6b propose les résultats de cette distribution pour une 

position selon y fixée sur la courbe précédente par une ligne blanche.   Une nouvelle fois, on présente les 

amplitudes de la contrainte 𝜎̃𝑦𝑧 pour trois valeurs de perméabilité, la courbe initiale étant obtenue avec une 

perméabilité magnétique relative 𝜇𝑟 de 1000. On retrouve les mêmes conclusions que dans la configuration 

précédente puisque des variations sont observées uniquement au niveau des maximas de contraintes avec des 

écarts similaires. 

  

Figure 131.6 Calcul a) de la distribution des contraintes surfaciques équivalentes totales 𝜎̃𝑦𝑧 en dB et b) de la 

variation de l’amplitude 𝜎̃𝑦𝑧 pour trois valeurs de perméabilité relative du nickel suivant un plan de coupe centré 

sur la source à l’aide du modèle EMAT de [Clausse_2018]. 

Dans cette section, nous avons réalisé une étude sur les champs d’induction magnétique statique et d’excitation 

magnétique dynamique engendrés par un EMAT magnétostrictif à 200kHz. A l’instar des résultats obtenus pour 

le CMPT, on a montré que dans cette configuration la magnétostriction était également prédominante, ce qui 
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justifie le fait de ne prendre en compte que cet effet dans l’article de [Ribichini-et-al_2011]. On a également vu 

qu’une incertitude de dix pourcents (10%) sur la perméabilité relative du Fer Cobalt, supposée constante, 

engendre une incertitude d’un peu moins de dix pourcents (9%) sur l’amplitude des sources de transduction. 

1.4. Résumé du chapitre 

Dans ce chapitre, nous nous sommes attachés dans un premier temps à décrire les mécanismes résultant de la 

magnétisation d’un matériau ferromagnétique, puis dans un second temps à réfléchir à la formulation théorique 

la plus adaptée pour représenter ces phénomènes.  En particulier, on s’est intéressé au phénomène de 

magnétostriction qui est un couplage entre l’état magnétique du matériau et sa déformation. Plus globalement, 

on a également vu que les comportements magnétique et magnétoélastique des matériaux ferromagnétiques sont 

non-linéaires et hystérétiques. 

Par la suite, nous avons brièvement redonné les grandes lignes du modèle EMAT développé par [Clausse_2018] 

qui permet de calculer les sources de transduction dans un matériau ferromagnétique à partir des champs 

magnétiques statiques et dynamiques puis de les convertir en source de contraintes équivalentes surfaciques. 

Exprimé à l’aide du tenseur de contraintes électromagnétiques de Maxwell et du tenseur des déformations de 

magnétostriction, ce modèle a l’avantage de prendre en compte tous les phénomènes de transduction dans un 

matériau ferromagnétique, sans avoir aucun a priori sur les configurations à traiter. Notons également qu’il se 

nourrit de deux autres modèles que nous avons décrits. Le premier, la MME de [Daniel_2011], nous offre la 

possibilité de tenir compte du comportement non-linéaire anhystérétique des matériaux ferromagnétiques 

Tandis que le second implanté dans le module CIVA CF, évalue les champs d’induction magnétique statique et 

d’excitation magnétique dynamique de configurations paramétrables de bobines et d’aimants. Ces trois modèles 

sont adaptés aux matériaux ferromagnétiques et peuvent être interfacés afin de simuler les sources de 

transduction à la surface d’un PM. 

A l’aide de ces modèles, on a choisi de tester deux configurations issues de la littérature, le CMPT de [Yoo-et-

al_2014] et l’EMAT magnétostrictif de [Ribichini-et-al_2011]. Les résultats de simulation ont permis 

d’analyser les champs d’induction magnétique statique et d’excitation magnétique dynamique générés par ces 

configurations ainsi que les sources de transductions ultrasonores surfaciques. On souhaitait observer le poids 

relatif des contributions de transduction lorsque l’excitation magnétique et l’induction magnétique sont 

orientées différemment l’une de l’autre. Point essentiel pour la suite, on a montré que la magnétostriction était 

bien prédominante sur ces deux configurations, ce qui autorise en première approximation à négliger les densités 

de forces électromagnétiques, hypothèse communément utilisée dans la littérature traitant de ce type de 

problème.
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CHAPITRE 2 

Évaluation des hypothèses de modélisation d’une bande magnétostrictive 

collée sur un guide d’ondes ultrasonores avec la formulation de Thomson-

Haskell 

Dans le but de simuler le rayonnement ultrasonore de patchs magnétostrictifs (PM) et ensuite celui de réseaux 

de PMs au sein d’une structure, la méthodologie choisie consiste à relier le modèle EMAT [Clausse_2018] aux 

modèles de propagation d’ondes guidées (OG) ultrasonores. Plus précisément, il s’agit de redistribuer la source 

primaire de contraintes à la surface supérieure de la bande magnétostrictive vers une source secondaire 

équivalente située à la surface supérieure du guide d’ondes ultrasonores que l’on désire inspecter. Le point de 

départ repose sur le fait que les différents modèles de rayonnement d’ondes guidées ultrasonores développés au 

CEA que l’on cherche à réutiliser dans nos travaux, prennent pour hypothèse une distribution des sources de 

contraintes sur la surface du guide d’ondes ultrasonores. Pour opérer ce transfert de la surface supérieure de la 

bande magnétostrictive à la surface supérieure du guide d’ondes ultrasonores, nous allons employer la 

formulation dite de Thomson-Haskell (TH) [Thomson_1950 ; Haskell_1953]. Cette méthode permet de relier 

les contraintes, les déplacements et les amplitudes des ondes planes ultrasonores montantes et descendantes 

dans des structures multicouches à l’aide de matrices de transfert. Afin d’appliquer cette méthode à notre 

problème, on choisit de décrire la bande magnétostrictive collée sur le guide d’ondes ultrasonores par une 

superposition de trois couches représentant respectivement la bande magnétostrictive, le couplant et le guide 

d’ondes ultrasonores comme illustré par la figure 2.1. 

  

Figure 2.1 Description schématique de la bande magnétostrictive collée sur un guide d’ondes ultrasonores à 

l’aide d’une superposition en trois couches d’épaisseurs respectives hbande, hcolle et hguide. 

Afin de pouvoir appliquer la formulation de TH au cas du (PM), il conviendra de vérifier au préalable les 

hypothèses simplificatrices suivantes :  

- Dans la description schématique associée à la formulation de TH, on suppose par exemple que le 

système multicouche est infini dans le plan 𝑥𝑂𝑦̂, or, le PM est en réalité de dimensions finies dans le 

plan, c’est-à-dire qu’il ne recouvre pas le guide d’ondes ultrasonores sur toute sa surface. Ainsi, des 

ondes ultrasonores sont a priori réfléchies aux bords du PM et peuvent potentiellement perturber la 

transduction. La première hypothèse choisie consiste à considérer que ces contributions ont un effet 

négligeable sur la transduction. Sa validité ne pourra être testée qu’a posteriori par la comparaison avec 

des résultats obtenus en considérant un PM de géométrie finie (NB : ces résultats pourront être calculés 

ou mesurés). 

- Par ailleurs, nous souhaitons considérer le guide d’ondes ultrasonores comme un milieu semi-infini afin 

que la source secondaire de contraintes équivalentes puisse être réutilisée pour tout guide d’ondes 

ultrasonores de même élasticité et ce, quelle que soit sa géométrie et donc son épaisseur. Cette seconde 

hypothèse revient à considérer que la rétroaction du milieu de propagation sur le PM ne dépend que des 

seules caractéristiques élastiques du milieu et donc que l’effet des ondes ultrasonores réfléchies est 

négligeable sur la transduction. Un argument en faveur de cette hypothèse est que l’épaisseur du guide 

d’ondes ultrasonores est généralement très grande comparée à celles du PM et de la colle, cependant 

les ondes ultrasonores réfléchies à la surface inférieure du guide d’ondes ultrasonores sont susceptibles 
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de perturber la transduction du PM. Dans une géométrie à deux dimensions (2D), ces ondes ultrasonores 

sont d’amplitude maximale du fait de la cohérence liée à la symétrie. C’est donc le cas 2D qui est le 

plus susceptible de remettre en cause cette hypothèse.  

Afin de valider ces deux hypothèses de modélisation, tout l’enjeu de ce chapitre sera de vérifier que les 

perturbations de transduction générées par les ondes ultrasonores réfléchies sur les bords du PM et par la 

rétroaction du milieu de propagation peuvent être négligées dans le cadre d’une modélisation de rayonnement 

d’OG ultrasonores au sein d’une structure. 

Pour atteindre cet objectif, la démarche privilégiée sera tout d’abord de construire un modèle reposant sur une 

formulation de TH à 2D et de l’utiliser pour simuler la propagation d’ondes planes ultrasonores dans un tri-

couche semi-infini. La construction du modèle reposant sur une formulation de TH à 2D s’opèrera en trois 

étapes. Dans un premier temps, on exprimera dans un solide isotrope à 2D les déplacements particulaires et 

leurs contraintes associées en utilisant les ondes planes ultrasonores comme solution générale de l’équation de 

l’élastodynamique. Dans un second temps, ces équations seront ordonnées de façon à déterminer les matrices 

de transfert de la formulation de TH à 2D. Dans un troisième temps, on considèrera comme condition aux limites 

que le troisième milieu, c’est-à-dire celui correspondant au guide d’ondes ultrasonores, est un milieu semi-

infini, ceci afin de simuler la propagation des ondes planes ultrasonores de la surface supérieure du PM vers la 

surface supérieure du guide d’ondes ultrasonores. 

Afin de valider définitivement les hypothèses simplificatrices mentionnées précédemment, les résultats de 

simulation des ondes planes ultrasonores obtenus avec le modèle reposant sur une formulation de TH à 2D dans 

un tri-couche semi-infini devront être ensuite confrontés à ceux simulés dans les mêmes conditions à l’aide 

d’une autre méthode. Pour cela, nous effectuerons des calculs à l’aide de la méthode des éléments finis (EF) 

dans des conditions où les réflexions des ondes planes ultrasonores sur les bords du PM et à la surface du guide 

d’ondes ultrasonores pourront également être négligées. Cette confrontation sera faite systématiquement pour 

des chargements dans un plan à 2D suivant l’axe 𝑧 et 𝑦⃗, et ce, à différentes valeurs de fréquences et pour 

différentes valeurs de nombres d’ondes incidents. Il convient de préciser ici que l’on imposera le nombre d’onde 

incident à l’aide de la périodicité du chargement.  

Une fois le modèle de formulation de TH à 2D validé pour la propagation des ondes planes au sein du tricouche 

semi-infini, nous pourrons alors tester ces mêmes hypothèses simplificatrices pour cette fois-ci pour simuler le 

rayonnement d’OG ultrasonores. Pour cela, nous effectuerons de nouveaux calculs à l’aide de la méthode des 

EF en considérant cette fois-ci un PM de dimension finie sur un guide d’ondes ultrasonores d’épaisseur finie. Il 

s’agira de confirmer le fait que de négliger avec le modèle de Formulation TH à 2D les perturbations de 

transduction générées par les différentes ondes réfléchies, reste toujours valable pour prédire le rayonnement 

d’OG ultrasonores. 
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2.1. Construction d’un modèle de type Thomson-Haskell à deux dimensions pour 

prédire la propagation d’ondes planes dans un tri-couche semi-infini. 

L’enjeu de cette partie est de construire un modèle de type TH à 2D capable de simuler la propagation d’ondes 

planes dans un tri-couche semi-infini à 2D. 

Dans ce but, on choisit de décrire les ondes planes dans un solide isotrope à 2D et on construit les matrices de 

transfert de couches à partir de leurs déplacements particulaires et de leurs contraintes associées. En supposant 

un contact parfait entre les couches, il est possible de combiner les matrices de transfert afin de relier la surface 

supérieure de la première couche à la surface supérieure de la dernière couche. Avant de résoudre le système, il 

est nécessaire d’imposer une condition aux limites particulière en considérant la dernière couche comme un 

milieu semi-infini. 

2.1.1. Étude des déplacements particulaires des ondes planes et des contraintes associées dans 

un solide isotrope à deux dimensions. 

Dans cette partie, on cherche à exprimer les déplacements particulaires d’ondes planes et leurs contraintes 

associées dans un solide isotrope à 2D (Voir figure 2.1) afin de construire le modèle de formulation de TH à 

2D. La méthode sélectionnée repose sur une formulation similaire à celle développée initialement par Thomson 

et Haskell [Lowe_1995]. Ce qui différencie les formulations entre elles, ce sont les choix du référentiel, de 

l’orientation des interfaces et de l’organisation des vecteurs d’état.  

Pour s’attaquer à ce problème, il est nécessaire en premier lieu de s’appuyer sur l’équation fondamentale de 

l’élastodynamique [DeBelleval-et-al_2006a] qui permet de décrire les variations spatiales et temporelles du 

déplacement particulaire 𝒖 dans un solide : 

 𝑑𝑖𝑣(𝝈(𝒖)) = 𝜌
𝜕2

𝜕𝑡2
𝒖(𝒓, 𝑡) , (Eq. 211.a) 

avec 𝝈 le tenseur des contrainte, 𝜌 la densité du milieu, 𝒓 = (𝑦, 𝑧)𝑇 un vecteur position quelconque de l’espace 

2D, 𝑡 le temps et 𝑇 la transposée. Soulignons ici le fait que l’on a choisi de donner l’équation sans force 

extérieure agissant sur le milieu.  

La loi de Hooke [DeBelleval-et-al_2006a] en milieu (Eq 211.b) permet de relier le tenseur des contraintes au 

déplacement particulaire à l’aide du premier coefficient de Lamé 𝜆 et du module de cisaillement 𝜇 comme suit :  

 𝝈𝑖𝑗 = 𝜆𝜀𝑘𝑘(𝒖)𝛿𝑖𝑗 + 2𝜇𝜀𝑖𝑗(𝒖) , (Eq. 211.b) 

avec 𝛿𝑖𝑗 le symbole de Kronecker et 𝜀(𝒖) le tenseur des déformations (Eq. 211.c). On écrit également la relation 

qui existe dans un milieu solide entre la déformation et le déplacement particulaire [DeBelleval-et-al_2006a] : 

 𝜀𝑖𝑗(𝒖) =
1

2
(
𝜕𝑢𝑖

𝜕𝑥𝑗
+
𝜕𝑢𝑗

𝜕𝑥𝑖
) . (Eq. 211.c) 

A partir de ces trois premières équations, on peut donc écrire l’équation de propagation d’un champ ultrasonore 

dans un solide isotrope sous la forme suivante :  

 𝜌
𝜕2𝒖

𝜕𝑡2
(𝒓, 𝑡) = (𝜆 + 2𝜇)𝛁(div 𝐮) − μrot rot 𝐮 . (Eq. 211.d) 
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La décomposition de Helmholtz, qui utilise les propriétés mathématiques de l’analyse vectorielle, met en 

évidence deux solutions particulières de 𝒖 tel que : 

 𝒖(𝒓, 𝑡) = 𝑔𝑟𝑎𝑑 𝜙(𝒓, 𝑡) + 𝑟𝑜𝑡 𝝍(𝒓, 𝑡) = 𝒖𝑃(𝒓, 𝑡) + 𝒖𝑆(𝒓, 𝑡) (Eq. 211.e) 

Le déplacement particulaire de l’onde plane monochromatique longitudinale, noté 𝒖𝑷 pour « pressure2 » en 

anglais ; et le déplacement particulaire de l’onde plane monochromatique transversale, noté 𝒖𝑺 pour « shear2 » 

en anglais sont des solutions particulières du déplacement particulaire dans un solide isotrope.  

Par la suite, les symboles (-) et (+) serviront à différencier respectivement les ondes se propageant vers le haut 

de celles qui se propagent vers le bas : 

 {
𝒖𝑷
± = 𝑎𝑃

±𝑷𝑷
±𝑒𝑖(𝜔𝑡−𝒌𝑷

±.𝒓)

𝒖𝑺
± = 𝑎𝑆

±𝑷𝑺
±𝑒𝑖(𝜔𝑡−𝒌𝑺

±.𝒓)
 (Eq. 211.f) 

avec 𝑎𝑃
± et 𝑎𝑆

±, 𝑷𝑷
± et 𝑷𝑺

±, 𝒌𝑷
± et 𝒌𝑺

± les amplitudes, les vecteurs de polarisation  et les vecteurs d’onde des ondes 

planes respectivement longitudinales et transversales, et 𝜔 la pulsation. Pour rappel, le vecteur d’onde définit 

le sens de propagation de l’onde et le vecteur de polarisation définit la direction du déplacement particulaire 

engendré par la propagation de l’onde. 

Pour le cas des ondes longitudinales, comme ces dernières dérivent d’un potentiel scalaire 𝜙, leur vecteur de 

polarisation 𝑷𝑷
± est colinéaire à leur vecteur d’onde 𝒌𝑷

±. A l’inverse les ondes transversales provenant du 

rotationnel du potentiel vecteur 𝝍, leur vecteur de polarisation 𝑷𝑺
± est orthogonal à leur vecteur d’onde 𝒌𝑺

± 

[DeBelleval-et-al_2006a]. Ainsi, le produit scalaire du vecteur de polarisation 𝑷𝑺
± et du vecteur d’onde 𝒌𝑺

± est 

nul. 

Ces deux ondes parcourent le milieu isotrope aux vitesse respectives 𝑣𝑃 = √(𝜆 + 2𝜇)/𝜌 et 𝑣𝑆 = √𝜇/𝜌. Une 

condition nécessaire pour satisfaire les lois de Snell-Descartes c’est que la projection des nombres d’onde aux 

interfaces, donc 𝑘𝑦, soient égaux. Aussi, leurs vecteurs d’ondes se définissent de la manière suivante :  

 {
𝒌𝑷
± = (𝑘𝑦, ±𝑘𝑧

𝑃)

𝒌𝑺
± = (𝑘𝑦, ±𝑘𝑧

𝑆)
 (Eq. 211.g) 

avec leurs nombres d’onde dans la direction 𝑧 donnés par :  

 

{
 

 𝑘𝑧
𝑃 = √

𝜔2

𝑣𝑃
2 − 𝑘𝑦

2 ,

𝑘𝑧
𝑆 = √

𝜔2

𝑣𝑆
2 − 𝑘𝑦

2 .

 (Eq. 211.h) 

NB : il est essentiel de noter que l’on prendra toujours la solution avec la partie imaginaire négative afin de 

garantir que les ondes sont évanescentes dans le sens de propagation. 

À partir des expressions des vecteurs d’ondes et des propriétés géométriques3 reliant leurs nombres d’onde avec 

leurs vecteurs de polarisation, on peut définir les vecteurs de polarisation comme suit : 

 {
𝑷𝑷
± = (𝑘𝑦, ±𝑘𝑧

𝑃),

𝑷𝑺
± = (∓𝑘𝑧

𝑆, 𝑘𝑦).
 (Eq. 211.i) 

 
2 L’appelation Primary et Secondary existe aussi.  
3 𝑷𝑷

± colinéaire à 𝒌𝑷
± ; 𝑷𝑺

± orthogonal à 𝒌𝑺
± 
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Classiquement, les vecteurs de polarisation sont normalisés. Ici, le facteur de normalisation de ces vecteurs sera 

contenu dans les termes d’amplitudes des ondes.  

Il est possible dorénavant d’exprimer les contraintes associées aux déplacements particulaires, c’est-à-dire les 

contraintes continues à l’interface entre les couches, à partir de la loi de Hooke en milieu isotrope (Eq. 211.b) 

et de l’expression des déplacements particulaires des ondes donnée (Eq. 211.f). Pour cela, on réécrit la loi de 

Hooke de manière détaillée tel que : 

 {
𝜎𝑦𝑧 = 𝜇 (

𝜕

𝜕𝑧
𝑢𝑦 +

𝜕

𝜕𝑦
𝑢𝑧)

𝜎𝑧𝑧 = 𝜆 (
𝜕

𝜕𝑦
𝑢𝑦 +

𝜕

𝜕𝑧
𝑢𝑧) + 2𝜇

𝜕

𝜕𝑧
𝑢𝑧 

 (Eq 211.j) 

puis le déplacement particulaire suivant 𝑦⃗ et ses dérivées : 

 

{
 
 

 
 𝑢𝑦 = 𝑎𝑃

±𝑘𝑦𝑒
𝑖(𝜔𝑡−𝑘𝑦𝑦∓𝑘𝑧

𝑃𝑧) ∓ 𝑎𝑆
±𝑘𝑧

𝑆𝑒𝑖(𝜔𝑡−𝑘𝑦𝑦∓𝑘𝑧
𝑆𝑧)

𝜕

𝜕𝑦
𝑢𝑦 = −𝑖𝑎𝑃

±𝑘𝑦
2𝑒𝑖(𝜔𝑡−𝒌𝑷

±.𝒓) ± 𝑖𝑎𝑆
±𝑘𝑦𝑘𝑧

𝑆𝑒𝑖(𝜔𝑡−𝒌𝑺
±.𝒓)

𝜕

𝜕𝑧
𝑢𝑦 = ∓𝑖𝑎𝑃

±𝑘𝑦𝑘𝑧
𝑃𝑒𝑖(𝜔𝑡−𝒌𝑷

±.𝒓) + 𝑖𝑎𝑆
±(𝑘𝑧

𝑆)2𝑒𝑖(𝜔𝑡−𝒌𝑺
±.𝒓)

 (Eq 211.k) 

et enfin le déplacement particulaire suivant 𝑧 et ses dérivées : 

 

{
 
 

 
 𝑢𝑧 = ±𝑎𝑃

±𝑘𝑧
𝑃𝑒𝑖(𝜔𝑡−𝑘𝑦𝑦∓𝑘𝑧

𝑃𝑧) + 𝑎𝑆
±𝑘𝑦𝑒

𝑖(𝜔𝑡−𝑘𝑦𝑦∓𝑘𝑧
𝑆𝑧)

𝜕

𝜕𝑦
𝑢𝑧 = ∓𝑖𝑎𝑃

±𝑘𝑦𝑘𝑧
𝑃𝑒𝑖(𝜔𝑡−𝒌𝑷

±.𝒓) − 𝑖𝑎𝑆
±𝑘𝑦

2𝑒𝑖(𝜔𝑡−𝒌𝑺
±.𝒓)

𝜕

𝜕𝑧
𝑢𝑧 = −𝑖𝑎𝑃

±(𝑘𝑧
𝑃)2𝑒𝑖(𝜔𝑡−𝒌𝑷

±.𝒓) ∓ 𝑖𝑎𝑆
±𝑘𝑦𝑘𝑧

𝑆𝑒𝑖(𝜔𝑡−𝒌𝑺
±.𝒓)

 (Eq 211.l) 

De ces équations découle alors l’expression finale des contraintes continues aux interfaces associées aux 

déplacements particulaires des ondes planes, tel que : 

{
𝜎𝑦𝑧 = 𝜇𝑖𝑎𝑃

±[∓2𝑘𝑦𝑘𝑧
𝑃]𝑒𝑖(𝜔𝑡−𝒌𝑷

±.𝒓) + 𝜇𝑖𝑎𝑆
±[{𝑘𝑧

𝑆}2 − 𝑘𝑦
2]𝑒𝑖(𝜔𝑡−𝒌𝑺

±.𝒓)

𝜎𝑧𝑧 = −𝑖𝑎𝑃
±[𝜆(𝑘𝑦

2 + {𝑘𝑧
𝑃}2) + 2𝜇{𝑘𝑧

𝑃}2]𝑒𝑖(𝜔𝑡−𝒌𝑷
±.𝒓) ∓ 2𝜇𝑖𝑎𝑆

±𝑘𝑦𝑘𝑧
𝑆𝑒𝑖(𝜔𝑡−𝒌𝑺

±.𝒓).
 (Eq 211.m) 

Les déplacements particulaires des ondes planes dans un solide isotrope à 2D ainsi que leurs contraintes 

associées étant définies, il est maintenant possible de déduire les matrices de transfert. 

2.1.2. Construction des matrices de transfert dans un solide isotrope à deux dimensions. 

L’objectif de cette sous-partie est de construire les matrices de transfert de la formulation de TH dans un solide 

isotrope à 2D à partir des équations de déplacement particulaire des ondes planes et de leurs contraintes 

associées afin de simuler la propagation des ondes planes dans un tri-couche à 2D.  

Pour rappel, les matrices de transfert se définissent à partir de deux vecteurs d’états : le premier vecteur d’état 

décrit les déplacements et les contraintes continues aux interfaces des couches tel que : 

 (𝒖 𝝈)𝑡 = [𝑢𝑦 𝑢𝑧 𝜎𝑦𝑧 𝜎𝑧𝑧]
𝑡
, (Eq 212.a) 

tandis que le second vecteur d’état contient les amplitudes de déplacement des ondes planes comme suit : 

  𝑨 = [𝑎𝑃
+ 𝑎𝑃

− 𝑎𝑆
+ 𝑎𝑆

−]𝑡 (Eq. 212.b) 

A l’aide des équations (Eq 211.h), (Eq 211.l) et (Eq. 211.m), on peut ensuite relier le vecteur contraintes-

déplacements à l’altitude z au vecteur 𝑨 à l’altitude z0 avec la première matrice d’état 𝐷𝑚, l’indice m faisant 

référence au matériau dans lequel on considère le champ élastodynamique : 
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 (

𝑢𝑦
𝑢𝑧
𝜎𝑦𝑧
𝜎𝑧𝑧

)

𝑧

= 𝐷𝑚(𝑧 − 𝑧0)(

𝑎𝑃
+

𝑎𝑃
−

𝑎𝑆
+

𝑎𝑆
−

)

𝑧0

𝑒𝑖(𝜔𝑡−𝑘𝑦𝑦). (Eq. 212.c) 

Après un calcul rappelé en annexe B, on peut montrer que la matrice 𝐷𝑚 s’exprime de la manière suivante : 

 𝐷𝑚(𝑧 − 𝑧0) =

(

 
 

𝑘𝑦𝑔𝑃 𝑘𝑦/𝑔𝑃 −𝑘𝑧
𝑆𝑔𝑆 𝑘𝑧

𝑆/𝑔𝑆

𝑘𝑧
𝑃𝑔𝑃 −𝑘𝑧

𝑃/𝑔𝑃 𝑘𝑦𝑔𝑆 𝑘𝑦/𝑔𝑆

−2𝜇𝑖𝑘𝑦𝑘𝑧
𝑃𝑔𝑃 2𝜇𝑖𝑘𝑦𝑘𝑧

𝑃/𝑔𝑃 𝑖𝜌𝐵𝑔𝑆 𝑖𝜌𝐵/𝑔𝑆

−𝑖𝜌𝐵𝑔𝑃 −𝑖𝜌𝐵/𝑔𝑃 −2𝜇𝑖𝑘𝑦𝑘𝑧
𝑆𝑔𝑆 2𝜇𝑖𝑘𝑦𝑘𝑧

𝑆/𝑔𝑆)

 
 

 , (Eq. 212.d) 

avec 𝑔𝑃 = 𝑒
−𝑖𝑘𝑧

𝑃(𝑧−𝑧0) et 𝑔𝑆 = 𝑒
−𝑖𝑘𝑧

𝑆(𝑧−𝑧0) les propagateurs respectivement de l’onde longitudinale, et de l’onde 

transversale, 𝐵 = 𝜔2 − 2𝑣𝑆
2𝑘𝑦

2 étant une variable introduite pour simplifier l’écriture que l’on retrouve dans 

[Boulay_2017] et dans [Lowe_1995].  

Pour construire la matrice de transfert entre les vecteurs d’état de deux interfaces différentes, on choisit 

d’introduire la matrice 𝐸𝑚 comme suit : 

 𝐸𝑚 = 𝐷𝑚(0) =

(

 
 

𝑘𝑦 𝑘𝑦 −𝑘𝑧
𝑆 𝑘𝑧

𝑆

𝑘𝑧
𝑃 −𝑘𝑧

𝑃 𝑘𝑦 𝑘𝑦

−2𝜇𝑖𝑘𝑦𝑘𝑧
𝑃 2𝜇𝑖𝑘𝑦𝑘𝑧

𝑃 𝑖𝜌𝐵 𝑖𝜌𝐵

−𝑖𝜌𝐵 −𝑖𝜌𝐵 −2𝜇𝑖𝑘𝑦𝑘𝑧
𝑆 2𝜇𝑖𝑘𝑦𝑘𝑧

𝑆
)

 
 

 . (Eq. 212.e) 

On inverse ensuite cette matrice de façon à relier cette fois-ci le vecteur d’amplitudes 𝑨 et le vecteur contraintes-

déplacements à une même altitude. Il en résulte alors l’expression suivante : 

 (

𝑎𝑃
+

𝑎𝑃
−

𝑎𝑆
+

𝑎𝑆
−

)

𝑧0=𝑧

= 𝐸𝑚
−1𝑒−𝑖(𝜔𝑡−𝑘𝑦𝑦)(

𝑢𝑦
𝑢𝑧
𝜎𝑦𝑧
𝜎𝑧𝑧

)

𝑧=𝑧0

. (Eq. 212.f) 

avec la matrice 𝐸𝑚
−1 qui est de la forme décrite ci-dessous : 

 𝐸𝑚
−1 =

(

 
 
 
 
 

𝑘𝑦

𝑘𝑆
2

𝐵

2𝑘𝑧
𝑃𝜔2

𝑖𝑘𝑦

2𝜇𝑘𝑧
𝑃𝑘𝑆

2

𝑖

2𝜇𝑘𝑆
2

𝑘𝑦

𝑘𝑆
2

−𝐵

2𝑘𝑧
𝑃𝜔2

−𝑖𝑘𝑦

2𝜇𝑘𝑧
𝑃𝑘𝑆

2

𝑖

2𝜇𝑘𝑆
2

−𝐵

2𝑘𝑧
𝑆𝜔2

𝑘𝑦

𝑘𝑆
2

−𝑖

2𝜇𝑘𝑆
2

𝑖𝑘𝑦

2𝜇𝑘𝑧
𝑆𝑘𝑆

2

𝐵

2𝑘𝑧
𝑆𝜔2

𝑘𝑦

𝑘𝑆
2

−𝑖

2𝜇𝑘𝑆
2

−𝑖𝑘𝑦

2𝜇𝑘𝑧
𝑆𝑘𝑆

2)

 
 
 
 
 

 . (Eq. 212.g) 

On peut dorénavant relier les vecteurs contraintes-déplacements sur la face supérieure d’une couche à l’altitude 

𝑧0 avec sa face inférieure à l’altitude 𝑧 à partir des deux matrices (Eq. 212.c) et (Eq. 212.f) grâce à la matrice 

de transfert : 𝐿𝑚(𝑧 − 𝑧0) = 𝐷𝑚(z − z0)𝐸𝑚
−1. L’expression finale est donc la suivante :  

 (

𝑢𝑦
𝑢𝑧
𝜎𝑦𝑧
𝜎𝑧𝑧

)

z

= 𝐿𝑚(z − z0)(

𝑢𝑦
𝑢𝑧
𝜎𝑦𝑧
𝜎𝑧𝑧

)

z0

. (Eq. 212.h) 

Connaissant l’expression de la matrice de transfert issue de la formulation de TH pour une couche d’un solide 

isotrope à 2D, il sera ensuite aisé de généraliser cette relation à l’ensemble des couches composant la structure 
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étudiée. Il sera alors possible grâce à l’expression obtenue de simuler la propagation des ondes planes au sein 

du milieu tri-couche à 2D. C’est l’objet de la section qui suit. 

2.1.3. Propagation d’ondes planes dans un milieu tri-couche à deux dimensions et semi-infini. 

Pour notre cas d’étude, on choisit d’assimiler le PM collé sur le guide d’ondes ultrasonores à un milieu tri-

couche isotrope semi-infini comme illustré par la figure 2.1.2. Par conséquent, la première étape est de relier, à 

l’aide du modèle de formulation de TH à 2D, l’état élastodynamique à la surface supérieure du PM à celui à la 

surface supérieure du guide d’ondes ultrasonores. La seconde étape consiste à redistribuer la source primaire de 

contraintes à la surface supérieure du PM vers une source secondaire équivalente de contraintes à la surface 

supérieure du guide d’ondes ultrasonores. 

  
Figure 213.1 Description schématique en deux dimensions d’une bande magnétostrictive collée sur un guide 

d’ondes ultrasonores semi-infini. 

Pour cela, on va combiner les matrices de transfert des deux premières couches afin de relier le vecteur 

contraintes-déplacement à la surface supérieure de la bande magnétostrictive avec celui de la surface supérieure 

du guide d’ondes ultrasonores. Cette opération est rendue possible puisque l’on suppose un contact solide-solide 

parfait entre les couches ce qui entraîne par voie de conséquence une continuité aux interfaces entre les quantités 

contenues dans le vecteur contraintes-déplacements. 

A l’aide de l’équation 212.h, on détermine tout d’abord la matrice de transfert du PM comme suit : 

 (

𝑢𝑦
𝑢𝑧
𝜎𝑦𝑧
𝜎𝑧𝑧

)

hbande

= 𝐿𝑏𝑎𝑛𝑑𝑒(hbande)(

𝑢𝑦
𝑢𝑧
𝜎𝑦𝑧
𝜎𝑧𝑧

)

0

. (Eq 213.a) 

Ensuite, on exprime la matrice de transfert de la colle de la même manière : 

 (

𝑢𝑦
𝑢𝑧
𝜎𝑦𝑧
𝜎𝑧𝑧

)

hbande+ℎ𝑐𝑜𝑙𝑙𝑒

= 𝐿𝑐𝑜𝑙𝑙𝑒(hcolle)(

𝑢𝑦
𝑢𝑧
𝜎𝑦𝑧
𝜎𝑧𝑧

)

hbande

. (Eq 213.b) 

On peut alors relier les vecteurs contraintes-déplacements de la surface supérieure du PM avec celui de la surface 

supérieure du guide d’ondes ultrasonores en utilisant les équations 213.a et 213.b, ce qui donne le résultat 

suivant : 

 (

𝑢𝑦
𝑢𝑧
𝜎𝑦𝑧
𝜎𝑧𝑧

)

hbande+ℎ𝑐𝑜𝑙𝑙𝑒

= 𝐿𝑐𝑜𝑙𝑙𝑒(hcolle)𝐿𝑏𝑎𝑛𝑑𝑒(hbande)(

𝑢𝑦
𝑢𝑧
𝜎𝑦𝑧
𝜎𝑧𝑧

)

0

. (Eq. 213.c) 

Pour propager une source primaire de contraintes à la surface supérieure de la bande en une source secondaire 

équivalente à la surface supérieure du guide d’ondes ultrasonores, l’équation 213.c cependant ne suffit pas car 
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le système reste sous-déterminé. Afin de lever cette difficulté, on choisit de ne pas s’intéresser à la détermination 

des ondes remontantes dans le milieu du guide d’ondes ultrasonores considéré. D’un point de vue physique, on 

prend comme hypothèse que le milieu est semi-infini, la surface inférieure étant rejetée à l’infini, cela empêche 

toute onde qui s’y réfléchirait d’interférer avec les ondes descendantes se propageant dans ce même milieu. Au 

niveau mathématique, il suffit donc d’imposer que l’amplitude des ondes remontantes dans le milieu est nulle. 

Ainsi, on peut directement écrire que : 

 

(

 

𝑎𝑃
+

𝑎𝑃
− = 0

𝑎𝑆
+

𝑎𝑆
− = 0)

 

hbande+ℎ𝑐𝑜𝑙𝑙𝑒

= 𝐸𝑔𝑢𝑖𝑑𝑒
−1 𝐿𝑐𝑜𝑙𝑙𝑒(hcolle)𝐿𝑏𝑎𝑛𝑑𝑒(hbande) (

𝑢𝑦
𝑢𝑧
𝜎𝑦𝑧
𝜎𝑧𝑧

)

0

𝑒−𝑖(𝜔𝑡−𝑘𝑦𝑦). (Eq. 213.d) 

On pose 𝐻 = 𝐸𝑔𝑢𝑖𝑑𝑒
−1 𝐿𝑐𝑜𝑙𝑙𝑒(hcolle)𝐿𝑏𝑎𝑛𝑑𝑒(hbande) et on réécrit le système en conservant seulement les lignes où 

les amplitudes des ondes remontantes sont nulles. On obtient alors :  

 0 = [
𝐻21 𝐻22
𝐻41 𝐻42

] (
𝑢𝑦
𝑢𝑧
)
0
+ [
𝐻23 𝐻24
𝐻43 𝐻44

] (
𝜎𝑦𝑧
𝜎𝑧𝑧

)
0
. (Eq. 213.e) 

Puis, on inverse le système que l‘on vient de formuler afin d’obtenir les déplacements en fonction des contraintes 

à la surface supérieure du PM tel que : 

 (
𝑢𝑦
𝑢𝑧
)
0
= −[

𝐻21 𝐻22
𝐻41 𝐻42

]
−1

[
𝐻23 𝐻24
𝐻43 𝐻44

] (
𝜎𝑦𝑧
𝜎𝑧𝑧

)
0
 (Eq. 213.f) 

Une fois cette opération effectuée, on dispose du vecteur contraintes-déplacements complet à la surface 

supérieure du PM. On peut maintenant utiliser l’équation 213.c pour déterminer la source secondaire de 

contraintes équivalente à la surface supérieure du guide d’ondes ultrasonores à partir de la source primaire de 

contraintes à la surface supérieure du PM. 

2.1.4. Conclusions 

Dans cette section, nous nous sommes attachés à construire un modèle de formulation de TH à 2D afin de décrire 

la propagation des ondes planes dans un tri-couche semi-infini, de la surface supérieure de la première couche 

à la surface supérieure de la dernière couche, et ce, à partir de la source primaire de contrainte. Il reste à démonter 

désormais que ce modèle fonctionne. 
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2.2. Comparaison des résultats de prédiction des sources secondaires dans un tri-

couche semi-infini entre un modèle de type Thomson-Haskell à deux dimensions 

et un modèle utilisant la méthode des éléments finis. 

L’enjeu de cette partie est de montrer que l’outil développé avec le modèle de formulation de TH à 2D est adapté 

pour le calcul d’une source secondaire de contraintes à partir d’une source primaire de contraintes dans un tri-

couche semi-infini et ce, à différentes fréquences et pour différents nombres d’ondes. Pour cela, nous proposons 

de comparer les prédictions du modèle de formulation de TH2 à 2D avec celles obtenues à l’aide d’un modèle 

par éléments finis (EF) développé au CEA. Pour ce modèle qui est référencé sous le nom Ondomatic [Imperial-

Demaldent_2019], le maillage et le pas de temps optimal sont gérés directement par le code de calcul. Il convient 

alors de rentrer la géométrie et les paramètres d’élasticité utilisés pour représenter les différentes couches (voir 

Tableau 2.2). Notons également que le contenu de cette section a déjà fait l’objet d’une publication dans 

[Cousin-et-al_2021] et que le lecteur pourra s’y référer pour toute information supplémentaire 

 𝜆 (𝐺𝑃𝑎) 𝜇 (𝐺𝑃𝑎) 𝜌 (𝑘𝑔. 𝑑𝑚−3) ℎ (𝑚𝑚) 

Bande Magnétostrictive (Nickel) 136.4 83.6 8.9 0.20 

Colle (Epoxy) 1.27 0.597 1.17 0.20 

Guide d’ondes ultrasonores (Acier) 146 75.2 7.85 - 

Tableau 2.2 Description des paramètres et des épaisseurs des matériaux utilisés pour modéliser la bande 

magnétostrictive collée sur le guide d’ondes ultrasonores avec le code éléments finis Ondomatic. 

Afin de déterminer des signaux temporels de la source secondaire à l’aide du modèle de formulation de TH 

décrit en section 2.1, un outil numérique a été développé et implanté sous le logiciel Matlab [Cousin-et-

al_2021]. Il est important de souligner que cet outil numérique procède à une transformée de Fourier temporelle 

de la source primaire avant d’appliquer le modèle de formulation de TH sur chaque composante du domaine 

fréquentiel. Une transformée de Fourier inverse permet ensuite de calculer le signal temporel de la source 

secondaire équivalente. 

La validation repose sur plusieurs cas d’études de complexité croissante. Le premier cas d’étude concerne une 

incidence normale tandis que le second cas généralise l’analyse pour une incidence quelconque des contraintes 

normales des ondes planes de la source primaire. Un troisième cas d’étude est proposé pour simuler le cas d’une 

source primaire de contraintes transverses dont les ondes planes associées sont d’incidence quelconque. 

2.2.1. Étude de la propagation d’ondes planes d’incidence normale associées à une source 

primaire de contraintes dans un milieu tri-couche à deux dimensions semi-infini. 

Le but ici est de montrer que l’outil développé avec le modèle de formulation de TH à 2D est adapté pour prédire 

une source secondaire de contraintes à partir d’une source primaire à laquelle sont associées des ondes planes 

d’incidence normale dans un milieu tri-couche à 2D semi-infini. Nous verrons que la fréquence et la direction 

de la contrainte imposée jouent un rôle prépondérant sur l’amplitude et la phase de la source secondaire, ce qui 

renforce l’intérêt de disposer d’un outil permettant de la calculer. 

Pour traiter le cas particulier de la propagation d’ondes planes en incidence normale, les ondes planes P et S 

doivent être en premier lieu découplées. On utilise ensuite la formulation de TH présentée dans [Cousin-et-

al_2021] et disponible en annexe A. Il s’agit de reprendre les équations présentées au §2.1.1 et de les simplifier 

sachant que 𝑘𝑦 = 0 puis de construire les matrices de transfert correspondant au cas d’incidence normale,c’est-

à-dire écrire d’une part la matrice de transfert 𝐷𝑚,𝑃
0  qui relie le déplacement particulaire et la contrainte normale 

𝑢𝑧, 𝜎𝑧𝑧)  aux amplitudes des ondes P montantes et descendantes (𝑎𝑃
−, 𝑎𝑃

+), et d’autre part la matrice de transfert 

𝐷𝑚,𝑆
0  qui relie le déplacement particulaire et la contrainte dans le plan (𝑢𝑦, 𝜎𝑦𝑧)  aux amplitudes des ondes S 

montantes et descendantes (𝑎𝑆
−, 𝑎𝑆

+). 
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Afin de pouvoir considérer le domaine de calcul pour la méthode éléments finis comme infini dans la direction 

𝑦⃗ et semi-infini dans la direction 𝑧, il est nécessaire de définir avec précaution les dimensions du système étudié. 

Ces dimensions sont en fait fortement corrélées avec la distance parcourue 𝐿 = 𝑣𝑃/𝑇𝑚𝑎𝑥  par l’onde la plus 

rapide, c’est-à-dire l’onde longitudinale, pendant la durée de la fenêtre temporelle utilisée pour la simulation 

𝑇𝑚𝑎𝑥.  

Sur la figure 221.1, on peut remarquer d’une part, que la source primaire de contrainte est chargée sur toute la 

surface supérieure du PM, et d’autre part que les points d’observation se situent au centre et selon l’épaisseur 

qui va de la surface supérieure du PM à la surface supérieure du guide d’ondes ultrasonores. Le fait que la 

source primaire de contraintes s’étende sur toute la surface entraîne forcément une création des premiers échos 

dès le début de la simulation sur les bords droit et gauche. Par voie de conséquence le choix d’une dimension 

égale à 2L est requise dans la direction 𝑦⃗ afin d'éliminer leur influence. En outre, pour que les échos provenant 

du bord inférieur du guide d’ondes ultrasonores apparaissent au point d’observation situé au centre et sur la face 

supérieure du guide d’ondes, l’onde longitudinale doit effectuer un aller-retour entre la surface d’excitation et 

le point de calcul. C’est la raison pour laquelle, nous avons sélectionné une dimension de L/2 dans la direction 

𝑧 pour pouvoir considérer ce milieu comme semi-infini. Cette stratégie de modélisation par éléments finis n’est 

pas économe en ressources numériques mais elle a l’avantage de répondre précisément aux mêmes hypothèses 

de modélisation que celles utilisées pour la formulation de TH à 2D. 

  
Figure 221.1 Représentation du domaine de calcul de la modélisation par éléments finis permettant de se placer 

dans les mêmes hypothèses simplificatrices que la formulation de Thomson-Haskell à deux dimensions. 

Par la suite, on choisit de définir la source de contrainte primaire à l’aide des amplitudes 𝐴𝑦𝑧 et 𝐴𝑧𝑧 de la manière 

suivante : 

 {
𝜎𝑦𝑧(𝑡) = 𝐴𝑦𝑧 . 𝐸(𝑡)

𝜎𝑧𝑧(𝑡) = 𝐴𝑧𝑧. 𝐸(𝑡).
 (Eq. 221.a) 

Il est essentiel de souligner que c’est le choix d’une contrainte invariante dans la direction 𝑦⃗ qui permet 

d’associer la source primaire de contrainte à des ondes planes d’incidence normale. Notons également que 

l’excitation temporelle 𝐸(𝑡) sélectionnée correspond à une série de 4 cycles de sinusoïde fenêtrés par une 

fonction sinus définie par l’équation 221.b :  

 𝐸(𝑡) = sin(𝜔𝑡) sin (
𝜔

8
𝑡)Π(𝑡), avec Π(𝑡) = {

1 𝑠𝑖 𝑡 ∈ [0,
8𝜋

𝜔
]

0 𝑠𝑖𝑛𝑜𝑛
 (Eq. 221.b) 

avec 𝜔 = 2𝜋𝑓 la pulsation temporelle , 𝑡 le temps et Π(𝑡) la fonction rectangulaire. A titre d’exemple, la figure 

221.2 illustre cette excitation temporelle pour une fréquence centrale 𝑓 = 350𝑘𝐻𝑧. 
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 Figure 221.2 Excitation temporelle 𝐸(𝑡) pour 𝑓 = 350𝑘𝐻𝑧. 

Deux simulations sont ensuite proposées afin d’observer séparément les influences d’une contrainte transverse 

𝜎𝑦𝑧 puis d’une contrainte normale 𝜎𝑧𝑧 au niveau de la source primaire. On choisit donc pour la première 

simulation, (𝐴𝑦𝑧, 𝐴𝑧𝑧) = (1,0) et (𝐴𝑦𝑧, 𝐴𝑧𝑧) = (0,1) pour la seconde simulation. Le signal d’excitation 

temporelle de la source primaire de contraintes est identique dans les deux cas de figure, la fréquence 𝑓 étant de 

350kHz.  

Les figures 221.3a et 221.3b illustrent les résultats de simulation obtenus au niveau de la sources secondaire 

équivalente (c’est-à-dire sur la face supérieure du guide d’ondes ultrasonore) dans le cas d’une contrainte 

transverse 𝜎𝑦𝑧 puis d’une contrainte normale 𝜎𝑧𝑧 de la source primaire. Notons ici que les signaux temporels en 

pointillé violet sont calculés à l’aide du code éléments finis Ondomatic tandis que les traits pleins verts 

proviennent des prédictions de la formulation de TH à 2D. 

 
Figure 221.3 Dépendance temporelle des contraintes secondaires au point central d’observation. a) allure de la 

contrainte tangentielle lorsque la source primaire de contrainte est tangentielle. b) allure de la contrainte normale 

lorsque la source primaire de contrainte est normale. Comparaison entre la formulation de Thomson Haskell en 

vert et la méthode éléments finis du code Ondomatic en violet.  

Après analyse des résultats, il s’avère que les prédictions de l’allure temporelle des sources de contraintes 

secondaires obtenues par les deux méthodes de calcul sont en parfaite corrélation. Ces résultats illustrent le fait 

que le rayonnement d’une contrainte normale ou d’une contrainte transversale avec la même excitation 

temporelle peut conduire à des formes d’ondes très différentes, ce qui renforce le besoin d’un outil de simulation 

pour prédire de tels effets.  

 
Figure 221.4 Calcul des maxima d’amplitude des sources de contraintes secondaires en fonction de la fréquence. 

a) pour la contrainte tangentielle engendrée par des sources primaires de contrainte tangentielle. b) pour la 

contrainte normale engendrée par des sources primaires de contrainte normale. 
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Ensuite, on réitère les simulations en faisant varier la fréquence et en calculant à chaque fois les maximums 

d’amplitudes observés sur les signaux temporels [voir figures 221.4 a) et b)]. De plus, on utilise le même code 

de couleur que précédemment. Ainsi les cercles verts sur les figures 221.4 a) et b) indiquent les maxima prédits 

par la formulation de TH à 2D, tandis que les cercles violets donnent les résultats prédits par le code éléments 

finis. Une nouvelle fois, les prédictions sont en parfait accord, et ce, quelle que soit la fréquence considérée. 

Bien que l’amplitude de la source primaire soit identique dans tous les cas, on peut remarquer que l’amplitude 

maximale de la source secondaire dépend de la fréquence et peut atteindre des valeurs cinq fois plus élevées 

que celle de la source primaire pour certaines fréquences. A titre d’exemple, sur les deux formes d’onde 

présentées figure 221.3, à la fréquence de 350 kHz, celle correspondant à la contrainte tangentielle figure 221.3 

a) est d’amplitude inférieure à celle de la contrainte excitatrice. A contrario, celle correspondant à la contrainte 

normale figure 221.3 b) est environ 4,5 fois plus importante que celle de la contrainte excitatrice. On note que 

dans ce dernier cas, le nombre d’oscillations temporelles est plus important, ce qui semble indiquer un 

comportement résonant. On peut donc conclure de cette analyse qu’il est indispensable d’avoir un outil 

numérique pour estimer l’influence de la fréquence sur l’amplitude de la source secondaire. 

Dans cette section, on a montré d’une part, que l’outil numérique développé avec la formulation de TH à 2D est 

adapté pour prédire une source secondaire de contraintes à partir de sources primaires associées à des ondes 

planes d’incidence normale dans un tri-couche semi-infini et d’autre part,  que la fréquence et la direction de la 

contrainte imposée ont une forte influence sur l’amplitude et la phase de la source secondaire, et au-delà, sur la 

dépendance temporelle de cette source dans le cas d’une source primaire ayant une bande passante finie. Il 

apparaît donc indispensable de disposer d’un tel outil permettant de prédire ces influences. L’étape suivante est 

de vérifier que l’on peut calculer une source secondaire dans le cas d’une source primaire associée à des ondes 

planes d’incidence quelconque. 
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2.2.2. Étude de la propagation d’ondes planes d’incidence quelconque associées à une source 

primaire de contraintes dans un milieu tri-couche à 2D semi-infini. 

Dans cette section, nous choisissons de traiter le cas d’une source primaire de contraintes associées à des ondes 

planes d’incidences quelconques. Par définition, la source primaire est dite associée à des ondes planes 

d’incidence oblique car elle possède une périodicité spatiale correspondant à celle qu’aurait la projection sur le 

plan source d’une onde en incidence oblique. La contrainte, source primaire, est donc décrite de la manière 

suivante :  

 {
𝜎𝑦𝑧(𝑦, 𝑡) = 𝐴𝑦𝑧𝐸(𝑡)cos (𝑘𝑦𝑦)

𝜎𝑧𝑧(𝑦, 𝑡) = 𝐴𝑧𝑧𝐸(𝑡) cos(𝑘𝑦𝑦) ,
 (Eq. 222.a) 

avec 𝐴𝑦𝑧 et 𝐴𝑧𝑧 les amplitudes des contraintes, 𝑘𝑦 la pulsation spatiale de la source et 𝐸(𝑡) l’excitation 

temporelle donnée à l’équation 221.a. Quand 𝑘𝑦 tend vers 0, on se retrouve dans le cas traité précédemment au 

§ 2.2.1, de la propagation d’ondes planes d’incidence normale associées à une source primaire de contraintes 

dans un milieu tri-couche à 2D semi-infini. 

La stratégie de dimensionnement du domaine de calcul pour la modélisation par éléments finis utilisée au § 

2.2.1 (dimensions suffisamment grandes, afin de considérer, aux points d’observation et dans la fenêtre 

temporelle simulée, que l’espace est infini dans la direction 𝑦⃗ et semi-infini dans la direction 𝑧) ne peut plus 

être reproduite pour tous les cas en raison d’un coût numérique trop élevé. Outre la contrainte classique sur la 

longueur d’onde 𝜆𝑠 = 2𝜋/𝑘𝑠 de l’onde plane la plus lente, c’est-à-dire l’onde transversale, le maillage est 

également contraint par la périodicité 𝑘𝑦 = 2𝜋/𝜆𝑦  de la source primaire. On n’est évidemment pas sans savoir 

que le maillage utilisé pour la modélisation par la méthode des éléments finis a un effet direct sur l’espace 

mémoire occupé lors de la simulation et qu’il circonscrit en plus le pas de temps utilisé. Pour les cas où la 

longueur d’onde de la périodicité de la source primaire est plus grande que celle de l’onde transversale 𝜆𝑦 ≥

 𝜆𝑠(𝑓), la même stratégie de modélisation que dans la sous-partie 2.2.1 pourrait être employée. Cependant, nous 

avons fait le choix pour la suite d’utiliser une stratégie de modélisation unique pour toutes les valeurs de 𝑘𝑦. 

  

Cette stratégie est la suivante : pour réduire l’espace mémoire à occuper quand le maillage est très fin, on décide 

de diminuer la longueur du PM ainsi que la hauteur de la troisième couche correspondant au guide d’ondes 

ultrasonores. En outre, afin de pouvoir considérer le domaine de calcul par éléments finis de taille finie comme 

modèle d’une pièce infinie dans la direction 𝑦⃗ et semi-infinie dans la direction 𝑧, on ajoute des couches 

parfaitement adaptées dites PML [Berenger_1994] pour « Perfectly Matched Layers » en anglais. La difficulté 

liée à cette stratégie réside dans le paramétrage des PML. Les PML absorbent en effet l’énergie des ondes 

incidentes mais peuvent parfois amplifier les ondes réfléchies. Il faut donc trouver le bon compromis entre les 

facteurs d’amortissement dans la direction 𝑦⃗ et 𝑧 et la longueur de ces PML.  

En général, les contrôles par ondes guidées (OG) se font principalement à basse fréquence, c’est-à-dire, pour 

les épaisseurs typiques de pièces industrielles concernées, autour de la centaine de kilohertz. C’est la raison 

pour laquelle on effectue des vérifications à différentes fréquences autour de cette valeur. Dans ce sens, on a 

réalisé des simulations aux fréquences respectives suivantes : 𝑓 =50kHz, 𝑓 = 100𝑘𝐻𝑧 et 𝑓 = 200𝑘𝐻𝑧. Afin 

de conforter la validité de l’outil numérique basé sur la formulation de TH, on choisit alors un intervalle de la 

pulsation 𝑘𝑦 = 2𝜋/𝜆𝑦 plus grand que les valeurs typiques de nombre d’ondes d’OG que l’on pourrait avoir 

dans un guide d’ondes ultrasonores. En d’autres termes, cela revient à sélectionner une valeur de 𝑘𝑦 

suffisamment petite pour que les ondes planes associées soient suffisamment évanescentes dans la direction 𝑧 

pour pouvoir considérer qu’elles ne traversent pas la première couche. 

Comme dans la section précédente, on choisit d’étudier séparément l’action des contraintes transverse et 

normale. Dans le premier cas d’étude, les amplitudes des contraintes valent (𝐴𝑦𝑧, 𝐴𝑧𝑧) = (1,0) et dans le second 

(𝐴𝑦𝑧, 𝐴𝑧𝑧) = (0,1). Sur les deux cas d’études, on peut remarquer que la variation de 𝑘𝑦 a une forte influence 
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sur l’amplitude. A titre d’exemple, on remarque que l’amplitude du signal figure 222.2a est presque 13 fois 

inférieure à celle donnée à la figure 222.2b. dans le cas d’une contrainte transverse avec des longueurs d’ondes 

de 8mm et 50mm.Une nouvelle fois, on remarque que les résultats des prédictions donnés par les deux méthodes 

sont en excellent accord même si la modélisation par éléments finis prédit un amortissement moins important 

que la formulation de TH à 2D sur la figure 222.2b après 40µs. Cette différence doit provenir a priori des PML 

dont l’efficacité n’est pas toujours optimale, mais reste très marginale dans l’ensemble. 

 

Figures 222.2 Signal de l’excitation temporelle de la source secondaire de contrainte transverse simulée par la 

méthode éléments finis et la formulation de TH à une fréquence de 100 kHz pour deux longueurs d’ondes : a) 

8mm et b) 50 mm. 

On choisit ensuite de simuler le cas d’une fréquence où la dépendance temporelle de la source secondaire 

présente une résonance (cf. les figures 221.4), et ce, toujours pour deux longueurs d’ondes différentes (25 mm 

et 85 mm). Après analyse des résultats des figures 222.3a et 222.3b, on peut remarquer que la variation du 

nombre d’onde 𝑘𝑦 exerce une influence sur l’amortissement de cette oscillation. Pour comparer les facteurs 

d’amortissements, on observe le nombre de périodes nécessaires pour que l’amplitude soit inférieure à un seuil 

fixé arbitrairement à dix pour cent de l’amplitude maximale. Sur la figure 222.3a, l’amplitude maximale est de 

1,22, c’est-à-dire qu’il faut six périodes et demie pour descendre sous le seuil tandis que sur la figure 222.3b, 

l’amplitude maximale est à 4,77, c’est-à-dire qu’il faut huit périodes pour descendre sous le seuil. Pour obtenir 

une comparaison plus fine mais non nécessaire, on pourrait extraire l’enveloppe temporelle de ces signaux et 

comparer leurs facteurs d’amortissements. Comme précédemment, on retrouve une excellente corrélation entre 

les signaux temporels prédits par la formulation de TH à 2D et par la méthode des éléments finis. 

 

Figures 222.3 Signal de l’excitation temporelle de la source secondaire de contrainte transverse simulée par la 

méthode éléments finis et la formulation de TH à une fréquence de 200 kHz pour deux longueurs d’ondes : a) 

25mm et b) 85 mm. 

Par la suite, on réitère les simulations et ce pour différentes fréquences. Les figures 222.4a-f résument 

l’ensemble des résultats obtenus. Chaque point sur la courbe correspond au maximum d’amplitude du signal 

temporel de la source secondaire, le code de couleur restant identique aux simulations précédentes. On peut 

noter l’excellent accord obtenu entre les deux méthodes. On peut remarquer que l’allure des courbes est logique 

puisque l’amplitude de la contrainte transmise diminue avec le paramètre 𝜆𝑦, ce qui est logique puisque les 

ondes sont évanescentes pour les faibles valeurs de 𝜆𝑦. On constate également qu’à mesure que 𝜆𝑦 augmente 

on se rapproche du cas précédemment traité dans le §2.2.1. 



53 

 

 

 

Figures 222.4 Représentation des amplitudes maximales des signaux temporels des sources secondaires des 

contraintes transverses a) b) c) et normales d) e) f) en fonction de leurs périodicités spatiales calculées suivant 

les deux approches (éléments finis et formulation de TH) aux trois fréquences suivantes :  50 kHz, 100 kHz et 

200 kHz. 

Dans cette section, on a donc montré que l’outil numérique développé avec la formulation de TH à 2D est 

également adapté pour prédire une source secondaire de contraintes à partir d’une source primaire de contraintes 

associées à des ondes planes d’incidences quelconques. Il ressort également de cette étude le fait que l’incidence 

des ondes planes associées à la source primaire a une forte influence sur l’amplitude et la phase de la source 

secondaire. 

2.2.3. Conclusions 

Suite aux différentes simulations réalisées, on peut donc conclure que l’outil numérique développé avec la 

formulation de TH à 2D est parfaitement adapté pour prédire une source secondaire de contraintes à partir de 

sources primaires associées à des ondes planes d’incidence normale et quelconques dans un milieu tri-couche 

semi-infini. La validité a été démontrée au moyen de comparaisons effectuées avec des résultats simulés avec 

un code éléments finis temporel, donc reposant sur des calculs très différents de la formulation de TH à 2D. 

D’un point de vue physique, on a observé que la fréquence, la direction de la contrainte imposée et l’incidence 

des ondes planes associées à la source primaire ont une forte influence sur l’amplitude et la phase de la source 

secondaire. Ces dépendances prédites à l’aide de l’outil développé attestent de la nécessité d’avoir recours à une 

modélisation quantitative des effets de propagation dans le PM. 
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Cette première étape franchie, il s’agit dorénavant de vérifier si l’on peut également se servir de la formulation 

de TH à 2D dans un milieu tri-couche semi-infini pour prédire le rayonnement d’OG dans un guide 2D, i.e., un 

milieu de propagation d’épaisseur finie. 
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2.3. Comparaison des prédictions de rayonnement ultrasonore dans un guide d’onde 

entre un modèle hybride utilisant une formulation de Thomson-Haskell à deux 

dimensions reliée à la technique de pinceau modal et un modèle éléments finis. 

Afin de pouvoir simuler le rayonnement ultrasonore d’un PM dans un guide d’ondes, il est nécessaire de coupler 

la formulation de TH à 2D avec le modèle de pinceau modal décrit par [Barras_2020]. La formulation de TH à 

2D sert à déterminer la source secondaire équivalente de contraintes qui s’applique sur la surface supérieure du 

guide d’ondes ultrasonores lors d’une excitation par un PM, tandis que le modèle de pinceau modal permet 

grâce à des approximations de l’acoustique géométrique, de calculer la propagation d’OG sur de longues 

distances plus rapidement qu’avec des modèles numériques classiques. On réfère ici le couplage entre la 

méthode TH et celle du pinceau modal sous le nom de THxPencil. 

Tout l’enjeu de cette section est de s’assurer que les effets des ondes réfléchies à la surface inférieure du guide 

d’ondes ultrasonores ainsi que celles réfléchies sur les bords du PM peuvent bien être négligés lors de la 

modélisation du rayonnement ultrasonore dans un guide d’ondes. Cela revient à vérifier que les hypothèses 

énoncées au début du chapitre pour la formulation de TH à 2D peuvent être utilisées. Afin de vérifier la 

pertinence de ces hypothèses de modélisation, on choisit de comparer les résultats de simulation de la 

propagation d’OG par un PM calculés cette méthode Hybride avec ceux d’une modélisation par éléments finis 

qui ne néglige pas les réflexions. Rappelons ici que le modèle de rayonnement d’OG basé sur la méthode de 

pinceau modal a déjà fait auparavant l’objet de validations à l’aide du code aux éléments finis Ondomatic 

[Barras-et-al_2020]. 

Le plan de cette étude s’effectuera en deux étapes : dans un premier temps, on s’attachera à confronter les 

prédictions des deux modèles en utilisant une source primaire périodique et apodisée sur les bords du PM. Puis, 

dans un second temps et de façon à s’approcher d’un cas plus réaliste, on proposera de simuler la source primaire 

en s’inspirant cette fois-ci d’une distribution de contraintes générée par une bobine à méandres sur un PM en 

nickel magnétisé. 

La figure 23.1 illustre la géométrie éléments finis (EF) à 2D employée pour simuler le PM de dimensions finies 

sur un guide d’ondes ultrasonores de 5mm d’épaisseur et de 850mm de longueur. En outre, le tableau 23.1 

résume l’ensemble des propriétés des matériaux sélectionnés pour effectuer ces simulations. Soulignons ici que 

pour mener à bien cette validation, on a choisi d’utiliser le code éléments finis Comsol [COMSOL] plutôt que 

le code Ondomatic pour une raison purement pratique. Au moment où cette validation a été réalisée, il n’existait 

pas en effet de version du code Ondomatic permettant de modéliser ce type de géométrie.  

  
Figure 23.1 Représentation schématique du domaine de calcul éléments finis utilisé pour la simulation de la 

propagation d’OG. 

Afin de diviser par deux l’impact mémoire et par voie de conséquence le temps de calcul pour la simulation, on 

choisit d’imposer un plan de symétrie sur le domaine de calcul éléments finis à 2D. De plus, on utilise des 

quadrangles structurés pour le maillage de la géométrie. Notons également que le pas du maillage suivant l’axe 

𝑦⃗ est sélectionné de sorte à être une dizaine de fois inférieur à la longueur d’onde de l’OG la plus lente à la 
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fréquence centrale, c’est-à-dire à la longueur d’onde du mode antisymétrique d’ordre zéro A0. Suivant l’axe 𝑧,  

une seule couche de quadrangles pour la bande et pour la colle est requise tandis qu’une dizaine de couches sert 

à discrétiser le guide d’ondes ultrasonores. Le pas de temps est choisi afin de respecter la condition 

CFL(Courant-Friedrichs-Levy) [Courant-et-al_1928]. La valeur du pas de temps doit être inférieure au temps 

de vol de l’onde la plus rapide sur une distance correspondant à la dimension plus petite du maillage. Une fois, 

le modèle éléments finis mis en place, il est possible de simuler les déplacements particulaires à la surface du 

guide et donc de comparer les résultats avec ceux prédits à l’aide du calcul de rayonnement par la méthode du 

pinceau modal. 

Il faut toutefois préciser ici que la mise en œuvre de la méthode du pinceau modal est un calcul à 3D puisque le 

rayonnement d’OG s’effectue dans toutes les directions d’une plaque. Aussi pour que la comparaison 

quantitative des prédictions faîtes par les deux modèles soit possible, il est nécessaire de se ramener à un cas 

2D. Dans ce sens, on a étendu la source dans la direction 𝑥⃗ en répétant le motif décrit suivant 𝑦⃗. Pour la méthode 

hybride, le pinceau modal utilise alors les termes de la transformée de Fourier spatiale de la source secondaire 

aux coordonnées spectrales correspondant aux nombres d’ondes des modes propagatifs dans le guide d’ondes 

en acier de 5mm. Autrement dit, il suffit de ne calculer avec la formulation de TH à 2D que les composantes 

spectrales des sources correspondant aux modes qui nous intéressent, i.e. les modes propagatifs du guide à la 

fréquence considérée. Cela conduit par conséquent à un gain très important de temps de calcul. 

 𝜆 (𝐺𝑃𝑎) 𝜇 (𝐺𝑃𝑎) 𝜌 (𝑘𝑔. 𝑑𝑚−3) ℎ (𝑚𝑚) 

Bande (Nickel) 136.4 83.6 8.9 0.20 

Colle (Epoxy) 1.27 0.597 1.17 0.20 

Guide (Acier) 146 75.2 7.85 5.0 

Tableau 23.1 Description des paramètres et des épaisseurs des matériaux utilisés pour modéliser la bande collée 

sur le guide d’ondes ultrasonores  

2.3.1. Étude du rayonnement d’ondes guidées d’une source primaire de contrainte périodique 

finie dans un guide d’ondes ultrasonores fini. 

L’objet de cette section est de vérifier que l’outil numérique utilisant la formulation de TH à 2D est adapté pour 

le calcul de la source secondaire lorsque le PM est excité par une source primaire de contraintes arbitraire 

périodique et apodisée sur les bords du PM. Pour rappel, le calcul de la source secondaire équivalente de 

contraintes est primordial pour prédire le rayonnement d’OG d’un PM collé à la surface du guide d’ondes 

ultrasonores.  

Pour résoudre ce problème, on définit la source primaire de contrainte de la manière suivante :  

 {
𝜎𝑦𝑧(𝑦, 𝑡) =

1
2⁄ 𝐸(𝑡)S (𝑦)

𝜎𝑧𝑧(𝑦, 𝑡) = −𝐸(𝑡) S(𝑦) ,
 (Eq. 231.a) 

avec 𝐸(𝑡) l’excitation temporelle décrite par l’équation 221.b et 𝑆(𝑦) l’excitation spatiale de la source. Cette 

dernière correspond au produit d’un cosinus de nombre d’onde 𝑘𝑦 et d’une fenêtre de Hanning pour apodiser le 

cosinus au bord du PM. La figure 231.1b illustre cette fonction sur la demi-longueur du patch. On choisit ici 

une périodicité correspondant à la longueur d’onde de l’onde Rayleigh pour la source primaire de contrainte. 

Pour rappel, le nombre d’onde de Rayleigh s’obtient à partir de l’approximation de la vitesse 𝑉𝑅 de ce type 

d’onde (Eq 231.b) dont la définition est donnée dans l’ouvrage de [Viktorov_1967].  

 
𝑉𝑅

𝑉𝑇
≅

0.87+1.12𝜈

1+𝜈
 , (Eq. 231.b) 

avec 𝑉𝑇 correspondant à la vitesse de l’onde transverse et 𝜈 au coefficient de Poisson. Si l’on considère une 

excitation temporelle 𝐸(𝑡) à 𝑓 = 100𝑘𝐻𝑧, la longueur d’onde de Rayleigh vaut alors 𝜆𝑅 = 2𝜋 𝑘𝑅⁄ ≅ 28.8𝑚𝑚 

en prenant en compte les constantes d’élasticité de l’acier. On choisit la longueur de bande pour avoir 5 périodes 
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à laquelle on ajoute arbitrairement quelques millimètres de marge soit Lbande=76mm, l’idée est que la longueur 

de la bande permette de contenir la source spatiale. 

 

Figures 231.1 Représentation a) de la fonction temporelle E(t) et b) de la fonction spatiale S(y) définissant la 

source primaire de contraintes. 

On sait que c’est dans le cas d’une source de périodicité 𝑘𝑅 que les hypothèses de modélisation de l’outil 

numérique utilisant la formulation de TH seront le plus mis à l’épreuve. En effet, comme on suppose le guide 

comme semi-infini dans l’outil numérique utilisant la formulation de TH, on a donc des ondes de Rayleigh qui 

vont se propager. A l’inverse, le guide est bien de dimension finie dans la modélisation par éléments finis, ce 

qui implique leur absence. Aussi, la source secondaire de contrainte prédite par l’outil numérique utilisant la 

formulation de TH sera nécessairement différente de celle calculée dans la modélisation par éléments finis. 

Sachant que le pinceau modal donne un résultat en 3D et que la modélisation par EF est quant à elle en 2D, on 

normalise l’amplitude des déplacements avec l’énergie du signal temporel 𝐸𝑛 que l’on établit de la manière 

suivante, 

 𝐸𝑛
2 = ∫(𝑢𝑧

2 + 𝑢𝑦
2)𝑑𝑡 . (Eq. 231.c) 

Les figures 231.2 a et b montrent les déplacements particulaires 𝑢𝑦 et 𝑢𝑧 obtenus par les deux méthodes hybrides 

et éléments finis. Le traits pleins verts correspondent aux prédictions du pinceau modal faites à partir de la 

source secondaire de contraintes calculées avec la formulation de TH à 2D. Les traits en pointillés violets 

correspondent aux prédictions du modèle EF. 

  

Figures 231.2 Simulation du déplacement particulaire à la surface du guide d’ondes ultrasonores à 300mm de 

l’origine. Comparaison entre les résultats de la méthode hybride formulation de Thomson Haskell/modèle de 

pinceaux en vert et la méthode des éléments finis du code COMSOL en violet. 

Sur ces figures, on remarque que le modèle de TH à 2D prédit bien le décalage temporel entre les sources 

primaire et secondaire à l’instar des résultats obtenus en section 2.2. Soulignons cependant que les prédictions 

sont en excellent accord jusqu’à l’instant t=250 µs, temps à partir duquel un paquet non prédit par la méthode 

hybride « THxPencil » apparaît dans les résultats calculés par la méthode des éléments finis. Ce résultat est 

logique car on a simulé le rayonnement des OG sans réflexion aux bords du guide avec la méthode hybride 

« THxPencil », ce qui revient à considérer le guide de dimension infinie. Le paquet d’ondes visible après 250µs 

est donc bien un paquet réfléchi au bord droit du guide modélisé dans le calcul EF comme le montre la figure 

231.3a car le paquet arrive plus tôt. 
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Figures 231.3 Simulation du déplacement particulaire à la surface du guide d’ondes ultrasonores à 400mm de 

l’origine. Comparaison entre les résultats de la méthode hybride formulation de Thomson Haskell/modèle de 

pinceaux en vert et la méthode des éléments finis du code COMSOL en violet. 

Après analyse des résultats, on voit que l’on est capable de prédire le rayonnement d’OG dans un guide d’ondes 

ultrasonores à l’aide d’une méthode hybride basée d’une part sur le pinceau modal et d’autre part sur la source 

secondaire calculée par grâce à la formulation de TH à 2D à partir d’une source de contraintes périodique et 

apodisée sur les bords du patch. On peut dorénavant s’attaquer au cas d’une source plus complexe. 

2.3.2. Étude du rayonnement d’ondes guidées dans un guide d’ondes ultrasonores fini par une 

source primaire de contraintes inspirée d’une bobine à méandres  

Pour permettre l’étude d’un cas plus représentatif d’un essai non destructif, l’idée a été de s’inspirer d’une 

source de contraintes transverses générée par une bobine à méandres. Cette distribution de contrainte a été 

calculée à l’aide du modèle EMAT développé dans la thèse de [Clausse_2018]. Plus précisément, ce modèle 

utilise le champ magnétique dynamique calculé par le module CIVA CF et suppose que la bande est magnétisée 

suivant l’axe 𝑦⃗ pour déterminer la distribution de contrainte représentée à la figure 232.1a. On peut également 

noter que la distance inter-fils de la bobine à méandres est choisie de façon à correspondre à la demi-longueur 

d’onde de l’OG que l’on souhaite générer. Ainsi, sur la figure 231.1a comme le but était de générer une onde 

de cisaillement à polarisation horizontale d’ordre zéro SH0 à la fréquence de 80kHz dans une plaque 

d’aluminium de 3mm, la longueur d’onde sélectionnée est de 44mm. 

 

Figure 232.1 a) Distribution selon les axes 𝑥⃗ et 𝑦⃗ de la norme de la contrainte ‖𝜎𝑦𝑧‖ à la surface d’une bande 

magnétostrictive excitée par une bobine à méandres [Cousin-et-al_2021] b) Distribution de la partie réelle de la 

contrainte 𝑅𝑒𝑎𝑙(𝜎𝑦𝑧) suivant l’axe 𝑥⃗ à l’ordonnée 𝑦 = 0. 

La figure 232.1b montre les variations de la partie réelle de la contrainte 𝜎𝑦𝑧 suivant l’axe 𝑥⃗ afin de rendre plus 

claire le déphasage de 𝜋 entre les fils. Pour la modélisation par EF, on s’inspire de cette source en appliquant 

les variations de la contrainte 𝜎𝑦𝑧 à l’axe 𝑦⃗ car la validation doit être effectuée en 2D comme mentionné au 

paragraphe 2.3.1. De plus, on modifie également la distance inter-fil de sorte à ce qu’elle corresponde à chaque 

fois à la demi-longueur d’onde du mode que l’on souhaite exciter dans la plaque [Ribichini-el-al_2011]. 
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Enfin, on définit la source de contrainte de la manière suivante : 

 {
𝜎𝑦𝑧(𝑦, 𝑡) = 𝐸(𝑡)𝑀𝑆 (𝑦)

𝜎𝑧𝑧(𝑦, 𝑡) = 0
 (Eq. 231.a) 

avec 𝐸(𝑡) l’excitation temporelle et 𝑀𝑆(𝑦) l’excitation spatiale inspirée des bobines à méandres. 

On peut remarquer que la fonction 𝐸(𝑡) est légèrement modifiée par rapport à l’équation 221.b. Le signal 

comporte cette fois-ci 6 périodes afin de réduire la bande passante et la fréquence centrale est de 180kHz. On 

prend comme distance inter-fil la demi-longueur d’onde du mode antisymétrique d’ordre zéro A0 dans l’acier 

de 5mm, qui à cette fréquence vaut 𝜆𝐴0 = 12.5𝑚𝑚. On adapte la longueur du PM par rapport au nombre de 

périodes de bobine à méandres, c’est-à-dire que l’on prend autant de périodes que dans l’exemple de la bobine 

à méandres, et on ajoute quelques millimètres de marge, soit Lbande=21mm. Notons ici que la fonction 𝑀𝑆(𝑦) 

est composée à l’aide de fonctions dérivables, afin d’éviter des problèmes numériques associés à l’utilisation de 

méthodes par EF. Les représentations de la dépendance temporelle E(t) et de la dépendance spatiale 𝑀𝑆(𝑦) de 

la source primaire de contraintes sont illustrées respectivement sur les figures 231.2 a) et b). 

 

Figure 232.2 Représentations de a) la dépendance temporelle E(t) et b) de la dépendance spatiale 𝑀𝑆(𝑦) de la 

source primaire de contraintes. 

On procède ensuite à la simulation et les figures 231.3 a) et b) présentent les deux composantes du déplacement 

particulaire uy et uz à la surface du guide d’ondes ultrasonores à une distance de 400mm du centre de la source. 

Le trait plein vert représente les composantes prédites par la méthode hybride « THxPencil » tandis que le trait 

en pointillé violet illustre les composantes calculées par le code éléments finis. Pour rappel, les amplitudes des 

signaux ont été normalisées par l’énergie du signal décrit à l’équation 231.c, car la modélisation avec le modèle 

de pinceau se fait en 3D en étendant la source dans la direction 𝑥⃗. Notons également que les signaux obtenus 

avec la méthode hybride « THxPencil » sont renormalisés de sorte que le premier paquet d’ondes soit en accord 

avec le résultat élements finis.  

  

Figure 232.3 Composantes du déplacement particulaire a) uy et b) uz à la surface du guide d’ondes ultrasonore 

à 400mm de l’origine calculées par la méthode hybride Thomson Haskel/ modèle des pinceaux et par la méthode 

des éléments finis. 

Après observation de la figure 231.3 b), on note tout d’abord que les déplacements suivant 𝑧 (𝑢𝑧) calculés par 

les deux méthodes sont en accord pour le premier paquet d’ondes. On remarque également que le second paquet 

d’onde qui arrive au temps t= 130µs est quant à lui légèrement décalé. Si on analyse plus finement, le premier 

paquet d’onde correspond à l’onde guidée symétrique d’ordre zéro 𝑆0, sa vitesse d’énergie étant de 
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5.13𝑚𝑚. µ𝑠−1  et une potentielle réflexion de ce premier paquet devrait arriver à t=255µs pour un point 

d’observation situé à 400mm de la source. Il est donc normal que l’on ne voit donc pas cette réflexion dans la 

fenêtre temporelle affichée ici. En outre, le premier paquet d’ondes semble également plus amorti dans le cas 

de la prédiction par la méthode hybride « THxPencil » que dans le cas de la prédiction par la méthode des EF, 

c’est-à-dire qu’il y a moins d’oscillation. En ce qui concerne les second et troisième paquets, c’est-à-dire ceux 

correspondant à l’onde guidée antisymétrique d’ordre 𝐴0,  l’amplitude prédite par le code éléments finis est 

aussi plus élevée que celle prédite par la méthode hybride « THxPencil ». L’analyse des déplacements 𝑢𝑦  

suivant 𝑦⃗ illustrés à la figure 231.3 b), donne les mêmes conclusions, ce qui est logique puisque les modes 

symétriques et antisymétriques d’ordre zéro résultent des deux composantes de déplacement. 

Une explication de la divergence des résultats entre la méthode hybride et la simulation éléments finis vient de 

notre difficulté à rendre compte des fortes variations spatiales de l’amplitude de la source sur la seconde 

méthode, car un maillage très fin est nécessaire. Idéalement, il faudrait réduire le pas du maillage au niveau de 

cette source complexe, un pas spatial plus lâche pouvant être adopté dans les zones de moindre variation (c’est-

à-dire en dehors du PM, pour la propagation dans le guide d’ondes ultrasonores) pour limiter le nombre 

d’éléments. A ce stade, la diminution du pas spatial du maillage régulier que nous avons tentée pour la 

simulation par éléments finis, jusqu’à saturation de l’espace mémoire, n’a pas permis d’obtenir des courbes 

comparables et mériterait d’être conduite en s’appuyant sur un serveur de calcul plus puissant. Pour cette même 

source, nous avons mené d’autres études en faisant varier le paramètre Lbande ainsi que l’épaisseur du guide afin 

de confirmer ou non l’influence des réflexions aux différents bords sur la transduction du PM. Les résultats 

obtenus n’ont pas permis de dégager d’interprétation sur une plausible influence sur la transduction du PM. 

2.3.3. Conclusions 

Dans cette section, on a montré que l’on était capable de prédire le rayonnement d’OG par une source de 

contraintes arbitrairement périodique et apodisée sur les bords du PM à l’aide du couplage entre la méthode du 

pinceau modal et une formulation de TH à 2D qui permet le calcul de la source secondaire de contraintes 

équivalente à la surface du guide d’ondes ultrasonores. Ce résultat valide donc les hypothèses de modélisation 

pour ce type de source. En revanche, il s’avère que les prédictions des deux modèles du rayonnement d’OG 

pour le cas d’une source primaire complexe ne se superposent pas complètement. L’efficacité de la modélisation 

par EF d’une source présentant de fortes variations d’amplitude localement nécessite un maillage adapté, or le 

maillage régulier réalisé avec le logiciel Comsol ne rend pas correctement compte de la source contrairement à 

la méthode hybride. Compte tenu de l’étude qui a été menée sur la source simple, et de la complexité à modéliser 

une source complexe par la méthode EF, on peut conclure que la méthode hybride offre à priori plus de 

souplesse. 
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2.4. Résumé du chapitre 

Dans ce chapitre, on a proposé et développé une formulation 2D du modèle de Thomson-Haskell (TH) adapté 

à la modélisation d’un PM collé sur un guide d’ondes ultrasonores. Plus précisément, le PM rayonnant dans une 

pièce (un guide) est modélisé par une superposition de trois couches (bande, colle, guide d’ondes ultrasonores) 

infinies dans le plan. Afin de pouvoir réutiliser une même source pour des guides d’épaisseurs différentes, on a 

fait l’hypothèse que le guide était d’épaisseur infinie de sorte qu’aucune onde réfléchie revenant du fond de la 

pièce ne vienne perturber le fonctionnement de la source. La formulation de TH consiste alors à construire une 

matrice de transfert pour chaque couche en reliant l’amplitude des ondes planes qui s’y propagent avec les 

déplacements particulaires et les contraintes du milieu. Ces matrices de transfert sont ensuite combinées en 

supposant en contact solide-solide parfait aux interfaces des couches. Une fois la matrice de transfert globale 

obtenue, il est aisé de déduire la source secondaire à la surface supérieure du guide d’ondes ultrasonores à partir 

de la source primaire de contrainte à la surface supérieure du PM. 

Afin de valider l’outil numérique reposant sur cette formulation de TH à 2D, une comparaison directe avec une 

simulation par EF effectuée avec le code Ondomatic a été proposée. De cette comparaison ressort comme 

conclusion principale le fait que les simulations par EF vérifient parfaitement les hypothèses de modélisation et 

ce, pour des sources associées à des ondes planes d’incidence normale et oblique quelconque à différentes 

fréquences. On peut également noter qu’au cours de cette étude des phénomènes de résonance ou au contraire 

des phénomènes de forte atténuation des ondes planes au sein du milieu multicouche ont été observées, ce qui 

renforce l’intérêt de disposer d’un outil permettant de prédire ces comportements non triviaux. 

Fort de ces premiers résultats, on s’est ensuite attaché à vérifier que cette méthode pouvait s’appliquer pour 

l’étude de rayonnement d’OG d’une source primaire exercée sur un PM de dimensions finies collé sur un guide 

d’épaisseur finie. Cette étude a été menée d’une part, à l’aide d’un modèle par EF et d’autre part, avec l’outil 

numérique développé à partir de la formulation 2D de TH couplé avec le modèle de pinceau modal 

[Barras_2020]. Dans le cas d’une source simple, les prédictions du rayonnement d’OG sont en excellent accord, 

ce qui permet de valider les hypothèses de la modélisation du PM pour cette configuration. Nous n’avons pas 

pu obtenir un accord dans le cas d’une source complexe, mais il s’avère que le maillage mis en œuvre dans la 

modélisation par EF n’était pas suffisant pour bien rendre compte de la complexité de la source et démontre 

tout l’intérêt de pouvoir travailler avec une méthode hybride moins gourmande en ressources numériques.  

La méthode de TH ayant été validée dans le cas le plus exigeant, c’est-à-dire le cas 2D, on peut donc s’intéresser 

dorénavant à son extension afin de gérer le cas de sources primaires 3D quelconques. Une nouvelle fois, il 

s’agira ensuite de coupler cet outil à celui de la méthode du pinceau modal afin de prédire le rayonnement d’OG 

dans toutes les directions de l’espace.
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CHAPITRE 3 

Adaptation de la formulation de Thomson-Haskell pour prédire le 

rayonnement à trois dimensions d’ondes guidées ultrasonores par une source 

de contraintes élastiques située à la surface supérieure d’une bande 

magnétostrictive. 

Dans le chapitre 2, nous avons proposé une formulation de Thomson-Haskell à deux dimensions (TH à 2D) 

couplée avec la méthode des pinceaux [Barras-et-al_2020] afin de prédire le rayonnement ultrasonore dans un 

guide d’ondes ultrasonores à deux dimensions par une source de contraintes élastiques située à la surface 

supérieure d’une bande magnétostrictive. L’objectif de ce nouveau chapitre est d’une part, de généraliser la 

formulation de Thomson-Haskell pour le cas à trois dimensions (TH à 3D) et, d’autre part, d’utiliser cette 

formulation pour relier le modèle d’EMAT [Clausse_2018] vu au chapitre 1 avec la méthode du pinceau modal 

sous l’approximation de Fraunhofer [Barras-et-al_2020], c’est-à-dire en champ lointain. 

Pour atteindre, cet objectif, nous procéderons en trois temps : 

-dans un premier temps, il sera nécessaire de développer une formulation de TH à 3D reposant sur le même 

formalisme que les modèles d’EMAT et de pinceau modal sous l’approximation de Fraunhofer. Il s’agira en 

particulier de déduire les composantes de la transformée de Fourier spatiale de la source ultrasonore secondaire 

à la surface supérieure du guide d’ondes en fonction de celles de la source primaire située à la surface de la 

bande magnétostrictive. 

-dans un second temps, nous nous attacherons à valider l’outil numérique développé à partir de cette formulation 

de TH à 3D. Pour cela, nous proposerons de comparer les simulations réalisées avec cet outil avec celles 

effectuées par un calcul éléments finis (Ondomatic). Pour les simulations, on supposera que la source primaire 

de contraintes élastiques, c’est-à-dire celle située à la surface du patch magnétostrictif (PM) est périodique en 

temps et en espace. Aussi, la résolution du problème avec la formulation de TH à 3D s’effectuera à l’aide d’une 

première transformée de Fourier à deux dimensions dans le domaine spatial, et d’une deuxième à une dimension 

dans le domaine temporel comme suggéré par [Kausel-Roësset_1981]. 

- en dernier lieu, il conviendra de vérifier le domaine de validité de la formulation TH à 3D car des singularités 

peuvent être rencontrées. Une étude de la littérature nous permet de situer notre problème et d’en donner une 

solution. 
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3.1. Construction d’une formulation de Thomson-Haskell à trois dimensions adaptée 

pour relier le modèle d’EMAT à celui du pinceau modal. 

Le calcul du rayonnement ultrasonore en trois dimensions d’un PM au sein d’une structure nécessite comme 

expliqué en introduction une méthodologie adaptée : tout l’enjeu est en effet de pouvoir combiner le modèle 

d’EMAT proposé par [Clausse_2018] avec celui du pinceau modal sous l’approximation de Fraunhofer 

développé par [Barras-et-al_2020]. Pour résoudre ce problème, le point essentiel est d’aménager la formulation 

de TH de façon à coupler les deux modèles précédents dans le cas à trois dimensions. 

Pour cela, il est nécessaire de passer par les étapes suivantes : 

-En premier lieu, il convient de redétailler le fonctionnement des modèles d’EMAT de [Clausse_2018] et de 

pinceau modal de [Barras-et-al_2020]. La mise en commun de ces méthodes par l’intermédiaire d’une 

formulation de TH à 3D exige en effet de comprendre comment elles sont élaborées. 

-En second lieu, une fois les entrées et sorties nécessaires à chaque méthode définies, il s’agira de construire 

une formulation de TH à 3D qui permette de les associer.  

3.1.1. Rappels sur les méthodes d’EMAT et de pinceau modal et positionnement du problème 

à résoudre. 

Comme cela a déjà été expliqué brièvement dans le chapitre 1, le modèle d’EMAT de [Clausse_2018] sert à 

calculer la distribution des contraintes élastiques à la surface supérieure de la bande magnétostrictive. Cette 

distribution est exprimée dans le référentiel courant de la plateforme logicielle CIVA. La figure 311.1a donne 

un exemple simulé avec ce modèle de la distribution de la norme de la contrainte surfacique ‖𝜎𝑧𝑦‖ à la surface 

d’une bande magnétostrictive excitée par une bobine à méandres à une fréquence 80kHz. La configuration de 

la bobine à méandres déjà étudiée dans l’article de [Cousin-et-al_2021] (en Annexe A) est conçue afin de 

générer le mode guidé SH0 (mode guidé de torsion fondamental) à la fréquence de 80kHz dans une plaque 

d’aluminium d’épaisseur égale à 3mm. Afin d’exciter principalement ce mode, la distance entre deux fils 

sélectionnée correspond à la demi-longueur d’onde de ce mode à 80kHz, comme suggéré par [Ribichini-et-

al_2011]. La figure 311.1b illustre la norme en dB de la transformée de Fourier spatiale de la contrainte 𝜎𝑧𝑦 

présentée à la figure 311.1a. Notons également que les trois cercles blancs indiquent les nombres d’ondes des 

modes fondamentaux dans une plaque d’aluminium d’épaisseur 3mm à la fréquence de 80kHz. 

 

Figure 311.1 a) Distribution de la norme de la contrainte ‖𝜎𝑧𝑦‖ à la surface d’une bande magnétostrictive excitée 

par une bobine à méandres [Cousin-et-al_2021] b) Norme en dB de ‖𝜎𝑧𝑦̂‖, la transformée de Fourier spatiale 

de la contrainte élastique 𝜎𝑧𝑦. 

La méthode du pinceau modal quant à elle est une méthode semi-analytique de calcul de propagation d’ondes 

guidées (OG) ultrasonores qui s’inspire de l’optique géométrique. Par définition, un pinceau est un objet 

mathématique constitué de rayons ayant pour origine un point source. Ces rayons symbolisent les trajets 
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d’énergie des ondes guidées ultrasonores existant dans le guide à une fréquence 𝑓. Son application aide donc à 

prédire les amplitudes des ondes guidées ultrasonores rayonnées par un point source. La méthode du pinceau 

modal appliquée à une source quelconque de contrainte surfacique se traduit par une intégrale de rayonnement ; 

c’est pourquoi, comme pour le rayonnement d’ondes de volume, il est possible d’en dériver une forme 

approchée sous l’approximation de Fraunhofer. Ainsi, sous l’approximation de Fraunhofer, la méthode des 

pinceaux utilise les composantes de la transformée de Fourier spatiale de la source à la surface du guide d’ondes 

ultrasonores pour prédire le rayonnement des OG [Barras_2020]. 

L’expression des termes de la transformée de Fourier spatiale de la contrainte à la surface supérieure du guide 

d’ondes ultrasonores 𝝈̂ = (𝜎̂𝑥𝑧, 𝜎̂𝑦𝑧, 𝜎̂𝑧𝑧) en fonction des coordonnées spectrales (𝑘𝑥 , 𝑘𝑦) et de la fréquence 

𝑓 = 𝜔/2𝜋, est rappelée ci-dessous :  

 𝝈̂(𝑘𝑥, 𝑘𝑦, 𝜔) = ∫ ∫ ∫ 𝛔(𝑥, 𝑦, 𝑡)𝑒−𝑖(𝜔𝑡−𝑘𝑥𝑥−𝑘𝑦𝑦) 𝑑𝑡 𝑑𝑥 𝑑𝑦
𝑦𝑥𝑡

, (Eq 311.a) 

Notons ici que les coordonnées spectrales (𝑘𝑥 , 𝑘𝑦) correspondent au nombre d’onde 𝑘𝑂𝐺 = √𝑘𝑥
2 + 𝑘𝑦

2 

d’une onde guidée ultrasonore dont on doit calculer le rayonnement et que cette OG se propage dans une 

direction d’énergie précisée par l’angle 𝜑𝑖,𝑐. En général, on trace un rayon central qui part du centre de la 

source et finit au point de calcul de champ 𝑟𝑒 comme schématisé sur la figure 311.2.  

 

Figure 311.2 Représentation schématique d’un quart de bande magnétostrictive collée sur un guide d’ondes 

ultrasonores avec en légende le rayon central et l’angle 𝜑𝑖,𝑐 associés au point de calcul de champ 𝑟𝑒. 

Des deux modèles précédemment définis, ressort clairement une question : comment calculer l’entrée du modèle 

de pinceau à partir de la sortie du modèle d’EMAT ? Ce problème revient à être capable de déterminer la source 

secondaire de contrainte élastique située à la surface du guide d’ondes ultrasonores à partir de la source primaire 

de contraintes élastiques à la surface du patch magnétostrictif : c’est là que se situe tout l’intérêt de la mise en 

place d’une formulation de TH à 3D. 

3.1.2. Étude des déplacements particulaires des ondes planes et des contraintes associées dans 

un solide isotrope 3D. 

Afin de construire le modèle de TH à 3D, la première étape requise est de déterminer les déplacements 

particulaires des ondes planes dans un solide élastique isotrope à 3D ainsi que les contraintes associées. Pour ce 

faire, la méthode suivie est similaire à celle du chapitre 2, mais cette fois-ci appliquée au cas à trois dimensions. 

On verra que les nombres d’ondes (mais aussi les vecteurs de polarisation) des ondes planes que l’on va définir 

dans un solide à 3D sont différent du cas à 2D. Il est plus aisé de partir de la définition des nombres d’ondes et 

de suivre la méthode plutôt que de construire une troisième dimension à partir de la formulation à 2D que nous 

avons déjà développée. Il est possible de passer de la formulation à 3D à la formulation à 2D (Annexe B4) plus 

facilement que l’inverse. 
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Plus précisément, l’idée est de considérer dans l’équation 311.a que 𝝈̂(𝑘𝑥, 𝑘𝑦, 𝜔) la contrainte élastique 

surfacique à la surface supérieure du guide d’ondes ultrasonores comme étant la résultante de trois ondes planes 

qui se sont propagées depuis la surface supérieure de bande magnétostrictive. On dénombre donc une onde P 

pour « pressure », une onde SV pour « shear vertical » et une onde SH pour « shear horizontal ». Ces trois 

ondes planes sont des solutions particulières du déplacement particulaire dans un solide élastique isotrope à 3D 

présentée à l’équation 211.d à une fréquence 𝑓 donnée. On impose donc la projection de leurs nombres d’ondes 

sur le plan 𝑥𝑂𝑦̂ à (𝑘𝑥 , 𝑘𝑦)
𝑡
. On appelle 𝑘𝑧

𝑃 le nombre d’onde suivant l’axe 𝑧 de l’onde plane P et 𝑘𝑧
𝑆 celui des 

ondes planes SV et SH. On résume les vecteurs nombre d’onde sous la forme suivante : 

 {
𝒌𝑷
± = (𝑘𝑥, 𝑘𝑦, ±𝑘𝑧

𝑃),

𝒌𝑺
± = (𝑘𝑥 , 𝑘𝑦, ±𝑘𝑧

𝑆).
 (Eq. 311.b) 

Les symboles (-) et (+) servent à différencier les ondes se propageant respectivement vers le haut de celles qui 

se propagent vers le bas. Leurs nombres d’onde dans la direction 𝑧 est alors défini par : 

 

{
 

 𝑘𝑧
𝑃 = √

𝜔2

𝑣𝑃
2 − 𝑘𝑦

2 − 𝑘𝑥
2 ,

𝑘𝑧
𝑆 = √

𝜔2

𝑣𝑆
2 − 𝑘𝑦

2 − 𝑘𝑥
2 .

 (Eq. 311.c) 

NB :il est essentiel de souligner que l’on prendra par la suite toujours la solution avec la partie imaginaire 

négative afin de garantir que les ondes sont décroissantes dans leur sens de propagation. 

À partir des expressions des vecteurs d’ondes et des propriétés géométriques reliant leur nombre d’onde à leur 

vecteur de polarisation, on définit ensuite les vecteurs de polarisation à l’équation 311.d. L’onde P dérivant d’un 

potentiel scalaire 𝜙 (Eq. 211.e), cela implique que le vecteur de polarisation est colinéaire à la direction de 

propagation (du nombre d’onde). Les ondes S dérivent pour leur part d’un potentiel vecteur 𝝍 (Eq. 211.e) ce 

qui se traduit par deux polarisations orthogonales à la direction de propagation et donc à leur nombre d’onde. 

On a ainsi : 

 

{
 
 

 
 𝑷𝑷

± = (𝑘𝑥, 𝑘𝑦, ±𝑘𝑧
𝑃
)
𝑡
,

𝑷𝑺𝑽
± = (±𝑘𝑥𝑘𝑧

𝑆, ±𝑘𝑦𝑘𝑧
𝑆, −(𝑘𝑥

2 + 𝑘𝑦
2
))
𝑡
,

𝑷𝑺𝑯
± = (𝑘𝑦, −𝑘𝑥, 0)

𝑡
.

 (Eq. 311.d) 

Les vecteurs de polarisation sont généralement normalisés [Bruneau-Potel_2006], le facteur de normalisation 

étant contenu ici dans les amplitudes des ondes planes 𝐴𝑃
±, 𝐴𝑆𝑉

± , 𝐴𝑆𝐻
±

 par souci de simplification. L’équation 

311.e permet alors de calculer le déplacement particulaire associé à ces ondes planes :  

 

{
 
 

 
 𝐮𝑃

±(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝐴𝑃
±(𝑘𝑥, 𝑘𝑦, ±𝑘𝑧

𝑃
)
𝑡
𝑒𝑖(𝜔𝑡−𝒌𝑷

±.𝐫),

𝐮𝑆𝑉
± (𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝐴𝑆𝑉

± (±𝑘𝑥𝑘𝑧
𝑆, ±𝑘𝑦𝑘𝑧

𝑆, −(𝑘𝑥
2 + 𝑘𝑦

2
))
𝑡
𝑒𝑖(𝜔𝑡−𝒌𝑺

±.𝐫)

𝐮𝑆𝐻
± (𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝐴𝑆𝐻

± (𝑘𝑦, −𝑘𝑥, 0)
𝑡
𝑒𝑖(𝜔𝑡−𝒌𝑺

±.𝐫).

, (Eq. 311.e) 

Il est aisé ensuite d’exprimer les contraintes à l’aide de la loi de Hooke en milieu isotrope (Eq. 211.b) et des 

déplacements particulaires (Eq. 311.d). Pour plus de détails, le lecteur pourra se référer à l’annexe B2 où sont 

résumés les calculs. 

Les déplacements particulaires et les contraintes associées aux ondes planes ultrasonores dans un solide 

élastique isotrope à 3D étant définis, la prochaine étape concerne dorénavant la construction des matrices de 

transfert des couches à partir de ces équations. 
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3.1.3. Construction des matrices de transfert dans un solide élastique isotrope à 3D. 

Le but ici est de construire les matrices de transfert de la formulation de TH dans un solide élastique isotrope à 

3D à partir des équations de déplacement particulaire des ondes planes et des contraintes associées. Ces matrices 

de transfert sont essentielles car elles nous serviront ensuite à simuler la propagation de ces ondes planes au sein 

du milieu tri-couche à 3D.  

Pour rappel et comme cela a déjà été indiqué au chapitre 2, les matrices de transfert se définissent à partir des 

vecteurs d’états. Le premier vecteur contraintes-déplacements contient les déplacements et les contraintes 

continues aux interfaces des couches soit :  

 (𝒖̂  𝝈̂)𝑡 = (𝑢̂𝑥  𝑢̂𝑦 𝑢̂𝑧 𝜎̂𝑥𝑧 𝜎̂𝑦𝑧 𝜎̂𝑧𝑧)
𝑡
. (Eq 312.a) 

tandis que le second vecteur contient les amplitudes des ondes planes soit : 

  𝑨 = (𝐴𝑃
+ 𝐴𝑃

− 𝐴𝑆𝑉
+ 𝐴𝑆𝑉

− 𝐴𝑆𝐻
+ 𝐴𝑆𝐻

− )𝑡. (Eq. 312.b) 

Ajoutons ici que l’on considère un contact solide-solide parfait entre ces couches, ce qui revient à imposer la 

continuité des déplacements particulaires 𝒖̂ = (𝑢̂𝑥 , 𝑢̂𝑦, 𝑢̂𝑧)
𝑡
 mais aussi celle des contraintes élastiques 𝝈̂ =

(𝜎̂𝑥𝑧, 𝜎̂𝑦𝑧, 𝜎̂𝑧𝑧)
𝑡
 aux interfaces. Ainsi, les équations du déplacement particulaire dans un matériau en fonction 

des amplitudes des ondes planes peuvent alors être réécrites sous forme matricielle, telle que :  

 (

𝑢̂𝑥
𝑢̂𝑦
𝑢̂𝑧

)

𝑧

=

(

  
 

𝑘𝑥𝑔𝑃
𝑘𝑥

𝑔𝑃
𝑘𝑥𝑘𝑧

𝑆𝑔𝑆 −
𝑘𝑥𝑘𝑧

𝑆

𝑔𝑆
𝑘𝑦𝑔𝑆

𝑘𝑦

𝑔𝑆

𝑘𝑦𝑔𝑃
𝑘𝑦

𝑔𝑃
𝑘𝑦𝑘𝑧

𝑆𝑔𝑆 −𝑘𝑦
𝑘𝑧
𝑆

𝑔𝑆
−𝑘𝑥𝑔𝑆 −

𝑘𝑥

𝑔𝑆

𝑘𝑧
𝑃𝑔𝑃 −

𝑘𝑧
𝑃

𝑔𝑃
−(𝑘𝑥

2 + 𝑘𝑦
2)𝑔𝑆 −

𝑘𝑥
2+𝑘𝑦

2

𝑔𝑆
0 0 )

  
 
𝑨𝑧0, (Eq. 312.c) 

avec 𝑔𝑃 et 𝑔𝑆 représentant respectivement les termes 𝑒−𝑖𝑘𝑧
𝑃(𝑧−𝑧0) et 𝑒−𝑖𝑘𝑧

𝑆(𝑧−𝑧0).  

Une écriture matricielle équivalente en fonction des amplitudes des ondes planes est donc également déduite 

pour les équations des contraintes continues à l’interface entre deux couches. Elle est donnée par la relation 

suivante : 

(

𝜎̂𝑥𝑧
𝜎̂𝑦𝑧
𝜎̂𝑧𝑧

)

𝑧

= [

−2𝑖𝜇𝑘𝑥𝑘𝑧
𝑃𝑔𝑝 2𝑖𝜇𝑘𝑥𝑘𝑧

𝑃 𝑔𝑃⁄ −𝑖𝜌𝑘𝑥𝐵𝑔𝑆 − 𝑖𝜌𝑘𝑥𝐵 𝑔𝑆⁄ −𝑖𝜇𝑘𝑦𝑘𝑧
𝑆𝑔𝑠 𝑖𝜇𝑘𝑦𝑘𝑧

𝑆 𝑔𝑆⁄

−2𝑖𝜇𝑘𝑦𝑘𝑧
𝑃𝑔𝑃 2𝑖𝜇𝑘𝑦𝑘𝑧

𝑃 𝑔𝑃⁄ −𝑖𝜌𝑘𝑦𝐵 𝑔𝑆 − 𝑖𝜌𝑘𝑦𝐵 𝑔𝑆⁄ 𝑖𝜇𝑘𝑥𝑘𝑧
𝑆𝑔𝑠 − 𝑖𝜇𝑘𝑥𝑘𝑧

𝑆 𝑔𝑆⁄

−𝑖𝜌𝐵𝑔𝑝 − 𝑖𝜌𝐵 𝑔𝑃⁄ 2𝜇𝑖𝑘𝑧
𝑆(𝑘𝑥

2 + 𝑘𝑦
2)𝑔𝑆 −2𝜇𝑖𝑘𝑧

𝑆(𝑘𝑥
2 + 𝑘𝑦

2) 𝑔𝑆⁄ 0 0

]𝑨𝑧0, (Eq. 312.d) 

avec 𝜇, 𝜆 représentant les constantes de Lamé,𝜌 la densité du matériau et 𝐵 = 𝜔2 − 2𝑣𝑆
2(𝑘𝑥

2 + 𝑘𝑦
2) 

correspondant à une variable de simplification.  

La fusion des deux matrices (Eq. 312c & Eq. 312d) en considérant le vecteur d’état  (𝐮̂ 𝛔̂)t =

(𝑢̂𝑥 , 𝑢̂𝑦, 𝑢̂𝑧, 𝜎̂𝑥𝑧, 𝜎̂𝑦𝑧, 𝜎̂𝑧𝑧)
𝑡
permet de faire apparaitre la première matrice de transfert 𝐷𝑚 où l’indice m fait 

référence au matériau choisi, 

 (
𝒖̂
𝝈̂
)
𝑧
= 𝐷𝑚(z − 𝑧0)𝑨𝑧0. (Eq. 312.e) 

La matrice 𝐷𝑚 permet de déduire le vecteur d’état déplacements-contraintes à l’altitude z sachant que des ondes 

planes d’amplitudes données se sont propagée sur une distance 𝑧 − 𝑧0 depuis l’altitude z0. De la même manière 

que dans le chapitre 2, on construit une seconde matrice de transfert 𝐸𝑚 que l’on inverse de sorte à relier le 

vecteur d’amplitudes 𝑨 et le vecteur contraintes-déplacements à une même altitude, 

 𝑨𝑧0=𝑧 = 𝐸𝑚
−1 (

𝒖̂
𝝈̂
)
𝑧=𝑧0

. (Eq. 312.f) 
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La matrice 𝐸𝑚
−1 autorise la conversion du vecteur d’état déplacements-contraintes au vecteur d’état contenant 

les amplitudes des ondes planes à une même altitude. On relie ensuite au sein d’une même couche les vecteurs 

contraintes-déplacements située à l’altitude 𝑧0 avec ceux localisé à l’altitude 𝑧 à partir des deux matrices de 

transfert données aux (Eq. 312.e et Eq. 312.f. On obtient donc :  

 (
𝒖̂
𝝈̂
)
𝑧
= 𝐿𝑚(z − z0) (

𝒖̂
𝝈̂
)
𝑧0

. (Eq. 312.g) 

avec 𝐿𝑚(𝑧 − 𝑧0) = 𝐷𝑚(z − z0)𝐸𝑚
−1 représentant la matrice de transfert de la couche. 

Les expressions des différentes matrices de transfert 𝐷𝑚, 𝐸𝑚
−1 et 𝐿𝑚 sont présentées en annexe B3 et le lecteur 

intéressé pourra donc s’y référer 

Les matrices de transfert de la formulation de TH pour une couche d’un solide élastique isotrope à 3D étant 

déterminés, la prochaine étape consiste à combiner toutes les couches du système étudié entre elles afin de 

simuler la propagation des ondes planes. 

3.1.4. Propagation d’ondes planes dans un milieu tri-couche à 3D semi-infini. 

Pour simuler la propagation d’ondes planes dans un milieu tri couche à 3D, on s’appuie sur la même 

représentation que celle donnée par la figure 213.1 du chapitre 2. Sur cette figure, on assimile la bande collée 

sur le guide d’ondes ultrasonores comme un milieu tri-couche composé d’une première couche correspondant 

à la bande magnétostrictive, une seconde couche à la colle et une dernière couche au guide d’ondes ultrasonores. 

A l’instar de ce qui a été fait dans le chapitre 2 dans le cas à deux dimensions, la démarche ensuite est d’exprimer 

les matrices de transfert 𝐿𝑚 à la fois pour la bande et pour la colle, puis de les combiner en appliquant 

l’hypothèse de contact solide-solide parfait énoncée à la section précédente. Grâce à ce calcul, il est alors 

possible de relier les vecteurs contraintes-déplacement de la surface supérieure de la bande magnétostrictive à 

la surface supérieure du guide d’ondes ultrasonores, 

 (
𝒖̂
𝝈̂
)
ℎ𝑏𝑎𝑛𝑑𝑒+ℎ𝑐𝑜𝑙𝑙𝑒

= 𝐿𝑐𝑜𝑙𝑙𝑒(ℎ𝑐𝑜𝑙𝑙𝑒)𝐿𝑏𝑎𝑛𝑑𝑒(ℎ𝑏𝑎𝑛𝑑𝑒) (
𝒖̂
𝝈̂
)
0
. (Eq. 313.a) 

Notons toutefois que pour transformer une source primaire de contraintes élastiques à la surface supérieure de 

la bande magnétostrictive en une source secondaire à la surface supérieure du guide d’ondes ultrasonores, 

l’équation 313.a ne suffit pas car le système est sous déterminé. Une nouvelle fois, on prend comme hypothèse 

(voir chapitre 2) pour la condition aux limites CL que le guide d’ondes ultrasonores est un milieu semi-infini, 

ce qui équivaut à considérer qu’il n’y a pas de réflexion qui proviennent du fond du guide d’ondes, leurs 

amplitudes étant nulles. Ainsi, on obtient l’expression suivante :  

 𝑨ℎ𝑏𝑎𝑛𝑑𝑒+ℎ𝑐𝑜𝑙𝑙𝑒 =  𝐻
𝑆𝐼 (

𝒖̂
𝝈̂
)
0

, (Eq. 313.b) 

avec 𝐻𝑆𝐼 = 𝐸𝑔𝑢𝑖𝑑𝑒
−1 𝐿𝑐𝑜𝑙𝑙𝑒(ℎ𝑐𝑜𝑙𝑙𝑒) 𝐿𝑏𝑎𝑛𝑑𝑒(ℎ𝑏𝑎𝑛𝑑𝑒). 

On réécrit ensuite le système en ne conservant que les lignes où les amplitudes des ondes réfléchies par le fond 

du guide d’ondes ultrasonores sont nulles de sorte que : 

 (

𝐴𝑃
− = 0

𝐴𝑆𝑉
− = 0
𝐴𝑆𝐻
− = 0

)

ℎ𝑏𝑎𝑛𝑑𝑒+ℎ𝑐𝑜𝑙𝑙𝑒

= [

𝐻21
𝑆𝐼 𝐻22

𝑆𝐼 𝐻23
𝑆𝐼 𝐻24

𝑆𝐼 𝐻25
𝑆𝐼 𝐻26

𝑆𝐼

𝐻41
𝑆𝐼 𝐻42

𝑆𝐼 𝐻43
𝑆𝐼 𝐻44

𝑆𝐼 𝐻45
𝑆𝐼 𝐻46

𝑆𝐼

𝐻61
𝑆𝐼 𝐻62

𝑆𝐼 𝐻63
𝑆𝐼 𝐻64

𝑆𝐼 𝐻65
𝑆𝐼 𝐻66

𝑆𝐼

] (
𝒖̂
𝝈̂
)
0
. (Eq. 313.c) 

Puis on inverse le système que l‘on vient d’écrire afin d’obtenir les déplacements en fonction des contraintes à 

la surface supérieure de la bande magnétostrictive sachant que le guide d’ondes ultrasonores est un milieu semi-

infini, 
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 (

𝑢̂𝑥
𝑢̂𝑦
𝑢̂𝑧

)

𝑧=0

= −[

𝐻21
𝑆𝐼 𝐻22

𝑆𝐼 𝐻23
𝑆𝐼

𝐻41
𝑆𝐼 𝐻42

𝑆𝐼 𝐻43
𝑆𝐼

𝐻61
𝑆𝐼 𝐻62

𝑆𝐼 𝐻63
𝑆𝐼

]

−1

[

𝐻24
𝑆𝐼 𝐻25

𝑆𝐼 𝐻26
𝑆𝐼

𝐻44
𝑆𝐼 𝐻45

𝑆𝐼 𝐻46
𝑆𝐼

𝐻64
𝑆𝐼 𝐻65

𝑆𝐼 𝐻66
𝑆𝐼

](

𝜎̂𝑥𝑧
𝜎̂𝑦𝑧
𝜎̂𝑧𝑧

)

𝑧=0

. (Eq. 313.d) 

Une fois cette opération effectuée, on dispose dorénavant du vecteur contraintes-déplacements complet à la 

surface supérieure de la bande magnétostrictive. Il ne reste plus qu’à utiliser l’équation 313.a pour obtenir la 

source secondaire de contraintes élastiques à la surface supérieure du guide d’ondes ultrasonores à partir de la 

source primaire de contraintes élastiques à la surface supérieure de la bande magnétostrictive. 

3.1.5. Conclusions 

Dans cette partie, la problématique était de proposer une formulation de TH à 3D adaptée afin d’associer le 

modèle d’EMAT avec le modèle du pinceau modal sous l’approximation de Fraunhofer. Comme le modèle du 

pinceau modal sous l’approximation de Fraunhofer s’appuie sur les composantes de la transformée de Fourier 

spatiale de la source ultrasonore à la surface supérieure du guide d’ondes, nous avons tout naturellement utilisé 

ce formalisme également pour la formulation de TH. En conséquence, nous avons choisi tout d’abord de définir 

les nombres d’ondes des trois ondes planes dans un matériau élastique isotrope à 3D de façon à ce que leur 

projection corresponde aux composantes de la transformée de Fourier spatiale de la source secondaire à la 

surface supérieure du guide d’ondes ultrasonores. Une fois connu les nombres d’ondes et les polarisations de 

ces ondes planes se propageant dans le milieu élastique isotrope, il a été aisé de déterminer les déplacements 

particulaires et les contraintes élastiques associées à leur propagation. A partir de ces équations, on a ensuite 

construit successivement les matrices de transfert d’une couche puis celles du système complet en supposant un 

contact solide-solide parfait et en intégrant les conditions aux limites nécessaires. Enfin, on est arrivé à une 

formulation de TH à 3D qui nous permet de calculer directement la source secondaire de contraintes élastiques 

à la surface supérieure du guide d’ondes ultrasonores à partir de la source primaire de contraintes élastiques à 

la surface supérieure de la bande magnétostrictive. 
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3.2. Validation de l’outil numérique développé avec la formulation de TH à 3D 

Le but de cette partie est de valider quantitativement l’outil numérique développé à l’aide de la formulation de 

TH à 3D. L’idée est de choisir comme cas d’étude, celui du rayonnement ultrasonore d’une source primaire de 

contraintes arbitraires dans un tri-couche semi-infini à 3D puis de comparer les résultats de simulations obtenus 

par la formulation de TH à 3D avec ceux calculés par la méthode des EF. Notons de façon plus précise, que la 

source primaire est inspirée de la distribution de contraintes élastiques générée par une bobine à méandres sur 

une bande magnétostrictive.  

3.2.1. Présentation de l’étude par la méthode des éléments finis du rayonnement d’une source 

primaire de contraintes arbitraire dans un milieu tri-couche semi-infini à 3D. 

Au préalable, il convient de rappeler que dans le paragraphe §2.3.2 du deuxième chapitre, l’étude par EF du 

rayonnement d’OG dans un guide à 2D par une source primaire inspirée d’une bobine à méandres n’a pas donné 

de résultats satisfaisants ou en tout cas des résultats comparables avec ceux de la formulation de TH à 2D en 

raison d’un maillage vraisemblablement pas suffisamment fin. Fort de cette expérience, nous avons choisi pour 

cette partie d’utiliser le logiciel EF Ondomatic développé au CEA LIST puisque l’outil de maillage est plus 

facilement maîtrisable que celui associé au logiciel COMSOL, et nous permet par conséquent une modélisation 

précise de la géométrie de la source. 

Intéressons-nous dans un premier temps à la modélisation de la source sous le logiciel Ondomatic. Pour cela, 

on la définit en suivant le motif élémentaire d’une bobine à méandres. Ce motif élémentaire qui est illustré sur 

la figure 321.1 peut d’ailleurs être répété plusieurs fois si l’on souhaite simuler une source contenant plusieurs 

méandres. Chaque sous-domaine Γ0, Γ1 , Γ2 de ce motif élémentaire est paramétrable indépendamment des 

autres : c’est-à-dire qu’on peut imposer une contrainte élastique différente selon chaque sous domaine et les 

contraintes élastiques imposées sont ensuite apodisées aux frontières des domaines. Notons également que les 

dimensions du motif 𝐸, ℓ et 𝑊 sont modulables : en effet, le maillage sous le logiciel Ondomatic est programmé 

de façon à garantir la convergence du calcul par éléments finis. 

  

 Figure 321.1 Représentation schématique par morceaux du motif élémentaire de la source primaire. 

Dans notre cas, on choisit d’appliquer la contrainte élastique suivant la direction du motif élémentaire, ce qui 

revient à imposer principalement des contraintes tangentielles d’amplitude constante parallèlement aux fils, 

même si on peut observer également par cette méthode la génération de contraintes normales ponctuelles 

d’amplitudes plus faibles à l’intersection des morceaux du motif élémentaire. La figure 321.2 donne à titre 

d’exemple la distribution des trois composantes de la contrainte, c’est-à-dire les composantes tangentielles 

𝜎𝑥𝑧, 𝜎𝑦𝑧 et également la contrainte normale  𝜎𝑧𝑧. Précisons ici que les cartographies d’amplitude réalisées 

illustrent l’amplitude maximale en chaque point et que la fréquence centrale du signal d’excitation est égale à 

50kHz. 
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Figure 321.2 Distributions en valeurs absolue des contraintes à la surface supérieure de la bande 

magnétostrictive pour une fréquence de 50kHz : a) contrainte tangentielle 𝜎𝑥𝑧, b) contrainte tangentielle  𝜎𝑦𝑧, 

c) contrainte normale 𝜎𝑧𝑧. 

Pour étudier le rayonnement de la source primaire, on ajoute également des PML afin de considérer le domaine 

de calculs éléments finis comme infini dans la direction 𝑥⃗ et 𝑦⃗ et semi-infini dans la direction 𝑧. Cette 

représentation de la géométrie EF avec les PML est illustrée sur les figures 321.3a et 321.3b à l’aide 

respectivement des vues de dessus et de côté.  

   

 Figure 321.3 Représentation schématique des PML a) vue de dessus, b) vue de côté. 

Le domaine de calcul par éléments finis étant prêt à l’emploi, on peut dorénavant comparer les résultats de 

simulation obtenus avec ceux de la formulation de TH à 3D. 

3.2.2. Comparaison des résultats de simulation du modèle par EF et de la formulation de TH à 

3D 

L’enjeu de cette sous-partie est de vérifier la validité de l’outil numérique développé sur la base de la 

formulation de TH à 3D en proposant une confrontation de ses résultats avec ceux obtenus par la méthode des 

éléments finis. 

Pour que la comparaison soit la plus précise possible, il convient d’utiliser dans les deux cas la même source 

primaire à la surface du guide d’ondes ultrasonores, c’est pourquoi on choisit d’imposer comme source primaire 

celle simulée par la méthode des EF sur la figure 321.2. Plus précisément, la distribution spatiale des contraintes 

élastiques de la source primaire à la surface supérieure de la bande magnétostrictive est extraite en s’appuyant 

sur une grille de points dont le pas spatial est régulier suivant les deux directions du plan. Une fois cette 

distribution obtenue, une double transformée de Fourier discrète est appliquée dans les domaines temporel et 



72 

 

spatial afin de déterminer les composantes de Fourier spatiales et temporelles de la source primaire. L’outil 

numérique développé pour la formulation de TH à 3D nous permet ensuite de déduire les composantes spatiales 

et temporelles de Fourier discrètes de la source secondaire à la surface supérieure du guide d’ondes ultrasonores. 

Il suffit alors d’appliquer des transformées de Fourier discrètes temporelle et spatiale inverses pour trouver la 

distribution temporelle et spatiale de la source secondaire. La figure 322.1 illustre les résultats obtenus. Comme 

on peut le voir, l’outil numérique basé sur la formulation de TH à 3D donne la distribution des trois composantes 

de contraintes élastiques en valeur absolue à la surface supérieure du guide d’ondes ultrasonores à l’instant où 

l’amplitude est maximale. 

    
Figure 322.1 Distributions en valeur absolue des contraintes élastiques à la surface supérieure du guide d’ondes 

ultrasonores à t=25µs, obtenues avec l’outil numérique basée sur la formulation de TH à 3D :  a) contrainte 

tangentielle 𝜎𝑥𝑧, b) contrainte tangentielle  𝜎𝑦𝑧, c) contrainte normale 𝜎𝑧𝑧. 

A titre de comparaison, la figure 322.2 montre la même distribution calculée par la méthode des éléments finis. 

Après analyse des deux figures, on remarque que les résultats obtenus sont en excellent accord pour les trois 

composantes de contraintes élastiques. Autre point observé, la propagation à travers la bande magnétostrictive 

et la colle semble lisser les contraintes lorsque l’on passe de la source primaire à la source secondaire. Ceci est 

cohérent avec les observations qui ont déjà été faites au §2.2.2, les hautes fréquences spatiales sont plus 

atténuées que les basses fréquences spatiales ; le passage des trois couches à un effet de passe-bas. 

    
Figure 322.2 – Distributions en valeur absolue des contraintes élastiques à la surface supérieure du guide 

d’ondes ultrasonores à t=25µs, obtenues avec le logiciel éléments finis Ondomatic. a) contrainte tangentielle 

𝜎𝑥𝑧, b) contrainte tangentielle  𝜎𝑦𝑧, c) contrainte normale 𝜎𝑧𝑧. 
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Des cartographies de contraintes élastiques à 3D précédentes, on peut aisément extraire une coupe à une position 

selon x fixée. A titre d’exemple, notre choix s’oriente pour les contraintes élastiques tangentielles 𝜎𝑥𝑧 et 𝜎𝑦𝑧 le 

long des deux lignes noires apparaissant sur les cartographies de la figure 322.2. Afin de faciliter une 

comparaison quantitative, on propose ensuite de superposer sur la figure 322.3 les prédictions données par la 

formulation de TH à 3D avec celles obtenues avec le logiciel EF Ondomatic.  

 

Figure 322.3 Superposition des prédictions de contraintes élastiques à t=25µs obtenues avec d’une part, la 

méthode basée sur la formulation de TH à 3D et d’autre part, avec le logiciel EF Ondomatic pour les deux lignes  

noires indiquées sur les figures précédentes 322.1 & 322.2 : a) contrainte tangentielle 𝜎𝑥𝑧, b) contrainte 

tangentielle  𝜎𝑦𝑧. 

Sur les figures 322.2a et 322.2b, on sélectionne deux points, de façon à tracer cette fois-ci les amplitudes des 

contraintes élastiques tangentielles 𝜎𝑥𝑧 et 𝜎𝑦𝑧 en fonction du temps. Les résultats sont présentés sur les figures 

322.4a et 322.4b. Après analyse des courbes, on constate à nouveau la parfaite concordance des deux approches. 

 

Figure 322.4 Signaux temporels de la contrainte aux points d’observations montrés à la figure 322.2  

par une croix a) contrainte tangentielle 𝜎𝑥𝑧, b) contrainte tangentielle  𝜎𝑦𝑧. 

Le cas d’étude choisi semble démontrer que l’outil numérique développé à partir de la formulation de TH à 3D 

fonctionne puisque les résultats obtenus concordent parfaitement avec ceux simulés à partir des éléments finis. 

Néanmoins, pour que cette validation soit complète, il convient également de s’intéresser aux singularités qui 

peuvent apparaitre dans le calcul lorsque l’on couple cette formulation de TH à 3D avec le modèle du pinceau 

modal. En effet, contrairement au cas où l’on utilise la formulation de TH seule et pour lequel la transformée 

de Fourier rapide nous fait éviter des nombres d’ondes où les matrices de transfert peuvent être singulières, des 

singularités peuvent apparaitre lors du couplage des deux méthodes. Pour que la solution proposée soit 

entièrement satisfaisante, il est nécessaire que le calcul puisse être effectué y compris pour des nombres d’onde 

pour lesquels la formulation de TH n’admet pas de solution. C’est ce point que nous proposons de regarder dans 

la section suivante. 
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3.3. Solution développée pour résoudre le problème des singularités de la formulation 

de TH à 3D 

L’objectif est de traiter les singularités qui peuvent être rencontrées lors de l’utilisation de l’outil numérique 

développé avec la formulation de TH à 3D. Pour résoudre ce problème, on va dans un premier temps rappeler 

la littérature existante sur le sujet pour bien positionner le problème qui nous concerne. Dans un deuxième 

temps, on va montrer qu’ajouter une faible atténuation dans la couche représentant le guide d’ondes ultrasonores 

permet d’éloigner les singularités. Puis, dans un troisième temps, on va valider, en reprenant la méthodologie 

du §2.2.2, la méthode mise en œuvre pour éviter les singularités. Soulignons ici le fait que ce qui motive cette 

démarche en particulier, c’est une singularité située précisément là où le calcul doit être fait pour prédire le 

rayonnement du mode ultrasonore guidé 𝑆𝐻0. 

3.3.1. Rappel des travaux de la littérature et positionnement de la problématique  

Tout d’abord, il est important de souligner que les singularités que l’on trouve en utilisant les formulations de 

TH sont parfaitement connues. Ces singularités sont en effet repérées lorsque l’on établit notamment les courbes 

de dispersion de modes ultrasonores dans des milieux stratifiés. Pour le lecteur intéressé, un état de l’art complet 

de ces méthodes de calcul de courbes de dispersions est proposé dans l’article de [Lowe_1995].  

Au-delà des questions posées par ces singularités, la littérature traite également de la problématique de stabilité 

numérique des formulations de TH connue sous de nom de « large fd problem » en anglais. Comme on l’a vu 

au §3.1.2 les matrices de transfert 𝐷𝑚 et 𝐿𝑚 contiennent des exponentielles pour représenter la propagation des 

ondes planes suivant l’axe 𝑧 et −𝑧 (il s’agit des termes 𝑔𝑆, 1/𝑔𝑆, 𝑔𝑃 , 1/𝑔𝑃). Lorsque les ondes planes sont 

évanescentes, on a d’un côté des exponentielles croissantes et de l’autre des exponentielles décroissantes. La 

présence de ces deux termes au sein d’une même matrice engendre une grande perte de précision qui survient 

lors de multiplications matricielles. Plusieurs méthodes alternatives existent pour aborder ces cas notamment 

celles proposées par [Dunkin_1965]. Dans l’usage courant de l’outil numérique que nous avons développé, ces 

pertes de précision ne seront pas rencontrées, c’est pourquoi la formulation développée ne tiendra pas compte 

de la littérature à ce sujet. 

Compte tenu du fait que l’on a une couche semi-infinie dans la configuration que l’on modélise, on peut 

retrouver des singularités associées en particulier aux ondes de Rayleigh/Stoneley et de Love [Abdelkarim-et-

al_1999]. Dans la suite, on va s’intéresser plus particulièrement aux singularités provenant des variables situées 

sur les dénominateurs des différentes matrices de transfert. 

3.3.2. Description de la méthode choisie pour exprimer la formulation de TH dans les cas 

singuliers  

Le but de cette section est d’identifier et de traiter les singularités qui peuvent être rencontrées au niveau du 

dénominateur des matrices de transfert, présentées dans l’article [Cousin-et-al_2021] en annexe A. Parmi les 

variables qui peuvent annuler le dénominateur, on retrouve trois termes ; la pulsation temporelle 𝜔, les nombres 

d’ondes 𝑘𝑧
𝑆 et 𝑘𝑧

𝑃 qui correspondent à la projection sur l’axe 𝑧 des nombres d’onde des ondes planes et le terme 

(𝑘𝑥
2 + 𝑘𝑦

2) qui fait référence à la norme au carré de la projection dans le plan horizontal du nombre d’onde des 

ondes planes. 

Nous ne traiterons pas le cas statique qui se réfère à la singularité lorsque 𝜔 → 0 car ce dernier ne rentre pas 

dans l’usage que l’on souhaite faire de l’outil numérique développé. Toutefois une solution est proposée par 

[Zhu-Rivera_2002] et le lecteur intéressé pourra s’y référer.  

Rappelons également que pour le cas où le terme (𝑘𝑥
2 + 𝑘𝑦

2) → 0, une reformulation a été présentée dans l’article 

de [Cousin-et-al_2021] et a déjà été utilisée dans le §2.2.1 du chapitre 2 pour effectuer la validation. Par 

conséquent, le problème ayant déjà été résolu, nous n’étudierons pas non plus ce cas ici. 
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Maintenant, on peut s’attaquer au troisième cas, c’est-à-dire celui lorsque l’un des deux nombres d’onde 𝑘𝑧
𝑃ou 

𝑘𝑧
𝑆 est nul : on remarque alors que la matrice de transfert 𝐸𝑚

−1 devient singulière. Pour ce cas précis, il convient 

de rappeler que le nombre d’onde du mode guidé ultrasonore SH0 est égal au nombre d’onde 𝑘𝑆 de l’onde 

transverse. Aussi, si l’on souhaite calculer le rayonnement du mode SH0, cela signifie donc que 𝑘𝑆𝐻0 = 𝑘𝑆 =

√𝑘𝑥
2 + 𝑘𝑦

2, ce qui implique l’annulation du terme 𝑘𝑧
𝑆, tel que 𝑘𝑧

𝑆 = 0. 

Si l’on observe les autres matrices de transfert, on s’aperçoit que ni la matrice de transfert 𝐷𝑚 ni la matrice de 

transfert 𝐿𝑚 = 𝐷𝑚𝐸𝑚
−1 ne sont en revanche affectées par cette singularité. En effet, si l’on effectue un 

développement limité à l’ordre 1 des termes concernés dans la matrice 𝐿𝑚 (expression en Annexe B3), i.e. avec 

𝑘𝑧
𝑃ou 𝑘𝑧

𝑆 au dénominateur, on constate que la matrice 𝐿𝑚 est bien définie en 𝑘𝑧
𝑃 = 0 et 𝑘𝑧

𝑆 = 0. Tous ces termes 

ont en effet systématiquement les expressions (𝑔𝑃 − 1 𝑔𝑃⁄ ), respectivement (𝑔𝑆 − 1 𝑔𝑆⁄ ), en facteur : 

 (𝑔𝑃 − 1 𝑔𝑃⁄ ) 𝑘𝑧
𝑃⁄ = −2𝑖ℎ + 𝜊(𝑘𝑧

𝑃) , (331.a) 

 (𝑔𝑆 − 1 𝑔𝑆⁄ ) 𝑘𝑧
𝑆⁄ = −2𝑖ℎ + 𝜊(𝑘𝑧

𝑆) . (331.b) 

Cette singularité est donc cantonnée à l’utilisation de la matrice 𝐸𝑔𝑢𝑖𝑑𝑒
−1 , qui est pourtant nécessaire à l’expression 

des conditions aux limites choisies. On rappelle que cette matrice 𝐸𝑚
−1 fait le lien entre les amplitudes des ondes 

planes montantes et descendantes avec les contraintes et déplacements particulaires du milieu. Or, si un des 

nombres d’ondes projetés sur l’axe 𝑧  est nul, alors on ne peut plus différencier les ondes remontantes des ondes 

descendantes [Lowe_1995], ce qui explique ces singularités. 

Afin d’éviter les difficultés numériques que posent ces singularités, on applique une faible atténuation comme 

discuté par [Abdelkarim-et-al_1999] dans la dernière couche représentant le guide d’ondes ultrasonores. On 

ajoute ici une atténuation viscoélastique pour éviter des singularités, mais cette atténuation peut servir à 

représenter le comportement réel de certains matériaux, où les ondes s’atténuent lorsqu’elles s’y propagent 

[Taupin_2011]. Pour représenter cette atténuation viscoélastique, on ajoute une partie imaginaire aux constantes 

de Lamé 𝜆 et 𝜇 [Taupin_2011]. 

 𝜆̃𝑔𝑢𝑖𝑑𝑒 = 𝜆𝑔𝑢𝑖𝑑𝑒(1 + 𝑗𝜂), (331.c) 

 𝜇̃𝑔𝑢𝑖𝑑𝑒 = 𝜇𝑔𝑢𝑖𝑑𝑒(1 + 𝑗𝜂), (331.d) 

avec 𝑗 = √−1 et 𝜂 le coefficient d’amortissement. L’ajout de cette partie imaginaire aux paramètres de Lamé a 

pour effet d’adjoindre une partie imaginaire à la vitesse des ondes dans le milieu, en l’occurrence dans le guide 

d’ondes ultrasonores. Par voie de conséquence, les ondes s’atténuent bien en se propageant et les termes 𝑘𝑧
𝑃 et 

𝑘𝑧
𝑆 ne s’annulent plus, ce qui résout notre problème de singularité. 

Dans cette section, on s’est attaché à analyser les cas où des singularités pouvaient être présentes dans la 

formulation de TH à 3D. On a ainsi vu que quatre variables peuvent s’annuler au dénominateur des matrices de 

transfert, l’annulation de ces variables rendant les matrices de transfert singulières. Pour traiter l’annulation des 

variables 𝜔 ou de (𝑘𝑥
2 + 𝑘𝑦

2), deux références issues de la littérature et déjà validées ont été données. Pour le 

troisième cas, on propose d’ajouter une faible atténuation dans le guide d’ondes ultrasonores. L’avantage de 

cette solution est d’éloigner les singularités liées aux pôles correspondant aux ondes de Rayleigh/Stoneley et de 

Love. Maintenant que l’on a montré de quelle manière on peut contourner ces singularités, on va observer 

l’influence de l’ajout de cette atténuation sur les signaux temporels de sources secondaires et ce, dans deux 

configurations différentes. Ces configurations reprennent en partie la démarche développée dans le §2.2.2 du 

chapitre 2. 

3.3.3. Validation de la solution proposée avec le logiciel EF Ondomatic en 2D pour deux 

configurations distinctes 
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Dans cette section, l’objectif est de vérifier que l’ajout d’une partie imaginaire sur les constantes d’élasticité du 

guide d’ondes ultrasonores ne perturbe pas significativement les prédictions de l’amplitude des sources. Pour 

ce faire, on choisit de comparer les résultats des prédictions des signaux temporels des sources secondaires 

réalisés avec l’outil numérique basée sur la formulation de TH à 3D avec ceux simulés par le logiciel EF 

Ondomatic. 

Notons ici que les simulations par EF reprennent la méthodologie déjà exploitée dans le §2.2.2 du chapitre 2. 

D’ailleurs, les constantes matériaux utilisées pour effectuer cette validation se retrouvent dans le tableau 2.2 de 

ce chapitre. Pour résoudre le problème de singularité, on ajoute donc une atténuation 𝜂 = 0,5% dans le guide 

d’ondes ultrasonores, comme défini aux équations 331.c et 331.d. et on traite les résultats pour deux 

configurations différentes. On précise que la modélisation par EF n’inclue pas d’atténuation dans le guide 

d’ondes ultrasonores. 

Pour faciliter l’analyse, l’équation 332.a permet de donner une formulation générale qui englobe les deux cas 

de sources primaires pour lesquelles les simulations sont réalisées. Elle est définie de la manière suivante :  

 {

𝜎𝑥𝑧(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 0,

𝜎𝑦𝑧(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝐸(𝑡) cos(𝑘𝑦𝑦) ,

𝜎𝑧𝑧(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 0,

 (Eq. 332.a) 

avec 𝐸(𝑡), l’excitation temporelle définie par l’équation 221.b et 𝑘𝑦 la pulsation spatiale de la source. La 

fréquence centrale du signal est égale à 100kHz. Dans un premier temps, on choisit de simuler une source 

primaire associée au nombre d’onde de Rayleigh puis, dans un second temps, on propose d’étudier le cas d’une 

source primaire associée au nombre d’onde de l’onde plane transversale. 

Les singularités qui sont observées se retrouvent à la fois dans la formulation 2D et 3D de TH. En effet, la 

formulation 3D de TH est équivalente à la formulation mise en œuvre dans le chapitre 2 si l’on impose 𝑘𝑥 égal 

à zéro et que l’on enlève les lignes et colonnes qui correspondent au déplacement particulaire 𝑢𝑥 et à la 

contrainte tangentielle 𝜎𝑥𝑧. C’est pourquoi, bien que la validation soit réalisée avec l’outil numérique développé 

avec la formulation de TH à 2D dans le §2.2.2 on peut reprendre la même méthodologie pour valider l’ajout 

d’une partie imaginaire aux constantes d’élasticité du guide d’ondes ultrasonores dans l’outil numérique 

développé avec la formulation de TH à 3D. 

Notons que si l’on n’a pas évoqué le problème posé par ces singularités au deuxième chapitre, cela est lié en 

partie au fait que l’on a utilisé la transformée de Fourier discrète pour décomposer le signal temporel de la 

source primaire en fréquence et que cette discrétisation ne tombe pas forcément sur cette  une singularité.  

Pour effectuer la validation de la solution proposée, la fenêtre temporelle simulée est plus grande que celle 

choisie au §2.2.2. du chapitre 2. En outre, des zéros sont ajoutés (la méthode du « zero padding » en anglais) 

sur le signal de la source primaire, ceci afin de diminuer le pas fréquentiel et ainsi de converger vers les 

fréquences où se trouvent ces singularités.  

Dans le premier cas d’étude, on impose pour la source primaire donc 𝑘𝑥 = 0 et 𝑘𝑦 = 𝑘𝑅, où 𝑘𝑅 est le nombre 

de Rayleigh dans l’acier que l’on retrouve avec l’équation 231.b. A titre d’exemple, la figure 332.1 donne les 

signaux temporels de la source secondaire de contrainte tangentielle 𝜎𝑦𝑧  simulés  à la fois par EF et par le 

modèle de TH à 3D pour une fréquence de 100kHz. Notons que comme pour le chapitre 2, les traits en pointillé 

violet correspondent aux prédictions par EF tandis que ceux en traits pleins verts montrent les résultats du 

modèle de TH à 3D. 
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Figure 332.1 Dépendance temporelle de la contrainte secondaire 𝜎𝑦𝑧 pour une source primaire au point central 

d’observation associée au nombre d’onde de Rayleigh. Comparaisons des prédictions obtenues par le logiciel 

EF Ondomatic (traits en pointillé violet) et par le modèle de TH à 3D (traits pleins verts). 

Après analyse des courbes, on peut conclure que les prédictions de l’allure temporelle à la figure 332.1 des 

sources de contraintes secondaires calculées par les deux méthodes de calcul sont en excellent accord. L’ajout 

d’un terme d’atténuation suffisamment faible au sein de la formulation de TH à 3D a un effet négligeable sur le 

résultat tout en permettant le calcul au niveau de la singularité. 

Pour s’assurer de la validité de la méthode, on impose un deuxième cas d’étude avec cette fois-ci comme 

condition pour les nombres d’ondes : 𝑘𝑥 = 0 et 𝑘𝑦 = 𝑘𝑆, où 𝑘𝑆 est le nombre de l’onde plane transversale dans 

l’acier calculé à la fréquence de 100kHz. La figure 332.2a donne le signal temporel de la source de contrainte 

tangentielle 𝜎𝑦𝑧simulé à la fois par EF et par la méthode de TH à 3D tandis que la figure 332.2b permet une 

comparaison plus poussée puisqu’elle montre la transformée de Fourier du signal précédent. Rappelons que 

nous utilisons toujours la même légende que sur la figure précédente pour tracer les différentes courbes. 

 

Figure 332.2 Dépendance temporelle et fréquentielle de la contrainte secondaire 𝜎𝑦𝑧 pour une source primaire 

associée au nombre d’onde de l’onde plane transversale. a)  Allure temporelle de la contrainte 𝜎𝑦𝑧 secondaires 

au point central d’observation. b) : Allure du spectre de la contrainte normale pour la source primaire de 

contrainte normale. Comparaisons des prédictions obtenues par le logiciel EF Ondomatic (traits en pointillé 

violet) et par le modèle de TH à 3D (traits pleins verts). 

On peut constater une nouvelle fois, que les prédictions de l’allure temporelle à la figure 332.2a des sources 

secondaires de contraintes calculées par les deux méthodes de calcul sont en excellent accord. Le signal prédit 

par l’outil numérique développé avec la formulation 3D de TH ne s’atténue en effet que très faiblement, si bien 

que cette atténuation est quasiment invisible sur la fenêtre temporelle considérée. 

La figure 332.2b montre le spectre fréquentiel de ces signaux. Point intéressant, on note un pic qui n’est pas 

centré sur la fréquence centrale, ce pic correspondant aux oscillations observées sur les signaux temporels après 

50µs dans la figure 332.a. Notre hypothèse est que ce pic est vraisemblablement lié à l’onde de Rayleigh. Aussi, 

afin de confirmer que ce pic correspond au pôle de Rayleigh, on choisit de reprendre l’approximation de la 
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vitesse de Rayleigh donnée par l’équation 231.b. Comme le nombre d’onde de la source imposée est celui de 

l’onde plane transverse à 100kHz qui vaut 𝑘𝑆 = 0.2030𝑚𝑚
−1 on vérifie bien que l’onde de Rayleigh a un 

nombre d’onde 𝑘𝑅 = 0.2030𝑚𝑚
−1 à une fréquence environ égale à 93.2kHz, valeur de la fréquence pour 

laquelle on observe le pic. Compte tenu de la largeur de la fenêtre fréquentielle et de la périodicité de la source, 

il n’est pas surprenant que l’on excite également l’onde de Rayleigh. 

Dans cette section, on a vérifié que les prédictions des sources secondaires restaient quantitatives et ce, malgré 

l’ajout d’une partie imaginaire au niveau des constantes d’élasticité du guide d’ondes ultrasonores. De plus, on 

a montré que l’on observe une atténuation contrôlable en fin de signal sur la résonance à proximité du pôle de 

Rayleigh. Cette atténuation peut en effet être contrôlée avec le paramètre 𝜂. Dans la mesure où, par la suite, 

l’application ciblée par notre outil numérique est la prédiction de rayonnement d’OG dans un guide d’ondes 

ultrasonores, on considère que l’atténuation sur les ondes de Rayleigh, que l’on ne cherche pas à prédire, est 

négligeable. Ceci valide donc l’ajout d’une partie imaginaire faible sur les constantes d’élasticité du guide 

d’ondes ultrasonores pour éviter les problèmes numériques causés par la présence des singularités. 

3.3.4. Conclusion 

Au cours de cette étude, on a montré comment traiter le cas de différentes singularités dans la formulation de 

TH à 3D. Pour rappel, on a invité le lecteur à se référer à la littérature appropriée pour traiter le cas de deux 

singularités particulières, à savoir le cas statique lorsque 𝜔 → 0 et celui où le terme (𝑘𝑥
2 + 𝑘𝑦

2) qui fait référence 

à la norme au carré de la projection dans le plan horizontal du nombre d’onde des ondes planes s’annule. Pour 

le troisième cas rencontré, c’est-à-dire celui où les singularités correspondant aux pôles de Rayleigh/Stoneley 

et de Love et aux coupures correspondant au cas où 𝑘𝑧
𝑆 ou 𝑘𝑧

𝑃 s’annulent, on a proposé une solution pour 

contourner ce problème en considérant une faible atténuation viscoélastique dans le guide d’ondes ultrasonores. 

Cette atténuation viscoélastique est modélisée en ajoutant une partie imaginaire aux constantes d’élasticité du 

guide d’ondes ultrasonores. On a ensuite validé cette solution en comparant les prédictions de la source de 

contrainte secondaire obtenues à l’aide de l’outil numérique basée sur la transformation de TH à 3D avec celles 

prédites par EF. 
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3.4. Résumé du chapitre 

Dans ce chapitre, l’objectif principal était de proposer une formulation de TH à 3D afin d’être capable de 

déterminer la distribution de la source secondaire de contrainte élastiques à la surface supérieure du guide 

d’ondes ultrasonores en fonction de la source primaire de contraintes élastiques appliquée à la surface supérieure 

de la bande magnétostrictive. Ce calcul de la source de contrainte au niveau du guide d’ondes ultrasonores est 

en effet essentiel pour la simulation du rayonnement d’OG à l’aide du pinceau modal puisque c’est l’entrée 

requise pour cette méthode.  

Une fois le formalisme de TH à 3D développé, nous nous sommes attachés ensuite à vérifier les résultats obtenus 

en comparant ses prédictions avec celles calculées par le logiciel EF sous Ondomatic. Notons ici que les 

simulations par EF reprennent exactement les mêmes hypothèses de modélisation que celles employées pour la 

formulation de TH à 3D, c’est-à-dire que l’on peut considérer le guide d’ondes ultrasonores comme semi-infini 

dans la direction 𝑧 et le patch magnétostrictif comme infini dans les directions 𝑥⃗ et 𝑦⃗ grâce à l’utilisation de 

PML. Soulignons également le fait que cette validation a été effectuée dans le cas d’une source primaire dont la 

distribution s’apparente au motif des fils d’une bobine à méandres. Après calcul, on a obtenu des résultats en 

parfaite concordance. En outre, on a remarqué que la source secondaire semblait lissée lors de la propagation 

des ondes planes au sein du patch magnétostrictif, c’est-à-dire lors du passage à travers les couches de la bande 

magnétostrictive et de la colle. Enfin, l’amplitude des contraintes transverses semblait plus atténuée que celle 

de la contrainte normale. On peut remarquer ici que de tels résultats ne peuvent être connus quantitativement 

qu’à l’aide d’un outil numérique adapté, or la prédiction quantitative des sources secondaires effectives est 

essentielle lorsque l’on simule le rayonnement d’OG par un patch magnétostrictif. 

Pour terminer, on a également montré que des singularités pouvaient existaient dans les formulations 3D et 2D 

de TH et que l’on devait donc résoudre ce type de problème. Ainsi, on s’est intéressé en particulier, à une 

singularité qui empêche le calcul direct du rayonnement du mode guidé SH0. En effet, pour ce cas précis, le 

nombre d’onde de l’onde plane transverse projeté sur l’axe 𝑧 situé au dénominateur de la matrice 𝐸𝑚
−1 crée une 

singularité en s’annulant. Afin de résoudre le problème de calcul lié à cette singularité, on a proposé une solution 

innovante consistant à ajouter une atténuation dans la couche représentant le guide d’onde. Cette solution a 

ensuite été validée après comparaison des résultats obtenus avec ceux effectués par un calcul EF s’appuyant sur 

les mêmes hypothèses de modélisation. 

Les outils numériques pour l’analyse du rayonnement d’un PM couplé à un guide d’ondes ultrasonores étant 

désormais en place, il ne reste plus qu’à les employer pour optimiser et tester des configurations expérimentales. 
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CHAPITRE 4 

Caractérisation expérimentale du rayonnement ultrasonore de PM sur un 

guide d’ondes. 

L’objectif de ce chapitre est de valider l’outil de simulation complet servant à modéliser le rayonnement d’OG 

par un PM. Dans une première partie, les calculs seront confrontés aux résultats expérimentaux et aux 

simulations déjà obtenus dans l’article de [Oh-et-al_2013]. Dans une seconde partie, nous proposerons la mise 

en œuvre d’un montage expérimental pour l’étude du rayonnement généré par une configuration représentative 

d’un PM. Plus précisément, il s’agira avec la configuration sélectionnée d’exciter des ondes SH que l’on 

mesurera à l’aide d’un vibromètre laser. Le déplacement particulaire hors plan détecté par ce dernier sera ensuite 

comparé avec la prédiction donnée par l’outil de simulation. 

L’outil de simulation complet fait appel à différents modèles, comme illustré par la figure 4.1. Le premier bloc 

consiste à définir un agencement de bobines et d’aimants dans l’interface du logiciel CIVA, comme présenté 

dans le §1.2.3, puis à calculer les champs magnétiques statique 𝐻𝑠(𝑥, 𝑦, 𝑧) et dynamique 𝐻𝑑(𝑓, 𝑥, 𝑦, 𝑧) générés 

avec le module CIVA CF [Extende]. Nous verrons que des outils en phase de développement, pour le moment 

non disponibles dans la version commerciale du logiciel, aident à définir des géométries CAO (Conception 

Assistée par Ordinateur) de bobines. Une fois les champs magnétiques déterminés, on passe au second bloc, 

c’est-à-dire au calcul d’une part, du comportement magnétique et magnétoélastique (𝑀𝑠(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑀𝑑(𝑓, 𝑥, 𝑦, 𝑧), 

𝑑𝑚𝑠(𝑥, 𝑦, 𝑧)) du PM avec la MME simplifiée de [Daniel_2011] et d’autre part, à l’estimation des sources de 

transduction volumiques et surfaciques électromagnétiques et de magnétostriction (𝝈̃𝒕𝒐𝒕(𝑓, 𝑥, 𝑦, 𝑧𝑝𝑎𝑡𝑐ℎ)) à l’aide 

du modèle EMAT de [Clausse_2018]. Le troisième bloc correspond à la formulation de TH à 3D que nous avons 

développée au chapitre 3 et permet de déduire les sources de contraintes surfaciques équivalentes à la surface 

supérieure du guide d’ondes ultrasonores inspecté (𝝈̂𝒕𝒐𝒕(𝑓, 𝑘𝑚, 𝜑𝑖,𝑐 , 𝑧𝑔𝑢𝑖𝑑𝑒 )). Cette source de contraintes 

surfaciques équivalentes à la surface du guide d’ondes ultrasonores  est ensuite chargée dans un quatrième bloc 

appelé modèle du pinceau modal sous l’approximation de Fraunhofer [Barras_2020]. En amont de ce dernier, 

deux blocs sont également employés afin de caractériser le comportement du guide d’ondes ultrasonores : le 

premier s’appuie une approche hybride intitulée Semi-Analytical Finite Element (SAFE) pour le calcul des 

courbes de dispersion dans le guide d’ondes ultrasonores (𝒌𝒎(𝑓,𝑚)) tandis que le second prend en compte les 

réflexions et conversions de modes sur les dimensions finies du guide d’ondes ultrasonores à l’aide de matrices 

de coefficients de réflexion 𝒓𝒎,𝒏(𝑓, 𝜃𝑖𝑛𝑐 , 𝜃𝑟𝑒𝑓) déterminées de façon analytique [Barras_2020]. 

 
Figure 4.1 Représentation schématique du principe de fonctionnement du simulateur de rayonnement 

ultrasonore de PM sur un guide d’ondes. 
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4.1. Analyse du rayonnement ultrasonore d’ondes guidées dans le cas d’une 

configuration de PM issue de la littérature 

L’objet de cette section est de comparer les prédictions de l’outil de simulation complet développé dans cette 

thèse avec les résultats expérimentaux et simulés publiés dans l’article de [Oh-et-al_2013]. Dans ce cadre, la 

configuration de PM étudiée par [Oh-et-al_2013] est illustrée par la figure 41.1. Elle se compose de deux 

aimants qui magnétisent la bande magnétostrictive dans le plan tandis que le champ d’excitation magnétique 

dynamique généré par la bobine est en forme de huit. On peut noter également sur cette figure que le courant 

circule dans le même sens dans les deux fils situés au-dessus de la bande magnétostrictive circulaire de 5mm de 

rayon. 

Avant de comparer les résultats, il convient de rappeler que les simulations réalisées par [Oh-et-al_2013] 

reposent sur un calcul par éléments finis. Soulignons en outre que ce qui différencie principalement notre 

simulation de l’analyse menée par [Oh-et-al_2013], c’est la prise en compte des effets de bords. Leur méthode 

de simulation leur permet en effet de considérer non seulement les effets de bords dans le calcul des champs 

d’excitation magnétiques dynamique et statique, mais aussi l’influence des bords du PM lors de la simulation 

du champ ultrasonore rayonné. De façon équivalente à notre outil de simulation, le modèle mentionné dans 

l’article évalue la matrice de coefficients piézomagnétostrictifs en chaque point. De plus, le schéma de 

magnétostriction qu’ils emploient, fait également l’hypothèse de déformation isochore. En revanche, leur travail 

ne mentionne pas l’utilisation d’un quelconque couplant, c’est pourquoi on montrera dans nos résultats de 

simulation l’influence de ce paramètre. A toutes fins utiles pour le lecteur, le tableau 41.2 résume l’ensemble 

des constantes d’élasticité des matériaux utilisés pour les simulations. 

  

 Figure 41.1 Représentation schématique de la configuration étudiée dans l’article de [Oh-et-al_2013].  

L’étude de cette configuration issue de la littérature présente un double intérêt : le premier intérêt est de pouvoir 

tester notre outil de simulation sur la base de résultats expérimentaux déjà disponibles et de le comparer en 

termes de performances avec un modèle existant. Le second intérêt est qu’il s’agit d’une configuration où les 

effets de bord sont importants car la bande magnétostrictive est plus petite que les bobines ; cette configuration 

aidera donc à tester la validité de l’approximation que nous avons choisie et qui consiste à ne pas prendre en 

compte ces effets.  

 𝐸 (𝐺𝑃𝑎) 𝜈 𝜌 (𝑘𝑔. 𝑑𝑚−3) ℎ (𝑚𝑚) 

Bande (Nickel) 207 0.31 8.88 0.15 

Guide (Aluminium) 70 0.33 2.70 3.0 

 Tableau 41.2 Paramètres et géométries des matériaux utilisés pour la modélisation 
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4.1.1. Étude des sources de transduction générées par la configuration de [Oh-et-al_2013] 

Le but de cette sous-section est de présenter comment on a implanté et simulé dans le logiciel CIVA la 

configuration proposée par l’article de [Oh-et-al_2013]. En termes de géométrie, la bande magnétostrictive 

circulaire de 5mm de rayon et de 0.15mm d’épaisseur est surplombée par deux bobines et deux aimants placés 

respectivement à 6mm et à 8mm de sa surface. Les bobines rectangulaires de dimension 20x40mm sont 

supposées de section fine ; elles sont espacées d’une distance cc=1mm. Les deux aimants sont distants de 

cm=20mm et sont positionnés de sorte à magnétiser la bande magnétostrictive dans le plan. Leurs dimensions 

sont indiquées sur la figure 411.1. 

  

411.1 Représentation schématique de l’arrangement des bobines et des aimants du PM issue de l’article de [Oh-

et-al_2013]. 

Le paramètre du champ d’induction magnétique utilisé dans le logiciel CIVA, compte tenu de la géométrie des 

aimants se déduit simplement de l’équation 132.a du chapitre 1 et vaut 𝐵𝑧(𝑧 = 0) = 0.13T. On reprend ici la 

valeur de perméabilité relative du nickel indiquée dans l’article qui vaut 𝜇𝑟 = 250. Les autres constantes 

matériaux employées pour la simulation sont quant à elles résumées dans le tableau 13.3. Rappelons également 

qu’il n’est pas possible de simuler sous le logiciel CIVA la forme circulaire de la bande magnétostrictive, c’est 

pourquoi une fois la géométrie construite, on choisit d’effectuer un post-traitement pour lequel on impose à zéro 

les variables (champs magnétiques statique et dynamique, distributions de contrainte à la surface supérieure de 

la bande magnétostrictive) en dehors de la zone de la bande magnétostrictive. La figure 411.2 illustre la 

configuration conçue sous le logiciel CIVA. 

  

Figure 411.2 Aperçu de la configuration de [Oh-et-al_2013] modélisée sous le logiciel CIVA, avec deux 

bobines et deux aimants. 

Dans le cas d’une perméabilité relative de 250 et à une fréquence de 300kHz, l’épaisseur de peau du nickel a 

une valeur égale à 15µm. On choisit alors pour notre calcul d’effectuer des calculs de champs d’excitation 

magnétiques statique et dynamique sur quatre épaisseurs de peau, soit 60µm. On rappelle que ce calcul doit se 
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faire sur au moins trois épaisseurs de peau [Ribchini-et-al_2011]. A titre d’exemple, la figure 411.3a donne le 

résultat obtenu pour la norme de la composante du champ d’excitation dynamique circulant à la surface 

supérieure de la bande magnétostrictive à 300kHz suivant l’axe 𝑥⃗ , normalisée à 1. On ne montre pas ici les 

autres composantes car elles sont négligeables. Les figures 411.3b, 411.3c et 411.3c affichent pour leur part la 

norme des trois composantes du champ d’induction magnétique statique à la surface supérieure de la bande 

magnétostrictive. Bien que la magnétisation de cette bande soit principalement orientée suivant l’axe 𝑥⃗, on 

remarque que la magnétisation suivant l’axe 𝑧, simulée par le logiciel CIVA, n’est pas négligeable contrairement 

à ce qui est supposé dans l’article de [Oh-et-al_2013]. Cette différence peut s’expliquer par plusieurs raisons : 

en premier, la modélisation réalisée sous le logiciel CIVA ne prend pas en compte les effets de bord de la 

géométrie de la bande magnétostrictive, en second, la modélisation (sous CIVA) n’est pas tout à fait adaptée 

aux cas de matériaux fortement perméables. 

   

   

Figure 411.3 Normes en millitesla (mT) pour la fréquence de 300 kHz et à la surface supérieure de la bande 

magnétostrictive de : a) ‖𝐻𝑑. 𝑥⃗‖  le champ d’excitation magnétique dynamique et b) ‖𝑩. 𝑥‖, c) ‖𝑩. 𝑦⃗‖, d) ‖𝑩. 𝑧‖ 

les trois composantes respectivement du champ d’induction magnétique statique. 

La figure 411.4 donne les trois composantes des contraintes équivalentes imputées à la magnétostriction, tandis 

que la figure 411.5 illustre à la fois les trois composantes de contraintes surfaciques équivalentes dues aux 

densités volumiques de forces électromagnétiques 𝝈̃𝒆𝒎 ainsi que la traction magnétique 𝒕𝒆𝒎 toujours orientée 

suivant l’axe 𝑧. Rappelons d’une part que la normalisation est réalisée en prenant en compte la somme des trois 

contributions (𝝈̃𝒎𝒔, 𝝈̃𝒆𝒎, 𝒕𝒆𝒎) présentées à l’équation 121.f du chapitre 1 et d’autre part, que la dynamique des 

différentes barres de couleur est adaptée de façon à bien faire apparaître les différentes contributions. Après 

analyse des figures, on vérifie ici que les phénomènes de transduction liées aux densités volumiques de forces 

électromagnétiques et à la traction magnétique sont négligeables par rapport à celui de la magnétostriction car 

leurs amplitudes respectives sont inférieures d’un facteur d’au moins 200 par rapport à l’amplitude de la 

magnétostriction.  
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Figure 411.4 Norme en dB des trois composantes de contraintes surfaciques équivalentes dues à la 

magnétostriction à la fréquence de 300 kHz. a) ‖𝝈̃𝒎𝒔. 𝑥⃗‖, b) ‖𝝈̃𝒎𝒔. 𝑦⃗‖, c) ‖𝝈̃𝒎𝒔. 𝑧‖. 

   

   

Figure 411.5 Norme en dB des trois composantes de contraintes surfaciques équivalentes dues aux densités 

volumiques de forces électromagnétiques 𝝈̃𝒆𝒎 ainsi qu’à la traction magnétique 𝒕𝒆𝒎 à la fréquence de 300 kHz. 

a) ‖𝝈̃𝒆𝒎. 𝑥⃗‖, b) ‖𝝈̃𝒆𝒎. 𝑦⃗‖, c) ‖𝝈̃𝒆𝒎. 𝑧‖, d) ‖𝒕𝒆𝒎. 𝑧‖. 

Dans cette sous-section, on a décrit la configuration étudiée dans l’article de [Oh-et-al_2013] et on a montré 

comment elle était simulée dans le logiciel CIVA. Après avoir calculé les distributions de champs magnétiques 

avec ce logiciel, on a vérifié que les sources de transductions associées à la magnétostriction sont prédominantes 

par rapport aux autres phénomènes de transduction. On peut désormais s’intéresser au rayonnement ultrasonore 

du PM. 
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4.1.2. Étude du rayonnement ultrasonore d’ondes guidées généré par la configuration de [Oh-

et-al_2013] 

L’enjeu de cette partie est de tester l’outil numérique développé pour le rayonnement ultrasonore du PM. Dans 

un premier temps, nous confronterons ses prédictions avec celles simulées puis mesurées dans l’article de [Oh-

et-al_2013]. Nous étudierons en particulier quelle peut être la répercussion de l’hypothèse simplificatrice d’un 

champ uniforme suivant l’axe 𝑥 au niveau des prédictions de champ ultrasonore rayonné. Dans un second temps, 

nous analyserons également l’influence de l’ajout de couplant sur le rayonnement ultrasonore d’ondes guidées. 

Dans leur étude, [Oh-et-al_2013] ont choisi de modéliser le rayonnement ultrasonore du PM en régime 

harmonique. En outre, ils synthétisent leurs résultats en montrant l’amplitude du déplacement particulaire en 

valeur absolue suivant deux axes : ainsi, l’axe 𝜉 est orienté dans la direction de propagation des ondes guidées 

ultrasonores, tandis que  𝜂  correspond à l’axe perpendiculaire à la direction de propagation. Les points de 

mesures sont alors répartis sur un cercle centré sur la source, repérés par l’angle 𝛼 comme illustré sur la figure 

412.1. Pour cette configuration, le déplacement particulaire selon l’axe 𝜂 correspond à la propagation du mode 

SH0 alors que celui suivant l’axe 𝜉 est lié uniquement à la propagation du mode S0, les auteurs négligeant 

l’amplitude du mode ultrasonore guidé A0 par rapport à l’amplitude du mode S0. L’amplitude de ces 

déplacements est ensuite normalisée à 1. Nous avons donc choisi d’illustrer nos résultats en s’appuyant sur la 

même méthodologie. 

  

Figure 412.1 Représentation schématique des repères utilisés pour analyser le rayonnement ultrasonore du PM 

d’après [Oh-et-al_2013] 

Par la suite, on appellera « motif d’émission » la variation angulaire de l’amplitude des modes ultrasonores 

guidés générés par le PM et, nous simulerons de différente manière ces motifs d’émission afin de tester 

l’hypothèse simplificatrice d’un champ uniforme suivant l’axe 𝑥⃗. Ainsi, la source 1 sera calculée en prenant en 

compte les champs d’excitation magnétiques statique et dynamique estimés par le logiciel CIVA sur quatre 

épaisseurs de peau tandis que la source 2 sera estimée à partir uniquement du champ d’excitation dynamique 

sur quatre épaisseurs de peau, le champ statique étant supposé uniforme suivant l’axe 𝑥⃗. Les résultats qui 

serviront de référence à chaque fois pour les comparaisons sont les prédictions données dans l’article de [Oh-

et-al_2013] et qui ont été validées expérimentalement. 

Intéressons-nous tout d’abord aux prédictions des motifs d’émissions réalisées en utilisant la source 1 (figure 

412.2). On remarque tout de suite qu’elles sont en accord avec les résultats de simulation donnés dans l’article 

de [Oh-et-al_2013], ce qui valide notre outil de simulation complet pour cette configuration. Notons également 

que la nécessité de prendre plusieurs épaisseurs de peau pour effectuer un calcul de source est une règle connue 

dans la littérature. Par exemple, il est suggéré de faire ce calcul sur au moins trois épaisseurs de peau dans 

l’étude de [Ribichini-et-al_2011]. 
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Figure 412.2 Comparaison des motifs de d’émission obtenus en utilisant la source 1 avec ceux de l’article de 

[Oh-et-al_2013] pour les modes suivants : a) S0, b) SH0. 

La figure 412.3 donne maintenant les prédictions des motifs d’émissions réalisées en utilisant la source 2 pour 

laquelle on suppose que le champ d’excitation magnétique statique est uniforme suivant l’axe 𝑥⃗. Comme on 

peut s’y attendre, les résultats ne sont pas aussi satisfaisants que précédemment. Bien que les prédictions du 

motif d’émission correspondant au mode SH0 soient en accord avec celles de la source 1, l’hypothèse d’un 

champ d’excitation magnétique statique uniforme ne permet pas de saisir complètement le motif d’émission du 

S0. Cela s’explique par le fait que les aimants sont éloignés de la bande magnétostrictive, ce qui a très 

vraisemblablement une incidence sur la validité de l’hypothèse choisie. Aussi, dans le cadre d’une optimisation 

de géométrie de bobine pour la génération d’un mode spécifique, il conviendra toujours de vérifier cette 

uniformité du champ d’excitation magnétique par des premiers essais. Si cette hypothèse est confirmée, cela 

pourra conduire alors à un gain de temps non négligeable lors d’études visant à optimiser la conception d’un 

PM. 

 
Figure 412.3 Comparaison des motifs de d’émission obtenus en utilisant les sources 1 et 2, afin d’illustrer 

l’influence de la non prise en compte de la distribution du champ magnétique statique sur les modes suivants : 

a) S0, b) SH0. 

L’article de [Oh-et-al_2013] ne mentionne l’emploi de couplant ni dans la simulation ni dans la validation 

expérimentale. Comme l’outil de simulation que nous avons développé permet de prendre en compte l’influence 

de l’épaisseur de couplant dans le calcul de champ modal, nous avons analysé son influence sur les résultats de 

rayonnement ultrasonore du PM. A titre d’illustration, la figure 412.4 donne les motifs d’émission du S0 et du 

SH0 en fonction de trois épaisseurs de couplant. Notons que c’est la source 1 qui a été utilisée pour réaliser ces 

courbes. On appelle par la suite « zones d’ombres » les portions angulaires où le rayonnement de la source est 

faible, voire nul. Après analyse des courbes obtenues, on peut remarquer en premier lieu que l’ajout de couplant 

n’a pas d’influence sur le motif et l’amplitude relative du mode SH0 émis. En revanche, on s’aperçoit que le 

motif et l’amplitude relative du mode S0 varient quelque peu avec l’ajout de couplant notamment dans les zones 

d’ombres dans le motif d’émission du PM. 
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Figure 412.5 Comparaison des motifs de d’émission obtenus avec la source 1 pour différentes épaisseurs de 

couplant dans le cas des modes suivants : a) S0, b) SH0. 

Dans cette section, la comparaison des simulations de l’outil que nous avons développé avec les prédictions 

données par [Oh-et-al_2013] a servi à valider son utilisation. En outre, on a montré d’une part, que l’hypothèse 

d’un champ uniforme ne permet pas toujours de prédire correctement le motif d’émission du mode guidé S0 et 

d’autre part, que l’épaisseur de couplant pouvait engendrer des perturbations sur le motif d’émission de ces 

ondes guidées ultrasonores. On peut donc désormais imaginer et tester nos propres configurations. 
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4.2. Etude expérimentale d’une configuration représentative d’un PM afin de 

rayonner des ondes guidées SH  

L’objectif ici est de concevoir une configuration représentative d’un PM afin de rayonner des ondes guidées SH 

puis de la tester expérimentalement. Rappelons ici que le matériel à notre disposition ne nous permet que de 

mesurer le déplacement hors plan (de la surface supérieure du guide d’onde ultrasonore), or le déplacement 

particulaire induit par la propagation d’ondes SH est contenu dans le plan. Aussi, l’idée que nous avons eu, a 

donc consisté à observer indirectement ce rayonnement SH en s’appuyant sur le fait que ces modes peuvent se 

réfléchir sur un bord en d’autres modes (A pour antisymétrique ou S pour symétrique) en fonction de l’angle 

d’incidence et de leur symétrie (soit p un entier ; les modes d’ordre pair SH2p sont symétriques et les modes 

d’ordre impair SH2p+1 sont antisymétriques). La propagation des modes A et S induit en effet un déplacement 

particulaire hors plan. Par conséquent, il suffit d’orienter la source vis-à-vis d’un bord de sorte que les ondes 

SH qu’elle génère, se convertissent en un mode dont la propagation provoque un déplacement hors plan 

mesurable avec notre matériel. 

4.2.1. Description de la configuration choisie et du dispositif expérimental de mesure 

Dans cette sous-partie, le but est d’une part, de présenter la configuration conçue pour rayonner des modes SH0 

et d’autre part, de décrire le montage expérimental développé pour les mesures. En outre, on définira 

précisément l’orientation du PM sur la plaque que nous avons sélectionnée afin d’observer indirectement le 

SH0. On mesurera en effet le déplacement hors plan du mode S0 résultant de la conversion du mode SH0 sur 

les bords de la plaque étudiée. 

Pour la fabrication du PM, la bande magnétostrictive sélectionnée est réalisée en matériau FeCo. Ce produit de 

dimension 120x50.8x0.1016 (en mm) est commercialisé par la société Guided Wave Analysis LLC4 et fourni 

par le CETIM de Senlis. Les constantes magnétiques et élastiques du matériau FeCo employées par la suite pour 

la modélisation sont données respectivement au chapitre 1 dans le tableau 13.3 et en fin de cette section dans le 

tableau 421.11. On choisit de coller cette bande magnétostrictive avec de l’époxy sur un guide d’ondes 

ultrasonores en aluminium de dimensions respectives égales à 600x600x3 (en mm). Rappelons ici que l’on 

peut estimer l’épaisseur de couplant en contrôlant le volume d’époxy déposé. Enfin, on a recours à une bobine 

de chez temate, la T-L-M-0.400x2-1.000 pour compléter le dispositif de PM. Celle-ci comme le montre la figure 

421.5a, est alimentée par un générateur PowerBox2 de temate. Précisons le fait que pour magnétiser de façon 

efficace la bande magnétostrictive, on superpose sur ces deux faces 3 aimants CS-Q-60-20-04-N de chez 

supermagnete et que des barreaux en acier sont ensuite disposés sur le dessus des aimants afin de refermer le 

champ magnétique.  

Le déplacement hors plan est mesuré quant à lui à l’aide d’un vibromètre laser à balayage monté dans les locaux 

du DISC par deux ingénieurs de recherche A. Charau et J. Laurent. L’avantage de ce type d’appareil est de 

pouvoir effectuer des mesures en différents points sans manipulation et donc d’analyser la propagation des 

ondes sur une zone étendue. Ce dispositif, comme illustré figure 421.1b, est composé principalement du 

vibromètre MLV-I-120 de Polytec5 et d’une tête galvanométrique GVS012/M de chez ThrorLabs6. Les signaux 

collectés en chaque point sont moyennés sur 500 mesures. La fréquence de répétition est choisie égale à 20Hz 

de sorte que l’amplitude du courant soit élevée en raison de la puissance limité du générateur, ce qui par voie 

de conséquence améliore le rapport signal sur bruit.  

 
4  Site web : www.gwanalysis.com 
5 Site web : www.polytec.com/eu 
6 Site web : www.thorlabs.com 
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Figure 421.1 Photo du a) système d’excitation temate de la bobine du PM et du b)  Vibromètre à balayage 

employé lors des mesures. 

La figure 421.2a donne les courbes de dispersion calculées avec la méthode SAFE dans la plaque d’aluminium 

de 3mm. Plus précisément, on affiche sur ces courbes les variations de la longueur d’onde 𝜆 des modes en 

fonction de la fréquence. En outre, afin de maximiser la génération d’onde SH [Ribichini-et-al_2011], on choisit 

la fréquence d’excitation de sorte que la longueur d’onde du SH0 à cette fréquence corresponde à la dimension 

du motif à méandre de la bobine. Comme le motif de la bobine à méandre fait 10.16mm, on sélectionne donc 

une fréquence d’excitation égale à 315kHz. Un condensateur est ensuite ajouté en série de la bobine afin de 

réaliser l’adaptation d’impédance et ainsi maximiser le courant circulant dans celle-ci. La figure 421.2b montre 

la mesure du courant injecté dans la bobine réalisée à l’aide de la sonde de courant Tektronix TCP0030. Notons 

ici que le signal obtenu est filtré numériquement pour en supprimer le bruit de mesure avant de servir de 

paramètre d’entrée de la simulation. 

 
Figure 421.2 a) Courbes de dispersion calculées dans une plaque d’aluminium de 3mm : variation des longueurs 

d’onde 𝜆 (mm) des modes en fonction de la fréquence f (MHz). b) Signal mesuré avec la sonde de courant 

Tektronix TCP0030 du courant injecté dans la bobine (A). 

L’idée de cette mesure expérimentale est d’observer indirectement le mode SH0 après sa conversion sur un bord 

en un mode S0. Aussi, la figure 421.3 donne les caractéristiques suivantes pour calibrer au mieux le système : 

d’une part, la variation du taux de conversion du mode SH0 en mode S0 en fonction de l’angle d’incidence du 

mode SH0 et d’autre part, la variation de l’angle du mode S0 converti en fonction de ce même angle d’incidence. 

Sur la première courbe illustrée figure 421.3a, on remarque qu’il est possible d’orienter la source de façon à 

maximiser le taux de conversion du mode SH0 en mode S0. Cependant, comme l’indique la figure 421.3b, plus 

on maximise ce taux de conversion, plus l’angle de réflexion du mode S0 est grand, ce qui risque d’entraîner 

du fait des dimensions de la plaque, des réflexions supplémentaires du mode S0 sur les autres bords. Un 

compromis doit être donc trouvé en orientant la source de façon à avoir une zone d’observation du mode S0 qui 

soit suffisamment grande. Par voie de conséquence, l’angle d’incidence sélectionné pour la génération du mode 

SH0 est de 8.6°±0.2°. 
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Figure 421.3 a) Variation du taux de conversion du mode SH0 en mode S0 en fonction de l’angle d’incidence. 

b) Variation de l’angle de réflexion du mode S0 converti en fonction de l’angle d’incidence. 

L’agencement de la sonde magnétostrictive sur la plaque est illustrée à figure 421.4. L’orientation, la position 

et les dimensions de la bobine, des aimants, de la bande magnétostrictive et de la plaque sont représentées le 

plus fidèlement possible, à l’échelle. A titre d’indication, on a également tracé un trajet des ondes de type SH0 

émises par le PM qui se convertissent lors de la réflexion en ondes de type S0. La zone quadrillée délimite la 

zone de mesure du déplacement particulaire hors plan réalisé sur la plaque avec le vibromètre à balayage. Le 

repère est centré ici au centre de la bobine. 

  
 Figure 421.4 Représentation de schématique du dispositif expérimental mis en œuvre. 

Dans cette section, nous nous sommes attachés à détailler dans un premier temps la configuration représentative 

d’un PM conçue pour rayonner des ondes de type SH. Nous avons notamment fait le choix de travailler avec 

une fréquence centrale du signal d’excitation égale à 315kHz, ceci afin de maximiser le rayonnement des ondes 

de type SH0 compte tenu de la géométrie de la bobine. Dans un second temps, nous avons exposé 

l’instrumentation employée pour ce montage expérimental. En particulier, on a décrit très précisément 

l’agencement des différents éléments du PM sur la plaque qui servent à observer indirectement le rayonnement 

des ondes de type SH0. Notons ici que la réalisation de cette partie expérimentale n’aurait pas été possible sans 

l’aide technique de Philippe Bredif et d’Alexandre Charau, ingénieurs de recherche au DISC. 

Maintenant que le dispositif de mesure est en place, il ne reste plus qu’à présenter les étapes nécessaires à la 

simulation du rayonnement de ce PM au sein de la plaque testée. C’est l’objet de la section suivante.  

4.2.2. Modélisation de la configuration choisie 

L’objectif de cette sous-section est d’exposer les différentes étapes requises pour la simulation du rayonnement 

du PM sur la plaque d’aluminium. Dans ce sens, la figure 422.1 rappelle tout d’abord l’agencement des aimants 

et de la bobine réalisée sous le logiciel CIVA tandis que les figures qui suivent, sont dédiées d’une part, à la 

modélisation CAO de la bobine temate sélectionnée pour calculer le champ magnétique dynamique dans la 

bande magnétostrictive et d’autre part, à l’analyse des contributions des différents phénomènes de transduction 

de cette configuration. 
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 Figure 422.1 Aperçu sous le logiciel CIVA de la configuration expérimentale modélisée. 

Rappelons dans un premier temps que la simulation de la bobine sous le logiciel CIVA peut se faire de 

différentes manières : 

- La première solution exposée sur la figure 422.2b consiste à associer trois bobines rectangulaires. Ainsi, pour 

les zones où les bobines rectangulaires se superposent, le courant circule dans des directions opposées et les 

champs d’excitation magnétiques dynamiques générés s’annulent. Lorsque l’on simule le champ d’excitation 

magnétique dynamique donné avec l’assemblage des trois bobines rectangulaires, la solution est simple à mettre 

en œuvre et l’approximation semble cohérente (voir figure 422.3a). 

  
Figure 422.2 a) Photo de la bobine temate T-L-M-0.400x2-1.000 b) Aperçu sous le logiciel CIVA de la 

modélisation de la bobine temate à l’aide d’un assemblage de trois bobines rectangulaires c) Vue du modèle de 

bobine temate réalisée avec un outil CAO du logiciel CIVA (non intégré dans la version commerciale). 

-Si l’on souhaite toutefois avoir une modélisation plus fidèle du champ d’excitation magnétique dynamique 

généré par la bobine temate, on se tourne alors vers une seconde solution, celle d’un modèle CAO. C’est 

d’ailleurs cette solution que nous avons privilégiée par la suite (voir figure 422.3b). Soulignons cependant que 

la modélisation CAO de la bobine temate est ajoutée de directement dans les codes sources du logiciel CIVA et 

que par conséquent la vue du modèle montrée à la figure 422.2c, est créée en dehors de l’interface de ce logiciel. 

  
Figure 422.3 Norme du champ d’excitation magnétique dynamique normalisé à 1 circulant à la surface 

supérieure de la bande magnétique à la fréquence de 315kHz pour a) un assemblage de trois bobines 

rectangulaires b) une bobine définie par un outil CAO. 
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Une fois la bobine modélisée et le champ d’excitation magnétique dynamique calculé, l’étape suivante consiste 

à déterminer les contributions en contraintes de la magnétostriction (figure 422.4), de la force électromagnétique 

et de la traction magnétique (figure 422.5). La normalisation est faite comme précédemment sur la somme des 

trois contributions (𝝈̃𝒎𝒔, 𝝈̃𝒆𝒎, 𝒕𝒆𝒎) présentées à l’équation 121.f. Une nouvelle fois, on montre que les 

phénomènes de transduction liés à la force électromagnétique et la traction magnétique sont négligeables 

comparés à la magnétostriction car leur amplitude est au moins 600 fois inférieure. 

 

Figure 422.4 Norme en dB des trois composantes de contraintes surfaciques équivalentes dues à la 

magnétostriction à la fréquence de 315 kHz. a) ‖𝝈̃𝒎𝒔. 𝑥⃗‖, b) ‖𝝈̃𝒎𝒔. 𝑦⃗‖, c) ‖𝝈̃𝒎𝒔. 𝑧‖. 

  

   
Figure 422.5 Norme en dB des trois composantes de contraintes surfaciques équivalentes dues aux densités 

volumiques de forces électromagnétiques 𝝈̃𝒆𝒎 ainsi qu’à la traction magnétique 𝒕𝒆𝒎 à la fréquence de 315 kHz. 

a) ‖𝝈̃𝒆𝒎. 𝑥⃗‖, b) ‖𝝈̃𝒆𝒎. 𝑦⃗‖, c) ‖𝝈̃𝒆𝒎. 𝑧‖, d) ‖𝒕𝒆𝒎. 𝑧‖. 

La dernière étape est alors de calculer l’excitabilité de la source comme définie par [Barras_2020], car cette 

grandeur permet de refléter la capacité d’un transducteur à émettre un mode sélectionné dans une direction 

donnée. L’angle 𝜃 est défini par rapport à l’axe 𝑥⃗ et est orienté dans le sens trigonométrique. Rappelons 

également que les courbes d’excitabilité montrées à la figure 422.6a sont normalisées à 1 par rapport au 

maximum d’excitabilité. Après analyse des courbes, on peut conclure d’une part, que la configuration établie 

génère principalement le mode guidé de type SH0 dans la direction 𝑦⃗ et d’autre part, que l’on a également deux 

autres modes guidés de moindre amplitude dans cette direction. Si l’on souhaite encore améliorer la sélectivité 

modale, il est possible de suivre la méthodologie de [Liu-et-al_2016] qui proposent d’ajouter un feuillet 

métallique fortement perméable magnétiquement dans des zones spécifiques sous la bobine.  
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Figure 422.6 a) Excitabilité de la configuration de PM à la fréquence 315kHz sur une plaque d’aluminium de 

3mm. b) Norme en dB de la distribution des contraintes surfaciques équivalentes totales. 

Dans cette section, on a exposé les différentes étapes permettant d’aboutir à la simulation du rayonnement du 

PM sur la plaque d’aluminium. Ainsi, après avoir donné l’agencement des aimants et de la bobine sous le 

logiciel CIVA, on a simulé les différents effets de transduction mis en jeu dans le PM et vérifié par la même 

occasion que c’était bien la magnétostriction qui était le phénomène de transduction prédominant dans cette 

configuration. Enfin, on a montré théoriquement que le PM choisi génère principalement des ondes de type SH0 

dans la direction 𝑦⃗. Il est donc possible désormais de simuler le déplacement particulaire avec le modèle du 

pinceau modal et de le comparer aux mesures expérimentales. 

 𝜆 (GPa) 𝜇 (GPa) 𝜌 (kg.dm-3)  e (mm) 
Fer Cobalt 108 92.5 8.2 0.1016 

Epoxy 1.27 0.597 1.17 0.025 

Aluminium 58.2 26.6 2.69 3 

 Tableau 421.11 Résumé des constantes élastiques des matériaux utilisés pour les simulations. 

4.2.3. Comparaison des mesures avec les simulations 

Cette section est dédiée à l’analyse et à la comparaison des mesures et des simulations de la configuration décrite 

dans le §4.2.1. Afin de faciliter l’interprétation des courbes et des distributions de déplacements particulaires, 

nous avons choisi de représenter sur la figure 423.1a, la variation de la vitesse des différents modes guidés en 

fonction de la fréquence. En outre, sont présentés sur la figure 423.1b les différents repères utilisés pour décrire 

les résultats. Notons ici que le centre de la source a pour coordonnées (x’=0, y’=13) dans le référentiel de la 

plaque. 

Figure 423.1 a) Courbes de dispersion dans une plaque d’aluminium de 3mm [variation des vitesses d’énergies 

(km.s-1) des modes en fonction de la fréquence f (MHz)]. b) Représentation schématique du centre de la plaque, 

du PM et des différents repères d’observation. 

A titre d’illustration, la figure 423.2 donne un exemple de signal mesuré sur la plaque. Après analyse, on peut 

observer un bruit élevé en début du signal qui correspond en durée au signal injecté dans la bobine. La nature 

de ce bruit est vraisemblablement d’origine électronique et serait lié au mécanisme de déclenchement (trigger) 

reliant le générateur temate au vibromètre à balayage. À partir des vitesses de propagation des modes, on peut 
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également estimer les temps d’arrivée respectifs des différents modes. Comme le point d’observation montré 

figure 423.2 est situé à 204.24mm du centre de la source, cela signifie que les temps de vol des modes S0 et A0 

sont respectivement de 39µs et de 64µs. On peut remarquer que l’amplitude du mode S0 est sous le niveau du 

bruit de mesure tandis que l’arrivée du mode A0 est plus visible sur ce signal non filtré. 

 
Figure 423.2 Variation temporelle du déplacement particulaire mesuré, non filtré, au point de coordonnées 

(x’=133, y’=168) 

Un traitement de signal est ensuite appliqué sur l’ensemble des signaux expérimentaux afin de réduire le bruit 

de mesure. Notons ici que l’on emploie le même traitement du signal sur les signaux simulés afin qu’ils puissent 

être comparés aux signaux expérimentaux. Précisons également que ce traitement s’effectue en deux temps. 

Ainsi, on utilise un premier filtre temporel H(t) de type Heaviside, tel que : 𝐻(𝑡 < 35µ𝑠 ou 𝑡 > 250µ𝑠) → 0, 

et 𝐻(𝑡 ≥ 35µ𝑠 et 𝑡 ≤ 250µ𝑠) = 1 de façon à éliminer la perturbation correspondant à l’excitation de la bobine 

tout en s’assurant que l’amplitude au début et à la fin du signal tende vers 0. Puis, on applique dans un second 

temps un filtre à bande étroite du type également Heaviside, centré sur 315kHz et de 200kHz de largeur de 

bande de fréquence de façon à améliorer la résolution du signal.  

Etant donné la complexité des phénomènes mis en jeu, nous avons choisi de représenter les distributions 

simulées et mesurées du déplacement normal 𝑢𝑧 pour différents pas de temps et sous forme de cartographies 

réalisées dans le repère (x’, y’). Les différentes séquences temporelles permettent en effet une meilleure analyse 

des phénomènes de propagation, de réflexion et de conversion au sein de la plaque. De plus, si l’on souhaite 

bien comprendre ces cartographies, il est essentiel d’indiquer que les distributions du déplacement normal 𝑢𝑧 

affichées sur les figures 423.3 à 423.9 sont le fruit d’interpolations effectuées sur un maillage de points. Ainsi, 

le pas choisi pour les mesures est de 2mm selon x’ et y’ tandis qu’il est pris égal à 4mm pour les simulations. Le 

choix des dimensions du maillage du signal mesuré repose sur la longueur d’onde du mode A0, qui est de 

7.42mm à la fréquence de 315kHz ; c’est le mode avec la plus petite longueur d’onde à cette fréquence. Le 

signal simulé est par essence non bruité, c’est pourquoi on utilise un maillage moins fin. Notons également que 

les amplitudes des déplacements hors plan mesurées sont montrées sur une échelle de -250nm à 250nm, tandis 

que celles simulées correspondent à des amplitudes relatives, leur dynamique étant adaptée afin de faciliter la 

comparaison avec les signaux expérimentaux.  

La figure 423.3 réalisée au temps t=40.30µs permet d’illustrer l’apparition, au coin en bas à droite de la fenêtre 

d’observation, du mode guidé S0 qui se propage le plus vite. Le temps d’arrivée du mode S0 estimé 

précédemment sur la figure 423.2 est donc confirmé par l’observation de la figure 423.3. 

 
Figure 423.3 Distribution du déplacement normal 𝑢𝑧 à t=40.30µs a) simulée, b) mesurée. 
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Les figures 423.4, 423.5 & 423.6 réalisées respectivement à t =[62.38µs, 76.79µs, 86.39µs], illustrent quant à 

elles l’apparition du mode guidé A0 dans le coin en bas à droite de la fenêtre d’observation. D’un point de vue 

qualitatif, on peut apprécier les similitudes observées dans le motif d’émission du mode A0 entre les résultats 

expérimentaux et ceux simulés. Notons également que l’émission directe du mode S0 est toujours visible sur 

les figures 423.4 et 423.5 et que ce n’est qu’à partir de la figure 423.5 et à la figure 423.6, que l’on peut observer 

l’arrivée de la première réflexion sur le bord supérieur de la plaque du mode S0 en mode S0 (en haut sur la 

fenêtre d’observation). 

 
Figure 423.4 Distribution du déplacement normal 𝑢𝑧 à t=62.38µs a) simulée, b) mesurée. 

 
Figure 423.5 Distribution du déplacement normal 𝑢𝑧 à t=76.79µs a) simulée, b) mesurée. 

 
Figure 423.6 Distribution du déplacement normal 𝑢𝑧 à t=86.39µs a) simulée, b) mesurée. 

Il faut attendre ensuite la figure 423.7 réalisée au temps t=115.19µs pour voir enfin la première réflexion du 

mode SH0 en un mode S0 sur le bord supérieur de la plaque en haut à gauche de la fenêtre d’observation. Sur 

cette cartographie, on peut également remarquer la fin du paquet en émission directe du mode A0 dans le coin 

haut droit de la fenêtre d’observation. Autre point important que l’on peut souligner, il semble que les mesures 

de réflexion du mode S0 en un mode S0 sur le bord droit de la plaque sont de plus faible amplitude que dans le 

cas des signaux simulés. Cela signifie donc que le bord de la plaque réfléchit moins bien en réalité le mode S0 

que dans le cas de la prédiction. Ce résultat provient très certainement des conditions pures de réflexion sur un 

bord libre et parfaitement rectiligne que l’on a imposées dans le modèle. 
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Figure 423.7 Distribution du déplacement normal 𝑢𝑧 à t=115.19µs a) simulée, b) mesurée. 

Les premières interférences notables dans le signal mesuré apparaissent en haut à gauche de la fenêtre 

d’observation sur la figure 423.8 au temps t=129.59µs. En revanche, le maillage sur lequel les images sont 

interpolées ne permet pas de mettre correctement en évidence ce phénomène dans les signaux simulés. On peut 

toutefois noter également des interférences dans le signal simulé, entre la réflexion du mode S0 en mode S0 sur 

le bord droit qui se propage dans la direction −𝑥⃗′ avec la conversion du mode SH0 en mode S0 qui continue de 

se propager dans la direction −𝑦⃗′. 

 
Figure 423.8 Distribution du déplacement normal 𝑢𝑧 à t=129.59µs a) simulée, b) mesurée. 

Globalement, l’analyse des cartographies montre que c’est le mode SH0 converti en mode S0 qui a l’amplitude 

la plus élevée, même si le mode A0 est d’amplitude relativement comparable. D’après la figure 422.6, on aurait 

pu s’attendre à une plus grande excitabilité du mode S0, cependant ce terme d’excitabilité ne permet pas à lui 

seul de déduire les amplitudes relatives des modes sur une composante du déplacement. On peut en effet citer 

le cas du mode SH0 dont l’énergie rayonnée n’est jamais portée par la composante normale. En outre, lorsque 

l’on trace les amplitudes relatives en émission directe de la composante hors plan des modes A0 et S0 (figure 

423.9), on se rend compte très clairement que cette configuration de PM génère un champ de déplacement hors 

plan qui est principalement issu de la propagation du mode A0. Cela signifie par conséquent qu’à cette 

fréquence, l’énergie du mode S0 est principalement portée par la composante longitudinale.  

  
Figure 423.9 Variation angulaire du déplacement hors plan imputé à la propagation des modes A0 et S0 à 

315kHz généré par le PM. 

Si maintenant on s’intéresse de plus près à la comparaison entre les résultats simulés et mesurés, on peut estimer 

que l’on a une obtenu une remarquable corrélation et ce, bien que les constantes d’élasticité et les irrégularités 

des bords de la plaque ne soient pas complètement maitrisées. 
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Pour approfondir la comparaison entre les signaux expérimentaux et simulés, on choisit de représenter à la 

figure 423.11 les signaux temporels simulé et mesuré au point de coordonnés en (x’=133, y’=168). Rappelons 

ici que ces signaux sont filtrés de la même manière que pour les distributions de déplacement particulaire 

précédemment montrées. L’amplitude du déplacement particulaire expérimental est donnée ici sur une plage de 

±300nm tandis que l’amplitude du signal simulé est adaptée de façon à ce que la réflexion du mode SH0 en 

mode S0 corresponde à l’amplitude du signal expérimental.  

 
Figure 423.11 Signal temporel du déplacement particulaire 𝑢𝑧 mesuré et simulé au point de coordonnées 

(x’=133, y’=168). 

À l’exception du mode S0 et de la réflexion du mode SH0 en mode S0, tous les autres paquets indiqués à la 

figure 423.11 résultent de la superposition de différentes séquences modales qui interfèrent. Après analyse des 

courbes simulées et mesurées, on remarque un bon accord au niveau de la phase des paquets d’ondes 

correspondant aux modes S0 et A0 directs. Le fait que l’amplitude mesurée pour le paquet correspondant au 

mode S0 soit un peu plus faible qu’en simulation, découle très certainement du filtrage réalisé pour éliminer le 

bruit. 

  
Figure 423.12 Signal temporel du déplacement particulaire 𝑢𝑧 simulé au point de coordonnées (x’=133, y’=168) 

correspondant à la propagation du mode S0 issue de la réflexion du SH0 aux bords  

Grâce à la simulation, il est également possible d’effectuer une analyse plus précise en s’appuyant sur une 

décomposition modale du signal. Ainsi, la figure 423.12 présente le signal du déplacement particulaire 𝑢𝑧 au 

point de coordonnées (x’=133, y’=168) correspondant à la propagation du mode S0 issue de la réflexion du 

mode SH0 sur les bords tandis que les figures 423.13a et 423.13b donnent respectivement les signaux liés à la 

propagation et à la réflexion des modes S0 et A0. 

 
Figure 423.13 Signal temporel du déplacement particulaire 𝑢𝑧 simulé au point de coordonnées (x’=133, y’=168) 

correspondant à la propagation du mode a) S0 et b) A0 et de leurs réflexions aux bords. 
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L’analyse de la forme des séquences modales prises à part sur la figure 423.13 montre qu’elles sont 

complétement différentes les unes des autres et qu’il suffirait donc qu’il y ait un décalage d’une demi-période 

pour observer des formes d’ondes plus proches du signal expérimental. Le premier paquet d’ondes S0-S0 à la 

figure 423.11 n’est en effet pas en accord de phase avec la mesure entre 100µs et 110µs, puis on retrouve ensuite 

un accord en phase et en amplitude après les 110µs. Etant donné la complexité de ces paquets d’interférences 

et les incertitudes liées à la mesure expérimentale, il apparait quasiment improbable de prédire exactement le 

même signal que dans le cas expérimental. Cependant, on note, que le paquet d’ondes SH0-S0 prédit pendant la 

durée sans interférences, se superpose parfaitement au signal expérimental. De plus, lorsque ce paquet interfère 

après 140µs avec les réflexions des modes S0 et A0, c’est-à-dire composées des deux séquences modales (S0-

S0 et A0-A0), le signal expérimental et celui simulé restent en accord de phase. Par conséquent, on peut estimer 

ici que les prédictions données par l’outil de simulation sont en excellente corrélation avec les mesures.  

De l’ensemble de ces observations, on peut dresser une liste des différents points d’amélioration. On pourrait 

dans un premier temps orienter la source de sorte que l’angle d’incidence du SH0 soit plus important et ainsi 

augmenter le taux de conversion entre les modes SH0 et S0. Dans un second temps, on pourrait également ré-

usiner les bords de la plaque afin d’être plus proches des conditions de la simulation. Enfin, le scénario même 

de cette validation expérimentale pourrait être repensé car il implique de nombreuses réflexions et interférences 

de modes, ce qui complexifie grandement l’interprétation des résultats. 
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4.3. Résumé du chapitre 

Dans ce chapitre, nous nous sommes attachés à démontrer que l’outil de simulation que nous avions développé 

était adapté pour la modélisation et la simulation du rayonnement ultrasonore par un patch magnétostrictif.  

Pour ce faire, nous avons proposé dans un premier temps de simuler une configuration de PM déjà étudiée dans 

la littérature. Il s’agissait de la configuration proposée par [Oh-et-al_2013] et pour laquelle l’auteur donnait non 

seulement des résultats de simulation mais aussi des résultats de mesures. L’analyse approfondie de cette 

configuration avec notre outil de simulation nous a aidé à mieux comprendre les phénomène mis en jeu lors du 

rayonnement ultrasonore des PM. En particulier, on a pu ainsi démontrer que la magnétostriction est 

prédominante par rapport aux autres phénomènes de transduction et que l’hypothèse d’un champ d’induction 

magnétique statique uniforme ne permet pas toujours de prédire correctement le motif d’émission du mode 

guidé S0. On a également mis en avant l’influence de l’épaisseur de couplant sur le motif d’émission des ondes 

guidées. 

Dans un deuxième temps et pour s’assurer de la validité de l’outil de simulation développé, on a proposé de 

concevoir et de fabriquer une structure de PM capable de rayonner principalement des ondes de type SH. Le 

dispositif de mesure expérimental que nous avons mis au point nous a servi à vérifier que le système fonctionnait 

bien dans le mode désiré. De plus, l’excellente corrélation observée entre les mesures et les prédictions a permis 

de définitivement valider l’outil de simulation. 
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Conclusion 

Pour rappel, tout l’enjeu de ce travail de thèse consistait à être capable de construire un outil de simulation 

complet afin de prédire le rayonnement ultrasonore d’ondes élastiques guidées (OG) par des patchs 

magnétostrictifs (PM), tout en s’appuyant sur des modèles existants développés au laboratoire du CEA et en les 

adaptant à notre cas d’étude. Afin de faciliter la conception et l’optimisation de ces transducteurs, cet outil devait 

d’une part, prendre en considération l’ensemble des phénomènes participant à la transduction des PM et d’autre 

part, permettre de rendre compte quantitativement de l’influence à la fois des champs d’excitations magnétiques 

statiques et dynamiques en jeu, du comportement magnétoélastique des PM, ainsi que du couplage mécanique 

des PM avec la pièce dans laquelle ils rayonnent. On peut conclure ici que cet objectif a été atteint selon une 

démarche progressive que l’on a retranscrite dans les quatre chapitres du manuscrit.  

Dans le premier chapitre, nous nous sommes en premier lieu attachés à décrire les mécanismes en jeu résultant 

de la magnétisation et de la magnétostriction d’un matériau ferromagnétique. En particulier, on a vu que les 

comportements magnétique et magnétoélastique des matériaux ferromagnétiques étaient non-linéaires et 

hystérétiques, ce qui explique que leur fonctionnement soit relativement complexe à modéliser. Dans un 

deuxième temps, on a présenté le modèle d’EMAT développé par [Clausse_2018] qui permet de calculer 

l’ensemble des sources de transduction dans un matériau ferromagnétique et de les convertir en sources de 

contraintes équivalentes surfaciques, sans a priori sur les configurations à traiter. Notons ici que cette approche 

se nourrit de deux autres modèles que nous avons décrits, à savoir le module CIVA CF [Extende] et le modèle 

MME de [Daniel_2003]. Ces trois modèles sont parfaitement adaptés aux matériaux ferromagnétiques et 

peuvent donc être utilisés pour modéliser les sources de transduction à la surface d’un PM. Pour finir, nous 

avons étudié deux configurations de PM issues de la littérature, le CMPT de [Yoo-et-al_2014] et l’EMAT 

magnétostrictif de [Ribichini-et-al_2011]. L’analyse des résultats a montré que la magnétostriction était bien 

prédominante dans ces deux configurations, ce qui nous a autorisé par la suite à négliger les densités de forces 

électromagnétiques, hypothèse largement répandue dans la littérature traitant des PM. 

 

Dans le deuxième chapitre, nous avons proposé et développé une formulation à deux dimensions (2D) du modèle 

de Thomson-Haskell (TH) adaptée à la modélisation d’un PM collé à une pièce susceptible de guider les ondes 

ultrasonores. Plus précisément, le PM rayonnant dans une pièce (un guide) était représenté par une superposition 

de trois couches (bande magnétostrictive, colle, pièce) supposées infinies dans le plan. Afin de pouvoir réutiliser 

une même source pour des guides d’ondes ultrasonores d’épaisseurs différentes, on a fait également l’hypothèse 

que la pièce était d’épaisseur infinie de sorte qu’aucune onde réfléchie sur le fond de la pièce ne vienne perturber 

le fonctionnement de la source. Ensuite, l’outil numérique reposant sur cette formulation de TH à 2D a été validé 

par une comparaison directe avec une simulation par EF (Ondomatic). De ces résultats, il ressort que des 

phénomènes de résonance ou au contraire des phénomènes de forte atténuation des ondes planes au sein du 

milieu multicouche sont observables, ce qui renforce l’intérêt de disposer d’un outil permettant de prédire ces 

comportements non triviaux. À la suite de cette étape, on a vérifié que cette méthode pouvait s’appliquer à 

l’étude de rayonnement d’OG d’une source primaire exercée sur un PM de dimensions finies collé sur un guide 

d’ondes ultrasonores d’épaisseur finie. Cette analyse a été menée d’une part, à l’aide d’un modèle par EF et 

d’autre part, avec l’outil numérique développé à partir de la formulation de TH à 2D couplée avec le modèle de 

pinceau modal [Barras_2020] de rayonnement des OG. Dans le cas d’une source simple, les prédictions du 

rayonnement d’OG sont en excellent accord avec les résultats EF, ce qui valide les hypothèses de modélisation 

du PM faîtes pour cette configuration.  

 

Dans le troisième chapitre, on a étendu la formulation de TH à trois dimensions (3D) afin de pouvoir déterminer 

la source secondaire de contraintes élastiques à la surface supérieure du guide d’ondes ultrasonores à partir de 

la source primaire de contraintes élastiques à la surface supérieure de bande magnétostrictive. Notons ici que le 

calcul de la source secondaire de contraintes élastiques est primordial car c’est ce terme qui est employé dans 

le calcul du rayonnement d’OG à l’aide de la méthode du pinceau modal. Rappelons également que cette 

formulation de TH à 3D repose sur les mêmes hypothèses de modélisation que celles qui ont déjà été validées 
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au deuxième chapitre. L’outil numérique développé à partir de la formulation de TH à 3D a ensuite été validé 

en comparant de nouveau ses prédictions avec celles obtenues par un calcul par EF (Ondomatic). Soulignons 

ici le fait que cette validation est effectuée avec une source primaire qui reprend le motif des fils d’une bobine 

à méandres. Après analyse des résultats, on a observé d’une part, que la source secondaire était lissée par le 

passage à travers la bande magnétostrictive et la colle et d’autre part, que l’amplitude des contraintes transverses 

était plus atténuée que celle de la contrainte normale. De tels résultats ne peuvent être connus quantitativement 

qu’à l’aide d’un outil numérique adapté, c’est pourquoi la prédiction quantitative des sources secondaires 

effectives est nécessaire en vue de la prédiction quantitative du rayonnement d’OG par un PM. Pour terminer 

l’étude, on s’est intéressé aux singularités qui existent dans les formulations 3D et 2D de TH. En particulier, on 

a montré que la présence d’une singularité empêche le calcul direct du rayonnement du mode guidé de type 

SH0. Afin de résoudre le problème de calcul lié à cette singularité (ainsi que d’autres), nous avons proposé alors 

une solution consistant à ajouter une atténuation dans la couche représentant le guide d’ondes ultrasonores, puis 

nous avons validé cette solution en montrant l’effet sur le signal temporel de la source secondaire et en le 

comparant avec des simulations réalisées par EF. 

 

Dans le quatrième et dernier chapitre, nous nous sommes focalisés dans un premier temps sur la configuration 

étudiée dans l’article de [Oh-et-al_2013] et nous avons indiqué de quelle manière, on pouvait la modéliser dans 

le logiciel CIVA. Une fois encore, les résultats obtenus ont démontré que la magnétostriction était prédominante 

par rapport aux autres phénomènes de transduction. L’outil de simulation complet que nous avons développé 

dans cette thèse a ensuite fait l’objet d’une validation grâce à la comparaison des prédictions obtenues avec les 

résultats de simulation validés expérimentalement de [Oh-et-al_2013]. En outre, on a pu vérifier avec notre outil 

de simulation que l’hypothèse d’un champ d’induction magnétique uniforme ne permet pas dans ce cas précis 

de prédire correctement le motif d’émission du mode guidé S0. De plus, on a mis également en avant l’influence 

de l’épaisseur de couplant sur le motif d’émission des ondes guidés. Dans un deuxième temps, nous avons pris 

la décision de concevoir et de tester une configuration représentative d’un PM dédié au rayonnement des ondes 

de type SH. Pour la validation expérimentale, nous avons donc dû travailler à la mise en place d’un dispositif 

de mesure permettant l’observation du mode SH0 rayonné après sa conversion en mode S0 sur un bord de la 

plaque. L’analyse des distributions du déplacement particulaire hors plan en différents point a permis de vérifier 

que les signaux simulés et mesurés étaient en excellent accord, ce qui valide définitivement l’outil de simulation 

que nous avons développé.  

 

En résumé, le simulateur global réalisé dans cette étude, permet de prédire le rayonnement d’OG par des PM en 

faisant appel à deux modèles existants adaptés au contexte des PM. Ainsi, un premier modèle de transduction 

en milieu ferromagnétique, initialement développé pour modéliser la transduction des EMAT [Clausse_2018], 

est utilisé pour calculer les sources dynamiques à la surface supérieure du PM. Puis, un second modèle, le 

pinceau modal de [Barras_2020], est employé pour prédire le rayonnement d’OG à partir de la source de 

contraintes élastiques à la surface supérieure du guide d’ondes ultrasonores. Ces deux modèles sont reliés à 

l’aide d’un troisième en effectuant un minimum de calcul, en se basant sur une formulation de Thomson-

Haskell. On a montré que ce lien pouvait se faire en ne tenant compte que des propriétés élastiques du matériau 

dans lequel on rayonne, c’est-à-dire sans avoir à connaître à priori l’épaisseur du guide d’ondes ultrasonores. 

Précision ici que chaque étape de construction de ce troisième modèle et chaque approximation que l’on a été 

amené à faire, ont été justifiées et validées. 

L’originalité de ces travaux réside dans le fait que ce modèle global s’appuie sur des formulations semi-

analytiques, qui sont fondamentalement modales, ce qui est parfaitement adapté à l’usage pouvant être fait du 

simulateur. Cet outil offre en effet comme principal avantage de minimiser le nombre de calculs puisque l’on 

ne s’intéresse ici qu’aux seules contributions d’ondes guidées propagatives parvenant aux points où l’on 

souhaite prédire le champ ultrasonore. En outre, il va de soi que cet outil peut s’intégrer naturellement au sein 

de la plateforme logicielle CIVA à laquelle il fait explicitement appel pour un certain nombre de calculs 

existants.  
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Perspectives 

Afin de poursuivre les recherches sur le sujet et continuer d’améliorer les performances de l’outil de simulation 

développé dans le cadre de cette thèse, plusieurs pistes peuvent être dégagées dans le futur.   

 

A court terme, on prévoit que le simulateur global que nous avons développé, puisse être directement employé 

dans certaines configurations d’intérêts pour l’entreprise Vallourec, notamment par exemple en vue de mesurer 

les contraintes résiduelles dans des tubes à l’aide de PM. Il s’agira alors de concevoir de façon optimale les 

dispositifs de PM en fonction des structures étudiées et des modes sélectionnés pour l’inspection. Ce travail qui 

participera à l’évolution du simulateur et notamment à son utilisation pour des applications variées, fait 

d’ailleurs l’objet d’un dépôt de projet ANR dans le cadre de l’appel à projet 2022.    

 

A moyen terme, ce travail de recherche va également se poursuivre avec le démarrage d’une thèse dédiée aux 

antennes de PM pour faire de l’imagerie ultrasonore par OG dans des plaques. Dans ce cadre, il sera nécessaire 

de compléter l’outil de simulation existant en intégrant également un modèle de réception du rayonnement 

ultrasonore par les PM. Notons ici que le développement de cette nouvelle fonctionnalité pourra s’appuyer sur 

le tout récent modèle de réception par EMAT d’ondes élastiques se propageant dans un milieu ferromagnétique 

mis en œuvre dans la thèse de [Abderahmane_2021]. 

 

En parallèle de ces recherches fondamentales, le simulateur global développé au cours de cette thèse va pouvoir 

également faire l’objet d’une intégration dans la plateforme logicielle CIVA. Comme le simulateur est 

architecturé par blocs, des améliorations et des extensions pourront plus facilement être opérées sans à revoir 

complétement la démarche de modélisation. Ainsi, les principales extensions envisageables sont listées ci-

après :  

-En premier lieu, le modèle d’EMAT a été développé pour s’adapter avec une surface de pièce de géométrie 

quelconque. Aussi, si le PM est directement collé sur une surface courbe, le formalisme de TH pourra être 

facilement réutilisé à condition que les épaisseurs de la bande magnétostrictive et de la colle soient très petites 

par rapport au rayon de courbure. 

-En second lieu, si l’on souhaite générer des ondes de volumes plutôt que des ondes guidées avec un PM, il 

suffira de remplacer le bloc correspondant au pinceau modal par OG par le modèle choisi pour le calcul du 

rayonnement des ondes de volume. Notons ici que des stratégies différentes de modélisation pour réaliser le 

couplage entre les divers blocs pourront être éventuellement nécessaires si le modèle de rayonnement 

sélectionné dépend du temps. En fonction des applications, une approche de modélisation dans le domaine 

temporel peut, en effet, s’avérer plus intéressante car moins couteuse en temps de calcul. 

-En troisième lieu, des extensions pour permettre la simulation du rayonnement ultrasonore des ondes guidées 

dans une pièce anisotrope sont également envisagées. Cela nécessite en particulier de construire la matrice de 

transfert dans le formalisme TH de façon à tenir compte de l’anisotropie de la pièce. Soulignons ici le fait qu’il 

n’y a pas de difficulté théorique à cette extension puisque le formalisme de TH repose sur la propagation des 

ondes planes, et que cette propagation en milieu anisotrope est un sujet parfaitement connu. 
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Annexe B - Écriture des formulations TH 

B1. Obtention de la matrice 𝑫𝒎 pour la formulation de TH à 2D 

On rappelle les équations déplacement particulaire (𝑢𝑦,𝑢𝑧) et des contraintes (𝜎𝑦𝑧,𝜎𝑧𝑧) données aux équations 

211.k, 211.l et 211.m que l’on écrit pour un vecteur position 𝑟 = (𝑦, 𝑧 − 𝑧0)
𝑡. 

{
 
 

 
 𝑢𝑦 = 𝑎𝑃

±𝑘𝑦𝑒
𝑖(𝜔𝑡−𝒌𝑷

±.𝒓) ∓ 𝑎𝑆
±𝑘𝑧

𝑆𝑒𝑖(𝜔𝑡−𝒌𝑺
±.𝒓)

𝑢𝑧 = ±𝑎𝑃
±𝑘𝑧

𝑃𝑒𝑖(𝜔𝑡−𝒌𝑷
±.𝒓) + 𝑎𝑆

±𝑘𝑦𝑒
𝑖(𝜔𝑡−𝒌𝑺

±.𝒓)

𝜎𝑦𝑧 = 𝜇𝑖𝑎𝑃
±[∓2𝑘𝑦𝑘𝑧

𝑃]𝑒𝑖(𝜔𝑡−𝒌𝑷
±.𝒓) + 𝝁𝑖𝑎𝑆

± [{𝒌𝒛
𝑺}
𝟐
− 𝒌𝒚

𝟐] 𝑒𝑖(𝜔𝑡−𝒌𝑺
±.𝒓)

𝜎𝑧𝑧 = −𝑖𝑎𝑃
±[𝝀(𝒌𝒚

𝟐 + {𝒌𝒛
𝑷}𝟐) + 𝟐𝝁{𝒌𝒛

𝑷}𝟐]𝑒𝑖(𝜔𝑡−𝒌𝑷
±.𝒓) ∓ 2𝜇𝑖𝑎𝑆

±𝑘𝑦𝑘𝑧
𝑆𝑒𝑖(𝜔𝑡−𝒌𝑺

±.𝒓)

 (Eq B1.a) 

Pour rappel la variable de simplification 𝐵 a pour équations, 

 𝐵 = 𝜔2 − 2𝑣𝑆
2𝑘𝑦

2. (Eq. B1.b) 

On souhaite simplifier les termes en violet dans l’équation B1.a et on montre qu’elles se simplifient en 𝜌𝐵. 

𝜇({𝑘𝑧
𝑆}2 − 𝑘𝑦

2) = 𝜇(𝑘𝑆
2 − 𝑘𝑦

2 − 𝑘𝑦
2) = 𝜇𝑘𝑠

2 − 2𝜇𝑘𝑦 = 𝜇 (𝜔
2 𝑣𝑆

2)⁄ − 2𝜇𝑘𝑦 = 𝜇
𝜌𝜔2

𝜇
− 2𝜇𝑘𝑦

2 = 𝜌𝜔2 − 2𝜇𝑘𝑦
2 

 = 𝜌(𝜔2 − 2
𝜇

𝜌
𝑘𝑦
2) = 𝜌(𝜔2 − 2𝑣𝑆

2𝑘𝑦
2) = 𝜌𝐵 

𝜆(𝑘𝑦
2 + {𝑘𝑧

𝑃}2) + 2𝜇{𝑘𝑧
𝑃}2 = 𝜆(𝑘𝑦

2 + 𝑘𝑃
2 − 𝑘𝑦

2) + 2𝜇(𝑘𝑃
2 − 𝑘𝑦

2) = (𝜆 + 2𝜇)𝑘𝑃
2 − 2𝜇𝑘𝑦

2  = (𝜆 + 2𝜇)(𝜔2 𝑣𝑃
2⁄ ) − 2𝜇𝑘𝑦

2 

 = (𝜆 + 2𝜇)
𝜌𝜔2

𝜆+2𝜇
− 2𝜇𝑘𝑦

2 = 𝜌𝜔2 − 2𝜇𝑘𝑦
2 = 𝜌(𝜔2 − 2

𝜇

𝜌
𝑘𝑦
2) = 𝜌(𝜔2 − 2𝑣𝑆

2𝑘𝑦
2) = 𝜌𝐵 

On a donc, 

{
 
 

 
 𝑢𝑦 = 𝑎𝑃

±𝑘𝑦𝑒
𝑖(𝜔𝑡−𝒌𝑷

±.𝒓) ∓ 𝑎𝑆
±𝑘𝑧

𝑆𝑒𝑖(𝜔𝑡−𝒌𝑺
±.𝒓)

𝑢𝑧 = ±𝑎𝑃
±𝑘𝑧

𝑃𝑒𝑖(𝜔𝑡−𝒌𝑷
±.𝒓) + 𝑎𝑆

±𝑘𝑦𝑒
𝑖(𝜔𝑡−𝒌𝑺

±.𝒓)

𝜎𝑦𝑧 = 𝜇𝑖𝑎𝑃
±[∓2𝑘𝑦𝑘𝑧

𝑃]𝑒𝑖(𝜔𝑡−𝒌𝑷
±.𝒓) + 𝑖𝑎𝑆

±[𝜌𝐵]𝑒𝑖(𝜔𝑡−𝒌𝑺
±.𝒓)

𝜎𝑧𝑧 = −𝑖𝑎𝑃
±[𝜌𝐵]𝑒𝑖(𝜔𝑡−𝒌𝑷

±.𝒓) ∓ 2𝜇𝑖𝑎𝑆
±𝑘𝑦𝑘𝑧

𝑆𝑒𝑖(𝜔𝑡−𝒌𝑺
±.𝒓)

 (Eq B1.c) 

On souhaite faire apparaitre les propagateurs 𝑔𝑃 = 𝑒
−𝑖𝑘𝑧

𝑃(𝑧−𝑧0) et 𝑔𝑆 = 𝑒
−𝑖𝑘𝑧

𝑆(𝑧−𝑧0) respectivement de l’onde 

longitudinale, et de l’onde transversale par la suite. On explicite alors la substitution des termes en exponentielle, 

 {
𝑒𝑖(𝜔𝑡−𝒌𝑷

±.𝒓) = 𝑒𝑖(𝜔𝑡−𝑘𝑦𝑦∓𝑘𝑧
𝑃𝑧) = 𝑔𝑝

±1𝑒𝑖(𝜔𝑡−𝑘𝑦𝑦)

𝑒𝑖(𝜔𝑡−𝒌𝑺
±.𝒓) = 𝑒𝑖(𝜔𝑡−𝑘𝑦𝑦∓𝑘𝑧

𝑆𝑧) = 𝑔𝑠
±1𝑒𝑖(𝜔𝑡−𝑘𝑦𝑦)

. (Eq. B1.d) 

On développe l’expression B1.c utilisant les propagateurs  

𝑢𝑦 = 𝑎𝑃
+[𝑘𝑦𝑔𝑝]𝑒

𝑖(𝜔𝑡−𝑘𝑦𝑦) + 𝑎𝑃
−[𝑘𝑦 𝑔𝑝⁄ ]𝑒𝑖(𝜔𝑡−𝑘𝑦𝑦) + 𝑎𝑆

+[−𝑘𝑧
𝑆𝑔𝑠]𝑒

𝑖(𝜔𝑡−𝑘𝑦𝑦) + 𝑎𝑆
−[𝑘𝑧

𝑆 𝑔𝑠⁄ ]𝑒𝑖(𝜔𝑡−𝑘𝑦𝑦) (Eq. B1.e) 

𝑢𝑧 = 𝑎𝑃
+[𝑘𝑧

𝑃𝑔𝑝]𝑒
𝑖(𝜔𝑡−𝑘𝑦𝑦) + 𝑎𝑃

−[−𝑘𝑧
𝑃 𝑔𝑝⁄ ]𝑒𝑖(𝜔𝑡−𝑘𝑦𝑦) + 𝑎𝑆

+[𝑘𝑦𝑔𝑠]𝑒
𝑖(𝜔𝑡−𝑘𝑦𝑦) + 𝑎𝑆

−[𝑘𝑦 𝑔𝑠⁄ ]𝑒𝑖(𝜔𝑡−𝑘𝑦𝑦) (Eq. B1.f) 

𝜎𝑦𝑧 = 𝑎𝑃
+[−2𝜇𝑖𝑘𝑦𝑘𝑧

𝑃𝑔𝑝]𝑒
𝑖(𝜔𝑡−𝑘𝑦𝑦) + 𝑎𝑃

−[2𝜇𝑖𝑘𝑦𝑘𝑧
𝑃/𝑔𝑝]𝑒

𝑖(𝜔𝑡−𝑘𝑦𝑦) + 𝑎𝑆
+[𝑖𝜌𝐵𝑔𝑠]𝑒

𝑖(𝜔𝑡−𝑘𝑦𝑦) + 𝑎𝑆
−[𝑖𝜌𝐵/𝑔𝑠]𝑒

𝑖(𝜔𝑡−𝑘𝑦𝑦) (Eq. B1.g) 

𝜎𝑧𝑧 =  𝑎𝑃
+[−𝑖𝜌𝐵𝑔𝑝]𝑒

𝑖(𝜔𝑡−𝑘𝑦𝑦) + 𝑎𝑃
−[−𝑖𝜌𝐵/𝑔𝑝]𝑒

𝑖(𝜔𝑡−𝑘𝑦𝑦)  + 𝑎𝑆
+[−2𝜇𝑖𝑘𝑦𝑘𝑧

𝑆𝑔𝑠]𝑒
𝑖(𝜔𝑡−𝑘𝑦𝑦) + 𝑎𝑆

−[2𝜇𝑖𝑘𝑦𝑘𝑧
𝑆 𝑔𝑠⁄ ]𝑒𝑖(𝜔𝑡−𝑘𝑦𝑦) (Eq. B1.h) 

On a fait apparaitre les termes de la matrice 𝐷𝑚, il convient maintenant de les organiser sous forme pour 

retrouver la formulation de la matrice présentée à l’équation 212.d. 
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B2. Obtention de la matrice 𝑫𝒎 pour la formulation de TH à 3D 

On rappelle les équations déplacement particulaire des ondes planes dans un solide isotrope données à 

l’équations 311.e que l’on écrit pour un vecteur position 𝑟 = (𝑦, 𝑧 − 𝑧0)
𝑡. 

{
 
 

 
 𝐮𝑃

±(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝐴𝑃
±(𝑘𝑥, 𝑘𝑦, ±𝑘𝑧

𝑃
)
𝑡
𝑒𝑖(𝜔𝑡−𝒌𝑷

±.𝐫),

𝐮𝑆𝑉
± (𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝐴𝑆𝑉

± (±𝑘𝑥𝑘𝑧
𝑆, ±𝑘𝑦𝑘𝑧

𝑆, −(𝑘𝑥
2 + 𝑘𝑦

2
))
𝑡
𝑒𝑖(𝜔𝑡−𝒌𝑺

±.𝐫)

𝐮𝑆𝐻
± (𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝐴𝑆𝐻

± (𝑘𝑦, −𝑘𝑥, 0)
𝑡
𝑒𝑖(𝜔𝑡−𝒌𝑺

±.𝐫).

, (Eq. B2.a) 

On développe l’équation B2.a pour obtenir les équations du déplacement particulaire (𝑢𝑥,𝑢𝑦,𝑢𝑧) dans un solide 

isotrope généré par la propagation des trois ondes planes. 

{
 
 

 
 𝑢𝑥 = 𝐴𝑃

±𝑘𝑥𝑒
𝑖(𝜔𝑡−(𝑘𝑥,𝑘𝑦,±𝑘𝑧

𝑃)
𝑡
.r⃗) ± 𝐴𝑆𝑉

± 𝑘𝑥𝑘𝑧
𝑆𝑒𝑖(𝜔𝑡−(𝑘𝑥,𝑘𝑦,±𝑘𝑧

𝑆)
𝑡
.r⃗) + 𝐴𝑆𝐻

± 𝑘𝑦𝑒
𝑖(𝜔𝑡−(𝑘𝑥,𝑘𝑦,±𝑘𝑧

𝑆)
𝑡
.r⃗)

𝑢𝑦 = 𝐴𝑃
±𝑘𝑦𝑒

𝑖(𝜔𝑡−(𝑘𝑥,𝑘𝑦,±𝑘𝑧
𝑃)
𝑡
.r⃗) ± 𝐴𝑆𝑉

± 𝑘𝑦𝑘𝑧
𝑆𝑒𝑖(𝜔𝑡−(𝑘𝑥,𝑘𝑦,±𝑘𝑧

𝑆)
𝑡
.r⃗) − 𝐴𝑆𝐻

± 𝑘𝑥𝑒
𝑖(𝜔𝑡−(𝑘𝑥,𝑘𝑦,±𝑘𝑧

𝑆)
𝑡
.r⃗)

𝑢𝑧 = ±𝐴𝑃
±𝑘𝑧

𝑃𝑒𝑖(𝜔𝑡−(𝑘𝑥,𝑘𝑦,±𝑘𝑧
𝑃)
𝑡
.r⃗) − 𝐴𝑆𝑉

±
(𝑘𝑥

2 + 𝑘𝑦
2
)𝑒𝑖(𝜔𝑡−(𝑘𝑥,𝑘𝑦,±𝑘𝑧

𝑆)
𝑡
.r⃗)

 (Eq. B2.b) 

On donne l’expression de la loi de Hooke dans un solide isotrope à 3D, elle peut être retrouvée à l’aide de 

l’expression générale donnée à l’équation 211.b. 

 

{
 
 

 
 𝜎𝑥𝑧 = 𝜇 (

𝜕

𝜕𝑧
𝑢𝑥 +

𝜕

𝜕𝑥
𝑢𝑧)

𝜎𝑦𝑧 = 𝜇 (
𝜕

𝜕𝑧
𝑢𝑦 +

𝜕

𝜕𝑦
𝑢𝑧)

𝜎𝑧𝑧 = 𝜆 (
𝜕

𝜕𝑥
𝑢𝑥 +

𝜕

𝜕𝑦
𝑢𝑦 +

𝜕

𝜕𝑧
𝑢𝑧) + 2𝜇

𝜕

𝜕𝑧
𝑢𝑧

 (Eq. B2.c) 

On donne les différentes dérivées du déplacement particulaire 𝑢𝑥, 
𝜕

𝜕𝑥
𝑢𝑥 = −𝐴𝑃

±𝑖𝑘𝑥
2𝑒𝑖(𝜔𝑡−(𝑘𝑥,𝑘𝑦,±𝑘𝑧

𝑃)
𝑡
.r⃗) ∓𝐴𝑆𝑉

± 𝑖𝑘𝑥
2𝑘𝑧

𝑆𝑒𝑖(𝜔𝑡−(𝑘𝑥,𝑘𝑦,±𝑘𝑧
𝑆)
𝑡
.r⃗) −𝐴𝑆𝐻

± 𝑖𝑘𝑥𝑘𝑦𝑒
𝑖(𝜔𝑡−(𝑘𝑥,𝑘𝑦,±𝑘𝑧

𝑆)
𝑡
.r⃗), (Eq. B2.d) 

𝜕

𝜕𝑧
𝑢𝑥 = ∓𝐴𝑃

±𝑖𝑘𝑥𝑘𝑧
𝑃𝑒𝑖(𝜔𝑡−(𝑘𝑥,𝑘𝑦,±𝑘𝑧

𝑃)
𝑡
.r⃗) −𝐴𝑆𝑉

± 𝑖𝑘𝑥 {𝑘𝑧
𝑆
}
2
𝑒𝑖(𝜔𝑡−(𝑘𝑥,𝑘𝑦,±𝑘𝑧

𝑆)
𝑡
.r⃗) ∓𝐴𝑆𝐻

± 𝑖𝑘𝑦𝑘𝑧
𝑆𝑒𝑖(𝜔𝑡−(𝑘𝑥,𝑘𝑦,±𝑘𝑧

𝑆)
𝑡
.r⃗). (Eq. B2.e) 

On en fait de même avec 𝑢𝑦, 

𝜕

𝜕𝑦
𝑢𝑦 = −𝐴𝑃

±𝑖𝑘𝑦
2𝑒𝑖

(𝜔𝑡−(𝑘𝑥,𝑘𝑦,±𝑘𝑧
𝑃)
𝑡
.r⃗⃗) ∓ 𝐴𝑆𝑉

± 𝑖𝑘𝑦
2𝑘𝑧

𝑆𝑒𝑖
(𝜔𝑡−(𝑘𝑥,𝑘𝑦,±𝑘𝑧

𝑆)
𝑡
.r⃗⃗) + 𝐴𝑆𝐻

± 𝑖𝑘𝑥𝑘𝑦𝑒
𝑖(𝜔𝑡−(𝑘𝑥,𝑘𝑦,±𝑘𝑧

𝑆)
𝑡
.r⃗⃗), (Eq. B2.f) 

𝜕

𝜕𝑧
𝑢𝑦 = ∓𝐴𝑃

±𝑖𝑘𝑦𝑘𝑧
𝑃𝑒𝑖

(𝜔𝑡−(𝑘𝑥,𝑘𝑦,±𝑘𝑧
𝑃)
𝑡
.r⃗⃗) − 𝐴𝑆𝑉

± 𝑖𝑘𝑦{𝑘𝑧
𝑆}2𝑒𝑖(𝜔𝑡−(𝑘𝑥,𝑘𝑦,±𝑘𝑧

𝑆)
𝑡
.r⃗⃗) ± 𝐴𝑆𝐻

± 𝑖𝑘𝑥𝑘𝑧
𝑆𝑒𝑖(𝜔𝑡−(𝑘𝑥,𝑘𝑦,±𝑘𝑧

𝑆)
𝑡
.r⃗⃗). (Eq. B2.g) 

Idem avec 𝑢𝑧, 

𝜕

𝜕𝑥
𝑢𝑧 = ∓𝐴𝑃

±𝑖𝑘𝑥𝑘𝑧
𝑃𝑒𝑖(𝜔𝑡−(𝑘𝑥,𝑘𝑦,±𝑘𝑧

𝑃)
𝑡
.r⃗) + 𝐴𝑆𝑉

± 𝑖𝑘𝑥(𝑘𝑥
2 + 𝑘𝑦

2
)𝑒𝑖(𝜔𝑡−(𝑘𝑥,𝑘𝑦,±𝑘𝑧

𝑆)
𝑡
.r⃗), (Eq. B2.h) 

𝜕

𝜕𝑦
𝑢𝑧 = ∓𝐴𝑃

±𝑖𝑘𝑦𝑘𝑧
𝑃𝑒𝑖(𝜔𝑡−(𝑘𝑥,𝑘𝑦,±𝑘𝑧

𝑃)
𝑡
.r⃗) + 𝐴𝑆𝑉

± 𝑖𝑘𝑦(𝑘𝑥
2 + 𝑘𝑦

2
)𝑒𝑖(𝜔𝑡−(𝑘𝑥,𝑘𝑦,±𝑘𝑧

𝑆)
𝑡
.r⃗), (Eq. B2.i) 

𝜕

𝜕𝑧
𝑢𝑧 = −𝐴𝑃

±𝑖{𝑘𝑧
𝑃
}
2
𝑒𝑖(𝜔𝑡−(𝑘𝑥,𝑘𝑦,±𝑘𝑧

𝑃)
𝑡
.r⃗) ± 𝐴𝑆𝑉

± 𝑖𝑘𝑧
𝑃
(𝑘𝑥

2 + 𝑘𝑦
2
)𝑒𝑖(𝜔𝑡−(𝑘𝑥,𝑘𝑦,±𝑘𝑧

𝑆)
𝑡
.r⃗). (Eq. B2.j) 

Des ces différentes expressions des dérivées du déplacement particulaire provoqué par la propagation d’ondes 

planes dans un solide isotrope à 3D, on exprime les contraintes à l’aide de l’équation B2.c. 

𝜎𝑥𝑧 = 𝐴𝑃
±[∓2𝜇𝑖𝑘𝑥𝑘𝑧

𝑃 ]𝑒𝑖
(𝜔𝑡−(𝑘𝑥,𝑘𝑦 ,±𝑘𝑧

𝑃)
𝑡
.r⃗⃗) + 𝐴𝑆𝑉

± [−𝑖𝑘𝑥𝝁 ({𝒌𝒛
𝑺}𝟐 − (𝒌𝒙

𝟐 + 𝒌𝒚
𝟐))] 𝑒𝑖

(𝜔𝑡−(𝑘𝑥,𝑘𝑦,±𝑘𝑧
𝑆)
𝑡
.r⃗⃗)

 (Eq. B2.k) 

 +𝐴𝑆𝐻
± [∓𝑖𝜇𝑘𝑦𝑘𝑧

𝑆]𝑒𝑖(𝜔𝑡−(𝑘𝑥,𝑘𝑦,±𝑘𝑧
𝑆)
𝑡
.r⃗⃗), 

𝜎𝑦𝑧 = 𝐴𝑃
±[∓2𝜇𝑖𝑘𝑦𝑘𝑧

𝑃]𝑒
𝑖(𝜔𝑡−(𝑘𝑥,𝑘𝑦,±𝑘𝑧

𝑃)
𝑡
.r⃗)
+ 𝐴𝑆𝑉

± [𝑖𝑘𝑦𝝁 ({𝒌𝒛
𝑺}𝟐 − (𝒌𝒙

𝟐 + 𝒌𝒚
𝟐))] 𝑒

𝑖(𝜔𝑡−(𝑘𝑥,𝑘𝑦,±𝑘𝑧
𝑆)
𝑡
.r⃗)

 (Eq. B2.l) 

 +𝐴𝑆𝐻
± [±𝜇𝑖𝑘𝑥𝑘𝑧

𝑆]𝑒𝑖(𝜔𝑡−(𝑘𝑥,𝑘𝑦,±𝑘𝑧
𝑆)
𝑡
.r⃗⃗) 
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𝜎𝑧𝑧 = 𝐴𝑃
± [−𝑖[(𝝀 + 𝟐𝝁){𝒌𝒛

𝑷}𝟐 + 𝝀(𝒌𝒙
𝟐 + 𝒌𝒚

𝟐)]] 𝑒
𝑖(𝜔𝑡−(𝑘𝑥,𝑘𝑦,±𝑘𝑧

𝑃)
𝑡
.r⃗)

 (Eq. B2.m) 

 +𝐴𝑆𝑉
± [±2𝜇𝑖𝑘𝑧

𝑆(𝑘𝑥
2 + 𝑘𝑦

2) ]𝑒𝑖
(𝜔𝑡−(𝑘𝑥,𝑘𝑦 ,±𝑘𝑧

𝑆)
𝑡
.r⃗⃗)

 

On propose de simplifier les termes en violet à l’aide de la variable de simplification 𝐵. On rappelle son expression pour 

un solide isotrope à 3D, 

 𝐵 = 𝜔2 − 2𝑣𝑆
2(𝑘𝑥

2 + 𝑘𝑦
2) (Eq. B2.n) 

On simplifie donc, 

𝜇 ({𝑘𝑧
𝑆}2 − (𝑘𝑥

2 + 𝑘𝑦
2)) = 𝜇 (

𝜔2

𝑣𝑠
2 − 2(𝑘𝑥

2 + 𝑘𝑦
2)) = 𝜌 (𝜔2 − 2𝑣𝑠

2(𝑘𝑥 + 𝑘𝑦
2)) = 𝜌𝐵 (Eq. B2.o) 

(𝜆 + 2𝜇){𝑘𝑧
𝑃}2 + 𝜆(𝑘𝑥

2 + 𝑘𝑦
2) = (𝜆 + 2𝜇) {

𝜌𝜔2

𝜆+2𝜇
− (𝑘𝑥

2 + 𝑘𝑦
2)} + 𝜆(𝑘𝑥

2 + 𝑘𝑦
2) = 𝜌𝜔2 − 2𝜇(𝑘𝑥

2 + 𝑘𝑦
2) (Eq. B2.p) 

 = 𝜌 (𝜔2 − 2
𝜇

𝜌
(𝑘𝑥

2 + 𝑘𝑦
2)) = 𝜌𝐵 

Pour finir on écrit le déplacement particulaire et les contraintes dans un solide isotrope dans le domaine de Fourier spatiale 

et temporel, et on fait apparaitre les propagateurs 𝑔𝑃 = 𝑒
−𝑖𝑘𝑧

𝑃(𝑧−𝑧0) et 𝑔𝑆 = 𝑒
−𝑖𝑘𝑧

𝑆(𝑧−𝑧0). 

𝑢𝑥 = 𝐴𝑃
+[𝑘𝑥𝑔𝑃] + 𝐴𝑃

−[𝑘𝑥 𝑔𝑃⁄ ] + 𝐴𝑆𝑉
+ [𝑘𝑥𝑘𝑧

𝑆𝑔s] + 𝐴𝑆𝑉
− [− 𝑘𝑥𝑘𝑧

𝑆 𝑔s⁄ ] + 𝐴𝑆𝐻
+ [𝑘𝑦𝑔𝑆] + 𝐴𝑆𝐻

− [𝑘𝑦 𝑔𝑆⁄ ] (Eq. B2.q) 

𝑢𝑦 = 𝐴𝑃
+[𝑘𝑦𝑔𝑃] + 𝐴𝑃

−[𝑘𝑦 𝑔𝑃⁄ ] + 𝐴𝑆𝑉
+ [𝑘𝑦𝑘𝑧

𝑆𝑔𝑆] + 𝐴𝑆𝑉
− [− 𝑘𝑦𝑘𝑧

𝑆 𝑔𝑆⁄ ] + 𝐴𝑆𝐻
+ [−𝑘𝑥𝑔𝑆] + 𝐴𝑆𝐻

− [−𝑘𝑥 𝑔𝑆⁄ ] (Eq. B2.r) 

𝑢𝑧 = 𝐴𝑃
+[𝑘𝑧

𝑃𝑔𝑃] + 𝐴𝑃
−[− 𝑘𝑧

𝑃 𝑔𝑃⁄ ] + 𝐴𝑆𝑉
+ [−(𝑘𝑥

2 + 𝑘𝑦
2)𝑔𝑆] + 𝐴𝑆𝑉

− [− (𝑘𝑥
2 + 𝑘𝑦

2) 𝑔𝑆⁄ ] (Eq. B2.s) 

𝜎𝑥𝑧 = 𝐴𝑃
+[−2𝜇𝑖𝑘𝑥𝑘𝑧

𝑃 𝑔𝑃] + 𝐴𝑃
−[2𝜇𝑖𝑘𝑥𝑘𝑧

𝑃 𝑔𝑃⁄  ] + 𝐴𝑆𝑉
+ [−𝑖𝑘𝑥𝜌𝐵𝑔𝑆] + 𝐴𝑆𝑉

− [− 𝑖𝑘𝑥𝜌𝐵 𝑔𝑆⁄ ] (Eq. B2.t) 

 +𝐴𝑆𝐻
+ [−𝑖𝜇𝑘𝑦𝑘𝑧

𝑆𝑔𝑠] + 𝐴𝑆𝐻
− [𝑖𝜇𝑘𝑦𝑘𝑧

𝑆 𝑔𝑠⁄ ] 

𝜎𝑦𝑧 = 𝐴𝑃
+[−2𝜇𝑖𝑘𝑦𝑘𝑧

𝑃𝑔
𝑃
] + 𝐴𝑃

−[2𝜇𝑖𝑘𝑦𝑘𝑧
𝑃 𝑔

𝑃
⁄ ] + 𝐴𝑆𝑉

+ [𝑖𝑘𝑦𝜌𝐵𝑔𝑆] + 𝐴𝑆𝑉
− [𝑖𝑘𝑦𝜌𝐵 𝑔

𝑆
⁄ ] (Eq. B2.u) 

 +𝐴𝑆𝐻
+ [𝜇𝑖𝑘𝑥𝑘𝑧

𝑆𝑔𝑆] + 𝐴𝑆𝐻
− [− 𝜇𝑖𝑘𝑥𝑘𝑧

𝑆 𝑔𝑆⁄ ] 

𝜎𝑧𝑧 = 𝐴𝑃
+[−𝑖𝜌𝐵𝑔

𝑃
] + 𝐴𝑃

−[− 𝑖𝜌𝐵 𝑔
𝑃

⁄  ] + 𝐴𝑆𝑉
+ [2𝜇𝑖𝑘𝑧

𝑆(𝑘𝑥
2 + 𝑘𝑦

2)𝑔
𝑆
 ] + 𝐴𝑆𝑉

− [−2𝜇𝑖𝑘𝑧
𝑆(𝑘𝑥

2 + 𝑘𝑦
2) 𝑔

𝑆
⁄  ] (Eq. B2.v) 

Pour obtenir la matrice 𝐷𝑚, il ne reste plus qu’à organiser les équations B2.q-v sous forme matricielle. La section suivante 

en donne l’expression. 
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B3. Expressions des matrices de transfert pour la formulation TH à 3D 

𝐷𝑚 = 

[
 
 
 
 
 
 
 

𝑘𝑥𝑔𝑃 𝑘𝑥/𝑔𝑃 𝑘𝑥𝑘𝑧
𝑆𝑔𝑆 −𝑘𝑥𝑘𝑧

𝑆/𝑔𝑆 𝑘𝑦𝑔𝑆 𝑘𝑦/𝑔𝑆

𝑘𝑦𝑔𝑃 𝑘𝑦/𝑔𝑃 𝑘𝑦𝑘𝑧
𝑆𝑔𝑆 −𝑘𝑦𝑘𝑧

𝑆/𝑔𝑆 −𝑘𝑥𝑔𝑆 −𝑘𝑥/𝑔𝑆

𝑘𝑧
𝑃𝑔𝑝 −𝑘𝑧

𝑃/𝑔𝑃 −(𝑘𝑥
2 + 𝑘𝑦

2)𝑔𝑆 −(𝑘𝑥
2 + 𝑘𝑦

2)/𝑔𝑆 0 0

−2𝑖𝜇𝑘𝑥𝑘𝑧
𝑃𝑔𝑝 2𝑖𝜇𝑘𝑥𝑘𝑧

𝑃/𝑔𝑃 −𝑖𝜌𝑘𝑥𝐵𝑔𝑆 −𝑖𝜌𝑘𝑥𝐵/𝑔𝑆 −𝑖𝜇𝑘𝑦𝑘𝑧
𝑆𝑔𝑠 𝑖𝜇𝑘𝑦𝑘𝑧

𝑆/𝑔𝑆

−2𝑖𝜇𝑘𝑦𝑘𝑧
𝑃𝑔𝑃 2𝑖𝜇𝑘𝑦𝑘𝑧

𝑃/𝑔𝑃 −𝑖𝜌𝑘𝑦𝐵 𝑔𝑆 −𝑖𝜌𝑘𝑦𝐵/𝑔𝑆 𝑖𝜇𝑘𝑥𝑘𝑧
𝑆𝑔𝑠 −𝑖𝜇𝑘𝑥𝑘𝑧

𝑆/𝑔𝑆
−𝑖𝜌𝐵𝑔𝑝 −𝑖𝜌𝐵/𝑔𝑃 2𝜇𝑖𝑘𝑧

𝑆(𝑘𝑥
2 + 𝑘𝑦

2)𝑔𝑆 −2𝜇𝑖𝑘𝑧
𝑆(𝑘𝑥

2 + 𝑘𝑦
2)/𝑔𝑆 0 0 ]

 
 
 
 
 
 
 

 (Eq. B3.a) 

L’expression de la matrice 𝐸𝑚 inverse est obtenue numériquement passant par une librairie symbolique. 

𝐸𝑚
−1 =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝑘𝑥

𝑘𝑠
2

𝑘𝑦

𝑘𝑠
2

𝐵

2𝑘𝑧
𝑃.𝜔2

𝑖𝑘𝑥

2𝜇𝑘𝑧
𝑃𝑘𝑠

2

𝑖𝑘𝑦

2𝜇𝑘𝑧
𝑃𝑘𝑠

2

𝑖

2𝜇.𝑘𝑆
2

𝑘𝑥

𝑘𝑆
2

𝑘𝑦

𝑘𝑆
2

−𝐵

2𝑘𝑧
𝑃.𝜔2

−𝑖𝑘𝑥

2𝜇𝑘𝑧
𝑃𝑘𝑆

2

−𝑖𝑘𝑦

2𝜇𝑘𝑧
𝑃𝑘𝑆

2

𝑖

2𝜇𝑘𝑠
2

𝑘𝑥𝐵

2𝜔2𝑘𝑧
𝑆(𝑘𝑥

2+𝑘𝑦
2)

𝑘𝑦𝐵

2𝜔2𝑘𝑧
𝑆(𝑘𝑥

2+𝑘𝑦
2)

−1

𝑘𝑠
2

𝑖𝑘𝑥

2𝜇𝑘𝑠
2(𝑘𝑥

2+𝑘𝑦
2)

𝑖𝑘𝑦

2𝜇𝑘𝑠
2(𝑘𝑥

2+𝑘𝑦
2)

−
𝑖

2𝜇.𝑘𝑧
𝑆.𝑘𝑆

2

−𝑘𝑥𝐵

2𝜔2𝑘𝑧
𝑆(𝑘𝑥

2+𝑘𝑦
2)

−𝑘𝑦𝐵

2𝜔2𝑘𝑧
𝑆(𝑘𝑥

2+𝑘𝑦
2)

−1

𝑘𝑠
2

𝑖𝑘𝑥

2𝜇𝑘𝑠
2(𝑘𝑥

2+𝑘𝑦
2)

𝑖𝑘𝑦

2𝜇𝑘𝑠
2(𝑘𝑥

2+𝑘𝑦
2)

𝑖

2𝜇𝑘𝑧
𝑆𝑘𝑆

2

𝑘𝑦

2(𝑘𝑥
2+𝑘𝑦

2)

−𝑘𝑥

2(𝑘𝑥
2+𝑘𝑦

2)
0

𝑖𝑘𝑦

2𝜇𝑘𝑧
𝑆(𝑘𝑥

2+𝑘𝑦
2)

−𝑖𝑘𝑥

2𝜇𝑘𝑧
𝑆(𝑘𝑥

2+𝑘𝑦
2)

0

𝑘𝑦

2(𝑘𝑥
2+𝑘𝑦

2)

−𝑘𝑥

2(𝑘𝑥
2+𝑘𝑦

2)
0

−𝑖𝑘𝑦

2𝜇𝑘𝑧
𝑆(𝑘𝑥

2+𝑘𝑦
2)

𝑖𝑘𝑥

2𝜇𝑘𝑧
𝑆(𝑘𝑥

2+𝑘𝑦
2)

0
]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 (Eq. B3.b) 

On donne l’expressions des termes de la matrice 𝐿𝑚 : 

(𝐿𝑚)11 =
𝑘𝑥
2

𝑘𝑆
2 [(𝑔𝑝 + 1 𝑔𝑝⁄ ) − (𝑔𝑠 + 1 𝑔𝑠⁄ )] +

𝑔𝑠+1 𝑔𝑠⁄

2
 (𝐿𝑚)12 =

𝑘𝑥𝑘𝑦

𝑘𝑆
2 [(𝑔𝑝 + 1 𝑔𝑝⁄ ) − (𝑔𝑠 + 1 𝑔𝑠⁄ )]  

(𝐿𝑚)13 = 𝑘𝑥 [
𝐵

2𝑘𝑧
𝑃𝜔2

(𝑔𝑝 − 1 𝑔𝑝⁄ ) −
𝑘𝑧
𝑆

𝑘𝑆
2 (𝑔𝑠 − 1 𝑔𝑠⁄ )] (𝐿𝑚)14 =

𝑖

2𝜇𝑘𝑆
2 [
𝑘𝑥
2

𝑘𝑧
𝑃 (𝑔𝑝 − 1 𝑔𝑝⁄ ) +

𝑘𝑠
2−𝑘𝑥

2

𝑘𝑧
𝑆 (𝑔𝑠 − 1 𝑔𝑠⁄ )]  

(𝐿𝑚)15 =
𝑖𝑘𝑥𝑘𝑦

2𝜇𝑘𝑆
2 [

1

𝑘𝑧
𝑃 (𝑔𝑝 − 1 𝑔𝑝⁄ ) −

1

𝑘𝑧
𝑆 (𝑔𝑠 − 1 𝑔𝑠⁄ )] (𝐿𝑚)16 =

𝑖𝑘𝑥

2𝜇𝑘𝑆
2 [(𝑔𝑝 + 1 𝑔𝑝⁄ ) − (𝑔𝑠 + 1 𝑔𝑠⁄ )]  

(𝐿𝑚)21 = (𝐿𝑚)12 (𝐿𝑚)22 =
𝑘𝑦
2

𝑘𝑠
2 [(𝑔𝑝 + 1 𝑔𝑝⁄ ) − (𝑔𝑠 + 1 𝑔𝑠⁄ )] +

𝑔𝑠+1 𝑔𝑠⁄

2
  

(𝐿𝑚)23 =
𝑘𝑦

𝑘𝑥
(𝐿𝑚)13 (𝐿𝑚)24 = (𝐿𝑚)15  

(𝐿𝑚)25 =
𝑖

2𝜇𝑘𝑠
2 [
𝑘𝑦
2

𝑘𝑧
𝑃 (𝑔𝑝 − 1 𝑔𝑝⁄ ) +

𝑘𝑠
2−𝑘𝑦

2

𝑘𝑧
𝑠 (𝑔𝑠 − 1 𝑔𝑠⁄ )] (𝐿𝑚)26 =

𝑘𝑦

𝑘𝑥
(𝐿𝑚)16  

(𝐿𝑚)31 = 𝑘𝑥 [
𝑘𝑧
𝑃

𝑘𝑠
2 (𝑔𝑝 − 1 𝑔𝑝⁄ ) −

𝐵

2𝜔2𝑘𝑧
𝑠 (𝑔𝑠 − 1 𝑔𝑠⁄ )] (𝐿𝑚)32 =

𝑘𝑦

𝑘𝑥
(𝐿𝑚)31  

(𝐿𝑚)33 =
𝑘𝑥
2+𝑘𝑦

2

𝑘𝑠
2 [(𝑔𝑠 + 1 𝑔𝑠⁄ ) − (𝑔𝑝 + 1 𝑔𝑝⁄ )] +

𝑔𝑝+1 𝑔𝑝⁄

2
 (𝐿𝑚)34 = (𝐿𝑚)16  

(𝐿𝑚)35 =
𝑘𝑦

𝑘𝑥
(𝐿𝑚)16 (𝐿𝑚)36 =

𝑖

2𝜇𝑘𝑠
2 [𝑘𝑧

𝑃(𝑔𝑝 − 1 𝑔𝑝⁄ ) +
𝑘𝑥
2+𝑘𝑦

2

𝑘𝑧
𝑆 (𝑔𝑠 − 1 𝑔𝑠⁄ )]  

 

 (𝐿𝑚)41 =
(−2𝑖𝜇𝑘𝑥

2𝑘𝑧
𝑃)

𝑘𝑆
2 (𝑔𝑝 − 1 𝑔𝑝⁄ ) −

𝑖

2(𝑘𝑥
2+𝑘𝑦

2)
[
𝜌𝑘𝑥

2𝐵2

𝜔2𝑘𝑧
𝑆 + 𝜇𝑘𝑦

2𝑘𝑧
𝑆] (𝑔𝑠 − 1 𝑔𝑠⁄ ) 

 (𝐿𝑚)42 = −𝑖𝑘𝑥𝑘𝑦 [
2𝜇𝑘𝑧

𝑃

𝑘𝑠
2 (𝑔𝑝 − 1 𝑔𝑝⁄ ) +

1

2(𝑘𝑥
2+𝑘𝑦

2)
(
𝜌𝐵2

𝜔2𝑘𝑧
𝑠 − 𝜇𝑘𝑧

𝑆) (𝑔𝑠 − 1 𝑔𝑠⁄ )] 

 

(𝐿𝑚)43 =
𝑖𝜇𝑘𝑥𝐵

𝜔2
[(𝑔𝑠 + 1 𝑔𝑠⁄ ) − (𝑔𝑝 + 1 𝑔𝑝⁄ )] (𝐿𝑚)44 = (𝐿𝑚)11 

(𝐿𝑚)45 = (𝐿𝑚)12 (𝐿𝑚)46 = (𝐿𝑚)31 

(𝐿𝑚)51 = (𝐿𝑚)42 (𝐿𝑚)52 =
−2𝑖𝜇𝑘𝑦

2𝑘𝑧
𝑃

𝑘𝑠
2 (𝑔𝑝 − 1 𝑔𝑝⁄ ) +

−𝑖

2(𝑘𝑥
2+𝑘𝑦

2)
(
𝜌𝑘𝑦

2𝐵2

𝜔2𝑘𝑧
𝑆 + 𝜇𝑘𝑥

2𝑘𝑧
𝑆)(𝑔𝑠 − 1 𝑔𝑠⁄ ) 

(𝐿𝑚)53 =
𝑘𝑦

𝑘𝑥
(𝐿𝑚)43 (𝐿𝑚)54 = (𝐿𝑚)12 

(𝐿𝑚)55 = (𝐿𝑚)22 (𝐿𝑚)56 =
𝑘𝑦

𝑘𝑥
(𝐿𝑚)31 

(𝐿𝑚)61 = (𝐿𝑚)43 (𝐿𝑚)62 =
𝑘𝑦

𝑘𝑥
(𝐿𝑚)43 

 

 (𝐿𝑚)63 =
−𝑖𝜌𝐵2

2𝑘𝑧
𝑃𝜔2

(𝑔𝑝 − 1 𝑔𝑝⁄ ) −
2𝜇𝑖𝑘𝑧

𝑆(𝑘𝑥
2+𝑘𝑦

2)

𝑘𝑠
2 (𝑔𝑠 − 1 𝑔𝑠⁄ ) 

 (𝐿𝑚)64 =
𝑘𝑥

𝑘𝑠
2 [

𝜌𝐵

2𝜇𝑘𝑧
𝑃 (𝑔𝑝 − 1 𝑔𝑝⁄ ) − 𝑘𝑧

𝑆(𝑔𝑠 − 1 𝑔𝑠⁄ )] 

 

(𝐿𝑚)65 =
𝑘𝑦

𝑘𝑥
(𝐿𝑚)64 (𝐿𝑚)66 = (𝐿𝑚)33 
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B4. Passage de la formulation TH à 3D à la formulation TH à 2D 

Pour assurer le passage de la formulation TH à 3D à la formulation TH à 2D, il convient en premier lieux de 

supprimer les lignes et les colonnes correspondantes au déplacement particulaire 𝑢𝑥 et à la contrainte 𝜎𝑥𝑧. On 

impose 𝑘𝑥 = 0. 

 

On a donc, 

(

 

𝑢̂𝑦
𝑢̂𝑧
𝜎̂𝑦𝑧
𝜎̂𝑧𝑧)

 =

[
 
 
 
 

𝑘𝑦𝑔𝑃 𝑘𝑦 𝑔𝑃⁄ 𝑘𝑦𝑘𝑧
𝑆𝑔𝑆 −𝑘𝑦 𝑘𝑧

𝑆 𝑔𝑆⁄

𝑘𝑧
𝑃𝑔𝑝 −𝑘𝑧

𝑃 𝑔𝑃⁄ −(𝑘𝑦
2)𝑔𝑆 −(𝑘𝑦

2) 𝑔𝑆⁄

−2𝑖𝜇𝑘𝑦𝑘𝑧
𝑃𝑔𝑃 2𝑖𝜇𝑘𝑦 𝑘𝑧

𝑃 𝑔𝑃⁄ −𝑖𝜌𝑘𝑦𝐵 𝑔𝑆 −𝑖𝜌𝑘𝑦 𝐵 𝑔𝑆⁄

−𝑖𝜌𝐵𝑔𝑝 −𝑖𝜌 𝐵 𝑔𝑃⁄ 2𝜇𝑖𝑘𝑧
𝑆(𝑘𝑦

2)𝑔𝑆 −2𝜇𝑖𝑘𝑧
𝑆 (𝑘𝑦

2) 𝑔𝑆⁄ ]
 
 
 
 

(

 

𝐴𝑃
+

𝐴𝑃
−

𝐴𝑆𝑉
+

𝐴𝑆𝑉
− )

   

Et on donne les équivalences entre les amplitudes des ondes planes exprimées en 2D et en 3D. Pour rappel, nous avions 

choisi de ne pas normaliser les vecteurs de polarisation dans nos expressions par soucis de simplification, ce qui explique 

le fait que les amplitudes des ondes planes que l’on a formulées ne sont pas strictement équivalentes. 

(

 

𝑢̂𝑦
𝑢̂𝑧
𝜎̂𝑦𝑧
𝜎̂𝑧𝑧)

 =

[
 
 
 
 

𝑘𝑦𝑔𝑃 𝑘𝑦 𝑔𝑃⁄ −𝑘𝑧
𝑆𝑔𝑆 𝑘𝑧

𝑆 𝑔𝑆⁄

𝑘𝑧
𝑃𝑔𝑝 −𝑘𝑧

𝑃 𝑔𝑃⁄ 𝑘𝑦𝑔𝑆 𝑘𝑦 𝑔𝑆⁄

−2𝑖𝜇𝑘𝑦𝑘𝑧
𝑃𝑔𝑃 2𝑖𝜇𝑘𝑦 𝑘𝑧

𝑃 𝑔𝑃⁄ 𝑖𝜌𝐵 𝑔𝑆 𝑖𝜌 𝐵 𝑔𝑆⁄

−𝑖𝜌𝐵𝑔𝑝 −𝑖𝜌 𝐵 𝑔𝑃⁄ −2𝜇𝑖𝑘𝑧
𝑆𝑘𝑦𝑔𝑆 2𝜇𝑖𝑘𝑧

𝑆 𝑘𝑦 𝑔𝑆⁄ ]
 
 
 
 

(

 
 

𝑎𝑝
+ = 𝐴𝑃

+

𝑎𝑃
− = 𝐴𝑃

−

𝑎𝑆
+ = −𝑘𝑦𝐴𝑆𝑉

+

𝑎𝑆
− = −𝑘𝑦𝐴𝑆𝑉

−

)

 
 

  

On retrouve bien l’expression de la matrice 𝐷𝑚 de la formulation de TH à 2D. 
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Titre : Modélisation modale de la transduction de patch magnétostrictif pour le rayonnement d’ondes élastiques 

guidées en vue du contrôle de santé intégré de structures fines. 

Mots clés : Patch magnétostrictif, Ondes guidées, Ondes élastiques, CND, SHM, modélisation modale, 

transduction 

Résumé (1700-4000 carac) :  

Les patchs magnétostrictifs qui sont des transducteurs électro-acoustiques permettant d’émettre et de recevoir 

des ondes élastiques dans les matériaux solides offrent une alternative particulièrement prometteuse par 

comparaison avec les transducteurs piézoélectriques, notamment en ce qui concerne la génération d’ondes 

élastiques guidées et spécifiquement pour leur utilisation en contrôle santé intégré. Par définition, un patch 

magnétostrictif est constitué d’une fine bande d’un matériau magnétostrictif couplée à la pièce dans laquelle 

sont créées des ondes élastiques. En outre, cette bande est magnétisée ou pré-magnétisée et excitée par une 

bobine dans laquelle circule un courant haute-fréquence. La conception de la géométrie de la bobine ainsi que 

la manière dont est magnétisée la bande et le choix du domaine fréquentiel d’excitation aident à créer différentes 

sources mécaniques dynamiques à la surface de la pièce. 

Ce travail de thèse propose un modèle global de l’ensemble des phénomènes multi-physiques mis en jeu dans 

la transduction des patchs magnétostrictifs, le but étant de créer un outil de simulation opérationnel pour 

optimiser les paramètres servant à créer les ondes guidées sélectionnées au sein de la plaque tels que les ondes 

de Lamb ou les ondes transverses de cisaillement à polarisation horizontale. Plus précisément, cette recherche 

s’intéresse à différents aspects, c’est-à-dire à la création des sources électro-magnéto-élastiques dans la bande 

magnétostrictive, aux ondes que ces sources créent et qui se propagent au sein du patch magnétostrictif et enfin 

aux ondes guidées rayonnées dans la pièce. Au niveau de la méthodologie choisie, le modèle global est 

développé suivant une approche modale et selon une stratégie optimale visant à minimiser les calculs 

numériques. Aussi, de nouveaux modèles d’interfaçage sont élaborés et adaptés afin d’assurer le couplage entre 

deux modèles existants développés au laboratoire, l’un, non-modal, dédié à la transduction électro-magnéto 

acoustique en milieu ferromagnétique, l’autre, modal, consacré au rayonnement d’ondes guidées par une source 

de contrainte à la surface d’une pièce. Le simulateur qui en résulte peut alors être exploité de façon intensive 

comme cela est requis dans le cadre de travaux de conception de sources ultrasonores pour une application 

donnée. 

Dans la construction du modèle global de transduction d’ondes guidées par un patch magnétostrictif, différentes 

hypothèses et approximations sont proposées. Afin de vérifier leur pertinence et leur précision, chacune fait 

l’objet d’une analyse et d’une vérification détaillée. Le modèle global fait également l’objet de validations 

théoriques et expérimentales puisque l’on confronte systématiquement les résultats obtenus avec soit des 

simulations par éléments finis, soit des mesures. L’ensemble de ces comparaisons démontre la capacité du 

simulateur à traiter des configurations très variées. 
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Title: Modal modelling of transduction by magnetostrictive patch for elastic guided wave radiation in structural 
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Sumary (1700-4000 carac):  

Magnetostrictive patches, which are electro-acoustic transducers making it possible to emit and receive elastic 

waves in solid materials, offer a promising alternative to piezoelectric transducers, in particular with regard to 

the generation of guided elastic waves and specifically for their use in structural health monitoring. A 

magnetostrictive patch consists of a thin strip of magnetostrictive material coupled to the part in which elastic 

waves are to be generated. In addition, this strip is magnetized or pre-magnetized and excited by a coil in 

which a high-frequency current flows. The design of the coil geometry as well as the way the strip is 

magnetized and the choice of the excitation frequency range help to generate different dynamic mechanical 

sources at the piece surface. 

This thesis work proposes a global model of all the multi-physical phenomena involved in the transduction of 

magnetostrictive patches, the goal being to create an operational simulation tool to optimize the parameters 

used to selectively generate guided waves in a plate such as Lamb waves or horizontally polarized shear 

waves. More precisely, this research is interested in different aspects, i.e. the creation of electro-magneto-

elastic sources in the magnetostrictive strip, the waves that these sources create and that propagate within the 

magnetostrictive patch and finally to the guided waves radiated into the piece. The global model is developed 

according to a modal approach and according to an optimal strategy aimed at minimizing numerical 

calculations. New models are developed to ensure the chaining of two existing models developed in the 

laboratory, one, non-modal, dedicated to electro-magneto-acoustic transduction in a ferromagnetic medium, 

the other, modal, devoted to the radiation of guided waves by a source of stress at the surface of a part. The 

resulting simulator can then be used intensively as required in the context of ultrasonic source design work for 

a given application. 

In deriving the global transduction model of guided waves by a magnetostrictive patch, different assumptions 

and approximations are made. In order to verify their relevance and accuracy, each of these assumptions is 

subject to detailed analysis and verification. The global model is also the subject of theoretical and 

experimental validations since the results obtained are systematically compared with either finite element 

simulations or measurements. Taken together, these comparisons demonstrate the simulator's ability to deal 

with a wide variety of configurations. 

 


