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Chapitre 1

Introduction

1.1 Contexte de la these

Les applications collaboratives facilitent 1’échange d’informations et le travail entre
différentes parties. Au cours du temps, les usages ont évolué avec les progres techniques
et le développement d’internet. Ainsi, les utilisateurs peuvent éditer localement un
document, mais aussi collaborer en temps réel avec d’autres utilisateurs. Des suites
d’applications web collaboratives comme Google Suite ou Office 365 (de Microsoft)
permettent d’éditer simultanément un document. Les utilisateurs peuvent ainsi apporter
des modifications au document et percevoir en temps réel celles des autres collaborateurs.
Ces applications démocratisent l'usage des outils de collaboration dématérialisés et
permettent de s’affranchir des contraintes géographiques et temporelles (collaborations
asynchrones).

La majeure partie de ces applications reposent sur un systeme centralisé. L’ensemble
des fonctionnalités telles que la communication entre les collaborateurs ou encore
la persistance des documents sont assurées par un seul et méme acteur central.
Cette configuration souleve plusieurs problemes, le premier porte sur la capacité du
systeme a passer a l’échelle, c¢’est-a-dire a supporter un grand nombre d’utilisateurs
simultanément [21]. Cette situation peut se produire lorsqu’un grand nombre de personnes
souhaite éditer un document dans le méme laps de temps. La limite ne réside pas tant
dans la capacité de l'infrastructure a supporter une telle charge, mais dans la maitrise
de son cotit. Déployer une infrastructure technique puissante pour des fournisseurs de
services comme Google ou Microsoft n’est pas un probleme, mais le faire pour un grand
nombre de documents reviendrait & faire exploser les cofits de production. A cette premiére
problématique s’ajoute une seconde, qui, porte sur des considérations liées a la sécurité
des données et a la préservation de la vie privée. L’utilisateur n’a aucun controle sur
la fagon dont les données qu’il fournit sont stockées, sécurisées ni méme qui peut y
avoir acces. D’autant que les géants du web (les GAFAM) sont régulierement la cible
d’attaques informatiques conduisant parfois a la fuite de données personnelles. De plus,
certaines plateformes sont accusées de collusion avec des gouvernements étrangers et sont
suspectées d’ouvrir leurs bases de données a des agences gouvernementales. Ces deux
derniers constats menacent a la fois les données personnelles des individus, mais aussi
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la souveraineté des entreprises et des administrations qui n’ont plus la maitrise de leurs
données.

Les problemes énoncés sont intrinsequement liés au caractere centralisé des
applications collaboratives que mnous venons de citer. L’adoption d'un autre type
d’architecture décentralisé s’avere étre une solution qui permet de ne plus se reposer
sur ces silos d’'information. Une telle solution implique que tous les utilisateurs sont
directement interconnectés, ils peuvent alors échanger directement et librement avec les
autres collaborateurs sans avoir a faire appel a un service tiers dont ils n’ont pas la
maitrise [75]. Des technologies comme I’APT WebRTC [26] permettent par exemple a deux
applications web de communiquer directement a travers un lien pair-a-pair. Les données
peuvent alors étre stockées localement ce qui favorise la préservation de la vie privée.
Lorsque le nombre de collaborateurs devient tres important, il est possible de reposer sur
d’autres topologies qui visent a réduire le nombre de connexions entre les pairs tout en
assurant la délivrance des messages & terme [73].

Les applications collaboratives pair-a-pair ouvrent donc la voie vers de nouveaux
usages et surtout de nouvelles fagons de communiquer plus proches des liens sociaux
tissés par les individus.

Le cas d’usage le plus commun implique des collaborateurs appartenant a la méme
organisation, ou du moins au méme cercle de confiance. Dans ce cas de figure, nul besoin
d’appliquer une quelconque forme de contrdle sur les échanges. Les collaborateurs sont
libres d’établir des connexions comme ils I’entendent et d’échanger a leur guise. Qu’en
est-il lorsque plusieurs organisations collaborent entre elles ?

Dans certaines situations, il arrive que les membres de plusieurs organisations soient
amenés a travailler ensemble pour répondre a des problématiques complexes ou de grande
envergure. Prenons comme premier exemple, le Groupe d’experts intergouvernemental sur
I'évolution du climat (GIEC) [20] qui réunit des experts et chercheurs du monde entier (195
pays) pour établir un consensus scientifique sur I'impacte du réchauffement climatique
dfi aux activités humaines. A une échelle un peu moins importante, différents acteurs
s'investissent pour mettre en place des initiatives de conservation de l’environnement
pour des zones géographiques vastes telles que “The Yellowstone to Yukon Conservation
Initiative (Y2Y)” ou la réserve Fitz-Stirling [39] (au sud-ouest de I’Australie). D’autres
initiatives réunissant des institutions publiques et des acteurs économiques cherchent
quant a elles & accroitre le développement économique d’une région [62]. L’affaire des
“Panama Papers” [52] qui a éclaté au grand jour en avril 2016 est le fruit du travail conjoint
de nombreux journalistes a travers le monde. Plus d’une centaine de médias appartenant
au consortium international des journalistes d’investigation se sont coordonnés pour
traiter le grand volume de données qui a fuité (2,6 Téraoctets). Au-dela de cet effort
de coordination, les journalistes impliqués ont dii prendre beaucoup de précautions pour
ne pas compromettre leur source ni éveiller les soupcons des personnes incriminées. Enfin,
dans un tout autre registre, les entreprises construisent souvent des partenariats avec
d’autres acteurs ayant des compétences ou expertises complémentaires pour répondre
a des projets de grande ampleur. En somme, dans tous ces exemples, des individus
appartenant a différentes organisations collaborent pour a terme, atteindre un objectif
commun. Nous emploierons ici le terme de collaboration inter-organisationnelle pour
désigner ces différentes situations.



1.2. Motivations

1.2 Motivations

Les collaborations inter-organisationnelles ont été le point de départ de ce travail
de these. Ce terme “collaboration inter-organisationnelle” désigne tres largement une
situation ou plusieurs groupes d’individus échangent et coproduisent des informations
et des données. A Dorigine, nous avions envisagé comme cas d’usage : la fédération
d’organisations. C’est-a-dire I'union d’individus appartenant a différentes organisations
et qui cherchent a atteindre un objectif commun. C’est un cas d’usage qui s’applique tres
aisément aux entreprises et administrations et qui s’illustre parfaitement a travers des
projets interentreprises et interadministrations. L’objectif est de développer une approche
pair-a-pair en mesure de supporter ce type de collaboration.

. Organisation 1

: Organisation 2
Organisation 3 .~

() (b)

FIGURE 1.1 — Scénarios de collaboration

Comme nous ’avons fait remarquer dans la présentation du contexte, les collaborations
inter-organisationnelles couvrent un large spectre de collaborations. Ce sont finalement,
autant de manieres de collaborer, d’interagir et d’échanger de I'information. Nous pouvons
facilement imaginer que les chercheurs du GIEC n’interagissent pas de la méme maniere
avec leurs pairs que le font les journalistes de I'International Consortium of Investigative
Journalists (ICLJ) avec leurs homologues en pleine investigation. Et ce pour de multiples
raisons, les enjeux ne sont pas les mémes, la nature du travail, la confiance et le niveau de
confidentialité non plus. Ces facteurs ont un impact sur la structure sociale qui sous-tend
de telles collaborations et qu’il faut prendre en compte. Les interactions entre les individus
ont une place centrale dans la collaboration, puisqu’elles facilitent et conditionnent a la fois
les échanges entre les parties prenantes [39, 62]. Cette pluralité des cas d’'usage souleve des
questions sur le partage des données et le controle appliqué a ces dernieres. Nous pouvons
envisager différents scénarios de collaboration inter-organisationnelle pour illustrer notre
propos. Par exemple, dans les cas d’une collaboration interentreprises, nous supposons que
chaque organisation (entreprise) doit controler les échanges sortants pour prévenir de toute
divulgation d’informations sensibles. Ce premier exemple est illustré par la Figure 1.1(a).
Nous remarquons ainsi que certains individus centralisent l'information avant de la
distribuer aux autres acteurs extérieurs a ’organisation. Ces derniers appliquent donc une
forme de controle sur les échanges inter-organisationnels. Il peuvent également étre pergus



Chapitre 1. Introduction

comme des points de défaillance. S’ils venaient & partir, ces individus mettraient en péril la
collaboration. La collaboration inter-organisationnelle est ainsi ancrée dans une structure
préétablie, reflétant les contours des organisations et pouvant aller jusqu’a s’articuler
autour d'une structure hiérarchique. Ce premier scénario rejoint assez intuitivement la
représentation que l'on peut se faire d'une fédération d’organisations. Inversement, nous
pouvons envisager un scénario ou les collaborateurs échangent directement avec leurs
interlocuteurs, peu importe leur affiliation. Dans ce second cas de figure, le controle sur
les échanges est amoindri a I’échelle des organisation et peut conduire a de la divulgation
d’informations sensibles. En revanche, les collaborateurs détiennent la pleine maitrise de
leurs données et leurs échanges. Ce second scénario est illustré par la Figure 1.1(b). [l n’y
a plus ici de frontiéres entre les organisations. Les connexions entre les parties prenantes
illustrent la structure sociale établie par les collaborateurs.

Organisation 2

Organisation 1

(a) (b)

FI1GURE 1.2 — Topologies pair-a-pair

L’agencement des interactions sociales est une source d’informations précieuse et
pertinente pour déterminer quelle forme de topologie pair-a-pair serait en mesure de
supporter les communications entre les collaborateurs. En fonction des configurations
observées, nous pourrions méme nous interroger sur la pertinence d’'un modele totalement
distribué (i.e. pair-a-pair) pour les collaborations inter-organisationnelles. C’est par
exemple le cas lorsque quelques individus jouent le réle de régulateurs et centralisent
I'information. Une premiere option envisageable pourrait étre d’adopter une solution
pair-a-pair hybride, composée de “super-pairs” [107]. Ces super-pairs sont des serveurs
ou des pairs particuliers ayant de plus grandes capacités de calcul ou de stockage. Ils se
positionnent ici a l'interface des organisations et agissent comme des passerelles vers les
autres organisations. Cette topologie est présentée par la Figure 1.2(a). Le contrdle sur
les échanges et la disponibilité des ressources sont délégués aux super-pairs (représentés
pas les cylindres dans la figure). Tous les pairs sont directement connectés au super-pair
et communiquent directement par le biais de ce dernier. Nous retrouvons ici de nombreux
aspects des architectures centralisées, notamment leurs inconvénients : les super-pairs
sont des points de défaillance, les utilisateurs perdent une partie de la maitrise de leurs
données ... Par ailleurs, ce type de topologie n’est pas adapté a des collaborations moins
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structurées, des collaborations ad hoc par exemple. Une alternative est alors de considérer
directement la structure sociale comme topologie. C’est une approche déja utilisée par
certaines applications pair-a-pair, notamment, certains réseaux sociaux distribués ou
Distributed Online Social Networks (DOSNs) [23]. Les DOSNs sont des applications qui
visent a reproduire les fonctionnalités des réseaux sociaux conventionnels (Facebook,
Twitter ...) tout en reposant sur un paradigme de communication pair-a-pair. Dans ce
contexte, la dimension sociale est également tres importante. S’appuyer sur la structure
sociale pour construire directement la topologie pair-a-pair permet de tirer pleinement
parti de certaines propriétés comme la confiance entre les pairs [31]. En considérant
que les individus sont exclusivement connectés a d’autres individus de confiance, nous
pouvons aisément préserver la vie privée et limiter la fuite d’informations sensibles. Cette
seconde proposition semble étre plus alignée avec la philosophie pair-a-pair, qui cherche
en substance a redonner le contrdle a 'utilisateur.

Nous avons finalement peu d’informations sur la maniere dont les individus échangent
réellement dans le cadre d’une collaboration inter-organisationnelle. Il semble difficile de
faire un choix parmi les différentes hypotheses que nous avons émises, sans que celui-ci soit
arbitraire. Ce qui nous conduit a considérer 1’étude des intéractions sociales comme un
préambule nécessaire a la mise en place d'une approche pair-a-pair pour les collaborations
inter-organisationnelles.

1.3 Problématique

Nous cherchons a comprendre la maniére dont les individus échangent et interagissent
entre eux. Ce qui s’illustre plus formellement par la distribution des liens entre ces
individus. L’objectif de ce travail de these est de développer une approche permettant
d’analyser la structure des interactions. A partir d’exemples réels de collaborations, nous
souhaitons caractériser la présence et 'agencement des liens entre les collaborateurs. Cette
caractérisation doit étre le point de départ qui renseigne sur la nature d’une topologie
pair-a-pair a méme de supporter les collaborations inter-organisationnelles.

Les exemples de collaboration que nous observons sont représentés sous la forme d’un
graphe social. Les nceuds de ce graphe sont des individus et une aréte relie deux individus
qui ont collaboré. Nous voulons proposer une approche capable d’évaluer la propension
d’occurrence des motifs d’interactions dans les graphes sociaux observés.

Cette problématique s’articule autour de trois aspects. Le premier aspect concerne
la modélisation : que souhaitons-nous observer dans le graphe social? Et comment ?
L’extraction d’informations a partir d’'un graphe nécessite avant toute chose de définir
les motifs d’interactions que nous souhaitons mesurer, I'information elle-méme en somme.
Ces motifs doivent prendre en compte la dimension organisationnelle qui joue un
role important dans le contexte d’étude. Il s’agit ici de représenter une structure
organisationnelle “simple” ou les individus sont tous affiliés a une et une seule organisation.
Enfin, les motifs pris en compte doivent renseigner sur la nature de la topologie pair-a-
pair. La problématique générale porte sur 1’évaluation des propensions d’occurrence des
motifs d’interactions dans les graphes et suggere 1'usage d’une approche stochastique
pour y répondre. De cette maniere, 'occurrence d’'un motif d’interaction, de méme que le
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graphe social observé, est vue comme la réalisation d’un processus stochastique. Il s’agit
donc ici de développer un modele stochastique intégrant la dimension organisationnelle
et permettant d’évaluer la propension d’occurrence de motifs d’interaction utiles a la
caractérisation des collaborations dans un contexte pair-a-pair.

Le second aspect porte sur l'estimation du modele : a partir d'un graphe observé,
comment estimer les propensions d’occurrence des motifs pris en compte par le modele ?
L’espace d’états des graphes explose a mesure que la taille du graphe augmente. Ce
qui rend l'estimation directe d’'un modele stochastique (pour les graphes) difficile, voire
impossible, dans de nombreux cas. Une solution envisageable est d’approcher cette
estimation. L’objectif ici est de proposer une méthode d’inférence permettant d’approcher
au mieux la vraie estimation et de déterminer I'incertitude autour de cette approximation.

En somme, ce travail vise a développer une approche stochastique permettant de
déduire des propriétés morphologiques des graphes d’interactions.

La finalité de ce travail est d’appliquer I'approche de modélisation et d’inférence que
nous avons développée dans les deux premiers points sur un exemple réel. Il existe d’ores
et déja des exemples de collaborations dites auto-organisées dans le monde réel. C’est-
a-dire des collaborations implicites qui se sont organisées par la force des choses, dans
un contexte donné. L’objectif recherché est d’exploiter ces exemples de collaboration a
travers 'approche de modélisation et d’inférence. Ainsi, nous pouvons mieux comprendre
la maniere dont les individus ont échangé dans ce contexte et déduire des propriétés de la
topologie. Nous envisageons aussi d’observer I’évolution des motifs d’intéractions au cours
du temps en nous appuyant sur des données longitudinales.

1.4 Organisation du document

Le manuscrit est organisé de la maniere suivante. Le Chapitre 2 introduit les
problématiques et les enjeux liés a la modélisation structurelle de graphes sociaux. Nous y
présentons une famille de modeles stochastiques : les Fxponential Random Graph Models
(ERGMs), tres largement utilisée pour ce type de problemes. L’estimation de ces modeles
pose néanmoins certaines difficultés, nous présentons certaines stratégies permettant de
les contourner.

Dans le Chapitre 3, nous développons I'approche de modélisation et d’inférence
que nous proposons pour répondre a la problématique. Cette approche s’inscrit dans
la famille des ERGMSs, mais s’inspire aussi de la modélisation de processus spatiaux.
Notre modele integre la dimension organisationnelle en distinguant différents types de
liens : les liens inter-organisationnels et les liens intra-organisationnels. Nous utilisons un
algorithme d’inférence bayésienne pour répondre aux difficultés relatives a I'estimation
des parametres. Cette approche est démontrée sur des modeles simples pour valider la
procédure d’estimation des parametres.

Dans le Chapitre 4, nous mettons en ceuvre ’approche sur un exemple concret de
collaboration inter-organisationnelle : les collaborations initiées par les chercheurs d'un
laboratoire. A partir des données bibliographiques disponibles sur I’archive ouverte HAL,
nous avons pu tracer le graphe de collaborations des chercheurs qui sous-tend l'activité
de publications scientifiques (Figure 4.2). Notre approche permet notamment d’identifier
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la faible propension d’occurrences des liens inter-organisationnels dans ces collaborations.
Ce qui peut a la fois témoigner d’une faible tendance générale a collaborer avec d’autres
laboratoires, mais peut aussi révéler certaines faiblesses dans ces collaborations.

Nous montrons par ailleurs dans ce travail que notre approche, initialement dédiée a
I’étude des collaborations inter-organisationnelles, peut aisément s’appliquer a d’autres
contextes. Nous prenons comme second exemple dans le Chapitre 5, les interactions entre
les éleves de différentes classes d’une école primaire. L’approche permet de mettre en
évidence la maniere dont les éleves interagissent au sein de leur classe et les éleves des
autres classes. Ce qui présente notamment un intérét pour 1’étude de la propagation d’'un
virus en milieu scolaire. Dans ce chapitre, nous proposons également une stratégie de
parallélisation de ’algorithme de simulation (I’échantillonneur de Gibbs). Cette stratégie
vise a étendre la capacité de ’algorithme d’estimation des parameétres du modele, a traiter
des graphes de taille importante?. Nous présentons une évaluation empirique de cette
stratégie de parallélisation.

Nous faisons le bilan et la syntheése des contributions proposées par ce travail de these
dans le Chapitre 6. Nous présentons les limites de notre approche et les perspectives
envisageables.

2. 5000 individus au sein d’une organisation et 5000 individus extérieurs a 1’organisation
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Chapitre 2. Fondements techniques

2.1 Modélisation structurelle des graphes et ses
enjeux

Les graphes ou réseaux sont des objets mathématiques tres souvent utilisés pour
représenter des relations qu’elles soient entre des individus, des molécules, des astres ou
tout autre agent interagissant avec d’autres agents [10]. C’est de ce fait une représentation
abstraite tres flexible qui s’adapte a de nombreux objets du monde réel. Depuis quelques
années, 1’étude structurelle de réseaux a fait I'objet de nombreux travaux de recherche
notamment dans le domaine de la bio-informatique, de la cosmologie ou encore des sciences
sociales et de la théorie du management [3].

Nous nous intéressons plus ici aux réseaux représentant des structures sociales que
'on nomme également réseaux sociaux (& ne pas confondre avec les applications comme
Facebook) et considérons ainsi un ensemble d’individus potentiellement reliés les uns aux
autres par des liens relationnels.

Nous pouvons prendre comme exemple des réseaux sociaux représentant des
collaborations entre des individus. Collaborer et mettre en commun ses connaissances et
ses forces s’avere étre trés souvent une nécessité pour répondre a des enjeux majeurs.
Que ce soit pour résoudre des problématiques environnementales [12, 20, 39, 38] ou
économiques [62] les parties impliquées s’allient, se structurent et s’interconnectent pour
a terme mettre en ceuvre des solutions. L’étude des collaborations permet entre autres
choses de mieux comprendre les mécanismes favorisant les échanges entre les parties, mais
aussi d’identifier les faiblesses et les dépendances qui pourraient mettre en péril de telles
entreprises. Etendre la compréhension de ces réseaux de collaboration, c’est se donner la
possibilité de les améliorer et de les rendre plus efficaces et résilients [77, 79].

Pour étudier ces réseaux, nous faisons appel a la théorie des graphes [103]. Nous
considérons ici que les graphes constituent une représentation formelle des réseaux au
sens général du terme. Les nocuds du graphe symbolisent les individus ou des groupes
d’individus, et les arétes sont des relations binaires, représentant les liens sociaux sociaux
tissés entre ces derniers.

On désigne généralement un graphe G par la notation :

g, &),

ou V et £ sont respectivement ’ensemble des noeuds et I'ensemble des arétes. La taille
du graphe correspond au nombre de nceuds qui le composent soit N = |V|, de la méme
maniere, nous définissons le nombre d’arétes par E = |£].

En complément de cette notation, la matrice d’adjacence est trés souvent utilisée
pour représenter plus en détail la structure relationnelle décrite par le graphe. La matrice
d’adjacence est une matrice carrée, binaire, de taille N x N :

y= {yi,j € {0, 1}} )

0<i,j<N
ou y; ; désigne 'aréte entre les noeuds ¢ et j de telle sorte que :

yi; = 1, désigne l'existence de I'aréte entre les nceuds 7 et j.
y;; = 0, désigne 'absence de I'aréte entre les nceuds i et j.
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Cela revient a considérer pour un graphe dirigé, 'ensemble des arétes activées dans la
matrice d’adjacence : € = {(7,7),¥i; = 1}o<ij<n. Notons par ailleurs que pour un graphe
non-dirigé la matrice d’adjacence est symétrique telle que : y; ; = y;;. Que ce soit pour des
graphes dirigés ou non dirigés, nous faisons ’hypothéese que les extrémités d’une aréte sont
deux nceuds distincts, nous considérons donc que la diagonale de la matrice d’adjacence
est nulle :

0 Y1,2 o Yi,N—1

Y21 0 Y N-1
Y= . . . )
YnN-11 YN-12 - 0

Les graphes illustrant des comportements sociaux réels peuvent étre des sources d’in-
formations riches pour mieux comprendre les tendances comportementales individuelles
ou collectives qui sous-tendent la création des liens. Des approches descriptives consistant
a mesurer certaines métriques comme les mesures de centralité, la densité, le rayon, le de-
gré moyen etc. permettent de quantifier certains phénomenes sociaux [18, 103]. Elles sont
cependant limitées lorsqu’il s’agit d’identifier des processus complexes a 1’origine méme
de la formation du graphe social. La création d’un lien n’est généralement pas due au
pur hasard, mais reflete des tendances comportementales complexes liées notamment a la
présence d’autres liens sociaux dans le graphe. De plus, les tendances comportementales
ne sont pas invariantes. Si nous observons par exemple chez un grand nombre de sujets
une propension a tisser des liens réciproques avec autrui, cette tendance ne se vérifiera pas
pour tous les sujets. Cette composante “chaotique” dans le processus de formation des
liens [105] motive I'adoption d’une autre approche considérant le graphe observé comme
une réalisation d’un processus stochastique. Le graphe observé est un graphe aléatoire
qui représente donc une configuration particuliere d’arétes parmi ’ensemble des graphes
possibles. Chaque aréte possible du graphe est une variable aléatoire binaire, notée Y; ;
dont la réalisation Y; ; = y; ; résulte d’'un processus stochastique.

Les processus conduisant a la formation de liens dans le graphe peuvent étre
caractérisés par des structures locales. Prenons par exemple le cas illustré par la Figure 2.1.
Deux individus, Alice et Charlie entretiennent tous les deux un lien d’amitié (matérialisé
par les deux traits pleins) avec Bob. C’est une configuration particuliere qui du fait
que Alice et Charlie partagent tous les deux une connaissance commune (Bob), peut
favoriser la création d’un lien d’amitié entre ces deux individus (matérialisé par un trait
en pointillé). Cette tendance illustre en d’autres termes I'adage : “les amis de mes amis
sont mes amis” [92]. L’apparition d’un lien entre Alice et Bob fait alors émerger une
structure en “triangle”. La prépondérance de structures en triangle dans un graphe social
pourrait alors renseigner sur la généralisation de cette tendance comportementale a une
population donnée.

Bien que dans les faits ce type de comportement puisse faire émerger des structures
triangulaires, 'approche adoptée reste toutefois peu réaliste pour ’étude globale d'un
graphe. D’une part, parce que la présence de triangles peut étre due a d’autres
facteurs comme une simple inclination a créer un grand nombre de liens avec d’autres
individus. D’autre part parce que les processus sociaux influencant 1’émergence des
liens, sont tres souvent couplés entre eux et imbriqués. Il n’est donc pas réaliste de les
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étudier indépendamment. La modélisation structurelle des graphes apparait donc comme
complexe.

N

Alice e, Charlie

FIGURE 2.1 — Graphe représentant des liens d’amitié entre Alice, Bob et Charlie. (Les
traits pleins représentent les liens existants, la ou les pointillés symbolisent les liens
hypothétiques)

2.2 Les Exponential Random Graph Models

2.2.1 Forme générale du modele

Les Ezponential Random Graph Models sont une famille de modeles tres souvent
utilisés pour la modélisation structurelle des graphes. C’est une classe de modeles
pertinente au regard des remarques précédemment énoncées. Les ERGMs s’inscrivent
en effet dans le cadre conceptuel selon lequel le graphe observé est le produit de
I’émergence de structures locales comme les triangles vus précédemment. Comme souligné
par WASSERMAN et PATTISON [104], cette famille peut inclure une variété importante
de structures locales et permet ainsi de tester un grand nombre d’hypotheses sur les
processus sociaux sous-jacents. De plus, autour de cette famille de modeles s’est développé
un ensemble d’outils [13, 50, 64] popularisant les ERGMs au-dela des communautés de
mathématiques appliquées et de statistiques spatiales.

La forme générale de ce type de modele s’exprime sous la forme d’une probabilité
d’existence d’une réalisation d'un graphe aléatoire y conditionnellement a ’ensemble des
parametres # régissant ce modele :

o exp(Ul0)  exp((0,t(y))  exp(X0iti(y))
PV =yll)=—"v " == @~ ae)

ou la fonction U se nomme la fonction d’énergie et (-,-) est le produit scalaire. Le
graphe observé est décrit au travers du vecteur des statistiques suffisantes ¢(y). A chaque
configuration (ou structure locale) considérée est associée une statistique ¢;(y) qui donne
le nombre de fois ou elle apparait dans le graphe. Chaque statistique est pondérée par
un parametre 6; € 6. L’interprétation des résultats peut s’apparenter a celle d'une
régression linéaire. Les statistiques peuvent étre vues comme des variables explicatives
et les parametres qui les ponderent renseignent sur leur présence dans le graphe observé.
Si le parametre 6; est positif, cela implique que la structure locale comptabilisée par
la statistique t;(y) a plus de chance de se réaliser que par pur hasard. A Dlinverse, un
parametre négatif informe sur le fait que la structure locale associée a moins de chance

(2.1)

12



2.2. Les Fxponential Random Graph Models

d’exister que par pur hasard. En substance, le modéle (et ses parametres) renseigne donc
sur la présence de structures locales dans un graphe et donc de I'impact des processus
sociaux sous-jacents qui ont engendré ce graphe. Il reste a présent a définir quelles sont
les structures locales que nous pouvons prendre en compte dans le modele et ce qu’elles
représentent du point de vue la modélisation des interactions. Ces points sont développés
dans la Section 2.2.2.

Une constante de normalisation x(f) est placée au dénominateur (2.1) pour garantir
que la valeur de la probabilité P(Y = y|0) est inférieure a 1. Cette constante de
normalisation représente toutes les configurations possibles du graphe pour une taille
fixée et peut s’exprimer ainsi :

K(0) = D exp(U(yl0)), (2.2)

yey
ou Y décrit I'espace des configurations. Pour un graphe y de taille définie, ’espace des
configurations ) comprend tous les graphes de méme taille, qu’il est possible d’engendrer :
du graphe sans aucune aréte au graphe complet et toutes les configurations intermédiaires
possibles. La constante x(6) est numériquement difficile voire impossible & calculer du fait
de la taille de )Y, et ce, méme pour des graphes de taille raisonnable. Le nombre de

configurations d’arétes pour un graphe non dirigé de taille n est 2(3) ce qui représente
pour un graphe de 10 noeuds (un graphe de taille trés modeste) plus de 10 configurations
possibles, un ordre de grandeur comparable au nombre de galaxies recensées dans I'univers
(entre 1000 et 3000 milliards [19]).

2.2.2 Des hypotheses de dépendance a la configuration du
modele

Comme nous ’avons souligné précédemment, la création d’un lien entre deux individus
n’est généralement pas due au hasard et peut dépendre de la présence d’autres liens dans le
graphe. Ces dépendances refletent les tendances comportementales que nous souhaitons
modéliser. Une fois les hypotheses de dépendances formulées, nous pouvons définir les
structures locales qui composent notre modele. Les structures locales sont en effet les
configurations d’arétes qui sont interdépendantes au regard des hypotheéses considérées.

En termes généraux, l'apparition d’un lien dans un graphe est par conséquent
conditionnée par toutes les arétes du reste du graphe. D’une maniere plus formelle nous
pouvons exprimer cette probabilité de réalisation d’une aréte (i, j) ainsi :

P(Yi,j = yi,j‘Yfi,j = Y—ij, e)a (2-3)

ou y_; ; représente I’ensemble des autres arétes observées. Il n’est bien sfir pas réaliste
de conditionner I'apparition d’une aréte au reste du graphe, cela reviendrait a prendre
en compte un trop grand nombre de structures locales. Nous ferions face aux mémes
limites combinatoires que celles observées pour le calcul de la constante de normalisation.
Nous devons donc formuler des hypotheses de dépendances cohérentes et réalistes au
regard des processus sociaux étudiés, mais aussi assez raisonnables pour que le nombre
de configurations a considérer ne soit pas trop important.
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Plus il y a de dépendances entre les liens, plus la probabilité de réalisation d’un
graphe sera difficile a calculer. Cela se vérifie méme pour deux arétes. Si deux arétes
distinctes sont indépendantes, cela signifie que I’apparition de I'une ne dépend aucunement
de I'état de 'autre aréte. En d’autres termes, la probabilité que ces deux arétes existent
(probabilité jointe) se réduit au produit des deux probabilités d’existence. Dans 'autre cas,
la probabilité jointe et plus difficile a calculer et dépend des hypotheses de dépendances
formulées.

Le choix des hypotheses de dépendances est une étape préliminaire cruciale puisqu’elle
permet de faire le lien entre le réel, les comportements et phénomenes sociaux étudiés et
la modélisation, les structures locales comptabilisées par les statistiques suffisantes (2.1).
Nous présentons ici les hypotheses de dépendance les plus connues et les configurations
de modeles associées.

Hypothéese de Bernoulli

Chronologiquement la premiere hypothese de dépendance est 'hypothese de Bernoulli.
C’est en réalité une hypothese d’indépendance, puisque cette hypothese considere les
arétes comme des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées dans
le graphe aléatoire. A la maniére d’un lancé de pidce, lexistence d’une aréte dépend
uniquement d’une probabilité p(Y;; = 1|¢). Les modeles adoptant cette hypothese se
rapprochent d’ailleurs du modele de Erdés—Rényi [25] qui, de maniére identique, construit
le graphe en sélectionnant uniformément et avec une probabilité p définie ’ensemble des
arétes existantes.

La forme générale du modele de Bernoulli revient a considérer uniquement comme
structure locale les arétes elles-mémes et peut s’écrire de cette maniere :

exp(0LL(y))
K(O)

L’unique statistique suffisante L(y) donne le nombre d’arétes dans le graphe et
s’exprime pour un graphe non dirigé comme :

L(y) = Z Yij- (2.5)

i<jEV

p(Y = yl6) = (2.4)

Dans le cas d’un graphe dirigé cela revient a considérer toutes les variables aléatoires
Y;.j, sans la condition ¢ < j. Le parametre associé 6, pondere la présence d’aréte dans le
graphe de telle sorte que la probabilité d’existence d’'une aréte respecte la relation :

efr

P(Y;,j = HYfi,j = y—i,jael) = P(Y;,j =1|0r) = L 1 1

II est a noter que la probabilité conditionnelle d’émergence d'une aréte (7,7) décrite
par (2.3) est simplifiée de maniére conséquente puisqu’elle ne dépend aucunement des
autres arétes du graphe. Ce qui fait que le modele de Bernoulli est la configuration la plus
simple des ERGMs, bien que peu réaliste du fait de I’absence de dépendance.
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Hypothese “Dyad-independent”

L’hypothese “Dyad-independent” est une extension de I'hypothese de Bernoulli et
considere pour des graphes dirigés que 1’émergence d’'une arréte (7, j) est dépendante de
l'aréte (j,4). Ce type d’interactions que I’on nomme aussi dyade (ou interaction dyadique)
représente des relations réciproques entre deux individus (i et j en l'occurrence). La
dépendance se limite en revanche a la dyade, deux dyades distinctes (7, ) et (k,1) sont
donc indépendantes 'une de 'autre.

Le modéle “Dyad-independent” proposé par HOLLAND et LEINHARDT [1(] est le
premier qui repose réellement sur une hypothese de dépendance. Il s’écrit sous la forme :

(Y = y0) = exp(0rL(y) + 0y M(y))
K(0)

S’ajoute alors a (2.4) la statistique suffisante M (y) qui compte le nombre de dyades
présentes dans le graphe de telle sorte que :

M(y) = Z Yi,iYj,i-

i<j

(2.6)

Ce modele que 'on nomme également modele pl permet a la fois de quantifier la
propension pour un individu d’étre émetteur ou récepteur, mais aussi la tendance pour
deux individus a tisser des liens réciproques. En outre, d’autres modeles reposent sur
cette hypothese d’indépendance entre les dyades, comme le modéle p2 [24] qui considere
de surcroit les attributs des noeuds comme des covariables. Cela permet ainsi d’introduire
des facteurs exogenes (comme I'dge des individus, leur genre ...) dans le processus de
création des liens.

Hypothése de Markov

Jusqu’a présent, les hypotheéses de dépendances présentées sont limitées et ne
permettent pas de modéliser des comportements comme celui présenté par la figure 2.1.
Pour rappel, cet exemple illustre une tendance comportementale selon laquelle le fait de
partager une connaissance commune (Bob) peut favoriser la création d’un lien entre deux
personnes (Alice et Charlie). C’est un motif comportemental assez récurrent qui nécessite
cependant des hypothéses de dépendance plus fortes.

Dans ce cas de figure, la réalisation de 'aréte (Alice, Charlie) dépend des arétes (Alice,
Bob) et (Bob, Charlie). Nous entrevoyons ici une relation de dépendance selon laquelle les
arétes qui sont “reliées” par un méme noeud sont dépendantes les unes des autres. Toutes
les arétes qui sont connectées par un méme nceud sont définies comme voisines les unes
des autres. FRANK et STRAUSS [28] proposent ’hypothese de dépendance de Markov qui
étend la dépendance des réalisations des arétes a leur voisinage.

Les notions de voisinage et de dépendance dans ce voisinage peuvent étre généralisées
de la maniére suivante. La réalisation de deux arétes (i,j) et (i,k), qui partagent un
neeud commun 7 sont dépendantes l'une de Iautre. Inversement, deux arétes (i, 7) et (k,1)
telles que 7, 7, k et [ sont des nceuds distincts, sont toutes les deux indépendantes. Nous
définissons le voisinage tel que deux arétes sont dites voisines I'une de 'autre si elles
partagent un noceud commun.
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(a) Graphe aléatoire original G (b) Graphe de dépendance D

FIGURE 2.2 — Graphe original et son graphe de dépendance tels qu’illustrés dans [28]

On remarque ici que la probabilité conditionnelle de réalisation d’'une aréte (2.3) se
réduit donc au voisinage de cette derniere :

P(Yi; =vij|Yoij =y-i;0) = P(Yi; = vi;|Yv,, = v, 0),

ou V; ; dénote ici le voisinage de 'aréte (i, j).

Ces interdépendances entre les arétes ne sont pas facilement identifiables dans un
graphe. FRANK et STRAUSS [28] proposent une vue alternative du graphe, que l'on
nomme ici graphe de dépendances et qui représente les interactions entre les arétes du
graphe. Ainsi, chaque noeud du graphe de dépendances correspond & une arréte du graphe
observé. Les noeuds du graphe de dépendances sont connectés en fonction des hypotheses
de dépendances formulées. Nous considérons pour les dépendances de Markov que deux
arétes sont connectées si 'une appartient au voisinage de ’autre. Prenons comme exemple
la Figure Fig. 2.2 qui représente a gauche un graphe aléatoire, notre graphe observé
(Figure 2.2(a)) et a droite le graphe de dépendance associé (Figure 2.2(b)). Le graphe
G est un graphe non dirigé qui comprend quatre nceuds et dont ’ensemble des arétes
possibles sont représentées en pointillé. A droite, chaque nceud du graphe de dépendance
D représente une variable aléatoire associée a une aréte du graphe G. Il y a autant
de noeuds dans le graphe de dépendances qu’il y a d’arétes possibles dans le graphe
G, soit (g) neeuds pour un graphe non dirigé de taille n (et n(n — 1) noeuds pour un
graphe dirigé). Le nceud 12 du graphe de dépendance est donc associé a l'aréte (1,2) du
graphe aléatoire observé. D’apres la définition du voisinage que nous avons donnée, deux
arétes sont connectées si elles partagent un nceud commun. Remarquons par exemple
dans le graphe de dépendance que les nceuds 12 et 24 sont connectés puisque les arétes
correspondantes dans le graphe aléatoire partagent toutes les deux le nceud 2. Inversement,
les noeuds 12 et 34 du graphe de dépendance D ne sont pas connectés puisque les arétes
(1,2) et (3,4) ne partagent aucun noeud commun dans le graphe G. Nous constatons ainsi
que le graphe de dépendance n’est pas un graphe complet, méme si toutes les arétes du
graphe aléatoires sont considérées. Sans cette propriété importante, il n’y aurait aucun
intérét a nous reposer sur les hypotheses de Markov puisque cela impliquerait que la
réalisation d’'une aréte est conditionnellement dépendante a toutes les autres.
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@

(a) Graphe aléatoire original G (b) Graphe de dépendance de
Bernoulli D

FIGURE 2.3 — Graphe de dépendance de Bernoulli

Il est intéressant de remarquer que toutes les arétes conditionnellement dépendantes
les unes des autres dans le graphe G, sont toutes interconnectées dans le graphe de
dépendances D. Elles font apparaitre des sous-ensembles complets que 1’on nomme cliques.
Autrement dit, ces arétes interdépendantes dans le graphe G forment des cliques dans
le graphe de dépendances. Par ailleurs, les structures locales comptabilisées par les
statistiques suffisantes sont composées uniquement d’arétes dépendantes les unes des
autres. C’est ce que nous avons observé dans une moindre mesure avec les hypotheses
de Bernoulli et “Dyad independent”. De ces deux constats, nous esquissons un lien entre
les cliques présentes dans le graphe de dépendances et les formes des structures locales du
modeles : les cliques définissent les structures locales considérées par le modele. Prenons
un exemple simple, de 'hypothese de Bernoulli et le modele associé. Dans le cadre des
hypothéses de Bernoulli il n’y a aucune dépendance entre les arétes, ce qui implique que le
graphe de dépendance est uniquement composé de nceuds sans aucune connexion, comme
le montre la Figure 2.3. Du fait de ’absence de liens dans le graphe D, les seules cliques
présentes sont les nceuds eux-méme, c’est-a-dire, les arétes dans le graphe G. Pour illustrer
nos propos, nous avons entouré une des cliques (le noeud 12) et l'aréte correspondante
dans le graphe G. Nous retrouvons ainsi la seule structure locale considérée par le modele
de Bernoulli, I'aréte elle-méme. Ce raisonnement peut-étre étendu a ’hypothese “Dyad-
dependent” (et au modele pl), il faudra alors considérer les arétes et leurs réciproques
(par exemple aréte 12 et Uarréte 21). Les arétes et leurs réciproques sont connectés dans
le graphe de dépendances et forment donc des cliques qui correspondent au interactions
dyadiques dans le graphe G.

Nous venons ici de mettre en exergue d’une maniere intuitive le lien direct entre les
hypotheses de dépendances et les structures locales par le biais du graphe de dépendances.
Qu’en est-il pour les hypotheses de Markov et son modele ? Cette intuition se généralise
pour le modele de Markov grace au théoreme d’Hammersley-Clifford introduit par BESAG
[8] et repris par FRANK et STRAUSS [28] pour la modélisation des graphes. Ce théoreme
définit la probabilité d’un graphe de la maniére suivante. Pour tout graphe y € Y
respectant les propriétés de Markov, la probabilité d'un graphe p, telle que p(y) > 0,
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s’écrit sous la forme d’une distribution de Gibbs :

p(y) = Kk exp ( > QAH{i,j}EAyi,j)

AT (2.7)

=Kk texp ( Z QAta(y)> ,

ACJ*

ou J* correspond a I’ensemble des cliques du graphe de dépendance, A est une clique (une
configuration), 64 est le parametre associé a cette clique et t4 est une fonction indicatrice
qui renvoie 1 si la configuration A existe et 0 sinon. La forme de cette probabilité est
semblable & la définition générale des ERCGMs décrite par I'Equation (2.1). Le différence
principale réside dans le fait que la distribution de Gibbs introduite par le théoreéme
d’Hammersley-Clifford [411] ne s’appuie pas sur les statistiques suffisantes mais prend en
compte toutes les configurations possibles dans le graphe considéré.

Nous pouvons identifier les structures locales du modele de Markov en reprenant la
démarche qui nous a permis de reconnaitre les cliques pour le modele de Bernoulli. La
Figure 2.4 présente les différentes configurations du modeles de Markov et les cliques
associées dans le graphe de dépendances. Comme pour le modele de Bernoulli, nous
présentons ici les différents types de configuration possibles sans pour autant énumérer de
maniere exhaustive toutes les cliques du graphe de dépendances. D’autres cliques sont donc
identifiables, mais les configurations correspondantes sont équivoques a celles décrites par
la Figure 2.4. Par ailleurs, la configuration “singleton” du modele de Bernoulli est aussi
une configuration du modele de Markov, un nceud étant quoi qu’il soit une clique a part
entiere, la plus petite clique possible (Figure 2.3).

Les premieres configurations présentées par la Figure 2.4 sont les configurations dites
en étoiles, ou “k-star” dans la littérature anglophone (avec k le nombre de branches de
I'étoile). Elles illustrent un phénomene de centralisation ol un acteur entretien plusieurs
relations avec ses alter-egos. Dans notre exemple, seules les étoiles a deux et trois branches
existent, elles sont représentées respectivement par les Figures 2.4(a) et 2.4(c). Cette limite
s’explique par le fait qu'une clique maximale du graphe D correspond a une étoile a trois
branches dans le graphe G (ou a une configuration triangulaire, nous y reviendrons par
la suite). Pour un graphe dirigé de taille n, la configuration en étoile peut au maximum
concentrer n — 1 connexions. Notons par ailleurs qu’une étoile & une branche (“l-star”)
correspond ni plus ni moins qu’a 'unique configuration du modele de Bernoulli, 'aréte
elle-méme.

La seconde configuration identifiée (Figure 2.4(e)) est la structure en triangle. Ce motif
structurel a déja été évoqué dans notre exemple introductif impliquant deux individus
(Alice et Charlie) qui ont une connaissance commune (Bob). Ce type de configuration
permet de modéliser des relations transitives ou plus généralement des phénomenes de
regroupement (clustering). Tout comme la configuration “3-star”, la clique associée a la
configuration triangle dans le graphe D est une clique maximale.

Les configurations d’ordre supérieur comme les triangles ou les “3-star” contiennent
des configurations d’ordre inférieur (comme les “2-star” ou les arétes). Des configurations
triangle sont composées par exemple de configurations “2-star” et d’arétes. Cette
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(a) Configuration (b) Clique liée & Sy (¢) Configuration (d) Clique liée & Ss3
étoile-2-branches étoile-3-branches
SQ 53

3 )

(e) Configuration  (f) Clique liée & T'
triangle T’

FIGURE 2.4 — Identification des cliques et des configurations locales associées

organisation hiérarchique des motifs structurels offre la possibilité d’évaluer la
prépondérance d’'un motif d’ordre supérieur par rapport a des interactions d’ordre
inférieur. En considérant uniquement les arétes et les triangles, nous pouvons par exemple
quantifier la prédominance de triangles dans un graphe sachant le nombre d’arétes.
KOSKINEN et DARAGANOVA [56] montrent que pour un graphe non dirigé de 20 nceuds,
le nombre de configurations possibles (sous les hypotheses de Markov) s’éleve a plus de 10
millions. Soit aussi plus de 10 millions de parameétres a évaluer dans la distribution (2.7)
introduite par le théoreme d’Hamersley-Clifford. En réalité, il n’est pas nécessaire de
considérer séparément des structures de méme nature. Deux configurations triangle
considérées par la distribution (2.7) ont finalement la méme probabilité d’existence.
Nous faisons ainsi ’hypothése que les probabilités d’existence de structures de méme
nature sont homogénes. Sous cette hypothese, un parametre n’est plus associé a une
configuration unique, mais a un ensemble de configurations analogues. Ce qui permet de
réduire considérablement le nombre de parametres de la distribution (2.7) et par la méme
occasion de retrouver la forme générale des ERGMs définie par (2.1).
Ce qui nous permet de définir le modele de Markov ainsi :

exp(0rL(y) + 0s5,92(y) + 0s,93(y) + - + 05,5 (y) + 02T (y))
K(0) ’

p(Y = ylo) = (2.8)

ou la statistique pour une configuration “I-star” est identique & la statistique L(y)
décrite par (2.5)), pour la configuration “2-star” elle se définit ainsi :
g

Sa(y) = Z Z YijYik -

i<j ki,
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FRANK et STRAUSS [28] mettent en évidence le lien entre la configuration en étoile et
le degré du nceud au centre de ’étoile et donnent la définition d’une statistique “k-star”
(pour un graphe non-dirigé) pour k > 2 :

50 = 3 (1) st 29)

>k

ou d;(y) est une fonction qui donne le nombre de nceuds de degré j dans le graphe y.
Enfin, la statistique 1" s’exprime ainsi :

T(y) = Z YijYrjYki-

i<j<k

Pour un graphe dirigé de méme taille le graphe de dépendance est plus conséquent
puisque nous distinguons les arétes (i, 7) et les arétes (j,) de sens opposé. Le nombre de
configurations possibles est donc plus important pour un méme nombre de noeuds.

VANV A NVANEVAN

(a) “out-2-star” (b) “in-2-star” (c) “2-path” (d) Triangle (e) 3-cycle
transitif

FIGURE 2.5 — Les configurations “2-star” et triangle pour un graphe non dirigé peuvent
se décliner en plusieurs configurations pour un graphe dirigé.

Comme illustré par la Figure 2.5, les configurations “2-star” et triangle que nous
avons définie pour des graphes dirigés se déclinent en plusieurs configurations d’arétes
dirigées. Ce qui nous permet par exemple de considérer des phénomenes de popularité
(Figure 2.5(a)), de concentration (Figure 2.5(b)), de relais (Figure 2.5(c)) ou encore des
relations transitives (Figure 2.5(d)) et cycliques (Figure 2.5(e)).

Le modele de Markov permet donc de prendre en compte des relations plus complexes
et réalistes (comme la transitivité par exemple) avec des dépendances plus fortes que
celles des modeles de Bernoulli et “Dyad-independent”. Cependant, HANDCOCK [12] et
SNIJDERS [39] soulignent le fait que le modele de Markov a tendance & produire des
graphes peu vraisemblables dans le monde réel, comme des graphes (presque) complets
ou (presque) vides. Cela signifie qu'un grand nombre de configurations de parameétre
a tendance a produire des graphes complets ou vides. HANDCOCK [12] montre ainsi que
I’espace des parametres permettant de générer des graphes réalistes est restreint comparé
a l'espace de départ. Nous parlons ainsi de dégénérescence ou quasi-dégénérescence du
modele. Plus concrétement, cela signifie que le modele de Markov n’est pas en mesure de
reproduire n’importe quel graphe observé. Les méthodes de simulation que nous verrons
dans la sous-section 2.3.1 sont sensibles a ce probleme. Par exemple si un modele pénalise
les arétes (6, < 0) et encourage a la fois la production de triangle (67 > 0), alors la chaine
de graphes simulés peut suivre un régime bimodal selon les termes de SNIJDERS [39],
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c’est-a-dire alterner entre des graphes fortement et faiblement denses. Ce probleme peut-
étre mitiger en modifiant quelque peu la stratégie de simulation. Nous évoquerons plus
en détails ces variantes dans la sous-section 2.3.1. De plus, une faible modification d’un
parametre peut entrainer un changement tres important des statistiques suffisantes. Cela
est d’autant plus flagrant pour des parametres controlant des motifs de degré important,
comme les triangles ou les étoile a n branches (n > 2). Par exemple, si nous augmentons
légerement le parametre 67 pour un modele de Markov donné (2.8), nous observerons
une forte augmentation du nombre de triangles (T'(y)), mais aussi du nombre d’arétes
(L(y)) [57]. Le modele souffre donc de surcroit d’instabilité. L’espace des parameétres
produisant un graphe “réaliste” étant restreint, une modification importante d’un ou
plusieurs parametres peut rapidement conduire le modele a produire des graphes vides
ou complets. Ce probléeme de dégénérescence ne touche pas que les ERGMs, mais affecte
aussi plus généralement des modeles d’interaction, comme le modele de Ising [3, 97].

Enfin, SNIJDERS et al. [92] proposent une autre statistique qui repose sur la
distribution des degrés dans le graphe. Comme nous l'avons évoqué avec (2.9), les
statistiques “k-star” peuvent s’écrire en fonction de la distributions des degrés avec d;(y),
le nombre de noeuds de degré 5 dans le graphe y. La statistique proposée s’appuie toujours
sur les hypotheses de Markov. Nous la désignons par le terme Geometrically Weighted
Degree (GWD) et elle se définit de cette maniere :

WD () = 3 ey (y). (2.10)
k=0

Elle est contrdlée par le parametre 65 (64 x u¥(y)) de telle sorte qu’il pondere les degrés
dj(y) pour j = 0...n — 1 suivant cette relation : 64, = 64,_,e™. Les degrés de valeur
élevée sont donc de plus en plus atténués. Ce qui mitige par conséquent l'effet “boule de
neige” que nous avons décrit au-dessus, qui consiste pour un parametre positif contrélant
une statistique de degré important a favoriser la production de graphes complets. La
statistique u,(y) peut s’écrire de maniere équivalente comme fonction des statistiques

“k-Star” :
s S y S4 y Sn y
ug\ )(y> — SQ(y) 3)(\ ) A<2 ) Anl (3 )7

n—1 S
-,
k=2
avec A = e*/(e* —1). Notons une légere différence avec (2.10) : la statistique “alternating-
star” uf(y) (2.11) ne prend pas en compte les arétes (ou étoiles S;) contrairement a la
statistique GWD. Le phénomene d’atténuation est quant a lui assuré, par I'alternance des
statistiques positives et négatives. La statistique uf\s) (y) est contrdlée par le parametre
0s, tel que : 0, = —(1/\)fs,_,. Le parametre A\ (respectivement «) peut-étre soit fixé
arbitrairement, soit considéré comme un parametre a estimer a part entiere. Dans le
second cas, le modele est alors considéré comme un modele exponentiel courbe (traduction
littérale de curved exponential model) [19].
Le phénomeéne modélisé par la statistique “alternating-star” (ou GWD) est un
phénomene de centralisation au niveau des nceuds de degrés élevés. Cette statistique
caractérise la distribution des degrés dans le graphe. En considérant ici le parametre

et (_1)"—1
(2.11)
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A fixé (les auteurs de [92] ont fixé A = 2), #g, positif favorise I’émergence de noeuds
de degrés importants. Un nceud ¢ de faible degré aura tendance a étre connecté a un
neeud j de degré important plutot qu’a un autre noeud de faible degré également. Il est
intéressant de souligner que la distinction entre deux nceuds de degré important est faible
pour cette statistique. Entre deux nceuds de degré important, le noeud ¢ ne sera pas
nécessairement connecté au nceud de degré le plus élevé. Inversement, 0, négatif traduit
une uniformisation de la distribution des degrés dans le graphe.

Une formulation de la statistique GWD existe aussi pour les graphes dirigés. Le cas
des degrés entrants et celui des degrés sortants sont pris en compte séparément :

n—1 )
uld(y) =3 ek d" (y),
k=0

n—1
ufy) = 3 et (y).
k=0

Ils sont respectivement nommés geometrically weighted in-degrees et geometrically
weighted out-degrees.

Indépendance conditionnelle partielle et modele du circuit social

Les problemes de dégénérescence que nous avons évoqués un peu plus haut suggerent
que le modele de Markov n’est pas adapté pour 1’étude de certains graphes. SNIJDERS
et al. [92] en préambule de leur nouvelle spécification des ERGMs, soulignent notamment
les limites du modele de Markov pour représenter des graphes comportant des cliques plus
denses et d’ordre plus important que les triangles. En effet, les motifs en triangle ne sont
généralement pas équirépartis dans un graphe et sont souvent agrégés en grappes (cluster).
Le modele de Markov qui limite les dépendances entre les arétes a leur voisinage ne
consideére pas ces clusters dans leur intégralité mais les interprete comme une composition
de triangles ou d’étoiles.

ROBINS et PATTISON [85] proposent une nouvelle hypothése de dépendance,
I'indépendance partielle conditionnelle (traduit littéralement de partial conditional
independence) moins restrictive que les hypotheéses de Markov introduites par FRANK et
STRAUSS [28]. Cette nouvelle hypothese permet a deux arétes d’étre conditionnellement
dépendantes sachant le reste du graphe, sans pour autant étre voisines 'une de l'autre.
La dépendance entre ces deux arétes est conditionnée par la réalisation d’au moins une
troisieme aréte qui les connecte toutes les deux. Nous retrouvons des travaux analogues
pour la modélisation de processus spatiaux [2].

SNIJDERS et al. [92] proposent 'hypothese de dépendance du circuit social (traduction
littérale de social circuit dependence assumption) qui s’inscrit dans le cadre de
I'indépendance partielle conditionnelle de ROBINS et PATTISON [35]. Selon cette
hypothese, deux arétes (i, j) et (k, () sont conditionnellement dépendantes sachant le reste
du graphe si elles sont voisines (hypotheses de Markov) ou s'il existe deux arétes (i, k) et
(7,1) telle que Y;; = Yy, = 1. Ce second cas de figure est illustré par la Figure 2.6 et se
nomme le circuit social.
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FI1GURE 2.6 — Les hypotheses de dépendance du circuit social forment un cylce de 4 arétes.
La réalisation des arétes (i,7) et (k,l) sont conditionnellement dépendantes sachant le
reste du graphe si les arétes (i, k) et (j,1) existent.

A partir de cette nouvelle dépendance conditionnelle, SNIJDERS et al. [92] proposent
de prendre en compte deux nouveaux motifs : les “k-triangle” et les “k-independent 2-
paths” illustrés par la Figure 2.7. Les motifs “k-triangle” (Figure 2.7(a)) représentent un
ensemble de triangles ayant une base commune. Le “I-triangle” correspond au triangle
tel que comptabilisé par T'(y), le “2-triangle” représente deux triangles ayant une base
commune et ainsi de suite. Ce motif permet de représenter des graphes dont la distribution
de triangles est biaisée et pour lesquels il existe des clusters formés d’une imbrication de
triangles. Le nombre de “k-triangle” dans un graphe se comptabilise ainsi (pour k > 2) :

1o~ S (59)

1<j

Le coefficient binomial (S 2151“’)) dénombre I'ensemble des deux 2-chemins qui existent entre
les noeuds i et j. Les “k-independent 2-paths” (Figure 2.7(b)) représentent également des
clusters, mais d’ordre inférieur. Nous nommons également ce motif “shared partner” car
il représente deux individus qui ne sont pas directement connectés, mais qui partagent
des (k) partenaires. La différence avec le motif “k-triangle” réside dans le fait qu’il n’y
a pas de lien entre les nceuds 7 et j, il n’y a pas de fermeture transitive. Le nombre de
“k-independent 2-paths” s’exprime ainsi :

Z <S2]§y)>, pour k # 2

1 Sa(y) _ '
22( f ), pour k =2

1<j

Sk72p =

De manieére analogue a la statistique “alternating star” (réciproquement GWD),
I’ensemble des statistiques “k-triangle” sont controlées par un seul parametre et pondérées
par une suite géométrique. Ce qui permet d’une part de réduire le nombre de parametres
a estimer et d’autre part, de mitiger les problemes de dégénérescence dont souffrent
les modeles de Markov. La statistique résultante se nomme “alternating k-triangle” et
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(a) “k-triangle” (b) “k-independent 2-paths”

FIGURE 2.7 — Motifs “k-triangle” et “k-independent 2-paths” introduits par SNIJDERS
et al. [92]

s’exprime de cette maniere :

Tr(y)  Ts(y) Th—2(y)
N e A3

Le parametre réel A controle 'atténuation des motifs d’ordre important. Pour A > 1, si
le parametre associé a cette statistique est positif, cela encourage 'occurrence de clusters
dans le graphe. De la méme maniere, les motifs “k-independent 2-paths” sont comptabilisés
au travers de la statistique “alternating independent 2-path” qui se définit :

" =37 (y) - RAC Vi

2 -1 k—1 -1 n—3

w3 = o (y) — N o2-w(y) ot ()\> Sk—2p(y) + -+ (/\) Stn-2)-2p(Y)-
Une variante de ces statistiques existe aussi pour les graphes dirigés. Ces statistiques (pour
les graphes dirigés) permettent de définir les relations de transitivités, de “triad census”
telles que nous les avons présentées dans les Figures 2.5(a) a 2.5(e). Elles s’appuient sur les
statistiques du modele de Markov pour les graphes dirigés. Elles sont également présentées
par SNIJDERS et al. [92].

2.2.3 Graphes multiniveaux

Jusqu’a présent, les modeles que nous avons présentés portent sur des graphes
relativement élémentaires. Les individus représentés par les noeuds du graphe sont tous
considérés de la méme maniere. De méme, 1'occurrence des motifs comptabilisés par les
modeles est supposée homogene. Cette représentation illustre de nombreuses structures
sociales comme nous 'avons souligné en introduction de ce chapitre. Néanmoins, elle est
limitée pour représenter des structures plus complexes impliquant par exemple différents
groupes d’individus. Deés lors, comment cette information d’affiliation (I’appartenance
d’un individu & un groupe) peut-elle étre encodée dans la représentation graphique ? Une
premiere solution (simple) est de définir un attribut pour chaque individu renseignant sur
son affiliation. Ce type de représentation a déja été évoqué lorsque nous faisions référence
au modele p2 (sous-section 2.2.2). Dans un premier temps nous pouvons considérer que les
attributs associés aux noeuds représentent des caractéristiques exogenes qui ne dépendent
pas du processus de création des liens (qui lui est endogene). En revanche, elles peuvent
avoir une influence sur ce processus. Par exemple, nous pourrions tester I’hypothese selon
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laquelle les membres d'un méme groupe (i.e. dont les attributs d’affiliation sont identiques)
ont tendance préférentiellement a créer des liens entre eux. Ce type d’hypothese peut-étre
testé avec les social selections models [83, 84]. Nous pouvons inversement considérer que
les attributs sociaux peuvent étre influencés par la structure du réseau. Un individu peut
étre influencé dans son attitude et sa fagon d’agir (représentés par des attributs) par les
individus avec qui il est en contact. Ce second cas de figure est cette fois-ci considéré par
les social influence models [22, 36]. Ces modeles sont par exemple adaptés a I’étude des
propagations épidémiques. De maniere générale, la prise en compte d’attributs au niveau
des nceuds enrichit I'observation et permet d’étudier des structures plus complexes.

Il est également possible d’affecter des attributs a des pairs de nceuds (dyades), que
I'on nomme covariables dyadiques (dyadic covariates) [33]. Ces covariables représentent
par exemple, un lien hiérarchique, I’appartenance a une méme organisation ou encore la
durée pendant laquelle deux individus ont été en contact ... Tout comme les attributs
individuels, elles permettent d’étendre ’étude des réseaux a des structures sociales plus
complexes.

Néanmoins, ces deux représentations restent limitées lorsqu’il s’agit d’étudier des struc-
tures sociales imbriquées. C’est par exemple le cas des structures organisationnelles [11,
14, 108]. Dans certaines situations, les individus sont organisés en équipes, qui sont elles-
mémes organisées en départements, puis regroupés en filiales et ainsi de suite. Cette
organisation hiérarchique suggere l'existence de plusieurs réseaux organisés en strates suc-
cessives : un réseau interpersonnel, un réseau interéquipe, un réseau interdépartement...
Les noeuds du réseau interpersonnel représentent les individus, ceux du réseau interéquipe
représentent les équipes et enfin ceux du réseau interdépartement, les départements. Ainsi,
chaque réseau illustre des relations a différentes échelles. Nous pouvons observer a 1’échelle
individuelle des liens de collaboration ou d’échange de savoir entre les individus. D’autres
liens de collaborations peuvent exister entre les équipes, illustrant par exemple des pro-
jets mener conjointement. Enfin, le graphe interdépartement peut quant a lui représenter
une organisation institutionnalisée entre les départements ou régie par des accords. Les
réseaux de strates adjacentes sont liés entre eux. Par exemple, les individus du réseau
interpersonnel sont affiliés a des équipes, les équipes sont quant a elles organisées en
départements. Ce type de structure est appelé graphe multiniveaux en référence a ses
différentes strates. Nous entrevoyons ici la complexité de la structure qui fait intervenir
plusieurs réseaux, représentant différents phénomenes et qui sont interdépendants. Nous
remarquons aisément que l’ensemble de ces informations ne peuvent pas étre contenues
dans un graphe a un seul niveau.

Par souci de clarté, nous considérons un exemple de graphe multiniveaux plus simple,
a deux niveaux qui est illustré par la Figure 2.8. Le premier niveau, le niveau micro,
comprend le réseau interpersonnel, celui représentant la structure sociale tissée par les
individus. Le niveau macro contient le réseau inter-organisationnel et représente les liens
entre les organisations a une échelle macroscopique. Le troisieme niveau (le niveau méso)
qui s’intercale entre les deux autres contient le réseau transversal qui représente les
relations entre les individus et les organisations. Isolé, le réseau transversal prend la forme
d’un réseau biparti. Ici nous pouvons supposer que les relations de ce réseau illustrent
un lien d’affiliation : un individu est affilié & (au moins) une organisation. D’autres
formes de réseaux multiniveaux existent [77], la représentation de I'observation dépend
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du phénomeéne étudié.

Niveau macro
Réseau inter-organisationnel (A)

+Niveau méso

{Réseau transversal (X)

Niveau micro;

Réseau interpersonnel (B)

F1GURE 2.8 — Exemple d'un graphe multiniveaux a deux niveaux. La strate inférieure
englobe le réseau interpersonnel, la strate supérieure, le réseau inter-organisationnel. Les
cercles représentent les individus et les carrés, les organisations. Les relations entre les
individus sont matérialisées par des traits pleins et celles entre les organisations par des
traits discontinus. Les relations d’affiliation entre les individus et les organisations sont
en pointillé.

En fonction des hypotheses initialement posée, plusieurs stratégies peuvent étre
envisagées pour étudier un réseau multiniveaux tel que celui présenté par la Figure 2.8. On
peut par exemple considérer le réseau transversal comme fixe. C’est a dire, supposer que
ce réseau représente un phénomene exogene. De cette maniére, nous pouvons étudier
les structures des réseaux interpersonnel et inter-organisationnel et la fagon dont ils
s’influencent sachant le réseau transversal [101]. Nous pouvons également faire I’hypotheése
que les structures des trois réseaux sont endogenes et ainsi étudier la fagon dont ces trois
réseaux s’influencent mutuellement.

La notation utilisée pour décrire le réalisation d'un réseau multiniveaux tel que
présenté par la Figure 2.8 est M = m. Elle peut se décomposer de cette maniere
[A,X,B] = [a,z,b] ou A, B et X représentent respectivement les réseaux inter-
organisationnel, transversal et interpersonnel.

La forme générale des ERGMs présentée par (2.1) ne permet pas de prendre en compte
plusieurs réseaux a la fois, ni les interdépendances entre ces derniers. Pour pallier cette
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limitation WANG et al. [101] proposent une nouvelle formulation des ERGMs :

1
p(A =a, x, W)K@%p

Oqzq(a) + 0gzq(b) + Ogzq(x)

+ GQZQ(CL, ZL’) —+ QQZQ(b, l’) (212)

+0pz¢(a, z, b)]

Cette extension des ERGMs fait intervenir plusieurs groupes de statistiques (zg(-))
s’appliquant sur chacun des graphes, mais aussi sur plusieurs graphes a la fois. Ces
statistiques sont controlées par le vecteur de parametres 0.

Les premieres statistiques désignées par zg(a) et zo(b) comptabilisent les motifs dans
les réseaux A et B suivant les hypotheses de dépendance considérées telles que nous
les avons énoncées dans la sous-section 2.2.2. Elles s’appliquent sur chaque réseau de
maniere indépendante sans prendre en compte les interdépendances entre les réseaux. Les
statistiques représentées par zg(x) s’appliquent sur le réseau transversal qui est un réseau
biparti. Une spécification des ERGMs pour les réseaux bipartis est proposée par WANG et
al. [102] et repris notamment par WANG [100]. Les statistiques suivantes représentées par
zg(a,x) et zo(b, x) comptabilisent des motifs impliquant a la fois les liens d’affiliation du
réseau transversal et les liens du réseau interpersonnel ou du réseau inter-organisationnel.
Ce qui permet d’étudier 'influence des liens d’affiliation sur les deux autres réseaux et
réciproquement. Enfin les dernieres statistiques inclues dans zg(a, x, b) font intervenir les
trois réseaux. Ces dernieres permettent d’étudier le réseau multiniveaux dans sa globalité
et d’analyser l'influence mutuelle des différents niveaux. Cette extension des ERGMs
introduit de nouvelles configurations impliquant plusieurs réseaux a la fois. Les auteurs
donnent une liste exhaustive des statistiques prises en compte par le modele [101]. Par
ailleurs, ils soulignent également que ce modele peut étre entendu a des graphes de plus
de deux niveaux.

Cette formulation des ERGMs permet de traiter de nouvelles applications qui ont trait
notamment aux sciences sociales ou a la théorie du management. Pour n’en citer qu’une :
ZAPPA et LoMmi [108] montrent 'influence du réseau interunité dans une entreprise sur les
liens interpersonnels et les relations de conseil entre les managers. Ils mettent en évidence
le fait que les échanges interpersonnels se réalisent principalement au sein des unités.
La structure organisationnelle contraint la maniere dont les individus communiquent et
échangent 'information. En outre, les relations hiérarchiques favorisent la communication
interunité, tout comme les attributs communs partagés entre les individus (homophilie).
Les auteurs soulignent 'intérét de s’appuyer sur une approche multiniveaux pour prendre
en considération ’ensemble de la structure organisationnelle et toutes les informations
qu’elle recele.

Nous proposons ici une introduction aux approches multiniveaux en nous concentrant
plus particulierement sur une extension des ERGMs dédiée aux graphes multiniveaux. Ces
approches se trouvent étre pertinentes pour I’étude de structures sociales hiérarchiques
imbriquées. Elles permettent de mettre en perspective les comportements individuels
observés et les structures qui s’établissent a différentes échelles. Les questions que
soulevent ces études et leur portée dépassent néanmoins le cadre de ce travail de these. Il
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est & noter que d’autres modeles et approches [13, 90, 91] existent pour ce type de graphe
et que nous n’avons pas couvert I’étendue des applications possibles [61].

Dans cette section, nous avons présenté différentes configurations des ERGMs. Elles
reposent en premier lieu sur les hypotheses de dépendances qui définissent les structures
locales comptabilisées par le modele. L’intérét d’un tel modele est de pouvoir expliquer
une observation. Autrement dit, 'intérét est de pouvoir estimer les parametres du modele
sachant un graphe observé. La constante de normalisation (), du fait de sa complexité,
ne permet pas d’estimer facilement les parametres du modele. Il est donc nécessaire de
recourir a certaines stratégies pour déterminer la valeur des parametres la plus a méme
de reproduire I'observation que l'on nomme aussi maximum de vraisemblance. Dans la
section suivante (section 2.3), nous présentons ces méthodes d’inférence. Nous introduisons
cette section avec les procédures de simulation. Ces procédures consistent a générer un
ensemble de graphes sachant un modele et ses parametres. Les graphes ainsi construits
integrent les propriétés du modele. Les procédures de simulation sont utilisées dans les
algorithmes d’estimation du maximum de vraisemblance présentés en seconde partie de
la section 2.3.

2.3 Méthodes de simulation et d’inférence

2.3.1 Simulation avec les méthodes de Monte-Carlo par chaine
de Markov

Les procédures de simulation sont des algorithmes qui génerent par modifications
successives une chaine de graphes, sachant un modele dont les parameétres sont connus
et fixés. L’intérét de ces outils est de pouvoir échantillonner a partir de distributions
incalculables, par exemple un ERGM. Dans notre cas, la distribution a échantillonner est
p(y|d) (2.1) avec 6 connu.

On désigne plus généralement ces algorithmes par méthodes de Monte-Carlo par
chaine de Markov de l'anglais Markov Chain Monte-Carlo (MCMC) methods [106]. Les
méthodes MCMC construisent par itérations successives une chaine d’échantillons, ici
de graphes : {y(i)}izlmn. Cette chaine est une chaine de Markov, ’état d’un échantillon
dépend uniquement du précédent, autrement formulé :

P(yDly 1,y 2 y) = P(yDyt ).

Une chaine de Markov est un processus sans mémoire. L’échantillon y® est le résultat
d’'une modification appliquée & I'échantillon précédent y*—1). Nous matérialisons cette
modification par une transition de y®~ vers y(?. Cette transition se définie au travers
du noyau de transition 7'(y, A) tel que :

T(y, A) = T(y'" € Ay = y),

ou A est un sous-ensemble de I'espace d’états. Ainsi, une chaine de Markov a 1’étape n
peut se définir par un état initial et une succession de transitions menant jusqu’a 1’étape
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T(y™ € Aly? =y) = T"(y, A),

ou 1™ peut se définir par récurrence sur n avec la multiplication a gauche comme
T =TT7""!

Pour assurer la convergence de la chaine vers la distribution stationnaire (que 'on
désigne ici par 7), la chaine doit respecter plusieurs propriétés [30, 33, 66, 99].

Invariance La distribution 7 est invariante pour le noyau T si 7 = T'w. Autrement
dit, pour une chaine de noyau 7', si y® suit la loi de 7, alors I'état suivant y+?) la suit
également.

Irréductibilité A partir d’un état initial, la chaine peut atteindre en n étapes tous les
états dont la probabilité de réalisation est non-nulle suivant la distribution .

Récurrence Un état est dit récurrent s’il peut étre visité une infinité de fois a partir de
tous les points départ de la chaine. Une chaine est quant a elle récurrente si tous les états
atteignables (m(A) > 0) de la chaine sont récurrents. Une chaine récurrente irréductible
qui a une distribution invariante est une chaine récurrente positive.

Apériodicité Le noyau T est dit apériodique si pour toute partition {A;,..., Ay} de
A il n’existe pas de cycle tel que Vi < d,T(y1 € Aiq1|yo € A;) = 1. En d’autres termes, le
comportement de la chaine n’admet pas de cycle.

Ces propriétés permettent de conclure a la convergence de la chaine vers la distribution
stationnaire 7. Nous disons aussi que la chaine est ergodique. Plus formellement, pour tout
état initial y € A, lorsque n — oo :

Ty € Aly® = y) — 7| >0,

Dans la suite de cette section, nous présentons deux algorithmes d’échantillonnage :
I’Algorithme Metropolis-Hastings et I’échantillonneur de Gibbs qui permettent de simuler
une distribution incalculable.

Metropolis-Hasting

L’algorithme Metropolis-Hastings [15] construit par itérations successives une suite
d’échantillons {3 },_.n_1. Chaque itération peut étre décomposée en deux phases : une
phase de proposition et une phase d’acceptation/rejet. La premiere phase consiste donc a
proposer un nouveau candidat 3’ sachant ’étape courant y. Cette proposition est générée
suivant la densité de proposition g(y — ). Par la suite, le candidat 3’ est acceptée avec
la probabilité :
p('10)a(y" — y)
p(l0)aly = y')

Dans le cas ou la proposition est refusée, le nouvel état reprend I’état précédent y. La
dynamique de cet algorithme reproduit les itérations du noyau de transition tel que nous

. (2.13)

Oy = min |1,
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I’avons défini précédemment. Une attention particuliere doit étre portée sur le choix de
la densité de proposition ¢(y — y') pour assurer le respect des propriétés de convergence
énoncées ci-dessus. Dans notre cas, une solution assez simple qui garantit les propriétés de
convergence est la distribution uniforme. Notons néanmoins qu’elle induit certains effets
négatifs, a savoir, un fort taux de rejet et une corrélation élevée entre les échantillons.
En outre, le choix de la distribution uniforme permet de simplifier le ratio d’acceptation
(2.13) puisque la distribution est symétrique et donc : ¢(y' — y)/q(y — ') = 1.

Dans le cas d'un ERGM, la modification mise en jeu dans la phase de proposition est
¢lémentaire et revient a modifier I’état d’une aréte y; ;. Le choix effectué est binaire et
influe sur Pexistence ou 'absence de I'aréte en question. A la maniére d’un lancer de piéce,
la distribution de proposition détermine I'état “candidat” de 'aréte : y; ; = 1 (I'aréte est
activée), y; ; = 0 (l'aréte est désactivée). Ainsi, I’échantillon y/’ fait référence au graphe
y intégrant I'état candidat de l'aréte y; ;. Le ratio d’acceptation (2.13) peut s’exprimer

ainsi :
|, py'[9) /
Oty = miin | 1, = exp ({6, (t(y') — t(y)))| - (2.14)
o p(yl0)

On remarque que le ratio d’acceptation ne fait pas intervenir la constante de normalisation
k(0), le calcul est donc facilement réalisable. Par ailleurs, le calcul des statistiques ¢(-)
peut se limiter aux arétes dépendantes de y;; suivant les hypotheses de dépendances
préalablement établies. L’Algorithme 1 détaille les différentes étapes de l’algorithme
Metropolis-Hastings pour les modeles exponentiels.

Algorithme 1 Algorithme Metropolis-Hastings

1: function METROPOLISHASTINGS(y, sim__iter) > 9o : graphe initial, sim__iter :
nombre d’itérations

2: Y< Yo

3: for iter = 1...stm_iter do

4: for 7,7 in y.edges.index do > Balayage séquentiel des arétes
5: Yy <y > Copie du graphe y
6: Yii ~ q(Yij = Yi;) > Nouvelle proposition
7 iy = min [1,exp ({6, (1) — 1)) > Caleul du ratio
8: accepted < U(0, 1)

9: if o,y > accepted then

10: Yij < y;j > Proposition acceptée
11: end if

12: end for

13: yiter) <y > Sauvegarde du graphe
14: end for

15: return {y}_1_sim iter

16: end function

Il existe d’autres variantes de l'algorithme Metropolis-Hastings visant a améliorer la
convergence de la chaine. Face au probleme de dégénérescence et pour éviter que la
chaine ne reste bloquée dans un régime, SNIJDERS [89] propose de faire des mises & jour
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plus importantes, en suggérant d’inverser I'intégralité du graphe : les arétes activées sont
désactivées et vice versa. Ces inversions interviennent a intervalle de temps réguliers de
telle sorte que la chaine puisse explorer I’ensemble des états possibles. Ce type de stratégie
est particulierement utile lorsque la distribution échantillonnée a une forme bimodale.
MoRRIS, HANDCOCK et HUNTER [(9] suggeérent une autre variante, 1’échantillonneur
“tie no tie” (TNT), dont la stratégie est de sélectionner de maniére équiprobable entre
les arétes activées et désactivées I'aréte a mettre a jour. Cela a pour effet d’améliorer les
propriétés de mixage de la chaine, en particulier lorsqu’il s’agit de simuler des graphes
faiblement denses.

Echantillonneur de Gibbs

L’algorithme Metropolis-Hastings peut souffrir d’'un fort taux de rejet, ce qui ralentit
la convergence de la chaine vers la distribution stationnaire. Pour contourner cette
difficulté, il est possible, dans le cas présent, d’utiliser un autre algorithme de simulation :
I'échantillonneur de Gibbs [32]. La différence principale entre les deux algorithmes
réside dans la fagon de choisir le nouveau candidat. Au lieu d’utiliser une distribution
auxiliaire (ligne 6 de 1’Algorithme 1) pour sélectionner une proposition qui pourrait
étre rejetée, I’échantillonneur de Gibbs choisit une nouvelle proposition sachcant 1’état
actuel d’apres la probabilité P(Y|y¢) (ot y© est la configuration actuelle). Ce qui revient
a sélectionner directement la meilleure proposition et donc a accepter chaque nouvelle
proposition de telle sorte que a,_,,, = 1. L’Algorithme 2 reprend I’ensemble des étapes
de I’échantillonneur de Gibbs, ici adapté pour ’échantillonnage de graphes. Il partage de
nombreuses étapes communes avec I’algorithme Metropolis-Hastings (Algorithme 1).

Algorithme 2 Echantillonneur de Gibbs

1: function GIBBSSAMPLER(yy, sim_iter) > yo : graphe initial, sim_ iter : nombre
d’itérations

2: Y < Yo

3: for iter = 1...sim_iter do

4: for 7, 7 in y.edges.index do > Balayage séquentiel des arétes
5: yg,j ~ P(-ly) > Nouvelle proposition
6: Yij < yéj > Mise a jour de l'aréte
7 end for

8: yliter) «—y > Sauvegarde du graphe
9: end for

10: return {y9}iZ1 _sim iter

11: end function

Dans le cas d’'un graphe binaire, le tirage du nouvel état (ligne 5 de I’Algorithme 2)
consiste a choisir entre deux états : y;; = 1 l'aréte est activée et y; ; = 0 l'aréte est
désactivée suivant les probabilités P(Y;; = 1|y) et P(Y;; = Oly). Elles s’expriment de la
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maniére suivante :

P(Yi; =1Y.,; =y_,|0)

PYij=1Y ;=yl0) + P(Yi; =0,Y_;; =y ;|0)
P(Y;; =0,Y; =y_i,[0)

PYij=1Y ;=y;l0) + P(Yi; =0,Y_;; =y i;|0)

P(Y;;=1Jy) =

P(Y;; =0ly) =

ou Y_;; = y_,; signifie que tout le graphe y, excepté 'aréte (i, j) reste inchangé. Notons
que ces deux ratios peuvent se simplifier de telle sorte que la constante de normalisation
k(#) n’intervient plus dans le calcul.

Dans cette sous-section (sous-section 2.3.1), nous avons présenté deux algorithmes
de simulation : Metropolis-Hastings et 1’échantillonneur de Gibbs. L’objectif est de
générer un ensemble d’échantillons a partir d'une distribution donnée. Dans le cas
présent, ils permettent de simuler un ensemble de graphes sachant un modele et ses
parametres. Les graphes ainsi générés reproduisent les propriétés du modele (hors cas de
dégénérescence). Les propriétés de convergence garantissent que la chaine d’échantillons
résultante atteindra la distribution stationnaire apres un nombre suffisant d’étapes. Les
deux méthodes MCMC que nous avons présentées sont relativement peu cofiteuses et
permettent d’approcher la distribution dans un temps raisonnable. A contrario, des
méthodes de simulation dites parfaites [17] comme la méthode Coupling From the Past
(CFP) [81] permettent d’échantillonner la distribution exactement. Ces méthodes sont
généralement plus coliteuses, néanmoins nécessaires dans certaines situations que nous
aurons 'occasion d’évoquer dans la section 3.4. Les algorithmes de simulation que nous
avons présentés sont utilisés pour estimer les parametres du modele. Ils interviennent
notamment dans I'approximation du log de vraisemblance pour ’estimation du maximum
de vraisemblance que nous détaillerons dans la sous-section suivante (sous-section 2.3.2).
Ils sont aussi mis en ceuvre pour 1’échantillonnage d’une variable auxiliaire dans certains
algorithmes d’inférence bayésienne, nous y reviendrons dans la section 3.4. Une fois
les parametres estimés, ces algorithmes permettent également de vérifier la qualité de
Iestimation. En simulant le modele avec les parametres estimés, il est possible de vérifier
que les échantillons simulés reproduisent bien 1’observation. Si ce n’est pas le cas, cela
signifie que I'estimation n’est pas de bonne qualité.

2.3.2 Inférence : estimation du maximum de vraisemblance

L’estimation du maximum de vraisemblance consiste a déterminer la valeur des
parametres d’'un modele (2.1) en mesure de reproduire le plus fidelement possible
I’observation qui est faite. Le maximum de vraisemblance se définit plus formellement
comme étant la valeur § des parametres dont la distribution des échantillons est centrée
sur 'observation y :

E;t(Y) —t(y) =0.

On appelle cette équation, équation du moment [58, 89]. La principale difficulté concernant
I'estimation du modele réside dans I’évaluation de la constante de normalisation (2.2) qui
est analytiquement incalculable.
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2.3. Méthodes de simulation et d’inférence

Une maniere de contourner le probleme est d’utiliser l'estimation du maximum
de vraisemblance de Monte-Carlo, de l'anglais Monte-Carlo Likelihood Estimation
(MCMLE). Cette approche introduite par GEYER et THOMPSON [35] et GEYER [33]
consiste a maximiser la fonction du log de vraisemblance qui se définit comme le logarithme
de la densité de probabilité p(y|6) (2.1) :

1(0) = (0,t(y)) — log(x(0)),

ou y est fixe et représente 'observation. Cette fonction du log de vraisemblance s’exprime
plus généralement sous la forme d’un ratio. En considérant un parametre 6, fixé et connun,
nous déf