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RÉSUMÉ

À une époque où les données, souvent interprétées comme une «réalité terrain»,
sont produites dans des quantités gargantuesques, un besoin de compréhension
et d’interprétation de ces données se développe en parallèle. Les jeux de données
étant maintenant principalement relationnels, il convient de développer des mé-
thodes qui permettent d’extraire de l’information pertinente décrivant à la fois les
objets et les relations entre eux. Les règles d’association, adjointes des mesures
de confiance et de support, décrivent les co-occurences entre les caractéristiques
des objets et permettent d’exprimer et d’évaluer de manière explicite l’informa-
tion contenue dans un jeu de données. Dans cette thèse on présente et développe
l’analyse relationnelle de concepts pour extraire des règles traduisant tant les ca-
ractéristiques propres d’un ensemble d’objets que les liens avec d’autres ensembles.
Une première partie développe la théorie mathématique de la méthode, alors que
la seconde partie propose trois cas d’application pour étayer l’intérêt d’un tel dé-
veloppement. Les études sont réalisées dans des domaines variés montrant ainsi la
polyvalence de la méthode : un premier cas traite l’analyse d’erreur en production
industrielle métallurgique, un second cas est réalisé en psycholinguistique pour
l’analyse de dictionnaires et un dernier cas montre les possibilités de la méthode
en ingénierie de connaissance.

Mots-clés : extraction de connaissance ; fouille de données multi-relationnelles ;

analyse relationnelle de concepts ; règles d’association ; interprétabilité.



INTRODUCTION

Aujourd’hui, la production de données est colossale. Bien que les chi�res pour

l’année 2020 ne soient pas disponibles au moment de rédiger cette thèse, une

étude de BSA, disponible sur le site de l’entreprise Microsoft, a�rme que déjà en

2016, 2.5 ◊ 1030 octets de données étaient générés chaque jour, avec une tendance

croissante (BSA, 2016). De plus, cette étude révèle que 90% des données de l’hu-

manité alors existantes ont été produites seulement au cours des années 2014 et

2015 (BSA, 2016). Toujours selon BSA, elles sont, entre autres, le nerf de la guerre

pour «la croissance économique, pour le développement de l’agriculture, pour les

décisions politiques et pour la gestion des énergies renouvelables». Une meilleure

gestion des données produites, même sensible, peut avoir un impact considérable.

En e�et, Microsoft (BSA, 2016) et General Electric (G.E., 2012) mentionnent que

les économistes s’accordent pour dire que l’amélioration de la compréhension et

la gestion des données de seulement 1% pourrait augmenter le PIB international

de 15 billions de dollars américains.

Le milieu industriel produit lui aussi sa part de données grâce à l’utilisation de

capteurs, des lignes de commandes des clients ou des commandes aux fournis-

seurs, ainsi que par l’analyse des notes internes. Actuellement, 90% des grandes

entreprises citent les données comme une ressource-clé (BSA, 2016). Leur ana-

lyse permet, entre autres, une réduction des coûts en optimisant les achats (G.E.,

2012), et les temps de travail des employés (O’Neil, 2016). Dans les sciences dites

expérimentales, la méthode scientifique propose la construction de modèle par

l’émission d’une hypothèse, puis sa vérification par l’analyse des données produites

par expérimentation (Godfrey-Smith, 2009). Dans le domaine des technologies de
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l’information, l’hyper-connectivité, que ce soit par les capteurs de l’internet des

objets ou par les média sociaux, engendre une masse de données considérable qui

est analysée par les géants du web. Entre autres, elles servent à créer des sys-

tèmes de recommandation et sont utilisées à des fins marketing et publicitaires,

comme le montrent les produits vendus par Facebook Analytics et Google Ads.

Les données sont donc actuellement utilisées comme indicateurs de la «vérité ter-

rain», et un des défis majeurs est d’appréhender ces données pour passer du stade

d’observation à celui d’intuition, puis de l’intuition aux réponses (BSA, 2016).

Pour appréhender de larges quantités de données, un traitement automatique est

nécessaire. Un tel traitement doit à la fois permettre la formulation d’hypothèses

par la description des tendances d’un jeu de données et la vérification de ces

hypothèses qui pourront, le cas échéant, être intégrées en tant que théorie du

domaine couvert par les données. On appelle, en sciences des données, découverte

de connaissances la discipline visant à établir de telles théories (Fayyad et al.,

1996). La détection des tendances d’un jeu de données est, quant à elle, appelée

fouille de données (Fayyad et al., 1996).

La discipline de la fouille de données vise à extraire et utiliser les régularités que

l’on peut détecter dans un ensemble de données que l’on peut représenter sous

forme d’un tableau, c’est-à-dire un ensemble d’objets décrits par un ensemble

d’attributs et de valuations (Ye, 2003). Toutefois, actuellement les ensembles de

données volumineux proviennent de sources hétérogènes (par exemple, capteurs

et bons de commande) et décrivent des types d’objets di�érents (par exemple,

clients et produits) qui peuvent être en relation (par exemple, le client X achète

le produit Y ). On qualifie de telles données de relationnelles et elles peuvent

être représentées par un multi-graphe (Dûeroski, 2003). Di�érentes structures,

telles que les bases de données relationnelles ou les triplestores, peuvent accueillir

de telles données. Parmi les exemples les plus importants de jeux de données
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relationnelles, on compte le web des données liées, le Knowledge Graph de Google

et l’ensemble de données du média social Facebook.

Dans cette thèse, on s’intéresse à développer une méthode visant à extraire l’in-

formation utilisable (et donc compréhensible) par un expert du domaine depuis

lesquelles les données sont extraites. Plus particulièrement, on focalise sur les

jeux de données les plus génériques possibles : des données relationnelles qui

n’ont pas été annotées. Ainsi, pour exploiter la totalité de l’information dispo-

nible, on s’intéresse aux méthodes non supervisées de la fouille de données multi-

relationnelles. Idéalement, pour qu’un expert puisse attester la validité d’un ré-

sultat, il convient d’utiliser une méthode dont on peut retracer et comprendre le

comportement (à l’opposé des modèles «boîtes noires»). De plus, bien qu’une mé-

thode ne puisse attester la véracité d’une propriété uniquement par l’exploitation

des données (Hernán et Robins, 2020), il est possible de présenter les co-occurences

à un expert qui peut les évaluer pour en déduire les liens de causalité régissant les

régularités.

L’analyse formelle de concepts (AFC) (Wille, 1982) est une méthode d’analyse

mathématique qui a été utilisée, à de multiple reprises, comme cadre pour des

tâches de fouilles de données (Valtchev et al., 2004; Huchard, 2019; Kapoor et al.,

2020). Pour un jeu de données constitué d’un ensemble d’objets présentant des

attributs, elle extrait et organise toutes les abstractions conceptuelles présentes

dans le jeu de données au sein d’un treillis complet. L’AFC est une méthode de

clustering hiérarchique et multigroupe, l’intégrant aux techniques d’apprentissage

non supervisées. L’organisation dans le treillis permet ensuite l’extraction de règles

d’association non redondantes (Kryszkiewicz, 2002), présentant des co-occurences

pertinentes. Cela fait de l’AFC une méthode de fouille de données non-supervisée

particulièrement versatile.
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Toutefois, l’AFC est limitée à des applications sur des ensembles d’objets homo-

gènes. L’analyse relationnelle de concepts (ARC) est une extension, à la fouille de

données multi-relationnelle, de l’AFC permettant de se libérer de cette contrainte,

autorisant l’intégration de jeux de données relationnelles tels que les données

liées (Rouane-Hacene et al., 2013). L’ARC organise, pour chaque type d’entité,

un treillis de concepts séparé, puis connecte ses treillis au travers d’attributs rela-

tionnels, permettant d’intégrer pour chaque objet des propriétés issues des objets

qui lui sont connectés, qu’ils soient de même type ou non. Néanmoins, les règles

d’association n’ont pas été clairement définies pour l’ARC. La circularité entre

les concepts engendre une circularité dans les règles d’association, si la même

extraction qu’avec l’AFC est appliquée.

Une des contributions fondamentales de cette thèse est de présenter une méthode

pour extraire ces règles, tout en empêchant la production de références à la pré-

misse dans la conclusion qui entravent leur interprétation. Cette nouvelle forme de

règles d’association, si formalisée de manière univoque, permet la découverte d’as-

sociations relationnelles non triviales des concepts générés par ARC. En utilisant

les notions de fermeture et de génération des concepts, nous montrons comment

ces règles d’associations peuvent être générées et en quoi l’ARC produit des règles

di�érentes des méthodes actuelles de fouille pour les données liées, telles que la

fouille de graphes (Yan et Han, 2002; Nijssen et Kok, 2004), la fouille de sché-

mas logiques (Józefowska et al., 2008) ou les techniques basées sur des jointures

préalables (Narasimha et al., 2011)

Dans le chapitre 1, nous introduisons les ontologies et les règles d’association, des

structures de représentation de connaissance. Le chapitre 2 présente, après un

rappel de certains prérequis mathématiques, la théorie de l’analyse formelle de

concept (AFC). L’AFC est la brique fondamentale de notre méthode, elle permet

l’extraction d’une représentation compacte de l’ensemble des règles d’association
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d’un jeu de données. Ces derniers sont néanmoins limités à des descriptions d’ob-

jets en fonction de caractéristiques propres. Le chapitre 3 décrit l’analyse rela-

tionnelle de concept (ARC), une extension de l’AFC permettant de prendre en

considération les liens entre les objets. Toutefois, l’ARC perd la simplicité d’in-

terprétation des règles d’association produite par l’AFC. On conclut la première

partie de cette thèse par le chapitre 4, qui étudie les limites de l’ARC et propose

un consolidation de la théorie pour allier la lisibilité des règles de l’AFC et la com-

préhension des liens inter-objets prévue par l’ARC. La partie II est composée de

trois chapitres indépendants reflétant chacun un cas d’utilisation de l’ARC dans la

forme proposée au chapitre 4. Le chapitre 5 propose un cas d’étude en production

industrielle. On y montre que l’extraction de règles d’association révèle les liens

entre les caractéristiques des pièces manufacturées, par moulage d’aluminium, et

les problèmes de production. Le chapitre 6 étudie un cas en psycholinguistique.

On y analyse les corrélations entre la structure de di�érents dictionnaires et les

mesures psycholinguistiques des mots qui les composent. Le chapitre 7 présente

l’ARC comme méthode pour l’ingénierie de connaissance pour diverses tâches :

la restructuration d’un schéma de données, la détection d’erreur de typage et

l’évaluation du schéma par les données. Finalement, on conclut cette thèse en

suggérant plusieurs pistes de recherche pour continuer à développer l’ARC.



Première partie

Théorie

6



CHAPITRE I

EXTRACTION DE CONNAISSANCE

Historiquement, formaliser la connaissance dans des systèmes informatiques avait

pour but de concevoir une structure fondamentale, sur laquelle pourrait être

construite une intelligence artificielle universelle de résolution de problèmes, le

general problem solver (Newell et al., 1959). Le succès dans l’atteinte de cet ob-

jectif, trop ambitieux, a été mitigé. En e�et, ce système, ratissant trop large, ne

pouvait ra�ner ses stratégies algorithmiques, et se retrouvait victime de l’explo-

sion combinatoire (Russell et Norvig, 2002). En quelques années, la communauté

scientifique de l’intelligence artificielle s’est tournée vers la conception de sys-

tèmes experts (Russell et Norvig, 2002). Ces derniers visent à atteindre au moins

les capacités humaines pour la résolution d’une tâche spécifique ; mais ils n’ont

pas vocation à être employés pour tout problème. Parmi les domaines célèbres où

ces systèmes experts ont été déployés, on compte, entre autres, les problèmes de

planification, de diagnostic et de classification (Baader et al., 2003; Russell et

Norvig, 2002).

Plus récemment, le développement significatif du web sémantique a encouragé le

développement de jeux de données liées ouvertes : en mars 2019, DBPédia l’un

des jeux de données les plus volumineux contenait 9.5 milliards de liens entre

ses données ; et on pouvait dénombrer 1 239 jeux de données ouverts et inter-
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connectés entre eux (lod-cloud.net, 2019). Ces ensembles de données volumineux

permettent le développement d’une nouvelle génération de systèmes experts (Rus-

sell et Norvig, 2002). Toutefois, pour exploiter ces ensembles conjointement, un

besoin d’interopérabilité doit préalablement être comblé. Les ontologies informa-

tiques, schémas de bases de connaissance, ont donc émergé pour y répondre (Arp

et al., 2015).

Les systèmes experts sont composés de deux briques fondamentales : un raison-

neur et une base de connaissances (Russell et Norvig, 2002). Pour résoudre un

problème spécifique, il faut manipuler la connaissance disponible adéquatement.

Pour cela, un raisonneur combine les éléments spécifiques d’une situation par dif-

férents mécanismes, notamment l’inférence (Baader et al., 2003). Pour manipuler

la connaissance, il faut, bien évidement, définir un formalisme permettant une ma-

nipulation par la machine. Celui-ci doit être assez expressif pour englober toute

forme de connaissance, et assez précis pour être compatible avec le traitement

rigide et binaire d’une machine. Plusieurs logiques répondent à de tels critères :

logique du premier ordre, statistique, logique floue, etc. (Russell et Norvig, 2002).

L’ingénierie de la connaissance est la discipline qui consiste à concevoir la base de

connaissances. Elle est composée de sept étapes (Russell et Norvig, 2002) :

1. Identifier la tâche et définir les limites de la connaissance à représenter.

2. Acquérir les connaissances.

3. Formaliser la connaissance rassemblée.

4. Encoder la connaissance formalisée.

5. Encoder la description des problèmes à résoudre.

6. Appliquer le raisonneur.

7. Corriger la base de connaissances (retour à l’étape 1).

La présente thèse se focalise sur la tâche de l’extraction de connaissances (étape



9

2) pour des bases de connaissances compatibles avec le format OWL2, le langage

d’implémentation des ontologies recommandé par le W3C (W3C, 2012). Ainsi,

dans ce chapitre, nous nous attelons, dans un premier temps, à présenter dif-

férentes définitions de la connaissance, et justifions notre choix de l’une d’entre

elles en section 1.1. Dans la section 1.2, nous présentons les ontologies avec ses

formalisations dédiées. La section 1.3 présente di�érentes tâches d’extraction de

connaissance. Nous mettons l’accent sur la tâche de l’extraction de règles d’asso-

ciation relationnelles, puisque celle-ci se trouve au cœur du processus décrit dans

les prochains chapitres de la thèse. Finalement, la section 1.4 conclut ce chapitre

en mettant l’analyse relationnelle de concepts en relief par rapport à l’ingénierie

de connaissance.

1.1 Définition de la connaissance

En sciences de l’information, les termes de donnée, d’information et de connais-

sance sont souvent évoqués. Dans ce domaine, ces termes suivent les définitions

du modèle Data-Information-Knowledge-Wisdom (DIKW), souvent représenté par

une pyramide (cf fig. 1.1).

Ce premier modèle est aujourd’hui prédominant en sciences de l’information. Tou-

tefois, dans un article de référence 1 du domaine de management de la connais-

sance, Alavi et Leidner soutiennent que d’autres vues sont tout autant admis-

sibles (Alavi et Leidner, 2001), notamment celui de Tuomi. Ce dernier défend une

vision permutée du premier modèle en a�rmant que les données sont postérieures

à la connaissance : chaque donnée est extraite par un processus lui-même influencé

par une connaissance préalable et l’information catégorise un ensemble de données

au travers d’une connaissance préalable (Tuomi, 1999).

1. avec plus de 13 000 citations
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Figure 1.1: Pyramide DIKW (longlivetheux, 2005)

Dans cette thèse, nous nous focalisons toutefois sur la définition de connaissance

suivant le modèle Data-Information-Knowledge (la partie Wisdom est hors du

champ d’étude de cette thèse). Puis, nous nous plaçons dans un des cadres pos-

sibles o�erts par ce modèle.

Avant de présenter le modèle de manière plus stricte, illustrons, au travers d’un

exemple, les di�érentes catégories : données, information et connaissance.

Exemple 1. Imaginons le cas d’un système d’arrosage automatique et intelligent.

Le système a pour but de distribuer de l’eau à une plante uniquement lorsque

nécessaire.

Supposons maintenant les faits suivants : Mardi 16/02, la température est de 21oC,

la terre est sèche ; Mercredi 17/02, 15oC, humide ; Jeudi 18/02, 20oC, sèche ;

Vendredi 19/02, 17oC, humide ; Mardi 23/02 ; 21oC, sèche. Ces faits, individuel-

lement, ne sont que de simples relevés, sans intérêt particulier. On les nomme

données.

En agrégeant ces données, on peut retrouver de l’information telle que : «les mardis

la terre est sèche», «lorsque la température est au dessus de 19oC, la terre est

sèche», etc.

Enfin, en filtrant l’information, on peut en extraire la connaissance que doit inté-
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grer le système : «s’il fait plus de 19oC, arroser la plante dans la journée».

Cet exemple est une illustration possible du modèle, mais d’autres sont tout au-

tant admissibles. Zins a collecté les définitions de donnée, information et connais-

sance produites par 57 chercheurs de 16 nationalités di�érentes (Zins, 2007). En

compilant ces résultats, l’auteur a pu montrer que la définition du modèle Data-

Information-Knowledge était loin d’être unique et universelle. Il a notamment pu

extraire de ces réponses cinq modèles distincts. Tous ces modèles s’accordent pour

dire qu’un fait, extérieur à tout individu (comme la température), est une don-

née. Certains, mettent aussi en évidence ce qu’on pourrait qualifier de la perception

d’un fait (par exemple, «il fait froid»), comme donnée.

Pour ce qui est de la notion d’information, les points de vue divergent déjà consi-

dérablement. Certains considèrent que l’information est une contextualisation des

données : Information is what context creates/gives to data (Zins, 2007) ; alors

que d’autres considèrent l’information comme une intériorisation des données :

Information is an organism’s [. . . ] inferential frame that guides the selection of

data for its own further development or construction (Zins, 2007). Enfin, pour la

notion de connaissance, encore une fois, les points de vue s’opposent. Bien que

tous considèrent que la connaissance est interne à un agent («Knowledge is what

was understood and evaluated by the knower» (Zins, 2007)), certains considèrent

que l’extériorisation est possible («Knowledge can be given physical representation

(presence) in the material products (technology) thereof (books, film, speech, etc.

)» (Zins, 2007)). Zeleny soutient que l’extériorisation est impossible et va jusqu’à

a�rmer que la connaissance ne peut se démontrer qu’au travers d’actions («le

seul moyen de signaler qu’on sait faire un gâteau est d’en produire un») (Zeleny,

2005). Toute verbalisation de la connaissance («je sais faire un gâteau») ne serait

que la production d’information. On peut aussi y lire «The only bad thing about

knowledge is that many people, experts and laymen alike, treat knowledge as some
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sort of higher-level information : extended, synthetic, advanced, complex, etc. , but

still information. » : la confusion entre connaissance et information semble être,

selon Zeleny, une méprise assez générale (Zeleny, 2005).

Dans cette thèse, on utilise les termes données, information et connaissance tels

que définis dans l’article (Fayyad et al., 1996), prédominant 2 dans le domaine

des sciences de l’information. Il nous sert de référence dans le vocabulaire em-

ployé. Dans cet article, on peut lire «Historically, the notion of finding useful

patterns in data has been given a variety of names, including data mining, know-

ledge extraction, information discovery, information harvesting, data archaeology,

and data pattern processing» et «Given these notions, we can consider a pattern

to be knowledge if it exceeds some interestingness threshold». Ainsi nous partons

du postulat que l’extraction de connaissances consiste à découvrir un ensemble

d’informations, sous forme de régularités. Cet ensemble doit être organisé de sorte

à présenter uniquement les plus pertinentes, pour une intégration optimale au

système de connaissance.

Pour revenir à notre exemple sur l’arroseur automatique, l’extraction de connais-

sance est un processus qui produit un résultat intermédiaire, entre l’ensemble des

informations («les mardis la terre est sèche», «lorsque la température est au des-

sus de 19oC, la terre est sèche», . . . ), et l’ensemble de la connaissance («s’il

fait plus de 19oC, arroser la plante dans la journée»). L’ensemble produit doit

contenir des informations, mais doit être restreint à celles utiles à l’acquisition

des connaissances (dans ce cas, on aurait uniquement «lorsque la température est

au-dessus de 19oC, la terre est sèche»).

2. Plus de 10000 citations.
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1.2 Représentation de la connaissance

Dans la littérature, on trouve de multiples formalismes logiques et de représenta-

tion de la connaissance. Le chapitre 4 de (Baader et al., 2003) présente di�érents

formalismes logiques tels que les logiques modales (Schild, 1991), les restrictions

de la logique du premier ordre aux fragments décidables (Andréka et al., 1998),

les modèles de base de données, ainsi que des représentations de la connaissance

utilisées dans le domaine de l’intelligence artificielle, tels que les réseaux séman-

tiques (Brachman, 1979), le système de frames (Hayes, 1981) et les graphes concep-

tuels (Sowa, 1983). Toutefois, avec l’émergence du web des données, le W3C, l’or-

ganisme de standardisation international des technologies du web, recommande,

à des fins de réutilisation et d’interopérabilité, le développement d’ontologies au

format OWL2 (W3C, 2012). OWL2 est un langage basé sur la logique de descrip-

tion SROIQ. Ainsi, dans cette section nous présentons, dans un premier temps,

les langages de formalisation des ontologies, notamment la logique de description

SROIQ (Horrocks et al., 2006), avant de présenter la définition d’ontologie d’une

base de connaissances.

1.2.1 Formalisation

La logique du premier ordre est composée de fonctions, de variables, de constantes,

ainsi que de prédicats qui servent à exprimer les propriétés et relations de ces

variables et éléments. Par convention, on note les variables et les fonctions en

majuscules, alors que les constantes et prédicats commencent par une minuscule.

Un terme est une variable, une constante, ou la composition d’un de ces éléments

dans une fonction. Les prédicats, adjoints de leurs termes, forment des atomes,

la brique fondamentale de ce formalisme. L’abstraction au-dessus de l’atome qui
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englobe sa valuation binaire (vrai ou faux) est appelé un littéral. Les prédicats, tout

comme les fonctions, peuvent lier plusieurs termes. Le nombre de liens est appelé

l’arité du prédicat. L’exemple 2 illustre ces définitions. En logique du premier

ordre, ces atomes sont combinés en formules.

Exemple 2. Prenons (1) les variables W, X, Y et Z, (2) la fonction frère, qui,

à une variable représentant un individu, associe le frère de l’individu, (3) une

constante adam, et (4) le prédicat amis. Alors amis(W, X, Y, Frère(Z), adam)

est un atome dont W, X, Y, Frère(Z) et adam sont les termes. Le prédicat amis

est dit d’arité 5 et attribue la propriété d’être amis à ces cinq termes. Lorsqu’on

affecte une valeur vrai ou faux à l’atome, on parle de littéral.

Les symboles de négation (¬), de conjonction (·), de disjonction (‚), d’implication

(æ) et d’équivalence (©), sont les connecteurs des formules. Il existe (÷) et quel

que soit (’) sont appelés quantificateurs.

Formellement, un atome est une formule. De plus, si e1, e2 sont des formules alors

¬e1, e1 · e2, e1 ‚ e2, e1 æ e2, e1 © e2, ’xe1, ÷xe1 sont des formules (x étant une

variable).

La logique du premier ordre est particulièrement expressive. Toutefois, elle pré-

sente un défaut majeur pour ce qui est de la connaissance que l’on peut formaliser

depuis les données : elle n’est pas une logique décidable. C’est-à-dire qu’il est

possible de concevoir des formules, pour lesquelles il est impossible de décider

si elles sont vraies pour toute donnée. L’indécidabilité de cette logique est un

problème majeur lorsqu’implémentée dans un système informatique. On pourrait,

entre autres, demander de vérifier une formule qui déclencherait un traitement

infini, sans avoir moyen de savoir si le traitement est e�ectivement infini, ou ex-

trêment long.
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Toutefois, certains fragments (ou restrictions) de la logique du premier ordre sont

décidables. Parmi les fragments décidables, on trouve notamment la restriction à

deux variables, c’est-à-dire où tous les prédicats et fonctions ne présentent que des

arités 1 ou 2. Les logiques de descriptions sont des logiques basées sur la logique du

premier ordre acceptant certains de ses connecteurs et quantificateurs. Elles sont

(généralement) restreintes à deux variables et décidables (Baader et al., 2003).

Il existe de multiples logiques de description. Dans cette sous-section, comme nous

ne pouvons pas toutes les décrire exhaustivement, nous nous concentrons sur la

logique SROIQ (Horrocks et al., 2006). Ce choix est motivé par le fait que

SROIQ a été retenue par le W3C pour les spécifications d’OWL2, le langage de

définition recommandé pour les ontologies.

Les logiques de description se basent avant tout sur des concepts et rôles ato-

miques. Ceux-ci peuvent être respectivement dénotés en logique du premier ordre

par les prédicats d’arité 1 (concepts) et 2 (rôles). € et ‹, sont les concepts uni-

versellement vrai et faux. Ainsi, € est le concept qualifiant toutes les instances

possibles alors que ‹ ne qualifie aucune instance.

Avec ces briques de base, on peut maintenant décrire la logique SROIQ. Si C et

D sont des concepts, alors l’intersection C Ù D, l’union C Û D, et le complémen-

taire ¬C sont des concepts. De plus, pour un rôle R, les restrictions existentielle

÷R.C, universelle ’R.C, au moins Ø n R.C et au plus Æ n R.C, ainsi que la

réflexivité locale décrivant l’ensemble des instances en relation avec elles-mêmes,

notée ÷R.Self , sont également des caractérisations de concepts.

Une des particularités de SROIQ est que, si une relation R est définie, alors sa

relation R≠, dite inverse, l’est aussi. En logique du premier ordre, cela revient à

dire que, si on a le predicat R(x, y), alors on a également R≠(y, x).
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L’intérêt d’un tel formalisme est d’une part son expressivité, d’autre part le fait

qu’il soit décidable (Horrocks et al., 2006).

1.2.2 Représentation de la connaissance

Une base de connaissances est un ensemble de phrases exprimées dans un langage

de représentation de la connaissance. Les phrases qui sont considérées immédiate-

ment comme vraies, sans être inférées, sont appelées axiomes (Russell et Norvig,

2002). Ces phrases peuvent soit décrire le schéma de la base de connaissances,

c’est-à-dire présenter un ensemble de concepts et les relations entre eux, soit dé-

crire les instances, que ce soit les liens entre elles ou leurs liens aux éléments du

schéma. Le schéma d’une telle base est appelé ontologie de la base de connais-

sances (Russell et Norvig, 2002).

Les ontologies étant définies à partir d’une taxonomie, on reprend la définition de

cette dernière avant d’introduire les ontologies.

Définition 1. Une taxonomie est une hiérarchie composée de termes décrivant

des types (universels ou classes) reliés entre eux par une relation de généralisa-

tion (Arp et al., 2015).

Définition 2. Une ontologie est un outil de représentation. Elle comprend une

taxonomie fondamentale, un ensemble d’universaux et de classes combinant les

éléments de cette taxonomie, ainsi que des relations entre ces éléments (Arp et al.,

2015).

Pour permettre une bonne interopérabilité et réusabilité des ontologies, on peut

définir quatre niveaux d’ontologies : de haut niveau, intermédiaire, de domaine et

d’application (Arp et al., 2015).

Les ontologies d’application sont créées dans le but de répondre à une tâche très
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spécifique. Elles ont un domaine de définition très concret et sont peu réutilisables.

Les ontologies de domaine représentent, comme leur nom l’indique, un domaine

en particulier. Elles décrivent de manière exhaustive les entités et leurs relations.

Par exemple, on peut mentionner l’ontologie de domaine CVDO (CardioVascular

Disease Ontology). Les ontologies de niveau intermédiaire sont plus larges et sont

utilisables par plusieurs ontologies de domaine. Par exemple, on peut compter

DO (Disease Ontology) sur laquelle se repose CVDO. Les ontologies de haut ni-

veau sont indépendantes du domaine et ont pour but de caractériser la structure

d’une ontologie. Par exemple, BFO (Basic Formal Ontology) vise à définir le com-

portement d’ontologies décrivant un domaine réel (comme la DO) (Arp et al.,

2015).

En pratique, pour être intégrées à un système informatique, les ontologies sont

encodées en logique du premier ordre. Par exemple, l’ontologie de haut niveau

DOLCE, visant caractériser les ontologies s’appuyant sur le langage naturel et le

sens commun, est écrite complètement en logique du premier ordre (Masolo et al.,

2003). Mais pour des raisons de performance et notamment de décidabilité, il est

recommandé de les écrire en OWL2 (W3C, 2012; Arp et al., 2015).

1.3 Extraction de connaissance

«La découverte de connaissance est le processus non trivial d’identifier des ré-

gularités dans les données qui sont valides, nouvelles, potentiellement utiles et

ultimement compréhensibles» (Piatetsky-Shapiro et al., 1996). Il existe principa-

lement trois objectifs de haut niveau pour lesquels il convient de mettre en place

un tel processus : vérifier une hypothèse, créer un modèle de prédiction ou créer

un modèle de description (Fayyad et al., 1996). Un modèle de prédiction vise à

estimer certaines valeurs pour de nouvelles données, ou l’évolution de certaines va-
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leurs pour des données existantes (Fayyad et al., 1996). Le modèle de description

vise à détecter et décrire les régularités (groupes et tendances) présentes dans

les données (Fayyad et al., 1996). Pour réaliser ces objectifs, plusieurs phases

sont nécessaires : sélection des données, prétraitement, transformation, fouille de

données, interprétation et évaluation de l’information (Fayyad et al., 1996).

Nous nous intéressons ici à l’extraction de connaissances pouvant construire des

modèles de description, notamment les ontologies. Ainsi, dans une première sous-

section nous présentons la fouille de données (multi-relationnelle), puis nous par-

lons d’extraction d’ontologie. Finalement, nous décrivons les règles d’association,

une des formes d’information particulièrement directe à interpréter, conjointement

avec des méthodes d’extraction dédiées.

1.3.1 Fouille de données multi-relationnelles

L’extraction des connaissances depuis un jeu de données demande d’analyser les

données disponibles pour en extraire les régularités, constituant l’information. La

discipline d’analyse automatisée des jeux de données informatisés s’appelle fouille

de données (Fayyad et al., 1996). La discipline de fouille de données regroupe un

ensemble de méthodes étudiant les régularités présentes dans un jeu de données

homogène (Ye, 2003). Or aujourd’hui, comme nous l’avons soulevé dans l’intro-

duction, les jeux de données sont de plus en plus hétérogènes et structurés selon

un paradigme relationnel.

Pour exploiter des jeux de données relationnelles, trois possibilités sont envisa-

geables :

— La fouille de données classique, qui considère l’extraction de structures pour

un seul type d’entité. On peut l’utiliser sur chaque type d’entité séparement

et ne pas considérer les liens. Toutefois, l’intégration de ces liens peut être
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émulée par la création d’un type d’entité générique qui correspondrait à un

produit cartésien de tous les types existants.

— La fouille de graphes (Yan et Han, 2002; Nijssen et Kok, 2004) ne s’intéresse,

quant à elle, qu’à l’aspect structurel du graphe de relation. Cette discipline

vise à générer pour un ensemble de graphes, un ensemble de sous-graphes

fréquemment trouvés dans l’ensemble de graphes de départ.

— La fouille de données multi-relationnelles (Dûeroski, 2003) est un sous-

domaine plus structuré de la fouille de données qui vise à observer les don-

nées en considérant plusieurs tables, chacune représentant un type d’entité

di�érent, ainsi que les liens entre les données de di�érentes tables.

On s’intéresse ici, à cette dernière alternative. De multiples méthodes de la FDMR

ont été proposées, répondant aux versions étendues des problèmes de la fouille de

données classique (Dûeroski, 2003). Parmi ces applications on trouve, notamment,

la régression (Cai et al., 2005), la classification (Frank et al., 2007), la découverte

d’associations (Galárraga et al., 2013) et le clustering (Nergiz et al., 2008).

Bien évidemment, il n’y a pas de façon unique d’étendre un algorithme de fouille

de données au paradigme relationnel. Par exemple, Mistry et Thakkar proposent

de créer un classificateur par table, puis de combiner les di�érents résultats ob-

tenus au travers d’un réseau bayésien (Mistry et Thakkar, 2014). Dans la même

veine, Bina et al. utilisent des arbres de décisions, un par type d’objets, dont

ils combinent les résultats à postériori, selon les relations entre les classes qui

existent (Bina et al., 2013). Dans une optique inverse, Galárraga et al. ainsi

que Bühmann et al. intègrent l’information relationnelle en amont du traite-

ment (Galárraga et al., 2015) et (Bühmann et al., 2016).
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1.3.2 Extraction d’ontologie

L’extraction d’ontologie vise à concevoir automatiquement, à partir de données,

une ontologie. Sabou et al. soulèvent toutefois le problème majeur suivant : il

n’existe pas encore de solution à l’évaluation d’une méthode d’extraction d’onto-

logie (Sabou et al., 2005). Actuellement, les méthodes sont évaluées en comparant

leurs résultats avec une ontologie établie manuellement, en anglais on les quali-

fie de gold standard. Mais une ontologie de domaine réalisée par une méthode

automatique peut être évaluée (manuellement) plus pertinente et précise que le

gold standard par les concepteurs de ce dernier (Sabou et al., 2005). Il existe

principalement deux façons de procéder pour concevoir une ontologie : manuelle,

par des experts-domaine, ou automatique, depuis une source de données (Haz-

man et al., 2011). Toutefois, comme les méthodes ne peuvent pas être évaluées de

manière automatique, un processus possible est de concevoir une proto-ontologie

automatiquement, de la transmettre à un expert du domaine pour trancher sur

les choix incertains. On qualifie un tel traitement de semi-automatique. Toutefois,

Sabou et al. soulèvent notamment le cas suivant : faut-il signaler les synonymes

par une relation de synonymie ou regrouper tous les synonymes dans un même

concept (Sabou et al., 2005) ?

Que la méthode soit manuelle, automatique ou semi-automatique, la procédure

doit prendre en compte le format des données : non-structurées (par exemple,

texte en langage naturel), semi-structurées (par exemple, un texte en langage na-

turel dont les mots et sections sont marqués par les étiquettes), ou structurées (par

exemple, base de données). Le rapport d’Hazman et al. survole di�érentes tech-

niques pour l’extraction depuis les données non-structurées et semi-structurées,

des approches statistiques, des techniques de traitement automatique du langage,

et diverses techniques de fouille de données (Hazman et al., 2011). D’autres
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chercheurs se sont intéressés aux données structurées. De nombreux outils sont

disponibles et référencés (Unbehauen et al., 2012). Par exemple, l’outil RDB-to-

Onto (Cerbah, 2008) vise à extraire une ontologie depuis une base de données

relationnelle en s’appuyant tant sur le schéma que sur les données pour découvrir

et enrichir des concepts.

Plusieurs de ces outils sont notamment basées sur un processus de règles d’asso-

ciation. Ils ont été utilisées tant sur des données non-structurées pour étudier les

corrélations entre les mots d’un texte et leurs catégories dans une taxonomie que

sur des données structurées (Maedche et Staab, 2000), tant pour la fusion d’onto-

logies que pour la découverte de relation de subsomption entre les classes (David,

2007).

1.3.3 Extraction des règles d’association

Bien qu’on ne puisse pas extraire un modèle causal depuis des données unique-

ment (Hernán et Robins, 2020), on peut s’en rapprocher en mettant en avant les

corrélations entre les di�érentes variables. Ces corrélations, combinées à un mo-

dèle ou au sens commun, peuvent servir de base à la conception d’un nouveau

modèle ou la modification d’un modèle préalablement existant.

Les règles d’associations sont un formalisme qui permet d’exprimer des régularités

de la forme «X% des objets qui possèdent les propriétés de A ont aussi les proprié-

tés de B» (Agrawal et al., 1996). Par exemple, on peut avoir une règle de la forme

«87.3% des clients qui achètent des couches un jeudi achètent aussi de la bière».

Formellement, une règle d’association se présente sous la forme A æ B \ A, où A

et B sont des ensembles de propriétés (dans l’article original des items (Agrawal

et al., 1993)). En logique de description, elle se traduit par l’énoncé suivant : pour

un individu x, si l’assertion A(x) se trouve dans la base de connaissances, alors
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B(x) également. Ces règles, toutefois, admettent une certaine tolérance à l’erreur.

On se donne alors deux mesures de qualité d’une règle : le support et la confiance.

Le support matérialise l’importance d’une règle en terme de représentativité dans

une base. Il est noté supp(A æ B \ A) ou ‡(A æ B \ A) et correspond au nombre

d’individus d’une base de connaissances qui sont à la fois des représentants du

concept A et du concept B. Formellement :

supp(A æ B \ A) = |{x|A(x) · B(x)}| (1.1)

Alternativement, on peut aussi définir le support, non pas en terme absolu, mais

relativement au nombre d’individus existants. La confiance, quant à elle, mesure

la validité d’une règle, ou encore la corrélation entre A et B. Elle dénote le ratio

entre le nombre d’individus x vérifiant B(x) par rapport à ceux qui vérifient A(x).

Ainsi, la confiance se donne par l’expression suivante :

conf(A æ B \ A) =
|{x|A(x) · B(x)}|

|{x|A(x)}|
(1.2)

Lorsque la confiance d’une règle vaut 1, on la qualifie de règle exacte ou règle d’im-

plication ; si la confiance est inférieure, on parle de règle approximative. Ces me-

sures, de confiance et de support, peuvent être combinées pour définir des mesures

d’intérêt qui servent à séparer l’information superflue de la connaissance (Fayyad

et al., 1996). Toutefois, il n’existe pas de consensus général sur la notion de mesure

d’intérêt (Geng et Hamilton, 2006).

Voyons maintenant di�érents algorithmes de la littérature, focalisés sur l’extrac-

tion de règles d’association, dans un contexte de base de connaissances, c’est-à-dire

un contexte relationnel, avec di�érents rôles et concepts possibles.

Les règles d’association relationnelles ont été sujettes à de nombreuses études et
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méthodes. Parmi les méthodes d’extraction les plus connues, on trouve AMIE,

définie dans (Galárraga et al., 2013). Cette approche a été développée pour faire

de la prédiction de liens dans un graphe de connaissances. Par conséquent, cette

méthode ne s’intéresse qu’aux règles ayant une conclusion représentant un lien

unique. En logique des prédicats, cela se traduit par une clause de Horn dont la

conclusion ne contient qu’un atome binaire (d’arité 2). Cette limitation n’est pas

problématique pour la tâche de prédiction de liens ; mais, toutefois, elle restreint

les connaissances possibles à l’extraction. Plusieurs autres méthodes suivent ce

schéma.

À haut niveau, ces algorithmes se traduisent par la procédure dénotée par l’algo-

rithme 1. Cette dernière peut être assimilée à une heuristique gloutonne, que nous

décrivons ici. L’algorithme commence par se munir d’un ensemble initial de règles

candidates (ligne 1). Tant que cet ensemble n’est pas vide (ligne 2), une règle en

est sélectionnée et extraite (ligne 3). Ensuite, la règle passe dans une phase de

traitement. Si elle est intéressante (étant donné ce qui a déjà été découvert), on

l’ajoute à l’ensemble des règles produites (ligne 5 à 7). Puis, intéressante ou non,

on étend cette règle en utilisant les prédicats disponibles dans la base de connais-

sances. Pour l’étendre, on commence par générer les voisins immédiats de la règle

(ligne 8). Puis, un filtre est appliqué, pour ne conserver que les voisins promet-

teurs (ligne 10). Les règles voisines restantes sont alors ajoutées à l’ensemble des

règles candidates (ligne 11). Lorsqu’il n’y a plus de règles candidates, l’algorithme

présente les règles validées (ligne 15).

Bien évidemment plusieurs variations de cette méthode existent. Elles concernent

donc quatre éléments : (1) l’initialisation (ligne 1), (2) le test de sélection (ligne

5), (3) la génération des voisins (ligne 8) et (4) leur filtrage (ligne 10).

L’algorithme Warmr, défini dans (Dehaspe et Toivonen, 1999) se base sur cette
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Algorithme 1 : Algorithme de fouille par extension de règles

Résultat : Ensemble de règles d’association

1 début

2 Candidats Ω reglesInitialisation()

3 RèglesV alides Ω ÿ

4 tant que ( !Candidats.vide()) faire

5 r Ω Candidats.selection()

6 si testInteret(r) alors

7 RèglesV alides.ajoute(r)

8 fin

9 V Ω genererVoisins(r)

10 pour v œ V faire

11 si pertinent(v) alors

12 Candidats.ajoute(v)

13 fin

14 fin

15 fin

16 retourner RèglesV alides

17 fin

logique générique et cherche une règle dont la conclusion est composée d’un atome

spécifié par l’utilisateur. (1) L’ensemble des candidats est initialisé en ne contenant

que la règle vide. (2) Pour chaque règle candidate, si son support dépasse un seuil

fixé par l’utilisateur, elle est considérée valide. (3) WARMR utilise une grammaire

spécifiée en paramètre pour générer des règles voisines (des règles de prémisses

plus longues). (4) Les voisins qui sont équivalents à un candidat ainsi que ceux plus

spécifiques qu’une règle considérée infréquente sont écartés. Au final, l’algorithme

renvoie les règles fréquentes.

Dans AMIE (Galárraga et al., 2013), une règle ne peut contenir, en conclusion,
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qu’un atome binaire. Une règle de la forme A2, ..., An æ A1 est représentée par un

n-uplet d’atomes (A1, ..., An). De plus, AMIE utilise une variation de la confiance

adaptée à l’hypothèse de monde ouvert, appelée PCA-confidence. Elle intègre à

l’équation de la confiance une estimation des instances qui ne sont pas couvertes

par la base. Décrivons maintenant les variations de la méthode. (1) L’ensemble des

candidats est initialisé en ne contenant que la règle vide. (2) Le test de validation

considère trois éléments pour décider de présenter une règle dans l’ensemble de

sortie. Premièrement, elle doit vérifier la condition d’être close, c’est-à-dire toutes

les variables de la règle apparaissent au moins deux fois. Ensuite, elle doit véri-

fier que la prémisse dépasse un certain support. Enfin, la règle au complet doit

passer un certain seuil de PCA-confidence. Seulement la vérification de ces trois

contraintes permet de la déclarer d’intérêt. (3) Pour générer des voisins, AMIE

rajoute un atome binaire à la prémisse de la règle source. Cet atome doit contenir

une variable qui existait déjà dans la formule. Si on adopte une représentation

sous forme de graphe de la base de connaissances, cela revient à étendre de ma-

nière connexe le sous-graphe représenté par la règle. Le second élément de l’atome

ajouté devra être une variable, instanciée ou non, nouvelle ou non. (4) Enfin, si

un voisin généré représente une règle équivalente (par permutation des atomes de

la prémisse) à une règle déjà candidate, il est ignoré. Les autres sont ajoutés à la

liste des règles candidates.

AMIE+ (Galárraga et al., 2015) est une optimisation de AMIE. Certaines va-

riations sont à noter. (1) La file est instanciée avec tous les atomes possibles de

la base plutôt qu’avec la règle vide. (2) Le calcul du support est optimisé. (3) La

taille des règles voisines est bornée ; et une règle de PCA-confidence de 100% ne

produit plus de voisin.

L’outil DL-learner (Lehmann et Hitzler, 2007a) est basé sur un algorithme (syn-

thétisé dans l’algorithme 2) qui, contrairement aux méthodes précédentes, est basé
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sur un apprentissage supervisé. L’objectif de cet algorithme est d’adapter les tech-

niques de programmation logique inductive (ILP) aux logiques de description, en

particulier lorsque les faits sur les instances sont facilement accessibles mais que

le schéma les structurant est manquant, ou trop peu expressif pour permettre un

raisonnement automatisé. DL-Learner cherche donc à trouver des explications lo-

giques pour certaines données (principe de l’ILP). Il se place dans le cadre où une

base de connaissances plus ou moins ra�née est présente, et qu’elle s’accompagne

d’observations positives (directement présentes ou inférables) et d’autres, néga-

tives. La méthode vise donc à étendre la base de connaissances avec une formule

expliquant les observations. Pour cela, DL-Learner cherche une hypothèse H qui

explique les observations. C’est-à-dire qu’idéalement, l’hypothèse, combinée à la

base de connaissances, permet d’inférer toutes les observations positives et aucune

observation négative. Cette hypothèse décrit une probable classe manquante de

la base. Pour ce faire, il utilise un opérateur de ra�nement (généralisation ou

spécialisation de concept, tel que la subsomption et la supsomption). L’opéra-

teur est choisi pour être compatible avec un travail sur les logiques de description

ALC (Lehmann et Hitzler, 2007b) et ALCQ (Lehmann et Hitzler, 2010).

Détaillons l’algorithme 2. Un noeud racine est initialisé avec une formule carac-

térisant tous les faits, positifs comme négatifs. Récursivement, des sous-noeuds

vont être ajoutés dans une structure arborescente, jusqu’à trouver une formule

qui maximise le nombre de faits positifs et minimise le nombre de faits négatifs

couverts. Une itération consiste à sélectionner la feuille avec le meilleur score, créer

toutes les formules qui étendent la feuille sélectionnée d’un concept atomique par

conjonction. Pour chaque nouvelle formule, on calcule sa qualité. Si elle dépasse

un certain seuil, et que la formule n’est pas une permutation d’un autre noeud de

l’arbre, on crée une feuille qu’on rattache à la formule d’origine. Dans sa première

version, aucun faux négatif n’était accepté, c’est-à-dire que seules les formules



27

Algorithme 2 : Algorithme de DL-Learner

Données : base de connaissances, Ensemble d’observations positives et

négatives

Résultat : Ensemble de concepts caractérisant les observations

1 début

2 ST Ω InitArbreRecherche()

3 tant que ST ne contient pas de noeud performant faire

4 N Ω ST.meilleurNoeud()

5 N.etendre() :

6 début

7 pour A : atome de la base de connaissances faire

8 M Ω Noeud()

9 M.formule Ω N.formule Ù A

10 si M.pertinent() alors

11 N.ajouterFils(M)

12 fin

13 fin

14 fin

15 fin

16 retourner ST.feuilles()

17 fin

couvrant tous les exemple positifs étaient acceptées et généraient un nouveau

noeud (Lehmann et Hitzler, 2007b). Ainsi, l’algorithme ra�nait les formules uni-

quement pour minimiser le nombre d’observations négatives couvertes. Le score

correspond, dans cette version, au nombre de faits négatifs écartés par la formule.

La seconde version relaxe un peu cette contrainte : elle introduit un seuil de bruit

autorisé, fixé au préalable par l’utilisateur (Lehmann et Hitzler, 2010). Dans cette

version, la notion du score est étendue. Elle prend en compte : (1) le nombre
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d’instances mal classées, positives comme négatives, (2) l’amélioration engendrée

par l’extension de la formule «parent», ainsi que (3) la taille de la formule du

noeud, en pénalisant les formules plus longues. Les impacts de ces trois mesures

sont pondérés par des paramètres fixés par l’utilisateur.

Les algorithmes de (Quinlan, 1990) et (Zeng et al., 2014) s’inscrivent dans la

même logique, mais génèrent un nouvel ensemble d’exemples négatifs pour chaque

formule générée. Que ce soit DL-Learner ou ces deux méthodes, elles sont assujet-

ties à la possibilité de trouver de tels exemples négatifs. Pour cela, ces méthodes

génèrent les exemples selon une supposition de monde fermé. C’est-à-dire qu’elles

se basent sur l’hypothèse que toute donnée présente est vraie, et toute donnée

absente est fausse. Elles ne sont donc pas compatibles avec les bases de connais-

sances basées sur l’hypothèse de monde ouvert qui suppose l’existence de données

vraies mais pas encore enregistrées.

1.4 Conclusion

Ce chapitre survole la discipline de l’extraction de connaissance. Dans un premier

temps on commence par définir la notion de connaissance comme un ensemble

de régularités intéressantes dans un ensemble de données. Ensuite, on présente

di�érents formalismes permettant d’exprimer cette connaissance, notamment les

logiques de description. Finalement, on expose des méthodes pour extraire l’in-

formation, sous forme de règle d’association, servant d’étape intermédiare entre

données et connaissance. Toutefois, on peut noter que les méthodes permettant

d’extraire ces règles sur un jeu de données relationnelles sont limitées soit par

des contraintes de format (la conclusion de règle peut être limitée à un littéral

d’arité 2) ou d’annotation des données (exemple positifs et négatifs à fournir en

entrée). Cette thèse propose donc l’analyse relationnelle de concept (ARC) pour
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concevoir un ensemble de règles sans ces limitations. Les chapitres 2 et 3 sont les

préambules mathématiques permettant de proposer notre méthode d’extraction

de règles d’association par ARC au chapitre 4. Les chapitres 5, 6 et 7 sont des cas

d’application de cette méthode d’extraction de règles.



CHAPITRE II

ANALYSE FORMELLE DE CONCEPTS

L’analyse formelle de concepts (AFC), en anglais formal concept analysis, est une

méthode qui vise à extraire la structure conceptuelle d’un jeu de données unaire.

Depuis le treillis complet servant de support à cette structure, on peut extraire

une représentation de la base de règles d’association d’un jeu de données, notre

sujet d’étude. Nous présentons donc ici la théorie de l’AFC en commençant par

introduire la théorie des treillis présentée dans (Davey et Priestley, 2002; Garg,

2015). Puis, nous présentons les définitions fondamentales de l’AFC (Wille, 1982),

avant de présenter les règles d’associations que cette méthode permet d’extraire.

2.1 Treillis

Dans cette section, nous introduisons d’abord les ensembles partiellement ordon-

nés, puis les treillis, qui en sont un cas particulier.

2.1.1 Ensemble partiellement ordonné

Une relation binaire R sur un ensemble X est un sous-ensemble quelconque R ™

X ◊X. Pour x, y œ X, on écrit, en notation infixe, xRy pour indiquer que (x, y) œ

R, et x/Ry sinon. Une telle relation R est dite d’ordre partiel (non strict) si, et
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seulement si, elle vérifie les propriétés suivantes :

réflexivité : on a xRx pour tout x œ X ;

antisymétrie : pour tous x, y œ X, si xRy et yRx alors x = y ;

transitivité : pour tous x, y, z œ X, si xRy et yRz alors xRz.

Si on remplace la propriété de réflexivité, par celle d’irréflexivité, c’est-à-dire x/Rx

pour tout x œ X alors on la qualifie d’ordre partiel strict. De plus, que l’ordre

d’une relation soit strict ou non, on le qualifie de total, et non de partiel, si et

seulement si, pour tous x, y œ X, tels que x ”= y, on a xRy ou yRx. On dit alors

que toute paire d’éléments est comparable.

Exemple 3. L’inclusion définie sur l’ensemble des parties d’un ensemble A =

{0, 1, 2} est un ordre partiel. En effet, deux parties U, V œ P(A) ne sont pas

nécessairement comparables deux à deux : si U = {0, 1} et V = {1, 2}, ni U ™ V

ni V ™ U ne sont vraies. À l’inverse, la relation usuelle 6 sur R, l’ensemble des

nombres réels, est un ordre total.

Un ensemble X est dit partiellement ordonné (en anglais, poset) s’il est muni

d’une relation d’ordre partiel R. On le note (X, R).

Soit (X,6) un ensemble partiellement ordonné et mi (resp. Mi) œ (X,6) tel que,

quel que soit x œ X, on ait x ⌦ mi (resp. Mi ⌦ x). On appelle mi (resp. Mi) un

élément minimal (resp. maximal) de (X,6).

Si un élément m vérifie que, pour tout x œ X, on a m 6 x, alors m est appelé

minimum de (X,6), en anglais bottom, et est noté ‹. Inversement, on note le

maximum, en anglais top, du poset €. Il vérifie que, quel que soit x œ X, on a

x 6 €.

Un poset peut être représenté par un graphe acyclique orienté. Dans une telle

représentation, chaque élément du poset est un sommet du graphe, et l’ensemble
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— pour tout sÕ œ X, y 6 sÕ implique s 6 sÕ

alors s est appelé borne supérieure, suprémum (en anglais join). Elle est notée

sup. Si Y = {a, b}, on note s par a ‚ b ou sup{a, b}.

Nous pouvons finalement introduire la notion de treillis et de treillis complet. Le

poset (X,6) est un treillis si et seulement si pour tous x, y œ X, x ‚ y et x · y

existent. Il est qualifié de complet si et seulement si pour tout Y ™ X, sup(Y ), et

inf(Y ) existent et sup(Y ), inf(Y ) œ X.

Exemple 5. Considérons l’ensemble des partitions de l’ensemble {1, 2, 3, 4} ainsi

que la relation d’ordre 6 suivante : pour deux partitions X et Y , on a X 6 Y si et

seulement si pour toute partie p œ X, il existe une partie q œ Y telles que p ™ q.

La figure 2.3 1 dépeint le diagramme de Hasse du treillis. Pour tout ensemble de

partitions, le suprémum existe dans le treillis. Par exemple sup{{{1}, {2, 3}, {4}},

{{1}, {2, 4}, {3}}, {{1}, {2}, {3, 4}}} = {{1}, {2, 3, 4}}.

Dans la prochaine section, on utilise la notion de treillis complet pour développer

la théorie de l’AFC.

2.2 Analyse formelle de concepts

L’analyse formelle de concepts (AFC), introduite dans (Wille, 1982), analyse les

jeux de données unaires. Ils sont composés d’objets, et d’attributs les caractéri-

sant. C’est une méthode algébrique qui vise à découvrir les abstractions, appelés

concepts formels, de tels jeux de données.

Dans cette section, nous présentons dans un premier temps les fondations mathé-

matiques de l’AFC, notamment les notions de contexte formel, de dérivation et

1. figure réalisée par ed_g2s / CC BY-SA (http ://creativecommons. org/licenses/by-sa/3.
0/) disponible sur wikimedia commons free media repository
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Figure 2.3: Treillis complet des partitions de l’ensemble {1, 2, 3, 4}

de concept formel. Puis, nous relions cette dernière notion au système de classes

d’équivalences. Finalement, nous concluons cette section avec la notion de treillis

de concepts.

Un contexte formel est un triplet K = (O, A, I) où

— O est appelé ensemble des objets,

— A est appelé ensemble des attributs et

— I ™ O ◊ A est une relation binaire, appelée la relation d’incidence.

Un contexte formel est une représentation d’un jeu de données unaires. Il peut

être représenté par une table unaire. L’exemple 6 illustre cette définition ainsi que

sa représentation.

Exemple 6. Considérons quatre modèles d’automobile : la Twingo (abbréviée tw),

la Tesla3 (t3), la Zoé (zo) et la Fiat 500 (f5). Parmi les diverses caratéristiques

des véhicules, on retient les propriétés d’avoir un moteur électriques (el), d’avoir

une puissance de minimum 100 chevaux (pu), d’être compacte et d’être plus petite

que 4m (cp) et enfin de valoir moins de 20 000e (nd). On peut définir le contexte
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K el pu cp nd

tw ◊ ◊

t3 ◊ ◊

zo ◊ ◊

f5 ◊ ◊

Tableau 2.1: Contexte formel de l’exemple 6

formel K = (O, A, I) où O = {tw, t3, zo, f5} est l’ensemble d’objets, et A =

{el, pu, cp, nd} l’ensemble d’attributs. Un tel contexte peut être représenté sous

forme de table unaire, où les éléments de O correspondent aux lignes, les éléments

de A aux colonnes, et la relation d’incidence Iest identifiée par les croix. Une

représentation est donnée dans le tableau 2.1. Une croix dans la case K[oi, aj]

indique que l’objet oi possède l’attribut aj.

L’AFC vise à extraire les ensembles d’objets ayant des attributs communs. Nous

commençons par présenter l’opération de base de l’AFC, appelée dérivation, avant

de définir les concepts formels.

L’opération de dérivation sur les objets est une application de P(O) vers P(A).

Pour un ensemble d’objets X œ P(O), sa dérivée, notée X Õ, est donnée par

X Õ = {a œ A | ’ o œ X, (o, a) œ I} =
‹

oœX

{a œ A | (o, a) œ I} (2.1)

De manière symétrique, l’opération de dérivation sur les attributs est une appli-

cation de P(A) vers P(O). Pour un ensemble Y œ P(A), sa dérivée, notée Y Õ, est

donnée par

Y Õ = {o œ O | ’ a œ Y, (o, a) œ I} =
‹

aœY

{o œ O | (o, a) œ I} (2.2)



37

Ainsi, la dérivée d’un ensemble d’objets X est l’ensemble des attributs de A portés

conjointement par tous les objets de X. De façon duale, la dérivée d’un ensemble

d’attributs Y est l’ensemble des objets de O portant conjointement tous les attri-

buts de Y . L’exemple 7 illustre ces définitions sur le contexte formel défini dans

le tableau 2.1.

Les opérations de dérivation étant définies sur des ensembles di�érents et ayant

des définitions symétriques, on se permet de parler uniquement de dérivation, sans

préciser de manière explicite s’il s’agit de celle des objets ou des attributs.

Exemple 7. Considérons le contexte formel défini dans l’exemple 6 et représenté

dans le tableau 2.1. Alors, on trouve les dérivations suivantes :

— {t3, f5}Õ = {pu}

— {zo, f5}Õ = {cp}

— {cp}Õ = {tw, zo, f5}

— {el, cp}Õ = {zo}

On note les propriétés suivantes de la dérivation, récapitulées dans les propositions

1 et 2, qui servent à démontrer certains éléments du chapitre 4

Proposition 1. Soit un contexte K = (O, A, I) et soient X1, X2 ™ O et Y1, Y2 ™

A. On a X1 ™ X2 si et seulement si X Õ
2 ™ X Õ

1. De plus, on a Y1 ™ Y2 si et

seulement si Y Õ
2 ™ Y Õ

1 (Ganter et Wille, 1999).

Proposition 2. Soit un contexte K = (O, A, I) et soient X ™ O et Y ™ A. On

a X ÕÕÕ = X Õ et Y ÕÕÕ = Y Õ (Ganter et Wille, 1999).

On appelle concept formel une paire C = (X, Y ) œ P(O)◊P(A) telle que Y = X Õ

et X = Y Õ. X est appelé l’extension, en anglais extent, et Y l’intension, en anglais

intent, du concept C. Les concepts sont les abstractions fondamentales que l’AFC

vise à extraire d’un contexte formel. L’exemple 8 illustre la notion en s’appuyant
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f5

tw

zo

t3

nd

el

cp

pu

Figure 2.4: Représentation en graphe biparti du contexte K donné au tableau 2.1

sur le tableau 2.1. Intuitivement, un concept formel peut être visualisé comme

un rectangle de croix maximal après permutation des lignes et des colonnes de la

table.

On peut, alternativement représenter un contexte formel par un graphe biparti

non orienté, c’est-à-dire un couple G = (S, A), où S est l’ensemble des sommets

et se décompose en deux parties P1, P2 telles que S = P1 fi P2 et P1 fl P2 = ÿ,

et où A ™ P1 ◊ P2 est appelé l’ensemble des arêtes. Dans une telle représenta-

tion, une première partie décrit les objets, la seconde partie les attributs, et les

arêtes matérialisent la relation d’incidence. Les concepts sont alors exactement

les bicliques maximales de ce graphe, c’est-à-dire les sous-graphes complètement

connectés. Une représentation du contexte K (tableau 2.1) se trouve en figure 2.4.

Toutefois, peu importe la représentation graphique préférée, l’intuition derrière

la notion de concept formel est toujours la suivante : un concept est une paire

d’ensemble d’objets et d’attributs, telle que

— les objets portent tous les attributs et sont les seuls du contexte à porter

conjointement tous les attributs désignés ;

— chacun des objets porte tous les attributs, et aucun autre attribut du

contexte n’est commun à tous les objets du concept.

Exemple 8. Considérons le contexte formel de l’exemple 6 présenté au tableau
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2.1. Sur ce contexte, ({t3, }, {pu}) n’est pas un concept car {pu}Õ = {t3, f5}Õ.

Toutefois, on a {pu}Õ = {t3, f5}Õ et {t3, f5}Õ = {pu}, donc ({t3, f5}, {pu}) est un

concept formel.

Les concepts formels peuvent être caractérisés en tant que fermetures. L’opération

de double dérivation ÕÕ est croissante et idempotente (Ganter et Wille, 1999), c’est-

à-dire que pour tout X œ P(O) et Y œ P(A), on a X ™ X ÕÕ, (X ÕÕ)ÕÕ = X ÕÕ, Y ™ Y ÕÕ

et (Y ÕÕ)ÕÕ = Y ÕÕ. On l’appelle fermeture ou clôture. L’ensemble des concepts formels

d’un contexte K = (O, A, I) est donné par {(X ÕÕ, X Õ) | X œ P(O)} et de manière

duale est aussi donné par {(Y Õ, Y ÕÕ) | Y œ P(A)} (Ganter et Wille, 1999). De plus,

on peut noter que pour tout Y œ P(A), on a Y Õ = Y ÕÕÕ et de manière duale pour

tout X œ P(O), on a X Õ = X ÕÕÕ (Ganter et Wille, 1999).

Exemple 9. Continuons l’exemple 8 et considérons le contexte représenté au

tableau 2.1. On a {nd}ÕÕ = {tw}Õ = {cp, nd}. Ainsi, {nd} ™ {nd}ÕÕ. Et, comme

{cp, nd}Õ = {tw}, la paire ({tw}Õ, {nd}ÕÕ) est bien un concept formel.

Les concepts formels sont intrinsèquement reliés à la notion de classe d’équivalence.

Soit un ensemble Y œ P(A). On dit qu’un ensemble Z œ P(A) est équivalent à Y si

et seulement si Y Õ = Z Õ. Ainsi, la classe d’équivalence 2 de Y , notée [Y ], est définie

par [Y ] = {Z œ P(A) | Z Õ = Y Õ}. Elle vérifie également [Y ] = {Z œ P(A) | Z ÕÕ =

Y ÕÕ} (Ganter et Wille, 1999). Et puisque la fermeture est une opération croissante,

une classe d’équivalence [Y ] contient, pour la relation d’inclusion, un maximum

unique, Y ÕÕ. Le maximum unique d’une classe d’équivalence est appelé fermé ou

fermeture (Ganter et Wille, 1999). Toutefois, elle contient un ou plusieurs éléments

minimaux. Un élément U œ [Y ÕÕ] est dit minimal si pour tout V µ U , V ”œ [Y ÕÕ].

Ces minimaux sont appelés générateurs de la classe. L’exemple 10 illustre ces

2. La notion de classe d’équivalence sur les objets est définie de manière duale mais on ne
s’intéresse ici qu’à la définition pour les attributs, utilisée dans les règles d’association.
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deux notions. Finalement, puisque les concepts formels sont décrits par l’ensemble

{(Y Õ, Y ÕÕ) | Y œ P(A)}, l’ensemble des fermés des classes d’équivalence correspond

exactement à l’ensemble des intensions des concepts formels.

Exemple 10. Dans le contexte représenté au tableau 2.1, on vérifie {nd}Õ =

{cp, nd}Õ. Ainsi, {nd} et {cp, nd} appartiennent à une même classe d’équivalence.

De plus, cette classe d’équivalence ne contient aucune autre combinaison d’attri-

buts. Finalement, comme {nd} ™ {cp, nd}, {nd} est un générateur et {cp, nd} est

le fermé de la classe d’équivalence.

Il nous reste maintenant à introduire la notion de treillis de concepts. Soit K =

(O, A, I) un contexte formel. On note :

— CK l’ensemble de tous les concepts formels de P(O) ◊ P(A) et

— 6K la relation d’inclusion sur les extensions des concepts.

Le poset LK = (CK ,6K) forme un treillis complet fini. On l’appelle treillis de

concepts du contexte K (Ganter et Wille, 1999). De manière équivalente, la

sélection de la relation d’inclusion inverse sur les intensions des concepts produit

le même treillis de concepts (Ganter et Wille, 1999).

Ainsi, dans un treillis de concepts LK = (CK ,6K), où (X1, Y1) œ CK et (X2, Y2) œ

CK , on a (X1, Y1) 6K (X2, Y2) si et seulement si X1 ™ X2. L’exemple 11 illustre la

notion de treillis complet et présente le format des figures de treillis de concepts

utilisé dans le reste du manuscrit.

Il convient de noter qu’un treillis complet fini possède toujours un top et un

bottom. En e�et, puisqu’un treillis complet fini contient la borne inférieure et

supérieure de tout sous-ensemble (non strict), il contient, entre autres, les bornes

supérieures et inférieures de l’ensemble de tous les concepts.

Ces éléments top et bottom sont donnés par
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les objets, comme les attributs, n’ont besoin que d’une seule mention dans le treillis

si l’on considère l’ordre donné par l’inclusion. On parle alors de représentation

compressée. L’exemple 12 illustre ce point.

Exemple 12. Les figures 2.5(a) et 2.5(b) présentent toutes deux exactement l’en-

semble des concepts du contexte présenté dans le tableau 2.1. Le treillis 2.5(b) est

une représentation compressée du treillis 2.5(a). Chaque sommet numéroté iden-

tiquement sur les deux treillis présente exactement le même concept. La lecture

d’un concept en représentation compressée est donc interprétée comme suit :

— l’intension d’un concept est l’ensemble des attributs des intensions repré-

sentées du concept considéré et de tout super-concept ;

— l’extension d’un concept est l’ensemble des objets des extensions représen-

tées du concept considéré et de tout sous-concept.

Voyons comment l’organisation des concepts, sous forme de diagramme de Hasse

d’un treillis, permet l’extraction rapide de tous les fermés et les générateurs exis-

tant sur un contexte. Soit, pour un contexte K, deux concepts C1 = (X1, Y1)

et C2 = (X2, Y2), tels que C1 ª C2. On appelle face de C1 relative à C2 l’en-

semble F1;2 = Y1 \ Y2 (Pfaltz et Taylor, 2002; Le Floc’h et al., 2003). Soit

E = {E1, ..., En} une famille d’ensembles. L’ensemble des bloqueurs de E est

donné par BE = {Bi | ’Ej œ E, Bi fl Ej ”= ÿ}. Un bloqueur Bi œ BE est dit

minimal si et seulement s’il n’existe pas Bj œ BE tel que Bj ™ Bi.

D’une part, l’ensemble des bloqueurs minimaux de l’ensemble des faces d’un

concept décrit ses générateurs (Pfaltz et Taylor, 2002). Cette propriété a notam-

ment été utilisée dans le développement d’un algorithme nommé JEN, qui extrait

les générateurs des concepts e�cacement grâce au diagramme de Hasse du treillis

de concept, (Le Floc’h et al., 2003). D’autre part, tout concept a pour intension

un fermé de classe d’équivalence. Ainsi, l’organisation en diagramme de Hasse des
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concepts d’un contexte permet d’obtenir immédiatement les fermés et d’extraire

les générateurs de toutes les classes.

Une pléthore d’algorithmes ont été proposés pour le calcul des concepts d’un

contexte : In-Close (Andrews, 2009), Snow (Szathmary et al., 2008), Charm (Zaki

et Hsiao, 2002), Eclat (Ogihara et al., 1997), A priori (Agrawal et al., 1993),

FP-Grow (Han et al., 2000)... La revue de littérature (Poelmans et al., 2013)

couvre une large partie de ces algorithmes. Certains d’entre eux permettent de

calculer les concepts, et, directement, de les incorporer dans le treillis ; d’autres

ne calculent que les concepts et nécessitent, pour concevoir le treillis à partir des

concepts, un algorithme comme celui de Nourine (Nourine et Raynaud, 1999) ou

iPred (Baixeries et al., 2009).

Nous présentons ici un algorithme naïf mais didactique 4. Il permet de comprendre

la logique fondamentale derrière tous les autres algorithmes, qui en sont des ver-

sions optimisées. L’idée générale pour générer le diagramme de Hasse du treillis

de concepts est la suivante : on initialise la procédure avec le bottom et ses parents

directs, puis de manière récursive, on calcule et ajoute les autres concepts.

Initialisation

— création du noeud bottom du treillis

LK = (CK ,6K) = ({(AÕ, A)}, ÿ)

— intégration des parents directs de bottom.

— on crée l’ensemble des concepts-objet C1 = {(oÕÕ, oÕ) | o œ O}

— puis on les ajoute au treillis comme parents de bottom :

4. Pour gagner en lisibilité et éviter une étape de récurrence dans l’initialisation, l’algorithme
présenté ne considère pas les cas où l’ensemble d’attributs d’un objet est strictement inclut dans
celui d’un second objet
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CK Ω CK fi C1

6K Ω 6K fi
€

ciœC1

(‹, ci)

Récurrence

Ensuite, on veut construire tous les autres concepts du treillis par récurrence. Pour

cela, on e�ectue les opérations suivantes jusqu’à obtenir le treillis de concepts

complet :

— prendre une paire de concepts existant encore jamais sélectionnée,

— calculer la borne supérieure de la paire et

— l’ajouter au treillis.

Formellement, on écrit

’x, y œ CK ,

Y

_

_

]

_

_

[

CK Ω CK fi (x ‚ y)

6K Ω 6K fi (x, x ‚ y) fi (y, x ‚ y)

Pour x = (xE, xI) œ CK et y = (yE, yI) œ CK on calcule la borne supérieure par

(x ‚ y) = (IntÕ, Int) où Int = xI fl yI

2.3 Règles d’association

La finalité de l’AFC, en terme d’extraction, est de trouver les règles d’association

présentant les co-occurences entre les attributs du contexte. Une méthode naïve,

sans AFC, serait de générer toutes les associations du contexte, et de calculer, pour

chacune d’entre elles, les mesures désirées (telles que la confiance et le support),

puis les ordonner selon ces mesures. L’ensemble des règles serait donc décrit par
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{U æ V | ’U, V œ P(A)}.

Comme aucune contrainte n’est appliquée ni à U , ni à V , la cardinalité de cet

ensemble est |P(A)|◊|P(A)| = |P(A)|2 = (2|A|)2 = 22◊|A|. Toutefois, cet ensemble

de règles, contenant toutes les combinaisons possibles, présente énormement de

redondance. Par exemple, pour U, V, W œ P(A), si U æ V et U æ W sont de

confiance 100% (et donc se comportent comme des implications mathématiques),

alors U fiW æ V pourra aussi être présentée comme une règle de confiance 100%.

Il serait donc intéressant de trouver, pour un ensemble de règles d’association

AR, un sous-ensemble de règles R ™ AR (le plus petit possible) qui, muni d’un

système d’inférences, permet d’exprimer toutes les règles de AR. Un tel ensemble

R se nomme une représentation de AR. Cette section présente tout d’abord dif-

férentes représentations possibles d’un ensemble de règles d’association avant de

positionner l’AFC comme méthode support à l’extraction d’une représentation

d’une base de règles.

2.3.1 Représentation

On ne s’intéresse ici, conformément à (Kryszkiewicz, 2002), qu’aux représentations

qui sont :

— Sans perte, c’est-à-dire que toute règle de AR pourra être générée depuis

R par le mécanisme d’inférence ;

— Solide c’est-à-dire que seules des règles de AR pourront être générées depuis

R par le mécanisme d’inférence

— Informatives, c’est-à-dire que les règles de R présentent une confiance et

un support, et que, par le mécanisme d’inférence, le support et la confiance

des règles générées peuvent aussi être calculés.

Dans un premier temps, nous présentons di�érents mécanismes d’inférence. En-
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suite, nous exposons les di�érentes représentations qui, munies d’un ou plusieurs

mécanismes d’inférences, vérifient les trois propriétés sus-mentionnées. Enfin, nous

justifions pourquoi l’AFC, grâce à l’organisation des concepts dans un treillis, est

une excellente candidate à la production d’une telle représentation.

Commençons donc par présenter les mécanismes d’inférence :

Axiomes d’Armstrong (Armstrong et al., 2002) On retient deux axiomes qui

s’appliquent aux règles d’association de confiance 100% mais ne renseignent pas

sur le support

(1) Si confiance(X æ Y ) = 1 alors confiance(X fi Z æ Y ) = 1.

(2) Si confiance(X æ Y ) = 1 et confiance(Y fi Z æ W ) = 1 alors confiance(X fi

Z æ W ) = 1.

Transitivité de confiance (CTP) (Luxenburger, 1991) Sur des règles d’asso-

ciation, exactes ou non, si X µ Y µ Z on peut déterminer une règle X æ Z \ X

depuis X æ Y \ X et Y æ Z \ Y grâce aux règles suivantes :

(1) support(X æ Z \ X) = support(Y æ Z \ Y ).

(2) confiance(X æ Z \ X) = confiance(Y æ Z \ Y ) ◊ confiance(X æ Y \ X).

Couverture (Kryszkiewicz, 1998) On appelle la couverture d’une règle l’ensemble

C(X æ Y ) = {X fi U æ V | U, V ™ Y et U fl V = ÿ et V ”= ÿ}. On peut alors

présenter les propriétés suivantes :

(1) Si p œ C(r), alors support(r) 6 support(p) et confiance(r) 6 confiance(p).

(2) Si r œ AR, C(r) ™ AR.

Inférence des clôtures (Zaki, 2000) On peut également déduire des inférences

grâce aux propriétés de la clôture présentée dans la section précédente. Soit X µ Y

et r = X æ Y \ X une règle de AR. On a :
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(1) support(r) = support(Y ÕÕ).

(2) confiance(r) = support(Y ÕÕ)/support(X ÕÕ).

(3) X ÕÕ æ Y ÕÕ \ X ÕÕ est aussi une règle de AR.

Maintenant que nous avons une idée des quatre mécanismes permettant de conce-

voir un nouvel ensemble de règles depuis un ensemble donné, voyons pour un

ensemble de règles AR, quel sous-ensemble sans perte, solide, informatif et muni

d’un ou plusieurs de ces mécanismes d’inférence, permet de construire AR.

Kryszkiewicz (Kryszkiewicz, 2002) soulève le fait que, parmi les ensembles va-

lides pour répondre à de telles contraintes, on compte la combinaison IB et RI

complétées par GB.

Les trois premières formes exploitent la fermeture de la conclusion et la propriété

de générateur en prémisse.

GB est l’ensemble des règles de AR telles que la prémisse soit un générateur de la

conclusion qui, elle, est un fermé. Cet ensemble de règles ne contient que des règles

exactes, et, associé à l’opération de couverture, il permet de découvrir toutes les

règles exactes de AR.

IB est l’ensemble des règles de AR telles que la prémisse sois un générateur et

la conclusion un fermé. La fermeture du générateur doit être strictement incluse

dans la conclusion. Toujours avec l’opération de couverture seule, (Kryszkiewicz,

2002) montre qu’on peut dériver toutes les règles non exactes de AR.

RI est un sous-ensemble de IB qui rajoute la contrainte selon laquelle la clôture

de la prémisse doit être le plus grand fermé strictement inclus dans la conclu-

sion. (Kryszkiewicz, 2002) montre qu’avec la couverture et la CTP on peut en

dériver toutes les règles non exactes de AR.

Exemple 13. Illustrons ces trois représentations de l’ensemble des règles d’asso-
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ciation du contexte formel de l’exemple 6, présenté au tableau 2.1.

GB : Considérons [nd]. On a {nd}ÕÕ = {nd, cp} donc {nd, cp} est le fermé de la

classe [nd]. De plus, comme ÿÕÕ = ÿ il n’existe pas de sous ensemble Y de {nd}

tel que Y ÕÕ = {nd, cp}. Donc {nd} est un générateur de {nd, cp} qui est un fermé.

Ainsi {nd} æ {nd, cp} \ {nd} est une règle de GB.

IB : Considérons [cp]. On a {cp}ÕÕ = {cp} donc {cp} est à la fois fermé et gé-

nérateur de [cp] (c’est donc une classe singleton). On trouve quatre fermés dans

lesquels {cp}ÕÕ est strictement inclus : {cp, nd}, {pu, cp}, {el, cp} et {el, pu, cp, nd}.

Les règles {cp} æ {cp, nd} \ {cp}, {cp} æ {pu, cp} \ {cp}, {cp} æ {el, cp} \ {cp}

et {cp} æ {el, pu, cp, nd} \ {cp} sont donc des règles de IB

RI : RI est un sous-ensemble de IB. Parmi les règles présentées pour IB, {cp} æ

{el, pu, cp, nd} \ {cp} n’est pas valide pour RI. En effet, {cp}ÕÕ n’est pas le plus

grand fermé inclus dans {el, pu, cp, nd}, puisque {cp}ÕÕ µ {el, cp} µ {el, pu, cp, nd}

et {el, cp} est un fermé. Les trois autres règles sont bien dans RI.

2.3.2 Base de représentation des règles produite par l’AFC

Cette sous-section détaille comment l’AFC procède pour extraire des règles d’as-

sociation et rattache l’ensemble de règles produites à une représentation de type

RI + GB de la base de règles composée de toutes les combinaisons possibles du

contexte formel.

La production des règles exactes, c’est-à-dire ARE , est e�ectuée en étudiant

chaque concept C = (XC , YC) et en matérialisant pour chacun de ses généra-

teurs gi, la règle gi æ YC \ gi. Le support d’une telle règle est donné par |XC |/|O|

La production des règles approximatives, c’est-à-dire ARA est e�ectuée en étu-

diant chaque concept C et en matérialisant pour chacun de ses générateurs gi et
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chacun de ses sous-concepts direct Dj = (XDj
, YDj

), la règle gi æ YDj
\ gi, le sup-

port d’une telle règle est donné par |XDj
|/|O| alors que sa confiance est donnée

par |XDj
|/|XC |

Proposition 3. L’ensemble des règles exactes ARE produites par AFC est exac-

tement GB, et l’ensemble des règles approximatives ARA est RI.

Démonstration. Les ensembles GB et RI sont définis ainsi (Kryszkiewicz, 2002)

GB = {X æ Y \ X | Y = Y ÕÕ et X œ gen(Y ) et X ”= Y }

RI = {X æ Y \ X | Y = Y ÕÕ et X ÕÕ µ Y et ¬÷Z, X ÕÕ µ Z ÕÕ µ Y et X œ gens }

où gen(Y ) représente l’ensemble des générateurs de la classe [Y ] et gens l’ensemble

de tous les générateurs

Montrons d’abord que ARE = GB.

Tout d’abord, rappelons que l’intension d’un concept est le fermé de la classe des

générateurs de ce même concept. On peut donc a�rmer que toute règle r œ ARE

vérifie les contraintes nécessaires pour vérifier r œ GB. Ainsi, on a ARE ™ GB.

Montrons l’inclusion inverse. Soit r œ GB. Par définition, la conclusion de r est un

fermé. Il existe un concept calculé par AFC dont l’intension est ce fermé. Tous ses

générateurs sont calculés, notamment le générateur en prémisse de r. Pour chacun

d’entre eux, une règle dans ARE est produite, entre autres, r. Ainsi, si r œ GB

alors r œ ARE .

Finalement GB ™ ARE et ARE ™ GB nous permettent de vérifier que ARE =

GB.
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Montrons maintenant que ARA = RI

On montre tout d’abord que ARA ™ RI. Soit r œ ARA, on peut l’écrire

gi æ Dj.Intension \ gi. Comme Dj est un concept, et son intension un fermé,

on a Dj.IntensionÕÕ = Dj.Intension. De plus, gi est un générateur de C, donc

gÕÕ
i = C.Intension. Et, comme on a Dj < C, on a C.Intension µ Dj.Intension.

Ainsi, gÕÕ
i µ Dj.Intension. Finalement, s’il existait Z tel que X ÕÕ µ Z ÕÕ µ Y , alors

il existerait un concept B = (Z Õ, Z ÕÕ) tel que Dj µ B µ C. Cela contredirait

l’hypothèse selon laquelle Dj est un sous-concept direct de C. Ainsi, r œ RI.

Finalement, nous avons ARA ™ RI.

Montrons maintenant RI ™ ARA. Soit r œ RI, on peut écrire r = X æ Y \ X

avec les contraintes Y = Y ÕÕ et X œ gens et X ÕÕ µ Y et ¬÷Z, X ÕÕ µ Z ÕÕ µ Y . Alors,

puisque Y = Y ÕÕ, il existe un concept D = (Y Õ, Y ). De plus, on trouvera dans

les concepts produits par AFC, le concept C = (X Õ, X ÕÕ), dont X est un géné-

rateur. Sachant que X ÕÕ µ Y , on peut déduire que D µ C. De plus, comme

¬÷Z, X ÕÕ µ Z ÕÕ µ Y , il n’existe donc pas de concept B tel que D µ B µ C. Ainsi,

D est un sous-concept direct de C. Finalement, r vérifie toutes les contraintes

pour justifier r œ ARA.

En conclusion, on a bien ARA = RI, puisque ARA ™ RI et RI ™ ARA.
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2.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons détaillé le formalisme des ensembles partiellement

ordonnés, en particulier des treillis complets. Nous avons aussi présenté l’analyse

formelle de concepts, une discipline supportant l’extraction de connaissance sur

un jeu de données unaire appelé contexte formel. Elle vise à extraire toutes les

abstractions, appelées concepts formels, de ces contextes et les organiser dans une

hiérarchie ayant la forme d’un treillis complet.

Nous avons décrit comment cette hiérarchie, sous forme de treillis, soutient l’ex-

traction de connaissance sous forme de règle d’association. Finalement, nous avons

démontré que l’ensemble des règles extraites constitue une base de représentation

de l’ensemble des règles possibles. Toutefois l’AFC ne permet de traiter que les

jeux de données n’ayant qu’un type unique d’individu. Le chapitre 3 introduit

l’analyse relationnelle de concepts, une extension de l’AFC aux jeux de données

relationnelles.



CHAPITRE III

ANALYSE RELATIONNELLE DE CONCEPTS

L’analyse formelle de concepts (AFC), comme décrite au chapitre 2, vise à extraire

la connaissance, sous forme de règles d’association, qui est distillée sur un jeu

de données homogène. Le présent chapitre se concentre sur l’extension de cette

méthode au paradigme multi-relationnel. Nos e�orts se focalisent particulièrement

sur l’analyse relationnelle de concepts (ARC), présentée dans (Rouane-Hacene

et al., 2013).

La première section présente succinctement les principales approches ayant été

proposées pour étendre l’AFC au paradigme multi-relationnel. Ensuite, nous dé-

taillons l’ARC dans sa version originale, et nous présentons les stratégies utilisées

pour extraire la connaissance d’un jeu de données relationnelles en utilisant l’ARC.

3.1 Extensions relationnelles de l’AFC

Cette section survole des extensions de l’AFC au paradigme de la fouille de données

multi-relationnelle.

Dans (Ferré et Ridoux, 2000; Ferré, 2006), Ferré propose d’étendre l’AFC pour

qu’elle exploite, non plus des attributs, mais des combinaisons logiques d’attri-

buts, qui permettent d’exprimer des relations entre les données. L’article décrit,
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au travers d’une approche nommé analyse logique de concepts (ALC) une façon

d’extraire des règles dont la prémisse et la conclusion sont des formules de la

logique propositionnelle.

Une autre extension, nommée Graph-FCA, définie dans (Ferré, 2015), se base sur

les graphes de connaissance, en anglais knowledge graph. Elle permet d’exploiter les

relations d’arité quelconque. Cette extension définit un contexte comme un triplet

K = (Oú, A, I), liant des groupes d’objets à des attributs. Un concept, dans ce for-

malisme, a pour extension une relation entre objets, et pour intension un motif de

graphe projeté (MGP), en anglais projected graph pattern. Ces MGP peuvent être

interprétés comme des requêtes en SPARQL. Ils sont des ensembles d’arêtes du

graphe de connaissance (ou des conjonctions de prédicats) dont les littéraux sont

transformés en variables. Par exemple, supposons qu’une base de connaissance

contienne les termes pere(marie, gustave), pere(anne, jean), qui a�rment que

Gustave et Jean sont les pères respectifs de Marie et Anne, ainsi que les littéraux

epouse(gustave, lea), epouse(jean, marie), qui a�rment que Léa est l’épouse de

Gustave et Marie celle de Jean. Alors, on a ((x, y), {pere(x, z),epouse(z, y)}) œ A

et les couples (marie, lea), (anne, marie) œ Oú portent un tel attribut. Le calcul

des concepts se fait à l’aide d’un algorithme qui prévoit des opérateurs pour véri-

fier l’inclusion et l’isomorphisme des MGP, et calcule l’infimum et le suprémum de

deux MGP (Ferré et Cellier, 2016). Il est à noter que la technique de Graph-FCA,

comme décrite par les même auteurs dans (Ferré et Cellier, 2019), ne considère que

des n-uplets d’entités d’arité 1 (qui correspondent à des attributs dans l’AFC), ou

2 (comme les relations binaires dans ARC). Graph-FCA est donc compatible avec

les formalismes avec des données en triplets (format du web sémantique), tel que

le format Resource Descrption Framework (RDF), et des logiques de description,

sur lesquels nous focalisons. Toutefois, Graph-FCA ne prend en considération que

la présence ou l’absence de liens entre entités, ce qui correspond, en terme de
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logique de description, à se limiter au quantificateur ÷.

Les familles des puissances d’un contexte (FPC), en anglais power context family,

introduites dans (Wille, 1997) et détaillées, entre autres, dans (Prediger et Wille,

1999; Wille, 2002; Kötters, 2016), constituent une extension de l’AFC qui vise à

exploiter les relations d’arités quelconques dans un jeu de données relationnelles.

Les FPC sont constituées d’un ensemble de contextes Kn = (On, An, In) où :

— n = 1, le contexte K1 présente tous les objets, avec tous les attributs

possibles. La relation d’incidence de ce contexte spécifie si un objet possède

un attribut (tout comme dans la définition de contexte formel donnée au

chapitre 2).

— n > 1, un élément o œ On est un n-uplet ordonné d’objets, un attribut

a œ An est une relation d’arité n et In spécifie si les éléments d’un n-uplet

o sont reliés par la relation a.

En combinant les concepts des treillis des di�érents contextes, et en reliant les

éléments des concepts des contextes, on peut extraire les graphes conceptuels

d’une FPC. Pour plus de détails sur ces objets, le lecteur peut se référer à (Sowa,

1983). Toutefois, à l’instar de Graph-FCA, les FPC se limitent à l’utilisation du

quantificateur ÷ en logique de description.

L’ARC, introduite dans (Huchard et al., 2002), vise à étendre l’AFC aux données

relationnelles compatibles avec le modèle entité-association (Chen, 1976). Un tel

modèle considère des relations binaires entre les objets. L’ARC enrichit la des-

cription des objets en intégrant des attributs dit relationnels, qui font apparaître

les relations inter-objets. La section 3.2 est dédiée à sa description précise.

La capacité à appréhender ces combinaisons relationnelles a déjà motivé diverses

applications de la méthode dans des domaines variés, tels que :

L’hydro-écologie. Dans les articles (Nica et al., 2016; Dolques et al., 2016), ainsi
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que la thèse (Nica, 2017), l’ARC est utilisée pour étudier les répercussions des

variations des facteurs chimiques d’un cours d’eau, sur la composition biologique

de celui-ci, et notamment l’impact sur sa faune.

La biologie. Alam et al. utilisent l’ARC pour faire le lien entre la présence de

gènes spécifiques et les enzymes produites chez un patient (Alam et al., 2013).

La détection de communautés. Guesmi et al. s’intéressent au fait de détecter

des communautés d’auteurs (Guesmi et al., 2016a; Guesmi et al., 2016b). À l’aide

des concepts formels et des attributs relationnels produits par ARC, ils détectent

les groupes d’auteurs publiant sur des sujets similaires et participant aux mêmes

conférences. Dans (Azmeh et al., 2013), l’ARC est utilisée pour détecter des

communautés d’actionnaires dans le but d’évaluer les priorités d’investissement.

La prise de décision industrielle. Dans (Wajnberg et al., 2019a; Wajnberg

et al., 2019b), l’ARC permet de relier les caractéristiques de pièces usinées en

aluminium à certains problèmes de production, permettant ainsi de prévoir les

arrêts en amont et donc de réduire les coûts de production.

L’éducation. Dans (Encheva, 2015), l’ARC est utilisée pour relier les élèves à

des styles d’enseignements, permettant ainsi la conception d’un système éducatif

davantage personnalisé.

Le développement d’ontologies. L’ARC, combinée à des techniques de traite-

ment automatique des langues naturelles, permet de concevoir une ontologie (cf

sous-section 1.2.2 pour la définition d’ontologie) à partir d’un corpus de textes (Ben-

daoud et al., 2007; Hacene et al., 2008). De plus, De Maio et al. présentent un

système d’annotations sémantiques transformant une phrase en proposition de la

logique du premier ordre se basant sur l’ARC (De Maio et al., 2014).

L’ingénierie logicielle, notamment le modèle orienté-objet, est le domaine ayant
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motivé la création de l’ARC. En e�et, par sa hiérarchie de concepts, elle est un

outil de choix pour présenter une factorisation de classe ou une relation d’héritage.

En particulier, elle peut être utilisée dans le contexte de la détection d’erreurs et

la maintenance (Moha et al., 2008; Miralles et al., 2015; El Hamdouni et al.,

2010; Guédi et al., 2013; Carbonnel et al., 2015; Carbonnel et al., 2018). Mais

l’utilisation de la méthode dans le domaine est large puisqu’elle peut également

servir à étudier la composition de services (Azmeh et al., 2011; Mezni et Kbekbi,

2019) ou encore la détermination des clés de liage sur RDF (David et al., 2018).

On trouve aussi des cas d’application de l’ARC à des données séquentielles

qui étudient la relation entre symptômes et examen médical pour le diagnostic en

tenant compte de la chronologie des observations ou l’impact de variation de la

composition chimique d’un cours d’eau sur sa flore (Nica, 2017; Nica et al., 2017;

Nica et al., 2016b). L’exemple 18 de la section 3.3 est issu de ces applications.

3.2 Formalisme de l’analyse relationnelle de concepts

L’analyse relationnelle de concepts (ARC) est une extension de l’AFC à des jeux

de données relationnels. Elle intègre aux contextes, puis aux treillis, des attributs

relationnels qui traduisent les relations entre les objets. La sous-section 3.2.1 dé-

finit le formalisme associé à de tels jeux de données relationnels. La sous-section

3.2.2 présente les opérateurs de propositionnalisation qui permettent de concevoir

les attributs relationnels intégrés aux di�érents contextes. Cette intégration est

introduite dans la sous-section 3.2.3. Finalement, la sous-section 3.2.4 détaille la

procédure de calcul complète d’ARC.
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3.2.1 Famille relationnelle de contextes

L’ARC est une méthode de la fouille de données multirelationnelles (FDMR). Elle

exploite donc di�érents types d’objets ainsi que des liens entre ces derniers. Soient

deux contextes formels Ki = (Oi, Ai, Ii) et Kj = (Oj, Aj, Ij). Une relation ayant

pour domaine Ki (appelé aussi source) et pour co-domaine Kj (également appelé

cible), est une relation binaire sous-ensemble de Oi ◊ Oj. On note Ri,j,k la k-ième

relation de domaine Ki et codomaine Kj.

L’AFC ne permet pas d’utiliser directement l’information comprise dans une telle

relation. Via l’intégration d’un système de graduation, l’ARC permet d’étendre

l’AFC pour intégrer cette information et ainsi caractériser les objets d’un contexte

source en fonction des relations entretenues avec d’autres objets.

Une famille relationnelle de contextes (FRC) est une paire (K, R) telle que :

— K est un ensemble de contextes formels Ki = (Oi, Ai, Ii)

— R est un ensemble de relations Ri,j,k ™ Oi ◊ Oj pour i, j œ {1, ..., |K|}

L’exemple 14, inspiré de (Rouane-Hacene et al., 2013), présente une telle famille

relationnelle.

Exemple 14. Prenons le contexte formel KD de la table 3.1. Il présente des mé-

dicaments avec certains de leurs attributs tels que leurs principes actifs et leurs

effets secondaires connus. Puis, munissons-nous d’un second contexte KP , pré-

senté en table 3.2. Les objets sont ici des patients, présentés avec leur tranche

d’âge, leur sexe et les syndromes qu’ils présentent. Les treillis de concepts de ces

deux contextes sont disponibles à la figure 3.1.

Finalement, considérons la relation takes, présentée au tableau 3.3, ayant pour

source le contexte des patients, et pour cible celui des médicaments. Elle décrit,

pour chaque patient, les médicaments qu’il prend. On se munit aussi de la re-
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Drugs

D
oravirine

E
favirenz

M
araviroc

R
altegravir

R
itonavir

T
enofovir

B
reathD

isorder

D
iarrhea

Fatigue

H
airL

oss

H
eadache

H
eartFail

L
iverD

m
g

N
ausea

R
ash

V
om

it

StrangeD
ream

s

Pilfetro ◊ . . . . . . ◊ ◊ . ◊ . . ◊ . . ◊
Isentress . . . ◊ . . . ◊ . . ◊ . . ◊ . . .
Kaletra . . . . ◊ . . ◊ ◊ . ◊ . ◊ ◊ ◊ ◊ .

Selzentry . . ◊ . . . . . . . . ◊ . . ◊ . .
Sustiva . ◊ . . . . . ◊ ◊ . . . . . ◊ ◊ ◊
Viread . . . . . ◊ . ◊ . . . . ◊ ◊ . ◊ .

Tableau 3.1: Contexte KD. Décrit un ensemble de médicaments au travers d’at-
tributs représentant leur molécule active et leurs e�ets secondaires connus

Patient

Senior

A
dult

M
ale

Fem
ale

B
leeding

B
reathD

isorder

Fatigue

H
airL

oss

H
eadache

H
eartFailure

H
ives

N
ausea

O
edem

a

V
om

it

StrangeD
ream

s

Farley ◊ . ◊ . . . . ◊ ◊ ◊ ◊ ◊ ◊ . ◊
Lane . ◊ . ◊ ◊ . ◊ ◊ . . ◊ . ◊ . .
Shana . ◊ . ◊ . . ◊ ◊ . . . . ◊ . ◊
Trudy . ◊ ◊ . ◊ ◊ ◊ . . ◊ . ◊ . ◊ .

Tableau 3.2: Contexte KP . Décrit un ensemble de patients au travers d’attributs
d’état civil et de symptômes médicaux présents

lation inverse, takes≠1, correspondant à la transposée du tableau de takes. Elle

décrit, pour chaque médicament, quels patients le prennent. On peut alors définir

la famille relationnelle (K, R) telle que :

— K = {KD, KP }

— R = {takes, takes≠1}
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(a) Treillis P : patients / caractéris-
tiques et effets secondaires

(b) Treillis D : médicaments / molécules et
effets secondaires

Figure 3.1: Treillis de l’exemple 14

takes

P
ilfetro

Isentress

K
aletra

Selzentry

Sustiva

V
iread

Farley . . ◊ . . ◊
Lane . . . ◊ ◊ .
Shana . . ◊ . . ◊
Trudy ◊ ◊ . . . .

Tableau 3.3: Relation takes

takes ≠
1

Farley

L
ane

Shana

T
rudy

Pilfetro . . . ◊
Isentress . . . ◊
Kaletra ◊ . ◊ .

Selzentry . ◊ . .
Sustiva . ◊ . .
Viread ◊ . ◊ .

Tableau 3.4: Relation takes≠1
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3.2.2 Opérateur de propositionnalisation

Lachiche définit la propositionnalisation comme un processus transformant expli-

citement un jeu de données relationnel en un jeu de données propositionnel (La-

chiche, 2010), c’est-à-dire un ensemble de littéraux d’arité 1. Parmi les intérêts

principaux de la propositionnalisation on compte la construction de caractéris-

tiques, en anglais features, qui peuvent être combinées en hypothèses (Srinivasan

et al., 1996) et la réduction de l’espace de recherche (Lachiche, 2010). Il est à

noter que ce biais de langage (le choix des opérateurs) ne garantit pas de pouvoir

reconstituer l’information complète du jeu de données avec l’ensemble des énoncés

émis par propositionnalisation (Krogel, 2005).

Dans l’ARC, on exploite les opérateurs de propositionnalisation issus des logiques

de description. Ainsi, les intensions des concepts sont directement traduisibles

dans ce formalisme. Toutefois, comme cette sous-section le présente, le choix des

opérateurs n’est pas limité à ceux des logiques de description. Un opérateur de

propositionnalisation permet de transformer une classe, via une relation en un

attribut de la forme flR.C où fl est l’opérateur, R une relation et C le concept à

transformer.

Parmi les opérateurs possibles on compte les opérateurs existentiel ÷, universel ’,

universel avec existence ’÷, de dénombrement 6n et >n, d’image partielle fl6p%

et l’opérateur tous # que l’exemple 15 illustre.

Exemple 15. Considérons une classe Patient, une classe C = Médicament · Mi-

graine · Nausée décrivant l’ensemble des médicaments ayant pour effet secondaire

de donner la migraine et des nausées. On considère la relation prend ( takes) de

l’exemple 14. On peut alors décrire grâce à un opérateur fl les sous-ensembles de

patients correspondant au concept Patient · (fl prend.(Médicament · Migraine ·

Nausée))
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— Patient · ÷ prend.C décrit l’ensemble des patients prenant au moins un

médicament de la classe C.

— Patient · ’ prend.C décrit l’ensemble des patients ne prenant que des mé-

dicaments de la classe C.

— Patient · ’÷ prend.C décrit la conjonction des deux opérateurs précédents.

— Patient · 6n prend.C décrit l’ensemble des patients prenant au plus n

médicaments de la classe C.

— Patient · >n prend.C décrit l’ensemble des patients prenant au moins n

médicaments de la classe C.

— Patient · fl>p% prend.C décrit l’ensemble des patients prenant des médi-

caments dont au moins p% sont des médicaments de la classe C.

— Patient · # prend.C décrit l’ensemble des patients prenant au moins tous

les médicaments de la classe C.

3.2.3 Graduation

La graduation consiste à étendre un contexte Ki = (Oi, Ai, Ii) d’une famille re-

lationnelle de contextes en intégrant l’information relationnelle, sous forme d’at-

tributs. Puisqu’un contexte est modifié par la graduation, on introduit les no-

tations suivantes pour plus de clarté. On appelle Kn
i = (On

i , An
i , In

i ) le contexte

Ki après n opérations de graduation. Le contexte dans sa forme initiale est noté

K0
i = (O0

i , A0
i , I0

i ). On note Ln
i le treillis de concept de Kn

i .

Les attributs relationnels traduisent les liens entre les objets de Ki et ceux de Kj

par une relation Ri,j,k. Pour cela, la graduation utilise conjointement la relation

Ri,j,k, les concepts du treillis Lq
j du contexte Kq

j et un opérateur de proposition-

nalisation fl.

La graduation du contexte Kp
i est noté K+

i = (O+
i , A+

i , I+
i ) où :
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Nom fl Contrainte(fl, r, o, C)
Existentiel ÷ r(o) fl Extension(C) ”= ÿ

Image partielle fl>p% |r(o) fl Extension(C)| Ø p ◊ |r(o)|
Universel large ’ r(o) ™ Extension(C)
Universel strict ’÷ r(o) ™ Extension(C) et r(o) ”= ÿ

Tous large # Extension(C) ™ r(o)
Tous strict #÷ Extension(C) ™ r(o) et Extension(C) ”= ÿ

Tableau 3.5: Di�érents opérateurs de propositionnalisation

— O+
i = O0

i : l’extension de contexte caractérise le même ensemble d’objets

— A+
i = {fl Ri,j,k : Cj,u | Cj,u œ Lq

j} : pour un opérateur fl fixé, un nouvel

attribut est généré pour chaque concept Cj,u (u-ième concept du treillis

cible Lq
j). Un tel attribut est de la forme fl Ri,j,k : Cj,u.

— I+
i = {(o, fl Ri,j,k : Cj,u) | o œ Oi , Cj,u œ Lq

j et Contrainte(fl, Ri,j,k, o, Cj,u)} :

la relation d’incidence est complétée selon les contraintes apportées par

l’opérateur fl.

Le tableau 3.5 présente des opérateurs ainsi que leur sémantique. Basé sur le

tableau 7 de définition des opérateurs de graduation de (Rouane-Hacene et al.,

2013), il ajoute l’opérateur d’image partielle flØp. Un attribut relationnel utilisant

cet opérateur met en avant qu’une partie de l’image d’un objet est contenue dans

un concept cible. De plus, le tableau 3.5 réadapte les opérateurs de restriction

de cardinalité quantifiée à une sémantique plus proche de celle des logiques de

description présentées dans (Baader et al., 2003).

L’exemple 16 illustre la graduation d’un contexte.

Exemple 16. On considère ici la famille relationnelle présentée dans l’exemple

14. Pour graduer le contexte K0
P , on utilise :

— l’opérateur de propositionnalisation existentiel : ÷.

— le treillis L0
D, disponible en figure 3.1b, associé au contexte K0

D

— la relation takes
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Ainsi, K+
P est donné par :

— O+
P = OP les objets restent Shana, Lane, Farley et Trudy

— Pour chacun des 18 concepts du treillis cible des médicaments (figure 3.1b)

on crée un attribut (colonne) de la forme ÷takes≠1 : CD,u où u est le numéro

d’identification d’un concept, donc u œ [0; 17]. Ces colonnes forment A+
P .

— La relation d’incidence considère l’opérateur ÷ et la relation takes. Un

couple (o, ÷takes : CD,u) œ O+
P ◊ A+

P est ajouté à la relation d’incidence I+
P

si et seulement s’il existe dans l’extension du concept CD,u un objet ō tel

que (o, ō) œ takes.

Ainsi, si on prend la colonne ÷takes : CD,13 il y a des croix aux lignes de Farley

et Shana, car ces patients prennent du Kaletra, un des médicaments de CD,13.

Lane, qui prend du Sustiva, valide aussi cet attribut. En effet, le Kaletra, comme

le Sustiva font partie des objets du concept 13, il existe au moins un élément de

l’image de Shana, Farley et Lane, par la relation takes, contenu dans les objets

du concept 13. À l’opposé, Trudy prend uniquement du Pilfetro et de l’Isentress.

Aucun de ces médicaments n’est présent dans le concept 13, donc Trudy ne porte

pas l’attribut ÷takes : CD,13. Les résultats se trouvent dans la table 3.6.

3.2.4 Cadre algorithmique

L’ARC est un processus itératif qui intègre, dans chaque contexte, l’information

relationnelle. L’algorithme 3 reprend la procédure de ARC définie dans (Rouane-

Hacene et al., 2013).

Les lignes 1 à 4 représentent l’initialisation : à chaque contexte de la famille

relationnelle d’entrée, on applique la fonction CalculeTreillis qui retourne

le treillis correspondant au contexte avec un algorithme développé par l’AFC (cf
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Algorithme 3 : Procédure d’ARC
Données : Famille relationnelle de contextes
Résultat : Famille de treillis relationnels L

1 n Ω 0;
2 pour Ki œ K faire
3 Ln

i Ω CalculeTreillis(Ki)
4 fin
5 tant que (¬ stable ) faire
6 n Ω n + 1;
7 pour Ki œ K faire
8 pour Ri,j,k œ R faire
9 Ki Ω Ki fi Graduer(Ki, Ri,j,k, fl, Ln≠1

j )
10 fin
11 fin
12 pour Ki œ K faire
13 Ln

i Ω CalculeTreillis(Ki)
14 fin
15 stable Ω vrai;
16 pour Ln

i œ L faire
17 stable Ω stable · estIsomorphe(Ln

i , Ln≠1
i )

18 fin
19 fin
20 retourner L

chapitre 2).

Les lignes 5 à 18 décrivent la procédure itérative de ARC :

— 1) On applique sur chaque contexte Ki = (Oi, Ai, Ii) source d’une relation

dans la famille relationnelle la fonction Graduer qui prend en entrée

une relation, un opérateur de propositionnalisation, et le treillis cible de

la relation et retourne la graduation du contexte Ki, c’est-à-dire K+
i =

(O+
i , A+

i , I+
i )(cf sous-section 3.2.3). On remplace alors le contexte Ki =

(Oi, Ai, Ii) par Ki = (Oi, Ai fi A+
i , Ii fi I+

i ).

— 2) On applique la fonction CalculeTreillis sur chaque contexte ainsi

gradué. De nouveaux concepts peuvent émerger, comme le montre l’exemple
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17. (lignes 12 à 14)

— 3) On applique enfin la fonction estIsomorphe qui prend deux treillis

et retourne la valeur booléenne vraie si et seulement si les diagramme de

Hasse des treillis de concepts sont isomorphes, c’est-à-dire si aucun nouveau

concept n’est généré. On considère alors que la famille relationnelle a atteint

un état de stabilité, aussi appelé point fixe (lignes 15 à 18).

— 4) Si la famille relationnelle est stable, on retourne l’ensemble des treillis,

achevant ainsi la procédure. Sinon, on procède à une nouvelle itération.

(ligne 5 et 20)

Exemple 17. Après graduation, le contexte KP produit le treillis en figure 3.2.

Ce «nouveau» treillis contient deux concepts de plus qu’à l’itération précédente

(cf. concepts 12 et 13 sur la figure 3.1a)

3.3 Interprétation des treillis relationnels

Dans la formulation actuelle de l’ARC, la production des treillis de concepts est

réalisée. Toutefois, le treillis n’est pas une forme finale propice à l’extraction de

connaissances. Notamment, une règle d’association présentant un attribut rela-

tionnel nécessite la consultation des treillis pour interpréter manuellement les

concepts référés. Certes, il est possible d’étudier manuellement chaque concept

pour déceler les caractéristiques des objets ; mais pour des treillis de grande taille,

la tâche est ardue. Pour pallier cet écueil, di�érentes stratégies sont employées

dans la littérature. Deux d’entre elles, que nous présentons dans cette section,

sont toutefois prédominantes. Dans un premier temps, nous détaillons les sché-

mas de clôture partiellement ordonnés (SCPO), en anglais Closed Partially Orde-

red Patterns (Nica et al., 2016a; Nica et al., 2016), puis discutons des stratégies

exploitant les composantes fortement connexes (Ferré et Cellier, 2018).
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Le point commun de ces approches est de ne plus considérer les treillis séparément,

mais de représenter l’ensemble des treillis sous la forme d’un multi-graphe orienté

donné par la définition 3.

Définition 3. On appelle multigraphe au point fixe d’une famille relationnelle

un couple M = (S, A) dont

— l’ensemble des sommets S est composé de tous les concepts de tous les

treillis de la famille relationnelle,

— l’ensemble A ™ S ◊S est composé d’arcs, étiquetés, qui peuvent représenter

— la relation de subsomption entre deux concepts.

— un attribut relationnel : si un concept C1 porte l’attribut flr : C2 dans

son intension, on considère l’existence d’un arc (C1, C2) étiqueté flr.

Indifférement, C2 peut appartenir au même treillis que C1, ou à un

autre treillis.

Soit le multigraphe au point fixe M = (S, A) d’une famille relationnelle. Soit

Cu, Cv œ S deux concepts de M.

Définition 4. On dit que p = (C1, C2, . . . , Ck) est un uv-chemin relationnel de G

si Cu = C1, Cv = Ck et (Ci, Ci+1), pour i = 1, 2, . . . , k ≠ 1, est un arc formé par

un attribut relationnel.

Dans (Nica et al., 2016a) et (Nica et al., 2016), on trouve le détail de l’extraction

de schémas de clôture partiellement ordonnés (SCPO). La notion a été présen-

tée dans ces articles uniquement pour des familles relationnelles intrinsèquement

sans circuit, c’est-à-dire sans composante fortement connexe (CFC) sur le multi-

graphe. Pour chaque concept C œ M on définit le sous-graphe GC formé par tous

les nœuds Ct pour lesquels il existe un chemin relationnel de C à Ct. Parcourir en

largeur GC depuis C permet d’extraire un graphe orienté acyclique. En remontant
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les arcs, des feuilles à la racine, on précise un attribut non relationnel et une rela-

tion dans chaque nœud. Si plusieurs relations (respectivement plusieurs attributs),

doivent apparaître dans un même nœud, on remplace l’ensemble des relations (des

attributs) par un point d’interrogation. Le résultat final est un SCPO. Une fois

ces derniers extraits, on les ordonne dans une hiérarchie. L’exemple 18 illustre les

notions.

Exemple 18. Cet exemple, dont les figures, est adapté de (Nica et al., 2016a)

et traite de patients ayant la grippe A. On considère la famille relationnelle de

contexte F comportant

— un contexte KVT décrivant des tests viraux, dont un des concepts est CKVT_6,

— un contexte KME décrivant des examens médicaux, contenant les concepts

CKME_7 et CKME_9,

— un contexte KS décrivant des symptômes, dont fièvre et toux, contenant les

concepts CKS_2 et CKS_3 et

— les relations de précédence temporelle ipb, de découverte de symptômes

aigüs RhS et modérés RmS.

La figure 3.3 dépeint un extrait du multi-graphe de F après une exécution jusqu’au

point fixe de l’ARC. Le concept CKS_2 contient le symptôme unique fièvre dans

son intension et est uniquement lié à son prédécesseur par une relation RmS. Il

est donc transformé en un nœud fièvre modérée dans le SCPO de la figure 3.4.

Le concept CKS_3 a, quant à lui, deux attributs dans son intension, traduits par

un point d’interrogation. Comme ce concept n’est précédé que de la relation RhS,

il est finalement traduit par ?aigu (dans la figure 3.4 par ?high). Ainsi, un tel

SCPO peut être interprété par l’assertion suivante : avoir une fièvre modérée et

un symptôme quelconque aigu est un signe précurseur à la grippe A.

Une fois tous les SPCO extraits ceux-ci sont alors organisés dans une hiérarchie,

du plus au moins spécifique, la figure 3.5 présentant un extrait. La hiérarchie des
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est peu aisée, soit sur des modèles intrinsèquement sans circuit, qui ne couvrent

pas le cas général. Le chapitre 4 présente nos propositions pour extraire des règles

d’association de ces treillis.



CHAPITRE IV

FONDEMENTS, LIMITES ET EXTENSIONS DE L’ANALYSE

RELATIONNELLE DE CONCEPTS

Dans ce chapitre, nous approfondissons notre compréhension de l’ARC, telle que

définie au chapitre 3. Nous en identifions les limites puis nous proposons des ex-

tensions de la théorie permettant de pallier ses lacunes. Tout d’abord, la section

4.1 vient préciser la notion de concept formel pour l’ARC. La section 4.2 détaille

nos contributions permettant à l’ARC de réduire sa redondance et de contour-

ner son aspect cyclique. La section 4.3 présente l’algorithme de l’ARC utilisant

les formalismes et améliorations présentés. Finalement, la section 4.4 propose un

ensemble de démonstrations mettant en évidence les avantages, sur un jeu de

données relationnelles, de l’ARC par rapport à l’AFC.

4.1 Concept formel pour l’ARC

Selon la théorie présentée à la section 3.2, à chaque itération de l’algorithme,

au moins un des contextes est étendu, en lui ajoutant de nouveaux attributs

relationnels. Les définitions d’un concept et d’un attribut relationnel deviennent

alors confuses : sur un contexte K = (O, A, I) d’une famille relationnelle, une

paire (X, Y ) vérifiant X Õ = Y et Y Õ = X est qualifiée de concept formel ; or,

comme l’ensemble A peut être étendu lors d’une itération, l’égalité Y Õ = X peut
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ne plus être vérifiée dans ce cas. Une telle paire peut-elle encore être décrite comme

concept formel ? Si la réponse est non, que représentent les attributs relationnels

vers ces «concepts incomplets» et que deviennent-ils ? S’ils sont supprimés, que

faut-il faire des concepts portant un tel attribut, notamment si cet attribut est un

générateur ? De telles suppressions peuvent enchaîner un e�et en cascade. Nous

nous attelons donc dans cette section à l’étude de ces questions en proposant une

définition et en discutant des di�érentes alternatives.

Plusieurs possibilités s’o�rent à nous pour redéfinir la notion de concept formel

dans le paradigme de l’ARC et ainsi établir un traitement rigoureux des attributs

relationnels. Nous discutons ici des trois formes de définitions qui nous semblent

cohérentes avec la théorie de la littérature, détaillée dans la section précédente.

4.1.1 Concept formel évolutif

L’objectif principal de l’ARC est d’enrichir les descriptions des objets en intégrant

l’information relationnelle comme partie intégrante de ces descriptions. En ce sens,

il convient de privilégier l’extension pour décrire un concept. On propose donc les

descriptions suivantes pour un contexte puis un concept formel dans l’ARC.

Définition 5. Soit un contexte formel K = (O, A, I). On appelle suite de gradua-

tion de K la suite de contexte (Kn) telle que K0 = K et, pour Kn = (O, An, In) et

son extension par graduation K+
n = (O, A+

n , I+
n ), on a Kn+1 = (O, An fi A+

n , In fi

I+
n ). On appelle contexte de point fixe d’une suite de graduation (Kn) le contexe

Kp où p est l’itération à laquelle le processus d’ARC atteint la condition de stabi-

lité, c’est-à-dire le point fixe.

Pour éviter toute ambiguïté sur un contexte Ki d’une suite de graduation (Kn) la

dérivation est notée Ii , la double dérivation IiIi etc.
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Définition 6. Soit (Kn) une suite de graduation de K = (O, A, I). On appelle

concept formel évolutif une paire C = (X, (Yn)) où X est un ensemble d’objets et

(Yn) une suite d’ensemble d’attributs, tel que pour tous n, Y In
n = X et où XIn = Yn

Comme le présente la section 2.3 il reste à déterminer une représentation des

règles qui soit minimale. Ces définitions nous permettent d’introduire les éléments

nécessaires à la découverte de règles d’association sur ARC (cf section 4.2.1),

qui reste l’objectif principal de notre processus d’extraction de connaissances.

Toutefois d’autres alternatives sont envisageables pour définir les concepts formels.

Nous en presentons deux dans les sous-sections 4.1.2 et 4.1.3.

4.1.2 Concept formel strict

La première alternative consiste à conserver la définition de concept comme établie

dans l’AFC de manière stricte. Dans ce cas, une paire (X, Y ) est un concept si et

seulement si elle vérifie XIp = Y et Y Ip = X pour la dérivation sur le contexte de

point fixe Kp. Toutefois, l’ARC est un processus de découverte itérative : on ne

connaît pas a priori les formes au point fixe des contextes. Ainsi, il est impossible

de tester directement, à une itération quelconque si une paire forme un concept.

Dans ce cadre, la seule alternative est incrémentale : après l’étape du calcul des

treillis de concepts à une itération n + 1, on doit déterminer les paires, concepts

à l’étape n, qui conservent la propriété de concept formel, c’est-à-dire XIn = Y

et Y In = X. Lorsqu’un tel couple C = (X, Y ) ne vérifie plus, à l’itération n + 1,

les propriétés XIn+1 = Y et Y In+1 = X, il perd son «statut de concept». Alors,

tout attribut relationnel flr : C doit être réévalué ou supprimé. Une réévaluation

consisterait à chercher à postériori des concepts de même extension. Choisir la

suppression de manière systématique enclenche des pertes «en cascade» et conduit

à un algorithme invalide comme le montre l’exemple 20.
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Exemple 20. Considérons la famille relationnelle utilisée au chapitre 3 dans

l’exemple 14, traitant de médicaments et de patients. Comme tout patient prend

au moins un médicament, tout concept du treillis des patients, après une étape

de graduation, contient dans son intension l’attribut ÷takes : €D. De manière

symétrique, tout médicament est pris par au moins un patient, ainsi, tout concept

du treillis des médicaments contient ÷takes≠1 : €P .

Comme aucun des concepts des treillis de l’itération 0 n’avait d’attribut relation-

nel, et qu’après une étape de graduation, tout concept a au moins un attribut

relationnel, il vient qu’aucun concept à l’itération 0 n’est un concept après gra-

duation. Finalement, tous les attributs relationnels calculés par graduation sont

retirés. Enfin, les treillis sont isomorphes à ceux de l’itération 0. L’algorithme

termine donc mais n’a pas intégré l’information relationnelle.

La réévaluation consiste à modifier la définition d’attribut relationnel pour éviter

les «pertes en cascade» de concepts. Lors de la phase de graduation, on propose,

non pas de référer à un concept, mais à un ensemble d’objets. Dans un tel cas,

puisque l’ensemble des objets de chaque contexte est constant avec les itérations,

aucun attribut relationnel n’est invalidé par les itérations.

Exemple 21. Considérons le concept 13 du treillis des médicaments à l’itération

0 : CD,13 = ({Kaletra, Sustiva, Salzentry}, {Rash}). Au lieu de créer par gradua-

tion, dans le contexte des personnes l’attribut ÷takes : CD,13, on crée ÷takes :

{Kaletra, Sustiva, Salzentry}.

Proposition 4. Soit la suite de graduation (Kn) d’un contexte K = (O, A, I), et

soit un ensemble d’objets X ™ O tel que, il existe une itération i pour laquelle

XIiIi = X sur Ki. Alors à toute itération j > i, on a XIjIj = X sur Kj.

Démonstration. Soit X ™ O. Pour montrer que pour toute itération j > i, on
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vérifie XIjIj = X, il su�t de montrer que si XIiIi = X à une itération i, alors

XIi+1Ii+1 = X à l’itération i + 1. Soit (Kn) une suite de graduation d’un contexte

K = (O, A, I). On peut vérifier que Ai ™ Ai+1 et Ii ™ Ii+1.

Supposons X = XIiIi . Par croissance de la double dérivation, on a X ™ XIi+1Ii+1 .

Montrons XIi+1Ii+1 ™ X. Par construction, on a XIi ™ XIi+1 , donc XIi+1Ii+1 ™

XIiIi+1 . Il su�t donc de montrer que XIiIi+1 ™ XIiIi . Posons Y = XIi , alors

Y ™ Ai. Par construction, la relation d’incidence Ii+1 préserve la dérivation Ii

sur les attributs de Ai. Ainsi, puisque Y ™ Ai, on a Y Ii = Y Ii+1 . Donc, on a

XIiIi+1 = XIiIi , ce qui amène XIi+1Ii+1 ™ XIiIi . Finalement, comme X = XIiIi ,

on a XIi+1Ii+1 ™ X.

Soit (Kn) une suite de graduation d’un contexte K = (O, A, I) et Kp son contexte

de point fixe et soit X ™ O un ensemble d’objets. Alors, s’il existe i 6 p tel que

Ci = (X, XIi) est un concept formel sur Ki, par la proposition 4, Cp = (X, XIp)

est un concept formel sur Kp. Ainsi, un attribut relationnel flr : (X) conçu à

l’itération i + 1 est conservé sur Ap. Comme l’incidence des attributs relationnels

n’est calculée que par rapport aux objets en relation et l’opérateur de graduation,

les objets portant un attribut relationnel sont constants entre les itérations (cf

exemple 22). Finalement, bien qu’on ne connaisse pas a priori les formes au point

fixe des contextes et des treillis, on évite les destructions (potentiellement en

cascade) des concepts en maintenant des attributs relationnels entre les itérations.

Exemple 22. Considérons l’attribut a = ÷takes : {Kaletra, Sustiva, Salzentry}

conçu à l’itération 1 de l’ARC. À cette première itération seuls les objets Lane,

Shana et Farley portent l’attribut a, c’est-à-dire aI1 = {Lane, Shana, Farley}.

Puisque l’attribut a est conservé dans tous les contextes jusqu’au point fixe, que

la relation takes est constante entre toutes les itérations et que la sémantique

de l’opérateur de propositionnalisation ÷ est invariable, on vérifie que pour tout
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n œ [1; p], aIn = {Lane, Shana, Farley}

4.1.3 Accumulation

Une autre alternative est de conserver toutes les paires répertoriées par des concepts

à une itération. Un concept est alors noté CKn,j où Kn est le k-ième élément de la

suite de graduation du contexte K (à l’itération n) et où j est son identificateur

(numéro de concept). Un attribut relationnel a donc la forme flr : CKn,j

Bien que cette méthode propose une exhausivité plus importante que les autres

alternatives présentées et évite toute suppression, elle présente un désavantage

majeur : la création de redondance dans une méthode combinatoire déjà lourde

en calculs. En e�et, selon la proposition 4 le processus d’ARC crée une suite de

concepts de même extension. De plus, on peut observer que pour les concepts

CKn,j = (X, Yn) et CKn+1,j = (X, Yn+1), on a Yn ™ Yn+1. Ainsi, CKp,j (pour Kp le

contexte du point fixe de la suite (Kn)) contient toute l’information des versions

antérieures. Ces duplications amènent donc de la redondance non pertinente.

Dans la suite du document, on considère les concepts selon la définition 6. Lors-

qu’on décrit, sans précision, un concept comme une paire (X, Y ) on réfère impli-

citement à Y comme étant l’intension au point fixe. De même, une opération de

dérivation non indicée correspond à la dérivation sur le contexte au point fixe.

4.2 Améliorations de l’ARC

Cette section se consacre à confronter certaines limites de l’ARC en proposant des

solutions théoriques. On étudie l’impact des attributs relationnels sur les règles

d’association par ARC et la redondance de l’information.
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4.2.1 Règles d’association

Comme présenté aux chapitres 1 et 2, le but ultime de notre procédure de construc-

tion de treillis est l’extraction de connaissance sous la forme de règles d’association.

Qui plus est, le treillis de concepts sert de base d’extraction d’une représentation

compacte de l’ensemble des règles d’association. Qu’un treillis soit produit dans

un processus d’AFC ou d’ARC, comme on l’explique en section 2.3, la façon d’en

extraire les règles est la même : pour chaque concept C on extrait toutes les règles

g æ Y \ g où g est un générateur de C, et Y est soit l’intension de C soit celle

d’un concept qui est prédécesseur immédiat de C.

Toutefois, l’ARC introduit des attributs relationnels, qui, au même titre que

les attributs non relationnels, sont incorporés aux règles. Or, pour qu’une règle

soit utilisable, il faut pouvoir interpréter ces derniers, notamment en résolvant

les références aux concepts de ces attributs. En e�et, une règle de la forme

a1, a2 æ a3, flr : Cj,k n’apporte aucune information si l’on ne peut pas carac-

tériser Cj,k Plusieurs options s’o�rent donc à nous pour expliciter ces attributs

relationnels :

Extension. Puisque l’extension des concepts est préservée tout au long des itéra-

tions, on peut remplacer la référence au concept par celle-ci. Dans un tel cas, un

attribut relationnel caractérise alors les liens directs entre objets. Toutefois, une

telle modélisation dénote sensiblement la nature même des règles d’association

qui est de dégager des tendances, en se libérant des instances, au travers d’abs-

tractions ; de plus, elle semble assez peu prometteuse lorsque la liste des objets

d’un attribut relationnel est large.

Exemple 23. Soient les attributs décrivant les effets secondaires de médicaments

suivants, «vomissement» et «diarrhée». Soient les personnes Farley, Trudy et



80

Lane. Et soit la relation takes≠1 qui décrit, pour un médicament donné, les patients

qui l’utilisent dans un traitement.

Considérons la règle

vomissement, diarrhée æ ÷takes≠1 : (Farley, Trudy, Lane)

Cette règle stipule que si un médicament donne des vomissements et de la diarrhée,

alors il est pris par au moins une personne parmi Farley, Trudy et Lane. Plus

la liste de personne est importante, plus l’information est diluée. Une telle règle

est pertinente tant que la personne chargée de l’évaluer peut simultanément et

manuellement consulter les dossiers des patients.

Intension À l’inverse, si on décide de remplacer la référence par l’intension du

concept, plusieurs ambiguïtés émergent. Tout d’abord, il faut faire un choix sur

la définition d’un concept, puisque celle-ci présente, comme décrit à la section

4.1, plusieurs options. En choisissant l’option du concept évolutif, donnée à la

définition 6, plusieurs stades de l’intension sont possibles. En terme purement in-

formationnel, pour un concept, la plus précise pour décrire ses objets est l’intension

au point fixe. Toutefois, dans ce cadre, un problème inhérent à l’ARC émerge : les

dépendances cycliques. En e�et, les chemins relationnels du multigraphe peuvent

former des circuits, comme le souligne la section 3.3. L’interprétation de tels cir-

cuits est un cas di�cile, et nécessite d’utiliser la théorie des plus petits points

fixes, comme le souligne (Baader et al., 2003). L’exemple 24 illustre la présence

des circuits.

Exemple 24. Étudions les treillis aux figures 4.1 et 4.2. Nous pouvons observer

que le concept persons7 porte l’attribut ÷takes : drugs21 et que le concept drugs21

porte l’attribut ÷takes : persons7. Comment alors résoudre les réferences de ces

deux concepts ? De manière immédiate, on se rend compte que ÷takes : persons7
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s’interprète par ÷takes : persons (÷takes : drugs21, ...), lui même détaillé par

÷takes : persons (÷takes : drugs (÷takes : persons7, ...), ...) etc..

Certaines observations nous permettent cependant d’a�rmer que cette circularité

n’est pas inhérente aux concepts créés par l’ARC. Si on considère, pour un concept,

l’intension à sa création, l’extraction de règles interprétables est alors possible

puisqu’aucun circuit n’apparaît, comme le souligne le théorème 1, page 83.

Définition 7. Soit le multigraphe au point fixe M = (S, A) d’une famille relation-

nelle. On appelle multigraphe de création le sous-graphe G = (S, B) où B ™ A est

l’ensemble des arcs formés uniquement par les attributs relationnels des intensions

des concepts à l’itération de leur création.

L’exemple 25 illustre la définition 7.

Exemple 25. Considérons à nouveau la famille relationnelle utilisée au chapitre

3 dans l’exemple 14. Prenons le multigraphe au point fixe M de cette FRC. Il

est donné par les graphes des treillis au point fixe du contexte des médicaments et

du contexte des personnes, présentés par les figures 4.2 et 4.1, et des arcs repré-

sentant les attributs relationnels. Un extrait de ce graphe est présenté à la figure

4.3. Cet extrait correspond au sous-graphe de M limité aux concepts P0, P2, P6 du

treillis des personnes et aux concepts D0, D7, D8, D16, D19, D20 du treillis des mé-

dicaments ainsi que de tous les arcs sortant des sommets de ces 9 concepts. Pour

des raisons de lisibilité, on marque les relations de subsomption par des flèches

en lignes brisées, et on n’inclut dans la figure que les relations de subsomption

entre parents directs. De plus, si pour deux sommets S1, S2 il existe à la fois l’arc

(S1, S2) et (S2, S1), on note cette paire d’arcs par une flèche à double orientation

plutôt que deux arcs distincts.

On peut noter que les concepts P0, P2, P6, D0, D7, D8, D16 sont créés à l’itération 0,

sans aucun attribut relationnel, et que les concepts D19, D20 sont créés à l’itération
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Figure 4.3: Extrait du multigraphe au point fixe de la FRC de l’exemple 25

P0

P2

P6

D0

D7

D8

D16

D19

D20

Figure 4.4: Extrait du multigraphe de création de l’exemple 25

1, chacun avec les trois attributs ÷takes≠1 : P0, ÷takes≠1 : P2, ÷takes≠1 : P6.

Finalement, la figure 4.4 dépeint l’intersection du multigraphe de création de la

RCF et de la figure 4.3.

Théorème 1. Un multigraphe de création G est un graphe orienté sans circuit

Démonstration. Montrons par récurrence, que tout sous-graphe Gn de G consti-

tué des concepts existant à l’itération n est orienté acyclique. À l’itération 0, les

concepts créés n’ont aucun attribut relationnel, donc il n’existe aucun chemin
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Gn

Gn+1

Figure 4.5: Le multigraphe Gn+1 est composé des concepts existant à l’itération
n + 1 et, pour chacun de ces concepts, des attributs relationnels présents dans
l’intension à l’itération de leur création. Il est composé du sous-multigraphe Gn,
son homologue à l’itération n, ainsi que des concepts générés à l’itération n + 1
représentés par les cercles dans le bandeau Gn+1 \ Gn. Les arcs représentent les
attributs relationnels. Cette figure illustre le fait qu’il n’y a pas d’arcs entre ces
nouveaux concepts et qu’il n’y a pas d’arc sortant de Gn.

relationnel, donc la propriété est vraie.

Supposons maintenant une itération n pour laquelle la propriété est vraie, c’est-

à-dire que Gn soit sans circuit. On illustre cette démonstration par la figure 4.5.

Soit un concept Cn+1 créé à l’itération n + 1, c’est-à-dire Cn+1 œ Gn+1 \ Gn. Aucun

attribut relationnel de Gn+1 ne référence Cn+1, puisque les attributs relationnels

référençant Cn+1 sont produits par graduation à l’étape n+2. De plus, les attributs

relationnels de Cn+1 ne référencent que des concepts de Gn. Finalement, comme

Gn est orienté acyclique, Cn+1 ne participe à aucun circuit sur Gn+1 . Ceci étant

vrai pour tout concept de Gn+1, Gn+1 est graphe orienté acyclique.

Le théorème 1 permet donc d’interpréter les attributs relationnels de manière

autonome, c’est-à-dire sans avoir besoin de consulter le multigraphe. Il su�t de

remplacer la référence par l’intension à la création du concept. Toutefois, pour

améliorer l’interprétabilité, on veut pouvoir réduire au besoin cet ensemble à un
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ensemble d’attributs minimal décrivant de manière non ambiguë les objets d’un

concept. Pour cela nous introduisons les propriétés suivantes sur les générateurs.

Lemme 1. Soit (Kn) la suite de graduation d’un contexte K = (O, A, I) et soit

C = (X, (Yn)) un concept créé à l’itération c. On note p l’itération de point fixe.

Si g ™ Ac est un générateur de Yc sur le contexte Kc, alors pour tous i œ [c, p], g

est un générateur de Yi sur Ki.

Démonstration. Soit le concept C = (X, (Yn)) créé à l’itération c. Soit i œ [c, p]

tel que g œ Ac est un générateur de Yi sur Ki. Montrons que g est un générateur

de Yi+1 sur Ki+1. Pour cela on montre dans un premier temps que gIi+1Ii+1 = Yi+1

puis que g est minimal dans la classe d’équivalence de Yi+1 sur Ki+1.

(i) gIi+1Ii+1 = Yi+1

Par hypothèse, puisque g est un générateur de Yi, on a gIi = X. Considérons

maintenant Yi+1. On vérifie que Yi ™ Yi+1. La graduation n’a�ectant pas la relation

d’incidence sur des attributs d’itération antérieures, puisque gIi = X, on a gIi+1 =

X. Et, par définition du concept C, on a XIi+1 = Yi+1, et donc gIi+1Ii+1 = Ai+1.

(ii) Minimalité

Supposons par l’absurde que g soit minimal à l’étape i, mais ne le soit pas à

l’étape i + 1. Formellement, on pose les hypothèses suivantes : (1) sur Ki, on a

gIiIi = Yi, g ™ Yi et il n’existe pas de h µ g tel que hIiIi = Yi ; (2) sur Ki+1 on a

gIi+1Ii+1 = Yi+1, et il existe q µ g tel que qIi+1Ii+1 = Yi+1.

Puisque qIi+1Ii+1 = Yi+1, par la proposition 2 on a qIi+1 = X. De plus, comme

q µ g et g ™ Yi, on a q µ Yi. Or, comme q µ Yi, par la proposition 1 on a

qIi = X. Finalement, puisque par définition d’un concept on a XIi = Yi, on

trouve qIiIi = Yi, ce qui contredit l’hypothèse de minimalité de g à l’étape n.
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Ainsi, des générateurs peuvent être ajoutés entre chaque itération, mais aucun

générateur ne peut être supprimé entre deux itérations. Finalement, par induction,

si un générateur g d’un concept C est présent à une itération n, il est présent à

toute itération m > n.

Munissons-nous d’un ordre sur les attributs : un attribut an est inférieur à un

attribut am si an est produit à une itération antérieure à la production de am . On

assimile la présence des attributs standards lors de l’itération 0 à une «produc-

tion». Si am et an sont produits lors d’une même itération, on les liste selon un

ordre total : l’ordre lexicographique étendu de manière quelconque aux opérateurs

de graduation

De cet ordre, on peut créer une valuation sur les attributs et ensemble d’attributs.

Soit Kp = (O, Ap, Ip) le contexte au point fixe d’un contexte K.

Définition 8. Soit a le i-ème plus petit élément par l’ordre énoncé. On appelle la

valuation de l’attribut a, notée ‹(a), l’entier 2i≠1.

Définition 9. On appelle la valuation de l’ensemble d’attribut Y ™ Ap la valeur

dénotée par ‹(Y ) =
q

aœY ‹(a).

Des définitions précédentes on peut introduire la notion de canonicité.

Définition 10. Soit G l’ensemble des générateurs d’une classe d’équivalence [Y ].

On appelle un générateur g canonique pour la classe [Y ] si et seulement si ‹(g) =

min
uœG

{‹(u)}.

La canonicité est préservée tout au long du processus d’ARC

Lemme 2. Si un générateur d’un concept C est canonique à une itération n il

est un générateur canonique à toute itération m > n.
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Démonstration. Soit un concept C = (X, (Yn)) et une itération i. Notons Gi

l’ensemble des générateurs de Yi et Gi+1 l’ensemble des générateurs de Yi+1. Par

le lemme 1, on a Gi ™ Gi+1. Soit g un générateur canonique de Gi, montrons que

g est aussi canonique sur Gi+1.

Par construction, Yi ™ Yi+1. Si Yi = Yi+1, on a Gi = Gi+1 et donc g est un

générateur canonique de Gi+1. Sinon Yi µ Yi+1. Comme g œ Gi, on a g ™ Yi et

donc ‹(g) 6
q

aœYi
‹(a). Or,

q

aœYi
‹(a) = 2|Yi| ≠ 1.

Soit h œ Gi+1. S’il existe a œ h tel que a œ Yi+1 \ Yi, comme par l’ordre donné

‹(a) > 2|Yi|, on a ‹(h) > ‹(g). Ainsi, s’il existe a œ h tel que a œ Yi+1 \ Yi, h

n’est pas canonique. Supposons maintenant que h ™ Yi. Alors, on peut appliquer

la dérivation sur Ki et hIi = X, donc hIiIi = Yi, c’est-à-dire h est dans la classe

d’équivalence de Yi sur Ki. Or, les minimaux de cette classe sont décrits par Gi

donc il existe ḡ œ Gi tel que ḡ ™ h, et ‹(ḡ) 6 ‹(h). Finalement, comme g est le

générateur canonique de Gi, ‹(g) 6 ‹(h). Puisque quel que soit h œ Gi+1 on a

‹(g) 6 ‹(h), on peut a�rmer que g est un générateur canonique de Gi+1.

Lemme 3. Soit un concept C généré à une itération i du processus d’ARC. Il

existe un unique générateur canonique g de C à l’itération i et g est l’unique

générateur canonique de C à toute itération j > i.

Démonstration. Le générateur canonique est présent à toutes les itérations de-

puis la création du concept. En e�et, à la création du concept, un ensemble de

générateurs existe. L’ordre défini sur les attributs étant total, il existe un géné-

rateur canonique à la création du concept. La propriété 2 venant compléter cette

propriété d’existence, on montre, par récurrence, que le générateur canonique est

conservé de la création d’un concept jusqu’au point fixe.
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Définition 11. Soit le multigraphe au point fixe M = (S, A) d’une famille rela-

tionnelle. On appelle multigraphe canonique d’une famille relationnelle le sous-

graphe H = (S, B) où B ™ A est l’ensemble des arcs formés uniquement par les

attributs relationnels du générateur canonique des concepts.

Corollaire 1. Soit H le multigraphe d’une famille relationnelle. H est un graphe

orienté acyclique.

Démonstration. Soit le multigraphe au point fixe M d’une famille relationnelle

F . Soient G le multigraphe de création et H le multigraphe canonique de F . Par

construction H est un sous graphe de G. Or G, par le théorème 1 est orienté

acyclique, donc H aussi.

Finalement, on peut considérer les générateurs canoniques pour représenter un

concept dans un attribut relationnel. Une telle représentation, sans cycle, per-

met l’extraction de règles. Les chapitres 5, 6 et 7 illustrent l’utilité d’une telle

représentation.

4.2.2 Raisonnement

Une autre limite notable de l’ARC à laquelle nous proposons une solution est

ce qu’on peut appeler la redondance relationnelle. En e�et, l’idée sous-jacente

de la production de règles d’association par l’AFC, est d’extraire un ensemble

minimal couvrant toute l’information. L’ARC, certes, utilise la méthode de l’AFC

d’extraction de règles maximales dont les prémisses sont des générateurs et, de

fait, extrait un ensemble de règles sans redondance en terme d’attribut. Toutefois,

une règle d’association A æ B où A fl B = ÿ ayant des attributs relationnels,
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peut présenter de la redondance qui provient de la définition des opérateurs de

graduation, comme on peut le voir dans l’exemple 26.

Exemple 26. Considérons le concept drugs18 de la figure 4.2. L’attribut ÷takes≠1 :

person5 est un générateur du concept. Parmi les règles d’implication on trouve

÷takes≠1 : person5 æ ÷takes≠1 : person8, .... Or, person5 ™ person8. Et, par

définition de l’inclusion, si ÷x œ person5 alors x œ person8 ; ainsi, l’information

÷takes≠1 : person5 æ ÷takes≠1 : person8 n’apporte aucune information.

Un moteur de raisonnement simple a donc pu être construit pour supprimer les

attributs redondants d’un concept.

Le raisonneur va considérer un ordre sur les opérateurs de graduation. Du fait de

nos cas d’applications, nous avons uniquement implémenté l’ordre concernant les

opérateurs que nous avons utlisés.

Définition 12. On définit l’ordre entre les opérateurs par la relation d’ordre,

notée en infixe l, telle que pour k et ¸ éléments de ]0; 1[ avec k < ¸ on a :

÷ l flØk l flØ¸ l ’÷.

De cet ordre sur les opérateurs, va être dérivé un ordre sur les attributs relation-

nels.

Définition 13. Soient les attributs relationnels A = flArA : CA et B = flBrB : CB.

On écrit alors que A 4 B (lire A est moins informatif que B) si et seulement si

rA = rB et l’une des deux propriétés suivante :

— flA = flB et CB ™ CA

— CA = CB et flA l flB

Enfin, le raisonneur évalue chaque concept et ne conserve que les éléments maxi-

maux parmi les attributs relationnels. Ainsi, le treillis de la figure 4.2, après
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Algorithme 4 : Procédure d’ARC modifiée
Données : Famille relationnelle de contextes (K, R) ;

Tableau associatif P
Résultat : Famille de treillis relationnels L

1 n Ω 0;
2 nbConcepts Ω 0;
3 pour Ki œ K faire
4 Ln

i Ω CalculeTreillis(Ki)

5 fin
6 tant que nbConcepts ”=

q

i |Ln
i | faire

7 n Ω n + 1;
8 nbConcepts Ω

q

i |Ln≠1
i |;

9 pour Ri,j,k œ R faire
10 pour fl œ P (Ri,j,k) faire
11 Ki Ω Ki fi Graduer(Ki, Ri,j,k, fl, Ln≠1

j )

12 fin

13 fin
14 pour Ki œ K faire
15 Ln

i Ω CalculeTreillis(Ki);

16 fin
17 fin
18 pour Ln

i œ L faire
19 Ln

i Ω Compresse(Ln
i );

20 Ln
i Ω Canoniser(Ln

i );

21 fin
22 retourner L
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8).

Pour se conformer à la définition 6 de concept formel, la fonction Calcule-

Treillis d’une part calcule les concepts nouvellement formés à l’itération n et

complète les intensions des concepts existants (ligne 15). L’opération Compresse

(ligne 19) consiste à ne conserver que les attribut maximaux selon l’ordre 4 donné

par la définition 13. Finalement, l’opération Canoniser (ligne 20) consiste à

transformer les attributs relationnels pour référer aux générateurs canonique des

concepts ciblés, conformément à la description proposée à la sous-section 4.2.1

4.4 Comparaison avec le paradigme non-relationnel

Maintenant que nous avons présenté et discuté le formalisme associé à l’analyse

relationnelle de concepts, une question reste tout de même sans réponse : pourquoi

utiliser une machinerie complexe et itérative du paradigme multi-relationnel plutôt

que d’utiliser les techniques classiques de fouille de données ? Autrement dit, quels

sont les avantages de l’ARC par rapport à l’AFC ? En e�et, pour utiliser les

techniques de fouille de données, on utilise souvent des techniques d’agrégation de

tables telles que la jointure ou la semi-jointure (Spyropoulou et De Bie, 2011).

Dans les cas les plus triviaux, des réponses simples et évidentes semblent acces-

sibles. Si plusieurs relations ont le même domaine et le même co-domaine, une

jointure ou semi-jointure ne permet plus de faire la distinction entre les relations :

on opère comme s’il n’existe qu’une seule relation, dont les éléments sont l’union

de toutes les relations considérées, comme l’illuste l’exemple 27. Il est à noter que

cet opération d’union se traduit exclusivement par l’opérateur de graduation exis-

tentiel. Puisque la semi-jointure semble porter des complications lorsque plusieurs

relations sont prises en compte, on présente dans la sous-section 4.4.1, page 94,

une comparaison avec l’ARC dans le cas d’une unique relation entre deux tables.
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Exemple 27. Soient un contexte de personnes, un autre de médicaments, et deux

relations : l’une désignant si un patient est sous traitement d’un médicament,

l’autre précisant si un patient est allergique à un médicament. En utilisant une

jointure classique, un contexte a pour lignes des couples (personne, médicament)

et pour colonnes les attributs référant à ces couples. Aucune distinction entre les

deux relations n’est perceptible. Supposons qu’une patiente, Anne prenne le médica-

ment Kaletra, ayant pour effet secondaire de donner des migraines et de provoquer

des dommages au foie, et qu’elle soit allergique au Viread, qui donne des migraines

et provoque des dommages au foie. L’attribut dommages au foie est porté par les

couples (Anne, Kaletra) et (Anne, Viread) sans qu’aucune distinction entre aller-

gie et prise régulière ne soit mise en avant. Bien évidemment, artificiellement on

peut pallier ce defaut en dupliquant, dans le contexte agrégé, les colonnes d’attri-

buts précisant la relation valide : c’est-à-dire si les médicaments ont un attribut

att on conçoit une colonne prend-att et une colonne allergie-att. Dans ce cas,

(Anne, Kaletra) porte l’attribut prend-dommage au foie alors que (Anne, Viread)

porte allergie-dommage au foie

Une modélisation alternative qui contourne cet écueil consiste à concevoir un

contexte agrégé qui prend en compte un opérateur de propositionnalisation. Un tel

contexte a pour lignes les objets d’une première table, et pour colonnes, l’union des

colonnes de la première et seconde table. L’incidence de l’objet vers les colonnes

du premier contexte est conservée. La seconde partie, quant à elle, dépend de

l’opérateur. Par exemple, si on choisit l’opérateur ’, un objet o dans le contexte

joint a un attribut du second contexte si et seulement si tous les objets du second

contexte qui sont en relation avec o possèdent l’attribut considéré. La modélisation

est décrite et illustrée en détail dans la sous-section 4.4.2, page 102, qui compare

les résultats produits par AFC sur le contexte agrégé à ceux produits par l’ARC

sur la famille relationnelle avant agrégation.
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Dans cette section, nous nous attelons à démontrer que, pour les encodages les

plus classiques des liens entre objets dans la constitution d’un contexte unique,

pour tout concept C = (X, Y ) découvert par l’AFC on trouve par ARC un en-

semble de concepts dont l’extension «égale» X et l’intension «approche» Y . Ainsi,

le codage dynamique par ARC des liens entre objets par les attributs relationnels,

d’une part, ramène le choix du type de jointure au choix des opérateurs de pro-

positionnalisation, et, d’autre part, produit des résultats plus riches (ou, au pire

cas, au moins aussi riches) que ceux de l’AFC sur un encodage en un seul contexte

d’une famille relationnelle.

Les prochaines sous-sections constituent la présentation d’une modélisation, puis

la démonstration de cette «inclusion» des résultats de l’AFC dans ceux de l’ARC.

Quel que soit le cadre de la démonstration, le raisonnement suit toujours les trois

étapes suivantes :

1. déterminer la forme d’un concept formel C sur le contexte, utilisé par l’AFC,

qui encode toute la famille relationnelle.

2. démontrer l’existence de concepts couvrant les mêmes objets dans la modé-

lisation par ARC.

3. déterminer le rapport entre les intensions des concepts extraits des deux

modélisations.

4.4.1 Opération de semi-jointure en cas mono-relationel

Prenons une RCF minimale, deux contextes et une relation, comme présentée

dans la figure 4.7. On considère ici le cas concurrent où l’AFC est appliquée sur

un contexte encodant la semi-jointure de cette RCF, comme présenté à la figure

4.8. Cet encodage consiste à créer les objets de OÛÙ comme les couples d’objets

(o1, o2) où o1 œ O1 fi {‹}, o2 œ O2 fi {‹}, conformément à la modélisation de
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O1 O1

O2

O2

A1 A2

T1 T2r

Figure 4.7: Modélisation ARC, deux tables K1,K2 et une relation r

OÛÙ

A1 A2

Figure 4.8: Modélisation après semi-jointure de la famille figure 4.7

O1, O2 en RCF figure 4.7. L’objet ‹ est un objet vide fictif sans attribut servant

à compléter la semi-jointure. Trois cas se présentent pour définir les éléments de

OÛÙ :

— Si o1 œ O1, o2 œ O2, alors (o1, o2) œ OÛÙ si et seulement si (o1, o2) œ r

— Si o1 = ‹, o2 œ O2, alors (o1, o2) œ OÛÙ si et seulement si r≠1(o2) = ÿ,

c’est-à-dire s’il n’existe pas x œ O1 tel que (x, o2) œ r

— Si o1 œ O1, o2 = ‹, alors (o1, o2) œ OÛÙ si et seulement si r(o1) = ÿ,

c’est-à-dire s’il n’existe pas x œ O2 tel que (o1, x) œ r

L’exemple 28 illustre cette modélisation.

Exemple 28. Considérons la famille relationnelle composée par le contexte de

voitures de l’exemple 6 rapporté au tableau 4.1, ainsi qu’un contexte de personnes

présenté au tableau 4.2. De plus on considère la relation de possession pos indi-

quant si une personne possède une voiture, présentée au tableau 4.3. Par jointure

on obtient le contexte présenté au tableau 4.4.
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KV el pu cp nd

tw ◊ ◊

t3 ◊ ◊

zo ◊ ◊

f5 ◊ ◊

Tableau 4.1: Contexte des voitures

KP Senior

A
dulte

H
om

m
e

Fem
m

e

R
iche

Sportif

Fa ◊ ◊

La ◊ ◊ ◊

Sh ◊ ◊

Tr ◊ ◊ ◊ ◊

Tableau 4.2: Contexte des personnes

pos tw t3 zo f5
Fa ◊

La ◊ ◊

Sh ◊ ◊

Tr

Tableau 4.3: Relation pos

KÛÙ Senior

A
dulte

H
om

m
e

Fem
m

e

R
iche

Sportif

el pu cp nd

(Fa,tw) ◊ ◊ ◊ ◊

(La,t3) ◊ ◊ ◊ ◊ ◊

(La,f5) ◊ ◊ ◊ ◊ ◊

(Sh,tw) ◊ ◊ ◊ ◊

(Sh,f5) ◊ ◊ ◊ ◊

(Tr,‹) ◊ ◊ ◊ ◊

(‹,zo) ◊ ◊

Tableau 4.4: Jointure de la famille relationnelle de l’exemple 28
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Pour éviter toute ambiguïté, nous considérons les dérivations dans les contextes

K1 et K2 toujours notées xÕ, alors que la dérivation dans le contexte de jointure

est notée xÒ (et la double dérivation xÒÒ).

On s’intéresse dans un premier temps à décrire un concept formel du contexte de

jointure. Soit un ensemble d’objets quelconque X ™ OÛÙ. Donc, pour tous (o1, o2) œ

X on a o1 œ O1 fi {‹} et o2 œ O2 fi {‹}. Ainsi, par définition, C = (XÒÒ, XÒ) est

un concept formel. Prenons à présent les projections sur les premiers et seconds

éléments des couples de XÒÒ, c’est-à-dire fi1 = {o1 | ÷o2, (o1, o2) œ XÒÒ} et

fi2 = {o2 | ÷o1, (o1, o2) œ XÒÒ}. On commence par définir XÒÒ en fonction de ces

projections.

Lemme 4. On a XÒÒ = (fi1 ◊ fi2) fl OÛÙ

Démonstration. Soit (u, v) œ XÒÒ. Par définition XÒÒ ™ OÛÙ donc (u, v) œ OÛÙ.

De plus, par construction u œ fi1 et v œ fi2 donc (u, v) œ fi1 ◊ fi2. Ainsi, XÒÒ ™

(fi1 ◊ fi2) fl OÛÙ.

Soit (u, v) œ (fi1 ◊ fi2) fl OÛÙ. Puisque (u, v) œ fi1 ◊ fi2 il existe ũ et ṽ tels que

(u, ũ) œ XÒÒ et (ṽ, v) œ XÒÒ. Or par construction {(u, ũ), (ṽ, v)}Ò ™ uÕ fi vÕ. Et,

puisque (u, v) œ OÛÙ on peut écrire (u, v)Ò = uÕ fivÕ. Ainsi, comme par propriété de

dérivation on a XÒÒÒ ™ {(u, ũ), (ṽ, v)}Ò, par transitivité XÒÒÒ ™ (u, v)Ò. Ainsi,

en dérivant cette expression on obtient (u, v)ÒÒ ™ XÒÒÒÒ. Finalement comme

(u, v) œ (u, v)ÒÒ et XÒÒÒÒ = XÒÒ on a (u, v) œ XÒÒ.

On étudie dans un premier temps les cas particuliers contenant l’objet ‹ en com-

mençant par le cas où cet élément apparaît dans les deux projections.

Proposition 5. Si ‹ œ fi1 et ‹ œ fi2 alors XÒ = ÿ et XÒÒ = OÛÙ
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Démonstration. Supposons ‹ œ fi1 et ‹ œ fi2 alors par définition de ‹ on a

XÒ fl A1 = ÿ et XÒ fl A2 = ÿ et donc XÒ = ÿ. Par définition de la dérivation

on a ÿÒ = OÛÙ et donc XÒÒ = OÛÙ. On montre la seconde assertion de manière

symétrique.

Dans le cas décrit par le lemme 5, il est immédiat de montrer que l’on peut

construire (XÒÒ, XÒ) depuis les éléments € des treillis de K1 et K2. On montre

qu’il en est de même lorsque seule une des composantes fi1 ou fi2 contient ‹ en

commençant par décrire XÒ et XÒÒ dans les lemmes 5 et 6.

Lemme 5. Si ‹ œ fi1 et ‹ ”œ fi2, XÒ = fiÕ
2. Si ‹ œ fi2 et ‹ ”œ fi1, XÒ = fiÕ

1.

Démonstration. Supposons ‹ œ fi1 et ‹ ”œ fi2. On a a œ XÒ si et seulement si

XÒÒ ™ aÒ. Or, puisque ‹ œ fi1 on a par construction XÒ fl A1 = ÿ. Ainsi, on a

a œ A2. Donc, on a a œ XÒ si et seulement si pour tout (o1, o2) œ XÒÒ o2 porte

l’attribut a, c’est-à-dire a œ fiÕ
2. Puisqu’on a a œ XÒ si et seulement si a œ fiÕ

2, on

a XÒ = fiÕ
2. On montre la seconde assertion de manière symétrique.

Lemme 6. Si ‹ œ fi1 et ‹ ”œ fi2, XÒÒ = (O1 fi {‹} ◊ fi2) fl OÛÙ. Si ‹ œ fi2 et

‹ ”œ fi1, XÒÒ = (fi1 ◊ O2 fi {‹}) fl OÛÙ

Démonstration. Supposons ‹ œ fi1 et ‹ ”œ fi2. Soit v œ fi2. Tout couple (u, v) œ OÛÙ

vérifie fiÕ
2 ™ (u, v)Ò. Comme, par le lemme 5, on a XÒ = fiÕ

2, on peut écrire XÒ ™

(u, v)Ò et donc, par dérivation (u, v)ÒÒ ™ XÒÒ. Enfin, pour tout u œ O1 fi {‹},

on a (u, v) œ XÒÒ donc XÒÒ = (O1 fi {‹} ◊ fi2) fl OÛÙ. On montre la seconde

assertion de manière symétrique.

Les lemmes 5 et 6 nous permettent de déterminer que dans les cas où seule une

des projections contient ‹ on peut écrire un concept formel de KÛÙ uniquement
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avec l’autre projection. Étudions maintenant un concept formel basé sur cette

projection déterminé par ARC

Lemme 7. Si ‹ œ fi1 et ‹ ”œ fi2, il existe un concept C2 = (fi2, fiÕ
2) sur K2. Si

‹ œ fi2 et ‹ ”œ fi1, il existe un concept C1 = (fi1, fiÕ
1) sur K1.

Démonstration. Supposons ‹ œ fi1 et ‹ ”œ fi2. Comme fi2 ™ O2, (fiÕÕ
2 , fiÕ

2) est un

concept sur K2. Il su�t donc de montrer que fiÕÕ
2 = fi2, ou plus simplement fiÕÕ

2 ™ fi2.

Soit o œ fiÕÕ
2 . Par construction au moins un couple (ō, o) œ OÛÙ et oÕ ™ (ō, o)Ò. Or,

on a o œ fiÕÕ
2 donc par dérivation, fiÕ

2 ™ oÕ. De plus, par le lemme 5, on a XÒ = fiÕ
2.

Ainsi, XÒ ™ (ō, o)Ò donc par dérivation, (ō, o) œ XÒÒ. Finalement, par définition

des projections o œ fi2. On montre la seconde assertion de manière symétrique.

La proposition suivante rassemble les lemmes précédents. Elle souligne que, dans

le cas où une seule des deux projections contient ‹, tout concept de KÛÙ peut

s’exprimer avec l’autre projection. De plus, il existe un concept généré par ARC,

de même intension et dont l’extension correspond à une projection de l’extension

du concept produit par AFC.

Proposition 6. Soit C = (XÒÒ, XÒ). Si ‹ œ fi1 et ‹ ”œ fi2, C = ((O1 fi {‹} ◊

fi2)flOÛÙ, fiÕ
2) et il existe un concept correspondant C2 = (fi2, fiÕ

2) sur K2. Si ‹ œ fi2

et ‹ ”œ fi1, C = ((fi1 ◊ O2 fi {‹}) fl OÛÙ, fiÕ
1) et il existe un concept correspondant

C1 = (fi1, fiÕ
1) sur K1.

Démonstration. Découle des lemmes 5, 6 et 7.

Il reste un cas spécifique, décrit par le lemme 8, pour compléter la description

exhaustive d’un concept formel sur la table de jointure.

Lemme 8. Pour tout X ™ O1 ◊ O2 on a XÒ = fiÕ
1 fi fiÕ

2 et XÒÒ = {(o1, o2) | fiÕ
1 ™

oÕ
1 · fiÕ

2 ™ oÕ
2}
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Démonstration. Montrons XÒ = fiÕ
1 fi fiÕ

2 par double inclusion.

(i) XÒ ™ fiÕ
1 fi fiÕ

2.

La modélisation de la RCF nous assure que A1flA2 = ÿ. Ainsi, un attribut a œ XÒ

est soit dans A1, soit dans A2. Si a œ XÒ fl A1, il doit être partagé par tous les

éléments de fi1 ; et donc a est dans fiÕ
1. De même, si a œ XÒ fl A2, a œ fiÕ

2. On en

déduit que XÒ ™ fiÕ
1 fi fiÕ

2.

(ii) fiÕ
1 fi fiÕ

2 ™ XÒ.

D’un autre côté, si un attribut a est dans fiÕ
1, alors tout couple de XÒÒ possède une

première composante qui porte l’attribut a. Puisque cette propriété est vraie pour

tout couple de XÒÒ et que X ™ XÒÒ, alors tout couple de X porte l’attribut a.

Donc, on a a œ XÒ. De la même manière, on montre que si a œ fiÕ
2, alors a œ XÒ.

Ainsi, on a fiÕ
1 ™ XÒ et fiÕ

2 ™ XÒ. On peut donc a�rmer que fiÕ
1 fi fiÕ

2 ™ XÒ.

Finalement, par (i) et (ii) on a XÒ = fiÕ
1 fi fiÕ

2. Comme XÒÒ décrit exactement

l’ensemble des couples (o1, o2) ayant les attributs de fiÕ
1 fi fiÕ

2, par construction de

la table de jointure on a fiÕ
1 ™ oÕ

1 et fiÕ
2 ™ oÕ

2

Les cas décrits par les lemmes 5 et 6 permettent de sélectionner de manière immé-

diate les concepts issus du processus d’ARC correspondant en terme d’extension à

un concept de la table de jointure. La proposition 7 s’appuie sur le lemme 8 pour

énoncer le résultat principal de cette sous-section, traitant des cas non dégénérés

(sans élément ‹).

Proposition 7. Soit X ™ O1 ◊ O2. Il existe par ARC sur K1 un concept (X1, Y1)

tel que X1 = fi1 et fiÕ
1 ™ Y1 et il existe sur K2 un concept (X2, Y2) tel que X2 = fi2

et fiÕ
2 ™ Y2
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Démonstration. Comme fiÕ
1 ™ A1 et fiÕ

2 ™ A2, C1 = (fiÕÕ
1 , fiÕ

1) et C2 = (fiÕÕ
2 , fiÕ

2) sont

des concepts formels sur leur contextes respectifs calculés à l’étape 0 de ARC.

Considérons les contextes K1 et K2 après graduation par l’opérateur ÷ sur les

relations r et r≠1. On a alors l’attribut ÷r : C2 dans K1 et ÷r≠1 : C1 dans K2. On

définit les ensembles d’attributs Y1 = fiÕ
1 fi {÷r : C2} et Y2 = fiÕ

2 fi {÷r≠1 : C1} ainsi

que les concepts C3 = (Y Õ
1 , Y ÕÕ

1 ) et C4 = (Y Õ
2 , Y ÕÕ

2 ) (il est possible que C1 = C3 ou

C2 = C4). On a Y Õ
1 = fiÕÕ

1 fl {÷r : C2}
Õ, montrons que Y Õ

1 = fi1 par double inclusion.

Soit o œ fi1, on a o œ fiÕÕ
1 . De plus, par construction, tout couple de (o, ō) œ XÒÒ

vérifie (o, ō) œ r avec ō œ fi2 et, par hypothèse, ō ”= ‹. Ainsi, puisque fi2 ™ fiÕÕ
2 , o

porte l’attribut ÷r : C2. Ainsi, on a fi1 ™ Y Õ
1 .

Soit o œ Y Õ
1 . On a fiÕ

1 fi {÷r : C2} ™ oÕ. Comme {÷r : C2} ™ oÕ, il existe ō œ fiÕÕ
2 tel

que (o, ō) œ r et donc (o, ō) œ OÛÙ. De plus, comme ō œ fiÕÕ
2 , on a fiÕ

2 ™ ōÕ. Puisque

fiÕ
2 ™ ōÕ, fiÕ

1 ™ oÕ et que par le lemme 8 on a XÒ = fiÕ
1 fi fiÕ

2, on peut a�rmer

XÒ ™ (o, ō)Ò. Finalement (o, ō)ÒÒ ™ XÒÒ et par définition de fi1, on a o œ fi1.

(De manière totalement analogue, on montre fi2 = Y Õ
2)

Finalement, on a montré l’existence de C3 = (Y Õ
1 , Y ÕÕ

1 ) tel que Y Õ
1 = fi1 et fi1 ™ Y ÕÕ

1

ainsi que de C4 = (Y Õ
2 , Y ÕÕ

2 ) tel que Y Õ
2 = fi2 et fi2 ™ Y ÕÕ

2

En conclusion, les propositions 5, 6 et 7 montrent que pour tout concept C =

(XÒÒ, XÒ) on trouve sur K1 un concept (X1, Y1) tel que X1 = fi1 et fiÕ
1 ™ Y1 et il

existe sur K2 un concept (X2, Y2) tel que X2 = fi2 et fiÕ
2 ™ Y2. Il est simplement

à noter que si ‹ œ fi1 (respectivement fi2) on a fi1 = {x | ÷y, (x, y) œ OÛÙ}

(respectivement fi2 = {x | ÷x, (x, y) œ OÛÙ}). L’exemple 29 illustre ces propriétés.

Exemple 29. Considérons la famille relationnelle ainsi que le contexte de semi-

jointure définie à l’exemple 28.
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O1

A1 fl(A2)

Figure 4.9: Modélisation après agrégation de la famille figure 4.7

Sur le contexte de jointure on trouve le concept C = ({(La, t3), (La, f5)}, {Adulte,

Femme, Riche, pu}). Ici, fi1 = {La} et fi2 = {t3, f5}. On vérifie qu’il existe sur K1

un concept (fi1, fiÕ
1), à savoir le concept C1 = ({La}, {Adulte, Femme, Riche}), et

sur K2 un concept (fi2, fiÕ
2), le concept C2 = ({t3, f5}, {pu}).

Après une itération de l’ARC les intensions de ces concepts sont étendus. Ainsi, on

a C1 = ({La}, {Adulte, Femme, Riche, ÷pos : C2}) et C2 = ({t3, f5}, {pu, ÷pos≠1 :

C1}).

4.4.2 Opération d’agrégation en cas mono-relationel

La sous-section 4.4.1 présente une analyse face à un cas de semi-jointure. Cette

sous-section présente une comparaison avec un encodage plus proche de l’ARC.

Prenons encore la même modélisation de RCF figure 4.7. On considère ici le cas

concurrent où l’AFC est appliquée sur la modélisation de la figure 4.9. Cette

modélisation consiste à étendre un contexte par des attributs d’un second contexte

en relation avec le premier. Pour cela, conformément à la modélisation en RCF

figure 4.7, on produit le contexte formel K = (O, A, I) où O = O1, A = A1 fifl(A2)

. fl(A2) est l’ensemble des attributs de A2 précédés d’un opérateur de graduation

fl quelconque, on notera un attribut de cet ensemble flr : a, où a œ A2, pour éviter

la confusion avec les attributs relationnels produits par ARC. Pour un couple

(op, ap) œ O ◊ A, comme A1 fl fl(A2) = ÿ on a ap œ A1 ou (exclusif) ap œ fl(A2).
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Ka Senior

A
dulte

H
om

m
e

Fem
m

e

R
iche

Sportif

’
÷
pos

:
el

’
÷
pos

:
pu

’
÷
pos

:
cp

’
÷
pos

:
n

d
Fa ◊ ◊ ◊ ◊

La ◊ ◊ ◊ ◊

Sh ◊ ◊ ◊

Tr ◊ ◊ ◊ ◊

Tableau 4.5: Agrégation de la famille relationnelle de l’exemple 30

La relation d’incidence I sur ce contexte agrégé est la suivante :

— si ap œ A1 alors (op, ap) œ I si et seulement si (op, ap) existe dans la relation

d’incidence de T1

— si ap œ fl(A2) alors (op, ap) œ I si et seulement si Contrainte(fl, r, op, (aÕ
p, aÕÕ

p))

est vrai (cf tableau 3.5).

L’exemple 30 illustre une telle modélisation avec l’opérateur ’÷ (le raisonnement

avec un autre opérateur est similaire). Bien évidemment, pour une description des

objets de O2, il su�t d’inverser les rôles de K1 et K2 ainsi que de considérer la

relation r≠1 à la place de r.

Exemple 30. Considérons à nouveau la famille relationnelle définie dans l’exemple

28. On agrège la famille en utilisant l’opérateur ’÷ donc pour un objet o de Kp si

’÷pos : a œ fl(AV ) alors (o, ’÷pos : a) œ I si et seulement si o est lié à au moins

un objet de Kv par la relation pos et que tous les objets liés à o portent l’attribut

a.

Le tableau 4.5 dépeint le contexte résultant de cette agrégation.

Comme à la sous-section 4.4.1, nous considérons les dérivations dans les contextes

K1 et K2 toujours notées xÕ, alors que la dérivation dans le contexte agrégé est

notée xÒ (et la double dérivation xÒÒ).
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Dans un premier temps, on définit un concept formel sur la table agrégée, puis

on détermine le concept de même extension de la FRC. Enfin on présente la

correspondance entre les intensions de ces deux concepts.

Pour définir un concept formel sur la table agrégée, on commence par identifier la

composante de l’intension sur la partie fl(A2) par la définition 14 et la proposition

8.

Définition 14. Soit un ensemble d’objets quelconque X ™ O. On appelle dé-

viation relationnelle de X l’ensemble des attributs sur fl(A2) de X, c’est-à-dire

XÒ fl fl(A2). On la note ”X .

Proposition 8. Soit X ™ O. Sa déviation relationnelle est donnée par l’ensemble

”X = floœX{flr : a | Contrainte(fl, r, o, (aÕ, aÕÕ))}.

Démonstration. Soit o œ X. Par construction, pour tout attribut flr : a œ fl(A2),

on a flr : a œ oÒ si et seulement si Contrainte(fl, r, o, (aÕ, aÕÕ)). Ainsi oÒ fl fl(A2) =

{flr : a | Contrainte(fl, r, o, (aÕ, aÕÕ))}. Comme X Õ =
u

oœX oÕ, on a X Õ fl fl(A2) =
u

oœX oÒ fl fl(A2), donc ”X = floœX{flr : a | Contrainte(fl, r, o, (aÕ, aÕÕ))}

Un concept formel sur la table agrégée est alors donné par la proposition 9.

Proposition 9. Soit un ensemble d’objets quelconque X ™ O. Le concept formel

C = (XÒÒ, XÒ) de la table agrégée vérifie XÒ = X Õ fi ”X et XÒÒ = X ÕÕ fl {o |

”X ™ oÒ}.

Démonstration. Par définition, on a A = A1 fi fl(A2) et A1 fl fl(A2) = ÿ. Ainsi on

peut écrire XÒ = (XÒ fl A1) fi (XÒ fl fl(A2)), c’est-à-dire XÒ = X Õ fi ”X .
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En dérivant XÒ, on détermine que XÒÒ = {o | o œ O1 · X Õ ™ oÒ · ”X ™ oÒ}.

Or, comme X Õ ™ A1, on a X Õ ™ oÒ si et seulement si X Õ ™ oÒ fl A1, c’est-à-dire

X Õ ™ oÕ. Finalement, XÒÒ = X ÕÕ fl {o | ”X ™ oÒ}.

Étudions le concept de même extension produit sur la FRC. Soit X ™ O. On note

le i-ème élément de ”X l’ attribut flr : a”,i, où a”,i œ A2. Comme tous les concepts

Ci = (aÕ
”,i, aÕÕ

”,i) existent sur le contexte K2, après une étape de graduation via

l’opérateur fl sur la relation r, les attributs flr : Ci sont ajoutés au contexte K1.

On pose Y” = X Õ fiiœ1..|”X | flr : Ci. Les lemmes 9 et 10 montrent les liens entre Y”

et XÒÒ, synthétisés dans la proposition 10.

Lemme 9. On a Y Õ
” ™ XÒÒ.

Démonstration. Soit o œ Y Õ
” . Premièrement o porte tous les attributs de X Õ, c’est-

à-dire X Õ ™ oÒ. De plus, pour chaque attribut flr : a”,i œ ”X on peut trouver un

concept Ci = (aÕ
”,i, aÕÕ

”,i) tel que o porte l’attribut flr : Ci, c’est-à-dire pour lequel

on vérifie Contrainte(fl, r, o, Ci). Comme a”,i est dans l’intension de Ci, on peut

vérifier que flr : a”,i œ oÒ. Puisque pour tout i, on a flr : a”,i œ oÒ, alors on a

”X ™ oÒ. Finalement, comme ”X ™ oÒ et X Õ ™ oÒ, on a XÒ ™ oÒ. En dérivant

cette inclusion on a oÒÒ ™ XÒÒ. Finalement, Y Õ
” ™ XÒÒ.

Lemme 10. On a XÒÒ ™ Y Õ
”

Démonstration. Soit o œ XÒÒ, alors premièrement o porte tous les attributs

de X Õ. De plus, o porte chaque attribut flr : a”,i œ ”X , c’est-à-dire qu’on vérifie

Contrainte(fl, r, o, (aÕ
”,i, aÕÕ

”,i)). Puisque cette contrainte est vérifiée, o porte , après

graduation de K1, l’attribut flr : (aÕ
”,i, aÕÕ

”,i) pour tout flr : a”,i œ ”X . Ainsi, on a

Y” ™ oÕ et donc oÕÕ ™ Y Õ
” . Finalement, comme o œ oÕÕ on conclut que XÒÒ ™ Y Õ

” .
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Proposition 10. Les concepts C = (XÒÒ, XÒ) et C” = (Y Õ
” , Y ÕÕ

” ) sont de même

extension.

Démonstration. Découle des lemmes 9 et 10.

La proposition 10 permet de déterminer que pour tout concept créé sur la table

agrégée, un concept créé par ARC de même extension sera généré. On introduit

l’a�aiblissement relationnel à la définition 15, et illustré à l’exemple 31, pour

exprimer la mise en correspondance entre les intensions de ces deux concepts.

Cette dernière est énoncée dans la proposition 11.

Définition 15. Soit un concept C produit par ARC et soit Yr l’ensemble des

attributs relationnel de l’intension de C. On appelle a�aiblissement relationnel de

C, noté Ω(C), l’ensemble

Ω(C) =
€

flr:(U,V )œYr

{flr : v | v œ V }

Exemple 31. Considérons les contextes de l’exemple 20. On observe sur le contexte

KV , entre autres, les concepts C1 = ({t3}, {el, pu}), C2 = ({f5}, {pu, cp}), C3 =

({t3, zo}, {el}) et C4 = ({zo, f5}, {cp}). Après une graduation par l’opérateur

existensiel, on observe sur KP le concept C = ({La}, {Adulte, Femme, Riche, ÷r :

C1, ÷r : C2, ÷r : C3, ÷r : C4, ÷r : €}). Alors Ω(C) = {÷r : el, ÷r : pu, ÷r : cp}.

Proposition 11. On a ”X ™ Ω(C”)

Démonstration. Notons Yr l’ensemble des attributs relationnel de l’intension de

C”. Soit flr : a œ ”X . Alors par graduation et construction de C”, on a flr : (aÕ, aÕÕ) œ

Yr et comme a œ aÕÕ, on a ”X ™ Ω(C”).
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Ka Senior

A
dulte

H
om

m
e

Fem
m

e

R
iche

Sportif

÷
pos

:
el

÷
pos

:
pu

÷
pos

:
cp

÷
pos

:
n

d
Fa ◊ ◊ ◊ ◊

La ◊ ◊ ◊ ◊ ◊ ◊

Sh ◊ ◊ ◊ ◊ ◊

Tr ◊ ◊ ◊ ◊

Tableau 4.6: Agrégation de la famille relationnelle de l’exemple 32

Nous avons donc montré l’égalité des extensions de C et C”. Toutefois, les inten-

sions ces deux concepts ne sont pas identiques. Comme le présente la proposition

11 et l’illustre l’exemple 32, l’intension du concept de la table agrégée est un sous-

ensemble de l’a�aiblissement du concept de même extension produit par l’ARC.

En ce sens on peut considérer le concept produit par ARC plus informatif.

Exemple 32. Supposons que l’on utilise la famille relationnelle définie à l’exemple

28 avec l’opérateur ÷. Le contexte agrégé est présenté au tableau 4.6.

Puisque Farley (Fa) possède uniquement une Twingo (tw), par ARC on peut dé-

couvrir après une itération le concept ({Fa}, {Senior, Homme, ÷pos : (cp, nd)})

alors que par AFC on trouve le concept ({Fa}, {Senior, Homme, ÷pos : (cp), ÷pos :

(nd))}). L’attribut ÷pos : (cp, nd) implique ÷pos : (cp) et ÷pos : (nd), mais

÷pos : (cp) et ÷pos : (nd) n’implique pas ÷pos : (cp, nd).

4.4.3 Généralisation à une famille multi-relationnelle

Supposons maintenant une RCF avec toujours deux contextes, mais plusieurs

relations. Nous illustrons par un exemple. Prenons un contexte de patients, et un

contexte de médicaments, ajoutons les relations r1 = ”prend” qui spécifie si un

patient prend un certain médicament et r2 = ”allergique” qui spécifie lorsqu’un
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médicament est contrindiqué pour un patient.

Considérons maintenant la première modélisation proposée, la jointure, et mon-

trons que la généralisation dans un cadre à multiple relations n’est pas automa-

tique. Soit un patient p1 qui prend le médicament m1 et est allergique au mé-

dicament m2. Supposons que m1 et m2 partagent l’attribut a. Le concept sur le

contexte agrégé (aÕ, aÕÕ) existe, et aÕ contient autant le couple (p1, m1) que (p1, m2).

L’information sur le fait que p1 soit lié à un médicament ayant a est conservé mais,

on ne peut plus savoir s’il y a une réaction allergique ou si le médicament pres-

crit. Cette modélisation simple ne peut donc pas être adaptée à un cas à multiple

relations.

Supposons maintenant que l’on décide de rajouter un ensemble de colonnes pour

chaque relation existante comme dans la figure 4.10. Ainsi on peut spécifier la

relation qui lie un couple d’objet de OÛÙ. Cette modélisation ne change pas la pro-

priété précitée. En e�et, si l’on se replace dans le cadre du paragraphe précédent,

le concept (aÕ, aÕÕ) n’a pas de relation dans son intension et le problème persistera.

La seule solution semble être la duplication des attributs, annotés par la relation

reliant les objets des deux tables. Une représentation se trouve à la figure 4.11.

Dans un cas présentant n relations, OÛÙ décrit un ensemble de n + 1 ≠ uplets de la

forme (o0, o1, ..., on) où o0 œ O1 fi {‹} et pour i œ 1..n, oi œ O2 fi {‹}. La valeur

de la relation n’est alors pas perdue.

Dans ce cas, la démonstration présentée en 4.4.1 est toujours valide, sous réserve de

construire tous les concepts dans ARC correspondant aux n+1 projections sur les

di�érentes composantes des tuples de OÛÙ et de créer tous les attributs relationnels

vers les fermetures de chacunes de ses projections. Ainsi, en environnement à

multiples relations, la propriété soulevant que «tout concept créé l’AFC sur un

contexte créé par jointure d’une RCF peut être retrouvée par ARC» est vraie.
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OÛÙ

A1 A2 r1|...|rn

Figure 4.10: Modélisation jointure mutiples relations

OÛÙ

A1 r1(A2) ... rn(A2)

...

Figure 4.11: Modélisation jointure mutiples relations par duplication

On peut aussi montrer, par induction, que si le nombre de contextes est supérieur à

2, la propriété est toujours vraie : supposons qu’elle soit vraie pour n≠1 contexte,

il su�t alors de considérer le contexte join comme la résultante d’un contexte (qui

est lui même la jointure d’une famille de n≠1 contextes) et d’un nouveau n≠ième

contexte et réitérer le raisonnement.

Il en va de même pour la modélisation par agrégation.

4.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons formellement démontré l’intérêt de l’ARC par rap-

port à l’application de l’AFC sur un jeu de données relationnel, après agrégation

des contextes. Nous avons étudié les limites du formalisme du chapitre 3, no-

tamment la définition de concept formel dans un cadre de contextes étendus de

manière itérative. Nous avons démontré qu’avec un formalisme plus exhaustif, les

règles d’associations pouvaient être extraites et définies sans attribut à résoudre
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récursivement. Nous avons aussi montré certaines optimisations, inhérentes aux

opérateurs de propositionnalisation.

La partie II montre l’intérêt de ces optimisations et des règles d’association au

travers de trois cas d’application. Le chapitre 5 utilise les règles d’association pour

analyser les arrêts de production dans l’industrie métallurgique. Le chapitre 6 pré-

sente un cas d’application en psycholinguistique dans lequel les règles d’association

permettent d’analyser la structure de dictionnaires. Finalement, le chapitre 7 est

une étude préliminaire montrant les possibilités de l’ARC dans le domaines de

l’ingénierie de connaissance.



Deuxième partie

Applications
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CHAPITRE V

AIDE À LA PRISE DE DÉCISION INDUSTRIELLE

Ce chapitre se consacre à la présentation d’un cas d’étude issu du milieu de pro-

duction industrielle. Nous étudions ici une chaîne de pressage visant à produire

des poignées et des cadres en aluminium pour des fenêtres et des portes.

5.1 Introduction

L’une des pierres angulaires de la prise de décision managériale en industrie est

le coût des opérations, notamment ceux associés aux problèmes de production et

à leur résolution. Pour déterminer les di�érentes solutions possibles, les experts

du domaine doivent, d’une part, caractériser les di�érents problèmes et, d’autre

part, comprendre leurs origines. Pour cela, il s’appuient sur un modèle causal,

lui-même ra�né au cours du temps selon les di�érentes observations faites sur

la chaîne de production. Les di�érentes observations reflètent les co-occurrences

entre divers éléments sur la chaîne de production. Les alertes signalées par les

di�érents capteurs des machines de production et l’état des pièces manufacturées

sont les principaux indicateurs étudiés. Les règles d’association présentant les co-

occurrences d’un jeu de données, nous explorons donc comment leur extraction

peut aider à la détection et à la compréhension des anomalies dans un tel contexte.
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5.2 Cadre d’étude

Dans l’entreprise à la source des données que l’on utilise ici 1, les machines de

production sont imposantes. De fait, tout arrêt, qu’il soit lié à une panne ou à un

entretien, est coûteux. Pour minimiser ces arrêts, l’entreprise a adopté une poli-

tique d’arrêt uniquement en cas de production de pièces non conformes aux critères

de qualité (par exemple, l’épaisseur de la pièce). Lorsqu’un tel cas se produit, un

opérateur stoppe manuellement la machine, et après un diagnostic succinct, réalise

les tâches d’entretien (ou de réparation) adéquates, puis redémarre la production.

Cette procédure minimise certes les arrêts, et maximise donc le temps d’activité

de la machine ; néanmoins, la production d’une pièce en aluminium défectueuse

demande une refonte complète et une réédition de la pièce pour maintenir une

qualité de produit conforme. Ce processus est coûteux en terme de temps, ce qui,

en pratique, se traduit par une perte financière. La figure 5.1 2, adaptée de (At-

kinson, 1999) illustre le fait que la qualité, le coût et la rapidité de production

s’opposent : prioriser l’un de ces objectifs se fait au détriment des deux autres.

On vise à établir un modèle qui participe à l’optimisation du point d’équilibre de

l’entreprise en réduisant les coûts de production sans a�ecter la qualité et le temps

de production. Pour cela, on cherche les éléments déclencheurs des problèmes pour

créer, en conséquence, un processus qui minimise les arrêts forcés, et qui évite la

mise au rebut d’une pièce.

1. Le nom de l’entreprise doit rester anonyme dans cette thèse.

2. Les figures de ce chapitre sont extraites du poster présenté à la conférence K-CAP ’19.
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5.4 Expérience 1 : Restriction aux pièces problématiques

5.4.1 Conception de la famille relationnelle

Dans une première expérimentation (Wajnberg et al., 2019a), le découpage des

variables sélectionnées par les experts Semeraro et al. a résulté en 134 attributs

pour la table des pièces, et 26 pour la table des problèmes (Semeraro et al., 2019).

Parmi les attributs caractérisant les pièces on compte smmin < LimLow signifiant

que l’endroit où la pièce est la moins épaisse a une épaisseur inférieure au seuil

d’épaisseur critique bas LimLow. LimUp est le seuil critique haut. Une pièce est

conforme si toutes ses valeurs sont comprises entre les seuils critiques haut et bas.

L’attribut smko signale sans précision que l’épaisseur d’une pièce est défectueuse.

L’attribut recast signale qu’une pièce devra être refondue. De plus, des attributs

de la forme cphase = position (par exemple c1 = 83) renseigne sur la position,

en millimètres, du piston par rapport à la machine à la fin d’une des phases de

production. La première section du tableau 5.1 répertorie ces di�érents attributs

Parmi les attributs sur les problèmes µstop précise qu’un court arrêt est déclenché

par le problème, t<Y détaille que le temps d’un arrêt est inférieur à Y minutes,

costmed renseigne sur l’impact financier d’un problème et le qualifie de coût moyen,

qlt indique qu’un problème est de type «problème de qualité», alors que qltsm pré-

cise qu’il est relatif à l’épaisseur entre les faces du moule (impactant les dimensions

d’une pièce produite). L’attribut predict signale qu’un problème était prévisible

et aurait pu être pris en charge en amont par un opérateur. Enfin sm = 14 signale

que l’un seuil d’épaisseur critique, fixé à 14mm, est atteint par une pièce produite.

La seconde section du tableau 5.1 récapitule ces attributs.

La relation de co-occurrence avec les problèmes, notée g, a été combinée à l’opéra-

teur ÷. Une interprétation générique d’un attribut relationnel ainsi générée serait
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attribut sémantique
smmin < LimLow pièce trop fine
smmax > LimUp pièce trop épaisse

smko pièce invalide
recast pièce à refondre

piston à Xmm de la machine
c1 = X lorsque l’aluminium passe

de l’injecteur à l’entrée du moule
piston à Xmm de la machine

c2 = X lorsque l’aluminium vient d’être
complètement inséré dans le moule
piston à Xmm de la machine

c3 = X à la fin de la phase de compression
de l’aluminium dans le moule

µstop problème déclenchant un arrêt court
t<Y problème résolu en moins de Y min

avec Y œ {5, 10, 15, 30, 60}

impact financier du problème
costY sur la production

Y œ {low, med, high}

qlt problème de qualité
qltsm problème d’espacement

dans le moule
predict problème prévisible

sm = 14 production d’une pièce
à la limite critique d’épaisseur

Tableau 5.1: Attributs de la famille relationnelle de la première expérimentation

la suivante : si un concept des pièces C porte l’attribut ÷g : (C̄) dans son inten-

sion, alors toutes les pièces dans l’extension de C co-occurrent avec au moins un

problème qui a tous les attributs de l’intension de C̄. La relation inverse g≠1 est,

quant à elle, combinée à l’opérateur ’÷. Si un concept des problèmes C présente

’÷g≠1 : (C̄) dans son intension, alors les problèmes de C sont uniquement reliés

aux pièces usinées ayant au moins tous les attributs de l’intension de C̄. Notre

choix s’est porté sur l’opérateur ’÷ afin de produire un résumé des caractéristiques

partagées par toutes les pièces, plutôt que d’avoir une multitude de cas avec ÷.
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K1 grand défectueux
o1 ◊

o2 ◊

o3 ◊

o4 ◊

g p1 p2 p3 p4 p5 p6

o1 ◊ ◊

o2 ◊ ◊

o3 ◊

o4 ◊ ◊

K2 couthaut coutbas tempshaut

p1 ◊

p2 ◊

p3 ◊

p4 ◊ ◊

p5 ◊

p6 ◊

Tableau 5.2: Famille relationnelle de l’exemple 33

Exemple 33. On considère la famille relationnelle présentée au tableau 5.2. Le

contexte K1 présente quatre objets manufacturés o1 à o4 avec les attributs stipulant

si une pièce est grande et défectueuse. Le contexte K2 répertorie les problèmes p1 à

p6 et les attributs de coût haut et bas induits par un problème, ainsi que l’attribut

spécifiant que le temps de résolution est long.

À l’itération 0 de l’ARC, on a sur K1 le concept CO = ({o1, o2, o3}, {grand}) et sur

K2 le concept CP = ({p1, p2}, {couthaut}). De plus, on a les relations suivantes :

g(o1) = {p1, p4} g(o2) = {p2, p6}, g(o3) = {p1},g≠1(p1) = {o1, o3} et g≠1(p2) =

{o2}. Ainsi, comme pour toute pièce de CO il existe au moins un problème co-

occurrant qui soit dans CP , CO récupère , après une itération dans l’ARC, l’attribut

÷g : CP . Cet attribut, par le processus d’explicitation présenté au chapitre 3,

est résolu en ÷g : (couthaut). Ainsi, la règle d’association de confiance 100% :

grand æ ÷g : (couthaut) est produite et signifie que tout objet qualifié de grand est

co-occurrant avec au moins un problème ayant l’attribut couthaut.

À l’inverse, tout problème de CP compte parmi ses objets générateurs uniquement

des objets présents dans CO. Ainsi, après une itération, CP contient l’attribut
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’÷g≠1 : CO qui est résolu en ’÷g≠1 : (grand). Ainsi, il est possible d’extraire

la règle d’association de confiance 100% : couthaut æ ’÷g≠1 : (grand) qui si-

gnifie qu’un problème provoquant un coût financier élevé est systématiquement

co-occurrant à la production d’objets de grande taille.

5.4.2 Protocole

Dans notre première expérience, plusieurs filtres ont été appliqués pour limiter

le nombre de règles produites par la fouille par ARC. Tout d’abord, nous avons

restreint le processus d’ARC aux objets qui sont en relation avec au moins un

problème. Le filtre appliqué a conservé environ 6000 objets. En premier lieu, nous

nous sommes limité aux règles d’implication (règle d’association de confiance

100%) pour observer le comportement général du processus de production. De

plus, comme nous nous intéressons aux liens entre attributs sur les pièces et les

problèmes, seules les règles comportant au moins un attribut relationnel ont été

générées. Finalement, la confiance étant fixée, les règles produites sont évaluées

uniquement en considérant le support. L’étude des règles est donc e�ectuée selon

un ordre décroissant sur le support. Ainsi, les règles de petit support (inférieur à

20%) ne sont pas consultées en priorité et ont donc été omises dans cette première

expérience pour un gain de temps de calcul. Le traitement a été e�ectué sur un

Macbook Pro 2012, avec 8Go de RAM et un processeur 2.3GHz Intel Core i7.

5.4.3 Résultats

De cette étude, nous avons extrait deux formes de règles : l’une sur l’épaisseur des

pièces, l’autre sur les déplacements du piston.
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5.4.3.1 Épaisseur invalide

Dans un premier temps, nous avons trouvé, l’ensemble de règles suivantes :

Y

_

_

_

_

_

_

_

_

_

_

_

]

_

_

_

_

_

_

_

_

_

_

_

[

(1) smmin < LimLow æ smko

(2) smko æ smmin < LimLow

(3) smko æ ÷g : (µstop, qltsm, t<5min, costmed)

(4) smko æ recast

Cet ensemble de règles peut être interprété comme suit :

Si un produit a une épaisseur qui ne répond pas aux exigences de qualité smko,

alors un problème sera signalé. Celui-ci viendra toujours du fait que l’épaisseur

est en dessous du seuil bas (et pas au dessus du seuil haut) (1 et 2). Et, dans

un tel cas, la pièce sera (4) refondue. De plus, ce problème déclenchera (3) un

arrêt court (micro-stop) et lancera un signal d’alerte sur la qualité type épaisseur

(sm-quality). Ce type de problème prend moins de 5 min (t<5min) à résoudre et

entraîne un impact financier moyen (costmed).

5.4.3.2 Déplacement irrégulier du piston

Le déplacement du piston dans la pompe est reflété par trois variables indiquant

sa position, c1, c2 et c3.

Parmi les règles extraites par ARC, nous avons détecté un ensemble récurrent de

règles liées à un même concept, où x, y et y sont des variables d’entiers, de la

forme suivante :
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Y

_

_

_

_

_

_

_

_

_

_

_

]

_

_

_

_

_

_

_

_

_

_

_

[

c1 = x, c3 = y ∆ c2 = z

c2 = z, c3 = y ∆ c1 = x

c1 = x, c2 = z ∆ c3 = y

c1 = x, c2 = z ∆ ÷g pb : (sm = 14, predict, qlt)

Chaque fois que cet ensemble de règles apparaît, seule la combinaison de x, y et

y varie. Toutefois, une étude supplémentaire montrait que bien que les valeurs

variaient, la somme x + y + z restait constante et x était en dessous d’un seuil

critique.

5.4.3.3 Impact

Ces règles, après avoir été fournies à des experts du domaine, ont reflété la conclu-

sion suivante. En constatant que l’épaisseur était toujours liée à un problème de

seuil bas, les experts ont pu déterminer la cause du problème : des résidus d’alu-

minium se logeaient dans le moule de la machine de manière cumulative, un peu

plus à chaque itération. À mesure que les résidus grandissaient, l’espace dispo-

nible à l’édition des pièces se réduisait, se traduisant par un déplacement anormal

du piston. Cela résultait en des arrêts coûteux et des refontes de pièces (puisque

celles-ci échouaient le contrôle-qualité de l’épaisseur). De ce constat, une solution

a alors pu émerger, moins coûteuse et moins chronophage : calibrer les capteurs

pour répondre automatiquement aux déviations de déplacement du piston. Cela

permet d’envoyer des alertes aux opérateurs pour nettoyer la machine, juste avant

de produire une pièce défectueuse. Ainsi, le nombre d’arrêts sera égal à celui ac-

tuellement en place, mais aucune pièce ne sera à refondre.
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5.5 Expérience 2 : Sans contrainte

5.5.1 Conception de la famille relationnelle

La première expérience ne concernait que les objets ayant au moins un lien vers

un problème. Ainsi, les descriptions/règles que nous avons pu établir décrivent

entièrement les conditions qui existent chez de tels objets. Toutefois, l’absence

des pièces «saines» ne permet pas de statuer sur le fait qu’une règle s’applique

uniquement sur des produits défectueux ou si la règle s’applique dans tous les cas.

C’est pourquoi, dans cette seconde expérience (Wajnberg et al., 2019b), nous

avons retiré la contrainte de n’étudier que les objets produits ayant au moins un

problème. Les 58 000 pièces ont donc été prises en compte.

De plus, les attributs qui étaient a�ectés à des valeurs exactes, comme les positions

de piston, ont été regroupés par intervalles. Les attributs sont identifiés par :

ai;j;k où a est la caractéristique considérée, i est l’étape de la manufacture (voir

section 5.3.1), j est l’intervalle (1 étant celui ayant les valeurs les plus basses, 5 les

plus hautes). Une description complémentaire pour l’intervalle j est donnée par la

valeur k. Elle indique si l’intervalle j va introduire un problème (ko) ou non (ok) ;

check ne donne pas d’information systématique et demande une vérification au

cas par cas. Parmi les attributs a possibles, on compte sm l’épaisseur de la pièce,

c la position du piston, v sa vitesse, t le temps du piston dans une phase et p la

pression. Le tableau 5.3 récapitule ce découpage. Les autres attributs comptent

recast et conform qui indiquent si les pièces éditées pendant le problème vont

devoir être refondues ou non. Di�érent codes de moules tels que 10A026 sont

aussi présents.

Les problèmes ont, en plus des caractéristiques de la première expérience, tous un

attribut d’identification unique.
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variable valeur sémantique

a

sm épaisseur de la pièce
c position du piston en fin de phase
v vitesse du piston en fin de phase
t temps de la phase
p pression du piston en fin de phase

i
1 phase de fonte et d’injection dans la pompe
2 phase de remplissage du moule
3 phase de compression

j 1 à 5 intervalle de la valeur de ai

k
ok valeur normale
ko valeur anormale

check valeur limite

Tableau 5.3: Détail des attributs ai;j;k

5.5.2 Résultats

Parmi les 133821 règles produites par notre outil, nous avons sélectionné celles

qui semblaient avoir le plus de valeur auprès des experts industriels. La table 5.4

montre certaines des règles sélectionnées, réparties selon plusieurs groupes, que

nous détaillons et interprétons dans les prochaines sous-sections.

5.5.2.1 Problèmes multiples

L’outil a extrait 3950 règles reflétant le fait qu’une même pièce usinée puisse

être reliée à di�érents problèmes. Cette situation est assez rare, bien que non

ponctuelle, ce qui rend l’information pertinente pour les experts. Les règles leur

permettent d’observer, d’une part, les co-occurrences d’attributs qui déclenchent

ces problèmes, mais surtout, de revoir une partie de la modélisation. En e�et, de

ces règles, les experts ont pu établir que certains problèmes, supposément séparés,

étaient, en fait, le même problème.
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# Prémisse Conclusion
1 sm3;1;ko, smmin(< LimLow) recast, ÷g pb : (sm Æ 14),

÷g pb : (µstopsmLimLow, predict)
2.1 c2;1;ko, t2;1;ko, recast c1;5;ko, v1;5;ko,

÷g pb : (’÷g≠1 pc : (recast))
2.2 c2;1;ko, t2;1;ko,

÷g pb : (
’÷g≠1 pc : (recast))

c1;5;ko, v1;5;ko, recast

2.3 v1;5;ko, t2;1;ko, recast c1;5;ko, c2;1;ko,
÷g pb : (’÷g≠1 pc : (recast))

2.4 v1;5;ko, t2;1;ko,
÷g pb : (’÷g≠1 pc : (recast))

c1;5;ko, c2;1;ko, recast

3 ÷g pb : (rulcomponent, tØ1h, phm) conform

4 v2;4;ko, p3;2;ok,
÷g pb : (’÷g≠1 pc : (10A026, c1;5;ko,
c2;1;ko, v1;5;ko, t2;1;ko,
cc;2;ok, pm1, sm3;2;check))

10A026, c1;5;ko, c2;1;ko, v1;5;ko,
t2;1;ko, cc;2;ok, pm1,
sm3;2;check, conform

Tableau 5.4: Extrait des règles produites par ARC

Regardons de plus près la règle #1 de la table 5.4. Son support est de 7%. Elle nous

apprend que toute pièce usinée, qui atteint la borne basse (smmin(< LimLow)) du

plus petit des intervalles qualifiant l’épaisseur (sm3;1;ko), sera une pièce défectueuse

qui devra être refondue. Sans surprise, une alerte statuant que l’épaisseur est

sous le seuil critique de 14mm sera lancée. Mais en plus, on peut observer que,

dans ce cas, un micro-arrêt (arrêt de durée inférieure à 5 min) va être enregistré.

Toutefois, de cette relation de co-occurrence, les experts ont pu s’interroger sur le

fait qu’un produit, malgré un moule complètement rempli, ne fasse pas l’épaisseur

minimale requise. Ils ont donc pu rapidement confirmer qu’il s’agissait du fait que

l’aluminium restait collé au moule, et ne se séparait pas avec la pièce. Ce dépôt

résiduel prend de la place dans le moule et s’accroît régulièrement, en cas d’attache

de l’aluminium au moule. Le volume occupé est autant de place indisponible pour

la pièce. Le résidu empêche ainsi la pièce d’atteindre le volume attendu.
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5.5.2.2 Prévision des refontes

Un autre aspect intéressant pour les experts est d’étudier les situations qui en-

gendrent des refontes. Dans un premier temps, nous avons fait une approche di-

recte et naïve visant à sélectionner toutes les règles qui comprennent l’attribut de

refonte (recast), qu’il soit attribut direct ou inclus dans la composition d’un at-

tribut relationnel. Ainsi, ont été trouvées 42060 règles, dans lesquelles nous avons

trouvé des sous-groupes partageant une origine commune. Ces sous-groupes sont

caractérisés par le fait d’être des règles issues du même concept. Le lot #2 dans

la table 5.4 est un exemple d’un tel groupe ; son support étant de 14%, il permet

d’a�rmer que le phénomène décrit est récurrent et mérite attention.

Bien que l’interprétation en profondeur du phénomène industriel ne soit pas dans

nos objectifs, nous pouvons résumer le contenu de ces règles de la manière sui-

vante : tout d’abord, il faut garder à l’esprit que, séparément, ces règles ne sont

pas très explicites, ni particulièrement pertinentes. Toutefois, conjointement, elles

exhibent les combinaisons d’attributs produisant une refonte.

Une première remarque peut être faite : une très basse température (t2;1;ko) est

toujours observée. Ensuite, on peut voir que pour être co-occurante d’une erreur,

il faut que cette température soit combinée : soit à une grande vitesse du piston

à la première étape (v1;5;ko) ; soit, alternativement, que le piston se trouve trop

proche de la machine à la fin de la phase 2 (c2;1;ko). Les explications des experts

viennent alors compléter notre description. Tout d’abord, il y a une équivalence

entre cette trop grande vitesse et cette position avancée. En e�et, si le piston va

plus vite dans le même laps de temps, il sera plus rapproché de la machine. Dans

la même logique, une des conclusions invariables de ces règles est que le piston est

aussi trop avancé à la fin de la phase 1 (c1;5;ko).
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En prenant en compte ces combinaisons d’attributs et leurs entrecroisements dans

les règles, les experts ont pu, du lien de co-occurrence, entrevoir la relation de cau-

salité, ou, tout au moins, émettre une hypothèse qu’ils pourront tester : lors d’un

redémarrage de la machine ou de tout autre évènement amenant des variations de

températures notables sur la machine, il est possible que même si la température

de la cuve est assez haute pour que l’aluminium fonde, la température du piston,

elle, soit trop basse. Or, un objet chau�é se dilate, et refroidi se contracte. L’hypo-

thèse émise est donc que le piston n’est pas assez dilaté, justifiant une friction trop

peu intense, ce qui expliquerait l’augmentation de sa vitesse. De plus, si le piston

n’est pas assez dilaté, il est possible que l’aluminium passe sur le côté et ne soit

pas pressé, ou que la vitesse trop grande du piston empêche une évacuation d’air,

ce qui serait néfaste pour la production de la pièce. Ainsi, une pièce défectueuse

serait produite et devra être refondue.

5.5.2.3 Pièces conformes

Sachant que toutes les règles impliquant un problème n’apportent pas toujours

l’attribut de refonte, les experts étaient particulièrement curieux à l’idée de décou-

vrir les conditions sur les pièces qui co-occurrent avec un problème non critique ;

c’est-à-dire un problème n’empêchant pas les pièces de passer les tests de confor-

mité avec succès. Trouver de telles combinaisons est primordial pour les experts,

puisqu’elles seraient des indicateurs préalables à l’arrivée de problèmes critiques.

Dans la plupart des cas, les pièces, bien que conformes, ont certaines de leurs ca-

ractéristiques présentant des valeurs proches des limites de conformité. Déterminer

ces combinaisons caractéristiques serait une avancée significative pour les indus-

triels. Nous avons donc recherché les règles comprenant l’attribut de conformité

conform. Nous avons trouvé 53008 règles.
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Par exemple, la règle #3, dans la table 5.4, indique que si une pièce est liée à un

problème mécanique (rulcomponent) qui met la machine à l’arrêt pendant plus d’une

heure (tØ1h) et que ce problème apparaît pendant une phase de maintenance,

alors le produit resterait conforme. Cette information est cohérente puisque la

machine est arrêtée manuellement pour la maintenance, traduisant une erreur

minime (sinon l’arrêt aurait été déclenché automatiquement).

5.5.2.4 Aide à la modélisation

Enfin, en étudiant les pièces conformes, nous avons découvert un groupe de règles

qui, plutôt que de donner de l’information sur les problèmes ou les pièces, ont mis

en exergue des omissions dans les descriptions des problèmes. En e�et, on peut

voir dans la règle #4 de la table 5.4 (dont le support est juste en dessous de 1%),

que certains attributs sont accompagnés d’un attribut relationnel. Cet attribut

relationnel, cependant, renvoie à un concept supérieur (plus haut dans le treillis).

La figure 5.4 illustre la situation. Le fait qu’aucun attribut non relationnel ne soit

présent dans le concept des problèmes montre qu’il existe au moins deux problèmes

concernés. Les experts ont été surpris de voir que ces problèmes, bien que liés à

des pièces aux profils très similaires (huit attributs communs) ne partagent aucun

attribut statique. Ceci est potentiellement une indication que des caractéristiques,

communes à ces problèmes, manquent dans leur description.

5.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons utilisé l’ARC pour produire des règles d’association

explicites. Ces dernières nous ont permis de mettre en relation des caractéris-

tiques sur des pièces manufacturées et les problèmes de production. De ces règles

ont pu être expliqués certains comportement menant aux erreurs du système de





CHAPITRE VI

ANCRAGE SYMBOLIQUE ET LEXIQUE MENTAL

Si on essaye d’apprendre une nouvelle langue, utilisant uniquement le dictionnaire

de celle-ci, il est nécessaire d’identifier dans un premier temps un ensemble de

mots dans le dictionnaire qu’on peut rattacher à notre langue maternelle (Harnad,

1990). De plus, il faut s’assurer que cet ensemble de mots recouvre les primitives

lexicales (en supposant qu’elles existent) de la langue étrangère, c’est-à-dire l’en-

semble de mots permettant de définir tous les autres mots du langage. L’opération

d’acquisition des premiers mots du dictionnaire étranger est appelé problème d’an-

crage symbolique, en anglais symbol grounding problem (Harnad, 1990). La tâche

est d’autant plus ardue lorsque les alphabets ne correspondent pas, comme le

mandarin et le français. Elle est néanmoins réalisable, et même caractéristique du

travail des cryptographes travaillant sur la compréhension de langues mortes (Har-

nad, 1990).

Pour identifier les primitives lexicales d’un langage, les travaux de (Blondin Massé

et al., 2008; Vincent-Lamarre et al., 2016) utilisent la jointure d’ensembles d’an-

crage minimaux (EAM) de dictionnaires réduits, c’est-à-dire les ensembles, com-

portant le plus petit nombre de mots d’un dictionnaire à partir desquels on peut

définir tous les mots de ce dictionnaire. Toutefois, pour mieux caractériser ces

EAM, il convient de comprendre tant leur aspect structurel que leur description
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d’un point de vue psycholinguistique 1 (Vincent-Lamarre et al., 2016).

Ce chapitre propose une analyse d’un ensemble de petits dictionnaires, produits

par des joueurs humains. Il met en avant les co-occurences entre éléments struc-

turels et psycholinguistiques au travers de règles d’association extraites par ARC.

Dans un premier temps, la section 6.1 détaille le contexte de l’étude. Ensuite, la

section 6.2 introduit la formalisation d’un dictionnaire. Puis, la section 6.3 pré-

sente un jeu sérieux, appelé «jeu du dictionnaire», qui approvisionne nos données.

Finalement, la section 6.4 décrit les caractéristiques du jeu de données ainsi que

l’expérience menée.

6.1 Contexte psycholinguistique

Dans la théorie du langage, tout comme dans les sciences cognitives, la recherche

des primitives lexicales est un sujet très actif depuis plusieurs dizaines d’an-

nées (Goddard et Wierzbicka, 1994; Taddeo et Floridi, 2005). Ces primitives

forment un ensemble de mots tel que tout mot du langage peut être défini unique-

ment par celles-ci. En pratique, si on intègre, de manière itérative, les définitions

que l’on peut produire à partir de cet ensemble de mots, on définit tous les mots

d’un dictionnaire. Dans un contexte idéal, l’ensemble des primitives lexicales de-

vrait à la fois contenir le moins de mots possibles et être le plus expressif possible.

Une des célèbres premières initiatives, pour déterminer l’ensemble minimal de

primitives lexicales, a été introduite en 1930 dans (Ogden, 1930). Bien qu’Ogden

n’ait pas réussi à en construire un langage universel, on peut toujours trouver sa

liste de mots dans (Ogden, 2018). Sa structure de graphe a encore été étudiée

récemment (Garrido et Gutierrez, 2016), soulignant l’aspect intemporel de cette

1. la psycholinguistique est la discipline qui étudie les processus cognitifs relatifs tant à la
compréhension qu’à la production du langage
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ligne de recherche.

En 1972, Wierzbicka a proposé 14 primitives sémantiques, qu’elle considère comme

universelles. Elles sont répertoriées dans son livre Semantic Primitives (Wierzbi-

cka, 1972). Poursuivant son approche deux décennies durant, elle a étendu sa liste

de mots à plus de 50 primitives sémantiques et a montré que celles-ci pouvaient

être traduites dans un grand nombre de langues (Wierzbicka, 1996).

L’application Minimal English se base sur cette théorie (Goddard, 2018). Elle a

pour but de construire manuellement un ensemble de mots de base en anglais qui

permettent à la fois de décrire un grand nombre de mots plus complexes et qui

sont traductibles dans de nombreuses langues di�érentes (Goddard, 2018). Cela

permettrait, entre autres, de pourvoir la langue d’un point d’entrée e�cace pour

l’apprentissage de l’anglais comme langue non maternelle.

Récemment, Browne et al. (Browne, 2013; Browne, 2014) ont construit plusieurs

listes «générales» de mots, telles que la New General Service List. Ces listes de

mots, choisies avec soin pour satisfaire aux exigences des primitives lexicales,

ont été principalement utilisées pour enseigner l’anglais, mais ont également été

employées dans d’autres contextes (Browne et al., 2013).

Bien qu’utiles en pratique, toutes ces approches commencent par proposer un

ensemble de primitives et essayent, à partir de celles-ci, de construire autant de

concepts que possible. Toutefois, les auteurs de ces méthodes mettent l’accent

sur le fait qu’elles ne doivent pas être considérées comme complètes et défini-

tives (Wierzbicka, 2020). Par exemple, la liste de Wierzbicka de 65 primitives

inclut les concepts not, good et bad. Il serait possible d’argumenter que parmi

les concepts good et bad, l’un d’entre eux, au moins, pourrait être retiré, puisque

chacun peut être défini en combinant l’autre avec not c’est-à-dire good = not

bad et bad = not good.
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Toujours pour répondre au problème d’ancrage symbolique, une approche complé-

mentaire a été développée par Blondin Massé et al. (Blondin Massé et al., 2008).

À la place de démarrer par un ensemble fixé de mots, l’article soulève la possibilité

de considérer conjointement les ensembles d’ancrages minimaux (EAM) extraits

de multiples dictionnaires. Ces EAM sont des ensembles de mots su�sants pour

définir tous les autres. Bien que le nombre de EAM d’un dictionnaire puisse être

exponentiel par rapport au nombre de mots, tous les EAM semblent partager des

caractéristiques psycholinguistiques communes (Vincent-Lamarre et al., 2016).

En e�et, il a été montré que les mots de EAM communs à di�érents dictionnaires

sont des mots utilisés fréquemment, appris jeunes et concrets (Vincent-Lamarre

et al., 2016).

Pour ces variables psycholinguistiques (âge d’acquisition, fréquence, concrétude),

on peut également noter une di�érence, selon la partie du dictionnaire dans la-

quelle un mot se trouve. Si on représente un dictionnaire comme un graphe, tel

que décrit dans la section 6.2, où les mots sont les sommets et les arcs maté-

rialisent la relation de définition, alors le coeur est la plus grande composante

fortement connexe (CFC) et les satellites sont les CFCs dont les circuits sont

plus courts. Or, il a été précédemment observé que, dans un EAM, les mots du

coeur sont plus fréquents, plus abstraits et appris plus tôt, à l’inverse des mots

des satellites (Vincent-Lamarre et al., 2016).

6.2 Formalisation

Dans cette section, nous introduisons le formalisme mathématique qui permet de

modéliser les lexiques et les graphes, afin d’en étudier l’aspect structurel.
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6.2.1 Lexiques

La formalisation des lexiques est adaptée de (Poulin et al., 2018). Commençons

par les définitions des termes principaux.

Définition 16. (Poulin et al., 2018) Un lexique complet non-ambigu est un

quadruplet X = (A, P , L, D) où

— A est un ensemble fini appelé un alphabet, dont les éléments sont appelés

des lettres ;

— P est un ensemble fini dont les éléments sont appelés catégories gramma-

ticales ;

— L est un ensemble fini de triplets de la forme ¸ = (w, i, p), appelés lexèmes

et dénotés par ¸ = wi
p, où w œ Aú est un mot, i Ø 1 est un entier et p œ P .

On dit alors que (w, i, p) est le i-ème sens du mot étiqueté (w, p)

— D est une application partielle qui associe à un lexème ¸ œ L une séquence

finie et non vide D(¸) = (¸1, ¸2, . . . , ¸k), où pour tout i, di œ L. Une telle

séquence s’appelle la définition de ¸.

À ces termes s’appliquent les contraintes suivantes :

lexème fonctionnel L’ensemble P contient un élément spécial appelé stop et

dénoté S, identifiant les lexèmes fonctionnels (en anglais stop words) ;

complétude Pour chaque (w, i, p) œ L, si p ”= S, alors D(w, i, p) est bien défini.

numérotation cohérente des lexèmes Si (w, i, p) œ L et i > 1 alors (w, i ≠

1, p) œ L ;

Si pour tout (w, i, p) œ L, on a i = 1, alors le lexique X = (A, P , L, D) est qualifié

de monosémique. Dans de tels cas on écrit simplement wp au lieu de wi
p.

Autrement dit, un lexique complet non-ambigu est une liste de lexèmes qui sont

tous définis, à part les lexèmes fonctionnels, et où toutes les définitions sont non-
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¸ D(¸)
bigA (notS, smallA)
hugeA (veryS, bigA)
smallA (notS, bigA)

Tableau 6.1: Exemple de lexique complet non-ambigu.

ambigües.

Prenons un exemple :

Exemple 34. Soit X = (A, P , L, D), où A = {a, b, . . . , z}, P = {A, S} (A =

adjectif, S = stop) et L, D sont définis dans le tableau 6.1. Chaque lexème utilisé

dans une définition est lui-même défini, à l’exception des lexèmes fonctionnels

notS et veryS. Alors, le lexique X est complet et non-ambigu.

En pratique, les mots référencés avec S sont ceux jouant simplement un rôle

syntaxique et n’ont que très peu de valeur sur le plan sémantique (par exemple,

no, the, a). Toutefois, rien n’empêche d’a�ecter arbitrairement un mot à cette

catégorie, au besoin.

Pour la suite, on fixe P = {N, V, A, R, S}, correspondant aux catégories gramma-

ticales nom, verbe, adjectif, adverbe et stop.

6.2.2 Graphes

Un graphe orienté est un couple G = (V, A), où V est un ensemble fini d’éléments

appelés nœuds et A ™ V ◊ V est un ensemble fini d’éléments appelés arcs.

La densité de G, notée density(G), est la proportion d’arcs présents dans le graphe

par rapport à la quantité d’arcs possibles, c’est-à-dire density(G) = |A|/|V |2.

Soient un graphe G = (V, A), deux nœuds u, v œ V et un entier positif k. On
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dit que p = (v1, v2, . . . , vk) est un uv-chemin (orienté) de G si u = v1, v = vk et

(vi, vi+1) œ E pour i = 1, 2, . . . , k ≠ 1. En particulier, si u = v, le chemin p est

appelé un circuit de G.

Soient deux nœuds u et v. On dénote l’existence d’un uv-chemin dans G par

u æG v, ou, plus simplement, par u æ v si le graphe G est clair dans le contexte

exprimé. De plus, on écrit u ¡ v si et seulement si u æ v et v æ u. La relation ¡

étant réflexive, symétrique et transitive, elle est donc une relation d’équivalence.

Une classe d’équivalence selon la relation ¡ est appelée composante fortement

connexe (CFC) de G = (V, A). Elle représente un sous-ensemble de nœuds de

V tel que, pour toute paire de nœuds de la composante, il existe des chemins

orientés reliant ces deux nœuds dans les deux directions. Les CFC d’un graphe

peuvent être calculées à l’aide de di�érents algorithmes tels que l’algorithme de

Tarjan (Tarjan, 1972).

Il est plus pratique, pour plusieurs métriques, de considérer la version non orientée

d’un graphe orienté. Si l’on prend deux nœuds u, v d’un graphe orienté G = (V, A)

et un entier positif k, on dit que p = (v1, v2, . . . , vk) est une uv-chaîne de G si

u = v1, v = vk et que, pour chaque i = 1, 2, . . . , k ≠ 1, on ait (vi, vi+1) œ E ou

(vi+1, vi) œ E. La longueur d’une uv-chaîne, notée |p|, est le nombre k ≠ 1, c’est-

à-dire le nombre d’arcs parcourus par p. La distance entre u et v, notée dist(u, v),

est la longueur de la plus petite chaîne entre u et v, c’est-à-dire

dist(u, v) = min{|p| : p est une uv-chaîne}.

De ces définitions, on peut extraire des statistiques structurales pour un graphe

G donné. Par exemple, le diamètre de G, noté diam(G), est la distance maximale
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notS

bigA

smallA

hugeA

veryS

Figure 6.1: Le graphe orienté du lexique complet non-ambigu de l’exemple 34.

qu’on peut trouver entre deux nœuds de G. Formellement,

diam(G) = max{dist(u, v) : u, v œ V }.

Enfin, la longueur de chaîne ou chemin charactéristique de G représente la lon-

gueur moyenne du plus court chemin entre deux sommets. Elle est notée CPL(G)

et est égale à

CPL(G) =
ÿ

u,vœV

dist(u, v)
|V |(|V | ≠ 1)

.

Si X = (A, P , L, D) est un lexique complet non-ambigu, alors le graphe de X est

le graphe orienté Graph(X) = (L, A), tel que (¸1, ¸2) œ A si, et seulement si, le

lexème ¸1 apparaît dans la définition D(¸2) du lexème ¸2. Le graphe du lexique

décrit dans l’exemple 34 est représenté en figure 6.1. En d’autres termes, le graphe

illustre la relation «apparaît dans la définition» sur l’ensemble des lexèmes.

6.3 Le jeu du dictionnaire

Dans le but de mieux comprendre l’origine des variations psycho-linguistiques sur

les di�érentes parties des EAM, un jeu sérieux, appelé jeu du dictionnaire, a été

développé (Vincent-Lamarre et al., 2017). C’est un jeu en ligne, ouvert et acces-

sible à tous, dont le but est de créer des dictionnaires complets en anglais (Picard

et al., 2013; Vincent-Lamarre et al., 2016) (une version en français est aussi dis-

ponible, mais, par manque de ressources psycholinguistiques, nous n’en avons pas
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exploité les données). Sur la page http://lexis.uqam.ca:8080/dictGame/index.jsphttp://lexis.uqam.ca:8080/dictGame/index.jsphttp://lexis.uqam.ca:8080/dictGame/index.jsphttp://lexis.uqam.ca:8080/dictGame/index.jsphttp://lexis.uqam.ca:8080/dictGame/index.jsphttp://lexis.uqam.ca:8080/dictGame/index.jsphttp://lexis.uqam.ca:8080/dictGame/index.jsphttp://lexis.uqam.ca:8080/dictGame/index.jsphttp://lexis.uqam.ca:8080/dictGame/index.jsphttp://lexis.uqam.ca:8080/dictGame/index.jsphttp://lexis.uqam.ca:8080/dictGame/index.jsphttp://lexis.uqam.ca:8080/dictGame/index.jsphttp://lexis.uqam.ca:8080/dictGame/index.jsphttp://lexis.uqam.ca:8080/dictGame/index.jsphttp://lexis.uqam.ca:8080/dictGame/index.jsphttp://lexis.uqam.ca:8080/dictGame/index.jsphttp://lexis.uqam.ca:8080/dictGame/index.jsp,

on trouve une description complète du jeu et on peut créer son propre diction-

naire (Vincent-Lamarre et al., 2017). L’objectif des joueurs est de créer les struc-

tures les plus petites possibles. Au début d’une partie, un joueur commence par

choisir un mot de départ fixé (appelé mot racine) dont il donne une définition.

Dans la version actuelle, quatre mots racines sont proposés : clock, horse, person,

thing. Ensuite, il se retrouve face à l’écran présenté en figure 6.2. Il doit, un à

un, définir tous les mots utilisés pour définir le mot racine. Puis, il doit définir

les mots qui servent dans les définitions des mots qui définissent le mot racine.

Récursivement, chaque mot utilisé dans une définition doit à son tour être défini.

Bien évidemment, un mot peut servir dans de multiples définitions. Toutefois, une

seule définition est demandée pour chaque mot, il n’est pas nécessaire de redéfinir

un mot chaque fois qu’il apparaît dans une définition. La partie prend fin lorsque

tous les mots qui ont été employés dans une définition sont définis, à l’exception

des lexèmes fonctionnels. On qualifie alors le dictionnaire de fermé (Picard et al.,

2013; Vincent-Lamarre et al., 2016).

Les auteurs de (Vincent-Lamarre et al., 2017) considèrent comme lexème fonc-

tionnel :

— tout mot n’étant ni un verbe, ni un adverbe, ni un adjectif, ni un nom

commun (ex : déterminants, pronoms ...) ,

— le verbe to be et toutes ses formes conjuguées,

— les adverbes no et not.

Finalement, on ajoute une contrainte supplémentaire pour forcer un minimum

d’expressivité dans les dictionnaires produits : toute définition doit contenir au

moins trois lexèmes qui ne soient pas des lexèmes fonctionnels. Si cette contrainte

n’est pas satisfaite, un avertissement apparaît, invitant le joueur à corriger sa

définition.

http://lexis.uqam.ca:8080/dictGame/index.jsp
http://lexis.uqam.ca:8080/dictGame/index.jsp
http://lexis.uqam.ca:8080/dictGame/index.jsp
http://lexis.uqam.ca:8080/dictGame/index.jsp
http://lexis.uqam.ca:8080/dictGame/index.jsp
http://lexis.uqam.ca:8080/dictGame/index.jsp
http://lexis.uqam.ca:8080/dictGame/index.jsp
http://lexis.uqam.ca:8080/dictGame/index.jsp
http://lexis.uqam.ca:8080/dictGame/index.jsp
http://lexis.uqam.ca:8080/dictGame/index.jsp
http://lexis.uqam.ca:8080/dictGame/index.jsp
http://lexis.uqam.ca:8080/dictGame/index.jsp
http://lexis.uqam.ca:8080/dictGame/index.jsp
http://lexis.uqam.ca:8080/dictGame/index.jsp
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numV numE nSCC CPL dens diam

Mean 153.4 542.2 8.1 5.3 0.026 14.5
Std 72.8 275.7 13.5 1.3 0.008 4.5
Min 91.0 309.0 1.0 2.0 0.008 9.0
Max 433.0 1558.0 88.0 11.4 0.041 35.0

Tableau 6.2: Caractéristiques des graphes relatifs aux dictionnaires

ont été calculées pour chacun des graphes correspondant à un dictionnaire fermé

produit par un joueur :

— numV : nombre de sommets,

— numE : nombre d’arcs,

— nSCC : nombre de composantes fortement connexes,

— CPL : longueur de chaîne caractéristique,

— dens : densité,

— diam : diamètre.

Après avoir évalué le nombre de sommets d’un dictionnaire, nous avons retiré les

dictionnaires de taille aberrante : quelques dictionnaires présentaient moins de

35 mots ; après leur retrait, le plus petit dictionnaire comptait 91 mots. Après

filtrage, notre jeu de données est constitué de 60 dictionnaires. Le tableau 6.4 pré-

sente la répartition de ces dictionnaires selon le mot racine choisi par les joueurs.

La distribution des dictionnaires selon les variables structurelles (numV , numE,

nSCC, CPL, dens, diam) est donnée par le tableau 6.2.

L’objectif étant d’évaluer les relations entre les données structurelles des diction-

naires et les aspects psycholinguistiques des mots qu’ils contiennent, il nous reste

donc à introduire les normes évaluant les mots des dictionnaires. Dans le ta-

bleau 6.3, on trouve un extrait du tableau détaillant les propriétés psycholinguis-

tiques d’un mot, à savoir :

Age d’acquisition : La valeur AOAB d’un mot, repertoriée dans (Kuperman
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AOAB AOAC Conc FreqP FreqL

abandon 8.32 — 2.54 8.10 1
abide 9.50 4.00 1.68 2.71 1
ability 8.84 — 1.81 19.22 25
able 7.79 4.77 2.38 159.90 30
absence 7.70 — 2.31 6.31 2
absent 6.50 8.28 2.70 2.57 1
...

Tableau 6.3: Extrait de la table de propriétés
psycholinguistiques.

Racine Nombre de dictionnaires

clock 22
horse 19

person 10
thing 9

Total 60

Tableau 6.4: Nombre de diction-
naires par mot racine

et al., 2012), présente une estimation de l’âge où celui-ci est acquis par un

individu, selon la norme de Brysbaert. La norme définie par Childes définit

la valeur d’âge d’acquisition AOAC d’un mot. Les valeurs sont répertoriées

dans (MacWhinney, 2000).

Concrétude : La variable Conc, sur une échelle de 1 à 5, évalue si un mot est

abstrait ou concret (Brysbaert et al., 2014).

Fréquence : FreqP – (Brysbaert et New, 2009) est une mesure du taux d’occur-

rence d’un mot dans le corpus SUBTLEXUS
2. La fréquence locale FreqL,

quant à elle, est une mesure de la fréquence du mot dans le corpus constitué

exclusivement des dictionnaires récupérés par le jeu du dictionnaire : c’est

le ratio du nombre de définitions contenant un certain mot par rapport au

nombre total de toutes les définitions produites dans tous les dictionnaires.

Le symbole ’—’ représente une donnée non disponible.

2. Ce corpus de 51 millions de mots englobe les sous-titres de 5000 épisodes de séries de 5000
films américains.
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Dictionnaires Mots
Propriété Valeur Catégorie Propriété Valeur Catégorie

numV [91, 107] lo AOAB [2.3, 6.8] young
[108, 152] med [6.9, 11.4] middle
[153, 433] hi [11.5, 16.2] older

numE [309, 725] lo AOAC [1.3, 4.4] young
[726, 1141] med [4.5, 7.6] middle
[1142, 1158] hi [7.7, 11.0] older

nSCC [1, 29] lo CONC [1.1, 2.3] lo
[30, 59] med [2.4, 3.6] med
[60, 88] hi [3.7, 5.0] hi

CPL [2, 5.1] lo FREQP [0.0, 3.9] lo
[5.2, 8.3] med [4.0, 27.8] med
[8.4, 11.4] hi [27.9, 6161.5] hi

dens [0.008, 0.018] lo FREQL [0, 1] Q1
[0.019, 0.03] med [2, 3] Q2
[0.031, 0.041] hi [4, 7] Q3

[8, 58] Q4

diam [9, 17.6] lo
[17.7, 26.2] med
[26.3, 35] hi

Tableau 6.5: Discrétisation des variables structurelles et psycholinguistiques

6.4.2 Modélisation

Que ce soit les variables psycholinguistiques des mots ou structurelles des diction-

naires, l’ARC ne peut les traiter avant une étape de discrétisation. Le tableau 6.5

présente les transformations que nous avons appliquées aux variables : les variables

structurelles sur les graphes, les âges d’acquisition et la concrétude sont discréti-

sés sur trois intervalles égaux ; les fréquences suivent par contre une répartition

uniforme, c’est-à-dire que les intervalles ne sont pas nécessairement de taille égale,

mais de cardinalité égale, c’est-à-dire qu’ils sont calculés pour qu’il y ait autant

de mots dans chaque catégorie.

Puisque le jeu du dictionnaire a pour but de faire créer aux joueurs des diction-

naires les plus petits possibles (nombre minimal de mots), nous nous sommes
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dict mots
in

ct

Figure 6.4: Schéma de la RCF du jeu du dictionnaire

intéressés aux stratégies employées pour «gagner». Pour cela, nous avons inspecté

les attributs structurels des lexiques produits, conjointement avec une description

psycholinguistique des mots utilisés dans les dictionnaires.

Pour extraire les associations entre les caractéristiques des mots et des diction-

naires, nous avons construit une famille relationnelle de contexte (FRC) conforme

au schéma présenté en figure 6.4. Le contexte dict décrit les dictionnaires produits.

Les attributs sont, d’une part, les variables catégorielles présentées au tableau 6.5

(à savoir les métriques issues de la théorie des graphes présentées) et, d’autre part,

les quatre mots racines permettant de signifier l’origine du dictionnaire.

Le contexte mots décrit tous les mots présents dans au moins un dictionnaire. Les

attributs de ce contexte sont les catégories discrétisées des propriétés psycholin-

guistiques présentées dans le tableau 6.5.

Enfin, nous avons également inclus une relation objet-à-objet in, et son inverse

ct ; reflétant l’utilisation d’un mot dans un dictionnaire. Nous avons spécialement

conçu et utilisé les opérateurs de graduation fl>p%. Rappelons que, si p = 30, alors

l’attribut fl>30%in : (C1) pour un mot signifie qu’au moins 30% des dictionnaires

dans lesquels ce mot est inclus sont dans l’extension du concept C1. On note que

flØp% est une version relaxée de l’opérateur ’÷.
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# Prémisse Conclusion Support Support Confi-
Prémisse Règle ance

1 ’÷ in : numV(hi) FrL(q1) 35% 27% 78%
2 person, fl>60% ct : FrL(q4) numV(lo) 6.6% 5% 75%
3 numV(lo) fl>50% ct : FrL(q4) 30% 27% 89%
4 numV(hi), person fl>50%ct : FrL(q4) 6.6% 6.6% 100%

5 Conc(med), fl>70%in : (numV(lo)) AOAB(med) 2.3% 1.7% 76%
6 numV(lo) dens(hi) 30% 27% 89%
7 numV(hi) lCFC(hi) 33% 28% 85%
8 Conc(lo), ’÷ in : numV(lo) FrL(q1) 3.4% 3.1% 92.3%
9 Conc(med), fl>50% in : numV(lo) AOAB(med) 2.4% 1.8% 75%
10 AoaB(young), AoaC(young), Conc(hi) 2.6% 2.1% 79%

fl>40% in numV(hi)
fl>70% in (horse)

Tableau 6.6: Extrait des règles d’associations produites de la RCF figure 6.4

6.4.3 Résultats

Nous présentons maintenant les résultats de notre expérience. Ceux-ci se pré-

sentent sous la forme de règles d’association extraites par l’ARC après une itéra-

tion unique.

En utilisant les résultats de ARC après une seule itération, on découvre des ob-

servations intéressantes, tant sur les mots (24 954 règles) que sur les dictionnaires

(206 476 règles). Certaines de ces règles sont présentées dans le tableau 6.6. La

première colonne indique le numéro de règle pour reporter les interprétations

plus bas. La prémisse et la conclusion d’une règle sont respectivement les par-

ties à gauche et à droite du symbole æ d’une règle d’association. Soit une règle

r : U æ V pour un contexte formel K = (O, A, I) (ici, soit des mots soit des

dictionnaires). Le support de la prémisse, le support de la règle et la confiance de

la règle, respectivement notées sp(r), sr(r) et c(r) sont données par

sp(r) =
|U Õ|

|O|
(6.1)
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sr(r) =
|(U fi V )Õ|

|O|
(6.2)

c(r) =
|(U fi V )Õ|

|U Õ|
(6.3)

Il est à noter qu’après avoir produit les règles, nous nous sommes concentrés sur

celles présentant de l’information relative à la taille des dictionnaires. Présentons

maintenant notre interprétation des règles du tableau 6.6.

#1 35% des mots sont employés uniquement dans des grands dictionnaires, et

78% de ces derniers (soit 27% de tous les mots), sont peu employés par nos

joueurs. On pourrait supposer que les grands dictionnaires utilisent beau-

coup de chemins non-optimaux pour définir leurs termes, créant ce que l’on

pourrait qualifier de «bruit».

#2 75% des dictionnaires de racine person contenant principalement (à plus de

60%) des mots utilisés très fréquemment dans le jeu du dictionnaire sont

petits. De manière duale à la règle précédente, celle-ci semble indiquer qu’un

«graphe optimal» peut exister, et que les dictionnaires tendent à converger

vers cet optimal.

#3 89% des petits dictionnaires ont plus de la moitié de leurs mots qui sont

très fréquemment utilisés par nos joueurs. Cette troisième interprétation est

cohérente avec les précédentes.

#4 Dans tous les grands dictionnaires de racine person, plus de la moitié des

mots sont utilisés très fréquemment par les joueurs. Ce résultat peut sembler

contradictoire avec les trois premières observations. Toutefois, il est aussi

envisageable que la racine joue un rôle crucial dans cette observation ; ou

alors, on pourrait également imaginer qu’on ait bien 50% des mots qui soient
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dans la direction d’un optimal mais que ce sont les autres qui créent la plus

grande partie du bruit.

Mises à part ces observations, l’analyse de di�érents sous-ensembles de règles nous

fournit également des co-occurences supplémentaires à propos du jeu :

#5 Parmi l’ensemble des mots qui sont de concrétude moyenne et que l’on peut

trouver principalement dans des petits dictionnaires, 76% ont également un

âge d’acquisition moyen.

#6 Les petits dictionnaires sont très denses.

#7 Les plus grands dictionnaires ont aussi de larges composantes fortement

connexes.

#8 Parmi l’ensemble des mots très abstraits qui n’existent que dans les petits

dictionnaires, 92% sont rarement utilisés par les joueurs.

#9 Parmi l’ensemble des mots qui ne sont ni très concrets ni très abstraits, que

l’on retrouve principalement dans les petits dictionnaires, 75% sont appris

à âge moyen.

#10 Parmi l’ensemble des mots appris jeunes (selon les mesures de Childes et

Brysbaert) et utilisés principalement dans les dictionnaires de mot racine

horse, 79% sont aussi des mots très concrets.

Les hypothèses que nous pouvons tirer de ces observations sont les suivantes : les

petits dictionnaires tendent vers un ensemble «universel» de mots. La plupart des

joueurs convergent de manière plus ou moins complète vers cet ensemble. Caracté-

riser au mieux cet ensemble semble donc critique pour l’analyse des dictionnaires

produits via le jeu.

Toutefois, une large partie de l’ensemble universel apparaît aussi dans les grands

dictionnaires. Dans le second cas, il y a une plus grande variabilité à l’intérieur

des dictionnaires.
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Le scénario latent semble être le suivant : pour un mot racine donné, il y a un

ensemble universel de définitions à sélectionner. Mais pour un joueur, certaines

de ces définitions ne sont pas simples à formuler. Lorsqu’un joueur est hésitant

sur une définition, celle-ci perd en concision, et un ensemble de définitions plus

important doit être produit pour compenser l’absence d’un mot.

Ces déviations n’ont aucune raison d’arriver aux mêmes mots pour des joueurs

di�érents. C’est de cette manière que se formeraient les mots rares, spécifiques à

chaque joueur.

De plus, les petits dictionnaires sont, comme on peut le supposer, très denses. Cela

peut se comprendre par le fait que la stratégie pour produire de petits diction-

naires est de réutiliser les mots dans un maximum de définitions possibles. Cela

devrait avoir pour e�et d’augmenter le nombre d’arcs sans augmenter le nombre

de sommets. À l’inverse, les grands dictionnaires ont une densité faible à moyenne.

6.5 Conclusion

La forme explicite et interprétable des règles d’association extraites nous permet

de formuler plusieurs hypothèses en exposant les co-occurences entre les carac-

téristiques structurelles des dictionnaires et les mesures psycholinguistiques des

mots les composant. Notamment, ces règles soulèvent certaines lacunes dans la

modélisation.

Tout d’abord, la variable numV semble être une bonne heuristique de départ pour

mesurer la qualité d’une stratégie, mais elle ne prend en compte ni la concision,

ni la précision, ni la pertinence des définitions. De plus, le mot racine semble

influencer significativement les résultats et, par conséquent, dans une seconde

expérience, nous projetons d’établir les catégories structurelles non plus en absolu,
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mais relativement à la racine. Il conviendrait aussi de vérifier si le mot racine est,

par lui-même, d’importance, ou si c’est en réalité sa catégorie psycholinguistique

qui influence la structure du dictionnaire.

Ainsi, plusieurs pistes de recherche restent ouvertes :

— intégrer non pas simplement les mots, mais aussi les définitions ;

— adapter les catégories structurelles selon les racines ;

— intégrer les attributs psycholinguistiques des racines.

— déterminer les caractéristiques des mots spécifiques aux petits dictionnaires

De plus, il pourrait être intéressant de comparer, les résultats à ceux que pro-

duiraient un lexicologue. Bien évidemment, même si les règles d’association per-

mettent l’analyse du jeu de données, il est nécessaire d’en augmenter la taille

pour vérifier si nos hypothèses, basées sur les règles de haute confiance mais de

faible support (comme les règles #2 et #4), sont généralisables ou relèvent de cas

particuliers.



CHAPITRE VII

INGÉNIERIE DE CONNAISSANCES PAR ANALYSE DE CONCEPTS

Dans ce chapitre, nous présentons trois di�érentes sous-tâches de l’ingénierie de la

connaissance auxquelles l’ARC peut contribuer. Pour les illustrer, nous utilisons

un jeu de données artificiel, et montrons les avantages de la suppression des défi-

nitions circulaires en confrontant les résultats ainsi obtenus à ceux produits par

les méthodologies de la littérature.

7.1 Introduction

L’ingénierie de connaissance, comme on l’a vu au chapitre 1, est une discipline qui

vise à concevoir une base de connaissance, puis à créer un agent qui peut la ma-

nipuler pour répondre à certaines tâches (Russell et Norvig, 2002). On s’intéresse

ici à la première partie : la conception de la base de connaissance.

On modélise ici les jeux de données au travers de diagrammes de classe. Ces

derniers sont des schémas en langage de modélisation unifié, en anglais unified

modeling language(UML) permettant de représenter le type d’un ensemble d’ob-

jets dans une classe et d’établir les connexions sémantiques entre deux classes au

travers d’associations (Berardi et al., 2005). La figure 7.4 présente un exemple.

Chaque «boîte» représente le type d’un ensemble d’objets, dont le nom est donné

dans la partie supérieure. Une telle «boîte» est appelée classe. On observe par
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exemple la classe EntitéLégale qui décrit toutes les instances étant des entités

légales. La seconde partie de la «boîte» présente les attributs de la classe qui dé-

finissent celle-ci. Par exemple, une entité légale est un objet ayant un nom et une

adresse. Une «flèche pleine», comme celle reliant la classe Personne à la classe

EntitéLégale, est une relation d’héritage. Elle stipule que tout objet de la classe

Personne est aussi dans la classe EntitéLégale. Du fait de cette inclusion, les

attributs de la classe parente ne sont pas reportés dans la sous-classe, c’est-à-dire

que la classe Personne porte tout autant l’attribut date de naissance que nom et

adresse. Un «trait plein» représente une association entre deux classes, c’est-à-dire

une connexion sémantique telle que le lien entre un musicien et ses instruments

qui caractérise la possession. Une association est un ensemble de couples d’objets

des deux classes. Une «flèche pointillée» n’entre pas dans les standards UML mais

représente ici une relation d’héritage entre deux associations et est utilisé dans les

schémas d’ontologies.

Considérons un jeu de données relationnelles avec un schéma structurant ces don-

nées (le schéma le plus pauvre possible est constitué d’une classe unique décrivant

tous les objets du jeu de données). Un processus d’ingénierie de connaissance peut

alors être composé des trois étapes, réitérées au besoin.

— Restructurer le schéma. En utilisant uniquement les informations du

schéma, notamment les attributs de classe, on peut découvrir de nouvelles

classes, de nouvelles relations ainsi que des subsomptions entre les divers

éléments.

— Évaluer le typage. Une fois le schéma restructuré et de nouvelles classes

incorporées, les objets doivent ensuite être réétiquetés par les classes adap-

tées. Le typage, c’est-à-dire la correspondance entre les données et les

classes, doit être évalué et les anomalies détectées.

— Raffiner le schéma. Après que les données soient intégrées au nouveau
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schéma et vérifiées, on peut les utiliser pour suggérer de nouvelles classes

et de nouvelles relations.

Ces tâches peuvent être e�ectuées manuellement. Les modifications sont souvent

alors faites à échelle locale (par exemple, le déplacement d’une instance dans une

sous-classe), ce qui peut créer des e�ets de bord et nuire à la qualité globale d’un

schéma (Gröner et Staab, 2010). L’ARC, comme décrite aux chapitres 3 et 4, est

une méthode d’analyse automatique visant à organiser les abstractions que l’on

peut former à partir de données relationnelles dans une hiérarchie, qui peut servir

de fondement pour la création et l’évaluation d’une base de connaissance. Elle est

notamment utilisée dans di�érentes tâches d’ingéniérie de connaissance (Rouane-

Hacene et al., 2010; Rouane-Hacene et al., 2011; Hacene et al., 2008; David

et al., 2018) et d’ingénierie logicielle (cf. section 3.1). En vertu de ses capacités à

manipuler les données relationnelles, à créer des règles d’association permettant

d’évaluer conjointement les caractéristiques des objets et des classes, ainsi qu’à

l’ordonnancement en treillis de concepts formels, l’ARC semble être un outil de

choix pour intervenir aux trois niveaux du processus d’ingéniérie de la base de

connaissance. Les trois prochaines sections de ce chapitre illustrent, au travers

d’un exemple, comment l’ARC dans sa forme acyclique peut répondre à chacune

de ces trois tâches.

7.2 Restructuration

Rouane-Hacene et al. suggèrent que l’on peut utiliser l’ARC comme outil d’analyse

de la structure d’un modèle relationnel de données (Rouane-Hacene et al., 2010;

Rouane-Hacene et al., 2011).

La méthodologie à appliquer selon ces articles est la suivante. On conçoit deux

contextes formels : le premier a pour objets les classes du modèle, et en attri-
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tableau 7.1 (Rouane-Hacene et al., 2010; Rouane-Hacene et al., 2011). Elle

contient un contexte formel regroupant les classes, un autre les associations, une

relation décrivant la classe de domaine d’une association et une relation décrivant

la classe de codomaine d’une association. Dans le contexte association, on trouve

les associations liant un musicien (M) ou un artiste musicien (AM) à un instrument

pouvant être une guitare (G), une guitare électrique (eG) ou un piano (P). Les

associations AM-B et P-Pa décrivent respectivement si un artiste musicien fait

partie d’un groupe de musique, et si un politicien est membre d’un parti politique.

Une association plusieurs-à-plusieurs entre deux classes reflète le fait qu’au moins

une instance d’une classe puisse être reliée à au moins une instance de l’autre

classe. Partant de ce constat, l’opérateur ÷ semble le plus adéquat, pour la pro-

positionnalisation du domaine et du codomaine d’une association.

Ainsi, on traite par ARC la FRC du tableau 7.1 en utilisant l’opérateur de gra-

duation existentiel sur les deux relations. Au point fixe, on obtient les diagrammes

de Hasse du treillis des classes et de treillis des associations illustrés dans la figure

7.2.

Bien évidemment, on trouve des circuits entre les attributs (par exemple le concept

4 du treillis des classes se réfère indirectement au travers du concept 1 du treillis

des propriétés). Ces circuits rendent l’interprétation di�cile. De plus, à part les

circuits, la procédure proposée est complexe : on doit choisir les concepts qui

définissent des classes puis après sélectionner les associations qui conviennent.

Supposons que les classes pertinentes ont été extraites du treillis et intégrées au

modèle. Comment sélectionner alors les associations à extraire du second treillis ?

Par exemple, prenons le concept 1. Il y a plusieurs domaines et codomaines pos-

sibles.
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Proposition 12. Considérons un concept CA = (X, Y ) du treillis des associations

formé par une telle famille relationnelle. Soit DomY = {C | (÷dom : C) œ Y }.

On a inf DomY œ DomY

Démonstration. Soit un concept CA = (X, Y ) du treillis des associations et soit

DomY = {C | (÷dom : C) œ Y } l’ensemble des attributs relationnels de Y .

Pour chaque association u œ X, par construction, il existe un unique domaine

de définition : la classe d. Soit DX l’ensemble des domaines de définitions des

Classes nom

dateN
ais.

adresse

a
�

liation

num
Serie

nbT
ouches

nbFrettes

m
icros

zone

actif

style

Politicien ◊ ◊ ◊

Musicien ◊ ◊ ◊

ArtisteMusic. ◊ ◊ ◊

Piano ◊ ◊

Guit. ◊ ◊

e-Guit. ◊ ◊ ◊

Groupe ◊ ◊ ◊ ◊ ◊

Parti ◊ ◊ ◊ ◊ ◊

association instrum
ent

m
em

breD
e

M-G ◊

AM-G ◊

M-eG ◊

AM-eG ◊

M-P ◊

AM-P ◊

AM-B ◊

P-Pa ◊

Relation Domaine (dom) Relation Codomaine (ran)

P
oliticien

M
usicien

A
rtisteM

usic.

P
iano

G
uitare

e-G
uitare

G
roupe

P
arti

P
oliticien

M
usicien

A
rtisteM

usic.

P
iano

G
uit.

e-G
uit.

G
roupe

P
arti

M-G ◊ ◊

AM-G ◊ ◊

M-eG ◊ ◊

AM-eG ◊ ◊

M-P ◊ ◊

AM-P ◊ ◊

AM-B ◊ ◊

P-Pa ◊ ◊

Tableau 7.1: RCF correspondant à la figure 7.1. Les associations sont représentées
par des paires V ≠ W , où V est l’initiale de l’ensemble domaine, et W du codo-
maine de l’association. Par exemple M-G représente l’association entre Musicien
et Guitare. e-Guit. est l’abbréviation pour la classe Guitare électrique.
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éléments de X, c’est-à-dire DX = {d | u œ X · u défini sur d}. Sur le treillis des

classes, CD = (DÕÕ
X , DÕ

X) est le plus petit concept formel contenant DX . Puisque

pour tout u œ X, le domaine de u est dans DX , alors (÷dom : CD) œ Y . Supposons

un second attribut (÷dom : C) œ Y . On en déduit alors que C contient tous les

domaines des éléments de X, à savoir DX . Donc CD ™ C. Ainsi, puisque pour

tout C œ DomY on a CD ™ C, et que CD œ DomY , on a CD = inf DomY (et

CD œ DomY ).

Exemple 36. Considérons sur la figure 7.2 le concept Prop 9. Les attributs rela-

tionnels «domaine» englobent les concepts du treillis des classe 0, 1, 2, 11. Les as-

sociations de l’extension sont P-Pa, MA-B, MA-P, MA-G, MA-eG. Les domaines

décrits sont P (Politician) et MA (Musical Artist). Le plus petit concept conte-

nant P et MA est ({P, MA}ÕÕ, {P, MA}Õ), c’est-à-dire le concept 11 des classes.

Puisque tout concept référé par un attribut de Prop 9 doit au moins contenir P et

MA, on vérifie que Cls11 = inf{Cls0, Cls1, Cls2, Cls11}.

La proposition 12 peut être énoncée de manière analogue pour les codomaines.

Finalement, la compression relationnelle limite chaque concept du treillis des as-

sociations à un unique domaine et un unique codomaine. Il est à noter que les

attributs relationnels du contexte des classes présentent des liens vers les concepts

des treillis des associations. De fait, ils ont un rôle dans la construction des classes,

mais l’information de ces attributs est décrite «en double» dans le treillis des as-

sociations.

On utilise maintenant l’ARC sur la même famille relationnelle de concepts. Mais,

grâce à la compression relationnelle sur les treillis des associations, l’ambiguïté due

aux multiples possibilités de domaine et codomaine est levée. Ainsi, dans chaque

concept on trouve la description d’une unique association pour le schéma final (cf.
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Bien que cette approche amène un contrôle absolu sur le schéma à concevoir, l’éva-

luation manuelle est fastidieuse. Nous proposons donc la procédure automatisée

suivante :

— Tronquer la partie supérieure du treillis de classes : tous les concepts n’ayant

que des attributs relationnels dans leur intension Dans notre exemple, on

retire donc les concepts 0, 13 et 15.

— Retirer tous les attributs relationnels des concepts des classes conservés

puisque le treillis des associations couvre cette information.

— Pour chaque concept, créer la classe correspondante dans l’ontologie qui

porte l’intension (non-relationnelle) du concept.

— Créer les liens de sous-classe suivant la hiérarchie du treillis.

— Tronquer la partie supérieure du treillis de associations : tous les concepts

dont au moins l’un des deux attributs relationnels réfère à un concept

supprimé lors de la première étape.

— Pour chaque concept, créer l’association dont le domaine et codomaine sont

repérés par les attributs relationnels correspondants de l’intension.

— Créer les liens de sous-association suivant la hiérarchie des concepts.

En respectant cette procédure on obtient le schéma en figure 7.4. Premièrement,

on constate que toutes les classes et associations du schéma 7.1 sont conservées.

Ensuite, on peut noter, d’une part, que de nouvelles classes ont émergé, ainsi que

des liens d’héritage entre les classes (représentés par des flèches au trait plein) ;

et, d’autre part, que l’information représentée par les attributs de classe a été

factorisée. De plus, de nouvelles associations ont émergé pour caractériser les

correspondances des nouvelles classes. Enfin, un héritage est aussi apparu entre

les associations (représenté par les flèches en pointillés). On constate donc un

enrichissement du schéma ainsi qu’une restructuration due à la factorisation.
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ESP (Guitare Electrique ESP), F (Fender Bass), S (Saxophone), D (Drum). Ils

sont répertoriés dans le contexte KInstru.

KP ers M
usicalA

rtist

A
rtist

P
erson

Jennifer Batten ◊ ◊ ◊
George Harrison ◊ ◊ ◊

John Lennon ◊ ◊ ◊
Paul McCartney ◊ ◊ ◊

Ringo Starr ◊ ◊ ◊
James Hetfield ◊ ◊ ◊
Kirk Hammet ◊ ◊ ◊
Cli� Burton ◊ ◊ ◊
AJ Roach ◊

Jimmy Carter ◊
George Bush ◊
Bill Clinton ◊

KOrg B
and

G
roup

P
olitical

P
arty

O
rganisation

Beatles ◊ ◊ ◊
Metallica ◊ ◊ ◊

Back ok ◊ ◊ ◊
Todd Sickafoose ◊ ◊ ◊

Republican ◊ ◊
Democratic ◊ ◊

KInstru T
elecaster

e_
G

uitar

G
uitar

P
iano

Instrum
ent

GH-T ◊ ◊ ◊ ◊
JH-T ◊ ◊ ◊ ◊

JB-Ibz ◊ ◊ ◊
JH-ESP ◊ ◊ ◊
KH-ESP ◊ ◊ ◊
AJR-G ◊ ◊
JL-G ◊ ◊
CB-F ◊
BC-S ◊
JL-P ◊ ◊

PMC-G ◊ ◊
RS-D ◊

Tableau 7.2: Ensemble des contextes formels que l’on peut générer à partir des
données

Les relations d’appartenance à une organisation (isMemberOf) ainsi que l’instru-

ment joué (instrument) sont également connues. Elles sont répertoriées dans les

relations formelles des tables 7.3.

Considérons une personne ; chaque instrument joué par celle-ci et chaque organisa-

tion dont elle est membre contribuent à sa description. Ainsi, on utilise l’opérateur

÷ pour les relations isMemberOf et instrument. Un instrument peut aussi être dé-

crit par l’existence d’un de ses utilisateurs, on utilise alors l’opérateur ÷ pour la

relation inverse instrument≠. Par contre la description d’une organisation n’est

pertinente que par les points communs de tous ses membres. Ainsi, nous avons

appliqué l’opérateur ’÷ sur la relation isMemberOf≠1.

Après une itération par ARC, on trouve les treillis illustrés en figure 7.6.

On peut observer les règles suivantes, comme étant les deux règles, d’association
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RisMemberOf Rinstrument

B
eatles

M
etallica

B
eck

T
odd

Sickafoose

R
epublican

D
em

ocratic

G
H

-T

JH
-T

JB
-Ibz

JH
-E

SP

K
H

-E
SP

A
JR

-G

JL
-G

C
B

-F

B
C

-S

JL
-P

P
M

C
-G

R
S-D

Jennifer Batten ◊ ◊

George Harrison ◊ ◊

John Lennon ◊ ◊ ◊

Paul McCartney ◊ ◊

Ringo Starr ◊ ◊

James Hetfield ◊ ◊ ◊

Kirk Hammet ◊ ◊

Cli� Burton ◊ ◊

AJ Roach ◊ ◊

Jimmy Carter ◊

George Bush ◊

Bill Clinton ◊ ◊

Tableau 7.3: Table des relations

non exactes, de plus grande confiance extraites sur les treillis Organisation et

Person :

Org1 : Band æ ’÷isMemberOf≠1 : (MusicalArtist) [confiance : 75%]

Pers8 : ÷isMemberOf : ( Band ) æ MusicalArtist, Artist [confiance : 89%]

La règle du concept Org1 stipule qu’un groupe de musique (Band) est composé

uniquement d’artistes musiciens. Dans la même direction, la seconde règle que si

une personne est membre d’au moins un groupe de musique elle est artiste mu-

sicien. Bien que ces règles semblent correspondre à des définitions, les confiances

a�chées ne sont pas de 100%. Est-il envisageable qu’un membre d’un groupe ne

soit pas répertorié MusicalArtist ? Il semble plus probable que l’étiquette Musi-

calArtist ait été oubliée. Dans le présent cas, seule une instance, AJ Roach, est

répertoriée comme faisant partie d’un groupe de musique (Band) mais n’est pas
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un musicien professionnel (Musical Artist). Sur la page Wikipédia, on peut pour-

tant y lire qu’AJ Roach est e�ectivement un professionnel de la musique. Comme

DBpedia vise à extraire, en données liées, toute l’information de Wikipédia, on

peut e�ectivement considérer que le label MusicalArtist est passé entre les mailles

du filet et aurait dû être présent sur DBpedia.

La confiance d’une règle d’association traduit, rappelons-le, le nombre d’objets

possédant les attributs de la conclusion et de la prémisse par rapport à ceux

n’ayant que la prémisse. Ainsi, le complémentaire de la confiance reflète le ratio

du nombre d’objets ayant les attributs de la prémisse mais n’ayant pas ceux de la

conclusion.

Au final, plus le jeu de données est important, plus la découverte d’anomalies

ponctuelles est aisée grâce aux règles d’association. En pratique, on se munit d’un

seuil de confiance au dessus duquel on considère qu’une règle d’association devrait

être une implication, puis on procède comme suit :

— Ordonner les règles d’association par confiance

— Filtrer les règles d’association en dessous du seuil

— Pour toute règle conservée, étudier les instances validant la prémisse mais

pas la conclusion.

La lisibilité que donne l’explicitation des règles permet de déterminer immédiate-

ment si les instances ne vérifiant pas une règle sont à réévaluer.

7.4 Ra�nement du schéma

Ra�ner un schéma consiste à utiliser un jeu de données pour découvrir de nou-

velles associations et de nouvelles classes dans le schéma. En ce sens, l’extraction de

schéma est un cas particulier du ra�nement, dans lequel le schéma est une classe
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unique identifiant toutes les instances. Mehri et al. proposent d’utiliser l’AFC

pour extraire un schéma depuis les données (Mehri et Valtchev, 2017). Toutefois

une telle méhode n’inclut pas les associations. Dans une optique complémentaire,

Hacene et al proposent d’utiliser l’ARC pour concevoir le schéma qui reflète au

mieux les données (Hacene et al., 2008). Dans cet article, l’hypothèse est toute-

fois restrictive : le type des entités doit être connu. Même si ce type est donné de

manière générique, un traitement préalable, manuel ou non, est nécessaire. Nous

présentons donc dans cette section un cas d’application dans lequel aucun schéma

n’est disponible (par exemple c’est le cas des données liées ouvertes du web). Tou-

tefois les données, avec leurs attributs et leurs relations, le sont. Dans une telle

configuration, les treillis conçus via l’ARC permettent de proposer une version

préliminaire d’un schéma. Celui-ci doit être ra�né pour séparer les classes qui

sont l’expression simple de la distribution des données de celles qui représentent

une description réelle du domaine de connaissances à formaliser. Nous nous atte-

lons à montrer que la combinaison de la compression relationnelle et l’expression

des attributs relationnels avec générateur canonique permet une interprétabilité

supérieure à la version originale.

Munissons-nous de l’ensemble de données de la section précédente : des personnes,

des instruments de musique et des organisations. Dans cette expérience, nous ne

spécifions toutefois à aucun moment à la machine les classes de ces objets.

Le cadre que nous proposons est le suivant : un contexte unique contient tous les

objets. Ce contexte, dans sa forme minimale, est diagonal : chaque objet crée un

attribut qui le représente, par exemple son nom ou son URI. Soit K, le contexte

formel diagonal 30◊30 tel que l’ensemble des objets soit la réunion des ensembles

d’objets de KP ers, KOrg et KInstru. Nous ne reproduisons pas cette table trop

volumineuse. De plus, s’ils avaient existé, les attributs des objets seraient ajoutés

comme des colonnes supplémentaires. (Un exemple peut être consulté dans le
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tableau 7.4.)

Beatles Beck Democratic Grammy centenaire
Beatles ◊ ◊

Beck ◊

Democratic ◊ ◊

Tableau 7.4: Contexte diagonalisé pour les organisations Beatles, Beck, Democra-
tic ayant les attributs Grammy précisant si une organisation a obtenue le prix
de musique Grammy award de l’album de l’année et centenaire précise si une
organisation a plus de 100 ans

En plus de ce contexte, chaque type de relation lie ce contexte avec lui-même.

Dans notre exemple, nous utilisons les relations isMemberOf (abbrégée mb) et

instrument (inst) détaillées au tableau 7.3. Les relations binaires sont bien entendu

adaptées pour être au format 30◊30, mais la relation d’incidence reste inchangée.

Aucun a priori ne peut être fait sur les classes qui vont être produites par ce

processus. Ainsi, les relations sont utilisées avec leur inverse et les opérateurs de

graduation ÷ et ’÷ sont utilisés conjointement.

Après avoir atteint le point fixe, le treillis produit est celui que l’on peut trouver en

figure 7.7. En raison du manque d’espace, nous n’avons a�ché que l’ensemble des

concepts avec au moins deux objets, et nous avons indiqué l’extension des concepts

minimaux conservés pour l’a�chage. Pour les attributs relationnels référant à un

concept supprimé, on a�che dans la référence l’extension du concept (qui est donc

est de taille 0 ou 1). Voyons maintenant les suggestions, en terme de schéma, qu’un

tel treillis peut fournir.

Tout d’abord, on peut noter les concepts 33, 36 et 40 qui contiennent respecti-

vement dans leur extension, tous les instruments, toutes les personnes et toutes

les organisations. Ainsi, il est possible par le typage inhérent aux relations, de dé-

couvrir les classes racines. Puisque ces classes ont émergé, le reste du traitement
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peut se poursuivre comme dans (Hacene et al., 2008). En appliquant les règles de

la section 5 de (Rouane et al., 2007), on peut extraire des concepts trouvés, un

ensemble de restrictions qui correspondent à l’intension de ce concept. Ensemble,

elles forment une base de connaissance. Toutefois, les définitions cycliques sont

communes. Par exemple, on trouve la paire de concepts 36-40, où ÷mb≠1 : (36)

est dans l’intension du concept 40 et ÷mb : (40) est dans l’intension du concept

36. Ce n’est pas un cas isolé puisqu’on trouve aussi des définitions cycliques dans

les paires 32-33, 38-42, 44-46, 46-47, etc.

En utilisant maintenant l’ARC pourvue de sa compression relationnelle et de ses

attributs relationnels désambiguïsés, on obtient la figure 7.8. On peut y voir que

l’intension du concept 40, originellement {÷mb≠1 : (0), ’÷mb≠1 : (0), ÷mb≠1 :

(36), ’÷mb≠1 : (36)}, devient {’÷mb≠1 : (€)}, c’est-à-dire que le concept 40 est

composé des instances qui «contiennent des membres». La figure 7.8 montre que

les optimisations permettent la lecture directe des intensions.

Les attributs relationnels sont donc maintenant directement exploitables. Par

exemple, l’attribut du concept 33, ’÷inst≠.€, représente la classe codomaine de

la relation instrument. Seuls des instruments peuvent être joués, donc on peut

définir le concept 33 comme la classe des "Instruments".

En définissant récursivement tous les attributs relationnels, comme dans le tableau

7.5 où , signifie la définition, on peut concevoir un schéma de classes. Pour

cela, on définit récursivement tous les attributs relationnels. Lorsqu’un attribut

relationnel n’est pas considéré pertinent, on le supprime avec son concept-attribut

(par exemple le concept 43). On considère les classes ainsi formées. Puis, pour

chaque concept C1 ayant un attribut relationnel flr : C2 on introduit l’association

r entre C1 et C2. Finalement, on obtient le schéma présent en figure 7.9.
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# définition # définition
33 Instrument , ’÷inst≠.€ 40 Organisation , ’÷mb≠.€

36 Personne , ’÷mb.€ 32 Musicien , ’÷inst≠.€

44 Groupe , ’÷mb≠.Musicien 46 MusicienPro , ’÷mb.Groupe
... ... ... ...

Tableau 7.5: Extrait du tableau de définition récursive des attributs relationnels
par concept

7.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons exposé des pistes de développement de l’ingénierie

de connaissance en utilisant l’ARC dans sa version aux attributs relationnels ex-

plicites. Grâce à sa capacité à considérer les attributs des objets ainsi que les liens

les mettant en relation, l’ARC permet de détecter les anomalies de typage dans un

jeu de données et à générer des treillis de concepts. Les concepts représentent des

descriptions des classes possibles pour la constitution d’un schéma de données. Le

treillis traduit la relation d’héritage entre les classes et les attributs relationnels

permettent de modéliser les associations entre les classes. Dans des travaux futurs,

il conviendrait de montrer que les trois applications présentées dans ce chapitre

peuvent être utilisées sur des jeux de données réels.









CONCLUSION

La discipline d’extraction de connaissance a été développée pour répondre aux

besoins de synthèse et d’analyse des jeux de données trop larges pour être ap-

préhendés par l’humain. Les méthodes de ce domaine ont pour but de mettre en

lumière la «réalité du terrain» exprimée au travers d’un jeu de données. Au cha-

pitre 1, on commence par s’interroger notamment sur la définition d’extraire des

connaissances d’un jeu de données. Bien que la sémantique ne soit pas universelle,

nous avons adopté la définition de (Fayyad et al., 1996), un des articles les plus

cités de ce domaine. Dans ce dernier, les données sont considérées comme des

entrées, et l’information comme l’ensemble des agrégations possibles de celles-ci.

L’extraction de connaissance est alors la discipline de conception d’un modèle de

connaissance basé sur les informations.

Plusieurs formes de sortie sont donc possibles. Certains processus visent à ex-

traire directement un modèle de connaissances, par exemple sous la forme d’une

ontologie, alors que d’autres visent à présenter à l’utilisateur les informations les

plus intéressantes (la mesure d’intérêt étant laissée au soin de ce dernier). Cette

seconde alternative utilise la fouille de données pour extraire l’information d’un

jeu de données. Toutefois, les jeux de données étant relationnels, c’est-à-dire pré-

sentant di�érents type d’objets et des liens entre eux, et la fouille de données

traitant des ensembles de données non relationnelles, deux choix sont possibles.

Soit on peut artificiellement homogénéiser le jeu de données pour n’avoir qu’un

seul type (complexe) de données, soit on développe des méthodes de la fouille de

données multirelationnelles qui exploite les liens entre les objets. C’est évidem-

ment un compromis entre complexité algorithmique et exhaustivité des résultats.
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De plus, l’information extraite doit alors facilement être interprétable par l’utilisa-

teur. Parmi les di�érentes formes possibles, cette thèse se concentre sur les règles

d’associations, une forme d’information présentant les co-occurences entre carac-

téristiques des objets. Ces règles d’association sont de la forme si un objet a les

caractéristiques «a» et «b» alors il a aussi «c», «d» et «e». Les mesures d’intérêt

les plus classiques pour ces règles sont le support, c’est-à-dire le nombre d’objets

concernés par une règle, et la confiance, c’est-à-dire la véracité d’une règle.

L’ensemble de toutes les règles qui peuvent être produites à partir d’un jeu de

données est exponentiel par rapport au nombre de caractéristiques existantes. De

plus cet ensemble présente une forte redondance. Il convient donc de chercher une

base de représentation de cet ensemble. On considère une base de règles comme

étant représentative si, par un mécanisme d’inférence, on peut générer exhausti-

vement et exclusivement depuis celle-ci toutes les règles du jeu de données. De

surcroît, il faut que les règles de la base, ainsi que celles déduites, puissent être

évaluées en fonction de mesures d’intérêt, ici la confiance et le support. Enfin,

on cherche évidemment la base de représentation la plus petite possible. Le cha-

pitre 2 présente l’analyse formelle de concept (AFC), une méthode mathématique

détectant, dans un jeu de données binarisé, les groupes d’objets partageant des

caractéristiques communes, ces groupes étant appelés concepts formels. En orga-

nisant l’ensemble des concepts formels dans un treillis, l’AFC permet d’extraire

de cette hiérarchie une base de représentation compacte répondant aux critères

susmentionnés. Toutefois, l’AFC est une méthode limitée aux jeux de données non

relationnels.

Le chapitre 3 présente di�érentes alternatives de la littérature qui proposent

un élargissement de l’AFC au paradigme multi-relationnel. Parmi celles-ci, nous

nous sommes intéressés plus particulièrement à l’analyse relationnelle de concepts

(ARC) qui a été éprouvée dans plusieurs domaines et qui s’aligne avec les forma-



174

lismes des ontologies. L’ARC utilise des mécanismes de propositionnalisation pour

intégrer l’information relationnelle dans la description des objets qui, par la suite,

sont soumis à une méthode d’AFC. Le processus est itératif et s’arrête lorsqu’un

point fixe est atteint. Toutefois, les liens entre les objets peuvent induire des cycles,

par exemple lorsque les relations sont bi-directionnelles. Ces circuits, incorporés à

l’information relationnelle, complexifient le processus d’interprétation. Ainsi, dans

la littérature deux types d’approches sont mises en avant : l’utilisation de l’ARC

lorsque les données ne présentent aucun circuits ou l’interprétation des circuits,

ce dernier empêchant la production de règles indépendantes.

Cette thèse vient, au travers du chapitre 4, contribuer au développement de l’ARC

pour permettre l’extraction de règles d’association. On montre notamment com-

ment contourner la présence de circuits dans les descriptions des objets et ce, sur

un jeu de données multirelationnel binarisé quelconque. De plus, on y renforce

la théorie de l’ARC notamment en redéfinissant la notion de concept formel, en

démontrant mathématiquement l’intérêt de l’ARC par rapport à l’AFC, et en pro-

posant certaines améliorations visant à supprimer la redondance dans les règles

qui pourrait apparaître du fait de la relation inhérentes entre les caractéristiques

relationnelles.

Finalement, la seconde partie de la thèse est un ensemble d’applications qui

montrent l’utilité de ces améliorations, en particulier les règles d’associations pou-

vant être utilisées de manière indépendante de l’ensemble des treillis de concepts

produits. Le chapitre 5 présente des règles liant des caractéristiques de pièces ma-

nufacturées par moulage d’aluminium à des problèmes de production. Elles ont

permis de découvrir l’origine des problèmes qui n’avaient alors pas été envisa-

gés, tel que l’impact de la dilatation du piston acheminant l’aluminium en fusion

dans le moule de presse sur la qualité du produit. Le chapitre 6 propose une ap-

plication des règles en psycholinguistique. Il présente des dictionnaires produits
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dans le cadre d’un jeu sérieux, dont le but est de définir le plus petit nombre de

mots nécessaire pour que tous les mots employés dans une définition soient eux

même définis. Les règles d’associations ont, dans ce contexte, permis de mettre

en relation les caractéristiques structurelles de la représentation en graphe de ces

dictionnaires et les descriptions psycholinguistiques des mots utilisés. Le dernier

chapitre de cette seconde partie, le chapitre 7, introduit l’ARC et les treillis sans

attribut circulaire comme outil polyvalent de l’ingénierie de la connaissance agis-

sant à di�érents niveaux. On y trouve l’ARC comme méthode pour restructurer

un schéma de données, détecter de nouvelles classes et relations, implicites dans

les données, et de détecter les erreurs de typage.

Ce dernier cas mérite une étude plus approfondie, notamment avec un jeu de

données réel. De plus, dans tous les cas applicatifs présentés, on a pu montrer que

l’ARC permettait de mettre en évidence des observations pertinentes. Toutefois, il

reste encore de nombreuses pistes pour tendre vers la complétion de la méthode et

la solidification de sa théorie. Notamment il serait pertinent, en plus de savoir que

l’algorithme converge, d’être capable de déterminer les facteurs impactant le temps

de convergence. Puis, dans une perspective plus lointaine, il serait intéressant de

proposer une version de l’ARC permettant d’intégrer des valeurs numériques et

catégorielles et de gérer les relations ayant elles-même une valuation. Enfin, la

description en formules logiques des intensions des concepts, qui sont aujourd’hui

limitées à l’opérateur de conjonction, pourrait amener une richesse supplémentaire

à l’expressivité des règles d’association.
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