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5.
Résumé :
Les systemes non linéaires sont décrits

généralement avec des équations aux dérivées
partielles qui les caractérisent, comme la chaine
de pendules couplés, la chaine de protéines
comportant des molécules avec liaisons hydrogéne,
les réseaux atomiques...etc. Ces modeles
comportent le plus souvent des interactions inter
particulaires anharmoniques et des potentiels de
substrat déformables. En effet, aux conséquences
importantes dues a la non linéarité et a la dispersion,
I'anharmonicité et la déformabilité ajoutent d’autres
propriétés de propagation des ondes solitaires telles
que les compactons, les kinks et les antikinks, les
peakons , ... ainsi qu'a la capacité du systeme a
transmettre un signal. Nous utilisons ici la méthode
de bifurcation pour tracer les différents portraits
de phase obtenus par variation des parameétres

du systeme. Nous mettons en évidence l'influence
du facteur d’anharmonicité du couplage et celle
du facteur de déformation du potentiel de substrat
sur la transmissivité et la bistabilité du systeme. I
en ressort que I'amplitude du signal d’entrée qui
produit la bistabilité dépend de la valeur absolue
du coefficient d’anharmonicité et de I'épaisseur du
milieu non linéaire a traverser. En tenant compte
des propriétés importantes générées par de tels
systemes, il nous a paru intéressant de construire
une ligne électrique caractérisée par les mémes
équations, c’est a dire un super réseau qui simule
un neurone myélinisé. Les types de solitons obtenus
semblent mieux adaptés pour décrire le signal
électrigue qui caractérise l'influx neuronal localisé
dans I'espace avec un support compact.

Title: Propagation d’informations le long d’une ligne de transmission non linéaire structurée en super réseau

et simulant un neurone myélinisé.

Keywords: Electrical line 1, Partial differential equation 2 , Soliton solution 3, Transmissivity 4 , Simulation

5.

Abstract:

Nonlinear systems are generally described with
partial differential equations which characterize
them, such as the chain of coupled pendulums,
the chain of proteins comprising molecules with
hydrogen bonds, the atomic networks, etc. These
models most often comprise interactions between
anharmonic particularities and deformable substrate
potentials. Indeed, with significant consequences
due to nonlinearity and dispersion, anharmonicite
and deformability lead to other propagation
properties of solitary waves such as compactons,
kinks and antikinks, peaks, ... as well as the ability
of the system to transmit a signal. We use here the
method of bifurcation to draw the different phase
portraits obtained by variation of the parameters

of the system. We highlight the influence of the
anharmonicite factor and the deformation factor on
the transmissivity and bistability of the system. It
follows that the amplitude of the input signal that
produces the instability depends on the absolute
value of the anharmonicite coefficient and the
depth of the nonlinear medium to cross. Taking
into account the important properties generated
by such systems, it seemed interesting to build
a transmission line characterized by the same
equations, ie a super network that simulates a
neuron with myelin. The types of solitons obtained
seem to be better adapted to describe the electrical
signal characterizing the localized neuronal impulse
in space with a compact support.
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De nos jours, les systemes de transmission sont diversifiés et trés répandus. Nous pou-
vons par exemple citer :

— la transmission du son dans un milieu matériel, qui trouve des applications en
imagerie médicale, dans les sonars,...

— le transfert d’énergie dans les cellules animales et végétales (la production de
'adénosine triphosphate (ATP) utilisée comme source d’énergie chimique pour
les cellules),

— le transfert des protons dans les systémes moléculaires a liaison hydrogéne
pouvant expliquer la duplication de I'ADN, la dynamique moléculaire dans les
protéines,

— Tlillustration expérimentale de la propagation de solitons le long d’'une chaine de
pendules couplés,

— certaines réactions chimiques industrielles,

— la transmission des informations dans les lignes électriques et les réseaux neuro-
naux, ...

Le processus de transmission du signal ou de l'information dans les systemes, no-
tamment nonlinéaires, est assez complexe a maitriser, interpréter et comprendre, car
cela nécessite une connaissance approfondie de nombreux domaines. Le phénomene
de la dynamique des systemes nonlinéaires se trouve en fait a I'interface de plusieurs
disciplines : physique, chimie, économie, informatique, biologie, industrie, etc. Ceci in-
duit sa nature pluridisciplinaire. Il s’agit plus précisément d’étudier et de chercher a
comprendre des phénoménes naturels nonlinéaires pour lesquels est développée une
modélisation théorique [1}, 2, [3]], suivie de simulations numériques, et enfin dans cer-
tains cas confirmée par des expériences sur des démonstrateurs électroniques réalisés
en laboratoire. Ce domaine connait actuellement un essor considérable en raison tant
de son intérét fondamental que de ses applications technologiques [4, 5]. Les interac-
tions entre les sciences biomédicales, I'électronique, I'informatique et les mathématiques
appliquées sont en pleine expansion et leurs retombées en termes de santé publique
suscitent de nombreux espoirs. Des programmes de recherche internationaux ambi-
tieux ont été lancés, en particulier aux Etats-Unis mais aussi dans le reste du monde
[6, [7], pour promouvoir le développement d’'instrumentations électroniques ainsi que de
modeéles biomathématiques et bioinformatiques permettant 'analyse des données mas-
sives en biologie moléculaire et cellulaire (Programme Virtual Cell), ainsi qu’en physio-
logie [8]. Le développement de ce secteur de recherche a été rendu possible par les
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avancées majeures réalisées ces dernieres années dans la modélisation et la simula-
tion des phénomenes complexes [9, (10} [11], en particulier ceux régis par des équations
aux dérivées partielles. Les modeles universels qui peuvent étre utilisés pour décrire
une grande variété d’effets ou de phénomenes physiques différents sont rares; lls sont
pourtant d’'une importance capitale. De tels modeles attirent une attention particuliére
en pouvant étre utilisés pour décrire les concepts physiques de base de la maniére la
plus simple. Un modéle simple décrit une chaine de particules (atomes) harmonique-
ment couplées a leurs proches voisins et assujetties a un potentiel périodique (potentiel
de substrat). Les lignes électriques nonlinéaires constituent un systeme expérimental
assez simple et suffisamment réaliste pour I'observation et I'étude quantitative de la
propagation et des propriétés d’excitations nonlinéaires [12], les propriétés de trans-
mission nonlinéaire des bi-réseaux (réseaux constitués de deux sous-réseaux de ca-
ractéristiques différentes), des super-réseaux (constitués d’'un grand nombre de couches
différentes) et autres systémes nonlinéaires. Ces derniéres années, c’est méme devenu
un des modeles fondamentaux et universels de la physique nonlinéaire. Bien qu’un lien
avec le modéle classique ne soit pas souvent énoncé de maniére explicite dans un cer-
tain nombre d’applications, la plupart des problemes nonlinéaires impliquant la dyna-
mique des chaines non linéaires discrétes sont en fait basés sur la formulation classique
présentée dans un premier temps par Frenkel et Kontorova [13, (14,15, (16, 17, 18], puis
dans un second temps par Klein et Gordon [16, 17,18, [19]. Ces modeéles idéaux peuvent
étre comparés a une approximation de I'équation de Toda [20] et peuvent permettre
avec des transformations judicieuses, d’obtenir d’autres grandes familles d’équations
comme celles de Korteweg-de Vries (KdV) [16], 17, 21], de Schrédinger non linéaire
(SNL) [16l 17, 18, 22], Boussinesq [16], ... et de ce fait fournissent une bonne garan-
tie d’applications. lls mettent surtout en évidence la flexibilité des modeles a s’adapter a
plusieurs autres systemes réels. Leur étude qui, en quelques années, a pris une ampleur
assez considérable, rencontre encore d’énormes difficultés, notamment en raison de la
complexité des processus en ce qui concerne les phénomeénes biologiques et industriels,
la physique moléculaire, la neurophysique, pour les problémes de corrosion, dans les
tentatives d’interprétation ou de compréhension. Il apparait donc clairement que la des-
cription fournie par ces modeles est encore insatisfaisante et qu’elle nécessite beaucoup
d’améliorations.

La majeure partie des résultats rigoureux obtenus jusqu’a présent avec les modéles cités
ci-dessus le sont sous I'hypothése que les interactions inter-particulaires sont simplifiées
a I'extréme, c’est-a dire représentées par des fonctions harmoniques ou des fonctions
d’'une nonlinéarité assez simple. Elles souffrent ainsi d’une certaine insuffisance car les
études expérimentales montrent que ces interactions sont de formes bien plus com-
plexes. De méme, les potentiels de substrat dans les mémes modeéles sont généralement
pris sous une forme rigide ou quasi rigide (par exemple sine Gordon ou phi 4), ce qui veut
dire gu’ils ne prennent pas en compte les différentes formes et évolutions des perturba-
tions extérieures (pression, température, champ électromagnétique, ... et/ou géométrie
du systéme).

Selon tous les travaux menés ces derniers années sur des modéles anharmoniques ou
il est montré que I'anharmonicité du modele et la déformabilité du potentiel de substrat
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conduisent a de nouveaux effets non décrits dans les équations antérieures [23| [24],
il apparait clairement que la description fournie par ces systemes d’équations reste tres
insatisfaisante vis-a-vis des phénomenes physiques réels. Il nous a donc paru intéressant
de prendre en compte une nonlinéarité forte (de type cubique-quartique) afin d’approcher
au mieux les potentiels réalistes comme ceux de Toda ou de Morse, elle-méme plongée
dans un environnement ou l'influence des effets extérieurs ne serait plus constante. Pour
cela, nous utiliserons la forme déformable du substrat telle que proposée par Peyrard et
Remoissenet [13, [17], et dont le sine-Gordon est un cas particulier.

Par ailleurs, parmi les phénoménes non linéaires, un grand intérét a été porté aux pro-
priétés de transmission des systémes non linéaires. En régime linéaire, la propagation
des ondes dans les bi-réseaux (réseau constitué de deux sous réseaux alternés de
caractéristiques différentes) est décrite par une relation de dispersion présentant des
bandes de fréquences interdites appelées gap. Ainsi, toutes les ondes linéaires dont les
fréquences appartiennent au gap ne peuvent se propager dans de tels systemes. On
parle alors d’'onde évanescente, ce qui implique une transmission tres faible a travers un
systéme de longueur finie. En régime nonlinéaire par contre, une onde dont la fréquence
est comprise dans le gap linéaire peut étre transmise dans le super-réseau. En effet, ses
propriétés peuvent étre modifiées en fonction de 'amplitude de 'onde de I'excitation qui
lui est appliquée (effet Kerr en optique par exemple : I'indice de réfraction dépend ainsi
de l'intensité du champ). Laugmentation de 'amplitude (ou de la puissance) du signal
incident peut faire passer le systeme d’un état non transparent vers un état transparent,
d’une fagon souvent brutale : c’est le phénomeéne de bi-stabilité. Ce phénomene, qui s’ac-
compagne d’hystérésis, a été étudié théoriquement et numériquement par bon nombre
d’auteurs. Il peut étre également lié a I'existence de solitons de bande interdite, ou soli-
tons de gap. Il nous a paru intéressant de regarder les effets de la nonlinéarité forte et la
déformabilité du substrat sur la naissance et I'existence des différents types de solutions
”soliton” dans le gap, et sur leur dynamique.

Pour la résolution des équations complexes issues de ces nouveaux modeles, nous met-
trons sur pied et utiliserons la technique de bifurcation. Celle-ci pourra nous permettre,
non seulement de mettre en évidence les parametres clefs et effectifs (paramétres de
bifurcation) de cette dynamique, mais également d’étudier et de regarder I'apport réel de
chacun des termes (nouveaux comme anciens) du modéle mathématique obtenu apres
la traduction du phénomeéne réel étudié. En plus, la méthode de bifurcation, par son ana-
lyse qualitative, nous permettra, pour un modele mathématique donné, de faire sans trop
de calculs l'inventaire complet de tous les types de solutions et de leurs différentes condi-
tions d’existence.

Il existe a notre connaissance peu d’articles sur I'observation expérimentale des modes
localisés dans un modeéle a interaction du type cubique-quartique et plongé dans un
milieu extérieur ou les forces sont variables. Il semble donc aussi important d’avoir une
meilleure connaissance de ces modes localisés dans les réseaux non linéaires réels,
afin de compléter les résultats déja obtenus essentiellement sous formes théorique et
numérique.



4 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

Cette thése s’articule autour de quatre chapitres. Elle commence par des présentations
générales des systemes non linéaires avec quelques exemples :

— Un neurone

— Une chaine de pendules couplés

— Un processus de transfert des protons dans les systemes a liaisons hydrogene
— Et enfin une ligne électrique non linéaire.

Le troisieme chapitre portera sur I'étude dynamique de I'équation générale issue des
modeles ou sont prises en compte simultanément : les interactions inter-particulaires de
type cubique-quartique et les actions des forces extérieures. Une attention sera portée
séparément sur le comportement dynamique au voisinage du gap et a l'intérieur de la
bande passante permise.

Une fois les solutions trouvées, le quatrieme chapitre analysera la transmissivité et la
bistabilité ainsi que le phénoméne d’hystéresis de quelques réponses aux excitations au
voisinage du gap. Dans ce chapitre, nous établirons I'expression de la transmissivité de
notre systeme non linéaire a l'aide de la méthode des deux ondes.

Sur la base des résultats présentés dans les premiers chapitres, sur I'existence et
la dynamique des solutions les plus marquantes, le cinquieme chapitre proposera de
construire un super réseau simulant un neurone myélinisé, c’est-a-dire un modele
électronique du neurone avec une ligne électrique régie par le modéle mathématique
étudié ci-dessus. Cette ligne pourrait étre par la suite utilisée pour constituer les éléments
du super réseau.



La propagation de l'information se fait a I'aide des chaines de transmission (milieux
matériels) ou sans support (ondes hertziennes). Une chaine de transmission est I'en-
semble de dispositifs permettant le transport d’'une information sur des distances sou-
vent importantes. Elle comprend trois éléments essentiels : un émetteur, un canal de
transmission et un récepteur.

Le message a transmettre est converti en signal par I'émetteur. La dynamique de cer-
taines chaines de transmission est tres complexe et présente plusieurs particularités.
De ce fait, il est nécessaire de concevoir des modéles relativement simples pour mieux
maitriser leurs comportements dynamiques. Nous allons donner quelques exemples de
propagation de l'information dans les chaines de transmission qui présentent une dyna-
mique tres variée et complexe. Le modele que nous mettons en place pourra s’appliquer
non seulement au neurone, mais a plusieurs autres systemes physiques réels tels que
des chaines mécaniques, des systemes biologiques, des lignes électriques...

Le neurone est la plus petite partie du systéme nerveux responsable du traitement et de
la transmission de l'information. Il est constitué de dendrites, du noyau, du cytoplasme,
de 'axone, de la gaine de myéline, des nceuds de Ranvier et des synapses (cf. Fig. [2.7).

Les éléments responsables de la transmission du message nerveux sont :
— La membrane plasmique
— Les stimuli externes
— Lesions
— Les transporteurs membranaires
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terminaison
axone

noeud de ¢
Ranvier

noyau

FIGURE 2.1 — Schéma d’un neurone. (https ://www.futura-sciences.com)

MEMBRANE PLASMIQUE

Elle est constituée d’'une double couche de phospholipidiques qui I'entoure. C’est une
barriere sélective qui laisse traverser les molécules non polaires et hydrophobes; par
contre, les molécules polaires et les ions ne peuvent pas la traverser directement.
La membrane d'une cellule nerveuse présente une différence de potentiel due a la
répartition inégale des charges électriques entre l'intérieur et I'extérieur de la mem-
brane. Par ailleurs, un transfert d’'ions s’effectue entre l'intérieur et I'extérieur de la mem-
brane, grace a la pression osmotique et au champ électrique transmembranaire. Ceci
permet de conserver un gradient de concentration de part et d’autre de la membrane
contrebalancant la diffusion osmotique des espéces ioniques au travers des canaux
lorsque ceux-ci s’ouvrent, 'ensemble étant décrit par la loi de Nernst.

Lorsque la membrane n’est soumise a aucune excitation, le systeme constitué de la
membrane, du milieu extra cellulaire et du milieu intracellulaire atteint un équilibre. Nous
pouvons alors mesurer une différence de potentiel. Cette différence de potentiel prend
toujours pour référence le milieu exocellulaire et porte le nom de potentiel de repos.

Le neurone réagit aux stimuli externes. lls peuvent étre physiques (lumiere, son, pres-
sion, température,...etc), chimiques (neurotransmetteurs). La présence des stimuli induit
une réaction de dépolarisation de la membrane par ouverture des canaux a sodium (chi-
miodépendants ou dépendant du stimulus sensoriel) .

Les canaux ioniques sont voltage dépendants, autrement dit leur perméabilité dépend
de la différence de potentiel entre les milieux extra et intracellulaire. Les propriétés de
perméabilité de ces protéines sélectives donnent naissance a un phénomene électrique
se propageant le long de I'axone : c’est le potentiel d’action (PA).

Le réle principal du neurone est de transmettre différentes informations nerveuses. Mais
ces informations n’étant pas identiques, il est nécessaire de les différencier par des
codes.
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Pour un neurone donné, 'amplitude du potentiel d’action ne varie pas pendant sa propa-
gation et la vitesse de propagation est constante le long de I'axone.

Linformation a transmettre est codée par :

— Le nombre de potentiels d’action émis

— Leur fréquence

— Leur organisation en salves

— La durée du message.
Le nombre de potentiels d’action émis et la durée du message sont généralement en rap-
port avec la quantité d’informations a transmettre. Ainsi, une fibre sensorielle ou motrice
peut décharger pendant plusieurs minutes et émettre des centaines, voire des milliers de
potentiels d’action a la suite d’'une stimulation prolongée ou pour soutenir une contrac-
tion musculaire. Mais ce n’est pas toujours le cas. Certains récepteurs sensoriels, par
exemple, s’adaptent trés vite et cessent de décharger au bout de quelques secondes
alors que la stimulation est maintenue.

La fréquence, qui s’exprime en nombre de potentiels d’action par seconde, est elle aussi
en rapport avec la quantité d’informations a transmettre. Ainsi, plus l'information est im-
portante, plus la fréquence augmente, jusqu’a une limite imposée par la structure biolo-
gique.

Lorganisation en salves est un phénomene complexe qui varie en fonction des structures
concernées et des messages véhiculés. Les potentiels d’action d’'un méme message
peuvent en effet étre émis sous forme de salves, plus ou moins espacées dans le temps,
dont la durée, le nombre de potentiels et la fréquence different d’une salve a une autre.
On parle également de rafales, de trains de potentiels ou de bouffées d’activité (voir figure

2.2).

La fonction d’'un neurone est de transmettre l'information sous la forme d’un signal
électrique se propageant le long de I'axone sans atténuation [26]. Nous nous proposons
de concevoir une ligne de transmission électrique qui se rapproche du neurone myélinisé
du point de vue de la propagation du signal électrique.

Avant de proposer un nouveau modele de ligne électrique, il est nécessaire d’examiner
les modeles de lignes déja réalisés pour modéliser le neurone. Dans le milieu extérieur
du neurone, les porteurs de charge électrique sont des ions qui se déplacent facilement.
Donc ce milieu extérieur est un conducteur électrique. La membrane neuronale empéche
les ions de migrer vers I'extérieur, comme un isolant électrique. C’est elle qui sépare les
milieux intérieur et extérieur, et on peut la représenter par un condensateur.

Lors d’'une excitation du neurone, il y a création d’'une différence de potentiel due a la
différence de concentration entre les milieux intérieur et extérieur du neurone. Le neurone
doit expulser les charges positives depuis I'intérieur vers I'extérieur de la cellule grace a
des pompes. Les pompes ioniques a travers les canaux expulsent en effet certains ions
de la cellule vers I'extérieur (en consommant de I'énergie sous la forme d’ATP) et donnant
donc un courant électrique.

Donc la ligne électrique modélisant 'axone d’'un neurone peut étre schématisée comme
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2 PApendant la durée du stimulus

8 PA pendant laméme durée du stimulus

m 14 PA pendant la méme durée du stimulus

26 PA pendant la méme durée du stimulus

stimulation

FIGURE 2.2 — Codage de l'information dans un message nerveux. Echelles : Tms/cm et
2,5mV/cm [25] (https ://www.mcdubysvt.fr)

sur la figure ou les canaux ioniques sont représentés par la résistance membranaire
rm, l'isolant séparant les milieux intérieur et extérieur par le diélectrique du condensateur
de capacité C,, et la résistance longitudinale a la circulation des ions a l'intérieur de la
membrane par r; .

A partir des lois de Kirchhoff, I'équation caractérisant la propagation du potentiel d’action
est de la forme :

dav,
r_m(vn+1 + Vi1 =2V, = rmCm_n + V. (21)
T dt

C’est une équation différentielle avec un laplacien discret (assimilable a une dérivée
seconde par rapport a I'espace) et une dérivée premiére par rapport au temps. Cette
équation linéaire ne présente pas une grande richesse pour son étude dynamique. C’est
une équation de diffusion qui a été obtenue lors de la modélisation d’'un neurone sur
son plan comportemental et non sur le plan de la transmission de signal électrique. Par
ailleurs, lors de la propagation d’un signal sans amortissement, chaque point de la ligne
reproduit le méme signal que la source avant de revenir a son état initial dans un neurone.
Ce n’est pas le cas pour cette ligne.

Entre autres, les canaux ioniques par lesquels les ions passent du milieu intérieur vers
le milieu extérieur ont ici une résistance constante notée r,,. Pourtant les canaux sont a
ouverture variable et la résistance d’un conducteur caractérise I'opposition au passage
du courant électrique. Louverture et la fermeture des canaux entrainent une variation de
la section du canal, ce qui implique une variation de la résistance du canal qui ne peut
donc pas étre constante.
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{ Capacitance } Resistance
Iy, Membrane resistance
n; : Longitudinal resistance
e Capacitance due to electrostatic forces

FIGURE 2.3 — Circuit électrique d’un axone (https ://www.unic.cnrs-gif.fr)

Laction des pompes ioniques entraine un déplacement longitudinal des ions, d’ou un
courant longitudinal dépendant de la tension électrique qui est fonction de la concentra-
tion des ions a l'intérieur du neurone. Or ce courant longitudinal est lié a la résistance
r; supposée constante. Pourtant le courant longitudinal dépend des concentrations du
milieu intérieur, ce qui signifie que la résistance longitudinale doit étre variable.

Nous constatons que ce modéle présente des insuffisances pour décrire comment le
neurone peut transmettre des signaux. Le neurone étant une chaine de transmission ca-
pable de transmettre plusieurs types d'informations, il doit posséder une grande richesse
de comportements dynamiques. Nous pensons donc qu’un bon modele électrique d’un
neurone doit étre capable d’en reproduire la riche dynamique et de produire la grande
diversité d’excitations qu’un vrai neurone peut avoir.

2.3/ CHAINE DE PENDULES COUPLES

Soit la chaine de pendules couplés suivante : les pendules de masse m et de longueur [
sont mobiles autour d'un méme axe de rotation. Chaque pendule est relié a son voisin le
plus proche par un ressort de constante de raideur k (voir Fig. 2.4). Le moment d'inertie
de chague masse par rapport a son axe de rotation est I. Les pendules successifs sont
séparés par le pas d et sont assujettis a rester dans un méme plan vertical.

Le moment du couple de torsion qui agit sur chaque pendule est —-C6, ou C est la
constante de torsion et 6, le petit angle de rotation autour de 'axe z affectant la particule
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FIGURE 2.4 — Pendules couplés.

n. Le moment du poids de chaque pendule par rapport a I'axe de rotation est —mglsin6,.
Le point matériel A,, de masse m a pour coordonnées

lcos b,
A,| Ising, (2.2)
nd

et son voisin le plus proche a pour coordonnées

[cos 6,41
A}’H‘l lSil’l 9n+1 . (2.3)
(n+ d
Leur distance est
dp = VI2(cos 6, — cos O,11)? + 2(sin 6, — sin 6,11)? + d2 (2.4)
d’ou
dy = \/d2+412 sinz(—e'm _0")~d+ L ot~ (2.5)
n — D) 2d n+1 n .

Lallongement du ressort reliant A, et A,,; est, si on appelle d, la longueur du ressort a
vide :

Adn = dn—d()
d d+l (9+ —9)
0 2d n+1 n

1
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La force exercée par la particule A, sur A, est :

Frl = kAd, 2

ou
X, — X
1 1 n+1 n
—€> = —A A1 = — Yn+l — Yn
dy dy d
kAd, 0
et son moment par rapport a I'axe z est = 0 . Comme x,yn+1 — Xnr1Vn =
" XnYn+l — Xn+1Yn

(6,41 — 6,), ce moment peut s’écrire encore :

12
kI (d —dp + ZZ(@;H - 9n)2)
Mn+1,n(z) = 12 (Ons1 — 9,1) =
d+ ﬁ(em—l - 9}1)2

k(d — do)l?
d

kdol*
(gn+1 - 971) + 2_2,3(0n+1 - 971)3'

Donc
Mot i) = 0Bnr1 = 6n) + 1 (Onsr = 6,)°, (2.6)
k(d — do)I? kdol* n . ,
avec Ay = % et = 2_;3' De méme, le moment exercé par la particule A,—; sur
la particule A,, sera
Motnzy = A0Gn-1 = 0,) + 1101 — 6,)°. (2.7)

En appliquant la relation fondamentale de la dynamique sur la particule au point 4,, de
moment d’inertie 1, on aura dans la limite des faibles oscillations :

d*e 6
1= = =Cly = mgl(By = )+ o (61 +6p1 = 2601 + A1 |G = ) = 6 = 6,-)°], (28)
soit encore :
d?6, B 3 3 2 3
2 = CiOnr + 60— 1=26,) + Cot [ Bt = 6)° = 6 = 601)* |~ (6 +08)), (29)
Ao A1 ,  C+mgl mgl
V C = —, C = —, = . = -
avec ¢ 70 =T 9% 7 K 6Ia%

C’est une équation qui se raméne a celle de Klein- Gordon anharmonique. C; est le
coefficient d’'interaction harmonique et C, ! est le coefficient d’interaction anharmonique.

Lénergie potentielle correspondant est :

1
E, = 5C(Qﬁ - 0(2)) + mgl(cos 6, — cos 6p), (2.10)
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ou 6y est 'amplitude correspondant a la position d’équilibore. Nous remarquons que
I'équation caractérisant la chaine de pendules couplés présente des interactions de type
anharmonique avec présence des termes du substrat indéformable, c’est a dire que les
interactions entre particules ont un caractere non linéaire marqué par I'importance rela-
tive des paramétres A et 4;.

Nous allons aborder par la suite les systemes moléculaires a liaison hydrogéne ca-
ractérisés par des interactions semblables.

C’est la liaison hydrogéne qui détermine la structure d’un trés grand nombre de sub-
stances cristallisées, comme le cas de la glace qui présente une forme trés stable. Dans
sa structure, chaque atome d’oxygene se trouve au centre d’un tétraedre régulier dont
les quatre autres sommets sont occupés par quatre atomes d’oxygene. La glace doit sa
stabilité aux liaisons hydrogene; a chaque atome d’oxygene correspond deux atomes
d’hydrogene pour la formation de la molécule d’eau. Lorsqu’'un champ extérieur est ap-
pliqué sur la glace, un atome d’hydrogene se dissocie de sa molécule d’eau pour se
transformer en un proton H*; et le proton se déplace le long de I'axe O — H — O pour
arriver a une molécule d’eau voisine ou il forme l'ion H;O0" en laissant derriére lui un ion
OH~. Ensuite, I'hydrogene de l'ion H;O0* formé se dissocie a 'arrivée d’'un autre proton
H* se déplagant de la méme fagon que le précédent.

Le transfert du proton dans les systemes a liaison hydrogene peut étre représenté par
une chaine unidimensionnelle composée de deux sous - réseaux couplés ou on distingue
les interactions fortes et les interactions faibles [27, 28, 29, [30]. Parmi les interactions
fortes, nous avons les interactions proton- proton. Un petit atome d’hydrogéne (H) de
masse m situé entre deux grands atomes (X) de masse (M) peut se mouvoir entre deux
positions d’équilibre énergétiquement équivalentes. Le potentiel de substrat lié au pro-
ton est celui d’'un double puits qui a deux positions d’équilibre stable séparées par une
position d’équilibre instable. Or il n’est pas facile de trouver une forme appropriée de ce
potentiel double puits. Dans la littérature, nous pouvons citer le double - Morse, le double-
sine-Gordon, etc. Ces potentiels possedent les caractéristiques de décrire le transfert de
proton dans les liaisons hydrogene, ils prennent en compte les variations de la hauteur du
potentiel double puits. Mais la position de ses minima ne permet pas d’obtenir facilement
les solutions analytiques du systéme.

Le potentiel le mieux adapté est le potentiel ¢*. Il est défini comme suit :

9? 2
_ %) 2.11
V(6) Vo(l 03] ( )

Le déplacement du n®™€ proton par rapport au centre de la paire d’ions lourds est 6, . V;
est la barriere de potentiel et 26, est la distance entre les deux minima du potentiel double
puits. Le potentiel d’interaction interparticulaire est de la forme anharmonique du fait du
changement de déplacement des atomes lourds résultant de la vibration des protons et
des interactions entre protons voisins. |l est défini par la relation :
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1 1
Vint = ; [Emc(z) (0n+1 - en)Z + cha (9n+1 - 9,1)4], (21 2)
ou C, est le paramétre qui cqntréle 'anharmonicité entre les protons voisins et 6,
représente le déplacement du n°™® proton entre la paire d’'ions lourds de masse (M) qui
I'entourent. Le dernier terme de cette équation est l'interaction anharmonique. En tenant
compte de I'énergie cinétique du réseau de protons, ’'Hamiltonien du réseau s’écrit :

1 (do)’ 1 1
H= Z [Em(—) + V(6,) + Emcg(e,m -6, + 7"CaOns1 = 9,1)4}. (2.13)

dt
Lexpression de I'Hamiltonien montre 'anharmonicité des interactions intermoléculaires et
la présence du potentiel de substrat dans ce systeme de molécules a liaison hydrogene.
Léquation qui caractérise ce systeme est analogue a la Chaine précédente (§2.3.). Ce
sont des systemes mécaniques non linéaires. Nous allons examiner le cas des systemes
constitués de lignes électriques dans le but de mieux apprécier le comportement de la
propagation d’un signal électrique.

Soit une ligne électrique non linéaire dont la capacité dépend de la tension.

L, (- ) Ly I(%t)

: T .
W-dy t)

FIGURE 2.5 — Ligne électrique nonlinéaire

Nous avons

C(V) = Co(1 -2a1V +3a;V* + — - -) (2.14)

Si les amplitudes des tensions appliquées sont faibles, nous aurons :

C(V) = Cy(1 - 2a,V) (2.15)

La charge Q, portée par le condensateur de la cellule n, est définie par :
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dQn =C (Vn) an

et en intégrant , nous obtenons

On = Co(Va—ar V) (2.16)

Léquation régissant la ligne de transmission non linéaire s’établit ainsi :

d*v?
dr?

d*Va(x, 1
% =~V 1) = g 2V = Vit + Vir) + a1

(2.17)

Dans cette équation, les premiers termes au second membre représentent la dispersion
et le dernier la nonlinéarité. Ces deux effets se compensent pour donner naissance a une
onde appelée “soliton”. En cherchant une éventuelle solution sous la forme d’'une onde
plane monochromatique :

V() = Voexp jlkn — wt) + c.c, (2.18)

ou c.c représente le complexe conjugué du terme précédent, la relation de dispersion
linéaire reliant w et k est donnée par;

k
W? = w% + 4u% sin’ 3 (2.19)

tandis que les termes non linéaires ont pour effet de modifier cette relation de dispersion.

Nous avons présenté quelques systemes physiques non linéaires représentant un neu-
rone myélinisé, une chaine de pendules couplés, une chaine moléculaire a liaison hy-
drogéne. A chaque fois, I'étude du modéle conduit a une équation de type propagation
ou diffusion, avec de la dispersion et de la nonlinéarité.

Lobjectif de la these est d’améliorer les connaissances sur un neurone myélinisé, et
notamment les propriétés de transmission d’ondes a travers un réseau a caractéristiques
périodiques (les nceuds de Ranvier sont périodiquement espaces).

Dans I'étude de la transmission de l'information d’un neurone a l'autre sous la forme
de salves de potentiels d’action, on sait [4] que ces derniers communiquent principa-
lement entre eux par I'intermédiaire d’interactions synaptiques chimiques et électriques
provoquant les modifications de I'activité d’'une cellule a I'autre. Considérant un neurone
sous une forme épurée telle que seule son activité électrique soit prise en compte, nous
sommes amenés a la notion de neurone ponctuel. Du point de vue de la modélisation, la
communication inter-neuronale regle la réponse d’un neurone en fonction des messages
d’'informations qu’il recoit, c’est a dire que la dynamique peut étre caractérisée par des
salves successives d'impulsions. Nous reparlerons des différents types de modeles de
neurones dans le chapitre V.
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Nous avons ensuite présenté la chaine de pendules couplés. Cette chaine, utilisée en
démonstration de cours au niveau master pour présenter une expérience exotique illus-
trant les effets non linéaires, a surtout comme intérét de mettre I'accent sur le fait que
considérer des interactions uniquement harmoniques (C,; = 0) est insuffisant pour bien
décrire le comportement du systeme. C’est donc une justification de la suite de notre
travail ou nous considererons les interactions sous une forme anharmonique.

Lutilisation du modéle ®* pour décrire le type de potentiel d’interaction dans une chaine
moléculaire a liaison hydrogene renforce encore notre démonstration tendant a critiquer
I'utilisation de couplage uniquement harmonique. Ici encore, il est primordial de tenir
compte de I'anharmonicité par le terme en C, dans (2.13).

Enfin, nous avons rappelé I'universalité de la modélisation analogique de tout systeme
de transmission par une ligne de transmission.

En améliorant encore ce modéle par la prise en compte dans un premier temps, d’une
nonlinéarité plus forte, c’est a dire beaucoup plus complexe, et ensuite en tenant compte
des différentes variations des forces extérieures, nous pensons obtenir de meilleurs
résultats et étre capables de mieux expliquer ou d’apporter des explications a certains
phénomeénes qui jusqu’ici n’étaient pas bien pris en compte ou interprétés.






La particularité et I'originalité d’'un bon modele physique réside tant dans sa simplicité que
dans son universalité. Bien que crucial dans la description et la compréhension d’'une
grande variété de phénomenes physiques réels, les modeles dits universels sont tres
rares, d’ou 'importance de la modélisation dans la compréhension des phénomenes na-
turels et/ou liés a la vie. Ces modeéles universels sont notamment de trés grande valeur
éducative. Un exemple de tels modeles non linéaires est celui de Klein-Gordon (NKG)
[31, [32]. Le modele NKG est devenu trés populaire dans de nombreux domaines de la
physigue et de la vie. Le modeéle standard NKG décrit une chaine d’atomes couplés et
soumis a un potentiel périodique externe. Son Hamiltonien est donné par la relation :

H=T+U. (3.1)

T et U sont respectivement les énergies cinétique et potentielle. U est constitué du po-
tentiel externe le long de la chaine encore appelé potentiel de substrat et noté ici U,, ainsi
gue des interactions interparticulaires de forme générale U..

Puisqu’il a été montré que, dans les systemes physiques réels, la forme du substrat
s’écarte toujours des formes sinusoidales ou quasi-rigides trop souvent utilisées, af-
fectant fortement ainsi les propriétés dynamiques du systéme, le modéle que nous
présenterons ici généralisera les modeles NKG classiques, avec un potentiel de sub-
strat dont la forme non linéaire s’adapte a divers types d’interaction et aux différents
degrés de liberté. Pour cela, nous utilisons les potentiels de Peyrard et Remoissenet
(PR) [13, 14, 15, 24 33],
tan? (@)
a

X\’
o2 + tan? ( ")
a

ou o est le paramétre qui module la forme du substrat (encore appelé paramétre de
déformabilité) et est pris dans lintervalle [0; +oo[. Il est lié au coefficient s introduit par
Peyrard et Remoissenet par o = (1+s)/(1-s). A o = 1, le potentiel U, (x,,0) a une
forme sinusoidale, alors que pour o > 1, les puits sont larges et séparés par des barriéres
de potentiel étroites et que, pour o < 1, les puits sont étroits et séparés par des barrieres
larges avec des flancs a pente limitée (voir Fig.[3.). a est la période spatiale du potentiel
du substrat, alors que le parametre U, contrle ou ajuste la profondeur des barrieres

Ue (x,0) = UgW (x,0) = Uy (32)

17
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énergétiques de ce potentiel (Uy peut par exemple représenter I'énergie d’activation lors
de la diffusion d’'un adatom isolé dans un adsystem). x,(¢) désigne la position de la cellule
du site n avec une signification qui dépend du systeme physique considéré.

2r

U (x,)

FIGURE 3.1 — Représentation du potentiel de substrat U,(x,) pour différentes valeurs du
parametre de déformabilité o et pour Uy = 2.

La modélisation du potentiel d’interaction U.(x,) de la n'®™® particule a eu un impact
considérable et crucial lors des premieres études sur la dynamique des réseaux non
linéaires. Elle a montré I'existence de différents types d’excitations solitoniques et a
révolutionné la science [11, [16] (17, [20} 23, [34, 35, [36] [37]. Ensuite, les recherches ont
essayé dans un premier temps de déterminer les possibilités et conditions d’existence
de ces nouveaux types d’excitations dans les chaines mécaniques, et d’autre part de
déterminer leurs propriétés dynamiques. Ces études ont été d’'une importance capitale
car leur extension a des travaux de recherches dans plusieurs autres domaines comme
celui de I'optique, la biophysique, de I'imagerie ultra sonore pour agents de contraste [32],
... dépend fortement de la qualité des résultats obtenus dans les chaines mécaniques.
Avec des résultats assez probants, la plupart des travaux se sont concentrés sur des
modeles avec des formes simples de potentiel interatomique U.(x,) entre proches voi-
sins, alors qu’ils essayaient de décrire ou de comprendre des phénomeénes réalistes
et donc tres complexes. Il est pourtant bien connu que de nombreuses propriétés phy-
siques des systemes réels sont directement liées aux effets non linéaires dus aux inter-
actions anharmoniques. Les potentiels anharmoniques réalistes, comme ceux de Toda,
Born-Mayer, Coulomb, Lennard-Jones et Morse [11, 12, [16, [20, 134} 138} [39], possedent
une forte non linéarité cubique dans leurs développements en série de Taylor autour
de la position d’équilibre. Il devient donc nécessaire de considérer les excitations non-
linéaires dans le réseau avec des anharmonicités poussées. Pour cela, dans cette thése,
nous établissons un lien avec le développement de Taylor du potentiel U.(x,) autour
de la position d’équilibre (x, = 0) en une série de puissances des déplacements jus-
gu’au quatrieme ordre. On obtient ainsi un potentiel de type k, — k3 — k4 approximatif
[20, 140, 141, 42| 143, 44145, [46] défini pour le n'®me site n par :

1 1 1
Uelxa) = Ska(n = Xno1)? + 3 - Xno1)® + haCon = Xno1)? (3.3)

ou k; > 0, k3 et k4 sont toutes les trois des constantes qui contrélent les forces de cou-
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plage harmonique, cubique et quartique, respectivement. Il a été démontré que l'inclu-
sion de I'anharmonicité dans I'étude des modeles de réseaux peut produire des effets
nouveaux qualitativement et quantitativement [40, 41}, 142, 143, 47, 27, 7]. Par ailleurs, du-
rant ces dernieres décennies, un intérét pour les excitations localisées dans les réseaux
non linéaires a été renouvelé grace a l'identification de nouveaux types de modes loca-
lisés anharmoniques. Par conséquent, une grande attention a été portée aux solitons de
gap dans les réseaux nonlinéaires. Dus aux effets de nonlinéarité, les modes de soli-
tons de gap peuvent apparaitre sous forme d’excitations localisées avec une fréquence
de vibration située en dehors des bandes permises du spectre linéaire. Comme ces so-
litons de gap apparaissent dans des réseaux atomiques parfaits avec une symétrie de
translation discréete, ils ont été baptisés "anharmonic gap mode” ou "intrinsic gap mode”
(48|, 149, 40, [46]. LHamiltonien défini dans I'équation ou

U(xn) = Ue(xna 0-) + Uc(xn), (34)

devient

1{d®,\> [1 1 1
= - == ~G1(0, - 0,_1)* + =G3(©, — 0,_1)° + =G4(O, - ©,_)*
H A%{z( o ) + [ZGz( 1) +3G3( 1) +4G4( D+

(3.5)

W W (©,,0)},

ou O, = 2nx,/a est le déplacement adimensionné de la particule, G; = k;/m (i =2,3,4),
tandis que A = m(a/2n)*. Les paramétres G, et wy sont respectivement la vitesse et
la fréquence caractéristique du systéme, avec w? = 4x°Uo/ma* et m, la masse de la
particule en mouvement.

Dans la plupart des cas, cette équation peut conduire a plusieurs versions étendues
ou modifiées de la tres célebre équation non linéaire de Schrddinger (S NL) avec plusieurs
termes supplémentaires, expliquant les dépendances spatiales et/ou temporelles des co-
efficients non linéaires qui s’identifient essentiellement a quelques modeles particuliers
et bien précis. En utilisant des approximations telle que la "rotating wave approximation”
combinées aux simulations numériques, Kiselev et al. ont montré I'inexistence des modes
localisés intrinséques, tandis qu’'un mode optique non linéaire au seuil de la fréquence de
coupure basse peut étre considéré comme une caractéristique générale des réseaux non
linéaires avec des interactions de type cubique-quartique [50, 51,52, 53]. De plus, il a été
démontré numériquement que, pour de tels modeles, il existe des seuils critiques pour
les parametres non linéaires au-dessus desquels les modes optiques disparaissent. Cela
revét une importance particuliere car le seuil numérique permet de définir I'existence ou
non de modes localisés.

Cependant, pour un systeme physique réel, il serait trés intéressant de déterminer analy-
tiquement les modes localisés car cela permettrait une interprétation plus fine et étendue
de la dynamique de tels systemes. Généralement apreés une modélisation, on arrive trés
souvent a des modéles mathématiques et la principale difficulté est d’étre capable d’in-
terpréter I'apport de chaque paramétre (représentant chacun une grandeur physique,
un phénomene, une action, ou de maniere générale, ayant une signification physique)
de I'équation sur le phénomene a étudier. Alors il existe plusieurs méthodes théoriques
pour étudier I'existence ou la naissance des excitations localisées non linéaires dans
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les modéles. Mais c’est plus rare d’en trouver une qui met en exergue I'apport et I'im-
pact de chaque paramétre de I'équation issue du modele réel. Méme lorsqu’on les utilise
sous forme modifiée, en généralisant des interactions anharmoniques de type cubique-
quartique, on ne les étudie que pour des valeurs spécifiques et bien précises de ces
parameétres. Pourtant ces coefficients ou parameétres, en fonction du modéle physique
considéré et de la finesse du développement asymptotique du potentiel U., peuvent
prendre n'importe quelle valeur [12, [16, 21} 148, 140, 141}, 54, 55, [7]. Une Iégere modifica-
tion de ces parametres peut provoquer un changement qualitatif ou topologique soudain
du comportement dynamique du systeme [12, 21, |48, 41}, 55| [7]. Il devient non seule-
ment trés important d’étudier le comportement des solutions pour les modeles décrits
mathématiquement, mais aussi d’explorer comment ces résultats sont modulés par I'an-
harmonicité. Afin de traiter efficacement cette cruciale et importante question, la théorie
ou technique de bifurcation représente de loin, le meilleur outil a prendre en compte
[12, 21| 22, 48| 41}, 55, 56|, 57, [7]. A cette fin, le paragraphe suivant sera consacré a la
présentation de I'équation discrete générale. Dans la limite des faibles amplitudes et pour
des petits déplacements, nous déduirons la relation de dispersion non linéaire, réduisant
les équations de base du mouvement a une équation non linéaire étendue de Schrédin-
ger (ENLS).

En se limitant a des oscillations de faible et moyenne amplitude, c’est-a-dire pour ©, —
(6o + &6,), 0U £ < 1 et 6y = 0 (mod.2r) est I'état fondamental ou le minimum du potentiel
autour duquel les oscillations se produiront en donnant I'équation du mouvement de la
niéme particule, nous avons :

d*e,
—2 = G2 (O + 0,1 = 26)) + G5 |G = 60 = (62— 6,17
(3.6)

G | Ot = 62" = (00 = 60-1)* | = §(0) |6 + £a(@)6; + E2B(0)6].

Cette équation se déduit directement de I'hamiltonien par dérivation temporelle.
Il faut noter qu'avec le potentiel PR, w'f = w?/20?, tandis que a(c) = 0. En plus,
(o) = (20% - 3)[60 dépend fortement de la déformabilité o et peut étre positif ou négatif.
Malgré les différences d’origine majeures pouvant exister dans les modeéles initiaux,
I'équation généralise les résultats précédemment établis dans 'ADN [5, 13} 22],
dans des réseaux discrets non linéaires caractérisés par les potentiels déformables et
des interactions non linéaires et dispersives [38], 142} 143], dans le réseau de Fermi-Pasta-
Ulam (FPU) [34], lors de la diffusion des ondes par les inhomogénéités statiques loca-
lisées ou par des potentiels génériques dépendant du temps [44, 45], et bien d’autres.

Nous nous limitons maintenant au couplage faiblement non linéaire. Il est bien connu
que I'équation NLS obtenue a partir de cette approximation donne lieu a deux types
de solutions localisées dans un milieu infiniment long. Pour un milieu fini, des ondes
stationnaires sont attendues et la transmissivité peut bien étre caractérisée. Afin d’inclure
les effets de 'anharmonicité et de la discrétisation du systéme, nous utilisons la méthode
des échelles de temps multiples associée a une approximation quasidiscréte apportée
par Tsurui [58], 59, 60, [61]. Ainsi, on définit
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0, () = AX,D)e’ + c.c., (3.7)

ou c.c. désigne le complexe conjugué, X = e(n —v,t) et T = &°. v, est la vitesse de groupe
associée au paquet d'onde : v, = dw/dk. La variable “ rapide ” ¢, = k,n—w,t, représentant
la phase de I'onde porteuse est considérée comme completement discrete. Notons que,
dans ces conditions, tous les termes du parametre G; disparaissent en raison de la pa-
rité de I'équation (3.6). Une autre solution consisterait a prendre un terme DC et une
seconde harmonique en w comme dans [28, 62, 63| |64, 65], mais ils seront négligeables
en premiere approximation et ne seront pas considérés dans cette étude. Le nombre
d’onde k, et la pulsation de I'onde porteuse w, sont liés par la relation de dispersion non
linéaire,

k k
w3 = W'§ + 4Gysin® (?”) + 48G,sin* (7”) IA]%. (3.8)

T T
s G4:0;\A\:0;n:l

_GA=4;\A\=1;0=1

4

4

G,=0;|A|=10=01
G,=0;|A|=10=12

15+

----------------
------------------
wen
------
------

FIGURE 3.2 — Courbes de dispersion d’'un systeme NKG ayant pour parametres wy = 1,
G, = 2, et pour différentes valeurs de Gy, |A| et o

Dans I'approximation linéaire, la relation (3.8) se réduit a la relation de dispersion linéaire
classique avec un gap inférieur fini : 0 < w, < &', (k = 0) et un gap supérieur semi-infini :
w > ,Jw'2 +4G,, (k, = ). La relation de dispersion non linéaire w, = f(kp,|A|2) montre
que la fréquence de coupure haute est modifiée lorsque |A| croit (voir Fig. [3.2).

En substituant la relation (3.7) dans I'Eq(3.6), on constate que la partie enveloppe obéit
a une nouvelle Equation Non Linéaire de Schrédinger Etendue(ENLSE) :

ax?

0A  OPA AA AA\? &A
jE + P@ + Q(0)APA = jc1|Alzﬁ + 02(5() A" + (2 + ¢3) (IAI2 )

(3.9)

2422
ox2 T ox ax

‘e ( AzaZA* 0A aA*)
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ou
P = L (Gzcosk— vz)
2wy 8/”
3
Q) = 7—[2G4(Bcosk—2cos2%k - 6) - w38 (0)]

2w,

sont respectivement la dispersion de la vitesse de groupe et le coefficient non linéaire.
Les parametres ¢; (i = 1,2,3) résultent des interactions interparticulaires quadratique-
quartique, décrivent I'extension non linéaire de I'équation de Schrédinger non linéaire et
sont définis comme suit :

o = 6w—c:‘ (sin2k, - 2sink,).
¢ = i)i: (cos 2k, — cos kp) ,
3 = %(1 —coskp)-

Léquation est I'équation principale et directrice de notre travail. Malgré le fait qu’elle
soit issue de la modélisation d’'un systeme atomique, cette équation généralise les
résultats précédemment établis dans I’ADN [2,[3, 5], dans les fibres optiques [18| 66, 67],
dans les nanocomposites en métal-diélectrique [37) 68|, dans des réseaux discrets non
linéaires [38, 139, 42| 43], dans la diffusion des ondes par des inhomogénéités statiques
localisées ou par des potentiels génériques dépendant du temps [69, [70, 144, 45], parmi
bien d’autres possibilités.

Dans ce paragraphe, nous ne considérerons que le comportement dynamique du
systéme prés de la zone de gap, en particulier au gap inférieur (k,, w,) = (0,w’y). Dans
ces conditions, la vitesse de groupe est nulle et I'’équation non linéaire modifiée de
Schrédinger (3.9) se réduit a :

92 p APA =94 IANA L (A oA
I tPaxe T oAl ox2 | ox T “\ax2) ox | ox

A 8*A P 5*A 3Gy [{{2A%) 6A O?A\ 0A*\ OA
0X 120X* 2w,

}, (3.10)

1(3-20%) wp
avec P = G2/2wpy et Q(0) = 5 —f——.

8 ot wp
Léquation NLS (3.10) régit la modulation d’un train d’ondes quasi-monochromatique dans
le cas de systemes non linéaires et dispersifs. Lintérét particulier de cette équation est
son intégrabilité.

Pour certaines conditions aux limites, il a été montré que I'équation NLS admet des so-
lutions solitons. Lorsque le milieu non linéaire est limité ou borné, ses solutions peuvent
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étre exprimées en fonction des fonctions elliptiques de Jacobi [71}, 72, 73] [74] [75, [76].
Dans ce cas, I'enveloppe est au repos dans I'espace puisque la vitesse de groupe v,
s’annule pour k, = 0, ce qui implique que le vecteur d’'onde de la porteuse est au milieu
de la zone de Brillouin et ne peut de ce fait transporter de I'énergie. Maintenant, nous
cherchons des fonctions enveloppe de la forme

AX,7) =y (X) e/, (3.11)

ou Q est la fréquence angulaire de I'enveloppe définie par :

Q=w-w, (3.12)

Ici o’ est la fréquence de la porteuse et w, celle de 'onde incidente qui péneétre dans
le milieu non linéaire. En restant dans I'hypothése des faibles variations spatiales de
Ienveloppe, Q doit étre trés petit comparé a w et a w,, ainsi w ~ w,. Par ailleurs, Q est
négatif pour w < a);), ce qui sera considéré dans la suite. ¢ (X) donne la forme spatiale
de I'enveloppe. La substitution de I'enveloppe dans I'équation NLS permet
d’arriver a I'équation différentielle ordinaire suivante :

2y
dx?

9 Gy (dy\’ 3
+§wlo(ﬁ)}+§2w+@p =0- (3.13)
Dans I'Eq. (3.13), nous n'avons conservé que les termes dominants en G, (représenté
par P) et les termes dominants en G4 (termes non linéaires d’ordre y°). Cette hypothése
consiste a négliger la dérivée du quatrieme ordre de la variable spatiale X, qui est trés
petite comparée aux dérivées d’ordre deux. Ceci reste dans le méme esprit que Dusuel
et al. dans leurs travaux de 1998 [41].

Cette équation (3.13) peut mieux étre étudiée dans le plan de phase (w,y = %) et peut

a cet effet étre reecrite de la maniére suivante :

dy _dy _agle -y

- _ 14
ax " ax c3—y? (3.14)

avec

1 (20'2—3)0%
o=

36 Gyot
3 8Qo*
2 = (202 -3)wy’
G
c3 = _§G_4

Nous constatons que les parametres (ci, ¢z, c3) dépendent fortement des variations de
la forme du substrat caractérisée par le parametre o et/ou de I'anharmonicité des inter-
actions inter particulaires via le paramétre G4. D’'un point de vue mathématique, on sait
gu’un tel systéme non linéaire peut se comporter de maniére inattendue. Par exemple il
serait possible que les solutions puissent présenter de brutales modifications. En faisant
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varier la valeur des parametres de ce systéme, la forme de la solution peut changer brus-
quement; plusieurs solutions peuvent apparaitre ou disparaitre, perdre ou gagner de la
stabilité, etc. ... On parle alors de bifurcation. Il est admis que le cadre mathématique le
plus adapté a I'étude de ces systemes dynamiques est la théorie des bifurcations. D’ou
I'importance des paramétres (ci, ¢z, c3) pour I'étude de I'équation différentielle (3.13). Jus-
qu’ici dans la littérature [12), 138, 41, 42| 43| 44| 45| 46| 55, 56, 7, 77, 68], uniquement cer-
taines valeurs précises et certains signes des parameétres cy, ¢z, c3 ont été utilisés. C’est
vrai que la connaissance d’un régime permanent pour une valeur de ces parametres ¢y,
c2, c3 est intéressante pour celui qui désire étudier le systeme, mais cela reste insuffi-
sant. Une vision globale sur I'apparition de phénomenes exotiques pour 'ensemble des
valeurs possibles des parametres s'impose, ce qui permet d’obtenir une connaissance
synthétique des comportements possibles du systéme et de leurs domaines d’occur-
rence. C’est grace a la théorie des bifurcations qu'il est possible d’avoir une telle vision.

Si ¢3 > 0, le systeme (3.14) est un systeme d’ondes progressives singulier de deuxieme
classe dépendant du groupe de parametres (ci, ¢2, ¢3) [56} 7, [78]. Il a deux droites sin-
gulieres définies par les équations y = +y;, avec y; = +/c3. En utilisant la transformation
dX = (c3 — y*)dé, le systéme devient le systeme régulier associé et défini comme :

d d
T e Tava-v) (3.15)

Les systemes (3.14) et (3.15) ont la méme intégrale premiere :

Hy,y) = 503)’2 - 56’102',02 + A—Lcuﬁ4 - Zy4

—h, (3.16)

ou h est une constante. Notons tout de méme que les systémes et sont
impairs en y et y. Ainsi, tous les portraits de phase présentent une double symétrie, ce
qui permet de réduire I'analyse a (y > 0,y > 0). Lorsque o € ]O, V3/2| avec Q < 0, c'est
a dire pour ¢, > 0 et ¢z > 0, alors le systeme a neuf points d’équilibre : I'origine
0(0,0), les points M +(+c2.0), Mz (0,£vc3), Mi(-vez. ), et Mi (e, £a).
Quand c; =0etcs #0, oucy # 0 etcez =0, le systeme (3.15) n'a plus que trois points
d'équilibre puisque les points Mz (0,++/c3), M%(-+/c2.+c3), et Mi (e, + a3 sont
respectivement confondus avec les autres points d’équilibre du systeme (3.14).

Soit My, y)), la matrice Jacobienne du systeme (3.15) aux points d’équilibre (4, y;) ayant
pour déterminant J (;, y;). Nous aurons :

J(0,0) = detM(0,0) = —cicacs,
J0,£+c) = detM(0,++e) = J(x a3, 0)
= 2cieacs,
J(£+cr, £4/c3) = detM(£ ey, £+/c3) = —4cicacs.

La théorie des systémes dynamiques dans le plan de phase donne les résultats suivants
pour un point d’équilibre du systeme :

— si J <0, alors le point d’équilibre est un point de selle;
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— si J > 0, alors c’est un point central ;
— si J = 0 et si 'indice de Poincaré du point d’équilibre est égal a 0, alors ce point
d’équilibre est un point de rebroussement [79, 56, (7, [78].

Pour les valeurs de I'Hamiltonien défini par (3.16), on a

hy = H(0,0)=0, (3.17a)
1
h = H(i\/c_,O)z—chc%, (3.17b)
1
hy = H(O,i\/a)=zc§, (3.17¢)
1 2 1 2
hy = H(i\/@,i@)=zc3—zclcz' (3.17d)

Pour résoudre le systéeme (qui peut aussi bien étre remplacé par sic3 <0,
sinon (3.14) et sont équivalents), et pour tracer les portraits de phase, nous allons
discuter en fonction des différents cas (pour toutes les valeurs possibles des parametres
c1, ¢z et ¢3). En utilisant les informations ci-dessus, pour effectuer une analyse qualitative,
nous représentons également dans les portraits de phase les droites singulieres cor-
respondantes. Elles croisent transversalement certaines familles d’orbites. Il convient de
souligner que, lorsque ces droites singulieres du systeme existent, les champs de
vecteurs définis par le systeme et le systéme sont différents. Si une orbite
du systéme intersecte une droite singuliére y = +y; en un point particulier (o, +y;),

i d? e . . Lo
la dérivée seconde % devient infinie, comme le montre I'équation (3.13). La direction

du champ de vecteurs défini par le systeme change trés rapidement en sens in-
verse du champ de vecteurs défini par le systeme (3.15). Cela implique que la solution
d’onde y(X) du systeme (3.14), associée au systeme (3.15), dégénére en une solution
de rupture. Ceci signifie physiquement une dislocation du réseau de particules, comme
nous allons le montrer dans les sections suivantes. Les portraits de phase produits par
les champs de vecteurs des systemes et déterminent toutes les solutions
possibles d’ondes d’enveloppes ¥(X) du modéle.

Avant de présenter les différents portraits de phase, nous montrons comment obtenir les
différentes solutions a partir des coordonnées polaires. En posant :

r Ccos @, (3.18a)
rsin, (3.18b)

< &
Il

le systeme (3.15) prend la forme :
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d
d—; = rcospsing [(03 +c1c2) — P singcos g (sin2 @ + ¢} cos? tp)] , (3.19a)
d
—d"; = (c1c2 cos? ¢ — ¢3 sin’ (p) + 72 (sin4 ¢ — ¢ cos® <p) , (3.19b)

et son intégrale premiere (3.16) devient :

1 1
H(r,p) = Erz (03 sin® ¢ — ¢1¢; cos? go) + Zr4 (cl cos* ¢ — sin* cp)
=h. (3.20)

De cet Hamiltonien (3.20), nous avons :

(c102 — c3tan’p+ \/Ql + oxtan?y + Q3tan4tp) , (3.21)

avec

o1 = i3+ 4hey, (3.22a)
0 = —2cic03, (3.22b)
03 = c3—4dh (3.22¢)

Notons que le membre de droite de I'équation Eq. (3.21) doit étre réel et positif.
De (3.19b), nous avons :

d + optan?¢ + pstan*
dp _  ei +otan’ +ggtan’y (3.23)
dé 1 + tanZg

En définissant u(¢) = tan [p(¢)], avec u(&) = 0, 'équation (3.23) peut étre intégrée de la
maniére suivante :

e-a=x i .
0 +ori + 022 (E) + 03p* ()

Revenant a la représentation paramétrique des solutions ¥ = /(&) et y = y(£) du systeme
(3.15)), elle sera donnée par y (&) et y(&),

(3.24)

— 2 2 4
S - GeZor®) iq\/i:(g)zu (©) + o3 (€) .

1) - ¥ (). (3.25b)

Y (©)

En utilisant les résultats de I'analyse qualitative de la section 3.3.1.1, nous présentons
dans la suite les portraits de phase des différentes bifurcations des systemes (3.14) et
(3.15), suivant toutes les différentes combinaisons possibles des parameétres du systeme.
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Pour les différentes valeurs de &, définissant toutes les orbites possibles du plan de phase
autour des points d’équilibre ou en intersections possibles avec les droites singulieres
y = +y;, et y; = 4/c3, nous allons successivement présenter quelques cas spécifiques.

19

3.15

FIGURE 3.3 — Portraits de phase du systeme
ce cas c¢; = 1 (pointillés noirs pour i = h3; poin
h1 <]’l<h3,...).

1. 3.16

Lorsque H (4, y) présenté en

) < 1
est égal & s = Z(

pourc; > 0,0 < ¢3 < clcg. Pour

illes bleus pour & = 0, courbe jaune pour

2

2—c1c3) < 0, les trajectoires

(en pointillés noirs sur la Fig. [3.3) relient le point M; a M3 (cas a), ou M; a My
a gauche de My, (cas b), ou M; a M, a droite de M, (cas c). Notons que les

comportements des autres quadrants peuvent
les symétries du systeme.

De I'Hamiltonien (3.16)), nous avons :

4H(p,y) — 4hs

07

étre facilement déduits en utilisant

[\/alﬁz+}’2—(\/acz+C3)H\/a¢2—y2—(\/acz—03)]

(3.26)

ou les premieres parenthéses conduisent aux cas a et ¢, comme trajectoires ellip-

tiques, tandis que les secondes conduisent au
lique. Les calculs donnent respectivement :

—./c3 + Veie

cas b, comme trajectoire hyperbo-

w(X) = , sin (cil‘ x) (3.27)
CZ
1
pour le cas a,
Veier = c3 1
U(X) = — 1 cosh (cfX) (3.28)
o

pour le cas b et
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3+ Ve

c

Y(X) = cos (C%X) (3.29)

[

pour le cas c.

Par ailleurs, a partir de (3.24) et en utilisant (3.25)), nous retrouvons aussi le cas
a:

(C3 + \/acz) tanh? ( mg)

v =c . : (3.30)
c3 + 4/cicatanh (\/clczcg)
commelecasb:
Veier — ¢
Ve = ( — ) (3.31)
Veies - estanh’ ( Vercacsé)
et enfin le cas ¢,
+
PP 31 B (3.32)

Veier + cstanh? ( \/clczcg“)

Dans tous ces cas, y (£) peut étre obtenu de y (£) a partir de (3.25p). La comparaison
entre et (et, respectivement de (3.28) et (3.31), (3.29) et (3.33)) montre
que les trajectoires intéressantes dans la figure sont correctement décrites,
avec les variables X ou &. Il existe une distorsion entre elles due a la relation dX =
(C3 - y2) dé introduite lors de la transformation du systeme en systeme ,
a savoir,

3

1
X = —]arctanh(
Cc

tanh(mg))- (3.33)

12

e

Dans cette relation de distorsion, il est clair que & appartient a ]-oo, +oo[, alors que
X est borné, avec des limites atteintes lorsque y devient + +/cs.

: . . . . d
Il faut souligner ici que, lorsqu’une particule donnée se déplace de sorte que y = %;

tende vers +y; = ++/c3, la force résultante exercée par la chaine (entre proches voi-
sins gauche et droit) sur cette particule disparait, ce qui signifie que la particule n’est
plus liée a la chaine [7]. Ainsi, le comportement de la particule est indépendante
A o 9Gy(dyY o
de la chaine, comme le montre (3.13) oU P + = — W 0, et la fonction d’onde
2w o\dX
: e < d? ,
W(X) doit satisfaire Qy + Qy° = 0, c’est a dire y? = ¢,, ou dTl/; = oo. Deux droites

singuliéres apparaissent dans I'espace des phases : lorsqu’on atteint le point avec
y = +y;, y(X) peut dégénérer en solution de rupture avec dislocation de la chaine.

Lorsque H (4, y) est égale a hp = 0

Ceci correspond aux trajectoires en pointillés bleus sur la Fig. qui partent de
l'origine. A la place de (3.24)), nous aurons ici :



3.3. BIFURCATIONS ET SOLUTIONS DE L’ENLSE 29

0 —+00 ’
d
f d¢’ = +f — (3.34)
é T =cie2
ce qui conduit a I'equation de la trajectoire autour de M; pour le point selle 0(0,0) :
c1C2 1
p=tan[p @] = -,/ : (3.35)
3 tanh(\/clczqf)
En plus,
2 C3M2 —Ci1C2
Yy = 2——— et (3.36a)
o —C1
C z_ ciC
Vo = 220 (3.36b)
o —C1

Dans ce cas, malgré le fait que ¢ (¢) et y(¢) soient plus fastidieux a obtenir, nous
pouvons apprécier les mérites de la méthode puissante consistant a remplacer le

systéme (3.14) par le systeme (3.15).

Il est intéressant de noter que cette trajectoire atteint la droite singuliére y = ++/c3
2
C

pour ¢ = . = 3 , ou la chaine peut éventuellement subir une

cicy + C%C% - C]C%

dislocation.

3. Lorsque hy < H(Y,y) <h3 <0
Dans ce dernier cas, les orbites principales, (en courbes jaunes sur la Fig.
n‘ont pas d’intersection avec la droite singuliere y = ++/c3 et correspondent a
la famille des trajectoires fermées entourant le point d’équilibre M. (+ Ve, O) (et
par symétrie le point Ml_(— Vea, 0)). Ces dernieres conduisent a des solutions
périodiques du systéme (3.14) ou (3.15). En remplagcant oy + oop(é) + o3p*(é)
par ps (u? - ) (3 - 12) dans M avec

cicacy + 2 \/hcl(clcg - cg + 4h)

wo= e et (3.37a)
5 cicpcz —2 \/hcl(clcg — C% + 4h)
My = 2 an , (3.37b)
on obtient :
p = tan[pé)] = pasn (Boé, k), (3.38)
oU By = Ui 4 /c§ —4hetk= Z—T De (3.38) et (3.25), on obtient les représentations pa-

ramétriques des solutions périodiques entourant le point d’équilibre M, et définies
comme suit :
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1

2 _ _ 2an2

O = G |c1c2 = c3pasn® (Boé, ) + varen (Boé, <)dn (Bog. )|
et

Y@ = s’ (Bod, iu (€)- (3.39)

sn, cn, dn et tn étant les fonctions elliptiques de Jacobi du premier ordre [80].

Pour les orbites jaunes fermées de la Fig. les ondes définies par les Egs.
et sont périodiques en &, avec pour période 4K (k) [81], 182, 183, (84!, [80], c’est-
a-dire périodiques en fonction également de la variable de propagation X qui est
liée aux variables physiques par X = n — v,t, pour € — 1. Sachant que X et ¢ sont
liés par la définition du systéme par :

X(&) = e3¢ - f YH(€)dE (3.40)
nous avons la période temporelle T en X :
4K (k) L P
T =c;3 -4 y (&) d€. (3.41)
Bo 0
1 1 .
Pour c3 <cjex < X les calculs permettent d’obtenir :
2
Ao sin_l[ adl 1],/(}
, !
T:CN?W = e 12 ke
0 4 2 2
1 1 c?
cr)\ep !
(3.42)
KxZ sin”! 'u—}]K
2cver-a) # |

Bo

ou Ay et Z sont respectivement les fonctions Lambda de Heuman et la fonction Zeta
de Jacobi [80].

Il est intéressant de noter ici que (3.42) permet d’obtenir la période en X pour les
oscillations dont la fréquence est dans le gap inférieur, par exemple pour Q < 0,

3
o< \/; et G4 <0O.

Pour les autres jeux de parametres (ci,c,c3), hous présenterons les plans de
phase (¢, y), mais en nous focalisant uniquement sur les orbites fermées qui corres-
pondent aux oscillations dans le gap puisque ces dernieres permettront d’étudier
comment les ondes peuvent passer a travers un milieu non linéaire de longueur
finie (voir chapitre 4)
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Trajectoires de phase et solutions dans les cas ou ¢; > 0, ¢3 = qc% (voir Fig. .

=~ e e o Lz
NN o e e — B ,"f 7
Sty R
- r
\/03 ~ ' X
‘. (S
‘. LSS
17,
AAY
AM, o M,
- + "
>\O rn ° ° 1"
W 11
A3N 7
AN ’r
AR py
N /_\ g
-\/C 1 ° —
3 ’ ~ ‘
’, ~
) a,_‘,___________&/__ ___________ N
- TS T | a4

FIGURE 3.4 — Portraits de phase du systeme (3.15) pour ¢; > 0, c3 = Jclc%.

Le cas H(y,y) = h, h €]hy,0[ correspond aux orbites jaunes fermées de la figure Fig.
entourant les points d’équilibre M,.(+ +/c2,0) et conduisant ainsi a deux familles de solu-
tions périodiques de I'équation (3.74). Ces ondes périodiques ont des profils similaires a
ceux obtenus aux équations -[3.39), avec cette fois-ci :

3
cich +4lhl e

2 _

i c1c§—4h ’
3

- cfc§—4|h|\/c_1‘

2 = 2 4h

C‘1C2

Trajectoires de phase et solutions dans les cas ou ¢; > 0, ¢3 > (‘1(% (Fig. »

24—
Ve,

Ve,
2.4 e e e e S——

FIGURE 3.5 — Portraits de phase du systéeme (3.15) pour ¢; > 0, ¢3 > 1/clcg.

1. Lecas H\,y) = h, h €]k, 0[ correspond aux familles de courbes jaunes encerclant
les points M;.(x+/c2, 0). Celles-ci correspondent aux ondes périodiques du systéme
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(3.14). Lorbite périodique qui entoure le point d’équilibre M;.(+/c2,0) a la méme
représentation paramétrique que les solutions (3.39).

H,y)=0

correspond aux orbites homoclines en pointillés bleus de la figure Fig. du
systeme (3.14) qui entourent les points M;.(++/c2,0) et qui passent par l'origine.
Elles admettent comme solutions des solitons bright et dark. De I'équation (3.23), il
s’ensuit que

tan [p(&)] = C\I/Z_j tanh(zcl\/ccisg)- (3.43)

Par conséquent, le systeme (3.14) admet des ondes solitaires de la forme :

1
2¢‘gc§S(£‘Cf‘l2 (%f) 2

W) ==+ ;
cg - clcg tanh* (%g)
avec  X(&) = ¢3¢ — f; c3(§)dé. (3.44)
) 26‘1C3C% sinh? (%f)
et y(4 = ; 4 (03 YR (3.45)
c5 cosh (?f) — cj¢; sinh (35)

H(,y) = h, h €10, h3[

Ceci correspond aux orbites (de couleur violette) fermées de la figure Fig. et
qui entourent a la fois les trois points d’équilibre 0(0,0) et M. (i Ve, 0) , pour une
famille de solutions périodiques. Dans ce cas,

o1+ oo + o3t = N3 (1 —17) (13 — 47).

ou

—ciccy — 2 \/hcl(clc% - cg + 4h)

2 _
H (4h - c2) ’

—cicc3 + 2 \/hcl(clc% - c% + 4h)

(4h —c3)

0wo=
Par conséquent, en utilisant (3.24), nous obtenons

tan [p(€)] = uasSn(wzé, k1), (3.46)

2
Hy
2

ou K% =
Hy

1 . s .
et wy = 3 vosui- Ainsi a partir de (3.26), nous avons
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1
2

1

c1 — uysnH(waé, k1)

[(6102 — c315SN* (waé, Kl)) + pawrCN(wré€, k)dN(wé, Kl)]}

(3.47)

Y(&) =

En outre,

1

A (k) [(0162 — €338N%(W2€, k1)) + Xow2CN(Wa2€, k1)AN(WaE, Kl)]
1~ X 28, K1

yAE) =
C

X x3SN*(w2é, K1)
(3.48)

Ici encore, Eq. (3.47) donne la représentation paramétrique des solutions
périodiques.

Trajectoires de phase et solutions dans les cas ol ¢; < 0,0 < ¢3 < ,/—cl(g (voir Fig.

B8

1.5

FIGURE 3.6 — Portraits de phase du systéeme (3.15) pour ¢; < 0,0 < ¢3 < /—clcg.

1. Le cas H(y,y) = h, h € ]0,h,[ correspond a la famille des courbes en pointillés
jaunes qui entoure le point d’équilibre 0(0, 0) et qui conduit aux ondes périodiques
du systeme (3.14). Ici nous avons, o + oau® + o3p* = \o3(U? + p)(u* — 13), ol

cicacy + 2 \/hcl(clc% - c% + 4h)

Hio= @h—c2) ’

—cicac3 + 2 \/hcl(clc% - c% + 4h)

(4h - c3)

Ces solutions périodiques ont les mémes représentations paramétriques que (3.47]

-3:49).
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2. HY,y)=h
Nous avons, pour ce cas, une famille d’orbites hétéroclines en traits continus noirs
dela Fig. qui entourent le point O(0, 0) et qui passent par les points M5 (0, + v/c3).
Il existe donc des solutions sous forme de solitons bright et dark. En effet, o3 est
maintenant nul dans la formule et il s’ensuit que :

tan [p(6)] = w/@sinh(ﬁg)' (3.49)
2 2
On obtient donc la représentation paramétrique d’'une solution onde solitaire de la
forme
W(E) = + 21 [2 (clcz ~ 919 Ginh? (@5))
02
\/2 [cl - (&) sinh4( \/_g)
02 2
%
+ \/g_lcosh(@f)] , (3.50)
avec
Y = - [2 (clcz - Qf sinh? (@f))
2[01 - (@) sinh? (£§ l
@2 (3.51)
++/o1 cosh (@5)] o sinh? (ﬂf)
2 02
B7
Les portraits de phase du systeme (3.14) sont présentés sur la Fig.

1.75

-0.5 0 0.5
(4

FIGURE 3.7 — Portraits de phase du systéme (3.15) pour ¢; <0, c3 > 0 et c; < 0.

Dans ce cas, les résultats sont similaires a ceux obtenus dans le tout premier cas du
paragraphe précédent.
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Trajectoires de phase et solutions dans les cas ol ¢; < 0,0 < ¢3 = ,/—mg (voir Fig.

B3

-1 0 1

FIGURE 3.8 — Portraits de phase du systeme (3.15) pour ¢; < 0,0 < ¢3 = ,/—clcg.

1. Lecas H(y,y) = h, h €]0, hy[ et hy = hy correspond a la famille des courbes fermées
jaunes qui entourent 0(0,0). Il montre comme précédemment I'existence des solu-
tions périodiques du systeme . Cependant ici, nous avons g; + ou® + o3u* =
VO3 (U* + p)(p* + 113), Ol

cA(=c1)? + 2 y[2hei(crc3 + 2h)

2 — —_
H (c1€3 + 4h) ’
A(=c1)? = 2 [2hei(cic? + 2h)
2 2 2
My = = :

(c1¢3 + 4h)

En utilisant la relation (3.24), nous obtenons

tan [p(&)] = patn(wsé, ko), (3.52)

,L12 _ 'u2

tn est la fonction de Jacobi avec K§ = - > 2
Hy

nous obtenons, comme représentations paramétriques des solutions périodiques

du systéme (3.14) :

et w3 = 'UIT@- Par conséquent,

1
() = + | V=cic2 | V=c1 + Gt (wsé, ko)

it @sé ko) — ¢

Dl

— prw3NC(w3é, k)dC(wsé, k2)]? ,

X(€) = 3¢ - f; Y (&)dé. (3.53)

avec
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1
Stnt(wsé ko) — i

W) = | v=cica | v=er + Bt (wsé, ko)

(3.54)
—Xw3NC(W3&, k2)AC(w3é, ko) X2tN* (W3, ko).

2. HY,y)=h =h
Nous avons des orbites hétéroclines en traits continus noirs qui entourent le
point d’équilibre 0(0,0) et qui relient les quatre points d’équilibre M;.(++/c3,0) et
M5 (0, + +/c3). Elles montrent la présence des solitons kink et anti-kink du systeme.
Ici, o1 = 03 = 0, et il en résulte pour I'hétérocline qui lie les points M. (+/c2,0) et
M3 (0, /c3) que :

tan [¢(&)] = T, (3.55)
ou o = 8c§(—c1)%. La forme paramétrique de ces solutions kink et antikink est
donnée par :

1 LB \|2
— — — -2 e i3 ¢
Y(é) =+ P [V 6162(\/ 1+ eV L \D(=¢p)te )] , (3.56)

ou

\/—_clcz[ —cl + e Vet 4 ‘5(—01)%(@6]
V(&) = |
e Vo — ¢qe Ve

(3.57)

Trajectoires de phase et solutions dans les cas ou ¢; <0, ¢3 > /—<‘|<§ > 0 (voir Fig.

E9

FIGURE 3.9 — Portraits de phase du systeme (3.15) pour ¢; <0, ¢3 > ,/—clc% >0

1. H(Y,y) = h, h €10, hy[ correspond aux orbites dorées jaunes qui entourent 0O(0, 0). I
existe des solutions périodiques ici encore. Avec

o1 + 0o* + o3t = Vo3 + U — 113),
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ou

cicacy — 2 \/hcl(clc% - c% + 4h)

2 _
H (@h - c2) ’

cicacsy + 2 \/hcl(clcé - c% + 4h)
- @h - ) '

W=

Elles ont le méme profil que les solutions (3.39).

2. HYy,y)=h
Ce cas correspond aux hétéroclines en traits continus noirs sur la figure en-
tourant les points M;.(+/c2,0) ainsi que l'origine. Comme précédemment, elles
conduisent aux solutions kinks et antikinks. Ici, o; = 0 et nous avons :

tan [p(é)] = w/@sinh(@f), (3.58)
03 2
avec 2 = —%- Nous obtenons les représentations paramétriques de ces
03 3 + c1cy
ondes comme suit :
1
WO =+ : Hm-é’g_s hZ(‘/ZQ_Z )]
3
\/2 e (2] s (2]
03 2
N 3
Q2 Q2
+ ——cosh|— , 3.59
eon( ) (359

avec

(3.60)

B.10

1. H(Y,y) = h, h € ]0,hy[ correspond aux courbes jaunes fermées qui entourent l'ori-
gine 0(0,0) et qui montrent I'existence de solutions périodiques. Dans ce cas,

01
o1 +oop* + o3t = 03 (Q—3 +ﬂ4),

oll o1 = 16hcy, 02 = 0 et o3 = 4¢3 — 16h. Ainsi nous avons,
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2’ ‘+

Ve, g

(0]

> 0r o

_\/CS M2
2t ‘ ‘ ‘
-1 0 1

Y

FIGURE 3.10 — Portraits de phase du systéme (3.15) pour ¢; > 0, c; = 0 et c3 > 0.

gl)“* (1 +cn<w4§,xs>)5

tan [p(&)] = (9_3 1 — cn(w4é, k3)

= u(@), (3.61)

1 . .
avec wy = (Q1Q3)% et K§ =5 En substituant u(¢) dans la formule (3.24)), on obtient
les représentations paramétriques de ces ondes périodiques.

1
HW.y) = 76 = hy

Nous avons ici des hétéroclines en traits noirs sur la figure qui relient les points
d’équilibre M,.(0, ++/c3). Ainsi nous avons :

hy = 4HW,y) = (y* = vew” = c3) (Ve +5* - e3)
0.

(3.62)

Ceci correspond a la boucle d’orbite hétérocline elliptique définie par ery? +y? =
c3. En utilisant la premiére équation du systeme (3.14), nous trouvons la solution
périodique suivante :

N

1
1
1

Y(X) =

sin (ci%X). (3.63)

C

Le cas y? — yc1¥? = c3, correspond & deux orbites hyperboliques. En utilisant la
premiére équation du systéeme (3.14), nous avons la représentation paramétrique
de la solution définie par la relation :

%

w(X) = + Y2 Ginh (cfx). (3.64)

—_

C

Les Egs. (3.64) donnent lieu a deux solutions non bornées.
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FIGURE 3.11 — Portraits de phase du systeme 1i pourc; >0,c; >0etc; =0.

Trajectoires de phase et solutions dans les cas ou ¢; > 0, ¢; > 0 et ¢3 = 0 (voir Fig.
3.11)

1. Pour ce cas H(y,y) = h avec h € ]hy,0[, correspondant aux orbites en pointillés
jaunes de la figure qui entourent l'origine, il existe des solutions périodiques
du systéme (3.14). Ici, il n'y a pas de droite singuliére et le passage du systéme
(3.14) au systeme (3.15)n’est pas nécessaire.

los|
01 +oop* + o3t = |Q1|(1 - E'[ﬁ ,

oll o1 = 16hcy +4cic3, 0o = 0 et K3 = —16h. Nous obtenons :

1

4
tan [p(§)] = u(&) = (%) cn(wsé, ka), (3.65)
avec ws = (Q”fgl)“ etk = % Leur représentation paramétrique est donnée par :
1
(&) = [(6162 - wllg—llcnz(wsf, K4))
\/01 — L ent(wsé, k) 3
los|
1 3
- (%) w5sn(a)5.§-‘, K4)dn(w5§, K4)} , (366)

avec
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1
y2(§) = Ql [(016‘2 — Q—lcnz(w5§, K4))
c1 — —Cn*(wsé, ky) V losl

o3

Q1 (3.67)

. (_) wsSN(wsé, k)AN(WsE, Kk3)
los|

[ ELen?(wsé, ks)-

los|

1
2. Hy,y)=h = —chcﬁ

Ce cas correspond aux hétéroclines en noir qui relient les points d’équilibre
M. (£+/c2,0). Nous avons donc :

4H(W,y) = hi = (Verw? =y = Verea) (Vew” +y° = Veiea)
=0. (3.68)
Pour les orbites en forme de boucle, les hétéroclines elliptiques définies par ey’ +

y? = +Jcic; du systéme (3.14), on a la représentation de la solution donnée par la
relation :

W(X) = Ve sin (cil‘ x). (3.69)

Pour les orbites hyperboliques définies par y* — \/e1y? = c3 du systéme (3.14), nous
obtenons les représentations paramétriques définies comme suit :

Y(X) = £+/c; cosh (C%X). (3.70)

Ce qui donne lieu a deux solutions non bornées.

-2 -1 0 1 2

FIGURE 3.12 — Portraits de phase du systéme (3.15) pour ¢; <0, ¢ > 0 et c3 = 0.
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1. Le cas H(y,y) = h, h €10, hy[ correspond aux familles de courbes fermées jaunes
qui entourent les points M;.(x+/c2,0). Elles confirment la présence des ondes
périodiques dans le systéme. Dans ce cas,

01
01 +0o” + 03" = —los| (9—3 +ﬂ4),

ol o1 = 16hc; <0, o, = 0 et o3 = —16h < 0. Nous avons,

tan [¢(£)] = u(é),

- (9_1)‘1‘ (—1 + NO(wet, "5))é (3.71)
03/ \1—-ncC(wes, ks)

1 .
avec wg = (glgg)% et Ké =5 En substituant u(¢) dans 'Eq. (3.21)), nous obtenons la
représentation paramétrique des solutions.

2. Hy,y)=0

Ce cas correspond aux orbites homoclines en noir qui passent par l'origine. Nous
avons ici o1 = (26102)2, 02 =03 = 0et

tan [@(§)] = lerleaé. (3.72)

Ceci donne comme solutions les solitons bright et dark définis comme suit :

1

W = = (Lﬂ] ,
i

1+ ciBe

o2 e [lnpcn%céfz ~ VEeilos + 1

+2arctan(\/§|cll%c2§+ 1)
I |cl|%c2 24 \/§|c1|%02§+1
2

+ 2arctan(\/§|cll%02§ - 1)] (3.73)

B.13

Le cas H(y,y) = h avec h € ] — o, 0[ correspond aux orbites en traits bleus fermées de
la figure entourant le point 0(0,0). Il existe donc des ondes périodiques dans le
systeme, données par

03
o1 + 0o + o3t = 03 (1 + au“),

ol o1 = 16hc; + (2cic2)* > 0, 02 = 0 et o3 = —16h > 0. C’est un cas similaire au cas de la

figure (3.10).
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1,
1F
-1 -0.5 0 0.5 1

(2

FIGURE 3.13 — Portraits de phase du systéme (3.15) pour ¢; <0, c; <0 et c3 = 0.

Dans ce paragraphe, contrairement aux travaux précédents ou nous avons étudié les
comportements dynamiques des solitons autour du gap (c’est-a-dire pour k = 0 ou 7),
nous considérons, cette fois-ci, les comportements du systéme lorsque la fréquence est
prise en plein dans la bande des fréquences permises c’est-a-dire pour 0 < k < 7.

Reprenons 'ENLSE (3.9) et cherchons la solution cette fois-ci sous forme d’onde mo-
dulée de la forme :

AX,7) = a(z) e (3.74)

ou la variable z est : z = X — v.7 et v, la vitesse de I'enveloppe. En substituant I'Eq.
(3.74) dans I'Eq. (3.9), nous obtenons un systeme d’équations différentielles ordinaires
couplées :

P40 +ab") = (ve + claz) a+c (4a2a'9' + a39"), (3.75)

et

P(a" - a(G’)z) + [Q(O‘) +202(0) + 018’] a® = —ve.ad + (c2 + 2¢3) (aza" + a(a’)z), (3.76)

ou le prime désigne la dérivée premiere par rapport a z. En multipliant 'Eq. (3.75) par a
et en intégrant une fois, nous avons

, cra* + 2v.a® + 4K,

 4a2 (P - cd?)
ou K; est une constante d’intégration. Si K; # 0, a — 0, ceci donne § — oo, qui n'est
pas physiqguement acceptable. Nous choisirons dans la suite la constante d’intégration

égale a zéro. En substituant (3.77) dans I'Eq. (3.76), nous obtenons en posant ¢ = a?,
I’équation qui régit le signal modulé :

(3.77)
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_ 20,102 12
g PPl @P 8@ (3.78)

8¢ [P — (c2 +2¢3) ] (P — c20)?

ou f3(¢) = a3(0)p* + aa(0)g? + a1 (0)¢ + o, €t

ay = 4Pv§,
a1(o) = 8P[2PQ(0) +veci],
@ (0) = 3Pct—4c2 [8PQ(0) + veci],

asz(o) = 2c¢ [8Q(O‘)C2 - cﬂ .

Léquation (3.78) est équivalent a un systeme dynamique du plan (¢, y) tel que :

dp _ dy  4P(P—c29)’(y) — 23 (@)

=y, = , 3.79
=" dz 8¢ [P — (c2 +2¢3) ¢] (P — c2¢)? e
et admet comme intégrale premiére :
P—(c2+2c3)p| » 2 Bo
H(4,y) [T Yo+ Ba(0)p” - Big + Pt
= h, (3.80)
ou
P
Bo = —(Pei+2v.0),
403
ci
Bi = —[Pcr+4vecs],
4c§
1
o) = 1-[80(@)e =<l

h étant une constante. Les coefficients (a;,3;) sont étroitement liés aux parametres
réels du modele physique étudié, a savoir la forme du potentiel de substrat par le pa-
rametre o et/ou 'anharmonicité des interactions interparticulaires par le parametre Gj.
Comme précédemment, ces coefficients sont importants pour la résolution des équations
différentielles. Le systeme est un systéme singulier particulier d’'onde progressive
de premiere classe de six parametres (P, Q,cy,c2,¢3 et v,) et qui comporte trois droites
singulieres, = 0; ¢ = P/c; et ¢ = P/(cy + 2¢3).

Puisque le nombre de paramétres de bifurcation du systeme est élevé, nous allons plutét
le réduire pour ne pas trop alourdir la présentation, c’est a dire en travaillant avec des
valeurs particulieres du nombre d’onde k.
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Nous prendrons k = +2x/3, ce qui a pour conséquence : ¢z = 9G4/2w, ¢; = 0, tandis
que ¢; = 2V3c3 pour k = 2x/3 et —2v3c3 pour k = —27/3. Notons également que le
parametre P de dispersion est négatif. Nous avons alors un systéme a quatre parametres
seulement (P, Q, c3 et v,) soit indirectement, (G,, G4, o et v.). Dans ce qui suit, notre étude
se concentrera sur ce systéme de quatre parametres, ol seulement G4 peut étre positif
ou négatif, les trois autres parametres étant toujours positifs. Ainsi, I'équation (3.79) prend
la forme :

dp _  dy _ 4Py’ - §’H(9)
— =y, —=—-—" (3.81)
dz dz 8P(P-2c3¢)¢
avec fo(¢) = 3ci¢? +8[2PQ(0) + veci] ¢ +4v2. En utilisant la transformation dz =
8P (P — 2c3¢p) pdé, le systéme (3.81) devient le systeme régulier associé :
d
% =P -200)0]
@ _Ap2.2 _ 42 .
i 4P ¢~ f2(¢) (3.82)
(3.81) et (3.82) ont la méme intégrale premiére :
_lran ) (P —2c39) ,
H@.0) = 35[107 +412P0() + vecrl g+ 47| g+ =— = (3.83)

=h.

Pour une valeur de 4 fixée, 'Hamiltonien détermine un ensemble de courbes inva-
riables des Egs. et (3.82). Lorsque h varie, nous obtenons plusieurs familles d’or-
bites des systémes et qui montrent différents comportements dynamiques.
Afin d’avoir les points d’équilibre du systeme, il faudrait trouver les zéros de la fonc-
tion ¢ f2(¢). Ainsi, dans le plan ¢ — y, le systéme (3.81) a trois points d’équilibre 0(0,0),
E1 (¢¢,,0) et E3 (¢e,,0) oU

2
bun = 32 [-2@P0(0) +veer) £ VA,

si A = 16P2Q*(0)+16PQ(0)v.c1 +civ; est positif. Remarquons que ¢, < ¢, . Avec la droite
singuliere ¢, = P/2c3, nous avons deux autres points d’équilibre E7 (¢5, +Y;) et E (¢s, —Yy)
ou

1 2 2
Y, = \/E‘g[szﬂc1 + 163 (vies + P (2PQ(0) + vecy)) |

De I'Hamiltonien (3.83), nous pouvons définir :
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hy = H(0,0) =0,

hy = H(g,.,0)

_ O MO e 2y
hy = H(¢e,,0)

L O SO v

hs = H(¢s, '—"Ys)

2 2
c 8PQO (o) +4cyv, v
- G e g A,

[l est a noter que nous aurons toujours iy < h; puisque P < 0. En utilisant donc toutes
ces informations, nous pouvons définir et présenter les portraits de phase du systeme.

Afin de présenter les différents portraits de phase pour différentes valeurs de i, nous
rechercherons les différentes solutions a partir de la relation (3.83). Ainsi, en résolvant

3 = dF3(0)
8Pc3(¢ — ¢y)

ol F3(¢) = —4Ph + 4vi¢ + 4(2PQ(0) + vec1) ¢* + ¢3¢ et en utilisant le systeme (3.81) ou
pour chacun des cas de bifurcations, la solution correspondant a une trajectoire de
phase précise pourra étre déterminée. Présentons maintenant les portraits de phase des
différentes bifurcations du systeme selon les valeurs des paramétres du systeme.

(3.84)

FIGURE 3.14 — Portraits de phase du systéme (3.81) lorsque f:(¢) n'a pas de zéro (Va-
leurs des parametres : P = -1, Q = 1.5, v, = 1.5 et c3 = —0.9).
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Lorsque H(¢,y) = h introduit en appartient a ] — oo, h,[, les orbites correspon-
dantes sont celles ouvertes en traits mixtes verts de la figure et qui corres-
pondent a la famille des solutions compactons du systeme [56] [85].

Pour h égale a i; nous avons une hétérocline en trait continu noir de la figure [3.14
qui passe par l'origine en joignant les points Ef(¢,, £Y;). Dans ce cas, le polynéme
F3(¢) introduit en @ devient F3(¢) = 12¢5 (¢ — ¢5) [(¢ —agp)* + bg] et conduit aux
solitons de type cups pour z € ]—z, +zol.-

2hg
¢ (2) = \/3—63

1/2 1/4
12(a2 +82)"” et po = (3eshy/2p?)"* 80
Notons que, dés que z = +zo, ¢ atteint ¢, = P/2¢; et la dérivée seconde ¢” devient
infinie. Comme précédemment démontré, on assiste a une dislocation du réseau.

Le cas H(¢,y) = h, hy < h < 0, correspond aux orbites fermées en rouge qui passent
par l'origine. Ici, F3(¢) = 12¢2 (¢ — ¢o) [(¢ —do) + b’ﬁ], et conduit a la famille des
solutions peakon périodiques (voir figure [3.15).

(@) o

(3.85)

1 —cn(poz, ko)
1 +c¢n(poz, ko) |

ot 3 = | (a3 + £3) "

+ agp

0.4

-10 -5 0 5 Z

FIGURE 3.15 — Profil d’'onde d’une solution périodique de type peakon.

A- Trajectoires de phase et solutions pour : i, < i

1. H(¢,y)=h,he]— oo, hy
Les orbites pertinentes ici sont celles ouvertes en traits mixtes et de couleur
verte de la Figure[3.16] Elles correspondent aux solutions solitons non bornées
a droite de la droite singuliere ¢ = ¢;.

2. H(¢7 )’) = hy
Ici nous avons des hétéroclines en traits continus noirs entourant le point
d’équilibre E; (¢.,0) et reliant les points E*(¢,, +Y;) et 0O(0, 0). Il existe des cups
comme a I'équation (3.85).
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FIGURE 3.16 — Portraits de phase du systéme (3.81) lorsque h, < h; alors 0 < ¢, < ¢,
(Valeurs des parameétres : P = —1.5, v, = 1.5, O ~ —0.0669, et c3 = —0.2886).

3. H(¢,y)=h, helhs,hl

Nous avons une famille des orbites périodiques en pointillés dorés entourant
le point E; (4., 0) et passant par I'origine 0(0, 0). Elles donnent naissance a une
famille d’'ondes périodiques du systeme (3.81), comme celles représentées sur

la figure
4. H(g.y) =h

Ce cas correspond aux orbites homoclines en bleu de la figure [3.16| passant
par le point E; (¢.,0). Dans ce cas, Fi(¢) = 12c§ (¢ — ¢.)° et la représentation
paramétrique de cette solution est donnée par

_ ¢e¢ssn2 (17, K1) — PePs
= pesn? (P11, K1) = ¢

2Bl 1, . 6 (@, — 60 o
z(n) = 311 [(1 Kl) l_[ lar051n[\/¢e¢s(1 _K%) " (¢SK% - ¢€)¢, 1,K1]]

, ou

+/<‘1‘F arcsin( ¢ (s — de) ;Kl]” , (3.86)
bePs (1 - K%) + (¢SK% - ¢e> ¢
avec p1 = Vb;/2 , k1 = ¢e/ds et [ (n; ¢; &), une intégrale elliptique de troisiéme

espece.
5. H(gp,y) = h, h€]hy,+oo]

Ces trajectoires correspondent ici a une famille de courbes ouvertes (traits
mixtes verts de la figure [3.16) située entre les droites singulieres ¢ = 0 et
¢ = ¢s. Il existe donc une famille de solutions compacton pour le systeme
(3.81).

B- Trajectoires de phase et solutions pour : i = iy = i
Les portraits de phase du systéme (3.81) sont présentés dans la figure|3.17
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FIGURE 3.17 — Portraits de phase du systéme (3.81) lorsque i, = h; alors 0 < ¢, = ¢,
(Valeurs des paramétres : P = —1.5, v, = 2.25, O ~ —0.1004 et ¢3 = —0.2886).

Le cas H(¢,y) = h = hy = hy correspond a I'orbite en traits continus bleus de la figure
La solution onde solitaire correspondante est donnée par la représentation
paramétrique

$(2) = ¢ tanh” (?Z)' (3.87)

Pour les autres types d’orbites, les résultats sont similaires a ceux obtenus dans les
sessions précédentes.

A- Trajectoires de phase et solutions pour : 1, <0 < i < hy d’ol ¢5 < 0 < ¢, < Pe,

H(¢ . 0)

FIGURE 3.18 — Représentation de la fonction H(¢,0) (en orange) par rapport a la posi-
tion ¢. Lintersection de H(¢,0) avec n'importe quel niveau d’énergie » donne une valeur
spécifique a A;. Deux exemples sont montrés : (a) hy < h < 0 conduit a 1y, A, et 5. (b)
0 < h < hy conduit a g < 0, A3 et A4. Les abscisses des extrema ¢,, et ¢., sont données
au paragraphe 3.3.2.2.1. 0, ¢, et ¢o, sont les racines de H(¢, 0).
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Il est plus pratique ici de représenter la fonction H(¢, 0), obtenue de I'équation (3.83)

lorsque la dérivée d—¢ = y est égale a zéro (voir Fig.[3.18). Son intersection avec
z

n’importe quel niveau d’énergie i donne une valeur spécifique a A; dans l'intervalle
[0, +oo[ suivant les différents cas. Par conséquent, en fonction de la valeur de 4, les
trajectoires de phase, définies par H(¢,y) = h, doivent correspondre a l'intervalle
défini par ¢ ou H(¢,0) est au dessus de & (voir figure [3.18). Il est représenté a la
figure par différentes couleurs de trajectoires de phase.

0 '\1¢e A ¢°2 ¢e P\ Pm
2 1 1

0

FIGURE 3.19 — Portraits de phase du systéme (3.82) lorsque h, < 0 < h; < h, alors
¢s <0< ¢, <., (Valeurs des parametres : P=-1,0=1.9,v, = 1.5et c3 =4).

1. Lecash < hy correspond aux orbites fermées en traits mixtes verts de la figure

entourant les points d'équilibre E 2) (¢, ,,.0) et passant par l'origine 0.

ela conduit a une famille de solutions périodiques des systemes (3.81) ou
(3.82).

2. h = h correspond aux orbites homoclines en bleu. Ici nous avons F3(¢) =

1262 (¢ = ¢) (¢ = ¢e,)* OU d = (3¢, — ¢e,) /2. De I'Eq. (3.84), nous avons la
représentation paramétrique de 'homocline :

G (1) = P — PmSN* (0211, k2) , (3.88)

avec

2P (¢e2 - ¢v) .
z (77) = 4 ,—3—03 [7] + mﬂ(arcsm (sn (pz?], K2)), Q%, K2):| 5

ol p2 = Vo — ¢s/2, K% = G/ (dm — ¢s), €t Q% = ¢m/ (¢m - ¢ez)-

1 m — Pe ’ .
i) Sip < —sn“( u,@), avec I'Eq. (3.88) nous obtenons des soli-
P

m

2
tons bright ou 0 < ¢ < ¢,

ii) Sipl > lsn‘l( %,/@),I’Eq. 3.88) nous donne plut6t des solitons
P2

m

dark avec ¢,, < ¢ < ¢p,.
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3. h, < h < 0 correspond aux boucles en pointillés rouges de la figure

La premiére famille respecte 0 < ¢ < A < ¢.,, tandis que I'autre entoure le
point d’équilibre E; = (¢,.,,0) en respectant 1, < ¢ < As. Le polyn6me d’ordre
trois F3 est donné par la relation Fs3(¢) = 12c§ (p—A1)(p— ) (d— As), €t la
représentation paramétrique des solutions nécessite de résoudre l'intégrale

2P ¢ - ¢s
= 4f—-—— d , 3.89
2 3c3f: ¢\/¢<¢—Al>(¢—zz><¢—zs> (3.89)
dans le premier cas de figure par exemple.

Lorsque & = 0 (trait continu noir de la figure [3.19), la trajectoire de phase relie
les points (¢o,, 0) et (¢o,,0). De (3.84), nous avons

¢ (1) = do, = (¢o, — ¢0,) SN (377, &3) , (3.90)
avec
2P s ,
z(n) = _E [77 - P3¢¢01 H(arcsm (sn(p3n, «3)), Q%, K3)] ,

ol k3 = (¢o, — B0,)/ (o, — bs), Q3 = (B0, — do,) /do, €t p3 = \[bo, — /2.

Le cas h € ]0,hi[ correspond aux orbites en pointillés dorés de la fi-
gure [3.19| entourant le point E; = (¢.,,0). Le polyndbme F; prend la forme
F3(¢) = cf (¢ — A0) (¢ — 23) (¢ — A4), et nous obtenons des familles de solutions
périodiques du systeme (3.81).

En utilisant le méme principe d’étude et d’analyse que ce que nous avons présenté
au paragraphe A.1, nous présenterons pour d’autres jeux de parametres (P, Q, v., c3)
le plan de phase en (¢,y), mais en s’arrétant uniquement sur les nouvelles
formes d’orbites physiquement acceptables, c’est-a-dire des orbites nouvelles non
présentes dans les cas précédents.

Trajectoires de phase et solutions pour : i, < hy; <0< h;ou hy < hy <h; <0
Lorsque ¢, = P/2c3 > 0, il apparait une droite singuliere ¢ = ¢;, nous conduisant
a utiliser le systeme d’équations a la place du systéme (3.81). En assumant
que h, < hy < 0 < hy, nous obtenons des courbes paramétriques définies par
H(¢,y) = h comme le montre la figure [3.20}, classées comme suit :

1.

H($,y) = ha
Ce cas correspond a l'orbite bleue qui passe par le point E; = (¢,,0).
La fonction H(¢,y) = h, peut étre réécrite de la maniére suivante : y> =

2
36 On) (¢~ Jer) . Les résultats sont similaires a ceux obtenus au pa-
2p (¢ — )
¢m B ¢62

ragraphe précédent quand || < pisn‘1 ( ¢—,K2) et0 < ¢ < o,
2

m

Par ailleurs, ¢., < ¢ < ¢, correspond a la courbe en traits mixtes bleus sur la
figure [3.20] révélant I'existence d’'une onde solitaire dont la représentation est
donnée par :
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FIGURE 3.20 — Portraits de phase du systéme (3.82) lorsque, h, < hy < 0 < hy, alors
0 < ¢., < ¢5 < &, (Valeurs des parametres : P = —1.5, 0 = 0.05, v, = 1.5 et ¢; = -3).

o =0 [6n  [6m
P =os + an(p4n,K4) ] o5 \/¢s[

j _(Zezl‘[[arcmn(sn(n,m)) Qs, k4]

ou P4 = \/(303/2P) ¢ma K4 ¢s/¢m et Q3 = (¢s ¢ez) / (¢m - ¢€2)'
2. H(p,y)=h, h€lhy, hy

(3.91)

z(n) = p4

i) Pour ce cas, I'orbite principale est celle fermée en pointillés rouges sur la
figure qui intersecte la droite singuliere ¢ = 0. Le polyndme cubique
devient F3(¢) = 12c3(¢ — 41)(¢ — 1)@ — A3), aveC 0 < A < ¢, < A <
#s < ¢e, < A3. Cela conduit a des solutions périodiques du systéeme
quand 0 < ¢ < 4.

ii) 1 < ¢ < ¢, correspond a la famille des branches infinies en traits interrom-
pus dorés de la figure [3.20, donnant des solutions dont le profil est donné
par l'intégrale :

2P 4 ¢ - ¢s
= | — d . 3.92
(=435 L ¢\/¢<¢ “I G- B -9 (5.92)

3. Lorsque h = hy, le polynébme de degré trois F; est donné par Fs(¢) =
12c§ (Pp—ds)(@—A)(@— ) avec 0 < A; < @, < ¢s < ¢, < A €t correspond
ainsi a deux familles d’orbites :

i) Pour 0 < ¢ < A1 < A2, nous avons la premiére famille qui est une partie
des orbites fermées en pointillés rouges passant par l'origine sur la figure
et donnant comme solution, des ondes périodiques,

ii) et lorsque 0 < A; < A, < ¢, nous avons la seconde famille qui
est représentée par les traits mixtes verts sur la figure [3.20, dont la
représentation est :
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_ Ay — /l]Sl']2 (P52, Ks)
1 -sn?(psz,ks)

avec ps = V3c3A2/8P et k2 = A1/ 1.

Les cas représentant les branches ouvertes en traits violets sur la figure [3.20]
correspondent a plusieurs cas de figures

16! (3.93)

i) helh,0[:pource cas, F3(¢) = 12¢3 (¢ — 11) (¢ — ) (¢ — A3) avec 0 < A; <
b, < s < A2 < Pe, < A3. Cela conduit a des solutions ondes solitaires du
systeme (3.82) quand ¢, < ¢ < 1, avec des profils donnés par l'intégrale :

2P [ ¢ — ds
N Bl d . 3.94
d9= 3 f¢ ¢\/¢(¢ By R T S A

ii) Lorsque =0, F3(¢) = 12c§¢ (@ — A1) (p— ) 0oU s < A5 < ¢, <Aa,avecla
représentation suivante :

¢ (2) = ¢5 — (A1 — ¢5)SN* (P62, K6) , (3.95)

ol p6 = +/3¢3 (A2 — ¢) /8P €t kg = (11 = ¢5) [ (A2 — &)

iii) Pourh €10,h[, F3(¢p) = 120% (d—A)(@—A)(@p—-A3)avecd; <0< ¢y < <
A» < A3. Dans ce cas, pour avoir les solutions, il faut résoudre I'intégrale

2P [t ¢ =5
= /== d . 3.96
2= \3; f¢ ¢\/¢(¢ “-am-g 0%

C- Trajectoires de phase et solutions pour : 7, < hy <h; <0 d’ou 0 < ¢, < ¢, <

b5

Les portraits de phase du systéeme sont bien illustrés a la figure [3.21| et
peuvent étre classés en six catégories. Les courbes paramétriques ci-dessus ont
un impact significatif sur I'étude d’un comportement dynamique du modele de base
(3.6). Ces comportements dynamiques des courbes d’énergie au voisinage de la
droite singuliere ¢ = ¢, donnent lieu a de nouvelles solutions exactes du systeme

(3.82).
Sur la base des trajectoires de phase ci-dessus, nous pouvons avoir les discussions
suivantes.

1. H(p,y) = hy

Les courbes d’énergie définies par H(¢,y) = hy sont des orbites hétroclines
en traits continus violets de la figure pour (1, < ¢ < ¢y) et une partie
des orbites fermées en pointillés rouges lorsque 0 < ¢ < A;. Ici, F3(¢,y) =
1263 (¢ — ¢5) (¢ — 1) (¢ — A2), avec 0 < Ay < ¢, < b < ¢, < ¢5. Par conséquent,
a partir de I'Eq. (3.84), nous avons la représentation paramétrique des solu-
tions périodiques de type cups :

$(z) = Lisn* (72, k7) , (3.97)
avecO<¢</11 </12,p7 = 3C3/12/8P et K% 2/11//12.
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FIGURE 3.21 — Portraits de phase du systéme (3.82) lorsque hy < hy < by < 0 et ainsi
be, < Pe, < @5 (Valeurs des paramétres : P = —1.779195, Q = 2.3, v, = 1.5 et c3 = —0.8).

Dans le cas correspondant a I'orbite périodique (0 < 2; < 1, < ¢), nous avons
la représentation paramétrique d’une solution onde périodique du systeme
(3.82) définie comme suit :

= Aysn? (prz, K1)

@) 1 —sn2(p7z, k7)

(3.98)

2. Lorsque h € \hy, hy[
Pour ce dernier cas, les orbites sont en pointillés bleu ciel ou cyan, et corres-
pondent a la famille qui entoure le point d’équilibre E;(¢,,,0). Alors, Fi(¢,y) =
123 (- ) (@ —) (@ —A3), avec 0 < 4| < ¢, < A < ¢, < A3 < ¢5. Ce qui
conduit a des solutions périodiques pour le systeme (3.82).

D- Trajectoires de phase et solutions pour : i, < h; < h; <0etdonc 0 < @5 < ¢, <
Pe,

0.4 b 0.8

2 ¢ 1
FIGURE 3.22 — Portraits de phase du systéme (3.82) lorsque h, < hy < by < 0, d’oU
0 < ¢ < P, < ¢, (Valeurs des parameétres : P = 0.2, 0 = 0.5, v, = 1.5 et c3 = —1.3).

1. Comme le montre la figure [3.22] pour i € ] — oo, hy[, les courbes importantes
définies par H(¢,y) = h sont des orbites circulaires en traits mixtes cyan en-
tourant le point d’équilibre E»(¢.,, 0) et une partie des orbites ouvertes en traits
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mixtes verts qui intersectent I'axe . Comme conséquence, il existe respecti-
vement dans le systeme une famille de solutions périodiques et une famille de
compactons.

Le cas h = hy

correspond a deux familles d’orbites. La famille des hétéroclines en noir sur la
figure [3.22] entourant le point d’équilibre E»(¢.,,0), et reliant les points 0(0, 0)
et EX(¢s, Y5). Lautre famille est une partie des orbites ouvertes en traits mixtes
verts coupant I'axe ¢ apres le point d’équilibre E;(¢,.,,0). Dans ce cas, F3(¢) =
1263 (¢ — ¢5) (¢ — 1) (¢ — o).

Il existe une boucle constituée de deux orbites en arc, hétéroclines dont la
représentation paramétrique est une solution périodique, quand 0 < ¢ < 1; <

¢
A2, avec z(¢) = wlz—Pf i - Sa solution est similaire a celle
3es Jo oA — ) (2 — @)
obtenue en (3.88).

Pour les orbites ouvertes en traits mixtes verts, 0 < 14; < A, < ¢, alors

z2(¢9) = /2—P fb a¢ - Sa solution est similaire a celle obtenue
3esJo \p(p— ) (¢ - )
en (3.93).

Pour une valeur fixée de h € Jhg, [ donc 0 < A < ¢5 < ¢, < A2 < ¢, < A3,
F3 prend la forme F5(¢) = 12c§ (¢ — 1) (¢ — A2) (¢ — A3), et correspond a trois
familles d’orbites.

i) Pour 0 < ¢ < Ay, la premiere famille fait partie des lignes en pointillés
rouges de la Fig. et il existe une famille de solutions périodiques de

types peakon du systeme (3.82).

il) ¢; < ¢ < A, correspond a la deuxieme famille. Les courbes ouvertes se
trouvant dans la zone située entre le point selle E;(¢,,,0) et la droite sin-
guliére ¢ = ¢, (en pointillés dorés de la Fig.[3.22). Le systéme admet des
solitons compactons.

ili) La derniere famille est une partie des orbites ouvertes en traits mixtes
verts qui coupe I'axe des ¢ a droite du point d’équilibre E;(¢,,,0).

Dans ce paragraphe, nous nous intéressons a la résolution du systeme dans son
entiereté, c’est-a-dire avec ses six parametres de bifurcations (P, Q,c1, ¢z, c3 et v,) et ses
trois droites singuliéres, ¢ = 0; ¢ = P/c; et ¢ = P/(ca2 + 2¢3). Afin d’avoir cette fois-ci les
points d’équilibre du systéme, il faut trouver les zéros de la fonction ¢> f3(¢). De maniére
similaire au paragraphe précédent, les solutions pourront étre recherchées a partir de la
relation et du systéme (3.79). Présentons maintenant les portraits de phase des
différentes bifurcations du systéeme selon les valeurs des parameétres du systeme.
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Ici, la valeur du déterminant de la matrice Jacobienne linéaire au point d’équilibre E; est :
Ji = J($e;,0) = 8c3(be, — B1) 85 (C2 + 2¢3)(s, — Be) B3y, + 2028, + 1)

Concernant ’'Hamiltonien (3.80), nous avons :

as¢?

8c2

H@QO,0) = hy=-

H($e,0) = h1 =0,
_CL’3(¢52 - ¢e)2 .

2
8C2

H(¢sz s Ysz) hsz =

Les solutions s’obtiendront en résolvant I'équation :

2 _ G2()
"~ (2 +2¢3) ¢—P (3.99)

8c2h
ou Gy(¢) = g—; {((ﬁ —$) + a—i] Pour les portraits de phase correspondant a cette si-

tuation, nous avons fixé les valeurs des parametres : P = —1; Q = —-0.5623; ¢; = —1.732;
cy = —0.3333 et v, = 2.598. Les différents cas de figures s’obtiendront pour différentes
valeurs de c3.

1. Casou0< ¢, < ¢y, <, alors hy, < hy <h; =0d’ou c3 = 0.09523

1071

-10¢

0 ¢|1 ¢sl:¢e ¢|2 ¢01¢k2¢52 ¢a28
¢

FIGURE 3.23 — Portraits de phase du systéme (3.79) lorsque hy, < hy < h; = 0, d’oU
c3 = —0.09523.

i) Pourh e ]-c0, hpl, les orbites correspondantes sont celles de couleur verte de
la figure (3.23) coupant I'axe des ¢ au point (¢4,,0). Ici G2(¢) peut se mettre

sous la forme : G,(¢) = %(qﬁ — $a, )P — Pay), OU ¢y, €t ¢4, SONt SES racines
2
(#a, <0 et @, >0). La solution correspondante est
¢az¢52
bay = (Pay — B5,)SN>(Qu11, k1)

¢(n) = (3.100)

avec
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Zm) =+ [—¢s277 + %H [arcsin (sn(Qq 17, kll));&%l;kll]],

< 1 ay — Wso —Qq a — Psy
ou Qq = 5 Par(Ps, — bay) ; &%1 = u et k%l = (¢i2(;§z_¢j) ); 0 <

az

1
—K(kq1).
77<Q11 (k11)

ii) Le cas h € ]hy, hol correspond a l'orbite jaune qui passe par le point (¢x,, 0). Ici
Ga(¢) = %(gﬁ — ¢r, )@ — dr,) OU Py, < 0 < ¢y,. La représentation paramétrique

C
2
de cette solution est donnée par :

¢Sz¢k2
¢S2 - (¢S2 - ¢kz)3n2(Ql3TI, k13)’

d(n) = (3.101)

avec
_ Pk, : L52
2m) = | =g + =11 farcsin (sn(Qia. kiz): a3 ks |

: 1 o s P (=) (s, — P12)
et ol Qs = 5 Vb (de ~du), djy = brs 2, ki = ¢a]:(¢k2 _¢k1]; et

1
—K .
0<np< on (k13)

iii) » = hy correspond a la trajectoire de couleur noire qui coupe I'axe des abs-
cisses au point (¢o,,0). Alors Ga(¢) = Sa%qﬁ(qb — ¢o,) et la solution est :
2

_ i . 2¢ & . 2¢01¢52 _ ¢01 + ¢S2
2(p) = ia)o arcsin o P + 1{(})01 arcs1n{¢(¢sz —00) " b —to,

¢S2 - ¢01
(3.102)

iv) Le cas h € ]hg, h; = 0[ correspond a deux familles d’orbites. La premiere est
celle en pointillés rouges passant par I'origine, et la seconde, toujours en poin-
tillés rouges, coupe I'axe des ¢ au point (¢;,,0) et tend vers l'infini au voisinage

de la droite singuliere ¢,,. Pour ce cas, G2(¢) = %«p — ¢1,)(¢ — ¢1,) et nous
C

avons :

a)

_ b1,68N* (151, kis) — ¢, ¢,
¢1,SN%(Qusn, kis) — ¢,

¢(n) (3.103)

et

¢119_15¢12 I1 {arcsin (sn(€2y51m, k15)) 5 &%5; le}:|

2 — ﬂ k2 — ¢11(¢S2 _¢[2)
B, B dnlds, — 1)

1
Z(TY) == (¢lz - ¢s2)n +
wo

Si0<¢ <@, <d¢, < ¢s,. Nous avons & et

1
0 <n< —Ki(kis).
n Qrs 15

} .
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b) Par contre, si 0 < ¢;, < ¢, < ¢ < ¢, NOUS AUrONS :

_ b1, (Bs, — #1,)SN*(Qusn, kis) — G (b5, — B1,)

o0 (¢s, — ¢1,)SN> (57, kis) — (¢s, — d1,)

, (3.104)

avec

1 - . -
zm) = +— (¢, — Ps,)n + MH{MCSIH (sn (Qy5m, k15)) ;a%so;kls} ,
wo QIS

2 _ ¢sz B ¢lz

ou &4, =
150 ¢, — ¢y,

1
et 0<n< —Ki(kis).
n Qs 15

V) h=h =0
Ce cas correspond a l'orbite de couleur bleue qui passe par les points (0, 0) et

(¢¢,0). On a : Go(¢) = %(qﬁ — ¢.)? et la solution :
©

_ i 2¢ ¢Sz - ¢e
2(p) =+ " ) +

arcsin (— -1 —~ _arcch (

203, = be) b2 = 20 )} .
52 ¢e

¢S2 (¢ - ¢e) ¢S2
(3.105)

vi) Pour h € hy, +oo],
Nous avons la famille des trajectoires ouvertes en vert qui passent par I'origine
et qui tendent vers l'infini au voisinage de ¢,,. G2(¢) = % (@ - a0)? + B3] et la
C
2

solution est obtenue en résolvant l'intégrale

1 - Szd
S (¢ = $s,)dd

v[¢
DI04, - )] @ - a0 + b))

, (3.106)

pour 0 < ¢ < ¢s.

2. Casou 0<¢e =52 <o, d’ou iy < (I =hg, =0);¢c3=0

107

-10¢

FIGURE 3.24 — Portraits de phase du systéme (3.79) lorsque 0 < ¢, = ¢ < ¢o, et
hy < (I =hs2 =0);¢c3=0.
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i) Lecashe ]-o0,hy[ correspond a la famille de courbes de couleur violette qui
coupent I'axe des abscisses en (¢,, 0) tel que ¢y, < ¢,. Les solutions obtenues
sont similaires aux solutions (3.100).

i) Pour h = hg, l'orbite correspondante est celle en noire sur la Fig. et la
solution est similaire a celle obtenue a I'Eq. (3.102).

iii) 7 € ]ho, hs,[ correspond a la famille des orbites en pointillés rouges de la Fig.
et la solution correspond a la représentation paramétrique suivante :

— ¢a1 (¢az - ¢32)Sn2 (93377’ k3'3) - ¢sz(¢a2 - ¢a1)

, 3.107
¢ (Pay — b5,)8N* (3317, k33) = (Pa, — Pay) ( )
avec
_ 1 ¢S2 - ¢a1 . Lx2 0,
2 = £— [(Pa1 — ds2)n + —H{arCSIH(Sn(st, k33)),0330,k33}
wo Q33
) _ ¢a2_¢s2
pour 0 < ¢, < ¢y, < ¢ < ¢4 NOus avons ici az,, = ﬁ et0 < n <
a — Ya
a5 K(ks3).

iv) h = h; = hy, correspond a I'orbite de couleur bleue de la Fig. qui passe
par l'origine et le point d’équilibre (¢,, 0). La fonction G,(¢) = %(qﬁ - ¢.)” et la

C

2

solution correspondante est :

2P) = ia)io arcsin(i—¢ — 1). (3.108)

e

v) Le cas h > h; correspond a la courbe en vert de la Fig. et la solution
correspondante est semblable a celle obtenue par l'intégrale (3.106).

3. Casou0< ¢, < ¢, <po, d’OU hy < hy, < hy;c3=0.0833...

FIGURE 3.25 — Portraits de phase du systéme (3.79) lorsque 0 < ¢;, < ¢, < ¢o, d’'OU
hgy < hS2 < hy avec c3 = —0,0833....

i) h e ]-o0,hy[ correspond aux orbites ouvertes de couleur jaune de la figure
Ici nous avons G;(¢) = %(qﬁ - ¢a1)(® — ¢2) €t les solutions correspondantes

C
2
sont similaires a celles du cas 1. i)



3.3. BIFURCATIONS ET SOLUTIONS DE L’ENLSE 59

ii) Le cas h = hy correspond a la trajectoire de phase de couleur bleue de la
figure qui passe par le point (¢, 0) et qui tend vers I'infini au voisinage de
la droite singuliére ¢,. La solution correspondante est similaire a la solution

Eq. (3:102).

ili) Pour & € 1hy, hy[, nous avons une premiere famille d’orbites fermées en poin-
tillés rouges passant par I'origine 0O(0,0) coupant I'axe des abscisses au point
(¢1,,0); et une seconde famille d’orbites ouvertes, toujours en pointillés rouges,
qui passent cette fois-ci par le point (¢,,,0) et qui tendent vers l'infini au voisi-

nage de la droite singuliere ¢,,. Nous avons G,(¢) = %Qp —¢1,)(@ — ¢p,) et la
C
2
représentation paramétrique des solutions est :

a) pour0 < ¢ <@g < s, < Pa,

_ Gay s, SN* (3317, k33) — By P2
¢a1 Sn2 (9337], k33) - ¢S2

$() : (3.109)

avec

1 - . -
) = £ — [MH farcsin (sn(Qss. ks3)): & k33}]
wo | 33

~2 % 2 _ ¢a| (¢a2 _¢S2)

1
et a ’ 0< n< _K(k33)

3 ¢~Y2 , 3 ¢S2 (¢a2 - ¢a1) Q33
b) Pour 0 < ¢, < ¢5, <@ < Pa,,

$(p) = Gay (Pa, — $52) SN (Q337, k33) — b, (Ba> — Pay)
(¢a2 - ¢sz) sn? (93377, k33) — (¢az - ¢a|)

: (3.110)

avec

1 s — . ~
2 = £— |(¢a; = ¢s) 1 + MH{arcsm (SN (Q337, k33)) 5 @330 k3
wo Q33

~ ¢a2 - ¢s2
avec &, =
30 ¢, — ¢,
iv) Lorsque & = hy,, 'orbite principale est celle (en noir) qui coupe la droite ¢,, en

deux points sur la figure [3.25| Alors G,(¢) = % (¢ — ¢s,) (¢ — ¢5,) et la solution
C
2

1
et 0 —K(k33)-
<77<Q33 (k33)

a le profil donné par la relation :

2¢) = iwi arcsin(;—¢ - 1), (3.111)

0 S4
ou 0 < ¢ < gy,.

v) Pour h € ]h,, hi[, nous avons des orbites fermées en pointillés bleu ciel qui
entourent le point (¢., 0) et la solution est similaire a celle de I'Eq.[3.103

Lorsque f;(¢) admet une racine double, nous avons f3(¢) = @3(¢ — ¢.,)* (¢ — de,) = a3¢° +
@ ¢? + a1 + ap. La forme canonique de f3(¢) est :
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(@) = a3 , (3.112)

@+ =20 + Po(p + ~2) + Qo
3a3 3a3

2
1 2 N C ,
avec Py = 2 — ~ (%) et Qo= (Z—j) + Z—Z - 621522. Le polynéme du troisiéme degré
3
3

P
admet une racine double si et seulement si nous avons la condition : Q3+ —9% = 0. Alors,

27
. . —P -P .
ses racines sont données par : ¢, + 2 g [0 e ¢62+2 = iz,/—o . Laracine
3a3 3 3a3 3
double est donnée par :
—ay + ,/a% —3aja3
be, = . (3.113)
3a3
La racine simple est donnée par :
—ag +2 ,/0/% -3a1a3
be, = . (3.114)

3&3

Nous remarquons que ¢,, Vérifie la relation 3a3¢§1 + 2a2¢., — @1 = 0, donc J(¢,,,0) = 0.
Pour tracer les portraits de phase , nous avons fixé les valeurs des parametres suivants :

P=-1;0=+0,3766; v, =2; c; = —0,8724; ¢, = -0, 3. Nous obtenons alors : @y = —16;
P

cy + 263 |

. 10
) =+20; a2 = -8; a3 = 1. [l s’en suit que ¢, =2; ¢, =4; @5, =?et¢sZ:

L'Hamiltonien du systeme dans cette situation est donné par :

_[+2e00-P) 5 o
H($,) = ; Vbt i+ 2

Ici, Bo = 0,987662; By = 3,703701; B, = —1,3888; H(¢,,,0) = hy = 4,321357; H(¢.,.0) =
hy = —12,3443; H(0,0) = hy = —% =0,987662. Ona

(3.115)

V= 55(¢) (3.116)

c2(ca +2¢3)(d — ¢ ) — ¢,)”

avec

a
G3(9) = 8—;& +(PB2 = B1c2)¢” + (PB1 + hea)p — P(h = ho) (3.117)
Ces relations permettront de déterminer les solutions du systeme.

1. Casou0< ¢, <ds <o, <5, d’OU hy, < hy <0< hy < hy;c3=0,066667

i) Pourhe |-o0,hyl
Ce cas correspond a une famille d’orbites de couleur rose délimitée par la
droite verticale passant par ¢, et l'orbite correspondant a h,, passant par le
point (¢s,,0) tel que H(¢y,,0) = hy,, avec ¢, < ¢y, < ¢, (voir Fig.[3.26). Les
orbites correspondantes sont celles qui interceptent I'axe des ¢ en ¢, et admet-
tant chacune une branche infinie au voisinage de ¢;,. On a une autre famille
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FIGURE 3.26 — Portraits de phase du systéme (3.79) lorsque 0 < ¢, < ¢s, < de, < ¢, d'OU
hs, < hy <0< hy < hy etcz =0,060667.

d’orbites de couleur rose qui admet des branches infinies en ¢,, chaque orbite
interceptant I'axe des ¢ en un point (¢,,,0). Alors , nous avons :

G3(9) = g—;w — $a) (P — $ar )b — bay) (3.118)

et

2 @3 (@ — Pu)(@ — ¢u )@ — Puy)

Y T8+ 2@ - )@ — b)) (3.119)
avec ¢u, <0 < ¢y, < Py < Ps, < Py, .
Pour le cas ¢;, < ¢ < ¢4, NOUS @vons :
1
( —Qas3 )5 R f¢“ (¢ — &5 (D5, — D)dP )
8¢3(ca + 2¢3) - Jy NP = )@ = Pa, )P = ar) (@ — D) (D5, — )
(3.120)

Pour ¢, < ¢ < ¢41, NOUS AVONS :

1

_ (¢ - bs, )(¢s2 B ¢)d¢

-3 2 . ﬁal ‘
(86%(6'2 + 203)) : ¢ \/¢(¢ = )@ = a0, )P — G0, (P — 5, ) (s, — D)
(3.121)

Pour h = hy, , avec ¢ = ¢,

Nous avons une trajectoire de phase correspondant a une orbite de couleur
rose qui tend vers l'infini au voisinage de ¢, et qui intercepte I'axe des ¢ en
(¢5:0) tel que

G3(9) = g—;w — $,)(d — B3) (b — b5, (3.122)
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avec ¢;, <0 < g5, < ¢ < ¢g,. Alors,

y2 — —a)2 ¢(¢ - ¢s;)(¢ - ¢S4) . (31 23)
¢ - ¢S1

Une représentation paramétrique de la solution est de la forme :

(3.124)

B
¢ = —G = - ’
- ‘fT}“an(len, k12)

— —as : 2 (_¢S4)(¢s3 - ¢s1) _ l e
avecw = (SC% (C2 + 2C3)) ’ k12 - ¢S3(¢s1 - ¢S4) : le a 2 ¢S3(¢s1 ¢s4) et

11 [arcsin (SN(Quan, k12)) 3 @2y klz] : (3.125)
12

1
() = £

iii) Pour i € |hy,, hy|
Pour ce cas , nous avons une famille d’orbites de couleur rose définies dans
lintervalle |¢s,, ¢.,[ et limitées par les orbites correspondant a &y, en ¢, et hy
en ¢.,, puis une autre famille de couleur rose toujours limitée par i, en ¢,, et
la droite singuliére ¢,,. On a:

a3 (¢ — Pa) (¢ - ¢a1) (¢ - ¢a2)

86‘2

Gi3(¢) = (3.126)

et

2 2¢(¢_¢a)(¢_¢a1)(¢_¢az)
= - , 3.127
R P Y P (3-127)

avec ¢y, <0 < ¢y, < Py, < @y < s, .
Pour ¢, < ¢ < ¢,,, nous avons

¢ _ _
) = il f (9= ¢5) (¢5, — ¢)do ' (3.128)
w b \/¢ (¢ - ¢a) (¢ - ¢a1)(¢ - ¢az) (¢ - ¢s1)(¢52 - ¢)
Pour ¢, < ¢ < ¢5, , nous avons :
¢ _ _
2¢) = il f (¢ — ¢5)) (¢5, — ¢)do _ (3.129)
W Jgy G (P = ba) (@ = b)) (P~ ¢ay) (§ = bs,) (5, — D)
iv) Pourh =h,
Dans ce cas, nous avons l'orbite en pointillés noirs d’équation :
G3(@) = - (&= ¢0)’ (&~ dm) (3.130)
2
et
2o 2 8@ 00) (@ = dm) (3.431)

(¢ - ¢S1) (¢ - ¢S2)

avec ¢, < ¢5, < ¢ < ¢s,. Une représentation paramétrique de la solution est
donnée par :
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¢Sl ¢52
¢Sz - (¢Sz - ¢51) Snz(Ql477’ k14)’

d(n) = (3.132)

et

1 b5, Ps, bs, . )
=4+ (== —1I1 Qun, ; ok 3.133
z2(m) +w[ o, T 0 [arcsm(sn( 1411, k14)) 5 @y 14] ( )
+£&%%fﬂﬁﬂPmmn@mﬁmmhﬂﬁ@ﬁﬁhdy

N s~ Ps1) \T¥my !
ou k%4 - (¢¢ (; )—(¢¢) )’ Q4 = 5 b5, (¢s1 - ¢m2)! 0<np< 9141§(k14).

v) Pour i € 1hy, hy[

Dans ce cas, G3(¢) admet une seule racine négative et peut se mettre sous la
forme :

Gs(@) = 5o (6= 60) (0~ o)’ + 1) (3.134)

avec ¢, < 0; cette situation correspond a une famille d’orbites de couleur rose
limitées par les orbites correspondant a i, et hy avec des branches infinies en
o5, et ¢5,. Nous avons

¢ (6 — ¢a) (6 — ao)” + b)
2 _ 2 , 3.135
YT T 06 (0 0w) (3135

et la solution est de la forme :

(¢ B ¢S| ) (¢S2 B ¢) d¢

¢
A¢9) = %f : (3.136)
9= 03) (B~ 8)9 @ = ) (6 — a0 + 1Y)
vi) Pour & = ho = —%

Ce cas correspond a une orbite définie de couleur rose dans lintervalle
l¢s,, ¢52[ avec des branches infinies en ¢, et ¢,,. On a dans ce cas :

Gs(@) = o0 (60— o)’ + 1) (3.137)

et
¢* (¢ — ao)® + 1))
2= P . 3.138
R P T (3.138)

La solution est de la forme

. (3.139)

¢ - s s = d
4@:111‘ (6~ $:)bs, ~ D)o
01§ \J(6 ~ 6:)(s, — ) (@ — a0)? + 1))

w
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vii) Pour h € 1hg, |

Nous avons deux familles d’orbites. La premiére famille est constituée d’orbites
en pointillés rouges dont chacune intercepte I'axe des ¢ en un point (¢,, 0) tel
que 0 < ¢, < ¢,,. La seconde famille est constituée des orbites de couleur rose
définies dans l'intervalle |¢,, ¢,[ et admettant des branches infinies en ¢;, et
#5,. Nous avons :

a3
G3(@) = g (¢ do) (¢ — ao)® +b5)- (3.140)

Pour 0 < ¢ < ¢,, Nnous avons :

G3(@) = g (6= 60) (0~ o) + 1) (3.141)
et
¢ — _
-2t [ (0= 4) @, - D) s
O 6= 606 - 66 @a— 6) (6 - a0 + B))
Pour ¢, < ¢ < ¢5,, NOUS avons
(¢ - ¢S|)(¢S2 B ¢) d¢ (31 43)

¢
== |
%2 (&= 60) @5, - 9) 8@ - 6 (6 - a0 +1})

viii) Pour h = Iy

Pour ce cas , nous avons une orbite fermée de couleur bleue qui passe par le
point d’équilibre E(¢,,,0) et une autre branche d’orbite définie dans l'intervalle
|#s,, ¢s,[- Nous avons alors :

Gs(¢) = g—z (¢ - ¢e,) (3.144)

et

2 _ 2 ¢(¢_¢€|)3

=— . 3.145
T (3149
La solution est donnée pour 0 < ¢ < ¢,,

¢e1¢slsn2(91877, k18) - ¢€]¢S1
= , 3.146
0 = s i, Kas) — b, (3.140)

z(n) = +MH [arcsin (Sn(Q kig); @%: k )]
n== wQg 1871, K18); 01 g; K18

(3.147)

+¢S1 (¢€1 _¢S2) fﬂ d’]
B W, 0 SN*(Qisn, kig)

et
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arcsin ’¢(¢sz B ¢€1), 1,k18 _
¢S2 _¢

fﬂ d____ful,
0 SN%(Qisn. kig) ngkfg

(3.148)
LF arcsin ¢ (¢s2 - ¢e1)’ k18 .
18 ¢S2 - ¢
Et pour ¢, < ¢ < ¢,,, NOus avons :
¢s1 (¢sz - ¢el) - ¢e1 (¢sz - ¢s|)sn2(91877’ le)
= 3.149
¢(n) (¢S2 - ¢€]) - (¢sz - ¢S|)Sn2(91877’ le) ( )
et
20) = i(¢5e1 - ¢sl)77 N (¢s1 - ¢el)H[arcsin (sn(ngn, k]g);d’z ;klg)]
w a)Q1g 18
(¢sz - ¢‘91 ) n g 2 (31 50)
o =00 f S35y, ki)
w 0
ou nous avons
fnsnzgz kig)dn = F(v,kig) — lEk 3.151
5 (Qusn, kig)dn = Qe (v, kig) Oekos (v, kig) (3.151)

_ (¢S2 B ¢81 ) (¢(77) - ¢Sl)
(¢sz — ¢ ) (¢(77) = e, ) .
ix) Pour h € Jhy, +oo[
Ce cas correspond aux courbes en pointillés verts qui interceptent I'axe des
¢ en un point (¢,,0) tel que ¢,, < ¢, < ¢5,. Une partie correspond a la famille
de courbes de couleur rose définies dans l'intervalle |¢,,, ¢,,[ et admettant des
branches infinies.

Pour 0 < ¢ < ¢,, nous avons :

avecv

Gs(@) = g (6= 60) (6~ o)’ + 1) (3.152)
et
Z(¢):i$f (¢_¢s1)(¢_¢sz)d¢ (3153)
O - 6:) (0~ 6.)6 b~ 6) (6 - ) + 1Y)
Pour ¢,, < ¢ < ¢5,, Nous avons
(¢ - ¢sn)(¢sz - ¢) d¢ (3.1 54)

¢
2(P) = iif .
b1 (6= 63) (G5, — 9) 06— 90) (6 — a0 + )

2. Casouo < ey < gy < ey = Gy, d’ou hgy =hy <0< hy <hy;c3=0,025
Pour h € |—o0, hy, |
Dans ce cas, nous avons une famille d’orbites en pointillés de couleur rose
définies dans lintervalle |¢,,, #5,[ et une autre famille de courbes en pointillés
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FIGURE 3.27 — Portraits de phase du systéme (3.79) lorsque 0 < ¢, < ¢, < ¢, = ¢, d'0U
hs2 =hy <0< hy<h;;cz=0,025.

roses également définie dans l'intervalle |¢;,, +oo[. Léquation caractérisant la
ligne de phase est définie par

2 _ 2¢(¢_¢a)(¢_¢a1)(¢_¢az)
y = —w )
(¢ - ¢S1) (¢ - ¢Sz)
avec ¢y, < 0 < ¢y, < da < Pe, < dq,- ON a les mémes formes de solution qu’en
1.
i) Pourh=hy = hy,
Nous avons une ligne de phase en pointillés roses qui passe par le point (¢.,, 0)
caractérisé par I'’équation

(3.155)

2 _w2¢(¢_¢e2) (¢_¢m2)

= 3.156
Y ¢ - ¢Sl ( )
C’est une orbite qui est définie pour les valeurs de ¢ telles que ¢;, < ¢ < ¢,,.
Ona:
¢Sl¢62
(n) = , 3.157
o bey = (Bey — ¢5,) SN2 (217, k21) ( )
1
avec Oy = 3 e, (s, — dm,) €L
1 1 . ~
z2(n) = -_0-; [—¢s177 + Q_zln [arcsm (sn(sz, kgl);a%];kzl)]] , (3.158)
N _¢m (¢e - ¢s ) ~ ¢e - ¢s
ouky = ——— et &, =—".
21 ¢€2 (¢51 - ¢m2) O’,ZI ¢82

II) Pour s € 1h2, hol
On a une famille d’orbites noires définies dans l'intervalle |y, , ¢s,[ et limitées
par I'orbite qui correspond a 4., et la droite d’équation ¢ = ¢;,. Les solutions
sont analogues au cas a).
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iii) Pour h =hy = —%0

Pour ce cas, nous avons une orbite noire définie dans l'intervalle |¢;,, ¢s,[ €t la
solution dans cette situation est semblable au cas du 1. vi).

iv) Pour & € 1hg, hi[
Pour ce cas, nous avons deux familles d’orbites définies exactement comme
dans le cas 1. vi). Une famille d’orbites en pointillés rouges et une autre famille
d’orbites noires et les solutions se déduisent de ce cas.

v) Pour h = hy
Nous avons un cas qui est identique au 1. viii), avec une orbite de couleur
bleue et les mémes formes de solutions .

vi) Pour i € hy, +oo[

Pour cette situation, on a les mémes familles d’orbites que dans le cas 1. ix).
La famille d’orbites en pointillés verts et les solutions sont de la méme forme
qu’en 1. ix).

3. Casou0< g, < <ps, <o, dOU hy, <hy <0< hy<hy;c3=0,0125

5 ‘
> 09‘<>§1 G
_5, |
0 1 o 3990
1 1 2 2

FIGURE 3.28 — Portraits de phase du systéme (3.79) lorsque 0 < ¢., < ¢5, < ¢s, < ¢e,
dou hy, <hy <0<hy<hy;c3=0,0125.

i) Pourh e |—-oo,hy,|
Ce cas correspond a deux familles d’orbites dont I'une intercepte I'axe des ¢
en un point (¢,,,0) tel que ¢, < ¢4, < ¢5, et 'autre famille d’orbites passant en
un point (¢,, 0) tel que ¢, < @5, < ¢, et H(¢ps,,0) = hy,. Nous avons :

Gs(9) = g‘—;(¢—¢a)(¢—¢m)(¢—¢az), (3.159)

avec ¢q, < da, < ¢q €t

yz — _w2¢(¢_¢a)(¢_¢al)(¢_¢a2). (3160)

(¢ = s,) (¢ = b5,)
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Les solutions sont données par :
Pour ¢, < ¢ < g, :

1 (% (9= 5) (95, — $)do
() = +— - (3.161
Z¢ (’UL \/¢(¢_¢a)(¢_¢al)(¢_¢az)(¢_¢s1)(¢sz_¢) ( )

Pour ¢, < ¢ < ¢, :

(¢ - ¢s1)(¢ - ¢sz)d¢

¢
2(¢) = +— f . (3.162)
wJg \/¢(¢a_¢)(¢_¢a1)(¢_¢a2)(¢_¢s1)(¢_¢sz)
Pour h = hy,
Nous avons une orbite d’équation
yz — _w2¢(¢_¢s3)(¢_¢s4), (3163)
¢ - ¢S|
avec ¢;, <0 < ¢, < ¢, et la solution est donnée pour ¢;, < ¢ < ¢, :
¢S3¢s1
= 3.164
#a) b5y — (Bs; — ¢5,) SN2 (Q32, k32) ( )
. ~¢s, (fs; = ¢51)
k2 = LBt T
R R
1 51 . ~
z(n) = i; [—¢s177 + 3—321'[ [arcsm (Sn(Q3217, k3n); agz; k32)]] (3.165)
et Q3 = l\/qﬁ (ps, — b5,) et @2 bss = O avec 0 <ny < ;
2 VTR ATEL T 2 ¢y Q3K (k32)
III) Pour & € 1hs, hol
On a une famille d’orbites en pointillés jaunes entourant E;(¢,,, 0) et
Gs(@) = 5 (6= 02 (9~ 60) (6 = ). (3.166)

avec ¢g, < 0 < ¢y, < ¢, < ¢a, < ¢o, < ¢. Chaque ligne de phase est ca-
ractérisée par :

y2 — _w2¢(¢_¢a)(¢_¢a1)(¢_¢az)
(¢ - ¢S1)(¢ - ¢S2) ‘

Nous avons donc deux familles d’orbites ; 'une définie pour les valeurs de ¢
telles que ¢;, < ¢. Nous avons comme solution :

(3.167)

Z(¢) — il (¢_¢s1)(¢_¢sz)d¢ . (3168)
@ Jgoy (@~ 5) (=) ¢ (ba = D) (¢ = $0,)) (& — Par)
Lautre famille est définie dans lintervalle |4;,, ¢,,[ ayant pour solution :
¢ _ _
(-l (8~ ) (9, ~ 9)d 3.169)

© Jg, (@ = 05) s, — 8) D@D — 00 (& — bay) (P — Par)
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iv) Pour h = h,
Ce cas correspond a I'orbite définie par les relations

as

G3(9) = g2 (9 - ¢e,)> (6 — bmy) (3.170)

et

P2 8@ =00) (@ = dm)
(¢ - ¢s1 ) (¢ - ¢s2)
avec ¢, <0 < ¢, < ¢, < ¢,,. Ce cas correspond aux branches définies dans
lintervalle ]¢y,, ¢5,[ €t nous avons comme solution déduite de 1. iv) :

¢Sl ¢SZ

: (3.171)

= 3.172
#a) bs, = (@5, — Bs,) SN?(Q3477, k34) ( )
et
1 G5, P51 o5, . -
z(n) = £ _¢—e2 + 9_341_[ [arcsm (Sn(Q347], k34);a§4;k34)]
(3.173)
+%34_¢SZ)H [arcsin (sn(ng, k34); (~l§41 ; k34)]} s
~ ¢sz B ¢s1 ~ ¢€2 (¢Sz B ¢S|) 1

avec CY§4 = ¢32 s CY§41 = m et 0< n < Q—34K(k34) k:,2)4 =
(_¢m2) (¢52 B ¢S1)
¢S2 (¢S1 - ¢mz) -

v) Pour h = hy

Alors on a l'orbite définie dans |¢;,, ¢, telle que

Gs() = -6 (6= o) + 1) (3.174)

et la solution est de la forme

() = % ﬁ (¢ —95) (9, — ¢)dg _ 3.175)
51 9@ = b3) (B, — 9) (0 — a0 + )

vi) Pour h € 1hg, Iy
Nous avons deux familles d’orbites : la premiere famille en pointillés rouges
est définie dans lintervalle [0, ¢.,[ et la seconde est définie dans l'intervalle

]¢S1’¢52[;
Pour 0 < ¢ < ¢, < @1, NOUS AVONS

as
Ga(@#) = 5~ (@ =) (6 - a0)* + 1)) (3.176)
et

(¢ - ¢sl) (¢ - ¢32) d¢ .
N ) (¢ - ¢s2) ¢ (¢a - ¢) ((¢ - Clo)z + b(Z))

(3.177)

1
z<¢>=i—f¢
@ Jo-o
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Pour ¢, < ¢ < ¢5,, NOUS avons :

_ (6= ¢5) (b, — 9)dgp
Aep) = ‘—"5 )
01 (0= 05) @0~ )06 — 02 (6 - a0) +12)
vii) Pour h = h

Nous avons les mémes formes de solutions que celles obtenues au cas 1. viii),
avec des orbites de couleur bleue.

(3.178)

viii) Pour i € hy, oof
Nous avons les mémes formes de solution que celles obtenues au cas 1. ix),
avec des orbites en pointillés verts.

4. Casou0< ¢, <@ =5, <pe, d’OU hy <0 < hy < hy; c3 =0. Voir figure (3.29).

y
=

R R

1 2

FIGURE 3.29 — Portraits de phase du systéme (3.79) lorsque 0 < ¢,, < ¢5, = ¢, = ., d'OU
h2<0<h0<h1.C3=0

i) Pourhe ]-oo,hyl
Dans ce cas, on a une famille d’orbites fermées en pointillés jaunes entourant
le point d’équilibre E(¢.,,0) et pour ¢ > ¢, nous avons :

Gs(9) = g“—jz (@ = 0a) (& — bar) (& = bar) » (3.179)

avec ¢4, <0 < ¢y < ¢y, et

y2 — _w2¢(¢_¢a) (¢_¢a12) (¢_¢a2)‘ (3180)
(¢ - ¢S1)

Une représentation paramétrique de la solution est :

¢a¢a1
¢al - (¢al - ¢a) Sn2(941 n, k41)

o(n) = (3.181)

et
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() = +— [ b5, ¢ 4 H[arcsm (Sn(Q4m, ka1); a/41,k41)]] (3.182)
1 _¢a (¢a _¢a)
avec Q41 = = /o4, (ba — da,) e k2, = —2"4 T
4= g V0 o= de) Ok =
ii) Pourh=h
Nous avons une ligne de phase de couleur bleue qui est caractérisée par les
relations
Gi(@) = o= (¢ =9 (3.183)
&)
et
y2 — 2(¢ ¢el) (3184)
(¢ —ds)"

La solution est donnée par :

(3.185)

2P) = ié larcsin(2—¢ - 1) + Ml

¢€1 V¢(¢e1 _¢) .

41
III) Pour & € 1hy, [
Nous avons une famille d’orbites en pointillés rouges passant par un point
(¢4,0) tel que 0 < ¢, < ¢,,. Avec
G(#) = 5= (¢ = 60)[(@ - a0)* + )] (3.186)
2

et

z(¢>_+1f¢” (¢~ ¢s)d¢ (3.187)
o o6 G- 00— arf + 63|

3.3.2.2.2.3/ Portraits de phase et solutions du systéme pour ¢, # 0 quand f; admet
trois racines distinctes et positives

Dans le cas des racines distinctes et positives, nous avons :

f(@) = a3 (¢_¢e1)(¢_¢ez) (¢_¢63)- (3.188)

Afin de tracer les portraits de phase pour ce cas, nous avons fixé les valeurs des pa-
rametres suivants : P = -1; 0 =0,126169; ¢c; = —1,3544; ¢, = —0,24069 ; v, = 1,9364. Ce
qui conduit @ ¢e, = 1; ¢e, = 3; Pey =5 €t ¢, = 4,1547.

L'Hamiltonien du systéme dans cette situation est donné par :

2 -P
H$.y) = % V +Bad? +Bid + C2{f°_P-

Ici, Bo = 3,196812; B1 = 2,9802; B, = —2,157692; hy = 3,196812; h; = 5,03266; h, =
1,02359; h3 = =54,75431; a0 = -15; 01 =23, a2 =-9 et a3 =1.

(3.189)
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1. Cas 0U 0 < ¢, < e, < @5, < Py < Py, dOU Iy, < h3 < 0 < hy < hy < hy.
c3 = 0,03701. Voir figure (3.30).

10
5,
O E
_5»
_10,
0 ¢ 2 @

FIGURE 3.30 — Portraits de phase du systéme (3.79) lorsque 0 < ¢, < ¢., < 5, < des < b,
dou hsz < h3 <0<h< /’lo < hy. c3 = 0,03701.

i) Pourh e |—-oo,hy,|
Pour cette situation, nous avons une premiere famille d’orbites de couleur rose
interceptant I'axe des ¢ en (¢,,0) tel que ¢;, < ¢, < ¢5,. Lautre famille d’orbites
de couleur jaune est constituée des courbes interceptant I'axe des ¢ en (¢,,,0)
tel que ¢;, < ¢g,. Pour ¢, < < ¢y, 0na:

Gs(9) = g‘—jz(qs—cﬁa) (6 — ba1) (& — ba2) (3.190)

et

yz — _w2¢(¢_¢a)(¢_¢a1)(¢_¢az), (3191)

(¢ - ¢Sl)(¢ - ¢S2)

et les solutions sont données par :

(¢ - ¢s1)(¢ - ¢sz)d¢

Pa
AP) = +— f . (8.192)
W Jg \/¢(¢ = ¢s1)(P — D, (@ — Py (P — Puy )P — D)
Pour ¢, < ¢ < ¢, avec H(¢s,,0) = hy,,0ona:
¢a1 — —
«¢) = il (¢ — &)@ — ¢s,)d (3.193)

wJy  NED—0) (@ — 0D — b)) (P — P bay — B)
if) Pour h = hy,

Cette situation correspond a l'orbite de couleur rose qui passe par le point
(¢55,0) et admet une branche infinie au voisinage de ¢,. Alors

G3(¢) = g"—jz(¢—¢sz)(¢—¢sg)(¢— 54) (3.194)
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et
2 — _w2¢(¢_¢ss)(¢_¢s4), 3.195
Y (¢ - ¢51) ( )
ou ¢, <0 < ¢, < ¢ < ¢s,. Une représentation paramétrique de la solution est
donnée par :
¢Sl¢3‘2
) = 3 3.196
¢(n ¢S3 - (¢A% - ¢S| ) sn? (QIZU’ klZ) ( )
et
2(n) = +l - + @H[arcsin(sn(ﬂl n,ki,); @5 5 ki )] (3.197)
_w Ky Ql2 210 2/ 12a 2 > -
avec &%2 _ ¢S3 B (bs1 et kp = _¢S4 (¢s3 - ¢s1)

¢S3 ¢S3 (¢s1 - ¢S4) -

iii) Pour & € |hs,, hs|
Cette situation correspond a la famille d’orbites a droite de celle passant par
(¢55,0) de couleur rose et 'homocline qui passe par E(¢.,,0). Lautre famille
constituée des orbites en jaune limitées par 'homocline h; et a gauche par
¢ =¢s,.Danscecas,ona:

Gs(9) = §—C32(¢—¢1) (@ - b1) (@ - 1), (3.198)

avec ¢p <0< ¢y, < P < ey < Py, < s, €1

) 2 (=) (@ — 1)) (D — d1,)

= _ 3.199

YT T =0 (6 —¢4) (3199)
<
8c§(cz + 263)'

Pour ¢, <¢p < ¢,0na:

ol w? =

1 ! (¢_¢S|)(¢_¢s2)d¢
(p) = £— . 3.200
: wf: TG00t -o6-ima-sy 2%

Et pour ¢;, < ¢ < ¢5,, 0na:

. (3.201)

w

(@) = ilf¢ (¢ — ¢ )P — ¢s,)d

¢1] \/(¢ - ¢51)(¢ - ¢S2)¢(¢ - ¢1)(¢l1 - ¢)(¢ - ¢lz)
iv) Pour h = h3

Pour ce cas , nous avons I'homocline noire passant par le point d’équilibre

E3(¢e,,0) et admettant des branches infinies au voisinage de ¢, et ¢,,. Dans
ce cas, nous avons :

Gs(¢) = g—jz (¢ = 0e,)> (6 = bms) (3.202)

ou ¢, <0 et
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2 _ _w2¢(¢ B ¢e3)2 (¢ - ¢m3)

. 3.203
(¢ - ¢‘¥1 ) (¢ - (bsz) ( )
Une représentation paramétrique de la solution est donnée par :
¢S[¢S2
= , 3.204
¢(rl) ¢ - (¢S2 - ¢S| ) Sn2(9147], k14) ( )
(_¢m3) (¢S2 B ¢Sl) 1
avec ki‘ = ¢S2 (¢Sl — ¢mz) etQy = 5 ¢sz(¢sl - ¢mx)
Alors,
¢S]¢S2 ¢Sl . ~
z(n) = +a) [ . Q_14H [arcsm (sn(QMn, ki4); aﬁ;km)]]
(3.205)
1 ¢Sl(¢€3 - ¢Sz) . ~
- [—¢—e3H [arcsm (Sn(QMn, ki4); 0%40; k14)]] ,
¢S’2 ¢S1 L~ ¢e3(¢sz - ¢S1) N 1
avec a ¢s2 ; 0%40 = m oul<ng< 5K(k14)

v) Pour h € 1h3, hy[

Pour ce cas , nous avons des orbites de couleur marron définies dans l'inter-
valle J¢s,, ¢5,| et admettant des branches infinies en ¢, et ¢,,. Nous avons :

G(#) = (¢ = 60) (@~ a0)* + B3] (3.206)
)

avec ¢, < 0 et

06 = 6) (¢ — a0)” + B}
2= . 3.207
Y= et 3@ — 65) (3.207)

La solution est donnée par :

¢ — -
(6= s) f (6= 6:)(6 — bs,)do 209
b1 (0~ 63,)(@ ~ 63,)(6 - 62) (6 — a0)? + )

vi) Pour h = hy
Nous avons alors I'orbite de couleur marron qui est définie dans l'intervalle
|#s,, #5,[ et admettant des branches infinies en ¢;, et ¢,,. Alors,

G3(@) = -6 = 602’ = ). (3.209)
avec ¢, < 0. Une représentation paramétrique de la solution est donnée par :

b5, 95,
¢V2 - (¢Sz - ¢S1) Sn2(9167], k16),

o(n) = (3.210)

_ (_¢m2) (¢S2 B ¢Sl)

1
2 — — .
avec k16 = ¢s2(¢Sl — ¢m2) et Q16 = ) ¢sz(¢s1 ¢mz)
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vii) Pour h € 1hy, ho[

Ce cas correspond a une famille d’orbites de couleur rouge entourant le point
d’équilibre E»(¢.,,0) et limitées par une orbite fermée correspondant a kg en-
tourant ce méme point d’équilibre. Une autre famille d’orbites de couleur mar-
ron correspondant a cette situation est constituée d’orbites définies dans I'in-
tervalle |¢,,, ¢,,[ et admettant des branches infinies de ¢, et ¢,,. On a:

Gs(9) = g—;w — $1,)(B — $1,)(D — bi), (3.211)

et

8O~ 0@~ )@~ b1
(¢ - ¢&‘1)(¢ - ¢S2)

avec ¢, <0 < @i, < Pe, < i, < ¢5,. NOus avons les solutions si ¢y, < ¢ < ¢y, :

, (3.212)

¢ — —
o=k f (6~ 6,)(¢ — 85,)d¢  (8219)
w ¢k2 \/¢(¢ - ¢S1 )(¢ - ¢52)(¢ - ¢k1 )(¢ - ¢k2)(¢k3 - ¢)
Et pour ¢, < ¢ < ¢5,,0na:
¢ - — o,
o= o) (6~ 656 ~ 65,)d¢ @214

w ¢s1 \/¢(¢ - ¢S1 )(¢S2 - ¢)(¢ - ¢k1 )(¢ - ¢k2)(¢ - ¢k3)

viii) Pour i = hy
Pour ce cas, nous avons une orbite fermée de couleur rouge qui entoure le
point d’équilibre E»(¢,,,0) et interceptant 'axe des ¢ en (¢,,0) et (¢o,,0). Une
autre orbite de couleur marron correspondant a ce cas est définie dans l'inter-
valle ¢y, , ¢5,[ et admettant des branches infinies en ¢;, et ¢,,. Alors,

Gs(¢) = g"—cy (¢ - ¢0,) (6 — d0,) (3.215)

et

2 __ 287G~ 0@ = doy)

. 3.216
(¢ — ¢s,))(@ — bs,) ( )

Une représentation paramétrique de la solution est donnée par :

Pour ¢y, < ¢ < ¢o,
S1 h T 1San .k Y0 \Ps1 T POy
o01) = b5, (B0, — ¢o,) 2( 1877, k18) = ¢, (¢, — Po )’ (3.217)
(¢02 - ¢01)Sn (QISU’ klg) - (¢S1 - ¢0)

avec 0 < B0, < e, < B0, < By, < by, ; k%g _ (¢sz _¢s1)(¢02_¢01) et Qg =

(¢s2 - ¢02)(¢S| - ¢01)

1
E \/(¢sz - ¢02)(¢S| - ¢01)-
De plus,
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1 —¥s . -
20n) = &~ [%H |arcsin (sn(Qisn, k18>>;a%8;k18]]
(3.218)
1 so\Wsp — 2 . ~
= [%H |aresin (sn(Qusn, kis)) ; 35y le]] :
~ ¢2_¢1 ~ ¢S1(¢2_¢1)
avee al%S - ¢21 - ¢(())1 et 0%80 - ¢02(¢(:1 - ¢21)
Pour ¢, < ¢ < ¢5,, NOUS avons :
_ 2 _ _
() = B0, (P52 — h5,)SN" (487, k18) — ds, (D5, — P02) (3.219)

(¢32 - ¢S1)Sn2(Q77’ klg) - (¢S2 - ¢02)
et

¢S1¢S2 ) 7] + (¢S1 - ¢02)H

b0 Qs [arcsin (sn(€2187m, k13)) ; &%82; kls]]

1
() = +— [(¢02 —¢s — b5, +
w

+l [¢s2(¢02 - ¢s1)
Cw Qi360,

avec &3, = bsr ~ Py , @y = $0,bs, = ¢s1) et 0<n< _ !t
¢s, — do, b5, (ds, — Po,) Q3K (k1)

ix) Pour & € Jhg, I
Pour ce cas, nous avons trois famille d’orbites : Une premiere famille d’or-
bites fermées en pointillés rouges, limitées par 'homocline /#; dans l'intervalle
[0, #.,[; une deuxiéme famille d’orbites de couleur rouge continue entourant
le point d’équilibre E, et limitée par les orbites correspondant a i; et iy dans
lintervalle |¢.,, #m,| ; la troisieme famille d’orbites de couleur marron est définie
dans l'intervalle J¢,, ¢5,[ avec des branches infinies en ¢;, et ¢,,.
Nous avons

IT [arcsin (SN(Qisn, kig) : @3 ks | -
(3.220)

G3(9) = g‘—;w — 0 )b — b)) — 1), (3.221)

y2 _ _wz ¢(¢ - ¢r1)(¢ - ¢r2)(¢ - ¢r3)’ (3222)

(¢ = 5)(@ = &s,)

OU 0 < ¢y, <y, < Prs < s, < Py,
Pour0<¢ <¢,,ona:

¢'1 — _
) ed f (6= 63 )& — b.,)d 2oy
w Jy \/¢(¢ = G5 )@ = d5, )by — PNP — br,)(D — Pry)
Pour ¢., < ¢,, <¢d < p,,,0Nna:
¢ _ _
aw=sl [ (0 = 6:)(@ — 62 ) e
W Jg,, \/¢(¢ = G5 NP = G5, )P = & NP — G, )1y — B)

Pour ¢, < ¢ < ¢5,,0na:
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¢ — -
oy e (&= (@ = $5,)d0  (3.225

w ¢s1 \/¢(¢ - ¢Y1)(¢ - ¢Y2)(¢ - ¢r1 )(¢ - ¢r2)(¢ - ¢r3)

x) Pour h = hy
Pour ce cas, nous avons une orbite de couleur bleue qui passe par E(¢,,,0) et
I'autre partie de I'orbite de couleur marron est définie dans l'intervalle s, , ¢, .
Onadanscecas:

Gs(9) = g"—;«b — $e (D = b)), (3.226)

y2 = —w? $(g — ¢€1)2(¢ — $m,)
(¢ - ¢sl)(¢ - ¢sz) ‘

Pour 0 < ¢ < ¢, , NOUS avons une représentation paramétrique de la solution
sous la forme :

(3.227)

G5, B, SN2 ( Q1107 k110) — P, Py
Gm, SN2 ( Q101 k110) — @5,

my 52— Wsy 1
avec k%lO = % ; Q110 = 5 V¢s1(¢sz - ¢m1)- De p|US,

1 myp — ¥ : Y
” [MH [arcsm (SN(Qu107, k110)) : @3 kuo]]

$(n) = (3.228)

A ==+ Q10
+l |:(¢52 - ¢el)(¢sl - ¢ml
Tw (¢ml - ¢€2)Q110

% ) _ ¢m1(¢‘91 _¢el)

y @ -
¢51 1ot ¢sl(¢m1 - ¢61)
Pour ¢, < ¢ < ¢,, 0na:

) : -
I [arcsm (SN(Q1107, k110)) 3 @7 ;5 kno]} ,
(3.229)

- 1
ol &, = et 0<n < K(kno).

s — Pm (B = 9051100 ki10) = 611Gy = )
(b5, — ¢5)SN>(Q1107, k110) = (D5, — Pmy)

, (3.230)

() = il
w

(¢m1 - ¢s1)(¢m1 - ¢S2)77 i (¢S2 - ¢e1 )(¢m1 - ¢sz)
¢m1 - ¢81 Q110(¢m1 - ¢el)

xIT [arcsin (SN(Q 107, k110)) : &3 K1 10” (3.231)

1 (¢ _¢n ) . ~
£ [WH [arCSlIl (sn(€2110m, k110)) ;04%103;k110] ,

OU &%102 - (¢sz - ¢s1)(¢m1 - ¢el) ; &%103 — ¢sz - ¢s1
((sz - ¢m|)(¢51 - ¢e|) ¢s2 - ¢m|
xi) Pour h € 1Ay, +oo[
Nous avons une famille d’orbites fermées en pointillés verts passant chacune
par un point (¢,4,0) tel que ¢,,, < ¢, < ¢5,. Une autre famille de couleur mar-
ron correspondant a ce cas est constituée d’orbites définies dans l'intervalle
l¢s,» ¢5,| @vec des branches infinies en ¢, et ¢,,. Nous avons :

et 0<p< ———.
7 Q10K (k110)
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Gs(@) = (6= 60) (6~ o)’ + 1), (3.232)
9 — ¢a) (¢ — a0)* + b))
2= —w? . 3.233
YT b)) (8.233)
PourO0<¢ <¢,,0na:
- Vs — Ws d
)= sl (6 = 6:)(@ = $,)do C (3.234)

f¢a
©Io 66~ 606 ~ 80)6a — 6) (6 - a0)? + 1Y)
Pour ¢, < ¢ < ¢5,,0na:
¢ _ _
)= a ) (6 = 65)(@s, — B o)
w 2
b1 \J86 — 83D, — )G — 8) (6 — a0 + b))

2. Casou0 < ¢, <, < P5;, < oy = P d'OU hy, = h3 <0 < hy < hy < hy;
c3 = 0,020345. Voir figure (3.31)

FIGURE 3.31 — Portraits de phase du systéme (3.79) lorsque 0 < ¢,, < ¢, < ¢s, < $e; = b2
d’ou hsz =h3 <0< hy <hy<hy;cz=0,020345.

i) Pourhe |-oo,hy, = hs
Nous avons deux familles d’orbites interceptant I'axe des ¢ en (¢,,0), (orbites

noires) et (¢,,,0)(orbites roses). Les trajectoires de phase sont données par
#G3()

c2(c2 +2¢3) (¢ — ds1) (¢ — d2)
G3(¢) = g‘—c32<¢ ~ (b — b)) (b — bar), (3.236)

Pour ce cas, nous avons :

I'équation y* =



3.3. BIFURCATIONS ET SOLUTIONS DE L’ENLSE 79

2 _ 2¢(¢ - ¢u)(¢ - ¢a1)(¢ - ¢a2)
Yy =-w ,

3.237
(¢ - ¢S1 )(¢ - ¢S2) ( )
avec ¢, <0 < ¢y, < Py < Pey < Py, -
Pour ¢, < ¢ < ¢,, Nnous avons comme solution :
Z@)zilj”“ (¢ — 6,)(® — bs,)dp . (.28
w Jg \/¢(¢ = @5 )@ — 5, (D0 — PP — Pa )P — Pay)
Pour ¢., < ¢ < ¢, 0Ona:
¢a| — —
d@:ilj‘ (¢~ ¢5))(@ — 65,)d¢  (3.239)
w Jg \/¢(¢ - ¢s1)(¢ - ¢sz)(¢ - ¢a)(¢al - ¢)(¢ - ¢a2)

i) Pour h = h,, = h3
Cette situation correspond a l'orbite noire passant par le point d’équilibre
E3(¢.,,0) et admettant une branche infinie au voisinage de ¢;,. On a:

G3(#) = g6 = 60)’(8 = b, (3.240)
2

y2 — _w2¢(¢_¢e3)(¢_¢m3)’ (3241)
¢ - ¢Sl
avec ¢, < 0 < ¢5, < ¢ < ¢,,; UNe représentation paramétrique de la solution
est de la forme :

¢€3¢S1
= , 3.242
oo bes = (Bey = $5,)SN?(Qa211, k22) ( )
1 1
o) =+~ [—¢s177 + Q_zzn [arCSiH (SN(Q2217, k22)) ;5132;/622” , (3.243)

~ 2 ¢e3 _¢s1 . _ l — 2 _ _¢m3(¢e3 _¢S|)
avec axn” = o Qp = 5 VPes (s, — Pmy) €L k5, = AT

III) Pour h € 1h3, hy|
Cette situation correspond a une famille d’orbites définies dans l'intervalle
|45, ¢, @dmettant des branches infinies en ¢,, et ¢,, et limitées par des or-
bites correspondant a i, et h3. Alors :

G3(@) = (6= 62 (0 = o)’ + 1), (3.244)

3 — ba) (6 — a0)? + bY)
2= —w? ) 3.245
e T ) (3.245)

La solution pour une ligne de phase donnée est :

(¢ - ¢S1)(¢S2 - ¢)d¢

¢
«p) = % f . (3.246)
41 00— 0000~ ) (6 a0 +03)
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iv) Pour h = h,
Ce cas correspond a I'orbite qui admet des branches infinies en ¢, et ¢,, et
caractérisée par I'équation

P = —a? (P = o)) (P = Gmy)
(¢ - ¢31)(¢ - ¢63) ’
avec ¢m, < 0 < ¢, < @5, < ¢ < ¢e,. Une représentation paramétrique de la

(3.247)

solution est :
¢S1¢€3
= , 3.248
#) bes — (hey — b5,)SN2(Qo4n, k2a) ( )
1 sives 51 . ~
z2(n) = - [—%U + 2—241_[ [arCSlH (sN(€247, k24)) ;5 6354;k24]]
(3.249)

il |:¢Sl (¢€2 - ¢ez)

- CAD
" O I [arcsm (SN(Q24n, k24)) 5 @545 k24]] ,

avec Oy = % Ber (b5 = $ma); @24” = ¢e3¢_ iy @y = tellaz®) g o

240 ¢€3(¢€2 - ¢sl)
_ (_¢m2)(¢e3 - ¢Sl)

1
—K(k t k2, = )
TR - S P

v) Pour i € 1hy, ho[
Pour ce cas, nous avons deux familles d’'orbites : la premiere est un en-
semble de courbes fermées de couleur jaune entourant le point d’équilibre
Ex(¢s,,0) et limitées par l'orbite fermée correspondant a hy; la seconde fa-
mille est constituée d’'orbites définies dans l'intervalle |¢s,,¢s,[ et admettant
des branches infinies en ¢;, et ¢;,. Nous avons :

G3(¢) = g“—CZ@ ~ 6~ $a)(d — bas). (3.250)
2 2¢(¢ - ¢a1)(¢ - ¢az)(¢ - ¢a3)
=- , 3.251
R S P (3:251)
OU oy <0 < poy < Pu, < ¢s; < Py
Pour ¢,, < ¢ < ¢4,, NOUS avons :
¢ _ _
«&) = il (& = ¢5)(@ = ds,)d . (3.252)
W Jg,, \/¢(¢ = G5 (@ = $5,)/(P = b)) (o, — PP — Pay)
Pour ¢,, < ¢ < ¢5,, NOuUs avons :
¢ _ _
26) = il f (@ — s ) (@5, — P)d ‘ (3.253)
w ¢51 \/¢(¢ - ¢S1)(¢S2 - ¢)(¢ - ¢a1)(¢ - ¢a2)(¢ - ¢a3)
vi) Pour i = hy

Pour cette situation, nous avons une orbite fermée de couleur jaune entourant
le point d’équilibre Ex(¢.,,0) et interceptant I'axe des ¢ en (¢o,) et (¢o,). Nous
avons les relations :
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Gs(9) = g—3¢<¢ — $0,)(¢ — o, (3.254)
(&)

2 290 = 90)(@ — o)
(¢ — 1)@ — ¢5,)

(3.255)

avec ¢o, < ¢ < do,.
Une représentation paramétrique de la solution est, pour ¢o, < ¢ < ¢y, :

_ ¢ (b0, — $0,)SN* (61, ka6) — o, (b5, — do,)

s 3.256
o0 (¢o, — ¢0,)SN*(Qoe1, kae) — (Ps, — P0,) ( )
1 - S . ~
z(n) = = [%H [arCSlH (SN(Q267, k26)) ; Q’%g,;k%]]
(3.257)
L1

[ ¢Sz (¢51 - ¢02)
$0,{226

et &2 _ ¢02 - ¢01 ) _ ¢S] (¢02 - ¢0]) . k2 _ (¢Sz - ¢S1)(¢02 - ¢01)

27 g = g0, 0T 40,0 —d0) 0 (s, — b0))(ss — b))
Pour ¢5, <¢ < ¢, 0na:

5 1 [afCSin (SN(Q2671, k26)) : @agy: k%” ,

_ G0, (s, — b5,)8N> (617, kag) — ds1(bs, — Po,)

D = G = 00 ST Cagits Kag) = (B, — D0,)

: (3.258)

1 — Vs h — Wsy s1 H . ~
z(n) = ia [(¢02 ¢ ;0(% ¢ )17 + @ szo )H [arcsm (sn(Qx67, k26));a§61;k26]]
1 52 h — ¥s . ~
- [%H [arcsm (SN(Qe7, k2g)) 5 @ay: kzs]] ,
(3.259)
N R ¢sz _¢s1 .52 ¢02(¢sz _¢sl) t 0 1
o e T T, 2T g Gty o QoK (kao)

vii) Pour & € Jhg, hy[

Nous avons trois familles d’orbites : la premiére est constituée d’orbites
fermées en pointillés rouges passant par I'origine et coupant I'axe des ¢ en un
point (¢,,,0) tel que 0 < ¢,, < ¢, ; celles de la deuxiéme famille sont fermées
(de couleur jaune) et entourent le point d’équilibre Ex(¢.,, 0) ; elles sont limitées
par les orbites correspondant a kg et h;, chacune de ces orbites interceptant
'axe des ¢ en (¢,,,0) et (¢q;,0) tels que ¢, < da, < do, < ¢, < P0, < Paz < O,
La troisieme famille, définie dans l'intervalle gy, , ¢,,[, est limitée par les orbites
correspondant a hg et h; avec des branches infinies en ¢, et ¢s,.

Pour 0 < ¢ < ¢,,, NOUS avons :

ap=st [T (¢~ 5,)(@ — bs,)d¢s '
w Jg \/¢(¢ = s )P — D5,/ — P, (P — Pas )N Pay — D)

Pour ¢, < ¢ < ¢4, NOUS aAvoNSs :

(3.260)
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¢ (¢ - ¢sl)(¢ - ¢sz)d¢

1
(@) = +— . (3.261)
TR0 e NG =000 = 0@ — )@ — b)) By — D)
Pour ¢, < ¢ < ¢,,, NOus avons :
4 - ¥s sy d
«6) = il f (@ — ¢s, )(Ps, — P)d . (3.262)
w Jg,, \/¢(¢ = G5 N bs, = NP = Ga) )P — Pu, )P — Das)

viii) Pour i = Iy
Nous avons une homocline en bleue passant par E;(¢,,0) et (¢,,,,0) . Pour ce
cas, nous avons des branches infinies en ¢, et ¢,, et :

G(#) = (6 = 60 (& = b)) (3.263)
c
2 2¢(¢ - ¢€1)2(¢ - ¢m|)

=— , 3.264
PRI P (3.264)

avec 0 < ¢e| < ¢m1 < ¢S| < ¢S2'

Pour0 < ¢ < ¢,,0na:
2 _

¢(77) - ¢S1¢mlsn (92877, k28) ¢Sl¢m1 (3265)

¢m1 Sn2 (92877, k28) - ¢S1

my 52— Wy 1
avec ki, = % et Qy = ) s, (s, — dm,)- De plus,

1

_ (¢m1 - ¢S1)
z(n) = =

+Q—28H [arcsin (SN(Qosn, kag)) 3 d’%go; kzg]]

+l |:(¢S2 - ¢el)(¢sl - ¢ml
Tw (Dm; — de; ) 208

~ ¢m| ~2 ¢m|(¢51 B ¢61) 1
aveC e, = —; @2, = T ot 0<n< .
R T T QusK(kas)
Pour ¢, < ¢ < ¢5,,0na:

‘i |arcsin (sn(Qasn, kas)) : @3, kzs]] :
(3.266)

_ ¢m1 (¢S2 - ¢S1)Sn2(928n9 k28) - ¢s1 (¢S2 - ¢m1)

(3.267)
(¢Sz - ¢S| )Snz(QZSTI’ kZS) - (¢S2 - ¢m1)

é(n)

1

Z(T]) — iz (¢m1 - ¢s1)(¢m1 - ¢S2) + (¢S2 - ¢el)(¢m1 - ¢S2)

P T T (b — o)

xIT [arcsin (sSN(Qx87, k28)) ; 5”3822 kzg“ (3.268)

1 [ (s, = bm)) _ o
i; [ﬁn [arcsm (sN(Qa81m, k2g)) s @5y k28] ,

_ (¢52 B ¢s1 )(¢m1 B ¢e1) -, ¢32 B ¢sl
= ;a =
(¢S2 - ¢m1)(¢sl - ¢61) 283 ¢S2 - ¢m1

1
avec > : 0<n< —K(kag).
282 928
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ix) Pour & € 1hy, +o0[
Nous avons deux familles d'orbites. La premiére est constituée d’orbites
fermées en pointillés verts dont chacune intercepte I'axe des ¢ en un point
(¢4,0) tel que ¢, < ¢a < ¢5,. Une autre famille est constituée d’orbites définies
dans lintervalle |¢;,, ¢,[ avec des branches infinies en ¢, et ¢;,.

G3(@#) = £=(¢ = 60 (6~ a0)” + b)), (3.269)
c2

(¢ — $) (¢ — a0)” + b})
2= —w? . 3.270
R P P (3:270)

Pour 0 < ¢ < ¢,, NOUs avons :

(d’ - ¢s1)(¢ - ¢sz)d¢

z(¢)=% ﬁ . (3.271)
b 606 - 6.~ 6:,) (@ - a0 + )

Pour ¢;, < ¢ < ¢,,, NOUS avons :

(¢ - ¢Sl)(¢S2 - ¢)d¢

¢
2¢) = % f . (3.272)
b1 (6~ 63 (Bs, — ) (6 - a0)* + 1Y)

3. CasoU 0 < e < o, < b5, < @5, < Py dOU hyp < h3 <0 < hy < hy < hy;
c3 = 0,00925. Voir figure (3.32).

60F

+

40 E4
20F

@) E E

> O%E) o3

_20,

40 -

E4

-60} A

0 9 2 @ 009 6

e
1 2(p 1 2 3

FIGURE 3.32 — Portraits de phase du systéme (3.79) lorsque 0 < ¢,, < ¢., < ¢s, < by, < e
d’ou hgp <hy <0< hy <hy<hy;cz=0,00925.

i) Pourh e |—oo,hy,|
Pour ce cas, nous avons une famille d’orbites définies dans lintervalle
|#s1, 2], puis une seconde famille limitée par I'orbite correspondant a h,.
Alors,on a :
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G3(9) = g—jzw ~ 0)(& ~ b)) — bar), (3.273)
2 2¢(¢ - ¢a)(¢ - ¢a1)(¢ - ¢a2)
=— , 3.274
U RN P (3.274)
avec ¢q, <0 < ¢y, < ¢ < @5, < Pey < Py < ¢y OU H(p3,0) = h,.
Pour ¢, < ¢ < ¢,, NOUS avons :
Pa — . )N D — b,
«¢) = il f (¢ — ¢s,)(@ — ds,)d ‘ (3.275)
wJg \/¢(¢ = G5 (@ = G5, /(P = o )P — Pu, (P — &)
Pour ¢, < ¢ < ¢,,, NOUS avons :
Pa, _ _
) = +— f (¢ — ¢s,))(@ — ¢s,)d ' (3.276)
w ¢ \/¢(¢ - ¢Sl )(¢ - ¢32)(¢al - ¢)(¢ - ¢a2)(¢ - ¢a)

ii) Pourh=hy
Nous avons I'orbite qui passe par (¢,,, 0) avec une branche infinie en ¢y,

Gs(9) = 8“—52@ — $3:)(B — 5,)(D — b3, (3.277)

y2 — —(1_)2 ¢(¢ - ¢S3)(¢ - ¢S4)’ (3278)

¢_¢Sl

avec g5, <0 < ¢y, <P < @s,.
Une représentation paramétrique de la solution est :

_ : , 3.279
#a) b5y — (P53 — b5,)SN* (321, k32) ( )
1 51 ) -
() = £~ [_¢s177 + %H [arCSlH (8N(Q327, k32)) ;a%z;/@z” , (3.280)

(_¢S4)(¢S3 - ¢S1) L x2 ¢S3 - ¢s1
1y = —
¢S3(¢Sl - ¢S4) ¢S3
iii) Pour & € |h,, hs|
Nous avons des orbites fermées qui entourent le point d’équilibre E3(¢.3,0) et
interceptent chacune I'axe des ¢ en un point (¢;,0) et(¢;1,0); d’autres orbites
sont définies dans lintervalle |¢;,, ¢5,[- On a:

~ 2 _
ou K2, =

G3(¢) = g‘—c32<¢ — (b — $1)(S — B, (3.281)
) 2 &(P — d)(P — )P — b1,)
=— s 3.282
7 S T R (3.282)
avec ¢, <0< ¢y, <P < ey < Py < ;.
Pour ¢; < ¢ < ¢;,, nous avons :
Z(¢) — il (¢ - ¢s1)(¢ - ¢sz)d¢ (3283)

W Jp IS )P — 60 — 6D — dp) (b1 — )
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Pour ¢,, < ¢ < ¢5,, NOUS avons :

=+ [ . (&= 6@, =)o |
w [ \/¢(¢ - ¢S1 )(¢52 - ¢)(¢ - ¢1)(¢ - ¢lz)(¢ - ¢l)

(3.284)

iv) Pour h = h3
Ce cas correspond a une orbite définie dans lintervalle ]¢,,,¢,,[ avec des
branches infinies en ¢,, et ¢,,. On a:

G3(¢) = g—jzw ~ 6e) XD~ ). (3.285)

2 2 ¢(¢ - ¢€3 )2(¢ - ¢I’VZ3)
=— ) 3.286
7 S T (3.288)

Une représentation paramétrique de la solution est :

¢S| ¢S2
= , 3.287
¢(77) ¢sz - (¢sz - ¢sl )Sn2(93477, k34) ( )
1 s1¥so S1 . ~
() = - [—¢¢Z n+ 3341_1 [arCSln (sN(Qa47, k34));a§4;k34]]

(3.288)

1 s1\WPe3 — ¥so . ~
iZ [_%H [arcsm (8N(Q341m, k34)) ; 0%40; k34]] )

~ ¢S2 - ¢Sl ~2 ¢e3 (¢S2 - ¢S|)
avec a2, = ; =2
BT T T (e~ )

v) Pour k€ h3, hy[
On a une famille d’orbites définies dans l'intervalle |¢;,, ¢,,[ avec des branches

infinies en ¢;, et ¢,,.

1
et 0< n< —K(k34).
Q34

Ga(@) = (& - 80 (¢ - a0)” + bY). (3.289)
)
avec ¢, < 0 < ¢, < @ < ¢, et

¢ — —
o (8~ 6B, — $)d O 3290)
b1 8 — b5 )5, — D)@ — 00 (6 — a0 + )

vi) Pour i = hy
Ce cas correspond a une orbite définie dans lintervalle |¢,,,¢s,[ avec des
branches infinies en ¢, et ¢5,. On a:

Gs(9) = g—3<¢ — 062 (& — by, (3.291)
2

2 — _ 2 $(¢ — ¢€2)2(¢ — $m,)
(¢ - ¢sl)(¢ - ¢sz) ’

avec ¢, < 0 < ¢, < ¢ < ¢5, . Une représentation parameétrique de la solution
est:

(3.292)
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¢S1¢S2
= , 3.293
¢(n) ¢S2 - (¢S2 - ¢S1 )Sn2(936n7 k36) ( )
1 s1¥sy S1 . ~
)= [—‘b 10+ £ aresin (o0 k36>>;a§6;k36]]
(3.294)
1 si\¥Pery — Py . ~
- [—%@MH [arcsm (SN(Qa617, k36)) : W3 k36]] ;
s2 — ¥y ~ ex\Psy — ¥ 1
avec @3, = ¢ ¢S2¢ ;@ = % et 0<n< Q—%K(k%).

vii) Pour & € 1hy, ho[
Pour ce cas, nous avons deux familles d’orbites : la premiére est un ensemble
de courbes fermées entourant le point d’équilibre Ex(¢,,,0) et limitées par I'or-
bite fermée correspondant a kg ; la seconde famille est constituée d’orbites
définies dans l'intervalle |¢,, ¢,[ et admettant des branches infinies en ¢;, et
#5,. Nous avons :

Gs(9) = g‘"—;@ — $,)( — $1,)(D — bi). (3.295)

= 29006 =60~ ) (3.206)

(¢ - ¢S1)(¢ - ¢32)

OU ¢y, <0 < ¢y, < iy < Py, < Py,
Pour ¢y, < ¢ < ¢,, Nous avons :
Z(¢) — il (¢ - ¢51)(¢ - ¢sz)d¢ ) (3297)
w ¢k2 \/¢(¢ - ¢k1 )(¢ - ¢52)(¢ - ¢S1 )(¢k3 - ¢)(¢ - ¢k2)

Pour ¢,, < ¢ < ¢5,, NOUS avons :

Z(¢) — il (¢ - ¢s1)(¢sz B ¢)d¢ ‘ (3298)

w ¢.v1 \/¢(¢ - ¢S1 )(¢Sz - ¢)(¢ - ¢k1 )(¢ - ¢k2)(¢ - ¢k3)
viii) Pour h = hy
Ce cas correspond a I'orbite fermée qui entoure le point d’équilibre E>(¢,,0) et
interceptant I'axe des ¢ aux points (¢o,,0) et (¢o,,0) tels que ¢, < ¢o, < ¢, <
$0, < ¢m, ; Une autre partie de l'orbite est définie dans l'intervalle |¢;,, ¢,[. On

a .
Gs(9) = ;’—3¢(¢ — $0,)($ — o, (3.299)
2
s (6= $0)(d — doy)
- _ . 3.300
Y= b)) bsy) (3.300)
Pour ¢o, < ¢ < ¢, :
_ 2 _ _
o) = &5, (d0, — do,)SN" (387, k33) — Po, (P, ¢01)’ (3.301)

(¢o, — ¢0,)SN*(Q381, k3g) — (¢s, — do,)
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1 - S1 . ~
z(n) = iz [%H [arcsm (sN(Qagm, k33)) ; CZ%S;/QS]]
(3.302)
1 so\Wsp — H . ~
iZ [%H [arcsm (SN(2381, k3g)) ; aggo; k38” ,
- b0, — do, . . &5, (¢o, — Po,) (@5, — &5)(Po, — do,)
t 2 — 2 1 ’ 2 — 1 2 1 , k2 — 2 1 2 1 .
© a/38 ¢S1 - ¢01 a,380 ¢02(¢S1 - ¢01) 38 (¢S2 - ¢02)(¢S1 - ¢01)
Pour ¢, < ¢ < o5, :
_ 2 _ _
¢(n) — ¢02(¢S2 ¢Sl )Sn (938]7’ k38) ¢S|(¢S2 ¢02), (3303)

(@5, — ¢bs,)SN> (337, k3g) — (¢5, — P0,)

1 —¥s h — Wsy s1 H . ~
z(n) = i; [(%2 e ¢)(§2¢0 ¢ )77 + @ Qsjo )H [arcsm (sn(€2331, kgg));a%gl;k%]]

il [wﬂ [arcsin (sN(L2387, k3g)) ;51%82; k38]] ’

w $0,€238
(3.304)
N ¢S2 - ¢Sl ~2 ¢02(¢S2 - ¢Sl) 1
ou @, = % =———— et 0<np<—Kl(ky)
381 ¢S2 - ¢02 382 ¢s1(¢s2 - ¢02) 7 QZ() ( 26)

ix) Pour i € 1ho, b
Pour ce cas, nous avons trois familles d’orbites : une premiere famille d’orbites
fermées, limitées par 'homocline h; dans lintervalle [0, ¢.,[; une deuxieme
famille d’orbites entourant le point d’équilibre E; et limitée par les orbites cor-
respondant a h; et hy dans lintervalle |¢.,, ¢n,[; 1a troisieme famille d’orbites
est définie dans l'intervalle ]¢;,, ¢,,[ avec des branches infinies en ¢,, et ¢s,.

Nous avons :
G3(¢) = g—;w — 6@ — Ga)( — bur). (3.305)
2 2¢(¢ - ¢a1)(¢ - ¢a2)(¢ - ¢a3)
=— 3.306
L P N T S (3.306)
OU 0 < ¢gy < Pay < Pay < b5, < Ps,.
Pour0<¢ <¢,,ona:
4 - @s - Ps d
(=2t (@ = 6)(& — $s,)dd C (3.307)
w Jy \/¢(¢ - ¢s1)(¢ - ¢52)(¢a1 - P)o— ¢a2)(¢ - ¢a3)
Pour ¢, < ¢a, < ¢ < ¢gy, 0N a:
4 — Ws — Vs d
z<¢>=ilf (¢ = 65)(¢ = 65,)d0  (3.308)
@ Jg,, \/¢(¢) = G5 (@ = G5, /(P = Pa )P — Pay)(Pas — &)
Pour ¢, < ¢ < ¢5,,0na:
b _ _
«¢) = il f (¢ = s )@ — ¢s,)d ‘ (3.309)
w ¢x1 \/¢(¢ - ¢S1)(¢ - ¢32)(¢ - ¢a1)(¢ - ¢a2)(¢ - ¢a3)
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X) Pourles cas h=hjethe lh,+oo|

Nous avons les mémes comportements de lignes de phase. Par conséquent,
les solutions sont analogues au cas traités en 1.

4. CasoU 0 < ¢, < e, < s, = Ps, < Py d’OU h3 <0 < hy < hyg < hy ;5 c3 = 0. Voir

figure (3.33).

50p

> o3
_50,
0O ¢ 2 @0 =00 6 8
1 2 1 2 3 (p

FIGURE 3.33 — Portraits de phase du systéme (3.79) lorsque 0 < ¢, < ¢e, < ¢s, = by, < Pes
d’ou hy <0< hy <hy<hy;c3=0.

i) Pourh e |—-oo,h,,|
Pour ce cas, nous avons une famille d’orbites fermées (couleur bleue claire)
qui entourent le point d’équilibre E3(¢,,,0). Alors, on a :

G5(@) = - (6 = 61)(6 = 61 = ), (3.310)
P = —a? PP — ¢1,)(¢ — ¢122)(¢ —¢) (3.311)
(¢ - ¢S1)
Une représentation paramétrique de la solution est donnée par :
dn g,
= , 3.312
o b1, — (1, — b1,)SN>(Qu17, kar) ( )
1 (=¢)(¢1, — ¢1,)
0 s Qut = S oL (bn — b)) kg = ————-,
avec ¢, <0< ¢ <@ <y, ; Quy > ¢ (dn — ¢1,) 5 ky, PRCET
1 51 . -
() = +— [—fﬁsln + ) I [arcsm (SN(Qa17, k41));ail;k41]] (8.313)
w Qy
~ ¢ - ¢ 1
eta?, = lz% L)

ii) Pour h € 1hy, hy[
Ce cas correspond a une famille d’orbites de couleur verte qui entourent le
point d’équilibre E(¢.,,0). Nous avons :
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Gs(9) = g—;@ — $,)(b — b1, )(D — bi). (3.314)

avec ¢y, <0 < ¢y, < ¢ < ¢, et

2 = —a? PP — di )(¢ - ¢k22)(¢ ~ ) (3.315)
(¢ - ¢S1)
On a comme solution :
¢k| ¢k2
= , 3.316
#() br, — Pk, — D1, )SN2(Quon, ka2) ( )
1
(n) = +— [—¢le7 + %H [arcsin (sN(Qa2m, ka2)) ; &4212; k42]] , (3.317)
w Q4

N br, — P 1 (=i )Pk, — Pry)
tag, = ————, Qu =z b, —¢,) et kj = ———""——".
o Pk, . 2 Pia ¢k) © 2 ¢k2(¢k1 - ¢k3)

iii) Pour h = hy
On a une orbite fermée de couleur verte qui entoure le point d’équilibre
E»(¢.,,0). Dans ce cas, nous avons :

G3(#) = 5 =06~ 90,)(@ - d,) (3.318)
(%)
) 5 ¢ (d — $0)(@ — do,)
- _ , 3.319
R (3:319)
avec
Z(¢) - ii (¢02 % ¢01) arcsin (¢ - ¢01 -; ¢02)
(3.320)
+¢s1 vo, bo, arcsin(l _ (¢o, + ¢02)) .
(¢02 - ¢01) ¢ 2¢01¢02

iv) Pour h € ho, hyi[
Nous avons deux familles d’orbites : les orbites de la premiere famille sont
fermées de couleur verte entourant le point d’équilibre E,(¢.,,0). Pour la
deuxieme famille, les orbites sont fermées, elles passent par I'origine du plan
de phase et sont situées a l'intérieur de ’homocline ;.

G3(9) = g—;w — $a)(® — 0,)(D — bay), (3.321)

avec 0 < ¢y, < ¢, < Puy < Py < P, €1

y2 — —(,L)z ¢(¢ - ¢al)(¢ - ¢L12)(¢ - ¢a3)‘ (3322)

(¢ - ¢S1 )2
Pour 0 < ¢ < ¢,,, On @ comme solution :

_ By Dar SN (Quan), kag) — b, By

] 3.323
G ST (i, kaa) = b, (3.323)

é(n)
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1 a; — Yap . ~
) = £— (day — G50 + G = Pc) g [arcsm (SN(Q24417, k44));a/i4;k44]], (3.324)
w Qa4

a) 1 aj a3 — Yap
avec &4214 = z_az; Quq = §V¢az(¢a3 _¢a1); k4214 = % et 0<np<

1
—K .
o (ka4)

Pour 0 < ¢4, <@g, < < pyy, 0N A :

¢(T]) — ¢a1(¢03 - ¢a2)3n2(94477, k44) - ¢a2(¢ag - ¢111)
(bay = Ga)SN*(Quan, kas) = (bay — ba)

(3.325)

1 ar» — Wa . ~
() = = (g, — P50 + ((z)zg—zjl)ﬂ [arCSln (SN(€24417, k44)) ; %2141;/644]} , (3.326)
N~ a3z — Ya 1
ol &2, = zaz — Z: et 0<pg< Q—44K(k44).
v) Pour h=h

Ce cas correspond a 'homocline de couleur noire qui passe par le point
d’équilibre E(¢,,,0). On a :

Gs(9) = g—jz(«ﬁ — $e)2(b — by, (3.327)

avec 0 < ¢, < ¢, et

— 200 —
7o p P0G ) 3.:328)

(¢ - ¢A‘1 )2

2(¢) = J_rl [arcsin(2—¢ -1
w ¢

mi

)+ ¢m1 - ¢e1

€1

2¢el(¢m1 - ¢el) + ¢m1 - 2¢el)
¢m1 (¢ - ¢€]) ¢m| '
(3.329)

argch (

vi) Pour h € 1Ay, +oo[
On a une famille d’orbites fermées en pointillés verts, passant par l'origine et
interceptant I'axe des ¢ en un point (¢,,0) tel que ¢, < ¢, < Py, .

a3
Ga(@) = g~ (@ =) (¢ — a0 +53), (3.330)
— b, _ 2 b2
G )((@ = ao)® + 0), 3.331)
(¢ - ¢S1 )2
¢{l — .
() = £ f (@ ) : (3.332)
¢

V060~ &) (6 - a0 + 1})

5. CasoU 0 < e, < ¢, < Py < s, < 5, < Py d'OU h3 <0 < Iy < hy < hy < hy, ;
c3 = —0,0112335. Voir figure (3.34).



3.3. BIFURCATIONS ET SOLUTIONS DE L’ENLSE 91
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FIGURE 3.34 — Portraits de phase du systéme (3.79) lorsque 0 < ¢, < ¢e, < dm, < b5, <
b5, < Py dOU h3 <0 < hy <hy<hy <hy,;c3=-0,0112335.

i)

Pour h € ]—o0, I3[

Nous avons une famille d’orbites fermées de couleur bleu clair qui entourent le
point d’équilibre E; et définies dans le domaine ¢y, , +oo[. Lautre famille d’or-
bites de couleur marron est définie dans l'intervalle ]¢,,, ¢, [ avec des branches
infinies en ¢, et ¢,,. La solution ici a la méme forme que celle obtenue en 3.1i).

Pour i = h3

Ceci correspond a une orbite de couleur marron définie dans l'intervalle
|#s,, ¢5,[ @avec des branches infinies en ¢,, et ¢,,. La solution est la méme que
celle obtenue en 3. ii).

III) Pour i € 1h3, hy[

Nous avons une famille d’orbites de couleur marron définies dans l'intervalle
l¢s,, ¢5,[ avec des branches infinies en ¢, et ¢,,. La solution est obtenue
comme celle du 3. iii).

iv) Pour h = h;

Nous avons une orbite marron définie dans lintervalle ¢, ¢s1[ avec des
branches infinies en ¢;, et ¢,,. La solution est la méme que celle obtenue
en 3. iv).

Pour 4 € 1hy, hol

Nous avons deux familles d’orbites, toutes de couleur marron : la premiére
est un ensemble de courbes fermées entourant le point d’équilibre E»(¢;,,0)
et limitées par l'orbite fermée correspondant a iy ; la seconde famille est
constituée d’orbites définies dans lintervalle |¢,,,¢;[ et admettant des
branches infinies en ¢,, et ¢,,. On a les mémes formes de solutions qu’en
3. vii).

vi) Pour h = hg

Ce cas correspond a l'orbite fermée de couleur marron qui entoure le point
d’équilibre E»(¢,,0) et interceptant I'axe des ¢ aux points (4o, 0) et (¢o,,0) tels
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que ¢, < do, < o, < do, < dm, ; Une autre partie de I'orbite est définie dans
Iintervalle |¢,,,¢s,[. La solution est de la méme forme que celle obtenue en
3. viii).
vii) Pour & € 1hy, hy[

Pour ce cas, nous avons trois familles d’orbites : une premiere famille d’orbites
fermées, limitées par 'homocline h; dans lintervalle [0, ¢.,[; une deuxieme
famille d’orbites de couleur marron entourant le point d’équilibre E, et limitée
par les orbites correspondant a 4, et hy dans l'intervalle |¢.,, ¢, [ ; la troisieme
famille d’orbites de couleur marron est définie dans l'intervalle ]¢,,, ¢, [ avec
des branches infinies en ¢, et ¢,,. La solution est celle obtenue en 3. ix).

viii) Pour h = iy
Nous avons les mémes comportements de lignes de phase (couleur bleue).
Par conséquent, les solutions sont analogues aux cas traités en 1. xi).

ix) Pour h € |hy, hy,|[
Les solutions sont analogues aux cas traités en 1. vii), avec des orbites en
violet entourant ’homocline #;.

X) Pour h = hy,
Ce cas correspond a une orbite noire qui intercepte la droite ¢ = ¢,, en deux
points symétriques par rapport a I'axe des ¢ et passant par (0,0). On a :

G3(¢) = g—;w —63) (¢ — o)’ +B}). (3.333)
_ 2 b2
V= —? G ; fo(; ’ 0). (3.334)

La solution est donnée par :

(¢ = ¢5,)do

f\Jaml¢)w @ + B)

AP) = +— (3.335)

Xi) Pour 4 € |hy,, +oo[
Ce cas correspond a une famille d’orbites en pointillés verts passant par I'ori-
gine (0,0) et admettant des branches infinies en ¢,, ; 'autre famille corres-
pond a des orbites qui interceptent I'axe des ¢ en un point (¢,,0) tel que
b5, < dq < ¢5,, avec des branches infinies en ¢,,. On a:

Gs(@) = (6= 60) (6~ o)’ + 1), (3.336)

3 — ¢a) (¢ — a0)* + b3)
2 — 2 . 3.337
T T 66006 6s) (3.337)

Pour ¢, < ¢ < ¢s,, la solution est donnée par :

—¥s - S2d
gy = s (¢~ ¢5)(& ~ $5,)dd

f . (3.338)
@ o [5(00, — 0Y0 — 06~ 0.) (@ — a0 + 7)
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Pour0< ¢ < ¢5,,0na:

- Vs - Szd
sl (6~ 6:)(6 ~ ,,)d0

¢
f ) (3.339)
@I 66— 6060~ 9O~ 63,) (6 - a0)? + 1Y)

6. CasoU 0 < ¢, < o, < Py = b5, < Ps; < oy AOU I3 <0 < hy < hg < hy = hy,;
c3 = —0,0209977. Voir figure (3.35).

20r
10
E3
> 0 .
-10
-20f ‘ ‘ : :
O (pe 2 (pe (pS (pS (pe 6

1 2 1 3

2

¢
FIGURE 3.35 — Portraits de phase du systéme (3.79) lorsque 0 < ¢., < ¢o, < ¢, = b5, <
D, < Pey doU h3<0<hy<hyg<h = hs,. c3 = —=0,0209977.

i) Pour h € ]—o0, h3[
Nous avons des orbites fermées qui entourent le point d’équilibre E3(¢.3,0) et
définies dans l'intervalle ]¢s,, +oo[ . Une autre famille d’orbites correspondant
a ce cas est définie dans l'intervalle |¢;,, ¢, [. Les solutions correspondent au
cas traité dans 5. i).

ii) Pourh =hj
On a une orbite définie dans l'intervalle ]¢,,, ¢;,[ avec des branches infinies en
o5, et ¢5,. Les solutions sont celles obtenues en 5. ii)

III) Pour h € 1h3, hy[
Nous avons une famille d’orbites correspondant a ce cas. Elle est définie dans
lintervalle ]¢s,, ¢, [ Les solutions pour ce cas correspondent au cas traité dans
5. iii).

iv) Pour h = hy
Ce cas correspond a une orbite définie dans l'intervalle ]¢s,, ¢, [. Les solutions
pour ce cas correspondent au cas traité dans 5. ii).

v) Pour h € 1hy, hol

Nous avons une famille d’orbites entourant le point d’équilibre E»(¢,,0) et une
autre famille définie dans |¢;,, ¢5,[. Les solutions sont identiques a celles obte-
nues en 1.v)
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vi) Pour i = hg

Nous avons I'orbite fermée qui entoure le point d’équilibre E»(¢.,, 0). La solution
est obtenue comme au cas 1. vii).

vii) Pour & € 1hy, hy[
Nous avons des familles de solutions comme celles obtenues en 1. ix).
viii) Pour h = hy = hy,

Ce cas correspond a I’homocline qui passe par le point d’équilibre E;(¢,,,0) et
intercepte la droite d’équation ¢ = ¢,, . Dans cette situation, on a :

Gs(9) = ;’—3@ — 32— bsy), (3.340)
(&)

_ 2
y2 — _w2¢(¢ ¢€1) ]

3.341
¢ - ¢S1 ( )

Pour0< ¢ < ¢5,0na:

2(P) = il [arCSin(2_¢ - 1) + (Pe, — ¢s,)argCh
w ¢

S1

2¢el(¢s1 - ¢el) + ¢s1 - 2¢61 )} .

¢s1(¢ - ¢61) ¢S1
(3.342)

ix) Pour & € |hg, = hy, +o0[
Nous avons les mémes familles d’orbites et les mémes formes de solutions
qu’en 5. ii)

7. Casou0 < ¢, < e, < Po, < s, < Oy < s, < oy POUr h3 <0 < hy < hg < hy = hy, ;
c3 = —0,023333, J, <0, J, > 0 et J3 > 0. Les portraits de phase sont qualitativement
semblables a celles de la figure (3.34)

i) Pour h € ]—c0, hs[

On a deux familles d’orbites dont I'une est constituée des courbes entourant
le point d’équilibre E(¢.,,0) et 'autre admettant des branches infinies en ¢, et
#s,. Les solutions sont semblables a celles obtenues en 3. iii).

i) Pour h = h;
Ce cas correspond a 'orbite définie dans |4s,, ¢, [ avec des branches infinies.
III) Pour & € 1hs3, hy[

Nous avons encore une famille d’orbites définies dans |¢,,, ¢, [ avec des
branches infinies.

iv) Pour h = h,

Ce cas correspond a l'orbite définie dans |¢s,, ¢, [ ayant les caractéristiques
similaires au cas 7. ii).

v) Pour h € 1hy, hol

Nous avons une famille d’orbites circulaires entourant le point d’équilibre
Ex(¢e,,0) et une autre famille est définie dans l'intervalle ]¢s,, ¢, [.

vi) Pour i = hy
Nous avons la méme situation qu’en 1. iix)
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vii) Pour & € |ho, hy, [
Cette situation correspond au cas 1. ix).

viii) Pour i = hy,
Ce cas correspond a une orbite fermée contenue dans 'homocline #;, passant
par I'origine du plan de phase 0(0,0) et interceptant I'axe des ¢ au point (¢,,, 0)
tel que 0 < ¢, < ¢,,. Lautre branche passe par (¢,,,0) tel que ¢,, < @5, < ¢e,.

Alors :
G3(¢) = g"—;@ ~6:)( — $5)(& — by, (3.343)
2 _ _wg ¢(¢ - ¢S3 )(¢ - ¢S4) (3 344)
(¢ - ¢S1) ’ .

Pour 0 < ¢ < ¢, < s, < ps,, 0N aA:

¢S3¢S4sn2(Q78ns k78) - ¢S3¢S4
P, SN*(Q7817, k78) — s,

1 s3\¥Ps1 T Pisq
avec Qg = 3 G5y (P51 — b3, k%S - % o

: (3.345)

é(n) =

1 ( s3 ) . ~
2n) = iZ (s, — b)) + %H [arcsm (sn(Q781m, k78)) ;afgg;km]] , (3.346)
avec a2 =% et 0< n< LI((lc7g).
78 ¢S4 -Q78

Pour 0 < ¢5, < ¢, < <5, 0na:

— ¢S3 (¢S1 - ¢s4)sn2(Q78n7 k78) - (¢S1 - ¢S3 )¢S4

, 3.347
¢(n) (¢51 - ¢S4)Sn2(978n’ k78) - (¢S1 - ¢Yz) ( )
1 s4 — ¥s3 . ~
z(n) = £ (B3 — @5 + %H [arcsm (SN(Q7s7, k78));01%go;k78” . (3.348)
oll 42, = Zi :Zz et0<n < o —Kkr).

ix) Pour k€ |hg,, hi|
Nous avons les mémes formes de solutions qu’en 1. ix).

x) Pour h =y
On a une orbite qui passe par (¢.,,, 0), elle admet une branche infinie en ¢;, et
est définie dans l'intervalle [¢,,, ¢, [ . Une autre branche passe par E;(¢.,,0)
avec une branche infinie en ¢,,. Les solutions sont de la méme forme que
celles obtenues en 1. ix).

xi) Pour h € 1hy, +oo[
On a une famille d’orbites limitées par les droites ¢ = ¢,,, et ¢ = ¢,,. Lautre
famille est définie dans l'intervalle [0, ¢,,[. On a:

Gs(@) = (6= 60) (6~ ao)” + 1), (3.349)
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(@ — ¢a) (¢ — a0)* + b})
L— , 3.350
e P O ) (3.350)

avec ¢, < ¢, < ¢5,- On a les mémes formes de solutions qu’en 1. xi).

8' Cas ou 0 < ¢61 < ¢€2 < ¢02 = ¢S2 < ¢m1 < ¢S1 < ¢e3 d,ou h3 < 0 < h2 < hO = hS2 < hl ;
c3 = —0,02535, J; <0, J, > 0 et J3 > 0. Voir figure

FIGURE 3.36 — Portraits de phase du systéme (3.79) lorsque 0 < ¢, < ., < do, = b5, <
Oy < P < ey dou h3<0<hy <hg= hsz < hy. c3 = -0,02535.

i) Pour h € ]—o0, h3[
On a deux familles d’orbites dont I'une est constituée des courbes entourant
le point d’équilibre E(¢.,,0) et l'autre admettant des branches infinies en ¢,, et
#s, .Les solutions sont semblables a celles obtenues en 3. iii).

i) Pour h = h;
Ce cas correspond a la famille d’'orbites définie dans ]¢,,,#,[ avec des
branches infinies.

iii) Pour h € 1hs, hol
Nous avons encore une famille d’orbites définies dans |¢,,,4,[ avec des
branches infinies.

iv) Pour h = h;
Ce cas correspond a I'orbite définie dans |¢s,, ¢, [ ayant les caractéristiques
similaires au cas 7. ii).

V) Pour h € |hy, hy = hy, |
Nous avons une famille d’orbites circulaires entourant le point d’équilibre
E>(¢.,,0) et une autre famille définie dans lintervalle |s,, ¢, [-

vi) Pour i = hy = hy,
On a affaire a une orbite qui passe par le point (¢,, 0) et qui admet une branche
infinie au voisinage de ¢, .
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G3(9) = 8“—632¢<¢ — $0)(b — b5, (3.351)

200 —
P = -8t (3.352)

(¢ - ¢51) ’

on a comme solution

2¢ $o, + do, ) bs . ( 2¢0,¢s, o, + po, )
- + — arcsin - .

¢S1 - ¢01 ¢S| - ¢)01 ¢01 ¢(¢S| - ¢0]) ¢S] - ¢0|
(3.353)

2(p) = J_rl larcsin(
w

avec ¢o, < ¢ < ¢s,.

vii) Pour & € Jhg, hy[
Ce cas correspond a trois familles d’orbites. Pour la premiére famille, les or-
bites sont fermées et contenues dans I'homocline ;. Chaque orbite intercepte
I'axe des ¢ en (¢x,,0) tel que 0 < ¢, < ¢,,. Une deuxiéme famille est constituée
d’orbites passants toutes par un point (¢,,0) tel que ¢., < ¢, < @o,. Enfin,
pour la troisieme famille, chacune ds orbites passe en un point (¢, 0) tel que
¢02 = ¢S2 < ¢k3 < ¢WZ|'

viii) Pour h =y
Ce cas correspond a deux branches d’orbites, dont 'une passant par le point
d’équilibre E;(¢.,,0) et définie dans lintervalle [0,¢,,[, 'autre passant par
(¢m,,0) et définie dans @, ¢y, [-

G3(9) = g—jzw ~$e)X(b — b, (3.354)
2 2¢(¢ - ¢e1)2(¢ - ¢m1)
=- . 3.355
TG — )@ —bs) (3:355)
Pour 0 < ¢ < ¢5,,0na:
¢m1 ¢szsn2(9887]’ k88) - ¢m1¢sz
= 3.356
) ¢5,SN>(Qs317, ksg) — Pim, ( )
¢s (¢s - ¢m ) 1
kZZ#,Q == m\¥sy — ¥s2)s
avec kgg o = bm) 8= 3 G (Ps, — Ps,)

1 [(¢m1 - ¢sl)(¢m1 - ¢s2) (¢s2 = Omy
n+
8

z(n) = ia (¢m1 — ¢el) N )H [arcsin (sn(Qgsn, kgg)) ;d%S; kgg]:|

+l [(¢51 - ¢e|)(¢m1 - ¢52)H [arcsin (Sn(ngn, kgg)) ;&580; kgg]] ’

w Qgg(dm, — dey)
( ) (3.357)
~ ¢s2 ~ ¢s2 ¢m| - ¢€1 . 1
avec (L’%S = ¢—ml et aégo = m ;0<n< Q—gSK(kSg)

Pour ¢,,, < ¢ < ¢;,, NOUs avons :
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_ ¢sz(¢s1 - ¢m1 )Snz(QSSUa k88) - ¢m| (¢s1 - ¢sz

= , 3.358
¢(n) (¢S1 - ¢m1 )Sn2(98877’ k88) - (¢S1 - ¢S2) ( )
1 my — ¥so . ~
) = &~ [(‘Z’Q—gg"”n |arcsin (sn(Qssn, kss)) : @2,: ksg]]
1 er — ¥ my — ¥sy . ~
(3.359)
avec &g, = 51 = Pm &, = G5, = ¢e)(bs) = Pm1) et 0<n< LK(kgg)-

G =5 T (B — b)) (s, — Bs,) Qgs
iX) Pour & € 1Ay, +oo[
Ce cas correspond a deux familles d’orbites dont I'une est constituée d’orbites
passant chacune en (¢,,0) tel que ¢, < ¢, < ¢5,. Lautre famille est constituée
d’'orbites qui passent en (0, 0) et admettent des branches infinies en ¢, .

9. Casou0 < ¢, <o <o, <Py, <o, < Py < s, < Py d'OU h3 <0 < hy < hg, <
ho < hy.
Dans cette section, il y a plusieurs cas qui ont été déja vus dans les sections
précédentes. Nous allons nous intéresser aux nouveaux cas :

i) Casouhe |hy,hgl
Nous avons une famille d’orbites fermées qui entourent le point d’équilibre
E> (¢e,,0). Et une autre famille d’orbites définies dans l'intervalle ]¢,, ¢,,[ avec
des branches infinies.

ii) Casouh=h,,

Ce cas correspond a une orbite qui passe par le point (¢5,,0) tel que ¢y, <
bs; < de, < ¢, @vec une branche infinie en ¢;,. Alors :

@3

G3(¢) = 3C,

(¢ - ¢S2) (¢ - ¢S3) (¢ - ¢S4) . (3360)

Dans le cas ¢, <0 < ¢o, < ¢s; < Ps,»

y2 = — a3 d(p— ¢ss)(¢ - ¢S4) (3361)
862(62 + 2C3) ¢ - ¢s1
Tandis que pour ¢, < ¢ < @5, :
wdz = + @ ds)dé (3.362)

AR ICET I
Pour ¢, <0< s, <P < g, 0na:

2 ] Va4 3.363
T G 1 v<¢s.—¢sg>¢’”]’ 556

_ ¢S1 ¢S3
¢ (n) N ¢S1 - (¢S1 - ¢S3) Sn2 (99277’ k92)

(3.364)
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et

do =+ |-y, + i - (3.365)
w (¢S| - ¢S3) 2
1 = —————5sn(Qo27, ko)
S1
Ce qui entraine,
1 ‘ ,
Z(p) =+~ [—%n NLCY |arcsin (sn (Qoon, kgz)),agz,kgz]] : (3.366)
w Qg

ili) Cas ou & € |hy,, ho[
On a deux familles d’orbites : la premiére est constituée d’orbites passant
chacune par (¢x,,0) tel que ¢o, < ¢, < ¢5, avec une branche infinie en ¢;,.
Lautre famille est constituée d’orbites passant chacune par (¢,,0) tel que
¢s, < Pk, < ¢, @vec une branche infinie en ¢y, .

“ (@~ 61) (6 — b1) (& — 1) (3.367)

G0 =320

avec ¢, <0 < ¢y, < oy,

J— @3 ¢(¢_¢k1)(¢_¢kz)(¢_¢k3), (3.368)
8C2 (CZ + 2C3) (¢ - ¢s1) (¢ - ¢s2)

pour ¢ € [¢k1’¢52[ U [¢k2’ ¢Sl [

iv) Casou i = hg
Ce cas correspond a deux branches de courbes : la premiere passe par
(¢0,,0) avec une branche infinie en ¢,,; la seconde passe par (¢o,,0) avec
une branche infinie en ¢, .

y

G (P) = 8%"5 (¢ - d0,) (@ - d0,). (3.369)

G3(P) = 226 (&= 60 (6 = d0,). (3.370)
2
Pour ¢e [¢01’¢S2[ v [¢029 ¢s[ nous avons :

- i(¢_¢sl)(¢_¢sz) d¢ (3371)
¢ V@ =60) (@~ ¢0,) (6 — b5,) (b5, - 9)

Pour ¢o, < ¢ < ¢5,, 0na:

wdz

2 -1 (¢02 B ¢01)(¢S2 B ¢)
= NN 3.372
! V(gs, — ¢s,) (¢o, — ¢01)Sn l (@5, = #0,) (b0, —9) ( )
(¢s _¢0)(¢s _¢0) 1
2 1 2 2 1 _ 2 _ _
avec k2, = 60 05 (G0 —d0) et Qo = 5 V(45 =~ 45.) (90, — d0,)-

Alors
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B0, (¢, = b0,) SN* (o211, ko2) = s, (o, = d0,)

= 3.373
¢ (77) (¢sz - ¢01 ) Sn2 (99277’ k92) - (¢02 - ¢)01) ( )
A partir de
wdz = | = gy, — by + 2222 |4
=|¢- ¢s1 - ¢s2 + ¢S1(:S2 + by i;)z ¢Ol
1- ¢02 — 01 sn? (Qoan, kg2)
+ (¢02¢_ ¢sz) ¢ (¢ ¢ 1) kn
0. K s2 — @0
2 1 - 25 2 1 2(Qoon, k
B Doy — o) (BI0)
on obtient :
() =+— [(¢01 by, — bs, + “"‘“‘/’”)n
b0,
(¢s2992¢02) 1 [arcsin (SN (Qoon, kyp)) ; (132, k92]j| (3.374)
1 S1 h — Wsy .
- [% [1 [arCSln (SN (Qoa1, ko2)) s %, k92]} ,
ol a, = (@5, ~ o). a2, = $0. (95, =90, . et 0<py< LK(kgz).
27 (po,—¢0) " 2 s, (90, — 0, Qg
Pour ¢, < ¢, <o, < <, Ona:
1 -1 (¢sn - ¢sz) (¢ - ¢02)
= — k
"7, l (@51 =40 (0= 0:,) 94
dou :
¢ (7]) _ ¢Sz (¢S1 - ¢02) Snz (99277’ k92) - ¢02 (¢S1 - ¢Sz)
(¢s, — d0,) SN (Qoon, ko) — (P, — Ps,)
et
U_)dZ =% ¢Sz - ¢S1 - ¢Sz + ¢S] + (¢02 ¢S2)
(¢sl ¢02)Sn2 (Q k )
(¢ ~6) 9217, K92
51 52 (3.375)

_@ (¢02 ¢sz)
b0, 1— ¢92 (¢Y1 ¢02)
¢02 (¢sl ¢sz)

—————23Nn2 (Qoa1, ko)
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D’ou
_ (¢02 ¢S2) . .2
2 = o | === 1 [aresin (sn (Qoan ks2)) a5, koo
(3.376)
1 51 .
- % [1 [arCSln (SN (Qoam, k92)) s @, k9z]} ,
(¢Y —¢o ) os (¢Y — o ) 1
2 l 2 2 _ 2 1 2/ .
avee P2 = (¢51 ¢52) o2 = ¢02 (¢s1 - ¢s2) 0 ( Q92K(k92).

10. Casou 0 < ¢, < ¢o, < Ps, < P, < P5, < P, d’OU h3 <0 < hy < hg, < ho(hy. Voir
figure (3.35).

Nous allons nous intéresser aux cas qui ne figurent pas dans les situations
abordées aux sections précédentes.

FIGURE 3.37 — Portraits de phase du systéme (3.79) lorsque 0 < ¢., < ¢o, < ¢s, < Be, <
¢S1 < ¢€3 dou (h3 <0<h< hsz < hy < hl)

i) Casouhe |hy,hyl

Cette situation correspond a deux familles d’orbites : la premiére est constituée
d’orbites jaunes qui passent chacune par le point (¢;,,0) tel que ¢,, < ¢, <
#., et admettant une branche infinie en ¢,,. La seconde famille est constituée
d’orbites vert fonce interceptant chacune 'axe de ¢ en (¢,,,0) tel que ¢, < ¢;, <
¢s, et ou (¢s,,0) est un point situé sur I'orbite correspond a h;,. Alors on a :

G3 () = 5= (6= d1) (6 = 9) (&~ 6.
2
avec ¢, <0 < ¢y, < ¢y, et

2 _ @3 ¢ (¢— 1) (P —¢1,) (@~ d15)
8¢3 (c2 —2¢3) (9 — ¢s1) (¢ — bs,)

y
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Ona:

(28
(¢ - ¢s1)(¢ - ¢s2)d¢

+1
w ¢f N6 (b= ¢1,) (P — bs,) (B1, — ¢) (& — bs,) (& — b1,)

HOE : (3.377)

ii) Casou h € |hy,, ho[
Pour ce cas, nous avons deux familles d’orbites situées de part et d’autre du
point d’équilibre E; (¢1,,0). La premiere est constituée d’orbites de couleur rose
dont chacune intercepte I'axe des ¢ en un point (¢x,,0) tel que ¢o, < ¢, < ¢s,
avec une branche infinie en ¢,,. La seconde famille est constituée d’orbites
de couleur vert foncé dont chacune intercepte I'axe des ¢ en (¢y,,0) tel que
bsy <k, < ¢o, €t admet une branche infinie. On a :

Gs (¢) = g‘”—; (6 — d,) (6 — b1) (6 — i)

avec ¢, < 0 < ¢y, < ¢, et

= @3 ¢ (¢ =) (P~ ¢1) (6 — o)
8(,‘% (C2 + 26‘3) (¢ - ¢s1 ) (¢ - ¢s2)

Les solutions sont similaires aux cas obtenus précédemment.

iii) Casouh =hy
Ce cas correspond a deux branches d’orbites : la premiere de couleur rose
passe par le point (¢,,0) et admet une branche infinie en ¢, .

La seconde jaune passe par (¢o,,0) et admet une branche infinie en ¢,,. On a

Gs (¢) = g"—;(¢—¢ol)(¢—¢m),

et

2@ @ —¢0) (- ¢,)
82 (c2—2c3) (¢=¢0,) (¢~ ¢o,)

Nous avons comme solution :

Y

(¢_¢sl)(¢_¢sz)d¢ .
¢ \/(¢ - ¢s1) (¢ - ¢sz) (¢ - ¢01)(¢02 - ¢)

On a les mémes solutions qu’en 9.i). Les autres cas sont similaires a 9. iv), i.e
pour h € hg, hi[, h = hy, et h € Jhy, +ool.

dz = +

11. Casou 0 < ¢, < Po, = ¢s, < e, < 5, < P, d’OU h3 <0 < hy < hy = hy, < hy.
Dans cette section, le cas qui nous intéresse est le cas ou i = hy; les autres cas
ont été vus dans les sections précédentes. On affaire a une orbite qui passe par
(¢0,,0) et admettant une branche a l'infinie en ¢,,. Alors

Gs (@) = ‘;‘ic‘f (6 - 00,) (6 — 65,).

et
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S S Gl 1Y)
8C3(c2—2c3) ($—¢s1)

y

avec ¢ € [¢o,, ds5,[. Alors :

26 ¢s.+¢oz) (¢) ( 26, b0, ¢n+¢oz)
— + arcsin -

—$0, b5 —b0,)  \do, ¢ (b5, —d0,) s, — o,

z(n) = i% [arcsin (¢s1

12. Casou 0 < ¢, < ¢y, < Po, < ¢, <o, d’OU h3 <0< hy < hy < hy, <hy

i) Casouh e |hy,hy,|
Pour ce cas, nous avons trois familles d’orbites : la premiere famille est
constituée d’orbites dont chacune intercepte I'axe des ¢ en (¢.,,0) tel que
0 < ¢, < &5, < ¢,. Ce sont des orbites fermées qui passent chacune par
(0,0) et (¢,,0).
La seconde famille correspond aux orbites dont chacune intercepte I'axe des
@ en ¢, <@, < ¢o,. Ces orbites admettent des branches infinies en ¢;,.
La troisieme famille correspond aux orbites interceptant chacune I'axe des ¢
en (¢, 0) tel que : ¢o, < @1, < Ps,.

iif) Casouh = hy,
Ce cas correspond a deux branches de courbes. La premiére passe par (¢,,0)

et est une orbite fermée. La seconde passe par (¢,,,0) et admet une branche
infinie au voisinage de ¢,,. On a:

Gs(9) = g"—;w — $3:)(B — 5, )(D — b3, (3.378)

y2 — —a)2 ¢(¢ - ¢S3 )(¢ - ¢s4), (3379)

(¢ —s5)

oU 0 < ¢y, < @y, < Py,
Pour 0 < ¢ < ¢,, nous avons :

— ¢S3¢S4sn2(9122n’ kll2) - ¢S3¢S4

, 3.380
o0 ¢, SN*(Qi221, k122) — b, ( )
1 s3 — ¥Wsa . ~
z2(n) = £— [(¢sy — P50 + MH [arCSln (SN(242217, k122)) ;Ck%zg;klzz]} ,
w Qi
(3.381)
~ ¢s3 . ¢S3(¢s1 - ¢S4) . 1
avec 10%22 = E, k12 = m, Qi = 3 VOsy(Ps, —dsy) €1 0 <y <
QK (k122)
Pour ¢, < ¢ < ¢5,, 0n a:
_ 2 _ _
o) = G53 (s, — 5,)SN"(Q1221, k112) — Dsa(Ps, — Pss3) (3.382)

(¢S1 - ¢S4)Sn2(9122n9 k122) - (¢S1 - ¢S3)
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1 - . -
zZ(m) = == (53 — ds1)n + %H [arCSln (sN(Q21221, k122)) ;0/%23;/{122]} ,
(3.383)
N ~ ¢S1 - ¢SQ 1 sy, ,
ou a2, = et 0 <npyp< ————. Les autres cas ont été calculés
1237 9, — ¢, 7 Q22K (k122)

dans les sections précédentes.

13. Casou 0 < ¢y, < Po; < Pe, < Poy € h3 <0 < hy < hy < hs, < hy.

i)

ii)

Cas ou h € |hg, hy,|
Ce cas correspond a trois familles d’orbites :

La premiere famille est constituée d’orbites dont chacune intercepte I'axe ¢
en (¢;,,0) tel que 0 < ¢;, < ¢s, et passant toutes par (0,0). Ce sont des or-
bites fermées. La seconde famille est constituée d’orbites qui admettent une
branche infinie en (¢;,,0) tel que ¢, < ¢;, < ¢, avec H (¢s,,0) = h,.

La troisiéme famille d’orbites correspond aux orbites interceptant chacune
'axe des ¢ en (¢1,,0) tel que ¢, < ¢, < ¢, avec H(¢s,,0)=h,.Ona:

a

Gy () = 502 (8= 91) (@ = 61) (9 - ),

et

2 _ @3 ¢ (¢ —¢1,) (P~ ¢1,) (9 — ¢15)
8C§ (C] + 2C3) (¢ - ¢S1)(¢ - ¢S2)

avec ¢ € [0,¢;,] U |s,, b1 U [B15, b5, [-

Cas ou h = hy,

Nous avons deux courbes : I'une qui passe par (0,0) et (¢5,,0). C’est une
courbe fermée qui coupe la droite ¢ = ¢, en deux points symétriques par
rapport a I'axe des ¢. Lautre courbe passe par (¢,,,0) et admet une branche
infinie en ¢,,. Alors,

y

>

Gs (9) = g"—; (@ 5,) (@ — 05,) (& — bs2)

et

2 _ a3 ¢(¢_¢S3)(¢_¢S4)
8C3 (c1 + 2c3) (¢ — bs1) '

y

avec

¢ € [0, ¢s3] U [¢s49 +oo[

Nous avons la méme solution qu’en (12.) pour i = h,.

Cas ou h € |hy,, hy|

Ce cas correspond a deux familles d’orbites. Pour la premiéere famille, nous
avons des orbites fermées entourant le point d’équilibre E; (¢.,,0) et intercep-
tant chacune I'axe des ¢ en (¢,,0) et (¢,,0) telsque ¢, < ¢r, < @, <
#r, < ¢s;. Pour la deuxieme famille, nous avons des orbites passant chacune
par (¢r,,0) telque < o,, < s, < i, < ¢m, €t H(¢m,,0) = hy. Alors,
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Gs (9) = g"—jzw—ml)(qs—mz)(«p—mg

et

2 _ a3 ¢ (¢ — i) (P — ¢) (6 — dus)
8C3 (c2 +2¢3) (¢ = ¢5) (4~ bs,)

y

Il ressort de I'étude faite sur ce modele théorique que la prise en compte de I'anharmoni-
cité interparticulaire et du potentiel de substrat déformable apporte une grande richesse
dynamique pour ce modele. Un tel modele, avec des solutions générées par son équation
caractéristique, peut étre mieux adapté pour décrire des systemes physiques trés com-
plexes. C’est pourquoi il est indispensable d’approfondir son étude non seulement par la
recherche de solutions ondes solitaires générées, mais aussi par I'étude de la capacité
de ces systémes a transmettre un signal. C’est pour cette raison que nous allons exami-
ner au chapitre suivant I'étude de la fonction de transfert d’'une onde a travers un systeme
physique non linéaire de largeur finie.






Depuis un certain nombre d’années, plusieurs études ont été faites sur les systemes de
transmission non linéaire [76, 165, (74, 186] (biréseaux, super-réseaux, lignes de transmis-
sion non linéaire).

Au voisinage du gap, quand la fréquence se situe dans la bande interdite, la fonction
de transfert de module tres faible dans I'approximation nonlinéaire (Amplitude — 0) de
'onde incidente, devient importante et présente une bistabilité avec hystérésis lorsque la
valeur de I'amplitude dépasse un certain seuil dépendant de la fréquence [76, 75,36}, 87].

Ces études sur la transmissivité ont été faites sous I'hypothése d’interactions interparti-
culaires harmoniques ou présentant une non linéarité assez simple. Dans ce chapitre,
nous allons déterminer la transmissivité d’un systeme de transmission non linéaire et
présentant des interactions interparticulaires anharmoniques. Nous montrons par la suite
l'influence du facteur responsable de I'anharmonicité et celle du facteur de déformabilité
du potentiel de substrat sur le coefficient de transmission du systéme.

Pour ce faire, nous allons utiliser la méthode a deux ondes pour la résolution de I'équation
de Schrodinger non linéaire. Ceci conduit a un systeme de deux équations qui nous per-
mettra de déterminer les relations entre les amplitudes des ondes incidente et transmise
d’une part, ainsi que celle entre les vecteurs d’ondes de ces mémes ondes. Ainsi nous
obtiendrons I'expression analytique de la transmissivité du systeme.

D’apres I'étude d'une ligne de transmission non linéaire, I'équation caractérisant
I'évolution du systéme non linéaire anharmonique avec substrat déformable est donnée
par (3.6)

Pour la résolution de I'’équation du systeme, nous avons utilisé la relation (3.7). Léquation
de Schrodinger est donnée par la relation (3.10) dans laquelle nous avons utilisé le fait
. o G 3 - 2 2 ’
que k = 0 au bord du gap inférieur avec P = 2L et Qo) = 4—ij.
wo g

107
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Comme lors du traitement de I'équation (3.13), nous avons en fait négligeé le terme en
Axxxx apparaissant en (3.10), car ce terme fait intervenir une dérivée d’ordre 4 par rap-
port a une variable lente X, ce qui la rend négligeable par rapport aux autres termes qui
sont obtenus a partir des dérivées d’ordre au plus égal a 2. C’est une équation ou les
parametres P et Q dépendent du coefficient d’'anharmonicité G4, du coefficient de disper-
sion harmonique G, et du parameétre g caractérisant la déformabilité du substrat. Il n’est
donc pas nécessaire de garder les termes de dérivée d’ordre 4. Pour la résolution de
I'équation, nous allons utiliser une méthode appelée méthode a deux ondes [76, [74].

La méthode a deux ondes consiste a exprimer I'enveloppe de I'onde introduite en (3.7)
sous la forme suivante :

AKX, 7) = (VKX 4 v_e KX emitr, (4.1)

C’est la somme de deux ondes se propageant en sens inverse [75]. Leurs amplitudes V.,
et V_ sont supposées constantes et a priori complexes. Leurs vecteurs d’'onde sont K,
et K_, a priori réels en I'absence de pertes (pas de résistances ni de conductances dans
le modéle). Le caractére non linéaire du milieu de transmission va étre pris en compte
par les relations K, = K, (Q,V,,V_) et K_=K_(Q,V,,V_). La pulsation Q de ces deux
ondes est la différence entre la pulsation totale w de 'onde incidente et la pulsation wy
du gap comme pulsation de la porteuse :

Q=w - w,.

Comme la fréquence de I'onde incidente se situe en dessous du gap, nous aurons donc
Q < 0. Par la suite, nous allons exprimer les termes de I'’équation en nous limitant aux
parties qui contiennent les expressions en e~ ¥ | /KX gt ¢~ KX,

Les termes de I'équation (3.10) s’écrivent comme suit :

iAT Q I:V+€iK+X + V_e—iK_X] e—iQT’

PAXX

p [—Ki V, KX _ g2 V_e—iK_X] o9
QA2A* = Q [(| Ve P Va4 2| VP V) S X (VO Vo4 2|V, P V_)e—"K-X]e—"QT

3Gy ., . 3Gay,4 )
- o | A xAx +2AxxA% ] Ax = 9 [K31Ve P Ve +2K3K2V, | Vo Pe ™

3G .
+ SR VP Vo4 2K2K2 | VL P Ve
2w

Par regroupement des termes en eX+X et ¢7X-X dans I'’équation de Schrodinger non
linéaire (3.10) ainsi modifi€ée, nous obtenons :
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3G
Q-PK2+ Q1 Ve P21 Vo) = 220 (KE |V, P +2K3K2 | V- 1) (4.2)
2w
et
3G
Q-PK2+Q(1 Vo P 2| Vi P) = S (KX | Vo P +2K2K2 |V, P). (4.3)
w

Ces équations ci-dessus sont indispensables pour le calcul de la transmissivité du
systéme non linéaire.

Considérons un systeme de longueur finie (L). Le milieu non linéaire est limité par deux
milieux linéaires .

TAVAYAY Y

Onde incidente / /

[
Milieu non linéaire 2 /v\/\/\
Onde transmise
= i/ \/\//
Onde réfléchie
Milieu linéaire 1 Milieu linéaire 3
X=-L X=0

FIGURE 4.1 — Propagation d’'une onde dans un milieu non linéaire et de dimension finie.

Nous allons considérer les conditions de continuité du signal aux frontieres du milieu en
X = —-L et X = 0, puis la continuité du gradient du signal aux mémes frontieres [76), [74].
La continuité du gradient provient de celle du courant lié au gradient de tension par :

v di
ax ot
La quantité V;e®* représente I'onde incidente vers la face d’entrée (X = —L), et celle
RV;e~*X représente le signal réfléchi ol R est le coefficient de réflexion de I'onde.

A Tl'intérieur du systéme, 'onde est donnée par V,e’X+X + V_e~K-X A |a sortie du systéme
non linéaire, 'onde transmise est V,e*1X,

A partir de la continuité du signal en X = 0, nous avons la relation

V+ +V_= V[.

De la continuité du gradient du signal en X = 0, nous avons la relation

K+V+ - K_V_ = let.

¥ K_ V. V_ . .
— ,y=—,v, = —,v_ = —, alors les conditions de continuité en
kl g kl Ve Vi Y Vi

X = 0, nous permettent d’écrire :

Si nous posons x =
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vi+vo=1 (4.4)

et

xvy —yv_ = 1. (4.5)
Des équations [4.5|et[4.6] nous avons

1
vy = 15 (4.6)
X+y
et 1
x—
iy 47
Y X+Yy ( )

Comme x et y sont réels positifs, on peut en déduire que v, et v_ sont aussi réels, ce qui
permet d’enlever les barres de module dans (4.2) et (4.3). Les relations de continuité de
'onde et de son gradient en x = —L nous permettent d’écrire

Vje_ik,L + RVieikIL — V+e—iK+L + V_eiK_L

et
leie—ik[L _ klRVieik]L — K+V+e—iK+L _ K_V_eiK_L.

Compte tenu des relations de continuité de 'onde et de son gradient a la surface ca-
ractérisée par X = —L, nous avons aussi la relation :

2Viem Ll = v, [v,(1 + x) cos(k;Lx) + v_(1 — y) cos(k;Ly)]
(4.8)
+iV; [(v—(1 = y) sin(k;Ly) — v (1 + x) sin(k;Lx)] .

C’est une relation qui contient des termes en x , y, v, et v_. Comme ces termes dépendent
de V;, les expressions de x et y en fonction de V; permettront de lier 'amplitude de I'onde
transmise a celle de I'onde incidente ; ceci conduira a la fonction de transfert du systeme.

Remplacons les expressions des amplitudes V., V_ puis les vecteurs d’'ondes K_ et K,
dans leurs relations obtenues de I'équation de Schrodinger non linéaire. Nous obtenons
les équations suivantes :

3G4V7ik}
Q- P22+ QV2 (12 +22) = % (x*v2 +2°52) (4.9)
w
0

et
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3G4Vik}

Q- Pijy* + QV7 (v +2v7) = ,
2w,

(y4v2 + 2x2y2vi) . (4.10)

Apres addition des équations (4.9) et (4.10), nous avons :

3G4Vik)

2Q — Pkl2 (x2 + yz) +30V? (v%r + v%) = ow (x4 + 2x2y2) V2 + (y4 + 2x2y2) v%] . (4.11)
0

Aprés soustraction des équations (4.9)et (4.10), nous avons :

_ 3G4ViK

2(.2 .2 2(2 2 4 2.2\ .2 2.2 4\ 2
Pk; (x —y)+QVt (v+—v_) Zw;) [(y —2xy)v_+(2xy —x)v+]. (4.12)
3G4k!V}
Posons : a = 16Pk;, k=64Q, B=48QV7, y= o u=aty et v=x-y;
w,
0
3yul + p(v).u* + g +r(v) =0 (4.13)
et
AW).u* + Bb).u* + C(v) =0, (4.14)
avec
pv) = —3yv2 - 20yv + «a,
qv) = —3yv4 + 24)/\/3 + 32y + a)v2 - k-5,
rv) = Y3 -4 - B -2)%
AWV = y(2-3),
B(v) = )/(61/3 — 12V - 8v) —av,
et

Cv) = =2)|-3p* +4p° + g .

En posant Z = u?, les équations ci - dessus s’écrivent de nouveau

yZ3 + pZ? +qZ+r=0 (4.15)

et

AZ* +BZ+C =0. (4.16)
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.12

. . 2
Regardons déja dans quelles conditions A(v) = 0 : Ce serait pour v = 3 On aalors :

2\ S0y+6a. 2\ 64y +368 2\ 44y
3(3) B 9 C(3)‘ T p(3 -3 e
2 212y + 12a 2\ 64y 168
2 = 2T ) [P A
q(s) 27 F r(3) 243 9

En essayant de résoudre le systeme (4.15) et (4.16), on n’obtient pas de solutions pour
Z. On peut donc considérer A(v) différent de zéro pour la suite.

Pour A(v) # 0, nous pouvons écrire comme solution de (4.15) :

,_ ~Bx VB —4AC
- - :

Apres élimination de Z dans (4.11), nous obtenons une équation de la forme

C[(4+3y2C2 = p(4 + 3y)BC + (4 + 3y)(gB + 3rAB — 24AC)]
+C|-pgAB + (¢* - 2rp)A? + p?AC]| (4.17)

+r[pAB? + rA® - gA2B - (4 + 3y)B*| = 0.

Cette équation possede 13 termes de degré 15 en I'inconnue v, ce qui la rend impossible
a résoudre, méme avec l'aide de Mathematica ou Mapple. Par contre, il apparait que
la valeur v = 2 joue un r6le intéressant en annulant certaines combinaisons de termes,
quand C(v) est en facteur.

La belle symétrie entre les équations et peut nous faire penser qu’une solution
serait facilement trouvée en posant x = y et v, = v_. Cependant, en reportant ces égalités
dans I'équation (4.5), on obtient alors xv, — yv_ = 0 au lieu de 1. Ce cas n’est donc pas
possible.

En posant comme solution d’essai seulement I'égalité des amplitudes V. et V_, soit v, =

1 . . . .
V- =5, les conditions sur x et y deviennent: y+1 = x—1 = a, ceci donnerait x =a + 1 et

y = a— 1, oU a est une constante restant a déterminer. Cet ansatz a également le mérite
de donner v = 2. Alors les amplitudes de I'onde incidente et de I'onde réfléchie dans le
milieu non linéaire sont les mémes, tandis que I'enveloppe de I'onde devient :

AX, 1)

(V+eiK+X + V_e_iK‘X) e (4.18)

— lvte—iQT [ei(a+1)k1X + e—i(a—l)le]
2
iak; X —iak; X
> eIt 4 etk
_ Vte lQTek/X( 2

=V, cos(akX)e X9
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. R . . 2 A
On obtient alors un systeme d’ondes stationnaires de longueur d’onde —Z = 2 dont la
akj a

. A
distance entre les ventres et les noeuds est 4—1.
a

La soustraction des équations et donnant nous fait perdre les quan-
tités Q et O qui influencent pourtant la fonction de transfert. Il est nécessaire pour nous de
considérer I'addition des équations et c’est a dire (4.11), ou ces termes appa-
raitront, plus que I'équation obtenue par différence qui nécessiterait d’aller a des ordres
supérieurs dans I'approximation de la méthode des 2 ondes. Nous pouvons nous affran-
chir de cette difficulté en posant a >> 1 et en cherchant a telle que donnée ci-dessous a

partir de (4.11) quand a >> 1 :

30V2  9Guk!Via®

Q- Pia® + , 4.19
! 4 8w, ( )
D’ou
8w, P 8w.Q + 6w,QV?
at + 02 2a2 -2 > O4Q L=0 (4.20)
9G4k2V 9G4V2ki
eton arrive a :
’ ’ 2 ’ ’ 2
o 1| 8w 8w, P 32w, Q + 24w, OV 4.21)
2| 9G4k V? 9G4k V? 9G4 V7K
Le cas intéressant donnant a réel positif est donc G4 < 0.
Lexpression de la transmissivité est, a partir de (4.8), avecu = x+y =2a:
v, 42 42
= V2 _ 4V (4.22)

Vi~ Ja? +16)+ (16 — @) coskiLu) N

kL kL
avec f(u) = i + 16) + (16 — u?) cos(kyLut) = 2u? sin® ’T” +32cos? 22
La transmissivité dépend du paramétre u. Ainsi, il est plus commode d’exprimer les ampli-
tudes des ondes incidente et transmise en fonction de u = 2a. En effet, a partir de (4.20),
on obtient :

9G4 k*
v? [3Q Sl B
8w0

= Pkiu* — 4Q. (4.23)

Dol V, = +/g(u) avec :

Pkiu? — 4Q)
—_—
0- 9Gsk}

’

§(u) = (4.24)
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Il est a noter qu'avec G4, <0, P>0, Q>0 et Q<0, gu) estune fraction toujours

. . 4Q . s e
strictement positive. Pour u = 0, g(0) = —@ > 0, tandis que, pour u tendant vers l'infini,
gu — o) = 0*.

A partir des expressions ci-dessus (4.24) et de (4.22), on obtient :

1
= —— W gw). 4.25
|4 oY;; J(u).g(u) (4.25)

On peut donc étudier les variations de = en fonction de V;, comme représentées sur la
figure (4.2), ou les coordonnées de 7 et V; sont obtenues implicitement a partir de la
grandeur u.

=
©
T
Il

=
o
T
Il

=
N
T
1

=
N
T
Il

|T|2 [Transmissivité (ss unité)]

0.1 0.15 0.2
\Z [Amplitude onde incidente en Volts (V)]

FIGURE 4.2 — Caractéristique de la transmissivité en fonction de I'amplitude de I'onde
incidente. k,L =4,8; P=0,7, Q =-0,0001, G4, = -0,87, 0 =0,8,G, = 1 et a);) =0,70.

On observe sur cette figure que la transmissivité, partant de valeurs proches de 1 pour
des faibles valeurs de V;, augmente brusquement pour une valeur donnée de I'amplitude
incidente, selon un phénomene dit de bistabilité. Les paramétres choisis pour illustrer la
courbe de la transmissivité sont donnés dans la Iégende de la figure (4.2), en particulier
kL = 4,8, ce qui correspond a une épaisseur L de la zone nonlinéaire a traverser égale
a0,76A;, ou A; est la longueur d’'onde dans les milieux incident et émergent, c’est-a-dire
dans celui qui précede et dans celui qui suit notre tranche nonlinéaire. La transmissivité
double ainsi brusquement sa valeur pour une valeur donnée de V;. On peut calculer cette
valeur de seuil, car elle correspond a une dérivée infinie de I'expression = = 7(V;).

dr dt du
Comme — = — — et qu’on a, a partir de (4.25) :
dVi du dVi q p

ﬂ — L et
v, T @
du

dvi _ fwg) + fug W)
du 8 V2 /f(u)g(u)
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et, qu’a partir de (4.22), r_ —w, on obtient :
du frw
dv 321 (u) \Jg(w)

Z - . 4.26
dvi — f@[f g + fug w)] (429

Cette dérivée est infinie si et seulement si f(u).(f'(u)g(u) + f(u)g’ (u)) = 0. Comme f(u) est
toujours strictement positif (4.22), la condition caractéristique sur I'amplitude du seuil de
'onde incidente donnant la bistabilité s’écrit f/(u)g(u) + f(u)g’(u) = 0. Cette valeur dépend
fortement des parametre Gy, L,... du systeme étudié.

Dans cette section, nous voulons montrer la variation de la fonction de transfert par rap-
port a 'amplitude de I'onde incidente.

Nous avons la caractéristique suivante de la fonction de la transfert pour les valeurs des
paramétres indiquées sur la figure (4.2).

Nous remarquons que la fonction de transfert présente une bistabilité accompagnée du
phénomeéne d’hystérésis.

Pour mettre en évidence I'influence du coefficient d’anharmonicité sur la fonction de trans-
fert, nous avons fixé les valeurs des parametres comme pour la figure (4.2) sauf la valeur
de G4 qui est modifiée suivant les types de courbes obtenues, tout en restant négative.

Nous remarquons que I'amplitude de I'onde incidente correspondant a la bistabilité di-
minue lorsque le module du coefficient d’anharmonicité augmente, tandis que la valeur
maximale de la transmissivité ne varie pas (voir Fig. [4.3) pour les deuxieme et troisieme
maxima.

Pour mettre en évidence l'influence de la largeur du milieu non linéaire sur la fonction de
transfert, nous avons fixé les valeurs des paramétres comme sur la figure et nous
avons pris différentes valeurs du produit ;L. Nous remarquons sur la figure que la
valeur maximale de la transmissivité augmente pour des grandes valeurs du produit ;L
et que 'amplitude de I'onde incidente provoquant la bistabilité ne varie pas.
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ol G4=-0.‘877
= —G4=-O.60
?g - -G, =-0.26
S 1.8t a” T
&

L 1.6t ]
>
)
€ 1.4f 1
(2]
&
E 1.2 1
('\IE ~~\~~
1, | | | ‘——‘_,
0.1 0.2 0.3 0.4

Vi [Amplitude onde incidente en Volts (V)]

FIGURE 4.3 — Influence de I'anharmonicité sur la transmissivité pour G4 = —0,26; -0, 60
et -0, 87.

6
kIL:4.5
E 5f — kIL =3.5]]
g
wn
2 gt
*‘G_)‘
=
8 ol
=
[%2]
S
E 2t
=
1 B 1 1
0 0.2 0.4 0.6

Vi [Amplitude onde incidente en Volts (V)

FIGURE 4.4 — Influence de la largeur du milieu non linéaire sur la transmissivité pour
kiL=2,5;35et45.

Létude de la transmissivité de notre systéeme a I'aide de la méthode a deux ondes nous a
facilité I'obtention de I'expression analytique du coefficient de transmission. Il ressort des
différentes caractéristiques de la transmissivité que I'amplitude de I'onde incidente au
seuil de bistabilité diminue lorsque le module du coefficient d’anharmonicité augmente.
La valeur maximale de la fonction de transfert augmente pour des grandes valeurs du
produit &;L.

Notre présentation pourrait évidemment servir a plus grand échelle pour étudier le rble
de chaque paramétre dans le phénomene de bistabilité et de transmissivité.
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CONSTRUCTION D’UN SUPER RESEAU
SIMULANT UN NEURONE MYELINISE

5.1/ INTRODUCTION

Les sciences qui permettent I'étude du fonctionnement du systeme nerveux sont re-
groupées sous le terme neurosciences. Les biologistes et les médecins se sont d’abord
intéressés a I'étude du systeme nerveux, mais les disciplines telles que la chimie, les
mathématiques, la psychologie et la physique ont favorisé I'évolution des neurosciences.
Certaines disciplines cherchent a comprendre la constitution du systeme nerveux tandis
que d’autres s’intéressent au fonctionnement des éléments du systéme nerveux. Dans ce
chapitre, il est question d’élaborer un super-réseau qui simule un neurone myélinisé. Pour
y parvenir, nous allons d’abord présenter le neurone et son fonctionnement, les modéles
électroniques du neurone qui existent déja, et construire un trongon de ligne électrique
électrique qui représentera un élément du super-réseau, pour finalement agencer plu-
sieurs trongons.

5.2/ STRUCTURE ET FONCTIONNEMENT DU NEURONE

5.2.1/ LE NEURONE

Le neurone est l'unité fondamentale du systéme nerveux. C’est encore la cellule du
systeme nerveux. Nous avons vu dans le chapitre 2 que nous pouvions le considérer
comme une cellule unique.

5.2.2/ FONCTIONNEMENT DU NEURONE

La valeur du potentiel membranaire dont la dynamique esst représentée en (5.1) est au
repos a environ —70mV. Lorsqu’un stimulus dépolarise Iégerement la membrane de sorte
gue le potentiel membranaire soit supérieur au seuil, le potentiel d’action est déclenché.

Le potentiel seuil représente donc la valeur du potentiel ouvrant plusieurs canaux,
perméables aux ions sodium. Cette entrée d’ions positifs change rapidement la po-
larité de la membrane vers des valeurs plus positives. On dit que la membrane se

117
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™) @l @ @ ©
30 - = -

FIGURE 5.1 — variation du potentiel d’action, a : état de repos — b : stimulation — ¢ :
dépolarisation — d : polarisation et hyperpolarisation — e : retour a I'état de repos. Léchelle
des temps en abscisses est d’environ 1ms/cm.

dépolarise. Lentrée des ions sodium diminue ensuite progressivement puisque la force
électrostatique s’oppose au gradient chimique des ions sodium.

Sous linfluence de la dépolarisation de la membrane, plusieurs canaux ioniques a po-
tassium s’ouvrent. Le gradient électrostatique de la membrane dépolarisée et le gradient
des ions potassium vont dans la méme direction. lls permettent la sortie massive des
ions potassium. Pendant ce temps, les canaux sodiques restent fermés, ce qui bloque
I'entrée des ions sodium. Les canaux potassiques plus lents a se fermer laissent encore
sortir les ions potassium en grand nombre.

Cette sortie des ions potassium chargés positivement rend I'extérieur de la membrane
plus positif et l'intérieur plus négatif. La membrane se repolarise. Comme les canaux
potassium réagissent lentement, beaucoup d’ions potassium sortent et le potentiel mem-
branaire passe sous le potentiel de repos.

La membrane s’hyperpolarise le temps que la plupart des canaux potassiques se re-
ferment, que le gradient chimique des ions potassium et le gradient électrostatique se
rééquilibrent. Pendant ce temps, les canaux sodiques restés inactivés pendant la durée
du potentiel d’action se rechargent pour prendre une configuration fermée mais activable.
Puisque les canaux sodiques sont inactivés, il est trés difficile de stimuler immédiatement
le neurone pour avoir un autre potentiel d’action. Cette période est donc appelée période
réfractaire.

Certaines modélisations de la membrane cellulaire ont été faites par Hodgkin-Huxley en
1952,... Fitzhugh-Nagumo en 1961 et Hindmarsh-Rose en 1982. Par la suite, nous allons
présenter certains de ces modeles.
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MMilien extracellulaire

*I F Y

Milien intracellulaire

FIGURE 5.2 — Représentation analogique d’'une membrane plasmique avec des passages
possibles pour différents ions.

Ce modele a été proposé en 1952 par Hodgkin et Huxley (H,H) [88] pour la propagation
de linflux nerveux. Le courant ionique qui circule dans I'axone est constitué de deux prin-
cipaux courants, a savoir le courant sodique et le courant potassique. Hodgkin et Huxley
ont proposé des équations différentes pour les conductances des canaux a sodium et des
canaux a potassium. Dans chacun des cas, il existe une valeur maximale de la conduc-
tance de valeur respective gy, et gk, et la valeur réelle de la conductance est obtenue en
multipliant par un coefficient compris entre 0 et 1.

Toutes les propriétés cinétiques du modele dépendent de ces coefficients multiplicateurs.
Dans ce modele (H,H), les changements de conductance ne dépendent que de la tension
et du temps, et non de la concentration en ions sodium et potassium, ou de la direction
de circulation du courant. Les expériences montrent que gy, et gk évoluent graduelle-
ment en fonction du temps, sans changement brusque, méme lorsque la tension monte
a un niveau supérieur. Donc les coefficients doivent étre des fonctions continues dans le
temps.

Pour traverser la membrane, un ion est soumis a un gradient électrochimique, qui s’ex-
prime par la différence entre le potentiel de la membrane et le potentiel d’équilibre de I'ion
considére [89].

Le flux d’une espece d’ions a travers ses propres canaux est proportionnel a ce gradient
électrochimique. Lorsque les canaux ioniques sont fermés, les ions ne peuvent pas pas-
ser de part et d’'autre de la membrane. Mais lorsqu’ils sont activés, chague canal ionique
devient un passage ouvert par lequel les ions traversent la membrane cellulaire. Ce pas-
sage d’ions, qui n’est ni plus ni moins qu’un courant électrique traversant la membrane
cellulaire, se fait dans le sens du gradient électrochimique de I'ion concerné.

Par la suite, Hodgkin et Huxley ont considéré que chacun des canaux devait étre com-
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posé de quatre composants indépendants, chacun pouvant étre ouvert ou fermé. Dans le
cas des canaux a potassium, ces quatre composants sont identiques avec une probabi-
lité n d’étre en position ouverte. La probabilité que les quatre composants soient ouverts
est donc n*. Louverture et la fermeture d’'un canal potassique étant dépendantes du po-
tentiel de membrane, ils ont considéré que chacun des composants passait de la position
ouverte a la position fermée en fonction du potentiel de membrane. Ainsi, un composant
passe de |'état fermé de probabilité (1 —n) a I'état ouvert de probabilité n, suivant les coef-
ficients a, et B,, eux mémes dépendant du potentiel de membrane [90]. Si la valeur initiale
de n est connue, les valeurs suivantes de n dans le temps sont données par I'équation :

% = ay(l —n) — Byn, (5.1)
SOit 7 = In et r,= )
ay + B ay + By

ne n'est autre que la valeur de n a I'équilibre et 7, la constante de temps d’approche de
cet équilibre. Tout comme «, et 3,, ces valeurs dépendent du potentiel de membrane. On
peut alors réécrire I'équation décrivant I'évolution de n comme suit.

dn ne —n
i — (5.2)

Soit Ix le flux potassique, c’est a dire la quantité d’ions K qui circulent a travers la mem-
brane. Dans le modele de Hodgkin- Huxley, Ik est donnée par :

Ix =n*g'x (V- Exg), (5.3)

ou V est le potentiel membranaire et Ex le potentiel d’équilibre des ions potassium. Si la
conductance est nulle, les ions ne peuvent pas circuler, ce qui implique un courant nul.
De plus, si le potentiel membranaire est égal au potentiel d’équilibre de l'ion, il N’y a pas
de courant, car il n’y a plus de circulation de I'ion qui a atteint son équilibre.

Hodgkin et Huxley ont utilisé un formalisme similaire pour décrire le courant sodique
Iy,. Cependant, dans le cas des ions sodium, il existe un état supplémentaire. En effet,
un canal a sodium peut étre ouvert et actif, ouvert et inactif, ou fermé. Afin de modi-
fier ces différents états, ils ont considéré qu’un canal sodigue pouvait étre composé de
quatre composants, dont trois contrélent I'ouverture et la fermeture, tandis que le der-
nier contréle I'activation ou I'inactivation. Les trois composants contrélant I'ouverture et la
fermeture ont chacune une probabilité m d’étre en position ouverte, tandis que le compo-
sant qui contrdle I'activation et l'inactivation a une probabilité h d’étre en position active.
Ainsi, la probabilité qu’un canal sodique soit ouvert et actif est m>h. Le modéle de Hodgkin
et Huxley traite I'ouverture (m) et I'activation (h) indépendamment. Ces deux processus
dépendent du potentiel de membrane. Soit Iy, le flux sodique, c’est a dire la quantité
d’ions sodium qui circulent a travers la membrane.

Iy, = m’hg’ N, (V—En,), (5.4)

ou V est le potentiel de membrane et Ey, le potentiel d’équilibre des ions sodium. Comme
pour I'évolution de la variable n des canaux K, la transition de la position ouverte de
probabilité m ou fermée de probabilité (1 — m) de chague composant est donnée par les
coefficient a,, et B,,.
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De méme pour h, dont les transitions de la position active de probabilité ~ a la position
inactive de probabilité (1 — 2) sont données par les coefficients a;, et §y,.

De la méme fagon que pour n, les évolutions de m et h sont données par les équations
différentielles.

d—m—a/m(l m)—,Bmm=mO<> m’ (5.5)
dt m
dh heo — h
— = an(l=h) = fyh = , (5.6)
t Th
1 1 ay ap

am"'ﬁm’ " a’h"‘ﬁh’ ® A + B ® ap + B

Le bilan des charges électriques (voir figure (5.2)) est donné par I'équation :

avec 7, =

av
I:CE+IN‘1+IK+ILa (57)
ou Iy, est le courant de sodium, Ix le courant de potassium et I, le courant de fuite qui

prend en considération les autres ions.

On a ainsi :

av
I= CE +m°hg y, (V= En) +n*g o (V — Ex) + ¢’ (V - EL). (5.8)

C’est une simplification du modele de Hodgkin et Huxley. Bien que le modele de Hodgkin-
Huxley soit assez réaliste biophysiquement, seules les projections des trajectoires en
quatre dimensions peuvent étre observées. Le modele de Fitzhugh-Nagumo, plus simple
[911,192], permet d’avoir une vue des solutions completes. Cela permet d’avoir une expli-
cation géométrique de phénomenes importants liés a I'excitabilité et aux mécanismes de
génération de potentiels d’action [93, 94 195 [90].

‘;—Y = —é [m*hg'Na (V = Ey,) +n*g' g (V = Ex) + g/, (V = E) — I
avec
”;—”; = T,:(v) (Meo(V) = m),
% = rntw (nea(V) = 1),
% = T,%) (heo(V) = h) -

Comme nous avons vu précédemment que I'activation du sodium est trés rapide, on peut
faire 'approximation suivante.
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m = M. (5.9)

Ainsi m est assimilable a une constante et I'équation différentielle du modele (H, H)
concernant m(t) peut étre éliminée. On a remarqué qu’expérimentalement la somme des
deux variables i et n est a peu prés constante au cours de I'évolution temporelle du
potentiel d’action.

heo(V) +no(V) =0, 8. (5.10)

Pour la généralisation, on peut noter que :

h(V) +an(V) = b (5.11)

ol a et b sont des constantes. Soit donc une nouvelle variable w combinaison linéaire des
deux variables h et n, définie de la maniére suivante, et appelée variable de "recouvre-
ment”.

w(V)=b-h(V) = an(V). (5.12)
Onaalors :

dw 1

i o Weo (V) —w). (5.13)

Grace a toutes ces simplifications, les équations de Hodgkin et Huxley se réduisent a
deux équations :

dv 1 4
= 2 (¢ nme)) b =) (Viy, = V) + &k (g) (Ve = V) +¢' L (VL= V) + 1,(5.14)
dw 1

A partir de certaines observations, Fitzhugh a vu que la V nulicline (c’est a dire la courbe
. dv . : ,
dans I'espace de phase (v, w) décrite quand i 0) avait la forme d’'une fonction cubique

. Lo d A o .
et que le w nulicline ( c’est a dire d—v: = 0 ) pouvait étre approximée par une droite. Les

deux sont dans la région ou les variables ont un sens physiologique [89]. Il a alors proposé
un modele de la forme, amélioré par la suite avec Nagumo. Son modeéle proposé est de
la forme :

V=VV-a)(1-V)—w+1, (5.16)

w=e(V-yw). (5.17)

Il ressort des modeles de Fitzhugh-Nagumo et de celui d’Hodgkin et Huxley, que le cou-
rant transmembranaire qui est dd a la circulation des ions sodium, potassium et calcium
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FIGURE 5.3 — Modéle du dipdle non linéaire illustrant le modele de Fitzhugh-Nagumo.

a travers les canaux dépendant de la tension est un courant non linéaire. Pour le modéle
proposé par I'équipe d’électronique non linéaire du LE2i Dijon [95], le dipole (D) visible
sur la figure (5.3) est une résistance non linéaire, et le courant qui la traverse vérifie la
relation :

G
Iion: mV(V—Va)(V—Vb) (518)

Dans cette expression, le potentiel de repos de la membrane active est nul et les pa-
ramétres sont définis comme suit :

o le potentiel d’activation initial du canal sodium est V,,
o Le potentiel pour lequel le courant total ionique s’annule est V,

o La conductance totale du canal est G,

. dv
o Le courant qui traverse le condensateur est I, = CE-

Pour notre modele de neurone myélinisé, nous allons construire un dip6le nonlinéaire,
permettant de simuler analogiqguement I'équation caractérisant notre systeme. Il est
représenté sur la figure (5.4). Le suiveur placé a I'entrée permet d’obtenir la tension V,
sans consommer de courant. Donc, le courant qui arrive a I'entrée de ce dipdle est Ip .
Passant dans une inductance L, située entre des points de potentiel respectif V,, en amont
et Vs, en aval, on a la relation :

dlpn

L
ar

=V, = Vsn. (5.19)
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Ly

\eico

FIGURE 5.4 — -Modeéle du dipble non linéaire .

Nous utilisons également deux multiplicateurs de coefficient u, c’est-a-dire donnant en
sortie u.a.b, lorsque leurs entrées valent a et b, ainsi qu’'un amplificateur opérationnel
monté en additionneur/soustracteur. Ainsi, avec les conductances G, G, et G3, respecti-
vement inverses des résistances Ry, R, et R; de la figure (5.4), on obtient Vg ,, la tension
de sortie de ce dipdle par rapport a la masse :

Vs =RV, (Gi + G + G3) — uR G, V> — 1i*R1G3 V3.

D'ou :
dlp.,
Ly dt’ = Vn - VS,n
= (1-R| (G| +G2+G3) V, + uR G2 V> + >R \G3 V3.
Soit :
dlp
Ly dl’” = apVa +B,V2 +y,V2, (5.20)

ou a, B, et vy, dépendent des résistances du schéma. Par exemple, si on prend
Ri=Ry=R3=R=1/G et u=1,onaura:a,=-2; B,=v,=1.

Les figures (5.5) et (5.6) montrent la simulation par Multisim de ce dipdle nonlinéaire.
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FIGURE 5.6 — Modele du dip6le non linéaire caractéristique de la tension de l'inductance

en fonction de la tension du dipdle .

Un neurone non myélinisé est une cellule nerveuse dépourvue de la couche lipidique
qui entoure I'axone. Dans cette cellule nerveuse, l'influx neuronal est fortement atténug;
il ne se propage pas sur une longue distance. Considérons une ligne de transmission
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constituée de résistances en série de valeur commune R; et couplés par des condensa-
teurs de capacité C en parallele avec des résistances de valeur commune R;.

I n+l
"

| | Ry Ry
b n s B TR O SR PO
______ _p_E II I| ] I
[ C
1

Ra
W

FIGURE 5.7 — Modéle du neurone sans myéline.

En appliquant les lois de Kirchoff, nous avons :

dv, V,
Iy = Iyt = - .
n=Ct+ ot (5.21)
Vn - Vn+1
Iy = L 5.22
+1 Rl ( )
d'ou
dv, R
Vst + Vi =2V, = RiIC—2 + =1V, (5.23)

dt Ry

Lorsque les nceuds consécutifs de la ligne sont trés rapprochés, nous avons une ligne
électrique a constantes réparties et nous pouvons utiliser 'approximation des milieux
continus :

2
Vsl + Vo1 =2V, = a—V()C, 1), (524)
0x2
et
o’V vV R,
— -RIC—-—V=0. .2
O0x? ! ot Ry 0 (5 5)

Pour déterminer la loi des potentiels, nous posons & = x — ut, ce qui conduit a la nouvelle
équation :

o iurRC= -y =o. (5.26)

Une solution est de la forme :

V(x,1) = A3 4 Ber2(-ud) (5.27)
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1 R 1 R
avec r == |-RiCu— |(RiCu +4="| et r, = = |-R\Cu+ [(RCu)* +4—|.
2 R, 2 R,

Ce potentiel est atténué car r; et r, sont des nombre réels. Les résistances de valeur
commune R; montées en série sont donc responsables de l'atténuation du signal. Ce
phénomeéne est observé dans les neurones dépourvus de myéline. Lorsque le neurone
est myélinisé, I'influx neuronal se propage sans atténuation. Il est donc intéressant de
modéliser une ligne de transmission qui caractérise un neurone myélinisé.

Cette ligne représente le circuit électrique équivalent d’'un neurone myélinisé. Lindice
n caractérise un noeud actif. Notons la présence du dipble nonlinéaire D, présenté au
paragraphe (5.3.2.), a la figure (5.3) et décrit par la relation (5.18).

: R R I R
n-1 | e+l
________ | 1 > —] 1 P | > W e o
C Da C D C D
an Vn Vn+l

FIGURE 5.8 — Modele de ligne électrique [95].

— V, représente le potentiel transmembranaire du neurone au site n.

— Le courant électrique longitudinal qui part du site n — 1 au site n est I,,.
— Celui qui traverse le dipble D,; est appelé Ip .

— R; est la résistance interne de la membrane du corps du neurone.

— Ry est la résistance extérieure de la membrane du corps du neurone.

Soit R est la résistance équivalente de la portion de la ligne limitée par les sitesn et n+ 1,
alors :

R=Ro+R; (5.28)

Les lois de Kirchoff nous permettent d’écrire :

Vit + Vot =2V = R(Iy — Ly1) (529)
av,
I,— 1,1 = CW + ID,n- (530)
D’ou
dv, G 1
—L etV (Vi = V) (Vi = Vi) = — (V,, 1 — 2V, 31
it G Ve Ve Vo (Ve = Vo) = o Vet + Vit =2V (5.31)
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Si nous supposons que I'espace entre deux noeuds consécutifs est tres faible, alors
I'approximation des milieux continus donne :

*V . , o
Vsl + Vo = 2V, = szﬁ ou x=ns avec s la distance qui sépare deux noeuds
X

2
G

consécutifs. Par la suite on posera s = 1. Enposant @ = — et b= —— ;

P y P “ = Rre CVy (Vs — V)
Ona:

oV 9V

2 2

Ry -V)(V =V, 32

o3 ( ) ( b) (5.32)

Pour la résolution de cette équation, effectuons le changement de variable suivant :
E=x—ut. Onaalors:

b A VA 1 V4
2 _ 12
a Tl + u—ag =PV IV=V,)(V=V). (5.33)

ov
Avec V' = % nous avons :

v’
14 [aZW +u| =B [V = (Vo + Vi) V2 + VoV, V. (5.34)

Cette équation montre que V’ est de la forme : V' = aV? + BV + 1. En remplagant V’
par cette expression et en procédant par identification selon les puissances de V, nous
avons 3 familles de solutions. En effet :

20%a*> = bz,
3a/,8a2 tau = -b Va+Vp),
@B+ uB +2a1a*> = b*V,V,
eta®fl+ul = 0.

Les valeurs de «, B, 1 et u sont données dans les trois cas de solutions :

1.
A = 0,
L - V2
T T 24
bV2
B = i_\/—Vb,
2a

soit :

b \/EVu exp (—%(X - ut))
Vix,t) = — (5.35)
2a+b \/Eexp (—%i(x - ut))
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2.
A
a
B
u
soit
Vix,t) = -
3. Pour A+ M
a
a
B
u
soit
V(x,t)
b2

avec p = W (V= Vp).

= 0,
b2

2a
bV2

= +—V,
2a “

V
= iab\/ﬁ(Vb - 7(1),

b2V, exp (—bz—\/f(x - ut))

2a+ b \/Eexp (—bz—\/az(x - ut)]

b2

2a’

b\2
= ¢i Va+Vp),
2a

ab\2
D) (Va + Vb) s

= =+

Va + Vpexp (o(x — ut))
1 + exp (o(x — ut))

129

(5.36)

(5.37)

Cette onde est représentée sur la figure (5.9). On constate qu’elle est capable de repro-
duire le front montant du potentiel d’action tel que vu lors de I'étude de la figure (5.1).

Un neurone myélinisé est une cellule nerveuse entourée de gaine de myéline, c’est a dire
une couche lipidique qui favorise la propagation de l'influx neuronal sans atténuation. Le
modele du neurone myélinisé peut étre représenté par une ligne de transmission ou les
résistances en paralléle (R,) sont remplacées par les dipbles non linéaires (D,;) comme
étudiés au paragraphe (5.3.3.) et les résistances en série (R;) sont remplacées par des
inductances parfaites (L,). Pour établir |a loi caractérisant I'évolution du signal électrique

qui se propage dans cette ligne, nous

allons appliquer les lois de Kirchhoff.

Ip, est le courant qui traverse le dipdle non linéaire soumis au potentiel (V,). Or nous

avons :
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FIGURE 5.9 — Propagation du potentiel de membrane (en grandeurs normalisées) a ¢ fixé
et en fonction de x.

Ir|+1 |.1
N ===
ID,.ll IDJl-l-
Dy C e Do
L. L
FIGURE 5.10 — Transmission sans atténuation.
dl
le_tn = (Vn—l - Vn)v
dl, 1
Li—= = (Va=Vaa),
dlp
L dt’” = a,Vu+B,V2 +v,V3,
dV,
etl,— I,y = C dt” +1Ip,
D’ou
d*v, 5 3
LiC— 3 = Vast + Vit =2V, = (apV+B,VE+7,V3). (5.38)

Léquation caractérisant la propagation du signal dans cette ligne est de la forme :

d*v, /
5 = G2 (Vawr + Vot = 2V) = (Va +aV; +BV,). (5.39)
1 , @ B Yp
avec Gy= —; wi=—=; a=—" et p=-L.
2 L,C “o LC @ ap B @,
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C’est une équation qui comporte un terme de dispersion de coefficient (G,) et un terme
non linéaire. La dispersion et la non linéarité sont deux phénomenes néfastes a I'onde qui
agissent en sens opposés, mais qui se compensent mutuellement pour donner naissance
a une onde solitaire solution de I'équation caractérisant cette ligne.

Lorsque les nceuds consécutifs sont trés rapprochés, nous pouvons écrire :

%
Vel + Vi1 =2V, = W
Léquation caractéristique s’écrit de nouveau :
0V *v. ) 5
7 = zﬁ—wo(vﬂyv +BV°). (5.40)

Pour la résolution de I'’équation caractéristique, nous allons opérer le changement de
variable suivant : & = x — ur, ce qui nous conduit a une équation différentielle a une
seule variable de la forme :

2 dzv 2 2 3
2= = . )
(G u)dg2 wy (V +aV? +pv?) (5.41)

av o
En posant d_f =y, hOUS pouvons encore ecrire :

(G2 - uz)y% = w% (V +aV? +,8V3). (5.42)

Quand G, - u? <0, nous pouvons avoir les solutions pour 48 < a? :

Vix,f) = 2 , (5.43)

2 2
—a/J_r( a2—4,8)sin[[ G‘UO ](x—ut—xo)‘

2 —u?

et

V(x,1) = 2 : (5.44)

2
—a+ ( Va2 - 4ﬁ) cos H szouz] (x — ut - xo)}

5 -

Nous pouvons remarquer que les signaux qui se propagent dans cette ligne sont des
. o 2
solitons limités par des valeurs V,,;, = ————— et V4 =

—a+ o2 - 48 —a— a2 -48

B.11]

Cette ligne est représenté par la figure (5.11) ou les condensateurs de capacité C sont
montés en paralléle et les inductances sont montées en série.

La tension Vp, est obtenue suivant la figure (5.12) ou elle dépend de V,, et de V,,_;.
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FIGURE 5.12 — Obtention de la tention V,,, .

Ce montage est constitué de 2 multiplieurs de tensions, de montages suiveur, inverseur
et diviseur de tension électrique. Les résistances du circuit peuvent étre différentes. Dans
ce cas présent, nous avons attribué la méme valeur a chaque résistance. Nous avons les
équations suivantes :

1 1
Vn = EVn—l = EVn—l - Vrn.

Autrement dit :
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Vin = Voot = Vi (5.45)

La loi des courants entrant dans I'amplificateur opérationnel en bas a droite de la figure

(5.12) donne :

KViy = Vin N 12Viy = Vin LV VN Vrn = Ve
R R R R ’

d’ou
Vpn = 4V, + V= uV2, — 12V, .
Autrement dit :
Vo = 4Vt = Vi) + Vi = (Vt = Vi)? = 12 (Voy = V). (5.46)

La tension Vg, est obtenue suivant la figure (5.13) ou elle dépend de V,, et de V,,;.

3 szaa.
R

FIGURE 5.13 — Obtention de la tention V, , .

_vnm

Ce montage est constitué de 2 multiplieurs de tensions, de montages suiveur, inverseur
et diviseur de tension électrique. Les résistances du circuit peuvent étre différentes. Dans
ce cas présent, nous avons attribué la méme valeur a chaque résistance. Nous avons les
équations suivantes :

1 1
Vie1 — EVn = EVn - VQn’
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Autrement dit :

VQn =Vi=Vun (547)

La loi des courants entrant dans I'amplificateur opérationnel en bas de la figure (5.13)
donne :

2 2v/3
“VQn - VQ” " H v n VQ" + Vn - VQn _ VQn - (_VR,n)
R R R R ’

d’ou

~Vin = 4Von — Vo — uV3, —12V3 .

Autrement dit

- VR,n = 4(Vn - Vn+1) - Vn _,U(Vn - Vn+l)2 _’uZ (Vn - Vn+1)3 . (548)

La loi des tensions aux bornes des inductances nous permet d’écrire (voir figure|5.11) :

dl, 4
L = Vpp = Vo =4Vt = Vi) =t (Voo = Vo) = 2 (Voo = V), (5.49)
et
d1n+1,g 2 2 3
LT =V,- VR,n =4V, = Vus1) _ﬂ(Vn — Vat1) iy Vu = Vus1) . (550)

Nous remarquons que, puisque les paramétres utilisés sont les mémes, I,, = I, 4, pour
tout n. La loi des nceuds permet d’écrire pour la cellule n :

dv,
dt

C + IDn = Ind — In+1,gv

d’ou

dzvn dIDn dlnd d1n+1 g
LC L =L——-L =, 5.51
a2 " ar T di (5:31)

Avec les équation (5.20),(5.49) et (5.50), nous déduisons la relation suivante, identique
a I'’équation (3.6) du troisieme chapitre.

axv,
= G2 (Va1 + Vit = 2V) + G3 | (Vo = V) = (Vy = VP
(5.52)
Gy [(Vart = Vi)’ = (Vo = Vo)’ | = 0 [Va + @V +8V}].
4 M s 2 _ Y Bp Yp
avec Go=—, Gz3=—, Gy =——, Wr=——, =— et B=
T PTe YT e 0T e YT ﬁwgf

Nous remarquons que la non linéarité des dip6les montés en série dans la ligne est
responsable de I' anharmonicité de la ligne; I'’équation caractérisant la propagation du
signal électrique dans cette ligne est analogue aux équations obtenues pour la chaine
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de pendules couplées et a celles du transfert de protons dans les systéemes moléculaires
avec liaison hydrogene. Les solutions de cette équation (3.6) ont été obtenues lors de son
étude au chapitre 3. A partir de ces études, nous allons utiliser cette ligne pour construire
un super-réseau qui simule un neurone myélinisé.

Les super-réseaux sont en général des réseaux qui possedent plusieurs bandes de
fréquence, constitués de motifs répartis de fagon alternative. Pour la construction de
notre super-réseau, nous allons considérer un cas particulier afin de mettre en place
une méthode d’analyse. Ici, nous remplacons les condensateurs de capacité (C) par une
série de (n) condensateurs de capacité (C;), suivie d’une autre série de (p) condensa-
teurs de capacité (C,) tel que C, = 2Cy, et puis on recommence la méme répartition en
alternant les séries des condensateurs. Nous avons donc la ligne suivante voir figure
(5.14) avec n cellules pour la premiére série et p cellules pour la deuxieme.

°® o o ®
le— 2 < 1 e P
Zone 2 Zonel Zone 2

FIGURE 5.14 — Super-réseau non linéaire.

Les équations caractérisant I'évolution de I'onde sont données pour les premieres séries
(le 1 signifie premiére série) :

d*v;,

Ci = ay (Vier + Vien = 2Via) + @ [(Viera = Vir)? = (Via = Viern)’|

2
di (5.53)
+a3 [(Vi+1,1 = Vir)’ = (Vi1 - Vi—1,1)3] —b1Vi1 = baVi = b3V},

De méme pour la deuxieme série (le 2 signifie deuxiéme série) :

d*Vis
y 7= = a1 (Vi o+ Victa = 2Via) + a2 [(Vie1 2 = Via)? = (Via = Vie12)’]
% (5.54)

+as [(Vi+l,2 = Vi)' = (Via - Vi—1,2)3] = b1Vip = bV}, = b3V},

)

La relation de dispersion linéaire est obtenue en posant :

Vu(x, 1) = e /¥ p(n). (5.55)
A partir des équation (5.53) et (5.54), nous avons :

- W’ Cie(i, 1) = a [+ L, D)+l —1,1) =20, )] = bre(, 1), (5.56)

et
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- 2a)2C190(i, 2) =ay[pi+1,2) + @i — 1,2) — 2¢(i, 2)] — b1¢(i, 2). (5.57)

En utilisant 'approximation des milieux continus, le Laplacien discret s’écrit

dzgo
e+ 1, D)+ —-1,1) - 2¢G, 1) — —2(x), (5.58)
dx

et

. . . d*o
@i+ 1,2) + (i = 1,2) = 2¢(i, 2) — —— (). (5.59)
dx

En L = L, + L,, on retombe sur le méme motif qu’en x = 0. (période du super-réseau).
Ainsi :entre0<x<L;,ona:

2 d290
—w C1p(x) = a1—— — bip(x), (5.60)
dx
entreL; <x<Li+ILp,0ona:
2 d’
2w C1p(x) = aj—= — b1p(x). (5.61)
dx?

On a une équation du type Hill - Brillouin - Parodi [96].
D’apres le théoreme de Floquet, ¢(x) a comme expression :

@(x) = Dia(x)e"™ + Dop(x)e ™, (5.62)

ou u est un “vecteur d’onde” a priori complexe, D, et D, sont des constantes quelconques.
a(x) et B(x) sont des fonctions périodiques de période L = L, + L,. Alors, a(x + L) = a(x)
et B(x+ L) = B(x). On simplifie en prenant D; = 1 et D, = 0. Alors ¢(x) = a(x)e'.
Nous remarquons que ¢(x — L) = a(x — L)e*0™D = a(x)et e ™ = p(x)e L.

A partir de (5.61), nous avons :

o(x) = AeX'* + Be X" (5.63)
by — w*C
ai
A partir de (5.62), nous avons :
@(x) = Ce¥** + De™?* (5.64)
by — 2w?C
avec y2 = brmewtn
aj

En tenant compte des conditions de continuité de ¢(x), et de sa dérivée premiere, en
x=0etx=L;, nous avons :
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A+B-C-D =

AXI_BTI_CX2+DX2 =

At L.e X2 4 Bet L oXile _ cet2li _ p pxelt
AXleﬂL-e_Xle - BX]@”L.@XIL2 - CXZ-e)(le + DX2€_X2L1 —

o o o o

La relation de dispersion est obtenue en posant que le déterminant du systeme formé
par ces quatre équations en A, B, C et D est nul. Ainsi :

1
coshuL = cosh y1L, coshy>Li + = 5 ()ﬁ + )Q) sinh y1 L, sinh y,L; (5.65)
X2 X1
by — 2C _ 2
ou Xl [z wC x| [ 207G
X2 by - 2w*C, X1 by — w?Cy
T b C
x7 est négatif si  w? > C—l = w}, alors x5 est aussi négatif. On pose X7 =
1
C - C .
-} = —l(wz—a%), ainsi que X2 = —y2 = 1(Zw ~w3). Alors sinh(yiLy) de-
al a

vient sinh (iX;L,) = isin(X;L;), puis sinh(y>L;) devient sinh(iX,L,) =isin(X,L;). De
méme, cosh(y;L;) devient cos(X;L;) et cosh(y,L;) devient cos(X,L;).

On a alors :

sin (X{L;) sin (XoL1) -

1 w? - a)(z) 20? — wé
coshul = cos (X1Ly)cos (XpLy) — = 5+ 5
2 2w? — wg w? — wg

Le second membre est borné pour toutes les valeurs de w. Donc coshuL est en fait un
cosinus et u = ik, ce qui veut dire que coshul = coskL et nous avons la relation de
dispersion :

1 3w? — 2a)(2)
cos(kL) = cos (X1Ly)cos (XpL1) — =

2 \/ - “)0) (20)2 - a)(z))

e . . , . 1 9
La caractéristique de la relation de dispersion sera tracée pour L, = 1_0L et L, = EL’

ce qui est plus proche de la réalité des neurones myélinisés, ou la zone de largeur L,
peut étre assimilée aux nceuds de Ranvier (voir figure [5.15). De plus, nous choisissons
L = 20.

sin (X] Lz) sin (XZLZ) . (566)

A partir de w > wy, 'expression sous le radical est bien positive, on va avoir une propa-

gation, sauf pour des gaps a k multiple de T Z I Alors, coskL = —1 et :
1 2

3w? — Zwo

\/ 2a)2 w(z))

ce qui conduit a des valeurs de w qui sont Ies bords des gaps. Ainsi, pour le premier de
ces gaps, nous trouvons numériquement : w; et w] tel que : w] < wy < w7

—1=cos (X]Lz) Cos (Xng) - = sin (Xle) sin (X2L2) , (567)
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FIGURE 5.15 — Courbe de dispersion linéaire d’'une ligne de transmission non linéaire

avec anharmonicité et substrat déformable montrant 'ouverture des intervalles de gap
. . . 1 9

(période du super-réseau). Parametres : 1, = —L, L = —L, wp=1 et L =20.

10 10
w] =09316, w!=~1047, w;~1.102 et w} =177

Ce chapitre nous a permis de caractériser le neurone biologique par la nature du si-
gnal électrique qui s’y propage, encore appelé influx neuronal. C’est un signal périodique
sans atténuation le long du neurone myélinisé. Nous avons examiné quelques modeéles
électroniques du neurone sans termes d’anharmonicité. Nous avons construit un super-
réseau ou chaque trongon comporte une série d’éléments. Léquation caractérisant
chaque trongon est celle qui a été résolue au cours de I'étude d’une ligne de transmission
non linéaire. Nous avons vu que cette équation admet plusieurs fonctions périodiques
parmi lesquelles des compactons. La richesse dynamique des équations et
avec des termes a», a3, b, et b; avec les outils développés au chapitre 3 va ouvrir des
perspectives pour comprendre comment la propagation va se passer, sans doute au voi-
sinage du gap, mais le manque de temps ne nous a pas permis de développer davantage
cette partie.



Dans ce mémoire, nous avons étudié un systeme non linéaire plongé dans un potentiel de
substrat déformable avec des interactions anharmoniques et modélisé par une équation
aux dérivées partielles. Le premier objectif de cette these était de montrer I'apport de
'anharmonicité et de la déformabilité du potentiel de substrat sur les phénomenes nou-
vellement observés tel que les nouvelles ondes comme les compactons, les cups, les
kinks et antikinks ainsi que la variation de I'amplitude seuil provoquant le phénomene
de bistabilité sur la transmissivité du systeme. Aprés avoir illustré les propriétés de notre
systéme, le second objectif était de les utiliser pour construire un super-réseau électrique
dont chaque trongon obéit aux équations caractéristiques, I'ensemble permettant de si-
muler un neurone myélinisé.

Nous avons proposé un schéma de ligne de transmission non linéaire ou les signaux
représentant les informations pouvaient se propager comme dans un neurone myélinisé.
Dans un premier temps, nous avons étudié les systemes non linéaires dont les ca-
ractéristiques sont semblables a celles de notre ligne de transmission. Nous avons
examiné la chaine de pendules couplés, le transfert des protons dans les systemes
moléculaires a liaison hydrogene et la ligne électrique non linéaire. Nous avons noté des
termes de dispersion, de non linéarité et d’anharmonicité dans ces systemes. |l nous paru
intéressant de chercher les solutions de ces équations caractéristiques et d’apprécier
l'influence du parameétre responsable de I'anharmonicité. La détermination des solutions
a conduit a une équation de Schrodinger non linéaire et a une relation de dispersion
délimitant I'intervalle des fréquences possibles. Nous avons utilisé la méthode de bifur-
cation pour sa résolution en tracant les portraits de phase. Les solutions de I'équation de
Schrodinger ont été obtenues pour la fréquence minimale du systeme (gap inférieur) et
ensuite pour les fréquences a l'intérieur de la bande passante. Nous avons obtenu une
variété de solutions solitons parmi lesquelles les compactons. Aprés avoir déterminé les
types de solutions de I'équation caractéristique de la ligne, il a été intéressant d’étudier
comment un trongon de ligne nonlinéaire pouvait transmettre un signal. Pour cela, nous
avons envoyé un signal d’un milieu linéaire vers un trongon de la ligne non linéaire de
longueur finie, ensuite, nous avons déterminé la valeur du signal de sortie du milieu non
linéaire. Cela nous a permis de déterminer la transmissivité du systeme qui est le rapport
de 'amplitude du signal de sortie sur celui du signal d’entrée. Lexpression de la transmis-
sivité a montré qu’elle dépend du facteur d’anharmonicité du systéme et que I'amplitude
de I'onde incidente qui provoque la bistabilité augmente avec le coefficient d’anharmoni-
cité.

A partir de ces études théoriques, nous avons congu un trongon de ligne obéissant tout
d’abord a son équation caractéristique, avec un élément en paralléle qui est un dipdle non
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linéaire. Nous avons utilisé le logiciel de simulation Multisim pour réaliser ce dip6le non
linéaire. Le super-réseau a été obtenu en alternant différents trongons avec des capacités
C, et C, différentes dans ces trongons. Nous avons montré qu'il y a propagation avec des

gaps a k = La richesse dynamique des équations (5.53) et (5.54) avec des

L+ 1L, .
termes en ay, as, by et b3, et avec les outils développés au chapitre 3, va ouvrir des
perspectives pour comprendre comment la propagation sans doute au voisinage du gap,
mais le manque de temps ne nous a pas permis de développer davantage cette partie.

Ce travail permet d’envisager de nombreuses applications, comme des travaux de
modélisation et de simulation des systemes physiques tels que :

e Le modele électronique de la ligne caractérisant la propagation du signal dans une
chaine de protéines,

e Le modele électronique de la ligne caractérisant la propagation du signal a la sur-
face des eaux peu profondes,

e Le modele électronique de la ligne caractérisant la dynamique de 'ADN,

e Le modéle électronique de la ligne caractérisant la propagation des ondes internes
en océanographie,

e Le modéle électronique de la ligne caractérisant la propagation des ondes de pres-
sion sanguine,

e Le modele électronique de la ligne caractérisant la propagation des onde sis-
miques.
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