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Introduction

Soient (a,q) = 1 : existe-t-il une infinité de nombres premiers p vérifiant p = a
(mod ¢q) 7 Cette question fut I'un des problémes les plus célébres de la théorie des
nombres. Elle fut résolue par Dirichlet en 1837 [9], généralisant ainsi le théoréme
d’Euclide.

Par la suite, Hadamard [22| et La Vallée-Poussin [32], en s’intéressant plus préci-
sément au probléme de ’équirépartition de tels entiers, ont prouvé que

X

(0.0.1) m(x;a,q) == #‘{pgx: p =a (mod q)}’Ngo(qi

TTog (x — 00).

La notion de progression arithmétique a pris une importance considérable dans la
théorie des nombres au fil des derniers siécles, plus spécifiquement pour les nombres
premiers appartenant & une progression arithmétique. Ainsi, la démonstration faite
par Dirichlet pour prouver le théoréme de la progression arithmétique lui a fait
introduire plusieurs familles de fonctions telles que les caractéres de Dirichlet et leur
fonction L associée. Depuis, ces fonctions sont devenues des outils indispensables en
théorie analytique des nombres. Elles interviennent par exemple dans la formulation
de ’hypothése de Riemann généralisée, qui demeure depuis 'une des conjectures les
plus célébres, ou bien pour démontrer le théoréme de Bombieri-Vinogradov prouvé
en 1965, et qui reste depuis lors un outil majeur de la théorie analytique des nombres.

L’objet de cette thése est d’étudier deux ensembles précis dont les caractéristiques
font intervenir une progression arithmétique a(mod q) :

e les entiers sans diviseur dans une progression arithmétique fixée ;

e les entiers sans grande puissance de facteur premier qui sont premiers a un
entier ¢, puis la partie de ces entiers qui sont dans une progression arithmétique
a(mod q).

1. Entiers sans diviseur dans une progression arithmétique

1.1. Diviseur

La notion de diviseur est une notion fondamentale dans la théorie des nombres.
Commengons par évoquer la quantité

T(n) = Zl (n>1).

d|n

Cette fonction est multiplicative et vérifie
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n)=J[w+1)  (n=1).

p¥[n

De plus (voir [57]), elle posséde également les propriétés !

1 1
) =0 (>0),  limsup BT8R _

log 2
n—o00 logn

et, afin de préciser son comportement moyen, on a

Z 7(n) = z(logz + 2y — 1) + O(Vx)

n<e

ou y désigne la constante d’Euler.
Une autre fonction dont la définition nécessite 1'utilisation des diviseurs d’un entier
est la fonction
o(n):= Zd (n>1),

dln

qui est aussi multiplicative et qui intervient dans différents ensembles d’entiers étu-
diés dans I'histoire des mathématiques.

Par exemple, nous pouvons citer I’ensemble des nombres amicaux, qui sont des
paires d’entiers (m, n) vérifiant o(n) = o(m) = m+mn. La premiére paire de nombres
amicaux connue est (220,284), a laquelle certains penseurs de 1’Antiquité, en par-
ticulier a I’école des pythagoriciens, avaient attribué des pouvoirs magiques et des
qualités sociales. Depuis, d’autres paires ont été découvertes par plusieurs mathé-
maticiens, notamment Euler et Fermat. A ce jour, sil est impossible de savoir s'il
existe une infinité de telles paires, Pomerance [42] a montré que, si I'on note A(x)
le nombre de paires d’entiers amicaux dont le premier élément est inférieur & z, il
existe une constante ¢ > 0 tel que

A(z) = O(w exp(—cy/logg xlogy z)),

et Erdos [14] a conjecturé que pour tout € > 0 et k, il existe zg(e, k) tel que

_r
(log x)k

Un autre ensemble célébre faisant intervenir la fonction o est celui des nombres
parfaits, qui sont les entiers n vérifiant o(n) = 2n, dont 6 et 28 font partie. La
recherche des nombres parfaits est liée & celle des nombres premiers de Mersenne,
qui sont les nombres premiers de la forme 2" — 1. Un résultat connu sur le sujet
et démontré par Euler est le fait que tout nombre parfait pair s’écrit sous la forme
2P~1(2P —1). Toutefois, méme si ces nombres sont rares parmi I’ensemble des entiers,
il est actuellement impossible de savoir s’il en existe un nombre fini, ni méme si des
nombres parfaits impairs existent. Néanmoins Pomerance, en 2003, par une approche
heuristique, a conjecturé que la deuxiéme affirmation était fausse.

2178 < Az) < (z > wo(e, k).

1. Ici et dans la suite, la fonction log désigne le logarithme népérien. De plus, on note log; := log
et log,, := log(log,_,) pour k > 2.
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Les nombres pratiques, qui sont les entiers n dont tous les entiers inférieurs a n
peuvent s’écrire comme somme de diviseurs distincts de n, forment un autre ensemble
de nombres sur lequel il est intéressant de se pencher. Par exemple, les nombres
parfaits ou les puissances de 2 sont des nombres pratiques. L’une des particularités
de ces entiers concerne les nombreuses propriétés qu’ils partagent avec les nombres
premiers. Ainsi, notant P(x) le nombre d’entiers pratiques inférieurs a x, Margenstern
[37] a conjecturé qu’il existe une constante ¢ > 0 telle que

CT

P(x)

~ x = 3).

log x (z>3)
Tenenbaum [55, 56| puis Saias [47] ont apporté une contribution importante a cette
conjecture avant que Weingartner [61] ne finisse par la démontrer.

1.2. Quelques exemples d’ensembles d’entiers liés par leurs diviseurs

La notion de diviseur intervient dans de nombreux problémes de théorie des
nombres, ces problémes ayant des applications dans d’autres domaines des mathé-
matiques.

Nous pouvons d’abord évoquer les entiers qui admettent un diviseur dans un in-
tervalle défini. Ainsi, Tenenbaum [53] puis Ford [15] se sont intéressés a la quantité

H(x,y,z) = #{n <z:3d|n, d G]y,z]},

et en ont obtenu plusieurs estimations selon les valeurs de z,y et z. Ces travaux ont
donné différentes applications, par exemple ’obtention d’un ordre de grandeur pour
I’ensemble des permutations d’ordre n ayant le méme nombre de points fixes [11], des
estimations pour les hyperboles modulaires [50], qui sont les solutions (z,y) € N? de
I’équation zy = a (mod m) lorsque (a,m) = 1, ou encore une étude de 1’écart entre
un entier et son inverse dans Z/nZ [16].

Un autre sujet important et utilisant les diviseurs concerne les entiers & diviseurs
z-denses ol z > 1, c’est-a-~dire les entiers n qui, si 'on note 1 = di(n) < da(n) <
... < drn) =n la suite croissante des diviseurs de n, vérifient

e G+ (1)
1<i<r(n) d; (n)

La fonction de comptage D(x, z) de cet ensemble a été notamment étudiée par Te-
nenbaum [55, 56|, par Saias [47], puis par Weingartner [61] qui a montré que

Do) =ad(Z22) {1+ 0()} - {1+ o)} 21522

avec (v—1)/2
v du) [v—u
=1- =
d(v) :=1 /0 u—l—lw(u+1)du (v=>0)

ol w désigne la fonction de Buchstab et d(v) = 0 lorsque v < 0. Comme évoqué
par Tenenbaum, ces entiers ont également une application importante sur le "petit
crible” d’Erdds et Ruzsa défini dans [13], ¢’est-a-dire sur l'estimation de la quantité
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H(z) := min F(z, A) ou A est un ensemble d’entiers, F'(xz, A) désigne le nombre
d’entiers < x qui n’ont aucun diviseur dans A, et le minimum est porté sur les
ensembles A vérifiant ) -, 1/a < 1et 1 ¢ A. En appliquant son résultat, Saias [48]
a démontré qu’il existe deux constantes ci,co > 0 telles que

xT T

H(z) <

(x = 2).

“ logz @ log x

Evoquons enfin la fonction A de Hooley, qui est définie comme suit :

A(n) = maﬁc#{d: d|n,u<logd<u+1}.
ue

Introduite et étudiée initialement par Hooley [29], elle a ensuite été développée par
Hall & Tenenbaum [23] et Maier & Tenenbaum [35, 36|, qui ont montré que

(logy n) W < A(n) < (logyn)* ) pp.,

lorsque 7y := —log2/log (%) ~ 0,33827.... Cette quantité a de nombreuses

applications telles que I'obtention d’une majoration de
{p: p+a<az 3d|p+adely.2}| (y>2 2y<z<min{y*? z})

(cf. [30]) ou une généralisation d'un résultat de Shiu grace a la majoration de sommes
de la forme Y7, A(|Q(n)])" ou ¢t > 0 et Q est un polynome bien choisi (cf. [39]).
On pourra trouver une excellente présentation de la fonction A de Hooley dans la
synthése de Tenenbaum [54].

1.3. Cribler par une progression arithmétique

Nous consacrons la premiére partie de cette thése a ’étude des entiers sans divi-
seur dans une progression arithmétique fixée. De tels entiers interviennent en théorie
algébrique et algorithmique des nombres; par exemple, les entiers impairs sans fac-
teur carré et qui s’écrivent comme somme de deux carrés n’ont aucun diviseur dans
la progression arithmétique 3 (mod 4).

1.3.1. Historique

En 1953, Landau [33] a montré que, si on fixe un entier ¢ > 2 et a vérifiant
1 < a < qet(a,q) =1, alors presque tout entier n € N* admet un diviseur d
vérifiant d = a (mod ¢). Ce résultat peut étre réécrit, en notant

T(nya,q) := #{d |n, d>1, d=a (mod q)},

par I'expression
#{n<z:7(nja,q) =2 1} =z + o(x).

Erdss [12] a généralisé ce résultat & ¢ < (logz)'°82¢ avec € > 0, 'exposant log 2
étant optimal.
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Ainsi qu'il a été relevé dans [40], la preuve de Landau implique directement le fait
que pour q > 3 fixé, le nombre des entiers inférieurs & x dont les facteurs premiers,
et donc les diviseurs, sont tous congrus & 1 modulo ¢ est asymptotiquement égal &

T

(0.0.2) {Cq+ 0(1)}W

ou l'on a posé

€= rrarer 1L (1 )1/@)(1_1929))1”’

p

avec
1 sip=1 (mod q),
0 dans le cas contraire.

9(p) = {

L’objet de la premiére partie de ce travail est de s’intéresser a I’ensemble
Ng,g = {n eN*:7(n;a,q) = 0},

et en particulier de trouver une estimation asymptotique de sa fonction de comptage.

Cet ensemble a déja été étudié dans deux articles. D’abord, Banks, Friedlander et
Luca fournissent en 2008 [1] une estimation de la fonction de comptage de N, 4 dans
le cas particulier ot ¢ est un nombre premier fixé. Trois ans plus tard, Narkiewicz
et Radziejewski [40] généralisent le résultat & ¢ quelconque. Ils observent d’abord
que les cas particuliers a = 2, ¢ = 1 et a = 0, ¢ quelconque sont triviaux et que
lorsque (a,q) > 1, on peut se ramener au cas (a,q) = 1, ce qui implique qu’il suffit
de s’intéresser au cas ¢ > 3 et (a,q) = 1. Sous ces conditions, ils obtiennent alors
'estimation 2

2 (logy ar) ()
(log x) B(a,q)
ou C(a,q) > 0, a(a,q) > 0 et 0 < f(a,q) < 1. Ces trois constantes dépendent des
propriétés de G, := (Z/qZ)* en tant que groupe multiplicatif.

Le cas a = 1 est particulier : dans cette circonstance, les constantes sont plus
faciles & expliciter. En effet, nous avons «(1,q) = D, — 2 ou D, désigne la constante
de Davenport de Gy, qui est définie comme le plus petit entier r tel que, de toute
suite de ¢t > r éléments de G4, on peut extraire une sous-suite dont le produit des
éléments est égal a 1. De plus, (1, ¢) = 0. Enfin, en posant

S6w):=> v (veN%),
JEGq

Eq(a) = {I/ eN% :peN pxv&(p) >0= HjGqu“j # a (mod q)},

Nag(z) = {C(a,q) +o(1) } 7

ol p < v signifie p; < v (j € Gy), nous avons

q(Dg +1) 1
C(LQ):‘( )Da Z ee vl
w\q VEE( ) jeGy Vi
&(v)=D
2. Pour z > 2, nous notons E(z) := |E N [1;z]| la fonction de comptage d’un ensemble d’entiers

E.
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Dans le cas a # 1, nous avons ((a,q) = B(a,q)/¢(q), ot B(a,q) est le cardinal du
plus grand sous-groupe de G ne contenant pas a(mod ¢) (0 < B(a,q) < 1), a(a,q)
est une constante qui dépend aussi de ce sous-groupe, et C(a, q) est défini par une
formule explicite reposant également sur la théorie des groupes et faisant intervenir
I'ensemble E,(a).

L’outil principal utilisé par [40] est la méthode de Delange développée par ce
dernier en 1956 dans [7]. Le cas a = 1 se distingue des autres cas a cause de la
finitude de I'ensemble E,(1), ce qui permet d’appliquer directement cette méthode
pour obtenir le résultat. L’idée de départ pour les autres cas consiste, en notant $(a)
I'ensemble des sous-groupes de G4 ne contenant pas a(mod ¢q) et

Q](n) = Z v (] € Gq),
p¥lIn
p=j (mod q)

a subdiviser N en sous-ensembles
Ny (v) = {n Qin)=v; (j & H)}

avec H € $H(a) et v = (vj)jeq, € Eq(a) tel que v; = 0 si j € H. On utilise
ensuite la méthode de Delange pour chacun de ces sous-ensembles. Le terme principal
de Destimation de N(x) provient des sous-groupes H dont le cardinal est le plus
grand possible. La démonstration se conclut grace a 1'utilisation de notions de théorie
des groupes, en particulier avec les p-groupes. Cependant, les derniéres lignes du
paragraphe 6 de l'article de [40] sont trés peu détaillées. La fin de la démonstration
est peu convaincante. En outre, 'expression de C(a,q) se révéle particuliérement
absconse.

1.3.2. Les nouveaux résultats

Dans la premiére partie de cette thése, nous faisons une étude plus approfondie de
I'estimation de Ny 4(z). De plus, nous obtenons également une formulation simplifiée
de C(a,q), ne reposant plus sur la théorie des groupes, ainsi qu’un terme d’erreur
dans (1.1.2) qui est plus explicite car proposant un développement asymptotique se-
lon les puissances négatives de logy z. Ceci dévoile un terme d’erreur plus précis que
celui de [40]. Enfin, nous fournissons une preuve compléte de I'estimation de Ny 4(z).

Pour cela, nous utilisons certaines notations semblables a celles de Narkiewicz et
Radziejewski en recourant aux outils de ’analyse complexe plutét qu’a ceux de la
théorie des groupes. Ainsi, nous posons

Hy = [0;0(q)]% = {v = (v))jec, 1 0 < v; < plq) (j € Gy},
H := H, ~ {0},
&qla) == Hy N Ey(a).

L’ensemble €,4(a), qui est par définition un sous-ensemble fini de E,(a), joue dans
notre démonstration un role similaire a ce dernier pour [40].
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De plus, lorsque v € €4(a), on dit qu’un élément j de G, est une classe v-compléte
si v; = ¢(q) ; on note
I,(v) = {j €Gy:v; = cp(q)}
I'ensemble des classes v-complétes, J,(v) son complémentaire dans G, et
s(v) = Z vj.

Jj€Jq(v)

Fixons d’abord a et ¢, et notons simplement N au lieu de N, 4. La premiére étape
de la démonstration repose sur la propriété

neN&e (min {Qj(n),go(q)})jeGq € &,(a).

On en déduit une partition de N en une union finie de sous-ensembles N, oti, pour
v e Eqa),
Ny = {n >2:Qj(n) =v;si vy <(q); Qi(n) = e(q) siv; = go(q)}.

Une utilisation de la formule de Cauchy nous donne, pour R € (R**)Gq tel que
R; > 15sij € I,(v), Pexpression

1 dz
N = —— T(x;
)= G oy T e

en posant, pour z € C%, dz := [Lce, z: €O, R) :=[])cq, {z; € C: |z] = R;},

vi+1
o(zv) = lene 5 Wienw {5 (2= D}, et

T(z;2) := Z H z]gj(n).

n<z jeGq

En étudiant N(x), les auteurs de [40] ont utilis¢ la méthode de Selberg-Delange
décrite dans [7] en 1956. Pour obtenir une estimation de T'(z, z), nous utilisons ici
la méme méthode dans une version améliorée, due a Tenenbaum [57, chapitre I1.5],
qui fournit

T(x;z) = z(log )6 Zj/go(q“{ > ol +O((1og;)N+1)}‘

e (log x)™

ol A, est une fonction indépendante de x et de N.
Nous pouvons alors nous intéresser a ’estimation des quantités

dz
p(z,v)

W) = g g B Al

e N).
(2im)#(@ (log )1+ (m &)
Lorsque m = 0, 'apport du contour de Hankel [57, théoréme I1.0.17] dans cette

estimation permet de simplifier certains calculs. Toutefois, ’application de ce contour
differe selon que I,(v) soit vide ou non. Enfin, une utilisation adéquate des formules
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de Cauchy et de Leibniz permettent d’obtenir une estimation trés précise de N,(,O) ().
L’utilisation des mémes propriétés lorsque m > 0 permettent également d’obtenir
une estimation de N,(,m) (x) dans ce cas, mais avec moins de précisions. Nous pouvons
alors obtenir un développement asymptotique convenable de Ny, (), et donc de N(x)
aprés avoir réordonné les termes, et en gardant en terme principal les Ny (x) tels que
1,(v) soit maximal.

Ainsi, en posant

J(a) := max {|I,(V)| : v € &(a)},
s(a, k) :=max {s(v) : [[,(v)| =k} (0<k<T(a)),

1 Cy(v)
E(a) == —= 2 l1<a<yg (a,q) =1
L'(3(a)/¢(q))p(q)" ,,G%:(a) v! ( )
[1q(¥)|=3(a)
s(v)=8q
avec @)
q e(q
Cyv) = ((P q)) ‘ 1 I 2000w
7€1q(¥) xFX0
ou
20y = H (1 B l)ﬂc(p)
: . ,
P
et & 1
- qr
=(1) = el Dk
pla)™ veeg(1)
s(v)=%K1

nous pouvons énoncer le résultat principal de notre premiére partie.

Théoréme 0.0.1. Soient ¢ > 3, a > 1, (a,q) = 1, N € N. Il existe un entier
M = M, tel que lon ait, pour x > 3,
(0.0.3)

Pk (logs ) (logy )™
Nag(z) = (log x)'= 3(“ /(g { Z Z logx ymtk/e(a) + O((logazs)N“) }

0<m<N 0<k<TI(a

ot P i est un polynome de degré au plus égal a di(a) lorsque a > 1 et a dp(1) — 1
lorsque a = 1, avec égalité dans les deux cas si m =k = 0.

En particulier :

(i) Si 1< a<q, alors 3(a) > 0, et le terme principal de (0.0.3) vaut

)z (log, x)*
g 2)19@ /%@

=E(a
v!(lo
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(il) Sia =1, alors 3(1) =0, &1 > 0, et le terme principal de (0.0.3) vaut
E(1)z(logy x) ™!
vllogx

Prenons un exemple avec le cas ¢ = 10. Nous avons alors G4 = {1, 3, =3, —1}, et
le Théoréme 1.4.1 nous donne

N3o(x) = N_zio(x) ~c1

T

Viogz’

z(log,y x)°

N_ ~ — 2Z -

1710($) 2 (log .%')3/4 ;

z(logy z)?

Nl,l()(x) ~ 3 (lg2 ) .
og

avec ¢1 ~ 0,78439, co =~ 0,03045 et c3 =~ 3,91463.

1.4. Conséquences

En étudiant quelques cas particuliers ou g est petit, une question s’est vite posée :
les éléments a dont I'estimation N, 4(x) est la plus grande vérifient-ils une propriété
commune ?

La réponse s’est rapidement orientée vers les non résidus quadratiques modulo g,
c’est-a-dire vers les entiers a tels qu’il n’existe aucun z vérifiant 2 = a (mod q).

Le corollaire suivant, qui se déduit du Théoréme 1.4.1 grace a des notions élémen-
taires de théorie des groupes, donne un ordre de grandeur de N, 4(z) lorsque a vérifie
cette propriété.

Corollaire 0.0.2. Un entier a est non résidu quadratique modulo q si, et seulement
st, J(a) = ¢(q)/2. Dans ce cas, nous avons R, = 0 et, pour x assez grand,
x
Noglx) < .
an( ) \/@
De plus, dans le cas ot G4 est cyclique et si a et b sont deux non résidus quadratiques
modulo q, nous avons

Na,g(z) ~ Np 4(2) (x — 00).

Le corollaire se vérifie pour I'exemple ¢ = 10 vu précédemment puisque 3 et —3
sont les seuls non résidus quadratiques modulo 10.

Dans un autre registre, une relecture de la démonstration du Théoréme 1.4.1 per-
met d’observer que remplacer 'entier a de Gy par un ensemble d’éléments de Gy dans
cette démonstration demandait trés peu de modifications; aussi un second résultat
peut rapidement se déduire de cette démonstration modifiée, et permet d’étendre
le Théoréme 1.4.1 aux entiers sans diviseur dans un ensemble fini a = {ai,...,a;}
d’¢léments de G;. L’énoncé obtenu dans ce cas est identique a celui d'une seule classe,
si ce n’est en faisant quelques adaptations dans les notations, notamment en y rem-
placant la valeur a par 'ensemble a, et en distinguant ici les cas 1 € a et 1 ¢ a.
Ce nouveau résultat implique alors une estimation de la fonction de comptage de
I’ensemble des entiers dont tous les diviseurs sont des résidus quadratiques modulo
q.

Le cas particulier @ = G,\{1} permet de retrouver le résultat (0.0.2).
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2. Ultrafriables en progression arithmétique

Dans la seconde partie de cette thése, nous nous penchons sur ’étude de ’ensemble
de deux quantités liées aux entiers y-ultrafriables, qui sont les éléments de ’ensemble

(0.0.4) Uly):={n: p"In=p"<y}  (y>0).

Ces éléments forment un sous-ensemble des entiers y-friables, ces derniers constituant
I’ensemble

(0.0.5) S(y):={n: pln=p<y} (x>0,y>0),

qui ont déja fait I'objet d’'une abondante littérature.

2.1. Théorémes de Siegel-Walfisz et Bombieri-Vinogradov et zéro
de Siegel

Le probléme de I'équirépartition des entiers dans une progression arithmétique
donnée a été résolue avec la formule (0.0.1), qui utilisait la quantité 7(z;a,q). Ce-
pendant, dans les problémes de théorie des nombres impliquant les progressions
arithmétiques, les mathématiciens privilégient en général, a la place de 7(zx;a,q),
la fonction

Y(wia,q) = Y. An),
n<e
n=a (mod q)
ou la quantité A(n) vaut log p lorsque n est une puissance d’un nombre premier p et
0 sinon. En effet, la fonction v (x;a, q) est plus simple a exploiter que 7(z;a,q). La
formule (0.0.1) est par ailleurs équivalente a 'expression

T

(0.0.6) Y(z3a,q) ~ ——

() (x — 00).

Deux résultats célébres en théorie analytique des nombres concernent 1’estimation
de la quantité ¢ (x; a,q). Nous utiliserons ici les formules énoncées dans [57].

Le premier de ces résultats, démontré en 1936 par Walfisz [60] d’aprés un résultat
de Siegel [51], donne une majoration du terme d’erreur de (0.0.6).

Théoréme (Siegel-Walfisz). Pour toute constante A > 0 et uniformément pour
r>3,1<q< (logz)? et (a,q) = 1, il existe c = ¢(A) > 0 telle qu’on a

x e
(0.0.7) Y(z;a,q) = —— + O(ave_C 1°g’”).
o(q)
La difficulté de la question de 'uniformité en ¢ dans I’énoncé précédent provient
principalement de ’existence ou non d’un éventuel "zéro de Siegel". Cet élément est
défini par la propriété suivante, démontrée par Landau en 1918 [34].

Théoréme. [l existe une constante absolue ¢ > 0 telle que la région {s ceC: o>
1—c/log(q(|7| +2))} contienne au plus un zéro de I1, (mod ¢) L(s:X)- Dans ce cas,
I’éventuel zéro exceptionnel, appelé zéro de Siegel, est réel, simple, et correspond a
un caractére réel.
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Le second résultat, basé sur les travaux de Bombieri [2] et Vinogradov [59], donne
une estimation de (0.0.7) en moyenne.

Théoréme (Bombieri-Vinogradov). Pour toute constante A > 0, on a uniformément
pour @ =1, x> 1,

;2(?%(1 ‘w(y;a,q) - @EJCJ) < (logxa:)A " ﬁQ(log(ng))él)'
S (a,q)=

2.2. Entiers friables

Etant donné deux réels strictement positifs # et y, rappelons la notation S(y)
définie en (0.0.5). Nous notons alors ¥(z,y) la fonction de comptage de cet ensemble.
Ces entiers jouent un réle important en théorie algorithmique des nombres et en
cryptographie, en particulier dans 'algorithme de factorisation p — 1 de Pollard ou
dans le probléme du logarithme discret. On pourra se référer a ’'exposé de Pomerance
[43] & ce sujet.

Dickman (8], en étudiant ¥(x,y), obtient comme premier résultat ¥(x,y) ~ p(u)x
ot u := logz/logy et p, nommée fonction de Dickman, est définie comme étant la
solution du systéme

plu) =1 si0<u<l,
up'(u) +plu—1)=0 siu>1.
Ce résultat est ensuite amélioré par Hildebrand [26], qui obtient que, pour tout € > 0,
on a
log(u + 1)

log )} (exp{(logy 2)*/***} <y < ).

Wz, y) = wp(u){1+O.(

Saias [46], en précisant un résultat formulé par de Bruijn [4] et en reprenant sa
définition de la quantité

x/0+oop(u—v)d(tzzj> siz &N,

}51316 A(t,y) sinon,

A(x’ y) =

t>x

obtient la formule
V(z,y) = Az, y){l +O:(exp { — (log y)3/5,€})}

dans le méme domaine que Hildebrand.

Une autre estimation de ¥(z,y) a été formulée par Hildebrand et Tenenbaum
[27] dans un domaine plus général pour x et y. L’outil principal utilisé pour la
démonstration de cette estimation est la méthode du col, qui joue également un réle
fondamental dans les résultats que nous avons obtenus. Pour cela, nous pouvons
noter ((s,y) la série de Dirichlet associée a ¥(x,y) :

()= ) ;zﬂ(l—pls)l (Re 5 > 0).

Pt (n)<y p<y
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La formule de Perron (cf. [57], chapitre I1.2.) permet de représenter ¥(zx,y) sous la
forme

a+1i00 d
Vo) =5 [ e (@0agN)

2T — 00

A cet effet, le choix optimal de o correspond au point-selle o = «(x, %), qui est défini
comme étant 'unique solution de I’équation

Z log p =logx
-1 ’

en remarquant que

C/(aay) _ Z logp .

@ — 1
péyp

L’expression de a peut étre formulée par une estimation explicite : pour u > 1, si on
définit € = £(u) comme étant I'unique solution de 1’équation et = 1+wué et £(1) := 0,
les études faites sur « [27] fournissent, pour tout € > 0,

(0.0.8)
1= Sy o(etomn L) (oga)ie <y <),
oz, y) = 1 (llof?—y/l ) . u(logy)?
) og y/logx L 3
o {1+O(logy>} (2 <y < (log)?).

De plus, nous posons
5(lo 2
o2(s,y) ::Z% (Re s > 0).
PLY (p B 1)

La fonction s — ¢2(s,y) est la dérivée seconde de s — log({(s,y)). Hildebrand et
Tenenbaum obtiennent la formule

U(z,y) = W{1+o(i+ 105'”)} (x>y>2).

an/2mpa(a, y)

On pourra trouver une présentation plus compléte de 1'étude de ¥(z,y) dans les
syntheses de Hildebrand & Tenenbaum [28], Granville [21] ou Dartyge [3].

2.3. Entiers friables en progressions arithmétiques

Etant donné un entier ¢ > 2, on pose U, (x,y) la fonction de comptage des éléments
de S(y) qui sont premiers a q et ¥(x,y;a,q) celle des éléments de S(y) qui sont
congrus & a modulo q.

La quantité ¥, (z,y) a été étudiée principalement par La Bretéche et Tenenbaum
[6], qui ont utilisé également la méthode du col avec le méme point-col a que pour
W (z,y). Ils ont aussi fait une étude de la fonction f4(s) :=[[,,(1 —p~*) définie sur
Re s > 0 pour obtenir

Uy(z,y) = fo()¥(z,y){1+O(E)}  (x=>y>2, PT(q) <y, w(q) <)
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ou F = E(z,y) dépend de conditions précises sur q.

Quand a la quantité ¥(z, y; a, q), elle a d’abord été étudiée par Fouvry-Tenenbaum
[17] lorsque y est suffisamment grand afin d’obtenir un résultat de type Siegel-Walfisz
pour les friables, et cela en étudiant d’abord la quantité

U(z,yx) = >, x(n)
nesS(z,y)

lorsque x est un caractére modulo ¢ non principal. En notant

Y :=eV8Y  H(u) :=exp (%)
log“(u+1)
et en fixant A > 0, ils obtiennent qu’il existe cg,c1,... des constantes strictement
positives dépendant au plus de A telles que, sous la condition
(0.0.9) exp (co(logy 7)?) < y <z,
on ait les majorations
(z,y;x) <Y

lorsque 1 < ¢ < (logz)4, et

1
V(g x) < W(z, y){Y‘C2 oy /108 ﬁ(x)%H(U)_’”’}

lorsque (logz)? < ¢ < y®/1°%2% ou () vaut 1 pour un caractére exceptionnel et
0 pour les ¢(q) — 2 autres caractéres. La propriété d’orthogonalité des caractéres
fournit alors, sous la méme condition (0.0.9),

Yy« (1<q< (logz)?),

qlogq —c A
—————H(u)™* logz)? <qg<Y*“
¢(q)logy () ((ogz) )

U(z,y;a,q)
584D g o _
Uy(z,y)/e(q) Yo+

La différence de l'estimation du terme d’erreur selon les valeurs de ¢ provient de
I’existence de I’éventuel zéro de Siegel.

Soundararajan [52| puis Harper [25] ont obtenu que estimation ¥(z,y;a,q) ~
U, (x,y)/¢(q) alieu pour y et g assez grands, plus précisément pour € > 0, ¢ < yAvee
et exp(y' %) =z > yloeav)’,

Un résultat de type Bombieri-Vinogradov pour S(y) a été obtenu par Fouvry et
Tenenbaum [17, 18|, puis amélioré par Drappeau [10] puis Harper [24]|. Ce dernier
a montré que, pour ¢ > 0 et K > 0, nous avons, lorsque (log:v)K <y < 7 est

suffisamment grand et 1 < Q < /¥(z,v),
v
D max “P(Hz Y;a,q) — ‘;((Z’)y)‘ < U(z,y) <e’cu/(1°g(““))2 + y*)

q<Q (@.q)=1
+ /U (z,y)Q(ogx)"/?,

ou la constante implicite est absolue.
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2.4. Entiers ultrafriables

A présent, pour > 0 et y > 0, nous rappelons la notation U(y) définie en (0.0.4)
et notons Y(x,y) sa fonction de comptage.

Ces entiers trouvent une application en théorie des graphes, comme le montre le
récent article de Sander [49].

La quantité Y(x,y) a été étudiée en 2015 par Tenenbaum [58] en utilisant la
méthode du col. Pour cela, si on définit v, := |logy/log p| pour tout nombre premier
p < yet(y) =Yy 1,1) = Zpgy vplogp la fonction de Tchebychev, on peut
restreindre le domaine d’étude a ¥(y) > 2logx. Aprés avoir défini s — Z(s,y)
comme étant la fonction de Dirichlet associée a la fonction de comptage de Y(z,y),
c’est-a-dire

1 — pf(VP“Fl)S
Z(s,y) ::Hﬁ (Re s > 0),
Py
on peut alors définir le point-col § = f(x,y) comme étant I'unique solution de

I’équation ¢1(8,y) = 0, ou

Z'(s,y) _ Z{ log p (Vp—l—l)logp}

— Re s >0, y>=2).
Z(5.9) ( v>2)

o1(5,y) == — :
Py p* =1 p(yp+)s_1
Comme pour «, le réel f peut étre formulé par une estimation simple. D’abord,
d’aprés [58], lorsque (logz)'*® < y < z, l'estimation de B est la méme que celle
de a formulée dans (0.0.8), et lorsque 2logz < ¥ (y) < (logx)3, la valeur de 3 se
différencie de celle de o puisque dans ce domaine,

5 1+01£1/10gy) log (I#(y) B 1).
gy og

Sous la condition x > y > (logx)**¢ avec ¢ > 0, il y a trés peu de variations entre

Y (z,y) et ¥(x,y) puisque, sous cette condition,

Y(z,y) = ‘I’(Sﬂay){l + O(%)}'

En posant, pour y > 2, 0 :=Re s > 0 et z € R,

doy ez2/2 00 e
) = ———(s,9), = ), G(z) = /th,
©2(5,9) 1 &Y, o2=w(By) (2) o

Tenenbaum obtient, grace a la méthode du col, I'estimation
B 1 3
(0:0.10) T(.y) =2"2(8,9)G(EVa{1+0(-)}  (2logz < (y) < (loga)?*).

ainsi que les équivalences

T(z,y) ~ ¥(z,y) © y/(logz)* — o,
T(z,y) = o(¥(z,y)) < y/(log z)? = 0.
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2.5. Ultrafriables en progression arithmétique
Il apparait alors naturel de s’intéresser au comportement asymptotique des quan-

tités
Ty(zy)i= Y, 1,  T@yaeq:= > 1

nel(z,y) nel(z,y)
(n,q)=1 n=a (mod q)

ce dont nous traitons dans le second chapitre de cette thése.

Comme pour Y(z,y), nous pouvons remarquer que l'estimation de Yy(z,y) est
triviale lorsque 9 (y) < logz, et dans le cas logz < 9(y) < 2logx, cette estimation
peut se déduire du domaine

(0.0.11) P(y) > 2logx.

Nous pouvons alors restreindre le domaine d’étude a (0.0.11), et un calcul simple
permet également de montrer qu’il suffit de s’intéresser au cas (a,q) = 1.

Le premier résultat obtenu dans cette étude nous donne une estimation de Yy(x, y)
lorsque, pour € > 0, nous avons

(0.0.12) x>y > (logz)™*, PY(q) <y, wlQ) <.

La démonstration se base sur une majoration optimale de Vy(z,y) — Yy(z,y), si-
milaire & celle de la démonstration de (0.0.10). Plusieurs résultats de La Bretéche-
Tenenbaum [6] y sont également utilisés.

Théoréme 0.0.3. Soit € > 0. Sous les conditions (0.0.12), nous avons

Ty(z,y) = \I/q(af,y){l + O<¢%> }

Notant py le k-iéme nombre premier, de sorte que py < klog2k (k > 1), et
Rq = Puw(q) (q > 1)
avec la convention pg := 2, nous posons ensuite

_ Y _logz _ log{2+w(q)}
log logy log y

2, Vy,=194):

n=n(z,y): (g > 1),

et introduisons les termes d’erreur Ay = Ay(x,y) et Dy = Dy(z,y) définis par

(logw)ﬁq< 1 _ 2
1+ ) si 2logx < < (log )=,
A, = logy Vg log(1+n) ) Y(y) < (log )
q = 9
Yg{ulog 2u}ve '
Ygulog sty * | )
14 9, log 2u siy > (logz)*,

et Dy :=min{w(q), Aq}.
Posons également
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Afin d’obtenir une estimation de Y,(z,y) sur un domaine qui englobe ¥ (y) <
(log z)? et avec des conditions optimales pour ¢, nous suivons un schéma similaire &
celui qui permet de montrer le résultat principal de [58], en travaillant ici sur la série
de Dirichlet associée a Y4(x,y), c’est-a-dire sur

1— p—(zxp—l—l)s
Zq(s,y) = H 1_—1)_8 (?}%6 S > 0),
PY
ptq

tout en utilisant le méme point col 8 que Y(x,y).

Pour cela, nous avons d’abord recours & une application de la premiére formule de
Perron effective (cf. [57], thm. I1.2.3.) & YT,(z,y). Nous pouvons ensuite obtenir des
majorations convenables des quantités |Z,(5 + i1,y)/Zq(5,y)| et Yo(z + x/2,y) —
Y,(z,y), en adaptant les conditions sur |7| et z, et les appliquer a I'intégrale de Perron
obtenue précédemment. L’estimation principale de Y, (z,y) donnée dans le résultat
ci-dessous se déduit finalement d’une majoration convenable des termes d’erreur
obtenus, ainsi que d’une adaptation aux entiers ultrafriables des lemmes 3.13 & 3.15
de [6].

Lorsque 9(y) est trés proche de 2logx, un recours aux développements limités
permet d’affiner les termes principaux de notre estimation.

Théoréme 0.0.4. Soit € > 0. Sous les conditions
r>2y=2, x>x0, 2logr<i(y) <exp ((logm)l/S/(logQ 3:)(1+5)/5),

g>1, P-i-(q) <, w(q) < y1/2—(1+a)(log2u)/logu7

les assertions suivantes sont valides.
(i) Nous avons

Ty(z,y) = gq(ﬁ)r(x,y){l N 0(1 +Dj Dyl +n)>}

u Vu+nu
= 282,83, y)G(B\/@{l + O<1 +UD3 + %ﬂ?) }

et donc, lorsque n > 1,

To(a9) = (AT ) {1+ 0(— Ag)}'

u

(i) Si de plus n < %, alors

Ty(2,y) = g4(8) X () {1+ R+ O(Mu(qy)}

avec R < w(q)(1+n)/(Vu+nu).
(iii) Sous la condition supplémentaire n = o(1/\/u), nous avons

2

w(q) log ¢ w(q)
Tolz,y) = Qq(ﬂ)T(CU,y){l + Jru + O(nw(q) + Jilogy + ” )}
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Les autres résultats portent sur ’estimation de Y (z, y; a, ¢) dont le terme principal
est Tq(x,y)/¢(q) pour obtenir un résultat de type Siegel-Walfisz. Il s’agit pour cela
d’obtenir d’abord une majoration de la quantité

T(z,yx) = Y, x(n)

nel(z,y)

avec des conditions optimales sur y, pour x un caractére modulo ¢ distinct du ca-
ractére principal. Cette quantité est un outil fondamental de I'étude de Y(x,y; a, q).

Une nouvelle utilisation de la premiére formule de Perron effective pour Y (z, y; x)
nécessite de travailler avec sa série de Dirichlet associée, ¢’est-a-dire avec

1 — x(p)r*tp=trths
1= x(p)p~*

Z(s,x:) = [ [

Py

)

notamment en donnant une majoration de |Z(s, x;y)/Zq(8,y)|. Cela nous ramene a
trouver une minoration de la quantité

Dy, 7iy) = 3 LT RO D) logp,

e
Py p

Cette minoration est possible grace a 'utilisation du théoréme d’Abel et & I’étude de
oy x()A(n)
Sy, mix) = ZW
nxy

ou A désigne la fonction de Van Mangoldt. L’étude de cette quantité se fait en
utilisant & nouveau la premiére formule de Perron effective puis en appliquant le
théoréme des résidus grace a un déplacement du segment d’intégration de I'intégrale
de Perron, ce segment étant choisi en tenant compte des propriétés relatives a la
région de Vinogradov-Korobov. La difficulté principale de 'estimation de S(y,7; x)
réside dans Pexistence de I'éventuel zéro de Siegel. Notant

3/2—¢

Y = Ya(y) i= elsY) (€>0,y>2),

nous obtenons finalement le résultat suivant.

Théoréme 0.0.5. Soit A > 0. Pour e > 0, ¢; > 0, co > 0 assez petits, sous les
conditions
(0.0.13)

x>2, 2logzr<y(y) < ellogz)®
(0.0.14) 2<¢q

< ycl/log2 y’

et pour tout caractére de Dirichlet x de module ¢ non principal, nous avons
T, yix) < Tyl y){emor/ Iro0losn 4y -1

ot ¥(x) vaut 0 ou 1 et nest non nul que si ¢ > (logy)?

caracteére réel exceptionnel.

et x est égal a un unique
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Le résultat suivant, qui fournit une estimation de Y (z,y;a, q) sous les conditions
mentionnées dans le Théoréme 0.0.5, découle directement du résultat précédent grace
a Porthogonalité des caractéres.

Théoréme 0.0.6. Soit ¢ > 0. Sous les hypothéses (0.0.13), (0.0.14) et (a,q) = 1,
nous avons

. — Tq(.’E, y) —cou/(logu)t -1
(0.0.15) T(x,y,a,q)—w{l—i—O(e +Y. )}

En Uabsence de caractére de Siegel modulo q, on peut substituer u a u/(logu)*
dans le terme d’erreur de (0.0.15).

Enfin, nous pouvons également établir une estimation de Y(z,y;a,q) sur un do-
maine qui contient y > e(lo8 )" Jorsque € > 0. L’idée principale de la démonstration
est d’adapter le résultat de Granville [20] aux entiers ultrafriables.

Théoréme 0.0.7. Soit € > 0. Sous les conditions x > y > (logz)**¢, ¢ < \/y, et
(a,q) =1, il existe une constante ¢ > 0 telle que

T(x,y:a,q) = nggg)w {i+ o(u?ﬁ;y ; 10;,)}-

Le fait que la fonction indicatrice des ultrafriables ne soit pas complétement multi-
plicative ne permet pas en revanche de reprendre la démonstration de Granville pour
avoir une estimation de type Siegel-Walfisz pour les ultrafriables dans un domaine
plus général en x et y.
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1.1 Contexte

Un résultat de Landau datant de 1909 [33], et dont une démonstration simplifiée
a été fournie par Raikov en 1938 [44], stipule que, pour tout entier ¢ > 2 fixé et
tout résidu a(mod ¢q) tel que (a,q) = 1, presque tous les entiers n’excédant pas x
possédent un facteur premier (et donc un diviseur) congru a a modulo ¢. De plus,
ainsi qu'il a été remarqué dans [40], le résultat de Landau implique directement que,
pour g > 3 fixé, le nombre T'(z;1,q) des entiers n’excédant pas = et dont tous les
facteurs premiers, et donc tous les diviseurs, sont congrus & 1 modulo ¢, vérifie

_ {Cq+o(1) }a

T(x;1,q) = (log )1 /5@ (z = 00),

oll I'on a posé

1 . 1\-1 1\ 1/¢(9)
AR (VER) slirﬁpzl Eod ) (1- E> (-3)

I\e@ , 9(p)y L
= twaaeg L -5) T (-57) >0

p

(1.1.1)

avec

I(p) = { 1 sip=1 (mod q),

0 dans le cas contraire.

Erdds [12] a ensuite montré que, pour tout ¢ > 0, lorsque z tend vers l'infini et
1 < ¢ < (logz)'8279 tous les entiers n < z sauf au plus o(z) exceptions ont au
moins un diviseur dans chaque classe de congruence modulo ¢. De plus, il établit que
la limitation relative au paramétre g est optimale, dans le sens ou ’assertion est en
défaut si ’on chosit § < 0.

Par la suite, 'ensemble exceptionnel, formé des entiers n’ayant aucun diviseur
> 1 dans une réunion finie de progressions arithmétiques, a fait I’objet d’évaluations
quantitatives. Une telle condition structurelle apparait dans les théories algébrique
et algorithmique des nombres. Ainsi, les entiers impairs, sans facteur carré et re-
présentables comme somme de deux carrés n’admettent aucun diviseur congru a 3
modulo 4.

En 2008, Banks, Friedlander et Luca [1] ont donné une évaluation asymptotique,
lorsque ¢ > 3 est un nombre premier fixé, pour la taille de ’ensemble résiduel dans
le crible par une unique progression arithmétique de module ¢. !

Trois ans plus tard, Narkiewicz et Radziejewski [40] ont généralisé ce résultat au
cas ou ¢ > 3 est un entier quelconque. Ils ont ainsi établi que le nombre N(x;a,q)
des entiers n’excédant pas x et n’ayant aucun diviseur > 1 dans la classe résiduelle a
(mod q) telle que (a,q) = 1 vérifie?

z(logy )*(@9)

(1.1.2) N(z;a,q) = {C(G,Q)Jro(l)}W

1. Ici et dans la suite les progressions arithmétiques considérées sont constituées d’entiers > 1.
2. Ici et dans la suite, nous notons log,, la k-iéme itérée de la fonction logarithme.
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ou C(a,q) > 0, a(a,q) > 0 et 0 < B(a,q) < 1. Ces trois constantes dépendent des
propriétés du groupe multiplicatif Gy := (Z/qZ)*.

Il est & noter que les constantes sont plus faciles & expliciter lorsque a = 1. En
effet, nous avons (1, q) = Dy — 2 ot D, désigne la constante de Davenport de Gy,
définie comme le plus petit entier r tel que toute suite de r ¢léments de G4 contienne
une sous-suite dont le produit des éléments est égal & 1 — voir notamment [41] pour
une étude exhaustive de cette constante. De plus, 8(1,¢) = 0. Enfin, posant

I/) = Z Vj (V S NGq),

J€Gy

Eq(a) == {I/ eN% :peN p<v &(u) >0= [Ljec, 3" #a (mod q)},

ol p < v signifie p; < v (j € Gy), nous avons

q(Dg+1) 1
Clg)=—F~p—
(p(q)Dq VE; ) H]EGq .]
S(v)=Dy—1

Lorsque a # 1, nous avons ((a, q) = B(a,q)/¢(q) > 0, ot B(a, q) est le cardinal du
plus grand sous-groupe de G ne contenant pas a(mod ¢), o(a,q) est une constante
qui dépend également de ce sous-groupe, et C'(a, q) est défini par une formule explicite
issue de la théorie des groupes et faisant intervenir I’ensemble E,(a).

L’objectif de notre travail est non seulement d’obtenir, pour tous a, ¢ fixés, une
estimation de la fonction de comptage de 1’ensemble 3

N:Navq::{n22: (d|ln, d>1)=>d#a (modq)}

sous la forme (1.1.2), avec une formulation simplifiée des constantes ne reposant plus
sur la théorie des groupes, mais aussi d’expliciter le terme d’erreur de (1.1.2) en
proposant un développement asymptotique selon les puissances négatives de logy x.

A cette fin, nous introduisons d’abord un sous-ensemble fini €,(a) de E,(a) afin
de représenter ’ensemble N comme une union disjointe de sous-ensembles N, de N
définis par (1.4.8) infra et plus simples a étudier. Pour obtenir un développement
asymptotique de chacun des N, (z), nous utilisons un théoréme de type Selberg-
Delange, plus précis que celui qui est utilisé dans [40]. Le gain de précision rela-
tivement & (1.1.2) est également renforcé par ’emploi du théoréme de Hankel, qui
permet d’avoir une simplification des calculs.

Nous verrons que le cas a = 1 est particulier et doit étre traité séparément. Cela
provient du fait que la condition n € Ny 4 implique que £(n) est borné en fonction
de ¢ seul,* alors que, pour 1 < a < ¢, Q(n) peut étre arbitrairement grand pour
n € Ngg-

A la fin de ce travail, nous montrons comment une légére altération de la définition
&q4(a) permet de généraliser notre résultat a I’ensemble des entiers n’admettant aucun

3. Afin de simplifier la rédaction, nous avons choisi d’exclure systématiquement 1’élément n = 1
de I’ensemble Ny q.

4. Ici et dans la suite, nous désignons par €(n) le nombre total des facteurs premiers, comptés
avec multiplicité, d’un entier n.
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diviseur > 1 dans un ensemble fini de classes résiduelles modulo q. Cette extension
fournit de nouvelles propriétés des entiers dont tous les diviseurs sont des résidus
quadratiques.

1.2 Cas particuliers

Pour z > 1, nous notons E(z) := |EN[1;z]| la fonction de comptage d’un ensemble
d’entiers E.

Commengons par rappeler les résultats relatifs a certains cas particuliers étudiés
dans [1] et [40]. Nous avons pour ces différents cas une estimation simple de Ny 4(z) ;
en effet,

e sig=2et a=1, nous avons

log =

NLQ(CE) O(l)

B log 2
puisque Ny 2 est 'ensemble des puissances de 2
e sia =0, alors

Nog(x) = (1- ;)m +0(1)

étant donné que No 4 est 'ensemble des entiers non divisibles par ¢;
e sid:=(a,q) >1eta+#0,en posant ¢ = dr et a = db, nous avons
1 T
Noa@) = (1-35)2+N, (%) +00),
’ d " \d
puisque Ng g ={n € N*:d{n} U{dm:m e Ny,}.
Nous pouvons donc, sans perte de généralité, restreindre 'étude au cas (a,q) = 1.

1.3 Définitions et notations principales

Compte tenu de ce qui précéde, nous pouvons supposer dans la suite ¢ > 3 et
(a,q) = 1. Ces entiers sont fixés une fois pour toutes.

Pour tous entiers naturels k, ¢, k < ¢, nous notons [k;¢] 'ensemble des entiers
compris largement entre k et £.

Lorsque s désigne un nombre complexe, o et 7 sont définis implicitement comme
respectivement les parties réelle et imaginaire de s.

La fonction Gamma d’Euler est notée I'.

Pour tout caractére de Dirichlet xy modulo ¢ distinct du caractére principal xo,
nous posons

(1.3.1) L(x) = 1;[ (1- ;)X(p).

Ce produit infini est bien convergent. En effet, L(1, x) est classiquement développable
en produit eulérien convergent et le rapport du terme général a celui de (1.3.1) vérifie

(1= (=) =1 o)
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Les définitions et notations suivantes sont systématiquement employées dans la
suite. On rappelle que G désigne le groupe multiplicatif (Z/qZ)*. Nous posons

Hy = [0;0(@)]% = {v = ()jec, 1 0 < v < pla) (7 € G)},

(1.3.2) H; := H,~ {0}.

Pour z := (2j)jec, € C%, nous posons |z|| := maxjeq, |2 et |2| := (|2])jeq,-
Nous écrirons indifféremment [|z]] < 1 ou z < 1 pour signifier que z est borné.

Notation 1.3.1. Pour tous entiers j,n tels que (j,q) = 1 et n > 2, nous notons
Qj(n) le nombre total des facteurs premiers de n, comptés avec multiplicité, qui sont

congrus & j modulo q, soit
Qj(n) == Z v.
p’lin
p=j (mod q)

Les notions d’a-admissibilité et de classe compléte, décrites dans les définitions
suivantes, jouent un role fondamental dans notre démonstration.

Définition et notation 1.3.2. Nous posons €,(a) := H; N Ey(a) et désignons les
éléments de E4(a) comme a-admissibles.

Définition et notation 1.3.3. Soient v € Hy el j € G,. On dit que j est une
classe v-compléte si v; = p(q).
Nous notons

(13.3) L) = {j € Gy : v = pla)}

Uensemble des classes v-complétes de Gy, posons Jy(v) := G¢~\ 14(v) et introduisons
la constante

[Jq()/¢(q) —
(1.3.4) Cy(v) := (L) H g(X)X(J)/sO(q)
#la) j€Law) xExo

Remarque 1.3.4. [l est immédiat que J4(v) # @ pour tout v de E4(a) puisque
Ve = 0. Nous verrons en (1.4.7) infra que Uon a en fait |J,(v)| = $¢(q).

Notation 1.3.5. Pour K C G4 et p premier, nous écrivons p € K sip € Ujer(j +
qZ).
Définition 1.3.6. Soient K C Gy et t € Hy. Nous définissons la K-taille si (t) de
t par la formule
(1.3.5) sk(t) =Yt

JjEK

La définition précédente servira principalement lorsque K = J,(v) avec v € £,(a).
Pour simplifier les écritures, nous posons alors

(1.3.6) s(tv)i=sy,0)(t)= >t (t€H), s)=s,v).
jeJq(v)

Les notations suivantes permettront de simplifier I’écriture de certaines expressions.
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Notations 1.3.7. Pour v € E,(a), K C Gy, t € H,, w € H, vérifiant t < w et
(Um)1<ms<k € Hé“ vérifiant u, < w (1 <m < k), nous posons

(1.3.7) (T) =11 (ZJ> H v;l,

Jj€Jq(v)

w w;
1.3. = '
( 3 8) <u1’ e "U,m H (uj,l? e 7uj’m>
q

(1.3.9) My (w):={teHy: 0<t; <w; (jEK), t;=0(j € Gy~ K)},
(1.3.10) M(w,v) =M o) (w),
M(v) = M(v,v)

(1.3.11) ={teH,:0<t;<v; (jeJ (u)) tj=0(j € L(v))},
(1.3.12) Ngk(t) := {(ul,u2,u37u4) € Mk (t Z um € Mg (u )}
2<m<4
(1.3.13) Nv) = {(ul,u2,u3,U4) e M)t Z Uy = ul}.
2<m<4

Remarque 1.3.8. 5t K C Gy, w € Hy, t,uy,...,u; € Mi(w), alors

PO V400 R PRI O
(t> ]g((tj’ ul?“‘?“k jg{ uj71’.“7ujvk

1.4 Reésultats

Le résultat principal de ce travail est le suivant. Nous posons

(=

(a) :==max {|I,(v)| : v € &(a)},

s(a, k) :==max {s(v): |I;(v)| =k} (0<k<3(a)),
(1.4.1)

di(a) := max {5 a,3(a) = ) + (¢(q) = 1)(k - O},

et, en rappelant la notation (1.3.4), introduisons la quantité

=(a) = 1 Cy(v) a a
(1.4.2) Z(a): FU@Vﬂ®W@W“Vg%U L (1<a<yq, (a,q)=1)

1Ty(0)[=3(a)
s(v)=Raq

et posons

= _ 15" 1
E(1) = ——— Z o

Ri1+1
QO(Q) ' veéy(l)
s(v)=%K1

Théoréme 1.4.1. Soient ¢ >3, 1 <a<gq, (a,q) =1, N € N. Il existe un entier

M = M, < (p(g) = )7
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tel que l’on ait, pour x > 3,
(1.4.3)

B,k (logy ) (logy UC)M
Naglr) = (log )1~ 5(@)/@ { 22 logx ymtk/e(a) o (logz)N+1 ) |

0<m<N 0<k<T(a

ol P, 1 est un polynome de degré au plus égal a di(a) lorsque a > 1 et a do(a) — 1
lorsque a = 1, avec égalité dans les deuzx cas st m =k = 0.

En particulier :

(i) si 1 <a<gq, alors 3(a) > 0, et le terme principal de (1.4.3) vaut

E(a)x(logy x)"e
(log ;[;)1*3(“)/@(‘1) ’

(1.4.4)

(i) sia =1, alors 3(1) =0, 81 > 0, et le terme principal de (1.4.3) vaut

=(1)a(logy z) !
log x

(1.4.5)

Remarques 1.4.2. (i) Notre méthode permet de déterminer explicitement les coef-
ficients de Por (0 < k < I(a)).

(ii) On peut vérifier que la constante apparaissant entre parenthéses dans le terme
principal de (1.4.4) est identique a celle du résultat principal de [40] lorsque a # 1.
De méme, dans le cas a = 1, la constante de (1.4.5) et celle de [40] coincident.

(iii) La constante implicite du terme d’erreur, disons R, de (1.4.3) peut dépendre
des entiers g et N. Toutefois, le théoréme I1.5.2 de [57] permet de préciser que, pour
des constantes convenables ¢; > 0, cg > 0, dépendant au plus de ¢, et uniformément
pour z > 3, N € N, nous avons

N & 1\ N+1
R (g )" (VP 4 (ALY

log z

ou la constante implicite ne dépend plus a présent que de gq.

(iv) Nous verrons au Corollaire 1.4.11 infra que, sous certaines conditions expli-
cites relatives a la classe a, la constante Cy(v) est exprimable en fonction des seuls
caractéres de Gy.

L’énoncé du Théoréme 1.4.1 met en évidence la disparité descas1 < a < qeta =1
relativement & l'estimation asymptotique de N, 4(z). L’origine de cette dichotomie
provient du fait que J(a) = 0 si, et seulement si, a = 1. En effet :

Sia =1, alors I,(v) = @ pour tout v € £, puisque jel) =1 (mod ¢q) pour tout
J € Gy, et donc v; < ¢(q). Ainsi J(1) = 0.

Sil<a<gq,vy:=I(¢(q),0,...,0) est a-admissible et I;(rg) # &. Donc J(a) > 0.

Pour comparer 'énoncé du Théoréme 1.4.1 et celui du théoréme 5 de [40], dont la
preuve repose sur la théorie des groupes, considérons 1’ensemble

(1.4.6) $(a) := {H : H sous-groupe de Gy, H # a}

et nous notons $H(a) le sous-ensemble des éléments d’ordre maximal de $(a).
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Remarques 1.4.3 (Correspondance avec la théorie des groupes).

(i) Lorsque a # 1 et v € E4(a) vérifie |I;(v)| = T(a), alors I,(v) est un sous-groupe
non vide de G, et donc J(a) | ¢(g). En effet, d'une part, ainsi qu'’il a été établi plus
haut, I'hypothése a # 1 implique J(a) > 0. D’autre part, pour tous ji,j2 de I4(v),
h € Gy vérifiant h = j1j2 (mod ¢), et tout exposant p, 0 < pu < (q), nous avons

ht (mod ¢) = ji'jy (mod q) € { I 7 (mod q) : p € H;, 05 p < v}.
JEG,

Comme |I4(v)| est maximal, il s’ensuit que v, = ¢(q) et donc h € I,(v). De méme,
(j~H* = j9@~#(mod q), ce qui implique j~* € I,(v).

De plus, a & I,(v), donc I,(v) € HT (a).

(ii) Puisque J(a) < ¢(g) pour tout a € Gy, il résulte en particulier de ce qui
précéde que

(1.4.7) J(a) < 3plg)  (a€Gy).

(iii) En comparant les puissances de logx et de logy x de (1.4.4) avec celles du
terme principal du théoréme 5 (ii) de [40], on constate que, lorsque a # 1, J(a) est
le cardinal d’un élément de $H7(a) et &, = ©(q)/I(a) — 2.

Le théoréme suivant, d’intérét intrinséque, fournit une estimation asymptotique
du nombre des entiers n < = dont les ©;(n) ont des valeurs prescrites < ¢(g) ou sont
> ¢(q). Cette évaluation constitue une étape essentielle dans la démonstration du
Théoréme 1.4.1, le lien entre les deux résultats étant explicité au Lemme 2.4.2 infra.

Pour tous ¢ > 3, a > 1, tels que (a,q) =1, et v € E4(a), nous posons

(148) N, = {n > 2 0(n) = vy st v < 9(a); Q(n) > () si vy = so(q>};
(1.49) dip :=sv)+ (p(q) — 1)k.

Théoréme 1.4.4. Soient v € E,(a), N € N. Pour x > 3, nous avons

x Py, . (logy @) }
1.410)  Ny(z) = Imkp 082 T) 65 (g,
( ) (v) (log 2) T /#(@ { Og;@] (log )™ +k/#(a) + ( q( 1/))

USENTFD]

o Ry(z,v) < (logy )@+l /(log 2)NF1 et Py, 1., désigne un polynéme tel que
deg Py kv < dig lorsque 1y(v) # @ et deg Py gy < dow — 1 lorsque I4(v) = @, avec
égalité dans les deuz cas si m =k = 0.

En particulier :

(i) st I4(v) # @, alors le terme principal de Ny (z) vaut

C,(v)z(logy 2)3™)
L(|I,(v)|/¢(a)) p(q)*@v!(log )1~ Ha@)l/#(a)

o Cy(v) est défini en (1.3.4);
(ii) si I4(v) = @, alors le terme principal de N, (x) vaut

gs(v)z(logy x)*¥) !

p(q) =l logar
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Les résultats suivants, qui découlent directement du Théoréme 1.4.1, généralisent
les corollaires de [1]. Il aurait également été possible de les déduire du résultat prin-
cipal de [40].

Commencons par donner un critére pour que Ny () et Np4(x) aient le méme
ordre de grandeur lorsque a et b sont des éléments quelconques de G;. Comme il n’y
a pas nécessairement unicité des sous-ensembles I,(v) de G tels que |I,(v)| est fixé,
Na,q(2) et Ny 4(z) peuvent avoir le méme ordre de grandeur sans étre asymptotique-
ment équivalents.

Corollaire 1.4.5. Soient a,b € G,. On a alors
(1.4.11) J(a) =3(b) & Ngg(z) < Np4(z).

Dans la remarque suivante, nous explicitons une condition impliquant 1’équivalence
asymptotique dans (1.4.11) et nous fournissons un exemple ou elle n’a pas lieu.

Remarques 1.4.6. (i) L’expression (1.3.4) permet de constater qu’il y a équivalence
asymptotique dans (1.4.11) si H7(a) = HT(b). C’est notamment le cas lorsque Gy
est cyclique.

(i) 1l existe des entiers q tels que, pour certaines classes a et b vérifiant J(a) =
J(b), on ait Nyg(x) # Npg(x). Pour ¢ = 8, nous avons ainsi J(3) = IJ(=3) =
J(—1) =2 alors qu’un calcul approché programmé en langage Python fournit
Ca78.f(}

Ngg(x) ~ a€{3,-3,—-1}),
a,S( ) \/@ ( { })
avec c38 ~ 2,38655, c_38 ~ 2,68906 et c_1 g ~ 2,849191.

Le corollaire suivant est une autre conséquence immédiate du Théoréme 1.4.1.
Corollaire 1.4.7. Siab=1 (mod q), alors Ngqg(x) ~ Np 4(x).

Démonstration. Notant @ 'inverse de a dans G, nous avons

b I(v) &b & I,(v)

pour tout v € ,(a) vérifiant |I,(v)| = J(a). La structure de groupe de I;(v) permet
alors d’obtenir 1’égalité

{v e eya): 11,0) =), s(v) = K} = {v € &,(@) : |1,(v)| = 3(@), s(v) = fa .
ce qui permet de conclure. ]

L’énoncé du Théoréme 1.4.1 induit une question naturelle : quels sont les éléments
a de G, pour lesquels N, 4(z) posséde I'ordre de grandeur maximal ? Et si plusieurs
éléments de Gy sont impliqués, comment les caractériser ?

L’inégalité (1.4.7) fournit une premiére réponse : si un élément a € G, vérifie
J(a) = ¢(q)/2, alors la puissance de logx apparaissant dans (1.4.3) est maximale.
Il reste alors a décider de l'existence de tels entiers. Les énoncés de [1] incitent a
considérer les non résidus quadratiques modulo g.

Le corollaire suivant, démontré au paragraphe 1.12, fournit I’ordre de grandeur de
Ng,q(x) lorsque a est non résidu quadratique modulo ¢ ainsi que, le cas échéant, une
formule explicite pour la constante Cy(v) définie en (1.3.4) lorsque Gy est cyclique.

Rappelons la notation .Z(x) définie en (1.3.1).
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Corollaire 1.4.8. Un entier a de G, est non résidu quadratique modulo q si, et
seulement si, J(a) = ¢(q)/2. Dans ce cas, nous avons R, =0 et

X

\/log:v.

De plus, dans le cas ot Gy est cyclique, nous avons

(1.4.12) Nog() =

Cqx
Vdog x

_eZ(xa)
Co:= \ 7o)

ot x1 désigne l'unique caractére d’ordre 2 de Gy.

(1.4.13) Ngg(z) ~ (x = 400),

avec

Remarque 1.4.9. Lorsque q est premier (ce qui implique G cyclique), le caractére
x1 du Corollaire 1.4.8 est égal au symbole de Legendre, b — (b|q) (beZ).

Nous montrons au paragraphe 1.11 que Gy est cyclique si, et seulement si, chaque
non résidu quadratique a de G est tel que €,(a) contient un unique élément v
vérifiant |I;(v)| = ¢(q)/2. Lorsqu’il en est ainsi, I'ensemble I,(v) est le sous-groupe
des résidus quadratiques de Gy, et la constante Z(a) de (1.4.2) ne dépend pas de a
lorsque a est non résidu quadratique. En revanche, lorsque Gy n’est pas cyclique, il
existe au moins deux sous-ensembles distincts de £,(a) de cardinal maximal ¢(q)/2,
ce qui ouvre la possiblité que la somme en v apparaissant dans (1.4.2) ne soit pas
indépendante de a : c’est effectivement le cas lorsque ¢ = 8, ainsi qu’il est mentionné
a la Remarque 1.4.6.

Le corollaire suivant permet de comparer l'ordre de grandeur de N, () avec celui
de Np4(x) lorsque a € G4 et b est non résidu quadratique modulo g.

Corollaire 1.4.10. Soient a,b € Gy tels que b soit non résidu quadratique modulo

q.
(i) Nous avons, pour x assez grand,

(1.4.14) Ny,g(z) < Np g(z).
(ii) De plus, si a est un résidu quadratique, alors
Nog(x) = O(N{Lq(I)) (x — 00).

Plus précisément, pour tout §, 0 < 6 < 1/¢(q), nous avons, pour x assez grand,

Nb (.%)
1.4.15 N, Y
( ) a:fI(:E) < (10ga:)5
Démonstration. L’estimation (1.4.14) est une conséquence directe de 'inégalité (1.4.7)
et du Corollaire 1.4.8. Lorsque a est résidu quadratique, le Corollaire 1.4.8 implique
J(a) < J(b), et, plus précisément, J(b) = J(a) + k + 1 avec k € N. La majoration
(1.4.15) en découle lorsqu’on choisit ¢ tel que 0 < 6 < (k+1)/p(q). O
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Le Corollaire 1.4.8 fournit 'ordre de grandeur de N, 4(x) lorsque a est non résidu
quadratique modulo g. Le corollaire suivant, qui généralise le Corollaire 1.4.8, donne
Pordre de grandeur dés que a est différent de 1. Pour m € N*, nous notons

Gy = {ym : y € Gy}
I’ensemble des puissances m-iémes de Gy.

Corollaire 1.4.11. Soit a € Gy, a # 1 et soit m le plus petit diviseur de p(q) tel
que a & Gi*. Alors J(a) = p(q)/m, Ra =m — 2, et

a(logy )™ 2
1.4.16 N. = .
( ) ,q(x) (log {L-)l—l/m

Dans le cas ou Gy est cyclique, nous avons

G 1\aloge)m?
R i G V) S

| 1-1/m
vera Y (log x)
g (v)|=¢(q)/m
s(v)=m—2
avec =y
q —Hm m
XFX0
X =X0

Si a n’est pas un résidu quadratique modulo ¢, alors m = 2 : 'estimation (1.4.16)
coincide donc avec (1.4.12). Si a est un carré mais n’est pas un cube de Gy, alors
m = 3, et il suit

xlogy x

(log )%/
Il est & noter que, lorsque 3 | ¢(q), G, contient des résidus quadratiques qui ne
sont pas des résidus cubiques. Par exemple, si tous les facteurs premiers de ¢ sont
congrus & 1 modulo 3, le théoréme chinois permet alors d’établir facilement que G|
possede ¢(q) /24 résidus quadratiques et ¢(q)/3“(@ résidus cubiques. On trouvera
notamment dans l'article de Chun Gang Ji [31] des formules générales pour le nombre
de puissances m-iémes dans Z/qZ.

Nyg(z) <

1.5 Exemple d’application, le cas ¢ = 18

Pour illustrer le Théoréme 1.4.1, nous considérons dans ce paragraphe le cas ¢ = 18.
Nous avons ¢(q) = 6 et G1g = {1,5,7,—7,—5,—1}. Les éléments 5 et —7 sont des
générateurs de G1g, 7 et —5 sont d’ordre 3 et —1 est d’ordre 2. Les caractéres modulo
18 sont définis dans le tableau suivant.

1 ) 7 -7 -5 -1
Yo 1 1 1 1 1 1
X1 1 eiﬂ' 3 e2i7r 3 e—i7r 3 e—2i7r 3 -1
X2 1 eZi7r 3 e—2i7r 3 e—2i7r 3 eQiTr 3 1
Y3 1 ) 1 ) 1 1
X4 1 e—2im/3| q2im/3 e2im/3 e—2im/3] 1
X5 1 e*iﬂ/?) e~ 2in/3| qin/3 e2i71'/3 -1
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Ecrivons les coordonnées de v := (vj)jecq, € €4(a) dans l'ordre suivant : v =
(V17V57V77V—77V—57V—1)~
Pour a =7, on a

861(7) = {(CLl,Cl,O,bl,0,0), ((11701,0,02,03,0), (CLl,Cl,0,0,0,(IQ), (a170a0707017a2) :
(a1, a2, b1, 1,2, ¢5) € [0; 6] x [053] x [0;1]° }.

Dans ce cas, nous avons J(7) = 2 et R7 = 1, et les seuls éléments de £,4(7) vérifiant
ces deux conditions sont vq := (6,1,0,0,0,6) et v; := (6,0,0,0,1,6). De plus,

118(’/0) = IlS(Vl) = {1, —1}

(1 et —1 sont alors dans ce cas les classes complétes), et le seul élément de €4(7)
vérifiant |I,(v)| = 2 et s(v) = 0 est v := (6,0,0,0,0,6). Le Théoréme 1.4.1 et les
formules explicites données au paragraphe 1.9 fournissent, aprés un calcul direct,

N7s(z) = {ao b O< (logy z)° ) } (xlogzﬂf

log, (log z)1/6 log x)2/3
ou
ap 1= 70
3r(1/3)’
(T (g (1224 1) Y, )
ap: + log (1 + + 5 + ,
3r(1/3){r(1/3) zp: 5 ( p) » Xe{%m}X( >§ » %
avec
C := Ci5(vo) = C15(v1) = C15(v2)
_ 32/3 H f(x)l/g_
x€{x2,x4}
Pour a = -5, le résultat obtenu est identique car, dans ce cas, nous avons &

nouveau J(—5) = 2 et £_5 = 1 et les seuls éléments de €,(—5) vérifiant ces deux
conditions sont v3 := (6,0,1,0,0,6) et vy := (6,0,0,1,0,6); de plus, [1g8(v3) =
Lig(vs) = {1,—1}, comme dans le cas a = 7. Pour a = —1, nous avons J(—1) = 3
et R.1 =0, et v5 :=(6,0,6,0,6,0) est le seul élément de E,(—1) vérifiant ces deux
conditions; il en résulte que

N_115(x) = {Clj(?) + 0<<(11§gg§1);> } V=

avec
Cg(vs) = /3L (x3)-

Sia=>5oua= —7, le résultat obtenu est identique au cas a = —1 car nous avons

également J(a) = 3, R, = 0, et v5 est le seul élément vérifiant ces deux conditions.

Pour a = 1, nous avons J(1) = 0 et K1 = 5, et les seuls éléments de £,(1) vérifiant

ces deux conditions sont (0,5,0,0,0,0) et (0,0,0,5,0,0), et dans ce cas,

1 1 4
Nng(x) = {bO + bl +O< 0g21‘>}$( Ong) ,

logy log z log
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avec
1
b= S0
1 1y 1 —— X(®) 5
by .—1296{Z<10g(1 p)+p>+ Z x(5)27p =5
p x€{x2,x4} p

ol v est la constante d’Euler. Nous pouvons ainsi remarquer que, lorsque a €
{5,—7,—1} (qui sont les non résidus quadratiques de G1g), les Ny 4(2) sont tous du
méme ordre de grandeur, strictement supérieur a celui de Ny 4(x) lorsque a € {7, -5}
(qui sont des carrés modulo 18 mais pas des cubes modulo 18), lui-méme strictement
supérieur & celui de Ny ().

1.6 Reéductions

Rappelons que €4(a) désigne 'ensemble des éléments a-admissibles de H, e

Durant toute la démonstration, les entiers a et g sont fixés, et I’ensemble N 4 est
noté simplement N. Commengons par réécrire N sous la forme d’une union disjointe
de sous-ensembles plus simples. Cette réécriture est traitée dans les deux lemmes
suivants.

Pour cela, nous allons d’abord établir une correspondance entre un élément n de
N et un élément de £,(a) dépendant de n : cela fait 'objet du Lemme 1.6.1, qui joue
un role fondamental dans notre preuve. Il se démontre grace aux caractéristiques
de N et €,(a) en utilisant quelques notions de théorie des groupes, notamment le
théoréme d’Euler.

Lemme 1.6.1. Soit n un entier > 2. Alors

(1.6.1) neN<& (min {Qj(n),cp(q)})jecq € Eyla).

Démonstration. Tout d’abord, on remarque que tout entier d vérifiant d = a (mod q)
est tel que (d, q) = 1 puisque (a,q) = 1. Nous avons donc, pour n > 2,

(1.6.2) n€N<:><<dn,d>l, (d,q):1>:>d§éa (modq)).

Soient n > 2 et d | n tel que (d,q) = 1 et d > 1; on peut écrire n sous la forme

n=no[[;cq, nj o

n; 1= H P’ (j € Gy), ng := H p”.
p’lIn p’lIn
p=j (mod q) plgq
Décomposons d de la méme maniére. Alors dg = 1 et d; | n; pour tout j € G,. De
plus, il existe j € G4 tel que dj > 1. Pour tout j € Gy, on a Q(nj) = Q;(n) et
Q(d;) = Q;(d). Dans ce cas, nous avons

d= H ) = H %@ (mod q).

J€Gy J€Gq
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Il s’ensuit que

(1.6.3) dp € H [0;Q(n)] ~ {0} : d = H j* (mod q).

JEGq JE€Gq

De plus, pour tout vecteur p € [;cq, [0;©;(n)] {0}, il existe d | n vérifiant d > 1,
(d,q) =1, et tel que Q;(d) = p; pour tout j € Gy. On déduit de (1.6.2), (1.6.3) et
de ces correspondances que

(1.64) neNe ((u e TT [0:25(m)] ~ {o}) = [ * #£a (mod q)>.

JjEGq JEGq

Grace au théoréme d’Euler, nous pouvons imposer en outre, dans le membre de droite
de cette équivalence,

(1.6.5) ?éﬁgs{uj} < ¢(a).

Observons que, dans cette derniére majoration, I'inégalité large ne peut en général
pas étre remplacée par l'inégalité stricte. Lorsque, par exemple, a = 1 et G est
cyclique, une inégalité stricte dans (1.6.5) ne permettrait pas d’écarter les n vérifiant
Qj(n) = ¢(¢g) pour un j(mod ¢) générateur de Gy, et Qi(n) = 0 si k # j, puisque
dans ce cas, 'inégalité stricte impliquerait p = 0.

Il résulte de (1.6.4) et (1.6.5) que

wene ((ue [T min{ .l 0}) = []  #a (moda)).
JEG, JE€Gq
La condition de droite de cette équivalence est identique a celle de (1.6.1). t

Nous pouvons déja observer une différence majeure entre les cas 1 < a < ¢ et
a = 1, comme expliqué dans la remarque ci-dessous.

Remarque 1.6.2. Lorsque a =1, n € N et (n,q) =1, la quantité Q(n) est bornée :
en effet, pour tout j € G4, Q;(n) < ¢(q) puisque 3% =1 (mod q).

Nous sommes & présent en mesure d’opérer la réduction annoncée sous la forme
d’une partition de I’ensemble N. Pour v € £,(a), nous rappelons la notation (1.4.8)
définissant les ensembles N,,.

Lemme 1.6.3. Nous avons N = [ |, c¢_ () Nv-

Démonstration. Par définition, les ensembles N,, sont deux & deux disjoints. Il résulte
de cette observation et du Lemme 1.6.1 que

neN&eJveya): neN,,

et 'on a en fait explicitement v := (min{Q;(n), cp(q)})jec . O
q
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Ainsi

(1.6.6) Nz)= > Ny().

A partir de maintenant, et jusqu’au paragraphe 1.8 inclus, nous fixons un élément
v de €. La notion de classe v-compléte permet de transformer Iécriture de N, ().
C’est I'objet du lemme suivant, qui donne une estimation de N, (x) sous la forme
d’une intégrale curviligne grace a la formule de Cauchy.

Rappelons (cf. Définition 1.3.3) que I,(v) désigne 'ensemble des classes v-complétes
de Gy.

Pour R € (R**)% nous notons C(0, R) le polycercle []

Pour z € C%, nous posons

(1.6.7) T(z;2):=Y [ ="

n<z jEG,

JEG, {2 € C: |z] = Ry}

Lemme 1.6.4. Soit R € (R%)% tel que R; > 1 dés que j € I,(v). Pour z > 1,
nous avons

1 dz; dz;
(1.6.8) Ny(z) = 74 T(x; z) | | =" | | ST
(2im)9 @) Jeo,r) Jea) ij+1 e Z;-D(q)(Zj —1)

Démonstration. Notons, pour E un ensemble d’entiers, 1 g la fonction indicatrice de
E, c’est-a-dire la fonction vérifiant 1g(n) :=1sin € E et 0 sinon.
Si j € Jy(v), la formule de Cauchy permet d’écrire

1 Loy _dz
(1.6.9) Lin: 0(m=3 () = 5— ?{4:3 It )ﬁ

20T

De méme, si j € I,(v), nous avons, sous I'hypothése supplémentaire R; > 1,

1 Qi(n)—1 —v
Lin: 0z} (0) = 5~ n (Y )
(1.6.10) , ’ V?"(‘”
S — Sum) _ 9F
2 |2|=R; ZW(Q)(Z — 1)

La formule (1.6.8) découle immeédiatement de 'égalité
=2 1 Lo om=p® 11 Lo om0 ®)
n<zT jeJq(v) J€lq(v)

ainsi que de (1.6.9) et (1.6.10). O

1.7 Utilisation de la méthode de Selberg-Delange

Nous nous proposons ici d’évaluer I'expression T'(x; z) définie en (1.6.7) en em-
ployant le théoréme I1.5.2 de [57], de type Selberg-Delange. La premiére étape consiste
a veérifier les hypothéses décrites aux pages 277-278 de [57].
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1.7.1 Calculs préliminaires

Dans toute la suite nous considérons z = (z;) e, € CY tel que
(1.7.1) 1<zl <2 (e L), 0<|zj| <2 (j€Jyv)).

Nous conservons la notation

S(z) = Z 2.
jeqy,
Comme la fonction n — []; UL
.« . ., ‘]GGq J , . s . .
Dirichlet associée admet, pour e s > 1, la représentation eulérienne suivante

I H(—fH my

est complétement multiplicative, la série de

JEGy JjEGq
(172 —H(l—f) I O (-2
Plq jEGq p=j (mod q)
- 1 A=Vp)a e 1y
Hl(l S) ngp ]lr_n[()dq) 1—zj/p® <1 p5> 7

ott les facteurs (1—1/p*)% sont définis via la détermination principale du logarithme
complexe. Nous notons alors

Bj(s;z) — H M (z€C7j€Gq)’
_ 1—2z2/p*
(1.7.3) p=j (mod g)
z):= ] Bj(siz) (z€C%).
J€Gq

De plus, 'orthogonalité des caractéres implique

II II (1 — pls) - 111 <1 _ pls)—zj' 2 x(P)x()/e(a)

J€Gq p=j (mod q) jeGq P
(1.7.4) - H ( ) s H (1 - pls) : Z]’ecq % Lo x(2)x(7)/¢(a)
rtq p
= ((s &(2)/¢(q) . H (1 B 7>G(z )/ e(a) H H ( ) )D(z,X)7
plg X#X0 P

ol I'on a posé

D(z,x) ==Y zx(j)/¢(q)-

JjeGq
Notons encore

(L75)  H(s;z)=]] (1 B %>e<z>/w<q>—1, H s f/p

Pl P
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et observons que, avec la notation traditionnelle L(s,x) pour la fonction L de Diri-
chlet associée au caractére y, nous avons, pour o > 1,

aze) TI(1- 7) H i 1/p P (1= X s L.
p

pS

Posant
(177) ?/(57 z) = H y(S,X)D(Z,X)’

XF#X0
(178) V(& Z) = H L(S, X)D(z X)

XF#X0
(1.7.9) G(s;2z) = H(s;2)B(s; 2)% (s; 2)V(s; 2),
nous déduisons de (1.7.3)—(1.7.9) que
(1710) ?(3, Z) = g(sj z)c(s)e(‘z)/gp(‘ﬂ'

Désignons par {v; }?‘;0 la famille de fonctions entiéres, liées & la fonction zéta, appa-
raissant au théoréme I1.5.1 de [57]. Nous utiliserons seulement les propriétés 79 = 1
et, pour tous A > 0,e > 0, y,(2) <c.a (1 +¢)" (|z] < A). Posons alors®

2) 1 g1 2 2)) (2 e CCa
(L7.11) An(2) : F(@;(Z)/@(q)_m)jg;m 9012 (8(2) (= eC%),

et rappelons ici les définitions ainsi que I’énoncé de la méthode de Selberg-Delange
décrits dans [57].

Lemme 1.7.1. Soit N € N. Sous les conditions (1.7.1), nous avons

(17.12)  T(x:2) = 2(log x)G(Z)/"D(Q)_I{ Yo Az O(W) }

0N (log x)

Définition 1.7.2. Soient ¢ > 0, 0 < 0 < 1 et M > 0. On dit qu’une série de
Dirichlet F(s) := Y, -1 an/n® posséde la propriété P(c,d, M) s’il existe w € C tel
que Uon ait F'(s) = G(s)((s)" pour o > 1, et si G(s) est prolongeable en une fonction
holomorphe pour o > 1 —c/log(|T|+2) satisfaisant dans ce domaine & la majoration

(1.7.13) G(s) < M1+ |7|)'°.

Définition 1.7.3. Soient F(s) := }_ - an/n® une série de Dirichlet a coefficients
complexes et H(s) := Y, -1 bn/n® une série de Dirichlet a coefficients réels positifs.
On dit que H(s) est une série majorante de F(s) si |an| < by (n > 1).

Le paragraphe suivant est consacré a la preuve du Lemme 1.7.1. Compte tenu de
(1.7.10), et puisque F(s;|z|) est une série majorante de F(s; z), il suffit, en vertu du
théoréeme I11.5.2 de [57], de vérifier que, sous les conditions (1.7.1), la série ¥(s; z)
vérifie une majoration du type (1.7.13) lorsque les paramétres ¢ > 0, 0 < § < 1, et
M > 0 sont convenablement choisis.

5. Ici et dans la suite, si f est une fonction & une ou plusieurs variables, suffisamment dérivable
par rapport a la premiére variable, et si v € N, alors f(*) désigne la dérivée v-ieme de f par rapport
a la premiére variable.
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1.7.2 Validation des hypothéses
1.7.2.1 Pour H(s;2)

La fonction s — H(s; z) est holomorphe sur le demi-plan ¢ > 0 comme produit
fini de fonctions holomorphes sur ce méme demi-plan. Pour tout a > 0, nous avons

(1.7.14) H(s;z) <ol (02a,zK1).

1.7.2.2 Pour B(s; z)
Soit j € Gy. Le développement de Bj(s; z) en série de Dirichlet s’écrit
bj=(n)
Bi(s;2) = e
n>1

ol b; , est la fonction multiplicative de n définie par

(1.7.15) b-(P") =0 (p#j (modq), peN)
(1.7.16) 1+ Z bj-(p")EH = q : 2 (p=J (modq)).
p>1

On a en particulier

(1.7.17) b;.(p) =0 (p=j (modq)).

De plus, le membre de droite de (1.7.16) est holomorphe en ¢ dans le disque [£| <
min {1,1/]z|}. Pour tout 0 < §; < 1/2, la formule de Cauchy fournit, pour |z| <
92— 25,

(1L798) (b < ME)@ — 6" (4> 2,p=j (mod ¢))
avec .
M(d1) :=  sup ‘(1_6)
|z|<2—261

[€]<1/(2—61)

Choisissons par exemple §; := % Il résulte des relations (1.7.15), (1.7.17) et (1.7.18)
que I'on a, pour ¢ > 01 :=1—(In2)/In2,
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p=j (mod ¢q) p=1 p=j (mod gq) p=2

<<cr

p’w

Cela implique I’absolue convergence de s — B;(s;2) pour ¢ > 01, j € Gy, et plus
généralement, sur le méme demi-plan, celle de s — B(s;z). Pour a > o1, nous
obtenons donc

(1.7.19) B(s;z) <al (02aq, sup |z;| < 3).
J
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1.7.2.3 Pour % (s;z)

Soit x un caractére non principal modulo ¢. Pour o > %, nous avons

1— X(p>/ps S,X
T(s,x) = 1;[ —(1 T @) = V(5
(1.7.20) =Yy AP x(p

p k=2

Pour tout o > %, nous avons donc ¥(s, x) <4 1 sur le demi-plan ¢ > «. Nous en
déduisons que

(1.7.21) U(s;z) <ol (020, 2<1).

1.7.2.4 Pour V(s; 2)

Il reste a estimer V(s;z). Le théoréme de Landau-Page (c.f. par exemple [57],
th.11.8.25) et le fait que ¢ soit fixé impliquent I'existence d’une constante ¢ > 0 tel
que Hx#xo L(s, x) n’ait pas de zéro sur le domaine

De:={seC:0>1-c/log(q(|7| +2))}.

On en déduit classiquement (c.f., par exemple, [57], lemme I11.8.26) via le lemme de
la partie réelle, ’existence d’une constante M; > 0 telle que

L'(s,x)
L(s, x)

< Milog (q(I7|+2)) (s € De, x # x0)-

Posant ng := %C/ log (q(|7’| + 2)) et so := 09 + 9T ol og := 1 4 np, nous obtenons,
pour 1 —2ng < o < 1+ no,

/”L’(u—l—ZT x

log L ;
L(u+it,x) ’—H o8 (JO—HT’X)’

|log L(s, X

< M log ( (I7] +2) 770+|10gL oo + i, X)‘
ngc—i-{logL (o0 + i1, X) |,

et
Al(n)x(n

n% logn

< Z& = log ¢(1 +10)

‘ log L(og + i, X)} = nTmlog
n=2

n=2
1
< log — + O(1) =logy 7] + O(1).

La méme majoration est Clalrement valable pour |log L(s, x)| lorsque o > 1+ ng. Il
résulte de ces estimations que pour o > 1 — 219 et x # xo, nous avons, pour z < 1,

(1.7.22) ’L(s x)PEX) } <exp {|D(z,x)||log L(s, x)|} < (log|r!)
et donc
(1.7.23) H L(s, x)P*0 « (log|7’|) (s €De, z<1).

X7X0
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1.7.2.5 Conclusion

Quitte & diminuer la valeur de ¢, nous pouvons supposer

00 = > max{o1, 02}

) c
log(2q)
de sorte que s — ¥(s; z) est holomorphe sur D.. De plus, (1.7.9), (1.7.14), (1.7.19),
(1.7.21) et (1.7.22) impliquent que, sur ce domaine, on peut trouver M > 0 et K > 0
tel que
K
9 (s12) < M{log (q(|7] +2)) } .

Comme indiqué a la fin du §1.7.1, la formule asymptotique (1.7.12) en découle.
En reportant (1.7.12) dans (1.6.8) sous les conditions 1 < R; < 2 si j € I,(v) et
0 < R; <2sije Jy(v), nous obtenons, pour tout entier N > 0,

(m)
x Ug "/ (z;v)
1.7.24 No(x) = E £ 2 LR (2 v
( ) (@) log:n0< “ N (log x)™ o(®; V)

avec, pour 0 < m < N,

1

Am(2)
(2im)#(@)

(M) (g3 p) 1=
(1.7.25) U™ () e

q dz

7{ (log 2)S3)/#(0)
C(0,R)
<19 , vi+1
ou l'on a pos¢ p(z,v) :=[I;c; o) sz+ [Licr,0) {zf(q)(zj — 1)}, et
(log z)N+2 (2, )]

%, (230) < O ]é (log 2PN /et 1921
¢(0,R)

1.8 Etude de N, (z)

Nous allons d’abord évaluer le terme principal dans 'expression (1.7.24), soit

x

(1.8.1) N (x): U0 (z;v),

B logz 1
ol Uéo) est défini en (1.7.25). D’aprés (1.7.11), le terme A\g(z) apparaissant dans
I'intégrande s’écrit
9(1;2z)
M(2) = ——
I'(&(2)/¢(q))

La premiére étape consiste a utiliser la formule de Hankel (cf. par exemple le théoréme
11.0.17 de [57])

1 _ 1 g
(1.8.2) T~ 2ir /H(T)g etd¢ (z€C)

ou r est un nombre réel strictement positif et H(r) est le contour de Hankel constitué
du cercle |£| = r privé du point £ = —r, et de la demi-droite | — oo, —r] parcourue
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deux fois, avec arguments respectifs +m et —m. Ce contour est parcouru dans le sens
direct. Nous avons
g(1 H Fj(zj)

jEG

(1.8.3) Fi(z) = (@)Z/“’ o) I 20000,
XFX0

et Z(x) est défini en (1.3.1). La fonction F} est bornée pour tout j € G,.

1.8.1 Cas [,(v) # @

On suppose dans toute cette partie que I,(v) # @ (i.e. [I,(v)| > 1). Tout d’abord,
I'égalité (1.8.2) appliquée a z = &(z)/¢(q) et r > 0 fournit

S S ~6(2)/¢(@) ot q
I'(S(2)/¢(q)) 2im /’H(r)g el

En reportant cette égalité dans (1.8.1), nous obtenons

(0) _ (e f) . o
(1.8.4) U (z,v) = @i f{om /H(T I Vi(z59) - e dg d.

]eGq

ol nous avons posé

log x\2/#(a)  Fj(z) (i € I,()
q y

=iV €/ e
(1.8.5) Vilz:8) = 100 2 Jola) B
<%> . zij(+3 (515 € Jo(v)).

1.8.1.1 Interversion des ordres d’intégration

Dans ce paragraphe, nous vérifions qu’on peut échanger les ordres d’intégration
dans le membre de droite de (1.8.4), et parvenir ainsi au lemme suivant.
Rappelons la définition du contour de Hankel introduit en (1.8.2) et posons

(1.8.6) H;(€) = L Vi(z:€)dz (§€H(r), j € Gy).

20 J|o|=r,
ou les fonctions V; sont définies en (1.8.5).

Lemme 1.8.1. Soit R € (R%)% tel que R; > 1 dés que j € I,(v). Pour x suffisam-
ment grand, nous avons

(1.8.7) N (z) = £)efde.

2@7r<p logas /’H(r) jea,
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Démonstration. 11 suffit de vérifier que les intégrales sur les parties rectilignes du
contour de Hankel sont absolument convergentes, autrement dit que, pour chaque x
fixé assez grand,

M, :—?{ / ‘V-(z-;aei”) : do dz;| < 0.
SO.R) Jr H i\%j H’ A

j€Gy JEG,

+in
ge
€

Or, pour z € C, |z| = R; et 0 > r, nous avons

‘Vj(z;ae_m) <z o Re(@/eld) 1,

par définition des F}; et compte tenu des hypotheses sur les R;, d’oul

oo
My <, / e ‘do <, 1.
T O

Passons maintenant a une étude plus approfondie des H; définis par (1.8.6).
Les notations qui seront utilisées dans toute la suite du paragraphe 1.8 ont été
définies au paragraphe 1.3.

1.8.1.2 Etude des H; lorsque j € J,(v)

Notons traditionnellement par P I’ensemble de tous les nombres premiers. Pour
jE€ Gy, P CP,etteN, nous posons

(1.8.8) Wt 2) = {i = (iphpes : infi, >0, Y iy = th:
pES
(1.8.9) P = {pEIP’:pEj (mod q)};

(1.8.10) Di(t) =1 Y H( 3 (1og(2!;w1/p)) >;

i€I(t;2;) peP; N vtw=ip
(L8.11) £5(&) := log (S”(qq)) ~log€— 3 x0) Lxp)log (1-7) (€€ 1),
XFX0 p

ol log & est déterminé grace & la convention relative aux arguments sur le contour
de Hankel définie au début du paragraphe 1.8.
L’objet du lemme suivant consiste & expliciter la quantité [ [ et ) H;(¢).

Lemme 1.8.2. Pour tout £ € H(r),

11 Hj(ﬁ):w 3 (V>HjeJq(v)Ctj,j(€)’

! (t,v)
jE]q(V) go(q)s v tEgﬂ(lI) t (lOgQ x)s

ot M(v) a été défini en (1.3.11) et ot l'on a posé, pour j € Jy(v), 0 <t < v,

(1.8.12) crj(€) =Y (Z)@(Q)t_”fj(é)”ﬂj(tv)-

o<v<t
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Nous donnons d’abord une expression de H;(&) lorsque j € Jy(v).

Lemme 1.8.3. Soit j € J,(v). Alors pour tout & € H(r),

s w505 3 ()

wla) ) 42, log )

La déduction du Lemme 1.8.2 & partir du Lemme 1.8.3 est immédiate en calculant
La démonstration du Lemme 1.8.3 repose sur le résultat suivant, établi par déve-
loppement des fonctions en séries entiéres et récurrence sur I’ordre du développement.

Nous notons p(g) le coefficient d’indice ¢ dans le développement de Taylor formel a
I’origine d’une fonction holomorphe g.

Lemme 1.8.4. Soient &7 un ensemble de nombres premiers (fini ou non), et

{fp:pe'@}

une famille de fonctions holomorphes dans un ouvert contenant 0 telles que

f=1] #

peEP

Alors :

wtn= 3 (TLenis)

i€I(2) N peP?
ot I(t; ) est défini en (1.8.8).

Démonstration du Lemme 1.8.3. Pour £ € H(r), z € C vérifiant |z] < 2, et j €
Jq(v), nous posons B;(z) := B;(1;2) tel que défini en (1.7.3) et

log ') /4% 2/0(q) 25 (€)/9(9)
Ajie(2) :=Fj(Z)< ¢ ) — (log z)*/#Weti /¢ B, (),

La formule de Cauchy implique

De plus, une double application de la formule de Leibniz fournit

A () — 00l 3 <?) <log2x>”j—t > <z> (@(5))0&@—@)(2).

0y, v(q) ooty ©(q)

Considérons le développement de Taylor

Wy (2) = (1 _ 1) <1 _ ,) YD 10g 1/1?)) .

p t>0 v+w=t
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Une application du Lemme 1.8.4, avec & := 2, f, := W}, et f := B;, fournit
B (0) = Dj(t), ot D; est défini en (1.8.9). Cela implique

J
. U 1 vj—t
A0 = (;) {log, 2477 ¢, (£),

05y, e(q)"

d’ou (1.8.13). O

1.8.1.3 Etude des H; lorsque j € I,(v)

Rappelons la définition des fonctions Fj en (1.8.3). Pour j € I;(v), 0 < k < J(a),
£ € H(r), z€ C, z# 1, nous posons

' z/¢(q)
(1.814)%; ¢ (z; 1) := Fy(2) (Ing> |

z—1 13
(k ‘Iq /SO(Q
(1.8.15)g, ¢ (logg ) := ((— Z H Fy( H ).
(‘0 ’ KCI,(v) jelq(v)NK JEK

|5 \—
La formule de Leibniz fournit

28 02y = Y (w(qi_l) <log2x>£°j,£(5)

octat)-1 v(q)

ol 0, ¢(¢) est indépendant de z. La quantité _@;ﬁ(Q)_l)(O; x) est donc polynomiale en
log, x, et g ¢(logs ) est un polynéme de degré au plus ¢(q) — 1 en log, .

Lemme 1.8.5. Pour tout £ € H(r), nous avons

1)1/ (@) Irg(logy )
(1.8.16) 11 () = (tog )™ > (log z)k/#(@)
jely(w) 0<k<|I4(v)]

Démonstration. Soit j € I,(v). L’hypothése R; > 1 et le théoréme des résidus nous
permettent d’écrire (1.8.6) sous la forme

Hj(§) = Fj(1)(log ) /# D& 1/#D 1 hy(¢)

ot, pour tout r; €]0, 1],

1 <logx>z/"°((” Fj(z)dz
|2

hj(g) = 2 ¢ z%"(Q)(z 1)

(€ € H(r)).

11 suit

log = 1/¢(q)
M ee=3 [Iwe Tl <5) Fi(1).

JEL (V) KCl,(v)jeK JEL(W)NK
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De plus, le théoréme de Cauchy implique

- 9;,§(q)_1)(03 z)
(1.8.17) h;(&) = W

Nous obtenons bien le résultat annoncé en regroupant les sous-ensembles K C G, de
méme cardinal. O

Remarque 1.8.6. On vérifie aisément, grice a [’orthogonalité des caractéres, que
Uon a, pour j € I,(v),

(1.8.18) Fy(1) = (@)Uw(q) H X(X)mm@ _ H (1 B 1)1/@(11)—51'(1’)

q X7X0 p p

{ 1 sip=j(modgq),

y 50 = .
o von a pose j(p) 0 dans le cas contraire.

1.8.1.4 Estimation asymptotique de N,(,O) (z)

Rappelons que, pour v € €,(a) et k € N, le nombre entier dj,,, est défini en (1.4.9).

Compte tenu des résultats des paragraphes précédents, il est possible d’obtenir une
formulation explicite de la quantité N (x) lorsque I,(v) # @ grace a l'utilisation
de la formule du bindéme, de la formule de Leibniz et des propriétés du contour de
Hankel.

Lemme 1.8.7. Pour tout v € E4(a) tel que I4(v) # &, nous avons

Py 1. (logy )
N (z) = $ 20w 082 L)
(log x)l—llq(l/”/‘P(Q) nggl;q(u) (log x)k/ap(q)
ol
(1.8.19) Pokw(€) = > g™ (kEN)

Ogngdk,u
est un polynome en & de degré au plus dy, ,,, avec égalité si k = 0.

Remarque 1.8.8. L’expression exacte des coefficients o, i, n, est donnée en (1.8.27)
infra.

Démonstration. Rappelons la définition des ensembles M (v) et N(v) respectivement
en (1.3.11) et (1.3.13), et celle des fonctions £; en (1.8.11). Posant

Ik € (logy ) (logy q;)s(V)fS(t,u)
() (log z) B 1D/ (@)

Ap.et(x) = (keN, &€ H(r), t € Hy),

il résulte des Lemmes 1.8.2 et 1.8.5 que

(1.8.20) [Hzo= > > (Z)mk,g,t(x) I <.

i€Cy 0<h<|I, (V)] teM(v) J€Ta(w)
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Développant les termes ¢;(§)” = (— log & + Lj)v par la formule du bindme en posant
q 1 .
L= =1og (A2) - 3 30) ) Sxes (1) (0 € 40
q XFX0 b
nous déduisons de (1.8.12) que, pour tout ¢ € N,
t C a
s 9= X () )CoegDi@e@ L
a+b+c=t >
min(a,b,c)>0
ou D; est défini en (1.8.10).
De plus, en posant w, := (Ujm)jec, € M) (m € N), u := (u1, uz, u3, ug) et
@(q) 2L Dj(uj2)

(v; —uja)!

Y

(1.8.22) B(u) = <u1,u:u3,u4> 11

jeJq(v)

nous déduisons de (1.8.21) via une interversion somme-produit que

(1.8.23) (0) I ensl@= X Ba-loggre.

u) .
JjEJG(v) U EDM(ur,v)
(2<m<A4)
22§m§4 Um=U1

A présent, reprenons la définition de P;e(z;x) en (1.8.14). Rappelant que ¢; est
défini par (1.8.11), nous pouvons réécrire

) Bj(1;2)

Dje(z;2) = (eéf(f) log IL‘)Z/‘p( po—

et7 pour (w17 w37w4) € [[07 (p(Q) - 1]]37

e(q) —1 Dj(ws)
X = — .
(11,3, %) (SD(C]) — 1 — wy, w3, w4> p(q)PlD—1mwitwa
Une triple application de la formule de Leibniz fournit

10g2x W(q) 1= uux(wlvlw?))w‘l)g (é)w4
(1 _ )w2+1

9(752@)* )( z) = ( log:z Z/w(q)z

oil la somme Y’ est indicée sur I'ensemble des w := (w1, wo, w3, ws) € [0;0(q) — 1]*
vérifiant we + w3 + wg = wy.
Si nous notons, pour w € [0;p(q) — 1]*,

w3 + w w
Y(w) := < 3 4>Lj3f)C(w1,w2,w3+w4),
Wy

il résulte de la formule du binéme que

(1.8.24) .@j(z(Q)_l)(O;x) = Z”(logQ )P D=1=w1y (1) (— log €)™

w
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ot la somme )" est indicée sur lensemble des w € [0; ¢(q)—1]* vérifiant Yo, oy wm <
wi.

En posant v := (¢(q) — 1)jeq, et, pour K C I,(v), v = (v1,v2,v3,v4) €
M (vo)* vérifiant vy, := (vjm)jea,,

2(v) = [] Y((vj1, 052,053, 054)),
JjEK

il suit de (1.8.24) que

_ sk (v4)
(1.8.25)  [[ 2597V(0:2) = (logy x)#@-DIKT 3™ Z(v)(=log¢) ‘

jeK vENK (Vo) (log2 x)SK(Ul)

Les égalités (1.8.7), (1.8.15), (1.8.17), (1.8.20), (1.8.23), (1.8.25) ainsi que 'applica-
tion de la propriété

(m)
(1.8.26) (= log €)Mefd¢ — zm(%) (2)

H(r)

au cas z := (|I,(v)|—k)/p(q) et m := s(uyg,v)+sk (vy) ot ug, vy € NG et K C I, de
cardinal k, impliquent alors, en réordonnant les termes, le résultat voulu, en posant

q 1)
(1.8.27) Qy o 1= cay, 1, (neN),
P(@) O ((p(g) — 1)) 7
avec
1
D > B Fi(1)
0<n1<s(v) ueN(v) KCI,(v) jel(v)NK
0<n2<(p(q)—1)k s(u1,v)=n1 |K|=k
ni+n2=n
(s(uav)+sk(va)) /|1, (V)| — k
< > z(y) (o)
et v0) ¢(q)
sk (v1)=n2
De plus, nous obtenons bien ay, 0,0 # 0 — cf. Remarque 1.8.9 ci-dessous. ]

Remarque 1.8.9. [l découle des calculs précédents que le terme principal de N,(,O) ()
vaut

aw 0,0 2(logy z)3W)

(log x)l_Uq(V)‘/‘P(Q)

q HjEIq(V) EY(l)
U([1,(v)|/0(q)) p(q)+Hsu!

puisqu’il résulte de (1.8.18) que

avec

Oy 0,0 = > 0,

o LI B =),

161()
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1.8.2 Cas [,(v) =9

La difficulté principale qui contraint a différencier les cas ot I,(v) est I’ensemble
vide ou non vient de I'application de la formule (1.8.26) a z := (|I,(v)| — k)/v(q)

dans le calcul de I'estimation de N (x), puisque z = 0 lorsque I,(v) = &, et que
la fonction 1/T" admet un zéro en 0, ce qui implique ay 00 = 0. Cependant, une
utilisation adaptée & ce cas de la formule de Hankel permet de contourner cette
difficulté. Elle fournit alors une estimation de NS,O)(JZ) lorsque I,(v) = @ avec une
formulation explicite de son terme principal. Cette utilisation fait I'objet du Lemme

1.8.10.

Lemme 1.8.10. Pour tout v € &, tel que 1,(v) = &, nous avons

X
(1.8.28) N (z) = g 3 00w 10822)
ol
(1.8.29) Poou(€) = Y. Byt

0<n<s(v)—1
est un polynome en & de degré s(v) — 1.

Remarque 1.8.11. L’expression exacte des coefficients 5, , sera donnée en (1.8.33)
infra.

Démonstration. Nous nous limitons & indiquer les grandes lignes de la démonstration
de Pestimation de N (x) lorsque I;(v) = @, les calculs étant similaires & ceux du
cas I,(v) # @.

Lorsque I,(v) = @, choisissons r = 1, z = 1 4+ &(2z)/¢(¢) dans (1.8.2). Nous
obtenons

1
L(&(2)/¢(q)

Rappelons la définition des fonctions H; en (1.8.6) et posons

CIC) 6(2)/¢(@) 1o
) 2imp(q) /311(1)€ Ced

Hy(6) = Fo(z)(log ) ?@e—=1¢@ 2 (h e ¢ e (1)),

2T |2|=Ry 2Vk

En ouvrant la somme &(z) = >, 2k, nous pouvons réécrire (1.8.1) sous la forme

)\ qr 7. (eVe—1nE
N (@) = (2im)? @D+ p(g)? log = k; /’H(l) Hke) jg e eds
i#k

Le Lemme 1.8.3 fournit

Ao= o (2 Y () e,

¢(q) o<icr 1 (logy )t
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et la formule de Cauchy implique
He(§) =0 (v, =0).
Sous la condition ¢ < v, les identités

1 —1
v\ v — t (™ sit <y —1etyg #0;
< ) D A A

t V!

0 dans le cas contraire

permettent d’écrire

= (logg )"+ ! (Vk> (v — t)erk(§)
1.8.30 Hp(§) = —F———— ——
(1.8.30) HE = (g Og,,k (log 2)*
D’autre part, il résulte de (1.8.13) que

(10g2 m-)s(y)fykyk! Z (I/) HjeGq Ct]‘,j (5)

(g t) (logya) @)

(1.8.31) H H;(€) =
]jig:

En rappelant la définition de B en (1.8.22), les formules (1.8.23), (1.8.30) et
(1.8.31) nous donnent

tequ\{k} (V)

—~ 1 s(v)—1 .
(&) 1] #;0) = % 2 %iu)@’;smqf,’i’; }(“1og g)etun),
JEG, Iy Cuem) L OB27
J#k
Il résulte de cette expression et de I'application de I'égalité (1.8.26) au cas z = 1 et
m = s(u,v) que

B(u)

1 s(v)—1
N,(f))(:c) _ gz (logy x) Z

s(v) —s(ug,v) 1\ (s(waw))
p(g) vl ( ) ).

(logy )s(#1#) \T'

eN(v)
En réordonnant les termes, nous avons

s(v)—1
(1.8.32) NO(z) = xﬂogfﬂ IL
08T 0<n<s(v) ( 082 $)

ol I'on a posé

(1.8.33)  Bun:= 4(s(v) —n) Z B(u) <1)(S(u4,u))(1) (0<n<s@)

1+s(v) 41
Sp(q) v: uE‘n(V) F
s(u1,v)=n
Nous obtenons bien le résultat annoncé. O

Remarque 1.8.12. Les formules précédentes impliquent que le terme principal de
N (z) vaut
gs(v)z(logy x)**)~!

p(q) H=vllog
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1.8.3 Cas général

Rappelons la définition de U,;m) (z;v) en (1.7.25). Dans ce paragraphe, nous décri-
vons briévement comment ’on peut obtenir un développement asymptotique pour

x Uq(m) (z;v)

(1.8.34) NI (2) = T

(m e N¥).
Pour cela, nous posons, pour zx := (2j)jeq, vérifiant 2j := z; si j € Jy(v) UK et
Zj := 1 dans le cas contraire,

)\ (zK)(log ':U)G(ZK)/SO( )
H]EK(ZJ

dz; dz;
W () = zx) [ % L.
K ( ’ ) 227‘[‘ k+|‘]‘1 )| zj|= RJ ZJ|—7"J K zl.jj—H. zg'o(q)
jEJ (v JEK jeJG(v) 74 JEK ~j

Sm(zK) =

En appliquant le théoréme des résidus de la méme maniére que dans le cas m = 0, il
suit

(1.8.35)
UM (@v) = > (@im) )R log z) (@Rl N ) (g 0).
0<k<IT(v) KCTv)
K|k

Lorsque I,(v) # @, il résulte du théoréme de Cauchy que

(1.8.36) W;(< )(iU;V) = v!((p(q) — 1))IK] ( H 0z H

Z
jed (v) I JeKaZ

aso( q)—

Lorsque I;(v) = K = @, nous avons z2x = z et nous posons ,,(2) := §m(2)/6(z).
Nous obtenons alors griace au théoréme de Cauchy

61/@ 1 8l/j
(1.8.37) wim( = Z ( — 11 82%.55,71) (0).
J

LGy e j€Gq
A

Dans les deux cas, la formule de Leibniz implique alors que ’expression

ST Wi (@)

KCd,
|K|=k

est un polynoéme en logy z, noté P, 1, (logy z). Les expressions (1.8.34) a (1.8.37)
fournissent

m Pk V(1n2 x)
NG (z) = : P (In2 7).
(log )1~ Ha@)l/¢(@)+m ngg,(un (log z)F/#(@)

Remarques 1.8.13. (i) Lorsque I,(v) # @, Uapplication de la formule de Leibniz
a (1.8.36) implique que deg Py, o < dip, 00 dy, est défini en (1.4.9).
(i) Lorsque I,(v) = &, on obtient semblablement, & partir de (1.8.37), que

deg Pm,O,l/ < dO,I/ -1
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1.8.4 Etude du terme d’erreur

Précisons le terme d’erreur de (1.7.24), c’est-a-dire

X
= g o 11 5] TT 1051

J€Gq J€Gq

ou Vj a été défini par (1.8.5).
Rappelons que 0 < R; < 2sij € Jy(v) et 1 < Rj <2sij € Iy(v).
Soit j € I,(v). Nous avons alors
1 Re(2)/¢(q)
}VJ(Z» 1)‘ < ( Of(f)) '
Rj (Rj -1)

Définissons § € (R* )% par Rj = 1+ d;¢(q)/ log, z, de sorte que

(log x)%e(Z)ﬂp(q) < (log x)l/w(q) (2] = R;).

Il suit
f V(23 1)dz| < (logy 2)(log x)l/%’(q)jf |dz|
(1.8.38) |21=R; [21=R;
< (logy z)(log z) /%9,
On procéde de la méme maniére pour j € Jy(v) en posant R; := 0;¢(q)/logy z,

ce qui implique (logx)%e(2)/?(@) <« 1 si |2| = R;, et en effectuant le changement de
variables w := zlogy 2/ (q). Il vient

(1.8.39) ?{ |Vi(z;1)dz| < (logy x)”jj{ |dw| < (logg z)"7.
|2|=R; lw|=d;
Les estimations (1.8.38) et (1.8.39) impliquent ainsi

2(logy )5 HIa@)

N o) N2 06

Nous en déduisons que (1.7.24) peut se réécrire sous la forme (1.4.10); cette as-
sertion ainsi que les Remarques 1.8.9 et 1.8.12 permettent d’achever la preuve du
Théoréme 1.4.4.

1.9 Complétion de la preuve du Théoréme 1.4.1

Compte tenu du Théoréme 1.4.4 et de ’égalité (1.6.6), il est possible d’estimer la
quantité N(z).

Les égalités (1.4.10) et (1.6.6) nous permettent de remarquer que la contribution
principale dans le développement asymptotique de N(z) s’effectue pour les v € €,(a)
tels que |/;(v)| est maximal. Nous notons alors J(a) := {|I,(v)| : v € E;(a)}. Ainsi,

_ _ 27 (x)
(1.9.1) Nwy= 3. 2 Nu(x)_(logm)l—j(a)/w(w

0<t<T(a) wve€y(a)
|1, ()| =3 (a)—¢
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oll 'on a posé

_ Lok (1082 ) (logy 2:)™
T(x) = Z Z Z (log )+ (k+0)/¢(a) +0 (log z)N+1
0<m<N veq(a)  0<k<TI(a)—L
00<3(a) |14 (v) =3 (a) ¢

pour un certain M € N (que l'on peut choisir indépendant de N car majoré par
(¢(q) — 1)?9 pour tout N). Un changement d’indice fournit

Pryk—e u(lng 55) (10g2 .CU)M
I R S M R ()]
0<m<N O0<l<k vy ( (log z)m+k/#(9) (log z)
0<h<T(a) 1, (v)|= ﬁ(a) —

En notant

(1.9.3) Prnp(&) = > > Pos—ew(9),

0<l<k  wvegqy(a)
[ (v)|=3(a)—£
nous obtenons grace a (1.9.1) et (1.9.2)

B x P,k (logs ) (logy )™
)= (log z)1=3(@)/¢(a) { o<mZ<N oy , (log ) )k/ela) (ogz)F/e@ O (loga)V+1 )

0<k<3

Rappelons la définition de s(a, k) et di(a) en (1.4.1). Lorsque 1 < a < g, il résulte
des Remarques 1.8.12 et 1.8.13 et de (1.9.1) que N(z) a pour terme principal (1.4.4)
et que le degré de B, 1, est majoré par di(a). Lorsque a = 1, les Remarques 1.8.9 et
1.8.13 ainsi que 'égalité (1.9.1) impliquent que N(x) a pour terme principal (1.4.5)
et que le degré de B, 1, est majoré par do(1) — 1.

Cela achéve la démonstration du Théoréme 1.4.1.

Remarque 1.9.1. Les égalités (1.8.19), (1.8.27), (1.8.29), (2.3.3) et (1.9.3) per-
mettent d’obtenir une formule explicite des coefficients de Bor (0 < k < I(a)).

1.10 Dépendance des conditions

Nous montrons dans ce paragraphe que, pour v € £,(a), les conditions Q;(n) = v;
et Q;(n) > ¢(q) dans la définition de N, ne sont pas indépendantes, sauf pour
certaines petites valeurs de q.

L’étude de cette dépendance nécessite 1'utilisation du résultat suivant.

Lemme 1.10.1. Soient m un entier > 2 et k vérifiant 1 < k < m. Alors
1\m—k k

(1.10.1) r(1—f) :r(f) ske{m—1m).
m m

Démonstration. Nous fixons m un entier > 3, le cas m = 2 étant trivial.
Pour démontrer (1.10.1), il suffit de prouver l'inégalité

r(1—1/m)™"

(1.10.2) o)

<1l (I<t<m-—1).
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En effet, (1.10.2) implique que I’égalité du terme de gauche de (1.10.1) est fausse pour
tout k € [1;m —2]. De plus, cette égalité est trivialement vraie pour k € {m —1;m},
d'ott (1.10.1).
-1
Pour cela, nous notons f,(t) := (F (t/m)I'(1 - 1/m)t> pour ¢ > 0. En posant
g(u) := (I'"/T")(u) pour u > 0, nous avons

(1.10.3) F1(t) = —{ig(i) +log (r(1 - i)) }fm(t).

m”\m m

La fonction g étant classiquement croissante, il s’ensuit que g(u) < g(1 —1/m) si
u < 1—1/m, et ainsi, en posant, pour 0 < v < 1, h(v) := vg(1 —v) +log (I'(1 —v)),
nous avons

(1.10.4) i£/<i> +log (F(l—i» <h<i> (t<m—1).

mI' \m m m
L’étude de la dérivée de h et I'inégalité IV(¢)2 < T'(t)T"(t) lorsque ¢t > 0, qui découle
de T'inégalité de Cauchy-Schwarz et qui implique que ¢'(t) > 0 sur ce domaine,
permettent de montrer que h est strictement décroissante sur [0; 1[. Nous obtenons
alors h(1/m) < 0 puisque h(0) = 0. Il résulte de cette inégalité ainsi que de (1.10.3)
et (1.10.4) que f,,, est strictement croissante sur [1;m — 1]. En particulier, f,,(t) <
fm(m —1) pour 1 <t <m—1, dou (1.10.2). O

Pour j € G, et v € [0;0(q) — 1], posons
Njw = {n: Q(n) = v},
et
Njolg) = {n: 25(n) = ¢(a) }-

Par des méthodes similaires a celles que nous avons utilisées pour la démonstration
du Théoréme 1.4.4, nous obtenons

Njw(z) ( q )1/50(q) (logy 2)* Tz, 00 X0 20
SO(Q) (lOg x)l/‘P(Q)y!(p(q)ur(l _ 1/@((])))

Njo(q) () q \Ye —x(7)/¢(a)
L~ (o) B Il 2w -

Ainsi, pour v € H,, nous avons

x

X7X0

H Ny, () N (logy 2)*™)gq Hje[q(u) F;(1)

(1.10.5) T
jec, °* (log )71/ el plip(q)sIT (1 — 1/(q)) ™

En vertu du Théoréme 1.4.4, du Lemme 1.10.1 et de I’équivalence (1.10.5), il s’ensuit
que, lorsque I,(v) # @,

Ny, () v\T q)=q(v q(v
H : NNm( )@Fo_so(lq))@() 1()|:F(|;Eq))|)

& |1, (w)] € {vla) — Lie(g)}.

J€Gq
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Le cas |I;(v)| = ¢(q) est & éliminer car nous avons J,(v) # @ ; de plus, |1,(v)] | ¢(q)
puisque I,(v) est un sous-groupe de Gy, donc

(V)| = ¢(q) =1 ¢(q) =2 < q € {3;4;6}.

Dans ce cas, G, n’admet que deux éléments, ces éléments étant 1(mod ¢q) et —1
(mod g). Les hypothéses impliquent nécessairement (v1,v_1) = (2,0).
Lorsque I,(v) = @, nous avons

H Njw, (z) N Ny () o s(v) ~ logy ©
jeg, © z P(1—1/0(¢)"?

ce qui est absurde. Nous en déduisons qu’il y a indépendance des conditions sur les
Qj(n) si, et seulement si, ¢ € {2;3;6}. Dans ce cas, nous avons G4 = {1;¢(¢q) — 1}
et (v1,v-1) = (2,0).

1.11 Preuve du Corollaire 1.4.8

Commengons par établir deux lemmes de caractérisation des résidus quadratiques.
Rappelons la notation $(a), définie en (1.4.6).

Lemme 1.11.1. Soient ¢ > 3 et a € Gy. Les deux assertions suivantes sont équiva-
lentes :

(i) L’ensemble $(a) contient un sous-groupe d’ordre mazimal $¢(q) ;

(ii) a est non résidu quadratique modulo q.

Démonstration. Pour établir la condition nécessaire, nous raisonnons par ’absurde
en supposant que a est résidu quadratique modulo ¢ et qu’il existe H € $)(a) tel que
|H| = ¢(q)/2. On sait que a # 1 puisque $(1) = @. De plus, il existe z € G, tel
que 7?2 = a (mod ¢q). Par hypothése, a ¢ H, donc z ¢ H. Comme H est d’indice 2,
nous avons G, = H Uz H, cette réunion étant disjointe. Or a ¢ H donc a € xH. On
a alors a = 22 = zh ou h € H, donc x = h € H, d’oil la contradiction souhaitée.

Etablissons a présent la condition suffisante. Notons que H € $(a) = |H| < ¢(q)
puisque a € H. En vertu du théoréme chinois, nous avons

G = [[ @72 (p>1).

PP llq

Siv>=1letp>2, (Z/p’Z)* est isomorphe au groupe Z/p(p¥)Z, qui est de cardinal
©o(p”) = p*~1(p—1), donc pair. Lorsque p = 2, trois cas se présentent classiquement :
si v = 1, le groupe est trivial, si v = 2, il est cyclique d’ordre 2, et si v > 3, il
est produit direct d’'un groupe cyclique d’ordre 2 par un groupe cyclique d’ordre
22 Ainsi, en toute circonstance, G est isomorphe & un groupe du type Ay, . 4 =
L] Z%...x1L]/qeZ ou les entiers qi, . . ., qi sont tous pairs. Notons ¢ : Gq — Agy,...qx
I'isomorphisme correspondant, et ¥ (a) = (ai,...,ax). Comme a n’est pas un carré
de Gy, il existe i € [1;k] tel que 2 | ¢; et 2 { a;. Quitte a changer I'ordre des g;, on
peut supposer que i = 1. Soit

By = {(2y17y27y377yk)7 0<uy <q1/270<y1 <¢q; (2 <1< k)}
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Alors Hy := ¢~ }(Bj) est un sous-groupe de G, d’ordre ¢(q)/2. De plus, a € Hj,
puisque a; serait pair dans le cas contraire. Cela implique bien la propriété souhaitée.

O]

Remarque 1.11.2. Nous verrons au paragraphe 1.12 que la démonstration du Lemme
1.12.1 constitue une généralisation de celle du Lemme 1.11.1. Cependant, nous avons
préféré expliciter la démonstration pour le cas spécifique des non résidus quadratiques
a cause de la place importante qu’occupent ces entiers dans notre travail.

Nous pouvons établir également, par des arguments basiques, une équivalence
entre le caractére cyclique de G, et I'unicité de 1'élément de $(a) décrit dans le
Lemme 1.11.1.

Lemme 1.11.3. Soient ¢ > 3 et a € Gy, non résidu quadratique. Alors G, est
cyclique si, et seulement si, il y a unicité de l’élément H de $(a) tel que |H| = ¢(q)/2.

Démonstration. Si Gy est cyclique, il existe pour chaque d | ¢(q) = |G4| un unique
sous-groupe de Gy d’ordre d. La condition est donc suffisante.

Pour établir la condition nécessaire, raisonnons par contraposition en supposant
G4 non cyclique. Conservons les notations de la démonstration du Lemme 1.11.1.
Nous avons G4 = Ay, .. 4., avec k > 2, et ou les ¢; sont pairs. Quitte & réordonner
les g;, nous pouvons donc supposer 2 { a1, 2 | ¢ et 2 | go.

Si 2 f ag, alors Hy := 1~ 1(Bs) out

By = {(y1,2y2,93, - -, Uk), 0<w2 <qa/2, 0<yi < qi (i #2)}

est un deuxiéme sous-groupe de )(a) de cardinal ¢(q)/2 différent de H;. En effet,
d’une part By est bien un sous-groupe de Ay, ., de cardinal ¢(q)/2, By # By, et,
d’autre part, si a € Ha, alors Ty, ...,y tels que ¥(a) = (y1,2y2, 3, ---,Yk), donc
2ys = ag (mod ¢2), ce qui est impossible car 2 | ¢y ; il en résulte que a € Ho.

Si 2 | a2, nous pouvons choisir Hz := ¢~1(B3) oil

Bz :={(2y1 + y2,¥2,¥3, - - -, Yk),0 < y1 < q1/2,0< y; < ¢ 2<i<k)}.

En effet, d'une part Bs est un sous-groupe de Ay, . 4 de cardinal ¢(q)/2 diffé-
rent de By, et, d’autre part, si a € Hs, alors Jyi, ...,y tels que ¢¥(a) = (2y1 +
Y2, Y2, Y3y - - 5 Yk )y 1.€. a1 = 2y1 + yo2 et ag = yo. Comme 2 | g1 et 2 | g2, les condi-
tions 2 | ag et 2 { a1 impliquent respectivement 2 | y; et 21 y;, une contradiction. I
s’ensuit que a € H3 et donc H3 € H(a). O

Remarques 1.11.4. (i) Il résulte du Lemme 1.11.3 le fait que G, est cyclique
si, et seulement si, il existe un unique élément v € E4(a) vérifiant |I,(v)| =
©(q)/2.

(ii) On peut également montrer que Gy est cyclique si, et seulement si, le sous-
groupe des résidus quadratiques est de cardinal p(q)/2. Ainsi, si G4 est cyclique
et a est non résidu quadratique, ['unique sous-groupe de $)(a) de cardinal o(q)/2
est le sous-groupe des résidus quadratiques de Gy.

Nous sommes & présent en mesure de démontrer le Corollaire 1.4.8 en donnant une
expression simplifiée du terme principal de Ny 4(x) lorsque Gy est cyclique.
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Preuwve du Corollaire 1.4.8. La premiére partie du Corollaire 1.4.8 découle immeédia-
tement du Théoréme 1.4.1 et du Lemme 1.11.1. L’égalité K, = 0 également, compte
tenu de la propriété R, = ¢(q)/I(a) — 2.

Lorsque Gy est cyclique, le Lemme 1.11.3 et la propriété 8, = 0 impliquent qu’il
y a unicité de I'élément v € E,(a) vérifiant |I,(v)| = ¢(q)/2 et s(v) = 0. La somme
sur les v dans 'expression (1.4.4) n’a donc qu’un seul élément. Nous notons alors
simplement Cj la constante Cy(v) définie en (1.3.4).

On obtient la forme simplifiée du terme principal de Ny 4(z) en insérant les égalités
J(a) = ¢(q)/2 et R, = 0 (qui impliquent I'(J(a)/p(q)) = /7 et v! = 1) dans (1.4.4).
De plus, puisque I,(v) est le sous-groupe des résidus quadratiques modulo ¢ lorsque
G est cyclique, I'expression de Cj est obtenue en insérant la formule

S x0) :{ @(%)/2 si X = Xo,

‘ sinon,
Jjel(v)

dans la relation (1.3.4). Nous obtenons ainsi le résultat souhaité. O

1.12 Preuve du Corollaire 1.4.11

Soit G un groupe abélien fini. Pour a € G, notons $)(a) I'ensemble des sous-
groupes de G' ne contenant pas a, ce qui coincide avec (1.4.6) lorsque G = Gy. Le
résultat suivant a pour objet une caractérisation des éléments de G qui ne sont pas
des puissances m-iémes de G lorsque m | |G]|.

Lemme 1.12.1. Soit m € [2;|G|/2] tel que m | |G|. Les deux assertions suivantes
sont équivalentes :

(i) H(a) contient au moins un sous-groupe de cardinal |G|/m ;

(ii) L’équation a = y™ n’a pas de solution y € G.

Démonstration. Pour établir la condition nécessaire, nous raisonnons par ’absurde
et supposons qu'il existe dans $(a) un sous-groupe H d’indice m et qu’il existe un
élément y de G tel que y™ = a. Comme G est abélien, G/H posséde une structure
de groupe. Notons alors 7 la classe de y dans G/H et o(y) son ordre. Nous avons
alors o(7) | |G/H| = m. Ainsi, il existe £ | m tel que y* € H, d’ot a = (y*)"™/* € H,
ce qui contredit 'hypothése H € $(a).

Etablissons a présent la condition suffisante. Comme tout groupe abélien fini est
classiquement isomorphe & un produit direct de groupes cycliques, il existe des divi-
seurs qi, . . ., g de |G| tels que G soit isomorphe & Ay, g, = Z/QZ % -+ X L] q, L.
Notons ¢ : G — Ay .. 4 lisomorphisme correspondant, et, pour y € G, ¢¥(y) :=
(y1,...,yx). Comme a &€ {y™ : y € G}, 'équation (a1, ...,ar) = m(yi,...,yx) n’ad-

met pas de solution (y1,...,yx) € Aqg,.. g Quitte & changer I'ordre des ¢;, on peut
supposer que l’équation a; = my; n’a pas de solution dans Z /¢ Z. Soit mq := (m, q1).
Puisque [[;;cp ¢ = |G| et m | |G], il existe ma, ..., my tels que m = [[c;cp mi et

m; | g; lorsque 2 < i < k. Soit

By = {(may1, ... ,mpyr), 0 <y < qifmi (1<i<k)}.
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Alors Hy := 1~ 1(Bj) est un sous-groupe de G de cardinal |G|/m. De plus, ce sous-
groupe ne contient pas a, ce qui implique bien la propriété souhaitée. O

Le Corollaire 1.4.11 découle immédiatement du Lemme 1.12.1 et du Théoréme
1.4.1, en choisissant G = G. Il en va de méme de ’égalité K, = m — 2, compte tenu
de la propriété R, = ¢(q)/I(a) — 2. Comme, lorsque G, est cyclique, I,(v) est le
sous-groupe des puissances m-iémes modulo ¢, '’expression de Cj résulte dans ce cas

de I'égalité
\ [ oela)/msiX™ = xo,
Z x(7) = { 0 sinon.
J€L4(v)
Remarque 1.12.2. On ne peut pas remplacer dans le Lemme 2.6.2 la condition
H d’indice 2 par une condition plus générale comme H d’indice m ot m serait un

diviseur de p(q). En effet, par exemple, il y a unicité du sous-groupe de Gss de
cardinal 8, alors que G35 n’est pas cyclique.

1.13 Extension a plusieurs classes de résidus

Donnons ici un bref apercu du développement asymptotique pour le nombre des
entiers n’excédant pas x et n’admettant aucun diviseur > 1 dans un ensemble fini
de classes de résidus modulo ¢, généralisant ainsi notre résultat. Pour cela, fixons
a nouveau un entier ¢ > 3, et pour k € [1;(q) — 1], fixons encore un ensemble
a={a1,...,ar} de k éléments de G, deux & deux distincts. Posons ici

Najq::{n>2: (d|n,d>1)=d#a; (modq) (1<i<k)}.

Etendons maintenant la notion d’admissibilité a un ensemble fini de classes rési-
duelles.

Définition 1.13.1. Soit v € H;. On dit que v est a-admissible si

(meH, psv)= [[ 7 #a (modq) (1<i<k).
JEG,

Nous notons €,(a) 'ensemble des vecteurs a-admissibles de H.
Des calculs similaires a ceux de la démonstration du Lemme 1.6.1 nous permettent
de montrer ’équivalence

n € Nag & (min{Q(n). o(@)}) g, € Eala)  (n>2).

Posons I,(v) avec la méme définition que pour un seul résidu, en remplagant sim-
plement €,(a) par £,(a). La remarque suivante découle immédiatement.

Remarques 1.13.2. (i) Si 1 € a, alors Vv € E4(a), I,(v) = @.
(i) Si 1 & a, alors Jv € E,(a) tel que [,(v) # @.
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Nous avons donc le résultat suivant pour ’extension a plusieurs classes de résidus.
Nous posons

J(a) := 1, ,
(@)= max |1,

s(a,?) := max{s(v,v) : |I;(v)| =4} (0<{<T(a)),
Ra i =5(a,3(a)),

di(a) ;== max {5 a,J(a) —0) + (¢(q) — 1)(k—0)}.

0<l<T(a)

Théoréme 1.13.3. Il existe un entier M = M, tel que, pour chaque N € N, nous
ayons, uniformément pour x > 3,

Poslons) [ (ogye)"
NG = G| 2 S gt Oy |

0<m<N 0<k<TI(a)

ol P i est un polynome de degré au plus égal o dp(a) si 1 & a et a dy(a) —1 si
1 € a avec égalité dans les deux cas st m =k = 0.
En particulier :
(i) si 1 & a, alors I3(a) > 0, et le terme principal de N(x) est donné par l'expres-
sion (1.4.4),
(ii) si 1 € a, alors 3(a) =0, Kq > 0, et le terme principal de N(z) est donné par
Vexpression (1.4.5).

En particulier, si I'on choisit @ = G4 \ {1}, on a toujours J(a) = 1, ce maximum
étant atteint pour v = (¢(q),0,...,0). Il en résulte que

B (logy )#(@-1 T
Nag(z) = {C(a7 q) + O( (log 2)1/#(@) (log z)1-1/¢(@)’

avec

1 qg \1-1/e(@) ol
F(l/SO(Q))(sD(q)) IT <0ov?

Nous pouvons vérifier facilement que le terme principal de I'expression précédente
est bien le méme que (1.1.1).

Terminons a nouveau par quelques applications aux résidus quadratiques. On omet
les détails des démonstrations. Notons H le sous-groupe des résidus quadratiques de
Gg4 et h son ordre.

C(aa Q) =

X7X0

Remarque 1.13.4. On a h = ¢(q)/2*@D*@ o1,w(q) désigne le nombre de facteurs
premiers divisant q comptés sans multiplicité, et

0 si2¢tqoud|g;
elg):==9 1 i8¢
-1 si2]q.

En particulier, si G4 est cyclique, alors h = ¢(q)/2 alors que, si G, n’est pas cyclique,
nous avons h < ¢(q)/4.

Chun Gang Ji [31] a obtenu une formule générale pour le nombre de résidus k-
iemes de Z/qZ lorsque k > 2.
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Le Corollaire 1.13.5 fournit une estimation de l’ensemble des entiers dont tous
les diviseurs sont des résidus quadratiques modulo q. Cette estimation est établie a
partir du Théoréme 1.13.3 grace a une égalité reliant cet ensemble et celui de Ng 4
lorsque a est un ensemble d’entiers choisi convenablement.

Corollaire 1.13.5. Soit M, l'ensemble des entiers dont tous les diviseurs sont des
résidus quadratiques modulo q. Alors My = Ng ot a est l'ensemble des non résidus
quadratiques modulo q, et

S PR (0 el

(log x)l/SD(‘I) (log x)l—h/ﬂa(‘l) ’

ol
1

,_ q
Co= I'(h/¢(q)) <<p(q)

En vertu des Théorémes 1.4.1 et 1.13.3, nous pouvons établir une estimation de
Np,q(z) lorsque b est un élément de G4 et une estimation de Ny 4(2) lorsque a est un
ensemble d’éléments de G.

Une question qui se pose alors naturellement est de savoir s’il est possible d’établir
des correspondances entre N () et N (). Le Corollaire 1.13.6 fournit une réponse
a cette question dans le cas particulier des non résidus quadratiques modulo q.

) 1=h/e(q) H g(X)Z]’GH x()/e(a)

XFX0

Corollaire 1.13.6. Soient a = {a1,...,ar} un ensemble de non résidus quadra-
tiques modulo q, b un résidu non quadratique de Gy, et My l'ensemble défini dans le
Corollaire 1.13.5.

(i) Si G4 est cyclique, alors
(1.13.1) Nag(x) ~ Np4().

En particulier, My(z) ~ Np 4(z).
(ii) Si G4 n’est pas cyclique, alors il existe h < m < p(q)/2 tel que
x

Na»‘l(x) = (log x)l—m/cp(q) ’

En particulier,

- Nbﬂ(ff)
Mq (x) - (log $)1/2—h/<p(q)

Gréace au Théoréme 1.13.3, nous pouvons méme établir une formule explicite du
terme principal de Ng () lorsque G, est cyclique et @ un ensemble de non résidus
quadratiques modulo ¢ ; cette formule fait 'objet de la remarque suivante.

Remarque 1.13.7. Si G est cyclique et si a est un ensemble de non résidus qua-
dratiques modulo q, alors

(logy x)(@(q)—l)@(q)ﬂ) } T

Na,qm)—{ . $<><1>+0( (log 2)1/¢(@ Viogz

mp(q)

ot x1 désigne le caractere d’ordre 2 de Gj.

Le terme principal dans la remarque précédente est le méme que celui du Corollaire
1.4.8 lorsque G, est cyclique, ce qui se justifie facilement grace au Corollaire 1.13.6.
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1.14 Perspectives

Certains points non étudiés dans ce chapitre pourraient étre abordés ultérieure-
ment.

1. Le résultat a été démontré dans le cas ol ¢ est un entier fixé; on pourrait

chercher & vérifier s’il reste vrai lorsque ¢ — +o0, en particulier pour tout
q < (logz)'°8279 ot § > 0, étant donné qu’Erdds a démontré en 1965 [12]
que Ny q4(z) = o(x) dans ce cas, alors que le résultat n’est pas possible si
q > (log 2)1°82+0 car cette fois-ci, Ny 4(7) = = + o().

. Les coefficients du développement asymptotique (1.4.3) sont explicites, mais

leurs expressions ne permettent pas de déterminer les cas d’annulation en toute
généralité. A cet égard, une simplification des formules serait trés utile.

. L’expression de ces coefficients nous a permis de montrer que chacun des B,

est de degré inférieur ou égal a di(a) si k # J(a) lorsque a > 1 et de degré
inférieur ou égal a dp(1) — 1 lorsque @ = 1, mais ne nous a pas permis de
déterminer s’il y a égalité dans les deux cas. Il serait utile de prouver s’il y a
effectivement égalité, notamment grace a la simplification demandée dans le
paragraphe précédent, et ainsi de déterminer s’il y a indépendance du degré de

;Bm,k par rapport a m.
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2.1 Introduction

Un entier positif n est dit y-friable si son plus grand facteur premier, noté Pt (n)
(avec la convention PT(1) = 1), n’excéde pas y. Pour z > 0, y > 0, nous désignons
par S(z,y) I'ensemble des entiers y-friables inférieurs ou égaux a x et par ¥(x,y)
son cardinal. Etant donné un entier ¢ > 2, nous notons V¥,(z,y) le nombre des
éléments de S(x,y) qui sont premiers & g. Pour tout entier a vérifiant (a,q) = 1,
nous définissons ¥(z,y;a,q) comme le nombre des éléments de S(x,y) congrus a a
modulo ¢q. Ces cardinaux font I’objet d’une abondante littérature : voir notamment
Fouvry-Tenenbaum [17], Hildebrand-Tenenbaum [27], La Bretéche-Tenenbaum [6],
Granville [19, 20], et plus récemment Soundararajan [52] et Harper [25].

59
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Un entier naturel est dit y-ultrafriable s’il n’est divisible par aucune puissance de
nombre premier excédant y. Pour z > 0, y > 0, nous désignons par U(x, y) 'ensemble
des entiers y-ultrafriables n’excédant pas x et par Y'(z,y) son cardinal. Cette quantité
a été récemment étudiée par Tenenbaum [58]. La notion d’entier ultrafriable est utile
dans plusieurs branches de ’arithmétique, en particulier la théorie des graphes, ainsi
que Patteste Particle récent de Sander [49].

Nous nous proposons ici d’étudier la répartition des entiers ultrafriables dans les
progressions arithmétiques en évaluant le comportement asymptotique des quantités

TQ(x7y) = Z L, T(z,y;a,q) == Z 1

nel(z,y) nel(z,y)
(n,q)=1 n=a (mod q)

dans des domaines adéquats des variables z, y et q.

Etant donné deux fonctions f et g, la notation de Vinogradov f < ¢ signifie qu’il
existe une constante C' telle que |f| < Clg| pour toutes les valeurs de la ou des
variables dans un domaine spécifié ; nous écrirons f =< g pour indiquer que 'on a a
la fois f < g et g < f.

Pour tout nombre premier p < y, notons v, = v,(y) := |logy/logp|, de sorte que
p”? est la plus grande puissance de p n’excédant pas y. Posant

th(y) = Zyp logp, Nq7y = ewq(y),
PY
ptq

nous observons, comme dans [58|, que Ty(z,y) est la fonction de comptage des divi-
seurs de Ny ,. Ainsi

Ty(z,y) = 7(Ngy) = H(l + vp) (z = Ngy)
Py
piq

ou 7(n) désigne le nombre de diviseurs de n, et donc, notant classiquement m(y)
le nombre de nombres premiers n’excédant pas y et w(q) le nombre des facteurs
premiers de ¢ comptés sans multiplicité,

Yylw,y) = 27O sY) (3 > Ny w(q) < 3/ logy),

La symétrie des diviseurs de N, , autour de /Ny, implique de plus

Ty(z,y) = 7(Ngy) — quN;,yJ’y) (M ST Nq,y)-

Nous pouvons donc restreindre 'étude de Y4(x,y) au cas

x < /Ngy, le 4(y)>2logx.
Pour simplifier 'exposition, nous considérerons en fait le domaine plus vaste

(2.1.1) x>y>=2, P(y)>2logx
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ol Y(y) := Y1(y) = >_,<, Vplogp désigne la fonction de Tchébychev.
Soit d := (a, q), de sorte que (a/d,q/d) = 1. Sid & U(x,y), alors Y(z,y;a,q) = 0.

Dans le cas contraire, nous avons

T(l‘,y; a, Q) = Z 1,
m<z/d
m=a/d (mod ¢/d)
p¥[lm=v<vp—vp(d)

ot vp(d) désigne la valuation p-adique de d. Les techniques développées dans le
présent travail peuvent étre aisément adaptées pour évaluer cette quantité : il suffit
essentiellement de remplacer la série de Dirichlet Z,(s,y) introduite en (2.2.4) infra

par
1— pf(up+171/)s

ZQ(Say) H l_p_s

p’lld
ptq/d
Une estimation de Y'(z, y; a, ¢) pour une condition particuliére sur d est donnée dans
la Remarque 2.2.8 infra.
Par souci de concision, nous restreignons cependant 1'étude au cas (a,q) = 1.

2.2 Reésultats

2.2.1 Evaluation de T, (z,y)

Tenenbaum [58] a montré que, pour tout € > 0,

(2.2.1) Y(z,y) = \If(x,y){l n O(%)} (z >y > (logz)*™),

o, ici et dans la suite, nous notons u := logz/logy (x > 2,y > 2). En suivant la
méme méthode, nous établissons la pertinence de I’approximation de Yy(x,y) par
U, (x,y) pour ces mémes « grandes » valeurs de y, et un large domaine en g.

Théoréme 2.2.1. Soit € > 0. Sous les conditions

(2.2.2) x>y > (logz)’™, PT(q) <y, wlg) <,
nous avons

qulog 2u >}
2.2.3 YT, (x,y) =V, (x, 1—|—O< .
(223 da.9) = W {1+ O ER

La formulation de notre évaluation de Yy(x,y) pour les petites valeurs de y néces-
site quelques notations supplémentaires.
Nous désignons par
1—p (tDs
(2.2.4) Zy(s,y) =] ————

Py
ptq

T (Re s > 0).
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la série de Dirichlet associée & la fonction de comptage Y4(z,y), convenons de poser
Z(s,y) == Zi1(s,y), et notons

Z'(s,y) _ Z{ logp — (vp+ 1)logp}

- Re s >0, y=>2).
Z(s,y) ( )

o1(5,y) == — :
p<y pr—1  plrtbhs 1

Ainsi qu’il a été observé dans [58|, I’équation
(2.2.5) v1(o,y) =logx (0 >0)

posséde, sous la condition (2.1.1), une unique solution 5 = f(x,y), qui est donc le
point-selle relatif a I'intégrale de Perron pour Y(z,y).
Désignons par

1 R
2.2.6 D(2) := / e U 2at z€R
(226 @)= | (z€R)
la fonction de répartition décroissante de la loi gaussienne, et posons
G(z) == e 2B(z) (2 €R),

de sorte que

(22.7) G(z) = 140(2) (= > 0), G(z):i{pziﬁo(%)} (2 = +o0).

2z

Tenenbaum a obtenu dans [58] I'estimation

(2.2.8) T(z,y) = 2°Z(B, y)G(ﬁ\/@{1 + o(%)} (2logz < ¥(y) < (logz)?).

Nous nous proposons d’évaluer Y,(x,y)/Y(x,y) en exploitant cette estimation,
relevant du paramétre implicite 5. La démarche est analogue a celle de La Bretéche
et Tenenbaum [6], qui ont estimé le rapport W, (x,y)/¥(z,y) en utilisant les approxi-
mations du numérateur et du dénominateur issues de la méthode du col — cf. [27] —,
et donc fonctions du point-selle de 'intégrale de Perron pour ¥(x,y), défini comme
l'unique solution positive a := a(z,y) de 'équation

logp =logx
E P .
Py p 1

Notant py le k-iéme nombre premier, de sorte que px < klog2k (k > 1), et

(2.2.9) Zg = Pug  (@=1)
avec la convention pg := 2, nous posons ensuite

(2.2.10)
_logzg log{2 4+ w(q)}
- logy a logy

n=n(z,y) = $y)

= logz —2, Uy="14y):

(¢=1),
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et introduisons les termes d’erreur Ay = Ay(x,y) et Dy = Dy(z,y) définis par

log x)V
M( N 7) si 2logz < ¥(y) < (logz)?,
logy Uqlog(1 + 1)
(22.11) A= 9
Uqiulog 2uj’ si y > (log )2
1+ 94 log2u ’
et Dy = min{w(q), Aq}'
Posant 1
— piS
o) =1l1— e @1 s€0),
plg L=p

et notant, ici et dans la suite, log,, la k-iéme itérée de la fonction logarithme (k > 1),
nous obtenons le résultat suivant, ot zy désigne une constante absolue assez grande.

Théoréme 2.2.2. Soit € > 0. Sous les conditions

y>=2, x>z, 2logz <i(y)<exp((log 2)1? /(log, x)(HE)/E’),
1

(22.12) z3>
>1, PH(q)<y, w(q) < y'/20Felosu)/logu

(2.2.13) ¢

les assertions suivantes sont valides :
(i) Nous avons

T, (z,y) = ng)r(x,y){l N o(l +UD§ L Dyl n))}

(2.2.14) 1+\§;+n; 1
~ P 2,)G VA { 1+ 0( 20+ DI

et donc, lorsque n > 1,

Ye.0) = a0 {1+ 020

(i1) Si de plus n < %, alors

(2.2.15) Yy(z,y) = gq(ﬁ)’f(x,y){l +R+O(1+wu@2)}

avec R =< w(q)(1+n)/(Vu+nu).

(i) Sous la condition supplémentaire n = 0(1/\/6), nous avons

w(q) logg  w(q)®
2.2.16) Ty(w,y) = g4(8) V() {1+ == +O( )}
( ) Yo(z,y) = g4(B)Y (2, y) Mv—hl nw(q)+ﬁlogy+ "
Remarques 2.2.3. (a) Sous la condition (2.2.13), et si en outre 0 < n < 1, on
vérifie que Ay < {1+ w(q)}/n et donc Dy =< w(q).
(b) Lorsque y = (logx)™ avec A < 1, les deux expressions de A, apparaissant
dans (2.2.11) sont du méme ordre de grandeur.
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(c) Ainsi que lattestent les formules (2.3.2) et (2.3.3) infra, les points-selles « et
sont proches lorsque y > (log x)'*¢. Cela se traduit ici par I’estimation Ay < Ey, ou
Eq est le terme d’erreur introduit dans [6]. Nous pourrons donc réutiliser certaines
estimations établies dans [6], notamment

(2.2.17) Ag(1+Ay) < Vgloglu+1) <1 (w(g) < y'/1oswt2),

(d) Compte tenu des conditions (2.2.12), (2.2.13), et des estimations de la quantité
E, établies dans [6], les remarques précédentes permettent de constater que les termes
d’erreur du Théoréme 2.2.2 tendent vers 0.

() Sous les hypothéses y > (logz)*™ et w(q) < /y/logy, nous avons, d’apres
[6, Cor. 2.2], (2.2.3) avec ¢ =1, (2.2.8), et (2.3.2), (2.3.3) infra,

Vy(z,y) = gg()¥(z, y){l + O(%)} = gq(a)Y (2, y){l + 0(%)}
= g0’ 2(B, )GV {1+0(5)}
= 2,606V {1+0(3) }

En vertu de (2.2.3), il s’ensuit que, sous les mémes hypotheéses,

3 qu log 2u

(2.2.18) Y,(z,y) =2 Zy(B,y)G(B 02){1 + O<9Wy10gy> }
On wvoit ainsi que le terme principal de la seconde formule (2.2.14) constitue une
bonne approzimation de Yq(x,y) dans la totalité du domaine v > y > 2, ¥(y) >
2logz.

(f) Comme Yq(x,y) ne dépend que du noyau sans facteur carré de q et comme
logq < w(q)logy si u(q)? =1 et P(q) <y, lordre de grandeur du second terme
d’erreur de (2.2.16) ne dépasse pas celui du terme principal complémentaire w(q)/+/mu.

2.2.2 Evaluation de Y(z,y;qa,q)

Notre approche combine, d’une part, une majoration des quantités
Y(xyx) = Y, x(n),
nel(z,y)

lorsque x est un caractére de Dirichlet de module ¢ distinct du caractére principal
X0, et, d’autre part, I’évaluation de Granville [20]

Yy(z,y) log g 1
2.2.19 U(z,y;a,q) = 1=-1 140 + ,
( ) ( ) nESZ(x ” ©(q) { (uc logy logy>}
n=a (mod q)

valable, pour tout £ > 0, sous les conditions z > y > ¢'*¢, et avec ¢ = ¢(g) > 0.
Le résultat suivant rassemble nos résultats relatifs a la premiére voie. Nous posons

(2.2.20) Yo i=Yo(y) = el (620, y>2)

et désignons dans tout ce travail par ¢; (j = 1,2,...) des constantes absolues positives
convenablement choisies.
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Théoréme 2.2.4. Soit A > 0. Pour € > 0, ¢g > 0, ¢c1 > 0 assez petits, sous les
conditions
(2.2.21)

x>2, 2logz<y(y) < ellog )
(2.2.22) 2<q

< yCO/ logy y’

et pour tout caractére de Dirichlet x de module ¢ non principal, nous avons
(2223) T(a:, y; X) < Tq(x, y){efc1u/{1+19(X)(logu)4} + Y;_;l}

ot ¥(x) vaut 0 ou 1 et n'est non nul que si ¢ > (logy)?
caractére réel exceptionnel.

et x est égal a un unique

Le terme principal attendu pour Y(z,y;a,q) est Tq(x,y)/¢(q), ot ¢ désigne la
fonction indicatrice d’Euler. Nous déduisons du Théoréme 2.2.4 ’évaluation suivante,
valable pour les petites valeurs de y.

Théoréme 2.2.5. Soit € > 0. Sous les hypothéses (2.2.21), (2.2.22) (a,q) = 1, nous
avons

T
(2.2.24) Y(z,y;a,q) = 7‘1(% y) {1 + O(e_clu/(lof“f'“)4 + Y;_l) }
v(q)
En Uabsence de caractére de Siegel modulo q, on peut substituer u & u/(logu)*
dans le terme d’erreur de (2.2.24).

Le résultat suivant, dont la démonstration repose sur (2.2.19), fournit une évalua-
tion de Y(z,y;a,q) pour les grandes valeurs de y.

Théoréme 2.2.6. Pour une valeur convenable de co > 0, tout ¢ > 0, et sous les
conditions x >y > (logz)**¢, ¢ < \/y, et (a,q) =1, nous avons

Yo (z,y) log g 1
2.2.2 Y(z,y;0,q) = =L 5711 '
( 5) (z,y;a,q) cp(q) { + O<uc2 log y * logy>}

Remarque 2.2.7. Dans le domaine de validité commun a (2.2.24) et (2.2.25), le
terme d’erreur de (2.2.24) est le plus précis des deuz. La discontinuité qualitative de
ce terme d’erreur lorsque ['on passe d’un domaine & lautre reflete la disparité des
méthodes employées.

Remarque 2.2.8. Comme cela a été évoqué a la fin de l’introduction, les démons-
trations des Théorémes 2.2.4 a 2.2.6 peuvent étre adaptées pour traiter le cas o
(a,q) > 1. Par exzemple, en notant d := (a,q), si d est sans facteur carré et vérifie
(¢/d,d) =1, nous avons, pour € > 0 et sous les conditions (2.2.21) et (2.2.22),

Y(z,y;a,q) = hd(ﬁ)(:zéc;gﬂ)f/d, y) {1 n O(e—clu/(IOgu)4 n YE_1>}

ol

1—p s
ha(s) := H (== (Re s > 0).
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2.3 Cols

Pour v > 1, désignons par &(v) unique solution de équation e£(*) = 1 4 v€(v),
et convenons que £(1) := 0. Posons encore

3/5—¢

(2.3.1) L.(y) = eogY) (>0, y>2).

Il est établi dans [27] que, pour tout € > 0, nous avons

(2.3.2) a=1-— §() + O(u(lolgy)2 + L:(y)> ((log )t <y < x)

Les estimations suivantes du col 3 ont été obtenues dans [58].

Lemme 2.3.1. Soit € > 0. Nous avons

(2.3.3)
£(w) 1 1
_ 1 +e <
_ logy ' O<U(logy)2 i La(y)> (log2)™** <y < =),
Bla,y) = 1+0(1/logy)
log (1 +n) (2logz < ¥(y) < (logz)?).
logy

Remarque. [l est établi dans [27] que
(2.3.4) &(u) ~ log(ulogu) (u — 00).
En particulier, nous avons donc

log(2u)
2.3. 1-8x 21 .
(235 p= B2 (4(y) > 2loga)

Lemme 2.3.2. On a uniformément pour ¢ (y) > 2logx
y' -1
1-p
Démonstration. Lorsque y > (logz)?, 'estimation annoncée résulte du lemme 3 de

[27] et de la premiére estimation (2.3.3). Sous la condition 2logx < ¥(y) < (logz)?,
elle découle de 'estimation (2.16) de [58] et de (2.3.5) sous la forme (1—-8) < 1. O

(2.3.6)

= log x.

Remarque. Les estimations (2.3.5) et (2.3.6) impliquent immédiatement

(2.3.7) y' 7P = wlog 2u (x =2y =2 ¢¥(y) >2logx).

2.4 Lemmes

2.4.1 Termes d’erreur
Lemme 2.4.1. Soit € > 0. Sous la condition (2.2.13), nous avons

Vu

2.4.1 D —
( ) q < (log 2u)1/2+5
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Démonstration. Lorsque n < 1, nous avons Dy < w(q) en vertu de la Remarque 2.2.3(a).
Comme nous avons alors y < log x et logy = log 2u, il suit

— O u O U u
Dq - (,d(q) < (ulogy)1/2 (1+€)(1 g5 2 )/l g 2 < (log?u/\/)il/Q-i,-g

Lorsque 1 > 1, la condition (2.2.13) équivaut a

1 log, (2 1
ﬁqgf—(ue)ero( ).

2 log 2u log y
d’ot, en reportant dans (2.2.11),
Vu
(2.4.2) A, < Tog 2 7 -

2.4.2 Estimations relatives a la fonction g,(s)

Posons

Yq(s) :==log gq(s) = Z {log (1 —p~°) —log (1 — p*(”PH)S)} (Res > 0),
pla

o, dans le membre de droite, les logarithmes complexes sont pris en détermination
principale. Introduisons également la quantité

(2.4.3) Cy = min{w(q), Ag}

et, dans toute la suite, convenons que ug désigne une constante absolue assez grande.
Lemme 2.4.2. Sous les conditions (2.2.13) et

(2.4.4) Y(y) > 2logx, wu > up,

nous avons

(24.5) 72(8) < Dglogy,  —7,(B) < Cy(logy)*.

De plus, sous la condition supplémentaire n < 1, nous avons

Y (B) = $w(q)logy + O(nw(q)logy + log q),

(2.4.6) F(B) = Lw(g)(logy)? + O (nw(q)(logy)? + (log ¢) log y).

Démonstration. Ainsi qu’il a été observé au lemme 3.13 de [6], les fonctions ~; et
—'yg sont décroissantes et positives sur |0, co[. Nous avons

’yé(a) _ Z{ log p B (up—i-l)logp}’

o p° —1 p(l/p—i-l)cr -1

" (logp)%p° (v, + 1)%(log p)2petl)e
(o) = Z { (p” —1)2 o (p@ Do — 1)2 }
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Un développement limité & I'ordre 3 en 0 fournit donc

74(0) = 3> 1plogp < w(q) logy,

plq
—74(0) = 5 > vp(vp +2)(log p)* < w(q)(log y)®.
rlg

Pour achever la preuve de (2.4.5), il reste donc a montrer que
(2.4.7) WW(B) < (Aglogyy (= 1,2).

A cette fin, nous pouvons supposer que n > 1, puisque, dans le cas contraire,
nous avons Ay > 1 + w(q), ainsi qu’il a été observé a la Remarque 2.2.3(a). Nous
utiliserons les majorations

l1-0o 1—o
2z, 7 —1 (2,77 — 1) log 24
2.4.8 (o) < k , (o) < 2 :
D[R N A (R
établies au lemme 3.13 de [6].

Considérons d’abord le cas y < (log x)2. Parallélement & la preuve du lemme 3.15

de [6], nous observons que les relations (2.4.8), (2.3.3), (2.3.5) et (2.3.7) impliquent

1
< 10 .Iﬁq 1—{—7
) (log ) < 9,10g(1 + 1)

2 Y, logy
) Yqlogy = (4 IOgy)z(l(;]gW < (A logy)Q,

Va(B) < y 1= (1 + ) = Aglogy,

Blog z4

1
A 1 19q (1
(8) < oga) 1+ 5o —
ce qui fournit bien (2.4.7).
Lorsque y > (logx)?, compte tenu de la Remarque 2.2.3(c), 'estimation (2.4.7)
est une conséquence directe du lemme 3.14 de [6] et de la majoration ¥, < A,, qui
découle de la formule (2.10) du méme article. O

Posons
-
_1 ] d‘j Zq(‘S?y),
doi=1 Zy(s,y)
et convenons d’omettre le second indice lorsque ¢ = 1. Le lemme suivant est une

adaptation relative aux quantités (2.4.9) du lemme 2.5 de [58], qui correspond au cas
q=1.

(2.4.9) @jq(s,y) = ( 0jq =%iqB:y) (G =1q21),

Lemme 2.4.3. Soit j € N*. Sous les conditions (2.2.13) et (2.4.4), nous avons
(2.4.10) 0jq < u(logy)’.

Lorsque j = 3, on peut multiplier le membre de droite par min(1, Slogy) + 1/+/u.
De plus, dans les mémes hypotheéses,

(2.4.11) 0—27q202{1+0< ! )}

log u
Sous les conditions supplémentaires ¢ = 1 et ¥(y) < (logz)3, nous avons
1 1+ n 2
2.4.12 s ={1+0(— ) }5ullogy).
(2412) : o) 3 uliogy)
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Démonstration. Lorsque y < (logz)3, toutes les majorations découlent directe-
ment du lemme 2.5 de [58] et des inégalités o, < o; (j = 1). Dans le domaine
y > (logx)?, la méme approche fonctionne, mutatis mutandis, en utilisant (2.3.7).
L’égalité (2.4.12) coincide avec la formule (2.21) de [58].

Il reste a établir (2.4.11). Le Lemme 2.4.2 implique

09 — 09,4 < Cy(logy)?.
Comme la majoration (2.4.1) implique w(q) < /u lorsque 9 (y) < logx et
Ag < u/logu

dans le cas contraire, nous obtenons bien I’évaluation annoncée. ]

2.4.3 Estimations impliquant les séries Z,(s,y)

Rappelons la définition (2.2.20) de Y (¢ > 0).
La démonstration du lemme suivant étend a Z,(s,y) celle du lemme 2.6 de [58|.

Lemme 2.4.4. [l existe une constante cs > 0 telle que, pour tout € > 0, et sous les
conditions (2.2.13), (2.4.4), nous ayons

(2413 4 in) {6‘03“(”"“’4 (17| < 1/10g )

Zq(B,y) e~ caurt /(147 (1/logy < |7| < Y2).

Démonstration. Posons s = f+ i1 (17 € R) et notons ||z|| la distance du nombre réel
z a I’ensemble des entiers. Les calculs des pages 342-343 de |58] fournissent, pour une
constante convenable xk > 0,

’Z‘I(Say) ’ < e*KWq
Zq(ﬁay)
|(r/27) log
7/2m) logp
i S M2 el
Py
ptaq
Lorsque |7| < 1/logy, et puisque (2.2.13) implique z, < y?/4, nous avons, grace
a (2.3.7),
I(r/2m)logpl* 4 a7 01
Zp—ﬁ < 7%(log 24) =5
(2.4.14) rla

sy -1 (rlogy)tutt
1-5 (log 2u)1/4

< 7t (logy)

Comme la minoration (2.27) de [58] implique

mi(logy)3(y' P — 1)
1-5

(2.4.15) Wy > > u(rlogy)*,
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et comme u peut étre choisi assez grand en vertu de (2.4.4), il suit W, > u(rlogy)*,
ce qui implique bien (2.4.13) dans ce cas.

Lorsque 1/logy < |7] < |/, 'argument employé dans la démonstration du lemme
5.12 de [45] fournit

(2.4.16) > ll(r/2m) logp|* > 5 ;Y1 @ <zgy).
z2/2<p<z z/2<p<z
ptq ptq

Or, I'hypothése (2.2.23) implique w(q) = o(z/log z). Il suit

(2.4.17) Yoo~

log 2’
z/2<p<z
ptq

d’ott W, > 74u/(1 + 1) par sommation d’Abel, compte tenu de (2.3.6) — cf. [58].
Lorsque /y < |7| < Y%, le terme de gauche de (2.4.16) est

> Z sin’ (37logp) = Z 1-1 Z { cos(rlogp) — % cos(27logp) }.

z/2<p<z z/2<p<z z/2<p<z
piq piq piq

Comme w(q) = o(z/log z), Pargument du lemme 2.6 de [58] (relatif au cas ¢ =
1) implique que la derniére somme est o(z/log z). Compte tenu de (2.4.17), une
sommation d’Abel permet de conclure. ]

Lemme 2.4.5. [l existe une constante cq > 0 telle que, pour tout € > 0 et sous les
conditions (2.2.13), (2.4.4) et 1 < z < min{Y;, e“"}, nous ayons

(2.4.18) Tox+az/z,y)— Tz, y) < a:ﬁZq(B, y)/z.

Démonstration. La preuve est identique a celle du lemme 2.7 de [58| en remplagant
Z par Zg, et en faisant appel au Lemme 2.4.4. O

2.4.4 Estimations relatives aux séries Z(s, x;y)

Dans toute cette partie, nous supposons que ¥(y) > 2logz. Pour tout caractére
de Dirichlet x non principal modulo g, posons

e TT L@ e
Z(S7 X? y) = H 1 o X(p)p_s

Py
et, sous la condition supplémentaire |7| < Yz, définissons également

(1 — Re(x(p)p™))?
P

(Re(s) > 0),

I

(2.4.19) Wo(y, 75%) == )
Py
ptq

et convenons d’omettre 'indice ¢ lorsque ¢ = 1.

Les lemmes suivants serviront aux démonstrations des Théorémes 2.2.4 et 2.2.5.
La preuve du lemme suivant est analogue a celle du lemme 2.6 de [58].
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Lemme 2.4.6. Pour un choix convenable des constantes cg > 0, c5 > 0, nous avons

Z(B+it,x;y)
Zq(ﬁ»y)

Démonstration. Soit s :=  + i7. Un calcul de routine fournit

< e Way:mx) (T ER, g < yo/loe: y)'

Z(s.xy) |7y L 4Asin? (zop(vp + 1)) APV (A - p~Pe )2
(2.4.20) ’ Z,(8,v) _g 1+ 4sin(Say)/ 01— pP)2)
piq

oil oy, €] — m, 7] est Vargument du nombre complexe x(p)/p".

Posons 9, := ||a, /27| et B, := p®(1—p~?)%. En raisonnant comme dans la preuve
du lemme 2.6 de [58] on obtient que le terme général du produit de (2.4.20) n’excede
pas

812 sin® (7))
3B, + 12sin?(19,)

La minoration |sin7d,| > 29, fournit donc, pour une constante convenable kg > 0,

’Z(S,x; y)
Zq(ﬁ,y)

—koVq

(2.4.21) ' <e

ol I'on a posé

s sin4(7r79 ) (1 — cos(a ))2
P P P
=Y >y =y
<y B, + 419p = pP 4ph

Py
plg pig pig

Cette minoration implique bien le résultat annoncé. ]

Posons a présent

(24.22) Dy,73x) =} it /p”)}logp7 S(y, 73x) = ZW

PY p n<y

Lemme 2.4.7. Sous la condition (2.1.1), nous avons

1-8 1 -8 1
Y —+/lo

— Re(S(y, T; O 8Y + — 5 .
13 e(S(y, X)) + ( 6{@ +u}>
Démonstration. Compte tenu de (2.3.5) et (2.3.7), une forme forte du théoréme des
nombres premiers fournit par sommation d’Abel — c.f. [6, Lemme 3.5] —

logp  y' " 1 1
1+0 8Y 4 —— ) 3.
Z pP 1-p + + ulog 2u

(2.4.23) D(y,15x) =

PY
De plus,
lo
AL g, i) 5 O e (12 g
Py p ”<y
v=2
-6 1 lo
< (7 gu )
1-p Vylogy

La formule annoncée découle de ces estimations. O
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Le lemme suivant est consacré a l'étude de S(y, T;x) par I'approche développée
au lemme II1.5.16 de [57]. Nous notons x; I’éventuel caractére de Siegel de module
q > 1 et B le zéro correspondant. Posons

0(T) :=1/{(log T)**(logy T)'/*},  ny(T) = min(1/log ¢, n(T)),

de sorte que le théoréme de Vinogradov-Korobov (cf. par exemple, [38], ch. 9, p. 176)
garantit que, pour une constante positive convenable cg > 0, le domaine

{o+ir:|7|<T,0 >1—ceny(T)}

est une région sans zéro de L(s, x) lorsque x # x1. Pour ¢7 assez grande, ¢g > 0 assez
petite, et ¢ < y©/1°82¥ i] existe donc, dés que y est assez grand, au plus un zéro de
[T,y L(s:X) dans la demi-bande horizontale o > 1 — 3c7(logy y)/logy, || < Y.
Nous posons

(2.4.24) I(x) ==

1 six=x1etpr>1—cr(logyy)/logy
0 dans le cas contraire.

Lemme 2.4.8. Soit ¢ > 0 assez petit. Lorsque q satisfait (2.2.22) et sous la condition
(2425) X 7é X0, ‘T| < sz, QIng < w(y)a Y S e(logac)a’

nous avons

(2.4.26) S(y, 75 x) = —9(x) T (8
" 0= 0 T (2

s X =B —ir (logy)?
Démonstration. Nous pouvons supposer x et donc y assez grands. Notons w := S+iT,
v:=1—L+1/logy. Il résulte de la formule de Perron effective (cf. [57], corollaire
I1.2.4) que, sous la condition |7| < Yz, nous avons

—1 (YT L'(s 4w, x)y* y' P (log y)®
9.4.27 Sy, x) = —— 2T XY g 0(7).
( ) (75 x) 2T /v—iYs L(s+w,x)s o Y.

Pour ¢ assez petit, 'hypothése (2.4.25) implique

1 — 3> 3cr(logyy)/ logy,

en vertu de (2.3.5).
Déplagons alors le segment d’intégration vers la gauche jusque

d:=1—0—c;(logyy)/logy > 2c7(logy y)/ logy.

Lorsque x # x1, la zone traversée ne contient aucun pole de 'intégrande, alors qu’elle
en contient exactement un, a savoir s = 51 —w lorsque xy = x1. De plus, dans les deux
cas, le segment translaté est a distance > c7(logy y)/logy d’un pole de 'intégrande.

Le théoréme des résidus implique alors que 'intégrale de (2.4.27) vaut
-1 L

yS
2.4.2 — — —ds—19
(2.4.28) i o 7 (w0 Lds =0y

yﬁl_w
pr—w
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ou 2T désigne la ligne brisée [v — Y, d —1Y;, 0 + Yz, v + iYZ] parcourue dans le sens
trigonométrique inverse.

Compte tenu du placement de 20 par rapport aux poles de l'intégrande, on peut
établir classiquement, via la formule explicite en fonction des zéros (cf., par exemple,
[57], pp. 380-381), que

L/
. w,x)‘ < (logg¥ol? (s €M)

L’intégrale de (2.4.28) est donc

y P (log y)? < yl=ro
Y- (logy)3’

quitte & augmenter la valeur de c7. Cela compléte la démonstration. O

< (logyYz)*y’ +

Lemme 2.4.9. Sous les conditions (2.2.22) et (2.4.25), nous avons
y' =’ '
(1= B){L +¥(x)(logy )*}

Démonstration. Conservons les notations de la démonstration du Lemme 2.4.8.
Par (2.4.23) et (2.4.26), nous pouvons écrire, sous les hypothéses effectuées,

y'=h yPh—B-ir yl=ph 1 1
1- BH% x)Re <ﬁ1 B—zr)+0<1—ﬁ{(logy)3+u}>'

Cela implique immeédiatement (2.4.29) si 9(x) = 0. Dans le cas contraire, nous avons

X =x1, A1 > 1= crlogyy/logy et B1 — > (logyx)/logy.
Si |7] < 1/logy, posant ¢ := 7logy — arctan{7 /(51 — ()} il suit

(2.4.29) D(y,m5x) >

D(y,75x) =

B1—B—iT B1—p
( Y ): Y cos.go 50,
Br—B—ir/ |B1— B +it|

d’out (2.4.29).

Si 1/logy < |7| < Yz, nous avons, pour une constante convenable c3 > 0,

‘ERG( yBl B—it )‘ ‘ yﬂl ‘< yl—,B
pi—B—ir B — S 1—B+i/logyl

(2.4.30)

-6
S 1—5{17 (logcjw)Q}' O

2.5 Preuve du Théoréme 2.2.1

Plagons-nous dans les hypotheses (2.2.2) avec, disons, € €]0, %[, et posons

(2.5.1) fas) =]J(1-p") (se0).
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Lorsque z est suffisamment grand, on a a > 1/2 4 ¢/5 d’apreés (2.3.2). Il suit

T
(2.5.2) 0 < Uy(w,y) — Ty(w,y) < q’q(pTH,y)
Py
ptq

Sous la condition supplémentaire y < /3, les Théorémes 2.4.(1) et 2.1 de [6]
fournissent

x fa(@) Yy(z,y)
(253) \I’q<W,y) < p(l/erl)a\Il(m’ y) < W'
En vertu des inégalités (2.5.2) et (2.5.3), il suit
(254) \I’q(x’ y) - Tq(,I, y) < \Ijq(‘r’ y)Sa
oll 'on a posé
1 1/2—« log 2
(2.5.5) S:=3" P Ay

1 Y
coplrthe T logy  (/ylogy

pta

d’apres [58, formule (31)]. Cela implique bien (2.2.3) dans le cas considéré.

Lorsque z'/% < y < z, nous avons u < 3 et U, (z,y) < fu()¥(z,y) < f,(a)z en
vertu de [6, th. 24.4(i)| et, par exemple, [8]. De plus, on déduit aisément de (2.3.2) que
fqla) < fo(1) = ¢(q)/q. La majoration triviale ¥, (z/p*»™,y) < x/p"»*! fournit
donc

T V(z,y) Vy(z,y) qVy(2,y)

U, (z,y) — Ty(z,y) < < < .
q a ;;Z;, pretl Vylogy fq(a)\/ylogy ©(q)\/ylogy

Cela compléte la preuve de (2.2.3).

2.6 Preuve du Théoréme 2.2.2

Etant donné & > 0, nous nous plagons sous les hypothéses (2.2.12) et (2.2.13).
Le lemme suivant étend a Z,(s,y) la formule (3.4) de [58].

Lemme 2.6.1. Soit ¢4 la constante apparaissant auw Lemme 2.4.5. Pour un choix
convenable de cg > 0, et tout € > 0, nous avons, sous ’hypothése (2.2.13),

1 p+iT Zg(s,y)z® xﬁZq(ﬂ,y) logT

4/3 .
avec T = e2es(logw)*/? < min (Y] /99, e").
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Démonstration. Une version effective de la formule de Perron (cf. [57, thm. 11.2.3])
permet de montrer que la différence entre le membre de gauche de (2.6.1) et I'intégrale
du membre de droite est

1 P

<7 ;1 WL+ T log(z/n)[}
nel(y)
xﬁZ B,Y)
P T |{T (e DT y) = Ty (e y) }
Ih|<T
T Zq(57y) 1
1
S s (R |h|+1}’
Ih|<T
d’aprés le Lemme 2.4.5. Cela implique bien (2.6.1). O

Pour 1 < U <V, désignons par I,(U, V) la contribution du domaine U < |7| <V
a l'intégrale de (2.6.1). Nous posons Ty := (logu)1*9)/2 /{,/ulogy}.

Lemme 2.6.2. Pour un choix convenable de cg > 0 et tout € > 0, nous avons, sous
Uhypotheése (2.2.12),

(2.6.2) I,(Ty, T) < xﬁzq(@y)e—cs(log(%))”a'

Démonstration. Posons Ty = u~'/3/logy, Tp := u~/?/logy. D’aprés le Lemme
2.4.4, nous pouvons écrire

I,(Ty, T) < 2" Z,(8,y {1 + I},
avec

1/logy dr
Iy i= / e—%u(‘rlogy)“f < e—03u(T2 log y)* 10gu < e—%03u1/5
T B+T

et
T 1 dT 1 1 4 1 4/3
Ipy i— /1/1 o—csurt /(1474 4T T am e/ 0050) logy y 4 o= be(log u) /3
ogyY

Il s’ensuit que
(2.6.3) I,(T»,T) < xﬁzq(ﬁ,y)e—@(log(?u))“i

Lorsque T; < |r| < T, nous avons 7202q > ul/3 et 4 049 < U /5 en vertu
Lemme 2.4.3. 11 résulte alors d’'un développement limité que

Za(s, 5 =7 B, JI’BeiT’Yg(”8)77-202"1/2+2'T303’q/6+J4’QT4/24+O(1)
ey | Zews =20

1/3

< Zy(B, y)ale 10
ce qui implique

1/3

(2.6.5) I(Ty, Ty) < 2P Z,(B,y)e 11"
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Lorsque Ty < |7| < Ti, nous avons 7209, > (log(2u))'*¢ et 0y, < u™1/3
d’aprés le Lemme 2.4.3. Un développement limité fournit donc
(2.6.6)

2° Zg(s,y) < 2P Zy(B,y)e T 72/ T 00a /100 4B 7 (B y)ecr2(l08 W)
L’estimation (2.6.2) découle de (2.6.3), (2.6.5) et (2.6.6). O

Nous sommes & présent en mesure de terminer la preuve du Théoréme 2.2.2.
D’aprés (2.6.1) et (2.6.2), nous avons

(2.6.7) Y, (z,y) = 1,(0,Tp) + O(mﬁZq(/B,y)e*@(log@“))lﬁ)'
Evaluons a présent le terme principal de (2.6.7).
Puisque Tgaj’q < 1 lorsque j = 3,4 et puq(B +i7,y) < 0 = u(log y)4 pour

|| < 1/logy et Tovy,(8) < 1 grace a (2.4.1) et (2.4.5), nous pouvons écrire

B8 T
1,(0,Tp) = qu(ﬁ’y)/; i (B)=T%02,4/24im303,4/6+0(740}) dr
0

(2.6.8) , 2? | Btir
_ 27 Z4(B,y . 1,
- T{Jo +idy+ Lidy + O(K)}
ol
TO 9 dT TO 2 dT
Jo = —7%02,4/2 — Iy = / / —7°%02,4/2 —
0 /_Toe 7&4—@7 1 Wq(ﬁ) 7 Te 754_”
T
J2 —0-3,(1/ ’ 3 _T202,q/26j1_7_i 9
T
—T o * dr

Des calculs semblables a ceux de la fin de la proposition 2.13 de [5], utilisant le
Lemme 2.4.3, fournissent

B ~coul/3 B S
(2.6.9) Jo = 27G (B/T2,4) + Ole b <y B./72q)

Par le changement de variables v = 7, /02 4, nous pouvons écrire

2 .6 2,,2
I /Tox/O'Qq 2/2<O'3’q’l) L UZU4 n ’Y(/](ﬁ) [ ) dv

(2.6.10) Tova2.a %q i 029/ By/T2q+|v|
- 1+ D?

u(l+ B,/724) +B\/ﬂ)

la derniére majoration découlant des Lemmes 2.4.2 et 2.4.3.
En tenant a nouveau compte du fait que l'intégrale d’une fonction impaire sur
un intervalle symétrique par rapport a 'origine est nulle, le méme changement de
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variables fournit

g = ~(B) /TOW v2e /2 du
1 ,702’(1

_ _17:1(/8) /To\/m e—U2/2 do 5202 /To\/m efu2/2 dv ‘
V024 ~To /524 )ty Jorg BP02,q + 0

2 27
—To./02,q 5 02, +v

Nous avons

To\/o
/‘” U e 24y = 14 0o toe ),
V2T To /52,4

To,/a'g \q e—’l)2/2 d'U

Neor / N

2 2
To+/02,q Blo2q +v

et donc

Z'Jl Vq(ﬁ)

(2611)  SE= \/W{l — BV/2702, G (/) b 4+ O loEn ).
q

En reportant (2.6.9), (2.6.10) et (2.6.11) dans (2.6.8) puis (2.6.7), nous obtenons

(2.6.12) Ty(@,y) = 27 2,(8,9)G(B /72 {1 + Ry(B )+O(1+D2)}

u
avec )
Comme (2.2.7) implique
(2.6.13) S U e
V212G (2) z(z+1)
il vient, par (2.4.5) et (2.3.3),
Dy Dy(1+m)

(2.6.14) Ry(B) <

Vu(l+B\/024) — Vu+nu

Pour obtenir (2.2.14), il suffit donc de montrer que I'on peut remplacer o3, par
o9 dans (2.6.12) et (2.6.14) sans altérer le terme d’erreur.
C’est clair dans la majoration (2.6.14) au vu de (2.4.11). Pour traiter le cas de

(2.6.12), observons que I'on a 09 ;—02 < Cy(logy)? en vertu de la seconde majoration
(2.4.5), et donc

V024 — o2 < Cy(log y)* /o2 < Cy(logy)/v/u.

Comme il résulte de (2.2.7) que

! —
G(z):z— ! = ! (z>0),

G(2) V2rG(z) 14z

(2.6.15)
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nous obtenons, par 1’égalité des accroissements finis,

(2.6.16) G(B\/o2q) = {1 + o(%) }G(Waj).

Par (2.4.11) et la Remarque 2.2.3(a), le terme d’erreur de (2.6.16) est en toute
circonstance

D
CyBlogy Cqn Vu + nu
< <
VutuBlogy — Vu+nu D?
—1 sin > 1.
u

Cela établit bien (2.2.14).

Pour montrer (2.2.15), précisons le terme d’erreur de (2.2.14) lorsque n < 1. Nous
pouvons supposer 7 arbitrairement petit et ¢ > 2 grace a (2.2.8). D’aprés (2.3.3),
nous avons Slogy < 1 dés que y est assez grand.

D’aprés (2.4.6), nous pouvons écrire

(2.6.17) 74(B) = sw(q)logy{1+ O (M)}

avec R := 1 + log ¢/{w(q) logy}. Nous pouvons donc remplacer le signe < par =<
dans l'estimation (2.6.14).
De plus, la seconde estimation (2.4.6) permet également d’écrire

(2.6.18) oy — 024 = Hw(q)(logy)*{1+ O(R)}.
11 suit
w(g)logy
(2619) \/03 —1/02,4q = T,

d’ou, par (2.6.15),
(2.6.20) Chvora) oy meld)

GGV  all+ )

La formule (2.2.15) résulte de ces observations en reportant dans (2.6.12).
Prouvons a présent l'estimation (2.2.16), relative au cas n = o(1//u). 1l résulte
de (2.6.19) que

= {1+ o(*2))

u

\/ﬂlogy{ 1

Joz = Y57 1+O( +—)}
? V2 T logy
Grace a (2.6.17), il suit

et de (2.4.12) que

%(B) _ w(g)
S = (o)

Compte tenu de (2.2.7), (2.6.12) et (2.6.20), nous obtenons bien (2.2.16) lorsque
B2 < nvu = o(1).
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2.7 Preuve du Théoréme 2.2.4

Plagons-nous dans les hypothéses (2.2.21) et (2.2.22).
Parallélement & (2.6.1), nous pouvons écrire, pour x # xo et T := Yo,

2P Z4(8,y) 10gT>.

1 B+iT SdS
QLY ey =g [ Zsane 0TI
Jéj S

A% —iT

De plus, le Lemme 2.4.6 implique que, pour s = 3 +i7, |7| < T, et une constante
convenable k > 0, nous avons

(272) ‘Z(87X7y)’ < Zq(ﬁ’y)e—HWq(yﬂ';X).

ot Wy(y, 7; x) a été défini par (2.4.19).
Nous avons aussi, par sommation d’Abel — c.f. [6, lemme 3.6] — sous la seule
condition (2.1.1), grace a (2.3.6),

1
(2.7.3) Z = .
PsY
La quantité D(y, 7; x) étant définie en (2.4.22), nous pouvons donc déduire de (2.3.5),
(2.3.7), et (2.4.29), via l'inégalité de Cauchy-Schwarz, que

D(y,7;x)* u

2.7.4 W(y, m;x) = > )
(2.74) 070 > g2, 5P 7 T3 000 (log)?

ot ¥(x) a été défini par (2.4.24).
Rappelons la notation (2.2.9) et observons que '’hypotheése (2.2.22) implique 2z, < logy,
et donc, compte tenu de (2.3.5), pour tout € > 0,

1 5_1

(2.7.5) 3 L« 2

— —_— K .
plqpﬁ (1_/3)10ng }

Compte tenu de (2.7.4), il vient, pour un choix convenable de ¢z > 0,
(2.7.6) 1Z(5,:9)| < Zg(B,y)e™ "N (7] < Yae),

ott I'on a posé u(x) := u/{1 4+ 9(x)(logu)*}.
En reportant (2.7.6) dans (2.7.1), nous obtenons

T(eyx) < @°Zy(B,9){ (logy)2e= 0 4y,

et donc, compte tenu de (2.2.18),

T(e,yix) < Yolw.y)Vulogy{ (logy)”2e =0 £y |,

La condition supplémentaire (2.2.21) permet donc de conclure.
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2.8 Preuve du Théoréme 2.2.5

La relation d’orthogonalité des caractéres permet d’écrire
1 _
(o, yi0,0) = ——{ Ty, p) + 3 X(@) (x50}
v(q) e

L’estimation annoncée découle donc directement du Théoréme 2.2.4.

2.9 Preuve du Théoréme 2.2.6

Plagons-nous dans les hypothéses de I’énoncé. Il résulte de (2.2.3) et de I'estimation
q/¢(q) < logy q que
qulog(2u)¥,(z,y) U, (z,y)

2.9.1 VU (z,y) — Te(z,y) < < .
(29.1) o(®y) = Yo(@,y) ¢(q)y/ylogy logy

De plus

z v
‘11(37731561&) - T(.%',y, a, Q) < qu<mayv a/p p+17q)
Py p
(2.9.2) pta

X
< sup ‘11(7 y; b, q)
p% (=1 PP

otl, dans la premiére inégalité, a/p*»*! désigne la classe des entiers b tels que

p* b = a (mod q).

D’aprés (2.2.19), (2.5.3), sous la condition supplémentaire y < /3, chaque terme
de la derniére somme est
fq(Oé)\I/(.CL‘,y) \I/q(.’I},y) Tq(.’L‘,y)

) < prtha S pptha S Lipiha’

<K \I/q (W, Yy
Les estimations (2.5.5) et (2.2.19) impliquent alors (2.2.25).1
Lorsque z'/3 < y < x, nous déduisons simplement de (2.9.2) que

z V(zy) _ Yqlo,y)
\Ijm.vy;a?q _T$7Z/§a7q < < <K .
( )= ) pz;y prtt T ylogy  p(g)logy

Nous obtenons encore (2.2.25).

1. 1l est & noter que dans ce cas, la condition sur ¢ peut étre relachée en ¢ < y'~°.
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Abstract — This thesis is divided into two main parts.

In the first chapter, we consider the number of integers not exceeding x and admitting
no divisor in an arithmetic progression a(mod ¢) where ¢ is fixed. We improve here a result
of Narkiewicz and Radziejewski published in 2011 by providing a different main term with
a simpler expression, and we specify the term error. The main tools are the Selberg-Delange
method and the Hankel contour. We also study in detail the particular case where a is a
quadratic nonresidue modulo ¢. We also extend our result to the integers which admit no
divisor in a finite set of residual classes modulo gq.

In the second chapter, we study the ultrafriable integers in arithmetic progressions. An
integer is said to be y-ultrafriable if no prime power which divide it exceeds y. We begin with
the studying of the counting function of these integers when they are coprime to ¢. Then we
give an asymptotic formula about the number of y-ultrafriable integers which don’t exceed a
number x and in an arithmetic progression ¢ modulo ¢, where ¢ is a y-friable modulus, which
means that it is without a prime divisor exceeding y. Our results are valid when ¢, x,y are
integers which verify logz < y < x, ¢ < y</1°8198¥_here ¢ > 0 is a suitably chosen constant.
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UNIVERSITE Ecole doctorale IAEM
DE LORRAINE

Résumé — Cette thése se divise en deux grandes parties.

Le premier chapitre porte sur ’étude du nombre des entiers n’excédant pas x et n’admettant
aucun diviseur dans une progression arithmétique a(mod ¢) donnée. Nous améliorons ici un
résultat de Narkiewicz et Radziejewski de 2011 en fournissant une expression différente et
plus simple du terme principal et en précisant le terme d’erreur. Les outils principaux sont
la méthode de Selberg-Delange et le contour de Hankel. Nous étudions plus en détail le cas
particulier ot @ n’est pas un résidu quadratique modulo ¢. Nous étendons également notre
résultat aux entiers n’admettant aucun diviseur dans un ensemble fini de classes résiduelles
modulo gq.

Le second chapitre est consacré aux entiers ultrafriables dans les progressions arithmé-
tiques. Un entier y-ultrafriable est un entier dont toutes les puissances de nombres premiers qui
le divisent sont inférieures & y. Nous commencons par étudier la fonction de comptage des ces
entiers lorsqu’ils sont premiers a un entier ¢. Nous donnons ensuite des formules asymptotiques
sur le nombre d’entiers y-ultrafriables inférieurs & un entier x et dans une progression arith-
métique a modulo g, ou ¢ est un module y-friable, c’est-a-dire sans facteur premier supérieur
a y. Nos résultats sont valables pour des entiers g, z,y tels que logz < y < z, ¢ < y¢/108logy,
ol ¢ > 0 est une constante choisie convenablement.

Mots clés — diviseurs, progressions arithmétiques, crible, entiers ultrafriables
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