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Résumeé

Dans cette these nous calculons ’homologie cyclique périodique réduite de I’algebre
des fonctions sommables a décroissance rapide (par rapport a une métrique de mots)
sur un groupe discret agissant de maniere isométrique, propre et cocompacte sur un
espace métrique a courbure non-positive. Elle coincide avec ’homologie du groupe a
coefficients dans la sous-représentation de la représentation adjointe donnée par les
éléments de torsion du groupe. Cela coincide avec 'homologie cyclique périodique de
I'anneau du groupe et est en accord avec les résultats de Vincent Lafforgue sur la K-
théorie de 'algebre de Schwartz.

Notre calcul se fait en analogie avec celui bien connu de 'homologie cyclique d'une
algebre de groupe. La présence de la topologie sur I'algebre de Schwartz nous force
cependant a renoncer aux arguments de I'algebre homologique abstraite et a travailler
exclusivement avec des morphismes de complexes completement explicites. Cela est
nécessaire pour établir leur continuité.

Nous partons de la décomposition du complexe cyclique en somme directe topologique
des sous-complexes indexés par les classes de conjugaison du groupe. Pour étudier un
tel sous-complexe nous utilisons deux outils. D’'un coté, la projection "orthogonale" de
I'espace C'AT(0) sur le sous-espace des points de déplacement minimal sous un élément
fixé de la classe de conjugaison. De I'autre, une subdivision des simplexes dans cet es-
pace, bien adaptée a la géométrie de courbure non-positive.

Nous arrivons ainsi a une rétraction par déformation du sous-complexe associé a une
classe de conjugaison dans un complexe de dimension finie. Toutes les normes sur un
espace vectoriel de dimension finie étant équivalentes, nous pouvons oublier la topolo-
gie de l'algebre de Schwartz et nous arrivons au résultat cherché.

Mots clés : homologie cyclique périodique, espace C'AT(0), algebre de groupe






Abstract

In this thesis we compute the reduced periodic cyclic homology of the algebra of
rapid decay summable functions (w.r.t. a word metric) over a discrete group acting
isometricaly, properly and cocompactly over a non-positive curvature metric space. It
coincides with the group homology with coefficients in the sub-representation of the
adjoint representation given by the torsion elements of the group. This coincides with
the periodic cyclic homology of the group ring and agrees with Vincent Lafforgue’s re-
sults on the K-theory of the Schwartz algebra .

Our computing is led in a similar way to the well known for the cyclic homology of a
group algebra. The topology on the Schwartz algebra however forces us to renounce
to abstract homological algebra arguments and to work exclusively with completely ex-
plicit chain maps. This is necessary to establish their continuity.

We start with the decomposition of the cyclic complex into a topological direct sum of
sub-complexes indexed by the conjugacy classes of the group. To study such a subcom-
plex we use two tools. On one hand, the "orthogononal" projection of the C'AT'(0) space
onto the subspace of minimal displacement points under a fixed element of the conju-
gacy class. On the other hand, a subdivision a simplicies in this space, well adapted to
non-positive curvature geometry.

We thus arrive to a deformation retraction of the subcomplex associated to a conjugacy
class into a finite dimensional complex. Every norms on a finite dimensional linear
space being equivalent, we can forget the topology of the Schwartz algebra and we
then reach the sought result.

Keywords: periodic cyclic homology, C AT'(0) space, group algebra
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Introduction

La (co)homologie cyclique périodique, notée H P, et inventée indépendamment par
Alain Connes [Con85] et Boris Tsygan [Tsy83], est un des invariants homologiques
d’'une algebre abstraite ou topologique les plus importants, et est étroitement liée a
sa K-théorie topologique. En particulier, on dispose d’'une transformation naturelle
ch : K, — HP,, appelée caractere de Chern qui permet d’approximer la K-théorie
topologique d’'une algebre de Fréchet par son homologie cyclique périodique, qui est
souvent plus facile a calculer. Cette derniere est définie comme la (co)homologie d'un
complexe de chaines, appelé complexe cyclique périodique, et noté C'C,, associé de
facon naturelle a une telle algebre.

Dans cette these nous nous proposons d’étudier cette théorie de (co)homologie pour
une certaine classe d’algebres de Fréchet, obtenues par complétion de I'algebre com-
plexe de groupe CI' d’un groupe discret I.

La maniere classique de procéder est d’étudier en premier lieu le complexe C/’z“*((CF)
associé a I'algebre du groupe, vue comme algebre abstraite, et de passer en second lieu
a sa complétion.

L’analyse du complexe cyclique périodique pour une telle algebre a été effectuée par
Dan Burghelea [Bur85] et Victor Nistor [Nis90]. Elle est basée sur une décomposition
canonique indexée par les classes de conjugaison du groupe I'. La (co)homologie (au
sens usuel) de certains sous-quotients de I" peut étre utilisée pour décrire chacune des
contributions des facteurs. On peut évoquer le cas particulier de la classe de conjugaison
de '’élément neutre dont la contribution, appelée partie homogene, est canoniquement
isomorphe a la (co)homologie de I" a coefficients complexes.

C’est lorsque I'on veut s’attaquer a la (co)homologie cyclique périodique d’'une com-
plétion de CTI" que la situation peut changer radicalement. Prenons 'exemple de ¢*(T),
algebre de Banach des fonctions sommables sur I" : dans ce cas, la partie homogene
de HP* (¢}(T")) s’identifie a la cohomologie bornée de I'. Celle-ci est un invariant subtil,
ayant un comportement tres différent de celui de la cohomologie usuelle. Par exemple,
la cohomologie bornée d’'un groupe moyennable est nulle en degrés strictement positifs
[Gro82], alors que celle d'un groupe hyperbolique (non élémentaire) est, en degré 2,
un espace vectoriel complexe de dimension non dénombrable [EF97]. Cette cohomolo-
gie bornée n’est pas calculable avec les outils de I'algebre homologique, mais c’est, dans
de rares cas, la géométrie du groupe qui permet d’obtenir des résultats, néanmoins par-
tiels.

La cohomologie cyclique périodique d’'une complétion de CI' coincide avec la co-

homologie d’'un complexe de cochaines du groupe a croissance contrdlée, qui s’avere
en général incalculable. Pour la C*-algebre d’un groupe discret, il n’existe en général
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méme pas de décomposition indexées par les classes de conjugaison de I' du complexe
cyclique périodique, sa cohomologie reste essentiellement inconnue.

Le but de ce travail est de calculer 'homologie cyclique périodique réduite de I'al-
gebre des fonctions sommables a décroissance rapide sur un groupe discret agissant
de maniere isométrique, propre et cocompacte sur un espace métrique a courbure non-
positive, autrement dit un espace C'AT'(0). Pour cette famille de complétions de CT,
le calcul de la (co)homologie est encore possible en combinant des outils d’algébre
homologique et de la géométrie du groupe. Voici notre résultat principal, dans lequel
le terme "réduite" signifie que nous quotientons 1’espace des (co)cycles du complexe
cyclique périodique par la cloture de 'espace de ses (co)bords :

Théoréme. Soit I' un groupe discret, agissant sur un espace CAT(0) de maniére isomé-
trique, propre et cocompacte. On désigne par (5 (T) lalgébre de Schwartz des fonctions
sommables a décroissance rapide sur I'. Alors on a, en (co)homologie cyclique périodique
réduite :

W* (EED(F)) = @ H*—i—?n (Fa CFtors)

neN

HP* (g}%D<F)) = EB H*+2n (Fa (CFtors)

neN

ot CT'y,,s désigne le sous-espace vectoriel de la représentation adjointe Ad(CT') engendré
par les éléments de torsion de I'.

Ce résultat rentre dans la philosophie générale que 'homologie cyclique périodique
et la K-théorie topologique devrait étre étroitement liées pour des algebres de Fré-
chet "suffisamment petites". Notre résultat, combiné a ceux de Vincent Lafforgue sur
la conjecture de Baum-Connes [Laf02] et au théoreme d’indice supérieur de Connes-
Moscovici [CM90], implique cet autre :

Théoreme. Le caractére de Chern-Connes Ch : K, — HP, induit un isomorphisme
d’espaces vectoriels complezes

K. ((zp(T)) ®z C — HP, ((zp(T))
pour la classe de groupes considérée.

Notre résultat découle du calcul de la contribution H P (¢},(T'))_,. de chaque classe
de conjugaison <v> de I' a '’homologie cyclique périodique. Comme nous travaillons
avec des complexes normés, tous les morphismes utilisés doivent représentés par des
applications completement explicites pour permettre la vérification de leur continuité.

L’idée est de construire, pour chaque classe de conjugaison, une déformation par ré-
traction de la contribution correspondante C,(CI').,~ au complexe de Hochschild dans
un sous-complexe beaucoup plus petit de dimension finie. Le passage a la complétion
(%, (T") ne modifiant pas ce petit complexe, nous obtenons que l'inclusion

Ci(CT) <> — Cu (Cip(T))

<v>

12



est une équivalence d’homotopie. La suite SBI de Connes nous permet ensuite d’arri-
ver a notre résultat.

Nistor et Burghelea ont calculé, dans le cas de 'anneau de groupe CTI', la contribution
des classes de conjugaison a ’homologie de Hochschild et a ’homologie cyclique, et ont
notamment mis en évidence 'importance de 'extension de groupes :

1—v* —27,— N, — 1

ou Z, désigne le centralisateur d’un élément v de la classe <v> considérée, et ol v* est
le groupe cyclique engendré par v. Leurs résultats sont les suivants :

HH(CT).y» ~ H(Z,,C)

HC.(CI') ~ | & H.(Z,,C) HC,(C) |® | & H.(N,,C)
<v> <v>
[v]<oo |v|=c0
Pour adapter ces raisonnements au cas topologique qui nous intéresse, nous avons
besoin d’'un espace sur lequel agit 7Z,, de la méme maniere que I' agit sur I'espace
CAT(0), noté X. Pour cela nous prenons, pour un élément v, 'espace de déplacement
minimal sous l'action de v, noté M,. En particulier, si v n’est pas de torsion, ’'espace M,
se présente comme un produit Y x R, ol Y est un sous-espace C'AT'(0). Dans ce cas,
tout élément de Z, agit par isométrie sur les deux facteurs et '’élément v lui-méme agit
trivialement sur Y et par translation sur R.

Pour construire notre déformation, nous utilisons les propriétés de ’'espace X, sur le-
quel I' agit par isométries, et de maniére propre et cocompacte. Etant donné un élément
v de T', nous commencons par projeter le complexe bar de X sur celui de 'espace M,,.
Nous itérons ensuite une subdivision particuliere du complexe obtenu, appelée 2-fold
edgewise subdivision. Celle-ci n’est pas aussi connue que la subdivision barycentrique
de complexes simpliciaux, mais dans notre cas elle s’avere avantageuse. L’effet de cette
subdivision sur les normes données peut étre estimé en utilisant la convexité de la fonc-
tion distance sur 'espace C'AT'(0) et conduit a des majorations explicites indépendantes
du degré. L'itération de cette subdivision a pour effet de rétracter le complexe bar de
M, dans un complexe dont les simplexes sont de diametre uniformément borné, dé-
pendant de la classe <v> mais sur lequel nous avons une certaine liberté. Le fait de
projeter en amont sur le complexe bar de M, nous permet de contrbler la norme de
cet opérateur de rétraction, pour une classe de conjugaison fixée. Passant au groupe I
et prenant les coinvariants sous 'action du centralisateur Z, de v, nous obtenons notre
complexe de dimension finie.

Les normes de ces opérateurs dépendent de la classe de conjugaison <v> et en parti-
culier, il semble qu’il ne soit pas possible de majorer la norme de la projection de X sur
M, uniformément sur toutes les classes de conjugaison. C’est pourquoi notre résultat
principal porte uniquement sur ’homologie cyclique périodique réduite : dans le cas de
contribution des classes hyperboliques, nous ne pouvons affirmer qu'un cocycle est un
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cobord, mais seulement une limite de cobords.

Le point essentiel de cette thése a été de contourner les mécanismes de l'algebre
homologique abstraite et de se tourner vers des morphismes de complexes totalement
explicites afin d’estimer leurs normes, et de nous permettre d’arriver a notre résultat.
En particulier, et méme si cela n’a pas de réel apport sur les résultats de cette these,
nous avons explicité 'opérateur de périodicité S au niveau des complexes de chaines.
Cela pourra s’avérer utile si on envisage d’étudier d’autres complétions de 'anneau de
groupe ou d’autres variantes de 'homologie cyclique.
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1 Généralités

Dans ce premier chapitre nous posons les bases de notre travail. Nous commencons
par rappeler les définitions générales d’ensembles simpliciaux, puis nous faisons un
survol des définitions et propriétés classiques d’algebre homologique. Le point impor-
tant de ce chapitre est l'introduction de la 2-fold edgewise subdivision, traduite ici en
"subdivision simpliciale", introduite dans [BHM93]. A partir de cette subdivision, nous
construisons, en guise de conclusion a ce chapitre, un morphisme de complexes entre
le complexe associé a un ensemble simplicial vers le complexe associé a sa subdivision.

1.1 Ensembles simpliciaux

Dans cette section est abordée la notion d’ensemble simplicial. Nous la définissons
tout d’abord puis en donnons un exemple important. Le point clé de cette section est
I'introduction de la notion de subdivision d’'un ensemble simplicial, due a Bokstedt,
Hsiang et Madsen dans [BHM93].

1.1.1 Catégorie simpliciale

Nous définissons ici la catégorie simpliciale et nous caractérisons ses morphismes,
et plus précisément ses morphismes injectifs et surjectifs. Nous en donnons ensuite
quelques propriétés.

Définition 1.1.1.1 (Catégorie simpliciale). La catégorie simpliciale, notée A, est la
catégorie dont les objets sont les ensembles totalement ordonnés [n| := {0,...,n}, pour
n € N. Les morphismes de A sont les applications de [n] dans [m] conservant [’ordre,
autrement dit croissantes.

Nous allons maintenant caractériser les morphismes de A plus précisément, en par-
tant tout d’abord du constat que tout morphisme f d’un objet A dans un objet B est la
composition du morphisme surjectif A — I'm(f) puis du morphisme injectif Im(f) — B.
Il convient donc de s’'intéresser aux morphismes injectifs d'une part et aux morphismes
surjectifs d’'une part.

L’autre constat, c’est qu'un morphisme injectif de [n] dans [n + k| est la composition de
morphismes injectifs de [n] dans [n + 1], puis de [n + 1] dans [n + 2|, etc.

Il en va de méme pour les morphismes surjectifs, de [n + k] dans [n]. On en arrive donc
a étudier les morphismes dits standards définis ci-dessous :

Définition 1.1.1.2. Soit n € N. On définit d’une part :
— les morphismes injectifs appelés cofaces 6 : [n—1] — [n], pouri € {0,...,n}, définis
par le fait que ’élément i n’appartient pas a l'image de 0*, et d’autre part :
— les morphismes surjectifs appelés codégénérescences o' : [n + 1] — [n], pour i €

{0,...,n}, définis par le fait que I’élément i a deuzx antécédents par o'. Autrement
dit, o' envoie i et i+ 1 suri.
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Proposition 1.1.1.3. Les cofaces et codégénérescences vérifient les propriétés suivantes :
— §5 =601 sid < g,
— oot = glot sid < g,
— 06t =607t sii < 7,
— 0l =idsii=7j oui=7j+1,
— I =617 sii >+ 1.

1.1.2 Ensemble simplicial

Nous donnons ici la définition d’un ensemble simplicial, nous en donnons un exemple,
le simplexe standard combinatoire, et nous définissons la réalisation géométrique d'un
ensemble simplicial.

Définition 1.1.2.1 (Ensemble simplicial). Un ensemble simplicial est un foncteur contra-
variant X, de la catégorie simpliciale A dans la catégorie des ensembles, notée Set. Ainsi,
a chaque entier n est associé un ensemble noté X,,, obtenant donc une suite d’ensembles.
Les éléments de l’ensemble X,, sont appelés n-simplexes.

Définition 1.1.2.2. Soit X, un ensemble simplicial. Les applications induites par les
cofaces et les codégénérescences de A\ sont respectivement appelées faces 0; := X (8°) :
X, — X,y et dégénérescences s; := Xo(0") : X;, = Xpi1-

Définition 1.1.2.3 (Simplexes dégénérés). Soit X, un ensemble simplicial. Les simplezes
se trouvant dans l'image d’une dégénérescence sont appelés simplexes dégénérés. Les autres
simplexes sont dits non-dégénérés.

Proposition 1.1.2.4. Les applications faces et dégénérescences vérifient les propriétés
sutvantes :

— 0,0; = 0,10; si 1 < j,

— 8;8; = 8415 S11 < ],

— 085 = 8;_10; 11 < 7,

— Oisj=idsii=joui=7+1,

— 0;8; = 8;0;-1 si1> 7+ 1.
Définition 1.1.2.5 (Morphisme simplicial). Soient X, et Y, deuz ensembles simpliciauz.

On dira qu’une application [ : X, — Y, est un morphisme simplicial si f commute avec
les applications faces et dégénérescences de X, et Y.

Un morphisme simplicial peut donc étre vu comme un morphisme entre deux fonc-
teurs, c’est que 'on appelle une transformation naturelle, c’est-a-dire un morphisme
dans la catégorie des foncteurs.
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1.1.2.1 Le simplexe combinatoire standard

On donne maintenant un exemple d’ensemble simplicial, dont on va beaucoup se
servir dans la suite : on appelle n-simplexe combinatoire standard ’ensemble simplicial
induit par le foncteur donnant, pour k € N, 'ensemble des morphismes de [k| dans [n] :

Aln]g := Morph, ([£], [n]) (1.1)

Il s’agit donc par définition d’un foncteur représentable de la catégorie simpliciale.
L’image par ce foncteur d'un morphisme f : [k] — [/] est donnée par le morphisme
X, — X quiap:[l] = [n] associe po f: [k] = [n].

Il sera plus confortable de voir les ensembles A[n|; de la facon suivante :

En effet chaque élément de cet ensemble décrit bien une et une seule application crois-
sante f de [k] dans [n], via la correspondance p; = f(i).

Les applications faces et dégénérescences dans le cas de A[n], sont faciles a expliciter.
En effet, on a, pour 0 < ¢,j < k:

9i([pos -+ o)) = [pos - pty -+ i (1.3)
Sj([poa"‘ ,pk]) = [pt)’"' yPj—15D55Djs Pj+1, " ° ,pk] (1-4)

n+k+1
n

Proposition 1.1.2.6. Pour k € N, le cardinal de A[n]y, est égal a (

n+1
k+1

seul simplexe non-dégénéré, qui est l'identité [n] — [n] ou autrement dit le (n + 1)-uplet
0,1,--- ,n].

), et le nombre de

simplexes non-dégénérés de A[nly, est égal d ( ) En particulier, A[n], ne contient qu’un

Preuve :
La deuxieme assertion est claire, puisqu’il s’agit de choisir £ + 1 nombres différents
dans 'ensemble ordonné {0, 1,--- ,n}. Il faut un peu plus travailler pour la premiére :
un simplexe [po, - -, pi| est entierement défini par p, et par la liste des "sauts" (p; —
Do, » Pk — Pe—1). On a donc une bijection entre A[n|; et 'ensemble

k
{(p()a (ah e 7a/€)) S {07 e 7n}k+17p0 + Zai < ’I’L} (15)
i=1
qui a son tour est en bijection avec 'ensemble
k+1

{(a0a"' 7ak+1) € {07 7n}k+272ai :n} (16)

Or le cardinal de ce dernier ensemble est bien connu puisqu’il s’agit du probleme des
chaussettes et des tiroirs, ou combien y a-t-il de possibilités de ranger n chaussettes
dans k + 2 tiroirs. Pour calculer ce cardinal il faut voir qu’il suffit de choisir les positions
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des k + 1 séparations de tiroirs parmi n + k + 1 positions possibles. Ce cardinal est donc
égal 2\1 (n+k+1) _ (n—l—k—i-l). 0

k+1 n

1.1.2.2 Ensemble simplicial associé a un ensemble

Définition 1.1.2.7. Soit E un ensemble. On peut lui associer un ensemble simplicial, noté
A(E)., dont les simplezes en degré k sont les k + 1-uplets d’éléments de E : [eqg,- - ,ex].
Les faces O; et les dégénérescences s; de cet ensemble simplicial sont définies par :

ai([e(])' t 7€/€]> = [607 RS~ FR 76k] (17)
Sj<[€07"' 7616]) = {607‘” 1€j—1,€5,€5, €41, " * 7€k] (18)

1.1.2.3 Réalisation géométrique d’'un ensemble simplicial

Pour n € N, on définit le n-simplexe géométrique standard par :
géom = {(t07"' 7tn) ERTH’ZQ = 1} (19)
=0

Il s’agit donc de I'enveloppe convexe de 'ensemble des vecteurs de la base canonique
de I'espace vectoriel R"*!, Par exemple, A° est un point, A! un segment, A2 un triangle,
A3 un tétraédre, etc.

On définit entre ces ensembles des applications cofaces 6 : A", — A”, et codégé-

‘ géom géom
nérescences o’ : AZ;}H — Afyom cOmme suit, pour i,j € {0,--- ,n} :
5i<t07 T 7tn—1) = (t07 ey lie 07 ti—‘rl) e atn—l) (]-]-0)
o' (to, -+ str1) = (to, -+ b1yt + tign, by, - tng) (1.11)

Avec ces applications, A, devient un espace cosimplicial.
Soit X, un ensemble simplicial, dont les applications faces et dégénérescences sont
notées respectivement 0, et s;.

On définit sur la réunion ] X,, x A" les identifications suivantes :
neN

(Oi(an), ) ~ (0, 8'(z)) (1.12)
(sj(an), 2) ~ (an, 07 (2)) (1.13)
pour o, € X, eti,j € {0, --- n}.

Définition 1.1.2.8. On appelle réalisation géométrique de X, notée |X,|, le quotient
de 11 X, x A" par la relation d’équivalence engendrée par les relations (1.12) et (1.13)

neN
ci-dessus.
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On remarque que la seconde identification (1.13) implique que pour construire la
réalisation géométrique d’'un ensemble simplicial, il suffit de regarder les simplexes
non-dégénérés de 'ensemble simplicial.

Lemme 1.1.2.9. Pour tout n € N, on a |A[n]s| = A™.

1.1.3 Subdivision d’un ensemble simplicial

Nous présentons maintenant la notion de subdivision d'un ensemble simplicial. Cette
notion a été introduite par Bokstedt, Hsiang et Madsen dans leur article [BHM93]. Plus
exactement ils introduisent une version plus générale, appelée r-fold edgewise subdivi-
sion, que celle qui va nous intéresser, cette derniere correspondant en réalité a une 2-fold
edgewise subdivision. Dans leur article, ils mettent notamment en évidence l'existence
d’un homéomorphisme entre les réalisations géométriques d’'un ensemble simplicial X,
et de sa subdivision.

Nous commencons par donner la définition de cette subdivision, puis nous nous inté-
ressons au cas du simplexe combinatoire standard A[n],, notamment en dénombrant
quelques-uns des simplexes non-dégénérés de sa subdivision.

1.1.3.1 Définition

Soit X, un ensemble simplicial dont les applications faces (resp. dégénérescences)
seront notées 0; (resp. s;). On note sd(X,) 'ensemble simplicial appelé subdivision de
X, défini de la maniere suivante : on a pour tout n € N :

Sdg(X.)n = X2n+1 (114)
et les applications faces 0; et dégénérescences s; sont données par :

51' = 81 @) ai+n+1 . SdQ(X.)n — Sd2<Xo)nfl (115)
37]- = Sj+n+2 0 85 : SdQ(X.)n — SdZ(X.)’rH-l (116)

Dans la suite ces applications seront notées indifféremment 0, et s;, sauf en cas de
confusion possible.

Intéressons-nous au cas particulier ou X, = Al[n], : les éléments de A[n]; peuvent
étre vus comme des (k + 1)-uplets d’entiers [pg,--- ,px] avec 0 < py < -+ < pr < n.
Ainsi les éléments de sdy(A[n])r = Alnlog41 seront notés

[Po. -+ Pk, Gos k], avec 0 S po < S S < <y S (1.17)

Pour les applications faces et dégénérescences, on aura :
ai(poa 5 Py qos an’) = (ai(poa e apk)v ai(qov e 7Qk:)) (118)
Sj(p07 Y 2 P [ P 7qk> = (Sj(p()? e 7pk:>7 Sj(QO? e 7Qk)) (119)
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1.1.3.2 Quelques dénombrements

Nous allons maintenant dénombrer certains simplexes non-dégénérés de sds(Alnl. ),
ces dénombrements s’avéreront utiles pour la suite.

Lemme 1.1.3.1. A un k-simpleze x = [po,- -+ , D, Go, - > &) de sda(An)s)x, on associe
la liste de ses "sauts” :

(a1, - ,ap,¢,by, -+ by), ot a; =p; — pi—1, bi =qi — qi—1 et ¢ =qo — P (1.20)

Alors x est non-dégénéré si et seulement si la condition a; + b; > 0 est respectée pour
tout i dans {1,--- ,k}.

Preuve :
Il s’agit d’appliquer la définition d’'un simplexe non-dégénéré de sds(A[n]s)y. O

Proposition 1.1.3.2. L’ensemble des simplexes non-dégénérés de sdy(Anle), est en
bijection avec {0,1}", son cardinal est par conséquent égal a 2".

Preuve :
Soit z un n-simplexe non-dégénéré de sdy(An|.) et soit (ay, -+ ,an,c, by, - -+, b,) la suite
de ses sauts. La somme de ces coefficients ne peut pas dépasser n par définition, ainsi la
condition a; + b; > 0 du lemme précédent devient ici a; + b; = 1. Cela implique de plus
que ¢ = 0. On voit ainsi qu'il suffit de connaitre (ay,-- ,a,) € {0,1}" pour retrouver le
simplexe d’origine. O
Pour aller plus loin, nous aurons besoin de deux notations pour les calculs a venir :
Pour un entier a € {0, 1,2}, on définit a par :

a=0sia=0,eta=1sia=1o0ou?2 (1.21)

Pour un entier b € {0, 1}, on définit b par :

b=0sib=1,etb=1sib=0 (1.22)
Lemme 1.1.3.3. L’ensemble E des simplexes non-dégénérés de sdo(A[nle)n—1 qui pré-
sentent n répétitions est en bijection avec l'ensemble {0,--- ,n} x {0,1}"L.
Preuve :

On remarque tout d’abord que comme un tel simplexe x présente n répétitions, il pré-
sente n — 1 sauts. Il manque donc nécessairement dans = un et un seul nombre entre 0
et n. A un simplexe = de F, on associe alors :

— d’une part le nombre £ qui n’apparait pas dans =,
— d’autre part la liste (a4, -+ ,a,_1) des n — 1 premiers sauts de x.

On a pour linstant une application de E dans {0,--- ,n} x {0,1,2}""1, et a ce stade
ce n’est pas une bijection.
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On définit alors I'application ¢ suivante :

E — {0,---,n} x{0,1}**

v (ko)) (1.2

La question est de savoir si on peut retrouver x en connaissant ¢(x).
On commence par remarquer que si z = [po, - ,Pn-1,90," - ,qn—1] € F, on a nécessai-
rement ¢y = p,_1, compte-tenu du nombre de zéros que I'on doit avoir, et que :

pi—Pi-1=0&¢ —¢-1#0 (1.24)
Soit maintenant (k, (by, -+ ,b,-1)) € {0,---,n} x {0,1}""!,on va montrer qu’il existe
un unique z tel que ¢(x) = (k, (by, -+ ,by_1))- -
On commence par reconstituer la liste J = (by, -+ ,b,-1,0,b1, -+ , bp_1).

Si k =0, on prend x 'unique élément de £ commencant par 1 et dont la liste des sauts
est J. Alors ¢(x) = (0, (by, -+ ,bp—1))-

De méme, si k = n, on prend x 'unique élément de £ commencant par O et dont la liste
des sauts est J. Alors ¢(x) = (n, (by, - ,bn—1)).

Soit maintenant £ € {1,---,n — 1}. On prend alors pour x l'unique élément de F
commencant par O et dont la liste des sauts est ./, mais ou le k-eme 1 est remplacé par
2. Alors ¢(x) = (k, (b1, -+ ,bp_1))- O

Proposition 1.1.3.4. L’ensemble des simplexes non-dégénérés de sdy(A[nle),—1 se dé-
compose en une réunion disjointe B 11 F' 11 G, ou

E~{0,--- ,n} x{0,1}"* (1.25)
F~{0,1}"! (1.26)
G~ {l,--- ,n—1} x {0,1}"2 (1.27)

Son cardinal est donc égal a 3(n + 1)2"2.

Preuve :
Pour = un simplexe non-dégénéré de sdy(Aln]),_1, onnotera (as, -+ ,an_1,¢, b1, ,by_1)
la liste de ses "sauts". Dans cette liste il ne peut y avoir que n — 1 ou n zéros, sinon on
aurait plus de n coefficients non nuls, ce qui est impossible. On distingue alors 3 en-
sembles F, 'et G :

— l'ensemble F des simplexes possédant n répétitions, donc n zéros dans la liste des
sauts. On sait par le lemme 1.1.3.3 que F est équipotent a {0,--- ,n} x {0,1}"%.

— dans I'ensemble des simplexes présentant n — 1 répétitions, on peut distinguer
deux sous-ensembles :

— le sous-ensemble F' des simplexes tels que ¢ = 1. Alors on a nécessairement
b; = a; pour tout i € {1,--- ,n — 1}, donc le simplexe x est entierement
déterminé par la liste (ay, - ,a,_1).

— le sous-ensemble G des simplexes tels que ¢ = 0. Alors on a nécessairement
b; = @; pour tout i € {1,--- ,n — 1}, sauf pour un k ou by = a; = 1. Alors
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le simplexe x est entierement déterminé par la donnée de k et de la liste

(ala"'7%a"'7an—1)- ]

1.1.3.3 Signature

Soit 6 = [po, " sPn,qo," " , ¢y un simplexe non-dégénéré de sdy(A[n]),. On a vu
dans la preuve de la proposition 1.1.3.2 que [ est entierement caractérisé par la liste
de ses n premiers sauts (ay, - - - ,a,). On associe alors a 3 la permutation o de {1,--- ,n}

définie par :

o)) =pisia (1.28)
=q; Sl a; = 0

Définition 1.1.3.5. La signature () d’un simpleze non-dégénéré B de sdao(An)),, est
définie comme étant la signature de la permutation associée a 3.

Etant donnée une permutation o, on appelle inversion tout couple (i,7) tel que i < j
eto(i) > o(j). En notant N le nombre d’inversions de o, on sait que la signature de o est
donnée par (—1)". Nous allons maintenant exploiter ceci dans le cadre de la signature
d’'un simplexe 5 non-dégénéré de sdy(A[n]),.

Il est clair que le couple (i, j) est une inversion pour la permutation associée a 3 si et
seulement si a; = 0 et a; = 1, avec ¢ < j. On a alors la proposition suivante :

Proposition 1.1.3.6. Soit § un simplexe non-dégénéré de sds(An)),. Alors le nombre
d’inversions N dans la permutation associée a [ est donné par ’expression :

—1 m
N:nm—m(mQ)—Zdi (1.29)
i=1
ot m est le nombre de zéros dans la liste de sauts (a1, -+ ,a,) et lesd; € {1,--- ,n} sont
les positions de ces zéros dans (ay,- -+ ,ay).
Preuve :
Pouri € {1,---,m} le nombre de uns apres le i-eme zéro est donné par n —d; — (m — ).
On a donc :
N=> (n—d;—m+i)
i=1
=nm—Y di—> (m—1) (1.30)
i=1 i=1
U -1
=nm—Y d;— m(m2)
i=1

U
Cette formule nous sera utile dans la suite lorsque nous aurons besoin de comparer
les signatures de simplexes ayant des listes de sauts similaires.
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1.1.3.4 Réalisation géométrique de sd>(A[2],)

En guise d’illustration, nous allons nous intéresser au cas n = 2 et construire la
réalisation géométrique de sd,(A[2],). Pour cela, il nous faut tout d’abord identifier les
simplexes non-dégénérés en degrés 0,1 et 2, trouver des simplexes non-dégénérés en
degrés supérieurs étant impossible. En voici la liste :

— [0,0], [0,1], [0,2], [1,1], [1,2] et [2, 2],
— [0,0,0,1], [0,0,0,2], [0,0,1,2], [1,1,1,2], [1,1,2,2], [0,1,1,1], [0,1,1,2], [0,1,2,2] et
[1,2,2,2],
— T, =10,0,0,0,1,2], T, = [0,1,1,1,1,2], Ty = [0,1,2,2,2,2] et Ty = [0,0,1,1,2, 2]
Cela nous permet au passage de valider les dénombrements précédents. On constate en
effet qu’il y a 6 simplexes de degré O et 9 simplexes de degré 1. Chacun des 4 simplexes

de degré 2 est associé a un triangle dans la réalisation géométrique. On remarque de
plus que chaque c6té de T} est identifié a un coté d’un autre triangle. On a en particulier

[07 L2, 2] = a0(T4> = aQ(TS) (1'31)
[O, 1,1, 2] = al(T4) = 31(T2) (1.32)
10,0,1,2] = 85(T%) = Ay(T)) (1.33)

On donne ci-apres la réalisation géométrique de A[2], puis de sdy(A[2].). Dans la se-
conde nous avons indiqué les 4 2-simplexes et placé les 6 O-simplexes. On peut consta-
ter que le triangle 7 a une "orientation" différente des trois autres. On remarque par
ailleurs que T est le seul simplexe a avoir une signature négative.

2 [2,2]
T3
[0, 2] [1,2]
T,
N\ "/ T
[0,0] [1,1]
Réalisation [0,1]
géométrique Réalisation
de A[2], géométrique
de sdy(A[2],)

1.2 Algebre homologique

Cette section va servir a poser les bases de notre travail, en complément de la sec-
tion précédente. Nous y rappelons les bases de I’algébre homologique, en définissant en
particulier la notion de complexe de chaines et d’homologie. Nous faisons également le
lien avec la section précédente avec les complexes simpliciaux. Pour finir, nous donnons
quelques résultats classiques d’algebre homologique qui nous seront utiles par la suite.
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Dans ce qui suit R désignera un anneau commutatif (unitaire).

1.2.1 Complexes de chaines

Définition 1.2.1.1. On appelle complexe de chaines (ou complexe) la donnée d’une
collection (Cy)nez de R-modules et d’une collection d’applications R-linéaires d,, : C,, —
Cy_1 telles que d,, o dyy1 = 0 pour tout n. Un tel complexe de chaines est usuellement
noté C, et représenté de la maniére suivante :

dn -1

dn d'VL dTL
Cot &2 C &0, Oy &2

Bien que les applications d,, soient a priori toujours différentes, l'usage veut qu’elles soient
toutes notées par une méme lettre d. Un complexe de chaines sera donc en général noté
de fagon abrégée (C.,d), et d est appelée la différentielle du complexe C.,.

Un compleze vérifiant C,, = 0 pour n < 0 sera dit non-négatif.

Définition 1.2.1.2 (Sous-complexe). Soit (C,,d) un complexe de chaines. Si, pour tout
n, C! est un sous-module de C,, et si, pour tout n, d(C!) est inclus dans C!,_,, alors le
complexe (C.,d) est dit sous-compleze de (Cl,d).

Définition 1.2.1.3 (Complexe quotient). Soient (C.,d) un compleze et (C,,d) un sous-
complexe. On définit le quotient C! de Cy par C, par C!' = C,/C! pour tout degré n. La
différentielle est celle induite par d.

Définition 1.2.1.4. Etant donnés un compleze de chaines (C,,d) et un entier n, on note
Ci[n] le complexe "décalé" défini par Cy[n| = Ciy, et dont la différentielle est égale a
(—=1)"d.

Définition 1.2.1.5. Soient (C,,d) et (C,,d') deux complezes de R-modules. On définit
leur produit tensoriel (C, @ C7, dg) par :

(C,@Ce= Y, Ci®rC} (1.34)
it+j=k
do(z®@y) =d(z) @y + (-1)""z @ d'(y) (1.35)

ot deg(x) désigne le degré de la chaine x.

Définition-Proposition 1.2.1.6. Soient (C.,d) et (CL,d') deux complexes de R-modules.
Pour n € Z, on note E, le R-module constitué des applications R-linéaires de C, dans

Cl de degré n : E,, = {f : C. = Ciyn, [ R-linéaire}. On définit alors Hom(C\,C) le

*

complexe de R-modules, égal a E,, en degré n, et dont la différentielle O est définie par :

Op:fe€E, — (—1)"fod—dof (1.36)
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Preuve :
Vérifions que 0% = 0 : soit f € E,. Alors :

F2(f) = Oe((~1)"fod —d'o f)
= (-1 (1) fod—do flod—d o ((~1)"fod —d o f)
= fod +(~1)'"d o fod—(~1)'d o fod+ (d) o f
=0

(1.37)

g

Définition 1.2.1.7 (Chaines, cycles et bords). On appellera chaine de degré n tout élément
du module C,,, pour n € Z. De plus, tout élément du noyau de d,, : C,, — C,,_1 sera appelé
cycle, et ce noyau sera noté Z,. Enfin, tout élément dans ["image de d,, 11 : Cpy1 — C,
sera appelé bord, et ’ensemble de ces bords sera noté B,,.

Etant donné un complexe (C.,d), on voit que par définition, pour tout n € Z, on a
l'inclusion B,, C Z,, ce qui nous autorise a calculer le quotient de ces deux espaces.

Définition 1.2.1.8 (Groupes d’homologie). Soit (C.,d) un complexe. Pour n € Z, on
pose H,, = Z, /B, et on appelle H, le n-éme groupe d’homologie du complexe C, ce sont
en fait encore des R-modules.

Définition 1.2.1.9 (Acyclicité, suite exacte). Soit (C.,d) un complexe. Si en tout degré
n on a H,(C\) = 0, ou de maniére équivalente B, = Z,, on dira que le complexe est
acyclique, ou encore qu’il s’agit d’une suite exacte.

1.2.2 Théorie duale

Il existe une théorie duale a celle que I'on vient de définir : un complexe de cochaines
sera par définition la donnée d’une collection de R-modules (C"),cn et d'une collection
d’applications linéaires d" : C™ — C™*! telles que d" o d"~! = 0 pour tout n > 0.

On définit alors le n-ieme groupe de cohomologie H™ d’un tel complexe de cochalnes
par le quotient Ker(d")/Im(d"1).

1.2.3 Morphismes de complexes

Définition 1.2.3.1 (Morphismes de complexes). Soient (C, d) et (CL,d’") deux complezes
de chaines. On appellera morphisme de complezes entre ces deux complexes toute collection
d’applications linéaires f, : C, — C! telles que, pour tout n € Z, on ait f, o d,41 =
d, .1 © fat1. Un tel morphisme sera alors noté f, : C,, — C.

Remarque 1.2.3.2. Un morphisme de complexes de (C,,d) vers (C.,d') peut étre vu
comme un 0-cycle dans Hom(C\, C).

Un morphisme de complexes induit bien évidemment un morphisme de R-modules
entre les groupes d’homologie associés aux deux complexes. On a en particulier la
définition suivante :
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Définition 1.2.3.3 (Quasi-isomorphisme). On dit qu’un morphisme de complezes f. :
C, — C! est un quasi-isomorphisme si pour tout n, Uapplication induite en homologie
entre H,(C,) et H,(C.) est un isomorphisme.

Définition 1.2.3.4 (Morphismes homotopes). Soient f. et g. deux morphismes entre les
complezes (Cy,d) et (CL,d'). On dit que f et g sont homotopes s’il existe une application
h, : Cy — C}_,, appelée homotopie, telle que, pour tout n :

fn —0On = hp_yod, + d;prl o hy, (138)

dn

dn+1
Canl On CnJrl < e

ushsin

n—1 d, n d;wrl n+1

Remarque 1.2.3.5. Un morphisme de complexes C, — C” homotope au morphisme nul
peut étre vu comme un bord dans Hom(C,, C.).

Proposition 1.2.3.6. Deux morphismes homotopes induisent la méme application en
homologie.

Preuve :
Pour un cycle z, nous noterons [z] sa classe en homologie. Soit donc z un cycle de C,.
Alors

[(f+ = 9:)(2)] = [hn-1(dn(2))] + [y, 1 (hn(2))] = O (1.39)
car d;,,,(h,(z)) est un bord et d,(z) = 0 par hypothese. O

Définition 1.2.3.7 (Equivalence d’homotopie). On dit qu’un morphisme de complexes
fv : Cy — C! est une équivalence d’homotopie s’il existe un morphisme g, : C. — C, tel
que f, 0 g, et g, o f, sont tous les deux homotopes a l'identité. On dira alors que g, est
un inverse homotopique de f., ou qu’il s’agit d’un inverse de f. a homotopie pres. En
particulier, une équivalence d’homotopie est un quasi-isomorphisme.

Définition 1.2.3.8 (Homotopie contractante). Soit C, un compleze de chaines. Alors si
1d : C, — C, est homotope au morphisme nul, on dira que le complexe C, est contractile,
et que [’homotopie concernée est contractante.

1.2.4 Complexe de chaines simplicial
1.2.4.1 Définition

A tout ensemble S de la catégorie Set, on peut associer un R-module Mg dont la base
est 'ensemble S, on a donc un foncteur de Set dans la catégorie R-Mod des R-modules.
Ainsi, étant donné un ensemble simplicial X,, on peut associer a chaque ensemble X,
un R-module libre dont la base est X,,. On notera ces modules C,, (X, R). On obtient
ainsi ce que I'on appelle un module simplicial, qui est en fait la composition des deux
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foncteurs A — Set — R-Mod. .
On définit alors I'application 9 := > (—1)'9; : C,(X, R) — C,_1(X, R). Par un simple

=0

calcul, on vérifie que 9% = 0, ce qui valide la définition ci-dessous :

Définition 1.2.4.1 (Complexe de chaines simplicial). A tout ensemble simplicial, on
peut associer le complexe Ci(X, R) constitué des modules C,, (X, R) et de la différentielle

0= i (—=1)'0; : C,(X, R) — C,_1(X, R) agissant sur la base des modules. Ce compleze

1=
est appelé complexe de chaines simplicial associé a l’ensemble simplicial.

On peut également définir le sous-complexe réduit associé a un ensemble simplicial
X, : pour n € N on note C%8(X, R) le R-module dont la base est constituée des n-
simplexes dégénérés de X,.

Proposition 1.2.4.2. Le compleze (C%(X, R),0) est un sous-complexe contractile de
Ci(X, R).

Définition 1.2.4.3. On appelle complexe simplicial réduit associé a l’ensemble simplicial

X, le quotient C.(X,R) := C.(X,R)/C%¥ (X, R).

On obtient alors que le morphisme canonique C, (X, R) — C,(X, R) est une équiva-
lence d’homotopie, autrement dit les deux complexes ont la méme homologie.

1.2.4.2 Complexe bar d’'un ensemble

Définition 1.2.4.4. Etant donné un ensemble E, le complexe de chaine simplicial associé
a l'ensemble simplicial A(E)e (définition 1.1.2.7) est appelé complexe bar de E et est noté
Ch(E, R), ou simplement C*(E).

1.2.5 Longue suite exacte en homologie
On considere le diagramme de complexes suivant :
0— (C,d) - (C.,d) 25 (C",d") — 0 (1.40)

Définition 1.2.5.1. On dira que le diagramme (1.40) ci-dessus est une extension de
complexes si, en tout degré n, la suite

0—C 50, 20" —0 (1.41)
est exacte.

Lemme 1.2.5.2. Dans l'extension (1.40), on considére une section linéaire s du mor-
phisme p. Alors Uapplication 6 = do s — sod” est un morphisme de complexes de C” dans
C![—1]. De plus, si s’ est une autre section de p, le morphisme &' obtenu est homotope a .
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Preuve :
On remarque tout d’abord que pod = po(dos—sod’) = pds — psd’ = d"ps — psd’ = 0,
donc ¢ est bien a image dans C’[—1]. Ensuite, on a : (—d)d — 6d" = (—d)(ds — sd") —
(ds — sd")d" = 0, donc § est bien un morphisme de complexes.
Si ¢’ est une autre section de p et ¢’ le morphisme obtenu, on remarque que :

§—0" = (s —s)d" + (—d)(s' — s) (1.42)
ainsi § et ¢’ sont homotopes via ’homotopie s’ — s. O

Proposition 1.2.5.3. Etant donnée lextension (1.40), on a une longue suite exacte en
homologie :

-2 Ho(C) — Hy(CL) — Ho(C") = Hy 1(C) —> Hy1(Cy) —> -+ (1.43)

Papplication o, appelée fléeche de bord, est induite en homologie par le morphisme de
complexes ds — sd”, ot s est une section linéaire d p.

1.2.6 Augmentations, résolutions
1.2.6.1 Définitions
Nous commencons par rappeler les définitions de modules libres et projectifs :

Définition 1.2.6.1. Soit P un R-module. On dit que P est projectif si, pour tout mor-
phisme surjectif f : M — N et tout morphisme g : P — N, il existe un morphisme
h: P — M faisant commuter le diagramme :

M (1.44)

_/f
e

P—2.N

Définition 1.2.6.2. Soit L un R-module. On dit que L est libre s’il possede une base B,
c’est-a-dire une partie de L telle que tout élément de L s’écrive de facon unique comme
combinaison linéaire finie d’éléments de B.

On peut faire le lien entre ces deux notions via le résultat classique suivant :

Proposition 1.2.6.3. Un R-module est projectif si et seulement si il est facteur direct
d’un R-module libre. En particulier, un R-module libre est projectif.

Dans cette these nous manipulerons surtout des modules sur des algebres complexes.
Le résultat suivant permet une caractérisation des A-modules libres dans le cas ou A
est une telle algebre :

Proposition 1.2.6.4. Soit A une algébre complexe et M un A-module. Alors M est libre
si et seulement si il existe un espace vectoriel complexe V' tel que M = A Q¢ V.
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Et nous aurons besoin également des résultats suivants :

Proposition 1.2.6.5. Soient A et B deuz algebres complexes unitales et f: B — A un
morphisme d’algébres. Alors A peut étre vu comme un B-module. De plus, si A est un
B-module projectif, alors tout A-module projectif est un B-module projectif.

Preuve :
A peut en effet étre vu comme B-module via l'application (b,a) € B x A — f(b)a.
Si M est un A-module, c’est aussi un B-module via I'application (b,m) € B x M
f(b)ym. Si A est projectif en tant que B-module, alors il existe un B-module Mp et un
espace vectoriel complexe V' tel que A ® Mp = B ®c¢ V. De méme, si M est un A-
module projectif, il existe un A-module M, et un espace vectoriel complexe W tel que
Ma&My=ARcW. Alors :

M®d(Ms® (MpRcW))=(M@&My)® (MpRcW)=(ARcW)® (M @c W)
=(AdMp)@cW =(BcV)®cW =B®c (VecW) (1.45)

ainsi M est projectif en tant que B-module. O

Proposition 1.2.6.6. Soit A une algébre complexe et L un A-module libre. Alors la
tensorisation par L est un foncteur qui envoie les A-modules projectifs sur des A-modules
projectifs.

Preuve :
Soit V' un espace vectoriel complexe tel que L = A®¢V et soit P un A-module projectif,
i.e. il existe un A-module M et un espace vectoriel complexe W tels que P & M =
A ®c W. Alors :

(PRAL)®(M@sL)=(PeM)®aL=(AcW)®4 L
—(A@c V)4 (A®c W) = A®c (VocW) (1.46)

g

Définition 1.2.6.7 (Complexe augmenté). Soit (C.,d) un compleze non-négatif et soit
une application linéaire de Cy dans un R-module M telle que € o dy = 0. Alors le nouveau
complexe

M+ Co ¢ 0y <2 0y (1.47)

est appelé complexe augmenté, et € est appelé morphisme d’augmentation.

Définition 1.2.6.8 (Résolution). Soient (C.,d) un complexe non-négatif et C, : M + C,
une augmentation de ce complexe. On dira que C. est une résolution de M si ce complexe
est acyclique.

En particulier, ceci implique que H,(C,) = 0 pour n > 0 et que M est isomorphe a
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Remarque 1.2.6.9. Dire que C, est une résolution de M revient d dire que la fléche
d’augmentation € : Cy — M définit un quasi-isomorphisme :

dq do

0~ Co=t 0y <2 o (1.48)
0~ M 0 0

On dira qu’une résolution du module M est projective si les modules qui la composent
sont projectifs. En pratique on recherchera des résolutions par des modules libres, qui
sont alors projectifs.

1.2.6.2 Augmentation du complexe bar associé a un ensemble

Soit E un ensemble. On note habituellement ¢ le morphisme d’augmentation C2*(E, R) —
R qui a tout O-simplexe associe 1. Le complexe bar de F ainsi augmenté est alors
contractile. En effet, choisissant un point de base e € E, 'application h définie par :

h:[€07”' 7€k] — [67607"' 7€k]

Lors [d] (1.49)

est une homotopie contractante du complexe bar augmenté. On a ainsi :

Proposition 1.2.6.10. Le complexe bar de l’ensemble E est une résolution de R, son
homologie est donc nulle sauf en degré 0 ot elle vaut R.

1.2.6.3 Utilisation dans le calcul de foncteurs dérivés

On rappelle qu'un foncteur additif d’'une catégorie abélienne C dans une autre caté-
gorie abélienne C’ est dit exact a droite si, pour toute suite exacte d’objets de C

0—+A—-B—-C—=0 (1.50)
on obtient apres action du foncteur la suite exacte :
F(A) — F(B) —» F(C) =0 (1.51)
Pour M un objet de C, on considére une résolution projective M, :
0« M <+ My<+ M, <+ My--- (1.52)

Alors on définit les foncteurs dérivés de F' en M comme étant les groupes d’homologie
du complexe F'(M,) : on note H;(F(M.)) = L;F(M).
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1.2.7 Bicomplexes

Un bicomplexe de R-modules est la donnée d’une collection doublement indexée C,, ,
de R-modules et de deux différentielles, 'une verticale d, et ’autre horizontale d},.

(1.53)

dy dy

~ Crart == Cprigrig—
dy dy
d Op,q d Op+1,q édh
dy dy
Ces deux différentielles vérifient en outre les relations

dedU:dhodh:dvodh—i—dhodv:0 (154)

Définition 1.2.7.1. Etant donné un bicomplexe C,,, on définit son compleze total comme
étant le compleze

(TotC) = P Cpy (1.55)

ptq=n

dont la différentielle, qui sera dans la suite souvent notée Or ou Or., est donnée par la
formule dy, + d,.

L’homologie du bicomplexe est alors définie comme étant [’homologie du compleze total
associeé.

Remarque 1.2.7.2. Si les modules C, 4, sont triviauz pour p < 0 et ¢ <0, on dit que le
bicompleze est contenu dans le premier quadrant.

1.2.8 Quelques résultats utiles...
1.2.8.1 ...d’algebre homologique

Dans cette sous-section nous donnons quelques résultats d’algebre homologique aux-
quels nous pourrons faire référence dans la suite.

Proposition 1.2.8.1 (Lemme des cing). Dans une catégorie abélienne, on considére le
diagramme commutatif suivant :

A B C D E (1.56)

vl b

A B’ C’ D' E'

tel que les lignes sont exactes, les morphismes g et i sont des isomorphismes, le morphisme
f est un épimorphisme et le morphisme j est un monomorphisme.
Alors le morphisme h est un isomorphisme.
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Proposition 1.2.8.2. Le foncteur d’homologie commute avec la somme directe, autrement

dit si @ C; . est la somme directe d’une famille (C;.);er de complexes de chaines, alors
iel

on a pour tout n :

iel iel
Proposition 1.2.8.3. Soient M < P, et M < P, deuz résolutions d’un R-module M
par des R-modules projectifs, et soient € et &' les fleches d’augmentation respectives. Alors
il existe un morphisme de complexes f, : P, — P! tel que €' o fo = e. Ce morphisme est

unique a homotopie prés, ce qui en fait une équivalence d’homotopie.

Preuve :
On note 0 et O’ les différentielles respectives de P, et P.. Laugmentation &' : P; — M
est par définition surjective, donc il existe un morphisme f, : Py — Pj tel que ' o f; =
e: Py— M.
Supposons maintenant que, pour un rang n > 0, nous ayons construit des morphismes

fr : Py — P[, tels que fx_1 00 = 0 o f; pour tout k € {0,---,n}. On cherche alors a
construire un morphisme f,., : P,y — F, , tel que f, 00 = 0' o f,41. Notons I,

I'image de 0’ : P, ., — P,. Alors le morphisme f, 00 : P,;; — P, est a image dans
Il = Ker(0': P, — P/_,),eneffetona:

0o (fnod)=(dofn)od) = (fan100)00=0 (1.58)

D’ou I'existence du morphisme f,,; recherché, et par suite I'existence du morphisme de
complexes f..

Soit maintenant g, un autre morphisme vérifiant les propriétés de la proposition. Nous
allons montrer que ¢, := f, — g. est homotope au morphisme nul en construisant par
récurrence une homotopie h,.

Nous posons tout d’abord h,, = 0 pour n < 0. Ensuite, on remarque que £’ oy, = 0. Ainsi,
o est a image dans Ker(¢'), qui est par définition égal a I. La fleche 0’ : P| — I étant
surjective et comme P, est projectif, il existe une application R-linéaire hy : Py — P|
telle que oy = 0’ o hy.

Supposons maintenant que, pour un rang n > 0, nous ayons construit des morphismes
hy : Py — Pj4, tels que ¢ = hy_1 00 + 0 o hy, pour tout k € {0,--- ,n}.

Le morphisme 0’ : P, ., — I, est par définition surjectif et ¢, — h,, 0 O est a image
dans I ,, = Ker(0': P, ., — P)). Eneffet,ona:

0 0 (Pni1 —hn00) =000 = (pp—hp100) 09 =0 (1.59)

Par conséquent, il existe h, 11 : Py — P, tel que 9,1 — hyy 00 = 0" 0 hypy.
On a ainsi construit par récurrence une homotopie entre ¢, et le morphisme nul, ce qui
revient a dire que les deux morphismes f, et g, sont homotopes. O

Corollaire 1.2.8.4. Soit (P,,0) un complexe de R-modules projectifs non-négatif. On
suppose que P, est acyclique. Alors P, est contractile.

Preuve :
Il suffit de prendre P, = P, et M = 0 dans la proposition précédente. O
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Proposition 1.2.8.5. Soit C,, un bicompleze de R-modules tel que Cp, = 0 si p << 0
ou st g << 0 dont toutes les colonnes sont acycliques. Alors le complexe total associé est
acyclique.

Preuve :
Quitte a décaler le bicomplexe, on peut supposer que C,, = 0si p < 0. En notant C'(n) le
bicomplexe constitué des n premieres colonnes de C..,, on a pour tout n la suite exacte :

0 — Tot(C(n)) — Tot(C(n+1)) — Cpu[—n] — 0 (1.60)

Comme C,, , est acyclique, la longue suite exacte en homologie donne un isomorphisme
H.(Tot,(C(n))) ~ H.(Tot.(C(n+1))). On montre ainsi par récurrence que H,(Tot.(C(n))) =
0 pour tout n. On conclut avec :

H,(Tot(C..)) = H, (li_r>n Tot(C(n))) — lim H. (Tot(C(n))) = 0 (1.61)

O
Proposition 1.2.8.6. On considére l'extension de compleres suivante :
0— (C,d) - (Cy,d) -2 (C”,d") — 0

tel que C. est contractile, d’homotopie contractante h : C, — C![1]. Si s: C! — C, est
une section linéaire de p, alors l'application

og=s—ho(dos—sod") (1.62)

est un inverse homotopique de p qui est également une section de p, autrement dit on a
poo =1id etoop~id.

Preuve :
Commencons par vérifier que o est un morphisme de complexes :

do —od" =d(s —ho(dos—sod") —(s—ho(dos—sod))d"
=ds —sd" —dh(dos—sod")+ h(dos—sod")d"

= ds — sd" — dhds + dhsd” + hdsd" (1.63)
=ds—sd" — (1 = hd)ds + (1 — hd)sd" + hdsd"
=0

Ensuite, o est bien une section de p : comme ds — sd” est a image dans C}[—1], la
quantité ph(ds — sd") est nulle et on a directement po = ps = 1.

Posons pour finir & = h(1 — op) : cette application est 4 images dans C"[1] et donc dans
C.[1]. De plus, on a dh + hd = (dh + hd)(1 — op) = 1 — op, h est donc une homotopie
entre op et 1. U
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1.2.8.2 ...sur le morphisme d’anti-symétrisation

Nous commencons cette section par 'énoncé d’'un lemme tres pratique dont nous
nous servirons a de nombreuses reprises dans la suite. Celui-ci est évoqué par exemple
dans [God98], mais nous en donnons une preuve ici :

Lemme 1.2.8.7. Soient X et Y deuz ensembles et f,g : CY(X) — C(Y) deux
morphismes de complexes qui induisent ['identité en homologie. Alors f et g sont homotopes,
via [’homotopie :

n

h [x(b T 7xn] = ];(_Uk[f([x()v T 7xk])7g([xk> T ,an] (1'64)

de sorte que g — f = Oh + hO.

Preuve :
Pour plus de clarté on écrira par exemple f([xg, - ,zx]) = f(0,--- , k).

Do h(0, - n) = S (—1FO(FO. - K).glk,- n)))

= (100 0 Bglh ]+ IO, 800 00 )
= ST 000, ) gtk )] = L0, ), 9000k, )
= (9= DO m) 4 D090 K gtk )

- S0 K900 )

== D0 )+ O o Ry )
—:::i:%l(—l)’f”[f(& gl e )

#3000 = gl ] = SO Rglhot 1 )
(- PO ,n>—§k§1<—1>’f““[f<o, A K)glhy e )]
_gg(_lwv(o,... K)ok Ao )]

:(g_f)(oa"' vn)_hoa(0>"' ’n)

L’hypothese que f et g doivent induire I'identité en homologie peut se traduire par le
fait que, pour tout # € C5¥(X), la somme des coefficients des chaines f(z) et g(x) vaut
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1 ce qui permet d’assurer que, par exemple, 9(f(z), g(z)) = g(z) — f(x). O

Définition 1.2.8.8. Soit X un ensemble et n € N. Alors le groupe symétrique S, 11 agit
sur C*(X) de la fagon suivante :

pour [, -+ ,x,] € CL(X) et 0 € Gpi1, OT0, 0] = [To(0), s To(n)) (1.65)

Définition 1.2.8.9. Soit X un ensemble. On définit le morphisme d’anti-symétrisation
Tas : CP7(X) — CP (X)) par :

1
(n+1)!

> eo(mo, e, Ty (1.66)

€641

Tas - [370,"' 71;71] —

ou g, désigne la signature de la permutation o.

Proposition 1.2.8.10. Dans la formule 1.66, si x; = x; pour un couple d’indices (i, j),
alors mas([zo, -+, x,]) = 0.

Preuve :
Notons 7 la transposition (i j). Alors 7[zg, -+ , x,] = [z¢, -+ ,x,] et on a donc :
ﬂ-as([lha e w/En]) = ﬂ-as(T[fL‘Oy e ,ZL'n])
1
= Z 50-0'7—[37(], U 7In]
(n+1)! e
1 /
- Z Eo'r0 [xO"" 75571] 1.67
(n+1)! e (1.67)
1 /
= - Eq'O [l‘(),“' 7xn]
(n+1)! U/€§L+l
- —Was([f['(), e al‘n])

g

Remarque 1.2.8.11. La preuve précédente fonctionne si R n’est pas de caractéristique
2, mais dans la suite de ce travail ce sera le cas.

Proposition 1.2.8.12. Soit X un ensemble. Le morphisme 74, est homotope a lidentité
de C(X) wvia I’lhomotopie :

n

[an U >wn] — Z(_l)i[ﬂasqu U 7xi])7 Liy 5Ty (168)
=0
Preuve :
En degré 0, on a m,,([z]) = [z], ce morphisme induit donc I'identité en homologie et on
peut alors appliquer le lemme 1.2.8.7. O
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1.3 Morphisme entre un complexe simplicial et sa
subdivision

Pour conclure ce chapitre, nous mettons en évidence dans cette section I'existence
d’'un morphisme de complexes entre le complexe associé a un ensemble simplicial et
celui associé a sa subdivision (définition 1.1.3.1). Pour cela, nous nous occupons du cas
du simplexe combinatoire standard A[n|, le passage au cas général étant facilité par la
fonctorialité.

1.3.1 Retour sur la subdivision d’un ensemble simplicial

Dans leur article [BHM93], les auteurs établissent I'existence d’'un homéomorphisme
entre la réalisation géométrique d’'un ensemble simplicial et celle de sa subdivision.
Voici comment ils proceédent : on définit, pour n € N, 'application D : A" — A2+l
par :

1
(t07"' 7tn) — é(t07"' atnath"' 7tn) (1'69)

ou A" est le n-simplexe géométrique définit en section 1.1.2.3.
Rappelons que la réalisation géométrique d’'un ensemble simplicial est construite a par-

tirde [] X, x A", quotienté par les relations (1.12) et (1.13). L’application D permet
neN

alors de passer de 'une a 'autre comme le montre le diagramme :

[T sda(X) x A" = [T Xonir x A" CR T Xoppy x A2 (1.70)

neN neN neN

Il est alors montré dans [BHM93] que ceci induit un homéomorphisme f : |sdy(X,)| —
| X.|, nous n’en donnons pas ici de démonstration.

Le constat important est que, par cette construction, I'intérieur d’'un k-simplexe non-
dégénéré de |sdy(X,)| sera envoyé dans l'intérieur d’'un £’-simplexe de | X,| avec &' > k.
Il en découle que I'inverse de f est cellulaire, c’est a dire qu’elle respecte les squelettes.
Il est alors connu (par exemple [Dol72], V.6) qu'une telle application induit un mor-
phisme naturel o entre les complexes simpliciaux associés C,(X,) — C.(sda(X,))-
Dans le cas ou X, est le simplexe combinatoire standard, en degré n, ce morphisme en-

voie 'unique n-simplexe non-dégénéré de A[n},, a = [0,1,--- ,n| sur une combinaison
linéaire des 2" simplexes non-dégénérés de sdy(A[n],) :
ola) =3 A (1.71)
i

On sait par ailleurs que les coefficients \; de cette combinaison linéaire sont égaux a +1
ou —1, du fait que l'application f soit un homéomorphisme.

Cependant, dans ce qui suit, nous allons expliciter ces coefficients et prouver concre-
tement que l'application ¢ ainsi définie constitue bien un morphisme de complexes,
d’abord pour A[n], puis pour un ensemble simplicial quelconque.
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1.3.2 Le cas X, = A[n].

Définition 1.3.2.1. Soient, pour k < n, v = [po, -+ , Dk, 0, "+ k] un simplexe non-
dégénéré de sda(Alk])k et x = [xo, -+ , x| un simpleze non-dégénéré de An]y. Alors on
note f.(x) le simplexe non-dégénéré de sda(An])y défini par :

f“/<x> = [xpov"' 1y Lpps Lggy " ,qu] (1'72)

On construit le morphisme o, : C,(X,) — C.(sd2(X,)) recherché de la fagon sui-
vante :

Définition 1.3.2.2. Soit © un simplexe non-dégénéré de Aln|x. Alors l'image de x par
o, est donnée par :

0.(x) = Y () f () (1.73)

la somme portant sur la totalité des 2% simplezes non-dégénérés v de sdo(A[k]), et £(7)
étant la signature du simplexe vy, définie en 1.1.5.5.

Nous allons montrer que I'application o définie ci-dessus est bien un morphisme de
complexes. Il est clair que compte-tenu de la construction de cette application, il suffit
de vérifier la commutativité du diagramme ci-dessous, pour a = [0, 1,--- ,n| I'unique
simplexe non-dégénéré de A[n|, :

Co1(A[n]) <—"—— Cu(A[n)) (1.74)

Crui(sda(A[n])) <2— Cp(sda(A[n]))

L’idée est de travailler non pas sur les simplexes eux-mémes directement, mais sur
leur liste de sauts (définie dans le lemme 1.1.3.1).
On rappelle (proposition 1.1.3.4) que 'ensemble des simplexes non-dégénérés de sds(A[n],_1)
se décompose en trois ensembles £, F' et G ou :

— F est 'ensemble des simplexes présentant n répétitions,
— F est 'ensemble des simplexes présentant n — 1 répétitions et un "saut" au milieu,
— @ est 'ensemble des simplexes présentant n — 1 répétitions dont une au milieu,

avec les bijections suivantes :

E~{0,--- ,n} x{0,1}"* (1.75)
F~{0,1}"! (1.76)
G~{l,---,n—1} x{0,1}*2 (1.77)

Ces trois bijections vont permettre de "coder" les simplexes non-dégénérés qui vont
apparaitre. De la méme maniere, nous allons "coder" les applications faces 0, :
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Définition 1.3.2.3. On considére les applications 8y, : {0,1}" — ENIFI1G définies par :

— oo a)EF siap =0

Folan,- - vay) = 2o m) € Fsian: (1.78)
(0, (ag, - ,a,)) € E sia; =1

—_— DY _ E ] n:

uar,-- ) = (0O € B st =0 (179
(@1, -+ ,an—1) € F sia, =1

etpourl <k<n-—1:

(k7<a17"' 7%7%7"' 7an)) € si ag 7£ Af+1
n k
((1—%) (k:—i— ZCLZ) +ap Y a;, (ar, ket ,an)> € E sinon
i=k i=1
(1.80)

@(ala"' 7an> -

Ces applications sont construites de fagon a ce que l'on ait :

Proposition 1.3.2.4. Les diagrammes ci-dessous, ou ND signifie "non-dégénéré’, sont
commutatifs :

{x € sdy(Aln])n,z ND} —= {0,1}" (1.81)

. :

{z € sdy(Aln])p—1,x ND} FIIFIG

~

On commence par s’intéresser au sens ¢ o 0 du diagramme 1.74. Tout d’abord, il est
immédiat que I'on a :

Lemme 1.3.2.5. Soit i € {0,--- ,n} et~y un simplexe non-dégénéré de sdo(Aln — 1]),—1.
On identifie v a sa liste de sauts dans {0,1}"7', conformément a la proposition 1.1.3.2.
Alors le simplexe f,(0i(c)) s’identifie a lélément (i,7) de E.

En conséquence :

Lemme 1.3.2.6. Dans la combinaison linéaire o o O(«) ne figurent que les éléments de E,
et chacun de ces éléments (i,7) est associé au coefficient (—1)'e(7y) o, pour v € {0,1}"~1,
e(y) désigne la signature du simplexe non-dégénéré associé a .

Preuve :

En effet : cod(a) = o (i (-1)%@@)) = 2 (~Dio(i(a)) = cod(a) = éo S(=1'e() 1, @ fa)),

ou la derniere somme porte sur les 2"~ ! simplexes non-dégénérés de sdy(Aln — 1]),_1.
On conclut avec le lemme précédent. O

Intéressons-nous maintenant au sens doo de (1.74), en remarquant tout d’abord que,
comme f5(«) =  pour tout simplexe non-dégénéré 5 de sdy(A[n]),, ona:

doo(a) = f:Z(—Ujg(ﬁ)aj(ﬁ) (1.82)

=0 8
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la derniére somme portant sur les simplexes non-dégénérés /3 de sdy(A[n]),.
Nous allons observer chacun des simplexes intervenant dans cette somme, en se servant
en particulier de la formule sur la signature figurant dans la proposition 1.1.3.6 :

Lemme 1.3.2.7. Soient f = (0,a1,-- ,a,_1) et ' = (a1, -+ ,an_1,1) des simplexes
non-dégénérés de sdy(Aln)),, identifiés a des éléments de {0,1}". Alors :

(=1)"(8)00(B) + (=1)"e(8")0a(B") = 0 (1.83)

Ainsi, tous les simplexes de F' apparaissent exactement deux fois dans 0 o o(«) mais avec
des signes opposés, et se simplifient donc.

Preuve :
Gréce a la formule sur la signature, on établit rapidement que 'on a e(3) = (—1)""e(f).
Enfin, compte-tenu des applications 0;, I'élément (a,, - - - ,a,—1) € F ne peut étre obtenu
que de ces deux facons. O

Lemme 1.3.2.8. Soit k€ {1,--- ,n—1},

ﬂ:(alv"' 7Oa]-)"' 7an—2) et/B/:(ala"' 71707"' 7an—2)

deux simplexes non-dégénérés de sdao(A[n)),, identifiés a des éléments de {0,1}", ot le 0
et le 1 sont en place k et k+ 1. Alors :

(=1)*e(B)x(B) + (—1)*e(8)r(8") = 0 (1.84)

Ainsi, tous les simplezes de G apparaissent exactement deuz fois dans 0 o o(«) mais avec
des signes opposés, et se simplifient donc.

Preuve :
Comme pour la preuve précédente, la formule sur la signature permet d’affirmer que
e(f) = —e(B'). Et ici encore, compte-tenu des applications 0;, I'élément
(k, (a1, ,an,_2)) € G ne peut étre obtenu que de ces deux facons. O

Les deux lemmes précédents permettent d’affirmer :

Proposition 1.3.2.9. Dans la combinaison linéaire 0 o o(«), tous les éléments de F' et
G se simplifient, et il ne reste par conséquent que les éléments de E.

Le but maintenant est donc, pour chaque simplexe v de F, de comparer le signe qui
lui est associé dans o o J(«) puis dans 0 o o(«). Dans la suite  désignera un simplexe
non-dégénéré de sdy(Aln — 1]),_1, identifié a sa liste de sauts S = (ay, -+ ,a,-1). On

n—1
pose de plus s = 3 a,.
p=1

Lemme 1.3.2.10. Soit les simplezes non-dégénérés de sda(Aln]), 5 et 5 identifiés a
leurs listes de sauts, respectivement (1,a1,+-+ ,a,_1) et (ay, -+ ,a,-1,0). Alors :

(=1)"%(7).f1((a)) = (=1)"e(8)00(B) (1.85)
(=1)"e(7)./3(0n(a)) = (=1)"e(8")0n(5) (1.86)
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Preuve :
Les égalités entre simplexes sont immédiates via les applications 0, et J,,, et on constate
aisément les égalités de signatures via la formule. O
Lemme 1.3.2.11. Soit 1 <i<n—1. Alors :

— St1< S, o0na:

(=1)'e() f5(0i(a)) = (=1)"<(B)0x(5) (1.87)
ou k est l'indice du i-éme 1 dans S et [ est le simpleze non-dégénéré de sda(An]),
associé a la liste de sauts (ay, -+ ,ap_1,1, 1, ags1, -+ ,Qp_1)

— St1>8,0na: '

(—1)'e(1) /5 (0:(@)) = (=1)'e(8)au(5) (1.88)
ou l est tel que a; est le i-éme 1 dans la liste complétée (ay, -+ ,an,_1,0,a1, -+ 1)
et ' est le simplexe non-dégénéré de sdy(A[n]), associé a la liste de sauts
(ah ccr o, ar-1, Oa 07 Ap41, " 7an—1)'

Preuve : -
Dans le premier cas, on vérifie facilement via I'application J; que f,(0;(a)) = 0k(B)
k
puisqu’en particulier on a ¢ = }_ a,. De plus, on constate, grace a la formule de la
p=1
signature, que : .
e(y) = (=1)""e(B) (1.89)
On procede de la méme facon pour le second cas, en remarquant cette fois que i =
n—1
[+ > ayp. d
p=l

Nous avons alors montré :
Théoréme 1.3.2.12. L’application o : C.(Aln|s) = Ci(sda(Alnls)) définie par :

fr— %6(7),}%(6),

la somme portant sur l’ensemble des x-simplexes v non-dégénérés de sdy(Aln]s), est un
morphisme de complezes.

1.3.3 Le cas général

Soit X, un ensemble simplicial et soit a = [0, ..., n| I'unique simplexe non-dégénéré
de Aln,.
Alors pour tout simplexe 3 € X, il existe un unique morphisme simplicial g5 : A[n|, —
X. tel que gs(a) = .

On définit le morphisme de complexes o, : C\.(X,) — C.(sd2(X,)) par :

VB € Xp, 0u(B) = X e(7)sd2(g8)(7)s

40



la somme portant sur la totalité des 2" simplexes non-dégénérés v de sdy(A[n]),, de
sorte que le diagramme ci-dessous commute en [ :
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2 Homologie cyclique

Dans ce chapitre nous commencons par rappeler, pour une algeébre associative, les
définitions générales des théories d’homologie qui nous intéressent dans cette these :
d’abord ’homologie de Hochschild, puis 'homologie cyclique et enfin I’homologie cy-
clique périodique. Nous terminons en adaptant ces définitions aux algebres de Fréchet,
dont fera partie 'algébre de Schwartz (},,(T).

2.1 Cadre général

Dans cette section on s’intéresse aux définitions purement algébriques des différentes

homologies étudiées. Dans ce qui suit A désignera une algebre associative sur le corps
C, sans propriété supplémentaire, sauf exceptions éventuelles qui seront évidemment
précisées. On notera de plus A 'algeébre A a laquelle on ajoute une unité 1. Autrement
dit, on aura A = A @ C1 en tant qu’espace vectoriel.
Les différentes homologies que nous allons voir s’appuient sur 1’algebre des formes
différentielles algébriques sur 'algébre A. Nous commengons par définir cette algebre
et nous présentons ensuite les différentes homologies, en précisant les liens importants
existant entre elles.

2.1.1 Formes différentielles algébriques

Pour n € N*, on définit I'algebre des formes différentielles algébriques de degré n
sur A comme l'algebre Q"A := A @ A®", dont les éléments sont habituellement notés
a’da’ - - - da™, au lieu de ° ® a* ® - - - ® a™. On pose par ailleurs Q°A := A.

L’'opérateur d est une dérivation, permettant de passer du degré n au degré n + 1 en
tenant compte des propriétés suivantes :

d(a’da* - --da™) = da’da’ - - - da™, d1 = 0, d(ab) = a(db) + (da)b et d*> =0 (2.1)
L’algebre graduée des formes différentielles algébriques sur A est alors notée QA =

@ Q" A.

n=0
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2.1.2 Homologie de Hochschild
2.1.2.1 Lapproche par les formes différentielles

Définition 2.1.2.1. Le compleze de Hochschild de l'algébre A noté C,(A) est le complexe
Q*A muni de la différentielle b, appelée bord de Hochschild et définie par :

b(a’da’ - - - da™) =a’a'da® - - - da™ + (—1)"a"a’da’ - - - da™ !
n—1
+ > (-1)’a’da’ - -d(a’a™) - - - da” (2.2)
i=1
:(_1)n—1[a0da1 . dan—1’ an]

L’homologie de ce complexe est alors appelée homologie de Hochschild de I’algébre A, notée
HH,(A).

On remarque Pidentification Q"4 = A ® A®" = A®(t1) @ A%" ce qui nous ameéne 2
voir le complexe de Hochschild comme le complexe total d'un bicomplexe composé de
deux colonnes :

(2.3)

ou t est Popérateur cyclique (a°,--- ,a") — (=1)"(a",a" a',--- ,a" ') et I est opéra-
teur vérifiant

(2.4)

- b(CLO, e 7an) - (_1)n(ana07 a17 e 7an_1)

Autrement dit, on peut voir le complexe de Hochschild comme le complexe (A®0+Y g

A®* D), ol
b 1—t
p- (1 1) o5

b((a® + M, at,--- ,a")) =b((a’ a', -+ ,a") + A1 —t)((a', -+ ,a™))
(@', ")

On peut voir en effet que

(2.6)
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Si A est unitale d’unité 1, la deuxieme colonne du bicomplexe ci-dessus est contrac-
tile, via 'homotopie
h:(a® - ,a") — —(1,d% -, a") (2.7)

et on a alors le lemme suivant ;

Lemme 2.1.2.2. Si A est unitale, Uinclusion i : (A®*T1 b) — (A®CFD) @ A®* D) est une
équivalence d’homotopie.

Preuve :
On définit p : A%C+D @ A®* — A®CFD par p(a, B) = a — (1 — t)h(B). On vérifie alors
facilement que ip — 1 = DH + HD, avec H = <8 _Oh> O

En conséquence on a :

Proposition 2.1.2.3. 5i A est unitale, le complexe de Hochschild est homotopiquement
équivalent au compleze C,(A) := (A®*T1 b).

Dans la suite, lorsque 'on parlera de complexe de Hochschild on pensera a ce dernier
complexe.

La théorie duale de 'homologie de Hochschild est appelée cohomologie de Hoch-
schild et peut étre définie comme I'homologie du complexe Hom(C,(A), C) des formes
C-linéaires du complexe de Hochschild. La cohomologie de Hochschild de A est alors
notée HH*(A).
2.1.2.2 Lapproche par les foncteurs dérivés

On suppose ici que A est unitale. On s’intéresse a deux foncteurs sur la catégorie des
A-bimodules, notée 4Mody, :

M — My = M/[M, A (2.8)
qui est exact a droite, et
M +— M* .= {m € M|Va € A,am = ma} (2.9)

qui est exact a gauche.
De plus, pour un A-bimodule M on a les isomorphismes suivants :

My ~ A®@pgaor M et M* ~ Hom , y10q, (A, M) (2.10)

On peut alors définir 'homologie de Hochschild de A a coefficients dans le A-bimodule
M comme le foncteur dérivé a gauche de M — M,. De méme, on peut définir la co-
homologie de Hochschild de A a coefficients dans le A-bimodule M comme le foncteur
dérivé a droite de M — M.
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En résumé, on peut voir ’'homologie de Hochschild de la fagon suivante :
HH,(A, M) = Tor2®4™ (A, M) (2.11)

le foncteur Tor étant le foncteur dérivé du foncteur de tensorisation a droite par le A-
bimodule M.

Il peut étre intéressant de voir comment les deux définitions de 'homologie de Hoch-
schild HH.(A) = HH.(A, A) se rejoignent : si P, est une résolution projective du A-
bimodule A par des A-bimodules, alors Tor2®4” (A, A) est donné par ’homologie du
complexe P, ®4g40r A. Nous recherchons donc une résolution libre (donc projective)
naturelle de ce type. Une telle résolution est alors donnée par les A-bimodules libres
V" ARc A ~ A®"+2) munie de la différentielle +-'. Remarquant que A®" 2 ® 45 400 A ~
A®(+1) "on retombe sur la définition précédente de 'homologie de Hochschild dans le
cas unital, donnée par 'homologie du complexe (A®C+1) p).

2.1.3 Homologie cyclique

Reprenons le bicomplexe a deux colonnes précédent (2.3). En posant N = 1+¢+---+
", on constate que I'on peut étendre ce bicomplexe vers la droite de la facon suivante :

(2.12)
b —b’ b —b
3 3 3 3
A® 1—t A® N A® 1—t A® N
b —vf b —v
2 2 2 2
A® 1—t A® N A® 1—t A® N
b —bf b —v
A 1—t A N A 1-t A N
en effet, nous avons les relations
b(1—t)=(1—t)W, N(1—t) = (1 —t)N =0et Nb=b'N (2.13)

L’homologie de ce bicomplexe, appelé bicomplexe cyclique et noté C'C,(A), c’est-a-dire
I'homologie du complexe total associé, est appelée homologie cyclique de 'algebre A,
et est notée HC,(A).

On peut mettre en évidence la périodicité de ce bicomplexe en remarquant que I'on
a 'extension de complexes :

0 — Tot(CCL(2)) — Tot(CCy) — Tot(CCL)[-2] — 0 (2.14)

ou CC,(2) désigne le sous-bicomplexe de C'C, constitué uniquement des deux pre-
mieres colonnes de celui-ci. Autrement dit, il s’agit du bicomplexe présenté précédem-
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ment (2.3) dont le complexe total donne ’homologie de Hochschild.
Cette extension donne lieu a une longue suite exacte, appelée suite exacte de Connes
ou suite SBI :

- By HH,(A) 5 HC,(A) =5 HC, 5(A) 25 HH, 1(A) -5 HC, 1 (A) 5 -
(2.15)
L’opérateur S, appelé opérateur de périodicité, est induit par le morphisme canonique
encore noté S : Tot(CC,) — Tot(CC,)[—2] et défini par :

S (ap, -y ap) — (A2, , Qo) (2.16)

Cette longue suite exacte permet alors d’accéder a ’homologie cyclique en connais-
sant ’homologie de Hochschild d’'une algebre A.

Il existe plusieurs complexes et bicomplexes permettant d’accéder a ’homologie cy-
clique. Par exemple, considérons le sous-bicomplexe de C'C, suivant, noté F;(CC,) :

(2.17)
b - b -
®3 ®3 ®3 ®3
(1 - t)A 1—¢ A N A 1—t A N
b - b =
®2 ®2 ®2 ®2
(1-t)A =54 N A AV <
b - b -
(1 - t)A 1—¢ A N A 1—¢ A N

Le quotient de C'C, par F;(CC,) est un bicomplexe constitué uniquement d’'une colonne.
Cette colonne est appelée complexe cyclique, ou complexe de Connes et est notée C?.
Elle correspond au complexe des coinvariants sous I'action de 'opérateur ¢ sur la pre-
miére colonne de C'C,. On note p la surjection CC, — C).

Lemme 2.1.3.1. Le complexe suivant :
coo N pen ot qen N qen ot (2.18)
est contractile, et une homotopie contractante V est donnée par deux morphismes :

1 & 1
S kt"F et Vs, =
n+1:=7 +1

Vin = id (2.19)
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de sorte que :
VooN+(1—-t)oVi=id et Vio(1—t)+ NoVy=id (2.20)

Preuve :
Ces relations s’obtiennent en remarquant que les polynémes 1 — X et 1 + X +--- + X"
sont premiers entre eux : on a précisément

1-X)P,(X)+(1+ X+ -+ X")Qu(X) =1 (2.21)
avec - .
— n—k —
P,(X)= n+1k2::1kX et Q. (X) = ] (2.22)
On prend alors V; ,, = P,(t) et Vg, = Q,(1). O

La conséquence de cette proposition est que les lignes de F;(CC,) sont contractiles,
comme 'indique le diagramme ci-dessous :

Y \ "\ \

0~ (1 —t)A®" <

(2.23)

Proposition 2.1.3.2. Le complexe total de Fy(CC,) est contractile et une homotopie
contractante est donnée par la formule V' = Y (=V 0 8,)*V, ou V est I’homotopie
k=0

contractante de ses lignes et 0, est sa diﬁérentieﬁe verticale.

Proposition 2.1.3.3. Le morphisme de projectionp : CC, — C? est un quasi-isomorphisme.
Ainsi I’lhomologie du complexe C? donne [’homologie cyclique de l'algébre A.

Preuve :
Il suffit d’écrire la longue suite exacte associée a I'extension
0 — F(CC,) — CC, — C? — 0 (2.24)

et d’utiliser le fait que le complexe total de F;(C'C.) est contractile, donc acyclique. [

Remarque 2.1.3.4. Le morphisme p est méme une équivalence d’homotopie, puisque
Fi(CC.) est contractile, d’aprés la proposition 1.2.8.0.

2.1.4 Explicitation de I'opérateur S : C} — C}[—2]

On se pose maintenant la question suivante : 4 quoi ressemble un morphisme S :
C} — C}[—2] induisant, en homologie, 'opérateur de périodicité S : HC,(A) —
HC, 5(A)?

Pour répondre a cela, la principale difficulté est tout d’abord de trouver un inverse ho-
motopique & la projection p : Tot(CC,) — C. Le noyau de cette projection, F;(CC,),
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étant contractile, il nous suffit pour cela de choisir une section linéaire de p, d’apres
la proposition 1.2.8.6. En notant o I'inverse homotopique ainsi obtenu, nous pourrons
affirmer que le morphisme S = poSoo induit en homologie 'opérateur de périodicité S.

Une section possible de p est s = V5 o N. Alors la proposition 1.2.8.6 dit que le
morphisme de complexes

c=5—V'o(dros—sob)

est un inverse homotopique de p. On pose alors S = poSocg. On remarque trois choses :

— la section s étant a image dans la premiere colonne de C'C,, la composition S o s
est nulle.

— le fleche de bord 6 := Oros—sob est a image dans la premiere colonne de F (CC.),
donc la composition S o V o § est nulle.

— pour k > 2, lafleche So (—=V09,)* oV od:C,\— Tot,(CC,) est a image dans
Ker(p).

Au final, I'expression de S est simplement :
S=poSoVod,oVod (2.25)

Nous allons maintenant expliciter la composition y1 := poSoV o9, oV : Fi(CC,) —
C2—1]. Soit pour cela 3, € (1 —t)A®". Nous allons expliciter I'image par x de la chaine
anp = (8,,0---,0) € Tot,(F1(CCy)).On a:

f(on) =po S oV od,oV (B0, ,0)
=poSoVo00,0,Vi,(3),0,---,0)
=—poSoV(0,V 0Vi,(8,),0,--,0) (2.26)
=—po05(0,0,Vgp_qo0 o Via(Bn),0,---,0)
=p(Van10b 0V ,(5,),0,---,0)

Par conséquent, 'image par ;. de la chaine «a,, est donnée par la classe modulo 'image

del —tde:
-1 / En: n—
n(n + 1)b (k:l & k) (5 220

2.1.5 Homologie cyclique périodique

On définit le complexe cyclique périodique de T'algebre A, noté CC,(A), comme le
complexe total de la limite inverse dénombrable du bicomplexe cyclique C'C,(A) sui-
vant 'opérateur de périodicité S. Autrement dit :

CC.(A) =Tot (1@ CC*(A)) (2.28)

sSn
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On remarque que l'on a affaire a un complexe Z,-gradué, avec :

CCy(A) = [[ 9" A et CC1(A) = J] 0>+ A (2.29)

n=0 n=0

L’homologie cyclique périodique de I'algebre A, notée H P.(A), est alors définie comme
I’homologie du complexe cyclique périodique C'C,(A). Ce complexe étant Z,-gradué,
calculer I'homologie cyclique périodique revient a calculer H Py(A) et HP;(A).

De méme, on peut regarder le dual du complexe cyclique périodique :

CC’(A) = Hom (CC.(A),C) (2.30)
Il s’agit encore d’'un complexe Z,-gradué, avec

0

CC"(4) = @Hom (22"A,C) et CC' (A) = @ Hom (21 4,C) (2.31)

n=0 n=0

dont ’homologie est appelée cohomologie cyclique périodique, et notée H P,(A) avec
x* =0 ou 1.

L’homologie cyclique périodique est accessible via ’homologie cyclique, de par la dé-
finition méme du complexe cyclique périodique. Cependant, le foncteur lim n’étant pas

exact, nous n’avons pas, en homologie, en général un isomorphisme entre 'homologie
cyclique périodique et la limite inverse de ’'homologie cyclique. On a en effet, dans le
cas général d’'un systeme projectif a applications surjectives, une suite exacte (voir par
exemple [Wei94]) :

0 — lim '"HC\ 9,-1(A) — HP,(A) — lim HC,_5,(A) — 0 (2.32)
Sn S’n

ou lim ! désigne le premier foncteur dérivé de lim, les foncteurs dérivés suivants étant
sn sn
nuls. Par contre, le foncteur de limite directe étant, lui, exact, la cohomologie cyclique
périodique est accessible encore plus simplement, puisqu’on a un isomorphisme natu-
rel :
HP*(A) = lim HC**"(A) (2.33)

sn

Revenons au bicomplexe cyclique C'C,. Grace a lidentification Q"A = A @ A®" =

A2+ @ A%" on peut remarquer que Tot, (CC,) = @ A — @ Qr2k A,
k=0 k>0

Il vient alors que ’homologie cyclique de A peut se voir comme ’homologie du com-
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plexe total du bicomplexe suivant :

S (2.34)
b \Lb \Lb
%A = 0tA 0°A
b \Lb
1 0
Q'A<——0%A
b
0°A
ol B est appelé opérateur de Connes, défini par :
B((a®,---,a") =Y (-1)"(1,d", - ,a",a’ - ,a ") (2.35)
=0
et vérifiant les relations :
B*=0,bB+ Bb=0 (2.36)
On peut remarquer de plus que 'on a la relation B = —(1 —t) o h o N, ou h est 'homo-
topie contractante de la deuxiéme colonne de CC,(A).
En prolongeant ce bicomplexe par la gauche de la facon suivante :
(2.37)

b lb lb
2 1 0
b ib
1 0
..TQ ATQ A
b

0
=004

et en prenant son complexe total, on obtient le complexe cyclique périodique C'C.,(A).
L’homologie cyclique périodique de I'algebre A est alors 'homologie du complexe Z,-
gradué (par la parité des formes différentielles) ( [T Q™A,b+ B).

n=0
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2.2 Le cas des algebres de Fréchet

L’algebre de Schwartz des fonctions a décroissance rapide définie sur le groupe
discret I" est définie comme complétion de 'anneau CI" suivant une famille de semi-
normes, ce qui en fait une algebre de Fréchet. Ceci justifie que nous nous intéressions
un court instant a cette classe d’algebres, et aux homologies associées.

2.2.1 Espaces de Fréchet

Définition 2.2.1.1 (Espace de Fréchet). Un espace de Fréchet est un espace vectoriel
topologique (E,T) complet dont la topologie est induite par une famille dénombrable de
SEMI-NOTMES.

Dire que la topologie est induite par une famille de semi-normes signifie que n’im-
porte quel ouvert de F peut étre vu comme la réunion d’intersections finies de boules
ouvertes pour ces semi-normes.

La complétude est a comprendre de facon classique : 'espace est complet si toutes les
suites de Cauchy sont convergentes. Ici, une suite est dite convergente ou de Cauchy si
elle I'est pour chacune des normes.

Il faut savoir qu'un espace de Fréchet est toujours métrisable et une distance peut étre
construite explicitement a I'aide des semi-normes. En général, on oublie le caractere po-
tentiellement métrique d’un espace de Fréchet, et on ne se concentre que sur la famille
de semi-normes.

On peut noter que cette définition d’espace de Fréchet implique qu’un espace de Fréchet
est localement convexe, en effet les boules ouvertes centrées en 0 des semi-normes sont
bien stir elles-mémes convexes.

2.2.2 Produit d’espaces de Fréchet

Dans cette sous-section / désigne un ensemble et (E;);c; est une collection d’espaces
de Fréchet indexée par . Pour i € I, les semi-normes dont est muni 'espace F; seront
notées | - ||;;, ou j parcourt un ensemble J;, dénombrable.

Pour n € N* et {iy,--- ,i,} C I, on munit le produit tensoriel algébrique F;, ®- - -®E;,
d’'une famille dénombrable de semi-normes indexées par J;, x --- x J; et définies par :

12l = I1f D2 Vil - llvn

ol I'infimum est pris sur les différentes présentations x = Y v; ® - - - Q@ v,,.

i’!ij’lL (238)

Définition-Proposition 2.2.2.1 (Produit tensoriel projectif d’espaces de Fréchet). La
complétion de E;, ® --- ® E;, par rapport aux semi-normes || - ||;,.... j, est notée E; Qg
<@y By et est appelée produit tensoriel projectif des espaces E;,,--- , E; . Il s’agit encore
d’un espace de Fréchet.
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On suppose maintenant que 'ensemble / est dénombrable.

Soit I’ = {iy,- - ,i,} un sous-ensemble fini de I. Pour (j, - ,jn) € Ji, X -+ X J;,, on
définit une semi-norme sur le produit ] E; par :
ier
Y1127 31 g = Maz ([10iy W) lir oo i (W)l ) (2.39)
ou 7, désigne la projection de y € [[ E; sur Ej.
i€l

Proposition 2.2.2.2. L’espace [] E;, muni de la famille (dénombrable) de semi-normes
iel
définie ci-dessus, est un espace de Fréchet.

2.2.3 Algébre de Fréchet

Définition 2.2.3.1. On dit qu’un espace de Fréchet A est une algébre de Fréchet si A est
muni d’une multiplication X induisant une application linéaire continue de A ®, A vers A.
Autrement dit, pour toute semi-norme Ny, il existe une constante ¢ et deux semi-normes
Ny et Nj telles que, pour tous a,b € A, on a :

Nl(a X b) < CNQ(CL)N3(Z)) (240)

2.2.4 Théories d’homologie des algébres de Fréchet

Des qu’une algebre est munie d’une topologie la rendant complete, il est plus intéres-
sant de garder cette complétude quand on veut calculer les homologies évoquées pré-
cédemment. Ce sera donc le cas des algebres de Fréchet qui apparaitront dans la suite.
Par conséquent, les produits tensoriels apparaissant dans ces calculs d’homologies se-
ront des produits tensoriels projectifs. En particulier, le bicomplexe cyclique périodique
d’une algebre de Fréchet A sera par définition :

CCL(A) = (H A" b+ B) (2.41)

neN

L'utilisation de ces complétions nécessite que les opérateurs considérés sont bornés, et
cela fera 'objet de nombreuses estimations dans la suite. En particulier, les opérateurs
de Hochschild et de Connes sont bornés.

Il sera question dans cette thése de ’homologie cyclique périodique réduite d’une
telle algebre, en voici une définition :

Définition 2.2.4.1. On définit I’homologie cyclique périodique réduite de [’algébre de
Fréchet A comme [’homologie du complexe cyclique périodique, quotienté par ’ensemble
des limites de bords de celui-ci.
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3 Homologie cyclique de I'algebre
d’un groupe discret

Dans ce chapitre G désigne un groupe discret. Le calcul de ’homologie cyclique de
I'algebre CG est connue grace aux travaux de V. Nistor ([Nis90]) et D. Burghelea
([Bur85]). Notre objectif ici est de parvenir a ce résultat en explicitant les différents
morphismes entrant en jeu, nous permettant ainsi par la suite d’estimer les normes de
ceux-ci.

3.1 Lien entre homologie de groupe et homologie de
Hochschild

Nous exposons ici un des points clés de I'étude, a savoir le lien existant entre ’homo-
logie du groupe G et 'homologie de Hochschild de son algebre CG.

3.1.1 G-modules

Définition 3.1.1.1. L’algébre du groupe GG, notée CG est l’algébre des combinaisons li-
néaires formelles d’éléments de G, a coefficients dans C. Ses éléments seront habituellement

n
notés > ;- g;, avec \; € C et g; € G.
i=1

Définition 3.1.1.2. On appellera G-module tout C-espace vectoriel M muni d’une action
linéaire de G, autrement dit tout CG-module.

Pour un G-module M donné, on introduit deux autres G-modules :
Mg = M/{m —gm|m € M, g € G} (3.1)

appelé module des coinvariants qui est le plus grand quotient sur lequel G agit de facon
triviale, et
MCE ={m € M|Vg € G,gm = m} (3.2)

appelé module des invariants.
On liste plusieurs résultats sur ces deux modules :

Proposition 3.1.1.3. Soit M un G-module. Alors :
Mg ~C ®cg M et MY ~ Homee(C, M) (3.3)

Corollaire 3.1.1.4. Le foncteur M — Mg est exact a droite et le foncteur M — MS est
exact a gauche.

55



Définition 3.1.1.5. Soit H un sous-groupe de G et M un H-module. On appelle G-
module induit par M le G-module défini par le produit tensoriel CG Qcyg M des deux
CH-modules CG et M. Ce G-module est noté ind%(M).

3.1.2 Homologie de groupe

Définition 3.1.2.1. L’homologie de G a coefficients dans un G-module M est le foncteur
dérivé a gauche du foncteur M — Mg, elle est notée H.(G,M).

Pour calculer ’'homologie du groupe G a coefficients dans un G-module M, il suffit
donc de disposer d’'une résolution projective de M par des (G-modules, c’est-a-dire une
suite exacte de la forme

0 M+ M« M+ M? + --. (3.4)

ou les M, sont des objets projectifs dans la catégorie Mods. Appliquant le foncteur
M — Mg a une telle résolution, on obtient le complexe de chaines :

04 Mg+ Mg + M§ + MZ + - (3.5)

Alors le foncteur dérivé a gauche de M — Mg est donné par 'homologie de ce com-
plexe.

Le complexe bar C"¥ (@) de G fournit une résolution du G-module constant C par des
G-modules libres. Ainsi, le complexe C?*(G) ® M := CP¥ (G, M) fournit une résolution
projective de M. L’homologie de G a coefficients dans M peut ainsi se calculer comme
’homologie du complexe CP (G, M). Dans la suite, un simplexe de C®* (G, M) sera
noté [go, - , gn; M.

Définition 3.1.2.2. La cohomologie de G a coefficients dans un G-module M est le
foncteur dérivé a droite du foncteur M — MY, elle est notée H*(G, M).

Nous aurons besoin du théoréme suivant, connu sous le nom de Lemme de Schapiro :

Théoréme 3.1.2.3. Soit H un sous-groupe de G et M un H-module. Alors il y a un
isomorphisme canonique entre I’homologie de H a coefficients dans M et I’homologie de
G a coefficients dans indS (M)

H.(H,M) ~ H. (G, ind§;(M)) (3.6)

Preuve :
Soit M <« P, une résolution du H-module M par des H-modules projectifs. Alors
CG @cy M + CG ®cy P. est une résolution de CG ®cy M = ind$ (M) par des G-
modules projectifs. En effet, CG est en fait un CH-module libre et la tensorisation par
un module libre envoie modules projectifs sur modules projectifs (proposition 1.2.6.6).
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On a ainsi :

(
(
~ H, (((C KRca CG) RcH P*) (3'7)
(
(

3.1.3 Homologie de Hochschild par ’homologie de groupe

Nous avons vu dans le chapitre précédent (section 2.1.2.2) que 'homologie de Hoch-
schild d’une algebre complexe unitale A pouvait étre vue comme le foncteur dérivé a
gauche du foncteur

M v My == M/[M, Al (3.8)

On constate donc que pour calculer 'homologie de Hochschild, on a ici encore besoin
d’une résolution projective du A-bimodule M.

On va maintenant établir le lien entre homologie de groupe et homologie de Hoch-
schild dans un cas particulier. On va naturellement s’intéresser a 'algebre A = CG,
algebre du groupe G.

Afin de comparer 'homologie de Hochschild de CG a coefficients dans un CG-bimodule
M et 'homologie du groupe G, il faut associer a M un G-module de maniere pertinente.

Définition-Proposition 3.1.3.1. Soit M un CG-bimodule. On lui associe le G-module
Ad(M) dont les éléments sont ceux de M mais ou l'action de G est remplacée par action
adjointe : g-m = gmg~'. Le passage Ad : M — Ad(M) est un foncteur exact de la
catégorie des CG-bimodules dans la catégorie des G-modules. De plus, ce foncteur envoie
les objets projectifs de cgModeg sur les objets projectifs de Modg.

Proposition 3.1.3.2. Le foncteur M — Mgca est la composition du foncteur Ad et du
foncteur M +— M.

Nous allons avoir besoin du résultat d’algebre homologique suivant :

Lemme 3.1.3.3. Soit F' un foncteur exact a droite et F' un foncteur exact qui envoie des
objets projectifs sur des objets projectifs. Alors L.(F o F') = L,(F')o F ou L,(-) désigne
le foncteur dérivé a gauche.

Compte-tenu de ce lemme et du fait que le foncteur Ad est exact, on obtient que le
foncteur dérivé a gauche de M — Mc¢( est la composition du foncteur Ad et du foncteur
dérivé a gauche de M — M. Autrement dit on a le théoréme suivant :

Théoréme 3.1.3.4. Soit M un CG-bimodule. Alors on a un isomorphisme naturel de
C-espaces vectoriels :
HH,(CG,M) ~ H.(G, Ad(M)) (3.9)
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En prenant M = CG dans le théoreme précédent, on obtient en corollaire I'isomor-
phisme
HH,(CG) ~ H,(G, Ad(CQ)) (3.10)

L’homologie de Hochschild de CG peut donc étre interprétée comme ’homologie du
groupe G a coefficients dans un GG-module convenable. Cela permet d’utiliser les outils
de ’'homologie du groupe pour calculer 'homologie de Hochschild de CG. Nous avons
donc besoin d’une résolution projective de Ad(CG) par des G-modules. Pour cela nous
utiliserons le complexe bar de G, noté C"¥ (G, C) ou plus briévement C?*(G) qui est une
résolution projective de C. Ainsi, par tensorisation par Ad(CG) nous obtiendrons une
résolution projective de Ad(CG) par des G-modules. Ainsi ’homologie de Hochschild
de l'algebre de groupe CG pourra étre obtenue en calculant '’homologie du complexe
(Cv(G) ®c Ad(CG))e. Nous noterons dans la suite C.,(G) ®@¢ Ad(CG) = C.(G, Ad(CG)).

3.1.4 Quelques points sur la cohomologie de groupe

Soit M un G-module. On introduit ici deux complexes de cochaines :

Définition 3.1.4.1. On note (C;(G,M),0y) le complexe dont les cochaines (appelées
cochaines homogénes) sont les applications G-invariantes G — M. La différentielle Oy,
est donnée, pour f € Cp(G, M), par :

n+1

()t (9o, s gnr) — D (1) f (g0, o gfs -+ s Gns1)
= (3.11)
= ;(—1)if(3¢(go,--- , nt1))

Définition 3.1.4.2. On note (C},(G, M), 0i) le compleze dont les cochaines (appelées
cochaines inhomogeénes) sont les applications G™ — M (sans propriété d’équivariance). La
différentielle Oy, est donnée, pour f € Ci (G, M), par :

On(f) : (g1, s gnr1) ¥—91 - f(g2, s Gnt1)
+Z(_1)Zf(gla y 9idi+1, " " 7gn+1) (312)
1=1
+ (=" flgr, - 5 gn)

Proposition 3.1.4.3. Les deux complezes C; (G, M) et C} (G, M) sont isomorphes, via
le morphisme de complexes ® : C} (G, M) — C}(G, M) défini par :

O(f): (g1, 5 9n) — f(1, 91,9192, ;G192 ** Gn) (3.13)

Son inverse W : C (G, M) — Cy(G, M) étant défini par :

U(f):(hoy-  hn) — ho - f(go 91,97 920+ G 19n) (3.14)
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Proposition 3.1.4.4. La cohomologie du groupe G a coefficients dans le G-module M
peut étre définie comme [’homologie commune des deux complexes définis ci-dessus.

3.1.4.1 Classe de cohomologie associée a une extension centrale

On appelle extension centrale toute extension de groupes
0—A-SFE-5G—1 (3.15)

dont le noyau A est abélien et tel que «(A) est dans le centre de FE.

Proposition 3.1.4.5. I] y a une bijection canonique entre la classe d’isomorphisme de
Uextension (5.15) et H*(G, A).

Preuve :

On choisit tout d’abord une section ensembliste s : G — E de sorte que p o s = id. On
peut de plus se permettre de la choisir de facon a avoir s(1) = 1 et s(¢g7!) = s(g)~! pour
tous g € G. Cette section n’est pas nécessairement multiplicative, et c’est ce que nous
allons mesurer en posant, pour tous g, h € G : ¢(g, h) = s(g)s(h)s(gh)~'. On définit ainsi
une 2-cochaine inhomogene, puisque p(c(g, h)) = 1, et ainsi ¢(g, h) est dans A quels que
soient les éléments g et h. Il reste a montrer que cette 2-cochaine est un cocycle, et que
le choix de la section s ne change pas la classe de cohomologie.

Soit (g1, g2, g3) € G*. Nous allons calculer de deux facons le produit s(g;)s(g2)s(g3) en
utilisant 'associativité de loi de E. Dune part :

s(91)s(g2)s(g3) =(s(g1)s(g2))s(g3)
=c(g1, 92)5(9192)5(93) (3.16)
=(c(g1, 92) + (9192, 93))5(919293)

et d’autre part :

s(g1)s(g2)s(g3) =s(g1)(s(g2)s(9g3))

(
=5(g1)c(g2, 93)3(9293) (3.17)
=c(g2, 93)5(91)5(9293)
=(c(g2,93) + c(91, 9293))5(9192953)
On obtient donc :
(g2, 93) + (g1, 9293) — c(91, 92) — c(9192,93) = 0 (3.18)

autrement dit 9;,(c)(g1, 92, 93) = 0 et nous avons ainsi montré que c est un 2-cocycle
inhomogéne.

Soit maintenant s’ une autre section, avec les mémes propriétés que s. Pour tout g € G,
on pose d(g) = s(g)s'(g)~' € A. Essayons d’exprimer ¢ en fonction de ¢/, le 2-cocycle
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associé a la nouvelle section s'. Soient g, h € G :

(3.19)

I
U
—~
o)
~ O
+
Q, —
—
>
~—
|
—
—
Q
=
~—
~—
CIJ\
—~
S
~—
V)
—~
>
~
Cn\
—~
Q
=
N

L

Ainsi les deux cocycles different seulement d’'un cobord, ils représentent donc la méme
classe de cohomologie.

On peut voir pour conclure que le choix d’'un 2-cocycle inhomogene ¢ : G* — A
normalisé (i.e. ¢(g,1) = ¢(1,g) = 0 € A pour tous g) détermine entierement la structure
de groupe de E, identifié a A x G : la loi de groupe sur F est alors donnée par :

(a,g) - (bh) = (a+ gb+c(g,h),gh) (3.20)

cette loi est bien associative par le fait que ¢ est un cocycle. L’élément neutre pour cette
loi est I'é1ément (0, 1) et 'inverse d’un élément (a, g) est donné par :

(—g'a—clg™",9),97") (3.21)
Ainsi a un élément de H*(G, A) correspond une et une seule classe d’extensions de G
par A. 0

3.1.5 Quelques points sur ’hyperhomologie de groupe

Nous aurons besoin dans ce travail de quelques notions sur la théorie d’hyperhomo-
logie de groupe : il s’agit en réalité d’'une théorie d’homologie qui, au lieu d’étre a
coefficients dans un G-module, est a coefficients dans un complexe de G-modules.

Dans ce qui suit, on dira de qu'un complexe de chaines C, est "borné inférieurement"
s'il existe N € Z tel que, pour tout n < N,ona C, = 0.

Lemme 3.1.5.1. Soit P, une résolution de C par des G-modules projectifs et C, un
compleze de G-modules. Alors [’homologie du complexe (P, ® C.)g ne dépend pas de la
résolution P,.

Preuve :
Soit P, une autre résolution de C par des G-modules projectifs. Alors il existe une
équivalence d’homotopie f, : P, — P, G-équivariante. De ce fait, le morphisme f, ®id :
P, ® C, — P, ® C, est également une équivalence d’homotopie G-équivariante. O

Définition 3.1.5.2. Soit C, un complexe de G-modules "borné inférieurement". Alors
Uhyperhomologie de G a coefficients dans le complexe C., notée H(G, C.) est par définition
I’homologie du complexe (P, ® Cy)g, ot P, est une résolution quelconque de C par des
G-modules projectifs.

On donne deux propriétés cruciales pour notre travail :
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Proposition 3.1.5.3. Soit f. : C, — C. un quasi-isomorphisme entre deux complezxes
"bornés inférieurement” de G-modules. Alors f, induit un isomorphisme H(G, C,) =~
H(G, C.) en hyperhomologie.

Preuve :
On rappelle la définition du cone de f, : il s’agit du complexe de chaines C'one.(f) =
C,[1] ® C., qui s’inscrit dans une suite exacte courte :

0 — CL — Cone,(f) — Ci[1] — 0.

La différentielle du cone étant donné par
(a, ') = (=0(a), f(a) + () (3.22)

On rappelle également que la fleche de bord H(C.) — H(C.) qui apparait dans la
longue suite exacte en homologie est exactement induite par f,. De ce fait, puisque
f+ est un quasi-isomorphisme, on déduit que 'homologie du céne de f, est nulle. Par
conséquent, si P, est une résolution de C par des GG-modules projectifs, 'augmenta-
tion P, — C induit un quasi-isomorphisme P, @ Céne(f) — Cone(f), le complexe
P.®Cone,(f) est donc encore acyclique, et est par conséquent contractile via une homo-
topie G-équivariante (proposition 1.2.8.4). Lhomologie du complexe (P, ® Cone.(f))a
est donc également nulle. Ainsi, la longue suite exacte en homologie obtenue de

0— (P,®C)g — (P, ®Cone,(f))g — (P.®C,[1))g — 0
prouve l'isomorphisme H(G, C,) ~ H(G, C). O

Proposition 3.1.5.4. Soit C, un complexe "borné inférieurement” de G-modules projectifs.
Alors l’hyperhomologie H(G, C.) de G a coefficients dans C, est exactement donnée par
U’homologie H.((Cy)c).

Preuve :
Soit P, une résolution projective de C par des G-modules. Alors 'augmentation P, — C
induit un quasi-isomorphisme P,®C, — C,, et donc une équivalence d’homotopie entre
complexes de projectifs. Ainsi on a H.((P, ® C.)¢) ~ H.((Cy)a)- O

3.2 Le bicomplexe cyclique CC,(CG)-,-

Dans cette section nous construisons un bicomplexe dont ’homologie donne la contri-
bution d’une classe de conjugaison donnée <v> a ’'homologie cyclique de CG.

3.2.1 Décomposition suivant les classes de conjugaison

Nous rappelons que Ad(CG) désigne la représentation adjointe de G, a savoir le
G-module CG muni de l'action adjointe de GG. Cette représentation adjointe peut étre

décomposée suivant les classes de conjugaison du groupe G : ona Ad(CG) = @ C<v>.
<v>

De ce fait, ’'homologie de Hochschild de CG admet également une décomposition sui-
vant les mémes classes de conjugaison :
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Proposition 3.2.1.1. Pour une classe de conjugaison <v> de G, on note C.(CG)y> le
sous-complezxe du complexe de Hochschild C,(CG) engendré par les produits go® g1 - - - Qg
tels que gogy - - - gn € <v>, et on note HH,.(CG),~ ’homologie de ce sous-compleze. Alors
on a la décomposition suivante :

H,(CG) = ) HH,(CG)<ys (3.23)

<v>

Nous avons de plus des décompositions similaires en homologie cyclique et cyclique
périodique. Nous allons donc nous concentrer sur ces contributions H H,.(CG) ..
De méme, nous avons une décomposition de I’homologie du groupe a coefficients
dans Ad(CG) :
H.(G,Ad(CQ)) = @ H.(G,C<v>) (3.24)
<v>
Les groupes d’homologie H.(G,C<v>) sont alors calculés comme ’homologie des com-

plexes (C}far(G, C)® (C<v>)G, aussi notés CP¥ (G, C<v>)g.

Proposition 3.2.1.2. Soit <v> une classe de conjugaison de G. Alors le morphisme de
complexes

Py CY7(G,C<v>) — CL(CG)<ps (3.25)

défini par :
(90, s gniw] — g WG ® gy g1 ®@ -+ @ gty gn (3.26)

est surjectif, et lapplication induite C**(G,C<v>)g — Co(CG)<ys est un isomorphisme
de complezes.

Preuve :
Considérons I'application ¢, : C,(CG) > — CP*(G,C<v>) définie par :

ho @ -+ @ hy — [ho, hohy, -+ hohy - -+ hu hohy - - iy, (3.27)

On remarque tout d’abord que p. o ¢, = id, et donc que p. est bien surjectif. De plus,
pour un simplexe « = [go, - - , g,; w|, on obtient ¢, o p.(a) = g, wa. Ainsi p, est un
isomorphisme sur les G-coinvariants. O

Proposition 3.2.1.3. Soit <v> une classe de conjugaison de G et v un représentant de
celle-ci. Alors on a un isomorphisme de compleres C*"(G,C<v>)g ~ CM (G, Cv)g,, ol
Z, est le centralisateur de v, c’est-da-dire le sous-groupe des éléments de G qui commutent
avec v et Cv est le sous-C-espace vectoriel de Ad(CG) engendré par v, sur lequel Z, agit
trivialement.

Preuve :
Le résultat est en fait immédiat, puisque l'action de G sur <v> (par conjugaison) est
transitive (i.e. elle ne posséde qu'une orbite) et le stabilisateur de v pour cette action
est exactement Z,. Si on veut voir de plus pres, on peut considérer le morphisme f :
Char (@G, Cv) — CP* (@, C<v>) défini par :

[goa"' 7gn;v] — [907"' ,gn;v] (328)
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Alors I'application induite sur les coinvariants (par Z, a gauche et G a droite) est injec-
tive et surjective. En effet, pour la surjectivité on a

f([hilh()a T 7h71hn; U]) = [hilh()v e Jhilhn; U]
~ h[h e, BT Ry ) (3.29)
= lho, -+, hp; hvh_l]

Pour I'injectivité, si f([go, - , gn; v]) = f([ho, -+ , hn;v]), il existe h € G tel que [go, - - - , gn; V] =
hlhg, - -+ , hy;v], et en particulier on a v = hvh™!, et ainsi h € Z,. O
En résumé, on a le résultat suivant :

Théoréme 3.2.1.4. Soit <v> une classe de conjugaison de G et v un représentant de
celle-ci. Alors on a un isomorphisme de complezes :

Ci(CQ) v =~ CI(G, Cu)g,

Remarque 3.2.1.5. Puisque Z, agit trivialement sur Cv, on peut remarquer qu’il y a
aussi un isomorphisme C (G, Cv)y, ~ C¥(G,C)y, = CP*(GQ)y4,.

Proposition 3.2.1.6. Pour tout sous-groupe H de G, C*(G) est un complexe de H-
modules libres. C’est le cas en particulier pour H = Z,.

Preuve :
Une base de CP¥ () en tant que G-module est par définition donnée par 'ensemble des
simplexes [go, - - - , gn|. Le sous-groupe H agissant sur GG par translation, on peut choisir
un systéme de représentants g pour cette action. Alors C?¥(G) est libre en tant que
H-module, et une base est donnée par '’ensemble des simplexes [7, g1, - , gn]- 0

Corollaire 3.2.1.7. On a des isomorphismes naturels en homologie :
HH,.(CG)<p> ~ H.(Z,,C) ~ H,(G,C<v>)

Preuve :

Le deuxieme isomorphisme se justifie par le lemme de Schapiro (théoreme 3.1.2.3).
En effet le G-module induit par le Z,-module C est exactement le module des coinva-
riants (CG)z, = C<v>. O

3.2.2 Construction du bicomplexe cyclique

Maintenant que nous avons une "copie" du complexe de Hochschild de la contribution
d’une certaine classe de conjugaison, nous pouvons nous lancer dans la construction du
bicomplexe cyclique associé.

A partir de maintenant, v désignera un élément de G.
On commence par construire la "copie" de l'opérateur cyclique ¢, que nous noterons 7 :

Proposition 3.2.2.1. Le diagramme suivant commute :
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O (G, Cv) L CL(CE) o

I ]

Crr (@, Cv) > CL(CR) cps

ot lopérateur T est défini par : (90, 5 gn;v] — (=D [v7 g0, 90, 5 gn1;0] et est
Zy-equivariant.

Preuve :
En effet, si a = [go, -+ , gn; v] € CP¥ (G, Cv), alors on a :

Top.,(a)=p.oT(a)=(=1)"g,219, ® g5 0G0 @ -+ @ G ogn—1

De méme, on construit une copie de I'opérateur N :
Définition 3.2.2.2. On pose N=1+T+---+1T

Dans le cas du bicomplexe cyclique classique, ona (1 —t)o N = No(1—1t) =0, ce
qui fait bien de C'C,(CG) un bicomplexe. Ici, on s’apercoit que la composition de 1 — T
et de N n’est pas nulle, en effet :

Lemme 3.2.2.3. Ona (1—-T)oN=No(1-T)=1-T"": o+ (1 —v Y.

Afin d’obtenir un bicomplexe, nous allons devoir nous débarrasser de cette anomalie.
Pour cela, nous allons prendre les coinvariants par le groupe cyclique engendré par v :

Définition 3.2.2.4. On note U le sous-groupe de G engendré par ’élément v. Il s’agit
bien entendu d’un sous groupe cyclique et central de Z,.

Les G-modules C?*(G) étant également des U-modules et les nouveaux opérateurs
T et N étant également U-équivariants, on peut prendre les U-coinvariants, obtenant
ainsi un vrai bicomplexe :

Définition 3.2.2.5. On note @*(G)QD le bicomplexe suivant :

0 —a/ 0 *8/
CL(@)y =—— Cl(Q)y ~~ Clr(Gy = Clr(Gy =
0 -0’ b) —9
O (G)y <—=Cy(G)y = Cr(G)y <—=CY(G)u =
Is) -0’ o -0

Clr(G)y = C(Q)y < CL"(GQ)y = CL"(G)y =— . ...

0 id

) n—1 )
ot O est la différentielle du complexe bar de G : 0 = > (—=1)'0; et 0’ = Y (—1)'0;.

=0 =0

n
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Le probléme est maintenant que le complexe de Hochschild était donné par C*(G),,
et non par C(G)y. La définition et la proposition suivantes résolvent ce probléme :

Définition 3.2.2.6. On note N, le quotient de Z, par U, de sorte qu’on ait la suite
exacte courte suivante :

0O —U—24,— N, —1
De plus, on choisit une section ensembliste s : N, — Z, de sorte que s(1) = 1.

Proposition 3.2.2.7. Les espaces C2(GQ)y sont des N,-modules libres, laction (indé-
pendante de s) de N, étant donnée, pour un élément n € N, par :

N 190, g0l = 35() - (90, s gn) = [s()go, -+ . 5(1n)gn) (3.30)

On a de plus, en tout degré n : (C’g‘”(G)U)N ~ CY"(@),,. Par conséquent I’homologie

du bicomplexe cC, (CG) <y, une fois les N,-coinvariants pris, donne bien la contribution
de la classe de conjugaison <v> da [’homologie cyclique de CG.

Preuve :
Les CP¥ (@) sont des Z,-modules libres, donc les C*¥(G) sont bien des Z,/U = N,-
modules libres.
Soit M un Z,-module libre et soit IV un espace vectoriel complexe tel que M = CZ,®¢V.
On a alors :

(My)n, =C ®cn, My = C ®cn, (C®@cy M) (3.31)
=C ®cn, C ®cv (CZ, ®c V) = C &cn, (C &cv CZ,) @c V (3.32)
=C ®cn, CN, @V =V (3.33)
=C®cyz, CZ, @cV =C®cyz, M = My, ( )

En termes d’hyperhomologie, on a donc le résultat suivant :

Théoréme 3.2.2.8. La contribution de la classe de conjugaison <v> a l’homologie cy-
clique HC,(CG) <y est exactement donnée par I’hyperhomologie H(N,, Tot(CC.(CG) <y>)
du groupe N, a coefficients dans le complexe total de CC(CG)ys.

Lemme 3.2.2.9. Les colonnes d’indice impair de CA@*((CG)Q» sont acycliques, de fagon
N, -équivariante.

Preuve :
On consideére l'application linéaire et U-équivariante h : C*(G) — CP(G) définie
par :

h [gOa"' 7gn] — [grmg()a"' agn] (335)
On vérifie alors facilement que (—0')h + h(—0') = =£id, ce qui suffit a montrer que les
colonnes impaires de C'C,(CG)-,~ sont effectivement acycliques. O
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A partir de maintenant, nous allons distinguer les cas suivant si I'élément v est de
torsion ou non et calculer HP,(CG).,~ dans ces deux cas. Pour ce faire, nous au-
rons besoin d’établir des quasi-isomorphismes entre C'C,(CG),~ et d’autres complexes
beaucoup plus simples.

Définition 3.2.2.10. On rappelle que C < C*"(GQ) est une résolution du G-module C
par des G-modules projectifs. On notera € : CG = C(G) — C l'augmentation, qui est
par ailleurs U-équivariante.

3.3 Contribution elliptique a H P,(CG)

Dans cette section nous fixons un élément v € G de torsion. Nous commencons
par montrer que dans ce cas précis, les N,-modules projectifs C¥ (&), sont égale-
ment des Z,-modules projectifs. Nous établissons ensuite un quasi-isomorphisme entre
CC,(CQ).,> et un certain complexe C?, qui nous permettra de calculer simplement
HC.(CG)<yp>.

3.3.1 Préliminaires
Nous établissons ici quelques résultats algébriques dans un cadre général.

Lemme 3.3.1.1. Soit H un groupe fini et M un H-module. Alors, en posant p =

1
card(H) th oma

MH" =pM et (1 —p)M = Vectc({m —hm},m € M,h € H), d’ots My = M/(1 —p)M
On a de plus :
M=pM&(1-p)M.

Lemme 3.3.1.2. Soit H un groupe fini. Alors les foncteurs M — M et M —— My
sur la catégorie des H-modules sont exacts.

Preuve :
Soit M' -2+ M -Ys M”" une suite exacte de H-modules. Regardons d’abord le cas

des invariants : on doit montrer que la suite M'# —2+ MH Y5 M"H est exacte. On

voit facilement que I'm(p) est inclus dans Ker(v). Par contre, dans le cas ot H est

quelconque, on peut seulement dire que Ker(v) est inclus dans Im(y). Comme ici H

est fini, on peut définir I'élément p de CH par : p = >~ h. Soit maintenant

card(H) rnen
m € Ker(y), il existe alors m’ € M’ tel que m = o(m'). Mais alors : m = pm =
pp(m') = p(pm') = p(pm’) € Im(p). Ainsi le foncteur M — M* est exact dans le cas
ol H est fini. B
Regardons maintenant le cas des co-invariants : on doit montrer que la suite M}, —*

My -2 M 7 est exacte. Il est encore clair dans ce cas que 'on a Im(p) C Ker(¢). Soit
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alors m € Ker(v), ce qui signifie que v¢)(m) appartient a (1 — p)M", et ainsi ¢)(pm) =
py(m) = 0. Par conséquent, il existe m’ € M’ tel que pm = ¢(m'). Finalement, p(m’)
P = .

ool

3.3.2 Calculde HC.(CG) .\~
Lemme 3.3.2.1. L’espace C(N,) est un Z,-module projectif.

Preuve :
On commence par remarquer que C(Z,) est un U-module. Compte-tenu du lemme
3.3.1.1, on a donc la décomposition suivante en U/-modules :

OUP = Cord(T) 2"

Or cette décomposition est aussi une décomposition du Z,-module libre C(Z,) par
des Z,-modules, et on a l'identification pC(Z,) ~ C(N,) O
En combinant le résultat précédent et la proposition 1.2.6.5, on obtient le suivant :

Proposition 3.3.2.2. Soit M un N,-module projectif. Alors M est aussi un Z,-module
projectif.

Ainsi, le bicomplexe CC,(CG).,~ est en fait un bicomplexe de Z,-modules projectifs,
et on a en conséquence le théoréme suivant :

Théoreme 3.3.2.3. Siv est d’ordre fini, alors la contribution de sa classe de conjugaison
a l'homologie cyclique de CG est donnée par I’hyperhomologie de Z,, a coefficients dans le
compleze total de CC(CG)<ps -

HC(CG)eps ~ H,(Z,, Tot(CC,(CG)<yps))

Définition 3.3.2.4. On note C% le complexe de chaines défini par :
— C=0sin<0,
— C¥% =C sin >0 et sin est pair,

— O =0 sin>0 etsin est impair.

Remarque 3.3.2.5. En notant abusivement C le complexe de chaines C, défini par
Co=C et C,=0sin#0, alors le complexe C* s’écrit aussi C¥ = @ C[—2k].
k=0

Définition 3.3.2.6. On note C/'E';((CG)@> le bicomplexe suivant :
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0 -0 d 4
O (@ == O3 (@)~ Oy <—= O (Gl +— ...
0 -0 d —9
1 (Gy == CY(Gy ~ Cr(G)y =——=CY(G)u =
0 -0 d —o
Ci (G ~5— C3"(G)u <57~ O (G <5 G4 (Ghy 57— -

3 3

C 0 C 0

La ligne inférieure (en degré -1) étant le complere CH. On notera gy l'augmentation ainsi

définie du bicomplexe C’NC’*(CG)<U>.
Proposition 3.3.2.7. Le complexe total de CA@;((CG)@> est acyclique.

Preuve :
On rappelle que ¢ est Paugmentation C «+ C¥((), cette résolution de C est donc par
définition acyclique. De plus, U étant fini dans le cas présent, le foncteur M —— My
est exact. Ainsi, les colonnes paires du bicomplexe sont acycliques. Il en va de méme
pour les colonnes impaires d’apres le lemme 3.2.2.9. Ainsi, par la proposition 1.2.8.5,

le bicomplexe CA’C//“;(CG)<U> est acyclique. O
Lemme 3.3.2.8. On a la suite exacte de complexes suivante :
0 — CU1] — Tot(CC(CG)<ps) — Tot(CCL(CG)<ps) — 0
La fléche de bord associée a cette suite exacte est exactement induite par €.
Avec les deux résultats précédents, on obtient :

Corollaire 3.3.2.9. L’augmentation gy : Tot(CC,(CG)eps) — CU est un quasi-
isomorphisme.

Par conséquent, nous sommes arrivés au résultat suivant :
Théoreme 3.3.2.10. Si v est d’ordre fini, alors on a l'isomorphisme suivant :
HC(CQ)<ps =~ HL(Z,, Cflt)
Il nous reste donc a calculer ces derniers groupes d’hyperhomologie.

Lemme 3.3.2.11. Soit C <~ P, une résolution de C par des Z,-modules projectifs. On
considere le bicomplexe PP, :
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Alors I’homologie de ce bicomplexe, une fois pris les coinvariants par Z,, est donnée par :

H.(Tot(PP,)y,) = @ H,_on(Zy,C).
n=0

Preuve :
On commence par remarquer que l'on a Tot(PP,) = @ P.[—2n|. Par suite on obtient
n=0

Tot(PP,)z, = % P.[—2n]z,. Chaque terme P,[—2n]z, en homologie donne H, _»,(Z,,C)
n=0

par définition, et ’homologie commute avec la somme directe. O

Proposition 3.3.2.12. On a l’isomorphisme suivant en homologie :
H.(Z,,C#) = @ H, 5,(Z,,C)
n=0

Preuve :

Soit C <2~ P, une résolution de C par des Z,-modules projectifs. Considérons alors le
bicomplexe PP) :

On note ¢, : Tot(PP,) — (3 le morphisme de complexes associé. Par une argumen-

tation identique a ce qui a été fait précédemment, on montre que £, est un quasi-

isomorphisme. Ainsi, par les propriétés de 'hyperhomologie données dans le chapitre

2, ona: H,(Z,, C3) = H,(Z,, Tot(PP,)) = H,(Tot(PP,)z,). O
On arrive donc aux résultats finaux suivants :
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Théoréme 3.3.2.13. Si v est d’ordre fini, on a l'isomorphisme :
HC*(CG)<U> ~ @0 H*_zn(Zv,(C)

Proposition 3.3.2.14. On a le diagramme commutatif suivant :

Tot(CCL(CG) cys ) —2 Tot(CCL(CG) cys) (3.37)
Tot(PP,) Tot(PP,)[2]

ot les fleches verticales sont des quasi-isomorphismes. Ce diagramme donne alors en
homologie le suivant :

HCL(CG)cps —2 > HC, 5(CG) <y (3.38)

- -

ég H*—2n<ZU7(C) - % H*—Qn(Zva(C)

n=0 n=1

L opérateur S en homologie cyclique est donc donné par la projection canonique

S é H, 3,(Z,,C) — é H, 9,(Z,,C) (3.39)

n=0 n=1

On obtient donc finalement la contribution de <v> a I’homologie cyclique périodique
de CG :

Théoreme 3.3.2.15. Si v est d’ordre fini, on a des isomorphismes canoniques :

HP.(CG)<vs = TI Huyon(Z,€) = I Huon(G,C<v>)

Preuve :
Le dernier isomorphisme s’explique, comme dans la preuve du corollaire 3.2.1.7, par le
lemme de Schapiro (théoréme 3.1.2.3). O

3.4 Contribution hyperbolique a HC,.(CG)

Dans cette section nous supposons que v € G est d’ordre infini. Nous rappelons
que CC,(CG),~ est un bicomplexe de N,-modules projectifs, et que nous avons par
conséquent :

Théoreme 3.4.0.1. Si v est d’ordre infini, on a l'isomorphisme :

HC,(CG)cps ~ H,(N,, Tot(CC(CQ)ps))
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Comme dans le cas ou v est d’ordre fini, nous allons commencer par établir un quasi-
isomorphisme entre Tot(CC,(CG).,>) et un complexe plus simple, permettant de faci-
liter le calcul de HC,(CG).,~. En revanche, nous n’aurons pas tout de suite de résultat
pour la contribution a ’homologie cyclique périodique.

Comme précédemment, ¢ désignera 'augmentation C «— CP¥ (G, C).

Lemme 3.4.0.2. L’homologie de la premiere colonne de CA’é*(CG)<v> est de dimension
1 en degré 0 et 1, et nulle en les autres degrés. De plus,un générateur de son homologie en
degré 1 est donné par [1,v] € CP"(G).

Preuve :
Le morphisme de complexes de U-modules projectifs f, défini par :

0 ClU] —+—C[U] 0 0 e (3.40)

R T

0~— Cb(G) <2 Y (@) <2— C5(G) <2~ O (G) =— - --

k k

avec fo : vF — V¥, fi o 0P — [P oM et d WP — oF — 071 est un quasi-
isomorphisme. Prenant les U-coinvariants, on obtient un quasi-isomorphisme :

0 C 0 C 0 0 (3.41)
I g i l
0 <— Cp™(G)y <= CY"(G)y <7~ C5™(G)y <" Cy™(Q)y ~— - -
avec go: 1 — [1] et gy : 1 — [1,0]. O

Lemme 3.4.0.3. On désigne par C. (k) le complexe total du sous-bicompleze de CC,(CG) <y
constitué des k premiéres colonnes de ce dernier (comprendre les colonnes d’indices 0 d
k—1). Alors on a, pourn > 1 :

C six=2n—1o0u0
H.(C.(2n)) = { 0 sinon

Preuve :
Nous montrons ce résultat par récurrence sur n > 1. Pour faire fonctionner la récur-
rence, nous ajoutons le fait suivant a démontrer : pour tout n > 1, un générateur de
Hj,—1(Cy(2n)) est donné par (0,--- ,[1,v],0) € an_l(Qﬂ =CCoon—1® - ® CCo,_1.
Pour n = 1, on regarde donc le sous-bicomplexe de C'C,(CG).,~ constitué des deux
premieres colonnes. On vérifie aisément que I'on a la suite exacte de complexes :

0 — Tot(CCoy) — Cu(2) — Tot(CCLL)[—1] — 0 (3.42)

Puisque la colonne C'C , est acyclique (lemme 3.2.2.9), la longue suite exacte donne
I'isomorphisme entre H,(C.(2)) et ’homologie de la premiere colonne, qui est de dimen-
sion 1 en degré O et 1 et triviale sinon, selon le lemme 3.4.0.2. On déduit de ce méme
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lemme qu’un générateur de H,(C.(2)) est donné par o = ([1,v],0) € CCpy & CCh .
Nous supposons maintenant que nous avons établi le résultat pour des rangs inférieurs
ou égaux a un certain n > 1. Commencons par remarquer que I'on a la suite exacte de
complexes :

0— C.(2n) — C.(2n+2) — C.(2)[-2n] — 0 (3.43)
La suite exacte longue en homologie associée a I'extension (3.43) donne, en degré
k -
o Hio1_0n(C4(2)) =% Hy(C.(2n)) — Hi(C.(2n + 2))
s Hy0n(C(2)) =5 Hyu1(Co(20)) —> -+ (3.44)
Pour k£ = 0 puis k = 2n + 1, cette suite exacte donne déja
Ho(Cy(2n+2)) =~ Ho(C(2n)) =~ C et Hy, 1 (Cu(2n+2)) =~ H(C(2)) =~ C (3.45)
le deuxiéme isomorphisme permet au passage d’affirmer que (0,--- ,0,[1,v],0) € Cy,41(2n+

2) est un générateur de Hy,1(Ci(2n + 2)).
Pour les k distincts de 2n — 1, 2n et 2n + 1, on obtient directement H(C.(2n + 2)) = 0.
Il reste donc a régler les cas k = 2n et k = 2n — 1. La longue suite exacte donne :

0 — Hon(C.(2n + 2)) — Ho(C.(2)) -2+ Hap 1 (C.(20))
— Hop1(Ci(2n+2)) — 0 (3.46)
Pour conclure il suffit donc de montrer que la fleche de bord § est un isomorphisme,
de C dans lui-méme. Un générateur de Hy(C.(2)) est donné par [1], dont 'image par ¢

est engendrée par 3 = (0,---,0,[1]) € Cy,-1(2n). Or, posant §' = (0,---,0,[1,1],0) €
Con(2n),ona:

B+0r(B)=p8+(0,--,0,(1- )([1,1])7 o'([1,1])

=5 0 00+ b 1
(0,10, [1,1,0)+ (0.~ .0, [, 1},0) (347)
:(Oa [1’ ]v )

Le passage vers la derniére ligne s’explique par le fait que [1, 1] est dégénéré et, puisque
nous travaillons avec les U-coinvariants. Ainsi (0,--- ,0,[1,v],0) est homologue a 3 et
engendre par ailleurs Hy, 1(Ci(2n)) = C. Ainsi 6 n’est pas nulle et est par conséquent
un isomorphisme. On en conclut que 'on a bien Hy, (C(2n+2)) = Ho,—1(Ci(2n+2)) = 0.
0

Proposition 3.4.0.4. L’augmentation Tot(CA’é'*(CG)<U>) — C est un quasi-isomorphisme.

Preuve :
En effet, le lemme 3.4.0.3 donne I'égalité H,(Tot(CC,(CG)<ys) = 0 en tout degré non
nul, et Hy(Tot(CC.(CG)~ys) = C. O
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On a donc obtenu :

Théoréme 3.4.0.5. Si v est d’ordre infini, alors on a l’isomorphisme suivant :

HC.(CG)<yps ~ H.(N,,C)
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4 Espaces C'AT'(0), morphisme de
rétraction

Dans ce chapitre nous nous intéressons tout particulierement a 'espace X sur lequel
agit le groupe I'. Cet espace est un espace C'AT(0), nous en rappelons les définitions et
propriétés dans un premier temps. Puis nous nous concentrons sur la nature de I'action
de I' sur X, qui est isométrique, propre et cocompacte, et sur ce que cela implique pour
X. La majeure partie des résultats énoncés peuvent étre retrouvés dans le livre de M.
Bridson et A. Haefliger, [BH99]. Nous nous intéressons ensuite au complexe bar de X,
a coefficients dans Cv C Ad(CT'), pour un élément v de I'. Nous commencons par
construire un morphisme de complexes faisant diminuer le poids, puis, par itération fi-
nie de ce morphisme, nous en construisons un autre permettant de rétracter C°¥ (X, Cv)
dans un sous-complexe beaucoup plus petit, dont les simplexes sont de poids uniformé-
ment bornés. Ce morphisme sera de plus homotope a Iidentité de C®¥ (X, Cv).

4.1 Espaces C'AT(0)

Dans ce qui suit on note E? 'espace R? muni de la métrique héritée du produit scalaire
usuel < x,y >= 11y; + ToYa, OU T = (71, 72) €t y = (y1,y2) sont deux vecteurs de R?.

Définition 4.1.0.1 (Segment géodésique). Soit (X,d) un espace métrique et soient x et
y deux points de X. On dira qu’une application continue v : [0,T] — X est un segment
géodésique joignant x ay si y(0) =z et y(T) =y et s’il existe A > 0, tel que pour tous
t,t' €[0,7], on a

d(y(t),v(t") = Alt = t'| (4.1)

Définition 4.1.0.2 (Espace uniquement géodésique). Soit (X, d) un espace métrique. On
dit que X est géodésique si pour tous x et y de X, il existe un segment géodésique entre x
et y. St pour tous x et y il n'existe qu'un seul segment géodésique entre x et y, on dit que
(X, d) est uniquement géodésique.

Il est clair que I'espace métrique E? est uniquement géodésique : un segment géo-
désique entre deux points z et y éloignés d'une distance 4 est exactement 'application
t— (0 —t)z + ty).

Dans la suite on choisira de normaliser les segments géodésiques, c’est-a-dire que nous
considérerons des applications de [0, 1] dans X.

Soit maintenant (X, d) un espace géodésique. Pour deux points x et y de X, on notera
[z, y] un des segments géodésiques entre x et y. Pour ¢ € [0, 1], on notera m;(p, ¢) le point
de [p, q] tel que d(p, my) = td(p, q).

Définition 4.1.0.3 (Triangle géodésique). Un triangle géodésique A est la donnée de
trois points p, q et r de X appelés sommets et de trois segments géodésiques [p,ql, [q,7] et
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(7, p] appelés cotés. On notera A = A([p, ql,[q,7], [r,p]) ou plus légérement A = A(p,q, 7).
On dira qu’un point x € X appartient a A s’il est dans l'image d’un de ses cotés.

Définition 4.1.0.4 (Triangle de comparaison). Soit A = A(p,q,r) un triangle géodésique
dans X. On dira que le triangle A = A(p,q,T) dans E? est un triangle de comparaison
pour A si d(p,q) = d(p,q), d(q,7) = d(q,r) et d(F,p) = d(r,p). Si x est un point de A
sur le segment [p,q|, le point T est dit point de comparaison pour x si T est dans [p,q| et
d(p,z) = d(p, ).

Pour un triangle géodésique de X, le triangle de comparaison dans E? est unique, a
isométrie pres.

Définition 4.1.0.5 (Inégalité CAT(0)). Soit A un triangle géodésique dans X, et A son
triangle de comparaison. On dit que A vérifie linégalité CAT(0) si pour tous points x,y
de A et leurs points de comparaison respectifs T,7 de A, on a :

d(z,y) < d(z,7).

Définition 4.1.0.6 (Espace CAT(0)). On dit que (X, d) est un espace CAT(0) si tous
ses triangles géodésiques satisfont l'inégalité C AT (0).

r T
Y
p I i a
Triangle Triangle de
géodésique comparaison
dans X dans E?

On donne ci-apres quelques exemples d’espaces C'AT'(0) :
— les espaces euclidien et plus généralement les espaces de Hilbert,
— les arbres réels

— les variétés de Hadamard, ou variétés riemanniennes compléetes simplement connexes
a courbure négative.

Proposition 4.1.0.7. Soit (X,d) un espace CAT(0). Alors X est uniquement géodésique.

Preuve :
Soient p, ¢ deux points de X et [p, ] et [p, ¢| deux segments géodésiques entre ces deux
points. On va montrer que les deux segments sont égaux. Pour cela, prenons r € [p, ¢ et
" € [p,q] tels que d(p,r) = d(p,r"). On note alors [p, r] et [r,q] les deux segments dont
la réunion est [p, ¢]. Alors dans un triangle de comparaison pour A([p, q|', [p, ], [r, q]) qui
sera plat, on a7 = /. Dot r = 1/ puisque I'inégalité C'AT'(0) donne d(r,r") < d(7,r') = 0.
Et ainsi [p, ¢| = [p, ¢/’ O
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Proposition 4.1.0.8. Soit (X,d) un espace CAT(0). Alors la distance d : X x X — Ry
est convexe, c’est-a-dire que :

V33'071l17y07y1 € X; vt € [07 1]7 d<mt(l‘07x1)7mt(y07yl)) < (1 - t)d(x()ay()) + td(l‘hyl)-

Preuve :
Pour plus de clarté, on posera x(t) = my(zo, z1) et y(t) = my(yo,y1) pour ¢t € [0, 1]. On
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[E2. Soit ¢ € [0,1]. Dans ce triangle, la géométrie euclidienne donne que d(z(t), y(t)) =
td(z1,77). Mais alors :

d(x(t), y(t)) < d(x(t), y(t)) = td(T1, 1) = td(x1, 1) (4.2)

Passons au cas général en introduisant le segment géodésique z tel que z(0) = xz, et
z(1) = y;. Alors par ce qui précede on a d'une part :

d(x(t), 2(t)) < td(z1, 1) (4.3)
et d’autre part, en considérant le segment "opposé" de [yo, y1] :
d(y(t), z(t)) < (1 = t)d(zo,0) (4.4)
Et finalement, par inégalité triangulaire :
d(x(t), y(t)) < d(z(t), 2(t)) + d(y(t), 2(t)) < td(zy,y1) + (1 — t)d(z0, yo) (4.5)
U

Proposition 4.1.0.9. Soit (X, d) un espace CAT(0) et xog un point de X. Alors l'applica-
tion x — d(x,x0)? est strictement conveze. Autrement dit, pour tout segment géodésique
c:[0,1] = X, ona:

vt €]0,1], d(c(t),z0)? < (1 — )d(c(0), z0)* + td(c(1), zo)?.

Preuve :
Le fait que 'application x — d(z, =) soit convexe vient de la proposition précédente.
De plus, la fonction y — y* de R, dans lui-méme est strictement convexe et croissante.
La composition des deux applications est donc strictement convexe. O

4.2 Groupe d’isométries d’'un espace C' AT(0)

Dans cette section nous nous intéressons a la nature isométrique, propre et cocom-
pacte de l'action du groupe discret I' sur 'espace C AT'(0) X. Dans un premier temps,
nous regardons les implications sur les propriétés de X, puis nous nous penchons par-
ticulierement sur les espaces de déplacement minimal, ainsi que sur les morphismes de
projection sur ces espaces.
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4.2.1 Action propre et cocompacte d’un groupe discret
d’isométries
Dans cette sous-section nous nous placons dans un cadre général pour rappeler les
différentes définitions des actions de groupe et de leur propriétés. Nous resserrons au
fur et a mesure le probleme jusqu’a coincider avec les hypotheses de la these, afin que

nous puissions identifier a chaque point quelles propriétés entrent en jeu. Nous partons
donc d’'un groupe G discret, et d'un espace métrique (X, d) quelconque.

Définition 4.2.1.1 (Action de groupe). On appelle action (d gauche) du groupe G sur
I’ensemble X tout morphisme de groupe f de G dans le groupe des bijections de X.

On notera, pour g dans G et x dans X : f(g)(z) :==g-x:= gx. On dira que G "agit" sur
X.

Définition 4.2.1.2 (Orbites). Soit € X. On appelle orbite de x ’ensemble {y € X|3g €
Gy=g-z}.

L’ensemble des orbites forme une partition de X. En effet, la relation "étre dans
la méme orbite" est une relation d’équivalence sur X. On notera X/G I'ensemble des

orbites, c’est-a-dire le quotient de X par cette relation d’équivalence. On notera 7 :
X — X/G la projection canonique.

Définition 4.2.1.3 (Stabilisateurs). Pour x € X, on appelle stabilisateur de x le sous-
groupe

Go={9€Glg-z=ua}

Pour tout x € X, on peut alors considérer I'action de GG, sur X ; On note alors 7, la
surjection naturelle de X sur X/G,.

Définition 4.2.1.4 (Action isométrique). L’action de G sur X est dite isométrique s,
pour tout g € G et tous v,y € X, on a :

d(g-z,9-y) = d(z,y) (4.6)

Autrement dit, 'action de G sur X est donnée par un morphisme de groupe de G
dans le groupe des isométries de X. Par abus, on pourra dire qu'un élément de G est
une isométrie de X. On notera de plus qu’alors G agit par homéomorphismes.

Dans tout ce qui suit on considére que G agit par isométries sur X.

On munit maintenant X /G de la topologie la plus fine rendant la projection 7 conti-
nue : on dira que U C X/G est ouvert lorsque 7~ !(U) est ouvert dans X.

Lemme 4.2.1.5. L’application m : X — X/G est ouverte. Autrement dit, pour tout
ouvert U € X, l'image w(U) est ouverte dans X/G.
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Preuve :
Soit U un ouvert de X . On doit montrer que 7(U) est ouvert dans X /G, et donc que U’ =

71 (7(U)) est ouvert dans X.Or U’ = | ¢ - U. Puisque G agit par homéomorphismes,
geG

les g - U sont des ouverts, et ainsi U’ est ouvert comme réunion d’ouverts. O
On considere maintenant I'application suivante :

F: GxX —XxX

Définition 4.2.1.6 (Action propre). On dira que l'action de G sur X est propre si
l'application F' est propre, c’est-a-dire que l'image réciproque de tout compact doit étre
compacte.

Lemme 4.2.1.7. On suppose que l'action de G est propre. Alors, pour tout x € X, le
stabilisateur de x est fini.

Preuve :
Comme le singleton {(z,z)} est compact dans X x X, son image réciproque par 'appli-
cation F' est compacte, puisque I'action de G est propre. Or cette image réciproque est
exactement égale a GG, x {«}. Par conséquent, le stabilisateur de = est compact, et donc
fini puisque G est discret. O

Corollaire 4.2.1.8. On suppose que l'action de G est propre. Alors pour tout v € X,
Uapplication 7, : X — X /G, est propre.

Définition 4.2.1.9 (Boule distinguée). Soient z € X et r > 0. On dira que la boule
ouverte B(x,r) C X est distinguée si :

F~YB(z,r) x B(z,r)) = G, x B(z,7)

On dira qu’une boule fermée est distinguée si elle est contenue dans une boule ouverte
distinguée de méme centre.

Remarque 4.2.1.10. [l est clair que si la boule B(x,r) est distinguée, alors les boules
B(z,r") sont distinguées pour tous r’ < r.

Lemme 4.2.1.11. On suppose que G laction de G est propre. Alors pour tout x € X, il
existe > 0 tel que la boule ouverte B(x,r) soit distinguée.

Preuve :
Soit z € X. Tout d’abord, pour r > 0 quelconque, l'inclusion F~'(B(z,r) x B(z,r)) D
G, x B(z,r) a toujours lieu : en effet, si g € G, ety € B(z,r), alors g -y € B(z,r)
puisque G agit par isométries.
Montrons maintenant I'inclusion inverse par 'absurde : supposons que pour tout n € N*,
il existe g, ¢ G, ety, € B (:1:, %) telsque g, -y, € B (x, %) Alors lim y, = lim g, -

. . n——+oo n—-+00
y, = x et en particulier, 'ensemble

K = {(9n " Yn:yn)sn € NFU{(z,2)} (4.8)
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est compact. L’action étant propre, son image réciproque par F' est compacte, et ainsi
I'ensemble {(g,,y,),n € N*} est relativement compact dans G x X. Ainsi 'ensemble
{gn,n € N*} est lui-méme relativement compact dans G et est donc fini, G étant discret.
Par conséquent, il existe une sous-suite de (g, ),en+, €ncore notée (g,) et g € G tels que
g, = g pour tout n € N. Mais alorsonag-z = lim ¢g-y, = z, et ainsi g € G, :

n—-+o0o

contradiction.
O

Lemme 4.2.1.12. Soit B(x,r) une boule ouverte distinguée. Alors pour tout g € G,
g(B(z,7)) = B(g(x),r) est distinguée.

Preuve :
Soient v € G ety € B(g(x),r) tels que y(y) € B(g(x),r). Alors g~ 'v(y) € B(z,r), mais
—1 -1 -1 -1 ed 1 4
g 'v(y) =9 'vg9 ' (y) et g~ (y) € B(z,r). Ainsi g~ 'vg est dans G, et par conséquent -y
est dans Gy (). O

Lemme 4.2.1.13. Soit B(x,r) une boule ouverte distinguée et g,h € G. Alors les boules
B(g-z,r) et B(h-x,r) sont soit disjointes soit confondues.

Preuve :
Supposons que B(g - x,7) N B(h - z,r) # 0 et soit y € B(g-x,r) N B(h - z,r). Alors
(7' -y,h~t-y) € B(x,r) x B(x,r). Par conséquent, g~'h € G,, en effet F(g~'h,h=*-
y) = (g7t y,h' -y) € B(z,r) x B(z,r) et B(x,r) est distinguée. Ainsi B(h - z,7) =
B(g(g~'h) -@,7) = B(g - z,7). O

Définition 4.2.1.14. On munit l'espace X/G de la distance, encore notée d, suivante :

vo,y € X, d(n(z),7(y)) = inf{d(z,g-y)}.

Lemme 4.2.1.15. On suppose que laction de G est propre. Soit x € X et r > 0 telles
que la boule fermée B(x,r) soit distinguée. Alors on a, dans X/G :

T (E(x, r)) = B(m(x),r).

Preuve :
On peut remarquer tout d’abord que pour tous y,y’ € X, on a d(n(y),n(y')) < d(y,v').
Ainsi l'inclusion 7 (E(m, r)) C B(w(x),r) est facilement établie.
Par définition, il existe ' > r tel que la boule fermée B(z,r) soit incluse dans la boule
ouverte distinguée B(z,r’). Soit maintenant n(y) € B(w(x),r). Alors il existe une suite
(gn)nen telle que nl_igloo d(z,g, - y) = d(m(x),m(y)); on peut de plus se permettre de

supposer que d(x, g, - y) < r’ pour tout n, quitte a prendre une sous-suite.

Remarquons maintenant que pour tous m,n € N, F(¢ng. 00 - y) = (Gm Y 9n - y) €
B(z,r") x B(x,7"), et comme B(x,r’) est distinguée, que g,,g,' € G,, ce qui entraine
que 'ensemble {g,,n € N} est fini. On peut donc supposer, quitte a reprendre une sous-
suite, que g, = g pour tout n € N, pour un certain g € G.

On a alors w(y) = 7(g - y) € n(B(x,r)). En effet, d(z,g-y) = lim d(z,g,-y)<r O

n——+o0o
On déduit des lemmes précédents la proposition :
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Proposition 4.2.1.16. On suppose que l’action de G est propre. Alors pour toute boule
fermée distinguée B(x,r), on a un homéomorphisme

B(z,r)/G, ~ 7(B(z,r)) = B(n(x),r)

Définition 4.2.1.17 (Action cocompacte). On dit que l'action de G sur X est cocompacte
si lespace des orbites X /G est compact.

Proposition 4.2.1.18. On suppose que l'action de G est propre et cocompacte. Alors
toute boule fermée distinguée est compacte.

Preuve :
En effet, si B(x,r) est une boule fermée distinguée, alors B(w(z),r) est fermée dans
X /@G, donc compacte, ainsi B(z,r)/G, est compact, et B(z,r) est compacte car 7, est
propre. U
La conséquence est :

Théoréme 4.2.1.19. On suppose que l'action de G est propre et cocompacte. Alors
Uespace (X, d) est localement compact.

Définition 4.2.1.20 (Domaine fondamental). On dira qu’une partie D C X est un
domaine fondamental pour l'action de G sur X si D contient un et un seul élément de
chaque orbite de l'action.

Théoréme 4.2.1.21. On suppose que l'action de G est propre et cocompacte. Alors il
existe, pour cette action, un domaine fondamental relativement compact.

Preuve :
Pour chaque orbite O € X/G, on choisit z € X tel que w(x) = O. Pour chacun de ces
x, puisque X est localement compact, on choisit un voisinage U, dont la fermeture U,
est compacte. Alors 'ensemble d’ouverts {7 (U, )} recouvre X /G, qui est compact. Par

conséquent, il existe un nombre fini x4, - - - , x,, de ces z tels que =(U,, U- - -UU,, ) = X/G.
Ainsi il existe un domaine fondamental D C U,, U---UU,, qui est relativement compact,
puisque U,, U --- U U,, est compact comme réunion de compacts. O

Lemme 4.2.1.22. On suppose que l'action de G est propre et cocompacte. Alors il existe
e > 0 tel que toute boule fermée de rayon € est compacte dans X .

Preuve :
X /G étant compact, il est possible de trouver un nombre fini de boules ouvertes distin-
guées By, -, By dans X dont les images par = recouvrent X/G. De ce fait, les images

par G des B; recouvrent X. Il existe donc ¢ assez petit pour que toute boule fermée

B(x,¢) soit contenue dans une de ces images. Or ces images sont encore distinguées et
ouvertes, ainsi B(z, ¢) est distinguée et donc compacte. O

Théoréeme 4.2.1.23. On suppose que l'action de G est propre et cocompacte, et que
X est un espace CAT(0). Alors ce dernier est propre, c’est-a-dire que toutes ses boules
fermées sont compactes.
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Preuve :

Soit B = B(x, R) une boule fermée de X et soit (x,,) une suite de points de B. On veut
montrer que (z,) admet une sous-suite convergente. Pour cela, fixons ¢ > 0 tel que
toute boule fermée de rayon 2¢ soit compacte.
On peut tout d’abord remarquer que la suite (réelle) (d(z, x,)) est bornée et que, quitte a
prendre une sous-suite, on peut supposer que (d(z, x,)) converge vers un réel C. Si C' <
2¢, la suite (z,,) est contenue dans B(z, 2¢) et admet donc une sous-suite convergente.
Sinon, soit N tel que Ne < C < (N + 1)e.
Pour 1 < k < N etn € N, on note 2% le point du segment géodésique [z, z,] tel que
d(x,zk) = ke.
Comme d(z,z}) = ¢ < 2¢, quitte a prendre une sous-suite, on peut supposer que la
suite (z) converge vers un point x'.
Supposons maintenant que pour 1 < k < N — 1, la suite (z¥) converge vers un point z*.
Alorson a:

d(xF Tt 2%y < d(2%T 2F) + d(aF 2b) < 26 (4.9)

n n

au moins pour n assez grand. Ainsi, quitte a reprendre une sous-suite, on peut supposer
que (zF™!) converge.

On a donc montré par récurrence que la suite () converge vers un point V. Mais
alorson a:

d(z,, ™) < d(zp, oY) +d(2), 2N) < 2¢ (4.10)

au moins pour n assez grand, et ainsi (z,,) admet une sous-suite convergente. g
Nous terminons par un résultat classique, dont nous donnons une démonstration :

Proposition 4.2.1.24. On suppose que l’action de G est propre et cocompacte, et que X
est un espace CAT(0). Soient x1,...,x) des points de X. Alors la fonction f: X — R
définie par x — d(z,z1)*> + -+ + d(x, 21,)? admet un et seul minimum, appelé barycentre
des points x1,...,T}.

Preuve :
Commencons par montrer I'existence d’'un minimum a la fonction f. Soit (y,,) une suite
de points de X telle que 1_131 flyn) = in)f( f(z). L’action de GG sur X étant cocompacte,
n o0 xTe

il existe un compact K C X tel que GK recouvre X. Pour chaque n, il existe donc
gn € G et z, € K tels que y, = ¢,2,. Comme la suite (f(y,)) est bornée, la suite
(d(yn, 1)) Pest également, et ainsi la suite (d(z,,g,'x1)) lest aussi. Par conséquent,
lensemble {d(z,g,'x1),z € K} est bornée par inégalité triangulaire et par le fait que
K est borné. Ainsi 'ensemble {g,,n € N} est fini, G étant discret. Quitte a prendre une
sous-suite, on peut donc supposer qu’il existe g tel que g, = g pour tout n. De méme,
quitte a prendre une sous-suite, on peut supposer que la suite (z,,) converge vers z € K.
Alors le minimum de ¢ est réalisé en le point gz.

Pour l'unicité de ce minimum, il suffit de remarquer que la fonction f est strictement
convexe, car les applications x — d(z, z;)* le sont. Alors si y et 3/ étaient deux points
distincts réalisant le minimum de f, on aurait, par exemple pour le milieu m du segment
géodésique [y,y'] : f(m) < gg)f( f(z), qui est absurde. O
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4.2.2 Déplacement minimal, théoréme de projection

Nous revenons maintenant a notre cas : nous reprenons donc le groupe discret I', qui
agit sur un espace C'AT'(0) (X, d) de fagon isométrique propre et compacte. Nous nous
intéressons ici aux espaces de déplacement minimal de chaque élément de I, et de la
projection sur ces espaces.

4.2.2.1 Théoréme de projection, propriétés de la projection

Théoreme 4.2.2.1. Soit C' un convexe fermé de X. Alors pour tout v € X, il existe
un unique point de C, noté me(x), tel que d(z, nc(x)) = 122 d(xz,y) =d(z,C)=D. On
y

appelle Uapplication m¢ : x — we(z) la projection dite orthogonale sur C.

Preuve :
Soient z € X, (y,) une suite d’éléments de C telle que 1_1}111 d(x,y,) = D et soit € > 0.

Alors il existe N € N tel que, pour tout n > N, on a d(z,y,) < D + . Soient alors
p,q = N et soit A(z,y,,y,) un triangle de comparaison dans E2. On remarque que
le segment [7,, 7, est nécessairement contenu dans I'anneau fermé A délimité par les
cercles de rayons D et D +c¢. En effet, dans le cas contraire, on aurait un z € [y,,y,] C C
tel que d(z,x) < d(Z,7) < D, ce qui entrerait en contradiction avec la définition de D.
Or un tel segment [y, 7,| est de longueur au plus 2v/2¢D + 2. Ainsi, on a montré que :

Vp, ¢, 2 N, d(yp,yq) < d(Tp, Tq) < 2V2eD + €2 (4.11)

Ainsi la suite (y,) est de Cauchy, donc convergente dans C car C' est complet. Pour

'unicité de (), supposons qu'un autre point y € C' réalise la distance D. Alors la suite

(y,) valant alternativement 7(z) et y vérifie lir+n d(x,y,) = D et est donc de Cauchy, et
n—-+0o0o

par conséquent y = (). O
La preuve de la proposition qui suit est tres géométrique et peut étre trouvée dans
[BH99], chapitre II.2.

Proposition 4.2.2.2. Soit C' un convexe fermé de X. Alors la projection w¢ satisfait :

vxvy € X7 d(ﬂ-C('I)aﬂ-C(y) < d(%y)

4.2.2.2 Déplacement minimal

Définition 4.2.2.3. Soit g € . On appelle fonction de déplacement de g la fonction

dy : X — R qui d tout point x associe la distance d(x, g(z)). On appelle longueur stable

de g le nombre |g|s = in)f( dy(z), et ’ensemble des points x tels que dy(x) = |g|s est noté
xe

M,. Ce dernier ensemble est appelé espace de déplacement minimal de g.
Proposition 4.2.2.4. Pour tout g € I', M, est non vide.

Preuve :
Puisque l'action de I' est cocompacte, il existe un compact K C X tel que I'image
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de K par I' recouvre X. Soit g € I' et soit (z,) une suite de points de X telle que
lim d,(z,) = |g|. Pour chaque n, on choisit y, € K et g, tels que z,, = ¢,(y,). On

n——+0oo
peut remarquer que d,(z,) = d(g,'99.(yn),yn) €t que par conséquent cette derniére

quantité est bornée. Il s’en suit que pour tout z € K, la quantité d(g, 'gg.(z), ) est
uniformément bornée, par inégalité triangulaire. L’action de I" étant propre, I’ensemble
{9.19g,,n € N} est nécessairement fini. Quitte & prendre une sous-suite, on peut donc
supposer qu’il existe § € T tel que g,'gg, = g pour tout n € N. De plus, K étant
compact, quitte a prendre une sous-suite, on peut supposer que la suite (y,) converge
versun y € K. Alors g,(y) € Min(g) pour tout n. En effet :

dy(9n(y)) = d(99.(y), 9n(y)) = d(g(y),y) = lim d(G(yn) yn) = lim dy(z,) (412)

n—-+o0o
O
Proposition 4.2.2.5. Soit g € I'. Alors M, est un conveze fermé de X.

Preuve :
Soient x,y € M, et v = [z,y] le segment géodésique de x a y. Alors on remarque que
g(v) = [g9(x), g(y)]. Par convexité de la distance de X, on a pour tout ¢ € [0, 1] :

d(g(v(t)),v(t)) < (1 = t)d(g(z), ) +td(g(y),y) = (1 —t)|g] + t|g| = |g| (4.13)

d
Dans la suite, on notera 7, la projection othogonale de X sur le convexe fermé ),
pour g € I

Proposition 4.2.2.6. Soient g,u € I'. Alors :
— |ugu™ts = |gls : la longueur stable est invariante par conjugaison,
g g g Jug
— Mugu—l = uMg,
— Tugu—1 (ux) = umy(x), pour tout x € X. En particulier, si u commute avec g, on a

mg(ur) = umy(x) pour tout v € X.

Preuve :
Pour la derniere propriété, il suffit de remarquer que pour pour C' C X convexe fermé,
on a m,c(ux) = unc(z). En effet :

d(x,C) = d(ur,uC) = d(ur, myc(uz)) = d(z,u  Tuc(ur)) (4.14)
U

Proposition 4.2.2.7. Soit g € I'. Alors g est de torsion (i.e. d’ordre fini) si et seulement
si g admet des points fixes.

Preuve :
Supposons que g admette un point fixe x. Alors g est dans le stabilisateur de z, qui est
fini (lemme 4.2.1.7). Donc g est d’ordre fini.
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Supposons maintenant que g est d’ordre fini n, et prenons x € X. Alors 'ensemble
E = {¢*z,k € N} est fini et surtout stable par g. Par conséquent le barycentre de cet
ensemble est un point fixe pour g, puisque g est une isométrie. O

Définition 4.2.2.8. Soit g € I'. On dira que g est :
— elliptique si |gls = 0 (et donc si g est de torsion),
— hyperbolique si |g|s > 0.

Proposition 4.2.2.9. Le groupe I' n’a qu’un nombre fini de classes de conjugaison de
torsion.

Preuve :
Par I'absurde, supposons qu'’il existe une suite (g, ),cn d’éléments de torsion de I deux a
deux non conjugués. D’apres la proposition 4.2.2.7, chaque g, admet au moins un point
fixe : pour n € N, notons x,, un point fixe de g,,. L’action de I" étant cocompacte, il existe
un compact K dont les translatés recouvrent X. Pour chaque n € N, soit h,, € I tel que
Yn = h,r, est dans K. L'image par I'application F' (4.7) d’un couple (h,g,h,*, y,) est
(Yn,yn) € K x K. On en déduit, I'action de I" étant propre, que 'ensemble des éléments
h,g,h, ! est contenu dans un compact, et est donc fini, I étant discret. Il existe donc
des entiers n, m tels que g, et g,, sont conjugués, c’est la contradiction cherchée. O

Nous aurons besoin dans la suite de I'estimation donnée par le lemme et la proposi-
tion suivants :

Lemme 4.2.2.10. Soitvel. On a :

inf dv s
o imf du(y) > ol

De plus, la quantité  inf  d,(y) — |v| ne dépend que de la classe de conjugaison de v.

d(vaU):l
Preuve :
Supposons qu’il existe une suite (y,) de points de X tels que d(y,, M,) = 1 pour tout
n et 1_1>r+n dy(yn) = |v|s. Soit alors K un compact dont les images par I' recouvrent

X. Pour chaque n, on choisit g, € I' et z, € K tels que y, = ¢,(z,). En reprenant
les arguments de la preuve de la proposition 4.2.2.4, on peut supposer qu’il existe
g € T tel que g, 'vg, = g pour tout n et que la suite (z,) converge vers z € K. Alors
pour tout n, d(z,, M,) = d(y,, M,) = 1, donc d(z,M,) = 1. Mais z € M, : en effet
dy(z) = limdy(z,) = limd,(y,) = |v|s = |g]|s : contradiction.

Pour l'invariance par conjugaison, on peut remarquer que si w = uvu~', on a :
d(yj\ifluf,)zl duly) = d(u—llyl}z&v)ﬂ duly) = d(z,lﬁvf)zl dw(uz) = d(z,ll\I/}f):l () (4.15)
puisque dans ce cas d,,(uz) = d(uz,wuz) = d(uz,uvz) = d(z,vz) = d,(2). d

Proposition 4.2.2.11. Soit v € I'. Alors il existe une constante C, > 0, dépendant
uniquement de la classe de conjugaison de v, telle que, pour tout x € X tel que d(z, m,(x)) >
1:
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d({L‘,ﬂ'v(ﬁ)) < Cv(dv(x) - |U|5) < Cvdv(x)

Preuve :
Soit z € X tel que § = d(x,m,(x)) = d(z,M,) > 1. On note v : [0,d(x, m,(x))] — X le
segment géodésique de ,(x) vers x. Soit alors y = (1), autrement dit y € [7,(z), x] et
d(y, M,)) = 1. Alors, par convexité de la fonction d, : z — d(z,vz) (héritée de celle de
d),ona:

1
du(y) <5 ((0 = 1)dy(mo(2)) + du(z))
] (4.16)
=5 (0= Dlvls + duo(2))
D’ott : §(d,(y) — |v|s) < dy(z) — |v|s. En posant 1/C,, = u i]\I}f) X d(y,vy) — |v|s, on obtient
Y, My )=
I'estimation cherchée. O

4.3 Le morphisme de subdivision sd

Rappelons les notations précédentes : pour un ensemble X donné, A(X), représente
lensemble simplicial associé a X, et C®*(X, C) le complexe Bar associé.
On rappelle également que sdy(A(X),) désigne la subdivision de ’ensemble simplicial
A(X ).

Etant donné un élément v € T, on note Cv le sous-C-espace vectoriel de Ad(CI") en-
gendré par v. Le but de cette section est de construire un morphisme de complexes de
CPar(X, Cv) = C.(X, C)®Cu qui le rétracte dans un trés petit sous-complexe. Nous com-
mencons par construire un morphisme de subdivision qui aura pour effet de diminuer
le poids des simplexes. Le morphisme de rétraction recherché sera in fine une itération
finie de ce morphisme de subdivision.

Tout d’abord, nous définissons le poids d'un simplexe et d’'une chaine de simplexes
de CP (X, Cv), ainsi qu'une famille de semi-normes sur C?¥ (X, Cv) :

Définition 4.3.0.1. Soit o = [zg, -+, z,;0] un simpleze de CY (X, Cv). On définit le
poids || de o par :
n—1

la| = d(x, v - o) + ;0 d(zi, Tig1).

1
Si « est une chaine de simplexe, |a| désignera le mazimum des poids des simplexes dans
le support de .

Nous allons munir C?¥ (X, Cv) d’une famille de semi-normes, indexées par N de la
facon suivante :

Définition 4.3.0.2. Pour un simpleze o € C*"(X,Cv) et N € N, on définit la "norme
N"de a par :
loly = (1 +|a)™ (4.17)
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k
Pour une chaine a = Y. Ny de CP"(X, Cv), on définit la "norme N " de a par :
i=1

k k

el =2 illlelly = 31Xl (X + e )™ (4.18)

i=1 =1

Compte-tenu de la nature de ces semi-normes, on pourra s’autoriser a travailler uni-
quement sur la norme de simplexes plutot que sur la norme de chaines, ce qui simpli-
fiera beaucoup les calculs qui vont suivre.

On peut de plus remarquer la chose suivante, qui sera bien utile pour les estimations a

k
venir : si a = Y. Ny € CP¥(X, Cu), alors on a I'inégalité
i=1

ledly < llelo(1 + o)™ (4.19)

4.3.1 Construction du morphisme sd

Rappelons que dans le premier chapitre, nous avons construit un morphisme de com-
plexes d’'un complexe simplicial associé a un ensemble vers celui associé a sa subdivi-
sion. Ce morphisme avait été noté o,. Pour un simplexe o = [xg,- - ,2,] € A(X),, On
a:

o.(a) = Z j:[xpov"' 1y Lpns>Lgos * 7$qn] (4.20)

¥=[po, ;Pn 90, 1qn]

ol la somme est prise sur tous les 2" simplexes non-dégénérés v de sdy(A(X)),,.
On utilise maintenant un autre morphisme pour revenir dans A(X), :
Définition 4.3.1.1. On définit le morphisme simplicial v : sdo(A(X)s) = A(X)e par :

L([x()a"' y Lny Yo, " - 73/71]) — [m('xO;yO)a"' 7m(xn7yn)] ’

ou m(x,y) désigne le milieu du segment géodésique [x,y].
On note 1, : C,(sdy(X,),C) = C*"(X,C) le morphisme de complexes induit par ¢.

Définition 4.3.1.2. On note sd. (ou simplement sd) la composition 1,00, : C\.(X,Cv) —
C.(X,Cv). Ce morphisme sera appelé morphisme de subdivision.

Etant donné a = [z, - - - , 2] € A(X)., sd(a) se présente alors comme une somme de
2" simplexes indexée par les simplexes non-dégénérés ~ :

Sd(Oz) = Z :l:[m(xpo’ xro)v T 7m(xpnvan); U]- (4'21)

¥=I[Po,"** ,Pn,90,+* 1qn]

De plus, en degré 0, on a sd([zo;v]) = [m(xg,x0);v] = [zo;v] pour tout z, € X. Le
morphisme sd donne donc l'identité en degré 0.

Puisque 'homologie du complexe C, (X, Cv) est nulle sauf en degré 0, il vient que le
morphisme de complexes sd induit I'identité en homologie. Par conséquent, d’apres le
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lemme 1.2.8.7, sd est homotope a I'identité et on notera h,; ’homotopie donnée par le
lemme. Concretement, on a :

n

hsa(a) = Z(—l)i[xo, s @y, SA(T, Ty V) (4.22)

=0

4.3.2 Estimations des normes de sd et /.,

Proposition 4.3.2.1. Soit a = [xg,- -+ ,z,;v] € Cp(X, Cv) un simplexe (non-dégénéré)
et
o = [m(Tpy, Tge)s s UTp,, T, )3 V] (4.23)
un des 2™ simplexes intervenant dans la formule (4.21). Alors il existe j € {0,--- ,n} tel
que :
o] < g(lo] + d(z;,v,)) (4.24)
Preuve :

On va estimer le poids de o’ a I'aide de la convexité de la distance d :

n—1
=d(m(y,, Tq, ), vM(Tp,, Tgy)) + Z d(m(zp,, vq,), m(wpi+17in+1>)
=0
n—1
<d<m($pm an)y m(v:(}po, quo)) + B Z(d(xpw xpi-H) + d(qu., mq¢+1)) (4.25)
=0
n—1
(d(xpm quo) + d(an» pro)) + 2 Z(d(xpm xpi+1) + d(l‘qi7xqi+1))
1=0

o]

<

N | —

On rappelle les propriétés des simplexes non-dégénérés de sd(A(X),), a savoir que
Prn = o, Po = 0, ¢ = n, et que (piy1 — pi) + (g1 — ¢) = 1, pour 0 < ¢ < n— 1. En
n—1 n—1
particulier, la somme ) (d(xp,, %y, ,) +d(zq,, 2q,.,)) est égale a Y- d(z;, x,41), mais dans
i=0 i=0

un ordre différent.

Ensuite, le terme d(z,, ,vz,,)) est exactement égal a d(x,, vxy).

Enfin, soit j € {0,--- ,n} tel que p, = gy = j. Alors d(z,,, vz, ) = d(x;,vx;). On obtient

donc l'estimation annoncée. d
On constate donc I'apparition d'un terme supplémentaire, d(z;, vz;). L'objectif étant

que sd fasse diminuer le poids, il faut pouvoir borner ce terme. Pour cela, nous allons
au préalable projeter X sur le convexe fermé M,,.

Proposition 4.3.2.2. L’application

7, CY(X,Cv) — C¥(M,,Cv)
(g, ;0] — [my(x0), -, Tp(Tn); V]

est un morphisme de complexes de norme 1.

Preuve :

88



Pour estimer la norme de w,, il suffit de comparer les poids. Utilisant le fait que
d(my(x), m(y)) < d(z,y) et que m,(vx) = vm,(x), on obtient :

n—1

|70 (T, s 2y 0)| =d(vmy(20), 0 (20)) + Z d(my (i), mo(Tig1))

=0
n—1

<d(vmy (o). mo(2)) + Y (i, i)

=0

—d(my(v), 7o (22)) + "ZO A i) (4.26)

<d(vzg, x,) + Z d(zi, wiy1)

=0
:|($07 o 7$n;v)|

U

Proposition 4.3.2.3. Le morphisme m, est homotope a l'identité de C*(X,Cv), et
I’homotopie h, est donnée, pour o = [xg,- -+ ,x,; 0], par :

he(a) =Y (=1)'[mu(®o), -+ s 7o), Tiy - -+ T V] (4.27)
=0
De plus, h, est bornée et on a l’estimation suivante :

()] < (14 2C,)]a] + 2 (4.28)

ou C, est la constante mise en évidence dans la proposition 4.2.2.11. Par conséquent, il
eziste une constante Cy,, dépendant uniquement de N et de la classe de conjugaison de v
telle que :

[hr(@)|lv < (n+1)Cnollallv (4.29)
Preuve :
Soit o, = [m,(x0), -+ , mo(wi), @i, - -+, x,; v] dans le support de A, («). Alors :
i—1 n—1
il = > d(mo (@), mo(wpen)) + D d(@r, wpern) + d(vmy(20), 20) + d(my(:), 21)
k=0 k=i
n—1
< Z d(l’k, 'rk—i—l) + d(ﬂ-v(va)a ﬂ-v(l’n)) + d(ﬂ-v(xn% xn) + d(ﬂ-v<xi)a xz)
o (4.30)
n—1
< Z d(l’k, $k+l) + d(Ul'(), mn) + d(ﬁv(xn)a xn) + d(ﬂ-v(l‘i)a mz)
k=0

=la| + d(my(xy,), ) + d(my(x;), ;)

Intéressons-nous au terme d(m,(z;),x;) : si d(m,(z;), ;) > 1 ona
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d(my(z;), ;) <Cyd(z,vx;)

i
L

1—1
<C, < d(zy, Tpi1) + d(20, vT0) + Z d(vay, U$k+1)>

= = (4.31)
=C, (k:i d(@k, Tr1) + d(@n, vIT0) + kz:%d(ﬂﬂk, $k+1)>
=Clal
Ainsi, suivant la valeur de d(z, 7, (z)) par rapport a 1 pour z; et z,, on a :
|t < o] +2, ou || < |a|(C, +1) + 1, ou |af| < (2C, + 1)|a] (4.32)
Dans tous les cas, on a donc : |o}| < (2C, + 1)]o| + 2. O

Une fois que I'on a projeté sur I'espace M,, on a la nouvelle estimation, d’aprées la
proposition 4.3.2.1 :

Proposition 4.3.2.4. Soit o € C*(M,,Cv). Alors on a lestimation suivante :
1
[sd(a)] < 5(lal + Jvls)

Définition 4.3.2.5. On pose R, = 2|v|s.

Nous pouvons alors faire plusieurs constats :

— si v est de torsion, et donc si |v|, = 0, alors sd fait diminuer le poids strictement,
permettant, apres itération, d’obtenir un poids d’arrivée aussi petit que I'on veut.

— si v n’est pas de torsion, et donc si |v|; > 0, on remarque que :
. 3
— si |la] > R, alors |sd(«)| < Z!a\,

— si |la] < R,, alors |sd(a)| < R,

Pour synthétiser les deux situations, on peut énoncer la :

Proposition 4.3.2.6. Soit o € C*"(M,, Cv). Alors pour tout R > R,, il existe un entier
K €N tel que, pour tout k > K, on a |sd*(a)| < R.

Remarque 4.3.2.7. La constante R, = 2|v|s est arbitraire : on aurait pu choisir n’importe
quelle constante de la forme A|v|s avec A > 1.

Proposition 4.3.2.8. Soit a =[x, ,z,; 0] € CY"(M,,Cv) un simpleze. Alors on a
’hSd(a)’ < ’Oé‘ et Hhsd(a)HU —ontl _ 1

Preuve :
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Soiti € {0,--- ,n}et[y;, - ,y,) undes 2" " simplexes dans le support de sd([z;, - - - , ,]).

On va estimer le poids du simplexe «; = [z, -, 24, Yi, -+ , Yn; v] dans le support de
hgd(Q)I
i1 n—1
| = d(vxo, y,) + d(@i, y;) + Z d(T, Tps1) + Z d(Yis Y1) (4.33)
k=0 k=i
Par définition, il existe j € {i,--- ,n} tel que y; = m(z;,z;) et y, = m(z;,z,). On a
donc :
1 1
;| < i(d(vxo, z;) + d(vzg, T,)) + §(d(3:“a:l) +d(z, z5))
i1 11 (4.34)
+ > d(xg, Tper) + 3 > d(xg, 2pga)
k=0 k=i

1
La justification de I'inégalité Z Ad(Yr, Ykr1) < Z d(zg, rrs1) est identique a celle évo-

quée dans la preuve de la proposmon 4.3.2.1. Poursu1vons

1 i—1 1 n—1
5 (A@n, 25) + d(wis ) + 3 d(wy, i) + 5 > (@, Tis)
h=0 b= (4.35)

n—1 i—1 n—1

1 1
< d(vxo, ) + B > d(p, xper) + Y d(2g, Trgr) + B > d(g, Thir)
k=i k=0 k=i

|| < d(vxg, ) +

Ces deux derniéres inégalités utilisent I'inégalité triangulaire. On arrive finalement a
|| < laf,

Enfin, ||hs()|lo représente en fait le nombre de simplexes dans la chaine, et chaque
sd([z;, - -+ ,x,)) fait apparaitre 2"* simplexes. O

4.4 Morphisme de rétraction

Maintenant que nous avons notre morphisme de subdivision faisant diminuer le poids
des simplexes (presque) autant que ’on veut, nous pouvons construire un morphisme
de complexes partant de CP¥ (M, Cv) et arrivant dans un complexe dont tous les sim-
plexes auront un poids uniformément borné par un certain R > R,, ou R, est la
constante définie en 4.2.2.11.

4.4.1 Construction

Définition-Proposition 4.4.1.1. Soit R > R,. On pose
A(M,)d ={a € A(M,).,|a] < R}.
Alors A(M,)E

est un sous-ensemble simplicial de A(M,).. On définit alors le complexe

Claml(M,, Cv) comme le complexe simplicial associé a A(M,)E : c’est un sous-complexe

de C*"(M,,Cv).
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Preuve :
La seule chose a vérifier est que le poids d’un simplexe de A(X)¥ ne dépasse pas R
sous l'effet des applications faces et dégénérescences. Mais ceci est immédiat puisqu’on
a, pour tout simplexe « : |0;(«)| < || par I'inégalité triangulaire de la distance d, et
|sj(@)] = la]. O

Définition 4.4.1.2. Soit R > R, et Pr l'application de C**"(M,,Cv) dans C**"(M,, Cv)
définie par :
Pr(a) =« si|a| < R et Pr(a) =0 sinon (4.36)

On définit alors lapplication hg : C2*"(M,, Cv) — C (M,,Cv) par :

“+o0o
hr =Y (id — Pg) o he o sd” (4.37)

k=0

Enfin, on définit ’application ®r par :
@R:id—(h308—|—8oh3) (438)

L’application hy est bien définie puisque nous avons remarqué que pour tout simplexe
a € CP(M,, Cv), il existe toujours un entier K € N tel que, pour tout k¥ > K, on ait
|sd*(a)| < R (proposition 4.3.2.6). De plus, h.; naugmente pas le poids des simplexes,
comme nous I'avons vu (proposition 4.3.2.8). Par conséquent, la somme définissant hp
est toujours finie, sa taille variant en fonction du poids de départ du simplexe considéré.

Proposition 4.4.1.3. Soit a € C""(M,, Cv) un simpleze. Alors il existe un polynome
P, r dépendant de n et de R tel que :

1hr()lln < Por(leD)lely,
avec deg(P,r) =n siv est de torsion et deg(P, g) = 3n sinon.

Preuve :
Soit K le plus petit petit des entiers k tels que |sd*(a)| < R. Si K = 0 alors hp(a) = 0.

K-1 K—1
Sinon, on a hr(a) = X hyosd*(a) = hy | X sdé(a) |.
k=0 k=0

Tous les simplexes dans cette somme sont de poids inférieur a |«|, on a donc |hg(a)| <
|a|. Estimons la norme 0 de hg(«a), c’est-a-dire le nombre de simplexes dans cette
chaine :

K-1 2nK -1
hm(a)llo = (2741 = 1) Y- 2% = (27 — 1) T (4:39)
k=0

Il nous faut maintenant évaluer la quantité 2" :

— si v est de torsion, on a |sd"(a)| < ?|a|, ainsi K est la partie entiere de la quantité

lel
=

o} o o
log, <‘R’>’ et on a ainsi estimation 2% < 2
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k
— si v n’est pas de torsion, on a |sd*(a)| < <> |al, ainsi K est la partie entiere de

4
3
. laf TR lo|
la quantité log, 5 I , et on peut ainsi établir 'estimation 2" < 2 7

U
Ces estimations sur hi nous permettent d’en établir d’autres de la méme nature pour
I'application ®p :

Proposition 4.4.1.4. Soit a € C*"(M,, Cv) un simpleze. Alors il existe un polynome
Qn.r tel que :

[@r()l[v < Qur(la))llally
avec deg(Qn r) =n st v est de torsion et deg(Qn r) = 3n sinon.

Preuve :
En effet, on sait que ||Pr(a)||n < ||a|ln + ||hg o O(a)||n + ||0 o hr(a)||n par définition.
11 suffit de voir ensuite que, si 3 est un élément de C?¥(X,Cv), on a |0(8)||xy < (n +
D8]l O

4.4.2 Propriétés de o

Proposition 4.4.2.1. L’application ®p : C*" (M, Cv) — C"(M,, Cv) est un morphisme
de complezes borné dont l'image est dans C*™F(M,,Cv) et dont la restriction a ce sous-
compleze est 'identité. En particulier, on a ®go Pr = Pp.

Preuve :
Par construction, lapplication ®; est un morphisme de complexes de C"3 (M, Cv) dans
lui-méme. Essayons maintenant de trouver une autre expression de ®p :

id—¢R:h308—|—80hR

+oo +o00
= (id— Pr)ohggosd* o0+ do(id— Pg) o hy o sd*

k=0 k=0

+00 +oo
= (id— Pr) o hggodosd* + > do(id— Pg) o hy o sd*

k=0 k=0

+o0 400 (440)
= (id — Pg) o (id — sd — 9 0 hyg) o sd* + > Do (id — Pg) o he o sd*

k=0 k=0

+oo oo
= (id — Pg) o (id — sd) o sd* + >_[0,id — Pg] o hgq 0 sd”
k=0

k=0
+o0 Too
=Y (id — Pg)(sd" — sd"*') + > [Pg, 8] 0 hyq 0 sd"
k=0 k=0

93



On remarque que la premiere somme (télescopique) dans la derniére égalité est en fait
égale a id — Py, puisque (id — Pg) o sd* est nul pour k assez grand. On a donc :

+00
®p = Pr+ [0, Pg] o hggo sd* (4.41)

k=0

On constate par conséquent que ®y est a image dans CP*% (), Cv) : en effet le
commutateur [0, Py est déja a image dans CP*f(),, Cv), la différentielle O faisant
diminuer le poids. On remarque de plus que la restriction de ®x a C*™% (M, Cv) est
I'identité. O

En guise de conclusion a ce chapitre, on peut énoncer le :

Théoréme 4.4.2.2. Soit v € I' et R > 2|v|s. Alors il existe un morphisme de complezes
Or de C"(M,,Cv) dans lui-méme tel que :

— &g est borné,
— ®p est a image dans CYE(M,, Cv),
— la restriction de ®r a C**E(M,, Cv) est l'identité,

— ®p est homotope d lidentité de C*"(M,,Cv), via une homotopie bornée.
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5 Résultats

Rappelons le contexte de cette these : nous disposons d’'un groupe discret I', agis-
sant de maniére isométrique, propre et cocompacte sur un espace (X, d) CAT(0). Ceci
implique entre autres I'existence d'un domaine fondamental relativement compact pour
cette action (théoreme 4.2.1.21). Dans ce dernier chapitre, nous établissons tout d’abord
un isomorphisme entre ’'homologie de Hochschild de CT et celle de I'algebre de Schwartz
(% (T') des fonctions a décroissance rapide définies sur I'. Nous en déduisons un isomor-
phisme en homologie cyclique. Nous discutons enfin du cas de ’homologie cyclique
périodique réduite.

5.1 Définition de ¢}, (T

Définition 5.1.0.1. Soit D C X un domaine fondamental relativement compact pour
Paction de I sur X. Nous noterons § son diamétre, et nous fixrons & € D un point de
base.

Définition 5.1.0.2. On définit lapplication dr : T' x I' = R par :

0 stg=nh

pour tous g,h € ' : dr(g,h) = { 1+ d(géo, hé) sinon (5.1)
et on définit Uapplication ¢ : T' — Ry par :
pour tout g € I',(g) = dr(1, g) (5.2)

Proposition 5.1.0.3. L’application dr est une distance sur I'.

Preuve :
Le seul point délicat est I'inégalité triangulaire. Soient g, ¢’ et h trois éléments de T'.
Supposons g # ¢'. Alors :

dr(g,9') = 1+ d(g€0. 9'%) (5.3)
14 d(g&o, h&o) + d(h&o, g'60) (5.4)

Par conséquent :

1+ d(g&o, h&o) = dr(g, h) +dr(h,g') sig =h
dr(g,9") < 1+d(h&o,9'é) = dr(g,h) +dr(h,g') sig=nh (5.5)
dr(g,h) + dr(h, g') sig#hetg #h

g

Définition 5.1.0.4. On définit sur l’anneau de groupe CI' les semi-normes suivantes,

indexées par N € N :
1> agglly =D lagl(1 + €(g))™ (5.6)
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On note {k,(T) Ualgébre de Fréchet obtenue par complétion suivant cette famille de
Semi-normes.

Notons que la métrique choisie ici est quasi-isométrique a n’importe quelle métrique
de mots associée a un systeme fini de générateurs de I'.

La décomposition homogene du complexe de Hochschild de CI" suivant les classes
de conjugaison de I' s’adapte au complexe de Hochschild de ¢}, (T"), nous pouvons
donc comme précédemment étudier séparément les contributions de chaque classe de
conjugaison aux différentes homologies.

5.2 Calculde HH,((%,(T") <y

Soit v € T', d’ordre pour l'instant quelconque. Nous montrons dans cette section que
Iinclusion de CT" dans sa complétion ¢}, ,(T") induit un isomorphisme en homologie de
Hochschild pour la contribution de la classe de conjugaison de v.

Comme nous avions défini des poids et des normes sur le complexe C?* (X, Cv) (défini-
tions 4.3.0.1 et 4.3.0.2), nous définissons :

Définition 5.2.0.1. Soit o = [go, -+ , gn;v] un simpleze de C*"(I',Cv). On définit le

poids || de o par :

n—1
| = dr(gn,vgo) + 20 dr(9i, git1)-

Si a est une combinaison linéaire de simplexes, |a| désignera le maximum des poids des
simplexes dans son support.

Définition 5.2.0.2. Pour un simplexe o € C*"(I',Cv) et N € N, on définit la "norme
N"de « par :
ledly = (1 +|a)™ (5.7)

k
Pour une chaine a = 3 N\jov; de C2"(T',Cv), on définit la "norme N de o par :
i=1

k k
ledlv =D Pilllesillr = > Il (1 + fes)™ (5.8)
=1 =1

5.2.1 Préparatifs

Lemme 5.2.1.1. Soit E un sous-ensemble de I' de longueur bornée, i.e. il existe M > 0
tel que pour tout g € E, on a £(g) < M. Alors E est fini.

Preuve :
On écarte tout d’abord le cas trivial ot £ = {1}. On déduit des hypotheses que pour
tout g € F, le point g&, € X est dans la boule fermée B(&,, M — 1), qui est compacte
puisque X est propre (théoreme 4.2.1.23). Comme l'action de I' sur X est propre, cela
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implique que I'ensemble £ x {y} est inclus dans un compact, et puisque I est discret,
E est fini. O

Définition 5.2.1.2. Pour x € X, on note D(z) le sous-ensemble de I" constitué des
éléments g tels que x est dans gD :

D(z):={gel,x e gD} (5.9)
En particulier, D(&y) est le stabilisateur de &.

Lemme 5.2.1.3. Pour tout point x de X, l'ensemble D(x) est de longueur bornée, donc

fini.

Preuve :
Soit x € X et g € D(x). Cela signifie qu’il existe zp € D tel que = = gxp. Alors :

((g9) = 1+ d(&, géo) < 1+d(&,x) +d(grp, g&) < d(&o,x) + 6 (5.10)

O
Nous aurons besoin de deux applications Z,-équivariantes permettant des allers-
retours entre le groupe I" et 'espace X :

Définition 5.2.1.4. On note ¢ : I' — X 1" application Z,-équivariante définie par :

v :g+— g (5.11)
On notera @, ou encore @ le morphisme de complezes bar induit.
Lemme 5.2.1.5. Soient g,h € I'. Alors d(o(g), ¢(h)) < dr(g,h).

Proposition 5.2.1.6. Le morphisme o, est borné et on a pour tout a € C»(I',Cv) :
p(a)] < fal.

Définition 5.2.1.7. On définit l'application linéaire 1), : C*" (X, Cv) — C*"(I',C,) en
degré n par :

1

L T e i —
ZEO!D(%)

> oo, gniv] (5.12)

giED(zi)
0<i<n

Proposition 5.2.1.8. L’application g est Z,-équivariante. Par extension, 1, [’est aussi.

Preuve :
On commence par remarquer que pour g,h € I'et z dans X,ona: g € D(hz) & h™lg €
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D(z). En particulier, les cardinaux de D(hx) et de D(z) sont égaux. D’ou, pour h € Z, :

] > I (513)
1 .
= D@ geg(:hx)[h g; V] (5.14)
1 oy
i) (5.16)
U

Proposition 5.2.1.9. L’application 1, est un morphisme de complezes.

Preuve :
Soit j € {0,--- ,n}. Alors :

0 (¥([xo, -+ s 0])) = > (g0, s gnsv)) (5.17)
H |D($z)| gi€D(x:)
0<i<n
1
= ni‘D(‘rJH Z [907"' y 95159541, - >gn;v] (518)
[T |D(zs)] 9:€D(x;)
i=0 0<i<n, i
1
~ T Z [907"' 7gj—lugj+17"' ;gn;v] (519)
H |D(2)] gieD(x:)
0<i<n,i#yj
#J
Ol

Lemme 5.2.1.10. Soient z,y € X, g € D(x) et h € D(y). Alors :
dr(g,h) < d(z,y) + (1 + 29) (5.21)

Preuve :
On suppose que g et h sont distincts. Par hypothese, il existe zp,yp € D tels que
x = gxp ety = hyp. On a alors :

dr(g, h) =1+ d(g&, héo) (5.22)
< 1+d(g&, gzp) + d(gzp, hyp) + d(hyp, h&) (5.23)
<d(z,y)+1+26 (5.24)
U
Proposition 5.2.1.11. Pour tout o € C**"(X,Cv) on a :
[Yn(@)] < laf + (n + 1)(1 +26) (5.25)

98



Par conséquent, le morphisme 1, est borné en chaque degré et pour tous N,n € N, il
existe une constante C,, n telle que :

19+ ()]ln < Crnllellw (5.26)

Lemme 5.2.1.12. Soient g,¢' € " et h, i € D(&,). Alors :

dr(gh,g'h") < dr(g,9") (si g,qg sont distincts) (5.27)
dr(gh,g) <1 (5.28)
dr(gh,g') <1+dr(g,9) (5.29)

Preuve :
Inégalité (5.27) : si gh = ¢’h’/ on obtient 0. Sinon, on obtient 1 + d(¢&o, ¢'¢0) = dr(g,9’)
si g et ¢’ sont distincts (on peut supposer que c’est le cas pour la suite).
Inégalité (5.28) : si h = 1 on obtient 0, sinon on obtient 1.
Inégalité (5.29) : si gh = ¢, on obtient 0. Sinon, on obtient 1 + d(g&y, ¢’&o) qui, suivant
si g et ¢’ sont distincts ou non, vaut 1 ou dr(g, ¢’). O

Proposition 5.2.1.13. Si D(&) est trivial, on a ¢ o ¢ = id. D’une maniére générale, le
morphisme de complezes 1) o ¢ est homotope a l'identité, via [’homotopie

n

Mo < (905 s gni 0] ¥ D (=1 [ 0 ©([go, -+ Gi])s Gir-*+ + Gns V] (5.30)

1=0

Cette application linéaire est Z,-équivariante et bornée en chaque degré, on a plus précisé-
ment [’existence d’une constante C, y telle que, pour tout o € C2"(T', Cv) :

[Pyop(@) Iy < Conlledllw (5.31)

Preuve :
Afin d’utiliser le lemme 5.2.1.12, on peut remarquer que pour g € I,

1 1
voe(lgl) = == [h] = [gh] (5.32)
|D(g§0)| heDZ(gfo) |D(€0)’ hepz(go)
Soit a = [go, - , gn; v] € CP¥(T', Cv). Les simplexes dans le support de hy,,, sont donc
de la forme
[gOh'()?"' 7gihi7gi7"' agn;v] (533)

ou chaque h; est dans D(¢p). Le lemme permet alors d’affirmer que
| Pupop ()] < faf 42 (5.34)
En conséquence, pour N € N,on a :

1o (@)l < (n+1)(3 + |a)™ (5.35)
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Lemme 5.2.1.14. Soient x,y € X, g € D(x) et h € D(y). Alors :

d(go, h&o) < d(x,y) + 20 (5.36)
d(géo,x) <6 (5.37)
d(vgéo,y) < d(vxg,y) + 0 (5.38)

Preuve :
On introduit xp,yp € D tels que, par définition, + = gxp et y = hyp, et 'inégalité
triangulaire de d fait le reste.
O

Proposition 5.2.1.15. Le morphisme de complexes ¢ o) est homotope a l'identité, via
I’homotopie

h‘POUJ : [ZE07--- y Ly U '—>Z ZE07 7‘1‘7:])7‘%7:7'” 7'T77«;U] (539)

Cette application linéaire est Z,-équivariante et bornée en chaque degré, on a plus précisé-
ment [’existence d’une constante C, y telle que, pour tout o € CL"(T, Cv) :

1oy (@)]|n < Crnlledly (5.40)
Preuve :
Soit a = [wg, -+ , 2,5 0] € CP(X, Cuv). Alors les simplexes dans le support de Ao, ()
sont de la forme :
[90507"' 7gi£07xi7”' 71;71,;1)] (541)

ou chaque g; est dans D(x;). L'utilisation du lemme 5.2.1.14 permet alors d’affirmer
que le poids d’un tel simplexe est majoré par

la| +2(i 4+ 1) < |a| +2(n+ 1) (5.42)
En conséquence, pour N € N,on a :
1oy (@) |v < (n+1)(1+ 2(n +1)3 + |a])™ (5.43)

U
Nous avons donc établi que les complexes C* (T, Cv) 5, et C?* (X, Cv), sont continu-
ment homotopiquement équivalents. Nous allons travailler dans la suite avec CP3 (X, Cv).
Mais tout d’abord, nous allons regarder de plus prés I'image du complexe C** (M, Cv)
par le morphisme ¢, ou M, désigne I'espace de déplacement minimal de v (définition
4.2.2.3) :

Définition-Proposition 5.2.1.16. On pose I' = U D(x). On a également I" = {g €
zEM,
I'gD N M, # 0}.

Preuve :
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Soit g € I". Alors par définition il existe + € M, tel que x € gD. Réciproquement, si
g € I' est tel qu'il existe z € gD N M,, alors g est dans D(x). O

Proposition 5.2.1.17. Le groupe Z, agit sur I par translation a gauche et ’ensemble
des orbites pour cette action est fini.

Preuve :
Remarquons tout d’abord que M, est invariant par le groupe Z,,, en effet d'une maniere
générale on a M, = gM, pour tout g € I'. Il est ensuite facile de voir que Z, laisse

[ invariant : soit g € I". Alors il existe xp € D tel que gxp € M,.Or,siz € Z,,on a:
(z9)xp = z(gxp) € M,, donc zg est dans I".
Considérons maintenant I'application suivante :

f U = <uv>

0 o glug (5.44)

On peut montrer que cette application est constante sur les orbites de I'action de Z, sur
['. En effet, pour g et h dans [ on a I'équivalence :

f(g) = f(h) & g tvg=h""vh o vgh™ = gh v & gh™ € Z, (5.45)

Ainsi, 'ensemble des orbites est équipotent a I'image de f. Il nous faut donc montrer
que l'image de f est finie. Soit donc g € I, ce qui signifie par définition qu’il existe
xp € D tel que gxp € M,. Nous allons majorer la longueur de f(g) :

((f(9)) = (g vg)

(9~ Ugfoaﬁo)

(vg&o, 9o)

(vg€o,vgrp) + d(vgrp, grp) + d(97D, 9&0)
(€0, 2p) + |v]s + d(zp, &o)
d+ |v]s

I
oA S

(5.46)

V/ANE /AN
N QR

Ainsi, 'image de f est de longueur bornée, et est par conséquent finie par le lemme
5.2.1.1. O

La conséquence de cela est un résultat sur les complexes de Rips, que nous définissons
au préalable :

Définition 5.2.1.18. Soit r > 0 on définit le complexe de Rips C}(I',Cv) comme le
sous-compleze de C (I, Cv) engendré par les simplexes de diamétre uniformément borné
par .

Proposition 5.2.1.19. Pour tout r > 0, le compleze de Rips CL(I',Cv)y, est de dimen-
sion finie en chaque degré.

Preuve :
Soit {h;,1 < j < k} un systeme de représentant des k orbites de l'action de Z,
sur I”. Alors pour tout simplexe a@ € C}(I',Cv)y,, il existe j € {1,---,k} tel que

101



a = [hj, g1, -, gn;v]. Comme le diameétre de « est borné par r, tous les g; sont a
une distance au plus r de h;. Il y a donc seulement un nombre fini de g; possibles, et
donc de simplexes [h;, g1, - , gn; v] possibles. O

5.2.2 Calcul

Nous allons maintenant utiliser tout ce qui précéde pour envoyer le complexe C?¥ (X, Cv),,
dans un complexe de dimension finie.
Tout d’abord, on applique a ce complexe le morphisme de projection 7, sur 'espace
de déplacement minimal M,. Ce morphisme 7, -équivariant est borné et homotope a
lidentité de CP¥ (X, Cv) via une homotopie bornée (propositions 4.3.2.2 et 4.3.2.3).
Nous sommes maintenant dans le complexe CP¥(M,,, Cv).
Fixons Ry, > 2|v|;. Alors le théoréme 4.4.2.2 assure l'existence d'un morphisme de
complexes ®r, Z,-équivariant, borné, homotope a lidentité de C**(M,, Cv) via une
homotopie bornée et & image dans le sous-complexe CPa%(M, Cv) de C** (M, Cv)
engendré par les simplexes de poids uniformément bornés par R,. Nous appliquons
ce morphisme ®, et arrivons donc dans le complexe CP3%(M, Cv), lui-méme sous-
complexe du complexe de Rips C%(M,,Cv) engendré par les simplexes de diametres
uniformément bornés par R,.
Nous appliquons maintenant le morphisme 7, -équivariant ¢) (définition 5.2.1.7) pour
arriver dans le complexe de Rips cf 6(1“’, Cv), ou I'" est I'image de M, par ¢ et R, =
Ro+26+1. Nous rappelons que les morphismes v et ¢ sont bornés (propositions 5.2.1.6
et 77), que ¢ o v est lidentité de CP* (X, Cv) et que v o  est homotope a l'identité de
CPa (T, Cv) via une homotopie bornée.
La proposition 5.2.1.19 nous dit alors que le complexe de Rips cl 6(F’,(Cv) 7, est de
dimension finie en chaque degré. Pour arriver au final dans un complexe de dimension
finie, nous utilisons le morphisme d’anti-symétrisation (section 1.2.8.2) :

Proposition 5.2.2.1. L’%image du compleze de Rips oo (I, Cv) par le morphisme d’anti-
symétrisation Z,-équivariant m,s est nulle en hauts degrés.

Preuve :
Soit [go, -+, gn; V] € o °(I",Cwv). Alors, l'action étant propre, il n’existe qu'un nombre
fini de g; € I" tels que d(g0&o, 9:£0) < Rj. Par conséquent, si n est suffisamment grand,
il y a nécessairement des répétitions dans [go, - - - , g,; v], et ainsi son image par 7,5 est
nulle. O

Corollaire 5.2.2.2. Le morphisme T, : C’fO(F’, Cv)z, — C’fO(I”, Cuv)z, est borné, homo-
tope a l’identité via une homotopie bornée, et son image est un sous-compleze de dimension

finie.

Nous avons donc construit un morphisme de complexes de C¥ (X, Cv)z, dans un
) e R!
complexe de dimension finie, 7, (C* °(I", Co) ZU).

Définition 5.2.2.3. Pour R > 0, on note CE™(I",Cv) l’image par m.s du complexe
CE(I, Cv).
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Regardons alors le diagramme suivant :

CP58 (X, Co) —> OV (M, Cv) % CFo (M, Co) (5.47)

ol |y

Cfo™ (17, Cw) clor, cw)

Tas

Lemme 5.2.2.4. La composition @ o Tas 01 0 ®g, om, : CP(X,Cv) — CM(X,Cv) est
homotope a l’identité.

Preuve :
Notons :
— 1 Pinclusion C**(M,,Cv) — CP¥(X,Cv), de sorte que ¢; o 7, est homotope a
lidentité de C**(X, Cv),
— 1, Pinclusion C*o(M,,Cv) — CP*(M,, Cv), de sorte que 1, o &5, est homotope a
lidentité de C®* (M, Cv),
On a alors :

poTus01hoPp om, =pom0thoio(igoPg)om,

~ (po)o(uom) (5.48)
~id

g

Lemme 5.2.2.5. Soit R > 0. Alors il existe R' > R tel que, en notant v l’inclusion
CEm(IV,Cv) — C*™(I',Cv), la composition mas 0 1) 0 Pg, 0T, 0 @ oL est homotope d .
Ainsi

lim C(I", Cv) — C2*"(X, Cv) — lim C*7(I", Co) (5.49)

est homotope a l’identité.

Preuve :
On note /' Iinclusion de C#™ (I, Cv) dans C*(I”,Cv). Alors la composition 7, o 1) o
®p, o m o p o est homotope a l'inclusion /. Notons h cette homotopie. Le com-
plexe C*™(I",Cv)y, est de dimension finie, soit donc (a;) une famille finie de sim-
plexes de C®™(I”, Cv) dont les images sous les Z,-coinvariants forment une base de
CE™(T’ Cv)z,. On note alors R’ le maximum des diamétres des simplexes h(«;). Alors

h envoie CE™ (I, Cv) sur CX-7 (I, Cv). En notant alors ¢ linclusion C®™(I",Cv) —
C®7(T', Cv), on obtient le résultat annoncé. d

La combinaison des lemmes 5.2.2.4 et 5.2.2.5 donne :

Proposition 5.2.2.6. Le complere C"" (X, Cv) est homotopiquement équivalent a la
limite directe sur R > 0 des complexes CE™ (I, Cv), sous une homotopie Z,-équivariante.
Prenant les Z,-coinvariants puis [’homologie, on en déduit l’isomorphisme :

HH.(CT)<,> ~ H. (C"(X,Cv)y, ) ~ H. (1@ CRm (T, cv)zv>
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Dans le diagramme 5.47, une fois les Z,-coinvariants pris, tous les morphismes et
toutes les homotopies qui interviennent sont continus. Comme les complexes CI™ (I, Cv) 4,
sont de dimension finie, passer aux complétions ne change rien et un raisonnement
identique au cas précédent (i.e. avant complétion) donne :

Proposition 5.2.2.7. Le complexe de Hochschild C.({%(T)) <y, obtenu par complétion
de C" (X Cuv)y, est homotopiquement équivalent d la limite directe sur R > 0 des
complezes CI™ (T Cv). On en déduit les isomorphismes :

HH. (0 (T))=0e ~ H, (nLn CR=(T, @v)zv)

Corollaire 5.2.2.8. Pour toute classe de conjugaison <v>, on a un isomorphisme en
homologie de Hochschild :

HH,((55(T)) s = HH,(CT) s

5.3 Calculde HC. ({5 (1)),

On déduit de la section précédente le :

Théoréme 5.3.0.1. Pour toute classe de conjugaison <v>, on a :
HC((Usp(T))cvs =~ HCL(CT) £ps (5.50)
Pour justifier ce corollaire, nous montrons ce résultat général :

Proposition 5.3.0.2. Soient A et A’ deux algebres et f : A — A’ un morphisme d’algébres
tels que, en tout degré, on ait un isomorphisme f. : HH,(A) ~ HH.(A"). Alors on a un
isomorphisme en homologie cyclique en chaque degré : HC\.(A) ~ HC.(A').

Preuve :
On va se servir de la suite exacte de Connes. En bas degré, elle donne :

. —— HCy(A) —= 0 —— HHy(A) — HCy(A) —=0 (5.51)

| ]

e HOY(A) —= 0 —— HHy(A") — HCy(A)) —=0

Il est alors clair que la fleche HCy(A) — HCy(A’) est un isomorphisme. Ayant établi
ceci, nous pouvons aller voir un peu plus loin dans ce diagramme constitué des deux
suites exactes :

o HOy(A) —= HH (A) —= HCy(A) —— 0 —= HHy(A) —= - -

AT -

HHC()(A/)HHHl(A/)HHOl(A,)HOHHH(](A,)H
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Par le lemme des cinq (1.2.8.1), on obtient I'isomorphisme HC,(A) — HC (A').
Supposons maintenant que l'on ait montré les isomorphismes HC,(A) — HC,(A’) pour
* < n. Alors la double suite exacte donne :

e HCOW(A) —— HHyp (A) — HCypy 1 (A) — HCyy 1 (A) —= HH, (A) ——> - -

N

e HOW(AY) ——= HH,p 1 (A) —= HC1 (A') —= HC y(A') — HH, (A) —= -

Alors le lemme des cinq donne cette fois I'isomorphisme HC,,1(A) - HC,,11(A"). O

5.4 Calculde HP, (CI')_, _ dans le cas hyperbolique

<v>

Nous allons dans cette section expliciter 'opérateur S : HC,(CI') > — HC\_5(CI') <>
qui nous permettra de calculer H P,(CI'),~ dans le cas hyperbolique, nous supposons
donc dans ce qui suit que I’élément v est d’ordre infini. Le but est de chercher un mor-
phisme de complexes N,-équivariant C*¥(N,) — C?(N,)[-2] induisant le diagramme
ci-dessous en homologie :

HC,(CT)cps —2> HC,_5(CT) <y (5.52)

=

H,(N,,C) —=2— H, 4(N,,C)

Notre base de travail sera le diagramme suivant :

Tot(CC,(CT)cps) 5 Tot(CC,(CT)ps)[—2] (5.53)

Tid@e T@s

Tot(CCL(CT)<ps) ® CP*(N,) — T ot(CC,(CT) <ps) ® CP*(N,)[—2]

51®’idl €1®’idl

Char(N,) CP(N,)[—2]

ol ¢ : C +— CP¥(N,) désigne la fleche d’augmentation du complexe bar de N,,.

Dans ce diagramme toutes les fleches verticales sont des quasi-isomorphismes, et donc
des équivalences d’homotopie puisque tous les complexes considérés sont des com-
plexes d’objets projectifs.

En particulier, si nous choisissons un morphisme de complexes N,-équivariant ¥ qui est
inverse (2 homotopie prés) du morphisme ¢, ®id, le morphisme S = (£, ®id)o (S oid)oW
induira la fleche recherchée en homologie, il nous restera ensuite a expliciter cette com-
position.
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5.4.1 Résultat préliminaire

Nous commencons par montrer le résultat intermédiaire suivant, pour un groupe G
quelconque :

Proposition 5.4.1.1. Soit (C,d) un compleze de G-modules, et h : C, — Ciyq une
homotopie contractante. On désigne par u(g) : Cy — C, Uaction d’un élément g € G et par
(Crr(@)',0) le complexe bar augmenté de G. Alors Uapplication linéaire ¢ : C*"(G) —
End(C,) définie par :

(90, s gu] = 11 p(gi) © D o u(g; )
1leCr—id: C, = C,

est un morphisme de complexes G-équivariant (méme si h ne l'est pas) de degré 1. De
plus, si h* =0, ¢ s’annule sur les simplexes dégénérés.

Preuve :
Tout d’abord, en utilisant la relation dh, + h.d = id a plusieurs reprises, on remarque
que, pourn € N*:

dod([go,- 1 gn]) = 00 0([g0:- 1 gn)) + (=1)" " d([g0, -+ . gn]) 0 d (5.54)
On a donc :

—p 0 ¢([go, -+, gnl) = —((=1)" 690, - -, gn]) ©d = d 0 $([go, -+ , gn]))
= (=1)"¢([g0,* ,gn)]) o d + P 0 I([go," ", gul)

5.99
+<_1)n+1¢<[907 7gn])od ( )
= QS © a([907 o 7971])
De plus, on a :
(—=9e 0 9)(l9]) = —(=doo(lg]) — é(lg]) o d) = id = ¢ o &([g]) (5.56)
ol ¢ est le morphisme d’augmentation. Ainsi ¢ est bien un morphisme de complexes de
degré 1. O

En vue d’appliquer ce résultat a la situation qui nous occupe, nous devons construire
une homotopie contractante du complexe total du bicomplexe augmenté de C'C,(CT") ..

5.4.2 Construction d’une homotopie contractante de
I’augmentation de 7ot (CC,(CI'),~)

Remarque 5.4.2.1. L’élément v étant supposé d’ordre infini, le groupe cyclique U qu’il
engendre est isomorphe a Z. Dans la suite il arrivera que l'on identifie k € Z et v¥ € U.

Définition 5.4.2.2. Le groupe cycliqgue U ~ Z agit sur I' par translation a gauche.
On note p' : T' — U\I' la projection canonique, et on choisit une section ensembliste
s+ U\I' = T a cette projection, de sorte que s’ soit un prolongement de la section
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s: N, — Z, déja choisie dans la définition 3.2.2.6. Pour tout g € I, il existe donc par
définition un et un seul entier 7(g) € Z tel que g = v™9s" o p/(g). On posera dans la suite
s=sop T —=T.

Remarque 5.4.2.3. Pour n € N, les éléments de C2"(T')y sont représentés par les
simplezes de la forme [5(g0), g1, , gn), avec go, -+ ,gn €T

Définition 5.4.2.4. On définit Uapplication b/ : T' — Cy o par :

7(g)

- X [Lurg v Ng] siT(g) >0

h(g) =140 siT(g) =0
-7(9)

kX_jl (1,07 1g, v¥g] siT(g) <0

Lemme 5.4.2.5. Soit g € T'. Alors O(I'(g)) = —7(9)[v"'g,9] — [1,3(9)] + [1, g].

Preuve :
Le cas 7(g) < O se traitant de maniere similaire, nous ne traitons que le premier cas.
Nous supposons donc que I'on a 7(g) > 0. Alors :

7(g) 7(g) 7(g)
oM (g) = = X [v7hg, o™ gl + 3 [Lv=¢Ng] = 3 [1,07g
7(g) T(g)—1 7(g)
= — > v ® Dulg g+ X [LvFg] — Y [1,07g]
=L k=0 k=1
= —7(g)lv g, 9] +[1.9] — [1,5(9)]

i

Proposition 5.4.2.6. Il existe une homotopie contractante h, du compleze total augmenté
de CC(CT) oy~ qui est donnée en degrés -1,0 et 1 par les formules :

h,1 . C — 0070

Lo (5.57)
ho @ Coo — Co1®Chp
59 ~ (L5(g)],0) (5:58)
hl : Cl,O — 0270
5(9)] ~ (o) (5:59)
hi Co1 — Co2®Ci11®Cop (5.60)
[5(90), 1] = ([1,5(g0), ¢1] + 1 (91), 7(g1)[91, 91], T(91)[91]) ‘

Preuve :
Pour rappel, &, désigne dans ce qui suit la différentielle du complexe total de C'C',(CT'),>.
Commencons par vérifier que 'on a bien h_; o+ drohg =id : pourg € I', on a :

(h-yoe+0droho)([5(g)]) = h-a(1) +0r((0,[1,5(9)])) = [1] +A([1,5(9)]) = [s(9)] (5.61)
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Nous allons maintenant vérifier la relation hy o Oy + dp o hy = id : Cyq & Cro —
Co1 @ Ch . Pour un simplexe [5(g)] € C}, cette vérification est immédiate :

(ho © O + dr o )([s(9)]) = 0r([5(9)]) = ([s(9)]) (5.62)

Calculons maintenant (hg o 97 + dr o hy)(«) pour un simplexe « = ([5(go), ¢1]) € Co1 :
tout d’abord sur (', le calcul est rapide : on obtient 0. Concentrons-nous donc sur la
composante sur Cj; : notons-la 5. On a :

B = ho o ([3(90), g1]) + (1 = T)(7(91)[g1, 91]) + (1, 5(g0), 91] + 1'(91))
= [1,8(g1)] = [1,5(g90)] + 7(g0)[v" g1, 91] + [5(90), 9] — [1, ga] + [1,5(g0)]
— 790l 91, 01] — [1.5(g1)] + [1. 1]
= [5(90), 91]

On a donc vérifié I'égalité hyoOr+0roh; = id pour I'ensemble des chaines de Cy ; &C' .
On construit ensuite h,, pour n > 2 par récurrence, en utilisant le fait que 'on manipule
des complexes de N,-modules projectifs. O

(5.63)

Remarque 5.4.2.7. On peut noter que les compositions hg o h_1 et hy o hy n'ont pour
image que des simplexes dégénérés.

5.4.3 Construction de la section ¥
Définition-Proposition 5.4.3.1. L’application v : C?(N,) — Tot,(CC,(CI)ys) dé-
finie par :

[0, ==+ 5 1] —> &([mo, -+, ma]) (1),

¢ étant le morphisme de complexes défini dans la proposition 5.4.1.1, avec G = N, et
Cy =Tot.(CCL(Cl')y>), est un morphisme de complexes N,-équivariant.

Preuve :
Soit a € CP¥(N,) un simplexe. L’application ¢ étant un morphisme de complexes de
degré 1,on a:

(=1)"¢() 0 Ot + Oror © H() = P(O(v)) (5.64)
On en déduit que dry 0 v = $(A(a))(1) = g (—1)ip(9;())(1) = é:o(—l)iuo di(a) = vod.

O
On se propose dans le lemme qui suit de calculer v en degré 0,1 et 2 :

Lemme 5.4.3.2. Soient ng,n1,m2 € N,. Alors :

v([no]) = [s(mo)] (5.65)
v([no,m]) = (0, [s(no), s(10)s (11 1)) (5.66)

et la composante sur Cyqg de v([no, m1,m2)) est donnée par

s(mo 'm)s(ny ) s(ng 'n2) " s (n2)] (5.67)
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avec s(ng 'm)s(ny me)s(ng 'n) !t € U = Z.

Preuve :

En degré 0 on a : v([1p]) = moh—11 ' (1) = moh-1(1) = no([1]) = [s(no)]-
En degré 1 :

v([no, m]) = nohong mh—1ny (1) = noho([s(ng 'm)]) = no(0, [1, s(ng 'm)])

— (0, [s(n0), stn)smg ) )

En degré 2, on obtient :

v([m0, 1, 1)) = molung 'mhony m2h—1my (1) = nola (0, [s(ng ). s(ng ') s (ny "n2)]))
(5.69)
En notant v la composante de v([no, 71, 12]) sur Cs, on obtient donc :

v = 7(s(ng " my)s(my m2))mols(ng ' my)s(n ' m2)] = 7(s(ng 'm)s(ny m2))[s(n2)]  (5.70)

Notons k = 7(s(ny 'n1)s(n; *n2)). Alors par définition on a :

s(ngm)s(ny 'n2) = "5 (s(ng M) s(ny ') (5.71)

et par conséquent s(n; n1)s(ny 'n2) = v¥s(ny tne), dott

0¥ = s(ng ') s(ny 'n2)s(ng ') ! (5.72)

g

Définition 5.4.3.3. On définit Uapplication ¢ : C’(N,) — Tot,(CC,(CT)cps) ®
Cb"(N,) par :

[T](]?' o 77771] — ;)V([UOJ e 7771]) & [7727 e 77]71]
Proposition 5.4.3.4. L’application ¢ est un morphisme de complexes N,-équivariant
qui est une section de € ® id : Tot,(CC,(CT)ps) ® CM(N,) — C"(N,).

Preuve :
Soit a € CP@(N,). Alors, en notant 9 la différentielle de CP (N,), dr celle de Tot, (CC,(CI),s)
et O, celle de leur produit tensoriel, on a :
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o (S vme - a @ b ]
= > 0e(v(lo ) © -+ )
LR R E RN AR X
Zévoa([now-,ni])®[ni,---,nn]+g(—
—Z;JZ; Yvodi(lno, - ni)) ® i+ 7
+ZZ 1)) ® 0yl 1)
—;JX% 1Yv 0 95( i) @ [+ 5 1)
+§§<—1>+ﬂ o+~ ) @ By -+ )
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7771‘}) ® 8([% T

(M0, 1)) @ O([mi, - -

77771])

)

(5.73)



- l:z:(:woaz(a)
= gV([nl i) @ [n; ) + (—=1)" n:: v([no mi]) @ [y -+ N
+:<—1>J'<:u<[no, i) @ il ]
+iélvoaj([now' 1)) @ (M3 1))
_ if:lyoao([no,... ) @ [l + (_1)nj01y([770,... i) @ B i([is - 7a])
+§§(—1)jV([no,--- ) © Djiliy -+ 1)
+§Z§1(—1)jw@([no, J)) © [y -+ 31
= 3ot ) b o]+ " e ) @ Ol )
+T:_;n:l(—1)37/([770 ) ® 0y )
+ g:(—l)jvoaj([no i) @ [y -+ 1l
_ gj_i;(—l)]”([noa ) ® Oyl
+§;;z:<—1>ﬂ'uoaj<[no,-~ e b ]
- :§:2j<—1>f+fu<[no, ) ® Oyl
+§;;_:(—1)j1/03j([now' J)) © [y -+ 31
(5.74)
On a donc ¢ 0 () = 9 0 ¥(a). O
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5.4.4 Calcul du morphisme S : CPa"(N,) — CP2(N,)

Lemme 5.4.4.1. On note S : C?(N,) — C*(N,)[=2] la composition des morphismes

(e1®id) o (S®id)oth. Alors si v = [, ,na] est un simpleze de C¥*"(N,) (avecn > 2),

on a :

S(a) = sy 'm)s(ny n2)s(ng 12) ™ [n2, -+, (5.75)
Preuve :

Ona:

S(a) = (g1 ®id) o (S ®id) o ()
= (e1 ®id) o (S ®id) (ZV([%,--- ;i) @ [y - ﬂ7n]>

=0

(e wid) (Zs lios =+ 1]) @ s+ ,nn}) (5.76)

:igloSquHO?--- ﬂ?z‘])®[77m"' vnn]

i=2
=ego0S5o0 V([7707771,772]) ® [7727 s 77771]

Il suffit ensuite de reprendre les précédents calculs concernant v dans le lemme 5.4.3.2.
O
En guise de bilan a ce qui précede, on peut énoncer :

Théoreme 5.4.4.2. On a un diagramme commutatif en homologie :

HCL(CT) cps N HC, _5(CT) <y

:l lg

H.(N,,C) H, 5(N,,C)

ou S est induite par le morphisme du méme nom.

5.4.5 Relation entre S et le cap-product

Par ce qui préceéde, comprendre 'opérateur S revient & comprendre 'opérateur S
induit par le morphisme du méme nom.
Nous reprenons ici quelques résultats de chapitre 2 sur la cohomologie de groupe : a
I'extension centrale
0 —U~2—Z,— N, —1 (5.77)

on peut associer une unique classe de cohomologie dans H»(N,,Z), et cette classe peut

étre représentée par le cocycle inhomogene ¢y, : (19, m1) — s(10)s(n1)s(noms) .

Définition-Proposition 5.4.5.1. On définit ¢, : N> — U ~ 7Z l'application

(10 M, m2) — s(ng 'm)s(ny ' n2)s(ng 'n2) 7,

112



de sorte que S([no, -+ ,Mn]) = cn(n0, M1, 1) 2.+ -+, 1] Alors ¢y, est la 2-cochaine homogéne
associée a la 2-cochaine inhomogene c;,, elles représentent donc la méme classe dans
H?*(N,,Z).

Nous avons ici explicité le lien entre 'opérateur S et le cap-product avec cette classe
de cohomologie, déja mis en évidence par Nistor et Burghelea. Dans notre situation,
nous pouvons aller plus loin en commencant par modifier la section s que nous utilisons
depuis le début.

5.4.6 Modification de la section s

Tout d’abord, regardons leffet d’'un tel changement sur application S finale :

Proposition 5.4.6.1. Soit s’ : N, — Z, une section de la surjection Z, — N,, a priori
différente de s. Alors l'application S’ obtenue avec s est homotope a S. Un changement
de section laisse donc S invariante.

Preuve :
Commencons par rappeler qu’en posant d(n) = s(n)s'(n)~! pour tout n, on définit une
application d : N, — U ~ Z. On définit alors l'application linéaire h : C**(N,,C) —
char (N, C) par :
hee [0+ ma] V= d(ng ma) [, -+ (5.78)

Nous allons vérifier que h est une homotopie entre S et S’. Compte-tenu de la construc-
tion de ces deux applications, il suffit de vérifier cela sur un 2-simplexe [, 71, 72]. On
a:

(a oh + ho a)([ﬁoﬂha 772])

= (d(ny "m)[m me]) + h([m, m2] — [n0,m2] + [0, 1))

= dlg ) (] — ) + G o) ) — dOng )] + g )] )
= (d(ng 'm) + d(ny 'n2) — d(ng 'n2)) 0]
Or:
d(no‘lm)+d( ny'n2) — d(ng 'na)
= s(ng 'm)s' (ng ')~ s(ny n2)s (g ) 1(8(770 m2)s (g ') ) 7!
= s(ng ') (ng ') " s(ny M) S (ny 772) 8( 12)$ (7751772)’1
= s(ng 'm2) " s(ng to) s’ (g t) ™! ( 12)s' (1 'n2) 'S (ng 772)
s ) s ) s ) (o)1 O ) O ) (580)
s(1g 'n2) " s (g tm)s(ny nz) + 8" (0 'n2) TS (g ) TS (g ')
= s(ng ') s(ny ') s(ng ') =+ 8" (M) Ths (g ) s (ng e
= (90 '91,91 '92) — ¢ (90 191791 D)
O
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Pour choisir judicieusement la nouvelle section, nous devons nous ramener au fait
que le groupe I' agit sur I'espace C'AT(0) (X, d). Commencons par rappeler quelques
propriétés :

En notant d, :  — d(vz,x), on a défini (en 4.2.2.3) l'espace M, de déplacement
minimal, c’est-a-dire 'ensemble des points = € X tels que d,(x) est minimal et vaut
la longueur stable de v, notée |v|,. Cet espace est non vide et convexe (propositions
4.2.2.4 et 4.2.2.5), il s’agit donc également d’un espace C'AT'(0).

Définition 5.4.6.2. On appelle axe de v ["image de toute ligne géodésique ¢ : R — X
telle que :

pour tout t € R, v-L(t) = L(t + |v]s)

Les deux théoremes suivant sont énoncés et démontrés dans [BH99], page 231, théo-
reme 6.8.

Théoréme 5.4.6.3. L’isométrie hyperbolique v posséde des azes (tous paralléles), et
l’espace M, de déplacement minimal est la réunion des axes de v. Plus précisément, M,
est isométrique a un produit Y x R, ou Y est lui-méme un espace CAT(0).

Théoreme 5.4.6.4. Tout élément qui commute avec v, i.e. tout élément de Z,, est une
isométrie de M,. Il s’exprime donc comme un et un seul couple (f,\) ou f est une
isométrie de Y et A\ est un réel.

k

Remarque 5.4.6.5. En particulier, un élément v® € U C Z, s’exprimera comme le

couple (id, k|vls).

Corollaire 5.4.6.6. Soit z un élément de Z,. Alors la classe de z modulo U peut toujours
étre représentée par un et un seul élément de la forme (f,\), oi \ est un réel dans
Uintervalle [0, |v]s[.

Définition 5.4.6.7. On note s, : N, — Z, la section qui, a un élément n € N,, associe
le représentant s,(n) qui s’exprime sous la forme d’un couple (f,\) € Isom(Y) x R, avec
A € [0,|v]s[. On note de plus co : N> — U ~ 7Z le 2-cocycle inhomogéne associé a cette
section. Enfin, on note c¢; : N, — R lapplication qui a un élément n € N, associe le
nombre réel X € [0, |v|s].

Lemme 5.4.6.8. Soient 1y et 0y deux éléments de N,. Alors :

~Ja(m) +ea(ne) si cr(m) + c1(mp) < |v]s
c1(mnz) = ,
c1(m) +ci(ne) — |vls  sinon
Preuve :
Notons abusivement s, (1;) = (fi, c1(n:)). Alors s,(n1)s,(1n2) = (f1 0 fa, c1(m) + c1(n2)), et
cet élément a la méme classe modulo U que s,(m1m2) = (f1 0 fa, c1(mng2))- O

Lemme 5.4.6.9. Le 2-cocycle co est le bord de la 1-cochaine c;.
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Preuve :
Soient 7y, 7, € N,,. Alors :

Ca(n1,12) = $o(m1)sv(n2)su(mme) ™" = (id, c1(m) + e1(n2) — ex(mma)) (5.81)

Et on a par conséquent :

1eU sic +c < |l
ca(my,m2) = { Lem) Fealne) <ol (5.82)
sinon
Calculons maintenant I'image de ¢, par la différentielle 0, : on a
0 sic +c < |vl|s
Din(c1)(m,m2) = c1(m) + ci(m2) — er(mne) = . 1lm) ) <Pl (5.83)
|v|s  sinon
On a donc ¢y = 9ip,(c1) : N2 — U ~ 7. d

Proposition 5.4.6.10. Le 2-cocycle ¢, : N? — U =~ Z représentant la classe de coho-
mologie dans H*(N,,Z) associée a l’extension centrale représente la classe nulle dans

H?*(N,,C).
Théoréme 5.4.6.11. Le morphisme de complezes S : C*(N,) — C*,(N,) défini par :

M0, ] — ca(ng ' m, " m2) (2, <+, 1)

induit Uapplication nulle en homologie. Par conséquent, 'opérateur de périodicité S est
également nul.

Corollaire 5.4.6.12. Soit v € T' un élément d’ordre infini. Alors la contribution a
I’homologie cyclique périodique de CI' de la classe de conjugaison <v> est nulle.
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Conclusion

On énonce ici notre résultat final, en (co)homologie cyclique périodique réduite (dé-
finition 2.2.4.1) :

Théoréme 5.4.6.13. On a, en (co)homologie cyclique périodique réduite :

HP* (Z}%D<F>> = @N H*JrQn (F, CFtors)
ne
HP" (thp(T)) =~ @ H***" (T, CT,y)

neN

Preuve :
Soit [ un ensemble fini de classes de conjugaison de I', contenant toutes les classes ellip-
tiques. Cela est possible d’apres la proposition 4.2.2.9. On a alors, en notant H P, ({,,(T")),
la contribution de ces classes a 'homologie cyclique périodique de (%, (T) :

HP, (@w(r))I = <§2[ HP (g}%D(F>><v> @

~ @ HP,(CI)_,. (2)
<v>el

~ @ HP(CT)_,. (3)
<v>€l,|v|s=0

~ @B ] Heson (T,C<o>) (4)
<v>€l,|v|s=0neN

>~ H H*+2n (F; (Crtors) (5)
neN

=~ @ H*+2n (F7 Crtors) (6)
neN

(2) se justifie par le fait que les contributions d’une classe <v> a ’homologie cyclique
de CT et de ¢}, (") sont égales (théoréme 5.3.0.1), il en va donc de méme dans sa
version périodique. (4) s’explique par le fait que les contributions des classes hyperbo-
liques en homologie cyclique périodique sont nulles (corollaire 5.4.6.12), |v|; = 0 étant
équivalent au fait que v est de torsion (proposition 4.2.2.7). Le théoréme 3.3.2.15 per-
met a son tour de justifier (4). Enfin, le passage de (5) a (6) s’explique par le fait que,
la dimension de X étant finie, ’homologie de I' a coefficients dans n'importe quel I'-
module est nécessairement nulle a partir d'un certain degré (égal a la dimension de
X).

D’apreés le corollaire 5.4.6.12 donc, la contribution a ’homologie cyclique périodique
d’une classe donnée de conjugaison hyperbolique est nulle. Cela signifie donc que tout
cycle du complexe cyclique périodique C'C,(CI').,~ pour une classe de conjugaison
hyperbolique donnée est aussi un bord.

Notons C I'ensemble des classes de conjugaison de I', £ 'ensemble des classes elliptiques
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et décomposons 'ensemble des classes hyperboliques comme limite inductive de sous-
ensembles finis J. On a alors, pour un cycle « dans CC,(CI') :

Z Ays = Z Qcp> + lim Z oz<v>—ozeu—|—hmaj (7)

<v>€eC <v>€€ J <v>eJ

ol aey désigne la contribution totale des classes elliptiques au cycle «, qui donne (6)
en homologie, et «; désigne celle des classes hyperboliques contenues dans .J.

Chaque contribution «; est une somme finie de bords, et est par conséquent également
un bord. La contribution totale des classes hyperboliques au cycle « est donc une limite
de bords, c’est pourquoi nous devons nous contenter a priori d'un résultat en homologie
cyclique périodique réduite. O
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