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Résumé

La flexoélectricité d’un matériau est sa capacité a se polariser €lectriquement SOUS
I’effet d’un gradient de déformation. Bien qu’il existe dans tous les matériaux, ce phénomene
est encore rarement utilisé car il est en général de tres faible amplitude. Cependant, a I’échelle
du nanometre, la flexoélectricité est fortement augmentée. Le défi de ce travail est donc de
proposer une modélisation multi-échelle permettant, d’une part, de caractériser et de
quantifier les propriétés flexoélectriques et, d’autre part, de dimensionner un nanosystéme
mettant en évidence des effets flexoélectriques importants. Pour cela, nous avons choisi de
nous intéresser a un nanosystéme constitué d’un nanotube de carbone mono-paroi semi-
conducteur. Dans le cadre des milieux continus, nous avons tout d’abord appliqué le principe
des puissances virtuelles et la thermodynamique des milieux continus pour obtenir de fagon
systématique les équations constitutives d’un matériau aux comportements couplées semi-
conducteur élastique électro-magnétique, en prenant en compte les gradients de déformation,
de polarisation électrique et d’aimantation. En paralléle, dans le cadre d’une approche
atomistique, nous avons développé un modéle numérique afin de simuler [’effet
flexoélectrique inverse de nano-objets tels que des nanotubes de carbone décrits atome par
atome, avec des dipbles électriques permanents et induits sur chaque atome. Moyennant
quelques hypotheéses d’homogénéisation, nous avons couplé ces deux approches et obtenu les
équations reliant les quantités atomistiques, calculées dans la simulation, aux quantités
macroscopiques correspondantes, utilisées dans les équations constitutives des milieux
continus préalablement déterminées. Les premiers résultats mettent en évidence une variation
importante des €léments de 1’un des tenseurs de flexoélectricité en fonction du rayon et de la

longueur du nanotube.



The flexoelectricity tensor of a material characterizes its ability to polarize under the
action of a deformation gradient. The phenomenon is still rarely used though it exists in every
material, because the effects are usually very weak. However, for nanoscale systems,
flexoelectricity can be largely enhanced because of a possibly much greater gradient. Thus,
the aim of this PHD thesis is to build a model that would allow us to compute the
characteristic tensors of flexoelectricity in order to design a nanosytem in which huge
flexoelectric effects could be used for energy conversion. For that purpose, we have studied
the flexion of several semi-conducting Single-Wall Carbon NanoTubes (SWCNT), considered
either as continuous cylinders or as a discrete network of carbon atoms. In the continuum
point of view, we have applied the principle of virtual powers and classical thermodynamics
to systematically obtain the constitutive equations of a semi-conducting, electro-magnetic
deformable continuum, including the effects of the deformation, polarization and
magnetization gradients. Meanwhile, we have improved an atomistic model with distributed
permanent and induced dipoles to simulate the inverse flexoelectric effect on the SWCNTSs.
Using homogenization hypothesis, we have coupled these two approaches by obtaining the
equations binding the atomistic quantities computed in the numerical simulations, with the
corresponding macroscopic quantities used in the previously obtained constitutive equations.
The first numerical results seem to show a notable variation of the elements of the

flexoelectric tensors as a function of the radius and length of the SWCNT
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Introduction

L’effet piézoélectrique n’existe que pour des matériaux non centrosymétriques. En
effet, si un matériau est centrosymétrique, il continuera a étre centrosymétrique sous une
déformation homogéne. Mais une déformation non homogéne peut briser les symétries d’un
matériau centrosymétrique. N’importe quel matériau peut donc se polariser électriquement
sous l’effet d’une déformation qui n’est pas uniforme, cet effet est appelé «la
flexoélectricité ». Ce phénoméne est encore rarement utilisé bien qu’il existe dans tous les
matériaux, car il est en général d’amplitude trés faible. Mais, pour des dimensions
suffisamment petites, une différence de déformations sur une faible distance donne un grand
gradient de déformation. La flexoélectricité est ainsi fortement augmentée a I’échelle du

micrometre et surtout du nanometre.

L’¢tude de la flexoélectricité s’est initialement restreinte a certains cristaux liquides.
Toutefois, au début des années 2000, Cross et ses co-auteurs ont mesuré des effets de la
flexoélectricité beaucoup plus importants que prévu pour des matériaux solides
ferroélectriques de structure pérovskite. L’intérét des chercheurs sur la flexoélectricité a alors
augmenté de maniere croissante, aussi bien théoriquement qu’expérimentalement. Dans ces
matériaux céramiques, la flexoélectricité provient principalement des mouvements des ions
les uns par rapport aux autres, a cause du gradient de déformation, qui provoguent une
polarisation supplémentaire du fait du mouvement relatif des barycentres des ions positifs et
négatifs dans chaque maille. Cependant, les gradients de déformation n’affectent pas
seulement la position des ions, mais affecte aussi la distribution de la densité des électrons qui
va donc affecter la polarisation totale. Les effets flexoélectriques dans les structures carbonées
comme le graphéne ou les nanotubes de carbone sont contrdlés par ce mécanisme et
pourraient également se révéler intéressants pour certaines applications, du fait de la plus

grande résistance a la déformation de ces structures par rapport aux céramiques. Tout ceci est



détaillé dans la description sommaire de 1’état de I’art du domaine qui constitue le premier
chapitre de ce manuscrit de these, afin de justifier notre intérét pour la flexoélectricité dans les

structures carbonées.

Dans un premier temps, il nous a paru indispensable d’étudier théoriquement de
maniere approfondie les phénoménes liés a la flexoélectricité. Ainsi dans le deuxiéme
chapitre, nous décrivons comment, dans le cadre de 1’électromagnétisme et de la mécanique
des milieux continus, nous avons obtenu des contraintes sur les lois de comportement qui
peuvent étre utilisées pour décrire des matériaux semi-conducteurs piézoélectriques et/ou
flexoélectriques. Pour cela, nous avons utilisé différents principes toujours valables pour la
physique non linéaire des milieux continus comme la conservation de la quantité de
mouvement, le premier et deuxiéme principe de la thermodynamique. La méthode des
puissances virtuelles qui impose 1’objectivité et la conservation de la quantité de mouvement,
nous a alors permis de retrouver les équations d’équilibre. Le second principe de la
thermodynamique nous a ensuite permis de trouver une forme généralisée de 1’inégalité de
Clausius-Duhem. C’est en utilisant cette derniére inégalité que nous avons pu retrouver les
équations constitutives de la piézoélectricité et de la flexoélectricité, pour des matériaux semi-
conducteurs. Historiqguement, pour modéliser macroscopiquement la flexoélectricité par une
approche de type physique des milieux continus, les premiers chercheurs a s’intéresser a ce
phénomeéne ont rajouté a la théorie linéaire de la piézoélectricité des termes faisant intervenir
le gradient de déformation, puis le gradient de polarisation. Dans le souci de généraliser le
plus possible notre travail et pour d’éventuelles recherches dans le futur, nous avons

également pris en compte les effets magnétiques.

Dans une troisieme partie, nous avons repris un modele statique d’interactions entre
dipdles eélectriques distribués sur chaque atome pour développer un modele numérique
pouvant simuler la déformation d’un matériau non-métallique sous I’effet d’un champ

électrique extérieur. Nous verrons que la déformation est due a I’effet mécanique des couples



visant a aligner sur le champ extérieur les dipdles électriques induits par ce champ extérieur et
par les dipbles permanents créés par la courbure du feuillet de carbone pour créer le nanotube,
ainsi que par la déformation de la structure a cause du champ extérieur. Nous faisons alors
I’hypothese que les positions d’équilibre des atomes peuvent étre calculées par minimisation
itérative de I’énergie potentielle totale des liaisons entre atomes de carbone, modélisée par
une fonctionnelle semi-phénoménologique appelée AIREBO, complétée par une énergie
potentielle décrivant les effets du champ extérieur grace aux interactions avec les dipdles
distribués. Nous montrons alors comment le calcul de ces dipbles atomiques peut étre effectué
de facon auto-cohérente & chaque étape de la procédure de la minimisation. Ceci nous
permettra, dans le dernier chapitre, de simuler 1’effet flexoélectrique inverse de nano-objets

tels que des nanotubes de carbone décrits atome par atome.

Avant d’en arriver la, nous mettrons en relation la théorie des milieux continus et la
modélisation atomistique, afin de pouvoir calculer les composantes des tenseurs
caractéristiques de la flexoélectricité dans 1’approche milieu continu, a partir des résultats des
simulations atomistiques. Pour cela, nous avons été conduit a faire des hypothéses
d’homogénéisation pour faire le lien entre les deux approches. Pour la partie mécanique, cette
hypothése consiste a considérer que le gradient de déformation est homogéne sur un élément
du solide étudié. Cette hypothése se nomme «la méthode de Cauchy-Born étendue ».
L’hypothese d’homogénéisation nous a permis de calculer les tenseurs des contraintes, de
déformation ou d’¢élasticité. Pour la partie électrique, nous avons aussi dd faire une hypothése
d’homogénéisation. Pour cela, nous nous sommes inspirés de la méthode de Cauchy-Born en
faisant ’hypothese que les dipdles supplémentaires dus a la présence du champ électrique
extérieur sont identiques dans un élément du solide considéré. A partir de cette hypothese,
nous avons pu en déduire I’expression de la polarisation, du champ local ou de la
susceptibilit¢ électrique. C’est en faisant le couplage entre les deux méthodes
d’homogénéisation électrique et mécanique que nous arriverons a determiner les tenseurs de

couplages comme le tenseur de piézoélectricité ou de flexoélectricité. Ainsi, moyennant ces



hypothéses d’homogénéisation, nous avons pu obtenir les équations reliant les quantités
atomistiques, calculées dans la simulation, aux quantités macroscopiques correspondantes,

utilisées dans les équations constitutives préalablement déterminées.

Enfin, nous avons pu étudier la variation des éléments de 1'un des tenseurs de
flexoélectricité, en fonction du rayon et de la longueur du nanotube. Nous avons pu aussi
étudier I’impact des dipdles permanents sur la flexion des nanotubes de carbone soumis a un

champ électrique extérieur.



Chapitre 1

Etat de I'art sur la flexoélectricité

dans les matériaux solides



1 Différences entre piézoélectricité et flexoélectricité

La propriét¢ d’un solide cristallin comme le quartz de se déformer sous une tension
électrique a été découverte par les fréres Curie et a été nommé « piézoélectricité » par Hankel.
Un matériau est piézoélectrique lorsqu’il se polarise électriquement sous 1’effet d’une

contrainte appliquée suivant certaines directions (voir fig 1).

(a) Applied (b) Applied
compressive tension
stress Developed F
charge Developed
F charge
/"? _+
] / /
F
Polarization
Polarization Fl

fig 1. Illustration de [’effet piézoélectrique direct : une contrainte mécanique appliquée est
a l’origine d’une polarisation électrique qui produit une différence de potentiel
électrique entre les faces du cristal [1].

(a)
Developed Developed Applied
strain Applied strain electric
electric field
field
Al 1 Al [ e
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fig 2. Illustration de [’effet piézoélectrique indirect : une tension électrique appliquée est a
["origine d’une déformation du matériau [1].

Inversement, si le matériau est soumis a un champ macroscopique électrique uniforme
selon certaines directions alors celui-ci se déforme, éventuellement selon d’autres directions
(voir fig 2). Cette propriété prédite par Lippmann en 1881 [2] est appelée effet piézoélectrique
inverse et a été veérifiee expérimentalement par les freres Curie [3]. Les effets directs (1) et

indirects (2) peuvent se traduire analytiquement par les relations constitutives suivantes du

matériau :



Oy = Ciﬁ(lskl + € E, 1)

P =e,S, + goZijSEj (2)

ou o le tenseur des contraintes de Cauchy et S sa déformation, P la polarisation induite dans le

matériau, E le champ électrique macroscopique. Les tenseurs donnant les constantes

matériaux sont le tenseur de la piézoélectricité e;j; (d’ordre 3) et le tenseur d’élasticité cijEkI
PP , - - -, S Y -

défini pour un champ €lectrique macroscopique fixé. y; donne la susceptibilite électrique

pour une déformation S donnee et ¢, est la permittivité du vide.

Cependant la piézoélectricité n’existe que pour les diélectriques appartenant a 20 des
21 groupes cristallographiques qui ne sont pas centrosymétriques puisque aucune déformation
uniforme ne brise la symétrie centrale entre les ions qui composent ces cristaux (voir I’image

de gauche de la fig 3).

a b

P=0

fig 3. Schéma illustrant [’effet d 'une déformation uniforme (a gauche) et non uniforme (a

droite) [4]

En revanche, une polarisation électrique peut se créer méme dans des matériaux
centrosymeétriques si on induit une déformation non uniforme dans le matériau. Ce mécanisme
correspond & la flexoélectricité. Une déformation non uniforme appliquée (par exemple une
flexion) est a I’origine d’une brisure de symétrie dans ces cristaux centrosymétriques. Elle fait
apparaitre une polarisation électrique (voir 1’image de droite de la fig 3). C’est-a-dire une

séparation des barycentres des charges positives et negatifs qui composent le cristal.



Bien que dans la plupart des cas on définit la flexoélectricit¢é comme la création d’une
polarisation induite par une dissymetrie des ions dans une maille d0 & un gradient de

déformation, la polarisation peut en réalité étre induite par 3 mécanismes différents :

- La flexoélectricité ionique : comme expliqué ci-dessus, la polarisation ionique est
induite par le déplacement relatif des ions de charges électriques opposées (voir fig 3).
- La flexoélectricité électronique : la polarisation atomique est produite par la
déformation du nuage électronique de I’atome qui dissocie le barycentre des électrons

de celui des protons (voir fig 4).

LM S
cenire de masse
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fig 4. La déformation du nuage atomique sépare le barycentre des charges négatives avec le
noyau. La déformation crée donc un champ électrique.

- La flexoélectricité d’orientation polaire : Cette polarisation macroscopique est

produite par 1’orientation des moments dipolaires permanents dans le méme sens (Voir

fig 5. Courbure de molécules polaire de cristaux liquides [5]



2 Premiers travaux sur la flexoélectricité

A partir de 1957, Mashkevich et Tolpygo [6] [7] [8] étudierent la dynamique de
réseaux de type diamant, en appliquant un modéle quantique de la dynamique des réseaux
cristallins d’ions déformables développé précédemment par Tolpygo. Leur travail était basé
sur le calcul des moments dipolaires causés par des ondes acoustiques et optiques qui
induisent une déformation inhomogene. Ceci leur a permis de développer une théorie
microscopique des propriétés élastiques et optiques des cristaux prédisant divers nouveaux
effets dont la génération d’une onde de polarisation par une onde de déformation inhomogéne
du cristal. En 1963, Kogan [9] formula une premiere théorie phénoménologique en
introduisant le gradient de déformation dans les équations constitutives pour les cristaux avec

une maille non centrosymeétrique :

2

P = ity —L 4 €Sy T X E; (3)
J axkaxl J J ] )
ou U est le vecteur déplacement en fonction du vecteur position x du point considéré, e est le

tenseur caractérisant la piézoélectricité (nul pour les matériaux centrosymetriques) et g est

défini par Kogan comme le tenseur caractéristique de cette flexoélectricité. Kogan [9] donna

ensuite une estimation de Il'ordre de grandeur des ¢éléments de ce tenseur

g ~ 9 1.11x10°-1.11x10°C/m ou g est la charge élémentaire et a le paramétre de
a

maille (pour un cristal cubique). On notera que 1’équation constitutive liée a la flexoélectricité
(3) peut s’exprimer par rapport au gradient de déformation symétrisée (par exemple dans les
articles comportant P. Yudin parmi les co-auteurs) plutdt qu’avec le gradient de déformation
non symétrisé (comme dans les articles comportant P. Sharma ou D. Vanderbilt parmi les co-

auteurs). Mais le tenseur de la flexoélectricité ne sera plus le méme.

En 1965, une explication microscopique de la flexoélectricité a été donnée par Harris
[10] afin d’expliquer des polarisations induites dans des matériaux centrosymétriques
lorsqu’on les soumettait a des chocs mécaniques. En 1968, Mindlin [11] va retrouver
théoriquement les équations d’état caractéristiques de ce phénomene en rajoutant le gradient
de polarisation dans 1’énergie utilisée par Toupin pour ses développements sur

I’électrodynamique des milieux continus a 1’aide du principe variationnel [12].



Les premiers calculs atomistiques des coefficients de la flexoélectricité ont été menés
par Askar et al. [13] en 1970 pour NaCl, Nal, Kl et KCl, a I’aide de la théorie développée par

Mindlin. Bursian et al. ont ensuite étudié 1’effet de la courbure d’une poutre de BaTiO, sur la

polarisation ainsi creée [14]. Ils découvrirent que I’effet est d’autant plus grand que la
permittivité électrique du matériau est grande. Ce phénomeéne était alors en genéral décrit
comme étant « une piézoélectricité non locale » [15]. En 1970, Axe et al. [16] découvrirent
une manifestation de la flexoélectricité en étudiant le spectre de phonons a basse énergie dans
un matériau pérovskite ferroélectrique. Selon Tagantsev, le mot flexoélectricité fait son
apparition pour les structures cristallines pour la premiére fois en 1981 dans un article de
Indenbom, inspiré par la théorie des cristaux liquides de De Gennes, pour décrire des effets

similaires.

3 Calcul microscopique des contributions flexoélectriques

Tagantsev élabore une nouvelle théorie [4], [17]-[19] pour la description
microscopique de la flexoélectricité en s’inspirant des travaux de Martin [20] étudiant la

description piézoélectrique a I’échelle microscopique. Lorsqu’un cristal est déformé, le

RN
¢ oU. -
w_ = | —tdy. +w™
=] e O

J
]

déplacement de I’atome n situé en R

. selon I’axe i peut s’écrire de la fagon suivante :

ou XJQ et Rj” sont respectivement les coordonnées d’un point immobile dans le référentiel et

de la position de ’atome n avant la déformation. Dans 1’équation (4), Le premier terme
correspond au déplacement externe macroscopique. Le second terme correspond au
déplacement interne non homogéne qui donne la différence entre une déformation homogene

du réseau cristallin et de la déformation réelle estimée.
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fig 6. Schéma du déplacement des atomes dans 2 cellules dus a une déformation
macroscopique. Cas d’'une déformation uniforme dans un matériau centrosymétrique
(a,b,c) et non centrosymétrique (d,e,f) et avec un gradient de déformation homogene
(g,h,i). Les figures (a,d,g) montrent leur état initial, les figures (b,e,h) montre les
déplacements dans le cas d’une déformation externe. Les figures (c,f,i) montre le
déplacement réél comprenant les déformations externes et internes. [21]

Si le matériau est composé de charges Q, a la position R, alors la différence de

polarisation avant et aprés déformation donne :
6P, =V Q, (R, +w, )-V'QR (5)

V,

fin

et V représente les volumes avant et apres déformation.

int
n,

Supposons maintenant que 1’on puisse écrire le déplacement interne W, . sous forme

d’une combinaison linéaire des ¢éléments du gradient de la déformation symétrisée

1(eu, ou, ),
S = | —t— .
A

! Historiquement, Tagantsev a d’abord étudié la contribution flexoélectrique par rapport au gradient de la
déformation non symétrisé [17], [18]. Il a par la suite choisit de prendre en compte la contribution
flexoélectrique par rapport gradient de la déformation symétrisé. Par soucis de synthétiser ses travaux, nous
avons choisi d’utiliser le gradient de la déformation symétrisé dans les calculs.

11
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D’apres (4), (5) et (6), on obtient alors :

L

—\/" Kl ik t

oP, =V 1QnNr'H. Fa + 0P (7)
|

Le premier terme dans (7) traduit la flexoélectricité dans le volume V puisqu’il s’agit

d’une proportionnalité entre la polarisation et le gradient de polarisation, on identifie le

tenseur de flexoélectricité:
-1 ikl
Hg =V QN (8)
p

Le dernier terme dans (7) qui est d0 a la présence du premier terme dans (4) correspond a

I’effet de surface flexoélectrique. Cet effet a été introduit pour la premiére fois par Resta [18].

Tagantsev et al. [16] [17] identifient ainsi plusieurs types de contributions dans les
réponses de type flexoélectrique, qui n’ont pas d’analogue avec la piézoélectricité. En 2006,
Maranganti et al. élaborérent aussi une théorie afin d’expliquer phénoménologiquement et
macroscopiquement la flexoélectricité [22]. Ces derniers ont utilisé le principe variationnel
développé par Mindlin [11] et Toupin [12] pour trouver les équations d’équilibre et les
équations constitutives de la flexoélectricité avec une approche de type dynamique des
réseaux. Notons que le choix de prendre comme variable le gradient de déformation symétrisé
(dérivée par rapport a la déformation Z% [21] ou non symétrisé (seconde dérivée par rapport

|

2

o°U,
au déplacement ) 5 L_[23] dépend des chercheurs.
k XI

4 Les différentes contributions flexoélectriques

4.1 La flexoélectricité statique

La flexoélectricité peut étre décomposée en une réponse statique et une réponse

dynamique [18]. Comme vu précédemment, la flexoélectricité est une réponse linéaire entre la

12



. . ) . 0¢g .
polarisation P, et le gradient de déformation —- =V i€u» €n I’absence de champ électrique

OX J.

extérieur. On introduit alors le tenseur flexoélectrique dont les coefficients sont définis par:

Hig = (L} €)]
6(Vj5k|) Y

Par souci de simplicité, dans ce premier chapitre nous étudierons le cas
unidimensionnel. Les équations s’écriront par rapport a la variable d’espace x. La

flexoélectricité statique est obtenue en introduisant un couplage linéaire entre la polarisation

Pet le gradient de déformation Z—g dans la densit¢ volumique d’un potentiel
X

thermodynamique:

1 =) c o€ oP
CDG(P(X),g(X),X)=a5P2+§(50;() P2+552—9P5—f1P&—f2£&—PE—ga (10)

Dans cette expression, nous retrouvons les ¢énergies dues a 1’¢électrostriction,

I’¢lectrostatique, la déformation, la piézoélectricité puis aux termes correspondant a la
flexoélectricité. », c, &, f,, f,représentent respectivement la susceptibilité électrique, le
tenseur d’¢lasticité, un tenseur de piézoélectricité et 2 tenseurs liés a la flexoélectricité. Le

premier terme li€ a 1’¢€lectrostriction n’apparait généralement pas dans 1’étude de la

flexoélectricité. On le négligera donc par la suite. Suivons maintenant Tagantsev et

décomposons le potentiel thermodynamique @ en une somme de deux contributions [21]:

f,+f, 0(eP)

D =D 11
G 2 0oX ()
Avec
O = 1 P2+Egz—l9Pg—f(PG—E—EEJ—PE—gﬁ (12)
26, 2 Oox  oOX

ou f =f —f, est le tenseur de flexocouplage [4].

On retrouve les équations constitutives aprés avoir minimisé la densité volumique

d’énergie thermodynamique @, intégrée sur le volume du solide, j@GdV. Pour que

13



I’intégrale soit minimale, on doit alors résoudre [I’équation d’Euler-Lagrange

ob, d| oo,

| [%]

obtient alors [21]:

=0, ou A représente I’'une des variables du probléme (& et P). On

oe
P=gE+u—+e 13
EoX /Uax 3 (13)
a=fa—P+C£—9P (14)
OX
avec u=fe,y et e=g 9 (15)

L’effet piézoélectrique présente une symétrie pour la piézoélectricité directe et inverse,
c¢’est-a-dire que la déeformation homogene induit une polarisation homogene (lorsque E =0)
et qu’inversement un polarisation homogene induit une déformation homogene (lorsque
o =0). Par contre, les effets direct et indirect de la flexoélectricité présentent une asymeétrie.
En effet, dans un matériau non-piézoélectrique, un gradient de déformation induit une
polarisation homogéne (lorsque E =0), alors que c’est un gradient de polarisation homogéne

qui induit une déformation homogéne (lorsque o =0).

4.2 Laréponse dynamique

Yudin et al. [21] définissent la densité volumique d’énergie cinétique T par :

p . . . . .
T =2U2+MUP, +7,PP (16)

ou p est la densité volumique et U donne le déplacement. y, est un tenseur caractérisant la
dynamique de polarisation. La réponse dynamique due a la flexoélectricité intervient lors de

la minimisation de 1’action J'J' (T —O+ ga)dxdt . Aprés cette minimisation par rapport & x et

t , on obtient les équations du mouvement suivantes :

P =g E+ #Z—i — &MU + £, 7P (17)
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o =c 8 _mp s TP

OX &y OX2 (18)

La signification de I’effet dynamique flexoélectrique est 1’induction d’une contribution
supplémentaire a la polarisation due a I’accélération du milieu. Tagantsev a donné une fagon

de calculer M dans [18]. Maugin va définir le tenseur y (qu’il considére scalaire) comme

étant une « inertie de polarisation » [24] bien qu’il considére que le tenseur M est nul.

4.3 Contribution surfacigue de la piézoélectricité de surface a la flexoélectricité

Dans un systéme fini, I’effet de surface a en général une contribution beaucoup plus
faible que I’effet du volume mais peut ne pas étre négligeable dans certains cas, comme par
exemple les couches minces. Dans cette partie, nous reprendrons le calcul de Tagantsev et
Yurkov dans le calcul de la contribution surfacique de la piézoélectricité [25]. Comme le
montrent Tagantsev et al. [25], dans un matériau centrosymétrique, la symétrie est cassée a la
surface du matériau, une fine couche d’épaisseur A devient alors piézoélectrique avec un

tenseur de piézoélectricité h,, .

Tagantsev et al. modélisent alors une plaque dépaisseur h ayant deux couches minces a
ses extrémités, qui sont piézoélectriques et d’épaisseur A. L’épaisseurAest supposée
largement inférieure a 1I’épaisseur h. Supposons que la plaque est uniformément déformée par

une courbure G et isotrope.

fig 7. Schéma représentant la modélisation de la contribution surfacique de la
piézoélectricité permettant une réponse flexoélectrique [25]
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Si on choisit une densité volumique de potentiel thermodynamique de forme quadratique

dans la couche A4 dépendant des déformations ¢ et de la polarisation P, ,ona:

_%p2 Couf,2 2, .2
F, = > P, -P, (h333533 +hy, (‘911 T & )) + ?(‘911 Tép T ‘933)
(19)
+Cpp (511‘922 T E11833 T €5p833 )

ou €, =Cyy,,C, =Cpypy, @ donne 'inverse de la susceptibilité électrique a déformation
constante.

Puisque la plaque est fine, on peut supposer que nous avons une relation entre la

courbure G et les déformations :

hG
&1 = Epp = 7 (20)

D’aprés les conditions aux limites, la surface est mécaniquement libre, on a alors les

: - oF
contraintes nulles aux limites et donc o, = a—* =0.0Onaalors:
833

c h
£y =——2hG + 2P, (21)
Cll Cll
En utilisant les équations (20) et (21), on réécrit 1’équation (19) en multipliant cette
derniére équation par A, on obtient une nouvelle expression de la densité d’énergie surfacique
(D .

a2

1
®, = 2/1{1—4& —Lhm—%hthGPi}q)l

2‘C"O ’ 11
(22)

4 h2 \*
Avec (50;51) = (a —%j
11

et donc, y,donne la vraie susceptibilité dielectrique dans les conditions mecaniques actuelles.

®, donne la contribution mécanique pure. Pour connaitre le champ électrique dans la couche

- ) oD .
A , on utilise I’équation d’état E, = G_Pi , on obtient alors :
A
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P,=¢,x,E, +ehG (23)

E,. &, et g sont respectivement le champ électrique dans le volume, la permittivite

électrique de h et la permittivité du vide. La composante normale du déplacement électrique D

doit étre conservée a travers les interfaces ; On doit donc avoir nécessairement :
D,=P, +¢E, =P, +5E, =¢FE, (24)

De plus la différence de potentiel aux extrémités du condensateur doit étre nul et

donc :
2AE, +hE, =0 (25)
En utilisant les équations (23), (24) et (25), on trouve I’expression donnant le

déplacement électrique induit par le gradient de déformation :

P he, o0&,y
2, +he, 0x,

(26)

C
Avec &, =&+ &1, et e =g, 1, (N, ——2hy,)
11

. g, O¢ -
Dans le cas d’une couche mince, on a D ~eA=2—2L  On trouve alors le coefficient
g, OX,
flexoélectrique suivant :
ef  _ 4 %h
Huigs = €A (27)
A
,Lleﬁ e/l
Tagantsev et al. ont pu évaluer le coefficient " = =— ~ == en évaluant I’épaisseur
SoXi €5
g/l -2 - .
A=0.4nm avec = =10 et e=1C.m™. A partir de ces valeurs, il trouve une valeur de
80

f" =4V, ce qui montre que I’effet surfacique peut étre trés important lorsqu’on le compare

avec les effets dus au volume ( f ~1-10V ).

De méme, Shen et Hu [26] ont élaboré une théorie comprenant I’effet de surface en

s’inspirant des travaux de Mindlin et de Gurtin et Murdoch [27].
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Par cette contribution, si la polarisation varie continuellement du volume a la surface du
matériau alors le gradient de polarisation crée va induire une contrainte mécanique due a
I’effet inverse de la flexoélectricité [28], [29]. Cet effet peut étre aussi fort que la

flexoélectricité dans le volume.

5 Résultats de Calculs ab-initio

Tout d’abord, Stengel [30]-[33] travailla sur I’explication des contributions
flexoélectriques avec une méethode ab-initio. Dans la théorie de la flexoélectricité, il découvre
que la dépendance entre les gradients de déformation et les champs électriques dans
I’expression de 1’énergie s’explique par une invariance de Jauge. A partir de calculs ab-initio,
il démontre les effets statiques et dynamiques de la flexoélectricité, ainsi que les effets de
surface.

En généralisant les travaux de Resta [34] qui expriment la composante du tenseur
Uy COMMe étant une expression dependant du troisiéme moment des charges induites, des
calculs ab-initio ont été menés par Hong et VVanderbilt pour du diamant, du silicium cristallin
ainsi que des pérovskites (BaTiO3, SrTiO3..) afin de calculer la contribution flexoélectrique
statique [35].

P =u,, —2% (28)

Par la suite, Stengel, Hong et VVanderbilt [36], [37] développerent une méthode pour
calculer directement les coefficients flexoélectriques par calculs ab-initio sur du
C,Si,NaCl, CsCl, BaZrO,, PbTiO,et du SrTiO,. Ces calculs de coefficients de flexoélectricité
ont été réalisés par identification a un modéle multipolaire allant jusqu’a I’ordre octupolaire.
Par la suite, Hong et al. [35], [37], [38] trouveérent que les coefficients 4 étaient de 1’ordre de
0.1-1nC/m ou alors que les coefficients f avaient une valeur allant de 10 a 20 Volts. On
notera que les coefficients flexoélectrique ¢ sont définis a champ électrique constant mais

que dans certains cas, les calculs se font a déplacement électrique constant [37]. Ce calcul x°
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est utile pour un calcul avec une constante diélectrique constante alors que le calcul de 4 est
utilisé pour une température constante.

De méme, Ponomareva et al. [39] ont utilisé une simulation ab-initio, en développant
un Hamiltonien effectif afin de quantifier les tenseurs flexoélectriques a différentes
températures du BST (Ba,,Sr, TiO,).

En ce qui concerne les structures carbonées, les premiers calculs ab-initio
caractérisant la flexoélectricité ont éteé réalisés en 2002 par Dumitrica et al. [40], mais le lien
entre leurs résultats de calculs et la flexoélectricité n’a été remarqué que 13 ans plus tard par
Kvashnin et al. [41] qui attribuérent la création de dipdles permanents selon I’angle des
liaisons entre atomes de carbone (voir fig 8), selon le rayon du nanotube et sa chiralité, a

I’effet flexoélectrique. Kvashnin et al. purent ainsi écrire la relation entre le dipdle et I’angle

pyramidal ou la courbure c :

p=méd, =M.c (29)

fig 8. (a) Les orbitales 7T des atomes de carbone dans un plan de graphene sont
symétriques et perpendiculaires au plan des orbitales O . (b) Dans le nanotube de
carbone, I’écart de chaque liaison O d’un atome de carbone avec ses 3 plus proches
voisins et le plan formé par ces 3 plus proches voisins est caractérisé par un angle

00,, , qui va casser les symétries de distribution de charges des orbites 7T . [40]

Kalinin et Meunier [42] ont également calculé la polarisation induite par la courbure
de la structure carbonée :

M
p= R (30)
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ou R est le rayon de courbure de la structure. Ils trouvérent un coefficient presque identique a

celui de Dumitrica et de Kvashnin et al. Dumitrica et al. ont trouvé un dipdle de 0.82D.A

Kalinin et Meunier ont trouvé un dipdle entre 0.75 et 0.9D.A et Kvashnin et al. ont trouvé

0.8D.A.
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fig 9. (a) Schéma d’une feuille de graphéne en flexion. (b) Graphique donnant le moment
dipolaire par atome en fonction du rayon de courbure

Notons au passage que la piézoélectricité peut exister dans le graphéne sous réserve
d’existence de «trous» non symétriques dans la feuille de graphéne qui brisent la

centrosymetrie dans le matériau [43].

6 Effets de taille

Utilisant des simulations atomistiques, Majdoub et al [23] ont étudié I’impact de la
flexoélectricité sur la constante diélectrique dans des condensateurs, ce qui leur permit
d’expliquer les phénoménes comme le « dead layer effect » pour lesquels il n’était pas
possible d’expliquer la variation de la constante diélectrique auparavant.

Majdoub et al. [44] étudiérent aussi la dépendance de la flexoélectricité d’une

nanopoutre de BaTiO, en fonction de son épaisseur. En utilisant la théorie de Mindlin, ils
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trouveérent que l’effet flexoélectrique devient de plus en plus important lorsque la taille
diminue comme attendu du fait du gradient et devient non négligeable par rapport a la
piézoélectricité pour une épaisseur inférieure a 2 nm. Pour le PZT, Majdoub et al. trouvérent
néanmoins que 1’énergie récupérée par l’effet piézoélectrique est doublée lorsque son
épaisseur est de I’ordre de 20 nm, grace a I’effet flexoélectrique [45]. Majdoub et al. [44] et
Liu et al. [46], [47] trouvérent qu’il y a un effet de taille trés important de la piézoélectricité
lorsque 1’épaisseur varie. Ce phénomene est di au couplage entre la piézoélectricité et la
flexoélectricité, Liu et al. ont ainsi montré qu’il est possible d’avoir un effet piézoélectrique

apparent jusqu’a 10 fois plus important qu’un effet piézoélectrique pur.
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7 Méthodes expérimentales de caractérisation de la

flexoélectricité

y
/

'y
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- - Oi,
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fig 10. Méthodes les plus utilisées pour quantifier les réponses flexoélectriques par flexion (a
gauche) ou compression (a droite) d’'un matériau [4]

La principale méthode pour mesurer le coefficient 4 consiste & imposer une flexion

a un matériau pour pouvoir mesurer la polarisation induite par son gradient de déformation.

(voir fig 10 a). Cette méthode a pu étre utilisée sur des polymeéres [48] ou plus récemment par

Cross afin de quantifier la réponse flexoélectrique d’une céramique de type pérovskite [49]—

[54]. En utilisant 1’équation suivante, on peut identifier le coefficient flexoélectrique effectif

I, = [l (notation de Voigt pour réduire le nombre d’indice en exploitant les symétries).

. 0g,

P, = i1, o (31)
3
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Comme le montrent Zubko et al. [55], la déformation &;; peut induire d’autres
déformations par le couplage entre déformations causé par un coefficient de Poisson non nul.

Par exemple, pour une poutre ayant des propriétés mécaniques isotropes, on a :
My ==V, + (1_ V)/ulz (32)

Ma et Cross ont réalisé quelques expériences dans des matériaux ferroélectriques
comme le PMN o ils ont trouvé fz, =4x107° C/m a température ambiante et ont étudié la
dépendance du tenseur selon la température et la permittivité [49], [50]. lls se sont apercu que
les effets flexoélectriques sont beaucoup plus importants que les estimations de Marvan[56]
(10 000 fois supérieur). lls ont étudié le BST [53] au-dessus de sa température de Curie de
23°C et ont pu prouver expérimentalement la proportionnalité du coefficient 44, avec la
susceptibilité électronique en faisant varier la température et en observant la méme tendance
de variation pour le coefficient flexoélectrique et la susceptibilité . A température ambiante,
ils obtiennent une valeur de f, de 100x10° C/m pour le BST et de seulement de
1.4x10° C/m pour le PZT [54]. Cependant, la proportionnalité entre le tenseur
flexoélectrique et la permittivité n’est plus vraie lorsque la permittivité électrique devient trop
importante et que les phénomenes non linéaires entrent en jeu. Pour le BaTiO;, Cross et al.
ont calculé un coefficient jz, =10x10° C/m [51]. D’importants effets ont été calculés par
Baskaran et al. sur des couches minces de Polyvinylidene Fluoride (PVDF) avec des valeurs
d’environ 80 4C / m [57]-[59]. Cependant, imposer une seule flexion & un matériau ne peut
pas suffire pour connaitre tous les coefficients flexoélectrique. Récemment, Zhang et al. ont
proposé de nouvelles méthodes pour calculer différents coefficients en appliquant une torsion
sur un matériau en PVDF afin de créer une déformation inhomogeéne. Ils trouveront plusieurs
coefficients flexoélectriques effectifs s, =1.1x10°C.m™[60], x,,, =7.3x10°C.m™
[61] et g,,,, =1.037x10°°C / m [62].

Une autre méthode consiste a compresser un matériau ayant une forme pyramidale
(voir fig 10b). Les contraintes sur les faces du dessus et du dessous n’étant pas les mémes, on
obtient une polarisation induite par la flexoélectricité. En 1988, Marvan et Havranek
trouvérent expérimentalement que 1’ordre de grandeur du coefficient flexoélectrique est de
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10 ou 10'°C/m & partir de cette méthode [56]. Plus récemment, Ma et Cross et
Baskaran et al. ont utilisé cette méthode sur le PMN (Plomb Magnesium Niobate), BST

(Barium Strontium Titanate), PZT (Titano-Zirconate de Plomb ), ou le BaTiO, [57], [63].

P3 =y — (33)

ou pour un matériau isotrope, /4, = i, — 214, .

Certains expérimentateurs ont tenté de quantifier la flexoélectricité a partir de son
effet inverse en appliquant un gradient de polarisation pour mesurer le gradient de
déformation qui en résulte sur le BST [64] ou le PMN-PT [41] [65]. Toutefois, dans ces
expériences, 1’électrostriction étant le phénoméne dominant, il faut alors soustraire les effets
dus a I’¢lectrostriction des effets dus a la flexoélectricité.

Tagantsev [66] a aussi proposé pour desstructures de type pérovskite de mesurer la
fréquence des ondes acoustiques transverses excitées par des gradients de polarisation. Cette
méthode a permis de mesurer la somme des contributions statiques et dynamiques.

Zubko et .al. réalisérent aussi des expériences sur le SrTiO, afin de calculer les
différents coefficients flexoélectriques en répétant les expériences selon différentes
orientations du réseau. Ils trouvérent des valeurs de 1’ordre de 10° C/m a température
ambiante mais peut-&tre 100 fois supérieures a basse température puisque la permittivité
diélectrique des ferroélectriques augmente lorsque la température baisse [55].

Maranganti et Sharma [67] étudiérent théoriqguement les contributions ioniques de la
flexoélectricité sur les pérovskites diélectriques et des semi-conducteurs pour pouvoir les
comparer aux résultats des expérimentateurs (Zubko, Catalan, Cross). A partir des méthodes
de calcul étudiant les ondes acoustiques dans les cristaux, développées par Tagantsev, ils vont
trouver des résultats tres proches des valeurs de Askar sur le NaCl et le KCI. [13]

Catalan et al [62][63] ont étudié les effets du gradient de déformation sur la
constante diélectrique dans les couches minces. Ils supposerent que la déformation imposée
ne se relaxe pas directement sur la surface du film mais de maniere exponentielle dans le

volume de la couche mince. lls purent ainsi mettre en évidence les effets de surface dans le
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calcul des contributions de la flexoélectricité. Lorsque la flexoélectricité induite par cette
déformation est introduite dans 1’énergie libre du systéme, la constante diélectrique diminue.
En faisant varier la température, ils montrérent que les coefficients flexoélectriques dans le
volume traduisent bien la réponse linéaire avec le gradient de déformation lorsque la

polarisation induite est faible et sont proportionnels a la susceptibilité.

8 Applications de la flexoélectricité

En travaillant la forme du matériau (voir fig 11) Fousek et al. [70] ont pu réaliser un
nanocomposite non piézoélectrique ayant une réponse globale analogue a celle d’un matériau
piézoélectrique grace aux propriétés flexoélectriques. Cross et al. ont fait des expériences sur
un matériau de forme pyramidale avec un fort coefficient flexoélectrique (BST) et compressé
par deux coques métalliques (voir fig 11). Lorsque la compression a lieu, un gradient de
déformation se crée sur chaque pyramide et induit une polarisation électrique [63], [71]. Par la
suite, Sharma et al ont étudié ce phénomeéne théoriquement [72]. Ces derniers ont eu 1’idée de
relier plusieurs couches de surfaces présentant des déformations non homogenes avec des

matériaux non piézoélectriques afin de simuler un matériau piézoélectrique.

- Polished glass
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electiode
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|
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; i
! ]

Polished glass

fig 11. Matériau piézoélectrique effectif utilisant les effets flexoélectrique en excitant
longitudinalement le matériau [71]

D’autres chercheurs ont fait de méme a partir de la flexoélectricité transverse en

flechissant du BST (voir fig 12) [73].
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fig 12. Nanocomposite utilisant des fils flexoélectriques en vue d’obtenir un comportement
analogue a un matériau piézoélectrique [73]

A partir des effets flexoélectriques, Gruvermann et al. [74] ont montré qu’il était
possible de changer le sens de la polarisation sur des condensateurs PZT en créant une flexion
sur le substrat en Si. De méme, Lu et al. [75] ont pu inverser le sens de polarisation d’une
couche mince en BaTiO, en créant une déformation non homogeéne a ’aide d’une pointe
AFM. D’autres chercheurs tentérent de récupérer de 1’énergie électrique en excitant
mécaniquement une poutre non piezoélectrique fait de Polyvinylidene Difluoride (PVDF)
[62] ou sur du Titanate de Strontium (STO) [76], [77]. lls obtiennent un meilleur apport en
énergie lorsque la poutre se rapproche de 1’échelle du nanométre. Enfin, Han et al. ont montré
que I’on pouvait obtenir des nanogénérateurs en faisant croitre directement des nanoparticules
de PZT sur des nanotubes de carbone multiparois. 1ls purent ainsi obtenir dans le meilleur des
cas une tension créte de 8,6 V pour un courant de 4,7 nA, lorsqu’une force de 20 N était

appliqué sur un composite de ce fibres et d’une matrice de PDMS [78].

9 Conclusion

Nous presentons maintenant les quelques résultats les plus important pour la suite. Nous
avons vu que les lois constitutives donné par Tagantsev et al. [4], [21] caractérisant la

flexoélectricité directe et indirecte sont donnés par :
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P=¢ yE+u—+ec 34
oX ,Uax ( )

a=fa—P+C£—9P (35)
OX
avec u=fg,y et e=gy9 (36)

Il est important de constater que la facon de calculer les coefficients de
flexocouplage f ou de flexoélectricité . est trés différente selon qu’on les calcule par
rapport au gradient de la déformation symétriseé ou non. De plus, les coefficients de
flexoélectricité x peuvent étre différents selon les conditions expérimentales. Comme nous
I’avons vu dans les travaux de Hong et Vanderbilt [37], les coefficients sont différents si on
les calcule a champ électrique constant ou a déplacement électrique constant.

Un des objectifs du prochain chapitre sera de généraliser et de démontrer de maniere
rationnelle ces résultats permettant éventuellement d’inclure de la dissipation. Ensuite, dans
les chapitres suivant, nous étudierons les contributions flexoélectriques de nanotubes de

carbone a partir des contributions électroniques (déformation du nuage électronique).
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Chapitre 2

Principe des puissances virtuelles
appliqué aux milieux
déformables électro-magnéto-

thermo-mécaniques



1 Introduction

Le but de ce travail est de modéliser des matériaux piézoélectriques, flexoélectriques
et/ou flexomagnétiques et semi-conducteurs en utilisant les principes de la physique non
linéaire des milieux continus. Généralement, pour modéliser la flexoélectricité, on prend en
compte la théorie linéaire de la piézoélectricité en rajoutant en plus le gradient de
polarisation (voir le travail de Midlin [1] qui utilise le principe d’Hamilton) et le gradient de
déformation (voir [2], [3], [4] en Russe, traduit en anglais dans [5], [6], [7] et plus récemment,
[8] [9]). La théorie « quasi-linéaire » est en quelque sorte rudimentaire quant a sa base
conceptuelle. Elle ne permet pas de traiter de fagcon consistante la réponse non linéaire de la
structure, due aux grandes déformations ou encore le comportement dissipatif et couplé non
linéairement de tels matériaux.

Par ailleurs, il a ét¢ montré qu’une description objective de la mécanique et de
I’électromagnétisme des milieux continus peut étre obtenue a partir d’une méthode
énergétique appelée « principe des puissances virtuelles » [10]-[21]. En effet, Maugin montre
que cette méthode est particulierement bien adaptée pour le couplage entre les interactions des
champs électromagnétiques et la déformation du systéeme [16][21]. Collet, Pouget et Maugin
ont appliqué la méthode des puissances virtuelles en prenant en compte des gradients de
polarisation et d’imanatation (ferroélectricité, ferromagnétisme...) [17]. Collet applique la
méthode avec des gradients de déformations [15]. Daher et Maugin ont appliqué la méthode
aux matériaux semi-conducteurs présentant des discontinuités et des interfaces [19]. Cette
formulation théorique décrit le couplage entre la mécanique, I’électromagnétisme et la semi-
conduction des milieux continus en présence de surfaces singuliéres. La théorie est basée sur
la notion de dualité, qui est bien adaptée aux principes de symétrie et d’invariance tel le
principe d’objectivité (invariance par translation et rotation) des équations décrivant 1’état du
systéme. C’est ainsi que la symétrie du tenseur des contraintes (o = o ) est assurée par le
principe d’objectivité, au lieu d’étre déduite du principe de conservation du moment de la

quantité de mouvement.
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Nous allons étendre les équations données dans [19] en ajoutant les gradients de
déformation, de polarisation et d’aimanatation. On montrera ainsi comment 1’utilisation du
principe des puissances virtuelles méne aux équations d’équilibre dans le volume et les
conditions aux limites donnant le comportement des systemes déformables, polarisables,
magnétisables, et semi-conducteurs modélisés par la prise en compte de différents types de
charges.

Les principales notations sur le mouvement et la déformation sont données dans la
section 2 de ce chapitre et dans le glossaire (voir annexe C). La section 3 est consacrée a
I’objectivité qui est primordiale dans la méthode des puissances virtuelles. Les formes
invariantes des équations de Maxwell en approximation galiléenne dans le référentiel en co-
mouvement sont données dans la section 4. La section 5 donne la modélisation de la semi
conduction décrivant les différents continua (avec des charges de différentes especes). Les
équations d’équilibre locales et globales de nature électro-magnéto-thermo-mécaniques sont
déduites dans la section 6 apres avoir utilisé le principe des puissances virtuelles, ainsi que le
premier et le second principe de la thermodynamique. Les équations constitutives sous leurs
formes générales sont établies dans la section 7, ou une comparaison de notre travail sera faite
avec des travaux précedents, notamment en ce qui concerne la fléxoélectricité. Certains
développements renvoyes en annexes, permettent une meilleure explication de la methode et

fournissent certaines démonstrations.
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2 Notations globales

fig 13. Schéma du domaine 2 avec comme contour G et comme vecteur normal N a la

surface 0.2 (qui peut étre discontinue)

Nous utilisons les notations classiques de la mécanique des milieux continus. La
transformation non linéaire du corps matériel B entre sa configuration de référence Ky au
temps 1, et sa configuration déformée K, au temps t est représentée par le difféomorphisme :

X =x(Xt) (1)

oo Xy, K=1 2 3et X,i=1 2 3indiquent la position en coordonnées cartésiennes

rectangulaires dans Ky et K, respectivement, de la méme particule matérielle. Le corps
matériel B dans la fig 13 occupe le volume 2 de I’espace euclidien E*® au temps t. La surface
correspondant & la frontiére de 2 est notée 0.2 et n est son vecteur normal unitaire dirigé
vers I’extérieur de 2. La vitesse de chaque point, dans le référentiel Galiléen fixe R (le
référentiel du laboratoire), est notéeV . Le champ des vitessesV , le gradient de la

transformation directe F , et indirecte F ‘1, le taux de transformation D et le taux de rotation

Q2 sont définis par :
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V_E fixed X :{Vi} (2)
_ k7 4 _ Xy
F_{X"K X, t} - _{X“_ ox, t} (3)
1
D:{Dij :V(i,j):E(Vi,j"'vj,i):Dji} 4)

1
Q:{Qij = Vi) ZE(Vi,j ~V;;) :—jS}

Remarquons que I’antisymétrie de {2 permet de 1’écrire comme un pseudo-vecteur : ®)

1
@ =——&; Q, =—¢

, Q
2

jkp==p

De plus, le produit des deux gradients de transformations étant égal a ’identité, on a :

X k XK,j :é‘ij XK,i XL :5KL (6)

et J =det(F) >0 )

ou 5ij et Oy sont les symboles Kronecker et J est le jacobien de la transformation (i.e. le
déterminant de la matrice jacobienne F). On utilise ici la convention de sommation
d’Einstein. Les notations dyadique et tensorielle seront également utilisées. Ainsi les

opérateurs gradients s’expriment par:

V:{i;i :1,2,3} VR:{i; K:1,2,3} (@)
oX

OX «

Le tenseur correspondant au second gradient de transformation est défini par :

} (9)

0y,
G=VF —{XiKL =Xk = X oX
KON L
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La divergence d’un tenseur d’ordre 2 est prise par rapport au dernier indice :

(divt), =V t, =t, (10)

Le symbole [[]] indique le saut de A a travers une surface orientée de la région — a la région

+
A=A-A (11)
Le méme symbole est aussi utilisé pour la ligne G (voir annexe A, eqn (A6)).

Soit P, et p la densité dans les configurations Ky et K, respectivement. L’équation

de conservation de la masse peut s’écrire de deux manicres différentes :
po—pJd =0 ou p+p(Vyv)=0 (12)

ou le point indique la différenciation totale par rapport au temps't :

3 Objectivité

3.1 Définitions

Si un observateur est au repos ou en mouvement, les propriétés matérielles qu’il
observe doivent rester les mémes. Les mesures effectuées dans un repére de référence sont
suffisantes pour déterminer ces propriétés physiques dans toutes les configurations en
mouvement rigide (translation ou rotation) les unes par rapport aux autres. Contrairement aux
autres types d’effort, les forces intérieures, pour lesquelles nous sommes amenés a construire
des lois de comportement, ne dépendent pas du mouvement de 1’observateur. On dit alors
qu’elles sont objectives.

Soit R’ un repere en mouvement de corps rigide par rapport a un autre repere R. Soit

un point X; au temps t dans R et un point Xi' au temps ¢’ dans R’. On a donc
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X (1) =Q, (t)x; +b(t) t'=t-t,
(14)
Qiijk = Qkiij = é‘ij det(Q)=+1

e Définition 1

On dit que les mouvements x et x’ sont équivalents si et seulement si :
Xil (t)= Qij (t)xj + bi (t)

e Définition 2
Toute quantité tensorielle est objective si pour des mouvements objectivement équivalents
elle obéit a la loi de transformation tensorielle appropriée quel que soit le temps.
S'(X,t")=S(X,t)
S (X,t) =Qu (1S (X,t) (15)
S (X,1) = Qe (1)Q4 (1)S, (X.11)

Nous allons montrer maintenant que le gradient des vitesses V , est objectif a partir de la

définition 2. Par définition et pour une chronologie newtonienne (dt = dt’) , NOUS avons :

V. '= % et v = % = %
TS odt dt (16)
On a donc directement :
Vk ‘= kavm + kaxm + bk (17)

Et en utilisant (16) et (17), on obtient :

dv . dx
T+ Q-

Ve, =Q, ——
kI ka Xml dX-I

dv_ dx . dx
—g, Yo & 5 L (18)
Qur dx_ dx’ Qur dx’|

= kavm,nQIn + kaQIm

On aainsi :
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D, '= kaan Dy

. avec Dkl =V
le = kaanle + kale

(k) et Q, =V

[kI] (19)
D, est donc objectif

Nous pouvons aussi montrer que Vi i est objectif a partir de (18) :

V 1 Q Q dvm,n
klp — “~km“In :
P dx,

dv_ = dx
= —mn (20)
kaQIn dX dXI

r p

= kaanQprvm,nr

On a montre ainsi que Vy, et Dij sont objectifs.

3.2 Dérivées temporelles objectives

L’équation (17) nous montre sur I’exemple de la vitesse que la dérivée temporelle
classique n’est pas objective. Il faut donc introduire (au moins) une nouvelle dérivée par
rapport au temps.

Ainsi, la dérivée de Jaumann, notée DJ, d’un vecteur a ou d’un tenseur du second
ordre T est définie par [16] :

4 =(D,a),=4 -3 (21)
(DJ T)ij :Tij — Ty = T (22)

Pour des raisons expliquées plus tard, on introduit une dérivée spécifique pour un gradient de
vecteur Va définie de fagon similaire [12][14][15][16] :

é‘ij = [DJ (Va)]ij + ij & = (31 ),j _Qk & ; (23)

D’autre part, la dérivée convective, notée DC , est définie de la maniére suivante pour un

vecteur A et pour un gradient de vecteur Va [17] :
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A=(D, A)=A—(AV)v+A(V.v) (24)

a, =[ D, (Va)]ij =a, +a,V,  —Vi, &, =(a ), ~Vix A (25)

]] 1

Si A= pa, la dérivée de Jaumann d’un vecteur a (21) peut étre déduite de la
dérivée convective A par :
pé =p(D,a) =A+D; A (26)
Finalement, on peut écrire la relation entre les différentes dérivées du gradient de vecteurs
Va en utilisant (23) et (25), ce qui donne la relation :
éu‘ = aij +Dy A (27)

Notons pour finir que ces dérivées ne sont pas les seules déerivées objectives. Nous les

utilisons car elles simplifieront les expressions par la suite, mais il en existe une infinite.

3.3 Différences entre I'approche énergétique et vectorielle

En mécanique, il existe 2 approches équivalentes pour décrire le mouvement d’un

corps :
- L’approche vectorielle qui utilise la notion de vecteur pour représenter des efforts.

- L’approche énergétique qui détermine les forces qui s’exercent sur un systéme a partir
des énergies mises en jeu.

L’approche énergétique est proche de notre expérience courante. En effet, si nous
voulons connaitre le poids d’un objet, nous le soupesons, si nous voulons connaitre la rigidité
d’un ressort, nous 1’étirons, etc... Dans chaque cas, nous faisons « travailler » 1’objet étudié.
De plus, la méthode se révele étre d’une grande souplesse d’emploi. Selon que 1’on choisira
un espace vectoriel de vitesses plus ou moins vaste, on aura par dualité une description des
efforts plus ou moins fine. Dans ce qui suit, nous allons comparer les 2 méthodes dans un cas

simple de mécanique pure.
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L’approche vectorielle consiste a introduire le tenseur des contraintes afin de décrire
les forces d’interactions exercées en un point du milieu. On utilise le théoréme de Cauchy qui
montre qu’en tout point M d’un solide, la dépendance du vecteur contrainte T par rapport a n
est linéaire. Il existe donc un champ tensoriel du second ordre @ tel que pour tout point M,
ona:

T, (n)= oyn, (28)
En appliquant la loi fondamentale de la statique, on obtient alors :

égalité des résultantes :

[fdo+ [T, da=0 (29)
2 02

égalité des moments (en 1’absence de densité de couple) :

[xxtdo+ [xxTda=0 (30)
2 0.2

F et T désignent respectivement les forces volumiques s’exercant sur 2 et les actions de

contacts sur les bords 0.2 .

A partir du théoreme de la divergence et de 1’égalité des résultantes, on obtient 1’équation

d’équilibre :

o, +t =0 (31)

L’¢égalité¢ des moments donne alors, apres quelques calculs :
o. =0, (32)

De facon alternative, le principe des puissances virtuelles décrit les forces
d’interaction a partir de la notion de puissance virtuelle de déformation dont la forme
simplifi¢e  découle du principe d’objectivité. En effet, la forme générale
OV = 0\ ) T OV dOit se réduire & oy v
des variables objectives. On doit donc avoir o, =0, c’est a dire o; = o, . On postule ensuite

;» Puisque €, =V ne fait pas partie
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que la puissance virtuelle des déformations est égale a la puissance des efforts extérieurs quel
que soit le mouvement virtuel considéré. On a donc :

iqugdm :Lfivi* dv +6_LTi v, da (33)

L’¢étoile indique le caractére virtuel du mouvement.

De plus,ona:

ij i ij,j Vi

a(ij)Di; = O'ijV;j =(a V*),j -0,V (34)

En utilisant le théoréme de la divergence, on obtient donc :

[(o +fi)vi*da)+(’9L(Ti —oyn; )V da=0 (35)

2

Cet exemple nous montre I’importance du mouvement virtuel : en supposant que 1’équation

ci-dessus est vraie quelle que soit v, on en déduit directement que chacun des deux contenus

de parentheses doit étre nul indépendamment de 1’autre, ce qui redonne 1’équation d’équilibre

(31) et I’équation (28) .

L’avantage du principe des puissances virtuelles par rapport a 1’approche vectorielle
classique se dégage clairement pour des milieux plus complexes qui peuvent étre polarisables,
magnétisables ou semi-conducteurs. En effet, la description de phénomenes complexes
nécessite I’introduction de la notion de mouvement généralisé incluant des variables de bases
indépendantes qui ne sont pas de nature mécanique. Nous les expliciterons dans la section 5,
mais nous rappelons ici que méme s’il n’existe pas de régles systématiques qui nous les
fournissent, certains axiomes doivent étre respectes [22].

1) Axiome de causalité : son but est de choisir les variables constitutives indépendantes
pour un matériau sujet a des changements limités. Dans le cas d’un matériau auquel on
applique une force extérieure, certains changements observables peuvent avoir lieu.
Par exemple, les points matériels du systeme peuvent se déplacer de telle fagcon que le
systeme se déforme; la température, 1’état électromagnétique ou la composition

chimique peuvent changer. Ces quantités observables constituent des variables

indépendantes.
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2) Axiome d’équiprésence : cet axiome est une mesure de précaution puisqu’il dit que
toutes les lois de comportement doivent dépendre de la méme liste de variables
constitutives indépendantes. Certains critéres tels que 1’axiome d’admissibilité peuvent
ultérieurement éliminer la dépendance par rapport a certaines variables.

3) Axiome de déterminisme: le comportement matériel ne dépend pas des points
extérieurs au corps ni des évenements futurs. C’est un axiome d’exclusion.

4) Axiome d’objectivité: les lois de comportement doivent étre indépendantes du
mouvement de 1’observateur.

5) Axiome d’invariance matérielle : les orientations cristallographiques des points
matériels dans un corps donnent lieu & des symétries dans les propriétés matérielles ;
Ceci impose des restrictions sur les lois de comportement.

6) Axiome de localisation spatiale : les lois de comportement sont influencées seulement
par le voisinage proche d’une position donnée.

7) Axiome de mémoire : ce principe est I’analogue du principe de localisation spatiale
dans le domaine du temps.

8) Axiome d’admissibilité : toutes les lois de comportement ne doivent en aucune

maniere violer les équations de base de la mécanique des milieux continus.

4 Les champs électromagnétiques

4.1 Les équations de Maxwell

Dans le référentiel galiléen R; (le référentiel du laboratoire), Les équations de

Maxwell en milieux continus sont (en unité Sl):

vxE+2B 0 V.B=0 (36)
ot
VxH—%:)zJ V'D:qf (37)

ou E, B, D, H, J, (; sont respectivement le vecteur champ électrique, I’induction

magnétique, le déplacement électrique, le champ magnétique, la densité totale de courant

électrique des charges libres, la densité volumique des charges libres donné dans le référentiel

R; autemps t. &, et 4, sont respectivement la permittivité du vide et la perméabilité du vide
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tel &, 1, ¢’ =1 (ou c représente la vitesse de la lumiére dans le vide). En utilisant les équations

(37)1 et (37)2, on obtient 1’équation de la conservation de la densité de charge électrique.

0
i+V.J =0 (38)
ot

DansR; la densité volumique de polarisation et d’aimantation sont données par:

P=D-¢F M=L_H (39)

Hy

P et M donne la polarisation électrique par unité de volume et I’aimantation par unité de

volume.

Soit&, B, #, % P, M représentant E, B, H, J, P, M dans le référentiel en co-
mouvement R.(X,t) avec une vitesse v par rapport au référentiel R;. Dans I’approximation

Galiléenne, a 0(V°) prés, on peut écrire les relations de passage entre les grandeurs dans R; et

dans R.(X,t):

6=E+vxB (40)
3 B
= —— _vx(gE
Hy  Hy (O ) (41)

%:H—VxDzﬁ—J{

Hy (42)
F=J-qv (43)
P =P M=M+VxP (44)

Ainsi, il n’y a pas symétrie entre # et 4 dans le cadre de I’approximation galiléenne. Le
champ électriqgue & est généralement appelé I’intensité électromotrice et le vecteur §

représente la densité de courant de conduction ¢’est-a-dire la densité de courant electrique des

charges libres dans le référentiel en co-mouvement.

De méme, les équations (36) et (37) peuvent étre écrites dans le référentiel en co-

mouvement R.(X,t). Il vient alors :
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Vx&+B=0 V.B=0 (45)

VxZ-D=g V.D=q, (46)

4.2 Prise en compte explicite des différents types de charges de conduction

Phénoménologiquement, la conduction (ou la diffusion) du courant par unité de
charge peut étre considérée comme étant une vitesse. Par dualité (recherche d’une quantité
objective qui par produit scalaire avec la partie objective du champ des vitesses donnera une
puissance des efforts intérieurs invariante par tout mouvement rigidifiant), les forces internes
liées seront construites. On aura alors le schéma de la Fig 2 traduisant les différentes
interactions [16]. Les continua de charges «, peuvent correspondre a des électrons, trous, ions,

impuretés, etc. « donne le type de charge. Nous avons les relations suivantes:

Electromagnetism
(a) Dielectric continuum
Basic concepts: polarisation,
magnetization, electromagnetic fields
b)a-charge continuum
Basic concepts: charges, currents,

chemical potentials, electromagnetic
A fields

A

Thermomechanics
Lattice continuum
Basic concepts: Deformations,
stresses,
temperature, heat flow

A
\

Electromagnetic
interactions

\

fig 14. Schéma des interactions entre déformations, semi conduction et thermique [19]

q; =0 J=23 (47)
vl (48)
gy
a a fa
u =v’' —-v=
0 (49)
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ou qf, V¥, V et U” donnent respectivement la densité volumique des charges électriques de
type o, le champ des vitesses décrivant le o'*™ continuum, la déformation matérielle globale
et la vitesse relative. S#“ représente la densité de courant électrique des charges de type o
qui diffusent dans le matériau. De méme que pour la conservation de la masse (voir par
exemple [19]), on peut écrire pour chaque continuum «, une équation de conservation de la

charge qui prenne en compte les possibilités de recombinaisons entre électrons et trous ou

inversement la possibilité de génération de paires :

da

—|gfdow=|r‘dw

i !) q; i (50)
ou r“ représente la source telle que :

2.1 =0 (51)

a

et ou, pour tout scalaire, vecteur ou tenseur Y, la dérivée par rapport au temps caractéristique

du mouvement du continuum ¢ est définie par :

dt

dy za—Y+Va.VY (52)

L’équation (50) nous donne donc aussi la conservation locale des charges de type « :

d“qf
dt

+qf Vv =r” (53)

En appliquant (52) avec Y =q7, on peut alors Vérifier facilement que les équations (48) et
(53) se combinent pour donner :

a a

B g g0 _pe 4
ot

Notons qu’en sommant sur & et en utilisant les eqns (47) et (51), 1’équation (54) redonne

bien 1’équation (38) valable pour la totalité des types de charges.
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Notons pour finir ce paragraphe que pour les calculs ultérieurs, il est utile de réécrire

les équations (46) de la facon suivante :

ve=3 (55)
%o
\% x(ﬁj ~g, E=#" (56)
Hy

ol la charge effective 0" et le courant effectif £ dans R. sont donnés par:

; « ate wely P
q" =207 ~V.P=2q"" g = q [PV_J (57)
a o V.D
Fl=F TPV =) F Fn — ge +q?(P+vXﬂj (V.D)"  (58)
aVEC fzzia (59)

a

4.3 Force et couple pondéromoteur

Nous donnons ici ’expression des forces et des couples volumiques agissant sur la
matiere déformable, considérée comme continue, dues aux champs électromagnétiques. Nous
notons toutefois qu’ils peuvent étre calculés a partir de moyennes sur des ensembles de micro-
états de la thermodynamique statistique, dans la limite non relativiste, en se limitant aux
dipbles électriques et magnétiques pour la description microscopique (voir le livre d’Eringen
et Maugin [22]). Ce processus de moyennes a 1’échelle microscopique donne pour la densité
volumique de forces pondéromotrices :

f =q" & +(F" —VxM)xB+V.(¢®P)+(VB)..4 (60)

ou: [V.(¢®P)] =(4P, ),,— et [(VB)..4] =B, 4
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La densité volumique de couple pondéromoteur d’origine électromagnétique C*" est quant a
elle un pseudo-vecteur, puisqu’elle s’exprime comme une somme de produits vectoriels. Elle
est ainsi issue d’un tenseur d’ordre 2, dont nous verrons plus tard qu’il correspond a la partie

antisymeétrique du tenseur des contraintes électromagnétiques.
G =&y Cin =(Px&+.4xB), (61)
ou & est le tenseur de Levi-Civita.

Voyons maintenant comment le tenseur des contraintes t et celui de la densité surfaciques

des forces s’exergant sur 0.2, T°", peuvent étre déduits de 1’équation (60) :

Théoréme : il existe au moins un tenseur (des contraintes) tfm et un vecteur (densité
volumique d’impulsion généralisée du champ électromagnétique) G, définis a partir des

champs électromagnétiques, tels que :

fom v - % . G =—t (62)

Pour des questions de commodités d’interprétation physique, on choisit la décomposition

suivante :

f= f+v.t™ (63)
ot | T estla“force de Lorentz” :

f =qeﬁé"+,¢eﬁ><B=V.tF—§ (64)
£ =ti,-F +§ G=¢ExB (65)

BB 1 B2
tijF =&EE, +—1 ——[50E2+— 5 (66)

My 2 Hy
" =&P—.4B,+.4B ¢ (67)
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Notons que compte tenu de leur définition respective et notamment du fait que tijF est

manifestement symétrique, on a :
Ci ==ty ="ty (68)

En ce qui concerne la densité de contrainte électromagnétique de surface T°", le
théoréme de la divergence appliqué & (61), permet de définir T°" sur chaque surface par
[18][20]:

T =—[t" +G v, |, (69)

ou le symbole ... représente le saut a travers 0.2, donné par (11).

Voyons maintenant comment (57) et (58) nous permettent de decomposer la force de

Lorentz sur les différents continua de charges, a 1’aide du champ auxiliaire :

V.P v e
& (l_V_DJé"_'_(V —Vﬁ)XB (70)
avec
Veff :V_P—l_V—X'/ﬂ (71)
v.D

Compte tenu de ces définitions, on peut maintenant réécrire la force de Lorentz | f comme

[19]:

F=> avec fe=qf&”

a

(72)

On peut aussi noter qu’en 1’absence de polarisation et d’aimantation, 1’expression (70) peut

s’écrire sous la forme classique :

& =E+v*xB (73)

(P=0; .4=0)
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5 Equations d’équilibre électro-magnéto-thermo-mécanique

5.1 Construction des puissances virtuelles

Les équations d’équilibre électro-magnéto-thermo-mécanique des milieux continus
peuvent étre déduites a partir de trois principes écrits dans leur forme globale pour un volume
2 [16], [20]. Ces principes sont le principe des puissances virtuelles et le premier et second
principe de la thermodynamique.

Dans la suite, on appellera respectivement &, %, %y, Yoy, Yy K, E, N, U,
Qh, 4", les puissances des forces virtuelles, des forces internes, des forces externes sur 2,
des forces externes de contact et des forces « prescrites», 1’énergie cinétique, 1’énergie
interne, 1’entropie, 1’énergie électromagnétique due aux champs électromagnétiques, le taux
de création d’énergie et le taux de création d’entropie. Afin de construire les différentes
puissances virtuelles, on construit un espace vectoriel des mouvements généralisés, puis par
dérivation par rapport au temps un espace des vitesses généralisées, puis aprés utilisation du

principe d’objectivité et recours a la dualité, un espace de densités volumiques de forces

généralisées.

5.1.1 Champs de vitesses généralisées

Cette approche se préte facilement a la généralisation en utilisant une procédure
systématique faisant appel aux notions de dualité et d’application linéaire sur un espace
vectoriel et au principe d’objectivité. Nous commengons par le choix de I’espace vectoriel des
vitesses U* selon le probleme considéré. Lorsque U* est fixé, les efforts extérieurs sont
introduits par dualité et forment un espace appelé &, dual de V* c’est-a-dire que le produit
d’un élément de V* et celui d’un élément de & donne un nombre, ici une densité volumique
de puissance des efforts intérieurs.

Nous voulons étudier la déformation d’un milieu polarisable et magnétisable qui peut
étre semi-conducteur. On écrit donc I’espace des champs de mouvements généralisés de la

maniére suivante :
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X ={%. X" 7, 14} (74)
L’espace des champs de vitesses généralisées correspondant (en dérivant par rapport a t) est
alors défini en tout point de .2 par :

VO = {V Y ,71',,/1,} (75)

P M,
avec o= et M =— (76)
p P

7, est donc la polarisation par unité de masse dans R., tandis que 4, est ’aimantation par

unité de masse dans R,

Pour une théorie du second gradient et donc pour avoir une meilleure description des
variations au voisinage d’un point appartenant a .2, on va prendre en compte aussi les
gradients du champ de vitesse 1O [15][16]. Ici, on prend en compte la vitesse V; et son
premier et second gradient Vv, ; et v, ;. , ainsi que V', ffi, ,[li et leurs premiers gradients. On

obtient :
V= {v Vi Vigo V7 ()| ,u,,(,u,)} (77)

Cet espace vectoriel peut étre décomposé de la maniére suivante:
?}:{Vi’Dij’[%’Vi,jk’ui , Ij"(% ’ u( ) ,u,,(,ul) } (78)

avec V.. =V

i = Vi TV T D; +43 et Vi :V(ivJ') =D +QJ (79)

5.1.2 Champs de vitesses objectives

Les forces intérieures représentent phénoménologiquement les moyennes sur des
volumes mesoscopiques (petits a I’échelle du systeme, grand a I’échelle des atomes) des
interactions entre composants microscopiques. C’est a partir de ces forces que 1’on construira

les lois de comportement qui devront étre obligatoirement objectives (c’est-a-dire invariantes
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par translation ou rotation du triedre de référence). Les vitesses généralisées qui sont les
variables duales des forces dans I’expression des puissances doivent donc étre elles aussi
objectives en vertu de I’invariance du produit scalaire. Nous construirons les forces intérieures
par dualité avec le champ de vitesses généralisées dont nous ne garderons que la partie
objective et les interpreterons avec une analyse dimensionnelle. Pour construire le champ de
vitesse objectif, on va choisir une base linéairement indépendante qui est incluse dans 1*. On
va pour cela utiliser les dérivées de Jaumann (21) pour les champs électromagnétiques, ainsi
que les dérivées temporelles (23) pour le champ de vitesses globales et pour les vitesses des

continua « [19]. Donc, pour les champs de polarisation, on a :

7 =(Dy7x), =1, -7, (80)
7y =[Dy (V) ], + Dy 7,y = (71), ; — Q7 (81)
ai=(Dim), =7, - Q" 7, (82)
7%3 :[Df (Vﬂ')]” + Dy Ty = (ﬁi),j - Tk, (83)

a

Les dérivées de Jaumann, £ et 4", & et 4, sont introduites de la méme fagon. L’espace

ij !

objectif %

fn €st alors composé a I’aide d’un ensemble de variables objectives et

indépendantes.

_ a a ~ A A A ~a ~ra o Ao
7%bj_{D' Vi Ui s DY 700 70y 1, 5, 757, 705 14 uUij}

ij ! ij !

Cette base de 1}, n’est pas unique, mais permet de simplifier les expressions, notamment
pour le passage du référentiel Lagrangien au référentiel eulérien. Nous notons en effet que les
deux dérivées convectives (24) et (25) nous permettent d’introduire d’autres variables

objectives comme, P, .«, ou les tenseurs, z et z, qui seront utilisées dans la section 6.

Les champs objectifs, €lements de Z,, peuvent maintenant étre construits par
dualite avec les elements correspondants de 17, afin de construire les forces internes

généralisées intervenant dans le calcul de la puissance des efforts intérieurs [16] :
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9.={J.- =Gji,,uijk,"é”“,0‘f‘ =o¥ I‘Ei, e

ij | ij ji? 1j?

‘B, %

1

LEia’ Léga LBia‘ L-Zija}

j

o

oy et o, représentent respectivement, le tenseur des contraintes intrinseques du premier

ordre correspondant au type de charge a et celui dd a la déformation du milieu. £, est le
tenseur intrinseque des contraintes du deuxiéme ordre. Une analyse dimensionnelle montre
que B, et "B* sont des champs d’induction magnétique qui reflétent
phénoménologiquement les interactions entre les spins et les mouvements du réseau
cristallin, tandis que ‘¢, “E, et "E” sont homogénes & des champs électriques qui reflétent
phénoménologiquement les interactions entre les multip6les provenant de la polarisation du
matériau et les mouvements du réseau cristallin. L’apparition des termes &, %, ‘4" et "&”

correspond a la prise en compte des premiers gradients spatiaux de 7Z et . Comme le

gradient de g permet de tenir compte phénoménologiquement des énergies d’échange
d’Heisenberg Lﬁfj et Lf;‘jj" sont interprétées comme provenant des interactions entre spins

voisins et ne sont pris en compte que pour les matériaux ferromagnétiques [16].

5.1.3 Puissances virtuelles des forces inertielles

La force d’inertie est due aux quantités d’accélération de la matiére PV, et du champ
electromagnétique oG, /ot , a la quantité d’accélération due a la polarisation et a celle due a
I’aimantation si le matériau est magnétique, d’ou la présence de g’ qui est pris égal a 1 si le
matériau a une susceptibilité magnétique grande devant 1 et 0 sinon. [16][20]

P (D Ve vO) = j p|:(\'/i +pt %jv{‘ +d # &+ B y‘lpiwi*} do
D

(84)
4 _[ G.v.n.v'da

[ T B |
09T

Dans cette expression, d =(m, /e)2 représente 1’inertie de polarisation [16], tandis que

représente ici le rapport gyromagnétique d’un électron?, c’est-a-dire le coefficient de

*

proportionnalité entre son moment magnétique et son moment cinétique et o~ représente la

2 Le rapport gyromagnétique de 1’électron est ¥, = granastis/M OU Granae €St UN nombre appelé facteur de
Landé fonction des nombres quantiques correspondants aux divers opérateurs de moments cinétiques concernés
et ug = eh/2m, est appelé magnéton de Bohr.
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vitesse angulaire virtuelle de précession du moment magnétique autour du champ

magnétique.

5.1.4 Puissances virtuelles des forces internes

Les forces internes qui correspondent aux interactions atomiques dans les réseaux
cristallins, aux interactions électriques et magnétique doivent étre objectives et donc

s’exprimer sous la forme d’un produit scalaire entre un élément de 2%

Uy, et la force genéralisée

correspondante [16][20].

7" @V ety) == pyyde (85)
D
avec

p:i) = 0jj Di? +/uijkvi*,jk P LEifzi* w4 LBi/ai* + éo” +4 I%.j[‘: _zq? Lé?auia*
i (86)

ij ij

V(oD —p BT p B+ A P

ou, o estégal a1 lorsque L,%jj et L,%;f’ jouent un réle important (i.e quand le matériau a une

* A% Ax a* ~Aag¥x ~Ag* ax*

susceptibilité magnétique grande devant 1). 7, i Ty My A5 i,y et g représentent

respectivement les dérivées de Jaumann données dans (80)-(83)

Apres avoir développé la puissance virtuelle des forces internes (voir annexe B, [10][15]), on

trouve :

* @ esttelle que i =@" A fi avec @ = yB pour le mouvement réel du moment cinétique orbital. Si on

considére alors £z comme un rotateur rigide, I’égalité de la résultante dynamique avec le somme des moments
(dont les couples) pour chaque particule individuelle, se traduit par le fait que cette résultante dynamique est

égale a 1A B= —;flﬁ, ce qui contribue a justifier la forme présente dans (f/’*(a) lorsque tous les moments
cinétiques des atomes du volume mésoscopique sont alignés dans le méme sens (ferromagnétisme).
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,@)w*(i)(,‘D,V*e Dbl) I(o- — tig P E Tyt p B M)~ %k‘ ﬂ%‘k‘uj]vk)'jvi*da)

D

+j[(pLEi+Lé°U’j)ﬁi*+( ‘B + 8" ”J)’i"‘]da} - j (Lé“nﬂI + BB, )a

2 09T »
~ [ (ot p Byt By Gy g, B g ) [vida
o1,
A A . oV «
+6$IF/ |:(VJ —-n; (vpnp))(/uijknk ):| v,da —6$IF/ My nyny a_rl]da —IJ;[[/'lijknkbj]]Vi ds (87)

+I{Z(G§+pLE5”1+PLBaM1 i~ B ) W RO a}da)
+J.Z[(pLEia+Léfj'f’j)7'ri*+(pLBia+ﬂ'Zﬁ;”J 'i*]da) - I (g n 4 +B'% 0, i) da

2 @ 09-T, @
= [ Do+ o By By = G~ B Ry v da

0D-I , %

ou
B,= 1 B.-AB et
A[i j]_E(A i i) C\k\B (Cik B; —Cj Bi) (88)
et o V donne le gradient surfacique sur le bord 9.2, n,\v, :ai donne la dérivée par rapport
n

a la normal extérieure et b=7xn correspond au vecteur normal de la ligne G (voir annexe

A pour plus de détails).

5.1.5 Puissances virtuelles des forces volumiques extérieures

La puissance des efforts extérieurs qui s’exercent sur .2 correspond a :

(f)vi +®,D; +C,Q; +H“kv”k+pK m+pl i
70DV eV) = j (ﬂ?),ﬁh—,— (i) +3 feus do (89)

fi représente les forces volumiques comme la gravitation. CI)ij et Cij sont respectivement les

doubles forces symétriques volumiques et les couples volumiques exercés sur 2. Ki et Li

sont homogeénes a un champ électriques et a un champ magnétique. On pose alors :
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D, =—t(ij) C = t[“]

Ki:((gal Li:Bi

(90)

ou le tenseur ti'fm est le tenseur des contraintes électromagnétiques introduit en (62). Kij et Lij

ont la méme dimension que & et ‘%. Comme il n’existe (pour le moment) aucun support

1j

expérimental justifiant I’existence des champs K,J, ik L.

j» ON pose donc :

Kij =0 Eijk =0 Iﬂ'j =0 (91)
etou f“ sont des forces volumiques sur les charges faisant partie du continuum o. [16].

La puissance virtuelle des forces extérieures devient alors :

‘@ V el)= J.( tem)D t[e”"]’Qi*j +p &R +pB L+ fi“ui“*]da) (92)

5.1.6  Puissance virtuelle des forces de contacts

La puissance virtuelle des forces de contacts correspond a :
7" o@DV evO") =
_ o, 93
I (Tv +R”vlj+pQ7r+ﬂy0p9~',u,+ZT jda+ILivids 33)
&
09T

0 'y

ol T, est le vecteur contrainte surfacique. L, Q, et & ont respectivement la dimension d’une

densité linéique de force le long de I’aréte /* et de distributions surfaciques de dipdles

électriques et magnétiques. f4 P F est la force d’échange de contact qui correspond a la

contribution volumique de % . Ce terme n’existe que dans le cas du ferromagnétisme d’ou la

présence du facteur g . Le terme p_Q, est appelé le vecteur «traction de polarisation
&

électronique »
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Notons que la puissance virtuelle des forces de contacts peut s’écrire d’une autre

maniere si on introduit les quantités suivantes (voir [11][15]) :

-|_i+-|_iem:'|'i —I—Tiem—(vj—l’]j (Vpnp))Rij sur 6,2—]"/
R =R;n, sur 621, (94)
Li :I:i+|I§ijbjI|=Ei+gjkp[[ﬁikaan| sur F/‘

ol T est le vecteur tangent unitaire a la ligne G, défini dans 1’annexe A et € correspond au

tenseur de Levi-Civita (voir annexe C).

> (0D V" e V) = Tv+RrR M ﬂn da
(c) ivi i i
091 on &y (95)

+ J' [ﬂyop%pi*+ZTi“ui“*j da+ I Lv; ds

DT I,

5.1.7 Les principes

Afin de trouver les équations d’équilibre et les équations constitutives décrivant le
systeme étudié, nous avons besoin de trois principes : le principe des puissances virtuelles, le

premier et le second principe de la thermodynamique.

e Principe des puissances virtuelles

Dans le référentiel Galiléen, la puissance virtuelle des forces inertielles doit étre
égale a la somme des puissances virtuelles des forces internes, externes et de contacts pour
n’importe quel champ de vitesse virtuelle. Ceci se traduit par :

ok * (0)*
7 (a)(fD, V' etr™)

¥ % % —x % * % —x % % * (96)
=" (@N e+ (DN eV )+2" (0D V" e V)
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e Premier principe de la thermodynamique

La variation de 1’énergie totale doit étre égale a la somme des puissances des forces
exercées sur le systeme et du taux de chaleur recue par le systeme (gh, [16].

Mathématiquement, on peut écrire :

d

K@+ E(2)+U™(2) = (2)+Q,() 97)

e
ol 2 représente I’adhérence de 2 (2 =20U02) dans R®.
e Second principe de la thermodynamique

Toute transformation d'un systéeme thermodynamique s'effectue avec augmentation
de I'entropie globale incluant I'entropie du systéme et du milieu extérieur. On dit alors qu'il y a
création d'entropie. Dans toute transformation d'un systéme thermodynamique, la dérivee
particulaire de I’entropie dans le domaine 2 doit étre supérieure a ’entropie créée dans.? .

Mathématiquement, on a :

% N(2)> /() (98)

Pour un milieu magnétisable, polarisable, déformable et semi-conducteur, les expressions des

quantités entrant dans (97) et (98) sont données par :

K($)=I(%pvz+%pd7i’2jda) (99)
E(2) = j pedw (100)
o 1{ , B’ j
U™(2) =[] &E* +—-2.4.8 |do (101)
@2 ;u0
Qu(2)= [ phde- [ qnda (103)
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/;/(ﬂ_):.[pada)—jgé.nda (104)

02

ou d est I’inertie de polarisation électrique, & est 1’énergie interne par unité massique, 77 est

I’entropie par unité de masse, h est le taux de chaleur par unité de masse fournie par

I’extérieur a 9 et g est le vecteur courant de chaleur représentant le taux de la chaleur

surfacique recue, i.e. la somme des puissances des flux thermiques q et du vecteur de

Poynting . dans RC [16] :

q=q+~ (105)

S =EXH (106)

Les champs O et ¢ sont liés & h, q et a la température & ( &> 0, inf(&) = 0). Ces

relations seront établies plus tard.

Finalement, pour trouver la puissance des forces « prescrites », on utilise 1’identité
entre formes globales de 1’énergie électromagnétique introduite par Maugin [20] et on

applique le principe des puissances virtuelles pour un champ de vitesses réel. On obtient:

d em A7) R
G LK@ +UT@) |=7(@)+ 7, (2 )
(107)
_J(/-é”fz f".u“j dw-— j #.nda
D a 09
ou .@fg) (527 ) représente la puissance totale des forces prescrites, donnée par :
Dy (D) :j fvdo+ _[ (Tivi +R, %+p—Q'7z,j da
p) o9-r on &
(108)
+ J. (,B,Uo P +ZTiauia] da -+ _[ Lv; ds

09—, r,

et 7, (2. 1%,;) donne la puissance des forces internes pour des vitesses réelles.
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Dans les équations (86)-(92) et (108), f et T sont respectivement les forces volumiques et

surfaciques d’origine purement mécanique. T“ et T“ sont respectivement les forces

volumiques et surfaciques d’origine purement mécanique associé¢es aux forces liees au

continuum de charges & . Le tenseur symétrique O; est appelé le tenseur des contraintes

intrinseque du premier ordre. Les quantités o;, oy, ‘E,, "B, "E, ‘B et ¢” sont

introduites par dualité a ’espace vectoriel objectif 1%, construit précédemment. LEi est le

]
champ électrique local et représente les interactions entre le continuum de charges électriques
et le réseau cristallin alors que B, représente les interactions entre le champ de spins et le

réseau cristallin. Finalement, les 1,4, %, 4" et “&“ sont obtenus car nous prenons en
compte les gradients Vvv, Vu, Vz et vv* soumises au principe d’objectivité. La quantité

4

a une interprétation physique dans le modéle « shell-shell » de Askar [23] de la théorie
dynamique du réseau cristallins. Finalement LEi et Léfj représente respectivement les

. . L - , .
interactions de type « shell-core » et « shell-shell ». % peut s’interpréter comme étant comme

étant le tenseur d’interaction des spins qui traduit les interactions entre spins magnétiques

voisins. (cf. thése B. Collet [24])

5.2  Equations d’équilibre locales

Pour les champs virtuels V*, V**, 7%, f1* et 8V*/8n agissant sur , & |, 02 etl” on
obtient les équations de mouvement a partir des équations (96) et (62) qui donnent les égalités
entre les mouvements et les interactions dans un milieu déformable, magnétisable, polarisable

et semi-conducteur :

v M
on
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vV

t; + fi+ £ _Zq? (‘(%W + L‘(%W)vai dans 2
tn, =T, +T," _ZTia sur 021",
L =epo[nz,n ] ou =0 sur I,

Ou le tenseur de Cauchy non symétrique t;; est défini par:

ty =0 = s ( By + By )= g+ B g )

Le symbole[[...]] donne le saut sur G (voir annexe A, eqn (A6):

| 5z ong | = 2y (06 73 g+ g )

AL
t;.’].+qa( l.a+Lé?a)=0 dans .2
tn. =T? sur 6.2—1“/
ij i

avec:
a _ a Lra L pa _ Lea Lopa
1;=0;+p E[i Jl'j]+ B[iﬂj]) ( 8[1“/:‘”‘],/{-}-/3 %U‘k‘ uj}k

V7

6 +p&? =pdi, dans .2

62

(110)

(111)

(112)

(113)

(114)

(115)

(116)

(117)

(118)



‘n == suro2—1I, (119)

Le champ électrique effectif & et le champ local du premier ordre “E' et du deuxiéme

ordre ' sont définis par:
g7 =4+"E (120)

1j

LT L Lpa LoT L Lpa
El="E+) “E et & =5+>.4 (121)

*Si p'=p=1, i.e. lorsque le matériau est ferromagnétique a basses températures

[14][21]
LjﬁL +p B =—,0ﬁ tel que g=wxu dans 2 (122)
/4
LT
Eoa (BN =Pty %) 11, =0 sur 021, (123)

*Si p=1, b'=0, i.e. le matériau est ferromagnétique pres de la température de

Curie
‘B +pBT =0 dans 2 (124)
'R0, =ty F sur 02—1", (125)

*Si p'=pH=0, sinon

Bieff =0 dans 2 (126)

Avec I’induction magnétique effective B et le champ local d’induction du premier ordre

"B" et du deuxiéme ordre ‘B’ définie par:
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B =B +'B' (127)

‘BT =B+ B et g =g+ Y (128)

Si on deéfinit le tenseur des contraintes total par :
T a
t =t + Dt (129)

Et utilisant les équations (115) et (116), on peut réécrire les équations (110) and (111) d’une

facon plus conventionnelle:
ti +f+ " =pv, dans 2 (130)

tn. =T +T°" sur 02—1", (131)

5.3 Equations de la thermodynamique

A partir du premier principe de la thermodynamique (97) et du principe des
puissances virtuelles (ou v* coincide avec la vitesse réelle v) (107), On obtient le théoréme

de I’énergie :

E(2) + 7 (D. Uy) = Qy(@) +Qu () (132)

ouona:
Q.. (2)= j .., dew + j S.nda (133)
avec O = D (F7.6 — F7.U7) (134)

o

De I’équation (132), on déduit 1’équation locale correspondant au théoréme de 1I’énergie :

PE =Py e -V.G+ph (135)

Le second principe de la thermodynamique est ensuite appliqué en utilisant les grandeurs :
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o-h et ¢ = S (136)
0 0

A partir de 1’équation (136), I’équation locale correspondant au deuxiéme principe de la

thermodynamique (98) est donnée par :

p@%—? > ph-V.G+¢VO (137)

6 Transformation du second principe de la thermodynamique

Pour étudier le systeme a température constante, on introduit la densité d’énergie
libre de Helmholtz y/:
w=c-n0 (138)

On obtient ainsi I’inégalité de Clausius-Duhem dans sa forme locale a partir de (135) et (137):

dy dé .
—p| == +n=2= |+ p, ~—$.VO>0
p( dt +77 dtj+p(|)+qem ¢ (139)

D’autre part, avec (86), (26), (27), (72), (49) et (115), on obtient:

Piiy + e :fuT Dij + i Vi — LEiT P- LBiT M+ Léij ﬁ-ij +p pA s

] 1]

(140)
+Za:[(tij u') + 4 @@}
ol " et t7 sont des tenseurs symétriques:
=T o L L L L
ty =0y +2 00 —"EP,)— "By 4, + G Fink T8 R My (141)
t'=c’ - "E¢P, - "B M, + & 1, + P B 142
i =0 — 56 My~ B Ayt G Ty lik Hi)x (142)

oo 'El, "B, &, B, P, 4, m and 4 ont été définis dans (121), (128), (24) avec

(76) et (25) avec (76).
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Il est difficile de reconnaitre la théorie des milieux déformables semi-conducteurs a
partir des équations de la section 5 et de I’équation (139). Afin d’essayer d’en clarifier le sens,

on définit alors :
ti =af My (143)
Le tenseur M i‘jz qui a la dimension d’un potentiel chimique va étre réduit comme en [19], ce

qui conduit & poser :

M =—p” 6, (144)

ij

En utilisant 1’équation (49), on peut alors simplifier (140). On obtient :

*
i

p(i)""qem:f"T Dij+:uijkvi,jk_LEiT P-"B /;4"' Léa.jTﬁ +p Lj’ij M

ij ij
+Z[éaa(eff).ia —u“ V.fa:| (145)

ou on a introduit le champ électrique effectif électromoteur pour le type de charge o par:

&N = vy~ (146)
De plus, on doit prendre en compte les concentrations des types de charges. (voir Kiréev
[25]). Soit M” et N“ donnant respectivement la masse d’une particule & et le nombre de

particule & par unité de volume dans 2 : la fraction massique C” est donnée par :

n“m*
c* = (147)
o,
Si 0 est une charge d’une particule du type & , on a:
gy =n“q” (148)

On peut définir la charge électrique massique pour le type a, noté C‘;", tel que:
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c’ m“

C; =— avec A =— (149)
A q
Donc, la densité volumique des charges électriques g donne:
qf =pC; (150)

On obtient ainsi 1’équation de conservation de la charge pour le type de charge a. (53) peut
s’écrire alors:
dc}

,OE-FV.fa:ra (151)

Compte tenu de ces nouvelles définitions, de ¢ = q/6 et d’aprés les équations (145) et

(151), on peut réécrire 1’inégalité de Clausius-Duhem (139) sous la forme suivante :

d do) - .
—p(d—l/t/ﬁ'na)'i't“-r Dij +/uijk Vi,jk - LEIT PI
(152)

dcy
dt

—r“j+9q.V(lj20
%

ou ff, "E', "B, &, g, &0 B, 7 et [i; sont définis par les équations (141),

(121), (128), (146), (24) avec (76), et (25) avec (76).

SO R S A S o

L’inégalité (152) qui reflete la contrainte thermodynamique (le processus doit étre
thermodynamiquement admissible) est importante pour la construction des équations

constitutives (ou lois de comportement).

7 Equation constitutive d’un milieu déformable

7.1 Inégalité de Clausius-Duhem par rapport a la configuration matérielle

En grande déformation, il est utile d’écrire 1’équation (152) a partir de variables

exprimées par rapport a la configuration matérielle Ky (ou Lagrangienne). On définit alors:
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fKL =J XK,i xL,jfijT
T =1 XK,i XL,j XM,k Hik

‘]pK:‘]XK,iPi mK:‘]XK,iMi
(153)
P = i Tip = K i XjL 7 M, = Ki by =Xi XL b

fél:‘] XK,i Xa

QK =J XK,i qi

Les variables conjuguées des quantités données dans (153) correspondent a :

1 _ —
Eq ZE(Xi’K X =0k )=Ex Fem = Xim Xk = Fiiu

"€, =X, 'E

L€Ka =Xk ‘E’

L L Lya _ Lpa
BK:Xi,K Bi 2;K =X k Bi

€ =X X, €=, XS (154)

L‘BKL =J X k XL,j Lﬁj ngﬁ =J X k xL,j Eﬁ}a

G IC)
€K - Xi,K éia

1
GK =V, (Ej X k

Onadonc:

d d
—E = Xik XL Dij a Fawm = Xk XL Xim Vi +2 Xi kL Xjm Dij

(155)
d

dth = XK,i/ﬂi

68



d _ d _
a]@}(L = Xi XL 7 amm_ =Xy X

On obtient finalement I’inégalité de Clausius-Duhem dans la configuration Lagrangienne:

dl/j dé “ dC? ¥ _dEKL dFKLM
—£o [E + na - ~ H F] + (TKL - AYKL)) dt +TMLK at
_Lé'KT dj? . L‘zg; d.:t?K + Lé'lzl_dd_l:*ﬂ_,_ﬁ Lig.lLdzdn—t“Jfoé’ é'Ka(eff) (156)

> 1'R*+6Q G, =0

ou LJQ et LJI,IL sont définis par (avec % égal a € ou 23):

A=A A et Ay = A DA (157)
Avec :

_dv

R*=Jr*, =J p, J=—o
Lo P av

(158)
Aq =2 Xyi Xi Fowm Tiwe =2 Con Foxt Tine

ou CKM correspond au tenseur usuel de dilatation.

L’¢élaboration d’équations constitutives, thermodynamiquement admissibles, peut

maintenant étre entreprise a partir de (156).

7.2  Les équations constitutives dans un milieu déformable

Les fonctions W, 7 1%, T, o €es 280, 6L, S50, € R et Qq
dépendent des variables indépendantes suivantes :

G’CZ’EKL’FKLM"ZQK’mK"]'@KL’mKL']}?’GK (159)

Pour simplifier, les variables internes ne seront pas évoquees dans ces travaux (comme

I’incompressibilité par exemple). )/ ne dépend que des variables (159). En calculantdl// / dt

et en utilisant les équations (156), on obtient une inégalité linéaire
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0,6, E, Feunns 22, 20, 12, mKL, .;,GK,]]‘;‘,GK qui doit étre satisfaite pour chaque

facteur. La condition nécessaire et suffisante pour que 1’inégalité soit vérifiée est : (voir par

exemple [26] section 10.11):

Pour les termes dissipatifs, on a:

OE,,
€ =-p, (%/K
B =-p, %’K
€ =0, a%;
Bi=p aﬁn—w&

€ :ya(CRMD)
Q:f(é/R|§D)

R* =2%(¢q| &)

d a__ 7o
o= ($rlo)
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(160)

(161)

(162)

(163)

(164)

(165)

(166)

(167)

(168)

(169)

(170)

(171)



d

EG:G(§R|§D) (172)

ol {; donne les paramétres réversibles et &, donne les paramétres dissipatifs. On a donc :

é/R:{CZ’Q1EKL1FKLM"]@K”?nK"Z@KL’mKL} (173)

& ={J¢ .G p” 0z by | (174)
«_ . 0y .

avec Ay ==Py 7 B =-ree (179)
K 0 a]K K 0 ﬂGK

On obtient alors I’inégalité résiduelle correspondant a de la dissipation dans .2 :

dG,

d a
D IEE D R +G 0Q + Y ay iK +hb, 2 0 (176)
A I’équilibre thermodynamique, on a obligatoirement
Ji=0, u*=0, G,=0, a; =0, b, =0 (177)

Cette réduction implique des arguments de continuité dans 1’expression (168)-(172) a

I’équilibre thermodynamique.

Afin d’illustrer la construction des €équations constitutives, on va sélectionner des
variables utiles pour I’¢tude d’un probleme physique. On va de plus développer )/ en une
série de Taylor allant jusqu’a I’ordre 2. Par exemple, pour un probléme électromécanique ou
I’aimantation est négligée, on a :
pow(0,¢7, B, Fews B P
= _%(50 AkL )71 F P+ %(go 22}(UKL )_1 I +%CIJKLEIJ = "'% 33CKLMNOP Feum Fior

1 2 _
_EC (9_90) +h, BE, + 12ZKI1JPKPIJ + % fio By P + 31fHUK Fao B+ * fnae P P (178)

+ ey Fun Ex "‘( p(go Z)_l)K (H_HO)PK +( p’ (go ZZZ)_l) (H_HO)PKL T (‘9_90) Ew

KL

+ 3aKLM (0_60) Fem = Pl (9_90) + ZTrgL B — LEE P+ LEEL P + 3TKOLM Fam 2o

1 a a o a a a a a a
+ZI:55 C,to (‘9_‘90)+17KPK+27/KLPKL+ZAKLEKL‘I'%KLMFKLM+polu Oil C;
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On obtient alors les équations constitutives suivantes :

oy
T = AYKL) =Fo E =Cu By + 32CHIJKL Fa + e 22 + ” fio 2
KL

179
+a (0-6,)+ D20 ¢5 + T (179)
T - 5_1//_33 = g 2¢
Mk = Po = "Crummor Frnor T fme 2+ o Ao
Fyiu (180)
+320KLMNOENO+ aKLM 8 9 z Ak Cr +3-|—|<0|_|v|
Y
Lé’]g:_pow:(goxm) ‘)@ ~he,E, - fHI/K HI XKH‘Z@U
K
-1 1,0 a  Lg~0 (181)
- P(%X) K(H—BO)—E vech + €,
Y -1 -
" IZL = pow=(£o 22XKLIJ) T 2X/;L‘)@ + 22f1<L1JE[J + 32fHIJKL HIJ
" (182)
-l
_I_(p;(gozzx) ) (8—90)+ 2)/;& a+L€o
KL
oy 1 - i 2.\
=Sh=acloa)- (o) Bo{ple ) 2
(183)

3 a o
_aKLEKL - aKLMFKLM _qu G, * Py,

a

a a 1 a _o a o o a a °
H= aj‘i B p_[é G (9_00)+ lyK')@K + 2)/KL Tl Z)LKLEKL + 3AKLM xivw TP M O] (184)
2 0

Si I'une des quantités est grande, il faudra alors développer I’énergie )/ jusqu’a un ordre

supérieur.

7.2.1 Comparaison avec des études précédentes

Rappelons tout d’abord les équations d’équilibre (130) dans 2 trouvées précédemment :

G+ i+ =pv, (185)
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T _ a
avec =t + .5

t; :Gij_ﬂijk,k+P(LE[i 7T +LB[i H; )_(Lg[ik 7T, ,k+ﬂL‘TIik H; ,k)
] ] | %] Ikl £44]

a o L-a Lpa Lepa Lepa
t =0+ By By ) (g T+ B g )

Ce travail généralise les travaux précédents. Par exemple, I’article [19] de Daher et Maugin ne
prend pas en compte les gradients de polarisation, d’aimantation et de déformation. Toutefois,
méme avec ces termes, les équations d’équilibre (185) peuvent étre réduites et avoir la méme

forme que dans [19] :

t; = oy +P( g = Tt "By #,-])
(186)
t =G.‘.”+p(LE“-7Z'. + "B, u. )
ij ij [ 1] [i 7]
De méme, on obtient les mémes équations d’équilibre que Collet [15] en négligeant la semi-

conduction et la polarisation. On a alors la forme réduite de t;; etde t; :

ti =0y — Uy TP LB[i Hj) -p L'%[i\k\ Hilk
(187)
ti'jz =0

On trouve aussi une généralisation des équations constitutives obtenus par Majdoub
et al. dans [27] pour des matériaux diélectriques. Dans leur article, ces auteurs avaient utilisés
le principe d’Hamilton introduit par Toupin & Mindlin (voir par exemple [1]) afin de prendre
en compte le gradient de déformation et de polarisation. L’expression du tenseur des
contraintes du premier et du deuxieme ordre T”. et 'I'ijk correspondait a :

Tij :Cijkl Skl Jrdijk Pk +eijkl Pk,l (188)

Ty = fijkl R (189)
ou Sm donne le tenseur des déformations infinitésimale.

Ces équations constitutives correspondent au cas particulier suivant des équations (179) et
(180):
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- oy
TKL =TKL - '%KL) = Po E = Cie EIJ + 32CHlJKL FHIJ + hKLI J@.

KL
22 297a A~a 210
+ fIJKL J@IJ +aKL (6_00)+Z /IKL Cl + TKL

a

(190)

oy 33 31 32
Tuk = Po = "Cromor Fvor + w2+ Frimmo o

6FKLM 32 3 3 0 (191)
+ " Crimno ENO + Qm (9 - 90 ) + Z ﬂ’zLM C; + 3TKLM

o

Pour une évolution isotherme et en 1’absence de semi-conduction, on obtient les mémes
équations constitutives que Majdoub et al. [27], si on ne considére que des déformations
suffisamment petites pour négliger les termes non-linéaires dans le passage entre

configuration actuelle et configuration de référence.

7.3  Quelques cas spéciaux de lois de comportement dissipatives

Commencons par négliger les effets de chaleur en rapport avec les effets de
conduction et de diffusion pour les différents types de charge. On a alors :

ay =b, =G, =Q, =0 (171)

Dés lors, I’inégalité de dissipation (176) donne :

P(SEE - RY) 2 0 (172)

a

Dans la description des processus irréversibles, on donne une relation entre les flux
et les forces thermodynamiques apparaissant dans la production de I’entropie. On prend en
compte aussi le principe de réciprocité de Onsager et ’axiome de causalité [18]. On obtient
ainsi les équations constitutives de la dissipation :

€0 =R, JS, —R* = A“u” (173)
ou Rg, et A" dépendent des variables : ¢, ={cj‘,¢9, Eve» FKLM,]Q(,.?@K,J@KL,JIOKL}.

Prenant en compte (173), I’inégalité des dissipations (172) prend la forme suivante :
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Z(JS‘ RS’QJQ“+A“(ﬂ“)2) > 0 (174)

Pour satisfaire 1’inégalité précédente, les restrictions sont imposées sur le signe de A“ et sur

les composantes du tenseur R7, .

Afin de mettre en évidence les effets apparaissant dans le volume, on décompose Rg, en ses
parties symétrique et antisymétrique :
Req = Kio +Big (175)

ol on a posé :

Keq = Ripo) = Kop Bro =Ripg = Ber (176)

On peut alors réécrire 1’équation (173)1 :
€N = K2 JE B JE (177)

On peut facilement remarquer que le second terme de 1’équation (177) ne contribue pas a la
production d’entropie. Ce terme constitue donc un exemple de ce que 1’on nomme « effet

caché ». Pour le comprendre, on va considérer le cas particulier suivant :

Brq = 7" €pqu B yi=y" (Cf,@, EKL’FKLM"Z@K’MKHwKL’mKL) (178)
Cette hypothese transforme 1’équation (177) en :

€a(eff) —K® j’a +7/a]a x B (179)

ou I’on peut reconnaitre 1’effet Hall qui est bien un effet caché (ne contribuant pas a la
création d’entropie) alors que les effets tels que 1’élastorésistance, la magnétorésistance, etc...

sont encore inclus dans 1’équation (179).
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8 Conclusion

Ce travail a permis de synthétiser les différents papiers [1][3][8][9][12][20][28][29]
utilisant le principe des puissances virtuelles appliqué aux couplages thermo-électro-magnéto-
mécaniques associés aux milieux semi-conducteurs déformables avec les gradients de
déformation, de polarisation et d’aimantation.

Nous avons maintenant une théorie unifiee et valide pour des grandes
transformations qui prend en compte le couplage entre la mécanique et les champs
électromagnétiques dans le volume avec comme données les forces de volume et de surface
ayant une origine électromagnétique, imposées par I’extérieur. Le champ des vitesses
virtuelles a été construit et le principe des puissances virtuelles a été appliqué afin de trouver
les équations d’équilibre gouvernant les milieux polarisables et magnétisables. Le couplage
entre la déformation, 1’électromagnétisme et la semi-conduction du milieu continu apparait
naturellement dans les tenseurs de contraintes, et les forces volumiques et surfaciques. La
combinaison entre la méthode du principe des puissances virtuelles et le premier et second
principe de la thermodynamique qui donnent la conservation de 1’énergie et la contrainte de
production de I’entropie nous a donné I’inégalité¢ de Clausius-Duhem, trés utile pour notre
modélisation. Cette inégalité est la base sur laquelle nous avons pu construire les équations
constitutives multiphysiques. Cela nous a permis de construire des équations constitutives
pour des matériaux semi-conducteurs qui prennent en compte des effets usuels tel que la
piézoélectricité ou la pyroélectricité. Mais nous avons aussi pu décrire de facon tres générale
(y compris pour des grandes déformations) des phénomeénes plus exotiqgues comme la
flexoélectricité ou le flexomagnétisme, ou la dissipation est naturellement présente. De plus,
nous avons fait tous ces développements en unités SI plutét qu’en unités Lorentz-Heaviside
souvent utilisées dans les travaux précédents [1][20][22][29] afin d’étre plus proche de toutes

les disciplines.
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Chapitre 3

Détermination de la
configuration d’équilibre d’un
ensemble d’atomes polarisables
soumis a un champ électrique

extérieur



1 Introduction

Dans ce chapitre, nous présentons le modele atomistique (codé en langage Fortran
9x) utilisé pour calculer les propriétés électromécaniques de structures carbonées comme le
grapheéne, les nanotubes de carbones, les fullerénes... L’objectif de ce code est de simuler la
déformation d’une structure, en réponse a un champ électrique extérieur, non nécessairement
uniforme, que nous imposons, afin de mettre en évidence la flexoélectricité inverse. Dans
cette étude numérique, nous ne prenons toutefois en compte que la déformation, le gradient de
déformation et la polarisation, en négligeant la dilatation et le gradient de polarisation qui
avait également été pris en compte au chapitre 2. Nous travaillons sur des nanotubes de
carbone car, d’une part, ces matériaux ne sont pas piézoélectriques et d’autre part, la
restriction a des nanotubes semi-conducteurs permet de simplifier le modéle.

Apreés avoir présenté brievement les nanotubes de carbone et leur géométrie, nous
expliquerons le déroulement d’une simulation atomistique en statique (i.e. a température
nulle). Nous explicitons ensuite les différentes formes d’énergie potentielle que nous utilisons
pour trouver I’équilibre du systeme. Un organigramme simplifié du code est présenté a la fin

de ce chapitre.

2 Les nanotubes de carbone
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fig 15. Nanotube de carbone (10,0)

Les nanotubes de carbone identifiés et caractérisés par ljima en 1991 [1] ont été et
sont toujours 1’objet de beaucoup d’études pour leurs caractéristiques mécanique, €lectrique
et thermique exceptionnelles [2]. Nous nous contentons toutefois ici de rappeler uniquement

les quelques notions sur leur géométrie qui sont utiles par la suite.
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On peut représenter un nanotube comme ’enroulement d’une feuille de graphéne [3]
autour d’un certain axe. Soit C le vecteur circonférence, identifié par deux entiers n et m, tels
que C = nd, + md,, ol (d,,d,) est la base d’une maille élémentaire de la feuille plane de

graphene (cf. fig 16b).

Armchair
g =230
(n, n)

fig 16. a) représentation « boules-batons » des 3 types de nanotubes de carbone (n,m).
b) schéma illustrant [’origine des entiers n et m comme coordonnées du vecteur
circonférence. [4]

Selon I’orientation de 1’axe selon lequel on enroule le graphene par rapport aux
liaisons carbone-carbone, on peut distinguer trois types de nanotubes (cf. fig 16a) : armchair
(’axe du tube est perpendiculaire a un tiers des liaisons carbone-carbone qui sont donc
paralleles a la circonférence), zigzag (1’axe du nanotube est parallele a des liaisons carbone-
carbone) et chiral (aucune liaison paralléle ou perpendiculaire a 1’axe du tube, celui-ci étant
alors non superposable a son image dans un miroir contrairement aux nanotubes des deux
premiers types). On peut démontrer (pour des valeurs de n + m suffisamment grandes pour
que I’hybridation sp? des atomes de carbone ne soit pas trop perturbée) que lorsque n + m est

un multiple de 3, alors le nanotube a un comportement métallique.
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2,46 A

<>

fig 17. Dimensions caractéristiques dans le modéle utilisé pour le graphene

De plus, n et m permettent également de calculer I’angle de chiralité 6, le périmétre du tube et

Son rayon .

sin(0) = anfﬁet €|l = ¢ = 27R = aVnZ + m? + nm (1)

avec a = 2,46 A. On en déduit également que la surface moyenne occupée par un atome de

carbone est [|d, A @ ll/2 = (2,46)% x (V3/2)/2 ~ 2,62 A2,

3 Principe des simulations de mécanique moléculaire classique

Pourvu que les vitesses restent petites devant la vitesse de la lumiére et que le détail
de la structure des atomes puisse étre pris en compte de fagcon non quantique, la simulation de
la dynamique d’un systéme a 1’échelle atomique, sous I’action de forces extérieures, peut
s’effectuer en utilisant la mécanique newtonienne avec des formes d’énergie potentielle plus
ou moins empiriques et paramétrées, permettant de masquer les effets quantiques. Ces
approximations peuvent se révéler judicieuses pour des systémes contenant un grand nombre
d’atomes car, d’une part, étudier un systéeme comportant des dizaines d’atomes de facon
complétement quantique prendrait déja énormément de temps et, d’autre part, les masses des
noyaux étant largement plus grandes que celles des électrons, on peut étudier le mouvement
des noyaux qui se fait sur des échelles de temps beaucoup plus grandes que celui des
électrons, en découplant ces deux mouvements (approximation de Born-Oppenheimer [5]
(traduit en anglais par S.M Blinder)) en ne considérant que les effets moyens des électrons de
maniere plus ou moins empirique. En conséquence, cette approximation nous permet de
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connaitre les énergies d’interactions entre tous les atomes a partir de la position de leur noyau

seulement. L’énergie potentielle d’interaction du systéme entier ne dépend donc que des
)

positions des noyaux de chaque atome :
U=U@G,7 .., ™) = U({F"Ya=1,..v)
En fait, on peut méme démontrer (cf. [6]) que U peut s’exprimer par rapport aux seules

©)

distances entre les particules, grice au fait que 1’énergie interne du systéme doit E&tre
indépendante du repére utilisé pour projeter les vecteurs (critére d’objectivité, cf. chapitre 2) :

U=U@F,72,...,#N) = U(QF' + b, Q7% +b, ..., Q7N + b)
ou @ est un tenseur rotation quelconque et b un vecteur de translation. Ce résultat appelé en
(4)

anglais « Cauchy’s basic representation theorem » peut s’exprimer sous la forme :
—JJ a af — || 2
U=0({r}, ., ,)avecre = [#F — 7|

On peut retrouver la démonstration de cette experssion dans le livre de Tadmor et Miller a la

page 690 et 691 dans I’annexe A et A.1 du livre « Modeling Materials ».

3.1 Statique moléculaire
Afin de simuler le mouvement des atomes, chaque position de noyau (donc d’atome)

9% F
=ad%=— (5)

doit vérifier la deuxieme loi de Newton :
Ya,
ot? me

ou F% 7% a% m* représentent respectivement la force exercée par les autres atomes sur

I’atome «a, la position de cet atome, son accélération et sa masse.
Pour connaitre I’équilibre statique du systéme, on doit trouver les positions telles

(6)

que :
Va, Fe=0
U /0 7%. Pour trouver la configuration d’équilibre, il

On rappelle de plus que Va, Fa
faut donc minimiser 1’énergie potentielle U en tant que fonction de 3N variables scalaires (si

on travaille en 3 dimensions) {¥*},-1 ..y OU N est le nombre d’atomes.
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Pour cela, on va utiliser I’algorithme suivant :

Construction geométrique des
positions atomiques 7(%)

Calcul des forces

O = —V:U(#©))

Calcul de a™et de d™ selon la
méthode

Calcul des nouvelles positions :

PO _ p@) 4 o) Gm)

Calcul des nouvelles forces

f(’“—"'l] = —VF‘U(F(’”H}

Convergence :

IF+9] < ol

fig 18. Algorithme de minimisation de [’énergie potentielle des atomes

d™ et a™ sont respectivement la direction de recherche du minimum et I’amplitude du

déplacement dans cette direction. Elles peuvent étre calculées a partir de différentes méthodes
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telles que la méthode du gradient conjugué ou celle de la plus grande pente [7], ou bien

encore une méthode plus récente appelée FIRE [8].

3.2 Dynamique Moléculaire

La dynamique moléculaire (ou MD pour Molecular Dynamics) est une technique qui
permet de simuler I’évolution temporelle d’un systéme, avec certaines contraintes sur des
variables macroscopiques (température ou énergie totale constante, pression ou volume
constant, potentiel chimique ou nombre de constituant constant, ...). Les atomes sont alors
constamment en mouvement tout en respectant la deuxieme loi de Newton qui la plupart du
temps est intégrée par un algorithme appelé velocity-Verlet, modifié pour tenir compte des
contraintes macroscopiques imposeées (du type température et/ou pression imposée(s)).
Lorsque le systéme est arrivé a un état d’équilibre dynamique, les grandeurs moyennées sur
tous les atomes (macroscopiques) fluctuent autour de valeurs moyennes (temporelles) qui en
supposant remplis les criteres d’applicabilité d’une hypothése appelée hypothese ergodique
représentent les moyennes de thermodynamique statistique sur tous les micro-états de
I’ensemble statistique correspondant aux contraintes macroscopiques imposées et donc les

grandeurs macroscopiques de la physique des milieux continus correspondantes [9].

4 Modélisation de I’énergie potentielle d’interaction entre

atomes de carbone dans un systéeme

4.1 Propriétés d’'une « bonne » forme d’énergie potentielle

L’énergie d’interaction des N atomes de carbone de notre nanotube sera supposée ici
ne dépendre que de la position de ses atomes (et pas, par exemple, de I’état de leurs électrons
de valence). L’énergie potentielle est donc une fonctionnelle des positions des noyaux des
atomes composant le systeme qui doit pouvoir modéliser approximativement les forces
d’interactions non seulement entre noyaux, mais aussi entre €lectrons et noyaux et entre les

électrons. Cette fonctionnelle doit respecter le mieux possible certains criteres [10]:
85



1. Flexibilité : la forme fonctionnelle de 1’énergie potentielle doit étre suffisamment
flexible pour qu’elle puisse s’adapter a des systémes aussi différents que possible.

2. Précision : I’énergie doit pouvoir se corréler précisément avec les données existantes
(expériences, calculs ab-initio).

3. Transférabilité : les valeurs des paramétres de 1’énergie potentielle doivent pouvoir
étre utilisés pour beaucoup de systemes différents et pas seulement ceux qui ont servi
a les obtenir par lissage de données existantes.

4. Calcul rapide : le calcul de I’énergie et des forces associées doit se faire suffisamment
rapidement pour que méme pour le systeme le plus grand envisagé, les calculs répétés
a chaque itération de I’algorithme de minimisation de 1’énergie totale (en statique) ou
a chaque pas de temps de I’algorithme d’intégration des équations de Newton (en
dynamique) permettent de converger vers une situation d’équilibre, puis (en
dynamique) de calculer les moyennes, écarts-types et fonction de corrélation avec une
précision statistique suffisante. On peut ainsi calculer des milliards de fois cette

fonction pour des variables d’entrée différentes.

4.2 Petit historique du développement de potentiels réactifs pour le carbone

Il est difficile de modéliser les liaisons entre atomes de carbone a cause de la
complexité du phénoméne d’hybridation des orbitales atomiques et des forces a longue portée
associees aux attractions entre liaisons 7. En 1985, Abell [11] utilisa une méthode développée
par Anderson [12] s’intitulant « Chemical Pseudo-potential » (CP) et montra que le
comportement universel des liaisons covalentes propose par Rose et al. [13] peut s’écrire sous
la forme d’un potentiel anharmonique de type Morse Vyorse (d) =V, ([e‘“(d‘do) — 1]2 — 1)
ou V, représente 1’énergie de liaison, d, I’interdistance entre les deux atomes, a 1’équilibre
statique et a est relié a la courbure de I’énergie potentielle au voisinage du minimum donc
aux propriétés élastiques (raideur de liaison 2V,a?). Abell proposa alors une expression ne
comportant que des potentiels a 2 corps, donc qui ne dépendent plus que de leurs

interdistances (distance entre les atomes) et non des orientations relatives des liaisons entre
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atomes (ce qui n’empéche pas la force sur un atome donné de dépendre de ces orientations
relatives, comme nous le verrons plus loin).

L’énergie d’interaction entre I’atome « et ’atome £ s’écrit alors :
U = f.(r*F)[VR(r®F) — b* PV A(roF)] (7)
ol VR(r%F) représente un potentiel répulsif a trés courte portée (type exponentielle) tandis
que VA(r“ﬁ) représente le potentiel attractif dues aux liaisons chimiques (exponentielle un
peu différente comme dans le potentiel de Morse) et b* traduit I’ordre de la liaison
covalente (Bond Order) entre les atomes « et . L’expression de ce dernier terme suppose que

les ordres de liaisons covalentes entre atomes sont dépendants de la coordinence des atomes

en question :

peB ~ 76 (8)

ol Z est la coordinence et & un nombre dépendant du systéme. U = (X -, U#)/2 est donc
une énergie de type « 2 corps ». fc(r“B) est une fonction de coupure (variant entre 1 pour les
plus proches voisins a la distance d’équilibre et 0 pour les atomes €loignés, de fagon plus ou
moins abrupte) permettant de ne considérer que les atomes qui sont assez proches pour
pouvoir effectivement établir une liaison covalente. Conjuguée avec h*F, cette fonction
permet donc de décrire des liaisons qui pourront changer d’ordre, se rompre ou s’établir au fur
et a mesure que les interdistances évoluent pendant la simulation. Ceci permet donc de rendre
compte de la réactivité des atomes du systeme.

En 1987, a partir des travaux d’Abell [11], Tersoff construisit un potentiel décrivant
des énergies de liaisons covalentes simple, double ou triple pouvant modéliser des liaisons
entre atomes de silicium [14], [15], de germanium [16] ou de carbone [17] ainsi que des
interactions avec des défauts [18]. Pour cela, il paramétra I’ordre b*# des liaisons covalentes,
non seulement en fonction des positions des atomes, mais aussi des angles entre les liaisons.
L’énergie U est alors composée d’une énergie a « 2 corps » pour la répulsion et d’une énergie

a « 3 corps » pour I’attraction.
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En 1990, un potentiel appelé REBO (Reactive Empirical Bond-Order) sera parametré
par Brenner [19] a partir du potentiel de Tersoff, en rajoutant les interactions avec les atomes
d’hydrogene ainsi que d’autres termes pour modéliser les structures ayant des radicaux libres
et des liaisons conjugueées. Cette nouvelle forme d’énergie potentielle a permis la simulation
de systémes de 1’ordre du million d’atomes [10] et a permis de simuler la dynamique de
systemes présentant des défauts ou des dislocations. Il a ainsi pu étre utilisé de nombreuses
fois avec succes pour étudier les propriétés mécaniques et thermiques de structures carbonées
comme les nanotubes de carbone [20], les fullerénes [21], du carbone amorphe [17] ou du
graphite [22]. Cependant, le potentiel REBO n’est pas approprié pour décrire n’importe quel
systeme hydrocarboné. Les interactions dues aux dipdles induits et permanents ainsi que les
termes de répulsion intermoléculaire ne sont pas pris en compte, alors qu’ils sont non
négligeables pour beaucoup de systemes hydrocarbonés, dont les liquides et les systemes en
couches comme le graphite, les oignons de fulleréne ou les nanotubes de carbone a plusieurs
couches. De méme pour les matériaux présentant des liaisons covalentes fortes comme le
diamant ou les forces a plus longue portée deviennent importantes si on étudie les interfaces
du systeme. De plus, il est impossible de modéliser des collisions entre atomes a cause de
I’absence de termes divergents de répulsion lorsque les distances interatomiques sont proches
de zéro [23].

A la fin des années 90, pour résoudre les problémes liés au potentiel REBO,
différents potentiels font leur apparition. On peut par exemple nommer le potentiel utilisé par
Che et al. [24] pour la modélisation des liaisons non covalentes ou de Pettifor et al. [25], [26].
De leur co6té, Brenner et al. ont paramétré une forme un peu plus complete d’énergie sous le
nom de REBO2 en rajoutant un terme en 1/r pour I’exponentielle répulsive et un terme
dépendant de I’angle di¢dre pour les liaisons doubles. Une reparamétrisation des fonctions
splines permit également d’améliorer I’accord des résultats pour des liaisons avec des
radicaux libres ou pour des liaisons conjuguées avec les résultats de calculs ab-initio. Ceci a

permis de mieux simuler la dynamique de nanotubes de carbone multi-parois [27] ou de
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diamants [28], [29]. Brenner et al. expliquérent en détails la paramétrisation de cette forme

REBO2 dans un article publié en 2002 [30].

fig 19. Définition de I’angle diédre utilisé lorsque BC est une liaison double

Pendant ce temps, Stuart et al. ont élaboré une nouvelle fonctionnelle d’énergie
d’interaction appelée AIREBO (Adaptive Intermolecular Reactive Empirical Bond Order)
[31] afin de prendre en compte les effets de torsion de liaisons ainsi que les interactions de
type van der Waals modélisées par un potentiel de type Lennard-Jones et des fonctions de

lissage.

élongation d

torsion qb

interactions « non-lieées »

fig 20. Illustration des termes de torsion et de liaisons faibles rajoutés dans le potentiel
AIREBO.

Cette énergie a été paramétrée pour inclure les interactions entre les atomes
d’hydrogene, de carbone ou d’oxygene. Cette énergie a pu €tre utilisée dans les nanotubes de

carbone (voir par exemple [32]). L’énergie AIREBO s’écrit finalement:
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ou les deux premiers termes représentent I’énergie REBO2, le troisiéme terme représente le
potentiel de Lennard-Jones pour décrire les interactions a longues distances et le quatrieme
terme représente 1’énergie dépendant de la torsion. L’ordre de liaison b*f encode
I’environnement des atomes. Il ne s’agit pas d’une constante mais d’une fonction compliquée

du type et de la position des plus proches voisins :
1
baﬂ — baﬁ—an + bﬁa—an + bﬁa—RC + bBa—DH
> ( ) (10)
ol b =™ dépend de la coordination (nombre d'atomes voisins les plus proches) des atomes
a et B, bP¥=RC est spécifique des structures ayant des radicaux libres et/ou des liaisons

conjuguées et b#*~PH dépend des angles diédres si la liaison Ba est une liaison double. Les

paramétrisations de chaque terme sont données dans [31].

4.3 Les forces interatomiques

A partir de 1’énergie potentielle d’interaction, on a vu qu’il est possible de calculer la
force que va subir chaque atome. Il est aussi possible de définir une force interatomique f“ﬁ
qui pourra étre interprétée comme étant la force qu’exerce ’atome [ sur ’atome a. Dans ce
qui suit, nous allons préciser la fagon de calculer la force interatomique a 1’aide de dérivées de

I’énergie potentielle de toutes les interactions entre les N atomes du systéeme :
Umt Umt(->1 =2 ..,FN) — Umt({?a}azl,...,N) (11)

La force interne sur un atome a (force due aux interactions avec tous les autres atomes du

systeme) peut se calculer comme suit :
aULnt(*l —>2 ’?N)
ore
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Comme nous I’avons rappelé dans le préambule du paragraphe 3, la contrainte d’objectivité
pour la forme fonctionnelle de 1’énergie potentielle permet de montrer que 1’on peut écrire

I’énergie comme fonction des seules interdistances entre les atomes :
int _ jjint af
une =0 ({8 s ) 13)

On peut donc utiliser la régle de dérivation des fonctions composées pour pouvoir calculer

>. . . L1
fit® en dérivant 1’énergie par rapport aux distances entre chaque atome de la maniére

suivante :
e QU@L L FN) Z aumt({rfr}) orhr
fr= PRz = arfr  97a
By
. B<y
3 120U‘”t({rﬁy})6rﬁy (14)
2 arBy 7@
By
B#y
Or

= mé‘ay _rTyé‘aﬁ

On peut donc calculer fm® en utilisant les forces interatomiques f%# que les autres atomes
f exercent sur I’atome « :

fint,a — Zﬁia fa,B

F) l’jint({roxﬁ}) papB
arap rab

(16)

avec f%F = et = b — pa

Remarquons que le fait que I’énergie potentielle ne dépende que des interdistances
n’empéche pas que la force s’exercant sur un atome donné dépende des orientations de ses

différentes liaisons avec les autres atomes, a cause des termes en 7%# dans la sommation.
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4.4 Prise en compte des conditions aux limites mécaniques

Lors d’une simulation mécanique ou d’un essai mécanique, on doit toujours préciser
les conditions dans laquelle I’expérience a été faite. Par exemple, lorsque I’on veut faire un
essai de traction sur un matériau, on impose une force sur une partie du matériau et on bloque
le déplacement d’une autre partie. En simulation atomistique, on doit pouvoir imposer une
force voulue sur un ensemble d’atomes et bloquer le déplacement d’autres.

Lorsqu’on applique des forces (extérieures) sur un ensemble d’atomes C, 1’énergie

potentielle du systeme devient alors :

tot _ yrint _ fa . (z2a _ pa
ytet =y Zf (7* — R%) 17

a€eC

ou f % est une force donnée que 1’on applique sur ’atome a, 7% donne la position de I’atome
a dans la configuration actuelle (déformée) et R* donne la position de ce méme atome a dans
la configuration initiale (non déformeée).

En dérivant cette énergie potentielle par rapport a la position actuelle d’un atome S

appartenant a C, on obtient la force totale que subit I’atome f :

U™ (7,72, ..., 7N)
orP

fr=- +f* (18)

A Iéquilibre fﬁ est nulle. Nous avons donc un équilibre entre les forces internes au systéme
et les forces externes imposées. Dans la simulation, on trouvera donc les forces a I’équilibre
en ajoutant les forces f B imposées sur les atomes de C, aux forces intérieures calculées avec
le potentiel AIREBO (— aU™ /o7F).

Remarquons que si dans la simulation, on impose 7% = R%, ¢’est-a-dire que I’on
contraint un atome a rester immobile (pour simuler un encastrement par exemple), cela
revient a considérer que la force exercée par cet encastrement f @ compense exactement, a

tout instant, la résultante des forces intérieures sur cet atome (— aU™ /97F).
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5 Effet dun champ électrique extérieur sur une population

d’entités polarisables

Nous allons maintenant présenter le modéle adopté pour décrire la polarisation d’un
systeme semi-conducteur sous 1’effet d’un champ extérieur, dans I’approximation ou cette
polarisation est due a des dip6les induits localisés sur chaque atome, décrit par sa
polarisabilité dipolaire linéaire, ainsi qu’a des dipdles permanents créés par la courbure de la
feuille de graphéne pour former un nanotube de carbone (hybridation des liaisons qui n’est
plus totalement sp?) [33], [34]. Nous serons ensuite capables de simuler 1’équilibre d’un
systéme sous l’influence d’un champ électrique extérieur par minimisation des énergies

d’interactions AIREBO et dipolaires.

5.1 Moments dipolaires électriques dans un nanotube de carbone

5.1.1 Dipobles induits, champ local et polarisabilité

Sous I’effet d’un champ électrique extérieur, un ensemble d’atomes se polarise : pour
chaque atome, les forces F= qE sur le noyau, d’une part, et sur les électrons, d’autre part,
sont de sens opposes puisque leurs charges le sont. Les barycentres des charges positives et
négatives ne sont donc plus confondus et un dip6le (induit) apparait sur chaque atome. Dans
I’approximation de la réponse linéaire, ce dipole p# est lié linéairement au champ électrique
s’exergant sur ’atome f considéré, par un tenseur symétrique d’ordre 2 appelé tenseur de

polarisabilité a” :
VB =1,..,N, pF=afE, () (19)

Notons que dans 1’équation ci-dessus, le champ électrique, noté Eloc(?ﬁ), s’exercant sur
I’atome [ est classiquement appelé champ local, mais qu’il ne s’agit pas du méme champ
local que celui introduit au chapitre 2. Il s’agit ici du champ électrique local définit dans un
milieu ou les charges électriques sont discrétisées. Ce champ est responsable de la force qui

s’exercerait sur une charge fictive de test positionnée en 7*#, en I’absence de 1’atome . D’un
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autre c6té, le champ électriqgue macroscopique introduit au chapitre 2, est défini dans un

milieu ou I’on considére une densité de charge électrique continue.

5.1.2 Dipbles permanents dans une structure carbonée

Dans un nanotube de carbone, la courbure de la feuille de graphéne cause un
changement d’hybridation des orbitales des ¢lectrons de valence des atomes de carbone. Cet
effet a été étudieé par Yakobson et ses collaborateurs. Ainsi en 2002, Dumitrika et al. [33] ont
montré par des calculs ab-initio que ce changement d’hybridation crée un dipdle permanent
sur chaque atome de carbone, fonction de 1’angle ©,, entre les liaisons o et m. Ceci fut
ensuite repris dans le contexte de 1’étude de la flexoélectricité de cones de carbone mono-
feuillets par Kvashnin et al. [34]. D’aprés ces auteurs, le dipdle permanant créé par la

courbure locale de la feuille de graphéne peut étre calculé par :
Va=1,..,N, [{%=(6%1%) = f0i1* (20)

ou 8y = Oy, — /2 correspond a I’angle pyramidal entre I’atome «a et le plan m formé par
ses 3 plus proches voisins (cf. Définition de I’angle pyramidal entre I’atome « et les 3 atomes
formant le plan m.fig 21), 7% correspond au vecteur unitaire perpendiculaire au plan m et
dirigé vers I’atome a et fy = 2,34 D/rad est une constante calculée par lissage linéaire des
valeurs calculées de % en fonction de 6,7 pour des nanotubes d’indices variés, par Kvashnin
et al. [34]. Compte tenu du fait qu’un debye est environ égal a 3,33564 x 1073° C-m ou

0,333564/1,602177 ~ 0,208 ¢ A, on a aussi f, = 0,487 e A/rad

—~a

Atome a

fig 21. Définition de l’angle pyramidal entre 'atome « et les 3 atomes formant le plan .
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Pour un atome donné d’un nanotube de carbone non déformé, on peut évaluer 6 facilement a
partir de 1’équation (cf. [34]): sin(@{j‘) ~ d/4R ol d = 1,42 A est la distance entre I’atome «
et ses trois plus proches voisins et R est le rayon du nanotube. Notons que pour un fullerene, il
y a deux courbures perpendiculaires et donc Kvashnin et al. recommandent de prendre

sin(6) ~ d/2R. De cette fagon, on a de maniére générale :
. d
Va=1,..,N, 0%=sin(6%)= 7% C (21)

ou la courbure totale C est égale a 1/R pour un nanotube et 2/R pour un fulleréne. Ceci
permet a Kvashnin et al. de définir un coefficient de flexoélectricité local pour des structures

symétriques par :
- d — —
Va=1,..,N, /,t"‘:ngXCn“ =Fx(Cn% (22)

On obtient F = 0,831 D-A pour 0,82 dans I’article de Dumitruca et al., soit encore = 0,173 e
A%/atome en bon accord avec les résultats compris entre 0,157 e AZatome et 0,187 e
A?/atome, selon la structure, obtenus par Kalinin et Meunier [35], avec des calculs DFT. Pour
en déduire une estimation d’un coefficient de flexoélectricité macroscopique, il faudrait
passer du moment dipolaire a la polarisation et donc diviser par le volume d’un atome dans la
feuille de graphéne, ce qui pose le probleme de son épaisseur ! Si, pour calculer un ordre de
grandeur, on prend comme épaisseur 0,8 A comme Kalinin et Meunier qui citent Huang et
al.[36], il vient :

F/V ~ 0,831 % (1/3)x 10729 x 1071°/(2,62 x 0,8 x 1073%) ~ 1,3 x 107° C m.

Pour des nanotubes fléchis, nous avons pour notre part calculé 65 a I’aide de la

3
E cos™t| 7% il | W
= 7o — 7| 2
=

oll #% représente la position du i*®™ voisin de I’atome a.

formule suivante® :

Wl =

Va=1,..,N, 0F =0y — /2 =

P (23)

4 (voir fig 21), ||#*i — 7#%|| donne la distance entre deux atomes de la pyramide, et ni® - ¥% — £* donne la hauteur
de la pyramide on obtient donc facilement ’expression de I’angle 6 en faisant une moyenne sur les 3 atomes
constituant la base de la pyramide
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Notons que pour un nanotube non-déformé, tous ces moments dipolaires se compensent a

cause de la symétrie cylindrique.

5.2 Définition et expressions des propagateurs de champ

5.2.1 Introduction: potentiel et champ électrostatique créés par des dipdles

ponctuels

Dans cette section, nous allons introduire une quantité tensorielle appelée
propagateur dipolaire du champ électrique en calculant le champ électrique E en tout point
d’un matériau modélisé par N dipOles électriques ponctuels {p%}, soumis a un champ
électrique EO(F) dérivant d’un potentiel électrique V,(7) créé par des sources de champ
extérieures au matériau considéré et supposees complétement indépendantes des dipbles du
matériau. Pour cela, nous allons résoudre 1’équation de Poisson (AV =—p/g;) en
décomposant la densité de charges p(7) associée au systeme complet en une densité de
charges® ppq(@) = XN_, p*- (—VS(F— F“)), associée aux dip6les du matériau, plus une

densité de charges p,.:(7) comprenant toutes les sources de V,. En notant V(#) = V,(¥) +

Vi (7), (avec AVy(#) = — pext (7)/€5), ON cherche donc un potentiel V; solution de :
N 2a.ps(7_ 2a
R 1PV —7%)
AV (F) = =5— (24)
0

avec des conditions aux limites correspondant au vide pour V; (condition de radiation de
Sommerfeld), ce qui correspond a des conditions aux limites pour V telles que V soit continu
et égal a ; a la limite d’une distance infinie du matériau (qui est par hypothese, de taille

finie). La solution de ce probléme peut étre écrite sous la forme :

5 Pour un dip6le centré en 7 :

AT > (2a > _ 2 _’(Z__> 1 __’__> 2 _ 2a

Pmac () = }Yl_r%(q(? (r (7% + h/Z)) q6 (r (7 h/2))> = }Yl_r)%( qh-V86(F -7 ))
= —p*-V6(# — 7%)

Le signe ‘— peut encore se comprendre en se rappelant qu’au sens des distributions : (&'|@) = —(5|¢")
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Vl(”‘fff% “’) a1 P ”( -
“ 1 o f.ff GO(A PVSE — 79 dr (25)

ol G, est la distribution de Green associée a I’opérateur laplacien (i.e. AzGy(#,7") = §(7, 7))

et a des conditions aux limites nulles & I’infini en tant que fonction de 7, Soit :
Go(7,7) -
r,y)=—S5—>=
0 47T||T‘ _ rI” (26)
Une intégration par partie de 1’intégrale (25) donne alors (compte tenu de fait que le terme
intégré est nul puisque §(#" — 7%) est toujours nul quand 7' — oo, vu que les 7% sont a

distance finie) :

V,(F) = ZN P 56 i) = ZN (1) T ) e
W= iy © = Luger \ameg) \IF=7o3) P (@7)

la derniere égalité provient du fait que VA/IF=7ID= G=#)/I7 =73 =
—v(/IIF = #1)

Remarquons que 1’on retrouve ’expression classique du potentiel créé par un dipdle en ne

prenant qu’un seul dipole centré en 7* = 0!
Finalement :
P E)
VR =@+ ) TG 28)
a=
ou
1 -7
Dz Fa
T 5
7 = 4re, |7 — 7|13 (29)

La quantité ’1_"0(1) (7,7%) est alors appelée propagateur électrique d’ordre 1 du vide. Il permet
de calculer le potentiel créé par un dip6le (ou le champ créé par une charge) en tout point de

’espace sauf en 7 = 7 ou une autre méthode est utilisé (voir le paragraphe 5.2.2).

Par dérivation de I’équation (28) :
N
B =@ =K@+ ) [P ¢ (30)
a=
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ce qui permet de calculer le potentiel et le champ en tout point dés lors que les valeurs des

dipdles sont connues.

La quantité
TH@#) = (-7) @ TV (7, 7)

= (1/4meo) [3(F — ) ® (F =) — I = #II*1)/IIF = #'II° ey

est alors appelée propagateur électrique d’ordre 2 (ou, ici, dipolaire) du vide.

Plus généralement, on peut définir les propagateurs électriques d’ordre n 4+ m du
vide, par (voir le livre de A. Stone, p. 16, [37] avec toutefois une différence de signe pour les

propagateurs d’ordre impair) :

—1 - — — =
7O (7 1) = (g) (-1)Q®.0 (-7 ® .Q 7 G 7 (32)

m fois n fois

Un propagateur électrique est ainsi une quantité tensorielle permettant de calculer le
potentiel électrique en 7, ou ’'un de ses gradients successifs d’ordre m, di a un multipole
électrique d’ordre n, situé en 7',

Notons également qu’il est possible de définir des propagateurs électriques
T (7 #7) pour des situations plus compliquées que le vide, grace a deux remplacements.
D’une part, la distribution de Green de 1’équation de Poisson correspondant aux conditions
aux limites du vide est remplacée par une autre fonction de Green de cette méme équation
avec les conditions aux limites appropriées pour prendre en compte les surfaces et interfaces
du matériau considéré comme un milieu continu abritant des dipbles ponctuels différents de
ses entités propres. D’autre part, (—1/g,) serait remplacé par (—(&.)"1/g), avec & le
tenseur de permittivité relative de ce matériau. Notons pour finir que, par exemple, lorsque le
matériau est borné par une surface plane, le calcul du potentiel électrique et de ses gradients
en un point situé en dehors du matériau, crée par un multipdle également en dehors du
matériau sera tel que T (# 7)) = T™™)(#,#') contrairement a ce qu’il se passe dans le
vide et que I'on ne peut donc plus définir alors de propagateur T™+™(##") qui peut

s’appliquer, dans le vide, a des multipdles d’ordre compris entre 0 et m + n.
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5.2.2 Régularisation des propagateurs

L’approche consistant a modéliser la matiére par un ensemble de dipoles ponctuels
localisés aux positions des noyaux des atomes pose toutefois quelques problemes. Ainsi, si
I’on veut calculer le champ a proximité immédiate des atomes ou a I’intérieur des nuages
électroniques, I’atome ne peut plus étre considéré comme un dipdle ponctuel puisque 7% =
7#. Nous ne sommes donc plus dans des conditions pour lesquelles la distance entre le point
ou I’on calcule le champ et le centre du dipdle est trés grande devant les dimensions
caractéristiques de la distribution de charges modélisées par le dipdle. Pour pallier a ce
probléme, nous faisons 1’hypothése que les multipdles équivalents a la distribution de charges
réelles ne sont pas ponctuels mais proviennent d’une distribution continue de charges a

symétrie sphérique, avec une distribution radiale gaussienne normalisée a 1 [38]:
9o () = exp[—((F = 7*)/R*)*]/m3/*(R*)? (33)

5221 Réqularisation par convolution avec une gaussienne

Dans cette approximation, le champ électrique créé par un dipdle qui n’est plus

ponctuel mais gaussien se calcule alors par :
B = B + [ T2 19050 = o) + | | T2 G906 |5 (30

Ceci est en fait équivalent a utiliser un propagateur régularisé (au sens ou, comme on le verra

plus tard, il ne diverge plus quand # — #"), défini par :
=@ = = F(2) 2 o SN 320
(), ¢ = [ TG g0 dF (35)

Plutét que d’essayer de calculer cette intégrale directement, il peut étre plus

intéressant de passer par le propagateur régularisé d’ordre 0. En effet

TH#F) = (-7) @ (- T F ) (36)
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avec TO(O) (7,7") = 1/(4meo||I7 — 7'||). En supposant que I’on peut intervertir intégrale sur 7 et
dérivation par rapport a 7 (ce qui n’est pas forcément évident a cause de la divergence de la

quantité a intégrer quand 7 — #), on en déduit que :
3 @) > o7 o = 0) /= =1 -/ Y
(T)O #7r) = f(—V) X (—V)TO r,7)g., (") dr

= (-7 @ (-7) [ 176 Mgu) a7 37

Or ngo)(?,?’)ga(?”) dr' est calculable relativement aisément avec un logiciel de calcul

symbolique (ou en utilisant la représentation de Fourier de 1/7) et on trouve que :
N 1 |7 — 7%
I () = f To" (70 9a(F) d7" = drreg |7 — 7| erf( R (38)

Comme lim erf(x) = 1, on note que I’on retrouve bien le propagateur standard du vide
X—00

lorsque a — 0. De plus, on Vérifie que le propagateur converge en # = 7'
1 2 1

4me, X VT % R« (39)

O 7 =

[|F—7%||—0

ce qui illustre les propriétés de régularisation de la convolution d’un propagateur avec une

gaussienne.

a4

. . =@ o
Si on en revient au calcul de (T), (7,7, il vient :

?(2)_)_) - =\ (0) />
(T)O 7 r* = (—V) X (—V)TO 7,79
_ 1 1
e, -7

2 2a > 2a > 2a27 ”?_?a”
[3(r—r )Q (7 —7%) — ||¥ = 7 1]erf

Ra
|- ® (-7 i(L‘?a”)+i(”7—7“”)3
X NG Jz\ R

o ﬁ e%xp<2_<||?;ja”>z)
el )

5.2.2.2  Régularisation par convolution avec deux gaussiennes

(40)

+1

Dans le développement ci-dessus, on cherchait a calculer le champ créé par un dipéle
provenant d’une distribution de charges a symétrie sphérique avec une distribution radiale

gaussienne, en un point de I’espace ou I’on ne mettrait qu’une charge fictive de test.
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Cherchons maintenant quelle serait 1’énergie d’interaction entre deux distributions de charges
a symétrie sphérique et a distribution radiale gaussienne. Pour cela, on démontre qu’il nous
faut faire la convolution du propagateur standard du vide non plus avec une mais deux
fonctions gaussiennes, et que 1’on peut simplifier cela en définissant un propagateur régularisé

similaire au TO(O) de la section précédente :

Ut = f f 1O G, 7)q%ga()aP gp ) d7'd7" = ¢ TO (7 7)aP )

et que :

_ 1 |7 — 7]
) (2a 2B _

T ) = e = < aily “

avec :

B _ 2 L (RPY

a?, = (R + (R) (@3)

Notons que ce propagateur est symétrique par rapport a I’échange de a et g :

13" (7. 70) = " (7 = #1) = T2(7 - 7)) = 5" (7, 7%) (44)
comme il se doit pour que I’énergie d’interaction entre a et S soit la méme que celle entre § et
a.

Pour le propagateur d’ordre 2, utilisé pour calculer 1’énergie d’interaction entre deux
dipbles « gaussiens », on définit un propagateur régularisé (PYZT)ZZ) de méme forme que
(/TE)(()Z)(F“,FB ), sauf que le paramétre de régularisation est maintenant ) = |(R%)” + (Rg)z et non

plus R¢.

5.3 Contribution dipolaire électrique a I'énergie du systéme

5.3.1 Expression générale

Considérons une structure carbonée semi-conductrice (donc sans charge libre) dont
la réponse a un champ extérieur est calculée dans I’approximation dipolaire électrique, avec

des dipdles permanents ji et/ou induits p. L’expression de 1’énergie due a I’interaction avec le
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champ extérieur et a la polarisation de la structure est donnée dans Thole [38] et Mayer [39].
Elle s’exprime sous forme d’une fonction des variables, 7%, 5%, i et Ey(#%), ol & prend toutes

les valeurs entieres comprises entre 1 et N :

N N N
[ 1 - = -1 1 - - =4 -
Ug = EZ pe(@®)~'p® — Ez z (B + %) - E 3,56 (7P%)
a=1

a=1f=1
B*a
N N N (45)
(*a ~q E Sa 1 *a,E’ >fa
=D G A B GO +5 ) D i Eg(75)
a=1 a=1 =1
L+«
avec
- —’ﬁa ‘;/(2) _>Ba —>ﬁ —>ﬁ
Bypoo (757) = | (), (##9)| 57 + %) (46)

le champ créé en 7 par les dipdles induits et permanents situés en 78 et 7% = #* — 78,

Le premier terme de 1’équation (45) correspond a 1’énergie nécessaire pour polariser les
atomes (création des p* ou «self-energy »). Le deuxiéme terme correspond a 1’énergie
d’interaction entre les dipdles et le troisieme a I’interaction des dipdles avec le champ
extérieur.

(Les abréviations «dip » et «ind » dans 1’énergie Ué’}g correspondent respectivement a
« dipdle » et a « induit »).

Notons que les dipbles permanents ji* considérés ici sont dus a la courbure de la
feuille de graphene par rapport a la situation ou le nanotube est déformé. Puisque 1’influence
des (*)  est supposée étre déja prise en compte de facon phénoménologique dans le
potentiel AIREBO, on déduit les interactions entre les dipdles permanents dans le dernier

terme.

5.3.2 Conditions d’équilibre électrique du systeme

A partir de cette énergie, on peut trouver les valeurs auto-cohérentes des dipdles

induits puisqu’elles doivent minimiser Ué’i’g a I’équilibre ¢lectrique. En utilisant les équations
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(45) et (46), ainsi que I’invariance par échange des indices d’atomes (et de coordonnées) du

= (2)
propagateur régularisé (T)0 il vient :

L, [oyind

Vv6=1,..,N, 0=[—tp
aps ),
éq

= (675)_1}36 _ z [(’75;)22)(?/;5)] (ﬁﬁ + ﬁﬁ) _ Eo(?a) (47)
=1
B+6

Les valeurs de dipdles induits a 1’équilibre ¢électrique doivent donc vérifier les équations

(auto-cohérentes) suivantes :

N
N1, - .. =@ R .
vs=1,..,N, (&) (ps)eq=Eo(r6)+;[(T)o )|, + i) )
B+
Le champ local Ejo(7%) = (&5)_1(;35)9(1 est donc la somme du champ imposé par

I’extérieur du systéme et des champs créés par les autres dipdles du systéme.

5.3.3  Définition du systéme linéaire matriciel a résoudre

I1 est en fait possible de calculer tous les dipoles induits a I’équilibre ensemble, en ré
exprimant les équations ci-dessus sous forme d’un systéme de N équations linéaires entre
vecteurs que I’on met ensuite sous forme matricielle. En effet, les équations (45) peuvent se

réécrire sous la forme :

wetw Y [(asylsaﬁ - @, )~ &m)]] ).,
B=1

=

(49)

By (70) + [G::)(()Z) (Fﬁd)] i

+

QR R

D™

Ceci peut donc se mettre sous la forme AX = ¥, avec A une matrice symétrique a 3N lignes et

3N colonnes, définie par blocs (3 x 3) et X et ¥ des vecteurs & 3N lignes et 1 colonne :
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@ -, & - —(T) W)\
izl —(T) o) (52)‘1 - =(F), @) (50)

|
._ |
—(T) (;:Nl) —(T) (FNZ) (ﬁN)—l /

((pl)eq (ﬁz)eq "(ﬁN)eq) (51)

et

N
- [ =< (2) i
By (1) + Z @), Y| ar
B=1" ’
B#1

~>
Il

N
— [ = (2) T
B+ Y (), 7)) e
= : (52)
B#2

B+ Y [B 6]
pon

Notons également que I’on peut aussi exprimer (46) sous la forme :
vé=1,. [(“a) 563"[(T) (Fﬁ5)(1——653)]] (8°), *‘#ﬁ)

= EO(?5)4—(§5)

(83)

et donc que I’on peut calculer les ((ﬁﬁ)eq +[jﬁ), puis les (ﬁﬁ)eq, avec une équation
matricielle du méme type (A)?’ = 17’) avec la méme matrice, mais un second membre plus

simple a calculer.

5.3.4  Expressions simplifiée de I'énergie induite a I’équilibre électrique

Compte tenu des équations d’équilibre (47), I’expression de 1’énergie induite

dipolaire a 1’équilibre électrique Ué’l‘g eq PeUt se simplifier :
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Uit eq = Z(ﬁmq(a“) g

——Z«pa)eq + i) Z [, (69, + i)

[?:ta
=D (FDeq + %) - B +5 ) Z - By (7)

a=1 a=1

N| =
“w‘w

Qr—l

N N
— 1 — -
Uiiteg =5 D B @) 5D — 5 O (FDeq + ) (@7 (F)eq — By(F)
a=1

a=1
N

- Z((ﬁ“)eq + %) - Eg(F*) + %ZN:

a=1 a=1

A% - Egp ()

HNgh

—_
=2

(54)

a=1

N N
1 o
Viinen = = 2, H*@ 1<ﬁ“>eq——2((p Jeq +il%) E(r“>+522 1% Eyp (767)

5.4  Expression analytique de la force

Rappel de notation :
- p¥, uf et r¥ sont les k**™¢ composantes, dans la base considérée, respectivement du
dip6le induit, du dipole permanent et de la coordonnée de 1’atome a.
- On distinguera la configuration actuelle avec des composantes d’indices minuscules
(i, j, k ...) de la configuration de référence avec des composantes d’indices

majuscules (I, J, K ...).

Calculons maintenant la force électrique totale (intérieure + extérieure) sur un seul
atome f3, en se souvenant que les (5%),, et les (i sont des fonctions des positions des atomes
et que 1’équilibre €lectrique n’est pas forcément 1’équilibre mécanique et donc que I’on peut

dériver aussi bien I’expression (54) que 1’expression (45) pour trouver 1’expression des forces
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¢lectriques a 1’équilibre électrique (ce que nous avons vérifié explicitement apres quelques

pages de calculs pénibles !). On a donc en utilisant (54) :

Fiﬁ = —ZﬁUé?g eq

N N

1 {4 a 1 a 1 {4 a 1 ﬁ a

=3 D D@ FVeqg +3 ) B@) T GDeq
a=1 a=1
N

1 ﬁ > ~a\ . (2

+§ ((p )eq+u )'EO(T )

Juy

a=

1 N A N
+EZ(<p“)eq RO Z

a=1

\ (55)
i - B (769)

/

??Mz

Compte tenu du fait que nous avons calculé les dipbles permanents en fonction des
écarts de position des atomes a la section 5.1.2, il est possible de calculer numériquement ou
analytiquement les Zﬁ(ﬁ“). Il ne nous reste donc « plus qu’a » calculer les |7iﬁ (P*)eq OU, de
fagon équivalente, les 7/ [(ﬁ‘s)eq + ﬁ‘s]. Pour cela, nous nous servons de la forme matricielle
AR =17 que nous réécrivons X' = (A=1)?" et nous définissons (A1) les N? sous-

matrices (3 x 3) de A=, Il vient alors :
1 -
vé6=1,..,N, (p‘s) +/1‘S = Z(A 1) a(E (#*) + (@%)~1a%) (56)

et donc :

V8,6 =1,..,N, 7’ [(ﬁé)eq +ﬁ5]
N

— z [Zﬁ(A_l)aa] (E’O(T-za) + (éa)—lﬁa)

=i (57)
£ @A (B + @)

Notons que les quantités l7f (/T‘l)aa peuvent étre calculées analytiquement gréace au fait que
0=/ (A4) = Vf (A4)A+ (A)7F (4) et donc que 7/ (A) = (AP (A)(A™),

106



puisque les éléments de \7;’3 (A) peuvent se calculer avec des propagateurs de type (7)83) dont

I’expression analytique est connue.

6 Déroulement de la programmation

Construction des Coordonnées géométrigues

Minimisation de W7 pour trouver 7@

(Champ extérieur ﬁ nul)

Calcul des g*™ 3 partir de la géométrie

- ele
Calcul de p=(™ : (gﬁl:rra . =0

3
pan) faln)

Minimisation de 7&(+1) .
(alpsiaﬁm'rabn

—a,‘-‘W);s:;n)' o = 0 (gradient conjugué)

Si non
Fa(n) — fa(n+1) Convergence

Bye.!dr.mlrebﬁ

Eul?ﬁ;—

<g??

fig 22. Algorithme de recherche de [’équilibre statique du systeme soumis a [’action d’un
champ électrique extérieur E
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7 Conclusion

Nous avons ensuite présenté un modele atomistique (codé en langage Fortran 9x)
permettant de caractériser les propriétés électromécanique de structures carbonés (le
graphéne, le graphite, les nanotubes de carbone, le diamant...). Le mod¢le dipole-dip6le qui
va nous permettre de calculer les dipdles induits résultant d’un champ extérieur que 1’on va
appliquer sur la structure. C’est par ’interaction entre ces dipdles induits que notre structure
ne sera plus en équilibre mécanique. La déformation de la structure est alors calculé a partir
de I’interaction entres les dipoles via le modele dipdles-dipoles, et par le potentiel d’AIREBO
qui va traduire toutes les liaisons entre les atomes (covalentes, Lennard-Jones..). Enfin, nous
avons utilisé les résultats de Dumitrica, Kalinin et Meunier et de Kvashnin et al. afin de
pouvoir ajouter les dipdles permanents créés par la courbure du matériau dans les interactions
dipolaires du modéle dipbles-dipbles. On utilise donc le coefficient de proportionnalité entre
les dipbles permanents et 1’angle de pyramidation avec fy = 0,487 e A/rad. C’est en rajoutant
ces dipdles créés par une hybridation des liaisons oz de chaque atome que nous serons

capable de simuler les effets flexoélectriques de la structure.
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Chapitre 4

Passage de I'échelle atomistique

a l’échelle des milieux continus



1 Introduction

Dans le chapitre 2, nous avons obtenu les équations reliant les variables mécaniques,
¢lectromagnétiques et thermodynamiques d’un milieu continu a partir de la méthode des
puissances virtuelles et des premier et deuxiéme principes de la thermodynamique. De
maniere générale, les variables telles que le tenseur de Cauchy du premier ou du deuxiéme
ordre ou les tenseurs d’¢lasticité sont connues expérimentalement en réalisant des tractions,
des flexions ou des torsions par exemple.

L’objectif de ce chapitre est d’établir la connexion entre la théorie des milieux
continus présentée dans le chapitre 2 et le modele atomistique présenté dans le chapitre 3.
C’est a partir de la configuration d’équilibre de notre systéme d’atomes que nous allons
extraire les champs continus tels que 1’énergie interne, les contraintes, les déformations ainsi

que les tenseurs intervenant dans les équations constitutives.

2 Développement limité de la transformation

Dans ce paragraphe, nous allons développer la transformation y qui permet de passer

de la configuration initiale . a la configuration déformée 7.
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fig 23. Déformation du domaine par la transformation y de la configuration initiale 2 a la

configuration finale 2

Soit un référentiel R; dans lequel on a choisi un repére constitué¢ d’une origine et de la base
cartésienne orthonormée : % =(€,€,,€;). Soit 2, une partie quelconque d’un systéme
matériel donné. On designe par % la configuration de 2 a l’instant initial et par Z, sa

configuration a I’instant t. On a ainsi :

Considérons deux points matériels M et N occupant a I’instant initial les positions M, et N, .
Soit M, et N, les positions respectives de ces deux points a I’instant t. Posons :

ON,=Y=Y,e, ON,=y=y.e,

p-p

Le but est maintenant d’exprimer le vecteur M, N, en fonction du vecteur M N, :

M,N, = y—x
= 2(Y, )= 2(X,1)
En projection sur la base %, on obtient :

V=% = 7YY Y ) = 2 (X, X, Xa 1), 1=1,2,3
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Lorsque H\? —YH tend vers 0, on peut développer y par le développement de Taylor suivant :

Xi (Yl’YZ’YS’t) = 2 (X + (Y, = X)), X, + (Y, = X)), X, +(Y3 - Xs)’t)
aZi(Xl’ Xy, X3,
oX

= (X0, X5 X 1) + Yy, -X,)

P
L 10X X, X, ()

)
Yo = Xp)(Yg — X
2 axpaxQ ( P P)( Q Q)

T a0,

Ou ¢ est une fonction qui tend vers 0 lorsque Y; tend vers X, .

On peut alors introduire deux tenseurs qui dépendent du point M, et de t. On peut les écrire

dans la base .# de la fagon suivante.

oy, o 0’y 0°x,
Fy = A et Gy = 4 I (6)
X, X, OX ;0K OX,;0X¢

On peut alors réécrire I’expression du développement limité sous forme indicielle, jusqu’a

Pordre 2:

(MN,), = Fy (Mo, ), + G (MgNy), (MoN), ©

Appelons maintenant M le centre de gravité du systeme a étudier dans la configuration non

déformée et M le centre de gravité du systéme dans la configuration déformée. Soit un atome

S, 0n poser” lacoordonnée de composante i de I’atome f# dans sa configuration déformée

et R/ la coordonnée de composante i de I’atome £ dans la configuration non déformée.

(M =/ —t" =0f - OM, (8)

G, R"RY/
(M= F RV ¢ D) K

)
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3 Représentation graphique des gradients de la transformation

Pour une meilleure explication sur le role de F, et de G, dans la déformation, nous
allons représenter graphiquement leur influence dans la déformation 2D d’un maillage carré
ou la position est calculée par I’équation (9), avec des tenseurs F et G constants. Sans
déformation, le tenseur F vaut I’identité et le tenseur G est nul.

1
0.8
0.6
0.4

0,2

fig 24. Maillage sans déformation

Le titre de chaque graphique correspond aux parametres que I’on va changer par rapport aux

paramétres initiaux. Par exemple, si le titre de la figure est « F, =a G, =b » alors on
rajoutera la composante F, =a au tenseur identité F et le tenseur G aura comme seule
composante non-nulle G,,, =b. Onaalors :

bR/R/

B _ B B
= 11R1 +F12R2 +

AR B
GlZZF;Z Rz — R1ﬁ+aR2ﬁ+

avec comme origine le centre du maillage.

117



F21=0.5 F12=0.5

-1 0 1

X
X
F21=0.5 F12=-0.5 3 F11=0.5
0.5
>~ 0
05
-1
05 0 05
X X

fig 25. Représentation des déformations du premier ordre (G=0)

Le terme F,, donne la pente du maillage des lignes d’équation X =F_,Yy, tandis que F,
change la taille du maillage selon X . Le graphique en bas a gauche nous montre que lorsque
F,, =—F,,, on obtient clairement une rotation du maillage. Cette propriété peut étre expliquée

par la décomposition polaire de F : lorsque F est antisymétrique alors la déformation pure U

vaut I’identité (le systéme n’est pas déformé) et il ne reste plus que la rotation : F=RU=R
avec U=Id.
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G111=0.5 G111=-0.5 G222=0.5 G222=-0.5
1 1

1 | 05
05 05 1
05 0
> 0 > 0 > | >
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05 0 05 1 4 05 0 05 4 05 0 05 1 4 05 0 05 1
X X X X

G112=-0.2 G212=0.2 G112=-1G212=0.2
1 iR 1 :

-1 0 1

G122=0.2 G211=0.1

Ty Hisrearsanannnresnses]
H AR ‘
R 4}?
e
-1 05 0 05 1
X X X

fig 26. Représentation de déformations du deuxieme ordre

On s’apergoit que le second gradient de la transformation G permet de déformer le maillage

en le fléchissant, on fait alors apparaitre une courbure x et un angle de déflection « :

fig 27. Représentation des grandeurs caractéristiques d 'une déformation due au second
gradient de transformation G

On suppose que le maillage non déformé avait une longueur L selon I’axe X et une longueur h

selon I’axe y (qui sont égales a 2 dans la fig 24). Le tenseur G permet alors des déformations
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non homogenes dans le maillage. Par exemple, les composantes G,,, et G,,, donnent la

courbure des lignes de maillage. La composante G,;, =G,,, va changer la pente du maillage
en créant un angle « avec:

tan(ﬁj _ Gk
2 2

De plus, a condition que I’angle o soit petit o =G,,,L et on peut montrer que si les lignes

courbées du maillage sont perpendiculaires aux lignes représentant la section du maillage
(lignes paralleles a I"ordonnée lorsqu’il n’y a pas de déformation), alors nécessairement

Gy, =G, =k

4 Expressions microscopiques des variables de la mécanique des

milieux continus

Dans ce paragraphe, on va considérer le systéme en 1’absence de champ électrique
extérieur. Le potentiel électrique sera donc nul et seul le potentiel AIREBO contribuera au

calcul des variables des milieux continus.

4.1 Définition et calcul des forces internes et externes

Considérons un systeme isolé de particules S contenant une région intérieure A
contenue dans une région B tel que S=A+B. On identifie les positions des atomes de chaque

partie par :
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RAz{R“

aeA} w%{RﬂﬂeB} (12)

Selon les différentes parties, on peut décomposer 1’énergie potentielle des interactions

internes U par :
UARIA r®) =UAr ™) +UB(r®) + UACR (rA,r®) (12)

Ou r?et r® donne la position des atomes dans la configuration déformée de A ou de B. U*
et U® représentent respectivement 1’énergie de la partiec A et celle de la partie B et U*®
donne I’énergie d’interaction entre ces deux parties.

Si S est isol¢ alors les atomes du systéme entier S sont a 1’équilibre lorsque :

AB(TA By
_M =0 ol y e S (13)
or’

fro
Par définition, U”donne I’énergie interne de la région A et U*“® représente 1’énergie
provenant d’interactions avec 1’extérieur de A, donc due aux interactions entre les atomes de
la région A et de la région B. En I’absence de forces provenant de I’extérieur de S et a

I’équilibre, on a :

COUA(r") aUAR(rAr®)

fe=0= _
or” or”
ou™(r*) U™ (rtr®) (14)
T ae o
_ .Fint,a +fext,a

Dans cette expression, nous avons décomposé la force totale s’exergant sur un atome ¢ de la

région A du systéme S isolé, en une force interne f ™ et une force externe f <.

4.2 Méthode de Cauchy-Born simple et étendue

4.2.1 Principe de la méthode

Afin de faire la connexion entre 1’approche atomistique et I’approche de type milieux

continus, on va utiliser une généralisation de I’hypothese de Cauchy-Born locale.

121



Pour étudier I’élasticité d’un cristal, Cauchy fit ’hypothése qu’a tout instant la
déformation est la méme pour chaque atome dans le réseau. La relation entre la position d’un
atome dans 1’état déformé et la position de cet atome dans 1’état non déformé s’écrit alors :

v ’=FR’
ou le tenseur F est le méme pour tous les atomes.

Plus tard, Born montra que la méthode de Cauchy est trop restrictive car elle ne peut
pas décrire la dynamique a température fixée de la plupart des cristaux. Born étendit la
méthode de Cauchy a une température non nulle en ne I’utilisant pas pour les positions
instantanées mais pour la position moyenne des atomes a 1’équilibre. Born considéra aussi le
cas des cristaux avec des motifs non triviaux en rajoutant une déformation interne associée au
mouvement relatif des sous-réseaux [1], [2]. L’étude de Friesecke et Theil sur la validité de la
méthode de Cauchy-Born a montré que la méthode fonctionne tant que la déformation reste
suffisamment homogeéne a 1’échelle de la taille des cristaux [3]. Dans le cas ou la déformation
n’est plus homogene, on pourrait utiliser par exemple ce qui s’appelle « the quasicontinuum
method » développée par Tadmor et al. [4]-[6]. Cette méthode permet de coupler la méthode
continue et la méthode atomistique de facon un peu plus élaborée. Lorsque la déformation est
homogeéne dans un certain sous-ensemble d’atomes, il est plus rapide de ne pas considérer
tous les atomes explicitement et de supposer que tous les atomes du sous ensemble vérifient
I’hypothése de Cauchy-Born. Cette hypothese permettra de gagner en temps de calcul pour les
forces et les énergies entre les atomes. 1l est donc plus judicieux de faire une interpolation sur
le sous-domaine en utilisant la méthode des éléments finis par exemple. Lorsque ’on se
trouve dans un domaine ou 1I’on ne peut plus considérer que la déformation est uniforme, on
va plutét prendre en compte tous les atomes dans les calculs et faire une simulation
atomistique avec ces atomes. Cependant, cette méthode d’homogénéisation ne fonctionne plus
pour des matériaux cristallins tels que le graphéne ou les nanotubes de carbone. Lu a étudié
I’¢élasticité des nanotubes sans prendre en compte les effets de courbure du tube [7]. En effet,
le gradient de transformation décrit le comportement tangentiel a la surface (voir fig 28). Pour

pallier a ce probleme, différentes méthodes ont été proposées par Friesecke et James qui

122

(15)



utilisent la méthode de Cosserat [8] ou par Arroyo et al. qui utilisent une méthode qu’ils
nommerent « la régle exponentielle de Born » (application de la géométrie différentielle par
une application exponentielle [9]) ou encore par Sunyk et Steinmann qui supposérent que le
gradient du gradient de transformation est constant [10]. Park et al. [11] utilisent la méthode

de Cauchy-Born locale pour traiter les effets de surface.

fig 28. le gradient de transformation ¥ décrit le comportement tangentiel a la surface, pour
décrire la courbure, on compose par une application exponentielle. On a alors

W =FWet A=exp, (W) (voir [9])

Dans notre étude, nous avons choisi d’utiliser « la méthode de Cauchy-Born étendue
et locale » développée par Sunyk et Steinmann [10] afin de faire le lien entre approches
atomistique et continue dans des structures carbonées. On décompose le volume du matériau
en VERs (Volumes Elémentaires Représentatifs) suffisamment petits pour que le gradient de
déformation puisse étre constant et suffisamment grand par rapport a 1’échelle atomique pour
que les moyennes sur tous les atomes ne changent pas de facon appréciable si on ajoute ou
enléve les atomes d’une maille élémentaire. On suppose que les tenseur F et G sont constants
sur un domaine centré en M :

G, R{’R"

iKL

VBeVER " =F,R" +
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4.2.2 Détermination de F et G par la méthode des moindres carrés

Puisque la matrice représentative de F contient 9 coefficients et le tenseur G en
contient 27, on a 36 coefficients a déterminer. Nommons ces coefficients de la maniére
suivante : {FU,GUK; i,J,Ke 13 }

Pour trouver les valeurs de F; et G, correspondant aux valeurs moyennes des
déformations issues de la simulation atomistique, Il faut minimiser la somme des carrés des

distances des atomes appartenant aux VER a étudier :
Vie 13

2
N
a a C;i a a
Xiz(Fi]rGi]K): § (Xi _ZFL]XJ _z Z - X} XK>
a=1 J=1,3 J=13K=1.3 2

Ou x” estla coordonnée de I’atome « de composante i.

Matriciellement, y,*> peut s’écrire :

27 =" (AX)AX =TXTAAX =TXNX

avec

1
A= xEoLxgL XN X =| F,
XIXE LXEXE. XNMXN Gix

Le minimum de y2(X) est alors atteint lorsque X est un vecteur propre correspondant a la plus

petite des valeurs propres de A. Remarquons que N étant une matrice définie positive (puisque

N = "TAA), ses valeurs propres sont forcément toutes positives.

Prenons alors ’exemple de la flexion d’un nanotube de carbone, situé initialement
sur I’axe X;, auquel on impose un champ extérieur EO dans le plan (x1 xz), a un angle de 45°
par rapport a I’axe X, du nanotube non déformeé et bloquons les atomes du premier anneau.
Par la méthode des moindres carrés on trouve F, et G, en remarquant que le tenseur F est
assez proche d’une matrice rotation et que les composantes de G ayant les composantes les

plus grandes sont G,,, et G,;, =G,,, qui sont les composantes qui traduisent la flexion dans le
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plan des axes x, et x,. Lorsque I’on fait varier la norme du champ électrique extérieur, on

obtient la fig 29 :

& -3
1.4 x10 : .

1.2} .

—~ 08} i

G(2,1,1
N\

0.6} e :

0 L 1
0.05 0.1 0.15 0.2

EOx=EQy

fig 29. Variation de la composante G,,, (en A™Y) par rapport au champ électrique extérieur

(en V | A) d’un nanotube de carbone (10,0) d’une longueur de 12,39 nm

La courbure donnée par G,,, est donc bien d’autant plus grande que le champ électrique

extérieur augmente. On peut aussi remarquer que les composantes G,;; et G, =G,,, ont une

relation de proportionnalité comme le montre la fig 30.
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fig 30. Variation de la composante G,,, par rapport a la composante G,;, =G,,, lors de la

flexion d’un nanotube de carbone (10,0) d’une longueur de 12,39 nm

En faisant une régression linéaire, on remarque alors que :

Gy, =Gy # =Gy, €t G,y =K

ou « est la courbure moyenne du systeme. Comme expliqué dans le paragraphe 3, cette
égalité signifie que la fibre neutre reste bien perpendiculaire a la section. 1l n’y a donc pas de

cisaillement.

4.3 Calcul du tenseur des contraintes

Dans le chapitre 2, nous avons obtenu les équations permettant de faire le lien entre
I’énergie interne et les variables macroscopiques telles que les tenseurs de contraintes ou le
champ local. Dans le chapitre 3, nous avons vu comment nous pouvons calculer les énergies
potentielles U entre les atomes d’un systéme a partir du potentiel AIREBO et du potentiel

électrique traduisant les interactions dipolaires. C’est a partir de I’énergie de Helmholtz par
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unité de masse y et I’énergic potentielle U que nous ferons le lien entre 1’approche

macroscopique et I’approche microscopique. Nous posons donc :

U

pol//:v

0, etV donnent respectivement la densité massique par unité de volume dans la configuration

de référence et le volume du systeme étudié.

A partir de I’hypothése de Cauchy-Born étendue et locale, on suppose que F et G
sont constants dans le VER dont le centre est le point M (mais pas forcément les mémes que
dans d’autres VERS) :

G RYRM
VB eVER M =F R} +IKL%
On en déduit directement les dérivees partielles suivantes :

arlaﬂ ~ arlMﬁ _arlMa
an th th

=(R" -R"™)s;

oy

lj

8r|/1(5 8I’|M5 8r||v|/1 ~ { R&MREM ~ RKMARI[\MJ
2 2

4.3.1 Tenseur des contraintes du premier ordre

Dans le chapitre 2, nous avons prouvé que :

oy (F)
i1 =P o oF,

En utilisant 1’équation (21), on fait alors le lien entre les variables atomistique et les

variables continues :

_ oy (F) iaU({ aﬂ} Uy araﬂ 1 af MB _ pMa
TR, o, ;Z o oF, 2V, ; W(RY -RY)
af azf

On peut alors calculer le tenseur de Cauchy par la formule :
o; =J7'PFy et J =det(F)
dont on peut vérifier qu’elle peut encore s’écrire :
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--=— > (" =) (28)

a,peA
a¢ﬁ'

4.3.2 Tenseur des contraintes du second ordre

De méme, on calcule le tenseur des contraintes mixte du deuxiéme ordre :

op(F)_1aUu(r”) 1 ou. o’ 1
P(Z)_ int _ f_aﬂ RM,BRMﬂ_RMaRMa
K=PToG TV oG, ;ﬁ“z;‘ o’ oG, AV, %A 7 (RRY -RERY) (e

4.3.3 Lien entre les forces interatomiques et les forces internes

Le calcul du tenseur des contraintes d’ordre 1 ou d’ordre 2 nous impose le calcul de
chaque force entre chaque paire d’atomes. Par souci d’efficacité et de rapidité pour les calculs
numériques, nous allons exprimer ces tenseurs par rapport a la force interne f,™. En effet, si

le systtme contient n atomes, alors il faudra calculer n(n—1)/2 forces si on utilise les

équations (26)-(29) alors que utilisation des forces internes ™ ne nous demanderait que n
calculs.
1 1
P, = f“ﬂ RM'B RM“ — fP(RMF) - — f P (RM
; ZVM;A ( )= zvoa,,;zeA' (RY) 2v0a,ﬂZEA' (RY)
a#f a#p azf
:__zflntﬁ(RMﬂ)__Zflnta(RMa) (30)
0 peA 0 achA
T ()
0 BeA
Q (24 o 1 Q, 1 Q o o
PR =— Z O (RERY —RY“RM ) =— 3" F/RIRM —— % fURIR
0 a,feA 0 a,peA 0 a,peA
a#f} a#f} a#f} (31)
— z flntaRMaRMa
2Vo aeA
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4.4 Calcul du tenseur d’élasticité

On utilise la dérivée partielle pour trouver le tenseur d’¢lasticité mixte que nous
établissons a partir des équations constitutives que nous avons données durant le chapitre 2 et

ses annexes. On a :

D_@P

=— 32
oF (32)
En utilisant les mémes régles de calculs que pour P, on obtient
i int, 3 M3
o V2R 33
i 0 BeA a a
Dy =2=-= == Z Kikﬁ(RJM )(RLM) (33)
8Fk|_ aFkL Vo a,,l;)eA
avec :
GZU - afi int,a »
=— =K 34
or“or/ ol Y (34)
Pour le calcul du tenseur d’élasticité mixte D, on doit donc calculer numeériquement la
Hessienne Kiok‘ﬂ du potentiel AIREBO pour chaque paire d’atomes de A, au voisinage des
positions d’équilibre.
Enfin, pour trouver le tenseur d’élasticité ¢, on peut appliquer la formule suivante :
_ FjJ F DiJkL _ (35)

Ciju = det(F) kOl

4.41 Application pour un nanotube de carbone

Afin d’illustrer nos résultats, on va faire un test de traction sur un nanotube de
carbone en utilisant les équations (28) et (35). On prend dans ce cas un nanotube de carbone
(10,0) d’une longueur initiale (sans déformation) de 123,92 A, contenant exactement 1200
atomes. L’axe du nanotube est orienté suivant 1’axe 1. Dans 1’expérience suivante, on va créer

deux encastrements en bloguant le premier et le dernier anneau du nanotube de carbone apres
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- Y4 - -, . - -, . —_a -, . -
avoir créé une traction sur le nanotube en changeant la position initiale R par la position r

a _ pa a
r“ =R +eR;]
108
2 - 10 T T T T T T T T T
187} < R 1
y =9.87e+11'x + 8.19e+03
16} ( ]
14} ]

-
N
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o
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fig 31. Relation entre la déformation imposée et la contrainte o,

On trouve un coefficient de proportionnalité entre la contrainte et la déformation de 0,99 TPa.

Or, si on utilise la loi de Hooke, on a:
E=— (37)
Le module d”Young axial vaut donc environ 0,99 TPa. Ce qui est conforme avec les tests déja

faits dans la littérature. [12]

Notons qu’en utilisant directement les équations (33) et (35), on peut trouver le
tenseur d’élasticité ¢ directement. On remarque alors qu’un nanotube de carbone (10,0)
présente une isotropie transverse dans sa direction longitudinale. En effet, on retrouve la

forme caractéristique de la matrice d’élasticité ¢ en Pa:
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113 0.04 004 O 0
004 045 014 O 0
004 014 045 O 0
0 0 0 031 O
0 0 0 0 05
0 0 0 0 0 05

o O O o o

On a ainsi obtenu une matrice caractéristique d’une isotropie transverse selon son axe

longitudinal de la forme :

Tu Cunn Cuze  Cuz 0 0 0 én

%2 Cizo Cozo Cooss 0 0 0 €22

33 | Cuz Caas Con 0 0 0 €33
\/5623 | o 0 0 Chp —Cps 0 0 \/5523
\/50-31 0 0 0 0 2C,51, 0 J2. £y
\Ealz 0 0 0 0 0 2¢,, )| 2 £

Cette matrice nous donne donc toutes les constantes matériau usuelles comme les modules
d’Young ou les coefficients de Poisson. On a ainsi obtenu un module d’Young orthoradial de
0,45 TPa et un module longitudinal de 1,13 TPa. Nous obtenons donc un module d’Young
axial légeérement supérieur au module d’Young du test dans lequel on a imposé la
déformation. Ceci provient du fait que lorsque 1’on fait une variation de la position pour
calculer les dérivées numériques, on ne reoptimise pas la géométrie de la structure. Cela
pourrait €tre aussi dii au fait que nous n’avions pas pris en compte les déplacements internes
du matériau. De plus nous n’avons pas pris en compte les effets de surface dans la méthode de

Cauchy-Born [11].

La fagon dont on calcule la Hessienne i lors de I’application de 1’équation (33) demande

beaucoup de calculs (2x3xnb_atomex(nb_atome —1)/2 calculs de la force), afin de
réduire considérablement le nombre de calculs, on peut aussi dériver numériqguement

I’expression donnée dans 1’équation (32).

S ob, _ P, (R +&)—P,(F —¢)
U BR, 2¢

D

Cette méthode ne demanderait que 18 calculs du tenseur des contraintes P donc

18 xnb_atome calculs de la force.
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5 Passage de l’échelle microscopique a I’échelle macroscopique

pour la partie induite par le champ électrique extérieur

Comme nous 1’avons vu dans le chapitre 3, 1’énergie supplémentaire (par rapport au
calcul avec le seul potentiel AIREBO) due a la présence d’un champ électrique extérieur

vaut :

ind (26 =6 =8 E (=6 N I . ova & .
Udip (I’ VP 'Eo(r )):Ezpa(aa) pa_EZZ(p+IL1) 'Epﬁ+ﬂﬁ(rﬁa)

a=l a=1 p=1
(@) " peep fra 38)
NG, U L e
S (p+a) B F )+ Y N i E,ﬁ(r )
a=1 20::1/3:1 #
p+a
avec : = - ~ 2\(2)
Epﬁmﬁ(rﬂ“):Eﬁﬂ+ﬁﬁ(raﬂ):E(r“ﬂ,pﬂ,ﬁﬂ):(Tj (F?)(p’ +1") (39)
0

Pour simplifier, nous noterons simplement : Ephﬁ,} (F#) =T (F)(p+a)’

C’est a partir de cette énergie que nous allons calculer le champ local du chapitre 2, puis le

tenseur de flexoélectricité, a partir des équations constitutives.

5.1 Les énergies électriques du VER

Dans cette partie, on construit [’énergie totale d’un Volume Elémentaire
Représentatif, ou VER, comme sous ensemble du domaine d’étude 2. En utilisant I’équation

(38) et en supposant que les n premiers atomes appartiennent a ce VER, on a 1’énergie totale

U ind VER

due aux dipdles électriques induits et restreinte au VER, notée U g, qui correspond a :
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U™ = —Zp (@)X Y (pra) ()23 S E L (1)

a=l§=l a=1p=1
n N . (40)
_Z Z (ﬁ+ﬁ)a Epﬁ+pﬁ (Fﬂa)_Z(p+ﬁ)a Eo(ra)
a=1 f=n+1 a=1
Exprimons maintenant le fait que chaque atome & du VER est a 1’équilibre dans une
population donnée de dipbles permanents g, soit en utilisant 1’ équation (40) :
Vo=1,--,n
aU(IjTgE\;ER 2o\t s o Fesyn L oV LN (vas N o B E (w6
— 2= (@) P -y TP (p+a) - DT () (p+a) Z )(p+a) -E(r?)
ap 2ﬂ:1 2(1:1 B=n
ﬂ;:é‘ a+d
(41)

Conformément a [’équation donnant [’expression du dipdle dans [’équation
d’équilibre trouvée dans le chapitre 3, on vérifie que I’on obtient bien la méme équation si on
dérive 1’énergie du systéme entier au lieu de celle du VER, ce qui montre que les dipbles
induits sont toujours a 1’équilibre quel que soit le VER que I’on choisit. Chaque dip6le induit
p° du VER est donc une fonction des autres dipdles du systtme entier
{p’+4’,p=1...,N; B#5} et du champ extérieur et dépend donc de Iextérieur. On
construit ensuite I’énergie interne (énergie potentielle des interactions entre constituants du
VER) et I’énergie externe (énergie potentielle des interactions avec 1’extérieur) du VER. Dans
I’expression de ’énergie totale du VER, on obtient I’énergie interne en ne retenant que les
interactions entre atomes du VER. L’énergie des actions de 1I’extérieur du VER sur celui-ci est
alors I’ensemble des termes restants dans 1’énergie totale de VER. On partitionne ainsi

I’énergie totale due aux dipdles électriques et donnée par (40) de la maniere suivante :
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in 1n—'a “af—'aln C =, =\ = = pa 1nn—'a_’ = pa
= S @) 1S S a0 S ()
Pra

_ [ 1ind VER,Int
- Udip

(42)

n —

33 (eaf £, ()= 3 (54 i) E,(7)

a=1 f=n+1

_ yyind VER,Ext
= Ugip

5.1.1 L'énergie extérieure dipolaire du VER

Les deux derniers termes de 1’équation (42) correspondent a 1’énergie des actions
mécaniques extérieures au VER sur celui-ci. Ces actions sont les actions mecaniques a
« longue » distance entre les dipbles électriques extérieurs au VER et le champ imposé par
I’extérieur du systéme global et les dipdles inclus dans le VER, que 1’on peut réécrire de la

maniére suivante :

UE e (1) By (70),77) =3 > (p+ )" €y (%)= 3 (5 + ) E,(F)

a=1 f=n+1 a=1

=—2(ﬁ+ﬁ)a'{ﬁo(f°‘)+ > Eﬁm,«,ﬁ(f”“)} 43)

L=n+1

=Y (P ) B ()

a=1

ou E\ﬁ correspond au champ électrique créé au point 7“ par ’extérieur du VER (ou par le

VER) c’est a dire dii aux dipdles électriques extérieurs au VER et au champ extérieur E ) -
— N — —
E..(F)= ,;_Zn:uEpﬁ“]ﬁ(r ) |+E,(F*) (44)

Ce champ électrique peut étre interprété comme étant le champ électrique extérieur appliqué

aux atomes du VER de la méme fagon que EO représente le champ imposé par I’extérieur du

systeme total.
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5.1.2 L’énergie interne dipolaire du VER

L’¢énergie interne due aux dipdles €lectriques induits du VER correspond aux deux

premiers termes de 1’équation (42) que I’on peut réécrire de la maniere suivante :

in nt| =6 =5 =6 1n—~a <o\t =a 1< $ = —-\a = = Ba
Udis,VER,It o, B0, i :_Zp -((Z ) P __Z Z (p+ﬂ) 'Epﬂ+-ﬂ(rﬁ )
_pAo 2 a=1 2 a=1 f=1(za) #
103 = e
HS LA B (T
a=1p=1
p*a
19 A =a 1< \ “(*aﬂ) = =\ = =\/
=-2(@) prept -2 > T(r):(p+ i) ®(p+A)
2 a=1 2 a=1 f=1(za)
L (45)
=YY AE, (F)
2054
pra
13 v\ 1. =a =a l1&vs =af =a =f
=3 (@) pr@p =Y. > T(r): p ®p
2 a=1 2 a=1 -1
Pra
S (per) B OH i O
a=1 =1 2
P*a
ou : et A correspondent respectivement au double produit contracté et au produit tensoriel.
Cette énergie interne due aux dip6les est fonction des variables internes objectives suivantes :
- les distances interatomiques 7% =7’ - 7 entre les atomes o et B
- les dipdles induit et permanent p“ + @i“ de chaque atome o, ot o = 1,...,n
5.2  Calcul des tenseurs macroscopigues
5.2.1 La polarisation
La polarisation macroscopique P est la densité volumique de dipdles. Elle peut donc
se calculer par :
= 1 & e
P=o—2(P+H) (46)
VER a=1

ou V| est le volume du VER.
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5.2.2 Lechamp local

Dans cette partie, en plus de la notation vectorielle, on adopte aussi une notation
tensorielle avec une sommation implicite sur les indices romains. Dans la configuration

actuelle, le champ local est défini par :

LEJZ_ 1 (auérils,VER,intj .
VVER 5Pk FG ( )

ol U'H™ est I”énergie interne du VER.

Compte tenu de la séparation que nous avons faite entre 1’énergie des liaisons
décrites par le potentiel AIREBO et I’énergie provenant de l’action directe et indirecte
(induite) du champ électrique extérieur au systeme, seule I’énergie interne électrique dépend
de la polarisation électrique et I’expression du champ local se réduit donc a :

ind VERint ([ ra —a waf
LE;—:— l aUdip (p ’/’l ’r )
VVER aPk

(48)

F.G

Nous allons maintenant chercher a exprimer “E, a partir des variables microscopiques.

Dans le calcul du tenseur de Piola-Kirchhoff, nous avions fait ’hypothése que le
tenseur G était constant dans notre VER. De méme, afin de calculer le champ local, nous
allons avoir besoin de faire une hypotheése d’homogénéisation sur la configuration électrique
de notre systéme. Nous ferons I’hypothése que les variations de dip6les par rapport a la
configuration d’équilibre en 1’absence de champ extérieur, sont constantes dans le VER, pour
une nouvelle situation d’équilibre donnée, correspondant & un champ électrique extérieur E o

donné.

1 oU ind VER,int ( r)a , ﬁa' Faﬂ)

LET _ _ dip

' Vier 0P

F.G
ind VR A VER N (49)
Ly Mo 5 V™ o 5 Uiy o
Vier | atn OBy 0P = ou’ 0 , arkaﬂ oP
=0
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op ou’
On doit alors calculer les termes P ot | He |
aP F.G a'P| F.G

i
Nous avons vu que g dépend seulement de la déformation du systeme, et donc seulement de

F et G, donc % =0
aP F.G

GPSJ _ VierY% :
£G

» Montrons que (
n

La polarisation macroscopique P est définie par :

— 1 n ~ a
P=\/—Z(p+u) (50)
VER a=1
Soit une fonction ?(E,{(ﬁﬂj)“}) = P—\%zn:( p+4) =0
i=1

Lorsqu’on dérive la fonction f par rapport & ses variables {( p+ ﬁ)“} , on obtient

of, — (/% \a op 18.0(p/+4f) on 1
— 1 _(p, el = i -=6,=0
8(pf‘+u£‘)(P {(p”‘) }) o(pg + ) V;a(pﬁus‘) o(py+u) vV

On obtient alors 1’identité suivante :

OB _ 4

6( P+ /UL?) B Vier (51)

En dérivant f par rapporta P, on trouve aussi :

n o B B n o B b
:E_lz(p.%u.) @j_lz(p.ﬂl.)
OP; Vi 721 op; (= oP;

J

Pl )

On obtient alors ’identité :

v o(pf +ul
;(G—PJ) :VVERé‘ij (52)

D’autre part, en supposant que les dipdles sont €gaux entre eux et sont aussi €gaux a la valeur

moyenne macroscopique du dipdle, on pose : p; =(p,) V& e VER
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Ou < ) correspond aux valeurs moyennes des vecteurs.

On obtient alors le résultat annoncé :

n

"6(p+u)i’=a[;(p+”)z]_ o((p.) _ o(p)y

;‘ OP. OP. OP. OP.

J ] J J

Onaalors:

En utilisant les équations (45), (49) et (53), on obtient :

S ol A S
! VVER apff aR apla

a=l,n n a=l,n

8 ind \VER,int n 1 n n g
dip _ —a T ha T (Fe ¢/
avec e _a=1(a )ij of ;;[T(r T )lj(er,u)j
a#f3

Et donc:

:% ST )]

)a et f=1..n

=% S [T (1)

18
(p+;u)1ﬂ __ZEIZc,j
) n a=1

Notons qu’il ne semble pas anormal de trouver que le champ local (macroscopique et
continu) défini dans les articles de Maugin et ses collaborateurs soit différent de la
moyenne des champs locaux microscopiques et discontinus introduits dans les

approches atomistiques, puisqu’au chapitre 2, on a vu qu’en statique et en 'absence de
champ local macroscopique d’ordre, on doit avoir éfEﬁ =&+ LEiT =0, ce qui veut dire que

le champ local (macroscopique) est opposé au champ de Maxwell (champ électrique

macroscopique).
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5.2.3 La constante diélectrique

On peut calculer la constante diélectrique par la définition suivante :

oF

En utilisant 1’équation (54), on a:

[aLEIj FEN G (apfj
R ), n opy P )6

On utilise ensuite (53), on obtient :

On peut noter que cela ressemble bien a une sorte d’équation de Clausius-Mossotti
généralisée, puisque dans le cas d’un cristal (cubique par exemple) dans lequel tous les

atomes ont le méme tenseur de polarisabilité® :

— V ER = = -1 i
(@)t :1 = (eo(er — 1)) +g

ou L est le tenseur des facteurs de dépolarisation de Lorentz, normalement défini par ([13]) :

1 -7 _
# —®d5ext
S

N 41 6(.’7) |F’ — F|3

[al]

Or on peut encore écrire :

 Dans le cas d’un cristal cubique avec des polarisabilités isotropes, on doit avoir L=1/3 pour retrouver
’équation de Clausius-Mossotti habituelle : o = 350%?;2
.
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]

1 7 =7 — = =7
T @ = [[| Vo
V(@)

~an g 1P 7P e E

—off] T pav
V()

A comparer avec ce que 1’on peut obtenir par identification de (58) dans (57) :

Vi nn o 18 n o vV
I_":g(,%;/;ﬁ(r ,rﬂ)]“:gOH; ;[T(r ,rﬂ)]“%
pra Bra

Tout se passe donc comme si nous calculions le facteur de dépolarisation comme moyenne

des intégrales discrétisees, calculées en prenant pour centre chaque atome du VER.

5.2.4 Letenseur flexoélectrique

Pour obtenir les coefficients du tenseur flexoélectrique, on calcule la dérivée du
champ électrique local par rapport au tenseur G :
1 62U int aLET
_ i

"V P0G, Gy

En utilisant 1’équation (54), on a:

a=1 =1 I a-1
fix = 2, o oG
k

KL

De méme qu’au paragraphe 4, on utilise la méthode de Cauchy-Born étendue en supposant
que le gradient de la transformation d’ordre 2 est le méme au point M qui est le centre du

VER. On rappelle I’équation (22) :

L G MbpM b
HTVER rIM":FSRJM“—'KLR; R

or/
G,

_ pMipMi
=R("R,

Donc
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- hag ’ . A —a "ﬂ . ’ .
Puisque le propagateur T est symétrique et le propagateur VjT(r ,F7) est antisymétrique,

on obtient :

n

i ZnZ{ZZ((WT Fe,rh )(p+ﬂ)f+(f(ra,rﬂ))ik(V?(p+ﬂ)f))+2(07a)EV?#E’}RQ"%R[’” (66)

A=1| a=1 g=1 a=1

Dans cette égalité, il est utile de remarquer qu’il existe deux catégories de composantes : I’une
est proportionnelle aux dipdles induits et & leurs gradients p* , V*p® qui dépendent du champ
électrique extérieur E , €t des dipoles permanents et 1’autre est proportionnel aux dipdles
permanents et a leurs gradients qui sont fonctions de la déformation de la structure.

Les termes proportionnels a p'“ correspondent aux termes suivant de 1’énergie interne

exprimée en fonction des variables P et G, u'”‘(PG ) A PP, G, +... qui reflete

ijKL JKL

un phénomene que nous qualifierons « d’électro-flexostriction » (pour indiquer une

déformation de flexion proportionnelle au carré du champ appliqué). L’autre composante est

proportionnelle & la polarisation permanente P™™ qui est aussi fonction de la déformation de

la  structure. FElle correspond aux termes suivants dans 1’énergie interne

u'"™ (Ppe”" G.. ) fi PP G, qui reflete la flexoélectricité (c’est a dire une polarisation

electrique P"*™ induite par une déformation de flexion G

Les coefficients du tenseur flexoélectrique limité au 1° ordre du développement sont
donc les termes faisant intervenir les dipbles permanents seulement (dans une configuration
mixte) :

fo iz{ > (VT (re, ), () (T (7). (v@f)}aw )
2n =~ ik ik

Insistons sur le fait que les dipdles induits ne peuvent pas contribuer aux effets
flexoélectriques puisqu’ils dépendent du champ extérieur. En effet, si les dipdles induits
contribuaient, cela aurait comme conséquence que le coefficient flexoélectrique dépendrait de
I’extérieur. Le coefficient ne pourrait donc pas étre une constante intrinséque du matériau. A

partir de la theorie, on remarque toutefois que I’effet flexoélectrique est di au couplage entre
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les dip6les induits par le champ électrique extérieur et les dipdles permanents dus a la

déformation du nanotube.

6 Conclusion

En utilisant les hypothéses d’homogénéisation issues de la méthode de Cauchy-Born
locale étendue, nous avons pu calculer les tenseurs macroscopiques purement mecaniques
comme les tenseurs des contraintes du premier ou du second ordre ou le tenseur d’¢élasticité, a
partir des variables microscopiques comme la position des atomes ou les forces qu’exercent
les atomes sur les autres. Pour la partie électrique, il a fallu mettre en ceuvre une autre
hypothése d’homogénéisation. Nous avons alors dd supposer que les variations de dip0les par
rapport a la configuration d’équilibre en 1’absence de champ extérieur, sur chaque atome du
matériau, étaient toutes égales. C’est a partir de cette méthode que nous avons pu calculer les
tenseurs macroscopiques comme le champ électrique local du matériau en fonction des

dipdles électriques créés sur chaque atome.

(pray.re) =M LSS re(e )] (pw) -S(a) b
' aet f=L.n \Vi OP n| <4 ' ij ] - ij !
VER i EG al,g#}z a=1

Enfin, en couplant les 2 méthodes d’homogénéisation, nous avons pu obtenir
I’expression analytique du tenseur de couplage électromécanique correspondant a la
flexoélectricité. Nous en avons conclu que seuls les dipdles permanents créés par la courbure
du matériau pouvaient contribuer a I’expression des éléments des tenseurs de flexoélectricité
ou de piézoélectricité, les dipbles induits qui dépendent du champ électrique extérieur ne
peuvent contribuer qu’a des ordres supérieurs fonctions non linéaires du champ électrique. A
partir de ce chapitre, nous avons donc pu ajouter une nouvelle partie de code qui permet de
calculer chaque variable macroscopique a partir des variables utilisées durant la modélisation
moléculaire. Nous avons par exemple codé le calcul des tenseurs de contraintes, champs

locaux électriques, tenseurs d’¢lasticité et de flexoélectricité. Nous allons maintenant utiliser
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les résultats de ce chapitre afin de caractériser les différentes constantes du matériau dans le

chapitre suivant.
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Chapitre 5

Etude numérique de l'effet
flexoélectrique inverse sur des
nanotubes de carbone semi-

conducteurs



1 Introduction

Dans le chapitre 3, nous avons expliqué comment calculer 1’équilibre électrique d’un
systtme. Les dipdles d’un systéme d’atomes sont soit induits par un champ électrique
extérieur soit créé lors du changement d’hybridation d’orbitales causé par la courbure locale
du matériau. A partir de I’équilibre électrique, nous pouvons en déduire 1’équilibre mécanique
a partir des forces entre les atomes données par la somme des contributions des interactions
« mécaniques » décrites par le potentiel AIREBO et des interactions électriques entre les
dipdles de la structure. Dans cette partie, nous simulerons la déformation d’un nanotube de
carbone semi-conducteur sous I’effet d’un champ électrique extérieur pour pouvoir calculer
les champs macroscopiques et les effets flexoélectriques. L’intérét de choisir un nanotube de
carbone semi-conducteur est qu’il ne nécessite pas de calcul de distribution de charges
effectives comme ce serait le cas pour un nanotube métallique. C’est & partir des variables
microscopiques que nous en déduirons les champs macroscopiques ainsi que les constantes du

matériau (flexoélectriques, diélectriques, élasticité..).

2 Représentations du nanotube fléchi sous l'effet d’un champ

extérieur, avec et sans dipoles permanents

On étudie 1’équilibre mécanique et électrique d’un nanotube (10,0) contenant 1200
atomes, d’une longueur de 12,39 nm, sous I’effet d’un champ E,, = E,, =0,1 V-Al aprés
avoir blogué le déplacement des atomes sur le premier anneau. Les fleches représentent la

direction et la norme des dip6les électriques.

2.1 Modeéle sans dipdles permanents

Dans ce paragraphe, on calcule 1’équilibre sans prendre en compte les dipdles
permanents. Dans la représentation du nanotube ci-dessous, on représente les dip6les
permanents et les dipoles induits. Bien que nous n’ayons pas pris en compte les dipoles
permanents dans 1’optimisation, on va représenter ces dipoles en fig 32. Comme attendu, les

dipdles permanents induits par la courbure du nanotube ont toujours une direction normale a
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la surface du nanotube et ont la méme norme. En fig 33, les dipdles induits s’alignent selon le
champ extérieur E, faisant un angle de 45°, avec I’axe horizontal. On remarque que les
dipoles sont d’autant plus importants qu’ils sont éloignés des bords et que les dipoles de la
partie inférieure du nanotube ont une pente moins forte par rapport aux dip6les de la partie

supérieure du nanotube.

Molecule
Var: charges
Constant,

[ Y

.
Max: 0.0000
Min: 0.0000

Vector
Var: dipoles

06442
.|

B

0.0000
Max: 0.6442
Min: 0.0000

fig 32. Représentation des dipoles permanents sur un nanotube (10,0) soumis a un champ
Eox = Eoy = 0,1 V-A". Les positions a l'équilibre des atomes sont obtenues par
optimisation, sans prise en compte des dipoles permanents dans le calcul des dipoles
induits a [’équilibre.
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Var: charges
Constant.

S i

p—
— Z

Max: 0.0000
Min: 0.0000

Vector
Var: dipoles

- 1.777

—1.362

-— 09472

ﬁ‘ﬁ;f&

{a: 2ER «‘{_ﬁ‘

—05322 O

ln] M)}(IS -40 -20 (}(—AXiS 20 40 60
Max: 1.777
Min: 0.1172

fig 33. Dipole induits a [’équilibre dans la méme configuration que pour la fig 32.

2.2 Modele avec dipbles permanents

Cette fois, on calcule les positions d’équilibre en prenant en compte les dipdles
permanents. Dans les figures ci-dessous, on représente les dipbles permanents, puis les

dipdles induits.
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Molecule
Var: charges
Constant.

— Y
p— :
— :

Max: 0.0000
Min: 0.0000

Vector
Var: dipoles

- 0.7500

—0.5625

- 0.3750

_0.1875

l 0.0000

Max: 0.7500
Min: 0.0000

fig 34. Dipoles permanents avec prise en compte des dipoles permanents pour | ’optimisation

Molecule
Var: charges
Constant,

Max: 0.0000 z
Min: 0.0000

Vector
Var: dipoles

- 2832

fig 35. Dipoles induits avec prise en compte des dipoles permanents pour [’ optimisation.

La fig 34 nous montre que les normes des dipbles permanents sont légerement plus

importantes sur la partie supérieure du nanotube. Sur la fig 35, on peut voir que, cette fois-ci,
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les dipdles induits pointent vers ’intérieur du nanotube puisqu’ils sont maintenant induits

aussi par les dipdles permanents.

Dans les graphiques ci-dessous, on trace, en fonction de la période, la somme sur cette
période des projections des dipbles permanents et induits selon les axes 1 (initialement
longitudinal) et 2. Pour les dip6les induits, on remarque une symeétrie le long du nanotube
dans la distribution des composantes selon 1’axe 1 des dip6Oles induits (cf. fig 36)

contrairement a ce qu’il se passe pour I’axe 2 (cf. fig 37).

Puisque les dipbles permanents sont orthogonaux a la surface du nanotube, on obtient une
contribution presque nulle en calculant la somme algébrique des projections des dip6les

permanents sur chaque période.

dipole permanent
dipole induit
25¢ ’___-.-—”"__—_—_"’“-v-«__\_h

- /,/-"r *\\‘\
£ F7 %
o 2 / \
k7]
2
<. 1.5 // Y
L T/ \

/ Y
e / \
S q}f \ |
(7] /
g [ \
%] ! |
<@
o
a 05}
=]

0F~~——
-0.5

0 10 20 30 40 50 60
numero de periode du nanotube

fig 36. Distribution des projections des dipdles sur I’axe horizontal, selon la position le long
de [’axe du nanotube
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fig 37. Distribution des projections des dipdles sur la verticale, selon la position le long de
[’axe du nanotube

3 Lien entre le champ extérieur et I’angle de déflexion

Ici, nous allons comparer les résultats de notre simulation de la déflexion d’un
nanotube de carbone semi-conducteur, due a un champ électrique extérieur, avec ceux
obtenus par Zhao Wang durant sa these [1] (a cette époque, les dipoles permanents n’étaient
pas pris en compte pour la modélisation des nanotubes de carbone semi-conducteurs ou
métalliques). Zhao Wang a étudié I’angle de déflexion « d’un nanotube de carbone semi-
conducteur (8,0) soumis a un champ extérieur EO faisant un angle de 45° apres avoir bloqué
les premiers anneaux du nanotube pour modéliser un encastrement. En étudiant les variations
de « en fonction du carré de la norme du champ extérieur ||E,||” = EZ, il trouva finalement
que le sinus de I’angle « est proportionnel au carré de la norme du champ extérieur
applique®:

sina = AE? 1)
avec une valeur de 4 = 0,0219 + 0,0002 (V-A™)2, pour un champ appliqué avec un angle de
45°,
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3.1 Simulation sans dip6les permanents

Dans un premier temps, nous faisons la méme étude sans prendre en compte les

dipdles permanents (fig 38).

0.12
y =0.01394*x + 0.002612
0.1}

0.08

0.06

Si n( r‘r)

0.04

0.02

1 1 1 1 1

0 1 2 3 4 5 6 7 8
E0? (VZ/nm?)

fig 38. Variation de [’angle de flexion d’un nanotube (8,0) de longueur 6.54 nm par rapport
au carré du champ appliqué avec un angle de 45° par rapport a l’axe du nanotube
lorsqu’il n’est pas déformé. Pour cette courbe, nous n’avons pas pris en compte les
dipoles permanents

Nous retrouvons bien la méme loi de proportionnalité, mais avec A = 0.0139 (V-A™1)2. Cette

différence s’explique probablement par le fait que nous n’avons pas pris les mémes

paramétres de régularisation pour les atomes de bord, lors du calcul des propagateurs.

Etudions maintenant le sens physique de la relation (1). Nous pouvons démontrer que

le champ extérieur est proportionnel a la polarisation. En effet, d’apres ’égalité démontrée

lors du chapitre 3 :
N
Vo =1, N, (30), +0 = ) (A7) (B + @) @)
a=1
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ol A représente la matrice des propagateurs T(r“ﬁ) Or, on modélise la déformation du

nanotube dans le plan (x,y) = (1,2). Donc, sans prendre en compte les dipbles permanents et

<im

EVE

a=1

<I>—‘

{Z i( 1)“6}Eo,j ©

a=16=1

dans le plan (x,y), avec Ey; = Eyz,0na:

Puisque EZ = E2, + E%, et que E, =Ey,, on a E,=+2Ey. On établit ainsi la

~_1\ab
P - nlEO avec nl \/—V { Z=1 Zg=1 ijzl(A 1)U } (4)
proportionnalité entre la polarisation P et la norme du champ extérieur ||E; || :

De plus, dans le chapitre 4, on a montré que pour des angles a suffisamment petits pour que
tana = sina = «a, I’angle de déflexion a une relation de proportionnalité avec le gradient du

second ordre de la transformation G : @ = G, L. En utilisant les équations (1), (3) et (4), on

Gio1 = a;Pf avec a; = A/(Ln}) ®)
montre alors qu’il existe des coefficients a; = a;,q;; tels que :

On alors montré que la relation (1) est similaire a 1’équation constitutive traduisant la

« flexoélectrostriction », ¢’est-a-dire la proportionnalité entre le gradient du second ordre de

la transformation G et le carré de la polarisation électrique P.

Ainsi, si on trace G;,; en fonction de PZ ou P2, pour trouver a, et a, en faisant une

régression linéaire:
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91 y=26e+08*x + 1.5e+05
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P12 (P1 en C/Im?)

fig 39. Variation du gradient du second ordre de la transformation d’'un nanotube (8,0) de
longueur 6.54 nm par rapport au carré de la polarisation du matériau suivant x

En faisant une régression linéaire, nous trouvons a, = 2,6 x10° m.C*. On a alors identifié un

terme qui caractérise I’induction d’un gradient de déformation due au carré d’une polarisation.

3.2 Simulation avec dipoles permanents

Prenons maintenant en compte les dip6les permanents pour le calcul de la déformée

du nanotube (voir fig 40).
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fig 40. Variation de [’angle de flexion d’un nanotube (8,0) de longueur 6.54 nm par rapport
au carré du champ appliqué avec un angle de 45° par rapport a I’axe du nanotube
lorsqu’il n’est pas déformé. Pour cette courbe, nous avons pris en compte les dipoles
permanents

Il est beaucoup plus difficile de converger lorsque nous prenons en compte les dipdles
permanents dans le modéle, nous avons alors réalisé une modélisation avec un champ
extérieur qui augmente beaucoup moins rapidement que lorsque nous ne prenions pas en
compte les dipdles permanents. On remarque que la pente a augmentée de 4.4% par rapport a
la pente représentée a la fig 38. L’influence des dipoles permanents n’est donc pas négligeable
dans la contribution de la déformation du nanotube. Si nous tracons le tenseur G par rapport a

la polarisation P;, nous avons :
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fig 41. Variation du gradient de transformation G5, d 'un nanotube (8,0) de longueur 6.54
nm par rapport au carré de la polarisation du matériau suivant x. Pour cette courbe,
nous avons pris en compte les dipoles permanents

Nous obtenons alors par une régression quadratique I’expression suivante :
G121 = =01 Pf — 1211 Py
On a ainsi caractérisé¢ la contribution de la polarisation sur la création d’un gradient de
déformation. Dans cette étude, on identifie le coefficient flexoélectrique en prenant 1’inverse
de p: g4,,=1.38x10"C.m™. Ce facteur semble étre beaucoup plus important que I’ordre

de grandeur habituel que nous avons trouvé dans la littérature lors du chapitre 1 de

10*°C.m™.

4 Calcul du tenseur flexoélectrique f

D’apres le chapitre 2, nous avons :
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_lazl/lairebmelec 1 az elec B 8LEi
"V PG, VPG, oG

JKL
Comme nous 1’avons vu précédemment, la courbure di a la flexion est traduite par les

coefficients du tenseur du gradient du second ordre de la transformation G, et G,,,. Nous

nous intéresserons donc en particulier aux coefficients flexoélectriques f,,,, fi11, fu, Too
D’aprés le chapitre 4, on calcule le champ local électrique suivant :

n

LE.T((D.'Fﬁ)ﬁ’*aﬂ)aetﬂ_l”n:_;;[T re,r’ ] (p+n) ;‘(&a)ul o
Ba

Puisque nous calculons la contribution flexoélectrique, nous calculons le champ local di aux

dipbles permanents.

- . 1 aUlr:dVER Jint 1, & ca s
LE‘T((”)ﬂ’rﬁ)aew-l,,n: v "(;P = 121:[T r,r’ ] (w)]
azf

Nous allons donc nous intéresser a la contribution des dipdles permanents sur la

flexoélectricité dans un nanotube de carbone semi-conducteur et mono-feuillet.

4.1 Variation des éléments de f selon le rayon

Nous calculons maintenant le tenseur flexoélectrique en faisant varier le rayon du

nanotube pour une longueur constante de 20,6 nm.
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fig 42. Variation du coefficient f,,,, d’un nanotube de carbone selon son rayon pour une

longueur constante de 20,6 nm
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fig 43. Variation du coefficient f,.,, d’un nanotube de carbone selon son rayon pour une
longueur constante de 20.6 nm
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Nous pouvons voir un effet de taille lorsque le rayon est inférieur & 10 A, puis une
stabilisation lorsque le rayon dépasse 12 A, avec une valeur d’environ f51,; = —1,9 V et de
f2211 =22 V.

4.2 Variation des éléments de f selon la longueur

On ¢étudie maintenant I’influence de la longueur d’un nanotube (10,0). On fixe donc
le rayon du nanotube mais on fait varier sa longueur. Dans ce qui suit, nous calculerons le
coefficient flexoélectrique par une dérivée seconde évaluée sans déformation du nanotube,

grace a I’expression analytique démontrée au chapitre 4.

71 8 1 1 1 1 1 1 1 1
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450

Longueur du nanotube (Angstrom)

fig 44. Coefficient flexoélectrique f,1,1 selon la longueur du nanotube (10,0)
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fig 45. Coefficient flexoélectrique f,,11 selon la longueur du nanotube (10,0)
Les coefficients commencent a étre constants lorsque la longueur du nanotube atteint les

35 nm. Lorsque la longueur du nanotube est inférieure & 5 nm, ’effet de la longueur devient

important.
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Conclusion et perspectives

Tout d’abord, nous avons utilis¢ la méthode des puissances virtuelles afin d’obtenir
les équations d’équilibre des milieux déformables électro-magnéto-thermo-mécaniques. Nous
avons appliqué les résultats généraux aux milieux semi-conducteurs déformables avec des
gradients de déformation, de polarisation et de magnétisation. La combinaison entre la
méthode du principe des puissances virtuelles et les premier et second principes de la
thermodynamique, qui traduisent la conservation de 1’énergie et la contrainte de production de
I’entropie, nous a donné I’inégalité trés utile de Clausius-Duhem. Cette inégalité nous a
permis de retrouver, voire de généraliser, les lois de comportement usuelles de matériaux
semi-conducteurs, comme par exemple les lois de la déformation, de la piézoélectricité ou de
la flexoélectricité que nous pouvons trouver dans la littérature. Mais ce travail a aussi permis
d’avoir une théorie unifiée (écrite en unités Sl et non en unités Lorentz-Heaviside comme
précédemment) qui peut traduire un plus grand nombre de phénomeénes, ce qui permettra par
la suite d’étre utilisé pour 1’étude de beaucoup de phénomenes autres que la piézoélectricité
ou la flexoélectricité. Indépendamment de 1’intérét que présente ce modele, la méthode

illustre la simplicité de la mise en ceuvre du principe des puissances virtuelles.

Nous avons ensuite présenté un modele atomistique (codé en langage Fortran 9x)
permettant de caractériser les propriétés électromécaniques de structures carbonées (le
graphéne, le graphite, les nanotubes de carbone, le diamant...). Ce modéle fondé sur
I’approximation des dip6les-ponctuels distribués nous a permis de calculer les dip6les induits
résultants d’un champ extérieur appliqué sur la structure. C’est par 1’interaction entre ces
dipdles induits que notre structure ne sera plus en équilibre mécanique. La déformation de la
structure est alors calculée a partir de I’interaction entre les dipoles électriques et du potentiel
AIREBO qui permet de rendre compte semi-empiriquement des liaisons entre les atomes

(covalentes, Lennard-Jones..). Enfin, nous avons utilisé les résultats de Dumitrica et al., de
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Kalinin et Meunier et de Kvashnin et al. afin de pouvoir ajouter les dipdles permanents créés
par la courbure du matériau dans les interactions dipolaires. C’est en rajoutant ces dipdles
créés par une hybridation des liaisons o et 7 de chaque atome que nous pouvons modéliser les

effets flexoélectriques de la structure.

Pour faire le lien entre ces 2 parties, il a fallu exprimer les variables macroscopiques
de la théorie des milieux continus en fonction des variables microscopiques données par les
modéles microscopiques en simulation atomistique. Pour cela, nous avons utilisé des
hypothéses d’homogénéisation inspirée de la méthode de Cauchy-Born locale étendue, c’est-
a-dire que nous avons supposé que le second gradient de la transformation était constant dans
un VER. Nous avons pu établir, a partir des données du modeéle atomistique, les tenseurs
macroscopiques comme les tenseurs des contraintes du premier ou du second ordre ou le
tenseur d’¢élasticité. Pour la partie électrique, nous avons fait une hypothése
d’homogénéisation sur la distribution des variations de dipdles dans un volume élémentaire.
C’est a partir de cette méthode que nous avons pu calculer les tenseurs macroscopiques tels
que le champ électrique local ou la constante diélectrique du matériau. Enfin, a partir de nos
deux hypothéses d’homogénéisation précédentes (gradient de déformation et variation des
dipbles homogene dans un VER), nous avons pu obtenir les tenseurs de couplages
électromécaniques comme le tenseur de piézoélectricité ou de flexoélectricité. Nous en avons
conclu que seuls les dipdles permanents créés par la courbure du matériau pouvaient
contribuer a la flexoélectricité et que les dip6les induits qui dépendent du champ électrique
extérieur ne peuvent contribuer qu’a des ordres supérieurs décrivant, par exemple, des
strictions lors de déformation linéaires ou de flexion. Enfin, a partir des équations que nous
avons construites, nous avons pu illustrer numériquement comment il est possible de calculer

les différentes constantes du matériau.

Le nombre d’atomes utilisés dans la simulation est limité par des contraintes de

temps d’exécution (qui varie approximativement comme le cube du nombre d’atomes) et de
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mémoire vive disponible (la quantité nécessaire varie approximativement comme le carré du
nombre d’atomes). Pour modéliser une structure plus grande, il serait souhaitable de
modéliser un couplage entre la simulation atomistique et la méthode des éléments finis. Dans
notre étude, nous avons seulement traité le probléme d’un matériau semi-conducteur dans le
vide. Il serait néanmoins possible d’¢élargir le modele a des matériaux qui seraient métalliques
ou ioniques en ajoutant la distribution des charges dans notre modele. De plus, comme nous
I’avons vu dans le chapitre 3, il serait possible de modéliser I’influence des surfaces qui
pourrait étre due a I’encastrement. Dans 1’état de ’art, nous avons vu que des quadripdles
étaient utiliseés par Ong et Vanderbilt dans leurs calculs ab-initio des composantes des tenseurs
caractéristiques de la flexoélectricité. Dans 1'un de ses articles, Maugin indique que les
modeles avec des gradients de polarisation (et d’aimantation) dipolaire sont alternatifs aux
modeles avec des multipdles d’ordre plus €levés et donnent des résultats trés similaires. Il

serait donc intéressant de Vérifier ce point pour la flexoélectricité.

Un autre projet ambitieux pourrait étre 1’ajout d’un modele prenant en compte les
dipbles magnétiques dans le systéme pour pouvoir étudier des phénomenes de couplage
mécano-électromagnétiques. C’est a partir de cette étude que nous pourrions faire d’autres
recherches sur des domaines similaires a notre travail, comme 1’étude du flexomagnétisme ou

de la magnétostriction.

Pour finir, notons que des expériences sur des nanotubes de carbone sont en cours au
laboratoire afin de quantifier 1’énergie mécanique convertie en énergie électrique par la

flexoélectricité.
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Annexes

A. Théoreme de la divergence surfacique

Rappelons le théoréme de la divergence surfacique donné par Collet [15] (voir aussi
[22] p. 22). On suppose que &2 est une surface fermée traversée par une aréte continue G
donnant le contour de 02, sur lequel on peut observer une discontinuité du vecteur unitaire
extérieur normal N . Sur chaque point G dans la fig 3, on peut introduire le vecteur unitaire
7+ tangent & G* (respectivement 7~ tangent & G°) et orienté dans le sens direct par rapport a
la normal extérieure n* de o9* (respectivement N de 92°). Soit b*=z"xn"
(respectivementb™ =z~ xn) le vecteur normal a G et tangent a 99* (respectivement G- et

tangent a 02").

+ -
fig 46. Définition des vecteurs U et T tangent a I'aréte G oui le vecteur normal unitaire
extérieur N de la surface fermée 0D est discontinue

Le théoréme de la divergence surfacique est appliquée sur la surface 92" et 62 :

j V.gda= j niqi(@jnj)da+jbi+qids

o - , o - , r,

(A1)
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[ Vada= [ ng(Vn)da+ [ bgds

(A2)
o -I" o -I" r,
ou V donne I’opérateur du gradient surfacique définit par :
vi'zpikvk'z(dik_nink)vk' (A3)

ou P correspond au projecteur au plan tangent a la surface plane de 02— I". On utilise aussi la

dérivée par rapport a la normale extérieure :
—= nV,- (Ad)
Finalement, a partir de (A1) et de (A2), on obtient (voir [15][10]) :

_[ V,qda= J. niqi(@jnj)da+rj- b, ds (A5)
e

8D-T » 09T »
Ou on a introduit le saut a travers Paréte G :

b, =h'g +bq (A6)

B. La transformation de la puissance virtuelle des efforts intérieurs : Preuve de

'egn (87)

Rappelons I’expression donnée dans (86).

p(*i) =0y Dijj +ﬂijkV:jk —-p LEiﬁ'i* —-p LBi:[li* + Léf]’%* +p L'ﬁl],[‘: _Zq? Lglauia*

]

apma* ara* a ra* ara* a ~a* A7
+Z(Gij Dij —-pP LEi T —pP LBi L+ |_£U T +ﬂl_ﬁ.), Hij ) (A7)

Pour simplifier, on ne prendra pas en compte les termes liées a la semi-conduction et on

prendra b =1 (le calcul est identique si on rajoute la semi-conduction).

Utilisant les identités de dérivation pour des tenseurs A et B, on a:

AV = (A, = ALV
(A8)
Bijkvi*,jk = (Bijkvi*,j),k _(Bijk,kvi*),j + B|jk,jer
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Puisque O est un tenseur symétrique, on obtient s, D; = sijvi*j. Donc,

7@V euy) —jpg)dw

:_I( i .,+/1,kal Kk~ P "Ed - p LBi[li*_’_Lérjﬁi’;"‘l:zijﬁi’;)da)

(A9)
= _J-((Gijvi*),j Oj.iVi +(/uukV| J) K (Iuijk,kvi ),j + L Vi
D
—p ‘B —p "B + Gy + F ;) do
On développe les dérivées de Jaumann données par les egns (80)-(83) :
f’r/)'*(i)(:p' Ve Obj) j((a V). i ~ O, j Vi + (i Vi*,j),k — (Mijex Vi*),j + Hij i Vi*)da)
+I( 7z - 7[)+pLB (ﬂ. Q}},uj) (A10)
- Léf] ((”T)J - ”k,j)_ Eﬁ.} ((/UT)J -, ﬂk,j))da}
Utilisant les identités suivantes :
1
ABJ"QJ':E(ABJ_AJBi) ATBJ] i
1
A By =ABy 43 =§(AkBjk - ) Aﬁk\ ik Vil (A11)

Aj(B‘i)‘j :(Aj B.i)'j -Ai B.

Et appliquant le théoréme de la divergence, on obtient 1’expression de la puissance des efforts

intérieurs:

P H(@D. VT ely)= Ip(,)dw

(O- ~ g+ P By i te B["UJ Lé[ﬂi\k\”i]vk_%i\k\”i],k).Vi*da)

Iyl

S'—:

+J.[(p"Ei+Léfj’j)7i'i*+(pLBi+L./ffjjyj)/li*]da)— I (Lﬁjnjﬁi"+%’jnjpﬁ)da (A12)

p) 091 ,
= [ (00—t + 2 By g+ 2 By = G i T ) v O
09T,

- J' Hy Vi nda

091
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Afin de développer le dernier terme de ’équation (avec le facteur V; jsur 02 —1I,
), on va utiliser la dérivée par rapport a la normale exterieure N |l -/ﬂn, le gradient surfacique

V. - défini dans I’annexe précédente comme dans [11]:

Vi :VJ.Vi :ijVk V. +njnkVk V.

A, o/, (A13)
= V,v, +nj%(vi)
~ Oe
avec Vie=PF\V,e= (5jk — ;N )vk ° et on Ve Al4)
Le produit interne entre Tij et \/i’"j donné par (A13) nous donne :
* A * aVI* la * * N aVI*
TV =Ty Vv +Tyn, ==V, (T v )=V VT +T, = (A15)
On applique ensuite le théoreme de la divergence surfacique donné par (A3) :
I v, (T, v )da= J nT,v (Vpnp)da+ J [T, v; |ds (AL6)
09T 09T r,
Puisque Tij = My N, on trouve le dernier terme dans (A12) :
".d “(V,n )d bT, v |d Y M g
f Ty v, da= j n, T,V (Vpnp) a+ j |[ iTi vi]] S+ I -V, VT, + T, njE a
8D-T 8D-T I, 89T (A17)
A A 0 | « *
—_ J' [(Vj —n, (Vp np))Tij ~T, N, %}vi da+ I [[bj T, v, ]]ds
DT » Iy

Finalement, prenant en compte la semi-conduction, la puissance interne s’écrit :
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,@)w*(i)(,‘D,V*e Dbl) I(o- — tig i+ P E Tyt p B M)~ %\k\ﬂj],k_ﬂ L@i‘k‘,uj]vk)vjvi*da)

D

+j[(pLEi+Lé°U’j)ﬁi*+( ‘B + 8" ”J)’i"‘]da} - j (Lé“nﬂI +B BN, )a

2 09-I

= ow—tu o Byt p By = Gy 7y L’?ﬁ\k\/’nk)”J}V‘*da

o0°r,
+6$_[r}[(@j—nj(@pnp))(uﬁknkﬂ v'da _mjr,ﬂijknjnk%da —J/[[yijknkbj]]v:ds AL8)

+I{Z(G.‘,’ P B P By T = B ) W D Lg'auia*}dw

L a
+J‘Z[ P LEiajLLé'Dﬁi)ﬁi*Jr(p LBia+ﬂ Lj;aj .i*]da) B .[ Z(Lé;]a n; 7+ p Lﬂija njﬂi*)da
v 0D-I' » @
_‘zjr Z(G" o By p By~ Gy B ’uj]:k)njvia*da

Od)— 2 a

C. Démonstration de I'inégalité de Clausius Duhem

On sait d’apres (86)que :

p(*i) = 0j; Di]f +/uijkvi*,jk P LEiﬁ-i* —pP LBi/[li* + éﬂ”q IB%/}: _Zq? - |auia*

+Z(G{;‘ Di]."* —p B2 —p "B+ Lélojafzia ny j},a '\a*) (A19)
et d’apres (134) :
=D (FoE - Fou”) (A20)
On adonc :
Pay = 03Dy + Vi j — P "EA = p "By + G + BBy — Y §UT
‘ (A21)

+Z(a D —p “EfA" —p B+ G A+ B )+ Y (£5E - FOu)

On développe les dérivées de Jaumann (voir le paragraphe 3.2) :
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Piiy * Gem = 03 Dy + £45Vi i — p E (7 - )—p "B, (4 — Q)+ Lé.‘] ((”l)J _Qik”k,j)
+IBL$.JJ ((,Ui),j _Qikﬂk,j)_ZQ? L‘ga (Vla _Vi)

+Z(O-i(j1Di?_ B (- Q) —p "B (i - )+ 4 ((”) ﬂk’j)+ﬁ%"j“((pi) — kl)) (A22)

+> (#28- o)

Puisque
u J AIIBJ] ij (A23)
AjQik Bkj Ak ij Jk Ap‘k‘BJ]kvu
On obtient :
Pgy + dem :(O"' +P(LEi”' + LB[iluj])_(Lng‘ﬂj *ﬂLﬁi‘,k‘ﬂj],k))Vi,j + Vi — P “E (7))
—p "Bi(it)+ 4 (1) ; )+ B'% () ;) - Zq (v -v,)
+Z(0u +p(Efmy + By~ (&0, BB OV (A24)
(= EF ) -p B+ G ((1),)+BE ((4),))
> (Fo - %)
On reprend 1’équation (117) :
ti =oy +p(* Ei Tyt B[(il:uj])_(l_émk\ﬂj],k *ﬁ%ﬁk\ﬂj],k) (A25)
De plus, d’apres (49) et (72) ona:
f*=q/¢” u“:v“—v:fa
Qs
(A26)

et donc :
faua :éaa-fa

On reprend ensuite 1’équation (A24) en utilisant (A25) et (A26):
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pi)+qem—(6 + POy + "Bty = (G +ﬁL7%\k\/“‘n,k))Vi~i + iz =P "B ()

—p "B (1) + 4 ((#), )+/m((u. );)- Zq?%:“( v -v,)

28 (A27)
(o "B -p BIa)+ G (1)) + BE (&) ;)

+Z::(/“.é”—£“./“)

D’aprés les équations (143) et (144),on a:
ti =—07 1“5; (A28)

Donc :

Py + e = (J +p(‘Eyr, t By ) )_(L‘(’E‘\k\”‘ +ﬁL$f'\kWi]vk))Vivi + Vi~ p "E ()

P LBi(/ui)+ éupj((”i),j)_l_ﬂ'z(('u' ) Zq i

2w i e ] (A29)
3 (-p ) -p B )+ ((),)+ A ((),)

+Y (FrE-8.F)

A partir des équations d’équilibre données par (115), on a:
u j + qf (éga Lé:a) = O (A3O)

On obtient ainsi :

Zq? " |a - ;( iy TATE )(Vi) (A31)

On utilise ensuite les regles de dérivation :

Z( i A4 )(Vi):_Z(q(fxé:a)(V Z( iV |) +Ztu i (A32)

a a a

On obtient alors :
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Peiy + e _(a +p("E; 75+ B[I/Jj])—(l'éii"k‘ﬂj]yk +ﬂLﬂ’tiyky”’k)+Zti‘fjvi’j + g Vi 5 — P E ()

—p "B (1) + 4 ((5), )+ A4 ()X (ai4” ) (v)- X (tw),

+3(6 )ur -a ve (A33)
(= EF ) -p B+ G ((1),)+ BE((),))

+§:(X".é”—é”.f“)

Py + Gen = (67 Vi + Vi j — P “Ei ()

—pLBi(ui)+Lé.z((m),,-)w%((ui),,-)—;( “)(v) ;(., V),

2 (v - ey (A34)
+>(—p “Ef () -p B+ G (1)) +BE((),))

+Z::(f“.£—é“’.f“)

On simplifie enfin cette derniére équation :

() ()= 2 (5w)  + 208 Vi —a W (et )
=2 (1)) =2 (6w + 2 (v (g, 0t + (=S
=—§(f.“) )= 208w )+ (6) +(afd i+ s~ )
T -(a ), 1+ e

=D £+ E) (15 57) ~ (6. 27)

= if“.(cf“ +8) —(u“v./“)—/zv.w ~2(Er)
=§X“-(£’—Vu“)—(u”‘v-/“) a

= é‘/“.g“‘ef” —(uv.7)

(A35)

On obtient au final :
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tlj |J+/uuk i, jk 4 I_E'7z"-i —-pP LB'lai Lélajﬂ'-l j + I:ﬁ’:Lll,j
+Z( -p B,u|+é“7r +$,u,1) (A36)
+Z[é°“‘e”>.f —uV.7 |
On retrouve la méme expression que 1’article de N. Daher (6.6) si on néglige la magnétisation,

les gradients de polarisation et les gradients de déformations.

D. Démonstration des équations d’état dans le repaire Eulérien

On a démontreé que :

p +qem_tljvlj+luljkljk P Eﬂ- p"B,ul Lélajﬂ-ll—f_ljﬁy’u"j

+Z( —p B /ll + é"aﬂ' + ﬁa,u| ]) (A37)

+Z[£“("”>.f —uV.7 |
Avec

b =0y + pC By + Butty) = (G B Byubty) + 28

(A38)
.
=t + Lk
Pour un probléme électrostatique, on a alors :
P +q°" :fijTVi,j + Vi — P I_Eif[i + A48
(A39)

fuT =05 +p(LE[i7Tj])

D’aprés 1’équation de Clausius-Duhem, on a:

dy dé . |
_p(a+77 dt\]-l_tlj V|J+luljk i, jk pLE|ﬂ|+Z£+0qV(5jZO

Le but est alors de calculer V; j et V;; par rapport a F et G,JK Voici le détail des calculs :
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d d d

F Z_Xi —G =—X
dt K dt iKL dt i, KL
v=FF* -
= ' :(Vi,jxj,K),L
Vi; =k X, =ViiXjk TViiXjke

= Vi Xk X0 V30X ke
=Vi i FkK FjL +Vi,jGjKL
d

aGiKL =Vi i FkK FjL +Vi,IGIKL

GiKLXKjXLk =Vi i +Vi,IGIKLXKjXLk
Vi ik ZGiKLXKjXLk _Vi,IGIKLijXLk
=Vi :GiKLXKkXLj _Vi,IGIKLXKkXLj

d do\) . : ) N 1
_p[_l//+77_t)+tijTVi,j + Hijk (GiKLXKkXLj _Vi,IGIKLXKkXLj)_p LEiﬂi +fié|"+9q.V(5j2 0

Puisque :uijkVi,IGIKLXKkXLj ::uilkvi,jGjKLkaXLl A40)
d do = . : ] - 1
_P(d_l/t/+77aj+(ti; _luiIijKLXKkXLI)FiJXJ,j + Ui (GiKLXKjXLk)_P LEi”i +AE+0 Q-V(Ejz 0

Si on écrit I’énergie libre de Helmholtz en choisissant les variables indépendantes de la fagon

suivante :
‘//(Xi,J 1 X k1 s 0)=w(F,,Gy. 7,0)
Ona:

dy _ oy dF, , dy dGy , Oy dr; Oy dO
dt oF, dt 0G, dt oz dt 96 dt
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dy do . oy |- oy |-
_P(@"‘Uaj"‘[(ti; _/uiIijKLXKkXLI)XJ,j _E} F +|::uijk (XKjXLk)_m:|GiKL

iJ
—[LEi +2—‘/’}q +/ié;’+9q.V(%j20

T,

(Ad1)

La condition nécessaire et suffisante pour que cette inégalité soit veérifiee est que :

oy
P,
oy
P~ = :uiijKjXLk = QL
Gy (A42)

:(fijT _:uiIijKLkaxLI)XJ,j :(O-ij +p(LE[i7[j]) _:uiIijKLkaXLI)XJ,j

8_(// = _LEi
or,

|
On a alors les équations d’état en référentiel eulérien.
E. Glossaire

Dans cette table, on donne la dimension de toutes les variables,
Dimensions =M, L, T, 1,8 (Masss,Longueur,Temps, Intensité électrique et Temperature)
[Force] =M .LT [Charge]=1.T

[Energie] = M.L2T 2 [Voltage] =M .L2.1 7' T3

[Puissance] =M .L>T® [Induction Magnétique] =M .1 *T 2

Rc = Référentiel Galiléen fixe

Rc = Référentiel en co-mouvement

On rappelle qu’il existe d’autres définitions du potentiel chimique, noté M, dans d’autres

contextes, mais nous avons pris la méme définition que Daher et al. dans [19].

Table 1: Liste des variables utilisées avec leur signification et leur dimension en unités Sl

General notations and variables Dimension
c = Speed of light in vaccum (= 3.10° m/s) LT
L, = Permeability of vacuum (=4 710" N/ A?) M.LI172T?
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&, = Permittivity of vacuum (=1/[c?z,]) MtLEeTe
6 = Thermodynamic temperature (i.e. absolute temperature in Kelvin) 0

m* = Individual mass of a particle « M

g“ = Individual electric charge of a particle « I.T

c; = Electric charge per unit mass of the « specie ITM?
c” =Mass fraction of the « specie in the media 1

A% = Mass per unit charge of the « specie M.IT
1% =Chemical potential of the « specie M.L217M T3
&, Or &y = Kronecker delta such that : 0 = { Liri= J 1

0 otherwise
&, = Levi - Civita symbol such that :
+1 if (i, j,k)is(L 2,3), (2,31) or (312) 1
e, =1 -1 if (i,j,K)is(132),(2L3)or (321)
0 ifi=j,j=kori=k

2 = Material domain K

09 = External surface of the material domain 2 L3

2 =The outer of the material domain 2 L3
In the actual configuration K Dimension
X, = Position variables in the actual configuration K, L

p = Mass density in K, (or mass per unit volume) M.L3

v, =Velocity referring to R, LT
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V = Gradient operator in K, (i.e. derivative with respect to the x;

variables) L
V = Surface gradient operator in K, Lt
n. 0 ¢/on = Exterior normal derivative operator Lt
F,; = Direct motion gradient (or Transformation gradient) 1
J = Jacobian of the transformation F 1
D, = Rate of strain tensor (i.e. symmetric part of v; ;) T
Q; = Rate of rotation tensor (i.e. skew - symmetric part of v, ;) T
v/ =Velocity of the a specie referring to R LT
u =Velocity of the a specie referring to R (or relative velocity) LT
g, = Free charge density per unit volume IT.L2
q; =Charge density of the o specie per unit volume IT.L3
q*“") = Effective charge density of the o specie per unit volume |78
r“ = Source term of the « specie per unit volume (i
n“ = Number of the « specie per unit volume L
E, = Macroscopic electric field referring to R, M.LITT
& = Macroscopic electromotive field referring to R. (also called
“electromotive intensity" by Maugin) M.LITT™
& = Effective electromotive field referring to R (also called
"Effective electromotive intensity” by Maugin) M.LIZT™
B, = Macroscopic magnetic induction referring to R, M.IT2
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Z = Macroscopic magnetic induction referring to R. M.IT?
B = Effective magnetic induction that act on the magnetic spin M1AT 2
continuum
H. =Magnetic field referring to R, L
# =Magnetic field referring to R. 1L
P = Polarization referring to R | T.L?
2= Polarization referring to R, | T.L?
&, = Polarization per unit mass IT.LM™?
M, = Magnetization referring to R, 1Lt
A, = Magnetization referring to R, (i
4 = Magnetization per unit mass LL2M™
D. = Dielectric displacement referring to R IT.L?
J. =Total electric current per unit area referring to R, L2
# = Conduction current density referring to R (or current of free charges
per unit area) It
#% =Conduction current density of « charge carrier referring to R (or
current per unit area) 1L
Z“M — Effective conduction current of the o charge carrier referring L
to R, (or current per unit area)
&“ = Macroscopic electric field referring to R, for the " continuumof | M.LI7T

charge
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&N = Effective electromotive field for the & specie M.LIT
¥ = Gyromagnetic ratio of electrons M™IT
d = Electronic polarization inertia M2 17212
"B, = Local magnetic induction reflecting spin - lattice interaction M.IT2
Lj;,’j = Second order tensor of spin— spin interaction or exchange force M2I1tT 2L
"B = Local magnetic induction of the " continuum of charge M.172T 2
"B" =Total local magnetic induction M.172T 2
Lﬁ,}"’ = Second order tensor of the spin— spin interaction or exchange
th i MZ |71T72 L72
force of the o™ continuum of charge o
E%,’jT = Second order tensor of the total spin—spin interaction or total
MZ1T2 L2
exchange force
“E, =Local Electric field M.L1ET
Léfj = Second order tensor of the shell —shell interaction force M2ILLMT
Léj.a = Local electric field of the " continuum of charge M.LITT
"E” = Local electric field of the o™ continuum of charge M.LIT
"E' =Total local electric field M.L1T
‘6" = Second order tensor of the shell - shell interaction tensor of the o'
y MZ |71 L71T73
continuum of charge o
Léff = Second order tensor of the total shell - shell interaction tensor M2t
o;; = First order intrinsic symmetric stress tensor M.L1T 2
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o = First order intrinsic symmetric stress tensor acting on the & specie M.L'T?
#y, = Second order intrinsic stress tensor M T2
f. =Body force per unit volume excluding electromagnetic forces M.L2T72
f.*" = Electromagnetic body force per unit volume M.L2T7?
f.“ =Body force per unit volume acting on the ¢ specie M.L2T 2
. f, = Lorentz body force (of electromagnetic origin) (per unit volume) M.L2T7?
T (and T, ) = Surface force excluding electromagnetic force (and the W
reduced one) (per unit surface)
T°" (and T.*" )= Electromagnetic surface force (and the reduced one) -
(per unit volume)
C;" = Skew—symmetric electromagnetic stress tenseur M LLT2
¢ = Electromagnetic body couple (per unit volume) M.LLT 2
R, = Normal double traction (per unit length) M T -2
L (and L,) = Linear traction on 7~ (and the reduced one) (per unit length) MT™
Q. = Surface distribution of electric dipoles (per unit surface) | Tt
g = Surface distribution of magnetic dipoles (per unit surface)
t; = Nonsymmetric Cauchy stress tensor M LT -2
tj = Stress tensor in the o™ continuum of charge M.L'T?
t; =Total stress tensor M.LT 2
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fj =Total symmetric stress tensor

M.LtT?
tijF = Maxwell stress tensor (a symmetric tensor involving the electro -
M.LT?
magnetic fields E and B)
t;" (and §," )= Nonsymmetric electromagnetic stress tensor (and the
M.LtT?
reduced one)
K(2) =Total kinetic energy of the domain .2 M .LAT 2
E(2)=Total internal energy contained in the domain 2 M.L2T?
& = Internal energy per unit mass L2T2
U°®"(2) = Total electromagnetic energy of the electromagnetic fields (i.e.
E & B) on account of magnetic dipoles and contained in domain .2 M.LT™
Qh (ﬁ_ ) = Total rate of energy supplied by the ouside of domain .2 M.LPT
g, =Total power flux vector (per unit area) MT3
h = Radiation heat input per unit mass (i.e. power sources different from
those included in p,, and d,, ) LT
g, = Heat power flux vector (per unit area) MT3
Qem (2_ ) = Rate of electromagnetic heat energy supplied by the ouside of
M.LPT®
domain 2
& = Poynting's vector referring to R (or electromagnetic power flux) MT3
0., = Electromagnetic heat power source per unit volume M.LTT®
N(2) = Total entropy of the domain .2 M.L2T 2091
1 = Entropy per unit mass L2120t
#(2) =Total rate of entropy supplied by the ouside of domain 2 M.L2T 207
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¢ = Entropy flux vector (power per unit area and temperature) MT 207
o = Rate of created entropy per unit mass and temperature L213%ot
¥ = Helmholtz free energy per unit mass L2772
P, = Power of internal forces per unit volume M.LLTS
F*’i = Convective - time derivative of the polarization P I.L?
7; = Convective - time derivative of the gradient of the polarization per .
.M~
unit mass
. = Convective - time derivative of the magnetization .# (e
4; = Convective - time derivative of the gradient of
. _ ITLM™
the magnetization per unit mass u
- A (Unit of a)
4 =(D, a) = Jaumann derivative of the vector a
J i T71
- N . . (Unit of a)
a. = Specific time derivative tensor of the gradient of the vector a
y N
V™ =Virtual velocity LT
.y =Virtual power of inertial forces M.L'T
“y =Virtual power of internal forces M.L'T
%,y =Virtual power of external volume forces M.LET
. =Virtual power of external contact (or surface) forces M.LTT
“ryy =Virtual power of " prescribed " forces M.LTT
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In the reference configuration Kr Dimension
X. = Position variables in the reference configuration K, L
0, =Mass density in K, (or mass per unit volume) M.L*
V. =Gradient operator (i.e. derivative with respect to the X. variables) L?
T, =2" Piola Kirchhoff stress tensor M.L1T 2
A = First order stress tensor M.L'T
T = Second order intrinsic stress tensor MT?
49, = Polarization IT.L?
442, =Gradient of polarization per unit mass IT™M™?
). = Magnetization L
M), =Gradient of magnetization per unit mass .LM™
J« =Conduction current of the & charge carrier L2
R“ = Source term of the a specie per unit volume 1L
Q = Heat flux density MT™®
G, =Gradient of temperature Lo
C,. = Green deformation tensor 1
E,, = Lagrangian strain tensor 1
Fu = Strain gradient tensor Lt
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€0 = Effective electric field (or electromotive intensity) for the o

_ M.LITT
specie
"¢, = Local electric field M.LIT S
"¢ = Local electric field for the o specie M.LITT
¢, =Total local electric field M.LIT S
¢, = Second order tensor of shell —shell interaction tensor MZ1LtT
¢, = Second order tensor of shell —shell interaction tensor for
_ M2 T
the « specie
¢, = Second order tensor of total shell —shell interaction tensor M2 LET
"%, = Local magnetic induction M.1*T7?
"23¢ = Local magnetic induction for the « specie M.IT 2
"2 =Total local magnetic induction M.I72T 2
"2, = Second order tensor of spin— spin interaction or the exchange
M2 T 2L
force
23 = Second order tensor of spin—spin interaction or the exchange
“ M2 T2 L2
force for the a specie
"2, = Second order tensor of total spin—spin interaction or
M21T2L7?
the total exchange force
Material property tensors Dimension
C =Volume - specific heat capacity M.LIT 20672
X« = First order tensor of dielectric susceptibilities 1
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v, = Second order tensor of dielectric susceptibilities YEARIERE
? ¥« = Polarization gradient - electric gradient coupling tensor M 2.4
C,;. = First order tensor of elastic moduli M.LET2
%2¢.uc. = Second order tensor of elastic moduli M T2
B mop = Strain gradient —strain gradient coupling tensor M.LT?
h., =Tensor of piezoelectric coefficients M.LI LTS
£« =Tensor of flexoelectric coefficients ML tT8
f,, = Gradient polarization—strain coupling tensor Y/ B B
% £, = Gradient polarization —strain gradient coupling tensor M2 11T
p =Vector of pyroelectric coefficients L2177
Py, = Temperature — gradient polarization coupling tensor MLIT.O"
a,, =Tensor of linear thermal expansion coefficients M.LIT 207
2, = Temperature —strain gradient coupling tensor MT?26™"
0” =Chemical potential - electric charge per unit masscoupling tensor MeLhI 2T
17/(2‘ =Chemical potential — polarization coupling tensor M2LIZ2T™
?y& =Chemical potential — polarization gradient coupling tensor MmeLt 2T
222 =Chemical potential —strain coupling tensor M2 tT3
W‘LM =Chemical potential —strain gradient coupling tensor M21tT8
M2l
¢“ =Chemical potential —temperature coupling factor T3
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’T.. = First order stress tensor at the natural state M.LT
*To. = Second order stress tensor at the natural state M.T2
€. =The local electric field at the natural state M.LIT
"¢, =The second order local electric field at the natural state M2ZLRIT
1, = Entropy per unit mass at the natural state 12T 29L
1“° = Chemical potential at the natural state M.L2IT S
2, = Helmholtz free energy per unit volume at the natural state M.LIT

F. Table de conversions de l'unité Sl a CGS Lorentz-Heaviside

Nous utilisons le livre de J.D. Jackson “Classical Electrodynamics” pour proposer
une conversion des équations des variables SI aux équations avec des variables données en
CGS Lorentz-Heaviside. La transformation inverse est aussi valable. Le terme résiduel &yu,

doit étre remplacé par la célérité (squo = 1/c2).
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Table 2: Conversion des variables pour passer des unités CGS Lorentz-Heaviside aux unités Sl

CGS Lorentz-Heaviside

Sl

A uELE 8,87 ,6°,8"") s,

ij
1

L a LEa LEIT’Lé;a Lll ‘€a(eff)

V L€a L€T L€ L€a L€T

KL’ KL’

e

y

A‘u” E E 8,87 ,8",6"",
((DD(Z LEa LET Lé,;a L é'a(Eﬁr)
Lé’ L€a L€T LEg Lo L€T

KL’ KL’

i

& q“.4,-47-45",0,,¢5r

R“,QK,Ji,J,‘;,z,z““ff’

P AN N

R*,0,.J.,J¢ ,z,z““”’

y’Mi"/%i’Hi";(;’ui’ﬂi’(‘ai)’j ’ﬁi’

\/’7 L i P/

KL’

M, 20,

#

1"ul/ m 2’K)KL"

B.B.B"."B,'%,
Lj);T’ Lz

L LpT L

B*,"Bl "%,
Lysa LT L Lysa
B LB LB LB

KL>

S

L
> 'BKL

T

Lpa LpT Lapa
B,»aBl-a i

L‘Ba L%ZL

KL?

eff L L
B.%.BY.'B.'%
LpT L Lysa L~yT L
BB B BB

1 12 22 l,a 2
e_(d’ Cer Crur G ., 9‘;’ giL)
0

(d’ CKL ! ’ CKLI ! KLIJ ! lga gKL)

31 22 32 !
hKIJ’ leJK’ f}JKL’ fHIJKL’pK’pKL

2)La SAaM’(pa L€0 L_é'O a0

KL’

1
V&

31 22 32 i
hKU’ fHIJK’ fUKL’ fHUKL’pK’pKL

2)La SA’a a L€0 L_€OL’M0:

KL> “"KLM 3%
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G. Lien entre G et la courbure et I’angle de déflexion

On peut calculer 1’angle o a partir des figures suivantes :

\
//(,\

/ \

L/ _¢.  HL/ H
Ly M) &y B ’_/ (/=624 )
e % T x,—

»
0,0)

| &y + Gua i, )

L. ‘~"I ‘ i ’ (L,t"{u_,lz, | EEEERS e “ﬂ
On trouve :
tan[ & | = - Suzk

2 2

. 1 . . . .
Soit R le rayon de courbure, avec G,,, = R si la courbure reste perpendiculaire a sa section

alors :
Ra =L,
Pour un angle faible,

tan a zgz_ﬁ
2 2 2

Donc G, =-G,,=—
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Titre : Etude de la fléxoélectricité de nanosystémes par le développement d'algorithmes mélant approche

atomistique et mécanique des milieux continus.

Mots clés : flexoelectricité, nanotube de carbone, milieux continus

Résumé : La flexoélectricité d’'un matériau est sa
capacité a se polariser électriquement sous
I'effet d’un gradient de déformation. Bien qu’il
existe dans tous les matériaux, ce phénomeéne
est encore rarement utilisé car il est en général
de trés faible amplitude. Cependant, a I'échelle
du nanomeétre, la flexoélectricité est fortement
augmentée. Le défi de ce travail est donc de
proposer une modélisation  multi-échelle
permettant, d’une part, de caractériser et de
quantifier les propriétés flexoélectriques et,
d’autre part, de dimensionner un nanosystéme
mettant en évidence des effets flexoélectriques
importants. Pour cela, nous avons choisi de nous
intéresser a un nanosystéme constitué d'un
nanotube de carbone mono-paroi semi-
conducteur. Dans le cadre des milieux continus,
nous avons tout d’abord appliqué le principe des
puissances virtuelles et la thermodynamique des
milieux continus pour obtenir de facon
systématique les équations constitutives d’un
matériau aux comportements couplées

semi-conducteur élastique électro-magnétique, en
prenant en compte les gradients de déformation, de
polarisation électrique et d’aimantation. En paralléle,
dans le cadre d’une approche atomistique, nous avons
développé un modeéle numérique afin de simuler |'effet
flexoélectrique inverse de nano-objets tels que des
nanotubes de carbone décrits atome par atome, avec
des dipoles électriques permanents et induits sur
chaque atome. Moyennant quelques hypothéses
d’homogénéisation, nous avons couplé ces deux
approches et obtenu les équations reliant les quantités
atomistiques, calculées dans la simulation, aux
guantités macroscopiques correspondantes, utilisées
dans les équations constitutives des milieux continus
préalablement déterminées. Les premiers résultats
mettent en évidence une variation importante des
éléments de I'un des tenseurs de flexoélectricité en
fonction du rayon et de la longueur du nanotube.

Title : Study of flexoelectric nanosystems through the development of multi-scale algorithms mixing atomistic
approach and continuum mechanics

Keywords : flexoelectricity, carbon nanotube, continuum

Abstract The flexoelectricity tensor of a
material characterizes its ability to polarize
under the action of a deformation gradient. The
phenomenon is still rarely used though it exists
in every material, because the effects are
usually very weak. However, for nanoscale
systems, flexoelectricity can be largely
enhanced because of a possibly much greater
gradient. Thus, the aim of this PHD thesis is to
build a model that would allow us to compute
the characteristic tensors of flexoelectricity in
order to design a nanosytem in which huge
flexoelectric effects could be used for energy
conversion. For that purpose, we have studied
the flexion of several semi-conducting Single-
Wall Carbon NanoTubes (SWCNT), considered
either as continuous cylinders or as a discrete
network of carbon atoms. In the continuum
point of view, we have applied the principle of
virtual powers and classical thermodynamics to
systematically

obtain the constitutive equations of a semi-conducting,
electro-magnetic deformable continuum, including the
effects of the deformation, polarization and
magnetization gradients. Meanwhile, we have improved
an atomistic model with distributed permanent and
induced dipoles to simulate the inverse flexoelectric
effect on the SWCNTs. Using homogenization
hypothesis, we have coupled these two approaches by
obtaining the equations binding the atomistic quantities
computed in the numerical simulations, with the
corresponding macroscopic quantities used in the
previously obtained constitutive equations. The first
numerical results seem to show a notable variation of
the elements of the flexoelectric tensors as a function of
the radius and length of the SWCNT
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