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Chapitre 1

Introduction

Il faut toujours viser la lune, car méme en
cas d’échec, on atterrit dans les étoiles.

Oscar Wilde

1.1 Présentation du contexte

1.1.1 Applications extrémales

Soit f : P? — P? un endomorphisme holomorphe du plan projectif complexe de degré d > 2.
On note T son courant de Green. C’est un courant positif fermé invariant de bidegré (1,1). Le
produit pu := T AT est la mesure d’équilibre de f, c’est 'unique mesure invariante maximi-
sant ’entropie. Rappelons que u est ergodique et mélangeante. Les exposants de Lyapunov de
W, notés A1 > Ao, sont les quantités qui gouvernent les contractions et dilatations localement
asymptotiquement sur tout le support de p. Briend et Duval ont démontré que ces exposants
sont strictement positif.

Théoréme 1.1.1 (Briend-Duval [BrDu99]).
1
alogdg)\g S)\l (1.1.1)

Ils montrent de plus, dans [BrDu99], & I'aide du mélange et de la positivité des exposants
de Lyapunov, que p équidistribue les points périodiques répulsifs. Le calcul des exposants de
Lyapunov n’est pas évident. On consultera les articles de Bedford-Jonsson [BJ00] et de Jonsson
[Jon98], [Jon99] pour des formules concernant la somme des exposants de Lyapunov dans le
cas des applications polynomiales de P2. A l'instar de la formule de Przytycki en dimension 1
(voir [Prz85]), ces formules font intervenir I’ensemble critique de application polynomiale. Il est
naturel de s’intéresser a ’optimalité de la borne (1.1.1). La caractérisation des applications
extrémales, c’est a dire telles que A\ = Ao = %log d, est résumée dans le Théoreme suivant.



Théoréme 1.1.2 (Berteloot-Loeb [BLO1], Berteloot-Dupont [BeDu05] et Dinh-Dupont [DD04]).

Les propositions suivantes sont équivalentes :
1. A = Xy = 3 logd.
2.d,=4.

3. p << Lebp2.
4. T est une (1,1)-forme lisse strictement positive sur un ouvert de P2.
5

. [ est un exemple de Lattés. (Voir Définition 1.1.3).

Le cas de la dimension 1 résulte des travaux de Ledrappier [Led84a], Mané [Mn88|, Zdunik
[Zdu90] et Mayer [May02].

La dimension de u qui apparait ici est un élément clé de notre étude. Pour = € P2, on définit
d,(z) la dimension inférieure et d,(z) la dimension supérieure de la mesure y en r comme

(z) := liminf M d,,(z) := limsup M.

d
r—0 logr r—0 log r

ZH
On note d, (x) la limite lorsqu’elle existe. Dans le cas de la mesure pu, son ergodicité implique que
dy(z) et d,(x) (et d,(z) si elle est bien définie) sont constantes p-presque partout. On enlevera

donc la dépendance en x. On sait a priori seulement que d,, < @ Il est donc remarquable que

dans le Théoréme 1.1.2, on ait d,, = @ et que d,, soit bien définie.

Définition 1.1.3. Un endomorphisme holomorphe f : P? — P? est appelé exemple de Lattés
si il existe un tore compleze C2 /A, une dilatation affine D sur ce tore et un revétement galoisien
fini o : C?2/A — P? tel que le diagramme suivant commute :

Cc2/A —2>C2/A

L,

P2 — P2
11 existe de telles applications pour tout degré d > 2, voir par exemple [Dup03]. En revanche,

déterminer si une application donnée est un exemple de Lattes se révele compliqué. Le Théoréme
1.1.2 nous fournit une caractérisation par les exposants de Lyapunov et la dimension de .

1.1.2 Applications semi-extrémales

Le cas qui sera le fil conducteur de ce texte est celui des applications semi-extrémales,
c’est a dire vérifiant Ay = %logd et Ay > Ao.

Question 1.1.4. Peut-on décrire géométriqguement les applications semi-extrémales (avec un
diagramme commutatif comme pour les exemples de Lattés) ?
Peut-on décrire le courant de Green et la mesure d’équilibre des applications semi-extrémales ?

Notre intuition pour comprendre ces applications est guidée par les deux exemples qui suivent.
le premier exemple est classique. Nous montrons que le deuxieme exemple est semi-extrémal a
la section 3.5. Nous remercions Taflin de nous avoir indiqué ces applications.



Exemple 1 : Suspension d’un Lattés de dimension 1 Soit d > 2 et R : P! — P!
un exemple de Latteés de degré d en dimension 1. R s’écrit alors [z : w] — [P(z,w) : Q(z,w)]
en coordonnées homogenes, ou P et () sont des polyndmes homogenes de degré d. D’apres la
caractérisation des exemples de Lattés en dimension 1, I’exposant de Lyapunov de la mesure
d’équilibre de R est A = %log d.

On définit la suspension de R comme :

Iy P? — P?
T lrrwit] = [Plzw) : Qz,w) 1t
Alors f fixe xg :=[0: 0 : 1] et préserve le pinceau de droites passant par xy. Mieux, 'action

de f sur ces droites est celle du Lattes R, qui se lit sur la droite invariante a 'infini Lo,. Les
exposants de Lyapunov de A\; > Ao de p sont égaux a A\; =logd et Ao = %log d.

Proposition 1.1.5.

1. Le bassin d’attraction de xo, noté B(xg), est un ouvert borné de la carte affine [z : w : 1].
Il est cerclé, simplement connexe et son bord est sphérique (strictement pseudoconvexe) en
dehors d’un nombre fini de cercles. (Voir [BL98], [Din01], [Dup03])

2. En dehors des singularités, T s’écrit localement, prés de OB (x), comme 2i00log™ ||(z, w)|.

3. Supp p = IB(xo).

4. SuppT = B(z0)¢. En particulier, Supp T est bien plus gros que Supp 4.

5.

u << or, otor =T Aw est la mesure trace de T (w est la forme de Fubini-Study sur P?).

Les endomorphismes de P? qui vérifient la derniére propriété sont en fait toujours semi-
extrémaux. Ce résultat a été établi par Dujardin :

Théoréme 1.1.6 (Dujardin [Dujl2]). Sip << op, alors Ay = 1 logd.

Exemple 2 : Applications élémentaires de Desboves

Définition 1.1.7. Une application élémentaire de Desboves est une application de la forme
fro=lziw it [—2(2° + 20%) fw(22® + w?) t(w® — 22+ AP+ w® + 1))
ou A € C*.

Bonifant et Dabija ont étudié ces applications dans [BoDa02], ot elles possédent 3 parametres.
Ici nous travaillons avec la famille restreinte & un parametre, que nous appelons "élémentaire"
(le cas A = 0 ne définit pas un endomorphisme holomorphe de P2, car fy a un point d’indé-
termination). Elles ont été utilisées récemment par Bianchi-Taflin [BiTal6] dans la Théorie des
bifurcations. Ils montrent que tous les parametres de cette famille sont des parametres de bifur-
cation. Dujardin [Duj16] a généralisé ce résultat en exhibant des ouverts de bifurcations dans
la famille de tous les endomorphismes de P2. Ainsi, contrairement au cas des fractions ration-
nelles, la stabilité n’est pas forcément une propriété dense dans les espaces de parametres des
endomorphismes de P?.

Les applications élémentaires de Desboves possedent de nombreux points communs avec les
suspensions de Lattés, notamment les trois premieres affirmations de la proposition suivante. La
Proposition 1.1.10 ci-dessous mettra en évidence des différences importantes.
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Proposition 1.1.8 (Bonifant-Dabija [BoDa02]). Si A # 0, alors
1. 29 =1[0:0:1] est un point fixe de fx.
2. fx préserve le pinceau de droite passant par xg.
3. fx préserve la droite d Uinfini Lo := {[z : w : 0]}.
4. fx préserve la cubique C := {[z cw:t], 2w+t = O}.

Tout ces points nous permettent de retrouver une situation de type Lattées de dimension 1
pour f |1 . Chaque droite passant par zy coupe Lo, en exactement 1 point. De plus, f |¢ est une
application holomorphe sur une courbe elliptique, donc est affine. C étant une cubique projective
lisse, elle coupe toute droite passant par xy exactement 3 fois avec multiplicité. Cela nous fournit
un revétement ramifié o3 : C — Ly, de degré 3, et on obtient le diagramme

C fle c

f‘Loo

Lo ——= L

L’application f |, est de degré 4 et sa mesure d’équilibre po, posséde donc un exposant
de Lyapunov minimal égal a %log 4. Cependant, contrairement a ce qu’il se passait dans le cas
suspension de Lattes, il n’est pas facile de relier I’exposant de Lyapunov de pis a ceux de u. Nous
ne sommes pas non plus dans le cas polynomial [BJ00], [Jon98], ni dans celui des applications
fibrées polynomiales [Jon99] (ot les deux exposants sont supérieurs a log d). Nous montrons le
Théoreme suivant dans la section 3.5 en utilisant I’équirépartition des points périodiques répulsifs
de f vers p et de f|p. vers pioo.

Théoréme 1.1.9. Pour tout \ # 0, Uapplication de Desboves f) est semi-extrémale : les expo-
sants de Lyapunov A1 > Ao de sa mesure d’équilibre p vérifient Ao = %logél et A1 > Aa.

Enfin, les structures du courant T et de la mesure p sont tres différentes de ce que l'on
observait dans I’Exemple 1. Toujours d’aprés [BoDa02],

Proposition 1.1.10 (Bonifant-Dabija).
— Le bassin d’attraction de xq, noté B(xg), est connere et dense dans P2.
— Supp . = Supp T = B(zg)°.

En particulier, on ne sait pas si p est absolument continue par rapport a la mesure trace op.

Observation : Dans les deux exemples que nous avons présentés, I’application possede un
"facteur Lattes" qui induit la minimalité de As.

Question 1.1.11. Est-ce que toute application semi-extrémale posséde un facteur Lattés ?
Dans [Duj12], Dujardin pose la méme question pour les endomorphismes de P? vérifiant

n << or.

1.1.3 Mesures dilatantes et dimensions locales

Le courant de Green T et la mesure d’équilibre p de f sont des objets universels pour la
théorie ergodique des endomorphismes de P2, au sens suivant :
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Théoréme 1.1.12 (de Thélin [dT05], Dinh [Din07]). Soit f : P? — P2 un endomorphisme
holomorphe de degré d > 2. Soit v une mesure ergodique.

Si h, > logd, alors Suppv C Supp u.

Si h, >0, alors Suppv C Supp 1.

Ce Théoreme montre que, suivant leur entropie, les mesures ergodiques peuvent servir a
minorer la dimension de Hausdorff du support de T et du support de p. Les mesures dites de
grande entropie (c’est a dire telle que h,, > logd) vérifient en outre une borne sur leurs exposants
de Lyapunov :

Théoréme 1.1.13 (de Thélin [dT08]). Soit v une mesure ergodique telle que h, > logd. Si
log |det D, f| € L*(v), alors les exposants de Lyapunov de v vérifient

1
A1 > Ay > E(hl, —logd) > 0.

Ce résultat a été étendu par Dupont [Dup10] en supprimant I’hypothése log [det D, f| € L (v).
On trouve aussi dans cet article des exemples de mesures de grande entropie, obtenues par
codage de l'arbre des préimages de points (mesures de Gibbs). Les dimensions d, (x) et d, () se

définissent comme & la Section 1.1.1. Lorsque v est ergodique, on peut vérifier que d, (x) et d,(z)
sont des fonctions constantes v-presque partout. On note d, et d, les valeurs de ces constantes.
On sait par Young [You82] que si a < d, < d, <b, alors

a < dimg(v) <b,

ot dimg (v) = inf {dimg (A4),v(A4) = 1}.
Il est connu que si les exposants de v sont strictement positifs, alors

hy — _h
L <<d, <d, <-=.
AT - = Ao
ou h, est 'entropie de v. Si A\ = Ay = A, on sait donc que d, = hTV

L’article [Dupl1] donne la minoration suivante pour la dimension locale des mesure dilatantes.
Théoréme 1.1.14 (Dupont [Dupl1]). Soit f : P? — P? un endomorphisme holomorphe de degré

d > 2. Soit v une mesure ergodique. On suppose que ses erposants A1 > Ao sont strictement

positifs. Soit hy, l’entropie de v. Alors pour v-presque tout x,
logd h, —logd
d > .

Ce Théoreme, appliqué a u, donne la minoration de la Conjecture de Binder et DeMarco :

Conjecture 1.1.15 (Binder-DeMarco [BiDe03]). Soit f : P? — P? un endomorphisme holo-
morphe de degré d > 2. Soit p la mesure d’équilibre de f, soient Ay > Ao ses exposants de

Lyapunov. Alors
. logd logd
d = .
e VW

On dispose de la majoration suivante pour la dimension de p.

Théoréme 1.1.16 (Binder-DeMarco [BiDe03], Dinh-Dupont [DD04]). Soit f : P? — P? un
endomorphisme holomorphe de degré d > 2. Soit i la mesure d’équilibre de f, soient Ay > Ao ses
exposants de Lyapunov. Alors

. 2()\1 + )\2) - 210gd

dimH(u) <4
A1

12



En particulier, on obtient comme corollaire des Théorémes 1.1.14 et 1.1.16 que si f est un
endomorphisme semi-extrémal,

1
dimp () = 2 + (fd. (1.1.2)
1

Dimension de la mesure trace Le travail récent [dTV15] de de Thélin et Vigny étudie la
dimension de la mesure trace o = T A w (ou w est la (1, 1)-forme de Fubini-Study normalisée),
relativement aux mesures ergodiques v d’exposants de Lyapunov strictement positifs. Pour tout
x € P2, soit :
dr(z) = limsup M.
r—0 logr

or(Bz(r))
r2

Puisque T est un (1, 1)-courant positif fermé, on sait que la fonction r — est

croissante (se référer au livre de Demailly [Dem12], Chapitre III, §5). En particulier,
or(Ba(r)) < c-r?,
ot ¢ = o7(B;(1)). Il Sensuit information moins précise (car on passe au logarithme)

2 < dr(x) < Tr(a).
L’invariance f*T = dT implique que dr(z) est f-invariante et donc que dr(x) = dr(v) v-presque
partout pour toute mesure ergodique v (voir la Proposition 4.2.3).
Il est important de noter que cette quantité n’est pas forcément finie. Par exemple, si x €
Supp(v)\Supp(T), alors sur un voisinage ouvert de z, o7 est la mesure nulle et donc dr(z) = +oo.
Par le Théoréme 1.1.12, Pensemble Supp(v) \ Supp(T) est non-vide seulement si h, = 0.

De Thélin et Vigny ont obtenu une minoration de dr(v) :

Théoréme 1.1.17 (de Thélin-Vigny [dTV15]). Soit f : P2 — P? un endomorphisme holomorphe
de degré d > 2 et soit v une mesure ergodique. Soient A1 > Ay les exposants dev. Si Ay > Ao > 0,
alors \ log.d
d >d, +2°2 .
(V) 2 dy + A1 A1

Ils montrent tout d’abord le résultat plus faible

— h, —logd Ao
d > .
) 2 A1 * A1

et obtiennent ensuite le Théoréeme 1.1.17 par un découpage fin des boules dynamiques en boules
euclidiennes. Signalons que dans [dTV15] le Théoréme 1.1.17 est énoncé plus généralement pour
des applications méromorphes de variétés Kéahleriennes X et pour des mesures v dont le support
est inclus dans celui d’un (1, 1)-courant positif fermé de X.

1.2 Dimensions directionnelles

Dans notre travail, nous introduisons des dimensions directionnelles pour le courant T'.

Définition 1.2.1. Soit x € P? et soit Z une submersion holomorphe définie au voisinage de x.
On définit les dimensions supérieures et inférieures de T en x selon la direction Z par

P log [T A (3dZ N dZ)(B,
dr z(x) = limsup 0g [ (3 )( (T))]
l r—0 logr

b
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log [T'A (4dZ A dZ)(B,
dr,z(x) = liminf o8 [ (3 )( (7“))] -
: r—0 logr

Remarquons que T'A (%dZ AdZ) est une mesure positive sur un voisinage de x, car T est un
(1,1)-courant positif sur P?. De plus, cette mesure est la moyenne (pour la mesure de Lebesgue)
des tranches du courant T transversalement & la direction Z. Plus précisément, si (Z, W) désigne
les coordonnées d'un bidisque holomorphe D? au voisinage de x, on a (Voir Proposition 3.4.6) :

T/\(%dZ/\d?) :/O—;T dLeb(z), (1.2.1)
D

ot o, : D — D? est le disque holomorphe vertical u +— (z,u).
Les dimensions directionnelles de T' relativement & un systéme de coordonnées (Z, W) sont
reliées a la dimension de la mesure trace or de la maniére suivante :

Proposition 1.2.2. Soit x € P2. Alors pour tout systéme de coordonnées holomorphes (Z, W)
au voisinage de x, on a :

dr(w) = min {dr.2(2), drw (@)}, () = win {dr2(2), drw (@)}

Démonstration. Notons o7,z = T A(2dZ NdZ) et op,w =T A (4dW AdW). Alors il existe ¢ > 0
tel que %(aTyz +orw) <or <clor,z +or,w) (Voir [Dem12] Chap. III, §3). On en déduit

% max [O’ﬂz(Bx (7’)), O'TVW(BQC (7’))] < O'T(B:c (7")) < 2cmax [UT,Z(B.t (’I")), GT,W(B$ (T))]

On conclut grice au Lemme 2.4.3 en remarquant que la dimension locale du maximum de 2
mesures est le minimum des 2 dimensions (on divise par logr qui est négatif). O

1.2.1 Minorations des dimensions directionnelles du courant de Green
et application aux endomorphismes semi-extrémaux

Nous obtenons la précision suivante du Théoréme 2 de de Thélin-Vigny [dTV15] (nous mon-
trerons tout d’abord une version plus faible, qui est I’analogue du Théoréme 1 de [dTV15]) :

Théoréme 1.2.3. Soit f : P> — P? un endomorphisme holomorphe de degré d > 2, soit v une
mesure ergodique dont les exposants Ay > Ao sont strictement positifs et non-résonnants. Alors
il existe € — O(€) une fonction qui tend vers 0 avec €, telle que, pour tout € > 0, pour v-presque
tout x € P2, il existe un systéme de coordonnées holomorphes (Z,W) = (Z5, WE) vérifiant :

logd

dr z(x) = dy — +2+0(e) (1.2.2)
1
logd A
A (2) > dy — —22 1222 1 O(e) (1.2.3)
’ - )\1 )\1

De plus, x + dp z(z) et x — drw(x) sont constantes v-presque partout.

On retrouve pour la coordonnée W la minoration de de Thélin-Vigny. La minoration que
nous obtenons pour la coordonnée Z est meilleure avec A\; > Ay. Ces minorations indiquent un
coefficient de régularité pour les mesures directionnelles. Le Théoréme 1.1.14 entraine le corollaire
suivant.
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Théoréme 1.2.4. Soit f : P2 — P2 un endomorphisme holomorphe de degré d > 2, soit v une
mesure ergodique dont les exposants Ay > Ao sont strictement positifs et non-résonnants. Alors
il existe € — O(€) une fonction qui tend vers 0 avec €, telle que, pour tout € > 0, pour v-presque
tout € P2, il existe un systéme de coordonnées holomorphes (Z,W) = (Z5, WE) vérifiant :

h, —logd
hy —logd

dp.z(x) > 2+
A2

O(e)

— A h, —logd
dpw(z) > 9f2  Tw T 080
Al Ao

De plus, x + dp z(x) et x — dpw(x) sont constantes v-presque partout.

O(e).

Remarque 1.2.5. Le systéme de coordonnées (Z5, W¢) provient de Uapplication d’un Théoréme
de formes normales auz branches inverses v-génériques de f (Voir Théoréme 4.1.2 et les articles
de Jonsson-Varolin [JV02] et Berteloot-Dupont-Molino [BDMO0S8]). Ce systéme de coordonnées
dépend en fait de & dans lextension naturelle du systéme f : P2 — P2. Dans lénoncé, (Z5, WY)
est alors n’importe quel systéme de coordonnées du type (Z5, WE) ot mo(£) = x.

Donnons une idée de la preuve du Théoreme 1.2.3. On montre en utilisant I'invariance de T'
et 'invariance des coordonnées (Z5, W£) que les fonctions

T — dnz; et T+— dT,W;

sont constantes D-presque partout.

Dans les coordonnées (Z5, W), lorsque les exposants ne résonnent pas, f” agit comme une
application linéaire qui multiplie la premiére coordonnée par e ="¢ et la deuxi¢me par e™ 2+ne¢,
Elles sont donc plus précises que les coordonnées d’Oseledec-Pesin, qui permettent par exemple de
construire les variétés stables et instables locales des systémes non-uniformément hyperboliques.
On pourra les appeler des coordonnées d’Oseledec-Poincaré, en référence au Théoreme de
Poincaré de linéarisation des germes d’applications holomorphes contractantes et non-résonnantes
de (C2,0). Pour obtenir les deux inégalités du Théoréme 1.2.3, I'idée générale consiste a reprendre
les arguments de de Thélin et Vigny [dTV15], en substituant & leur minoration

(fn)*w > 62n)\267n5w
obtenue par découpage, les minorations
(f")'w > e Me ™ dZ NdZ et (f™)*w > 2 2e " dW A dW

obtenues par le Théoréme des formes normales.

Mesure de grande entropie et courants positifs fermés A linstar de [dTV15], nous
obtenons & la section 5.4 un énoncé analogue au Théoréme 1.2.3 pour les (1, 1)-courants positifs
fermés S sur P2, & ceci prés que les dimensions directionnelles ne sont plus constantes v-presque
partout.

On sait que les mesures de grande entropie (h, > logd) ne peuvent pas étre contenues dans
des sous-ensembles analytiques, cela résulte de argument de Gromov (voir par exemple Briend-
Duval [BrDu01]). Dans [dTV15], de Thélin-Vigny posent la question de l’existence de mesures
de grande entropie contenues dans un (1, 1)-courant positif fermé de dimension de Hausdorff 2
(ot le sens donné a cette dimension est a préciser). Le Théoréme 1.2.4 répond & cette question de
maniere locale et directionnelle pour le courant T'. Nous obtenons 'analogue suivant pour tout
courant positif fermé S de P2. (Voir Théoréme 5.4.1 et Remarque 5.4.2)
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Théoréme 1.2.6. Soit f : P? — P2, soit S un (1,1)-courant positif fermé S sur P2. On suppose
que S supporte une mesure ergodique de grande entropie v dont les exposants Ay > Ao sont non-
résonnants. Alors, en un point de Suppv C Supp S, le courant S posséde une dimension locale
directionnelle > 2.

Plus précisément, pour tout € proche de 0, il existe x € Suppv et Z une submersion holo-
morphe sur un voisinage de x tels que :

h, —logd

d57z(1')22+(176/) \
2

Endomorphismes semi-extrémaux Le Théoréme 1.2.3 permet d’obtenir les valeurs des di-
mensions directionnelles pour les endomorphismes semi-extrémaux vérifiant y << op. Notons
tout d’abord que cette relation implique

dr(p) < @, (1.2.4)

comme nous le vérifions dans la Proposition 2.4.4. Analysons les deux membres de cette inégalité.
D’une part, la Proposition 1.2.2 donne dr(p) = min {dr z(z), dr,w(x)} pour p-presque tout
x € P? et pour tout systéme de coordonnées holomorphes (Z, W) au voisinage de x. D’autre
part, si on suppose d, = d,,, alors d,, = d,, = dimy(u), qui vaut 2 + % d’apres (1.1.2). On

déduit donc de (1.2.4) que si u << or, alors

logd
A1

min {dr,z(z),drw(z)} <2+ (1.2.5)

pour p-presque tout x € P2 et pour tout systéme de coordonnées holomorphes (Z, W) au voisinage
de z. Le Théoréme suivant montre qu’il y a égalité dans (1.2.5) a une fonction O(e) pres.

Théoréme 1.2.7. Soit f : P2 — P2 un endomorphisme holomorphe de degré d > 2, supposons
que i << or et que les exposants \; > Ay = %logd ne résonnent pas. Supposons que @ =d,.
Alors il existe ¢ — O(€) une fonction qui tend vers 0 avec e, telle que, pour tout € > 0, pour
p-presque tout x € P2, il existe un systéme de coordonnées holomorphe (Z,W) = (Z5,W¥)
vérifiant :

I 1
8 L 0(e) < dr () < 2+ 289

4 < 2 .
+0(e) < dp z(x), + N , < N

De plus, x — drz(z) et © — dpw(x) sont constantes p-presque partout. En particulier, la
dimension de T dans la coordonnée W est égale a la dimension de p (d la fonction O(e) prés),
voir (1.1.2).

Précisons comment le Théoreme 1.2.3 implique le Théoréeme 1.2.7.

Soit (Z,W) = (Z5,W£) les systémes de coordonnées holomorphes donnés par le Théo-
reme 1.2.3. Nous allons d’abord minorer la dimension directionnelle dr z. La connaissance de
cette minoration nous permettra d’établir la formule & O(e) pres pour dr .

Si u << op, alors Ay est minimal par le Théoréme 1.1.6 (Dujardin). Alors par le Théo-
réme 1.1.14 (Dupont), on sait que 2 + logld < d,. On en déduit dr,z > 4+ O(e) par (1.2.2).

by
On vient de voir que dr z > 4 + O(¢), donc on a forcément drw < 2 + % par (1.2.5) et
A1 > Ag. Pour terminer, (1.2.3) donne drw > 2 + I&gld + O(e). O
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1.2.2 Majorations des dimensions directionnelles du courant de Green
et dimension de mesures

Nous obtenons le résultat suivant en utilisant que i est la masse de Monge-Ampere T'AT.

Théoréme 1.2.8. Soit f : P? — P2 un endomorphisme holomorphe de degré d > 2, soit v une
mesure ergodique dont le support est contenu dans celui de v et dont les exposants A1 > Ao sont
strictement positifs (par exemple pour v mesure de grande entropie) et non-résonnants. Alors il
existe € — O(€) une fonction qui tend vers 0 avec €, telle que, pour tout € > 0, pour v-presque
tout x € P2, il existe un systéme de coordonnées holomorphe (Z, W) = (Z5,W£) vérifiant :

log d A1 logd

2= < =49 )
N + )\2+O(e), drw(z) < N +240(e)

dr z(z) <

De plus, x — dr z(z) et x — dpw(x) sont constantes v-presque partout.

On obtient le Théoréme 1.2.8 en utilisant la théorie du pluripotentiel, le Théoréme des formes
normales, 'invariance f*T = dT et des propriétés standard de récurrence pour v. En particulier,
nous faisons appel & un résultat de la these de Briend pour établir la Proposition intermédiaire
suivante :

Proposition 1.2.9. Soit f : P? — P? de degré d > 2. Soit x € Supp p et soit Z une submersion
définie dans un voisinage V de x. Alors T N\ (5dZ N dZ) n'est pas la mesure nulle sur V.

En effet, si T A (%dZ AdZ) était nulle, alors on vérifie d’apres (1.2.1) que les potentiels locaux
de T seraient harmoniques sur tous les disques verticaux, ce qui rendrait la masse de Monge-
Ampere T AT nulle sur un voisinage de x et contredirait le fait que = € Supppu = SuppT A T.

Les arguments développés dans la démonstration permettent d’obtenir une nouvelle majora-
tion de la dimension inférieure des mesures dilatantes contenues dans pu.

Théoréme 1.2.10. Soit f : P2 — P2 de degré d > 2, soit v une mesure ergodique dont le support
est contenu dans celui de p et dont les exposants \1 > Ao sont strictement positifs (par exemple
pour v mesure de grande entropie) et non-résonnants. Alors

La majoration d, < l(i\gl L % +2 ( — i—f) est toujours vraie, méme si les exposants sont
résonnants. Notons que cette majoration ne fait pas intervenir 'entropie de v. Cela s’explique
par la nature des arguments évoqués ci-dessus : Suppv C Supp p et f*T = dT'. Plus précisément,
on voit dans les calculs que I'entropie de v, vue comme le nombre de boules dynamiques, est
compensée par la v-mesure de ces boules dynamiques. Le degré d > 2 apparait grace a l'invariance
de T'. Notons que cette majoration, combinée a la minoration du Théoréme 1.1.14, nous rapproche
de la Conjecture 1.1.15, au moins en ce qui concerne la dimension inférieure de pu.

Question 1.2.11.

Soit f: P2 — P2 de degré d > 2 et u la mesure d’équilibre de f. A t-on dy = l‘i\gld + % ?

1.2.3 Combinaison des estimations : dimension limite

Les systeémes de coordonnées (Z, WE) des Théoremes 1.2.3 et 1.2.8 sont ceux donnés par le
Théoreéme des formes normales. En particulier, ce sont les mémes et on obtient 1’énoncé suivant.
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Corollaire 1.2.12. Soit f : P? — P2 de degré d > 2, soit v une mesure ergodique dont le support
est contenu dans celui de p et dont les exposants A1 > Ao sont strictement positifs (par exemple
pour v mesure de grande entropie) et mon-résonnants. Soit € > 0. Alors pour v-presque tout
x € P2, il existe des suites (r;)jen, (75)jen, (Rj)jen, (éj)jeN qui tendent vers O et un systéme de
coordonnées holomorphes (Z, W) = (Z5, W) tels que :

logd A1 e . o . _ L —log ,

e R (1 S4Z NdZ)(Bo(r)), (T A 2dZ A dZ)(B.(r7)) < 7 SR
logd 1o 4¢' i — i — 5 5 heslosd o2 o
R < (T A ZdW ADW)(Bu(Ry)). (T A 5dW ADW)(Bu(By) < By = 7377

Observation : Lorsque v est la mesure d’équilibre u, la valeur % + 2 apparait

comme une valeur frontiére qui sépare les coordonnées Z et W. Rappelons que les
puissances dans les minorations des mesures indiquent un coefficient de singularité, alors que
dans les majorations elles indiquent un coefficient de régularité.

1.2.4 Dérivée de Radon-Nikodym des applications semi-extrémales

Lorsque les exposants A1 > Ay sont minimaux égaux a %log d, alors h,, = logd? est égale a
la somme des exposants de Lyapunov. Autrement dit, la formule de Pesin est vérifiée, et cette
propriété entraine I’absolue continuité de p par rapport a la mesure de Lebesgue (Voir Dupont
[Dup06] [Dupl10]). On consultera les articles de Ledrappier [Led81] [Led84a] pour des résultats
analogues pour les applications de [0,1] et de P, et de Ledrappier [Led84b] et Ledrappier-Young
[LY85a] pour les difféomorphismes de variétés compactes. Ici, la relation f*T = dT associée a
I’hypothese d’un exposant minimal peut étre vue comme un analogue faible de la formule de
Pesin et on peut espérer récupérer de la régularité sur 7.

Rappelons le fait suivant (voir Mattila [Mat95]). Soit p une mesure positive sur D. Si pour
Lebesgue presque-tout z € D, on a

lim inf p(D=(r))

M TebD.(r)) ~ o

alors p << Leb sur . Les deux résultats ci-dessous concernent le cas semi-extrémal \; > Ao =
%log d. 1ls donnent 'existence de disques holomorphes o : D — P2 pour lesquels la tranche ¢*T
posséde une dérivée de Radon-Nikodym inférieure bornée en o(0). Cela ne donne pas 6*T << Leb
sur D car on ne sait pas si la dérivée de o*T est bornée ailleurs qu’en ¢(0). Nos théorémes in-
diquent cependant une forme de régularité nouvelle pour les applications semi-extrémales consi-
dérées.

Théoréme 1.2.13. Soit f un endomorphisme holomorphe de P? de degré d > 2. Soit T le
courant de Green et pu la mesure d’équilibre de f. On suppose que p << T Aw et Ag < A\ < 2).
Alors il existe un borélien A vérifiant u(A) >0 et :
Pour tout x € A, il existe un disque holomorphe &, : D — P? tangent en 0 a la direction
d’Oseledec stable vs(x) tel que
*
lim inf S L (())

P LebD(r)) < T

La preuve fait intervenir un résultat de Dujardin (voir [Duj12]) sur les directions de Fatou
et un résultat de Berteloot-Dupont [BeDu05] (d’out vient la condition §logd < Ay < 2X2). La
combinaison de ces deux résultats fournit une estimation du type

1D f™ (vs (@) ~ d™/*
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a des constantes prés indépendantes de n (il n'y a pas d’erreur e*"¢). Le Théoréme des formes

normales permet alors de construire le disque holomorphe £, ou la dérivée de Radon-Nikodym
est bornée au centre.

Nous avons obtenu un résultat similaire en relaxant la condition ¢ << T'Aw en Ay minimal,
mais en demandant la régularité Holder de la direction stable.

Théoréme 1.2.14. Soit f un endomorphisme de P? de degré d > 2. Soit T le courant de Green
et p la mesure d’équilibre de f. On suppose que u a un exposant de Lyapunov Ao minimal égal a
%1ogd et un autre %logd < A1 < 2X2. On suppose aussi que Supp pNCy =0 et que la direction
d’Oseledec stable x — vs(z)C est localement Hélder sur un borélien A de p-mesure totale. Alors
pour pi-presque tout x € A, il existe un disque holomorphe &, : D — P2 tangent en 0 d la direction
vs(x) tel que
*
lim inf 7§TT(D(T>)

M LebD(r)) © T

Nous suivons le méme schéma de preuve que pour le Théoréme 1.2.13. I’argument de Dujardin
est ici remplacé par un Théoreme Central Limite, d’ou 'hypothese de régularité Holder demandée
pour la direction stable x +— vs(x)C. Cela permet, toujours & 'aide de [BeDu05], d’obtenir
[ D [ (vs ()| ~ d"/>.
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Chapitre 2

Théorie ergodique et dimension

Le hasard, ce sont des lois
que nous ne connaissons pas

Emile Borel

Soit f : P2 — P? un endomorphisme holomorphe. Nous donnons les premiéres propriétés
de f; voir Sibony [Sib99] et Dinh-Sibony [DS10]. 1l existe F' = (Fy, F1,Fy) : C* — C3 une
application polynomiale homogene de degré d > 1 telle que f~1{0} = {0} et f = [Fp: F1 : Fy].
Alors f est un revétement ramifié de degré d? de P2. On définit son ensemble critique

Cy = {Jc € P2, D,f nest pas inversible} .
C’est un sous-ensemble algébrique de P? de degré 3(d — 1) avec multiplicité. L’ensemble
C= UnGan(Cf)

est alors f-invariant. Soit P, = {p eP? f*(p) = p} I’ensemble des points n-périodiques. D’apres
le Théoréme de Bezout, le cardinal de P,, compté avec multiplicité, est égal & 1 + d™ + d*".

L’entropie topologique de f est égale & log d?, voir Gromov [Gro03] et Misiurewicz-Przytycki
[MP77]. Rappelons sa définition. Soit d la distance sur P? induite par la métrique de Fubini-
Study. Une famille F' de points de P? est (n, €)-séparée si pour tout (x,y) € F x F, d,(z,y) > €
ot dp,(x,y) = maxo<i<n d(f*(z), f'(y)). L’entropie topologique de f est alors

1
hiop(f) 1= suplimsup — log max {Card(F), F C P? (n,e) — séparé}
e>0 n—=+oco N
D’apres le principe variationnel, hop(f) = sup {h,, v ergodigue}. Nous rappelons plus bas qu'il
existe une unique mesure p ergodique telle que h, = log d?.

Nous allons maintenant faire des rappels de théorie ergodique pour ces applications. La plu-
part des résultats ci-dessous sont valables pour des applications lisses de variétés compactes. On
consultera le Chapitre 1.5 du livre de Walters [Wal82] pour plus de détails sur la théorie ergo-
dique, l'article de Ledrappier [Led84c] pour des résultats sur les exposants de Lyapunov, ainsi
que les articles de Young [You82], Ledrappier-Young [LY85b], Ledrappier [Led84c], [Led87] et le
livre de Pesin [Pes97] pour plus d’informations sur la Théorie de la dimension.
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2.1 Ergodicité

2.1.1 Mesures invariantes et ergodiques

Si v est une mesure de probabilité sur P?, on dit que v est f-invariante si pour tout B borélien,
on a v(f~!(B)) = v(B). Une mesure v est f-invariante si et seulement si [ o f dv = [¢ dv
pour tout ¢ € L!(v). D’aprés le Théoréme de Krylov-Bogolyubov, il existe au moins une mesure
de probabilité sur P? qui est f-invariante.

Définition 2.1.1. Une mesure f-invariante v est dite ergodique si :
VB borélien, f*(B) = B=v(B) =0 ouv(B) =1

Dans notre situation, la mesure uniforme sur 'orbite d’un point de P, fournit des exemples
de mesures ergodiques. Nous aurons besoin de la Proposition suivante caractérisant les mesures
ergodiques.

Proposition 2.1.2.

v est ergodique < [po f =@ v —p.p. = @ constante v — p.p.] pour tout ¢ mesurable.
&S [pof>¢v—pp. = ¢ constante v — p.p.| pour tout ¢ mesurable.

2.1.2 Théorémes ergodiques

Théoréme 2.1.3 (Théoréme de récurrence de Poincaré). Si v est une mesure f-invariante,
alors pour tout borélien B, presque tous les points de B retournent dans B en temps fini. C’est
a dire

v({x € B| f*(x) ¢ B, Vn € N}) =0.

Théoréme 2.1.4 (Théoréme ergodique de Birkhoff). Soit v une mesure ergodique. Alors pour
toute fonction ¢ € Ll(y), on a pour v-presque tout x € P2,

-1
14 ;
lim — 'r) = :
Llm > o(f'x) /<p dv
i=0
Ce Théoreme se généralise de la maniére suivante :

Théoréme 2.1.5 (Théoréme ergodique de Kingman).  Soit v une mesure ergodique.
Soit F,, : P2 — RU{—o0} une suite de fonctions f-sous-additive, c’est a dire telle que :

Vo k> 1, Foyn(x) < Fu(z) + Fu(f"z) pour v presque-tout x € P2.

Si B}t := max(Fy,0) € L*(v), alors 3\ € RU {—oc}, tel que

n—-4oo n

F 1
lim =& (z) = \ pour v presque-tout x € P2, ot A = inf { /Fn du} .
n |n

Remarque 2.1.6. Soit F: P? — RU{—o0}. Soient F* := max(0, F) et F~ := max(0, —F) de
sorte que F' = F+ — F~—. Si F'* est v-intégrable, alors

~oubien Fe L' (v) et [Fdv=[Ft— [F~ €eR,

~oubien FgL'(v)et [Fdv=[F"— [F~ =—cc.
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2.1.3 Exposants de Lyapunov
Nous rappelons la définition des exposants de Lyapunov des mesures ergodiques.

Théoréme 2.1.7. Soient f : P? — P? un endomorphisme holomorphe, v une mesure ergodique.
Soient Fy,(x) =log || Dy f™|, Gn(x) = log |det D, f™|. Alors

1. Pour tout n > 1, les fonctions FS et G} sont bornées, en particulier on peut leur appliquer
la Remarque 2.1.6.

2. Soit A\ := inf, {% an du} ; Alors A\ € RU{—00} et pour v-presque tout x, on a
A1 = lim l10 D f"]]
1 — n=too 1 g T .
3. Soit A = inf,, {% jes dl/}. Alors A € RU{—00}, A < 2)\; et pour v-presque tout z, on a

1
A= lim —log|detD,f"|.
n

n—-+o0o

4. Silog|det D, f| € L*(v), alors A = [log|det D, f| dv € R.
Silog |det D, f| ¢ L'(v), alors A = —c0.

Définition 2.1.8. Si \; = —o0, alors on pose Ao = —o0.
Si A1 # —o0, alors on pose A = A — A € RU{—o0}.
Dans tous les cas, on a Ay < Aq.

Démonstration. 1. Immédiat.

2. C’est 'application du Théoréme de Kingman 2.1.5 a la suite F,.

3. Appliqué & G,,, le Théoréme de Kingman prouve que A € RU {—oo}. L’inégalité A < 2
provient de |det A] < ||A|® pour tout A € M(C). En effet, cette inégalité est vraie si
det A = 0, et si det A # 0, alors |det A| = [|A=Y[| ™" - Al < [|A]*.

4. Remarquons que G; = log|det D, f|.

Si G1 € L'(v), alors [ Gy dv = —o0 par la Remarque 2.1.6. Donc

A—inf{l/GndV}S/Gl dv = —o0.
n | n

Si G € LY(v), alors Gy o f* € L'(v) pour tout n > 0 car v est invariante. Puisque
Gn=G1+Giof+...Giof" ! onaaussi G, € L'(v). De plus,

n—1
Vn > 1, /Gndu:Z/Gloﬂdu:n/Gldu.
1=0

Donc A = inf, {1 [ G, dv} = [ G} dv, ce qui termine la preuve
O

Lemme 2.1.9. Soit f : P? — P? un endomorphisme holomorphe, v une mesure ergodique. Soient
A1 > Ao les exposants de Lyapunov de v. Si A1 > Ay > —00, alors :

x+ log|det D, f| € L'(v),

ce qui tmplique
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V<Cf) =0,
v(UjenfCs) = 0. Donc pour v-presque tout x, pour tout n >0, D, f™ € GL2(C).
log™ H(Dxf)le eL'(v).

o=t {1 [rog0m 1w}
n n

et pour v-presque tout x, on a

e o~

. 1 na—11—1
Ay = ngrfooﬁl()g |(Dzf™)7H| -

Démonstration. Si A1 et Ay sont différents de —oo, alors A = A + Ay > —o0 et on utilise la
4éme assertion du Théoréme 2.1.7 pour obtenir U'intégrabilité de x — log|det D, f|. Si on avait
v(Cs) # 0, log|det D, f| ne serait pas intégrable, d’out le point 1. Par f-invariance de p, on a
v(f=1(Cy)) = v(Cs) =0 pour tout j € N, d’ott ¥(Ujenf7Cy) = 0 (point 2).

Les point 3 et 4 viennent de |det P| = || P||-||P~* ||71. C’est immédiat pour le point 4. Pour le
point 3, il suffit d’observer que cette inégalité entraine log™ || P|| < log™ HP*1 H +|log |det P||. O

Rappelons que C; désigne 'ensemble des points critiques de f et que C = Upezf"(Cy) est
f-invariant. Donc X := P2 \ C I'est aussi. On pose

A

X — X

X={teX? Yiel =z =flzi_1)}, mo: .
{ f( 1)} 0 (...733,1,,%0,331,...) = X

Le théoreme d’extension de Kolmogorov nous assure ’existence d’une unique mesure © sur X
telle que sa projection sur la coordonnée 0 soit v et qui soit invariante par le décalage sur X. On
a donc que

p(mg ' (A)) = v(A)

pour tout borélien A de P?. En particulier,
v(mo(A)) = o(my 'm0 (A)) > p(A)

pour tout borélien Ade X.

Ainsi, une fois que 'on s’est fixé Z, le passé de xg est totalement déterminé. On notera f, "
la branche inverse de f™ en zq le long de 'histoire &. A n fixé, puisque 'on évite ’ensemble
critique, elle est définie sur un voisinage de xg, a valeurs dans un voisinage de x_,,.

Théoréme 2.1.10. Soit f : P? — P? un endomorphisn}e holomorphe. Soit v une mesure ergo-
dique d’exposants de Lyapunov Ay > Ag > —oo. Soit X = {ﬁ € X% Vi€l wx;= f(a:i_l)}.
Alors

1. 9(X) =1.
2. Pour D-presque tout T, %bg HDIOf;"H —n—too —A2.

3. Pour D-presque tout &, +log }det onfi_"| —notoo — (A1 + A2).

n

Démonstration. Le point 1 vient du Lemme 2.1.9(1). Montrons le point 2. Soit F,: X >R
définie par F,, (&) = log || Dy, f; "||- Alors Fi" € L*(?) d’aprés le Lemme 2.1.9(3). Posons
- L[ A oy aara
A2 = inf { /Fn(x) dl/(x)} e RU{—o0}.
n |n
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Alors, d’apres le Théoreme de Kingman (que l'on peut aussi appliquer au décalage a droite sur
(X y)) on a pour D-presque-tout & € X,

1 -
Y& U — p.p., - log HDmofi_”H s too A2.

i(d @)}

mf{ . /logHDzof " )}

A L o---o(onfVH‘lﬁ(df)}
1nf{n /logH Dyof) Lo (Dmnlf)‘lHlﬁ(df)}

(par invariance de ¥ par le décalage sur X)

-1
mf{ - /logHDwn fn(m) V(dx)}
mf{ - /log“ fn)—lH*l l/(d.%‘)}

= —\g d’apres le lemme 2.1.9(4).

Vérifions que Ay = —\o. Pour D-presque tout & :

~ 1 1
o=t sl =it [ el

Le point 3 se montre de maniére similaire. O

2.2 Théoreme d’Oseledec

Le Théoreme d’Oseledec donne 'existence de directions dans les espaces tangents sur lesquels
la différentielle de f agit asymptotiquement en multipliant par les exposants de Lyapunov. Nous
aurons besoin de la direction stable vs(x)C C T,P? dans la Section 7. Nous mentionnons éga-
lement 'existence de la direction instable v, (#)C. Ces deux directions apparaissent en filigrane
dans le Théoreme 4.1.2 des formes normales.

Théoréme 2.2.1. Soit f : P2 — P2 un endomorphisme holomorphe, soit v une mesure ergodique.
Soient \1 > Ay > —o0 les exposants de v.
— 8i A = Ao = A, alors pour v-presque-tout z € P2, Vv € T,P?,

lim log 1D, £ (u)] = A

n—+oco n

— Sinon A1 > g et pour v-presque-tout = € P2 il existe un vecteur unitaire vs(x) € T,P? tel
que :

1
Vo € T,P? \ vy(z)C, hrf —log [ Do f" (@) = A
Vv € vs(@)C", Tim Llog D, 7 (0)]] = Aa.

De plus, la direction stable x — vs(2)C est mesurable et invariante par la différentielle :

Dy f(vs(x) - C) = vs(f())C.
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Si f était un difféomorphisme, il suffirait d’appliquer le théoréme précédent a f~! pour définir
une direction instable v, (z)C. Puisque f n’est pas inversible, nous devons passer par I’extension
naturelle pour définir une direction instable v, (2)C.

Théoréme 2.2.2 (Extension naturelle du théoréme d’Oseledec). Soit f : P2 — P? un endomor-
phisme holomorphe, v une mesure ergodique. ng'ent A1 > Ag les exposants de v. On suppose que
A1 > A > —00. Soit X =P?\ Upezf"(Cy) et X = {# € X%, VieZ, x;=f(zi-1)}.

- Si Ay = Ao = A, alors pour D-presque-tout T € X, Ve T P2,
1 -n
- log HDUCOfi (v)” —n—too —A.

— Sinon, \y > Ao et pour DU-presque-tout & € X, il existe un vecteur unitaire v, (%) € Ty, P?
tel que

1
Yo € TQCO]P’2 \ v, (2)C, - log ||Dx0f;"(v)|| —n—stoo —A2,
1
Vv € Uu(j)C*7 glog "Dmof{n(v)|‘ —n——+oo _)\1-

De plus, &+ v, (2)C est mesurable et

Dao f5H (vu(#) - €©) = vu(f71(2))C.

2.3 Cocycles et relations intégrales

Définition 2.3.1. Un cocycle est une application C : X x N — R vérifiant :
— Pour tout x € X, C(z,0) = 1.
— Pour tout k,m € N et tout v € X, C(x,k +m) = C(f™(x),k) - C(x,m).

Proposition 2.3.2. Soit C' un cocycle a valeur dans R* . Alors, pour tout m € N*, x € X

[

. log(C(fi(x),1)) = log C(z, m).
7=0

Démonstration. Par récurrence sur m.
Dans le cas m = 1, les deux quantités sont égales a log C(x, 1).
Si pour m fixé, on a Z;”:_Ol log(C(f7(x),1)) = log C(z,m), calculons log C(z,m + 1) :

logC(x,m+1) =log [C(f™(x),1)C(x,m)] (définition d’un cocycle)

m—1
=logC(f™(x),1) + Z log(C(f7(x),1)) (hypothese de récurrence)
§=0

= Zlog(C(fj(x)v 1)).
=0

D’ou la proposition par récurrence. O

Soit v une mesure ergodique. On suppose que ses exposants de Lyapunov vérifient \; > Ao >
—00. Soit A un borélien tel que v(A) = 1 et tel que la direction stable stable vs(2)C du Théoréme
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2.2.1 existe pour tout z € A. D’aprés le Lemme 2.1.9, on peut supposer que A ne rencontre pas
Uj>0f~?Cs. On choisit vs(z) de norme 1 et on pose

" A — R
o~ log||sz(’Us(iF))||

Cette définition ne dépend pas du choix de v,s(z) parmi les vecteurs de norme 1 dans la direction
stable.

Lemme 2.3.3. Pour tout n € N et pour tout x € A, on a

n—1

DU (@) = log || De f™ (vs (@)

=0

Démonstration. Montrons que C : (z,j) — HDfo(’US(fl'))H est un cocycle. Soient j, k € N, alors :
HDgEfj“‘k(vs(m))H = ||ka(m)fj(Dwfk(vs(m)))||. On multiplie et divise par HDmfk(vs(gc))H et
on obtient :

k vg(T
D f*(vs(z)) ) x| Da £ (vs ()

Do 0@ = | P (paiih:

Dy £ (vs ()

D 5 (vs @D est un vecteur

Comme la direction x +— vs(x)C est invariante par D, f, on sait que

de norme 1 dans vs(f*(z))C et on a que

D f7HE (ws (@) || = | Dty 2 (0s (FE@D)|| (| D f* (w5 (2))] -
C est donc bien un cocycle et on conclut par la Proposition 2.3.2. O
Lemme 2.3.4. On a Ay = [¢(z)dv(z).
Démonstration. D’apres le Lemme 2.3.3, on a

1 n—1

=30 @) = 1o D @)

=0

Par le Théoréme de Birkhoff 2.1.4, le membre de gauche tend v-presque partout vers [ o (z)dv(z)
qui est égal & [log | D, f(vs(z))| dv(z). En effet, 1 € L'(v) d’aprés le Lemme 2.1.9. D’apres le
Théoréme d’Oseledec 2.2.2, le membre de droite tend vers Ay pour v-presque tout x car vg(a)C
est la direction stable. O

2.4 Dimension de mesures

Définition 2.4.1. Soit v une mesure positive sur P? et soit x € P2. On définit d, () la dimension
inférieure et dT,(x) la dimension supérieure de la mesure v en T comme

d,(z) := lim inf log v(Ba(r))
— 7—0 logr
log v(By(r))

=Y

d,(z) := limsu
( ) r—)Op IOgT
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L’ergodicité permet d’éliminer la dépendance en x de cette quantité :

Proposition 2.4.2. Si v est ergodique, alors x — d,(z) et x — d,(x) sont constantes sur un
ensemble A, de v-mesure pleine.

Démonstration. Par l'inégalité des accroissements finis, il existe M > 0 tel que f(B,(r)) C
By (Mr) pour tout 2 € P? et tout r > 0 petit. Donc B,(r) C f~ (B (Mr)) et donc
v(By(r)) < v(f~H(Bg(z)(Mr))). Par Pinvariance de v, on obtient

v(Bg(r)) < V(Bf(z) (Mr)).
Donc

1 By (M
lim inf log 1(Bs(r)) V(B (r)) > lim inf o8 V(B (o) (M)
7—0 log r 7—0 log r

)

ce qui donne dy(z) > d,(f(z)). Comme v est ergodique et x +— d,(z) est mesurable, d, est
constante v-presque partout d’apres la Proposition 2.1.2. On montre de la méme facon que d,,
est constante v-presque partout. O

Dans la suite on notera simplement d,, la valeur de x + d, () sur A,. De méme pour d,.

Lemme 2.4.3. Soient vy et vy deux mesures de probabilité sur P?. Soit x € P2. Si il existe 1
et cg tel que pour tout v < rg, on a ait

v1(By(r)) < cova(Ba(r)).
Alors,

log v1 (B (7)) < log covo(Bz(r))  logeo | log I/Q(BI(T)).

= 2.4.1
logr - logr logr logr ( )

On obtient le lemme en prenant limsup ou liminf de (2.4.1). O

Proposition 2.4.4. Soient v; et vy deuz mesures de probabilité sur P? telles que vi << vs.
Alors, pour vi-presque tout x € P2, on a :

dVl (1') Z dl/z(x) ET dVl (1’) Z dl/z(x)

Démonstration. Soit ¢ € L' (1) telle que v1(A) = [, pra pour tout borélien A. Par le Théoréme
de convergence dominée,

/ Tip<myp dva = p—s 100 / pdyy=1
P2 P2

Pour tout n € N, on fixe M,, tel que f]P,Q 1{¢§Mn}<pd1/2 >1- % Par le théoreme de densité de
Lebesgue, pour v, presque tout  dans {¢ < M,}, on a

vi(Ba(r) N {p < My})

—r 1
v1(Ba(r)) -
Alors, pour tout r assez petit, on a
1
51 (Ba() < n(Bur) " {0 < M0,) = [ oo <M, [
Bm("‘)m{@SMn} Bz(r)
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Et donc :
141 (BI(T)) < 2Mn7/2(B:E(T))

On obtient par le lemme 2.4.3 que pour v;-presque tout = € {p < M, }, on a
du, (2) 2 dy, (@) et dy, () > do, (2).

Donc on ’a pour tout z appartenant & un borélien A C Upen { < M, } qui vérifie 1y (4) =1. O

2.5 Distance de Bowen et taille des boules dynamiques.

Définition 2.5.1. Sin € N, on définit d,, la distance dynamique de Bowen comme

Va,y € P2, du(z,y) = max d(f*(z), fF(y))

0<k<n
Pour x € P%, r > 0, la n-boule dynamique centrée en x et de rayon r est
By (z,r)={y € P? | d,(z,y) < r}
On utilisera les définitions suivantes d’ensemble séparé.

Définition 2.5.2. Si A C P? et {z1,...,2N} est un ensemble de points de A. On dit que les
points (z;)i<n sont (n,r)-séparés si pour tout i # j, dn(x;, ;) > .

On dit que cet ensemble de points est (n,r)-séparé maximal relativement a A si de plus, pour
tout y € A qui n’est pas un des x;, alors (x1,...,xN,y) n'est pas (n,r) séparé.

La formule de Brin-Katok (voir [BK83]) donne une estimation asymptotique de la v-mesure
des boules dynamiques. Le taux de décroissance exponentielle est égal a I’entropie de v.

Proposition 2.5.3 (Formule de Brin-Katok). Soit f : P2 — P? un endomorphisme holomorphe.
Soit v une mesure ergodique. Alors il existe un ensemble F C P? de v-mesure pleine et un réel
h, > 0, appelé entropie de v, tels que pour tout x € F,

lir% <1iminf -1 log V(Bn(x,r))) = lim <1imsup -1 log I/(Bn(x,r))) = hy.
r— n

n—-+oo N r—=0 \ n—o4oco

Silon fixe z € F et € > 0, il existe donc un ro(e, x) tel que r < rg implique

-1 -1
lim inf — log(v(By,(z,57))) > h, — €/2 et limsup — log(v(Bp(z,7/8))) < hy, +¢/2

n—+oo N n——+o0

En notant A7 = {z € F, ro(e,z) > n}, on a F' = Uy~oAj;. Remarquons que I'union est crois-
sante quand 7 décroit vers 0. Il existe donc 79 > 0 tel que v(A;, ) > 1—0/10. Pour tout = € A, ,
il existe un 17p (e, x) tel que n > 1ig(e, z) implique

v(By(x,57)) < v(By(x,5m0)) < e "heten vr < no,

v(Bn(z,10/8)) > e T

Nous utiliserons ces uniformisations dans la section 4.5.
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Chapitre 3

Théorie ergodique sur P? et
applications de Desboves

You wake up one morning and say
"World, T know you! From now on
there are no more surprises!".

Claudia Cardinale as Jill,
Once Upon a Time in the West

3.1 Le courant de Green T

Nous expliquons ici la construction du courant de Green. Se reporter a Fornaess-Sibony
[FS94] et Hubbard-Papadopol [HP94] pour plus de détails. On consultera aussi Sibony [Sib99] et
Dinh-Sibony [DS10].

Soit f : P2 — P? un endomorphisme holomorphe, F' = (Fy, Fy, Fy) : C> — C3 une application
polynomiale homogene de degré d > 1 telle que f = [Fy: Fy : Fy]. Puisque f~1{0} = {0}, il
existe M > 1 tel que

1
Ve e €, — o) < IF ()] < M| (3.1.1)
Notons 1
Gn(2) = - log||F" (2)]]

Alors G, est psh sur C3, continue sur C3 \ {0}. D’apreés (3.1.1), on a pour tout z € C?\ {0},

log M

Vn > 1, |Gn+1(2) - G”(Z)‘ < qn+l -’

Il s’ensuit que (G,,) converge uniformément vers une fonction G psh continue sur C3\ {0}. Cette
fonction vérifie

- GoF =dG,

- G(A2) =log |\ + G(2).

Le courant de Green de f est le courant positif fermé T de bidegré (1,1) sur P? défini de la
maniére suivante. Soit U un ouvert de P? sur lequel la projection 7 : C3\ {0} — P? admet une
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section holomorphe s. Alors la restriction de T' & U est égale & 2i00(G o s). Cette définition ne
dépend pas du relevé F' et de la section s. On dira que G est un potentiel global de T

On peut aussi définir 7' comme la limite des tirés en arriere de la forme de Fubini-Study w
sur P2. Cette forme est le (1, 1)-courant positif fermé provenant du potentiel global Q := log || z||
sur C3. Alors la suite

1
T, = —(f™)* .
an (f")wrs
converge faiblement vers T'. Le courant de Green vérifie
ffT =dT.

Cette relation entraine
T =dT

en utilisant 'égalité f.f* = d2Id valable sur les formes test de tout bidegré sur P2, cf [DS10].

Remarquons également que si « est une submersion holomorphe B, (1) — D(1), et si z est la
coordonnée sur D(1), alors $da A da = a* (4dz A dz) est une forme positive (Voir partie I11.1 de
[Dem12]). Donc T A (4da A da) est une mesure positive sur B, (1).

3.2 La mesure d’équilibre p
Le courant de Green permet de construire la mesure d’équilibre
w:=TANT

C’est une mesure de probabilité sur P2. Le produit est défini au sens de Bedford-Taylor [BeTa82].
Sans rien supposer sur les exposants de Lyapunov de p (contrairement au Lemme 2.1.9), on
a la Proposition suivante.

Proposition 3.2.1. 1. log|det D, f| est p-intégrable, en particulier p1(Cy) = 0.
2. log" || Dy f| et log™ ||(Dyf)~"|| sont p-intégrables.

Démonstration. 1 :x+— det D, f est holomorphe donc log|det D, f| est localement pluri-sous-
harmonique.

Pour en déduire son intégrabilité par rapport a p, il faut utiliser 'inégalité de Chern-Lévine-
Nirenberg (Voir [K1i91], Proposition 3.4.2 et Corollaire 3.4.8). Cette inégalité donne dans notre
contexte :

Pour tout ouvert W relativement compact dans un ouvert U d’une carte ott T' = 2i00G, on a

/W llog |det D, f|| 2i00G A 2i00G < Cw.ir ||G\\§]/U|1og|det D, f||dLeb

La pluri-sous-harmonicité de log |det D, f| implique l'intégrabilité locale pour la mesure de
Lebesgue, et donc que [;; [log |det D, f|| est borné. Ainsi, puisque G est bornée, log |det D, f| est
bien p-intégrable.

2 : La fonction log™ || D, f|| est bornée donc p-intégrable. L’inégalité

log™ ||(Dof) || < log™ || Daf|| + llog |det D 1],

voir la preuve du Lemme 2.1.9, montre que log™ H(Du“)_1 H est aussi p-intégrable. O
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La mesure d’équilibre vérifie
dPp=f*p.

En utilisant f,f* = d?Id, on en déduit qu’elle est également f-invariante :

W= fap-

On sait aussi que p est mélangeante, donc ergodique.

3.3 Entropie et localisation

Pour tout W C P2, on définit ’entropie topologique de f relativement a W par

1
hiop(f, W) := suplimsup — log max {Card(F), F C W (n,e€) — séparé} .
e>0 n—+oo N

Si W = P2, cette définition donne l’entropie topologique de f sur P2, elle est égale a 2logd
([Gro03], [MP77]). L’entropie de la mesure d’équilibre est maximale, égale a 2log d, cela provient
de f*u = d?p. Briend-Duval ont montré que p est la seule mesure invariante d’entropie maximale,
voir [BrDu01]. On dispose des résultats suivants, établis par De Thélin [dT05] (point 2) et Dinh
[Din07] (point 1), concernant I’entropie relative.

Théoréme 3.3.1. Soit f : P2 — P2 un endomorphisme holomorphe de degré d > 2, T son
courant de Green et yu sa mesure d’équilibre. Soit W C P2,

1. SiW N SuppT = 0, alors hiop(f, W) = 0.

2. Si W N Supp pu =0, alors hiop(f, W) < logd.

Ce théoreme permet de localiser les mesures ergodiques selon leur entropie. En effet, le prin-
cipe variationnel relatif (voir Bowen [Bow73]) affirme que si v est une mesure ergodique et si
v(A) >0, alors h, < hiop(f, A). On obtient alors :

Corollaire 3.3.2. Soit f : P2 — P? holomorphe de degré d > 2 et v une mesure ergodique.

1. Si h, >logd, alors Suppv C Supp p.

2. Sihy, >0, alors Suppv C SuppT.

On dira qu’une mesure ergodique est de grande entropie si h,, > log d. Pour de telles mesures,
on dispose d’une borne sur leurs exposants de Lyapunov obtenue par De Thélin [dT08].

Théoréme 3.3.3 (de Thélin). Soit f : P? — P2 un endomorphisme holomorphe de degré d > 2
et v une mesure ergodique de grande entropie. Soient A1 > Ao ses exposants de Lyapunov et soit
h, Uentropie de v. Silog|det D, f| € L*(v), alors

Al Z )\2 Z (hl, — log d)

N

Ce résultat a été étendu dans [Dup10] en supprimant ’hypotheése log |det D, f| € L*(v).
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3.4 Résultats élémentaires sur les courants positifs

Les énoncés de cette section nous serviront dans les Sections 5.2, 5.3 et 5.4 pour minorer les
directions dimensionnelles supérieures des courants positifs fermés, sauf la Proposition 3.4.6 que
nous utiliserons dans la Section 6.2 sur la masse de Monge-Ampere.

On consultera le Chapitre IIT du livre de Demailly [Dem12] ou 'appendice de [DS10] pour les
notions de positivité pour les formes et les courants sur les variétés complexes. Nous rappelons
ici les notions que nous manipulerons souvent.

Une (1, 1)-forme u = uq 1idz A dZ + w1 2idz A dW + ug 1idw A dZ 4 ug 2idw A dW sur C? est dite
positive sur C? si (uij)(i,;) est hermitienne positive sur C2.

Une (1,1)-forme sur P? est dite positive si, en tout point # € P2, elle induit une (1, 1)-forme
positive sur T, P2.

Un courant S sur P? est dit positif si < S, ¢ >> 0 pour toute forme test ¢ positive sur P2.
Enfin, lorsque S; et Sy sont deux courants positifs, on notera S; > S, si le courant S; — S5 est
positif.

Lemme 3.4.1. Si (A;)7_, est une famille d’ouverts deur d deuz disjoints de P2, alors pour tout
S courant positif de bidegré (1,1) sur P2 :

T
S>> 14,8

i=1

Démonstration. Soit ¢ une (1,1)-forme test positive sur P2. Alors

<21As¢> z/ wsae= [ sne
A
i=1
S et ¢ étant positifs, S A ¢ est une mesure positive et donc

<21A5<p></ SANp=<5¢>.

1=1

On trouvera dans [Dem12] la démonstration du fait suivant :

Lemme 3.4.2. Si S et S’ sont deux courants positifs de bidegré (1,1) sur P? et f : P? — P? est
un endomorphisme holomorphe, alors S > S’ implique f.S > f.S’

On déduit des deux Lemmes précédents le résultat suivant.

Corollaire 3.4.3. Soit (z;)}Y., une famille de points de P%. Soient n > 0 et 1y > 0 tels que les
boules dynamiques By (x;,m) soient deuzx a deux disjointes. Alors :

(fn) S > fn <Z 1Bn(x,,m ) .

Lemme 3.4.4. Soit (A;)"_, une famille d’ouverts deux a deuz disjoints de P%. Soit f : P? — P2
un endomorphisme holomorphe. Alors pour tout S courant positif de bidegré (1,1) :

(f™)x Zu S) Z £M)(14,9)
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Démonstration. Soit o une (1,1)-forme test sur P2.
T s
)e Y 14,80 > =< (D 14,5),(f")*¢ > par dualité
i=1 i=1

= Z < 14,5,(f")*p > par linéarité

_Z< (f™)+(14,9),¢

O

Proposition 3.4.5. Soit S un courant positif fermé de bidegré (1,1) sur P? de masse 1. Soit w
la forme de Fubini-Study sur P2 et soit f : P2 — P2 un endomorphisme holomorphe de degré d.
Alors,

/(f”)*SAw: SA(f")'w=d"
P2 P2

Démonstration. La premicre égalité est la définition de dualité. Montrons la deuxieme. En utili-
sant f*w = d - w + 2i00u ot u est lisse sur P2, on obtient

(f")*'w = d"w + 2i0dv,,

ot vy == (d"tu+---+d-uo fP24+wuo fr1). Il s’ensuit
SA(fY'w= [ SA(d"w+ 2i0dvy) ,
P2 ]P)2
On a supposé S de masse 1, donc sz S Ad"w = d". Enfin, comme S est un courant fermé, on a

12 S A 2i080,, = 0. O

Le calcul local suivant va nous permettre de mieux comprendre les mesures 7' A (4dZ A dZ)
que nous étudions dans ce texte.

Proposition 3.4.6. Soit G une fonction psh continue sur D?, soit T = 2i00G. Soit (Z, W) les
coordonnées sur D? et ¢ € C§°(D?). Alors

T A %dZ NdZ(¢) = /ZED < . G.(w) - Ad.(w) dLeb(w)> dLeb(z) = /ZED(U:T)(QS)dLeb(z)

oto,:u— (z,u), G,=Goo, et p, =¢oo,.

Démonstration.

TA %dZ AdZ(§) = QiBEG(gZ)%dZ NdZ) = | G.2i90(¢ x %dZ A dZ)

]D)Q

On utilise que
9%
dwow

0%¢

2i00( x dZ/\dZ)—4( T

) AW A TV A dZ/\dZ—4( ) dLeb(z, w)
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pour écrire

0%
owow

TA %dZ NdZ(¢) = / G(z,w) x 4

Supp ¢

2
= /ZED ( o G(z,w) % 46?07;)@(2,10) dLeb(w)) d Leb(z) par Fubini

(z,w) dLeb(z,w)

= / ( G.(w) X A, (w) dLeb(w)) d Leb(z)
zeD weD
Pour finir, la quantité entre parenthéses est égale a

O

Cela signifie qu’étudier T'A %(dZ AdZ) correspond a étudier le comportement de T selon des
tranches Z =cste. On abusera parfois dans la suite de la terminologie "selon la direction Z", il
faut garder a l'esprit qu’'on regarde en fait ce qu’il se passe transversalement a Z.

3.5 Applications de Desboves

Le but de cette section est de montrer que le plus petit exposant des applications élémentaires
de Desboves décrites dans la section 1.1.2 est minimal. Rappelons qu’il s’agit des applications

Hoilzrw:t] = [—2(2° +20°) cw(22® + w?)  t(w® — 22 + AP +w’ +87))], AeC
Nous montrons en fait un résultat plus général :

Théoréme 3.5.1. Soit f : P2 — P? une application holomorphe de degré d > 2. Soit p sa
mesure d’équilibre et soient \; > Ao les exposants de Lyapunov de p.

On suppose que f : P2 — P2 préserve la droite a l'infini Lo, = {[z : w : 0]}, fize 39 = [0:0: 1]
et préserve le pinceau de droites passant par xo. Soit Moo 'exposant de Lyapunov de la mesure
d’équilibre o, de la restriction de f a Lso. Alors

A2 € Ao

Comme Dabija et Bonifant ont montré (voir [BoDa02]) que les applications élémentaires de
Desboves vérifient les hypotheses du Théoreme 3.5.1, on en déduit immédiatement :

Théoréme 3.5.2. Soit f : P? — P? une application élémentaire de Desboves. Elle est de degré
d=4. Soit i sa mesure d’équilibre et soient A\; > Ay ses exposants de Lyapunov.
Alors Ay < Ao = %logd : L’application f est semi-extrémale.

Avant de démontrer le Théoréeme 3.5.1, nous introduisons quelques notations et résultats.

Notation 3.5.3. Soit f : P2 — P? un endomorphisme holomorphe préservant Lo, = {[z : w : 0]}.
Soit foo la restriction de f a L. On note

— P, l'ensemble des points fixes de f™.

- R, C P, lensemble des points fixes répulsifs de f".

— P> l’ensemble des points fizes de fI.

- R° C P2 Uensemble des points fizes répulsifs de fI..
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Lemme 3.5.4. Pour tout € > 0, il existe Ny € N tel que
— pour tout n > Ny,
— pour tout f : P2 — P? holomorphe de degré d,
— pour toute droite L C P? telle que f*(L) C L, on a :
1. Card(P,) < d*(1 +¢),
2. Card(P, NL) <d"(1+¢€),

ot les cardinaux sont comptés avec multiplicité.

Démonstration. On sait que pour tout endomorphisme holomorphe f : P* — P*¥ de degré d, le
cardinal de P, compté avec multiplicité est égal & 14 d™ + - - - +d™*. Cela provient du Théoréme
de Bezout, voir par exemple [DS10], Proposition 1.3. O

Le Lemme 4.5 de [BDMO8] permet de quantifier les "bons" points périodiques répulsifs c’est
a dire ceux dont les multiplicateurs sont proches des exposants de Lyapunov. On consultera
Particle [BLS93] pour une propriété similaire pour les applications de Hénon. Le cardinal des
ensembles est compté dorénavant sans multiplicité.

Théoréme 3.5.5 (Berteloot-Dupont-Molino). Soit € > 0. Il existe Ny tel que pour tout n > Ny,

Card ({P € R,, ‘711 log ||(Dpfn)*1H—1 -

< 6/2}> > d?"(1 — ) (3.5.1)

Card ({Q € R, ’i log |(f7)(Q)] — )\oo’ < 6/2}) > dh(1—e) (3.5.2)

Démonstration. (3.5.2) provient directement du Lemme 4.5 de [BDMO8], appliqué en dimension
1 & fo. Pour montrer (3.5.1), ce méme lemme donne l'existence d’un rang N; & partir duquel
on a

1
Card ({P € Ry, ’n log |det(Dpf™)] — (A1 + A2)

< e/4}) > (1 - ¢/2)

Card ({P € R,, ‘Tlllog Dp ] — M

< 6/4}) > (1 - ¢/2)

On remarque que |det(Dpf™)| = ||(Dpf™)] - ||(Dpf")’1||71 pour conclure. O

En vue de montrer le Théoreme 3.5.1, on pose deux ensembles, qui sont les points périodiques
répulsifs dont les multiplicateurs sont loin des exposants de Lyapunov. On note B, (n) la boule
centrée en o = [0:0: 1] et de rayon 7.

B, = {P € Ry \ Bmo(n% %log H(Dan)71||_1 > Ao + 6} U [Bro(n) N Ry]

1
BX = {Q € RY, Elog|(f;g)'(Q)| > oo +e/2} .
Le Lemme 3.5.4 et le Théoreme 3.5.5 entrainent

Lemme 3.5.6. Pour n > Ny, N1, on a
Card(B;°) < 2ed™.

Enfin, le lemme clé consiste en la minoration du cardinal de B,,.
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Lemme 3.5.7. Soit f : P2 — P2. On suppose que f préserve la droite d linfini Loo =
{[z:w:0]}, fite z9p = [0:0:1] et préserve le pinceau de droites passant par xo. Alors pour
tout € > 0 et n > 0, il existe Ny € N tel que pour tout n > Na,

Card(B,,) < 3ed®™ + 2u(By, (n))d*"

Démonstration. Soit € > 0 et n > 0. Par 1’équidistribution des points périodiques répulsifs vers
i (Briend-Duval [BrDu99]), si n est assez grand, on a

Card(By, () N Ry) < 2u(Bay, (n))d*™. (3.5.3)

Par hypotheéses, f fait commuter le diagramme

f

P2\ {zo} —— P2\ {zo}
L,
Lo ———> Ly
ol Ty est la projection sur Lo, de centre xg. Il existe C, > 0 telle que
n’ n\— -1
VP P\ Byy(n), V0 2 1, |12 (rac(P)] = Cy [[(De ™) |7

Soit P € By, \ By, (n). Par définition, on sait que

1 .
~log [[(DpfM) 77 > A e

Donc 7o (P) € B;P si n est assez grand pour que |+ log Cy| < €/2. On a alors
Card(B,, \ Bz, (n)) < Card(B;°) x Jnax Card(R, N Lp)
€Bre
ou Lp est la droite passant par zy et P. On injecte les majorations du Lemme 3.5.4 et du

Lemme 3.5.6 :
Card(B,, \ By, (1)) < 2ed™ x (14 €)d™ < 3ed*". (3.5.4)

La combinaison de (3.5.3) et (3.5.4) conclut la démonstration. O

Démonstration du Théoréme 3.5.1. Soit f vérifiant les hypotheéses du théoréeme. On fixe € et 1
assez petit pour que (B, (1)) < € (cela est possible car la mesure d’équilibre p ne charge pas
les points). Soit n > max(Ng, N1, N3). On s’intéresse a R,, \ B,,. On a que

Card(R,) > (1 — €)d*"

comme conséquence du Théoréeme 3.5.5. Cela implique par le Lemme 3.5.7 :
1 _
Card {P € R, \ By, (n) | - log ||(Dp f™)7 | <+ e} > d*"(1 — 6e). (3.5.5)

On sait par le Lemme 3.5.4 que Card(R,,) < d**(1 + ¢). Donc (3.5.1) et (3.5.5) impliquent qu’il
existe un point dans l'intersection

1 - 1 -
{P € R, —log [|(Dpf")~"|| P+ e} N {P € Ry, —log [[(Dpf™)~"| P> - 6/2} :

Donc A — €/2 < A\, + €. On conclut en faisant tendre € vers 0. O
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Chapitre 4

Formes normales

Search your feelings, you know it to be true.

James Earl Jones as Darth Vader,
The Empire Strikes Back

4.1 Branches inverses

Dans la suite, on utilisera 2, pour dénoter f(#) (n € Z). Une fonction g : X — ]0,1] est
dite e-lente si pour tout & € X, g(fT1(2)) > e “g(#). Elle est dite e-rapide si % est e-lente.

Proposition 4.1.1. Soit f : P2 — P? un endomorphisme holomorphe, v une mesure ergodique
dont les exposants Ay > Ao sont strictement positifs. Alors il existe des fonctions mesurables
r:X —100,1] et C: X — [1,+00| (respectivement e-lentes et e-rapides) telles que pour D-presque
tout T et pour tout n >0 :

— La branche inverse f; " est définie sur By, (r(%)).
~ Lip(f7™) < C(@)e P29 sur By, (r(2)).

La preuve de cette Proposition est menée dans I’article de Briend-Duval [BrDu99], Section 2.2,
pour la mesure pu. Elle est valable pour les mesures dont les exposants sont strictement positifs.
Cette propriété assure que log |det D, f| € L' (v), de sorte que les préhistoires de = s’approchent
exponentiellement lentement de ’ensemble critique C de f.

Le Théoréme 4.1.2 ci-dessous est beaucoup plus précis, il donne des formes normales pour
les branches inverses des itérées de f. On consultera les articles de Jonsson-Varolin [JV02]
et Berteloot-Dupont-Molino [BDMO08]. L’énoncé suivant est adapté de la Proposition 4.3 de
[BDMOS].

Théoréme 4.1.2 (Formes Normales). Soit f : P2 — P? un endomorphisme holomorphe de degré
d > 2. Soit v une mesure ergodique d’exposants A1 > Ao strictement positifs. Soit € > 0.

1l existe un borélien f—invam’ant FN c X tel que D(FN) = 1 et vérifiant les propriétés
suivantes. Il existe des fonctions e-lentes ne, pe : FN — ]0,1], des fonctions e-rapides B¢, Le, M, :
FN — [1,+00] et pour tout & € FN, il existe des applications holomorphes injectives

€5 ¢ Buy (ne(2)) — D?(pe(2))
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telles que le diagramme suivant commute pour tout n > ny (&) :

mr

Bm_n(ne(:%fn)) Bzo(ne(@))

l&;n s;l

D?(pe(&-n)) ~ . D?*(pe(2))

On a de plus
1. Y(p,q) € Byy(ne(2)), 5d(p,q) < [&5(p) — &5(q)] < Be(2)d(p, q)-
2. Tip(f;™) < Lo(#)e ™ sur By, (1(4)),
3. Ry est linéaire et e e ||(z,w)|| < ||Rn.z(z,w)| < e™e ™ ||(z,w)]| si A1 = Aa = .
R, :(z,w) = (n,22, Bn,aw) + (’y”@wk,()) siA =kl ot k> 2,
R, :(z,w) = (n,27, Bnaw) st A & {kXe, k> 1}.
(a) e e "M < lan 2] < enee M ef Y.z < M, (&)ence "M

(b) efneefn)\g S |ﬂn,f| S eneefn)\g‘

)

Le Théoreme 4.1.2 nous indique qu’on peut quasi-linéariser le retour vers le passé en presque
tout point de ’extension naturelle. Nous aurons aussi besoin d’une version permettant de revenir
quasi-linéairement du futur.

Théoréme 4.1.3 (Formes Normales). Soit f : P2 — P2 un endomorphisme holomorphe de degré
d > 2. Soit v une mesure ergodique d’exposants A1 > Ao strictement positifs. Soit € > 0.

Il existe un borélien f-invariant FN C X tel que D(FN) = 1 et vérifiant les propriétés
suivantes. Il existe des fonctions e-lentes e, pe : FN — 10, 1], des fonctions e-rapides B¢, Le, M. :
FN = [1,+00| et pour tout & € FN, il existe des applications holomorphes injectives

(€5)n>0 : Buo (1e(2)) — D (pe (@)
telles que le diagramme suivant commute pour tout n > na(Z) :

—n

By, (ne(#)) =——"—— Bx, (11c(&n))

iE; 52”J/

D?(pe(2)) ~ r. D?(pe(2n))
On a de plus
1.

V(p.q) € By, (n(2)), %d(p, q) < |&5, (p) — &, (q)| < Be(2)e™d(p, q). (4.1.1)

2. Lip(f;") < Le(2)e™ 2427 syr B, (ne(n)),
3. Ry, estlinéaire et e e ||(z,w)|| < || Rz, (z,w)|| < e™e™ ™ ||(z,w)]| si A1 = Ao = A.
R, (z,w) = (ani, 2, Brgn @) + (Yn,z, wk, 0) si A = kAo ot k > 2,
Ry, (z,0) = (tn3, %, Bna,w) st A1 & {kAa, k> 1}
(a) e ™™™ <y .z, | < e™e ™M et |yna, | < M (8)e?ee M

(b) e—nee—n)\g S |ﬁn,i’" S enee—nkz.
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Remarque 4.1.4. Les entiers ni(&) et na(&) assurent respectivement que f; " envoie By, (1e(%))
dans By_, (%)) et que f; " envoie By, (ne(Zn)) dans By, (ne(2)). En fait, les diagrammes com-
mutatifs sont respectivement vrais pour tout n € {1,...,n1(2)} et tout n € {1,...,n2(2)} au
niveau des germes d’applications.

4.2 Dimensions directionnelles du courant de Green

Définition 4.2.1. Soit f : P2 — P? un endomorphisme holomorphe, soit v une mesure ergodique
et \1 > Ay ses exposants de Lyapunov. On suppose qu’ils sont strictement positifs. Soit € > 0.
Alors pour tout & € FN, on note £ = (Z5,W£) les coordonnées de &5 : By(ne(£)) — D?(pe(2))
données par le Théoréme 4.1.2.

Puisque T est un courant positif, T N %dZ;/\dZ; et TN\ %dW;/\dW; sont des mesures positives
sur By(ne(Z)) (Voir fin de la section 3.1). On définit les dimensions supérieures et inférieures
de T en & selon la direction Z5 par :

log [T A (§dZ5 N dZg)(Bay ()]

ds. (%) = limsup
T’Z( : r—0, r<ne(2) logr
log [T A (£dZS N dZE) (B,
b (3) = limint 28T A (A NAZE)(Bry (1))
& r—0, r<ne(&) logr

On définit de la méme maniére dg, () et d vy, (%) les dimensions de T' selon la direction W.

Remarque 4.2.2. Lorsque A1 > A2 et lorsque A\ & {kMo,k > 2} (cas non résonnant), on
disposera des propriétés suivantes :

Zi of " =ansxZy, Wi ofi"=pnsx W (4.2.1)
La deuzxieme est toujours vraie, méme dans le cas résonnant. Ces égalités seront cruciales dans

nos arguments, voir par exemple le Lemme 4.2.4 et la Proposition 6.1.3. Dans le cas résonnant
A1 =kXs ou k > 2, la premiére égalité devient

_ Y &
Z5 o i = ama X 25t s (W) =an,f;( < 4 Qi ;>’€).

Qn 3

\

ou

TYn,&

< M. (2)e*". On a donc Z_ o fi" = ansZ

€
n,x’

ot la submersion Z¢ . dépend de n.

QG n,x
Ainst, dans le cas résonant, le Théoréme des formes normales ne fournit pas a priori de
systémes de coordonnées (Z5, WE)zern invariants par le décalage et multipliés par les exposants

de Lyapunov. C’est pour cette raison que ferons l’hypothése de mon-résonance dans nos énonceés.

Proposition 4.2.3. Soit f : P> — P2 un endomorphisme holomorphe. Soit v une mesure
ergodique. On suppose que ses exposants de Lyapunov A1 > Ao de v sont strictement positifs.
Soit € > 0 et soit (Z5,WE)zern des coordonnées d’Oseledec-Pesin données par le Théoréme des

formes normales. Alors il existe un ensemble invariant Ap C FN de D-mesure 1 tel que
1. & dy 4(2) et & > df 4(%) sont des fonctions f-invariantes sur Ar si A1 et A2 ne
résonnent pas.

2. &= dfyw(Z) et & — dgy (2) sont des fonctions f-invariantes sur Arp.
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En particulier, elles sont D-presque partout constantes. On notera

d%,z(”% d?az(y)» d’,EZ",W(V)v EF,W(V)

les valeurs de ces constantes.

Les ingrédients principaux de la démonstration sont f*T = dT et les relations (4.2.1). Nous
aurons également besoin du lemme suivant (voir Briend-Duval [BrDu99]).

Lemme 4.2.4. Soit z € P2\ Cy. On définit les quantités
_qy-1
—a(z) = (D)7 )
- (%) = min(3a(2) || fllczp= 1 1)-
- My = ||fHC1,IP2'
Alors f est injective sur B,(y(z)) et pour tout r € [0,7v(z)],

By (;a(z)r> C f(B.(r)) C Byey(Myr).

Démonstration. Remarquons que U'inclusion f(B.(r)) C By.)(Myr) provient directement de
I'inégalité des accroissements finis.

Pour montrer I'autre inclusion, nous allons tout d’abord calculer Lip(Id — (D, f)~!o f)) sur
B.(7(z)). Pour cela, remarquons que pour tout w € B, (y(z)), la différentielle de Id— (D, f) o f
en w est Id — (D, f)~! o D, f. On peut majorer sa norme comme suit :

|Zd = (D.f)"" o Du f|| < (D= f) | ID:f = Duf]l
<|[(D-£)"H[ I fll ¢z 2 Az, w)

Par choix de w dans B.(7(2)), on a d(z,w) < 7(2) < 3a(z) Hf||c_21,]1ﬂ>2-
Donc ||[Id — (D.f)~ o Dy f|| < 1/2 et

Lip(Id — (D.f) o f) < 1/2 sur B.(y(z))

Cela implique que pour tout w € B,(y(z)),

|~ (Do) 0 £() = (w— (D) o fw))]| < 5 1o~ wl

En utilisant que |la —b]| > |la|]| = ||b]] ot a =z —w et b= (D, f) o f(2) — (D,f)" o f(w), on
obtient

|(D-5)7 (F ()~ F))]| = 3 Iz —wl
ce qui implique [|(f(z) — f(w))|| > Fa(2) |z — w]|. Cela montre Iinjectivité de f sur B.(v(2)), et
Byeo (gotair) © 1B

pour tout r < y(z). O

Démonstration de 4.2.3. Nous présentons ici la preuve de I'invariance de d$. (&), les trois autres
applications se traitant par des arguments similaires.
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Soit & € FN. Rappelons que cela implique & € X et donc z; & C; pour tout 7. D’apres le
Lemme 4.2.4, pour 7 < y(z), f est injective sur By, (r) et By(z,) (a(z0)r) C f(Bay(r)), dou
I’'on déduit

( 425, NZE )) [Bf(wo) (1 (zo)r )] ST/\( az,, /\d%) [f(Buy ()] (4.22)

Par définition, le terme de droite est [ 1B (r)) ( dZ; ) A dZ; @ )) On utilise 'injectivité
z0
de f sur By, (r) pour effectuer un changement de variables :

( Az, )Ad%> [f(Bro ()] = /Bzom f*< ( 253 NAZ5 0, >>>

= FTAF* < dz . N dZ )
/onm F@) N @

On utilise alors que
1. f*T =dT

2. f* ( dZe( A de( )> o(&):dzZs NdZE, ot c(2)7! =« F(#) st la constante obtenue en
lisant le d1agramme commutatif des formes normales du Théoreme 4.1.3 sur la premiere

coordonnée (Voir également (4.2.1), on utilise ici qu’on est dans le cas non-résonant). Cette
identité est vraie au voisinage de xo d’aprés la Remarque 4.1.4.

On obtient alors, quitte & diminuer 7 :

7 € < _ A i € 7€
A <2dZ oy NTE )) [ (Bay ()] = doc(d) /BW) A (dej /\dZi,)

Revenons & (4.2.2),

. . , -
TA (;de( | NdZE )) {Bf(ro) ( (xo)rﬂ <d.c(2) T A (;dzg Adzg) [Ba, (7)]

Si 7 est assez petit, alors log(3a(zo)r) < 0 et

los T A (342, N 45, ) [Brew (“3))] _ logdc(d)  logT A (3025 N dZ) [Buy (r)]

log (a(»bo)T) log (‘l(dro)7) log (G(L0)7)

En remarquant que lim,_q % = 0, et en développant le logarithme, on obtient

loeT A (3475 75 ) [Bray ((5)| L losT A (3022 dZ5) (B )
lim sup > lim sup
r—0 log (W) r—0 log r + log(a(xo)/2)

On reconnait & gauche d%z(f(i)) Le terme de droite est égal & df‘pz(f(fc)) car log r tend vers —oco
et log(a(zg)/2) est constant. On a donc prouvé que d. (f(A)) > d z(2). Alors, par ergodicité
de D, d, , (&) est constante sur un ensemble A de D-mesure 1 (Voir Proposition 2.1.2), que I'on

peut supposer invariant quitte a le remplacer par (,,c;, fr (AT). O
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4.3 Boules dynamiques et branches inverses

On rappelle que la (n,r)-boule dynamique centrée en z et de rayon r est

Bu(er) = {w € P | max d(s(o). £ <}
Lemme 4.3.1. Soient L > 0 et n > 0. Alors il eviste n3(L) € N tel que pour tout & € FN
vérifiant ne(&) > n et L (&) < L, on ait pour tout n > nz(L), pour tout r < 7,

Fil (Ba, (re™2")) C Bn(wo,r)

Démonstration. Remarquons que pour tout k < n, f* est injective sur f3 (B (re=2m)) et que

Un

fkfgn” = f;n"+k. En posant p = n — k, il suffit de montrer que
Vpe[0,n] f;7(Bg,(re ™)) C By, ,(r). (4.3.1)

On choisit m (entier) assez grand pour que Le~™*2+™€ < 1. On pose nz(L) > m un entier assez

grand pour que e~ "¢ < 1= avec M = maz(||Dfl| o pe » 1) Ainsi,

r

¥n > ng, Vp € [0,n], £ 7 (B, (re”™™)) C f3 P (Ba, (g7me ")) (4.3.2)

Pour montrer (4.3.1), on va traiter séparément les cas p < m et p > m. On sait que pour tout p,
Lip f;7 < L(&y)e P22 ¥Pe < Lemce P22 1P¢ sur B, (ne(2,)) qui contient B, (ne™"). Donc pour
tout n > ng(L) > m, pour tout p € [m,n], pour tout r < :

fi—P(an(refne)) C anip(T@inE.Leneeip)\2+p€) — anip(,r.'L.e*pA2+Pe) c Bwn,p("”)-

Cela entraine pour tout n > ng(L) > m, pour tout p € [m,n], pour tout r <7 :

r

JiP(Ba, (572e7")) € By (57) (4.3.3)
Et donc, en utilisant (4.3.2) et M™ > 1 :
Vpe[m,n], f;7(Bs,(re ™)) C By, ,(r) (4.3.4)

On a donc établi (4.3.1) pour p € [m,n]. Montrons cette inclusion pour p € [0,m]. Pour tout
p € [0,m], on pose p=m —p’ ot p’ € [0,m]. Alors d’apres (4.3.2) on a :

Fo (B, (re ™)) € £ (B, (rme™™))
_ 7m+p' r —ne — p' jm r —ne
Fa 7 (B (") = 7 (5 (B (e ™™).
On déduit de (4.3.3) avec p=m :
Fi? (B, (re™)) € 7 (Bo, . (57))
n Mm
Finalement,
4 —2ne r
f2P(By, (re )) C anfmﬂ), (WMP)
par inégalité des accroissements finis. Il s’ensuit
¥p e [0,m], f;P(Bs,(re”*™)) C By, (r) (4.3.5)
En combinant (4.3.4) et (4.3.5), on obtient bien (4.3.1). O

43



Lemme 4.3.2. Soient 7 > 0 et 7 > 0. Alors il existe ny(7) € N tel que pour tout & € FN
vérifiant n.(2) > n et B(Z) < T, on ait pour tout n > ng(7), pour tout r <1,

r

By (r.e™™74%) € [0 (By, (Fe72))

Démonstration. Ce résultat est obtenu en toute généralité, par exemple dans Dinh-Dupont

[DD04] (Proposition 3.1) par des arguments de calcul différentiel. Nous donnons ici une preuve

rapide dans le cas ou les exposants ne résonnent pas grace au Théoréme des formes normales.
Comme r < 7(Z), on peut utiliser le Théoreme 4.1.3 et mettre f; " sous forme normale :

Sur B, (5e72m€), fi" = (£5) o Ryg0&5, .
Par I’estimation (4.1.1), on sait que

DA(ELem2ne) c s (B, (Lem2n) (4.3.6)

24 4

R, ; est linéaire diagonale et les modules de ses coeflicients sont minorés par e~M""¢ donc

2 f —2ne _ —Ain—en . 2 Ei —2ne
D (86 e ) C Rz (]D) <24e )) (4.3.7)

En utilisant que 771 < 3.(2)7! ainsi que (4.1.1), on obtient que

r

B, (—
(87'

M) € B, (@) ge ) < ()7 (07 (ge ) (s

Finalement, en regroupant les inclusions (4.3.6), (4.3.7), (4.3.8) et en prenant n > ny(7), ou
n4(7) est un entier tel que g- > €™, on a

Vn > ng(7), Bx(r.ef)‘m*%”) C fi-_nn(an(*ef%e))

O

Lemme 4.3.3. Soient 7 > 0 et n > 0. Alors il existe n5(7) € N tel que pour tout & € FN
vérifiant ne(2) > n et B(&) < 7 on ait pour tout n > ns, pour tout r < 1,

By, (r.e™"2 730 5 fo1(By, (1/4))

By_, (r.e” "2 3m) S f7 By, (r/4))

Démonstration. Comme dans Lemme précédent, nous donnons ici une preuve rapide dans le cas
ou les exposants ne résonnent pas grace au Théoreme des formes normales. Voir Dinh-Dupont
[DDO04] pour le résultat en toute généralité.
Comme on a pris r < 7, on peut utiliser le Théoréme (4.1.3) et mettre f~™ sous forme
normale : Sur By, (r/4), f3" = (£5) 7 o Ry g 0 &5 .
Par Iestimation (4.1.1), on sait que
r r

D? (ﬁe(:e)e"l) 2 &, (Ba, (7)) (4.3.9)
R, ; est linéaire diagonale et ses coefficients sont majorés par e~ A2mtne donc

D2 (@(:@)Zeww%") S Rus (]D)2 (ﬂe(@)eneg)) (4.3.10)
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En utilisant & nouveau (4.1.1), on obtient que

Par hypothese, S.(% )
prenant n > n5(7), o

7. Ainsi, en regroupant les inclusions (4.3.9), (4.3.10), (4.3.11) et en
5(7) est un entier tel que 7 < ", on a

( 7)\2n+26n> o (&) (]D)2 (ﬂe(f) *A2”+26")) (4.3.11)
<

Vn > ng(7), By, (r.e m2t3ne) 5 fe " (Be, (r/4))

Pour obtenir la deuxiéme inclusion, il faut utiliser la lenteur de 8.(Z) dans (4.3.11) au lieu de
(4.3.9). O

4.4 Encadrement du tiré en arriere de la forme de Fubini-
Study w

Proposition 4.4.1. Soit v une mesure ergodique dilatante d’exposants A1 > Ag. Soit € > 0

et soit (Z5,W5)s un systéme de coordonnées d’Oseledec-Poincaré donné par le Théoréme des

formes normales. Soit 7 > 0. Il existe ng(7) € N tel que pour tout n > ng(T) et tout & € FN
vérifiant n. (&) > no et B(2) < 7, on a sur fe., " (Ba, (re="¢)) avecr <nq :

1. 2em (e (LdZS NdZS) + ™2 (LdWENAWE)) = (f")*w
2. (fM)*w > e dnetnk (%ng A d?;) st les exposants ne résonnent pas.
3. (f7)'w > e inet2nha (1AW A dWE).

Démonstration. D’apres le Théoreme 4.1.3, (f™)*w = (£5)*((Rn.2)"Y)*((&,) ') w. Le résultat
provient des Lemmes 4.4.3, 4.4.4 et 4.4.5 détaillés ci-dessous. O

Lemme 4.4.2. Soit & € FN tel que B.(2) < 7. Alors

—ne

Jul

Vn >0, V(z,w) € D? (pE(;n)> ,VYu e € 20ul > Dy (&5,) (w)] = c

Démonstration. Comme D?(pe(£,)/2) C &5 [Ba, (e (i’n))] on sait par le Théoreme 4.1.3 et en
utilisant que B, est e-rapide que pour tout p = (z,w) et p’ = (2/,w’) dans D?(p.(2,)/2),

e " Nd(pp) < |(6,)7 () — (&5,) 7 ()] < 2d(p, ")
Cela nous donne I'encadrement de D, (&5 )~! dans toutes les directions. O

Lemme 4.4.3. Il existe ne(7) € N tel que pour tout n > ng(7) et tout & € FN vérifiant n.(Z) >
no et Be(Z) <7, on a sur fi"(By, (re™")), avec r < no en notant wo = idz ANdz + Ldw A dw.

2wo > ((€5,) 1) w 2 e wp
Démonstration. L’idée est "diagonaliser" la forme ((&;,)71)*w
((€2,)~1)*w est une forme positive, donc s’écrit dans un ouvert de coordonnées locales comme
- _ a(z,w) b(z,w)
a(z,w)dz NdZ+b(z,w)dw ANdZ + b(z,w)dz ANdw + d(z,w)dw A dw telle que ( Bzw) d(zw)
soit hermitienne définie positive pour tout (z,w) ot est définie (&;, )1
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Dong, il existe pour tout (z,w) une matrice unitaire Uy (z,w) telle que :

e (3 ) Jorem = (U5 4l)

avec 0 < a(z,w) < B(z,w) < +00. Puisque wy est invariante par le groupe unitaire, on a

Bz, w)wo > ((€2,) 1) *w > alz, w)wp.

Mais a(z,w) > e 77! et B(z,w) < 2 par le Lemme 4.4.2, donc en prenant pour ng un

entier tel que 7= > e~"6¢ on obtient le résultat.
O

Lemme 4.4.4. Pour tout & € FN, pour tout n > na (%),
1. L (e Mdz Adz + e 2dw A dw) > ((Rn,z) ) *wo.
2. (Rnz)" V) wo > e* M=) Ldx A dz si les exposants ne résonnent pas.
3. ((Rnz) Y*wo > 62("A2_"5)%dw A dw.

Démonstration. On utilise le fait que R,, ; est une application linéaire diagonale ( 048,3: B, )
n,&

ot e MMM <oy 5| < €T et @A B, 5] < €2 (voir Théoreme 4.1.3) et le fait
que 5dz A dz et sdw A dw sont des (1, 1)-formes positives. O

Lemme 4.4.5. Pour tout & € FN,
(65)"(3d= A d2) = (5dZs AdZE)  (§5)"(5dw A dw) = (AW A W)

Démonstration. On reconnait la Définition 4.2.1 de Z5 et W O

4.5 Uniformisations

Fixons e > 0. Soit v une mesure ergodique. L’objectif de cette section est de construire un
ensemble A, C X de mesure arbitrairement proche de 1 sur lequel on aura de bonnes uniformi-
sations (Mesure de boules dynamiques, dimension du courant T, contrdles des fonctions lentes,
etc...). On aura

p(A) >1-6/2.

Mesure des boules dynamiques.
D’apres la Section 2.5, il existe 179 > 0 et ng > 0 tels que

—nh, —en
COJ P < S v(Bn(x0,m0/8)) > e™"
A {x € X, Vr <mng, Vn > ny, V(By (20, 51)) < e—hwen (4.5.1)

vérifie 7(A(M) > 1 — §/10. On utilisera la majoration pour démontrer le Théoréme 5.2.1 (voir le
Lemme 5.1.1) et la minoration pour prouver les Théorémes 5.3.1 et 6.3.1 (via le Lemme 5.1.2).

Dans le prochain contréle, on s’autorise a diminuer 7y et & augmenter ng.
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Controle de ni, no et des fonctions lentes p., L., 7. et [..
Ces fonctions apparaissent dans le Théoréme des formes normales. On fixe pg > 0, Ly > 0 et
70 > 0 tels que

A® = {i € FN, ni(&),n2(2) < no, pe(2) > po, Le(#) < Lo, ne(2) > 1m0, Be(d) <10} (4.5.2)

vérifie 2(A) > 1 —§/10.

Uniformisation de la dimension du courant
L’ensemble A provient de la Proposition 4.2.3. Comme dans la section sur les boules dyna-
miques, on peut trouver un r; > 0 tel que

(T A (2dZ5 N dZE)(Bay (1)) = r¥rzte
AB =i ey, Vr<m, (TA (2dZ5 NdZE)(Bay (1)) < plrz=e
(T A (dWE A AWE) (B, (r))) < rimw™

vérifie D(A®)) > 1 — §/10.

Uniformisation de la dimension de la mesure
L’ensemble A, provient de la Proposition 2.4.2. On peut fixer un r > 0 tel que

AW =Yz e Ay, Vr <1y, v(B,(r)) <r&e™} N FN
vérifie 2(A®) > 1 —§/10.
Définition de AE et 7

On pose
Ac=ADAAD QA A AW,

. A Y Y 5 7/ . re
qui est de D-mesure supérieure a 1 — %. On définit également
m = min(no, r1,72)

le rayon pour lequel toutes les uniformisations sont valables. On fixe n; assez grand pour que

1-6
e e < et 27716”7(—>\1—€) <.

On applique les Lemmes 4.3.1, 4.3.2 et 4.3.3 ainsi que la Proposition 4.4.1 avec 7 = 19, L = Ly
et 7 = np. On note ng := ng(Lo), ng := n4(70), n5 := n5(70), ne := ng(70) et

Ny = max(ng, ng, na, ns, ne, N7).

Les notations nj (&) et na(#) sont conservées comme rang d’application des formes normales.
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Chapitre 5

Minoration des dimensions
supérieures dp 7 et d

There is someone in my head,
but it’s not me.

Pink Floyd, Brain Damage

5.1 Sur les ensembles de points séparés

5.1.1 Séparation élémentaire

~

Le lemme suivant nous servira pour la preuve du Théoréme 5.2.1 avec A = mo(A¢) et ¢ = 1.
La formulation pour A et ¢ quelconques nous sera utile pour la preuve du Théoreme 5.3.1.

Lemme 5.1.1. Soit f : P2 — P? un endomorphisme holomorphe de degré d > 2. Soit v une

~

mesure ergodique d’entropie h,. Soit A C mo(A¢) tel que v(A) > 0, ¢ €]0,1]. Soit n > Ny et soit
{z1,... 2N, } un ensemble de points (n,cn)-séparé mazimal de A. Alors :

1. Pour tout i # j, les boules dynamiques vérifient By, (z;, c.m /2) N By(z;,cn1/2) = 0.

2. AC Uf&an(mi, cm).

3. v(Bp(zi,cnp)) < e nhotne,

4. e Mhvne < y(B,(zi,0m1)) sic>1/8.

5. On a Uestimation N,, > v(A)e™hv—ne,
Démonstration. Le point 1 vient de la séparation, le point 2 de la maximalité, les points 3 et 4
de la section 2.5 (formule de Brin-Katok) (car n > Ny, cnp < ny et a; € mo(AM)).

Les points 2 et 3 impliquent alors v(A) < vazl v(Bp(zi,cm1)) < Nye "M Hm€ ce qui donne
le point 5. O

5.1.2 Séparation concentrée

On construit dans cette section un bon ensemble de points pour le Théoréme 5.3.1. On reprend
pour cela les arguments de de Thélin et Vigny dans [dTV15], section 6.
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On sait que pour tout x; dans le lemme précédent (avec ¢ = 1/4), v(B, (z;,m1/4)) < e "hvtne,
Cependant, un point crucial des preuves des Théoremes 5.3.1 et 6.3.1 est de pouvoir utiliser
toute la machinerie des uniformisations mise en place en section 4.5, c’est a dire qu’une partie

importante (du point de vue de v) des boules dynamiques soit dans m(A). On veut donc montrer
qu’il possible de sélectionner un grand nombre de x; tels que

V(B (s, m /4) N mo(Ae)) > e~ mhv—2ne,

~

Lemme 5.1.2. Soit A C mo(Ac) tel que v(A) > 1 —§. Alors pour tout n > Ny, il existe un
ensemble de Ny, 2 points (n,n1/4)-séparés (x1,...,2N,,) de A tels que

1. Pour tout i # j, les boules dynamiques vérifient By, (x;,m/8) N By(z;,m/8) = 0.
2. Pour tout i, v(B,(z;,n1/4) N A) > e~ nhv=2en,
3. On a l’estimation Ny 2 > y(A)enhu*%g

4. e hemne <y (By (g, emy)) sic > 1/8.

Démonstration. On se place a n > Ny et r < 1.

Le Lemme 5.1.1 pour ¢ = 1/4 nous assure 'existence d’'un N,, ; € N et d’un ensemble maximal
de points (n,n:/4)-séparés (z1,...,7n, ) de A vérifiant :

— Pour tout 4 7£ ja Bn(mmnl/g) N Bn(%ﬂ?l/g) = 0.

~ AC U By (wim /4).

— e Mwne < (B (24,1m1/8)).

o le Z V(A)enhufne

On s’intéresse & Pensemble {i | v(B,,(z;,m/4) N A) > e~"*»=2n 1 On note N, » le cardinal
de cet ensemble et on suppose, quitte a renuméroter les x;, que cet ensemble est précisément
[1, Ny, 2] (avec la convention que cet intervalle est vide si N,, 2 = 0). Nous allons minorer N, 5.

On sait que A C Uf&l’an(xi,m/ll), donc A C Ufi"l’l [By(zi,m1/4) N A] et

Nn,2 Nn 1
v(A) < Z v(Bp(xi,m/4) NA)+ Z v(Bp(xi,m1/4) N A)
i=1 i=Npo+1

Sii ¢ [1,Np2], onav(B,(z;,m/4)NA) < e~ "hw=2en par définition de Ny, 2. Sinon, on sait
que z; € mo(AM) et donc v(B, (x;,m1/4)) < e e Dou

V(A) < Nyo.e " 4 (N, | — Ny, p)e v m2en (5.1.1)

On a besoin d’une majoration de N,, ; pour conclure. Par séparation des x;, on a B, (x;,71/8)N
By (xj,m/8) =0 sii# j. Donc

2

Nn,l n,1

i=1 i
En utilisant que v(B,,(x;,11/8)) > e ™" on obtient
et > N> Nyt — Npo
En injectant cela dans (5.1.1), on obtient

V(A) < N, g.e wten 4 omen,
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Comme n >nz,onae ™ < (1-14)/2<v(4)/2<1/2, dou

enh,,—en > V(A)enh,,—%n.

O

A présent, nous montrons que 'on peut placer dans B, (x,7;/2) un grand nombre de boules

~

riemanniennes dont les centres sont dans By, (x, 71 /4) N mo(Ae) :

~

Lemme 5.1.3. Soit A C mo(Ae). Soit x € A et soit n > Ny tel que
Z/(Bn(l‘,’lh/4) n A) > e—”hu—2ne.

Soit {y1,...,ynm, } un ensemble de points mazimal 2n e~ "M~ _séparé dans B, (z,m1/4) N A.
Alors,

1. pour tout i # j, B(yi,me " M74) N B(y;, me "M 4m¢) = ().
2. By(z,m/4)NAC Ui\iﬁB(yi, 27716*”’\1’4"6),
3. B(yi,nle*"’\l"l"e) C Bp(z,m/2).

d,—e

4. On a Vestimation M, > e~ "hw—2ne (ﬁe’”‘l“"mé)i
Démonstration. Le premier point vient de la séparation de I’ensemble, le deuxieme de la maxima-
lité. Les Lemmes 4.3.1 et 4.3.2 nous disent alors que B(y;, n1e”"*~4"¢) C B, (yi,m/4). Comme
on a choisi les y; dans By, (z,11/4), on a de plus By, (y;,n1/4) C Bn(x,m/2), ce qui donne le
troisiéme point. Puisque Ui]‘i’iB(yi, 2n1e~ "M =4€) recouvre B, (z,1:/4) N A, on a :

£

V(Bn(x7771/4) N A) < V(B(y“ 2,,716—71/\1—4715))
1

.
Il

Par hypothese, le terme de gauche est supérieur a e‘”h”jmﬁ. Pour le terme de droite, comme
n > Np, on a 2mpe "M~ <y <71y et (par y; € A C mo(A) C mo(AX))

V(Bys, 2me™™ 1) < (2o i) de

—n)\1—4n5)d7u—

Cela montre que e~ =27 < M, (2nm1€ ¢ et on a la minoration de M,,. O

5.2 Minoration des dimensions supérieures d5 , et d7

Nous obtenons le résultat suivant en utilisant les arguments du Théoreme 1 de de Thélin-Vigny
[dTV15]. Nous remplagons leur technique de découpage par le Théoréme des formes normales.
Cela permet de montrer que le courant T' possede une dimension directionnelle strictement plus
grande que 2 relativement a toute mesure de grande entropie. Nous améliorerons la minoration
a la Section 5.3 (en remplacant A\; par A\3). Enfin, nous étendrons cette propriété a tout courant
positif fermé sur P? dans la Section 5.4 avec des définitions adaptées. Cela répondra & une
question de de Thélin-Vigny de maniere locale et directionnelle pour les courants S.

Théoréme 5.2.1. Soit f : P? — P? un endomorphisme holomorphe de degré d > 2. Soit
v une mesure ergodique. Soient \y > Ao ses exposants de Lyapunov et soit h, son entropie.
On suppose que A1 > Ao sont strictement positifs et ne résonnent pas. Soit € > 0 et soient
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(Z5, W) des systemes de coordonnées d’Oseledec-Poincaré données par le Théoréme 4.1.5. Soient
dy 5 (V) = df 4(2) D-p.p. et dy, (v) = d  (2) D-p.p. (Voir Proposition 4.2.3). Alors

h, —logd

ds ,(v) > 2+
: N

+ O(e)

X h, —logd
By () 222 + B0 o)
’ Al )\1

ot O(e) tend vers 0 lorsque € tend vers 0, et ne dépend que de d, h,, A1 et Aa.

Démonstration. Notons df. , = df. ;(v). Pour la premiere inégalité, nous allons montrer que

(M +4€)(dS , —2+€) + 13¢ > h, —logd (5.2.1)
On a alors O(e) = —¢€[(4(h, —logd) /A + 13)A —1c T 1] en divisant par A1 + 4e.
On se place & n > Ny. Le Lemme 5.1.1 appliqué a A = wo(Ae) et ¢ = 1 nous fournit un
ensemble maximal de points (n,n;)-séparés (z1,...,xy, ) de mo(A.) avec
N, > v(A)e" =" > p(A,)en e (5.2.2)

Pour tout ¢, il existe Z; € A, tel que mo(L4;) = x;.
On sait que le courant de Green vérifie ("), T = d"T et [,, T Aw = 1. Donc

i = /P ()T A

>Z/ «(1B, (@sm/2)T) Aw par les Lemmes 3.4.3 et 3.4.4

= Z /ﬂm(an<rm1/2>T) A (f")*w par dualité.

En utilisant les Lemmes 4.3.1 et 4.3.2 avec #; € A, on a que By, (Le—mMine) C B, (x;,m1/2).
Parce que (1, (z,,n,/2)T) A (f")*w est une mesure positive, on a

NW,
dar Z Z/ (1va("7137n>\1—4n5)T) A (fn)*w
i—1 7 P? ‘

Par le Lemme 4.3.2, By, (%re™" " 74) C fa (Ba,., (e™2"€)) et on peut appliquer la Pro-
position 4.4.1 pour minorer (f™)*w par e2n/\1_4ne%dZ§ci A dZ;i sur Bmi(ﬂzfle—n,\l_éme) :

N, .
2nA1—4ne i . __
d" > lz:; A1 —4 /‘]Pz(lei(%efnkl—zme)T) A (idz& A dZil)

On réécrit cette inégalité sous la forme

2

n

d" > Z 2nA1 —4ne (T/\ %dZ;l A\ dZ%) (Bxi(%einAlillne)).

=1
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Comme on a pris les #; dans f\e c A®) et que n > Ny, on obtient

N, -

n dﬁ

A" Z E 6271,)\174716 (%efn)\lfélne) T*Z+6 )
i=1

Enfin, on utilise estimation (5.2.2) de N,, faite au début de la preuve :

b

~ ds
dm Z I;(Aé)enhl,—ne X 627M1—4n6 (%e—nx\l—4ne) Tvz+€

ce qui donne :

> l)([\e) (ﬂ)d;,z""e enh,,—13ne—n(>\1+4e)(d§"1z—2+e) (523)
- 2

En passant au logarithme et divisant par n, on obtient (5.2.1) quand n — co. Le deuxiéme

point, relatif & la coordonnée W, s’obtient d’une maniere similaire en utilisant le troisieme point

de la Proposition 4.4.1 pour la minoration de (f™)*w. O

5.3 Minoration fine des dimensions supérieures d5 , et d5

Nous nous inspirons dans cette partie de la démonstration du Théoreme 2 de 'article de
Thélin-Vigny [dTV15], qui utilise la séparation concentrée (Section 5.1.2).

Théoréme 5.3.1. Soit f : P2 — P2 un endomorphisme holomorphe de degré d > 2. Soit v
une mesure ergodique. Soient A1 > Ao ses exposants de Lyapunov et soit h, son entropie. On
suppose que A1 > Ao sont strictement positifs et ne résonnent pas. Soit € > 0 et soient (Z5, W)
des coordonnées d’Oseledec-Poincaré données par le Théoréme 4.1.5. Soient d. ,(v) = df, ,(2)

U-p.p. et dg y (v) = d7 (&) D-p.p. (Voir Proposition 4.2.3). Alors

- log d
&7 7 (v) 2 2+ d, — == +0(e),
1

S A logd
Ty () 2 255 +dy = =07 +0(e).

? )\1 )\1

Combiné a la minoration d, > IOAgld + h“_)\il;gd de Dupont dans [Dupl1], on obtient le
Corollaire 5.3.2. Sous les mémes hypothéses,
- hy, —logd
I (v) 2 2+ 25285 1 0(e),
2

_ X2 h, —logd
5y (V) >902 v 080

N " O(e).

Démonstration du Théoréme 5.3.1. Nous allons montrer que avec df. , := df, ,(v)

(A1 +4e)(dT 7 — dy + 2€) + 8¢ > 2\ — logd. (5.3.1)

On obtient bien un O(e) en divisant par A; + 4e.

On se place & n > Ny. On considére un ensemble de points (n,n;/4)-séparé (z;) de mo(Ac)
pour i = 1...N, 2 tel que fourni par le Lemme 5.1.2 avec A = mg(A.). Puis pour chaque z;, on
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—nA1—4ne_géparés donnée par le Lemme 5.1.3 avec

nomme yi,. .. ,y}'\/[n une famille de points 2n;e
A= 7T0([\6). Pour tout %, j, on note @; un élément de A, tel que o @;) = y; et £; un élément de
A, tel que mo(Z;) = ;.

Le courant de Green vérifie (f").T = d"T et [p, T Aw =1, donc

v

n,2

~
3

)T Aw

=~
&)

&
=

n

/]P2 (fn)*(1B(y;7n167m174n6)T) A w par les Lemmes 3.4.3 et 3.4.4

vV
i

Y
7
R

/P2(lB(y;,me*"Al*‘l"ﬁ)T) A (f™)*w par dualité
7 <

7

<
Il
—

On peut appliquer la Proposition 4.4.1 pour minorer (f™)*w :
Np,2 M, ;
dr > z; ;€2nk1—4ne (T/\ §dZ,g; A dZ;;) (By; (nle—nk1—4ne)) ) (532)
1= =

Comme on a pris les gj; dans Ae c A®) et que n > Ny, on obtient

n,2

My,
_ — — ds
§ :€2n)\1 4ne(nle nAi 4ne) T,z t€

1 j=1

d* >

Mz

?

Enfin, on utilise la minoration de M, (lemme 5.1.3) et N,, 5 > v(A)e™~27¢ (lemme 5.1.2)

e -e nie
2m

d,—e
dr > V(A)enh,,—Qne . g~ hy—2ne ( 1 n)\1+4ne> 2n/\1—4ne( —n/\1—4ne)d}=z+e

Observons que l'entropie h, disparait, et on obtient

" > Ce—Sne (671/\1-‘,-47%)CLV*deT,2726 e2n/\1 (533)

ou

1 )d"f T te
JE— 17 ’ .
2m !

C = v(A) <

En passant au logarithme puis en divisant par 7, on obtient 'inégalité (5.3.1) sur df  quand

n — +o00. Celle concernant d. ;, s’obtient de maniere similaire en utilisant le troisieme point de
la Proposition 4.4.1 pour minorer (f")*w. O

5.4 Pour un courant S positif fermé non-invariant
Soit S un (1,1) courant positif fermé sur P2, de masse 1. Si S ne vérifie par f*S = dS, on ne
sait pas si les dimensions directionnelles sont D-presque partout constantes (Voir la preuve de la

Proposition 4.2.3). Dans ce cas, & Uinstar de ce que font de Thélin et Vigny dans [dTV15], on
adopte une définition adaptée et on obtient le Théoréme suivant.
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Théoréme 5.4.1. Soit f : P2 — P2 un endomorphisme holomorphe de degré d > 2. Soit v une
mesure de grande entropie et S un courant positif fermé de bidegré (1,1) et de masse 1. Soit
€ > 0 et soient (Z5,W5) des coordonnées d’Oseledec-Poincaré données par le Théoréme 4.1.3.

Soit A € FN tel que D(A) > 0. On pose :

dg,Z(A) = sup dg‘,z@)a dES,W(A) = sup dg,w(ﬁ)
€A AN
On suppose que Supp(v) C Supp S et qu’il n’y a pas de résonance entre les exposants de Lyapunov
A1 > Ay de v (ils sont strictement positifs car v est de grande entropie). Alors

h, —logd
og +

S+ 0,

d%z(j\) =2+

_— Ao hy, —logd
dsvw(A) > 2—+ —————

sw(d) 2235+ ==
Remarque 5.4.2. Ce théoreme est l’analogue du Théoréme 5.2.1 pour les courants S. On peut
aussi obtenir 'analogue du Théoréme 5.3.1.

O(e).

A~

Démonstration. On pose 6 := D(A) et on adapte I'uniformisation de la section 4.5 au courant S
(en utilisant la définition ponctuelle 4.2.1). Cela définit AS| 71 (S) et No(S). Comme p(AS) >
1—46/2,0na ﬁ(AﬁAf) >40/2>0.

La preuve est ensuite proche de celle du Théoréme 5.2.1. On se place & n > Ny(S5). Le
Lemme 5.1.1 appliqué & A := 770(11 N f&f) et ¢ := 1 nous fournit un ensemble maximal de points
(n,m)-séparés (1, ...,xy, ) de A. Pour tout i, il existe £; € AN AS tel que mo(#;) = ;.

Par la Proposition 3.4.5, puis par les Lemmes 3.4.3 et 3.4.4 et dualité,

Ny
d" = /]P,z((fn)*S) A w 2 ;/PQ(].B”(%WI/Z)S) A (fn)*w

Comme pour le Théoréme 5.2.1, on utilise les lemmes sur les inclusions et la minoration de (f™)*w
pour obtenir :

Ny, )
ar > Ze2n>\1—4ne (S A %dZ;l A dZ;) (Bzi(%€_n>\1_4n€))_
=1

Comme on a pris les #; dans IA\ES7 on a en particulier que pour n > No(S) et r < r1(S),
S A (525, NZE) (B (r)) > =700+

Il vient alors :

Z

n

dr > 6271/\1—4716 (Ee—nkl—élne

dg 5 (#:)+e
5 ) -

@
Il
-

On utilise alors la définition de ng([\) (borne supérieure sur A). Avec I'estimation (5.2.2) de
N,,on a :

> () (ﬂ)dg,z(A)+€ enhu—13ne—n()\1+4s)(d§7Z(A)—2+e). (5.4.1)

- 2
En passant au logarithme et divisant par n, on obtient le résultat quand n — co. Le deuxiéme
point relatif a la coordonnée W s’obtient d’une maniere similaire. O
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Chapitre 6

Majoration des dimensions
inférieures d7 ; et dp

I was looking at myself
I was blind, I could not see.

U2, I Will Follow

Nous allons montrer dans cette section le résultat suivant :

Théoréme 6.0.1. Soit f : P2 — P2 un endomorphisme holomorphe de degré d > 2. Soit v
une mesure ergodique telle que Supp(v) C Supp(p) dont les exposants Ay > Ao sont stricte-
ment positifs (Par exemple une mesure de grande entropie). On suppose que les exposants ne
résonnent pas. Soit € > 0 et soient (Z5,WS) des coordonnées d’Oseledec-Poincaré données par

le Théoreme 4.1.3. Soient d%. ;(v) = d z(2) D-p.p. et df (V) = dT (%) D-p.p. (Voir Proposi-
tion 4.2.3). Alors

logd A
ds () < 222 1921 4 (o),
°r.z Ao Ao

logd
dpw (V) < 5= +2+0(e),
— 2

ot O(e) est une fonction qui tend vers 0 quand € tend vers 0 et qui ne dépend que de d, A1 et Aa.

Les arguments n’utiliseront plus les ensembles séparés maximaux. Nous allons obtenir ces
estimations sur les dimensions directement en -presque tout Z, en utilisant les jacobiens de
TNdZENAZS et T AdWE A dWS relativement a 'application f.

6.1 Dimension du courant de Green sur la mesure d’équi-
libre

Commencgons par énoncer une Proposition, prouvée un peu plus bas grace a la théorie du
pluripotentiel.

Proposition 6.1.1. Soit f : P2 — P? un endomorphisme holomorphe de degré d > 2. Soit
x € Suppu et soit Z une submersion holomorphe définie dans un wvoisinage V de x. Alors
T N (5dZ NdZ) nest pas la mesure nulle sur V.
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On en déduit immédiatement :

Proposition 6.1.2.

Soit f : P2 — P2 un endomorphisme holomorphe de degré d > 2. Soit v une mesure ergodique
dont le support est contenu dans p et dont les exposants de Lyapunov vérifient Ay > A2 > 0 (par
exemple v mesure de grande entropie). Soit (Z5, W£)zera un systéme de coordonnées d’Oseledec-
Poincaré pour la mesure v. Alors pour tout r € 10,n.(Z)],

{T A %dZ;. A dZ;} (B,(r)) > 0 TA %def A dW;] (B, (7)) > 0.

En particulier, pour tout § > 0, il existe mg > 1 et qo > 1 tels que

R T A LdZE ANdZE) (By(+2—)) > L
Qemo,q0 = {f € FN et [[ 272 5] ( (Zm5)) —>q<i }
— 9o

T A LdWE N dWE] (31(4720))

vérifie ﬁ(fleymmqo) >1-9.

Démonstration. La premieére partie résulte de la Proposition 6.1.1. Pour la deuxiéme, on fixe
d’abord mg > 1 pour que ﬁ{ne > 2

- 4m0

P Qemo.qo) =16, O

} > 1 —6/2. Puis on prend ¢o assez grand pour que

On définit pour tout n

N A~ N

Q? = Qé,mo,qo N f_n(QE,mo,qo)'

La mesure ¥ étant invariante, on a :
p(Q") > 1 —26. (6.1.1)

Proposition 6.1.3. Soit f : P? — P2 de degré d > 2. Soit v une mesure ergodique dont les
exposants Ay > Ag sont strictement positifs, et telle que Supp(v) C Supp(u) (Par ezemple une

mesure de grande entropie). Pour tout & dans QF, si n > Ny, alors

; __ 1 1 1
|:T A zdzg A dZ§:| <B$ (e—nkg+3ne)> > 76—2n>\1—2n57 si /\1 ¢ {k‘)\g,kﬁ > 2}7
2 mo d 9o

) —_ 1 1 1
[T A Edei A dW;} <BgC <e")‘2+3"6>) > —e 22T pour tout A\p > Aa.
2 mo dn qo

Nous utiliserons cette Proposition pour démontrer le Théoreme 6.0.1 et aussi obtenir le Théo-
reme 6.3.1, qui majore la dimension d, .

Démonstration de la Proposition 6.1.3. Nous démontrons I'inégalité portant sur Z%, celle concer-
nant W se prouve de maniere similaire.

Soit & € Q7. Le courant de Green vérifie = (f")*T = T'. On définit I'ouvert

1
4m0

La branche inverse est bien définie car &, € Qe my,q,- En utilisant f;n” oft =1Idy, et T =
—(f™)*T, on obtient sur A, :
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TNdZi L = ()T A (P (S 1)
— Uy [T S50 (1) Mz o ()

On utilise le diagramme commutatif du Théoreme 4.1.3 lu sur la premiere coordonnée pour écrire
- 2 _ _ .

que Z5 o (i) = an s, Zs,. Comme |ay, 4, |” > e 2" 727¢ on obtient sur 4, :
n I’ v 9 L

. o . -
TA %dzg NdZg 2 e () {T A %dZ;n A dz;n} (6.1.2)

Nous allons majorer le terme de gauche et minorer le terme de droite (appliqués & A,,). Par le
Lemme 4.3.3, A,, C B, (m%)e_"’\?*‘gm) et on a

. o 1 . o
T A 2dZS NdZE ( By [ —e ™ 243n¢ ) ) > T A Laze A dZE(Ay) (6.1.3)
2 * mo 2 *
Pour le terme de droite, puisque f™ est injective sur A,,, et comme f*(A4,) = B,,, (4720), on a
) N ; _— 1 1
(f ) |T A 2(dzs NAZE )| (An) = |T A =(dZ5 A (AZE )| (Ba,(—)) > —,  (6.1.4)
n 2 n Tn 2 n Tn n 4m0 qO

Pinégalité provenant du fait que 2, € Q¢ n.q0- En combinant (6.1.2), (6.1.3) et (6.1.4) on obtient
j - 1 1 1
T A EdZ;% AdZ< Bm 7efn)\2+3n5 > 767271)\1727167.
2 x mo dn q0

La démonstration de l'inégalité concernant W est la méme a ceci prés que le diagramme
commutatif du Théoreme 4.1.3 est lu sur la deuxieme coordonnée et donne Wo(f; ") = 8,:Ws,

ol |ﬂn,£|2 > 672n)\272ne. O
On peut a présent donner la preuve du Théoreme 6.0.1.

Preuve du Théoréeme 6.0.1.
On note

Qe =Hmsup Qe mg.qo N F " Qe mg.q0) = limsup 7.
neN neN

A~

D’apres (6.1.1), 2(€2¢) > 1 — 26.
Soit & € Q.. Alors il existe une suite strictement croissante d’indices I, telle que

S Qe7mo-,qo n fﬁlk (QE,m07QO)

pour tout k£ > 0. Alors la Proposition 6.1.3 nous dit que pour tout k assez grand,

N B R e
2 ¢ LT \mo ~ dh o

On définit la suite de rayons rj, := e~'(A2=49) Alors, en prenant k assez grand pour que e'*¢ >
1/mg et q% >e ¢ ona:

|:T A EdZ§ A dZ§:| (B (rk)) > e(fl)(lk(2/\1+35+logd))
9 z z =z .
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1_ T}(Jk(xz—zxe))*l

On utilise que e~ pour obtenir

{T A 502 dZ] (B, (rg)) 2 pif* Q210 O sserlond)

Comme la suite de rayons 7, tend vers 0 et comme 2(€2.) > 0 I'exposant du terme de droite

2M1 + 3¢ +1logd  logd A1

2—+4+0
)\2 — 4e )\2 + )\2 + (6)7
o O(e) = /\2246 (41(i\g2d + 8% + 3), est bien un majorant de df. ;. De la méme fagon, on obtient
2X3 + 3e +logd logd
drw < = 2+ O(e).
W = Aoy — 4e Ao Tt (E)

6.2 Masse de Monge-Ampere

Nous démontrons la Proposition 6.1.1. Soit € Supp p et soit Z : V' — C une submersion
holomorphe sur un voisinage de . On veut montrer que la mesure positive T A %dZ A dZ n'est
pas nulle sur V. Quitte a se placer dans de bonnes coordonnées holomorphes, on peut supposer
que z = (0,0) et V =D(2) x D(2) et que Z(z,w) = z sur V. Soit T = 2i0dG sur V, ot G est
psh continue.

Lemme 6.2.1. Supposons que (T A £dZ A dZ)(D(2) x D(2)) = 0. Alors Vz € D, Goo, est
harmonique sur D, ot o,(u) = (z,u).

Démonstration. Soit 29 € D et ¢ € C5°(D) une fonction test. Soit ¢ € C§°(D?) telle que
Yoo, = sur D. D’apres la Proposition 3.4.6, on a

(T A %dZ A dZ) (1) = /ZED (/weD(G 0 0. )(w) x At 0 0.)(w) dLeb(w)) dLeb(2),
et cette quantité est nulle par hypothese. Comme la fonction mesurable
2o [ (Gor)(w) x Ao r)(w) dLeb(w)
we
est positive, il existe A C D tel que Leb(A) = Leb(D) et

Vz € A, /eD(G 00,)(w) X A(p o0,)(w) dLeb(w) = 0. (6.2.1)

Etendons ce résultat a tout z € D. Comme A est dense dans D, il existe une suite (z,,) de points
de A qui converge vers z. D’aprés (6.2.1), on a

Yn > 1, /ED(G oo, )(w) X A(Yoo,, )(w) dLeb(w)=0. (6.2.2)

Notons que G est continue sur D? et que v est de classe C? sur D2. Donc G et 2i09v sont
uniformément continues sur D2. 1l s’ensuit que G oo, converge uniformément vers G oo, sur D
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et que A(¢ oo, ) converge uniformément vers A(¢ o o) sur D. On déduit de (6.2.2), en faisant
tendre n vers 'infini, que

Vz €D, /eD(GO o.)(w) X A(p oo,)(w) dLeb(w) = 0.

Appliqué au point zy, on obtient avec Y oo,, = ¢ :

/ED(G 004,)(w)Ap(w) dLeb(w) = 0.

Ceci est vrai pour tout ¢ € C§°(D), donc on a montré que G o g, est harmonique sur D. O

On utilise alors le Théoréme suivant de la theése de Briend ([Bri97], Lemme IV.1.1, page
33) obtenu par balayage, voir également la section A.10 de [Sib99]. On consultera larticle de
Dujardin-Guedj [DG12] pour des résultats concernant I’équation T AT = 0.

Proposition 6.2.2 (Briend). Soit G une fonction psh continue sur D(2) x D(2). On note E
l’ensemble des points p € D(%) X ID)(%) par lesquels passe un disque holomorphe o, : D —
D(2) x D(2) tel que
1. Le bord de o, soit hors de D(3) x D(3),
2. G ooy soit harmonique sur ID.
Alors 7 7
(2i00G A 2i00G)(E) = 0.

Dans notre situation, E recouvre entiérement (1) x D(§) : il suffit de prendre pour o, les
).

disques holomorphes verticaux o, : D — D x D, u +— (z,u). En effet, le bord de o, est dans
{#} x 0D et Goo, est harmonique sur I d’apres le Lemme 6.2.1. La Théoréme 6.2.2 donne alors :

(2i09G A 2@@5@(@(%) X D(i)) o, (6.2.3)

ce qui contredit x = 0 € Supp p = Supp(2i00G A 2i00G).

6.3 Majoration de la dimension inférieure des mesures di-
latantes

Nous combinons ici les techniques de la preuve du Théoréme 5.3.1 avec les informations de
la Proposition 6.1.3 pour obtenir la majoration suivante :

Théoréme 6.3.1. Soit f : P2 — P2 un endomorphisme holomorphe de degré d > 2. Soit v une
mesure ergodique dont les exposants A1 > Ay sont strictement positifs, et telle que Supp(v) C
Supp(p) (Par exemple une mesure de grande entropie). Alors

logd logd Ao
d, < 2(1—-—=).
- M\ + A2 * ( )\1>

De plus, si les exposants ne résonnent pas, alors :

d, < 1()gd—|-10gd—|—2min 1—&;£—1
A1 A2




Démonstration. L’ensemble Q7 a été défini dans la section 6.1. Il vérifie notamment (Q7) >
1 — 26 (Voir I'équation (6.1.1)). On a donc 2(A, N Q") > 1 — 38 pour tout n > 0. On se place &
n Z No.

On pose K, I'entier de l'intervalle

—log(m1mo) + n(A1 +4e)  —log(nimo) + n(A1 + 4e)
; +1
)\2 — 3e )\2 — 3e
Ce K, est choisi ainsi pour avoir
,'716—71/\1—4716 Z 1 e—KnAQ-'r?)KnS (6.3.1)

mo

et donc B, (e "M 4"¢) 5 B, (mioe’K"A?”’K"E) en tout point 2. On considére un ensemble de

points (z;) de A = mo(Ac N QE) pouri =1.. . Np 2 tel que fourni par le Lemme 5.1.2. On a en
particulier :

Npa > v(mo(Ae N QER))erv=2ne > (1 — 35)enhv=2ne, (6.3.2)
Puis, pour chaque z;, on nomme ¥i,...,y}, une famille de points donnée par le Lemme 5.1.3

avec A = 7r0(1AX6 N Qf(") Le cardinal de cet ensemble de points vérifie :

d,—e
1 Qv

M, > e—nhu—Qne (enA1+4n6> . 6.3.3
> o (6.3.3)

Pour tout j € {1,...,M,}, on fixe §} € AcnQEn tel que Y% = mo(9}). Le début du calcul est
identique & celui de la preuve du Théoreme 5.3.1, jusqu’a obtenir I'inégalité (5.3.2) :

Np,2 M, .
n nA;—4ne ? € 7€ —nA1 —4ne
@2 Y0 S T A (aZg N dZ)| (Bylme ) (034)

i=1 j=1

On souhaite appliquer la Proposition 6.1.3. D’apres (6.3.1),
1
. —nA1—4ne ) — K, o+3K, €
By; (me ) D By; (moe )

On applique la mesure positive T'A (%dZ; /\dZ;,i) a cette inclusion. Puisque ;Q; € Qf”, on déduit
j Y
de la Proposition 6.1.3 pour K,, > Ny,

i € € ) —nA1—4ne 1 —2K,A\1—2K,¢ 1
T A (3425, , N dzyﬁm)] (B (me™™ 1)) > e . =
On déduit de (6.3.4) que pour K,, > ns,
1 1
dn Z Nn,2 . n[n . €2n)\1—4ne dK" e—QKn)\l—2Kn5q0. (635)

On utilise & présent les estimations de N,, » et M,, données par (6.3.2) et (6.3.3) :

d,—e
d’ﬂJrKn 2 (1 o 35)6nh”72n6 . efnhl,72ne ( 1 en)\1+4ne> . 62”)‘1*47“6*21(7#\1*2Kn€l

2m qo
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dn+K" > i (1 B 36) —8ne (en)\1+4né)d7”_€ eQn)\le—2Kn>\1—2Kne.
T qo (2mp) e

En passant au logarithme, puis en divisant par n :

K, K,
logd + TIOgd > Ci(e)/n — 8e+ (A1 +4e)(dy — €) +2M1 — 27()\1 +€)

ou Cy(e) = — (=39 e dépend pas de n.
qo(2m)==
Comme K,, < —lOg(??1'7)7\L2()1-‘13::L()\1+46) 11,
AL+ 4 AL +4
logd + 2221004 > Cole)fn— 8e + (M +46)(dy — €) + 20 — 222720 1 ¢)
Ag — 3e )\2 — 3e

ot Ca(e) = C1(e) + (1()%\(277%?6") - 1) (2(M\1 +¢€) +logd). Ainsi, en faisant tendre n vers 4+o00 puis €

vers 0, on obtient a la limite :

logd+ 2L logd > Aydy +2); — 222 ),.
A2 - A2

Il ne reste qu’a diviser par A; pour obtenir

d <logd+logd+2(A1—1>.

— A1 Ao Ao

Pour obtenir I'autre majoration de d,, on utilise 'analogue de (6.3.4) avec la coordonnée We.
En effet, en appliquant la Proposition 6.1.3 relativement a W€, on obtient a la place de (6.3.5) :

1 1
dm Z Nn g - Mn . 6277,)\2747’7,6 672[{”)\272}(”67.
’ dfn 90

En passant au logarithme, puis en divisant par n, on obtient en faisant n — oo puis € — 0 :

A A
logd+ “Llogd > Aidy + 2Xo — 225\,
A2 - A2

En divisant par A\;, on a

q, < ogd  losd (1— f)
1
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Chapitre 7

Dérivée de Radon-Nikodym pour

les endomorphismes
semi-extrémaux

They can see that he’s just a fool.
And he never gives an answer. |...]

He never listens to them.

He knows that they’re the fools.

The Beatles, The Fool on the Hill

Rappelons le Théoréme des formes normales (Théoréme 4.1.3). Soit f : P2 — P2 un endomor-
phisme holomorphe de degré d > 2. Soit p sa mesure d’équilibre et soient A\; > Ay ses exposants de
Lyapunov. Soit C = Upezf"(Cy) et X := P2\ C. On note X = {:2 ceXt Vi€l ;= f(xl-_l)}

et mo: X — X, (..., 2_1,x0,1,...) = x0. On rappelle que &, = f*(2).

Soit € > 0. Il existe FA C X f-invariant de ji-mesure totale, il existe des fonctions e-lentes
Ne, pe : FN —]0,1], des fonctions e-rapides 8, L, M. : FN — [1,+o0[ et pour tout & € FN, il
existe des applications holomorphes injectives (£$)sern @ Bao (0e(2)) = D?(pc(2)) telles que le

diagramme suivant commute pour tout n > nq (%)

—n

Buy (ne(#)) =——"—— Bx, (11:(&n))

D?(pe()) T D*(pe(@n))

ou R, ; est linéaire selon sa deuxiéme coordonnée, de pente [3, ;, vérifiant

e—nee—nkg S |5n,:ﬁ S enee—nkg.

On dispose également d’un controle sur la famille (£5)zcra :

1
—d <
5 (p.q) <
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&, (p) — &, (@) < Be(@n)d(p, @), Vp.q € Ba, (ne(dn)).

(7.0.1)



7.1 Conditions techniques d’existence d’une dérivée infé-
rieure

Nous rassemblons dans le théoréme suivant des conditions suffisantes donnant ’existence
d’un disque holomorphe selon lequel la tranche du courant 7' ait une dérivée inférieure finie par
rapport a la mesure de Lebesgue.

Théoréme 7.1.1. Soit f : P2 — P2 un endomorphisme holomorphe de degré d > 2. Soit Ay > Ao
les exposants de la mesure d’équilibre p. On suppose que A1 > Aa. Soit € > 0, soit & € FN et soit
x = (). Soit vs(x) € TP? un vecteur unitaire qui dirige la direction stable (correspondant
a Uexposant Ag, voir le Théoréme d’Oseledec 2.2.1). On suppose qu’il existe (n;);en une suite
strictement croissante d’entiers naturels avec ng = 0 et nq > na(&) telle que pour tout j € N :

1. ne(i'nj) > 4770z
2. Be(n,) < M2,
5. M qnl2 < D, (0, (@)] < M2,

ot 19, My, My sont des constantes. Alors il existe un disque holomorphe &, : D — P? tangent en
0 a la direction vs(x) et tel que

lim inf :T(D(r)

M Leb(r)) © T

Démonstration. Comme 1(Z,,;) > 4no, on sait que I'image de B, (1e(Z,,)) par £ contient
: : nj

J

D?(2no). De méme, 'image de B, (n.(2)) par & contient D?(27). Soit

V- D(no) — D(no) x D(no)
w = (0, w) ’

On pose R ~
Co:=(&)"oV et &, :=(&, ) "oV pour tout j € N.

J
Soit by; : C — C la multiplication par ﬁ;jl, fn, " En tirant en arriére la relation (f)*T = d™T

par &, on obtient 5 B
(f" 0 &)*T = d™ &T sur b, | (D(np)). (7.1.1)

Observons que 'on a
fooby=fro(E) oV = (&, )T o R, oV,

ou la premiere égalité est par définition et la deuxieme égalité provient du diagramme commutatif
des formes normales. On a aussi la relation

R;jl,ﬁrn]. oV =Voby,
provenant du fait que R;jl’ m, est linéaire sur la deuxieme coordonnée. Il en résulte :
1 0y = &, 0 by, sur by, H(D(no))-
On déduit alors de (7.1.1) la relation
(&0, )T = d™ (bn,)+&T sur D(no).
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En évaluant ces mesures sur le disque (7)), on obtient
(n,)"T(D(10)) = d™ ET(D (o - |Bny ., 1))- (7.1.2)
Le terme de gauche dans (7.1.2) est borné d’apres le

Lemme 7.1.2. I existe une constante Ms > 0 telle que pour tout j,
()" T(D(1o)) < Ms.

Démonstration. Soit (Oy)aca une famille finie d’ouverts qui recouvre P2, sur lesquels T admet
un potentiel G, p.s.h. borné et tel que pour tout j > 0, il existe o € A tel que anj (4n9) C O,.

Pour cela, on peut considérer une famille (By)aca de petites boules de P2, qui recouvrent P2,
et telles que T admet un potentiel borné sur leur 4np-voisinage tubulaire (quitte & diminuer 79
si nécessaire) et prend pour (O,) ce voisinage tubulaire. On note ||G||, = maxqaca [|Gall - Soit
Jj > 0 et soit @ € A tel que z,; € On. Fixons ¢ € C§°(D(2n9)) entre Ipg,) et lpey,,). En
particulier, A est borné. Comme fn]. = (E;nj)*l oV, on a d’apres (7.0.1) :

£, (D)) C (5, )~ (D(200)) C Ba,, (d10).

On a donc

(&, "I (Do) < /]1])(2?70) BlGaotn)v = /D(2no) G o by X A9 < Gloo g A0

ce qui conclut la preuve en prenant Mz = |G| maxp(a,,) Av. O

Nous allons maintenant minorer le terme de droite dans (7.1.2). C’est ici que nous utilisons
I’hypothese 3 du Théoreme 7.1.1.

Lemme 7.1.3. Pour tout j >0, on a |By,, | € [d’”]‘/2e’M,d*”j/26M], ot M := M;+My+In2.

Démonstration. D’aprés le Théoréme des formes normales, on a f™ = (€5 )"lo R-1. o &,
? x n;,r x
n; ’y

Notons aussi que la différentielle de &5 (resp. & ) en x (resp. f™ (z)) envoie la droite de 'espace
nj

tangent T, P? dirigée par v,(x) (resp. vs(f™ (x))) sur I'axe vertical. Alors, en prenant les normes
et en utilisant le fait que pour tout j > 0 et pour tout v € Tyn; (m)]P’Q,

1 €
5ol < [ D s, ) < e ol

on obtient i
1D f™ (v (@) (26M2) 7 < |Bny o < (1Duf (s ()] (26™2).
On utilise & présent ’hypothese e M1d™i/2 < || D, f (vs(x))| < eMrd™i/? pour obtenir

dfnj/Qeflwl (26M2)71 < |an,:i < dfnj/261V[1 (26M2),

ce qui conclut la preuve. O

Nous pouvons maintenant terminer la preuve du Théoreme 7.1.1. En effet, par le Lemme
7.1.3, on peut minorer le terme de droite de (7.1.2) de la maniére suivante :
ET(D(nd /2 e M)) _ ET(D(od="/2e~M))

= (i d-a/2 =)

dmi gST(D(UO : |ﬂn17"2|)) Z . 7T(’I70 e*]VI)Z.

(7.1.3)
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Autrement dit, -
~ *T(D(r;

d" ET(D(no - |Bn, 1)) = Com7
j

ott 7j = mod"/2e™M et ¢y = m(noe~™)2. Puisque le terme de gauche de (7.1.2) est borné

d’apres le Lemme 7.1.2, on obtient bien

lim inf LT(D(T))

M Leb(D(r)) S T

ott I'on rappelle que & = (£5)~*o V. On définit finalement &, : D — P2 par &,(2) := &(z/n0). O

7.2 Deux théoremes d’existence

Dans cette section, nous prouvons l'existence de points vérifiant les hypotheéses du Théo-
reme 7.1.1, dans deux contextes semi-extrémaux. Nos théorémes indiquent une régularité du
type absolue continuité pour le courant 7" sur le support de u.

Théoréme 7.2.1. Soit f un endomorphisme holomorphe de P? de degré d > 2. Soit T le courant
de Green et p la mesure d’équilibre de f. Soient A\ > Ao les exposants de Lyapunov de p. On
suppose que [ << o et Ao < A\ < 2Xq. Alors il existe un borélien A vérifiant u(A) > 0 et pour
tout x € A, il existe un disque holomorphe &, : D — P? tangent en 0 a la direction vy(z) tel que
. &I (D(r))
| 22— <+
0 Leb(D(r)

La condition Ay < A; permet de définir vs(z) & 'aide du Théoréme d’Oseledec. La condition
A1 < 2)g est importante pour pouvoir utiliser le Théoreme 7.2.3 ci-dessous. Il s’agit d’une
hypothese technique qui est certainement superflue.

Il est possible de relaxer la condition p << T'A w en ne demandant que la minimalité de As.
Cependant, on demande alors que la direction stable vs(z)C ait une régularité Holder :

Théoréme 7.2.2. Soit f un endomorphisme holomorphe de P? de degré d > 2. Soit T le courant

de Green et u la mesure d’équilibre de f. Soient A1 > Ao les exposants de Lyapunov de u. On

suppose que Ao = %logd et Ao < A1 < 2X\a. On suppose aussi que Suppu NCy = 0 et que

x — vs(x)C est une application localement Holder sur un borélien A de p-mesure totale. Alors

pour pi-presque tout x € A, il existe un disque holomorphe &, : D — P2 tangent en 0 d la direction
vs(x) tel que

. L eT(D(r)

1 ft——=

550" Leb(D(r))

Nous allons montrer que les hypotheses de chaque théoreme entrainent les trois conditions du

Théoreme 7.1.1. Les conditions 1 et 2 sont faciles a obtenir par récurrence standard. La condition
3 est tres forte : il s’agit de vérifier que 'on a un controéle du type

< 400

d"e M <Dy f7 (vg(@))|* < MM,

sans erreur exponentielle e+"¢. La majoration proviendra d’arguments de Dujardin pour le Théo-
réme 7.2.1 et d’arguments stochastiques (Théoréme Central Limite) pour le Théoréme 7.2.2. La
minoration est valable pour tout endomorphisme de P2, voir le Théoréme 7.2.3 ci-dessous. La
démonstration du Théoréme 7.2.3 reprend la stratégie de Briend-Duval [BrDu99] en injectant
dans les arguments la connaissance Ay > % log d.
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Théoréme 7.2.3 (Berteloot-Dupont, [BeDu05], Proposition 1). Pour tout n > 1, pour tout
p, T >0, on pose :

Bu(p) ={z €P?| f"o(xz+ Dy f")"" : B(p) — P* est injective }

mar) = {e B [ 2 7

St A1 < 2y, alors pour tout B > 0,
3p>0, Vn>1, w(Bn(p)>1-4,
Jp>0, Vn>1, V7 >0, u(Bn(p)NRu(1))>1—75—(pr)2
Ce Théoreme entraine en particulier :

Proposition 7.2.4. Pour tout a > 0, il existe un 7 > 0 tel que

VneN, u(Ry(r))>1-a.

7.3 Preuve dans le cas y << oy

7.3.1 Courants décomposables

Nous reprenons dans cette section la premiére partie de larticle de Dujardin [Dujl2] qui
établit l'existence de directions de Fatou op-presque partout. Soit w la forme de Fubini-Study
sur P2 et S un courant positif de bidegré (1,1). On note 05 = S A w la mesure trace de S. C’est
une mesure de probabilité sur P2. On utilisera dans la suite la notation S(y) = fPQ S A lorsque
@ est une (1, 1)-forme test sur P2. Localement, S peut s’écrire

S= > Sjridz; Ndzp. (7.3.1)

7,k=1,2

ou les S ; sont des mesures positives et S; o = E sont des mesures complexes. Soit (e1, e3) une
base de C2. Rappelons qu'un (1,1)-vecteur positif de C? est un élément de AL'C? de la forme
iZj,k:l,z tjre; A€k ol (tjx)(jk) est une matrice hermitienne positive. Un vecteur positif de C?
est décomposable si il s’écrit iu A u ot u € C2. Dans Pécriture locale (7.3.1), puisque S est un
courant positif, les mesures |S7 2| et |S21| sont dominées par la mesure trace og = S1,1 + Sa,0.
D’apres le théoréme de Radon-Nikodym, il existe Ag un champ mesurable de (1, 1)-covecteurs
positifs de trace 1 tel que
S =Agos.

Par dualité, il existe tg un champ mesurable de (1, 1)-vecteurs positifs de trace 1 tel que
Vn (1,1) — forme test,  S(n) = / <ts,n>os. (7.3.2)
PQ

D’aprés le Théoréme de densité de Lebesgue (voir [Mat95]), il existe A C Supp S tel que S A
w(A) =1 et pour tout z € A,

liy s [ tsw)ost) = ts(o)

im ——— s\y)os\y) = 1s(T).

r=005(B(r)) /B,
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On dit que S est décomposable en x € A si le (1, 1)-vecteur positif tg(z) est décomposable. Par
exemple, si S = [L] ot L est une courbe lisse, alors tg(x) = iu, ATy ou u, dirige la droite tangente
a L en x. Les courants laminaires sont également des exemples de courants décomposables.

Dans [Duj12], Dujardin montre la propriété remarquable suivante : si f n’est pas un exemple
de Lattes, alors le courant de Green T est op-presque partout décomposable et porte donc une
information directionnelle.

Théoréme 7.3.1 (Dujardin [Dujl2], Théoreme 3.3). Soit f : P2 — P? un endomorphisme
holomorphe de degré d > 2, soit T le courant de Green de f. Si f n’est pas un exemple de Latteés,
alors il existe A’ C A tel que

1. (o7)(A') = 1.

2. Pour tout x € A’ il existe v, € T,P? tel que tr(x) = ivy AV, et |lvg = 1.

Dujardin établit I'existence de directions de Fatou grice a la Proposition ci-dessous. Nous
reproduisons les arguments pour la commodité du lecteur.

Proposition 7.3.2 (Dujardin [Duj12], Section 3.2). Soit f : P? — P? un endomorphisme holo-
morphe de degré d > 2. On suppose que [ n’est pas un exemple de Lattés (ainsi tr(x) = ivy ATy
or-presque partout avec ||v.|| = 1). Alors,

Vn > 1, / Dy f™ (v2)|I? dor(x) < d™
P2
1l s’ensuit, d’aprés l'inégalité de Markov :

Vn>1, Va>0, (or) {Jc e P2, | Do f™(va)|? > ad"} <

SHE

Démonstration. Pour op-presque tout z, on a
2 . _
1D ™ (v2)||” < Trace(Dy f™)u(ivy ATy).
On utilise que tp(z) = iv, AT, et la définition de la trace pour obtenir :

Do f™ () ||? << (Do f™)s(tr (@), w(f™(2)) >
<<tp(x),(Def") w(f"(x)) >

car D, f™ est inversible or-presque partout. On intégre cette inégalité sur P2 :

n 2 n* n

[Desr P or@) < [ < (@), (Duryal s (@) > on(a).
P P

Par (7.3.2), on a alors

LD el or@) < [ Ta(yw=an

P2 P2

ou la derniére égalité vient de la Proposition 3.4.5. O
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7.3.2 Preuve du Théoréme 7.2.1

Lemme 7.3.3. Soit f : P2 — P2 un endomorphisme holomorphe de degré d > 2. On suppose
que f n'est pas un exemple de Lattés (ainsi tr(x) = iv, AUy op-presque partout avec ||vz|| = 1).
On suppose de plus que p << op. Alors, il existe ¢ > 1 et v > 0 tels que

4
Vn > 1, u{x e P?, ||sz"(um)H2 < d"} > 1
¥ 4q

Démonstration. On écrit u = por ot ¢ € L(or), ¢ > 0. On pose v := o7 {p > 0}.
Observons que 'on a

1:M(P2):u{<p>0}:/ por.
{¢>0}

Cela montre que v > 0. Pour op-presque tout = € P2, on a 1{1<¢} () =00 1{o<yy (), donc
1<

1
UT{q <90} —gotoo 07 {0 <o} =17

par convergence dominée. On fixe ¢ > 1 tel que
1
or { < <p} > /2. (7.3.3)
q
On note pour tout n > 1,
2 n 2 4 n
Ay = qx e P ||D:cf (Ua:)H < ;d .

On veut montrer que p(A,) > 4lq. La Proposition 7.3.2 donne avec a = 4/

Vn>1, or(A,) >1—~v/4. (7.3.4)
Les minorations (7.3.3) et (7.3.4) donnent or (A, ﬂ{% < cp}) > 7. Pour terminer, observons que
p(A) = u(An 0 (/< o) = [ por.
Ann{1/q<e}
Il s’ensuit :
1 1y
WA = o) (Ann{1/a < oD = 10,
q q
qui est la majoration souhaitée. O

Nous allons maintenant construire un ensemble de points A de p-mesure strictement positive
vérifiant les hypotheses du Théoréme 7.1.1, ce qui conclura la preuve du Théoreme 7.2.1. On
pose

1 4
B, = {x € P?, —d" < | D, f (v, < d"}.
70 Y

En utilisant la Proposition 7.2.4 (avec a = g;) combinée & [ Dy f"(va)| = ’(Dwf")_lﬂ_l, et le
Q2
8q°

Lemme 7.3.3, on a que p(B,) > g-. On pose B, = ;' (B,). On a i(B,) >
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Soit € > 0. Pour tout My > 0 et 19 > 0, on pose Ay := {ﬂe(zfs) < eMQ} et Ay = {ne(2) > 4no}.
Par invariance de i, pour tout n € N, on a fi(As) = a(f~"(Az)) et p(As) = a(f™
peut donc choisir My assez grand et 7y assez petit pour que {, N As N )
de fi-mesure plus grande que 1 — %Gq. Alors, en posant

A" .= B, N Ay N Asn f7(Ay) N f(As), A = limsllllp/l?,
ne
on a fi(A") > 1%,(1 pour tout 7 > 0 et donc f(A.) > %q. Ainsi pour tout & € A, il existe une

suite strictement croissante d’entiers (1) jen telle que ng = 0, ny > na(#) et & € Ac? pour tout
j > 0. On a donc

L. ne(i"nj) > 4no,

2. /BC(‘%”]’) < 6M27

3. e Migni/2 < || Dy, f7 (vg)]| < eMrdni/?,
oll & = xg = mo(#) et en prenant M tel que e 2M < % < %
d’Oseledec 2.2.2 montrent que vs(z) = v, (On a supposé Ay > %log d). Ainsi, les points de

< e2Mi Le point 3 et le Théoreme

~

A, vérifient les hypothéses du Théoréme 7.1.1. Pour conclure, on pose A = mo(Ae), qui vérifie

w(A) > p(Ae) > L. Pour tout z € A, soit & € A, tel que mo(&) = . Soit &, donné par le

16q
Théoréme 7.1.1. Alors &, : D — P? est tangent en 0 & la direction vy (z) et vérifie
*T(D
lim inf £:T(D(r) < 400

r—0 Leb(D(r))

7.4 Preuve dans le cas \s minimal et v, Holder.

7.4.1 Théoréme central limite

On dira que ¢ : P? — R est localement Hélder s’il existe » > 0, 0 < o < 1 et ¢ > 0 tels que
V(z,y) e P x P?, (d(z,y) <) = (|6(z) — ¢(y)| < cd(z,y)*).

On adopte la méme définition pour les applications ¢ : P? — P'.
Le but de cette section est de montrer le théoréme suivant.

Théoréme 7.4.1. Soit f : P2 — P? un endomorphisme holomorphe de degré d > 2. Soit u
sa mesure d’équilibre. Soient A1 > Ao les exposants de p. On suppose que Ay = %logd et que
x +— vs(x)C est localement Holder. Alors, pour tout a > 0, il existe M > 0 tel que

Vn>1, u {x € P2, d"2e=M < || D, ™ (vs(2))| < dn/%?M} >1—a.

Remarquons que le caractére localement Holder de « — [vs(x)] est vérifié pour les applications
partiellement hyperboliques sur leur ensemble de Julia J, voir la Section 7.5. Dans le méme esprit,
mentionnons l'article de Gouézel-Stoyanov [GS16], qui donne pour les systémes de Bernoulli un
controle du type grandes déviations pour les cocycles matriciels, a partir des grandes déviations
pour les fonctions.

Théoréme 7.4.2. Soit f : P? — P2 un endomorphisme holomorphe de degré d > 2. Soit y sa
mesure d’équilibre et J = Supp u. Soit ¢ : J — R localement Hélder. Alors la limite suivante

existe :
n
> ¢of
i=0

1 1
o =lim — ||S,(9)||, = lim — .
2= 15,0}, = lim = 2
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De plus on a lalternative suivante :
~ Soit 0 =0 et alors il existe v € L*(u) telle que ¢ —E,(¢) =vo f —v.
— Soit 0 > 0 et alors 07\1/5 Z?:_ol ¢ o f' converge en loi vers N (E,(¢),1).

Ce théoréme est une conséquence du Théoréme C de [Dupl0], au détail pres qu’ici ¢ est
localement Holder et non pas Holder. Cela n’est pas génant. En effet, le caractere Holder n’est
utilisé que dans le Lemme 5.3 page 351 de [Dupl0]. Or, (en reprenant les notations) quitte a
prendre n assez grand dans la preuve du Lemme 5.3, on arrivera a avoir d(w(@),w(B)) aussi
petite qu’on veut et donc inférieure & r. On consultera également [CLB05], [DS06] et [DNS10]
pour des résultats concernant le Théoréme central limite.

On suppose dans la suite que les exposants de p sont distincts : Ay < A;. On rappelle que
pour p-presque tout x, vs(x) € T,IP? désigne un vecteur unitaire de 1’espace stable correspondant
A Ag, voir le Théoréeme d’Oseledec 2.2.1. On note P(TP?) le projectivisé du fibré tangent de P2.
On dispose donc d’une application

P(TP?)
[vs ()]
définie p-presque partout. On suppose pour simplifier que P(TP?) est trivial, c’est & dire égal a

P2 x P! (en toute rigueur, il faudrait considérer une collection finie de cartes sur lesquelles on a
la trivialité).

J —
T

Propriété 7.4.3.
On suppose que x + [vs(x)] est localement Holder sur un borélien de p-mesure totale.

1. Alors © — [vs(z)] se prolonge en une application localement Hélder sur tout J.
— R
= log || Dy f(vs ()]

Démonstration. Le premier point est le fait qu’une fonction localement Holder se prolonge de
maniere unique sur 'adhérence de son domaine de définition de maniere localement Holder. Ici,
I’adhérence est le support de p tout entier, soit J. On a

1Dz f (vs (@) = 1Dy f (s < [1Da f(vs(2)) = Dy fvs(y)l -

On note M une borne de || D, f|| sur J. Soit (x,y) € J x J tel que d(x,y) < r. On peut supposer
que [Jvg(z) — vs(y)|| < cd(z,y)*.

| Da f(vs(z)) — Duf(US(y))H <Dy f(vs(x)) = Daf(vs()| + | Da f(vs(y)) — Dyf(US(y))H
< Dafll ;- llvs(z) = vs(@) + [ Do f — Dy fIl lvs ()l
§ MCd(:IZ,y)a =+ d(.’ﬂ,y) : ”f”C?J

<d(z,y)*([[fllgz,; + Mc).

2. Si de plus SuppuNCy =0, alors ¢ : est localement Hélder.

Donc z — || Dy f(vs(z))|| est localement Holder. Cette fonction est minorée par une constante
p > 0 sur J, car Suppp NCy; = (). Comme la fonction log est %—lipschitzienne sur [p, +ool, on
obtient que 1) est localement Holder sur J. O

Observons pour commencer que E, () = Az d’aprés le Lemme 2.3.4. Nous appliquons le
Théoreme 7.4.2 a la fonction ¢, ce qui fournit ’alternative suivante :

— Soit oy = 0 et il existe v € L2(p) telle que 1) = Ay +vo f —v.

— Soit gy > 0 tel que Ulﬁ(log | Dsf"(vs(z))]| — nA2) converge en loi vers N(0,1).
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Nous démontrerons la Proposition suivante dans la Section 7.4.2.

Proposition 7.4.4. Soit f : P2 — P? un endomorphisme holomorphe de degré d > 2. On
SUPpose que Ao = %logd et que la direction x — vs(x)C est localement Holder, alors la variance
asymptotique o de la fonction ¢ = log|| Dy f(vs(x))|| vérifie o = 0. En particulier, il existe
v € L?(u) telle que pour p-presque tout T :

log || Dy f(vs(z))|| = A2 +vo f—w (74.1)
D’apres le Lemme 2.3.3, on obtient en sommant (7.4.1) :
Ve pu—pp., Yn>1, log||D,f"(vs(z))|| =nAa+vo f*—w.
On en déduit le Théoréme 7.4.1 , en regardant les sous-niveaux {|v| < M}, dont la mesure tend

vers 1.

7.4.2 Preuve de la proposition 7.4.4

Lemme 7.4.5. On reprend les notations du Théoréme 7.2.3.
Soit p dans |0, 1]. Il existe un borélien H de p mesure pleine vérifiant la propriété suivante :
Pour tout x € H, il existe n(x) > 1 tel que

n/2
Vn>n(@), g Bu(p) ou [|(Def™)(va(@))]] > .

n

Démonstration. D’aprés le Théoreme 7.2.3, u(B,(p) N R, (n)¢) < (pn)~2. En sommant selon n,

ona >, iBu(p) N Ra(n)°) < p~2 Y 15 < oo
Par le lemme de Borel-Cantelli, il existe donc H tel que u(H) =1 et

Ve e H, In(z) > 1, Vn > n(z), = € Bp(p)°U Ry(n).

Soit € H. Si x € B,(p)°, le lemme est vérifié. Sinon, x € R, (n). Donc, (Dacf")_lH_1 > #.

Comme vy(x) est un vecteur unitaire, on a que || D, f™(vs(z))|| > H(Dggf")_lﬂ_1 > %. O

Preuve de la Proposition 7.4.4. On pose 1y = 9 — logd. D’apres 'alternative fournie par le

Théoréme 7.4.2, si o(1hg) = 0, il existe v € L?(u) telle que pour p-presque tout z, ¢g(x) = vo f—v,
qui est le résultat recherché.

Supposons que o > 0. Alors par le Théoreme 7.4.2, ﬁsn(%) converge en loi vers N (0, 1).
Clest a dire ﬁ <log 1Dy f™(vs(2))|| — n%) converge en loi vers N'(0,1). En posant

-1
60:\/%/ e 2 Ay et Gn:{m€J|Sn(i/)fO)(x)S—0}’
T J oo n

on a que
lim p(Gr) = Po.
n—o0
Soit N > 1 tel que u(Gp) > % pour tout n > N. Soit p > 0, donné par le Théoréme 7.2.3 avec
8= %, tel que pour tout n > 1, on ait u(B,(p)) > 1 — %. On définit les ensembles
F,:=B,(p)NG,, F :=limsupkF,.
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Pour tout n > N, on a que p(Fy,) > %0. On a aussi pu(F) > %. Soit H donné par le Lemme 7.4.5.
Comme H est de mesure pleine et que F' est de mesure non-nulle, il existe t € FN H. Il y a
donc une suite d’entier strictement croissante (n;) telle que = € F,,, pour tout ¢ € N. Comme
F,, CG,,,ona:

S (00)(x) = log [ Do ™ (va(@))]| — i 2% < o /i

On en tire :
@2 2 || Dy f (vs(@))| (74.2)

D’un autre coté, comme z est dans H et dans F,,, C By, (p), le Lemme 7.4.5 assure que pour
n; > n(x) :

dni/2
>

1D f1 (05 ()] =

(7.4.3)

ng

En combinant (7.4.2) et (7.4.3), on obtient e=7v™ > -L pour tout i assez grand. Ceci est
absurde, donc o = 0. ' O

7.4.3 Preuve du théoréme 7.2.2

On va construire un ensemble de points de p-mesure pleine vérifiant les hypotheses du Théo-
reme 7.1.1, ce qui conclura la preuve du Théoréme 7.2.2.
Soit € > 0. Soit

B, = {x € P2, d"/2e~2M < || D, f"(vy(2))] < d”/%?M} .

Par le Théoréme 7.4.1, il existe un M > 0 tel que u(B,,) > 1 —e. On pose B,, = 75 *(By,). Soient
Ay = {BE(:%) < eMz} et Ay = {ne(Z) > 4no}. Choisissons My assez grand et 7y assez petit pour
que

P ~

A? =B, N Ay N A3 f(Ay) N f(As)
soit de ji-mesure plus grande que 1 — 2¢. Alors,

i o
A = limsup A’
neN

est aussi de ji-mesure plus grande que 1—2¢. Donc pour tout Z € Ae, il existe une suite strictement
croissante d’entiers (n;) en telle que ng =0, ny > no (&) et pour tout j € N,

L. ne(jnj) > 4no,

2. Be(Zn,;) < ez,

3. e 2Mgn/2 < || Dy f™ (vs(2))]| < e2Man/2.

Ainsi, les points de A, vérifient les hypotheses du Théoreme 7.1.1, et donc les conclusions du
Théoréme 7.2.2. Finalement, pour tout z € mp(A¢), on choisit un passé & € A.. Soit &, donné
par le Théoréme 7.1.1. Alors &, : D — P? est tangent en 0 & la direction v (z) et

o ET(D(r))
hill_gélf WD)(T)) < +o00.

On définit le borélien A := U NZlﬂ’o(Al /N), qui est de p-mesure pleine, pour conclure la preuve.
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7.5 Continuité Holder en dynamique partiellement hyper-
bolique

L’objectif de cette section de montrer que les endomorphismes holomorphes de P2 ayant
une dynamique partiellement hyperbolique sont des exemples vérifiant les hypothéses du Théo-
réme 7.2.2. On consultera Fornaess-Sibony [FS98] pour des résultats sur les endomorphismes
hyperboliques de P? et Jonsson [Jon99] pour des exemples d’applications polynomiales hyperbo-
liques sur leur ensemble de Julia. Le théoréme 7.5.2 est du a Brin, il est emprunté a la Section
5.3 du livre de Barreira-Pesin [BP07]. Voir aussi les Chapitres 2 et 3 du livre de Pesin [Pes04].

Définition 7.5.1. Soit f un endomorphisme holomorphe de P2. Nous dirons que la dynamique
de f est partiellement hyperbolique sur l’ensemble de Julia lorsque : Il existe A\ et u réels tels
que 0 < XA < p, il existe ¢ > 1 et pour tout x € J, il existe vs(x) et v(x) vecteurs unitaires et
invariants de T,P? tels que, pour tout n >1 :

1Dz f" (vs ()| < eA™ [|us(2) |

[Daf™ (@) = ¢ p™ [Ju(2)]

On supposera pour simplifier que J est inclus dans une carte affine C? de P2. Ainsi, d(z,y) =
|z — y||. La définition 7.5.1 implique que les applications z +— v(x)C et z — v4(x)C sont continues
sur le compact J. En particulier, I’angle entre v et vs est minoré sur J par une constante stric-
tement positive. Voir [KH95], Chapitre 6, Section 4. On peut donc supposer, quitte & augmenter
¢, que

v € (vs(2)C)F = Do f"(w)l| = ¢ " o

Théoréme 7.5.2 (Brin, voir [Pes04], Proposition 3.9). Soit f un endomorphisme holomorphe
de P? ayant une dynamique partiellement hyperbolique sur son ensemble de Julia. Alors l'ap-
plication x + vs(z)C de J dans TP? est localement Hélder. Plus précisément : On pose b =
maz(L,[|Df||, p2) et on fize a > b2. Alors il existe D, > 1 tel que pour tout (z,y) € J x J,

log /X

day) < D7t = d(us()C.0.()C) < 33 (Dyd(a,) B

La démonstration va consister en l'association du lemme 7.5.3 d’algebre linéaire avec le
lemme 7.5.4 qui est une version itérée du théoréme des accroissements finis. La distance entre
deux sous-espaces vectoriels est définie comme

) )
vEE,[lv||=1 weLp,||w|=1

d(E4, Ep) = max ( max  d(v, Ep) max d(EA,w)) .

Lemme 7.5.3. Soient (A, )nen et (Bp)nen deuz suites de matrices de My(C). On suppose qu’il
existe des réels 0 < A < p < a tels que
— il existe A €10, 1] tel que pour tout n € N, ||A,, — B, || < Aa™.
— Il existe E4 et Ep des sous-espaces de C? et une constante ¢ > 1 tels que pour tout n € N,
on ait :
veEEy = ||Aw] < e ||v]
veEr = [[Apw| > |||
vE€Ep = ||Buy| <A |v]

veEEp = ||Bavll = ¢t |l
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Alors,
log p—log X

d(Ea, Ep) < 3c2§Am_

1
Démonstration. Soit no(A) 'unique entier positif vérifiant (%)nw <A< (%)no Pour tout w
dans Ep, majorons d(w, E4) :

Vw € Ep,  [[Anyw]| < [|Bnowll + [[(Any — Bno)wl|
<A™ ||lw|| + Aa™ ||w|| par hypothéses .

On en déduit || A, w| < cA™ ||w]| + A™ ||w|| par choix de ng, d’ont
| An,w]| < 2eA™ |Jw]| . (7.5.1)
On décompose w € Eg en wy + wo avec wy € E4 et wq € Ej. Alors :
[Anowll = [|Anow2 — [|Any w1 -

[Anewll = e " flwz]] — eA™ Jw].

Ainsi par (7.5.1) :
2eA™ fJw]| > ™ ™ [lwal| = eA™ fJwn ]|

On en déduit
3eA™ [l = ¢ s | = ¢ d(w, Ea),

et donc d(w, E4) < 3¢? (%) lw]|. Symétriquement, si w € E4, alors d(w, Eg) < 3¢? (’%) ’ [lw]],
d’ou

A\ "
d(Ea, Ep) < 3¢? <> :
W

e "y 1
Vérifions que cela méne bien a l'inégalité souhaitée : Comme (%)HOJr < A, en prenant le loga-
rithme et multipliant par log (%),

(no +1).log (2) .log (%) < logA.log <§> ,

A log 1/ A
(no+1).log (N) < IOgAloga/X

no+1 o
<)\> < Aioi‘:;;\
I

D’ou
log p/X

d(EA7 EB) < 302§Aloga/x .

O
Lemme 7.5.4. Soit b = max(1, ||Df||oo,P2). Pour tout a > b> > 1, il existe D, > 1 tel que pour

toutn € N, on a :
Vz,y € J, ||Daf" = Dyf"|| < Doa™ ||z -yl
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Démonstration. Soit D' = HDQfHOO p2» de sorte que pour tout x et y dans J, [[D.f — Dy f]| <

D’ ||z — y||. Par ailleurs, le théoreme des accroissements finis nous assure par récurrence que
1" () = W)l < 0™ [l —yl|.- (7.5.2)
Choisissons un D, > D’ tel que
b . D' b? <1
a Dga ~ 7
Le lemme s’obtient par récurrence sur n : Pour n = 1, comme a > 1, on a a.D, > D, > D’ donc
|Dof — Dy f|| < Daa |z — y|| pour tout z et y. Supposons que le lemme est vrai au rang n.

szn—i-l _ Dyfn—‘rl — Df"(z)f o len _ Df"(y)f o Dyfn
On en déduit
[ D f™* = Dy f**| <b- Dy - a™ [l —yl| + D' || f"(z) = f"(y)|| x b
<b-Dya" ||z —y|| + D'b*" ||z — y|| d’apres (7.5.2)
N b D/ b2n
< D,a +1 ||.’E - y” <CL + Daa”H>

Le terme entre parentheses vérifie :

b DB (b DY (b DY
a Digarl) ~\a D, \a “\a Dja)

par le choix de D,. On obtient alors que || Dy f"*! — Dy, f" || < Daa™** || — y||, soit le lemme
au rang n + 1 et on conclut par récurrence. O

Démonstration du théoréme 7.5.2. Soit f vérifiant les hypotheses du Théoreme 7.5.2 avec les
mémes notations que dans la définition 7.5.1. Soient b = max(1, | Df||,, ) et a > b>. Soit D,
la constante alors fournie par le Lemme 7.5.4.

Soient x et y dans J tels que ||z — y|| < 1/D,. Pour tout n positif, on pose A,, = D, f™ et
B, = D, f™. On sait alors par le lemme 7.5.4 que

vn, |[An = Bull < Daa™ [|lz = y]| .
On pose
A:=D, |z —y|.
Comme A < 1, on peut appliquer le lemme 7.5.3 avec E4 = Vect(vs(x)), Ep = Vect(vs(y)). On

obtient alors :
log /A

d(v(2)C, v, (y)C) < 35 (Dol — yl) 575
Cela démontre le Théoréme 7.5.2. O

This is the end, beautiful friend

This is the end, my only friend, the end
Of our elaborate plans, the end

Of everything that stands, the end

No safety or surprise, the end

The Doors, The End

T
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Mr Lunard présente ses respects au professeur Rogue et lui
demande de bien vouloir cesser de mettre son énorme nez
dans les affaires d’autrui.

Mr Cornedrue approuve Mr Lunard et voudrait ajouter que le
professeur Rogue est un horrible crétin.

Mr Patmol voudrait faire part de son ébahissement & la
pensée qu’un tel imbécile ait pu devenir professeur.

Mr Queuedver souhaite le bonjour au professeur Rogue et lui
conseille de se laver les cheveux, s’il veut cesser de ressembler
a un tas d’ordures.

- J.K. Rowling, Harry Potter et le Prisonnier d’Azkaban





