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Chapitre 1

Introduction

Il faut toujours viser la lune, car même en
cas d’échec, on atterrit dans les étoiles.

Oscar Wilde

1.1 Présentation du contexte
1.1.1 Applications extrémales

Soit f : P2 → P2 un endomorphisme holomorphe du plan projectif complexe de degré d ≥ 2.
On note T son courant de Green. C’est un courant positif fermé invariant de bidegré (1, 1). Le
produit µ := T ∧ T est la mesure d’équilibre de f , c’est l’unique mesure invariante maximi-
sant l’entropie. Rappelons que µ est ergodique et mélangeante. Les exposants de Lyapunov de
µ, notés λ1 ≥ λ2, sont les quantités qui gouvernent les contractions et dilatations localement
asymptotiquement sur tout le support de µ. Briend et Duval ont démontré que ces exposants
sont strictement positif.

Théorème 1.1.1 (Briend-Duval [BrDu99]).

1
2 log d ≤ λ2 ≤ λ1. (1.1.1)

Ils montrent de plus, dans [BrDu99], à l’aide du mélange et de la positivité des exposants
de Lyapunov, que µ équidistribue les points périodiques répulsifs. Le calcul des exposants de
Lyapunov n’est pas évident. On consultera les articles de Bedford-Jonsson [BJ00] et de Jonsson
[Jon98], [Jon99] pour des formules concernant la somme des exposants de Lyapunov dans le
cas des applications polynomiales de P2. A l’instar de la formule de Przytycki en dimension 1
(voir [Prz85]), ces formules font intervenir l’ensemble critique de l’application polynomiale. Il est
naturel de s’intéresser à l’optimalité de la borne (1.1.1). La caractérisation des applications
extrémales, c’est à dire telles que λ1 = λ2 = 1

2 log d, est résumée dans le Théorème suivant.
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Théorème 1.1.2 (Berteloot-Loeb [BL01], Berteloot-Dupont [BeDu05] et Dinh-Dupont [DD04]).

Les propositions suivantes sont équivalentes :
1. λ1 = λ2 = 1

2 log d.
2. dµ = 4.
3. µ << LebP2 .
4. T est une (1, 1)-forme lisse strictement positive sur un ouvert de P2.
5. f est un exemple de Lattès. (Voir Définition 1.1.3).

Le cas de la dimension 1 résulte des travaux de Ledrappier [Led84a], Mañé [Mn88], Zdunik
[Zdu90] et Mayer [May02].

La dimension de µ qui apparait ici est un élément clé de notre étude. Pour x ∈ P2, on définit
dµ(x) la dimension inférieure et dµ(x) la dimension supérieure de la mesure µ en x comme

dµ(x) := lim inf
r→0

log(µ(Bx(r)))
log r dµ(x) := lim sup

r→0

log(µ(Bx(r)))
log r .

On note dµ(x) la limite lorsqu’elle existe. Dans le cas de la mesure µ, son ergodicité implique que
dµ(x) et dµ(x) (et dµ(x) si elle est bien définie) sont constantes µ-presque partout. On enlèvera
donc la dépendance en x. On sait a priori seulement que dµ ≤ dµ. Il est donc remarquable que
dans le Théorème 1.1.2, on ait dµ = dµ et que dµ soit bien définie.

Définition 1.1.3. Un endomorphisme holomorphe f : P2 → P2 est appelé exemple de Lattès
si il existe un tore complexe C2/Λ, une dilatation affine D sur ce tore et un revêtement galoisien
fini σ : C2/Λ→ P2 tel que le diagramme suivant commute :

C2/Λ

σ

��

D // C2/Λ

σ

��
P2 f // P2

Il existe de telles applications pour tout degré d ≥ 2, voir par exemple [Dup03]. En revanche,
déterminer si une application donnée est un exemple de Lattès se révèle compliqué. Le Théorème
1.1.2 nous fournit une caractérisation par les exposants de Lyapunov et la dimension de µ.

1.1.2 Applications semi-extrémales
Le cas qui sera le fil conducteur de ce texte est celui des applications semi-extrémales,

c’est à dire vérifiant λ2 = 1
2 log d et λ1 > λ2.

Question 1.1.4. Peut-on décrire géométriquement les applications semi-extrémales (avec un
diagramme commutatif comme pour les exemples de Lattès) ?

Peut-on décrire le courant de Green et la mesure d’équilibre des applications semi-extrémales ?

Notre intuition pour comprendre ces applications est guidée par les deux exemples qui suivent.
le premier exemple est classique. Nous montrons que le deuxième exemple est semi-extrémal à
la section 3.5. Nous remercions Taflin de nous avoir indiqué ces applications.
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Exemple 1 : Suspension d’un Lattès de dimension 1 Soit d ≥ 2 et R : P1 → P1

un exemple de Lattès de degré d en dimension 1. R s’écrit alors [z : w] 7→ [P (z, w) : Q(z, w)]
en coordonnées homogènes, où P et Q sont des polynômes homogènes de degré d. D’après la
caractérisation des exemples de Lattès en dimension 1, l’exposant de Lyapunov de la mesure
d’équilibre de R est λR = 1

2 log d.
On définit la suspension de R comme :

f : P2 → P2

[z : w : t] 7→
[
P (z, w) : Q(z, w) : td

]
Alors f fixe x0 := [0 : 0 : 1] et préserve le pinceau de droites passant par x0. Mieux, l’action

de f sur ces droites est celle du Lattès R, qui se lit sur la droite invariante à l’infini L∞. Les
exposants de Lyapunov de λ1 ≥ λ2 de µ sont égaux à λ1 = log d et λ2 = 1

2 log d.

Proposition 1.1.5.
1. Le bassin d’attraction de x0, noté B(x0), est un ouvert borné de la carte affine [z : w : 1].

Il est cerclé, simplement connexe et son bord est sphérique (strictement pseudoconvexe) en
dehors d’un nombre fini de cercles. (Voir [BL98], [Din01], [Dup03])

2. En dehors des singularités, T s’écrit localement, près de ∂B(x0), comme 2i∂∂ log+ ‖(z, w)‖.
3. Suppµ = ∂B(x0).
4. SuppT = B(x0)c. En particulier, SuppT est bien plus gros que Suppµ.
5. µ << σT , où σT = T ∧ω est la mesure trace de T (ω est la forme de Fubini-Study sur P2).

Les endomorphismes de P2 qui vérifient la dernière propriété sont en fait toujours semi-
extrémaux. Ce résultat a été établi par Dujardin :

Théorème 1.1.6 (Dujardin [Duj12]). Si µ << σT , alors λ2 = 1
2 log d.

Exemple 2 : Applications élémentaires de Desboves

Définition 1.1.7. Une application élémentaire de Desboves est une application de la forme

fλ := [z : w : t] 7→
[
−z(z3 + 2w3) : w(2z3 + w3) : t(w3 − z3 + λ(z3 + w3 + t3))

]
où λ ∈ C∗.

Bonifant et Dabija ont étudié ces applications dans [BoDa02], où elles possèdent 3 paramètres.
Ici nous travaillons avec la famille restreinte à un paramètre, que nous appelons "élémentaire"
(le cas λ = 0 ne définit pas un endomorphisme holomorphe de P2, car f0 a un point d’indé-
termination). Elles ont été utilisées récemment par Bianchi-Taflin [BiTa16] dans la Théorie des
bifurcations. Ils montrent que tous les paramètres de cette famille sont des paramètres de bifur-
cation. Dujardin [Duj16] a généralisé ce résultat en exhibant des ouverts de bifurcations dans
la famille de tous les endomorphismes de P2. Ainsi, contrairement au cas des fractions ration-
nelles, la stabilité n’est pas forcément une propriété dense dans les espaces de paramètres des
endomorphismes de P2.

Les applications élémentaires de Desboves possèdent de nombreux points communs avec les
suspensions de Lattès, notamment les trois premières affirmations de la proposition suivante. La
Proposition 1.1.10 ci-dessous mettra en évidence des différences importantes.
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Proposition 1.1.8 (Bonifant-Dabija [BoDa02]). Si λ 6= 0, alors
1. x0 = [0 : 0 : 1] est un point fixe de fλ.
2. fλ préserve le pinceau de droite passant par x0.
3. fλ préserve la droite à l’infini L∞ := {[z : w : 0]}.
4. fλ préserve la cubique C :=

{
[z : w : t] , z3 + w3 + t3 = 0

}
.

Tout ces points nous permettent de retrouver une situation de type Lattès de dimension 1
pour f |L∞ . Chaque droite passant par x0 coupe L∞ en exactement 1 point. De plus, f |C est une
application holomorphe sur une courbe elliptique, donc est affine. C étant une cubique projective
lisse, elle coupe toute droite passant par x0 exactement 3 fois avec multiplicité. Cela nous fournit
un revêtement ramifié σ3 : C → L∞ de degré 3, et on obtient le diagramme

C

σ3

��

f |C // C

σ3

��
L∞

f |L∞ // L∞

L’application f |L∞ est de degré 4 et sa mesure d’équilibre µ∞ possède donc un exposant
de Lyapunov minimal égal à 1

2 log 4. Cependant, contrairement à ce qu’il se passait dans le cas
suspension de Lattès, il n’est pas facile de relier l’exposant de Lyapunov de µ∞ à ceux de µ. Nous
ne sommes pas non plus dans le cas polynomial [BJ00], [Jon98], ni dans celui des applications
fibrées polynomiales [Jon99] (où les deux exposants sont supérieurs à log d). Nous montrons le
Théorème suivant dans la section 3.5 en utilisant l’équirépartition des points périodiques répulsifs
de f vers µ et de f |L∞ vers µ∞.

Théorème 1.1.9. Pour tout λ 6= 0, l’application de Desboves fλ est semi-extrémale : les expo-
sants de Lyapunov λ1 ≥ λ2 de sa mesure d’équilibre µ vérifient λ2 = 1

2 log 4 et λ1 > λ2.

Enfin, les structures du courant T et de la mesure µ sont très différentes de ce que l’on
observait dans l’Exemple 1. Toujours d’après [BoDa02],

Proposition 1.1.10 (Bonifant-Dabija).
– Le bassin d’attraction de x0, noté B(x0), est connexe et dense dans P2.
– Suppµ = SuppT = B(x0)c.

En particulier, on ne sait pas si µ est absolument continue par rapport à la mesure trace σT .

Observation : Dans les deux exemples que nous avons présentés, l’application possède un
"facteur Lattès" qui induit la minimalité de λ2.

Question 1.1.11. Est-ce que toute application semi-extrémale possède un facteur Lattès ?

Dans [Duj12], Dujardin pose la même question pour les endomorphismes de P2 vérifiant
µ << σT .

1.1.3 Mesures dilatantes et dimensions locales
Le courant de Green T et la mesure d’équilibre µ de f sont des objets universels pour la

théorie ergodique des endomorphismes de P2, au sens suivant :
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Théorème 1.1.12 (de Thélin [dT05], Dinh [Din07]). Soit f : P2 → P2 un endomorphisme
holomorphe de degré d ≥ 2. Soit ν une mesure ergodique.

Si hν > log d, alors Supp ν ⊂ Suppµ.
Si hν > 0, alors Supp ν ⊂ SuppT .

Ce Théorème montre que, suivant leur entropie, les mesures ergodiques peuvent servir à
minorer la dimension de Hausdorff du support de T et du support de µ. Les mesures dites de
grande entropie (c’est à dire telle que hν > log d) vérifient en outre une borne sur leurs exposants
de Lyapunov :

Théorème 1.1.13 (de Thélin [dT08]). Soit ν une mesure ergodique telle que hν > log d. Si
log |detDxf | ∈ L1(ν), alors les exposants de Lyapunov de ν vérifient

λ1 ≥ λ2 ≥
1
2(hν − log d) > 0.

Ce résultat a été étendu par Dupont [Dup10] en supprimant l’hypothèse log |detDxf | ∈ L1(ν).
On trouve aussi dans cet article des exemples de mesures de grande entropie, obtenues par
codage de l’arbre des préimages de points (mesures de Gibbs). Les dimensions dν(x) et dν(x) se
définissent comme à la Section 1.1.1. Lorsque ν est ergodique, on peut vérifier que dν(x) et dν(x)
sont des fonctions constantes ν-presque partout. On note dν et dν les valeurs de ces constantes.
On sait par Young [You82] que si a ≤ dν ≤ dν ≤ b, alors

a ≤ dimH(ν) ≤ b,

où dimH(ν) = inf {dimH(A), ν(A) = 1} .
Il est connu que si les exposants de ν sont strictement positifs, alors

hν
λ1
≤ dν ≤ dν ≤

hν
λ2
.

où hν est l’entropie de ν. Si λ1 = λ2 = λ, on sait donc que dν = hν
λ .

L’article [Dup11] donne la minoration suivante pour la dimension locale des mesure dilatantes.

Théorème 1.1.14 (Dupont [Dup11]). Soit f : P2 → P2 un endomorphisme holomorphe de degré
d ≥ 2. Soit ν une mesure ergodique. On suppose que ses exposants λ1 ≥ λ2 sont strictement
positifs. Soit hν l’entropie de ν. Alors pour ν-presque tout x,

dν(x) ≥ log d
λ1

+ hν − log d
λ2

.

Ce Théorème, appliqué à µ, donne la minoration de la Conjecture de Binder et DeMarco :

Conjecture 1.1.15 (Binder-DeMarco [BiDe03]). Soit f : P2 → P2 un endomorphisme holo-
morphe de degré d ≥ 2. Soit µ la mesure d’équilibre de f , soient λ1 ≥ λ2 ses exposants de
Lyapunov. Alors

dimH(µ) = log d
λ1

+ log d
λ2

.

On dispose de la majoration suivante pour la dimension de µ.

Théorème 1.1.16 (Binder-DeMarco [BiDe03], Dinh-Dupont [DD04]). Soit f : P2 → P2 un
endomorphisme holomorphe de degré d ≥ 2. Soit µ la mesure d’équilibre de f , soient λ1 ≥ λ2 ses
exposants de Lyapunov. Alors

dimH(µ) ≤ 4− 2(λ1 + λ2)− 2 log d
λ1

.
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En particulier, on obtient comme corollaire des Théorèmes 1.1.14 et 1.1.16 que si f est un
endomorphisme semi-extrémal,

dimH(µ) = 2 + log d
λ1

. (1.1.2)

Dimension de la mesure trace Le travail récent [dTV15] de de Thélin et Vigny étudie la
dimension de la mesure trace σT = T ∧ ω (où ω est la (1, 1)-forme de Fubini-Study normalisée),
relativement aux mesures ergodiques ν d’exposants de Lyapunov strictement positifs. Pour tout
x ∈ P2, soit :

dT (x) := lim sup
r→0

log σT (Bx(r))
log r .

Puisque T est un (1, 1)-courant positif fermé, on sait que la fonction r 7→ σT (Bx(r))
r2 est

croissante (se référer au livre de Demailly [Dem12], Chapitre III, §5). En particulier,

σT (Bx(r)) ≤ c · r2,

où c = σT (Bx(1)). Il s’ensuit l’information moins précise (car on passe au logarithme)

2 ≤ dT (x) ≤ dT (x).

L’invariance f∗T = dT implique que dT (x) est f -invariante et donc que dT (x) = dT (ν) ν-presque
partout pour toute mesure ergodique ν (voir la Proposition 4.2.3).

Il est important de noter que cette quantité n’est pas forcément finie. Par exemple, si x ∈
Supp(ν)\Supp(T ), alors sur un voisinage ouvert de x, σT est la mesure nulle et donc dT (x) = +∞.
Par le Théorème 1.1.12, l’ensemble Supp(ν) \ Supp(T ) est non-vide seulement si hν = 0.

De Thélin et Vigny ont obtenu une minoration de dT (ν) :

Théorème 1.1.17 (de Thélin-Vigny [dTV15]). Soit f : P2 → P2 un endomorphisme holomorphe
de degré d ≥ 2 et soit ν une mesure ergodique. Soient λ1 ≥ λ2 les exposants de ν. Si λ1 ≥ λ2 > 0,
alors

dT (ν) ≥ dν + 2λ2

λ1
− log d

λ1
.

Ils montrent tout d’abord le résultat plus faible

dT (ν) ≥ hν − log d
λ1

+ 2λ2

λ1
.

et obtiennent ensuite le Théorème 1.1.17 par un découpage fin des boules dynamiques en boules
euclidiennes. Signalons que dans [dTV15] le Théorème 1.1.17 est énoncé plus généralement pour
des applications méromorphes de variétés Kähleriennes X et pour des mesures ν dont le support
est inclus dans celui d’un (1, 1)-courant positif fermé de X.

1.2 Dimensions directionnelles
Dans notre travail, nous introduisons des dimensions directionnelles pour le courant T .

Définition 1.2.1. Soit x ∈ P2 et soit Z une submersion holomorphe définie au voisinage de x.
On définit les dimensions supérieures et inférieures de T en x selon la direction Z par

dT,Z(x) = lim sup
r→0

log
[
T ∧ ( i2dZ ∧ dZ)(Bx(r))

]
log r ,
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dT,Z(x) = lim inf
r→0

log
[
T ∧ ( i2dZ ∧ dZ)(Bx(r))

]
log r .

Remarquons que T ∧ ( i2dZ ∧ dZ) est une mesure positive sur un voisinage de x, car T est un
(1, 1)-courant positif sur P2. De plus, cette mesure est la moyenne (pour la mesure de Lebesgue)
des tranches du courant T transversalement à la direction Z. Plus précisément, si (Z,W ) désigne
les coordonnées d’un bidisque holomorphe D2 au voisinage de x, on a (Voir Proposition 3.4.6) :

T ∧ ( i2dZ ∧ dZ) =
�
D
σ∗zT dLeb(z), (1.2.1)

où σz : D→ D2 est le disque holomorphe vertical u 7→ (z, u).
Les dimensions directionnelles de T relativement à un système de coordonnées (Z,W ) sont

reliées à la dimension de la mesure trace σT de la manière suivante :

Proposition 1.2.2. Soit x ∈ P2. Alors pour tout système de coordonnées holomorphes (Z,W )
au voisinage de x, on a :

dT (x) = min
{
dT,Z(x), dT,W (x)

}
, dT (x) = min

{
dT,Z(x), dT,W (x)

}
.

Démonstration. Notons σT,Z = T ∧ ( i2dZ ∧dZ) et σT,W = T ∧ ( i2dW ∧dW ). Alors il existe c > 0
tel que 1

c (σT,Z + σT,W ) ≤ σT ≤ c(σT,Z + σT,W ) (Voir [Dem12] Chap. III, §3). On en déduit

1
c

max [σT,Z(Bx(r)), σT,W (Bx(r))] ≤ σT (Bx(r)) ≤ 2cmax [σT,Z(Bx(r)), σT,W (Bx(r))]

On conclut grâce au Lemme 2.4.3 en remarquant que la dimension locale du maximum de 2
mesures est le minimum des 2 dimensions (on divise par log r qui est négatif).

1.2.1 Minorations des dimensions directionnelles du courant de Green
et application aux endomorphismes semi-extrémaux

Nous obtenons la précision suivante du Théorème 2 de de Thélin-Vigny [dTV15] (nous mon-
trerons tout d’abord une version plus faible, qui est l’analogue du Théorème 1 de [dTV15]) :

Théorème 1.2.3. Soit f : P2 → P2 un endomorphisme holomorphe de degré d ≥ 2, soit ν une
mesure ergodique dont les exposants λ1 > λ2 sont strictement positifs et non-résonnants. Alors
il existe ε 7→ O(ε) une fonction qui tend vers 0 avec ε, telle que, pour tout ε > 0, pour ν-presque
tout x ∈ P2, il existe un système de coordonnées holomorphes (Z,W ) = (Zεx,W ε

x) vérifiant :

dT,Z(x) ≥ dν −
log d
λ1

+ 2 +O(ε) (1.2.2)

dT,W (x) ≥ dν −
log d
λ1

+ 2λ2

λ1
+O(ε) (1.2.3)

De plus, x 7→ dT,Z(x) et x 7→ dT,W (x) sont constantes ν-presque partout.

On retrouve pour la coordonnée W la minoration de de Thélin-Vigny. La minoration que
nous obtenons pour la coordonnée Z est meilleure avec λ1 > λ2. Ces minorations indiquent un
coefficient de régularité pour les mesures directionnelles. Le Théorème 1.1.14 entraîne le corollaire
suivant.
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Théorème 1.2.4. Soit f : P2 → P2 un endomorphisme holomorphe de degré d ≥ 2, soit ν une
mesure ergodique dont les exposants λ1 > λ2 sont strictement positifs et non-résonnants. Alors
il existe ε 7→ O(ε) une fonction qui tend vers 0 avec ε, telle que, pour tout ε > 0, pour ν-presque
tout x ∈ P2, il existe un système de coordonnées holomorphes (Z,W ) = (Zεx,W ε

x) vérifiant :

dT,Z(x) ≥ 2 + hν − log d
λ2

+O(ε)

dT,W (x) ≥ 2λ2

λ1
+ hν − log d

λ2
+O(ε).

De plus, x 7→ dT,Z(x) et x 7→ dT,W (x) sont constantes ν-presque partout.

Remarque 1.2.5. Le système de coordonnées (Zεx,W ε
x) provient de l’application d’un Théorème

de formes normales aux branches inverses ν-génériques de f (Voir Théorème 4.1.2 et les articles
de Jonsson-Varolin [JV02] et Berteloot-Dupont-Molino [BDM08]). Ce système de coordonnées
dépend en fait de x̂ dans l’extension naturelle du système f : P2 → P2. Dans l’énoncé, (Zεx,W ε

x)
est alors n’importe quel système de coordonnées du type (Zεx̂,W ε

x̂) où π0(x̂) = x.

Donnons une idée de la preuve du Théorème 1.2.3. On montre en utilisant l’invariance de T
et l’invariance des coordonnées (Zεx̂,W ε

x̂) que les fonctions

x̂ 7→ dT,Zε
x̂
et x̂ 7→ dT,W ε

x̂

sont constantes ν̂-presque partout.
Dans les coordonnées (Zεx̂,W ε

x̂), lorsque les exposants ne résonnent pas, fn agit comme une
application linéaire qui multiplie la première coordonnée par enλ1±nε et la deuxième par enλ2±nε.
Elles sont donc plus précises que les coordonnées d’Oseledec-Pesin, qui permettent par exemple de
construire les variétés stables et instables locales des systèmes non-uniformément hyperboliques.
On pourra les appeler des coordonnées d’Oseledec-Poincaré, en référence au Théorème de
Poincaré de linéarisation des germes d’applications holomorphes contractantes et non-résonnantes
de (C2, 0). Pour obtenir les deux inégalités du Théorème 1.2.3, l’idée générale consiste à reprendre
les arguments de de Thélin et Vigny [dTV15], en substituant à leur minoration

(fn)∗ω ≥ e2nλ2e−nεω

obtenue par découpage, les minorations

(fn)∗ω ≥ e2nλ1e−nεdZ ∧ dZ et (fn)∗ω ≥ e2nλ2e−nεdW ∧ dW

obtenues par le Théorème des formes normales.

Mesure de grande entropie et courants positifs fermés A l’instar de [dTV15], nous
obtenons à la section 5.4 un énoncé analogue au Théorème 1.2.3 pour les (1, 1)-courants positifs
fermés S sur P2, à ceci près que les dimensions directionnelles ne sont plus constantes ν-presque
partout.

On sait que les mesures de grande entropie (hν > log d) ne peuvent pas être contenues dans
des sous-ensembles analytiques, cela résulte de l’argument de Gromov (voir par exemple Briend-
Duval [BrDu01]). Dans [dTV15], de Thélin-Vigny posent la question de l’existence de mesures
de grande entropie contenues dans un (1, 1)-courant positif fermé de dimension de Hausdorff 2
(où le sens donné à cette dimension est à préciser). Le Théorème 1.2.4 répond à cette question de
manière locale et directionnelle pour le courant T . Nous obtenons l’analogue suivant pour tout
courant positif fermé S de P2. (Voir Théorème 5.4.1 et Remarque 5.4.2)
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Théorème 1.2.6. Soit f : P2 → P2, soit S un (1, 1)-courant positif fermé S sur P2. On suppose
que S supporte une mesure ergodique de grande entropie ν dont les exposants λ1 > λ2 sont non-
résonnants. Alors, en un point de Supp ν ⊂ SuppS, le courant S possède une dimension locale
directionnelle > 2.

Plus précisément, pour tout ε′ proche de 0, il existe x ∈ Supp ν et Z une submersion holo-
morphe sur un voisinage de x tels que :

dS,Z(x) ≥ 2 + (1− ε′)hν − log d
λ2

.

Endomorphismes semi-extrémaux Le Théorème 1.2.3 permet d’obtenir les valeurs des di-
mensions directionnelles pour les endomorphismes semi-extrémaux vérifiant µ << σT . Notons
tout d’abord que cette relation implique

dT (µ) ≤ dµ (1.2.4)

comme nous le vérifions dans la Proposition 2.4.4. Analysons les deux membres de cette inégalité.
D’une part, la Proposition 1.2.2 donne dT (µ) = min

{
dT,Z(x), dT,W (x)

}
pour µ-presque tout

x ∈ P2 et pour tout système de coordonnées holomorphes (Z,W ) au voisinage de x. D’autre
part, si on suppose dµ = dµ, alors dµ = dµ = dimH(µ), qui vaut 2 + log d

λ1
d’après (1.1.2). On

déduit donc de (1.2.4) que si µ << σT , alors

min
{
dT,Z(x), dT,W (x)

}
≤ 2 + log d

λ1
(1.2.5)

pour µ-presque tout x ∈ P2 et pour tout système de coordonnées holomorphes (Z,W ) au voisinage
de x. Le Théorème suivant montre qu’il y a égalité dans (1.2.5) à une fonction O(ε) près.

Théorème 1.2.7. Soit f : P2 → P2 un endomorphisme holomorphe de degré d ≥ 2, supposons
que µ << σT et que les exposants λ1 > λ2 = 1

2 log d ne résonnent pas. Supposons que dµ = dµ.
Alors il existe ε 7→ O(ε) une fonction qui tend vers 0 avec ε, telle que, pour tout ε > 0, pour
µ-presque tout x ∈ P2, il existe un système de coordonnées holomorphe (Z,W ) = (Zεx,W ε

x)
vérifiant :

4 +O(ε) ≤ dT,Z(x), 2 + log d
λ1

+O(ε) ≤ dT,W (x) ≤ 2 + log d
λ1

.

De plus, x 7→ dT,Z(x) et x 7→ dT,W (x) sont constantes µ-presque partout. En particulier, la
dimension de T dans la coordonnée W est égale à la dimension de µ (à la fonction O(ε) près),
voir (1.1.2).

Précisons comment le Théorème 1.2.3 implique le Théorème 1.2.7.
Soit (Z,W ) = (Zεx,W ε

x) les systèmes de coordonnées holomorphes donnés par le Théo-
rème 1.2.3. Nous allons d’abord minorer la dimension directionnelle dT,Z . La connaissance de
cette minoration nous permettra d’établir la formule à O(ε) près pour dT,W .

Si µ << σT , alors λ2 est minimal par le Théorème 1.1.6 (Dujardin). Alors par le Théo-
rème 1.1.14 (Dupont), on sait que 2 + log d

λ1
≤ dµ. On en déduit dT,Z ≥ 4 +O(ε) par (1.2.2).

On vient de voir que dT,Z ≥ 4 + O(ε), donc on a forcément dT,W ≤ 2 + log d
λ1

par (1.2.5) et
λ1 > λ2. Pour terminer, (1.2.3) donne dT,W ≥ 2 + log d

λ1
+O(ε).
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1.2.2 Majorations des dimensions directionnelles du courant de Green
et dimension de mesures

Nous obtenons le résultat suivant en utilisant que µ est la masse de Monge-Ampère T ∧ T .

Théorème 1.2.8. Soit f : P2 → P2 un endomorphisme holomorphe de degré d ≥ 2, soit ν une
mesure ergodique dont le support est contenu dans celui de µ et dont les exposants λ1 > λ2 sont
strictement positifs (par exemple pour ν mesure de grande entropie) et non-résonnants. Alors il
existe ε 7→ O(ε) une fonction qui tend vers 0 avec ε, telle que, pour tout ε > 0, pour ν-presque
tout x ∈ P2, il existe un système de coordonnées holomorphe (Z,W ) = (Zεx,W ε

x) vérifiant :

dT,Z(x) ≤ log d
λ1

+ 2λ1

λ2
+O(ε), dT,W (x) ≤ log d

λ2
+ 2 +O(ε).

De plus, x 7→ dT,Z(x) et x 7→ dT,W (x) sont constantes ν-presque partout.

On obtient le Théorème 1.2.8 en utilisant la théorie du pluripotentiel, le Théorème des formes
normales, l’invariance f∗T = dT et des propriétés standard de récurrence pour ν. En particulier,
nous faisons appel à un résultat de la thèse de Briend pour établir la Proposition intermédiaire
suivante :

Proposition 1.2.9. Soit f : P2 → P2 de degré d ≥ 2. Soit x ∈ Suppµ et soit Z une submersion
définie dans un voisinage V de x. Alors T ∧ ( i2dZ ∧ dZ) n’est pas la mesure nulle sur V .

En effet, si T ∧ ( i2dZ ∧dZ) était nulle, alors on vérifie d’après (1.2.1) que les potentiels locaux
de T seraient harmoniques sur tous les disques verticaux, ce qui rendrait la masse de Monge-
Ampère T ∧ T nulle sur un voisinage de x et contredirait le fait que x ∈ Suppµ = SuppT ∧ T .

Les arguments développés dans la démonstration permettent d’obtenir une nouvelle majora-
tion de la dimension inférieure des mesures dilatantes contenues dans µ.

Théorème 1.2.10. Soit f : P2 → P2 de degré d ≥ 2, soit ν une mesure ergodique dont le support
est contenu dans celui de µ et dont les exposants λ1 > λ2 sont strictement positifs (par exemple
pour ν mesure de grande entropie) et non-résonnants. Alors

dν ≤
log d
λ1

+ log d
λ2

+ 2 min
(

1− λ2

λ1
; λ1

λ2
− 1
)
.

La majoration dν ≤ log d
λ1

+ log d
λ2

+ 2
(

1− λ2
λ1

)
est toujours vraie, même si les exposants sont

résonnants. Notons que cette majoration ne fait pas intervenir l’entropie de ν. Cela s’explique
par la nature des arguments évoqués ci-dessus : Supp ν ⊂ Suppµ et f∗T = dT . Plus précisément,
on voit dans les calculs que l’entropie de ν, vue comme le nombre de boules dynamiques, est
compensée par la ν-mesure de ces boules dynamiques. Le degré d ≥ 2 apparait grâce à l’invariance
de T . Notons que cette majoration, combinée à la minoration du Théorème 1.1.14, nous rapproche
de la Conjecture 1.1.15, au moins en ce qui concerne la dimension inférieure de µ.

Question 1.2.11.
Soit f : P2 → P2 de degré d ≥ 2 et µ la mesure d’équilibre de f . A t-on dµ = log d

λ1
+ log d

λ2
?

1.2.3 Combinaison des estimations : dimension limite
Les systèmes de coordonnées (Zεx,W ε

x) des Théorèmes 1.2.3 et 1.2.8 sont ceux donnés par le
Théorème des formes normales. En particulier, ce sont les mêmes et on obtient l’énoncé suivant.
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Corollaire 1.2.12. Soit f : P2 → P2 de degré d ≥ 2, soit ν une mesure ergodique dont le support
est contenu dans celui de µ et dont les exposants λ1 > λ2 sont strictement positifs (par exemple
pour ν mesure de grande entropie) et non-résonnants. Soit ε′ > 0. Alors pour ν-presque tout
x ∈ P2, il existe des suites (rj)j∈N, (r̃j)j∈N, (Rj)j∈N, (R̃j)j∈N qui tendent vers 0 et un système de
coordonnées holomorphes (Z,W ) = (Zεx,W ε

x) tels que :

r
log d
λ2

+2λ1
λ2

+ε′

j ≤ (T ∧ i

2dZ ∧ dZ)(Bx(rj)), (T ∧ i

2dZ ∧ dZ)(Bx(r̃j)) ≤ r̃j
hν−log d

λ2
+2−ε′ ,

R
log d
λ2

+2 +ε′

j ≤ (T ∧ i

2dW ∧ dW )(Bx(Rj)), (T ∧ i

2dW ∧ dW )(Bx(R̃j)) ≤ R̃j
hν−log d

λ2
+2λ2

λ1
−ε′
.

Observation : Lorsque ν est la mesure d’équilibre µ, la valeur log d
λ2

+ 2 apparait
comme une valeur frontière qui sépare les coordonnées Z et W . Rappelons que les
puissances dans les minorations des mesures indiquent un coefficient de singularité, alors que
dans les majorations elles indiquent un coefficient de régularité.

1.2.4 Dérivée de Radon-Nikodym des applications semi-extrémales
Lorsque les exposants λ1 ≥ λ2 sont minimaux égaux à 1

2 log d, alors hµ = log d2 est égale à
la somme des exposants de Lyapunov. Autrement dit, la formule de Pesin est vérifiée, et cette
propriété entraîne l’absolue continuité de µ par rapport à la mesure de Lebesgue (Voir Dupont
[Dup06] [Dup10]). On consultera les articles de Ledrappier [Led81] [Led84a] pour des résultats
analogues pour les applications de [0, 1] et de P1, et de Ledrappier [Led84b] et Ledrappier-Young
[LY85a] pour les difféomorphismes de variétés compactes. Ici, la relation f∗T = dT associée à
l’hypothèse d’un exposant minimal peut être vue comme un analogue faible de la formule de
Pesin et on peut espérer récupérer de la régularité sur T .

Rappelons le fait suivant (voir Mattila [Mat95]). Soit ρ une mesure positive sur D. Si pour
Lebesgue presque-tout z ∈ D, on a

lim inf
r→0

ρ(Dz(r))
Leb(Dz(r))

< +∞,

alors ρ << Leb sur D. Les deux résultats ci-dessous concernent le cas semi-extrémal λ1 > λ2 =
1
2 log d. Ils donnent l’existence de disques holomorphes σ : D→ P2 pour lesquels la tranche σ∗T
possède une dérivée de Radon-Nikodym inférieure bornée en σ(0). Cela ne donne pas σ∗T << Leb
sur D car on ne sait pas si la dérivée de σ∗T est bornée ailleurs qu’en σ(0). Nos théorèmes in-
diquent cependant une forme de régularité nouvelle pour les applications semi-extrémales consi-
dérées.

Théorème 1.2.13. Soit f un endomorphisme holomorphe de P2 de degré d ≥ 2. Soit T le
courant de Green et µ la mesure d’équilibre de f . On suppose que µ << T ∧ω et λ2 < λ1 < 2λ2.
Alors il existe un borélien A vérifiant µ(A) > 0 et :

Pour tout x ∈ A, il existe un disque holomorphe ξx : D → P2 tangent en 0 à la direction
d’Oseledec stable vs(x) tel que

lim inf
r→0

ξ?xT (D(r))
Leb(D(r)) < +∞.

La preuve fait intervenir un résultat de Dujardin (voir [Duj12]) sur les directions de Fatou
et un résultat de Berteloot-Dupont [BeDu05] (d’où vient la condition 1

2 log d < λ1 < 2λ2). La
combinaison de ces deux résultats fournit une estimation du type

‖Dxf
n(vs(x))‖ ∼ dn/2
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à des constantes près indépendantes de n (il n’y a pas d’erreur e±nε). Le Théorème des formes
normales permet alors de construire le disque holomorphe ξx où la dérivée de Radon-Nikodym
est bornée au centre.

Nous avons obtenu un résultat similaire en relaxant la condition µ << T ∧ ω en λ2 minimal,
mais en demandant la régularité Hölder de la direction stable.

Théorème 1.2.14. Soit f un endomorphisme de P2 de degré d ≥ 2. Soit T le courant de Green
et µ la mesure d’équilibre de f . On suppose que µ a un exposant de Lyapunov λ2 minimal égal à
1
2 log d et un autre 1

2 log d < λ1 < 2λ2. On suppose aussi que Suppµ ∩ Cf = ∅ et que la direction
d’Oseledec stable x 7→ vs(x)C est localement Hölder sur un borélien A de µ-mesure totale. Alors
pour µ-presque tout x ∈ A, il existe un disque holomorphe ξx : D→ P2 tangent en 0 à la direction
vs(x) tel que

lim inf
r→0

ξ?xT (D(r))
Leb(D(r)) < +∞.

Nous suivons le même schéma de preuve que pour le Théorème 1.2.13. L’argument de Dujardin
est ici remplacé par un Théorème Central Limite, d’où l’hypothèse de régularité Hölder demandée
pour la direction stable x 7→ vs(x)C. Cela permet, toujours à l’aide de [BeDu05], d’obtenir
‖Dxf

n(vs(x))‖ ∼ dn/2.
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Chapitre 2

Théorie ergodique et dimension

Le hasard, ce sont des lois
que nous ne connaissons pas

Émile Borel

Soit f : P2 → P2 un endomorphisme holomorphe. Nous donnons les premières propriétés
de f ; voir Sibony [Sib99] et Dinh-Sibony [DS10]. Il existe F = (F0, F1, F2) : C3 → C3 une
application polynomiale homogène de degré d ≥ 1 telle que f−1 {0} = {0} et f = [F0 : F1 : F2].
Alors f est un revêtement ramifié de degré d2 de P2. On définit son ensemble critique

Cf =
{
x ∈ P2, Dxf n’est pas inversible

}
.

C’est un sous-ensemble algébrique de P2 de degré 3(d− 1) avec multiplicité. L’ensemble

C = ∪n∈Zfn(Cf )

est alors f -invariant. Soit Pn =
{
p ∈ P2, fn(p) = p

}
l’ensemble des points n-périodiques. D’après

le Théorème de Bezout, le cardinal de Pn, compté avec multiplicité, est égal à 1 + dn + d2n.

L’entropie topologique de f est égale à log d2, voir Gromov [Gro03] et Misiurewicz-Przytycki
[MP77]. Rappelons sa définition. Soit d la distance sur P2 induite par la métrique de Fubini-
Study. Une famille F de points de P2 est (n, ε)-séparée si pour tout (x, y) ∈ F × F , dn(x, y) ≥ ε
où dn(x, y) = max0≤i≤n d(f i(x), f i(y)). L’entropie topologique de f est alors

htop(f) := sup
ε>0

lim sup
n→+∞

1
n

log max
{

Card(F ), F ⊂ P2 (n, ε)− séparé
}

D’après le principe variationnel, htop(f) = sup {hν , ν ergodique}. Nous rappelons plus bas qu’il
existe une unique mesure µ ergodique telle que hµ = log d2.

Nous allons maintenant faire des rappels de théorie ergodique pour ces applications. La plu-
part des résultats ci-dessous sont valables pour des applications lisses de variétés compactes. On
consultera le Chapitre 1.5 du livre de Walters [Wal82] pour plus de détails sur la théorie ergo-
dique, l’article de Ledrappier [Led84c] pour des résultats sur les exposants de Lyapunov, ainsi
que les articles de Young [You82], Ledrappier-Young [LY85b], Ledrappier [Led84c], [Led87] et le
livre de Pesin [Pes97] pour plus d’informations sur la Théorie de la dimension.
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2.1 Ergodicité
2.1.1 Mesures invariantes et ergodiques

Si ν est une mesure de probabilité sur P2, on dit que ν est f -invariante si pour tout B borélien,
on a ν(f−1(B)) = ν(B). Une mesure ν est f -invariante si et seulement si

�
ϕ ◦ f dν =

�
ϕ dν

pour tout ϕ ∈ L1(ν). D’après le Théorème de Krylov-Bogolyubov, il existe au moins une mesure
de probabilité sur P2 qui est f -invariante.

Définition 2.1.1. Une mesure f -invariante ν est dite ergodique si :

∀B borélien, f−1(B) = B ⇒ ν(B) = 0 ou ν(B) = 1

Dans notre situation, la mesure uniforme sur l’orbite d’un point de Pn fournit des exemples
de mesures ergodiques. Nous aurons besoin de la Proposition suivante caractérisant les mesures
ergodiques.

Proposition 2.1.2.

ν est ergodique ⇔ [ϕ ◦ f = ϕ ν − p.p.⇒ ϕ constante ν − p.p.] pour tout ϕ mesurable.
⇔ [ϕ ◦ f ≥ ϕ ν − p.p.⇒ ϕ constante ν − p.p.] pour tout ϕ mesurable.

2.1.2 Théorèmes ergodiques
Théorème 2.1.3 (Théorème de récurrence de Poincaré). Si ν est une mesure f -invariante,
alors pour tout borélien B, presque tous les points de B retournent dans B en temps fini. C’est
à dire

ν({x ∈ B | fn(x) 6∈ B, ∀n ∈ N}) = 0.

Théorème 2.1.4 (Théorème ergodique de Birkhoff). Soit ν une mesure ergodique. Alors pour
toute fonction ϕ ∈ L1(ν), on a pour ν-presque tout x ∈ P2,

lim
n→+∞

1
n

n−1∑
i=0

ϕ(f ix) =
�
ϕ dν.

Ce Théorème se généralise de la manière suivante :

Théorème 2.1.5 (Théorème ergodique de Kingman). Soit ν une mesure ergodique.
Soit Fn : P2 → R ∪ {−∞} une suite de fonctions f -sous-additive, c’est à dire telle que :

∀n, k ≥ 1, Fn+k(x) ≤ Fn(x) + Fk(fnx) pour ν presque-tout x ∈ P2.

Si F+
1 := max(F1, 0) ∈ L1(ν), alors ∃λ ∈ R ∪ {−∞}, tel que

lim
n→+∞

Fn(x)
n

= λ pour ν presque-tout x ∈ P2, où λ = inf
n

{
1
n

�
Fn dν

}
.

Remarque 2.1.6. Soit F : P2 → R ∪ {−∞}. Soient F+ := max(0, F ) et F− := max(0,−F ) de
sorte que F = F+ − F−. Si F+ est ν-intégrable, alors

– ou bien F ∈ L1(ν) et
�
F dν =

�
F+ −

�
F− ∈ R,

– ou bien F 6∈ L1(ν) et
�
F dν =

�
F+ −

�
F− = −∞.
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2.1.3 Exposants de Lyapunov
Nous rappelons la définition des exposants de Lyapunov des mesures ergodiques.

Théorème 2.1.7. Soient f : P2 → P2 un endomorphisme holomorphe, ν une mesure ergodique.
Soient Fn(x) = log ‖Dxf

n‖, Gn(x) = log |detDxf
n|. Alors

1. Pour tout n ≥ 1, les fonctions F+
n et G+

n sont bornées, en particulier on peut leur appliquer
la Remarque 2.1.6.

2. Soit λ1 := infn
{ 1
n

�
Fn dν

}
; Alors λ1 ∈ R ∪ {−∞} et pour ν-presque tout x, on a

λ1 = lim
n→+∞

1
n

log ‖Dxf
n‖ .

3. Soit Λ = infn
{ 1
n

�
Gn dν

}
. Alors Λ ∈ R ∪ {−∞}, Λ ≤ 2λ1 et pour ν-presque tout x, on a

Λ = lim
n→+∞

1
n

log |detDxf
n| .

4. Si log |detDxf | ∈ L1(ν), alors Λ =
�

log |detDxf | dν ∈ R.
Si log |detDxf | 6∈ L1(ν), alors Λ = −∞.

Définition 2.1.8. Si λ1 = −∞, alors on pose λ2 = −∞.
Si λ1 6= −∞, alors on pose λ2 = Λ− λ1 ∈ R ∪ {−∞}.
Dans tous les cas, on a λ2 ≤ λ1.

Démonstration. 1. Immédiat.
2. C’est l’application du Théorème de Kingman 2.1.5 à la suite Fn.
3. Appliqué à Gn, le Théorème de Kingman prouve que Λ ∈ R ∪ {−∞}. L’inégalité Λ ≤ 2λ1

provient de |detA| ≤ ‖A‖2 pour tout A ∈ M2(C). En effet, cette inégalité est vraie si
detA = 0, et si detA 6= 0, alors |detA| =

∥∥A−1
∥∥−1 · ‖A‖ ≤ ‖A‖2.

4. Remarquons que G1 = log |detDxf |.
Si G1 6∈ L1(ν), alors

�
G1 dν = −∞ par la Remarque 2.1.6. Donc

Λ = inf
n

{
1
n

�
Gn dν

}
≤

�
G1 dν = −∞.

Si G1 ∈ L1(ν), alors G1 ◦ fn ∈ L1(ν) pour tout n ≥ 0 car ν est invariante. Puisque
Gn = G1 +G1 ◦ f + . . . G1 ◦ fn−1, on a aussi Gn ∈ L1(ν). De plus,

∀n ≥ 1,
�
Gn dν =

n−1∑
i=0

�
G1 ◦ f i dν = n

�
G1 dν.

Donc Λ = infn
{ 1
n

�
Gn dν

}
=

�
G1 dν, ce qui termine la preuve

Lemme 2.1.9. Soit f : P2 → P2 un endomorphisme holomorphe, ν une mesure ergodique. Soient
λ1 ≥ λ2 les exposants de Lyapunov de ν. Si λ1 ≥ λ2 > −∞, alors :

x 7→ log |detDxf | ∈ L1(ν),

ce qui implique
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1. ν(Cf ) = 0,
2. ν(∪j∈Nf−jCf ) = 0. Donc pour ν-presque tout x, pour tout n ≥ 0, Dxf

n ∈ GL2(C).
3. log+ ∥∥(Dxf)−1

∥∥ ∈ L1(ν).
4.

λ2 = inf
n

{
1
n

�
log
∥∥(Dxf

n)−1∥∥−1 dν
}

et pour ν-presque tout x, on a

λ2 = lim
n→+∞

1
n

log
∥∥(Dxf

n)−1∥∥−1
.

Démonstration. Si λ1 et λ2 sont différents de −∞, alors Λ = λ1 + λ2 > −∞ et on utilise la
4ème assertion du Théorème 2.1.7 pour obtenir l’intégrabilité de x 7→ log |detDxf |. Si on avait
ν(Cf ) 6= 0, log |detDxf | ne serait pas intégrable, d’où le point 1. Par f -invariance de µ, on a
ν(f−j(Cf )) = ν(Cf ) = 0 pour tout j ∈ N, d’où ν(∪j∈Nf−jCf ) = 0 (point 2).

Les point 3 et 4 viennent de |detP | = ‖P‖ ·
∥∥P−1

∥∥−1. C’est immédiat pour le point 4. Pour le
point 3, il suffit d’observer que cette inégalité entraîne log+ ‖P‖ ≤ log+ ∥∥P−1

∥∥+ |log |detP ||.

Rappelons que Cf désigne l’ensemble des points critiques de f et que C = ∪n∈Zfn(Cf ) est
f -invariant. Donc X := P2 \ C l’est aussi. On pose

X̂ =
{
x̂ ∈ XZ, ∀i ∈ Z, xi = f(xi−1)

}
, π0 : X̂ → X

(. . . , x−1, x0, x1, . . . ) 7→ x0
.

Le théorème d’extension de Kolmogorov nous assure l’existence d’une unique mesure ν̂ sur X̂
telle que sa projection sur la coordonnée 0 soit ν et qui soit invariante par le décalage sur X̂. On
a donc que

ν̂(π−1
0 (A)) = ν(A)

pour tout borélien A de P2. En particulier,

ν(π0(Â)) = ν̂(π−1
0 π0(Â)) ≥ ν̂(Â)

pour tout borélien Â de X̂.
Ainsi, une fois que l’on s’est fixé x̂, le passé de x0 est totalement déterminé. On notera f−nx̂

la branche inverse de fn en x0 le long de l’histoire x̂. A n fixé, puisque l’on évite l’ensemble
critique, elle est définie sur un voisinage de x0, à valeurs dans un voisinage de x−n.

Théorème 2.1.10. Soit f : P2 → P2 un endomorphisme holomorphe. Soit ν une mesure ergo-
dique d’exposants de Lyapunov λ1 ≥ λ2 > −∞. Soit X̂ =

{
x̂ ∈ XZ, ∀i ∈ Z, xi = f(xi−1)

}
.

Alors
1. ν̂(X̂) = 1.
2. Pour ν̂-presque tout x̂, 1

n log
∥∥Dx0f

−n
x̂

∥∥→n→+∞ −λ2.
3. Pour ν̂-presque tout x̂, 1

n log
∣∣detDx0f

−n
x̂

∣∣→n→+∞ −(λ1 + λ2).

Démonstration. Le point 1 vient du Lemme 2.1.9(1). Montrons le point 2. Soit F̂n : X̂ → R
définie par F̂n(x̂) = log

∥∥Dx0f
−n
x̂

∥∥. Alors F̂+
1 ∈ L1(ν̂) d’après le Lemme 2.1.9(3). Posons

λ̃2 = inf
n

{
1
n

�
F̂n(x̂) dν̂(x̂)

}
∈ R ∪ {−∞} .
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Alors, d’après le Théorème de Kingman (que l’on peut aussi appliquer au décalage à droite sur
(X̂, ν̂)), on a pour ν̂-presque-tout x̂ ∈ X̂,

∀x̂ ν̂ − p.p., 1
n

log
∥∥Dx0f

−n
x̂

∥∥→n→+∞ λ̃2.

Vérifions que λ̃2 = −λ2. Pour ν̂-presque tout x̂ :

λ̃2 = lim
n→+∞

1
n

log
∥∥Dx0f

−n
x̂

∥∥ = inf
n

{
1
n

�
log
∥∥Dx0f

−n
x̂

∥∥ ν̂(dx̂)
}

= inf
n

{
−1
n

�
log
∥∥Dx0f

−n
x̂

∥∥−1
ν̂(dx̂)

}
= inf

n

{
−1
n

�
log
∥∥(Dx−n+1f)−1 ◦ · · · ◦ (Dx0f)−1∥∥−1

ν̂(dx̂)
}

= inf
n

{
−1
n

�
log
∥∥(Dx0f)−1 ◦ · · · ◦ (Dxn−1f)−1∥∥−1

ν̂(dx̂)
}

(par invariance de ν̂ par le décalage sur X̂)

= inf
n

{
−1
n

�
log
∥∥∥Dxnf

−n
f̂n(x̂)

∥∥∥−1
ν̂(dx̂)

}
= inf

n

{
−1
n

�
log
∥∥(Dxf

n)−1∥∥−1
ν(dx)

}
= −λ2 d’après le lemme 2.1.9(4).

Le point 3 se montre de manière similaire.

2.2 Théorème d’Oseledec
Le Théorème d’Oseledec donne l’existence de directions dans les espaces tangents sur lesquels

la différentielle de f agit asymptotiquement en multipliant par les exposants de Lyapunov. Nous
aurons besoin de la direction stable vs(x)C ⊂ TxP2 dans la Section 7. Nous mentionnons éga-
lement l’existence de la direction instable vu(x̂)C. Ces deux directions apparaissent en filigrane
dans le Théorème 4.1.2 des formes normales.

Théorème 2.2.1. Soit f : P2 → P2 un endomorphisme holomorphe, soit ν une mesure ergodique.
Soient λ1 ≥ λ2 ≥ −∞ les exposants de ν.

– Si λ1 = λ2 = λ, alors pour ν-presque-tout x ∈ P2, ∀v ∈ TxP2,

lim
n→+∞

1
n

log ‖Dxf
n(v)‖ = λ.

– Sinon λ1 > λ2 et pour ν-presque-tout x ∈ P2 il existe un vecteur unitaire vs(x) ∈ TxP2 tel
que :

∀v ∈ TxP2 \ vs(x)C, lim
n→+∞

1
n

log ‖Dxf
n(v)‖ = λ1.

∀v ∈ vs(x)C∗, lim
n→+∞

1
n

log ‖Dxf
n(v)‖ = λ2.

De plus, la direction stable x 7→ vs(x)C est mesurable et invariante par la différentielle :

Dxf(vs(x) · C) = vs(f(x))C.
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Si f était un difféomorphisme, il suffirait d’appliquer le théorème précédent à f−1 pour définir
une direction instable vu(x)C. Puisque f n’est pas inversible, nous devons passer par l’extension
naturelle pour définir une direction instable vu(x̂)C.

Théorème 2.2.2 (Extension naturelle du théorème d’Oseledec). Soit f : P2 → P2 un endomor-
phisme holomorphe, ν une mesure ergodique. Soient λ1 ≥ λ2 les exposants de ν. On suppose que
λ1 ≥ λ2 > −∞. Soit X = P2 \ ∪n∈Zfn(Cf ) et X̂ =

{
x̂ ∈ XZ, ∀i ∈ Z, xi = f(xi−1)

}
.

– Si λ1 = λ2 = λ, alors pour ν̂-presque-tout x̂ ∈ X̂, ∀v ∈ Tx0P2,

1
n

log
∥∥Dx0f

−n
x̂ (v)

∥∥→n→+∞ −λ.

– Sinon, λ1 > λ2 et pour ν̂-presque-tout x̂ ∈ X̂, il existe un vecteur unitaire vu(x̂) ∈ Tx0P2

tel que
∀v ∈ Tx0P2 \ vu(x̂)C, 1

n
log
∥∥Dx0f

−n
x̂ (v)

∥∥→n→+∞ −λ2,

∀v ∈ vu(x̂)C∗, 1
n

log
∥∥Dx0f

−n
x̂ (v)

∥∥→n→+∞ −λ1.

De plus, x̂ 7→ vu(x̂)C est mesurable et

Dx0f
−1
x̂ (vu(x̂) · C) = vu(f̂−1(x̂))C.

2.3 Cocycles et relations intégrales
Définition 2.3.1. Un cocycle est une application C : X × N→ R vérifiant :

– Pour tout x ∈ X, C(x, 0) = 1.
– Pour tout k,m ∈ N et tout x ∈ X, C(x, k +m) = C(fm(x), k) · C(x,m).

Proposition 2.3.2. Soit C un cocycle à valeur dans R∗+. Alors, pour tout m ∈ N∗, x ∈ X

m−1∑
j=0

log(C(f j(x), 1)) = logC(x,m).

Démonstration. Par récurrence sur m.
Dans le cas m = 1, les deux quantités sont égales à logC(x, 1).
Si pour m fixé, on a

∑m−1
j=0 log(C(f j(x), 1)) = logC(x,m), calculons logC(x,m+ 1) :

logC(x,m+ 1) = log [C(fm(x), 1)C(x,m)] (définition d’un cocycle)

= logC(fm(x), 1) +
m−1∑
j=0

log(C(f j(x), 1)) (hypothèse de récurrence)

=
m∑
j=0

log(C(f j(x), 1)).

D’où la proposition par récurrence.

Soit ν une mesure ergodique. On suppose que ses exposants de Lyapunov vérifient λ1 > λ2 >
−∞. Soit A un borélien tel que ν(A) = 1 et tel que la direction stable stable vs(x)C du Théorème
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2.2.1 existe pour tout x ∈ A. D’après le Lemme 2.1.9, on peut supposer que A ne rencontre pas
∪j≥0f

−jCf . On choisit vs(x) de norme 1 et on pose

ψ : A → R
x 7→ log ‖Dxf(vs(x))‖ .

Cette définition ne dépend pas du choix de vs(x) parmi les vecteurs de norme 1 dans la direction
stable.

Lemme 2.3.3. Pour tout n ∈ N et pour tout x ∈ A, on a

n−1∑
i=0

ψ(f i(x)) = log ‖Dxf
n(vs(x))‖ .

Démonstration. Montrons que C : (x, j) 7→
∥∥Dxf

j(vs(x))
∥∥ est un cocycle. Soient j, k ∈ N, alors :∥∥Dxf

j+k(vs(x))
∥∥ =

∥∥Dfk(x)f
j(Dxf

k(vs(x)))
∥∥. On multiplie et divise par

∥∥Dxf
k(vs(x))

∥∥ et
on obtient : ∥∥Dxf

j+k(vs(x))
∥∥ =

∥∥∥∥Dfk(x)f
j

(
Dxf

k(vs(x))
‖Dxfk(vs(x))‖

)∥∥∥∥× ∥∥Dxf
k(vs(x))

∥∥
Comme la direction x 7→ vs(x)C est invariante par Dxf , on sait que Dxf

k(vs(x))
‖Dxfk(vs(x))‖ est un vecteur

de norme 1 dans vs(fk(x))C et on a que∥∥Dxf
j+k(vs(x))

∥∥ =
∥∥Dfk(x)f

j(vs(fk(x)))
∥∥× ∥∥Dxf

k(vs(x))
∥∥ .

C est donc bien un cocycle et on conclut par la Proposition 2.3.2.

Lemme 2.3.4. On a λ2 =
�
ψ(x)dν(x).

Démonstration. D’après le Lemme 2.3.3, on a

1
n

n−1∑
i=0

ψ(f i(x)) = 1
n

log ‖Dxf
n(vs(x))‖ .

Par le Théorème de Birkhoff 2.1.4, le membre de gauche tend ν-presque partout vers
�
ψ(x)dν(x)

qui est égal à
�

log ‖Dxf(vs(x))‖ dν(x). En effet, ψ ∈ L1(ν) d’après le Lemme 2.1.9. D’après le
Théorème d’Oseledec 2.2.2, le membre de droite tend vers λ2 pour ν-presque tout x car vs(x)C
est la direction stable.

2.4 Dimension de mesures
Définition 2.4.1. Soit ν une mesure positive sur P2 et soit x ∈ P2. On définit dν(x) la dimension
inférieure et dν(x) la dimension supérieure de la mesure ν en x comme

dν(x) := lim inf
r→0

log ν(Bx(r))
log r

dν(x) := lim sup
r→0

log ν(Bx(r))
log r
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L’ergodicité permet d’éliminer la dépendance en x de cette quantité :

Proposition 2.4.2. Si ν est ergodique, alors x 7→ dν(x) et x 7→ dν(x) sont constantes sur un
ensemble Λν de ν-mesure pleine.

Démonstration. Par l’inégalité des accroissements finis, il existe M > 0 tel que f(Bx(r)) ⊂
Bf(x)(Mr) pour tout x ∈ P2 et tout r > 0 petit. Donc Bx(r) ⊂ f−1(Bf(x)(Mr)) et donc
ν(Bx(r)) ≤ ν(f−1(Bf(x)(Mr))). Par l’invariance de ν, on obtient

ν(Bx(r)) ≤ ν(Bf(x)(Mr)).

Donc
lim inf
r→0

log ν(Bx(r))
log r ≥ lim inf

r→0

log ν(Bf(x)(Mr))
log r ,

ce qui donne dν(x) ≥ dν(f(x)). Comme ν est ergodique et x 7→ dν(x) est mesurable, dν est
constante ν-presque partout d’après la Proposition 2.1.2. On montre de la même façon que dν
est constante ν-presque partout.

Dans la suite on notera simplement dν la valeur de x 7→ dν(x) sur Λν . De même pour dν .

Lemme 2.4.3. Soient ν1 et ν2 deux mesures de probabilité sur P2. Soit x ∈ P2. Si il existe r0
et c0 tel que pour tout r ≤ r0, on a ait

ν1(Bx(r)) ≤ c0ν2(Bx(r)).

Alors,
dν1(x) ≥ dν2(x) ET dν1(x) ≥ dν2(x)

Démonstration. Soit r < min(r0, 1). Alors

log ν1(Bx(r))
log r ≥ log c0ν2(Bx(r))

log r = log c0
log r + log ν2(Bx(r))

log r . (2.4.1)

On obtient le lemme en prenant lim sup ou lim inf de (2.4.1).

Proposition 2.4.4. Soient ν1 et ν2 deux mesures de probabilité sur P2 telles que ν1 << ν2.
Alors, pour ν1-presque tout x ∈ P2, on a :

dν1(x) ≥ dν2(x) ET dν1(x) ≥ dν2(x)

Démonstration. Soit ϕ ∈ L1(ν2) telle que ν1(A) =
�
A
ϕν2 pour tout borélien A. Par le Théorème

de convergence dominée,
�
P2

1{ϕ≤M}ϕ dν2 →M→+∞

�
P2
ϕ dν2 = 1

Pour tout n ∈ N, on fixe Mn tel que
�
P2 1{ϕ≤Mn}ϕdν2 ≥ 1 − 1

n . Par le théorème de densité de
Lebesgue, pour ν1 presque tout x dans {ϕ ≤Mn}, on a

ν1(Bx(r) ∩ {ϕ ≤Mn})
ν1(Bx(r)) →r→0 1

Alors, pour tout r assez petit, on a

1
2ν1(Bx(r)) ≤ ν1(Bx(r) ∩ {ϕ ≤Mn}) =

�
Bx(r)∩{ϕ≤Mn}

ϕν2 ≤Mn

�
Bx(r)

ν2.

27



Et donc :
ν1(Bx(r)) ≤ 2Mnν2(Bx(r)).

On obtient par le lemme 2.4.3 que pour ν1-presque tout x ∈ {ϕ ≤Mn}, on a

dν1(x) ≥ dν2(x) et dν1(x) ≥ dν2(x).

Donc on l’a pour tout x appartenant à un borélien A ⊂ ∪n∈N {ϕ ≤Mn} qui vérifie ν1(A) = 1.

2.5 Distance de Bowen et taille des boules dynamiques.
Définition 2.5.1. Si n ∈ N, on définit dn la distance dynamique de Bowen comme

∀x, y ∈ P2, dn(x, y) = max
0≤k≤n

d(fk(x), fk(y))

Pour x ∈ P2, r ≥ 0, la n-boule dynamique centrée en x et de rayon r est

Bn(x, r) =
{
y ∈ P2 | dn(x, y) < r

}
On utilisera les définitions suivantes d’ensemble séparé.

Définition 2.5.2. Si A ⊂ P2 et {x1, . . . , xN} est un ensemble de points de A. On dit que les
points (xi)i≤N sont (n, r)-séparés si pour tout i 6= j, dn(xi, xj) ≥ r.

On dit que cet ensemble de points est (n, r)-séparé maximal relativement à A si de plus, pour
tout y ∈ A qui n’est pas un des xi, alors (x1, . . . , xN , y) n’est pas (n, r) séparé.

La formule de Brin-Katok (voir [BK83]) donne une estimation asymptotique de la ν-mesure
des boules dynamiques. Le taux de décroissance exponentielle est égal à l’entropie de ν.

Proposition 2.5.3 (Formule de Brin-Katok). Soit f : P2 → P2 un endomorphisme holomorphe.
Soit ν une mesure ergodique. Alors il existe un ensemble F ⊂ P2 de ν-mesure pleine et un réel
hν ≥ 0, appelé entropie de ν, tels que pour tout x ∈ F ,

lim
r→0

(
lim inf
n→+∞

−1
n

log ν(Bn(x, r))
)

= lim
r→0

(
lim sup
n→+∞

−1
n

log ν(Bn(x, r))
)

= hν .

Si l’on fixe x ∈ F et ε > 0, il existe donc un r0(ε, x) tel que r ≤ r0 implique

lim inf
n→+∞

−1
n

log(ν(Bn(x, 5r))) ≥ hν − ε/2 et lim sup
n→+∞

−1
n

log(ν(Bn(x, r/8))) ≤ hν + ε/2

En notant Aεη = {x ∈ F, r0(ε, x) ≥ η}, on a F = ∪η>0A
ε
η. Remarquons que l’union est crois-

sante quand η décroit vers 0. Il existe donc η0 > 0 tel que ν(Aεη0
) ≥ 1− δ/10. Pour tout x ∈ Aεη0

,
il existe un ñ0(ε, x) tel que n > ñ0(ε, x) implique

ν(Bn(x, 5r)) ≤ ν(Bn(x, 5η0)) ≤ e−nhν+εn ∀r ≤ η0,

ν(Bn(x, η0/8)) ≥ e−nhν−εn.

Nous utiliserons ces uniformisations dans la section 4.5.
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Chapitre 3

Théorie ergodique sur P2 et
applications de Desboves

You wake up one morning and say
"World, I know you ! From now on
there are no more surprises !".

Claudia Cardinale as Jill,
Once Upon a Time in the West

3.1 Le courant de Green T

Nous expliquons ici la construction du courant de Green. Se reporter à Fornaess-Sibony
[FS94] et Hubbard-Papadopol [HP94] pour plus de détails. On consultera aussi Sibony [Sib99] et
Dinh-Sibony [DS10].

Soit f : P2 → P2 un endomorphisme holomorphe, F = (F0, F1, F2) : C3 → C3 une application
polynomiale homogène de degré d ≥ 1 telle que f = [F0 : F1 : F2]. Puisque f−1 {0} = {0}, il
existe M ≥ 1 tel que

∀z ∈ C3,
1
M
‖z‖d ≤ ‖F (z)‖ ≤M ‖z‖d . (3.1.1)

Notons
Gn(z) := 1

dn
log ‖Fn(z)‖ .

Alors Gn est psh sur C3, continue sur C3 \ {0}. D’après (3.1.1), on a pour tout z ∈ C3 \ {0},

∀n ≥ 1, |Gn+1(z)−Gn(z)| ≤ logM
dn+1 .

Il s’ensuit que (Gn) converge uniformément vers une fonction G psh continue sur C3 \ {0}. Cette
fonction vérifie

– G ◦ F = dG,
– G(λz) = log |λ|+G(z).
Le courant de Green de f est le courant positif fermé T de bidegré (1, 1) sur P2 défini de la

manière suivante. Soit U un ouvert de P2 sur lequel la projection π : C3 \ {0} → P2 admet une
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section holomorphe s. Alors la restriction de T à U est égale à 2i∂∂(G ◦ s). Cette définition ne
dépend pas du relevé F et de la section s. On dira que G est un potentiel global de T .

On peut aussi définir T comme la limite des tirés en arrière de la forme de Fubini-Study ω
sur P2. Cette forme est le (1, 1)-courant positif fermé provenant du potentiel global Ω := log ‖z‖
sur C3. Alors la suite

Tn := 1
dn

(fn)∗ωFS .

converge faiblement vers T . Le courant de Green vérifie

f∗T = dT.

Cette relation entraîne
f∗T = dT

en utilisant l’égalité f∗f∗ = d2Id valable sur les formes test de tout bidegré sur P2, cf [DS10].
Remarquons également que si α est une submersion holomorphe Bx(1)→ D(1), et si z est la

coordonnée sur D(1), alors i
2dα ∧ dα = α∗( i2dz ∧ dz) est une forme positive (Voir partie III.1 de

[Dem12]). Donc T ∧ ( i2dα ∧ dα) est une mesure positive sur Bx(1).

3.2 La mesure d’équilibre µ
Le courant de Green permet de construire la mesure d’équilibre

µ := T ∧ T

C’est une mesure de probabilité sur P2. Le produit est défini au sens de Bedford-Taylor [BeTa82].
Sans rien supposer sur les exposants de Lyapunov de µ (contrairement au Lemme 2.1.9), on

a la Proposition suivante.

Proposition 3.2.1. 1. log |detDxf | est µ-intégrable, en particulier µ(Cf ) = 0.
2. log+ ‖Dxf‖ et log+ ∥∥(Dxf)−1

∥∥ sont µ-intégrables.

Démonstration. 1 : x 7→ detDxf est holomorphe donc log |detDxf | est localement pluri-sous-
harmonique.

Pour en déduire son intégrabilité par rapport à µ, il faut utiliser l’inégalité de Chern-Lévine-
Nirenberg (Voir [Kli91], Proposition 3.4.2 et Corollaire 3.4.8). Cette inégalité donne dans notre
contexte :

Pour tout ouvert W relativement compact dans un ouvert U d’une carte où T = 2i∂∂G, on a
�
W

|log |detDxf || 2i∂∂G ∧ 2i∂∂G ≤ CW,U ‖G‖2U
�
U

|log |detDxf || dLeb

La pluri-sous-harmonicité de log |detDxf | implique l’intégrabilité locale pour la mesure de
Lebesgue, et donc que

�
U
|log |detDxf || est borné. Ainsi, puisque G est bornée, log |detDxf | est

bien µ-intégrable.
2 : La fonction log+ ‖Dxf‖ est bornée donc µ-intégrable. L’inégalité

log+ ∥∥(Dxf)−1∥∥ ≤ log+ ‖Dxf‖+ |log |detDxf || ,

voir la preuve du Lemme 2.1.9, montre que log+ ∥∥(Dxf)−1
∥∥ est aussi µ-intégrable.

31



La mesure d’équilibre vérifie
d2µ = f∗µ.

En utilisant f∗f∗ = d2Id, on en déduit qu’elle est également f -invariante :

µ = f∗µ.

On sait aussi que µ est mélangeante, donc ergodique.

3.3 Entropie et localisation
Pour tout W ⊂ P2, on définit l’entropie topologique de f relativement à W par

htop(f,W ) := sup
ε>0

lim sup
n→+∞

1
n

log max {Card(F ), F ⊂W (n, ε)− séparé} .

Si W = P2, cette définition donne l’entropie topologique de f sur P2, elle est égale à 2 log d
([Gro03], [MP77]). L’entropie de la mesure d’équilibre est maximale, égale à 2 log d, cela provient
de f∗µ = d2µ. Briend-Duval ont montré que µ est la seule mesure invariante d’entropie maximale,
voir [BrDu01]. On dispose des résultats suivants, établis par De Thélin [dT05] (point 2) et Dinh
[Din07] (point 1), concernant l’entropie relative.

Théorème 3.3.1. Soit f : P2 → P2 un endomorphisme holomorphe de degré d ≥ 2, T son
courant de Green et µ sa mesure d’équilibre. Soit W ⊂ P2.

1. Si W ∩ SuppT = ∅, alors htop(f,W ) = 0.

2. Si W ∩ Suppµ = ∅, alors htop(f,W ) ≤ log d.

Ce théorème permet de localiser les mesures ergodiques selon leur entropie. En effet, le prin-
cipe variationnel relatif (voir Bowen [Bow73]) affirme que si ν est une mesure ergodique et si
ν(A) > 0, alors hν ≤ htop(f,A). On obtient alors :

Corollaire 3.3.2. Soit f : P2 → P2 holomorphe de degré d ≥ 2 et ν une mesure ergodique.

1. Si hν > log d, alors Supp ν ⊂ Suppµ.

2. Si hν > 0, alors Supp ν ⊂ SuppT .

On dira qu’une mesure ergodique est de grande entropie si hν > log d. Pour de telles mesures,
on dispose d’une borne sur leurs exposants de Lyapunov obtenue par De Thélin [dT08].

Théorème 3.3.3 (de Thélin). Soit f : P2 → P2 un endomorphisme holomorphe de degré d ≥ 2
et ν une mesure ergodique de grande entropie. Soient λ1 ≥ λ2 ses exposants de Lyapunov et soit
hν l’entropie de ν. Si log |detDxf | ∈ L1(ν), alors

λ1 ≥ λ2 ≥
1
2(hν − log d).

Ce résultat a été étendu dans [Dup10] en supprimant l’hypothèse log |detDxf | ∈ L1(ν).
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3.4 Résultats élémentaires sur les courants positifs
Les énoncés de cette section nous serviront dans les Sections 5.2, 5.3 et 5.4 pour minorer les

directions dimensionnelles supérieures des courants positifs fermés, sauf la Proposition 3.4.6 que
nous utiliserons dans la Section 6.2 sur la masse de Monge-Ampère.

On consultera le Chapitre III du livre de Demailly [Dem12] ou l’appendice de [DS10] pour les
notions de positivité pour les formes et les courants sur les variétés complexes. Nous rappelons
ici les notions que nous manipulerons souvent.

Une (1, 1)-forme u = u1,1idz ∧ dz+u1,2idz ∧ dw+u2,1idw∧ dz+u2,2idw∧ dw sur C2 est dite
positive sur C2 si (ui,j)(i,j) est hermitienne positive sur C2.

Une (1, 1)-forme sur P2 est dite positive si, en tout point x ∈ P2, elle induit une (1, 1)-forme
positive sur TxP2.

Un courant S sur P2 est dit positif si < S,ϕ >≥ 0 pour toute forme test ϕ positive sur P2.
Enfin, lorsque S1 et S2 sont deux courants positifs, on notera S1 ≥ S2 si le courant S1 − S2 est
positif.

Lemme 3.4.1. Si (Ai)ri=1 est une famille d’ouverts deux à deux disjoints de P2, alors pour tout
S courant positif de bidegré (1, 1) sur P2 :

S ≥
r∑
i=1

1AiS.

Démonstration. Soit ϕ une (1, 1)-forme test positive sur P2. Alors

<

r∑
i=1

1AiS, ϕ >=
r∑
i=1

�
P2

1AiS ∧ ϕ =
�
∪r
i=1Ai

S ∧ ϕ.

S et ϕ étant positifs, S ∧ ϕ est une mesure positive et donc

<

r∑
i=1

1AiS, ϕ >≤
�
P2
S ∧ ϕ =< S,ϕ > .

On trouvera dans [Dem12] la démonstration du fait suivant :

Lemme 3.4.2. Si S et S′ sont deux courants positifs de bidegré (1, 1) sur P2 et f : P2 → P2 est
un endomorphisme holomorphe, alors S ≥ S′ implique f∗S ≥ f∗S′

On déduit des deux Lemmes précédents le résultat suivant.

Corollaire 3.4.3. Soit (xi)Ni=1 une famille de points de P2. Soient n ≥ 0 et η1 > 0 tels que les
boules dynamiques Bn(xi, η1) soient deux à deux disjointes. Alors :

(fn)∗S ≥ (fn)∗

(
N∑
i=1

1Bn(xi,η1)

)
.

Lemme 3.4.4. Soit (Ai)ri=1 une famille d’ouverts deux à deux disjoints de P2. Soit f : P2 → P2

un endomorphisme holomorphe. Alors pour tout S courant positif de bidegré (1, 1) :

(fn)∗(
r∑
i=1

1AiS) =
r∑
i=1

(fn)∗(1AiS)
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Démonstration. Soit ϕ une (1, 1)-forme test sur P2.

< (fn)∗
r∑
i=1

1AiS, ϕ > =< (
r∑
i=1

1AiS), (fn)∗ϕ > par dualité

=
r∑
i=1

< 1AiS, (fn)∗ϕ > par linéarité

=
r∑
i=1

< (fn)∗(1AiS), ϕ >

Proposition 3.4.5. Soit S un courant positif fermé de bidegré (1, 1) sur P2 de masse 1. Soit ω
la forme de Fubini-Study sur P2 et soit f : P2 → P2 un endomorphisme holomorphe de degré d.
Alors, �

P2
(fn)∗S ∧ ω =

�
P2
S ∧ (fn)∗ω = dn.

Démonstration. La première égalité est la définition de dualité. Montrons la deuxième. En utili-
sant f∗ω = d · ω + 2i∂∂u où u est lisse sur P2, on obtient

(fn)∗ω = dnω + 2i∂∂vn,

où vn := (dn−1 · u+ · · ·+ d · u ◦ fn−2 + u ◦ fn−1). Il s’ensuit
�
P2
S ∧ (fn)∗ω =

�
P2
S ∧

(
dnω + 2i∂∂vn

)
,

On a supposé S de masse 1, donc
�
P2 S ∧ dnω = dn. Enfin, comme S est un courant fermé, on a�

P2 S ∧ 2i∂∂vn = 0.

Le calcul local suivant va nous permettre de mieux comprendre les mesures T ∧ ( i2dZ ∧ dZ)
que nous étudions dans ce texte.

Proposition 3.4.6. Soit G une fonction psh continue sur D2, soit T = 2i∂∂G. Soit (Z,W ) les
coordonnées sur D2 et φ ∈ C∞0 (D2). Alors

T ∧ i

2dZ ∧ dZ(φ) =
�
z∈D

(�
w∈D

Gz(w) ·∆φz(w) dLeb(w)
)

dLeb(z) =
�
z∈D

(σ∗zT )(φ)dLeb(z)

où σz : u 7→ (z, u), Gz = G ◦ σz et φz = φ ◦ σz.

Démonstration.

T ∧ i

2dZ ∧ dZ(φ) = 2i∂∂G(φ i2dZ ∧ dZ) =
�
D2
G.2i∂∂(φ× i

2dZ ∧ dZ)

On utilise que

2i∂∂(φ× i

2dZ ∧ dZ) = 4( ∂2φ

∂w∂w
) i2dW ∧ dW ∧

i

2dZ ∧ dZ = 4( ∂2φ

∂w∂w
) dLeb(z, w)
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pour écrire

T ∧ i

2dZ ∧ dZ(φ) =
�

Suppφ
G(z, w)× 4 ∂2φ

∂w∂w
(z, w) dLeb(z, w)

=
�
z∈D

(�
w∈D

G(z, w)× 4 ∂2φ

∂w∂w
(z, w) dLeb(w)

)
dLeb(z) par Fubini

=
�
z∈D

(�
w∈D

Gz(w)×∆φz(w) dLeb(w)
)

dLeb(z)

Pour finir, la quantité entre parenthèses est égale à

(∆Gz)(φz) = (σ∗zT )(φz).

Cela signifie qu’étudier T ∧ i
2 (dZ ∧ dZ) correspond à étudier le comportement de T selon des

tranches Z =cste. On abusera parfois dans la suite de la terminologie "selon la direction Z", il
faut garder à l’esprit qu’on regarde en fait ce qu’il se passe transversalement à Z.

3.5 Applications de Desboves
Le but de cette section est de montrer que le plus petit exposant des applications élémentaires

de Desboves décrites dans la section 1.1.2 est minimal. Rappelons qu’il s’agit des applications

fλ : [z : w : t] 7→
[
−z(z3 + 2w3) : w(2z3 + w3) : t(w3 − z3 + λ(z3 + w3 + t3))

]
, λ ∈ C∗

Nous montrons en fait un résultat plus général :

Théorème 3.5.1. Soit f : P2 → P2 une application holomorphe de degré d ≥ 2. Soit µ sa
mesure d’équilibre et soient λ1 ≥ λ2 les exposants de Lyapunov de µ.

On suppose que f : P2 → P2 préserve la droite à l’infini L∞ = {[z : w : 0]}, fixe x0 = [0 : 0 : 1]
et préserve le pinceau de droites passant par x0. Soit λ∞ l’exposant de Lyapunov de la mesure
d’équilibre µ∞ de la restriction de f à L∞. Alors

λ2 ≤ λ∞.

Comme Dabija et Bonifant ont montré (voir [BoDa02]) que les applications élémentaires de
Desboves vérifient les hypothèses du Théorème 3.5.1, on en déduit immédiatement :

Théorème 3.5.2. Soit f : P2 → P2 une application élémentaire de Desboves. Elle est de degré
d = 4. Soit µ sa mesure d’équilibre et soient λ1 ≥ λ2 ses exposants de Lyapunov.

Alors λ2 ≤ λ∞ = 1
2 log d : L’application f est semi-extrémale.

Avant de démontrer le Théorème 3.5.1, nous introduisons quelques notations et résultats.

Notation 3.5.3. Soit f : P2 → P2 un endomorphisme holomorphe préservant L∞ = {[z : w : 0]}.
Soit f∞ la restriction de f à L∞. On note

– Pn l’ensemble des points fixes de fn.
– Rn ⊂ Pn l’ensemble des points fixes répulsifs de fn.
– P∞n l’ensemble des points fixes de fn∞.
– R∞n ⊂ P∞n l’ensemble des points fixes répulsifs de fn∞.
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Lemme 3.5.4. Pour tout ε > 0, il existe N0 ∈ N tel que
– pour tout n ≥ N0,
– pour tout f : P2 → P2 holomorphe de degré d,
– pour toute droite L ⊂ P2 telle que fn(L) ⊂ L, on a :
1. Card(Pn) ≤ d2n(1 + ε),
2. Card(Pn ∩ L) ≤ dn(1 + ε),

où les cardinaux sont comptés avec multiplicité.

Démonstration. On sait que pour tout endomorphisme holomorphe f : Pk → Pk de degré d, le
cardinal de Pn compté avec multiplicité est égal à 1 + dn + · · ·+ dnk. Cela provient du Théorème
de Bezout, voir par exemple [DS10], Proposition 1.3.

Le Lemme 4.5 de [BDM08] permet de quantifier les "bons" points périodiques répulsifs c’est
à dire ceux dont les multiplicateurs sont proches des exposants de Lyapunov. On consultera
l’article [BLS93] pour une propriété similaire pour les applications de Hénon. Le cardinal des
ensembles est compté dorénavant sans multiplicité.

Théorème 3.5.5 (Berteloot-Dupont-Molino). Soit ε > 0. Il existe N1 tel que pour tout n ≥ N1,

Card
({

P ∈ Rn,
∣∣∣∣ 1n log

∥∥(DP f
n)−1∥∥−1 − λ2

∣∣∣∣ ≤ ε/2}) ≥ d2n(1− ε) (3.5.1)

Card
({

Q ∈ R∞n ,
∣∣∣∣ 1n log |(fn∞)′(Q)| − λ∞

∣∣∣∣ ≤ ε/2}) ≥ dn(1− ε) (3.5.2)

Démonstration. (3.5.2) provient directement du Lemme 4.5 de [BDM08], appliqué en dimension
1 à f∞. Pour montrer (3.5.1), ce même lemme donne l’existence d’un rang N1 à partir duquel
on a

Card
({

P ∈ Rn,
∣∣∣∣ 1n log |det(DP f

n)| − (λ1 + λ2)
∣∣∣∣ ≤ ε/4}) ≥ d2n(1− ε/2)

Card
({

P ∈ Rn,
∣∣∣∣ 1n log ‖(DP f

n)‖ − λ1

∣∣∣∣ ≤ ε/4}) ≥ d2n(1− ε/2)

On remarque que |det(DP f
n)| = ‖(DP f

n)‖ .
∥∥(DP f

n)−1
∥∥−1 pour conclure.

En vue de montrer le Théorème 3.5.1, on pose deux ensembles, qui sont les points périodiques
répulsifs dont les multiplicateurs sont loin des exposants de Lyapunov. On note Bx0(η) la boule
centrée en x0 = [0 : 0 : 1] et de rayon η.

Bn =
{
P ∈ Rn \Bx0(η), 1

n
log
∥∥(DP f

n)−1∥∥−1
> λ∞ + ε

}
∪ [Bx0(η) ∩Rn]

B∞n =
{
Q ∈ R∞n ,

1
n

log |(fn∞)′(Q)| > λ∞ + ε/2
}
.

Le Lemme 3.5.4 et le Théorème 3.5.5 entraînent

Lemme 3.5.6. Pour n > N0, N1, on a

Card(B∞n ) ≤ 2εdn.

Enfin, le lemme clé consiste en la minoration du cardinal de Bn.

36



Lemme 3.5.7. Soit f : P2 → P2. On suppose que f préserve la droite à l’infini L∞ =
{[z : w : 0]}, fixe x0 = [0 : 0 : 1] et préserve le pinceau de droites passant par x0. Alors pour
tout ε > 0 et η > 0, il existe N2 ∈ N tel que pour tout n ≥ N2,

Card(Bn) ≤ 3εd2n + 2µ(Bx0(η))d2n

Démonstration. Soit ε > 0 et η > 0. Par l’équidistribution des points périodiques répulsifs vers
µ (Briend-Duval [BrDu99]), si n est assez grand, on a

Card(Bx0(η) ∩Rn) ≤ 2µ(Bx0(η))d2n. (3.5.3)

Par hypothèses, f fait commuter le diagramme

P2 \ {x0}

π∞

��

f // P2 \ {x0}

π∞

��
L∞

f∞ // L∞

où π∞ est la projection sur L∞ de centre x0. Il existe Cη > 0 telle que

∀P ∈ P2 \Bx0(η),∀n ≥ 1,
∣∣∣fn′∞ (π∞(P ))

∣∣∣ ≥ Cη ∥∥(DP f
n)−1∥∥−1

.

Soit P ∈ Bn \Bx0(η). Par définition, on sait que

1
n

log
∥∥(DP f

n)−1∥∥−1
> λ∞ + ε.

Donc π∞(P ) ∈ B∞n si n est assez grand pour que
∣∣ 1
n logCη

∣∣ < ε/2. On a alors

Card(Bn \Bx0(η)) ≤ Card(B∞n )× max
P∈B∞n

Card(Rn ∩ LP )

où LP est la droite passant par x0 et P . On injecte les majorations du Lemme 3.5.4 et du
Lemme 3.5.6 :

Card(Bn \Bx0(η)) ≤ 2εdn × (1 + ε)dn ≤ 3εd2n. (3.5.4)
La combinaison de (3.5.3) et (3.5.4) conclut la démonstration.

Démonstration du Théorème 3.5.1. Soit f vérifiant les hypothèses du théorème. On fixe ε et η
assez petit pour que µ(Bx0(η)) < ε (cela est possible car la mesure d’équilibre µ ne charge pas
les points). Soit n ≥ max(N0, N1, N2). On s’intéresse à Rn \Bn. On a que

Card(Rn) ≥ (1− ε)d2n

comme conséquence du Théorème 3.5.5. Cela implique par le Lemme 3.5.7 :

Card
{
P ∈ Rn \Bx0(η) | 1

n
log
∥∥(DP f

n)−1∥∥−1 ≤ λ∞ + ε

}
≥ d2n(1− 6ε). (3.5.5)

On sait par le Lemme 3.5.4 que Card(Rn) ≤ d2n(1 + ε). Donc (3.5.1) et (3.5.5) impliquent qu’il
existe un point dans l’intersection{

P ∈ Rn,
1
n

log
∥∥(DP f

n)−1∥∥−1 ≤ λ∞ + ε

}⋂{
P ∈ Rn,

1
n

log
∥∥(DP f

n)−1∥∥−1 ≥ λ2 − ε/2
}
.

Donc λ2 − ε/2 ≤ λ∞ + ε. On conclut en faisant tendre ε vers 0.
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Chapitre 4

Formes normales

Search your feelings, you know it to be true.

James Earl Jones as Darth Vader,
The Empire Strikes Back

4.1 Branches inverses
Dans la suite, on utilisera x̂n pour dénoter f̂n(x̂) (n ∈ Z). Une fonction g : X̂ → ]0, 1] est

dite ε-lente si pour tout x̂ ∈ X̂, g(f̂±1(x̂)) ≥ e−εg(x̂). Elle est dite ε-rapide si 1
g est ε-lente.

Proposition 4.1.1. Soit f : P2 → P2 un endomorphisme holomorphe, ν une mesure ergodique
dont les exposants λ1 ≥ λ2 sont strictement positifs. Alors il existe des fonctions mesurables
r : X̂ → ]0, 1] et C : X̂ → [1,+∞[ (respectivement ε-lentes et ε-rapides) telles que pour ν̂-presque
tout x̂ et pour tout n ≥ 0 :

– La branche inverse f−nx̂ est définie sur Bx0(r(x̂)).
– Lip(f−nx̂ ) ≤ C(x̂)e−n(λ2−ε) sur Bx0(r(x̂)).

La preuve de cette Proposition est menée dans l’article de Briend-Duval [BrDu99], Section 2.2,
pour la mesure µ. Elle est valable pour les mesures dont les exposants sont strictement positifs.
Cette propriété assure que log |detDxf | ∈ L1(ν), de sorte que les préhistoires de x s’approchent
exponentiellement lentement de l’ensemble critique C de f .

Le Théorème 4.1.2 ci-dessous est beaucoup plus précis, il donne des formes normales pour
les branches inverses des itérées de f . On consultera les articles de Jonsson-Varolin [JV02]
et Berteloot-Dupont-Molino [BDM08]. L’énoncé suivant est adapté de la Proposition 4.3 de
[BDM08].

Théorème 4.1.2 (Formes Normales). Soit f : P2 → P2 un endomorphisme holomorphe de degré
d ≥ 2. Soit ν une mesure ergodique d’exposants λ1 ≥ λ2 strictement positifs. Soit ε > 0.

Il existe un borélien f̂ -invariant FN ⊂ X̂ tel que ν̂(FN ) = 1 et vérifiant les propriétés
suivantes. Il existe des fonctions ε-lentes ηε, ρε : FN → ]0, 1], des fonctions ε-rapides βε, Lε,Mε :
FN → [1,+∞[ et pour tout x̂ ∈ FN , il existe des applications holomorphes injectives

ξεx̂ : Bx0(ηε(x̂))→ D2(ρε(x̂))
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telles que le diagramme suivant commute pour tout n ≥ n1(x̂) :

Bx−n(ηε(x̂−n))

ξεx̂−n
��

Bx0(ηε(x̂))
f−n
x̂oo

ξεx̂
��

D2(ρε(x̂−n)) D2(ρε(x̂))
Rn,x̂

oo

On a de plus
1. ∀(p, q) ∈ Bx0(ηε(x̂)), 1

2d(p, q) ≤ |ξεx̂(p)− ξεx̂(q)| ≤ βε(x̂)d(p, q).
2. Lip(f−nx̂ ) ≤ Lε(x̂)e−nλ2+nε sur Bx0(ηε(x̂)),
3. Rn,x̂ est linéaire et e−nεe−nλ ‖(z, w)‖ ≤ ‖Rn,x̂(z, w)‖ ≤ enεe−nλ ‖(z, w)‖ si λ1 = λ2 = λ.

Rn,x̂(z, w) = (αn,x̂z, βn,x̂w) + (γn,x̂wk, 0) si λ1 = kλ2 où k ≥ 2,
Rn,x̂(z, w) = (αn,x̂z, βn,x̂w) si λ1 6∈ {kλ2, k ≥ 1}.
(a) e−nεe−nλ1 ≤ |αn,x̂| ≤ enεe−nλ1 et |γn,x̂| ≤Mε(x̂)enεe−nλ1 ,
(b) e−nεe−nλ2 ≤ |βn,x̂| ≤ enεe−nλ2 .

Le Théorème 4.1.2 nous indique qu’on peut quasi-linéariser le retour vers le passé en presque
tout point de l’extension naturelle. Nous aurons aussi besoin d’une version permettant de revenir
quasi-linéairement du futur.

Théorème 4.1.3 (Formes Normales). Soit f : P2 → P2 un endomorphisme holomorphe de degré
d ≥ 2. Soit ν une mesure ergodique d’exposants λ1 ≥ λ2 strictement positifs. Soit ε > 0.

Il existe un borélien f̂ -invariant FN ⊂ X̂ tel que ν̂(FN ) = 1 et vérifiant les propriétés
suivantes. Il existe des fonctions ε-lentes ηε, ρε : FN → ]0, 1], des fonctions ε-rapides βε, Lε,Mε :
FN → [1,+∞[ et pour tout x̂ ∈ FN , il existe des applications holomorphes injectives

(ξεx̂)n≥0 : Bx0(ηε(x̂))→ D2(ρε(x̂))

telles que le diagramme suivant commute pour tout n ≥ n2(x̂) :

Bx0(ηε(x̂))

ξεx̂
��

Bxn(ηε(x̂n))
f−n
x̂noo

ξεx̂n
��

D2(ρε(x̂)) D2(ρε(x̂n))
Rn,x̂n

oo

On a de plus
1.

∀(p, q) ∈ Bxn(ηε(x̂)), 1
2d(p, q) ≤

∣∣ξεx̂n(p)− ξεx̂n(q)
∣∣ ≤ βε(x̂)enεd(p, q). (4.1.1)

2. Lip(f−nx̂n ) ≤ Lε(x̂)e−nλ2+2nε sur Bxn(ηε(x̂n)),
3. Rn,x̂n est linéaire et e−nεe−nλ ‖(z, w)‖ ≤ ‖Rn,x̂n(z, w)‖ ≤ enεe−nλ ‖(z, w)‖ si λ1 = λ2 = λ.

Rn,x̂n(z, w) = (αn,x̂nz, βn,x̂nw) + (γn,x̂nwk, 0) si λ1 = kλ2 où k ≥ 2,
Rn,x̂n(z, w) = (αn,x̂nz, βn,x̂nw) si λ1 6∈ {kλ2, k ≥ 1}.
(a) e−nεe−nλ1 ≤ |αn,x̂n | ≤ enεe−nλ1 et |γn,x̂n | ≤Mε(x̂)e2nεe−nλ1 ,
(b) e−nεe−nλ2 ≤ |βn,x̂n | ≤ enεe−nλ2 .
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Remarque 4.1.4. Les entiers n1(x̂) et n2(x̂) assurent respectivement que f−nx̂ envoie Bx0(ηε(x̂))
dans Bx−n(ηε(x̂)) et que f−nx̂n envoie Bxn(ηε(x̂n)) dans Bx0(ηε(x̂)). En fait, les diagrammes com-
mutatifs sont respectivement vrais pour tout n ∈ {1, . . . , n1(x̂)} et tout n ∈ {1, . . . , n2(x̂)} au
niveau des germes d’applications.

4.2 Dimensions directionnelles du courant de Green
Définition 4.2.1. Soit f : P2 → P2 un endomorphisme holomorphe, soit ν une mesure ergodique
et λ1 ≥ λ2 ses exposants de Lyapunov. On suppose qu’ils sont strictement positifs. Soit ε > 0.
Alors pour tout x̂ ∈ FN , on note ξεx̂ = (Zεx̂,W ε

x̂) les coordonnées de ξεx̂ : Bx(ηε(x̂))→ D2(ρε(x̂))
données par le Théorème 4.1.2.

Puisque T est un courant positif, T ∧ i
2dZ

ε
x̂∧dZεx̂ et T ∧ i

2dW
ε
x̂∧dW ε

x̂ sont des mesures positives
sur Bx(ηε(x̂)) (Voir fin de la section 3.1). On définit les dimensions supérieures et inférieures
de T en x̂ selon la direction Zεx̂ par :

dεT,Z(x̂) = lim sup
r→0, r≤ηε(x̂)

log
[
T ∧ ( i2dZ

ε
x̂ ∧ dZεx̂)(Bx0(r))

]
log r

dεT,Z(x̂) = lim inf
r→0, r≤ηε(x̂)

log
[
T ∧ ( i2dZ

ε
x̂ ∧ dZεx̂)(Bx0(r))

]
log r

On définit de la même manière dεT,W (x̂) et dεT,W (x̂) les dimensions de T selon la direction W ε
x̂.

Remarque 4.2.2. Lorsque λ1 > λ2 et lorsque λ1 6∈ {kλ2, k ≥ 2} (cas non résonnant), on
disposera des propriétés suivantes :

Zεx̂−n ◦ f
−n
x̂ = αn,x̂ × Zεx̂, W ε

x̂−n ◦ f
−n
x̂ = βn,x̂ ×W ε

x̂. (4.2.1)

La deuxième est toujours vraie, même dans le cas résonnant. Ces égalités seront cruciales dans
nos arguments, voir par exemple le Lemme 4.2.4 et la Proposition 6.1.3. Dans le cas résonnant
λ1 = kλ2 où k ≥ 2, la première égalité devient

Zεx̂−n ◦ f
−n
x̂ = αn,x̂ × Zεx̂ + γn,x̂(W ε

x̂)k = αn,x̂

(
Zεx̂ + γn,x̂

αn,x̂
(W ε

x̂)k
)
.

où
∣∣∣ γn,x̂αn,x̂

∣∣∣ ≤Mε(x̂)e2nε. On a donc Zεx̂−n ◦ f
−n
x̂ = αn,x̂Z̃

ε
n,x̂, où la submersion Z̃εn,x̂ dépend de n.

Ainsi, dans le cas résonant, le Théorème des formes normales ne fournit pas a priori de
systèmes de coordonnées (Zεx̂,W ε

x̂)x̂∈FN invariants par le décalage et multipliés par les exposants
de Lyapunov. C’est pour cette raison que ferons l’hypothèse de non-résonance dans nos énoncés.

Proposition 4.2.3. Soit f : P2 → P2 un endomorphisme holomorphe. Soit ν une mesure
ergodique. On suppose que ses exposants de Lyapunov λ1 > λ2 de ν sont strictement positifs.
Soit ε > 0 et soit (Zεx̂,W ε

x̂)x̂∈FN des coordonnées d’Oseledec-Pesin données par le Théorème des
formes normales. Alors il existe un ensemble invariant Λ̂T ⊂ FN de ν̂-mesure 1 tel que

1. x̂ 7→ dεT,Z(x̂) et x̂ 7→ dεT,Z(x̂) sont des fonctions f̂ -invariantes sur Λ̂T si λ1 et λ2 ne
résonnent pas.

2. x̂ 7→ dεT,W (x̂) et x̂ 7→ dεT,W (x̂) sont des fonctions f̂ -invariantes sur Λ̂T .
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En particulier, elles sont ν̂-presque partout constantes. On notera

dεT,Z(ν), dεT,Z(ν), dεT,W (ν), dεT,W (ν)

les valeurs de ces constantes.

Les ingrédients principaux de la démonstration sont f∗T = dT et les relations (4.2.1). Nous
aurons également besoin du lemme suivant (voir Briend-Duval [BrDu99]).

Lemme 4.2.4. Soit z ∈ P2 \ Cf . On définit les quantités
– a(z) :=

∥∥(Dzf)−1
∥∥−1.

– γ(z) := min( 1
2a(z) ‖f‖−1

C2,P2 ; 1).
– Mf := ‖f‖C1,P2 .

Alors f est injective sur Bz(γ(z)) et pour tout r ∈ [0, γ(z)],

Bf(z)

(
1
2a(z)r

)
⊂ f(Bz(r)) ⊂ Bf(z)(Mfr).

Démonstration. Remarquons que l’inclusion f(Bz(r)) ⊂ Bf(z)(Mfr) provient directement de
l’inégalité des accroissements finis.

Pour montrer l’autre inclusion, nous allons tout d’abord calculer Lip(Id− (Dzf)−1 ◦ f)) sur
Bz(γ(z)). Pour cela, remarquons que pour tout w ∈ Bz(γ(z)), la différentielle de Id−(Dzf)−1◦f
en w est Id− (Dzf)−1 ◦Dwf . On peut majorer sa norme comme suit :∥∥Id− (Dzf)−1 ◦Dwf

∥∥ ≤ ∥∥(Dzf)−1∥∥ ‖Dzf −Dwf‖
≤
∥∥(Dzf)−1∥∥ ‖f‖C2,P2 d(z, w)

Par choix de w dans Bz(γ(z)), on a d(z, w) ≤ γ(z) ≤ 1
2a(z) ‖f‖−1

C2,P2 .
Donc

∥∥Id− (Dzf)−1 ◦Dwf
∥∥ ≤ 1/2 et

Lip(Id− (Dzf)−1 ◦ f) ≤ 1/2 sur Bz(γ(z))

Cela implique que pour tout w ∈ Bz(γ(z)),

∥∥(z − (Dzf)−1 ◦ f(z))− (w − (Dzf)−1 ◦ f(w))
∥∥ ≤ 1

2 ‖z − w‖

En utilisant que ‖a− b‖ ≥ ‖a‖ − ‖b‖ où a = z − w et b = (Dzf)−1 ◦ f(z)− (Dzf)−1 ◦ f(w), on
obtient ∥∥(Dzf)−1(f(z)− f(w))

∥∥ ≥ 1
2 ‖z − w‖

ce qui implique ‖(f(z)− f(w))‖ ≥ 1
2a(z) ‖z − w‖. Cela montre l’injectivité de f sur Bz(γ(z)), et

Bf(z)

(
1
2a(z)r

)
⊂ f(Bz(r))

pour tout r ≤ γ(z).

Démonstration de 4.2.3. Nous présentons ici la preuve de l’invariance de dεT,Z(x̂), les trois autres
applications se traitant par des arguments similaires.
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Soit x̂ ∈ FN . Rappelons que cela implique x̂ ∈ X̂ et donc xi 6∈ Cf pour tout i. D’après le
Lemme 4.2.4, pour r ≤ γ(x0), f est injective sur Bx0(r) et Bf(x0)

( 1
2a(x0)r

)
⊂ f(Bx0(r)), d’où

l’on déduit

T ∧
(
i

2dZ
ε
f̂(x̂) ∧ dZ

ε
f̂(x̂)

)[
Bf(x0)

(
1
2a(x0)r

)]
≤ T ∧

(
i

2dZ
ε
f̂(x̂) ∧ dZ

ε
f̂(x̂)

)
[f(Bx0(r))] (4.2.2)

Par définition, le terme de droite est
�
f(Bx0 (r)) T ∧

(
i
2dZ

ε
f̂(x̂) ∧ dZ

ε
f̂(x̂)

)
. On utilise l’injectivité

de f sur Bx0(r) pour effectuer un changement de variables :

T ∧
(
i

2dZ
ε
f̂(x̂) ∧ dZ

ε
f̂(x̂)

)
[f(Bx0(r))] =

�
Bx0 (r)

f∗
(
T ∧

(
i

2dZ
ε
f̂(x̂) ∧ dZ

ε
f̂(x̂)

))
=

�
Bx0 (r)

f∗T ∧ f∗
(
i

2dZ
ε
f̂(x̂) ∧ dZ

ε
f̂(x̂)

)
On utilise alors que

1. f∗T = dT

2. f∗
(
i
2dZ

ε
f̂(x̂) ∧ dZ

ε
f̂(x̂)

)
= c(x̂) i2dZ

ε
x̂ ∧ dZεx̂, où c(x̂)−1 = α1,f̂(x̂) est la constante obtenue en

lisant le diagramme commutatif des formes normales du Théorème 4.1.3 sur la première
coordonnée (Voir également (4.2.1), on utilise ici qu’on est dans le cas non-résonant). Cette
identité est vraie au voisinage de x0 d’après la Remarque 4.1.4.

On obtient alors, quitte à diminuer r :

T ∧
(
i

2dZ
ε
f̂(x̂) ∧ dZ

ε
f̂(x̂)

)
[f(Bx0(r))] = d.c(x̂)

�
Bx0 (r)

T ∧
(
i

2dZ
ε
x̂ ∧ dZεx̂

)
Revenons à (4.2.2),

T ∧
(
i

2dZ
ε
f̂(x̂) ∧ dZ

ε
f̂(x̂)

)[
Bf(x0)

(
1
2a(x0)r

)]
≤ d.c(x̂) T ∧

(
i

2dZ
ε
x̂ ∧ dZεx̂

)
[Bx0(r)]

Si r est assez petit, alors log( 1
2a(x0)r) < 0 et

log T ∧
(
i
2dZ

ε
f̂(x̂) ∧ dZ

ε
f̂(x̂)

) [
Bf(x0)

(
a(x0)r

2

)]
log
(
a(x0)r

2

) ≥ log d.c(x̂)
log
(
a(x0)r

2

) +
log T ∧

(
i
2dZ

ε
x̂ ∧ dZεx̂

)
[Bx0(r)]

log
(
a(x0)r

2

)
En remarquant que limr→0

log d.c(x̂)
log(a(x0)r/2) = 0, et en développant le logarithme, on obtient

lim sup
r→0

log T ∧
(
i
2dZ

ε
f̂(x̂) ∧ dZ

ε
f̂(x̂)

) [
Bf(x0)

(
a(x0)r

2

)]
log
(
a(x0)r

2

) ≥ lim sup
r→0

log T ∧
(
i
2dZ

ε
x̂ ∧ dZεx̂

)
[Bx0(r)]

log r + log(a(x0)/2)

On reconnaît à gauche dεT,Z(f̂(x̂)). Le terme de droite est égal à dεT,Z(f̂(x̂)) car log r tend vers −∞
et log(a(x0)/2) est constant. On a donc prouvé que dεT,Z(f̂(x̂)) ≥ dεT,Z(x̂). Alors, par ergodicité
de ν̂, dεT,Z(x̂) est constante sur un ensemble Λ̂T de ν̂-mesure 1 (Voir Proposition 2.1.2), que l’on
peut supposer invariant quitte à le remplacer par

⋂
n∈Z f̂

n(Λ̂T ).
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4.3 Boules dynamiques et branches inverses
On rappelle que la (n, r)-boule dynamique centrée en x et de rayon r est

Bn(x, r) =
{
y ∈ P2 | max

i=0,...,n
d(f i(x), f i(y)) < r

}
.

Lemme 4.3.1. Soient L > 0 et η > 0. Alors il existe n3(L) ∈ N tel que pour tout x̂ ∈ FN
vérifiant ηε(x̂) ≥ η et Lε(x̂) ≤ L, on ait pour tout n ≥ n3(L), pour tout r ≤ η,

f−nx̂n (Bxn(re−2nε)) ⊂ Bn(x0, r)

Démonstration. Remarquons que pour tout k ≤ n, fk est injective sur f−nx̂n (Bxn(re−2nε)) et que
fkf−nx̂n = f−n+k

x̂n
. En posant p = n− k, il suffit de montrer que

∀p ∈ J0, nK f−px̂n (Bxn(re−2nε)) ⊂ Bxn−p(r). (4.3.1)

On choisit m (entier) assez grand pour que Le−mλ2+mε ≤ 1. On pose n3(L) ≥ m un entier assez
grand pour que e−n3ε ≤ 1

Mm , avec M := max(‖Df‖∞,P2 , 1). Ainsi,

∀n ≥ n3, ∀p ∈ J0, nK , f−px̂n (Bxn(re−2nε)) ⊂ f−px̂n (Bxn( r

Mm
e−nε)). (4.3.2)

Pour montrer (4.3.1), on va traiter séparément les cas p ≤ m et p > m. On sait que pour tout p,
Lip f−px̂n ≤ L(x̂n)e−pλ2+pε ≤ Lenεe−pλ2+pε sur Bxn(ηε(x̂n)) qui contient Bxn(ηe−nε). Donc pour
tout n ≥ n3(L) ≥ m, pour tout p ∈ Jm,nK, pour tout r ≤ η :

f−px̂n (Bxn(re−nε)) ⊂ Bxn−p(re−nε.Lenεe−pλ2+pε) = Bxn−p(r.L.e−pλ2+pε) ⊂ Bxn−p(r).

Cela entraîne pour tout n ≥ n3(L) ≥ m, pour tout p ∈ Jm,nK, pour tout r ≤ η :

f−px̂n (Bxn( r

Mm
e−nε)) ⊂ Bxn−p( r

Mm
) (4.3.3)

Et donc, en utilisant (4.3.2) et Mm ≥ 1 :

∀p ∈ Jm,nK , f−px̂n (Bxn(re−2nε)) ⊂ Bxn−p(r) (4.3.4)

On a donc établi (4.3.1) pour p ∈ Jm,nK. Montrons cette inclusion pour p ∈ J0,mK. Pour tout
p ∈ J0,mK, on pose p = m− p′ où p′ ∈ J0,mK. Alors d’après (4.3.2) on a :

f−px̂n (Bxn(re−2nε)) ⊂ f−px̂n (Bxn( r

Mm
e−nε))

= f−m+p′
x̂n

(Bxn( r

Mm
e−nε)) = fp

′
(f−mx̂n (Bxn( r

Mm
e−nε)).

On déduit de (4.3.3) avec p = m :

f−px̂n (Bxn(re−2nε)) ⊂ fp
′
(Bxn−m( r

Mm
))

Finalement,
f−px̂n (Bxn(re−2nε)) ⊂ Bxn−m+p′ (

r

Mm
Mp)

par inégalité des accroissements finis. Il s’ensuit

∀p ∈ J0,mK , f−px̂n (Bxn(re−2nε)) ⊂ Bxn−p(r) (4.3.5)

En combinant (4.3.4) et (4.3.5), on obtient bien (4.3.1).
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Lemme 4.3.2. Soient τ > 0 et η > 0. Alors il existe n4(τ) ∈ N tel que pour tout x̂ ∈ FN
vérifiant ηε(x̂) ≥ η et βε(x̂) ≤ τ , on ait pour tout n ≥ n4(τ), pour tout r ≤ η,

Bx0(r.e−nλ1−4nε) ⊂ f−nx̂n (Bxn(r4e
−2nε))

Démonstration. Ce résultat est obtenu en toute généralité, par exemple dans Dinh-Dupont
[DD04] (Proposition 3.1) par des arguments de calcul différentiel. Nous donnons ici une preuve
rapide dans le cas où les exposants ne résonnent pas grâce au Théorème des formes normales.

Comme r ≤ ηε(x̂), on peut utiliser le Théorème 4.1.3 et mettre f−nx̂n sous forme normale :
Sur Bxn( r4e

−2nε), f−nx̂n = (ξεx̂)−1 ◦Rn,x̂ ◦ ξεx̂n .
Par l’estimation (4.1.1), on sait que

D2(1
2
r

4e
−2nε) ⊂ ξεx̂n(Bxn(r4e

−2nε)) (4.3.6)

Rn,x̂ est linéaire diagonale et les modules de ses coefficients sont minorés par e−λ1n−nε, donc

D2
(r

8e
−2nεe−λ1n−εn

)
⊂ Rn,x̂

(
D2
(

1
2
r

4e
−2nε

))
(4.3.7)

En utilisant que τ−1 ≤ βε(x̂)−1 ainsi que (4.1.1), on obtient que

Bx( r8τ e
−λ1n−3εn) ⊂ Bx

(
(βε(x̂))−1 r

8e
−λ1n−3εn

)
⊂ (ξεx)−1

(
D2
(r

8e
−λ1n−3εn

))
(4.3.8)

Finalement, en regroupant les inclusions (4.3.6), (4.3.7), (4.3.8) et en prenant n ≥ n4(τ), où
n4(τ) est un entier tel que 1

8τ ≥ e
−nε, on a

∀n ≥ n4(τ), Bx(r.e−λ1n−4εn) ⊂ f−nx̂n (Bxn(r4e
−2nε))

Lemme 4.3.3. Soient τ > 0 et η > 0. Alors il existe n5(τ) ∈ N tel que pour tout x̂ ∈ FN
vérifiant ηε(x̂) ≥ η et βε(x̂) ≤ τ on ait pour tout n ≥ n5, pour tout r ≤ η,

Bx0(r.e−nλ2+3nε) ⊃ f−nx̂n (Bxn(r/4))

Bx−n(r.e−nλ2+3nε) ⊃ f−nx̂ (Bx0(r/4))

Démonstration. Comme dans Lemme précédent, nous donnons ici une preuve rapide dans le cas
où les exposants ne résonnent pas grâce au Théorème des formes normales. Voir Dinh-Dupont
[DD04] pour le résultat en toute généralité.

Comme on a pris r ≤ η, on peut utiliser le Théorème (4.1.3) et mettre f−n sous forme
normale : Sur Bxn(r/4), f−nx̂n = (ξεx̂)−1 ◦Rn,x̂ ◦ ξεx̂n .

Par l’estimation (4.1.1), on sait que

D2
(
βε(x̂)enε r4

)
⊃ ξεx̂n(Bxn(r4)) (4.3.9)

Rn,x̂ est linéaire diagonale et ses coefficients sont majorés par e−λ2n+nε, donc

D2
(
βε(x̂)r4e

−λ2n+2εn
)
⊃ Rn,x̂

(
D2
(
βε(x̂)enε r4

))
(4.3.10)
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En utilisant à nouveau (4.1.1), on obtient que

Bx

(
βε(x̂)r2e

−λ2n+2εn
)
⊃ (ξεx̂)−1(D2

(
βε(x̂)r4e

−λ2n+2εn
)

) (4.3.11)

Par hypothèse, βε(x̂) ≤ τ . Ainsi, en regroupant les inclusions (4.3.9), (4.3.10), (4.3.11) et en
prenant n ≥ n5(τ), où n5(τ) est un entier tel que τ

2 ≤ e
nε, on a

∀n ≥ n5(τ), Bx0(r.e−nλ2+3nε) ⊃ f−nx̂n (Bxn(r/4))

Pour obtenir la deuxième inclusion, il faut utiliser la lenteur de βε(x̂) dans (4.3.11) au lieu de
(4.3.9).

4.4 Encadrement du tiré en arrière de la forme de Fubini-
Study ω

Proposition 4.4.1. Soit ν une mesure ergodique dilatante d’exposants λ1 > λ2. Soit ε > 0
et soit (Zεx̂,W ε

x̂)x̂ un système de coordonnées d’Oseledec-Poincaré donné par le Théorème des
formes normales. Soit τ > 0. Il existe n6(τ) ∈ N tel que pour tout n ≥ n6(τ) et tout x̂ ∈ FN
vérifiant ηε(x̂) ≥ η0 et βε(x̂) ≤ τ , on a sur f−nx̂n (Bxn(re−nε)) avec r ≤ η0 :

1. 2enε
(
e2nλ1

(
i
2dZ

ε
x̂ ∧ dZεx̂

)
+ e2nλ2

(
i
2dW

ε
x̂ ∧ dW ε

x̂

))
≥ (fn)∗ω.

2. (fn)∗ω ≥ e−4nε+2nλ1
(
i
2dZ

ε
x̂ ∧ dZεx̂

)
si les exposants ne résonnent pas.

3. (fn)∗ω ≥ e−4nε+2nλ2
(
i
2dW

ε
x̂ ∧ dW ε

x̂

)
.

Démonstration. D’après le Théorème 4.1.3, (fn)∗ω = (ξεx̂)∗((Rn,x̂)−1)∗((ξx̂n)−1)∗ω. Le résultat
provient des Lemmes 4.4.3, 4.4.4 et 4.4.5 détaillés ci-dessous.

Lemme 4.4.2. Soit x̂ ∈ FN tel que βε(x̂) ≤ τ . Alors

∀n ≥ 0, ∀(z, w) ∈ D2
(
ρε(x̂n)

2

)
, ∀u ∈ C2, 2 |u| ≥

∣∣D(z,w)(ξεx̂n)−1(u)
∣∣ ≥ e−nε

τ
|u|

Démonstration. Comme D2(ρε(x̂n)/2) ⊂ ξεx̂n [Bxn(ηε(x̂n))] , on sait par le Théorème 4.1.3 et en
utilisant que βε est ε-rapide que pour tout p = (z, w) et p′ = (z′, w′) dans D2(ρε(x̂n)/2),

e−nε.τ−1d(p, p′) ≤
∣∣(ξεx̂n)−1(p)− (ξεx̂n)−1(p′)

∣∣ ≤ 2d(p, p′)

Cela nous donne l’encadrement de Dp(ξεx̂n)−1 dans toutes les directions.

Lemme 4.4.3. Il existe n6(τ) ∈ N tel que pour tout n ≥ n6(τ) et tout x̂ ∈ FN vérifiant ηε(x̂) ≥
η0 et βε(x̂) ≤ τ , on a sur f−nx̂n (Bxn(re−nε)), avec r ≤ η0 en notant ω0 = i

2dz ∧ dz + i
2dw ∧ dw.

2ω0 ≥ ((ξx̂n)−1)∗ω ≥ e−2nεω0

Démonstration. L’idée est "diagonaliser" la forme ((ξx̂n)−1)∗ω.
((ξx̂n)−1)∗ω est une forme positive, donc s’écrit dans un ouvert de coordonnées locales comme

a(z, w)dz∧dz+ b(z, w)dw∧dz+ b(z, w)dz∧dw+d(z, w)dw∧dw telle que
(
a(z, w) b(z, w)
b(z, w) d(z, w)

)
soit hermitienne définie positive pour tout (z, w) où est définie (ξx̂n)−1.
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Donc, il existe pour tout (z, w) une matrice unitaire U1(z, w) telle que :

U1(z, w)
(
a(z, w) b(z, w)
b(z, w) d(z, w)

)
U−1

1 (z, w) =
(
α(z, w) 0

0 β(z, w)

)
avec 0 < α(z, w) ≤ β(z, w) < +∞. Puisque ω0 est invariante par le groupe unitaire, on a

β(z, w)ω0 ≥ ((ξx̂n)−1)∗ω ≥ α(z, w)ω0.

Mais α(z, w) ≥ e−nετ−1 et β(z, w) ≤ 2 par le Lemme 4.4.2, donc en prenant pour n6 un
entier tel que τ−1 > e−n6ε, on obtient le résultat.

Lemme 4.4.4. Pour tout x̂ ∈ FN , pour tout n ≥ n2(x̂),
1. e2nε i

2
(
e2nλ1dz ∧ dz + e2nλ2dw ∧ dw

)
≥ ((Rn,x̂)−1)∗ω0.

2. ((Rn,x̂)−1)∗ω0 ≥ e2(nλ1−nε) i
2dz ∧ dz si les exposants ne résonnent pas.

3. ((Rn,x̂)−1)∗ω0 ≥ e2(nλ2−nε) i
2dw ∧ dw.

Démonstration. On utilise le fait que Rn,x̂ est une application linéaire diagonale
(
αn,x̂ 0

0 βn,x̂

)
où e−nε−nλ1 ≤ |αn,x̂| ≤ enε−nλ1 et e−nε−nλ2 ≤ |βn,x̂| ≤ enε−nλ2 (voir Théorème 4.1.3) et le fait
que i

2dz ∧ dz et i
2dw ∧ dw sont des (1, 1)-formes positives.

Lemme 4.4.5. Pour tout x̂ ∈ FN ,

(ξεx̂)∗( i2dz ∧ dz) = ( i2dZ
ε
x̂ ∧ dZεx̂) (ξεx̂)∗( i2dw ∧ dw) = ( i2dW

ε
x̂ ∧ dW ε

x̂)

Démonstration. On reconnait la Définition 4.2.1 de Zεx̂ et W ε
x̂

4.5 Uniformisations
Fixons ε > 0. Soit ν une mesure ergodique. L’objectif de cette section est de construire un

ensemble Λ̂ε ⊂ X̂ de mesure arbitrairement proche de 1 sur lequel on aura de bonnes uniformi-
sations (Mesure de boules dynamiques, dimension du courant T , contrôles des fonctions lentes,
etc...). On aura

ν̂(Λ̂ε) ≥ 1− δ/2.

Mesure des boules dynamiques.
D’après la Section 2.5, il existe η0 > 0 et n0 ≥ 0 tels que

Λ(1) =
{
x̂ ∈ X̂, ∀r ≤ η0, ∀n ≥ n0,

ν(Bn(x0, η0/8)) ≥ e−nhν−εn
ν(Bn(x0, 5r)) ≤ e−nhν+εn

}
(4.5.1)

vérifie ν̂(Λ(1)) ≥ 1− δ/10. On utilisera la majoration pour démontrer le Théorème 5.2.1 (voir le
Lemme 5.1.1) et la minoration pour prouver les Théorèmes 5.3.1 et 6.3.1 (via le Lemme 5.1.2).
Dans le prochain contrôle, on s’autorise à diminuer η0 et à augmenter n0.
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Contrôle de n1, n2 et des fonctions lentes ρε, Lε, ηε et βε.
Ces fonctions apparaissent dans le Théorème des formes normales. On fixe ρ0 > 0, L0 > 0 et

τ0 > 0 tels que

Λ(2) := {x̂ ∈ FN , n1(x̂), n2(x̂) ≤ n0, ρε(x̂) ≥ ρ0, Lε(x̂) ≤ L0, ηε(x̂) ≥ η0, βε(x̂) ≤ τ0} (4.5.2)

vérifie ν̂(Λ(2)) ≥ 1− δ/10.

Uniformisation de la dimension du courant
L’ensemble Λ̂T provient de la Proposition 4.2.3. Comme dans la section sur les boules dyna-

miques, on peut trouver un r1 > 0 tel que

Λ(3) =

x̂ ∈ Λ̂T , ∀r ≤ r1,

(T ∧ ( i2dZ
ε
x̂ ∧ dZεx̂)(Bx0(r))) ≥ rd

ε
T,Z

+ε

(T ∧ ( i2dZ
ε
x̂ ∧ dZεx̂)(Bx0(r))) ≤ rd

ε
T,Z−ε

(T ∧ ( i2dW
ε
x̂ ∧ dW ε

x̂)(Bx0(r))) ≤ rd
ε
T,W−ε


vérifie ν̂(Λ(3)) ≥ 1− δ/10.

Uniformisation de la dimension de la mesure
L’ensemble Λν provient de la Proposition 2.4.2. On peut fixer un r2 > 0 tel que

Λ(4) = π−1
0 {x ∈ Λν , ∀r ≤ r2, ν(Bx(r)) ≤ rdν−ε} ∩ FN

vérifie ν̂(Λ(4)) ≥ 1− δ/10.

Définition de Λ̂ε et η1
On pose

Λ̂ε = Λ(1) ∩ Λ(2) ∩ Λ(3) ∩ Λ(4),

qui est de ν̂-mesure supérieure à 1− 5δ
10 . On définit également

η1 := min(η0, r1, r2)

le rayon pour lequel toutes les uniformisations sont valables. On fixe n7 assez grand pour que

e−n7ε ≤ 1− δ
2 et 2η1e

n7(−λ1−ε) < η1.

On applique les Lemmes 4.3.1, 4.3.2 et 4.3.3 ainsi que la Proposition 4.4.1 avec τ = τ0, L = L0
et η = η0. On note n3 := n3(L0), n4 := n4(τ0), n5 := n5(τ0), n6 := n6(τ0) et

N0 = max(n0, n3, n4, n5, n6, n7).

Les notations n1(x̂) et n2(x̂) sont conservées comme rang d’application des formes normales.
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Chapitre 5

Minoration des dimensions
supérieures dεT,Z et dεT,W

There is someone in my head,
but it’s not me.

Pink Floyd, Brain Damage

5.1 Sur les ensembles de points séparés
5.1.1 Séparation élémentaire

Le lemme suivant nous servira pour la preuve du Théorème 5.2.1 avec A = π0(Λ̂ε) et c = 1.
La formulation pour A et c quelconques nous sera utile pour la preuve du Théorème 5.3.1.

Lemme 5.1.1. Soit f : P2 → P2 un endomorphisme holomorphe de degré d ≥ 2. Soit ν une
mesure ergodique d’entropie hν . Soit A ⊂ π0(Λ̂ε) tel que ν(A) > 0, c ∈ ]0, 1]. Soit n ≥ N0 et soit
{x1, . . . xNn} un ensemble de points (n, cη1)-séparé maximal de A. Alors :

1. Pour tout i 6= j, les boules dynamiques vérifient Bn(xi, c.η1/2) ∩Bn(xj , c.η1/2) = ∅.
2. A ⊂ ∪Nni=1Bn(xi, c.η1).
3. ν(Bn(xi, cη1)) ≤ e−nhν+nε.
4. e−nhν−nε ≤ ν(Bn(xi, cη1)) si c ≥ 1/8.
5. On a l’estimation Nn ≥ ν(A)enhν−nε.

Démonstration. Le point 1 vient de la séparation, le point 2 de la maximalité, les points 3 et 4
de la section 2.5 (formule de Brin-Katok) (car n ≥ N0, cη1 ≤ η1 et xi ∈ π0(Λ(1))).

Les points 2 et 3 impliquent alors ν(A) ≤
∑Nn
i=1 ν(Bn(xi, c.η1)) ≤ Nne

−nhν+nε ce qui donne
le point 5.

5.1.2 Séparation concentrée
On construit dans cette section un bon ensemble de points pour le Théorème 5.3.1. On reprend

pour cela les arguments de de Thélin et Vigny dans [dTV15], section 6.
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On sait que pour tout xi dans le lemme précédent (avec c = 1/4), ν(Bn(xi, η1/4)) ≤ e−nhν+nε.
Cependant, un point crucial des preuves des Théorèmes 5.3.1 et 6.3.1 est de pouvoir utiliser
toute la machinerie des uniformisations mise en place en section 4.5, c’est à dire qu’une partie
importante (du point de vue de ν) des boules dynamiques soit dans π0(Λ̂ε). On veut donc montrer
qu’il possible de sélectionner un grand nombre de xi tels que

ν(Bn(xi, η1/4) ∩ π0(Λ̂ε)) ≥ e−nhν−2nε.

Lemme 5.1.2. Soit A ⊂ π0(Λ̂ε) tel que ν(A) ≥ 1 − δ. Alors pour tout n ≥ N0, il existe un
ensemble de Nn,2 points (n, η1/4)-séparés (x1, . . . , xNn,2) de A tels que

1. Pour tout i 6= j, les boules dynamiques vérifient Bn(xi, η1/8) ∩Bn(xj , η1/8) = ∅.
2. Pour tout i, ν(Bn(xi, η1/4) ∩A) ≥ e−nhν−2εn.
3. On a l’estimation Nn,2 ≥ ν(A)enhν−2nε.
4. e−nhν−nε ≤ ν(Bn(xi, cη1)) si c ≥ 1/8.

Démonstration. On se place à n ≥ N0 et r < η1.
Le Lemme 5.1.1 pour c = 1/4 nous assure l’existence d’un Nn,1 ∈ N et d’un ensemble maximal

de points (n, η1/4)-séparés (x1, . . . , xNn,1) de A vérifiant :
– Pour tout i 6= j, Bn(xi, η1/8) ∩Bn(xj , η1/8) = ∅.
– A ⊂ ∪Nn,1i=1 Bn(xi, η1/4).
– e−nhν−nε ≤ ν(Bn(xi, η1/8)).
– Nn,1 ≥ ν(A)enhν−nε
On s’intéresse à l’ensemble

{
i | ν(Bn(xi, η1/4) ∩A) ≥ e−nhν−2εn}. On note Nn,2 le cardinal

de cet ensemble et on suppose, quitte à renuméroter les xi, que cet ensemble est précisément
J1, Nn,2K (avec la convention que cet intervalle est vide si Nn,2 = 0). Nous allons minorer Nn,2.

On sait que A ⊂ ∪Nn,1i=1 Bn(xi, η1/4), donc A ⊂ ∪Nn,1i=1 [Bn(xi, η1/4) ∩A] et

ν(A) ≤
Nn,2∑
i=1

ν(Bn(xi, η1/4) ∩A) +
Nn,1∑

i=Nn,2+1
ν(Bn(xi, η1/4) ∩A)

Si i 6∈ J1, Nn,2K, on a ν(Bn(xi, η1/4) ∩ A) ≤ e−nhν−2εn par définition de Nn,2. Sinon, on sait
que xi ∈ π0(Λ(1)) et donc ν(Bn(xi, η1/4)) ≤ e−nhν+εn. D’où

ν(A) ≤ Nn,2.e−nhν+εn + (Nn,1 −Nn,2)e−nhν−2εn (5.1.1)

On a besoin d’une majoration deNn,1 pour conclure. Par séparation des xi, on a Bn(xi, η1/8)∩
Bn(xj , η1/8) = ∅ si i 6= j. Donc

1 ≥ ν(
Nn,1⊔
i=1

Bn(xi, η1/8)) =
Nn,1∑
i=1

ν(Bn(xi, η1/8))

En utilisant que ν(Bn(xi, η1/8)) ≥ e−nhν−εn, on obtient

enhν+εn ≥ Nn,1 ≥ Nn,1 −Nn,2

En injectant cela dans (5.1.1), on obtient

ν(A) ≤ Nn,2.e−nhν+εn + e−εn.
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Comme n ≥ n7, on a e−εn ≤ (1− δ)/2 ≤ ν(A)/2 ≤ 1/2, d’où

Nn,2 ≥
ν(A)

2 enhν−εn ≥ ν(A)enhν−2εn.

A présent, nous montrons que l’on peut placer dans Bn(x, η1/2) un grand nombre de boules
riemanniennes dont les centres sont dans Bn(x, η1/4) ∩ π0(Λ̂ε) :

Lemme 5.1.3. Soit A ⊂ π0(Λ̂ε). Soit x ∈ A et soit n ≥ N0 tel que

ν(Bn(x, η1/4) ∩A) ≥ e−nhν−2nε.

Soit {y1, . . . , yMn} un ensemble de points maximal 2η1e
−nλ1−4nε-séparé dans Bn(x, η1/4) ∩ A.

Alors,
1. pour tout i 6= j, B(yi, η1e

−nλ1−4nε) ∩B(yj , η1e
−nλ1−4nε) = ∅.

2. Bn(x, η1/4) ∩A ⊂ ∪Mn
i=1B(yi, 2η1e

−nλ1−4nε).
3. B(yi, η1e

−nλ1−4nε) ⊂ Bn(x, η1/2).

4. On a l’estimation Mn ≥ e−nhν−2nε
(

1
2η1

enλ1+4nε
)dν−ε

.

Démonstration. Le premier point vient de la séparation de l’ensemble, le deuxième de la maxima-
lité. Les Lemmes 4.3.1 et 4.3.2 nous disent alors que B(yi, η1e

−nλ1−4nε) ⊂ Bn(yi, η1/4). Comme
on a choisi les yi dans Bn(x, η1/4), on a de plus Bn(yi, η1/4) ⊂ Bn(x, η1/2), ce qui donne le
troisième point. Puisque ∪Mn

i=1B(yi, 2η1e
−nλ1−4nε) recouvre Bn(x, η1/4) ∩A, on a :

ν(Bn(x, η1/4) ∩A) ≤
Mn∑
i=1

ν(B(yi, 2η1e
−nλ1−4nε))

Par hypothèse, le terme de gauche est supérieur à e−nhν−2nε. Pour le terme de droite, comme
n ≥ N0, on a 2η1e

−nλ1−nε < η1 ≤ r2 et (par yi ∈ A ⊂ π0(Λ̂ε) ⊂ π0(Λ(4)))

ν(B(yi, 2η1e
−nλ1−4nε)) ≤ (2η1e

−nλ1−4nε)dν−ε.

Cela montre que e−nhν−2nε ≤Mn(2η1e
−nλ1−4nε)dν−ε et on a la minoration de Mn.

5.2 Minoration des dimensions supérieures dεT,Z et dεT,W
Nous obtenons le résultat suivant en utilisant les arguments du Théorème 1 de de Thélin-Vigny

[dTV15]. Nous remplaçons leur technique de découpage par le Théorème des formes normales.
Cela permet de montrer que le courant T possède une dimension directionnelle strictement plus
grande que 2 relativement à toute mesure de grande entropie. Nous améliorerons la minoration
à la Section 5.3 (en remplaçant λ1 par λ2). Enfin, nous étendrons cette propriété à tout courant
positif fermé sur P2 dans la Section 5.4 avec des définitions adaptées. Cela répondra à une
question de de Thélin-Vigny de manière locale et directionnelle pour les courants S.

Théorème 5.2.1. Soit f : P2 → P2 un endomorphisme holomorphe de degré d ≥ 2. Soit
ν une mesure ergodique. Soient λ1 > λ2 ses exposants de Lyapunov et soit hν son entropie.
On suppose que λ1 ≥ λ2 sont strictement positifs et ne résonnent pas. Soit ε > 0 et soient

50



(Zεx̂,W ε
x̂) des systèmes de coordonnées d’Oseledec-Poincaré données par le Théorème 4.1.3. Soient

dεT,Z(ν) = dεT,Z(x̂) ν̂-p.p. et dεT,W (ν) = dεT,W (x̂) ν̂-p.p. (Voir Proposition 4.2.3). Alors

dεT,Z(ν) ≥ 2 + hν − log d
λ1

+O(ε)

dεT,W (ν) ≥ 2λ2

λ1
+ hν − log d

λ1
+O(ε)

où O(ε) tend vers 0 lorsque ε tend vers 0, et ne dépend que de d, hν , λ1 et λ2.

Démonstration. Notons dεT,Z = dεT,Z(ν). Pour la première inégalité, nous allons montrer que

(λ1 + 4ε)(dεT,Z − 2 + ε) + 13ε ≥ hν − log d (5.2.1)

On a alors O(ε) = −ε[(4(hν − log d)/λ1 + 13) 1
λ1+4ε + 1] en divisant par λ1 + 4ε.

On se place à n ≥ N0. Le Lemme 5.1.1 appliqué à A = π0(Λ̂ε) et c = 1 nous fournit un
ensemble maximal de points (n, η1)-séparés (x1, . . . , xNn) de π0(Λ̂ε) avec

Nn ≥ ν(A)enhν−nε ≥ ν̂(Λ̂ε)enhν−nε (5.2.2)

Pour tout i, il existe x̂i ∈ Λ̂ε tel que π0(x̂i) = xi.
On sait que le courant de Green vérifie (fn)∗T = dnT et

�
P2 T ∧ ω = 1. Donc

dn =
�
P2

((fn)∗T ) ∧ ω

≥
Nn∑
i=1

�
P2

(fn)∗(1Bn(xi,η1/2)T ) ∧ ω par les Lemmes 3.4.3 et 3.4.4

≥
Nn∑
i=1

�
P2

(1Bn(xi,η1/2)T ) ∧ (fn)∗ω par dualité.

En utilisant les Lemmes 4.3.1 et 4.3.2 avec x̂i ∈ Λ̂ε, on a queBxi(
η1
2 e
−nλ1−4nε) ⊂ Bn(xi, η1/2).

Parce que (1Bn(xi,η1/2)T ) ∧ (fn)∗ω est une mesure positive, on a

dn ≥
Nn∑
i=1

�
P2

(1Bxi ( η1
2 e
−nλ1−4nε)T ) ∧ (fn)∗ω.

Par le Lemme 4.3.2, Bxi(
η1
2 e
−nλ1−4nε) ⊂ f−nx̂i,n(Bxi,n(η1

8 e
−2nε)) et on peut appliquer la Pro-

position 4.4.1 pour minorer (fn)∗ω par e2nλ1−4nε i
2dZ

ε
x̂i
∧ dZεx̂i sur Bxi(

η1
2 e
−nλ1−4nε) :

dn ≥
Nn∑
i=1

e2nλ1−4nε
�
P2

(1Bxi ( η1
2 e
−nλ1−4nε)T ) ∧ ( i2dZ

ε
x̂i ∧ dZ

ε
x̂i

).

On réécrit cette inégalité sous la forme

dn ≥
Nn∑
i=1

e2nλ1−4nε
(
T ∧ i

2dZ
ε
x̂i ∧ dZ

ε
x̂i

)
(Bxi(

η1

2 e
−nλ1−4nε)).
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Comme on a pris les x̂i dans Λ̂ε ⊂ Λ(3) et que n ≥ N0, on obtient

dn ≥
Nn∑
i=1

e2nλ1−4nε
(η1

2 e
−nλ1−4nε

)dε
T,Z

+ε
.

Enfin, on utilise l’estimation (5.2.2) de Nn faite au début de la preuve :

dn ≥ ν̂(Λ̂ε)enhν−nε · e2nλ1−4nε
(η1

2 e
−nλ1−4nε

)dε
T,Z

+ε
,

ce qui donne :

dn ≥ ν̂(Λ̂ε)
(η1

2

)dε
T,Z

+ε
enhν−13nε−n(λ1+4ε)(dε

T,Z
−2+ε) (5.2.3)

En passant au logarithme et divisant par n, on obtient (5.2.1) quand n → ∞. Le deuxième
point, relatif à la coordonnée W , s’obtient d’une manière similaire en utilisant le troisième point
de la Proposition 4.4.1 pour la minoration de (fn)∗ω.

5.3 Minoration fine des dimensions supérieures dεT,Z et dεT,W
Nous nous inspirons dans cette partie de la démonstration du Théorème 2 de l’article de

Thélin-Vigny [dTV15], qui utilise la séparation concentrée (Section 5.1.2).

Théorème 5.3.1. Soit f : P2 → P2 un endomorphisme holomorphe de degré d ≥ 2. Soit ν
une mesure ergodique. Soient λ1 > λ2 ses exposants de Lyapunov et soit hν son entropie. On
suppose que λ1 > λ2 sont strictement positifs et ne résonnent pas. Soit ε > 0 et soient (Zεx̂,W ε

x̂)
des coordonnées d’Oseledec-Poincaré données par le Théorème 4.1.3. Soient dεT,Z(ν) = dεT,Z(x̂)
ν̂-p.p. et dεT,W (ν) = dεT,W (x̂) ν̂-p.p. (Voir Proposition 4.2.3). Alors

dεT,Z(ν) ≥ 2 + dν −
log d
λ1

+O(ε),

dεT,W (ν) ≥ 2λ2

λ1
+ dν −

log d
λ1

+O(ε).

Combiné à la minoration dν ≥ log d
λ1

+ hν−log d
λ2

de Dupont dans [Dup11], on obtient le

Corollaire 5.3.2. Sous les mêmes hypothèses,

dεT,Z(ν) ≥ 2 + hν − log d
λ2

+O(ε),

dεT,W (ν) ≥ 2λ2

λ1
+ hν − log d

λ2
+O(ε).

Démonstration du Théorème 5.3.1. Nous allons montrer que avec dεT,Z := dεT,Z(ν)

(λ1 + 4ε)(dεT,Z − dν + 2ε) + 8ε ≥ 2λ1 − log d. (5.3.1)

On obtient bien un O(ε) en divisant par λ1 + 4ε.
On se place à n ≥ N0. On considère un ensemble de points (n, η1/4)-séparé (xi) de π0(Λ̂ε)

pour i = 1 . . . Nn,2 tel que fourni par le Lemme 5.1.2 avec A = π0(Λ̂ε). Puis pour chaque xi, on
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nomme yi1, . . . , yiMn
une famille de points 2η1e

−nλ1−4nε-séparés donnée par le Lemme 5.1.3 avec
A = π0(Λ̂ε). Pour tout i, j, on note ŷij un élément de Λ̂ε tel que π0(ŷij) = yij et x̂i un élément de
Λ̂ε tel que π0(x̂i) = xi.

Le courant de Green vérifie (fn)∗T = dnT et
�
P2 T ∧ ω = 1, donc

dn =
�
P2

(fn)∗T ∧ ω

≥
Nn,2∑
i=1

Mn∑
j=1

�
P2

(fn)∗(1B(yi
j
,η1e−nλ1−4nε)T ) ∧ ω par les Lemmes 3.4.3 et 3.4.4

≥
Nn,2∑
i=1

Mn∑
j=1

�
P2

(1B(yi
j
,η1e−nλ1−4nε)T ) ∧ (fn)∗ω par dualité

On peut appliquer la Proposition 4.4.1 pour minorer (fn)∗ω :

dn ≥
Nn,2∑
i=1

Mn∑
j=1

e2nλ1−4nε
(
T ∧ i

2dZ
ε
ŷi
j
∧ dZε

ŷi
j

)(
Byi

j
(η1e

−nλ1−4nε)
)
. (5.3.2)

Comme on a pris les ŷij dans Λ̂ε ⊂ Λ(3) et que n ≥ N0, on obtient

dn ≥
Nn,2∑
i=1

Mn∑
j=1

e2nλ1−4nε(η1e
−nλ1−4nε)d

ε
T,Z

+ε

Enfin, on utilise la minoration de Mn (lemme 5.1.3) et Nn,2 ≥ ν(A)enhν−2nε (lemme 5.1.2)

dn ≥ ν(A)enhν−2nε · e−nhν−2nε
(

1
2η1

enλ1+4nε
)dν−ε

· e2nλ1−4nε(η1e
−nλ1−4nε)d

ε
T,Z

+ε

Observons que l’entropie hν disparait, et on obtient

dn ≥ Ce−8nε (enλ1+4nε)dν−dεT,Z−2ε
e2nλ1 (5.3.3)

où

C := ν(A)
(

1
2η1

)dν−ε
η
dε
T,Z

+ε
1 .

En passant au logarithme puis en divisant par n, on obtient l’inégalité (5.3.1) sur dεT,Z quand
n→ +∞. Celle concernant dεT,W s’obtient de manière similaire en utilisant le troisième point de
la Proposition 4.4.1 pour minorer (fn)∗ω.

5.4 Pour un courant S positif fermé non-invariant
Soit S un (1, 1) courant positif fermé sur P2, de masse 1. Si S ne vérifie par f∗S = dS, on ne

sait pas si les dimensions directionnelles sont ν̂-presque partout constantes (Voir la preuve de la
Proposition 4.2.3). Dans ce cas, à l’instar de ce que font de Thélin et Vigny dans [dTV15], on
adopte une définition adaptée et on obtient le Théorème suivant.
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Théorème 5.4.1. Soit f : P2 → P2 un endomorphisme holomorphe de degré d ≥ 2. Soit ν une
mesure de grande entropie et S un courant positif fermé de bidegré (1, 1) et de masse 1. Soit
ε > 0 et soient (Zεx̂,W ε

x̂) des coordonnées d’Oseledec-Poincaré données par le Théorème 4.1.3.
Soit Λ̂ ⊂ FN tel que ν̂(Λ̂) > 0. On pose :

dεS,Z(Λ̂) = sup
x̂∈Λ̂

dεS,Z(x̂), dεS,W (Λ̂) = sup
x̂∈Λ̂

dεS,W (x̂).

On suppose que Supp(ν) ⊂ SuppS et qu’il n’y a pas de résonance entre les exposants de Lyapunov
λ1 > λ2 de ν (ils sont strictement positifs car ν est de grande entropie). Alors

dεS,Z(Λ̂) ≥ 2 + hν − log d
λ1

+O(ε),

dεS,W (Λ̂) ≥ 2λ2

λ1
+ hν − log d

λ1
+O(ε).

Remarque 5.4.2. Ce théorème est l’analogue du Théorème 5.2.1 pour les courants S. On peut
aussi obtenir l’analogue du Théorème 5.3.1.

Démonstration. On pose δ := ν̂(Λ̂) et on adapte l’uniformisation de la section 4.5 au courant S
(en utilisant la définition ponctuelle 4.2.1). Cela définit Λ̂Sε , r1(S) et N0(S). Comme ν̂(Λ̂Sε ) ≥
1− δ/2, on a ν̂(Λ̂ ∩ Λ̂Sε ) ≥ δ/2 > 0.

La preuve est ensuite proche de celle du Théorème 5.2.1. On se place à n ≥ N0(S). Le
Lemme 5.1.1 appliqué à A := π0(Λ̂ ∩ Λ̂Sε ) et c := 1 nous fournit un ensemble maximal de points
(n, η1)-séparés (x1, . . . , xNn) de A. Pour tout i, il existe x̂i ∈ Λ̂ ∩ Λ̂Sε tel que π0(x̂i) = xi.

Par la Proposition 3.4.5, puis par les Lemmes 3.4.3 et 3.4.4 et dualité,

dn =
�
P2

((fn)∗S) ∧ ω ≥
Nn∑
i=1

�
P2

(1Bn(xi,η1/2)S) ∧ (fn)∗ω.

Comme pour le Théorème 5.2.1, on utilise les lemmes sur les inclusions et la minoration de (fn)∗ω
pour obtenir :

dn ≥
Nn∑
i=1

e2nλ1−4nε
(
S ∧ i

2dZ
ε
x̂i ∧ dZ

ε
x̂i

)
(Bxi(

η1

2 e
−nλ1−4nε)).

Comme on a pris les x̂i dans Λ̂Sε , on a en particulier que pour n ≥ N0(S) et r ≤ r1(S),

S ∧ ( i2dZ
ε
x̂i ∧ dZ

ε
x̂i

)(Bxi(r)) ≥ r
dε
S,Z

(x̂i)+ε.

Il vient alors :

dn ≥
Nn∑
i=1

e2nλ1−4nε
(η1

2 e
−nλ1−4nε

)dε
S,Z

(x̂i)+ε
.

On utilise alors la définition de dεS,Z(Λ̂) (borne supérieure sur Λ̂). Avec l’estimation (5.2.2) de
Nn, on a :

dn ≥ ν(A)
(η1

2

)dε
S,Z

(Λ̂)+ε
enhν−13nε−n(λ1+4ε)(dε

S,Z
(Λ̂)−2+ε). (5.4.1)

En passant au logarithme et divisant par n, on obtient le résultat quand n→∞. Le deuxième
point relatif à la coordonnée W s’obtient d’une manière similaire.
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Chapitre 6

Majoration des dimensions
inférieures dεT,Z et dεT,W

I was looking at myself
I was blind, I could not see.

U2, I Will Follow

Nous allons montrer dans cette section le résultat suivant :
Théorème 6.0.1. Soit f : P2 → P2 un endomorphisme holomorphe de degré d ≥ 2. Soit ν
une mesure ergodique telle que Supp(ν) ⊂ Supp(µ) dont les exposants λ1 > λ2 sont stricte-
ment positifs (Par exemple une mesure de grande entropie). On suppose que les exposants ne
résonnent pas. Soit ε > 0 et soient (Zεx̂,W ε

x̂) des coordonnées d’Oseledec-Poincaré données par
le Théorème 4.1.3. Soient dεT,Z(ν) = dεT,Z(x̂) ν̂-p.p. et dεT,W (ν) = dεT,W (x̂) ν̂-p.p. (Voir Proposi-
tion 4.2.3). Alors

dεT,Z(ν) ≤ log d
λ2

+ 2λ1

λ2
+O(ε),

dεT,W (ν) ≤ log d
λ2

+ 2 +O(ε),

où O(ε) est une fonction qui tend vers 0 quand ε tend vers 0 et qui ne dépend que de d, λ1 et λ2.
Les arguments n’utiliseront plus les ensembles séparés maximaux. Nous allons obtenir ces

estimations sur les dimensions directement en ν̂-presque tout x̂, en utilisant les jacobiens de
T ∧ dZεx̂ ∧ dZεx̂ et T ∧ dW ε

x̂ ∧ dW ε
x̂ relativement à l’application f .

6.1 Dimension du courant de Green sur la mesure d’équi-
libre

Commençons par énoncer une Proposition, prouvée un peu plus bas grâce à la théorie du
pluripotentiel.
Proposition 6.1.1. Soit f : P2 → P2 un endomorphisme holomorphe de degré d ≥ 2. Soit
x ∈ Suppµ et soit Z une submersion holomorphe définie dans un voisinage V de x. Alors
T ∧ ( i2dZ ∧ dZ) n’est pas la mesure nulle sur V .
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On en déduit immédiatement :

Proposition 6.1.2.
Soit f : P2 → P2 un endomorphisme holomorphe de degré d ≥ 2. Soit ν une mesure ergodique

dont le support est contenu dans µ et dont les exposants de Lyapunov vérifient λ1 > λ2 > 0 (par
exemple ν mesure de grande entropie). Soit (Zεx̂,W ε

x̂)x̂∈FN un système de coordonnées d’Oseledec-
Poincaré pour la mesure ν. Alors pour tout r ∈ ]0, ηε(x̂)[,[

T ∧ i

2dZ
ε
x̂ ∧ dZεx̂

]
(Bx(r)) > 0

[
T ∧ i

2dW
ε
x̂ ∧ dW ε

x̂

]
(Bx(r)) > 0.

En particulier, pour tout δ > 0, il existe m0 ≥ 1 et q0 ≥ 1 tels que

Ω̂ε,m0,q0 :=
{
x̂ ∈ FN et

[
T ∧ i

2dZ
ε
x̂ ∧ dZεx̂

]
(Bx( 1

4m0
)) ≥ 1

q0[
T ∧ i

2dW
ε
x̂ ∧ dW ε

x̂

]
(Bx( 1

4m0
)) ≥ 1

q0

}

vérifie ν̂(Ω̂ε,m0,q0) ≥ 1− δ.

Démonstration. La première partie résulte de la Proposition 6.1.1. Pour la deuxième, on fixe
d’abord m0 ≥ 1 pour que ν̂

{
ηε ≥ 1

4m0

}
≥ 1 − δ/2. Puis on prend q0 assez grand pour que

ν̂(Ω̂ε,m0,q0) ≥ 1− δ.

On définit pour tout n
Ω̂nε = Ω̂ε,m0,q0 ∩ f̂−n(Ω̂ε,m0,q0).

La mesure ν̂ étant invariante, on a :

ν̂(Ω̂nε ) ≥ 1− 2δ. (6.1.1)

Proposition 6.1.3. Soit f : P2 → P2 de degré d ≥ 2. Soit ν une mesure ergodique dont les
exposants λ1 > λ2 sont strictement positifs, et telle que Supp(ν) ⊂ Supp(µ) (Par exemple une
mesure de grande entropie). Pour tout x̂ dans Ω̂nε , si n ≥ N0, alors[

T ∧ i

2dZ
ε
x̂ ∧ dZεx̂

](
Bx

(
1
m0

e−nλ2+3nε
))
≥ 1
dn
e−2nλ1−2nε 1

q0
si λ1 6∈ {kλ2, k ≥ 2} ,

[
T ∧ i

2dW
ε
x̂ ∧ dW ε

x̂

](
Bx

(
1
m0

e−nλ2+3nε
))
≥ 1
dn
e−2nλ2−2nε 1

q0
pour tout λ1 ≥ λ2.

Nous utiliserons cette Proposition pour démontrer le Théorème 6.0.1 et aussi obtenir le Théo-
rème 6.3.1, qui majore la dimension dν .

Démonstration de la Proposition 6.1.3. Nous démontrons l’inégalité portant sur Zεx̂, celle concer-
nant W ε

x̂ se prouve de manière similaire.
Soit x̂ ∈ Ω̂nε . Le courant de Green vérifie 1

dn (fn)∗T = T . On définit l’ouvert

An = f−nx̂n (Bxn( 1
4m0

)).

La branche inverse est bien définie car x̂n ∈ Ω̂ε,m0,q0 . En utilisant f−nx̂n ◦ f
n = IdAn et T =

1
dn (fn)∗T , on obtient sur An :
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T ∧ dZεx̂ ∧
i

2dZ
ε
x̂ = 1

dn
(fn)∗T ∧ (fn)∗(f−nx̂n )∗( i2dZ

ε
x̂ ∧ dZεx̂)

= 1
dn

(fn)∗
[
T ∧ i

2(dZεx̂ ◦ (f−nx̂n )) ∧ d(Zεx̂ ◦ (f−nx̂n ))
]

On utilise le diagramme commutatif du Théorème 4.1.3 lu sur la première coordonnée pour écrire
que Zεx̂ ◦ (f−nx̂n ) = αn,x̂nZx̂n . Comme |αn,x̂n |

2 ≥ e−2nλ1−2nε, on obtient sur An :

T ∧ i

2dZ
ε
x̂ ∧ dZεx̂ ≥

1
dn
e−2nλ1−2nε(fn)∗

[
T ∧ i

2dZ
ε
x̂n ∧ dZ

ε
x̂n

]
(6.1.2)

Nous allons majorer le terme de gauche et minorer le terme de droite (appliqués à An). Par le
Lemme 4.3.3, An ⊂ Bx

(
1
m0
e−nλ2+3nε

)
et on a

T ∧ i

2dZ
ε
x̂ ∧ dZεx̂

(
Bx

(
1
m0

e−nλ2+3nε
))
≥ T ∧ i

2dZ
ε
x̂ ∧ dZεx̂(An) (6.1.3)

Pour le terme de droite, puisque fn est injective sur An, et comme fn(An) = Bxn

(
1

4m0

)
, on a

(fn|An)∗
[
T ∧ i

2(dZεx̂n ∧ dZ
ε
x̂n

)
]

(An) =
[
T ∧ i

2(dZεx̂n ∧ (dZεx̂n)
]

(Bxn( 1
4m0

)) ≥ 1
q0
, (6.1.4)

l’inégalité provenant du fait que x̂n ∈ Ω̂ε,m0,q0 . En combinant (6.1.2), (6.1.3) et (6.1.4) on obtient[
T ∧ i

2dZ
ε
x̂ ∧ dZεx̂

](
Bx

(
1
m0

e−nλ2+3nε
))
≥ 1
dn
e−2nλ1−2nε 1

q0
.

La démonstration de l’inégalité concernant W ε
x̂ est la même à ceci près que le diagramme

commutatif du Théorème 4.1.3 est lu sur la deuxième coordonnée et donneW ε
x̂◦(f

−n
x̂n

) = βn,x̂Wx̂n

où |βn,x̂|2 ≥ e−2nλ2−2nε.

On peut à présent donner la preuve du Théorème 6.0.1.

Preuve du Théorème 6.0.1.
On note

Ω̂ε = lim sup
n∈N

Ω̂ε,m0,q0 ∩ f̂−n(Ω̂ε,m0,q0) = lim sup
n∈N

Ω̂nε .

D’après (6.1.1), ν̂(Ω̂ε) ≥ 1− 2δ.
Soit x̂ ∈ Ω̂ε. Alors il existe une suite strictement croissante d’indices lk telle que

x̂ ∈ Ω̂ε,m0,q0 ∩ f̂−lk(Ω̂ε,m0,q0)

pour tout k ≥ 0. Alors la Proposition 6.1.3 nous dit que pour tout k assez grand,[
T ∧ i

2dZ
ε
x̂ ∧ dZεx̂

](
Bx

(
1
m0

e−lkλ2+3lkε
))
≥ 1
dlk

e−2lkλ1−2lkε 1
q0
.

On définit la suite de rayons rk := e−lk(λ2−4ε). Alors, en prenant k assez grand pour que elkε ≥
1/m0 et 1

q0
≥ e−lkε, on a :[

T ∧ i

2dZ
ε
x̂ ∧ dZεx̂

]
(Bx (rk)) ≥ e(−1)(lk(2λ1+3ε+log d)).
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On utilise que e−1 = r
(lk(λ2−4ε))−1

k pour obtenir[
T ∧ i

2dZ
ε
x̂ ∧ dZεx̂

]
(Bx (rk)) ≥ r(lk(λ2−4ε))−1.lk(2λ1+3ε+log d)

k .

Comme la suite de rayons rk tend vers 0 et comme ν̂(Ω̂ε) > 0 l’exposant du terme de droite

2λ1 + 3ε+ log d
λ2 − 4ε = log d

λ2
+ 2λ1

λ2
+O(ε),

où O(ε) = ε
λ2−4ε

(
4 log d
λ2

+ 8λ1
λ2

+ 3
)
, est bien un majorant de dεT,Z . De la même façon, on obtient

dεT,W ≤
2λ2 + 3ε+ log d

λ2 − 4ε = log d
λ2

+ 2 +O(ε).

6.2 Masse de Monge-Ampère
Nous démontrons la Proposition 6.1.1. Soit x ∈ Suppµ et soit Z : V → C une submersion

holomorphe sur un voisinage de x. On veut montrer que la mesure positive T ∧ i
2dZ ∧ dZ n’est

pas nulle sur V . Quitte à se placer dans de bonnes coordonnées holomorphes, on peut supposer
que x = (0, 0) et V = D(2) × D(2) et que Z(z, w) = z sur V . Soit T = 2i∂∂G sur V , où G est
psh continue.

Lemme 6.2.1. Supposons que (T ∧ i
2dZ ∧ dZ)(D(2) × D(2)) = 0. Alors ∀z ∈ D, G ◦ σz est

harmonique sur D, où σz(u) = (z, u).

Démonstration. Soit z0 ∈ D et ϕ ∈ C∞0 (D) une fonction test. Soit ψ ∈ C∞0 (D2) telle que
ψ ◦ σz0 = ϕ sur D. D’après la Proposition 3.4.6, on a

(
T ∧ i

2dZ ∧ dZ
)

(ψ) =
�
z∈D

(�
w∈D

(G ◦ σz)(w)×∆(ψ ◦ σz)(w) dLeb(w)
)

dLeb(z),

et cette quantité est nulle par hypothèse. Comme la fonction mesurable

z 7→
�
w∈D

(G ◦ σz)(w)×∆(ψ ◦ σz)(w) dLeb(w)

est positive, il existe A ⊂ D tel que Leb(A) = Leb(D) et

∀z ∈ A,
�
w∈D

(G ◦ σz)(w)×∆(ψ ◦ σz)(w) dLeb(w) = 0. (6.2.1)

Étendons ce résultat à tout z ∈ D. Comme A est dense dans D, il existe une suite (zn) de points
de A qui converge vers z. D’après (6.2.1), on a

∀n ≥ 1,
�
w∈D

(G ◦ σzn)(w)×∆(ψ ◦ σzn)(w) dLeb(w) = 0. (6.2.2)

Notons que G est continue sur D2 et que ψ est de classe C2 sur D2. Donc G et 2i∂∂ψ sont
uniformément continues sur D2. Il s’ensuit que G ◦ σzn converge uniformément vers G ◦ σz sur D
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et que ∆(ψ ◦ σzn) converge uniformément vers ∆(ψ ◦ σz) sur D. On déduit de (6.2.2), en faisant
tendre n vers l’infini, que

∀z ∈ D,
�
w∈D

(G ◦ σz)(w)×∆(ψ ◦ σz)(w) dLeb(w) = 0.

Appliqué au point z0, on obtient avec ψ ◦ σz0 = ϕ :
�
w∈D

(G ◦ σz0)(w)∆ϕ(w) dLeb(w) = 0.

Ceci est vrai pour tout ϕ ∈ C∞0 (D), donc on a montré que G ◦ σz0 est harmonique sur D.

On utilise alors le Théorème suivant de la thèse de Briend ([Bri97], Lemme IV.1.1, page
33) obtenu par balayage, voir également la section A.10 de [Sib99]. On consultera l’article de
Dujardin-Guedj [DG12] pour des résultats concernant l’équation T ∧ T = 0.

Proposition 6.2.2 (Briend). Soit G une fonction psh continue sur D(2) × D(2). On note E
l’ensemble des points p ∈ D( 1

4 ) × D( 1
4 ) par lesquels passe un disque holomorphe σp : D →

D(2)× D(2) tel que
1. Le bord de σp soit hors de D( 1

2 )× D( 1
2 ),

2. G ◦ σp soit harmonique sur D.
Alors

(2i∂∂G ∧ 2i∂∂G)(E) = 0.

Dans notre situation, E recouvre entièrement D( 1
4 ) × D( 1

4 ) : il suffit de prendre pour σp les
disques holomorphes verticaux σz : D → D × D, u 7→ (z, u). En effet, le bord de σz est dans
{z}×∂D et G◦σz est harmonique sur D d’après le Lemme 6.2.1. La Théorème 6.2.2 donne alors :

(2i∂∂G ∧ 2i∂∂G)(D(1
4)× D(1

4)) = 0, (6.2.3)

ce qui contredit x = 0 ∈ Suppµ = Supp(2i∂∂G ∧ 2i∂∂G).

6.3 Majoration de la dimension inférieure des mesures di-
latantes

Nous combinons ici les techniques de la preuve du Théorème 5.3.1 avec les informations de
la Proposition 6.1.3 pour obtenir la majoration suivante :

Théorème 6.3.1. Soit f : P2 → P2 un endomorphisme holomorphe de degré d ≥ 2. Soit ν une
mesure ergodique dont les exposants λ1 > λ2 sont strictement positifs, et telle que Supp(ν) ⊂
Supp(µ) (Par exemple une mesure de grande entropie). Alors

dν ≤
log d
λ1

+ log d
λ2

+ 2
(

1− λ2

λ1

)
.

De plus, si les exposants ne résonnent pas, alors :

dν ≤
log d
λ1

+ log d
λ2

+ 2 min
(

1− λ2

λ1
; λ1

λ2
− 1
)
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Démonstration. L’ensemble Ω̂nε a été défini dans la section 6.1. Il vérifie notamment ν̂(Ω̂nε ) ≥
1− 2δ (Voir l’équation (6.1.1)). On a donc ν̂(Λ̂ε ∩ Ω̂nε ) > 1− 3δ pour tout n ≥ 0. On se place à
n ≥ N0.

On pose Kn l’entier de l’intervalle[
− log(η1m0) + n(λ1 + 4ε)

λ2 − 3ε ; − log(η1m0) + n(λ1 + 4ε)
λ2 − 3ε + 1

[
.

Ce Kn est choisi ainsi pour avoir

η1e
−nλ1−4nε ≥ 1

m0
e−Knλ2+3Knε (6.3.1)

et donc Bx(η1e
−nλ1−4nε) ⊃ Bx

(
1
m0
e−Knλ2+3Knε

)
en tout point x. On considère un ensemble de

points (xi) de A = π0(Λ̂ε ∩ Ω̂Knε ) pour i = 1 . . . Nn,2 tel que fourni par le Lemme 5.1.2. On a en
particulier :

Nn,2 ≥ ν(π0(Λ̂ε ∩ Ω̂Knε ))enhν−2nε ≥ (1− 3δ)enhν−2nε. (6.3.2)

Puis, pour chaque xi, on nomme yi1, . . . , yiMn
une famille de points donnée par le Lemme 5.1.3

avec A = π0(Λ̂ε ∩ Ω̂Knε ). Le cardinal de cet ensemble de points vérifie :

Mn ≥ e−nhν−2nε
(

1
2η1

enλ1+4nε
)dν−ε

. (6.3.3)

Pour tout j ∈ {1, . . . ,Mn}, on fixe ŷij ∈ Λ̂ε ∩ Ω̂Knε tel que yij = π0(ŷij). Le début du calcul est
identique à celui de la preuve du Théorème 5.3.1, jusqu’à obtenir l’inégalité (5.3.2) :

dn ≥
Nn,2∑
i=1

Mn∑
j=1

e2nλ1−4nε
[
T ∧ ( i2dZ

ε
ŷi
j
∧ dZε

ŷi
j

)
]

(Byi
j
(η1e

−nλ1−4nε)) (6.3.4)

On souhaite appliquer la Proposition 6.1.3. D’après (6.3.1),

Byi
j
(η1e

−nλ1−4nε) ⊃ Byi
j

(
1
m0

e−Knλ2+3Knε
)

On applique la mesure positive T ∧( i2dZ
ε
ŷi
j
∧dZε

ŷi
j

) à cette inclusion. Puisque ŷij ∈ Ω̂Knε , on déduit
de la Proposition 6.1.3 pour Kn ≥ N0,[

T ∧ ( i2dZ
ε
ŷi,j ∧ dZ

ε
ŷi,j

)
]

(Byi
j
(η1e

−nλ1−4nε)) ≥ 1
dKn

e−2Knλ1−2Knε 1
q0

On déduit de (6.3.4) que pour Kn ≥ n5,

dn ≥ Nn,2 ·Mn · e2nλ1−4nε 1
dKn

e−2Knλ1−2Knε 1
q0
. (6.3.5)

On utilise à présent les estimations de Nn,2 et Mn données par (6.3.2) et (6.3.3) :

dn+Kn ≥ (1− 3δ)enhν−2nε · e−nhν−2nε
(

1
2η1

enλ1+4nε
)dν−ε

· e2nλ1−4nεe−2Knλ1−2Knε 1
q0
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dn+Kn ≥ 1
q0

(1− 3δ)
(2η1)dν−ε

e−8nε (enλ1+4nε)dν−ε e2nλ1e−2Knλ1−2Knε.

En passant au logarithme, puis en divisant par n :

log d+ Kn

n
log d ≥ C1(ε)/n− 8ε+ (λ1 + 4ε)(dν − ε) + 2λ1 − 2Kn

n
(λ1 + ε)

où C1(ε) = (1−3δ)
q0(2η1)dν−ε

ne dépend pas de n.

Comme Kn ≤ − log(η1m0)+n(λ1+4ε)
λ2−3ε + 1,

log d+ λ1 + 4ε
λ2 − 3ε log d ≥ C2(ε)/n− 8ε+ (λ1 + 4ε)(dν − ε) + 2λ1 − 2λ1 + 4ε

λ2 − 3ε (λ1 + ε)

où C2(ε) = C1(ε) +
(

log(η1m0)
λ2−3ε − 1

)
(2(λ1 + ε) + log d). Ainsi, en faisant tendre n vers +∞ puis ε

vers 0, on obtient à la limite :

log d+ λ1

λ2
log d ≥ λ1dν + 2λ1 − 2λ1

λ2
λ1.

Il ne reste qu’à diviser par λ1 pour obtenir

dν ≤
log d
λ1

+ log d
λ2

+ 2
(
λ1

λ2
− 1
)
.

Pour obtenir l’autre majoration de dν , on utilise l’analogue de (6.3.4) avec la coordonnée W ε.
En effet, en appliquant la Proposition 6.1.3 relativement à W ε, on obtient à la place de (6.3.5) :

dn ≥ Nn,2 ·Mn · e2nλ2−4nε 1
dKn

e−2Knλ2−2Knε 1
q0
.

En passant au logarithme, puis en divisant par n, on obtient en faisant n→∞ puis ε→ 0 :

log d+ λ1

λ2
log d ≥ λ1dν + 2λ2 − 2λ1

λ2
λ2.

En divisant par λ1, on a

dν ≤
log d
λ1

+ log d
λ2

+ 2
(

1− λ2

λ1

)
.
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Chapitre 7

Dérivée de Radon-Nikodym pour
les endomorphismes
semi-extrémaux

They can see that he’s just a fool.
And he never gives an answer. [...]
He never listens to them.
He knows that they’re the fools.

The Beatles, The Fool on the Hill

Rappelons le Théorème des formes normales (Théorème 4.1.3). Soit f : P2 → P2 un endomor-
phisme holomorphe de degré d ≥ 2. Soit µ sa mesure d’équilibre et soient λ1 ≥ λ2 ses exposants de
Lyapunov. Soit C = ∪n∈Zfn(Cf ) et X := P2 \ C. On note X̂ =

{
x̂ ∈ XZ , ∀i ∈ Z , xi = f(xi−1)

}
et π0 : X̂ → X, (. . . , x−1, x0, x1, . . . ) 7→ x0. On rappelle que x̂n = f̂n(x̂).

Soit ε > 0. Il existe FN ⊂ X̂ f̂ -invariant de µ̂-mesure totale, il existe des fonctions ε-lentes
ηε, ρε : FN → ]0, 1], des fonctions ε-rapides βε, Lε,Mε : FN → [1,+∞[ et pour tout x̂ ∈ FN , il
existe des applications holomorphes injectives (ξεx̂)x̂∈FN : Bx0(ηε(x̂)) → D2(ρε(x̂)) telles que le
diagramme suivant commute pour tout n ≥ n2(x̂)

Bx0(ηε(x̂))

ξεx̂
��

Bxn(ηε(x̂n))
f−n
x̂noo

ξεx̂n
��

D2(ρε(x̂)) D2(ρε(x̂n))
Rn,x̂n

oo

où Rn,x̂ est linéaire selon sa deuxième coordonnée, de pente βn,x̂, vérifiant

e−nεe−nλ2 ≤ |βn,x̂| ≤ enεe−nλ2 .

On dispose également d’un contrôle sur la famille (ξεx̂)x̂∈FN :

1
2d(p, q) ≤

∣∣ξεx̂n(p)− ξεx̂n(q)
∣∣ ≤ βε(x̂n)d(p, q), ∀p, q ∈ Bxn(ηε(x̂n)). (7.0.1)
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7.1 Conditions techniques d’existence d’une dérivée infé-
rieure

Nous rassemblons dans le théorème suivant des conditions suffisantes donnant l’existence
d’un disque holomorphe selon lequel la tranche du courant T ait une dérivée inférieure finie par
rapport à la mesure de Lebesgue.

Théorème 7.1.1. Soit f : P2 → P2 un endomorphisme holomorphe de degré d ≥ 2. Soit λ1 ≥ λ2
les exposants de la mesure d’équilibre µ. On suppose que λ1 > λ2. Soit ε > 0, soit x̂ ∈ FN et soit
x = π0(x̂). Soit vs(x) ∈ TxP2 un vecteur unitaire qui dirige la direction stable (correspondant
à l’exposant λ2, voir le Théorème d’Oseledec 2.2.1). On suppose qu’il existe (nj)j∈N une suite
strictement croissante d’entiers naturels avec n0 = 0 et n1 ≥ n2(x̂) telle que pour tout j ∈ N :

1. ηε(x̂nj ) ≥ 4η0,
2. βε(x̂nj ) ≤ eM2 ,
3. e−M1dnj/2 ≤ ‖Dxf

nj (vs(x))‖ ≤ eM1dnj/2,
où η0, M1, M2 sont des constantes. Alors il existe un disque holomorphe ξx : D→ P2 tangent en
0 à la direction vs(x) et tel que

lim inf
r→0

ξ?xT (D(r))
Leb(D(r)) < +∞.

Démonstration. Comme η(x̂nj ) ≥ 4η0, on sait que l’image de Bxnj (ηε(x̂nj )) par ξεx̂nj contient
D2(2η0). De même, l’image de Bx(ηε(x̂)) par ξεx̂ contient D2(2η0). Soit

V : D(η0) → D(η0)× D(η0)
w 7→ (0, w) .

On pose
ξ̃0 := (ξεx̂)−1 ◦ V et ξ̃nj := (ξεx̂nj )−1 ◦ V pour tout j ∈ N.

Soit bnj : C → C la multiplication par β−1
nj ,x̂nj

. En tirant en arrière la relation (fnj )?T = dnjT

par ξ̃0, on obtient
(fnj ◦ ξ̃0)?T = dnj ξ̃?0T sur b−1

nj (D(η0)). (7.1.1)

Observons que l’on a

fnj ◦ ξ̃0 = fnj ◦ (ξεx̂)−1 ◦ V = (ξεx̂nj )−1 ◦R−1
nj ,x̂nj

◦ V,

où la première égalité est par définition et la deuxième égalité provient du diagramme commutatif
des formes normales. On a aussi la relation

R−1
nj ,x̂nj

◦ V = V ◦ bnj ,

provenant du fait que R−1
nj ,x̂nj

est linéaire sur la deuxième coordonnée. Il en résulte :

fnj ◦ ξ̃0 = ξ̃nj ◦ bnj sur b−1
nj (D(η0)).

On déduit alors de (7.1.1) la relation

(ξ̃nj )?T = dnj (bnj )?ξ̃?0T sur D(η0).
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En évaluant ces mesures sur le disque D(η0), on obtient

(ξ̃nj )?T (D(η0)) = dnj ξ̃?0T (D(η0 · |βnj ,x̂nj |)). (7.1.2)

Le terme de gauche dans (7.1.2) est borné d’après le

Lemme 7.1.2. Il existe une constante M3 > 0 telle que pour tout j,

(ξ̃nj )?T (D(η0)) ≤M3.

Démonstration. Soit (Oα)α∈A une famille finie d’ouverts qui recouvre P2, sur lesquels T admet
un potentiel Gα p.s.h. borné et tel que pour tout j ≥ 0, il existe α ∈ A tel que Bxnj (4η0) ⊂ Oα.
Pour cela, on peut considérer une famille (Bα)α∈A de petites boules de P2, qui recouvrent P2,
et telles que T admet un potentiel borné sur leur 4η0-voisinage tubulaire (quitte à diminuer η0
si nécessaire) et prend pour (Oα) ce voisinage tubulaire. On note ‖G‖∞ = maxα∈A ‖Gα‖∞. Soit
j ≥ 0 et soit α ∈ A tel que xnj ∈ Oα. Fixons ψ ∈ C∞0 (D(2η0)) entre 1D(η0) et 1D(2η0). En
particulier, ∆ψ est borné. Comme ξ̃nj = (ξεx̂nj )−1 ◦ V , on a d’après (7.0.1) :

ξ̃nj (D(2η0)) ⊂ (ξεx̂nj )−1(D2(2η0)) ⊂ Bxnj (4η0).

On a donc

(ξ̃nj )?T (D(η0)) ≤
�
D(2η0)

∆(Gα ◦ ξ̃nj )ψ =
�
D(2η0)

Gα ◦ ξ̃nj ×∆ψ ≤ ‖G‖∞ max
D(2η0)

∆ψ,

ce qui conclut la preuve en prenant M3 = ‖G‖∞maxD(2η0) ∆ψ.

Nous allons maintenant minorer le terme de droite dans (7.1.2). C’est ici que nous utilisons
l’hypothèse 3 du Théorème 7.1.1.

Lemme 7.1.3. Pour tout j ≥ 0, on a |βnj ,x̂| ∈ [d−nj/2e−M , d−nj/2eM ], où M := M1 +M2 +ln 2.

Démonstration. D’après le Théorème des formes normales, on a fnj = (ξεx̂nj )−1 ◦ R−1
nj ,x̂
◦ ξεx̂.

Notons aussi que la différentielle de ξεx̂ (resp. ξεx̂nj ) en x (resp. fnj (x)) envoie la droite de l’espace
tangent TxP2 dirigée par vs(x) (resp. vs(fnj (x))) sur l’axe vertical. Alors, en prenant les normes
et en utilisant le fait que pour tout j ≥ 0 et pour tout v ∈ Tfnj (x)P2,

1
2 ‖v‖ ≤

∥∥∥Dfnj (x)ξ
ε
x̂nj

(v)
∥∥∥ ≤ eM2 ‖v‖ ,

on obtient
‖Dxf

nj (vs(x))‖ (2eM2)−1 ≤
∣∣βnj ,x̂∣∣−1 ≤ ‖Dxf

nj (vs(x))‖ (2eM2).

On utilise à présent l’hypothèse e−M1dnj/2 ≤ ‖Dxf
nj (vs(x))‖ ≤ eM1dnj/2 pour obtenir

d−nj/2e−M1(2eM2)−1 ≤
∣∣βnj ,x̂∣∣ ≤ d−nj/2eM1(2eM2),

ce qui conclut la preuve.

Nous pouvons maintenant terminer la preuve du Théorème 7.1.1. En effet, par le Lemme
7.1.3, on peut minorer le terme de droite de (7.1.2) de la manière suivante :

dnj ξ̃?0T (D(η0 · |βnj ,x̂|)) ≥
ξ̃?0T (D(η0 d

−nj/2 e−M ))
d−nj

= ξ̃?0T (D(η0 d
−nj/2 e−M ))

π(η0 d−nj/2 e−M )2 · π(η0 e
−M )2.

(7.1.3)
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Autrement dit,

dnj ξ̃?0T (D(η0 · |βnj ,x̂|)) ≥ c0
ξ̃?0T (D(rj))
Leb(D(rj))

,

où rj = η0 d
−nj/2 e−M et c0 = π(η0e

−M )2. Puisque le terme de gauche de (7.1.2) est borné
d’après le Lemme 7.1.2, on obtient bien

lim inf
r→0

ξ̃?0T (D(r))
Leb(D(r)) < +∞,

où l’on rappelle que ξ̃0 = (ξεx̂)−1◦V . On définit finalement ξx : D→ P2 par ξx(z) := ξ̃0(z/η0).

7.2 Deux théorèmes d’existence
Dans cette section, nous prouvons l’existence de points vérifiant les hypothèses du Théo-

rème 7.1.1, dans deux contextes semi-extrémaux. Nos théorèmes indiquent une régularité du
type absolue continuité pour le courant T sur le support de µ.

Théorème 7.2.1. Soit f un endomorphisme holomorphe de P2 de degré d ≥ 2. Soit T le courant
de Green et µ la mesure d’équilibre de f . Soient λ1 ≥ λ2 les exposants de Lyapunov de µ. On
suppose que µ << σT et λ2 < λ1 < 2λ2. Alors il existe un borélien A vérifiant µ(A) > 0 et pour
tout x ∈ A, il existe un disque holomorphe ξx : D→ P2 tangent en 0 à la direction vs(x) tel que

lim inf
r→0

ξ?xT (D(r))
Leb(D(r)) < +∞.

La condition λ2 < λ1 permet de définir vs(x) à l’aide du Théorème d’Oseledec. La condition
λ1 < 2λ2 est importante pour pouvoir utiliser le Théorème 7.2.3 ci-dessous. Il s’agit d’une
hypothèse technique qui est certainement superflue.

Il est possible de relaxer la condition µ << T ∧ ω en ne demandant que la minimalité de λ2.
Cependant, on demande alors que la direction stable vs(x)C ait une régularité Hölder :

Théorème 7.2.2. Soit f un endomorphisme holomorphe de P2 de degré d ≥ 2. Soit T le courant
de Green et µ la mesure d’équilibre de f . Soient λ1 ≥ λ2 les exposants de Lyapunov de µ. On
suppose que λ2 = 1

2 log d et λ2 < λ1 < 2λ2. On suppose aussi que Suppµ ∩ Cf = ∅ et que
x 7→ vs(x)C est une application localement Hölder sur un borélien A de µ-mesure totale. Alors
pour µ-presque tout x ∈ A, il existe un disque holomorphe ξx : D→ P2 tangent en 0 à la direction
vs(x) tel que

lim inf
r→0

ξ?xT (D(r))
Leb(D(r)) < +∞.

Nous allons montrer que les hypothèses de chaque théorème entraînent les trois conditions du
Théorème 7.1.1. Les conditions 1 et 2 sont faciles à obtenir par récurrence standard. La condition
3 est très forte : il s’agit de vérifier que l’on a un contrôle du type

dnje−2M1 ≤ ‖Dxf
nj (vs(x))‖2 ≤ dnje2M1 ,

sans erreur exponentielle e±nε. La majoration proviendra d’arguments de Dujardin pour le Théo-
rème 7.2.1 et d’arguments stochastiques (Théorème Central Limite) pour le Théorème 7.2.2. La
minoration est valable pour tout endomorphisme de P2, voir le Théorème 7.2.3 ci-dessous. La
démonstration du Théorème 7.2.3 reprend la stratégie de Briend-Duval [BrDu99] en injectant
dans les arguments la connaissance λ2 ≥ 1

2 log d.
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Théorème 7.2.3 (Berteloot-Dupont, [BeDu05], Proposition 1). Pour tout n ≥ 1, pour tout
ρ, τ > 0, on pose :

Bn(ρ) =
{
x ∈ P2 | fn ◦ (x+Dxf

n)−1 : B(ρ)→ P2 est injective
}

Rn(τ) =
{
x ∈ P2 |

∥∥(Dxf
n)−1∥∥−1 ≥ dn/2

τ

}
Si λ1 < 2λ2 , alors pour tout β > 0,

∃ρ > 0, ∀n ≥ 1, µ(Bn(ρ)) ≥ 1− β,

∃ρ > 0, ∀n ≥ 1, ∀τ > 0, µ(Bn(ρ) ∩Rn(τ)) ≥ 1− β − (ρτ)−2.

Ce Théorème entraîne en particulier :

Proposition 7.2.4. Pour tout a > 0, il existe un τ > 0 tel que

∀n ∈ N, µ(Rn(τ)) > 1− a.

7.3 Preuve dans le cas µ << σT

7.3.1 Courants décomposables
Nous reprenons dans cette section la première partie de l’article de Dujardin [Duj12] qui

établit l’existence de directions de Fatou σT -presque partout. Soit ω la forme de Fubini-Study
sur P2 et S un courant positif de bidegré (1, 1). On note σS = S ∧ ω la mesure trace de S. C’est
une mesure de probabilité sur P2. On utilisera dans la suite la notation S(ϕ) =

�
P2 S ∧ϕ lorsque

ϕ est une (1, 1)-forme test sur P2. Localement, S peut s’écrire

S =
∑

j,k=1,2
Sj,kidzj ∧ dzk. (7.3.1)

où les Sj,j sont des mesures positives et S1,2 = S2,1 sont des mesures complexes. Soit (e1, e2) une
base de C2. Rappelons qu’un (1, 1)-vecteur positif de C2 est un élément de Λ1,1C2 de la forme
i
∑
j,k=1,2 tj,kej ∧ ek où (tj,k)(j,k) est une matrice hermitienne positive. Un vecteur positif de C2

est décomposable si il s’écrit iu ∧ u où u ∈ C2. Dans l’écriture locale (7.3.1), puisque S est un
courant positif, les mesures |S1,2| et |S2,1| sont dominées par la mesure trace σS = S1,1 + S2,2.
D’après le théorème de Radon-Nikodym, il existe ΛS un champ mesurable de (1, 1)-covecteurs
positifs de trace 1 tel que

S = ΛSσS .

Par dualité, il existe tS un champ mesurable de (1, 1)-vecteurs positifs de trace 1 tel que

∀η (1, 1)− forme test, S(η) =
�
P2
< tS , η > σS . (7.3.2)

D’après le Théorème de densité de Lebesgue (voir [Mat95]), il existe A ⊂ SuppS tel que S ∧
ω(A) = 1 et pour tout x ∈ A,

lim
r→0

1
σS(Bx(r))

�
Bx(r)

tS(y)σS(y) = tS(x).
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On dit que S est décomposable en x ∈ A si le (1, 1)-vecteur positif tS(x) est décomposable. Par
exemple, si S = [L] où L est une courbe lisse, alors tS(x) = iux∧ux où ux dirige la droite tangente
à L en x. Les courants laminaires sont également des exemples de courants décomposables.

Dans [Duj12], Dujardin montre la propriété remarquable suivante : si f n’est pas un exemple
de Lattès, alors le courant de Green T est σT -presque partout décomposable et porte donc une
information directionnelle.

Théorème 7.3.1 (Dujardin [Duj12], Théorème 3.3). Soit f : P2 → P2 un endomorphisme
holomorphe de degré d ≥ 2, soit T le courant de Green de f . Si f n’est pas un exemple de Lattès,
alors il existe A′ ⊂ A tel que

1. (σT )(A′) = 1.

2. Pour tout x ∈ A′, il existe vx ∈ TxP2 tel que tT (x) = ivx ∧ vx et ‖vx‖ = 1.

Dujardin établit l’existence de directions de Fatou grâce à la Proposition ci-dessous. Nous
reproduisons les arguments pour la commodité du lecteur.

Proposition 7.3.2 (Dujardin [Duj12], Section 3.2). Soit f : P2 → P2 un endomorphisme holo-
morphe de degré d ≥ 2. On suppose que f n’est pas un exemple de Lattès (ainsi tT (x) = ivx ∧ vx
σT -presque partout avec ‖vx‖ = 1). Alors,

∀n ≥ 1,
�
P2
‖Dxf

n(vx)‖2 dσT (x) ≤ dn.

Il s’ensuit, d’après l’inégalité de Markov :

∀n ≥ 1, ∀a > 0, (σT )
{
x ∈ P2, ‖Dxf

n(vx)‖2 > adn
}
≤ 1
a
.

Démonstration. Pour σT -presque tout x, on a

‖Dxf
n(vx)‖2 ≤ Trace(Dxf

n)∗(ivx ∧ vx).

On utilise que tT (x) = ivx ∧ vx et la définition de la trace pour obtenir :

‖Dxf
n(vx)‖2 ≤< (Dxf

n)∗(tT (x)), ω(fn(x)) >
≤< tT (x), (Dxf

n)∗ω(fn(x)) >

car Dxf
n est inversible σT -presque partout. On intègre cette inégalité sur P2 :

�
P2
‖Dxf

n(vx)‖2 σT (x) ≤
�
P2
< tT (x), (Dxf

n)∗ω(fn(x)) > σT (x).

Par (7.3.2), on a alors
�
P2
‖Dxf

n(vx)‖2 σT (x) ≤
�
P2
T ∧ (fn)∗ω = dn,

où la dernière égalité vient de la Proposition 3.4.5.
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7.3.2 Preuve du Théorème 7.2.1
Lemme 7.3.3. Soit f : P2 → P2 un endomorphisme holomorphe de degré d ≥ 2. On suppose
que f n’est pas un exemple de Lattès (ainsi tT (x) = ivx ∧ vx σT -presque partout avec ‖vx‖ = 1).
On suppose de plus que µ << σT . Alors, il existe q ≥ 1 et γ > 0 tels que

∀n ≥ 1, µ

{
x ∈ P2, ‖Dxf

n(vx)‖2 ≤ 4
γ
dn
}
≥ γ

4q .

Démonstration. On écrit µ = ϕσT où ϕ ∈ L1(σT ), ϕ ≥ 0. On pose γ := σT {ϕ > 0}.
Observons que l’on a

1 = µ(P2) = µ {ϕ > 0} =
�
{ϕ>0}

ϕσT .

Cela montre que γ > 0. Pour σT -presque tout x ∈ P2, on a 1{ 1
q≤ϕ}(x)→q→∞ 1{0<ϕ}(x), donc

σT

{
1
q
≤ ϕ

}
→q→+∞ σT {0 < ϕ} = γ

par convergence dominée. On fixe q ≥ 1 tel que

σT

{
1
q
≤ ϕ

}
≥ γ/2. (7.3.3)

On note pour tout n ≥ 1,

An :=
{
x ∈ P2, ‖Dxf

n(vx)‖2 ≤ 4
γ
dn
}
.

On veut montrer que µ(An) ≥ γ
4q . La Proposition 7.3.2 donne avec a = 4/γ

∀n ≥ 1, σT (An) ≥ 1− γ/4. (7.3.4)

Les minorations (7.3.3) et (7.3.4) donnent σT (An∩
{

1
q ≤ ϕ

}
) ≥ γ

4 . Pour terminer, observons que

µ(An) ≥ µ(An ∩ {1/q ≤ ϕ}) =
�
An∩{1/q≤ϕ}

ϕσT .

Il s’ensuit :
µ(An) ≥ 1

q
(σT )(An ∩ {1/q ≤ ϕ}) ≥

1
q

γ

4 ,

qui est la majoration souhaitée.

Nous allons maintenant construire un ensemble de points A de µ-mesure strictement positive
vérifiant les hypothèses du Théorème 7.1.1, ce qui conclura la preuve du Théorème 7.2.1. On
pose

Bn :=
{
x ∈ P2,

1
τ2
0
dn ≤ ‖Dxf

n(vx)‖2 ≤ 4
γ
dn
}
.

En utilisant la Proposition 7.2.4 (avec a = γ
8q ) combinée à ‖Dxf

n(vx)‖ ≥
∥∥(Dxf

n)−1
∥∥−1, et le

Lemme 7.3.3, on a que µ(Bn) ≥ γ
8q . On pose B̂n = π−1

0 (Bn). On a µ̂(B̂n) ≥ γ
8q .
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Soit ε > 0. Pour toutM2 ≥ 0 et η0 > 0, on pose Â2 :=
{
βε(x̂) ≤ eM2

}
et Â3 := {ηε(x̂) ≥ 4η0}.

Par invariance de µ̂, pour tout n ∈ N, on a µ̂(Â2) = µ̂(f̂−n(Â2)) et µ̂(Â3) = µ̂(f̂−n(Â3)). On
peut donc choisir M2 assez grand et η0 assez petit pour que Â2 ∩ Â3 ∩ f̂−n(Â2) ∩ f̂−n(Â3) soit
de µ̂-mesure plus grande que 1− γ

16q . Alors, en posant

Ânε := B̂n ∩ Â2 ∩ Â3 ∩ f̂−n(Â2) ∩ f̂−n(Â3), Âε := lim sup
n∈N

Ânε ,

on a µ̂(Ânε ) ≥ γ
16q pour tout n ≥ 0 et donc µ̂(Âε) ≥ γ

16q . Ainsi pour tout x̂ ∈ Âε, il existe une
suite strictement croissante d’entiers (nj)j∈N telle que n0 = 0, n1 ≥ n2(x̂) et x̂ ∈ Ânjε pour tout
j ≥ 0. On a donc

1. ηε(x̂nj ) ≥ 4η0,
2. βε(x̂nj ) ≤ eM2 ,
3. e−M1dnj/2 ≤ ‖Dxf

nj (vx)‖ ≤ eM1dnj/2,
où x = x0 = π0(x̂) et en prenant M1 tel que e−2M1 ≤ 1

τ2
0
≤ 4

γ ≤ e
2M1 . Le point 3 et le Théorème

d’Oseledec 2.2.2 montrent que vs(x) = vx (On a supposé λ1 > 1
2 log d). Ainsi, les points de

Âε vérifient les hypothèses du Théorème 7.1.1. Pour conclure, on pose A = π0(Âε), qui vérifie
µ(A) ≥ µ̂(Âε) ≥ γ

16q . Pour tout x ∈ A, soit x̂ ∈ Âε tel que π0(x̂) = x. Soit ξx donné par le
Théorème 7.1.1. Alors ξx : D→ P2 est tangent en 0 à la direction vs(x) et vérifie

lim inf
r→0

ξ?xT (D(r))
Leb(D(r)) < +∞.

7.4 Preuve dans le cas λ2 minimal et vs Hölder.
7.4.1 Théorème central limite

On dira que φ : P2 → R est localement Hölder s’il existe r > 0, 0 < α ≤ 1 et c > 0 tels que

∀(x, y) ∈ P2 × P2, (d(x, y) < r)⇒ (|φ(x)− φ(y)| ≤ cd(x, y)α).

On adopte la même définition pour les applications φ : P2 → P1.
Le but de cette section est de montrer le théorème suivant.

Théorème 7.4.1. Soit f : P2 → P2 un endomorphisme holomorphe de degré d ≥ 2. Soit µ
sa mesure d’équilibre. Soient λ1 ≥ λ2 les exposants de µ. On suppose que λ2 = 1

2 log d et que
x 7→ vs(x)C est localement Hölder. Alors, pour tout a > 0, il existe M > 0 tel que

∀n ≥ 1, µ
{
x ∈ P2, dn/2e−2M ≤ ‖Dxf

n(vs(x))‖ ≤ dn/2e2M
}
≥ 1− a.

Remarquons que le caractère localement Hölder de x 7→ [vs(x)] est vérifié pour les applications
partiellement hyperboliques sur leur ensemble de Julia J , voir la Section 7.5. Dans le même esprit,
mentionnons l’article de Gouëzel-Stoyanov [GS16], qui donne pour les systèmes de Bernoulli un
contrôle du type grandes déviations pour les cocycles matriciels, à partir des grandes déviations
pour les fonctions.

Théorème 7.4.2. Soit f : P2 → P2 un endomorphisme holomorphe de degré d ≥ 2. Soit µ sa
mesure d’équilibre et J = Suppµ. Soit φ : J → R localement Hölder. Alors la limite suivante
existe :

σ = lim 1√
n
‖Sn(φ)‖2 = lim 1√

n

∥∥∥∥∥
n∑
i=0

φ ◦ f i
∥∥∥∥∥

2

.
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De plus on a l’alternative suivante :
– Soit σ = 0 et alors il existe v ∈ L2(µ) telle que φ− Eµ(φ) = v ◦ f − v.
– Soit σ > 0 et alors 1

σ
√
n

∑n−1
i=0 φ ◦ f i converge en loi vers N (Eµ(φ), 1).

Ce théorème est une conséquence du Théorème C de [Dup10], au détail près qu’ici φ est
localement Hölder et non pas Hölder. Cela n’est pas gênant. En effet, le caractère Hölder n’est
utilisé que dans le Lemme 5.3 page 351 de [Dup10]. Or, (en reprenant les notations) quitte à
prendre n assez grand dans la preuve du Lemme 5.3, on arrivera à avoir d(w(α), w(β)) aussi
petite qu’on veut et donc inférieure à r. On consultera également [CLB05], [DS06] et [DNS10]
pour des résultats concernant le Théorème central limite.

On suppose dans la suite que les exposants de µ sont distincts : λ2 < λ1. On rappelle que
pour µ-presque tout x, vs(x) ∈ TxP2 désigne un vecteur unitaire de l’espace stable correspondant
à λ2, voir le Théorème d’Oseledec 2.2.1. On note P(TP2) le projectivisé du fibré tangent de P2.
On dispose donc d’une application

J → P(TP2)
x 7→ [vs(x)]

définie µ-presque partout. On suppose pour simplifier que P(TP2) est trivial, c’est à dire égal à
P2 × P1 (en toute rigueur, il faudrait considérer une collection finie de cartes sur lesquelles on a
la trivialité).

Propriété 7.4.3.
On suppose que x 7→ [vs(x)] est localement Hölder sur un borélien de µ-mesure totale.
1. Alors x 7→ [vs(x)] se prolonge en une application localement Hölder sur tout J .

2. Si de plus Suppµ ∩ Cf = ∅, alors ψ : J → R
x 7→ log ‖Dxf(vs(x))‖ est localement Hölder.

Démonstration. Le premier point est le fait qu’une fonction localement Hölder se prolonge de
manière unique sur l’adhérence de son domaine de définition de manière localement Hölder. Ici,
l’adhérence est le support de µ tout entier, soit J . On a

|‖Dxf(vs(x))‖ − ‖Dyf(vs(y))‖| ≤ ‖Dxf(vs(x))−Dyf(vs(y))‖ .

On note M une borne de ‖Dxf‖ sur J . Soit (x, y) ∈ J × J tel que d(x, y) < r. On peut supposer
que ‖vs(x)− vs(y)‖ ≤ cd(x, y)α.

‖Dxf(vs(x))−Dyf(vs(y))‖ ≤ ‖Dxf(vs(x))−Dxf(vs(y))‖+ ‖Dxf(vs(y))−Dyf(vs(y))‖
≤ ‖Dxf‖J . ‖vs(x)− vs(y)‖+ ‖Dxf −Dyf‖ ‖vs(y)‖
≤Mcd(x, y)α + d(x, y) · ‖f‖C2,J

≤ d(x, y)α(‖f‖C2,J +Mc).

Donc x 7→ ‖Dxf(vs(x))‖ est localement Hölder. Cette fonction est minorée par une constante
ρ > 0 sur J , car Suppµ ∩ Cf = ∅. Comme la fonction log est 1

ρ -lipschitzienne sur [ρ,+∞[, on
obtient que ψ est localement Hölder sur J .

Observons pour commencer que Eµ(ψ) = λ2 d’après le Lemme 2.3.4. Nous appliquons le
Théorème 7.4.2 à la fonction ψ, ce qui fournit l’alternative suivante :

– Soit σψ = 0 et il existe v ∈ L2(µ) telle que ψ = λ2 + v ◦ f − v.
– Soit σψ > 0 tel que 1

σ
√
n

(log ‖Dxf
n(vs(x))‖ − nλ2) converge en loi vers N (0, 1).
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Nous démontrerons la Proposition suivante dans la Section 7.4.2.

Proposition 7.4.4. Soit f : P2 → P2 un endomorphisme holomorphe de degré d ≥ 2. On
suppose que λ2 = 1

2 log d et que la direction x 7→ vs(x)C est localement Hölder, alors la variance
asymptotique σ de la fonction ψ = log ‖Dxf(vs(x))‖ vérifie σ = 0. En particulier, il existe
v ∈ L2(µ) telle que pour µ-presque tout x :

log ‖Dxf(vs(x))‖ = λ2 + v ◦ f − v (7.4.1)

D’après le Lemme 2.3.3, on obtient en sommant (7.4.1) :

∀x µ− p.p., ∀n ≥ 1, log ‖Dxf
n(vs(x))‖ = nλ2 + v ◦ fn − v.

On en déduit le Théorème 7.4.1 , en regardant les sous-niveaux {|v| ≤M}, dont la mesure tend
vers 1.

7.4.2 Preuve de la proposition 7.4.4
Lemme 7.4.5. On reprend les notations du Théorème 7.2.3.

Soit ρ dans ]0, 1]. Il existe un borélien H de µ mesure pleine vérifiant la propriété suivante :
Pour tout x ∈ H, il existe n(x) ≥ 1 tel que

∀n ≥ n(x), x 6∈ Bn(ρ) ou ‖(Dxf
n)(vs(x))‖ ≥ dn/2

n
.

Démonstration. D’après le Théorème 7.2.3, µ(Bn(ρ) ∩ Rn(n)c) ≤ (ρn)−2. En sommant selon n,
on a

∑
n≥1 µ(Bn(ρ) ∩Rn(n)c) ≤ ρ−2∑

N∗
1
n2 < +∞.

Par le lemme de Borel-Cantelli, il existe donc H tel que µ(H) = 1 et

∀x ∈ H, ∃n(x) ≥ 1, ∀n ≥ n(x), x ∈ Bn(ρ)c ∪Rn(n).

Soit x ∈ H. Si x ∈ Bn(ρ)c, le lemme est vérifié. Sinon, x ∈ Rn(n). Donc,
∥∥(Dxf

n)−1
∥∥−1 ≥ dn/2

n .
Comme vs(x) est un vecteur unitaire, on a que ‖Dxf

n(vs(x))‖ ≥
∥∥(Dxf

n)−1
∥∥−1 ≥ dn/2

n .

Preuve de la Proposition 7.4.4. On pose ψ0 := ψ − log d
2 . D’après l’alternative fournie par le

Théorème 7.4.2, si σ(ψ0) = 0, il existe v ∈ L2(µ) telle que pour µ-presque tout x, ψ0(x) = v◦f−v,
qui est le résultat recherché.

Supposons que σ > 0. Alors par le Théorème 7.4.2, 1
σ
√
n
Sn(ψ0) converge en loi vers N (0, 1).

C’est à dire 1
σ
√
n

(
log ‖Dxf

n(vs(x))‖ − n log d
2

)
converge en loi vers N (0, 1). En posant

β0 = 1√
2π

� −1

−∞
e−u

2/2 du et Gn =
{
x ∈ J | Sn(ψ0)(x)√

n
≤ −σ

}
,

on a que
lim
n→∞

µ(Gn) = β0.

Soit N ≥ 1 tel que µ(Gn) ≥ β0
2 pour tout n ≥ N . Soit ρ > 0, donné par le Théorème 7.2.3 avec

β = β0
4 , tel que pour tout n ≥ 1, on ait µ(Bn(ρ)) ≥ 1− β0

4 . On définit les ensembles

Fn := Bn(ρ) ∩Gn, F := lim supFn.
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Pour tout n ≥ N , on a que µ(Fn) ≥ β0
4 . On a aussi µ(F ) ≥ β0

4 . Soit H donné par le Lemme 7.4.5.
Comme H est de mesure pleine et que F est de mesure non-nulle, il existe x ∈ F ∩ H. Il y a
donc une suite d’entier strictement croissante (ni) telle que x ∈ Fni pour tout i ∈ N. Comme
Fni ⊂ Gni , on a :

Sni(ψ0)(x) = log ‖Dxf
ni(vs(x))‖ − ni

log d
2 ≤ −σ

√
ni.

On en tire :
dni/2e−σ

√
ni ≥ ‖Dxf

ni(vs(x))‖ (7.4.2)

D’un autre coté, comme x est dans H et dans Fni ⊂ Bni(ρ), le Lemme 7.4.5 assure que pour
ni > n(x) :

‖Dxf
ni(vs(x))‖ ≥ dni/2

ni
(7.4.3)

En combinant (7.4.2) et (7.4.3), on obtient e−σ
√
ni ≥ 1

ni
pour tout i assez grand. Ceci est

absurde, donc σ = 0.

7.4.3 Preuve du théorème 7.2.2
On va construire un ensemble de points de µ-mesure pleine vérifiant les hypothèses du Théo-

rème 7.1.1, ce qui conclura la preuve du Théorème 7.2.2.
Soit ε > 0. Soit

Bn =
{
x ∈ P2, dn/2e−2M ≤ ‖Dxf

n(vs(x))‖ ≤ dn/2e2M
}
.

Par le Théorème 7.4.1, il existe un M > 0 tel que µ(Bn) ≥ 1− ε. On pose B̂n = π−1
0 (Bn). Soient

Â2 :=
{
βε(x̂) ≤ eM2

}
et Â3 := {ηε(x̂) ≥ 4η0}. Choisissons M2 assez grand et η0 assez petit pour

que
Ânε := B̂n ∩ Â2 ∩ Â3 ∩ f̂−n(Â2) ∩ f̂−n(Â3)

soit de µ̂-mesure plus grande que 1− 2ε. Alors,

Âε := lim sup
n∈N

Ânε

est aussi de µ̂-mesure plus grande que 1−2ε. Donc pour tout x̂ ∈ Âε, il existe une suite strictement
croissante d’entiers (nj)j∈N telle que n0 = 0, n1 ≥ n2(x̂) et pour tout j ∈ N,

1. ηε(x̂nj ) ≥ 4η0,
2. βε(x̂nj ) ≤ eM2 ,
3. e−2Mdn/2 ≤ ‖Dxf

nj (vs(x))‖ ≤ e2Mdn/2.

Ainsi, les points de Âε vérifient les hypothèses du Théorème 7.1.1, et donc les conclusions du
Théorème 7.2.2. Finalement, pour tout x ∈ π0(Âε), on choisit un passé x̂ ∈ Âε. Soit ξx donné
par le Théorème 7.1.1. Alors ξx : D→ P2 est tangent en 0 à la direction vs(x) et

lim inf
r→0

ξ?xT (D(r))
Leb(D(r)) < +∞.

On définit le borélien A := ∪N≥1π0(Â1/N ), qui est de µ-mesure pleine, pour conclure la preuve.
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7.5 Continuité Hölder en dynamique partiellement hyper-
bolique

L’objectif de cette section de montrer que les endomorphismes holomorphes de P2 ayant
une dynamique partiellement hyperbolique sont des exemples vérifiant les hypothèses du Théo-
rème 7.2.2. On consultera Fornæss-Sibony [FS98] pour des résultats sur les endomorphismes
hyperboliques de P2 et Jonsson [Jon99] pour des exemples d’applications polynomiales hyperbo-
liques sur leur ensemble de Julia. Le théorème 7.5.2 est du à Brin, il est emprunté à la Section
5.3 du livre de Barreira-Pesin [BP07]. Voir aussi les Chapitres 2 et 3 du livre de Pesin [Pes04].

Définition 7.5.1. Soit f un endomorphisme holomorphe de P2. Nous dirons que la dynamique
de f est partiellement hyperbolique sur l’ensemble de Julia lorsque : Il existe λ et µ réels tels
que 0 < λ < µ, il existe c > 1 et pour tout x ∈ J , il existe vs(x) et v(x) vecteurs unitaires et
invariants de TxP2 tels que, pour tout n ≥ 1 :

‖Dxf
n(vs(x))‖ ≤ cλn ‖vs(x)‖

‖Dxf
n(v(x))‖ ≥ c−1µn ‖v(x)‖

On supposera pour simplifier que J est inclus dans une carte affine C2 de P2. Ainsi, d(x, y) =
‖x− y‖. La définition 7.5.1 implique que les applications x 7→ v(x)C et x 7→ vs(x)C sont continues
sur le compact J . En particulier, l’angle entre v et vs est minoré sur J par une constante stric-
tement positive. Voir [KH95], Chapitre 6, Section 4. On peut donc supposer, quitte à augmenter
c, que

v ∈ (vs(x)C)⊥ ⇒ ‖Dxf
n(v)‖ ≥ c−1µn ‖v‖

Théorème 7.5.2 (Brin, voir [Pes04], Proposition 3.9). Soit f un endomorphisme holomorphe
de P2 ayant une dynamique partiellement hyperbolique sur son ensemble de Julia. Alors l’ap-
plication x 7→ vs(x)C de J dans TP2 est localement Hölder. Plus précisément : On pose b =
max(1, ‖Df‖∞,P2) et on fixe a > b2. Alors il existe Da > 1 tel que pour tout (x, y) ∈ J × J ,

d(x, y) < D−1
a ⇒ d(vs(x)C, vs(y)C) ≤ 3c2µ

λ
(Dad(x, y))

logµ/λ
log a/λ

La démonstration va consister en l’association du lemme 7.5.3 d’algèbre linéaire avec le
lemme 7.5.4 qui est une version itérée du théorème des accroissements finis. La distance entre
deux sous-espaces vectoriels est définie comme

d(EA, EB) = max
(

max
v∈EA,‖v‖=1

d(v,EB), max
w∈EB ,‖w‖=1

d(EA, w)
)
.

Lemme 7.5.3. Soient (An)n∈N et (Bn)n∈N deux suites de matrices de M2(C). On suppose qu’il
existe des réels 0 < λ < µ < a tels que

– il existe ∆ ∈ ]0, 1[ tel que pour tout n ∈ N, ‖An −Bn‖ ≤ ∆an.
– Il existe EA et EB des sous-espaces de C2 et une constante c > 1 tels que pour tout n ∈ N,
on ait :

v ∈ EA ⇒ ‖Anv‖ ≤ cλn ‖v‖

v ∈ E⊥A ⇒ ‖Anv‖ ≥ c−1µn ‖v‖

v ∈ EB ⇒ ‖Bnv‖ ≤ cλn ‖v‖

v ∈ E⊥B ⇒ ‖Bnv‖ ≥ c−1µn ‖v‖
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Alors,
d(EA, EB) ≤ 3c2µ

λ
∆

logµ−logλ
log a−logλ .

Démonstration. Soit n0(∆) l’unique entier positif vérifiant
(
λ
a

)n0+1
< ∆ ≤

(
λ
a

)n0 . Pour tout w
dans EB , majorons d(w,EA) :

∀w ∈ EB , ‖An0w‖ ≤ ‖Bn0w‖+ ‖(An0 −Bn0)w‖
≤ cλn0 ‖w‖+ ∆an0 ‖w‖ par hypothèses .

On en déduit ‖An0w‖ ≤ cλn0 ‖w‖+ λn0 ‖w‖ par choix de n0, d’où

‖An0w‖ ≤ 2cλn0 ‖w‖ . (7.5.1)

On décompose w ∈ EB en w1 + w2 avec w1 ∈ EA et w2 ∈ E⊥A . Alors :

‖An0w‖ ≥ ‖An0w2‖ − ‖An0w1‖ .

‖An0w‖ ≥ c−1µn0 ‖w2‖ − cλn0 ‖w1‖ .

Ainsi par (7.5.1) :
2cλn0 ‖w‖ ≥ c−1µn0 ‖w2‖ − cλn0 ‖w1‖ .

On en déduit
3cλn0 ‖w‖ ≥ c−1µn0 ‖w2‖ = c−1µn0d(w,EA),

et donc d(w,EA) ≤ 3c2
(
λ
µ

)
‖w‖. Symétriquement, si w ∈ EA, alors d(w,EB) ≤ 3c2

(
λ
µ

)n0
‖w‖,

d’où
d(EA, EB) ≤ 3c2

(
λ

µ

)n0

.

Vérifions que cela mène bien à l’inégalité souhaitée : Comme
(
λ
a

)n0+1
< ∆, en prenant le loga-

rithme et multipliant par log
(
µ
λ

)
,

(n0 + 1). log
(
λ

a

)
. log

(µ
λ

)
< log ∆. log

(µ
λ

)
,

(n0 + 1). log
(
λ

µ

)
< log ∆logµ/λ

log a/λ ,(
λ

µ

)n0+1
< ∆

logµ/λ
log a/λ .

D’où
d(EA, EB) ≤ 3c2µ

λ
∆

logµ/λ
log a/λ .

Lemme 7.5.4. Soit b = max(1, ‖Df‖∞,P2). Pour tout a > b2 ≥ 1, il existe Da > 1 tel que pour
tout n ∈ N, on a :

∀x, y ∈ J, ‖Dxf
n −Dyf

n‖ ≤ Daa
n ‖x− y‖ .
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Démonstration. Soit D′ =
∥∥D2f

∥∥
∞,P2 , de sorte que pour tout x et y dans J , ‖Dxf −Dyf‖ ≤

D′ ‖x− y‖. Par ailleurs, le théorème des accroissements finis nous assure par récurrence que

‖fn(x)− fn(y)‖ ≤ bn ‖x− y‖ . (7.5.2)

Choisissons un Da ≥ D′ tel que
b

a
+ D′

Da

b2

a
≤ 1.

Le lemme s’obtient par récurrence sur n : Pour n = 1, comme a > 1, on a a.Da > Da ≥ D′ donc
‖Dxf −Dyf‖ ≤ Daa ‖x− y‖ pour tout x et y. Supposons que le lemme est vrai au rang n.

Dxf
n+1 −Dyf

n+1 = Dfn(x)f ◦Dxf
n −Dfn(y)f ◦Dyf

n

= Dfn(x)f ◦ (Dxf
n −Dyf

n) + (Dfn(x)f −Dfn(y)f) ◦Dyf
n

On en déduit∥∥Dxf
n+1 −Dyf

n+1∥∥ ≤ b ·Da · an ‖x− y‖+D′ ‖fn(x)− fn(y)‖ × bn

≤ b ·Daa
n ‖x− y‖+D′b2n ‖x− y‖ d’après (7.5.2)

≤ Daa
n+1 ‖x− y‖

(
b

a
+ D′

Da

b2n

an+1

)
Le terme entre parenthèses vérifie :(

b

a
+ D′

Da

b2n

an+1

)
≤
(
b

a
+ D′

Da

(
b2

a

)n)
≤
(
b

a
+ D′

Da

b2

a

)
≤ 1

par le choix de Da. On obtient alors que
∥∥Dxf

n+1 −Dyf
n+1
∥∥ ≤ Daa

n+1 ‖x− y‖, soit le lemme
au rang n+ 1 et on conclut par récurrence.

Démonstration du théorème 7.5.2. Soit f vérifiant les hypothèses du Théorème 7.5.2 avec les
mêmes notations que dans la définition 7.5.1. Soient b = max(1, ‖Df‖∞,P2) et a > b2. Soit Da

la constante alors fournie par le Lemme 7.5.4.
Soient x et y dans J tels que ‖x− y‖ < 1/Da. Pour tout n positif, on pose An = Dxf

n et
Bn = Dyf

n. On sait alors par le lemme 7.5.4 que

∀n, ‖An −Bn‖ ≤ Daa
n ‖x− y‖ .

On pose
∆ := Da ‖x− y‖ .

Comme ∆ < 1, on peut appliquer le lemme 7.5.3 avec EA = V ect(vs(x)), EB = V ect(vs(y)). On
obtient alors :

d(vs(x)C, vs(y)C) ≤ 3c2µ
λ

(Da ‖x− y‖)
logµ/λ
log a/λ .

Cela démontre le Théorème 7.5.2.

This is the end, beautiful friend
This is the end, my only friend, the end
Of our elaborate plans, the end
Of everything that stands, the end
No safety or surprise, the end

The Doors, The End
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Mr Lunard présente ses respects au professeur Rogue et lui
demande de bien vouloir cesser de mettre son énorme nez
dans les affaires d’autrui.
Mr Cornedrue approuve Mr Lunard et voudrait ajouter que le
professeur Rogue est un horrible crétin.
Mr Patmol voudrait faire part de son ébahissement à la
pensée qu’un tel imbécile ait pu devenir professeur.
Mr Queuedver souhaite le bonjour au professeur Rogue et lui
conseille de se laver les cheveux, s’il veut cesser de ressembler
à un tas d’ordures.

- J.K. Rowling, Harry Potter et le Prisonnier d’Azkaban




