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Introduction

e travail se place dans le cadre de la matière condensée. Avec l’astrophysique - qui
observe et modélise le monde de l’infiniment grand - et la physique des particules
- qui expérimente et théorise le monde des particules élémentaires avec leurs inter-
actions, la matière condensée, discipline du troisième grand thème de la physique

fondamentale qu’est la physique des systèmes avec beaucoup de particules, étudie les systèmes
avec des fortes interactions.

Historiquement, du chemin a été parcouru depuis les atomes crochus de Leucippe et Dé-
mocrite, les quatre éléments d’Empédocle et vingt-cinq siècles d’Histoire. La description de
la matière a d’abord démarré avec l’élaboration de la notion moderne d’atome qui permit à
des physiciens de relier les propriétés macroscopiques d’un matériau à celles de ces consti-
tuants élémentaires. Dès le XVIIIème siècle, la théorie cinétique des gaz, qui décrit un système
de particules ponctuelles sans interaction et qui permet une première définition théorisée de la
température (comme mesure de l’agitation cinétique), en est un bel exemple.

Néanmoins le monde microscopique se réserve au futur étant donnée l’immense barrière
d’échelle qui le sépare alors de l’expérimentateur : un atome d’hydrogène mesure le dixième
d’un milliardième de mètre. Alors, puisque les physiciens ne pouvaient pas encore décrire le
monde microscopique, ils développèrent au cours du XIXème siècle une seconde stratégie, celle
de la description de propriétés globales de la matière avec la thermodynamique. Cette dernière
présente la matière comme siège d’échanges énergétiques sous toutes les formes. Non seule-
ment elle assoit définitivement la notion de température, mais elle permet une première des-
cription du concept de phase (sous-partie du système dans laquelle les propriétés globales sont
homogènes) et, en conséquence, celle du phénomène - très important - de transition de phase.

Seulement, le détail du monde microscopique, comme cause ultime et donc incontournable
des propriétés globales de la matière, devait être réintégré à la physique et leur être relié. C’est
chose faite au tournant du XIXème et du XXème : en introduisant l’outil statistique, peu fami-
lier aux physiciens d’alors, Boltzmann développe l’indémodable physique statistique, qui permet
de relier les macro-états (caractérisés par leurs propriétés thermodynamiques) aux micro-états
(caractérisés par le détail microscopique) et à leur probabilité de réalisation. Et quand on sait
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aujourd’hui que 12 g de carbone contiennent dix fois plus d’atomes qu’il n’y a d’étoiles dans
l’Univers visible, l’outil statistique était bel et bien incontournable. Toutefois, établir un lien
entre les deux mondes n’empêchait pas les physiciens de cette époque d’être tributaires d’un
paradigme atomique que la première moitié du XXème siècle rendra grossier.

C’est qu’en ce tout début de siècle, l’atome n’est encore qu’une hypothèse à laquelle se sub-
stitue vite une réalité tangible grâce aux progrès techniques dont bénéficie alors la communauté
scientifique. La modélisation de ce nouvel objet mènera à la découverte d’un monde nouveau et
insolite : après que les ondes sont devenues des particules, les ondes des particules, après que
des incrédules géniaux, inventeurs de quanta, ont gavé de puddings électroniques des chats
au crépuscule de leur comble, après quelques congrès Solvay et des jeux de hasard, les années
20 ont vu émerger la physique quantique. Dès lors, place au "fameux quantum d’action" h̄, aux
fonctions d’onde et à l’équation de Schrödinger et ravalement total du cadre décrivant monde
microscopique.

Et comme souvent en physique, l’élégance et la justesse scientifique que l’on gagne grâce à
un progrès théorique se payent en savoir-faire technique. Ainsi ce que permet l’utilisation com-
binée des physiques statistique et quantique se trouve être assez rapidement technique, si bien
que les physiciens durent adopter des démarches astucieuses pour parvenir à leurs fins. L’une
des premières implémentations de la physique quantique dans le cadre de la description de la
matière est effectuée par Sommerfeld qui va corriger le modèle de Drude de la conduction élec-
trique dans les métaux. De manière contre-intuitive, la physique quantique prédit l’existence
de deux types de particules identiques aux tendances contraires : d’un côté les bosons, au com-
portement grégaire, de l’autre les fermions, au comportement solitaire. À ce titre, ces dernières
particules sont soumises au principe d’exclusion de Pauli qui leur interdit d’occuper le même
état. Or Drude l’ignorait à son époque, et Sommerfeld en incluant la donnée fermionique des
électrons réussit à obtenir des résultats qualitativement corrects en considérant les électrons de
conduction du métal comme un gaz de fermions dégénérés et sans interaction. Ces conditions
fondent la théorie du gaz de Fermi où la température du gaz est si petite devant la tempéra-
ture de dégénérescence - de l’ordre de 80 000 K pour le cuivre par exemple - que les fermions
s’agencent, selon le principe d’exclusion de Pauli, depuis l’état le plus bas en énergie jusqu’à un
état dont l’énergie définit la surface de Fermi au voisinage de laquelle l’essentiel de la physique
se déroule.

On peut s’étonner de ce que la description des électrons dans les métaux puisse se faire
grâce à un modèle de particules sans interaction puisqu’en réalité les électrons interagissent les
uns avec les autres via l’interaction coulombienne (qui est à longue portée). De plus ils inter-
agissent également avec le réseau ionique : en un mot, le tour de force de Sommerfeld était bien
audacieux. C’est Lev Landau, en étudiant des systèmes d’hélium 3 [6], qui en fournit une ex-
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FIGURE 1 – Les particules réelles en interaction peuvent être vues comme des quasiparticules, mais
sans interaction.

plication. Il montra que l’interaction pouvait parfois être supprimée 〈1〉 grâce à un changement
de point de vue : en définissant une nouvelle particule appelée quasiparticule (voir FIGURE 1) et
très semblable à la particule réelle, c’est-à-dire avec la même charge, le même spin, la même sta-
tistique fermionique, mais avec une nouvelle masse effective modifiée par les interactions, on
se ramenait à la théorie des gaz de Fermi, mais avec les quasiparticules. Cette théorie, appelée
théorie des liquides de Fermi [8, 9, 10], appliquée aux métaux permit d’ajouter une amélioration
quantitative aux succès premiers succès qualitatif et demeure aujourd’hui encore le paradigme
pour la plupart des solides cristallins fermioniques.

Néanmoins, s’il se trouve que l’interaction des électrons dans les métaux peut adiabatique-
ment être réduite à néant, rien n’empêche d’imaginer des matériaux avec une interaction irré-
ductible qui échappe de ce fait au paradigme du liquide de Fermi. Cette recherche est l’objet de
la matière condensée, et les laboratoires du monde entier étant rempli de physiciens en quête
de gloire et de sensations fortes, la fin du XXème siècle a eu son lot de découvertes de ce que
l’on appelle sans fantaisie des non-liquides de Fermi. Le prix Nobel 1987 récompensa J. G. Bed-
norz et K. A. Müller [11] pour leur découverte l’année précédente de la supraconductivité à
haute température dans des systèmes de Ba-La-Cu-O. Ces matériaux, qui ont une température
critique relativement élevée si on la compare à celle de la supraconductivité conventionnelle,
possèdent une transition entre une phase supraconductrice et une phase métalique qui n’est

〈1〉. Ce qui en toute rigueur n’est pas vrai, puisqu’il demeure une interaction résiduelle entre les quasiparticules
(voir le premier chapitre de [7]).
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FIGURE 2 – Diagramme de phase d’un cuprate présentant une phase supraconductrice à haute tem-
pérature critique lorsque le matériau est dopé en trous. La phase "Métal étrange" échappe à la descrip-
tion usuelle des métaux. À dopage nul le système est isolant de Mott.

pas descriptible en termes de quasiparticules [12] (voir FIGURE 2) 〈2〉. Et si ces matériaux, les
cuprates, fournissent l’exemple d’un comportement métallique étrange à un certain dopage en
trou, il se trouve qu’à dopage nul ils deviennent bizarrement isolants. Physiquement cela est
mieux compris : l’interaction entre les électrons y est si forte qu’ils s’attachent à leur site et ne
portent ainsi plus le courant électrique. Ce dernier type de phase porte le nom d’isolant de Mott
[13] et doit son existence à un remplissage précis. En réalité, le premier exemple d’une telle
phase a été découverte dans des systèmes d’oxyde de Nickel (NiO) en 1937 [14].

En réalité, chercher des exemples de physique en forte interaction dans des matériaux à trois
dimensions n’est pas la meilleure des stratégies : si l’on baisse la dimensionnalité des systèmes
étudiés, les corrélations y seront moins diluées, ce qui traduit une importance accrue des in-
teractions. Un résultat théorique bien établit de cet effet de dimensionnalité est le théorème de
Mermin-Wagner [15] qui interdit toute brisure spontanée des symétries continues pour les sys-
tèmes à une et deux dimensions à température finie. Dit autrement, les tentatives de création
d’ordre dans de tels systèmes sont - à température non-nulle - complètement annihilées par des
fluctuations plus concentrées étant donné qu’elles ont moins d’échappatoires qu’à plus haute
dimension. L’effet Hall Quantique Fractionnaire [16] (FQHE en anglais) est une illustration bi-
dimensionnelle d’un système où joue l’effet de dimensionnalité : il s’agit de gaz d’électrons
bidimensionnels à basse température soumis à des champs magnétiques. Le rapport entre le
nombre d’électrons et le nombre de quanta de flux magnétique, appelé facteur de remplissage et
noté ν, est une fraction rationnelle qui gouverne la physique de ces matériaux. Notamment, une
quasiparticule pour le problème peut être construite selon ν, comme un mélange des quanta de

〈2〉. Un effet, mesurable, de ce comportement métallique inconnu est une résistivité linéaire en la température à
partir de la transition avec la phase supraconductrice quand un comportement quadratique est attendu pour les
métaux normaux, décrits par la théorie des liquides de Fermi.
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champ magnétique et des électrons : le résultat, complètement hors du paradigme des liquides
de Fermi, est une particule avec une statistique ni fermionique, ni même bosonique, mais inter-
médiaire, anyonique [17, 18], et une charge qui dépend de ν, menant à une conductivité de Hall
qui présente des plateaux aux valeurs σH = νe2/h, et dont la réalisation - pour exemple - au
remplissage ν = 1/3 a permis d’observer des excitations élémentaires de charge e/3 [19, 20] !

La recherche de propriétés exotiques dans des matériaux à basse dimensionnalité passe de
façon incontournable par le graphène [21, 22, 23, 24], réseau bidimensionnel et hexagonal de
carbone que l’on peut considérer comme un métal, mais dont le niveau de Fermi ne contient
qu’un seul électron, et dont la relation de dispersion linéaire mène à l’émergence, en matière
condensée, à un système de fermions de Dirac . De plus, les plans de graphène peuvent être
recourbés sur eux-mêmes pour construire ce que l’on appelle des nanotubes de carbone [25, 26,
27]. C’est un exemple de physique unidimensionnelle, que l’on peut compléter par celui des
fils quantiques [28] - semi-conducteurs dont deux dimensions sont interdites aux porteurs de
charges par un matériau avec un gap de bande - ou enfin, des matériaux antiferromagnétiques
quasi-unidimensionnels comme le (TM)2X [29] ou le KCuF3 [30, 31], qui sont les premières
réalisations historiques où l’on sonda la théorie paradigmatique de la physique des fermions à
une dimension : celle des liquides de Luttinger [32, 33].

De manière tout à fait intuitive, à basse température, la statistique fermionique créant une
pression de dégénérescence s’ajoutant à l’impossibilité pour les particules de se contourner les
unes les autres, puisqu’elles sont astreintes dans un cadre à une dimension, on verra dans ses
systèmes des excitations collectives de nature bosonique du type ondes sonores : ce résultat est
à rebours des excitations quasiparticulaires des liquides de Fermi. L’un des résultats les plus
spectaculaires de cette théorie est sans aucun doute le phénomène - celui-là contre-intuitif - de
séparation spin-charge [33] : dans de tels systèmes, il existe plusieurs quasiparticules qui portent
de manière indépendante les degrés de charge, d’une part, et de spin, de l’autre (voir FIGURE

3).

Cette physique exotique que présente l’unidimensionnel s’accompagne en supplément d’une
relative simplicité en conséquence de quoi, contrairement aux cas de plus grande dimensionna-
lité, des méthodes performantes de résolution ont pu être développées. L’ansatz de Bethe [34] -
qui est une hypothèse sur la forme des solutions du hamiltonien - occupe une place particulière
en ce sens qu’elle permet une résolution exacte de certains modèles, dont nous reparlerons,
à commencer par le modèle de Heisenberg antiferromagnétique, puis des modèles comme, par
exemple, le modèle de Hubbard, sur lequel nous reviendrons aussi. Néanmoins cette méthode
n’est développée que dans des contextes simples, et d’autres méthodes typiques de l’unidi-
mensionnel et qui viendront à notre secours tout au long de la thèse, à commencer par la théorie
conforme [35]. Il se trouve en effet que dans certaines limites, notamment lorsque le couplage
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FIGURE 3 – Fonctions spectrales des gaz de Fermi, liquide de Fermi et liquide de Luttinger. Si les
pics de la particule et de la quasiparticules se ressemblent, le comportement du liquide de Luttinger
est nettement moins simple avec ces divergences séparées pour la charge et le spin.

s’annule, les modèles acquièrent la symétrie conforme, infinie 〈3〉, qui impose des contraintes si
fortes qu’elle permet de déterminer les fonctions de corrélation. Les outils de la théorie conforme
sont alors d’une grande aide à l’étude de l’interaction en perturbation autour de la théorie
libre ; le premier panorama qu’elle permet peut être avantageusement complété par une étude
de couplage fort. Citons un autre outil, bien adapté au type d’excitations propre aux liquides
de Luttinger : la bosonisation [33, 36, 37, 38], permise par la relation de dispersion de la particule
libre à une dimension. Il s’agit d’écrire une équivalence entre fermions et bosons afin de décrire
les modèles à l’aide de ces derniers, grâce auxquels la description se trouve simplifiée.

Une autre méthode, numérique celle-ci, nous est également d’un grand secours quand les
dernières échouent à trancher : le DMRG 〈4〉 [39, 40, 41], qui est une méthode algorithmique
bien adaptée aux problèmes à une dimension, permet d’en obtenir l’état fondamental du mo-
dèle. Cette méthode numérique, pour être intéressante en termes de gains de temps de calculs,
utilise une méthode de sélection de l’espace de Hilbert - qui en toute généralité croît exponen-
tiellement avec la taille de la chaîne 〈5〉 - qui permet de n’en sélectionner que les états physi-
quement intéressants. Citons à ce propos la décomposition de Schmidt [42] qui pemet l’écriture

〈3〉. En dimension supérieure, la symétrie correspondante est d’ordre fini, et perd de sa puissance prédictrice.
〈4〉. Pour l’anglais Density-Matrix Renormalization Group.
〈5〉. Pour une chaîne de Heisenberg de longueur L et de spin 1/2, sa dimension est 2L.
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FIGURE 4 – Susceptibilité en fonction de la température pour différentes directions cristallogra-
phiques a, b et c. La direction b correspond à celle du système quasi-unidimensionnel et l’on y voit
la chute de susceptibilité due au gap. A. Meyer, A. Gleizes, J.J. Girerd, M. Verdaguer et O. Kahn : Spectro-
chimie des éléments de transition, Orsay - 1982.

des états en tant qu’états de produit de matrice 〈6〉 [43, 44]. Cette méthode (le DMRG) permet -
entre autres - d’étudier le modèle de Heisenberg antiferromagnétique qui consiste en une chaîne
où chaque site i est un spin Si dans la représentation S (de SU(2), prenant 2S + 1 valeurs) et
dont l’interaction entre plus proches voisins défavorise leur alignement :

HHeisenberg-AF = J ∑
i

Si · Si+1 , (J > 0) (1)

Ce modèle, pourtant simple, possède malgré tout des propriétés inattendues. Un premier
résultat est donné par sa résolution exacte pour S = 1/2 en 1923 par H. Bethe [34], qui a uti-
lisé à cette occasion et pour la première fois l’Ansatz qui porte son nom et dont nous avons
déjà parlé ; le résultat qu’elle fournit décrit une chaîne faite d’état singulet (s = 0), c’est-à-dire
non-magnétique, et où les fluctuations quantiques permettent aux premières excitations d’être
obtenues avec une énergie aussi petite que l’on veut. Un second résultat est donné dans la li-
mite opposée, la limite semiclassique, lorsque S � 1, où il est également décrit une physique
critique. À l’aune de ces deux résultats, la communauté des physiciens resta sceptique lors-
qu’en 1983, F. D. Haldane [45] prétendu que la physique de la chaîne de Heisenberg à S = 1
consistait en un fondamental certes constitué de singulets, mais avec un gap d’énergie pour
les premières excitations ! En réalité ce résultat, plus général, distinguait les spins demi-entiers,
avec un spectre critique et des corrélations en loi puissance, des spins entiers, avec un spectre

〈6〉. Connu sous son acronyme anglais comme MPS.
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gappée et des corrélations en décroissance exponentielle ; c’est la conjecture de Haldane. Et si des
résultats expérimentaux vinrent plus tard confirmer ce résultat, on peut noter que dès l’année
1982, soit un an seulement avant l’article d’Haldane, un article expérimental [46] sur le com-
posé quasi-unidimensionnel nommé NENP 〈7〉 prédisait - en contradiction avec les résultats
connus à l’époque - que la susceptibilité magnétique chutait à basse température (voir FIGURE

4) : le résultat de Haldane explique effectivement que l’état non-magnétique à basse tempéra-
ture étant protégé par un gap d’énergie, la susceptibilité sera annihilée à température nulle.
Cela dit, pointons du doigt un modèle très proche du modèle de Heisenberg de spin 1, le modèle
AKLT 〈8〉 [43, 47], qui est un modèle gappé [48] et qui présente l’avantage par rapport au mo-
dèle de Heisenberg de spin 1 de posséder un fondamental exactement connu. Son hamiltonien
a pour expression :

HAKLT = ∑
i

[
Si · Si+1 +

1
3
(Si · Si+1)

2
]

(2)

En réalité, le Hamiltonien AKLT (2) a été trouvée - via une écriture en termes de projecteurs
- pour correspondre à un état fondamental, si bien que l’on parle plus de construction AKLT que
de modèle AKLT. Le fondamental est construit en scindant les spins 1 de la chaîne en deux spins
1/2, et la loi d’addition des moments cinétiques faisant intervenir un singulet 〈9〉, l’état est pro-
jetté sur le triplet, de telle manière que des états de bord de spin 1/2 - sans gap - peuvent exister
pour des conditions aux limites ouvertes (voir FIGURE 5). À l’instar de cet exemple analytique,
la chaîne de Heisenberg présente aussi ces bords ainsi qu’un paramètre d’ordre non-local dit
en ruban 〈10〉 [49, 50] : c’est une 〈11〉 phase topologique connue sous le nom de phase de Haldane.
E. Berg et al. [51] ont montré que ce type de phase était distinct d’un autre type de phase par
la présence d’une symétrie discrète, et plus tard, Gu et Wen [52] ont montré que c’était cette
même symétrie qui protégeait la phase topologique, d’où le nom de phase Topologique Protégée
par la Symétrie 〈12〉 [53]. L’idée est qu’à une dimension, et contrairement à plus haute dimension,
l’intrication à faible portée seule ne permet plus l’émergence d’une phase topologique, qui ne
peut être maintenue que grâce à la présence d’une symétrie discrète (comme par exemple l’in-

〈7〉. Dont la formule, barbare, est Ni(C2H8N2)NO2ClO4.
〈8〉. Qui porte les noms de ses développeurs : Affleck, Lieb, Kennedy et Tasaki.
〈9〉. Avec 2⊗ 2 = 1⊕ 3.
〈10〉. Un tel paramètre d’ordre, non-local, permet - par exemple pour la chaîne de spin 1 - de rendre compte d’un
ordre antiferromagnétique en Sz = ±1 dilué dans des états Sz = 0 et peut être défini comme :

Oruban := lim
|j−k|→∞

〈Sz
j eiπ ∑j6`6k Sz

`Sz
k〉 (3)

On remarquera l’élégante manière qu’a la somme dans l’exponentielle de ne pas tenir compte des états Sz = 0 et
de changer de signe lorsqu’un spin se renverse.
〈11〉. Une même phase pour la chaîne de Heisenberg S = 1 et le modèle AKLT : on peut en effet montrer qu’elles
sont reliées adiabatiquement.
〈12〉. En anglais, Symmetry Protected Topologique phases, ou SPT phases.
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FIGURE 5 – Construction AKLT. En a. La chaîne originale dans la représentation de spin 1. En b. La
construction AKLT où la représentation de spin 1 (noté 3), est décomposée sur deux représentations de
spin 1/2 (noté 2). Dès lors que 2⊗ 2 = 1⊕ 3, après avoir antisymétrisé les spins 1/2 par couples, on re-
projette les couples en décalé sur la représentation triplet. En c. Avec des bords libres, il y a l’apparition
d’état de bord de spin 1/2.

version du temps ou une réflexion), symétrique que seule une transition de phase pourra briser.
Ainsi, une phase topologique se distinguera d’une phase topologiquement triviale car elles ne
pourront être adiabatiquement reliées. Dans le cadre de la phase de Haldane, c’est la symétrie
par renversement du temps qui préserve la phase topologique : si l’on appliquait un champ
magnétique local, qui brise cette symétrie, alors l’intrication à faible portée serait vaincue et la
phase topologique serait alors détruite.

À ce stade, présentons un modèle unidimensionnel que nous avons évoqué, plus général
que celui des chaînes de spins, et dont la généralisation sera le fil conducteur de cette thèse :
le modèle de Hubbard. Il a été introduit par J. Hubbard et demeure le modèle le plus simple
de particules en interaction sur un réseau. D’abord introduit pour des électrons, dont le seul
degré interne est un spin 1/2, noté σ = ↑, ↓, il s’écrit en seconde quantification à l’aide des
opérateurs fermioniques de création et d’annihilation au site i de la chaîne, respectivement c†

σ,i
et cσ,i, comme la somme de seulement deux termes :

HHubbard = −t ∑
i

(
c†

σ,i+1cσ,i + h.c.
)
+

U
2 ∑

i
n2

i (4)

Où ni = ∑σ nσ,i = ∑σ c†
σ,icσ,i est l’opérateur qui compte le nombre de fermions tous spins

confondus sur le site i. Le premier terme, avec le facteur t, est un terme à un corps qui rend
compte de l’effet tunnel, des sauts, entre deux sites adjacents. Ce terme est le terme libre, puisque
le second, à deux corps, rend compte des interactions - locales - entre les fermions : en plus du
principe d’exclusion de Pauli entre fermions, il pilote en effet l’interaction qui existe entre eux ;
cette dernière peut être répulsive, lorsque U est positif : il coûte alors plus cher de donner à ni
une grande valeur ; mais elle peut être attractive, lorsque U négatif et où la situation s’inverse
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alors.

Un autre paramètre crucial de ce problème est le remplissage, noté n̄, qui donne le nombre
moyen de fermions par site et dont la valeur est habituellement fixé à l’aide du potentiel chi-
mique µ via un terme à un corps en −µ ∑i ni. Ayant affaire avec des fermions, le remplissage
possède une valeur bornée par le haut : le principe d’exclusion de Pauli interdit en effet de
mettre plus de deux fermions sur un site puisque ces derniers ne possèdent que deux degrés
de liberté (↑ et ↓), et dans cette dernière configuration (i.e. n̄max = 2), comme dans celle sans
particule (i.e. n̄min = 0), la physique est inexistante puisque le tout y est parfaitement gelé. Le
problème est alors distingué selon deux types de remplissage (sans oublier la contrainte fer-
mionique imposant que n̄ < 2 〈13〉) : d’une part, celui où le nombre moyen d’atomes est co-
mensurable au nombre de site, c’est-à-dire de la forme n̄ = p/q (p ∈ N, q ∈ N?) et d’autre
part, tous les autres cas, où le remplissage est irrationnel, c’est-à-dire incommensurable. Pour
le modèle de Hubbard le cas commensurable n̄ = 1 est qualifié de demi-remplissage puisqu’il
correspond à la moitié du remplissage maximal. Pour comprendre pourquoi cette distinction
commensurable/incommensurable est capitale, donnons brièvement la physique intuitive du
modèle pour différents remplissages, sachant que ce modèle a été résolu grâce à l’Ansatz de
Bethe [54, 55]. Premièrement le problème libre, lorsque U = 0, décrit une physique critique, à
savoir un liquide de Luttinger avec un comportement métallique, des particules délocalisées et
un hamiltonien qui se diagonalise dans la base de Fourrier 〈14〉 :

H(U=0)
Hubbard = ∑

k
εknk (6)

Où εk = −2t cos(a0k) et nk = ∑σ nσ,k = ∑σ c†
σ,kcσ,k. À l’inverse, si l’on considère le cas

où l’interaction est fortement répulsive, c’est-à-dire lorsque U > 0 et U � t, les fermions
seront très repoussés les uns des autres, et l’on comprend que le remplissage va jouer un rôle
prépondérant :

— Au demi-remplissage, la configuration la plus favorable énergétiquement sera de placer
un atome sur chaque site. Dès lors on se retrouve dans la situation où l’on gappe la
charge (par U) et nous obtenons ce dont nous avons parlé précédemment : un isolant
de Mott. Or si la charge est figée, les degrés de liberté de spin - à savoir le spin 1/2
que porte chaque fermion sur son site - peuvent encore interagir : dans cette limite nous
recréons finalement un modèle que nous avons aussi vu précédemment : le modèle de

〈13〉. Dans la suite, il sera question de système avec un remplissage maximal n̄max plus grand que 2.
〈14〉. On pose simplement (Nsites est le nombre de sites de la chaîne et a0 le pas du réseau) :

c†
σ,k =

1√
Nsites

∑
j

eika0 jc†
σ,j (5)
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Heisenberg antiferromagnétique pour le spin 1/2 (équation (1)) avec J = 4t2/U dont
nous savons que la physique est critique. Ainsi entre le cas sans interaction et le cas
répulsif, il existe une transition - à U = 0 - de phase type métal-isolant, mais pour les
degrés de charge seulement. Cette séparation des degrés n’est qu’une conséquence du
phénomène de séparation spin-charge que nous avons évoqué et qui intervient de ce
modèle.

— Hors du demi-remplissage, nous constatons que nous ne pouvons plus recréer cette
configuration de charge figée où les fermions sont fixés à leur site. Si l’on considère par
exemple une situation "juste à côté" du demi-remplissage, on voit qu’un manque 〈15〉 de
particules par rapport à la configuration de l’isolant de Mott pourra exister et se propa-
ger librement, c’est-à-dire ramener la criticalité et ainsi, tuer l’isolant. Néanmoins l’in-
teraction et l’effet de séparation spin-charge va donner aux secteurs et charge et de spin
excitations qui se propageront avec des vitesses différentes.

Cette situation se retrouve lorsque les interactions deviennent très attractives, mais de ma-
nière renversée : au demi-remplissage les particules s’associent par paires sur les sites et forment
- à cause de leur statistique fermionique - des singulets, laissant ainsi un site sur deux vide. Au-
trement dit, la physique des degrés de spin est gappée puisque pour aller dans un secteur de
spin différent, il faut briser une paire, c’est-à-dire fournir une énergie U. Quant à la charge,
elle est libre dans la mesure où les paires d’électrons peuvent se mouvoir via les sites libres et
pour un coup énergétique dérisoire en t2/U : ce type de phase est dénommée liquide de Luther-
Emery [56]. Nous retrouverons cette symétrie spin/charge reliée aux cas attractif/répulsif dans
la suite 〈16〉. Hors le demi-remplissage, il reste toujours une fraction de particules qui ne peut
pas s’apparier et dont les degrés de liberté de spin permettent à nouveau à des excitations
d’exister dans ce secteur.

Notons enfin une symétrie importante du modèle (4). Si l’on considère une matrice unitaire
U ∈ U(2), alors la transformation globale 〈17〉 c†

σ,i → ∑σ′ Uσσ′c†
σ′,i laisse le hamiltonien (4) in-

variant. Ce dernier possède donc la symétrie U(2) que l’on peut décomposer 〈18〉 en U(1)c ×
SU(2)s : le premier terme correspond à la conservation de la charge globale tandis que le se-
cond à la conservation du spin global et donc, de manière moins générale, à celle de chacunes
des composantes globales du spin. Dans cette thèse, nous aurons loisir d’étendre cette symé-
trie à U(1)c × SU(N)s par une généralisation du modèle de Hubbard : le degré de liberté de
spin prendra alors N valeurs. Puis nous généraliserons également le modèle en y ajoutant un
degré supplémentaire, qualifié d’orbital, et qui prendra deux valeurs. Nous parlons de manière

〈15〉. Ou bien un excès selon que l’on se trouve au-dessous ou en dessous du demi-remplissage
〈16〉. C’est l’objet de la transformation de Shiba [57, 58] qui transforme l’une en l’autre.
〈17〉. La transformation est globale, c’est-à-dire qu’elle transforme tous les spins de la chaîne en même temps. La
matrice Uσσ′ ne dépend pas du site i.
〈18〉. En effet, on peut décomposer Uσσ′ comme

√
det(U)× Ũσσ′ où Ũ ∈ SU(2).
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générique de "modèle de Hubbard SU(N) à une ou deux orbitale(s)", selon le cas. Le modèle de
Hubbard (4) est à une orbitale et le premier chapitre en sera une généralisation pour un spin à N
composantes, tandis que la suite de la thèse verra le traitement du modèle avec deux orbitales.

Ces généralisations ne sont évidemment pas rendues possibles à l’aide de systèmes électro-
niques dont le spin 1/2 est fixé à jamais. Néanmoins, les avancées dans le domaine des atomes
froids permettent déjà une telle extension. Ce domaine s’est développé grâce à l’élaboration
des techniques de piégeage et de refroidissement [59] d’atomes neutres par des lasers, et ce, no-
tamment grâce aux trois colauréats du prix Nobel 1997 : S. Chu, C. Cohen-Tannoudji et W. D.
Phillips. Le principe des atomes froids est le suivant : si l’on refroidit suffisamment des systèmes
d’atomes, il est possible de littéralement piéger ces derniers dans la lumière des lasers. Concrè-
tement, ces pièges optiques [59] sont même en mesure de recréer des réseaux, qu’on qualifie alors
tout simplement de réseaux optiques [60]. Le lien avec la matière condensée historique, c’est-à-
dire électronique, est évident : là où la matière présentait des électrons et un réseau ionique, les
atomes froids présentent des atomes et un réseau optique. Le problème, c’est que si les électrons
dans les métaux présentent une température de dégénérescence quantique même bien au-delà
de la température ambiante, les ordres de grandeur changent avec les atomes froids, et ce sont
des températures de l’ordre du µK qu’il faut atteindre pour que les atomes atteignent la dégé-
nérescence quantique et son lot d’effets recherchés. Et encore, il s’agit là de refroidir des atomes
de l’espèce bosonique, non-concerné par la pression de dégénérescence quantique, qu’il faut
alors vaincre quand il s’agit de fermions. C’est pourquoi ce sont d’abord avec des espèces bo-
soniques d’atomes que le régime de dégénérescence a été atteint : cela valut le prix Nobel 2002
à É. Cornell, C. Weiman [61] et W. Ketterle [62] qui mirent en évidence en 1995 la condensation
de Bose-Einstein dans un gaz dilué de 87Rb et à une température de 170 nK. Pour les fermions,
la mise en évidence expérimentale suit quatre années plus tard, en 1999, par B. DeMarco et D.
S. Jin [63] dans un gaz de 40K à la moitié de la température de Fermi.

Remarquons que dans ces deux cas, les atomes utilisés appartenaient au même groupe des
alcalins, c’est-à-dire à des atomes avec un seul électron de valence, et pour cause, par rapport
à une espèce avec plus d’électrons de valence, l’alcalin est plus aisément maniable, plus pré-
hensible. La structure d’un alcalin est la suivante : un noyau qui possède un spin nucléaire,
noté I, des couches électroniques remplies sans moment cinétique, un électron de valence dans
l’orbitale "s" c’est-à-dire ` = 0 et avec un spin intrinsèque s = 1/2 〈19〉, si bien que du point
de vue électronique le premier état électronique est caractérisé par 2S1/2. Il se trouve que l’in-
teraction intra-atomique intervient entre le noyau et les électrons de valence via un terme qui

〈19〉. En physique atomique, pour un atome avec n électrons de valence, dont les moments cinétiques orbitaux
sont `1, . . . , `n et les spins intrinsèques sont s1, . . . , sn, on définit le moment cinétique orbital total L = ∑n

i=1 `i, le spin
intrinsèque total S = ∑n

i=1 si, ainsi que le moment cinétique électronique total J = L + S. Dans le cadre du couplage
L-S, valable lorsque Z . 30, les niveaux d’énergie sont caractérisés par les représentations L, S et J de ces trois
moments cinétiques, et l’on les note alors 2S+1LJ où L correspond à la lettre orbitale d’usage (S, P, D, etc. pour
L = 0, 1, 2, etc.).
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couple leur moments cinétiques : Hintra-atomique ∝ I · J. Ainsi pour un alcalin, il va y avoir une
levée de dégénérescence selon la représentation 〈20〉 F du spin hyperfin F = I + J, qui selon la
règle d’addition des moments cinétiques sera simplement F = I ± 1/2. Ainsi la structure fine
des 2(2I + 1) = (2I + 2) + (2I) états des alcalins ne permet pas d’obtenir une symétrie aussi
grande que SU(2F + 1) et concrètement, les atomes ultrafroids d’alcalin avec F > 1/2 ne per-
mettent en principe d’explorer de la physique qu’avec une symétrie SO(5) [64, 65] ou SU(3)
[66, 67].

Dans l’ordre du tableau périodique, il vient ensuite les alcalino-terreux qui possèdent deux
électrons de valence, pour lesquels des expériences ont été réalisées dès 2009 [68, 69] pour des
gaz de 173Yb et de 87Sr. Dans leur configuration électronique fondamentale, les alcalino-terreux
sont entièrement singulet, c’est-à-dire que leur niveau d’énergie correspond à l’état 1S0, autre-
ment dit J = 0, si bien que pour cette configuration électronique, l’interaction intra-atomique -
Hintra-atomique ∝ I · J - entre les électrons et le noyau est nulle. Cela signifie que les 2I + 1 compo-
santes n’interagissant pas avec les deux électrons de valence : elles sont laissées libres. Ainsi, on
peut légitimement s’attendre à ce qu’une symétrie SU(N) sur les N = 2I + 1 degrés de liberté
nucléaire soit alors réalisée. Il faut encore que le processus d’interaction entre les atomes laisse
lui aussi les degrés nucléaires saufs. Dans ces mélanges dilués d’atomes ultrafroids les interac-
tions inter-atomiques sont réduites - à très basse température - à des interactions de type "onde
s", c’est-à-dire des interactions de contact caractérisées par un seul paramètre, la longueur de
diffusion notée génériquement a et dont le signe distingue les interactions attractives des inter-
actions répulsives. Cela dit, pour que la symétrie SU(N) soit validée, il faut que cette longueur
de diffusion ne dépende pas du spin nucléaire I, or ce n’est pas le cas, néanmoins, on estime
[70, 71] que dans le fondamental, la variation relative de cette longueur de diffusion dans le
spin nucléaire et plus petite que ∼ 10−9 et des expériences sont venu confirmer la présence de
la symétrie SU(N) dans des systèmes à deux dimensions pour 87Sr [72] et à trois dimensions
pour 173Yb [73].

En réalité, les alcalino-terreux réalisent cette symétrie "plus loin" que dans l’état fondamen-
tal : le premier niveau excité de l’atome est lui aussi à J = 0, puisqu’il s’agit d’un terme 3P0 (il est
suivi, comme on le voit sur la FIGURE 6. a, d’état à J = 1 et 2 noté 3P1 et 3P2 respectivement) et
l’on estime [71] que la variation relative de la longueur de diffusion dans les processus d’inter-
action inter-atomique faisant intervenir des atomes dans cet état ne dépasse pas ∼ 10−3. Ainsi
la symétrie SU(N) y demeure raisonnablement satisfaite. Si l’on ajoute qu’entre les états élec-
troniques 1S0 et 3P0, notés habituellement g et e 〈21〉, la transition est doublement interdite 〈22〉,

〈20〉. En guise de résumé (qu’un lecteur attentif mérite) : le spin hyperfin F est le moment cinétique de l’atome en
entier, il se décompose en I, le spin du noyau, et en J, le moment cinétique de tous les électrons de valence, qui se
décompose lui-même en S, le spin intrinsèque de tous les électrons de valence, et L, le moment cinétique orbital
de tous les électrons de valence.
〈21〉. Pour ground state et excited.
〈22〉. En couplage L-S, la condition ∆S = 0 est requise pour les transitions dipolaires électriques (E1), qui sont
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FIGURE 6 – a. Les alcalino-terreux ainsi que toutes les espèces présentant une structure électronique
à deux électrons de valence (en anglais : alkaline-earth like) b. Les atomes alcalino-terreux (strontium
et ytterbium) et leur spin nucléaire I ; La structure électronique des alcalino-terreux avec la transition
doublement interdite entre le fondamental et le premier état excité.

c’est-à-dire que l’état e possède une durée de vie de l’ordre d’une centaine de secondes [74], soit
une éternité dans le cadre des expériences d’atomes froids. Ces propriétés des alcalino-terreux,
comme on l’a vu, ne requièrent finalement que la structure électronique que nous avons décrite
pour posséder cette énorme symétrie unitaire, et il se trouve que d’autres espèces d’atomes, les
alkaline-earth like de la FIGURE 6. b, possèdent cette structure 〈23〉 et présentent dans les deux
premiers états cette symétrie allant jusqu’à SU(10) pour le 87Sr.

Revenons maintenant à notre fil rouge, à savoir les fermions unidimensionnels par les atomes
froids, et décrivons comment ce domaine permet, via le réglage extrême de ses paramètres, de
piéger les alcalino-terreux le long de chaînes. Tout d’abord, le piégeage d’atomes grâce à des la-
sers est théoriquement un jeu d’enfant : en envoyant des ondes laser l’une face à l’autre le long
d’un axe, on créé une onde stationnaire de plans alternant des maxima et des minima d’intensité
lumineuse. En effectuant ceci le long de trois axes perpendiculaires deux à deux, on créé un
réseau cubique de minima aux seins desquels on pourra piéger les atomes refroidis. Mais il est
possible [75], en changeant les directions des axes de propagations des lasers et leur fréquence,
de créer des réseaux hexagonaux, rhomboédrique, tétragonal, etc. La réalisation de réseaux tri-
dimensionnels réalisée, il aussi aussi possible d’en réduire la dimensionnalité grâce à d’autres
lasers qui, par exemple, figent une direction ou deux par un puits harmonique le long d’un ou

le premier ordre de la transition (lorsqu’elles sont nulles, on qualifie la transition d’interdite) ; et pour les transi-
tions dipolaires magnétiques (M1) et quadrupolaires électriques (E2), qui à elles deux forment le second ordre de
transition, lorsqu’une transition déjà interdite annule aussi ces ordres, elle est doublement interdite.
〈23〉. Ils possèdent tous deux électrons au delà d’une sous-couche remplie, comme décrit dans ces fondamentaux :
[Zn] ≡ [Ar]3d104s2, [Cd] ≡ [Ar]4d105s2, [Yb] ≡ [Xe]4 f 146s2 et [Hg] ≡ [Xe]4 f 145d106s2.
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deux axes : alors des réseaux bidimensionnels (cubique, en abeille comme pour le graphène,
mais encore de kagomé [76]) et unidimmensionnels sont synthétisés. Dans le contexte du Yb et
du Sr, des expériences ont été réalisées à trois dimensions [73, 77, 78] mais aussi à une dimen-
sion [79].

Autre performance que permettent les atomes froids : le contrôle, en principe, des interac-
tions interatomiques grâce au phénomène de résonnance de Feshbach [80]. À très basse tempéra-
ture, l’interaction entre les atomes est réduite à des interactions du type "interactions en onde
s", c’est-à-dire des interactions de contact caractérisé par un seul paramètre, la longueur de diffu-
sion notée génériquement a et dont le signe distingue des interactions attractives d’interactions
répulsives. Le phénomène de résonance de Feshbach consiste en la maîtrise de cette longueur
de diffusion - donc de l’interaction interatomique - via l’application d’un champ magnétique B,
dont il existe une valeur B0 pour laquelle elle diverge :

a(B)− a0 ∝ − 1
B− B0

(7)

Où a0 est une longueur positive. Ainsi, c’est flagrant autour de B0, ce phénomène permet
d’obtenir une interaction tantôt attractive, tantôt positive. Malheureusement, ceci fonctionne
pour les atomes alcalins [81], qui possèdent un moment, mais en aucune manière pour les
atomes alcalino-terreux, qui en sont dépourvu. Aussi cette manière "historique" (qualifiée de
résonnance magnétique) de produire une résonnance de la longueur de diffusion est supplan-
tée pour ces atomes par d’autres techniques : tout d’abord la résonnance de Feshbach optique
[82, 83] qui consiste en la manipulation optique de la longueur de diffusion puis, cette der-
nière technique souffrant de fortes pertes atomiques ainsi que d’échaufements du système, la
résonnance de Feshbach orbitale [81, 84, 85] qui utilise les deux degrés orbitaux comme sa ver-
sion magnétique utilise les états du spin électronique des alcalins. Et c’est grâce à ce contrôle
des interactions que l’on observe le phénomène de transition de phase quantique : puisqu’en ef-
fet nous considérons que le système est à température nulle, il ne peut exister de transition
de phase en température, et c’est dans les interactions que nous allons devoir déterminer nos
diagrammes de phase. Nous montrerons que les modèles auxquels mène l’interaction de type
onde s s’avèrent généraliser le modèle de Hubbard précédemment évoqué.

Dans cette thèse, nous établirons dans un premier chapitre la dérivation du modèle d’alcalino-
terreux à une orbitale avec la symétrie SU(N) pour N > 2 (c’est-à-dire pour I > 1/2), puis
nous en donnerons la physique selon le remplissage. Dans un deuxième temps, après ce cha-
pitre essentiellement descriptif, nous ajouterons à notre modèle la seconde orbitale, discutant
au passage de la meilleure stratégie pour la réaliser et d’où nous retirerons trois grands types de
modèles : les modèles g− e, p-band et les modèles d’échelle. Dans un troisième chapitre - ayant
nos modèles à résoudre - nous développerons les outils du faible couplage, en commençant par
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la description de la théorie sans interaction qui présente, dans une certaine limite, la symétrie
conforme et qui prête ainsi le flanc à l’utilisation de la théorie conforme. Ensuite, après avoir
présenté la bosonisation, nous montrerons la principale méthode - le groupe de renormalisation
perturbatif - adaptée à la description de l’interaction autour de la théorie libre. Le quatrième
chapitre verra l’utilisation de ces méthodes appliquées, pour divers remplissages, à un modèle
à deux orbitales, mais dans le cas N = 2, singulier à plus d’un point, et plus simple, tandis que
le cinquième et dernier chapitre, nous nous appliquerons au cas N > 2.
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Chapitre 1

Modèle de Hubbard SU(N) à une orbitale

es atomes froids permettent une étude inédite de la physique de hauts spins [86, 64].
Dans les systèmes conventionnels - comme par exemple dans beaucoup d’oxydes
de métaux de transitions - plusieurs électrons sont combinés via la règle de Hund et
forment sur site un objet composé avec un grand spin S > 1/2. Néanmoins les pro-

cessus dominants demeurent ceux faisant intervenir les paires d’électrons, avec au mieux un
spin 1, si bien que les fluctuations relatives sont d’ordre 1/S, c’est-à-dire faibles, et la physique
de ces systèmes est très semiclassique du point de vue du moment cinétique. À l’inverse, les
atomes froids, alcalins comme alcalino-terreux, portent avec eux de grands spins (à savoir leur
spin total, qui correspond à leur spin hyperfin F = I ± 1/2 ou F = I) dans tous les processus
d’interactions, si bien que ces "blocs de spin" amènent - par construction - de grandes fluctua-
tions quantiques de spins ainsi que de grandes symétries cachées à ces systèmes [64, 65]. Il a
été montré (par exemple [87, 88]) que des systèmes d’alcalins fermioniques, à trois dimensions
et de ce fait dans le paradigme des liquides de Fermi, présentaient des modes collectifs d’exci-
tation ainsi que des schémas d’appariement Cooper plus riches (avec un spin total S > 2) que
des dans les matériaux traditionnels.

Nous présentons ici la dérivation du modèle de Hubbard SU(N) à une orbitale décrivant la
physique d’atomes ultrafroids alcalino-terreux - ou équivalents - piégés au sein d’une chaîne
optique ; nous donnerons également une simple description de la physique de ce modèle.

1.1 Dérivation du modèle

Pour la dérivation du modèle de Hubbard généralisé, nous considérons que :

— Les atomes alcalino-terreux sont dans leur état fondamental g ≡ 1S0 ;
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— Les atomes sont individuellement soumis à un piège optique que l’on modélise par
un terme de potentiel noté V(r), périodique dans la direction de la chaîne (qui définit
conventionnellement l’axe Oz) et piégeant dans le plan qui lui est perpendiculaire ;

— L’interaction interatomique, à une température considérée comme nulle, est de type
"onde s".

Ces trois points appellent des précisions et seront développés, et nous commençons par le
premier : en toute généralité, nous allons écrire le Hamiltonien en seconde quantification. Il
faut alors définir un opérateur champ qui créé un atome que son adjoint détruit : nos atomes
n’ont, ici, aucune structure orbitale - ils sont dans l’état g qui est complètement singulet - mais
ils possèdent néanmoins un spin nucléaire I, prenant N = 2I + 1 valeurs, que l’on a l’habitude
de repérer par une lettre grecque, allant de 1 à N : posons α = 1, . . . , N. Les degrés de liberté
d’un atome seront donc son spin nucléaire α, et sa position r, si bien que l’opérateur champ du
problème est Ψ†

α(r), qui créé un tel atome. La statistique de ces atomes, fermionique 〈1〉, impose
à ces opérateurs des relations d’anticommutation :{

Ψ†
α(r), Ψ†

β(r
′)
}

= 0 (1.1){
Ψ†

α(r), Ψβ(r′)
}

= δαβ δ(3)(r− r′) (1.2)

Où δαβ est le symbole de Kronecker, valant 1 lorsque α = β et 0 sinon, et où δ(3) est la
distribution de Dirac tridimensionnelle.

1.1.1 Le hamiltonien à un corps

Ayant établi ceci, on écrit aisément le terme à un corps du problème en seconde quantifica-
tion en introduisant m, la masse des atomes :

H0 = ∑
α

∫
R3

d3r Ψ†
α(r)

(
− h̄2

2m
∆ + V(r)

)
Ψα(r) (1.3)

La donnée de la chaîne est contenue dans le potentiel V qui décrit le piège optique qui,
comme nous l’avons dit, est périodique le long de l’axe Oz, et piégeant dans le plan perpendi-
culaire xOy, si bien qu’on le décompose comme suit :

V(r) = Vpér.(z) + V⊥(x, y) (1.4)

Où Vpér. est périodique de période a0, et V⊥ est confinant dans le plan xOy. De ces deux
données viennent deux conséquences : la première, si le potentiel V⊥ est confinant, il possède

〈1〉. Les deux électrons amènent un spin entier, si bien que la statistique d’un alkalino-terreux est donnée par le
spin nucléaire, qui doit être demi-entier, c’est-à-dire pour N pair.
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un spectre discret d’état liés, et si l’on considère un puits harmonique bidimensionnel :

V⊥(x, y) =
1
2

mω2
⊥(x2 + y2) (1.5)

Alors le hamiltonien (1.3) est aisément diagonalisable selon le plan xOy en introduisant les
états propres |nx〉 et |ny〉 des puits harmoniques pour lesquels la fonction d’onde φnx,ny(x, y) =
〈x, y|nx, ny〉 satisfait l’équation aux valeurs propres suivante :{

− h̄2

2m

(
∂2

∂x2 +
∂2

∂y2

)
+

1
2

mω2
⊥(x2 + y2)

}
φnx,ny(x, y) = εnx,ny φnx,ny(x, y) (1.6)

= h̄ω⊥
(
nx + ny + 1

)
φnx,ny(x, y)

Dans le cadre à deux orbitales, nous utiliserons cette structure des états harmoniques, mais
pour l’heure, nous allons faire la supposition que l’écart d’énergie entre le plus bas état harmo-
nique s ≡ (nx = 0, ny = 0) et les deux premiers niveaux que l’on note px ≡ (nx = 1, ny = 0)
et py ≡ (nx = 0, ny = 1) - à savoir h̄ω⊥ - est une grande énergie dans le problème, et que le
remplissage, contrôlé via le terme de potentiel chimique, est établi de telle sorte qu’il n’existe
que des atomes dans l’état harmonique s.

La seconde conséquence concerne le potentiel périodique qui se prête à une diagonalisation
à l’aide des fonctions de Bloch [89], notées ϕ

(n)
kz

(z) (avec (n) l’indice de bande, et kz le vec-
teur d’onde de la première zone de Brillouin 〈2〉 (PBZ)), et qui vérifient l’équations aux valeurs
propres : {

− h̄2

2m
∂2

∂z2 + Vpér.(z)

}
ϕ
(n)
kz

(z) = ε
(n)
kz

ϕ
(n)
kz

(z) (1.7)

La structure de bande est caractérisée par la forme de la période du potentiel Vpér. et l’on fait
la supposition supplémentaire et simplificatrice que les énergies entre la bande la plus basse, (0),
et la suivante, (1) - à savoir δbande ' ε

(1)
• − ε

(0)
• - sont aussi de grandes énergies du problème, et,

que le remplissage est tel que toute la physique prend place dans la bande (0). Notons qu’on ne
se soucit guère ici de savoir comparer les énergies δbande et h̄ω⊥ : dans la suite, nous en viendrons
à considérer des états harmoniques plus importants et alors nous bloquerons la physique dans
la bande (0) en imposant h̄ω⊥ � δbande.

Ainsi, hors de toute considération physique sur les ordres de grandeur des énergies harmo-

〈2〉. La première zone Brillouin, dans notre cas, s’arrête à π/a0, ce qui correspond à une redondance dès lors
qu’une onde plane possède une longueur d’onde plus petite que le pas du réseau a0 : ceci est du à ce qu’une
translation élémentaire de a0 du réseau correspond à la multiplication de la fonction de Bloch d’un facteur eikza0 ,
si bien que kz est défini modulo 2π/a0.
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niques et de bande, le problème est diagonalisé par le produit tensoriel des fonctions selon Oz
et xOy :

ψ
(n)
nx,ny,kz

(r) = φnx,ny(x, y)ϕ
(n)
kz

(z) (1.8)

1.1.2 Les opérateurs du réseau

Il convient maintenant d’introduire un opérateur de création qui rende compte du réseau,
habituellement indicé par la lettre i (et parfois j, lorsqu’il peut exister un risque de confusion
avec le i des nombres complexes), et qui va prendre lieu et place de la variable r. Pour ce faire,
nous allons introduire les fonctions de Wannier [90] associées aux fonctions d’onde ψ

(n)
nx,ny,kz

(et
plus particulièrement associées à leur partie "de Bloch,") :

W (n)
nx,ny,j(r) ≡

1√
Nsites

φnx,ny(x, y) ∑
kz∈PZB

e−ikz ja0 ϕ
(n)
kz

(z) (1.9)

De même qu’effectuer la transformation de Fourier dans une portion limité d’espace induit
une quantification du nombre d’onde, en prenant l’inverse Fourier 〈3〉 d’une fonction d’onde
limité en le nombre d’onde à la première zone de Brillouin, nous assistons à une quantification
dans l’espace qui correspond à l’indice j du site. De plus les fonctions de Bloch sont des fonc-
tions complètement délocalisées et les fonctions de Wannier se trouvent être localisées autour
du site a0 j. La transformation (1.9) étant unitaire, les états de Wannier forment une base ortho-
gonale, si bien que les fonctions de Wannier sont les éléments de la matrice de changement de
base entre les opérateurs de champ Ψ†

α(r) et des opérateurs de création c†
(n),(nx,ny),α,j sur le site j

d’atomes dans l’état harmonique (nx, ny), dans la bande (n) et de l’état nucléaire α :

Ψ†
α(r) = ∑

j,nx,ny,(n)
W (n)?

nx,ny,j(r) c†
(n),(nx,ny),α,j (1.10)

Si désormais l’on tient compte des approximations physiques alors les états effectifs seront
ceux satisfaisants (n) = (0), (nx, ny) = s, et tous les autres états étant non-physiques, on notera
adroitement c†

α,j = c†
(0),(0,0),α,j et les fonctions de Wannier correspondantesWi. L’approximation

physique consistera à ne considérer que ces modes :

Ψ†
α(r) '∑

i
W?

i (r) c†
α,i (1.11)

Grâce à ce changement de base, nous sommes en mesure d’écrire le terme à un corps dans

〈3〉. La transformation est bien prise sur kz et pas sur z !
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les opérateurs du réseau, les c†
α,i :

H0 = ∑
i,j,α

t(i,j)c†
α,icα,j (1.12)

Où l’énergie t(i,j) est définie par :

t(i,j) =
∫

R3
d3rW?

i (r)

{
− h̄2

2m
∆ + V(r)

}
Wj(r) (1.13)

Cela dit, le terme ε = t(i,i) est un réel qui correspond à l’énergie à un corps de l’atome sur site.
Le terme du Hamiltonien correspondant est du type ε ∑i ni et peut être intégré sans difficulté
dans le terme de potentiel chimique. Le terme dominant et physiquement intéressant de (1.13)
est celui faisant intervenir deux sites adjacents 〈4〉, c’est-à-dire t = −t〈i,j〉 (c’est-à-dire pour i et j
plus proche voisins) : en se limitant à ces termes on réalise l’approximation des liaisons fortes 〈5〉

[91]. Dans cette approximation, le hamiltonien à un corps se réduit simplement à l’expression
suivante :

H0 = −t ∑
i,α

(
c†

α,i+1cα,i + c†
α,icα,i+1

)
(1.14)

1.1.3 Le hamiltonien d’interaction à deux corps

La partie sans interaction étant désormais décrite dans les opérateurs du réseau, nous pas-
sons à l’interaction, en débutant comme nous l’avons déjà fait à partir d’une expression en opé-
rateurs de champs, et en exploitant la troisième et dernière considération que nous avons faite
au début de cette section : l’interaction interatomique est de type onde-s à température nulle.
Un terme à deux corps décrit cette interaction qui est locale, isotrope, et qui n’est caractérisé -
pour un processus X donné - que par une seule quantité : la longueur de diffusion aX à laquelle on
associe une quantité équivalente, le paramètre d’interaction gX = 4πh̄2aX/m [92] et qui intervient
dans l’expression du potentiel d’interaction V int.

X pour deux particules aux positions r et r′ dans
le processus X :

V int.
X (r, r′) = gXδ(3)(r′ − r) (1.15)

Les processus d’interaction X ici ne peuvent dépendre que du seul degré de liberté interne

〈4〉. En effet, les fonctions de Wannier étant bien piquées sur leur sites, les intégrales qui définissent les t(i,j)

s’annulent rapidement au fur et à mesure que |j− i| augmente.
〈5〉. Fortement lié au site, c’est-à-dire localisé dans le voisinage de ce dernier.
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des atomes, le spin nucléaire α, c’est-à-dire, en toute généralité : X est la donné des spins
α et β des deux atomes en interaction et un gX différent peut-être associé à chacun d’eux
(donc également une longueur de diffusion aX). Or dans les processus d’interaction il a été
estimée, tant du point de vue théorique [70, 71] qu’expérimental [72, 73], que la dépendance
des longueurs de diffusion dans le spin nucléaire I était négligeable (notamment dans l’état
g qui est ici le seul considéré), si bien que la symétrie SU(N) y est presque parfaitement sa-
tisfaite. Dans l’expression (1.15), l’implémentation de la symétrie SU(N) sur le spin nucléaire
dans l’interaction revient à associer à tous les processus le même paramètre d’interaction g :
V int.

X (r, r′) = g δ(r′ − r), ∀X. Les effets de la statistique fermionique ont soins d’eux-mêmes via
les relations d’anticommutation (1.1,1.2) 〈6〉. Le terme d’interaction à deux corps s’écrit :

Hint. = g ∑
α<β

∫
R3

d3r Ψ†
α(r)Ψ

†
β(r)Ψβ(r)Ψα(r) (1.18)

À l’aide de la décomposition (1.11), nous pouvons donner une expression de l’interaction
sur les opérateurs de réseau :

Hint. =
U
2 ∑

i
n2

i (1.19)

Où ni = ∑α c†
α,icα,i et où le paramètre d’interaction U est relié au paramètre d’interaction g

et aux fonctions de Wannier Wi par l’expression suivante (les fonctions de Wannier sont des
translations les unes des autres et dans l’intégrale suivante on enlève alors l’indice de site) :

U = g
∫

R3
d3r |W(r)|4 (1.20)

Dans l’approximation des liaisons fortes, les termes entre sites non-identiques sont complè-
tement négligeables si bien que l’interaction demeure locale. À un niveau plus concret, qui n’est
pas l’objet de la présente description, le terme libre t et le terme d’interaction U sont détermi-
nés à partir des fonctions de Wannier qui peuvent elles-mêmes être déterminées de manière
autocohérente pour un réseau donné et ainsi mener à un calcul numérique des intégrales cor-
respondantes [93].

〈6〉. Les relations d’anticommutation sont simplement données par :{
c†

α,i, c†
β,j
}

= 0 (1.16){
c†

α,i, cβ,j
}

= δαβδij (1.17)
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1.1.4 Le hamiltonien total, les symétries

Ainsi, le hamiltonien total décrivant les alcalino-terreux peut être décomposé en trois termes
- libre, d’interaction et de potentiel chimique - écrits dans les opérateurs de réseaux :

HHubbard = −t ∑
i,α

(
c†

α,i+1cα,i + c†
α,icα,i+1

)
+

U
2 ∑

i
n2

i − µ ∑
i

ni (1.21)

Ce modèle n’est autre que le modèle de Hubbard (4), mais généralisé des 2 composantes du
spin des électrons aux N composantes du spin nucléaire des atomes. C’est ce modèle, selon N,
selon U et selon le remplissage (piloté par le terme de potentiel chimique), dont on cherche à
déterminer les propriétés. Un premier résultat important est la connaissance de ses symétries.
La première, évidente, est reliée à la conservation du nombre total de particules, autrement dit
la conservation de la charge totale ∑i ni, associée à la transformation globale suivante qui laisse
le hamiltonien (1.21) :

c†
α,i

U(1)c−→ eiθc†
α,i , ∀α, i, et θ ∈ [0, 2π[ (1.22)

Cette transformation est associée de manière évidente au groupe U(1)c, ce qui s’exprime
aussi par le fait que la charge totale commute avec le hamiltonien :[

∑
i

ni,HHubbard

]
= 0 (1.23)

Le système possède en plus de cette symétrie sur le nombre de particule une symétrie reliée
à la conservation du nombre total de particule ayant une composante du spin nucléaire donnée.
En réalité cette symétrie est plus importante, et en considérant une matrice Ũ ∈ SU(N) (c’est-
à-dire de taille N×N, unitaire, Ũ† = Ũ−1, et de déterminant unité, det Ũ = 1) on définit la
transformation suivante :

c†
α,i

SU(N)s−→ ∑
β

Ũαβc†
α,i , ∀α, i, et Ũ ∈ SU(N) (1.24)

Nous allons alors introduire les N2 − 1 matrices des générateurs 〈7〉 de la représentation

〈7〉. En tant que groupe de Lie, les éléments Ũ de SU(N) peuvent être indicés par un vecteur θ dont le nombre de
composantes indique l’ordre du groupe (sa dimension étant infinie) : pour ce groupe, N2 − 1. Dans une représen-
tation R donné - d’une dimension quelconque, irréductible ou non - on peut décomposer n’importe quel élément
du groupe proche de l’identité grâce aux générateurs de la représentation Ta

R, a ∈ [[1, N2 − 1]] comme :

R
[
Ũ(δθ ' 0)

]
= IdR − i

N2−1

∑
a=1

Ta
Rδθa +O

(
‖δθ‖2) (1.25)
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fondamentale 〈8〉 SU(N) pour définir les générateurs SU(N) S a sur réseau :

S a = ∑
i,αβ

c†
α,iT

a
αβcβ,i, a ∈ [[1, N2 − 1]] (1.27)

En définissant les N états à un atome sur un même site |α〉i = c†
α,i |0〉 (l’état vide gagnerait à

être mieux défini, mais on s’en contentera ici), on constate que l’effet du générateur S a et stable
dans {|α〉i}α∈[[1,N]] :

S a |α〉i = ∑
β

Ta
βα |β〉i (1.28)

C’est-à-dire que cet espace est un espace irréductible, de dimension N : il s’agit de la repré-
sentation fondamentale , si bien qu’il est toujours bon d’avoir à l’esprit que "un atome porte
une représentation fondamentale de SU(N)". Cela dit, deux atomes - de sites a priori différents -
pourrons s’apparier pour former ou , etc.

De manière plus générale, les générateurs S a (ainsi que les S a
i , définis sur chaque site) sa-

tisfont également à l’algèbre su(N) (1.26). Ainsi la symétrie liée à la transformation (1.24) s’ex-
prime par les relations de commutation suivantes, qui ne sont rien d’autre que la conservation
attendue : [

S a,HHubbard

]
= 0, a ∈ [[1, N2 − 1]] (1.29)

Les deux symétries mises ensemble, nous avons affaire avec une symétrie U(N) = U(1)c ×

Ces générateurs forment un espace vectoriel et satisfont des relations de commutations caractérisées par l’objet
antisymétrisé f abc, a, b, c ∈ [[1, N2 − 1]] qui ne dépend pas de la représentation, qui fixe les propriétés locales du
groupe et qui caractérise l’algèbre su(N) :

∀R :
[
Ta
R, Tb

R
]
= i

N2−1

∑
c=1

f abcTc
R (1.26)

〈8〉. Plusieurs représentations particulières sont à connaître :
— la représentation triviale, notée traditionnellement •, et qui consiste a associer chaque élément du groupe

à l’unité : Ta
• = 0, ∀a ;

— la représentation fondamentale, qui est irréductible, notée à l’aide de son tableau de Young, et qui consiste
en la plus petite représentation (avec sa conjuguée, ?) non-triviale. Elle est de dimension N, et est donc
généré par des matrices N×N notées Ta (pas d’indice de représentation pour la fondamentale) et dont les
coefficients de matrices se notent, en toute logique dans le contexte de notre thèse à l’aide d’indices grecs,
Ta

αβ. Dans le cas SU(2), les 3 matrices correspondent aux matrices de Pauli (divisées par 2). Par convention,

on choisit ces générateurs de telle manière que les matrices satisfassent Tr
(
TaTb) = δab/2 ;

— la représentation adjointe, irréductible, notée ad, de dimension N2 − 1, qui correspond au tableau de
Young (2, 11, . . . , 1N−2), et dont les générateurs Ta

ad peuvent être formés à l’aide de la suite f abc :
(
Ta

ad
)

cb =

f abc. Dans le cas SU(2), les 3 matrices correspondent aux matrices de spin 1, et sont générées à l’aide de la
suite de Levi-Civita à trois indices f ijk = εijk.
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SU(N)s, et pourtant - pour souligner la partie non-triviale de la symétrie, obtenue pour d’autres
modèles par réglage fin des interactions - le modèle (1.21) est appelé "modèle de Hubbard SU(N)",
et non pas U(N). Contrairement au modèle pour N = 2, il n’existe pas de résolution exacte pour
tout paramètre d’interaction U et pour tout remplissage n̄. Néanmoins il est possible de géné-
raliser les équations de l’Ansatz de Bethe à des systèmes de fermions avec une symétrie interne
SU(N) qui passent pour correspondre à des variantes non-locales du modèle de Hubbard SU(N)

[94]. Malgré cela, la résolution du modèle est quantitativement réalisée [95] et sa physique est
comprise grâce à des techniques puissantes d’approximations telles la théorie des champs, le
fort couplage et les approches numériques. L’objet des sections suivantes est d’en donner la
description selon l’interaction et le remplissage.

1.2 Le cas incommensurable

Le premier cas, le cas où le nombre d’atome par site est incommensurable au nombre de
degré de liberté par site (et donc au nombre de site puisqu’il y a un nombre entier de degrés
de liberté par site !), est un cas où il n’existe aucun processus d’Umklapp [33]. Ce processus,
dans un solide cristallin par exemple, correspond à de la diffusion entre deux phonons de la
première zone de Brillouin dont la collision provoque la création d’un phonon hors de celle-ci :
or, puisque ce phonon sera vu sur le réseau avec un vecteur d’onde ramené à la première zone
de Brillouin (qui a du sens physiquement), le reste de l’impulsion étant transféré au réseau, il
pourra exister des phénomènes qui rétrodiffuseront et même pire, qui seront de vecteur d’onde
nul, "immobiles" 〈9〉. C’est en ce dernier sens que le terme Umklapp est ici compris, et comme
nous le verrons dans la suite, il correspond à des processus d’interaction qui oscillent selon n̄,
et dont le caractère commensurable ou incommensurable, préservera ou tuera (respectivement)
lesdits processus qui ont l’effet - lorsqu’ils sont présents - d’ouvrir un gap de charge dans le
domaine répulsif (U > 0), et dans le secteur les degrés de spin dans le domaine attractif (U < 0).
Et ceci est physiquement cohérent, puisque lorsque n̄ sera commensurable, les atomes pourront
- dans le domaine répulsif - se bloquer sur le réseau, et ainsi gapper la charge, ou encore - dans
le domaine attractif - les atomes pourront, par exemple, former des singulets et, de la même
manière gapper le spin.

Ainsi, lorsque l’incommensurabilité empêche ces processus de résonner, les degrés de li-
berté de charge seront critiques et un état métallique sera formé mais ses propriétés dépendront
fortement du paramètre d’interaction U et notamment de son signe.

〈9〉. Bien évidemment les processus d’Umklapp ne se limitent pas aux phonons. Par exemple, pour nos systèmes
1D, lorsque π/a0 est un multiple entier de 2kF, il se produira des processus dans le hamiltonien de basse énergie
(défini aux CHAPITRES 2 et 3) qui transfèreront un nombre entier de fermions d’un point de Fermi à l’autre tout en
conservant leur quasi-impulsion, menant parfois à rompre la séparation spin-charge et à ouvrir un gap en charge.
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1.2.1 Le domaine répulsif

Lorsque U > 0, tous les degrés de liberté sont critiques et un liquide de Luttinger à N com-
posantes est alors formé [96, 33] dont la signature est la présence d’oscillations à 2kF

〈10〉 dans
les fonctions de corrélation densité-densité, et spin-spin, qui décroissent en loi de puissance
avec des exposants non-universels qui dépendent de l’interaction U [97, 98, 99]. Le phéno-
mène d’universalité correspond dans une acception large à la propriété qu’ont des systèmes
physiques, a priori différents, d’obéir à des lois très similaires. Dans le cadre de la physique
des transitions de phase du second ordre, beaucoup de systèmes différents font intervenir les
mêmes exposants critiques 〈11〉, indépendamment de leurs caractéristiques : la répartition de ces
exposants critiques en des classes où ils prennent une valeur donnée (qui caractérise une tran-
sition de phase), correspond à la détermination des classes d’universalité. L’un des exposants
critiques, noté η, correspond à l’exposant de la loi de puissance de la fonction de corrélation
au point critique : G(r) ∼ |r|2−d−η (d la dimension du système). Or pour notre liquide de Lut-
tinger, l’instabilité dominante des fonctions de corrélation spin-spin, indique bien une phase
métallique avec des oscillations à 2kF, mais avec une décroissance qui dépend de l’interaction
[97, 98, 99] :

〈S a(τ, x)Sb(0, 0)〉 ∼ δab cos(2kFx)

(x2 + v2
c τ2)

K/N
(x2 + v2

s τ2)
1−1/N (1.31)

Où x et τ sont respectivement la position sur la chaîne et un temps statistique dont nous
donnons la définition au CHAPITRE 3, mais surtout, où K, vc et vs sont respectivement le para-
mètre de Luttinger de charge et respectivement les vitesses des excitations de charge et de spin
qui dépendent tous de l’interaction U, mais aussi du nombre moyen d’atome par site [96, 33].

Ce premier exemple de phase complètement critique est l’occasion d’introduire une quan-
tité qui mesure de la criticalité du système, la charge centrale notée c, et dont la définition précise
s’effectue dans le cadre de la théorie conforme des champs. Dans une théorie comme la nôtre
avec N degrés de liberté, scindés en un degré de charge et N− 1 degrés de spin 〈12〉, une phase

〈10〉. C’est le vecteur d’onde du niveau de Fermi, dont on peut montrer qu’il est directement relié au nombre moyen
d’atome par :

kF =
πn̄
a0N

(1.30)

〈11〉. Bien souvent, dans les transitions du second ordre, les grandeurs physiques se comportent en loi de puis-
sance dans diverses quantités (comme la température et l’aimantation dans le cas d’école) dont l’exposant définit
un exposant critique.
〈12〉. On aime aussi opposer le degré abélien aux degrés non-abéliens, en se reférant au degré de charge et aux degrés
de spin respectivement. Ceci vient des propriétés des groupes de symétrie U(1) (abélien) et SU(N) (non-abélien),
qui leurs correspondent.
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complètement critique (en charge et spin donc) possèdera une charge centrale c = N. À l’in-
verse de la phase dont il est question ici, si tout avait été gappé, la charge centrale aurait été
nulle : c = 0, et de manière générale, lorsque certains degrés se gappent et d’autres pas, elle
prend des valeurs intermédiaires.

1.2.2 Le domaine attractif

Le domaine attractif, lorsque U < 0, est une bonne illustration pour un premier calcul de la
charge centrale : un gap s’ouvre pour tous les N− 1 degrés de liberté SU(N), et pour autant,
la charge reste critique, ce qui est cohérent avec une physique incommensurable 〈13〉. La charge
centrale ne compte alors que la seule charge, soit une théorie métallique également, mais à c = 1
seulement. La phase qui lui correspond est une phase de Luther-Emery [96, 33, 56]. Dans le cas
du modèle de Hubbard SU(2), cette phase correspond en une compétition entre une instabilité
en onde de densité de charge, noté CDW 〈14〉 et en une instabilité supraconductrice formée par
des paires de fermions en singulet, et qui domine la première. Dans le cas N > 2 [100, 1, 101], la
symétrie SU(N) pour former des "paires" supraconductrice requiert - au minimum - N fermions
pour former un singulet de cette phase gappée en spin, les fonctions de corrélation à deux par-
ticules seront sous-dominantes : on définit plutôt un paramètre d’ordreM†

i = ∏N
α=1 c†

α,i (avec
α croissant de gauche à droite, en guise de convention) avec lequel on mesurera une instabilité
supraconductrice de triplets 〈15〉 (N = 3), de quartets (N = 4), etc. Puisque cela correspond à
des agencement de N atomes - c’est-à-dire une sorte de molécule - la phase correspondante, est
appelée superfluide moléculaire et notée MS 〈16〉 : contrairement aux paires du cas N = 2, c’est ici
cette phase qui sera en compétition avec la phase CDW.

Il faut alors comparer les comportements à longue distance des deux fonctions de corréla-
tion - la charge étant critique, elle est associée à une loi de décroissance qu’on imagine non-
universelle étant donnés les résultats sur le cas répulsif - pour savoir laquelle dominera l’autre.
Or ces quantités peuvent être déterminées à l’aide de la technique de bosonisation [65, 100, 1],
et l’on constate qu’il y a une distinction entre les cas N pairs et N impairs pour le paramètre de

〈13〉. À vrai dire, et comme nous le montrons par la suite, même dans le cas commensurable il n’existe pas de gap
de charge dans le domaine attractif, le terme d’umklapp n’y étant pas pertinent.
〈14〉. Pour son acronyme anglais, Charge Density Wave.
〈15〉. Pour N impair, l’appelation supraconductrice est peut-être impropre, le paramètre d’ordre à N fermions ayant
un caractère fermionique.
〈16〉. D’acronyme Molecular Superfluid.
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FIGURE 1.1 – La phase de Luther-Emery dans le cas N = 3 (issu de [1], résultat de DMRG). Ici, dans
le cas impair, la distinction entre les phases CDW et MS se fait sur la courbe K(U, n̄) = N/

√
3 =
√

3
représentée en rouge. On constate qu’au demi-remplissage, lorsque n̄ = 3/2, les processus d’umklapp
gappent la charge, et la phase devient isolante.

la phase MS :

〈n(x)n(0)〉 ∼ cos(2kFx)x−2K/N (1.32)

〈M†(x)M(0)〉 ∼
{

x−N/2K N pair
sin(kFx)x−(K+N2/K)/2N N impair

(1.33)

Ainsi la physique est contrôlée par le paramètre de Luttinger K : lorsqu’il est grand (plus
que N/2 dans le cas pair et N/

√
3 dans le cas impair), ce sont les corrélations MS qui dominent,

et à l’inverse, lorsqu’il est petit (avec les mêmes quantités à comparer dans les cas pairs et
impairs), ce sont les corrélations CDW qui dominent. Il est alors crucial pour la physique de
connaître la dépendance de K en U et en n̄ [1], ce qui est représenté en FIGURE 1.1 dans le cas
N = 3. Remarquons sur cette figure l’effet spectaculaire d’un remplissage très particulier, à
savoir le demi-remplissage (n̄ = 3/2 lorsque N = 3) : la phase de Luther-Emery est tuée par
des processus d’Umklapp, un gap en charge s’ouvre, et la phase devient un isolant de Mott.
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1.3 Un atome par site

Avant d’établir le cas du demi-remplissage, attachons-nous à une réalisation commensu-
rable avec un nombre d’atomes moyen par site plus petit, donc expérimentalement plus simple
à réaliser, à savoir le cas avec un atome par site en moyenne : n̄ = 1. Lorsque N = 2, ce
cas correspond au demi-remplissage, et les résultats évoqués en introduction bien entendu de-
meurent, le système étant résolu par l’Ansatz de Bethe [34, 54, 102] : dans la région répulsive
(U > 0), les atomes se localisent sur les sites, et un gap dans les excitations de charge s’ouvre
tandis que les spins nucléaires des atomes - laissés libres - sont régis par un modèle de Hei-
senberg antiferromagnétique ; la théorie y possède une charge centrale c = 1. La situation dans
le domaine attractif (U < 0) est son symétrique dans les degrés de charge et de spin 〈17〉 : les
atomes s’apparient en singulets et gappent les degrés de spin tandis qu’il reste à ces paires un
site sur deux laissé vide pour se déplacer, autrement dit, la charge est critique ; encore une fois,
la charge centrale y est de c = 1. Voilà une première description bien utile à la compréhension
de sa généralisation à N > 2 puisque cette dernière n’a pas d’équivalent pour l’Ansatz de Bethe
pour être exactement résolue. Néanmoins les propriétés physiques de ce modèle sont connues
[95] depuis des années, et ses propriétés sont finalement assez intuitives, lorsqu’est connu le
cas N = 2, même si la donne change un peu.

1.3.1 Le domaine répulsif

Dans le domaine largement répulsif, à fort U, l’interaction sépare les atomes qui naturelle-
ment se bloquent à un atome par site, un gap de charge s’ouvre, et la situation est tout à fait
comparable au cas N = 2. Ces atomes, qui portent chacun une représentation fondamentale
de SU(N) (i.e. ), voient leur degrés de liberté de spin libres, et sont alors tout naturellement
décrit par un modèle de Heisenberg SU(N) antiferromagnétique (qui, avec des spins dans le
représentation fondamentale porte le nom de modèle de Sutherland [103]) :

Heff. =
2t2

U ∑
i

N2−1

∑
a=1
S a

i S a
i+1 (1.34)

Ce modèle est fidèle à la physique du modèle de Hubbard pour U/t & 12 [99], dans le
régime de fort couplage. Le spectre correspondant est critique pour les N− 1 degrés de spin
avec la vitesse vs = πt2/NU : la théorie possède alors une charge critique de c = N− 1. Sans
entrer encore dans les détails, I. Affleck a de plus identifié [97, 104] que cette théorie critique est
décrite par le modèle de Wess-Zumino-Novikov-Witten 〈18〉 SU(N) de niveau 1 (notée "SU(N)1

〈17〉. Cette symétrie charge/spin n’est rien d’autre que l’expression de la transformation de Shiba mentionnée en
introduction.
〈18〉. Ou parfois plus "simplement", Wess-Zumino-Witten, et abrégé, selon, en WZW ou WZNW. Il s’agit d’un
modèle simple de la théorie conforme des champs dont les solutions sont données par les algèbres de Kac-Moody
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WZW"). Les fonctions de corrélation de cette phase de Mott possèdent une décroissance en loi
de puissance avec un exposant universel [97, 104] :

〈S a(τ, x)Sb(0, 0)〉 ∼ δab cos
(

2π

N
x
a0

) [ln(x2 + v2
s τ2)]2/N2

(
x2 + v2

s τ2
)1−1/N (1.35)

Le terme logarithmique correspond en réalité à un opérateur marginal (c’est-à-dire pos-
sédant un comportement singulier par changement d’échelle 〈19〉) non-pertinent qui, lorsqu’il
devient marginal pertinent (si l’on ajoute - entre autres - des termes d’interaction plus loin que
les plus proches voisins), peut finalement devenir dominant 〈20〉, un gap dans le secteur de spin
SU(N) s’ouvre alors, et le système peut présenter une N-mérisation, c’est-à-dire la formation de
blocs de singulets SU(N) à l’aide de N atomes (donc autant de site). Un tel agencement, gappe
évidemment le secteur de spin, brise alors N fois la symétrie de translation et correspond à une
charge centrale de c = 0 [105, 106, 107].

Lorsque U est plus petit, et contrairement au cas N = 2, il se trouve que le système devient
métallique [98]. En effet, dans le cas N = 2, le gap de charge s’ouvre pour n’importe quelle
valeur finie de U et le modèle est alors un modèle de spin pur, or on pourrait très bien ima-
giner que lorsque U devient moins répulsif, une compétition entre l’interaction et les termes
cinétiques (en t) en vienne à rendre possible le mouvement des atomes : c’est ce qui arrive pour
N > 2 où il existe une valeur critique de l’interaction Uc qui sépare la phase isolante de Mott
(U > Uc) décrite par (1.34), d’une phase métallique (U < Uc) en onde de densité de spin-SU(N)

avec un paramètre d’ordre en S a, une charge centrale maximale : c = N. La transition de Mott
correspondante a été numériquement validée [98, 99] 〈21〉 et a été identifié comme appartenant
à la classe d’universalité BKT 〈22〉 [110, 111].

1.3.2 Le domaine attractif

Finalement, l’étude du cas répulsif pour tout N montre que c’est plutôt le cas N = 2 qui
est un cas particulier, et nous aurons l’occasion de la vérifier plus d’une fois. Néanmoins, dans
le domaine attractif (U < 0), il se trouve que la physique - comme on peut le voir dans le
cas particulier N = 3 de la FIGURE 1.1 pour n̄ = 1 - ne diffère pas du cas incommensurable et

affines (liées à des groupes de dimension infinie).
〈19〉. Techniquement, il s’agit d’un opérateur dont la dimension d’échelle requiert une renormalisation au second
ordre des équations du groupe de renormalisation. Ici le dimension d’échelle critique est 2.
〈20〉. Concrètement, le signe lui correspondant dans le hamiltonien peut changer, et le destin du terme par la
renormalisation s’en trouve complètement changée à son tour.
〈21〉. En réalité, ce résultat fut d’abord invalidé par [108, 109] qui avançaient Uc = 0, pour finalement être revalidé
à Uc non-nul par [99].
〈22〉. Pour Berezinskii, Kosterlitz et Thouless.
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FIGURE 1.2 – Représentations des phases du modèle de Hubbard SU(4) dans la limite de fort cou-
plage (|U| � t) : a. Dans le régime répulsif, la phase de Spin-Peierls (SP) présente une dimérisation par
la création de singulets par paires de sites ; b. Dans le régime attractif, un cristal de période 2 est créé
par une alternance de singulets à 0 et 4 fermions, formant une onde de densité de charge (CDW).

présente une phase de Luther-Emery avec une compétition entre les ondes de densité de charge
et le superfluide moléculaire qui voit pour ce remplissage dominer CDW.

1.4 Le demi-remplissage

Au demi-remplissage, la situation diffère beaucoup du cas N = 2 : dans ce dernier cas,
une étude à faible couplage révèle que les degrés de charge et de spin se découplent - c’est le
phénomène de séparation spin-charge - tandis que dans le cas N > 2 les processus d’Umklapp
lient les deux secteurs 〈23〉 [112, 109, 113, 114], ce qui a pour effet que le gap se généralise à
tous les degrés, en charge comme en spin, donnant lieu à une théorie de charge centrale c = 0
(rappelons que dans le cas N = 2, tantôt la charge (U < 0), tantôt le spin (U > 0), étaient
critique, si bien que de part et d’autre de la théorie libre - relié par la transformation de Shiba
[57, 58] - on avait c = 1). De même, il a été montré pour U < 0 [115, 116] et pour U > 0 [114, 112]
qu’il existe entre le fort et le faible couplage une adiabaticité qui assure le maintien du gap total
pour tout régime de U. Pour autant la physique dépend fortement du signe de U.

1.4.1 Le domaine répulsif

Dans le domaine répulsif, il a été montré que la phase correspondait à une phase spin-Peierls
(abrégé en SP) et qui coïncide avec une phase dimérisée entièrement gappée en charge, comme

〈23〉. Pour aller dans des détails plus techniques qui seront développé dans le CHAPITRE 3, pour le modèle de
Hubbard SU(2) à une orbitale, les courants d’Umklapp sont du type L†

↑L
†
↓ (idem avec les champs droits) et pos-

sèdent une OPE nulle... par manque de termes ! En augmentant N ou en ajoutant une orbitale, on permet aux
processus d’Umklapp d’avoir un effet dans la renormalisation, ce qui a pour effet de tuer la séparation spin-charge.
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dans le cas N = 2, mais, à son encontre, également en spin avec la formation de singulet par
dimérisation (voir la FIGURE 1.2). Au fort couplage - avec l’exemple à N = 4 - cela est mis en
évidence par le fait qu’il est connu que le modèle de Heisenberg antiferromagnétique SU(4)
dans la représentation (qui correspond dans cette limite au modèle effectif de (1.21) pour la
demi remplissage avec n̄ = 2) est connu pour - à température nulle - posséder une phase di-
mérisée [117] qui brise la symétrie de translation : sur deux sites, deux représentations sur
deux sites adjacents s’antisymétrisent pour former un singulet, ce qui laisse un double choix
pour apparier les sites. À l’inverse, nous savons déjà qu’une telle dimérisation - qui corres-
pond à l’ouverture du gap en spin - n’existe pas pour le modèle de Heisenberg SU(2) dans la
fondamentale .

Mais le cas N = 4 est particulier, en ce sens qu’il est pair, et que le modèle de Heisenberg cor-
respondant est bâti à l’aide de la représentation auto-conjuguée de SU(4) : la généralisation de
ce résultat pour n’importe quel N pair (N = 2 aussi, même si le modèle correspondant ne dimé-
rise pas) est évidente, il s’agit d’un modèle de Heisenberg antiferromagnétique bâti à l’aide de
la représentation auto-conjuguée à 1 colonne et N/2 lignes (de dimension 〈24〉 N!/[(N/2)!]2).
Lorsque N est impair, la situation est tout de suite moins triviale et, même si le DMRG montre
que la phase présente toujours une dimérisation en singulet de SU(N), la question de la mo-
délisation de tels systèmes demeure une question ouverte. On pourrait pourtant imaginer un
modèle antiferromagnétique alternant les représentations à 1 colonne et (N− 1)/2 lignes 〈25〉

et celle à 1 colonne et (N + 1)/2 lignes 〈26〉 qui sont conjuguées l’une de l’autre (et peuvent for-
mer naturellement un singulet sur deux sites) et correspond au bon remplissage. Néanmoins
les résultats préliminaires du DMRG [95] semblent montrer une répartition uniforme de la dis-
tribution de charge... et si un tel modèle était valide, on devrait observer - et d’autant mieux
que N est petit - une alternance du nombre d’atome sur chaque site (1 et 2 atomes pour N = 3,
2 et 3 atomes pour N = 5, etc.).

1.4.2 Le domaine attractif

Dans le domaine attractif, c’est une onde de densité de charge (CDW) de période 2 qui
émerge et brise également deux fois la symétrie de translation. En effet, dans la limite du fort
coulage, on peut montrer que le fondamental alterne un site vide et un site complètement rem-
pli, c’est-à-dire, puisque sur un site identique ils s’antisymétrisent nécessairement, dans un
singulet SU(N). Cet arrangement (voir FIGURE 1.2) se trouve optimiser l’interaction répulsive
(en O(t2/U)) générée par du hopping virtuel [115, 116].

〈24〉. Dans SU(N), la représentation à une ligne et k colonnes et de dimension Ck
N.

〈25〉. Qui est fabriquée à l’aide de n = (N− 1)/2 atomes.
〈26〉. Qui est fabriquée à l’aide de n = (N + 1)/2 atomes.
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1.5 Résumé & conclusion

En toute généralité, nous n’avons pas traité tous les cas commensurables, lorsque n̄ est
simplement rationnel (nous avons traité les cas particuliers à un atome par site et au demi-
remplissage). Ces cas ont été étudiés à l’aide de bosonisation, de DMRG [113] et d’une approche
variationnelle de Monte Carlo dans la limite U → ∞ [118], et nous en donnons ici quelques ré-
sultats, pour un nombre d’atome moyen n̄ = p

q × N (p/q ∈ Q ∩ [0, 1]), sachant que le cas
N = 2 est un cas tout à fait pauvre puisqu’aucun remplissage commensurable (sauf le demi-
remplissage) "n’accroche les atomes", autrement dit il n’existe pas de transition de Mott, et tout
le secteur de charge reste sans gap. On distingue trois grands cas, selon la valeur de l’entier q,
dont la valeur va donner la facilité qu’ont les processus d’Umklapp de "résonner", c’est-à-dire
d’importer dans l’interaction, et l’on sait leur importance puisqu’ils mènent en général à ouvrir
un gap et même à tuer la séparation spin-charge. La valeur "critique" de cet entier est q = N, et
nous en donnons ici les résultats selon les cas :

— q > N : les processus d’Umklapp deviennent sans importance et la physique est iden-
tique à la physique incommensurable ;

— q = N : les processus d’Umklapp sont pertinents - mais pas suffisamment pour que la
séparation spin/charge soit tuée - et une transition de Mott existe dans le secteur répulsif
(il existe un Uc qui distingue la phase de Mott d’un liquide de Luttinger) où un gap en
charge s’ouvre (le cas à un atome par site est dans ce cas de figure, avec un remplissage
n̄/N = 1/N) ;

— q < N : les processus d’Umklapp sont si pertinents que la séparation spin-charge est
tuée et la phase est isolante de Mott, mais cette fois si, avec un gap en spin (due à la non-
séparation) avec la formation d’ordre en lien qui dépend du remplissage [113], c’est-à-
dire la formation de singulet sur plusieurs sites brisant ainsi la symétrie de translation.
L’exemple du demi-remplissage est bien dans ce paradigme, mais on peut aussi citer
le modèle SU(6) au remplissage n̄/6 = 1/3 (deux atomes par site) où la phase est tri-
mérisée. Notons que le modèle dans la limite répulsive de fort U est connu : pour un
remplissage 〈27〉 m/N, le fort couplage mène assez naturellement à un modèle de Hei-
senberg SU(N) dans la représentation à une ligne et m colonnes [97].

La FIGURE 1.3 résume les autres résultats du premier chapitre où nous observons plusieurs
comportements caractéristiques. Tout d’abord la réalisation d’un isolant de Mott - où les atomes
se fixent autour d’un site (dans le domaine répulsif, évidemment) - et qui correspond à un gap
de charge 〈28〉 ne se réalise que lorsque le remplissage est commensurable : c’est bien ce que

〈27〉. Notons qu’avec un tel remplissage, selon que m divise N ou non, la situation correspond au cas q < N ou
q = N respectivement.
〈28〉. Notons que la réciproque n’est pas forcément vrai, la phase CDW du remplissage N/2 possède un gap en
charge avec une charge centrale c = 0, et pourtant ce n’est pas un isolant de Mott.
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nous évoquions lorsque nous disions qu’un remplissage qui permet à tous les atomes de "se
caser" conduit à gapper la charge. À l’inverse, toujours dans le régime répulsif, lorsqu’il existe
un écart à la commensurabilité, autrement dit dans le cas incommensurable, on observe une
criticalité totale. Il est aussi à noter qu’à un atome par site, il existe une différence nette entre
les cas à N = 2 et N > 2, avec l’existence, dans ce dernier cas, d’un régime (0 < U < Uc) de
criticalité maximale alors que la physique est commensurable : c’est qu’en toute généralité, il
faut aux atomes un certain seuil de répulsion avec de se fixer sur les sites : il existe en effet une
compétition entre les termes de saut en t et l’interaction en U. À ce titre l’exemple du cas N = 2,
avec sa transition à U = 0, est bien trompeur. À l’inverse, dans le domaine attractif, tandis que
le spin a cette tendance à former des singulets, c’est-à-dire ouvrir un gap, la charge - pourvu
que la séparation spin-charge demeure, sans quoi les degrés gappés l’emportent sur elle - à plu-
tôt la tendance inverse, critique. Notons encore que la symétrie spin-charge (la transformation
de Shiba transformant l’un en l’autre) du cas N = 2 est tuée pour N > 2, et pourtant la généra-
lisation des phases n’est pas abbérante. Quant à la séparation spin-charge, l’un des nouveaux
effets pour le modèle généralisé est la possibilité pour les processus d’Umklapp de les relier à
nouveau, notamment pour le cas du demi-remplissage, ce qui donne lieu à l’ouverture de gaps
inattendus au regard du modèle de Hubbard originel.

La description de la généralisation à N > 2 du modèle de Hubbard à une orbitale s’achève
et comme annoncé, c’est à la généralisation du modèle avec deux orbitales que nous allons
désormais nous affairer pour le reste de la thèse. Cette dernière menant à une physique très
hétérogène - elle mène notamment à des SPT - et avec des diagrammes de phase à plusieurs
dimensions, nous procéderons étape par étape en commençant, dans le CHAPITRE 2, par établir
les différents modèles à deux orbitales qui seront étudiés dans les CHAPITRE 4 et CHAPITRE 5
à l’aide des outils présentés dans le CHAPITRE 3.
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FIGURE 1.3 – Résumé du CHAPITRE 1 avec le cas N = 2 (remplissage incommensurable et demi-
remplissage/un atome par site) et N > 2 (remplissage incommensurable, un atome par site et demi-
remplissage. En bleu et rouge sont indiquées pour chaque phase les charges centrales de charge et
de spin correspondantes. Pour le cas à un atome par site, avec N > 2, on remarque l’existence d’une
transition de phase - pour U = Uc - entre une phase métallique et une phase de Mott.
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Chapitre 2

Modèles de Hubbard SU(N) à 2 orbitales

e modèle de Hubbard à une orbitale ne donne pas de phase topologique [52, 119].
Pour donner un raisonnement naïf sur la nécessité de la seconde orbitale, pren-
nons l’exemple le plus simple, considérons le cas répulsif à N = 2 où l’on essaie
de reproduire une chaîne de spin 1 dont on sait qu’elle redonnera une phase de

Haldane : tout d’abord, il va de soi que pour avoir une chaîne de Heisenberg, il faut fixer les
atomes sur les sites, autrement dit, il faut un remplissage commensurable. Pour le modèle de
Hubbard répulsif N = 2 à une orbitale, c’est immédiatement réglé puisque le seul modèle qui
gappe la charge est la chaîne de Heisenberg antiferromagnétique de spin 1/2, or la conjecture
de Haldane classe comme une phase critique [120, 45]. Et quand bien même nous irions dans
le domaine attractif, pour essayer de former nos triplets à l’aide de deux atomes sur un site, la
statistique fermionique l’en empêcherait :

(
c†

α,ic
†
β,i + c†

β,ic
†
α,i
)
|0〉i = 0. Et c’est là que l’idée d’un

degré de liberté supplémentaire arrive : si nous pouvions - sur un même site - symétriser les
représentations de deux atomes, nous pourrions bâtir un spin 1, mais il faudrait alors que ces
deux atomes aient un spin 1/2 tout en appartenant à des "secteurs" différents pour contourner
les effets fermioniques des états identiques. Imaginons alors que, en plus de leur spin α, β =↑, ↓
, ces atomes possèdent un degré supplémentaire - le degré orbital - prenant deux valeurs "1" ou
"2", alors nous pourrions bâtir cet état de spin 1 sans que la statistique fermionique ne l’annule :(
c†

α1,ic
†
β2,i + c†

β1,ic
†
α2,i
)
|0〉i 6= 0. Pour de tels atomes, on s’attendra assez naturellement, pour un

remplissage de deux atomes par site 〈1〉, que de tels triplets se forment et mènent à une phase
de Haldane en spin. C’est effectivement une prédiction [121, 122, 123], mais il se trouve qu’elle
va plus loin puisqu’elle prédit plusieurs types de phases de Haldane, selon que les triplets sont
formés en spin, dans les degrés orbitaux, ou même en charge. La généralisation à N > 2 de
ces modèles à deux orbitales - en plus d’être une première étape pour faire le lien entre la phy-
sique de Hubbard SU(N) à une et deux dimensions (le degré orbital étant considéré comme

〈1〉. Maintenant qu’il y a un degré supplémentaire, on peut mettre jusqu’à 4 atomes par site, si bien que deux
atomes par site représentent le demi-remplissage.
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un indice de dimension synthétique 〈2〉) - ouvre la possible découverte de phases topologiques
exotiques, notamment grâce à la plus grande variété de représentations que l’ajout du degré
orbital supplémentaire permet.

Nous présentons ici les trois principales manières de réaliser ce degré orbital et les modèles
qui leur sont associées. Et nous commençons par celle qui a donné son nom à ce degré et qui
utilise les deux premiers états orbitaux 1 ≡ g et 2 ≡ e.

2.1 La stratégie des états électroniques, modèle g-e

L’utilisation de l’état atomique e est assez immédiate et comme offerte par les alcalino-
terreux (voir FIGURE 2.1) : en effet cet état possède le double avantage d’être un singulet du
point de vue électronique total 〈3〉 - c’est-à-dire J = 0, laissant présager la symétrie SU(N) -
et de plus il possède une transition doublement interdite avec l’état g, ce qui laisse également
présager que ces états ne relaxeront pas dans le fondamental avant un temps long, et c’est ef-
fectivement le cas avec des temps de plusieurs centaines de secondes [74] ; en d’autres termes
une symétrie U(1) orbitale associée à la conservation des atomes des espèces g et e sera assurée.
Quant à la préservation par les interactions de la symétrie SU(N), elle est satisfaite par des lon-
gueurs de diffusion des processus faisant intervenir le degrés e en dessous de 10−3 en variation
relative [70, 71, 72, 73].

Retournons alors aux assertions du CHAPITRE 1 et remettons-les à jour afin de prendre en
compte ces nouveaux états atomiques :

— Les atomes alcalino-terreux sont dans leur état fondamental g ≡ 1S0 ou dans le premier
niveau excité e ≡ 3P0 ;

— Les atomes sont individuellement soumis à un piège optique que l’on modélise par
un terme de potentiel noté V(r), périodique dans la direction de la chaîne (qui définit
conventionnellement l’axe Oz) et piégeant dans le plan qui lui est perpendiculaire ;

— L’interaction interatomique, à une température considérée comme nulle, est de type
"onde s".

2.1.1 Le hamiltonien à un corps

Cette seule nouveauté, lourde de conséquences, commence par nous imposer une augmen-
tation d’indice pour les opérateurs de champs qui vont désormais créer/détruire à la position

〈2〉. Une dimension synthétique est l’interprétation d’un degré non spatial, mais analogue, justement comme un
nouveau degré spatial (voir [124]).
〈3〉. On se souvient que e ≡ 3P0.

54



FIGURE 2.1 – L’état e étant un singulet, il n’induit pas d’effet de levée de dégénérescence en spin
hyperfin et possède une transition doublement interdite à long temps de vie avec le fondamental. Les
niveaux immédiatement supérieurs ne présentent pas cet avantage.

r un atome de spin α ∈ [[1, N]] et dans l’état orbital m = g ou e (nous désignerons l’indice or-
bital par une lettre latine). L’opérateur de champ Ψ†

mα(r) correspondant possède les relations
d’anticommutation des fermions :{

Ψ†
mα(r), Ψ†

nβ(r
′)
}

= 0 (2.1){
Ψ†

mα(r), Ψnβ(r′)
}

= δmnδαβδ(3)(r− r′) (2.2)

Cela établi, intéressons-nous au terme de potentiel et à ce qu’induit la nouvelle orbitale.
Ce dernier est un opérateur qui agit dans l’espace total à une particule : E = {|m〉 ⊗ |α〉 ⊗
|r〉}mα,r, et nous pouvons décrire le potentiel total selon son effet dans chacun de ces secteurs.
Le plus simple est le secteur nucléaire : puisque nous considérons un piège tout optique (et
non magnéto-optique), le degré de liberté nucléaire est laissé intact, et la partie nucléaire du
potentielle est réduite à l’identité. Ensuite, nous soulignons la distinction entre la manière qu’a
un atome - selon son état orbital - d’interagir avec un photon donné, caractérisé par une énergie
Vm, et entre la distribution spatiale D(r) de ces photons 〈4〉, qui représente le piège optique, in-
dépendamment des atomes. Cela dit, on écrit en toute généralité que le potentiel se décompose
comme :

V(r) = D(r)∑
m

Vm |m〉〈m| (2.3)

Nous pouvons dès lors diagonaliser dans chacun des secteurs g et e, et comme la dépen-

〈4〉. Et qui est, elle, périodique dans la direction de la chaîne, et piégeant dans le plan qui lui est perpendiculaire.
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dance spatiale y est identique (la structure optique, c’est-à-dire la distribution D(r) leur est
commune), les fonctions propres du premier chapitre (1.8) demeurent exactes. Seules les va-
leurs moyennes du hamiltonien changeront, dans les mêmes proportions que les Vm, et ainsi le
potentiel harmonique sera caractérisée par deux pulsations ω

g
⊥ et ω e

⊥ et le potentiel axial sera

caractérisé par des énergies de Bloch ε
(n)
kz,m associées à une bande (n) et un nombre d’onde kz

et, désormais, par un indice orbital m. Ainsi l’énergie associée à l’état 〈5〉 |m, α, (nx, ny), (n), kz〉
sera :

H0 |m, α, (nx, ny), (n), kz〉 =
(

h̄ωm
⊥(nx + ny) + ε

(n)
kz,m

)
|m, α, (nx, ny), (n), kz〉 (2.4)

Pour écrire le changement de base vers les opérateurs du réseau, il faut encore introduire
les fonctions de Wannier qui seront identiques à (1.9) puisque les états propres sont identiques.
La décomposition des opérateurs de champs Ψ†

mα(r) sur les opérateurs c†
(n),(nx,ny),mα,j créant un

atome dans l’état m, au site j, avec un spin nucléaire α, dans l’état harmonique (nx, ny) et dans
la bande (n) est alors :

Ψ†
mα(r) = ∑

j,nx,ny,(n)
W (n)?

nx,ny,j(r)c
†
(n),(nx,ny),mα,j (2.5)

À ce stade, les mêmes considérations physiques vont mener à des approximations très sem-
blables de la décomposition précédente : en imposant que les énergies harmoniques soient pe-
tites devant les énergies entre la première et la seconde bande, h̄ωm

⊥ � δbande, et en ajustant
correctement le remplissage, on réalise un système figé dans la première bande (0). De plus, si
l’on impose aux énergies typiques du système d’être petites devant les énergies harmoniques,
et avec un remplissage adapté, on peut également figer la physique dans le premier niveau
harmonique s = (0, 0). La comparaison entre les énergies ω

g
⊥ et ω e

⊥ n’est en elle-même pas
cruciale puisqu’aussitôt le système réalisé, les atomes dans l’état g et les atomes dans l’état e
seront astreints par la symétrie U(1)o à rester dans leurs secteurs orbitaux. Cela étant dit, nous
faisons l’approximation suivante :

Ψ†
mα(r) '∑

i
W?

i (r)c
†
mα,i (2.6)

C’est la même approximation que pour le modèle à une orbitale, mais avec l’indice orbital
en plus, et l’on est - presque - mené au même terme de hamiltonien libre :

H0 = ∑
i,j,mα

t(i,j)m c†
mα,icmα,j (2.7)

〈5〉. Où, comme dans le chapitre précédent, on associe à la partie harmonique les états |nx, ny〉 de fonctions

d’onde φnx ,ny(x) et à la partie axiale les états |(n), kz〉 de fonctions d’onde φ
(n)
kz

.
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Où l’énergie t(i,j)m possède désormais un dépendance orbitale et est définie par :

t(i,j)m =
∫

R3
d3rW?

i (r)

{
− h̄2

2m
∆ + 〈m|V(r)|m〉

}
Wj(r) (2.8)

De même qu’à une orbitale, le terme t(i,i)m est à intégrer à un terme de potentiel chimique, et
l’on peut, dans l’approximation des liaisons fortes, ne considérer que les termes plus proches
voisins qui nous définissent désormais deux termes de saut tm = −t〈i,j〉m , et l’on est mené à
l’expression finale du terme à un corps du modèle g-e :

H0 = −∑
m

tm ∑
i,α

(
c†

mα,i+1cmα,i + c†
mα,icmα,i+1

)
(2.9)

Il s’agit finalement du hamiltonien libre à une orbitale dupliqué maintenant pour deux orbi-
tales. Étudions à présent l’interaction qui, elle, ne mènera pas à un résultat aussi trivial, et c’est
une bonne nouvelle, puisque nous ne voulons pas avoir affaire à deux modèles à une orbitale
qui seraient invisibles l’un à l’autre, et tout serait alors à recommencer.

2.1.2 Le hamiltonien d’interaction à deux corps

Nous avons jusqu’ici tenu compte de l’extension de la première assertion en la traduisant
par l’ajout d’un indice dans les opérateurs de création, et dans la deuxième assertion en dis-
cutant la structure du potentiel optique mais, qu’en est-il de l’interaction ? Qu’en est-il de la
troisième assertion ? Pour répondre à cette question, répétons ce qui a déjà été dit et qui tra-
duit cette dernière, à savoir que l’interaction est de type "onde s", c’est-à-dire une interaction
de contact caractérisée, pour a priori chaque processus d’interaction à deux atomes X, par une
seule longueur de diffusion aX associée à un paramètre d’interaction gX = 4πh̄2aX/m qui in-
tervient dans l’expression du potentiel d’interaction V int. pour deux particules aux positions r et
r′ dans ce processus X :

V int.(r, r′) = gXδ(3)(r′ − r) (2.10)

Cela ressemble à une redite du chapitre précédent, néanmoins notons que les atomes ayant
plus de degrés internes, l’espace des processus à deux atomes {X}X est plus important. De
même que pour le potentiel optique, ce terme d’interaction à deux corps possède une structure
puisqu’il agit dans l’espace total, mais cette fois-ci à deux particules E⊗2. La structure dans le
secteur spatial est déjà écrite dans l’équation précédente, c’est une interaction de contact. La
structure dans le secteur nucléaire, à vrai dire comme dans le cas à une orbitale, est connue
pour posséder des longueurs de diffusion qui dépendent peu du spin I, c’est la traduction de la
symétrie SU(N) dans l’interaction : le terme traduisant cette absence de structure est Id⊗2

N . En-
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fin, la structure dans le secteur orbital est clairement non-triviale : lorsque deux atomes entrent
en contact, évidemment que leur état atomique compte dans leur manière d’interagir ! Consi-
dérons alors l’interaction sous la forme générale suivante :

V int.(r, r′) = go ⊗ Id⊗2
N ⊗ δ(3)(r′ − r) (2.11)

Où go agit dans l’espace orbital à deux particules, qui est de dimension 4 : il est formé par
les états de la base {|gg〉 , |ee〉 , |ge〉 , |eg〉}. Nous nous attendons alors à 4 processus propres fa-
talement associés à 4 longueurs longueurs de diffusion. Pour trouver ces processus, utilisons
les différentes propriétés de l’interaction à commencer par sa symétrie U(1)o qui conserve sé-
parément 〈6〉 les espèces g et e, assurant la nullité de l’élément 〈ee|go|gg〉 ainsi que des éléments
〈gg|go|ge〉, 〈gg|go|eg〉, 〈ee|go|ge〉 et 〈ee|go|eg〉 (et de leur cinq conjugués). Les composantes non-
nulles les plus triviales sont 〈gg|go|gg〉 et 〈ee|go|ee〉. Pour les composantes restantes, le bon sens
physique, impose l’égalité entre les deux composantes suivantes : 〈ge|go|ge〉 = 〈eg|go|eg〉, en
effet l’interaction qui écrite nous dit "g et e interagissent puis se séparent" est identique si l’on
échange g et e : il s’agit du processus d’interaction directe, par opposition au processus d’in-
teraction d’échange où "g et e interagissent, g devient e et e devient g, puis se séparent", ce dernier
étant tout à fait compatible avec la symétrie U(1)o et qui correspond à la non-nullité des élé-
ments 〈eg|go|ge〉 = 〈ge|go|eg〉?. Avant de préciser d’avantage la forme de go, écrivons la matrice
correspondante :

go =


ggg 0 0 0
0 gee 0 0
0 0 gdirect géchange

0 0 g?échange gdirect

 (2.12)

Il s’agit maintenant de montrer que le coefficient géchange ∈ R en utilisant l’aspect fermionique
des particules utilisées ainsi que la symétrie SU(N) calculée et mesurée de l’interaction. Le ca-
ractère fermionique des atomes considérés impose à l’état total à deux particules d’être antisy-
métrique dans l’échange des deux particules, ce qui restreint le nombre d’états accessibles. L’in-
teraction se faisant lorsque les deux particules sont en un point identique - ce qui implique que
la partie spatiale de l’état à deux particules sera symétrique - ce sont les parties nucléaire et orbi-
tale que l’on doit antisymétriser. Pour savoir quels états ne sont pas fermioniques, considérons
qu’un atome |mα〉 peut être vu comme un état d’une représentation composite

(
SU(2)o , SU(N)

)
où m prend l’une des deux valeurs de la représentation 〈7〉 SU(2)o tandis que α prend l’une des
N valeurs de la représentation SU(N). Ainsi, un état à deux particules n’est qu’un "produit" de

〈6〉. En réalité c’est faux, c’est associé à U(1)c qu’elle satisfait cette propriété. Mais comme la charge est toujours
conservée, c’est toujours équivalent.
〈7〉. Même si la symétrie SU(2)o n’est pas satisfaite pour le modèle, rien n’empêche d’adopter ce point de vue

dont on verra qu’il est bienvenu.
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deux telles représentations mixtes qui mènent aux états des représentations mixtes suivantes :(
SU(2)o , SU(N)

)
⊗
(

SU(2)o , SU(N)

)
=

(
• SU(2)o , SU(N)

)
(2.13)

⊕
(

SU(2)o , SU(N)

)
(2.14)

⊕
(

SU(2)o , SU(N)

)
⊕
(
• SU(2)o , SU(N)

)
Or, et c’est le premier avantage de cette écriture en représentation, nous savons que les repré-

sentations en rouge sont symétriques (deux fois antisymétriques pour la première, deux fois sy-
métriques pour le deuxième) : elles ne sont donc pas fermioniques et n’existent tout simplement
pas (pour des atomes à une position identique). Cela dit, avançons un argument qui intègre la
symétrie SU(N) de l’interaction : si l’interaction possède une telle symétrie, alors les processus
qu’elle décrit sont stables à l’intérieur des représentations irréductibles de SU(N), par défini-
tion. Les représentations mixtes (2.13) et (2.14) sont alors deux secteurs distincts dans lesquels
les processus d’interaction vont agir. Plaçons-nous du point de vue orbital et comptons nos lon-
gueurs de diffusion : nous savons déjà qu’au sein de (2.14), les états |gg〉 et |ee〉 sont propres et
associés chacun à un paramètre d’interaction, ggg et gee respectivement. Il reste alors deux para-
mètres d’interaction à distribuer et notre argument sur la symétrie nous impose alors d’en don-
ner un au dernier état du triplet orbital et un autre à l’état singulet : |ge+〉 = (|ge〉+ |eg〉)/

√
2 est

associé à g+ge et |ge−〉 = (|ge〉− |eg〉)/
√

2 est associé à g−ge. Les deux états ainsi symétrisés et anti-
symétrisés sont donc des états propres de pour go qui dans cette base {|gg〉 , |ee〉 , |ge+〉 , |ge−〉}
est diagonal 〈8〉 :

go = diag
(

ggg, gee, g+ge, g−ge
)

(2.15)

Naturellement, à ces quatre paramètres d’interaction sont associés quatre longueurs de dif-
fusion, agg, aee, a+ge et a−ge qui pilotent l’interaction. L’interaction nous est maintenant connue,
nous pouvons écrire le hamiltonien à deux corps dans les opérateurs de champ Ψ†

mα(r) :

Hint. = ∑
m=g,e

gmm ∑
α<β

∫
R3

d3r Ψ†
mα(r)Ψmα(r)Ψ†

mβ(r)Ψmβ(r)

+
g+ge + g−ge

2 ∑
α,β

∫
R3

d3r Ψ†
gα(r)Ψgα(r)Ψ†

eβ(r)Ψeβ(r) (2.16)

+
g+ge − g−ge

2 ∑
α,β

∫
R3

d3r Ψ†
gα(r)Ψ

†
eβ(r)Ψgβ(r)Ψeα(r)

〈8〉. Ce qui revient à dire que géchange est réel puisque σx et semblable à σz selon ce changement de base, ce qui
impose d’ailleurs que g±ge = gdirect ± géchange.
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Notons comment se décompose ce hamiltonien d’interaction : tout d’abord nous reconnais-
sons pour le premier membre, la duplication pour g et pour e du hamiltonien d’interaction à
une orbitale. Le deuxième terme n’est rien d’autre que le terme associé aux processus directs
où un atome donné conserve son état orbital tandis que le troisième terme correspond aux
processus d’échanges entre les atomes g et e (les paramètres d’interaction correspondent).

La dernière étape pour obtenir le hamiltonien d’interaction sur site est d’utiliser la décom-
position (2.5) des opérateurs de champ sur les opérateurs du réseau :

Hint. = ∑
m,i

Um

2
n2

m,i + V ∑
i

ng,ine,i + Vex ∑
αβ,i

c†
gα,ic

†
eβ,icgβ,iceα,i (2.17)

Où les paramètres d’interaction Um, V et Vint. sont définis à l’aide des paramètres d’interac-
tion gmm et g±ge et des intégrales des fonctions de Wannier :

Um = gmm

∫
R3

d3r |W(r)|4 (2.18)

V =
g+ge + g−ge

2

∫
R3

d3r |W(r)|4 (2.19)

Vex =
g+ge − g−ge

2

∫
R3

d3r |W(r)|4 (2.20)

Comme dans le cas à une orbitale, l’approximation des liaisons fortes permet de négliger
les termes entre sites non-identiques, si bien que l’interaction est encore locale. Insistons en-
core sur le sens physique que l’on associe à chaque terme du hamiltonien et donc à chaque
paramètre d’interaction : les termes en Um correspondent à l’interaction des atomes dans un
secteur orbital donné, ici m ; le terme en V correspond lui au processus d’interaction direct,
sans échange, entre les atomes des deux secteurs orbitaux ; et enfin le terme Vex correspond au
processus d’interaction, cette fois-ci avec échange, entre atomes des deux secteurs orbitaux.

2.1.3 Le hamiltonien total, les symétries

Désormais, nous pouvons écrire le hamiltonien total qui régit la physique du modèle g-e,
et pour cela nous réassemblons les termes un corps et deux corps 〈9〉, sans omettre le terme de

〈9〉. Pour les termes de densité sur site en Um, on utilise aussi la forme ∑i nm,i(nm,i − 1) pour le terme ∑i n2
m,i, ce

qui revient simplement à une redéfinition du potentiel chimique.
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potentiel chimique µm qui dépend a priori aussi du degré orbital :

Hg-e = − ∑
mα,i

tm
(
c†

mα,i+1cmα,i + c†
mα,icmα,i+1

)
−∑

m,i
µmnm,i (2.21)

+ ∑
m,i

Um

2
n2

m,i + V ∑
i

ng,ine,i + Vex ∑
αβ,i

c†
gα,ic

†
eβ,icgβ,iceα,i

Ce modèle - désigné dans la suite comme le modèle de g-e [70, 71] quand il est écrit sous cette
forme - est une première généralisation du modèle à une orbitale et l’on en voit les conséquences
via les deux termes en V et Vex. Autrement dit ce modèle est connu pour V = Vex = 0 puisqu’il
s’agit de deux chaînes (1.21) dont la physique est connue et décrite dans le CHAPITRE 1. Cela
dit, discutons tout d’abord des symétries de (2.21) en commençant par la plus évidente qui est
la conservation du nombre total d’atomes ∑i ni associée à la transformation globale suivante
qui laisse invariant (2.21) de manière évidente :

c†
mα,i

U(1)c−→ eiθc†
mα,i , ∀mα, i, et θ ∈ [0, 2π[ (2.22)

Cette symétrie est associée au groupe U(1)c et elle s’exprime avec la commutation de l’opé-
rateur nombre de particules avec le hamiltonien :[

∑
i

ni,Hg-e

]
= 0 (2.23)

Passons maintenant à une nouvelle symétrie qui apparaît seulement dans le cadre de la
seconde orbitale et que nous avons déjà largement évoqué : la symétrie U(1)o qui est associée
à la conservation de la différence des deux espèces orbitales ∑i(ng,i − ne,i) et qui s’exprime à
l’aide de la troisième matrice de Pauli 〈10〉 :

c†
mα,i

U(1)o−→ eiσ z
mmθc†

mα,i , ∀mα, i, et θ ∈ [0, 2π[ (2.24)

Avec la relation de commutation associée :[
∑

i
(ng,i − ne,i),Hg-e

]
= 0 (2.25)

En réalité, si l’on cumule la conservation totale d’atomes et cette conservation de la diffé-
rences des espèces orbitales, on en vient à conserver séparément les deux espèces, aussi, selon
le point de vue, on considérera de façon équivalente la symétrie U(1)c ×U(1)o et la symétrie

〈10〉. On définit les matrices de Pauli habituelles σx,y,z mais à l’aide des indices g et e. Ainsi nous aurons σ z
gg =

−σ z
ee = 1 et σ z

ge = σ z
eg = 0.
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U(1)g ×U(1)e
〈11〉. Notons qu’à l’aide des deux degrés orbitaux on peut définir les générateurs

SU(2)o - même si cette symétrie n’est pas celle du modèle - à l’aide des matrices de Pauli. Nous
utilisons ici et commençons à systématiser l’usage de la convention d’Einstein sur la sommation
implicite sur les indices répétés 〈12〉 :

T j
i = c†

mα,i
σ

j
mn

2
cnα,i j = x, y, z (2.26)

Ces générateurs sont qualifiés de spin orbital ou encore de pseudospin. La symétrie U(1)o

dans ce pseudospin s’écrit simplement : [∑i Tz
i ,Hg-e] = 0. Grâce à ces générateurs, on récrit le

modèle g-e qui définit alors de nouveaux paramètres d’interaction U, Udiff., J et Jz, et qui sous
cette forme définit le modèle de Hund [122] (les potentiels chimiques sont aussi différents de
ceux de la version g-e, mais connaissant leur "plasticité", on ne les distingue pas) :

HHund = − ∑
mα,i

tm
(
c†

mα,i+1cmα,i + c†
mα,icmα,i+1

)
−∑

m,i
µmnm,i (2.27)

+
U
2 ∑

m,i
n2

m,i +
Udiff.

2 ∑
i

(
n2

g,i − n2
e,i
)
+ J ∑

i

[
(Tx

i )
2 + (Ty

i )
2]+ Jz ∑

i
(Tz

i )
2

Un simple dictionnaire permet d’ailleurs de passer du modèle g-e au modèle de Hund :

U =
1
4
(
Ug + Ue + 2V

)
(2.28)

Udiff. =
1
2
(
Ug −Ue

)
(2.29)

J = Vex (2.30)

Jz =
1
2
(
Ug + Ue − 2V

)
(2.31)

L’écriture (2.27) rend aussi manifeste un ajustement fin qui élargit la symétrie U(1)o à la sy-
métrie SU(2)o, lorsque Jz = J. Enfin, le système possède la symétrie SU(N) largement évoquée
et reliée, au moins, à la conservation du nombre total de particules ayant une composante du
spin nucléaire total. Considérant une matrice Ũ ∈ SU(N) (c’est-à-dire de taille N×N, unitaire,
Ũ† = Ũ−1, et de déterminant unité, det Ũ = 1), les transformations suivantes laissent invariant
(2.21) et (2.27) :

c†
mα,i

SU(N)s−→ Ũαβc†
mβ,i , ∀mα, i, et Ũ ∈ SU(N) (2.32)

〈11〉. Associée aux conservations de ∑i ng,i et ∑i ne,i respectivement.
〈12〉. L’usage habituel que nous en avons veut que nous n’utilisions jamais cette convention pour les indices de
site.
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De même qu’à une orbitale, nous introduisons les N2− 1 générateurs de SU(N) à l’aide des
matrices Ta de la fondamentale, mais en distinguant désormais chaque secteur orbital (attention
à la non-sommation sur m) :

S a
m = ∑

i
c†

mα,iT
a
αβcmβ,i , m ∈ {g, e}, a ∈ [[1, N2 − 1]] (2.33)

La symétrie SU(N) - non valable dans chaque secteur orbital, mais seulement pour les deux
en même temps, d’un bloc 〈13〉 - se traduit par les relations de commutation suivantes entre le
hamiltonien (2.21) et le "spin" nucléaire total S a = S a

g + S a
e :[

S a,Hg-e

]
= 0, a ∈ [[1, N2 − 1]] (2.34)

À ce stade, toutes les symétries mises ensemble donnent aux modèles de Hubbard SU(N)

à deux orbitales (2.21, 2.27) la symétrie U(1)c × U(1)o × SU(N)s. Mais nous pouvons encore
étendre cette symétrie en ajoutant la symétrie d’échange orbital Z

g-e

2 qui - comme son nom l’in-
dique - échange g et e :

c†
mα,i

Z
g-e
2−→ c†

mα,i , ∀mα, i (2.35)

Où m désigne le degré opposé, c’est-à-dire g = e et e = g. Cette symétrie n’étant pas satis-
faite - avec des paramètres d’interaction quelconques - pour les modèles g-e (2.21, 2.27), il faut la
réaliser via un ajustement fin des paramètres d’interaction Um ou Udiff., des potentiels chimiques
µm et des termes tunnels tm desquels toute dépendance orbitale doit disparaître, c’est-à-dire :

t = tg = te (2.36)

µ = µg = µe (2.37)

U = Ug = Ue (g-e) (2.38)

Udiff. = 0 (Hund) (2.39)

En réalité un tel ajustement n’est pas possible via le phénomène de résonance de Feshbach
orbitale qui ne permet d’ajuster que les termes d’interaction interorbitale V et Vex, c’est-à-dire
qu’elle ne permet pas de régler les termes intraorbitaux Ug et Ue. Néanmoins les modèles gé-
néraux (2.21) et (2.27) requièrent une analyse beaucoup plus ardue pour leur résolution et fi-
nalement, rien n’empêche d’écrire et d’étudier de tels modèles, d’abord en g-e (les processus

〈13〉. À cause du terme d’échange en Vex.
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FIGURE 2.2 – Présentation des divers processus d’interaction du modèle g-e avec la symétrie
d’échange. En plus du terme de saut dans les différents secteurs orbitaux (en t), le modèle présente
une interaction avec trois principaux processus : au sein d’un secteur (en U), entre les secteurs avec (en
V) et sans (en Vex) échange.

d’interaction du modèle (2.21) sont représentés dans la FIGURE 2.2) :

Hg-e = −t ∑
mα,i

(
c†

mα,i+1cmα,i + c†
mα,icmα,i+1

)
− µ ∑

i
ni (2.40)

+
U
2 ∑

m,i
n2

m,i + V ∑
i

ng,ine,i + Vex ∑
αβ,i

c†
gα,ic

†
eβ,icgβ,iceα,i

Puis en Hund (le dictionnaire entre ces modèles est donné en ANNEXE A) :

HHund = −t ∑
mα,i

(
c†

mα,i+1cmα,i + c†
mα,icmα,i+1

)
− µ ∑

i
ni (2.41)

+
U
2 ∑

m,i
n2

m,i + J ∑
i

[
(Tx

i )
2 + (Ty

i )
2]+ Jz ∑

i
(Tz

i )
2

C’est à ces deux modèles, qui possèdent la symétrie U(1)c × U(1)o × SU(N)s × Z
g-e

2 , que
nous allons nous attacher dans notre étude de la physique du modèle g-e.

2.1.4 Diagonalisation du hamiltonien libre

En vue de compléter ce panorama général sur le modèle g-e, nous présentons ici la diagona-
lisation du modèle libre sans symétrie d’échange, et notamment nous donnerons le lien entre
un remplissage donné et les vecteurs de Fermi qu’ils induisent. La diagonalisation de (2.21) et
(2.27) (lorsque Ug = Ue = V = Vex = 0 et U = Udiff. = J = Jz = 0 respectivement), est identique
et une simple transformation de Fourier est suffisante (en introduisant le nombre de site Nsites
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de la chaîne, qui est un intermédiaire de calcul) :

c†
mα,k =

1√
Nsites

∑
j

eia0kjc†
mα,j (2.42)

Alors le hamiltonien libre trie les états selon leur mode k qu’il compte avec nmα,k = c†
mα,kcmα,k :

H(0)
g-e = ∑

mα,k

(
εm,k − µm

)
nmα,k (2.43)

Où l’énergie d’un mode est donnée par :

εm,k = −2tm cos
(
a0k
)

(2.44)

La première zone de Brillouin PZB = [−π/a0, π/a0] va donc comporter, en toute généralité
2N branches qui vont se regrouper par paquet de N dans une branche identique selon le degré
orbital m (puisque l’énergie (2.44) ne dépend que de ce degré orbital). Comme le montre la FI-
GURE 2.3, à température nulle, on va introduire des fermions de la plus basse à la plus haute
énergie et lorsque l’on aura mis tous les fermions, le niveau d’énergie de Fermi εF va définir
dans chaque secteur orbital un vecteur d’onde km

F . De plus, nous savons qu’à une dimension, le
nombre d’états dnmα d’une branche mα donnée sur un intervalle dkmα lui est justement propor-
tionnel, or la proportion est infinie dans la limite de la chaîne infinie :

dnmα

dkmα
=

a0

2π
Nsites

chaîne−→
infinie

∞ (2.45)

Aussi, pour relier les vecteurs de Fermi au remplissage, nous considérons un argument en
proportion. L’intégrale des modes jusqu’à la mer de Fermi est à l’intégrale des tous les modes,
ce que le nombre moyen d’atome par site est au nombre maximal d’atomes par site, soit :

∑
mα

∫ +km
F

−km
F

dkmα

∑
mα

∫ +π/a0

−π/a0

dkmα

=
n̄

2N
(2.46)

Tous calculs faits, nous en venons à la relation fondamentale suivante qui défini le vecteur
de Fermi kF qui est piloté par le seul remplissage (et le nombre maximal de degrés par site) :

kF =
kg

F + ke
F

2
=

πn̄
2a0N

(2.47)

Les énergies de Fermi km
F des deux branches orbitales sont quant à elles définies par l’énergie
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FIGURE 2.3 – Les deux branches orbitales du hamiltonien libre sans la symétrie d’échange distin-
guées par l’écart en potentiel chimique δµ et par l’anisotropie des termes de saut te − tg.

de Fermi εF :

εg
(
kg

F
)
− µg = εF (2.48)

εe
(
ke

F
)
− µe = εF (2.49)

En utilisant l’expression de l’énergie du mode εm(k) et un peu de trigonométrie, on trouve
l’expression de la différence des vecteurs d’onde δ = kg

F − ke
F :

δ =
2
a0

arcsin

[
|δµ|β− |α|

√
α2 + β2 − δµ2

α2 + β2

]
(2.50)

Où :

δµ = µg − µe (2.51)

α = 2(tg − te) cos
(
a0kF

)
(2.52)

β = 2(tg + te) sin
(
a0kF

)
(2.53)
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L’expression de kF étant donnée par (2.47). Notons que dans le cas de la présence de la
symétrie d’échange Z

g-e

2 , tg = te, et le terme α devient nul, puis µg = µe, et c’est maintenant
δµ qui s’annule, si bien que δ = 0 : la symétrie d’échange orbitale fusionne les deux branches
orbitales.

Voilà posé le modèle g-e. Son principal point faible est expérimental et concerne les atomes
dans l’état e qui - en plus de nécessiter un appareillage plus important (ne serait-ce que pour
les générer à partir des états g) et d’être associés à des paramètres d’interaction qui brisent plus
la symétrie SU(N) que leur homologues dans l’état g - ont cette tendance à générer de relative-
ment fortes pertes atomiques [70, 71], effets tout à fait indésirables, on s’en doute. Alors, nous
proposons dans la section suivante une deuxième stratégie pour synthétiser la seconde orbitale,
et après la voie "électronique" qui mène au modèle g-e, nous présentons la voie "harmonique"
qui mène au modèle p-band.

2.2 La stratégie des états harmoniques, modèle p-band

Avec tous les éléments présentés pour l’établissement du modèle g-e, la présentation du
modèle p-band va être plus brève. Et ce d’autant plus qu’aucune mise à jour des assertions
du premier chapitre n’est nécessaire, si bien qu’elles correspondent mot pour mot à celle du
CHAPITRE 1 :

— Les atomes alcalino-terreux sont dans leur état fondamental g ≡ 1S0 ;
— Les atomes sont individuellement soumis à un piège optique que l’on modélise par

un terme de potentiel noté V(r), périodique dans la direction de la chaîne (qui définit
conventionnellement l’axe Oz) et piégeant dans le plan qui lui est perpendiculaire ;

— L’interaction interatomique, à une température considérée comme nulle, est de type
"onde s".

La différence se joue alors via la structure harmonique et son remplissage. En réalité, tout
ce qui est dit dans la premier chapitre jusqu’à (1.10) (inclus) est maintenu. Nous recopions
d’ailleurs la décomposition des opérateurs de champs Ψ†

α(r) qui créent l’atome à la position r
avec le spin nucléaire α sur les opérateurs de réseau c†

(n),(nx,ny),α,j qui le créent au site j, avec un
spin nucléaire α, dans l’état harmonique (nx, ny) et dans la bande (n) :

Ψ†
α(r) = ∑

j,nx,ny,(n)
W (n)?

nx,ny,j(r) c†
(n),(nx,ny),α,j (2.54)
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2.2.1 Le hamiltonien à un corps

Parlons maintenant de comment nous souhaitons voir réalisé le système d’atomes froids :
comme précédemment, nous souhaitons ne voir occupée que la première bande de Bloch (0),
et pour cela nous imposons que δbande soit une très grande énergie devant les énergies typiques
du problème ainsi que celle du puits harmonique qui confine les atomes le long de l’axe :
h̄ω⊥ � δbande (pour le modèle p-band, il n’y a pas de dépendance orbitale du puits harmo-
nique). L’énergie harmonique h̄ω⊥ étant également très grande devant les énergies du pro-
blème, nous constatons que nous pouvons utiliser les états harmoniques pour créer nos deux
états orbitaux : en considérant que tous les états de la première bande et de l’état s = (0, 0) sont
remplis, alors, les prochains niveaux à remplir seront dans la première bande - puisque l’éner-
gie pour accéder à la deuxième est très grande par hypothèse - et dans les deux états px = (1, 0)
et py = (0, 1), puisque c’est la plus petite énergie qu’il reste à franchir. Notons alors que les
énergies du problème étant petites devant l’énergie harmonique, nous pouvons "oublier" les
atomes s qui pourront être considérés comme profonds dans la mer de Fermi, c’est-à-dire loin
de la surface de Fermi, où toute la physique se place à basse température. Nous aurons alors
concrètement N atomes par site de base, que nous nous ferons un soin d’omettre à présent car
elle sera vue comme une grande constante dans le hamiltonien. Expérimentalement, un surplus
d’atomes est toujours une mauvaise nouvelle, et l’on peut légitimement s’attendre à ce que la
réalité brise ces considérations idéalisées. Néanmoins nous faisons cette approximation et ce
faisant introduisons à nouveau un indice orbital m reliés aux états harmoniques px ou py qui
donnent leur nom au modèle p-band :

Ψ†
α(r) ' ∑

i,mα

W?
m,i(r) c†

mα,i (2.55)

En incluant cette approximation dans l’expression du hamiltonien à un corps, nous en ve-
nons à l’expression suivante du hamiltonien libre sur réseau :

H0 = ∑
i,j,mα

t(i,j)m c†
mα,icmα,j (2.56)

Où les termes d’énergies t(i,j)m désignent :

t(i,j)m =
∫

R3
d3rW?

m,i(r)

{
− h̄2

2m
∆ + V(r)

}
Wm,i(r) (2.57)

Remarquons que cette intégrale ne dépend pas de l’indice orbital m, puisque les termes de
sauts sont tout à fait symétriques pour les atomes px et py. Comparé au modèle g-e, pour lequel
nous avions un peu brutalement fixé la symétrie d’échange, il s’agit d’un résultat qui la justifie
a posteriori et surtout qui, pour le modèle p-band, nous assure qu’un hamiltonien symétrique
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est bel et bien réaliste. Avec l’approximation des liaisons forte, nous ne gardons que le terme
plus proche voisin en t = −t〈i,j〉m :

H0 = −t ∑
i,mα

(
c†

mα,i+1cmα,i + c†
mα,icmα,i+1

)
(2.58)

Ajoutons de manière anticipée que si nous avions ajouté au potentiel optique V(r) un terme
qui assure la résolution séparée en x et en y du hamiltonien à un corps tout en préservant la
symétrie entre x et y, le hamiltonien précédent serait tout aussi valable, seule la valeur du terme
de saut t en serait changée.

2.2.2 Le hamiltonien d’interaction à deux corps

Pour l’interaction, si nous sommes tentés de calquer ce que nous avons fait pour le modèles
g-e avec l’équivalence g ≡ px et e ≡ py, il faut s’en abstenir car, ici, contrairement aux états g et e,
les états px et py sont des paramètres qui sont une conséquence du potentiel optique V(r) dont
l’interaction ne dépend pas 〈14〉. Ainsi, l’interaction en onde s pour le modèle p-band, comme
dans le cas à une orbitale, ne possède qu’un seul paramètre d’interaction qui dans le le langage
du modèle g-e correspond à g = ggg = 4πh̄2agg/m (agg est la longueur de diffusion pour deux
atomes dans l’état g). Récrivant un potentiel d’interaction identique à celui du CHAPITRE 1, en
explicitant - comme pour le modèle précédent - la structure nucléaire qui traduit la symétrie
SU(N) de l’interaction :

V int.(r, r′) = g× Id⊗2
N ⊗ δ(3)(r′ − r) (2.59)

L’interaction en seconde quantification est alors identique à celle du premier chapitre :

Hint. = g ∑
i,α<β

∫
R3

d3r Ψ†
α(r)Ψ

†
β(r)Ψβ(r)Ψα(r) (2.60)

Reste, pour obtenir l’interaction dans les opérateurs sur réseau, à introduire la décomposi-
tion (2.55) dans cette expression et, dans l’approximation des liaisons fortes qui ne garde que
les termes à sites identiques, nous obtenons l’expression suivante, avec une somme implicite
sur les degrés nucléaires α et β :

Hint. = ∑
i,m,m′,n,n′

Umm′nn′c†
mα,ic

†
m′β,icnβ,icn′α,i (2.61)

Où les paramètres d’interaction Umm′nn′ sont définis comme des intégrales des fonctions de

〈14〉. C’est d’ailleurs pour cette raison que dans la décomposition de l’opérateur de champ du modèle g-e, l’indice
orbital apparaît déjà dans la décomposition (2.6), tandis que dans le modèle p-band, il apparaît au moment de la
décomposition (2.55).
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Wannier Wm (dont on ne note pas l’indice de site, puisqu’elles sont à sites identiques et sont
des translations les unes des autres) :

Umm′nn′ =
∫

R3
d3rW?

m(r)W?
m′(r)Wn(r)Wn′(r) , ∀m, m′, n, n′ ∈ {px, py} (2.62)

À ce stade, une discussion sur la nature du puits perpendiculaire à l’axe s’impose. Jusqu’ici
nous avons considérés un potentiel harmonique :

V⊥(x, y) =
1
2

mω2
⊥
(
x2 + y2) (2.63)

Nous allons le généraliser un peu en vue d’obtenir un modèle p-band un peu plus général.
Ce dernier potentiel possède trois propriétés très intéressantes lorsqu’on cherche à résoudre le
problème libre : tout d’abord il se résout indépendamment en x et en y, ce qui simplifie consi-
dérablement la tâche, ensuite, chacun des potentiels unidimensionnels possède une symétrie
par réflexion (lorsque x → −x et lorsque y → −y), si bien que l’on sait que les états propres
correspondront à des états propres soit pair (comme le fondamental) soit impair (comme le pre-
mier niveau excité), et enfin, il possède la symétrie (x, y) → (y, x) (symétrie d’échange), cette
dernière propriété permettant de savoir que le terme Umm′nn′ sera symétrique dans les échange
de certains de ses indices. Ceci en tête, écrivons la généralisation la plus simple du potentiel
satisfaisant ces trois propriétés, et pour cela utilisons des termes quartiques :

V⊥(x, y) =
1
2

mω2
⊥
(
x2 + y2)+ 1

24
λ
(mω⊥

h̄

)2 (
x4 + y4) (2.64)

Où λ est une énergie qui caractérise ce nouveau puits quartique. Discutons alors des para-
mètres d’interaction (2.62) au regard de ce nouveau potentiel. Tout d’abord la symétrie d’échange
assure que lorsque px ↔ py, les paramètres d’interaction resteront inchangés : Umm′nn′ =

Umm′nn′ . Ensuite, notons que - comme désiré - ce potentiel se sépare selon x et selon y, ce
qui donnera lieu à des fonctions d’onde perpendiculaires qui vont se séparer φ

(λ)
nx,ny(x, y) =

φnx(x)φny(y), et l’on sait, parce que le potentiel dans chaque direction est symétrique que le fon-
damental du puits bidimensionnel sera pair dans les deux directions, tandis que les deux pre-
mier niveau excités - qui seront bien équivalents puisque le potentiel est symétrique d’échange
- seront à la fois pair et impair, selon l’axe excité. Nous aurons même :

État s : φ
(λ)
0,0 (−x, y) = φ

(λ)
0,0 (x,−y) = φ

(λ)
0,0 (x, y) (2.65)

État px : −φ
(λ)
1,0 (−x, y) = φ

(λ)
1,0 (x,−y) = φ

(λ)
1,0 (x, y) (2.66)

État py : φ
(λ)
0,1 (−x, y) = −φ

(λ)
0,1 (x,−y) = φ

(λ)
0,1 (x, y) (2.67)

La conséquence pour (2.62) sera que tous les termes faisant apparaître soit un seul état px
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soit un seul état py sera tué par l’intégrale d’une fonction d’onde impaire (et sinon, un carré de
fonction impaire sauvera l’intégrale). Ceci tue énormément de termes et après avoir constaté
les différentes redondances, il n’en reste en toute généralité 〈15〉 que deux :

U1 = Upx px px px = Upy py py py (2.68)

U2 = Upx px py py = Upy py px px (2.69)

= Upx py px py = Upy px py px (2.70)

= Upx py py px = Upy px px py (2.71)

Ils s’expriment à l’aide des intégrales sur les fonctions de Wannier (avec m = px ou py) :

U1 =
∫

R3
d3r |Wm(r)|4 (2.72)

U2 =
∫

R3
d3r |Wm(r)|2|Wm(r)|2 (2.73)

Lorsque le puits redevient isotrope (λ = 0), c’est-à-dire lorsque les fonctions d’onde de-
viennent celles du potentiel harmonique, le rapport U1/U2 peut être facilement calculé (même
sans connaissance de la partie parallèle à la chaîne optique) et l’on trouve une relation qui défi-
nit la ligne harmonique dans le plan (U1, U2) :

U1 = 3U2 (2.74)

Autrement, en toute généralité lorsque λ 6= 0, le terme d’interaction du modèle p-band est
piloté par deux paramètres d’interaction [125, 126, 3] 〈16〉 :

Hint. =
U1 + U2

4 ∑
i

n2
i + ∑

i

[
2U2

(
Tx

i
)2

+ (U1 −U2)
(
Tz

i
)2
]

(2.75)

Où, comme pour le modèle g-e, les opérateurs T j
i définissent le pseudo-spin à l’aide des

matrices de Pauli :

T j
i = c†

mα,i
σ

j
mn

2
cnα,i (2.76)

〈15〉. On peut imaginer que le terme U2 est complexe, mais l’on sait que les parties perpendiculaires, les φ
(λ)
nx ,ny ,

sont reliées aux fonctions elliptiques de Jacobi et sont réelles.
〈16〉. Les auteurs [125, 126] du modèle p-band, définissent néanmoins dans une ligne harmonique éronnée avec
U2 = (1/3 + 1/9)U1.
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2.2.3 Le hamiltonien total, les symétries

Rassemblons le terme libre et le terme d’interaction sans oublier le terme de potentiel chi-
mique (que nous ne faisons dépendre du degré orbital, pour préserver la symétrie d’échange 〈17〉)
pour écrire le hamiltonien du modèle p-band :

Hp-band = −t ∑
i,mα

(
c†

mα,i+1cmα,i + c†
mα,icmα,i+1

)
− µ ∑

i
ni (2.77)

+
U1 + U2

4 ∑
i

n2
i + ∑

i

[
2U2

(
Tx

i
)2

+ (U1 −U2)
(
Tz

i
)2
]

Ce modèle est essentiellement différent du précédent en ce que grâce à l’ajout du terme
quartique, il brise la symétrie U(1)o qui désormais peut être satisfaite par un ajustement fin des
paramètres d’interaction U1 et U2. Mais deux symétries bien connues demeurent satisfaites, à
commencer par la symétrie U(1)c associée à la conservation du nombre total d’atome par (2.77) :

c†
mα,i

U(1)c−→ eiθc†
mα,i , ∀mα, i, et θ ∈ [0, 2π[ (2.78)

Elle s’exprime par la commutation de l’opérateur nombre de particules avec le hamiltonien :[
∑

i
ni,Hp-band

]
= 0 (2.79)

Ensuite, le système possède la symétrie SU(N) associée à la conservation du nombre total de
particules ayant une composante du spin nucléaire total. Considérant une matrice Ũ ∈ SU(N),
les transformations suivantes laissent invariant (2.77) :

c†
mα,i

SU(N)s−→ Ũαβc†
mβ,i , ∀mα, i, et Ũ ∈ SU(N) (2.80)

De même que pour le modèle g-e, nous introduisons les N2 − 1 générateurs de SU(N) à
l’aide des matrices Ta de la fondamentale, en distinguant désormais chaque secteur orbital
(attention encore à la non-sommation sur m) :

S a
m = ∑

i
c†

mα,iT
a
αβcmβ,i , m ∈ {px, py}, a ∈ [[1, N2 − 1]] (2.81)

La symétrie SU(N) - qui n’est toujours pas valable dans chaque secteur orbital, mais seule-
ment pour les deux en même temps - se traduit par les relations de commutation suivantes

〈17〉. Nous pouvons imaginer briser un cette symétrie par l’ajout d’un potentiel chimique "anisotrope", mais rien
ne présage qu’il serait selon les degrés px et py...
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entre le hamiltonien (2.77) et le "spin" nucléaire total S a = S a
px + S

a
py :[

S a,Hp-band

]
= 0, a ∈ [[1, N2 − 1]] (2.82)

Pour le modèle p-band (2.77), la symétrie d’échange orbital Z
px -py

2 qui échange px et py est
toujours satisfaite, et c’est assez logique, le degré orbital "p" étant un degrés beaucoup moins
discriminant que le degré orbital électronique 〈18〉 :

c†
mα,i

Z
px -py
2−→ c†

mα,i , ∀mα, i (2.83)

Le modèle possède donc au total la symétrie U(1)c × SU(N)×Z
px -py

2 . Et si contrairement au
modèle g-e la symétrie d’échange est satisfaite sans ajustement fin, c’est avec un ajustement fin
qu’une symétrie U(1)o supplémentaire sera satisfaite (contrairement au précédent modèle qui
la satisfait toujours). Nous avons évoqué la ligne harmonique qui satisfait U1 = 3U2 = 3U pour
laquelle le modèle (2.77) satisfait :

Hharmonique
p-band = −t ∑

i,mα

(
c†

mα,i+1cmα,i + c†
mα,icmα,i+1

)
− µ ∑

i
ni (2.84)

+U ∑
i

n2
i + 2U ∑

i

[(
Tx

i
)2

+
(
Tz

i
)2
]

La quantité conservée associée à la symétrie U(1)o, c’est notoire, ne sera autre que 〈19〉 ∑i Ty
i ,

associée à la relation de commutation suivante :[
∑

i
Ty

i ,Hharmonique
p-band

]
= 0 (2.87)

Autre ligne où une symétrie U(1)o est évidente, la ligne d’équation U2 = 0 sur laquelle le

〈18〉. Par construction du potentiel qui respecte la symétrie d’échange (rotation d’angle π/2 dans le plan xOy), et
même pire puisqu’il est harmonique (rotation quelconque).
〈19〉. Dans ce problème, les bons degrés de liberté doivent être redéfinis comme p̃x et p̃y par :

c†
p̃xα,i =

c†
pxα,i + ic†

pyα,i√
2

(2.85)

c†
p̃yα,i =

c†
pxα,i − ic†

pyα,i√
2

(2.86)

La symétrie en question concerne la quantité ∑i
(
n p̃x ,i − n p̃y ,i

)
.
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modèle (2.77) prend l’expression suivante :

H(U2=0)
p-band = −t ∑

i,mα

(
c†

mα,i+1cmα,i + c†
mα,icmα,i+1

)
− µ ∑

i
ni (2.88)

+
U1

4 ∑
i

n2
i + U1 ∑

i

(
Tz

i
)2

= −t ∑
i,mα

(
c†

mα,i+1cmα,i + c†
mα,icmα,i+1

)
− µ ∑

m,i
nm,i +

U1

2 ∑
m,i

n2
m,i (2.89)

Ici, comme dans le cas du modèle g-e, c’est bien à la différence des degrés orbitaux ∑i
(
npx,i−

npy,i
)

que la symétrie est reliée : [
∑

i
Tz

i ,H(U2=0)
p-band

]
= 0 (2.90)

Enfin, dernière ligne de symétrie, la première bissectrice U1 = U2 :

H(U1=U2)
p-band = −t ∑

i,mα

(
c†

mα,i+1cmα,i + c†
mα,icmα,i+1

)
− µ ∑

i
ni (2.91)

+
U1

2 ∑
i

n2
i + 2U1 ∑

i

(
Tx

i
)2

Constatons que le modèle sur cette ligne est équivalent au précédent avec le changement
U1 → 2U1 et à une redéfinition près des degrés 〈20〉. La relation de commutation satisfaite est :[

∑
i

Tx
i ,H(U1=U2)

p-band

]
= 0 (2.94)

Ainsi le modèle définit trois lignes de symétrie orbitale que l’on classe en deux groupes,
d’un côté les deux lignes U2 = 0 et U1 = U2 qui sont des modèles équivalents, et de l’autre
côté la ligne harmonique U1 = 3U2. Hors de ces lignes, il existe au sein de (2.77) des processus
non-présents (voir FIGURE 2.4) dans le modèle g-e qui brisent la symétrie orbitale et qui rendent
ce modèle tout à faire intéressant en lui-même.

〈20〉. Dans ce problème, les bons degrés de liberté doivent aussi être redéfinis comme p̃′x et p̃′y par :

c†
p̃′xα,i =

c†
pxα,i + c†

pyα,i√
2

(2.92)

c†
p̃′yα,i =

c†
pxα,i − c†

pyα,i√
2

(2.93)

La symétrie en question concerne la quantité ∑i
(
n p̃′x ,i − n p̃′y ,i

)
.
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FIGURE 2.4 – Présentation des divers processus d’interaction du modèle p-band. En plus du terme
de saut (en t), le modèle présente par rapport au modèle g-e un processus supplémentaire qui brise la
symétrie orbitale U(1)o.

2.2.4 Diagonalisation du hamiltonien libre

Pour le modèle p-band, qui possède la symétrie d’échange Z
px -py

2 , il n’y a aucune difficulté
à relier le remplissage au vecteur d’onde de Fermi, car cette dernière symétrie assure qu’il n’y
aura qu’une seule et unique branche. En d’autres termes en utilisant (2.42), le hamiltonien du
modèle p-band libre (c’est-à-dire U1 = U2 = 0) satisfait :

H(0)
p-band = ∑

mα,k
εk nmα,k (2.95)

Où l’énergie d’un mode est donné par :

εk = −2t cos
(
a0k
)

(2.96)

Une seule branche induit simplement un seul vecteur de Fermi kF, qu’on relie au nombre
moyen d’atomes par site n̄ :

kF =
πn̄

2a0N
(2.97)

Voilà posé le modèle p-band. Si nous devions exposer un grief à son encontre, ce serait le
problème déjà évoqué des atomes s du puits confinant qu’ils convient de remplir et qui ap-
portent des soucis d’ordre expérimental. Le modèle idéal serait alors un modèle ne possédant
que des atomes dans l’état électronique g, pour éviter les pertes de l’état excité, et dans l’état
harmonique s, pour éviter de jouer avec de grandes densités d’atomes. Comment alors fabri-
quer le degrés orbitaux ? Avec la plus simple des méthodes : produire un potentiel optique qui
synthétise deux chaînes côte à côte, une échelle. Nous présentons alors la voie "géométrique"
qui mène au modèle d’échelle et au modèle du double-puits.
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2.3 La stratégie du double-puits, modèle d’échelle

Comme pour les modèles précédents, le modèle d’échelle va être caractérisé par une réa-
lisation particulière, tant du point de vue de la manière de choisir les états (état atomique,
harmonique, bande de Bloch) que de la mise à jour des assertions : les états e comme les états
harmoniques excités y sont définitivement abandonnés. Pour le modèle d’échelle ce n’est donc
plus via un degré issu de l’état atomique ou de la structure du puits confinant que la seconde
orbitale va être construite, mais c’est bel et bien le réseau optique lui-même - de la même ma-
nière qu’il créé les sites de la chaîne infinie - qui va créer un nouvel indice de site m = 1 et 2. À
cette fin, mettons à jour les assertions du CHAPITRE 1 :

— Les atomes alcalino-terreux sont dans leur état fondamental g ≡ 1S0 ;
— Les atomes sont individuellement soumis à un piège optique que l’on modélise par

un terme de potentiel noté V(r), périodique dans la direction de la chaîne (qui définit
conventionnellement l’axe Oz) et piégeant avec deux minima identiques dans le plan qui
lui est perpendiculaire ;

— L’interaction interatomique, à une température considérée comme nulle, est de type
"onde s".

Autrement dit, par rapport au premier chapitre, nous modifions seulement l’allure du po-
tentiel optique V(r) qui du simple puits devient double-puits. Nous pouvons dès lors imaginer
un modèle sur site qui prendra en compte les différents effets attendus dans un tel potentiel.
Assez naturellement, les atomes seront caractérisés par leur position sur la chaîne, le site i, leur
spin nucléaire α et leur indice de barreau 〈21〉 m, qui joue ici le degré orbital. Autrement dit,
c’est avec un opérateur de création c†

mα,i que l’on va construire un tel modèle. Tout d’abord,
des termes du type "modèle à une orbitale" (1.21) vont être générés avec un terme de saut t et
un terme d’interaction sur barreau U commun à chaque barreau. En effet les atomes se pro-
pagent et interagissent identiquement à l’intérieur de chaque barreau puisque qu’ils sont dans
le même état (g pour la partie électronique) et que le potentiel qui les piège possède deux mi-
nima identiques. Ensuite, et contrairement aux modèles g-e et p-band, il va y avoir l’existence
de terme t⊥ à un corps entre les deux degrés orbitaux : en effet, si pour le modèle g-e la transi-
tion doublement interdite et pour le modèle p-band l’othogonalité des états px et py empêchait
ce processus, ici le recouvrement des fonctions d’onde d’un côté et de l’autre du double-puits
permet ce processus d’effet tunnel. Et comme corrolaire à ce terme, les atomes pouvant sauter
d’un puits à l’autre il existera deux termes d’interaction, un direct et un d’échange, associés à V
et JH, entre des atomes des deux espèces orbitales. Tout naturellement on définit ainsi le modèle

〈21〉. Comme on dispose côte à côte deux chaînes, on fabrique un échelle où l’indice de chaîne i caractérise un
barreau (là où l’on pose le pied), tandis que l’indice orbital m = 1 ou 2 caractérise un montant (que les barreaux
joignent).
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d’échelle (sans oublier le terme de potentiel chimique) :

HÉchelle = −t ∑
i,mα

(
c†

mα,i+1cmα,i + c†
mα,icmα,i+1

)
− t⊥∑

i,α

(
c†

1α,ic2α,i + c†
2α,ic1α,i

)
(2.98)

− µ ∑
i

ni +
U
2 ∑

i,m
n2

m,i + V ∑
i

n1,in2,i + JH ∑
i

Sa
1,iS

a
2,i

Où l’on a préféré l’utilisation des générateurs SU(N) qui contiennent 〈22〉 à la fois des pro-
cessus d’interaction interorbitale directs et indirects, mais qui présentent l’avantage de rendre
explicite la symétrie SU(N). Ces générateurs sont définis à l’aide des matrices Ta de la repré-
sentation fondamentale (la sommation implicite porte sur les indices nucléaires) :

Sa
m,i = c†

mα,iT
a
αβcmβ,i (2.100)

L’apparition du terme de saut perpendiculaire t⊥ empêche que la symétrie orbitale U(1)o

soit réalisée ce qui laisse au modèle d’échelle (2.99) la symétrie 〈23〉 U(1)c × SU(N)×Z1-2
2 . Cela

dit, si cette dérivation avec des arguments physiques peu paraître convaincante, elle n’est pas
très réaliste du point de vue expérimental 〈24〉. Pour cette raison, nous dérivons un modèle qui
sera un modèle assez similaire au modèle d’échelle et que l’on nomme le modèle du double-puits
(expérimentalement réalisé pour des bosons, voir [127, 128]).

2.3.1 Le hamiltonien à un corps

Nous commençons alors la dérivation du modèle qui ressemble à celle du modèle à une
orbitale, c’est-à-dire que le système d’atomes froids est décrit par un opérateur de champ Ψ†

α(r)
qui créé un atome à la position r dans l’état nucléaire α. Et si, comme pour le modèle p-band,
le degré orbital apparaît dans la décomposition de l’opérateur de champ sur les opérateurs
du réseau, ici la décomposition change à cause du nouveau potentiel V(r). En effet, la prise
en compte de l’actualisation de la deuxième assertion pousse à en revoir l’expression et nous
choisissons - en accord avec l’exigence de symétrie des deux minima - un puits quartique type

〈22〉. À l’aide de la définition (2.100), on montre en effet que le terme qui fait intervenir le terme contient des
processus d’interaction direct et d’échange :

Sa
1,iS

a
2,i = −

1
2

c†
1α,ic

†
2β,ic1β,ic2α,i −

1
2N

n1,in2,i (2.99)

〈23〉. À noter : lorsque t⊥ = 0, la symétrie orbitale U(1)o est satisfaite : U(1)c ×U(1)o × SU(N)×Z1-2
2 .

〈24〉. Nous verrons notamment que les paramètres d’interaction y sont au nombre deux (et non pas trois), et qu’il
manque un processus d’interaction qui brise U(1)o. Pour autant nous citons ce modèle sur lequel nous avons
déterminés quelques résultats.
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"chapeau mexicain" 〈25〉 :
V(r) = Vquar.(x) + Vhar.(y) + Vpér.(z) (2.102)

Où le potentiel périodique se décompose en une partie "puits simple" (que l’on choisit selon
l’axe Oy par convention) et en une partie "puits double" (selon la direction restante, selon l’axe
Ox) :

Vquar.(x) =
1

24
λ
(mω⊥

h̄

)2 [
x2 −

(
a⊥0 /2

)2
]2

(2.103)

Vhar.(y) =
1
2

mω2
⊥y2 (2.104)

Où λ > 0 est une énergie qui caractérise le double-puits et a⊥0 > 0 est le "pas" perpendicu-
laire du réseau, c’est-à-dire la distance entre les deux montants 〈26〉. Écrit ainsi, nous constatons
encore que les solutions se séparent selon les axes : nous pouvons alors recycler les états pour les
axes Oy et Oz qui possèdent des potentiels identiques. Ce sont respectivement les polynômes
de Hermite φny(y) = 〈y|ny〉 et les fonctions de Bloch ϕ

(n)
kz

(z) = 〈z|(n), kz〉 d’énergies respectives

εny = h̄ω⊥(ny + 1/2) et ε
(n)
kz

. Et nous avons pour cette partie les équations aux valeurs propres
suivantes :

H0 |ny, (n), kz〉 =
[

h̄ω⊥

(
ny +

1
2

)
+ ε

(n)
kz

]
|ny, (n), kz〉 (2.105)

Nous devons maintenant donner le spectre du hamiltonien quartique selon Ox, ce que nous
ne ferons pas, d’une part parce que c’est très lourd et d’autre part parce que ce n’est finalement
pas très utile. Disons tout d’abord que le potentiel en x est invariant lors de la réflexion x → −x :
ces états propres sont également propres de cette réflexion, c’est-à-dire pairs ou impairs. Une
connaissance élémentaire sur les potentiels à une dimension décrit ainsi le fondamental comme
un état pair, soit l’état |p〉 d’énergie ε0, et le premier niveau excité comme un état impair |i〉
d’énergie ε0 + 2t⊥ (avec t⊥ > 0). Lors de résolutions de double-puits quasiment indépendants,
il est connu que l’on peut reconstruire à partir de ces états les fondamentaux de chaque puits,
c’est-à-dire dans notre cas, des états localisés tantôt sur le barreau 1, tantôt sur le barreau 2.
Comme les deux puits sont identiques ces états sont évidemment les sommes et différences

〈25〉. Dans la réalité, le potentiel est périodique dans la direction Ox et satisfait :

VOx(x) = V0x

[
sin2(kx) + r cos2(2kx)

]
(2.101)

Où V0x est l’amplitude et rV0x est la sous-amplitude qui créé le barrière entre les deux puits du double-puits.
〈26〉. Du moins, c’est la distance entre les deux minima, qui - pour la solution exacte - ne correspondra pas a priori.

78



(avec m = 1 ou 2) des états |p〉 et |i〉 :

|m〉 = |p〉+ (−1)m |i〉√
2

(2.106)

La transformation étant orthogonale et les états |p〉 et |i〉 étants othogonaux (et normés), la
base {|m〉}m∈{1,2} est également orthonormée et, dans cette base, le hamiltonien libre n’est pas
diagonal :

〈m|H0|n〉 = (ε0 + t⊥) δmn − t⊥δmn (2.107)

Où 1 = 2 et 2 = 1. Si bien que nous écrivons un "état propre" partiel lorsque - en notant
ξm(x) = 〈x|m〉 les fonctions d’onde du double-puits - nous définissons les fonctions d’onde
totales ψ

(n)
m,ny,kz

(r) qui diagonalisent le hamiltonien libre dans le plan 〈27〉 yOz :

ψ
(n)
m,ny,kz

(r) = ξm(x)φny(y)ϕ
(n)
kz

(z) (2.108)

Et même si cette décomposition ne diagonalise pas le hamiltonien libre en entier, la trans-
formation qu’elle suppose est tout à fait autorisée, si bien qu’en introduisant les fonctions de
Wannier en Fourier-transformant les fonctions de Bloch sur la première zone de Brillouin :

W (n)
m,ny,j(r) =

1√
Nsites

ξm(x)φny(y) ∑
kz∈PZB

e−ikz ja0 ϕ
(n)
kz

(z) (2.109)

Alors nous écrivons naturellement la décomposition de l’opérateur de champ Ψ†
α(r) sur les

opérateurs sur réseau c†
(n),ny,mα,i qui créent un atomes au site i dans la bande (n), dans l’état

harmonique ny, dans le barreau m et dans l’état nucléaire α :

Ψ†
α(r) ' ∑

i,m,ny,(n)
W (n)?

m,ny,i(r)c
†
(n),ny,mα,i (2.110)

La relation écrite n’est pas une égalité car déjà nous avons fait l’approximation que dans
la réalisation matérielle du système, les états du double-puits plus grands que le premier état
excité ne seront jamais peuplés. Ainsi nous considérons que l’énergie δx entre le premier et le
deuxième niveau excité du double-puits est grande devant les énergies du système et que le
remplissage est adapté pour remplir les deux premiers états. Autre hypothèse, pour le puits
simple, nous faisons la supposition que le remplissage ne mène qu’à y remplir l’état ny = 0, et
pour imposer aux atomes de remplir d’abord le premier niveau excité du double-puits avant
celui de puits simple, nous imposons t⊥ � ω⊥. Enfin, comme toujours depuis le début, nous

〈27〉. Le hamiltonien libre seraient diagonalisé dans la base avec |p〉 et |i〉, mais nous pouvons ainsi introduire
sans frais le degré orbital m.
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supposons que l’énergie δbande entre la première et la seconde bande est elle aussi une très grande
énergie du système pour bloquer la physique dans la bande (0). Ces considérations faites, nous
introduisons les écritures simplifiées Wm,i(r) = W (0)

m,0,i(r) et c†
mα,i = c†

(0),0,mα,i pour écrire la
décomposition qui correspond à la réalisation de notre système :

Ψ†
α(r) '∑

i,m
W?

m,i(r)c
†
mα,i (2.111)

Cette décomposition est très semblable à celle du modèle p-band (2.55) où les fonctions de
Wannier dépendent du degré orbital : nous serons assez naturellement menés à un modèle qui
ne possède pas de symétrie orbitale, avec cette différence notoire qu’ici, le degré m ne diago-
nalise pas le hamiltonien libre. En réalité, le terme non-diagonal t⊥ - son nom n’est pas donné
au hasard - va introduire le terme de saut entre barreaux que nous avons déjà évoqué pour
le modèle d’échelle. Nous utilisons cette décomposition dans (1.3) pour obtenir le hamiltonien
libre sur le réseau :

H0 = ∑
i,j,αmn

t(i,j)mn c†
mα,icnα,j (2.112)

Où les énergies t(i,j)mn sont données par des intégrales des fonctions de Wannier :

t(i,j)mn =
∫

R3
d3rW?

m,i(r)

{
− h̄2

2m
∆ + V(r)

}
Wn,j(r) (2.113)

= t(i,j)δmn − t⊥δijδmn (2.114)

Où t(i,j) s’exprime comme :

t(i,j) =
∫

R3
d3rW?

m,i(r)

{
− h̄2

2m

[
∂2

∂y2 +
∂2

∂z2

]
+ Vhar.(y) + Vpér.(z)

}
Wm,j(r) (2.115)

+
(
ε0 + t⊥

)
δij

Dans l’expression (2.114) des termes tunnels, outre le terme sur sites identiques t(i,i), l’ap-
proximation des liaisons fortes va nous permettre de ne garder que l’intégrale entre sites consé-
cutifs t = −t〈i,j〉 (de même que le terme tunnel entre les barreaux t⊥), si bien que l’on peut
donner l’expression suivante pour le terme à un corps du réseau :

H0 = −t ∑
i,mα

(
c†

mα,i+1cmα,i + c†
mα,icmα,i+1

)
− t⊥∑

i,α

(
c†

1α,ic2α,i + c†
2α,ic1α,i

)
(2.116)
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Bien sûr, nous obtenons comme pour le p-band le terme de saut le long de la chaîne et pour
chacun de degré orbital, mais, comme nous l’avions anticipé pour le modèle d’échelle, un terme
supplémentaire de saut interorbital vient s’y ajouter. Et c’est bien normal : dès lors qu’un atome
peut sauter entre deux sites sur un même barreau, pourquoi ne pourrait-il pas sauter entre deux
site sur un même montant ? Attachons-nous maintenant à utiliser la décomposition (2.111) du
modèle du double-puits pour en déduire l’interaction sur le réseau.

2.3.2 Le hamiltonien d’interaction à deux corps

Pour la dérivation de l’interaction du modèle du double-puits, l’essentiel des arguments
et des calculs du modèle p-band fonctionnent : le degré orbital est un degré émergent 〈28〉, les
atomes sont dans l’état atomique g et la symétrie SU(N) de l’interaction en onde s lui assure
de ne posséder aucune structure dans les secteurs orbital et nucléaire et de n’être caractérisée
que par une seule longueur de diffusion agg, elle-même reliée au paramètre d’interaction g =

4πh̄2agg/m et qui intervient dans l’expression du potentiel d’interaction entre deux atomes aux
positions r et r′ :

V int.(r, r′) = g× Id⊗2
N ⊗ δ(3)(r′ − r) (2.117)

En seconde quantification, l’interaction prend donc la même forme (2.60) que pour le modèle
p-band (qui elle-même était identique au modèle à une orbitale) :

Hint. = g ∑
i,α<β

∫
R3

d3r Ψ†
α(r)Ψ

†
β(r)Ψβ(r)Ψα(r) (2.118)

Par conséquence, l’introduction de la décomposition (2.111) dans cette expression de l’inter-
action va donner une décomposition semblable à (2.61) :

Hint. = ∑
i,α<β

∑
m,m′,n,n′

Umm′nn′c†
mα,ic

†
m′β,icnβ,icn′α,i (2.119)

Où les paramètres d’interaction Umm′nn′ sont définis comme des intégrales des fonctions de
Wannier Wm (dont on ne note pas l’indice de site, puisqu’elles sont à sites identiques et sont
des translations les unes des autres) :

Umm′nn′ =
∫

R3
d3rW?

m(r)W?
m′(r)Wn(r)Wn′(r) , ∀m, m′, n, n′ ∈ {1, 2} (2.120)

Pour éliminer les différents termes, notons d’abord que la symétrie d’échange entre 1 et 2

〈28〉. Issu de la décomposition, comme les degrés px et py, et contrairement aux degrés atomiques g et e.
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nous permet d’en égaliser beaucoup. Nous définissons trois termes :

U = U1111 = U2222 (2.121)

V = U1122 = U2211 (2.122)

= U1212 = U2121 (2.123)

= U1221 = U2112 (2.124)

W = U1112 = U2221 (2.125)

= U1121 = U2212 (2.126)

= U1211 = U2122 (2.127)

= U2111 = U1222 (2.128)

Alors que dans le modèle p-band nous utilisions la parité des fonctions pour tuer les termes
du type W, ici c’est un autre argument que nous utiliserons pour établir une conclusion simi-
laire. Nous montrons même que U � V � W dans la limite des liaisons fortes. Dans cette
limite, un premier - mais mauvais - réflexe simplificateur est d’approximer les ξm(x) par des
gaussiennes centrées sur le montant m de l’échelle. Malheureusement, avec une telle fonction,
impossible de rendre nul le produit scalaire 〈1|2〉 =

∫
ξ?1ξ2. En réalité, pour assurer sa nullité,

les fonctions ξm - qui sont réelles 〈29〉 - possède la majeure partie de leur pic (positif) au site m
(comme la gaussienne) mais possède en plus un pic (cette fois-ci négatif) plus petit au site m
(comme on le montre sur la FIGURE 2.5).

Or cette structure particulière induit sur W des effets dramatiques, et notamment, on montre
numériquement qu’il devient complètement négligeable devant U et devant V 〈30〉 :

∫
ξ3

mξm '
0, le second pic de la fonctions jouant dans cette intégrale un rôle majeur. Pour l’intégrale
U ∝

∫
ξ4

m, le second pic ne joue aucun rôle car c’est le carré du pic principal qui apporte la
majeure partie de l’intégrale. De même, l’intégrale pour V ∝

∫
ξ2

mξ2
m se joue surtout au niveau

du croisement des fonctions d’onde, et le second pic est également de faible importance. Ainsi,
pour U et V, l’approximation gaussienne est une bonne approximation et l’on peut même grâce

〈29〉. Du moins qui peuvent être choisies réelles, le hamiltonien étant invariant par renversement du temps.
〈30〉. On montre par exemple pour une longueur de diffusion a/aB = 45, 5 (qui celle du gaz fermionique de 6Li
à deux composantes [129]), aB étant le rayon de Bohr, pour un réseau avec un pas de l’ordre de 0, 6 µm, pour
µ = 25ER, t = 0, 035ER, t⊥ = 2, 4ER, V0x = 4V0y = V0z = 30ER et r = 1/2, nous obtenons les ordres de grandeurs
suivants :

U = 0, 16ER � V = 0, 014ER �W ' −10−4ER (2.129)
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FIGURE 2.5 – Fonctions de Wannier wx du potentiel (2.101) par résolution numérique (l’énergie de
recul ER = h̄2k2/2m sert d’énergie de référence). Dans le double-puits du milieu, les fonctions de
Wannier (en gras) ne sont pas des gaussiennes mais possèdent un pic négatif au niveau de l’autre site
du double-puits.

à elle les relier via le pas perpendiculaire a⊥0 et la largeur σξ du carré des gaussiennes :

V
U

gauss.
= exp

−1
4

(
a⊥0
σξ

)2
 (2.130)

Dans la limite des fortes liaison 〈31〉, quand a⊥0 � σξ , ce rapport devient très petit, ce qui
traduit bien que l’interaction - qui rappelons-le est une interaction de contact - est forcément
supérieure pour des atomes sur le même site (même i, même m, qui correspond à U) que pour
des atomes à des sites distincts (même i, mais m différents, qui correspond à V). La non-nullité
de V semble même paradoxale pour une interaction de contact, or c’est bien à l’endroit du
recouvrement des fonctions de Wannier que le terme gagne sa non-nullité : par effet tunnel les
atomes de chaque montant se rencontrent entre les deux sites et y interagissent.

Cela établi, nous pouvons enfin écrire le hamiltonien d’interaction du modèle du double-

〈31〉. Avec l’approximation gaussienne, on montre que l’on aurait eu W/U = (V/U)3/4, ce qui est en complète
contradiction avec le numérique.
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puits dans les opérateurs du réseau :

Hint. = U ∑
i,m,α<β

nmα,inmβ,i (2.131)

+V ∑
i,m,α<β

[
nmα,inmβ,i + c†

mα,ic
†
mβ,icmβ,icmα,i + c†

mα,ic
†
mβ,icmβ,icmα,i

]

Ce hamiltonien d’interaction est très semblable à celui du p-band puisqu’il possède les
mêmes processus (voir la FIGURE 2.6). Notons, en passant, qu’il existe par rapport au modèle
d’échelle un processus supplémentaire qui correspond au troisième terme en V.

2.3.3 Le hamiltonien total, les symétries

Nous rassemblons le terme libre et le terme d’interaction, sans oublier le terme de poten-
tiel chimique en µ qui ne dépend pas du degrés orbital (la symétrie d’échange, c’est-à-dire
l’équivalence entre les barreaux, étant maintenue) pour écrire le hamiltonien du modèle du
double-puits :

Hdouble-puits = −t ∑
i,mα

(
c†

mα,i+1cmα,i + c†
mα,icmα,i+1

)
− t⊥∑

i,α

(
c†

1α,ic2α,i + c†
2α,ic1α,i

)
− µ ∑

i
ni + U ∑

i,m,α<β

nmα,inmβ,i (2.132)

+V ∑
i,m,α<β

[
nmα,inmβ,i + c†

mα,ic
†
mβ,icmβ,icmα,i + c†

mα,ic
†
mβ,icmβ,icmα,i

]

Comme les modèles précédents, les processus qu’il contient conserve le nombre total de par-
ticules ∑i ni, c’est-à-dire qu’il laisse invariant son hamiltonien précédent dans la transformation
suivante :

c†
mα,i

U(1)c−→ eiθc†
mα,i , ∀mα, i, et θ ∈ [0, 2π[ (2.133)

La symétrie qui lui est associée s’exprime par la commutation de l’opérateur nombre total
de particules avec le hamiltonien : [

∑
i

ni,Hdouble-puits

]
= 0 (2.134)

Ensuite, le système possède la symétrie SU(N) associée à la conservation du nombre total de
particules ayant une composante du spin nucléaire total. Considérant une matrice Ũ ∈ SU(N),
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FIGURE 2.6 – Présentation des divers processus d’interaction du modèle du double puits. Ce modèle
ressemble beaucoup au modèle p-band, lequel se voit doté de processus supplémentaires de sauts
interorbitaux en t⊥.

les transformations suivantes laissent invariant (2.132) :

c†
mα,i

SU(N)s−→ Ũαβc†
mβ,i , ∀mα, i, et Ũ ∈ SU(N) (2.135)

De même que pour les modèles g-e et p-band, nous introduisons les N2 − 1 générateurs de
SU(N) à l’aide des matrices Ta de la fondamentale, en distinguant désormais chaque secteur
orbital (attention toujours à la non-sommation sur m) :

S a
m = ∑

i
c†

mα,iT
a
αβcmβ,i , m ∈ {1, 2}, a ∈ [[1, N2 − 1]] (2.136)

La symétrie SU(N) - qui n’est encore et toujours pas valable dans chaque secteur orbital,
mais seulement pour les deux en même temps - se traduit par les relations de commutation
suivantes entre le hamiltonien (2.77) et le "spin" nucléaire total S a = S a

1 + S a
2 :[

S a,Hp-band

]
= 0, a ∈ [[1, N2 − 1]] (2.137)

Comme pour le modèle p-band (2.77), la symétrie d’échange orbital Z1-2
2 - qui échange 1 et 2 -

est satisfaite pour le modèle du double puits (2.132). Elle traduit l’égal statut des deux barreaux
qui constitue l’échelle optique :

c†
mα,i

Z1-2
2−→ c†

mα,i , ∀mα, i (2.138)

Ainsi, en toute généralité les modèle du double-puits possède la symétrie U(1)c × SU(N)×
Z1-2

2 . La réalisation de la symétrie orbitale est bien moins évidente a priori, et ce, à cause des
termes de saut perpendiculaire en t⊥ et surtout du troisième terme en V qui ne conserve pas
le nombre de particules d’une espèce donnée : il faut alors imposer t⊥ = V = 0 et le modèle
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(2.132) possède alors la symétrie U(1)o et pour cause : il s’agit maintenant de deux chaînes
indépendantes, ce qui est sans intérêt pour nous. Occupons-nous maintenant à donner une
base diagonalisée du hamiltonien libre de ce modèle.

2.3.4 Diagonalisation du hamiltonien libre

La base des états sur montant m = 1 et 2 a été choisie pour expliciter le hamiltonien dans
ces degrés. Au moment où ceci à été écrit, nous savions que la base n’était pas diagonale pour
les termes à un corps et, comme conséquence, nous l’avons payé avec un hamiltonien (2.116)
contenant les termes de saut interorbitaux. Ainsi la première étape à effectuer pour diagonaliser
est de changer de base en retournant aux degrés pair et impair m = p et i qui vont déterminer
un nouvel opérateur de création noté d†

mα,i et défini comme (2.106) par :

c†
mα,i =

d†
pα,i + (−1)md†

iα,i√
2

(2.139)

Dans les nouveaux degrés, le hamiltonien libre se simplifie :

H(0)
double-puits = −t ∑

i,mα

(
d†

mα,i+1dmα,i + d†
mα,idmα,i+1

)
− t⊥ ∑

i,mα

σz
mmnmα,i (2.140)

Où nmα,i = d†
mα,idmα,i et où σz est la troisième matrice de Pauli qui satisfait σz

pp = 1 et σz
ii =

−1. Alors, en introduisant la transformée de Fourier pour les nouveaux opérateurs de création
(avec l’intermédiaire de calcul, le nombre de site Nsites) :

d†
mα,k =

1√
Nsites

∑
j

eia0kjd†
mα,j (2.141)

Nous obtenons l’expression diagonalisée du hamiltonien libre :

H(0)
double-puits = ∑

mα,k
εm(k)nmα,k (2.142)

Où l’énergie individuelle distingue deux branches :

εm(k) = −2t cos
(
a0k
)
− t⊥σz

mm (2.143)

Ainsi dans les degrés pair/impair, le terme t⊥ brise la symétrie d’échange Zp-i

2 et agit pour
les deux branches comme un terme de potentiel chimique avec δµ = 2t⊥ (dans (2.50)), si bien
que la différence δ = kpF − kiF des vecteurs d’onde de Fermi de chaque degrés kpF et kiF satisfait
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selon (2.50) (avec α = 0 et β = 4t sin
(
a0kF

)
pour (2.52,2.53)) :

δ =
2
a0

arcsin

(
t⊥

4t sin
(
a0kF

)) (2.144)

Où le vecteur de Fermi total kF peut être relié au remplissage n̄, mais en faisant très attention
que les degrés orbitaux m = 1 et 2 (et donc p et i) sont considérés - au même titre que les sites
i - comme des vrais sites, si bien que le remplissage des modèles du double-puits et d’échelle
va différer des modèles g-e et p-band. Le nombre maximal d’atome par site, autrement dit le
remplissage maximal ne sera plus 2N comme dans (2.46) mais N, et nous aurons alors une
expression légèrement différente :

kF =
kpF + kiF

2
=

πn̄
a0N

(2.145)

2.3.5 Le hamiltonien d’interaction dans les nouveaux degrés

Dans les nouveaux degrés, la symétrie d’échange n’est pas satisfaite et la transformation
(2.139) n’étant qu’orbitale, les symétries U(1)c en charge et SU(N) en spin sont maintenues.
Nous pouvons nous demander si une symétrie orbitale ne serait pas plus visible. Ainsi nous ap-
pliquons la transformation (2.139) au hamiltonien total d’interaction (2.132) pour l’écrire dans
les opérateurs "d" :

Hdouble-puits = −t ∑
i,mα

(
d†

mα,i+1dmα,i + d†
mα,idmα,i+1

)
−∑

i,m

(
µ + t⊥σz

mm
)
ni,m

+
U + 3V

2 ∑
i,m,α<β

nmα,inmβ,i (2.146)

+
U −V

2 ∑
i,m,α<β

[
nmα,inmβ,i + d†

mα,id
†
mβ,idmβ,idmα,i + d†

mα,id
†
mβ,idmβ,idmα,i

]

Le modèle est assez semblable à son homologue dans les "c", avec la symétrie d’échange
en moins, mais avec l’obtention, sans annuler t⊥, de la symétrie U(1)o sur la ligne d’équation
U = V où le modèle correspond à deux chaînes indépendantes avec des potentiels chimiques
différents. Néanmoins ce point de vu n’est pas le bon et il faut retourner dans les degrés orbi-
taux initiaux pour écrire que le modèle non-trivial (du moins pas autant que les deux chaînes
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indépendantes) :

H(U=V)
double-puits = −t ∑

i,mα

(
c†

mα,i+1cmα,i + c†
mα,icmα,i+1

)
− t⊥∑

i,α

(
c†

1α,ic2α,i + c†
2α,ic1α,i

)
− µ ∑

i
ni + U ∑

i,m,α<β

[
nmα,inmβ,i + nmα,inmβ,i (2.147)

+ c†
mα,ic

†
mβ,icmβ,icmα,i + c†

mα,ic
†
mβ,icmβ,icmα,i

]
Ce modèle possède la symétrie U(1)c×U(1)o× SU(N), qui correspond à la conservation de

la première composante des générateurs orbitaux définit par :

T j
i = c†

mα,i
σ

j
mn

2
cnα,i j = x, y, z (2.148)

Elle se traduit par la relation commutation suivante :[
∑

i
Tx

i ,H(U=V)
double-puits

]
= 0 (2.149)

Voilà posé le modèle du double-puits. Avec les modèles g-e et p-band ils constituent trois
pistes pour la réalisation expérimentale d’un modèle de Hubbard SU(N) avec deux orbitales.
Il s’agit alors de résoudre ces trois modèles (2.40, 2.41), (2.77) et (2.132) pour lesquels il n’existe
pas de solution exacte du type ansatz de Bethe. C’est donc l’objet du prochain chapitre que de
présenter la méthode utilisée dans cette thèse : celle du faible couplage, lorsque la théorie est
presque libre, c’est-à-dire quand les temes d’interaction sont petits devant les termes tunnels.
Une des propriétés fondamentales qui fondent la méthode que nous allons décrire donne toute
sa particularité à l’unidimensionnel - est l’émergence, à température nulle et dans la limite
continue a0 → 0, de la symétrie conforme. Dans un premier temps nous présenterons cette
dérivation avant de passer à l’établissement des méthodes de résolution à proprement parler :
développement en produit d’opérateur 〈32〉, bosonisation abélienne et non-abélienne et groupe
de renormalisation perturbatif 〈33〉.

〈32〉. D’acronyme OPE, de l’anglais Operator Product Expansion.
〈33〉. D’acronyme RG, de l’anglais Renormalization Group.
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Chapitre 3

Les outils du couplage faible

e chapitre précédent présentait la dérivation du modèle depuis la description conti-
nue des opérateurs de champ jusqu’à celle sur site, discrète, en termes des opéra-
teurs du réseau. Ce chapitre est la présentation du retour au continu : en effet dans
nos systèmes à très basse température les excitations sont de très basse énergie,

c’est-à-dire associées à des longueurs d’onde très petites devant le pas du réseau, k � a−1
0 , si

bien que l’on peut considérer que l’approximation qui consiste à faire tendre le pas du réseau
vers 0, c’est-à-dire un retour au continu, est très bonne. On définit ainsi un seuil 〈1〉 Λ au delà
duquel la physique des modèles de Hubbard, d’un côté, et celle du modèle issu de l’étude de
faible couplage, de l’autre, diffèrent.

Est-ce à dire que les résultats du CHAPITRE 2 sont inutiles ? Évidemment pas, puisqu’ils
sont une base qui déjà tient compte de beaucoup d’effets de la physique de basse énergie, et
notamment les états quantiques longuement discutés (atomique, harmonique, de bande, etc.)
où la physique - décrite par 2N degrés - prend place. La première étape de ce chapitre est alors
la réalisation de cette limite continue pour la théorie libre, laquelle nous donnera à établir une
théorie des champs qui présentera une invariance conforme. Cela établi, nous montrerons en
quoi cette donnée cruciale nous permet d’étudier la physique des modèles du Hubbard géné-
ralisés à basse énergie, et aussi nous présenterons les outils avec lesquels nous y parviendrons.

3.1 Théorie libre

Les modèles de fermions libres étant a priori différents selon les trois réalisations, g-e, p-band
et double-puits, la linéarisation sera a priori différente pour chacun d’eux. Or, pour les modèles
libres qui possèdent tous la symétrie U(1)o - (2.43) dans les degrés m = g et e, (2.95) dans les
degrés m = px et py et (2.142) dans les degrés m = p et i (attention ici ce n’est pas dans les
degrés orbitaux 1 et 2 "sur barreau" que la symétrie orbitale est satisfaite) - c’est-à-dire que l’on

〈1〉. Cutoff en anglais. Λ constitue une limite haute pour les vecteurs d’onde : |k| . Λ.

89



FIGURE 3.1 – Le mer de Fermi |0F〉m (sa réduction dans le degré m tout au moins) définit dans chaque
branche orbitale un vecteur de Fermi km

F qui caractérise les deux points de la surface de Fermi autour
desquels nous linéarisons et obtenons un secteur gauche et un droit, notés respectivement "L" et "R".

peut les traiter séparément, selon les deux degrés cités, et les réunir à la fin, sachant que des
remplissages différents des deux bandes orbitales vont induire entre les deux secteurs des ani-
sotropies se traduisant par des vitesses de Fermi différentes. Considérons alors le hamiltonien
libre pour un degré m = g, e, px, py, p ou i (pas de somme implicite sur m) :

H(0)
m = ∑

α,k
εm(k)nmα,k (3.1)

Où nmα,k = c†
mα,kcmα,k pour les modèles g-e et p-band et nmα,k = d†

mα,kdmα,k pour le modèle de
double-puits. L’énergie du mode est donnée au CHAPITRE 2 et est de la forme générale :

εm(k) = −2tm cos
(
a0k
)
− µm (3.2)

Selon le remplissage total, l’anisotropie des termes tunnels et la différence des potentiels
chimiques entre les bandes 〈2〉, le dernier mode rempli par ce degré orbital est entièrement
caractérisé par son vecteur de Fermi km

F = kF ± δ/2 (voir FIGURE 3.1) tel qu’à température
nulle, tous les degrés dans le secteur m satisfaisant −km

F 6 k 6 +km
F forment la mer de Fermi

(dans le secteur m) :
|0F〉m = ∏

α,|k|6km
F

c†
mα,k |0〉m (3.3)

Considérant le problème libre entier - de hamiltonien H(0) = H(0)
m +H(0)

m - la mer de Fermi

〈2〉. Dans le cas du modèle de double-puits ce terme est induit par le terme de saut perpendiculaire.
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totale |0F〉 est simplement le produit des deux mers de chaque secteur orbital :

|0F〉 = |0F〉m ⊗ |0F〉m (3.4)

Or, aux basses énergies, il est connu que les degrés les plus pertinents sont ceux qui se
trouvent à proximité de la surface de Fermi ici définie par les quatre points ±km

F et ±km
F . Ainsi

la forme globale de la relation de dispersion εm n’a pas d’importance à basse énergie, si bien
que nous choisissons de linéariser autour des points de Fermi, ce qui créé deux branches par
secteur orbital, une où les fermions ont une impulsion positive et vont par conséquent à droite,
repérée par R 〈3〉, une autre où leur impulsion est négative, où ils vont donc à gauche, repérée
par L 〈4〉, avec les relations de dispersion suivantes 〈5〉 :

εR
m(q) = εm

(
km

F
)
+ (q− km

F )
dεm

dk
(
km

F
)

(3.5)

εL
m(q) = εm

(
km

F
)
− (q + km

F )
dεm

dk
(
km

F
)

(3.6)

Où la dérivée au point de Fermi définit selon (3.2) une vitesse de Fermi vmF pour chaque
secteur orbital :

vmF =
dεm

dk
(
km

F
)
= 2a0t sin

(
a0km

F
)

(3.7)

Cela induit aussi une décomposition des opérateurs de créations fermioniques sur réseau
"c†" (ou "d†") sur des opérateurs fermioniques droits "R†" et gauches "L†". Considérons pour le
voir la transformée de Fourier de c†

mα,k que nous coupons en deux termes autour des points de
Fermi :

c†
mα,j =

1√
Nsites

∑
k∈1ZB

e−ikja0c†
mα,k

' 1√
Nsites

∑
|k−km

F |&0
e−ikja0c†

mα,k +
1√
Nsites

∑
|k+km

F |&0
e−ikja0c†

mα,k

Où les termes en vert correspondent aux modes droits et les termes en rouge correspondent
aux modes gauches. Comptons alors les degrés à partir des points de Fermi avec k = +km

F + q
pour la branche droite et k = −km

F + q pour la bande gauche :

c†
mα,j ' e−ikm

F ja0 × 1√
Nsites

∑
|q|&0

e−iqja0c†
mα,+km

F +q + eikm
F ja0 × 1√

Nsites
∑
|q|&0

e−iqja0c†
mα,−km

F +q (3.8)

〈3〉. R pour l’anglais right.
〈4〉. L pour l’anglais left.
〈5〉. Remarquons que la relation de dispersion est paire, sa dérivée impaire.
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Il est logique dans le cadre de la limite continue d’introduire le réel x = a0 j et de définir les
nouveaux opérateurs de création non-plus par rapport à un nombre de sites, mais par rapport
à la longueur correspondante, à savoir la longueur de la chaîne 〈6〉 L = a0Nsites, si bien que l’on
définit aisément R†

mα(x) et L†
mα(x) comme suit :

R†
mα(x) ' 1√

a0Nsites
∑
|q|&0

e−iqja0c†
mα,+km

F +q (3.9)

L†
mα(x) ' 1√

a0Nsites
∑
|q|&0

e−iqja0c†
mα,−km

F +q (3.10)

Ces opérateurs héritent naturellement des relations d’anticommutation fermioniques, avec
les relations suivantes ∀m, n, α, β et P, Q = R ou L :{

P†
mα(x), Q†

nβ(y)
}

= 0 (3.11){
P†

mα(x), Qnβ(y)
}

= δPQδmnδαβδ
(
x− y

)
(3.12)

En introduisant les expressions de ces opérateurs dans (3.8), on obtient une relation fon-
damentale qui décompose les opérateurs sur réseau sur les opérateurs de la limite continue :

c†
mα,i ∼

√
a0

[
e−ikm

F xR†
mα(x) + eikm

F xL†
mα(x)

]
(3.13)

Ainsi, en toute logique, le hamiltonien libre va désormais compter les modes "droits" et les
modes "gauches" auxquels il va respectivement associer l’énergie +vmFk et −vmFk (si l’on tue
dans (3.5) et (3.6) la constante identique et inutile). Autrement dit le hamiltonien libre du secteur
m écrit dans les modes n’est autre que :

H(0)
m = vmF ∑

α,k
k
(

R†
mα,kRmα,k − L†

mα,kLmα,k

)
(3.14)

Les opérateurs droits et gauches étant essentiellement définis par les relations (3.9) et (3.10).
Remarquons au passage que l’écriture en somme sur k est malvenue puisqu’il s’agit à pro-
prement parler d’une variable continue : sans même passer à la limite continue, l’effet d’un
a0 non-nul a simplement pour effet de contraindre k à la première zone de Brillouin (puisque
1ZB = [−π/a0;+π/a0]). C’est la taille finie de la chaîne qui astreint k à des valeurs discrètes,
or nous considérons ici une chaîne infinie, si bien que k est bien une variable continue, tout de
même limitée par le haut par le seuil Λ−1.

〈6〉. L’opérateur c† est au nombre de site ce que les opérateurs R† et L† sont à la longueur de la chaîne.

92



L’effet le plus remarquable de la limite continue concerne la mer de Fermi que définit (3.14)
et qui, justement, n’est plus à proprement parler une mer de Fermi ! Désormais le spectre est
linéaire si bien que sur chaque branche droite et gauche il faut remplir une infinité d’états avant
d’arriver à la surface de Fermi. Cela définit une mer de Dirac :

|0F〉m = ∏
k>0

[
a0R†

mα,−kL†
mα,k

]
|0〉m (3.15)

La mer de Dirac |0F〉 = |0F〉m⊗ |0F〉m ainsi définie pose évidemment un problème : elle pos-
sède une infinité d’états, et si l’on veut calculer certaines quantités, comme le nombre d’états
dans le fondamental évidemment, mais encore l’énergie du fondamental, des divergences nous
mènent à définir une régularisation des opérateurs. Nous introduisons alors cette régularisa-
tion, nommée produit normal et noté : A : pour un opérateur A et défini par :

: A : = A− 〈0F|A|0F〉 (3.16)

Avec une telle définition :H0 : |0F〉 = 0, et dans la suite, sans toujours écrire cette régulari-
sation, nous la sous-entendrons. Cela dit, nous pouvons écrire le hamiltonien libre comme une
intégrale sur x (maintenant que nous sommes passés à la limite continue), ce qui définit une
densité hamiltonienne :

H(0)
m =

∫
R

H
(0)

m (x)dx (3.17)

Où H
(0)

m (x), la densité hamiltonienne, est parfois confondue avec le hamiltonien et notée
simplement H(0)

m , n’est autre qu’un hamiltonien de Dirac (c’est fatal dès lors que la relation de
dispersion est linéaire) qui satisfait 〈7〉 :

H
(0)

m (x) = −ivmF

[
R†

mα∂xRmα − L†
mα∂xLmα

]
(3.18)

Nous allons maintenant, à partir de l’expression hamiltonienne, passer à l’expression la-
grangienne qui demande pour cela l’introduction d’un temps (dont il n’a pour l’instant jamais
été question).

〈7〉. Ce n’est rien d’autre qu’une écriture pour k variant sur tout R de (3.14), avec k en représentation x, c’est-à-
dire −i∂x. Une autre manière de faire consiste à insérer la décomposition (3.13) dans l’expression du hamiltonien
sur réseau : il apparaîtra alors des termes en e±2ikm

F x qui n’oscillent pas seulement lorsque km
F = π/a0, c’est-à-dire

dans le cas où tous les états de la branche m sont pleins, c’est-à-dire quand la physique est figée. Autrement les
termes oscillants sont négligés.
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3.1.1 Écriture lagrangienne et symétrie conforme

Nous allons tout d’abord chercher à introduire une variable supplémentaire et pour ce faire
rien de plus simple, il suffit d’introduire la représentation de Heisenberg 〈8〉 des opérateurs
pour y intégrer la variable temps "t", les opérateurs de création y gagnerons ainsi une seconde
variable : R†

mα(x, t) et L†
mα(x, t). Cela dit, et puisque nous avons affaire avec un modèle de Dirac,

introduisons un spineur de Dirac Ψmα(x, t) fait des deux opérateurs de champs chiraux droit et
gauche :

Ψmα(x, t) =
(

Rmα(x, t)
Lmα(x, t)

)
(3.19)

Le champ conjugué est défini par Ψmα(x, t) = Ψ†
mα(x, t)γ0 où γ0 = σy (la deuxième matrice

de Pauli). Il permet d’écrire la densité hamiltonienne en représentation Heisenberg en introdui-
sant γ1 = iσx (la première matrice de Pauli) :

H
(0)

m (x, t) = −ivmFΨmα(x, t)γ1∂xΨmα(x, t) (3.20)

Avec le hamiltonien nous pouvons écrire la densité lagrangienne L
(0)

m du secteur orbital m
qui pour un champ de Dirac satisfait :

L
(0)

m (x, t) = iΨmα(x, t)γ0∂tΨmα(x, t)−H
(0)

m (x, t) (3.21)

En toute logique on définit deux variables de dimensions identiques x0 = vmFt et x1 = x qui
définissent deux dérivées ∂0 = 1

vmF
∂t et ∂1 = ∂x, et nous pouvons écrire la densité lagrangienne

d’une manière compacte ∂/ = γµ∂µ en sommant sur les indice µ = 0 et 1 :

L
(0)

m (x, t) = ivmFΨmα(x, t)∂/Ψmα(x, t) (3.22)

Récrivons cette densité dans les champs initiaux (nous n’écrivons plus la dépendance spatio-
temporelle, qui est sous-entendue) :

L
(0)

m = ivmF ∑
α

[
R†

mα

(
∂x +

1
vmF

∂t

)
Rmα − L†

mα

(
∂x −

1
vmF

∂t

)
Lmα

]
(3.23)

Alors dans la variables 〈9〉 xR = x − vmFt et xL = x + vmFt les équations de Lagrange du

〈8〉. La représentation de Heisenberg AH(t) d’un opérateur A est tout simplement définie par AH(t) =
U†(t)AU(t) où U(t) est l’opérateur d’évolution du temps-origine jusqu’au temps t.
〈9〉. Ces variables ont un sens physique précis : si une quantité ne dépend que de xR il se propage à droite, si elle
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mouvement s’écrivent :

δL
(0)

m

δΨmα
− ∂µ

(
δL

(0)
m

δ(∂µΨmα)

)
= 0 =⇒

{
∂LRmα = 0
∂RLmα = 0

(3.26)

Autrement dit les équations du mouvement imposent aux champs droits et gauches de se
mouvoir respectivement à droite et à gauche à la vitesse vmF, résultat attendu. Avoir réussi
à déterminer la densité lagrangienne (donc l’action en intégrant sur l’espace-temps), est plus
important que la simple obtention de ces équations du mouvement : en effet, il est connu qu’une
théorie quantique des champs de dimension d étudiée statistiquement à une température T =

β−1 est équivalente à une théorie classique des champs, mais cette fois-ci en dimension d + 1
où la dimension supplémentaire est cyclique de période β.

Prenons l’exemple d’une théorie des champs fermionique à une dimension et d’opérateur de
champs {ψ̂†(x)}x∈R. On peut montrer en introduisant la base {|ψ〉}ψ des états cohérents 〈10〉 que
la fonction de partition Z = tr e−βH de la théorie quantique s’y décompose comme une théo-
rie des champs classique sur les fonctions d’onde grassmanniennes ψ(x, τ) où τ est le "temps
statistique" variant de 0 à β (c’est notre dimension supplémentaire) :

Z =
∮

ψ(x, 0) = −ψ(x, β)
ψ?(x, 0) = −ψ?(x, β)

Dψ?Dψ e−S[ψ,ψ†] (3.28)

Où la statistique fermionique impose des conditions aux limites anti-périodiques, mais sur-
tout, où S[ψ, ψ†] est l’action associée au hamiltonien H, mais une action particulière, dans la
mesure où elle résulte d’une transformation de l’action dynamique par une rotation de Wick 〈11〉

ne dépend que de xL elle se propage à gauche. Leur définition induit aussi que l’on a :

∂R =
1
2

∂x −
1

2vmF
∂t (3.24)

∂L =
1
2

∂x +
1

2vmF
∂t (3.25)

〈10〉. Les états cohérents sont définis pour tout opérateurs de création selon le type d’objet qu’ils sous-tendent.
Pour un opérateur fermionique, pour respecter l’anticommutation, c’est à des fonctions grassmanniennes qu’on
l’associe (qui anticommutent simplement). On définit les états |ψ〉 associés à la fonction d’onde ψ(x) ainsi sur l’état
vide |0〉 de la théorie des champs :

|ψ〉 = exp
(
−
∫

R
ψ(x)ψ̂†(x)dx

)
|0〉 (3.27)

Ce qui fait de ces états des états cohérents, c’est la propriété remarquable d’être des états propres de l’opérateur
d’annihilation avec ψ̂(x)|ψ〉 = ψ(x)|ψ〉. Ajoutons à ceci que tous les états |ψ〉 (c’est-à-dire associé à toutes les
fonctions d’onde ψ possibles) permettent d’écrire une relation de fermeture.
〈11〉. La rotation de Wick transforme le statistique en dynamique, l’équation de diffusion en équation de Schrö-
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qui remplace le temps dynamique par le temps statistique : t W−→ −iτ. Autrement dit, pour
notre problème de fermions, dans la transformation de Wick W l’action dynamique S

(0)
m dé-

finie par la densité lagrangienne (3.23) sera transformée en une action statistique S (0)m définie

par une densité L(0)m , et ce, de manière à rendre égal le poids dynamique e−iS (0)
m et le poids

statistique e−S
(0)
m . Nous décidons alors d’introduire deux quantités complexes :

z = vmFτ + ix (3.29)

z = vmFτ − ix (3.30)

Notons en passant que ces deux variables complexes dépendent de l’indice orbital m, ce qui
pose a priori un problème, sauf dans le cas de la symétrie d’échange Z2, que nous supposons
dans les calculs futurs toujours satisfaite pour les termes de saut 〈12〉. Ces variables induisent
des dérivées partielles :

∂ =
∂

∂z
=

1
2

(
1

vmF
∂τ − i∂x

)
(3.31)

∂ =
∂

∂z
=

1
2

(
1

vmF
∂τ + i∂x

)
(3.32)

Alors la densité L(0)m s’exprime de la manière suivante :

L(0)m = R†
mα∂Rmα + L†

mα∂Lmα (3.33)

Et les équations du mouvement 〈13〉 deviennent ∂Rmα(z, z) = 0 et ∂Lmα(z, z) = 0, autre-
ment dit les champs droits sont antiholomorphes tandis que les champs gauches sont holo-
morphes 〈14〉, c’est-à-dire :

Holomorphe : L(†)
mα(z, z) = L(†)

mα(z) (3.34)

Antiholomorphe : R(†)
mα(z, z) = R(†)

mα(z) (3.35)

Écrivons enfin l’action S (0) totale en considérant que la symétrie d’échange Z2 est satisfaite
pour le modèle libre, et en se souvenant que la variable τ est définie périodiquement de la tem-

dinger, les poids de Boltmann e−τE en phase d’évolution e−iEt, etc.
〈12〉. Cela signifie que le modèle p-band satisfait sans ajustement cette propriété, tandis que pour les modèles g-e
et double-puits, il faudra imposer certaines conditions : tg ' te et δµ ' 0 pour le premier et t⊥ � t pour le second.
〈13〉. Dans l’interprétation d’après la rotation de Wick, elles correspondent aux chemins qui vont maximiser le

poids statistique e−S
(0)
m .

〈14〉. Rien ne hiérarchise les champs droits et gauches. Que les champs "anti" soient les champs droits est une

convention qui se joue à la définition (3.29), puisque z W−→ ixL.
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pérature infinie τ = 0 à l’inverse de la température τ = β, qui dans nos systèmes à température
nulle est considéré comme infini. Ainsi on considère que la variable z est définie pour tout le
plan complexe et nous avons :

S (0) =
∫

C
dzdz

(
R†

mα∂Rmα + L†
mα∂Lmα

)
(3.36)

C’est cette quantité que les symétries du modèle - dont nous allons discuter - laisseront in-
variante. Le gain, c’est d’avoir introduit une action dont on sait d’une part qu’elle caractérise les
propriétés statistiques de notre théorie quantique des champs, et d’autre part qu’elle est écrite
de manière tout à fait élégante dans les nombres complexes, ce qui laisse présager une écri-
ture simple des transformations de symétrie ainsi que l’utilisation d’outils puissants d’analyse
complexe.

3.1.2 Les symétries de l’action

Les symétries de l’action sont très nombreuses. En écriture complexe, considérons toutes les
fonctions holomorphes 〈15〉 f : C → C, et notons ω = f (z) et ω = f ?(z?) 〈16〉 les nouvelles
variables complexes issues de la transformation. On montre que cette dernière induit pour les
opérateurs de création gauches et droits les transformations suivantes 〈17〉 :

L†
mα(z)

f−→ L
′†
mα(ω) =

(
dω

dz

)−1/2

L†
mα(z) (3.37)

Lmα(z)
f−→ L

′
mα(ω) =

(
dω

dz

)−1/2

Lmα(z) (3.38)

R†
mα(z)

f−→ R
′†
mα(ω) =

(
dω

dz

)−1/2

R†
mα(z) (3.39)

Rmα(z)
f−→ R

′
mα(ω) =

(
dω

dz

)−1/2

Rmα(z) (3.40)

Ajoutons les transformations qu’induit la transformation f pour les éléments différentiels et

〈15〉. Plus fortement, il s’agit des fonctions méromorphes, avec des pôles isolés, que l’on définit sur le plan com-
plexe auquel on ajoute le point à l’infini : C = C∪ {∞}.
〈16〉. En réalité, pour ω, on devrait définir une fonction antiholomorphe ω = f (z) indépendante de f . Une fois les
calculs effectués, pour revenir à la physique, nous écririons une condition telle que celle rendue par les présentes
définitions.
〈17〉. Notons au passage qu’il faut se méfier : L† est l’adjoint de L, et pour autant la conjugaison induite ne concerne
par z.
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les dérivées partielles :

dz
f−→ dω =

dω

dz
dz (3.41)

dz
f−→ dω =

dω

dz
dz (3.42)

∂z
f−→ ∂ω =

(
dω

dz

)−1

∂z (3.43)

∂z
f−→ ∂ω =

(
dω

dz

)−1

∂z (3.44)

Alors on constate que les termes holomorphes (respectivement anti-holomorphes) demeurent
holomorphes (respectivement anti-holomorphes) mais aussi, beaucoup plus important, que les
transformations qu’induit f laisse invariant l’action (3.36) :

S (0) f−→ S (0) (3.45)

À moins que f ne soit pas inversible, si bien que l’on aurait un espace de définition f (C) des
variables ω et ω différent de celui C de z et z dans l’intégrale de l’action, qui ne serait donc pas
tout à fait identique 〈18〉. Or, nous voulons avoir affaire avec une symétrie complète, c’est-à-dire
avec un groupe, si bien que nous ne retenons que les fonctions analytiques bijectives, connues
sous le nom de transformations projectives et définies par :

f : C −→ C (3.46)

z 7−→ az + b
cz + d

, a, b, c, d ∈ C, ad− bc = 1

Ces transformations forment un groupe, le groupe spécial linéaire 〈19〉, noté SL(2, C) et d’ordre
6 et dont on remarque certaines transformations élémentaires selon la façon de choisir les
nombres complexes (a, b, c, d) (l’identité du groupe correspond à (1, 0, 0, 1) :

— Les translations avec (1,−z0, 0, 1), z0 ∈ C : la transformation prend la forme z→ z− z0 et
correspond à une translation de z0 (doublement généré si l’on se place d’un point du vu
réel, en x et en τ) ;

〈18〉. Ce n’est pas souhaitable pour traiter une symétrie, mais c’est en revanche très pratique pour retrouver les
résultats dans l’espace-temps cylindrique, c’est-à-dire à température finie, en posant : f (z) = β

2π ln z.
〈19〉. Son nom vient de ce qu’il est isomorphe au groupe de matrices :{

M =

(
a b
c d

)∣∣∣∣ a, b, c, d ∈ C, det M = 1
}

(3.47)

Avec la multiplication matricielle. On sait inverser : f est associée à (a, b, c, d) comme f−1 l’est à (d,−b,−c, a).
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— Les rotations avec (eiθ/2, 0, 0, e−iθ/2), θ ∈ R : la transformation prend la forme z → eiθz
d’une rotation dans le plan complexe (ici un générateur). En réalité il s’agit de la traduc-
tion en complexe de l’invariance de Lorentz de la théorie de Dirac qui laisse invariante
le produit scalaire de la relativité. Or la rotation de Wick transformant ce produit sca-
laire pseudo-euclidien en produit scalaire euclidien, il est normal que la transformation
corresponde en complexe à une rotation ;

— Les dilatations avec (eθ/2, 0, 0, e−θ/2), θ ∈ R : la transformation prend la forme z → eθz
d’une dilatation dans le plan complexe (ici encore, un générateur) ;

— Les inversions avec (1, 0,−Ω−1, 1), Ω ∈ C : la transformation prend la forme z → z/(1−
z/Ω) et envoie transforme le point Ω en le point à l’infini (ici deux générateurs). Notons
que ce que l’on appelle communément "l’inversion" est la transformation (0,−1, 1, 0),
c’est-à-dire z → −1/z, est une combinaison des quatre transformations présentées (que
nous avons ainsi définies puisqu’aux limites z0, θ, λ, Ω−1 → 0 elles correspondent à
l’identité).

Étant données ces symétries, nous introduisons le tenseur énergie-impulsion qui possède a
priori 3 composantes. En effet il s’agit d’une matrice 2× 2 (parce que z, z sont équivalents à x, τ)
et symétrique (c’est un tenseur énergie impulsion). Or il se trouve que les deux composantes
diagonales Tzz et Tzz sont nulles 〈20〉, si bien qu’il ne reste que les deux composantes diagonales,
l’holomorphe T(z) = Tzz, et l’antiholomorphe T(z) = Tzz, qui satisfont :

T(z) = −π
(

L†
mα∂Lmα + ∂L†

mαLmα

)
(3.49)

T(z) = −π
(

R†
mα∂Rmα + ∂R†

mαRmα

)
(3.50)

Cet objet est central dans la description de notre modèle : lorsqu’une théorie des champs
possède l’invariance conforme, on la qualifie de théorie conforme, et les modes du tenseur énergie
impulsion servent à générer - dans l’espace de Hilbert - toutes les transformations conformes
(pas seulement celles qui sont inversibles, il y en a une infinité), nous y reviendrons. Ajoutons
enfin que plus grande est la symétrie d’un modèle, plus grandes sont les contraintes qui ré-
gissent sa physique : pour notre théorie conforme, nous savons notamment [35] que la symétrie
conforme impose une certaine forme aux fonctions de corrélations.

〈20〉. Dans les variables x0 = vFτ et x1 = x, le tenseur métrique satisfait gµν = (−1)µδµν et le tenseur énergie-
impulsion satisfait :

Tµν = ih̄vF

(
1
2

Ψmα (γ
µ∂ν + γν∂µ)Ψmα − gµνΨmα∂/Ψmα

)
(3.48)

En prenant en compte via le théorème de Noether [130] les symétries de translation, qui mène à ∂µTµν = 0, puis
de dilatation, qui mène à gµνTµν = 0, il ne reste déjà plus que deux composantes indépendantes T00 = T11 et
T10 = T01. La transformation (x0, x1)→ (z, z) diagonalise le tenseur.
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3.2 Vers le traitement de l’interaction, outils conformes et bo-
sonisations

3.2.1 Bases de théorie conforme

Avant même de considérer l’effet des transformations conformes sur les opérateurs de la
théorie des champs, la simple analyse des transformations permet déjà d’en donner une base
{`n}n∈Z qui les génère :

`n = −zn+1∂ , n ∈ Z (3.51)

Comme tout ensemble de générateurs ils satisfont une algèbre, nommé algèbre de Witt, et qui
s’écrit de la manière suivante : [

`n, `m
]
= (n−m)`n+m (3.52)

Remarquons que les générateurs (3.51) sont pour beaucoup singuliers et notamment lorsque
n < −1, valeurs pour lesquelles les générateurs correspondant ne génèrent pas une transfor-
mation inversible. Or cet argument doit également être valable dans des variables issues d’une
transformation inversible du groupe spécial linéaire SL(2, C), comme par exemple l’inversion
z → −1/z où `n = z1−n∂, ce qui impose également aux générateurs à n > 1 d’être rejetés. Il
ne reste ainsi que les générateurs `−1, `0 et `1, soit l’espace à 6 dimensions des transformations
projectives : `−1 concerne les translations, `0 les rotations/dilatations et `1 les inversions. De
plus l’ensemble {`n}n∈{−1,0,1} forme une sous-algèbre de (3.52). Pour faire le lien avec notre
théorie des champs, occupons-nous d’étudier les effets des transformations conformes sur un
opérateur de la théorie.

Définissons d’abord respectivement les opérateurs primaires et les opérateur quasiprimaires, qui
sont les opérateurs O(z, z) qui dans les transformations ω = f (z) respectivement conformes et
projectives se transforment comme :

O′
(
ω, ω

)
=

(
dω

dz

)−h (dω

dz

)−h
O
(
z, z
)

(3.53)

Où h et h sont les dimensions conformes qui caractérisent l’opérateur dans les opérations de
rotation, à l’aide de son spin s = h− h, et de dilatation, à l’aide de sa dimension d’échelle ∆ =

h + h (qui donne tout simplement la dimension de l’opérateur). Ainsi un opérateur primaire est
quasiprimaire, et nous avons déjà des exemples d’opérateurs primaires avec leurs dimensions
conformes (h, h), à commencer par l’action, dont les dimensions (0, 0) assurent son invariance
conforme, mais aussi les opérateurs de création/annihilation gauches et droits des équations
(3.37, 3.38, 3.39, 3.40) de dimensions respectives (1/2, 0), (1/2, 0), (0, 1/2) et (0, 1/2).
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Reste maintenant à déterminer une algèbre sur les opérateurs de la théorie. Celle-ci est codée
dans les champs via leurs fonctions de corrélations. Seulement un problème se pose dans nos
systèmes, à savoir que la présence de la Mer de Dirac provoque dans lesdites fonctions des
divergences entre opérateurs pris à des points identiques. Par exemple si l’on considère de
manière générale deux opérateurs A(z) et B(ω) (où z et ω correspondent à deux points du plan
complexe satisfaisant l’ordre radial 〈21〉 |z| > |ω|), alors nous pouvons le développer en série
de Laurent en z−ω (voir [131], p. 173) dont le plus grand pôle est d’ordre noté N :

A(z)B(ω) =
N

∑
n=−∞

{AB}n(ω)

(z−ω)n =⇒


: A(z)B(ω) : =

0
∑

n=−∞

{AB}n(ω)
(z−ω)n

A(z)B(ω) =
N
∑

n=1

{AB}n(ω)
(z−ω)n

(3.55)

Tous les termes divergents regroupés dans la contraction A(z)B(ω) témoignent de cet effet
et définissent l’OPE 〈22〉 entre les deux opérateurs. Pour écrire cette OPE, il est d’usage d’utiliser
le symbole "∼", et l’on écrira :

A(z)B(ω) ∼ A(z)B(ω) (3.56)

Quand au terme régulier : A(z)B(ω) : il se décompose en une simple série de Taylor en z−ω

et correspond au terme de produit normal. Notons que les opérateurs {AB}n(ω) peuvent être
calculés à l’aide de la formule de Cauchy :

{AB}n(ω) =
1

2iπ

∮
ω

A(z)B(ω)

(z−ω)1−n dz (3.57)

Où
∮

ω dz est l’intégrale sur z autour de ω dans le sens trigonométrique. Parmi ces opérateurs
on note encore {AB}0(ω) = : AB : (ω) le terme d’ordre 0 dans le produit d’opérateur. Pour faire
le lien avec (3.16), considérons le produit des opérateurs L†

mα(z)Lmα(ω) (pas de somme sur mα)
qui se décompose effectivement comme une partie régulière définie par le produit normal et
une partie qui diverge puisqu’il s’agit de la valeur moyenne dans la mer de Fermi :

L†
mα(z)Lmα(ω) = : L†

mα(z)Lmα(ω) : + 〈0F|L†
mα(z)Lmα(ω)|0F〉 (3.58)

〈21〉. L’ordre radial R consiste à réorganiser deux champs A(z) et B(ω) dans "l’ordre" tout en respectant leur
statistique. Pour des champs de fermions, on a :

R[A(z)B(ω)] =
A(z)B(ω) si |z| > |ω|
−B(ω)A(z) si |z| < |ω| (3.54)

Pour des champs de bosons, c’est l’autre signe qui intervient.
〈22〉. Pour l’anglais Operator Product Expansion, le français DPO, pour Développement en Produit d’Opérateur,
pouvant être trouvé. L’usage veut que l’OPE soit féminine : une OPE.
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On écrira dans la suite que la valeur moyenne - qui correspond à la contraction - se comporte
comme (z−ω)−1. En réalité, dans le produit des deux opérateurs A(z) et B(ω) radialement or-
donné, le théorème de Wick 〈23〉 permet d’écrire la décomposition (3.55), avec d’un côté la partie
singulière qui contient toutes les contractions qu’il est possible de faire entre les champs libres
qui composent lesdits opérateurs, et de l’autre la partie régulière avec uniquement les pro-
duits normaux. Or les valeurs moyennes des termes réguliers sont nuls par construction, on a
〈0F| : A(z)B(ω) : |0F〉 = 0, si bien que les OPE deviennent "exactes" quand il s’agit de fonctions
de corrélation (dans la mer de Dirac) :

〈A(z)B(ω)〉 = A(z)B(ω) (3.61)

Tout cela établi, nous définissons encore pour un champ A(z, z) de dimension conforme
(h, h) sa décomposition en modes Am,n(ω, ω) (qui ressemblent à des modes de Fourier de l’opéra-
teur) :

A(z, z) = ∑
m,n∈Z

Am,n(ω, ω)

(z−ω)m+h(z−ω)n+h
(3.62)

Nous pouvons alors faire le lien évoqué entre l’opérateur énergie-impulsion T(z) (et son
homologue antiholomorphe) et les générateurs `n des transformations conformes : le tenseur
énergie-impulsion T(z) (respectivement T(z)), de dimensions conformes (2, 0) (respectivement
(0, 2)), se décompose sur les Ln(ω) = Tn,0(ω, ω) (respectivement Ln(ω) = T0,n(ω, ω)) qui
satisfont une algèbre très semblable à l’algèbre de Witt (3.52), et qui porte le nom d’algèbre de
Virasoro (qui est une représentation de la précédente dans la théorie des champs) :[

Ln, Lm
]
= (n−m)Ln+m +

c
12

n(n2 − 1)δm+n,0 (3.63)

Où c est la charge centrale de la théorie conforme : il s’agit d’une quantité qui commute avec
tous les opérateurs et qui caractérise la théorie conforme. Dans le cas de notre théorie libre avec

〈23〉. Le théorème de Wick permet de simplifier les valeurs moyennes de produits d’opérateurs fermioniques φk
par récurrence lorsque l’opérateur densité est gaussien (l’information est alors réduite à la fonction à deux points) :

〈φ1 · · · φk〉 =
k

∑
j=2

(−1)j 〈φ1φj〉〈φ2 · · · φj−1φj+1 · · · φk · · ·〉 (3.59)

Une équations similaire existe pour les opérateurs bosoniques et ne fait simplement pas apparaître le signe "(−1)k".
Couplé à la définition de l’ordre normal on montre, par exemple, l’expression suivante :

: φ1φ2 :: φ3φ4 : = : φ1φ2φ3φ4 : − 〈φ1φ3〉 : φ2φ4 : − 〈φ2φ4〉 : φ1φ3 : (3.60)
+ 〈φ1φ4〉 : φ2φ3 : + 〈φ2φ3〉 : φ1φ4 : − 〈φ1φ3〉〈φ2φ4〉+ 〈φ1φ4〉〈φ2φ3〉
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des fermions à 2N degrés de liberté, la charge centrale qui correspond à cette théorie conforme
est 2N et dans la suite, lorsque seulement un certain secteur de degrés de liberté sera laissé
critique, les théories conformes effectives posséderont une charge centrale moindre, et c’est
pourquoi l’on considère que la charge centrale est une mesure de la criticalité de la théorie. Elle
intervient également également dans l’OPE entre le tenseur énergie-impulsion avec lui-même :

T(z)T(ω) ∼ c/2
(z−ω)4 +

2T(ω)

(z−ω)2 +
∂T(ω)

z−ω
(3.64)

Cette écriture en OPE sur le tenseur énergie impulsion est en réalité équivalente à l’algèbre
de Virasoro, ce qui induit l’idée, juste, que les OPE constituent une écriture alternative à l’al-
gèbre qui caractérise la théorie conforme. Enfin, un mot sur les opérateurs de création et d’an-
nihilation gauches et droits, dont les seules OPE non-nulles sont les fonctions de corrélation
déterminées par les symétries (de translation) et la dimension d’échelle des champs :

L†
mα(z)Lnβ(ω) ∼ 〈L†

mα(z)Lnβ(ω)〉 =
δαβδmn

2π(z−ω)
(3.65)

R†
mα(z)Rnβ(ω) ∼ 〈R†

mα(z)Rnβ(ω)〉 =
δαβδmn

2π(z−ω)
(3.66)

Nous avons de plus les propriétés suivantes qui découlent des identités de Ward [35, 131],
équivalent quantique des équations de conservation dues aux symétries :

T(z)L†
mα(ω) ∼ 1/2

(z−ω)2 L†
mα(ω) +

1
z−ω

∂L†
mα(ω) (3.67)

T(z)R†
mα(ω) ∼ 1/2

(z−ω)2 R†
mα(ω) +

1
z−ω

∂R†
mα(ω) (3.68)

En réalité, les identités de Ward se généralisent à un champ primaire A(z, z) de dimensions
conformes (h, h), et se traduisent par les égalités suivantes :

T(z)A(ω, ω) ∼ h
(z−ω)2 A(ω, ω) +

1
z−ω

∂A(ω, ω) (3.69)

T(z)A(ω, ω) ∼ h
(z−ω)2 A(ω, ω) +

1
z−ω

∂A(ω, ω) (3.70)

Toutes ces propriétés de base sur les OPE permettront dans la théorie conforme, nous in-
sistons sur ce point, d’établir des algèbres entre opérateurs qui caractériserons la théorie des
champs. Et notamment dans l’étude à basse énergie, nous verrons que l’algèbre - écrite en OPE
- entre les courants des symétries (définies dans la sous-section suivante) structurent les équa-
tions de groupe de renormalisation (définis dans la section suivante) qui permettent, rien de
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moins, d’accéder au diagramme de phase des modèles sur réseau.

3.2.2 Courants de symétrie

Les propriétés essentielles du modèle libre dans la limite continue sont désormais établies,
tâchons désormais d’en déduire des conséquences pour l’interaction. La première étape est sim-
plement d’écrire l’interaction dans les opérateurs de création/d’annihilation gauches et droits
grâce à la décomposition (3.13) des opérateurs sur le réseau dans lesquels sont encore écrits
les hamiltoniens d’interaction (2.27, 2.21), (2.77) et (2.132). Or, grâce aux facteurs exponentiels
e±ikm

F x dans (3.13), nous allons pouvoir décomposer l’interaction en plusieurs termes 〈24〉 :

Hint. = V0kF + V2kF + V4kF (3.71)

Où le terme en noir est un terme sans oscillations, celui en rouge un terme proportionnel
à e±2ikFx et le dernier, en vert, proportionnel à e±4ikFx. Le premier terme, le non-oscillant, régu-
lier, contient des termes non-chiraux du type R†LL†R et L†RR†L, mais également des termes
purement chiraux du type L†LL†L et R†RR†R qui ont pour effet de renormaliser les vitesses de
Fermi et que, dès lors, nous omettons. Les deuxièmes et troisièmes termes, oscillants, renorma-
lisent les paramètres de la théorie totale à des termes plus élevés dans la théorie de perturbation
et sont négligeables, à moins qu’ils n’oscillent pas : on se souvient que la théorie est à la base
une théorie sur site x = a0 j, si bien qu’un remplissage n particulier, c’est-à-dire un vecteur de
Fermi kF particulier peut rendre ces termes exponentiels non-oscillants. Par exemple, lorsque
kF = π/2a0, c’est la condition de demi-remplissage (quart de remplissage pour les modèles
d’échelle et de double-puits), le terme V4kF résonne et participe à la physique au même ordre
que les termes non-oscillants : il correspond aux termes d’umklapp, en R†LR†L et L†RL†R,
présents à des remplissages commensurables ! Notons que le terme à 2kF résonne à des ordres
supérieurs encore, si bien que nous le négligeons totalement. Ainsi l’interaction se décompose
comme :

Hint. = V0kF [δ] + V
umklapp

4kF
[δ] (3.72)

Où nous avons ajouté une dépendance dans l’anisotropie orbitale δ qui existe lorsque le sys-
tème libre présente deux branches orbitales distinctes : en effet des termes oscillants en puis-
sance de e±iδx/2, qui résonnent dans le cas isotrope, tuent des termes dans le cas où il se mettent
à osciller (dans le cas anisotrope). Ainsi, dans la limite continue, remplissage et anisotropie orbitale
vont déterminer les bonnes interactions à prendre en compte.

Voilà une première décomposition de l’interaction utilisant ces considérations "concrètes",

〈24〉. Écrits exclusivement dans les vecteurs d’onde kF et δ, pas dans les vecteurs d’onde orbitaux km
F , pour assurer

l’unicité de l’écriture de la décomposition.
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mais nous pouvons aller plus loin en considérant les symétries. En effet, si l’interaction n’est
évidemment pas diagonalisée dans les opérateurs chiraux gauches et droits, néanmoins la pré-
sence des symétries assure à l’interaction de se décomposer dans leurs générateurs. Ainsi, de
manière générale 〈25〉, parce que les processus d’interaction lient 2N degrés de liberté, ils corres-
pondent à tous les générateurs de U(2N) que l’on décompose dans les symétries du problème.
Nous définissons alors dans chaque secteur orbital m, pour chaque chiralité gauche et droite
(L et R), les courants des symétries U(1)c - toujours présente - sans la somme implicite sur le
degré orbital m :

JmL(z) = : L†
mα(z)Lmα(z) : (3.73)

JmR(z) = : R†
mα(z)Rmα(z) : (3.74)

Puis les courants de la symétrie SU(N) - également toujours présente - à l’aide des N2 − 1
matrices Ta de la représentation fondamentale de SU(N) :

Ja
mL(z) = : L†

mα(z)T
a
αβLmβ(z) : (3.75)

Ja
mR(z) = : R†

mα(z)T
a
αβRmβ(z) : (3.76)

Puis les courants de la symétrie SU(2)o, qui n’est presque jamais présente (ainsi que son
sous-groupe U(1)o), et qui pour cette raison apparaîtront dans l’interaction de manière éclatée.
Nous les définissons à l’aide des trois matrices de Pauli σ i :

j i
L(z) = : L†

mα(z)
σ i

mn
2

Lnα(z) : (3.77)

j i
R(z) = : R†

mα(z)
σ i

mn
2

Rnα(z) : (3.78)

Pour ces courants, une écriture vectorielle "j = j iui" est souvent utilisée. Et enfin, pour
compléter tout ces générateurs, nous définissons les générateurs restant de SU(2N), à l’aide à
la fois des matrices Ta et des matrices σ i :

J a,i
L (z) = : L†

mα(z)
Ta

αβ × σ i
mn√

2
Lnβ(z) : (3.79)

J a,i
R (z) = : R†

mα(z)
Ta

αβ × σ i
mn√

2
Rnβ(z) : (3.80)

Nous définissons encore, dans le cas de la présence de la symétrie d’échange Z2, les courants

〈25〉. L’idée que l’on présente ici, à savoir la décomposition de l’interaction dans les courants WZW (voir la suite),
a été tout d’abord introduite pour l’échelle de Hubbard SU(2) dans [132].
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U(1)c et SU(N) totaux :

JL(z) = ∑
m

JmL(z) (3.81)

JR(z) = ∑
m

JmR(z) (3.82)

Ja
L(z) = ∑

m
Ja
mL(z) (3.83)

Ja
R(z) = ∑

m
Ja
mR(z) (3.84)

Nous donnons les OPE de ces champs - qui comme nous le savons déjà reflètent l’algèbre des
champs, qui ressemble beaucoup à l’algèbre des générateurs des groupes que ces opérateurs
représentent :

JL(z)JL(ω) ∼ 2N
4π2(z−ω)2 (3.85)

Ja
L(z)Jb

L(ω) ∼ 2δab
8π2(z−ω)2 +

i f abc Jc
L(ω)

2π(z−ω)
(3.86)

j i
L(z)j j

L(ω) ∼
Nδij

8π2(z−ω)2 +
iεijk j k

L(ω)

2π(z−ω)
(3.87)

J a,i
L (z)J b,j

L (ω) ∼
δabδij

8π2(z−ω)2 +

iδab
N εijk j k

L(ω) +
iδij
2 f abc Jc

L(ω) + 1√
2
idabcεijkJ c,k

L (ω)

2π(z−ω)
(3.88)

Où les dabc caractérisent les relations d’anticommutation de générateurs de SU(N), bien défi-
nis dans l’ANNEXE C. Les champs droits satisfont des relations analogues 〈26〉. On remarque des
algèbres de courants (3.86) et (3.87) qu’elles sont fermées : d’une manière générale, ce type de
structure définit l’algèbre de courants des générateurs {JA}A∈[[1,dim G]] d’une théorie conforme
Gk (où G est un groupe de Lie) - lire "G niveau k" - et dont l’expression est la suivante :

JA(z)JB(ω) ∼ kδAB

8π2(z−ω)2 +
i f ABC JC(ω)

2π(z−ω)
(3.89)

Où f ABC sont les coeffcients de l’algèbre g de G. La théorie conforme que cette algèbre in-
duit et qui possède une symétrie étendue (associée au groupe G) définit les modèles de Wess-
Zumino-Witten (abrégé en WZW, [131]). On lui associe le tenseur énergie-impulsion T(z), qui
prend la forme de Sugawara suivante, où g est le nombre de Coxeter dual associé à G :

T(z) =
2π : JA JA : (z)

k + g
(3.90)

〈26〉. Avec L, z, ω → R, z, ω.
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Ce dernier possède des OPE du type (3.64) qui font intervenir une charge centrale qui carac-
térise la théorie et qui s’écrivent en fonction du niveau k, de l’ordre dim G du groupe G et du
nombre de Coxeter dual g 〈27〉 :

c[Gk] =
k dim G

k + g
(3.92)

Ainsi les courants des algèbres (3.86) et (3.87) définissent des théories conformes SU(N)2 et
SU(2)N respectivement. Notons que dans ces expressions, il apparaît dans le premier membre
respectivement N et 2 puisque les courants ne sont finalement que des répliques de courants
plus élémentaires : (3.77) est la somme de N courants SU(2)1 (la somme sur α), et (3.83) la
somme de 2 courants SU(N)1 (la somme sur m). Cela dit, nous exprimons alors le hamiltonien
libre T(z) dans les courants - qui est une forme de Sugawara de deux théories U(1)1 et SU(2N)1

indépendantes, et mal écrites 〈28〉 :

T(z) =
π : J2

L : (z)
2N

+
π : Ja

L Ja
L : (z)

2N + 1
+

2π : jL · jL : (z)
N(2N + 1)

+
2π :J a,i

L J
a,i
L : (z)

2N + 1
(3.93)

La même expression en champs droits pour T(z). Avec tous ces courants, nous générons une
base 〈29〉 des 4N2 générateurs de U(2N) qui est suffisante pour écrire les termes non-oscillants
V0kF . Les différentes symétries (orbitale, d’échange) se chargerons de regrouper les termes d’in-
teraction concernés. Et enfin, pour l’interaction - qui est à quatre fermions - nous la définissons
à l’aide de paires de courants : nous définissons ainsi les opérateurs d’interaction de notre pro-
blème de manière à produire des singulets dans les symétries du problème et à correspondre à

〈27〉. Si bien que lorsque G ≡ SU(n), alors dim G = n2 − 1, g = n, alors :

c[SU(n)k] =
k(n2 − 1)

k + n
(3.91)

〈28〉. Pour la théorie U(1)1 - qui possède un nombre de Coxeter g = 0 - le bon courant est J2
L/2
√

N, de telle sorte
que la matrice M = Id2N/2

√
N qui définit le courant J2

L/2
√

N = L†
mα Mmα,nβLnβ ait la carré de sa trace qui vaut

1/2 : tr M = 1/2. Quant à la théorie SU(2N)1, il faudrait la définir dans les générateurs de SU(2N), mais déjà on
remarque que g + k = 2N + 1 apparaît au dénominateur des trois derniers membres.
〈29〉. Si on compte tous les courants que l’on a définit précédemment, on en trouve 5N2, mais il faut en réalité faire
attention à la redondance qu’induisent les générateurs en i = z (par exemple : J1L(z)− J2L(z) = 2jz

L(z)), si bien
qu’on en compte bien 4N2 :

2 + 2
(
N2 − 1

)
+
(
3− 1

)
+
(
3− 1

)(
N2 − 1

)
= 4N2
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des termes non-chiraux (selon le schéma L†LR†R issu de la limite continue par (3.13)) :

O1(z, z) = : Ja
L(z)Ja

R(z) : (3.94)

O2(z, z) = : J a,x
L (z)J a,x

R (z) : (3.95)

O3(z, z) = : J a,z
L (z)J a,z

R (z) : (3.96)

O4(z, z) = : J a,y
L (z)J a,y

R (z) : (3.97)

O5(z, z) = : jx
L(z)jx

R(z) : (3.98)

O6(z, z) = : jz
L(z)jz

R(z) : (3.99)

O7(z, z) = : jy
L(z)jy

R(z) : (3.100)

O8(z, z) = : JL(z)JR(z) : (3.101)

Il se trouve que l’ensemble d’opérateurs {Oi}i∈[[1,8]] forme une algèbre fermée au sens des
OPE : ces dernières, qui comme nous le verrons interviennent dans l’expression des équations
du groupe de renormalisation, seront données. Manque encore à définir des opérateurs pour
les termes d’umklapp qui vont décomposer V4kF . Étant donnée l’expression des termes à 4kF, en
R†R†LL et L†L†RR, on définit les courants, antisymétriques : Aαβ±

mnL(z) et Aαβ±
mnR(z), et symétriques :
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Sαβ±
L et Sαβ±

R , qui sont des représentations irréductibles de SU(N) 〈30〉 :

Aαβ+
mnL(z) = − i

2

(
L†

mα(z)L†
nβ(z)− L†

mβ(z)L†
nα(z)

)
(3.106)

Aαβ+
mnR(z) = − i

2

(
R†

mα(z)R†
nβ(z)− R†

mβ(z)R†
nα(z)

)
(3.107)

Sαβ+
L (z) =

1
2 ∑

m
σz

mmL†
mα(z)L†

mβ(z) (3.108)

Sαβ+
R (z) =

1
2 ∑

m
σz

mmR†
mα(z)R†

mβ(z) (3.109)

Et l’on définit les champs conjugués en passant du "+" au "−", pour P = R, L, par Aαβ−
mnP =(

Aαβ+
mnP

)† et Sαβ−
P =

(
Sαβ+

P
)†. Nous définissons avec quatre opérateurs d’interaction, hermitiens

et singulets de SU(N), et qui correspondent aux opérateurs d’umklapp de la théorie :

O9 (z, z) = Sαβ+
L (z)Sαβ−

R (z) + Sαβ−
L (z)Sαβ+

R (z) (3.110)

O10(z, z) =
1
4 ∑

mn
(−1)m+n

(
Aαβ+

mmL(z)Aαβ−
nnR (z) + Aαβ−

mmL(z)Aαβ+
nnR (z)

)
(3.111)

O11(z, z) = Aαβ+
12L (z)Aαβ−

12R (z) + Aαβ−
12L (z)Aαβ+

12R (z) (3.112)

O12(z, z) =
1
4 ∑

mn

(
Aαβ+

mmL(z)Aαβ−
nnR (z) + Aαβ−

mmL(z)Aαβ+
nnR (z)

)
(3.113)

Avec ces nouveaux opérateurs, l’ensemble {Oi}i∈[[1,12]] forme encore une algèbre fermée au
sens des OPE, et permet par surcroit d’exprimer de façon unique et complète le hamiltonien

〈30〉. Pour donner plus de détail : puisqu’un opérateur de création (ou d’annihilation), gauche ou droit, est une
représentation ( , ) de SU(2)×SU(N), avec deux tels opérateurs - soit L†L†, LL, R†R† et RR - on forme, en

tenant compte de la statistique fermionique, les représentations
(
•,

)
et
(

,
)

, respectivement symétrique
et antisymétrique pour les degrés nucléaires, ce qui justifie de l’appellation S et A pour les champs correspondant.
Dans les degrés orbitaux, les champs S et A correspondent respectivement à l’état singulet et aux trois états
triplets mz = −, 0,+ :

Sαβ+
L = J̃αβ+

L
[ ]

=
1
2
(

L†
1αL†

2β + L†
1βL†

2α

)
(3.102)

Aαβ+
11L = J̃αβ+

L [+] = − i
2
(

L†
1αL†

1β − L†
1βL†

1α

)
(3.103)

Aαβ+
12L = J̃αβ+

L [ 0 ] = − i
2
(

L†
1αL†

2β − L†
1βL†

2α

)
(3.104)

Aαβ+
22L = J̃αβ+

L [−] = − i
2
(

L†
2αL†

2β − L†
2βL†

2α

)
(3.105)

Dans la suite nous verrons que les opérateurs d’interaction bâtis avec S et A couplent les degrés nucléaires respec-
tivement aux degrés de charge et au degrés orbitaux.

109



d’interaction Hint. comme (voir l’ANNEXE B pour passer des opérateurs chiraux aux perturba-
tions) :

Hint. =
12

∑
i=1

gi Oi (3.114)

Où les 12 facteurs gi sont nommés les couplages et décomposent - par définition - la théorie
dans les opérateurs d’interaction 〈31〉. Dans la section suivante, nous montrerons que - l’algèbre
des Oi étant stable - les équations du groupe de renormalisation conservent la forme (3.114)
au hamiltonien d’interaction avec des couplages qui néanmoins évoluent. Autrement dit, nous
insistons sur ce fait que la décomposition dans les Oi, qui tient compte à la fois du remplissage,
de l’anisotropie orbitale et des symétries, est une bonne décomposition pour l’étude des pro-
priétés de basse énergie des modèles de Hubbard SU(N) à deux orbitales. Ainsi, il va sans dire
que le nombre d’opérateurs d’interaction pertinents, et donc le nombre de couplages, est très
fortement déterminé selon le modèle - g-e, p-band ou double-puits - auquel nous aurons affaire.

Le cas du modèle g-e

Dans le cas du modèle g-e, la présence de la symétrie orbitale U(1)o selon la composante
orbitale Tz donne aux couplages g2 et g4, g5 et g7, et, g10 et g12, des valeurs identiques. Si bien
que le nombre d’opérateurs pertinents passe de 12 à 9 :

Hg-e =
12

∑
i=1

gi Oi =
9

∑
i=1

gz
i Oz

i (3.115)

Avec les définitions suivantes, pour les termes réguliers :

Oz
1(z, z) = O1(z, z) = : Ja

L(z)Ja
R(z) : (3.116)

Oz
2(z, z) = O2(z, z) + O4(z, z) = : J a,x

L (z)J a,x
R (z) + J a,y

L (z)J a,y
R (z) : (3.117)

Oz
3(z, z) = O3(z, z) = : J a,z

L (z)J a,z
R (z) : (3.118)

Oz
4(z, z) = O5(z, z) + O7(z, z) = : jx

L(z)jx
R(z) + jy

L(z)jy
R(z) : (3.119)

Oz
5(z, z) = O6(z, z) = : jz

L(z)jz
R(z) : (3.120)

Oz
6(z, z) = O8(z, z) = : JL(z)JR(z) : (3.121)

〈31〉. Pour une décomposition des termes à quatre fermions dans les opérateurs d’interaction, voir ANNEXE B.
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Et pour les termes d’umklapp :

Oz
7(z, z) = O9 (z, z) = Sαβ+

L (z)Sαβ−
R (z) + Sαβ−

L (z)Sαβ+
R (z) (3.122)

Oz
8(z, z) = O10(z, z) + O12(z, z) =

1
2 ∑

m

(
Aαβ+

mmL(z)Aαβ−
mmR(z) + Aαβ−

mmL(z)Aαβ+
mmR(z)

)
(3.123)

Oz
9(z, z) = O11(z, z) = Aαβ+

12L (z)Aαβ−
12R (z) + Aαβ−

12L (z)Aαβ+
12R (z) (3.124)

L’ensemble des nouveaux opérateurs {Oz
i }i∈[[1,9]] satisfait également une algèbre fermée. Et

nous donnons les expressions 〈32〉 des gz
i - on parle de conditions initiales 〈33〉 - en fonction d’un

terme d’umklapp δumk., pour le modèle g-e :

gz
1 = −

(
U + Vex

)
(3.125)

gz
2 = −2V (3.126)

gz
3 = 2

(
Vex −U

)
(3.127)

gz
4 = 2

(
Vex −

V
N

)
(3.128)

gz
5 = 2

(
N− 1

N
U +

1
N

Vex −V
)

(3.129)

gz
6 =

1
2

(
N− 1

N
U − 1

N
Vex + V

)
(3.130)

gz
7 = δumk.

(
V −Vex

)
(3.131)

gz
8 = δumk.U (3.132)

gz
9 = δumk.

(
V + Vex

)
(3.133)

〈32〉. En toute rigueur, ce sont les {gi/a0}i et {gz
i /a0}i que nous donnons, si bien que dans toutes les conditions

initiales données, il manque un "a0" en facteur des paramètres d’interaction : on a g•i → a0g•i .
〈33〉. Cette appellation provient de l’étude par le groupe de renormalisation, puisque ces valeurs sont les condi-
tions initiales des équations de la fonction β du groupe de renormalisation.
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Et, de façon équivalente, pour le modèle de Hund :

gz
1 = −

(
U + J +

Jz

2

)
(3.134)

gz
2 = −2

(
U − Jz

2

)
(3.135)

gz
3 = −2

(
U − J +

Jz

2

)
(3.136)

gz
4 = −2

(
1
N

U − J − Jz

2N

)
(3.137)

gz
5 = −2

(
1
N

U − 1
N

J − 2N− 1
2N

Jz

)
(3.138)

gz
6 =

1
2

(
2N− 1

N
U − J

N
− Jz

2N

)
(3.139)

gz
7 = δumk.

(
U − J − Jz

2

)
(3.140)

gz
8 = δumk.

(
U +

Jz

2

)
(3.141)

gz
9 = δumk.

(
U + J − Jz

2

)
(3.142)

Où le terme d’umklapp satisfait δumk. = 0 lorsque le remplissage est différent du demi-
remplissage 〈34〉, et vaut δumk. = 1 lorsque c’est la cas 〈35〉. Ainsi, dans le cas à N atomes par site?,
δumk. = 1 toujours, et dans le cas à 2 atome par site?, δumk. = δ2,N puisque seul le cas N = 2 corres-
pond au demi-remplissage dans ce cas. Sans les termes d’umklapp, il ne reste que l’ensemble
{Oz

i }i∈[[1,6]] d’opérateurs d’interaction qui satisfont, encore, une algèbre fermée. Nous donnons
encore trois opérateurs Oz

i , avec i = 10, 11 et 12, pour compléter la base des {Oi}i∈[[1,12]]
〈36〉 :

Oz
10(z, z) = O2 (z, z)−O4 (z, z) = : J a,x

L (z)J a,x
R (z)−J a,y

L (z)J a,y
R (z) : (3.155)

Oz
11(z, z) = O5 (z, z)−O7 (z, z) = : jx

L(z)jx
R(z)− jy

L(z)jy
R(z) : (3.156)

Oz
12(z, z) = O12(z, z)−O10(z, z) =

1
2 ∑

m

(
Aαβ+

mmL(z)Aαβ−
mmR(z) + Aαβ−

mmL(z)Aαβ+
mmR(z)

)
(3.157)

Ces opérateurs rendent compte de processus qui brise la symétrie U(1)o (pour la compo-

〈34〉. Dans les cas des modèles d’échelle et de double-puits, il s’agit du quart de remplissage, soit deux fois moins.
À chaque "?", il faut adapter pour ces modèles, et diviser les nombres avancés par deux.
〈35〉. Les autre cas de remplissage menant à une oscillation de ces termes.
〈36〉. À ce changement de base pour les opérateurs d’interaction il correspondent un changement de base pour les

112



sante Tz du pseudo-spin), ainsi pour les modèles g-e et Hund - puisqu’ils satisfont cette symétrie
- les conditions initiales correpondantes sont toutes les trois nulles : gz

10 = gz
11 = gz

12 = 0.

Le cas du modèle p-band

Pour le modèle p-band, hors la ligne harmonique, la symétrie U(1)o n’est pas satisfaite, si
bien qu’il faut recourir en toute généralité aux 12 opérateurs d’interaction Oi. Dans ces opéra-
teurs d’interaction, en définissant un terme d’umklapp δUmk. comme précédemment, les condi-

couplages :

g1 = gz
1 (3.143)

g2 = gz
2 + gz

10 (3.144)
g3 = gz

3 (3.145)
g4 = gz

2 − gz
10 (3.146)

g5 = gz
4 + gz

11 (3.147)
g6 = gz

5 (3.148)
g7 = gz

4 − gz
11 (3.149)

g8 = gz
6 (3.150)

g9 = gz
7 (3.151)

g10 = gz
8 − gz

12 (3.152)
g11 = gz

9 (3.153)
g12 = gz

8 + gz
12 (3.154)
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tions initiales du modèle p-band s’écrivent :

g1 = −
(
U1 + U2

)
(3.158)

g2 = −4U2 (3.159)

g3 = 2
(
U2 −U1

)
(3.160)

g4 = 0 (3.161)

g5 = 4
N− 1

N
U2 (3.162)

g6 = 2
N− 1

N
(
U1 −U2

)
(3.163)

g7 = 0 (3.164)

g8 =
1
2

N− 1
N

(
U1 + U2

)
(3.165)

g9 = 0 (3.166)

g10 = δumk.

(
U1 −U2

)
(3.167)

g11 = 2δumk.U2 (3.168)

g12 = δumk.

(
U1 + U2

)
(3.169)

Ces conditions initiales se simplifient sur les différentes conditions initiales et les termes
"vectoriels" s’unifient deux à deux : sur la ligne U2 = 0 nous avons gU2=0

2 = gU2=0
4 , gU2=0

5 =

gU2=0
7 et gU2=0

10 = gU2=0
12 , si bien que dans ce cas, la base {Oz

i }i∈[[1,12]] est bien adaptée ; sur la
ligne harmonique - d’équation U1 = 3U2 - nous avons ghar.

2 = ghar.
3 , ghar.

5 = ghar.
6 et ghar.

10 = ghar.
11 , puis

sur la ligne U1 = U2, nous avons gU1=U2
3 = gU1=U2

4 , gU1=U2
6 = gU1=U2

7 et gU1=U2
11 = gU1=U2

12
〈37〉.

Selon ces symétries et selon la présence ou non des termes d’umklapp, le nombre d’opérateurs
d’interaction pertinents change drastiquement, surtout quand, comme nous le verrons, la sé-
paration spin-charge - assurée par l’absence des termes d’umklapp - vient encore "détacher"
l’opérateur : JL JR : de charge.

〈37〉. En associant O2,5,10 à x, O3,6,11 à z et O4,7,12 à y, on pourrait, de la même manière qu’on a défini la base
{Oz

i }i∈[[1,12]], définir les bases {Ox
i }i∈[[1,12]] et {Oy

i }i∈[[1,12]], lesquelles exprimeraient bien les conditions initiales selon
les lignes de symétries.
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Le cas du modèle de double-puits

Pour les modèles d’échelle et de double-puits, une information cruciale supplémentaire est
la venue du terme d’anisotropie - due à t⊥ - qui sépare les branches et qui induit dans la décom-
position des termes du hamiltonien une oscillation qui tue certains termes : notons δani. = δ0,t⊥
qui vaut 0 dans le cas anisotrope et 1 dans le cas isotrope 〈38〉. Alors, les conditions initiales du
modèle d’échelle (avec une définition toujours identique pour δumk.) sont données par 〈39〉 :

g1 = −U +
JH

2
(3.170)

g2 = −U + V − N + 1
2N

JH − δani.

(
U + V +

N− 1
2N

JH

)
(3.171)

g3 = −2V +
JH

N
(3.172)

g4 = U −V +
N + 1

2N
JH − δani.

(
U + V +

N− 1
2N

JH

)
(3.173)

g5 =
N− 1

N
U − N− 1

N
V +

N2 − 1
2N2 JH + δani.

(
N− 1

N
U − N + 1

N
V − N2 − 1

2N2 JH

)
(3.174)

g6 = −
(

N2 − 1
N2 JH +

2V
N

)
(3.175)

g7 = −N− 1
N

U +
N− 1

N
V − N2 − 1

2N2 JH + δani.

(
N− 1

N
U − N + 1

N
V − N2 − 1

2N2 JH

)
(3.176)

g8 =
N− 1

2N
U +

V
2

(3.177)

g9 = δumk.

(
V +

N− 1
2N

JH

)
(3.178)

g10 = −δumk.

2

(
U −V +

N + 1
2N

JH

)
+

δumk.δani.

2

(
U + V − N + 1

2N
JH

)
(3.179)

g11 = δumk.U (3.180)

g12 =
δumk.

2

(
U −V +

N + 1
2N

JH

)
+

δumk.δani.

2

(
U + V − N + 1

2N
JH

)
(3.181)

Notons que le cas anisotrope - autrement dit δani. = 0 - apparie par paires les termes en bleu
avec : gani.

2 = −gani.
4 , gani.

5 = −gani.
7 et gani.

10 = −gani.
12 . C’est la manifestation - étrangement écrite car

l’écriture se fait dans les degrés orbitaux p et i - d’une symétrie orbitale U(1)o qui demeure
pour l’interaction malgré l’anisotropie. D’ailleurs, c’est ce changement de base qui donne cet

〈38〉. Ainsi, les termes qui lui seront proportionnels seront lus comme ceux qui se retranchent au cas isotrope.
〈39〉. Avec les opérateurs d’interaction définis par (3.94, . . . , 3.110) et (3.111, . . . , 3.113), mais - attention - dans les
opérateurs de degrés orbitaux p et i, obtenus par la limite continue des opérateurs sur site "d".
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aspect "foisonnant" aux conditions initiales des modèles d’échelle et du double-puits. Dans le
cas isotrope - δani. = 0 - nous retrouvons la symétrie orbitale U(1)o

〈40〉 de la manière suivante :
giso.

3 = giso.
4 , giso.

6 = giso.
7 et giso.

11 = giso.
12. Donnons maintenant les conditions initiales du modèle de

double-puits :

g1 = − (U + V) (3.182)

g2 = − (U −V)− δani. (U −V) (3.183)

g3 = −4V (3.184)

g4 = (U −V)− δani. (U −V) (3.185)

g5 =
N− 1

N
(U −V) +

N− 1
N

δani. (U −V) (3.186)

g6 =
4(N− 1)

N
V (3.187)

g7 = −N− 1
N

(U −V) +
N− 1

N
δani. (U −V) (3.188)

g8 =
N− 1

2N
(U + V) (3.189)

g9 = 0 (3.190)

g10 = −δumk.

2
(U −V) +

δumk.δani.

2
(U + 3V) (3.191)

g11 = δumk. (U −V) (3.192)

g12 =
δumk.

2
(U −V) +

δumk.δani.

2
(U + 3V) (3.193)

Nous avons alors la même remarque sur les effets de l’anisotropie, avec les termes en bleu :
gani.

2 = −gani.
4 , gani.

5 = −gani.
7 et gani.

10 = −gani.
12 , traduction de la symétrie U(1)o lorsque δani. = 0. Et

de même que pour le modèle d’échelle dans le cas isotrope - avec tout de même l’ajustement
fin V = 0 〈41〉 - les termes totaux (avec δani. = 1), termes du cas isotrope, satisfont giso.

3 = giso.
4 ,

giso.
6 = giso.

7 et giso.
11 = giso.

12. Il est remarquable que - pour l’interaction - la suppression des termes
due à l’anisotropie rend plus volontiers une symétrie orbitale que dans le cas isotrope.

〈40〉. Valable pour l’interaction seule.
〈41〉. On se souvient du chapitre précédent que, par rapport au modèle d’échelle, le modèle de double-puits
contient un terme proportionnel à V du type "processus p-band" et qui brise U(1)o.
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Le cas particulier N = 2

Dans le cas N = 2, il est utile de définir les 15 courants gauches J A
L et droits J A

R de SU(4) ⊃
SU(2)o × SU(2)n, avec A = 1, . . . , 15. Pour ce faire, on introduit d’abord les matrices T A de
la représentation fondamentale de SU(4) à l’aide des matrices de Pauli σ i (pour les degrés
orbitaux) et τi (pour les degrés nucléaires), en faisant varier les deux indices p et q dans [[1, 3]] :

T p =
1√
2
× σp

2
⊗ Id (3.194)

T p+3 =
1√
2
× Id⊗ τp

2
(3.195)

T p+3+3q =
σp ⊗ τq

2
√

2
(3.196)

Les composantes T A
mn,αβ de ces matrices définissent alors les courants SU(4) gauches et

droits, avec :

J A
L (z) = : L†

mα(z)T A
mn,αβLnβ(z) : (3.197)

J A
R (z) = : R†

mα(z)T A
mn,αβRnβ(z) : (3.198)

À noter, au passage, que les définitions (3.194,. . .,3.196) induisent des relations semblables
entre générateurs, ici pour les champs gauches :

J p
L (z) =

1√
2

jp
L(z) (3.199)

J p+3
L (z) =

1√
2

Jp
L(z) (3.200)

J p+3+3q
L (z) = J q,p

L (z) (3.201)

Pareil en champs droits 〈42〉. Ces champs interviendront lors de la bosonisation (puis de la
refermionisation) de la théorie à N = 2. Donnons enfin l’expression du hamiltonien libre dans
ces courants, qui prend une forme de Sugawara très compacte avec la symétrie U(1)1× SU(4)1 :

T(z) =
π : J2

L : (z)
4

+
2π :J A

L J A
L : (z)

5
(3.203)

〈42〉. Dans sa thèse [4] H. Nonne donne un indiçage différent à ces courants SU(4). Nous présentons ici le diction-
naire pour passer de l’un (indiçage de la thèse) à l’autre (celui d’H. Nonne) :

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
4 5 6 1 2 3 7 10 13 8 11 14 9 12 15 (3.202)
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En réalité, une généralisation peut être écrite pour le cas N quelconque en introduisant les
générateurs gauches {J A

L }A∈[[1,4N2−1]]
〈43〉, avec :

T(z) =
π : J2

L : (z)
2N

+
2π :J A

L J A
L : (z)

2N + 1
(3.204)

Idem pour les champs droits.

3.3 Bosonisation abélienne

3.3.1 Le cas N quelconque

Dans cette section, nous rendons compte de la possibilité offerte par les systèmes de fer-
mions à une dimension d’être descriptibles en termes de systèmes de bosons également à une
dimension. Autrement dit, comment établir une équivalence entre, d’un côté, une théorie des
champs de bosons réels gauches ΦL(x, t) et droits ΦR(x, t) 〈44〉 définie sur R, et - pour commen-
cer - sans autre degré de liberté :

H(0)
bos. = vF

∫
R

[(
∂xΦR

)2
+
(
∂xΦL

)2
]
dx (3.205)

Et, de l’autre, une théorie des champs de fermions avec un degrés de liberté également, où
les fermions gauches L†(x, t) et droits R†(x, t) définissent une théorie de Dirac (du type de celle
de la densité (3.18)) :

H(0)
fer. = −ivF

∫
R

[
R†∂xR− L†∂xL

]
dx (3.206)

Le moyen d’établir une telle équivalence est d’abord suggéré via les excitations particule-
trou, dont le caractère bosonique est évident. Seulement, pouvoir considérer des telles exci-
tations comme des "vrais" bosons - c’est-à-dire des quasi-particules - rend nécessaire que ces
dernières aient un certain maintien, une certaine cohérence. Or dans les systèmes fermioniques
traditionnels à trois dimensions, les excitations type particule-trou n’ont pas cette cohérence
requise, et d’ailleurs, la quasi-particule est connue comme étant un fermion (c’est le paradigme
des liquides de Fermi). À deux dimensions aussi, les excitations particule-trou de basse énergie
peuvent avoir un large choix de vecteur d’onde dû - si l’on prend l’exemple d’une relation de
dispersion quadratique - à la forme de la surface de Fermi en cercle : les excitations particule-
trou y sont dispersives. Néanmoins, à une dimension, la surface de Fermi étant de dimension
nulle - il s’agit de deux points - les premières excitations sont très contraintes et se propagent

〈43〉. Pourvu que les matrices TA qui les définissent satisfassent la relation tr TATB = δAB/2.
〈44〉. C’est-à-dire satisfaisant ∂RΦL = 0 et ∂LΦR = 0.
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FIGURE 3.2 – Spectre ∆ε des excitations particule-trou possibles à une (en a.) et deux (en b.) dimen-
sions pour une mer de Fermi avec une dispersion parabolique. À deux dimensions, en exploitant la
forme de la surface de Fermi, un cercle, q a beaucoup de manières de correspondre à une énergie nulle,
tandis qu’à une dimension la surface de Fermi - à deux points - ne permet que des petites excitations à
2kF ou à 0, où elles se propagent à la même vitesse, de manière cohérente.

par conséquent de manière cohérente (voir FIGURE 3.2) : la quasi-particule bosonique a une
existence. Aussi l’écriture de (3.206) vers (3.205) - appelée bosonisation - ne prend son sens qu’à
une dimension. Seulement, décrire - par une équation - le lien qui existe entre fermions et bo-
sons n’est pas évident en soit tant la nature des champs ΦL, ΦR et L†, R† diffère, en particulier
en termes de statistique, mais encore, si l’on considère le point de vue de la théorie conforme :
étant donnée l’expression de l’action qu’induit (3.205), les champs bosoniques ΦR et ΦL doivent
être des champs primaires de dimension conforme (0, 0) pour assurer l’invariance conforme de
la théorie totale, ce qui rend compte d’un objet vraiment différent. Comparons par exemple les
fonctions de corrélation (dans le langage conforme, et où LIR est un seuil infrarouge) :

〈ΦL(z)ΦL(ω)〉 = − 1
4π

ln
(

z−ω

LIR

)
(3.207)

〈ΦR(z)ΦR(ω)〉 = − 1
4π

ln
(

z−ω

LIR

)
(3.208)

Ainsi, avant d’écrire ce lien qui existe, établissons déjà quelques propriétés de ces bosons,
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et pour commencer, écrivons la toute première analogie qu’ils permettent d’établir avec les fer-
mions : la théorie de ces derniers - à savoir (3.206) - possède la conservation de la charge, pour
les champs gauches comme pour les droits, soit une symétrie U(1)L ×U(1)R menant naturel-
lement à une définition des courants suivant : JL(z) = : L†(z)L(z) : et JR(z) = : R†(z)R(z) :.
Courants dans lesquels on décompose la théorie libre, avec : Tfer.(z) = π : J2

L : (z) et Tfer.
(z) =

π : J2
R : (z). Et bien dans la théorie des bosons, la symétrie U(1)L × U(1)R qui consiste en la

transformation suivante, pour αL,R ∈ R :

ΦL
U(1)L−→ ΦL + αL (3.209)

ΦR
U(1)R−→ ΦR + αR (3.210)

Permet d’écrire les deux courants JL et JR :

JL(z) =
i√
π

∂ΦL(z) (3.211)

JR(z) = − i√
π

∂ΦR(z) (3.212)

Ils permettent d’écrire la théorie libre dans les mêmes termes que celle des fermions : Tbos.(z) =
π : J2

L :(z) et Tbos.
(z) = π : J2

R :(z). De plus, si l’on observe les équations de transformation (3.209,
3.210), on en vient à imaginer qu’une relation du type L† ' eiβΦL semble redonner une trans-
formation du type U(1)L pour le fermion :

L† ' eiβΦL
U(1)L−→ eiβΦL+iβαL ' eiβαL L† (3.213)

Et même pour une transformation avec αL ∈ iR, on semble rendre compte de transformation
de dilatation, ce qui n’était pas a priori évident en partant d’opérateurs sans dimension que sont
les opérateurs de bosons. En réalité, ces opérateurs sont connus sous le nom d’opérateur de vertex,
et une de leurs propriétés fondamentales est la relation suivante, puisqu’elle fixe leur fonction
de corrélation et donc leur dimension d’échelle :

: eiβΦL(z) :: eiβ′ΦL(ω) : =

(
z−ω

LIR

) ββ′
4π

: eiβΦL(z)+iβ′ΦL(ω) : (3.214)

: eiβΦR(z) :: eiβ′ΦR(ω) : =

(
z−ω

LIR

) ββ′
4π

: eiβΦR(z)+iβ′ΦR(ω) : (3.215)
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Lorsque β + β′ = 0 (condition connue sous le nom de condition de neutralité), l’OPE s’écrit :

: eiβΦL(z) :: e−iβΦL(ω) : ∼
(

LIR

z−ω

) β2
4π

+ iβ
(

LIR

z−ω

) β2
4π

(z−ω)∂ΦL(ω) + · · · (3.216)

: eiβΦR(z) :: e−iβΦR(ω) : ∼
(

LIR

z−ω

) β2
4π

+ iβ
(

LIR

z−ω

) β2
4π

(z−ω)∂ΦR(ω) + · · · (3.217)

Ainsi lorsque β =
√

4π, les OPE entre opérateurs de vertex ressemblent énormément à celles
(3.65) et (3.66) entre fermions : les opérateurs de vertex possèdent les dimension conformes
(1/2, 0) et (0, 1/2), et l’équivalence est ainsi presque écrite. Reste tout de même le problème de
l’implémentation de l’anticommutation fermionique, qui se fait de façon ad hoc, par des facteurs
de Klein, repérés par la lettre κ que nous définissons dans la généralisation à tous les degrés
mα des résultats jusqu’ici établis. Le hamiltonien libre n’étant alors qu’une somme sur tous les
degrés de ce que nous venons de considérer 〈45〉, nous définissons la bosonisation des fermions
de Dirac par :

Lmα =
κmα√
2πa0

e−i
√

4π ΦmαL (3.218)

Rmα =
κmα√
2πa0

ei
√

4π ΦmαR (3.219)

Notons immédiatement une symétrie qui provient directement de ces relations, qui n’est
pas physique, que l’on nomme invariance de jauge, et qui est indépendante sur chaque degré et
dans chaque secteur chiral 〈46〉 :

∀mα :
{

ΦmαL −→ ΦmαL +
√

π

ΦmαR −→ ΦmαR +
√

π
(3.220)

Les champs bosoniques ΦmαL, ΦmαR possèdent (en formalisme de Schrödinger) les relations
de commutations suivantes :[

ΦmαR(x), ΦnβR(y)
]

=
i
4

δmnδαβ sgn(x− y) (3.221)[
ΦmαL(x), ΦnβL(y)

]
= − i

4
δmnδαβ sgn(x− y) (3.222)[

ΦmαR(x), ΦnβL(y)
]

=
i
4

δmnδαβ (3.223)

〈45〉. Et comme les 2N termes du hamiltonien commutent entre eux, les résultats déjà évoqués seront valables
séparément dans les 2N secteurs, qui ne communiquent pas.
〈46〉. Elle servira dans la suite à "égaliser" des configurations d’apparences distinctes, mais physiquement équiva-
lentes.
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Où "sng" est la fonction signe (celle qui satisfait sgn(0) = 0). Et les facteurs de Klein - qui
sont réels : κ†

mα = κmα - assurent les relations d’anticommutation des fermions de Dirac en
satisfaisant : {

κmα, κnβ

}
= 2δmnδαβ (3.224)

Cela établi, discutons du choix qui a été le notre dans l’association faite dans (3.218) et
(3.219) : à chaque degré mα (et pour chaque chiralité), nous avons associé un fermion à un
boson, ce qui est finalement tout à fait brutal étant donné la symétrie de notre modèle. Ici, nous
avons défini une bosonisation du type symétrie [U(1)]×2N (un boson par degré), qui n’existe
a priori pas pour notre système. Et si les fermions se transforment comme une représentation
fondamentale de SU(2N), ça n’est pas les cas des bosons ainsi définis et pour lesquels les trans-
formations de SU(2N) sont bien compliquées à écrire. Ce type de bosonisation, plutôt qu’un
qui respecterait les symétries du problème (notamment la symétrie SU(N)), se nomme boso-
nisation abélienne [33, 38], par opposition à la bosonisation non-abélienne [133, 134, 135] qui les
respecte. Si cette dernière bosonisation a des avantages, notamment celui de faire apparaître
explicitement les symétries du modèle, la bosonisation abélienne n’en est pas dépourvue : elle
permet notamment de définir simplement une transformation sur les bosons qui permet de dé-
composer le modèle dans les degrés abéliens (c’est-à-dire U(1)c) et dans les degrés non-abéliens
(c’est-à-dire les autres) 〈47〉, comme nous allons le montrer ici en extrayant le hamiltonien relié
au degrés de charge. Nous donnons ici cette transformation, mais définissons avant les bosons
totaux et les bosons duaux, génériquement notés Φ et Θ (respectivement), pour tout les mα :

Φmα = ΦmαL + ΦmαR (3.225)

Θmα = ΦmαL −ΦmαR (3.226)

Plutôt que les champs gauches et droits, ces bosons sont ceux qui apparaîtront dans les
diverses expressions des quantités physiques. Avec leur aide, nous définissons dans chaque
secteur orbital m les champs de charge Φmc et de spin Φms (avec s ∈ [[1, N− 1]], ce qui définit
deux vecteurs avec N− 1 composantes : Φm ≡ {Φms}s) :

Φmc =
1√
N

∑
α

Φmα (3.227)

Φms =
1√
N

(
Φm1 + · · ·+ Φms − sΦms+1

)
(3.228)

Puis nous définissons les champs en rapport avec la structure orbitale, en commençant par

〈47〉. Attention au risque de confusion : dans ce paragraphe on qualifie d’abélien et de non-abélien deux choses bien
distinctes, le type de bosonisation d’un côté, les degrés de l’autre.
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les champs dépourvus de structure orbitale :

Φc =
1√
2

(
Φ1c + Φ2c

)
(3.229)

Φ+ =
1√
2

(
Φ1 + Φ2

)
(3.230)

Et ceux qui en possède une :

Φo =
1√
2

(
Φ1c −Φ2c

)
(3.231)

Φ− =
1√
2

(
Φ1 −Φ2

)
(3.232)

Les mêmes définitions avec les champs duaux Θ mènent aux termes Θc, Θo, Θ+ et Θ− (mais
cela fonctionne encore pour les champs ΦL et ΦR). Notons que la transformation totale (3.229,
3.230, 3.231, 3.232) sur les 2N bosons est orthogonale. Cette décomposition permet de donner
une expression simplifiée des courants de charge, définis à l’aide des courants de charge par
degrés :

JmαL =
1√
π

∂xΦmαL (3.233)

JmαR =
1√
π

∂xΦmαR (3.234)

Les courants totaux de charge, gauches et droits, sont simplement la somme de ces termes :

JL = ∑
mα

JmαL =

√
2N
π

∂xΦcL (3.235)

JR = ∑
mα

JmαR =

√
2N
π

∂xΦcR (3.236)

Revenons maintenant à notre modèle, pour lequel nous essayons d’extraire la partie en
charge, dont nous montrons le traitement dans le cas de la séparation spin-charge. Ainsi consi-
dérons la partie abélienne de la forme de Sugawara (3.204) du hamiltonien libre (pour com-
mencer). À l’aide de la transformation définie entre les deux bases de bosons, il nous est donné
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d’écrire le hamiltonien libre en charge dans les seuls champs bosoniques de charge 〈48〉 :

H(0)
c =

vF

2

[
(∂xΦc)

2 + (∂xΘc)
2
]

(3.237)

Cette expression intervient notamment lorsque - pour l’interaction - la séparation spin-
charge se réalise : alors si le terme d’interaction en charge est gc : JL JR : et si la physique est
incommensurable, on peut intégrer le terme d’interaction en charge au hamiltonien libre précé-
dent pour écrire 〈49〉 un modèle connu comme le modèle de Tomonaga-Luttinger [136, 137] :

Hc =
vc

2

[ 1
Kc

(∂xΦc)
2 + Kc (∂xΘc)

2
]

(3.238)

Où les paramètres vc et Kc, nommés respectivement vitesse de Luttinger et paramètre de Lut-
tinger [138] sont ainsi définis :

vc = vF
√

1 + 4Ngc/πvF (3.239)

Kc =
1√

1 + 4Ngc/πvF
(3.240)

Ainsi le modèle (3.238) peut être simplement relié au cas libre (Kc = 1) en introduisant les
champs bosoniques suivant :

Φ̃c = Φc/
√

Kc (3.241)

Θ̃c =
√

Kc Θc (3.242)

De telle sorte que le hamiltonien (3.238) appartient - comme le modèle libre - à la classe
d’universalité des liquides de Luttinger [38, 33], c’est-à-dire qu’il possède des propriétés métal-
liques, mais néanmoins des fonctions de corrélations faisant intervenir l’interaction Kc, c’est-à-
dire non-universelles.

Si maintenant le système présente de la commensurabilité - mais toujours la séparation spin-
charge, sans quoi il serait vain de traiter la charge à part des autres degrés - le terme d’umklapp
Vc avec la plus petite dimension d’échelle possible et qu’autorisent les symétries, notamment

〈48〉. Ici dans le cas de la présence d’une symétrie d’échange, c’est-à-dire avec l’existence d’une unique vitesse de
Fermi.
〈49〉. Pour retrouver le résultat donné, notamment les paramètres de Luttinger, il faut considérer tous les termes
de l’interaction susceptibles de fournir des termes du type ∂xΦc et ∂xΘx. Il s’en trouve dans les termes chiraux, et
dans les termes non-abéliens. Le résultat final amène seulement le terme 2Ngc

π

(
∂xΦc

)2.

124



celle de translation 〈50〉, est de la forme suivante :

Vc = −gu cos
(

2π

kFa0

√
π

2N
Φc

)
(3.246)

Où gu est un paramètre d’interaction 〈51〉. Nous sommes menés à un hamiltonien de charge
rectifié Hu

c , qui tient compte des processus d’umklapp, et que nous écrivons dans les champs
normalisés (3.241) et (3.242), et qui est équivalent à un modèle quantique de sine-Gordon :

Hu
c =

vc

2

[ (
∂xΦ̃c

)2
+
(

∂xΘ̃c

)2
]
− gu cos

(
2π

kFa0

√
πKc

2N
Φ̃c

)
(3.247)

La pertinence physique du terme d’umklapp n’est pas gouvernée par gu, mais par les inter-
action, c’est-à-dire gc, donc Kc : ce modèle - exactement soluble [38] - rend compte d’un terme
d’interaction pertinent si la dimension de ce dernier, à savoir celle de Vc, est inférieure à 2 〈52〉,
le spectre en charge ouvre alors un gap ∆c. Sinon, lorsque la dimension de Vc est supérieure à
2, alors l’interaction est non-pertinente, et la physique est semblable à celle des bosons libres,
c’est-à-dire critique. La dimension d’échelle de l’opérateur d’interaction est donnée par :

∆
[
Vu
]
(Kc) =

1
4π

(
2π

kFa0

√
πKc

2N

)2

(3.248)

〈50〉. Dans le cas de la symétrie d’échange, lors d’une translation élémentaire du pas du réseau T0 : x → x + a0,
pour correspondre aux translations sur les fermions :{

Lmα

Rmα

T0−→
{

e−ikFa0 Lmα

eikFa0 Rmα
(3.243)

Les champs bosoniques totaux et duaux des degrés doivent se transformer comme suit :{
Φmα

Θmα

T0−→
{

Φmα + kFa0/
√

π
Θmα

(3.244)

Et la transformation induite sur le champ total de charge est alors :

Φc
T0−→ Φc + kFa0

√
2N
π

(3.245)

〈51〉. Le terme d’umklapp est déterminé par symétrie, et pour cette raison, gu est assez indéterminé. Pourtant,
lorsque la charge présente un gap, le signe de gu devient déterminant car il fixe les configurations en charge (voir
les équations (3.251) et (3.252)). Une étude à l’aide de développement en perturbation d’ordre plus grand dans le
régime de faible couplage laisse supposer que gu < 0.
〈52〉. Cette valeur n’a rien d’arbitraire et correspond à la dimension d’un opérateur qui laisse la physique inva-
riante dans une dilatation. Cette invariance se faisant au niveau de l’action, qui intègre 2 fois (en espace et en
temps), c’est bien la bonne dimension critique.
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Physiquement, lorsque les interactions sont très répulsives (c’est-à-dire gc positif et très
grand, et donc Kc très petit), les atomes vont à terme finir par se fixer sur site, et nous serons
menés à l’ouverture du gap en charge ∆c, tandis qu’au contraire, entre le régime très attrac-
tif et un certain domaine répulsif 〈53〉, le gap ne sera pas ouvert et la physique appartiendra à
la classe d’universalité des liquides de Luttinger. Concrètement, il existe donc une transition
de phase associée à une valeur critique K?

c
〈54〉 pour le modèle (3.247) et qui sépare ces deux

comportements :

K?
c =

4N
π2

(
a0kF

)2 (3.249)

Selon le modèle, cette valeur fixe un hyperplan dans le diagramme de phase 〈55〉. Et, selon
la valeur du paramètre de Luttinger, plusieurs comportements se manifestent :

— Kc > K?
c : les degrés de charge sont critiques ;

— Kc < K?
c : il y a présence d’un gap en charge ∆c. Dans ce cas-là, le champ Φc va être

gelé autour d’une valeur moyenne 〈Φc〉 qui va correspondre aux minima de Vc, et par là,
dépendre du signe de gu. Si gu > 0, les configurations moyennes seront les suivantes :

〈Φc〉[gu>0] = kFa0

√
2N
π

p, p ∈ Z (3.251)

Mais si gu < 0, les configurations moyennes seront décalées :

〈Φc〉[gu<0] = kFa0

√
2N
π

(
p +

1
2

)
, p ∈ Z (3.252)

Lorsque c’est au modèle (3.247) que le système est soumis, ce sont souvent ces dernières
configurations qu’il réalise, celles à gu < 0. Une étude numérique par le DMRG permet,
en principe, de confirmer ou d’infirmer cette conclusion.

Voilà comment, entre autres résultats, l’utilisation de la bosonisation permet - lorsque la
séparation spin-charge est satisfaite et dans le cas de la symétrie d’échange - de résoudre le
hamiltonien de charge à n’importe quel N. Il reste tout de même à résoudre le hamiltonien

〈53〉. Le cas à une orbitale du premier chapitre nous avais appris que dans des régimes d’umklapp peu forts -
quand la séparation spin-charge reste valide - il fallait que l’interaction répulsive ait une certaine valeur critique
avant d’ouvrir le gap.
〈54〉. Elle satisfait simplement l’équation ∆[Vu](K?

c ) = 2.
〈55〉. Le couplage en charge g?c (qui dépend des paramètres d’interaction) relié au paramètre critique par :

g?c =
πvF
4N

[
1(

K?
c
)2 − 1

]
(3.250)
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pour les degrés restants 〈56〉, c’est l’objet de la section suivante sur le groupe de renormalisation,
mais avant, nous donnons une description particulière de la bosonisation lorsque N = 2, car
tout s’y simplifie et parce que, ce cas étant très particulier, il est possible - à l’aide des résultats
de la bosonisation - de redéfinir une théorie de fermions, mais cette fois-ci réels : une théorie de
fermions de Majorana.

3.3.2 Le cas N = 2 et la refermionisation

La bosonisation dans le cas N = 2 réduit les deux vecteurs Φ+ et Φ− à une composante cha-
cun, que l’on note respectivement Φ+ ≡ {Φo} et Φ− = {Φso}. La transformation (3.229, 3.230,
3.231, 3.232) entre les quatre bosons dans les degrés {Φmα}mα et les quatre bosons Φc, Φs, Φo et
Φso devient même très simple 〈57〉 :

Φc =
1
2

(
Φ1↑ + Φ1↓ + Φ2↑ + Φ2↓

)
(3.253)

Φs =
1
2

(
Φ1↑ −Φ1↓ + Φ2↑ −Φ2↓

)
(3.254)

Φo =
1
2

(
Φ1↑ + Φ1↓ −Φ2↑ −Φ2↓

)
(3.255)

Φso =
1
2

(
Φ1↑ −Φ1↓ −Φ2↑ + Φ2↓

)
(3.256)

Idem pour les champs Θ, ΦL et ΦR. Nous donnons également une expression des courants
gauches et droits SU(4) (3.197, 3.198) dans les bosons en posant :

κ1↑κ1↓κ2↑κ2↑ = 1 (3.257)

κ1↑κ1↓ = κ2↓κ2↑ = iσx (3.258)

κ1↑κ2↑ = κ1↓κ2↓ = iσy (3.259)

κ1↓κ2↑ = κ2↓κ1↑ = iσz (3.260)

La première équation requiert un certain choix 〈58〉 qui permet d’écrire les biproduits des
facteurs de Klein en termes des matrices de Pauli. Puis en introduisant les notations suivantes,

〈56〉. Pour les degrés non-abéliens avec la séparation spin-charge, les degrés non-abéliens et abélien sinon.
〈57〉. Lorsque N = 2, il est d’usage de noter les états nucléaires du spin 1/2 par ↑ et ↓. Pour les états orbitaux, on
écrira 1 et 2, comme pour le modèle d’échelle, en pensant bien à faire la correspondance s’il s’agissait d’un autre
modèle.
〈58〉. Les facteurs sont astreints à respecter

(
κ1↑κ1↓κ2↑κ2↑

)2
= 1.
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avec a = c, s, o, so et P = L, R :

Cβ
aP = cos

(
βΦaP

)
(3.261)

Sβ
aP = sin

(
βΦaP

)
(3.262)

Cβ
a = cos

(
βΦa

)
(3.263)

Sβ
a = sin

(
βΦa

)
(3.264)

C̃β
a = cos

(
βΘa

)
(3.265)

S̃β
a = sin

(
βΘa

)
(3.266)

Ces expressions servirons à écrire les fermions de Majorana que nous allons introduire ainsi
que les courants SU(4) que nous donnons ici :

J 1
L =

− σy

π
√

2a0
SoLCsoL J 2

L =
σy

π
√

2a0
CoLCsoL J 3

L =
1
√

2π
∂xΦoL

J 4
L =

− σx

π
√

2a0
CsLSsoL J 5

L =
− σx

π
√

2a0
SsLSsoL J 6

L =
1
√

2π
∂xΦsL

J 7
L =

σz

π
√

2a0
SsLCoL J 8

L =
− σz

π
√

2a0
CsLCoL J 9

L =
− σy

π
√

2a0
CoLSsoL (3.267)

J 10
L =

σz

π
√

2a0
SsLSoL J 11

L =
− σz

π
√

2a0
CsLSoL J 12

L =
−σy

π
√

2a0
SoLSsoL

J 13
L =

− σx

π
√

2a0
SsLCsoL J 14

L =
σx

π
√

2a0
CsLCsoL J 15

L =
1
√

2π
∂xΦsoL

J 1
R =

σy

π
√

2a0
SoRCsoR J 2

R =
σy

π
√

2a0
CoRCsoR J 3

R =
1
√

2π
∂xΦoR

J 4
R =

σx

π
√

2a0
CsRSsoR J 5

R =
− σx

π
√

2a0
SsRSsoR J 6

R =
1
√

2π
∂xΦsR

J 7
R =

− σz

π
√

2a0
SsRCoR J 8

R =
− σz

π
√

2a0
CsRCoR J 9

R =
σy

π
√

2a0
CoRSsoR (3.268)

J 10
R =

σz

π
√

2a0
SsRSoR J 11

R =
σz

π
√

2a0
CsRSoR J 12

R =
−σy

π
√

2a0
SoRSsoR

J 13
R =

σx

π
√

2a0
SsRCsoR J 14

R =
σx

π
√

2a0
CsRCsoR J 15

R =
1
√

2π
∂xΦsoR
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Où le passage des champs gauches aux droits fait intervenir un signe, selon la parité dans
le champ 〈59〉. Passons maintenant à la refermionisation, qui est réalisable pour N quelconque,
mais prend une expression simple dans le cas N = 2 : un fermion de Majorana ξ est un fermion
réel - il satisfait ξ† = ξ - et pour cette raison est considéré comme "valant un demi-fermion
de Dirac". C’est-à-dire qu’un fermion de Dirac c† peut être décomposé en deux fermions de
Majorana ξre. et ξ im. en posant : c† = ξre. + iξ im.. Ainsi, dans une théorie à 2N degrés de liberté
"de Dirac" (fois deux si l’on tient compte de la chiralité), on va s’attendre à pouvoir y définir 4N
fermions de Majorana. Dans le cas N = 2, nous aurons ainsi 8 fermions de Majorana gauches
{ξa

L}a∈[[1,8]] et autant de droits {ξa
R}a∈[[1,8]].

Si l’on considère tous les degrés sous le point de vue de la symétrie U(2N) = U(1)c ×
SU(2N), alors deux fermions de Majorana vont correspondre aux degrés de charge, de telle
sorte que la symétrie qui peut leur être associée soit 〈60〉 SO(2) ≡ U(1)c. Ainsi, il y a deux
fermions pour les degrés abéliens (la charge) : il en reste alors 4N − 2 pour les degrés non-
abéliens, lesquels vont être choisis comme une représentation de SO(4N− 2) qui ne correspond
a priori jamais avec SU(2N), sauf 〈61〉 lorsque N = 2 avec SU(4) ≡ SO(6) 〈62〉 [139], puisqu’ils
sont tous les deux d’ordre 15. Dès lors, pourvu que nous ayons défini des opérateurs qui traitent
les degrés abéliens et non-abéliens distinctement - il s’agit tout simplement des bosons gauches
et droits que définissent les relations du type (3.253, 3.254, 3.255, 3.256) - nous refermionisons

〈59〉. Et pour les termes en dérivée partielle, dans la transformation chirale, notons que ∂x est impair.
〈60〉. Ce sont traditionnellement les fermions n◦7 et 8 qui assurent cette symétrie orthogonale en se présentant
dans le hamiltonien sous la forme suivante :

g
2

(
ξ7

Lξ7
R + ξ8

Lξ8
R

)2
(3.269)

Où g est un couplage. On remarque que c’est un produit scalaire, que laisse invariant les transformations de SO(2),
par définition.
〈61〉. Pour le vérifier, il suffit d’égaliser les ordres des groupes, menant à l’équation du second ordre (2N− 1)(4N−
3) = 4N2 − 1, qui possède deux solutions, une non-physique N = 1/2 et celle qui nous intéresse : N = 2. Lorsque
N 6= 2, l’équivalence n’est plus valide et l’on a alors recours à la bosonisation non-abélienne.
〈62〉. Si les algèbres de ces groupes sont effectivement identiques : su(4) = so(6), la relation écrite entre groupes
n’est alors que localement vraie car il est bien connu que leur topologie diffèrent d’un Z2.
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de la manière suivante [122] :

ξ2
L + iξ1

L =
η1√
πa0

exp
(
−i
√

4π ΦsL

)
(3.270)

ξ6
L + iξ3

L =
η3√
πa0

exp
(
−i
√

4π ΦsoL

)
(3.271)

ξ4
L − iξ5

L =
η2√
πa0

exp
(
−i
√

4π ΦoL

)
(3.272)

ξ8
L + iξ7

L =
η4√
πa0

exp
(
−i
√

4π ΦcL

)
(3.273)

ξ2
R + iξ1

R =
η1√
πa0

exp
(

i
√

4π ΦsR

)
(3.274)

ξ6
R + iξ3

R =
η3√
πa0

exp
(

i
√

4π ΦsoR

)
(3.275)

ξ4
R − iξ5

R =
η2√
πa0

exp
(

i
√

4π ΦoR

)
(3.276)

ξ8
R + iξ7

R =
η4√
πa0

exp
(

i
√

4π ΦcR

)
(3.277)

Ces définitions suggèrent que - comme nous l’avions dit - les fermions ξ7 et ξ8 caractérisent
les degrés de charge 〈63〉, mais encore que les fermions ξ1 et ξ2 d’un côté et ξ4 et ξ5 de l’autre,
caractérisent respectivement les degrés purement nucléaires et purement orbitaux ; quant aux
fermions ξ3 et ξ6, ils mélangent à la fois les degrés nucléaire et orbitaux : la drôle de numéro-
tation - 3 et 6 - vient de ce que la symétrie SU(N = 2) sera rendue par les fermions ξ1, ξ2 et ξ3

qui apparaîtrons tous les trois ensemble 〈64〉, tandis que les trois fermions ξ4, ξ5, lorsqu’ils vont
ensemble 〈65〉, assurent la symétrie U(1)o, étendue - par l’ajout du fermion ξ6 - à la symétrie
SU(2)o : l’écriture depuis les bosons vers les fermions de Majorana permet de bien scinder les
opérateurs gérant les degrés nucléaires de ceux gérant les degrés orbitaux. Tous ces nouveaux
fermions satisfont les relations d’anticommutation suivantes, avec a, b ∈ [[1, 8]] et P, Q ∈ {L, R} :{

ξa
P, ξb

Q

}
= 2δPQδab (3.278)

〈63〉. Dans le hamiltonien ils apparaissent ensemble dans le terme Kc = ∑8
a=7 ξa

Lξa
R (3.324).

〈64〉. Le hamiltonien dépendra du terme Ks = ∑3
a=1 ξa

Lξa
R (3.325).

〈65〉. Dans le cas de la symétrie orbitale U(1)o, le hamiltonien dépendra de ∑5
a=4 ξa

Lξa
R (3.326). Et dans son exten-

sion à la symétrie SU(2)o, le hamiltonien dépendra de ∑6
a=4 ξa

Lξa
R.
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Et où les matrices η1,2,3,4 sont les facteurs de Klein de ces nouveaux fermions qui vérifient :

η1η2η3η4 = 1 (3.279)

η1η3 = η2η4 = iσx (3.280)

η3η2 = η1η4 = iσy (3.281)

η2η1 = η3η4 = iσz (3.282)

Avec des relations d’anticommutation non-canoniques, pour i, j ∈ [[1, 4]] :{
ηi, ηj

}
= 2δij (3.283)

Ainsi, si l’introduction des fermions de Majorana suggèrent de "couper" les fermions de
Dirac en deux, la relation qui existe entre les fermions de Dirac issus de la limite continue et les
fermions de Majorana (3.270, . . . , 3.277) - à cause de la transformation (3.253, . . . , 3.256) sur les
bosons - est tout à fait non-triviale, non-linéaire. Donnons alors les expressions des générateurs
de SU(4) dans les Majorana dont les expressions, simples, confirment le lien profond qui relie
SU(4) et SO(6) :

J 1
L = −

i
√

2
ξ5

Lξ6
L J 2

L = −
i
√

2
ξ6

Lξ4
L J

3
L = −

i
√

2
ξ4

Lξ5
L

J 4
L = −

i
√

2
ξ2

Lξ3
L J 5

L = −
i
√

2
ξ3

Lξ1
L J

6
L = −

i
√

2
ξ1

Lξ2
L

J 7
L = −

i
√

2
ξ1

Lξ4
L J 8

L = −
i
√

2
ξ2

Lξ4
L J

9
L = −

i
√

2
ξ3

Lξ4
L (3.284)

J 10
L = −

i
√

2
ξ1

Lξ5
L J 11

L = −
i
√

2
ξ2

Lξ5
L J

12
L = −

i
√

2
ξ3

Lξ5
L

J 13
L = −

i
√

2
ξ1

Lξ6
L J 14

L = −
i
√

2
ξ2

Lξ6
L J

15
L = −

i
√

2
ξ3

Lξ6
L
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J 1
R = −

i
√

2
ξ5

Rξ6
R J 2

R = −
i
√

2
ξ6

Rξ4
R J 3

R = −
i
√

2
ξ4

Rξ5
R

J 4
R = −

i
√

2
ξ2

Rξ3
R J 5

R = −
i
√

2
ξ3

Rξ1
R J 6

R = −
i
√

2
ξ1

Rξ2
R

J 7
R = −

i
√

2
ξ1

Rξ4
R J 8

R = −
i
√

2
ξ2

Rξ4
R J 9

R = −
i
√

2
ξ3

Rξ4
R (3.285)

J 10
R = −

i
√

2
ξ1

Rξ5
R J 11

R = −
i
√

2
ξ2

Rξ5
R J 12

R = −
i
√

2
ξ3

Rξ5
R

J 13
R = −

i
√

2
ξ1

Rξ6
R J 14

R = −
i
√

2
ξ2

Rξ6
R J 15

R = −
i
√

2
ξ3

Rξ6
R

Et, pour compléter le tableau et donner tous les 15 + 1 générateurs, il manque encore les
termes en charge, dont les expressions, légèrement différentes des degrés non-abéliens 〈66〉, sont
données par :

JcL = −2iξ7
Lξ8

L (3.286)

JcR = −2iξ7
Rξ8

R (3.287)

Donnons enfin quelques propriétés du modèle des fermions de Majorana : du point de vue
de la théorie conforme, les fermions de Majorana sont des champs primaires de dimension
conforme (1/2, 0) pour les {ξa

L}a et (0, 1/2) pour les {ξa
R}a. Nous donnons également leurs

OPE qui permettent d’en déduire celles sur les courants :

ξa
L(z)ξ

b
L(ω) ∼ δab

2π(z−ω)
(3.288)

ξa
R(z)ξ

b
R(ω) ∼ δab

2π(z−ω)
(3.289)

Il se trouve que dans le langage des fermions de Majorana, les OPE entre courants, puis
- dans le cas du traitement de l’interaction - entre les opérateurs d’interaction, sont nettement
plus simples étant donnée la structure très simple qu’ils présentent. Le hamiltonien libre est une
théorie conforme ou chacun des 8 fermions de Majorana porte une charge centrale c = 1/2 〈67〉,
et dont l’expression dans le cas de la symétrie d’échange est :

H(0) = − ivF

2

8

∑
a=1

(
ξa

R∂xξa
R − ξa

L∂xξa
L

)
(3.290)

〈66〉. Toujours dues à la "mauvaise" définition des courants de charge.
〈67〉. On retrouve une charge centrale totale 8× 1/2 = 4 ; et l’idée qu’un demi-fermion de Dirac est un fermion de
Majorana.
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3.4 L’interaction à faible couplage traitée : le groupe de renor-
malisation perturbatif

Jusqu’ici, sauf dans le cas spécifique des degrés de liberté de charge lors de la séparation
spin-charge, nous n’avons pas traité les interactions, mais seulement la théorie libre dont nous
avons mis en avant les grandes propriétés de symétries. Telle qu’elle est écrite dans les fermions
de Dirac via les différentes conditions initiales, l’interaction est bien trop compliquée pour être
résolue : il faut donc utiliser des simplifications qui vont permettre de parvenir à l’élaboration
du diagramme de phase.

3.4.1 Définitions sur le groupe de renormalisation

La méthode ici employée est celle du groupe de renormalisation [140], dont l’idée générale
est la suivante : un système physique est entièrement déterminé par son hamiltonien qui le ca-
ractérise dans tous les régimes possibles, des basses aux hautes énergies. Or, selon les cas - et
dans notre cas, aux basses énergies - tout le détail des configurations non-effectives que le ha-
miltonien décrit est superflu - pour nous, il s’agit des grandes excitations en vecteur d’onde k,
non-atteintes à température nulle. En une phrase, le groupe de renormalisation est une méthode
pour éliminer les détails non-effectifs tout en rendant le hamiltonien plus simple. D’ailleurs
cette simplification induit une perte d’information depuis le hamiltonien originel jusqu’à celui
renormalisé, et l’appellation de "groupe" de renormalisation est sur ce point trompeuse car elle
laisse penser le contraire. En réalité il faudrait plutôt parler de semi-groupe, avec des trans-
formations non-inversibles, de telle sorte qu’un modèle renormalisé peut être atteint par une
grande diversité de hamiltoniens : concrètement, le groupe de renormalisation permet d’at-
teindre les modèles simplifiés qui caractérisent les classes d’universalité. De plus, ces modèles
plus simples sont potentiellement solubles, et si tel est le cas, le groupe de renormalisation
va nous permettre d’élaborer les diagrammes de phase de nos systèmes de fermions, et nous
montrons comment.

Bien des stratégies existent pour établir la procédure de renormalisation : ici, de considérer
la théorie des champs sur toutes ses échelles d’énergies selon k, et de commencer par l’intégrer
sur ses plus grandes énergies, Λ′ = e−θΛ < k 6 Λ (avec θ > 0). Cette intégration définit
une nouvelle théorie des champs avec un nouveau seuil Λ′. L’idée étant de récrire une théorie
renormalisée, il faut bien récrire la même, mais avec des paramètres (les couplages) renormali-
sés : alors il faut pouvoir comparer les théories, et notamment, elles doivent posséder le même
seuil Λ, si bien que la théorie obtenue par intégration, pour correspondre, doit être dilatée -
dans l’espace réciproque - du facteur eθ. Elle sera interprétée de manière à rendre compte des
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FIGURE 3.3 – Une procédure élémentaire du groupe de renormalisation : en a. la théorie initiale H
(avec le seuil Λ) qui dépend des couplages {gi}i. En b. les grands degrés Λ′ < k 6 Λ sont intégrés,
laissant une nouvelles théorieH′ (avec le seuil Λ′) qui dépend encore des couplages {gi}i. Elle ne peut
être comparée à la première H, dans des couplages couplages {g′i}i renormalisés, qu’à condition de
posséder un même seuil, obtenu en c. par dilatation.

mêmes propriétés statistiques que la théorie originale : c’est par ce moyen qu’on écrira la même
théorie, mais avec des paramètres renormalisés (voir la FIGURE 3.3). Dans les faits, on égalisera
les fonctions de partition des théories des champs avant et après la procédure. Notons qu’avec
cette procédure (intégration puis dilatation), la théorie libre entretient un lien particulier car
elle restera inchangée, et ce, parce qu’elle possède la symétrie conforme (et donc la symétrie de
dilatation) : c’est un point fixe du groupe de renormalisation, et c’est d’ailleurs en perturbation
(dans les couplages et donc dans les paramètres d’interaction) autour de ce point, c’est-à-dire
autour de la théorie libre, qu’on effectue la procédure de renormalisation. On considèrera donc
comme référence le hamiltonien suivant, de seuil Λ :

H
[
{gi}i

]
= H(0) +Hint.

[
{gi}i

]
(Λ) (3.291)

Avec une interaction très faible devant les termes cinétiques, autrement dit puisque l’inter-
action prendra la forme suivante 〈68〉 :

Hint.

[
{gi}i

]
= giOi (3.292)

Nous aurons les conditions gi � t, t⊥, ∀i. À ce stade, considérons l’objet qui rend compte

〈68〉. Avec la convention de sommation d’Einstein sur i.
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des propriétés statistiques du modèle, la fonction de partition Z = tr e−H[{gi}i] qui, décomposée
en perturbation dans les couplages et les opérateurs d’interaction {Oi}i, prend l’expression
suivante (avec Z(0) la fonction de partition libre), que l’on écrit à l’ordre 2 car c’est à cet ordre
que la renormalisation se fait pour nos systèmes (nous y reviendrons) :

Z = Z(0)

1− gi

∫
|z|6Λ−1

dzdz 〈Oi(z, z)〉+ gigj

∫
|z|,|ω|6Λ−1

dzdz dωdω 〈Oi(z, z)Oj(ω, ω)〉+O(g3)

 (3.293)

Les valeurs moyennes sont celles de la théorie libre. C’est à cette expression que nous ferons
référence pour interpréter la théorie issue de la procédure de renormalisation. À cette étape,
cette dernière consiste en l’intégration sur les grandes longueurs d’onde, c’est-à-dire les petites
distances pour Λ−1 6 |z| < eθΛ−1. Cette étape laisse en principe inchangées les propriétés de
la théorie de basse énergie puisque les premières excitations - de grandes longueurs d’onde - y
sont laissées sauves. La fonction de partition devient Z′ et satisfait :

Z′ = Z(0)

1− gi

∫
|z|6 eθΛ−1

dzdz 〈Oi(z, z)〉+ gigj

∫
|z|,|ω|6 eθΛ−1

dzdz dωdω 〈Oi(z, z)Oj(ω, ω)〉+O(g3)

 (3.294)

Le travail est alors fait, mais la comparaison est impossible alors nous effectuons une dila-
tation (z, z)→ (eθz, eθz) :

Z′′ = Z(0)

1− e2θgi

∫
|eθz|6 eθΛ−1

dzdz
〈

Oi
(
eθz, eθz

)〉
(3.295)

+ e4θgigj

∫
|eθz|,|eθω|6 eθΛ−1

dzdz dωdω
〈

Oi
(
eθz, eθz

)
Oj
(
eθω, eθω

)〉
+O(g3)


Or, en utilisant le fait que les opérateurs d’interaction {Oi}i sont des opérateurs quasipri-

maires de dimension d’échelle {∆i}i, les expressions des moyennes peuvent déjà être simpli-
fiés : 〈

Oi
(
eθz, eθz

)〉
= e−∆iθ 〈Oi(z, z)〉 (3.296)〈

Oi
(
eθz, eθz

)
Oj
(
eθω, eθω

)〉
= e−(∆i+∆j)θ 〈Oi(z, z)Oj(ω, ω)〉 (3.297)

De plus, pour le second terme, nous savons que pour la théorie libre, la fonction de correla-
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tion est donnée par l’OPE effective 〈69〉 suivante :

Oi(z, z)Oj(ω, ω) ∼
Cij

k

|z−ω|∆i+∆j−∆k
Ok(ω, ω) (3.298)

Où les Cij
k sont des nombres purs qui réflètent l’algèbre - en OPE - des opérateurs d’interac-

tion. Avec toutes ces données, on montre qu’en procédant de manière infinitésimale à chaque
étape de la procédure - c’est-à-dire θ → δθ - on est mené à réinterpréter (3.295) comme la fonc-
tion de partition du hamiltonien (3.291), mais dans de nouveaux couplages {g′i}i qui satisfont,
en considérant tout d’abord l’expression au premier ordre dans les gi

〈70〉 :

g′k ' gk + δθ
(
2− ∆k

)
gk (3.299)

Autrement dit, nous constatons que les dimensions d’échelle ∆k - selon leur valeur par rap-
port à la dimension d’échelle critique 2 - vont jouer un rôle crucial sur l’importance ou non du
couplage correspondant gk. En considérant maintenant une itération continue de cette procé-
dure, et en introduisant le temps de renormalisation ` associé à la variation δθ qui compte conti-
nument ces itérations, les procédures de renormalisation deviennent des équations différen-
tielles 〈71〉 :

dgk
d`
' (2− ∆k)gk (3.300)

Il existe ainsi trois comportements pour les opérateurs d’interaction, selon leur dimension
d’échelle, et ainsi nous définissons trois appellations pour les champs {Ok}k :

— ∆k > 2 : alors lim`→∞ gk = 0 et l’opérateur Ok est non-pertinent 〈72〉, puisque son couplage
décroît exponentiellement dans la procédure de renormalisation ;

— ∆k < 2 : alors lim`→∞ gk = ±∞ et l’opérateur Ok est pertinent, puisque son couplage croît
exponentiellement lors de la procédure de renormalisation. Cela semble être - soit dit en
passant - un problème puisque nous avions considéré les couplages perturbativement
par rapport à la théorie libre 〈73〉 : en réalité, les équations du groupe de renormalisa-
tion, encore plus au premier ordre, sont très tolérantes lors d’une dilatation de tous les
couplages ;

— ∆k = 2 : alors on ne connaît pas la limite puisque l’expression (3.300) est approchée,

〈69〉. En toute généralité, les OPE des opérateurs d’interaction sont plus complexes, mais ce sont bien ces termes
qui dans les intégrales demeurent car ∀i, ∆i = 2.
〈70〉. Où il n’y a évidemment pas de sommation implicite sur k.
〈71〉. Les équations de la fonction β.
〈72〉. Le mot en anglais - irrelevant - est parfois utilisé tel quel. Dans l’autre cas, mot relevant est également utilisé.
〈73〉. Il existera ainsi une échelle à partir de laquelle les corrélations auront une portée finie, ce qui traduira l’ou-
verture d’un gap.
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FIGURE 3.4 – Lien entre les paramètres d’interactions et les phases : la théorie initiale est donnée
par les paramètres d’interaction qui définissent un point g(` = 0) dans l’espace des couplages. Toutes
les valeurs des paramètres d’interaction définissent ainsi un hyperplan dans l’espace des couplages.
La procédure de renormalisation amène ce point hors de cet hyperplan vers un nouveau point g(`lim)
qui définit une théorie renormalisée, laquelle est plus simple et donnera la phase qui correspond aux
paramètres d’interaction.

c’est-à-dire que - pour les équations du groupe de renormalisation en général - non
seulement il existe des corrections au premier ordre en gk (qui dominent le début du
destin du couplage, du moins lorsque ∆k 6= 0), mais il existe encore des corrections aux
ordres supérieurs. L’opérateur Ok est alors qualifié de marginal : selon que les termes
d’ordre supérieur rendent ou non le couplage dominant, on le qualifie respectivement
de marginal-pertinent et marginal-non-pertinent 〈74〉.

Il se trouve que tous les opérateurs Ok que nous avons définis sont marginaux, c’est-à-dire
que l’on a ∀k : ∆k = 2. Il faut ainsi - et nous avons été prévoyant - récrire l’équation (3.300)
jusqu’au deuxième ordre, et nous sommes alors mené à 〈75〉 l’équation à une boucle de groupe de
renormalisation :

dgk
d`

= −πCij
k gigj (3.301)

Ces nouvelles équations sont beaucoup plus complexes qu’au premier ordre puisqu’elles
sont quadratiques et qu’elles mélangent tous les couplages entre eux (via la double somme

〈74〉. Il existe aussi des termes exactement marginaux.
〈75〉. En passant nous avons redéfinis les couplages par gi → (Λ−1)∆i gi.
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implicite en i et j). De plus elles sont déterminées par l’algèbre des opérateurs d’interaction
{Oi}i dont il faut dès lors déterminer les OPE, ce qui est un travail assez conséquent puisque
pour 12 opérateurs d’interaction, si l’on considère la symétrie Cij

k = Cji
k , c’est 78 OPE 〈76〉 qu’il

faut calculer, bien qu’en réalité les symétries du modèle diminuent un peu ce nombre : comme
déjà les OPE entre les courants de symétrie reflètent l’algèbre des groupes dont ils sont les
générateurs, les OPE entre opérateurs concernant des symétries disjointes vont être nulles.

Mais au delà de la résolution de ces équations, nous avons trouvé un moyen de produire nos
diagrammes de phase quantiques car la décomposition dans les opérateurs d’interaction {Oi},
parce qu’ils satisfont une algèbre fermée, sont la bonne décomposition des interactions du point
de vue de la renormalisation. Ainsi, avant la renormalisation, un modèle, par ses conditions
initiales qui dépendent des paramètres d’interaction (U, V, Vex, ou U1, U2 ou encore U, V, JH,
etc.), caractérise un point dans l’espace à 12 dimensions 〈77〉 qui est donné par les conditions
initiales {gi(` = 0)}i que nous connaissons, et que la groupe de renormalisation va déplacer
vers une limite {gi(`lim)}i qui va définir dans (3.291) un nouveau modèle qui, résolu, donnera la
physique de basse énergie de notre modèle, et donc la phase quantique (voir FIGURE 3.4). Ainsi,
traçant la phase en fonction des paramètres d’interaction, nous établirons les diagrammes de
phase.

3.4.2 Les OPE des opérateurs d’interaction

Comme nous avons vu que nos modèles possédaient des interactions marginales menant
aux équations de renormalisation (3.301), pilotées par les coefficients Cij

k de l’algèbre (3.298)
des opérateurs d’interaction, nous donnons ces coefficients, dans la TABLE 3.1 dans un premier
temps pour les opérateurs (3.94, . . . , 3.101), c’est-à-dire {Oi}i∈[[1,8]]. Puis nous le complétons
avec les opérateurs d’interaction {Oi}i∈[[9,12]] de l’umklapp (3.110, . . . , 3.113) dans la TABLE 3.2 .

Autres OPE, en réalité contenues dans les précédentes, celles des opérateurs bien écrits lors
de la présence de la symétrie orbitale U(1)o, en commençant - TABLE 3.3 - par les OPE entre
opérateurs d’interaction (3.116, . . . , 3.121) réguliers. De même que précédemment, nous don-
nons - TABLE 3.4 - nous complétons avec celles que donnent les opérateurs (3.122, . . . , 3.124)
d’umklapp.

Nous faisons quatre remarques sur ces tables d’OPE : tout d’abord nous voyons que dans
l’algèbre des opérateurs réguliers, les OPE faisant intervenir la charge (soit O8, soit Oz

6) sont tous
nuls : c’est la traduction en OPE de la séparation spin-charge ; dans le même ordre d’idée, nous
constatons que les OPE des opérateurs d’umklapp, à la différence des précédents, font interve-
nir la charge : c’est la traduction en OPE que la commensurabilité, qui induit les termes d’umk-

〈76〉. À savoir 78 = 12 + 11× 12/2, avec de l’ordre d’une page de calcul par OPE.
〈77〉. Parfois réduit à 9 ou même moins selon les symétries et le remplissage.
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lapp, induit par suite des processus qui peuvent réunir la charge aux degrés non-abéliens ; puis,
nous constatons qu’un bon nombre de coefficients dans les OPE s’annulent lorsque N = 2 : soit
en N2 − 4, soit en N2 −N− 2, ou plus simplement en N− 2. Cela signifie que, comme dans le
cas à une orbitale du CHAPITRE 1, le cas N = 2 est un cas à part des autres 〈78〉 ; enfin - plus
anecdotique - les termes en "." signifient que les coefficients Cij

k sont symétriques sur i et j.

〈78〉. C’est d’ailleurs pour cela que nous traitons ce cas à part, dans le CHAPITRE 4.
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4π
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0
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5
.

.
.

.
0

−
δ k

7

4π
2
−

δ k
6

4π
2

0

6
.

.
.

.
.

0
−

δ k
5

4π
2

0

7
.

.
.

.
.

.
0

0

8
.

.
.

.
.

.
.

0

TABLE 3.1 – Coefficients Cij
k des OPE (3.298) des opérateurs d’interaction en fonction de i et j (en

ligne et colonne, le tout étant symétrique dans leur échange) pour les opérateurs réguliers {Oi}i∈[[1,8]].
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9
10

11
12

1
−

(N
2 +

N
−

2)
δ k

9
4π

2 N
−

(N
2 −

N
−

2)
δ k

10
4π

2 N
−

(N
2 −

N
−

2)
δ k

11
4π

2 N
−

(N
2 −

N
−

2)
δ k

12
4π

2 N

2
−

(N
+

1)
δ k

10
8π

2
−

(N
−

1)
δ k

9
8π

2
−

(N
2 −

N
−

2)
δ k

11
8π

2 N
−

(N
2 −

N
−

2)
δ k

12
8π

2 N
0

3
−

(N
+

1)
δ k

11
8π

2
−

(N
2 −

N
−

2)
δ k

10
8π

2 N
−

(N
−

1)
δ k

9
8π

2
−

(N
2 −

N
−

2)
δ k

12
8π

2 N

4
−

(N
+

1)
δ k

12
8π

2
0

−
(N

2 −
N
−

2)
δ k

10
8π

2 N
−

(N
−

1)
δ k

9
8π

2
−

(N
2 −

N
−

2)
δ k

11
8π

2 N

5
0

0
−

δ k
12

4π
2

−
δ k

11
4π

2

6
0

−
δ k

12
4π

2
0

−
δ k

10
4π

2

7
0

−
δ k

11
4π

2
−

δ k
10

4π
2

0

8
−

δ k
9

π
2

−
δ k

10
π

2
−

δ k
11

π
2

−
δ k

12
π

2

9
−

(N
+

2)
δ k

1
4π

2
−

(N
+

1)
δ k

8
4π

2 N
−

N
δ k

2
2π

2
−

N
δ k

3
2π

2
−

N
δ k

4
2π

2

10
.

−
(N
−

2)
δ k

1
4π

2
−

(N
−

1)
δ k

8
4π

2 N
−

(N
−

2)
δ k

4
2π

2
−

(N
−

1)
δ k

7
π

2 N
−

(N
−

2)
δ k

3
2π

2
−

(N
−

1)
δ k

6
π

2 N

11
.

.
−

(N
−

2)
δ k

1
4π

2
−

(N
−

1)
δ k

8
4π

2 N
−

(N
−

2)
δ k

2
2π

2
−

(N
−

1)
δ k

5
π

2 N

12
.

.
.

−
(N
−

2)
δ k

1
4π

2
−

(N
−

1)
δ k

8
4π

2 N

TABLE 3.2 – Coefficients Cij
k des OPE (3.298) des opérateurs d’interaction en fonction de i et j entre

les opérateurs d’umklapp {Oi}i∈[[9,12]] et tous les autres {Oj}j∈[[1,12]].
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1
2

3
4

5
6

1
−

N
δ k

1

4π
2

−
N

δ k
2

4π
2

−
N

δ k
3

4π
2

0
0

0

2
.

−
N

δ k
1

8π
2
−

(N
2 −

4)
δ k

3
4π

2 N
−

(N
2 −

1)
δ k

5
2π

2 N
2

−
(N

2
−

4)
δ k

2

8π
2 N

−
(N

2
−

1)
δ k

4

4π
2 N

2
−

δ k
3

2π
2
−

δ k
2

4π
2

0

3
.

.
−

N
δ k

1

16
π

2
−

δ k
2

4π
2

0
0

4
.

.
.

−
δ k

5

2π
2
−

δ k
4

4π
2

0

5
.

.
.

.
0

0

6
.

.
.

.
.

0

TABLE 3.3 – Coefficients Cij
k des OPE (3.298) des opérateurs d’interaction en fonction de i et j (en

ligne et colonne, le tout étant symétrique dans leur échange) pour les opérateurs réguliers {Oz
i }i∈[[1,6]]

adaptés à la symétrie U(1)o.
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7
8

9

1
−
(N

2
+

N
−

2)
δ k

7

4N
π

2
−
(N

2
−

N
−

2)
δ k

8

4N
π

2
−
(N

2
−

N
−

2)
δ k

9

4N
π

2

2
−
(N

+
1)

δ k
8

8π
2

−
(N
−

1)
δ k

7

4π
2

−
(N

2
−

N
−

2)
δ k

9

4N
π

2
−
(N

2
−

N
−

2)
δ k

8

8N
π

2

3
−
(N

+
1)

δ k
9

8π
2

−
(N

2
−

N
−

2)
δ k

8

8N
π

2
−
(N
−

1)
δ k

7

8π
2

4
0

−
δ k

9

2π
2

−
δ k

8

4π
2

5
0

−
δ k

8

4π
2

0

6
−

δ k
7

π
2

−
δ k

8

π
2

−
δ k

9

π
2

7
−
(N

+
2)

δ k
1

4π
2

−
(N

+
1)

δ k
6

4N
π

2
−

N
δ k

2

2π
2

−
N

δ k
3

2π
2

8
.

−
(N
−

2)
δ k

1
2π

2
−

(N
−

2)
δ k

3
π

2
−

2(
N
−

1)
δ k

5
N

π
2
−

(N
−

1)
δ k

6
2N

π
2

−
(N
−

2)
δ k

2

2π
2

−
(N
−

1)
δ k

4

N
π

2

9
.

.
−
(N
−

2)
δ k

1

4π
2

−
(N
−

1)
δ k

6

4N
π

2

TABLE 3.4 – Coefficients Cij
k des OPE (3.298) des opérateurs d’interaction en fonction de i et j entre

les opérateurs d’umklapp {Oz
i }i∈[[7,9]] et tous les autres {Oz

j }j∈[[1,9]].
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3.4.3 Les équations du groupe de renormalisation

Maintenant écrites les OPE, nous allons déterminer les équations de RG via l’expression
(3.301) des équations au second ordre du groupe de renormalisation. Le tout n’est qu’une reco-
pie du tableau, même s’il faut faire attention, dans la somme sur les indices i et j que les termes
diagonaux apparaîtront une seule fois, tandis que les non-diagonaux, deux fois 〈79〉. Pour les
{Oi}i∈[[1,12]] :

ġ1 =
N

16π

(
4g2

1 + g2
2 + g2

3 + g2
4

)
+

N + 2
4π

g2
9 +

N− 2
4π

(
g2

10 + g2
11 + g2

12

)
(3.302)

ġ2 =
N
2π

g1g2 +
N2 − 4
4πN

g3g4 +
1

2π

(
g3g7 + g4g6

)
+

N
π

g9g10 +
N− 2

π
g11g12 (3.303)

ġ3 =
N
2π

g1g3 +
N2 − 4
4πN

g2g4 +
1

2π

(
g2g7 + g4g5

)
+

N
π

g9g11 +
N− 2

π
g10g12 (3.304)

ġ4 =
N
2π

g1g4 +
N2 − 4
4πN

g2g3 +
1

2π

(
g2g6 + g3g5

)
+

N
π

g9g12 +
N− 2

π
g10g11 (3.305)

ġ5 =
N2 − 1
2πN2 g3g4 +

1
2π

g6g7 +
2(N− 1)

πN
g11g12 (3.306)

ġ6 =
N2 − 1
2πN2 g2g4 +

1
2π

g5g7 +
2(N− 1)

πN
g10g12 (3.307)

ġ7 =
N2 − 1
2πN2 g2g3 +

1
2π

g5g6 +
2(N− 1)

πN
g10g11 (3.308)

ġ8 =
N + 1
4πN

g2
9 +

N− 1
4πN

(
g2

10 + g2
11 + g2

12

)
(3.309)

ġ9 =
N2 + N− 2

2πN
g1g9 +

N− 1
4π

(
g2g10 + g3g11 + g4g12

)
+

2
π

g8g9 (3.310)

ġ10 =
N2−N−2

4πN

(
2g1g10 + g3g10 + g4g11

)
+

N+1
4π

g2g9+
1

2π

(
g6g12 + g7g11 + 4g8g10

)
(3.311)

ġ11 =
N2−N−2

4πN

(
2g1g11 + g2g10 + g4g12

)
+

N+1
4π

g3g9+
1

2π

(
g5g12 + g7g10 + 4g8g11

)
(3.312)

ġ12 =
N2−N−2

4πN

(
2g1g12 + g2g11 + g3g12

)
+

N+1
4π

g4g9+
1

2π

(
g5g11 + g6g10 + 4g8g12

)
(3.313)

Où les termes en rouge sont les termes d’umklapp, présents ou non selon le remplissage,
et qui amorcent ou non les degrés de charge. D’ailleurs, lorsque δumk. = 0, nous obtenons
ġ8 = ġz

6 = 0, si bien que la charge est non-renormalisée, et c’est pourquoi - dans le cas de
la séparation spin-charge - il nous faut la traiter par une approche alternative, que nous savons
être la bosonisation. Les termes en bleu sont tous les termes nuls lorsque N = 2. Nous donnons
également les équations de RG pour les {Oz

i }i∈[[1,9]], adaptés à la symétrie U(1)o, pour lesquels

〈79〉. Autrement dit, il ne faut pas oublier les "." dans les tables.
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nous faisons les mêmes constatations :

ġz
1 =

N
16π

(
4(gz

1)
2 + 2(gz

2)
2 + (gz

3)
2
)
+

N + 2
4π

(gz
7)

2 +
N− 2

4π

(
2(gz

8)
2 + (gz

9)
2
)

(3.314)

ġz
2 =

N
2π

gz
1gz

2 +
N2 − 4
4Nπ

gz
2gz

3 +
1

2π

(
gz

3gz
4 + gz

2gz
5

)
+

N
π

gz
7gz

8 +
N− 2

π
gz

8gz
9 (3.315)

ġz
3 =

N
2π

gz
1gz

3 +
N2 − 4
4Nπ

(gz
2)

2 +
1
π

gz
2gz

4 +
N− 2

π
(gz

8)
2 +

N
π

gz
7gz

9 (3.316)

ġz
4 =

N2 − 1
2N2π

gz
2gz

3 +
1

2π
gz

4gz
5 +

2(N− 1)
Nπ

gz
8gz

9 (3.317)

ġz
5 =

N2 − 1
2N2π

(gz
2)

2 +
1

2π
(gz

4)
2 +

2(N− 1)
Nπ

(gz
8)

2 (3.318)

ġz
6 =

N + 1
4Nπ

(gz
7)

2 +
N− 1
4Nπ

(
2(gz

8)
2 + (gz

9)
2
)

(3.319)

ġz
7 =

N2 + N− 2
2Nπ

gz
1gz

7 +
2
π

gz
6gz

7 +
N− 1

4π

(
2gz

2gz
8 + gz

3gz
9

)
(3.320)

ġz
8 =

N2−N−2
4Nπ

(
2gz

1gz
8 + gz

3gz
8 + gz

2gz
9

)
+

N+1
4π

gz
2gz

7 +
1

2π

(
gz

5gz
8 + gz

4gz
9 + 4gz

6gz
8

)
(3.321)

ġ9 =
N2 −N− 2

2Nπ

(
gz

2gz
8 + gz

1gz
9

)
+

N + 1
4π

gz
3gz

7 +
1
π

(
gz

4gz
8 + 2gz

6gz
9

)
(3.322)

Avant de discuter des propriétés de ces équations, qui induiront des résultats très forts sur
les phases qu’elles permettront d’atteindre, écrivons encore les opérateurs d’interaction dans le
cas particulier N = 2.

Le cas N = 2

Comme nous l’avions vu à la fin de la section précédente, le cas N = 2 permet l’introduction
des fermions de Majorana {ξa

L,R}a∈[[1,8]], avec lesquels nous définissons les bilinéaires de Majorana
Ka, ∀a ∈ [[1, 8]] :

Ka = ξa
Lξa

R (3.323)
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Avec, on définit les bilinéaires Kc de charge, Ks de spin, Ko orbital et K̃o non-orbital 〈80〉 :

Kc =
8

∑
a=7
Ka (3.324)

Ks =
3

∑
a=1
Ka (3.325)

Ko =
5

∑
a=4
Ka (3.326)

K̃o = K5 −K4 (3.327)

L’écriture des opérateurs d’interaction dans ces bilinéaires de Majorana permet une mise en
évidence rapide des symétries 〈81〉. On les exprime d’ailleurs dans ces courants dont l’un des
avantages est la simplicité du calcul des OPE 〈82〉, pour les opérateurs réguliers {Oi}i∈[[1,12]] :

O1 = K2
s /2 (3.328)

O2 = K4Ks/2 (3.329)

O3 = K6Ks/2 (3.330)

O4 = K5Ks/2 (3.331)

O5 = K5K6 (3.332)

O6 = K4K5 (3.333)

O7 = K4K6 (3.334)

O8 = 2K2
c (3.335)

O9 = KcKs (3.336)

O10 = KcK4 (3.337)

O11 = KcK6 (3.338)

O12 = KcK5 (3.339)

〈80〉. La raison du nom est qu’il intervient naturellement dans les expressions des opérateurs d’interaction
{Oz

i }i∈[[10,12]] qui sont précisément ceux qui brisent U(1)o (équations (3.349), (3.350), et (3.351)).
〈81〉. Par exemple, les transformations qui laissent invariant Ks = ξ1

Lξ1
R + ξ2

Lξ2
R + ξ3

Lξ3
R sont les transformations

de SO(3), l’expression dans les Majorana n’étant rien d’autre qu’un produit scalaire réel à trois dimensions. Or
ce groupe est localement identique au groupe SU(2)n de la symétrie nucléaire. De même, les transformations qui
laissent invariant le courant Kc appartiennent à SO(2) identique au groupe U(1)c de la conservation de la charge,
etc. On comptera ainsi les symétries du modèle, soit à cause de la renormalisation, soit à cause d’un ajustement fin.
〈82〉. Si jamais nous voulions les calculer toutes à nouveau, on se rendrait compte qu’il n’y a essentiellement rien à
faire parce que, comparée au calcul dans les expressions "chirales" des courants, la structure algébrique est réduite
à peu de choses : débarrassé de cette dernière, nous irions plus directement au résultat (qui serait identique).
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Et nous donnons aussi les expressions des opérateurs d’interaction {Oz
i }i∈[[1,12]] dans les-

quels se manifeste explicitement la symétrie U(1)o par l’apparition du courant Ko pour les 9
premiers opérateurs :

Oz
1 = K2

s /2 (3.340)

Oz
2 = KoKs/2 (3.341)

Oz
3 = K6Ks/2 (3.342)

Oz
4 = K6Ko (3.343)

Oz
5 = K2

o/2 (3.344)

Oz
6 = 2K2

c (3.345)

Oz
7 = KsKc (3.346)

Oz
8 = KcKo (3.347)

Oz
9 = K6Kc (3.348)

Oz
10 = −KsK̃o/2 (3.349)

Oz
11 = K6K̃o (3.350)

Oz
12 = KcK̃o (3.351)

Ici, nous ne récrivons pas les équations du groupe de renormalisation - lesquelles sont sim-
plement obtenues en posant N = 2 dans les expressions générales. De plus, nous montrerons
dans la sous-section suivante que les équations du groupe de renormalisation présentent cer-
taines limites particulières qui requièrent que nous redéfinissions les couplages, selon que N
soit égal ou différent de 2.

3.4.4 Discussion générale des solutions des équations de RG

La résolution analytique des 12 équations du groupe de renormalisation est impossible, si
bien que pour les résoudre nous utilisons le numérique : concrètement nous utilisons le Runge-
Kutta d’ordre 5 〈83〉 [141]. Cependant, quelques résultats élémentaires donnent de bonnes intui-
tions sur la façon dont les équations du groupe de renormalisation modifient les couplages. Par

〈83〉. Nous utilisons cette méthode pour son efficacité (précision, stabilité) reconnue, et parce qu’elle permet d’uti-
liser un pas adaptatif, nécessaire notamment lorsque les équations atteignent des divergences (telles que celle de
l’équation (3.352)).
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FIGURE 3.5 – Selon la condition initiale, négative ou positive, le couplage est respectivement non-
pertinent, au bout d’un temps infini, ou pertinent, au bout d’un temps fini `?.

exemple, l’équation pour un couplage de condition initiale g0, avec α > 0 〈84〉 avec sa solution :

ġ = αg2 =⇒ g(`) =
g0

1− αg0`
(3.352)

Il existe ainsi une valeur critique `? = 1/αg0 dont le signe - celui de g0 - va déterminer le
destin du couplage lors de la renormalisation (voir FIGURE 3.5) :

— `? < 0 : la valeur critique n’est jamais croisée lors de la renormalisation et le couplage
g(`) est réduit à 0 par valeur négative, lim`→∞ g(`) = 0−, l’opérateur d’interaction cor-
respondant est marginal-non-pertinent ;

— `? > 0 : la valeur critique présente dans le "futur" (en termes de temps de renormalisa-
tion) du couplage qui le fait diverger, lim`→`? g(`) = +∞. Le temps `? est indépassable,
et l’opérateur correspondant est marginal-pertinent

Ce modèle à un couplage est simple, simpliste même, mais donne un première idée du
type de comportement auquel on peut s’attendre pour cette renormalisation lorsqu’il existe
plusieurs couplages : pas de "point" pour les classes d’universalité - puisque soit le couplage
est réduit à 0, soit il diverge - mais des rayons symétriques où les couplages divergent mais en

〈84〉. Dans nos équations de RG, tous les coefficients {Cij
k }ijk sont positifs (le signe initial des couplages {gi}i

étant laissé aux soins des conditions initiales). Y introduire des signes n’est pas une erreur, c’est même facilement
réalisable, mais non souhaitable, et notamment pour le numérique, qui subit des ralentissements terribles : ainsi,
même si les coefficients négatifs sont physiquement équivalents, les équations de RG avec des coefficients positifs
se prêtent plus volontiers à l’intégration numérique.

148



ayant les uns avec les autres des rapports donnés [142]. Autrement dit, nous allons chercher
pour les équations de RG des solutions 〈85〉 suivantes, avec `? > 0 :

∀i : gasy.

i (`) =
Gi

`? − `
(3.353)

Autrement dit, ces solutions particulières sont une généralisation de celle pour un couplage
ou chaque couplage gi est pondéré par Gi. Cette dernière quantité en réalité caractérise les
modèles issus de la renormalisation, et en règle générale, correspond à un modèle bien plus
symétrique que celui de départ (qui, on le rappelle, est donné par les conditions initiales). La
théorie initiale peut-être vue comme un mélange de ces solutions asymptotiques particulières et
le groupe de renormalisation comme l’outil qui va permettre de résoudre la compétition entre
tout ce mélange de rayons symétriques.

Pour fixer les idées, considérons un exemple important, et qui est bien mis en évidence dans
la redéfinition suivantes des couplages des {gi}i∈[[1,12]] aux { fi}i∈[[1,12]]

〈86〉 :

f1,9,10,11,12 =
N
π

g1,9,10,11,12 (3.358)

f2,3,4 =
N
2π

g2,3,4 (3.359)

f5,6,7 =
N2

2π
g5,6,7 (3.360)

f8 =
2N2

π
g8 (3.361)

〈85〉. Solutions dont nous constaterons qu’elles correspondent souvent aux solutions atteintes asymptotiquement
par les couplages.
〈86〉. Et l’on effectue une redéfinition identique des couplages {gz

i }i∈[[1,9]] avec les { f z
i }i∈[[1,9]] par :

f z
1,7,8,9,12 =

N
π

gz
1,7,8,9,12 (3.354)

f z
2,3,10 =

N
2π

gz
2,3,10 (3.355)

f z
4,5,11 =

N2

2π
gz

4,5,11 (3.356)

f z
6 =

2N2

π
gz

6 (3.357)
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Les équations du groupe de renormalisation deviennent alors 〈87〉 :

ḟ1 =
1
4

(
f 2
1 + f 2

2 + f 2
3 + f 2

4

)
+

N + 2
4N

f 2
9 +

N− 2
4N

(
f 2
10 + f 2

11 + f 2
12

)
(3.362)

ḟ2 =
1
2

f1 f2 +
N2 − 4

2N2 f3 f4 +
1

N2

(
f3 f7 + f4 f6

)
+

1
2

f9 f10 +
N− 2

2N
f11 f12 (3.363)

ḟ3 =
1
2

f1 f3 +
N2 − 4

2N2 f2 f4 +
1

N2

(
f2 f7 + f4 f5

)
+

1
2

f9 f11 +
N− 2

2N
f10 f12 (3.364)

ḟ4 =
1
2

f1 f4 +
N2 − 4

2N2 f2 f3 +
1

N2

(
f2 f6 + f3 f5

)
+

1
2

f9 f12 +
N− 2

2N
f10 f11 (3.365)

ḟ5 =
N2 − 1

N2 f3 f4 +
1

N2 f6 f7 +
N− 1

N
f11 f12 (3.366)

ḟ6 =
N2 − 1

N2 f2 f4 +
1

N2 f5 f7 +
N− 1

N
f10 f12 (3.367)

ḟ7 =
N2 − 1

N2 f2 f3 +
1

N2 f5 f6 +
N− 1

N
f10 f11 (3.368)

ḟ8 =
N + 1

2N
f 2
9 +

N− 1
2N

(
f 2
10 + f 2

11 + f 2
12

)
(3.369)

ḟ9 =
N2 + N− 2

2N2 f1 f9 +
N− 1

2N

(
f2 f10 + f3 f11 + f4 f12

)
+

1
N2 f8 f9 (3.370)

ḟ10 =
N2−N−2

2N2

(
f1 f10 + f3 f10 + f4 f11

)
+

N+1
2N

f2 f9+
1

N2

(
f6 f12 + f7 f11 + f8 f10

)
(3.371)

ḟ11 =
N2−N−2

2N2

(
f1 f11 + f2 f10 + f4 f12

)
+

N+1
2N

f3 f9+
1

N2

(
f5 f12 + f7 f10 + f8 f11

)
(3.372)

ḟ12 =
N2−N−2

2N2

(
f1 f12 + f2 f11 + f3 f12

)
+

N+1
2N

f4 f9+
1

N2

(
f5 f11 + f6 f10 + f8 f12

)
(3.373)

Alors, si nous posons fi = f , ∀i ∈ [[1, 12]], alors nous obtenons deux équations identiques,
la première étant donnée par fi=1,...,8 (c’est-à-dire les termes réguliers), la seconde par fi=9,...,12
(c’est-à-dire les termes d’umklapp) :

ḟ =

[
1 + δumk.

N− 1
N

]
f 2 (3.374)

δumk. ḟ = δumk.

[
1 +

N− 1
N

]
f 2 (3.375)

Ainsi, pour les opérateurs réguliers ou pour tous les opérateurs, selon que les termes d’umk-
lapp n’importent pas ou importent (respectivement), nous avons établi dans ces nouveaux cou-

〈87〉. Évidemment, les conditions initiales vont être changées en conséquence. Cependant, pour la lisibilité, et
puisque leur étude constitue une part importante de la résolution du problème, nous reportons leur établissement
aux chapitres suivants.
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plages 〈88〉 une solution exacte des équations de RG, qui ressemble maintenant à un problème
avec un seul couplage avec α = 1 et α = 1 + (N − 1)/N respectivement 〈89〉. Selon le signe
de la condition initiale "effective", nous serons ainsi amené à une interaction marginale-non-
pertinente ou, plus intéressant 〈90〉, marginale-pertinente avec :

fi(` ' `?) ' f > 0, ∀i ∈ [[1, 9]] (non-umklapp)
[[1, 12]] (umklapp)

(3.376)

Dans cette limite, les opérateurs d’interaction s’agencent de manière à former un modèle
connu comme le modèle de Gross-Neveu [143], dont l’expression s’écrit, soit dans les générateurs
{J A

L,R}A∈[[1,4N2−1]] de la théorie SU(2N)1, soit directement dans les fermions chiraux 〈91〉 :

HGN
int. =

 fJ A
L J A

R (non-umklapp)
π f
2N
(

L†
mαRmα − h.c.

)2 (umklapp)
(3.378)

Le premier modèle de Gross-Neveu, qui possède explicitement la symétrie SU(2N) est com-
plété par le terme (3.247) purement en charge, tandis que le second modèle de Gross-Neveu,
qui possède la symétrie SO(4N) 〈92〉, traite tous ensemble les 2N degrés de liberté. Dans les
deux cas - comme nous l’avions annoncé - la symétrie du modèle est étendue après la renor-
malisation. Ceci est un exemple d’acroissement dynamique de la symétrie, abrégé en DSE 〈93〉, qui
intervient généralement pour nous fournir un modèle plus simple et, pour notre exemple avec
le modèle de Gross-Neveu, connu car intégrable [144, 145] : en quelques mots, il décrit que les
degrés impliqués sont gappés et il donne les paramètres d’ordre. Cette approche a été initia-
lement développée pour N = 2 par H.-H. Lin, L. Balents et M. Fisher [142] avec l’émergence
d’une symétrie SO(8) avant d’être finalement établie pour d’autre systèmes unidimensionnels
[112, 146, 147, 148].

〈88〉. Il est trivial d’exprimer les gi correspondent par les relations qui les lient aux fi.
〈89〉. α est bien entendu au sens de l’équation (3.352).
〈90〉. Et nous constaterons que c’est ce qu’il arrive souvent. Intuitivement on l’imagine ainsi : avant d’arriver au
régime asymptotique, les couplages entrent en compétition, et il suffit qu’un couplage commence à diverger pour
emporter les autres.
〈91〉. Dans le cas N = 2, l’expression est plus simple et lisible encore :

HGN
int. =


f
2

(
∑6

a=1Ka

)2
(non-umklapp)

f
2

(
∑8

a=1Ka

)2
(umklapp)

(3.377)

Les symétries des modèles sont respectivement SO(6) - localement identique à SU(4) - et SO(8).
〈92〉. Elle peut-être vue comme nous l’avons vu pour N = 2, c’est-à-dire d’une décomposition des 2N fermions de
Dirac dans 4N fermions de Majorana.
〈93〉. Pour l’anglais Dynamical Symmetry Enlargement.
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Pour beaucoup d’autres modèles que les équations de RG atteignent, le modèle de Gross-
Neveu leur fait office de modèle de référence en ce sens qu’il peut leur être reliés par une trans-
formation simple, qui n’est rien d’autre qu’une symétrie - simple également - des équations
du groupe de renormalisation nommée dualité. Ces symétries émergentes et exactes à basse
énergie, se rencontrent dans beaucoup de systèmes unidimensionnels et en particulier dans les
modèles dont les interactions consistent en des perturbations autour d’une théorie conforme
[146] comme c’est ici le cas. Elles permettent de déterminer les différents ordres en compéti-
tions dans les modèles, c’est-à-dire qu’elle permettent de déterminer les phases associées aux
modèles.

Concrètement, les dualités consistent en le changement des signes de certains couplages,
avec la contrainte de laisser les équations du groupe de renormalisation inchangées. Par exemple,
les quatre transformations suivantes des couplages satisfont cette propriété 〈94〉 :

g1,2,5,8,9,10

g3,4,6,7,11,12

Ω1−→ g1,2,5,8,9,10

−g3,4,6,7,11,12
(3.379)

g1,3,6,8,9,11

g2,4,5,7,10,12

Ω2−→ g1,3,6,8,9,11

−g2,4,5,7,10,12
(3.380)

g1,4,7,8,9,12

g2,3,5,6,10,11

Ω3−→ g1,4,7,8,9,12

−g2,3,5,6,10,11
(3.381)

g1,2,3,4,5,6,7,8

g9,10,11,12

Ω4−→ g1,2,3,4,5,6,7,8

−g9,10,11,12
(3.382)

Bien entendu, n’importe quelle produit de dualités sera à nouveau une dualité. De plus
d’autres dualités n’apparaissent que dans le cas N = 2, lorsque les termes bleus des équations
du groupe de renormalisation sont tués, notamment :

g1,5,6,7,8,9

g2,3,4,10,11,12

Ω5−→ g1,5,6,7,8,9

−g2,3,4,10,11,12
(3.383)

Ces transformations peuvent s’écrire au niveau des opérateurs eux-mêmes, et ce faisant,
nous permettent de relier les propriétés du modèle aux propriétés du modèle de Gross-Neveu
(qui correspond lui à la dualité triviale, Ω0 = Id) : nous obtiendrons par ce biais la physique de
notre modèle, c’est-à-dire son éventuelle criticalité, son paramètre d’ordre ainsi que ses fonc-
tions de corrélations. En résumé, tant que nous restons dans le paradigme des dualités au mo-
dèle de Gross-Neveu, tout reste simple : les équations du groupe de renormalisation nous ont
donné la dualité - c’est-à-dire quels couplages sont affectés par le signe moins - et cela corres-
pond à un modèle et une phase obtenus par l’application de ladite dualité sur le modèle de

〈94〉. Pour les couplages { fi}i∈[[1,12]], les transformations sont identiques.

152



Gross-Neveu et la phase qu’il décrit (et notamment nous obtiendrons des degrés gappés). En
revanche, dès que l’on sort du paradigme des dualités - les cas "non-DSE" - tout est bien plus
compliqué, et une analyse particulière à chaque modèle est alors nécessaire pour conclure.

Nous ne donnons pas ici un classement des dualités et des phases qui leur correspondent
puisque c’est l’objet des CHAPITRE 4, pour le cas N = 2 où les dualités - plus nombreuses -
s’écrivent dans les fermions de Majorana, et CHAPITRE 5 pour le cas N > 2. Dans ces cha-
pitres, nous appliquerons tous les résultats que nous avons établis dans ce chapitre à l’étude
des modèles définis du CHAPITRE 2.
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Chapitre 4

Étude du cas N = 2

ans ce chapitre, c’est au cas N = 2 que nous nous appliquons à utiliser les résultats
de l’approche de basse énergie que nous avons établis jusqu’ici. Ces résultats que
nous présentons ont été l’objet de deux publications [3, 2] et consistent, pour ce cha-
pitre, en le traitement des cas N = 2 au quart de remplissage et demi-remplissage

pour les modèles p-band, g-e et double-puits 〈1〉.

4.1 Le quart de remplissage

Dans cette section, nous exposons les résultats du cas N = 2 au quart de remplissage pour
le modèle p-band [2] : nous savons déjà (pour ce remplissage) que les termes d’umklapp n’ont
aucune prise sur la charge, si bien que la séparation spin-charge est dans ce cas réalisée. Il faut
alors traiter la charge et les degrés non-abéliens séparément, et nous sommes rendus avec 1+ 7
opérateurs d’interaction {Oi}i∈[[1,8]] : la charge y est traitée à l’aide de la bosonisation abélienne
tandis que les degrés non-abéliens le seront à l’aide du groupe de renormalisation. Avant de
traiter tous les points du diagramme de phase, nous donnons la physique de deux lignes de
symétries - U1 = U2 et U2 = 0 - qui possèdent une physique très semblable, et donnent en
réalité à elles seules la structure du diagramme de phase de notre problème car, nous le verrons,
elles constituent les lignes de transition entre les différentes phases.

〈1〉. Ainsi, tant qu’il n’est ni question du modèle d’échelle ni du modèle de double-puits, l’appellation quart
et demi remplissage correspond respectivement à 1 et 2 atomes par site - qui peut contenir 4 degrés - et avec
respectivement kFa0 = π/4 et kFa0 = π/2. Pour le modèle de double-puits, pour parvenir aux mêmes vecteurs
d’onde kFa0 = π/2 (demi-remplissage) et kFa0 = π/4 (quart de remplissage), il faut respectivement 1/2 et 1
atome par site, puisqu’ici un site peut contenir au plus 2 degrés.
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4.1.1 Les lignes de symétrie

Sur la ligne U2 = 0, l’écriture (2.89) rend compte de deux chaînes indépendantes - une
selon m = px et une autre selon m = py - de remplissages identiques 〈2〉, à savoir du quart de
remplissage 〈3〉. Sur chaque chaîne, la physique est donc semblable à la physique au quart de
remplissage du modèle N = 2 (comparable à la physique incommensurable, voir FIGURE 1.3) :

— U1 > 0 (domaine répulsif) : la charge et les degrés de spin sont critiques (c’est un liquide
de Luttinger à deux composantes), la charge centrale de chaque chaîne est alors c = 2 ;

— U1 < 0 (domaine attractif) : la charge est critique, mais les degrés de spin ont ouvert
un gap (c’est un liquide de Luther-Emery), la charge centrale de chaque chaîne est alors
c = 1.

En résumé pour le modèle entier, puisqu’il y a deux chaînes, il suffit d’additionner les
charges centrales : dans le secteur répulsif, c’est une charge centrale c = 2 + 2 = 4 tandis
que dans le domaine attractif, c’est une charge centrale c = 1 + 1 = 2. En réalité, ce résultat
demeure sur la ligne U1 = U2 puisque, comme nous l’avions déjà remarqué, le modèle sur
cette nouvelle ligne n’est pas un autre que celui de la ligne U2 = 0, mais avec U1 → 2U2 et
Tz → Tx, si bien que, comme il n’existe pas de transition de phase (ailleurs que sur la théorie
libre à U1 = U2 = 0), les résultats sont identiques à ceci près qu’ils sont valables dans les degrés
p̃′x et p̃′y (propres de σx, voir (2.92) et (2.93)) au lieu de px et py. Quant à la ligne harmonique,
elle ne peut pas être réduite à deux chaînes indépendantes, et nous montrerons qu’elle ne cor-
respond pas à une transition de phase mais qu’au contraire, elle appartient à une phase. Aussi,
il est intéressant de connaître les comportements limites sur la ligne harmonique, et en parti-
culier lorsque les paramètres d’interaction deviennent très grands devant les termes tunnels,
c’est-à-dire dans la limite de fort couplage.

4.1.2 Le fort couplage

Le fort couplage s’applique en toute généralité à tous les modèles que nous considérons,
pour tout N, et son idée est la suivante : dans la limite où les termes cinétiques, notés généri-
quement t 〈4〉, sont très petits devant les paramètres d’interaction, notés génériquement U 〈5〉 :
c’est-à-dire lorsque t � |U|, la résolution de l’interaction H(t=0) sur site (avec les termes en
potentiel chimique, qui comptent) - qui est simplement celle d’un hamiltonien sur un espace

〈2〉. Les symétries Z
px↔py
2 ×U(1)z

o l’assurent.
〈3〉. Il y a un atome pour 4 degrés en tout, il y a donc 1/2 degré pour chaque deux degrés des deux chaînes, soit

quart de remplissage.
〈4〉. Ils peuvent correspondre à t ou t⊥.
〈5〉. Selon les modèles ils peuvent être U, V, Vex pour le modèle g-e, U, V, Jz pour le modèle de Hund, U1, U2 pour

le modèle p-band, U, V, JH pour le modèle d’échelle ou U, V pour le modèle de double-puits.
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des états F de fermions à 2N degrés 〈6〉 - est pertinente car les interactions sont locales (elles se
font sur site). Autrement dit, ce sont les niveaux d’énergie sur site (pilotés par les paramètres
d’interaction), qui vont déterminer quels niveaux vont être avant tout favorisés, à savoir les ni-
veaux dont les énergies vont correspondre au fondamental E0 deH(t=0). L’espace fondamental
correspondant est noté F0 ⊂ F . Il va servir de base au calcul de l’interaction effective sur la
chaîne. À l’occasion de la détermination de l’espace F0, il faudra adapter le potentiel chimique
µ(U) pour que les états qu’il contient correspondent au bon remplissage n̄ alors réalisé.

Cela établi, on considère alors deux sites pour lesquels le fondamental à t = 0 est donné
par l’espace F⊗2

0 ⊂ F⊗2 : à partir de cet espace, et du projecteur dans cet espace P0 =

∑ψ∈F⊗2
0
|ψ〉〈ψ| (de complémentaire Q0 = IdF⊗2 − P0), on définit alors le hamiltonien effectif

en perturbation en t/U (le terme en énergie qui lui correspondra sera d’ordre t2/U) :

Heff. = P0

(
E0 +H(0)Q0

(
E0 −H(t=0)

)−1
Q0H(0)

)
P0 (4.1)

OùH(0) est le terme cinétique (d’ordre t) qui, agissant sur les états de F⊗2
0 , va créer d’autres

états de l’espace fondamental F⊗2
0 , mais également des états excités de F⊗2\F⊗2

0 , seuls états
sélectionnés par le projecteur Q0 et pondérés par l’inverse de la différence d’énergie (négative,
comme d’habitude pour les perturbations au second ordre).

Cela fait, on met le résultat de côté, et l’on essaie deviner, selon l’espace fondamental F0 et
selon les symétries du problème, quelle pourrait-être la forme de l’interaction (à l’ordre t2/U).
Prenons un exemple simple : imaginons - dans le cas N = 2 et au remplissage n̄ = 2 - que nous
soyons menés, pour une région donnée du diagramme de phase, à minimiser l’énergie des trois
états du triplet nucléaire, c’est-à-dire :

F0 =

{ ∣∣∣(•SU(2)o , SU(2)n

)
ms

〉
, ms = −1, 0,+1

}
(4.2)

Étant donnée la symétrie SU(2)n du modèle, on va chercher une expression de Heff. sous la
forme d’un produit scalaire des générateurs Si = ∑m Sm,i de spin 1 de SU(2)n (ici définie pour
toute la chaîne) :

Heff.
?
= J(U)∑

i
Si · Si+1 (4.3)

Si l’hypothèse sur la forme du hamiltonien effectif est juste, on trouve alors à l’aide de (4.1)
l’expression de J(U) en fonction des paramètres d’interaction, et l’on peut alors résoudre la
physique à fort couplage. Dans notre exemple, si dans la zone du diagramme de phase en

〈6〉. Cet espace qui contient tous les états entre l’état vide |0〉 et l’état plein ∏mα c†
mα |0〉, est un espace de dimen-

sion dim F = 22N.
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question J est positif, nous avons affaire à une chaîne de Heisenberg antiferromagnétique de
spin 1 dont la physique à température nulle est donnée par la phase de Haldane.

En général, la dimension dim F0 n’est pas trop grande et permet de trouver facilement,
selon les régions, la forme du hamiltonien effectif comme pour (4.3). Le cas présent - quart de
remplissage du modèle p-band à N = 2 - est un exemple particulier où la dimension de l’espace
fondamental est grande, et pour cause, pour toute la phase contenant la ligne harmonique 〈7〉 :
on a dim F0 = 8, si bien que nous n’avons pas - pour l’heure - encore déterminé de modèle
effectif à fort couplage 〈8〉. Nous nous appuierons ainsi sur les résultats de DMRG couplés à
l’étude de basse énergie, laquelle nous commençons par les degrés de liberté de charge (la
séparation spin-charge nous y invite).

4.1.3 Les degrés de liberté de charge

La résolution de la physique des degrés de liberté de charge est déjà discutée dans la section
sur la bosonisation pourvu que l’on y précise les différentes quantités : l’expression (3.247) est
valide, avec la condition de quart de remplissage kFa0 = π/4, une vitesse vc et un paramètre
Kc de Luttinger satisfaisant, en utilisant l’expression gc = g8 du modèle p-band (3.165) pour
N = 2 :

vc = vF

[
1 +

2a0(U1 + U2)

πvF

]1/2

(4.4)

Kc =

[
1 +

2a0(U1 + U2)

πvF

]−1/2

(4.5)

Si bien que le hamiltonien de charge, qui tient compte des termes d’umklapp, est :

Hu
c =

vc

2

[ (
∂xΦ̃c

)2
+
(

∂xΘ̃c

)2
]
− gu cos

(√
16πKc Φ̃c

)
(4.6)

Et comme nous l’avions décrit, le comportement de la charge change selon la valeur du
paramètre de Luttinger par rapport à K?

c (équation (3.249)) :

K?
c =

1
2

(4.7)

De plus, la bosonisation fournie l’expression d’une ligne de transition de Mott pour des

〈7〉. L’approche de basse énergie et le numérique montrerons que pour les autres phases, l’approche de fort
couplage ne peut conclure.
〈8〉. Un essai avec la représentation adjointe de SU(3), qui est de dimension 8, pour faire apparaître un modèle

"SU(3) anisotrope", s’est avéré infructueux.
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valeurs critique U?
1 et U?

2 des paramètres d’interaction (on utilise l’expression (3.7) de vitesse
de Fermi 〈9〉) :

U?
1 + U?

2 '
3π√

2
t (4.8)

Cependant, nous devons être méfiant avec cette ligne car elle n’appartient pas au régime de
faible couplage, en effet, l’équation précédente est satisfaite lorsque les paramètres d’interaction
et les termes tunnels sont du même ordre. Or ce résultat est issu de la bosonisation, qui est
valide autour de théorie libre, tant que les interactions ne défigurent pas trop la relation de
dispersion si particulière aux systèmes unidimensionnels. Aussi cette dernière équation donne
une indication heuristique : c’est dans le régime répulsif que l’on peut escompter trouver un
terme d’umklapp pertinent. En réalité, c’est le DMRG qui tranchera le régime atteint, c’est-à-
dire l’existence ou l’absence du gap de charge.

Dans le régime critique, lorsque Kc > 1/2, les degrés de liberté sont critiques, si bien que les
fonctions de corrélations - pour la partie charge - seront des fonctions algébriques en la distance,
avec des puissances non-universelles dépendant de l’interaction, à savoir Kc. Quant au régime
gappé, lorsque Kc < 1/2, il mène à considérer, selon le signe de gu, que le champ bosonique de
charge Φc est gelé autour de la valeur moyenne suivante, avec p ∈ Z :

〈Φc〉[gu>0] =

√
π

4
p (4.9)

〈Φc〉[gu<0] =

√
π

4

(
p +

1
2

)
(4.10)

Avec une physique attendue en accord avec la seconde solution en gu < 0, et que l’étude via
le DMRG viendra, là encore, confirmer ou infirmer.

4.1.4 Les degrés non-abéliens

Nous étudions maintenant les degrés non-abéliens, dont l’étude se fait, on le sait, grâce à la
procédure de renormalisation. Comme annoncé, sans compter la charge, déjà traitée, on compte

〈9〉. D’ailleurs ici, en présence de la symétrie d’échange Z
px↔py
2 , les deux vitesses orbitales sont identiques vpx F =

vpy F = vF, ainsi que les deux vecteurs d’onde de Fermi kpx
F = k

py
F = kF = π/4.
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7 opérateurs d’interaction, écrit dans les bilinéaires de Majorana :

O1 = K2
s /2 (4.11)

O2 = K4Ks/2 (4.12)

O3 = K6Ks/2 (4.13)

O4 = K5Ks/2 (4.14)

O5 = K5K6 (4.15)

O6 = K4K5 (4.16)

O7 = K4K6 (4.17)

Et avec les conditions initiales suivantes :

g1 = −
(
U1 + U2

)
(4.18)

g2 = −4U2 (4.19)

g3 = 2
(
U2 −U1

)
(4.20)

g4 = 0 (4.21)

g5 = 2U2 (4.22)

g6 = U1 −U2 (4.23)

g7 = 0 (4.24)

Pour faire apparaître correctement les dualités, nous passons dans la base { fi}i∈[[1,7]]
〈10〉. Les

conditions initiales en sont changées :

ḟ1 =
1
4

(
f 2
1 + f 2

2 + f 2
3 + f 2

4

)
(4.25)

ḟ2 =
1
2

f1 f2 +
1
4

(
f3 f7 + f4 f6

)
(4.26)

ḟ3 =
1
2

f1 f3 +
1
4

(
f2 f7 + f4 f5

)
(4.27)

ḟ4 =
1
2

f1 f4 +
1
4

(
f2 f6 + f3 f5

)
(4.28)

ḟ5 =
3
4

f3 f4 +
1
4

f6 f7 (4.29)

ḟ6 =
3
4

f2 f4 +
1
4

f5 f7 (4.30)

ḟ7 =
3
4

f2 f3 +
1
4

f5 f6 (4.31)

〈10〉. Dans le papier [2], nous utilisons les couplages λ1,...,7 = π
2 f1,...,7 - avec, ici, omission du a0 - et qui ne changent

strictement rien à l’issue de la conclusion.
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Ainsi que les conditions initiales :

f1 = −2
(
U1 + U2

)
/π (4.32)

f2 = −4U2/π (4.33)

f3 = −2
(
U1 −U2

)
/π (4.34)

f4 = 0 (4.35)

f5 = 4U2/π (4.36)

f6 = 2
(
U1 −U2

)
π (4.37)

f7 = 0 (4.38)

Dualités

L’extraction de la physique de ces équations passe par la donnée des dualités auxquelles
sont menées les conditions initiales par les équations du groupe de renormalisation. Dans le
cas présent, il se trouve que toutes les limites atteintes réalisent le DSE, et que seules les quatre
dualités suivantes sont atteintes 〈11〉 :

Ω5 :
f1,5,6,7

f2,3,4

Ω5−→ f1,5,6,7

− f2,3,4
(4.40)

Ω6 = Ω1Ω5 :
f1,3,4,5

f2,6,7

Ω6−→ f1,3,4,5

− f2,6,7
(4.41)

Ω7 = Ω2Ω5 :
f1,2,4,6

f3,5,7

Ω7−→ f1,2,4,6

− f3,5,7
(4.42)

Ω8 = Ω3Ω5 :
f1,2,3,7

f4,5,6

Ω8−→ f1,2,3,7

− f4,5,6
(4.43)

Afin de déterminer quelles transformations physiques induisent ces dualités, on leur fait
correspondre les transformations sur les fermions de Majorana gauches 〈12〉, qui leur sont équi-

〈11〉. Dans l’article [2], les dualités ne sont pas numérotées ainsi (puisqu’elles seules apparaissent dans ce modèle
avec ce remplissage). Voilà le dictionnaire entre les dualités de la thèse et dans l’article :

Ω5 Ω6 Ω7 Ω8
Ω1 Ω2 Ω4 Ω3

(4.39)

〈12〉. C’est une convention que d’appliquer ces transformations au fermions de Majorana gauches. Le faire sur les
droits aurait été tout aussi juste.
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valentes :

Ω5 : ξ1,2,3
L → −ξ1,2,3

L (4.44)

Ω6 : ξ4
L → −ξ4

L (4.45)

Ω7 : ξ6
L → −ξ6

L (4.46)

Ω8 : ξ5
L → −ξ5

L (4.47)

Et comme nous savons que les phases correspondantes seront déterminées à l’aide du mo-
dèle de Gross-Neveu correspondant, redonnons l’expression de l’interaction du modèle de
Gross-Neveu SO(6) pour la cas N = 2 (voir (3.377), à "non-umklapp"), avec f > 0 :

HGN
int. =

f
2

(
6

∑
a=1
Ka

)2

(4.48)

On devine aisément grâce à ces dualités les expressions des hamiltoniens correspondants :

HΩ5
int. =

f
2

(
3

∑
a=1
Ka −

6

∑
a=4
Ka

)2

(4.49)

HΩ6
int. =

f
2

(
∑
a 6=4
Ka −K4

)2

(4.50)

HΩ7
int. =

f
2

(
∑
a 6=6
Ka −K6

)2

(4.51)

HΩ8
int. =

f
2

(
∑
a 6=5
Ka −K5

)2

(4.52)

Ces expressions manifestent la symétrie SO(6) présente pour tous ces modèles, résultat de
l’accroissement dynamique de la symétrie. Et, à l’instar du modèle de Gross-Neveu SO(6), qui
décrit une physique massive pour tous les degrés non-abéliens, ici, les quatre théories sont
massives, et l’on est mené à écrire ces derniers hamiltoniens dans les champs non-abéliens
(3.253, 3.254, 3.255, 3.256) et leur dual afin d’obtenir les configurations moyennes. Nous les
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exprimons dans les fonctions trigonométriques de ces champs (3.263, 3.264, 3.265, 3.266) :

π2

f
HΩ5

int. = −C
√

4π
s C̃

√
4π

so +
(

C
√

4π
s + C̃

√
4π

so

)
C
√

4π
o (4.53)

π2

f
HΩ6

int. = −C
√

4π
s C

√
4π

so − C
√

4π
s C̃

√
4π

o − C
√

4π
so C̃

√
4π

o (4.54)

π2

f
HΩ7

int. = −C
√

4π
s C

√
4π

o − C
√

4π
s C̃

√
4π

so − C
√

4π
o C̃

√
4π

so (4.55)

π2

f
HΩ8

int. = −C
√

4π
s C

√
4π

so +
(

C
√

4π
s + C

√
4π

so

)
C̃
√

4π
o (4.56)

Les configurations moyennes qui vont, avec les résultats sur la charge, caractériser les phases
associées aux dualités, sont celles qui minimisent ces différentes expressions, ainsi la limite se-
miclassique bloque les bosons non-abéliens dans les configurations suivantes :

Ω5 : 〈Φs〉 = 0, 〈Φo〉 =
√

π/2, 〈Θso〉 = 0 (4.57)

Ω6 : 〈Φs〉 = 0, 〈Θo〉 = 0, 〈Φso〉 = 0 (4.58)

Ω7 : 〈Φs〉 = 0, 〈Φo〉 = 0, 〈Θso〉 = 0 (4.59)

Ω8 : 〈Φs〉 = 0, 〈Θo〉 =
√

π/2, 〈Φso〉 = 0 (4.60)

Il se trouve, lors de la minimisation, qu’on aurait pu choisir d’autres expressions pour les
moyennes, en effet les fonctions trigonométriques intervenant dans les hamiltoniens d’interac-
tion étant

√
π - périodique dans les champs bosoniques, on aurait pu ajouter, à notre gré, et

indépendamment pour chaque degré, des multiples entiers de
√

π. On peut se demander dans
quelle mesure faire cela possède un sens physique. Souvenons-nous d’abord que les champs
peuvent être reliés via l’invariance de jauge (3.220) 〈13〉 : si cela est possible, alors les deux confi-
gurations sont physiquement équivalentes. Les transformations de jauge s’écrivent de la ma-
nière suivante, où k1, k2, k3, k4 ∈ Z :

Φc
jauge−→ Φc +

1
2
√

π
(
k1 + k2 + k3 + k4

)
(4.61)

Φs
jauge−→ Φs +

1
2
√

π
(
k1 − k2 + k3 − k4

)
(4.62)

Φo
jauge−→ Φo +

1
2
√

π
(
k1 + k2 − k3 − k4

)
(4.63)

Φso
jauge−→ Φso +

1
2
√

π
(
k1 − k2 − k3 + k4

)
(4.64)

〈13〉. Attention que l’invariance de jauge ajoute également
√

π aux champs, mais ceux-ci sont chiraux, la transfor-
mation sur les champ totaux et duaux sera différente, surtout que l’on peut choisir indépendamment quels champs
chiraux, degré compris, seront soumis à la transformation de jauge.
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FIGURE 4.1 – Résultat brut (publié dans [2]) du groupe de renormalisation pour le modèle p-band,
N = 2, au quart de remplissage : les quatre dualités atteintes par le groupe de renormalisation dans
le diagramme de phase. Les différentes zones, I, II, III et IV, associées aux dualités Ω5, Ω6, Ω8 et Ω7
respectivement, et sont séparées par les deux droites d’équations respectives U1 = U2 et U2 = 0.

Et les mêmes relations pour les champs duaux, mais avec d’autres entiers k′1, k′2, k′3, k′4 ∈ Z.
Considérons alors la première configuration (4.57) pour laquelle l’effet de la transformation de
jauge sur le champ Φso n’a pas d’intérêt puisque c’est son dual qui se moyenne 〈14〉. Alors en
considérant les transformations de jauge (k1, k2, k3, k4) = (1,−1, 0, 0), (1, 0,−1, 0), on fournit
les transformations de jauge qui ajoutent

√
π respectivement à Φs et Φo (tout en laissant inva-

riant le champ Φc de charge). De même du côté dual - l’effet de la transformation de jauge ayant
aucune importance sur les champs Θs et Θo

〈15〉, on ajoute
√

π pour le champs dual Θso en choi-
sissant (k′1, k′2, k′3, k′4) = (1,−1, 0, 0) (tout en laissant la charge inchangée). Autrement dit, pour
cette configuration, mais cela peut-être tout aussi aisément montré pour les trois autres (4.58,
4.59, 4.60), toutes les configurations que la minimisation du hamiltonien permet sont physique-
ment équivalentes. Physiquement, cela signifie simplement que la phase correspondante est
non-dégénérée ! Il n’y a qu’une phase. Dans la suite, à N = 2, nous verrons des exemples où
deux configurations ne pourront être reliés par des transformations de jauge. En revanche, elles
le seront par une translation élémentaire (3.244) du réseau : physiquement, nous auront alors
un fondamental doublement dégénéré qui brise l’invariance par translation.

〈14〉. Le champ Φso est donc tout à fait fluctuant.
〈15〉. Ils fluctuent puisque leus dual se moyennent.

164



4.1.5 Les phases dans l’approche de bases énergie

À l’aide de ces résultats sur la charge et sur les degrés non-abéliens, de ceux que fournit
le groupe de renormalisation (voir FIGURE 4.1), mais encore de ceux du DMRG, nous allons
reconstruire le diagramme de phase.

Tout d’abord, le groupe de renormalisation décrit quatre zones qui, n’étant pas déterminées,
sont trivialement notées I, II, III et IV et disposées comme sur la FIGURE 4.1. Les lignes de
transition nous sont connues puisqu’il s’agit des lignes de symétrie U(1)o, d’équation U1 = U2

et U2 = 0, et dont la physique est également connue et décrite précédemment. Les quatre zones
possèdent des limites qui les associent comme suit aux dualités :

I : Ω5 (4.65)

II : Ω6 (4.66)

III : Ω8 (4.67)

IV : Ω7 (4.68)

Posséder les dualités, et donc les modèles associés aux degrés non-abéliens, n’est cependant
pas suffisant pour conclure : il faut aussi intégrer les résultats sur la charge, dont le compor-
tement peut être tantôt critique, tantôt gapé. Ainsi, à l’intérieur d’une zone - I, II, III ou IV -
il peut exister plusieurs phases. Or nous savons que l’équation (4.8) est une mauvaise équa-
tion, qui cependant donne l’indication que c’est dans le régime répulsif que le gap de charge
s’ouvrira. Comme nous le verrons (voir FIGURE 4.3) partout dans le diagramme de phase, l’ap-
proche de bases énergie décrit partout une absence de gap, excepté dans la zone I où les choses
se compliquent. Nous procédons zone par zone.

La zone I

La zone I, comprise entre U1 > 0 et U1 > U2, est associée, pour sa partie non-abélienne, au
modèleHΩ5

int. (4.49) et à la configuration (4.57) de la dualité Ω5 :

Ω5 : 〈Φs〉 = 0, 〈Φo〉 =
√

π/2, 〈Θso〉 = 0 (4.69)

Distinguons maintenant selon la charge, et commençons par le cas critique avec Kc > 1/2.
Dans ce cas nous savons que la charge est critique, caractérisée par le paramètre de Luttinger
Kc : puisque les degrés non-abélien sont gappés, on attend un comportement dominant algé-
brique pour les fonctions de corrélation du paramètres d’ordre, dont la puissance sera fonction
de Kc. Reste à déterminer quel paramètre aura la plus faible décroissance et dominera ainsi les
autres. Pour y parvenir, souvenons-nous des résultats du CHAPITRE 1, en particulier ceux sur
le cas à un atome par site, où il existait une compétition entre une phase supraconductrice et
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une densité (MS et CDW). La différence ici, est une structure bien différente (par exemple la
symétrie nucléaire ne porte plus sur tous les degrés) qui permet l’écriture d’une large gamme
d’opérateurs supraconducteurs et de densité. Pour choisir les bons, il faut que ces derniers
condensent 〈16〉 dans la configuration (4.69). De plus, contrairement au modèle à une orbitale
du CHAPITRE 1, ici la symétrie n’est que SU(2), si bien que seuls deux fermions sont suffisant
pour écrire un singulet, nous proposons alors le paramètre suivant, que nous écrivons sur le
réseau, puis dans les fermions de Dirac, et enfin dans les bosons 〈17〉 :

OBCSbond = cpx↑,i+1cpy↓,i − cpx↓,i+1cpy↑,i − (px ↔ py) (4.70)

Dir.' i
√

2 a0

(
Rpx↑Lpy↓ + Rpy↓Lpx↑ − Rpx↓Lpy↑ − Rpy↑Lpx↓

)
(4.71)

bos.' −2
√

2
π

σze−i
√

π Θc
(

S
√

π
s C

√
π

o S̃
√

π
so + iC

√
π

s S
√

π
o C̃

√
π

so

)
(4.72)

Où σz est la matrice de Pauli issue du produit des facteurs de Klein (3.260). Le nom - BCS-
bond - vient de ce qu’il s’agit d’un opérateur supraconducteur 〈18〉 qui décrit un lien entre deux
sites. Cela dit, voilà un opérateur dont l’expression bosonisée (4.72) condense dans la configu-
ration semiclassique (4.69), si bien qu’on obtient OBCSbond ∼ e−i

√
π Θc , expression de laquelle on

déduit le comportement de la fonction de corrélation à temps égaux 〈19〉 :

〈O†
BCSbond(x)OBCSbond(0)〉 ∼ x−1/2Kc > x−1 (Kc = 1/2) (4.75)

Passant aux densités, on remarque que les densités à deux fermions (encore appelées "à 2kF")
- telles celles de la fonction de corrélation (1.32) - ont des valeurs moyennes nulles et des corréla-
tion à courte distance. Passant au niveau supérieur, les densités à 4kF

〈20〉, dont il existe une mul-

〈16〉. En toute rigueur il ne condense pas, puisque la charge est critique. Dans la suite on utilisera le raccourci de
dire "condenser" lorsque ce sera seulement vrai pour le secteur non-abélien.
〈17〉. Dans le cas N = 2, plutôt qu’écrire α = 1, 2, on repasse à l’écriture traditionnelle issue du modèle de Hub-
bard : α =↑, ↓.
〈18〉. La théorie BCS - pour ses inventeurs : Bardeen, Cooper - utilise ce paramètre d’ordre pour décrire supracon-
ductivité conventionelle.
〈19〉. La façon dont intervient la puissance en Kc se comprend ainsi : dans la théorie libre, c’est-à-dire celle écrite en
Φ̃c et Θ̃c, les opérateurs de vertex exp

(
iβΦ̃c

)
et exp

(
iβΘ̃c

)
ont les dimensions d’échelle "pures" - sans l’interaction

- à savoir ∆ = β2/4π. Ainsi, via les relations (3.241) et (3.242), les dimensions des champs exp
(
iβΦc

)
et exp

(
iβΘc)

sont respectivement :

∆
[
eiβΦc

]
=

Kcβ2

4π
(4.73)

∆
[
eiβΘc

]
=

β2

4πKc
(4.74)

〈20〉. Discutées pour l’échelle de Hubbard dans [149].
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titude d’exemplaires qui condense dans (4.69), elles sont quant à elles moins dominantes que la
supraconductrice. Pour le montrer, prenons un exemple avec ρ

(1)
4kF
∼ ∑mα L†

mαRmαL†
mσRmσ, dont

l’expression bosonisée se comporte comme suit :

ρ
(1)
4kF
∼ ei

√
4πΦc C

√
4π

o (4.76)

Si bien que la fonction de corrélation correspondante est :〈
ρ
(1)†
4kF

(x)ρ(1)4kF
(0)
〉
∼ x−2Kc < x−1 (Kc = 1/2) (4.77)

Et il en est ainsi de toute les fonctions de corrélation en densité à 4kF qui, si elle condensent,
se comportent comme ei

√
4πΦc . En conclusion, dans tous les régimes critiques Kc > 1/2, c’est le

paramètre supraconducteur qui possède la décroissante la moins lente : il domine et donne aux
zones concernées la phase Bond centered BCS, avec une charge centrale c = 1.

Dans la phase de Mott, lorsque Kc < 1/2, la charge possède un gap comme les degrés non-
abéliens, ainsi le champ Φc se moyenne (selon (4.9) ou (4.10)) et son dual Θc est tout à fait
fluctuant, tuant de suite le paramètre d’ordre supraconducteur OBCSbond. Quant aux termes à 4kF
- tel (4.76) - ils possèdent une valeur moyenne non-nulle, alors, à la manière de [150] on étudie
les termes renormalisés à 4kF issus des densités suivantes :

OBOWπ,q = (−1)i ∑
α

(
c†

pxα,i+1cpxα,i + cos(q)c†
pyα,i+1cpxα,i + h.c.

)
(4.78)

OCDWπ,q = (−1)i ∑
α

(
c†

pxα,icpxα,i + cos(q)c†
pyα,icpxα,i

)
(4.79)

Où q = 0 ou π. L’appellation CDW est connue, quant à BOW, elle signifie Onde en liens 〈21〉,
due à ce qu’elle apparie des atomes sur des sites voisins. Dans les références [150, 151, 152] on
fournit les résultats qui permettent d’écrire les paramètres d’ordre précédent à 4kF :

OBOWπ,π ∼ C
√

4π
c S

√
4π

o (4.80)

OBOWπ,0 ∼ S
√

4π
c C

√
4π

o (4.81)

OCDWπ,π ∼ S
√

4π
c S

√
4π

o (4.82)

OCDWπ,0 ∼ C
√

4π
c C

√
4π

o (4.83)

Or la configuration (4.69) sur le champ orbital - à savoir 〈Φo〉 =
√

π/2 - induit queOBOWπ,π =

OCDWπ,π = 0. C’est alors le signe de gu qui déterminera la moyenne de la charge ((4.9) ou (4.10)),

〈21〉. De l’anglais Bond-Order Waves.
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et finalement le bon paramètre d’ordre :

gu < 0 : 〈OBOWπ,0〉 6= 0 (4.84)

gu > 0 : 〈OCDWπ,0〉 6= 0 (4.85)

Et comme nous nous attendons à gu < 0, un ordre en lien uniforme en 4kF - qui brise la
symétrie de translation en un fondamental doublement dégénéré 〈22〉 - est attendu avec une
charge centrale c = 0.

La zone II

La zone II est comprise entre U2 > U1 et U2 > 0, est associée, pour sa partie non-abélienne,
au modèleHΩ6

int. (4.52) et à la configuration (4.58) de la dualité Ω6 :

Ω6 : 〈Φs〉 = 0, 〈Θo〉 = 0, 〈Φso〉 = 0 (4.86)

Ici, le DMRG montrera qu’il n’y a plus lieu de distinguer une zone avec un gap de charge,
et nous parvenons à un cas très semblable à la phase supraconductrice, où la théorie de charge
induit des comportements algébriques pour les corrélations. Reste à déterminer quel paramètre
d’ordre sera dominant. L’argument que nous avions donné pour les fonctions de corrélation
des densités à 4kF qui condensaient, et notamment leur comportement en loi de puissance,
sous-dominant par rapport au paramètre supraconducteur, est ici identique, alors si l’on trouve
un paramètre supraconducteur qui condense dans la configuration (4.86), alors nous aurons
déterminé la phase. Nous proposons le paramètre suivant :

OBCS− = cpx↑,icpx↓,i − cpy↑,icpy↓,i (4.87)
Dir.' a0

(
Lpx↑Rpx↓ + Rpx↑Lpx↓ − Lpy↑Rpy↓ − Rpy↑Lpy↓

)
(4.88)

bos.' 2iσx

π
e−i
√

π Θc
(

C
√

π
s C̃

√
π

o C
√

π
so + iS

√
π

s S̃
√

π
o S

√
π

so

)
(4.89)

Où σx est la matrice de Pauli des facteurs de Klein (3.258). L’indice "-" dans le nom BCS−
se rapporte au signe moins qui intervient dans l’expression (4.87) sur le réseau : le paramètre
d’ordre est impair dans l’échange px ↔ py. Cet opérateur condense bien dans la configuration
(4.86), ainsi, de même que précédemment 〈23〉,OBCS− ∼ e−i

√
π Θc , de telle manière que la fonction

de corrélation correspondante se comporte comme :

〈O†
BCS−(x)OBCS−(0)〉 ∼ x−1/2Kc (4.90)

〈22〉. Selon où est formé le premier lien.
〈23〉. Et cela confirme la remarque sur les densités à 4kF
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La phase attendue dans la zone II est alors la phase BCS− avec une charge centrale c = 1.

La zone III

La zone III est comprise entre U2 > U1 et U2 < 0, elle est associée, pour sa partie non-
abélienne, au modèleHΩ8

int. (4.52) et à la configuration (4.60) de la dualité Ω8 :

Ω8 : 〈Φs〉 = 0, 〈Θo〉 =
√

π/2, 〈Φso〉 = 0 (4.91)

Ici encore, le DMRG montrera qu’il ne sert à rien de distinguer une zone avec un gap de
charge 〈24〉, les corrélations des densités à 4kF seront sous-dominantes, alors il ne reste plus
qu’à trouver un paramètre supraconducteur qui condense dans la configuration (4.91). Nous
proposons le paramètre suivant :

OBCS+ = cpx↑,icpx↓,i + cpy↑,icpy↓,i (4.92)
Dir.' a0

(
Lpx↑Rpx↓ + Rpx↑Lpx↓ + Lpy↑Rpy↓ + Rpy↑Lpy↓

)
(4.93)

bos.' 2σx

π
e−i
√

π Θc
(

C
√

π
s S̃

√
π

o C
√

π
so − iS

√
π

s C̃
√

π
o S

√
π

so

)
(4.94)

L’indice "+" dans le nom BCS+ se rapporte au signe plus qui intervient dans l’expression
(4.92) sur le réseau : le paramètre d’ordre est pair dans l’échange px ↔ py. Il condense bien dans
la configuration (4.91), ainsi, de même que précédemment, OBCS+ ∼ e−i

√
π Θc , de telle manière

que la fonction de corrélation correspondante se comporte comme :

〈O†
BCS+

(x)OBCS+(0)〉 ∼ x−1/2Kc (4.95)

La phase attendue dans la zone III est alors la phase BCS+ avec une charge centrale c = 1.

La zone IV

La zone IV est comprise entre U1 > U2 et U2 < 0, elle est associée, pour sa partie non-
abélienne, au modèleHΩ7

int. (4.51) et à la configuration (4.59) de la dualité Ω7 :

Ω7 : 〈Φs〉 = 0, 〈Φo〉 = 0, 〈Θso〉 = 0 (4.96)

Encore ici, il n’y pas lieu de s’inquiéter d’un gap en charge, les corrélations à 4kF peuvent

〈24〉. D’autant plus que nous sommes dans la zone à l’opposée de la transition de Mott (4.8) issue de la bosonisa-
tion, à savoir dans le domaine attractif.
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FIGURE 4.2 – Diagramme de phase incommensurable : le gap de charge ne s’ouvre pas, et les quatre
zones correspondent aux différentes instabilités supraconductrices.

être oubliées, et l’on propose dans cette zone le paramètre d’ordre supraconducteur suivant :

OBCSd = cpx↑,icpy↓,i − cpx↓,icpy↑,i (4.97)
Dir.' a0

(
Lpx↑Rpy↓ + Rpx↑Lpy↓ − Lpx↓Rpy↑ − Rpx↓Lpy↑

)
(4.98)

bos.' 2σz

π
e−i
√

πΘc
(

S
√

π
s S

√
π

o S̃
√

π
so − iC

√
π

s C
√

π
o C̃

√
π

so

)
(4.99)

Le nom, BCSd provient de ce que ce le paramètre d’ordre rend compte d’une instabilité su-
praconductrice en onde-d. Elle condense bien dans la configuration (4.96) et possède la fonction
de corrélation suivante :

〈O†
BCSd(x)OBCSd(0)〉 ∼ x−1/2Kc (4.100)

La phase attendue dans la zone IV est alors la phase BCSd avec une charge centrale c = 1.

4.1.6 L’approche numérique et le diagramme de phase

Les phases étant maintenant décrites, nous allons maintenant croiser l’approche de basse
énergie avec l’approche de DMRG 〈25〉. Cette dernière a été réalisée pour un atome par site,
pour des valeur réalistes - intermédiaires ou fortes - des paramètres d’interaction (U1, U2) (le
terme tunnel, fixé à t = 1, sert d’unité pour l’énergie). Sont utilisées, des chaînes avec des

〈25〉. Ces résultats numériques sont le travail de S. Capponi.

170



FIGURE 4.3 – Diagramme de phase numérique obtenu par DMRG (publié dans [2]) avec une lon-
gueur L = 128. Les valeurs numériques sur le diagramme correspondent au paramètre de Luttinger en
ces points.

conditions aux limites ouvertes, de longueurs 〈26〉 L = 64 et L = 128 ; et jusqu’à 4000 états de
l’espace de Hilbert sont gardés pour les calculs 〈27〉.

Le diagramme de phase associé aux valeurs du paramètre de Luttinger, est présenté FI-
GURE 4.3. Hors de la zone I, on constate qu’il est identique à la prédiction de l’approche basse
énergie ; d’ailleurs, dans le cas incommensurable - où le gap en charge ne s’ouvre jamais - on
montre que DMRG et approche de basse énergie s’accordent parfaitement sur toutes les zones
du diagramme (voir FIGURE 4.2).

Au quart de remplissage, le DMRG rend compte 〈28〉, dans les zones II, III et IV, d’un com-
portement supraconducteur (voir FIGURE 4.4) confirmé par les valeurs des paramètres de Lut-
tinger dans ces zones (voir FIGURE 4.3). Pour la zone I, tout est plus compliqué et notamment
à cause de la difficulté de déterminer la phase, d’une part - à faible couplage - à cause de l’in-
fluence de la grande charge centrale c = 4 de la théorie libre, et d’autre part - à de plus grands

〈26〉. C’est-à-dire le nombre de sites.
〈27〉. Le DMRG - comme exposé dans l’INTRODUCTION - utilise via la décomposition de Schmidt pour écrire la
théorie en états de produit de matrice. Cette décomposition permet de trier les états et leur importance physique
en leur associant un poids qui caractérise cette dernière (1 étant l’importance maximale, 0 la minimale). Ainsi, en
ne gardant que les états les plus représentatifs, on utilise une théorie tronquée en états : avec 4000 états et dans ce
cas, l’état le moins important gardé a un poids . 10−10.
〈28〉. À cause des conditions au limite ouvertes, les fonctions de corrélation C[O] d’un opérateurO sont comptées
à partir de premier quart de la chaîne :

C[O](x) = 〈O†(L/4 + x)O(L/4)〉 (4.101)
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FIGURE 4.4 – Résultats du DMRG (publié dans [2]) en trois points a., b. et c. des zones respectives
II, III et IV (répartis comme présenté en d.). L’échelle logarithmique permet de comparer les compor-
tements en puissance des diverses fonctions de corrélations et d’en déduire la phase dominante.
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FIGURE 4.5 – Importance relative du paramètre d’ordre BOW selon le couplage U1 sur la ligne har-
monique : on voit aux plus faibles couplages (de U1 = 3t à U1 = 12t) une montée en puissance, suivie
d’une décroissance (U1 = 18t), effet de la compétition avec la phase polarisée (publié dans [2]).

couplages - à cause de l’ouverture exponentielle du gap (dans les paramètres d’interaction),
qui rend difficile de distinguer la paramètre d’ordre vainqueur de la compétition des phases.
Néanmoins, l’étude du DMRG sur la ligne harmonique donne l’interprétation suivante : pour
de faibles valeurs des paramètres d’ordre (la petite zone en jaune dans le diagramme de la
FIGURE 4.3), est attendue la phase supraconductrice BCSbond. Pour des régimes plus grands,
comme montré dans la FIGURE 4.5, la paramètre d’ordre de la phase BOW uniforme croît avec
U1/t, atteint un maximum au voisinage de U1 = 12t, puis enfin décroît. Et c’est là un résul-
tat surprenant que ne permet pas de comprendre l’analyse de faible couplage. Le DMRG palie
cette carence du faible couplage et met en évidence une phase ferromagnétiquement polarisée
(dégénérée) qui peut être comprise comme deux chaînes fermioniques sans spin et découplées
l’une de l’autre et dont les énergies sont indépendantes des paramètres d’ordre 〈29〉.

Enfin, les lignes de transitions de phase sont toutes les quatre confirmées par une mesure de
l’entropie d’intrication de von Neumann qui possède la propriété remarquable d’être proportion-
nelle à la charge centrale [153] :

Sv. N.(x) =
c
6

ln
[
d(x|L)

]
+ Cte (4.102)

Où d(x|L) = L
π sin(πx/L) est la distance conforme. La FIGURE 4.6, tant du côté répulsif que

du côté attractif, est en accord avec l’analyse proposée, avec des charges centrales respectives
c = 4 et c = 2. Le diagramme de phase complet du cas incommensurable est donné en guise de
conclusion dans la FIGURE 4.7.

〈29〉. L’étude inachevée du fort couplage - avec son espace fondamental de dimension 8 - confirme ce dernier
résultat en attribuant à ces huit états une énergie nulle (à t = 0).
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FIGURE 4.6 – Entropies d’intrication de von Neumann, en a. pour des points dans les phases (pour
une longueur de chaîne L = 128), en b. sur les lignes de transition (pour L = 128 dans le cas attractif,
L = 64 dans le cas répulsif). Les comportements en charge centrale attendus sont bien constatés, et
notamment sur les lignes de transition (b.), avec c = 2 dans le cas attractif et c = 4 dans le cas répulsif
(publié dans [2]).

FIGURE 4.7 – Diagramme de phase du modèle p-band, N = 2 au quart de remplissage : les zones
II, III et IV, du faible au fort couplage, mettent en avant les phases supraconductrices BCS−, BCS+ et
BCSd respectivement. Quant à la zone I, elle présente trois phases : à faible couplage, tant que le gap
de charge n’est pas ouvert, la phase supraconductrice BCSbond domine, mais finit par être vaincue pour
des couplages plus importants par la phase BOW quant intervient la transition de Mott qui ouvre le
gap. Enfin, à très fort couplage, la phase polarisée, non-attendue, prend place.
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4.2 Le demi-remplissage

Dans cette nouvelle section, nous exposons les résultats du cas N = 2 au demi-remplissage
- c’est-à-dire kF = π/2 〈30〉 - pour trois modèles : tout d’abord les modèles p-band et g-e, qui
sont les objets d’une publication [3] 〈31〉, puis - travail original - nous exposerons le modèle
du double-puits, lequel est différent des deux précédents en ce sens qu’il s’écrit naturellement
dans les "mauvais degrés" p et i, et requiert en conséquence un dictionnaire pour interpréter
correctement les paramètres d’ordre.

Au demi-remplissage, les termes d’umklapp jouent un rôle prépondérant dans tout le dia-
gramme de phase, si bien qu’on est obligé de tenir compte de tous les opérateurs d’interaction
et ce, dans tout le diagramme de phase 〈32〉. Si utiliser plus d’opérateurs peut sembler plus
compliqué, il n’en est rien : ici la charge se liant aux degrés non-abéliens, nous n’aurons pas
à la traiter séparement, et de plus, à l’inverse du quart de remplissage où l’ouverture du gap
compliquait tout, la présence - sur tout le diagramme - de phases entièrement gappées et re-
liées à des solutions des équations du groupe de renormalisation à une boucle réalisant le DSE,
c’est-à-dire présentant des dualités, rend l’étude plus aisée.

4.2.1 Dualités et phases

Pour les deux premiers modèles, nous allons donc associer les phases aux différentes dua-
lités, que nous associerons concrètement aux diagrammes de phase des différents modèles
p-band et g-e dans les prochaines sous-sections. Ce premier travail a déjà été réalisée par H.
Nonne dans sa thèse [4] ; elle y décrit huit dualités associées à huit phases qui appartiennent à
deux grandes classes : quatre phases dégénérées et quatre autres phases non-dégénérées dont
la différence essentielle est respectivement l’absence ou la présence de la condensation d’un
champ dual "Θ" qui, par les relations de jauge (4.61, 4.62, 4.63, 4.64) ne permet pas ou permet
de relier les toutes les configurations qui minimisent le hamiltonien dans la limite semiclas-
sique : les premières possèdent une double dégénéréscence qui correspond à la brisure de la
symétrie de translation que les secondes, non dégénérées, ne brisent pas.

Phase de Spin-Peierls

La première phase, nommée Spin-Peierls (SP), est celle associée à la dualité triviale Ω0 = Id,
dont on sait qu’elle correspond au modèle de Gross-Neveu (équation (3.377) avec umklapp)

〈30〉. Dans le cas du modèle de double-puits, le demi-remplissage correspond au cas à un atome par site.
〈31〉. Le seul modèle g-e, dans ces conditions, c’est-à-dire pour N = 2 et au demi-remplissage, ont été également
étudié dans [154].
〈32〉. La présence ou l’absence de la symétrie U(1)o va réduire ou non le nombre de ces opérateurs.
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avec la symétrie SO(8) :

HΩ0
int. =

f
2

(
8

∑
a=1
Ka

)2

(4.103)

Notons la différence avec les hamiltoniens semblables écrits dans la section précédente pour
le quart de remplissage : la charge intervient au même rang que les degrés non-abéliens, à
travers K7 et K8. Appliquant la même méthode, nous en donnons l’expression bosonisée :

π2

f
HΩ0

int. = −C
√

4π
c

(
C
√

4π
s + C

√
4π

o + C
√

4π
so

)
− C

√
4π

s

(
C
√

4π
o + C

√
4π

so

)
− C

√
4π

o C
√

4π
so (4.104)

Parmi toutes les configurations possibles, nous en donnons deux qui ne peuvent être reliées
par les transformations de jauge et sont ainsi physiquement inéquivalentes :

〈Φc〉 = 0, 〈Φs〉 = 0, 〈Φo〉 = 0, 〈Φso〉 = 0, (4.105)

〈Φc〉 =
√

π, 〈Φs〉 = 0, 〈Φo〉 = 0, 〈Φso〉 = 0 (4.106)

Et l’on remarque, selon la transformation de translation (3.244) sur le champ de charge :

Φc
T0−→ Φc +

√
π, que ces deux configurations sont une translation élémentaire l’une de l’autre.

Et le paramètre d’ordre rend compte de cette dégénérescence en liant les sites voisins :

OSP = ∑
mα

(−1)ic†
mα,icmα,i+1 + h.c. (4.107)

bos.
=
−8
π

(
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√

π
c C

√
π
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π
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π

so + S
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π
c S

√
π

s S
√

π
o S

√
π

so
)

(4.108)

Si bien que la limite semiclassique condense ce paramètre d’ordre.

Phase CDW

Deuxième phase, nommée Onde de densité de charge (CDW), est celle associée à la dualité Ω4,
qui dans le langage des fermions correspond à la transformation suivante :

Ω4 : ξ7,8
L → −ξ7,8

L (4.109)

Le modèle correspondant, massif et de symétrie SO(8), possède alors l’expression suivante :

HΩ4
int. =

f
2

(
6

∑
a=1
Ka −

8

∑
a=7
Ka

)2

(4.110)
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L’expression bosonisée est :
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f
HΩ4
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√
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so (4.111)

Ici encore il ne reste que deux configurations physiquement inéquivalentes et reliées par une
translation élémentaire :

〈Φc〉 =
√

π

2
, 〈Φs〉 = 0, 〈Φo〉 = 0, 〈Φso〉 = 0, (4.112)

〈Φc〉 =
3
√

π

2
, 〈Φs〉 = 0, 〈Φo〉 = 0, 〈Φso〉 = 0 (4.113)

Le paramètre d’ordre correspondant s’exprime comme :

OCDW = ∑
mα

(−1)ic†
mα,icmα,i (4.114)
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(4.115)

Il condense dans les deux configurations.

Phase ODW

Troisième phase, nommée Onde de densité orbitale (ODW), est celle associée à la dualité Ω2,
qui dans le langage des fermions correspond à la transformation suivante :

Ω4 : ξ4,5
L → −ξ4,5

L (4.116)

Le modèle correspondant, massif et de symétrie SO(8), possède alors l’expression qui suit :

HΩ2
int. =

f
2

(
6

∑
a 6=4,5

Ka −
5

∑
a=4
Ka

)2

(4.117)

L’expression bosonisée est :
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Ici toujours, nous sommes rendus avec deux configurations physiquement inéquivalentes
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et toujours reliés par une translation élémentaire :

〈Φc〉 = 0, 〈Φs〉 = 0, 〈Φo〉 =
√

π

2
, 〈Φso〉 = 0, (4.119)

〈Φc〉 =
√

π, 〈Φs〉 = 0, 〈Φo〉 =
√

π

2
, 〈Φso〉 = 0 (4.120)

Le paramètre d’ordre correspondant s’exprime ainsi :

OODW = ∑
mn,α

(−1)ic†
mα,i

σz
mn
2

cnα,i = (−1)iTz
i (4.121)
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(4.122)

Les deux configurations condensent ce paramètre d’ordre.

Phase Spin-Peierls-π

Quatrième phase, nommée Spin-Peierls décalée 〈33〉 (SPπ), est celle associée à la dualité Ω9 =

Ω2Ω4, qui dans le langage des fermions correspond à la transformation suivante :

Ω9 : ξ4,5,7,8
L → −ξ4,5,7,8

L (4.123)

Le modèle correspondant, massif et de symétrie SO(8), possède alors l’expression suivante :

HΩ9
int. =

f
2
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∑
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)2

(4.124)

Et son expression bosonisée est :
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Et comme pour les trois modèles précédents, deux configurations physiquement inéquiva-
lentes et reliés par une translation élémentaire demeure :

〈Φc〉 =
√

π

2
, 〈Φs〉 = 0, 〈Φo〉 =

√
π

2
, 〈Φso〉 = 0, (4.126)

〈Φc〉 =
3
√

π

2
, 〈Φs〉 = 0, 〈Φo〉 =

√
π

2
, 〈Φso〉 = 0 (4.127)

〈33〉. Il n’y a pas de nom fixé, mais le π indiquant un décalage par rapport à la phase SP standard, voir FIGURE
4.8, ce nom est intelligible.
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Le paramètre d’ordre qui est relié à ces configurations s’exprime comme :

OSPπ = ∑
mn,α

(−1)ic†
mα,i

σz
mn
2

cnα,i+1 + h.c. (4.128)
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(4.129)

Et l’expression condense encore. Les quatre phases dégénérées étant maintenant présentées,
nous passons aux quatre phases non-dégénérées qui sont d’un grand intérêt pour nous puisque
trois d’entre elles sont des phases de Haldane.

Phase de Haldane en charge

La cinquième phase, nommée phase de Haldane en Charge (HC), est associée à la dualité
Ω10 = Ω2Ω4Ω5. Dans le langage des fermions de Majorana, elle correspond à la transformation
suivante :

Ω10 : ξ6,7,8
L → −ξ6,7,8

L (4.130)

Nous bosonisons et voyons apparaître des champs duaux, ici Θso :
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La configuration qui minimise ce hamiltonien est unique (physiquement) et satisfait :

〈Φc〉 =
√

π

2
, 〈Φs〉 = 0, 〈Φo〉 = 0, 〈Θso〉 = 0 (4.132)

Ce type de configuration ne permet pas d’écrire - comme précédemment - de paramètre
d’ordre qui y condense. Nous avons alors recours aux paramètres d’ordre en ruban, lesquels
utilisent dans leur définition les quantités suivantes 〈34〉 :

nc,i =
1
2

(
n1↑,i + n1↓,i + n2↑,i + n2↓,i

)
=

1
2

ni (4.133)

ns,i =
1
2

(
n1↑,i − n1↓,i + n2↑,i − n2↓,i

)
= Sz

i (4.134)

no,i =
1
2

(
n1↑,i + n1↓,i − n2↑,i − n2↓,i

)
= Tz

i (4.135)

nso,i =
1
2

(
n1↑,i − n1↓,i − n2↑,i + n2↓,i

)
(4.136)

〈34〉. Selon le modèle on adapte l’expression du degré orbital. Ici la notation standard qui correspond aux modèles
d’échelle et de double-puits.
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Grâce à ces derniers, nous définissons deux types de paramètres d’ordre en ruban, les pairs et les
impairs, avec a = c, s, o, so et δna,i = na,i − 〈na,i〉 :

Opair

a,i ' cos

(
π ∑

k<i
δna,k

)
(4.137)

Oimpair

a,i ' δna,i cos

(
π ∑

k<i
δna,k

)
(4.138)

Les seconds opérateurs, Oimpair

a,i , mesurent, pour a = c, s et o un ordre caché antiferroma-
gnétique respectivement selon la charge, le spin et le pseudo-spin 〈35〉. Les phases qui corres-
pondent sont les trois types de phase de Haldane que permet de réaliser le modèle à deux or-
bitales. On notera respectivement HC, HS et HO les phases de Haldane en charge, en spin 〈36〉

et en orbital, si bien que les opérateurs correspondants sont notés : Oimpair

c,i = OHC
i , Oimpair

s,i = OHS
i

et Oimpair

o,i = OHO
i .

La non-localité de ces opérateurs rend leur bosonisation compliquée, néanmoins, nous don-
nons un argument de symétrie [155, 51] pour en déduire la dépendance : dans la transformation
δna,i → −δna,i, les opérateurs Opair

a,i et Oimpair

a,i sont respectivement pair et impair. Dans les bosons,
cette transformation étant donnée par Φa → −Φa, cela induit la forme suivante 〈37〉 :

Opair

a,i ∼ C
√

π
a (4.140)

Oimpair

a,i ∼ S
√

π
a (4.141)

Revenant à la phase de Haldane en charge, nous avons dès lors trouvé un paramètre d’ordre
- non-local - qui condense dans la configuration (4.132) 〈38〉, et donc les fonctions de corrélations

〈35〉. Nous donnons ici un exemple du calcul du paramètre d’ordre caché antiferomagntique en spin, ce dernier
pouvant prendre (à deux atomes par site) les valeurs ↑, 0 et ↓, respectivement attachés aux valeurs δns = 1, 0 et
−1. Ici on donne une configuration avec un défaut, le calcul du paramètre d’ordre se faisant site par site à l’aide
de (4.138) :

Configuration : . . . ↑ ↓ 0 ↓ 0 ↑ . . .
Oimpair

s,i : . . . +1 +1 0 -1 0 -1 . . . (4.139)

〈36〉. Qui est la phase traditionnelle, notée RT - pour l’anglais Rung Triplet - dans la thèse de H. Nonne [4] et dans
les articles qui lui sont reliés.
〈37〉. La dimension

√
π correspond à celle des précédents paramètres d’ordre.

〈38〉. Remarquons qu’il est possible de trouver d’autres dualités qui permettent de condenser (4.141), dont l’ex-
pression est simple. Et notamment ici, lorsque a = c (c’est-à-dire dans une phase HC), nous trouverons une autre
dualité, Ω12 = Ω3Ω4Ω5 associée à la transformation suivante :

Ω12 : ξ5,7,8
L → −ξ5,7,8

L (4.142)
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sont non-nulles :

〈OHC(x)OHC(0)〉 ∼
〈

sin
(√

π Φc(x)
)

sin
(√

π Φc(0)
)〉
6= 0 (4.144)

On montre [4] que lorsque les conditions aux limites sont ouvertes 〈39〉, l’expression du ha-
miltonien effectif de basse énergie peut s’écrire comme une théorie sur les fermions de Majorana
atteints par la dualité (pour la phase HC, c’est (4.130)) qui y sont massifs, de masse mc :

HHC = − ivc

2

8

∑
a=6

∫ ∞

0

(
ξa

R∂xξa
R − ξa

L∂xξa
L

)
dx− imc

8

∑
a=6

∫ ∞

0
ξa

Rξa
L dx (4.145)

Où la masse - calculée sur la ligne de symétrie SU(2)c
〈40〉 par simplicité - satisfait :

mc = i f3

3

∑
a=1
〈ξa

Rξa
L〉+ i f5

5

∑
a=4
〈ξa

Rξa
L〉 (4.146)

bos.
= − f3

2πa0

〈
2C
√

4π
s + C

√
4π

so + C̃
√

4π
so

〉
− f5

πa0

〈
C
√

4π
o

〉
(4.147)

Ainsi, et pourvu que les paramètres d’interaction induisent une masse positive 〈41〉, on montre
encore [156] que les trois fermions possèdent un état de bord de spin 1/2 de type évanescent
sur une longueur vc/mc.

Phase de Haldane en spin

La sixième phase, nommée phase de Haldane en Spin (HS), est associée à la dualité Ω11 =

Ω4Ω5, qui dans le langage des fermions de Majorana correspond à la transformation suivante :

Ω11 : ξ1,2,3
L → −ξ1,2,3

L (4.148)

Elle est associée à la configuration semiclassique suivante (qui est non-dégénérée) :

〈Φc〉 =
√

π

2
, 〈Φs〉 = 0, 〈Θo〉 =

√
π

2
, 〈Φso〉 = 0 (4.143)

Physiquement, nous aurons affaire à un ordre caché "antiferromagnétique" avec - comme l’indique la FIGURE
4.8 - une alternance de site plein et de site vide, dilué par un état à deux particules, qui lui, peut changer.
〈39〉. Ouvert à gauche, avec x ∈ [0, ∞[.
〈40〉. Elle est caractérisée dans les fermions de Majorana par l’union de Kc et K6 en un seul bilinéaire de Majorana
Kc + K6 et correspond aux égalités : en couplage général f3 = f9, f5 = f12, f7 = f10 et f8 = f11 ou en couplage
orbital f z

3 = f z
7 , f z

4 = f z
8 et f z

6 = f z
9 . Sur cette ligne, les couplages f3 et f5 équivalent f z

3 et f z
4 .

〈41〉. Dans le cas contraire, il n’y a tout simplement pas de mode de bord.
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La bosonisation du hamiltonien induit l’expression suivante pour l’interaction :

π2

f
HΩ11

int. = C
√

4π
c

(
C
√

4π
s − C

√
4π

o + C̃
√

4π
so

)
− C

√
4π

s

(
C̃
√

4π
so − C

√
4π

o

)
+ C

√
4π

o C̃
√

4π
so (4.149)

La configuration qui minimise ce hamiltonien, encore une fois, est unique et satisfait :

〈Φc〉 = 0, 〈Φs〉 =
√

π

2
, 〈Φo〉 = 0, 〈Θso〉 =

√
π

2
(4.150)

Étant établis les résultats sur les paramètres d’ordre en ruban, on constate que c’est bienOHS

qui condense, avec les corrélations non-nulles :

〈OHS(x)OHS(0)〉 ∼
〈

sin
(√

π Φs(x)
)

sin
(√

π Φs(0)
)〉
6= 0 (4.151)

Cette phase mène également à une théorie de Majorana, mais cette fois-ci, associée à la
dualité Ω11, pour les fermions de Majorana ξ1

L, ξ2
L et ξ3

L :

HHS = −
ivs

2

3

∑
a=1

∫ ∞

0

(
ξa

R∂xξa
R − ξa

L∂xξa
L

)
dx− ims

3

∑
a=1

∫ ∞

0
ξa

Rξa
L dx (4.152)

Où la masse - déterminée pour la symétrie U(1)o, bien écrite dans le couplages orbitaux -
prend l’expression suivante :

ms = i f z
2

5

∑
a=4
〈ξa

Rξa
L〉+ i f z

3 〈ξ6
Rξ6

L〉+ i f z
7

8

∑
a=7
〈ξa

Rξa
L〉 (4.153)

bos.
= − f z

2
πa0

〈
C
√

4π
o

〉
−

f z
3

2πa0

〈
C
√

4π
so − C̃

√
4π

so

〉
− f z

7
πa0

〈
C
√

4π
c

〉
(4.154)

Ici encore, la prédiction des états de bord (sur une distance vF/ms) demeure.

Phase de Haldane orbitale

La sixième phase, nommée phase de Haldane Orbitale (HO), est associée à la dualité Ω5, qui
dans le langage des fermions de Majorana correspond à la transformation suivante :

Ω5 : ξ4,5,6
L → −ξ4,5,6

L (4.155)

La bosonisation du hamiltonien induit l’expression suivante pour l’interaction :

π2

f
HΩ5

int. = −C
√

4π
c

(
C
√

4π
s − C

√
4π

o + C̃
√

4π
so

)
− C

√
4π

s

(
C̃
√

4π
so − C

√
4π

o

)
+ C

√
4π

o C̃
√

4π
so (4.156)
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La configuration qui minimise ce hamiltonien est toujours unique et satisfait :

〈Φc〉 = 0, 〈Φs〉 = 0, 〈Φo〉 =
√

π

2
, 〈Θso〉 = 0 (4.157)

Et l’on constate que c’est bien OHO qui condense, avec les corrélations non-nulles :

〈OHO(x)OHO(0)〉 ∼
〈

sin
(√

π Φo(x)
)

sin
(√

π Φo(0)
)〉
6= 0 (4.158)

La théorie de Majorana de basse énergie associée à la dualité Ω5, c’est-à-dire pour les fer-
mions de Majorana ξ4

L, ξ5
L et ξ6

L :

HHO = − ivo

2

6

∑
a=4

∫ ∞

0

(
ξa

R∂xξa
R − ξa

L∂xξa
L

)
dx− imo

6

∑
a=4

∫ ∞

0
ξa

Rξa
L dx (4.159)

Où la masse - déterminée pour la symétrie orbitale complète SU(2)o
〈42〉, bien écrite dans le

couplages orbitaux - satisfait :

mo = i f z
2

3

∑
a=1
〈ξa

Rξa
L〉+ i f z

8

8

∑
a=7
〈ξa

Rξa
L〉 (4.160)

bos.
= − f z

2
2πa0

〈
2C
√

4π
s + C

√
4π

so + C̃
√

4π
so

〉
−

f z
8

πa0

〈
C
√

4π
c

〉
(4.161)

La prédiction des états de bord (sur une distance vo/mo) est encore valide.

Phase de singulet

La huitième phase, la moins intéressante des phases non-dégénérées puisque ne présentant
pas de structure, est associée à la dualité Ω7 = Ω2Ω5, qui dans le langage des fermions de
Majorana correspond à la transformation suivante :

Ω7 : ξ6
L → −ξ6

L (4.162)

Avec l’expression suivante du hamiltonien bosonisée :

π2

f
HΩ7

int. = −C
√

4π
c

(
C
√

4π
s + C

√
4π

o + C̃
√

4π
so

)
− C

√
4π

s

(
C̃
√

4π
so + C

√
4π

o

)
− C

√
4π

o C̃
√

4π
so (4.163)

〈42〉. Elle est assurée, en couplage général, quand f2 = f3 = f4, f5 = f6 = f7 et f10 = f11 = f12 et en couplage
orbital, quand f z

2 = f z
3 , f z

4 = f z
5 et f z

8 = f z
9 .
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La configuration semiclassique, unique, qui le minimise, est :

〈Φc〉 = 0, 〈Φs〉 = 0, 〈Φo〉 = 0, 〈Θso〉 = 0 (4.164)

Elle ne condense aucun paramètre d’ordre en ruban impair ! L’analyse de fort couplage
l’identifie avec l’état suivant 〈43〉 :

|RS〉 = ∏
i

[
c†

1↑,ic
†
2↓,i − c†

1↓,ic
†
2↑,i√

2

]
|0〉 (4.167)

Nous donnons en FIGURE 4.8 un résumé de toutes les phases, avec leur dualité et leur re-
présentation sur le réseau. Et nous ajoutons aussi une décomposition de toutes les dualités sur
les dualités élémentaires (3.379, 3.380, 3.381, 3.382, 3.383) 〈44〉, avec les phases associées lors du

〈43〉. Comme pour la phase HC, il existe d’autres dualités qui mènent à la phase RS. Nous recontrerons en parti-
culier la phase Ω6 = Ω1Ω5 : ξ6

L → −ξ6
L, associée à la configuration semiclassique :

〈Φc〉 = 0, 〈Φs〉 = 0, 〈Θo〉 = 0, 〈Φso〉 = 0 (4.165)

La nouvelle phase est à la phase RS, ce que l’axe (orbital) Oy est à Oz (axe privilégié par la symétrie orbitale),
et l’on la nomme OLD (pour l’anglais Orbital Large-D). Comme sa phase sœur, elle n’a aucune structure (on fait
son écriture dans les degrés p-band car c’est dans ce modèle qu’elle apparaît) :

|OLDy〉 = ∏
i

[
c†

px↑,ic
†
px↓,i − c†

py↑,ic
†
py↓,i√

2

]
|0〉 (4.166)

Et l’on se convainc également que la dualité Ω8 est associée à une phase - nommée OLDy - du même type,
mais selon l’axe Oy. Néanmoins cette dernière dualité n’est pas atteinte dans les modèles que nous étudions.
〈44〉. Sachant que les trois premières sont reliées par Ω1Ω2Ω3 = Ω0.
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demi-remplissage 〈45〉 :

SP : Ω0 = Id (4.168)

ODWx : Ω1 = Ω1 (4.169)

ODW : Ω2 = Ω2 (4.170)

ODWy : Ω3 = Ω3 (4.171)

CDW : Ω4 = Ω4 (4.172)

HO : Ω5 = Ω5 (4.173)

OLD : Ω6 = Ω1Ω5 (4.174)

RS : Ω7 = Ω2Ω5 (4.175)

OLDy : Ω8 = Ω3Ω5 (4.176)

SPπ : Ω9 = Ω2Ω4 (4.177)

HC : Ω10 = Ω2Ω4Ω5 (4.178)

HS : Ω11 = Ω4Ω5 (4.179)

HC : Ω12 = Ω3Ω4Ω5 (4.180)

Où les phases ODWx,y sont des ondes de densité orbitale, qui, contrairement à ODW qui
alterne les états à Tz = ±1 (voir FIGURE 4.8), alternent ceux à Tx,y = ±1. Maintenant que
sont présentés tous les résultats préliminaires - à savoir la description des phases - nous allons
associer à chacun des modèles (celui du double-puits étant à part, nous décrirons ses phases
dans la section qui lui est dédiée) le diagramme de phase correspondant, puis nous croiserons
avec les résultats du DMRG.

〈45〉. En effet, le comportement de la charge est crucial, d’ailleurs, on constate entre cette section (demi-
remplissage) et la précédente (quart de remplissage) que des phases associées à des dualités identiques sont diffé-
rentes : par exemple les RS et BCSd sont toutes les deux associées à la dualité Ω7, etc.
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FIGURE 4.8 – Résumé des phases du demi-remplissage N = 2, avec leur dualité et leur allure sur le
réseau. En haut, les phases doublement dégénérées, et en bas les phases non-dégénérées avec un ordre
caché (sauf RS). Les 4 degrés sont tels qu’on associe à 1 ≡ g ≡ px le bleu et à 2 ≡ e ≡ py le jaune, et ↑ et
↓ , + et − respectivement. De même, lorsque les spins s’associent en une représentation fondamentale,
cela est indiquée, en rouge pour les singulets et en vert pour les triplets (du moins pour l’état à Sz = 0).
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4.2.2 Modèle p-band

Le modèle étant spécifié, nous pouvons écrire dans les bons opérateurs les équations de re-
normalisation associées aux conditions initiales à N = 2. Écrites dans les couplages { fi}i∈[[1,12]],
les équations du groupe de renormalisation sont :

ḟ1 =
1
4

(
f 2
1 + f 2

2 + f 2
3 + f 2

4

)
+

1
2

f 2
9 (4.181)

ḟ2 =
1
2

f1 f2 +
1
4

(
f3 f7 + f4 f6

)
+

1
2

f9 f10 (4.182)

ḟ3 =
1
2

f1 f3 +
1
4

(
f2 f7 + f4 f5

)
+

1
2

f9 f11 (4.183)

ḟ4 =
1
2

f1 f4 +
1
4

(
f2 f6 + f3 f5

)
+

1
2

f9 f12 (4.184)

ḟ5 =
3
4

f3 f4 +
1
4

f6 f7 +
1
2

f11 f12 (4.185)

ḟ6 =
3
4

f2 f4 +
1
4

f5 f7 +
1
2

f10 f12 (4.186)

ḟ7 =
3
4

f2 f3 +
1
4

f5 f6 +
1
2

f10 f11 (4.187)

ḟ8 =
3
4

f 2
9 +

1
4

(
f 2
10 + f 2

11 + f 2
12

)
(4.188)

ḟ9 =
1
2

f1 f9 +
1
4

(
f2 f10 + f3 f11 + f4 f12

)
+

1
4

f8 f9 (4.189)

ḟ10 =
3
4

f2 f9 +
1
4

(
f6 f12 + f7 f11 + f8 f10

)
(4.190)

ḟ11 =
3
4

f3 f9 +
1
4

(
f5 f12 + f7 f10 + f8 f11

)
(4.191)

ḟ12 =
3
4

f4 f9 +
1
4

(
f5 f11 + f6 f10 + f8 f12

)
(4.192)
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Avec les conditions initiales suivantes 〈46〉 :

f1 = − (U1 + U2) (4.193)

f2 = −2U2 (4.194)

f3 = U2 −U1 (4.195)

f4 = 0 (4.196)

f5 = 2U2 (4.197)

f6 = U1 −U2 (4.198)

f7 = 0 (4.199)

f8 = U1 + U2 (4.200)

f9 = 0 (4.201)

f10 = U1 −U2 (4.202)

f11 = 2U2 (4.203)

f12 = U1 + U2 (4.204)

De plus, dans ces couplages, les expressions des opérateurs sont différentes, passant des
couplages gi aux couplages fi, nous passons des opérateurs d’interaction Oi aux opérateurs
d’interaction O(DSE)

i
〈47〉, qui satisfont :

O(DSE)

1 = K2
s /2 (4.205)

O(DSE)

2 = K4Ks (4.206)

O(DSE)

3 = K6Ks (4.207)

O(DSE)

4 = K5Ks (4.208)

O(DSE)

5 = K5K6 (4.209)

O(DSE)

6 = K4K5 (4.210)

O(DSE)

7 = K4K6 (4.211)

O(DSE)

8 = K2
c /2 (4.212)

O(DSE)

9 = KcKs (4.213)

O(DSE)

10 = KcK4 (4.214)

O(DSE)

11 = KcK6 (4.215)

O(DSE)

12 = KcK5 (4.216)

Nous constatons alors qu’étant données les redondances dans les conditions initiales (en

〈46〉. À un facteur π/2 près, sans conséquence.
〈47〉. L’appellation étant donnée pour la raison que ces opérateurs d’interaction sont associés aux couplages (les
fi) qui réalisent les dualités de façon propre.
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couleur), si bien que le modèle p-band N = 2 au demi-remplissage lie les bilinéaires de Majo-
rana K5 et Kc en un seul (dans les mêmes couleurs dans les opérateurs) : Kh = K5 + Kc

〈48〉.
Cette unification est liée à une symétrie SU(2)h

〈49〉 émergente 〈50〉 sur tout le diagramme de
phase et mène 〈51〉 à une définition de 8 nouveaux opérateurs {Oh

i }i∈[[1,8]] associés à 8 nouveaux
couplages { f h

i }i∈[[1,8]], avec :

Oh
1 = O(DSE)

1 = K2
s /2 (4.217)

Oh
2 = O(DSE)

2 = K4Ks (4.218)

Oh
3 = O(DSE)

3 = K6Ks (4.219)

Oh
4 = O(DSE)

7 = K4K6 (4.220)

Oh
5 = O(DSE)

8 + O(DSE)

12 = K2
h/2 (4.221)

Oh
6 = O(DSE)

4 + O(DSE)

9 = KsKh (4.222)

Oh
7 = O(DSE)

6 + O(DSE)

10 = K4Kh (4.223)

Oh
8 = O(DSE)

5 + O(DSE)

11 = K6Kh (4.224)

Avec les conditions initiales suivantes :

f h
1 = f1 = − (U1 + U2) (4.225)

f h
2 = f2 = −2U2 (4.226)

f h
3 = f3 = U2 −U1 (4.227)

f h
4 = f7 = 0 (4.228)

f h
5 = f8 = f12 = U1 + U2 (4.229)

f h
6 = f4 = f9 = 0 (4.230)

f h
7 = f6 = f10 = U1 −U2 (4.231)

f h
8 = f5 = f11 = 2U2 (4.232)

〈48〉. La lettre h - pour l’anglais hidden - provient de ce que la symétrie qui est liée à la pertinence de ce bilinéaire
n’est pas visible a priori.
〈49〉. Cette symétrie contenant la symétrie de charge U(1)c puisqu’elle porte sur Kc.
〈50〉. Émergente par rapport à d’autres remplissages et aux cas à N 6= 2.
〈51〉. Comme il est donné dans l’article [3], où les f h

i sont simplement nommés gi.
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Et les équations du groupe de renormalisation deviennent :

ḟ h
1 =

1
4

((
f h
1
)2

+
(

f h
2
)2

+
(

f h
3
)2
)
+

3
4
(

f h
6
)2 (4.233)

ḟ h
2 =

1
2

f h
1 f h

2 +
1
4

f h
3 f h

4 +
3
4

f h
6 f h

7 (4.234)

ḟ h
3 =

1
2

f h
1 f h

3 +
1
4

f h
2 f h

4 +
3
4

f h
6 f h

8 (4.235)

ḟ h
4 =

3
4

f h
2 f h

3 +
3
4

f h
7 f h

8 (4.236)

ḟ h
5 =

3
4
(

f h
6
)2

+
1
4

((
f h
5
)2

+
(

f h
7
)2

+
(

f h
8
)2
)

(4.237)

ḟ h
6 =

1
2

f h
1 f h

6 +
1
4

f h
2 f h

7 +
1
4

f h
3 f h

8 +
1
2

f h
5 f h

6 (4.238)

ḟ h
7 =

3
4

f h
2 f h

6 +
1
4

f h
4 f h

8 +
1
2

f h
5 f h

7 (4.239)

ḟ h
8 =

3
4

f h
3 f h

6 +
1
4

f h
4 f h

7 +
1
2

f h
5 f h

8 (4.240)

Les lignes de symétries

Nous continuons notre étude par les lignes de symétries, qui se trouvent être identiques à
celles de la SOUS-SECTION 4.1.1 (les modèles étant identiques), avec cependant un remplissage
différent, le demi-remplissage. Si bien que l’analyse est la suivante (voir FIGURE 1.3) :

— U2 = 0 : le modèle est réduit à deux chaînes indépendantes, chacune au demi-remplissage.
Comme elles correspondent chacune aux chaînes du CHAPITRE 1, nous en déduisons
alors que pour U1 > 0, un gap de charge s’ouvre, si bien que l’on est rendu avec deux
chaînes de Heisenberg de spin 1/2 (c = 1 + 1 = 2), tandis que pour U1 < 0, c’est le spin
qui ouvre un gap, et les chaînes sont superconductrices (c = 1 + 1 = 2) ;

— U1 = U2 : idem, avec U1 → 2U2 et Tz → Tx, et dans les deux régimes U1 6= 0 on est mené
à une théorie de charge centrale c = 2.

Le diagramme de phase

Ensuite, nous donnons la résolution numérique des équations du groupe de renormalisation
dans la FIGURE 4.9. Comme pour le cas au demi-remplissage (voir FIGURE 4.1), ce sont toujours
les deux lignes d’équation U1 = U2 et U2 = 0 qui façonnent l’allure du diagramme de phase.
Cependant, à l’encontre du cas au quart de remplissage, les équations de RG étant différentes
à cause des termes supplémentaires d’umklapp, des dualités différentes sont atteintes (pour
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deux zones sur quatre) :

I : Ω11 (4.241)

II : Ω6 (4.242)

III : Ω12 (4.243)

IV : Ω7 (4.244)

Ainsi, non seulement les dualités changent, mais pour une même dualité, à cause de la non-
séparation spin-charge, l’interprétation faite change également. Et l’on est mené à des phases
bien différentes, connues des associations (4.168, . . . , 4.180) : le diagramme complet est donné
FIGURE 4.11. Ainsi, aux zones I, II, III et IV correspondent respectivement les phases HS, OLD,
HC et RS.

Nous utilisons parallèlement l’analyse de fort couplage qui est ici bien plus simple que dans
le cas de quart de remplissage : au demi-remplissage, elle minimise exactement les états (au plus
3 !) correspondants aux phases que fournissent les équations du groupe de renormalisation.
Pour les états sur site, nous donnons les états dégénérés avec leur énergie :

HC :

{
|0〉 , c†

px↑c
†
px↓c

†
py↑c

†
py↓ |0〉 ,

c†
px↑c

†
px↓ + c†

py↑c
†
py↓√

2
|0〉
}

, E0[HC] = 0 (4.245)

HS :

{
c†

px↑c
†
py↑ |0〉 ,

c†
px↑c

†
py↓ + c†

px↓c
†
py↑√

2
|0〉 , c†

px↓c
†
py↓ |0〉

}
, E0[HS] = −(U1 + U2) (4.246)

OLD :

{
c†

px↑c
†
px↓ − c†

py↑c
†
py↓√

2
|0〉
}

, E0[OLD] = −2U2 (4.247)

RS :

{
c†

px↑c
†
py↓ − c†

px↓c
†
py↑√

2
|0〉
}

, E0[RS] = −U1 + U2 (4.248)

Et l’on met de côté les 8 états à 1 et 3 particules, tous dégénérés 〈52〉 d’énergie E0[1&3] =
−(U1 + U2)/2, et qui n’est jamais minimisé dans les diverses phases du diagramme. Les deux
dernières phases sont triviales, tandis que les deux premières (qui contiennent la ligne harmo-
nique) peuvent donner l’idée de la transformation de Shiba [57, 58] généralisée (seulement pour
N = 2) qui échange la charge et le spin et que l’on définit par (avec m = px, py ou g, e et 1, 2
pour les autres modèles) :

cm↑,i
Shiba−→ cm↑,i (4.249)

cm↓,i
Shiba−→ (−1)ic†

m↑,i (4.250)

〈52〉. À cause de la symétrie particule-trou due au demi-remplissage.
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FIGURE 4.9 – Résultat brut du groupe de renormalisation pour le modèle p-band, N = 2, au demi-
remplissage : les quatre dualités atteintes par le groupe de renormalisation dans le diagramme de
phase. Les différentes zones I, II, III et IV, associées aux dualités Ω11, Ω6, Ω12 et Ω7 respectivement et
sont séparées par les deux droites d’équations U1 = U2 et U2 = 0.

Cette transformation échange bien le spin (de générateurs Sm,i) et la charge, dont les géné-
rateurs Km,i sont définis par :

K+
m,i = (−1)ic†

m↑,ic
†
m↓,i (4.251)

K−m,i = (−1)icm↓,icm↑,i (4.252)

Kz
m,i =

1
2
(
nm,i − 1

)
(4.253)

Ainsi : Sm,i
Shiba←→ Km,i, de plus, et c’est une spécificité du modèle p-band, l’écriture du hamil-

tonien (2.77) peut s’écrire - au demi-remplissage 〈53〉 - d’une façon symétrique dans les généra-

〈53〉. À ce remplissage, on montre que pour assurer l’invariance particule-trou (en assurant par exemple aux états
à 0 et 4 particules d’avoir la même énergie), que le potentiel chimique doit satisfaire :

µ[n̄ = 2] = U1 + U2 (4.254)
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teurs de spin et de charge :

H[n̄=2]
p-band[U1, U2] = −t ∑

i

(
c†

mα,i+1cmα,i + c†
mα,icmα,i+1

)
+ U1 ∑

i

(
nm↑ − 1

2

) (
nm↓ − 1

2

)
(4.255)

− 2U2 ∑
i

Spx,i · Spy,i + 2U2 ∑
i

Kpx,i · Kpy,i

En réalité, la transformation de Shiba laisse invariant ce dernier modèle à un retournement
d’angle π du diagramme près :

H[n̄=2]
p-band[U1, U2]

Shiba−→ H[n̄=2]
p-band[−U1,−U2] (4.256)

Autrement dit, dans le diagramme de phase, si l’on inverse les deux axes dans le diagramme
de phase, le spin et la charge s’échangent, et une conséquence immédiate est l’émergence d’une
symétrie SU(2) supplémentaire : en effet, puisque la symétrie nucléaire SU(2)n est valable pour
tout le diagramme de phase, et que l’invariance (4.256) rend charge 〈54〉 et spin équivalent -
le diagramme retourné étant toujours le diagramme en entier - alors la charge est conservée
également : [

∑
i

Si,H[n̄=2]
p-band[−U1,−U2]

]
Shiba
=⇒

[
∑

i
Ki,H[n̄=2]

p-band[U1, U2]

]
(4.257)

Et voilà que nous trouvons, sur le réseau, la symétrie SU(2)h - valable uniquement au demi-
remplissage 〈55〉 - que nous avons constaté dans les conditions initiales des couplages et qui
nous a mené à la définition des " f h

i Oh
i " et du bilinéaire de Majorana Kh. Notons en passant que

cette symétrie est liée à la conservation de ∑i Ki qui, pour la troisième composante ∑i Kz
i , n’est

autre que la charge totale 〈56〉, reliée à la symétrie U(1)c. Quant au diagramme de phase, nous
constatons bien que les états (4.245) de HC et (4.246) de HS se correspondent bien : les deux
états de charge et spin non-nuls 〈57〉, et, les états neutres 〈58〉 ; et de même pour les états (4.248)
de RS et (4.247) de OLD 〈59〉

Les lignes de transition

Passons maintenant à l’étude des transitions, et notamment à l’aide des dualités et des fer-
mions de Majorana. Sur les lignes de transition entre les phases (voir FIGURE 4.9), les limites
qu’atteignent les couplages sont telles que les couplages essaient de réconcilier les deux limites

〈54〉. Au sens de Ki = Kpx ,i + Kpy ,i.
〈55〉. Car elle y est conditionnée par la valeur qu’y prend le potentiel chimique.
〈56〉. À une constante près.
〈57〉. C’est-à-dire à Kz = −1 et Kz = +1 particules pour le premier, et de spin Sz = −1 et Sz = +1 pour le second.
〈58〉. À Kz = 0 et Sz = 0, bien qu’il satisfassent K2 = 2 et S2 = 2.
〈59〉. À Kz = 0 et Sz = 0, mais cette fois-ci satisfaisant K2 = 0 et S2 = 0.
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FIGURE 4.10 – Diagramme de phase numérique obtenu par DMRG (publié dans [3]) avec une lon-
gueur L = 64. La concordance avec l’analyse de basse énergie est manifeste.

des phases dont ils sont les transitions : si de part (noté +) et d’autre (noté −) de la ligne, un
couplage a la même limite - g±i = g - sur la ligne de transition (noté 0), le couplage aura la
même limite, a savoir g0

i = g. En revanche, si ça n’est pas le cas - g±i = ±g - alors le couplage
s’annulera sur la ligne : g0

i = 0. On parle d’autodualité : cette dernière est caractérisée par le pro-
duit des dualités "Ω+Ω−" des deux phases que la transition sépare : les moins de cette dualité
indiquent les signes différents d’une limite à l’autre, c’est-à-dire qu’ils indiquent les couplages
que l’autodualité annule. Ainsi, sur la ligne d’autodualité, certains couplages devant nécessai-
rement s’annuler (autrement dit Ω+Ω− aura forcément un ou plusieurs signes moins 〈60〉), il ne
sera plus possible de relier le modèle de la transition à celui de Gross-Neveu, il faudra dès lors
s’y prendre autrement. Au mieux nous saurons, grâce à l’autodualité, que certains couplages
sont nuls, quant aux autres, une étude spécifique sera nécessaire. Une autre caractéristique
importante d’une autodualité est son lien, ou son absence de lien, avec une symétrie du pro-
blème : soit elle correspond à une ligne particulière du diagramme de phase, c’est-à-dire que
les couplages qu’elle annule sont nuls dès la théorie initiale, à ` = 0 ; soit ce n’est pas le cas et
l’autodualité est émergente, auquel cas il y a peu de chance de déterminer - dans le diagramme
de phase - l’équation de l’autodualité.

Pour le modèle p-band, les lignes d’autodualité correspondent aux lignes de symétrie U1 =

U2 et U2 = 0, lesquelles sont respectivement décrites par les mêmes autodualités tant du côté
répulsif qu’attractif. Nous donnons les résultats pour chacune de ces deux lignes :

— U1 = U2 : elle correspond à l’autodualité Ω6Ω11 = Ω7Ω12 = Ω1Ω4 (les deux premières

〈60〉. Sans quoi, il s’agirait de même dualités et donc des mêmes phases.
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expressions correspondant respectivement aux transitions HS/OLD et HC/RS), c’est-à-
dire, quand on détermine de quels couplages la dualité correspondante fait renverse le
signe, à l’annulation des couplages suivants : g3 = g4 = g6 = g7 = g9 = g10 = 0. Or
- sur la ligne U1 = U2 - ces couplages sont tous nuls 〈61〉, c’est-à-dire que dès avant la
procédure de renormalisation, le ligne correspond à l’autodualité, et part et d’autre de
l’interaction. Le modèle écrit dans les bilinéaires de Majorana prend alors une expression
simplifiée (à ` = 0) :

Hint.[Ω1Ω4] = −U2

(
Ks +K4

)2
+ U2

(
Kh +K6

)2
(4.258)

C’est-à-dire que l’interaction prend la forme de deux modèles de Gross-Neveu SO(4)
découplés : et nous constatons, selon le signe de U2, que c’est tantôt le premier membre
(U2 < 0), tantôt le second membre (U2 > 0), qui est massif, tandis que l’autre est critique.
Autrement dit, de part et d’autre du point critique, la ligne de transition U1 = U2 ap-
partient à la classe d’universalité SO(4)1 avec une charge centrale c = 2, en accord avec
l’analyse du modèle sur réseau sur cette ligne ;

— U2 = 0 : elle correspond à l’autodualité Ω7Ω11 = Ω6Ω12 = Ω2Ω4 (les deux premières
expressions correspondent maintenant aux transitions HS/RS et HC/OLD), c’est-à-dire
à l’annulation des couplages suivants : g2 = g4 = g5 = g7 = g9 = g11 = 0. Ici encore -
sur la ligne U2 = 0 - ces couplages sont nuls 〈62〉 dès la condition initiale. Et l’expression
(toujours à ` = 0) de l’interaction est alors :

Hint.[Ω2Ω4] = −
U1

2

(
Ks +K6

)2
− U1

2

(
Kh +K4

)2
(4.259)

Et de même que sur la ligne précédente, nous avons affaire avec deux modèles de Gross-
Neveu SO(4) découplés, le premier massif et le second critique (U1 < 0), ou le contraire
(U1 > 0). Le modèle appartient lui aussi à la classe d’universalité SO(4)1 de charge
centrale c = 2. La conclusion est identique à celle issue de l’analyse sur réseau pour cette
ligne.

D’ailleurs, on ne s’étonne pas de ce que les analyses sur les deux lignes concordent, nous
avions en effet déjà remarqué que l’une et l’autre étaient gérées par des modèles identiques à un
changement de couplage et d’axe orbital près (pour mémoire : U1 → 2U2 et Tz → Tx). Quant à
l’analyse numérique du DMRG, donnée en FIGURE 4.10, elle montre un parfait accord sur tout
le diagramme de phase avec l’analyse fournie par le faible couplage. Enfin, en guise de résumé,
nous donnons le diagramme de phase final dans la FIGURE 4.11.

〈61〉. Ils correspondent dans les couplages { f h
i }i∈[[1,8]] à f h

3 = f h
4 = f h

6 = f h
7 = 0.

〈62〉. Ils correspondent dans les couplages { f h
i }i∈[[1,8]] à f h

2 = f h
4 = f h

6 = f h
8 = 0.
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FIGURE 4.11 – Diagramme de phase au demi-remplissage (publié dans [3]) : les zones I, II, III et IV,
du faible au fort couplages, présente respectivement les phases HS, OLD, HC et RS.

4.2.3 Modèle g-e

Passant au modèle g-e, ce sont dans les opérateurs adaptés à la symétrie {Oz
i }i∈[[1,9]] que l’on

donne les conditions initiales, pour N = 2, et au demi-remplissage 〈63〉 :

f z
1 = −

(
U + Vex

)
(4.260)

f z
2 = − V (4.261)

f z
3 = Vex −U (4.262)

f z
4 = 2Vex −V (4.263)

f z
5 = U + Vex − 2V (4.264)

f z
6 = U −Vex + 2V (4.265)

f z
7 = V −Vex (4.266)

f z
8 = U (4.267)

f z
9 = V + Vex (4.268)

〈63〉. Ici encore, un facteur π/2 est omis.
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De même pour les couplages du modèle de Hund :

f z
1 = −U − J − Jz/2 (4.269)

f z
2 = −U + Jz/2 (4.270)

f z
3 = −U + J − Jz/2 (4.271)

f z
4 = −U + 2J + Jz/2 (4.272)

f z
5 = −U + J + 3Jz/2 (4.273)

f z
6 = 3U − J − Jz/2 (4.274)

f z
7 = U − J − Jz/2 (4.275)

f z
8 = U + Jz/2 (4.276)

f z
9 = U + J − Jz/2 (4.277)

Et les équations du groupe de renormalisation, communes aux deux modèles, g-e et Hund,
sont données par :

ḟ z
1 =

1
4

((
f z
1
)2

+ 2
(

f z
2
)2

+
(

f z
3
)2
)
+

1
2
(

f z
7
)2 (4.278)

ḟ z
2 =

1
2

f z
1 f z

2 +
1
4

f z
3 f z

4 +
1
4

f z
2 f z

5 +
1
2

f z
7 f z

8 (4.279)

ḟ z
3 =

1
2

f z
1 f z

3 +
1
2

f z
2 f z

4 +
1
2

f z
7 f z

9 (4.280)

ḟ z
4 =

3
4

f z
2 f z

3 +
1
4

f z
4 f z

5 +
1
2

f z
8 f z

9 (4.281)

ḟ z
5 =

3
4
(

f z
2
)2

+
1
4
(

f z
4
)2

+
1
2
(

f z
8
)2 (4.282)

ḟ z
6 =

3
4
(

f z
7
)2

+
1
2
(

f z
8
)2

+
1
4
(

f z
9
)2 (4.283)

ḟ z
7 =

1
2

f z
1 f z

7 +
1
4

f z
6 f z

7 +
1
2

f z
2 f z

8 +
1
4

f z
3 f z

9 (4.284)

ḟ z
8 =

3
4

f z
2 f z

7 +
1
4

f z
5 f z

8 +
1
4

f z
6 f z

8 +
1
4

f z
4 f z

9 (4.285)

ḟ z
9 =

3
4

f z
3 f z

7 +
1
2

f z
4 f z

8 +
1
4

f z
6 f z

9 (4.286)

Enfin, nous donnons les opérateurs qui leurs correspondent, qui ne sont rien d’autre que les
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opérateurs (3.340, . . . , 3.348) normalisés :

Oz(DSE)

1 = K2
s /2 (4.287)

Oz(DSE)

2 = KoKs (4.288)

Oz(DSE)

3 = K6Ks (4.289)

Oz(DSE)

4 = K6Ko (4.290)

Oz(DSE)

5 = K2
o/2 (4.291)

Oz(DSE)

6 = K2
c /2 (4.292)

Oz(DSE)

7 = KsKc (4.293)

Oz(DSE)

8 = KcKo (4.294)

Oz(DSE)

9 = K6Kc (4.295)

Les lignes de symétries

Comme précédemment, nous passons à l’étude des lignes où le modèle présente des sy-
métries supplémentaires. Les modèles g-e et de Hund possédant d’emblée la symétrie orbitale
U(1)o. Des équations du groupe de renormalisation, nous notons que l’on peut unifier les opéra-
teurs d’interaction de manière à élargir la symétrie orbitale de U(1)o à SU(2)o : c’est fait lorsque
f z
2 = f z

3 , f z
4 = f z

5 et f z
8 = f z

9 , ce qui est réalisé par un ajustement fin :

SU(2)o :
U = V + Vex (modèle g-e)

J = Jz (modèle de Hund)
(4.296)

Cette symétrie est visible sur l’expression du modèle (2.41) où les générateurs de pseudos-
pin T j

i des deux derniers membres s’assemblent en T2
i . Au niveau des Majorana, cela mène à

l’unification des bilinéaires Ko et K6 en un grand bilinéaire de pseudo-spin : Kps = ∑6
a=4Ka.

Seulement, et dès le réseau, contrairement aux lignes de symétrie du modèle p-band 〈64〉 il se
trouve que ce modèle n’est pas relié simplement au modèle à une orbitale. Néanmoins, on peut -
comme précédemment - donner une nouvelle transformation de Shiba 〈65〉 permettant de relier
les différentes phases du diagramme :

cgα,i
Shiba’−→ cgα,i (4.297)

ceα,i
Shiba’−→ (−1)ic†

eα,i (4.298)

Notons que cette transformation de Shiba - d’ailleurs valables pour tout N - est au pseudos-
pin ce que la première était au spin. D’ailleurs, elle échange les composantes du pseudospin T i

〈64〉. Exceptée la ligne harmonique.
〈65〉. On la distinguera de l’autre dans les équations en la primant.
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avec la chargeKi, mais attention, différemment définie que précédemment 〈66〉 :

K+
i = (−1)ic†

gα,ic
†
eα,i (4.299)

K−i = (−1)iceα,icgα,i (4.300)

Kz
i =

1
2
(
ni −N

)
(4.301)

En toute généralité, cette transformation n’est pas une symétrie du problème, néanmoins, on
mesure son importance lorsque l’on écrit le hamiltonien du modèle g-e sous la forme suivante
(valable pour tout N) :

Hg-e = −t ∑
i

(
c†

mα,icmα,i+1 + h.c.
)
− µ ∑

i
ni +

U
2 ∑

i,m
n2

m,i (4.302)

+

(
V − 1

N
Vex

)
∑

i
ng,ine,i −Vex ∑

i
S a

g,iS a
e,i

Alors, l’effet de la transformation sur cette dernière expression est de retourner le signe de
"V − 1

NVex" et de remplacer S a
e,i par sa représentation conjuguée. Il est pourtant évident que

cette dernière opération laisse peu de chance au modèle g-e 〈67〉 d’être laissé identique, sauf
si le spin est auto-conjugué, ce qui devient vrai lorsque N = 2. Or dans ce cas, pour que la
transformation préserve le hamiltonien, il faut lui ajouter une transformation supplémentaire,
qui n’est rien d’autre qu’une rotation d’angle π dans l’espace orbital :

ce↑ → −ce↓ (4.303)

ce↓ → ce↑ (4.304)

Cette transformation change évidemment les générateurs du pseudospin les uns dans les
autres. Cependant elle préserve le hamiltonien, en changeant tout de même ses paramètres
d’interaction comme 〈68〉 :

U → U (4.305)

V → −V + Vex (4.306)

Vex → Vex (4.307)

De manière générale sur le diagramme de phase, on ne tire pas de nouvelle symétrie comme

〈66〉. On distinguera bien les opérateursK et K, associés respectivement à Shiba’ et Shiba.
〈67〉. Cela dit, modèles g-e et Hund étant tout à fait équivalents, ce qui est dit sur l’un est valable sur l’autre.
〈68〉. Cette transformation est loin d’être orthogonale ! Elle laisse invariant (avec valeur propre 1) le plan d’équa-
tion V − 2Vex = 0 tandis qu’elle transforme avec la valeur propre −1 la droite (U = 0, V, Vex = 0).
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FIGURE 4.12 – Résultat brut des équations du groupe de renormalisation pour le modèle g-e, N = 2
au demi-remplissage : sept dualités, Ω0, Ω2, Ω4, Ω5, Ω7, Ω10 et Ω11, sont atteintes. Les résultats sont
présentés en sphérique (définition à suivre), avec les angles (ϕ, θ) ∈ [0, 2π]× [0, π[ (l’origine (0, 0) est
le point en bas, à gauche). Les plans de symétrie SU(2)o et SU(2)c sont représentés en bleu. Les deux
lignes horizontales, tracées pour θ+ ' 1, 471 et θ− ' 1, 862 ont leur correspondance en FIGURE 4.15.

nous l’avons fait pour le modèle p-band puisque ∑i Tz
i s’échange avec ∑iKz

i , dont on sait déjà
qu’ils sont respectivement associés aux symétries U(1)o et U(1)c (l’information n’est pas ori-
ginale, mais au moins cohérente). Néanmoins, il doit y avoir dans le diagramme de phase une
répercussion de la transformation de Shiba à cause de la symétrie SU(2)o. Pour la trouver, il suf-
fit d’appliquer la transformation de Shiba’ (4.305, 4.306, 4.307) à l’équation du plan de symétrie
SU(2)o (4.296) 〈69〉 :

SU(2)o : U = V + Vex ↔ SU(2)c : U = −V + 2Vex (4.309)

Écrivons alors les couplages initiaux - à gauche et à droite avec les équations de plan de

〈69〉. Dans les couplages Hund, ces plans correspondent à :

SU(2)o : J = Jz ↔ SU(2)c : U = J (4.308)
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FIGURE 4.13 – Diagrammes de phase complets au demi-remplissage, N = 2, des modèles g-e (en a.)
et Hund (en b.). On constate l’équivalence - via un dictionnaire - entre les deux modèles.

symétrie SU(2)o et SU(2)c :

−
(
V + 2Vex

) o
= f z

1
c
= V − 3Vex (4.310)

−V = f z
2 = − V (4.311)

−V = f z
3 = V −Vex (4.312)

−V + 2Vex = f z
4 = − V + 2Vex (4.313)

−V + 2Vex = f z
5 = −3V + 3Vex (4.314)

3V = f z
6 = V + Vex (4.315)

V −Vex = f z
7 = V −Vex (4.316)

V + Vex = f z
8 = − V + 2Vex (4.317)

V + Vex = f z
9 = V + Vex (4.318)

Et quand la première symétrie SU(2)o unifiait Ko et K6 en Kps, la seconde symétrie SU(2)c

unifie Kc et K6 en K′h = ∑8
a=6Ka

〈70〉. Notons enfin sur les symétries que les deux plans n’étant
pas parallèles, il possèdent en commun une droite : (D) = (U = 3V, V, Vex = 2V), droite sur
laquelle - en introduisant Koc = ∑8

a=4Ka - la théorie initiale est la suivante :

H(D)
g-e =

5V
2
K2

s −VKsKoc +
3V
2
K2

oc (4.319)

〈70〉. Pour la transformation de Shiba, on a Kh (le bilinéaire c avec le 5), pour la transformation de Shiba’, on a K′h
(le bilinéaire c avec le 6).

201



FIGURE 4.14 – Diagrammes de phase au demi-remplissage du modèle g-e sur les plans de symétrie :
pour SU(2)o (en a.) et pour SU(2)c (en b.).

Soit l’émergence sur cette droite de la symétrie SO(3)n × SO(5)oc.

Les diagrammes de phases

Les diagrammes de phase totaux sont donnés avec les dualités en FIGURE 4.12 pour, en a.,
les modèles g-e et, en b., Hund qui, étant donné qu’il y a trois paramètres d’interaction, sont
tracés en sphérique : pour θ ∈ [0, π] et ϕ ∈ [0, 2π[, on trace pour les points de la sphère (à
rayon R ∈ R∗+ fixé) - c’est-à-dire

(
R cos(ϕ) sin(θ), R sin(ϕ) sin(θ), R cos(θ)

)
- que l’on interprète

respectivement comme les paramètres d’interaction (U, V, Vex) et (U, J, Jz).

Les phases, associées aux dualités via les associations (4.168, . . . , 4.180), sont présentées,
pour les modèles g-e et Hund et avec les lignes de symétrie SU(2)o et SU(2)c, en FIGURE 4.13.
Deux figures sont d’ailleurs données pour ces deux plans - pour le modèle g-e seulement - en
FIGURE 4.14. De même, toujours pour le modèle g-e, nous donnons deux figures sur des plans à
Vex constant, tantôt négatif, tantôt positif, en FIGURE 4.15, et pour lesquelles ont fait le parallèle
et l’accord avec l’analyse numérique de la FIGURE 4.16 issue de l’article [3].
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FIGURE 4.15 – Diagrammes de phase au demi-remplissage du modèle g-e en (U, V) ∈ [−0, 1; 0, 1]2,
avec Vex = −0, 03t < 0 (en a.) et Vex = 0, 01t > 0 (en b.). Les cercles tracés ont leur correspondance en
FIGURE 4.12 (diagrammes déjà déterminés dans [4]).

FIGURE 4.16 – Diagrammes de phase au demi-remplissage du modèle g-e (publiés dans [3]), avec
Vex = −t < 0 (en a.) et Vex = t > 0 (en b.). Ils sont à comparer avec le résultat de la FIGURE 4.12, même
si les zones du diagramme qu’ils décrivent sont quelque peu différentes.

Les lignes de transition

Il ne s’agit pas ici de discuter en détail des dix autodualités que présentent les modèles g-
e et Hund (voir FIGURE 4.13) qui sont par ailleurs présentées en [4] et qui s’effectuent d’une
manière tout à fait identique à celle réalisée pour le modèle p-band. Néanmoins, issus de cette
référence, nous donnons en FIGURE 4.17 des résultats qui résument ces dix transitions, avec les
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FIGURE 4.17 – Phases des modèles g-e avec les fermions de Majorana que les autodualités annulent.

degrés annulés par l’auto-dualité.

4.2.4 Modèle du double-puits

Nous étudions ici le modèle de double-puits à N = 2 et au demi-remplissage 〈71〉, lequel
n’est pas décrit par les associations (4.168, . . . , 4.180) pour la simple raison qu’entre les dualités
- déterminée pour les degrés p et i - et l’interprétation des phases - réalisée pour les degrés
de montant 1 et 2 - il existe maintenant un dictionnaire (2.139) 〈72〉. Ainsi nous donnons les
conditions initiales des couplages { fi}i∈[[1,12]] sachant que δumk. = 1 (pour le demi-remplissage)

〈71〉. C’est-à-dire, contrairement aux deux modèles précédents, avec un nombre moyen d’atome par site satisfai-
sant n̄ = 1 (contre n̄ = 2 pour les modèles précédents). Cela induit en revanche le même vecteur d’onde de Fermi
kF = π/2a0.
〈72〉. L’approche de basse énergie dans les fermions de Majorana que nous appliquons au modèle de double-
puits avec un terme t⊥ 6= 0 a déjà été développée pour des modèles d’échelles généralisés à cinq paramètres
d’interaction dans [157, 158]. Les différentes phases que nous présentons y ont été déterminées, et si le modèle
de double-puits est bien un cas particulier de ces modèles généralisés, la comparaison directe n’est cependant pas
possible car l’étude dans [157] ne fournit par le diagramme de phase. L’objet de cette partie est de reproduire cette
dérivation pour le modèle de double-puits et d’en donner le diagramme de phase.
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et δani. = 0 (pour l’anisotropie) 〈73〉 :

f1 = − (U + V) (4.320)

f2 = − (U −V)/2 (4.321)

f3 = −2V (4.322)

f4 = (U −V)/2 (4.323)

f5 = (U −V)/2 (4.324)

f6 = 2V (4.325)

f7 = − (U −V)/2 (4.326)

f8 = (U + V) (4.327)

f9 = 0 (4.328)

f10 = − (U −V)/2 (4.329)

f11 = (U −V) (4.330)

f12 = (U −V)/2 (4.331)

Avec les opérateurs d’interaction associés aux bonnes dualités (on rappelle, au passage,
qu’ils sont définis dans les degrés pair et impair) :

O(DSE)

1 = K2
s /2 (4.332)

O(DSE)

2 = K4Ks (4.333)

O(DSE)

3 = K6Ks (4.334)

O(DSE)

4 = K5Ks (4.335)

O(DSE)

5 = K5K6 (4.336)

O(DSE)

6 = K4K5 (4.337)

O(DSE)

7 = K4K6 (4.338)

O(DSE)

8 = K2
c /2 (4.339)

O(DSE)

9 = KcKs (4.340)

O(DSE)

10 = KcK4 (4.341)

O(DSE)

11 = KcK6 (4.342)

O(DSE)

12 = KcK5 (4.343)

Et les équations du groupe de renormalisation sont identiques à celles du modèles p-band
(4.181, . . . , 4.192). Cela dit, nous constatons de l’écriture des conditions intiales qu’il existe une
unification des bilinéaires, en rouge avec f4 = − f2, en vert avec f5 = − f7 et en bleu avec

〈73〉. Avec l’ommission du terme π/2.
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f12 = − f10. Comme nous l’avions évoqué, il ne s’agit de rien d’autre que de la manifestation
de la symétrie U(1)o pour l’interaction écrite dans les degrés pair et impair. Elle mène à une
définitions de nouveaux couplages {λi}i∈[[1,9]] associés à de nouveaux opérateurs {Oλ

i }i∈[[1,9]], et
définis par :

λ1 = f1 (4.344)

λ2 = f4 = − f2 (4.345)

λ3 = f3 (4.346)

λ4 = f5 = − f7 (4.347)

λ5 = − f6 (4.348)

λ6 = f8 (4.349)

λ7 = f9 (4.350)

λ8 = f12 = − f10 (4.351)

λ9 = f11 (4.352)

Et pour les opérateurs d’interaction qui leur correspondent :

Oλ
1 = O(DSE)

1 = K2
s /2 (4.353)

Oλ
2 = O(DSE)

4 −O(DSE)

2 = KsK̃o (4.354)

Oλ
3 = O(DSE)

3 = K6Ks (4.355)

Oλ
4 = O(DSE)

5 −O(DSE)

7 = K6K̃o (4.356)

Oλ
5 = −O(DSE)

6 = K̃2
o/2 (4.357)

Oλ
6 = O(DSE)

8 = K2
c /2 (4.358)

Oλ
7 = O(DSE)

9 = KcKs (4.359)

Oλ
8 = O(DSE)

12 −O(DSE)

10 = KcK̃o (4.360)

Oλ
9 = O(DSE)

11 = KcK6 (4.361)
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Ainsi, les conditions initiales dans ces nouveaux couplages satisfont :

λ1 = −(U + V) (4.362)

λ2 = (U −V)/2 (4.363)

λ3 = −2V (4.364)

λ4 = (U −V)/2 (4.365)

λ5 = −2V (4.366)

λ6 = (U + V) (4.367)

λ7 = 0 (4.368)

λ8 = (U −V)/2 (4.369)

λ9 = (U −V) (4.370)

Enfin nous donnons les équations du groupe de renormalisation dans ces couplages :

λ̇1 =
1
4

λ2
1 +

1
2

λ2
2 +

1
4

λ2
3 +

1
2

λ2
7 (4.371)

λ̇2 =
1
2

λ1λ2 +
1
4

λ3λ4 +
1
4

λ2λ5 +
1
2

λ7λ8 (4.372)

λ̇3 =
1
2

λ1λ3 +
1
2

λ2λ4 +
1
2

λ7λ9 (4.373)

λ̇4 =
3
4

λ2λ3 +
1
4

λ4λ5 +
1
2

λ8λ9 (4.374)

λ̇5 =
3
4

λ2
2 +

1
4

λ2
4 +

1
2

λ2
8 (4.375)

λ̇6 =
3
4

λ2
7 +

1
2

λ2
8 +

1
4

λ2
9 (4.376)

λ̇7 =
1
2

λ1λ7 +
1
2

λ2λ8 +
1
4

λ3λ9 +
1
4

λ6λ7 (4.377)

λ̇8 =
3
4

λ2λ7 +
1
4

λ5λ8 +
1
4

λ4λ9 +
1
4

λ6λ8 (4.378)

λ̇9 =
3
4

λ3λ7 +
1
2

λ4λ8 +
1
4

λ6λ9 (4.379)

Étant donnée cette manière si particulière qu’à la symétrie orbitale de s’exprimer - en uni-
fiant les bilinéairesK4 etK5 (avec un signe sur le premier) en K̃o - les dualités que nous obtenons
avec ces équations doivent être interprétées à un signe sur le bilinéaire K4 près 〈74〉 ! Cela dit,
pour tenir compte de cette subtilité, nous notons Ω⊥i les dualités des modèles avec un terme

〈74〉. Par exemple, si les couplages tendent tous vers la même limite - c’est-à-dire f1 = · · · = f9 - il ne s’agira pas
de la dualité triviale, mais de celle qui retourne ξ4

L.
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FIGURE 4.18 – Résultat brut du groupe de renormalisation pour le modèle double-puits, N = 2,
au demi-remplissage : dans le diagramme de phase, cinq dualités sont atteintes par les équations du
groupe de renormalisation. Les différentes zones, I, II, III, IV et V, sont associées aux dualités Ω⊥1 , Ω⊥2 ,
Ω⊥3 , Ω⊥4 et Ω⊥5 respectivement.

perpendiculaire 〈75〉, c’est-à-dire lorsque δani. = 0. Le modèle de double-puits, via les équations
du groupe de renormalisation (4.371, . . . , 4.379), mène à cinq dualités, dont la dualité triviale
(nous insistons : triviale en couplages seulement) :

λ1, ... ,9
Ω⊥0−→ λ1, ... ,9 (4.380)

λ1,4,5,6,8,9

λ2,3,7

Ω⊥1−→ λ1,4,5,6,8,9

−λ2,3,7
(4.381)

λ1,4,5,6,7

λ2,3,8,9

Ω⊥2−→ λ1,4,5,6,7

−λ2,3,8,9
(4.382)

λ1,3,5,6,7,9

λ2,4,8

Ω⊥3−→ λ1,3,5,6,7,9

−λ2,4,8
(4.383)

λ1,3,5,6,8

λ2,4,7,9

Ω⊥4−→ λ1,3,5,6,8

−λ2,4,7,9
(4.384)

〈75〉. Traité dans cette thèse à ce seul endroit.
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Dans les fermions de Majorana, cela devient (en prenant soin de ξ4
L) :

Ω⊥0 : ξ4
L → −ξ4

L (4.385)

Ω⊥1 : ξ1,2,3,4
L → −ξ1,2,3,4

L (4.386)

Ω⊥2 : ξ5,6
L → −ξ5,6

L (4.387)

Ω⊥3 : ξ5
L → −ξ5

L (4.388)

Ω⊥4 : ξ5,7,8
L → −ξ5,7,8

L (4.389)

Les dualités, représentées dans le diagramme de phase sont données en FIGURE 4.18. Elles
se répartissent en cinq zones, I, II, III, IV et V, que nous étudions une à une.

La ligne de symétrie

La seule ligne de symétrie connue du modèle est la ligne d’équation U = V associée à
la symétrie orbitale U(1)o (voir (2.149)). Sur cette ligne, le modèle sur réseau (2.146) se pré-
sente comme deux montant d’une échelle (une pour p et une pour i) indépendantes, mais dont
l’énergie individuelle −µ± t⊥ est différente à cause du terme de saut. Ainsi pour un terme t⊥
général, le remplissage sur chaque chaîne est incommensurable, et la physique, pilotée pour
chaque échelle par U, est un liquide de Luttinger dans le domaine répulsif (charge centrale des
deux chaînes : c = 2+ 2 = 4) et un tandis qu’un gap en spin induit un liquide de Luther-Emery
dans le domaine attractif (charge centrale des deux chaînes : c = 1 + 1 = 2). On peut croiser
cette analyse sur réseau avec celle que donnent les équations du groupe de renormalisation.
L’effet de cet ajustement fin sur les couplages mène à la nullité de cinq d’entre eux :

λ2 = λ4 = λ7 = λ8 = λ9 = 0 (U = V) (4.390)

Et les autres couplages satisfont :

λ1 = −2U (4.391)

λ3 = −2U (4.392)

λ5 = −2U (4.393)

λ6 = 2U (4.394)

Ces dernières expressions et une étude succinte des équations du groupe de renormalisa-
tion mènent - en posant λ = λ1 = λ3 - à l’expression suivante des équations du groupe de
renormalisation :

λ̇ = λ2/2 (4.395)

λ̇2,4,5,6,7,8,9 = 0 (4.396)
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Si bien que leur résolution est triviale et donne immédiatement l’expression du hamilto-
nien renormalisée au temps de renormalisation ` (sans oublier les termes non-renormalisés, de
condition iniale non-nulle) :

Hint., (U=V)

double-puits(`) = −
U

1 + U`

(
Ks +K6

)2 −UK̃2
o + UK2

c (4.397)

Ainsi l’interaction présente la symétrie SO(4)c × SO(2)o × SO(2)c sur cette ligne. Ainsi on
distingue deux limites de renormalisation, selon le signe de U :

— U > 0 : alors le premier membre diverge dans la limite ` → ∞ sans passer par des
divergences et ne restent que les termes non-renormalisés :

lim
`→∞
Hint., (U=V)

double-puits(`) = −UK̃2
o + UK2

c (4.398)

Or cette expression peut être récrite à l’aide de courants de charge des degrés orbitaux
JmL et JmR (3.73, 3.74), à savoir :

lim
`→∞
Hint., (U=V)

double-puits(`) = U
(

JpL JpR + JiL JiR
)

(4.399)

Il ne s’agit de rien d’autre que l’expression à la limite continue du hamiltonien sur réseau,
et nous avons alors une conclusion identique ;

— U < 0 : alors le premier membre diverge dans la limite ` → `−lim. = (1/|U|)−, et devient
prédominant par rapport aux termes non-renormalisés (avec λ� |U| > 0) :

lim
`→∞
Hint., (U=V)

double-puits(`) =
λ

2
(
Ks +K6

)2 (4.400)

C’est un modèle de Gross-Neveu SO(4) massif appartenant à la classe d’universalité
SO(4)1 et dont la charge centrale est c = 2, c’est-à-dire bien ce que nous avons déterminé
sur le réseau.

Cela établi, nous étudions maintenant les phases zone par zone, et ce, en procédant de ma-
nière identique, c’est-à-dire en utilisant la bosonisation.
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La zone I

La zone I est associée à la dualité Ω⊥1 (4.386) et induit le hamiltonien suivant, exprimé
d’abord dans les fermions de Majorana puis dans les bosons (avec λ > 0) :

HΩ⊥1
int. =

λ

2

(
∑

a=5,6,7,8
ξa

Rξa
L − ∑

a=1,2,3,4
ξa

Rξa
L

)2

(4.401)

π2

λ
HΩ⊥1

int. = C
√

4π
c

(
C
√

4π
s − C̃

√
4π

o + C̃
√

4π
so

)
+ C

√
4π

s

(
C̃
√

4π
o − C̃

√
4π

so

)
+ C̃

√
4π

o C̃
√

4π
so (4.402)

Cette expression induit un unique fondamental qui condense la configuration bosonique
suivante à la limite semiclassique :

〈Φc〉 = 0, 〈Φs〉 =
√

π

2
, 〈Θo〉 = 0, 〈Θso〉 =

√
π

2
(4.403)

Il faut maintenant trouver un paramètre d’ordre qui condense dans cette configuration,
seulement, ces dernières expressions sont valides pour des champs écrits dans les opérateurs
"d" des degrés pair et impair. Il faut ainsi proposer un opérateur écrit dans les "c", dont l’expres-
sion bosonisée de sa transformation dans les "d" se sera non-nulle dans (4.403). Cet opérateur
est donné par 〈76〉 :

O(c)[SPπ] = ∑
mα

(−1)i(−1)m+1
(

c†
mα,icmα,i+1 + h.c.

)
(4.404)

Cet opérateur est écrit dans les "d" via la transformation (2.139) en 〈77〉 :

O(c)[SPπ] = O(d)[SPx
π] = ∑

mα

(−1)i
(

d†
mα,idmα,i+1 + h.c.

)
(4.405)

L’expression bosonisée de cette dernière expression 〈78〉 est :

O(d)[SPx
π] =

2σy

πa0
∑
`

{
S̃
√

π
o S

√
π

c,` (δ)C
√

π
s C̃

√
π

so + C̃
√

π
o C

√
π

c,` (δ)S
√

π
s S̃

√
π

so

}
(4.408)

〈76〉. Le nom de ce paramètre d’ordre vient de ce qu’il s’agit d’une phase Spin Peierls (SP), mais alternée.
〈77〉. Le nom SPx

π vient de ce que cette phase est à σx ce que SPπ est à σz.
〈78〉. Où l’on a posé :

C
√

π
c,` (δ) = cos

(√
π Φc + (−1)`δa0/2

)
(4.406)

S
√

π
c,` (δ) = sin

(√
π Φc + (−1)`δa0/2

)
(4.407)
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Avec σy, la matrice de Pauli des produits (3.259) des facteurs de Klein. Ce paramètre condense
bien en (4.403) et la phase correspondante, dans les bons degrés, c’est-à-dire les degrés de bar-
reaux m = 1 et 2, est SPπ.

La zone II

La zone II est associée à la dualité Ω⊥2 (4.387) et induit le hamiltonien suivant (avec λ > 0) :

HΩ⊥2
int. =

λ

2

(
∑

a=1,2,3,4,7,8
ξa

Rξa
L − ∑

a=5,6
ξa

Rξa
L

)2

(4.409)

π2

λ
HΩ⊥2

int. = −C
√

4π
c

(
C
√

4π
s − C̃

√
4π

o + C̃
√

4π
so

)
+ C

√
4π

s

(
C̃
√

4π
o − C̃

√
4π

so

)
+ C̃

√
4π

o C̃
√

4π
so (4.410)

Cette expression induit un unique fondamental qui condense la configuration bosonique
suivante à la limite semiclassique :

〈Φc〉 = 0, 〈Φs〉 = 0, 〈Θo〉 =
√

π

2
, 〈Θso〉 = 0 (4.411)

L’opérateur non-nul dans cette configuration est donné par 〈79〉 :

O(c)[ODW] = ∑
mα

(−1)i(−1)m+1c†
mα,icmα,i (4.412)

En effet cette expression est transformée dans les degrés pair et impair 〈80〉 :

O(c)[ODW] = O(d)[ODWx] = ∑
mα

(−1)id†
mα,idmα,i (4.413)

Et son expression bosonisée est :

O(d)[ODWx] =
4σy

πa0

{
C̃
√

π
o S

√
π

c S
√

π
s S̃

√
π

so − S̃
√

π
o C

√
π

c C
√

π
s C̃

√
π

so

}
(4.414)

Or, ce paramètre condense dans la configuration (4.411) : la phase correspondante, dans les
degrés originaux, est alors ODW.

〈79〉. Le nom vient de ce qu’il s’agit d’une onde de densité de charge avec un signe entre les deux barreaux.
〈80〉. Le nom ODWx vient de ce que cette phase est à σx ce que ODW est à σz.
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La zone III

La zone III est associée à la dualité Ω⊥3 (4.388) et induit l’expression suivante pour le hamil-
tonien (avec λ > 0) :

HΩ⊥3
int. =

λ

2

(
∑

a=1,2,3,4,6,7,8
ξa

Rξa
L − ∑

a=5
ξa

Rξa
L

)2

(4.415)

π2

λ
HΩ⊥3

int. = C
√

4π
c

(
C
√

4π
s − C̃

√
4π

o + C
√

4π
so

)
+ C

√
4π

s

(
C̃
√

4π
o − C

√
4π

so

)
+ C̃

√
4π

o C
√

4π
so (4.416)

La configuration bosonique qui minimise l’expression du hamiltonien précédent à la limite
semiclassique est donnée par :

〈Φc〉 = 0, 〈Φs〉 = 0, 〈Θo〉 =
√

π

2
, 〈Φso〉 = 0 (4.417)

Cette configuration est semblable à celles des phases dégénérées des modèles précédents
au demi-remplissage (HS, HC, HO et RS) : elle moyenne le même nombre de champs duaux,
et contrairement aux deux phases précédentes pour lesquelles nous avons réussi à trouver un
paramètre d’ordre local, c’est ici un paramètre d’ordre non-local qui condense. Seulement, si
pour les modèles p-band et g-e nous avions réussi par un argument naïf à en trouver une ex-
pression sur le réseau (celle des paramètres d’ordre en ruban), en donner ici l’expression relève
du tour de force. Aussi il est généralement admis [142] pour caractériser ce type de phase de
mettre en avant la phase qu’induirait un dopage du système. Autrement dit, nous allons consi-
dérer que nous nous écartons légèrement du demi-remplissage - si bien que le gap en charge est
maintenant tué - et nous allons chercher un paramètre d’ordre qui condense la configurations
bosonique (dans le cas présent (4.417)) pour la partie non-abélienne. Et de la même manière
que le cas incommensurable - que nous avons étudié pour le p-band (voir FIGURE 4.2) - c’est un
paramètre d’ordre supraconducteur qui est le bon candidat pour être non-nul dans la configu-
ration :

O(c)[S-Mott] = ∑
m

cm↑,icm↓,i (4.418)

Il se trouve que cet opérateur - parce qu’il est un singulet orbital - n’est pas changé dans la
transformation des "c" aux "d" :

O(c)[S-Mott] = O(d)[S-Mott] = ∑
m

dm↑,idm↓,i (4.419)

En tant que paramètre d’ordre supraconducteur, son expression bosonisée fait fatalement
intervenir le champ de charge dual, qui dans le cas incommensurable présente une décroissance
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en loi de puissance :

O(d)[S-Mott] =
2σx

πa0
e−i
√

π Θc
{

S̃
√

π
o C

√
π

s C
√

π
so − iC̃

√
π

o S
√

π
s S

√
π

so

}
(4.420)

Où σx est issue du produit des facteurs de Klein (3.258). Pour sa partie non-abélienne, ce
paramètre condense bien dans les configuration (4.417). Ainsi, on dira que cette phase est une
phase S-Mott.

La zone IV

La zone IV est associée à la dualité Ω⊥4 (4.389) et induit l’expression suivante pour le hamil-
tonien (avec λ > 0) :

HΩ⊥4
int. =

λ

2

(
∑

a=1,2,3,4,6
ξa

Rξa
L − ∑

a=5,7,8
ξa

Rξa
L

)2

(4.421)

π2

λ
HΩ⊥4

int. = −C
√

4π
c

(
C
√

4π
s − C̃

√
4π

o + C
√

4π
so

)
+ C

√
4π

s

(
C̃
√

4π
o − C

√
4π

so

)
+ C̃

√
4π

o C
√

4π
so (4.422)

La configuration bosonique qui minimise l’expression du hamiltonien précédent à la limite
semiclassique est maintenant donnée par :

〈Φc〉 =
√

π

2
, 〈Φs〉 = 0, 〈Θo〉 =

√
π

2
, 〈Φso〉 = 0 (4.423)

De même que la phase S-Mott, le paramètre d’ordre au demi-remplissage ne peut pas être
simplement écrit, et c’est au-delà du demi-remplissage que nous allons considérer les choses.
Pour ce faire, nous utilisons une remarque sur les translations. Lorsqu’on tient compte de l’ani-
sotropie δ qu’induit la différence des vecteurs d’onde de Fermi, on montre que n translations
élémentaires du réseau T n

0 ont l’action suivante sur les bosons totaux et duaux :

Φc
T n

0−→ Φc + n
√

π (4.424)

Φo −→ Φo + nδa0/
√

π (4.425)

Φs,so −→ Φs,so (4.426)

Θc,s,o,so −→ Θc,s,o,so (4.427)

Seulement, comme nous considérons que l’énergie δ est une énergie petite devant les éner-
gies du réseau : δa0 � 1, nous pouvons considérer que seul le boson total de charge est concerné
par la transformation : il est translaté de n

√
π. Ce détail réglé, il se trouve que quand nous com-

parons la présente configuration (4.423) et celle de la phase S-Mott (4.417), nous constatons
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que l’une est la translation de l’autre, mais d’un demi-pas du réseau (c’est-à-dire à n = 1/2).
Nous en concluons que le paramètre d’ordre correspond à celui (4.418) de la phase S-Mott, mais
décalé de a0/2, soit :

O(c)[S’-Mott] = ∑
m

cm↑,i+1/2cm↓,i+1/2 (4.428)

Ce paramètre d’ordre caractérise une phase très semblable à la précédente et, en rapport,
elle se nomme S’-Mott, en accord avec [157] où elle fut introduite.

La zone V

La zone V est associée à la dualité Ω⊥0 (4.385) et induit l’expression suivante pour le hamil-
tonien (avec λ > 0) :

HΩ⊥0
int. =

λ

2

(
∑

a=1,2,3,5,6,7,8
ξa

Rξa
L − ∑

a=4
ξa

Rξa
L

)2

(4.429)

π2

λ
HΩ⊥0

int. = −C
√

4π
c

(
C
√

4π
s + C̃

√
4π

o + C
√

4π
so

)
− C

√
4π

s

(
C̃
√

4π
o + C

√
4π

so

)
− C̃

√
4π

o C
√

4π
so (4.430)

La configuration semiclassique qui minimise cette dernière expression est :

〈Φc〉 = 0, 〈Φs〉 = 0, 〈Θo〉 = 0, 〈Φso〉 = 0 (4.431)

Ici encore, le bon paramètre d’ordre est non-local, et nous caractérisons la phase en in-
troduisant un paramètre d’ordre supraconducteur qui va condenser seulement la partie non-
abélienne :

O(c)[D-Mott] = c1↑,ic2↓,i + c2↑,ic1↓,i (4.432)

Dans les opérateurs "d", son expression devient la suivante :

O(c)[D-Mott] = O(d)[Sπ-Mott] = ∑
m
(−1)mdm↑,idm↓,i (4.433)

L’expression bosonisée de ce paramètre d’ordre est le suivant :

O(d)[Sπ-Mott] =
2iσx

πa0
e−i
√

π Θc
{

C̃
√

π
o C

√
π

s C
√

π
so + iS̃

√
π

o S
√

π
s S

√
π

so

}
(4.434)

La partie non-abélienne de la configuration (4.431) est non-nulle dans cet opérateur, et nous
dirons, dans les premiers degrés de liberté, que la phase correspondante est une phase D-Mott.

Pour ce modèle, les transitions de phase qui n’appartiennent pas à cette ligne sont particu-
lièrement subtiles à étudier : en effet l’autodualité, si elle précise les couplages qui s’annuleront,
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FIGURE 4.19 – Diagramme de phase au demi-remplissage, à N = 2 du modèle de double-puits. Les
zones I, II, III, IV et V correspondent respectivement aux phases SPπ , ODW, S-Mott, S’Mott et D-Mott.

ne donne pas d’information sur le signe que les couplages vont prendre lors de la renormali-
sation. Aussi, il est difficile de conclure. Nous donnons le diagramme de phase du modèle en
FIGURE 4.19. Ajoutons enfin que, pour l’heure, aucune approche numérique n’a été produite
pour ce modèle en particulier.

En résumé du CHAPITRE 4, nous avons déterminé, pour divers modèles et divers remplis-
sages, quelles généralisations induisaient la seconde orbitale. De plus nous avons déterminé
que cette dernière permettait bel et bien de rendre possible une physique de Haldane, contrai-
rement au modèle de Hubbard à une orbitale. Forts de ces résultats, nous étudions dans le
CHAPITRE 5, quelles nouveautés induira sur le modèle de Hubbard à deux orbitales une symé-
trie unitaire nucléaire plus grande, à N > 2, sur le diagramme de phase des différents modèles
en général, et sur les phases de Haldane en particulier.
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Chapitre 5

Étude du cas N > 2

our ce dernier chapitre, nous terminons avec l’étude du cas N > 2. Avec ces derniers
modèles, pour parvenir à une conclusion, il faudra compléter les outils de basse
énergie que donne le CHAPITRE 3, notamment en discutant de quelques outils de la
bosonisation non-abélienne et des théories conformes des champs SU(N)k. De plus,

le si confortable paradigme des dualités - qui sont pourtant ici moins nombreuses 〈1〉 - échoue
désormais à décrire certaines phases, et la tâche n’en est pas simplifiée. Les résultats présentés
ont été l’objet de deux publications [3, 5] qui traitent respectivement des modèles g-e et Hund
au demi-remplissage, et des modèles g-e et p-band à un remplissage incommensurable. Nous
traiterons d’abord le cas incommensurable, et pour terminer, le demi-remplissage.

5.1 Le remplissage incommensurable

Dans cette première section, nous exposons les résultats du cas N > 2, incommensurable
pour les modèles g-e et p-band [5]. Pour ces modèles, que le remplissage soit à un atome par
site ou incommensurable, le modèle n’est pas "assez" commensurable pour faire résonner les
processus d’umklapp : il y a dès lors séparation spin-charge et son lot de conséquences - qui
dépendent du modèle - sur le nombre d’opérateurs d’interaction à prendre en compte, etc. Mais
avant de discuter du secteur non-abélien, particulier à chaque modèle, nous discutons d’abord
de la charge et des dualités, pour ce qu’elles ont de commun aux modèles.

〈1〉. À cause de l’absence de Ω5 (3.383). Ceci mène à des diagrammes avec moins de phases. Mais nous verrons
plus loin une réminiscence de cette dualité.
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5.1.1 Les dualités

Dans le cas incommensurable, la discussion sur la physique de la charge est triviale 〈2〉 :
elle est critique car elle appartient à la classe d’universalité des liquides de Luttinger (avec
c = 1), dont l’expression du hamiltonien de charge dans les bosons est donné par le modèle de
Tomonaga-Luttinger (3.238) :

Hc =
vc

2

[
1

Kc
(∂xΦc)

2 + Kc (∂xΘc)
2
]

(5.1)

=
vc

2

[ (
∂xΦ̃c

)2
+
(

∂xΘ̃c

)2
]

(5.2)

Avec les expressions (3.239) et (3.240) pour les vitesse et paramètre de Luttinger 〈3〉. Notons
que dans une approche à un remplissage commensurable de un atome par site 〈4〉, un terme
d’umklapp supplémentaire (3.246) ouvrirait un gap selon la valeur du paramètre de Luttinger
par rapport à la valeur critique K?

c = 1/N. Cela dit, nous continuons la description des phases
que vont donner les dualités. Dans ces problèmes incommensurables, elles sont au nombre de
trois - les dualités (3.379) et (3.380) plus la dualité triviale - à être atteintes :

g1,2,3,4,5,6,7,8
Ω0−→ g1,2,3,4,5,6,7,8 (5.3)

g1,2,5,8

g3,4,6,7

Ω1−→ g1,2,5,8

−g3,4,6,7
(5.4)

g1,3,6,8

g2,4,5,7

Ω2−→ g1,3,6,8

−g2,4,5,7
(5.5)

Zone I

Pour interpréter physiquement ces dualités, nous procédons comme précédemment, en éta-
blissant les propriétés du modèle associé à la dualité triviale Ω0, à partir duquel nous déduirons
la physique des autres modèles, associés à Ω1 et Ω2. Or, nous savons déjà qu’il s’agit du modèle
de Gross-Neveu SU(2N) (voir équation (3.378), à l’expression "non-umklapp"), dont l’expres-
sion est la suivante, exprimée dans les courants chiraux SU(2N)1 (avec f > 0) :

HGN
int. = fJ A

L J A
R (5.6)

C’est une théorie de champs qui est intégrable et massive : elle gappe les degrés non-abéliens

〈2〉. Quoique, comme nous le verrons dans une petite discussion sur le modèle g-e anisotrope, l’expression du
hamiltonien libre peut-être plus difficile à établir.
〈3〉. Et comme les droites de transition de Mott, ils seront à spécifier pour chaque modèle.
〈4〉. Dont la physique serait pour beaucoup de parties du diagramme de phase, très semblables.
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et leur donne une charge centrale égale à cn.a. = 0. Ce hamiltonien minimise la densité à 2kF
〈5〉 :

n2kF(x = a0 j) = e−2ikFa0 jc†
mα,jcmα,j (5.8)

Dir.
= L†

mαRmα(x) (5.9)

Ces dernières sont décrites par le paramètre d’ordre O|2kF|
CDW , dont l’expression sur réseau, et

dans les fermions de Dirac 〈6〉 :

O|2kF|
CDW

j=x/a0
= 2 sin

(
2kFa0 j

)
nj (5.10)

Dir.
= −i

(
L†

mαRmα − R†
mαLmα

)
(5.11)

= −i
(
n2kF − n†

2kF

)
(5.12)

On montre que le hamiltonien (5.6) s’écrit à l’aide de cet opérateur sous la forme suivante :

HGN
int. = −

π f
2N

(
O|2kF|

CDW

)2
(5.13)

Ainsi l’interaction est bien minimisée quand le paramètre d’ordre est maximisé. À ce stade,
nous voulons décrire les corrélations de ce paramètre d’ordre qui, à cause de la séparation spin-
charge, sont décrites à part dans ces deux secteurs. Il serait bien trop compliqué d’utiliser la
descriptions entière (3.229, 3.230, 3.231, 3.232) que donne la bosonisation abélienne, aussi, il faut
introduire quelques résultats de bosonisation non-abélienne [133, 134, 135, 104], dans une base
de théorie de conforme de champs U(1)c × SU(2N)1, comme il est ici naturel, et notamment la
décomposition bosonique des bilinéaires de fermions :

L†
mαRnβ ∼ exp

(
i

√
2π

N
Φc

)
gnβ,mα (5.14)

Où Φc - de dimension ∆[Φc] = 1/2N - est le champ bosonique de charge compacifié, c’est-
à-dire avec une invariance de jauge s’exprimant de la manière suivante :

Φc −→ Φc +
√

2πN (5.15)

Et où g - de dimension ∆[g] = 1− 1/2N - est le champ primaire SU(2N)1 qui se transforme
dans la représentation fondamentale de SU(2N) [131]. Grâce à cette décomposition, on arrive

〈5〉. À savoir telle que la décomposition de l’opérateur densité n(x) à la limite continue soit :

n(x) = n0(x) + e2ikF xn2kF (x) + e−2ikF xn−2kF (x) (5.7)

〈6〉. Où l’on annule les termes oscillants.
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à exprimer le hamiltonien dans les seuls degrés de liberté non-abéliens :

HGN
int. ' −

f
2
|tr(g)|2 (5.16)

Où la trace est prise sur les 2N indices du champ primaire : tr(g) = gmα,mα. Ainsi, puisque
f > 0, à la limite semiclassique c’est tr(g) qui a une moyenne non-nulle : 〈tr(g)〉 6= 0. De même,
les densités à 2kF s’expriment désormais à l’aide du seul opérateur de charge (nous introduisons
Φ̃c =

√
KcΦc, puisque c’est ce champ qui possède les dimensions d’échelle universelles) :

n2kF ' exp

(
−i

√
2πKc

N
Φ̃c

)
(5.17)

Dès lors - en tenant compte de la séparation spin-charge - nous pouvons exprimer les corré-
lations comme suit :〈
O|2kF|

CDW (x)O|2kF|
CDW (0)

〉
= −

〈
n†

2kF
(x)n2kF(0) + n2kF(x)n†

2kF
(0)
〉

(5.18)

= −|〈tr(g)〉|2
[
e2ikFx

〈
ei
√

2πKc/N Φ̃c(x)e−i
√

2πKc/N Φ̃c(0)
〉
+ h.c.

]
(5.19)

Pour calculer cette dernière fonction de corrélation, nous utilisons les résultats sur les opé-
rateurs de vertex, et en particulier :

β ∈ R :
〈

eiβΦc(z,z)e−iβΦc(ω,ω)
〉
∼
(

a0

|z−ω|

)β2/2π

(5.20)

Finalement, les corrélations CDW s’écrivent ainsi 〈7〉 :〈
O|2kF|

CDW (x)O|2kF|
CDW (0)

〉
' A cos(2kFx)x−Kc/N (5.22)

À l’aune des résultats du CHAPITRE 1, nous nous demandons s’il n’existe pas une com-
pétition de cette phase avec un instabilité superconductrice. Néanmoins, si dans le cas à une
orbitale N atomes suffisaient pour former de "N-plets de Cooper", il faut ici utiliser 2N atomes,
c’est-à-dire :M†

i = ∏N
α=1 c†

mα,ic
†
mα,i (avec m = g ou px selon le modèle). Avec un tel paramètre

〈7〉. Si l’on considère simplement les corrélations densité-densité (c’est-à-dire pas seulement les termes à 2kF),
qui sont reliées aux corrélations CDW-CDW, il intervient un terme (de puissance universelle) supplémentaire qui
correspond à la partie uniforme de la densité :

〈n(x)n(0)〉 ' −A cos(2kFx)x−Kc/N − N
π2x2 (5.21)

Avec A et une amplitude (non-nulle) et non-universelle. En réalité, ce terme supplémentaire n’a aucune im-
portance dans la discussion que nous donnerons sur la compétition des phases, aussi nous l’oublions.
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d’ordre, on rend compte d’une phase avec la symétrie SU(2N) restaurée, et de fonctions de
corrélation qui se comportent comme :

〈M†(x)M(0)〉 ∼ x−N/Kc (5.23)

La compétition entre les phases CDW et MS est gagnée par cette dernière lorsque Kc > N, à
savoir une valeur plutôt grande du paramètre de Luttinger qui, avec seulement des interactions
à faible portée, n’est pas garantie. Néanmoins, comme il est montré en [1, 101], pour un régime
de faible densité et des interactions attractives, de telles valeurs du paramètre de Luttinger
peuvent être atteintes pour des interactions sur site, qui signalent l’émergence de la phase MS.
Sauf dans cette situation particulière, c’est bien la phase CDW à 2kF avec une charge centrale
c = 1 qui est attendue dans la zone I.

Zone II

Continuons l’analyse avec la zone II qui est caractérisée par la dualité Ω2 (5.5) 〈8〉. Cette
dualité peut être récrite en termes d’action sur les courants gauches de symétrie, à savoir :

J a,(x,y)
L

Ω2−→ −J a,(x,y)
L (5.24)

J a,z
L

Ω2−→ J a,z
L (5.25)

j(x,y)
L

Ω2−→ −j(x,y)
L (5.26)

jz
L

Ω2−→ jz
L (5.27)

Ja
L

Ω2−→ Ja
L (5.28)

Et rien pour les courants droits. Notons que cette transformation n’est rien d’autre qu’une
rotation d’angle π autour de l’axe Oz dans l’espace orbital qui est rendue au niveau des fer-
mions de Dirac par la transformation suivante :

Lmα
Ω2−→ σz

mnLnα (5.29)

Cette transformation n’affecte que les degrés orbitaux, c’est-à-dire que les degrés non-abéliens,
si bien que par lien avec le modèle de Gross-Neveu (5.6), nous savons que nous avons affaire
avec une théorie massive à cn.a. = 0. Et pour en déterminer le paramètre d’ordre, il suffit simple-

〈8〉. Ici, la manière d’indicer les zones, et le lien avec les dualités, est identique à celui de l’article [5].
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ment d’appliquer la dualité Ω2 au paramètre d’ordre de la théorie de Gross Neveu 〈9〉 :

O|2kF|
CDW = i

(
R†

mαLmα − L†
mαRmα

) Ω2−→ O|2kF|
ODWz = i

(
R†

mασz
mnLnα − L†

mασz
mnRnα

)
(5.30)

Il est de plus assez facile de de trouver une expression de ce paramètre d’ordre sur le réseau.
En effet, on se convainc rapidement que les termes réguliers de l’expression suivante sont les
bons :

O|2kF|
ODWz

j=x/a0
= 2 sin

(
2kFa0 j

)(
ng,j − ne,j

)
(5.31)

Les résultats pour cette phase sont très similaires à la précédente, jusqu’à l’expression de la
fonction de corrélation : 〈

O|2kF|
ODWz (x)O|2kF|

ODWz (0)
〉
' A cos(2kFx)x−Kc/N (5.32)

Et la phase moléculaire MS, caractérisée par (5.23), entre encore ici en compétition avec la
phase ODWz, bien que, pour des raisons tout à fait similaires à la zone précédente, c’est bien
cette dernière phase à laquelle nous nous attendons.

Zone III

Passons à l’analyse de la zone III qui est caractérisée par la dualité Ω1 (5.4). Comme la
précédente, nous récrivons cette dualité en termes d’une transformation sur les seuls courants
gauches, et il vient :

J a,(y,z)
L

Ω1−→ −J a,(y,z)
L (5.33)

J a,x
L

Ω1−→ J a,x
L (5.34)

j(y,z)
L

Ω1−→ −j(y,z)
L (5.35)

jx
L

Ω1−→ jx
L (5.36)

Ja
L

Ω1−→ Ja
L (5.37)

C’est maintenant une rotation de π autour de l’axe Ox dans l’espace orbital, rendue au
niveau des fermions de Dirac par la transformation suivante :

Lmα
Ω1−→ σx

mnLn,α (5.38)

Ici encore, seuls les degrés de liberté non-abéliens sont concernés par la dualité, si bien que

〈9〉. Si bien que quandO|2kF |
CDW correspond aux termes à 2kF de la limite continue de la densité totale n, le paramètre

O|2kF |
ODWz définit ci-après correspond à la limite continue de la densité orbitale ng − ne.
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par héritage du modèle de Gross-Neveu précédent, c’est par une théorie c = 1 - c’est-à-dire
critique en charge et gappé en degrés non-abéliens - que cette zone est décrite. Le paramètre
d’ordre qui lui correspond, induit du paramètre d’ordre CDW par la transformation de dualité
(5.38), est également une onde de densité orbitale, mais cette fois si selon l’axe orbital Ox 〈10〉 :

O|2kF|
CDW = i

(
R†

mαLmα − L†
mαRmα

) Ω1−→ O|2kF|
ODWx = i

(
R†

mασx
mnLnα − L†

mασx
mnRnα

)
(5.39)

Par suite logique, le paramètre d’ordre sur le réseau a l’expression suivante :

O|2kF|
ODWx

j=x/a0
= 2 sin(2kFa0 j)c†

mα,j σx
mncmα,j (5.40)

Ainsi qu’une fonction de corrélation à la dépendance identique :〈
O|2kF|

ODWx(x)O|2kF|
ODWx(0)

〉
' A cos(2kFx)x−Kc/N (5.41)

Au final, la phase attendue dans la zone III, avec une éventuelle compétition de la phase
moléculaire MS, est une phase ODWx.

La zone IV

Nous allons maintenant discuter d’une zone du diagramme, qui ne concerne que le modèle
g-e 〈11〉, et qui n’appartient pas au paradigme des dualités. Cette limite - que nous notons Ω̃ - se
caractérise par l’annulation de certains couplages lors de la renormalisation, tandis que d’autres
atteignent un régime du type "dualité". Concrètement, nous avons 〈12〉 :

f1
Ω̃
= f > 0 (5.45)

f3
Ω̃
= − f (5.46)

f2,4,5,6,7
Ω̃
= 0 (5.47)

Ainsi, il n’y a pas d’élargissement dynamique de la symétrie qui amène, comme les autres

〈10〉. Cette fois-ci, le nouveau paramètre d’ordre correspond aux termes à 2kF de la limite continue de c†
mασx

mncnα.
〈11〉. Nous verrons néanmoins qu’elle concerne la ligne harmonique du modèle p-band.
〈12〉. Comme cette limite ne concerne que le modèle g-e, il faudrait l’écrire dans les { f z

i }i∈[[1,9]] :

f z
1

Ω̃
= f > 0 (5.42)

f z
3

Ω̃
= − f (5.43)

f2,4,5
Ω̃
= 0 (5.44)
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zones, le modèle à une description en terme d’un modèle avec la symétrie SU(2N). Et puisqu’il
n’y a aucune chance de relier une telle limite au modèle de Gross-Neveu SU(2N), nous étu-
dions le modèle qui lui correspond tel quel. Concrètement, nous sommes menés à l’expression
suivante :

Hω
int. =

π f
N

(
Ja
L Ja

R − 2Ja,z
L Ja,z

R

)
(5.48)

Grâce aux expressions "orbitales" (3.75) et (3.76) des courants SU(N), nous pouvons expri-
mer l’expression précédente sous la forme suivante :

Hω
int. =

2π f
N

(
Ja
eL Ja

gR + Ja
gL Ja

eR

)
(5.49)

Cette dernière expression décrit deux chaînes indépendantes dont la physique et donnée par
le modèle de Thirring [159, 160] - encore appelé modèle de Gross-Neveu chiral - et ce, à condition
d’effectuer la transformation Ω suivante sur les fermions de Dirac gauche :

Lmα
Ω−→ σx

mnLnα (5.50)

Tant est si bien que le modèle devient :

Ω[Hω
int.] =

2π f
N

Ja
mL Ja

mR (5.51)

Cette théorie [161] est intégrable et possède un gap dans le secteur de spin, tandis que les
degrés de charge (ici un par degrés orbital, g et e) sont critiques, ainsi la phase est de charge
centrale c = 2. Assez naturellement, on a tendance à vouloir calculer les densités à 2kF pour
chacun des degrés g et e, ce que nous faisons, en introduisant des paramètres d’ordre qui dans la
transformation Ω donneront respectivement la somme et la différence de ces densités orbitales :

OODWx = iR†
mασx

mnLnα + h.c. (5.52)
Ω−→ iR†

mαLmα + h.c. (5.53)

OODWy = iR†
mασ

y
mnLnα + h.c. (5.54)

Ω−→ R†
mασz

mnLnα + h.c. (5.55)

Pour bosoniser cette expression, nous ne pouvons plus convenablement utiliser l’expression
(5.14), qui était adaptée à la chaîne avec la symétrie SU(2N) émergente : nous utilisons ici une
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base U(1)g × SU(N)1 ×U(1)e × SU(N)1 de théorie conforme des champs 〈13〉 :

L†
mαRmβ ∼ exp

(
i

√
4π

N
Φm

)
g(m)

βα (5.56)

Où g(m) est un champ primaire SU(N)1 du secteur orbital m - de dimension ∆[g(m)] =

1 − 1/N - qui agit maintenant dans le seul secteur de spin. Il va sans dire qu’étant donnée
l’expression (5.51) du modèle, nous avons 〈tr g(g,e)〉 6= 0 〈14〉, expression qui intervient dans les
expressions bosonisées des paramètres d’ordre 〈15〉 :

Ω[OODWx ] ∼
(

ei
√

4π/N Φg + ei
√

4π/N Φe
)
〈tr g〉+ h.c. (5.57)

Ω[OODWy ] ∼
(

ei
√

4π/N Φg − ei
√

4π/N Φe
)
〈tr g〉+ h.c. (5.58)

Les champs Φg et Φe sont reliés aux habituels champs Φc et Φo (que nous voulons introduire)
via une somme et une différence respectivement : malheureusement ceux-ci sont interprétés
étant donnée la transformation Ω, ce qui laisse présager que ce ne seront pas ces champs dans
les "vrais" degrés. Aussi, nous les appelons différemment :

Φ+ =
Φg + Φe√

2
(5.59)

Φ− =
Φg −Φe√

2
(5.60)

À ces champs sont associés les paramètres de Luttinger K±, grâce auxquels nous écrivons
l’expression suivante des paramètres d’ordre (en omettant les termes à "−2kF") :

Ω
[
O2kF

ODWx

]
∼ e−i

√
2πK+/N Φ+ cos

(√
2πK−/N Φ−

)
(5.61)

Ω
[
O2kF

ODWy

]
∼ e−i

√
2πK+/N Φ+ sin

(√
2πK−/N Φ−

)
(5.62)

Il nous faut maintenant relier ces résultats aux vrais champs Φc et Φo, que l’on relie par Ω
à Φ+ et à Φ− respectivement. Ainsi Φ+ devient Φc, et, est associé au paramètre de Luttinger
K+ = Kc, tandis que Φ−, qui devient −Θo, est associé au paramètre de Luttinger K− = 1/Ko.
Or, étant donnée la limite Ω̃, qui en particulier annule g6, nous avons K− = 1/Ko ' 1. Aussi,

〈13〉. Avec ces définitions, il faut garder à l’esprit qu’elles sont valables étant donnée la transformation Ω. Il faudra
revenir aux "vrais" degrés.
〈14〉. il va de même pour le conjugué, qui concerne les terme "h.c." dans les paramètres d’ordre.
〈15〉. Avec la symétrie d’échange Z

g↔e
2 du modèle (5.51), on est assuré que 〈tr g(g)〉 = 〈tr g(e)〉 = 〈tr g〉, que l’on

met en facteur à la limite semiclassique.
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les fonctions de corrélation attendues dans les zone IV sont les suivantes :

〈OODWx(x)OODWx(0)〉 ∼ cos(2kFx)x−Kc/N−1/NKo (5.63)

〈OODWy(x)OODWy(0)〉 ∼ cos(2kFx)x−Kc/N−1/NKo (5.64)

Il y a donc compétition ou cohabitation 〈16〉 entre les deux phases ODWx et ODWy au sein
d’une phase de charge centrale c = 2 dans la zone IV.

5.1.2 Le modèle p-band

Maintenant que le modèle est nommé, nous pouvons écrire les équations du groupe de
renormalisation qui lui sont spécifiques : dans le cas du modèle p-band au remplissage incom-
mensurable avec N = 2, il s’agit de 7 + 1 couplages { fi}i∈[[1,8]] (les opérateurs d’interaction
d’umklapp ont des conditions initiales nulles et demeurent nuls) qui satisfont les équations
(3.362, . . . , 3.373) :

ḟ1 =
1
4

(
f 2
1 + f 2

2 + f 2
3 + f 2

4

)
(5.65)

ḟ2 =
1
2

f1 f2 +
N2 − 4

2N2 f3 f4 +
1

N2

(
f3 f7 + f4 f6

)
(5.66)

ḟ3 =
1
2

f1 f3 +
N2 − 4

2N2 f2 f4 +
1

N2

(
f2 f7 + f4 f5

)
(5.67)

ḟ4 =
1
2

f1 f4 +
N2 − 4

2N2 f2 f3 +
1

N2

(
f2 f6 + f3 f5

)
(5.68)

ḟ5 =
N2 − 1

N2 f3 f4 +
1

N2 f6 f7 (5.69)

ḟ6 =
N2 − 1

N2 f2 f4 +
1

N2 f5 f7 (5.70)

ḟ7 =
N2 − 1

N2 f2 f3 +
1

N2 f5 f6 (5.71)

ġ8 = 0 (5.72)

Où l’on a laissé le huitième couplage, à savoir g8, qui associé à la charge, puisque par la
séparation spin-charge, il n’est pas renormalisé. Ajoutons les conditions initiales correspon-

〈16〉. Le numérique pourra éventuellement trancher.
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FIGURE 5.1 – Résultat brut du groupe de renormalisation pour le modèle p-band, N > 2, au rem-
plissage incommensurable (publié dans [5]) : les trois dualités atteintes dans le diagramme de phase.
Les différentes zones, I, II et III, associées aux dualités Ω0, Ω2 et Ω1 respectivement. Ici les calculs sont
donnés pour le cas particulier N = 4.

dantes 〈17〉 :

f1 = −N
2
(
U1 + U2

)
(5.73)

f2 = −NU2 (5.74)

f3 =
N
2
(
U2 −U1

)
(5.75)

f4 = 0 (5.76)

f5 = N(N− 1)U2 (5.77)

f6 =
N(N− 1)

2
(
U1 −U2

)
(5.78)

f7 = 0 (5.79)

g8 =
N− 1

2N
(
U1 + U2

)
(5.80)

De la résolution numérique de ces équations, nous donnons les différentes zones du dia-

〈17〉. À un facteur π/2 près
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gramme de phase du modèle p-band incommensurable en FIGURE 5.1. Elle nous permet de pro-
poser une étude des différentes lignes de transition de phase qui, contrairement au cas N = 2,
ne sont pas seulement les lignes d’équation U2 = 0 et U1 = U2, mais également, pour sa partie
répulsive, la ligne harmonique ainsi que deux lignes supplémentaires d’équations inconnues
qui ne correspondent à aucune symétrie du modèle sur réseau 〈18〉.

Les lignes de transition

Néanmoins, si ces équations de certaines lignes de transition sont inconnues (en consé-
quence leur résolution via les équations du groupe de renormalisation est tout à fait irréali-
sable), elles distinguent à chaque fois deux zones, deux dualités, que distingue aussi les lignes
de transition d’équations connues : la ligne qui sépare les zones II et III dans le quadrant
U1, U2 > 0 peut être relié à la transition U2 = 0, tandis que celle qui sépare les zones I et
III dans le cadrant U1 > 0 et U2 < 0 peut etre reliée à la droite d’équation U1 = U2. Ainsi pour
leur étude, nous utilisons les résultats du CHAPITRE 1, puisque nous avons affaire à chaque fois
avec deux chaînes découplées :

— U2 = 0 (transition I-II) : le modèle est réduit à deux chaînes indépendantes, chacune
au remplissage incommensurable : ainsi dans le régime attractif U1 < 0 ce sont deux
liquides de Luther-Emery avec c = 1 + 1 = 2 et dans le régime répulsif, deux liquides
de Luttinger avec c = N + N = 2N ;

— U1 = U2 (transition I-III) : c’est identique au cas précédent : dans le régime attractif
U1 < 0 ce sont deux liquides de Luther-Emery avec c = 1 + 1 = 2 et dans le régime
répulsif, deux liquides de Luttinger avec c = N + N = 2N.

Enfin l’étude avec la ligne harmonique dans le domaine répulsif : comme nous l’avons déjà
évoqué, lorsque l’on se fixe sur la ligne harmonique, la limite atteinte par les équations du
groupe de renormalisation est celle de la zone IV, c’est-à-dire Ω̃, dont on a montré qu’elle
correspondait à une théorie de charge centrale c = 2.

Le diagramme de phase

Cela dit nous pouvons, en FIGURE 5.2, donner le diagramme de phase complet du modèle
p-band au remplissage incommensurable pour N > 2. À noter que contrairement au cas N =

2, désormais l’aspect global du diagramme est bien changé, notamment parce que les lignes
U1 = U2 et U2 = 0 ne sont plus les seules lignes de transition : clairement, il n’y a pas ici de
transformation de Shiba qui donnait aux diagrammes à N = 2 leur aspect si symétrique.

〈18〉. On remarque numériquement que ces lignes dépendent de la valeur que prend l’entier N.
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FIGURE 5.2 – Diagramme de phase du modèle p-band incommensurable à N > 2 (publié dans [5]) :
les zones I, II et III, du faible au fort couplage, mettent en avant les phases à 2kF CDW, ODWz et ODWx
respectivement. Ici encore, les calculs sont donnés pour le cas N = 4.

5.1.3 Le modèle g-e

Terminons l’étude des modèles incommensurables en passant au modèle g-e. Ici la symétrie
orbitale U(1)o permet de réduire les couplages à 5 + 1 que sont les { f z

i }i∈[[1,6]] (de même que
dans le cas précédent l’incommensurabilité tue les opérateurs d’interaction d’umklapp) qui
satisfont les équations du groupe de renormalisation suivantes :

ḟ z
1 =

1
4

(
( f z

1 )
2 + 2( f z

2 )
2 +

(
f z
3
)2
)

(5.81)

ḟ z
2 =

1
2

f z
1 f z

2 +
N2 − 4

2N2 f z
2 f z

3 +
1

N2

(
f z
3 f z

4 + f z
2 f z

5

)
(5.82)

ḟ z
3 =

1
2

f z
1 f z

3 +
N2 − 4

2N2 ( f z
2 )

2 +
2

N2 f z
2 f z

4 (5.83)

ḟ z
4 =

N2 − 1
N2 f z

2 f z
3 +

1
N2 f z

4 f z
5 (5.84)

ḟ z
5 =

N2 − 1
N2 ( f z

2 )
2 +

1
N2 ( f z

4 )
2 (5.85)

ġz
6 = 0 (5.86)
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FIGURE 5.3 – Résultat brut du groupe de renormalisation pour le modèle g-e, N > 2, au remplissage
incommensurable (publié dans [5]), en a., pour Vex négatif, et en b., pour Vex positif (avec Vex = ±t/100) :
deux dualités, Ω0 et Ω2, sont atteintes respectivement en zones I et II, tandis que dans la zone IV, c’est
la limite Ω̃ qui est réalisée.

Donnons également les conditions initiales qui leurs sont associées :

f z
1 = −N

2
(
U + Vex

)
(5.87)

f z
2 = −N

2
V (5.88)

f z
3 =

N
2
(
Vex −U

)
(5.89)

f z
4 =

N
2
(
NVex −V

)
(5.90)

f z
5 =

N
2

(
(N− 1)U + Vex −NV

)
(5.91)

gz
6 =

1
2N

(
(N− 1)U −Vex + NV

)
(5.92)

De même que pour le modèle p-band, nous avons laissé tel quel le couplage sur la charge,
c’est-à-dire gz

6, puisque la séparation spin-charge le laisse seul. Grâce à ces équations, nous
obtenons les différentes zones du diagramme, comme montrées en FIGURE 5.3.
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Les lignes de transitions

Sur les lignes de transition entre zones I et II, la même analyse que pour le modèle p-band
peut être réalisée, si bien que nous insistons ici sur la transition qui existe entre les zones II et
IV dont l’étude est rendue possible car l’une de leur ligne de transition correspond avec le plan
de symétrie orbitale SU(2)o (voir FIGURE 5.6). Le plan d’équation, donné par (4.296), reste pour
N > 2 le plan de symétrie orbitale qui permet l’ajustement fin suivant f z

2 = f z
3 et f z

4 = f z
5 et

réduit à trois les équations du groupe de renormalisation :

ḟ z
1 =

1
4

(
( f z

1 )
2 + 3( f z

2 )
2
)

(5.93)

ḟ z
2 =

1
2

f z
1 f z

2 +
N2 − 4

2N2 ( f z
2 )

2 +
2

N2 f z
2 f z

4 (5.94)

ḟ z
4 =

N2 − 1
N2 ( f z

2 )
2 +

1
N2 ( f z

4 )
2 (5.95)

Avec les conditions initiales suivantes :

f z
1 = −N

2
(
V + 2Vex

)
(5.96)

f z
2 = −N

2
V (5.97)

f z
4 =

N
2
(
NVex −V

)
(5.98)

La résolution numérique de ces équations mène à un résultat tout à fait nouveau (voir
FIGURE 5.4 : lorsque V < 0 (sur le plan), c’est la dualité triviale qui est atteinte (associée à
CDW) ; mais lorsque V > 0, les résultats numériques donnent - dans les couplages qui pour-
tant donnent normalement les bonnes dualités - des rapports entre les couplages qui ne sont ni
1, ni−1, ni même 0, mais des rapport d’apparence assez arbitraire. On peut se poser la question
de la validité d’un tel résultat, et notamment si les équations du groupe de renormalisation ad-
mettent une telle limite. Pourtant, en testant pour les équations (5.93, 5.94, 5.95) des solutions
asymptotiques du type :

f1 = f (5.99)

f2 = α f (5.100)

f3 = β f (5.101)

Avec α, β ∈ R, on montre que ces nouveaux coefficients doivent satisfaire les deux égalités
suivantes :

1
4

(
1 + 3α2

)
=

1
2
+

N2 − 4
2N2 α +

2β

N2 =
N2 − 1

N2
α2

β
+

β

N2 (5.102)
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FIGURE 5.4 – Diagramme de phase du modèle g-e incommensurable pour N > 2 sur le plan de
symétrie orbitale SU(2)o. Là où le plan de symétrie intersecte la zone I (associée à CDW), c’est encore
une phase de dualité triviale Ω0 qui est atteinte, tandis que lorsqu’elle fait la séparation entre les zones
II et III (voir FIGURE 5.6), une limite fractionnaire Ω̃5, est atteinte.

Équations dont les solutions, en plus de donner la solution α = β = 1 qui correspond à la
dualité triviale Ω0, admettent une solution 〈19〉 qui elle est beaucoup moins évidente :

α = −1
3
−

25/3(N2 − 4
)

34/3∆
+

24/3∆
35/3N2 (5.103)

β =
5
9
− 2N2

9
+

21/3N2

35/3∆2

(
N2 − 4

)2
+

22/3

34/3∆
(
N4 − 6N2 + 8

)
(5.104)

− 21/3∆
35/3N2

(
N2 − 2

)
+

∆2

9× 61/3N2

Où la quantité ∆ prend l’expression suivante :

∆ =

[√
3 (2N12 − 24N10 + 123N8 − 128N6)− 9N4

]1/3

(5.105)

À propos de ces solutions, qui correspondent aux rapports que fournit le numérique et qui
sont valables pour N ≥ 2, nous remarquons que le cas N = 2, où −α = β = 1, correspond
à une dualité, à savoir Ω5, qui on le rappelle, n’est une symétrie des équations du groupe de

〈19〉. En réalité, il existe deux solutions supplémentaires, mais complexes, et en conséquence, hors de propos.
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renormalisation que lorsque N = 2 : finalement, elle demeure valide, mais sous une forme
tout à fait inattendue, qui n’est plus une dualité. Pour cette raison nous nommons Ω̃5 cette
limite. L’étude de la phase correspondante requiert encore du nouveau matériel technique pour
résoudre le modèle à la limite Ω̃5 :

HΩ̃5
int. =

π f
N

(
Ja
L Ja

R + αJa,i
L Ja,i

R + β jL · jR

)
(5.106)

Pour trouver la physique de cette phase symétrique SU(2)o, considérons la limite N � 1,
laquelle satisfait :

α
N→∞−→ −1/3 (5.107)

β
N→∞−→ +1/3 (5.108)

Ainsi, si l’on considère N grand, c’est d’abord le premier membre du modèle (5.106) - c’est-à-
dire les courants SU(N)2 - qui va atteindre avant les autres le régime de fort couplage où il décrit
un modèle massif. La gap qui s’ouvre dans ce secteur (celui des degrés de liberté nucléaires), et
après y avoir intégrés lesdits degrés, la physique est décrite par le modèle suivant [3, 114] :

Ho
int. = γtr Φ(1) +

π f
N

β jL · jR (5.109)

Où Φ(1) est le champ primaire de spin 1 de la théorie conforme des champs SU(2)N, de
dimension ∆[Φ(1)] = 4/(N + 1), et γ > 0. Finalement, le hamiltonien effectif (5.109) n’est rien
d’autre que la théorie de basse énergie de spins N/2 de la chaîne de Heisenberg SU(2), dont la
résolution est bien connue [162], ce n’est rien d’autre que la conjecture de Haldane, qui dépend
de la parité de N [162, 163] :

— N pair : le modèle possède un gap spectral ;
— N impair : le modèle est critique - sur les degrés orbitaux, il a même c = 1 - est décrit par

une théorie conforme des champs SU(2)1.

Nous verrons émerger lors de l’étude du demi-remplissage sa phase jumelle qui, elle, inté-
grera les degrés de liberté de charge (via les opérateurs d’interaction d’umklapp). Nous établi-
rons par ailleurs que cette limite du demi-remplissage correspond à une phase HO 〈20〉, si bien
qu’on peut imaginer la présente phase du cas incommensurable (qui correspond à Ω̃5) comme
en étant un dopage. Enfin, cette limite fractionnaire correspond à la transition entre les zones II
et IV, dont on a vu que cette dernière possédait une charge centrale qui dépendent de la parité
de N (c = 1 à cause de la charge pour N pair, et, c = 2 à cause de la charge et de la criticalité sur
les degrés orbitaux).

〈20〉. Dans la représentation N/2 de SU(2).

233



FIGURE 5.5 – Diagramme de phase du modèle g-e incommensurable pour N > 2 pour les plans
Vex = ±t/100. Les zones I, II et IV sont associées aux phases CDW, ODWz et ODWx vs. ODWy (publié
dans [5]).

Le diagramme de phase

Toutes ces choses établies, nous pouvons donner le diagramme de phase, sur deux plans en
FIGURE 5.5, mais aussi en sphérique FIGURE 5.6 pour avoir le diagramme de phase en entier : on
y constate que la phase fractionnaire OF appartient à la ligne de symétrie orbitale SU(2)o pour
0 < ϕ < π, c’est-à-dire V > 0. Notons enfin qu’à ce remplissage et pour N > 2, il n’y a pas
de trace d’un plan de symétrie SU(2)c que relierait à la symétrie orbitale SU(2)o une éventuelle
transformation de Shiba.

5.2 Le demi-remplissage

Dans cette seconde section, c’est le cas du demi-remplissage pour N > 2 qui est traité,
mais cette fois-ci pour le seul modèle g-e (et Hund). Ce traitement est d’ailleurs l’objet principal
de l’article [3]. Avec un tel remplissage, les termes d’umklapp devenus non-nuls sont alors
renormalisés et lient désormais les degrés de charge et non-abéliens. Comme dans le cas à
N = 2, nous présentons dès-lors que l’effet de la renormalisation, commune à tous les degrés,
qui mènera à un élargissement dynamique de la symétrie, pour tous les degrés, c’est-à-dire des
modèles avec la symétrie SO(4N). Et c’est bien ce qu’il se produit dans la plupart des zones
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FIGURE 5.6 – Diagramme de phase complet du modèle g-e incommensurable pour N > 2 (en sphé-
rique). La ligne de symétrie orbitale SU(2)o est représentée en rouge.

du diagramme de phase, décrites par des dualités. Il en existe cependant une qui n’est pas
décrite par une dualité. Sa résolution - qui nécessite l’introduction d’une artillerie technique
d’un niveau supérieur ! - sera suivie d’une analyse de fort couplage où l’on montre l’émergence
- espérée - de deux nouvelles phases topologiques.

5.2.1 Les phases du couplage faible

L’un des effets de la commensurabilité du demi-remplissage est que nous n’avons plus à
traiter la charge à part puisque, par les opérateurs d’interaction d’umklapp, elle est réintégrée
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aux autres degrés via les équations du groupe de renormalisation :

ḟ z
1 =

1
4

(
( f z

1 )
2 + 2( f z

2 )
2 + ( f z

3 )
2
)
+

N + 2
4N

( f z
7 )

2 +
N− 2

4N

(
2( f z

8 )
2 + ( f z

9 )
2
)

(5.110)

ḟ z
2 =

1
2

f z
1 f z

2 +
N2 − 4

2N2 f z
2 f z

3 +
1

N2

(
f z
3 f z

4 + f z
2 f z

5

)
+

1
2

f z
7 f z

8 +
N− 2

2N
f z
8 f z

9 (5.111)

ḟ z
3 =

1
2

f z
1 f z

3 +
N2 − 4

2N2 ( f z
2 )

2 +
2

N2 f z
2 f z

4 +
1
2

f z
7 f z

9 +
N− 2

2N
( f z

8 )
2 (5.112)

ḟ z
4 =

N2 − 1
N2 f z

2 f z
3 +

1
N2 f z

4 f z
5 +

N− 1
N

f z
8 f z

9 (5.113)

ḟ z
5 =

N2 − 1
N2 ( f z

2 )
2 +

1
N2 ( f z

4 )
2 +

N− 1
N

( f z
8 )

2 (5.114)

ḟ z
6 =

N + 1
2N

( f z
7 )

2 +
N− 1

2N

(
2( f z

8 )
2 + ( f z

9 )
2
)

(5.115)

ḟ z
7 =

N2 + N− 2
2N2 f z

1 f z
7 +

N− 1
2N

(
2 f z

2 f z
8 + f z

3 f z
9

)
+

1
N2 f z

6 f z
7 (5.116)

ḟ z
8 =

N2−N−2
2N2

(
f z
1 f z

8 + f z
3 f z

8 + f z
2 f z

9

)
+

N+1
2N

f z
2 f z

7+
1

N2

(
f z
5 f z

8 + f z
4 f z

9 + f z
6 f z

8

)
(5.117)

ḟ z
9 =

N2−N−2
2N2

(
f z
1 f z

9 + 2 f z
2 f z

8

)
+

N+1
2N

f z
3 f z

7+
1

N2

(
2 f z

4 f z
8 + f z

6 f z
9

)
(5.118)

Avec les conditions initiales suivantes 〈21〉, qui pour les cinq premières sont identiques à
(5.88, . . . , 5.91), mais qui pour le couplage relié à la charge (5.92) est cette fois-ci normalisée, et

〈21〉. Au facteur π/2 près.
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auxquelles on ajoute celles des opérateurs d’interaction d’umklapp, pour le modèle g-e :

f z
1 = −N

2
(
U + Vex

)
(5.119)

f z
2 = −N

2
V (5.120)

f z
3 =

N
2
(
Vex −U

)
(5.121)

f z
4 =

N
2
(
NVex −V

)
(5.122)

f z
5 =

N
2

(
(N− 1)U + Vex −NV

)
(5.123)

f z
6 =

N
2

(
(N− 1)U −Vex + NV

)
(5.124)

f z
7 =

N
2
(
V −Vex

)
(5.125)

f z
8 =

N
2

U (5.126)

f z
9 =

N
2
(
V + Vex

)
(5.127)

Puis pour le modèle de Hund (lequel sera utilisé pour l’analyse, notamment pour la phase
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non-DSE) :

f z
1 = −N

2

(
U + J +

Jz

2

)
(5.128)

f z
2 = −N

2

(
U − Jz

2

)
(5.129)

f z
3 = −N

2

(
U − J +

Jz

2

)
(5.130)

f z
4 = −N

2

(
U −NJ − Jz

2

)
(5.131)

f z
5 = −N

2

(
U − J − (2N− 1)

Jz

2

)
(5.132)

f z
6 =

N
2

(
(2N− 1)U − J − Jz

2

)
(5.133)

f z
7 =

N
2

(
U − J − Jz

2

)
(5.134)

f z
8 =

N
2

(
U +

Jz

2

)
(5.135)

f z
9 =

N
2

(
U + J − Jz

2

)
(5.136)

Grâce à ces conditions initiales et aux équations du groupe de renormalisation, nous obte-
nons, en FIGURE 5.7, les différentes limites atteintes dans le diagramme de phase (voir FIGURE

5.11), dont trois dualités, la triviale ainsi que (3.380) et (3.382), ici écrites dans les couplages
{gz

i }i∈[[1;12]] :

gz
1,2,3,4,5,6,7,8,9

Ω0−→ gz
1,2,3,4,5,6,7,8,9 (5.137)

gz
1,3,5,6,7,9
gz

2,4,8

Ω2−→ gz
1,3,5,6,7,9
−gz

2,4,8
(5.138)

gz
1,2,3,4,5,6
gz

7,8,9

Ω4−→ gz
1,2,3,4,5,6
−gz

7,8,9
(5.139)

Zone I

Pour interpréter physiquement ces dualités, nous débutons par l’étude de la dualité triviale
Ω0 qui correspond à la zone I, et, une fois les résultats établis, nous établirons les propriétés
des autres zones associées aux autres dualités, c’est-à-dire Ω2 et Ω4. S’agissant de la dualité
triviale, nous savons depuis (3.378) qu’il s’agit du modèle de Gross-Neveu SO(4N), dont nous
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FIGURE 5.7 – Résultat brut du groupe de renormalisation pour le modèle g-e, en a., et de Hund, en
b., à N > 2 (ici N = 4) et au demi-remplissage : trois dualités, Ω0, Ω2, Ω4, et une limite qui n’est pas
une dualité, Ω̃′, sont atteintes. Les résultats présentés en sphérique, font apparaître la ligne de symétrie
SU(2)0 en bleu.

redonnons l’expression dans les fermions chiraux :

HGN
int. =

π f
2N
(

L†
mαRmα − h.c.

)2 (5.140)

Si bien qu’en introduisant le paramètre d’ordre de la phase SP, comme suit :

OSP

j=x/a0
= (−1)j ∑

mα

c†
mα,j+1cmα,j (5.141)

Dir.
= i

(
L†

mαRmα − h.c.
)

(5.142)

On écrit le hamiltonien (5.140) de la plus simple des manières :

HGN
int. = −

π f
2N
O2

SP (5.143)

Et nous sommes ainsi menés, pour ce modèle intégrable de charge centrale c = 0 et de sy-
métrie SO(4N), à mettre en évidence une phase SP avec 〈OSP〉 6= 0 pour la zone I, et ce d’une
manière bien plus simple que dans le cas du remplissage incommensurable où l’introduction
de la bosonisation non-abélienne avait été nécessaire. La paramètre d’ordre en lien (5.141) cor-
respond à une phase dimérisée qui brise l’invariance par translation.
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Zone II

Pour étudier la dualité Ω2 associée à la zone II, comme nous l’avons fait précédemment,
nous rendons compte de l’effet de la dualité sur les fermions chiraux, et ainsi nous pourrons en
déduire quelle transformation le paramètre d’ordre va subir, puis nous l’interpréterons sur le
réseau. Pour la dualité (5.138), l’effet de la dualité, que nous choisissons encore de n’exprimer
que sur les fermions gauches est :

Lmα
Ω2−→ (−1)mLmα (5.144)

Le paramètre d’ordre devient alors :

OSP

Ω2−→ OODW = ∑
m
(−1)mL†

mαRmα + h.c. (5.145)

C’est-à-dire une onde de densité orbitale, qui peut être retrouvée à l’aide de la limite conti-
nue de l’expression suivante, donnée sur le réseau :

OODW = (−1)j ∑
m
(−1)mc†

mα,jcmα,j (5.146)

Ici, dans la zone II, c’est une phase ODW qui est réalisée.

Zone III

Sur la zone III, c’est la dualité (5.139), c’est-à-dire Ω4, que l’on exprime comme une trans-
formation sur les seuls fermions chiraux gauches :

Lmα
Ω4−→ iLmα (5.147)

Le paramètre d’ordre est alors transformé depuis la phase triviale :

OSP

Ω4−→ OCDW = L†
mαRmα + h.c. (5.148)

C’est un paramètre d’ordre en onde de densité de charge, dont l’expression sur le réseau -
très simple - est la suivante :

OCDW = (−1)jnj (5.149)

Dans cette dernière zone à dualité, c’est une phase CDW qui est réalisée.
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Zone IV

Dans la zone IV, ce n’est pas une dualité que présentent les équations du groupe de renor-
malisation, mais la limite suivante :

f z
1,6,7

Ω̃
= f > 0 (5.150)

f z
3,9

Ω̃
= − f (5.151)

f z
2,4,5,8

Ω̃
= 0 (5.152)

Notons qu’elle ressemble beaucoup - notamment pour les couplages non-associés à des opé-
rateurs d’interaction d’umklapp - à la limite Ω̃ (5.42, 5.43, 5.44) : pour cette raison nous la nom-
mons Ω̃′. Cette phase - délicate [3] - est laissée au soin du fort couplage où elle est plus simple,
bien que nous donnions le résultat du faible couplage à la fin de l’étude du plan de symétrie
orbitale SU(2)o, traité ci-après.

Plan de transition

Compte tenu de la résolution des équations du groupe de renormalisation (voir FIGURE 5.7),
la seule ligne de transition en rapport avec une symétrie du modèle sur le réseau est la ligne
de symétrie SU(2)o (voir équation (4.296)) : il s’agit de la transition entre les zones II et IV.
Dans ce plan d’équation, les conditions initiales se simplifient et l’on introduit les six couplages
orbitaux 〈22〉 { f o

i }i∈[[1,6]], ici pour le modèle de Hund :

f z
1 = f o

1 = −N
2

(
U +

3J
2

)
(5.153)

f z
2 = f z

3 = f o
2 = −N

2

(
U − J

2

)
(5.154)

f z
4 = f z

5 = f o
3 = −N

2

(
U −

(
N +

1
2

)
J
)

(5.155)

f z
6 = f o

4 =
N
2

(
(2N− 1)U − 3J

2

)
(5.156)

f z
7 = f o

5 =
N
2

(
U − 3J

2

)
(5.157)

f z
8 = f z

9 = f o
6 =

N
2

(
U +

J
2

)
(5.158)

〈22〉. C’est-à-dire reliés à la symétrie orbitale SU(2)o.
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FIGURE 5.8 – Diagramme de phase du modèle de Hund au demi-remplissage pour N > 2 (ici on a
N = 4), sur le plan de symétrie orbitale SU(2)o. Les dualités Ω0 et Ω4 correspondent aux phases SP et
CDW respectivement, et dans une troisième zone, une limite fractionnaire Ω̃′5 associé à la phase HO.

Avec les équations du groupe de renormalisation suivantes :

ḟ o
1 =

1
4

(
( f o

1 )
2 + 3( f o

2 )
2
)
+

N + 2
4N

( f o
5 )

2 +
3(N− 2)

4N
( f o

6 )
2 (5.159)

ḟ o
2 =

1
2

f o
1 f o

2 +
N2 − 4

2N2 ( f o
2 )

2 +
2

N2 f o
2 f o

3 +
1
2

f o
5 f o

6 +
N− 2

2N
( f o

6 )
2 (5.160)

ḟ o
3 =

N2 − 1
N2 ( f o

2 )
2 +

1
N2 ( f o

3 )
2 +

N− 1
N

( f o
6 )

2 (5.161)

ḟ o
4 =

N + 1
2N

( f o
5 )

2 +
3(N− 1)

2N
( f o

6 )
2 (5.162)

ḟ o
5 =

N2 + N− 2
2N2 f o

1 f o
5 +

3(N− 1)
2N

f o
2 f o

6 +
1

N2 f o
4 f o

5 (5.163)

ḟ o
6 =

N2−N−2
2N2

(
f o
1 f o

6 + 2 f o
2 f o

6

)
+

N+1
2N

f o
2 f o

5+
1

N2

(
2 f o

3 f o
6 + f o

4 f o
6

)
(5.164)

Ces équations, comme on le montre en FIGURE 5.8, atteignent deux dualités connues, Ω0 et
Ω4 respectivement associées aux phases SP et CDW décrites précédemment. Une nouveauté est
la limite atteinte dans la troisième zone (voir FIGURE 5.8) qui n’est pas une dualité et que l’on
note Ω̃′5. Le résultat que donne les équations du groupe de renormalisation propose une limite
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du type suivant (α, β, f ∈ R) :

f o
1,4,5 = f (5.165)

f o
2,6 = α f (5.166)

f o
3 = β f (5.167)

On montre alors que pour être solutions des équations du groupe de renormalisation (5.159,
. . . , 5.164) il faut que les coefficients α et β satisfassent les deux équations suivantes :

N + 1
2N

+
3(N− 1)

2N
α2 = 1 +

N2 −N− 2
N2 α +

2β

N2 =
2N2 −N− 1

N2
α2

β
+

β

N2 (5.168)

Ces équations redonnent la dualité triviale Ω0 avec α = β = 1 mais aussi la limite sui-
vante 〈23〉 qui correspond à ce que l’on observe par la résolution des équations de Runge Kutta
d’ordre 5 :

α = −1
3
− 21/3A

∆
+

∆
21/3C2 (5.169)

β =
N(N− 1)

4
+

(
1 +

N(N + 1)
2

)
α +

3N(N− 1)
4

α2 (5.170)

Où le terme ∆ a pour expression :

∆ = C
{
− B +

[
4A3 + B2

]1/2}1/3
(5.171)

Et où les termes A et B satisfont :

A = 216N4 − 540N3 − 108N2 + 972N− 540 (5.172)

B = 11664N4 − 46656N3 + 69984N2 − 46656N + 11664 (5.173)

C = 27
(
1− 2N + N2) (5.174)

Ce résultat est comparable à la solution (5.103, 5.104) par bien des aspects (que nous allons
discuter), et en diffère notamment par l’ajout des couplages des opérateurs d’umklapp dans les
équations du groupe de renormalisation, c’est notamment ce qui distingue les équations (5.102)
et (5.168). Cela dit, pour les points communs, les deux solutions possèdent la même limite :

α
N→∞−→ −1/3 (5.175)

β
N→∞−→ +1/3 (5.176)

〈23〉. Ainsi que deux autres limites, mais complexes.
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De même, lorsque N = 2, la solution devient dualité avec −α = β = 1 et qui n’est autre que
Ω5
〈24〉, ce qui justifie - n’étant pas identique à Ω̃5 - l’appelation Ω̃′5 pour cette limite. Ainsi le

modèle sur le plan de symétrie orbitale est le suivant :

HSU(2)o
int. =

π f
N

Ja
L Ja

R +
2πα f

N
J a,i

L J
a,i

R +
2πβ f

N2 jL · jR +
π f
2N2 JL JR (5.177)

+
π f
N

(
Sαβ+

L Sαβ−
R + Sαβ−

L Sαβ+
R

)
+

πα f
2N

(
Aαβ+

mnL Aαβ−
mnR + Aαβ−

mnL Aαβ+
mnR

)
Ainsi les coefficients qui ont pour facteur α ou β correspondent - par rapport à la situation

de référence qui est |α| = |β| = 1 - à des échelles d’énergie plus petites que celles de charge
ou de spin. Pour ces derniers degrés, nucléaires, on considère alors seule la théorie du premier
membre de (5.177) : il s’agit d’une théorie conforme des champs SU(N)2 perturbée par une
interaction courant-courant (interaction marginale-relevante), qui est connue pour être massive
[164] avec un gap ∆s qui va structurer la physique orbitale car c’est en effet dans le secteur
de basse énergie que décrit la théorie des degrés nucléaires qu’elle va prendre place à basse
énergie.

Pour faire cette analyse, nous introduisons à nouveau un résultat de la bosonisation non-
abélienne dans la base U(1)c × SU(2)N × SU(N)2, qui nous permettra la décomposition du
hamiltonien (5.177) :

L†
mαRnβ ' exp

(
i

√
2π

N
Φc

)
gnmGβα (5.178)

R†
mαLnβ ' exp

(
−i

√
2π

N
Φc

)
g†

mnG†
αβ (5.179)

Où g et G sont respectivement les champs primaires dans la représentation fondamentale
de SU(2) et SU(N), dont les dimensions d’échelle sont les suivantes :

∆[g] =
3

N + 2
(5.180)

∆[G] =
N2 − 1

N(N + 2)
(5.181)

À l’aide de ces champs primaires de la représentation fondamentale, on peut construire
des champs primaires de représentations plus importantes, à savoir la représentation de spin
j = 1 de SU(2) avec ΦSU(2)N

j=1 et la représentation adjointe de SU(N) avec ΦSU(N)2
adj , qui satisfont les

〈24〉. Dans le cas N = 2 au demi-remplissage, nous avions montré quelle correspondait à la phase HO.
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relations suivantes :

tr
(

ΦSU(2)N

j=1

)
= tr

(
g
)
tr
(

g†)− 1
2

gmng†
mn (5.182)

tr
(

ΦSU(N)2
adj

)
= tr

(
G
)
tr
(
G†)− 1

2
GαβG†

αβ (5.183)

Or nous pouvons exprimer le second terme du hamiltonien (5.177) à l’aide de ces champs et
du champ Φc de charge dans (5.178, 5.179) :

J a,i
L J

a,i
R ∼ −tr

(
ΦSU(2)N

j=1

)
tr
(

ΦSU(N)2
adj

)
(5.184)

De même pour le cinquième terme de (5.177), le terme d’umklapp construit à l’aide des cou-
rants symétriques 〈25〉 "S", ce sont naturellement les représentations antisymétriques de SU(2)
(c’est-à-dire rien, un singulet) et symétrique de SU(N) (c’est-à-dire , de dimension N(N +

1)/2) notée ΦSU(N)2
s , qui interviennent :

Sαβ+
L Sαβ−

R ∼ exp

(
i

√
8π

N
Φc

)
tr
(

ΦSU(N)2
s

)
(5.185)

De même pour le sixième terme de (5.177), le terme d’umklapp construit à l’aide des cou-
rants antisymétriques 〈26〉 "A", ce sont cette fois-ci les représentations symétrique de SU(2)
(c’est-à-dire un triplet) avec le champ primaire de spin j = 1, et antisymétrique (c’est-à-dire

, de dimension N(N− 1)/2) notée ΦSU(N)2
a , qui interviennent :

Aαβ+
mnL Aαβ−

mnR ∼ exp

(
i

√
8π

N
Φc

)
tr
(

ΦSU(2)N

j=1

)
tr
(

ΦSU(N)2
a

)
(5.186)

Enfin pour l’opérateur d’interaction charge pure, nous utilisons les résultats de la bosonisa-
tion abélienne 〈27〉 des équations (3.235, 3.236) sur les courants de charge gauche et droit :

JL JR =
2N
π

∂xΦcL∂xΦcR (5.187)

〈25〉. Symétriques sur les degrés nucléaire, c’est comme ça que nous l’avions défini.
〈26〉. Antisymétriques sur les degrés nucléaire.
〈27〉. Pour la raison que le champ de charge défini dans la bosonisation abélienne et non-abélienne est en réalité
le même.
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Au final 〈28〉 nous pouvons écrire un hamiltonien où le secteur orbital est distingué des autres :

HSU(2)o
eff. = λ1tr

(
ΦSU(2)N

j=1

)
+

2πβ f
N2 jL · jR +

f
N

∂xΦcL∂xΦcR (5.188)

+ λ2 cos

(√
8π

N
Φc

)
+ λ3 tr

(
ΦSU(2)N

j=1

)
cos

(√
8π

N
Φc

)
(5.189)

Où les coefficients phénoménologiques λ1,2,3 sont les champs primaires du secteur nucléaire
qui ont été moyennés :

λ1 ' −4πα f
N

〈
tr
(

ΦSU(N)2
adj

)〉
(5.190)

λ2 '
π f
N

〈
tr
(

ΦSU(N)2
s

)
+ h.c.

〉
(5.191)

λ3 '
πα f
2N

〈
tr
(

ΦSU(N)2
a

)
+ h.c.

〉
(5.192)

Et nous supposons dans la suite que les valeurs moyennes des opérateurs de SU(2)N sont
positives. L’idée est de simplifier encore le hamiltonien effectif (5.189) et pour ce faire, puisque
nous considérons des interactions en perturbation, nous pouvons négliger le terme en λ3 qui
est moins pertinent que ceux en λ1 et λ2 (dont il est le produit). Mais aussi, nous pouvons
simplifier l’expression des termes en charge en introduisant le champ normalisé Φ̃c associé au
paramètre de Luttinger suivant :

Kc =
1√

1 + f /πNvF
< 1 (5.193)

Puisque le résultat numérique est tel que f > 0. Ainsi le modèle effectif peut s’écrire de la
manière suivante :

HSU(2)o
eff. = λ1tr

(
ΦSU(2)N

j=1

)
+

2πβ f
N2 jL · jR + λ2 cos

(√
8πKc

N
Φ̃c

)
(5.194)

Nous pouvons dès lors régler le cas des degrés de liberté de charge : au demi-remplissage,
pour Kc < N (voir équation (3.249)), inégalité qui est ici satisfaite, un gap en charge ∆c s’ouvre 〈29〉

et la charge est gelée à une valeur moyenne qui minimise le terme cosinus (avec λ2 > 0) du mo-

〈28〉. En omettant le premier terme purement nucléaire, considéré constant selon nos précédentes considérations.
〈29〉. Et au demi-remplissage, nous avons affaire avec un Isolant de Mott, ce qui est bien attendu.
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dèle effectif (5.194) pour p = 0 et 1 :

〈Φc〉 =

√
Nπ

8Kc
+ p

√
Nπ

8Kc
(5.195)

Le modèle effectif peut encore être simplifié pour obtenir une forme finale qui ne dépend
plus que des degrés de liberté orbitaux :

HSU(2)o
eff. = λ1tr

(
ΦSU(2)N

j=1

)
+

2πβ f
N2 jL · jR (5.196)

Or cette dernière expression n’est rien d’autre que la théorie de basse énergie de la chaîne de
Heisenberg-SU(2) de spin N/2 [162]. Cette dernière satisfait la conjecture de Haldane si bien
que, pour N impair les degrés orbitaux sont critiques avec c = 1, et, pour N pair la phase cor-
respond à une généralisation de la phase Haldane Orbital (HO) du cas N = 2 (qui correspond
bien à une chaîne de spin N/2 = 1) : c’est également une phase topologique protégée par la
symétrie (SPT), avec des états de bord de spin N/4 et un ordre caché que mesure un paramètre
d’ordre en ruban. Notons enfin que - hors du plan de symétrie, lorsque SU(2)o est réduite à
U(1)o, l’étude de la zone IV s’effectue en utilisant une expression anisotrope de (5.196) qui,
pour N pair, établit une phase RS que l’on décrit plus aisément au fort couplage.

5.2.2 L’approche du fort couplage

Pour confirmer les résultats du faible couplage et pour en pallier les carences, nous donnons
ici l’étude de fort couplage 〈30〉 (c’est-à-dire lorsque les couplages, en Hund : U, J et Jz, sont très
grands devant le terme tunnel t), comme donnée en [3]. Cette étude - qui pour être menée, peut
être comparée aux résultats du même modèle g-e au demi-remplissage à N = 2 (voir FIGURE

4.13) - mène notamment à la mise en évidence d’une généralisation de la phase HO ainsi que
d’une phase topoloqique SU(N), généralisation de la phase HS du cas N = 2. Notons enfin que
cette analyse est réalisée pour les modèles possédant la symétrie d’échange Z

g↔e

2 .

Le cas J = Jz = 0

Considérons tout d’abord le cas où J = Jz = 0 : il s’agit de deux points du plan de symétrie
orbitale SU(N), l’un pour U > 0 et l’autre pour U < 0 (voir ces points en FIGURE 5.13), qu’il
faut étudier séparemment. Concrètement pour cette première approche, il s’agit de vérifier que
les prédictions du faible couplage pour les phases dans ces zones, c’est-à-dire si ces zones cor-
respondent respectivement à des phases SP et CDW. Sur le plan SU(2)o d’équation (4.296), le

〈30〉. Cette étude est le travail de H. Nonne et K. Totsuka
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modèle de Hund 〈31〉 devient [3] au demi-remplissage un modèle de Hubbard U(2N) :

HHund = −t ∑
mα,i

(
c†

mα,i+1cmα,i + c†
mα,icmα,i+1

)
+

U
2 ∑

i
n2

i (5.197)

Considérons les deux cas :

— U > 0 : les interactions répulsives répartissent les atomes par paquets les plus petits
en nombre, c’est-à-dire N atomes par site, correspondant à la représentation de SU(2N)

complètement antisymétrique (avec un colonne de N lignes). Le demi-remplissage - qui
induit un gap de charge - fixe alors ces représentations sur site, et nous sommes naturel-
lement rendus à un modèle de Heisenberg antiferromagnétique 〈32〉 SU(2N) dans ladite
représentation. Or il est connu [165, 97, 166] que ce modèle présente, pour tout N, une
phase SP, c’est-à-dire dimérisée avec un fondamental doublement dégénéré formé de
dimères qui lient deux sites voisins ;

— U < 0 : cette fois-ci les interactions attractives attirent les atomes en les plus gros pa-
quets possibles, et l’on voit les sites être complètement vides, ou complètement occupés
(avec 2N atomes), autrement dit, les représentations singulets. On montre que le modèle
effectif au second ordre de la théorie de perturbation est :

Heff. =
t2

(2N2 −N)U ∑
i

(
ni+1ni −Nni

)
(5.198)

Or le premier terme induit une répulsion effective entre site plus proches, de telle sorte
que les sites vides et pleins vont se disposer en alternance, autrement dit, nous aurons
affaire avec une onde de densité de charge (CDW).

Le cas J < 0

Nous étudions désormais le cas J < 0, dans le régime répulsif (U > 0) dans lequel les atomes
vont s’agencer par paquets de N sur les sites : ici, c’est la quantité |J − Jz|, qui mesure l’écar-
tement à la ligne de symétrie orbitale SU(2)o. On montre d’ailleurs - en considérant d’abord
|J − Jz| petit - que c’est cette quantité qui brise la symétrie SU(2)o de la théorie en perturbation
au second ordre :

Heff. =
4t2

NU −NJ
(
N + 1/2

) ∑
i

T i+1 · T i −
(

J − Jz
)
∑

i

(
Tz

i
)2 (5.199)

Où T i est le pseudo-spin qui agit dans la représentation de spin T = N/2 à N : 1 · · · N 〈33〉,

〈31〉. Ainsi que le modèle g-e.
〈32〉. Ici, U > 0.
〈33〉. Pour la générer, on applique l’opérateur d’échelle T−i au vecteur de plus haut poids de la représentation, à
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qui est celle du fondamental, obtenu dans ce régime à t = 0. Ainsi, le modèle (5.199) n’est
rien d’autre qu’un modèle de Heisenberg anisotrope, dont la physique est connue [120, 45, 167,
168] et rend compte - à fort J < 0 - d’une physique qui dépend de la parité de N 〈34〉 (c’est la
conjecture de Haldane) :

— N pair : c’est une chaîne antiferromagnétique de spin entier N/2, ainsi le fondamental
décrit - en accord avec l’approche de faible couplage - une phase de Haldane orbitale
(notée HO, comme à N = 2) avec un ordre caché qui est l’analogue de à celui à N = 2.
Notons - comparer FIGURE 4.13 b. et FIGURE 5.10 - que cette phase hérite directement de
son homologue à N = 2 ;

— N impair : cette fois-ci le spin N/2 et demi-entier, la région est alors critique, et occupée
par un liquide de Tomonaga-Luttinger pour le secteur orbital.

Occupons nous maintenant de décrire ce qu’il arrive lorsque l’on s’écarte plus de la ligne
de symétrie orbitale SU(2)o, c’est-à-dire, lorsque |J − Jz| devient plus grand : en considérant
d’abord que J − Jz négatif 〈35〉, cet écart finira par faire atteindre au terme d’anisotropie une va-
leur telle qu’il tuera la phase HO pour laisser place à une phase à Tz = 0 et singulet de SU(N)

en spin 〈36〉, phase qui généralise la phase RS du cas N = 2 (voir la FIGURE 4.8 et l’équation
(4.167)), et que l’on nomme identiquement. Au contraire, lorsque J − Jz > 0 〈37〉, le terme d’ani-
sotropie favorisera les états avec un grand pseudospin 〈38〉 à Tz = N/2 et Tz = −N/2, que le
terme d’interaction antiferromagnétique dans l’interaction effective (5.199) fera s’alterner : nous
aurons alors une onde de densité orbitale (c’est-à-dire ODW).

Le cas J > 0

Étudions maintenant le cas J > 0 où l’on considère la limite où c’est ce paramètre d’in-
teraction qui domine les autres J � U, Jz. Dans cette limite, le modèle sur site est donné par
J(T2− (Tz)2), dont nous cherchons le fondamental, pour un régime d’interaction répulsif (c’est-
à-dire U > 0), de telle sorte que les atomes s’agencent par paquets de N atomes. Considérons
qu’il en soit ainsi, et donnons alors quelques considérations sur les représentation du groupe
SU(2N) 〈39〉, et de manière générale, les représentations à n atomes sur site : comme pour les
fermions, sur un site donné, il n’existe pas d’autre degrés de liberté que les 2N, la seule repré-
sentation que l’on peut former - sachant qu’une la représentation fondamentale équivaut à un

savoir ∏N
α=1 c†

gα |0〉.
〈34〉. Jusqu’ici, l’analyse était valable pour une parité quelconque de N.
〈35〉. Il s’agit, dans la FIGURE 5.7 de la zone en dessous de la ligne de symétrie orbitale SU(2)o en bleu, c’est-à-dire
la zone en rouge.
〈36〉. Il s’agit de la composante Tz = 0 de la représentation (•SU(N), 1 · · · N SU(2)).
〈37〉. Il s’agit cette fois, dans la FIGURE 5.7, de la zone au dessus de la ligne de symétrie orbitale SU(2)o en bleu,
c’est-à-dire la zone en jaune.
〈38〉. Il s’agit cette fois des composantes Tz = ±N/2 de la représentation (•SU(N), 1 · · · N SU(2)).
〈39〉. Finalement, comme il n’existe pas d’autre degré que les 2N degrés, cette étude est importante.
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fermion : SU(2N) ≡ c†
mα - ne peut être une autre que celle à une colonne de n boîtes :

n fermions ≡ ×
n

{
SU(2N)

déf.
= (n) SU(2N) (5.200)

Selon la parité de n, nous pouvons décomposer ces représentations de SU(2N) sur SU(N)n×
SU(2)o [3]. En notant [p, q], avec p > q la représentation de SU(N) à deux colonnes 〈40〉 à res-
pectivement p et q boîtes, et [T] la représentation de SU(2) de pseudo-spin T, nous avons :

(n ∈ 2N) SU(2N) =
n/2⊗
k=0

(
[n/2 + k, n/2− k], [2k]

)
(5.201)

(n ∈ 2N + 1) SU(2N) =
(n−1)/2⊗

k=0

(
[n/2 + k + 1/2, n/2− k− 1/2], [2k + 1]

)
(5.202)

Soit explicitement pour les premiers n :

n = 1 : SU(2N) =
(

SU(N), SU(2)

)
(5.203)

n = 2 : SU(2N)
=
(

SU(N), •SU(2)

)
⊕
(

SU(N)
, SU(2)

)
(5.204)

n = 3 :
SU(2N)

=
(

SU(N)
, SU(2)

)
⊕
(

SU(N)
, SU(2)

)
(5.205)

n = 4 :
SU(2N)

=
(

SU(N)
, •SU(2)

)
⊕
(

SU(N)
, SU(2)

)
⊕
(

SU(N)

, SU(2)

)
(5.206)

n = 5 :
SU(2N)

=
(

SU(N)
, SU(2)

)
⊕
(

SU(N)

, SU(2)

)
⊕
(

SU(N)

, SU(2)

)
(5.207)

Autrement dit, nous observons que les représentations irréductibles de SU(2)× SU(N) sont
toutes de la forme suivante : (

p

{
SU(N)

}

q

,
p−q︷︸︸︷

SU(2)

)
, p + q = n (5.208)

Sachant cela, reste à trouver laquelle minimise le hamiltonien dans les limite J � |U|, |Jz|,

〈40〉. On peut se demander légitimement pourquoi l’on s’arrête à deux boîtes : la raison est que les N degrés
nucléaires ne peuvent se symétriser que grâce aux 2 degrés orbitaux g et e (ou aux degrés de site i, mais ici nous
n’en considérons qu’un seul). De même que si l’on considère tous les 2N degrés, nous ne pouvons avoir que des
colonnes, et pour les 2 degrés orbitaux, nous pouvons avoir des représentations de pseudospin N/2 (à N boîtes),
comme nous en avons déjà rencontrées pour la phase HO.
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que l’on rappelle :
Hint. = J

(
T2 − (Tz)2) (5.209)

Tout en gardant à l’esprit que dans notre cas, répulsif, les atomes se regroupent par paquets
de n = N que nous considérons ici pair (puisque I est demi-entier pour les alcalino-terreux
fermioniques). Alors pour minimiser ce hamiltonien, toujours positif, il semble évident qu’il
faut choisir la représentation ayant le plus petit pseudo-spin, à savoir T = 0 〈41〉, dans le langage
des représentations irréductibles (5.208), il faut que p = q = N/2, autrement dit, nous sommes
rendus avec la représentation suivante 〈42〉 :(

N
/2

{
SU(N)

, •SU(2)

)
(N pair) (5.210)

Cela dit, il est tout naturel que la théorie de perturbation consiste en un modèle de Heisen-
berg SU(N) antiferromagnétique et dans la représentation autoconjuguée (5.210), de su(N) que
l’on note {S a}a∈[[1,N2−1]] :

HSU(N) =
t2

U + J + Jz/2 ∑
i
S a

i+1Sa
i (5.211)

Et cette dernière expression arrive comme une bonne nouvelle dans notre quête de nouvelle
phase topologique : à N = 2 elle correspond à la représentation de spin 1 (la phase HS lui cor-
respond), et contrairement à la phase HO - qui donne des phases dans le cadre de la conjecture
de Haldane (reliée au groupe SU(2)) - étant donnée la représentation (5.210) à N > 2, nous
avons potentiellement une phase tout à fait nouvelle. Seulement, les propriétés de ce modèle
ne sont pas connues pour un N général 〈43〉, et c’est ce que nous donnons alors.

Tout d’abord, comme pour la construction AKLT de la chaîne de spin 1, il s’agit de déter-
miner un hamiltonien - comme (2) - en partant d’un état fondamental donné construit à l’aide
des états VBS 〈44〉 [43, 171], où - comme pour la chaîne de spin 1 que l’on reconstruisait en les
dédoublant en deux spins 1/2 - nous dédoublons sur chaque site la représentation (5.210) en
deux représentations à une colonne 〈45〉 :

N
/2

{
⊗ ⊃ (5.212)

〈41〉. Pour les vecteurs de plus haut poids - qui dans une représentation de pseudospin T donné minimisent cette
énergie - à savoir |T,±T〉, l’énergie associée à (5.209) est tout simplement J(T(T + 1)− T2) = JT.
〈42〉. Dans le cas N impair, il s’agit de la représentation [(N + 1)/2, (N− 1)/2], qui dans le secteur orbital appar-
tient à la représentation fondamentale du pseudo-spin, à savoir T = 1/2.
〈43〉. Sauf pour de grands N, voir [169, 170].
〈44〉. Pour l’anglais Valence Bond Solid.
〈45〉. On montre plus tard que ce choix permet d’obtenir un hamiltonien parent (i.e ayant l’état VBS comme fon-
damental) qui est relié adiabatiquement à (5.211).
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FIGURE 5.9 – Construction de la chaîne AKLT-SU(4). En a. la chaîne avec la construction explicite à
partir des représentations à une colonne (en bleu) qu’on a intriquées entre sites adjacents (en vert) puis
projeté sur la représentation à deux colonnes (en rouge). En b. la même chaîne finale (en rouge) qui est
constituée de représentations à deux colonnes et au bout (en bleu), la représentation à une colonne.

À l’aide de deux telles représentations on créé entre deux sites adjacents des paires intri-
quées au maximum (voir FIGURE 5.9 pour N = 4 ou FIGURE 5 pour N = 2 où antisymétriser
suffit). Enfin, conformément à (5.212), qui n’est pas une égalité 〈46〉, il faut projeter le tout sur les
états de la représentation (5.210) : en guise de résultat nous obtenons une chaîne constituée de
représentations à deux colonnes, sauf au bout - pour des conditions aux limites ouvertes - où il
demeure par construction une représentation à une colonne (voir FIGURE 5.9). Le hamiltonien
parent 〈47〉 correspondant est alors [123], ici pour N = 4 〈48〉 :

H(N=4)
VBS = Js ∑

i

[
S a

i+1Sa
i +

13
108

(
S a

i+1Sa
i
)2

+
1

216
(
S a

i+1Sa
i
)3
]

(5.214)

Où les quinze S a
i appartiennent à la représentation 20′ (à deux colonnes) de SU(4) et sont

normalisées par tr
(
S aSb) = 16δab , et où Js est l’interaction entre les représentations à deux

colonnes. Notons que cette construction possède la symétrie SU(4) et qu’elle est sans carac-
téristique sauf au bord et nous allons voir que, de cet état fondamental, c’en est l’endroit le
plus caractéristique du point de vue de la topologie. Ajoutons que les calculs avec les MPS
permettent de donner une expression exacte des fonctions de corrélations "spin-spin" :

〈S a
i S a

i+n〉 = −
8
5

δn,0 +
12
5

(
−1

5

)n
(5.215)

〈46〉. Par exemple, dans le cas connu à N = 2, on sait bien que ⊗ = • ⊕ , ou dans le cas N = 4 on aura
(6⊗ 6 = 1⊕ 15⊕ 20′) :

⊗ = • ⊕ ⊕ (5.213)

〈47〉. Il en existe une infinité qui sont paramétrés, mais il s’agit de celui avec le plus petit ordre en "S a
i+1S a

i ".
〈48〉. Pour les calculs à N plus grand, en utilisant les MPS (Matrix Product State) [172], la dimension d(N) de la
représentation à deux colonne, qui vaut déjà d(4) = 20, vaut d(6) = 175 et d(8) = 1764, ce qui complique les
calculs...
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FIGURE 5.10 – Diagramme de phase complet au demi-remplissage, N > 2 (ici N = 4) du modèle
de Hund. Les phases obtenues par l’approche de fort couplage, toutes les deux de SPT, à savoir HO
et HSSU(N), ont des zones (floutées) non-fixées par le faible couplage, car elles émergent à plus fort
couplage (voir FIGURE 5.12).

Autrement-dit avec une longueur de corrélation 1/ ln 5 ' 0, 6213. Cela dit, posons-nous
deux questions : la première est de savoir s’il existe entre les modèles (5.211) et (5.214) un lien
plus profond que simplement une apparente ressemblance, et la seconde, est de déterminer si
à l’instar de la phase de spin 1 du cas N = 2, la phase à N > 2 possède aussi des propriétés
topologiques non-triviales.

Pour répondre à la première question, notons que le spectre d’intrication du hamiltonien
H(λ) = (1− λ)HSU(N) + λH(N=4)

VBS , a été calculé [173] en utilisant la méthode iTEBD 〈49〉 : il a
été démontré qu’il existait une continuité entre les fondamentaux de H(0) (c’est-à-dire (5.211))
et de H(1) (c’est-à-dire (5.214)) sur tout le chemin λ ∈ [0, 1]. Concrètement à λ = 0, le spectre
d’intrication présente des niveaux excités avec des représentations plus grandes qu’à une co-
lonne 〈50〉 (6 = pour SU(4)), mais toujours à (2 mod 4) boîtes 〈51〉. Pour comprendre plus

〈49〉. Pour l’anglais infinite-Time Evolving Block Decimation.
〈50〉. Qui pour autant correspond à la représentation la plus basse énergie.
〈51〉. Il s’agit des représentations suivantes :

64 = , 50 = , etc. (5.216)

Dans l’idée de la construction AKLT pour SU(N), c’est comme si la représentation de l’état de bord se liait à
celles des états voisins, qui sont toujours à 4 boîtes.
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en profondeur ce lien a priori étrange, il faut utiliser des résultats de l’approche du groupe de
cohomologie [174, 175, 176] grâce à laquelle on classifie [177] les différentes phases topologiques
en N classes, protégées par la symétrie PSU(N) = SU(N)/ZN

〈52〉, et qui sont caractérisées par
le nombre de boîtes ny (modulo N) du diagramme de Young de l’état de bord du fondamental :
une telle classe est appelée classe-ny. Ainsi, pour le cas N = 4, comme l’état de bord est à 2
boîtes 〈53〉, la phase topologique correspondante appartient à la classe-2. De même pour N = 2,
les états de bord de spin 1/2 appartiennent à la classe-1.

La réponse à la première question va finalement plus loin que prévu puisqu’elle donne à
classifier les différentes phases dont on se demande - et c’est la seconde question - si elles ont des
propriétés topologiques non-triviales, et en particulier, pour N quelconque (et pair), puisque
c’est la représentation en colonne à N/2 boîtes qui sera l’état de bord, pour la classe-N/2. Il
se trouve que la description qu’en permet la classification qui décrit N classes les présente
comme des phases topologiques non-triviales, protégées par la symétrie ZN ×ZN < PSU(N),
et possédant même un ordre caché avec des paramères d’ordre non-locaux (donnés dans [3]
pour le cas N = 4).

En résumé, et comme on le montre en FIGURE 5.10, nous sommes rendus - à fort cou-
plage 〈54〉 - dans cette zone du diagramme à une phase topologique pour N pair 〈55〉, que l’on
appelle HSSU(N) pour l’anglais Half-filled Spin of SU(N) 〈56〉, qui est une phase tout à fait héritière
de la phase HS du cas N = 2 (voir FIGURE 4.13).

5.2.3 L’approche numérique

Maintenant que l’analyse des phases à été produite, nous allons croiser les résultats des
approches de basse et de haute énergies avec l’approche numérique de DMRG 〈57〉. Comme
pour l’analyse théorique, cette dernière a été réalisée pour un modèle isotrope 〈58〉 et avec N =

4, c’est-à-dire 4 atomes par site 〈59〉. Les deux degrés orbitaux g et e ont été considérés comme
équivalent à deux états d’un pseudospin 1/2. Des conditions aux limites ouvertes avec une

〈52〉. Il s’agit du groupe projectif spécial unitaire.
〈53〉. C’est la représentation à une colonne 6 = . Et l’on note que pour le modèle H(0), les représentations
supplémentaires (5.216) ont également (2 mod 4) boîtes.
〈54〉. Il existe donc une transition de phase depuis le faible couplage (voir FIGURE 5.11) jusqu’au fort couplage,
dont on fait la conjecture - pour la raison qu’elle redonne au delà et en deça les bonnes phases [123] - qu’elle est
décrite par une théorie conforme des champs SU(N)2, dont la charge centrale, que nous avions donnée en (3.91),
vaut c = 5 pour le cas N = 4.
〈55〉. Le cas impair est nettement moins trivial, mais la classification en N classe fonctionne de manière identique.
〈56〉. De telle sorte que HSSU(2) a le mérite de correspondre à HS (Haldane Spin).
〈57〉. Ces résultats sont aussi le travail de S. Capponi.
〈58〉. Avec la symétrie Z

g↔ e
2 , c’est-à-dire, si l’on considère (2.21), t = tg = te, U = Ug = Ue et µ = µg = µe.

〈59〉. Pour les N plus grands, contrairement aux équations de RG où il suffit de changer la valeur, le DMRG
requiert plus de travail.
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FIGURE 5.11 – Résumé des phases du faible couplage au demi-remplissage à N > 2 (ici N = 4),
avec la limite des équations du groupe de renormalisation. Les 2N = 8 degrés sont représentés en
bleu et jaune pour les états g et e respectivement, et les états nucléaires par le nombre α = 1, 2, 3 ou 4.
L’antisymétrisation des degrés nucléaires (les singulets) est indiquée par les cadres rouge.

longueur de chaîne 〈60〉 constante de L = 36 ; et entre 2000 et 4000 états ont étés gardés selon les
besoins (avec - pour la décomposition de Schmidt - un poids correspondant inférieur à 10−6).

Nous commençons avec le plan de symétrie orbitale SU(2)o en imposant J = Jz, et no-
tamment avec le modèle de Hund, dont nous montrons le diagramme de phase numérique en
FIGURE 5.12 : on la compare au résultat de basse énergie, en FIGURE 5.8, ou sur la ligne bleu
en FIGURE 5.10, dont on constate - sauf pour le fort couplage - l’adéquation pour les phases SP,
CDW et HO (de spin 2 pour N = 4). La nouveauté du fort couplage, à savoir la phase HSSU(N)

qui apparaît dans le phase SP du faible couplage pour une large plage du diagramme laisse
apercevoir un potentiel d’observation prometteur.

Au delà du plan de symétrie orbitale SU(2)o, nous vérifions l’accord de la prédiction analy-
tique avec le numérique sur trois plans à Jz constant. Tout d’abord pour Jz = 0 en FIGURE 5.13,
où il est prédit un accord partout avec le faible couplage, sauf à l’intérieur de la phase SP où
émerge la phase topologique HSSU(N). Quant aux plans Jz 6= 0, nous en donnons deux en FIGURE

5.14 pour l’analyse de basse énergie et en FIGURE 5.15 pour l’analyse numérique. Nous consta-

〈60〉. Ici encore on compte en unité de a0.
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FIGURE 5.12 – Diagramme de phase numérique pour le modèle de Hund sur le plan SU(2)o au
demi-remplissage et à N = 4, obtenu par DMRG avec une longueur de L = 36 (publié dans [3]). Les
trois zones colorées correspondent aux zones obtenues à faible couplage par les équations du groupe
de renormalisation (OH ≡ HO), tandis que - pour la zone à U, J > 0 - à fort couplage émerge une
nouvelle phase, à savoir la phase topologique HSSU(N), sur une large plage du diagramme de phase.

FIGURE 5.13 – Diagrammes de phase du modèle de Hund à N = 4 au demi-remplissage (publié
dans [3]), en a., pour l’analyse de basse énergie, en b., pour la résolution numérique. Aux couplages
plus importants, la phase SP présente une transition de phase vers la phase topologique HSSU(N) tandis
que, contrairement au plan de symétrie orbitale SU(2)o, la phase HO est ici absente, en accord avec la
FIGURE 5.10.
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FIGURE 5.14 – Diagrammes de phase de basse énergie du modèle de Hund à N = 4 au demi-
remplissage (publié dans [3]), en a., pour Jz = t > 0, en b., pour Jz = −t/2 < 0.

tons encore un très bon accord, sauf dans le régime de fort couplage où peut encore apparaître
la phase topologique HSSU(N).
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FIGURE 5.15 – Diagrammes de phase issus du DMRG pour le modèle de Hund à N = 4 au demi-
remplissage (publié dans [3]), en a., pour Jz = 4t > 0, en b., pour Jz = −4t < 0. Les lignes en pointillés
correspondent à la ligne de symétrie orbitale SU(2)o, i.e. J = Jz.
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Conclusion

râce à l’étude du modèle à deux composantes nous sommes bel et bien parvenus
à exhiber de nouvelles phases topologiques dans nos modèles d’atomes ultrafroids
alcalino-terreux fermioniques à grandes symétries. Pour ce faire nous avons pro-
cédé en plusieurs temps : tout d’abord, dans le CHAPITRE 1 nous avons exposé les

résultats à propos de la généralisation à tout N du modèle de Hubbard-SU(N) à une compo-
sante et en particulier, nous avons constaté qu’aucune phase topologique dans aucun régime
d’interaction n’était générée.

C’est pour contourner cette impossibilité que nous avons, en CHAPITRE 2, introduit la se-
conde orbitale, dont nous avons décrit quelques réalisations physiques et les modèles corres-
pondants : tout d’abord celle la plus naturelle avec les équivalents alcalino-terreux, la stratégie
électronique avec les modèles g-e, qui présente le désavantage, avec les états e, d’être expéri-
mentalement dure à conserver et de briser la symétrie d’échange Z

g↔ e

2 (notamment tg > te, avec
cette tendance des états e d’être sensiblement moins mobiles que les états g), ce qui nous a mené
à la stratégie harmonique avec le modèle p-band, qui utilise les niveaux les deux deuxièmes ni-
veaux du puits harmonique qui confine les atomes dans le plan perpendiculaire à l’axe du
réseau. Malheureusement pour la réalisation physique, l’existence des premiers niveaux du
puits harmonique produit des complications expérimentales. Finalement, pour s’affranchir de
ces difficultés, nous avons proposé la stratégie géométrique, avec les modèles d’échelle et de
double-puits, où il s’agit tout simplement d’accoler deux chaînes à une orbitale, sans considé-
ration pour les niveaux électroniques et harmoniques.

Dans un troisième temps, dans le CHAPITRE 3, nous avons développé les outils pour la tech-
nique principale de cette thèse : le faible couplage, tout d’abord en montrant que la théorie libre
admettait à la limite continue la symétrie conforme, à laquelle nous avons relié des notions de
théorie conforme des champs, d’algèbre d’opérateurs via les OPE, etc., tout ces outils que nous
avons utilisés pour renormaliser nos modèles à basse énergie grâce au groupe de renormalisa-
tion perturbatif, et quand cela n’était pas possible, nous avons aussi introduit la bosonisation,
abélienne et non-abélienne.

Enfin, dans un dernier temps, dans les CHAPITRE 4 et CHAPITRE 5, nous avons mis en ap-
plication ces outils, premièrement pour N = 2, ou nous avons déterminé les diagrammes de
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phase, où, selon le remplissage, nous avons trouvé tous types de phases : des phases supercon-
ductrices (cas incommensurable), des phases de Mott (dans tous les cas avec de la commensura-
bilité) dont des phases topologiques - avec un ordre caché et des états de bord - du type phase
de Haldane, mais de structure plus riche - en spin, en pseudo-spin, en charge - grâce à l’in-
troduction de la seconde orbitale. Enfin, deuxièmement, la même analyse a été produite pour
N > 2 (au remplissage incommensurable et demi-remplissage), et si nous n’avons pas trouvé
de phases supraconductrices de paires, l’étude du demi-remplissage nous a permis de mettre
en avant une phase de Haldane de spin N/2, la phase HO généralisée (au demi-remplissage),
mais aussi, plus intéressant encore, et sur une assez grande région du diagramme de phase,
une nouvelle phase topologique (avec ordre caché et des états de bord) faisant directement in-
tervenir une représentation irréductible de SU(N) (avec N pair) : la phase HSSU(N), qui est la
généralisation à tout N de la phase de Haldane de spin 1 du cas N = 2 (HS).

Cette étude laisse finalement apparaître la grande variété de phases, exotiques ou moins
exotiques, que permettent les systèmes d’alcalino-terreux fermioniques à une dimension. Et
la recherche expérimentale n’est pas en reste pour parvenir à les découvrir : voilà déjà plus
d’une demi-décennie que - comme le décrivait déjà H. Nonne dans sa thèse [4] - l’on sait réali-
ser des systèmes d’alcalino-terreux fermioniques de haute symétrie [70, 178]. Cette quête s’est
poursuivie durant l’année 2014 avec la réalisation de chaînes à une orbitale où l’on a constaté
expérimentalement la présence de la symétrie SU(N). Même s’il existe de récentes percées,
notamment sur la réalisation et le contrôle de la seconde orbitale [179], à l’heure actuelle, la
réalisation de systèmes tels que ceux décrits dans ce travail, n’est pas une réalité : le travail à
réaliser pour atteindre les températures requises à basse énergie reste conséquent.

Quant à la poursuite de l’étude des systèmes d’alcalino-terreux fermioniques à une dimen-
sion, plusieurs pistes se présentent : tout d’abord l’étude à N > 2 du modèle de double-puits -
expérimentalement sain - laisse entrevoir l’observation de phases très exotiques et notamment
au demi-remplissage. Ensuite l’étude des effets de la parité de N, considérée paire dans ce tra-
vail, qui peut se réaliser expérimentalement en vidant une composante du spin nucléaire [180].
La détermination d’effet pair/impair dans ces modèles de haute symétrie, comme par exemple
la compréhension de l’équivalent du modèle - et notamment la représentation - de la phase
HSSU(N) pour N impair est un travail intéressant et délicat qu’il faut réaliser. Enfin pour aller un
cran plus loin que ce travail : pour tenter de comprendre la limite entre l’unidimensionnel et
le bidimensionnel, et parce qu’enrichir le modèle d’une orbitale nous a été salutaire en élargis-
sant les structures possibles des phases, étudier des systèmes avec plus de deux orbitales, en
commençant par trois, dans des modèles du type échelle.
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Annexe A

Dictionnaires des modèles

ous commençons par définir les 5 modèles étudiés, à savoir, dans l’ordre (nous no-
terons respectivement les modèles I, II, III, IV et V), le modèle g-e, le modèle de
Hund, le modèle p-band, le modèle d’échelle, et le modèle d’échelle avec un terme
perpendiculaire :

Hint.
g-e =

U
2 ∑

i,`
n`,i(n`,i − 1) + V ∑

i
ng,ine,i + Vex ∑

i,m,n
c†

gm,ic
†
en,icgn,icem,i

Hint.
Hund =

U
2 ∑

i
n2

i + J ∑
i

[
(Tx

i )
2 + (Ty

i )
2]+ Jz ∑

i
(Tz

i )
2

Hint.
p-band =

U1 + U2

4 ∑
i

n2
i + ∑

i

(
2U2(Tx

i )
2 + (U1 −U2)(Tz

i )
2
)

Hint.
échelle =

U
2 ∑

i,`
n2
`,i + V ∑

i
n1,in2,i + JH ∑

i
SA

1,iS
A
2,i

Hint.
échelle⊥ =

Ũ
2 ∑

p,i
n2

p,i + Ṽ ∑
i

n1,in2,i + J̃H ∑
i

SA
1,iS

A
2,i + W̃ ∑

p,i
d†

pα,id
†
pβ,id p̄β,id p̄α,i

Pour définir un vrai dictionnaire entre deux modèles il faut deux conditions : d’abord que
les deux modèles soient équivalents (qu’ils décrivent les mêmes processus physiques) et ensuite
qu’ils aient le même nombre de paramètres d’interaction. Cela dit, trois modèles satisfont à ces
deux conditions, les modèles I, II et IV : en effet le modèle III possède un paramètre en moins et
décrit un processus supplémentaire et le modèle V possède un couplage et un processus sup-
plémentaire (qui est celui du modèle III). Ainsi, là où l’on pouvait espérer 20 vrais dictionnaires
(il y a 5 modèles, donc C2

5 = 10 couples de modèles, soit 2× 10 = 20 dictionnaires, puisqu’il
faut écrire les relations dans les deux sens), nous nous retrouverons avec des faux dictionnaires
(lorsques les modèles ne décrivent pas les même processus) ou bien des demi-dictionnaires
(lorsqu’il n’y a pas le même nombre de paramètre d’interaction).
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Les modèles I & II

Pour ces deux modèles, le dictionnaire ne pose aucun problème et nous avons, de I vers II :

U =
Ug-e + V

2
(A.1)

J = Vex (A.2)

Jz = Ug-e −V (A.3)

De II vers I :

Ug-e = U +
Jz

2
(A.4)

V = U − Jz

2
(A.5)

Vex = J (A.6)

Les modèles I & III

Pour ces deux modèles, le dictionnaire ne peut être écrit que de I vers III, et pour les proces-
sus qui se correspondent (ceux qui ne brisent pas U(1)o) :

U1 = Ug-e (A.7)

U2 = V (A.8)

U2 = Vex (A.9)

Les modèles I & IV

Pour ces deux modèles, le dictionnaire ne pose aucun problème et nous avons, de I vers IV :

Ug-e = U (A.10)

V = V − Vex

N
(A.11)

JH = −2Vex (A.12)
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De IV vers I :

Ug-e = U (A.13)

V = V − JH

2N
(A.14)

Vex = − JH

2
(A.15)

Les modèles I & V

Pour ces deux modèles, le dictionnaire pose un problème d’analogie (plus des problèmes
de processus et du nombre de paramètres) : ce sont dans des degrés que sont écrits les hamil-
toniens. Il y a donc deux stratégies, soit récrire les modèles en considérant que c† ≡ d†, soit en
récrivant le modèle V dans les degrés initiaux et faire l’équivalence. Dans la première stratégie
nous avons, de I vers V :

Ũ = U (A.16)

Ṽ = V − Vex

N
(A.17)

J̃H = −2Vex (A.18)

De V vers I :

U = Ũ (A.19)

V = Ṽ − J̃H

2N
(A.20)

Vex = − J̃H

2
(A.21)
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Les modèles II & III

Pour ces deux modèles, le dictionnaire ne peut être écrit que de II vers III, et pour les pro-
cessus qui se correspondent (ceux qui ne brisent pas U(1)o) :

U1 = U +
Jz

2
(A.22)

U2 = U − Jz

2
(A.23)

U2 = Jz (A.24)

Les modèles II & IV

Pour ces deux modèles, il y a équivalence totale, ansi, de IV de vers II :

UHund =
U + V

2
− JH

4N
(A.25)

J = − JH

2
(A.26)

Jz = U −V +
JH

2N
(A.27)

Et de II vers IV :

U = UHund +
Jz

2
(A.28)

V = UHund −
Jz

2
− J

N
(A.29)

JH = −2J (A.30)

(A.31)

Les modèles II & V

Pour ces deux modèles, il n’y a pas équivalence (le terme W̃ brise la symétrie orbitale), et
procédant d’une analogie entre modèles exprimés dans des degrés différents, nous écrivons le
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dictionnaire que des degrés V de vers II :

U =
Ũ + Ṽ

2
− J̃H

4N
(A.32)

V = − J̃H

2
(A.33)

Jz = Ũ − Ṽ +
J̃H

2N
(A.34)

Et de II vers V :

Ũ = U +
Jz

2
(A.35)

J̃ = U − Jz

2
− V

N
(A.36)

J̃H = −2J (A.37)

(A.38)

Les modèles III & IV

Il n’y a pas équivalence entre les modèles III et IV qui n’ont pas le même nombre de para-
mètres et qui n’impliquent pas les mêmes processus. Nous écrivons alors un dictionnaire de IV
vers III :

U1 = U (A.39)

U2 = V − JH

2N
(A.40)

U2 = U −V +
JH

2N
(A.41)

Les modèles III & V

Il n’y a pas équivalence entre les modèles III et IV qui n’ont pas le même nombre de para-
mètres et qui n’impliquent pas les mêmes processus. Nous écrivons alors un dictionnaire de IV
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vers III :

U1 = Ũ (A.42)

U2 = V − J̃H

2N
(A.43)

U2 = U −V +
J̃H

2N
(A.44)

Les modèles IV & V

Les deux modèles sont inéquivalents à cause du processus et du paramètre d’interaction
suplémentaires, nous donnons alors une moitiée de dictionnaire de IV vers V (et qui n’est pas
issu d’une analogie des modèles mais d’un lien entre les degrés des deux modèles) :

Ũ =
U
2
+

V
2
− N + 1

4N
JH (A.45)

Ṽ =
N− 1

2N
U +

N + 1
2N

V +
N2 − 1

4N2 JH (A.46)

J̃H = −U + V +
N− 1

2N
JH (A.47)

W̃ =
U
4
− V

4
+

N + 1
8N

JH (A.48)
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Annexe B

Décomposition des termes à quatre
fermions dans les opérateurs d’interaction

ous donnons ici la décomposition de termes typiques issus de la décomposition des
termes à quatre fermions qui apparaîssent dans lors du passage à la limite continue,
à commencer par les termes réguliers, dans les opérateurs d’interaction (3.94, . . . ,
3.101) :

∑
m

L†
mαLmβR†

mβRmα = O1 + 2O3 +
2
N

O6 +
1

2N
O8 (B.1)

∑
m

L†
mαLmβR†

mβRmα = O1 − 2O3 −
2
N

O6 +
1

2N
O8 (B.2)

∑
m

L†
mαLmαR†

mβRmβ = 2O6 +
1
2

O8 (B.3)

∑
m

L†
mαLmαR†

mβRmβ = −2O6 +
1
2

O8 (B.4)

∑
m

L†
mαLmβR†

mβRmα = 2
(
O2 + O4

)
+

2
N
(
O5 + O7

)
(B.5)

∑
m

L†
mαLmαR†

mβRmβ = 2
(
O5 + O7

)
(B.6)

∑
m

L†
mαLmβR†

mβRmα = 2
(
O2 −O4

)
+

2
N
(
O5 −O7

)
(B.7)

∑
m

L†
mαLmαR†

mβRmβ = 2
(
O5 −O7

)
(B.8)

Notons que cette écriture permet fait appaître certaines structures : entre (B.1, B.2) et (B.3,
B.4) où l’on passe d’une structure en spin à une en charge ; entre (B.1,B.3) et (B.2, B.4), où l’in-
tervention des deux degrés orbitaux fait intervenir un signe ; entre (B.5, B.7) et (B.6, B.8) où la
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non conservation orbitale associée à la composante Tz fait également intervenir un signe. Puis
nous donnons les termes d’Umklapp, dans les opérateurs d’interaction (3.110, . . . , 3.113) :

∑
m

(
L†

mαL†
mβRmβRmα + LmαLmβR†

mβR†
mα

)
= −2O9 + 2O11 (B.9)

∑
m

(
L†

mαL†
mβRmβRmα + LmαLmβR†

mβR†
mα

)
= 2O9 + 2O11 (B.10)

∑
m

(
L†

mαL†
mβRmβRmα + LmαLmβR†

mβR†
mα

)
= 2

(
O10 + O12

)
(B.11)

∑
m

(
L†

mαL†
mβRmβRmα + LmαLmβR†

mβR†
mα

)
= 2

(
O12 −O10

)
(B.12)

Ces décompositions sont très utiles pour trouver les conditions initiales "gi(` = 0)" des
équations de RG, qui ne sont rien d’autre que la théorie initiale.
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Annexe C

Informations pratiques sur SU(n)

e groupe SU(n) est un groupe de Lie d’ordre n2 − 1 à la topologie triviale (connexe
et simplement connexe). L’algèbre su(n) est construite - dans une représentationR
- à l’aide des générateurs

{
Ta
R
}

a∈[[1,n2−1]] de trace nulle : tr TA
R = 0, et qui satisfont

les relations de commutation suivantes :[
Ta
R , Tb

R
]

= i f abcTc
R (C.1)

Où la suite complètement antisymétrique sur ces trois indices f abc caractérise localement le
groupe et satisfait la relation suivante :

f cda f cdb = gδab (C.2)

Avec g qui définit le nombre de Coxeter, et qui vaut g = n dans ce cas. Les générateurs satisfont
également des relations d’anticommutation :

{
Ta
R , Tb

R
}

=
δab

n
+ dabcTc

R (C.3)

Et où la suite complètement symétrique dabc satisfait la relation :

dcdadcdb =
n2 − 4

n
δab (C.4)

Si bien que le produit Ta
RTb
R se décompose comme :

Ta
RTb
R =

δab

2n
+

dabc + i f abc

2
Tc (C.5)

Et de telle manière que l’on a, en introduisant dimR la dimension de l’espace de la repré-
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sentationR :

tr Ta
RTb
R =

dimR
2n

δab (C.6)

Les représentations irréductibles de SU(n) se fabriquent à l’aide de la fondamentale - de
dimension n, de générateurs Ta - et notée par son tableau de Young qui satisfont l’identité
suivante :

Ta
αβTa

γδ =
1
2

(
δαδδβγ −

1
n

δαβδγδ

)
(C.7)
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Résumé
La réalisation expérimentale de la condensation de Bose-Einstein (BEC) a ouvert un nou-

veau champ d’investigation très fertile dans l’étude des atomes froids. En particulier, la possi-
bilité de synthétiser des gaz de fermions piégés dans des réseaux optiques représente un déve-
loppement de la plus haute importance pour la physique de la matière condensée. Ceci ouvre
notamment sur la perspective d’étudier des phases quantiques exotiques stabilisées dans des
systèmes d’électrons fortement corrélés. Récemment, les gaz atomiques d’alcalino-terreux ou
d’ytterbium ont suscité un vif intérêt et ont été refroidis jusqu’à la dégénérescence quantique.
La structure atomique particulière de ces systèmes leur confère de très hauts degrés de symé-
trie, grâce au découplage entre le spin nucléaire et le moment angulaire électronique. Une phy-
sique exotique conduisant à de multiple applications peut résulter de ces systèmes de hautes
symétries qui ne peuvent être sondées que par les solides bases de la matière condensée. Dans
cette thèse, on se propose d’étudier les propriétés physiques de basse énergie d’un gaz de fer-
mions de type alcalino-terreux, piégé dans un réseau optique à une dimension. Dans ce cas à
une dimension, il est possible d’analyser les effets des interactions de manière non-perturbative
par des approches de théorie des champs comme la bosonisation ou la théorie des champs
conformes, et numériquement par le groupe de renormalisation de la matrice densité (DMRG).
L’ensemble de ces outils sera notamment utilisé pour déterminer le diagramme de phase des
gaz de fermions d’alcalino-terreux ou d’ytterbium à une dimension.

Abstract
Experimental realization of Bose-Einstein condensate (BEC) opened a new and rich field of

investigation for the study of the cold atoms. In particular, the possibility of creating trapped
fermionic gases in optical lattices represent one of the most important development for the
condensed matter physics. This open the outlook of studying exotic and stabilized quantum
phases in strongly correlated systems of electrons. Recently, alkline-earth or ytterbuim atomic
gases have given rise to great interest and have been cooled down up to quantum degeneracy.
The specific atomic structure of these systems confer them very high degrees of symmetry,
thanks to the decoupling between the nuclear spin and the electronic angular momentum. An
exotic physics which is only probe thanks to the strong fundament of the condensed matter.
In this thesis, we propose to study the physical properties at low energy of a alkaline-earth-
like fermionic gas, trapped in a one dimensional optical lattice. In this one dimensional case,
we are able to analyse effects of interactions in a non-pertubative way with conformal field
theory or bosonization, and numerically with Density Matrix Renormalization Group (DMRG)
approach. All of these tools will be used to provide the phase diagram of these alkaline-earth-
like fermionic gases in one dimension.
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