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Résumé

Une ligne de recherche présente dans la littérature depuis les années soixante est celle des
théoremes de représentation. Son résultat fondateur est le théoreme de Chomsky-Schiitzenberger
qui stipule qu'un langage est algébrique si et seulement si il est 'image par homomorphisme
de l'intersection entre un langage régulier et le langage de Dyck. Ce résultat a connu depuis
diverses généralisations a différentes familles de langages.

Dans cette these, nous proposons plusieurs généralisations de ce résultat aux langages
d’ordres supérieurs. En particulier, nous introduisons une notion de langages de Dycks d’ordres
supérieurs, nous définissons et étudions des classes de transductions que nous qualifions d’e-
stires et nous montrons qu'un langage appartient a un niveau k + [ de la hiérarchie des ordres
supérieurs si et seulement si il est I'image d'un langage de Dyck de niveau k par une trans-
ductions e-stire de niveau [. Ces résultats nous permettent aussi d’obtenir d’autres types de
caractérisations tels les caractérisations logiques.

Abstract

Amongst the classical results of the language theory, one can cite the known characteriza-
tion of algebraic languages proved by Chomsky and Schiitzenberger and which states that a
language is algebraic if and only if it is the homomorphic image of a regular set intersected
with the Dyck language. This result has opened a new line of research and defined a new type
of characterizations known as representation theorems.

In this thesis, we prove various representation theorems for the higher order languages hie-
rarchy. In particular, we introduce a notion of higher order Dyck languages and a hierarchy of
classes of transductions that we call e-stable (or e-reducible) transductions and we prove that
a language belongs to some level k + [ of the higher order hierarchy if and only if it can be
represented as the image of a level-k Dyck language by a level-/ e-stable transduction. These
representations also allow us to approach other types of characterizations such as logical cha-
racterizations.
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Introduction

Théorie des langages

Un langage formel est un ensemble de mots (suites de symboles) qui respectent une cer-
taine propriété. Qu’ont-ils d’'intéressant ? Répondons que la théorie des langages (I'étude des
langages formels) est commune a diverses disciplines; en particulier a la linguistique, aux ma-
thématiques et a 'informatique. Les linguistes s’y intéressent pour 1'étude et la formalisation
des langues naturelles au moyen de systémes de réécriture ou grammaires formelles. La théo-
rie des langages s’applique aussi a diverses branches et problématiques des mathématiques
et de l'informatique telles que la calculabilité, la modélisation de programmes, 1’analyse syn-
taxique, la compilation et autres. L'ensemble d’instances positives d'un probleme informatique
(mathématique) peut étre décrit comme un langage formel. N’oublions pas de mentionner que
les automates finis de Kleene et les systémes de Lindenmayer ont été introduits pour la mo-
délisation de systemes biologiques. Méme la biologie n’est épargnée par présence de langages
formels. Cette omniprésence de la théorie des langages la rend riche en problématiques tirées
de diverses disciplines.

Les origines de la théorie des langages sont bien évidemment multiples. D'une part, des
mathématiques, en particulier, de certain problemes de combinatoire et d’algebre. Dans cette
ligne de recherche, nous pouvons citer Thue qui au début du 20éme, a étudié les motifs « évi-
tables » et « inévitables » dans les mots infinis (voir [Ber92]). Avec Post [Pos36], ils ont introduit
la notion de systemes de réécriture. Une autre origine est évidemment celle de la théorie de la
calculabilité ot les travaux de Turing [Chu37] sont d"une grande importance.

Hiérarchie de Chomsky

La discipline qui a le plus motivé I'étude des langages formels est sans doute la linguis-
tique. En particulier 1'étude des grammaires par Chomsky [Cho56] a fortement contribué au
développement de la théorie des langages. Ce dernier classifie les grammaires en quatre types :
les grammaires de type 0, sans restriction, qui sont équivalentes aux machines de Turing, et
décrivent les langages dits récursivement énumérables. Les grammaires de type 1, qui décrivent
des langages dits contextuels ou context-sensibles. Les grammaires de type 2, qui décrivent des
langages dits hors-contexte ou algébriques. Enfin, les grammaires de type 3 qui décrivent des lan-
gages réguliers. C'est ainsi que naquit la hiérarchie de Chomsky. Les différentes classes de cette
hiérarchie sont depuis lors étudiées en informatique pour leurs diverses applications, mais
aussi d’une motivation purement théorique.

Hiérarchie des ordres supérieurs (Hiérarchie OI)

En 1968, Aho [Aho67] introduit les grammaires indexées. Fischer [Fis68] introduit en méme
temps les grammaires a macros, équivalentes aux grammaires indexées d’Aho lorsqu’on consi-
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8 Introduction

dere le sens de dérivation « OI ». Les langages indexés prennent une certaine importance du
fait d’étre strictement plus expressifs que les langages algébriques tout en gardant les mémes
propriétés de cloture et de décidabilité que ces derniers. Un exemple typique de langage indexé
non-algébrique est le langage de copies {ww | w € A*}. Les langages (grammaires) indexés
permettent de décrire des dépendances syntaxiques plus fortes que les algébriques et Gazdar
[Gaz88] propose leur usage a la linguistique.

Récursivement énumérables
Contextuels

expressivité

Indexés Hiérarchie OI

Algébriques

Réguliers

FIGURE 1 - La hiérarchie OI dans celle de Chomsky.

Maslov [Mas74] introduit par la suite une hiérarchie de grammaires généralisant celles d’Aho
ainsi qu’une classe d’automates équivalente : les « multilevel stack automata ». Les langages
générés par ces grammaires et reconnus par ces automates de différents niveaux forment une
hiérarchie stricte et infinie incluse dans la classe des langages contextuels et dans laquelle en
particulier, le niveau 0 est celui des langages réguliers, le niveau 1 est celui des langages al-
gébriques et le niveau 2 est celui des langages indexés. Celle-ci est connue sous le nom de
« hiérarchie des langages d’ordres supérieurs » ou « hiérarchie OI ». Le panorama global est
celui de la figure 1. En particulier, le nom «hiérarchie OI » vient de son équivalence avec la gé-
néralisation des grammaires a macro OI de Fischer introduite par Damm [Dam82]. Tout au long
de leur histoire, différents types de formalismes reconnaissant ces langages ont été introduits,
parmi lesquels, les automates a piles itérées de Damm, Goerdt et Engelfriet [DG86, Eng83].

Un des intéréts portés a ces objets est qu’ils permettent de modéliser les schémas récur-
sifs de programmes. Damn 1’illustre en s’intéressant aux langages de programmation de type
ALGOL. IIs sont aussi d"un grand intérét théorique. Dans [FS06], par exemple, les auteurs s’in-
téressent aux suites d’entiers calculables par des automates de niveaux supérieurs ou encore
dans [Car(05], I'auteur s’intéresse a la notion de régularité des suites d’instructions d’automates
de niveaux supérieurs. Dans cette these, nous présentons différentes caractérisations des lan-
gages de la hiérarchie OL

Problémes de Caractérisation

Une problématique courante de la théorie des langages est celle de la caractérisation de
famille de langages : peut-on dire qu’une famille de langages correspond précisément a 1’en-
semble de langages décrits par un tel formalisme ? Autre que les problématiques de calculabi-
lité /complexité qui motivent souvent ces questionnements—en particulier lorsqu’on s’intéresse



a caractériser une famille de langages par un type de « machines »— les caractérisations de fa-
milles de langages permettent d’avoir une vision différente d’'un méme objet, ou disons, une
approche différente d"'un méme probléme. Dans ce manuscrit, nous parlerons de ces différents
types de caractérisations.

Théoremes de représentation (caractérisations homomorphiques)

Au début des années soixante, Chomsky et Schiitzenberger [CS63] prouvent une caracté-
risation particuliere des langages algébriques : ils montrent qu'un langage est algébrique si et
seulement si il peut s’exprimer comme 1'image par homomorphisme de l'intersection entre un
langage régulier et le langage de Dyck. Le langage de Dyck est ’ensemble de mots bien paren-
thésés pour un certain nombre de paires de parentheses. Ce résultat a été généralisé aux lan-
gages récursivement énumérables [HN81, HOY85] : un langage est récursivement énumérable
si et seulement si il est I'image par homomorphisme de l'intersection entre un langage algé-
brique et le langage de Dyck. Ces résultats ont initié une ligne de recherche encore présente
aujourd’hui; on parle de théoremes de représentation ou tantdt de caractérisations homomorphiques.

Un intérét immédiat de ces caractérisations est qu’elles permettent de comparer des fa-
milles de langages. Par exemple, une conséquence du théoréme de Chomsky-Schiitzenberger
est que toute famille de langages qui contient le langage de Dyck et qui est fermée par intersec-
tion avec des langages réguliers et homomorphismes contient nécessairement toute la famille
des langages algébriques (voir [Pigl6] pour une application récente de ce principe a certaines
restrictions de machines de Turing).

Ces deux résultats susmentionnés ont gagné en ampleur par les résultats respectifs de Ni-
vat et Eilenberg. Nivat [Niv68] montre quune transduction (transformation de mots) est ra-
tionnelle si et seulement si elle peut s’exprimer comme la composition d"un homomorphisme
inverse, d"une intersection avec un langage régulier et un homomorphisme. Eilenberg [Ber79],
montre qu'une transduction est algébrique si et seulement si elle peut s’exprimer comme la
composition d’'un homomorphisme inverse, d'un intersection avec un langage algébrique et
d"un homomorphisme. Ces deux types de transductions admettent de plus des modeles de
calcul. La famille des langages algébriques est alors 1’ensemble d’images du langage de Dyck
par transductions rationnelles ; et celle des langages récursivement énumérables est I’ensemble
d’images du langage de Dyck par transductions algébriques.

Représentation par homomorphismes inverses. Les théoremes de représentation s’appliquent aussi
a la complexité. En effet, dire qu'un probleme X se réduit a un probleme Y signifie qu’il existe
une fonction calculable f telle que I'ensemble des instances positives de X peut s’exprimer
comme l'image inverse par f de l’'ensemble d’instance positives de Y (pos(X) = f~(pos(Y))).
Un cas particulier des théoremes de représentation est la représentation dite par homomor-
phismes inverses. Dans [Gre73], Greibach montre I’existence d’un langage connu comme « le
langage algébrique le plus dur ». Il s’agit d’un langage algébrique pour lequel tout autre lan-
gage algébrique en est I'image inverse par un homomorphisme effectivement calculable depuis
une grammaire algébrique (en forme normale de Greibach). Ce dernier est alors LOGCFL-
complet. Ce résultat a connu plusieurs généralisations dont une des plus récente est celle
d’Okhotin [Okh16] pour les langages générés par des grammaires « booléennes » et « conjonc-
tives ».

Théorie des familles agréables. La présence de divers théoremes de représentation et I'impor-
tance de plus en plus visibles des propriétés de cloture de familles de langages, et la présence



10 Introduction

croissante de modeles de calculs dans la littérature ont contribué au développement de la théo-
rie des familles agréables de langages. Dans [GG67, Gin75], Greibach et Ginsburg classifient des
familles de langages par différents types en fonction de leurs propriétés de cloture. Ils intro-
duisent en méme temps la notion de familles principales : une famille de langages est dite
principale vis-a-vis d'un ensemble d’opérations si elle peut se décrire comme la fermeture d"un
langage par ces opérations. Il nait ainsi une nouvelle problématique, « que peut-on dire sur une
famille de langages en ayant comme unique information ses propriétés de cloture, et éventuel-
lement le fait qu’elle soit principale ? ». Ce questionnement est d’autant plus important que la
plupart des familles de langages présentes dans la hiérarchie de Chomsky partagent les mémes
propriétés de cloture. Cette théorie rencontre un succes fulgurant et s’emploie méme a des pro-
blemes d’indécidabilité (voir [Gre68, ZKL.17]).

Caractérisations logiques

Les années 60 ont connu la crise du logiciel (software crisis). C’est le nom qui a été donné
au constat que I'informatique était peu rentable et fiable lors d"une conférence de génie logiciel.
En réponse a ce constat, certaines problématiques du génie logiciel, telles que la spécification et
la vérification de systémes ont pris beaucoup d’importance . (Spécification :) Comment décrire
de fagon précise les comportements autorisés d'un systéme, et (vérification :) comment vérifier
(automatiquement) qu'un comportement est conforme a la spécification du systéme ? Les mo-
deles de calcul tels que les automates sont adéquats pour la tiche de vérification du fait qu’ils
décrivent les différentes étapes d'une fonction de test. En ce qui concerne la tache de spécifi-
cation, ils sont disons, beaucoup moins pratiques a utiliser ; et certainement beaucoup moins
que la logique mathématique. La théorie des langages et la complexité descriptive partagent alors
par cette motivation une longue tradition de caractérisations logiques de familles de langages.
Le résultat fondateur en est le théoréeme de Biichi-Elgot-Trakhtenbrot [B60, Elg61, Tra61] qui
stipule qu'un langage est régulier si et seulement si il est 'ensemble de mots modeles d"une
formule du second ordre monadique. Ce résultat a été généralisé a plusieurs sous-classes des
langages réguliers. En 1994, Lautemann, Schwentick et Thérien [LST94] proposent 1'usage de
fragments sémantiques de la logique du second ordre existentiel (3SO). Celle-ci consiste a res-
treindre les valuations d'une variable dans une formule logique a une certaine classe de rela-
tions. Caractériser une famille de langages en utilisant cette approche consiste alors a trouver
la bonne classe de relations pour cette famille de langages. Ce type de caractérisation suit la
méme logique que les théoremes de représentations et nous aurons 'occasion de voir que la
classe de relations considérée dans une telle logique peut étre identifiée au générateur d'une
famille de langages.

Contributions et Plan

Les contributions de ces travaux sont réparties dans les parties I et II. Nous présentons
chaque chapitre de contributions par un bref résumsé.

Partie I

La motivation initiale des travaux de cette partie était 'obtention d"une caractérisation lo-
gique des langages indexés. Afin de généraliser la caractérisation de Lautemann, Schwentick
et Thérien aux langages indexés, il nous est utile d’introduire une classe de transductions algé-
briques permettant de générer les langages indexés comme images du langage de Dyck. Ceci
nous a conduit a développer la notion de langages et transductions e-stirs. Dans cette partie,
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nous introduisons ces classes de langages et transductions, nous prouvons des théoremes de
représentation des langages indexés par ces classes et nous 1’appliquons a I’obtention de carac-
térisations logiques des langages indexés.

Chapitre 3 : Langages algébriques e-stirs

Nous introduisons dans ce chapitre les classes de langages et transductions algébriques
e-stirs. Nous disons qu'un langage algébrique est e-stir s’il peut étre généré par une grammaire
algébrique pour laquelle le langage associé a chaque variable se réduit au mot vide « & » par
la loi de réduction du groupe libre aa = aa = . Une transduction algébrique est dite e-stire si
son domaine est e-stir. Bien que, comme nous le montrons, la famille de langages algébriques
e-siirs est fermée par la plupart des opérations qui préservent la réduction a ¢, celle-ci est stric-
tement incluse dans la famille des langages algébriques qui se réduisent a e. Nous montrons de
plus qu’il est indécidable de savoir si un langage algébrique de cette derniére classe est e-stir.
Nous présentons aussi des théoremes de représentation pour les langages et transductions al-
gébriques e-strs.

Chaptire 4 : Théoréemes de représentation des langages indexés

Le théoréme de Chomsky-Schiitzenberger a connu plusieurs généralisations pour diverses
familles de langages, parmis lesquelles, celle de Weir [Wei88] pour langages indexés linéaires.
Celui-ci définit un langage de Dyck «indexé linéaire » et montre qu’un langage est indexé
linéaire si et seulement si il en est I'image par une transduction rationnelle. Ce méme résultat
fut généralisé par Kanazawa [Kan14b] et Sorokin [Sor14] aux frontieres de foréts algébriques
« simples ». Nous généralisons ces résultats aux langages indexés. Nous prouvons en plusieurs
variantes les caractérisations des langages indexés comme images du langages de Dyck par
transductions algébriques e-stires. Nous définissons de méme un langage de Dyck «indexé »
dont la famille des langages indexés en est la fermeture par transductions rationnelles.

Chapitre 5 : Caractérisations logiques des langages indexés

Nous étudions la définissabilité des langages indexés dans des fragments sémantiques du
second ordre existentiel. Nous nous intéressons aussi aux liens entre certains fragments séman-
tiques du second ordre existentiel et cones (croissants) principaux.

Partie I1

Dans cette partie, nous prouvons des théoremes de représentations pour les langages de la
hiérarchie Ol ainsi qu'une représentation par homomorphismes inverses pour une sous-classe
de cette hiérarchie.

Chapitre 7 : Itérations du langage de Dyck

Nous introduisons une notion de «langages de Dyck d’ordres supérieurs ». Un langage de
Dyck de niveau k + 1 est un ensemble de mots de Dyck pour lesquels I'image par un homo-
morphisme e-stir donné appartient a un langage de Dyck de niveau k donné. Nous montrons
que chaque niveau k > 1 de la hiérarchie Ol est la fermeture par transductions rationnelles des
langages de Dyck du méme niveau. Une conséquence de ce fait est qu’il existe pour tout k > 1
une classe de transductions que nous appelons e-stires, telle que pour tout [ > 1 la famille du
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niveau k + [ des ordres supérieurs est exactement I’ensemble d'images de langage de Dyck de
niveau / par des transductions e-stires de niveau k. Nous nous intéressons aussi de fagon géné-
rale aux familles de langages générées par des formes quelconques d’itérations du langage de
Dyck.

Chapitre 8 : Les langages les plus durs

Nous nous intéressons de fagon générale aux cones fideles principaux. Un cone fidele est
une famille de langages fermée homomorphismes non-effagants, intersection avec des langages
réguliers et homomorphismes inverses. Nous montrons des conditions suffisantes a ce qu'un
cone fidéle principal admette un théoréme de représentation par homomorphismes inverses.
De cette fagon, ces conditions suffisent a pouvoir trouver pour tout cone fidele principal F,
un langage L tel que le probleme d’appartenance du mot de tout autre langage de J puisse
se réduire a celui de L. Comme application de ce résultat, nous montrons que pour tout ni-
veau k de la hiérarchie O], la classe des langages reconnus par des automates de niveau k en
temps « quasi-réel » satisfait ces conditions et admet un tel langage. Nous généralisons ainsi le
«langage algébrique le plus dur » de Greibach a toute ces classes de langages.



Chapitre 1

Définitions de base

1.1 Mots et langages

Monoide libre et Mots. Un monoide est une structure algébrique (M, -p1, 1p1) ot M est un
ensemble, -); est une opération binaire associative, (pour tous my, my, m3 € M : (mq -y M) -pm
M3 = M1 M (mz ‘M m3) = my -m My -y M3) et 1 est un élément neutre pour -y (pour tout
meM:1ly-ym=m-pyly=m).

Monoide libre. Un alphabet est un ensemble fini de symboles A = {ay,...,a,}. Un mot sur un al-
phabet A est une suite, possiblement vide, de symboles de A. Le mot vide est noté € et 'ensemble
de mots (resp. non vides) sur 'alphabet A est noté A* (resp. A™).

Etant donné deux mots u = ay ---a, et v = by - - - by, la concaténation de u et v est le mot
uv = ap---apby - - - by obtenu en juxtaposant les mots u et v. Le mot vide « & » est I'élément
neutre pour la concaténation. Pour tout mot u et pour tout entier 1, le mot u" se définit comme
suit : u’ = e et u""! = uu". L'ensemble A* accompagné de la concaténation comme produit
et de ¢ comme élément neutre est le monoide libre engendré par A. Celui-ci est simplement noté
A*.

Notations. Poursuivons par quelques notations sur les mots. Etant donné un mot u, |u| désigne
lalongueur de u et |u|, désigne le nombre d’occurrences du symbole a dans le mot u, premier(u)
désigne sa premiere lettre et dernier(u) sa derniere. Pour tout autre mot v, le mot u est dit préfixe
de v, et noté u < v, s'il existe un mot w tel que v = uw. L'image miroir de u = aja; - - - a,, est le
mot uR =a, - -a;.

Soit A un alphabet. Nous désignons par A = {a | a € A} une copie disjointe de cet alphabet
et par A T'union de A et A. L'alphabet A est dit positif et A négatif. Nous adoptons les conven-
tions suivantes : 4 = a pour tout symbole a e A\; € = ¢cetpourtoutmotu =a;---a, € A*,
U=dy - a.

Langages et opérations Passons maintenant a la notion de langages. Un langage sur un alpha-
bet A est un ensemble L C A* de mots sur cet alphabet. Les opérations d"union, intersection,
différence sont les opérations ensemblistes habituelles. La concaténation de deux langages L,
et L estle langage L1Ly = {uv | u € Ly etv € Ly}.

~Etoile de Kleene. Pour tout langage L, les puissances de L se définissent de fagon similaire
aux mots; L° = {e} et L"*! = LL" pour tout entier n € IN. L'étoile de Kleene d’un langage
L est l'union infinie de ses puissances : L* = |J;>( L'. L'étoile de Kleene stricte est quant a elle

13
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LT = U1 L.

—Préfixes. La fermeture par préfixes d'un langage L C A* sera notée L<, et se définit comme
lelangage L~ = {u € A*|Jv e L:u < v}

—Quotients. Pour tout langage L C A* et pour tout mot u € A*, le quotient gauche (resp.
droit) de L par u est le langage

ult L={ve A" |uve L} (resp.L-u'={ve A*|vuclL}).

1.2 Morphismes

Soient M et N deux monoides. Un morphisme de monoide de M dans N est une application
f: M — N telle que f(1p) = 1y et quels que soient my,my € M : f(my -pm2) = f(my) N
f(my). L'image inverse d’un élément est I’ensemble de ces antécédents :

iy ={xeM|f(x)=y} VyeN.

Comme il en est le cas pour toute fonction, étant donné un morphisme f : M — N, et des
ensembles X1, X, € Met Y], Y> C N, nous avons les égalités suivantes :

f(X1UXp) = f(Xq) U f(X2), fimuy) =i uf(va),
Ny, = ) nfi(Y), f(Xinfi(n)) = f(X) Ny

De plus, si f est injectif, c.-a-d « Vmq,mp € M : f(m1) = f(my) = my = my », alors
fXaNXp) = f(X1) N f(X2).

1.2.1 Substitutions

Une substitution est un morphisme v : A* — 28" qui a chaque symbole a associe un
langage v(a) C B*; satisfaisant v(e) = {e}, v(uv) = v(u)v(v) pour tout u,v € A*; mais étendu
aux langages comme suit :

v(L) = {Jv(u) VLCA"

uel

Exemple 1.1. Si L = {ab,a} et v est tel que
v(a) ={a"b" | n>0}; v(b) = {bba},

alors v(L) = {a"b"bba | n > 0} U {a"b" | n > 0}.

Homomorphismes. Un homomorphisme est un morphisme entre deux structures algébriques si-
milaires. Tout au long de ce manuscrit, cette appellation sera réservée aux homomorphismes
entre monoides libres. Soient deux alphabets A et B; et f : A* — B* un homomorphisme. Ce
dernier est dit

— alphabétique si f(a) € BU {e} pour touta € A,

— non-effagant si f(a) # € pour touta € A,

— strictement alphabétique si alphabétique et non-effagant.
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1.2.2 Projections

Soient A et B deux alphabets tels que B C A. La projection de A dans B est 'homomor-
phisme m4p : A* — B* tel que Va € A :

asia € B
€ sinon

7a,B(a) = {
On notera généralement 7rp au lieu de 774 p si cela ne souleve aucune ambiguité.

Projections de composantes. Soit A x A X -+ X Ay un produit de k alphabetseti € {1,...,k}
un entier. La projection de A; x Ay X --- X Ay sur la composante i est ’homomorphisme
i (A1 X Ag X - Ag)* — Af tel que ;i((ay1, a2, ..., ax)) = a; pour tout (a1, az,...,a;) € Ay X
Ap X -+ X Ak.

1.3 Ensembles rationnels

Dans cette partie, nous présentons briévement les langages et relations (transductions) ra-
tionnelles.

Définition 1.2 (Partie rationnelle). Soit M un monoide. RAT(M) désigne le plus petit T C 2M tel
que :

1. QeFetVYme M: {m} €7,
2. pour tout Ly, Ly C M :
(a) L1UL, € F,
() 1Ly € F,
(c) et L1* € F.
RAT(M) est appelée partie rationnelle du monoide M.

Définition 1.3. Soit M un monoide et X C M un ensemble. L'ensemble X est dit rationnel si il
appartient a la partie rationnelle de M.

1.3.1 Langages Réguliers et automates finis

Définition 1.4 (Automates finis). Un automate fini est une structure A = (Q, A, A, qo, F) dans
laquelle :

— Q est un ensemble fini. Les éléments q € Q sont appelés états;

— A est 'alphabet d’entrée;

— A C Q x A x Q est une relation dite de transitions;

— qo € Q est I'état initial ;

— F C Q est un ensemble d’états dits finaux ou acceptants.

Calculs. Un calcul est une suite g1 —» g2 —= g3+ — gu41 telle que pour tout i €

{1,...,n} : (gi,ai,9i11) € A.On dira ici que le mot 4145 - - - 2, admet un calcul de g; vers

dn ; et on le notera q; 2y n Gn+1. Un mot u est dit accepté ou reconnu par A s’il admet un calcul
*

de go vers un état acceptant g € F. Le langage reconnu (accepté) par A est alors
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g(A):{ueA*quF:qo:}q}.

REG(A) désigne I’ensemble de langages sur ’alphabet A reconnaissables par des automates
finis.

Théoréme 1.1 (Théoreme de Kleene [Kle56]). REG(A) = RAT(A*).

Théoreme 1.2 (voir [Pin83]). Un langage L C A* est régulier si et seulement si il existe un monoide
fini M, un ensemble X C M et un morphisme y : A* — M tel que L = u~1(X).

Définition 1.5 (Localité). Un langage (régulier) L C A* est dit local si il existe des ensembles D, F C
Acet I C AA tels que

L= (DA*NA*F) — A*IA* ou L = {e} U (DA* N A*F) — A*IA*.

Cette appellation vient du fait que pour vérifier qu'un mot appartient a L, il suffit de vérifier
que sa premiere lettre appartient a D, sa derniére a F et qu’aucun facteur de taille 2 n’appartient
a I. L'ensemble I est appelé ensemble de transitions interdites, et 'ensemble A% — I, ensemble de
transitions autorisées. Tout langage local est bien évidemment régulier.

Exemple 1.6. Le langage {ab}* est local car il est composé du mot vide et de mots commengants par le
symbole a, se terminant par b et tels qu’aucun facteur de taille 2 n’appartient a {aa, bb}.

1.3.2 Transductions Rationnelles et transducteurs finis

Soient A et B deux alphabets. Le monoide A* x B* représente le produit cartésien entre A*
et B*. Son élément neutre est (¢, ¢) est son produit se définit comme suit :

V(u1,v1), (up,v3) € A" X B* : (u1,v1) (12, v2) = (ugup, v107).

Une relation entre A* et B* est un ensemble R C A* x B*. La relation R est donc dite rationnelle
si elle appartient a RAT(A* x B*).

Exemple 1.7. La relation R = {(a"*!,b"c) | n > 0} est rationnelle car elle peut se définir comme
R ={(a,b)}{(a,c)}.

Transductions.

Une autre vision de la notion de relation est celle de transductions. On peut considérer une
relation R C A* X B* comme une fonction partielle

T: A* —2F
u —{v|(u,v) € R}

Les domaines et co-domaines de T sont alors

dom(t) ={u|Jv: (u,v) € 1}
co-dom(t) ={v | Ju: (u,v) € T}.

Etant donné un langage X C A*, I'image de X par T est T(X) = Uyex T(14).
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Note. Nous confondons généralement ces deux notions. Nous parlerons de relation ou de
transductions dans différents contextes en fonction de ce qui s’avérera plus pratique.

Différents types de transductions. Une transduction T C A* x B* est dite

— lettre-a-lettre si V(u,v) € T : |u| = |v];

— fidele si Vo € B* : T1(v) est fini;

— croissante si V(u,v) € T: |u| < |v|;

— continue si V(u,v) € T:siu € A" alorsv € B™.

Les transductions rationnelles sont aussi décrites par transducteurs finis. Ceux-ci sont des
automates finis munis d’une bande d’écriture sur laquelle ils écrivent tout au long du calcul.
Formellement, un transducteur fini se décrit comme suit.

Définition 1.8 (Transducteurs finis). Un transducteur fini est une structure T = (Q, A, B, A, qo, F)
dans laquelle
— A et B sont respectivement les alphabets d’entrée et de sortie;
— Q, qo, F sont respectivement I'ensemble d’états, I'état initial, et I"ensemble d’états acceptants ;
— AC Qx(AU{e}) x (BU{e}) x Q est la relation de transitions. Les transitions sont notées
(q,a|b, p) signifiant que la machine lit le symbole a sur son ruban d’entrée, écrit le symbole b
sur le ruban de sortie, et change son état interne de q a p.

La transduction décrite par 7 est
R(T) = {(u,0) | 39 € F: g0 % q).

Exemple 1.9. Soit le transducteur T = (Q, A, B, A, qo, F) tel que Q = {q0,q1}, A = {a}, B={b,c}
et A = {(qo,a|b,q0), (g0,alc,q1) } ; comme illustré ci-dessous.

La transduction décrite est R(T) = {(a",b"c) | n > 0}.

Théoreme 1.3 (voir [Ber79]). Une transductions est rationnelle si et seulement si elle peut étre décrite
par un transducteur fini.

Théoréme de Nivat.
Une caractérisation importante des transductions rationnelles, et celle qu’on utilisera le
plus, est la caractérisation de Nivat.

Théoréme 1.4 (Théoréme de Nivat [Niv68]). Soit T C A* x B*. La transduction T est rationnelle
si et seulement si il existe un alphabet C, un langage régulier R C C* et deux homomorphismes (alpha-
bétiques) g : C* — A* et f : C* — B* tels que
©={(g(u), f(u)) | u € R}.
Remarque 1.10. L'image d'un mot u € A* par T est alors T(u) = f(RN g Y (u)); et les domaines et
co-domaines de T sont
dom(t) = g(R)
co-dom(7) = f(R).
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Notations. Nous employons quand nécessaire la notation d’Eilenberg. La transduction T sus-
mentionnée pourra aussi étre notée T = f o NR o g~ 1.

Le théoréme de Nivat peut s’expliquer comme suit : le langage régulier R décrit I’ensemble
de calculs acceptants du transducteur-vu comme un langage sur l'alphabet des transitions.
L’homomorphisme g associe a chaque calcul acceptant u € R, le mot d’entrée associé, et h y
associe le mot de sortie. L'ensemble des couples de la relation est alors I'ensemble des couples
(g(u),h(u)) tels que u € R.

Exemple 1.11. La transduction T = {(a"*1,b"c) | n > 0} peut étre décrite comme

©={(g(u) f(u)) | u € R}

. K a x—b
avec R = a*B, g:{ﬁr—nz etf:{ﬁ'_)c

Théoréeme 1.5 (Boasson—Nivat [BN73]). Soit T C A* x B*. La transduction T est rationnelle, fidele
et continue si et seulement si il existe un alphabet C, un langage régulier R C C* un homomorphisme
g : C* — A* et un homomorphisme strictement alphabétique f : C* — B* tels que

T={(g(u), f(u)) | u € R}.

Théoreme 1.6 (Leguy [Leg80]). Soit T C A* x B*. La transduction T est rationnelle croissante si
et seulement si il existe un alphabet C, un langage régqulier R C C* un homomorphisme alphabétique
g : C* — A* et un homomorphisme non-effagant f : C* — B* tels que

T={(g(u), f(u)) | u € R}.

1.4 Familles agréables de langages (propriétés de cloture)

La notion de familles agréables de langages! a été introduite par Greibach et Ginsburg
[GG67](voir aussi [Gin75]). Ceux-ci, sous I'observation que la plupart des familles de langages
de la hiérarchie de Chomsky partagent des propriétés de clotures communes, se sont intéres-
sés a l'incidence de ces propriétés de cloture sur les propriétés globales de ces familles. Nous
présentons ici en substance la notion de familles agréables de langages.

Définition 1.12 (Cdnes rationnels).
— Un cone rationnel croissant est une famille de langage fermée par homomorphismes non-effacants,
intersection avec des réquliers et images inverses d’homomorphismes alphabétiques.
— Un cone rationnel fidéle est un cone rationnel croissant fermé par homomorphismes inverses.
— Un cone rationnel est un cone rationnel fidele fermé par homomorphismes.

De part les caractérisations homomorphiques des transductions rationnelles (rationnelles
croissantes, rationnelles fideles), les différents cones rationnels présentés ci-dessus se définissent
de fagons équivalentes comme suit.

Définition 1.13 (Cones rationnels). Un cone rationnel (resp. rationnel fidéle, rationnel croissant) est
une famille de langages fermée par transductions rationnelles (rationnelles fideles et continues, ration-
nelles croissantes).

1. en anglais : full-AFL (full abstract family of languages)
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1.4.1 Cones principaux

Pour toute famille de langage F, € (F) (resp. €/ (F), €<(F)) désigne le plus petit cone
rationnel (resp. rationnel fidele, rationnel croissant) qui contient .

Définition 1.14 (Cones principaux). Un cone rationnel (resp. rationnel fidele, rationnel croissant) F
est dit principal si il existe un langage L tel que

F=%({L}) (resp.T =S ({L}),F =¢<({L})).

Quand tel est le cas, nous écrivons € (L) plutot que € ({L}).

Du fait que la classe de transductions rationnelles (resp. rationnelles fideles, rationnelles crois-
santes) soit fermée par composition, il s’en suit les équivalences suivantes.

% (L) = {t(L) | T est une transduction rationnelle }

¢f(L) = {t(L) | T est une transduction rationnelle fidele et continue}

%<(L) = {t(L) | T est une transduction rationnelle croissante}.

Définition 1.15 (Familles Agréables de Langages (FAL)). Une Famille Agréable de Langages (fidele,
croissante) est un cone rationnel (fidéle, croissant) clos par union, concaténation et étoile de Kleene
stricte.

Définition 1.16 (Fermeture par substitution). Soit I une famille de langages. Une F-substitution
est une substitution v : A — 2B telle que pour touta € A : v(a) € 7.
Une famille de langages T est dite fermée par substitutions si elle est fermée par F-substitutions.
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Chapitre 2

Langages algébriques et indexés

Dans ce chapitre, nous présentons premierement les langages et transductions algébriques.
Pour cette présentation des langages algébriques, nous présentons les grammaires dites hors-
contexte, les automates a pile ainsi que le théoreme de Chomsky-Schiitzenberger qui est au
cceur de notre étude. Nous présentons ensuite les langages indexés. Ceux-ci sont 1’objet des
caractérisations que nous présentons dans la premiére partie de contributions de ce manuscrit.

2.1 Langages algébriques

Nous présentons ici la famille des langages dits hors-contexte ou algébriques. Ceux-ci tiennent
ces noms du fait d’étre décrits, de fagon équivalente, par des systémes de réécriture dans les-
quels les dérivations des variables sont indépendantes de leurs contextes; et par des systemes
d’équations polynomiales.

Nous présentons ici de facon bréve les langages et transductions algébriques ainsi que le
théoréme de Chomsky-Schiitzenberger et quelques variations qui sont présentes tout au long
de ce manuscrit. Nous employons le matériel de [ABB97, Ber79] pour cette présentation et toute
affirmation qui n’est pas accompagnée d’une référence en provient.

2.1.1 Grammaires algébriques et systemes d’équations

Définition 2.1 (Syntaxe des grammaires algébriques). Une grammaire algébrique est une structure
§ = (N, T,S, P) dans laquelle
— N est un ensemble fini de symboles appelés non-terminaux ou variables;
— T est I'alphabet de symboles terminaux ;
— S € N est le non-terminal dit initial, aussi appelé axiome ;
— P C N x (NUT)* est I'ensemble de productions. Les productions (X, ©) sont notées X — ©.
Dans une telle production, X est appelé membre gauche et © membre droit de la production.

Dérivations. Une phrase ou forme sententielle est un mot © de (N U T)*. Soit « = la relation
binaire entre phrases telle que pour toute paire de phrases ®,0 € (NUT)*, © = O siil
existe 6,601,060 € (NUT)*, X € N tels que

O = 6yX04; e = 00001, etX — 0 € P.

21
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C’est a dire que @’ peut étre obtenue en substituant dans ® un non-terminal par le membre
droit d'une production a laquelle il est associé. La relation :g> décrit de cette facon une étape
de dérivation de la grammaire. Soit :;> sa cloture réflexive et transitive. Une phrase @' est dite

dérivable depuis une phrase © si ® :;> @'. A chaque © € (N UT)* est associé le langage

39(®):{u€T*|®:;>u}.

En particulier :
— pour touta € TU{e} : ZL(a) = {a};
— pour toute paire de phrases @1, 0, : Z5(010,) = %5(01)%(02) ;
— et pour tout non-terminal X € N : %5(X) = Ux__ecp-Z5(0O).

Le langage généré par la grammaire G est noté .Z(9) et se définit comme

Z(9) = Z(S).

Notations.
— Les non-terminaux sont toujours notés en majuscule : X,Y,Z,...; les symboles termi-
naux en minuscule 4, b, ¢, . .. ; et les phrases sont toujours notées ®, @1, 0;, ... ..
— Si plusieurs productions ont le méme membre gauche, par exemple

p1: X —01; p2: X — 0+ pp: X — Oy;
nous les notons sous forme contractée
p1/p2/"'/pn:X—>®1+®2+"'+®n'

— Nous écrivons .Z(©) plutot que Z5(®) lorsque cela ne léeve aucune ambiguité; si par
exemple il n'y a qu'une seule grammaire définie dans le contexte.

Nomenclature. Une production X — @ est dite linéaire si ® contient au plus un non-terminal.
Elle est dite quadratique si ® contient au plus deux non-terminaux.

Exemple 2.2. Soit la grammaire donnée par les productions suivantes

S—XY+Y;
X —a;
Y — aab.

Nous avons £ (X) = {a}, L(Y) = {ab} et £(S) = (L(X)Z(Y)) UZL(Y) = {aaab, aab}.

Définition 2.3 (Langages algébriques). Un langage L est dit algébrique ou hors-contexte si il
existe une grammaire algébrique G telle que L = £ (9).
Nous désignons par ALG la famille des langages algébriques.

Définition 2.4 (Equivalence de grammaires). Deux grammaires (algébriques) G et G’ sont dites
équivalentes si £(G) = £(9').
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Exemple 2.5. Soit la grammaire G = (N, T,S,P) avec N = {S}, T = {a,b} et P est constitué des
productions
p1:S—¢€ p2:S—>aSh.

Le langage généré par G est \U,> a"b". Une dérivation pour le mot aabb est la suivante

S = aSb (par p2)
:9> aaSbb (par p2)
= aabb (par p1)

Arbres de dérivations. Une dérivation d"une grammaire algébrique peut étre représentée par un
arbre dans lequel 1'utilisation d'une production X — 616, - - - 6, est représentée par un nceud
X ayant pour fils n noeuds 61,0, ...,0,. La dérivation de 1'exemple 2.5 peut étre représentée
par l'arbre ci-dessous.

Théoreme 2.1. ALG est une famille agréable de langages.

Régularité des dérivations
Soit § = (N, T, P,S) une grammaire algébrique. Une étape de dérivation © =9> @’ est dite

gauche, et notée @ :9> ©’, sile non-terminal dérivé est le plus a gauche : © est de la forme uX©,
s

avecu € T*,X € N et la phrase ®' peut étre obtenue en substituant dans ©, le non-terminal X
par le membre droit d"une production dont il est le membre gauche. Une dérivation gauche est

alors une dérivation ©® :*9> ©®' ou :*9> désigne la cloture réflexive et transitive de :9> De fagon
[ & [ g

similaire, on parle de dérivation droite (0 d:*9> 6) lorsque le non-terminal dérivé a chaque étape

de dérivation est celui le plus a droite. L'ordre par lequel on dérive les non-terminaux n’a pas
d’importance. Les suites de non-terminaux obtenues sont les mémes : VO € (NUT)*

Z(0) = {uET*|®:*9>u} = {uET*|®d:*9>u}.
gr 2

Sion s’intéresse toutefois aux suites de symboles terminaux et non-terminaux dérivables, I’ordre
de dérivation a une incidence sur la complexité de ces ensembles de suites comme en té-
moignent le théoréme suivant.
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Théoréme 2.2 ([Gre67]). Soit G = (N, T, P, S) une grammaire algébrique. Pour tout x € (NUT) et
y € (NUT)*, soient

— Lyy C (NUT)* lI'ensemble de phrases © telles qu'il existe une dérivation gauche x :*9> QN :9>
8 8
YO telle que y n’est pas préfixe de O (les derniers symboles de y ont été produits lors de la

derniére étape de dérivation O :9> y0);
[ &

— Ryy € (NUT)* I'ensemble de phrases © telles qu'il existe une dérivation droite x d:*9> O d:9>

Oy telle que y n’est pas suffixe de ©.
Les langages Ly y et Ry, sont réguliers.

Exemple 2.6. Soit la grammaire décrite par les productions suivantes

S — X+aY + S5X;
X — aXa+b;
Y —a.

Les dérivations gauches générant le symbole a sont de la forme

(1)S = X = aXa;

8.9 8.9
(2)S = aY;
£,
(3)S = SX" = aYX" avecn >1;
8.9 8.9
(4)S = SX" — XX" = aXaX" avecn >1;
8.9 8.9 8.9

Le langage Lg , est alors (Xa + Y)X*. On peut observer de cette méme facon que le langage Lx ,, = €
et Ly, = @. Nous pouvons dans le cas présent calculer le langage Lg 5, en substituant dans Lg, (dans
(Xa+Y)X*) les premiers symboles x € N par L, ;, comme suit.

Lsa = (Lxpa 4+ Lyp) X" = (a +0)X* = aX".

Formes normales

Il existe plusieurs formes normales pour les grammaires algébriques. Nous présentons
parmi celles-ci, la forme normale de Chomsky et deux formes normales de Greibach.

Forme réduite. Nous disons qu'une grammaire algébrique (N, T, P, S) est réduite si pour tout
non-terminal X € N, il existe une dérivation de la forme

S é 01 X0, 0O,0,c¢ (NU T)*/

et une dérivation X = u, u e T*.

Théoreme 2.3 (Forme normale de Chomsky). Pour toute grammaire algébrique G, il existe une
grammaire algébrique équivalente G’ dans laquelle toute production est sous I'une des formes suivantes :

(1)S—¢& (2)X—YZ, avecY,Ze N—{S} (3)X — a, aveca € T.
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Théoreme 2.4 (Forme normale de Greibach). Pour toute grammaire algébrique G, il existe une
grammaire algébrique équivalente G’ dans laquelle toute production est sous I'une des formes suivantes :

(1)S —¢& (2)X — a0, aveca € T,0 € (N —{S})".

Théoréeme 2.5 (Forme normale double de Greibach). Pour toute grammaire algébrique G, il existe
une grammaire algébrique équivalente G' dans laquelle toute production est sous 'une des formes sui-
vantes :

()X — ¢ (2)X — a®b, aveca,b € T,0 € (N —{S})".

Systémes d’équations.

Présentons brievement les systemes d’équations algébriques. Nous nous en servirons le
plus souvent afin d’illustrer nos propos quand le besoin sera de préter attention aux langages
décrits par les non-terminaux d’une grammaire plutdt qu’a la forme de ses dérivations. Les
langages algébriques peuvent en effet étre décrits comme des éléments de plus petites solu-
tions de systemes d’équations polynomiaux—d’oti le terme algébrique introduit par Chomsky
et Schiitzenberger [CS63].

Soient N = {Xy,X,..., X|V‘} et T deux alphabets disjoints. Un systeme d’équations sur
(N, T) est un ensemble d’équations de la forme

X; =P 16{1,,|N|}

ot chaque P; est un sous-ensemble fini de (N U T)*. Les éléments de N sont appelés variables
du systeme. Une équation

Xi =1{0;1,0i2,...,0;u}
sera notée

X; = ®i,1 + ®i,2 + -+ ®i,m~

Solutions. Une solution du systéme d’équations est un vecteur L = (Ly, Lo, .. ., L‘ N|) tel que si
on substitue chaque variable X; par L; dans les membres gauches et droits des équations, 1'en-
semble d’équations obtenu est un ensemble d’égalités. Plus formellement, le vecteur L définit
une substitution vz, : (N U T)* — 2(NVT)" tel que

VL(ﬂ):{a} VaeT, VL(XZ'):Li VlE{l,,’N”*
Le vecteur L est alors une solution du systéme si
UL(XI‘) =L;= VL(PI‘) Vi e {1,. ..y ’N‘}

Exemple 2.7. X = XX + a admet a* comme solution puisque a* = a*a* U a.

(Non-)Unicité des solutions. Un systeme d’équations peut admettre plusieurs solutions. Par
exemple, I’équation de I'exemple 2.7 admet comme solution tout langage fermé par concaténa-
tion qui contient a; ex : les langages {a,ab}* et {a}T en sont des solutions. De facon générale,
on s’intéresse plutdt a la plus petite solution d’un systeme d’équations.

Exemple 2.8. Le langage a™ est la plus petite solution de I'"équation X = XX + a. En effet a™ est le
plus petit langage L tel que a € L et pour tous u,v € L : uv € L.



26 Chapitre 2. Langages algébriques et indexés

La forme des équations peut toutefois garantir 'unicité d"une solution. Un systeme d’équations
est dit strict si le membre droit de chaque équation est une somme d’éléments de {e} U (N U
T)*T(N U T)*. Si tel est le cas, le systéme admet une unique solution.

Exemple 2.9. L'équation X = aXb + eadmet ), a"b" comme unique solution puisque y,,~o a"b" =
a(Y,>0a"b")b + € et que cette équation est stricte.

Correspondance avec les grammaires. La correspondance entre grammaires algébriques et sys-
temes d’équations consiste a remplacer tout ensemble de productions

Xi — 01 +0ip+ -+ 0,
en équation
Xi=0;1+0i2+ -+ 0,

et inversement. De plus, étant donné une grammaire (N = {Xy,...,X,}, T, P,S), le vecteur
L= (Z2(X1),...,2(Xn)) estla plus petite solution du systeme d’équations associé.

Exemple 2.10. Soit la grammaire donnée par les productions
S — XY;

X — aXY +c;
Y —b.

Le systéme d’équation associé est

S =XY; (1)
X=aXY+c (2)
Y =b. (3)

En substituant le membre droit de (3) dans (2) on obtient I'équation (2')X = aXb + c. Sa plus petite
solution est le langage Y~ a" cb". On obtient ainsi I'ensemble d'équations

S =XY;

X =) a'ch";
n>0

Y =b.

Par substitution, on obtient finalement

S=() a'"ch")b;

n>0
X=Y) a'ch;
n>0
Y =b.

2.1.2 Automates a pile

Un automate a pile est une structure A = (Q, A, 90, T, A, F) dans laquelle
— Q est un ensemble fini d’états,
— A est1’alphabet de travail,
— qo € Q estl’état initial, F C Q est ’ensemble d’états acceptants,
— I est I’alphabet de pile, celui-ci ne contient pas le symbole L ;
— et A C Qx AU{e} x (T'T*) x Q est la relation de transition.
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Configurations. Une configuration est une description instantanée de la machine. Elle se décrit
par un triplet ¢ = (g, u, w) dans lequel g € Q est I'état courant, w € I'* L le contenu de la pile et

u € A* est le mot restant a lire sur le ruban d’entrée. La relation 'AT décrit une étape de calcul;

étant donné deux configurations ¢; = (g, au, aw) et c, = (p, u, fw) ;

c1 ';{ ¢y si et seulement il existe (g, a, a8, p) € A.
Soit :* la cloture réflexive et transitive de l;. Le langage reconnu par A est
L(A)={uec A" |Ig€F:(q,u L) Z* (g6, L)}

Exemple 2.11. Soit A = (Q, A,q0,T,A, F) avec A = {a,b}, Q ={q0, 1}, F={q1}, T = {a, B} et
A décrit par le graphe de transitions suivant.

a,n a,n
b, B b,p
O

Le langage reconnu est {uu® | u € {a,b}*}. Un calcul pour le mot abba est

(qo,abba, L) = (qo, bba,a L)

qo, ba, Ba L)
g1,a,0l)

b
b
E(
:(ql,e,J_).

2.2 Transductions algébriques

La notion d’algébricité peut étre étendue aux relations tout comme la notion de rationalité.
On parle alors de relations (transductions) algébriques. Une transduction T C A* x B* est
dite algébrique si elle peut étre générée par une grammaire algébrique pour laquelle les suites
de terminaux sont des éléments du monoide A* x B*; ou par une machine a piles capables
de produire un mot de sortie lors de la lecture d"un mot sur la bande d’entrée. De plus, les
transductions algébriques bénéficient elles aussi d’un analogue au théoréme de Nivat. Nous
présentons brievement ces différents formalismes comme suit.

Définition 2.12 (Transducteurs Algébriques). Un transducteur algébrique est une structure T =
(N, A, B, S, P) dans laquelle

— N est l'ensemble de non-terminaux,

— A et B sont respectivement, 'alphabet d’entrée et I’alphabet de sortie,
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— S € N est le non-terminal initial
— et P est cette fois ci un sous-ensemble de N x (N U (A* x B*))*.

Les dérivations s’effectuent de facon similaire a celles des grammaires algébriques, a la difference que le
produit appliqué aux terminaux est celui du monoide A* x B*. Pour tout non-terminal X € N : R(X)
désigne l'ensemble de couple dérivable depuis celui-ci

R(X) = {(u,v) € A*x B* | X :T> (u,0)}.
La relation générée par le transducteur est R(T) = R(S).
Une transduction est dite algébrique si elle peut étre générée par un transducteur algébrique.
Exemple 2.13. Soit le transducteur algébrique donné par les productions
S— (a,¢)S(be) + X;
X — (b,4d).
La relation générée est { (a"b"*1,c"d) | n > 0}.

De méme que les transductions rationnelles, les transductions algébriques bénéficient d'une
caractérisation homomorphique.

Théoreme 2.6 (Eilenberg [Ber79]). Soit T une relation. T est algébrique si, et seulement si, il existe
un langage algébrique K et deux homomorphismes f et g tels que

©={(g(u), f(u)) | u € K}.

Dans ce qui suit, nous présentons différentes caractérisations des langages algébriques que
nous généraliserons a d’autres familles de langages.

2.3 Langage de Dyck

Réductions. Soit le systéme de réduction R, = {aa ~ ¢ | a € A}. Ce dernier supprime dans
un mot toute occurrence de facteurs ag, avec a € A. Un mot est dit R,-réduit s'il ne contient
aucune occurrence de facteur ad quel que soit a € A. Autrement, il est dit réductible par R,;. Le
systéme R, est dit confluent, c’est a dire que quel que soit le facteur par lequel on commence
la réduction, on aboutit au méme mot R,-réduit. Tout mot u est alors équivalent (modulo R-
réduction) a un unique mot R-réduit que nous notons 74 (#). Nous abuserons de cette notation
et écrirons 77(u) au lieu de 774 (u).

Exemple 2.14. Soit u = babbaaaa, alors 17(u) = ba, comme illustré sur la figure 2.1.
Réduction bilatérale. Considérons cette fois ci le systeme de réduction R, = {ad ~ ¢,a € A}.

Le systéme R, est la version bilatérale de R;; ; il réduit a la fois les occurrences aa et aa. De fagon
similaire, nous désignons par p(u) 1'unique mot R,-réduction d'un mot u.

Exemple 2.15. Soit u = abbcca, alors p(u) = «.
La confluence des réductions R, et R, donne lieu au lemme suivant.

Lemme 2.16. Soit un mot u € A* et u = wyupuz une décomposition de celui-ci. Alors p(u) =
o(urp(uz)us). De méme, 1(u) = n(un(uz)us).
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b a € a € a
réduction \ /
b € a
n(u) =ba

FIGURE 2.1 — Réduction du mot babiaaa en ba.

Le lemme ci-dessus exprime le fait que quel que soit le facteur par lequel on commence la
réduction, le résultat de celle-ci est le méme.

Le langage de Dyck et le langage de Dyck bilatéral se définissent comme les classes d’équi-
valence de ¢ par les réductions R, et R,.

Définition 2.17 (Langage de Dyck). Soit A un alphabet, le langage de Dyck sur A, dénoté D 4, est
1. l'ensemble de mots u € A* tels que (1) = «.

2. lensemble de mots u € A* tels que p(u) = € et pour tout préfixe ug < u : |ugls > |uio|z pour
tout a € A.

Cette deuxieme définition exprime le fait que le mot u se p-réduise au mot vide ¢, mais
qu’en plus de cela, les symboles positifs a € A précedent toujours les symboles négatifs a € A
lors de cette p-réduction. Cela est alors équivalent a dire que le mot u se 77-réduit au mot vide.

Lemme 2.18. Soit A un alphabet. Pour tout u € D 4 et pour tout préfixe ug < u : n(ug) € A*.

Algébricité. Le langage de Dyck est un langage algébrique. Puisqu’étant la classe d’équiva-
lence de € par la Ry, il se définit aussi comme le plus petit langage D tel que e € D et pour tous
u,v € Detpourtouta € A:uv € Detaua € D. Ainsi, il peut étre décrit comme la plus petite
solution de
D=¢+DD+ ) aDa.
acA

L’équation ci-dessus met aussi en évidence ce fait : pour tout mot u € Dy, de fagon non-

exclusive, nous avons soit u € {e}, soit u € DDy, soit u € U,ca Da. Il en suit le lemme de
décomposition suivant.

Lemme 2.19. Soit A un alphabet, tout mot u € D 4 admet une des factorisations suivantes :
—u=ce;
— u=vwaveco,w #eetv,w € Dy;
— u=aviaveca € Aetv € Dy.

Notations. Nous désignons par Dy le langage de Dyck sur un alphabet de taille k, et nous
écrivons D si l’alphabet est relatif au contexte et que cela ne souléve aucune ambiguité.
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a a C a a

I
S
x_
=
AN
=
2
N
]
N
S
Q
AN}
o

YAy

FIGURE 2.3 — A gauche : un arbre; a droite : sa description sous forme de mot de Dyck.

Langage de Dyck et arbres. Nous n’utiliserons pas de formalisme d’arbres dans ce manuscrit.
Nous pouvons toutefois mentionner qu'un des intéréts souvent portés au langage de Dyck est
sa capacité a décrire des arbres. En effet, un arbre t[t1, o, . . ., t,] peut étre décrit comme un mot
de Dyck via le codage cod tel que

cod(t[ty, ta, ..., tn)) = tcod(ty)cod(ty) - - - cod(t,)F

(voir la figure 2.3 pour une illustration). Ce méme fait explique la présence du langage de Dyck
dans les théorémes de représentation de familles de langages générées par différents types de
grammaires ; car ces théorémes de représentation consistent le plus souvent a décrire les (arbres
de) dérivations de ces grammaires.

Nous considérons aussi le langage de Dyck bilatéral. Celui-ci est I’ensemble de mots se ré-
duisant au mot vide par la réduction R, (voir la figure 2.2 pour une illustration).

Définition 2.20 (Langage de Dyck bilatéral). Soit A un alphabet. Le langage de Dyck bilatéral sur
A, dénoté T 4, est I'ensemble de mots u tels que p(u) = e.

Le langage de Dyck bilatéral (sur un alphabet A) est bien évidemment lui aussi algébrique

et est décrit par I'équation
T=¢e+TT+ ) aTa
acA

De méme, T désigne le langage de Dyck bilatéral sur k paires de parentheses et nous dirons
souvent qu'un mot u appartient a 7 sil’'omission de son alphabet ne souleve aucune ambiguité.
De fagon générale, nous dirons qu'un mot u appartient a D (resp. T) plutdt que 77(u) = € (resp.
p(u) = ¢); sauf cas exceptionnels ot1 nous aurons besoin d’argumenter sur la syntaxe de celui-
ci.
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Lemme 2.21. Soient A et B deux alphabets disjoints. Alors, 7t5(D aup) = Dp.

Intuitivement, ceci signifie que si un mot est bien parenthésé sur 1’ensemble de parentheses
A U B, alors il I'est nécessairement sur I’ensemble de parentheses B.

Démonstration. Etant donné un langage algébrique L et un homomorphisme f, la construction
du systeme d’équations décrivant f(L) consiste a remplacer chaque symbole terminal dans
le systeme d’équation associé a L par son image par f. De cette facon, I'équation décrivant
7g(Daup) est alors

S=e+S5+ ) mp(a)Smy(a)
acAUB

=&+ S5+ ZaSﬁ

a€B
dont la plus petite solution est Dp. O
De facon similaire, nous avons aussi le lemme suivant.

Lemme 2.22. Soient A et B deux alphabets disjoints. Alors, 7t5(Taup) = TB.

2.4 Théoreme de Chomsky-Schiitzenberger

Le théoreme de Chomsky-Schiitzenberger apporte une description de ALG qui sera au
cceur de notre étude. Il s’énonce formellement comme suit.

Théoréeme 2.7 (Théoréeme de Chomsky-Schiitzenberger [CS63]). Soit L un langage. L est algé-
brique si et seulement si il existe un homomorphisme h, un langage régulier (local) R et un entier k > 1
tels que :

L = h(RNDy).

L’idée du théoreme de Chomsky-Schiitzenberger est que la structure arborescente des dé-
rivations d"une grammaire algébrique peut étre décrite par une intersection entre le langage de
Dyck et un langage régulier.

Principalité des langages algébriques

Le langage de Dyck sur un nombre arbitraire de parentheses peut étre codé sur deux paires
de parentheses : Pour tout k > 1, il existe un homomorphisme f tel que Dy = f~1(D,). L'ho-
momorphisme f en question code un alphabet de taille k sur deux symboles :

f(az-) = 010 et f(ﬁi) = f(&li) Va; € {Ell, e ,ak}.
On obtient ainsi une forme plus forte du théoréme de Chomsky-Schiitzenberger.

Corollaire 2.23. Soit L un langage. L est algébrique si, et seulement si, il existe un langage régulier
(Iocal) R et deux homomorphismes h et f tels que

L=h(RNg™(D2)).

Le corollaire ci-dessus implique que ALG C % (Dy). Puisque ¢(D2) C ALG (le langage de
Dyck est algébrique et ALG est une famille agréable), il en découle le corollaire suivant.
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Corollaire 2.24. ALG = € (D»).
Un résultat de Nivat et Boasson particulierement élégant est le suivant.

Théoréme 2.8 (Boasson-Nivat [BN73]). Soit L un langage. Si ALG = %(L), alors ALG = €/ (L U
{e}).

On dit que tout générateur rationnel de ALG est fidele.
Corollaire 2.25. ALG = ¢/ (D,).

Une version « strictement alphabétique » du théoréme de Chomsky-Schiitzenberger a été
prouvée par Okhotin comme énoncé ci-dessous.

Théoreme 2.9 (Okhotin [Okh12]). Soit L un langage. L est algébrique si et seulement si il existe un
langage régulier R, un homomorphisme strictement alphabétique f et un entier k tel que L = f(R N

Di,1)-

Le langage Dy | représente ici le langage de Dyck muni d’un symbole neutre L : I’ensemble
de mots se réduisant a ¢ par le systeme {aid ~» ¢, L ~ ¢ |a € {ay,..., ar}}.

2.5 Langages indexés

La famille des langages indexés a été introduite sous deux formes distinctes par Aho [Aho67]
et Fischer [Fis68] comme une extension de celle des langages algébriques. Celle-ci contient
strictement la famille des algébriques et est strictement incluse dans celle des contextuels. Le
formalisme que nous retenons ici pour leurs présentation est celui des grammaires indexées
d’Aho.

Les grammaires indexées se définissent de facon similaire aux grammaires algébriques. La
différence est que cette fois, chaque non-terminal présent dans une forme sententielle est muni
d"une pile d’indices et la dérivation de celui-ci est conditionnée par le sommet de cette pile. Tout
au long des dérivations, il est possible de stocker de I'information dans les non-terminaux par
le biais de cette pile d’indices et de la copier afin de s’en servir autant de fois que nécessaire.

Définition 2.26 (Grammaires Indexées). Une grammaire indexée est une structured = (N, T,I, P, S)
dans laquelle

— N est I'ensemble de non-terminaux,

— T est I'alphabet terminal,

— 1 est un ensemble fini d'indices,

— P C N'Y{&h 5 (NI U T)* est l'ensemble de productions.

— S € N est le non-terminal initial.

Notations.
— Les éléments de NI sont notés X¢ avec X € Netw € I*;
— les productions (X%, 6) sont notées X* — 6;
— les productions de la forme X* —; 6 sont notées X — 6;
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Dérivations. Les phrases (ou formes sententielles) sont des mots 6 € (N U T)*, et la relation de
dérivation = se définit comme suit : étant donné deux phrases

0 = 0p X 0,
et 0" = Oour Y{"u Y usz - - 1y Yy 11101,

0 :j> ¢’ si il existe une production X* — ulYly] qugzug 1, YUy € P. Comme pour les

grammaires algébriques, pour toute phrase ©, £ (©) désigne I'ensemble de mots terminaux
dérivables depuis celle-ci :

E(@):{uGT*|®::>u}

ol :j> dénote la fermeture réflexive et transitive de = Le langage généré par la grammaire
est £(9) = Z(S).

Exemple 2.27. Soit la grammaire indexée donnée par les productions

p1, P2 S —» S*+aYZP; p3: Y' —a;
pa: Zﬁ—)b

Une dérivation possible est alors

S = s* (p1)
= ay"zF" (p2)
— aaZP" (p3)
= aab. (pa)

Dérivations gauches et droites Une étape de dérivation @ = ©’ est dite gauche et notée © =
g
©'’ si le non-terminal substitué dans la phrase ® est celui se trouvant le plus a gauche : Elle est

de la forme

uX*“@, :j> u®0, avecu € T, X e N et X* — @, € P.
8

De fagon similaire, une étape de dérivation est dite droite et notée @ = ©'’ si le non-terminal

%

substitué est celui se trouvant le plus a droite. Soient :*j> et d:*> les fermetures réflexives et
8 J

transitives des relation = et = Pour toute phrase ®, nous avons :
& A

Z2(0) = {uET*|®:*j>u} = {uET*|®%>u}.
gr ’

Notation : Mise en puissance. Etant donné une phrase © et une suite d’indices w € I*, nous
notons @% la phrase définie comme suit.

— pour tout symbole terminala € TU {¢} : a¥ = a;

— pour tout X¥' € NI' : (X¢")w = x««';
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— pour toute paire de phrases ®;,®; € (NI UT)*: (0,0,)Y = OY0Y.

Définition 2.28 (Langages indexés). Un langage L est dit indexé si il existe une grammaire indexée
G telle que £ (J) = L. Nous désignons par IL la famille des langages indexés.

Proposition 2.29. La famille des langages indexés est une famille agréable de langages.

Exemple 2.30. Le langage L = {a"b"c" | n > 0} est indexé. Une grammaire indexée le générant est :

pr: S — X% p2,p3: X — X* 4+ ABC;
ps: AY — aA; ps: A — g
pe: B* — bB; pr: BY — g
ps: C* — cC; po: C¥ — e

Une dérivation pour le mot aabbcc est la suivante :

S — X¥ — X — X (P1, P2, p2)
— Azxtx$B(xu¢$C(m$ (PB)
—> g AMS puSCaes (pa)
— an ASBrS e (Pa)
— aaB*SCS (ps)
== aabbC**® (pe; pe; P7)
== aabbcc (ps; ps; po)

Formes normales. Nous emploierons les formes normales suivantes.

Théoréeme 2.10 (Duske-Parchman [PD90]). Pour toute grammaire indexée 3 = (N, T,I,P,S), il
existe une grammaire indexée équivalente ' = (N', T, I, P', S) dans laquelle chaque production est sous
"une des formes suivantes :

(HX — Y 2X*—Y; B3)X—YZ @AX—u
avec X,Y e Na € [,u e T

Corollaire 2.31. Pour toute grammaire indexée I = (N, T,I,P,S), il existe une grammaire indexée
équivalente I = (N', T, I, P', S) dans laquelle chaque production est sous l'une des formes suivantes :

()X — u®%y; (2)X* — u®uv;  avecu,v € T",0 € N*,a € I U {e}.



Premiere partie

Caractérisations des Langages Indexés

Résumé

Dans cette partie, nous étudions la famille des langages algébriques e-stirs. Ceux-ci se carac-
térisent comme des langages générés par des grammaires algébriques pour lesquelles chaque
mot dérivable depuis un non-terminal se p-réduit au mot vide. Celle-ci est une sous-classe
stricte des langages algébriques se p-réduisant au mot vide. Nous dérivons de cette famille la
classe de transductions algébriques e-stires. Celles-ci sont des transductions algébriques pour
lesquelles le domaine est e-stir. Notre intérét vis-a-vis de ces objets est que nous en tirons des
théoremes de représentations des langages indexés. En particulier, nous caractérisons la famille
des langages indexés comme l’ensemble d’images du langage de Dyck par des transductions
algébriques e-stires. Ces caractérisations nous offrent de nouvelles approches a d’autres pro-
blemes de caractérisation (des langages indexés). Nous prouvons grace a ces nouvelles présen-
tations des caractérisations logiques des langages indexés.

Plan et Contenu de la partie

Cette partie de contributions est divisée en trois chapitres.

— Dans le chapitre 3, nous étudions la famille des langages et transductions algébriques
e-sirs : syntaxe des grammaires, propriétés de cloture, théoremes de représentations,
problemes indécidables.

— Dans le chapitre 4, nous présentons plusieurs théorémes de représentation des langages
indexés. Nous y prouvons en plusieurs variantes les caractérisations des langages in-
dexés comme images du langages de Dyck par transductions algébriques e-stires. De
ces caractérisations et des théorémes de représentation des transductions algébriques
e-slires, nous prouvons la principalité du cone qu’est la famille des langages indexés par
une généralisation du langage de Dyck.

— Finalement, dans le chapitre 5, nous étudions la définissabilité des langages indexés
dans des fragments sémantique du second ordre existentiel. Nous nous intéressons
aussi aux liens entre certains fragments sémantiques du second ordre existentiel et cones
(croissants) principaux.
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Chapitre 3

Langages algébriques e-stirs

3.1 Résumé

McNaughton [McN67] et Knuth [Knu67] ont défini dans les années 60 la notion de gram-
maires a parentheses. Celles-ci sont des grammaires algébriques dans lesquelles chaque pro-
duction est de la forme X — (©), out ® est une phrase ne contenant pas les parentheses
(, ). Cette restriction octroient a ces grammaires de meilleurs propriétés. En particulier, le pro-
bleme de I’équivalence est décidable pour les langages générés par ces grammaires [Knu67]. 11
existe depuis lors, plusieurs classes de grammaires généralisant ce concept (voir [AM04, GH67,
DPS79]). Des plus récentes, nous pouvons citer les grammaires purement équilibrées de Bers-
tel et Boasson [BB02]. Celles-ci ont comme alphabet terminal une union disjointe d’alphabets
AU A et leurs productions sont de la forme X — a®a avec a € A et © est une expression ré-
guliere sur I'alphabet des non-terminaux. Une classe restreinte de celles-ci, appelée grammaires
XML, est définie et étudiée dans [BBOO] par les mémes auteurs.

Nous étudions ici une classe de grammaires algébriques pour lesquelles 1’alphabet terminal
est une union disjointe A U A, mais cette fois chaque production est de la forme X — w®w
avec w € A* et © est une suite de non-terminaux. Nous appelons ces grammaires des gram-
maires algébriques e-stires. Le choix de ce nom vient du fait que cette restriction des produc-
tions est équivalente a ce que le langage généré par chaque non-terminal se p-réduit au mot
vide. Dans ce chapitre, nous étudions ces grammaires et langages : propriétés des grammaires,
propriétés de cloture, problemes indécidables et théoreme de représentation. Nous dérivons
de ces objets une classe de transductions que nous appelons transductions algébriques e-stires.
Nous prouvons plusieurs théoremes de représentation pour cette classe de transductions; ce
qui nous permet d’obtenir des caractérisations homomorphiques pour toute famille de lan-
gages qui peut étre générée par ces transformations.

Des grammaires similaires sont introduites par Duske,Parchmann et Specht dans [DPS79],
grace auxquelles les auteurs proposent une caractérisation homomorphique des langages in-
dexés (de ce fait aussi similaire a 1'une de celles que nous présenterons). Nous menons toute-
fois, dans ce chapitre et dans cette partie une étude plus en profondeur de ces langages et de
ces caractérisations.

3.2 Langages ¢-siirs

Dans cette section, nous présentons les langages et grammaires algébriques e-stirs. Nous in-
troduisons les grammaires algébriques e-stires, nous étudions leurs propriétés, puis nous étu-
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38 Chapitre 3. Langages algébriques e-stirs

dions les propriétés de cloture de ces langages et nous terminons la section par un théoreme de
représentation de ces langages.

Considérons premieérement la classe d’homomorphismes définie ci-dessus. Celle-ci jouera
un role important tout au long de ce chapitre.

3.21 Homomorphismes e-sfiirs

Définition 3.1 (homomorphlsmes e-stirs). Un homomorphisme f : A* —s B* est dit
— symétriquesiVa € A : f(a) = f(a);
— estrsiVu € T4 : f(u) € Tp;

Remarque 3.2. 1. Tout homomorphisme symétrique est e-stir;

2. chacune de ces propriétés est préservée par composition ;
Lemme 3.3. La propriété « e-siir » est équivalente i «Va € A : f(aa) € Tp ».

Démonstration. En effet, si un homomorphisme f : A — B* est e-stir, alors en particulier pour
touta € A : f(ag) € Tp puisque ad € T4. Réciproquement, si f(ai) € T pour tout a € A,
alors pour tout mot u € T4, f(u) € Tp puisque tout facteur réductible ai € T, est substitué

par f(a)f(a) € Tp. D
Exemple 3.4. L’homomorphisme f : {/a:b\}* — {/c,—d\}* tel que
f(a) =cd; f(a)=dc, f(b)=cc; ;f(b)=cdde

est e-silr puisque pour tout a € A : f(aa) € Tp.

3.2.2 Grammaires algébriques e-siires

Nous introduisons maintenant les grammaires et langages algébriques e-stirs.

Définition 3.5 (Grammaires algébriques e-stires). Une grammaire algébrique e-silre est une gram-
maire algébrique § = (N,T,P,S) avec T = A pour un certain alphabet A et dans laquelle toute
production est de la forme

X — wOw  avecw € A*,® € N*.

Un langage algébrique est dit e-silr si il peut étre généré par une grammaire algébrique e-stire. Nous
désignons par e-ALG la famille de langages algébriques e-silrs.

Exemple 3.6. Le langage de Dyck (resp. Dyck bilatéral) est bien évidemment e-stir car il est généré par
la grammaire
S—re+ ) aSa+SS (resp.S—s e+ Y aSa+SS).

acA HGA\

De par la forme des productions des grammaires algébriques e-stires, il est déja facile d’ob-
server que dans une grammaire algébrique e-stire § = (N, T = A,P,S), pour tout non-terminal
X € N: Z(X) C T4. Nous montrons dans ce qui suit que cette propriété est équivalente a dire
qu'une grammaire algébrique génere un langage e-stir.

Proposition 3.7. Soit § = (N, A, P,S) une grammaire algébrique. Si pour toute production X —
© € P : nous avons 7 ;(®) € Ty, alors £ (G) est e-sir.



3.2. Langages e-stirs 39

Démonstration. 11 s’agit ici de montrer que le membre droit de toute production dans une telle
grammaire peut étre décomposé de facon a obtenir des productions de la forme

X — wOw, avecw € A*,® € N*. (3.1)

Considérons une production p : X — @ € P telle que le mot v = 71;(®) € Ta. Puisque
v € T4, il peut étre factorisé de trois fagons différentes : soit v = ¢; soit v = v1v, avec v, vy # €
etvy, vy € Ta;s0itv = awaaveca € Aetw € Ta.La production p peut étre décomposée selon
ces trois cas :

— Cas 1:v = e. Laisser la production p telle quelle, elle est de la forme (3.1).

— Cas2:v =100y avec v,y # eetvy, vy € Ty.
Remplacer la production p par X — Y,Z, et ajouter deux quelconques productions
Y, — ©retY, — O telles que

010; =0; 7;(01) =0v1 et 13(02) =10

— Cas3:v=awiaveca € A, w € T,. Alors il existe une unique décomposition
O = 01102003, 73(02) =w; ©,03 € N".
Il nous sulffit de remplacer p par X — X, Y,,Z, et d’ajouter les productions
X, — 01 Y, — aY;,ﬁ; Y;I? — Oy et Z, — Os.

La construction de la grammaire e-stire consiste & itérer ce processus jusqu’a ce que toute les
productions soient de la forme (3.1). Cette procédure termine et est valide parce que toutes les
productions obtenues lors d’une décomposition sont soit de la forme (3.1); soit de la forme
X — @ avec 71;(0®) € T4 avec strictement moins de symboles terminaux que la production
décomposée. Puisqu'une production n’ayant pas de symbole terminal est de (3.1), toutes les
productions obtenues a la fin de la procédure sont de la forme (3.1). O

Corollaire 3.8. Un langage algébrique L est e-silr si, et seulement si, il peut étre généré par une gram-
maire algébrique (N, T = A, P, S) dans laquelle pour tout production X — © : 7(©) € Ta.

Démonstration. En effet, par définition des grammaires algébriques e-stires, pour toute produc-
tion X — © d’une grammaire algébrique &-str, nous avons 71r(®) € T. La proposition 3.7
énonce la réciproque. O

Exemple 3.9. Le langage généré par la grammaire ci-dessous est e-siir puisque la suite de terminaux
apparaissant dans chaque production appartient a J.

S — aYaZ + abba; Y —> bb;
Z —YS;

Proposition 3.10. Soit G = (N, T = A,P,S ) une grammaire algébrique. Les propriétés suivantes sont
équivalentes.

1. Pour toute production X — © : t7(©) € Ta.
2. Pour tout non-terminal X € N : £ (X) C Ta.
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Démonstration. Le sens (1 = 2) est trivialement vrai. En effet, puisque pour toute productions
X — O, nous avons 717(®) € Ty, alors pour toute dérivation X :;> ®, nous avons aussi

nr(®) € T. Le sens (2 = 1) se montre comme suit. Supposons 'hypothese (2). Soit une
production X — w1Yiwy - - - Yywyy1. Puisque w12 (Yi)ws - - - L (Yn)wni1 € Z(X) et que
o(£(X)) = {e}, ona

plwrZM)wy - L (Ya)wni1) = pwrp(L (V1)) ws - - - p(ZL (V) )wni1) = {e}-
Par hypothese, p(-Z(Y;)) = {e} pour tout i, et par conséquent p(wiwy - - - Wy41) = €. O

Corollaire 3.11. Un langage algébrique L est e-silr si, et seulement si, il peut étre généré par une
grammaire algébrique telle que pour tout non-terminal X : £(X) C 7.

Lemme 3.12. Un langage algébrique L C A* est e-siir si, et seulement si, il peut étre généré par une
grammaire algébrique (N, T,P,S) avec T = A et dans laquelle toute production est sous I'une des
formes suivantes

X—YZ, X—aYa,aeT, X—wwéeETy.

Démonstration. D’apres le corollaire 3.11, le langage généré par toute grammaire sous cette
forme est e-stir. Réciproquement, tout langage algébrique e-stir peut par définition étre gé-
néré par une grammaire dans laquelle toute production est de la forme X — w@w avec
w € T" et ® € N*. Nous pouvons par substitutions mettre cette grammaire sous la forme
désirée : toute production p : X — wOw sera remplacée par X — wYpw, en introduisant
une suite de productions quadratiques permettant de générer ® depuis Yj. Les productions
X — wYw avec w = ay - - - &, seront elles méme remplacées par des suites de productions
linéaires X; — a;X;1&; aveci € {0,...,|w| -1}, Xo = X et X, = Y. O

3.2.3 Propriétés de cloture de e-ALG

Nous prouvons maintenant des propriétés de cloture de e-ALG. Nous montrons en particu-
lier que cette famille est fermée par union, concaténation, étoile de Kleene, homomorphismes
e-stlirs, intersection avec des réguliers, substitutions et quotient par des mots de 7.

Proposition 3.13. La famille e-ALG est fermée par union, concaténation et étoile de Kleene.

Démonstration. La construction de 1'union, concaténation et étoile de Kleene par des gram-
maires algébriques préservent la propriété « Z(X) C T, pour tout non-terminal X » : soient
G1 = (N1, T, P, 51) et G = (Np, T, P, S) deux grammaires algébriques e-stires. Nous pouvons
supposer sans perte de généralité que N; et N, sont disjoints;
— le langage .2 (G1) U .Z(92) est généré par la grammaire G, = (N; UN, U {S},T,P,S)
avecP =P UP,U{S — S1+ S2};
— le langage 2 (91)-Z(G2) est généré par la grammaire §. = (N;y UN, U {S}, T, P, S) avec
P:P1UP2U{S —>5152};
— lelangage .#(91)* est quant a lui généré par la grammaire §. = (NU {S},T,P’,S) avec
P'P=PU{S — e+ 51S}.
Chacune de ces trois constructions introduit une unique nouvelle variable dont le langage gé-
néré est inclus dans T puisque celui-ci est soit l'union, soit la concaténation, soit 1’étoile de
Kleene de langages inclus dans T. D’apres le corollaire 3.11, les grammaires construites sont
donc e-stires. ]
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Proposition 3.14. La famille e-ALG est fermée par homomorphismes e-sfirs.

Démonstration. Etant donnée une grammaire algébrique § = (N, T, P, S) et un homomorphisme
f, la construction d’une grammaire §' = (N, T, P, S) telle que .-Z(9') = f(£(9)) consiste a
remplacer, tout symbole terminal a par f(a) dans toute production. Pour tout non-terminal X,
le langage généré par celui-ci dans la grammaire §, notons le % (X), sera alors Zg (X) =
f(Z5(X)). Du fait que f soit e-stir, si Z5(X) est inclus dans 7, alors Zg (X) aussi. Par consé-
quent d’apres le corollaire 3.11, si la grammaire G est e-stire, alors §' aussi. ]

Lemme 3.15. La famille e-ALG est fermée par substitution.

Démonstration. Soit L € e-ALG et § = (N, T, P,S) une grammaire algébrique e-stire générant L
avec T = A pour un certain alphabet A. Soitv : A —» 28" une substitution telle que pour tout
aEA: v(a) € e-ALG.Pour touta € A, soitalors G, = (N,, T', P, Sp) une grammaire algébrique
e-stire générant v(a) avec T' = B. La grammaire algébrique e-stire §' = (N,, T, P;, S) telle que
2(9) =v(Z(9)) est définie comme suit :

— Ny = NUUgea Nu;

— Py = Ugea P2 U P’ et P’ est obtenu en remplagant chaque symbole terminal a dans une

production de P par le non-terminal S,.

Le langage généré est clairement v(L) puisque par définition, chaque non-terminal S, génére
v(a) et que P’ est obtenu en remplagant chaque terminal a par le non-terminal S,. De plus,
celui-ci est e-stir d’apres le corollaire 3.11 puisque le langage associé a chaque non-terminal est
inclus dans 7. O

Lemme 3.16. Soit L C A* un langage algébrique et v : A* — 28" une substitution telle que pour
touta € A :v(a) C 7. Le langage v(L) est e-silr.

Démonstration. Le langage généré par la grammaire obtenue en appliquant la construction de
la preuve du lemme 3.15 est e-stire méme si la grammaire initiale ne I’est pas. Le langage associé
a chaque non-terminal dans la grammaire obtenue est inclus dans T, ce qui d’apres le corollaire
3.11 implique que le langage v(L) est e-stir. O

Proposition 3.17. La famille e- ALG est fermée par intersection avec des langages réguliers.

Démonstration. Soit § = (N, T = A, P,S) une grammaire algébrique e-siire et R C A* un
langage régulier. D’apres le théoréme 1.2, il existe un monoide fini M, un ensemble My C M et
un morphisme de monoide y : A* — M tel que R = =1 (M)). Le langage £(3) N R se définit
alors comme

Z(GNR=Awe A* | S :;>wet]/t(w) € Mp}.

Nous construisons une grammaire §’ générant .Z(G) N R en étiquetant les non-terminaux X €
N par les éléments m € M de sorte que pour tout non-terminal X €¢ N,m € Metw € T*:

we ZLy(Xm) & weL(X)etp(w)=m.
Le langage .Z(G) N R sera alors 1'union finie

X(S)DR: U gG/(Sm)'

me My
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La grammaire §' = (N/, T, P/, S") désirée se définit comme suit : 'ensemble de non-terminaux
est N = {X,, | m € M} et P’ est composé des productions

S" — S, telles que m € My,
X — WXy - - - Xy, @ telles que X — wXy--- X,w € P

et u(w)my - -muu(@w) =m
Nous pouvons affirmer que pour toutw € T*,X € N,m € My :
Xom %wssiX:;wety(w) = m.

Par construction, cette propriété est vraie pour toute production terminale X,, — w, avec
w € T*. Inductivement, si on la considere vraie pour toute dérivation terminale de taille au

plus n, elle I’est aussi pour toute dérivation terminale X, = WXy, - - - Xym, @ == ' telle

que la dérivation de chaque X; ;. est de taille au plus n. De plus, par construction, nous avons

Z2(G)=2(")= U Z(Sn).

meMy
Ceci conclut la preuve de la proposition ci-dessus. O

Puisque tout langage régulier R inclus dans T peut s’exprimer comme RN 7, la proposition
3.17 a pour corollaire le suivant :

Corollaire 3.18. Tout langage régulier inclus dans T est e-sfir.

Proposition 3.19. Soit L C A* un langage algébrique e-stir, et w € T4. Les langages w™" - L et
L - w1 sont algébriques e-siirs.

L est

Démonstration. Nous montrons que le langage w™! - L est e-stir, la preuve pour L - w™
compléetement symétrique.
Soit § = (N, T, P, S) une grammaire algébrique e-stire générant L avec T = A, et R, l'en-

semble de phrases ® € (N U T)* telles qu’il existe une dérivation gauche S :*9> O :9> w0 et
8 8

telles que w n’est pas préfixe de 9. Le langage w ! - L se définit alors comme

wL= ) %(0).
O€R,

Remarque 3.20. 1. Puisque G est e-stire et que w € T 4, pour tout ® € Ry, : nous avons rir(®) €
T 4 (Proposition 3.7).
2. D’apres le théoreme 2.2, le langage R, est un langage régulier sur I'alphabet N U T.

Considérons ’'homomorphisme f : (NUT)* — (N UT)* tel que f(a) = a pour « € T et
f(a) = aa pour & € N. Le langage f(R) est alors inclus dans T4y et d’apres le corollaire 3.18,
il est e-stir. Celui-ci peut donc étre généré par une grammaire algébrique e-stire. Nous pouvons
émettre 'affirmation suivante.

Affirmation 1. w™'- L =v(f(Ry)) avecv: (NUT)* — 27" tel que

VaeT:v(a)={a}; VXeN:v(X)=YL(X)etv(X)={e}.
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Soit alors G, = (N, TUN, P,,, S,,) une grammaire e-stire générant le langage f(R,,). La gram-

maire générant w~! - L est alors §' = (N UN,,T,P,S,) avec
PP=PUP,U{X —¢| X €N}

La grammaire G’ est de plus e-stire. En effet, puisque § et G, sont e-stires, pour tout X —
© € P': 1r(©) € T4. Ceci conclut la preuve du lemme ci-dessus. O

Exemple 3.21. Soit la grammaire

S—SX+YX; Y —aYa+ aXa;
X —> bb.

Prenons ici w = aa. Les dérivations gauches produisant aa sont de la forme

S = YX" = aYaX" = aaXaaX" avecn > 1.
g

Le langage R, € (N U T)* est alors XaaX™ et le langage w™1 - L est
wl L = Z(X)aaZl(X)" = bbaa(bb)".
Une grammaire G, = (No, NUT, Py, Se) générant f(Ry,) = XXaa(XX)" est

Sw — 212,73 71 — XX;
Zyo — ai; Z3 — XX + XYZg.

La grammaire §' = (N UNy, T, P, S,) générant w=" - L est alors

Sw — 217,73 71 — XX;

7> — ad; 75 — XX + XXZ3
S — SX+YX; Y — aYa+ aXa;
X —> bb; X — e

Proposition 3.22. La famille e-ALG n’est pas fermée par intersection.

Démonstration. Soient L1, L, C A* deux langages algébriques tels que L = L1 N L, n’est pas al-
gébrique. De tels langages existent puisque ALG n’est pas fermée par intersection (voir [ABB97]).
Considérons aussi f : A* — A* tel que f(a) = aa pour tout a € A. Lhomomorphisme f est
injectif et la composition 7t4 o f est'identité. Le langage L peut alors s’écrire comme

L= TA Of(Ll N Lz)
=7a(f(L1) N f(L2)) (par injectivité de f)

D’apres le lemme 3.16, les langages f(L;) et f(Ly) sont chacun algébriques et e-stirs puisque
pour touta € A : f(a) € T; pourtant le langage f(L1) N f(L2) n’est pas algébrique car autre-
ment L le serait. La famille e-ALG n’est donc pas fermée par intersection. O

Corollaire 3.23. La famille e-ALG n’est pas fermée par complément (dans T).

Démonstration. La famille e-ALG est fermée par union; si elle était fermée par complément, elle
le serait par intersection. [
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3.24 Théoreme de représentation de e-ALG

Nous terminons cette présentation de e-ALG par une caractérisation homomorphique. Nous
montrons qu'un langage est algébrique e-str si et seulement si il peut s’exprimer comme f(R N
Dy) ot R est un langage régulier, f un homomorphisme e-stir (symmétrique) et k un entier.
Les différentes preuves du théoreme de Chomsky-Schiitzenberger trouvées dans la littératures
[ABB97, CS63, Okh12] consistent & décrire I’ensemble de dérivations d"une grammaire comme
un langage sur 1’alphabet de ses productions. C’est ce dernier qui correspond a R N Dy. L'ho-
momorphisme f associe a chacune de ces productions le mot généré. En particulier, dans notre
cas, cet homomorphisme pourra étre symétrique du fait de la forme des productions des gram-
maires algébriques e-stires.

Théoreéme 3.1. Soit L un langage. Le langage L € e-ALG si et seulement si il existe un homomorphisme
e-stir (symétrique) f, un langage régulier (une union finie de langages locaux) R et un entier k tels que
L = f(RNDy).

La preuve qui suit est une adaptation de la version non-effagante du théoréme de Chomsky-
Schiitzenberger prouvée dans [Okh12]. Nous ne présentons que la construction.

Démonstration. Le sens (<) découle des propriétés de cloture de e-ALG. Il nous suffit de mon-
trer le sens (=).

Soit § = (N, A,P,S) une grammaire algébrique e-stire générant L et dans laquelle toute
production est de la forme

X — wOw avec w € A*,® € N*.

Nous construisons a partir de § la grammaire algébrique e-stire §' = (N, 5, P,s ) définie
comme suit :
— l'ensemble de non-terminaux est N’ = {X,, | X € N, p € P},
— lalphabet X C (P U {$}) x P est ’ensemble des ($, p) tels que le membre gauche de p
est S etdes (p, p’) tels que p est de la forme p = X — ©1YO; et le membre gauche de
plestY ((p,p') € X silaproduction p peut étre « suivie » par la production p') ;

— l’ensemble P’ est constitué de toutes les productions X, — (po, p1) X1,p, = - - Xun,p, (P0, P1)
pour tout (pg, p1) € Letpr = X — wX; - X,w € P.
— le symbole initial est Sg.
Soit alors ’'homomorphisme symétrique / : £* —» A* tel que pour tout (p, p’) € Z,h((p, p')) =

weth((p,p')) = wsip estdelaforme
p' =X — wOw avec w € A*,® € N*.

Il en va alors de soi que .£(G) = h(Z(9)).

Le langage .2 (9’) peut s’exprimer comme R N Dy [Okh12] ot R est une union finie de
langages locaux défini comme suit : Soit Ry 'ensemble de mots de =* tels que tout facteur de
taille 2 est de I'une des formes suivantes

— (p1,p2)(p2, p3) out pa est de la forme X — wYi - - - Y, et le membre gauche de p3 est

Yi;

— (p1,p2)(p1,p3) out py est de la forme X — wYi - - Y,w, le membre gauche p; est Y;,

pour un certain i, et celui de p3 est Y i1;

— (p1,p2) (p3, p1) ot py est de la forme X — wYj - - - Y, w et le membre gauche de p; est

Y.
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— (p,P')(p, p') sila production p’ est terminale.
Le langage R est alors

R=Ron |J ($pZ (s p)

p=5—0O¢€cP
]

Corollaire 3.24. e-ALG est la plus petite famille de langages fermée par homomorphismes e-sfirs, inter-
section avec des langages réguliers, union, concaténation, étoile de Kleene, et qui contient le langage de
Dyck.

3.3 Comparaison avec l'inclusion dans le langage de Dyck bilatéral

Il est naturel de se demander si tout langage algébrique inclus dans 7 est e-stir. Dans cette
section, nous montrons que la famille e-ALG est strictement incluse dans la famille des langages
algébriques inclus dans T et (de ce méme fait) qu’il est indécidable de savoir si un langage
algébrique inclus dans 7 est e-str.

Par besoin de nomenclature, nous appelons 7-ALG la famille de langages algébriques inclus
dans 7.

Définition 3.25. Soit T-ALG la famille de langages algébriques inclus dans 7T.
T-ALG = {L € ALG | LC T}.

Proposition 3.26. T-ALG est fermée par union, concaténation, étoile de Kleene, homomorphismes
e-stirs, intersection avec des réguliers et quotient (gauche et droit) par des mots de T.

Démonstration. La famille des langages algébriques est fermée par toutes ces opérations. De
plus, celles-ci préservent I'inclusion dans 7. O

Nous allons maintenant montrer que les familles e-ALG et T-ALG sont différentes. Pour ce
faire, nous allons établir une adaptation de la version du lemme de pompage des langages
algébriques pour e-ALG. Enfin nous donnerons un exemple de langages algébrique inclus dans
T qui n’est pas e-str.

Théoreme 3.2 (Lemme de pompage [BHPS60]). Soit L un langage. Si L est algébrique, alors il existe
un entier k tel que tout mot u € L de taille supérieure a k peut s’écrire comme u = vwxyz avec

1. |wxy| <k,

2. wy # ¢,
3. vwixy'z € L pour touti > 0.

Ce résultat s’explique brievement comme suit. Considérons une grammaire algébrique § =
(N, T,P,S). Disons qu'un non-terminal peut s’autogénérer sil existe une dérivation de la forme

X :;> ©1X0;. Puisque I'ensemble de productions P est fini, le nombre de dérivations au cours

desquelles aucun non-terminal ne s’est autogénéré est fini. Du fait de cette finitude, la taille des
phrases obtenues par des dérivations au cours desquelles aucun non-terminal ne s’est auto-
généré peut étre bornée, ipso facto, si un mot u € Z(9) est suffisamment grand, c’est qu'il
a été obtenu par une dérivation au cours de laquelle un non-terminal s’est auto-généré : une
dérivation de la forme

S :;> vXz :;> vwXyz :;> U = vwxyz
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ol vxz est de taille au plus trois la longueur maximum des dérivations sans non-terminal auto-
généré et wy # e étant le facteur rendant le u suffisamment grand. Puisque X :;> wXy, alors

pour touti > 0: X :;> w'Xy'. Par conséquent le mot vw'xy'z € L pour tout i > 0.

Nous pouvons adapter ce résultat a e-ALG comme suit.

Théoréme 3.3. Soit L un langage, si L € e-ALG alors il existe un entier k tel que tout mot u € L de
taille supérieur a k peut s’écrire comme u = vwxyz avec

1. |wxy| <k,

2. wy #e,
3. vz,wy,x €7,
4. vw'xy'z € L pour tout i > 0.

Démonstration. La condition supplémentaire « vz, wy, x € T » vient du fait que pour toute dé-
rivation X % © d’une grammaire algébrique ¢-stire, 777(®) € 7. Par conséquent, lors d'une

dérivation S :;> vXz % vwXyz :;> vWwXYz, nous avons vz, wy, x € J. O

Proposition 3.27. Il existe un langage L C T tel que L ¢ e-ALG.

Démonstration. Considérons le langage L = {(aa)"b(aa)"b,n > 0}. Soit k un entier non-nul
et u = (ad)*b(aa)*b. Les seuls facteurs itérables dans le mot u sont les blocs de aa. Pour rem-
plir la derniére condition de I’énoncé du théoreme 3.3 , il est nécessaire a toute décomposition
u = vwxyz que w et y soient des sous-mots des facteurs (aﬁ)k situés respectivement a gauche et
a droite du symbole b. Mais alors le facteur x contient le symbole b et z le symbole b. Par consé-
quent, x,vz ¢ 7. Il n'existe donc aucune factorisation satisfaisant simultanément les quatre
contraintes. L]

3.3.1 Probleme de décision

La décision d'une propriété P pour une famille J se formule ainsi

ENTREE: L € F
SORTIE : Est-ce que L satisfait P ?

Un probléme de décision est dit décidable si il existe un algorithme qui répond oui ou non
a la question formulée en un nombre fini d’étapes de calcul. S’il n’existe pas de tel algorithme,
le probleme est dit indécidable. Le probleme de l'inclusion « L C M? » est connu pour étre
indécidable pour L, M € ALG. Le probleme devient toutefois décidable si le langage M est
super-déterministe [GF80, Hop69]. Il est donc décidable de savoir si un langage algébrique L
est inclus dans le langage de Dyck. Ce dernier résultat est aussi prouvé dans [BB00]. Dans
[BCROY], les auteurs montrent que le probleme reste décidable si le susmentionné langage M
est un ensemble d’éléments qui se réduisent & un élément neutre par une réduction simplifiable
(par exemple, la réduction U, ;(ad, ¢)). Il est donc décidable de savoir si un langage algébrique
est inclus dans 7. Qu’en est-il de savoir si un langage algébrique ou T-algébrique appartient a
e-ALG? Pour ce qu’il est de savoir si un langage algébrique appartient a e-ALG, il est montré
dans [BB00] qu’il est indécidable de savoir si un langage algébrique peut étre généré par une
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grammaire XML 2. Cette famille de langage est visiblement incluse dans e-ALG, il en va de soit
qu’il est indécidable de savoir si un langage algébrique appartient a e-ALG. Nous étudions ici
la question de savoir si un langage T-algébrique appartient a e-ALG. Nous montrons que ce
probléme est indécidable. A cette fin, nous montrons aussi qu’il est indécidable de savoir si un
langage algébrique e-stir L C A* est égal a T4.

Notation. Dans toute cette sous-section, y désigne I'homomorphisme p : A* — A* tel que
u(a) = aa pour touta € A.

Définition 3.28 (K-décomposition). Soit K C A* un langage. Un mot w € T 4 est dit K-décomposable
si soit w = e et € € K, soit il admet une (unique) décomposition

w = wyp(v1)warp(v2) - - Wy P(Vp—1) W

telle que
—n>1,
— chaque w; € A* et ne contient aucune occurrence de aa quel que soita € A,
— pour touti € {2,...,n—1}, w; #¢,
— et chaque v; # e et v; € K.
L’unicité de la factorisation vient du fait qu’aucun facteur w; ne contienne un facteur de la forme p(x).

Lemme 3.29. Soit K C A* un langage algébrique. L'ensemble Lk de mots K décomposables est e-sfir.

Démonstration. Soit R I’ensemble de mots sur I’alphabet AU{$} tels qu’aucun facteur de taille
de 2 n’est de la forme ad quel que soita € A; et R’ le langage

R = A*($$AT) $GA*.
Le langage M = T, 15y N RN R’ est alors I'ensemble de mots w € T4 de la forme

w = Z/U1$$ZU2$$ ce wn71$$wn

tels que

—n>1,

— chaque w; € A* et ne contient aucune occurrence de ai quel que soita € A,

— pourtouti € {2,...,n—1}, w; #e.
Puisque T4 € e-ALG et que e-ALG est fermé par intersection avec des langages réguliers (Pro-
position 3.17), le langage M est e-stir. De plus, pour tout langage algébrique K C A*, le langage

L peut s’exprimer comme v(M) ot v est la substitution de (A U $)* vers 24" telle que
v(a) = {a} Yae A; v($) =u(K)NA* etv(§) = {e}.

Rappelons que d’apres le lemme 3.16, le langage u(K) est algébrique e-sir, et puisque e-ALG
est fermé par intersection avec des langages réguliers, v($) = u(K) N AT est algébrique e-str.
Il s’en suit que le langage Lx = v(M) est algébrique e-siir : pour construire une grammaire
le générant, il suffit de substituer dans chaque production de la grammaire générant v(M), le
symbole terminal § par ¢ et $ par un non-terminal générant v($) (et d’ajouter les productions
permettant de générer v($) depuis ce non-terminal). O

2. Les productions d'une grammaire XML sont de la forme X — a@d aveca € A et O est une expression
réguliere sur l’alphabet des non-terminaux. De plus, un symbole 2 € A ne peut étre généré que par une unique
production.
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Proposition 3.30. Le probleme « L = T 4 ? » est indécidable pour L € e-ALG.

Démonstration. Soit K C A* un langage algébrique et Lx ’ensemble de mots K-décomposables.
Nous pouvons affirmer que « K = A* si et seulement si Lx = T4 ».

En effet, si K = A* alors Lk est tout simplement T4. Réciproquement, si K # A*, alors il
existe unmotu € A* : u ¢ K; par conséquent, pu(u) ¢ Lg. C'est a dire Lx # T 4.

Puisque le probléme de l'universalité est indécidable pour les langages algébriques (voir
[HU79]), l'affirmation ci-dessus implique alors qu’il est indécidable de savoir si un langage
L € e-ALG satisfait L = 7. O

Théoreme 3.4. Le probleme « L € e-ALG? » est indécidable pour L € T-ALG.

Démonstration. Soit L C A* un langage de e-ALG, et Ly C A* un langage T-ALG qui n’appar-
tient pas a e-ALG. Nous avons déja montré (Proposition 3.27) que la famille e-ALG est stricte-
ment incluse dans T-ALG; un tel langage L existe donc. Considérons le langage

@(L) = Lo#RT 4 U TA#AL.

D’apres les propriétés de cloture de T-ALG(proposition 3.26), le langage ¢(L) € T-ALG. Nous
émettons l’affirmation suivante :

Affirmation 1. L = T, si et seulement si ¢(L) € e-ALG.
Preuve de I'affirmation 1. En effet, si L = T4, alors
QD(L) = Lo#RT A U TA#HT 4 = TA#T 4

qui par les propriétés de cloture de e-ALG appartient a e-ALG. Réciproquement, si L # Ty,
alors il existe un mot u € T4 tel que u ¢ L. Par conséquent,

o(L).(##u) "t = L.

Du fait que e-ALG est fermée par quotient gauche et droit par T (Lemme 3.19), le langage ¢ (L)
n’appartient donc pas a e-ALG parce que sinon, Ly appartiendrait a e-ALG. O]

Puisqu’il est indécidable de savoir si un langage L € e-ALG satisfait L = T (Proposition
3.30), il est donc indécidable de savoir si un langage L € T appartient a e-ALG. O

Corollaire 3.31. Le probleme « L € e-ALG? » est indécidable pour L € ALG.

3.4 Transductions algébriques e-siires

Dans cette derniere section, nous étendons la notions d’« algébrique e-stir » aux transduc-
tions. Nous définissons ici les transductions algébriques e-stires et nous prouvons différentes
caractérisations de celles-ci.

Définition 3.32 (Transducteur Algébrique e-stir). Un transducteur algébrique (N, A, B, P, S) est
dit e-stir si A est une union d’alphabets opposés : A = Ao pour un certain alphabet Ag et si toutes ses
productions sont de la forme

X — (w,u)®(w,v), avecw € A*,u,v € B*,® € N*

Une transduction algébrique est dite e-stire si elle peut étre générée par un transducteur algébrique
e-stir.
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De fagon similaire aux langages e-sfirs, cette restriction sur les formes des productions est
sémantiquement équivalente a dire que pour tout non-terminal X, I'ensemble de couples dé-
rivables depuis X est inclus dans T4, x B*. La preuve peut en étre faite en adaptant celle des
langages aux transductions. Admettons, la proposition suivante.

Proposition 3.33. Une transduction algébrique T C 23 X B* est e-silre si, et seulement si, elle peut

étre générée par un transducteur algébrique T = (N, EO, B, P,S) tel que pour tout non-terminal X :
R(X) C Ta, x B

Lemme 3.34. Toute transduction algébrique e-siire peut étre générée par un transducteur algébrique
(N, A = Ay, B, P,S) dans lequel toutes les productions sont de la forme

X — (0, u)O(&,v), aveca € AU{e},u,v € B*,® € N*

Démonstration. 11 suffit pour ce faire de décomposer toute production X — (w,u)®(w,v)
en une suite de quelconque de productions X; — (a;,x;)©;41(&;,y;) avec 1 < i < [ =
max{|w|, |u|,|v|}, et telle que a1 - - -0y = w,x1---x; = w,y1---y; =0, X3 = X,0;, = O et
pour 1 < i <, ®; est un nouveau non-terminal X;.

O

Théoreme 3.5. Soit T C A* x B* une transduction. Les affirmations suivantes sont équivalentes
1. La transduction T est algébrique e-stire.

2. 1 existe un homomorphisme e-silr (symétrique et alphabétique) g, un homomorphisme f et un
langage L € e-ALG tels que

T ={(g(u),h(u)) | u € L}.

3. Il existe un homomorphisme e-stir (symétrique)g, un homomorphisme f, un langage régulier R
et k > 1 tels que

© = {(g(u), h(u)) | u € RN Dy}.

Démonstration. (1= 2) Soit T C A* x B une transduction algébrique e-stire. D’apres le lemme
3.34, il existe un transducteur algébrique e-stir 7 = (N, A,B,P, S) tel que T = R(T) et dans
lequel toute production est de la forme

X — (a0, u)®(a,v) aveca € AU {e},u,v € B*,® € N*.

Considérons la grammaire algébrique e-stire § = (N, P, P/, ) décrivant le langage d’arbores-
cence des productions de 7 : celle-ci est obtenue en remplagant toute production p = X —»
(x,u)®(a,v) avecw € A*,u,v € B*,® € N* par la production X — pOp. Soit aussi I’homo-
morphisme h : P* —; B* et 'homomorphisme symétrique g : P* — A* tels que pour toute
production p : X — (a,u)®(&,v) € P:

g(p) =w,g(p) ==, h(p) =ueth(p)=
L'ensemble de productions de 7 peut alors se définir comme
P ={X — (8(p).h(p))O(g(p), 1(p)) | X — pOp € P'}.

La transduction R(7") peut par conséquent se définir comme :

R(T) = {(g(u), h(u)) | u € £2(5)}.
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(2 = 3) D’apres le théoreme 3.1, tout langage L € e-ALG peut se décrire comme f(R N Dy)
ou f est un homomorphisme e-stir, R un régulier et k un entier. La transduction

T={(g(u),h(u)) |u €L}, avecL € e-ALG
peut alors se réécrire comme

T={(g(u),h(u)) |ue f(RNDy)} avec f e-str, R régulier
= {(go f(v),ho f(v))|ve RNDy}.

Les homomorphismes f et g étant e-stirs, ’homomorphisme g o f l'est aussi.

(3 = 1) Il s’agit d’une construction réciproque a celle de I'implication (1 = 2). Le langage
de Dyck est e-stir, ainsi d’aprés les propriétés de cloture de e-ALG, tout langage de la forme
R N Dy avec R régulier, est e-slir; et est par conséquent généré par une grammaire algébrique
e-stire §. La relation T = {(g(u),h(u)) | u € RN Dy} peut alors étre générée par le transduc-
teur 7 obtenu en remplacant tout symbole terminal a dans les productions de G par le couple
(g(a), f(a)). Puisque 'homomorphisme g est e-stir et que pour tout non-terminal X de § on
a . Z(X) C Ti; alors pour chaque non-terminal X dans 7 on aura alors R(X) C Ty x B*. La
relation T est donc e-stire. O

3.4.1 Images par transductions e-siires
Proposition 3.35. ALG = {T(R) | R est régulier, T algébrique et e-silre}.

Démonstration. D’apres le théoréeme de Chomsky-Schiitzenberger, tout langage algébrique peut
s’exprimer comme L = f(R N Dy) c’est-a-dire comme L = 7(¢) ot T est la transduction algé-
brique {(¢, f(1)) | u € RN Dy} qui d’apres le théoreme 3.5 est e-stire.

Réciproquement, d’apres le théoreme 3.5, pour tout langage régulier R et pour toute trans-
duction algébrique e-stire T, il existe un homomorphisme f, un homomorphisme e-stir ¢ un
langage régulier R’ et un entier k tels que

7(R) = f(R'NDrng*(R)) =f(R"ND;) avecR” =R Ng(R);
qui d’apres le théoreme 3.1 implique que 7(R) € e-ALG. O

On pourrait naturellement se demander a quelle famille de langage appartiendrait un lan-
gage T(L) si L est algébrique e-str, et T algébrique e-stire.

Proposition 3.36. La famille des récursivement énumérables peut se décrire comme

RE = {t(L) | T est algébrique e-stir, L algébrique e-siir}.
Démonstration. (=) D’apres [HOY85, HN81], pour tout langage récursivement énumérable
E C A%, il existe un langage algébrique K C B* et un homomorphisme f : B* — A* tel

que E = f(K N Dg). Soit alors I’hnomomorphisme y : B* — C*, avec |C| = |B| tel que

u(b;) = cic; et u(b;) = ¢ic; pour tout b; € B.
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I’homomorphisme  est alors injectif et e-str. De plus, pour tout u € B* : p(p(u)) = e. D’apres
le lemme 3.16, le langage u(K) € e-ALG et par injectivité, 4! (x(K)) = K. Nous obtenons alors

E = f(KNDp) = f(u '(u(K))NDp) = 7(L)

avec L = u(K) € e-ALGet v = {(pu(u), f(u)) | u € Dp}.
Le sens (<) découle trivialement des propriétés de cloture de RE. O
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Chapitre 4

Théoremes de représentation des
langages indexés

4.1 Introduction

Le théoreme de Chomsky-Schiitzenberger [CS63] a connu plusieurs généralisations a di-
verses familles de langages. Il est prouvé dans [HOY85, HN81], qu'un langage est récursive-
ment énumérable si et seulement si il est 'image par un homomorphisme de l'intersection entre
un langage algébrique (linéaire, simplement linéaire) et le langage de Dyck. En particulier, Hi-
rose et Nasu mettent en relation le fait qu’une famille admette une grammaire universelle et le
fait qu’elle admette un certain type de théoréme de représentation. Il existe dans la littérature
diverses généralisations du théoréeme de Chomsky-Schiitzenberger pour la famille des lan-
gages indexés et ces sous-classes. En particulier, Arnold et Dauchet [AD77] établissent un théo-
réme de représentation pour les foréts algébriques®; Duske, Parchamann et Secht prouvent
[DPS79] qu'un langage est indexé si et seulement si il est I'image par un homomorphisme de
l'intersection entre un langage algébrique « spécial » * et le langage de Dyck.

Deux résultats qui retiennent particulierement notre attention ici sont la généralisations de
Weir [Wei88] pour les langages indexés linéaires et celles de Kanazawa et Sorokin [Kan14b,
Sor14] pour les pour les frontieres d’arbres algébriques simples. Weir montre qu'un langage est
linéaire indexé si et seulement si il est 'image par transduction rationnelle d’un langage de la
forme Dy Nw! (D4) ot W est un homomorphisme précis. Cette double restriction au langage
de Dyck permet de décrire des dépendances syntaxiques plus fortes car elle impose que non-
seulement un mot soit bien parenthésé, mais aussi que son image par I’homomorphisme W soit
bien parenthésée. Il est alors possible d’associer une méme parenthése & deux autres de cette
facon. Ce résultat a ensuite été généralisé par Kanazawa et Sorokin aux frontieres d’arbres
algébriques simples via une généralisation de I'homomorphisme de Weir.

Nous généralisons ici ces résultats aux langages indexés. Nous prouvons (1) qu'un langage
est indexé si et seulement il est I'image du langage de Dyck par une transduction algébrique
e-stire. Nous montrons pour cela qu'une dérivation d"une grammaire indexée peut étre associée
a une dérivation d'un transducteur algébrique dans laquelle la suite d’actions d’indices de la
grammaire indexée est codée comme un mot de Dyck appartenant au domaine de la transduc-
tion e-stire. De fagon similaire, nous montrons aussi qu'un langage est indexé si et seulement

3. La frontiere d’une forét algébrique est un langage indexé [Gue83].
4. Les «special type of context-free languages » mentionnés dans [DPS79] s’averent étre trés similaires aux lan-
gages algébriques e-stirs que nous avons étudié. Je tiens a remiercier Johannes Osterholzer pour cette référence.
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si il est I'image par homomorphisme de 'intersection entre un langage algébrique e-str et le
langage de Dyck. Puis, nous montrons (2) que la contrainte « e-str » peut étre relaxée. Nous
montrons qu'un langage est indexé si et seulement il est I'image du langage de Dyck par une
transduction T-algébrique. Nous disons qu'une transduction est T-algébrique si celle-ci est al-
gébrique et si son domaine est inclus dans 7. Finalement, nous montrons (3) qu’un langage est
indexé si et seulement si il est I'image du langage D N 0! (D,) par une transduction ration-
nelle; ot 'homomorphisme ¢ est un homomorphisme symétrique et alphabétique que nous
définissons. La famille des langages indexés est donc le cone principal généré par le langage
susmentionné.

Plan du chapitre Ce chapitre est sectionné comme suit : dans la section 4.2, nous prouvons
les caractérisations par langages et transductions algébriques e-stirs. La section 4.3 est dédiée
a la preuve de la caractérisation par transductions T-algébriques. La section 4.4 est dédiée a la
preuve de la principalité de la famille des langages indexés.

4.2 Représentation par transductions algébriques e-siires

Nous montrons dans cette section qu'un langage est indexé si et seulement si il peut se dé-
crire comme T(Dy) ou encore T(D;) ot la transduction T est algébrique e-stre et k est un entier
positif. Nous en dérivons deux autres caractérisations : un langage est indexé si et seulement si
il peut s’exprimer comme f(K N Dy) ot le langage K est algébrique ¢-stir, k est un entier positif
et f un homomorphisme; un langage est indexé si et seulement si il peut s’exprimer comme
f(RNDrNg1(Dy)) ou R est un langage régulier, k et g sont deux entiers positifs et f est un
homomorphisme et g est un homomorphisme e-stir.

Rappelons (Le/rpme 3.34) que toute transduction algébrique e-stire peut-étre décrite par un
transducteur (N, A, B, P, S) dans lequel toute production est de la forme

X — (a,u)®(a,v) aveca € AU {e}, u,v € B*,® € N*.

De méme (Corollaire 2.31), tout langage indexé peut étre généré par une grammaire indexée
(N,T,I,P,S) dans laquelle chaque production est sous 1'une des formes suivantes :

X — u®*; X* — uOu; avec® € N*,u,v € T",a € TU{¢}.

Par besoin de nomenclature, qualifions ces formes de formes adéquates. Nous pouvons alors
associer a chaque grammaire indexée en forme adéquate un transducteur algébrique e-stir en
forme adéquate par la transformation suivante.

Définition 4.1. Soit IG_ET la transformation qui 4 toute grammaire indexée en forme adéquate J =
(N, T,1,P,S) associe le transducteur algébrique e-stir en forme adéquate IG_ET(J) = (N, I, T,P’,S)
comme suit :

— pour tout p =X — u®*v € Pavec® € N*, a € IU{e},u,v € T*:

IG_ET(p) = X — (a,u)O(a,v) € P';
— pour tout p = X* — u®v € P,avec® € N*,a € I,u,v € T*:

IG_ET(p) = X — (&, u)O(a,v) € P'.
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Remarque 4.2. La transformation IG_ET est une bijection entre l'ensemble de grammaires indexées en
forme adéquate et I’ensemble des transducteurs algébriques e-silrs en forme adéquate.

Définition 4.3. Pour toute grammaire indexée J en forme adéquate, nous appelons IG_ET(J) le trans-
ducteur associé a J.

Prenons pour la suite cet exemple simple.

Exemple 4.4. Soit la grammaire indexée décrite par I'ensemble de productions suivant :

S —s 5o So —> aSo*d + X;
X® — g X* — bXc.

Le langage généré par cette grammaire est {a"b"c"d" | n > 0}. Le transducteur IG_ET(J) associé est
décrit par l'ensemble de productions suivant :

S — ($,S)So(§,€),’ Sop — («x,a)So(Ec,d) + X;
X — ($$,¢); X — (&,b)X(a,c).

La relation générée par ce transducteur est {($a"&"$$a&"$, a"b"c™d") | n,m > 0}.

Lemme 4.5. Soit I = (N,T,I,P,S) une grammaire indexée en forme adéquate, et 1IG_ET(J) =
(N,T, T,P’,S) le transducteur algébrique e-silr associé. Pour tout X% ¢ NI, soit 6 = (5{;. Il existe
une dérivation

X% :;> w Yy ua Yo uz - uy Yyt dans J

si et seulement si il existe une dérivation

X IG%F(J) (w1, u1)Y1(wa, u2)Ya(ws, uz) - - (Wn, Un) Yn (W1, thny1) dans 1G_ET(J)

telle que 6w - - - wy16 € Dy et x; = p(dwy - - - w;)R pour tout i € {1,...,n}.

Démonstration. Nous montrons le lemme ci-dessus par induction sur la taille des dérivations.
L’affirmation est trivialement vraie pour toute dérivation de taille 1 conformément aux formes
des productions de J et IG_ET(J). Il nous suffit maintenant de prouver le pas d'induction. Consi-
dérons deux dérivations de 1'énoncé du lemme et montrons que 1’énoncé reste vrai pour toute
dérivation qui en découle.

Considérons sans perte de généralité une dérivation depuis la variable Y>. Nous considé-
rons deux cas en fonction de s’il s’agit d"une production d’empilement ou de dépilement.

Empilement. Par construction, il existe une productions Y — vZ{ - --Z4v' € P si et seule-
ment si il existe une production Y, — («,v)Z; - - Z,,(&,v) € IG_ET(P). En appliquant ces
deux productions, nous obtenons les dérivations

" * X ax axy ../ X
X0 :j> U1 Y7 U0 Zy " - 2P0 ug Uy Yy Uy

et X IG:E( ) (w1, u1)Y1(watk, up0) Zy - - - Ziy (&ews, 0'uz) - - - (W, i) Y (Wng1, Uns1)-
. J

De plus, le mot Swjwaadws - - - wyw, 116 appartient & D;. Aussi, p(dwiwya )R

xo = p(Swiwsr)R eta € I; et p(dwiwradws)R = p(bwiwrws)R = x3.

= aXp puisque
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Dépilement. 1l existe une production p = Y5y — vZ; ---Z,v" € P si et seulement si il existe
une production IG_ET(p) = Yo — (&,0)Z; -+ Zyu(a,v') € IG_ET(P). La phrase Y,2 ne peut
étre dérivée en appliquant p que si premier(x;) = «. Nous avons donc cette fois ci deux cas a
considérer en fonction de I'applicabilité de la production p. Nous montrons que p est applicable
si et seulement si l'affirmation du lemme est vraie.
— Si p peut étre appliquée, alors xp = axg avec xo € I*. En appliquant p et IG_ET(p), on
obtient les dérivations

*
X% = Y] upvZi - Z300 ug - Y

et X IG:;;Q) (w1, u1) Y1 (o, Ug0) Zy - -+ Zm (w3, 0'uz) « -+ (wn, thy) Yo (Wny1, Uns1)-

De plus, p(dwiwra)R = x puisque p(dwrwr)R = x5 = axp; et
p(bwrwrdaws) = p(dwrwrws) = x3.
Ceci implique que dwiwraaws - - - Wy 410 appartient a Dy.

— Si la production p ne peut étre appliquée, alors, premier(xz) # «. En appliquant la pro-
duction IG_ET(p) a la dérivation de IG_ET(J), on obtient la dérivation

X = (w,w)Yi(wlt, up0)Zy -+ Zyy (w3, 0'uz) Yz - - Yy (w1, thni1)-
IG_ET()

Mais cette fois, le mot dwjwraws - - - Wy 116 n’appartient pas a D; puisque

dernier(xy) = dernier(p(dwiws)) # a
et par conséquent dernier(p(dwiwyit)) = &. C’est-a-dire que le mot dwjwy& n’est pas un
préfixe de Dy (il contient plus de symboles fermants que de symboles ouvrants).

O]

Théoreme 4.1. SoitJ = (N, T, 1, P, S) une grammaire indexée en forme adéquate et T = IG_ET(J) =
(N, T, T,1G_ET(P), S) le transducteur algébrique e-stir associé. Pour tout X% € N :

L(X0) =R(X) (671 D571 avec s = 5f.
Démonstration. D’apres le lemme 4.5, il existe une dérivation terminale X% ::> u si et seule-
ment si il existe une dérivation X :7*_> (w,u) avec bwwé € Dy avec § = 5oR. Cest a dire
Z(X®) ={u|Iw: (w,u) € R(X) et dwd € Dy} avec & = R
=R(X)(07L- D571 avec & = &R,
O

Théoreme 4.2. Un langage L est indexé si, et seulement si, il existe une transduction algébrique e-silre
Tetk > 1 tels que L = T(Dy).
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Démonstration. (=) Soit I = (N, T,I,P,S) une grammaire indexée en forme adéquate et T
la transduction algébrique e-stire générée par le transducteur associé. Nous avons Z(J) =
Z(5%) = 1(Dy). Le sens («=) découle de la bijectivité de la transformation IG_ET. Toute trans-
duction algébrique e-siire peut étre générée par une transducteur algébrique e-stir 7 en forme
adéquate. Soit alors 7 le transducteur obtenu en restreignant 7 sur un alphabet d’entrée de
taille k. A ce dernier on peut alors associer la grammaire indexée J = IG_ET 1(Ty) telle que
2(3) = R(T;) (Dy). O

Exemple 4.6. Considérons la grammaire indexée de I'exemple 4.4 et son transducteur associé. Le lan-
gage généré par la grammaire indexée est L = {a"b"c"d" | n > 0} et la transduction décrite par le
transducteur associé est

T = {($a"&"$$a"&"$, a"b"c"d") | n,m > 0}.

L’ensemble de couples (w, u) de la forme ($a"&"$$a™&"$, a"b™c™d") tels que w € Dy, gy sont alors
de la forme
($a”2"$$a"2"$, a"b"c"d").

Nous avons alors T(Dy,4y) = L.

Corollaire 4.7. Un langage est indexé si et seulement si il existe un homomorphisme f, un homomor-
phisme e-silr (symétrique, symétrique et alphabétique) g, un langage régulier R et k,q > 1 tels que

L=f(RNDeNg (Dy)).

Démonstration. D’apres le théoréme de représentation des transductions algébriques e-stires
(Théoreme 3.5), tout langage 7(D,) ol1 T est une transduction algébrique e-stire s’exprime de
fagon équivalente comme

F(RNDeNg™H(Dy))

ot R est un langage régulier, f est un homomorphisme, k un entier positif et g est un homo-
morphisme e-stir (symétrique, symétrique et alphabétique). O

Corollaire 4.8. Soit L un langage. Les affirmations suivantes sont équivalentes.
1. L est indexé.

2. Il existe un entier positif k, un langage régulier R, un homomorphisme f et un homomorphisme
e-stir (symétrique, symétrique et alphabétique) g tels que

L= f(RNDyNg~(Dy)).

3. Il existe une transduction algébrique e-siire T telle que L = T(D5).

Démonstration. (1 = 2) D’apres le corollaire 4.7, le langage L peut s’exprimer comme
L= f(RNDxNg ' (Dy))

ou f est un homomorphisme, R est un langage régulier, g est un homomorphisme e-stir (symé-

trique, symétrique et alphabétique), k et g sont deux entiers positifs. Puisque pour toutg > 1, le
—_— *

langage D, peut s’exprimer comme 3~ (D) ot y est 'homomorphisme de {a3,...,4,} dans

{/0,1\}* tel que pour touti € {1,...,4}:

u(a;) =010 et u(a) = 010;
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cet homomorphisme étant clairement e-stir, le langage L peut alors s’exprimer comme

L=f(RNDeN(pog) ' (Da)).

(2 = 3) D’apres le théoreme de représentation des transductions algébriques e-stirs (Théo-
réme 3.5).
(3 = 1) D’apres le corollaire 4.7. O

Théoréme 4.3. Un langage L est indexé si, et seulement si, il existe un langage K € e-ALG, un
homomorphisme f et k > 1 tels que
L = f(KNDy).

Démonstration. (<) La transformation T = f o NK est algébrique e-stire puisqu’elle peut s’ex-
primer comme T = {(g(u), f(u)) | u € K} ou g est l'identité. D’apres le théoreme 4.2, le
langage L est donc indexé.

(=) Soit L C A” un langage indexé. D’apres les théoremes 3.5 et 4.2, il existe un langage
K C B* € e-ALG, un homomorphisme f : B* — A*, un homomorphisme e-sar g : B* — C*
tels que L = f(KN g~ !(Dc)). Considérons maintenant I’'hnomomorphisme y : B* — (C U A)
tel que pour tout b € B : u(b) = g(b)f(b)f(b). Puisque g est e-stir, 'homomorphisme y I'est
aussi. De plus, par définition de y, pour tout symbole b € B : g(b) et u(b) sont équivalents
modulo 5-réduction (f(b)f(b) — e). Par conséquent, pour tout mot u € B* : g(u) € Dc si,
et seulement si, y(u) € Dayc, Cest a dire g1 (Dc) = u 1 (Dauc). De plus, f = 74 o y. Nous
obtenons alors,

L=f(KNng " (Dc)) = f(KNp " (Dauc))

= (KN p~H(Dauc)))
=7A(K'NDayc) avec K = u(K).

De plus, par propriété de cloture de e-ALG, le langage K’ est e-stir. Ceci conclut la preuve du
théoréme ci-dessus. O

4.3 Transductions T-algébriques

Nous avons montré (Théoreme 4.2) qu’un langage est indexé si et seulement si il est 'image
du langage de Dyck par une transduction algébrique e-stire. Nous montrons ici que nous pou-
vons relaxer la contrainte « e-stire » : nous montrons qu'un langage est indexée si et seulement
il estI'image du langage de Dyck par une transduction algébrique pour laquelle le domaine est
un sous ensemble de 7.

Définition 4.9. Une transduction T C A* x B* est dite T-algébrique si elle est algébrique et si
dom(T) C Ty.

Puisque toute transduction algébrique e-stire est T-algébrique, il nous suffira de montrer
un seul sens de 'inclusion : tout langage indexé peut s’exprimer comme 1'image du langage de
Dyck par une transduction T-algébrique. Nous montrons pour cela que pour toute transduction
T-algébrique T C A* x B*, il existe une transduction algébrique e-stire T/ C A* x B* telle que

T(Da) = T/(D4). La transduction T’ susmentionnée ne sera pas équivalente a 7. Celle-ci sera
obtenue en ajoutant des éléments aux productions du transducteur générant T de sorte que le
transducteur obtenu soit e-stir ; le tout en préservant I'image du langage de Dyck par 7.
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Lemme 4.10. Soit § = (N, T = A, P,S) une grammaire algébrique réduite telle que £ (G) C Ta.
Pour tout non-terminal X € N : il existe un unique mot px € A* tel que

p(Z (X)) = {p(u)|ueZ(X)} = {px}.
De plus, I'ensemble des mots px peut étre effectivement calculé.

Démonstration. Puisque p(u) = e pour tout mot u € .Z(9), alors pour tout non-terminal X € N,
il existe un unique mot px tel que p(Z (X)) = {px}. En effet supposons par 'absurde une

dérivation S :;> 11 Xuy et deux mots vy, v, dérivables depuis X tels que p(v1) # p(v2). On

obtient alors

S :;> uv Uy et S :;> U021 avec p(uqv1uz) # p(u102uz);
ce qui contredit I’hypothese que p(u) = e pour tout u € .Z(9).

Effectivité du calcul des px. Les mots réduits px peuvent étre effectivement calculés comme
suit: Tant que P # @ :

1. Choisir une production X — u € Pavecu € T*.

2. Assigner px = p(u).

3. Supprimer toute production X — © € P;faire N = N — X.

4. Remplacer toute production de la forme Y — ©1 X0, par Y — O;0x0>.

Terminaison. Toute grammaire algébrique réduite possede nécessairement au moins une pro-
duction terminale : de la forme X — u avec u € T*. Chaque itération dans la procédure
supprime un non-terminal associé a une telle production et la grammaire qui en résulte reste
évidemment réduite. Le nombre de non-terminaux et de productions décroit alors avec chaque
itération. La procédure termine donc.

Validité. La validité de la procédure découle a la fois de 1'unicité de chaque mot px : il suffit
de considérer une production terminale pour calculer le mot réduit associé a celui-ci; et de la
confluence du systéme de réécriture {ad ~~ ¢ | a € A} (Lemme 2.16) : pour tout mot u = x1x2x3,
p(u) = p(x1p(x2)x3). L'étape de 4 préserve alors la valeur des mots réduits associés a chaque
non-terminal. Tous les mots px calculés correspondent donc a ceux de la grammaire initiale.

O

Dans ce qui suit, nous montrons que pour toute transduction T-algébrique T C A* x B*,
il existe une transduction algébrique e-stire T C A* x B* telle que 7(D4) = T (Da). L en
découlera que le langage 7(D 4) est indexé.

Lemme 4.11. Soit un mot uvw € A* et x = p(v). Alors, uvw € D 4 ssi uvkxw € D 4.

Démonstration. Rappelons qu'un mot u appartient a D ssi p(u) = € et pour tout préfixe ug < u
et pour tout symbole a € A : |ug|, > |uo|z. Il est clair que p(uvixw) = p(uvw). De plus, I'ajout
du facteur xx dans le mot uvw (ou la suppression de celui-ci dans le mot uvxxw) préserve la
différence entre le nombre de symboles positifs et négatifs (puisque x = p(v)). ]

Théoréme 4.4. Pour toute transduction T-algébrique T C A* x B*, il existe une transduction algé-
brique e-sitre T C A* x B* telle que T(Dy) = T (Da).
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Démonstration. Soit § = (N, A, B, P,S) un transducteur algébrique générant T. Nous pouvons
supposer sans perte de généralité que toute production est sous 1'une des formes

()X — YZ avecY,Z€N; (2)X — (w,u) avecw € A*,u € B%;

et que de plus G est réduit : pour tout non-terminal X, il existe une dérivation S :;> 01X0,
et une dérivation X :;> (w,u) avec w € g*, u € B*. D’apres le lemme 4.10, pour tout X € N,

il existe un unique mot px tel que pour toute dérivation X :;> (w,u), nous avons p(w) = px.

Considérons pour chaque non-terminal X, cet unique mot réduit px.

Pour la clarté de I'analyse de la validité de notre construction, nous construisons le trans-
ducteur générant 7’ en deux étapes. La premiére consiste a construire un transducteur §; =
(NUN,, A,B,PS) tel que R(S)(D4) = R(G1)(D4) et tel que pour tout X, € N, et pour
toute dérivation X, % (w,u), w € T4. La deuxiéme étape consiste a construire a partir de

1

91 un transducteur 9, équivalent a ce dernier et n’ayant que S U N, comme ensemble de non-
terminaux. De ce fait, celui-ci sera e-s(ir.

Etape1. Le transducteur §; = (N; = NUN, A B, P, S) est construit comme suit : N, = {X; |
X € N} etl’ensemble de productions P; est défini comme suit

{X — (w,u) € P}
Py = U {X — Ye(py,€)Ze(pz,€) | X — YZ € P}
U {Xe — X(px,¢) | X € N}.

Toutes les productions de G; sont alors de la forme
(DX — (w,u); (2)X — Yelpy,€)Ze(pz,€);  (3)Xe — X(px, €)-

Remarque 4.12. Par construction, pour toute production X — (w, u) on a p(w) = px et pour tout
X — Ye(py,€)Ze(pz, €) € Py c'est-a-dire pour tout X — YZ € P,ona px = p(pypz)-

Pour tout X € Nj, soit dom;(X) = {w € A* | Ju: X % (w,u)}. Nous montrons dans un
1

premier temps que
VX € N': p(domy(X)) = {ox} et p(domy(X.)) = {e}. (4.1)

Nous nous intéressons en particulier aux dérivations des non-terminaux X € N. Les non-
terminaux X, € N; ne sont dérivables que par des productions de la forme (3). Considérons

alors la relation ?’ qui décrit la dérivabilité d"un non-terminal X € N par soit une production
1

de type (1), soit par un enchainement de production de type (2) suivie de deux productions de
type (3) : Pour tout ®,0" € (N U (A* x B¥))*, © ?/ ©' siil existe @), ®; € (NU (A* x B))*
1

et X € Ntels ©® = Oy X0, et
O = 0Og(w,u)0O; etilexiste X — (w,u) € Py;
ou alors

O = OyY (pypy,e)Z(pzpz,€)01 etil existe X — Ye(py,€)Zc(0z,€) € Pr.
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!/ /
Soit :9>/ la relation de dérivabilité gauche vis-a-vis de :9>’ . Soient % et :*9> les clotures
891 &1 1 891

2 . oy 12 P . *
réflexives et transitives de =" et =>'. Nous ne considérerons des dérivations gauches « = »
51 891 891
que pour simplifier nos énoncés. Nous pouvons émettre l'affirmation suivante

Affirmation 1.

Pour tout X € N : {(w, u) | X :9> (w,u)} = {(w,u) | X ? (w, 1)}
8,91 1

= {(w,u) | X %f (w,u)}

= {(w,u) | X = (w,u)}.
851

Affirmation 2. Pour tout X € N : p(dom; (X)) = {px}-

Preuve de l'affirmation . Par construction, pour toute dérivation X ? (w,u),onap(w) = px.
1

!/ !/
Inductivement, pour toute dérivation X ?’ Y(oypy,€)Z(pzpz,€),s1Y % (wy,uy)etZ %
1 1 1

(wz,uz), on obtient

p(wypypywzpzpz) = plwywz) = plpypz) = px.

Affirmation 3. Pour tout X, € N, : p(dom; (X;)) = {¢}.
Preuve de I'affirmation 3. D’apres la définition de P;, dom;(X,) = dom;(X)px. D’apres 1'affir-
mation 1, on a alors p(dom; (X;)) = p(dom (X)px) = p(pxpx) = €. O
L’affirmation qui suit découle du fait que lors d"une dérivation X %; Y1 (v, Py, €) Y2 (Prapy,, €),
1

chaque non-terminal Y; précede un facteur py,py,. Du fait que p(dom; (Y;)) = {py.}, ce facteur
Py, Py, sera toujours, tout au long des dérivations, soit précédé soit de Y;, soit d'un facteur se
réduisant a py,.

Affirmation 4. Toute dérivation gauche de taille > 1 est de la forme

* /
S g:9> (w, u)X1(wrg - Wiy, €) Xo(wo -+ Wany, €) -+ (X -+ - Wiy €) (4.2)
7J1

avec m > 0, chaque n; > 0 et pour tout i, ] : le mot wpx, w11 -~ W, + - Px,Wi1 * -~ Wi j—1 admet une
factorisation xy telle que w;; = p(y)p(y)-

Preuve de I'affirmation 4. Par induction sur la taille des dérivations.

Cas initial. C’est trivialement vrai pour toute dérivation de la forme X :9>’ (w,u) ou de
8,91
la forme X :9>’ Y(ovpy,€)Z(pzpz, €)-
8,91
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Pas d’induction. Supposons une dérivation de la forme 4.2, puisque toute étape de dériva-
tion de Xj est soit de la forme

X1 g:9>/ (wX1/ux1) avecp(wxl) = Px
,51

soit de la forme
X1 =="Y(pvpy,€)Z(pzpz,€) - avec plpyPypypzpzpz) = Px,
sJ1

quel que soit la dérivation de Xj, la dérivation obtenue est de la forme 4.2. O

Il est alors clair par construction et d’apres l'affirmation 3 qu'il existe une dérivation

S = (v,u)
&5

si et seulement si il existe une dérivation

x /!
S :9> (01601,1 c W1 02W21 s W2, OmWiy 1 'wm,nm/u)
8,91

telle que v = v1vy - - vy et pour tout 7,j : le mot viwy -« - W1 V2w21 W2, V0L 7 Vi1
admet une factorisation xy avec w;; = p(y)p(y). De plus, par itération du lemme 4.11,

V=0102 Uy € Dy & v1w1102-- -0 € Dy

& U1W1,1W1202 - Oy € ®A
& VW1,IW12 " W, 02U € Dy

& VW1 W V2w Wyt U Wi 1 ** * Wiy, € DA

Onaalors R(G1)(Da) = 1(Dy).

Etape 2. Rappelons que toute production de G; est sous 1'une des formes suivantes
(D)X — (w,u); (2)X — Ye(py, €)Ze(pz,€); (3)Xe — X(px, €)-
Le transducteur algébrique e-stir G, = (N; U {S}, A, B, P, S) tel que
R(92)(Da) = R(G51)(Da) = ©(Da)

est construit a partir de §; en remplagant, pour tout X # S, toute production X, — X (ox, €)
par X, — O(px, €) pour toute production X — © € P;. Le transducteur obtenu est naturelle-
ment équivalent. Ce dernier est de plus e-stir puisque pour tout X € N, U {S} : p(dom; (X)) =
{e}. Ceci conclut la preuve du théoreme ci-dessus. O

Corollaire 4.13. Soit T C A* x B* une transduction T-algébrique. Le langage T(D 1) est indexé.

Corollaire 4.14. Un langage L C B* est indexé si et seulement si il existe une transduction J-
algébrique T C A* x B* telle que L = T(D4).
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4.4 Principalité de la famille des indexés

Nous montrons dans cette derniere section que la famille des langages indexée est le cone
principal généré par un langage de la forme D¢ N o~ 1(Dy) oi1 o est un homomorphisme symé-
trique et alphabétique que nous définissons plus bas. Un corollaire du théoréme 4.2, du théo-
réme de représentations des transductions algébriques e-stires (Théoreme 3.5) et du théoréme
de Nivat est le suivant :

Corollaire 4.15. Un langage L est indexé si, et seulement si, il existe une transduction rationnelle T,
un homomorphisme e-silr (symétrique) g et k,q > 1 tels

L=1(DeNg " (Dy))-

Définition 4.16. Soient A et B deux alphabets disjoints et 045 : (A UBUB ) — B* I'homomor-
phisme

oapla)=e¢Vae€ A, oap(b)=bVbeB, oapt))=0>bVV P
etoap(X) =0oap(x) Vx e AUBUB.
Nous écrivons o au lieu de 4 g lorsque les alphabets A et B sont implicitement définis.
Définition 4.17 (Langage de Dyck de niveau 2). Etant donné deux alphabets A et B, soit
Di,B = D aupup N o’ (Dp);
et D? = Di,B avec A = {ay,a2},B = {b1, by }.
Le langage D? sera notre générateur pour la famille des indexés.
Exemple 4.18. Soit A = {ay,az} et B = {by, bp}.
— Le mot uy = byaybjbyayby € D? puisque uy € D 4 pup et 0(u1) = bibibiby appartient a Dp.
— Le mot v = byby by bl n’appartient pas a D* puisque o (v) = bybib1by ¢ Dp.

Dans ce qui suit nous montrons que pour tout langage L = D, N g !(D,), ott g est un
homomorphisme symétrique, il existe un homomorphisme f tel que D> = f~!(L). Ceci en
conjonction avec le corollaire 4.15, aura pour conséquence que IL = €' (D?).

Considérons les classes d’homomorphismes suivantes.

Définition 4.19 (Homomorphismes e-stirs unilatéraux). Soit f : A* — B* un homomorphisme.
Celui-ci est dit

— positifsiVa € A :n(f(a)) € B*;

— e-str unilatéral si Viu € Dy @ f(u) € Dp;

— fortement e-sir unilatéral si Vi : u € Dy < f(u) € Dp.

Remarque 4.20. La propriété fortement e-stir unilatéral peut de facon équivalente se formuler comme
«Dy = f_l(DB) ».

Lemme 4.21 (Folklore). L'homomorphisme fj : {Ell,ﬂ:T ,ak}* — {/0,1\} tel que
fk(ai) =010 et fk(a‘i) =010 iec {1,...,|A‘}

est fortement e-silr unilatéral (C’est celui-ci qui permet d’établir la version forte du théoréme de Chomsky—
Schiitzenberger : Pour tout k > 1: Dy = f,1(D5)).
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Lemme 4.22. Soit f : A* — B* un homomorphisme symétrique. Si f est positif, alors il est également
e-stiir unilatéral.

Démonstration. En effet, le langage f(D ) est généré par la grammaire

S—e+SS+ ) f(a)Sf(a).

acA
Si f est symétrique et positif, le langage f(D 4) est clairement inclus dans Dp. O

Définition 4.23. Soient f; : A* — B* et f2: A* — C* deux homomorphismes. Nous appelons

concaténation de fi et f, et notons fi - f» 'homomorphisme de A* vers (BUC) tel que

fi-f2(a) = fila)f2(a) et fi-fo(a) = p(a)fi(a)  Vac A

Nous disons de plus que cette concaténation est disjointe si les alphabets B et C sont disjoints.
Exemple 4.24. Soit f : {/ﬁ* — {/CE* et g: {/CE* — {/b\}* tels que

fla)=as; f@)=a gla)=0bb; g(a)=tb.
L’homomorphisme f - g : 51\}* — @\}* est alors définit comme

f-g(a) = aabb; f-g(a) = ba.

Lemme 4.25. Soient B et C deux alphabets disjoints. Soient f : A* — B* un homomorphisme
fortement e-siir unilatéral et g : A* —s C* un homomorphisme e-sir unilatéral. Les homomorphismes
f-getg- fsont fortement e-silrs unilatéraux.

Démonstration. La preuve pour les deux cas est la méme. Soit 4 = f - g. Nous montrons que
pour tout u € A* : u € Dy < u(u) € Dpye.

Affirmation 1. Pour tout u € A* : u € Dy = u(u) € Dpyc.

Preuve de I'affirmation 1. En effet, soita € A,ona

p(aa) = f(a)g(a)g(a)f(a) = f(a)g(an)f(a).
Puisque f et g sont e-stirs unilatéraux, g(ai) € D¢, f(ai) € Dp par conséquent y(ai) € Dp .
L’homomorphisme yu est donc e-stir unilatéral. O
Affirmation 2. Pour tout u € A* u(u) € Dpuc = u € Da.

Preuve de I'affirmation 2. Soit u € A*, D’apres le lemme 2.21, si p(u) € Dpuc, la projection 75
a

de BU C dans B étant e-stir unilatéral (pour touta € (BUC) : rz(aa) € Dp), nous avons aussi
mg(u(u)) € Dp. Puisque les alphabets B et C sont disjoints, nB(y( u)) = f(u). Nous obtenons
ainsi f(u) € Dp et puisque f est fortement e-stir unilatéral, il s’en suit que u € D 4. O

Ceci conclut la preuve du lemme ci-dessus. O

Lemme 4.26. Soient A et B deux alphabets et g A* — B* un homomorphisme symétrique. Il existe
un homomorphisme f : A* — (AU UBUB ) tel que

Dang ' (Dp) = (D% p)-
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Démonstration. Nous devons montrer qu'il existe un homomorphisme f tel que pour tout mot
ueA*:ueDys f(u) € Daypup et g(u) € D<= oo f(u) € Dp.

Soit ’'homomorphisme  : B* — (B/U\B’ )* tel que
VbeB:ub)=0b, ub)=".
Soit 'homomorphisme f : A* — (A UBUB )* tel que

Vae A:f(a)=auog(a) et f(a)=f(a)=pog(a)a

Affirmation 1. Pour tout mot u € A* : u € Dy & f(u) € Dp.

Preuve de l'affirmation 1. En effet,’homomorphisme f peut s’exprimer comme la concaténation
disjointe f = f1 - f» ot f1 estl’identité et est par conséquent fortement e-stir unilatéral, et f, est
I’'homomorphisme de A* dans B* tel que

VacA:frla)=pog(a) et fo(a) =pog(a)
Puisque g est symétrique, et par définition de y, '’homomorphisme f, est symétrique et posi-
tif. D’apres le lemme 4.22, I'homomorphisme f, est e-stir unilatéral et d’apres le lemme 4.25,
I’homomorphisme f est alors fortement e-stir unilatéral. O

Rappelons que I'homomorphisme ¢ remplace les symboles b’ € B’ par b € B et les symboles
b' € B’ par b € B. Par conséquent, pour tout b € B : o o u(b) = b. Nous pouvons alors émettre
l'affirmation suivante.

Affirmation 2. Pour tout u € B* : 0 o u(u) = u.

Affirmation 3. Pour tout u € A* : g(u) € Dg < oo f(u) € Dp.

Preuve de I'affirmation 3. En effet, par définitions de f et o, et d’apres 'affirmation 2, pour tout
a€A:

cof(a)=c(apogla)) =c(uog(a)) =g(a)
etoo f(a) =o(pog(a)) = gla) = g(a).
Par conséquent o o f = g. De ce fait, pour tout u € A* : g(u) € Dg < oo f(u) € Dp. O
Il en découle que pour tout mot u € A*
ueDyNg Y(Dp) < f(u) € Dano (Dp).
Ceci conclut la preuve de la proposition ci-dessus. O

Lemme 4.27. Soient A et B deux alphabets. 1l existe un homomorphisme symétrique f tel que Di,B =
fH(D?).

Démonstration. Supposons A = {ay,ap, - - - ,a|A|} et B={by, by, -, b|B‘}. Soit alors
Ay = {OA, 1A} et B = {03,13}.

L’homomorphisme f : (A UBUB ) — (Az U/éz\u B}) est le codage binaire des éléments
des alphabets A, B et C définit comme suit :
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a; € A 041,04, b € B 0g1305, bl € B’ 0p/15,0%;

et f(¥) = f(x) Vxe AUBUB'.

Celui-ci est alors clairement fortement e-stir unilatéral. Nous pouvons émettre I’affirmation sui-
vantes :

o — *

Affirmation 1. Pour tout u € (AUBUB') :u € Daupup < f(1) € Da,up,us;
De plus, par définition les homomorphismes 04 g et 74, B, © f sont comme suit :

Vac A:oap(a) =¢ et ogp0f(a)=¢
Vbi € B: O'A,B(bi) = bi et U A,,B, Of(bi) = UAZ,Bz(Ol%O) = 01%0;
Vbl € B :oap(bl) =b; et oa,p,o f(bl) = oa,p,(0140) = 0150.

L’homomorphisme o4, p, o f peut alors s’exprimer comme p 0 04 p ot i est le codage binaire

—_— *
des symboles de B. Il s’en suit d’apres le lemme 4.21 que pour toutu € (AUBUB’) :
oap(u) € Dp < 04,8, 0 f(u) € Dp,.
Ceci conclut la preuve du lemme ci-dessus. O

Théoreme 4.5. Un langage L est indexé si, et seulement si, il existe une transduction rationnelle T telle
que L = 7(D?).

Démonstration. En combinant le corollaire 4.15 et les lemmes 4.27 et 4.26.

D’apres le corollaire 4.15 tout langage s’exprimant comme 7(D?) ot T est une transduction
rationnelle est indexé. Réciproquement, tout langage indexé L peut s’exprimer comme 7(Dj N
¢ 1(D,)) ot 'homomorphisme g est e-stir et la transduction T rationnelle. D’apres les lemmes
4.26 et 4.27 le langage peut s’exprimer comme T(D?). O

Corollaire 4.28. La famille des langages indexés est le cone principal généré par D2.



Chapitre 5

Caractérisation logique des langages
indexés doubles

5.1 Introduction

La théorie des langages et la complexité descriptive partagent la longue tradition de ca-
ractérisations logiques de familles de langages. Le résultat fondateur en est le théoreme de
Biichi-Elgot-Trakhtenbrot [B60, B90, Elg61, Tra61] qui stipule qu'un langage est régulier si et
seulement si il est définissable par une formule du second ordre monadique (MSO).

Dans [LST94], les auteurs prennent une autre approche et s’intéressent a des fragments syn-
taxiques/sémantiques du second ordre existentiel (3SO). Pour toute classe de relation B, ceux-
ci définissent la logique 3B FO (resp. 3B MSO) comme 1’ensemble de formules de la forme
¢ = 31X ¢o; ou X est une variable représentant une relation binaire et ¢y une formule du pre-
mier ordre (resp. du second ordre monadique). Un mot u satisfait ¢ si et seulement si il existe
une relation X € B sur I’ensemble de positions de u telle que le couple (u, X) satisfait ¢p. Ils
montrent ainsi qu'un langage est algébrique si et seulement si il est définissable dans la lo-
gique IMatchFO et si et seulement si il est définissable dans la logique IMSO; ott Match la
classe de relations de parenthésage appelés matchings (voir illustration figure 5.1). Ce résultat
est visiblement analogue au théoreme de Chomsky-Schiitzenberger. Des approches similaires

> —~
d e g
4

a b f
2 5 6 7

c
1 3
FIGURE 5.1 — Un matching M = {(1,7), (3,4), (5,6) } sur le mot abcdefg.

ont été employées a diverses caractérisations [LMSV99, LMSV99, Lan06] de familles de lan-
gages/classes de complexité et dans [VDH16], les auteurs considérent 1'usage de prédicats de
comportement sur des logique a poids pour caractériser des familles principales.

Nous pensons que la définissabilité des langages algébriques dans un tel fragment séman-
tique est possible par le fait que les grammaires algébriques soient lexicalisables et en particu-
lier, tout langage algébrique peut étre généré par une grammaire algébrique en forme normale

67
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FIGURE 52 - Un élément de DyckMatch (w,M) avec w = LlacaapB et M =
{(1,5),(3,4),(6,7)} sur le mot aababba.

double de Greibach. Ceci permet de représenter une étape de dérivation par un couple dans
une relation binaire. Les éléments de ce couple sont les positions du symbole terminal le plus
gauche et du symbole terminal le plus a droite généré par une production en forme double.

La langages (grammaires) indexées ne bénéficient pas d"une telle propriété. Nous considé-
rons alors dans un premier temps les langages indexés doubles. Ceux-ci sont générés par des
grammaires indexés pour lesquelles chaque production d’empilement ou de dépilement pro-
duit deux symboles terminaux. Ceci permet a la fois de borner le nombre d’empilements et de
dépilements effectués lors d"une dérivation par la taille du mot généré et de représenter chaque
neceud d’empilement et de dépilement d"une dérivation par un couple d’éléments.

Nous montrons qu'un langage est indexé double si et seulement si il est définissable dans la
logique IDyckMatchFO et si et seulement si il est définissable dans la logique IDyckMatchMSO.
La classe DyckMatch ici est constituée de relations de parenthésage accompagné d"une relation
d’étiquetage définissant un mot de Dyck (voir illustration figure 5.2). Cet étiquetage et ce pa-
renthésage sont de plus liés par une condition supplémentaire.

Nous considérons deuxiémement un type précis de projections sur des structures relation-
nelles. Nous montrons qu'un langage est indexé si et seulement si il est la projection d’un lan-
gage définissable dans IDyckMatchFO (dDyckMatchMSO). Nous montrons aussi que plus gé-
néralement, si on se restreint aux quantifications en considérant une logique 3L MSO ot L est
un langage ; alors la famille de langages définissables dans cette logique est précisément le cone
croissant principal généré par le langage L. De plus, 'ensemble de projections des langages qui
y sont définissables est le cone principal généré par L.

Plan  Ce chapitre est sectionné comme suit :

— Dans la section 5.2, nous introduisons les définitions de base liées a la logique et aux
caractérisations logiques.

— Dans la section 5.3, nous présentons les fragments sémantiques du second ordre ainsi
que les arguments de la caractérisation de [LST94] et d’autres notions qui nous seront
nécessaires dans notre généralisation.

— Dans la section 5.4, nous présentons les langages indexés doubles ainsi que la logique
JDyckMatchFO.

— La section 5.5 est dédiée a la preuve de la caractérisation des indexés doubles dans
dDyckMatchFO (3DyckMatchMSO).

— Dans la section 5.6, nous discutons de 1'usage de projections logiques pour caractériser
des cones principaux y compris la famille des indexés.
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5.2 Logique du Second Ordre (Existentiel)

Dans cette section, nous présentons les définitions de base : structures, signatures, logiques
du premier et second ordre.

5.2.1 Signatures et structures logiques

Définition 5.1 (Signatures). Une signature ou vocabulaire est un ensemble fini § de symboles
Ry, ..., Ry associé a des relations. L'arité de chaque symbole R; est notée |R;|.

Définition 5.2 (Structures relationnelles). Soit 8 une signature. Une S-structure est un couple (U, 17)
ot U est appelé univers et 1 est une interprétation des symboles de § : celle-ci associe a chaque symbole
R; une relation 1(R;) C WRl, Pour la cohérence de la définition, I'univers W est considéré non-vide.

Notations. Quand nécessaire, une structure est notée comme un uplet composé de 1'univers
et des interprétations des symboles relationnels : Pour une signature 8 = {Xj,..., X, }, une
8-structure (U, ) est notée (U, Ry, ..., R,) avec R; = ((X;) pour tout X;. Laissant de cette fagon
lI'interprétation ¢ implicite.

5.2.2 Logique du premier ordre

Définition 5.3 (Logique du premier ordre (syntaxe)). Soit 8 = {Ry,..., Ry} une signature et
V = {x1,...,x,} un ensemble de variables dites du premier ordre. La logique du premier ordre sur
8, dénoté FO(S8), est I'ensemble de formules ¢ de la forme

R(x1,...,x¢) avec R € 8 d'arité k et chaque x; € V,
eV @' avec g, ¢’ € FO(8),
dx:¢ avecx €V, ¢ € FO(S),
—¢ avec ¢ € FO(8).

Formules closes. Une variable est x est dite liée dans une formule si cette formule de la forme
dx¢. Autrement, elle est dite libre (dans cette formule). Une formule sans variable libre est dite
close.

Quand nécessaire, nous écrivons @(x1,...,x,) pour préciser qu'une formule ¢ a précisé-
ment x1, ..., X, comme variables libres.

Définition 5.4 (Logique du premier ordre (sémantique)). Soit 8 une signature et V un ensemble
de variables du premier ordre (des variables d’arité 0). Une valuation est une application de V dans U.
Pour toute formule ¢ ayant V comme ensemble de variables, on dit qu’une S-structure S munie d’une
valuation v satisfait ¢, et on note (S,v) = ¢, si

(S,v) = R(x1,...,xx) sit(R)(v(x;),...,v(x))
(So) = oVve si (S,0) = g ou(S,0) = ¢,
(S,v) E3Ix: 9 si il existe n € U et une valuation v’ telle que (S,v') = ¢

avecv'(x) =netd' (y) =ov(y) Vy € V —{x},
(S,0) E —¢ si (S,v) ne satisfait pas ¢.
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Notations et raccourcis.

— Une chaine de quantifications existentielles Jx; - - - 3x,, de longueur variable est notée
en police gras : Ix.

— Etant donné une formule close ¢ et une structure S, on écrit S |= ¢ si quel que soit
la valuation v, on a (S,v) = ¢. En particulier la satisfiabilité d'une formule close Jx¢
présume déja I'existence d"une valuation satisfaisant ¢ : Quel que soit une valuation o,
(S, v) satisfait Jx¢ si il existe une valuation v’ telle que (S, 7’) |= ¢(x). Il n’est donc pas
nécessaire de considérer v.

— Etant donné une signature § et une formule close ¢, on note .Z(¢) 'ensemble de struc-
tures S sur 8 telles que S |= ¢.

— Nous usons des raccourcis habituels :

Vx¢ = —3x(—¢),
P1 A P2 = (21 V 2¢2),
o1 = ¢ = (—¢1) V ¢,
1 g2 = (P1 = ¢2) A (P2 = ¢1).

Mots et langages définissables. Soit A un alphabet. Nous notons (A, <) la signature {<
,(Pa)aea}. Unmot u = biby---b, € AT peut étre codé comme une (A, <)-structure (U, 1)
notée u telle que

— U ={1,...,|ul} ('univers correspond a "ensemble de positions dans le mot u;

— (<) est’ordre linéaire sur U ;

— pour touti € Ueta € A:i € i(P,) sietseulement si b; = a.

Un langage L C A™ est dit définissable dans une logique si il existe une formule close ¢ dans
cette logique telleque L = {u € A" |u € Z(¢)}.

Remarque 5.5. En présence de la relation d’ordre <, nous pouvons user des raccourcis « x > y,x <
Y, X =Y,x # y» et des macros « x + 1, min, max ».

Exemple 5.6. Le langage a™b™ est défini par la formule du premier ordre sur les mots suivante :
p=dx:Vy: (y<x=P(y)) Ny >x= P(y)).

5.2.3 Logique du second ordre et fragments

La logique du second ordre se définit de fagon similaire a celle du premier ordre-a la diffé-
rence qu’ici, les variables peuvent étre d’arité quelconque.

Définition 5.7 (Logique du second ordre (SO)). Soit 8§ une signature, Vi un ensemble de variables
du premier ordre et V, un ensemble de variables du second ordre (des variables d’arité > 1). La syntaxe
des formules du second ordre sur 8 ayant V) et et V, ensemble de variables étend celle des formules du
premier ordre sur 8§ ayant V1 comme variables du premier ordre par les deux formes supplémentaires
suivantes :

dX¢ avec X € Vs, ¢ € SO(S),
X(ty,...,t) avec X € Vy et chaque t; € V.

La sémantique associée des formules du second ordre est une généralisation de celles du premier ordre
comme suit : Soit S = (U, 1) une 8-structure et v une valuation
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— (S,v) = 3X g avec X € V, si il existe une valuation v’ telle que (S,v') |= ¢ avec v’ (X) C WX
et ' (Y) = o(Y) pour tout Y € V, — {X};

— (5,v) = X(x1,...,x,) avec X € Va siv(X)(v(x1),...,0(xn)).

Définition 5.8 (Logique du Second Ordre Existentiel (3SO)). Soit 3SO(S8) I'ensemble de formule
de SO(8) de la forme 3X ¢ ot X est un vecteur de variable X; du second ordre et ¢ une formule du
premier ordre.

Exemple 5.9. Le langage de Dyck sur un alphabet A est défini par la formule du second ordre existentiel
sur les mots suivante :

¢ = 3R : Matching(R) AVx : (3y : R(x,y) V R(y, x))
A (7Y i R(x,y) = \/ (Pa(x) A Pa(y)))-

acA

ot Matching(R) est la formule du premier ordre suivante :

Vavy ((R(x,y) = x <y)
AVX D (R(X,y) = x=x)A(R(x,x") =y =X))
A (VXYY (R(x,y) AR(X, Y )Ax <X <y)=x<y <y).

Définition 5.10 (Second Ordre Monadique). La logique du second ordre monadique—sur une signa-

ture 8 (MSO(8)) est I'ensemble de formules de SO(8) dans lesquelles toute variable du second ordre est
d’arité 1.

Définition 5.11. Soit IMSO(S8) I'ensemble de formules de MSO(8) de la forme 3X ¢ oir chaque X; de
X est d’arité 1 et ¢ est une formule du premier ordre.
Théoréeme 5.1 (Biichi-Elgot-Trakhtenbrot [B60, Elg61, Tra61]). Soit L C A" un langage. Les
affirmations suivantes sont équivalentes.

1. Lelangage L est régulier;

2. Il existe une formule ¢ € MSO(A, <) telle que £ (¢) = L.

3. Il existe une formule ¢ € AMSO(A, <) telle que £ (¢p) = L.

Exemple 5.12. Le langage {a*" | n > 1} est définissable par la formule ¢ € IMSO({a}, <) suivante :

¢ = dXodX7 : Vx: [X < max = ((Xo(x) = (—|X0(x + 1) A Xl(x + 1)))
A (X1(x) = (2 X1 (x +1) A Xo(x +1))))
A (Xo(min) A Xq(max))].

Ici, la variable X définit 'ensemble des positions impaires du domaine, et la variable Xy définit l'en-
semble de positions paires du domaine. Il s’agit alors de dire que la derniére position du domaine est
paire.
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5.3 Restrictions sémantiques du second ordre

Dans [LST94], les auteurs proposent 1'usage de fragments sémantiques du second ordre
existentiel pour la caractérisation de familles de langages. Ils définissent ces fragments de facon
suivante :

Définition 5.13. Soit A un alphabet et I3 une classe de relations. La logique 3B FO(A, <) est l'en-
semble de formules (closes) de la forme ¢ = IX ¢o ot X est une variable du second ordre, po une formule
du premier ordre.

La valuation de X est restreinte a B : Un mot u € A" satisfait la formule ¢ ci-dessus si et seulement
si il existe une relation R € B sur le domaine de S telle que le couple (S, R) satisfait ¢y.

Dans [LST94], les auteurs définissent de fagon similaire la logique 38 MSO(A, <) composée
cette fois de formules de la forme ¢ = 3X ¢ oli ¢ est une formule MSO°.

Définition 5.14. Soit A un alphabet et B une classe de relations. Soit 38 IMSO(A, <) l'ensemble de
formules (closes) de la forme ¢ = IX ¢g ot X est une variable du second dont la valuation est restreinte
a B et ¢ est une formule IMSO.

Plan de la section. Dans cette section, nous présentons dans un premier temps la caracté-
risation logique des langages algébriques prouvée dans [LST94] ainsi que ses principaux ar-
guments que nous réemploierons plus tard pour caractériser la famille des langages indexés
doubles. Nous présentons deuxiémement une approche alternative de la caractérisation de
ALG dans IMatch MSO.

5.3.1 Logiques pour les langages algébriques

Dans [LST94], les auteurs prouvent qu'un langage L C A™ est algébrique si et seulement si il
est définissable dans IMatchFO(A, <) si et seulement si il est définissable IMatch MSO(A, <)
ot la classe Match est constituée de relations binaires appelés matching (définition plus bas).

Définition 5.15 (matchings et mots imbriqués). Soit u un mot. Un matching sur u est une relation
M C{1,...,|u|}? telle que pour tout i,j,k,1 € {1,...,|u|}:

— si M(i,j) alorsi < j (M est compatible avec I'ordre) ;

— si M(i, ), alors M(k,j) implique i = j et M(i, k) implique j = k  (une position ne peut

appartenir a deux couples distincts de M) ;

— si M(i,]), alors M(k, 1) eti <k < jimpliquei <1 < j.
Chagque couple (i, j) de M est appelé arc.

Un mot imbriqué est un couple (1, M) ot u est un mot et M un matching sur u.

Exemple 5.16. De fagon similaire a I'exemple 5.9, le langage de Dyck sur un alphabet A est
défini par la formule dsuivante :

$p=3IM:Vx: (Jy: M(x,y) VvV M(y,x))
A (Vy e M(x,y) = \/ (Pa(x) A Pa(y)).

acA

5. Le fragment 3IBMSO(A, <) n’est pas stricto sensu un fragment du second ordre existentiel puisqu’une formule
MSO peut commencer par une quantification universelle sur une variable monadique. Cependant, il est souvent
équivalent au fragment 38 IMSO(A, <) de la méme fagon que les logiques MSO et IMSO sont équivalentes sur le
mots
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—~ o~
up uz Uy Upt1

FIGURE 5.3 — Représentation d’une production dont le motif est auq |ua| - - - |1, 41b.

I1 n’est plus nécessaire, comme c’était le cas dans 1’exemple 5.9, d’explicitement restreindre la
valuation de la variable du second ordre M a I'ensemble de matchings par une formule. Cette
restriction est maintenant implicite.

Exemple 5.17. Le langage {a"b" | n > 0} peut étre défini dans IMatch FO(A, <) par la formule ¢
suivante :

¢ = 3IM :(VxVy : M(x,y) = P,(x) A Py(y))
Adxg:Vx:(x <xp=3Jy:y>x0AM(x,y))
A(x>xo=3y:y <xoA\M(y,x)).

Preuve de la caractérisation

La preuve du fait que tout langage définissable dans FIMatch MSO(A, <) est algébrique
s’appuie sur le fait que les mots de feuilles de langages d’arbres MSO-définissables sont des
langages algébriques [Don70, MW67, TW68]. Dans [LST94], les auteurs montrent alors que
pour toute formule MSO sur (A, <, M), il existe une formule MSO ¢’ sur une signature d’arbres
telle que pour tout mot imbriqué (1, M), (u, M) = ¢ si et seulement u est le mot de feuilles d'un
arbre qui satisfait ¢'. La preuve du fait que tout langage algébrique L C A™ soit définissable
dans IMatch FO(A, <) s’articule autours des arguments suivants :

Définition 5.18 (Motifs). Soit p = X — u1YiupYs - - - Yyuty4q une production d’une grammaire
algébrique (chaque u; est une suite de terminaux et Y; un non-terminal). Le motif de la productions p
est le mot Patt(p) = uq|uz| - - - |Upy1.

Lemme 5.19. Tout langage algébrique L C A™ peut étre généré par une grammaire algébrique (N, A, P, S)
dans laquelle chaque production est sous 'une des formes suivantes

(1)S —> uavecu € At (2)X — a®baveca,b € A,0 € (NUA)*
et dans laquelle si deux productions ont le méme motif, alors elles ont le méme membre gauche.

Les membres droits des productions de type (2) commencent et se terminent par un sym-
bole terminal. Les positions de ces symboles sont associées a des arcs. Le motif auy |up| - - - |41
d’une production p est représenté par un arc entre la position du symbole a et celle du symbole
b et par des arcs séparant chaque u; de u; 1 comme illustré sur la figure 5.3.

Il est alors possible de décrire le motif d"une production par une formule du premier ordre.
Le fait que le membre gauche d"une production soit identifiable par son motif permet alors de
décrire le fait qu'un sous-mot ait été généré depuis ce non-terminal. Ceci se fait par les formules
du premier ordre qui suivent.
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Motif. Soit une production p ayant comme motif au;|uz|- - - [u,41b. La formule ¢,(x,y) ci-
dessous exprime le fait que pour un couple (u, M), le sous-mot de u entre deux positions x et y
et le matching M correspondent au motif de p :

Pp(x,y) =a(x) Ab(y) A3x1Tyr - 3,y (X <x1 <y2 <Xy < Yn < Y)
A (‘Paul(x/ x1) A @uy (Y1, %2) A -+ - €0un+1b(ymy))/\

n
/\ M(xi +1,y; — 1)
i=1

ot ¢, (x,y) est une formule qui est vraie si le sous-mot entre les positions x et y est u.

Non-terminal. La formule ¢x(x,y) ci-dessous exprime le fait que pour un couple (1, M), le
sous-mot de u entre deux positions x et y et le matching M correspondent au motif d"une
production d’un non-terminal X.

ox(xy) =\ gplxy).

p:X—0

Production. ~ Soit une production p = X — auiYiuy - - - Yyu,41b. La formule 4A7p(x,y) ci-dessous
exprime le fait que pour un couple (u, M), le sous-mot de u entre les positions x et y et le
matching M correspondent a une dérivation par p.

Pp(x,y) =a(x) Ab(y) ATxTyr - 3o Tyn: (X <x1 <y < xp < Yn < Y)
A (Pay (2, %1) A @uy (Y1, 22) A=+ @y b (Y, ) A

n

A (M(xi+1Ly; = 1) Ay (xi + 1,y — 1))
i=1

Langage généré. Le langage généré par la grammaire est alors défini par la formule ¢ = IM ¢
avec

Po = \/ ¢4V [M(min, max) A ¢x (min, max)
S—ucPucT*

A(V(x,y) € M:\ ¢p(x,1))].
peP

5.3.2 Approche alternative

La caractérisation de ALG dans 3IMatch FO(A, <) emploie des arguments propres aux gram-
maires algébriques. Sa caractérisation dans IMatch MSO(A, <) quant a elle peut se déduire de
travaux plus récents d’Alur et Madhusudan [AM09, AMO04]. Ceux-ci étudient des langages de
mots imbriqués reconnaissables par deux formalismes (équivalents) : les « nested word auto-
mata » et « visibly pushdown automata ». Ils proposent de plus une caractérisation logique de
ces langages. La définissabilité de ALG dans IMatch MSO se déduit de sa relation avec les lan-
gages reconnaissables par automates a pile visible ; qui coincide avec la relation entre la logique
que les auteurs proposent et IMatch MSO.



5.4. Langages indexés doubles 75

Notations. Pour tout alphabet A, soit (A ={(a|a € A} et A) ={a) |a € A}.

Définition 5.20. Soient Aint, Ac et A, trois alphabets disjoints. Un mot u € (At U A U Ap)T
est dit bien structuré vis-a-vis de (Aint, Ac, Ay) si f(u) € Dyay ot f est I'homomorphisme tel que

f(Aint) = {e}, f(Ac) = {a} et f(A,) = {a}.

Représentations des mots imbriqués. Soit A un alphabet. Un mot imbriqué (1, M) avec u € A*
peut étre représenté comme un mot bien structuré u’ € (AU (AU A))* vis-a-visde (A, (A, A));
et réciproquement. Le codage se fait comme suit : supposons u = ajaz - - -a),- Le mot u’ est
ayay - - ~aiu‘ ;etpourtouti € {1,...,|ul}, a; = (b € (Asia; = bet(i,j) € M pour un certain j;
a,="b) € (Asia; =bet(j,i) € Mpouruncertainj;a, =b € Asia; =bet(ij),(ji) ¢ M
quelque soit j. De ce fait, il est alors possible de représenter des mots bien structurés vis-a-vis
d’un triplet d’alphabets par les mémes structures logiques que les mots imbriqués. Dans ce qui
suit, nous confondons alors ces deux notions.

Les automates a pile visibles sont des automates a pile pour lesquels les instructions de pile
effectuées sont conditionnées par le mot d’entrée. Ils se définissent formellement comme suit :

Définition 5.21 (Automates a pile visible). Un automate i pile visible est un automate a pile A =
(Qr T, qo, Z,A, F)'
— ot T est un alphabet structuré T = A, U Aint U A,. L'alphabet A, est appelé alphabet de call, A
alphabet « interne » et A, alphabet de return.
— Q, 90, Z, A, F sont respectivement I'ensemble d’états, I'état initial, I'alphabet de pile, la relation
de transition et I'ensemble d’états acceptants.
— La relation de transition A est partitionnée en A, A;, A,

ACQXAXZXQ MCQOXAmx{edxQ A CQxAXZxQ

Lemme 5.22 (Relation avec ALG [AMO09]). Un langage L C A™ est algébrique si et seulement si il
existe un langage a pile visible L' C (AU (AU A))™ tel que

L={u|3M: (u,M)eL'}.

Proposition 5.23 (JAMO09]). Soit L C (AU (AU A))" un langage. Le langage L est reconnaissable
par un automate a pile visible si et seulement si il est définissable (modulo représentation sous forme de
mots imbriqués) par une formule MSO(A, <, M) sur la signature des mots imbriqués.

Corollaire 5.24. Un langage L est algébrique si et seulement si il est définissable dans IMatch MSO(A, <

).

En effet, d’apres le lemme 5.22 et la proposition 5.23, un langage L C A™ est algébrique si
et seulement si il existe une formule MSO sur les mots imbriqués telle que

L={ul|3IM: (u,M) = ¢};

c’est-a-dire, si et seulement si il est définissable dans IMatch MSO(A, <).

5.4 Langages indexés doubles

Un fait des logiques de la forme 38 FO et 3B MSO est qu'une unique (un nombre fini
de) quantification(s) de variables sémantiquement restreintes dans B est autorisée. Soulignons
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de plus I'évidence que le domaine de cette relation est ’ensemble des positions du mot. Ceci
implique intuitivement qu'un langage L ne peut étre définissable dans une logique du type
3B FO ou 3B MSO que si pour tout mot u, la quantité d’information qui doit étre devinée pour
vérifier que ce mot appartient a ce langage ne doit étre trop grande et doit pouvoir s’exprimer
comme une relation R € B sur le domaine {1, ..., |u|}.

Tout langage algébrique L C A™ peut étre généré par une grammaire en forme double :
toute dérivation est sous 1'une des formes

X —a®b;, X —a.

Le fait que les grammaires algébriques soient lexicalisables (toute production produit un sym-
bole terminal) a pour effet que la taille d"une dérivation générant un mot peut étre bornée par la
taille de ce mot. Nous avons vu par la preuve de [LST94] qu’en particulier, le fait que les gram-
maires algébriques peuvent étre mises en forme double permet d’associer chaque élément de
dérivation a un couple d’une relation binaire. Un résultat que nous considérons encore plus
indicatif de la définissabilité des langages algébriques est que d’apres [Okh12], tout langage
algébrique peut s’exprimer comme 7(Dy) ot la transduction rationnelle T est croissante. Nous
abordons plus en détail la définissabilité des cOnes croissants dans la section de discussion.

Les langages indexés quant a eux ne bénéficient pas de ces privileéges. La forme normale
connue pour les grammaires indexées est

(WX —YZ, (2)X—Y% (B)X*—Y;, 4)X—a.

Sous cette forme, la génération d'un mot peut nécessiter un nombre non-borné de productions
de type (1), (2) ou (3). Ceci nous amene a considérer une restriction des langages indexés que
nous appelons langages indexés doubles.

5.4.1 Langages indexés doubles

Définition 5.25. Une grammaire indexée (N, T, I, P, S) est dite en forme faiblement double si chacune
de ses productions est sous 'une des formes suivantes

()X —YZ, (2)X — aY*aveca,b e T,a € IU{e};
(3)X* — aYbaveca,b € T,a € IU{e}; (4)X — u,ucT"
Cette grammaire est dite de rang k si |I| = k. Un langage indexé est dit double et de rang k si il peut
étre généré par une grammaire en forme faiblement double de rang k.

Nous choisissons le terme faiblement double du fait que toutes les productions ne sont
pas en forme double : les productions de type (1) et (4) ne le sont pas. En particulier, nous
considérons cette « double lexicalisation » des productions d’empilement et de dépilement afin
de pouvoir décrire ces nceuds de dérivations par un couple d’éléments. Nous pensons que
cette restriction est plus forte que la restriction de lexicalisation. Par exemple, nous n’avons pu
trouver de grammaire indexée double pour le langage de mots de la forme

a"$a$a’$ - - - $a"'$a"  avecn > 1.

Celui-ci est pourtant généré par la grammaire

S — LZSO$;
So$ — $; So — LZSON -+ HX“,‘
X% — $a; X* — XYa;

Y® — $a; Y* — Ya.
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Exemple 5.26. Le langage de mots de la forme w" avec |w|,n > 1 (afin de simplifier I'exemple) est
un indexé double. La grammaire ci-dessous exploite le fait suivant : un mot, disons, (abcde)® peut se
factoriser comme ab(cdeab)*cde. Pour simplifier notre exemple, nous utilisons des productions de la
forme X — aY*bc. Un telle production peut étre substituée par X — YoZ avec Y — aYb et
Z — c. La grammaire générant ce langage est alors la suivante :

S— Y (aSo®™b 4 aY®0p) 1 Y (aSFH)be + ayB2)pe);
abeT a,b,ceT

So— ). (aSo(”’b)b + aX(”'b)b);
abeT

X —=YY+YX;

YY) s pys;  YO®RD) s pg y(Babo) ey,

Exemple 5.27. Pour tout homomorphisme symétrique et alphabétique g : A* — B*, Ie langage
DaNg Y(Dp) est un indexé double de rang |g(A) — {e}| car il peut étre généré par la grammaire
indexée

S — e+ SS,

S —aS8Wa  pour touta € A tel que g(a) € BU {e},

S8 s aSa pour tout a € A tel que g(a) € B.

5.4.2 Logique pour les indexés doubles

Nous présentons ici la logique FDyck,MatchFO(A, <). Nous définissons celle-ci comme
une extension de IMatchFO(A, <) par une quantification existentielle supplémentaire sur une
relation d’étiquetage (un ensemble de prédicats unaires). Celle-ci sera restreinte a définir un
mot de Dyck et sera de plus sémantiquement liée a la relation de matching.

Définition 5.28 (Symbole neutre). — Soit D 4 | lelangage de Dyck sur I'alphabet A étendu d'un
symbole neutre « L ».
Nous notons de plus Dy | le langage D 4 | pour un certain A tel que |A| = k. De méme, T4 |
désigne l'extension de T 5 par le symbole neutre L.
— Pour tout alphabet A, nous notons A 'alphabet AU {L}.

Exemple 5.29. Si A = {a,b}, alorsalabbl | € Dy .

Définition 5.30 (Produit lettre-a-lettre). Soit le produit © qui a tout u = ajap---a, € A* et
v = byby - - - b, € B* associe le mot u ® v = (a1,by)(az,bz) - - - (ay,by) € (A X B)*.
Pour tout langage L et M, L © M désigne le langage

LoM={ucv|uecLve M}

Définition 5.31 (Mots Dyck-imbriqués).
— Soit k > 1. Un matching de Dyck d’ordre k est un couple (w, M) tel que
1. we Dk,L;

2. M est un matching sur w;
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|

/b) (a, B, a)
1 2 3 4 5 6 7
FIGURE 5.4 — Un mot Dyck-imbriqué d’ordre 2.

3. pour tout arc (i,j) € M : le sous-mot w|i;j| € Ty | .

— Soit DMy I'ensemble de matching de Dycks d’ordre k.
— Un mot Dyck-imbriqué d’ordre k est un couple (w ® u, M) tel que (w, M) € DM;.

Exemple 5.32. Le couple (w, M) avec w = Laaaafpet M = {(1,5),(3,4),(6,7)} est un mat-
ching de Dyck et le couple (w ® 1, M) avec u = aababba est un mot Dyck-imbriqué comme
illustré sur la figure 5.4.

Définition 5.33 (Logique pour les indexés doubles). Soit A un alphabet et k un entier. Nous dési-
gnons par IDyck, MatchFO(A, <) I'ensemble de formules de la forme ¢ = I(D, X) ¢ oit

1. D est une suite de 2k + 1 variables unaires sémantiquement restreintes a définir un mot : chaque
position du domaine est étiquetée par un unique D; ;

2. la variable X est binaire ;
3. ¢ est une formule du premier ordre sur des mots Dyck-imbriqués.

Le langage défini par la formule ¢ est
ZL(p)={uec A" :3(w,M) € DMy : (w©u, M) = ¢o}.

La quantification sur les variables (D;) est inspirée des quantifications de Lindstrom [Lin66,
BV98] sur les mots. Celles-ci consistent a restreindre les valuations possibles d"un ensemble de
variables par un langage.

Exemple 5.34. Soit g : A* —» B* un homomorphisme symétrique et alphabétique. Le langage
(DaNg 1 (Dp)) — {e} peut étre défini par la formule ¢ = I(D, M) ¢ oli ¢ est la formule du
premier ordre sur des mots Dyck-imbriqués suivante :

¢$o(D,M) =Vx :(Jy: M(x,y) vV M(y,x))
AVy s M(x,y) = (\/ (Pa(x) A Dyg(ay(x) A Pa(y) A D5 (y)))-

acA

Note : Définissabilité des matching de Dycks. Du fait que les langages Dy | et T | soient 350-
définissables, et que la relation de Matching est FO-définissable (voir exemple 5.9), I'ensemble
DM, est 3SO-définissable : Il existe une formule ¢ de 3SO sur la signature { <, (P;),ca, M} telle
qu’une structure (w, ((M)) satisfait ¢ si et seulement si (w, ((M)) € DM ,,. Celle-ci est

¢ = IM13IM; : matching(M) A\ matching( M)
A Dyck(Mjy) A Matching A Bilateral(My)

— La formule Matching est une formule du premier ordre qui dit que l'interprétation du
symbole relationnel M est un matching.
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— Les formules matching(X) expriment que leur variable libre X est un matching sur la
totalité des positions étiquetées par un symbole différent de L.

— La formule Dyck(M;) est une formule du premier ordre qui dit l'interprétation des
(Pa)aca définit un mot de D, | en supposant que la valuation de M; est un matching
(si Mi(x,y) alors P,(x) et P;(y) pour un certain a € A).

— La formule Bilateral dit que l'interprétation des (P;),c4 estun motde T4 | en supposant
que l'interprétation de M, est un matching (si M»(x,y) alors P,(x) et P;(y) pour un
certain a € A). Elle dit de plus que les arcs de M, et de M ne se croisent pas (M(x,y) A
My, y) = -(x <x <y <y Vi <x <y <y)).Laconjonction des deux exprime
ainsi que le sous-mot entre chaque arc de M appartient a 7.

Nous énongons notre théoreme principal.

Théoréme 5.2. Un langage L C A™ est un indexé double de rang k si et seulement si il est définissable
dans IDyck, MatchFO(A, <).

La section 5.5 est dédiée a la preuve de ce théoreme.

5.5 Preuve de la caractérisation logique

5.5.1 Transductions ¢-siires non-effacantes

Afin de prouver que les langages indexés doubles sont les langages définissables dans la
logique dDyckMatchFO, nous utilisons le méme schémas de preuve que celui de [LST94];
et pour cela, nous avons besoin d'une représentation des langages indexés doubles par des
« grammaires algébriques ». Nous considérons alors la restriction suivante de transducteurs
algébriques e-stirs générant les langages indexés doubles comme images du langage de Dyck.

Définition 5.35. Un transducteur algébrique e-stir (N, A,T,P,S) est dit non-effagant si chacune de
ses productions est sous I'une des formes suivantes :

()X — YZ; ()X — (x,a)Y(&,b) aveca € AU {e},a,b e T;
(3)X —> (e,u) avecu € T*.

Une transduction algébrique e-silre est dite non-effacante si elle peut étre générée par un transduc-
teur algébrique e-silr non-effagant.

Rappels. Rappelons (Définition 4.1) que IG_ET est la transformation qui a toute grammaire
indexée en forme adéquate J associe un transducteur algébrique e-stir IG_ET(J) tel que

Z(3) = R(IG_ET(I) ) (D))
Celle-ci transforme toute production de la forme
X — u®*vavecu,v € T*,a € IU{e},® € N*
en X — (o, u)O(&,0).

Similairement toute production X* — u@®u est transformée en X — (&, u)O(a,v). Cette
construction est de plus une bijection entre ’ensemble des grammaires indexées en forme adé-
quate et 'ensemble des transducteurs algébriques e-stirs en forme adéquate. Pour toute gram-
maire indexée J en forme adéquate, nous faisons référence a IG_ET(J) comme étant le transduc-
teur associé a J.
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Lemme 5.36. La transformation IG_ET est bijective entre I’ensemble de grammaires indexées en forme
faiblement double et I'ensemble des transducteurs algébriques e-silrs non-effagants.

Démonstration. Naturellement, les production d’une grammaire indexée en forme faiblement
double sont de la forme

()X —YZ, (2)X — aY*baveca,be T,a € IU{e};
(3)X* — aYbaveca,be T,a € IU{e}; (4)X —u,uecT"

Les productions du transducteur associé a une telle grammaire sont donc de la forme

()X — YZ; (2)X — (a,a)Y*(&,b) aveca,b e T,nx € TU {e};
(3)X — (g,u),u € T

Ceci a pour conséquence le lemme suivant

Lemme 5.37. Soit L C A* un langage et k un entier. Le langage L est un indexé double de rang k si et
seulement si il existe une transduction algébrique e-sitre non-effagante T telle que L = T(Dy).

Puisque nous ne parlerons que de langages inclus dans A™, considérons les lemmes sui-
vants.

Lemme 5.38. Tout langage indexé double L C A™ peut étre généré par une grammaire indexée double
dans laquelle pour toute production de la forme X — u,onau € A™.

Démonstration. Puisque ¢ € L, le langage L est généré par une grammaire indexée J en forme
faiblement double dans laquelle pour toute production de la forme X — ¢, ona X # S; S
étant I'axiome de J. Ces productions peuvent étre supprimées par substitutions : Pour toute
production X — ¢ et pour toute production Y — OX@’, ajouter Y — ©OO’; puis sup-
primer la production X — e. Les productions de la grammaire obtenue par ce procédé sont
maintenant de la forme

(WX —YZ, (1)X—Y; (2)X—aY*baveca,be T,aclU{e};
(3)X* — aYbaveca,be T,a € IU{e}; ()X —uucT".

Il suffit maintenant de supprimer les productions de la forme X — Y par substitutions. O

Lemme 5.39. Soit L C A" un langage indexé double de rang k, pour un certain k. Il existe un trans-
ducteur algébrique non-effacant G tel que R(SG)(Dy) = L et dans lequel pour toute production de la
forme X —» (e, u), onau € A™.

Démonstration. D’apres le lemme 5.38, L peut étre généré par une grammaire indexée en forme
faiblement double et dans laquelle pour toute production de la forme X — u,onau € A™.
Pour toute production de la forme X — (¢, u) dans le transducteur associé, on a alors u €
AT O
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5.5.2 Définissabilité des indexés doubles

Approche. Nous montrons dans ce qui suit que tout langage indexé double L C A™ est défi-
nissable dans IDyck, MatchFO(A, <). Comme attendu, 1'idée ici est que la relation de matching
de Dyck permet de décrire les dérivations d"un transducteur e-stir non-effacant pour lequel le
domaine est restreint au langage de Dyck. De méme que pour la caractérisation de Lautemann
et al , 1a possibilité de décrire ces dérivations par des formules du premier ordre nécessitera de
pouvoir identifier le membre gauche d’une production par la forme de son membre droit. Pour
ce faire, nous montrons par les trois lemmes suivants que pour tout langage indexé double
L C A* de rang k, il existe une grammaire algébrique § = (N, T,P,S) avec T = I, x A et
|I| = k, et telle que

— L= m(Z(8) N (DeL))s

— pour tout non-terminal X € N, Z(X) C T, © AT;

— toute production est sous 1'une des formes suivantes :

S—uavecu € TT; X — Oty avecty, tp € T;

— et si deux productions ont le méme motif, alors elles ont le méme membre gauche.
Une fois obtenue une telle grammaire, il nous suffira d’appliquer la construction de Laute-
mann et al pour obtenir la formule du premier ordre ¢, sur des mots imbriqués décrivant les
dérivations de la grammaire §. En considérant notre restriction sémantique sur les mots Dyck-
imbriqués, la formule ¢ de IDyck, ,MatchFO décrivant le langage L sera tout simplement
¢ = 3(D, M) ¢p. Commengons par I:;rouver les deux premiers points.

Lemme 5.40. Un langage L C A™ un langage indexé double de rang k si et seulement si il existe une
grammaire algébrique G = (N, T,P,S) avec T = I, x Acet |I| = k et telle que

1. L=m(Z(5)Nn;(Dr1));

2. pourtout X e N, Z(X)C T, ©AT;

3. et chaque production est sous I'une des formes suivantes
X—YZ X-—tYbavect;,theT; X —uucT".

Démonstration. (=) D’apres le lemme 5.39, il existe un transducteur algébrique ¢e-stir non-
effacant §o = (N, I, A, P,S) avec |I| = k, tel que R(G)(D;) = L et dans lequel chaque pro-
duction est sous 1'une des formes

(1)X — YZ; (2)X — (a,a)Y(&,b) aveca € TU {e},a,b € A;

(3)X — (g,u) avecu € A™.

La grammaire G = (N, 1, x A, P',S) désirée décrit les couples de Gy comme des produits syn-
chronisés sur I'alphabet I, x A. Elle est construite comme suit :
1. Ajouter toute production X — YZ € PaP’;
2. pour toute production X — (e,u) € P, ajouter X — (L, u1)(L,uz) - (L, up)aP
(chaque u; désigne ici le i-eme symbole de u);
3. pour tout X — («,a)Y(a,b) € P, ajouter X — («,a)Y(&,b) a Psia # ¢; sinon, ajouter
X — (L,a)Y(L,D).
La grammaire obtenue satisfait les conditions du lemme.
Le sens («=) est trivialement vrai d’apres le lemme 5.39. O



82 Chapitre 5. Caractérisation logique des langages indexés doubles

Nous souhaitons maintenant transformer notre grammaire de sorte que toute production
non-terminale soit en forme double. La mise sous forme normale double quadratique de Grei-
bach d"une grammaire algébrique exploite la régularité des ensemble de phrases de dérivations
gauches et droites (voir [ABB97]). Nous souhaitons juste nous assurer que celle-ci préserve la
propriété

«pour tout non-terminal X € N, Z(X) CT; | ® AT ».
Lemme 5.41. Soit L C A" un indexé double de rang k. Il existe une grammaire algébrique § =
(N,T,P,S)avec T =1, x Aet|I| =k telle que
1. L = 7'[2(3(9) N ﬂ;l(D[’L)),’
2. pour tout non-terminal X, £ (X) C T, © A*';

3. et toute production est sous 'une des formes suivantes

X — 11Oty avect;, tp € T; X — uavecu € T™.

Démonstration. Prenons comme point de départ le lemme 5.40. Nous avons une grammaire
algébrique o = (N, T, P,S) satisfaisant les points 1 et 2 du lemme et dans laquelle chaque
production est sous 1'une des formes suivantes

()X —YZ; (2)X — HYtpavect, tp € T, (3)X —uavecu € TT

Nous construisons dans un premier temps une grammaire §; dans laquelle toutes les produc-
tions de la forme (1)- qui sont les seules a ne pas générer de terminal-seront transformées en
productions de la forme X — t®. Soit I’ensemble

Term ={u € T* | 3X — u € P} U{#HYt, € TNT | 3X — HjYt, € P};
et pour tout X € N,t € Term :
soit Lx; = {® € N* |30y € N*: X ? o — @

et f nest pas préfixe de ©@p}.
et Rx; = {® € N* |30, eN*:X%@o?@

et t n’est pas suffixe de ©p}.

Remarque 5.42.  — Par définition de Gy, pour tout t € Term : tp(t) € T © AT,
— Puisque chaque Lx ; C N*, alors pour tout ©® € Lx; : %, (©) C T © AT,
— pour tout non-terminal X, nous avons X = U, Topy; £ (1)L (Lx t)-

D’apres le théoreme 2.2, pour tout X € N et t € Term, le langage Lx; C N*; et par conséquent
a un nombre fini de quotients gauches et droits par N*. Soit alors JFy la fermeture de {Lx; |
X € N, t € Term} par quotient gauche et droit avec N, et F = Fy — @. Chaque langage L € F
sera représenté par un non-terminal du méme nom. La grammaire §; = (N "'T, P, S) désirée
est construite comme suit: N = NU{L € F};

— X — tLx € P pour tout t € Term tel que Lx; # @;

— L— XL € P'pourtout L, L' € F,X € Ntelsque L' = X -"1L;

— L —e€c P pourtout L € Ftelquee € L.
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A ce stade, chaque production de la grammaire G; est sous 'une des formes
(1)X — tLx;avect € Term; (2)L — XL'; (3)L — «.

Les productions de type (2) et (3) assurent que chacune des nouvelles variables L génére bien
la suite de non-terminaux qui lui est associée. Celles-ci correspondent aux productions des
grammaires linéaires droites pour chacun de ces langages régulier L € N*. Les productions de
type (1) quant a elles assurent que le langage généré par chaque non-terminal X reste inchanggé.
Nous pouvons donc émettre I'affirmation suivante.

Affirmation . Pourtout X e NUF: £(X) C T, ©A"

Il nous suffit maintenant de substituer les non-terminaux X par tLx; dans les membres
droits des productions de la forme (2) ; puis d’éliminer les e-productions de la forme (3). On
obtient ainsi une grammaire dans laquelle chaque production est sous 1'une des formes

X — t@avect € Term,® = Lx;ou® =¢;
L — tLx:L avecL € F,t € Term,X € N,L' € FU {e}.

De plus, pour tout X € FUN, Z(X) C T, © AT,

La grammaire § en forme double que nous souhaitons est obtenue en ajoutant un terminal
droit aux productions. Cela se fait de fagon similaire, a la difference que cette fois, il s’agit de
considérer les langages Rx ;. Pour toute production de la forme L — tLx,L’, ou de la forme
X — tL', le non-terminal L’ € J est substitué par L”Rx t tel que L” = L' - X! et Rx; # @.
Des productions de la forme L — ¢ seront aussi ajoutées, puis supprimées. ]

Finalement, nous montrons qu’il est possible de transformer nos grammaires de sorte que
deux productions ayant deux membres gauches distincts ne puissent avoir le méme motif. La
construction est tirée de [LST94]. Et celle-ci ne compromettra pas les autres criteres que doivent
remplir nos grammaires. Elle se fait comme suit.

Lemme 5.43. Soit L C A™ un langage indexé double de rang k. Il existe une grammaire algébrique
§=(N,T,P,S)avec T =1, ® Aet |I| = k telle que

1. L=m(ZL(G)Nnn (D))

2. pour tout non-terminal X, £ (X) C T, © A';

3. et toute production est sous I'une des formes suivantes
()X — 1@ty avec ty,tr € T; (2)X —> uavecu € T*

4. si deux productions ont le méme motif, alors elles ont le méme membre gauche.
Démonstration. Prenons comme point de départ une grammaire telle que celle du lemme 5.41.
Celle-ci respecte les trois premiers criteres. Le dernier s’obtient par la construction suivante.
1. Supprimer par substitutions toute production terminale X — tavect € Tet X # S;
2. Enumérer les non-terminaux de 1 a |N|.

3. Pour touti € {2,...,|N|} : tant qu’il existe une production p : X; — © du méme motif
qu'une production X; — @ avec j < i : remplacer p par toute production que 1'on
puisse obtenir par substitutions des non-terminaux dans ©.
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La procédure se termine puisque chaque substitution soit rend une production terminale, soit
augmente sa taille et la rend de motif différent que ceux des autres productions. De plus, le
langage généré par la grammaire reste inchangé. O

Proposition 5.44. Tout langage indexé double L C A™ de rang k est définissable par une formule de
dDyck,MatchFO(A, <).

Démonstration. Soit L C A% un langage indexé double de rang k. Considérons pour L une
grammaire algébrique G = (N, T,P,S) avec T = I, x A et |I| = k, selon les criteres du lemme
5.43. D’apres la construction de Lautemann et al , il existe une formule du premier ordre ¢ sur
les mots imbriqués telle que pour tout mot u € T

ue £(9) < IM: (u,M) = ¢.

De plus, pour tout mot imbriqué (1, M) tel que (1, M) = ¢ et pour tout (i,j) € M, il existe
X € N tel que uli;j] € Z(X).Du fait que Z(X) C T, @ A" pour tout X € N, si my(u) € Dy |
alors, (7r1(1), M) € DMy. Par conséquent, pour tout mot imbriqué (u, M),

(u, M) = A (m(u),M) € DMy < (u, M) =p ANmi(u) € Dy .
Nous obtenons de ce fait
L={mu)|ueL(S) Am(u) €D}
={m(u) | IM: (u, M) = ¢ A (r11(u), M) € DMy}
={v€e AT |IM:Fw e T} : (w,M) EDMi A (w @1, M) = ¢}

Le langage L est alors défini par la formule 3(D, M) ¢. Ceci conclut la preuve de la proposition.
O

5.5.3 Logique vers grammaires

Approche. Nous souhaitons maintenant montrer que tout langage définissable dans la lo-
gique IDyck,MatchFO(A, <) est un indexé double de rang k. L’approche ici est la suivante.
Etant donné une formule ¢ = 3(D, M) ¢ de IDyck,MatchFO(A, <), le langage défini par ¢
est

L(p)={uec At |I(w,M) €DM;: (wOu,M) = ¢o}.

Considérons le langage
Lo={(w®u) [3M: (@O u,M) = ¢
AY(i,j) € M : wli;j] € Ty, }.
Le langage .Z(¢) peut alors s’exprimer comme
Z(¢) = ma(Lo Ny (D, 1)),

Pour prouver que .Z(¢) est un indexé double de rang k, il nous suffira donc de prouver que le
langage Ly peut étre généré par une grammaire algébrique telle que pour tout non-terminal X,
Z(X) C Ty L ©® AT. Nous employons comme point de départ le fait que tout langage de mots
imbriqués définissable par une formule MSO peut étre reconnu par un automate a pile visible :
le langage {(w ® u, M) | (w ® u, M) |= ¢} est reconnaissable par un automate a pile visible.
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Proposition 5.45. Tout langage définissable dans 3Dyck MatchFO(A, <) est un indexé double de
rang k.

Démonstration. Soit une formule ¢ = 3(D, M) ¢o. D’apres la proposition 5.23, Le langage de
mots imbriqués
{(wou M) [ (wOu M) = do}

est reconnu par un automate a pile visible A = (Q, TU(TUT),qo, Z,A,F).avecT =1, x Aet
I de taille k. Considérons alors le langage

Ly={(wou)|weTg,,IM: (wou M) e ZL(po) N\V(i,j) € M:uli;jl € Ty}

Nous construisons a partir A un automate a pile A, = (Q’, T, g0, Z U U I', A, F) reconnaissant
le langage Lo. Avec, I' = {x' | x € I}, Q' € QU Q x Q et la relation de transitions A’ est
construite comme suit.
— Pour toute transition de A de la forme (g, (L, a),z,p) ou (g, ((L,a),z,p)ou(q, (L,a)),zp);
ajouter (q,(L,a),z,p)an.

— Pour toute transition call (q, ((«,a),z, p) € Aaveca € I, ajouter les transitions (g, ¢, z, (4, p)c)
et (9, p)e (a,a),a,p) a A,
De méme, pour toute transition call (g, ((a,a),z, p) € Aavecwa € I, ajouter les transitions

(7.6,2,(9,p)c) et ((9,p)c, (7, a),a',p) € A.

— Pour toute transition return (q, (&,a)),z,p) € A avec o € T, ajouter les deux transitions
(9, (x,a),& (q,p))et((q,p)ezp)ad
De méme, pour toute transition return (g, («,4)),Z, p) € A avec a € I, ajouter les transi-

tions (q, («,a),a’, (9, p):) et ((q,p)r 6,2, p) 2 A

— Pour toute transition interne (q, (x,a),€,p) € Aavecwa € I, ajouter les transitions (g, (v, a), a, p)
et (q,(a,a),a/,p)a .
De méme pour toute transition interne (g, (&,a),¢,p) € A avec a € I, ajouter les transi-
tions (g, (a,a),a,p) et (q, (&, a),a',p) a A.
Du fait que les actions de pile de A, correspondent aux symboles lus, nous pouvons émettre
l'affirmation suivante.

Affirmation 1. Pour tout calcul (q,w ®u, L) ;* (pe,L),onaweTy,.
2
Ceci implique en particulier que pour tout calcul

(qwou, L) ((qp)owouzl) =7 (4,0 )nezl) B (pe L)
Ap Az Az

avecz € Z,onaw ®u € T | ® AT. Par définition de A, (vis-a-vis de A), nous pouvons alors

émettre l'affirmation suivante

Affirmation 2. Soit w @u € T ® AT et q,p € Q. Il existe un calcul (q,w ®u, L) IA—Jr (p,e, L) si
2

et seulement si il existe un matching M tel que w ® u[i;j| € T; | pour tout (i,j) € M et un calcul

(0, (@®u,M), 1) E* (e, L)

L’affirmation ci-dessus implique en particulier qu'un mot (w ® u) appartient a .Z(A,) si et
seulement il existe un matching M tel que (w ® u, M) appartient a £ (A) et w © ufi;j] € Tp
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pour tout (i,j) € M. Nous obtenons alors
Affirmation 3. £ (Az) = L.

Nous pouvons maintenant construire une grammaire algébrique § = (N, T,P,S) telle que
Z(9) = ZL(Ay) et telle que pour tout X € N : Z(X) C T, ® A*. 1l s’agit de la conver-
sion classique d’automates a pile en grammaires algébriques. Pour toute paire d’états g, p € Q'
considérons "ensemble

Lop={ueT"|(qul) ;; (g6 1)}

Il est clair que Z(A2) = Uyer Ly, s Chaque non-terminal de § est associé a un de ces langages
Lgp. L'ensemble de productions de productions P est construit comme suit. Pour toute paire
détats g, p € Q':

— pour toute transition (g,a,¢,p) € A’ : ajouter L, , — aa P;

— pour toute état r € Q' ajouter Ly, — Ly LypaP;

— pour toutes transitions (g,4,x,7) et (s,b, X, p) € A" : ajouter L, , — aL,sbaP.
Finalement, ajouter S — ) feF Ly raP.

Par construction de G et d’apres l’affirmation 1, nous pouvons émettre 1’affirmation suivante
Affirmation 4. £ (G) = L (Az) et pourtout X e N: L(X) C T © AT,

Remarquons que par définition de A,, pour toute transition de la forme (g,4,¢,p), on a
a € L x A;etpour toute transition de la forme (g,4,z,p) avecz € Z,onaa € (L x A) U {e}.
Chaque production de G est alors sous 1'une des formes suivantes :

)X — YZavecY,Z € N;

2)X — aYbavecY € N,a,b € Ix A;

3)X — aYbavecY € N,a,b € (L x A)U{e};
4)X —r aaveca € L x A,

(
(
(
(

Les productions de type (3) peuvent ensuite étre substituée en productions de type (1) et (4).
D’apres le lemme 5.40, le langage

Z(9) = ma(Lo N7ty Dy, 1)) = m(L(9) N7y (D))

est un langage indexé double de rang k. Ceci conclut la preuve de la proposition ci-dessus. [J

Corollaire 5.46. Pour tout k, la famille de langage indexés doubles de rang k coincide avec la famille de
langages définissables dans IDyck, MatchFO(A, <).

Remarquons que dans la preuve de la proposition ci-dessus, nous avons considéré la MSO-
définissabilité des langages de mots imbriqués reconnus par des automates a pile visible. Il s’en
suit le corollaire suivant.

Corollaire 5.47. Pour tout k, la famille de langage indexés doubles de rang k coincide avec la famille de
langages définissables dans IDyck,MatchMSO(A4, <).
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5.6 Discussions

Dans cette section, nous discutons de 1'usage d'une transformation pour caractériser les
langages indexés et de fagon générale, des cones principaux.

Définition 5.48 (7t_ | -Projection). Soit 7t_ | la projection d’un alphabet A | dans A. Pour toute for-
mule du second ordre ¢ € SO(A |, <). Soit

L1 (@) ={m_L(u) [ucZ(¢)}

En terme de structures logiques, cette projection consiste a supprimer les éléments du do-
maine étiquetés par L.

Proposition 5.49. Un langage L C A™ est indexé si et seulement si il existe un entier k et une formule
¢ € dDyck,MatchFO(A |, <) (¢ € IDyck,MatchMSO(A, <)) telle que L = Z_ | ().

Démonstration. La preuve en est simple. Le sens (<«=) découle de la proposition 5.45 et des
propriétés de cloture des langages indexés. Le sens (=) découle du fait que tout langage indexé
L C A™ peuts’exprimer comme 77| (L) ot Ly C AT est un indexé double. En effet pour toute
grammaire indexée J = (N, A, I, P,S) il existe une grammaire indexée en forme faiblement
double 7 = (N, A, I, P,S) telle que Z(J) = n_, (Z(7)). La grammaire J’ est construite en
transformant toute production X — Y* en X — LY* 1, et toute production X* — Y en
X*— LY. O

En particulier, la définissabilité des langages indexés comme projections de langages défi-
nissables dans IDyckMatchMSO peut s’expliquer de facon complétement indépendante d"un
quelconque formalisme de reconnaissance des langages indexés. Elle peut s’expliquer par le
fait que la famille des langages indexés est un cone principal (Théoreme 4.5). Dans ce qui suit,
nous montrons que si un langage L est définissable dans une logique du type 38 MSO, alors son
cone principal appartient a I'ensemble de projections de langages définissables dans 358 MSO.
Il nous suffira pour cela de montrer que les logiques du type 38 MSO sont stables par transduc-
tions rationnelles croissantes (ce qui transpire assez visiblement de leurs définitions) et d’ex-
ploiter le lien entre cones et cones croissants. Nous terminerons néanmoins en soulignant que
la logique 3SO n’est pas stable par projection.

5.6.1 Définissabilité des cones (croissants)

Considérons ici une classe de relations B. Nous désignons par Lz la famille de langages
définissables dans une logique 38 MSO(A, <) pour un alphabet A.

Rappelons (Théoreme 1.6) qu’une transduction rationnelle T est croissante si et seulement
si il existe un homomorphisme strictement alphabétique f, un homomorphisme alphabétique
¢ etun langage régulier R tels que T = foNRo g~ L.

Lemme 5.50. La famille L est fermée par intersection avec des langages réguliers.

Démonstration. De fagon évidente, considérons une formule ¢ = 3X ¢ de IBMSO(A, <) et un
langage régulier R C AT, D’apres le théoréme de Biichi, il existe une formule ¢r de MSO(A, <)
telle que R = Z(¢r). Le langage -Z(¢) N R est alors définissable par la formule ¢’ = IX ¢ A

Pr- O

Lemme 5.51. La famille L est fermée par homomorphismes strictement alphabétiques.
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Démonstration. La construction pour la fermeture par homomorphismes strictement alphabé-
tiques est comme suit : Soit ¢ = IX ¢ une formule de IBMSO(A, <) et h : A* — B* un
homomorphisme strictement alphabétique. La formule ¢’ telle que £ (¢') = h(Z(¢)) est

¢ = 3X(3Qu)aca ¥ N 0

ol P est une formule du premier ordre imposant que les (Q,),c4 définissent une partition du
domaine : chaque position du domaine appartient a un unique ensemble Q, ; et ¢, est construite
en remplagant chaque occurrence de P,(x) par (Qq(x) A (Pf(a)(x)))- O

Lemme 5.52. La famille Lp est fermée par homomorphismes alphabétiques inverses.

Démonstration. Tout homomorphisme alphabétique ¢ : B* — A* peut s’exprimer comme
g = maoh ol 7wy est la projection de A; dans Aeth : B¥ — A" est 'homomorphisme
strictement alphabétique tel que pour toutb € B :

_ Jg(b) sig(b) #
h(b)_{gj_ i o(b) = e

L'image inverse de ¢ s’exprime alors comme ¢! = hlo ngl. I nous suffit donc de prouver
la fermeture par images inverses d’homomorphismes strictement alphabétiques et par projec-
tions inverses.

Homomorphismes strictement alphabétiques inverses. La construction pour la fermeture par images
inverses d’homomorphismes strictement alphabétiques est similaire a celle pour la fermeture
par images directes. Soit ¢ = 3X ¢ une formule de IBMSO(A, <) et h : A* — B* un homo-
morphisme strictement alphabétique. La formule ¢’ telle que . (¢') = h=1(Z(¢)) est

¢' = 3X(3Qa)aca ¥ Ay

olt P est une formule du premier ordre imposant que les (Q;),c4 définissent une partition
du domaine; et ¢ est cette fois ci construite en remplagant chaque occurrence de P,(x) par

(Qa(x) A (Vpen1(a) Po(x)))-

Projection inverses. Soit ¢ = X ¢p une formule de 3B MSO(A, <). La formule ¢’ telle que
pourtoutmotu € A, Y, ulE¢ & (u) = pest

¢ =3IXPN @

avec ¢ = Jx : =(P,(x)) et ¢} est obtenue en transformant toute sous-formule 3x : ¢ de ¢ ot
x est une variable du premier ordre en 3x : (=P, (x) A ¢'). La formule ¢’ étant obtenue par le
méme procédé. O

Les trois lemmes précédents impliquent alors la proposition suivante.
Proposition 5.53. La famille Lp est fermée par transductions rationnelles croissantes.
Démonstration. D’apres les lemmes 5.50,5.51 et 5.52. O

Corollaire 5.54. Soit F une famille de langages. Si F C Lp, alors €< (F) C Lp.
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Lemme 5.55. Soit I une famille de langage. Alors,
C(F) ={m1(L)[Lee=()}

Démonstration. L'inclusion (C) est vraie car la classe de transduction rationnelles est fermée
par composition. L'inclusion (2) découle du fait que toute transduction rationnelle T puisse
s’exprimer comme 77_ o Tp, ol Tp est une transduction rationnelle croissante : D’apres [Niv68],
toute transduction rationnelle T peut s’exprimer comme T = hoNR o ¢~ ! o1 h et g sont deux
homomorphismes alphabétiques et R est un langage régulier. L'homomorphisme / peut lui-
méme s’exprimer comme 77_ o hp ot hy : dom(h) — co-dom(h) est ’homomorphisme stric-
tement alphabétique tel que pour tout a € dom(h) : ho(a) = h(a) si h(a) # €, h(a) = L sinon.
La transduction T s’exprime alors comme T = 71_ o Tp avec Tp = hgo NR o gfl qui d’apres le
théoreme 1.6 est croissante. O

Proposition 5.56. Soit I une famille de langages. Si F C L, alors
¢(F) C{mL(L) [ L € L},

Démonstration. D’aprés la proposition 5.53, L est fermé par transductions rationnelles crois-
santes. Si F C L, alors €< (F) C Lp. En conjonction avec le lemme 5.55, nous obtenons

¢ (F) C{n_L(L) | L € Lg}.
O

La caractérisation des langages indexés comme projections des langages définissables dans
IDyckMatchMSO se déduit alors du fait que d’apres le théoreme 4.5, IL = ¢'(D?) o1 D? est un
langage de la forme D¢ N o~ !(D,) et ’homomorphisme ¢ est symétrique et alphabétique. Nous
avons aussi vu que tout langage de la forme D4 N g~ (D) avec g : A — B est définissable
dans 3DyckMatchMSO (voir exemple 5.34). Il est difficile d’argumenter sur I'inclusion inverse,
et de fagon générale sur l'inclusion « ¢ (F) D {m_, (L) | L € L} pour un certain F »—a moins
d’avoir plus d’information sur un éventuel isomorphisme qui envoie chaque structure de la
forme (1, M) avec M € B sur le domaine de u, vers un mot. Ceci est pourtant trivialement vrai
si on remplace la quantification sur B par une quantification «a la Lindstrom » sur les mots
comme suit :

Pour tout langage X C A¥, soit

X, CA} = n:i(L) = {maazay - - - apay 1 | apaz - - -a, € X etchaquea; € L},

Soit alors 3X MSO(B, <) l'ensemble de formules de la forme ¢ = (3X;)aca, Po telles que
chaque variable X, est unaire 'ensemble des X,,a € A est restreint & définir un mot de L
sur le domaine de la structure; ¢ est une formule MSO sur la signature (A, x B, <). Un mot
v € BT satisfait ¢ si et seulement si il existe u € X, tel que (1 ® v) satisfait ¢p. En d’autre
termes :

Z(9) = m(ZL(po) N7y (X1)).

Désignons par Lx 'ensemble de langages définissables dans cette logique. Il n’est pas difficile
de voir que Lx = ¢<(X). Il s’en suit que

@(X) = {m_. (L) | L€ Lx).
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Terminons cette discussion en soulignant que bien qu’il soit assez pratique de considérer
la projection « 7_ | » pour caractériser des familles de langages—pour peu que celles-ci soient
des cdnes principaux, la logique 3SO (et méme SO) n’est pas stable par cette transformation.
Nous entendons, la projection d'un langage définissable dans 3SO n’est pas nécessairement
définissable dans 3SO.

Proposition 5.57. Il existe un langage L définissable dans 3SO tel que rt_ | (L) n’est pas définissable
dans 3S0.

Démonstration. Supposons un langage récursivement énumérable L qui n’est pas définissable
dans 3SO. D’apres [HOY85, HN81], le langage L peut s’exprimer comme L = (KN D) ot
K est un langage algébrique et h un homomorphisme. Le langage L peut donc s’écrire comme
L =rm_ (Ly) avec Ly = f(KN Dy) ou f est la version non-effagante de & (si h(a) = e, alors
f(a) = 1).Le langage L est donc définissable dans 35O puisque que les langages K et Dy sont
algébriques et donc définissables dans 3SO et que f est une transduction rationnelle croissante.

O



Deuxieme partie

Caractérisations des langages d’ordres
supérieurs

Contenu de la partie

Cette partie est dédiée a 1’étude des langages d’ordres supérieurs.

— Dans le chapitre 6, nous présentons brievement les langages d’ordres supérieurs.

— Dans le chapitre 7, nous étendons les notions de langages de Dyck et de transductions
e-stires et prouvons des caractérisations des langages d’ordres supérieurs par ces objets.

— Dans le chapitre 8, nous nous intéressons aux cones fideles principaux. Nous montrons
sous quelles conditions un cone fidéle principal admet un théoréeme de représentation
par homomorphisme inverse et nous appliquons ces résultats a des sous-classes des
langages d’ordres supérieurs.

Les chapitres 7 et 8 sont indépendants.
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Chapitre 6

Langages d’ordres supérieurs

Dans [Mas74], Maslov introduit une généralisation des grammaires indexées d’Aho ainsi
qu’une classe d’automates équivalente, les « multilevel stack automata ». Les langages générés
par ces grammaires et reconnus par ces automates de différents niveaux forment une hiérar-
chie stricte et infinie de familles de langages (LANG);~ incluses dans la classe des langages
contextuels et dans laquelle en particulier, le niveau 0 est celui des langages réguliers, le niveau
1 est celui des langages algébriques et le niveau 2 est celui des langages indexés. Celle-ci est
connue sous le nom de « hiérarchie des langages d’ordres supérieurs » ou « hiérarchie OI ». Le
nom « hiérarchie OI » vient de son équivalence avec la généralisation des grammaires & macro
Ol de Fischer introduite par Damm [Dam82].

Tout au long de leur histoire, différents types de formalismes reconnaissant ces langages ont
été introduits, en particulier, les automates a piles itérées de Damm, Goerdt et Engelfriet [DG86,
Eng83]. Ici, les éléments d"une pile de niveau k (k-pile) sont des (k — 1)-piles. Nous présentons
ici la hiérarchie par ce dernier formalisme. Un élément important de cette présentation est la
notion de générateurs de Maslov. Celui-ci désigne I'ensemble de suites d’instructions permettant
d’obtenir une pile vide depuis une pile vide.

6.1 Piles itérées

Nous présentons ici la notion de piles itérées de Damm, Goerdt et Engelfriet.

Définition 6.1. Une séquence d’alphabets de pile de taille k est une suite A = Ay, Ay, ..., Ay d'alpha-
bets deux a deux disjoints et telle qu’aucun alphabet A; ne contient le symbole L.

Notations. Etant donné une séquence d’alphabets de pile A, A;; désigne l'alphabet U?:l A;, et
Al,k désigne 1'alphabet Ui'{:l A;.

Définition 6.2 (Piles itérées). Soit A une séquence d’alphabets de pile. Les ensembles k-Piles(A) se
définissent comme suit :

0-Piles(A) = {e}
(k+1)-Piles(A) = (Ag.1[k-Piles(A)])* L [k-Piles(A)] pour k > 0.
Une k-pile sur A est un élément de k-Piles(A).

Remarque 6.3. Toute k-pile admet une unique décomposition a[w]Qq avec w € (k —1)-pile, a; €
Ak U {J_} et
Og=esiar =1, Qg € k-Piles(A) sinon .
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a1

4
i
f}

19

g!a

a

FIGURE 6.1 — Représentation de la 3-pile ¢; [by [a1a5 L] L[a1 L]] L[ba[ap L] L[aqL]].

Conventions
— La k-pile vide est notée L avec Lo =¢eet Ly = L[ Ly 1] pourk > 0.
— Une 1-pile, disons, a[¢] Ble] L [e] est simplement notée af_L.

Exemple 6.4. Soit A = Ay, Ay, Az avec Ay = {ay,a2}, Ay = {by, by} et Az = {c1,c2}. Alors le mot

C1 [bl [[11612J_] 1 [alJ_

[a—

] 1 [bz [azJ_] J_[LllJ_H

est une 3-pile sur A (voir illustration figure 6.1).

Définition 6.5. Pour tout k > 1, soit CONTENUj, : (k + 1)-Piles(A) — k-Piles(A) la fonction telle
que pour toute (k + 1)-pile Q) = a[w]Qp on a CONTENU;(Q) = w.

Exemple 6.6.

CONTENU (¢[bp[L] L[aL]] L[by[L] LaaaL]]) = bp[L] L[aL].

6.1.1 Instructions sur les piles itérées

Comme jeu d’instructions sur les piles itérées, nous utilisons celui des opérations symé-
triques (voir par exemple [Car05]). Un empilement se fait en copiant le contenu de la pile la
plus haute, et un dépilement consiste a « défaire » un empilement.

Définition 6.7 (COPIE). Soit Q) = c[w]|Q une k-pile sur A = A1, Ay, ..., Axeta € Ajavecl < k.
Alors

COPIE,(Q)) = {C[ alwlclw]Qy sil =k,

COPIE,(w)]QY sinon.

Exemple 6.8. Soit la 3-pile Q) = c1 [ L[aax L]] Lzoit Ay = {a1,a2}, Ao = {b1, ba} et Az = {c1, 02}
Alors nous avons (voir figure 6.2) :

COPIE,, (Q) =1 [J_[azalazj_]] ey

COPIE, (Q) =0 [bz [alazj_] J_[altlzJ_H 13,
COPIE, (Q) =02 [J_[asz_]] C1 [J_[lllazJ_]] 1s.
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COPIE,

C1 1 112111112J_

C1

C1

1

alaZJ_

COPIE),

by

a1a2J_

PIE

C2

L

a1a; L

1

611612_]_

1| aqar L ‘1

FIGURE 6.2 — Application des instructions COPIE,,, COPIE;,, et COPIE., sur la 3-pile ()

C1 [J_[L‘llllzJ_H J_3. ICi, A1 = {al,az}, Az = {b], bz} et A3 = {Cl,Cz}.
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Définition 6.9 (COPIE). Pour tout a € Ay, l'instruction COPIE, se définit comme I'inverse de I'ins-
truction COPIE,. Celle-ci, a une k-pile Q) associe 'unique k-pile () telle que COPIE,(QY') = Q. S'il

n’existe pas de tel (), alors le résultat est considéré comme indéfini.

Exemple 6.10. Soit la 3-pile O = c[by[arap L] bp[arar L] L] L3 oit Ay = {ay, a2}, Ao = {by1,c2} et

Az = {c1,¢2}. Alors nous avons :

6.1.2 Représentation de suites d’instructions comme des mots

Soit un entier k > 1 et A une séquence d’alphabets de pile de taille k. Pour tout! € {1, ...

eta € Aj, l'instruction COPIE, est représentée par le symbole 2. On note

[a] = cOPIE, et [a] = [a] = COPIE,.

Une suite d’instructions est alors représentée par un mot s = aja - - - a, € Zl\k* et
[s] = [au] o - -- o [az] o [aa]-
Nous écrivons aussi Q) —— Q' pour signifier que O/ = [a](Q).
Exemple 6.11. Soit A = Ay, Ay, Az avec A1 = {a}, Ay = {b} et A3 = {c}. Alors
[abeb](L3) = c[L[aLl]] L[blaL] L[al]]

comme illustré ci-dessus (voir aussi figure 6.3).

Ly =% L[1fal])] % L[plal] Lal]] < c[blaL] L{aL]] L[blal] L[aL]]
s c[L[al]] L[blaL] L[aL]].
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i
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RE [ [
Lo L|L L L L
a b c b

FIGURE 6.3 — Résultat de [abcb] sur la pile L 3.

6.2 Hiérarchie des langages d’ordres supérieurs

Nous présentons brievement la notion d’automates a piles itérées et les langages d’ordres
supérieurs. Un automate a k-pile est un automate fini muni d’une k-pile comme structure de
mémoire. Un langage de niveau k (un langage de LANGF) est un langage reconnu par un auto-
mate a k-pile.

Définition 6.12 (Syntaxe des automates a k-pile). Un automate a k-pile (k-AP) est une structure
A =(Q,%,q0, A, A, F) dans laquelle

— Q est I'ensemble fini d’états,

— X est 'alphabet de travail,

— qo € Q est I'état initial,

— A est une suite d’alphabets de pile de taille k,

— ACQx (ZU{e}) x (A1x U {e}) x Q est la relation de transitions,

— et F C Q est I'ensemble d’états acceptants.

Définition 6.13 (Sémantique des automates a k-pile). Une configuration est un triplet (q,Q, u) €
Q x k-Piles(A) x A*. Une étape de calcul de A est décrite par la relation binaire ';1 entre configurations.

Etant données deux configurations c; = (q,Q, u) et c; = (p, Y, v), nous avons c; 'AT ¢y si et seulement
si il existe une transition (q,a,w, p) avec [a](QY) = OV et u = av. La relation :* désigne la cloture

réflexive et transitive de lf—l. Le langage reconnu par A est
ZL(A)={uecX[3qr € F:(q, Lru) :* (95, Lr, )}
Nous désignons par LANG" I'ensemble de langages reconnaissables par automates a k-pile.

Notations. Nous décrivons un calcul par une suite de transitions effectuées e.g.

40%111%%“'%71%&%“

avec chaque (g;, 411, %i+1,gi+1) € A.

Définition 6.14 (Hiérarchie d’ordres supérieurs). Pour tout k > 0, soit LANGF la famille de lan-
gages reconnaissables par automates a k-pile.
La hiérarchie des langages d’ordres supérieurs est la hiérarchie des familles de langages (LANG) ;.
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Cette hiérarchie est stricte et infinie. En particulier, LANG® est la famille des langages réguliers,
LANG! est celle des langages algébriques, et LANG? est celle des langages indexés. De plus,

Théoreme 6.1 ([Mas74]). Pour tout k > 0, LANG" est une famille agréable de langages.

6.2.1 Générateurs de Maslov

Maslov a énoncé dans [Mas74] I’existence d"un langage décrivant des suites d’instructions
acceptantes d'un automate a k-pile. Nous les présentons ici comme étant des suites d’instruc-
tions de pile permettant d’obtenir une pile vide depuis une pile vide. Bien que ce ne soit stricto
sensu la définition de Maslov (nous utilisons ici des automates a k-pile), le langage que nous
présentons ci-dessous joue le méme role vis-a-vis de la hiérarchie des ordres supérieurs. Nous
attribuons la définition ci-dessous a Maslov.

Définition 6.15 (Générateurs de Maslov). Soit k > 0 et A une séquence d’alphabets de pile de taille
k. Soit

My ={s € A7, | [s1(Li) = L)

Notation. Nous désignons par MF* le langage M¥, oti chaque alphabet A; de la séquence A
est de taille 2.

Exemple 6.16. Soit la séquence A = Ay, Ay avec Ay = {a} et Ay = {b}. Le mot u = abaaba
appartient & M?. Nous pouvons en effet observer que [u](La) = L, comme suit :

Lo % 1fad] % blad] Llal] - p[1] L[al] - blaL] L[al] -2 L]al] % 1,

Le mot v = ababbaba n’appartient pas a M?, car en effet nous avons

1y % 1[al] % blaL]Lfal] - b[L]L[aL] -2 indéfini.

Exemple 6.17. Soit A1 = {a}, Ay = {b}, As = {c} et la séquence A = Ay, Ay, A3. Le mot u =
abacaacaba appartient a M3,.

Lemme 6.18. Pour tout k > 0, et toute séquence d’alphabets de pile A, le langage MY, appartient a
LANG.

Démonstration. En effet chaque langage M¥, est reconnu par le k-AP ayant pour ensemble de
transitions A = {(qo, &, &, q0) | &« € A1} et go comme unique état, a la fois initial et acceptant.
Puisque I’automate reconnait sur pile vide, le langage reconnu par celui-ci est alors

{u€ Ajp | [ul(Le) = L} = MK

Théoréeme 6.2 ([Mas74]). Pour toutk > 0:

LANG" = ¢(MF).
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Le théoreme ci-dessus peut s’expliquer comme suit. Puisque chaque famille LANG" est une
famille agréable de langages, et que M* € LANG, il en suit que

(MK € €(LANGF) = LANGF VK > 0.

Réciproquement, pour tout k > 0 et étant donné un k-AP A = (Q, X%, g0, A, A, F), un calcul
go 25 g1 28 gy g1 5 g, avec g, € F est acceptant si et seulement si [aas - - - a0, (L) =
L, c’est-a-dire si et seulement si la suite d'instructions aja; - - - a, appartient a MIA. Le langage
reconnu peut alors se décrire comme .Z(A) = T(MX), o1 T est la transduction rationnelle
décrite par le transducteur 7 = (Q, Al,k/ Y, qo,A’, F) obtenu en remplagant toute transition
(q,a,a,p) de A par (g, ala, p). Le calcul susmentionné correspond ainsi au calcul

aqlaq aylay 0y |y
qo —=4q1 —= 92" qn-1 — {n
dans 7. Ceci combiné au fait qu'une instruction de pile sur un alphabet de taille quelconque
peut étre codée par une suite d'instructions sur un alphabet de taille 2 (une instruction a; avec
ar € Aj peut étre décrite par la suite d’instruction 0;1 lkOI), il en résulte que LANGF C Sa”(./\/lk ) et
ainsi le théoréme ci-dessus.

6.2.2 Séquences d'instructions valides

Nous aurons besoin d’argumenter sur la syntaxe des mots appartenant aux générateurs de
Maslov. Les objets que nous présentons ci-dessous nous seront utiles a cette fin.

Définition 6.19 (Séquences d’insAtructions valides[Fra05]). Soit k > 0,

— VK est I'ensemble des u € A7y tel que la pile [u] (L) est définie.

— Pk est I'ensemble des p(u) tels que u € V.

En particulier, V§ = PY = {e}.

L'opération COPIE est définie comme l'inverse de COPIE : COPIEj, o COPIE;, = id; et pour
toute k-pile Q), si la pile COPIE,(Q)) est définie, alors COPIE, o COPIE,(Q)) = Q). Sous condi-
tion qu’un suite d’instruction appartienne a V¥, la composition COPIE, o COPIE, = COPIE, o
COPIE, = id coincide avec la réduction de Dyck bilatérale {ad ~» ¢ | a € Al,k}. Il en découle
ainsi le lemme suivant.

Lemme 6.20 ([Fra05]). Pour tout u € VX : [u](Ly) = [o(u)](Ly). En particulier, P C VK.

Définition 6.21 ([Fra05]). Pour tout k > 0, soit PILE; : PQ — k-Piles(A) la fonction qui a tout
mot u € PX associe la k-pile [u] (Ly).

Exemple 6.22. Conformément a l'exemple 6.17, si A1 = {a}, Ay = {b}, A3 = {c}, alors
PILE;(abac) = c[b[L] LaL]] L[b[L] L[aL]].

Proposition 6.23 ([Fra05]). Pour tout k > 0 : la fonction PILEj est bijective.

Lemme 6.24. Pour toutk > 1: M5 = T4, NV,

Démonstration. Par définition, M¥, désigne I’ensemble des u € VX tels que [u](Ly) = Ly; et
d’apres le lemme 6.20, 'ensemble de mots u € VX tels que PILE;(o(u)) = L. Par bijectivité de
PILE (Proposition 6.23), PILE, ' (L) = e. Le langage M, est donc I'ensemble de mots u € Vi
tels que p(u) = e. O



Chapitre 7

Itérations du langage de Dyck

7.1 Introduction

Il existe dans la littérature plusieurs caractérisations de certaines familles des langages
d’ordres supérieurs vis-a-vis des arbres et du langage de Dyck. Dans [MW67], il est montré
qu’un langage est algébrique si et seulement si il est la frontiere d"une forét reconnaissable. De
facon analogue, le théoreme de Chomsky-Schiitzenberger stipule qu'un langage est algébrique
si et seulement si il est 'image du langage de Dyck par une transduction rationnelle. En effet,
le langage de Dyck permet de décrire des structures arborescentes et la transduction ration-
nelle appliquée permet de décrire la frontiere d"une structure arborescente reconnaissable. De
méme, Guessarian montre dans [Gue83] qu'un langage est indexé si et seulement si il est la
frontiere d'une forét algébrique et nous avons vu (Chapitre 4) qu'un langage est indexé si et
seulement si il est 'image d’un langage de Dyck indexé par une transduction rationnelle. De
fagon générale, un langage appartient & un niveau k 4 1 de la hiérarchie si et seulement si il est
la frontiere d"une forét de niveau k [Dam82]. Il n’existe toutefois pas de notion de langages de
Dyck d’ordres supérieurs pour les niveaux > 2 méme si des langages tels que les générateurs
de Maslov s’y apparentent.

Dans ce chapitre, nous introduisons cette notion. Nous définissons un langage de Dyck de
niveau > 1 comme un ensemble de mots pour lesquels 'image par un homomorphisme e-stir
donné appartient a un langage de Dyck de niveau k — 1. Nous montrons alors que pour tout
k > 1, un langage appartient 3 LANGF si et seulement si il est I'image par transduction ration-
nelle d'un langage de Dyck de niveau k. De plus, chaque niveau de la hiérarchie des ordres
supérieurs est le cone rationnel principal généré par un langage de Dyck du méme niveau.
Nous étudions ensuite 'incidence d’une telle caractérisation sur une famille de langages. Que
peut-t-on dire sur une famille de langages si elle est le cone rationnel généré par une classe quelconque
d’itération du langage de Dyck (par une classe quelconque d’homomorphismes) ? Nous montrons que
toute telle famille admet comme formalisme de reconnaissance une certaine restriction de ma-
chines a plusieurs piles pour lesquelles la fonction d’écriture sur la structure peut étre spécifiée
par une séquence d’homomorphismes. Nous les appelons « machines a séquences » de niveaux
supérieurs. Une notion similaire est introduite par Sorokin dans [Sor14] pour la caractérisation
de foréts algébriques simples. Nous introduisons aussi une notion de transductions et transduc-
teurs a séquences et nous montrons qu'un langage appartient a une famille générée par une
itération du langage de Dyck de niveau k + I si et seulement si il est I'image d’un langage de
Dyck de niveau k par une transduction a séquence de niveau /. Ce résultat explique en par-
ticulier pourquoi les langages indexés peuvent étre décrits comme des images du langage de
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Dyck par des transductions algébriques e-stires. Cette derniere forme de caractérisation n’est
donc pas une particularité des langages indexés mais une conséquence du fait que la famille
des langages indexés est générée par une itération du langage de Dyck. De fagon analogue, Vo-
gler montre dans [Vog88] que les langages générés par des grammaires d’ordres supérieurs de
niveau k et contrdlés par des langages d’ordres supérieurs de niveau / appartiennent au niveau
k +1+ 1 de la hiérarchie des langages d’ordres supérieurs.

Plan du chapitre La section 7.2 est préliminaire. Dans la section 7.3, nous introduisons la
notion de langage de Dyck itéré. Les section 7.4, 7.5 et 7.6 sont dédiées a la preuve de la ca-
ractérisation des familles de langages d’ordres supérieurs comme cones rationnels générés par
des itérations du langage Dyck par des homomorphismes e-stirs. La section 7.7 résume plu-
sieurs théorémes de représentations des langages d’ordre supérieurs. Dans la section 7.8, nous
étudions de fagon générale les familles de langages générées par des itérations du langage de
Dyck et nous introduisons les notions de machines et transductions a séquences. Dans la sec-
tion 7.9, nous approfondissons certaines notions que nous avons volontairement omises dans
les sections précédentes afin de simplifier la lecture du chapitre.

7.2 Préliminaires

Notations Tout au long de ce chapitre, nous utilisons les notations suivantes.
— Les suites (d’alphabets) sont notées en police gras (eg : A).
— Soit A = Ay, Ay, ..., Ak, ... une suite finie d’alphabets,
— | Al désigne la taille de la suite A;
— A désigne la séquence d’alphabets 1/4\1, 1/4\2, e, 1/4\,(,. o
— Ay désigne I'alphabet \U'_; A;, et A I'alphabet ¥, Ai;

— pour tout ! < |A|: 7 (resp. nA,l) désigne la projection dans A;; (resp. le,z)-
Nous ne précisons pas l'alphabet de départ afin de ne pas surcharger nos notations.
L’alphabet de départ d'une projection sera toujours celui défini dans le contexte e.g.
dans une expression « 715(X) » ou encore « X N 715 ' (Y) », I'alphabet de départ de 7tp
est I’alphabet de X. S’il peut y avoir une ambigiiité (e.g. plusieurs alphabets définis
dans un méme contexte), nous préciserons les alphabets de départ et d’arrivée de 7.

Définition 7.1. Soit A une séquence d’alphabets. Pour tout alphabet B, nous appelons 1’extension de
A par B la séquence A1, Ay, . . ., Aa, B

Rappels.

— Lelangage de Dyck sur un alphabet A se définit de facon équivalente comme I'ensemble
de mots u € A* tels que p(u) = € et pour tout préfixe up < u : p(up) € A*.

— Rappelons (Définition 3.1) qu'un homomorphisme f : A* — B* est dit e-stir si f(Ta) C
T ; et symétrique si pour touta € A : f(a) = f(a). Lorsque nous précisons qu'un ho-
momorphisme est symétrique, nous ne précisons que ses valeurs pour 1’alphabet positif
A.
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7.3 Itérations du langage de Dyck

Nous introduisons ici la notion de langages de Dyck itérés. Un langage de Dyck itéré de
niveau k est un ensemble de mots bien parenthésés pour lesquels I'image par un homomor-
phisme donné appartient a un langage de Dyck itéré de niveau k — 1. Cette notion est présente
dans la littérature « au niveau 2 ». En effet Weir [Wei88], Kanazawa [Kan14b] et Sorokin [Sor14]
ont considéré différents langages de Dyck de niveau 2 afin de caractériser les foréts d’arbres
algébriques simples. Nous avons nous méme considéré de tels langages (Chapitre 4) afin de
caractériser la famille des langages indexés.

Définition 7.2 (Séquences d’homomorphismes). Pour tout k > 1, soit A une séquence d’alphabets
de taille k. Une séquence d’homomorphismes sur A est une séquence f = (fi);;; telle que chaque f;

—k —
est un homomorphisme de Ay,1 vers Ak*.
— Pour tout i < k : f;; désigne I"homomorphisme f;;
— pour touti < j: f; ; désigne I'homomorphisme f;o---o f; 10 fj.

Convention. Nous considérons une séquence d’homomorphismes vide, comme une séquence
ne contenant que la fontion identité.

Notation. Nous userons tout au long de cette section plusieurs séquences d’homomorphismes.
L’'indice de chaque fonction sera toujours indicatif de son alphabet d’arrivée.

Définition 7.3 (Itérations du langage de Dyck). Pour tout k > 1, soit A une séquence d’alphabets
disjoints de taille k et f une séquence d’homomorphismes sur A. Le langage Dy ¢ se définit inductive-
ment comme suit :

Diy=Da; Dip1g=Da,, N fi (Dig)-
Remarque 7.4. Un langage, disons,
Das N i [Day N 57 (Day N 571 (D, N fH(Day))) ]
s’écrit de fagon équivalente (par distributivité) comme
Das N fi (Da) N fad (Da) N f54(Da) N4 (D)

Nous pouvons alors le décomposer en itérations de niveaux inférieurs comme suit :
-1 -1 -1 -1
(DA5 ﬂf4 (®A4 ﬂf3 (DAs))) mJ(2,4 (DAz mfl (®A1))-
De fagon générale, un langage Dy ¢ peut s’exprimer comme Dy ¢ N f11(Dy4) oil g est la séquence des
I — 1 derniers homomorphismes de f.
7.3.1 Itérations par des homomorphismes e-siirs

Nous définissons alors les langages de Dyck d’ordre supérieurs comme des langages de Dyck
itérés par des séquences d’homomorphismes e-stirs.

Définition 7.5 (Langages de Dyck d’ordres supérieurs). Pour tout k > 1, e-DYCKF désigne 'en-
semble de langages de la forme Dy ¢ oit f est une séquence d’homomorphismes e-strs.
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Exemple 7.6. Soit Ay = {a}, Ay = {a,b}, Az ={a,b,c}et A= Ay, Ay, Az, f la séquence d’homo-
morphismes symétriques sur A telle que

ar—a
fo: Ay — As:{b—b et f1g§—>;ﬁ‘{
c—b

ar—a
br—a

Le mot u = abccha appartient alors @ D3y comme illustré ci-dessous.

u = abceha € Dy,
f2(u) = abbbba € Dy,
fio fo(u) = aaadai € Dy,.

Le mot v = acbbca n'appartient pas a Ds ¢ puisque f>(v) = abbbba ¢ D 4,. De méme, le mot w =
babecbab n’appartient pas a Dy 5 puisque fi o f(w) = aadadada ¢ D .

La raison pour laquelle nous appelons ces langages, « langages de Dyck d’ordres supé-
rieurs » est que comme nous le montrerons, le cone généré par chaque famille e-DYCK" est
précisément la famille LANGF.

7.4 Propriétés des générateurs de Maslov

Afin de montrer que chaque famille e-DYCKF génere précisément la famille LANGF, nous
avons besoin de mettre en relation les langages de e-DYCK" et les langages M¥,. I/inconvé-
nient de la définition des générateurs de Maslov est que celle-ci est dépendante de la notion
d’automates a k-pile. Dans cette section, nous prouvons que les générateurs de Maslov peuvent
se décrire comme des itérations d'une version a la fois unilatérale et bilatérale du langage de
Dyck (en considérant une partition de 1’alphabet) que nous appelons langage de Dyck mixte.
Des travaux similaires sur des suites d’instructions ont déja été menés. Nous pouvons citer
[Car05] ot Carayol étudie la notion de régularité des suites d’instructions.

Cette section est découpée en trois sous-sections. Dans la premiéere nous introduisons le
langage de Dyck mixte; dans la deuxieme nous prouvons quelques propriétés des suites d’ins-
tructions ; et dans la troisieme, nous prouvons notre caractérisation des générateurs de Maslov.

7.4.1 Langage de Dyck mixte

Nous introduisons ici le langage de Dyck mixte. Celui-ci décrit des mots qui sont simulta-
nément bilateralément bien parenthésés sur une partie de 1’alphabet et unilatéralement bien
parenthésé sur I'autre. Celui-ci nous permettra de décrire les générateurs de Maslov.

Prenons en guise d’exemple simple la séquence d’alphabets de pile A = Ay, Ay avec A1 =
{a} et Ay = {b}. Le mot u ci-dessous appartient a M> :

u = abaaba.

La succession des symboles b € A, décrit un mot de Dyck- ce qui est normal puisque les
instructions COPIE doivent étre effectuées avant les COPIE. Nous pouvons aussi remarquer que
le facteur aa (entre le b et le b) n‘appartient pas & D4, mais plutot & T4,. D’une part ceci est
possible du fait que le symbole «a » a été empilé avant d’étre copié par « b », l'instruction a
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FIGURE 7.1 — Exemple de mot u € D, 4, avec Ay = {a} et Ay = {b}.

du facteur aa est donc valide. D’autre part, I'appartenance de ce facteur a T4, est imposée
par la sémantique de 1’opération COPIE;. En effet, I'instruction COPIE, dans cette suite ne peut
s’effectuer que parce que la pile [ab](L;) est équivalente a [abaa](L,). Le langage de Dyck
mixte que nous définissons ci-dessous nous permet d’exprimer ces deux types de dépendance.

Définition 7.7. Soient Ay et Ay deux alphabets disjoints et S la réduction {aa ~~ €| a € AU Ay}

—_— * ~
Pour tout mot u € (A1 U Az) : pa, 4, (1) désigne I'unique mot S-réduit équivalent a u et D a, 4,
désigne le langage

Daya, = {1 € (AU A1) | Paga, (1) = e}

Tel qu'il est défini, il est évident que le langage D, 4, est algébrique et généré par la gram-
maire
S—e+SS+ ) aSa
aeAzuﬁl

Remarque 7.8. Par définition, nous avons D 4,0 = Da, et @@, Ay = T4,

Exemple 7.9. Soit A; = {a} et Ay = {b}, alors
— le mot u = abaaba appartient & D 4, o, comme illustré sur la figure 7.1;

— le mot v = ababbaba n’appartient pas @ D, a, (bien qu'il appartient @ T a4, et que sa pro-
jection sur Ay appartient a D 4,). En effet, nous pouvons observer qu’aucun de ses facteurs de

taille 2 n’est réductible par {ad ~» € | a € Ay U A1}. Nous pouvons aussi remarquer qu’il
n’appartient pas a M>,.

Lemme 7.10. Soient Ay et Ay deux alphabets disjoints. Nous avons

T -1
Daga1 © Tazua N 72 (Day)-

Démonstration. Ceci découle de la définition méme de D 4, 4,. Tout mot appartenant a D4, 4,
est bilatéralement bien parenthésé sur 1’alphabet A, U A; et unilatéralement bien parenthésé
sur 'alphabet A;. Nous avons vu par 'exemple 7.9 que cette inclusion est stricte. O

7.4.2 Propriétés des suites d’instructions

Nous prouvons ici quelques propriétés utiles des suites d’instructions.

Lemme 7.11. Pour tout k > 1 et pour tout u € M¥, : 7'(1/4\]((11) € Dy,.
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Démonstration. D’apres le lemme 6.24, pour tout mot u € M¥,, nous avons u € Ja,, et par
conséquent 775 (1) € Ta, (la projection est un homomorphisme e-stir). De plus, chaque ins-
truction COPIE, précede l'instruction COPIEy, associée. Tout préfixe uy < ”ka(”) contient
donc plus symboles a2 que de symbole @ quelque soit a € Ay. Le mot 7z est donc par définition
un mot de Dyck. O

Lemme 7.12. Soitk > letu € Vfﬁl. Alors

T () €V et [mgy i ()](Li1) = CONTENUg 1 ([u] (L))-

Le lemme ci-dessus découle du fait qu’une instruction de niveau / s’applique sur la pile de
niveau / la plus haute.

Démonstration. Nous prouvons le lemme ci-dessus par induction sur la taille de u.
Cas initial. Pour u = ¢, ’affirmation est trivialement vraie.

Pas d’induction. Supposons un mot u € V¥ tel que
[77 51 (0)](Lk) = CONTENU_1 ([u] (L))
Soit un symbole a € A\l,k tel que ua € VX . Nous montrons que
[704 4 1 (ua)](Le-1) = CONTENU._1 ([ua] (Lx)).

Soit la k-pile QO = [u](Ly). Considérons sa factorisation Q) = c[w](). Nous avons ici
CONTENU;_1(Q) = w. Nous considérons trois cas différents selon 1’alphabet auquel appar-
tient a.

— Cas1l:a Gﬁ\lavecl <k-1.
Par définition de 'instruction COPIE, nous avons

[ua](Li) = [a](Q) = c[[a](w)] Q0.

Par conséquent, CONTENUy_1([ua] (L)) = [a](w) et puisque [a](Q2) est définie, la
(k—1)-pile [a](w) est donc aussi définie. De plus, puisque ! < k — 1, nous avons
ms . (ua) =y (u)aetpar conséquent,

74, (wa)|(Li1) = [z, (wal(Lia) = [al ([, , ()] (Li-1)) = [a](w)
= CONTENU_1([ua](Ly)).

— Cas2:a € A;.
Dans ce cas, nous avons par définition de 1'instruction COPIE

[ua](Ly) = [al([u](Ly)) = alw]clw]Qo et CONTENUx_1([ua](Ly)) = w.
Puisque a € Ay, nous avons aussi 713, ,(ua) = 7z, ,(u) et par conséquent

1704 1 (ua)](Li1) = [70 51 ()} (Lx—1) = @ = CONTENU._1 ([ua] (Lg)).
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— Cas3:a=>bc A
Puisque par hypothése le ub appartient a V¥, la pile COPIE,(Q) est définie et la pile
Q = [u] (L) est donc de la forme b[w]c[w]|Y. Nous avons donc CONTENU;_1(Q)) = w
et de fagon similaire au cas précédent, nous avons 7 Aip (ub) = Aip (u) et

(73 ()] (Li-1) = [ 754 () (Le-1) = CONTENU_ 1 ([ub] (Li))-

O

Lemme 7.13. Soit k > 1, nous avons
T (Vi) = Vi (A)
T g (M) = ML (B)

Démonstration. Le lemme ci-dessus est une application des lemmes 6.24 et 7.12.
(A)D’apres le lemme 7.12, pour tout u € V&, 715, () € Vi 1. Réciproquement, pour tout

ue Vﬁ(l il existe v € Vfﬁl tel que 7 g,kfl(v) = 1. Il suffit de considérer v = u.

(B)D’apres le lemme 6.24, un mot u appartient a M¥, si et seulement si u € VK etu € Ty
Nous avons ainsi 73, (u) € Vi et ngl,k—l(u) € Ta,,_,- Cest-a-dire w5, ,(u) € MECL
Réciproquement, pour tout u € MIZ Uil existe v € MK, tel que ng,k_l(v) = u. Il suffit de

prendre v = u. Ceci conclut la preuve du lemme ci-dessus. O

Lemme 7.14. Soit k > 1. Tout mot u € M, tel que |u| 4, # 0 admet une décomposition
u=xayaz aveca € A,y €Ty,  etxz€ M.

Démonstration. Soit u € M¥,. D’apres le lemme 7.11, T () € Dy,. Le mot u admet donc une
décomposition
u=xayaz aveca € Apy € Ajy_q ety (xz) € Dy,.

Il nous reste a montrer que le mot y appartient a T4,, , et que xz appartient a MK,
Soit la k-pile Q) = [x](_Lk). Considérons sa factorisation Q) = c[w]()y. Nous avons alors

[xa](Lx) = COPIE,(Q)) = a[w]c[w]p.

Si y n'appartient pas a Ty,, ,, C’est-a-dire si p(y) # ¢, alors forcément [xay[(Ly) # [xa](L);
c’est-a-dire
[ray](Le) = ally)(@)lelew] Do = ala/lclw]l  avecw’ # w.

Puisque «’ est différent de w, par définition de l'instruction COPIE, nous avons
[xaya] (Lx) = COPIE,(c|w'|alw]Q) = indéfini.
Ceci contredit I'hypothese que u € M¥,. Nous avons donc
yE€JTay,,
et par conséquent [xay](Ly) = [xa] (puisque p(y) = ¢). Ceci implique aussi que [xaya] =

Q. Puisque par hypothese, [u](Ly) = Ly, il en découle que [z](Q)) = Lj et par conséquent
[xz](Ly) = Ly, cest-a-dire xz € M. Ceci conclut la preuve du lemme ci-dessus. O
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7.4.3 Caractérisations des générateurs de Maslov

Nous prouvons maintenant que les générateurs de Maslov sont des itérations du langage D
par des projections. Considérons en guise d’exemple simple la séquence A = Aj, Ay, A3 avec
Ay = {a}, A = {b} et A3 = {c}. Le mot u = aabacaacabaa appartient a M3,. Nous pouvons
observer que

L’appartenance a D est reipectée a chaque niveau. Commencons par prouver que chaque /\/l’f4
est un sous-ensemble de D4, 4, ,-

Lemme 7.15. Pour toutk > 1: M¥ C Dy, a,, ..

Démonstration. Soit un mot u € M¥,. Nous prouvons par induction structurelle sur le nombre
de symbole de A; dans les mots de M¥,. Remarquons aussi que chaque mot de M, contient
un nombre pair de symbole de Ay.

Affirmation 1. Pour tout entier i pair, et u € /\/l’;l, si Wz = i,alorsu € ﬁAk/Al,k—l'

Preuve de I'affirmation 1. Par induction sur i :

Cas initial. Le cas initial i = 0 est vrai d’apres le lemme 6.20. En effet, si u ne contient pas
de symbole de Ay, alors 7 Aipr (u) = u. Puisque d’apres le lemme 6.20, M’X 1 c T4, NOUS

obtenons alors u € T4, , cest-a-direu € Dy 4., ., est-a-direu € Dy, 4, ..
Lk—1 D,A k1 kA1 k-1

Pas d’induction. Supposons que l'affirmation ci-dessus soit vraie pour un certain i. Mon-
trons qu’elle est vraie pour i + 2.

Soit alors un mot u € M¥, contenant i + 2 symboles de Ay. D’apres le lemme 7.14, le mot u
admet une factorisation

u=xayiz aveca € A,y € T,  etxz e M.

Le mot aya appartient donc a Dy, 4,, ,, Cest-a-dire ps, 4,, ,(aya) = €; et par hypothese d’in-
duction, nous avons aussi p4,,4,, ,(x¥z) = & Nous avons donc pa,a,, ,(1#) = e et doncu €
DAk/Al,k—l' o

L’affirmation ci-dessus induit que tout mot de MY, appartient 2 D ApA - Ceci conclut la
preuve du lemme ci-dessus. O

Lemme 7.16. Pour toutk > 1: M¥ C @Ak,Aer N n%}{il(/\/l'fgl).

Démonstration. D’apres le lemme 7.13, nous avons M¥, = Mk N ﬂilk— 1(./\/11;( 1) et d’apres le
lemme 7.15, nous avons ./\/l'f4 C Dy, A,,_,- Nous obtenons ainsi

_ k— T - k—
My = Myn ”A,lk—l(MA o c Dayares N nﬁ}c—l(MA -
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Lemme 7.17. Pour toutk >1:Da 4, , N ﬂﬁ,k—l<MA ) C MY,

Démonstration. Nous montrons le lemme ci-dessus par induction structurelle sur le nombre de

symbole de Ay dans un mot.

Affirmation 1. Pour tout entier pair I > 0, et pour tout mot u € A\l,k tel que |u|a6;k =1I;siu €

QJN)Ak,Akal et n;l/kil(u) € M~ alors u € MK,

Preuve de I'affirmation 1. Par induction sur [.

Cas initial. Le cas initial est [u|_ ci. =0.Danscecas, 75 1(u) = u. Par conséquent, si

lemot 7z (1) appartient a MAY alors u € MK et ainsi u € MK,

Pas d’induction. Supposons maintenant 1’affirmation vraie pour un certain / et mon-
trons qu’elle est vraie pour [ 4 2.
; oty AfR-1
Soit un mot u de Dy 4, , tel que 715 (u) appartient a M, et tel que [u| - =1+2.

Puisque u appartienta Dy, Ay €t que |u] A # 0 il admet une factorisation
U =wavauy  aveca € Ay, v € Tya,, ; wvup € Do, a,, 5 et \ulvuz\zk =1L

De plus, puisque a € Ay, nous avons 71 (moup) =1 Aips (u) et par hypothese d'induction,

nous avons alors 775 (uyoup) € ML Encore une fois par hypothese d’induction, le mot

u1vu, appartient a M¥, puisque celui-ci appartient a D ApyAy, etque g (mouy) € M’X L
Soit alors la k-pile Q = [u1](Lk). Considérons une factorisation b[w]Q)y de celle-ci. Soit

aussi ) = [v](Q)). Puisque le mot v appartient a A; ;_1, la suite d’instruction [v] est donc de
niveau k — 1 et par définition des instructions COPIE et COPIE, nous avons alors

[01(©2) = b[[o](w)].
Puisque ujvu, € M¥,, la pile [0](Q) est définie. De plus, p(v) = ¢ et par conséquent

[0](Q)) = Q = b[w] Q.

C’est a dire [v](w) = w. Finalement, puisque ujvus € M¥,, nous avons [ujous](Ly) = Ly et
donc

[ua] ([10] (Li)) = [u2](Q) = L.
Nous pouvons vérifier que le mot u1avau, appartient a M¥, comme suit :

U

e 5 blw]Qy 2 alw]b[w]Qy - a[w]blw]Qy —= blw]Qy —2 L.
Le mot u;avauy appartient donc a M, . Ceci prouve l'affirmation ci-dessus. O

L’affirmation ci-dessus prouve le lemme. O

Proposition 7.18. MY, =D, ; pour toutk > 1: MK = @AM,ALH N nilkil(/\/llfgl).

Démonstration. Par définition, MY = D,,. Les deux lemmes précédents montrent les deux
sens de I'égalité MK, = DagArg, N n;}{fl(/\/l’jgl). O

Corollaire~7.19. Un mot u appartient & M¥, si et seulement si u € D A A, et pour tout I < k:
nﬁ,l(u) S ®A1,A1,171'
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7.5 Dominance du générateur de Maslov

Nous montrons dans cette section que pour tout k > 1, la famille e-DYCK" est incluse dans
LANGK. Pour ce faire, il nous suffira de montrer que tout langage de e-DYCKF peut étre obtenu
par transduction rationnelle depuis un langage M¥,. On parle de dominance rationnelle dans
ce cas. Montrer I'inclusion de e-DYCKF dans LANGF par un automate présume de savoir coder
les mots des langages de e-DYCKF par des suites d’instructions de M¥,. Ce codage est pré-
cisément la transduction rationnelle que nous décrivons ici. Les automates ne sont donc pas
nécessaires.

— — — — X
Lemme 7.20. Soit f : A, —s Ay un homomorphisme e-stir et y : Ay — Ay U Ay I"homomor-
phisme tel que pour tout a € Ay :

Alors u(Da,) C ﬁAZrAl'
Démonstration. En effet, le langage p(D 4,) est décrit par la grammaire

S—e+SS+ Y af(a)Sf(a)a.

acA,

Puisque I'homomorphisme f est e-stir, nous avons p(f(a)f(a)) = € et par conséquent
Pas,a (af (a)f(a)a) = e.
Le langage décrit par cette équation est donc clairement un sous-ensemble de D 4, Ay O

Proposition 7.21. Pour tout k > 1 et X € e-DYCK, il existe une séquence d’alphabets A et un
homomorphisme e-siir hy, tels que X = h; (M%,).

Démonstration. Par induction sur k.
Cas initial. L'affirmation est trivialement vraie pour k = 1 puisque M1, = Dy;,.

Pas d’induction. Supposons 'affirmation vraie pour un certain k > 1. Soit alors un langage
X, C £ de eDYCKF et un homomorphisme #j : S — A\i‘k tel que X; = hk_l(/\/lﬁl). Soit

* —
maintenant un homomorphisme e-stir g : 5,1 — Zk* etle langage X;1 = Dy, , Ng 1 (Xk)
appartenant a e-DYCK "1, Nous montrons I'existence d’un homomorphisme e-sr /. tel que

X1 = h}?.h (Mljl)

Prenons A1 = X41. Soit A’ I'extension de A par Ay, 1. Soit aussi ’homomorphisme e-str

-~ o~

Wiyt Afy — A1 tel que pour tout o € Agyq:
hiiq () = ahgo g(a);  hgp1(a) = hyo g(a)a.

Remarque 7.22. T[A/k; ohyyq =idet T4 O hiy1 =hgog.
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Affirmation 1. hk+1_1(DAk+l/Al,k> =Da,,-

Preuve de I'affirmation 1. 11 s’agit de montrer que pour tout u € sz;* :u € Dy, sietseulement
sihg1(u) € iAk+1rA1,k'

Soit alors un mot u € Zk:* Siu € Dy, ,, alors d’apres le lemme 7.20, hyyq (1) € iAkJrl/Al,k'
Si hy1(u) € Day., 4, alors, par définition de Dy, a,,, nous avons 7~ o gy 1(u) € Dy,

Ay
Ce qui d’apres la remarque 7.22 implique que u € D4, ,. Ceci prouve I'affirmation ci-dessus.

O]

D’apreés la proposition 7.18, M*[1 = Da, Ay N T[:ilk(M?)' Il s’en suit que

e HMET) =l (D a0, 0 ni/lk(/\/l’;l))

= hs1 " (Dag,y,a0,) Nl ™ (n;}k(M?)) distributivité

=Da,, N g N (MK) affirmation 1 et remarque 7.22

=Dy, Ng X)) = Xpq hypothese d'induction.
]

Corollaire 7.23. Pour tout k > 1: e-DYCK* C LANGF.

Démonstration. D’apres la proposition 7.21, tout langage X € e-DYCK! peut s’exprimer comme
1 (M¥,). Puisque tout langage M¥, appartienta LANG" et que LANGF est une famille agréable
(Théoreme 6.1), il s’en suit que tout langage X € e-DYCK appartient a LANGF. O

Corollaire 7.24. Pour tout k > 1 :%(E—DYCK") C LANGK.

7.6 Dominance des langages de Dyck

Nous montrons dans cette section que pour tout k > 1, la famille e-DYCKX domine ration-
nellement la famille LANGF. Encore une fois, il nous suffit de montrer que chaque langage M5
est I'image par transduction rationnelle d’un langage de e-DyCK. Nous utilisons pour ce faire
notre caractérisation des générateurs de Maslov comme itérations du langage D. Reprenons
notre exemple simple. Soit A; = {a} et A, = {b}. Le mot u = abaaba appartient a M?% et n’ap-
partient pas a D 4, 4,. Pour le représenter comme un mot de Dyck, nous pouvons remplacer le
facteur bilatéral aa par a’a’. On obtient ainsi le mot

aba'a'ba.

Le fait de substituer un symbole (bien choisi) par un symbole de polarité inverse appartenant a
une copie de 'alphabet nous permet non seulement, de transformer des mots de D en mots de
D, mais aussi de conserver l'information sur le symbole d’origine. Nous introduisons formel-
lement cette notion dans ce qui suit.
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7.6.1 Démarquages et d-projections

Marqueurs. Nous appelons marqueur un symbole § qui n’appartient a aucun alphabet défini
dans le contexte. Pour tout alphabet A et marqueur B, 5(A) désigne l’alphabet {B} x A.

Sil’alphabet A est marqué par plusieurs symboles, disons ; et B, les éléments de B2(B1(A))
sont notés (B2B1,a) plutot que (B2, (B1,4)).

Définition 7.25. Soit A; et Ay deux alphabets disjoints et B un marqueur. Nous définissons les homo-
morphismes symétriques suivants :

— (démarquage) A, a,p: (A2 U mﬁ(Al))* — (AZ/U\Al)* tel que

{ /\A2,A1,/g(a) =a Vae AyUA;,
Any,a,8((B,a) =a V(B,a) € P(Ar).

— (d—pTOjECtiOTZ)é OAyALB * (Az UAL U ‘B(Al))* — 1/4\{k tel que 0a, A p = 7‘L';1\1 o )‘AZ,Allﬁ :

Tannpa) =¢e Vae A,
Oanpla) =a Yae A,
Tarap((B,a)) =a V(B,a) € B(A1).
Nous prouvons quelques propriétés des fonctions de démarquages et de d-projections.

Lemme 7.26. Soient A; et Ay deux alphabets disjoints et p un marqueur. Alors

D sy, = Ay, 8(Dauapar)-

Démonstration. Le langage D 4,,4,up(4,) est généré par la grammaire

S—e+SS+ ), asa
ﬂEAzUA]UlB(Al)

Aay,a1,8(D ayua,0p(4,)) est alors décrit par la grammaire

S'—e+8'S+ ) Ay, a0,(8)S' Ay, 4,,6(a)
a€AUA1UB(A1)

c’est a dire
S —e+8S+ )Y aSa
acAUA UAil
et cette derniere décrit le langage D As, Ay O
Le but des marquages est donc de pouvoir décrire des réductions mixtes (ou simplement
bilatérales) comme des réductions unilatérales moyennant une duplication de 1’alphabet : Le
démarquage A permet d’obtenir un mot bilatéralement réductible depuis sa description sous

forme de mot marqué unilatéralement réductible.
Une conséquence du lemme 7.26 est le lemme suivant.

Lemme 7.27. Soient Ay et Ay deux alphabets disjoints et p un marqueur. Alors

TAl = UAz,A1,ﬁ(®A2UA1Uﬁ(A1))-

6. Pour « projection démarquée ».
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Démonstration. D'apres le lemme 7.26, nous avons D4, x, = Aay,a1,8(Daua,0p(41)) 5 et par
conséquent

74 (Dasar) = 704, © Ay, 8(Dayumupay))-

Par définition, 773 (Daya,) =Dga, =Ta, et Tz, © Ady, Ay B = 04, NOUus obtenons ainsi

(‘TAZ/AI = O-AZ/AI/,B (DAZUA] U,B(A] ) ) .

7.6.2 Séquence d’alphabets marqués

Afin de marquer les mots de M, sous forme de mots appartenant a des langages de
e-DYCKF, nous avons besoin de considérer des marquages sur plusieurs niveaux. Nous intro-
duisons alors ici la notion de séquences d’alphabets marqués.

Considérons dans toute cette section une séquence de marqueurs 3 = B, B2, . ... Celle-ci
sera toujours considérée assez grande.

Définition 7.28 (Séquence d’alphabets marqués). Etant donné une séquence d’alphabets disjoints
A, nous désignons par Af l'alphabet défini comme suit :

AP =A1;  pourtoutk >1: AL, = AP UBL(AD) U Ay

Exemple 7.29. Si Ay = {a}, Ay = {b}, A3 = {c}, alors
AP ={a}, AJ={a,(Bra)b}, A5 ={a(B1,a),b (B a) (B2p1 1), (B2 b),c}.

Dans ce qui suit, nous considérons une séquence d’alphabet A fixée. Celle-ci sera toujours
considérée assez grande.

Définition 7.30 (Séquence de démarquages). Soit X = (Ay)k>1 la séquence d’homomorphismes
e-stirs sur A telle que pour tout k > 1 : Ay est le démarquage AAM AP B (Définition 7.25) : c.a.d
Lol 4
I"homomorphisme symétrique Ay : Akﬁ v —— A U Af tel que
Ax(a) =a, Va € Agiq;
Me(a) =a, Va e Af;

Me((Broa)) =, ¥(Br,a) € Br(AY).

Définition 7.31 (Séquence de d-projections). Soit o = (0y)k>1 la séquence d’homomorphismes
e-stirs sur A telle que pour tout k > 1 : oy est la d-projection T, 1 A8 5, (Définition 7.25) : c.a.d
7 k 7,

I"homomorphisme symétrique oy : Akﬁ b Af tel que oy, = 50 Ak:
k
or(a) =¢, Va € Axiq;
or(a) =a, Va € Af;
ok((Bra) = a, V(Br,a) € Br(AL).

Remarque 7.32. Conformément a notre convention sur les suites d’homomorphismes, oy i désigne la
composition o1 0 03 - - - 0 0y ; de méme, Ay = Ay oAy ---0 A
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_ )\10)\2 —
u=a paca acapa——-—ab (Bra)c(Bpi,a) (Bp1,a) ¢(B1,a) b

=v

A2 02
M — _

) )

AN

QY

a b a——a b (Br,a) (B,a) (B,a)  (Br,a) b

x
AN
AN
AN

oy

a a a a a a<——a a a a a a

FIGURE 7.2 - A gauche : un mot u de M5, avec Ay = {a}, Ay = {b}, A3 = {c}. A droite : un
mot v de D3, correspondant. Nous remarquons que certains symboles sont marqués plusieurs
fois afin de préserver I'appartenance au langage de Dyck sur tous les niveaux.

Exemple 7.33. Supposons A1 = {a}, Ax = {b}, A3 = {c}. L'image d"un mot u € Ag par Ay est
illustrée comme suit.

u= a b (Bra) c (B2p1,a) (B2f1,a) € (B1,a)

(ol
INY}

A(u)= a b (Bra) ¢ (B,a) (Bra) ¢ (B,a) b @

AMoAy(u)= a b a c a a c a b a

Définition 7.34 (Itération par d-projections). « Le » langage de Dyck d’ordre k sur A est DX, = Dy .

Exemple 7.35. Si A; = {a}, Ay = {b}, A3 = {c}. Alors le mot u de I'exemple 7.33 appartient @ D3
comme illustré ci-dessous.

U= a b (Bi,a) c (B2B1,a) (BaBr,a) € (Bi,a) b a
o(u)= a b (Bra) (B1,a) (B1,a) (B1,a) b a
coom(u)= a a a a a a

7.6.3 Preuve de la dominance

Nous montrons ici (Proposition 7.44) que pour tout k > 1 : M’;‘ = /\1,;{_1(@’1‘4) comme
illustré sur la figure 7.2. Les deux sens de cette équivalences sont montrés dans les lemmes 7.38
et 7.43.

Lemme 7.36. Pour toutk > 1, A14(D s ) = @AM,A”.
k+1 !

Démonstration. Ceci découle de fagon similaire au lemme 7.26 du fait que pour tout a € Ak'6 :
Ag(a) = A x((Bra)) et que de plus Ajx(a) € Ay Par définition, le langage @AkH/ALk est
généré par la grammaire algébrique

S—e+SS+ Y aSa+ ) aSa

a€Axiq aeﬁl,k
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Par définition des fonctions A;, la grammaire ci-dessus est équivalente a

S e+ SS+ Z /\Lk(a)S)\Lk(ﬁ) + Z /\l,k(a)S/\l,k(a)'
a€ Ay i1 aGA,’?Uﬁk(Akﬂ)

Le langage D 48 étant généré par la grammaire

S —e+88+ ) aS'a
a€ A UAPUB(AD)

I1 s’en suit que /\Lk(DAkBH) = iAkH,ALk- =

— *
Lemme 7.37. Pourtoutk>1etu€Ak’8 :Al,koa,(*l( )—rcjko)tlk 1(u).

(7T 4 étant la projection de gllkﬂ dans 31,1«)

Démonstration. Puisque les homomorphismes oy et A; ,_1 sont alphabétiques, il suffit de mon-

— — k
trer que pour tout a € Ak'B U{e} : A ook(a) = nﬁk o Ay k—1(a). En effet, pour tout a € AkB :

*

ﬂAkOMk 1(a) = Agy1 Mg-1(a)Ager

De méme,

Mooy Ha) = Alk(Ak—H {a, (Bx,a) )} Ak ) = A 1O)\k(Ak+1 {a, (B, a) )} Ak )
= Al,k—l(AkH {a}Arn )

*

= App1 Mg—a(a)Agp -

De plus,

—

MgooyH(e) = A = ﬂjko/\lk 1(e)-

Lemme 7.38. Pour toutk > 1, /\Lk,l(ﬂ;‘) - /\/l’fél.

Démonstration. L'affirmation est trivialement vraie pour k = 1. Prouvons par induction que
pour toutk > 1: Aq_1(DY) € M¥. D'apres le lemme 7.37, Ayo o, ! = =74 © A1 etd’apres

le lemme 7.36 : Ay (D AkgH) =D Aa1,A - Nous obtenons ainsi

A (D) = AMg(D g N o (DY) € Mg(Dys )00 Ao (DY)
=Mx(Dyp )00 ”1},1,((7\1,1(—1(@],(4)) (Pr)

= DAkJrerl,k A ni,lk(Mlk) = lefl (P>)

((Py) = d’apres le lemme 7.37 ; (P>) = d’aprés le lemme 7.36, par hypothese d’induction et
d’apres la proposition 7.18. )

O
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Afin de montrer le sens inverse, nous avons besoin de montrer que pour tout mot u de MK il
existe un mot marqué v dans DX, correspondant. Considérons l'ensemble de marquages pour
un mot défini comme suit.

Définition 7.39 (Ensemble de marquages). Pour tout k > 1, soit la fonction MARKSy, qui a tout mot
u e ﬁAkrAl,k—l associe le langage MARKSy (1) défini comme suit :

— siu =¢ MARKSi(u) = {e};

— sinon, si u admet une factorisation u = xy avec x,y € D AuAe — 1€}

MARKS (1) = MARKSy(X)MARKS,(v);
— sinon, si u admet une factorisation u = axa avec a € Ay, x € D ApArgrr
MARKSy (1) = aMARKS(x)d;
— sinon, si u admet une factorisation u = axa aveca € Ajavecl <k, x € D ApAri s
MARKS; (1) = {a'vd’ | v € MARKS(x),a’ = (Bi1- - Bin,a),n > 0};
— sinon, si u admet une factorisation u = axa aveca € Ajavecl <k, x € D ApAip_1s
MARKSy (1) = {a'va’ | v € MARKSg(x),a’ = (Bi1 - Bin,a),n > 0}.

Puisque la fonction MARKSy substitue tout facteur bilatéral par un facteur unilatéral, nous
pouvons admettre le lemme suivant.

Lemme 7.40. Pour toutk > letu € @Ak,Al 1 P MARKSy(u) C D ,p-
” k

Considérons aussi le cas particulier suivant.

Définition 7.41. Pour toute paire d'alphabets A, B et marqueur vy, soit la fonction MARK 4 g qui d

tout mot u € @A,B associe le mot MARK 4 (1) défini comme suit :
— siu =¢ MARKgp,(u) =¢;
— sinon, si u admet une factorisation u = xy avec x,y € Do p — {e},

MARK4 B (1) = MARK4 g (X)MARKA B (V);
— sinon, si u admet une factorisation u = axa aveca € AUB,x € D AB,
MARK4 B (1) = AMARK 4 B (X)d;

— sinon, si u admet une factorisation u = bxbavech € B,x € D AB,

MARK 4 g, (#) = (7,b)MARK 4 g, (x) (7, b);

Du fait de la définition de la fonction MARK4 g,,, nous pouvons aussi admettre le lemme
suivant.

Lemme 7.42. Soient A, B deux alphabets, p un marqueur et u € D AB. Alors
AaBy(MARKA B )(U) =u;  0ap,(MARK, ) (1) = tg(u).

Lemme 7.43. Pour toutk > 1, MIA - /\Lk,l(leA).
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Démonstration. Soit k> 1letu ¢ /\/l’f4. D’apres le lemme 7.13, pour tout i € {1,...,k} :
”A,z‘(“) € M!,.Pour touti € {1,...,k}, soit alors
uj = 104, (u).

D’apres la proposition 7.18, chaque u; appartient a M. Nous définissons pour touti € {1,...,k},
un mot v; tel que '
v; € Dy ety 1(vi) = u.
comme suit :
1. Définir v1 = u;.
2. Pourtoutide2ak:
— si |uj|4, = 0, alors nous avons u; = u;_1 ; et dans ce cas, définir v; = v;_.
— Sinon, considérer I'unique décomposition u; = x1a1x2a3 - - - X0, X1 telle que chaque
Kj € 2\\, et x1xp X1 = U;_q.
Soient y1,Y2,...,Yns1 tels que v;_1 = y1y2---yny1 et x; = Ay;_1(x;) pour tout j €

{1,...,n+1}.Soit w; = yra1y202 « + - Yu&yYy1. Définir v; = MARKAi,Aﬁ],ﬁk(wi)'

Validité de la construction. Montrons que chaque v; appartient a D', et que A1; 1(v;) = u;.
Affirmation 1. Pour tout 1 < i <k, oy,-1(v;) = uj et 0;_1(v;) = vj_1.

Preuve de I'affirmation 1. Par induction sur i.

Cas initial. Par construction, nous avons v; = u;. D’apres le lemme 7.42, I’affirmation est
aussi vraie pour i = 2 puisque par construction, v = MARKa, 4, g, (42)-

Pas d’induction. Supposons l'affirmation vraie pour un certain i. Puisque A1; = A1,_10A;
et que le mot v; 41 = MARK, 5 ﬁi(wiﬂ) avec Wi1 = Y1&;Y2&2 - *  YulknYny1 avec chaque a; €
AL,

Xi; ety = Aic1(y1)aid—1(y2) - - - Ai—1nAg,i—1 (Yns1), d’apres le lemme 7.42, on obtient
Viy1 = Mic10A0 MARKAI,H,Agﬁi(wiJrl) = Aic1(wip1) = uiga
De plus, d’aprés le lemme 7.42,
(Tl-(viﬂ) =0;0 MARKAi+1,AF,ﬁi(wi+1) = 7'[;15(&)1‘) = 0.

Ceci conclut la preuve de 'affirmation ci-dessus. O

Il est aussi clair par construction que chaque v; € MARKS;(u;). D'apres le corollaire 7.19,
chaque u; € Dy, a,, , et par conséquent, d’apres le lemme 7.40, chaque v; appartient a D ,s.
Combiné a laffirmation 1, ceci implique que chaque v; appartient & D',. O
Proposition 7.44. Pour tout k > 1, M% = A1, 1(DX)).

Démonstration. Les lemmes 7.38 et 7.43 montrent les deux sens de 1'égalité. O

D’apres le théoreme 6.2, LANGF = @ (MF) ott MK est le langage M, ot chaque alphabet
A; de la séquence A est de taille 2. Soit alors D le langage D¥, oti chaque alphabet A; de A est
de taille 2. En conjonction avec le corollaire 7.24, la proposition 7.44 implique alors

Corollaire 7.45. Pour toutk > 1 :
€ (D*) = €(e-DyckF) = € (MF) = LANGE.
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7.7 Théorémes de représentation

Nous résumons dans cette section plusieurs théorémes de représentation des familles LANGF
par transductions rationnelles en y ajoutant quelques uns suivant la méme syntaxe que le théo-
reme de Chomsky-Schiitzenberger.

Proposition 7.46. Soit k > 1. Un langage L. C ©* appartient d LANGF si et seulement si il existe une
séquence d’alphabets A, un langage régqulier R et un homomorphisme f tels que L = f(R N MK,).

Démonstration. Le sens (<) découle du théoreme 6.2. Pour le sens (=), considérons I’automate
a k-pile A = (Q,%,q0, A, A F) tel que Z(A) = L. Soit le langage régulier Ry sur l'alphabet
QUXU A tel que

Ro = {paanq | (p,a,a,q) € A}.
Soit aussi A}, = A UL UF et A’ la suite Ay, Ay, ..., Ar_1, A} Nous pouvons naturellement
émettre l'affirmation suivante.
Affirmation 1. Un mot u € * appartient a L si et seulement si il existe un mot w € qoR(F de la forme
W = qo pra1@ix1q1 P2a2ax2q2 - - - Pnnlnknfn qf tel que u = ajay - - - ay, et

Vie{l,...,n}ipi=4qi-1;, qr=qu a1a2-- &, € MK, (P)
L’affirmation ci-dessus traduit le fait qu'un mot appartient a L si et seulement si il admet un

calcul acceptant dans A. Nous souhaitons montrer qu'un mot w € goR}F satisfait (P) si et
seulement si il appartient a M%,,.

~ Dapres la proposition 7.18, un mot appartient & M, si et seulement si il appartient a
Day a,, , et sa projection sur le niveau k — 1 appartient a MIX 1. Ceci nous permet de prouver
l'aftirmation suivante.

Affirmation 2. Soit w = qo pra1@10aq1 P2a2i@aaqo - - - Gulnn®nqn G5 € qoRGE. Le mot w satisfait la
propriété (P) si et seulement siw € M¥,,.

Preuve de 'affirmation 2. Siw € M¥,,, d’apres la proposition 7.18, w € D AL A, , €t par consé-
quent le mot w est nécessairement de la forme

W = qo qoa141&14q1 142826242 * * * Gu—1AnAn&nfn Gn-
Ipso facto,ppr (W) = Pa,a,, (@102 - ). Par conséquentnous avons ayaz - - - ay € Dag 4y, -
D’apres le lemme 7.13, nous avons aussi 713, (a1a2 -+~ an) = 75, (w) € MEL Crest-a-dire
X1y -+ Oy € M’f4 (Proposition 7.18).

Réciproquement, si w satisfait (P), alors il est de la forme

W = qo qoa1d1&1q1 412026242 ** * n—1anAn&nGn Gn
avec ajay - &, € MK puisque le calcul décrit par w est acceptant. Ce qui induit de fagon
similaire que w € M¥,,. O

En combinant les deux affirmations précédentes, nous obtenons qu'un mot u appartient a
L si et seulement si il existe un mot w € qoR;F tel que w € MK, et g (w) = u. Cest-a-dire,
L = s (qoRGF N MK,)). O

Corollaire 7.47. Soit k > 1 et L un langage. L appartient & LANGY si et seulement si il existe un
langage régulier R, un homomorphisme f et une séquence d’alphabets A tels que L = f(R N D).
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Démonstration. Le sens (<) découle du fait que DX, appartient 2 LANG (Corollaire 7.23) et que
LANGF est une famille agréable (théoreme 6.1).

(=) D’apres la proposition 7.46, tout langage L € LANGF peut s’exprimer comme L =
h(R N M¥X). D'apres la proposition 7.44, M¥ = A, ,_1(DX,). Nous obtenons ainsi

L=hRNAx1(DY)) =hoAy1(Api_1(R)yNDL).
La famille des réguliers étant une famille agréable, le langage A I 1(R) est régulier. O

En conclusion, les familles LANGF admettent les théorémes de représentation par transduc-
tions rationnelles suivants :

Théoréme 7.1. Soit k > 1 et L un langage. Les affirmations suivantes sont équivalentes.

1. Le langage L appartient 2 LANGF.

2. 1l existe une séquence d’alphabets disjoints A de taille k (dans laquelle chaque alphabet A; de A
est de taille 2) et une transduction rationnelle T telle que L = T(M¥,).

3. 1l existe une séquence d’alphabets disjoints A de taille k (dans laquelle chaque alphabet A; de A
est de taille 2) et une transduction rationnelle T telle que L = T(DX,).

4. Il existe un langage X € e-DYCK" et une transduction rationnelle T telle que L = T(X).

5. Il existe une séquence d’alphabets disjoints A de taille k, un langage régulier R et un homomor-
phisme f tels que L = f(RN M¥,).

6. Il existe une séquence d’alphabets disjoints A de taille k, un langage régulier R et un homomor-
phisme f tels que L = f(RN D).

7. 1l existe un langage X € e-DYCKX, un langage réqulier R et un homomorphisme f tels que
L= f(RNX).

Démonstration. Corollaires 7.45 et 7.47 et proposition 7.46. O

7.8 Machines a séquences d’homomorphismes

Les théorémes de représentation ont souvent aidé a concevoir des formalismes de recon-
naissances pour des familles de langages. En particulier, dans [HN81], Hirose et Nasu montrent
qu’une famille de langages quelconque admet un certain type de théorémes de représentation
si et seulement si celle-ci admet une grammaire universelle”. Dans [Sor14], Sorokin prouve un
théoréme de représentation pour les frontieres des foréts algébriques simples et s’en sert pour
concevoir une classe de machine permettant de reconnaitre ces langages. Il s’agit de machines
munies de deux piles, les mouvements de celles-ci sont synchronisés et restreints a une classe
de «synchronisation ».

Nous menons une étude similaire pour les cones rationnels générés par des itérations du
langage de Dyck (de fagcon générale et pas uniquement pour les langages de Dyck « d’ordres
supérieurs »). Nous montrons ici que ces familles de langages sont reconnaissables par des
automates a plusieurs piles pour lesquelles le comportement de ces piles peut étre spécifié par
une séquence d’homomorphismes.

7. Une grammaire algébrique G est dite universelle gauche pour une famille de langage ¥, vis-a-vis d"une famille
J, si ses dérivations terminales gauches pour lesquelles les suites de productions effectuées appartiennent a 7, est
précisément des langages de
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Définition 7.48 (Classes de langages de Dyck itérés). Soit H une classe (quelconque) d"homomor-
phismes. Pour tout k > 1, soit H-DYCK* I'ensemble de langages de la forme Dy g 0it g une séquence
d’homomorphismes de JH.

Définition 7.49 (Machines a séquences (syntaxe)). Soit H une classe d’homomorphismes et k un en-
tier positif. Une machine a séquences sur H et de niveau k est une structure A = (Q, %, qo, A, g, A, F)
onl

— X est l'alphabet de travail ;

— Q est I'ensemble fini d’états, qo € Q est I'état initial et F C Q est 'ensemble d’états acceptants ;

— A est une séquence d’alphabets de pile, de taille k ;

— g est une séquence d homomorphismes g1,2,...,8k—1 sur A telle que chaque g; appartient i

H;

— ACQx(ZU{e}) x (AU {e}) x Q est la relation de transition.
Définition 7.50 (Machines a séquences (sémantique)). Soit A = (Q,%,qo, A,g,A, F) une ma-
chine a séquences sur J{ et de niveau k.

Pour touti < keta € A;, [a] désigne ici I'action COPIE, sur la i-eme pile et [a] = [a]] = COPIE,.
Pour tout mot u = ayay -+ ay € A, [u] = [an] o - o [az] o [a1].

Configurations. Une configuration de A est un tuplet ¢ = (q, u, Wy, Wk_1,...,w1) ot g € Q est
I'état courant, u € L* est le mot restant a lire sur la bande de lecture, et chaque w; € A;* L, pour
i € {1,...,k} est le contenu de la i-eme pile. La relation - décrit une étape de calcul. Soient deux

A
configurations ¢ = (q,u, Wy, wr—1,- -+ ,w1) et ¢’ = (¢q',u',wy, wi_y,- -, wq). Nous avons c I; ¢ si

et seulement si il existe une transition (q,a,a,q9’) € A telle que u = au’, w;, = [af (wy) et W] =

(81 k-1 ()] (wy) pour tout 1 € {1,...,k—1}.
La relation :* désigne la cloture réflexive et transitive de ;.

Langages reconnus. Le langage reconnu par A est

ZLA)={uecX" [IqreF:(q,ul, - ,J;)) l;l (qr e, L, - ,J__/)}
k fois k fois

Notations. Nous décrivons un calcul par une suite de transitions effectuées e.g.
ap,n an,n ap,
qo == q1 == g2+ 1 == Guia

avec chaque (g;, 411, %i11,gi+1) € A.

Exemple 7.51. Soit la machine a séquence de niveau3 A = (Q, %, qo, A, g, A, F) avec Ay = {a1}, Ay =
{2}, Az = {az}, la séquence g telle que

Q(a3) = agnn, go(d3) =2, 1) = a1, g1(d1) = a0y,

Nous avons alors g1 0 go(a3) = aqaq et g1 0 go(@3) = ayay. Les ensembles Q, X, A et F sont décrits
par le graphe de transitions suivant.

a,as C, a3
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. . , y b, iz .
Le calcul sur le mot aabc par la suite de transitions qo i Jo i qJo0 e q1 AN q1 est comme suit

(go,aabc, L, L, 1) (qo,abc, a3 L, apnp |, q1 L)

qo, be, s L, apopmony L, gy L)
1

l_
b
l_
b
'f_{ (q1,¢c,a3L, aomonp L, qvy L)
l‘; (q1/£/ J—,IXZDCQJ_, L)

Considérons dans toute la suite un entier k fixé, et une classe d’homomorphismes .

Définition 7.52 (Langages reconnaissables par des machines a séquence). Soit RECK, la famille
de langages reconnaissables par machines des machines a séquences sur H et de niveau k.

Lemme 7.53 (Langage de comportement). Soit A = (Q, X%, qo, A, g, A, F) une machine a séquence
sur H de niveau k. Un calcul

ay,n a), K Ap Ky
4go 1—}‘71 H‘12""%1—1 —sl%fl
avec q, € F est acceptant si et seulement si a0 - - - &y € Dk,g.

Démonstration. En effet, le calcul susmentionné est acceptant ssi [a1az - - - a,J(L) = L et pour
tout! € {1,...,k—1}: [gre—1(mi2---ay)](L) = L; cest-a-dire ssi a1y - - - &, € Dy, et pour
tout! € {1,...,k—1} : g1 (o - - &) € Dy, ; C'est-a-dire ssi aqas - - - &, € Dy . O

Lemme 7.54. Soit g une séquence d’homomorphismes de taille k — 1 telle que chaque g; € H. Le
langage Dy, appartient a RECE,.

Démonstration. En effet, conformément au lemme 7.53, le langage Dy 4 est reconnu par la ma-
chine A = (Q, %, 40, A, g, A, F) telle que

L=A, Q=F={q} etA={(qaa4q)]|acA}.

Lemme 7.55. La famille RECX, est effectivement fermée par transductions rationnelles.

Démonstration. Conformément au théoréme de Nivat, il nous suffit de prouver que RECE, est
fermé par intersection avec des réguliers, homomorphismes alphabétiques et images inverses
d’homomorphismes alphabétiques (le calcul des homomorphismes et du langage régulier sont
de plus effectifs depuis un transducteur fini). La fermeture par ces opérations est une propriété
standard des familles de langages reconnaissables par machines abstraites (voir [Gin75]). Celle-
ci est indépendante du type de structure de mémoire utilisée.

Fermeture par homomorphismes alphabétiques. Soit A = (Q,%,qo, A, g, A, F) une machine a sé-
quence sur H de niveau k et f : X* — X" un homomorphisme alphabétique. La machine
B = (Q,X2,q0,A,g A F) telle que Z(B) = f(Z(A)) est construite en remplagant chaque
production (g,a,«, p) € A par (g, f(a),«, p).
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Fermeture par intersection avec des réguliers. Soit A = (Q,%,qo, A, g, A, F) une machine a sé-
quence sur H de niveau k et R C X* un langage régulier. Il existe donc un automate fini
Ar = (Qr, X, qo,r, Ar, Fr) tel que £ (Agr) = R. Nous supposons sans perte de généralité que
pour tout g € Qg, il existe une e-transition (g, ¢,¢) (ceci nous permet de synchroniser les deux
machines). La machine B = (Q', X%, q;, A, g, A, F) telle que £(B) = Z(A) N R est construite
par un produit entre les A et Az comme suit :

Q' =QxQr: g0 = (q0,q0r);
etpourtoutq,q' € Qac XU {e},a € AyU{e},p,p' € Qr:

(@ p)au(d,p)) e & (qaua4q)ecAet(qd,ap)eAr

Il existe alors dans B un calcul acceptant

Fermeture par images inverses d’homomorphismes alphabétiques. ~ Soit une machine a séquence sur
H de niveau k, A = (Q,X,90,A,9,A,F) et f : X" — £* un homomorphisme alphabétique.
La machine B = (Q,X,,q0, A, g, A, F) telle que £ (B) = f~1(£(A)) est construite en substi-
tuant chaque production (g, 4, «, q) par I’ensemble de production {(g,b,a,p) | f(b) = a}, eten
ajoutant pour tout g € Q etb € f!(¢) la transition (g, b, ¢, p). On obtient ainsi que pour tout

calcul go 25 g1 25 g5+ g1 % g, de B est acceptant si et seulement si il existe un calcul
acceptant pour f(aqa; - - - a,) dans A. O

eye k k
Proposition 7.56. ¢’ (H-DYCK") C RECy,.

Démonstration. D’apres les lemmes 7.54 et 7.55, H-DyckF - REC’§C et REC’j{ est fermé par trans-
ductions rationnelles. Il en découle la proposition ci-dessus. O

Proposition 7.57. RECK, C % (H-Dyck").

Démonstration. Similairement a la preuve du théoreme 6.2; Soit A = (Q,%,90,A,9,A,F) une
machine a séquence sur J{ de niveau k, il existe une transduction 7 telle que .Z(A) = T(Dy4).

Celle-ci est décrite par le transducteur 7 = (Q, /Tl,k, Y, qo, A, F) tel que pour tout g, p € Q,a €
YU {e},a € AU {e}:
(g,ala,p) €N & (g,a,a,p) €A.

Il existe alors dans 7 un calcul
“1‘u1 “2‘“2 “n‘”n
qo——>q1 —> 42" qun-1 — qn
si et seulement si il existe dans A un calcul

Qo = g1 =5 ga - a1 3 .

De plus, ce dernier calcul est acceptant ssi g, € F et ajaz---a, € Dig (Lemme 7.54). Il en
découle que Z(A) = T(Dy ). O

Corollaire 7.58. RECK. = € (H-DyckF).
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7.8.1 Applications aux théorémes de représentation
D’apres le corollaire 7.45, nous avons 1'équivalence qui suit :
LANG' = % (e-DyckF) = (D).
En conjonction avec le corollaire 7.58, nous obtenons le théoréme ci-dessous.

Théoréme 7.2. Soit k > 1 et L un langage. Les affirmations suivantes sont équivalentes.

1. L € LANGK.

2. L est reconnu par un automate a séquence de niveau k sur une séquence d’homomorphismes
e-stirs (symétriques, symétriques et alphabétiques).

3. L est reconnu par un automate a séquence de niveau k sur la séquence de d-projections o.

Sorokin [Sor14] et Kanazawa [Kanl4b] ont prouvé que pour tout m > 1, les frontieres
d’arbres algébriques simples de rang m — 1 sont des images par transduction rationnelle de
langages de la forme Dy, "W, }n(Dnm) ou n est un entier positif et W, est un homomor-
phisme particulier. Pour tout m > 1, soit alors W, 'ensemble des homomorphismes W, ,, avec
n > 1. En conjonction avec le corollaire 7.58, nous obtenons le théoréme ci-dessous.

Théoreme 7.3. [Sor14] Soit m > 1 et L un langage. Les affirmations suivantes sont équivalentes
1. L est la frontiere d'une forét algébrique simple de rang (m — 1).
2. L € RECy, .

La classe d’automate introduite dans [Sor14], est équivalente a celle de REC%Vm.

7.8.2 Transductions a séquences (simulations des piles)

Nous introduisons ici les notions de transducteurs et transductions a séquences. Celle-ci
sont des machines a séquences munies d’un ruban d’entrée et de sortie et telles que le mot lu
sur le ruban d’entrée est restreint a I'image par une séquence d’homomorphismes d"un langage
de Dyck itéré par cette méme séquence d’homomorphismes. Cette restriction permet a ce que
si le mot lu en entrée appartient a un langage de Dyck itéré, alors celui-ci permet de simuler
le comportement de plusieurs piles et le mot de sortie appartient alors a un langage de niveau
supérieur.

Définition 7.59 (Transducteur a séquences (syntaxe)). Soit H une classe d’homomorphismes et
k un entier positif. Un transducteur a séquences sur I et de niveau k est une structure T =
(Q, 21, 22, qo, A, f, g, A, F) ol

— i\l est I'alphabet d’entrée;

— X est l'alphabet de sortie;

— Q est l'ensemble fini d'états, qo € Q est I'état initial et F C Q est I'ensemble d’états acceptants ;

— A est une séquence d’alphabets de pile, de taille k ;

— g est une séquence d’homomorphismes g1,82,...,8k—1 sur A telle que chaque g; appartient a

I
— f est un homomorphisme de A; dans £ appartenant a 3 ;
— ACQx (X} | 2U{e}) x (AxU{e}) x Qest la relation de transition ; de plus toute transition

est de la forme (q, (f o g1x—1(a) | a), &, p).

Définition 7.60 (Transducteur & séquences (sémantique)). Soit T = (Q,%,q0, A, g,A,F) un
transducteur a séquences sur H et de niveau k.
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Configurations. Une configuration de T est un uplet c = (q,u, v, Wy, Wi—_1,...,w1) oit g € Q est
I'état courant, u € X est le mot restant a lire sur la bande de lecture, v € X5 est le mot écrit sur la bande
d’écriture et chaque w; € A;" L, pouri € {1,...,k} est le contenu de la i-eme pile. La relation l;décrit

une étape de calcul. Soient ¢ = (q,u, v, Wy, Wr_1, - ,wr)etc’ = (g, u', v, w, w4, ,wi);c f7—_ c

si et seulement si il existe une transition (q,x|a,a,q’) € Atelle que v = av’, u’ = ux, w; = [a] (wy)
et w) = [grr—1(x)](w;) pour tout 1 € {1,...,k—1}.
La relation fl;* désigne la cloture réflexive et transitive de FI;

Relation décrite.  La relation décrite par T est
R(T) ={(u,v) €5 x| Jgr € F: (qo,u,e, L,---, L)) =" (qf,6,0,L,---, L)}
(T) = {(u,v) € 23 x 23 | gy (0, u,¢ N (g0 )}
k fois k fois
Notations. Nous décrivons un calcul par une suite de transitions effectuées e.g.

(X1|111),061 (XZ‘QZ)/D(Z (x11|11n),1"n
go — Q1 — 42 {qn-1 In+1

avec chaque (g;, (xi+1|ai+1), ®it1,qi41) € A.
Remarque 7.61. Par définition de la relation de transitions A, pour tout calcul

X1 |111,0¢1 X2 |ﬂ2,0t2 Xn \tln,ﬂtn
qo —> q1 — g2 qn-1 — qGn+1,

1OUS avons X1xp - - - Xy = f 0 g1 j_1(@rag - - - &y).

Puisqu’un transducteur a séquence est aussi une machine a séquence, d’apres le lemme 7.53, le
calcul susmentionné est acceptant si et seulement si g, 1 € F et a1aa - - - ay € Dy g. Le domaine de la
transduction décrite est alors inclus dans f o g1 x—1(Dy,g)-

Définition 7.62 (Classes de transductions a séquences généralisées). Soit TRANSE, la classe de
transductions descriptibles par des transducteurs a séquences de niveau k sur 3.

Théoreme 7.4. Soient k,I > 1 et L un langage. Le langage L appartient i RECI;E* Usi et seulement si il

existe une transduction T € TRANSK, et un langage X € H-Dyck! tels que L = 7(X).

Démonstration. (=) Soit A = (Q, %, g0, A, g, A, F) une machine a séquence de niveau k + [ sur
H reconnaissant L avec

A=A, Ay ..., Apin et 9=81,92, -, Skt1-1-

Soit B = Aj11,Aj4p, -+, Axy1laséquence des k derniers alphabets de A. Soith = g1, $2,...,81-1
la séquence des | — 1 premiers homomorphismes de g et

f = gl+11gl+2/ ... /gk+l—l
la séquence des k — 1 derniers homomorphismes de g. Nous avons alors
h1,1-1 0810 fie—1 = &1 k+i-1-

Nous construisons le transducteur 7 tel que L = R(7)(D; ) comme suit :



7.8. Machines a séquences d’homomorphismes 123

T =(QA,%,q0,B,g,f,N,F) ot AN est tel que pour toutg,p € Q& € Ay U{e},a €
YU {e}:
(0, (810 fix-1(a) |a),a,p) €A" & (q,4,a,p) €A

Par construction, tout calcul acceptant de 7 est de la forme

(xl‘ul)ral (x2|a2),¢x2 (xn‘an)/‘xn

Ci=1qo 7kl q2- - qn-1 qf

avec g5 € F, chaque x; = g/ o fi,_1(w;) et iz -+ -y € Dy ¢ (puisque 7 est une machine a
séquence) et

est un calcul dans A. Si x1xp - - - x, = g0 g14—1(a1020,) € D, alors on obtient a1a; - - -, €
Dy s etgrogir_1(niaony,) € Dyp cestadire ajay - - -y € Dyyyq. Le caleul C; est donc acceptant
dans A. Nous pouvons en déduire que R(7)(D;p) C L.

Réciproquement, tout calcul acceptant dans A est de la forme

avec gy € F,ajap - - - ay € Dy 4 et tel que

(x1]a1),m (x2|a2),02 (xn]an)oen

Ci=q0 — @1 — 42 qn
avec chaque x; = g; o f 1 (a;). Puisque a1a3 - - - &, € Dy 4, NOUS avons

K1l -+ - Ky € Dk“f (A)
910 fix—1(aaz -+ ay) € Dy (B)

(A) implique que le calcul C; est acceptant et (B) implique que x1x2 - - - x,, € D;j. Il en découle
que L C R(T)(Dyp)-

(<) Il nous sulffit ici de faire la construction inverse. Etant donné un transducteur de ni-
veauk T = (Q, A}, %, q0,B, g1, f, A, F) et une séquence d’homomorphisme h de taille ] — 1, la
machine de niveau k + 1 A telle que Z(A) = R(T)(D;p) est A = (Q,X,90,A,g,A,F) ol g est
I'extension de h par g; et f; les alphabets de A sont conformes a h et g; et ses k derniers alpha-
bets sont ceux de B ; et la relation A est telle que pour tout g, p € Q, & € Ag U{e},a € ZU{e}:

(9,(g10 fix—(a) | a),a,p) €N & (g,a,a7p) €A

Nous obtenons ainsi la méme relation entre A et 7 que dans le sens (=). O

Définition 7.63 (Transductions e-stres d’ordres supérieurs). Pour tout k > 1, soit e-TRANS"
la classe de transductions décrites par des transducteurs a séquences de niveau k sur des séquences
d’homomorphismes e-sfirs.

Un corollaire du théoréme 7.4 est alors le suivant :

Corollaire 7.64. Soient k,1 > 1. Un langage L appartient 8 LANGY"! si et seulement si il existe une

transduction T € e-TRANS" et un langage X € e-DYCK' tels que L = 7(X).
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Théorémes de représentation pour les transductions a séquences

Définition 7.65. Nous disons qu'une classe d’homomorphisme 3 est fermée par composition droite
avec des projections si pour tout homomorphisme g : Ay — Aj], et pour tout alphabets B tel que
Ay C B, I'homomorphisme g o T4, appartient a H ; oii 714, est la projection de B dans Aj.

Théoreme 7.5. Soit une classe d’homomorphisme H fermée par composition droite avec des projections,
k > 1 et T une transduction. Les affirmations suivante sont équivalentes.

1. La transduction T appartient a TRANS’g‘{.

2. 1l existe un langage régulier R, une séquence d’homomorphismes g de H et de taille k — 1, un
homomorphisme f de J et un homomorphisme h tels que

T={(fogur1(u),h(u)) | u € RN Dyy}.

Démonstration. (2 = 1) Il suffit de considérer la machine & séquence reconnaissant le lan-
gage RN Dy 4. Le langage Dy 4 est reconnu par une machine a séquence de niveau k dans
laquelle toute production est de la forme (g,a,,q). D’apres la construction de la fermeture
par intersection, le langage R N Dy 4 est reconnu par une machine dans laquelle chaque tran-
sition est de la forme (g,a,a, p). Il suffit alors de substituer chaque transition (g,«,«, p) par
(g, (fogik—1(a) | h(a)),a, p) pour obtenir un transducteur de niveau k sur K.

(1 =2)Soit T = (Q,X1,%2,90, A4, f,g,A, F) un transducteur de niveau k sur 3 décrivant
T. Supposons que la séquence g est g = ¢1,82,...,8k—1- Soit A = (Q, X U A, 90, A,g,A,F) la
machine a séquence obtenue en transformant toute transition 6 = (g, (f o g1,-1(®) | a),a,p) €
Aen (q,600,a,p).

Soit 'homomorphisme y = g o 714, ou 714, est la projection de mk dans A. Soit la
séquence ¢’ = ¢1,92, .- -, %k—1, 4- Nous pouvons affirmer que pour tout mot u de la forme

U = 816101020007 - - - 6 Opliy

tel que chaque 6; € A et chaque &; € 1/4\;{ U {e}, nous avons u € Dy, si et seulement si
A (U) = wian - - - &y € Dy, et par conséquent, u € Dy 4 si et seulement si 74, (1) € Dy g.

Soit aussi I’'homomorphisme £ : m* — Xj tel que

h(a) = e pour touta € Ay UA, h(6) =apourd = (q,(x|a),ap) €A

Il est alors clair que T = {(f og);_,(u) h(u)) | u € Z(A)}. Il nous reste a prouver que
Z(A) peut s’exprimer comme l'intersection d"un langage régulier avec Dy 4.
Affirmation 1. Il existe un langage régulier R tel que £ (A) = RN Dy g

Preuve de I'affirmation 1. En effet, soit Ag = (Q, m, qo, Ar, F) I’automate fini sous-jacent a
A. Par construction, tout calcul de Ay est de la forme

516101 520007 8,0n0
Car=90 — @1 = **Qn-1 — qn.

Un calcul de A, de la forme

610141,81 S2battn i OOy
qo — q1 —F - qu-1 —  qn

est acceptant si et seulement si g, € F et ajaz---a, € Dyg, C’est-a-dire si et seulement si
01610102024 - - - 80,0, appartient a R et a Dy o . Il en découle I'affirmation ci-dessus. ]

Ceci conclut la preuve du théoreme ci-dessus. ]
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7.9 Approfondissements

Afin d’alléger la lecture de ce chapitre, nous avons volontairement omis certaines notions
qui n’étaient pas immédiatement nécessaires a notre étude. Nous les abordons ici

7.9.1 Sur les langages de Dyck d’ordres supérieurs

Une propriétés intéressante des langages de Dyck «algébriques » est que pour tout k > 1,
le langage Dy peut s’exprimer comme l'image inverse par un homomorphisme du langage D,.
Nous retrouvons cette méme notion pour les langages de e-DYCK*. Nous montrons que pour
tout k > 1, il existe un langage X € e-DYCKF tel que tout langage Y € e-DYCK* peut s’exprimer
comme l'image inverse de X par un homomorphisme symétrique. Rappelons premierement
que

— (Définition 7.28) pour toute séquence d’alphabets A, I'alphabet Af est défini comme

suit :
A? = A;;  pourtoutk >1: A7 | = AP UB(AL) U Apyr.
— (Définition 7.31) La séquence de d-projections o sur une séquence d’alphabets A est
*

AP

— *
1 —>A£3 est tel que :

définie comme suit : Pour toutk > 1: 0y :

oe((Bra)) = a, Y(Br a) € Pr(AP).

Le langage D, est le langage Dy -

— (Définition 3.1) Un homomorphisme f : A* —» B* est dit e-stir unilatéral si pour tout
u € A* :u € Dy = f(u) € Dp. Lhomomorphisme f est de plus dit fortement
g-str unilatéral si «u € Dy & f(u) € Dp »; c'est-a-dire D4 = f~1(Dp).

— (Lemme 4.25) Si un homomorphisme f : A* — B* est e-sar unilatéral et que A et B
sont disjoints, alors la concaténation disjointe g : A* — (A/U\B )* telle que pour tout
a€ A:g(a)=af(a)etg(a) = f(a)aest fortement e-sir unilatéral.

Nous montrons premiérement que pour tout langage X € e-DYCKF, il existe une séquence
d’alphabet A et un homomorphisme symétrique f tels que X = f~1(DK).

Proposition 7.66. Pour tout k > 1et X € e-DYCKX, il existe une séquence A et un homomorphisme
e-silr fi tel que X = f1(DY,).

Démonstration. Nous prouvons ceci par induction sur k.

Cas initial. Pour k = 1, I'affirmation est trivialement vraie. Il suffit de considérer f
comme l'identité.

Pas d’induction. Supposons l'affirmation vraie pour un certain k. Soit alors Cy un al-

*

phabet, A une séquence de taille k, X C Gy un langage de e-DYCK* et f; : Af — G un
homomorphisme e-stir tel que X = f, (D).
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. N - * —k . . P
Nous montrons que pour tout homomorphisme e-stir h : C ;. — Ck il existe une sé-

/\*

quence A’ de taille k 4 1 et un homomorphisme e-str fj 1 : A — Ck+1 tels que

Dy NhH(X) = fr (D), (7.1)

Soit A’ la séquence A suivie de Cy,1ie. A" = Ay,--- , Ay, Cyrpi 00 A = Ay, -+, Ag. Pour
simplifier la lecture, soit B ’alphabet

B = A] UB(AP).

L'alphabet A’ f 1 estalors égal a C1 U B. Nous prouvons les affirmations suivantes.

Affirmation 1. Pour tout a € Cyyq : il existe u,, uz € B* tels que

outs) = feh(a)); ox(ua) = fulh(@); iz €D yp .

Preuve de I'affirmation 1. Par fermeture par composition des homomorphismes e-stirs, 1’homo-
morphisme fi o /i est e-stir. De ce fait, pour tout a € Cy 1, le mot fi(h(aa)) appartienta T 5 et
k

d’apres le lemme 7.26, celui-ci peut s’exprimer comme 0y (1) avec u € Dp. Les mots u, et u;
forment une décomposition d’un tel mot u telle que oy (u,) = fx(h(a)) et ox(uz) = fe(h(a)).
Cette décomposition est possible puisque oy est alphabétique. O
- — %
Fixons pour tout a € Ci, de tels mots u, et uz. Soit alors fr1 : Cry1 A’kﬁ 4 tel que
pour touta € Cyyq :

frs1(a) =au, et f(a)=

Affirmation 2. L'homomorphisme fi 1 est fortement e-stir unilatéral .

Preuve de I'affirmation 2. Par définition des mots u,, pour tout a € Cyyq : uzuz; € Dp. L'homo-
morphisme qui associe a tout symbole a € Ci1 le mot u, et a @ le mot u; est donc e-stir unilatéral ;
et 'homomorphisme f; 1 est une concaténation disjointe de 1'identité avec ce dernier. D’apres
le lemme 4.25, fi; est fortement e-stir unilatéral. O

Affirmation 3. oy o fri1 = froh.

Preuve de I'affirmation 3. Par définition de fi1 : pour touta € Ciyq : frr1(a) = aug et fry1(a) =
uza. Alors, oi(fys1(a)) = ox(a)ox(ua) = fr(h(a)) par définitions de oy et de u,. De méme,

ok (frr1(a)) = fe(h(a)). O

Par les trois affirmations ci-dessus, nous obtenons

De,., N (X)) = £t (D wP s)Nh~1(X) d’apres l'affirmation 2
= f! (D A'f) e LK) par hypothese d’induction
= fk+1(DA/f’) ﬂka( “1(DN)) d’apres l'affirmation 3
= fih (D aBNo L(DY)) par distributivité
= fih (D) par définition.
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Le langage D désigne le langage DY, tel que chaque alphabet B; de B est de taille 2. Nous
montrons maintenant que tout langage D, peut s’exprimer comme l'image inverse par un
homomorphisme symétrique du langage DF.

Proposition 7.67. Pour toute séquence d’alphabets A et pour tout k > 1 : il existe un homomorphisme
fi tel que DY = f1(DF).

Démonstration. 11 s’agit comme attendu du codage binaire symétrique « bin » tel que pour tout
k et pour tout a; € Ay :

bin(a;) = 0’05 bin((Br, ;) = (Br, 0¢) (Br 16)' (B, Ok)-
Remarquons alors que pour tout k et pour touta € Af : 0k_1 obin(a) = bino gx_1(a). C'est-a-
dire 03_1 o bin = bin o g} _1. Il est de plus bien connu que I’homomorphisme bin est fortement
e-stir unilatéral. Nous pouvons alors prouver le lemme par induction.

Cas initial. Le cas k = 1 est vrai du fait que bin est fortement e-stir unilatéral.

Pas d’induction. Supposons le lemme vrai pour un certain k : D% = bin~! (D). Alors il
est aussi vrai pour le cas k + 1 puisque bin est fortement e-stir unilatéral ; c’est-a-dire pour tout
—%

u e A'f L fUE D,s siet seulement si bin(u) € @Vg . De plus, par hypothese d’induction
k+1 k+1
or(u) € D si et seulement si bin o 03 (1) = 0} obin(u) € DF. En somme, u € D! si et

seulement si bin(u) € DF+1, O

7.9.2 Langages ¢-stirs de niveaux supérieurs

Puisque nous avons une notion de transductions e-stires d’ordres supérieurs, il va naturel-
lement avec la notion de langages e-stires d’ordres supérieurs qui décrivent les domaines des
transductions e-stires.

Définition 7.68 (Langages e-stirs d’ordres supérieurs). Soit k > 1, un langage e-stir de niveau k
est un langage de la forme

X = fogix1(RN Dk,g)

ot R est un langage régulier, f est un homomorphisme e-stir, et g = 1,82, - .., Sk—1 est une séquence
d’homomorphismes e-strs.
Nous désignons par e-LANGF I'ensemble de langages e-siirs de niveau k/

De part leurs définitions, nous pouvons admettre la proposition suivante

Proposition 7.69. Soit k > 1. Un langage X appartient a e-LANG" si et seulement si il est recon-
naissable par une machine a séquences de niveau k sur une séquence d’homomorphisme e-silrs et dans
laquelle toute transition est de la forme (g, f o g1 x—1(a), &, p).

Nous avons aussi le lemme suivant

Lemme 7.70. Chaque famille e-LANGF est fermée par homomorphismes e-stirs et intersection avec des
langages réguliers.
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La fermeture par homomorphismes e-stirs découle de la définition méme de e-LANGF et la
fermeture par intersection avec des langages réguliers vient du fait qu'un langage

f e} 81,k—1 (R N Dk,g) N Rl

s’exprime de fagon équivalente comme
fogue-1(RN(fogir—1) (R) N Dg).

D’apres le théoréme 7.1, chaque famille LANG® est le cone généré par e-DYCKX. Il s’en suit aussi
le lemme suivant :

Lemme 7.71. Pour tout k > 1 : e-LANGK C LANGFK.

Nous avons montré que langage est indexé si et seulement si il est 'image par un homo-
morphisme de l'intersection entre un langage algébrique e-stir et le langage de Dyck. Nous
montrons dans ce qui suit que chaque famille LANG admet une caractérisation similaire.

Considérons premiérement le lemme suivant :

Lemme 7.72. Soient k,1 > 1. Un langage X appartient a e-LANG ! si et seulement si il peut s'expri-
mer comme X = f(YNZ) ot Y € e-LANG* et Z € e-DYCK/.

Démonstration. (=) Soit g = 1,82, - -.,8k+1—1 une séquence d’homomorphismes ¢e-stirs, f un
homomorphisme e-stir et R un langage régulier. Soit p = 1,82, ...,1-1 la séquence des | — 1
premiers homomorphismes de g. Le langage f © g1 y+1—1(R N Dy 4) peut alors s’exprimer de
fagon équivalente comme

fogii-108k+1-1(RNDkg Mgt 1(Diy)) = fog1i-1(81k+1-1(RN Dig) N Dy )

(<) Soient g = g1,92,-..,8k—1 une séquence d’homomorphismes e-strs de taille k — 1, f un

homomorphisme e-stir, R un langage régulier et Y = f o g1 ,_1(R N Dyg4).
Soit aussi h = hy, hy, ..., h;_1 une séquence d’homomorphismes e-stirs et

w="hy,hy, ... 1, 81,82, k-1

I'extension de h par f et g. Le langage Y N D; 5, s’exprime alors comme

fogik1(RNDyy)NDip = fogix1(RNDkgN(fogir1)  (Din))
= fog1i—1 (RN Diyrp)-

Ce langage appartient donc a e-LANG . O

Conjointement 2 la fermeture par transduction rationnelle des familles LANGF, le lemme
7.72 implique que

Lemme 7.73. Pour tous k,1 > 1 tout langage de la forme f(Y N Z) oit Y € e-LANGY, Z € e-DycK!
et f est un homomorphisme appartient a LANG,

Nous montrons maintenant la réciproque. Considérons premierement le lemme suivant :

Lemme 7.74. Pour tout k > 1, il existe un langage Ly € e-LANG* et un homomorphisme f tel que
f(Le) = AMx(DYy).
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Démonstration. Le lemme est trivialement vrai pour k = 1. Nous montrons par construction
qu’il est vrai pour k > 1.
Soit k > 1. Nous considérons ici un nouveau marqueur 7. Soit Xy = Akﬂ 41 et pour tout
ie{l,...,k}, soient
Ti = Air1jr1 UY(Airipnt),  Zi =T UAL.
Considérons aussi pour tout i € {1,...,k}, 'homomorphisme g; : Z/z:l* — % tel que:

a€ Ay —ai, ac€ A y(a)y(a), acTii—a, ac Aﬁl

= 0i1(a).
Considérons pour tout i € {0,...,k+ 1} le langage L; C ZTH\_Z'* défini comme suit :

Lo=Xk41; Li=g-i(LicaNDy,, )pour0<i<k  etliyyy =Dy NL.

Affirmation 1. Pour touti € {1,...,k+1}:

Lit1 = g1,i-1(Djg N Li—41). (7.2)

Preuve de I'affirmation 1. L'affirmation est trivialement vraie pour i = 1. Supposons la vraie
pour un i < k 4 1 et montrons qu’elle est vraie pour i + 1. Par hypothese d’induction, nous
avons
Ly +1=g1;-1(Dig N Liy1-i) = &1,i~1(Dig N &i(Dx,,, N Lk—;))
=81i-108i(Dx, 1118 ' (Dig) N Li—i) = g1,i{(Dit1,g N L)

Puisque Ly = f‘.; 41, en prenant i = k + 1 dans (7.2) nous obtenons :

Lii1 = 81k(Dis1,9)- (7.3)
Pour simplifier les expressions qui suivent, nous désignons par B; 1’alphabet Al@ . Remarquons

. YT . - -1 _ -1 R A
maintenant que par définition, pour tout j, nim, B ° 8 =0 °Tsp- De méme, pour tout
ie{l,..., <k},
e S |
Tik 758 = Mg By © Sik

Et puisque 211 = Bj4q :

1 |
Tik ©7s. B, = Sik -

Combiné au fait que s B (@2/.) = Dp;, pour tout 1 < j < k + 1, nous obtenons :

'D]XH = Dp,,, N ﬂ Ui_l(DBi) = Dp,,, N ﬂ U—i_l(nfi/B\i(DZi))

1<i<k 1<i<k
=Dy, N () gix '(Dg)) = Disg. (7.4)
1<i<k

. . . . S F N P .
Considérons maintenant ’homomorphisme f : X1 — Ajx4q défini comme suit

A€ A1 UAL—a, ae Ay Uy(Ax) —e  y(a) € v(Ay) — &
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Nous avons ainsi f o g1y = A1 . Par conséquent

f(Liy1) = f o 81x(Dryrg) d’apres (7.3)
= A1k(Dis1g)
= (D) d’apres (7.4).

Ceci conclut la preuve du lemme. Remarquons toutefois que ’homomorphisme f n’est pas
e-sr. ]

Théoreme 7.6. Soient k,I > 1. Un langage L appartient 8 LANG*'! si et seulement si il peut s'écrire

comme f(XNY) avec X € e-LANG", Y € e-DYCK! et f est un homomorphisme.

Démonstration. (<) D’apres le lemme 7.73.

(=)Soit L € LANG*. D’apres les propositions 7.46 et 7.44, le langage L peut s’écrire comme
F(RN Ayx_1(DY)) pour un certain homomorphisme f, langage régulier R et séquence d’al-
phabets A. D’apres le lemme 7.74, L peut alors s’écrire comme L = f(RNh(M)) ot h est un
homomorphisme et M € e-LANGF. Le langage L peut alors s’écrire comme L = f o h(M') avec
M’ = M N h~Y(R) qui par fermeture par intersection avec des réguliers de e-LANG**! (Lemme
7.70) appartient a e-LANG . D’apres le lemme 7.72, le langage M’ peut s’exprimer comme
#(XNY)avec X € e-LANGF et Y € e-DyCK'. Ceci conclut la preuve du théoreme. O



Chapitre 8

Les Langages Les Plus Durs

8.1 Introduction

Le langage algébrique le plus dur. La complexité de la reconnaissance des langages algébriques
a fait ’'objet de plusieurs études. Dans [Gre73], Greibach montre 1’existence d’un langage al-
gébrique Lo tel que un langage L est algébrique si et seulement si il peut s’écrire comme
L =$1 f1(Ly) ot f est un homomorphisme (qui peut étre effectivement calculé depuis
une grammaire en forme normale de Greibach le générant)®. Ainsi, un mot u appartient a L si
et seulement si f($u) appartient a Ly. Le probléeme de 1'appartenance d'un mot (u € L?) pour
tout langage algébrique se réduit alors a celui de L et la complexité en temps de I’appartenance
a L est la plus petite borne supérieur de la complexité du probleme de I’appartenance pour les
langages algébriques. Le langage Ly susmentionné est alors comme « le langage algébrique le
plus dur de Greibach ». Il existe plusieurs preuves de ce résultat dans la littérature [GS80, Sto]
et d’extensions a d’autre familles de langages (voir par exemple [Okh16]). La question générale
que nous abordons ici est : quelles propriétés suffisent a ce qu'une famille ait un tel langage ?

Généralisations du langage algébrique le plus dur. La famille des langages algébriques est un cone
fidele principal [CS63, BN73, Okh12] fermé par substitutions. Nous montrons ici que tout cone
fidele principal F fermé par substitutions algébriques admet un langage Ly tel que tout langage
L € F peut étre décrit L = $!- f~(Ly). De plus, si un langage de F contient le mot vide,
alors J est fermé par quotient gauche et tout langage pouvant se représenter comme $* -
f~Y(Lo) appartient F. Il en est de méme si J est fermé par substitutions et contient le langage
X ={e}u{xx | x € 01T0U0'1""0'}. Un corollaire de ce résultat est que pour tout k > 1, la
famille g-LANGF, de langages reconnaissables par automates a k-pile « quasi-réels » admet un
tel langage Lo.

L'ingrédient principal de notre preuve est que pour tout alphabet A, il existe une transduc-
tion algébrique fidele et continue 19 telle que dom(7)) C A* et telle que toute transduction
rationnelle fidele T telle que dom(t) C A* peut s’écrire comme T = $~ o f~l o1y ol f est un
homomorphisme. La transduction 7y mentionnée ci-dessus associe a tout mot # un ensemble
de codages de tous les calculs possibles d"un automate fini sur u et utilise le langage X men-
tionné plus haut pour décrire ce codage. Notre preuve utilise des arguments similaires a ceux
de la preuve du langage le plus dur de Greibach donnée dans [ABB97].

8. Originalement énoncé comme M = f~1(Lg) ou M = f~1(Lg — ).

131
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Travaux connexes. Dans [YW84], Yokomori et Wood prouvent que toute famille agréable fer-
mée par substitutions algébriques contient un langage L, tel que tout langage peut s’exprimer
comme ¢f!(Lg) ot g et f sont des homomorphismes. Dans [Tur78] Turakainen prouve un
résultat similaire au notre utilisant la présence d’autres langages algébriques linéaires comme
condition pour la caractérisation par homomorphismes inverses.

8.2 Préliminaires

Rappels : Cones rationnels fidéles.

— Une transduction T : A* x B* est dite croissante si pour tout (u,v) € T : |u| < |v|. Elle
est fidele si pour tout v € B*, 'ensemble 7~!(v) est fini. Elle est dite continue si pour tout
couple (u,v) ET:v=€e=u ==
Toute transduction croissante est alors fidele et continue.

— (Théoreme 1.6) Une transduction T est rationnelle fidele et continue si et seulement si
elle peut s’exprimer comme T = {(g(u),h(u)) | u € R} ou R est un langage régulier, ¢
un homomorphisme et & un homomorphisme strictement alphabétique.

Nous aurons besoin de composer des transductions, nous présentons les transductions
sous forme fonctionnelles (T : A* — 2B") et nous employons la notation d’Eilenberg :
La transduction T susmentionnée sera écrite T = ho NR o g~ 1.

— Un cone fidele est une famille de langage fermée par transductions rationnelles fidéles et

continues.

Rappels : Transductions algébriques. (Théoréme 2.6) Une transduction T : A* — 2B est
algébrique si et seulement si elle peut s’exprimer comme T = ho MK o g~ ! ot h et g sont des
homomorphismes et K est un langage algébrique.

Equivalence de transductions. Deux transductions T; et 7, sont dites équivalentes si dom(7;) =
dom(y) et pour tout u € dom(ny) : 7y (u) = w(u).

Rappels : Substitutions.

— Une substitution est un morphisme v : A* — 28" qui a tout symbole a € A associe un
langage L,. Puisque v est un morphisme, v(e) = {e} et pour tout u,v € A* : v(uv) =
v(u)v(v). De plus, pour tout langage L C A* : v(L) = U, v(u).

— Une substitution est dite non-effacante si pour tout a € A : v(a) ne contient pas le mot
vide.

— Soit F une famille de langage. Une F-substitution est une substitution v : A* — 25
telle que pour touta € A :v(a) € F.

La famille F est simplement dite fermée par substitution si elle est fermée par F-substitution.

8.3 Un Générateur de Transductions Fideles

Dans cette section, nous montrons que pour tout alphabet A, il existe une transduction
algébrique fidele et continue 1y : A* — 25" telle que pour toute transduction rationnelle
fidele T : A* — C*, on peut trouver un homomorphisme fr : (CU{$})* — B* tel que
T = $ 1o fo!o1. L'idée ici est que la transduction 1y associe a tout mot u un ensemble de
codages de tous les calculs possibles d’'un automate fini sur u. Lhomomorphisme f-, essaiera
quant a lui d’associer a tout mot de la forme $v un codage des calculs d'un transducteurs
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décrivant T sur tous les mots u tels que v € T(u). Lintention est que « pour tous mots u et v,
veT(u) e f-($v) € o(u) ».

Définition 8.1. Soient deux ensembles finis Q et F tels que F C Q et F # @. Soit la transduction
Do 0 A* — 2(49Q) telle que pour tout mot u € A* :

Qo r(u) = {qq1u19292u2 - - - Guintingni1,| 1 > 0, ugtiz - -ty = u
Vie{l,...,n}:u; € A*,q; € Qet g,41 € F}.

Exemple 8.2. Soit Q = {q1,q2}, F = {q2} et u = aabb. Alors
9282 49191 292 abq1q1 bz € Po ().
Définition 8.3. Soit Op;, : A* — (AU fo] que pour tout mot u € A* :

Dpin (1) = {1 U1 X2X2U2 + + * Xn XUy X1 | 1> 0, ugtip -+ Uy = U,
Vie{l,...,n}:u € A%, x; €01T0+ 0170,
Xn41 € 0,1/+0,}.

La transduction ®¢ r a pour vocation de décrire les calculs acceptants d"une machine sur
un mot. Celle-ci ayant Q comme ensemble d’états et F comme ensemble d’états acceptants.
Chaque facteur g;u;q;1 décrit une transition d’un calcul sur u. La transduction ®y;, a pour
vocation de décrire les images de toutes les possibles transductions ®¢ r.

Lemme 8.4. — Pour tous ensembles finis Q et F tels que F C Q et F # @, la transduction g r
est rationnelle, fidele et continue.
— La transduction Oy, est algébrique, fidéle et continue.

Démonstration. Toute transduction ®g r est rationnelle, et ®p;, algébriques car elles peuvent
toutes les deux se décrire comme NX o 7r,' avec X = ({q7 | g € Q}A*)*F dans le cas de la
transduction @ r et X = ({xx | x € 0170U0'1"T0'}A*)*0'1"T0’ pour Ppi,. De plus, elles sont
fideles et continues puisque croissantes. O

Lemme 8.5. Pour tout ensembles Q et F tels que F C Q et F # @, il existe un homomorphisme f tel
que Por = f1 o Dpip.

Démonstration. L’homomorphisme recherché est f : (AU Q)* — (AU {0,1/,&1’ })* tel que
f(a) = apourtouta € A; pourtoutq; € Q:

et f(gi) = f(q)-

010’ sig; € F, -
flgi) = { I

010 sinon;

Nous pouvons clairement affirmer que pour tout u € A*etv € (AUQ)* : v € Do r(u) siet
seulement si f(v) € ®piy (1) ; ’est a dire D p(u) = 1 (Dpin (1)) pour tout mot u. O

Comme moyen de décrire des ensembles finis sous forme de mots, nous utiliserons une certaine
forme d’expressions régulieres communément appelées motifs.
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Notation. FEtant donné un alphabet A, nous dénotons par A 'alphabet AU {(, ), +}.

Définition 8.6. Un motif sur I'alphabet A est un mot w € A* de la forme
w = (Ul,l 4+ -4 ”1,n1)(u2,1 4+ 4 uz,nz) R (Um,l 4+ .4 um,nm)

avec m > 0, chaque n; > 1 et chaque u;; € A*. Nous désignons par £ (w) le langage décrit par w vu
comme une expression réguliere et Patt(A) désigne I'ensemble de motifs sur I'alphabet A.

Définition 8.7. Soit ND : A* — 24" la transduction qui a tout mot u associe
ND(u) = {w € Patt(A) | u € Z(w)}.

Exemple 8.8. Soit u = aab. Le mot (a + b)(bb + a) (bbb + b) appartient 4 ND(u).

Note.
— Pour tout L C A*, le langage ND(L) est alors

{w € Patt(A) | Ju € X(w):u €L}

Celui-ci est communément appelé « version non-déterministe » de L.
— La transduction ND est rationnelle [ABB97]. De plus, celle-ci est croissante, et par conséquent,
fidele et continue.

Lemme 8.9. Pour tout ensembles finis Q et F tels que F C Q et F # @, il existe un homomorphisme h
tel que ND o ®qp = h™! o ND o Py

Démonstration. Considérons ’homomorphisme f du lemme 85 et h : (AU Q)* — (AU

{O,Wl’ 1)* 'homomorphisme tel que pour tout a € AUQ : h(a) = f(a), et pour tout
a € {(,),+} : h(a) = a. Nous pouvons alors remarquer que pour tout w € Patt(A U Q),
étant de la forme (111 + - -+ Ury,) -+ - (Uma + -+ + Umn,, ), h(w) est de la forme

(fQuaa) + - flunn)) - (F ) + - f (g, ))-

Ainsi, nous avons .Z (1(w)) = f(.Z(w)). Soit alors u € A* et w € Patt(A U Q). Nous voulons
montrer que

w € ND(Pgr(u)) & h(w) € ND(Dpin (1))
c-a-d. Ix € L(w) t.q. x € Por(u) & Jy € f(L(w)) t.q. ¥ € Ppin(u)

Ce qui est vrai d’apres le lemme 8.5 combiné a I'injectivité de f. O

Lemme 8.10 ([Gin75]). Une transduction T : A* — 2B est rationnelle, fidele et continue si et
seulement si elle peut étre décrite par un transducteur fini (Q, A, B, A, qo, F) dans lequel toute transition
est de la forme (q,u|b, p) avecb € B, u € A*.

Le lemme ci-dessus découle de la caractérisation homomorphique des transductions ration-
nelles fideles et continues. Toute transduction rationnelle fidele et continue peut étre décrite
comme T = foNRo g ! avec f strictement alphabétique, ¢ alphabétique et R est un langage
régulier. Le transducteur correspondant obtenue en transformant toute transition (g,a, p) de
’automate fini reconnaissant R en (g,g(a)|f(a), p). Réciproquement, toute transduction ration-
nelle décrite par un tel transducteur est fidéle et continue.
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a1|by

) b1 — {%alaqu}
| b2 = {Goa1g2, rarq1 }

$ — (q0)
(P : bl — (%alaqu)

@ by — (qoa192 + q1a1q1)
a1|bz

FIGURE 8.1 - Illustration de la preuve de la proposition 8.11.

Proposition 8.11. Pour toute transduction rationnelle fidele et continue T : A* — 2B il existe un
homomorphisme f : (BU{$})* — (BU{0,1,0/,1'})* tel que T = $ 1 0 f 1 0 ND 0 Dy,

La preuve ci-dessous emploie des arguments similaires a ceux de la preuve du langage le
plus dur de Greibach donnée dans [ABB97]. Voir la figure 8.1 pour une illustration de la preuve.

Démonstration. Nous souhaitons montrer I’existence d’'un homomorphisme f tel que pour tout
u e A*etv € B, v € T(u) siet seulement si f($v) € ND(Pp, (1)). Remarquons premiérement
que la proposition est vraie pour T = @. Il suffit de considérer un homomorphisme f tel que
pour tout mot v, f(v) n’est pas un motif. Nous pouvons donc supposer dans ce qui suit que
T # @. De plus, d’apres le lemme 8.10, il existe un transducteur fini 7 = (Q, A, B, qo, A, F) tel
que T = [7] et dans lequel toute transition de A est de la forme (g, u|b, p) avec b € B. Soit

p:B* — 2(QUA)" 14 substitution telle que
u(b) = {qup | (q,ulb,p) € A}  pourtoutb € B.

Nous émettons les affirmations suivantes.

Affirmation 1. Pour tout u € A*,v € B* : v € T(u) < 3x € qou(v) : x € P p(u).

Preuve de I'affirmation 1. On peut observer par définition de y, qu’il existe un calcul g by

b n|by . . — — J— . N
q1 Li% c o qn-1 Li> qn S1 et seulement si le mot qoqou1919142492 - - - qu—1Unqn appartient a

qop(b1by - - - by). Le mot v1v; - - - v, appartient a T(u) si et seulement si il existe un tel calcul
avec ujuy - - - u, = uetq, € F, c'est a dire, si et seulement si qogou1491q14292 - - - Gu—14nqn appar-
tienta ®o r(u). O

Considérons maintenant ’homomorphisme ¢ : (BU {$})* — (AU {$} U Q)* tel que
$($) = (qo) et pour toutb € B :

p(b) = (my+my+---+my) < ub) = {my,my, ..., my}.

Pour tout b € B, nous avons pu(b) = Z(¢(b)). Par conséquent, nous pouvons émettre 1'affir-
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mation suivante

Affirmation 2. Pour tout mot v € B* : qou(v) = L (¢($0)).
En combinant les deux affirmations, nous obtenons : pour tout u € A* etv € B* :

v e T(u) < Ix € gou(v) t.q. x € P r(u)
& dx € Z(¢($v)) t.q. x € P r(u)
& 9(5v) € ND(Pop(u).

Clestadire T(u) = $71- ¢~} (ND(Pgr(u)). Combiné au lemme 8.9, nous obtenons
T(u) =871 ¢ o fH(ND(Ppin (1)) ="+ " (ND(Ppin (1))
pour un certain homomorphisme f et h = f o ¢. La proposition ci-dessus est ainsi prouvée. [

Exemple 8.12. Soit T = (Q, A, B, A, qo, F) le transducteur illustré sur la figure 8.1 et T la transduction
réalisée par T. Soit u = ajaxay et v = biby. Ona v € T(u) mais aussi

¢($9) = (q0) (q0a1a291) (704192 + G1a191) € ND(Pgr(u))

puisque qogoaraxqiqiaiqr € g r(u). D'apres le lemme 8.9, nous aussi

fo¢($v) = (010)(010a1a,0'120")(010a;0'1°%0" + 0/120'a;0'1%0') € ND(Ppip (1))
o f décrit le codage binaire des états g € Q.

Nous pouvons aussi « relacher » la contrainte sur la continuité de la proposition 8.11 comme
suit.

Théoréme 8.1. Pour toute transduction rationnelle fidele T : A* — 2B, il existe un homomorphisme
f:(BU{$})* — (BU{0,1,0/,1'})* tel que t = $ 1 o f =1 o ND 0 Dyyp..

Démonstration. La preuve s’appuie sur 1’observation suivante. Pour toute transduction ration-
nelle fidele 7, il existe a cause méme de la fidélité de 7, un nombre fini de mots x tels que
e € T(x). Soit X I'ensemble de ces mots. La transduction T peut alors étre décrite comme
T = Tg U T ol T, est une transduction finie qui associe a chaque mot x € X le mot vide ¢ et
T, = T — T, est la partie continue de 7. Par conséquent, T peut étre décrit par un transducteur
(Q,A,B, A, qo, F) doté d'un état acceptant particulier g, € F pour lequel il n’existe pas de tran-
sition sortante mais un nombre fini de transitions entrantes de la forme (g, x|e, g.) avec x € X;
et toute autre transition de A est de la forme (g, u|b, p) avec b € B. Nous pouvons alors adapter
la preuve de la proposition 8.11 en définissant ¢($) = (9o + qoqox19¢ + - - + qofoX|x|9e) avec
chaque x; € X. O

Corollaire 8.13. Pour tout alphabet A, il existe une transduction algébrique fidele et continue T telle
que pour toute transduction rationnelle fidele T, il existe un homomorphisme f tel que t = $ 1o f~1o
T0-

Démonstration. Puisque que la composition d'une transduction algébrique et d"une transduc-
tion rationnelle est algébrique [Ber79], et que la fidélité et la continuité sont préservées par
composition, la transduction 1) = ND o @y, est algébrique. Combiné au théoreme 8.1, nous
obtenons le corollaire ci-dessus. O
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8.4 Généralisations du langage algébrique le plus dur

Commencgons par ce corollaire de la proposition 8.11.

Corollaire 8.14. Soit L un langage et F = €/ (L). Si @y (L) € F, alors il existe un langage Lo € F
tel que tout langage M € F peut s’exprimer comme M = $~1 - f~1(Ly). Si de plus F est fermé
par quotient gauche, alors un langage M appartient a F si et seulement si il peut s’exprimer comme
M =871 f(Lo).

Démonstration. Le langage Lo mentionné ici est Ly = ND(Py; (L) ). Puisque tout langage M € F
peut s’exprimer comme M = T(L) ol1 T est une transduction rationnelle fidele et continue, alors
d’apres la proposition 8.11, un tel langage M peut s’exprimer comme

T(L) = $' fTIND(®pin(L))) = $71- fH(Lo)

pour un certain homomorphisme f. Si de plus F est fermé par quotient gauche, alors tout
langage pouvant s’exprimer comme $ 1 - f~}(Lo) appartient a J. O

Dans ce qui suit, nous montrons des conditions supplémentaires sous lesquelles un cone
fidele principal ¥ = %/ (L) puisse étre fermé par quotient gauche et contient ®p;,(L). Com-
mencons par la fermeture par quotient gauche.

Lemme 8.15. Soit L un langage et F = € (L). Les affirmations suivantes sont équivalentes.
T est fermé par quotient gauche.

Il existe un langage M € J qui contient e.

ee L.

Pour tout M € F : le langage M U {e} appartient a F.

Gk b=

T est fermé par transductions rationnelles fideles.

Démonstration. (1 = 2) Considérons un langage non vide M € F et un mot u € M. Puisque &
est fermé par quotient gauche, le langage u~! - M appartient & J et celui-ci contient le mot vide.

(2 = 3) Puisque tout langage M € F peut étre décrit comme M = 7(L) ot la transduction T
est continue, un tel langage M ne peut contenir € que si L contient .

(3 = 4) Soit T une transduction rationnelle fidele et continue et M = 7(L). Si ¢ € L, alors
MU {e} = /(L) avec T = T U {(¢g €)}—qui est toujours rationnelle fidele et continue. Par
conséquent M U {e} appartient aussi a .

(4 = 5) Soit T une transduction rationnelle fidele et M un langage de F. Nous souhaitons
montrer qu'il existe un langage M’ et une transduction rationnelle fidele et continue 7’ telle
que T(M) = 7/(M'). Soit X I’ensemble fini de mots u tels que T(u) = {e}. La transduction T
peut étre décrite comme 7 = T, U, ot . = {(u,¢) | u € X} et T. = T — T, est le sous-ensemble
continue 7. Remarquons que si M N X = @, alors (M) = 1.(M) qui appartient a F puisque
T, est continue. Si par contre M N X # @, alors (M) = {e} U 1.(M). Par conséquent 7(M) est
équivalent a T (M U {e}) avec 7" = 7. U {(¢, €) }—qui est rationnel fidele et continu. Le langage
T(M) appartient alors a 7.

(5 = 1) Le quotient gauche est une transduction rationnelle fidele. O

Lemme 8.16. Soit J un cone fidele. Si I est fermé par substitutions algébriques non-effagantes, alors
pour tout langage M € F, le langage Py, (M) appartient a F
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Démonstration. 11 s’agit simplement de montrer que la transduction algébrique ®;, peut se
décrire comme la composition d’une transduction rationnelle fidéle et continue et d’'une sub-
stitution algébrique non-effacante. Soit T : A* — 2(AU{3%'D)" ]a transduction rationnelle fidele
et continue qui associe a tout mot u I'ensemble

T(u) = {$ur$us$ - - - $u,$’' | chaque u; € A uq - uy = u}.
Soitalors v : (AU{$,$'})* — 2(AHOLO D" 13 substitution algébrique non-effacante telle que
Vae A:v(a)={a}; v($)={xx|xec01tou01 0}, v($§)=017"0.
Alors pour tout mot u € A* : v(7(u)) = Ppin(u) ; ’est-a-dire Ppy, = v o T. O

Lemme 8.17. Soit F un cone fidele. Si F est fermé par substitutions non-effacantes et contient le langage
{xx | x € 01T0U0'1*0'}, alors pour tout langage M € F, le langage Oy, (M) appartient o F.

Démonstration. Puisque tout cone fidele contient la famille des réguliers, le langage 0'1'T0’ ap-
partient & F ainsi que tout singleton {a}. Si de plus le langage {xx¥ | x € 01T0U (0’170}
appartient a F, alors la substitution v de la preuve du lemme 8.16 est une J-substitution non-
effacante, ipso facto le lemme ci-dessus. O

8.5 Application aux langages de temps quasi-réel

Dans cette section, nous considérons pour tout k > 1, la famille q-LANGk constituée de
langages de LANG* reconnus par des machines en temps quasi-réel : celles-ci n’ont pas le droit
de faire des e-transitions (mais chaque transition effectue plusieurs instructions sur la structure
de mémoire). Nous montrons que chacune de ces familles g-LANG® possede un langage « le
plus dur ». Il nous suffira de montrer que ces famille sont des cones fideles principaux fermés
par substitution.

Définition 8.18. Un automate a k-pile (Q, A, qo, I', A, F) (voir Définition 6.12) est dit (de temps)
quasi-réel si A C Q x A X f;k x Q.

Pour tout k > 1, soit ¢-LANGF la famille de langages reconnaissables par automates a k-pile en
temps quasi-réel.

Remarque 8.19. La famille ¢-LANG" est celle des langages réquliers, et g-LANG' celle des langages
algébrigues.

Note. Dans[GG72],1a famille Q% est introduite comme la famille de langages reconnaissables
par des machines de Turing quasi-réelles. Dans [BG70], il est montré que Q™ correspond a la
famille de langages reconnaissables en temps linéaire non-déterministe.

Lemme 8.20. Pour tout k > 1, et pour toute séquence d’alphabet T' de taille k, le langage M5, €
k
g-LANG".

Démonstration. En effet, tout langage MY, est reconnu par un automate ayant un unique état
a la fois initial et acceptant et ayant comme ensemble de transitions tous les (g, a, a, q) tels que
VS Fllk. ]

Lemme 8.21. Pour tout k > 1, q—LANGk est un cone fidele.
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Démonstration. Le fait que g-LANGF soit un cone fidele est une conséquence du fait que la classe
d’automate a k-pile quasi-réels est une famille agréable d’accepteurs (voir [Gin75]) et est indé-
pendant du type de structure de mémoire que nous utilisons. La preuve est constructive et se
fait comme suit. Soit un automate a k-pile quasi-réel A = (Q, A, qo, I', A, F).

Homomorphismes non-effacants. Soit f : A* — B* un homomorphisme non-effacant. L'auto-
mate A’ tel que Z(A') = f(Z(A)) est obtenu en remplagant toute transition (g, 4, w, p) par un
ensemble de transition

(q9,b1,w,p1), (p1,b2,€,p2),- -, (Pn-1,bu, & p)

tel que pour touti € {1,...,n} :b; € Bet f(a) = biby- - - by,.

Intersections avec des réguliers. Soit R C A* un langage régulier. Il existe alors un automate
fini Ag = (Qr, A, qo,r, Ar, Fr) reconnaissant R. L'automate A’ = (Q’, A, q;, I', A, F') tel que
ZL(A") = Z(A)NR estun produit de A et Ag :

— Q'=0QxQr;q9) = (q0,90r); F' = F X Fg;

— larelation A’ est telle que pour touta € A, (q1,92), (p1,p2) € Q' etw €7, :

((q1,92),a, w0, (p1,p2)) €N < (q1,8,w,p1) € Aet (q2,a,p2) € Ag.

Homomorphismes inverses. Soit f : B* — A* un homomorphisme. L'automate A’ tel que
ZL(A) = f1(L(A)) est construit comme suit : obtenu en remplagant, pour tout aja; - - - a, €
f(B), tout ensemble de transitions de la forme

(qllall w1, qZ)/ (qZ/ ap,ws, q3)/ Tty (Qn/ Ap, Wh, Qn+1) S A

par (g1, b, wiws - - - Wy, Gus1) tel que f(b) = ayay - - - a,. De plus, pour tout état g € Q et symbole
b € B, ajouter (q,b,¢,q) si f(b) = «. O

Lemme 8.22. Pour tout k > 1, q—LANGk = ‘Kf(/\/lk).

Démonstration. Montrons premiérement que g-LANG* C ¢f(MF). Soit A = (Q, A, qo, T', A, F)
un automate a k-pile quasi-réel. D’apres le théoreme 6.2, le transducteur 7 = (Q, Ty, A, go, A', F)
tel que Z(A) = R(T)(MH.) est construit en remplagant toute production (g,a,w, p) € A par
(g,wla, p). Puisque A est de temps quasi-réel, toute les transitions de A’ sont alors de la forme
(q,wla, p) avec a # e. D’apres le lemme 8.10, la transduction R(7) est fidele (et continue).
Combiné au fait que la classe de transductions rationnelles fidele soit fermée composition et
que pour toute séquence I', le langage M¥. peut s’exprimer comme ¢~1(MF) pour un certain
homomorphisme g, il s’en suit que . (A) € €f (MF).

D’apres le lemme 8.20, pour tout k > 1, et toute séquence I" de taille k, le langage M,
appartient a g-LANGF; et d’apres le lemme 8.21, g-LANGF est un cone fidele. Par conséquent,
pour tout k > 1, €f (M¥) C g-LANG*. Il s’en suit que g-LANGF = ¢f(MF¥). O

Il ne nous reste qu’a montrer que chaque famille -LANG" est fermée par substitutions.

Lemme 8.23. Pour tout k > 1, la famille g-LANGF est fermée par substitutions non-effagantes.
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Démonstration. Le lemme ci-dessus, lui aussi découle du fait que la classe d’automates a k-pile
quasi-réel est une famille agréable d’accepteurs.

Soitk > 1, A = (Q,A,qo, I, A, F) un automate a k-pile quasi-réel et y : A* — 2B" une
substitution non-effacante telle que y(a) € g-LANG" pour tout a € A. Nous pouvons supposer
sans perte de généralité que u(a) # @ pour tout a € A. Pour reconnaitre le langage u(.Z(A)),
nous souhaitons substituer, pour tout a € A, toute étape de calcul (g,au, w) I;L (¢q',u,&') en

(q, wu',w) :+ (¢, v, avecw € p(a), u' € u(u).

Pour touta € A, b,c € B, so0it L, ;) = b=1u(a)-c1. 1l est clair que

“ll(ll) = U bL(a,b,c)C U U {b}

b,ccB beBNu(a)

Puisque la famille q—LANGk est un cone fidele (Lemme 8.21), elle est aussi fermée par quotient.
Chaque langage L, ;) appartient donc a g-LANGF.

Pour touta € A,b,c € B, s0it Ay p0) = (Qap,e)r B 90,(ab,c) Llap,c)r Dap,e)r Flape)) 'automate
a k-pile quasi-réel reconnaissant L, ;). L'automate A" = (Q,B,q0, I'", N, F) tel que Z(A') =
u(ZL(A)) est tel que

— Q"= QUUscapce Qape) s

- rﬁ = {$} Urn U UueA,b,ceB l—‘(a,b,c),l ; pour tout i>1, F; =7 U UueA,b,ceB F(a,b,c),i;

— A contient tous les A, ;). De plus, pour touta € A, b,c € B,d € p(a) N B, q5 € Fip)
et pour toute transition (g,4,w,p) € A, les transitions (g,b, w, qo,(a,b,c))r (qf, c,ep) et
(q,d,w, p) appartiennent a A'.

]

Théoreme 8.2. Pour tout k > 1, il existe un langage Ly € g-LANG* tel que pour tout langage L, L
appartient & -LANG si et seulement si il existe un homomorphisme f tel que L = $~1- f~1(Ly).

Démonstration. Le langage X = {x¥ | x € 0170+ 0'1'*0'} appartient & g-LANG! puisque celui-
ci est algébrique. Par conséquent il appartient a toute famille -LANG* pour k > 1. D’apres
les lemmes 8.23, 8.17 et 8.20, pour tout k > 1, le langage @y, (MF) appartient 4 g-LANG". La
fermeture par quotient de g-LANGF (lemme 8.21) et le fait que g-LANG* = %/ (MF) combiné
au corollaire 8.14, nous obtenons le théoréme ci-dessus. O



Conclusions et perspectives

Nous avons dans cette thése proposé plusieurs caractérisations des langages d’ordres supé-
rieurs et nous avons parfois établi des résultats plus généraux et pour lesquels les caractérisa-
tions des langages d’ordres supérieurs n’en étaient que des corollaires.

Dans le chapitre 3, nous avons introduit et étudié une classe de langages que nous appelons
langages algébriques e-stirs. Ces langages sont générés par des grammaires algébriques pour
lesquelles localement, le langage généré par chaque non-terminal est inclus dans le langage de
Dyck bilatéral. Bien que cette famille soit fermée par la plupart des opérations qui préservent
I'inclusion dans le langage de Dyck bilatéral, nous avons montré que cette contrainte locale :
«VX € N : Z(X) C T»n’est pas équivalente a la contrainte globale « Z(G) C T ». Il est de
plus indécidable de savoir si un langage satisfaisant la contrainte globale satisfait la contrainte
locale. Qu’obtiendrait-on si la contrainte locale était remplacée par « VX € N : Z(X) C D»?
Obtiendrait-on de meilleures propriétés (de décidabilité) ?

Dans les chapitres 4 et 7, nous avons introduit une notion de «langages de Dyck d’ordres
supérieurs ». Un langage de Dyck de niveau k 4 1 est un ensemble de mots de Dyck pour les-
quels 'image par un homomorphisme e-stir donné appartient a un langage de Dyck de niveau
k donné. Nous avons montré que chaque niveau k > 1 de la hiérarchie OI est la fermeture
par transductions rationnelles des langages de Dyck du méme niveau. Une conséquence de
ce fait est qu'il existe pour tout k > 1 une classe de transductions que nous appelons e-stires
telle que pour tout [ > 1 la famille du niveau k + I des ordres supérieurs est exactement 1’en-
semble d’images de langage de Dyck de niveau ! par des transductions e-stires de niveau k.
Une question qui se pose est alors la suivante : existe-t-il un mode d’itération (sens d’itération et
classe d’homomorphismes utilisés) permettant de générer, non pas la hiérarchie Ol, mais la hiérarchie
IO ? Pouvons nous par exemple trouver une classe d’homomorphismes H telle que si nous
considérons cette fois les langages de Dyck de niveau k + 1 comme des langages de la forme
XNg (D) ot X est un langage de Dyck de niveau k et ¢ un homomorphisme de 7, alors
chaque niveau k de la hiérarchie IO est le cone rationnel généré par ces langages de Dyck de
niveau k?

Nous avons aussi introduit dans le chapitre 7 la notion de machines a séquences. Celles-ci
sont des machines munies de plusieurs piles comme structure de mémoire, pour lesquelles la
fonction d’écriture sur ces piles et spécifiée par une séquence d’homomorphismes et les familles
de langages reconnus sont des cones rationnels générés par des itérations de langages de Dyck.
Nous pensons qu’il serait intéressant de s’interroger sur l'incidence de la classe d’homomor-
phismes utilisés, et des restrictions syntaxique sur les machines sous-jacentes sur les propriétés
(de décidabilité) des familles de langages reconnus. On peut par exemple se demander quelle
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classe d’homomorphismes préserve la décidabilité du probleme du vide ?.

Dans le chapitre 8, nous avons montré que tout cone fidéele principal fermé par substitu-
tions algébriques non-effagantes, ou bien fermé par substitution non-effacantes et contenant
le langage {¢} U {xx | x € 0170}, admet une représentation par homomorphismes inverses.
Une telle famille contient alors un langage Ly pour lequel le probleme du mot de tout langage
de cette famille peut étre réduit au probleme du mot de Lg. Peut-on trouver d’autres conditions
suffisantes a cette caractérisation ?

Dans le chapitre 5, nous avons étudié la définissabilité des langages indexés dans un frag-
ment du second ordre existentiel. Nous avons considéré la classe des langages indexés doubles.
Ceux-ci sont générés par des grammaires indexées pour lesquelles chaque production d’em-
pilement et de dépilement est en forme double. Cette « double lexicalisation » et la notion
de transductions algébriques e-siires nous ont permis de montrer que la classe des langages
indexés doubles coincide avec la famille de langages définissables dans un fragment du se-
cond ordre existentiel dans lequel deux types de quantifications existentielles sont autorisées
et celles-ci sont restreintes a une classe de relations que nous appelons « matching de Dyck ».
Les langages indexés quant a eux sont des images de langages définissables dans cette derniére
classe par une transformation logique. Qu'en est-il de certaines sous-classes des langages indexés tels
que les langages indexés linéaires, m-adics [Kanl4a] ? Et qu’en est-il du reste des ordres supérieurs ?
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