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❞✉ '②'!3♠❡ ✭'②'!3♠❡ ♣✉- ♦✉ ♠✐①!❡✮ ❬✽❪✳ ●(♥(-❛❧❡♠❡♥!✱ ❝❡' ❢❛❝!❡✉-' ✐♥✢✉❡♥❝❡♥! ❧❛ !❡♥❞❛♥❝❡

❝❤✐♠✐.✉❡ ❞❡' ❛❧❧✐❛❣❡' ❜✐♠(!❛❧❧✐.✉❡' ❝❡ .✉✐ '✉'❝✐!❡ ❧✬✐♥!(-D! ❞❡ ♥♦♠❜-❡✉① ❝❤❡-❝❤❡✉-'✳ ❉✉ ♣♦✐♥!

❞❡ ✈✉❡ '!-✉❝!✉-❡ ❛!♦♠✐.✉❡ ❡! ❝♦♥✜❣✉-❛!✐♦♥ ❝❤✐♠✐.✉❡✱ ✉♥ ❞❡' ❝❛' ❧❡' ♣❧✉' (!✉❞✐(' (!❛♥! ❧❡

♣❤(♥♦♠3♥❡ ❞❡ '(❣-(❣❛!✐♦♥ ❡♥ '✉-❢❛❝❡ ❝❛✉'( ♣❛- ✉♥❡ ✈❛-✐❛!✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥❝❡♥!-❛!✐♦♥ ❡♥!-❡ ❝♦✉❝❤❡

❡♥ '✉-❢❛❝❡ ❡! ❝♦✉❝❤❡ ❡♥ ✈♦❧✉♠❡ ❡♥!-❛F♥❛♥! ❞❡' ♠♦❞✐✜❝❛!✐♦♥' ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ♣-♦❝❡''✉' ❞❡ !-❛♥✲

'✐!✐♦♥ ♦-❞-❡✲❞('♦-❞-❡ ❞❛♥' ❧❡ '②'!3♠❡ ❬✼❪✳ ❉✉ ♣♦✐♥! ❞❡ ✈✉❡ '!-✉❝!✉-❡ ❝❤✐♠✐.✉❡✱ ❝♦♠♣!❡ !❡♥✉

❞❡ ❧✬❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥! ❞❡ ❝❤❛.✉❡ ❛!♦♠❡ ❞❛♥' ❧❡ '②'!3♠❡ ♦♥ ♣❡✉! !♦♠❜❡- '✉- ✉♥ '②'!3♠❡ ♦-❞♦♥♥(

♦✉ ❝♦♠♣❧3!❡♠❡♥! ❞(♠✐①( ❬✷✵❪✳

❈❡ !-❛✈❛✐❧ ❞❡ !❤3'❡ ♣-♦♣♦'❡ ❧✬(!✉❞❡ ❞❡ ❧❛ '!-✉❝!✉-❡ (❧❡❝!-♦♥✐.✉❡ ✉!✐❧✐'❛♥! ❧❡ ❢♦-♠❛❧✐'♠❡

❞❡' ❧✐❛✐'♦♥' ❢♦-!❡' ♣♦✉- ❞(!❡-♠✐♥❡- ❧❛ -❡❧❛!✐♦♥ ❡♥!-❡ '!-✉❝!✉-❡ (❧❡❝!-♦♥✐.✉❡ ❞❡' ♥❛♥♦❛❧❧✐❛❣❡'

❡♥ '❡ ❢♦❝❛❧✐'❛♥! ♣-✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥! '✉- ❞❡✉① '②'!3♠❡'✱ ❛-❝❤(!②♣❡' ❞✬✉♥❡ ❢♦-!❡ !❡♥❞❛♥❝❡ K ❧✬♦-❞-❡

✭❈♦❜❛❧!✲L❧❛!✐♥❡ ✿ ❈♦L!✮ ❞✬✉♥ ❝N!( ❡! ❞✬✉♥❡ ❢♦-!❡ !❡♥❞❛♥❝❡ K ❧❛ ❞(♠✐①!✐♦♥ ✭■-✐❞✐✉♠✲L❛❧❧❛❞✐✉♠ ✿

■-L❞✮ ❞❡ ❧✬❛✉!-❡ ❬✾❪✳ ▲✬✐❞(❡ ❞✐-❡❝!-✐❝❡ ❞✉ !-❛✈❛✐❧ (!❛✐! ❞❡ ❞(!❡-♠✐♥❡- '✐ ❧❡' !❡♥❞❛♥❝❡' ❝❤✐♠✐.✉❡'

✭♦-❞-❡ ♦✉ ❞(♠✐①!✐♦♥✮ ❞❡ ❝❡' ❛❧❧✐❛❣❡' ✭❣❛♠♠❡ ❞❡ !❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬♦-❞-❡ ❞✉ ✷ ♥♠✮ ❞✐✈❡-❣❡♥! ❢♦-!❡✲

♠❡♥! ❞❡ ❧❡✉- ❝♦♠♣♦-!❡♠❡♥! ❡♥ ✈♦❧✉♠❡✱ ✈♦✐-❡ '♦♥! ✐♥✈❡-'(❡' ❧♦-'.✉❡ ❧❛ !❛✐❧❧❡ ❞✐♠✐♥✉❡ ♦✉ ❧❛

❝♦♠♣♦'✐!✐♦♥ ❝❤✐♠✐.✉❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦✉ ❧♦-'.✉❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉-❛!✐♦♥ ❛!♦♠✐.✉❡ ❡'! ♠♦❞✐✜(❡ ✐♥❝❧✉❛♥! ❧❡'

❡✛❡!' ❞❡ '✐!❡' ❢❛✐❜❧❡♠❡♥! ❝♦♦-❞✐♥(' ❝♦♠♠❡ ❞❡' '✉-❢❛❝❡'✱ ❢❛❝❡!!❡'✱ ❛-D!❡' ♦✉ '♦♠♠❡!' ♣-('❡♥!'

❞❛♥' ❧❡' ♥❛♥♦♣❛-!✐❝✉❧❡' ♠(!❛❧❧✐.✉❡' ❬✶❪✳ ▲❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥! ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ '!-✉❝!✉-❡ (❧❡❝!-♦♥✐.✉❡

❡'! .✉❛♥!✐✜( ♣❛- ❧✬❛♥❛❧②'❡ ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥! ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥'✐!( ❞✬(!❛! (❧❡❝!-♦♥✐.✉❡ ❧♦❝❛❧❡

✭❉❊▲✮✳ ➚ ♣❛-!✐- ❞❡ ❝❡!!❡ ❞❡-♥✐3-❡ '❡-♦♥! ❡♥'✉✐!❡ ❡①!-❛✐!' ❧❡' ❞❡✉① ♣❛-❛♠3!-❡' ❡''❡♥!✐❡❧' ✿

δd = εAd − εBd ❛♣♣❡❧( ♣❛-❛♠3!-❡ ❞❡ ❞('♦-❞-❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡! ♦❜!❡♥✉ ❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛♥! ❧❛ ✈❛-✐❛!✐♦♥ ❞✉

❝❡♥!-❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ♣❛-!✐❡❧❧❡ ❞ ❞❡' ❞❡✉① ❡'♣3❝❡' ❝❤✐♠✐.✉❡' ❆ ❡! ❇ ❝♦♥'!✐!✉❛♥! ❧❡ '②'!3♠❡

❜✐♠(!❛❧❧✐.✉❡ δnd = WA
nd − WB

nd ❞(♥♦♠♠( ♣❛-❛♠3!-❡ ❞❡ ❞('♦-❞-❡ ♥♦♥ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❝♦--❡'♣♦♥✲

❞❛♥! K ❧❛ ✈❛-✐❛!✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧❛-❣❡✉- K ♠✐✲❤❛✉!❡✉- ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ♣❛-!✐❡❧❧❡ ❞ ❡♥!-❡ ❧❡' ❞❡✉① ❛!♦♠❡'

❆ ❡! ❇✳ ❈❡' ♣❛-❛♠3!-❡' -❡♣-('❡♥!❡♥! ❧❡' ❞♦♥♥(❡' ❞❡ ❜❛'❡ .✉✐ '❡-♦♥! ✉!✐❧✐'(❡' ❡♥'✉✐!❡ ♣♦✉-

❝❧❛''❡- ♥♦' ❛❧❧✐❛❣❡' '❡❧♦♥ ❧❡✉- !❡♥❞❛♥❝❡ ❝❤✐♠✐.✉❡ -❡'♣❡❝!✐✈❡ ❡♥ -❡♣♦-!❛♥! ❧❡✉- ✈❛❧❡✉- '✉- ❞❡'

❝❛-!♦❣-❛♣❤✐❡' ❞❡ !❡♥❞❛♥❝❡ ❝❤✐♠✐.✉❡ (!❛❜❧✐❡' ❛✉ ♣-(❛❧❛❜❧❡ ❬✶✵❪✳ ▲✬❛♥❛❧②'❡ ❞❡' -('✉❧!❛!' ❞❡ ❧❛

✈❛-✐❛!✐♦♥ ❞❡' ❞❡✉① ♣❛-❛♠3!-❡' δd ❡! δnd ♥♦✉' ♣❡-♠❡!!-❛ ❞❡ ♣-(❞✐-❡ ❧❛ !❡♥❞❛♥❝❡ ❝❤✐♠✐.✉❡ ❞✬✉♥



✸

♥❛♥♦❛❧❧✐❛❣❡ ❡( ❞❡ ✈❛❧✐❞❡+ ♦✉ ❛♠.❧✐♦+❡+ ❧❡/ ❧♦✐/ ♣+♦♣♦/.❡/ ♣❛+ ▲✳ ❩♦/✐❛❦ ❡( ❛❧✳ ❬✷✹❪✳

◆♦✉/ ❛✈♦♥/ ♣♦+(. ♥♦(+❡ ✐♥(.+:( ❛✉① ❛❧❧✐❛❣❡/ ❈♦=( ❡( ■+=❞ .❣❛❧❡♠❡♥( ♣♦✉+ ❧❡✉+/ ❛♣♣❧✐❝❛✲

(✐♦♥/ ♣♦(❡♥(✐❡❧❧❡/✳ ❈❡/ ❛❧❧✐❛❣❡/ /♦♥( ❝♦♥♥✉/ ♣♦✉+ ❧❡✉+ ✉(✐❧✐/❛(✐♦♥ ❞❛♥/ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❝❛(❛❧②(✐B✉❡

❡( ♠❛❣♥.(✐B✉❡✳ ❈♦=( ❡/( C ❧❛ ❢♦✐/ .(✉❞✐. ♣♦✉+ ❞❡/ ❛♣♣❧✐❝❛(✐♦♥/ ❞❛♥/ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡/ ♣✐❧❡/ C ❝♦♠✲

❜✉/(✐❜❧❡/ ❡( ♣♦✉+ ❧✬❡♥+❡❣✐/(+❡♠❡♥( ♠❛❣♥.(✐B✉❡✳ ❉❡/ +./✉❧(❛(/ ♦♥( ♠♦♥(+. B✉❡ ❧❡/ .❧❡❝(+♦❞❡/

❝♦♠♣♦/.❡/ ❞❡ =( ❛❧❧✐. ❞.❣❛❣❡♥( ✉♥ +❡♥❞❡♠❡♥( ♥❡((❡♠❡♥( /✉♣.+✐❡✉+ ♣❛+ +❛♣♣♦+( C ✉♥❡ .❧❡❝✲

(+♦❞❡ ♥❡ ❝♦♥(❡♥❛♥( B✉❡ /❡✉❧❡♠❡♥( ❞✉ =( ♣✉+ ❬✶✶✱ ✶✷❪ ❡( B✉❡ ❧❡/ ♣+♦♣+✐.(./ ♣❤②/✐❝♦✲❝❤✐♠✐B✉❡/

❡( /(+✉❝(✉+❡❧❧❡/ ❞✬✉♥ ❛❧❧✐❛❣❡ ❈♦=( ❞❡ ❧✬♦+❞+❡ ❞❡ ✶ ♥♠ C ✷ ♥♠ ✈❛+✐❡♥( ❞✬✉♥❡ /(+✉❝(✉+❡ C ✉♥❡

❛✉(+❡ /❡❧♦♥ ❧❛ ♠.(❤♦❞❡ ❞❡ /②♥(❤K/❡ ❝❤♦✐/✐❡ ❬✶✸✱ ✶✹❪✳ ◗✉❛♥( C ❧✬❛❧❧✐❛❣❡ ❜✐♥❛✐+❡ ■+=❞✱ /②/(K♠❡

❡♥❝♦+❡ ♣❡✉ .(✉❞✐. C ❧✬❤❡✉+❡ ❛❝(✉❡❧❧❡✱ ❧❡/ .(✉❞❡/ ♦♥( .(. ♠♦(✐✈.❡/ ♣❛+ ❧❡/ +./✉❧(❛(/ ❞❡ +❡❝❤❡+❝❤❡

❞❡ ▲✳ =✐❝❝♦❧♦ ❡( /♦♥ .B✉✐♣❡ ✭■❘❈❊▲❨❖◆✮ ♠♦♥(+❛♥( B✉❡ ❧❡/ ♥❛♥♦♣❛+(✐❝✉❧❡/ ❞✬■+✲=❞ ♦♥( ✉♥❡

❛❝(✐✈✐(. ✐♠♣♦+(❛♥(❡ ❞❛♥/ ❞❡/ +.❛❝(✐♦♥/ ❝❛(❛❧②(✐B✉❡/ (❡❧❧❡/ B✉❡ ❧❛ +.❛❝(✐♦♥ ❞✬♦①②❞❛(✐♦♥ ♣+.✲

❢.+❡♥(✐❡❧❧❡ ❞✉ ♠♦♥♦①②❞❡ ❞❡ ❝❛+❜♦♥❡ ✭=❘❖❳✮ ♣❛+ +❛♣♣♦+( ❛✉① ♣❛+(✐❝✉❧❡/ ❞❡ ♠❛(.+✐❛✉① ♣✉+/

❬✷✵✱ ✷✷❪✳

▲❡ ♣+./❡♥( (+❛✈❛✐❧ ❝♦♠♣+❡♥❞ B✉❛(+❡/ ✭✹✮ ❝❤❛♣✐(+❡/ ❞♦♥( ✿

✕ ▲❡ ♣+❡♠✐❡+ ❝❤❛♣✐(+❡ ❞.❝+✐( ❧❡/ ♠♦❞K❧❡/ .♥❡+❣.(✐B✉❡/ ✉(✐❧✐/.❡/ ❡( ❧❡/ .(❛♣❡/ C /✉✐✈+❡ ♣♦✉+

❝❛❧❝✉❧❡+ ❧❡/ ❉❊▲ ❞✉ /②/(K♠❡ ❜✐♠.(❛❧❧✐B✉❡ ♣♦✉+ ❞✐✛.+❡♥(❡/ /(+✉❝(✉+❡/ ✭❡♥ ✈♦❧✉♠❡ ♣✉+✱ ❡♥

❛❧❧✐❛❣❡ ❡( ❡♥ ♥❛♥♦♣❛+(✐❝✉❧❡✮ ❡( ❞✐✛.+❡♥(❡/ ❝♦♥✜❣✉+❛(✐♦♥/ ❛(♦♠✐B✉❡/ ✭✐♠♣✉+❡(. ❡♥ /✉❜✲

/(✐(✉(✐♦♥✱ ❛❧❧✐❛❣❡ C .B✉✐❝♦♥❝❡♥(+❛(✐♦♥✱ /(+✉❝(✉+❡ ❝♦❡✉+✲❝♦B✉✐❧❧❡✮✳ ■❧ ❝♦♥/(✐(✉❡ ✉♥ ♠♦❞❡

❞✬❡♠♣❧♦✐ ♣♦✉+ ❝♦♠♣+❡♥❞+❡ ❧✬✉/❛❣❡ ❞❡/ ❝❛+(♦❣+❛♣❤✐❡/ ❞✬❛♥❛❧②/❡ ❞❡ (❡♥❞❛♥❝❡ ❝❤✐♠✐B✉❡ ❞❡

♥♦/ /②/(K♠❡/✳ ❖♥ ② ❞.✈❡❧♦♣♣❡+❛ ❛✉//✐ ❧❡/ ♠.(❤♦❞❡/ ❞❡ /✐♠✉❧❛(✐♦♥/ ♥✉♠.+✐B✉❡/ ❝♦♠♠❡

❧❡ ▼♦♥(❡ ❈❛+❧♦ ❡( ❧❛ ❉②♥❛♠✐B✉❡ ▼♦❧.❝✉❧❛✐+❡ B✉✬♦♥ ❛ ✉(✐❧✐/. ❝♦♠♠❡ ♦✉(✐❧ ♣♦✉+ ❞.✲

(❡+♠✐♥❡+ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡/ ♣❛+❛♠K(+❡/ (❤❡+♠♦❞②♥❛♠✐B✉❡/ ✭❝♦♥❝❡♥(+❛(✐♦♥/✱ (❡♠♣.+❛(✉+❡/✱

♣+❡//✐♦♥/ ❧♦❝❛❧❡/✮ /✉+ ❧✬❛++❛♥❣❡♠❡♥( ❝❤✐♠✐B✉❡ ❞❡/ /②/(K♠❡/ ❡( ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✬♦❝❝✉♣❛(✐♦♥ ❞❡

/✐(❡ ❧♦+/B✉❡ ❞❡✉① ♠.(❛✉① ❞❡ (+❛♥/✐(✐♦♥ ❞❡ ♥❛(✉+❡/ ❞✐✛.+❡♥(❡/ /♦♥( ❛❧❧✐./✳

✕ ▲❡ ❞❡✉①✐K♠❡ ❝❤❛♣✐(+❡ ❝♦♥❝❡+♥❡ ❧❡/ .(✉❞❡/ ❞❡ /(+✉❝(✉+❡ .❧❡❝(+♦♥✐B✉❡✳ ■❧ ❡/( ❢♦❝❛❧✐/. /✉+

✉♥❡ .(✉❞❡ /②/(.♠❛(✐B✉❡ ❡♥ ✈♦❧✉♠❡✱ ❡♥ /✉+❢❛❝❡ ❡( ❡♥ ♥❛♥♦♣❛+(✐❝✉❧❡ ❞✬❛❧❧✐❛❣❡ ❞❡/ /②/✲

(K♠❡/ ❜✐♠.(❛❧❧✐B✉❡/ ❈♦=( ❡( ■+=❞ ❡♥ ❢❛✐/❛♥( C ❝❤❛B✉❡ ❢♦✐/ +.❢.+❡♥❝❡ ❛✉① ❞♦♥♥.❡/ ❞✉
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✈♦❧✉♠❡✳ ▲❡ ❜✉* ❞❡ ❝❡**❡ ❞-♠❛/❝❤❡ ❡1* ❞❡ ❞-*❡/♠✐♥❡/ ❧❛ ✈❛/✐❛*✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❉❊▲ ❞✉❡ ❛✉

❝❤❛♥❣❡♠❡♥* ❞❡ ❧✬❡♥✈✐/♦♥♥❡♠❡♥* ❡* ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉/❛*✐♦♥ ❝❤✐♠✐9✉❡ ❡* ❞❡ ❝♦♠♣/❡♥❞/❡ ❧❡

♣❤-♥♦♠;♥❡ ❞❡ ❞-❝❛❧❛❣❡ ❞❡ ❜❛♥❞❡ < ❧✬✐♥*-/✐❡✉/ ❞✉ 1②1*;♠❡✱ ♣❧✉1 ♣❛/*✐❝✉❧✐;/❡♠❡♥* ❧❛

❜❛♥❞❡ ♣❛/*✐❡❧❧❡ ❞ ❞❛♥1 ♥♦*/❡ ❝❛1✳ ❈❡ ❝❤❛♣✐*/❡ ♣♦/*❡/❛ ❡①❝❧✉1✐✈❡♠❡♥* 1✉/ ❧✬❛♥❛❧②1❡ ❞❡

❧❛ ✈❛/✐❛*✐♦♥ ❞❡1 ❉❊▲✱ ❧✬❛♥❛❧②1❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛/✐❛*✐♦♥ ❞✉ ❝❡♥*/❡ ❞❡ ❣/❛✈✐*- ❡* ❞❡ ❧❛ ❧❛/❣❡✉/

< ♠✐✲❤❛✉*❡✉/ ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ♣❛/*✐❡❧❧❡ ❞ ❞❡ ❝❤❛9✉❡ 1②1*;♠❡ ❛✐♥1✐ 9✉❡ ❧❡ ♣❧❛❝❡♠❡♥* ❞❡1

❞✐✛-/❡♥*1 1②1*;♠❡1 1✉/ ❞❡1 ❝❛/*♦❣/❛♣❤✐❡1 ♣/-✲-*❛❜❧✐❡1 ❬✶✾❪ ♣♦✉/ ❞-✜♥✐/ ❧❡✉/ *❡♥❞❛♥❝❡

❝❤✐♠✐9✉❡✳ ❊♥ ✜♥ ❞❡ ❝❤❛♣✐*/❡✱ ♦♥ 1✬❡1* ✐♥*-/❡11- < ❧✬❛❧❧✐❛❣❡ ◆✐❆✉ ❝❛/ ❜✐❡♥ 9✉✬✐❧ 1♦✐* ✉♥

1②1*;♠❡ < ❢♦/*❡ *❡♥❞❛♥❝❡ < ❧❛ ❞-♠✐①*✐♦♥ ❞❡1 /-1✉❧*❛*1 ❡①♣-/✐♠❡♥*❛✉① ❝♦♥❞✉✐*1 ❡♥ ❙❚▼

✭❙❝❛♥♥✐♥❣ ❚✉♥♥❡❧✐♥❣ ▼✐❝/♦1❝♦♣②✮ ♦♥* ♠♦♥*/- 9✉❡ ❧❡ ❞-♣O* ❞❡ ♠♦♥♦❝♦✉❝❤❡1 ❞✬❆✉ 1✉/

❞✉ ◆✐ ✭✶✶✶✮ ❡♥*/❛P♥❡ ✉♥ ❛//❛♥❣❡♠❡♥* ❝❤✐♠✐9✉❡ ♦/❞♦♥♥- ❆✉◆✐ ❡♥ 1✉/❢❛❝❡ ❬✷✸❪✳

✕ ▲❡ */♦✐1✐;♠❡ ❝❤❛♣✐*/❡ ❝♦♥❝❡/♥❡ ♣❧✉1 1♣-❝✐✜9✉❡♠❡♥* ❧✬❛❧❧✐❛❣❡ ❜✐♠-*❛❧❧✐9✉❡ ■/U❞ ❡* ❧✬❛/✲

/❛♥❣❡♠❡♥* ❝❤✐♠✐9✉❡ 9✉❡ ♣♦✉//❛✐* ♣/-1❡♥*❡/ ❝❡ 1②1*;♠❡ ❡♥ ✈❛/✐❛♥* ❧❡1 ❞♦♥♥-❡1 *❤❡/♠♦✲

❞②♥❛♠✐9✉❡1 *❡❧❧❡1 9✉❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♥*/❛*✐♦♥ ❞❡1 ❝♦♠♣♦1-1 ♣/-1❡♥*1 ❞❛♥1 ❧✬❛❧❧✐❛❣❡ ❛✐♥1✐ 9✉❡

❧❛ *❡♠♣-/❛*✉/❡ ❞✬-*✉❞❡✳ ◆♦✉1 ✉*✐❧✐1❡/♦♥1 ❞❡✉① ♠-*❤♦❞❡1 ❞❡ 1✐♠✉❧❛*✐♦♥ ♥✉♠-/✐9✉❡ <

1❛✈♦✐/ ❧❛ ♠-*❤♦❞❡ ▼♦♥*❡ ❈❛/❧♦ ❜❛1-❡ 1✉/ ❧✬❛❧❣♦/✐*❤♠❡ ❞❡ ▼❡*/♦♣♦❧✐1 ♣♦✉/ ❞-*❡/♠✐♥❡/

❧✬-✈♦❧✉*✐♦♥ ❞❡1 ❝♦♥✜❣✉/❛*✐♦♥1 ❡♥ ❢♦♥❝*✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♥*/❛*✐♦♥ ❡* ❞❡ ❧❛ *❡♠♣-/❛*✉/❡✱ ❡*

❧❛ ♠-*❤♦❞❡ ❞❡ ❉②♥❛♠✐9✉❡ ▼♦❧-❝✉❧❛✐/❡ ❡♥ *❛♥* 9✉✬♦✉*✐❧ ❞❡ /❡❧❛①❛*✐♦♥ ❛*♦♠✐9✉❡ < ✵❑

❡♥ ② ✐♥*-❣/❛♥* ✉♥❡ ♣/♦❝-❞✉/❡ ❞❡ */❡♠♣❡ /❛♣✐❞❡✳ ❉❛♥1 ✉♥ ♣/❡♠✐❡/ *❡♠♣1✱ ❡♥ ✉*✐❧✐1❛♥*

✉♥ ❤❛♠✐❧*♦♥✐❡♥ ❞✬■1✐♥❣ ❡✛❡❝*✐❢ ❡♥ ❧✐❛✐1♦♥1 ❢♦/*❡1 ✭❚❇■▼ ✿ ❚✐❣❤* ❇✐♥❞✐♥❣ ■1✐♥❣ ▼♦❞❡❧✮

♣♦✉/ /❡♣/-1❡♥*❡/ ❧✬-♥❡/❣✐❡ ❞✬✐♥*❡/❛❝*✐♦♥ ❛✉ 1❡✐♥ ❞✉ 1②1*;♠❡✱ ♥♦✉1 ❛✈♦♥1 ✉*✐❧✐1- ❧❛ ♠-✲

*❤♦❞❡ ▼♦♥*❡ ❈❛/❧♦ ♣♦✉/ ❞-✜♥✐/ ❧❡ ♠♦❞❡ ❞✬♦❝❝✉♣❛*✐♦♥ ❞❡1 ❞✐✛-/❡♥*1 1✐*❡1 ❞❛♥1 ✉♥❡

♥❛♥♦♣❛/*✐❝✉❧❡ ❝✉❜♦❝*❛-❞/✐9✉❡ ■/U❞✳ ❊♥1✉✐*❡✱ *♦✉❥♦✉/1 ❡♥ ▼♦♥*❡ ❈❛/❧♦ ♠❛✐1 ❡♥ ✉*✐❧✐✲

1❛♥* ❧✬❛♣♣/♦①✐♠❛*✐♦♥ ❛✉ 1❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥* ✭❙▼❆✮ ♣♦✉/ ❞-✜♥✐/ ❧❡1 ✐♥*❡/❛❝*✐♦♥1 ❛*♦♠✐9✉❡1

♥♦✉1 ❛✈♦♥1 -*✉❞✐- ❧✬❡✛❡* ❞❡ ❧❛ /❡❧❛①❛*✐♦♥ ❛*♦♠✐9✉❡ ❞✉ 1②1*;♠❡ ■/U❞✳ U♦✉/ ♣❛✉✜♥❡/

♥♦*/❡ -*✉❞❡ ♥♦✉1 ❛✈♦♥1 ✉*✐❧✐1- ❧❛ ♠-*❤♦❞❡ ❞❡ ❞②♥❛♠✐9✉❡ ♠♦❧-❝✉❧❛✐/❡ ❛✈❡❝ ❙▼❆ ♣♦✉/

❞-✜♥✐/ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥* ❞❡ ✈✉❡ -♥❡/❣-*✐9✉❡ ❧❡ 1✐*❡ ❞✬♦❝❝✉♣❛*✐♦♥ ❧❡ ♣❧✉1 ♣/♦❜❛❜❧❡ ♣♦✉/ ✉♥

❛*♦♠❡ ❞✬■/ ❞❛♥1 ■/U❞✱ ❡♥1✉✐*❡ ♥♦✉1 ❛✈♦♥1 ✐♥*-❣/- ❧❛ ♥♦*✐♦♥ ❞❡ ♣/❡11✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ♣♦✉/

❞-*❡/♠✐♥❡/ ❧❛ ❞✐1*/✐❜✉*✐♦♥ ❞❡ ♣/❡11✐♦♥1 ❞❛♥1 ✉♥ 1②1*;♠❡ ❝✉❜♦❝*❛-❞/✐9✉❡ ■/U❞ ❡* ❢❛✐/❡

❧❡ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❡1 1✐*❡1 ❧❡1 ♣❧✉1 ❢❛✈♦/❛❜❧❡1 ❞❛♥1 ❧❡ 1②1*;♠❡✳ ◆♦✉1 ✈❡//♦♥1✱ ❡♥ ❥♦✉❛♥* 1✉/ ❧❛



✺

❝♦♥❝❡♥%&❛%✐♦♥ ❞❡* ❝♦♥*%✐%✉❛♥%* ❞✉ *②*%-♠❡ ■&0❞ ❝♦♠♠❡♥% *✬2%❛❜❧✐% ❧❛ ❤✐2&❛&❝❤✐❡ ❞❛♥*

❧✬♦&❞&❡ ❞✬♦❝❝✉♣❛%✐♦♥ ❝❤✐♠✐7✉❡ ❞❡* ❞✐✛2&❡♥%* *✐%❡*✳

✕ ❊♥✜♥ ❧❡ 7✉❛%&✐-♠❡ ❝❤❛♣✐%&❡ ♣♦&%❡ *✉& ✉♥❡ 2%✉❞❡ ♣❧✉* *♣2❝✐✜7✉❡ ❞❡ ❧✬■&0❞ ❡♥ *%&✉❝%✉&❡

❝=✉&✲❝♦7✉✐❧❧❡✳ ❖♥ ✐♥*✐*%❡&❛ *✉& ❧❡* ❉❊▲ ❡% ❧❡✉& ❢♦&♠❡ ❡♥ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞❡* *✐%❡* ❞✬2%✉❞❡✱

❧❡ ❞2♣❧❛❝❡♠❡♥% ❞❡* ❝❡♥%&❡* ❞❡ ❜❛♥❞❡ ❞ ❡% ❧❛ ✈❛&✐❛%✐♦♥ ❞❡* ❧❛&❣❡✉&* F ♠✐✲❤❛✉%❡✉& ❞❡ ❧❛

❜❛♥❞❡ ❞✳ ▲✬♦❜❥❡❝%✐❢ ❞❡ ❝❡ ❞❡&♥✐❡& ❝❤❛♣✐%&❡ ❡*% ❞✬❛♣♣♦&%❡& ✉♥❡ ❡①♣❧✐❝❛%✐♦♥ ❞✉ ♣♦✐♥% ❞❡

✈✉❡ ❞❡ ❧❛ *%&✉❝%✉&❡ 2❧❡❝%&♦♥✐7✉❡ *✉& ❧❡* ♣&♦♣&✐2%2* ❞✬❛❞*♦&♣%✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❧✐❛❣❡ ❜✐♥❛✐&❡ ■&0❞✳

❈❡%%❡ 2%✉❞❡ ❛ ♣&✐* ❡**❡♥❝❡ ❞❛♥* ❧❡* &2*✉❧%❛%* ❞✬2%✉❞❡* *✉& ❧❡* ♣&♦♣&✐2%2* ❝❛%❛❧②%✐7✉❡* ❞❡

❧✬❛❧❧✐❛❣❡ ■&0❞ *♣2❝✐❛❧❡♠❡♥% ❞❛♥* ❧❡ ❝❛*❞❡ ❧❛ &2❛❝%✐♦♥ ❞✬♦①②❞❛%✐♦♥ ♣&2❢2&❡♥%✐❡❧❧❡ ❞✉ ❈❖

❡♥ ♣&2*❡♥❝❡ ❞✬❤②❞&♦❣-♥❡ ❬✷✶✱ ✷✷❪✳ ◆♦✉* ♥♦✉* *♦♠♠❡* ❜❛*2* *✉& ❧❡* ❞2♠❛&❝❤❡* ❞✬2%✉❞❡*

❛❞♦♣%2❡* ♣❛& ❱✳ 0❛❧❧❛**❛♥❛ ❡% ❛❧✳ ♣♦✉& ❞2❝&✐&❡ ❧❡ ♣❤2♥♦♠-♥❡ ❞✬❛❞*♦&♣%✐♦♥ F ♣❛&%✐& ❞❡*

❡✛❡%* ❞❡ ❞2❝❛❧❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ♣❛&%✐❡❧❧❡ ❞ ❬✷✺❪✳



✻



❇✐❜❧✐♦❣&❛♣❤✐❡

❬✶❪ ❘✳▲✳ ❏♦❤♥*+♦♥ ❛♥❞ ❘✳ ❋❡00❛♥❞♦✱ ❋❛0❛❞❛② ❉✐*❝✉**✳ ✶✸✽✱ ✾ ✭✷✵✵✽✮✳

❬✷❪ ❉✳ ❆❧❧♦②❡❛✉✱ ❈✳▼♦++❡+✱ ❛♥❞ ❈✳ ❘✐❝♦❧❧❡❛✉✳ ◆❛♥♦❛❧❧♦②* ✿ ❙②♥+❤❡*✐*✱ ❙+0✉❝+✉0❡ ❛♥❞

E0♦♣❡0+✐❡*✳ ❙♣0✐♥❣❡0✱ ▲♦♥❞♦♥ ✷✵✶✷✳

❬✸❪ ❙✳ ❆00✐✐✱ ❋✳ ▼♦0✜♥✱ ❆✳ ❏✳ ❘❡♥♦✉♣0❡③✱ ❛♥❞ ❏✳✲▲✳ ❘♦✉**❡+✳ ✭✷✵✵✹✮ ❏✳ ❆♠✳ ❈❤❡♠✳

❙♦❝✳ ✶✷✻✱ ✶✶✾✾✳

❬✹❪ ❙✳ ❍✳ ❙✉♥✱ ❈✳ ❇✳ ▼✉00❛②✱ ❉✳ ❲❡❧❧❡0✱ ▲✳ ❋♦❧❦*✱ ❛♥❞ ❆✳ ▼♦*❡0✳ ✭✷✵✵✵✮ ❙❝✐❡♥❝❡

✷✽✼✱ ✶✾✽✾✳

❬✺❪ ❆✳ ◆✳ ❙❤✐♣✇❛②✱ ❊✳ ❑❛+③✱ ❛♥❞ ■✳ ❲✐❧❧♥❡0✳ ✭✷✵✵✵✮ ❈❤❡♠E❤②*❈❤❡♠ ✶✱ ✶✽ ✳

❬✻❪ ❋✳❈❛❧✈♦✱ ❊✳ ❈♦++❛♥❝✐♥✱ ▼✳ ❇0♦②❡0✳✭✷✵✵✽✮ ❙❡❣#❡❣❛%✐♦♥✱ ❝♦#❡ ❛❧❧♦②✐♥❣✱ ❛♥❞ ❤/❛♣❡

%#❛♥/✐%✐♦♥/ ✐♥ ❜✐♠❡%❛❧❧✐❝ ♥❛♥♦❝❧✉/%❡#/ ✿ ▼♦♥%❡ ❈❛#❧♦ /✐♠✉❧❛%✐♦♥/✳ E❤②*✳ ❘❡✈✳ ❇

✼✼✱ ✶✷✶✹✵✻

❬✼❪ ●✳ ❚0[❣❧✐❛✱ ❇✳ ▲❡❣0❛♥❞✱ ❋✳ ❉✉❝❛*+❡❧❧❡ ✭✶✾✽✽✮ ❙❡❣#❡❣❛%✐♦♥ ❛♥❞ ♦#❞❡#✐♥❣ ❛% /✉#✲

❢❛❝❡/ ♦❢ %#❛♥/✐%✐♦♥ ♠❡%❛❧ ❛❧❧♦②/ ✿ %❤❡ %✐❣❤% ❜✐♥❞✐♥❣ ■/✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✳ ❊✉0♦♣❤②*✳ ▲❡++✳

✼ ✭✼✮✱ ✺✼✺✲✺✽✵

❬✽❪ ❈✳ ▼♦++❡+ ✭❚❤\*❡ ❞❡ ❞♦❝+♦0❛+ ✶✾✾✼✮✳ ➱%✉❞❡ %❤<♦#✐=✉❡ ❞✉ ❧✐❡♥ ❡♥%#❡ /%#✉❝%✉#❡

<❧❡❝%#♦♥✐=✉❡ ❧♦❝❛❧❡ ❡% ❡♥✈✐#♦♥♥❡♠❡♥% /%#✉❝%✉#❛❧ ❡% ❝❤✐♠✐=✉❡ ❞❛♥/ ❧❡/ ❛❧❧✐❛❣❡/ ❡%

❝♦✉❝❤❡/ ♠✐♥❝❡/ ? ❜❛/❡ ❞❡ ♠<%=✉① ❞❡ %#❛♥/✐%✐♦♥ ✿ ❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥ ❛✉ /②/%A♠❡ ❈♦❆✉ ✳

❯♥✐✈❡0*✐+[ ❞❡ ❧❛ ▼[❞✐+❡00❛♥[❡ ❆✐①✲▼❛0*❡✐❧❧❡ ■■✳ ❋❛❝✉❧+[ ❞❡* ❙❝✐❡♥❝❡* ❞❡ ▲✉♠✐♥②✳

❬✾❪ ❋✳ ❘✳ ❞❡ ❇♦❡0✱ ❘✳ ❇♦♦♠✱ ❲✳ ❈✳ ▼✳ ▼❛++❡♥*✱ ❆✳ ❘✳ ▼✐❡❞❡♠❛✱ ❆✳ ❑✳ ◆✐❡**❡♥✳

✭✶✾✽✽✮❈♦❤❡/✐♦♥ ✐♥ ♠❡%❛❧/✳ ❚#❛♥/✐%✐♦♥ ♠❡%❛❧ ❛❧❧♦②/✳ ◆♦0+❤✲❍♦❧❧❛♥❞✱ ❆♠*+❡0✲

❞❛♠✱ ❖①❢♦0❞✱ ◆❡✇ ②♦0❦✱ ❚♦❦②♦✳

✼



✽

❬✶✵❪ ❏✳ ❍✳ ▲♦*✱ ❈✳ ▼♦..❡.✱ ●✳ ❚23❣❧✐❛✱ ❈✳ ●♦②❤❡♥❡①✳ ✭✷✵✶✶✮ ❖!❞❡!✐♥❣ '!❡♥❞( ✐♥

'!❛♥(✐'✐♦♥ ♠❡'❛❧ ❛❧❧♦②( ❢!♦♠ '✐❣❤'✲❜✐♥❞✐♥❣ ❡❧❡❝'!♦♥✐❝ ('!✉❝'✉!❡ ❝❛❧❝✉❧❛'✐♦♥(✳ ✳

?❤②*✳ ❘❡✈✳ ❇ ✽✹✱ ✶✽✵✷✵✷ ✭❘✮

❬✶✶❪ ▼✳ ❲❛.❛♥❛❜❡✳ ✭✷✵✶✵✮✳ ❈❤❛♣✐.2❡ ◆❊✇ ❈♦✲'♦❧❡!❛♥' ❝❛'❛❧②(' ❝♦♥❝❡♣'(✱ ♣❛❣❡ ✹✵✽✳

❲✐❧❡②✳

❬✶✷❪ ❯✳❆✳ ?❛✉❧✉*✱ ❆✳ ❲♦❦❛✉♥✱ ●✳ ●✳ ❙❝❤❡2❡2✱ ❚✳❏✳ ❙❝❤♠✐❞.✱ ❱✳ ❙.❛♠❡♥❦♦✈✐❝✱ ❱✳

❘❛❞♠✐❧♦✈✐❝✱ ◆✳ ▼✳ ▼❛2❦♦✈✐❝✱ ?✳ ♥✳ ❘♦**✳ ✭✷✵✵✷✮✳ ❖①②❣❡♥ !❡❞✉❝'✐♦♥ ♦♥ ❈❛!❜♦♥✲

❙✉♣♣♦!'❡❞ <'✲◆✐ ❛♥❞ <'✲❈♦ ❛❧❧♦② ❝❛'❛❧②('(✳ ❚❤❡ ❥♦✉2♥❛❧ ♦❢ ♣❤②*✐❝❛❧ ❈❤❡♠✐*.2②

❇✱ ✶✵✻ ✭✶✻✮ ✹✶✽✶✲✹✶✾✶

❬✶✸❪ ❋✳ ❚♦✉2♥✉*✱ ❑✳ ❙❛.♦✱ ❚✳ ❊♣✐❝✐❡2✱ ❚✳ ❏✳ ❑♦♥♥♦✱ ❱✳ ❉✉♣✉✐* ✭✷✵✵✻✮✳ ▼✉❧'✐✲L10

❉♦♠❛✐♥ ❈♦<' ❛♥❞ ❋❡<' ♥❛♥♦♣❛!'✐❝❧❡( !❡✈❡❛❧❡❞ ❜② ❡❧❡❝'!♦♥ ♠✐❝!♦(❝♦♣② ?❤②*✳

2❡✈✳ ▲❡..✳ ✶✶✵✭✺✮

❬✶✹❪ ❏✳ ■✳ ?❛2❦ ❛♥❞ ❏✳ ❈❤❡♦♥ ✭✷✵✵✶✮✳ ❙②♥'❤❡(✐( ♦❢ (♦❧✐❞ (♦❧✉'✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦!❡✲

(❤❡❧❧ '②♣❡ ❈♦❜❛❧'✲<❧❛'✐♥✐✉♠ ▼❛❣♥❡'✐❝ ◆❛♥♦♣❛!'✐❝❧❡( ✈✐❛ ❚!❛♥(♠❡'❛❧❛'✐♦♥ !❡❛❝✲

'✐♦♥(✳❏♦✉2♥❛❧ ♦❢ .❤❡ ❆♠❡2✐❝❛♥ ❈❤❡♠✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡.②✱ ✶✷✸ ✭✷✹✮✱ ✺✼✹✸✲✺✼✹✻

❬✶✺❪ ❨✳ ▲✐✱ ●✳❆✳ ❙♦♠♦2❥❛✐ ✭✷✵✶✵✮✳ ◆❛♥♦(❝❛❧❡ ❛❞✈❛♥❝❡( ✐♥ ❝❛'❛❧②(✐( ❛♥❞ ❡♥❡!❣② ❛♣✲

♣❧✐❝❛'✐♦♥(✳ ◆❛♥♦ ▲❡..✳ ✶✵ ✭✼✮ ✭✷✵✶✵✮ ✷✷✽✾✲✷✷✾✺

❬✶✻❪ ❘✳ ❋❡22❛♥❞♦✱ ❏✳ ❏❡❧❧✐♥❡❦✱ ❘✳▲✳ ❏♦❤♥*.♦♥ ✭✷✵✵✽✮✳ ◆❛♥♦❛❧❧♦②( ✿ ❢!♦♠ '❤❡♦!② '♦

❛♣♣❧✐❝❛'✐♦♥( ♦❢ ❛❧❧♦② ❝❧✉('❡!( ❛♥❞ ♥❛♥♦♣❛!'✐❝❧❡(✳ ❈❤❡♠✳ ❘❡✈✳ ✶✵✽ ✭✸✮ ✽✹✺✲✾✶✵

❬✶✼❪ ❆✳ ❏❛❛❢❛2✱ ❈✳ ●♦②❤❡♥❡①✱ ●✳ ❚23❣❧✐❛ ❘✉❧❡( ❢♦! '✐❣❤' ❜✐♥❞✐♥❣ ❝❛❧❝✉❧❛'✐♦♥( ✐♥ ❜✐✲

♠❡'❛❧❧✐❝ ❝♦♠♣♦✉♥❞( ❜❛(❡❞ ♦♥ ❞❡♥(✐'② ❢✉♥❝'✐♦♥♥❛❧ '❤❡♦!② ✿ '❤❡ ❝❛(❡ ♦❢ ❈♦❆✉ ✳ ❏✳

?❤②* ❈♦♥❞❡*✳ ▼❛..✳✱ ✷✷✭✺✵✮ ✺✵✺✺✵✸ ✭✷✵✶✵✮

❬✶✽❪ ❈✳ ●♦②❤❡♥❡①✱ ●✳ ❚23❣❧✐❛ ❯♥✐✜❡❞ ♣✐❝'✉!❡ ♦❢ ❞✲ ❜❛♥❞ ❛♥❞ ❝♦!❡ ❧❡✈❡❧ (❤✐❢'( ✐♥

'!❛♥(✐'✐♦♥ ♠❡'❛❧ ❛❧❧♦②(✳ ?❤②*✳ ❘❡✈✳ ❇ ✽✸✳ ✵✼✺✶✵✶ ✭✷✵✶✶✮

❬✶✾❪ ❏✳❍✳ ▲♦*✱ ❈✳▼♦..❡.✱ ●✳❚23❣❧✐❛✱ ❈✳●♦②❤❡♥❡①✳ ❖!❞❡!✐♥❣ '!❡♥❞( ✐♥ '!❛♥(✐'✐♦♥ ♠❡'❛❧

❛❧❧♦②( ❢!♦♠ '✐❣❤' ❜✐♥❞✐♥❣ ❡❧❡❝'!♦♥✐❝ ('!✉❝'✉!❡ ❝❛❧❝✉❧❛'✐♦♥(✳ ?❤②*✐❝❛❧ ❘❡✈✐❡✇ ❇✽✹✱

✶✽✵✷✵✷✭❘✮✭✷✵✶✶✮

❬✷✵❪ ■✳ ?❛2*✐♥❛ ✱ ❋✳ ❇❛❧❡..♦ ✭✷✵✶✵✮❚❛✐❧♦!✐♥❣ '❤❡ ❙'!✉❝'✉!❛❧ ▼♦'✐❢ ♦❢ ❆❣❈♦ ♥❛♥♦❛❧❧♦②( ✿

❈♦!❡✴❙❤❡❧❧ ✈❡!(✉( ❏❛♥✉(✲❧✐❦❡✳ ❏✳ ?❤②*✳ ❈❤❡♠✳ ❈ ✶✶✹✱ ✶✺✵✹✲✶✺✶✶



✾

❬✷✶❪ ▼♦'✜♥ ❋✳✱ ◆❛//'❡❞❞✐♥❡ ❙✳ ❘♦✉//❡6 ❏✳▲✳✱ 9✐❝❝♦❧♦ ▲✳ ✭✷✵✶✷✮ ◆❛♥♦❛❧❧♦②✐♥❣ ❡✛❡❝+ ✐♥

+❤❡ ♣.❡❢❡.❡♥+✐❛❧ ♦①②❞❛+✐♦♥ ♦❢ ❈❖ ♦✈❡. ■.6❞ ❝❛+❛❧②7+7✳ ❆❈❙ ❈❛6❛❧✳ ✷ ✿✷✶✻✶✲✷✶✻✽

❬✷✷❪ ❩❧♦6❡❛ ❈✳✱▼♦'✜♥ ❋✳✱ ◆❣✉②❡♥ ❚✳❙✳✱ ◆❣✉②❡♥ ◆✳❚✳✱ ◆❡❧❛②❛❤ ❏✳✱ ❘✐❝♦❧❧❡❛✉ ❈✳✱ ▲❛✲

6'♦❝❤❡❛ ▼✳✱ 9✐❝❝♦❧♦ ▲✳ ✭✷✵✶✹✮ ◆❛♥♦❛❧❧♦②✐♥❣ ❜✉❧❦✲✐♠♠✐7❝✐❜❧❡ ✐.✐❞✐✉♠ ❛♥❞ ♣❛❧❧❛✲

❞✐✉♠ ✐♥❤✐❜✐+7 ❤②❞.✐❞❡ ❢♦.♠❛+✐♦♥ ❛♥❞ ♣.♦♠♦+❡7 ❝❛+❛❧②+✐❝ ♣❡.❢♦.♠❛♥❝❡7✳ ◆❛♥♦/✲

❝❛❧❡✳ ✻ ✿✾✾✺✺✲✾✾✺✾

❬✷✸❪ ❏✳ ❏❛❝♦❜/❡♥♠✱ ▲✳ 9❧❡6❤ ◆✐❡❧/❡♥✱ ❋✳ ❇❡/❡♥❜❛❝❤❡'✱ ■✳ ❙6❡♥/❣❛❛'❞✱ ❊✳ ▲❛❡❣/❣❛❛'❞✱

❚✳ ❘❛/♠✉//❡♥✱ ❑✳ ❲✳ ❏❛❝♦❜/❡♥✱ ❏✳❑✳ ◆φ'/❦♦✈✳ ❆6♦♠✐❝✲/❝❛❧❡ ❞❡6❡'♠✐♥❛6✐♦♥ ♦❢

♠✐/✜6 ❞✐/❧♦❝❛6✐♦♥ ❧♦♦♣/ ❛6 ♠❡6❛❧✲♠❡6❛❧ ✐♥6❡'❢❛❝❡/✳ 9❤②/✳ '❡✈✳ ❧❡66❡'/✳ ✼✺✱ ✸ ✭✶✼

❏✉❧② ✶✾✾✺✮

❬✷✹❪ ▲✳ ❩♦/✐❛❦✱ ❈✳●♦②❤❡♥❡①✱ ❘✳ ❑♦③✉❜/❦✐✱ ●✳ ❚'\❣❧✐❛✳✭✷✵✶✸✮ ❉✐7❡♥+❛♥❣❧✐♥❣ ❝♦♦.✲

❞✐♥❛+✐♦♥ ❛♥❞ ❛❧❧♦② ❡✛❡+7 ✐♥ +.❛♥7✐+✐♦♥ ♠❡+❛❧ ♥❛♥♦❛❧❧♦②7 ❢.♦♠ +❤❡✐. ❡❧❡❝+.♦♥✐❝

7+.✉❝+✉.❡✳ 9❤②/✳ '❡✈✳ ❇✳ ✽✽✱ ✵✶✹✷✵✺

❬✷✺❪ ❱✳ 9❛❧❧❛//❛♥❛✱ ◆❡✉'♦❝❦ ▼✳✱ ❍❆♥/❡♥ ▲✳❇✳✱ ◆♦'/❦♦✈ ❏✳❑✳ ✭✶✾✾✾✮ ❚❤❡♦.❡+✐❝❛❧ ❛♥❛✲

❧②7✐7 ♦❢ ❤②❞.♦❣❡♥ ❝❤❡♠✐7♦.♣+✐♦♥ ♦♥ 6❞ ✭✶✶✶✮✱ ❘❡✭✵✵✵✶✮ ❛♥❞ PdML✴❘❡✭✵✵✵✶✮✱

ReML✴6❞✭✶✶✶✮ ♣7❡✉❞♠♦.♣❤✐❝ ♦✈❡.❧❛②❡.7✳ 9❤②/✳ ❘❡✈✳ ❇✻✵✱ ✻✶✹✻✲✻✶✺✹



✶✵



❈❤❛♣✐%&❡ ✶

▼*%❤♦❞♦❧♦❣✐❡

❈♦♥#❡♥✉&

✶✳ ❆♣♣$♦①✐♠❛*✐♦♥ ❞❡. ❧✐❛✐.♦♥. ❢♦$*❡.

✶ ✳ ✶ ❍❛♠✐❧'♦♥✐❡♥ ❡♥ ❧✐❛✐+♦♥+ ❢♦-'❡+

✶ ✳ ✷ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡+ ❞❡♥+✐'3+ ❞✬3'❛'+ ❧♦❝❛❧❡+ ✭❉❊▲✮ ✿ '❡❝❤♥✐<✉❡ ❞❡ ❧❛ ❢-❛❝'✐♦♥ ❝♦♥'✐♥✉❡

✶ ✳ ✸ ❊①'❡♥+✐♦♥ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡+ ❉❊▲ ❛✉① +②+'@♠❡+ ✐♥❤♦♠♦❣@♥❡+

✶ ✳ ✹ ❆♣♣❧✐❝❛'✐♦♥ ❞❡+ ▲✐❛✐+♦♥+ ❢♦-'❡+ ❡♥ +②+'@♠❡ ♠✐①'❡

✶ ✳ ✺ ❊✛❡' ❞❡+ ♣❛-❛♠@'-❡+ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧

✷✳ ❈❛$*♦❣$❛♣❤✐❡. ❞❡ *❡♥❞❛♥❝❡ ❝❤✐♠✐6✉❡ ❡* ❧❡✉$ ✉*✐❧✐.❛*✐♦♥

✷ ✳ ✶ ❊'❛❜❧✐++❡♠❡♥' ❞❡+ ❝❛-'♦❣-❛♣❤✐❡+ ❞❡ '❡♥❞❛♥❝❡ ❝❤✐♠✐<✉❡

✷ ✳ ✷ ❯'✐❧✐+❛'✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛-'♦❣-❛♣❤✐❡ ♣♦✉- ✉♥ ❛❧❧✐❛❣❡ +♣3❝✐✜<✉❡

✸✳ ❆✉*$❡. ♠♦❞9❧❡. :♥❡$❣:*✐6✉❡.

✸ ✳ ✶ ❆♣♣-♦①✐♠❛'✐♦♥ ❞✉ +❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥' ✭❙▼❆✮

✸ ✳ ✷ ❍❛♠✐❧'♦♥✐❡♥ ❞✬■+✐♥❣ ❊✛❡❝'✐❢

✹✳ ▼:*❤♦❞❡. ❞❡ .✐♠✉❧❛*✐♦♥. ♥✉♠:$✐6✉❡.

✹ ✳ ✶ ▼3'❤♦❞❡ ▼♦♥'❡ ❈❛-❧♦

✹ ✳ ✷ ▼3'❤♦❞❡ ❚❇◗▼❉ ✭❚✐❣❤' ❇✐♥❞✐♥❣ ◗✉❡♥❝❤❡❞ ▼♦❧❡❝✉❧❛- ❉②♥❛♠✐❝+✮ ♦✉ ❞②♥❛✲

♠✐<✉❡ ♠♦❧3❝✉❧❛✐-❡ '-❡♠♣3❡

✶✶



✶✷

✶✳ ❆♣♣$♦①✐♠❛*✐♦♥ ❞❡. ❧✐❛✐.♦♥. ❢♦$*❡.

❊♥ ✉%✐❧✐(❛♥% ❧❡( ♠,%❤♦❞❡( ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ (%1✉❝%✉1❡ ,❧❡❝%1♦♥✐2✉❡ ❞❡ ♣1❡♠✐❡1 ♣1✐♥❝✐♣❡ ✭❛❜ ✐♥✐✲
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♣❤❛(❡( ♠,%❛❧❧✐2✉❡( 2✉✐ 1❡(%❡♥% ❞❡( ❢❛❝%❡✉1( ♠❛❧ ✐♥%❡1♣1,%,( ❬✶❪✳ ❯♥❡ ❛❧%❡1♥❛%✐✈❡ ❡(% ❞✬✉%✐❧✐(❡1 ❧❛

%❤,♦1✐❡ ❞❡( ❧✐❛✐(♦♥( ❢♦1%❡( 2✉✐ ❝♦♥(✐(%❡ ; ❞,✜♥✐1 ❧❡( ❢♦♥❝%✐♦♥( ❞✬♦♥❞❡( ,❧❡❝%1♦♥✐2✉❡( ❞❛♥( ❧❡ (♦✲

❧✐❞❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐(♦♥ ❧✐♥,❛✐1❡ ❞❡( ♦1❜✐%❛❧❡( ❛%♦♠✐2✉❡( ✭❈▲❖❆✮ λ ❝❡♥%1,❡( (✉1 ❝❤❛2✉❡
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∑

n,λ a
λ
n|n, λ〉
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❞❡ %❡♥❞❛♥❝❡ ❝❤✐♠✐2✉❡ ,%❛❜❧✐❡( ❛✉ ♣1,❛❧❛❜❧❡ ♣❛1 ❏✳ ❍✳ ▲♦( ❡% ❛❧✳❬✻❪✱ ❜❛(,❡ (✉1 ❞❡( ♣❛1❛♠N%1❡(
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♥✉♠,1✐2✉❡( ♣❡1♠❡%%❛♥% ❧✬,%✉❞❡ ❞❡ ❧❛ (%1✉❝%✉1❡ ❛%♦♠✐2✉❡ ❡% ❞❡( 1,❛11❛♥❣❡♠❡♥%( ❝❤✐♠✐2✉❡(✳

❈❡( ❞❡1♥✐N1❡( ♠,%❤♦❞❡(✱ ❧❡ ▼♦♥%❡ ❈❛1❧♦ ❡% ❧❛ ❉②♥❛♠✐2✉❡ ♠♦❧,❝✉❧❛✐1❡ ❝❧❛((✐2✉❡✱ ❢❡1♦♥% ❧✬♦❜❥❡%

❞✬✉♥❡ ❞❡1♥✐N1❡ (❡❝%✐♦♥✳
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7❧❡❝.)♦♥✳ ▲❡ ♣♦.❡♥.✐❡❧ ❡✛❡❝.✐❢ ❞❡ Nn ❛.♦♠❡% 7.❛♥. ❝♦♥❞✐❞7)7 7<✉✐✈❛❧❡♥. 6 ❧❛ %✉♣❡)♣♦%✐.✐♦♥ ❞❡%

♣♦.❡♥.✐❡❧% ❛%%♦❝✐7% 6 ❞❡% ❛.♦♠❡% ♥❡✉.)❡% ❡. ✐%♦❧7%✱ ❧✬❤❛♠✐❧.♦♥✐❡♥ 6 ✉♥ 7❧❡❝.)♦♥ %✬7❝)✐. ❛❧♦)% ✿

Ĥ = −1

2
∇2 +

Nn
∑

i

V (|r −Ri|) = T̂ +
Nn
∑

i

V̂i ✭✶✳✶✮

♦B

T̂ ✿ )❡♣)7%❡♥.❡ ❧✬♦♣7)❛.❡✉) 7♥❡)❣✐❡ ❝✐♥7.✐<✉❡

V̂ ✿ ❡%. ❧❡ ♣♦.❡♥.✐❡❧ %♣❤7)✐<✉❡ %②♠7.)✐<✉❡ ❝❡♥.)7 %✉) ❧✬❛.♦♠❡ ✐ %✐.✉7 6 ✉♥❡ ❞✐%.❛♥❝❡ Ri

❈❤❛<✉❡ ❢♦♥❝.✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ ❞❡% 7❧❡❝.)♦♥% ❞7❧♦❝❛❧✐%7% Ψn✱ %♦❧✉.✐♦♥ ❞❡ ❧✬7<✉❛.✐♦♥ ❞❡ ❙❝❤)F❞✐♥✲

❣❡) ĤΨn = EnΨn✱ ♣❡✉. %✬❡①♣)✐♠❡) ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐%♦♥ ❧✐♥7❛✐)❡ ❞✬♦)❜✐.❛❧❡% ❛.♦♠✐<✉❡%

✭❈▲❖❆✮ ♥♦.7❡% |iλ > .❡❧❧❡% <✉❡ ✿

Ψn(r) =
∑

i,λ

cni,λψλ(r −Ri) =
n
∑

i,λ

|i, λ > ✭✶✳✷✮

♦B

i ✿ )❡♣)7%❡♥.❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞✉ %✐.❡ ❛.♦♠✐<✉❡

λ = {n, l,m} ✿ ❡%. ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❞7❣7♥7)❡%❝❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬♦)❜✐.❛❧❡

ψλ = χnl(r)Ylm(r̂) ✿ ❡%. ❧❛ ❢♦♥❝.✐♦♥ ❛.♦♠✐<✉❡ ♦❜.❡♥✉❡ ♣❛) ❧❡ ♣)♦❞✉✐. ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦%❛♥.❡ )❛❞✐❛❧❡χnl(r)

♣❛) ❧❡% ❤❛)♠♦♥✐<✉❡% %♣❤7)✐<✉❡% Ylm(r̂)✳

▲✬7<✉❛.✐♦♥ ❞❡ ❙❝❤)F❞✐♥❣❡) ♣❡✉. ❛❧♦)% %✬7❝)✐)❡ ❞❛♥% ❧❛ ❜❛%❡ ❞❡% ♦)❜✐.❛❧❡% ❛.♦♠✐<✉❡% |i, λ > ✿

∑

i,λ

cni,λĤ|i, λ >= En

∑

i,λ

cni,λ|i, λ > ✭✶✳✸✮

▲❡% ❝♦❡✣❝✐❡♥.% ci,λ %♦♥. ♦❜.❡♥✉% ❡♥ ♣)♦❥❡.❛♥. ❧✬♦)❜✐.❛❧❡ ❛.♦♠✐<✉❡ < µ, j| ✿
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∑

i,λ

cni,λ < j, µ|Ĥ|i, λ >= En

∑

i,λ

cni,λ < i, µ|i, λ > ✭✶✳✹✮

❛✈❡❝ < j, µ|Ĥ|i, λ > ❂ Hλµ
ij ❡* < i, µ|i, λ > ❂ Sλµ

ij

❡♥ ,-.♦❧✈❛♥* ❧✬-2✉❛*✐♦♥ ❛✉① ✈❛❧❡✉,. ♣,♦♣,❡. |Hλµ
ij − ESλµ

ij | = 0✳ ❊♥ .✉♣♣♦.❛♥* 2✉❡ ❧❡ ,❡✲

❝♦✉✈,❡♠❡♥* ❞❡. ♦,❜✐*❛❧❡. ❛*♦♠✐2✉❡. ❡.* ❢❛✐❜❧❡✱ ❝❡❧❛ ❡♥*,❛>♥❡ 2✉❡ ❧❡. ✐♥*-❣,❛❧❡. ❞❡ .❛✉* Sλµ
ij

❞✐.♣❛,❛✐..❡♥* ,❛♣✐❞❡♠❡♥* ❡♥ ❢♦♥❝*✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐.*❛♥❝❡ ✐♥*❡,✲.✐*❡✳

▲✬❍❛♠✐❧*♦♥✐❡♥ ✭✶✳✶✮ ♣❡✉* ❛❧♦,. .✬-❝,✐,❡ ❞❛♥. ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❜❛.❡ |i, λ > ✿

Ĥ =
∑

i,j

∑

λ,µ

|j, µ > Hλµ
ij < i, λ| =

∑

i

∑

λ,µ

|i, µ > Hλµ
ii < i, λ|+

∑

i,ji 6=j

∑

λ,µ

|j, µ > Hλµ
ij < i, λ|

✭✶✳✺✮

❧❡ ♣,❡♠✐❡, *❡,♠❡ ,❡♣,-.❡♥*❡ ❧✬✐♥*❡,❛❝*✐♦♥ ✐♥*,❛✲❛*♦♠✐2✉❡ ❡* ❧❡ .❡❝♦♥❞✱ ❧✬✐♥*❡,❛❝*✐♦♥ ✐♥*❡,✲

❛*♦♠✐2✉❡✳ ▲✬-❧-♠❡♥* ❞❡ ❧❛ ♠❛*,✐❝❡ Hλµ
ij .✬-❝,✐* ✿

Hλµ
ij =< j, µ|Ĥ|i, λ >=< j, µ|T̂ + V̂i|i, λ > + < j, µ|

∑

k 6=i

V̂k|i, λ > ✭✶✳✻✮

E♦✉, ✉♥ ❛*♦♠❡ ✐.♦❧- ❝❤❛2✉❡ ♦,❜✐*❛❧❡ ❛*♦♠✐2✉❡ ♦❜-✐* ♥-❝-..❛✐,❡♠❡♥* G ❧✬-2✉❛*✐♦♥ ❞❡ ❙❝❤,I✲

❞✐♥❣❡, (T̂ + V̂i)|i, λ >= εi,λ|i, λ > ✭♦J Vi ❡.* ❛..✐♠✐❧❛❜❧❡ ❛✉ ♣♦*❡♥*✐❡❧ ❞✬✉♥ ❛*♦♠❡ ❧✐❜,❡✮✱ ❡♥

.❡ ♣❧❛K❛♥* ❞❛♥. ✉♥❡ ❜❛.❡ .✉♣♣♦.-❡ ♦,*❤♦♥♦,♠-❡ ❡* ❝♦♠♣❧L*❡ ❞❡. ♦,❜✐*❛❧❡. ❛*♦♠✐2✉❡. ❞❡ *❡❧❧❡

.♦,*❡ 2✉❡ < j, µ|i, λ >= δi,jδλ,µ ✱ ❧✬❍❛♠✐❧*♦♥✐❡♥ ✭✶✳✻✮ ♣❡✉* .✬-❝,✐,❡ ✿

Hλµ
ij = εiλδijδλµ+ < j, µ|

∑

k 6=i

V̂k|i, λ > ✭✶✳✼✮

❉✬❛♣,L. ❧❛ ❢♦,♠✉❧❡ ✭✶✳✼✮ ❧✬❤❛♠✐❧*♦♥✐❡♥ ❡.* ❝♦♠♣♦.- ❞❡ *❡,♠❡. ❞✬✐♥*-❣,❛❧❡. G ♣❧✉.✐❡✉,.

❝❡♥*,❡. ❢❛✐.❛♥* ✐♥*❡,✈❡♥✐, ❧❡. -*❛*. |i, λ >✱ |j, µ > ❡* ❧❡ ♣♦*❡♥*✐❡❧ Vk✳ ❈❡. *❡,♠❡. ♣❡✉✈❡♥* P*,❡

❝❧❛..-. ❡♥ ❞✐✛-,❡♥*❡. ❝❛*-❣♦,✐❡. .❡❧♦♥ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐.❛*✐♦♥ ❞❡. .✐*❡. ❝♦♥.✐❞-,-. ✿

✕ ✐♥"#❣%❛❧❡ ) ✉♥ ❝❡♥"%❡ ✿ ❧❡. ♦,❜✐*❛❧❡. ❛*♦♠✐2✉❡. ❛✐♥.✐ 2✉❡ ❧❡ ♣♦*❡♥*✐❡❧ .♦♥* ❝❡♥*,-. .✉, ❧❡

♠P♠❡ .✐*❡ ✭❡① ✿ < i, µ|V̂i|i, λ >✮
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✕ ✐♥"#❣%❛❧❡ ) ❞❡✉① ❝❡♥"%❡. ✿

✭✐✮ ❧❡) ♦+❜✐-❛❧❡) ❛-♦♠✐0✉❡) )♦♥- ❧♦❝❛❧✐)4❡) )✉+ ❞❡✉① )✐-❡) ❞✐✛4+❡♥-) ❡- ❧❡ ♣♦-❡♥-✐❡❧ ❡)-

❝❛❝✉❧4 )✉+ ❧✬✉♥ ❞❡) ❞❡✉① )✐-❡) ✭❡① ✿< i, µ|V̂i|j, λ >✮
✭✐✐✮ ❧❡) ❞❡✉① ♦+❜✐-❛❧❡) ❛-♦♠✐0✉❡) )♦♥- ❝❡♥-+4❡) )✉+ ❧❡ ♠:♠❡ )✐-❡ ♠❛✐) ❧❡ ♣♦-❡♥-✐❡❧ ❡)-

❝❡♥-+4 )✉+ ✉♥ )✐-❡ ❞✐✛4+❡♥- ✭❡① ✿< i, µ|V̂k|i, λ >✮
✕ ✐♥"#❣%❛❧❡ ) "%♦✐. ❝❡♥"%❡. ✿ ❧❡) ♦+❜✐-❛❧❡) ❛-♦♠✐0✉❡) ❛✐♥)✐ 0✉❡ ❧❡ ♣♦-❡♥-✐❡❧ )♦♥- ❝❡♥-+4) )✉+

❞✐✛4+❡♥-) )✐-❡) ✭❡① ✿< i, µ|V̂k|j, λ > ✮

▲❡) ✐♥-4❣+❛❧❡) = -+♦✐) ❝❡♥-+❡) )♦♥- ❣4♥4+❛❧❡♠❡♥- ♥4❣❧✐❣❡❛❜❧❡) ♣✉✐)0✉❡ ❧❡) ✐♥-❡+❛❝-✐♦♥) ❡♥-+❡

❧❡) ♦+❜✐-❛❧❡) ❡- ❧❡ ♣♦-❡♥-✐❡❧✱ ❝❤❛❝✉♥ ❝❡♥-+4 )✉+ ❞❡) )✐-❡) ❞✐✛4+❡♥-)✱ )♦♥- ❢❛✐❜❧❡) ♣❛+ +❛♣♣♦+- =

❝❡❧❧❡ ❡①❡+❝4❡ ♣❛+ ✉♥❡ ✐♥-4❣+❛❧❡ = ❞❡✉① ❝❡♥-+❡) ❞♦♥- ❧✬✐♥-❡+❛❝-✐♦♥ )✬❡①❡+❝❡ ❞✐+❡❝-❡♠❡♥- )✉+ ❧❡

♠:♠❡ )✐-❡ ❬✽❪✳

❖♥ ❛ ❛✐♥)✐ ✿

Hλµ
ij ≈< j, µ|

∑

i 6=j

V̂i|i, λ > ✭✶✳✽✮

❊♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥- ✭✶✳✺✮ ❡- ✭✶✳✼✮✱ ♦♥ ♦❜-✐❡♥- ❛✉ ✜♥❛❧ ✉♥ ❍❛♠✐❧-♦♥✐❡♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦+♠❡ ✿

Ĥ =
∑

i,λ

|i, λ > (< εiλ + αλ) < i, λ|+
∑

i,ji 6=j

∑

λ,µ

|j, µ > βλ,µ
ij < i, λ| ✭✶✳✾✮

♦K ✿

αλ =
∑

k 6=i

∑

µ < i, µ|V̂k|i, λ > ✿ +❡♣+4)❡♥-❡ ❧❡ ❞4❝❛❧❛❣❡ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❛-♦♠✐0✉❡ )♦✉) ❧✬❡✛❡- ❞✉

❝❤❛♠♣ ❝+✐)-❛❧❧✐♥ ❤❛❜✐-✉❡❧❧❡♠❡♥- ♥4❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ❝❛+ )♦♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ )✉+ ❧❡ ❞4❝❛❧❛❣❡ ❞❡) ♥✐✈❡❛✉①

❞✬4♥❡+❣✐❡ ❡)- ❢❛✐❜❧❡✳ ❉❛♥) ❧❛ ❧✐--4+❛-✉+❡ ♦♥ ❧✬❛♣♣❡❧❧❡ ♣❛+❢♦✐) ✐♥"#❣%❛❧❡ ❞❡ ❞#%✐✈❡ ♦✉ ❡♥❝♦+❡

✐♥"#❣%❛❧❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❝%✐."❛❧❧✐♥✳

βλ,µ
ij ✿ ❞4♥♦♠♠4❡) ✐♥"#❣%❛❧❡. ❞❡ .❛✉" ♦✉ ✐♥"#❣%❛❧❡. ❞❡ "%❛♥.❢❡%"✳ ❈❡ -❡+♠❡ +❡♣+4)❡♥-❡ ❧✬✐♥-❡+❛❝✲

-✐♦♥ 4♥❡+❣4-✐0✉❡ ❡♥-+❡ ❞❡✉① ♦+❜✐-❛❧❡) ❝❡♥-+4❡) )✉+ ❧❡) )✐-❡) ✐ ❡- ❥ ❡- ❞4♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ❞✐)-❛♥❝❡

❡♥-+❡ ❝❡) ❞❡✉① )✐-❡) ✭

−→
Rj −

−→
Ri✮ ❛✐♥)✐ 0✉❡ ❞❡ ❧✬♦+✐❡♥-❛-✐♦♥ ❞❡) ♦+❜✐-❛❧❡) ❛-♦♠✐0✉❡) λ ❡- µ

♥♦-4❡ λγ✱ ♦K γ +❡♣+4)❡♥-❡ ❧❡ ♠♦♠❡♥- ❛♥❣✉❧❛✐+❡ +❡❧❛-✐❢ = ❧✬❛①❡ ❞❡ )②♠4-+✐❡ ❡- ❞4♣❡♥❞ ❞❡

❧❛ )②♠4-+✐❡ ❞❡) ♦+❜✐-❛❧❡) ♣+✐)❡) ❡♥ ❝♦♠♣-❡✳ ❊❧❧❡) )♦♥- +❡)♣♦♥)❛❜❧❡) ❞❡ ❧❛ ❢♦+♠❛-✐♦♥ ❞❡)

❜❛♥❞❡) ❞✬4♥❡+❣✐❡ = ♣❛+-✐+ ❞❡) ♥✐✈❡❛✉① ❛-♦♠✐0✉❡) ❞✐)❝+❡-) ❡- ♣❡+♠❡--❡♥- ❞❡ ❝♦♠♣+❡♥❞+❡

❧❡ -+❛♥)❢❡+- ❞❡ ❝❤❛+❣❡ ❞❡ )✐-❡ ❡♥ )✐-❡ ❞❛♥) ❧❡ )♦❧✐❞❡✳ ❈❡) ✐♥-4❣+❛❧❡) )♦♥- ❡①♣+✐♠4❡) ❛✉
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❋✐❣✉$❡ ✶✳✶ ✕ ❘❡♣'()❡♥+❛+✐♦♥ ❞❡) ✐♥+(❣'❛❧❡) ❞❡ )❛✉+ ❡♥+'❡ ❞❡✉① ♦'❜✐+❛❧❡) ❛+♦♠✐6✉❡) )✱ ♣ ❡+

)♣ ✭♣'❡♠✐9'❡ ❧✐❣♥❡✮✱ ♦'❜✐+❛❧❡) ❛+♦♠✐6✉❡) ❞ ❡+ )❞ ✭ ❞❡✉①✐9♠❡ ❧✐❣♥❡✮✱ ♦'❜✐+❛❧❡) ❛+♦♠✐6✉❡) ♣❞

✭+'♦✐)✐9♠❡ ❧✐❣♥❡✮✳ ❙♦✉'❝❡ ✿ '(❢('❡♥❝❡) ❬✷✱ ✸✷❪

♠♦②❡♥ ❞❡) ♣❛'❛♠9+'❡) ❞❡ ❙❧❛+❡' ❡+ ❝❛❧❝✉❧(❡) D ♣❛'+✐' ❞❡) ❞♦♥♥(❡) ❞❡ )+'✉❝+✉'❡ ❞❡ ❜❛♥❞❡

♦❜+❡♥✉❡) ♣❛' ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✐♥+❡'♣♦❧❛+✐♦♥ ❞(✈❡❧♦♣♣( ♣❛' ❉✳❆✳ I❛♣❛❝♦♥)+❛♥+♦♣♦✉❧♦)✳

❉❛♥) ❧❡ ❝❛) ❞❡) ✐♥+(❣'❛❧❡) D ❞❡✉① ❝❡♥+'❡) ❞❡) ❝♦♥)✐❞('❛+✐♦♥) ❞❡ )②♠(+'✐❡ ♣❡'♠❡++❡♥+

❞✬❛✣'♠❡' 6✉❡ )❡✉❧) ❧❡) +❡'♠❡) ❞✐❛❣♦♥❛✉① < λ|V (rij)|λ >) )♦♥+ ♥♦♥ ♥✉❧)✳ I♦✉' ✉♥❡ ❜❛♥❞❡

)♣✲❞ ❝❡ ♥♦♠❜'❡ ❡)+ (❣❛❧❡ D ✶✵ ✭✜❣✉'❡ ✶✳✶✮✳

❉❛♥) ❧❡) ❝❛❧❝✉❧)✱ ❧❡) ✐♥+(❣'❛❧❡) ❞❡ )❛✉+ βλµ
ij )♦♥+ )♦✉✈❡♥+ ❧✐♠✐+() ❛✉① ♣'♦❝❤❡) ✈♦✐)✐♥)✱ ♣❛'

❝♦♥)(6✉❡♥+ Ĥ ♣❡✉+ O+'❡ '❡♣'()❡♥+( ♣❛' ✉♥❡ ♠❛+'✐❝❡ ❞♦♥+ ❧❡) ❝♦♠♣♦)❛♥+) ❞(✜♥✐))❡♥+ ❧❡ ❝♦♠✲

♣♦'+❡♠❡♥+ ❡♥+'❡ ❞❡✉① )✐+❡) i ❡+ j ✈♦✐)✐♥)✱ ❞❛♥) ❧❡ ❝❛) ♦P i ❡+ j ♥❡ )♦♥+ ♣❧✉) ❞❡) ♣'❡♠✐❡')

✈♦✐)✐♥) ❡♥+'❡ ❡✉①✱ ❧❛ ❝♦♠♣♦)❛♥+❡ ❝♦''❡)♣♦♥❞❛♥+❡ )✬❛♥♥✉❧❡✳



✶✼

Ĥ =

















ε β 0 β . . .

β ε 0 0 . . .

0 0 ǫ 0 . . .

β 0 0 ǫ . . .

















✭✶✳✶✵✮

♦' ❧❡* ❧✐❣♥❡* ❡. ❧❡* ❝♦❧♦♥♥❡* ❝♦00❡*♣♦♥❞❡♥. ❛✉① ❞✐✛70❡♥.* *✐.❡* ❛.♦♠✐9✉❡* ❡. ❝❤❛9✉❡ ❜❧♦❝

❞❡ ❧❛ ♠❛.0✐❝❡ ❡*. ✉♥❡ ♠❛.0✐❝❡ ❞♦♥. ❧❡* ❧✐❣♥❡* ❡. ❝♦❧♦♥♥❡* ❝♦00❡*♣♦♥❞❡♥. ❛✉① ♦0❜✐.❛❧❡* ❞✉ *✐.❡

❡♥ 9✉❡*.✐♦♥✳ ❉❛♥* ❧❡ ❝❛* ❞✬✉♥❡ 7.✉❞❡ ❡♥ ❜❛♥❞❡ *♣✲❞✱ ♦♥ ❛ ✉♥❡ ♠❛.0✐❝❡ 9×9 *♦✐. ✿ ✉♥❡ ♦0❜✐.❛❧❡

*✱ .0♦✐* ♦0❜✐.❛❧❡* ♣ ❡. ❝✐♥9 ♦0❜✐.❛❧❡* ❞✳

❉❛♥* ❧❛ ❢♦0♠✉❧❡ ✭✶✳✶✵✮ ✿

✕ ✵ 0❡♣07*❡♥.❡ ❧❛ ♠❛.0✐❝❡ ③70♦ ❝♦00❡*♣♦♥❞❛♥. ❛✉① *✐.❡* .0♦♣ 7❧♦✐❣♥7* ❧❡* ✉♥* ♣❛0 0❛♣♣♦0.

❛✉① ❛✉.0❡*✳

✕ εi 0❡♣07*❡♥.❡ ❧❡ ❜❧♦❝ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❞❡ ❧✬❍❛♠✐❧.♦♥✐❡♥ ❞♦♥. ❧❡* 7❧7♠❡♥.* *♦♥. ελµ = ǫλδλµ .❡❧

9✉❡ ❝❤❛9✉❡ ǫλ ✐♥❞✐9✉❡ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❛.♦♠✐9✉❡ ❛**♦❝✐7 F ❧✬♦0❜✐.❛❧❡ ❛.♦♠✐9✉❡ λ ❛✉ *✐.❡ ✐✳

✕ βij ❡*. ❧❡ ❜❧♦❝ ❞❡* ♣❛0❛♠G.0❡* ❞❡ ❙❧❛.❡0 ❝♦00❡*♣♦♥❞❛♥. F ❧✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥. ♠✉.✉❡❧ ❞❡* ♦0✲

❜✐.❛❧❡* ❛.♦♠✐9✉❡* *✉0 ❧❡* *✐.❡* ✐ ❡. ❥✳ ❉❛♥* ❧❡ ❝❛* ♦'

−→
R ij ❡*. ❛❧✐❣♥7 *✉✐✈❛♥. ❧✬❛①❡ ③✱

❧✬❤❛♠✐❧.♦♥✐❡♥ ❞❡✈✐❡♥. ✉♥❡ ♠❛.0✐❝❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ❞❛♥* ❧❡ ❝❛* ❝♦♥.0❛✐0❡ ♦♥ ❞♦✐. ❛♣♣❧✐9✉❡0

✉♥❡ ♠❛.0✐❝❡ ❞❡ 0♦.❛.✐♦♥ 9✉✐ ❡*. ❢♦♥❝.✐♦♥ ❞❡* ❝♦*✐♥✉* ❞✐0❡❝.❡✉0* ✭❧✱♠✱♥✮ ❞✉ ✈❡❝.❡✉0

−→
R ij✳

J♦✉0 ❞❡✉① ♦0❜✐.❛❧❡* ❛.♦♠✐9✉❡* ❞ ❞♦♥. ❧❡* ❛①❡* ③ *♦♥. ❛❧✐❣♥7* ❧❡ ❜❧♦❝ βij *✬7❝0✐. ✿























ddδ 0 0 0 0

0 ddπ 0 0 0

0 0 ddπ 0 0

0 0 0 ddδ 0

0 0 0 0 ddσ























✭✶✳✶✶✮

▲✬❛✈❛♥.❛❣❡ ❞❡ ❝❡..❡ ♠7.❤♦❞❡ ❡*. ❧❛ ♣♦**✐❜✐❧✐.7 ❞❡ .0❛✈❛✐❧❧❡0 ❞❛♥* ❧✬❡*♣❛❝❡ ❞✐0❡❝. ❡. ❞❡ .❡♥✐0

❝♦♠♣.❡ ❞❡* ❝♦♥✜❣✉0❛.✐♦♥* ❛.♦♠✐9✉❡* *♣7❝✐✜9✉❡* *❛♥* ♣♦✉0 ❛✉.❛♥. ❢❛✐0❡ ❛♣♣❡❧ ❛✉ .❤7♦0G♠❡

❞❡ ❇❧♦❝❤✳



✶✽

✶ ✳ ✷ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡* ❞❡♥*✐-.* ❞✬.-❛-* ❧♦❝❛❧❡* ✭❉❊▲✮ ✿ -❡❝❤♥✐8✉❡ ❞❡ ❧❛

❢:❛❝-✐♦♥ ❝♦♥-✐♥✉❡

❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❞❡♥)✐+, ❞✬,+❛+ ,❧❡❝+/♦♥✐1✉❡ +♦+❛❧❡ n(E) ❧❡ ♥♦♠❜/❡ ❞✬,+❛+) ❞✬,♥❡/❣✐❡ ❝♦♠♣/✐)

❡♥+/❡ ❊ ❡+ ❊✰❞❊ ❞✐✈✐), ♣❛/ ❞❊✳ ❊♥ ✉+✐❧✐)❛♥+ ❧❛ ♥♦+❛+✐♦♥ ❞❡ ❉✐/❛❝✱ ❧✬❡①♣/❡))✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥)✐+,

❞✬,+❛+) ❡)+ ✿

n(E) =
1

lN

∑

n

δ(E − En) ✭✶✳✶✷✮

❊♥ ❞,✜♥✐))❛♥+ ❧✬♦♣,/❛+❡✉/ δ(E.Id−H)✱ ♦B ■❞ ❡)+ ❧❛ ♠❛+/✐❝❡ ✐❞❡♥+✐+,✱ +❡❧ 1✉❡ ✿

δ(E.Id−H)|n >= δ(E − En)|n > ✭✶✳✶✸✮

❧❛ ❞❡♥)✐+, ❞✬,+❛+ ♣❡✉+ ❛❧♦/) )✬❡①♣/✐♠❡/ ❝♦♠♠❡ )✉✐+ ✿

n(E) =
1

lN
Trδ(E.Id−H) ✭✶✳✶✹✮

♦B ❧❛ +/❛❝❡ ❡)+ ❞,✜♥✐❡ )✉/ ❧✬❡♥)❡♠❜❧❡ ❞❡) ,+❛+) ,❧❡❝+/♦♥✐1✉❡) ❞❡ ❧✬❡)♣❛❝❡ ❞❡ ❍✐❧❜❡/+ ♣♦✉/ ✉♥❡

❜❛)❡ 1✉❡❧❝♦♥1✉❡ )♦✐+ ❧❛ ❜❛)❡ ❞❡) ♦/❜✐+❛❧❡) ❛+♦♠✐1✉❡) |iλ > ♣❛/ ❡①❡♠♣❧❡✳ ❖♥ ♣❡✉+ )✬❛✛/❛♥❝❤✐/

❞❡ ❧✬,❝/✐+✉/❡ ❞❡ ❉✐/❛❝ ❡♥ ✐♥+/♦❞✉✐)❛♥+ ❧✬♦♣,/❛+❡✉/ ❞❡ ●/❡❡♥ +❡❧ 1✉❡ ✿

G(E) =
1

E.Id−H
✭✶✳✶✺✮

▲❛ ❞❡♥)✐+, ❞✬,+❛+) ❧♦❝❛❧❡) ✭❉❊▲✮ ni(E) )✉/ ✉♥ )✐+❡ ✐ ♣❡✉+ L+/❡ ❛❧♦/) ♦❜+❡♥✉❡ ❡♥ ♣/♦❥❡+❛♥+

❧❛ ❢♦♥❝+✐♦♥ ❞❡ ●/❡❡♥ )✉/ ❧❛ ❜❛)❡ ❞❡) ♦/❜✐+❛❧❡) ❛+♦♠✐1✉❡) |i, λ > ❬✶✵❪✳ ❆✐♥)✐ ✿

ni(E) = lim
η→0+

[

−Im
π

∑

λ

< i, λ|G(E + iη)|i, λ >
]

✭✶✳✶✻✮

❯♥❡ +❡❧❧❡ ♣/♦❥❡❝+✐♦♥ ♣❡✉+ L+/❡ ❡①♣/✐♠,❡ )♦✉) ❢♦/♠❡ ❞❡ ❢/❛❝+✐♦♥ ❝♦♥+✐♥✉❡ ❬✶✶✱ ✶✷✱ ✶✸❪

Gλλ
ii =< i, λ|G(z)|i, λ >= 1

z − a1 − b2
1

z−a2−
b2
2

z−a3−
b2
3
...

✭✶✳✶✼✮

▲❡) ❝♦❡✣❝✐❡♥+) an ❡+ bn ♣❡✉✈❡♥+ L+/❡ ❞,❞✉✐+) W ♣❛/+✐/ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡) ♣/❡♠✐❡/) ♠♦♠❡♥+) ❞❡



✶✾

❧❛ ❞❡♥'✐)* ❞✬*)❛)' ni(E) ♦✉ ♣❛$ %$✐❞✐❛❣♦♥❛❧✐+❛%✐♦♥ ❞❡ ❧✬❍❛♠✐❧%♦♥✐❡♥ ❡♥ ✉%✐❧✐+❛♥% ❧❛ ♠0%❤♦❞❡

❞❡ $0❝✉$+✐♦♥✱ ❧❛4✉❡❧❧❡ +❡$❛ ✉%✐❧✐+0❡ ❞❛♥+ ❝❡ %$❛✈❛✐❧✳

✶ ✳ ✷ ✳ ✶ ▼$%❤♦❞❡ ❞❡* ♠♦♠❡♥%*

▲❛ ♠0%❤♦❞❡ ❞❡+ ♠♦♠❡♥%+ ❡+% ❧✬✉♥❡ ❞❡+ ♠0%❤♦❞❡+ ❝✐%0❡+ ❛✉♣❛$❛✈❛♥%✱ ✉%✐❧✐+0❡ ♣♦✉$ ❞0✜♥✐$

❧❛ ❞❡♥+✐%0 ❞✬0%❛%+ ❧♦❝❛❧❡ n(E) 9 ♣❛$%✐$ ❞✉ ♠♦♠❡♥% ❞✬♦$❞$❡ p✱ p 0%❛♥% ❧❡ ♣❛$❛♠:%$❡ 4✉✐ ✈❛

❞0✜♥✐$ ❧❛ ♣$0❝✐+✐♦♥ +♦✉❤❛✐%0❡ ❞❛♥+ ❧❡+ ❝❛❧❝✉❧+✳ ▲❡ ♠♦♠❡♥% ❞✬♦$❞$❡ ♣ ❡% ❧❛ ❞❡♥+✐%0 ❞✬0%❛%+

❧♦❝❛❧❡ ni(E) +♦♥% ❧✐0+ ♣❛$ ❧❛ $❡❧❛%✐♦♥ ✿

mp(i) =

∫ +∞

−∞

Epni(E)dE =
1

lN

∑

λ

< i, λ|Ĥp|i, λ > ✭✶✳✶✽✮

▲❛ +❡❝♦♥❞❡ 0❣❛❧✐%0 0%❛♥% ♦❜%❡♥✉❡ ❡♥ ❡①♣$✐♠❛♥% ❧❛ %$❛❝❡ ❞❡ ❧❛ $❡❧❛%✐♦♥ ✶✳✶✹ ❞❛♥+ ❧❛ ❜❛+❡

❞❡+ ♦$❜✐%❛❧❡+ ❛%♦♠✐4✉❡+✳ ❊♥ ♠✉❧%✐♣❧✐❛♥% ✶✳✶✽ ♣❛$ ❧❛ $❡❧❛%✐♦♥ ❞❡ ❢❡$♠❡%✉$❡

∑

j,µ |j, µ >< j, µ| = 1✱ ♣✲❢♦✐+ +❡❧♦♥ ❧❛ ✈❛❧❡✉$ ❞✉ ♠♦♠❡♥% 9 ❝❛❧❝✉❧❡$✱ ♦♥ ♦❜%✐❡♥% ❧❛ $❡❧❛%✐♦♥ ✿

mp(i) =
1

lN

∑

iλ,jµ,kα,...

< i, λ|H|j, µ >< j, µ|H|k, α > ... < ...|H|i, λ > ✭✶✳✶✾✮

✶✳✶✾ ❝♦♠❜✐♥0❡ ❛✈❡❝ ✶✳✾ ✈❛ ❛❜♦✉%✐$ 9 ✉♥❡ $❡❧❛%✐♦♥ ❧✐❛♥% ❧❡+ ♣❛$❛♠:%$❡+ εiλ✱ β
j,µ
iλ ❡% ❧❡ ♠♦♠❡♥%

mp✳ ❆✐♥+✐✱ ♦♥ ♣❡✉% $❡♠❛$4✉❡$ 4✉❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ♠♦♠❡♥% ❞✬♦$❞$❡ ♣ $❡✈✐❡♥% 9 ❝♦♥+✐❞0$❡$ %♦✉+ ❧❡+

❝❤❡♠✐♥+ ❢❡$♠0+ ❞❡ ♣ +❛✉%+ ♣❛$%❛♥% ❞✉ +✐%❡ ✐ ✭❡% ❞❡ ❧✬♦$❜✐%❛❧ λ✮ ❡% ② $❡✈❡♥❛♥%✱ ② ❝♦♠♣$✐+ ❧❡+ +❛✉%+

+✉$ ♣❧❛❝❡ ❝♦♥❝❡$♥❛♥% ❧❡+ ♥✐✈❡❛✉① ❛%♦♠✐4✉❡+✳ ❈❤❛4✉❡ ♠♦♠❡♥% ❞✬♦$❞$❡ ♣ ❛ ✉♥❡ +✐❣♥✐✜❝❛%✐♦♥

♣❤②+✐4✉❡ ♣$0❝✐+❡ +✉$ ❧❛ +%$✉❝%✉$❡ ❞❡ ❜❛♥❞❡ %❡❧❧❡ 4✉❡ ✿

✕ m0 ✿ $❡♣$0+❡♥%❡ ❧❡ ♥♦♠❜$❡ %♦%❛❧ ❞✬0%❛%+ ❞✐+♣♦♥✐❜❧❡+ ✭♥♦$♠0✮

✕ m1 ✿ ❞0✜♥✐% ❧❡ ❝❡♥%$❡ ❞❡ ❣$❛✈✐%0 ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡

✕ m2 ✿ $❡♥+❡✐❣♥❡ +✉$ ❧❛ ❧❛$❣❡✉$ ❛ ♠✐✲❤❛✉%❡✉$ ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡

✕ m3 ✿ $❡♥+❡✐❣♥❡ +✉$ ❧✬❛+②♠0%$✐❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡

✕ m4 ✿ $❡♥+❡✐❣♥❡ +✉$ ❧✬0%❛❧❡♠❡♥% ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ✳✳✳

❛✈❡❝

m0 =
1

lN

∑

iλ

< iλ|iλ >= 1 ✭✶✳✷✵✮



✷✵

m1 =
1

lN

∑

iλ

iλ < iλ|H|iλ >= 1

lN

∑

iλ

ε0iλ ✭✶✳✷✶✮

m2 =
1

lN

∑

iλ

iλ < iλ|H2|iλ >= µ2 +
1

lN

∑

i,j 6=i,λ,µ 6=λ

(βλµ
ij )

2
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❆ ❝❤❛*✉❡ ♦.❜✐1❛❧❡ ❛1♦♠✐*✉❡ λ ❡41 ❛44♦❝✐5 ✉♥ ❡♥4❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦✉♣❧❡4 ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥14 (aλ, bλ)

1❡❧4 *✉❡ ♣♦✉. ✉♥❡ ♦.❜✐1❛❧ ❞ ♦♥ ❛✉.❛ ✺ ❝♦✉♣❧❡4 ❞❡ ✈❛❧❡✉.4 ❡1 ✾ ❝♦✉♣❧❡4 ❞❡ ✈❛❧❡✉.4 4✐ ♦♥ 1✐❡♥1

❝♦♠♣1❡ ❞❡4 ♦.❜✐1❛❧❡4 4♣✲❞✳

▲❛ ❢♦.♠❡ ❝♦♠♣❛❝1 ❞❡ ❧✬❤❛♠✐❧1♦♥✐❡♥ ✶✳✷✸ 4✬❡①♣.✐♠❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐B.❡ 4✉✐✈❛♥1❡ ✿

Ĥ =
∑

n

(|n}ain{n|+ |n}bin{n+ 1|+ |n− 1}bin−1{n|) ✭✶✳✷✹✮

♦E ❧❡4 ❝♦❡✣❝✐❡♥14 ❛ ❡1 ❜ 4♦♥1 ❞5✜♥✐4 ❝♦♠♠❡ 4✉✐1 ✿
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























an = {n|H|n}

bn = {n|H|n+ 1}

0 = {n|H|n± p} ✱ ♣♦✉. p > 1

✭✶✳✷✺✮

❉✬❛♣.B4 ✶✳✷✺✱ ♦♥ .❡♠❛.*✉❡ *✉❡ ❝❡11❡ ❢♦.♠❡ ❞❡ ❧✬❤❛♠✐❧1♦♥✐❡♥ 4❡ .❛♠B♥❡ I ✉♥ ♠♦❞B❧❡ ♣❧✉4

4✐♠♣❧❡ ❞❡ ❝❤❛J♥❡ ❧✐♥5❛✐.❡ ❞❛♥4 ❧❡*✉❡❧ ❝❤❛*✉❡ ❛1♦♠❡ ♥✬❡41 ❝♦✉♣❧5 *✉✬I 4❡4 ♣.♦❝❤❡4 ✈♦✐4✐♥4

1❡❧4 *✉❡ ❧❡4 ❝♦❡✣❝✐❡♥14 (ain, b
i
n) .❡♣.54❡♥1❡♥1 .❡4♣❡❝1✐✈❡♠❡♥1 ❧❡4 ♥✐✈❡❛✉① ❛1♦♠✐*✉❡4 ❞❡ ❝❤❛*✉❡

❛1♦♠❡ i ❡1 ❧❡4 ✐♥15❣.❛❧❡4 ❞❡ 4❛✉1 ❡♥1.❡ ❧❡4 ❛1♦♠❡4 ❧❡4 ♣❧✉4 ♣.♦❝❤❡4 ✈♦✐4✐♥4 ✭✜❣✉.❡ ✶✳✷✮✳

L♦✉. ❝♦♥41.✉✐.❡ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❜❛4❡ ♦♥ ✜①❡ ❧❡ ♣.❡♠✐❡. ✈❡❝1❡✉. ❞❡ ❜❛4❡ |1} = |1〉✱ ❧❡4 ✈❡❝1❡✉.4
.❡41❛♥14 4❡.♦♥1 ♦❜1❡♥✉4 ♣❛. ❧✬5*✉❛1✐♦♥ ❞❡ .5❝✉.4✐♦♥ ❬✶✺❪ ✿
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❋✐❣✉$❡ ✶✳✷ ✕ ❘❡♣'()❡♥+❛+✐♦♥ ❡①♣❧✐❝❛+✐✈❡ ❞✬✉♥❡ ❝❤❛7♥❡ ❧✐♥(❛✐'❡ ❛✈❡❝ ✐♥+❡'❛❝+✐♦♥ ❡♥+'❡ ♣❧✉)

♣'♦❝❤❡) ✈♦✐)✐♥)✳ |n} '❡♣'()❡♥+❡ ❧✬(+❛+ ❞✬(♥❡'❣✐❡ ❞❡ ❧✬❛+♦♠❡✱ (anetbn) '❡♣'()❡♥+❡♥+ '❡)♣❡❝+✐✈❡✲
♠❡♥+ ❧❡) ♥✐✈❡❛✉① ❛+♦♠✐<✉❡) ❡+ ❧❡) ✐♥+(❣'❛❧❡) ❞❡ )❛✉+ ❡♥+'❡ ❧❡) ❛+♦♠❡) ♣'♦❝❤❡) ✈♦✐)✐♥)✳ ❙♦✉'❝❡ ✿
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|1} = λ >

|2} = H|1} − a1|1}

|3} = H|2} − a2|2} − (b1)
2|1}

. . .

|n+ 1} = H|n} − an|n} − (bn−1)
2|n− 1}
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❚♦✉+❡❢♦✐) ✐❧ ❢❛✉+ ♥♦'♠❛❧✐)❡' ❧❛ ❜❛)❡ ✭(<✉❛+✐♦♥ ✶✳✷✻✮ ❡♥ ♠✉❧+✐♣❧✐❛♥+ ❝❤❛<✉❡ ✈❡❝+❡✉' ❞❡ ❜❛)❡

♣❛' ❧❡ ❢❛❝+❡✉'

1√
{n|n}

)♦✐+ ♣♦✉' ✉♥ ✈❡❝+❡✉' |n} ❞♦♥♥(✱ ❧❡ ✈❡❝+❡✉' ❞❡ ❜❛)❡ ♥♦'♠❛❧✐)( ❝♦''❡)✲

♣♦♥❞❛♥+ ❡)+ |n} = |n}√
{n|n}

✳

❉❛♥) ❝❡++❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❜❛)❡✱ ❧❛ ♠❛+'✐❝❡ zÎ − Ĥ ♣❡✉+✲H+'❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥+ ✐♥✈❡')(❡✳ I❛' ❝♦♥)(✲

<✉❡♥+✱ ❧❡) (❧(♠❡♥+) ❞❡ ❧❛ ♠❛+'✐❝❡ G(z) = (zÎ − Ĥ)−1
♣❡✉✈❡♥+ H+'❡ ❡①♣'✐♠() ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞❡)

❝♦❡✣❝✐❡♥+) an ❡+ bn ♣❡'♠❡++❛♥+ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡' ❛✐)(♠❡♥+ ❧❡) ❉❊▲ ❞✬✉♥ )✐+❡ ❞♦♥♥(✳

▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡) ❝♦❡✣❝✐❡♥+) (an ❡+ bn) ❡)+ ❣(♥('❛❧❡♠❡♥+ ♦❜+❡♥✉ ♣❛' ❝♦♥)+'✉❝+✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦✐❣♥♦♥

❞❡ '(❝✉')✐♦♥ ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞✉<✉❡❧ )❡'❛ ❡♥)✉✐+❡ ❝❛❧❝✉❧(❡ ❧❛ ❉❊▲✳ ▲❡ ♣'❡♠✐❡' ❛♠❛) ❡)+ ❝❡♥+'( )✉'

❧❡ )✐+❡ ✐✱ ❡♥)✉✐+❡ ❝❤❛<✉❡ ❝♦✉❝❤❡ )✉❝❝❡))✐✈❡ ❞❡ ❧✬♦✐❣♥♦♥ ❞❡ '(❝✉')✐♦♥ )❡'❛ ❝♦♥)+✐+✉(❡ ♣❛' ❧❡)

♣'♦❝❤❡) ✈♦✐)✐♥) ❞✉ ♣'❡♠✐❡' ❛♠❛) ❡+ ❛✐♥)✐ ❞❡ )✉✐+❡ ❥✉)<✉✬O ❛++❡✐♥❞'❡ ❧❡) ◆ ❝♦✉❝❤❡) ❝♦''❡)♣♦♥✲

❞❛♥+ ◆ ♣❛✐'❡) ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥+)✳ ➚ ❝❤❛<✉❡ ♣❛) ❞❡ '(❝✉')✐♦♥ ✶✳✷✻ ♦♥ ❞♦✐+ ❝❛❧❝✉❧❡' ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉

❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥+) (an✱ bn) ✭✜❣✉'❡ ✶✳✸✮✳
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❋✐❣✉$❡ ✶✳✸ ✕ ❈♦♥()*✉❝)✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦✐❣♥♦♥ ❞❡ *3❝✉*(✐♦♥ ♣♦✉* ✉♥❡ ()*✉❝)✉*❡ ❢❝❝ ✭(❡❝)✐♦♥ )*❛♥(✈❡*✲

(❛❧❡✮✳ ▲❡ ♥♦♠❜*❡ ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥)( ❛✐♥(✐ ?✉❡ ❧❛ )❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬♦✐❣♥♦♥ ❞❡ *3❝✉*(✐♦♥ (♦♥) ❞✐*❡❝)❡♠❡♥)

❧✐3( @ ❧✬❛♣♣*♦①✐♠❛)✐♦♥ ❞❡( ♣*❡♠✐❡*( ♠♦♠❡♥)(✳ ❉❛♥( ❧❡ ❝❛( ❞✬✉♥❡ ❛♣♣*♦①✐♠❛)✐♦♥ ❛✉ (❡❝♦♥❞

♠♦♠❡♥) ❧❛ ❉❊▲ (✉* ✉♥ (✐)❡ ❞♦♥♥3 ✭❛✮ ❞3♣❡♥❞ ❞❡ (❡( ♣*❡♠✐❡*( ✈♦✐(✐♥( ✭❜✮✳ D♦✉* ❞❡( ❛♣♣*♦①✐✲

♠❛)✐♦♥( ❜❛(3❡( (✉* ❞❡( ♠♦♠❡♥)( ❞✬♦*❞*❡ ♣❧✉( 3❧❡✈3 ♦♥ ❞♦✐) ❛✉❣♠❡♥)❡* ❧❛ )❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬♦✐❣♥♦♥

❞❡ *3❝✉*(✐♦♥ ♣❛* ❛❥♦F) (✉❝❝❡((✐❢ ❞❡ ❝♦✉❝❤❡( ❞❡ ♣*❡♠✐❡*( ✈♦✐(✐♥(✭❝✱❞✮✳ ❙♦✉*❝❡ ✿ *3❢3*❡♥❝❡ ❬✶✹❪

❉❛♥( ❧❡ ❝❛( ❞❡( (②()O♠❡( ✐♥✜♥✐( ♦✉ (❡♠✐✲✐♥✜♥✐(✱ ❧❡( ❝♦❡✣❝✐❡♥)( (an, bn) ❝♦♥✈❡*❣❡♥) ❛(②♠♣✲

)♦)✐?✉❡♠❡♥) ✈❡*( ❞❡( ✈❛❧❡✉*( ❝♦♥()❛♥)❡( a∞ ❡) b∞ *❡(♣❡❝)✐✈❡♠❡♥)✱ ❞❡ )❡❧❧❡ (♦*)❡ ?✉❡ ❧❛ ❢*❛❝)✐♦♥

(✬✐♥)❡**♦♠♣) ♥❛)✉*❡❧❧❡♠❡♥)✳ ❉❛♥( ❧❡( ❝❛❧❝✉❧(✱ ✐❧ ❡() ♥3❝❡((❛✐*❡ ❞❡ ❞3✜♥✐* ✉♥❡ )❡*♠✐♥❛✐(♦♥ ❛❞3✲

?✉❛)❡ ❞❡ ❧❛ ❢*❛❝)✐♦♥ ❝♦♥)✐♥✉❡✳ ❈❡❧❛ ♣❡✉) (✬❡✛❡❝)✉❡* ❡♥ *❡♠♣❧❛R❛♥) ❧❡ ❞3♥♦♠✐♥❛)❡✉* ❞❡ bn ❞❡

❧✬3?✉❛)✐♦♥ ✶✳✶✼ ♣❛* ❧❛ ❢♦♥❝)✐♦♥ Γ(z)−1 = z + a∞ − b∞Γ(z) (♦✐) ❞♦♥❝ ✉♥ ♣*♦❧♦♥❣❡♠❡♥) ❞❡ ❧❛

❢*❛❝)✐♦♥ ❝♦♥)✐♥✉❡ )❡❧ ?✉❡ a∞ ❡) b∞ (♦♥) ❧❡( ✈❛❧❡✉*( ❛(②♠♣)♦)✐?✉❡( ❞❡( ❝♦❡✣❝✐❡♥)( (an, bn) ❡)

(♦♥) ❝❛❧❝✉❧3❡( ❡♥ *3(♦❧✈❛♥) ❧✬3?✉❛)✐♦♥ ❞✉ (❡❝♦♥❞ ❞❡❣*3 ✿

b∞
2Γ2(z) + (a∞ − z)Γ(z) + 1 = 0 ✭✶✳✷✼✮

❛②❛♥) ❝♦♠♠❡ (♦❧✉)✐♦♥ ✿

Γ(z) =
z − a∞ −

√

(z − a∞)2 − 4b2∞
2b2∞

✭✶✳✷✽✮

♦U z = limη→0E + iη

D✉✐(?✉❡ z = E + iε ✱ ♦U ε )❡♥❞ ✈❡*( ✵✱ ❧❛ ♣❛*)✐❡ ✐♠❛❣✐♥❛✐*❡ ❞❡ Gλλ
ii ♥✬❡() ♥♦♥ ♥✉❧❧❡ ?✉❡ (✐

❧❛ ?✉❛♥)✐)3 (♦✉( ❧❡ *❛❞✐❝❛❧ ❡() ♥3❣❛)✐✈❡✱ ❝✳@✳❞ (✐ a∞ − 2b∞ < E < a∞ + 2b∞✱ ❝❡ ?✉✐ ♣❡*♠❡)

❞❡ ❞3✜♥✐* ❧❡( ✈❛❧❡✉*( ❧✐♠✐)❡( ❞❡ ❜♦*❞( ❞❡ ❜❛♥❞❡ a∞ ❡) b∞ (♦✐) ✿











Einf = a∞ − 2
√
b∞

Esup = a∞ + 2
√
b∞

✭✶✳✷✾✮
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❞✬♦%











a∞ =
Einf+Esup

2

binfty =
Einf−Esup

4

✭✶✳✸✵✮

▲❛ .✐0✉❛0✐♦♥ ❡.0 4✉❡❧4✉❡ ♣❡✉ ❞✐✛89❡♥0❡ ❞❛♥. ❧❡ ❝❛. ❞✬✉♥ ❝9✐.0❛❧ ✜♥✐ ✭♥❛♥♦♣❛90✐❝✉❧❡ ♣❛9

❡①❡♠♣❧❡✮✳ ❊♥ ❡✛❡0 ❞❛♥. ❝❡ ❝❛.✱ ❧❡. ❞❡♥.✐08. ❞✬80❛0. ❝♦♥0✐♥✉❡. .♦♥0 9❡♠♣❧❛❝8❡. ♣❛9 ✉♥❡ .89✐❡

❞❡ ❢♦♥❝0✐♦♥. δ ✭80❛0. ❛0♦♠✐4✉❡.✮✱ ❧❡ ♥♦♠❜9❡ ❞❡ ❝❡. ❞❡9♥✐B9❡. ❛✉❣♠❡♥0❛♥0 ❛✈❡❝ ❧❡ ♥♦♠❜9❡

❞✬❛0♦♠❡. ◆ ❞❛♥. ❧✬❛❣98❣❛0✳ ❈❡❧❛ ✐♠♣❧✐4✉❡ 4✉✬❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ❝♦♥✈❡9❣❡9 ❛.②♠♣0♦0✐4✉❡♠❡♥0 ✈❡9.

❞❡. ✈❛❧❡✉9. ♣9♦❝❤❡. ❞❡ ❝❡❧❧❡. ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ binf ✱ ❧❡. ❝♦❡✣❝✐❡♥0. bn .✬❛♥♥✉❧❡♥0 ❛✉ ❞❡❧J ❞✬✉♥❡

✈❛❧❡✉9 Nc ❞♦♥♥8❡ ✭Nc < 9N ♣♦✉9 ✉♥ .②.0B♠❡ 09❛✐08 ❡♥ .♣❞✮✳ ❈❡❧❛ ✐♥❞✉✐0 ✉♥❡ 09♦♥❝❛0✉9❡

❞❡ ❧❛ ❢9❛❝0✐♦♥ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ Nc ❡♥09❛K♥❛♥0 ❧✬♦❜0❡♥0✐♦♥ ❞✬✉♥ .♣❡❝09❡ ❞✬80❛0. ❞✐.❝9❡0.✳ ◆8❛♥♠♦✐♥.✱

♣♦✉9 ✉♥ ❛❣98❣❛0 .✉✣.❛♠♠❡♥0 ❣9❛♥❞✱ Nc ❡.0 ❞❡ ❧✬♦9❞9❡ ❞❡ 4✉❡❧4✉❡. ❝❡♥0❛✐♥❡. ❞❡ ♥✐✈❡❛✉① ❡0

❧❛ ❞✐♠✐♥✉0✐♦♥ ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥0 bn ♥❡ .❡ ♣9♦❞✉✐0 4✉✬❛♣9B. ✉♥ ❧❛9❣❡ ♣❧❛0❡❛✉ ❛✉0♦✉9 ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉9

binf ✳

❆✐♥.✐✱ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥0 ❞❡ ✈✉❡ 0❡❝❤♥✐4✉❡✱ ✐❧ ❡.0 ❧8❣✐0✐♠❡ ❞✬✉0✐❧✐.❡9 ❧❡. ✈❛❧❡✉9. ❛.②♠♣0♦0✐4✉❡. ❞✉

✈♦❧✉♠❡ ♣♦✉9 0❡9♠✐♥❡9 ❧❛ ❢9❛❝0✐♦♥ ❝♦♥0✐♥✉❡ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ❧❛ 09♦♥4✉❡9 J ❞❡. ♥✐✈❡❛✉① ❛✉①4✉❡❧. ❝❡❧❛

♥❡ .❡9❛✐0 ♣❛. ❥✉.0✐✜❛❜❧❡✳ ❊✈✐❞❡♠♠❡♥0✱ ❝❡❧❛ ❛❜♦✉0✐0 J ❞❡. ❝♦✉9❜❡. ❞❡ ❞❡♥.✐08 ❝♦♥0✐♥✉❡. ❛✉

❧✐❡✉ ❞✬✉♥❡ .✉❝❝❡..✐♦♥ ❞✬❡♥.❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣✐❝. ❞❡ ❉✐9❛❝✱ ❝❡ 4✉✐ ❞❡✈✐❡♥0 ♣❧✉. ♠❛♥✐♣✉❧❛❜❧❡ 4✉✬✉♥❡

❞❡♥.✐08 ❞❡ ♣✐❝. ❞❡ ❉✐9❛❝ ❡0 ♣❡9♠❡0 ♣❧✉. ❢❛❝✐❧❡♠❡♥0 ❧❡. ❝❛❧❝✉❧. ❞❡ 9❡♠♣❧✐..❛❣❡ 8❧❡❝09♦♥✐4✉❡ ❡0

❞✬8♥❡9❣✐❡ ❞❡ ❜❛♥❞❡ ♥8❝❡..✐0❛♥0 ✉♥❡ ✐♥08❣9❛0✐♦♥ ♥✉♠89✐4✉❡ ❞❡. ❉❊▲ ❬✷✱ ✹✱ ✶✹❪✳

▲❡. ✈❛❧❡✉9. ❞❡. ♣❛9❛♠B09❡. ε ❡0 β .♦♥0 0✐98❡. ❞❡ ❧✬♦✉✈9❛❣❡ ❞❡ ❉✳❆✳ Q❛♣❛❝♦♥.0❛♥0♦♣♦✉❧♦.

❬✶✻❪✳ ❊❧❧❡. ♦♥0 808 ❝❛❧❝✉❧8❡. J ♣❛90✐9 ❞❡. ❞♦♥♥8❡. ❞❡ ♠❛089✐❛✉① ♣✉9.✳ Q♦✉9 ✉♥ .②.0B♠❡ ♠✐①0❡

❆✲❇✱ ❧❡. ✐♥08❣9❛❧❡. ❞❡ .❛✉0 β .♦♥0 ❝❛❧❝✉❧8❡. ❡♥ ♠♦②❡♥♥❛♥0 ❧❡✉9 ✈❛❧❡✉9. 9❡.♣❡❝0✐✈❡. J ❧✬80❛0

♣✉9 ❝❡ 4✉✐ ❡.0 ✉♥❡ ♣9❛0✐4✉❡ ❝♦✉9❛♥0❡ ♣♦✉9 ❞❡. ❝❛❧❝✉❧. ❞❡ .09✉❝0✉9❡ 8❧❡❝09♦♥✐4✉❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉

❞❡. ❛❧❧✐❛❣❡.✳

✶ ✳ ✸ ❊①%❡♥(✐♦♥ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡( ❉❊▲ ❛✉① (②(%3♠❡( ✐♥❤♦♠♦❣3♥❡(

Q♦✉9 ✉♥ .②.0B♠❡ ♣98.❡♥0❛♥0 ❞❡. .✐0❡. ✐♥84✉✐✈❛❧❡♥0. ❡♥09❛K♥❛♥0 ✉♥❡ ✈❛9✐❛0✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦9♠❡

❞❡ ❧❛ ❉❊▲ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡. ❞✐✛89❡♥0. .✐0❡.✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣98❝8❞❡♠♠❡♥0 ❞8❝9✐0 ❡.0 ✐♥❝♦♠♣❧❡0✳ ❊♥
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❡✛❡$✱ ♦♥ ❞♦✐$ $❡♥✐* ❝♦♠♣$❡ ❞❡ ❧❛ *❡❞✐0$*✐❜✉$✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛*❣❡ ❞✉❡ 5 ❧❛ ❞6❢♦*♠❛$✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❉❊▲✳

▲✬❡①✐0$❡♥❝❡ ❞❡ 0✐$❡0 ✐♥6>✉✐✈❛❧❡♥$0 ❞❛♥0 ✉♥❡ ♥❛♥♦♣❛*$✐❝✉❧❡ ❡0$ ❞✉❡ 5 ❧❛ ❞✐✛6*❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♦*✲

❞✐♥❛$✐♦♥ ❞❡0 0✐$❡0 ✭❢❛❝❡$$❡0✱ ❛*B$❡0✱ 0♦♠♠❡$0✮ ❛✐♥0✐ >✉✬❛✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥$ ❞❡ ❧✬❡♥✈✐*♦♥♥❡♠❡♥$

❝❤✐♠✐>✉❡ 5 ❝❛✉0❡ ❞❡0 ❡✛❡$0 ❞✬❛❧❧✐❛❣❡0✳ ▲❛ ✈❛*✐❛$✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛*❣❡ ♠♦❞✐✜❡ ❧❡ ♣♦$❡♥$✐❡❧ ❡$ ❝❤❛♥❣❡

❧❛ ♣❛*❛♠6$*✐0❛$✐♦♥ ❞❡0 ✐♥$6❣*❛❧❡0 ❞❡ 0❛✉$ ❝♦♥❞✉✐0❛♥$ 5 ❞❡0 ♣*♦❜❧E♠❡0 ❞❡ $*❛♥0❢6*❛❜✐❧✐$6✳ ❊♥

❡✛❡$✱ ❞E0 >✉✬✉♥❡ *✉♣$✉*❡ ❞❡ ♣6*✐♦❞✐❝✐$6 0❡ ♣*♦❞✉✐$ ♣❛* *❛♣♣♦*$ 5 ✉♥ ✈♦❧✉♠❡ ♣❛*❢❛✐$ ✭0✉*❢❛❝❡✱

❞6❢❛✉$ ♣♦♥❝$✉❡❧✱ ❛❧❧✐❛❣❡ ✳✳✳✮ ❧❡0 ♣❛*❛♠E$*❡0 εiλ ❡$ βiλ 0♦♥$ ♠♦❞✐✜60 ❛✉ ✈♦✐0✐♥❛❣❡ ❞✉ ❞6❢❛✉$

❡♥ >✉❡0$✐♦♥✳ ▲❡0 ✐♥$6❣*❛❧❡0 ❞❡ 0❛✉$ ✈❛*✐❡♥$ ❛✈❡❝ ❧✬❡♥✈✐*♦♥♥❡♠❡♥$ ❛$♦♠✐>✉❡ ❡$ 0♦♥$ 0❡♥0✐❜❧❡0

❡♥ ♣❛*$✐❝✉❧✐❡* ❛✉① *❡❧❛①❛$✐♦♥0 ❞❡ 0✉*❢❛❝❡0 ❬✶✵✱ ✸✷❪✳ ❈❡$ ❡✛❡$ *❡0$❡ ❢❛✐❜❧❡ ❞❛♥0 ❧❡0 0②0$E♠❡0

♠6$❛❧❧✐>✉❡0 ❡♥ ❝❡ >✉✐ ❝♦♥❝❡*♥❡ ❧❡0 0✉*❢❛❝❡0 ❞❡♥0❡0 ❞♦♥$ ❧❛ *❡❧❛①❛$✐♦♥ ♥❡ ❞6♣❛00❡ ♣❛0 >✉❡❧>✉❡0

♣♦✉*❝❡♥$0✳ ❉✬✉♥ ❛✉$*❡ ❝M$6✱ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❛$♦♠✐>✉❡ ❡0$ ❞6❝❛❧6 0✉* ❧❡0 0✐$❡0 ♣*♦❝❤❡0 ❞✉ ❞6❢❛✉$ ♣❛*

*❛♣♣♦*$ 5 ❝❡❧✉✐ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ♣♦✉* ❞❡0 *❛✐0♦♥0 ❞✬❛✉$♦❝♦❤6*❡♥❝❡ ❡♥$*❡ ❧❛ ❝❤❛*❣❡ ❡$ ❧❡ ♣♦$❡♥$✐❡❧✳

❍❡✉*❡✉0❡♠❡♥$✱ ❞❛♥0 ❧❡ ❝❛0 ❞❡0 ♠6$❛✉① ❞❡ $*❛♥0✐$✐♦♥ ❡$ ❞❡0 ❛❧❧✐❛❣❡0 ❞❡ ❝❡0 ♠6$❛✉①✱ ✐❧ ❛ 6$6

♠♦♥$*6 >✉❡ ❧❛ *❡❞✐0$*✐❜✉$✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛*❣❡ ❞❛♥0 ❧❡0 0②0$E♠❡0 ✐♥❤♦♠♦❣E♥❡0 ❞❡ ♠6$❛✉① ❞❡ $*❛♥0✐✲

$✐♦♥ ♦❜6✐00❛✐$ 5 ✉♥❡ *E❣❧❡ ❞❡ ♥❡✉$*❛❧✐$6 ❧♦❝❛❧❡ ♣❛* 0✐$❡✱ ❡0♣E❝❡ ❡$ ♦*❜✐$❛❧❡ ♦O ❧❛ ❝❤❛*❣❡ *❡0$❡

✐❞❡♥$✐>✉❡ 5 ❝❡❧❧❡ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ♣✉* >✉❛♥❞ ♦♥ ♣❛00❡ 5 ✉♥ 0②0$E♠❡ ✐♥❤♦♠♦❣E♥❡✳ P❧✉0 ♣*6❝✐06♠❡♥$✱

❝❡$$❡ *E❣❧❡ ❞❡ ♥❡✉$*❛❧✐$6 ❛ 6$6 ❛♣♣❧✐>✉6❡ ❛✈❡❝ 0✉❝❝E0 ♣♦✉* ❞❡0 6$✉❞❡0 ❡♥ 0✉*❢❛❝❡ ❡✛❡❝$✉6❡0 0✉*

❞❡0 ♠6$❛✉① ❞❡ $*❛♥0✐$✐♦♥ ❬✶✼❪ ❡♥0✉✐$❡ 6$❡♥❞✉❡ 0✉* ❞❡0 0②0$E♠❡0 ♠✐①$❡0 ❈♦❜❛❧$✲❖* ❣*S❝❡ ❛✉①

❝❛❧❝✉❧0 ❞❡ ❉❋❚ ❬✶✽❪ ❡$ ❝♦♥✜*♠6❡ 0✉* ❧❡ 0②0$E♠❡ ❈♦❜❛❧$✲P❧❛$✐♥❡ ❬✶✹❪ >✉❡❧❧❡ >✉❡ 0♦✐$ ❧❛ ❢♦*♠❡

❞✉ 0②0$E♠❡✱ ❛❧❧✐❛❣❡ ♠❛00✐❢✱ ❝♦✉❝❤❡ ♠✐♥❝❡ ♦✉ ♥❛♥♦❛❧❧✐❛❣❡✳ ❈❡❝✐ ❛ ♣❡*♠✐0 ❞❡ ❣6♥6*❛❧✐0❡* ❝❡$$❡

*E❣❧❡ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡ ♥❡✉$*❛❧✐$6 >✉❡ ❧✬♦♥ ❛♣♣❧✐>✉❡*❛ 0②0$6♠❛$✐>✉❡♠❡♥$ ❞❛♥0 ❧❡0 ❝❛❧❝✉❧0 ❞❡ ❉❊▲ ♣❛*

❧❛ 0✉✐$❡✳

✶ ✳ ✸ ✳ ✶ ❚$❛✐'❡♠❡♥' ❛✉'♦❝♦❤/$❡♥' ❞❛♥1 ❧❡ ❝❛1 ❞❡1 1✉$❢❛❝❡1

❉❛♥0 ✉♥❡ ♣*❡♠✐E*❡ ❛♣♣*♦①✐♠❛$✐♦♥ ♦♥ ♣❡✉$ ❛❞♠❡$$*❡ >✉✬✐❧ ❡0$ 0✉✣0❛♥$ ❞❡ ♥✬❛❥✉0$❡* >✉❡

❧❡0 ♥✐✈❡❛✉① ❛$♦♠✐>✉❡0 εiλ ♣♦✉* ❛$$❡✐♥❞*❡ ❧❛ ♥❡✉$*❛❧✐$6 ❞❡ ❝❤❛*❣❡ ❬✶✾❪✳ ▲❛ ♣*♦❝6❞✉*❡ ❞✬❛✉$♦✲

❝♦❤6*❡♥❝❡ ❝♦♥0✐0$❡ ❛❧♦*0 5 ❞6$❡*♠✐♥❡* ❧❡ ❞6❝❛❧❛❣❡ δεiλ✱ 5 ♣❛*$✐* ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❛$♦♠✐>✉❡ ε0λ ❞✬✉♥

0②0$E♠❡ ❡♥ ✈♦❧✉♠❡ ♣✉*✱ $❡❧ >✉❡ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❛$♦♠✐>✉❡ ❡✛❡❝$✐❢ εiλ = ε0λ + δεiλ ♣♦✉* ❝❤❛>✉❡ 0✐$❡

✐♥❡>✉✐✈❛❧❡♥$ ✐ 0❛$✐0❢❛00❡ ❧❛ *E❣❧❡ ❞❡ ♥❡✉$*❛❧✐$6 ❧♦❝❛❧❡ ❞❡ ❝❤❛*❣❡✳ ❯♥❡ ❢♦✐0 >✉❡ ❧❛ ❉❊▲ niλ(E)✱

❞❡♥0✐$6 ♣*♦❥❡$6❡ ❞❛♥0 ❧❛ ❜❛0❡ ❞❡0 ♦*❜✐$❛❧❡0 ❛$♦♠✐>✉❡0 λ✱ ❡0$ ❝❛❧❝✉❧6❡ ♣♦✉* ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❛$♦✲

♠✐>✉❡ εiλ ❞♦♥♥6✱ ♦♥ ♣♦✉**❛ ❞6❞✉✐*❡ ❧❡ *❡♠♣❧✐00❛❣❡ $♦$❛❧ ♣❛* 0✐$❡ Ni ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ✈❛❧❡♥❝❡
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"✉✐ %✬♦❜)✐❡♥) ❡♥ ✐♥),❣.❛♥) niλ(E) ❥✉%"✉✬❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❋❡.♠✐ EF ❡) ❡♥ %♦♠♠❛♥) ❧❡% ✈❛❧❡✉.%

♦❜)❡♥✉❡% ♣♦✉. ❝❤❛"✉❡ ♦.❜✐)❛❧❡ λ ✿

Ni =
∑

λ

Niλ =
∑

λ

∫ EF

−∞

niλ(E)dE ✭✶✳✸✶✮

▲❡ ♥♦♠❜.❡ ❞✬♦❝❝✉♣❛)✐♦♥ N0 ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ♣❡✉) @).❡ ❝❛❧❝✉❧, ❡♥ ✉)✐❧✐%❛♥) ❧❛ ❢♦.♠✉❧❡ ✶✳✸✶ ♣♦✉.

niλ = n0λ ♦B n0λ ❡%) ❝❛❧❝✉❧, ♣♦✉. ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❛)♦♠✐"✉❡ ε0λ ✭♥✐✈❡❛✉ ❛)♦♠✐"✉❡ %❛♥% ❞,❝❛❧❛❣❡

❝♦..❡%♣♦♥❞❛♥) ❛✉ ✈♦❧✉♠❡✮✳

❉❛♥% ❧❡ ❝❛% ❞❡% %✉.❢❛❝❡% ♣✉.❡% ❝♦♠♣♦%,❡% ❞✬,❧,♠❡♥)% ♣♦✉. ❧❡%"✉❡❧% %❡✉❧% ❧❡% ,❧❡❝).♦♥% ❞

%♦♥) ♣.✐% ❡♥ ❝♦♠♣)❡✱ ✐❧ ❡%) %✉✣%❛♥) ❞✬❛❞♠❡)).❡ "✉❡ ❧❡ .❡♠♣❧✐%%❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞ .❡%)❡ ❝❡❧✉✐

❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ♣✉. ❡) ❝❡❧❛ ✐♥❞,♣❡♥❞❛♠♠❡♥) ❞✉ %✐)❡ ❞✬,)✉❞❡ ✭%✉.❢❛❝❡✱ ✳✳✳✮ ✿ Ni,d = N0,d ❬✶✹❪✳

■❧ ❛ ❛✉%%✐ ,), ❞,♠♦♥)., "✉❡ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬,♥❡.❣✐❡ ❞❡% ,❧❡❝).♦♥% ✐♥)❡.♥❡% %✉✐) ❧❡ ❞,❝❛❧❛❣❡ ❞❡

♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❜❛♥❞❡ ❞ ✭)❤,♦.✐❡ ❞✉ ❞,❝❛❧❛❣❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦❡✉.✮✱ ❝❡ ♣❤,♥♦♠J♥❡ ❛②❛♥) ,), ♣.♦✉✈,

♣.❛)✐"✉❡♠❡♥) ♣❛. ❞❡% .,%✉❧)❛)% ❡①♣,.✐♠❡♥)❛✉① ❞❡ ♣❤♦)♦,♠✐%%✐♦♥ ❬✷✵✱ ✷✶❪✳ N❛. ❛✐❧❧❡✉.%✱ ❞❡%

,)✉❞❡% ♣❛. ❝❛❧❝✉❧ ❛❜✲✐♥✐%✐♦ %✉. ❞❡% %✉.❢❛❝❡% ❞❡ N❞ ❬✶✼❪ ♦♥) ♠♦♥)., "✉❡ ❧✬♦♥ ❞♦✐) "✉❛♥❞ ♠@♠❡

)❡♥✐. ❝♦♠♣)❡ ❞❡% ❞✐✛,.❡♥)% )②♣❡% ❞✬♦.❜✐)❛❧❡% ❡) ❞❡ ❧✬❤②❜.✐❞❛)✐♦♥ %♣✲❞ ❡) ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ♥❡✉).❛❧✐),

❧♦❝❛❧❡ ❞❡ ❝❤❛.❣❡ ❞♦✐) %❡ ❢❛✐.❡ ❡♥ ❝♦♥%✐❞,.❛♥) %,♣❛.,♠❡♥) ❧❡% ♦.❜✐)❛❧❡% %✱ ♣ ❡) ❞ ✭Niλ = N0λ

♣♦✉. λ ∈ s, p, d✮✳ ❆✐♥%✐✱ ❞❛♥% )♦✉% ❧❡% ❝❛❧❝✉❧% "✉❡ ♥♦✉% ❛❧❧♦♥% ❡✛❡❝)✉❡.✱ ♦♥ )✐❡♥❞.❛ )♦✉❥♦✉.%

❝♦♠♣)❡ ❞❡ ❧✬❤②❜.✐❞❛)✐♦♥ %♣✲❞✳

❈♦♥❝❡.♥❛♥) ❧✬❛❧❣♦.✐)❤♠❡ ❞❡ ).❛✐)❡♠❡♥) ❛✉)♦❝♦❤,.❡♥) ❞❡ ❝❤❛.❣❡✱ ❧❡% ✈❛❧❡✉.% ❞❡% ❞,❝❛❧❛❣❡% δεiλ

✈❛.✐❡♥) ❥✉%"✉✬T ❝❡ "✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉. ❞✉ .❡♠♣❧✐%%❛❣❡ ❞❡ ❜❛♥❞❡ .❡%♣❡❝)❡ ❧❛ ♥❡✉).❛❧✐), ❞❡ ❝❤❛.❣❡ ❝✐),❡

❛✉♣❛.❛✈❛♥) )❡❧❧❡ "✉❡ ✿ Ni = N0 ♣♦✉. ✉♥❡ ♥❡✉).❛❧✐), ♣❛. %✐)❡ ❡) Niλ = N0λ ♣♦✉. ❛))❡✐♥❞.❡ ❧❛

♥❡✉).❛❧✐), ♣❛. ♦.❜✐)❛❧❡✳ ❈❡))❡ ❞,♠❛.❝❤❡ ❡%) .,%✉♠,❡ ♣❛. ❧❛ ✜❣✉.❡ ✶✳✹ "✉✐ ✐❧❧✉%).❡ ❧❡% ❞✐✛,.❡♥)❡%

,)❛♣❡% T %✉✐✈.❡ ❛✉ ❝♦✉.% ❞✬✉♥❡ ♣.♦❝,❞✉.❡ ❛✉)♦❝♦❤,.❡♥)❡ ❞❡ ❝❤❛.❣❡✳ ❉❛♥% ❧❡ ❝❛% ❞❡% %✉.❢❛❝❡%

♣✉.❡%✱ ❧✬,♥❡.❣✐❡ ❞❡ ❋❡.♠✐ ❡%) ✜①,❡ ♣❛. ❧❡ ✈♦❧✉♠❡✳

▲❛ ♠,)❤♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ♥❡✉).❛❧✐), ❞❡ ❝❤❛.❣❡ %✬,)❡♥❞ ❛✉ ❝❛% ❞❡% ❛❣.,❣❛)% ♣✉.% ❡♥ ❛♣✲

♣❧✐"✉❛♥) ✉♥❡ ♣.♦❝,❞✉.❡ ❛✉)♦❝♦❤,.❡♥)❡ ❞❡ ❝❤❛.❣❡ ♣♦✉. ❝❤❛"✉❡ %✐)❡ ❞❡ ❝♦♦.❞✐♥❛)✐♦♥% ✈❛.✐,❡%

✭❝♦❡✉.✱ ❢❛❝❡))❡%✱ ❛.@)❡% %♦♠♠❡)%✮❬✹❪✳ ▲❛ %✐)✉❛)✐♦♥ ❡%) ♣❧✉% ❝♦♠♣❧✐"✉,❡ ❧♦.%"✉✬♦♥ ❡%) ❛♠❡♥, T

,)✉❞✐❡. ❞❡% %②%)J♠❡% ❞✬❛❧❧✐❛❣❡% ❜✐♠,)❛❧❧✐"✉❡% ❞❡ )②♣❡ ❆❇ ♣♦✉. ❧❡%"✉❡❧% ❧❛ .J❣❧❡ ❞❡ ❞✐%).✐❜✉✲

)✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛.❣❡ ❞♦✐) ❛✉%%✐ )❡♥✐. ❝♦♠♣)❡ ♥♦♥ %❡✉❧❡♠❡♥) ❞❡% ❡✛❡)% ❞❡ %).✉❝)✉.❡ ♠❛✐% ❛✉%%✐ ❞❡%

❡✛❡)% ❞✬❛❧❧✐❛❣❡% ✭❝❤❛♥❣❡♠❡♥) ❞✬❡♥✈✐.♦♥♥❡♠❡♥) ❝❤✐♠✐"✉❡✮❬✶✽❪✳
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❋✐❣✉$❡ ✶✳✹ ✕ ❆❧❣♦*✐,❤♠❡ ❞❡ ,*❛✐,❡♠❡♥, ❛✉,♦❝♦❤5*❡♥, ❞❡ ❝❤❛*❣❡ ❛♣♣❧✐7✉5 ❛✉ ❝♦✉*8 ❞✉ ❝❛❧❝✉❧

❞❡ ❧❛ ❉❊▲ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬✉♥ 8②8,?♠❡ ❞♦♥, ❧✬❡♥✈✐*♦♥♥❡♠❡♥, ❧♦❝❛❧ ❞✐✛?*❡ ❞❡ ❝❡❧✉✐ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ❬✶✹❪✳



✷✽

✶ ✳ ✸ ✳ ✷ ❈❧❛''✐✜❝❛+✐♦♥ ❞❡' '✐+❡' ✐♥01✉✐✈❛❧❡♥+' ❞❛♥' ✉♥ '②'+5♠❡ ❝♦♠♣❧❡①❡

"♦✉% &❡♥✐% ❝♦♠♣&❡ ❞❡. ❞✐✛0%❡♥&. .✐&❡. ✐♥01✉✐✈❛❧❡♥&. ❞❛♥. ✉♥ .②.&6♠❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ♦♥ ❞♦✐&

❝❧❛..❡% ❧❡. ❞✐✛0%❡♥&. .✐&❡. .❡❧♦♥ ❧❡✉% ✈♦✐.✐♥❛❣❡ ❧✐♠✐&0 ❛✉① ♣%❡♠✐❡%. ✈♦✐.✐♥.✳ "♦✉% ❝❤❛1✉❡ .✐&❡

❞✉ .②.&6♠❡✱ &%♦✐. ♣❛%❛♠6&%❡. .♦♥& < ♣%❡♥❞%❡ ❡♥ ❝♦♠♣&❡ ✭✜❣✉%❡ ✶✳✺✮ ✿

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉$❡ ✶✳✺ ✕ ❈❧❛..✐✜❝❛&✐♦♥ ❞❡. ❞✐✛0%❡♥&. .✐&❡. ♣%0.❡♥&. ❞❛♥. ✉♥ .②.&6♠❡ ❢❝❝ ❞✬❛❣%0❣❛& ❝✉✲

❜♦❝&❛0❞%✐1✉❡✳ ✭❛✮ ❘❡♣%0.❡♥&❡ ❧❡. ❞✐✛0%❡♥&. &②♣❡. ❞❡ .✐&❡. ♣♦..✐❜❧❡. .❡❧♦♥ ❧❡ ♥♦♠❜%❡ ❞❡ ❝♦♦%❞✐✲

♥❛&✐♦♥ Zi ✭❝❤❛1✉❡ ❝♦✉❧❡✉% ❝♦%%❡.♣♦♥❞ < ✉♥❡ ❞✐✛0%❡♥&❡ ❝❧❛..❡✮✱ ✭❜✮ ❧❡ ♣❛%❛♠6&%❡ ❞✬♦❝❝✉♣❛&✐♦♥

♣♦✉% ✉♥ ❛❧❧✐❛❣❡ ❜✐♥❛✐%❡ ❆❇✲L10✱ ❛❧❧✐❛❣❡ ♦%❞♦♥♥0 ✭❝❤❛1✉❡ ❝♦✉❧❡✉% ❝♦%%❡.♣♦♥❞ < ✉♥ ❛&♦♠❡

❞✐✛0%❡♥&✮✳ ▲❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐.♦♥ ❞❡ ❝❡. ❞❡✉① ♣❛%❛♠6&%❡. .✉✣& < ❞0✜♥✐% ❧❡. ❞✐✛0%❡♥&❡. ❝❧❛..❡. ✐♥✲

01✉✐✈❛❧❡♥&❡. ❞❛♥. ❧❡ .②.&6♠❡ ✭❡① ✿ .✐&❡ ♠✐①&❡ ❞❡ "❧❛&✐♥❡✱ ❧❛ .✉%❢❛❝❡ ✭✶✵✵✮ ❡.& ❞0✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡

.✉✐& ✿ Zi❂✽✱ Mi❂✻✱ Xi❂"&✮

✕ ▲❡ ♥♦♠❜&❡ ❞❡ ❝♦♦&❞✐♥❛+✐♦♥ Zi ❞✉ -✐+❡ ✐ ✿ ❝♦%%❡.♣♦♥❞ ❛✉ ♥♦♠❜%❡ ❞✬❛&♦♠❡. ♣%❡♠✐❡%.

✈♦✐.✐♥.✳ ✭❡① ✿ ✶✷ ♣♦✉% ✉♥ ❢❝❝ ❡♥ ✈♦❧✉♠❡✱ ✾ ♣♦✉% ✉♥❡ ❢❛❝❡&&❡ ✶✶✶ ❡♥ ❢❝❝✱ ✺ ♣♦✉% ❧❡ .♦♠♠❡&

❞✬✉♥ ❛❣%0❣❛& ❝✉❜♦❝&❛0❞%✐1✉❡✮

✕ ▲❡ &❛♥❣ ❞✉ ♠/❧❛♥❣❡ Mi ✿ ❝♦%%❡.♣♦♥❞ ❛✉ ♥♦♠❜%❡ ❞✬❛&♦♠❡. ♣%❡♠✐❡%. ✈♦✐.✐♥. ❞❡ ♥❛&✉%❡

❞✐✛0%❡♥&❡ ♣❛% %❛♣♣♦%& < ❧✬❛&♦♠❡ ❞❡ %0❢0%❡♥❝❡ .✐&✉0 ❛✉ .✐&❡ ✐✱Mi ≤ Zi ✭❡① ✿ ✻ ♣♦✉% ✉♥ .✐&❡

✈♦❧✉♠✐1✉❡ ❞❛♥. ✉♥ .②.&6♠❡ L10✱ ✹ ♣♦✉% ✉♥ .✐&❡ ❞❡ ❢❛❝❡&&❡ ♣✉%❡ ✭✶✵✵✮ ❞❛♥. ✉♥ ❛❧❧✐❛❣❡

L10✱ ✻ ♣♦✉% ✉♥ .✐&❡ ❞❡ ❢❛❝❡&&❡ ♠✐①&❡ ✭✵✵✶✮ ❞❛♥. ✉♥ ❛❧❧✐❛❣❡ L10✮

✕ ▲❡ ♣❛&❛♠2+&❡ ❞✬♦❝❝✉♣❛+✐♦♥ Xi ✿ ❝♦%%❡.♣♦♥❞ ❛✉ &②♣❡ ❞✬❛&♦♠❡ ♦❝❝✉♣❛♥& ❧❡ .✐&❡ ❡♥ 1✉❡.&✐♦♥✳

✶ ✳ ✹ ❆♣♣❧✐❝❛)✐♦♥ ❞❡. ▲✐❛✐.♦♥. ❢♦1)❡. ❡♥ .②.)3♠❡ ♠✐①)❡

❈♦♠♠❡ ❝✐&0 ♣%0❝0❞❡♠♠❡♥&✱ ❧❡ &%❛✐&❡♠❡♥& ❛✉&♦❝♦❤0%❡♥& ❞❡ ❝❤❛%❣❡ ❛♣♣❧✐1✉0 < ✉♥ ❛❧❧✐❛❣❡

❜✐♠0&❛❧❧✐1✉❡ ❞❡ &②♣❡ AcB1−c ♦S ❝ ❡.& ❧❛ ❝♦♥❝❡♥&%❛&✐♦♥ ❞❡ ❧✬0❧0♠❡♥& ❆ ♥0❝❡..✐&❡ ✉♥❡ ♠♦❞✐✜✲
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❝❛$✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠,$❤♦❞❡ ❛♣♣❧✐/✉,❡ ❞❛♥1 ❧❡ ❝❛1 ❞✬✉♥ 1②1$4♠❡ ✐♥❤♦♠♦❣4♥❡ ♣✉6✳ ❊♥ 1②1$4♠❡ ♠✐①$❡

♦♥ ❞♦✐$ $❡♥✐6 ❝♦♠♣$❡ ❞❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡1 ♣❛6❛♠4$6❡1 $❡❧1 ❧✬♦6❞6❡ ❝❤✐♠✐/✉❡ ❧♦❝❛❧ ❞❛♥1 ❧❡ 1②1$4♠❡

❡$ ❧❛ ❝♦♥❝❡♥$6❛$✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛/✉❡ ❡1♣4❝❡ ❝♦♥1$✐$✉❛♥$ ❧❡ 1②1$4♠❡✳ ❉❡1 ,$✉❞❡1 1✉6 ❧❡ 1✉❥❡$ ♦♥$ ,$,

❞,❥= ❡✛❡❝$✉,❡1 ♣❛6 ❋✳❉✉❝❛1$❡❧❧❡ ❡$ ❋✳●❛✉$✐❡6 ❬✷✸✱ ✸✸❪ ❝♦♥❝❡6♥❛♥$ ❧❡1 ♠,$❛✉① ❞❡ $6❛♥1✐$✐♦♥ ❡$

❧❡1 ♠,$❛✉① ♥♦❜❧❡1 6❡♣6✐1 ❡♥1✉✐$❡ ♣❛6 ●✳ ❚6,❣❧✐❛ ❡$ ❛❧✳ ❞❛♥1 ❧❡ ❝❛1 ❞❡1 1✉6❢❛❝❡1 ❬✸✹❪✳

✶ ✳ ✹ ✳ ✶ ▲✐❛✐&♦♥& ❢♦*+❡& ♣♦✉* ❧❡& ❛❧❧✐❛❣❡& ❜✐♠3+❛❧❧✐4✉❡& ❞❡ +②♣❡ AcB1−c

❉✬✉♥❡ ♠❛♥✐46❡ ❣,♥,6❛❧❡✱ ♣♦✉6 ✉♥ ❛❧❧✐❛❣❡ AcB1−c ♦♥ ❡1$ ❛♠❡♥, = ❝♦♥1✐❞,6❡6 ❧✬❤❛♠✐❧$♦♥✐❡♥

❞❡ ❧✬,/✉❛$✐♦♥ ✶✳✾ ❡♥ ② ❛❥♦✉$❛♥$ ✉♥ ❢❛❝$❡✉6 pai ♣♦✉6 ❞,✜♥✐6 ❧❛ ❝♦♥✜❣✉6❛$✐♦♥ ❝❤✐♠✐/✉❡ ❞✉

1②1$4♠❡✳ ▲❡ ♣❛6❛♠4$6❡ pai 1❡6❛ ❛✐♥1✐ ❛♣♣❡❧, ❢❛❝#❡✉& ❞✬♦❝❝✉♣❛#✐♦♥ ❡$ ♣6❡♥❞6❛ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉6 ,❣❛❧❡

= ✶ ❧♦61/✉❡ ❧❡ 1✐$❡ ✐ ❡1$ ♦❝❝✉♣, ♣❛6 ✉♥ ❛$♦♠❡ ❞❡ $②♣❡ ❛ ✭❛ ❂ ❆✱ ❇✮ ❡$ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉6 ♥✉❧❧❡ ❞❛♥1

❧❡ ❝❛1 ❝♦♥$6❛✐6❡✳ ▲❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢♦6♠❡ ❞❡ ❧✬❤❛♠✐❧$♦♥✐❡♥ ❡♥ ❧✐❛✐1♦♥1 ❢♦6$❡1 1✬,❝6✐$ ❛❧♦61 ✿

H(pai ) =
∑

a=A,B

∑

i,λ

pai |i, λ > εaiλ < i, λ|+
∑

a,b=A,B

∑

i,j 6=i,µ,µ 6=λ

pai p
b
j|j, µ > (βλ,µ

i,j )
ab < i, λ| ✭✶✳✸✷✮

▲❡ ♣❛6❛♠4$6❡ εaiλ 6❡♣6,1❡♥$❡ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❛$♦♠✐/✉❡ ❞❡ ❧✬♦6❜✐$❛❧❡ λ ❞✬✉♥ ❛$♦♠❡ ❛ ✭❛❂ ❆✱ ❇✮ ❞❛♥1

❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❡$ (βλ,µ
ij )ab ❞,1✐❣♥❡ ❧✬✐♥$,❣6❛❧❡ ❞❡ 1❛✉$ ❡♥$6❡ ❞❡✉① ♦6❜✐$❛❧❡1 ❛$♦♠✐/✉❡1 λ ❡$ µ ❞❡

1✐$❡1 ♣6♦❝❤❡1 ✈♦✐1✐♥1✳ ❈❡ ❞❡6♥✐❡6 ♣❛6❛♠4$6❡ ❝♦♥❞✉✐$ = ❧❛ ♥♦$✐♦♥ ❞❡ ❧❛6❣❡✉6 ❞❡ ❜❛♥❞❡ ✭W a
λ ✮✳

▲✬❤❛♠✐❧$♦♥✐❡♥ ❞❡ ❧✬,/✉❛$✐♦♥ ✶✳✸✷ ♠♦♥$6❡ /✉❡ ❧❡ 1②1$4♠❡ ❡1$ 6,❣✐ ♣❛6 ❧❛ ❝♦♥$6✐❜✉$✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉①

❤❛♠✐❧$♦♥✐❡♥1 ❡✛❡❝$✐❢1 ✿ ❝♦♥$6✐❜✉$✐♦♥ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ♥♦$,❡ Hd ❡$ ❝♦♥$6✐❜✉$✐♦♥ ♥♦♥✲❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ♥♦$,❡

Hnd ❬✸✷❪✳ ▲✬,/✉❛$✐♦♥ ✶✳✸✷ ♣❡✉$ U$6❡ ❛✐♥1✐ ❣,♥,6❛❧✐1,❡ 1❡❧♦♥ ❧✬,/✉❛$✐♦♥ ✶✳✸✸ ✿

H = Hd +Hnd ✭✶✳✸✸✮

❛✈❡❝

Hd =
∑

a=A,B

∑

i,λ

pai |i, λ > εaiλ < i, λ| =
∑

a=A,B

pai ε
a
iλ ✭✶✳✸✹✮

Hnd =
∑

a,b=A,B

∑

i,j 6=i,µ,µ 6=λ

pai p
b
j|j, µ > (βλ,µ

i,j )
ab < i, λ| =

∑

a,b=A,B

pai p
b
j(β

λ,µ
ij )ab ✭✶✳✸✺✮
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▲♦$%&✉✬♦♥ ♠+❧❛♥❣❡ ❞❡✉① +❧+♠❡♥2% ❆ ❡2 ❇✱ ❧❛ %2$✉❝2✉$❡ +❧❡❝2$♦♥✐&✉❡ ❞❡ ❧✬❛❧❧✐❛❣❡ ❜✐♠+2❛❧✲

❧✐&✉❡ ❞✐✛;$❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ = ❝❛✉%❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞✐✜❝❛2✐♦♥ ✐♥❞✉✐2❡ ♣❛$ ❞❡✉① ❡✛❡2%✳ ▲❡ ♣$❡♠✐❡$

❡%2 ❛♣♣❡❧+ ✧❡✛❡2 ❞❡ ❞+%♦$❞$❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧✧ ♥♦2+ δd,0 ✭♣♦✉$ ❧❡% ❜❛♥❞❡% ♣❛$2✐❡❧❧❡% ❞✮ ✈❡♥❛♥2 ❞❡ ❧❛

✈❛$✐❛2✐♦♥ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❛2♦♠✐&✉❡ ❞ ❞❡% ❞❡✉① +❧+♠❡♥2% ♣✉$% ❆ ❡2 ❇✱ %♦✐2 ❞♦♥❝ δd,0 = εAd,0 − εBd,0✳

▲❡ %❡❝♦♥❞ ❡%2 ❛♣♣❡❧+ ✧❡✛❡2 ❞❡ ❞+%♦$❞$❡ ♥♦♥ ❞✐❛❣♦♥❛❧✧ δnd ❧✐+ = ❧❛ ✈❛$✐❛2✐♦♥ ❞❡% ❧❛$❣❡✉$%

❞❡ ❜❛♥❞❡✱ 2❡❧ &✉❡ ✿ δnd = WA
d − WB

d ✳ ▲✬✐♥❞✐❝❡ ✧0✧ %✐❣♥✐✜❡ &✉❡ ❧❡% ✈❛❧❡✉$% %♦♥2 ❝❡❧❧❡% ❞❡

❧✬+2❛2 ♣✉$✳ ❆❝2✉❡❧❧❡♠❡♥2✱ ❝❡% ❞❡✉① ♣❛$❛♠;2$❡% δd,0 ❡2 δnd ❣♦✉✈❡$♥❡♥2 ❧❛ $❡❞✐%2$✐❜✉2✐♦♥ ❞❡%

+2❛2% +❧❡❝2$♦♥✐&✉❡% ❛✉ %❡✐♥ ❞❡% ❛❧❧✐❛❣❡% AcB1−c ❡2 ♣❛$ ❝♦♥%+&✉❡♥2 ❧❡% ♥♦✉✈❡❧❧❡% ♣$♦♣$✐+2+%

❞❡% ✭♥❛♥♦✮❛❧❧✐❛❣❡%✱ ❧❡✉$% 2❡♥❞❛♥❝❡% ❝❤✐♠✐&✉❡% ❡♥ ❛❝❝♦$❞ ❛✈❡❝ ❧❡% ❞♦♥♥+❡% ❞❡% +❧+♠❡♥2% ♣$✐%

$❡%♣❡❝2✐✈❡♠❡♥2 = ❧✬+2❛2 ♣✉$✳ ❊♥ ✉2✐❧✐%❛♥2 ❧❡% ✈❛❧❡✉$% ❞❡ ❧✬♦✉✈$❛❣❡ ❞❡ ❉✳❆✳ H❛♣❛❝♦♥%2❛2♦♣♦✉❧♦%

♣♦✉$ ❧❡% εd,0 ❡2 ❧❡% Wd,0 ❬✶✻❪ ♥♦✉% ❡✛❡❝2✉❡$♦♥% ✉♥❡ +2✉❞❡ %②%2+♠❛2✐&✉❡ ❞❡ ❞✐✛+$❡♥2% %②%2;♠❡%

❞✬❛❧❧✐❛❣❡ ❜✐♥❛✐$❡ ✉2✐❧✐%❛♥2 ❧❡ ❢♦$♠❛❧✐%♠❡ ❞❡% ❧✐❛✐%♦♥% ❢♦$2❡% ♣♦✉$ ❛♥❛❧②%❡$ ❧❛ 2❡♥❞❛♥❝❡ ❝❤✐♠✐&✉❡

❞❡% ❛❧❧✐❛❣❡% ❞❡ ♠+2❛✉① ❞❡ 2$❛♥%✐2✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ❈♦H2 ❡2 ■$H❞ ❡2 ♣♦✉$ ❝♦♠♣$❡♥❞$❡ ❧❡ ❞+❝❛❧❛❣❡ ❞❡

❜❛♥❞❡✱ ♣❧✉% ♣❛$2✐❝✉❧✐;$❡♠❡♥2 ❧❛ ❜❛♥❞❡ ♣❛$2✐❡❧❧❡ ❞ ✭❤②❜$✐❞❛2✐♦♥ %♣❞ ♣$✐%❡ ❡♥ ❝♦♠♣2❡✮✳ ▲✬♦❜✲

❥❡❝2✐❢ ❞❡ ❝❡22❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠♦❞+❧✐%❛2✐♦♥ ❞✉ %②%2;♠❡ ❡%2 ❞✬✐♥2+❣$❡$ %✐♠✉❧2❛♥+♠❡♥2 ❧✬❡✛❡2 ❞❡ %✐2❡

✭❞R = ❧❛ ♣$+%❡♥❝❡ ❞❡ ❞✐✛+$❡♥2% %✐2❡% ✐♥+&✉✐✈❛❧❡♥2%✮ ❡2 ❧✬❡✛❡2 ❞✬❛❧❧✐❛❣❡ ✭❞R = ❧❛ ❝♦❡①✐%2❡♥❝❡

❡♥2$❡ ❧❡% ❞❡✉① +❧+♠❡♥2% ❆ ❡2 ❇✮ ❞❛♥% ✉♥ ♠S♠❡ ♣$♦❣$❛♠♠❡ ❡2 ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡$ ❧❡% ❞❡♥%✐2+% ❞✬+2❛2%

❧♦❝❛❧❡% ♥✭❊✮✳ ▲❛ ♣$♦❝+❞✉$❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡%2 $❡❧❛2+❡ ❛✉ ♣❛$❛❣$❛♣❤❡ ✶ ✳ ✷ ♠❛✐% ❧✬✐❞+❡ ❡%%❡♥2✐❡❧❧❡ =

$❡2❡♥✐$ ❡%2 &✉✬❡♥ ❝♦♥%✐❞+$❛♥2 ❧✬❤②❜$✐❞❛2✐♦♥ %♣❞✱ ♦♥ ♣❛$✈✐❡♥2 = ❝❛❧❝✉❧❡$ ❧❛ ❉❊▲ ❡♥ ✉2✐❧✐%❛♥2

❧❛ ♠+2❤♦❞❡ ❞❡ ❢$❛❝2✐♦♥ ❝♦♥2✐♥✉❡✳ ❈❡% ❝♦❡✣❝✐❡♥2% %♦♥2 ❝❛❧❝✉❧+% ❡♥ ✉2✐❧✐%❛♥2 ❧❛ ♠+2❤♦❞❡ ❞❡

$+❝✉$%✐♦♥ ❬✷✺❪ ✐♠♣❧+♠❡♥2+❡ ❞❛♥% ❧❡ ♣$♦❣$❛♠♠❡ ❞❡ 2$❛✐2❡♠❡♥2 ❛✉2♦❝♦❤+$❡♥2 ✉2✐❧✐%❛♥2 ❝♦♠♠❡

$;❣❧❡ ✉♥❡ ♥❡✉2$❛❧✐2+ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡ ❝❤❛$❣❡ ♣❛$ %✐2❡✱ ♣❛$ ❡%♣;❝❡ ✭❛❧❧✐❛❣❡%✮ ❡2 ♣❛$ ♦$❜✐2❛❧❡✳

✶ ✳ ✹ ✳ ✷ ❚%❛✐(❡♠❡♥( ❛✉(♦❝♦❤0%❡♥( ❞❛♥2 ❧❡ ❝❛2 ❞❡2 2②2(5♠❡2 ♠✐①(❡2

H♦✉$ ❧❡% %②%2;♠❡% ♠✐①2❡%✱ ❧❛ ❝♦♥%❡$✈❛2✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥❡✉2$❛❧✐2+ ❞❡ ❝❤❛$❣❡ %❡ ❢❛✐2 ❞♦♥❝ ♣❛$ %✐2❡

❬✶✾❪ ♣❛$ ♦$❜✐2❛❧❡ ❬✶✼❪ ❡2 ♣❛$ ❡%♣;❝❡ ❝❤✐♠✐&✉❡ ❬✶✽❪✳ ❈✬❡%2 ✉♥❡ ♠+2❤♦❞❡ ✈❛❧✐❞+❡ ♣❛$ ❝❛❧❝✉❧ ❉❋❚

❛✉ ❝♦✉$% ❞❡% 2$❛✈❛✉① ❞❡ ❆✳ ❏❛❛❢❛$ ❡2 ❛❧✳❬✶✽❪ ❛♣♣❧✐&✉+❡ ❛✉ %②%2;♠❡ ❈♦❆✉✳ H$❛2✐&✉❡♠❡♥2✱ ♥♦✉%

✉2✐❧✐%❡$♦♥% ✶✵ ❝♦❡✣❝✐❡♥2% ❞❡ $+❝✉$%✐♦♥ ♣♦✉$ ♦❜2❡♥✐$ ❞❡% ❉❊▲ %✉✣%❛♠♠❡♥2 ❞+2❛✐❧❧+❡% ♣♦✉$

$❡♣$+%❡♥2❡$ ❧❡ %②%2;♠❡✳ ▲❛ ♣$✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞✐✣❝✉❧2+ ❡%2 ❞❡ ❞+2❡$♠✐♥❡$ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❛2♦♠✐&✉❡ ❡✛❡❝2✐❢

εiλ ♣♦✉$ ❝❤❛&✉❡ %✐2❡ ✐♥+&✉✐✈❛❧❡♥2 i 2♦✉2 ❡♥ %✬❛%%✉$❛♥2 &✉❡ ❧❛ ♥❡✉2$❛❧✐2+ ❞❡ ❝❤❛$❣❡ %✉$ ❝❤❛&✉❡

%✐2❡ +2✉❞✐+ %♦✐2 $❡%♣❡❝2+❡✳ ❈❡❧❛ ✐♠♣❧✐&✉❡✱ ❛♣$;% ❛✈♦✐$ ❝❧❛%%+ ❧❡% ❞✐✛+$❡♥2% %✐2❡% ✐♥+&✉✐✈❛❧❡♥2%
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i✱ ♣$%&❡♥)& ❞❛♥& ❧❡ &②&).♠❡✱ ❞❡ ❞%♣❧❛❝❡$ ❞❡ δεaiλ ❧❡& ♥✐✈❡❛✉① ❛)♦♠✐6✉❡& ❞❡ ❝❤❛6✉❡ ♦$❜✐)❛❧❡ λ

❞❡ ♠❛♥✐.$❡ 9 $❡&♣❡❝)❡$ ❧❡& ❝❤❛$❣❡& ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ♣✉$ &✉✐✈❛♥) ❧❛ ❢♦$♠✉❧❡ ✶✳✸✻ ❛✜♥ 6✉❡ ❧❛ $.❣❧❡ ❞❡

♥❡✉)$❛❧✐)% ❧♦❝❛❧❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡& ❞✐✛%$❡♥)& $❡♠♣❧✐&&❛❣❡& ❞❡ ❜❛♥❞❡✱ ♣❛$ ♦$❜✐)❛❧❡ ❡) ♣❛$ ❡&♣.❝❡

❝❤✐♠✐6✉❡ Na
iλ &♦✐) &❛)✐&❢❛✐)❡✳

εaiλ = εa0λ + δεaiλ ✭✶✳✸✻✮

Na
iλ &✬♦❜)✐❡♥) ❡♥ ✐♥)%❣$❛♥) ❧❛ ❉❊▲ ❥✉&6✉✬❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❋❡$♠✐ EF )❡❧ 6✉❡ ✿

Na
iλ =

∫ EF

−∞

na
iλ(E)dE ✭✶✳✸✼✮

▲❡ $❡♠♣❧✐&&❛❣❡ )♦)❛❧ ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ✭♥♦♠❜$❡ ❞❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡& %❧❡❝)$♦♥&✮ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ &✐)❡

✐✱ ♦❝❝✉♣% ♣❛$ ✉♥ ❛)♦♠❡ ❞❡ )②♣❡ ❛ ❡&) ❝❛❧❝✉❧% ❡♥ ❡✛❡❝)✉❛♥) ✉♥❡ &♦♠♠❛)✐♦♥ &✉$ )♦✉)❡& ❧❡&

♦$❜✐)❛❧❡& )❡❧ 6✉❡ ✿ Na
i =

∑

λN
a
iλ✳

❆✉ ❝♦✉$& ❞✬✉♥ ❝②❝❧❡ ❞❡ )$❛✐)❡♠❡♥) ❛✉)♦❝♦❤%$❡♥) ❞❡ ❝❤❛$❣❡✱ δεaiλ ✈❛$✐❡ ❥✉&6✉✬9 ❝❡ 6✉❡ ❧❛

❝❤❛$❣❡ ♣❛$ ❛)♦♠❡ ✭❆ ♦✉ ❇✮ ❡) ♣❛$ ♦$❜✐)❛❧❡ &✉$ ❝❤❛6✉❡ &✐)❡ ❛))❡✐❣♥❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉$ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ❡♥

✜①❛♥) ❧❛ ✈❛❧❡✉$ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❋❡$♠✐ 9 ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛)$✐❝❡ ✭&❡✉❧❡♠❡♥) ❞❛♥& ❧❡ ❝❛& ❞❡& &②&).♠❡&

❞✐❧✉%& ♣♦✉$ ❧❡& &②&).♠❡& ✈♦❧✉♠✐6✉❡&✮ ♦✉ ❡♥ ✈❛$✐❛♥) ❝❡))❡ ❞❡$♥✐.$❡ 9 ❝❤❛6✉❡ ♣❛& ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣♦✉$

❝♦♥&❡$✈❡$ ❧❛ ❝❤❛$❣❡ )♦)❛❧❡ ✭❝❛& ❞❡& ❛❧❧✐❛❣❡& ✈♦❧✉♠✐6✉❡& ♦✉ ♥❛♥♦❛❧❧✐❛❣❡&✮✳

❈♦♥❝❡$♥❛♥) ❧❛ ♥♦)✐♦♥ ❞❡ &)❛❜✐❧✐)% $❡❧❛)✐✈❡ ❞❡& ❞✐✛%$❡♥)❡& ❝♦♥✜❣✉$❛)✐♦♥& ❛)♦♠✐6✉❡& ✐❧ ❢❛✉)

❛♥❛❧②&❡$ ❧✬❡✛❡) ❞❡ ❜❛♥❞❡ &✉$ ❧✬%♥❡$❣✐❡ ❞✉ &②&).♠❡ %)✉❞✐%✳ ❈❡ ♣$♦❝❡&&✉& ♣❡✉) &❡ ❢❛✐$❡ ❡♥

✐♥)%❣$❛♥) ❧❛ ❉❊▲ &❛♥& ♦✉❜❧✐❡$ ❞❡ &♦✉&)$❛✐$❡ ❧❡ ❞♦✉❜❧❡ ❝♦♠♣)❛❣❡ ❞❡& %❧❡❝)$♦♥& ❞M ❛✉ ❞%❝❛❧❛❣❡

❞❡ ❜❛♥❞❡ ✐&&✉ ❞✉ )$❛✐)❡♠❡♥) ❛✉)♦❝♦❤%$❡♥) ❞❡ ❝❤❛$❣❡ ✿
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❣$❛♥❞❡✉$ $❡&)❡ ✐♥❝❤❛♥❣%❡ ♣♦✉$ ❞✐✛%$❡♥)& &✐)❡& ✭&✉$❢❛❝❡✱ ❛❧❧✐❛❣❡✱ ❛❣$%❣❛)✮ ❞✬❛♣$.& ❧❛ $.❣❧❡ ❞❡

♥❡✉)$❛❧✐)% ❧♦❝❛❧❡✳ ▲❛ &♦♠♠❡ ❞❡& %♥❡$❣✐❡& ❞❡ ❜❛♥❞❡& ❡✛❡❝)✉%❡ &✉$ ❧❡& ❞✐✛%$❡♥)❡& ♦$❜✐)❛❧❡&

❞♦♥♥❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉$ ❞❡ ❧✬%♥❡$❣✐❡ ❞❡ ❜❛♥❞❡ &✉$ ✉♥ &✐)❡ i✱ ✉♥❡ ❛✉)$❡ &♦♠♠❛)✐♦♥ &✉$ ❧❡& ❞✐✛%$❡♥)&

&✐)❡& i ❞♦♥♥❡$❛ ❧❛ ❝♦♥)$✐❜✉)✐♦♥ ❞❡& ❛)♦♠❡& ❞❡ )②♣❡ a 9 ❧✬%♥❡$❣✐❡ ❞❡ ❜❛♥❞❡ )♦)❛❧❡✳

■❧ ♥♦✉& $❡&)❡ ♠❛✐♥)❡♥❛♥) 9 ❞%✜♥✐$ ❧✬✐♥)%❣$❛❧❡ ❞❡ &❛✉) (βλ,µ
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♠✐6✉❡& ❞❡ &✐)❡& ♣$♦❝❤❡& ✈♦✐&✐♥&✳ ❙✐ a = b ❧❡& ✈❛❧❡✉$& &❡$♦♥) )✐$%❡& ❞✐$❡❝)❡♠❡♥) ❞❡ ❧✬♦✉✈$❛❣❡
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❞❡ ❉✳❆✳ '❛♣❛❝♦♥-.❛♥.♦♣♦✉❧♦- ❬✶✻❪✱ ✈❛❧❡✉7- ❛--♦❝✐9❡- ❛✉① -♦❧✐❞❡- 9❧9♠❡♥.❛✐7❡-✳ ❉❛♥- ❧❡ ❝❛-

❞❡- ♠9.❛✉① <✉✐ ♣❡✉✈❡♥. ♣79-❡♥.❡7 ❞❡- ♣7♦♣7✐9.9- ♠❛❣♥9.✐<✉❡- ✐❧ ❢❛✉. ✉.✐❧✐-❡7 ❧❡- ❞♦♥♥9❡- ❝♦7✲

7❡-♣♦♥❞❛♥. ❛✉ -②-.A♠❡ ❢❝❝ ♣❛7❛♠❛❣♥9.✐<✉❡ ✭❧❡- ❝❛❧❝✉❧- 9.❛♥. .♦✉❥♦✉7- 79❛❧✐-9- ❞❛♥- ❧❛ ♣❤❛-❡

♥♦♥ ♠❛❣♥9.✐<✉❡✮✳ ❙✐ a 6= b ♦♥ ❡✛❡❝.✉❡ ✉♥❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❛7✐.❤♠9.✐<✉❡ ❡♥.7❡ βλ,a
❡. βλ,b

❬✶✹✱ ✸✷❪ ✳

✶ ✳ ✺ ❊✛❡& ❞❡( ♣❛+❛♠-&+❡( ❞❡ ❝❛❧❝✉❧

❉❛♥- ✉♥ -♦✉❝✐ ❞✬♦♣.✐♠✐-❡7 ❧❡- .❡♠♣- ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ♥♦✉- ❛✈♦♥- ❥✉❣9 ✉.✐❧❡ ❞✬❛✣♥❡7 ❧❡- ♣❛✲

7❛♠A.7❡- ❞❡ ♥♦.7❡ ♣7♦❣7❛♠♠❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❛✜♥ <✉❡ ❧❡ .❡♠♣- ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♥❡ -♦✐. ♣❛- .7♦♣ ❧♦✉7❞

❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ❜♦✉❝❧❡ ❞✬❛✉.♦❝♦❤97❡♥❝❡✳ '♦✉7 ❝❡❧❛ ❛✈♦♥- 9.✉❞✐9 ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞✉ ♥♦♠❜7❡ ❞❡

❝♦❡✣❝✐❡♥.- ✭❡. ♣❛7 ❝♦♥-9<✉❡♥. ❧❡ ♥♦♠❜7❡ ❞❡ ♠♦♠❡♥.-✮ ❞❡ 79❝✉7-✐♦♥ ✉.✐❧✐-9 -✉7 ❧❛ ❢♦7♠❡ ❞❡

❧❛ ❉❊▲✳ ❊♥-✉✐.❡ ♥♦✉- ❛✈♦♥- ❢❛✐. <✉❡❧<✉❡- ❝♦♥-✐❞97❛.✐♦♥- -✉7 ❧❛ ❞9✜♥✐.✐♦♥ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❢❡7♠✐

❞❛♥- ❧✬❛❧❧✐❛❣❡ ❡. -♦♥ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥✈❡7❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛✉.♦❝♦❤97❡♥❝❡✳

✶ ✳ ✺ ✳ ✶ ◆♦♠❜'❡ ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥./ ❞❡ '0❝✉'/✐♦♥

▲❡- ❝♦❡✣❝✐❡♥.- ❞❡ 79❝✉7-✐♦♥ ✭an ❡. bn✮ -♦♥. ❝❛❧❝✉❧9- ❡♥ -❡ ♣❧❛P❛♥. ❛✉ ❝❡♥.7❡ ❞✬✉♥ ❛♠❛-

❝♦♥-.✐.✉9 ♣❛7 ❧❡- ❛.♦♠❡- ♣7♦❝❤❡- ✈♦✐-✐♥-✳ ❈♦♠♠❡ ♦♥ 9.✉❞✐❡ ✉♥❡ -.7✉❝.✉7❡ ❝✉❜✐<✉❡ R ❢❛❝❡-

❝❡♥.79❡- ✭❝❢❝✮ ❡. <✉✬♦♥ ❧✐♠✐.❡ ❧❛ ♣♦7.9❡ ❞❡- ✐♥.9❣7❛❧❡- ❞❡ -❛✉. ❛✉① ♣7❡♠✐❡7- ✈♦✐-✐♥-✱ ❧✬❛♠❛-

❢♦7♠9 ♣❛7 ❧❡- ❛.♦♠❡- ♣7❡♠✐❡7- ✈♦✐-✐♥- ❢♦7♠❡ ✉♥ ❝✉❜♦❝.❛A❞7❡✳ ❊♥ ❡✛❡.✱ ♦♥ ❧✐♠✐.❡ ❧❡- ✐♥.9❣7❛❧❡-

❞❡ -❛✉. ❛✉① ♣7❡♠✐❡7- ✈♦✐-✐♥- ❝❛7 ❞❡- 9.✉❞❡- -✉7 ❧❡ -✉❥❡. ♦♥. ♠♦♥.79 ❞❡- 79-✉❧.❛.- ♣❡✉ ❞✐✛97❡♥.-

-❡❧♦♥ <✉✬♦♥ ❝♦♥-✐❞A7❡ ❧❡- -❡❝♦♥❞- ✈♦✐-✐♥- ♦✉ <✉❡ ❧✬♦♥ 7❡-.❡ ❛✉① ♣7❡♠✐❡7- ✈♦✐-✐♥- ❬✹❪✳ ❉❛♥- ❝❡..❡

-❡❝.✐♦♥ ♥♦✉- ♣79-❡♥.♦♥- ❧❡- 79-✉❧.❛.- ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♠♦♥.7❛♥. ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞✉ ♥♦♠❜7❡ ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥.-

❞❡ 79❝✉7-✐♦♥ -✉7 ❧❛ ❢♦7♠❡ ❞❡ ❧❛ ❉❊▲✳ ▲❡- ❝❛❧❝✉❧- -❡ ❢♦♥. ❡♥ ❜❛♥❞❡ spd ♠❛✐- ❧❡- ❉❊▲ ❛♥❛❧②-9❡-

-♦♥. ✉♥✐<✉❡♠❡♥. ❧❡- ❜❛♥❞❡- ♣❛7.✐❡❧❧❡- d ❡①.7❛✐.❡- ❞❡- ❜❛♥❞❡- spd ✜♥❛❧❡-✳ ◆♦✉- ♣7❡♥❞7♦♥-

❞❡✉① ✈❛❧❡✉7- ❞✉ ♥♦♠❜7❡ ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥.- -♦✐. ✶✵ ❝♦❡✣❝✐❡♥.- ✭✐✳❡ ✷✵ ♠♦♠❡♥.- ❞❡ 79❝✉7-✐♦♥✮ -♦✐.

✷✵ ❝♦❡✣❝✐❡♥.- ✭✐✳❡ ✹✵ ♠♦♠❡♥.- ❞❡ 79❝✉7-✐♦♥✮✳ ❆✐♥-✐ ❡♥ ❢❛✐-❛♥. ✈❛7✐❡7 ❧❡ ♥♦♠❜7❡ ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥.-

❞❡ 79❝✉7-✐♦♥ ♦♥ ♣❡✉. ❝♦♥-.❛.❡7 <✉❡ ❧❛ ❢♦7♠❡ ❞❡ ❧❛ ❉❊▲ ✈❛7✐❡ -❡❧♦♥ ❧❡ ❝❛- ✭✈♦✐7 ✜❣✉7❡ ✶✳✻✮✳

'❧✉- ❧❡ ♥♦♠❜7❡ ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥.- ❡-. ❣7❛♥❞ ♣❧✉- ❧❛ ❉❊▲ ❞9.❛✐❧❧9❡✳ ❊♥ ❡✛❡.✱ ♣❧✉- ♦♥ ❛✉❣♠❡♥.❡ ❧❡

♥♦♠❜7❡ ❞❡ ♠♦♠❡♥.- ❡♥ ❛❣✐--❛♥. -✉7 ❧❡ ♥♦♠❜7❡ ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥. ❞❡ 79❝✉7-✐♦♥✱ ♣❧✉- ♦♥ ❡-. ❝❛♣❛❜❧❡

❞✬❛❝❝9❞❡7 ❛✉① ❞9.❛✐❧- ❞❡ ❧❛ ❉❊▲✳ ❉❛♥- .♦✉- ❧❡- ❝❛❧❝✉❧- <✉✐ ✈♦♥. -✉✐✈7❡ ♥♦✉- 7❡-.❡7♦♥- .♦✉. ❞❡

♠U♠❡ R ✶✵ ❝♦❡✣❝✐❡♥.- ❞❡ 79❝✉7-✐♦♥ ♣♦✉7 ❞❡- <✉❡-.✐♦♥- ❞✬♦♣.✐♠✐-❛.✐♦♥ ❞❡ .❡♠♣- ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ❉❡
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❋✐❣✉$❡ ✶✳✻ ✕ ❉❊▲ ✈♦❧✉♠✐.✉❡0 ❡♥ ❜❛♥❞❡ ♣❛67✐❡❧❧❡ ❞ ❞✉ 8❞ ❝❛❧❝✉❧:❡0 ❛✈❡❝ ✶✵ ❡7 ✷✵ ❝♦❡✣❝✐❡♥70

❞❡ 6:❝✉60✐♦♥ ❡7 ❛✉① ♣6❡♠✐❡60 ✈♦✐0✐♥0✳

♣❧✉0 ❧❡0 ❝❛6❛❝7:6✐.✉❡0 ✐♠♣♦67❛♥7❡0 ❞❡0 ❉❊▲✱ ❝❡♥76❡ ❞❡ ❣6❛✈✐7: ❞❡ ❜❛♥❞❡ ❡7 ❧❛6❣❡✉6 ❞❡ ❜❛♥❞❡✱

♥❡ ❝❤❛♥❣❡♥7 ♣❛0 .✉❛♥❞ ♦♥ ♣❛00❡ ❞❡ ✶✵ B ✷✵ ❝♦❡✣❝✐❡♥70✳

✶ ✳ ✺ ✳ ✷ ❈♦♥'✐❞*+❛-✐♦♥' '✉+ ❧✬*♥❡+❣✐❡ ❞❡ ❋❡+♠✐ ❡- ❝+✐-6+❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡+❣❡♥❝❡

❈❡77❡ 0❡❝7✐♦♥ ❝♦♥❝❡6♥❡ ♣❧✉0 ♣6:❝✐0:♠❡♥7 ❧❛ ❜♦✉❝❧❡ ❛✉7♦❝♦❤:6❡♥7❡ ❞❡ ❝❤❛6❣❡ ❞❛♥0 ❧❡ ❝❛0

0♣:❝✐✜.✉❡ ❞❡0 ❛❧❧✐❛❣❡0 ❜✐♠:7❛❧❧✐.✉❡0 ♦✉ ♣❧✉0 ❣:♥:6❛❧❡♠❡♥7 ❧❡0 0②07F♠❡0 ✐♥❤♦♠♦❣F♥❡0 ❞✐✛:✲

6❡♥70 ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ♣✉6 0❛❝❤❛♥7 .✉❡ ❞❛♥0 ❧❡0 0②07F♠❡0 ✈♦❧✉♠✐.✉❡0 ♣✉60 ♦✉ ❛❧❧✐❛❣❡0 ❞✐❧✉:0 ❡7

❝♦✉❝❤❡0 ♠✐♥❝❡0✱ ❧✬:♥❡6❣✐❡ ❞❡ ❋❡6♠✐ ❡07 7♦✉❥♦✉60 ✜①: ♣❛6 ❧❡0 ❞♦♥♥:❡0 ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ✭♦✉ ❞❡ ❧❛

♠❛76✐❝❡✴0✉❜076❛7 ♣♦✉6 ❧❡0 0②07F♠❡0 ❞✐❧✉:0 ❡7 ❝♦✉❝❤❡0 ♠✐♥❝❡0✮✳ 8♦✉6 ❧❡0 0②07F♠❡0 ❞✬❛❧❧✐❛❣❡✱

❧✬:♥❡6❣✐❡ ❞❡ ❋❡6♠✐ ♥❡ ♣❡✉7 O76❡ ♦❜7❡♥✉❡ .✉❡ ♣❛6 ❝❛❧❝✉❧✳ ❈❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡07 ❞✐6❡❝7❡♠❡♥7 ❧✐: B ❧❛

♣6♦❝:❞✉6❡ ❞✬❛✉7♦❝♦❤:6❡♥❝❡ ♦P ❝❤❛.✉❡ ♦6❜✐7❛❧❡ ❞❡ ❝❤❛.✉❡ 0✐7❡ ✐♥:.✉✐✈❛❧❡♥7 ❞♦✐7 6❡76♦✉✈❡6 ❧❡

♠O♠❡ 6❡♠♣❧✐00❛❣❡ :❧❡❝76♦♥✐.✉❡ .✉✬❡♥ ✈♦❧✉♠❡ ♣✉6 ✭♥❡✉76❛❧✐7: ❧♦❝❛❧❡✮✳ ▲✬:♥❡6❣✐❡ ❞❡ ❋❡6♠✐ ❞✉

0②07F♠❡ ❣❧♦❜❛❧ ❞♦✐7 O76❡ 6❡❝❛❧❝✉❧:❡ B ❝❤❛.✉❡ ✐7:6❛7✐♦♥ ❡7 0❡6❛ ❞:♥♦♠♠:❡  ♥❡#❣✐❡✴♥✐✈❡❛✉ ❞❡

❋❡#♠✐ ✢♦//❛♥/✱ Eflottant
F t ✳ ■❧ 0✬❛❣✐7 ❞❡ ❧✬:♥❡6❣✐❡ ❞:7❡6♠✐♥:❡ ❞❡ ❢❛S♦♥ B ❝❡ .✉❡ ❧❛ ❝❤❛6❣❡ 7♦7❛❧❡

0♦✐7 ❝♦♥0❡6✈:❡ ❞❛♥0 ❧✬❡♥0❡♠❜❧❡ ❞✉ 0②07F♠❡ :7✉❞✐:✳

❉❛♥0 ❧❛ ♣6♦❝:❞✉6❡ ❞✬❛✉7♦❝♦❤:6❡♥❝❡ ♣6♦♣6❡♠❡♥7 ❞✐7❡✱ ♣♦✉6 ❝❤❛.✉❡ ♦6❜✐7❛❧❡ ❞❡ ❝❤❛.✉❡ 0✐7❡

✐♥:.✉✐✈❛❧❡♥7✱ ♦♥ ❞:7❡6♠✐♥❡ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❋❡6♠✐ ❤②♣♦7❤:7✐.✉❡ ❝♦66❡0♣♦♥❞❛♥7 ❛✉ 6❡♠♣❧✐00❛❣❡
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❋✐❣✉$❡ ✶✳✼ ✕ ❈♦♥✈❡+❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉+ ❞❡ ❞2❝❛❧❛❣❡ ❞❡ ❜❛♥❞❡ ♣♦✉+ ✉♥ 5❡65 ❞✬❡++❡✉+ ❛✉5♦+✐62❡

❞❡ 10−2eV ✳

❝✐❜❧❡✱ 6♦✐5 ❧❡ ♠;♠❡ +❡♠♣❧✐66❛❣❡ <✉✬❡♥ ✈♦❧✉♠❡ ♣✉+ ❞❛♥6 ❧❡ ❝❛6 ❞❡ ❧❛ ♥❡✉5+❛❧✐52 ❧♦❝❛❧❡✳ ❊♥

❝❤♦✐6✐66❛♥5 ❞❡ +❛66❡♠❜❧❡+ ❧❡6 ♦+❜✐5❛❧❡6 6 ❡5 ♣✱ ♦♥ ♦❜5✐❡♥5 ♣♦✉+ ❝❤❛<✉❡ 6✐5❡ ✐♥2<✉✐✈❛❧❡♥5 i ✉♥

Esp
F i ❡5 ✉♥ E

d
F i <✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♠♣❛+❡ ❛✉ Eflottant

F t ✳ ❙✐ ❧❡6 ✈❛❧❡✉+6 6♦♥5 ❞✐✛2+❡♥5❡6 ♦♥ ❞♦✐5 ♣+♦♣♦6❡+ ✉♥

❞2❝❛❧❛❣❡ ❞❡6 ♦+❜✐5❛❧❡6 <✉✐ +❛♣♣+♦❝❤❡+❛ Esp
F i ❡5 ✉♥ E

d
F i ❞❡ E

flottant
F t ✳ ▲❛ ♣+♦❝2❞✉+❡ ❡65 +2♣252❡

❥✉6<✉✬C ❝❡ <✉❡ ♣♦✉+ ❝❤❛<✉❡ ♦+❜✐5❛❧❡ ❞❡ ❝❤❛<✉❡ 6✐5❡ ✐♥2<✉✐✈❛❧❡♥5 ❧❛ ❞✐✛2+❡♥❝❡ ❡♥5+❡ EFd,sp

❡5 Eflottant
F t 6♦✐5 ✐♥❢2+✐❡✉+❡ C ✉♥❡ ✈❛❧❡✉+ ❡++❡✉+ ❛✉5♦+✐62❡ ❞❡ ❧✬♦+❞+❡ ❞❡ 10−2eV ✳ ❈❡ ❝❤♦✐① ❞❡

✈❛❧❡✉+ ❛66✉+❡ ✉♥❡ ❝♦♥✈❡+❣❡♥❝❡ +❛♣✐❞❡ ❡5 6✉✣6❛♥5❡ ♥♦5❛♠♠❡♥5 ♣♦✉+ ❧❡6 6②65H♠❡6 ❜✐♠25❛❧❧✐<✉❡6

❝♦♠♠❡ ❧❡6 ♥❛♥♦♣❛+5✐❝✉❧❡6 ❞✬❛❧❧✐❛❣❡ ✐♠♣❧✐<✉❛♥5 ❧❛ ♣+26❡♥❝❡ ❞❡ ♥♦♠❜+❡✉① 6✐5❡6 ✐♥2<✉✐✈❛❧❡♥56

✭65+✉❝5✉+❛✉① ♦✉ ❝❤✐♠✐<✉❡6✮✳ ❖♥ ✈♦✐5 6✉+ ❧❛ ✜❣✉+❡ ✶✳✼ <✉❡ ❧✬❛✉5♦❝♦❤2+❡♥❝❡ ❡65 ❞2❥C ❛55❡✐♥5❡

❛♣+H6 ✶✺ ✐52+❛5✐♦♥6✱ ✐❝✐ ❞❛♥6 ❧❛ ❧✐♠✐5❡ ❞✬✉♥❡ ❡++❡✉+ ❝❤♦✐6✐❡ ❞❡ 10−2eV ✳

❉❛♥6 ✉♥❡ ♥❛♥♦♣❛+5✐❝✉❧❡ ♣✉+❡ ♦✉ ❞✬❛❧❧✐❛❣❡ ❜✐♠25❛❧❧✐<✉❡ ❞❡ 5②♣❡ ❝♦❡✉+✲❝♦<✉✐❧❧❡✱ ✐♠♣♦6❡+

✉♥❡ 2♥❡+❣✐❡ ❞❡ ❋❡+♠✐ ✜①2❡ ♣❛+ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ♣✉+ ✭♦✉ EF ✜①❡✮ ♦✉ ✉5✐❧✐6❡+ ❧✬2♥❡+❣✐❡ ❞❡ ❋❡+♠✐

✢♦55❛♥5❡✱ ♥✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ♣❛6 ❧❡ +26✉❧5❛5 ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ❞❛♥6 ❧❛ ♠❡6✉+❡ ♦R ❧❛ ♥❛♥♦♣❛+5✐❝✉❧❡ ❡65 ❞❡

5❛✐❧❧❡ 6✉✣6❛♠♠❡♥5 ❣+❛♥❞❡ ✭❃ ✶✹✼ ❛5♦♠❡6 ❞❛♥6 ♥♦6 ❝❛❧❝✉❧6✮✳ ❉❛♥6 5♦✉6 ❧❡6 ❝❛❧❝✉❧6 <✉❡ ♥♦✉6

❡♥5+❡♣+❡♥❞+♦♥6✱ ♥♦✉6 ❛❞♦♣5❡+♦♥6 ❧✬✉♥❡ ♦✉ ❧✬❛✉5+❡ ❞❡6 ❞❡✉① ♠25❤♦❞❡6 ♣♦✉+ ❧✬2♥❡+❣✐❡ ❞❡ ❋❡+♠✐

6❡❧♦♥ ❧❡ 6②65H♠❡ C 25✉❞✐❡+✳ T❛+ ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥6 ❧❡ ❝❛6 ❞❡6 25✉❞❡6 ❞❡ 6②65H♠❡6 ❞✐❧✉26 ✭❛✈❡❝

✐♠♣✉+❡52 ❛5♦♠✐<✉❡✮ ♦✉ ❞❡ ♠♦♥♦❝♦✉❝❤❡ ♦R ❧❛ <✉❛♥5✐52 ❞❡ ❧✬2❧2♠❡♥5 ❛✉5+❡ <✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡
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❡#$ ❢❛✐❜❧❡✱ ♥♦✉# ✐♠♣♦#❡0♦♥# ❧✬2♥❡0❣✐❡ ❞❡ ❋❡0♠✐ ❞✉ #②#$7♠❡ 2❣❛❧❡ 8 ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬2❧2♠❡♥$ ❞✉

✈♦❧✉♠❡ ♣✉0 ❞❡ ❧❛ ♠❛$0✐❝❡✴#✉❜#$0❛$ $❛♥❞✐# <✉✬❡♥ ❛❧❧✐❛❣❡ ❡$ ♥❛♥♦❛❧❧✐❛❣❡ ❝♦♥❝❡♥$02#✱ ♦♥ ✉$✐❧✐#❡0❛

#②#$2♠❛$✐<✉❡♠❡♥$ ❧❡ ❝♦♥❝❡♣$ ❞✬2♥❡0❣✐❡ ❞❡ ❋❡0♠✐ ✢♦$$❛♥$❡✳

✷✳ ❈❛$%♦❣$❛♣❤✐❡, ❞❡ %❡♥❞❛♥❝❡ ❝❤✐♠✐1✉❡ ❡% ❧❡✉$ ✉%✐❧✐,❛%✐♦♥

✷ ✳ ✶ ❊$❛❜❧✐))❡♠❡♥$ ❞❡) ❝❛/$♦❣/❛♣❤✐❡) ❞❡ $❡♥❞❛♥❝❡ ❝❤✐♠✐4✉❡

❊✛❡❝$✉❡0 ❞❡# 2$✉❞❡# #✉0 ❧❡# ❝♦♠♣♦0$❡♠❡♥$# ♣❤②#✐❝♦✲❝❤✐♠✐<✉❡# ❞❡# ♠❛$20✐❛✉① ♥2❝❡##✐$❡

❞❡ ❝♦♠♣0❡♥❞0❡ ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥$0❡ #$0✉❝$✉0❡ 2❧❡❝$0♦♥✐<✉❡ ❡$ #$0✉❝$✉0❡ ❝❤✐♠✐<✉❡✳ D♦✉0 ❝❡❧❛ ♣❧✉#✐❡✉0#

♦✉$✐❧# ♦♥$ 2$2 ♣0♦♣♦#2# $❡❧# <✉❡ ❧❡# ❝❛❧❝✉❧# ❛❜ ✐♥✐$✐♦ ❜❛#2# #✉0 ❧❛ ❚❤2♦0✐❡ ❞❡ ❧❛ ❋♦♥❝$✐♦♥♥❡❧❧❡

❞❡ ❧❛ ❉❡♥#✐$2 ✭❉❋❚✮✱ ❧✬❛♣♣0♦①✐♠❛$✐♦♥ ❞❡# ❧✐❛✐#♦♥# ❢♦0$❡# ✭❚❇✮ ❡$ ❧❡# ♠♦❞7❧❡# ✉$✐❧✐#❛♥$ ❧❡#

♣♦$❡♥$✐❡❧# #❡♠✐✲❡♠♣✐0✐<✉❡#✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥$✱ ❧❛ ♠2$❤♦❞❡ ❞❡# ❧✐❛✐#♦♥# ❢♦0$❡# ♥♦✉# ❡#$ ❛♣♣❛0✉❡ ❧❛

♠2$❤♦❞❡ ❧❛ ♣❧✉# ❛❞❛♣$2❡ ♣♦✉0 2$✉❞✐❡0 ❧❛ 0❡❧❛$✐♦♥ ❡♥$0❡ #$0✉❝$✉0❡ 2❧❡❝$0♦♥✐<✉❡ ❡$ #$0✉❝$✉0❡

❝❤✐♠✐<✉❡ ❞❛♥# ✉♥❡ ❛♣♣0♦❝❤❡ #②#$2♠❛$✐<✉❡ ♣❡0♠❡$$❛♥$ ❞❡ ❝♦♠♣0❡♥❞0❡ ❧❡# 2✈♦❧✉$✐♦♥# ❞❡ ❝♦♠✲

♣♦0$❡♠❡♥$ ❡♥ ❢♦♥❝$✐♦♥ ❞❡# ❝❛0❛❝$20✐#$✐<✉❡# ♣❤②#✐<✉❡# ❝♦♠♠❡ ❧❡ 0❡♠♣❧✐##❛❣❡ 2❧❡❝$0♦♥✐<✉❡ ❡$

❧❡# ❝❡♥$0❡# ❡$ ❧❛0❣❡✉0# ❞❡ ❜❛♥❞❡#✳

D♦✉0 ❞❡# ❛❧❧✐❛❣❡# ♠❛##✐❢# ❞❡ $②♣❡ AcB1−c ❧✬2$✉❞❡ ❞❡ ❧❛ $❡♥❞❛♥❝❡ ❝❤✐♠✐<✉❡ ✭♦0❞0❡✲❞2♠✐①$✐♦♥✮

#✬❛♣♣✉✐❡ #✉0 ❧❡ ♠♦❞7❧❡ ❞❡ ❧✬❤❛♠✐❧$♦♥✐❡♥ ❞❡# ❧✐❛✐#♦♥# ❢♦0$❡# ✭❢♦0♠✉❧❡ ✶✳✾✮ ♣♦✉0 0❡♣02#❡♥$❡0 ❧❡

#②#$7♠❡✳ ❉❛♥# ❧❛ ❜❛#❡ ❞❡# ♦0❜✐$❛❧❡# ❛$♦♠✐<✉❡# ❞✱ ❧✬❤❛♠✐❧$♦♥✐❡♥ ❚❇ ♠❡$ ❡♥ 2✈✐❞❡♥❝❡ ❞❡✉①

✈❛❧❡✉0# ✿ εad ❡$ βa
d ♦N a ❞2#✐❣♥❡ ❧❡ ♠2$❛❧ 2$✉❞✐2 ✭❆ ♦✉ ❇✮✳ ❆ ♣❛0$✐0 ❞❡ ❝❡# ✈❛❧❡✉0# ✐❧ ❡#$

♣♦##✐❜❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡0 ❞❡✉① ♣❛0❛♠7$0❡# ✿ ❧❡ ♣❛0❛♠7$0❡ ❞❡ ❞2#♦0❞0❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ δd ✭0❡♣02#❡♥$❡ ❧❛

✈❛0✐❛$✐♦♥ ❞✉ ❝❡♥$0❡ ❞❡ ❣0❛✈✐$2 ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞ ✿ εAd − εBd ✮ ❡$ ❧❡ ♣❛0❛♠7$0❡ ❞❡ ❞2#♦0❞0❡ ♥♦♥

❞✐❛❣♦♥❛❧ δnd ✭0❡♣02#❡♥$❡ ❧❛ ✈❛0✐❛$✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧❛0❣❡✉0 8 ♠✐✲❤❛✉$❡✉0 ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞ ✿ WA
d −WB

d ✮✱

<✉✐ #♦♥$ ❧❡# ♣❛0❛♠7$0❡# #✉#❝❡♣$✐❜❧❡# ❞❡ ❣20❡0 ❧❛ 0❡❞✐#$0✐❜✉$✐♦♥ ❞❡# 2$❛$# 2❧❡❝$0♦♥✐<✉❡# ❞✉ #②#✲

$7♠❡ $♦✉$ ❡♥ $❡♥❛♥$ ❝♦♠♣$❡ ❞❡# ❝❛0❛❝$20✐#$✐<✉❡# ❞❡# ♠2$❛✉① 8 ❧✬2$❛$ ♣✉0 ❡$ ♣❡0♠❡$$❛♥$ ❞❡

❞2❞✉✐0❡ ❧❡# ♣0♦♣0✐2$2# ❞❡# ❛❧❧✐❛❣❡# $❡❧❧❡# <✉❡ ❧❡✉0 $❡♥❞❛♥❝❡ 8 ❞2♠✐①❡0 ♦✉ 8 #✬♦0❞♦♥♥❡0✳ ❆✈❛♥$

❧❛ ♣✉❜❧✐❝❛$✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛0$✐❝❧❡ ❞❡ ❏✳❍ ▲♦# ❡$ ❛❧✳✱ ❧❛ #❡✉❧❡ 2$✉❞❡ ❡♥ ❧✐❛✐#♦♥# ❢♦0$❡ #✉0 ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥$0❡

#$0✉❝$✉0❡ 2❧❡❝$0♦♥✐<✉❡ ❡$ $❡♥❞❛♥❝❡ ❝❤✐♠✐<✉❡ #✉0 ❧❡# ♠2$❛✉① ❞❡ $0❛♥#✐$✐♦♥ ❝♦♥#✐#$❛✐$ 8 ♥2❣❧✐❣❡0

❧❡# ❡✛❡$# ❞✉ ♣❛0❛♠7$0❡ ❞❡ ❞2#♦0❞0❡ ♥♦♥ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ✭δnd = 0eV ✮ ♦✉ ❞✉ ♠♦✐♥# 8 ❝♦♥#✐❞20❡0 <✉❡

δnd << 1eV ✳ ❊♥ ♣❛0$❛♥$ ❞❡ ❝❡$$❡ ❤②♣♦$❤7#❡ ✐❧ ❢❛✉$ ❝❛❧❝✉❧❡0 ❧❛ #$0✉❝$✉0❡ 2❧❡❝$0♦♥✐<✉❡ ❞❡#
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❛❧❧✐❛❣❡' ❜✐♠*+❛❧❧✐,✉❡' ❞*'♦0❞♦♥♥*' '♦✉♠✐' ❛✉ ♣♦+❡♥+✐❡❧ ❝♦❤*0❡♥+ ✭❈7❆ ✿ ❈♦❤❡0❡♥+ 7♦+❡♥+✐❡❧

❆♣♣0♦①✐♠❛+✐♦♥✮ ❬✷✷❪ ❡+ ❡♥ ❞*❞✉✐0❡ ❧❡' ✐♥+❡0❛❝+✐♦♥' ❞❡ ♣❛✐0❡' ❡✛❡❝+✐✈❡' ✭❊7■ ✿ ❊✛❡❝+✐✈❡ 7❛✐0

■♥+❡0❛❝+✐♦♥'✮Vij ❡♥ ✉+✐❧✐'❛♥+ ❧❛ ♠*+❤♦❞❡ ●7▼ ✭●❡♥❡0❛❧✐③❡❞ 7❡0+✉0❜❛+✐♦♥ ▼❡+❤♦❞✮❬✷✸❪✳ ▲❡

♣♦+❡♥+✐❡❧ Vij = 1
2
(V AA

ij + V BB
ij − 2V AB

ij ) ♣❡✉+ '❡ 0*❞✉✐0❡ ❡♥ ❣*♥*0❛❧ H ✉♥ ♣♦+❡♥+✐❡❧ ✉♥✐,✉❡

Vij = V ❛✉① ♣0❡♠✐❡0' ✈♦✐'✐♥' ❝❛0 ❧✬✐♥+❡0❛❝+✐♦♥ ❡♥+0❡ ❧❡' ❛+♦♠❡' '✬❛✛❛✐❜❧✐+ ❧♦0',✉❡ ❧❛ ❞✐'+❛♥❝❡

✐♥+❡0❛+♦♠✐,✉❡ ❛✉❣♠❡♥+❡✳ ❊♥ ❛♥❛❧②'❛♥+ ❧❡ '✐❣♥❡ ❞❡ ❱✱ ♦♥ ♣❡✉+ ❞*+❡0♠✐♥❡0 ❧❛ +❡♥❞❛♥❝❡ ❝❤✐✲

♠✐,✉❡ ❞✉ '②'+N♠❡ H ❜❛''❡ +❡♠♣*0❛+✉0❡ ✭H ❧✬*,✉✐❧✐❜0❡✮✳ ❊♥ ❡✛❡+✱

✕ V > 0 ❞*✜♥✐+ ✉♥❡ +❡♥❞❛♥❝❡ H ❧✬♦0❞0❡

✕ V < 0 ❞*✜♥✐+ ✉♥❡ +❡♥❞❛♥❝❡ H ❧❛ '*♣❛0❛+✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛'❡ ✭❞*♠✐①+✐♦♥✮✳

❊♥ ❝♦♥'✐❞*0❛♥+ ❧❛ ✈❛0✐❛+✐♦♥ ❞❡ ❱ ❡♥ ❢♦♥❝+✐♦♥ ❞✉ 0❡♠♣❧✐''❛❣❡ ♠♦②❡♥ Ne ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞✱ ♦♥

❛00✐✈❡ H ❧❛ ❝♦♥❝❧✉'✐♦♥ ,✉❡ ♣♦✉0 0, 3 < Ne < 0, 7 ❧✬❛❧❧✉0❡ ❞❡ ❱ ❧❛✐''❡ ♣0*✈♦✐0 ✉♥ ❝♦♠♣♦0+❡♠❡♥+

❞❡ +❡♥❞❛♥❝❡ ➝✬♦0❞0❡ ❀ ❡♥ ❞❡❤♦0' ❞❡ ❝❡+ ✐♥+❡0✈❛❧❧❡✱ ❧❡ '②'+N♠❡ ❛✉0❛ ✉♥❡ +❡♥❞❛♥❝❡ H ❧❛ ❞*♠✐①✲

+✐♦♥✳ ➱+❛♥+ ❞♦♥♥* ,✉❡ ❧❛ ♠*+❤♦❞❡ ●7▼ ❝♦♥'✐❞N0❡ ,✉❡ ❧✬❡✛❡+ ❞✬❛❧❧✐❛❣❡ ❡'+ ❡♥❣❡♥❞0* ♣❛0 ❧❛

❞✐✛*0❡♥❝❡ ❞❡ ♣♦'✐+✐♦♥ ❞❡' ❜❛♥❞❡' ❞✱ ❡❧❧❡ ♥❡ ♣❡0♠❡+ ♣❛' ❞❡ +0❛✐+❡0 ❧❡' ❛❧❧✐❛❣❡' ❞❡ ♠*+❛✉① ❞❡

+0❛♥'✐+✐♦♥ ❞♦♥+ ❧❡ ❝♦♠♣♦0+❡♠❡♥+ ❡'+ ❛✉''✐ 0*❣✐ ♣❛0 ❧❡' ❡✛❡+' ❞❡ ❧❛0❣❡✉0 ❞❡ ❜❛♥❞❡ ❞ ✭❝❛' ❞❡'

❛❧❧✐❛❣❡' ❞❡ ♠*+❛✉① ♣0*'❡♥+❛♥+ ✉♥ ❢❛✐❜❧❡ ❡✛❡+ ❞✉ ♣❛0❛♠N+0❡ ❞❡ ❞*'♦0❞0❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❝♦♠♠❡ ❧❡

❈♦7+✱ ◆✐7+✱ ❈✉❆✉✮ ♣❧✉+V+ ,✉❡ ♣❛0 ❧❡ ❝❡♥+0❡ ❞❡ ❣0❛✈✐+* ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞ '❡✉❧✳ 7♦✉0 ♣❛❧❧✐❡0 ❝❡❧❛

❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥+ ♣0♦♣♦'* ❛ *+* ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡0 ❧❡' ♣♦+❡♥+✐❡❧' ❊7■ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠W♠❡ ♣0♦❝*❞✉0❡ ♠❛✐' ❡♥

✉+✐❧✐'❛♥+ ❧❛ ♠*+❤♦❞❡ ❉❋❚ ❛❜ ✐♥✐+✐♦ ❬✹✸✱ ✹✹❪✳ ❊♥ ✉+✐❧✐'❛♥+ ❧❡' ❝❛❧❝✉❧' +❡❧' ,✉❡ ❑❑❘ ✭❑♦00✐♥❣❛✲

❑♦❤♥✲❘♦'+♦❦❡0✮ ❬✹✷❪ ❡+ ▲▼❚❖ ✭▲✐♥❡❛0 ▼✉✣♥✲❚✐♥ ❖0❜✐+❛❧✮ ❬✹✸❪ ✐❧ ❡'+ ♣♦''✐❜❧❡ ❞❡ ♣0*❞✐0❡ ❧❡

❝♦♠♣♦0+❡♠❡♥+ ❞❡ +❡♥❞❛♥❝❡ ❝❤✐♠✐,✉❡ ❞❡' ❛❧❧✐❛❣❡' +❡❧' ,✉❡ ❈✉❆✉ ❡+ ❈♦7+✳ ❚♦✉+❡❢♦✐' ❝❡❧❛ ♥❡

❝♦♥❞✉✐+ ♣❛' H ❧❛ ❣*♥*0❛❧✐'❛+✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞*♠❛0❝❤❡ ❝❛0 ❝❡0+❛✐♥' ❛❧❧✐❛❣❡' ② '♦♥+ ✐♥❞❡'❝0✐♣+✐❜❧❡'

❡+ ❧❛ ❢♦0❝❡ 0*❣✐''❛♥+ ❧❡ ♣❤*♥♦♠N♥❡ ❞❡ +❡♥❞❛♥❝❡ ❝❤✐♠✐,✉❡ ♥✬❛ ♣❛' *+* ❞*✜♥✐❡✳ ❉❡ ♣❧✉'✱ ❝❡++❡

❞*♠❛0❝❤❡ ♥✬❡'+ ♣❛' ❛❞❛♣+*❡ ♣♦✉0 ❞❡' '✐♠✉❧❛+✐♦♥' ❞❡ ♣❤*♥♦♠N♥❡' ❝♦♠♣❧❡①❡' +❡♥❛♥+ ❝♦♠♣+❡

❞❡' ♣❤*♥♦♠N♥❡' ❞❡ 0❡❧❛①❛+✐♦♥✱ ❞❡' *❝❤❛♥❣❡' ❝❤✐♠✐,✉❡' ❜✐❡♥ ,✉❡ ❞❛♥' ❝❡0+❛✐♥' ❝❛' ❡❧❧❡ ❛00✐✈❡

H ❢♦✉0♥✐0 ❞❡' 0*'✉❧+❛+' ♣❡0+✐♥❡♥+' '♦✉' ❝❡0+❛✐♥❡' ❧✐♠✐+❡'✳ ✭❡① ✿ '*❣0*❣❛+✐♦♥ ❞❡ '✉0❢❛❝❡ ❞❛♥' ❧❡'

'②'+N♠❡' ❞✐❧✉*'✮✳

❆✐♥'✐ ❧✬✐❞*❡ ❞❡ ❧✬*❧❛❜♦0❛+✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝❛0+♦❣0❛♣❤✐❡ ❞❡ +❡♥❞❛♥❝❡ ❝❤✐♠✐,✉❡ ❝♦♠♠❡ ♦✉+✐❧ ❞❡ ♣0*✲
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❞✐❝%✐♦♥ ✈✐❡♥% ❞❡ ❧✬✐❞,❡ ❞✬❛♠,❧✐♦/❡/ ❧❡ ♣/✐♥❝✐♣❡ ❞✬,✈❛❧✉❛%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ %❡♥❞❛♥❝❡ ❝❤✐♠✐3✉❡ ❛❞♦♣%,❡

❞❛♥4 ❧❛ ♠,%❤♦❞❡ ●6▼✳ ▲❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ❝♦♥❝❡♣% ❝♦♥4✐4%❡ : ❞,%❡/♠✐♥❡/ ❧❡4 ❢❛❝%❡✉/4 4✉4❝❡♣%✐❜❧❡4 ❞❡

♣❛/%✐❝✐♣❡/ ❛✉ ♣/♦❝❡44✉4 ❞❡ /,❛//❛♥❣❡♠❡♥% ❝❤✐♠✐3✉❡ ❞❛♥4 ✉♥ 4②4%?♠❡ ❞✬❛❧❧✐❛❣❡ ❜✐♠,%❛❧❧✐3✉❡

♣♦✉/ /❡✈✐4✐%❡/ ❧❛ ♠,%❤♦❞❡ ●6▼ ❡% ❣,♥❡/❛❧✐4❡/ ❧❡4 /,4✉❧%❛%4 ♦❜%❡♥✉4✳

❊♥ ❝❛❧❝✉❧❛♥% ❧❛ ❞❡♥4✐%, ❞✬,%❛%4 ❧♦❝❛❧❡ ✭❉❊▲✮ ❡♥ ❜❛♥❞❡ ❞ ❜❛4,❡ 4✉/ ❧❡ ♣/✐♥❝✐♣❡ ❞✉ 3✉❛✲

%/✐?♠❡ ♠♦♠❡♥% ✭❋▼❆ ✿ ❋♦✉/%❤ ▼♦♠❡♥% ❆♣♣/♦①✐♠❛%✐♦♥✮ ❞❡4 ❧✐❛✐4♦♥4 ❢♦/%❡4✱ ♦♥ ♣❡✉% ♦❜%❡♥✐/

❞❡4 ✐♥%❡/❛❝%✐♦♥4 ❊6■ 3✉✐ 4❡/✈✐/♦♥% ❛✉ ❝❧❛44❡♠❡♥% ❞❡4 ❛❧❧✐❛❣❡4 ❜✐♠,%❛❧❧✐3✉❡4 ❞❡ ♠,%❛✉① ❞❡

%/❛♥4✐%✐♦♥ 4✉✐✈❛♥% ❧❡✉/ %❡♥❞❛♥❝❡ : ❧✬♦/❞/❡ ♦✉ : ❧❛ 4,♣❛/❛%✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛4❡ ✭♦✉ ❞,♠✐①%✐♦♥✮✳ ❊♥

❛♥❛❧②4❛♥% ❧✬,✈♦❧✉%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❉❊▲ ❡% ❞❡ ❧✬✐♥%❡/❛❝%✐♦♥ ❱ ❡♥ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞❡ Ne✱ ❞❡ δd ❡% δnd ♣♦✉/ ✉♥

4②4%?♠❡ ❞♦♥% ❧❛ ❧❛/❣❡✉/ : ♠✐✲❤❛✉%❡✉/ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞✱ Wavg =
WA

d
+WB

d

2
✱ ❡4% ✐♥❝❧✉4❡

❞❛♥4 ❧✬✐♥%❡/✈❛❧❧❡ [Wavg,min,Wavg,max] ✭ ✜❣✉/❡ ✶✳✽ ✮✱ ♣♦✉/ ✉♥❡ ,♥❡/❣✐❡ ❞❡ ❢♦/♠❛%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❤❛4❡

L10 ✭EL10 = −4V ✮ ❡% ❞❡ ❧❛ ♣❤❛4❡ L12 ✭EL12 = −3V ✮ ❡% ♣♦✉/ ✉♥❡ ,♥❡/❣✐❡ ❞❡ 4♦❧✉%✐♦♥ ❞♦♥♥,❡

❡♥ ♣❤❛4❡ ❞✐❧✉,❡ ✭Esol = −12V ✮✱ %/♦✐4 ✭✸✮ ❝❛4 4❡ ♣/,4❡♥%❡♥% ✭✜❣✉/❡ ✶✳✾ ✮ ✿

✕ ❧♦/43✉❡ δnd = 0 ✭✐✳❡ ♦♥ ♥,❣❧✐❣❡ ❧✬❡✛❡% ❞✉ ♣❛/❛♠?%/❡ ❞❡ ❞,4♦/❞/❡ ♥♦♥✲❞✐❛❣♦♥❛❧✮ ♦♥ /❡✲

%/♦✉✈❡ ❧❡4 ♠R♠❡4 /,4✉❧%❛%4 ♦❜%❡♥✉4 ❡♥ ●6▼ 4✉/ ❧❛ %❡♥❞❛♥❝❡ : ❧✬♦/❞/❡ ♦❜4❡/✈,❡ ♣♦✉/ ✉♥

/❡♠♣❧✐44❛❣❡ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞✱ 0, 3 < Ne < 0, 7✱ ❝✬❡4% : ❞✐/❡ V > 0✳ ❆//R%❡/ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧

: ✷ ❝♦❡✣❝✐❡♥%4 ❞❡ /,❝✉/4✐♦♥ ✭4♦✐% ❛✉ 3✉❛%/✐?♠❡ ♠♦♠❡♥%✮ ❡4% 4✉✣4❛♥% ❡% ♥✬✐♥✢✉❡ ♣❛4 ❧❡

/,4✉❧%❛%✱ ♦♥ /❡%/♦✉✈❡ ❧❡4 ♠R♠❡4 /,4✉❧%❛%4 3✉❡ ❝❡✉① ❞♦♥% ❧✬✐♥%❡/❛❝%✐♦♥ ❱ ❛ ,%, ❝❛❧❝✉❧,❡

❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣❧✉4 ❧❛/❣❡ ❣❛♠♠❡ ❞❡ ♠♦♠❡♥%4 ❞✬♦V ❧❛ ✈❛❧✐❞❛%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❋▼❆ ❬✷✹❪✳

✕ ♣♦✉/ δd = 0 ✭✐✳❡ ♦♥ ♥,❣❧✐❣❡ ❧✬❡✛❡% ❞✉ ♣❛/❛♠?%/❡ ❞❡ ❞,4♦/❞/❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧✮ ✿ 3✉❡❧❧❡ 3✉❡

4♦✐% ❧❛ ✈❛❧❡✉/ ❞✉ /❡♠♣❧✐44❛❣❡ ♠♦②❡♥ Ne✱ V < 0✱ ❧❡ 4②4%?♠❡ 4❡ %/♦✉✈❡ ❞❛♥4 ✉♥❡ ③♦♥❡

❞❡ %❡♥❞❛♥❝❡ : ❧❛ ❞,♠✐①%✐♦♥✳ ❈❡❧❛ ♠♦♥%/❡ 3✉❡ δnd ❡4% ❧❛ ❣/❛♥❞❡✉/ ❝❛/❛❝%,/✐4%✐3✉❡ 3✉✐

❢❛✈♦/✐4❡ ❧❛ %❡♥❞❛♥❝❡ ❝❤✐♠✐3✉❡ ✈❡/4 ✉♥❡ 4,♣❛/❛%✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛4❡✳

✕ 6♦✉/ ❞✐✛,/❡♥%❡4 ✈❛❧❡✉/4 ❞❡ δd ❡% δnd✱ ♦♥ ❛ ✉♥ ❝♦♠♣♦/%❡♠❡♥% ❞✐44②♠,%/✐3✉❡ ❞✉ ♣♦%❡♥%✐❡❧

❱ 3✉✐ 4✬✐♥✈❡/4❡ ❡♥ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥% ❞❡ 4✐❣♥❡ ❞❡ δnd = f(Ne)✳ 6♦✉/ δnd < 0 ✱ ♦♥

❛ ✉♥ ❝♦♠♣♦/%❡♠❡♥% ❞❡ %❡♥❞❛♥❝❡ : ❧✬♦/❞/❡ ❧♦/43✉❡ Ne < 7 ❝♦♠♣♦/%❡♠❡♥% ❞❡ %❡♥❞❛♥❝❡

: ❧❛ ❞,♠✐①%✐♦♥ ❡♥ ❞❡❤♦/4✳ ❈❡ ❝♦♠♣♦/%❡♠❡♥% ❡4% ✐♥✈❡/4, ❧♦/43✉❡ δnd > 0✳ ▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡

❞✬❡①✐4%❡♥❝❡ ❞❡4 ♣❤❛4❡4 ♦/❞♦♥♥,❡4 ❡% ❞,4♦/❞♦♥♥,❡4 ❡4% ❞,❝❛❧, ❞✬✉♥❡ ③♦♥❡ : ❧✬❛✉%/❡✳

❆ ♣❛/%✐/ ❞❡4 ✐♥%❡/❛❝%✐♦♥4 ❡✛❡❝%✐✈❡4 ❱✱ ✐❧ ❡4% ♣♦44✐❜❧❡ ❞✬,%❛❜❧✐/ ❞❡4 ❝❛/%♦❣/❛♣❤✐❡4 ❞❡ %❡♥✲
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❋✐❣✉$❡ ✶✳✽ ✕ ❱❛'✐❛)✐♦♥ ❞❡. εad ❡) ❞❡. W a
d ❞❡. ♠0)❛✉① ❞❡ )'❛♥.✐)✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧0. 5 ♣❛')✐' ❞❡.

❞♦♥♥0❡. ❞❛♥. ❧✬♦✉✈'❛❣❡ ❞❡ ❉✳❆✳ <❛♣❛❝♦♥)❛)♦♣♦✉❧♦. ♣♦✉' 0✈❛❧✉❡' ❧❡. ✈❛❧❡✉'. ❞❡. ♣❛'❛♠=)'❡.

δd ❡) δnd✳ ❙♦✉'❝❡ ✿ '0❢0'❡♥❝❡ ❬✻❪✳

❋✐❣✉$❡ ✶✳✾ ✕ ❊✛❡). ❞❡. ♣❛'❛♠=)'❡. ❞❡ ❞0.♦'❞'❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ δd ❡) ❞0.♦'❞'❡ ♥♦♥ ❞✐❛❣♦♥❛❧ δnd .✉'
❧❛ ❉❊▲ )♦)❛❧❡ ❡♥ ❜❛♥❞❡ ❞ ✭❣❛✉❝❤❡✮ ❞❛♥. ✉♥ ❛❧❧✐❛❣❡ ❞❡ )②♣❡ L10✭❧✐❣♥❡ ❡♥ '♦✉❣❡✮ ❡) ❞❛♥. ✉♥❡

♣❤❛.❡ ❞0♠✐①0❡ ✭❧✐❣♥❡ ♣♦✐♥)✐❧❧0❡ ❡♥ ❜❧❡✉✮✱ ❡) .✉' ❧❛ '❡❧❛)✐♦♥ ❡♥)'❡ ✐♥)❡'❛❝)✐♦♥ ❡✛❡❝)✐✈❡ ❱ ❡) ❧❡

'❡♠♣❧✐..❛❣❡ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞ ✭❞'♦✐)❡✮✱ Ne✱ ♣♦✉' ✉♥❡ ❧❛'❣❡✉' 5 ♠✐✲❤❛✉)❡✉' ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧❛

❜❛♥❞❡ ❞ ✿ Wavg = 8eV ✳ ❙♦✉'❝❡ ✿ '0❢0'❡♥❝❡ ❬✻❪✳
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❋✐❣✉$❡ ✶✳✶✵ ✕ ❈❛()♦❣(❛♣❤✐❡ ❞❡ )❡♥❞❛♥❝❡ ❝❤✐♠✐4✉❡ ❞❡6 ❛❧❧✐❛❣❡6 ❜✐♠9)❛❧❧✐4✉❡6 ❞❡ ♠9)❛✉①

❞❡ )(❛♥6✐)✐♦♥ ♣♦✉( ❞✐✛9(❡♥)❡6 ❝♦♥❝❡♥)(❛)✐♦♥6 ❞❡6 ❛❧❧✐❛❣❡6✳ ▲❛ ③♦♥❡ ❞❡ )❡♥❞❛♥❝❡ > ❧✬♦(❞(❡ ❡6)

❧✐♠✐)9❡ ♣❛( ❧❛ 6✉(❢❛❝❡ ❡♥ (♦✉❣❡ ❡) ❧❛ ♣❛()✐❡ ❣(✐6❡ ❤❛❝❤✉(9❡✳ A❧✉6 ♣(9❝✐69♠❡♥) ❧❡6 ③♦♥❡6 (♦✉❣❡6

❝♦((❡6♣♦♥❞❡♥) >Wavg,max = 5.5eV ❡) ❧❡6 ③♦♥❡6 ❣(✐6❡6 >Wavg,max = 11.0eV ✳ ▲❡6 ③♦♥❡6 ❜❧❛♥❝❤❡6

❝♦((❡6♣♦♥❞❡♥) > ✉♥❡ )❡♥❞❛♥❝❡ > ❧❛ ❞9♠✐①)✐♦♥✳ ❙♦✉(❝❡ ✿ (9❢9(❡♥❝❡ ❬✻❪
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❞❛♥❝❡ ❝❤✐♠✐*✉❡ ❞❡, ❛❧❧✐❛❣❡, ❞❡ ♠/0❛✉① ❞❡ 02❛♥,✐0✐♦♥ ❡♥ ❢♦♥❝0✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉2 ❝♦♥❝❡♥02❛0✐♦♥ c✱

❞✉ 2❡♠♣❧✐,,❛❣❡ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ♣❛20✐❡❧❧❡ Ne✱ ❞❡ ❧❛ ✈❛2✐❛0✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞✱ δd ❡0 ❞❡ ❧❛

✈❛2✐❛0✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧❛2❣❡✉2 : ♠✐✲❤❛✉0❡✉2 ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞ δnd ✭ ✜❣✉2❡ ✶✳✶✵ ✮

✷ ✳ ✷ ❯#✐❧✐&❛#✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛-#♦❣-❛♣❤✐❡ ♣♦✉- ✉♥ ❛❧❧✐❛❣❡ &♣2❝✐✜4✉❡

❉✬✉♥❡ ♠❛♥✐C2❡ ❣/♥/2❛❧❡✱ ❝♦♠♠❡ ❛♥♥♦♥❝/ ❞❛♥, ❧❡ ♣❛2❛❣2❛♣❤❡ ♣2/❝/❞❡♥0✱ ♣♦✉2 ✉♥ ❛❧❧✐❛❣❡

AcB1−c ❧✬❤❛♠✐❧0♦♥✐❡♥ ❢❛✐0 ✐♥0❡2✈❡♥✐2 ❧❡, ♥✐✈❡❛✉① ❛0♦♠✐*✉❡, ❡✛❡❝0✐❢, εaiλ ❡0 ❧❡, ✐♥0/❣2❛❧❡, ❞❡

,❛✉0 (βλ,µ
i,j )

ab
✳ ▲❡ ♣❛2❛♠C02❡ εaiλ ❞♦♥♥❡ ❧✐❡✉ ❛✉ ♣❛2❛♠C02❡ ❞❡ ❞/,♦2❞2❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❞F : ❧❛ ❞✐✛/✲

2❡♥❝❡ δd,0 = εAd − εBd 0❛♥❞✐, *✉❡ δnd = WA
d −WB

d ❝❛2❛❝0/2✐,❡ ✉♥ ❡✛❡0 ♣♦,,✐❜❧❡ ❞❡ ❞/,♦2❞2❡

♥♦♥ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❞F : ❧❛ ❞✐✛/2❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛2❣❡✉2 ❞❡ ❜❛♥❞❡ ❡♥02❡ ❆ ❡0 ❇✳

❈❡, ♣❛2❛♠C02❡, ❢♦♥❞❛♠❡♥0❛✉① ,♦♥0 ❝❛❧❝✉❧/, : ♣❛20✐2 ❞❡, ❞❡♥,✐0/, ❞✬/0❛0, ❧♦❝❛❧❡, ✭❉❊▲ ♦✉

▲❉❖❙ ✿ ▲♦❝❛❧ ❉❡♥,✐0② ♦❢ ❙0❛0❡,✮ ♦❜0❡♥✉❡, ♣❛2 ❧❛ ♠/0❤♦❞❡ ❞❡ ❢2❛❝0✐♦♥ ❝♦♥0✐♥✉❡ ❞♦♥0 ❧❡, ❝♦❡❢✲

✜❝✐❡♥0, ,♦♥0 ❞✐2❡❝0❡♠❡♥0 2❡❧✐/, ❛✉① ♠♦♠❡♥0, ❞❡ ❧❛ ❞❡♥,✐0/ ❡0 ,♦♥0 ❝❛❧❝✉❧/, ♣❛2 ✉♥❡ ♠/0❤♦❞❡

❞❡ 2/❝✉2,✐♦♥ ❬✷✺❪ ✭✈♦✐2 ,❡❝0✐♦♥ ✶✳✷✳✷ ❞✉ ❝❤❛♣✐02❡✮✳

▲❡, ❡①♣2❡,,✐♦♥, ✭✶✳✸✾✮ ❡0 ✭✶✳✹✵✮ ❞/✜♥✐,,❡♥0 ❧❡, ❢♦2♠✉❧❡, : ❝❛❧❝✉❧❡2 ♣♦✉2 ♦❜0❡♥✐2 ❧❡, ✈❛❧❡✉2,

❞✉ ❝❡♥02❡ ❞❡ ❣2❛✈✐0/ ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞✱ εd✱ ❡0 ❧❛ ❧❛2❣❡✉2 : ♠✐✲❤❛✉0❡✉2 ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞✱ Wd ❞♦♥0 ❧❛

,✐❣♥✐✜❝❛0✐♦♥ ♣❤②,✐*✉❡ ❡,0 ❡①♣❧✐❝✐0/❡ ♣❛2 ❧❡ ,❝❤/♠❛ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉2❡ ✶✳✶✶ ✳

εd =

∫ +∞

−∞
nd(E)EdE

∫ +∞

−∞
nd(E)dE

✭✶✳✸✾✮

Wd =

√

√

√

√8ln2.

∫ +∞

−∞
(E − ǫd)2nd(E)dE
∫ +∞

−∞
nd(E)dE

✭✶✳✹✵✮

❈❡, ♣❛2❛♠C02❡, ❛✐♥,✐ ❞/0❡2♠✐♥/,✱ ❧✬❛❧❧✐❛❣❡ ✭❆❇✮ /0✉❞✐/ ♣❡✉0 T02❡ ♣❧❛❝/ ,✉2 ❧❛ ❝❛20♦❣2❛♣❤✐❡

❞❡ ❏✳❍✳ ▲♦, ❡0 ❛❧✳ ❚♦✉0❡❢♦✐, ✐❧ ❢❛✉0 ,❛✈♦✐2 *✉❡ ♣♦✉2 ♣❧❛❝❡2 ✉♥ ,②,0C♠❡ ,✉2 ❧❛ ❝❛20♦❣2❛♣❤✐❡✱

δd ❞♦✐0 T02❡ ❝❛❧❝✉❧/ ❛♣2C, ❛✉0♦❝♦❤/2❡♥❝❡✳ ❈❡ ❝❛❧❝✉❧ ❛✉0♦❝♦❤/2❡♥0 ❡,0 ❜❛,/ ,✉2 ❧❛ ♥❡✉02❛❧✐0/

❞❡ ❝❤❛2❣❡ ❧♦❝❛❧❡ ♣❛2 ,✐0❡✱ ♣❛2 ♦2❜✐0❛❧❡ ❡0 ♣❛2 ❡,♣C❝❡ ❝❤✐♠✐*✉❡✳ ▲❛ ✜❣✉2❡ ✶✳✶✷ ❡,0 ✉♥ ❡①02❛✐0

❞❡, ❝❛20♦❣2❛♣❤✐❡, /0❛❜❧✐❡, ♣❛2 ❏✳❍✳ ▲♦, ❡0 ❛❧✳ ♠♦♥02❛♥0 ❧❛ ♣♦,✐0✐♦♥ ❞❡, ,②,0C♠❡, ❛2❝❤/0②♣❡,
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Eb
i =

∫ EF

−∞

E.ni(E)dE ✭✶✳✹✶✮

♦♥ ❛✉#❛
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=
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W 2
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∑

jµ

βλµ
ij
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α β Aαβ pαβ ξαβ qαβ Ecoh r0 Esol Esol

eV eV (eV/at.) (nm) αdansβ βdansα
(eV/at.) (eV/at.)
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❚❛❜❧❡ ✶✳✶ ✕ !❛.❛♠34.❛❣❡ ❞✉ ♣♦4❡♥4✐❡❧ ❙▼❆ ♣♦✉. ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ✭■.✱!❞✮ ❡4 ✈❛❧❡✉.E ❞❡E ❞♦♥♥3❡E

✉4✐❧✐E3❡E ♣♦✉. ❧✬❛❥✉E4❡♠❡♥4 ✿ 3♥❡.❣✐❡ ❞❡ ❝♦❤3E✐♦♥ Ecoh✱ ♣❛.❛♠J4.❡ ❞✬3K✉✐❧✐❜.❡ r0✱ ❡4 3♥❡.❣✐❡

❞❡ E♦❧✉4✐♦♥ ❞❡E ❛4♦♠❡E ❡♥ ✐♠♣✉.❡43 ❛4♦♠✐K✉❡ Esol✳ ▲❡E ✈❛❧❡✉.E ❞❡E ♣❛.❛♠J4.❡E ❆✱ ξ✱ Ecoh ❡4

Esol E♦♥4 ❡①♣.✐♠3❡E ❡♥ eV/atome ✭♥♦43 eV/at.✮ ❞❛♥E ❧❡ 4❛❜❧❡❛✉✳

Er
i =

∑

j

Ae
−p

rij
r0

−1
✭✶✳✹✽✮

▲✬3♥❡.❣✐❡ ♣❛. ❛4♦♠❡ .3E✉❧4❡ ❞❡ ❧❛ E♦♠♠❡ ❞❡E ❞❡✉① 4❡.♠❡E K✉✐ E✬3❝.✐4 ✿

Ei = Eb
i + Er

i = −
√

ξ2
∑

j

e
−2q

(

rij
r0

−1
)

+
∑

j

Ae
−p

(

rij
r0

−1
)

✭✶✳✹✾✮

▲✬3♥❡.❣✐❡ 4♦4❛❧❡ ❞✉ E②E4J♠❡ ❡E4 ♦❜4❡♥✉❡ ❡♥ ❡✛❡❝4✉❛♥4 ❧❛ E♦♠♠❛4✐♦♥ E✉. 4♦✉E ❧❡E E✐4❡E

E❡❧♦♥ ❧❛ ❢♦.♠✉❧❡ ✿

Etot =
N
∑

i=1

Ei ✭✶✳✺✵✮

❊♥ ♣.❛4✐K✉❡✱ ❧❡E ✐♥4❡.❛❝4✐♦♥E E♦♥4 34❡♥❞✉❡E ❛✉① E❡❝♦♥❞E ♣.♦❝❤❡E ✈♦✐E✐♥E ❞❛♥E ❧❡ E②E4J♠❡

34✉❞✐3✳ ▲❡E K✉❛4.❡ ♣❛.❛♠J4.❡E A, ξ, p, q ❛EE♦❝✐3E ❛✉ ♣♦4❡♥4✐❡❧ ❙▼❆ E♦♥4 ❛❥✉E43E E✉. ❞❡E ❞♦♥✲

♥3❡E ❡①♣3.✐♠❡♥4❛❧❡E ❞❡ ♠❛♥✐J.❡ S ❝❡ K✉✬✐❧E .❡♣.♦❞✉✐E❡♥4 ❧❡E ♣.♦♣.✐343E ♣❤②E✐K✉❡E ❞✉ ♠34❛❧

34✉❞✐3✳ !♦✉. ❧❡ ♠34❛❧ ♣✉.✱ ♦♥ ✉4✐❧✐E❡ ❧✬3♥❡.❣✐❡ ❞❡ ❝♦❤3E✐♦♥✱ ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❝♦♠♣.❡EE✐❜✐❧✐43✱ ❧❡E

♣❛.❛♠J4.❡E ❞❡ ♠❛✐❧❧❡ ❡4 ❝❡.4❛✐♥❡E ❝♦♥E4❛♥4❡E 3❧❛E4✐K✉❡E✳ !♦✉. α 6= β .❡♣.3E❡♥4❛♥4 ❧❡E ✐♥4❡.❛❝✲

4✐♦♥E ■.✲!❞✱ ❧❡E ♣❛.❛♠J4.❡E A ❡4 ξ E♦♥4 ♦❜4❡♥✉E ♣❛. ❛❥✉E4❡♠❡♥4 ❞❡ ❧✬3♥❡.❣✐❡ ❞❡ E♦❧✉4✐♦♥ ❞✬✉♥❡

✐♠♣✉.❡43 ❛4♦♠✐K✉❡ ❞✬■. ❞❛♥E ✉♥ E②E4J♠❡ ❞❡ !❞ ❡4 ✐♥✈❡.E❡♠❡♥4 ✭✐♠♣✉.❡43 ❛4♦♠✐K✉❡ ❞❡ !❞

❞❛♥E ✉♥ E②E4J♠❡ ❞✬■.✮✳ ■.!❞ 34❛♥4 ✉♥ E②E4J♠❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ 4❡♥❞❛♥❝❡ S ❧❛ ❞3♠✐①4✐♦♥ ❬✹✱ ✸✵✱ ✹✼❪

❝❡E 3♥❡.❣✐❡E E♦♥4 ♣♦E✐4✐✈❡E✳ ▲❡E ♣❛.❛♠J4.❡E p ❡4 q E♦♥4 ♦❜4❡♥✉E ❡♥ ❡✛❡❝4✉❛♥4 ❞❡E ♠♦②❡♥♥❡E

❛.✐4❤♠34✐K✉❡E ❞❡E ♣❛.❛♠J4.❡E ❞❡E ♠34❛✉① ♣✉.E✳ ❉❛♥E ❧❡ ❝❛E ❞❡ ❧✬❛❧❧✐❛❣❡ ❜✐♠34❛❧❧✐K✉❡ ■.!❞✱

❧❡E ♣❛.❛♠J4.❡E ξ✱ ❆✱ K ❡4 ♣ E♦♥4 .3❝❛♣✐4✉❧3E ❞❛♥E ❧❡ 4❛❜❧❡❛✉ ✶✳✶✳
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✸ ✳ ✷ ❍❛♠✐❧(♦♥✐❡♥ ❞✬■/✐♥❣ ❊✛❡❝(✐❢

❉❛♥% ❧✬♦❜❥❡❝-✐❢ ❞❡ ❞1✜♥✐3 ❧❡% ♣3♦♣3✐1-1% -❤❡3♠♦❞②♥❛♠✐8✉❡% ❞❡% %②%-:♠❡% ❜✐♠1-❛❧❧✐8✉❡%

✭%②%-:♠❡% ❛②❛♥- ❞❡% ❞1❢❛✉-% ✿ ♣31%❡♥❝❡ ❞❡ %✉3❢❛❝❡ ♦✉ ❞✬✐♥-❡3❢❛❝❡✮✱ ♣♦✉3 -❡♥✐3 ❝♦♠♣-❡ ❞❡%

❡✛❡-% ❞❡ -❡♠♣13❛-✉3❡✱ ❞❡ ❝♦♥❝❡♥-3❛-✐♦♥✱ ✳✳✳✱ ❧✬❤❛♠✐❧-♦♥✐❡♥ ❞❡ ❧❛ 3❡❧❛-✐♦♥ ✶✳✾ ❡%- %✐♠♣❧✐✜1 ❡♥

✉-✐❧✐%❛♥- ✉♥ ❤❛♠✐❧-♦♥✐❡♥ ❡✛❡❝-✐❢ ✭❚❇■▼ ✿ ❚✐❣❤-✲❇✐♥❞✐♥❣ ■%✐♥❣ ▼♦❞❡❧✮ ❞♦♥- ❧✬❡①♣3❡%%✐♦♥ ❞❡

❧✬1♥❡3❣✐❡ ♣♦-❡♥-✐❡❧❧❡ ❡%- ❜❛%1❡ %✉3 ❞❡% ✐♥-❡3❛❝-✐♦♥% ❞❡ ♣❛✐3❡% ❡✛❡❝-✐✈❡% ❡- ❞❡% -❡3♠❡% ❧♦❝❛✉①

♣3❡♥❛♥- ❡♥ ❝♦♠♣-❡ ❧❡% ❡✛❡-% ❞❡ %✉3❢❛❝❡✳ ❙❛❝❤❛♥- 8✉❡ ❧✬1♥❡3❣✐❡ ❞✬✉♥ %②%-:♠❡ ❝♦♥%-✐-✉1 ❞❡ ♠1✲

-❛✉① ❞❡ -3❛♥%✐-✐♦♥ ♦✉ ❞❡ ❧❡✉3% ❛❧❧✐❛❣❡% ♥✬18✉✐✈❛✉- ♣❛% L ❧❛ %♦♠♠❡ ❞✬✐♥-❡3❛❝-✐♦♥ ❞❡ ♣❛✐3❡%✱ ❞❡%

❝❛❧❝✉❧% ❞❡ %-3✉❝-✉3❡ 1❧❡❝-3♦♥✐8✉❡ ♦♥- ♠♦♥-31 -♦✉-❡❢♦✐% 8✉✬✐❧ 1-❛✐- ♣♦%%✐❜❧❡ ❞✬✉-✐❧✐%❡3 ❧✬❤❛♠✐❧✲

-♦♥✐❡♥ ❞✬■%✐♥❣ ❡✛❡❝-✐❢ %✉3 ❞❡% %②%-:♠❡% ❞♦♥- ❧✬❡✛❡- ❞❡% 1❧❡❝-3♦♥% ❞ ❡%- ♣31♣♦♥❞13❛♥- ✭❝♦♠♠❡

❞❛♥% ❧❡ ❝❛% ❞❡% ♠1-❛✉① ❞❡ -3❛♥%✐-✐♦♥✮ ♣♦✉3 -3❛✐-❡3 ❧❛ ♣❛3-✐❡ ❞❡ ❧✬1♥❡3❣✐❡ 8✉✐ ❞1♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛

❝♦♥✜❣✉3❛-✐♦♥ ❝❤✐♠✐8✉❡ ❬✷✸✱ ✷✻❪✳ ❆✐♥%✐✱ ❧✬✐♥-❡3❛❝-✐♦♥ ❞❡% ❛-♦♠❡% ❡%- ❞1❝3✐-❡ ♣❛3 ❧❡ ♣♦-❡♥-✐❡❧

V (r) ❛♣♣❡❧1 ✐♥-❡3❛❝-✐♦♥ ❞❡ ♣❛✐3❡% ❡✛❡❝-✐✈❡%✳ V (r) ❞1✜♥✐- ❧✬♦3❞3❡ ❝❤✐♠✐8✉❡ ❡♥ ✈♦❧✉♠❡✱ %❛ ♣♦3✲

-1❡ ❡%- 3❡%-3❡✐♥-❡ ❡♥ ❣1♥13❛❧ ❛✉① ♣3❡♠✐❡3% ♣3♦❝❤❡% ✈♦✐%✐♥% ❡- %❡% ✈❛❧❡✉3% %♦♥- ❛%%♦❝✐1❡% L

❧✬1♥❡3❣✐❡ ❞❡ ♠1❧❛♥❣❡ ❞✉ %②%-:♠❡✳ ▲✬❤❛♠✐❧-♦♥✐❡♥ ❞✬■%✐♥❣ ❡✛❡❝-✐❢ ♣♦✉3 ❞1❝3✐3❡ ❧❡% ♣3♦❝❡%%✉% ❞✬

♦3❞3❡✲❞1%♦3❞3❡ ❞❛♥% ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❡- L ❧❛ %✉3❢❛❝❡ ❞✬✉♥ %②%-:♠❡ ❞✬❛❧❧✐❛❣❡ ❜✐♥❛✐3❡ ❬✷✼❪ %✬1❝3✐- ✿

Heff =
∑

i,a

pai h
a
i +

1

2

∑

i 6=j,a,b

pai p
b
jV

ab
ij ✭✶✳✺✶✮

-❡❧ 8✉❡ V ab
ij ❝♦33❡%♣♦♥❞ L ❧✬✐♥-❡3❛❝-✐♦♥ ❞❡ ♣❛✐3❡% ❡✛❡❝-✐✈❡% ❡♥-3❡ ❞❡✉① ❛-♦♠❡% ✐ ❡- ❥ ❞❛♥% ❧❡

✈♦❧✉♠❡✱ hai ❡%- ❧❡ -❡3♠❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❧♦❝❛❧ ❢♦♥❝-✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥❛-✉3❡ ❣1♦♠1-3✐8✉❡ ❞✉ %✐-❡ ✐✱ ✈❛3✐❛♥-

❡♥ %✐-❡ ❞❡ %✉3❢❛❝❡✱ pi ❡%- ❧❡ ❢❛❝-❡✉3 ❞✬♦❝❝✉♣❛-✐♦♥ ❬✷❪✳ U♦✉3 ✉♥ ❛❧❧✐❛❣❡ ❜✐♥❛✐3❡ ❝♦♥%-✐-✉1 ❞❡ ❞❡✉①

1❧1♠❡♥-% ❆ ❡- ❇✱ pai = 1− pbi = pi✱ ❧✬1♥❡3❣✐❡ ✐♥-❡3♥❡ ❞✉ %②%-:♠❡ Heff
♣♦✉3 ✉♥ ♠♦❞:❧❡ ❞✬■%✐♥❣

❡♥ ❧✐❛✐%♦♥% ❢♦3-❡% %❡ %✐♠♣❧✐✜❡ ❡♥ ✿

HTBIM =
∑

i

pi(∆h
eff
i + δhtaille −

∑

i 6=j

Vij) +
∑

i 6=j

pipjVij ✭✶✳✺✷✮

♦V

Vij ✿ 3❡♣31%❡♥-❡ ❧❡ ♣♦-❡♥-✐❡❧ ❞✬✐♥-❡3❛❝-✐♦♥ ❞❡ ♣❛✐3❡% ❡✛❡❝-✐✈❡% ❡♥-3❡ ❞❡✉① ❛-♦♠❡% ✐ ❡- ❥✳

pi ✿ ❧❡ ❢❛❝-❡✉3 ❞✬♦❝❝✉♣❛-✐♦♥ 1❣❛❧ L ✶ ✭✵✮ %✐ ❧❡ %✐-❡ ✐ ❡%- ♦❝❝✉♣1 ♣❛3 ❧✬❛-♦♠❡ ❆ ✭❇✮✳
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∆heffi ✿ ❞$✜♥✐( ❧❛ ✈❛,✐❛(✐♦♥ ❞❡/ $♥❡,❣✐❡/ ❞❡ /✉,❢❛❝❡ ❞❡/ ❝♦♥/(✐(✉❛♥(/ ♣✉,/✳ ❙❛ ✈❛❧❡✉, ❡/(

❞✐✛$,❡♥(❡ ❞❡ ✵ ♣♦✉, ❧❡/ /✐(❡/ ❞❡ /✉,❢❛❝❡ ❬✷✽❪✳ ▲❡ ❝♦♥/(✐(✉❛♥( ❞✬$♥❡,❣✐❡ ❞❡ /✉,❢❛❝❡ ♣❧✉/

❢❛✐❜❧❡ ❛✉,❛ (❡♥❞❛♥❝❡ @ /$❣,$❣❡,✳

δhtaillei ✿ ❞✐✛$,❡♥( ❞❡ ✵ ♣♦✉, ❧❡/ /✐(❡/ ❞❡ /✉,❢❛❝❡✱ ✐❧ ♠❡/✉,❡ ❧❛ ❞✐✛$,❡♥❝❡ ❞❡ (❛✐❧❧❡ ❡♥(,❡ ❧❡/

❞❡✉① ❝♦♥/(✐(✉❛♥(/✳ ■❧ ❡/( ♦❜(❡♥✉ ♣❛, ❞②♥❛♠✐F✉❡ ♠♦❧$❝✉❧❛✐,❡ ❡♥ $✈❛❧✉❛♥( ❧❛ ❞✐✛$,❡♥❝❡

❞✬$♥❡,❣✐❡ ❞❡ ❝♦♥✜❣✉,❛(✐♦♥ ❞✬✉♥ /②/(G♠❡ ❡♥ ✐♠♣✉,❡($ ,❡❧❛①$ ❡♥ ✈♦❧✉♠❡ ♣✉✐/ ❡♥ /✉,❢❛❝❡✳

❚♦✉(❡❢♦✐/✱ ❞❛♥/ ❧❡ ❝❛/ ❞❡ ♥♦(,❡ $(✉❞❡ ♣,$✈✉❡ /✉, ■, ❡( I❞ ❞♦♥( ❧❡/ (❛✐❧❧❡/ ❛(♦♠✐F✉❡/ /♦♥(

/✐♠✐❧❛✐,❡✱ ❝❡((❡ F✉❛♥(✐($ /❡,❛ ♥$❣❧✐❣$❡ /♦✐( δhtaillei = 0

Vij =
1

2
(V AA

ij + V BB
ij − 2V AB

ij ) ✭✶✳✺✸✮

I♦✉, ✉♥ /②/(G♠❡ ❢❝❝✱ ❧✬❡①♣,❡//✐♦♥ ❞✉ ♣♦(❡♥(✐❡❧ ❞✬✐♥(❡,❛❝(✐♦♥ ❞❡ ♣❛✐,❡/ ❡✛❡❝(✐✈❡/ ❡/( ♥$❣❧✐✲

❣❡❛❜❧❡ ❛✉ ❞❡❧@ ❞❡/ ♣,❡♠✐❡,/ ✈♦✐/✐♥/✳











Vij = V ♣♦✉, ✐ ❡( ❥ ❛(♦♠❡/ ♣,❡♠✐❡,/ ✈♦✐/✐♥/

Vij = 0 ❛✐❧❧❡✉,/

✭✶✳✺✹✮

▲❡ /✐❣♥❡ ❞❡ V ❡/( ❧❡ ♣❛,❛♠G(,❡ F✉✐ ❝❛,❛❝($,✐/❡ ❧❛ (❡♥❞❛♥❝❡ ❝❤✐♠✐F✉❡ @ ❧✬♦,❞,❡ ✐❧❧✉/(,❛♥(

❧❛ ❢♦,♠❛(✐♦♥ ❞❡ ♣❛✐,❡/ ❤$($,♦❛(♦♠✐F✉❡/ ✭V > 0✮ ♦✉ @ ❧❛ /$♣❛,❛(✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛/❡ ❝♦,,❡/♣♦♥❞❛♥(

@ ❧❛ ❢♦,♠❛(✐♦♥ ❞❡ ♣❛✐,❡/ ❤♦♠♦❛(♦♠✐F✉❡/ ✭V < 0✮✳ V ❡/( ♥$❝❡//❛✐,❡ ♣♦✉, ❝♦♠♣,❡♥❞,❡ ❧❡/

♣❤$♥♦♠G♥❡/ ❞✬♦,❞,❡ ❡♥ ✈♦❧✉♠❡ ❡( ❡♥ /✉,❢❛❝❡ ❡( ❡/( ❢❛❝✐❧❡ @ ✐♥($❣,❡, ❞❛♥/ ❧❡/ /✐♠✉❧❛(✐♦♥/ ▼♦♥(❡

❈❛,❧♦ ♣❡,♠❡((❛♥( ❞❡ ❞$(❡,♠✐♥❡, ❧❡/ ❛,,❛♥❣❡♠❡♥(/ ❝❤✐♠✐F✉❡/ ❡♥ ❢♦♥❝(✐♦♥ ❞❡ ❧❛ (❡♠♣$,❛(✉,❡

❚ ❛✈❡❝ ❞❡/ (❡♠♣/ ❞❡ /✐♠✉❧❛(✐♦♥ ,❛✐/♦♥♥❛❜❧❡/✳

I♦✉, ✉♥ /✐(❡ ❞❡ /✉,❢❛❝❡✱ ❧❡ ♣♦(❡♥(✐❡❧ V = Vi (❡❧ F✉❡ i /♦✐( ✉♥ /♦♠♠❡(✱ ✉♥❡ ❛,T(❡✱ ✉♥❡

❢❛❝❡((❡ ✭✶✵✵✮ ♦✉ ✉♥❡ ❢❛❝❡((❡ ✭✶✶✶✮ /❡❧♦♥ ❧❡ ♥♦♠❜,❡ ❞❡ ❝♦♦,❞✐♥❛(✐♦♥ ❞✉ /✐(❡ /✉, ❧❡F✉❡❧ ✐❧ /❡

(,♦✉✈❡✳ ❊♥ ♥♦✉/ ❛♣♣✉②❛♥( /✉, ❧❡/ (,❛✈❛✉① ❞❡ ❏✳▼✳ ❘♦✉//❡❧ ❡( ❛❧✳ ❬✷✾✱ ✸✵❪ ♥♦✉/ ❛✈♦♥/ ♣,✐/ ✿











Vi = 1.5 ♣♦✉, ❧❡/ ❢❛❝❡((❡/ ✭✶✶✶✮ ❡( ✭✶✵✵✮

Vi = 2.0 ♣♦✉, ❧❡/ /✐(❡/ ❞❡ ❝♦♦,❞✐♥❛(✐♦♥/ ✐♥❢$,✐❡✉,❡/

✭✶✳✺✺✮

▲❡ (❛❜❧❡❛✉ ✶✳✷ ,$❝❛♣✐(✉❧❡ ❧❡/ ❞✐✛$,❡♥(/ ♣❛,❛♠G(,❡/ ✉(✐❧✐/$/ ❞❛♥/ ♥♦/ ❝❛❧❝✉❧/ ♣♦✉, ❧❡ /②/(G♠❡

■,I❞✳
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"✐$❡ ✐ ❩ Ztot ∆heffi Vi

❱♦❧✉♠❡ ✲ ✶✷ ✲ ✲✵✳✵✷✶✵

✭✶✶✶✮ ✻ ✾ ✵✳✸✽✻ ✲✵✳✵✸✶✺

✭✶✵✵✮ ✹ ✽ ✵✳✹✹✹ ✲✵✳✵✸✶✺

❛,-.❡ ✺ ✼ ✵✳✻✽✺ ✲✵✳✵✹✷✵

/♦♠♠❡. ✹ ✺ ✵✳✾✺✸ ✲✵✳✵✹✷✵

❚❛❜❧❡ ✶✳✷ ✕ 1❛3❛♠5$3❡" "♣7❝✐✜:✉❡" ❞❡" ✈❛❧❡✉3" ❞✬ 7♥❡3❣✐❡" ✭❡♥ ❡❱✴❛$♦♠✮ ✉$✐❧✐"7❡" ♣♦✉3

❧❡ "②"$5♠❡ ■31❞✱ ❢❛✐"❛♥$ 37❢73❡♥❝❡ ❛✉① ❞✐✛73❡♥$" "✐$❡" ✐ ✭"♦♠♠❡$✱ ❛35$❡✱ ❢❛❝❡$$❡ ❡$ ✈♦❧✉♠❡✮

♣37"❡♥$" ❞❛♥" ✉♥❡ ♥❛♥♦♣❛3$✐❝✉❧❡ ❝✉❜♦❝$❛7❞3✐:✉❡✳ Z ❡$ Ztot 3❡♣37"❡♥$❡♥$ 3❡"♣❡❝$✐✈❡♠❡♥$ ❧❡

♥♦♠❜3❡ ❞✬❛$♦♠❡" ❛✉ ♣3❡♠✐❡3" ✈♦✐"✐♥" ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ "✉3❢❛❝❡ ❡$ ❧❡ ♥♦♠❜3❡ $♦$❛❧ ❞✬❛$♦♠❡"

✈♦✐"✐♥" ❞❡ ❧✬❛$♦♠❡ ✐✳

1♦✉3 ❞7$❡3♠✐♥❡3 ❧❡" ✈❛❧❡✉3" ❞✉ ♣❛3❛♠5$3❡ Vi ❞✉ $❛❜❧❡❛✉ ✶✳✷ ♦♥ ❞♦✐$ ♣❛3$✐3 ❞❡" ✈❛❧❡✉3" ❞✉

✈♦❧✉♠❡✳ Vi ❡"$ ♦❜$❡♥✉❡ ❡♥ ✉$✐❧✐"❛♥$ ❧❡" 7♥❡3❣✐❡" ❞❡ "♦❧✉$✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠♣✉3❡$7 ❡♥ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ❧❛

37❢73❡♥❝❡ ❬✹✽❪ "❛❝❤❛♥$ :✉❡ Eimp
sol = −12V ✳ ❙✐ ❛✉ ♠♦✐♥" ✉♥ ❞❡" ❛$♦♠❡" ❞❡" "✐$❡" ✐ ♦✉ ❥ ❞❡ ❧❛

3❡❧❛$✐♦♥ ✶✳✺✸ "❡ $3♦✉✈❡ ❡♥ "✉3❢❛❝❡✱ ❧❡ ♣♦$❡♥$✐❡❧ ❞✬✐♥$❡3❛❝$✐♦♥ Vij = V "❡3❛ ♠✉❧$✐♣❧✐7 ♣❛3 ❞❡"

❢❛❝$❡✉3" ✭3❡❧❛$✐♦♥ ✶✳✺✺ ✮ ❞7♣❡♥❞❛♥$ ❞❡ ❧✬♦3✐❡♥$❛$✐♦♥ ❞❡ ❧❛ "✉3❢❛❝❡ ❬✸✵❪✳ ❈♦♥❝❡3♥❛♥$ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡

∆heffi ✱ "❛❝❤❛♥$ :✉✬✐❧ ❡"$ ♥♦♥ ♥✉❧ ❡♥ "✐$❡ ❞❡ "✉3❢❛❝❡✱ ♦♥ ❛ T ❡✛❡❝$✉❡3 ❧❛ ❞✐✛73❡♥❝❡ ❞❡" 7♥❡3❣✐❡"

❞❡" "✉3❢❛❝❡" ❞❡" ❝♦♥"$✐$✉❛♥$" ♣✉3"✳ ▲❡" ✈❛❧❡✉3" ❛✛❡❝$7❡" ❛✉① "✐$❡" ❧❡" ♠♦✐♥" ❝♦♦3❞✐♥7" "❡3♦♥$

♦❜$❡♥✉❡" ♣❛3 ❡①$3❛♣♦❧❛$✐♦♥ ❞❡" 7♥❡3❣✐❡" ❞❡ "✉3❢❛❝❡ ✭✶✶✶✮✱ ✭✶✵✵✮ ❡$ ✭✶✶✵✮ ❝❛❧❝✉❧7❡" ❡♥ ✉$✐❧✐"❛♥$

❧✬❛♣♣3♦①✐♠❛$✐♦♥ ❛✉ "❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥$ ✭✈♦✐3 "❡❝$✐♦♥ ✸ ✳ ✶✮ ❬✸✵✱ ✹✻❪✳

✹✳ ▼#$❤♦❞❡) ❞❡ )✐♠✉❧❛$✐♦♥) ♥✉♠#0✐1✉❡)

✹ ✳ ✶ ▼$%❤♦❞❡ ▼♦♥%❡ ❈❛-❧♦

❊♥ ✐♥$7❣3❛♥$ ❧❡ ♠♦❞5❧❡ ❤❛♠✐❧$♦♥✐❡♥ ❞✬■"✐♥❣ ❊✛❡❝$✐❢ ❞❛♥" ✉♥ ♣3♦❣3❛♠♠❡ ❞❡ "✐♠✉❧❛$✐♦♥

▼♦♥$❡ ❈❛3❧♦✱ ♥♦✉" ♣♦✉33♦♥" ❞7$❡3♠✐♥❡3 ❧❡" ❞✐✛73❡♥$❡" ❝♦♥✜❣✉3❛$✐♦♥" ❞✬7:✉✐❧✐❜3❡ ❡♥ ❢♦♥❝$✐♦♥

❞❡ ❧❛ $❡♠♣73❛$✉3❡ ❡$ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♥$3❛$✐♦♥ c ❞❡" ❛$♦♠❡" ❝♦♥"$✐$✉❛♥$ ✉♥ ❛❧❧✐❛❣❡ ❜✐♠7$❛❧❧✐:✉❡

IrcPd1−c✳ ❆✈❛♥$ ❞❡ ♣❛""❡3 T ❝❡$$❡ 7$❛♣❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛$✐♦♥ ✐❧ ❡"$ ✉$✐❧❡ ❞❡ ❞7✜♥✐3 ❧❡" ❞7♠❛3❝❤❡" T

"✉✐✈3❡ ❡$ ❧❛ ♣❛3❛♠7$3✐"❛$✐♦♥ ❞❡ ♥♦$3❡ ♣3♦❣3❛♠♠❡ ▼♦♥$❡ ❈❛3❧♦✳
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✹ ✳ ✶ ✳ ✶ ❈❤❛&♥❡ ❞❡ ▼❛+❦♦✈

❊♥ ♣❛&'❛♥' ❞❡ ❧❛ ❞+✜♥✐'✐♦♥ ❣+♥+&❛❧❡ 0✉✐ ❞+✜♥✐' 0✉✬3 ✉♥❡ ❣&❛♥❞❡✉& ♣❤②6✐0✉❡ ❝♦&&❡6♣♦♥❞

✉♥❡ ♦❜6❡&✈❛❜❧❡ Ai '❡❧❧❡ 0✉❡ i 6♦✐' ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉&❛'✐♦♥ ♣❛&'✐❝✉❧✐:&❡ ❞✉ 6②6':♠❡✱ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡

❞✬❡♥6❡♠❜❧❡ 〈A〉 ♣❡✉' 6✬+❝&✐&❡ ❝♦♠♠❡ 6✉✐' ✿

〈A〉 = Tr{Aiexp[−βHi]}
Tr{exp[−βHi]}

✭✶✳✺✻✮

❧✬+0✉❛'✐♦♥ ✶✳✺✻ &❡♣&+6❡♥'❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞✬❡♥6❡♠❜❧❡ ❡♥ '❤❡&♠♦❞②♥❛♠✐0✉❡ 6'❛'✐6'✐0✉❡✳ ▲❛

❢♦♥'✐♦♥ '&❛❝❡ ✭❚&✮ 6✐❣♥✐✜❡ 0✉✬♦♥ ❡✛❡❝'✉❡ ✉♥❡ 6♦♠♠❛'✐♦♥ 6✉& ❧✬❡♥6❡♠❜❧❡ ❞❡6 +'❛'6 ❛❝❝❡66✐❜❧❡6

❛✉ 6②6':♠❡✱ ❝❡6 ❞❡&♥✐❡&6 6♦♥' &❡♣&+6❡♥'+6 ♣❛& ❧❛ ❣&❛♥❞❡✉& β = 1
kBT

✱ Hi +'❛♥' ❧✬❤❛♠✐❧'♦♥✐❡♥

❞✉ 6②6':♠❡✳ ❆✈❡❝ ✉♥❡ +❝&✐'✉&❡ ♣❧✉6 6✐♠♣❧✐✜+❡ ♦♥ ❛✉&❛ ✿

〈A〉 =
∑

iAi exp(−βEi)

Z
✭✶✳✺✼✮

❈❡''❡ ❢♦✐6✲❝✐✱ Ai &❡♣&+6❡♥'❡ ❧❛ ❣&❛♥❞❡✉& ❞❡ ❧✬♦❜6❡&✈❛❜❧❡ ❞❛♥6 ❧✬+'❛' i ❞✬+♥❡&❣✐❡ ❛66♦❝✐+❡ Ei✱

i ❡6' ❧✬✐♥❞✐❝❡ ♣❛&❝♦✉&❛♥' ❧✬❡♥6❡♠❜❧❡ ❞❡6 +'❛'6 ❛❝❝❡66✐❜❧❡6 ❛✉ 6②6':♠❡ ❡' ❩ ❡6' ❧❛ ❢♦♥❝'✐♦♥ ❞❡

♣❛&'✐'✐♦♥✳

▲❛ ♣&♦❜❛❜✐❧✐'+ ♣♦✉& 0✉❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉&❛'✐♦♥ i ❝♦&&❡6♣♦♥❞❡ 3 ❧❛ ❝♦♥✜❣✉&❛'✐♦♥ ❞✬+0✉✐❧✐❜&❡ ❡6'

❞♦♥♥+❡ ♣❛& ❧❛ ❢♦&♠✉❧❡ ✿

pi =
exp(−βEi)

Z
✭✶✳✺✽✮

M♦✉& ❞❡6 ❝♦♥✜❣✉&❛'✐♦♥6 ❞♦♥' ❧❡ ♣♦✐❞6 ❡6' ♣&♦❝❤❡ ❞❡ ❧✬+0✉✐❧✐❜&❡✱ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❆ ❡6'

❡6'✐♠+❡ ♣❛& ✿

〈A〉 ≈ 1

N

N
∑

i

Ai ✭✶✳✺✾✮

♦O ◆ ❡6' ❧❡ ♥♦♠❜&❡ ❞❡ ♣♦✐♥'6 ❝❛❧❝✉❧+6✳ ▲✬+0✉❛'✐♦♥ ✶✳✺✾ ♠♦♥'&❡ 0✉❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ 6❡ &+❞✉✐' 3

✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❛&✐'❤♠+'✐0✉❡ 6❛♥6 ❢❛✐&❡ ✐♥'❡&✈❡♥✐& ❧❛ ❢♦♥❝'✐♦♥ ❞❡ ♣❛&'✐'✐♦♥ Z✳

▲❛ ♠+'❤♦❞❡ ✐♥'&♦❞✉✐'❡ ♣❛& ▼❡'&♦♣♦❧✐6✱ ❘♦6❡♥❜❧✉'❤ ❡' ❚❡❧❧❡& ❡♥ ✶✾✺✸ ❬✹✺❪✱ ♣♦✉& ❝❛❧❝✉❧❡&

❝❡''❡ 6♦♠♠❡ ❝♦♥6✐6'❡ 3 ❣+♥+&❡& ✉♥❡ ❞②♥❛♠✐0✉❡ 6'♦❝❤❛6'✐0✉❡ ▼❛&❦♦✈✐❡♥♥❡ 6'❛'✐♦♥♥❛✐&❡✱ ❡♥'&❡

❝♦♥✜❣✉&❛'✐♦♥6 6✉❝❝❡66✐✈❡6✱ 0✉✐ ❝♦♥✈❡&❣❡ ✈❡&6 ❧❛ ❞✐6'&✐❜✉'✐♦♥ ❞✬+0✉✐❧✐❜&❡ peq✱ ❝✬❡6'✲3✲❞✐&❡ 0✉❡

❧✬♦♥ ♥❡ ❣+♥:&❡ 0✉❡ ❧❡6 ❝♦♥✜❣✉&❛'✐♦♥6 ❧❡6 ♣❧✉6 6'❛❜❧❡6 6♦✉6 ❝❡&'❛✐♥❡6 ❝♦♥❞✐'✐♦♥6✳
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❆✈❛♥& ❞✬❡①♣❧✐❝✐&❡/ ❝❡ ♣♦✐♥&✱ ♥♦✉3 ❛❧❧♦♥3 ✐♥&/♦❞✉✐/❡ 4✉❡❧4✉❡3 ❞5✜♥✐&✐♦♥3✳ ❈♦♥3✐❞5/❛♥& ❧✬❡♥✲

3❡♠❜❧❡ ❞❡3 ❝♦♥✜❣✉/❛&✐♦♥3 i✱ ♦♥ ✐♥&/♦❞✉✐& ✉♥ &❡♠♣3 t ♣/❡♥❛♥& ❧❡3 ✈❛❧❡✉/3 ❞✐3❝/=&❡3 ❛33♦❝✐5❡3

❛✉ ❝♦♠♣&❛❣❡ ❞❡3 ✐&5/❛&✐♦♥3 ❞❛♥3 ❧❛ 3✐♠✉❧❛&✐♦♥✳ ❈❡ &❡♠♣3 ♥✬❛ ♣❛3 ❞❡ /❡❧❛&✐♦♥ ❞✐/❡❝&❡ ❛✈❡❝

❧❡ &❡♠♣3 /5❡❧✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ p(i, t)✱ ❧❛ ♣/♦❜❛❜✐❧✐&5 ❞✉ 3②3&=♠❡ ❞✬@&/❡ ❞❛♥3 ❧❛ ❝♦♥✜❣✉/❛&✐♦♥ i ❛✉

&❡♠♣3 t✳ ❖♥ ❛ ✉♥❡ ❞②♥❛♠✐4✉❡ 3&♦❝❤❛3&✐4✉❡ ❧♦/34✉❡ ❧❡ ♣❛33❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉/❛&✐♦♥ B ✉♥❡ ❛✉&/❡

❢❛✐& ❧✬♦❜❥❡& ❞✬✉♥❡ ♣/♦❝5❞✉/❡ ❛❧5❛&♦✐/❡✳

▼❛"❦♦✈✐❡♥ 3✐❣♥✐✜❡ 4✉❡ ❧❛ ♣/♦❜❛❜✐❧✐&5 ❞✬❛❧❧❡/ ✈❡/3 ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉/❛&✐♦♥ j B ❧✬✐♥3&❛♥& t +

1✱ 3❛❝❤❛♥& 4✉❡ ❧❡ 3②3&=♠❡ 5&❛✐& ❞❛♥3 ❧❛ ❝♦♥✜❣✉/❛&✐♦♥ i B ❧✬✐♥3&❛♥& t✱ ♥❡ ❞5♣❡♥❞ ♣❛3 ❞❡3

❝♦♥✜❣✉/❛&✐♦♥3 ❞✉ 3②3&=♠❡ ♣♦✉/ ❞❡3 ✐♥3&❛♥&3 ❛♥&5/✐❡✉/3 ✭♠5♠♦✐/❡ ❧✐♠✐&5❡ B ❧✬✐♥3&❛♥& t✮ ❀ ❝❡&&❡

♣/♦❜❛❜✐❧✐&5 ❝♦♥❞✐&✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡3& ♥♦&5❡ w(i→ j)✳

▲✬54✉❛&✐♦♥ ❞✬5✈♦❧✉&✐♦♥ ❞✉ 3②3&=♠❡ 3✬5❝/✐& ❛❧♦/3 ✿

p(i, t+ 1) = p(i, t) +
∑

j

(w(j → i)p(j, t)− w(i→ j)p(i, t)) ✭✶✳✻✵✮

❝❡ 4✉✐ 3✐❣♥✐✜❡ 4✉✬B ❧✬✐♥3&❛♥& t+ 1✱ ❧❛ ♣/♦❜❛❜✐❧✐&5 ❞✉ 3②3&=♠❡ ❞✬@&/❡ ❞❛♥3 ❧✬5&❛& i ❡3& 5❣❛❧❡

B ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬✐♥3&❛♥& ♣/5❝5❞❡♥&✱ ❛✉❣♠❡♥&5❡ ♣❛/ ❧❛ ♣♦33✐❜✐❧✐&5 4✉❡ ❧❡ 3②3&=♠❡ 4✉✐ 3❡ &/♦✉✈❡ ❞❛♥3

♥✬✐♠♣♦/&❡ 4✉❡❧❧❡ ❛✉&/❡ ❝♦♥✜❣✉/❛&✐♦♥ ♣✉✐33❡ ❛❧❧❡/ ❞❛♥3 ❧✬5&❛& i ❡& ❞✐♠✐♥✉5❡ ♣❛/ ❧❛ ♣♦33✐❜✐❧✐&5 4✉❡

❧❡ 3②3&=♠❡ 4✉✐ 3❡ &/♦✉✈❛✐& ❞❛♥3 ❧✬5&❛& i ♣✉✐33❡ ❛❧❧❡/ ✈❡/3 ♥✬✐♠♣♦/&❡ 4✉❡❧❧❡ ❛✉&/❡ ❝♦♥✜❣✉/❛&✐♦♥

❬✸✶❪✳

❆ ❧✬✐♥3&❛♥& ✐♥✐&✐❛❧ t = 0✱ ❧❡ 3②3&=♠❡ ❡3& ♣❧❛❝5 ❞❛♥3 ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉/❛&✐♦♥ ✐♥✐&✐❛❧❡ i0✳ P♦✉/ 4✉❡ ❧❡

3②3&=♠❡ ❝♦♥✈❡/❣❡ ✈❡/3 ❧✬5&❛& ❞✬54✉✐❧✐❜/❡ ♦♥ ❡3& ❛♠❡♥5 B ♥❡ ❝♦♥3✐❞5/❡/ 4✉❡ ❧✬5&❛& 3&❛&✐♦♥♥❛✐/❡

❞✉ 3②3&=♠❡✱ 3♦✐& ❞♦♥❝ ✿

∑

j

(w(j → i)pstat(j)−
∑

j

(w(i→ j)pstat(i) = 0 ✭✶✳✻✶✮

❝❡&&❡ 54✉❛&✐♦♥ ❡3& ❛♣♣❡❧5❡ ❜✐❧❛♥ ❣❧♦❜❛❧ ❞✉ 3②3&=♠❡✳ P♦✉/ 4✉❡ ❝❡ ❜✐❧❛♥ ❣❧♦❜❛❧ 3♦✐& /❡3♣❡❝&5

♦♥ ❞♦✐& ❛❥♦✉&❡/ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐&✐♦♥ ❛♣♣❡❧5❡ ❝♦♥❞✐&✐♦♥ ♠❡♥❛♥& B ❧✬5&❛❜❧✐33❡♠❡♥& ❞✬✉♥ ❜✐❧❛♥ ❞-.❛✐❧❧-

&❡❧ 4✉❡ ✿

w(j → i)pstat(j)− w(i→ j)pstat(i) = 0 ✭✶✳✻✷✮

❈❡&&❡ 54✉❛&✐♦♥ ✭✶✳✻✷✮ ❡3& ❛✉33✐ ❛♣♣❡❧5❡ 54✉❛&✐♦♥ ❞❡ ♠✐❝/♦✲/5✈❡/3✐❜✐❧✐&5✳ ❊❧❧❡ 3&✐♣✉❧❡ 4✉❡
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❧❛ ♣%♦❜❛❜✐❧✐)* ❞✬❛❧❧❡% ❞✬✉♥ *)❛) i ✈❡%1 ✉♥ *)❛) j ❡1) ❧❛ ♠3♠❡ 4✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞✬❛❧❧❡% ❞✬✉♥ *)❛) j ✈❡%1

✉♥ *)❛) i✳ ❊❧❧❡ ♣❡✉) ❡♥❝♦%❡ 1✬*❝%✐%❡ 1♦✉1 ❧❛ ❢♦%♠❡ ✿

w(i→ j)

w(j → i)
=
pstat(j)

pstat(i)
= exp(−β(Ej − Ei)) ✭✶✳✻✸✮

▲✬*4✉❛)✐♦♥ ✶✳✻✸ ✐♥❞✐4✉❡ 4✉❡ ❧❛ ♣%♦❜❛❜✐❧✐)* ❞❡ ♣❛11❡% ❞✬✉♥ *)❛) i @ ✉♥ *)❛) j ♥❡ ❞*♣❡♥❞

♣❛1 ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝)✐♦♥ ❞❡ ♣❛%)✐)✐♦♥ Z ♠❛✐1 1❡✉❧❡♠❡♥) ❞✉ ❢❛❝)❡✉% ❇♦❧)③♠❛♥♥ ❛))%✐❜✉* @ ❝❤❛4✉❡

*♥❡%❣✐❡ ❞❡ ❧✬*)❛) ❞✉ 1②1)F♠❡ ❝♦%%❡1♣♦♥❞❛♥)✳

✹ ✳ ✶ ✳ ✷ ❆❧❣♦(✐*❤♠❡ ❞❡ ▼❡*(♦♣♦❧✐1

G♦✉% %*1♦✉❞%❡ ❧✬*4✉❛)✐♦♥ ✶✳✻✷ ❡♥ ❞*)❡%♠✐♥❛♥) ❧❛ ✈❛%✐❛❜❧❡ w(i → j) ♦♥ ❞♦✐) ♣%♦❝*❞❡%

❡♥ ❞❡✉① *)❛♣❡1✳ ▲❛ ♣%❡♠✐F%❡ *)❛♣❡ ❝♦♥1✐1)❡ @ %*❛❧✐1❡% ✉♥ ❡11❛✐ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥) ❛❧*❛)♦✐%❡ ♣♦✉%

♣❛11❡% ❞✬✉♥ *)❛) i @ ✉♥ *)❛) j✳ G♦1♦♥1 αi→j ❧✬*❧*♠❡♥) ❞❡ ❧❛ ♠❛)%✐❝❡ 1)♦❝❤❛1)✐4✉❡ ❝♦%%❡1♣♦♥❞❛♥)

@ ✉♥❡ )❡♥)❛)✐✈❡ ❞❡ ♣❛11❛❣❡ ❞✬✉♥ *)❛) i ✈❡%1 ✉♥ *)❛) j✳ ▲❛ ♠❛)%✐❝❡ α ❝♦%%❡1♣♦♥❞❛♥)❡ 1❡%❛ ❛♣♣❡❧*❡

✧♠❛#$✐❝❡ ❞❡ ❜❛*❡ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛-♥❡ ❞❡ ▼❛$❦♦✈✧✳ ❆♣%F1 ❝❡))❡ )❡♥)❛)✐✈❡✱ ❧❛ 1❡❝♦♥❞❡ *)❛♣❡ %❡♣♦1❡ 1✉%

❧✬❛❝❝❡♣)❛)✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥) ♣%♦♣♦1*✳ ▲❛ ♣%♦❜❛❜✐❧✐)* Pi→j ❞✬❛❝❝❡♣)❡% ❧❡ ♣❛11❛❣❡ ❞❡ i ✈❡%1 j

❡1) %❡❧✐*❡ @ ❧❛ ♠❛)%✐❝❡ ❞❡ )%❛♥1✐)✐♦♥ ♣❛% ❧❛ ❢♦%♠✉❧❡ ✶✳✻✹ ✿

w(i→ j) = αi→j.Pi→j ✭✶✳✻✹✮

❉❛♥1 ❧❛ ♣❧✉♣❛%) ❞❡1 ❛❧❣♦%✐)❤♠❡1 ▼❡)%♦♣♦❧✐1 ♦♥ ❝❤♦✐1✐) αi→j = αj→i✳ ▲✬*4✉❛)✐♦♥ ❞❡ ♠✐❝%♦✲

%*✈❡%1✐❜✐❧✐)* ❞❡✈✐❡♥) ✿

P (i→ j)

P (j → i)
= exp(−β(Ej − Ei)) ✭✶✳✻✺✮

▲❛ 4✉❡1)✐♦♥ 4✉✐ 1❡ ♣♦1❡ ❡♥1✉✐)❡ ❡1) ❞❡ ❞*✜♥✐% ❝♦♠♠❡♥) ❧❡1 )❡♥)❛)✐✈❡1 ❞❡ ♣❛11❛❣❡ ❞❡ ❧✬*)❛)

✐ @ ❧✬*)❛) ❥ 1♦♥) ❛❝❝❡♣)*❡1 ♦✉ %❡❥❡)*❡1✳ ❆♣%F1 ✉♥❡ ♣%♦♣♦1✐)✐♦♥ ❞❡ ♣❛11❛❣❡ ❞❡ ✐ ✈❡%1 ❥✱ ❧❛ 1♦❧✉)✐♦♥

♣%♦♣♦1*❡ ♣❛% ▼❡)%♦♣♦❧✐1 ❡) ❛❧✳ ❡1) ✿











Pi→j = 1 1✐ Uj ≤ Ui

Pi→j = exp(−β(Ej − Ei)) 1✐ Uj > Ui

✭✶✳✻✻✮

❆✐♥1✐ ❞✬❛♣%F1 ❧✬*4✉❛)✐♦♥ ✶✳✻✻✱ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝♦♥✜❣✉%❛)✐♦♥ ❥ ❡1) )♦✉❥♦✉%1 ❛❝❝❡♣)*❡ 1✐ 1♦♥

*♥❡%❣✐❡ ❡1) ♣❧✉1 ❢❛✐❜❧❡ 4✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬*)❛) ♦%✐❣✐♥❛❧ ✐✳ ❙✐ ♣❛% ❝♦♥)%❡✱ ❧✬*♥❡%❣✐❡ ❞❡ ❝❡))❡ ♥♦✉✲
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❋✐❣✉$❡ ✶✳✶✸ ✕ ❈&✐()&❡ ❞✬❛❝❝❡♣(❛(✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠4(❤♦❞❡ ▼❡(&♦♣♦❧✐7✳ ξ ❡7( ✉♥ ♥♦♠❜&❡ ❝❤♦✐7✐

❛❧4❛(♦✐&❡♠❡♥( ❞❛♥7 ❧✬✐♥(❡&✈❛❧❧❡ [0, 1] ✳ ❬✹✶❪

✈❡❧❧❡ ❝♦♥✜❣✉&❛(✐♦♥ ❡7( ♣❧✉7 ❣&❛♥❞❡✱ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝♦♥✜❣✉&❛(✐♦♥ ❡7( ❛❝❝❡♣(4❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣&♦❜❛✲

❜✐❧✐(4 Pi→j = exp(−β(Ej − Ei))✳ ❊♥ ❝♦♠♣❛&❛♥( ❝❡((❡ ♣&♦❜❛❜✐❧✐(4 C ✉♥ ♥♦♠❜&❡ ❛❧4❛(♦✐&❡

ξ ❝♦♠♣&✐7 ❡♥(&❡ ✵ ❡( ✶✱ 7✐ ❝❡((❡ ♣&♦❜❛❜✐❧✐(4 ❡7( 7✉♣4&✐❡✉&❡ ❛✉ ♥♦♠❜&❡ ❛❧4❛(♦✐&❡✱ ❧❛ ♥♦✉✲

✈❡❧❧❡ ❝♦♥✜❣✉&❛(✐♦♥ ❡7( ❛❝❝❡♣(4❡✱ 7✐♥♦♥✱ ❧❡ ❞4♣❧❛❝❡♠❡♥( ❡7( &❡❢✉74 ❡( ❧❡ 7②7()♠❡ &❡7(❡&❛ C

7♦♥ 4(❛( ✐♥✐(✐❛❧✳ ❊♥ &47✉♠4✱ ♦♥ ❛❝❝❡♣(❡ (♦✉(❡ ❝♦♥✜❣✉&❛(✐♦♥ ❥ ❞♦♥( ❧❛ ♣&♦❜❛❜✐❧✐(4 ❡7( ❞4✜♥✐❡

♣❛& Pi→j = min (1, exp(−β(Ej − Ei)) ✳ ▲❛ ✜❣✉&❡ ✶✳✶✸ &4❝❛♣✐(✉❧❡ ❝❡ ❝&✐()&❡ ❞✬❛❝❝❡♣(❛(✐♦♥✳

❚♦✉(❡❢♦✐7✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞✬✉♥❡ ✈❛&✐❛❜❧❡ (❤❡&♠♦❞②♥❛♠✐J✉❡ ♥❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡ J✉✬❛♣&)7

J✉❡ ❧❡ 7②7()♠❡ ❛✐( ❛((❡✐♥( ❧✬4J✉✐❧✐❜&❡✱ ❝✬❡7(✲C✲❞✐&❡ J✉❛♥❞ p ≈ peq✳ ❆✐♥7✐ ❞❛♥7 ✉♥❡ 7✐♠✉❧❛(✐♦♥

▼♦♥(❡ ❈❛&❧♦✱ ♦♥ ❛ ❣4♥4&❛❧❡♠❡♥( ❞❡✉① ♣4&✐♦❞❡7 ✿ ❧❛ ♣&❡♠✐)&❡ ♣4&✐♦❞❡ ♣♦&(❡ 7✉& ❧❛ ❞②♥❛♠✐J✉❡

❛✜♥ ❞✬❛♠❡♥❡& ❧❡ 7②7()♠❡ ♣&)7 ❞❡ ❧✬4J✉✐❧✐❜&❡ ❡♥ ♣❛&(❛♥( ❞✬✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉&❛(✐♦♥ ✐♥✐(✐❛❧❡✳ ▲❛ 7❡❝♦♥❞❡

♣4&✐♦❞❡✱ ♣♦&(❡ 7✉& ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡7 ♠♦②❡♥♥❡7 (❛♥❞✐7 J✉❡ ❧❡ 7②7()♠❡ 4✈♦❧✉❡ ❛✉ ✈♦✐7✐♥❛❣❡ ❞❡

❧✬4J✉✐❧✐❜&❡✳ ▲❛ ❞✉&4❡ ❞❡ ❧❛ ♣&❡♠✐)&❡ ♣4&✐♦❞❡ ♥✬❡7( ♣❛7 ❢❛❝✐❧❡♠❡♥( ♣&4✈✐7✐❜❧❡ ❛✉77✐ ♥♦✉7 ❞❡✈♦♥7

✐♥(&♦❞✉✐&❡ ❞❡7 ❝&✐()&❡7 7♣4❝✐✜J✉❡7 ♣♦✉& ❧❛ ❧✐♠✐(❡&✳ ❉❛♥7 ❧❡ ♣&47❡♥( (&❛✈❛✐❧ ♥♦(&❡ ❝&✐()&❡ ❝♦♥7✐7(❡

C 7✉✐✈&❡ ❧✬4✈♦❧✉(✐♦♥ ❞❡ ❧✬4♥❡&❣✐❡ ✐♥7(❛♥(❛♥4❡ ❞✉ 7②7()♠❡ ❡( C ❝♦♥7✐❞4&❡& J✉❡ ❧✬4J✉✐❧✐❜&❡ ❡7(

❛((❡✐♥( ❧♦&7J✉❡ ❧✬4♥❡&❣✐❡ 7❡ 7(❛❜✐❧✐7❡ ❛✉(♦✉& ❞✬✉♥❡ ✈❛❧❡✉& J✉❛7✐✲7(❛(✐♦♥♥❛✐&❡✳
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✹ ✳ ✶ ✳ ✸ ❊♥&❡♠❜❧❡ ❝❛♥♦♥✐/✉❡ ❡1 ❝♦♥✜❣✉4❛1✐♦♥& ❝❤✐♠✐/✉❡& ✿

❖♥ ❞%✜♥✐( ✉♥ ❡♥+❡♠❜❧❡ +(❛(✐+(✐0✉❡ ❝♦♠♠❡ %(❛♥( ❧✬❡♥+❡♠❜❧❡ ❞❡+ ❝♦♥✜❣✉5❛(✐♦♥+ ❛❝❝❡++✐❜❧❡+

❛✉ +②+(7♠❡✳ ▲✬✐❞%❛❧ %(❛♥( 0✉❡ ❝❡+ ❡♥+❡♠❜❧❡+ +(❛(✐+(✐0✉❡+ ♣✉✐++❡♥( 5❡♣5%+❡♥(❡5 ❞❡+ ❝♦♥❞✐(✐♦♥+

❡①♣%5✐♠❡♥(❛❧❡+ +♣%❝✐✜0✉❡+ ❡♥ ♣❛5(✐❝✉❧✐❡5 ❧❡+ ❝♦♥❞✐(✐♦♥+ ❞❡ (❡♠♣%5❛(✉5❡✳ ◆♦✉+ ♥♦✉+ ♣❧❛❝❡5♦♥+

❞❛♥+ ❝❡ (5❛✈❛✐❧ ❞❡ (❤7+❡ ❞❛♥+ ✉♥ ❡♥+❡♠❜❧❡ +(❛(✐+(✐0✉❡ ❞%♥♦♠♠% ❡♥"❡♠❜❧❡ ❝❛♥♦♥✐*✉❡ ❞❛♥+

❧❡0✉❡❧ ❧❛ ❝♦♥❝❡♥(5❛(✐♦♥ ♥♦♠✐♥❛❧❡ ❞✉ +②+(7♠❡ ❡+( ❝♦♥♥✉❡ ? ❧✬❛✈❛♥❝❡ ❡( +❡5✈✐5❛ ❞❡ ❞♦♥♥%❡

❞✬❡♥(5%❡ ♣♦✉5 ❧❛ +✐♠✉❧❛(✐♦♥ ♥✉♠%5✐0✉❡✳ ❊♥ ❡✛❡(✱ ♣❛5 ❞%✜♥✐(✐♦♥✱ ❧✬❡♥+❡♠❜❧❡ ❝❛♥♦♥✐0✉❡ ❝♦♥+❡5✈❡

❧❡ ♥♦♠❜5❡ ❞❡ ♣❛5(✐❝✉❧❡+ ◆✱ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❱ ❡( ❧❛ (❡♠♣%5❛(✉5❡ ❚✳ ▲❛ ❢♦♥❝(✐♦♥ ❞❡ ♣❛5(✐(✐♦♥ ❞❡ ❝❡(

❡♥+❡♠❜❧❡ +✬%❝5✐( ✿

Z =
∑

j

e−βEj
✭✶✳✻✼✮

+♦✐( ❞♦♥❝ ✉♥❡ ♣5♦❜❛❜✐❧✐(% ❞✬❛❝❝%❞❡5 ? ❧❛ ❝♦♥✜❣✉5❛(✐♦♥ j 0✉✐ ❡+( ♣5♦♣♦5(✐♦♥♥❡❧❧❡ ? e−βEj
✳ ▲❛

+♦♠♠❛(✐♦♥ +✐❣♥✐✜❡ 0✉✬♦♥ ♣❛5❝♦✉5( ❧✬❡♥+❡♠❜❧❡ ❞❡+ ❝♦♥✜❣✉5❛(✐♦♥+ j ❞✉ +②+(7♠❡✳ ❊♥ ♣❛5(❛♥( ❞❡

❧❛ ❞%✜♥✐(✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥+❡♠❜❧❡ ❝❛♥♦♥✐0✉❡✱ ♣♦✉5 %(✉❞✐❡5 ✉♥ ❛❧❧✐❛❣❡ AcB1−c ♦♥ ❞♦✐( ✜①❡5 ❧❛ ✈❛❧❡✉5 ❞❡

❧❛ ❝♦♠♣♦+✐(✐♦♥ ❝❤✐♠✐0✉❡ 5❡+♣❡❝(✐✈❡ NA ❡( NB ❞❡+ ❡+♣7❝❡+ ❝♦♥+(✐(✉❛♥(+ ❧✬❛❧❧✐❛❣❡ ❜✐♠%(❛❧❧✐0✉❡✱

+❡✉❧❡ ❧❛ 5%♣❛5(✐(✐♦♥ ❞❡+ ❛(♦♠❡+ ❡+( ♦♣(✐♠✐+%❡✳ ▲✬❡+♣❛❝❡ ❞❡+ %(❛(+ ❡+( ♣❛5❝♦✉5✉ ❡♥ ❝❤♦✐+✐++❛♥(

❝♦♠♠❡ %✈7♥❡♠❡♥( %❧%♠❡♥(❛✐5❡ ❧✬%❝❤❛♥❣❡ ❞❡ ♥❛(✉5❡ ❝❤✐♠✐0✉❡ ❡♥ ❡✛❡❝(✉❛♥( ✉♥❡ ♣❡5♠✉(❛(✐♦♥

❞❡+ ❡+♣7❝❡+ ❞❡ ❞❡✉① ❛(♦♠❡+ ❞❡ ♥❛(✉5❡ ❞✐✛%5❡♥(❡ +%❧%❝(✐♦♥♥%+ ❛✉ ❤❛+❛5❞ ♣❛5 (✐5❛❣❡ ❛❧%❛(♦✐5❡✳

❊♥+✉✐(❡✱ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❛ ✈❛5✐❛(✐♦♥ ❞❡ ❧✬%♥❡5❣✐❡ ∆Eij ❞✉ +②+(7♠❡ 0✉✐ ❞%✜♥✐( ❧❛ ✈❛5✐❛(✐♦♥ ❞✉❡ ?

❧✬%❝❤❛♥❣❡✳ ❊♥ ♣5❛(✐0✉❡✱ ♣♦✉5 ❝❤❛0✉❡ ♣❛+ ▼♦♥(❡ ❈❛5❧♦ ❛♣♣❡❧% ❡♥❝♦5❡ ♠❛❝5♦♣❛+✱ ♦♥ ♣5♦❝7❞❡

? nech ❡++❛✐+ ❞✬%❝❤❛♥❣❡ ♣♦✉5 ❝❤❛❝✉♥ ❞❡+ Nat ❝♦♥+(✐(✉❛♥( ❧❡ +②+(7♠❡ %(✉❞✐%✱ +♦✐( nech × Nat

%❝❤❛♥❣❡+ ♣❛5 ♠❛❝5♦♣❛+ ❡( npas × nech × Nat ❡++❛✐+ ❞✬%❝❤❛♥❣❡+ ❛✉ (♦(❛❧✳ ❉❛♥+ ♥♦+ %(✉❞❡+✱

♥♦✉+ ❛✈♦♥+ ♣5✐+ nech = 1 ❡( npas = 500000 ? 1000000✳ ▲✬❛❧❣♦5✐(❤♠❡ ❞❡ ▼❡(5♦♣♦❧✐+ ❡♥(5❡ ❡♥

❥❡✉ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧✬❛((5✐❜✉(✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣5♦❜❛❜✐❧✐(% ❞✬❛❝❝❡♣(❛(✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉5❛(✐♦♥ ♣5♦♣♦+%❡

❛♣57+ %❝❤❛♥❣❡ ❞❡+ ❡+♣7❝❡+ ❝❤✐♠✐0✉❡+ ❡♥ ❛♣♣❧✐0✉❛♥( ❧❛ 57❣❧❡ ❞%❝5✐(❡ ❞❛♥+ ❧❛ 5❡❧❛(✐♦♥ ✶✳✻✻✳ P♦✉5

(5❛✈❛✐❧❧❡5 +✉5 ❧❛ ✈❛5✐❛(✐♦♥ ❞❡+ ❛55❛♥❣❡♠❡♥(+ ❝❤✐♠✐0✉❡+ ❡♥ ❢♦♥❝(✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♥(5❛(✐♦♥ ❡( ❞❡

❧❛ (❡♠♣%5❛(✉5❡ ✭%(✉❞❡ ❞❡+ ✐+♦(❤❡5♠❡+ ❞❡ +%❣5%❣❛(✐♦♥✮ ♦♥ ❡✛❡❝(✉❡ ❞❡+ ❝❛❧❝✉❧+ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❡♥

✉(✐❧✐+❛♥( ❧❛ ❢♦5♠✉❧❡ ✶✳✺✾✳ ❆✉ (♦✉( ❞%❜✉( ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ♦♥ ❡✛❡❝(✉❡ ✉♥❡ %0✉✐❧✐❜5❛(✐♦♥ ♣❡♥❞❛♥( ✉♥

♥♦♠❜5❡ ❞❡ ♣❛+ %0✉✐✈❛❧❡♥( ? ✶✵✪ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉5 ❞❡ npas 0✉✬♦♥ ♥♦(❡5❛ nr ❛✈❛♥( ❞❡ ❞%♠❛55❡5 ❧❡+

+♦♠♠❛(✐♦♥+ ✉(✐❧✐+%❡+ ♣♦✉5 ❧❡+ ❝❛❧❝✉❧+ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡+ ❞❡ ❝♦♥❝❡♥(5❛(✐♦♥+ ♦✉ ❞✬♦❝❝✉♣❛(✐♦♥ +✉5 ❧❡+
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❞✐✛%&❡♥)* *✐)❡* ✭*✉&❢❛❝❡ ❡) ✈♦❧✉♠❡✮ ❞✉ *②*)6♠❡ %)✉❞✐%✳ ❆ ♣❛&)✐& ❞❡ *✐♠✉❧❛)✐♦♥* ❡✛❡❝)✉%❡* :

❞✐✛%&❡♥)❡* )❡♠♣%&❛)✉&❡*✱ ♥♦✉* ♣♦✉&&♦♥* %)❛❜❧✐& ❞❡* ❞✐❛❣&❛♠♠❡* ✐*♦)❤❡&♠❡*✱ ❡♥ ♣❛&)✐❝✉❧✐❡&

❞❡ *%❣&%❣❛)✐♦♥ ❞❡ *✉&❢❛❝❡✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉& ❞❡ N ❞❛♥* ❧✬%A✉❛)✐♦♥ ✶✳✺✾ ❡*) %❣❛❧❡ : npas − nr ❬✸✶❪✳

✹ ✳ ✶ ✳ ✹ ▼♦♥&❡ ❈❛*❧♦ ❛✈❡❝ ❞/♣❧❛❝❡♠❡♥&2

F♦✉& ❝♦✉♣❧❡& ❧❛ ❞%)❡&♠✐♥❛)✐♦♥ ❞❡* ♣♦*✐)✐♦♥* ❛)♦♠✐A✉❡* ❛✈❡❝ ❧✬♦♣)✐♠✐*❛)✐♦♥ ❞❡ ❧❛ &%♣❛&)✐✲

)✐♦♥ ❝❤✐♠✐A✉❡ ❞❡* ❛❧❧✐❛❣❡* ❞❡ )②♣❡ AcB1−c ♥♦✉* ❛❧❧♦♥* ✉)✐❧✐*❡& ❧❛ ♠%)❤♦❞❡ ▼♦♥)❡ ❈❛&❧♦ ❛✈❡❝

♣&✐*❡ ❡♥ ❝♦♠♣)❡ ❞❡* ❞%♣❧❛❝❡♠❡♥)* ❛)♦♠✐A✉❡* ❧♦❝❛✉①✳ ❈❡❧❛ ❝♦♥*✐*)❡ : ❝♦♠♣❧%)❡& ❧✬❛❧❣♦&✐)❤♠❡

♣&%❝%❞❡♥) ❡♥ ❛❥♦✉)❛♥) ❧❛ ♣♦**✐❜✐❧✐)% ❞❡ ❞%♣❧❛❝❡♠❡♥)* ❧♦❝❛✉① ❛)♦♠✐A✉❡*✳

❉❛♥* ❧❡ ❝❛* ❞❡ ❧❛ ♣&✐*❡ ❡♥ ❝♦♠♣)❡ ❞❡* ❞%♣❧❛❝❡♠❡♥)* ❛)♦♠✐A✉❡*✱ ✐❧ ② ❛ ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥)

♣❛& &❛♣♣♦&) ❛✉ )&❛✈❛✐❧ ❡♥ &%*❡❛✉ &✐❣✐❞❡ A✉✐ ❡*) ❧❛ ✈❛&✐❛)✐♦♥ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ A✉✐ ♥✬❡*) ❞♦♥❝ ♣❧✉*

❝♦♥*)❛♥)✳ ◆♦✉* )&❛✈❛✐❧❧♦♥* ❛❧♦&* ❞❛♥* ❧✬❡♥*❡♠❜❧❡ ✭◆✱F✱❚✮ ♣❧✉)O) A✉❡ ✭◆✱❱✱❚✮✳ ▲✬✐♥*❡&)✐♦♥ ❞❡

❧❛ ♥♦)✐♦♥ ❞❡ ❞%♣❧❛❝❡♠❡♥) ✐♥)❡&✈✐❡♥) ❥✉*)❡ ❛♣&6* ❧❡ ♣&♦❝%❞✉&❡ ❞✬%❝❤❛♥❣❡ ❞✬❡*♣6❝❡* ❝❤✐♠✐A✉❡*

❞❛♥* ❧❡ ♣&♦❣&❛♠♠❡ ❞❡ ❜❛*❡ ❞❡ ▼♦♥)❡ ❈❛&❧♦✳

❆ ❝❤❛A✉❡ ♠❛❝&♦*♣❛* ▼♦♥)❡ ❈❛&❧♦✱ ♦♥ ❛ ✉♥❡ ♣&❡♠✐6&❡ ❜♦✉❝❧❡ A✉✐ ❝♦♠♣&❡♥❞ ❧❛ ♣&♦❝%❞✉&❡

❞✬%❝❤❛♥❣❡ ❞✬❡*♣6❝❡ ♣♦✉& ❝❤❛A✉❡ ❛)♦♠❡ ❝♦♥*)✐)✉❛♥) ❧❡ *②*)6♠❡ ✭*♦✐) nech ×Nat %❝❤❛♥❣❡* ♣❛&

♠❛❝&♦♣❛*✮✳ ❯♥❡ *❡❝♦♥❞❡ ❜♦✉❝❧❡ ❡*) ❛❥♦✉)%❡ ♣♦✉& ❧❡* ❞%♣❧❛❝❡♠❡♥)* ❛)♦♠✐A✉❡*✱ ❝❡✉①✲❝✐ *♦♥)

❣%♥%&%* ♣❛& ✉♥ )✐&❛❣❡ ❛❧%❛)♦✐&❡ ❞❡* ♥♦✉✈❡❧❧❡* ❝♦♦&❞♦♥♥%❡* ♣♦✉& ✉♥ ❛)♦♠❡ *%❧❡❝)✐♦♥♥% ✭❡♥

♣&✐♥❝✐♣❡ ❛❧%❛)♦✐&❡♠❡♥)✮ &❡*♣❡❝)❛♥) ✉♥ ❞%♣❧❛❝❡♠❡♥) ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ ❧✬♦&❞&❡ ❞❡ ✵✳✶ ➴✱ ❝❤♦✐*✐ ❞❡

♠❛♥✐6&❡ : ❝❡ A✉✬❡♥✈✐&♦♥ ✺✵✪ ❞❡* ❞%♣❧❛❝❡♠❡♥)* *♦✐❡♥) ❛❝❝❡♣)%* ❡♥ ✜♥ ❞❡ *✐♠✉❧❛)✐♦♥✳ ❈❤❛A✉❡

❞%♣❧❛❝❡♠❡♥) ❛❧%❛)♦✐&❡ ✉♥❡ ❢♦✐* ♦❜)❡♥✉✱ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧✬%♥❡&❣✐❡ ❛**♦❝✐%❡ : ❝❡))❡ ❝♦♥✜❣✉&❛)✐♦♥ ❡)

♦♥ &%✲❡✛❡❝)✉❡ ❧❡* ❝♦♠♣❛&❛✐*♦♥* ✐**✉❡* ❞❡ ❧❛ &❡❧❛)✐♦♥ ✶✳✻✻ ♣♦✉& ❞%❝✐❞❡& ❞❡ ❧✬❛❝❝❡♣)❛)✐♦♥ ♦✉

♥♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉&❛)✐♦♥✳ ❆ ❝❤❛A✉❡ ♠❛❝&♦♣❛* ▼♦♥)❡ ❈❛&❧♦✱ ♦♥ ❡✛❡❝)✉❡ ndep×Nat ♣&♦♣♦*✐)✐♦♥*

❞❡ ❞%♣❧❛❝❡♠❡♥)*✱ *♦✐) ❡♥ ✜♥ ❞❡ *✐♠✉❧❛)✐♦♥ npas × ndep ×Nat ♣&♦♣♦*✐)✐♦♥* ❞❡ ❞%♣❧❛❝❡♠❡♥)*✳

❆✉ ❝♦✉&* ❞❡ ♥♦* *✐♠✉❧❛)✐♦♥* ♥♦✉* ❛✈♦♥* ❝❤♦✐*✐ ❞❡ ❢❛✐&❡ ✉♥❡ *%&✐❡ ❞✬%❝❤❛♥❣❡* *✉✐✈✐❡ ❞❡ ✉♥❡

: )&♦✐* *%&✐❡* ❞❡ ❞%♣❧❛❝❡♠❡♥)* ✭*♦✐) ne = 1 ❡) nd = 1 : 3✮ ♣♦✉& ❝❤❛A✉❡ ♣❛* ▼♦♥)❡ ❈❛&❧♦ ❝❡

A✉✐ ❡*) ❞%❥: ✉♥ ♣❛&❛♠%)&❛❣❡ ❝♦W)❡✉① ❡♥ )❡♠♣* ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❛♥* ♥♦)&❡ ❝❛* ✭&❡**♦✉&❝❡* ✐♥❢♦&✲

♠❛)✐A✉❡* ❧✐♠✐)%❡*✮✳ ◆♦✉* ❛✈♦♥* ❝❤♦✐*✐ ❧❡ ♣♦)❡♥)✐❡❧ ❛✉ *❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥) ✭❙▼❆✮ ♣♦✉& ♠♦❞%❧✐*❡&

❧✬✐♥)❡&❛❝)✐♦♥ ❛✉ *❡✐♥ ❞❡ ♥♦)&❡ *②*)6♠❡✱ ❝❡* ✐♥)❡&❛❝)✐♦♥* %)❛♥) %)❡♥❞✉❡* ❛✉① *❡❝♦♥❞* ✈♦✐*✐♥*✳

❆ )✐)&❡ ❞❡ &❛♣♣❡❧✱ ❧❡* ♣❛&❛♠6)&❡* ♣♦✉& ■&F❞ *♦♥) &%❝❛♣✐)✉❧%* ❞❛♥* ❧❡ )❛❜❧❡❛✉ ✶✳✶✳



✺✹

✹ ✳ ✷ ▼$%❤♦❞❡ ❚❇◗▼❉ ✭❚✐❣❤% ❇✐♥❞✐♥❣ ◗✉❡♥❝❤❡❞ ▼♦❧❡❝✉❧❛6 ❉②✲

♥❛♠✐❝:✮ ♦✉ ❞②♥❛♠✐<✉❡ ♠♦❧$❝✉❧❛✐6❡ %6❡♠♣$❡

✹ ✳ ✷ ✳ ✶ $%✐♥❝✐♣❡

❈❡$$❡ ♠&$❤♦❞❡ ♣❡+♠❡$ ❧❛ +❡❧❛①❛$✐♦♥ ♣+&❝✐2❡ ❞❡2 ❞✐2$❛♥❝❡2 ❡$ 2❡ ❜❛2❡ 2✉+ ❧❛ ♠&$❤♦❞❡ ❞❡

❞②♥❛♠✐6✉❡ ♠♦❧&❝✉❧❛✐+❡ ✭❉▼✮✳ ▲❛ ❉▼ ✉♥❡ ♣+♦❝&❞✉+❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♥♦✉2 ♣❡+♠❡$$❛♥$ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡+ ❧❛

♣♦2✐$✐♦♥ ❞❡2 ❛$♦♠❡2 ❞✉ 2②2$=♠❡ ❡♥ ❢♦♥❝$✐♦♥ ❞✉ $❡♠♣2 ✭$+❛❥❡❝$♦✐+❡2✮✳ ❈❡$$❡ ♠&$❤♦❞❡ ❝♦♥2✐2$❡

@ ✐♥$&❣+❡+ ❧✬&6✉❛$✐♦♥ ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥$ ❞❡ ◆ ♣❛+$✐❝✉❧❡2 ❡♥ ✐♥$❡+❛❝$✐♦♥✳ E♦✉+ ❝❤❛6✉❡ ♣❛+$✐❝✉❧❡

✭♦✉ ❛$♦♠❡ ❞❛♥2 ♥♦$+❡ ❝❛2✮ i ♦♥ ❛ ✿

Fi(t) = mi

dvi(t)

dt
✭✶✳✻✽✮

$❡❧ 6✉❡

vi(t) ✿ +❡♣+&2❡♥$❡ ❧❛ ✈✐$❡22❡ ❞❡ ❧✬❛$♦♠❡ ✐ @ ❧✬✐♥2$❛♥$ $

mi ✿ ❡2$ ❧❛ ♠❛22❡ ❞❡ ❧✬❛$♦♠❡ ✐

Fi(t) ✿ ❡2$ ❧❛ ❢♦+❝❡ 6✉✐ 2✬❡①❡+❝❡ 2✉+ ❧✬❛$♦♠❡ ✐ @ ❧✬✐♥2$❛♥$ $✳

▲❛ ♠&$❤♦❞❡ ❞❡ ❞②♥❛♠✐6✉❡ ♠♦❧&❝✉❧❛✐+❡ $+❡♠♣&❡ ✭◗▼❉ ✿ ◗✉❡♥❝❤❡❞ ▼♦❧❡❝✉❧❛+ ❉②♥❛♠✐❝✮

❡2$ ✉♥❡ ♣+♦❝&❞✉+❡ ❞❡ +❡❧❛①❛$✐♦♥ ✉$✐❧✐2&❡ ♣♦✉+ ❞&$❡+♠✐♥❡+ ❧❛ 2$+✉❝$✉+❡ @ ❧✬&6✉✐❧✐❜+❡ ❞✬✉♥ 2②2✲

$=♠❡ ❡♥ ❧❡ ♣♦+$❛♥$ @ ✉♥❡ $❡♠♣&+❛$✉+❡ ❚❂ ✵❑✳ ❉✉ ♣♦✐♥$ ❞❡ ✈✉❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ♥✉♠&+✐6✉❡✱ ❧❛

♣+♦❝&❞✉+❡ ❞❡ $+❡♠♣❡ +❛♣✐❞❡ ❝♦♥2✐2$❡ @ ❛♥♥✉❧❡+ vi ❧♦+26✉❡ ❧❡ ♣+♦❞✉✐$ Fi(t).vi(t) ❡2$ ♥&❣❛$✐❢ ❝❡

6✉✐ ❝♦++❡2♣♦♥❞ ♣+❛$✐6✉❡♠❡♥$ @ ✉♥❡ ♠✐♥✐♠✐2❛$✐♦♥ ❞❡ ❧✬&♥❡+❣✐❡ ✐♥$❡+♥❡ @ ✵❑ ❬✸✺✱ ✸✻✱ ✸✼❪✳ ▲❛

❢♦+❝❡ 2✬❡①❡+U❛♥$ 2✉+ ✉♥ ❛$♦♠❡ ❞✉ 2✐$❡ ✐ 2✬&❝+✐$ ✿

Fi(t) = −dEtot

dri
✭✶✳✻✾✮

◆♦✉2 ❛✈♦♥2 ✉$✐❧✐2& ♣♦✉+ ❞&✜♥✐+ ❧✬&♥❡+❣✐❡ ❊✱ ❧✬❛♣♣+♦①✐♠❛$✐♦♥ ❞✉ 2❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥$ ✭❙▼❆✮

6✉✐ ♣❡+♠❡$ ❞✬♦❜$❡♥✐+ ✉♥❡ ❡①♣+❡22✐♦♥ ❛♥❛❧②$✐6✉❡ ❞❡2 ✐♥$❡+❛❝$✐♦♥2 ❛$♦♠✐6✉❡2 ❡♥ ❢♦♥❝$✐♦♥ ❞❡2

❞✐2$❛♥❝❡2 ✭✈♦✐+ 2❡❝$✐♦♥ ✸✳✶ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐$+❡✮✳

❉✬❛♣+=2 ❧✬&6✉❛$✐♦♥ ✶✳✹✾✱ ❧✬❡①♣+❡22✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦+❝❡ ❛❣✐22❛♥$ 2✉+ ✉♥ ❛$♦♠❡ ✐ ❞❡✈✐❡♥$ ✿
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−→
Fij =

∑

j,rij<<rc

Fij

−→rij
||−→rij||

✭✶✳✼✵✮

❛✈❡❝

Fij = −2Aij

pij
r0ij
exp

(

−pij
(

rij

rij0
− 1

))

−
(

1

Eb
i

+
1

Eb
j

)

qij
r0ij
exp

(

−2qij

(

rij

rij0
− 1

))

β2
ij ✭✶✳✼✶✮

▲❡ ♣❛-❛♠/0-❛❣❡ ❞❡3 ✐♥0❡-❛❝0✐♦♥3 ❡30 /❣❛❧❡♠❡♥0 ❞/❝-✐0 3❡❝0✐♦♥ ✸✳✶ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐0-❡✳

◆♦✉3 ❛✈♦♥3 ✉0✐❧✐3/ ❝❡00❡ ♠/0❤♦❞❡ ❞❡ ♠❛♥✐<-❡ ❝♦♠♣❧/♠❡♥0❛✐-❡ = ❧❛ ♠/0❤♦❞❡ ❞❡ ▼♦♥0❡

❈❛-❧♦ ♣♦✉- ❛♣♣♦-0❡- ❞❡3 ♣-/❝✐3✐♦♥3 3✉- ❧❡3 /0❛03 ❞✬/♥❡-❣✐❡ ❢❛✈♦-❛❜❧❡3 ❞❡ ♥♦3 3②30<♠❡3 ❞❛♥3

❧❡ ❝❛❞-❡ ❞❡ ❧❛ ♣-✐3❡ ❡♥ ❝♦♠♣0❡ ❞❡3 -❡❧❛①❛0✐♦♥3 ❛0♦♠✐E✉❡3✳ ◆♦✉3 ❛✈♦♥3 /❣❛❧❡♠❡♥0 ✉0✐❧✐3/3 ❧❡3

-/3✉❧0❛03 ❞❡ ❞②♥❛♠✐E✉❡ ♠♦❧/❝✉❧❛✐-❡ 0-❡♠♣/❡ ♣♦✉- ❞/0❡-♠✐♥❡- ❧❡3 ❞✐30-✐❜✉0✐♦♥3 ❞❡3 ♣-❡33✐♦♥3

❤②❞-♦30❛0✐E✉❡3 ❧♦❝❛❧❡3 3✉- ❧❡3 3✐0❡3 ❞❡3 3②30<♠❡3 /0✉❞✐/3 ✭❝❛3 ❞❡3 ♥❛♥♦♣❛-0✐❝✉❧❡3 ❞✬❛❧❧✐❛❣❡✮

❛✜♥ ❞❡ ❞/0❡-♠✐♥❡- ❧✬/0❛0 ❞❡ ❝♦♥0-❛✐♥0❡ ❧♦❝❛❧❡ ❡0 ❞❡ ❝♦♠♣-❡♥❞-❡ 3♦♥ ❡✛❡0 3✉- ❧❡3 ❛--❛♥❣❡♠❡♥03

❝❤✐♠✐E✉❡3✳ ▲❛ ♣-❡33✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ 3❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ❡♥ ✉0✐❧✐3❛♥0 ❧❛ ❢♦-♠✉❧❡ ✶✳✼✷ ❡0 ❝♦--❡3♣♦♥❞ = ❧❛ ✈❛-✐❛0✐♦♥

❞❡ ❧✬/♥❡-❣✐❡ ❡♥ ❢♦♥❝0✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞/❢♦-♠❛0✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ 3✉❜✐❡ ♣❛- ❧❡3 ❞✐30❛♥❝❡3 ✐♥0❡-❛0♦♠✐E✉❡3 rij✳

❉❛♥3 0♦✉3 ♥♦3 ❝❛❧❝✉❧3 ❧❛ ♣-❡33✐♦♥ ❡30 ❡①♣-✐♠/❡ ❡♥ ✭❦❜❛-✴❛0♦♠❡✮✳

pi = −1
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♣♦'❡♥'✐❛❧ ❢♦ γFe ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ✉♣ '♦ ✶✼✵✵ ❑✳ ❙❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣② ♦❢ ❛❞✈❛♥❝❡❞

♠❛B❡C✐❛❧2 ✺✱ ✹✾✼✲✺✵✷

❬✹✽❪ ❋✳❘✳ ❞❡ ❇JC✳✱ ❘✳ ❇♦♦♠✱ ❲✳ ❈✳ ▼✳ ▼❛BB❡C2✱ ❆✳ ❘✳ ▼✐❡❞❡♠❛✱ ❆✳ ❑✳ ◆✐❡22❡♥✳

❈♦❤❡8✐♦♥ ✐♥ ♠❡'❛❧8✱ ✈♦❧✳ ✶✱ ❊❧2❡✈✐❡C ❙❝✐❡♥B✐✜❝ Q✉❜✳ ❈♦✱ ❆♠2B❡C❞❛♠✳
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❈❤❛♣✐%&❡ ✷

❙%&✉❝%✉&❡ ,❧❡❝%&♦♥✐0✉❡ ❡% %❡♥❞❛♥❝❡

❝❤✐♠✐0✉❡

❈♦♥#❡♥✉&

✶✳ ➱#✉❞❡ ❞❡' ❛❧❧✐❛❣❡' ✈♦❧✉♠✐/✉❡' ✿ 1#✉❞❡ ❝♦♠♣❛4❛#✐✈❡ ❞❡ ❧✬1✈♦❧✉#✐♦♥ ❞❡ ❧❛

❉❊▲ ❡♥ ❢♦♥❝#✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♥#4❛#✐♦♥ ❝❤✐♠✐/✉❡

✶ ✳ ✶ ❈❛$ ❞❡ ❧✬❛❧❧✐❛❣❡ + ,-✉✐❝♦♥❝❡♥23❛2✐♦♥ ✿ ❈♦52 ❡2 ■35❞

✶ ✳ ✷ ❈❛$ ❞✬✉♥ ❛❧❧✐❛❣❡ ❞✐❧✉,

✶ ✳ ✸ ❘,❝❛♣✐2✉❧❛2✐❢ ✿ 2❡♥❞❛♥❝❡$ ❣,♥,3❛❧❡$ ❞❡$ ❞,❝❛❧❛❣❡$ ❞❡ ❜❛♥❞❡$ ❞

✷✳ ▲❡' '②'#>♠❡' ♠✐①#❡' ❞❡ ❞✐♠❡♥'✐♦♥ '❡♠✐✲✐♥✜♥✐❡ ✿ ❞❡' '✉4❢❛❝❡' ❛✉① ♠♦♥♦✲

❝♦✉❝❤❡' ❛❞'♦4❜1❡'

✷ ✳ ✶ ➱2✉❞❡ ❞❡$ $②$2?♠❡$ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠♦♥♦❝♦✉❝❤❡ ❛❞$♦3❜,❡ ❞✬✉♥ ♠,2❛❧ ❆ $✉3 ✉♥ $✉❜✲

$23❛2 ❇

✷ ✳ ✷ ➱2✉❞❡ ❝♦♠♣❛3❛2✐✈❡ ❞❡$ ❉❊▲

✸✳ ➱#✉❞❡ ❞❡ ♥❛♥♦♣❛4#✐❝✉❧❡' ♣✉4❡' ❡# '♦✉' ❢♦4♠❡ ❞✬❛❧❧✐❛❣❡'

✸ ✳ ✶ ➱2✉❞❡ ❝♦♠♣❛3❛2✐✈❡ ❞❡$ ❉❊▲ ❡♥ ❢♦♥❝2✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦$✐2✐♦♥ ❝❤✐♠✐-✉❡ ❞✉ $②$2?♠❡

✸ ✳ ✷ ➱✈❛❧✉❛2✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡✛❡2 ❞❡ 2❛✐❧❧❡✱ ❞❡ $✐2❡ ❡2 ❞✬❛❧❧✐❛❣❡ $✉3 ❧❡ ❝❡♥23❡ ❞❡ ❜❛♥❞❡ ❞ ✭εd✮

❡2 $✉3 ❧❛ ❧❛3❣❡✉3 + ♠✐✲❤❛✉2❡✉3 ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞ ✭Wd✮ ❞❛♥$ ❧❡$ ♥❛♥♦♣❛32✐❝✉❧❡$ ❞✬■35❞

✸ ✳ ✸ ➱✈❛❧✉❛2✐♦♥ ❞❡$ ❞❡♥$✐2,$ ❞✬,2❛2$ ♠♦②❡♥♥❡$

✹✳ ➱#✉❞❡ ❝♦♠♣❛4❛#✐✈❡ ❞❡ ❧✬1✈♦❧✉#✐♦♥ ❞❡ ❧❛ #❡♥❞❛♥❝❡ ❝❤✐♠✐/✉❡

✹ ✳ ✶ ❚❡♥❞❛♥❝❡ ❝❤✐♠✐-✉❡ ❞❡$ $②$2?♠❡$ ✈♦❧✉♠✐-✉❡$

✹ ✳ ✷ ❚❡♥❞❛♥❝❡ ❝❤✐♠✐-✉❡ ❞❡$ $②$2?♠❡$ ❞❡ ♥❛♥♦♣❛32✐❝✉❧❡$ ❞✬❛❧❧✐❛❣❡ ❜✐♠,2❛❧❧✐-✉❡

✻✸
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❘❡$%❛♥% ❞❛♥$ ❧✬♦❜❥❡❝%✐❢ ✉❧%✐♠❡ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐5 ❝♦♥%56❧❡5 ❡% ♠❛♥✐♣✉❧❡5 ❞❡$ ♦❜❥❡%$ ❞❡ ❞✐♠❡♥$✐♦♥

♥❛♥♦♠7%5✐8✉❡ ✭$♦✐% ❞❡ ✶ ; ✶✵✵ ♥♠✮✱ ♥♦✉$ ❛❧❧♦♥$ ♥♦✉$ ✐♥%75❡$$❡5 ; ❧✬7%✉❞❡ ❞❡ ❧❛ $%5✉❝%✉5❡

7❧❡❝%5♦♥✐8✉❡ ❞❡$ $②$%@♠❡$ ❝♦♥$%✐%✉7$ ❞❡ ♠7%❛✉① ❞❡ %5❛♥$✐%✐♦♥ ❞❡ ✜♥ ❞❡ $75✐❡ %❡❧$ 8✉❡ ❈♦✱

D%✱ ■5 ❡% D❞ ❬✶❪✳ ▲✬7%✉❞❡ ❝♦♥$✐$%❡ ; ❝♦♥$✐❞75❡5 ✉♥ $②$%@♠❡ $✐♠♣❧❡ ✭$②$%@♠❡ ✐♥✜♥✐ ♦✉ $②$%@♠❡

✈♦❧✉♠✐8✉❡✮ 8✉✐✱ ♣❡%✐% ; ♣❡%✐% $❡5❛ $♦✉♠✐$ ; ❞✐✛75❡♥%❡$ ♠♦❞✐✜❝❛%✐♦♥$ ❞✬❡♥✈✐5♦♥♥❡♠❡♥% ❧✐7❡$ ;

❧❛ $%5✉❝%✉5❡✱ ; ❧❛ ❞✐♠❡♥$✐♦♥ ❞✉ $②$%@♠❡ ❡% ; ❧❛ ❝♦❡①✐$%❡♥❝❡ ❞❡ ❞❡✉① 7❧7♠❡♥%$ ♣57$❡♥%$ ❞❛♥$

❧❡ $②$%@♠❡✳ ▲❡$ ♠♦❞✐✜❝❛%✐♦♥$ 8✉❡ ♥♦✉$ 7%✉❞✐❡5♦♥$ $♦♥% ❞❡ %5♦✐$ %②♣❡$ ✿

✕ ❧❛ ♠♦❞✐✜❝❛%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉5❛%✐♦♥ ❛%♦♠✐8✉❡ ✿ ♦♥ ♣❛5%✐5❛ ❞✬✉♥ $②$%@♠❡ ✈♦❧✉♠✐8✉❡ 8✉✐

$❡5❛ ♠♦❞✐✜7 ♣❛5 ❝57❛%✐♦♥ ❞✬✉♥❡ $✉5❢❛❝❡ ♣♦✉5 ❢♦5♠❡5 ✉♥ $②$%@♠❡ $❡♠✐✲✐♥✜♥✐✳ ▲❡ $②$✲

%@♠❡ $❡5❛ ❡♥❝♦5❡ ❞7❝♦✉♣7 ♣♦✉5 8✉✬❛✉ ✜♥❛❧ ♦♥ ♣✉✐$$❡ %5❛✈❛✐❧❧❡5 $✉5 ✉♥❡ ♥❛♥♦♣❛5%✐❝✉❧❡

❞❡ ❢♦5♠❡ ❝✉❜♦❝%❛@❞5✐8✉❡ ❞♦♥% ❧❛ ❝❛5❛❝%75✐$%✐8✉❡ ♣5✐♥❝✐♣❛❧❡ ❡$% ❧❛ ♣57$❡♥❝❡ ❞❡ $✐%❡$ ❞❡

❝♦♦5❞✐♥❛%✐♦♥$ ❞✐✛75❡♥%❡$ ✭❝O✉5✱ ❢❛❝❡%%❡$ ✶✶✶✱ ❢❛❝❡%%❡$ ✶✵✵✱ ❛5P%❡$✱ $♦♠♠❡%$✳✮

✕ ❧❛ ♠♦❞✐✜❝❛%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦$✐%✐♦♥ ❝❤✐♠✐8✉❡ ✿ ♦♥ ✐♠♣♦$❡5❛ ♣❧✉$✐❡✉5$ %②♣❡$ ❞✬❛55❛♥❣❡✲

♠❡♥% ❝❤✐♠✐8✉❡ ❞❛♥$ ❧❡ ❜✉% ❞❡ ❝♦♠♣5❡♥❞5❡ ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥% ✐♥❞✉✐% ♣❛5 ❧✬7✈♦❧✉%✐♦♥ ❞✬✉♥

$②$%@♠❡ ♣✉5 ✈❡5$ ✉♥ $②$%@♠❡ ❞✬❛❧❧✐❛❣❡ ❞❡ %②♣❡ AcB1−c✳ ❖♥ ❝♦♥$✐❞@5❡5❛ ❧❛ $✉❜$%✐%✉%✐♦♥

❞✬✉♥❡ ✐♠♣✉5❡%7 ❡♥ ✈♦❧✉♠❡✱ ❧❛ ♣57$❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ♠♦♥♦✲❝♦✉❝❤❡ ❛❞$♦5❜7❡✱ ❧✬❛❧❧✐❛❣❡ ; 78✉✐✲

❝♦♥❝❡♥%5❛%✐♦♥ ❞❛♥$ ✉♥ $②$%@♠❡ ✐♥✜♥✐ ❡% ❞❛♥$ ✉♥❡ ♥❛♥♦♣❛5%✐❝✉❧❡✳

✕ ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥% ❞❡ ❧❛ %❛✐❧❧❡ ❞✉ $②$%@♠❡ 8✉✐ ❝♦♥❝❡5♥❡ ✉♥✐8✉❡♠❡♥% ❧❡ $②$%@♠❡ $♦✉$ ❢♦5♠❡

❞❡ ♥❛♥♦♣❛5%✐❝✉❧❡✳ ❉❛♥$ ❝❡%%❡ 7%✉❞❡ ♥♦✉$ ♥♦✉$ ❢♦❝❛❧✐$❡5♦♥$ $✉5 ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛5✐❛%✐♦♥

❞❡ ❧❛ %❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛5%✐❝✉❧❡ $✉5 ❧❛ ❢♦5♠❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥$✐%7 ❞✬7%❛% ❧♦❝❛❧❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡$ ❞✐✛7✲

5❡♥%$ $✐%❡$ ❞❡ ❧❛ ♣❛5%✐❝✉❧❡ 7%✉❞✐7❡ ♣♦✉5 ♣♦✉✈♦✐5 ❛♥❛❧②$❡5 ❧❡$ ❝♦♥$78✉❡♥❝❡$ 8✉❡ ♣♦✉55❛✐%

❡♥%5❛U♥❡5 ❝❡%%❡ ✈❛5✐❛%✐♦♥ $✉5 ❧❡ ❝❡♥%5❡ ❞❡ ❣5❛✈✐%7 ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ♣❛5%✐❡❧❧❡ ❞ ❡% $✉5 ❧❛ ❧❛5❣❡✉5

; ♠✐✲❤❛✉%❡✉5 ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞✳

◆♦$ 7%✉❞❡$ $❡ ❢♦❝❛❧✐$❡♥% $✉5 ❞❡$ ❞♦♥♥7❡$ 5❛%%❛❝❤7❡$ ; ❧❛ ❜❛♥❞❡ ♣❛5%✐❡❧❧❡ ❞✱ ✐$$✉❡ ❞✬✉♥

❝❛❧❝✉❧ ❝♦♠♣❧❡% ❡♥ ❜❛♥❞❡ $♣✲❞✱ ❝❛5 ❧❡ ♣❧✉$ $♦✉✈❡♥% ♦♥ ❛ %❡♥❞❛♥❝❡ ; ♥7❣❧✐❣❡5 ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛

❜❛♥❞❡ $ ❡% ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ♣ 7%❛♥% ❞♦♥♥7 8✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜5❡ ❞✬7❧❡❝%5♦♥$ $ ❡% ♣ ❡$% ❢❛✐❜❧❡ ♣❛5 5❛♣♣♦5%

❛✉ 5❡♠♣❧✐$$❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥% ❧♦5$8✉✬♦♥ 7%✉❞✐❡ ❧❡$ ♠7%❛✉① ❞❡ %5❛♥$✐%✐♦♥✱ $✉5%♦✉%
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❝❡✉① ❡♥ ✜♥ ❞❡ )*+✐❡✱ ❧✬❤②❜+✐❞❛4✐♦♥ )♣❞ ♣❡✉4 ❥♦✉❡+ ✉♥ +8❧❡ ✐♠♣♦+4❛♥4✱ ❝✬❡)4 ♣♦✉+:✉♦✐ ♥♦) ❝❛❧❝✉❧)

4✐❡♥♥❡♥4 4♦✉❥♦✉+) ❝♦♠♣4❡ ❞❡ ❧✬❤②❜+✐❞❛4✐♦♥ )♣❞✱ ♠;♠❡ )✐ ♥♦✉) ♥✬❛♥❛❧②)♦♥)✱ ❛✉ ✜♥❛❧✱ :✉❡ ❧❛

❜❛♥❞❡ ♣❛+4✐❡❧❧❡ ❞✳❬✷✱ ✸❪✳

▲❡ ♣+❡♠✐❡+ ♦❜❥❡❝4✐❢ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐4+❡ ❡)4 ❞❡ ❝♦♠♣+❡♥❞+❡ ❧✬*✈♦❧✉4✐♦♥ ❞❡ ❧❛ )4+✉❝4✉+❡ *❧❡❝4+♦✲

♥✐:✉❡ ✐))✉❡ ❞❡) ♠♦❞✐✜❝❛4✐♦♥) ❝✐4*❡) ♣+*❝*❞❡♠♠❡♥4 ❡♥ ❛♥❛❧②)❛♥4 ❧❛ ❢♦+♠❡ ❞❡) ❞❡♥)✐4*) ❞✬*4❛4)

❧♦❝❛❧❡) ✭❉❊▲✮✳ ❆ ♣❛+4✐+ ❞❡) ❉❊▲ ♥♦✉) ♣♦✉✈♦♥) ❡①4+❛✐+❡ ❧❡) ✈❛❧❡✉+) ❞❡) ❝❡♥4+❡) ❞❡ ❣+❛✈✐4* ❞❡
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❞❡ ❝❤❛*❣❡ ❡%( ✉♥❡ ♣*♦❝.❞✉*❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♥♦✉% ♣❡*♠❡((❛♥( ❞❡ *❡%♣❡❝(❡* ❧❛ *>❣❧❡ ❞❡ ♥❡✉(*❛❧✐(.

❞❡ ❝❤❛*❣❡ ❞❛♥% ❧❡ %②%(>♠❡ ❞✬❛❧❧✐❛❣❡✳ ■❝✐ ✐❧ %✬❛❣✐( ❞✬✉♥❡ *>❣❧❡ ❞❡ ♥❡✉(*❛❧✐(. ❧♦❝❛❧❡ ♣❛* %✐(❡✱ ♣❛*

♦*❜✐(❛❧❡ ❡( ♣❛* ❡%♣>❝❡ ❝❤✐♠✐3✉❡ ✭✈♦✐* ❝❤❛♣✐(*❡ ✶✮✳ ❉❛♥% ♥♦(*❡ ❛❧❧✐❛❣❡ ❜✐♠.(❛❧❧✐3✉❡ ❞❡ (②♣❡

AcB1−c ✱ ♥♦✉% %♣.❝✐✜❡*♦♥% ❧❡% ❝♦♠♣♦%.% ❆ ❡( ❇ (❡❧ 3✉❡ δd = εd
A − εd

B > 0 ❬✺❪✳ δd ❡( δnd

%♦♥( ❧❡% ♣❛*❛♠>(*❡% 3✉✐ ❣♦✉✈❡*♥❡♥( ❧❛ *❡❞✐%(*✐❜✉(✐♦♥ ❞❡% .(❛(% .❧❡❝(*♦♥✐3✉❡% ❞✉ %②%(>♠❡ (♦✉(

❡♥ (❡♥❛♥( ❝♦♠♣(❡ ❞❡% ❞♦♥♥.❡% ❝❛*❛❝(.*✐%(✐3✉❡% ❞❡% .❧.♠❡♥(% *❡%♣❡❝(✐❢% ♣*✐% 5 ❧✬.(❛( ♣✉*✳ ▲❛

✜❣✉*❡ ✷✳✷ *.❝❛♣✐(✉❧❡ ❛✐♥%✐ ❧❛ ✈❛*✐❛(✐♦♥ ❞❡% εd ❡( Wd ❞❡% (*♦✐% %.*✐❡% ✭✸❞✱ ✹❞✱ ✺❞✮ ❞❡ ♠.(❛✉① ❞❡

(*❛♥%✐(✐♦♥ ❞✉ (❛❜❧❡❛✉ ♣.*✐♦❞✐3✉❡✱ ❛✉(*❡♠❡♥( ❞✐( ❡♥ ❢♦♥❝(✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉* ❞❡ *❡♠♣❧✐%%❛❣❡ ❞❡

❧❡✉* ❜❛♥❞❡ ❞ *❡%♣❡❝(✐❢✱ Nd
a
✳ ▲❡% ✈❛❧❡✉*% ❞❡ εd ❡( Wd ❞❡% ♠.(❛✉① ♣✉*% %♦♥( (✐*.❡% ❞❡ ❧✬♦✉✈*❛❣❡

❞❡ ❉✳❆✳ P❛♣❛❝♦♥%(❛♥(♦♣♦✉❧♦% ❬✻❪ ❡( ♦♥( .(. ♦❜(❡♥✉❡% ♣❛* ❛❥✉%(❡♠❡♥( %✉* ❞❡% ❝❛❧❝✉❧% ❛❜ ✐♥✐(✐♦

❞❡ %(*✉❝(✉*❡ ❞❡ ❜❛♥❞❡✳ ❙✉* ❧❛ ✜❣✉*❡ ✷✳✷✱ ♥♦✉% ♣♦✉✈♦♥% ❝♦♥%(❛(❡* 3✉❡ ❧❡% ✈❛*✐❛(✐♦♥% *❡%♣❡❝(✐✈❡%

❞❡% εd ❡( Wd ♥❡ %❡♠❜❧❡♥( ♣❛% %✬✐♠♣♦%❡* ❧✬✉♥❡ ♣❛* *❛♣♣♦*( 5 ❧✬❛✉(*❡ ❜✐❡♥ 3✉✬♦♥ %✬❛((❡♥❞❡ 5

❝❡ 3✉❡ εd ♣*.✈❛❧❡ %✉* Wd ❬✼❪✳ ❉❡ ♣❧✉%✱ ❧❡% ❞❡✉① ✈❛*✐❛(✐♦♥% %♦♥ ❝♦**❡❧.❡%✱ ❝❡❧❛ %✐❣♥✐✜❡ 3✉✬♦♥

♣❡✉( %✬❛((❡♥❞*❡ 5 ✉♥❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ %✐♠✉❧(❛♥.❡ ❞❡% ❞❡✉① ♣❛*❛♠>(*❡% εd ❡( Wd✳ ❈❡((❡ %❡❝(✐♦♥ ❡%(

❝♦♥%❛❝*.❡ 5 ❧✬❛♥❛❧②%❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛*✐❛(✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦*♠❡ ❞❡% ❉❊▲✱ ❛✉① .✈❡♥(✉❡❧% ❞.❝❛❧❛❣❡% ❞❡ ❜❛♥❞❡

✐♥❞✉✐(% ♣❛* ❧❛ ❝♦❡①✐%(❡♥❝❡ ❞❡ ❞❡✉① .❧.♠❡♥(% ❞❡ ♥❛(✉*❡ ❞✐✛.*❡♥(❡✳

✶ ✳ ✶ ❈❛$ ❞❡ ❧✬❛❧❧✐❛❣❡ + ,-✉✐❝♦♥❝❡♥23❛2✐♦♥ ✿ ❈♦52 ❡2 ■35❞

▲❛ ✜❣✉*❡ ✷✳✸ *❡♣*.%❡♥(❡ ❧❡ ♣❛%%❛❣❡ ❞✬✉♥ %②%(>♠❡ ♣✉* 5 ✉♥ %②%(>♠❡ ❞✬❛❧❧✐❛❣❡ ❜✐♠.(❛❧❧✐3✉❡

❢♦*♠. ♣❛* ✉♥❡ ❛❧(❡*♥❛♥❝❡ ❞❡ ♣❧❛♥% ✭✶✵✵✮ ♣✉*% ❡♥ .❧.♠❡♥(% ❆ ❡( ❇ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥% ✉♥ ❛❧❧✐❛❣❡ ❞❡

(②♣❡ L10✳ ▲✬❛❧❧✐❛❣❡ ❞❡ (②♣❡ L10 ❡%( ✉♥ ❛❧❧✐❛❣❡ ♦*❞♦♥♥. 3✉❡ ♥♦✉% ❛✈♦♥% ❝❤♦✐%✐ ❝♦♠♠❡ ♠♦❞>❧❡

♣♦✉* ❝♦♠♣*❡♥❞*❡ ❝♦♠♠❡♥( .✈♦❧✉❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦*(❡♠❡♥( .❧❡❝(*♦♥✐3✉❡ ❧♦*%3✉❡ ❞❡✉① .❧.♠❡♥(% ❞❡
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❋✐❣✉$❡ ✷✳✷ ✕ ❱❛'✐❛)✐♦♥ ❞✉ ❝❡♥)'❡ ❞❡ ❜❛♥❞❡ ❞✱ εad,0 ❡) ❞❡ ❧❛ ❧❛'❣❡✉' 4 ♠✐✲❤❛✉)❡✉' ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡

❞ Wa ✭−8ddσ✮ ❡♥ ❢♦♥❝)✐♦♥ ❞✉ '❡♠♣❧✐<<❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞ ✭Nd✮ ❬✻✱ ✼❪✳

❋✐❣✉$❡ ✷✳✸ ✕ ❙❝❤B♠❛ 'B❝❛♣✐)✉❧❛)✐❢ ❞✉ <②<)D♠❡ B)✉❞✐B ✿ ♣❛<<❛❣❡ ❞✬✉♥ <②<)D♠❡ ✐♥✜♥✐ ♣✉' 4 ✉♥

<②<)D♠❡ ❞✬❛❧❧✐❛❣❡ 4 BH✉✐❝♦♥❝❡♥)'❛)✐♦♥✳

♥❛)✉'❡ ❞✐✛B'❡♥)❡ ❝♦❡①✐<)❡♥)✳ ❉❛♥< ❝❡ H✉✐ <✉✐) ♥♦✉< B)✉❞✐❡'♦♥< ❧❛ ✈❛'✐❛)✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❉❊▲ ❧♦'<H✉✬♦♥

♣❛<<❡ ❞✬✉♥ <②<)D♠❡ ♣✉' 4 ✉♥ <②<)D♠❡ ❞✬❛❧❧✐❛❣❡ ❜✐♠B)❛❧❧✐H✉❡ 4 BH✉✐❝♦♥❝❡♥)'❛)✐♦♥✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥<

H✉❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❉❊▲ <❡ ❢❛✐) 4 ✶✶ ❝♦❡✣❝✐❡♥)< ❞❡ 'B❝✉'<✐♦♥ <♦✐) ✷✷ ♠♦♠❡♥)<✳

▲❛ ✜❣✉'❡ ✷✳✹ '❡♣'B<❡♥)❡ ❧❡< ❉❊▲ ❞❡< <②<)D♠❡< ❈♦✱ T)✱ ■' ❡) T❞ ❞❛♥< ✉♥ <②<)D♠❡ ✈♦❧✉✲

♠✐H✉❡ ♣✉' '❡<♣❡❝)✐✈❡♠❡♥)✭1ere ❝♦❧♦♥♥❡✮ ❡) ❡♥ ❛❧❧✐❛❣❡ ❜✐♠B)❛❧❧✐H✉❡ ❈♦T) ❡) ■'T❞ ❛✈❛♥)✭2eme

❝♦❧♦♥♥❡✮ ❡) ❛♣'D< ❧❛ ♣'♦❝B❞✉'❡ ❛✉)♦❝♦❤B'❡♥)❡ ✭3eme
❝♦❧♦♥♥❡✮✳ ❊♥)'❡ ❧❛ 2eme

❡) ❧❛ 3eme
❝♦✲

❧♦♥♥❡✱ ❝♦♥❝❡'♥❛♥) ❧❡< ❛❧❧✐❛❣❡< ❜✐♠B)❛❧❧✐H✉❡< ❈♦T) ❡) ■'T❞✱ ♣♦✉' ❛))❡✐♥❞'❡ ❧❛ ♥❡✉)'❛❧✐)B ❞❡

❝❤❛'❣❡✱ ❧❡< ❝❡♥)'❡< ❞❡ ❜❛♥❞❡< εd
A
❡) εd

B
✈❛'✐❡♥) '❡<♣❡❝)✐✈❡♠❡♥) ❞❛♥< ❞❡< ❞✐'❡❝)✐♦♥< ♦♣♣♦<B❡<

❡♥)'❛V♥❛♥) ✉♥❡ ❞✐♠✐♥✉)✐♦♥ ❞✉ ♣❛'❛♠D)'❡ ❞❡ ❞B<♦'❞'❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ δd✳ ❊♥ ❧✬❛❜<❡♥❝❡ ❞❡ ♣'♦❝B❞✉'❡

❛✉)♦❝♦❤B'❡♥)❡ ✭2eme
❝♦❧♦♥♥❡✮✱ ❝❡❧❛ '❡✈✐❡♥) 4 ❝♦♥<✐❞B'❡' ❞❡✉① B♥❡'❣✐❡< ❞❡ ❋❡'♠✐ EF

A
❡) EF

B

❞✐<)✐♥❝)❡< ❛<<♦❝✐B❡< ❛✉ <②<)D♠❡ ♠✐①)❡ ❞♦♥) ❧❡ ❞B♣❧❛❝❡♠❡♥) ❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡ <❡'❛ ❣♦✉✈❡'♥B ♣❛' ❧❡

❝❡♥)'❡ ❞❡ ❣'❛✈✐)B ❞❡ ❜❛♥❞❡ εd
A
❡) εd

B
H✉✐ ❧❡✉' ❡<) ❛<<♦❝✐B ✭❝❛< ❞❡< <②<)D♠❡< ♠✐①)❡< ❝♦♥<)✐)✉B<

❞❡ ♠B)❛✉① ❞❡ )'❛♥<✐)✐♦♥ ❞❡ ✜♥ ❞❡ <B'✐❡✮✳ ❊♥ ❝♦♥<BH✉❡♥❝❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❛✉)♦❝♦❤B'❡♥) ❞❡ ❝❤❛'❣❡ ✈❛

❛))'✐❜✉❡' ❛✉ <②<)D♠❡ ✉♥❡ B♥❡'❣✐❡ ❞❡ ❋❡'♠✐ ✐♥)❡'♠B❞✐❛✐'❡ ✐<<✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐<♦♥ ❞❡< B♥❡'❣✐❡<



✻✾

❋✐❣✉$❡ ✷✳✹ ✕ ❘❡♣)*+❡♥-❛-✐♦♥ ❞❡+ ❉❊▲ )❡+♣❡❝-✐✈❡+ ❡♥ ❜❛♥❞❡ ♣❛)-✐❡❧❧❡ ❞ ❞✉ ❈♦✱ <-✱ ■) ❡- <❞

> ❧✬*-❛- ♣✉) ✭1ere ❧✐❣♥❡✮✱ ❞❡ ❧✬❛❧❧✐❛❣❡ ❜✐♠,-❛❧❧✐.✉❡ 0 ,.✉✐❝♦♥❝❡♥-3❛-✐♦♥ ❞✉ ❈♦5- ❡- ■35❞ ❛✈❛♥-

✭2eme
❧✐❣♥❡✮ ❡- ❛♣3:; ❛✉-♦❝♦❤,3❡♥❝❡ ✭3eme

❧✐❣♥❡✮✳



✼✵

❞❡ ❋❡%♠✐ ✐♥✐)✐❛❧❡, ♣♦✉% ❛,,✉%❡% ❧❛ ♥❡✉)%❛❧✐)0 ❞❡ ❝❤❛%❣❡ ♣❛% ,✐)❡✱ ♣❛% ♦%❜✐)❛❧❡ ❡) ♣❛% ❡,♣6❝❡

❝❤✐♠✐7✉❡✳ ▲❡ )❛❜❧❡❛✉ ✷✳✶ %0❝❛♣✐)✉❧❡ ❧❡, ✈❛❧❡✉%, ❞❡ ❝❡♥)%❡, ❞❡ ❣%❛✈✐)0 ❞❡ ❜❛♥❞❡ ❞ ✐♥✐)✐❛❧❡, ✭εd,0✮

❡) ❛♣%6, ❛✉)♦❝♦❤0%❡♥❝❡ ✭εd✮ ❛,,♦❝✐0❡, ? ❧❛ ✜❣✉%❡ ✷✳✹✳

εd,0 εd
❈♦ ✽✱✷✸ ✼✱✽✺

F) ✻✱✵✻✻ ✻✱✽✷

■% ✼✱✾✼ ✼✱✽✷✽

F❞ ✺✱✵✵✸ ✻✱✹✵✷

❚❛❜❧❡ ✷✳✶ ✕ ❱❛❧❡✉% ❞❡, ❝❡♥)%❡, ❞❡ ❜❛♥❞❡ ❞ ✭❡♥ ❡❱✮ ✐♥✐)✐❛❧❡, ✭εd,0✮ ❡) ❛♣%6, ❛✉)♦❝♦❤0%❡♥❝❡

✭εd✮ ♣♦✉% ❧❡, ,②,)6♠❡, ❈♦F) ❡) ■%F❞✳ ▲✬❤②♣♦)❤6,❡ ❞❡ ♥❡✉)%❛❧✐)0 ❞❡ ❝❤❛%❣❡ ,❡ ❢❛✐) ♣❛% ,✐)❡✱ ♣❛%

♦%❜✐)❛❧❡ ❡) ♣❛% ❡,♣6❝❡ ❝❤✐♠✐7✉❡✳

❖♥ ♥♦)❡%❛ 7✉❡ ♣♦✉% ❈♦F)✱ ♦♥ %❡)%♦✉✈❡ ❧❡, ♠P♠❡, %0,✉❧)❛), 7✉❡ ❝❡✉① ❞❡ ❧✬❛%)✐❝❧❡ ❞❡ ❧❛

%0❢0%❡♥❝❡ ❬✹❪✳ ❉✬❛♣%6, ❧❛ ✜❣✉%❡ ✷✳✹✱ ♥♦, ❛❧❧✐❛❣❡, ❈♦F) ❡) ■%F❞ ♦♥) ❧❡ ♠P♠❡ ❝♦♠♣♦%)❡♠❡♥) ❡♥

❞0❝❛❧❛❣❡ ❞❡ ❜❛♥❞❡ ❞✳ ❈❤❛7✉❡ ,②,)6♠❡ ,✉❜✐) ✉♥❡ ❞✐♠✐♥✉)✐♦♥ ❞✉ ❞0,♦%❞%❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ✭❧❡, ❜❛♥❞❡,

,❡ %❛♣♣%♦❝❤❡♥)✮ ♣♦✉% ❛))❡✐♥❞%❡ ❧❛ ♥❡✉)%❛❧✐)0 ❞❡ ❝❤❛%❣❡✱ )❡❧ 7✉❡ δd ≈ 1eV ♣❛% %❛♣♣♦%) ? ❧❛

✈❛❧❡✉% ✐♥✐)✐❛❧❡ δd,0 ≈ 2eV ✭♣♦✉% ❈♦F)✮ ❡) δd,0 ≈ 3eV ✭♣♦✉% ■%F❞✮✳

✶ ✳ ✷ ❈❛% ❞✬✉♥ ❛❧❧✐❛❣❡ ❞✐❧✉.

❋✐❣✉)❡ ✷✳✺ ✕ ❙❝❤0♠❛ %0❝❛♣✐)✉❧❛)✐❢ ❞✉ ,②,)6♠❡ 0)✉❞✐0 ✿ ♣❛,,❛❣❡ ❞✬✉♥ ,②,)6♠❡ ✐♥✜♥✐ ♣✉% ? ✉♥

,②,)6♠❡ ❞✐❧✉0 ✭✐✳❡ ♣%0,❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❛)♦♠❡ ❞❡ ♥❛)✉%❡ ❞✐✛0%❡♥)❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛)%✐❝❡ ✈♦❧✉♠✐7✉❡

? ❧✬✐♥)0%✐❡✉% ❞✉ ,②,)6♠❡✮ ❡♥ ✈♦❧✉♠❡✳ ▲❛ ❢♦%♠❡ ❝✉❜♦❝)❛6❞%✐7✉❡ ♣%♦✈✐❡♥) ❞❡ ❧❛ ♣%✐,❡ ❡♥ ❝♦♠♣)❡

❞❡ ❝♦✉❝❤❡, ❝♦♥❝❡♥)%✐7✉❡, ❞❡ ♣%❡♠✐❡%, ✈♦✐,✐♥, ❛✉)♦✉% ❞❡ ❧✬✐♠♣✉%❡)0 ✭✧♦✐❣♥♦♥✧ ❞❡ %0❝✉%,✐♦♥✮✳

▲✬0)✉❞❡ ♣%0❝0❞❡♥)❡ ,✉% ❧❡, ,②,)6♠❡, ❞✬❛❧❧✐❛❣❡ ❜✐♠0)❛❧❧✐7✉❡ ❡♥ ✈♦❧✉♠❡ ♥♦✉, ❛ ♣❡%♠✐, ❞❡

✈❛❧✐❞❡% ♥♦, %0,✉❧)❛), ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡, ❝❛❧❝✉❧, ❛✉)♦❝♦❤0%❡♥), ✉)✐❧✐,❛♥) ❧❛ ♥❡✉)%❛❧✐)0 ❞❡ ❝❤❛%❣❡ ♣❛%

,✐)❡✱ ♣❛% ♦%❜✐)❛❧❡ ❡) ♣❛% ❡,♣6❝❡ ❝❤✐♠✐7✉❡ ❡) ♥♦✉, ♣♦✉✈♦♥, 0)❡♥❞%❡ ♥♦)%❡ 0)✉❞❡ ? ❞❡, ,②,)6♠❡,

❞✐❧✉0, ❛✈❡❝ ♣%✐,❡ ❡♥ ❝♦♠♣)❡ ❞❡, ♠♦❞✐✜❝❛)✐♦♥, ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧✬❡♥✈✐%♦♥♥❡♠❡♥) ❧♦❝❛❧✳



✼✶

❉❛♥% ❝❡ ♣❛)❛❣)❛♣❤❡ ♥♦✉% ./✉❞✐❡)♦♥% ✉♥ %②%/3♠❡ ❡♥ ✈♦❧✉♠❡ ♣✉) ❞❛♥% ❧❡7✉❡❧ ♦♥ ❛ %✉❜%/✐/✉.

✉♥ ❛/♦♠❡ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ♠./❛❧ ❆ ♣❛) ✉♥❡ ✐♠♣✉)❡/. ❞✬✉♥ ♠./❛❧ ❇✱ ❝✬❡%/ = ❞✐)❡ ✉♥ ❛/♦♠❡ ❞❡

♥❛/✉)❡ ❞✐✛.)❡♥/❡ ♣❛) )❛♣♣♦)/ = ❝❡❧✉✐ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡✳ ▲❡ ♠♦❞3❧❡ ❞✉ %②%/3♠❡ ❡%/ ).❝❛♣✐/✉❧. ♣❛)

❧❛ ✜❣✉)❡ ✷✳✺ ❞❛♥% ❧❛7✉❡❧❧❡ ❧❡ %②%/3♠❡ ❛②❛♥/ ✉♥❡ ✐♠♣✉)❡/. ❡%/ )❡♣).%❡♥/. ♣❛) %♦♥ ✏♦✐❣♥♦♥ ✑❞❡

).❝✉)%✐♦♥ ✭♦❜/❡♥✉ ❛✉ ❝♦✉)% ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡% ❝♦❡✣❝✐❡♥/% ❞❡ ).❝✉)%✐♦♥ ❞❛♥% ♥♦/)❡ ❛❧❣♦)✐/❤♠❡✮ ❛✉

❝❡♥/)❡ ❞✉7✉❡❧ %❡ /)♦✉✈❡ ❧✬✐♠♣✉)❡/. ✭❞❡ ❝♦✉❧❡✉) ❜❧❡✉❡✮✱ ❧❡% ❛/♦♠❡% ❞❡ ♣)❡♠✐❡)% ✈♦✐%✐♥% ./❛♥/

♠✐% ❡♥ .✈✐❞❡♥❝❡ ♣❛) ❧❛ ❝♦✉❧❡✉) ❥❛✉♥❡✳ J♦✉) ❝❡//❡ ./✉❞❡✱ ❧❡% ❛♥❛❧②%❡% ❞❡ ❉❊▲ ❡♥ ❜❛♥❞❡ ♣❛)/✐❡❧❧❡

❞ %❡)♦♥/ ❧✐♠✐/.❡% ❛✉① ♣)❡♠✐❡)% ✈♦✐%✐♥% ❞❡ ❧✬✐♠♣✉)❡/. %❛❝❤❛♥/ 7✉❡ ❧❡% ❛/♦♠❡% )❡%/❛♥/% ♦♥/ ❧❡%

♠M♠❡% ❝❛)❛❝/.)✐%/✐7✉❡% 7✉❡ ❝❡❧❧❡% ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ♣✉) ❬✹❪✳

◆♦✉% ❛✈♦♥% )❡❢❛✐/ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡% ❉❊▲ ❞❡ ❧✬❛❧❧✐❛❣❡ ❜✐♠./❛❧❧✐7✉❡ ❈♦J/ ❝♦♠♠❡ ).❢.)❡♥❝❡ ❝❛)

❧❡ ❞.❝❛❧❛❣❡ ❞❡ ❜❛♥❞❡ ❞ ❞✉ %②%/3♠❡ ❈♦J/ = ❞✐✛.)❡♥/❡% ❝♦♥❝❡♥/)❛/✐♦♥% ❛ ./. ❧❛)❣❡♠❡♥/ ./✉❞✐.

❡/ ❧❡% ✈❛❧❡✉)% ❞❡ ❞.❝❛❧❛❣❡ ❞❡ ❜❛♥❞❡ ❞ ♦♥/ ./. ❝♦♥✜)♠.❡% ♣❛) ♠❡%✉)❡ ❞❡ ♣❤♦/♦.♠✐%%✐♦♥ ❡♥

%♣❡❝/)♦%❝♦♣✐❡ ❞❡% )❛②♦♥②✲❳ ✭❳J❙✮ ❬✹❪✳

▲❡% ❉❊▲ ♣❛)/✐❡❧❧❡% ❡♥ ❜❛♥❞❡ ❞ %♦♥/ )❡♣).%❡♥/.❡% ♣❛) ❧❡% ✜❣✉)❡% ✷✳✻✱ ✷✳✼✳ ▲✬./✉❞❡ ❡♥ ❜❛♥❞❡

✭♣❛)/✐❡❧❧❡✮ ❞ ❡%/ )❡♣).%❡♥/❛/✐✈❡ ❞❡% %②%/3♠❡% ❝♦♥%/✐/✉.% ❞❡ ♠./❛✉① ❞❡ /)❛♥%✐/✐♦♥ ❝❛) ❧❡% ♣❤.✲

♥♦♠3♥❡% ❝❛/❛❧②/✐7✉❡% ✭❢♦)♠❛/✐♦♥ ❞❡ ❜❛♥❞❡✱ ./❛/ ❞✬♦①②❞❛/✐♦♥✮ ❡/ ♠❛❣♥./✐7✉❡% ✭♣♦❧❛)✐%❛/✐♦♥

❞❡ %♣✐♥✮ %♦♥/ ❞✉% ❛✉① .❧❡❝/)♦♥% ❞✳ J♦✉) ❧✬❛❧❧✐❛❣❡ ❜✐♠./❛❧❧✐7✉❡ ❈♦J/ ❛✈❡❝ %♦✐/ ✉♥❡ ✐♠♣✉)❡/.

❈♦ %♦✐/ ✉♥❡ ✐♠♣✉)❡/. J/ ✭ ✜❣✉)❡ ✷✳✻ ✭❛✮ ❡/ ✭❜✮✮ ❧❡% ).%✉❧/❛/% %♦♥/ ❡♥ ❛❝❝♦)❞ ❛✈❡❝ ❝❡✉① ♦❜/❡✲

♥✉% ❞❛♥% ❧✬♦✉✈)❛❣❡ ❞❡ /❤3%❡ ❞❡ ▲✳ ❩♦%✐❛❦ ❬✽❪✱ ❧❡7✉❡❧ )❡❧❛/❡ ❧❡ /)❛✈❛✐❧ ❡✛❡❝/✉. %✉) ❧❡ ❈♦ ❡/ ❧❡

J/ ❡♥ ✉/✐❧✐%❛♥/ ❧❛ ♠./❤♦❞❡ ❚❇❆ ✭❚✐❣❤/ ❇✐♥❞✐♥❣ ❆♣♣)♦①✐♠❛/✐♦♥✮ ♥♦♥ ♠❛❣♥./✐7✉❡ ❝♦♠♣❛).❡

❛✉① ).%✉❧/❛/% ♦❜/❡♥✉% ♣❛) ❝❛❧❝✉❧ ❉❋❚✳ ❖♥ ♣❡✉/ )❡♠❛)7✉❡) 7✉❡ ❧♦)%7✉✬♦♥ ♣❛%%❡ ❞✬✉♥ %②%/3♠❡

✈♦❧✉♠✐7✉❡ ♣✉) ❛✉ ❝❛% ❞❡ ❧✬✐♠♣✉)❡/. ❡♥ ✈♦❧✉♠❡ ❞❛♥% ✉♥ ❛❧❧✐❛❣❡ ❜✐♠./❛❧❧✐7✉❡ ❞✐❧✉. ❡♥ ♣)❡♥❛♥/

❝♦♠♠❡ ❛①❡ ❞❡ )❡♣3)❡ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❋❡)♠✐✱ ❧❡ ❈♦ %✉❜✐/ ✉♥ )./).❝✐%%❡♠❡♥/ ❞❡ ❜❛♥❞❡ /♦✉/ ❝♦♠♠❡

❧❡ J/ ❞♦♥/ ❧❡ )./).❝✐%%❡♠❡♥/ ❞❡ ❧❛ ❧❛)❣❡✉) ❞❡ ❜❛♥❞❡ ❡♥ ✐♠♣✉)❡/. ❡%/ ♣❧✉% ♣)♦♥♦♥❝. ✭✜❣✳ ✷✳✻✮✳

J❛) ❝♦♥/)❡ ♣♦✉) ❧❡ ❈♦ ❝♦♠♠❡ ♣♦✉) ❧❡ J/ ❡♥ ✐♠♣✉)❡/.✱ ❧❛ ❢♦)♠❡ ❞❡% ❉❊▲ ❞❡% ❛/♦♠❡% ✈♦✐%✐♥%

❡%/ %✐♠✐❧❛✐)❡ ❛✉① ❉❊▲ ❝❛)❛❝/.)✐%/✐7✉❡ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡✳ ▲❛ ♣).%❡♥❝❡ ❞✬✐♠♣✉)❡/. ♥❡ ♠♦❞✐✜❡ ♣)❡%7✉❡

♣❛% ❧❡% ❉❊▲ ❞❡% ❛/♦♠❡% ❡♥✈✐)♦♥♥❛♥/%✳ ▲❛ ✈❛)✐❛/✐♦♥ ❞❡ ❞.%♦)❞)❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡%/ ♥.❣❛/✐✈❡ ✭❧❡%

❜❛♥❞❡% %❡ )❛♣♣)♦❝❤❡♥/✮ ❡/ δεd ♣)❡♥❞ ❧❛ ♠M♠❡ ✈❛❧❡✉) 7✉❡ ♣♦✉) ❧✬❛❧❧✐❛❣❡ = .7✉✐❝♦♥❝❡♥/)❛/✐♦♥

%♦✐/ 1eV ✭%❛❝❤❛♥/ 7✉❡ δd,0 = 2eV ✮✳

❉❛♥% ❧❡ ❝❛% ❞❡ ❧✬✐♠♣✉)❡/.✱ ■) ♦✉ J❞✱ ✭✜❣✉)❡ ✷✳✼ ✭❛✮ ❡/ ✭❜✮✮✱ ♦♥ )❡/)♦✉✈❡ ❧❡ ♠M♠❡ ❝♦♠✲

♣♦)/❡♠❡♥/ 7✉❡ ♣♦✉) ❈♦ ❡/ J/ %♦✐/ ✉♥❡ ✈❛)✐❛/✐♦♥ ❞❡ ❞.%♦)❞)❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♥.❣❛/✐✈❡ ✭❧❡% ❜❛♥❞❡%



✼✷

✭❛✮

✭❜✮

❋✐❣✉$❡ ✷✳✻ ✕ ❉❊▲ ❡♥ ❜❛♥❞❡ ♣❛01✐❡❧❧❡ ❞ ❞❡4 4②416♠❡4 ❛✈❡❝ ✐♠♣✉0❡1; ❈♦✭❛✮✱ ?1✭❜✮ 0❡4♣❡❝1✐✲

✈❡♠❡♥1 ❞❛♥4 ✉♥❡ ♠❛10✐❝❡ ❞❡ ?1 ❡1 ❞❡ ❈♦✳ ❈♦ ❡♥ ❜❧❡✉ ❡1 ?1 ❡♥ 0♦✉❣❡✳



✼✸

✭❛✮

✭❜✮

❋✐❣✉$❡ ✷✳✼ ✕ ❉❊▲ ❡♥ ❜❛♥❞❡ ♣❛01✐❡❧❧❡ ❞ ❞❡4 4②416♠❡4 ❛✈❡❝ ✐♠♣✉0❡1; ■0✭❛✮✱ >❞✭❜✮ 0❡4♣❡❝1✐✈❡✲

♠❡♥1 ❞❛♥4 ✉♥❡ ♠❛10✐❝❡ ❞❡ >❞ ❡1 ❞✬■0✳ ■0 ❡♥ ❜❧❡✉ ❡1 >❞ ❡♥ 0♦✉❣❡✳



✼✹

"❡ $❛♣♣$♦❝❤❡♥+✮ ❡+ δd ♣$❡♥❞ ❧❛ ♠0♠❡ ✈❛❧❡✉$ 3✉❡ ♣♦✉$ ❧✬❛❧❧✐❛❣❡ 7 83✉✐❝♦♥❝❡♥+$❛+✐♦♥ "♦✐+ 1eV

❛♣♣$♦①✐♠❛+✐✈❡♠❡♥+✳ ❉✉ ♣♦✐♥+ ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❧✬8✈♦❧✉+✐♦♥ ❞❡" ❧❛$❣❡✉$" ❞❡ ❜❛♥❞❡✱ ❞❡" ❞✐✛8$❡♥❝❡"

"♦♥+ 7 ♥♦+❡$ ♣❛$ $❛♣♣♦$+ 7 ❈♦@+✳ ❉❛♥" ❧❡ ❝❛" ❞❡ ❧✬✐♠♣✉$❡+8 ❞✬■$✱ ♦♥ ♦❜"❡$✈❡ ✉♥ $8+$8❝✐""❡✲

♠❡♥+ ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ♣♦✉$ ■$ ❞❡♣✉✐" ✉♥ ✈♦❧✉♠❡ ♣✉$ 7 ✉♥ "②"+D♠❡ ❡♥ ✐♠♣✉$❡+8✳ ❖♥ ❛ ❛✉""✐ ✉♥❡

❢♦$+❡ ❞❡♥"✐+8 8❧❡❝+$♦♥✐3✉❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧✬8♥❡$❣✐❡ ❞❡ ❋❡$♠✐ ♠❛✐" ♦♥ $❡+$♦✉✈❡ ✉♥ ❛✉+$❡ ♣✐❝ ❞❡

❢♦$+❡ ✐♥+❡♥"✐+8 ❡♥ ❜❛" ❞❡ ❜❛♥❞❡✳ ❖♥ $❡♠❛$3✉❡ ❛✉""✐ ✉♥ 8❧❛$❣✐""❡♠❡♥+ ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ♣♦✉$ @❞

❡♥ ✐♠♣✉$❡+8 ♣❛$ $❛♣♣♦$+ ❛✉ ✈♦❧✉♠❡ ♣✉$ ❞❡ @❞✳ ❈❡" ❞✐✛8$❡♥❝❡" ❞❡ ❝♦♠♣♦$+❡♠❡♥+ ❝♦♥❝❡$♥❛♥+

❧❡" ❧❛$❣❡✉$" "♦♥+ ♣$♦❜❛❜❧❡♠❡♥+ ❞✉❡" ❛✉ ❢❛✐+ 3✉❡ ❧❡" ✈❛$✐❛+✐♦♥" ✐♥✐+✐❛❧❡" δnd,0 ❞❡ ❈♦@+ ❡+ ■$@❞

♦♥+ ❞❡" "✐❣♥❡" ♦♣♣♦"8" ✭♥8❣❛+✐❢ ♣♦✉$ ❈♦@+ ❡+ ♣♦"✐+✐❢ ♣♦✉$ ■$@❞✮✳

▲❡" +❛❜❧❡❛✉① "✉✐✈❛♥+" ✭ ❚❛❜❧❡❛✉① ✷✳✷ ❡+ ✷✳✸✮ $8❝❛♣✐+✉❧❡♥+ ❧❡" ✈❛❧❡✉$" $❡"♣❡❝+✐✈❡" ❞❡" δd ❡+

δnd ❞❡" "②"+D♠❡" ❛✈❡❝ ✐♠♣✉$❡+8 ❡♥ ✈♦❧✉♠❡ ✭❧❡ "②♠❜♦❧❡ ❞❡ ❧✬✐♠♣✉$❡+8 ❡"+ ♠✐" ❡♥ ❡①♣♦"❛♥+ ❞✉

♣❛$❛♠D+$❡ ❝✐+8✮ ❝❛❧❝✉❧8❡" "♦✐+ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥+ ❝✬❡"+ 7 ❞✐$❡ ♣❛$ $❛♣♣♦$+ ❛✉ ❝❡♥+$❡ ❞❡ ❜❛♥❞❡ ❞ ❞❡

❧✬❛+♦♠❡ ✈♦✐"✐♥ ❞❡ ❧✬✐♠♣✉$❡+8 "♦✐+ ❞✐$❡❝+❡♠❡♥+ ♣❛$ $❛♣♣♦$+ ❛✉ ❝❡♥+$❡ ❞❡ ❜❛♥❞❡ ❞ ❞❡ ❧✬❛+♦♠❡

❞✉ ✈♦❧✉♠❡✳

δCo
d δCo

nd δPt
d δPt

nd

▲♦❝❛❧ ✶✱✵✼ ✲✶✱✺✾ ✶✱✵✼ ✲✶✱✹✵

❱♦❧✉♠❡ ✶✱✵✻ ✲✶✱✻✾ ✶✱✵✼✺ ✲✶✱✺✶

❚❛❜❧❡ ✷✳✷ ✕ ❱❛❧❡✉$ ❞✉ ♣❛$❛♠D+$❡ ❞❡ ❞8"♦$❞$❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ δd ❬❡❱❪ ❡+ ❞✉ ❞8"♦$❞$❡ ♥♦♥ ❞✐❛❣♦♥❛❧ δnd
❬❡❱❪ ❛♣$D" +$❛✐+❡♠❡♥+ ❛✉+♦❝♦❤8$❡♥+ ❞❡ ❝❤❛$❣❡ ♣♦✉$ ✉♥ "②"+D♠❡ ❛✈❡❝ ✐♠♣✉$❡+8 ❈♦ ♦✉ ✐♠♣✉$❡+8

@+ ❞❛♥" ✉♥ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ @+ ♦✉ ❞❡ ❈♦ $❡"♣❡❝+✐✈❡♠❡♥+✳ ❙❡❧♦♥ ♥♦+$❡ ♥♦+❛+✐♦♥ δd = εd
A − εd

B
❡+

δnd = Wd
A −Wd

B
♦W ❆❂ ❈♦ ❡+ ❇❂ @+✳

δIrd δIrnd δPd
d δPd

nd

▲♦❝❛❧ ✵✱✻✻✷ ✶✱✽✶✹ ✶✱✵✹✻ ✶✱✽✽✼

❱♦❧✉♠❡ ✵✱✹✹✺ ✶✱✾✶✷ ✵✱✾✺✽ ✷✱✵✵✽

❚❛❜❧❡ ✷✳✸ ✕ ❱❛❧❡✉$ ❞✉ ♣❛$❛♠D+$❡ ❞❡ ❞8"♦$❞$❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ δd ❬❡❱❪ ❡+ ❞✉ ❞8"♦$❞$❡ ♥♦♥ ❞✐❛❣♦♥❛❧ δnd
❬❡❱❪ ❛♣$D" +$❛✐+❡♠❡♥+ ❛✉+♦❝♦❤8$❡♥+ ❞❡ ❝❤❛$❣❡ ♣♦✉$ ✉♥ "②"+D♠❡ ❛✈❡❝ ✐♠♣✉$❡+8 ■$ ♦✉ ✐♠♣✉$❡+8

@❞ ❡♥ ✈♦❧✉♠❡ $❡"♣❡❝+✐✈❡♠❡♥+ ❞❡ @❞ ♦✉ ❞✬■$✳

✶ ✳ ✸ ❘$❝❛♣✐)✉❧❛)✐❢ ✿ )❡♥❞❛♥❝❡1 ❣$♥$3❛❧❡1 ❞❡1 ❞$❝❛❧❛❣❡1 ❞❡ ❜❛♥❞❡1 ❞

❉❡" +$❛✈❛✉① ♦♥+ 8+8 ♠❡♥8" ♣♦✉$ ❞8+❡$♠✐♥❡$ "✬✐❧ 8+❛✐+ ♣♦""✐❜❧❡ ❞✬8+❛❜❧✐$ ❞❡" ❧✐❡♥" ❡♥+$❡ ❧❛

❝♦♥♥❛✐""❛♥❝❡ ❞❡" ♣❛$❛♠D+$❡" δd,0 ❡+ δnd,0✱ ❞♦♥♥8❡" ❞❡" ✈♦❧✉♠❡" ♣✉$"✱ ❡+ ❝❡❧❧❡ ❞✉ ❞8❝❛❧❛❣❡ ❞❡



✼✺

❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞ ❡( ❞❡ ❧❛ ✈❛*✐❛(✐♦♥ ❞❡ δd ✭∆δd✮ ❞❛♥/ ❧✬❛❧❧✐❛❣❡ ❝♦**❡/♣♦♥❞❛♥(✱ ❧✐❡♥/ ❣*5❝❡ ❛✉①8✉❡❧/

✐❧ ❡/( ❡♥✈✐/❛❣❡❛❜❧❡ ❞❡ ❣9♥9*❛❧✐/❡* ❧❡ ❝♦♠♣♦*(❡♠❡♥( ❞❡/ ❛❧❧✐❛❣❡/ ❜✐♠9(❛❧❧✐8✉❡/ ❞❡ ♠9(❛✉① ❞❡

(*❛♥/✐(✐♦♥✳ ❯♥❡ ♣*❡♠✐=*❡ 9(✉❞❡ ❛ 9(9 ♠❡♥9❡ ❞❛♥/ ❝❡ /❡♥/ ❛✈❡❝ ❧✬9❧❛❜♦*❛(✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛*(♦❣*❛♣❤✐❡

❞❡ ❧❛ ✜❣✉*❡ ✷✳✾ ❬✹❪✳ ❉❛♥/ ❝❡((❡ /❡❝(✐♦♥✱ ♥♦✉/ ♥♦✉/ ❛((❛❝❤❡*♦♥/ F ❝♦♠♣❧9(❡* ❝❡((❡ ❝❛*(♦❣*❛♣❤✐❡

❛✈❡❝ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡/ ❛❧❧✐❛❣❡/ F ❜❛/❡ ❞❡ H❞ ❞♦♥( ❢❛✐( ♣❛*(✐❡ ♥♦(*❡ ❛❧❧✐❛❣❡ ❞✬9(✉❞❡ ■*H❞✱ 8✉✐

♣*9/❡♥(❡ ✉♥ ❝♦♠♣♦*(❡♠❡♥( /✐♠✐❧❛✐*❡ F ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❈♦H(✱ ❞✉ ♠♦✐♥/ ❝♦♥❝❡*♥❛♥( ❧❡/ ❞9❝❛❧❛❣❡/ ❞❡

❜❛♥❞❡/ ❞✳

H♦✉* ❛✈♦✐* ✉♥❡ ✐❞9❡ ❣9♥9*❛❧❡ ❞✉ ❝♦♠♣♦*(❡♠❡♥( ❞❡/ /②/(=♠❡/ ❡♥ ❢♦♥❝(✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛*✐❛(✐♦♥ ❞❡

❧❛ ❝♦♥❝❡♥(*❛(✐♦♥ ❞❡/ 9❧9♠❡♥(/ 8✉✐ ② /♦♥( ♣*9/❡♥(/✱ ✐❧ ❡/( ✉(✐❧❡ ❞❡ ❢❛✐*❡ ✉♥ /❝❤9♠❛ *9❝❛♣✐(✉❧❛(✐❢

❞❡ ❧✬9✈♦❧✉(✐♦♥ ❞❡/ ♣♦/✐(✐♦♥/ ❞❡/ ❜❛♥❞❡/ ❞ ❡♥ ❢♦♥❝(✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♥(*❛(✐♦♥ ❞❡ ❧✬9❧9♠❡♥( 9(✉❞✐9

✭✈♦✐* ✜❣✉*❡ ✷✳✽✮✳ ❊♥ ❛♣♣❧✐8✉❛♥( ❧❛ *=❣❧❡ ❞❡ ♥❡✉(*❛❧✐(9 ❞❡ ❝❤❛*❣❡ ♣❛* /✐(❡✱ ♣❛* ♦*❜✐(❛❧❡ ❡( ♣❛*

❡/♣=❝❡ ❝❤✐♠✐8✉❡✱ ♦♥ ❛ ❞9(❡*♠✐♥9 ❧❡ ❞9❝❛❧❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ♣❛*(✐❡❧❧❡ ❞ ❞❡/ /②/(=♠❡/ ❡♥ ✐♠♣✉*❡(9

✭✈♦❧✉♠❡✮ ❡( F 98✉✐❝♦♥❝❡♥(*❛(✐♦♥ ❞❡/ ❛❧❧✐❛❣❡/ ❈♦H( ❡( ■*H❞✳ ❉❛♥/ ❧❡ ❝❛/ ❞✬✉♥ /②/(=♠❡ ❞✐❧✉9

✭♣*9/❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❛(♦♠❡ ❞✬✐♠♣✉*❡(9✮✱ /❡✉❧❡/ ❧❡/ ❜❛♥❞❡/ ❞❡/ ❛(♦♠❡/ ♣*❡♠✐❡*/ ✈♦✐/✐♥/ ❞❡ ❧✬✐♠♣✉*❡(9

/♦♥( ❝♦♥/✐❞9*9❡/ /❛❝❤❛♥( 8✉❡ ❧❡/ ❛(♦♠❡/ ✈♦✐/✐♥/ ♦♥( ❞❡/ ❉❊▲ ♣*♦❝❤❡/ ❞❡ ❝❡❧❧❡/ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡✳

▲✬❛❧❧✉*❡ ❞✉ ❞9❝❛❧❛❣❡ ❞❡ ❜❛♥❞❡ ❞❛♥/ ❧❡ ❝❛/ ❞❡ ❈♦H( ❡/( ❡♥ ♣❛*❢❛✐( ❛❝❝♦*❞ ❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡ ♦❜/❡*✈9❡

♣❛* ♣❤♦(♦9♠✐//✐♦♥ ❳H❙ ✭❳✲*❛② H❤♦(♦❡♠✐//✐♦♥ ❙♣❡❝(*♦/❝♦♣②✮ ❬✹✱ ✾❪✳ ❊♥ ❡✛❡(✱ ❧❡/ ✈❛❧❡✉*/ ❞❡

❞9❝❛❧❛❣❡ ❞❡ ❜❛♥❞❡ ❝❛❧❝✉❧9❡/ ❡♥ ✉(✐❧✐/❛♥( ❧❛ ♠9(❤♦❞❡ ❞❡/ ❧✐❛✐/♦♥/ ❢♦*(❡/ 9✈♦❧✉❡♥( ❞❡ ❧❛ ♠S♠❡

♠❛♥✐=*❡ 8✉❡ ❧❡/ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❝T✉* ❡♥ /♣❡❝(*♦/❝♦♣✐❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❝T✉* ❞✬♦U ❧❛ ♣♦//✐❜✐❧✐(9 ❞❡

❝♦♠♣❛*❡* ❧❡/ ❞♦♥♥9❡/ ♥✉♠9*✐8✉❡/ ❛✈❡❝ ❞❡/ *9/✉❧(❛(/ ❡①♣9*✐♠❡♥(❛✉①✳

❉✬❛♣*=/ ❧❛ ✜❣✉*❡ ✷✳✽ ❛✱ ❞❛♥/ ❧❡ ❝❛/ ❞✉ ❈♦H(✱ ♦♥ *❡♠❛*8✉❡ ✉♥ ❝♦♠♣♦*(❡♠❡♥( /②♠9(*✐8✉❡

❡♥(*❡ ❧❛ ✈❛*✐❛(✐♦♥ ❞❡/ ❝❡♥(*❡/ ❞❡ ❜❛♥❞❡ ❞✉ ❈♦ ❡( ❞✉ H(✳ ❈♦♠♠❡ ❞9❥F ❝♦♥/(❛(9✱ δd ❞✐♠✐♥✉❡

♣❛* *❛♣♣♦*( F /❛ ✈❛❧❡✉* ✐♥✐(✐❛❧❡ ♠❛✐/ ❣❛*❞❡ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉* ❝♦♥/(❛♥(❡ ❞❡ 1eV 8✉❡❧❧❡ 8✉❡ /♦✐( ❧❛

❝♦♥❝❡♥(*❛(✐♦♥✳ ❆✉(*❡♠❡♥( ❞✐(✱ δCoPt
d ❛ /✉❜✐ ✉♥❡ ❞✐♠✐♥✉(✐♦♥ ❞❡ ✺✵✪ ♣❛* *❛♣♣♦*( F /❛ ✈❛❧❡✉*

✐♥✐(✐❛❧❡ ✭δd,0 = 2, 2eV ✮✳ ❉❛♥/ ❧❡ ❝❛/ ❞❡ ❧✬■*H❞ ✭✜❣✉*❡ ✷✳✽ ❜✮ ♦♥ *❡(*♦✉✈❡ ❧❡ ♠S♠❡ ❝♦♠♣♦*(❡♠❡♥(

(❡❧ 8✉❡ δIrPd
d ∼ 1eV ❛♣*=/ ❛✉(♦❝♦❤9*❡♥❝❡ /♦✐( ✉♥❡ ❞✐♠✐♥✉(✐♦♥ *❡/♣❡❝(✐✈❡ ❞❡ ✻✻✪ ♣❛* *❛♣♣♦*(

F /❛ ✈❛❧❡✉* ❛✈❛♥( ❛✉(♦❝♦❤9*❡♥❝❡ ✭δIrPd
d,0 = 3eV ✐♥✐(✐❛❧❡♠❡♥(✮ ✭✈♦✐* ✜❣✉*❡ ✷✳✽ ❜✮✳ ❉❛♥/ ❧❛ *9❣✐♦♥

*✐❝❤❡ ❡♥ H❞ ✭✐♠♣✉*❡(9 ❞✬■*✮ ❧❡ ♣❛*❛♠=(*❡ ❞❡ ❞9/♦*❞*❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ /✉❜✐( ✉♥❡ ❞✐♠✐♥✉(✐♦♥ ✉♥ ♣❡✉

♣❧✉/ ❣*❛♥❞❡ /♦✐( δIrPd
d ∼ 0.7eV ♠❛✐/ ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥( ❧❡ ❝♦♠♣♦*(❡♠❡♥( *❡/(❡ ❛//❡③ /②♠9(*✐8✉❡✳

❖♥ ❛ ❛✐♥/✐ 9❣❛❧❡♠❡♥( ✉♥❡ ❞✐♠✐♥✉(✐♦♥ ❞✉ ♣❛*❛♠=(*❡ ❞❡ ❞9/♦*❞*❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡♥ ❢♦♥❝(✐♦♥ ❞❡ ❧❛

❝♦♥❝❡♥(*❛(✐♦♥ ❡♥ H❞ ❞❛♥/ ✉♥ /②/(=♠❡ ❞✬❛❧❧✐❛❣❡ ❜✐♠9(❛❧❧✐8✉❡ ■*H❞✱ ❝❡ ❝♦♠♣♦*(❡♠❡♥( 9(❛♥(
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✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉$❡ ✷✳✽ ✕ ❙❝❤-♠❛ ❞✉ ❞-❝❛❧❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ♣❛67✐❡❧❧❡ ❞ ❝❛❧❝✉❧- ❡♥ ❧✐❛✐9♦♥9 ❢♦67❡9 ❡♥ ❢♦♥❝7✐♦♥

❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♥76❛7✐♦♥ ❡♥ <7 ✭❛✮ ❞❛♥9 ✉♥ ❛❧❧✐❛❣❡ ❈♦<7✱ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♥76❛7✐♦♥ ❡♥ <❞ ✭❜✮ ❞❛♥9 ✉♥

❛❧❧✐❛❣❡ ■6<❞

✜♥❛❧❡♠❡♥7 ✐♥❞-♣❡♥❞❛♥7 ❞❡ ❧❛ 7❡♥❞❛♥❝❡ ❝❤✐♠✐A✉❡ ❞✉ 9②97C♠❡ D ❧✬♦6❞6❡ ♦✉ D ❧❛ ❞-♠✐①7✐♦♥✳

❉❛♥9 ❝❡ A✉✐ 9✉✐7 ♥♦✉9 ❛❧❧♦♥9 6❡♣6❡♥❞6❡ ❧✬-7✉❞❡ 9✉6 ❧❡ ❞-❝❛❧❛❣❡ ❞❡ ❜❛♥❞❡ ♣♦✉6 ❞-7❡6♠✐♥❡6 ❧❡

❝♦♠♣♦67❡♠❡♥7 ❞❡ ♥♦9 9②97C♠❡9 ❡♥ ✉7✐❧✐9❛♥7 ❧❛ ❝❛67♦❣6❛♣❤✐❡ ❞-❥D -7❛❜❧✐❡ ❞❛♥9 ❧❡9 76❛✈❛✉① ❞❡ ❈✳

●♦②❤❡♥❡① ❡7 ●✳ ❚6-❣❧✐❛✳✭✷✳✾✮✱ ❧❡ 9②97C♠❡ ❈♦<7 ② -7❛♥7 ❞-❥D ♣❧❛❝-✳ ❖♥ 6❛♣♣❡❧❧❡ A✉❡ ❧❡ 76❛✈❛✐❧

❝♦♥9✐97❡ D ❞-7❡6♠✐♥❡6 9✬✐❧ ❡97 ♣♦99✐❜❧❡ ❞✬-7❛❜❧✐6 ❞❡9 ❧✐❡♥9 ❡♥76❡ ❝♦♥♥❛✐99❛♥❝❡ ❞❡9 ♣❛6❛♠C76❡9

δd ❡7 δnd ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ♣✉6 ❡7 ❧❡ ❞-❝❛❧❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞ ❛✐♥9✐ A✉❡ ❧❛ ✈❛6✐❛7✐♦♥ ❞❡ δd✱ ❣6N❝❡

❛✉①A✉❡❧9 ✐❧ ❞❡✈6❛✐7 O76❡ ♣♦99✐❜❧❡ ❞❡ ❣-♥-6❛❧✐9❡6 ❧❡ ❝♦♠♣♦67❡♠❡♥7 ❞❡9 ❛❧❧✐❛❣❡9 ❜✐♠-7❛❧❧✐A✉❡9

❞❡ ♠-7❛✉① ❞❡ 76❛♥9✐7✐♦♥✳ ❈❡77❡ ❝❛67♦❣6❛♣❤✐❡ ❞♦♥♥❡ ❧✬-✈♦❧✉7✐♦♥ ❞✉ ❞-9♦6❞6❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❞❛♥9 ❧❡9

❛❧❧✐❛❣❡9 ✭9♦✐7 ∆δd✮ ❡♥ ❢♦♥❝7✐♦♥ ❞❡9 ♣❛6❛♠C76❡9 ✐♥✐7✐❛✉① ✭δd0 ❡7 δnd0✮✳ ▲❡9 ❝♦✉❧❡✉69 ❛99♦❝✐-❡9

❛✉① ❝♦✉♣❧❡9 ❞❡ ♠-7❛✉① 6❡♣6-9❡♥7-9 ❞♦♥♥❡♥7 ❧❡ 9✐❣♥❡ ❞❡ ✈❛6✐❛7✐♦♥ ❞✉ ❞-9♦6❞6❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ✿ ❧❡9

❜❧❡✉9 ♣♦✉6 ✉♥❡ ❞✐♠✐♥✉7✐♦♥ ❡7 ❧❡9 6♦✉❣❡9✴6♦9-9 ♣♦✉6 ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥7❛7✐♦♥✳ ❉✬❛♣6C9 ❧❛ ✜❣✉6❡ ✷✳✹✱

♥♦9 ❛❧❧✐❛❣❡9 ❈♦<7 ❡7 ■6<❞ ♦♥7 ❧❡ ♠O♠❡ ❝♦♠♣♦67❡♠❡♥7 ❡♥ ❞-❝❛❧❛❣❡ ❞❡ ❜❛♥❞❡ ❞✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥7 ♦♥7

♣❡✉7 6❡♠❛6A✉❡6 9✉6 ❧❛ ❝❛67❡ A✉❡ ❧✬❛❧❧✐❛❣❡ ■6<❞ ❡97 ❝❧❛99- ❞❛♥9 ✉♥❡ ③♦♥❡ ♦U ✐❧ ❡97 9✉♣♣♦9- ❛✈♦✐6

❧❡ ♠O♠❡ ❝♦♠♣♦67❡♠❡♥7 A✉❡ <❞❆❣✱ <❞❈✉ ❡7 <7❈✉ ♦6 ❝❡9 ❞❡6♥✐❡69 9✉❜✐99❡♥7 ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥7❛7✐♦♥

❞❡ δd ❞❡ ❧✬♦6❞6❡ ❞❡ ✷ D ✸ ❡❱ ✭❝♦✉❧❡✉6 6♦✉❣❡ ❞❡9 ♣♦✐♥79 9✉6 ❧❛ ❝❛67❡✮ ♣♦✉6 ❛77❡✐♥❞6❡ ❧❛ ♥❡✉76❛❧✐7-

❞❡ ❝❤❛6❣❡ ❝♦♥76❛✐6❡♠❡♥7 D ■6<❞ A✉✐ ♣6-9❡♥7❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦67❡♠❡♥7 ✐♥✈❡69❡✳ ❉❡ ♣❧✉9✱ ❧❛ ✈❛6✐❛7✐♦♥

∆δd ❞❡ ❧✬■6<❞ ❡97 ✐♥❝❧✉❡ ❞❛♥9 ❧❛ ❣❛♠♠❡ ❞❡9 ✈❛❧❡✉69 ❞❡9 9②97C♠❡9 ❞✉ 7②♣❡ ❈♦<7 ✭9②97C♠❡9 ❡♥

❜❧❡✉ ❝✐❡❧ 9✉6 ❧❛ ❝❛67❡✮ 7❡❧9 A✉❡ ✲✷ ❡❱ ❁∆δd❁ ✲✶ ❡❱✳
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❋✐❣✉$❡ ✷✳✾ ✕ ❈❛'(♦❣'❛♣❤✐❡ ✭δd,0, δnd,0✮ ✉(✐❧✐34❡ ♣♦✉' ❝❧❛33❡' ❧❛ ✈❛'✐❛(✐♦♥ ❞❡ δd(∆δd✮ ❞✉❡ ❛✉

'❡3♣❡❝( ❞❡3 ❝♦♥❞✐(✐♦♥3 ❞❡ ♥❡✉('❛❧✐(4 ❞❡ ❝❤❛'❣❡✳ ✭δnd = −8ddσ✮ ❬✹❪✳

<♦✉' ❝♦♠♣'❡♥❞'❡ ❝❡((❡ 3✐(✉❛(✐♦♥ ♥♦✉3 ♣'♦♣♦3♦♥3 ❞❡ ♣❧❛❝❡' ❞✬❛✉('❡3 3②3(@♠❡3 ❞✬❛❧❧✐❛❣❡3

❜✐♠4(❛❧❧✐B✉❡3 AcB1−c ❛✈❡❝ <❞ ❝♦♠♠❡ ❝♦♥3(✐(✉❛♥( ❇✱ ❧❡ ❝♦♥3(✐(✉❛♥( ❆ ✈❛'✐❛♥( ❡♥('❡ ❘✉✱ ❘❤✱

❖3✱ ❋❡ ❡( <(✳ ▲✬♦❜❥❡❝(✐❢ ❞❡ ❝❡((❡ ❞4♠❛'❝❤❡ ❡3( ❞❡ ❞4(❡'♠✐♥❡' ❧✬4✈♦❧✉(✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥( ❞❡

❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡3 ❝♦♠♣♦343 L ❜❛3❡ ❞❡ <❞✳ ❈♦♠♠❡ '43✉❧(❛( '❡♣♦'(4 3✉' ❧❛ ✜❣✉'❡ ✷✳✾ (♦✉3 ❝❡3 ❛❧❧✐❛❣❡3

♦♥( ❞❡3 ♣♦3✐(✐♦♥3 3❡ ('♦✉✈❛♥( (♦✉( ❞❡ ♠N♠❡ ❡♥ ❞❡❤♦'3 ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ♦P ♦♥ ❛ ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥(❛(✐♦♥

❞❡ ∆δd ✭❝♦♠♣♦343 ❡♥ '♦✉❣❡ ❝♦♥3(✐(✉43 ❞❡ ♠4(❛✉① ♥♦❜❧❡3✮✳ ▲❡3 3②3(@♠❡3 '❡♣'43❡♥(43 ♣❛' ❧❛

❝♦✉❧❡✉' ♥♦✐' 3♦♥( ❞❡3 3②3(@♠❡3 ❞♦♥( ❧❛ ✈❛'✐❛(✐♦♥ ❞❡ δd ♥✬❛ ♣❛3 ❡♥❝♦'❡ 4(4 ❝❛❧❝✉❧4❡✳ ❆✉ ✜♥❛❧✱

■'<❞ 3❡ ('♦✉✈❡ N('❡ ✉♥ ❝❛3 ✉♥ ♣❡✉ ♣❛'(✐❝✉❧✐❡' L ❧❛ ❧✐♠✐(❡ ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❞4❧✐♠✐(4❡ ❡♥ '♦✉❣❡ 3✉'

♥♦('❡ ❝❛'(❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥(✱ ❞❛♥3 ❧✬❡♥3❡♠❜❧❡✱ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡3 ❛❧❧✐❛❣❡3 ❞❡ <❞ 3❡ ♣❧❛❝❡ ❡♥ ♣4'✐♣❤4'✐❡

❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ✏'♦✉❣❡ ✑♠❛✐3 ❣❛'❞❡ ✉♥ ❝♦♠♣♦'(❡♠❡♥( 3(❛♥❞❛'❞ ❝♦♠♠❡ ❛((❡♥❞✉ ❞✬❛♣'@3 ❧❡3 ✈❛❧❡✉'3

✐♥✐(✐❛❧❡3 ❞❡ ∆δd0 ❡( ∆δnd0✳

<♦✉' ♠✐❡✉① ❝❡'♥❡' ❧❡ ❝♦♠♣♦'(❡♠❡♥( ❞❡3 ❛❧❧✐❛❣❡3 ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ <❞ ❡( ❡♥ ♣❛'(✐❝✉❧✐❡'

❝❡❧✉✐ ❞✬■'<❞✱ ♦♥ ♣❡✉( '❡♣'❡♥❞'❡ ❧❡3 ❝♦♥3✐❞4'❛(✐♦♥3 ❝♦♥❝❡'♥❛♥( ❧❡3 ♦❜3❡'✈❛(✐♦♥3 ❢❛✐(❡3 3✉' ❧❡3

4✈♦❧✉(✐♦♥3 ❞❡3 ❜❛♥❞❡3 ❞ (❡❧❧❡3 B✉❡ ❞4❝'✐(❡3 ❞❛♥3 ❧✬❛'(✐❝❧❡ ❬✹❪ ❡♥ 3✬❛♣♣✉②❛♥( 3✉' ❧❡3 ✈❛❧❡✉'3 ❞❡

<❛♣❛❝♦♥3(❛♥(♦♣♦✉❧♦✉3 ✭✈♦✐' ❝♦✉'❜❡ ✷✳✷✮✳ ❚♦✉( ❞✬❛❜♦'❞✱ ♦♥ ♥♦(❡'❛ B✉❡ εd,0(Pd) ❡3( ♣❡(✐(✱ ❞❡
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❧✬♦%❞%❡ ❞❡ ❣%❛♥❞❡✉% ❞❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡. ♠01❛✉① ♥♦❜❧❡.✳ ❊♥.✉✐1❡✱ ✉♥ ❝❡%1❛✐♥ ♥♦♠❜%❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦.0. ❞❡

8❞ ♣%0.❡♥1❡♥1 ❞❡. ✈❛❧❡✉%. ❞❡ δd0 ❡1 δnd0 .✐1✉0. ❞❛♥. ❧❛ ♣❛%1✐❡ : ❞%♦✐1❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ❝0.✉%❡

✈❡%1✐❝❛❧❡ : δnd0 = 2eV ❡1 ❞♦♥1 ♦♥ ❞❡✈%❛✐1 ♣%0❞✐%❡ ✉♥❡ ✈❛%✐❛1✐♦♥ ❞❡ δd ♣♦.✐1✐✈❡ ✭❝♦✉❧❡✉% %♦✉❣❡

❞❡. ♣♦✐♥1. ❝♦%%❡.♣♦♥❞❛♥1.✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥1✱ ❝❡11❡ ✈❛%✐❛1✐♦♥ ♣♦.✐1✐✈❡ ♥❡ .❡ ♣%♦❞✉✐1 >✉❡ ❧♦%.>✉✬♦♥

❛ ✉♥ 0❧0♠❡♥1 ♥♦❜❧❡ ❞✬♦? ❧❡. ❝❛. ❞❡ 8❞❈✉✱ 8❞❆❣ ❡1 ❈✉81 >✉✐ .♦♥1 ❧❡. .❡✉❧. : ♣%0.❡♥1❡% ❝❡11❡

✈❛%✐❛1✐♦♥ ❞❡ δd ♣♦.✐1✐✈❡✳ ❆✈❡❝ ❧❡. ✈❛❧❡✉%. ❞❡ δd ❡1 δnd ❞❡. ❛✉1%❡. ❝♦♠♣♦.0. ❞❡ 8❞ ❝♦♠♠❡

■%8❞ ❝❡ .❡%❛✐1 8❞✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣❡1✐1❡ ✈❛❧❡✉% ❞❡ εd0✱ >✉✐ ❥♦✉❡%❛✐1 ❧❡ %C❧❡ ❞✉ ♠01❛❧ ♥♦❜❧❡✳ ▼❛✐.

❝♦♠♠❡ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❋❡%♠✐ ♥❡ ♣❡✉1 ♣❛. %❡♠♣❧✐% ❧❛ ❝♦♥❞✐1✐♦♥ ❞✬F1%❡ ❞❛♥. ❧❛ ♣❛%1✐❡ .♣ ❡1 F1%❡ ❡♥

♣♦.✐1✐♦♥ ✐♥✈❡%.0❡ ♣❛% %❛♣♣♦%1 : εd0✱ ❧✬❛✉1♦❝♦❤0%❡♥❝❡ ♥❡ ♣❡✉1 ♣❛. ❝♦♥❞✉✐%❡ : ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥1❛1✐♦♥

❞❡ δd ♠❛✐. ❝♦♥❞✉✐1 : ✉♥❡ ❞✐♠✐♥✉1✐♦♥ ❞✬♦? ❧❡. ♣♦✐♥1. ❜❧❡✉. ❞❛♥. ❧❛ ❝❛10❣♦%✐❡ ❞❡. ❝♦♠♣♦.0.

❞❡ 8❞ ❛②❛♥1 ✉♥ ❢♦%1 δnd0 : ❞%♦✐1❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ❝0.✉%❡ ✈❡%1✐❝❛❧❡✳ ❉❛♥. ♥♦1%❡ ❝❧❛..✐✜❝❛1✐♦♥✱

■%8❞ ❡.1 .✐1✉0 ❧0❣L%❡♠❡♥1 ❡♥✲❞❡..♦✉. ❞❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ❝0.✉%❡ ❤♦%✐③♦♥1❛❧❡ ♣❛..❛♥1 ❥✉.1❡ ❛✉✲❞❡..✉.

❞✉ ❝♦♠♣♦.0 ❆❣8❞✱ ❧✉✐✲♠F♠❡ ✉♥ ❝♦♠♣♦.0 ❞❡ 8❞ ♠❛✐. ❛..♦❝✐0 : ✉♥ ♠01❛❧ ♥♦❜❧❡✳ ▲❡. ❛✉1%❡.

❝♦♠♣♦.0. ❞❡ 8❞✱ ❈♦8❞✱ 8❞81✱ ❘❤8❞ ❡1 ❖.8❞ .♦♥1 ❜✐❡♥ .✐1✉0. ❝❧❛✐%❡♠❡♥1 ❡♥ ❞❡❤♦%. ❞❡

❧❛ %0❣✐♦♥ ❞❡. .②.1L♠❡. : ✈❛%✐❛1✐♦♥ ❞❡ δd ♣♦.✐1✐✈❡✳ ▲❛ ❝❛%1❡ ❣❛%❞❡ ❞♦♥❝ .♦♥ ❛.♣❡❝1 ❣0♥0%❛❧

✉♥✐✜❝❛1❡✉% ❞❡. ❞0♣❧❛❝❡♠❡♥1. ❞❡ ❜❛♥❞❡ ❞ ❜✐❡♥ >✉✬❛✈❡❝ ■%8❞✱ ❞♦♥1 ❧❡ δnd0 ❡.1 ❣%❛♥❞ ❡1 δd0

♣❡1✐1✱ ♦♥ .♦✐1 ❡♥ ❧✐♠✐1❡ ❞❡ ❝♦♥❞✐1✐♦♥ ❡♥1%❡ ✈❛%✐❛1✐♦♥ ♣♦.✐1✐✈❡ ❡1 ♥0❣❛1✐✈❡ ❞❡ δd0✳

✷✳ ▲❡$ $②$&'♠❡$ ♠✐①&❡$ ❞❡ ❞✐♠❡♥$✐♦♥ $❡♠✐✲✐♥✜♥✐❡ ✿ ❞❡$

$✉2❢❛❝❡$ ❛✉① ♠♦♥♦❝♦✉❝❤❡$ ❛❞$♦2❜8❡$

✷ ✳ ✶ ➱$✉❞❡ ❞❡( (②($*♠❡( ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠♦♥♦❝♦✉❝❤❡ ❛❞(♦2❜4❡ ❞✬✉♥ ♠4$❛❧

❆ (✉2 ✉♥ (✉❜($2❛$ ❇

❉❛♥. ❝❡11❡ .❡❝1✐♦♥ ♥♦✉. ❝♦♥.❛❝%❡%♦♥. ♥♦1%❡ 01✉❞❡ : ❧✬❛♥❛❧②.❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛%✐❛1✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❉❊▲✱

❞✉ ❝❡♥1%❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ♣❛%1✐❡❧❧❡ ❞ ❡1 ❞❡ ❧❛ ❧❛%❣❡✉% : ♠✐✲❤❛✉1❡✉% ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞✱ ❧❛ ✈❛%✐❛1✐♦♥

❞❡ ❝❡. ❞❡%♥✐❡%. ❡♥1%❛✐♥❛♥1 %❡.♣❡❝1✐✈❡♠❡♥1 ❧❛ ✈❛%✐❛1✐♦♥ ❞❡. ♣❛%❛♠L1%❡. ❞❡ ❞0.♦%❞%❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧

❡1 ♥♦♥ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ✐..✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉♣✉%❡ ❞❡ ❧✐❛✐.♦♥ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ .②.1L♠❡ ❞✉❡ : ❧❛ ♣%0.❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡

.✉%❢❛❝❡✳ ❊♥ ❡✛❡1✱ ❧♦%.>✉✬♦♥ ♣❛..❡ ❞✬✉♥ .✐1❡ ✈♦❧✉♠✐>✉❡ : ✉♥ .✐1❡ ❞❡ .✉%❢❛❝❡✱ ❧❛ %❡❞✐.1%✐❜✉1✐♦♥ ❞❡

❝❤❛%❣❡ 0❧❡❝1%♦♥✐>✉❡ ❡.1 ♠♦❞✐✜0❡ : ❝❛✉.❡ ❞❡ ❧❛ %0❞✉❝1✐♦♥ ❞❡. ❧❛%❣❡✉%. ❞❡ ❜❛♥❞❡✳ ❚♦✉1❡❢♦✐.✱ ❧❛

♥❡✉1%❛❧✐10 ❧♦❝❛❧❡ ❞❡ ❝❤❛%❣❡ .❡%❛ %01❛❜❧✐❡ ❡♥ ❞0❝❛❧❛♥1 ❧❡. ❜❛♥❞❡. ♣❛% ♣%♦❝0❞✉%❡ ❛✉1♦❝♦❤0%❡♥1❡✳
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❋✐❣✉$❡ ✷✳✶✵ ✕ ❙❝❤*♠❛ -*❝❛♣✐0✉❧❛0✐❢ ❞✉ 5②507♠❡ *0✉❞✐* ✿ ♣❛55❛❣❡ ❞✬✉♥ 5②507♠❡ 5❡♠✐✲✐♥✜♥✐

♣✉- ❛✈❡❝ ♣-*5❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ 5✉-❢❛❝❡ ♦-✐❡♥0*❡ 5✉✐✈❛♥0 ✭✶✶✶✮ ✈❡-5 ✉♥ 5②507♠❡ ❜✐♠*0❛❧❧✐D✉❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡

♠♦♥♦❝♦✉❝❤❡ ♦-✐❡♥0*❡ 5✉✐✈❛♥0 ✭✶✶✶✮

➚ ❝❛✉5❡ ❞✉ ❞*❝❛❧❛❣❡ ❞❡ ❜❛♥❞❡ ❧❡5 ♣-♦♣-✐*0*5 *❧❡❝0-♦♥✐D✉❡5 ❞✉ 5②507♠❡ ✈❛-✐❡♥0 ❞✬✉♥ 5②507♠❡

F ✉♥ ❛✉0-❡ ❞✬♦G ❧✬✐♥0*-H0 ❞✬❛♥❛❧②5❡- ❧❡5 ❉❊▲ ❡0 ❧❡5 ❞*❝❛❧❛❣❡5 ❞❡ ❜❛♥❞❡✳ ❆♣-75 ❧❡5 0❡505 5✉- ❧❡5

5✉-❢❛❝❡5 ♣✉-❡5✱ ♥♦✉5 ♥♦✉5 ❛00❛❝❤❡-♦♥5 F *0✉❞✐❡- ❧❛ ❢♦-♠❡ ❞❡5 ❉❊▲ ❡♥ 5✉-❢❛❝❡ ❧♦-5D✉✬♦♥ ♣❛55❡

❞✬✉♥ 5②507♠❡ ♣✉- F ✉♥ 5②507♠❡ ❞❡ ♠♦♥♦❝♦✉❝❤❡ ❛❞5♦-❜*❡ 5❛❝❤❛♥0 D✉❡ ❧✬*0✉❞❡ ❡♥ ♠♦♥♦❝♦✉❝❤❡

❡50 ✉♥❡ *0❛♣❡ ✐♥0❡-♠*❞✐❛✐-❡ ❛✈❛♥0 ❞❡ ♣❛55❡- F ❞❡5 5②507♠❡5 ❞❡ ♣❛-0✐❝✉❧❡5 ❞❡ 0②♣❡ ❝N✉-✲

❝♦D✉✐❧❧❡✳ ❯♥❡ ✜❣✉-❡ -*❝❛♣✐0✉❧❛0✐✈❡ ❞❡ ♥♦0-❡ 5②507♠❡ ❞✬*0✉❞❡ ❡50 -❡♣-*5❡♥0*❡ ♣❛- ❧❛ ✜❣ ✷✳✶✵✳

✷ ✳ ✷ ➱#✉❞❡ ❝♦♠♣❛,❛#✐✈❡ ❞❡/ ❉❊▲

◆♦0-❡ *0✉❞❡ 5❡ ❢❛✐0 5✉- ✉♥ 5②507♠❡ 5❡♠✐✲✐♥✜♥✐ ❞♦♥0 ❧❛ 5✉-❢❛❝❡ ❡50 ♦-✐❡♥0*❡ 5✉✐✈❛♥0 ✉♥ ♣❧❛♥

✭✶✶✶✮✳ Q♦✉- ❧❡5 ♠♦♥♦❝♦✉❝❤❡5 ❛❞5♦-❜*❡5✱ ✉♥❡ ❞❡5 5✉-❢❛❝❡5 ❡50 ❝♦♠♣♦5*❡ ❞✬✉♥ *❧*♠❡♥0 ❞❡ ♥❛0✉-❡

❞✐✛*-❡♥0❡ ♣❛- -❛♣♣♦-0 F ❝❡❧✉✐ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡✳ ◆♦✉5 ❛✈♦♥5 ❝❤♦✐5✐✱ ♣♦✉- ✐❧❧✉50-❛0✐♦♥✱ ❞❡✉① ❡①❡♠♣❧❡5

❝♦--❡5♣♦♥❞❛♥0 F ❞❡5 5②507♠❡5 *0✉❞✐*5 ❡①♣*-✐♠❡♥0❛❧❡♠❡♥0✱ ❈♦✴Q0✭✶✶✶✮ ❡0 Q❞✴■-✭✶✶✶✮✳ ▲✬♦❜✲

❥❡❝0✐❢ ❞❡ ❧✬*0✉❞❡ ❡50 ❞✬❛♥❛❧②5❡- ❧✬*✈♦❧✉0✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❉❊▲ ❧♦-5 ❞✉ ♣❛55❛❣❡ ❞✬✉♥ 5②507♠❡ 5❡♠✐✲✐♥✜♥✐

♣✉- F ✉♥ 5②507♠❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠♦♥♦❝♦✉❝❤❡ ❛❞5♦-❜*❡✱ ❞✬✉♥ ❛✉0-❡ ♠*0❛❧✳ ❉❛♥5 ❝❡ ❝❛5✱ ♣♦✉- -❡5✲

♣❡❝0❡- ❧❛ -7❣❧❡ ❞❡ ♥❡✉0-❛❧✐0* ❞❡ ❝❤❛-❣❡✱ ❧❛ ♣-♦❝*❞✉-❡ ❛✉0♦❝♦❤*-❡♥0❡ 5❡ ❢❛✐0 ♣❛- 5✐0❡ ❡0 ♣❛-

♦-❜✐0❛❧❡ ❝❤✐♠✐D✉❡ ❞❛♥5 ❧❡ ❝❛5 ❞✬✉♥ 5②507♠❡ 5❡♠✐✲✐♥✜♥✐ ♣✉-✳ ❊♥5✉✐0❡ 5❡-❛ ❛❥♦✉0* ❧❡ ❝-✐07-❡

♣❛- ❡5♣7❝❡ ❝❤✐♠✐D✉❡ ❞❛♥5 ❧❡ ❝❛5 ❞✬✉♥ ❛❧❧✐❛❣❡ ❞❡ 0②♣❡ AcB1−c ♦G ❆ ❡0 ❇ 5♦♥0 ❞❡✉① *❧*♠❡♥05

❞✐✛*-❡♥05✳ ❉✬❛♣-75 ❧❡5 ✜❣✉-❡5 ✷✳✶✶ ❡0 ✷✳✶✷ ♦♥ ♣❡✉0 ♦❜5❡-✈❡- ✉♥ -*0-*❝✐55❡♠❡♥0 ❞❡ ❧❛ ❧❛-❣❡✉-

❞❡ ❜❛♥❞❡ ❞ 5✉- ❧❡ 5✐0❡ ❞❡ 5✉-❢❛❝❡ ✭0-❛✐05 ❝♦♥0✐♥✉5✮ ♣❛- -❛♣♣♦-0 F ❝❡❧❧❡ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ✭♣♦✐♥0✐❧❧*5✮✳

❈❡00❡ 5✐0✉❛0✐♦♥ ❡50 ❞✉❡ F ❧❛ ❝♦✉♣✉-❡ ❞❡ ❧✐❛✐5♦♥5 ❡♥ 5✉-❢❛❝❡ -*❞✉✐5❛♥0 ❧❛ ❞❡♥5✐0* *❧❡❝0-♦♥✐D✉❡ ❛✉

♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❬✶✵❪✳ ❊♥ ❡✛❡0✱ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞✬❛✈♦✐- ✶✷ ❛0♦♠❡5 ♣-♦❝❤❡5 ✈♦✐5✐♥5 ❝♦♠♠❡ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡✱

❧❡ ♥♦♠❜-❡ ❞❡ ❝♦♦-❞✐♥❛0✐♦♥ ❡♥ 5✉-❢❛❝❡ ❡50 -*❞✉✐0 F ✾ ✈♦✐5✐♥5 ✭5✉-❢❛❝❡ ✭✶✶✶✮✮✳

➚ ❝❛✉5❡ ❞✉ -*0-*❝✐55❡♠❡♥0 ❞❡ ❜❛♥❞❡ ❞ ❡♥ 5✉-❢❛❝❡✱ ♦♥ ❞♦✐0 ❢❛✐-❡ 5✉❜✐- ✉♥ ❞*❝❛❧❛❣❡ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉
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❋✐❣✉$❡ ✷✳✶✶ ✕ ❋✐❣✉*❡ ❝♦♠♣❛*❛1✐✈❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥6✐17 ❞✬71❛1 7❧❡❝1*♦♥✐9✉❡ ❧♦❝❛❧❡ ❡♥ ❜❛♥❞❡ ♣❛*1✐❡❧❧❡

❞ ❞✉ ❈♦ ❡♥ 6✉*❢❛❝❡ ✭✶✶✶✮ ❞❛♥6 ✉♥ 6②61@♠❡ ♣✉* ❡1 ❞✉ ❈♦ ❡♥ ♠♦♥♦❝♦✉❝❤❡ 6✉* ❞✉ B1 ✭✶✶✶✮✳

▲❛ ❧✐❣♥❡ ❝♦♥1✐♥✉❡ ✐♥❞✐9✉❡ ❧❛ ❉❊▲ ❡♥ 6✉*❢❛❝❡ ✭♣✉* ♦✉ ♠♦♥♦❝♦✉❝❤❡✮✳ ▲❛ ❧✐❣♥❡ ❞✐6❝♦♥1✐♥✉❡

*❡♣*76❡♥1❡ ❧❛ ❉❊▲ ❞❡ ❧❛ ❞❡✉①✐@♠❡ ❝♦✉❝❤❡ ❞❡ ♠71❛❧ 6♦✉6 ❧❛ 6✉*❢❛❝❡✳

❋✐❣✉$❡ ✷✳✶✷ ✕ ❋✐❣✉*❡ ❝♦♠♣❛*❛1✐✈❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥6✐17 ❞✬71❛1 7❧❡❝1*♦♥✐9✉❡ ❧♦❝❛❧❡ ❡♥ ❜❛♥❞❡ ♣❛*1✐❡❧❧❡

❞ ❞✉ B❞ ❡♥ 6✉*❢❛❝❡ ✭✶✶✶✮ ❞❛♥6 ✉♥ 6②61@♠❡ ♣✉* ❡1 ❞✉ B❞ ❡♥ ♠♦♥♦❝♦✉❝❤❡ 6✉* ❞❡ ❧✬■* ✭✶✶✶✮✳

▲❛ ❧✐❣♥❡ ❝♦♥1✐♥✉❡ ✐♥❞✐9✉❡ ❧❛ ❉❊▲ ❡♥ 6✉*❢❛❝❡ ✭♣✉* ♦✉ ♠♦♥♦❝♦✉❝❤❡✮✳ ▲❛ ❧✐❣♥❡ ❞✐6❝♦♥1✐♥✉❡

*❡♣*76❡♥1❡ ❧❛ ❉❊▲ ❞❡ ❧❛ ❞❡✉①✐@♠❡ ❝♦✉❝❤❡ ❞❡ ♠71❛❧ 6♦✉6 ❧❛ 6✉*❢❛❝❡✳



✽✶

❛#♦♠✐'✉❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞ ♣❛/ /❛♣♣♦/# 0 ❝❡❧✉✐ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ♣♦✉/ /❡3♣❡❝#❡/ ❧❛ /4❣❧❡ ❞❡ ♥❡✉#/❛❧✐#6

❞❡ ❝❤❛/❣❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ 3②3#4♠❡ ✭♣/♦❝6❞✉/❡ ❛✉#♦❝♦❤6/❡♥#❡ ❡♥ ♣/63❡♥❝❡ ❞❡ 3✉/❢❛❝❡ ❜❛36❡ 3✉/

❧❛ ♥❡✉#/❛❧✐#6 ♣❛/ 3✐#❡ ❡# ♣❛/ ♦/❜✐#❛❧❡✱ ✈♦✐/ ❝❤❛♣✐#/❡ ✶✮ ✳ ▲❡3 ❞✐✛6/❡♥#❡3 ✈❛❧❡✉/3 ❞❡ ❞6❝❛❧❛❣❡

3♦♥# /6❝❛♣✐#✉❧6❡3 ❞❛♥3 ❧❡ #❛❜❧❡❛✉ ✷✳✹✳

∆εd ∆εs ∆εp

❈♦ ✵✱✷✾ ✲✵✱✾✾ ✲✷✱✸✷

"# ✵✱✹✼ ✲✵✱✶✸ ✲✷✱✵✶

■% ✵✱✺✾ ✲✵✱✺ ✲✷✱✶

"❞ ✵✱✸✸ ✲✶✱✷✷ ✲✶✱✾✾

❚❛❜❧❡ ✷✳✹ ✕ ❉6♣❧❛❝❡♠❡♥#3 ❞❡3 ♥✐✈❡❛✉① ❛#♦♠✐'✉❡3 ♣❛/ #②♣❡ ❞✬♦/❜✐#❛❧❡ 3✉/ ❧❡3 3✐#❡3 ❞❡ 3✉/❢❛❝❡

✭❡♥ ❡❱✮ ♦❜#❡♥✉3 ♣❛/ ❝❛❧❝✉❧ ❡♥ ❜❛♥❞❡ 3♣❞ ❞❛♥3 ❧❡ ❝❛3 ❞✬✉♥ 3②3#4♠❡ 3❡♠✐✲✐♥✜♥✐ ♣✉/ #❡/♠✐♥6

♣❛/ ✉♥❡ 3✉/❢❛❝❡ ✭✶✶✶✮✳

❉❛♥3 ❧❡ ❝❛3 ❞✉ N❞ ♣✉/✱ ♦♥ /❡#/♦✉✈❡ ❧❡3 ♠O♠❡3 /63✉❧#❛#3 '✉❡ ❝❡✉① ❝❛❧❝✉❧63 ❞❛♥3❬✷✱ ✶✶❪ ❝❡

'✉✐ ♠♦♥#/❡ ❧❡ ❜♦♥ ❢♦♥❞❡♠❡♥# ❞❡ ❧❛ ❞6♠❛/❝❤❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❛✉#♦❝♦❤6/❡♥# ❛✈❡❝ ♥❡✉#/❛❧✐#6 ❧♦❝❛❧❡

♣❛/ 3✐#❡ ❡# ♣❛/ ♦/❜✐#❛❧❡ ♣♦✉/ ❧❡3 3✉/❢❛❝❡3✳ ❉❛♥3 ❧❡ ❝❛3 ❞❡3 ♠♦♥♦❝♦✉❝❤❡3 ❆✴❇✱ ❧❡3 #❛❜❧❡❛✉① ✷✳✺

❡# ✷✳✻ /6❝❛♣✐#✉❧❡♥# ❧❡3 ✈❛❧❡✉/3 ❞❡3 ♣❛/❛♠4#/❡3 ❞❡ ❞63♦/❞/❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡# ♥♦♥ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❧♦❝❛✉①

❞❡3 ❞❡✉① ❞✐✛6/❡♥#3 3②3#4♠❡3 ❞❡ ♠♦♥♦❝♦✉❝❤❡ 6#✉❞✐63✱ ❈♦✴N#✭✶✶✶✮ ❡# N❞✴■/✭✶✶✶✮✱ ✐33✉3 ❞❡3

✈❛❧❡✉/3 εd ❡# Wd /❡3♣❡❝#✐✈❡3 ❛✉ 3②3#4♠❡✳ ▲❡3 ✈❛❧❡✉/3 ❞❡3 ♣❛/❛♠4#/❡3 δd ❡# δnd 3♦♥# ❛♣♣❡❧63

❧♦❝❛✉① ❝❛/ ❧❡3 ❝❛❧❝✉❧3 ❞❡ ✈❛/✐❛#✐♦♥ 3❡ ❢♦♥# ♣❛/ /❛♣♣♦/# ❛✉① ❛#♦♠❡3 ✈♦✐3✐♥3 ❞❡3 ❛#♦♠❡3 ❞❡

❧❛ ♠♦♥♦❝♦✉❝❤❡ ♠❛✐3 ♥♦♥ ♣❛/ /❛♣♣♦/# ❛✉① ❛#♦♠❡3 ❞✉ ✈♦❧✉♠❡✱ 3❛❝❤❛♥# '✉✬✐❧ ② ❛ #/43 ♣❡✉ ❞❡

❞✐✛6/❡♥❝❡ ❡♥#/❡ ❝❡3 ❞❡✉① #②♣❡3 ❞❡ ✈❛❧❡✉/3✳

▲♦/3'✉✬♦♥ ♣❛33❡ ❞✬✉♥ 3②3#4♠❡ ♠♦♥♦♠6#❛❧❧✐'✉❡ 0 ✉♥ 3②3#4♠❡ ❜✐♠6#❛❧❧✐'✉❡ ❢♦/♠6 ❞✬✉♥❡

♠♦♥♦❝♦✉❝❤❡ /❡♣♦3❛♥# 3✉/ ✉♥ 3✉❜3#/❛# ❞✬❛#♦♠❡3 ❞❡ ♥❛#✉/❡ ❞✐✛6/❡♥#❡✱ ❧❛ ❢♦/♠❡ ❞❡ ❧❛ ❉❊▲ ❡♥

εd Wd

Cosurf.(111) ✽✱✺✷✷
✸✱✾✼✺

CoMC ✼✱✺✶
✹✱✸✹

Ptvois. ✺✱✾✾ ✼✱✶✺

δlocald ❂ ✶✱✺✷ δlocalnd ❂ ✲✷✱✽

❚❛❜❧❡ ✷✳✺ ✕ ❱❛❧❡✉/ ❞✉ ♣❛/❛♠4#/❡ ❞❡ ❞63♦/❞/❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ δd ❬❡❱❪ ❡# ❞✉ ❞63♦/❞/❡ ♥♦♥ ❞✐❛❣♦♥❛❧

δnd ❬❡❱❪ ❛♣/43 #/❛✐#❡♠❡♥# ❛✉#♦❝♦❤6/❡♥# ❞❡ ❝❤❛/❣❡ ♣♦✉/ ❧❡ 3②3#4♠❡ ❜✐♠6#❛❧❧✐'✉❡ ❛✈❡❝ ♠♦♥♦✲

❝♦✉❝❤❡ CoMC/Pt(111)✳ ▲❛ ❞♦♥♥6❡ ❞✉ Cosurf.(111) ❡3# ✉#✐❧✐36❡ ❝♦♠♠❡ /6❢6/❡♥❝❡ ♣♦✉/ ❞6✜♥✐/

❧❡ ♣❛33❛❣❡ ❞✬✉♥ 3②3#4♠❡ ♣✉/ 0 ✉♥❡ ♠♦♥♦❝♦✉❝❤❡✳



✽✷

εd Wd

Pdsurf.(111) ✺✱✸✷✽ ✹✱✾✶✺

PdMC ✽✱✹✷ ✺✱✸✼

Irvois. ✽✱✵✽ ✽✱✼✾

δlocald ❂ ✲✵✱✸✸ δlocalnd ❂ ✸✱✹✶

❚❛❜❧❡ ✷✳✻ ✕ ❱❛❧❡✉4 ❞✉ ♣❛4❛♠894❡ ❞❡ ❞:;♦4❞4❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ δd ❬❡❱❪ ❡9 ❞✉ ❞:;♦4❞4❡ ♥♦♥ ❞✐❛❣♦♥❛❧

δnd ❬❡❱❪ ❛♣48; 94❛✐9❡♠❡♥9 ❛✉9♦❝♦❤:4❡♥9 ❞❡ ❝❤❛4❣❡ ♣♦✉4 ❧❡ ;②;98♠❡ ❜✐♠:9❛❧❧✐F✉❡ ❛✈❡❝ ♠♦♥♦✲

❝♦✉❝❤❡ PdMC/Ir(111)✳ ▲❛ ❞♦♥♥:❡ ❞✉ Pdsurf.(111) ❡;9 ✉9✐❧✐;:❡ ❝♦♠♠❡ 4:❢:4❡♥❝❡ ♣♦✉4 ❞:✜♥✐4

❧❡ ♣❛;;❛❣❡ ❞✬✉♥ ;②;98♠❡ ♣✉4 L ✉♥❡ ♠♦♥♦❝♦✉❝❤❡✳

surf.pur →MC
❈♦ "❞

ϕ ✶✱✵✶✷ ✲✸✳✵✾✷

❚❛❜❧❡ ✷✳✼ ✕ ❱❛❧❡✉4; 4:❝❛♣✐9✉❧❛9✐✈❡; ❞❡ ❧❛ ✈❛4✐❛9✐♦♥ ❞✉ ❝❡♥94❡ ❞❡ ❜❛♥❞❡ ❞✭ ❡♥ ❡❱✮ ❡♥94❡ ;✐9❡

❞❡ ;✉4❢❛❝❡ ❞✬✉♥ ;②;98♠❡ ♣✉4 ❡9 ❛9♦♠❡ ❞❡ ♠♦♥♦❝♦✉❝❤❡ ❞✉ ♠O♠❡ ❝♦♠♣♦;:✳

❜❛♥❞❡ ♣❛49✐❡❧❧❡ ❞ ❡;9 ♠♦❞✐✜:❡✳ ▲✬✐♥9:4❛❝9✐♦♥ ❡♥94❡ ❛9♦♠❡; ❞❡ ❧❛ ♠♦♥♦❝♦✉❝❤❡ ❡9 ❛9♦♠❡; ❞✉

;✉❜;94❛9 ❡♥94❛P♥❡ ✉♥❡ ♠♦❞✐✜❝❛9✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦4♠❡ ❞❡ ❧❛ ❉❊▲ ❡9 ❞❡ ;❛ ♣♦;✐9✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡❝9✉❛♥9

✉♥ 4❡♣:4❛❣❡ ❞✉ ❞:❝❛❧❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞ ♣❛4 4❛♣♣♦49 L ❧✬:♥❡4❣✐❡ ❞❡ ❋❡4♠✐✱ ❝❤❛F✉❡ ;②;98♠❡

❣❛4❞❡ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉4 ❝♦♥;9❛♥9❡ ❞❡ ❞:❝❛❧❛❣❡ ♣❛4 4❛♣♣♦49 L EF ❧♦4;F✉✬♦♥ ♣❛;;❡ ❞✬✉♥ ;②;98♠❡ ♣✉4

L ✉♥❡ ;②;98♠❡ ❞❡ ♠♦♥♦❝♦✉❝❤❡✳ U♦✉4 ❧❡; ;②;98♠❡; CoMC/Pt(111) ❡9 PdMC/Ir(111) ♦♥ ❛ ✉♥❡

❞✐♠✐♥✉9✐♦♥ ❛✉① ❛❧❡♥9♦✉4; ❞❡ ✶ ❡❱✳ ▲❡ 9❛❜❧❡❛✉ ✷✳✼ 4:;✉♠❡ ❧❡; ✈❛4✐❛9✐♦♥; ❞❡; ❝❡♥94❡; ❞❡ ❜❛♥❞❡ ❞

❛✉ ❝♦✉4; ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥9 ❞❡ ;②;98♠❡✱ ❝✬❡;9 L ❞✐4❡ ❧❛ ❞✐✛:4❡♥❝❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉4 ❞❡; ❝❡♥94❡; ❞❡ ❜❛♥❞❡ ❞

❡♥94❡ ❧❡ ;✐9❡ ❞❡ ;✉4❢❛❝❡ ❡♥ ;②;98♠❡ ♣✉4 ❡9 ❧❛ ♠♦♥♦❝♦✉❝❤❡ ♣♦✉4 ✉♥ ♠O♠❡ ❝♦♠♣♦;: ❡♥ ✉9✐❧✐;❛♥9

✉♥❡ ;❡✉❧❡ :❝❤❡❧❧❡ ❞✬:♥❡4❣✐❡✳ ▲❛ ✈❛4✐❛9✐♦♥ ;❡4❛ 4❡♣4:;❡♥9:❡ ♣❛4 ϕ 9❡❧❧❡ F✉❡ ϕ = εpurd − εMC
d ✳

▲❛ ✈❛❧❡✉4 ♥:❣❛9✐✈❡ ❞❡ ϕ ;✐❣♥✐✜❡ F✉❡ ❧❡ ❝❡♥94❡ ❞❡ ❜❛♥❞❡ ;❡ 4❛♣♣4♦❝❤❡ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❋❡4♠✐

♣♦✉4 F✉❡ ❧❛ ❞✐;94✐❜✉9✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛4❣❡ ❞✉ ;②;98♠❡ ;♦✐9 :F✉✐9❛❜❧❡✳ ❉❛♥; ❧❡ ❝❛; ❝♦♥94❛✐4❡✱ ♦♥ ❛

✉♥ ❝❡♥94❡ ❞❡ ❜❛♥❞❡ F✉✐ ;✬:❧♦✐❣♥❡ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❋❡4♠✐✳ ❈❡ 94❛✈❛✐❧✱ ❞❛♥; ❧❡ ❝❛; ❞❡ U❞✴■4✭✶✶✶✮

;❡4✈✐4❛ ❞❡ ❜❛;❡ ❛✉① ✐♥9❡4♣4:9❛9✐♦♥; ❞❛♥; ❧❡ ❝❛; ❞✉ ;②;98♠❡ ❝Z✉4 ❝♦F✉✐❧❧❡ ■4❅U❞ F✉✐ ;❡4❛

94❛✐9: ❛✉ ❝❤❛♣✐94❡ ✹✳
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❙✐$❡& ❈♦❡✉* ✭✶✶✶✮ ✭✶✵✵✮ ❛*0$❡ &♦♠♠❡$

■!

∆εd ✵ ✵✱✺✻ ✵✱✼✻ ✵✱✽✼ ✶✱✶✼

∆εsp ✵ ✲✶✱✸✾ ✲✷✱✷✺ ✲✷✱✹✹ ✲✸✱✼✾

"❞

∆εd ✵ ✵✱✸✵ ✵✱✹✾ ✵✱✻✷ ✵✱✽✸

∆εsp ✵ ✲✶✱✺✾ ✲✷✱✺✹ ✲✸✱✵✹ ✲✹✱✶✼

❚❛❜❧❡ ✷✳✽ ✕ ❱❛❧❡✉*& *>❝❛♣✐$✉❧❛$✐✈❡& ❞❡ ❧❛ ✈❛*✐❛$✐♦♥ ❞✉ ❝❡♥$*❡ ❞❡ ❜❛♥❞❡ ❞✭ ❡♥ ❡❱✮ ❡♥$*❡ &✐$❡

❞❡ &✉*❢❛❝❡ ❞✬✉♥ &②&$H♠❡ ♣✉* ❡$ ❛$♦♠❡ ❞❡ ♠♦♥♦❝♦✉❝❤❡ ❞✉ ♠0♠❡ ❝♦♠♣♦&>✳

✸✳ ➱#✉❞❡ ❞❡ ♥❛♥♦♣❛+#✐❝✉❧❡/ ♣✉+❡/ ❡# /♦✉/ ❢♦+♠❡ ❞✬❛❧❧✐❛❣❡/

▲✬>$✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛*✐❛$✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❉❊▲ ❞❛♥& ❧❡& ♥❛♥♦♣❛*$✐❝✉❧❡& ❡&$ ✐♠♣♦*$❛♥$❡ ❝❛* ❡❧❧❡& ♣*>✲

&❡♥$❡♥$ ♣❧✉&✐❡✉*& &✐$❡& &✉♣❡*✜❝✐❡❧& ❞♦♥$ ❧❡& ❝♦♦*❞✐♥❛$✐♦♥& &♦♥$ ✈❛*✐❛❜❧❡& ✭❛❧❧❛♥$ ❞❡ ✺ N ✾ ❛$♦♠❡&

❡♥ ♣*❡♠✐❡*& ✈♦✐&✐♥& ♣♦✉* ✉♥ ❝✉❜♦❝$❛H❞*❡✮ ❡$ ♣❡✉✈❡♥$ ❡♥$*❛O♥❡* ❞❡& ♠♦❞✐✜❝❛$✐♦♥& ♥♦♥ ♥>❣❧✐✲

❣❡❛❜❧❡& ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ &$*✉❝$✉*❡ >❧❡❝$*♦♥✐Q✉❡ ❞✉ &②&$H♠❡ >$✉❞✐>✳

❉❛♥& ❝❡ Q✉✐ &✉✐$✱ ♥♦$*❡ ♣❛*$✐❝✉❧❡ ♠♦❞H❧❡ ❡&$ ✉♥ ❝✉❜♦❝$❛H❞*❡ ❞❡ $❛✐❧❧❡ ✈❛*✐❛❜❧❡✱ ❞❡ ❧✬♦*❞*❡

❞❡ ✶✱✹ N ✹ ♥♠ ❞❡ ❞✐❛♠H$*❡ ❡♥✈✐*♦♥✱ &♦✐$ ❝♦♥&$✐$✉> ❞❡ ✶✹✼ N ✷✽✻✾ ❛$♦♠❡&✱ ♣♦✉* ❧❡Q✉❡❧ ♦♥ ❛

❛♣♣❧✐Q✉> ❧❛ ♥♦$✐♦♥ ❞❡ ♥❡✉$*❛❧✐$> ♣❛* ♦*❜✐$❛❧❡ ❡$ ♣❛* &✐$❡ ✭❝❛& ❞✬✉♥❡ ♥❛♥♦♣❛*$✐❝✉❧❡ ♣✉*❡✮ ❡$ ♣❛*

❡&♣H❝❡ ❝❤✐♠✐Q✉❡ ✭❝❛& ❞✬✉♥❡ ♣❛*$✐❝✉❧❡ ❞✬❛❧❧✐❛❣❡ ❜✐♠>$❛❧❧✐Q✉❡ ♦✉ ♥❛♥♦❛❧❧✐❛❣❡✮ ♣♦✉* ❧❡ ♣*✐♥❝✐♣❡

❞✬❛✉$♦❝♦❤>*❡♥❝❡ ❀ ❝❡ $*❛✐$❡♠❡♥$ ❛②❛♥$ ❢❛✐$ ❧✬♦❜❥❡$ ❞❡ *❡❝❤❡*❝❤❡& ❞❛♥& ❞❡✉① $*❛✈❛✉① ❛♥$>*✐❡✉*&

✉$✐❧✐&❛♥$ ❧❛ ♠>$❤♦❞❡ ❞❡ ❉❋❚ ❬✸✱ ✽❪✳ ◆♦✉& ♣*>&❡♥$❡*♦♥& ❧❡& ❝❛❧❝✉❧& ❡✛❡❝$✉>& ❡♥ ❜❛♥❞❡ &♣❞✱

❥✉&Q✉✬❛✉① ♣*❡♠✐❡*& ✈♦✐&✐♥&✱ ❛✈❡❝ ✶✶ ❝♦❡✣❝✐❡♥$& ❞❡ *>❝✉*&✐♦♥ ✭&♦✐$ ✷✷ ♠♦♠❡♥$& ❡①❛❝$&✮ &✉* ❞❡&

♥❛♥♦♣❛*$✐❝✉❧❡& ♣✉*❡& ❞✬■* ❡$ ❞❡ ]❞ ♣✉✐& &✉* ❞❡& ♥❛♥♦❛❧❧✐❛❣❡& ■*]❞✱ ❧✬>$✉❞❡ &✉* ❧❡ ❈♦]$ >$❛♥$

❞>❥N ❡✛❡❝$✉>❡ ❧♦*& ❞✬✉♥❡ ♣*>❝>❞❡♥$❡ $❤H&❡ ❬✽❪✳

✸ ✳ ✶ ➱$✉❞❡ ❝♦♠♣❛-❛$✐✈❡ ❞❡0 ❉❊▲ ❡♥ ❢♦♥❝$✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦0✐$✐♦♥

❝❤✐♠✐8✉❡ ❞✉ 0②0$:♠❡

❖♥ ❝♦♥&✐❞H*❡ ❞❛♥& ✉♥ ♣*❡♠✐❡* $❡♠♣& ❧❡& ♥❛♥♦♣❛*$✐❝✉❧❡& ♣✉*❡& ❞✬■* ❡$ ❞❡ ]❞✳ ❆♣*H& ❝❛❧✲

❝✉❧ ❛✉$♦❝♦❤>*❡♥$✱ ❧❡& ❞>♣❧❛❝❡♠❡♥$& ❞❡& ♥✐✈❡❛✉① ❛$♦♠✐Q✉❡& ❞❡& ♦*❜✐$❛❧❡& ❝♦**❡&♣♦♥❞❛♥$ N ❧❛

❞✐✛>*❡♥❝❡ εsλ1 − εcλ1 ♦` s *❡♣*>&❡♥$❡ ✉♥ &✐$❡ &✉♣❡*✜❝✐❡❧ ❡$ c ✉♥ &✐$❡ ❞❡ ❝a✉* ❞❡ ❧✬❛❣*>❣❛$ &♦♥$

*>❝❛♣✐$✉❧>& ❞❛♥& ❧❡ $❛❜❧❡❛✉ ✷✳✽ ♣♦✉* ✉♥ &②&$H♠❡ ♣✉* ❝♦♥&$✐$✉> ❞❡ ✷✽✻✾ ❛$♦♠❡&✳

❉✬❛♣*H& ❧❡ $❛❜❧❡❛✉ ✷✳✽ ❧❡& ✈❛❧❡✉*& ❞❡& ❞>♣❧❛❝❡♠❡♥$& ❞❡& ♥✐✈❡❛✉① ❛$♦♠✐Q✉❡& ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡
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♣❛$%✐❡❧❧❡ ❞ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡- ❢❛❝❡%%❡- ✭✶✶✶✮ ❡% ✭✶✵✵✮ -♦♥% ♣$♦❝❤❡- ❞❡ ❝❡❧❧❡- ❝❛❧❝✉❧6❡- ❡♥ -✉$❢❛❝❡

♣✉$❡ ❞❛♥- ✉♥ -②-%8♠❡ -❡♠✐✲✐♥✜♥✐ ✈♦✐$ ✭-❡❝%✐♦♥ ✷✮✳ ❉❛♥- ❧❡ ❝❛- ❞✉ ?❞✱ ❧❡- ❞♦♥♥6❡- -♦♥% ❝♦♠✲

♣❛$❛❜❧❡- B ❝❡❧❧❡- ♦❜%❡♥✉❡- ❞❛♥- ❧❛ %❤8-❡ ❞❡ ❈✳ ▼♦%%❡% ❬✷❪✳ ❖♥ ♣❡✉% $❡♠❛$H✉❡$ H✉❡ ❧❡ ❢❛✐% ❞❡

❝♦♠❜✐♥❡$ ❧❡- ❡✛❡%- ❞❡- ♦$❜✐%❛❧❡- ❛%♦♠✐H✉❡- - ❡% ♣ ♠♦❞✐✜❡ ❢❛✐❜❧❡♠❡♥% ❧❡- ❞6❝❛❧❛❣❡- ❛✉ ♥✐✈❡❛✉

❞❡- ❢❛❝❡%%❡-✳

▲❡- ✜❣✉$❡- ✷✳✶✸ ❡% ✷✳✶✹ $6❝❛♣✐%✉❧❡♥% ❧❛ ✈❛$✐❛%✐♦♥ -✐%❡ ♣❛$ -✐%❡ ❞❡- ❉❊▲ ❞✬✉♥❡ ♥❛♥♦♣❛$%✐❝✉❧❡

♣✉$❡ ❞✬■$ ❡% ❞❡ ?❞ $❡-♣❡❝%✐✈❡♠❡♥%✳ ❊♥ ❣6♥6$❛❧✱ ❧❛ ❢♦$♠❡ ❞❡ ❧❛ ❉❊▲ ♥❡ ✈❛$✐❡ ♣❛- ❛✈❡❝ ❧❛ %❛✐❧❧❡

❞❡ ❧❛ ♥❛♥♦♣❛$%✐❝✉❧❡✱ ❝❡❧❛ -✬❡①♣❧✐H✉❛♥% ♣❛$ ❧❡ ❢❛✐% H✉❡ ❧✬❡♥✈✐$♦♥♥❡♠❡♥% -%$✉❝%✉$❛❧ ♣$♦❝❤❡ ♥❡

❝❤❛♥❣❡ ♣❛- ❜✐❡♥ H✉❡ ❧❛ %❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛❣$6❣❛% ✈❛$✐❡✳ ❚♦✉%❡❢♦✐-✱ -✐ ♦♥ $❡❣❛$❞❡ ♣❧✉- ❡♥ ❞6%❛✐❧-✱ ❧❡-

❉❊▲ -♦♥% %♦✉% ❞❡ ♠R♠❡ ❧6❣8$❡♠❡♥% ♠♦❞✐✜6❡-✳ ❆✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ❧❛$❣❡✉$ ❞❡ ❜❛♥❞❡✱ ❝❡❧❧❡✲❝✐

❛✉❣♠❡♥%❡ ❧♦$-H✉✬♦♥ ♣❛--❡ ❞✬✉♥ -✐%❡ B ❧✬❛✉%$❡✱ ♣❧✉- ❧❛ ❝♦♦$❞✐♥❛%✐♦♥ ❞✉ -✐%❡ ❛✉❣♠❡♥%❡ ♣❧✉- ❧❛

❧❛$❣❡✉$ ❞❡ ❜❛♥❞❡ ❛✉❣♠❡♥%❡ ❡% ♦♥ ❛ ✉♥❡ ❝♦♥✈❡$❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❧❛$❣❡✉$ ❞❡ ❜❛♥❞❡ ✈❡$- ❝❡❧❧❡ ❝❛$❛❝✲

%6$✐-%✐H✉❡ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡✳ ❈❡ $6-✉❧%❛% ❛ ❞6❥B 6%6 ❝♦♥-%❛%6 ❛✉ ❝♦✉$- ❞✉ %$❛✈❛✐❧ ❞❡ ❈✳ ▼♦%%❡% ❬✷❪✳

❊♥ ❣6♥6$❛❧ ♦♥ ❛ ❞❡- ❝♦✉$❜❡- ❞❡ ❧❛ ❉❊▲ %$8- ❧✐--❡- ❝❡ H✉✐ -✐❣♥✐✜❡ H✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜$❡ ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥%-

✭♣$✐- B ✶✶ ❞❛♥- ❧❡ ❝❛❧❝✉❧✮ ❡-% -✉✣-❛♥% ♣♦✉$ ♦❜%❡♥✐$ ❞❡- ❞6✜♥✐%✐♦♥- ❞❡ -%$✉❝%✉$❡ 6❧❡❝%$♦♥✐H✉❡

❛--❡③ ♣$♦❝❤❡- ❞❡ ❝❡❧❧❡- H✉✐ -♦♥% ♦❜%❡♥✉❡- ❡♥ ✈♦❧✉♠❡✳

▲✬❛♥❛❧②-❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦$♠❡ ❞❡- ❉❊▲ ♠♦②❡♥♥❡- ❝❛❧❝✉❧6❡- -✉$ ❧❡- ❞✐✛6$❡♥%- -✐%❡- ❞❡ ❧❛ ♣❛$%✐❝✉❧❡

❡% B ❞✐✛6$❡♥%❡- %❛✐❧❧❡- ✭✜❣✉$❡ ✷✳✶✺✮ ♥♦✉- ♠♦♥%$❡✱ ❝♦♠♠❡ ❛%%❡♥❞✉✱ H✉❡ ♣❧✉- ❧❛ %❛✐❧❧❡ ❛✉❣♠❡♥%❡✱

♣❧✉- ❧❛ ❉❊▲ ♠♦②❡♥♥❡ -❡ $❛♣♣$♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ❉❊▲ ❞❡ ❧✬6❧6♠❡♥% ❞❡ $6❢6$❡♥❝❡ ❞❛♥- ✉♥ -②-%8♠❡

✈♦❧✉♠✐H✉❡ ♣✉$✳

▲❡- ✜❣✉$❡- ✷✳✶✻ ✭❛✮ ❡% ✷✳✶✼✭❛✮ ❞6♠♦♥%$❡♥% ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢♦✐- ❧❛ ❞6♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❧❛$❣❡✉$

❞❡ ❜❛♥❞❡ ❛✈❡❝ ❧❡- ♥♦♠❜$❡- ❞❡ ❝♦♦$❞✐♥❛%✐♦♥ ❞✉ -✐%❡ 6%✉❞✐6✳ ❊♥ ❡✛❡%✱ ♣❧✉- ❧❡ ♥♦♠❜$❡ ❞❡ ✈♦✐-✐♥-

❞❡ ❧✬❛%♦♠❡ 6%✉❞✐6 ❡-% ❢❛✐❜❧❡ ♣❧✉- ❧❛ ❧❛$❣❡✉$ ❞❡ ❜❛♥❞❡ ❡-% ❢❛✐❜❧❡✳

❊♥ ♣❛--❛♥% ❞✬✉♥ -②-%8♠❡ ❞✬❛❣$6❣❛% ♣✉$ B ✉♥ -②-%8♠❡ ❞❡ ♥❛♥♦♣❛$%✐❝✉❧❡ ❞✬❛❧❧✐❛❣❡ ❜✐♠6✲

%❛❧❧✐H✉❡ ❞✬■$?❞ ✭✜❣✉$❡ ✷✳✶✻ ❡% ✷✳✶✼✮✱ ❧❡- ❉❊▲ -♦♥% %$8- ❞6❢♦$♠6❡-✳ ❖♥ $❛♣♣❡❧❧❡ ✐❝✐✱ H✉❡ ♣♦✉$

♥♦%$❡ 6%✉❞❡ %❤6♦$✐H✉❡ ❞✬❡✛❡% ❞✬❛❧❧✐❛❣❡✱ ♥♦✉- ❛✈♦♥- ❝❤♦✐-✐ ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉$❛%✐♦♥ ♠♦❞8❧❡ ❞❡ %②♣❡

▲10✳ ❉❛♥- ❧❡ ❝❛- ❞❡ ❧✬■$✱ ❧❛ ❞❡♥-✐%6 ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧✬6♥❡$❣✐❡ ❞❡ ❋❡$♠✐ ❡-% ♠❛①✐♠❛❧❡ ❧♦$-H✉❡

❧✬6❧6♠❡♥% -❡ %$♦✉✈❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ -✐%❡ ❞❡ ❧✬❛$R%❡ ♠✐①%❡ ❝♦♠♣♦-6❡ ❞✬❛%♦♠❡- ❞✬■$ ❡% ?❞ H✉✐

❝♦❡①✐-%❡♥%✳ ❈♦♥❝❡$♥❛♥% ❧❡ ?❞✱ ❧❛ ❞❡♥-✐%6 ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❋❡$♠✐ ❡-% ♠❛①✐♠❛❧❡ ❧♦$-H✉❡ ❧❡- ❛%♦♠❡-
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✽✻

✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮ ✭❞✮

✭❡✮

❋✐❣✉$❡ ✷✳✶✹ ✕ ❘❡♣012❡♥4❛4✐♦♥ 2✐4❡ ♣❛0 2✐4❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛0✐❛4✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❉❊▲ ❡♥ ❜❛♥❞❡ ♣❛04✐❡❧❧❡ ❞

❞✬✉♥❡ ♥❛♥♦♣❛04✐❝✉❧❡ ♣✉0❡ ❞❡ >❞ ❡♥ ❢♦♥❝4✐♦♥ ❞❡ ❧❛ 4❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛04✐❝✉❧❡✳
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❋✐❣✉$❡ ✷✳✶✺ ✕ ❘❡♣./0❡♥2❛2✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧❛ ❉❊▲ ♠♦②❡♥♥❡ ❡♥ ❜❛♥❞❡ ♣❛.2✐❡❧❧❡ ❞ ❞✬✉♥❡ ♥❛♥♦♣❛.2✐❝✉❧❡

♣✉.❡ ✭❛✮ ❞✬■. ❡2 ✭❜✮ ❞❡ @❞ ❡♥ ❢♦♥❝2✐♦♥ ❞❡ ❧❛ 2❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛.2✐❝✉❧❡ ❝♦♠♣❛./❡ B ❧❛ ❢♦.♠❡ ❞❡ ❧❛

❉❊▲ ❡♥ ✈♦❧✉♠❡ ♣✉.✳



✽✽

❞❡ #❞ $❡ %&♦✉✈❡♥% ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ $✐%❡ ❞❡ ❧✬❛&/%❡ ♣✉&❡ ❡♥ #❞✳ ▲❛ ❞❡♥$✐%3 ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❢❡&♠✐ ❡$%

♠✐♥✐♠❛❧❡ ♣♦✉& ✉♥ ❛%♦♠❡ ❞❡ #❞ ❞❛♥$ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡✳

✸ ✳ ✷ ➱✈❛❧✉❛(✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡✛❡( ❞❡ (❛✐❧❧❡✱ ❞❡ 1✐(❡ ❡( ❞✬❛❧❧✐❛❣❡ 1✉3 ❧❡ ❝❡♥(3❡

❞❡ ❜❛♥❞❡ ❞ ✭εd✮ ❡( 1✉3 ❧❛ ❧❛3❣❡✉3 8 ♠✐✲❤❛✉(❡✉3 ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞

✭Wd✮ ❞❛♥1 ❧❡1 ♥❛♥♦♣❛3(✐❝✉❧❡1 ❞✬■3>❞

▲❡$ ✜❣✉&❡$ ✷✳✶✽ ❡% ✷✳✶✾ &❡♣&3$❡♥%❡♥% ❧❛ ✈❛&✐❛%✐♦♥ ❞❡$ ❝❡♥%&❡$ ❞❡ ❜❛♥❞❡ ❞ ✭εd✮ ❡% ❧❛&❣❡✉&$

? ♠✐✲❤❛✉%❡✉& ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞ ✭Wd✮ ❞❡ ❧✬■& ❡% ❞✉ #❞ ❞❡ ♥❛♥♦♣❛&%✐❝✉❧❡$ ♣✉&❡$ ❡% ❞❡ ♥❛♥♦❛❧❧✐❛❣❡$

❞❡ ❞✐✛3&❡♥%❡$ %❛✐❧❧❡$ ❛❧❧❛♥% ❞❡ ✶✹✼ ❛%♦♠❡$ ? ✷✽✻✾ ❛%♦♠❡$✳

#♦✉& ❞✐✛3&❡♥%❡$ %❛✐❧❧❡$ ❞❡$ ♥❛♥♦♣❛&%✐❝✉❧❡$ ♣✉&❡$ ❞✬■& ❡% #❞✱ εd ❡% Wd ✈❛&✐❡♥% ❧✐♥3❛✐&❡♠❡♥%

❡♥ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜&❡ ❞❡ ❝♦♦&❞✐♥❛%✐♦♥ ❞❡$ $✐%❡$✳ ❯♥❡ ❧3❣I&❡ ❞✐$♣❡&$✐♦♥ ❞❡$ ♣♦✐♥%$ ❡$% ♦❜$❡&✈3❡

♠❛✐$ ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥% ❧❛ ♠/♠❡ ❧♦✐ ❧✐♥3❛✐&❡ ❡$% $✉✐✈✐❡ J✉❡❧❧❡ J✉❡ $♦✐% ❧❛ %❛✐❧❧❡ ❞❡$ ♣❛&%✐❝✉❧❡$ ❬✽❪✳

❊♥ ❣3♥3&❛❧ ❧♦&$J✉✬♦♥ ❡$% ❡♥ ♣&3$❡♥❝❡ ❞✬✉♥ $②$%I♠❡ ♣✉&✱ ❧❡$ εd ❡% Wd ♥❡ ✈❛&✐❡♥% ♣❛$

❜❡❛✉❝♦✉♣✱ ❧❛ $%&✉❝%✉&❡ ❡♥✈✐&♦♥♥❛♥%❡ ♣&♦❝❤❡ ❞✉ $②$%I♠❡ ♥❡ ❝❤❛♥❣❡❛♥% ♣❛$ ❜✐❡♥ J✉❡ ❧❛ %❛✐❧❧❡

✈❛&✐❡✳ ❈✬❡$% ♣♦✉&J✉♦✐ ♦♥ ♥✬❛ ♣❛$ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥% ♣&♦♥♦♥❝3 J✉✐ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❧❡$ ❜❛♥❞❡$✳ ▲♦&$J✉✬♦♥

3%✉❞✐❡ ❧❡$ ♥❛♥♦♣❛&%✐❝✉❧❡$ ❞✬❛❧❧✐❛❣❡$✱ ❧❡$ ❞✐$♣❡&$✐♦♥$ ❞❡$ ✈❛❧❡✉&$ ❞❡ εd ❡%Wd $♦♥% ♣❧✉$ ♠❛&J✉3❡$

❝❛& ♣♦✉& ✉♥ ♠/♠❡ $✐%❡ ♦♥ ❛ ❝❡%%❡ ❢♦✐$ ❞❡$ ✈❛&✐❛%✐♦♥$ ❞✬❡♥✈✐&♦♥♥❡♠❡♥% ❝❤✐♠✐J✉❡ $❡❧♦♥ J✉❡ ❧✬♦♥

❛✐% ❞❡$ $✐%❡$ ❛✈❡❝ ❝♦❡①✐$%❡♥❝❡ ❡♥%&❡ ■& ❡% #❞ ✭♠✐①%❡$✮ ♦✉ ❞❡$ $✐%❡$ ❛✈❡❝ ❞❡$ ✈♦✐$✐♥$ ❞❡ ♠/♠❡

♥❛%✉&❡✳ ▼❛✐$ ❧? ❡♥❝♦&❡✱ ♦♥ &❡%&♦✉✈❡ ✉♥❡ ✈❛&✐❛%✐♦♥ J✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉% ❛❥✉$%❡& ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❧♦✐ ❧✐♥3❛✐&❡

J✉✐ ❞❡ ♣❧✉$ ❡$% ♣❛&❛❧❧I❧❡ ? ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ✈❛&✐❛%✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❣&3❣❛% ♣✉& ❝♦&&❡$♣♦♥❞❛♥%✳ ❖♥ &❡%&♦✉✈❡ ✐❝✐

❧❡ ♠/♠❡ ❝♦♠♣♦&%❡♠❡♥% J✉❡ ❝❡❧✉✐ ♦❜$❡&✈3 ❞❛♥$ ❧❛ %❤I$❡ ❞❡ ▲✳ ❩♦$✐❛❦ ❞❛♥$ ❧❡ ❝❛$ ❞❡ ❈♦#% ❬✽❪✳

❊♥ ❡✛❡%✱ ❞❡ ♠/♠❡ J✉❡ ♣♦✉& ❈♦#%✱ ♦♥ %&♦✉✈❡ ❞❛♥$ ✉♥ ♣&❡♠✐❡& %❡♠♣$ J✉❡ ❧❡$ ❝❡♥%&❡$

❞❡ ❜❛♥❞❡$ ✈❛&✐❡♥% ❧✐♥3❛✐&❡♠❡♥% ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♦&❞✐♥❛%✐♦♥ ❞❡ $✐%❡ ✐♥❞3♣❡♥❞❛♠♠❡♥% ❞❡ ❧❛ %❛✐❧❧❡✳

❯♥ ❛❥✉$%❡♠❡♥% ❧✐♥3❛✐&❡ ♠♦♥%&❡ J✉❡ ❧❡$ ❞&♦✐%❡$ ♦❜%❡♥✉❡$ ❛$$♦❝✐3❡$ ❛✉① ❛❣&3❣❛%$ ♣✉&$ ❞✬✉♥❡

♣❛&% ❡% ❛✉① ♥❛♥♦❛❧❧✐❛❣❡$ ❞✬❛✉%&❡ ♣❛&% ♦♥% ✭? ♣❡✉ ♣&I$✮ ❧❛ ♠/♠❡ ♣❡♥%❡ ❧✐3❡ ❞✐&❡❝%❡♠❡♥% ?

❧✬❡✛❡% $%&✉❝%✉&❛❧ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥% ❞❡ ❝♦♦&❞✐♥❛%✐♦♥✳ ▲❛ ❞&♦✐%❡ ❝♦&&❡$♣♦♥❞❛♥% ❛✉① ♥❛♥♦❛❧❧✐❛❣❡$

❡$% $✐♠♣❧❡♠❡♥% ❞3❝❛❧3❡ &✐❣✐❞❡♠❡♥% ♣❛& &❛♣♣♦&% ? ❧❛ ❞&♦✐%❡ ❞❡ ❧✬❛❣&3❣❛% ♣✉& ❝♦&&❡$♣♦♥❞❛♥%✱ ❝❡

❞3❝❛❧❛❣❡ &✐❣✐❞❡ &❡✢3%❛♥% ❞♦♥❝ ❧✬❡✛❡% ❞✬❛❧❧✐❛❣❡ ❧♦&$J✉❡ ❧✬♦♥ ♣❛$$❡ ❞✬✉♥ ❛❣&3❣❛% ♣✉& ? ✉♥ ❛❣&3❣❛%

❞✬❛❧❧✐❛❣❡✳ ■❧ ❡$% ❛✐♥$✐ ❝♦♥✜&♠3 J✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉% ❞3❝♦✉♣❧❡& ❧❡$ ❡✛❡%$ ❞✬❛❧❧✐❛❣❡ ❡% ❞❡ $%&✉❝%✉&❡ $✉&

❧✬3✈♦❧✉%✐♦♥ ❞❡$ ♣❛&❛♠I%&❡$ ❝❛&❛❝%3&✐$%✐J✉❡$ J✉❡ $♦♥% ❧❡ ❞3♣❧❛❝❡♠❡♥% ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞ ❡% ❧❛ ❧❛&❣❡✉&

❞❡ ❜❛♥❞❡ ❡% ❝❡❝✐ J✉❡❧❧❡ J✉❡ $♦✐% ❧❛ %❡♥❞❛♥❝❡ ❝❤✐♠✐J✉❡ ❞✉ $②$%I♠❡ ? $✬♦&❞♦♥♥❡& ♦✉ ? ❞3♠✐①❡&✳
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❞❛♥7 ✉♥ ❛❣2>❣❛3 ❞✬❛❧❧✐❛❣❡ ✭❜✮✳ ▲❛ ♣❛23✐❝✉❧❡ ❞✬>3✉❞❡ ❡73 ❝♦♠♣♦7>❡ ❞❡ ✷✽✻✾ ❛3♦♠❡7



✾✶

▲❡$ ✈❛'✐❛)✐♦♥$ ❧✐♥-❛✐'❡$ ♦❜)❡♥✉❡$ ♣❡'♠❡))❡♥) ❞✬-❧❛❜♦'❡' ❞❡$ ❧♦✐$ ❞❡ ✈❛'✐❛)✐♦♥$ ❞❡$ ♣❛'❛♠4)'❡$

❝❛'❛❝)-'✐$)✐6✉❡$ ❞❡ ❧✬♦'❞'❡ ❝❤✐♠✐6✉❡ 6✉❡ $♦♥) ❧❡ ❞-$♦'❞'❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡) ♥♦♥✲❞✐❛❣♦♥❛❧ ❞-✜♥✐$

♣'-❝-❞❡♠♠❡♥)✱ ❡♥ ❢♦♥❝)✐♦♥ ❞❡ ❧❛ )❛✐❧❧❡ ❞❡$ ♥❛♥♦❛❧❧✐❛❣❡$✳ ❉✬❛♣'4$ ❧❡$ -)✉❞❡$ $✉' ❈♦@)✱ ❝❡$ ❧♦✐$

♦♥) -)- $✉♣♣♦$-❡$ ♣♦✉✈♦✐' A)'❡ ❣-♥-'❛❧✐$❛❜❧❡$ B ✉♥ ❣'❛♥❞ ♥♦♠❜'❡ ❞❡ ❝♦✉♣❧❡$ ❞❡ ♠-)❛✉① ❞❡

)'❛♥$✐)✐♦♥ ♣✉✐$6✉✬❡❧❧❡$ ♥❡ '❡6✉✐4'❡♥) 6✉❡ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐$$❛♥❝❡ ❞❡$ ✈❛❧❡✉'$ ❞❡ ❝❡♥)'❡ ❡) ❞❡ ❧❛'❣❡✉'

❞❡ ❜❛♥❞❡$ ❞❛♥$ ❧❡$ ❛❣'-❣❛)$ ♣✉'$ ❡) ❝❡❧❧❡$ ❞❡ ❧✬❛❧❧✐❛❣❡ ♠❛$$✐❢✳ ◆♦✉$ ❛✈♦♥$ ❞♦♥❝ ❛♣♣❧✐6✉- ❧❡$

❢♦'♠✉❧❡$ ❞❡ ❧❛ )❤4$❡ ❞❡ ▲✳ ❩♦$✐❛❦ ♣♦✉' ✈-'✐✜❡' $✐ ❡❧❧❡$ $♦♥) ✈❛❧✐❞❡$ ♣♦✉' ■'@❞✳

✸ ✳ ✸ ➱✈❛❧✉❛'✐♦♥ ❞❡- ❞❡♥-✐'.- ❞✬.'❛'- ♠♦②❡♥♥❡-

@♦✉' ❛✈♦✐' ✉♥❡ ✐❞-❡ $✉' ❧❡ ❞-❝❛❧❛❣❡ ❞❡ ❜❛♥❞❡ ❧♦'$6✉✬♦♥ ♣❛$$❡ ❞✬✉♥ ❛❣'-❣❛) ♣✉' B ✉♥ ❛❣'-❣❛)

❞✬❛❧❧✐❛❣❡ ❜✐♠-)❛❧❧✐6✉❡ ❧✬❛♣♣'♦❝❤❡ ❣-♥-'❛❧❡ B ❢❛✐'❡ ❡$) ❧✬-)✉❞❡ ❝♦♠♣❛'❛)✐✈❡ ❞❡ ❧✬-✈♦❧✉)✐♦♥ ❞❡$

❉❊▲ ♠♦②❡♥♥❡$ ❡♥ ❢♦♥❝)✐♦♥ ❞❡ ❧❛ )❛✐❧❧❡ ❡) ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♥)'❛)✐♦♥ ✭✜❣✉'❡ ✷✳✷✵✮✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡

♠♦②❡♥♥❡ $❡ ❢❛✐) ❡♥ ✉)✐❧✐$❛♥) ❧❛ ♠-)❤♦❞❡ ❞❡$ ♠♦②❡♥♥❡$ ♣♦♥❞-'-❡$✳ ❈❤❛6✉❡ ✈❛❧❡✉' ❞❡ ❧❛ ❞❡♥$✐)-

❞✬-)❛) ✭ni ♦N ❧❡ $✐)❡ ✐ ♣❡✉) A)'❡ $♦✐) ✉♥ $✐)❡ $♦♠♠❡)✱ ❛'A)❡✱ ❢❛❝❡))❡ ✭✶✵✵✮ ♦✉ ❢❛❝❡))❡ ✭✶✶✶✮ ♦✉

❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞✉ $②$)4♠❡✮ ❡$) ♠✉❧)✐♣❧✐-❡ ♣❛' ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥) Ni ✭♣♦✐❞$ ♦✉ ❡✛❡❝)✐❢✮ 6✉✐ '❡♣'-$❡♥)❡

❧❡ ♥♦♠❜'❡ )♦)❛❧ ❞✬❛)♦♠❡$ $✉' ❧❡ $✐)❡ ✐ -)✉❞✐-✳ ▲❡$ ♣'♦❞✉✐)$ $♦♥) ❡♥$✉✐)❡ $♦♠♠-$ ❡) ❧❡ )♦✉) B

❞✐✈✐$❡' ♣❛' ❧❡ ♥♦♠❜'❡ )♦)❛❧ ❞✬❛)♦♠❡$ ◆ ✭N =
∑

iNi✮ ❞❛♥$ ❧❡ $②$)4♠❡✳ ❈❡))❡ ❞-♠❛'❝❤❡ ❡$)

'-❝❛♣✐)✉❧-❡ ♣❛' ❧❛ ❢♦'♠✉❧❡ ✷✳✶ ✿

Nmoyenne =

∑

iNi.ni

N
✭✷✳✶✮

♦N

✕ ✐ ✿ '❡♣'-$❡♥)❡ ❧❡$ ❞✐✛-'❡♥)$ $✐)❡$ ♣'-$❡♥)$ ❞❛♥$ ✉♥ ❝✉❜♦❝)❛4❞'❡ ✭❝♦❡✉'✱ ❢❛❝❡))❡ ✭✶✶✶✮✱

❢❛❝❡))❡ ✭✶✵✵✮✱ ❛'A)❡✱ $♦♠♠❡)✮

✕ Ni ✿ ♥♦♠❜'❡ ❞✬❛)♦♠❡$ $✉' ❝❤❛6✉❡ $✐)❡ ✐

✕ ni ✿ ❞❡♥$✐)- ❞✬-)❛) ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ $✐)❡ ✐

✕ ◆ ✿ ♥♦♠❜'❡ )♦)❛❧ ❞✬❛)♦♠❡$ ❞❛♥$ ❧❡ $②$)4♠❡✳ ❉❛♥$ ♥♦)'❡ ❝❛$✱ ◆ ♣❡✉) A)'❡ ✶✹✼✱ ✸✵✾✱ ✺✻✶

♦✉ ✷✽✻✾ ❛)♦♠❡$

❉✬❛♣'4$ ❧❡$ ✜❣✉'❡$ ✷✳✷✵ ✭❛✮ ❡) ✭❜✮ ❧❡ ❝❡♥)'❡ ❞❡ ❜❛♥❞❡ ❞ ♥❡ ✈❛'✐❡ ♣❛$ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❡♥ ❢♦♥❝)✐♦♥

❞❡ ❧❛ )❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♥❛♥♦♣❛')✐❝✉❧❡ ❡) ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♥)'❛)✐♦♥ ❡♥ ■' ❡) @❞ B ❧✬✐♥)-'✐❡✉'✳ ❉❛♥$ ❧❡ ❝❛$

❞❡ ❧✬■'✱ ❧❡$ ❧❛'❣❡✉'$ ❞❡ ❜❛♥❞❡ $❡ '❡$$❡''❡♥) ♣❛' '❛♣♣♦') B ❝❡❧❧❡ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ )❛♥❞✐$ 6✉❡ ♣♦✉' @❞✱



✾✷

✭❛✮

✭❜✮

❋✐❣✉$❡ ✷✳✶✽ ✕ ❱❛+✐❛-✐♦♥ ❞✉ ❝❡♥-+❡ ❞❡ ❣+❛✈✐-6 ✭❛✮ ❡- ❞❡ ❧❛ ❧❛+❣❡✉+ 8 ♠✐✲❤❛✉-❡✉+ ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡

♣❛+-✐❡❧❧❡ ❞ ✭❜✮ ❞❡ ❧✬■+ ❡♥ ❢♦♥❝-✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜+❡ ❞❡ ❝♦♦+❞✐♥❛-✐♦♥ ❞❡@ @✐-❡@ @✉♣❡+✜❝✐❡❧@ ❡- ❞❡ ❝♦❡✉+✳

▲❡@ ❞✐✛6+❡♥-❡@ -❛✐❧❧❡@ 6-✉❞✐6❡@ @♦♥- +❡@♣❡❝-✐✈❡♠❡♥- ✶✹✼ ❛-♦♠❡@✱ ✸✵✾ ❛-♦♠❡@✱ ✺✻✶ ❛-♦♠❡@ ❡-

✷✽✻✾ ❛-♦♠❡@✳



✾✸

✭❛✮

✭❜✮

❋✐❣✉$❡ ✷✳✶✾ ✕ ❱❛+✐❛-✐♦♥ ❞✉ ❝❡♥-+❡ ❞❡ ❣+❛✈✐-6 ✭❛✮ ❡- ❞❡ ❧❛ ❧❛+❣❡✉+ 8 ♠✐✲❤❛✉-❡✉+ ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡

♣❛+-✐❡❧❧❡ ❞ ✭❜✮ ❞❡ ❧✬■+ ❡♥ ❢♦♥❝-✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜+❡ ❞❡ ❝♦♦+❞✐♥❛-✐♦♥ ❞❡@ @✐-❡@ @✉♣❡+✜❝✐❡❧@ ❡- ❞❡ ❝♦❡✉+✳

▲❡@ ❞✐✛6+❡♥-❡@ -❛✐❧❧❡@ 6-✉❞✐6❡@ @♦♥- +❡@♣❡❝-✐✈❡♠❡♥- ✶✹✼ ❛-♦♠❡@✱ ✸✵✾ ❛-♦♠❡@✱ ✺✻✶ ❛-♦♠❡@ ❡-

✷✽✻✾ ❛-♦♠❡@✳



✾✹

❧❡$ ❜❛♥❞❡$ $✬*❧❛+❣✐$$❡♥. ♣❛+ +❛♣♣♦+. 1 ✉♥ ✈♦❧✉♠❡ ♣✉+ ❡. ❡♥ ❢♦♥❝.✐♦♥ ❞❡ ❧❛ .❛✐❧❧❡ ❞❛♥$ ❧✬❛❧❧✐❛❣❡

■+8❞✳ ❖♥ ♣❡✉. ❛✉$$✐ +❡♠❛+;✉❡+ ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥.❛.✐♦♥ ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥$✐.* ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡

❧✬*♥❡+❣✐❡ ❞❡ ❋❡+♠✐ ❧♦+$;✉❡ ❧❛ .❛✐❧❧❡ ❞✐♠✐♥✉❡✳ 8♦✉+ 8❞✱ ❧❛ ❞❡♥$✐.* ❞✬*.❛. ♠♦②❡♥♥❡ ❡$. ♠❛①✐♠❛❧❡

♣♦✉+ ✉♥❡ .❛✐❧❧❡ ❞❡ ✶✹✼ ❛.♦♠❡$✳

❆ ♣❛+.✐+ ❞❡ ❝❡$ +*$✉❧.❛.$ ❞❡ ❉❊▲ ♠♦②❡♥♥❡$ ❛✐♥$✐ ;✉❡ ❧❡$ ❞♦♥♥*❡$ ❝❛❧❝✉❧*❡$ ❞❛♥$ ❧❛ $❡❝.✐♦♥

♣+*❝*❞❡♥.❡ $✉+ ❧❡$ ✈❛+✐❛.✐♦♥$ ❞❡$ ❝❡♥.+❡$ ❞❡ ❜❛♥❞❡ ❞ ❡♥ ❢♦♥❝.✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜+❡ ❞❡ ❝♦♦+❞✐♥❛.✐♦♥ ❞❡

$✐.❡$ ✐❧ ❞❡✈✐❡♥. ❡♥✈✐$❛❣❡❛❜❧❡ ❞❡ ♣+*❞✐+❡ ❧❛ .❡♥❞❛♥❝❡ ❝❤✐♠✐;✉❡ ❞❛♥$ ❧❡$ ♥❛♥♦❛❧❧✐❛❣❡$ ❞❡ ♠*.❛✉①

❞❡ .+❛♥$✐.✐♦♥✱ ❧❡ ♣+✐♥❝✐♣❛❧ ♦❜❥❡❝.✐❢ *.❛♥. ❧❛ ♣♦$$✐❜✐❧✐.* ❞❡ ♣+*❞✐+❡ ❝❡..❡ .❡♥❞❛♥❝❡ ❝❤✐♠✐;✉❡ ♣♦✉+

❞✐✛*+❡♥.$ ♥❛♥♦❛❧❧✐❛❣❡$ ❞❡ ♠*.❛✉① ❞❡ .+❛♥$✐.✐♦♥ 1 ❞✐✛*+❡♥.❡$ .❛✐❧❧❡$ ❞❡ ❧❛ ♥❛♥♦♣❛+.✐❝✉❧❡✳ ❊♥

❡✛❡.✱ ❧❛ .❡♥❞❛♥❝❡ ❝❤✐♠✐;✉❡ ❞✬✉♥ ❛❣+*❣❛. ❞✬♦+❞+❡ n ❡$. ❧✐*❡ ❛✉① ♣❛+❛♠I.+❡$ δnd = εIrn − εPd
n ❡.

δnnd = W Ir
n −W Pd

n ❝❛❧❝✉❧*$ $♦✐. ❡♥ ♠♦②❡♥♥❛♥. ❧❡$ ❉❊▲ ❞❡ ❧✬■+ ❡. ❞✉ 8❞ ❞❛♥$ ❧❛ ♥❛♥♦♣❛+.✐❝✉❧❡✱

+❡$♣❡❝.✐✈❡♠❡♥.✱ $♦✐. ❡♥ ✉.✐❧✐$❛♥. ❧❛ ❧♦✐ ❛♥❛❧②.✐;✉❡ *♥♦♥❝*❡ ❞❛♥$ ❧✬❛+.✐❝❧❡ ❞❡ ▲✳ ❩♦$✐❛❦ ❡. ❛❧✳

❬✶✹❪✳ ▲❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❡✛❡❝.✉*❡ $✉+ ❧❡$ ❞✐✛*+❡♥.❡$ ❝♦♥✜❣✉+❛.✐♦♥$ ♣♦$$✐❜❧❡$ ♣♦✉+ ❝❤❛;✉❡ ❝❛$ .+❛✐.*

❛❜♦✉.✐. 1 ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ✈❛+✐❛.✐♦♥ ❞❡ δnd ❡♥ ❢♦♥❝.✐♦♥ ❞❡ ❧❛ .❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛❣+*❣❛.✳ ❆♥❛❧②.✐;✉❡♠❡♥.✱

❝❡..❡ ❧♦✐ $✬*❝+✐. ✿

δnd = δd,0 +∆εIralloy −∆εPd
alloy +

∑

Z=5,7,8,9

(xIrZ ∆εIrsite − xPd
Z ∆εPd

site)
NZ

Ntot

(Z − 12)

✭✷✳✷✮

❯♥ ❛❥✉$.❡♠❡♥. ❧✐♥*❛✐+❡ ✭✈♦✐+ ✜❣✉+❡$ ✷✳✶✽ ❡. ✷✳✶✾✮ ♥♦✉$ ♣❡+♠❡. ❞✬♦❜.❡♥✐+ ❧❡$ ✈❛❧❡✉+$ ❞❡

∆εIrsite = −0, 0945eV ✱ ∆εPd
site = −0, 222eV ✱ ∆εIralloy = −0, 212eV ❡. ∆εPd

alloy = 1, 268eV ✳

▲✬*;✉❛.✐♦♥ ✷✳✷ $❡ $✐♠♣❧✐✜❡ ♣♦✉+ ❧❡$ ❛❧❧✐❛❣❡$ ❞*$♦+❞♦♥♥*$ ♦✉ ♣♦✉+ ❧❡$ $②$.I♠❡$ .②♣✐;✉❡$ L10✱

.❛♥. ;✉❡ xaZ = 1✳ ❆✐♥$✐✱ ✐❧ ❡$. ♣♦$$✐❜❧❡ ❞❡ .+❛❝❡+ ❧❡ ❞✐❛❣+❛♠♠❡ ❞❡ ❝❡..❡ ❧♦✐ ❛♥❛❧②.✐;✉❡ ❡. ❞❡

❝♦♠♣❛+❡+ ❧❡$ ❝♦✉+❜❡$ ♦❜.❡♥✉❡$ ❛✉① ✈❛❧❡✉+$ ❝❛❧❝✉❧*❡$ ❡♥ ♠♦②❡♥♥❛♥. .♦✉.❡$ ❧❡$ ❉❊▲ +❡$♣❡❝✲

.✐✈❡$ ❞❡ ❧✬■+ ❡. ❞✉ 8❞ ❡♥ ❛❧❧✐❛❣❡$ ♦+❞♦♥♥*❡$ ❞❡ ❞✐✛*+❡♥.❡$ .❛✐❧❧❡$✳ ❈❡❧❛ ❡$. ✐❧❧✉$.+* ♣❛+ ❧❛ ✜❣✉+❡

✷✳✷✶✱ $✉+ ❧❛;✉❡❧❧❡ ♦♥ ♣❡✉. +❡♠❛+;✉❡+ ;✉❡ ❧❛ ❝♦✉+❜❡ .❤*♦+✐;✉❡ ❞❡ ❧❛ +❡❧❛.✐♦♥ ✷✳✷ $❡ +❛♣♣+♦❝❤❡

❞❡$ +*$✉❧.❛.$ ♦❜.❡♥✉$ ♣❛+ $✐♠✉❧❛.✐♦♥ ♥✉♠*+✐;✉❡ 1 ♣❛+.✐+ ❞✬✉♥❡ .❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♥❛♥♦♣❛+.✐❝✉❧❡ $✉❢✲

✜$❛♠♠❡♥. ❣+❛♥❞❡ ❛✈❡❝ ✷✵✵✵ ❛.♦♠❡$ ❡. ♣❧✉$ ✭♦✉ ❡♥ .❡+♠❡ ❞❡ ❞✐❛♠I.+❡ ❝♦♠♠❡ ✉.✐❧✐$*❡ $✉+ ❧❛

✜❣✉+❡ ✷✳✷✶ ✭N
1

3 ≈ 14✮✳ ❯♥ .+❛✐.❡♠❡♥. $✐♠✐❧❛✐+❡ ♣❡✉. X.+❡ ❛♣♣❧✐;✉* ♣♦✉+ ❞*.❡+♠✐♥❡+ δnd✳ ❈❡..❡

*.✉❞❡ ❝♦♥✜+♠❡ ❧❛ ❣*♥*+❛❧✐.* ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❛♥❛❧②.✐;✉❡ ♣+*❞✐❝.✐✈❡ ✷✳✷✳ ▲✬✉.✐❧✐$❛.✐♦♥ ❞❡ ❝❡$ ✈❛❧❡✉+$

❞❡ ♣❛+❛♠I.+❡$ ❞❡ ❞*$♦+❞+❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡. ♥♦♥ ❞✐❛❣♦♥❛❧ $❡+❛ ❧❡ ♣♦✐♥. ;✉❡ ♥♦✉$ ❛❜♦+❞❡+♦♥$ 1 ❧❛

♣+♦❝❤❛✐♥❡ $❡❝.✐♦♥✳



✾✺

✭❛✮

✭❜✮

❋✐❣✉$❡ ✷✳✷✵ ✕ ❘❡♣-./❡♥1❛1✐♦♥ ❝♦♠♣❛-❛1✐✈❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛-✐❛1✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❉❊▲ ♠♦②❡♥♥❡ ❡♥ ❜❛♥❞❡

♣❛-1✐❡❧❧❡ ❞ ❞✬✉♥ ❛❣-.❣❛1 ♣✉- ❡1 ❞✬✉♥ ❛❣-.❣❛1 ❜✐♠.1❛❧❧✐@✉❡ A .@✉✐❝♦♥❝❡♥1-❛1✐♦♥ ❞✬■-C❞ ❡♥

❢♦♥❝1✐♦♥ ❞❡ ❧❛ 1❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛-1✐❝✉❧❡ ✿ ✭❛✮ ■- ♣✉- ❡1 ■- ❞❛♥/ ✉♥ ❛❣-.❣❛1 ❞✬❛❧❧✐❛❣❡ ■-C❞ ❡1 ✭❜✮ C❞

♣✉- ❡1 C❞ ❞❛♥/ ✉♥ ❛❣-.❣❛1 ❞✬❛❧❧✐❛❣❡ ■-C❞ ✳



✾✻

❋✐❣✉$❡ ✷✳✷✶ ✕ ❱❛(✐❛*✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡1 ♣❛(❛♠3*(❡1 ♠♦②❡♥1 ❞❡ ❞41♦(❞(❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡* ♥♦♥ ❞✐❛✲

❣♦♥❛❧ ❞❛♥1 ✉♥❡ ♥❛♥♦♣❛(*✐❝✉❧❡ ❞✬❛❧❧✐❛❣❡ ❞✬■(<❞ ♣♦✉( ✉♥❡ *❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♥❛♥♦♣❛(*✐❝✉❧❡ ✈❛(✐❛♥* ❞❡

✶✹✼ ❛*♦♠❡1 @ ✷✽✻✾ ❛*♦♠❡1✳



✾✼

❆ ❈♦ ■#

❇ $% $❞

Ne ✽✱✺ ✽✱✺

δd,0 ✷✱✶✻✹ ✷✱✾✻✹

δnd,0 ✲✷✱✽✼✻ ✸✱✹✼✹

δd ✶✱✵✷✻✽ ✶✱✹✷✻

δnd ✲✶✱✶✽✶ ✶✱✹✺✶

❚❛❜❧❡ ✷✳✾ ✕ ❱❛❧❡✉5 ❞✉ ♣❛5❛♠9:5❡ ❞❡ ❞;<♦5❞5❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ δd ❬❡❱❪ ❡: ❞✉ ❞;<♦5❞5❡ ♥♦♥ ❞✐❛❣♦♥❛❧ δnd
❬❡❱❪ ❛✈❛♥: ❡: ❛♣59< :5❛✐:❡♠❡♥: ❛✉:♦❝♦❤;5❡♥: ❞❡ ❝❤❛5❣❡ ♣♦✉5 ❧❡< ❛❧❧✐❛❣❡< F ❡G✉✐❝♦♥❝❡♥:5❛:✐♦♥

❈♦I: ❡: ■5I❞✳ ❙❡❧♦♥ ♥♦:5❡ ♥♦:❛:✐♦♥ δd = εd
A − εd

B
❡: δnd = Wd

A −Wd
B
✳ δd,0 ❡: δnd,0 <♦♥: ❧❡<

✈❛❧❡✉5< :✐5;❡< ❞❡ ❧✬♦✉✈5❛❣❡ ❞❡ ❬✻❪✳

✹✳ ➱#✉❞❡ ❝♦♠♣❛,❛#✐✈❡ ❞❡ ❧✬1✈♦❧✉#✐♦♥ ❞❡ ❧❛ #❡♥❞❛♥❝❡ ❝❤✐✲

♠✐5✉❡

✹ ✳ ✶ ❚❡♥❞❛♥❝❡ ❝❤✐♠✐,✉❡ ❞❡. .②.01♠❡. ✈♦❧✉♠✐,✉❡.

✹ ✳ ✶ ✳ ✶ ❙②%&'♠❡% * +,✉✐❝♦♥❝❡♥&2❛&✐♦♥

❊!❛♥! ❞♦♥♥& ♥♦!'❡ ♦❜❥❡❝!✐❢ ❞❡ ♠♦♥!'❡' ❧❛ ♣♦11✐❜✐❧✐!& ❞❡ ♣'&❞✐'❡ ❧❛ !❡♥❞❛♥❝❡ ❝❤✐♠✐3✉❡ ❞✬✉♥

1②1!7♠❡ ❜✐♠&!❛❧❧✐3✉❡ 8 ♣❛'!✐' ❞❡ ❧❛ 1!'✉❝!✉'❡ &❧❡❝!'♦♥✐3✉❡✱ ♥♦✉1 ❛✈♦♥1 ♣❧❛❝& ♥♦1 ❞❡✉① ❛❧❧✐❛❣❡1

♠❛11✐❢1 ❈♦>! ❡! ■'>❞ 1✉' ❧❛ ❝❛'!♦❣'❛♣❤✐❡ ❞❡ !❡♥❞❛♥❝❡ ❝❤✐♠✐3✉❡ ❞&❥8 &!❛❜❧✐❡ ❞❛♥1 ❧✬❛'!✐❝❧❡ ❞❡

❏✳❍✳ ▲♦1 ❬✺❪✳ ❆ !✐!'❡ ❞❡ '❛♣♣❡❧✱ ❧❡1 ❛❧❧✐❛❣❡1 ❜✐♠&!❛❧❧✐3✉❡1 &!✉❞✐&1 ✐❝✐ 1♦♥! ❞❡1 ♠♦❞7❧❡1 ❞❡

!②♣❡ L10✱ ♣❛1 ♥&❝❡11❛✐'❡♠❡♥! ❧✐&1 8 ❧❛ '&❛❧✐!&✱ ✉!✐❧✐1&1 ♣♦✉' ❛✈♦✐' ✉♥❡ ✐❞&❡ ❞❡ ❧✬&✈♦❧✉!✐♦♥ ❞❡

❝♦♠♣♦'!❡♠❡♥! ❝❤✐♠✐3✉❡ ❞✬✉♥ 1②1!7♠❡ ♠✐①!❡ ❝♦♠♣❛'& 8 ✉♥ 1②1!7♠❡ ♣✉'✳ ❊♥ ✉!✐❧✐1❛♥! ❧❡1

♣❛'❛♠7!'❡1 ❞❡ ❞&1♦'❞'❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ δd ✭❛①❡ ❤♦'✐③♦♥!❛❧ ❡♥ ❤❛✉!✮✱ ❧❡ ♣❛'❛♠7!'❡ ❞❡ ❞&1♦'❞'❡ ♥♦♥

❞✐❛❣♦♥❛❧ δnd ✭❛①❡1 ✈❡'!✐❝❛✉①✮ ❡! ❧❛ ✈❛❧❡✉' ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ '❡♠♣❧✐11❛❣❡ ❞❡ ❧✬♦'❜✐!❛❧ ❛!♦♠✐3✉❡ ❞

♥♦!&❡ Ne ✭❛①❡ ❤♦'✐③♦♥!❛❧ ❜❛1✮ ❧❡1 '&1✉❧!❛!1 1♦♥! '❡♣♦'!&1 1✉' ❧❛ ✜❣✉'❡ ✷✳✷✷✳ ◆♦!♦♥1 3✉❡ ❞✬❛♣'71

❧❛ ❝♦♥✈❡♥!✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛'!✐❝❧❡ ❬✺❪ 1❡✉❧❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉' ❞✉ ♣❛'❛♠7!'❡ ❞❡ ❞&1♦'❞'❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ δd ❡1! ❝❡❧❧❡

♦❜!❡♥✉❡ ❛♣'71 ❛✉!♦❝♦❤&'❡♥❝❡✳ ▲❡1 ✈❛❧❡✉'1 ✉!✐❧✐1&❡1 ♣♦✉' ♣❧❛❝❡' ♥♦1 ❛❧❧✐❛❣❡1 1✉' ❧❡1 ❞✐✛&'❡♥!❡1

❝❛'!♦❣'❛♣❤✐❡1 1♦♥! '&❝❛♣✐!✉❧&❡1 ❞❛♥1 ❧❡ !❛❜❧❡❛✉ ✷✳✾✳

❉✬❛♣'71 ❧❛ ✜❣✉'❡ ✷✳✷✷ ♦♥ ♣❡✉! '❡♠❛'3✉❡' 3✉❡ ❈♦>! ♠♦♥!'❡ ✉♥❡ !❡♥❞❛♥❝❡ 8 ❧✬♦'❞'❡ !❛♥❞✐1

3✉❡ ❧✬■'>❞ ♠♦♥!'❡ ✉♥❡ !❡♥❞❛♥❝❡ 8 ❧❛ 1&♣❛'❛!✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛1❡ ✭❞&♠✐①!✐♦♥✮✳ ❈❡ '&1✉❧!❛! ❡1! ❡♥

❛❝❝♦'❞ ❛✈❡❝ ❧❡1 ❞✐❛❣'❛♠♠❡1 ❞❡ ♣❤❛1❡ ✈♦❧✉♠✐3✉❡1 ❝♦♥♥✉1 ❞❡ ❝❡1 ❛❧❧✐❛❣❡1 ❜✐♠&!❛❧❧✐3✉❡1 ❬✶✷❪✳



✾✽

❋✐❣✉$❡ ✷✳✷✷ ✕ %&'❞✐❝+✐♦♥ ❞❡ ❧❛ +❡♥❞❛♥❝❡ ❝❤✐♠✐3✉❡ ❞❡5 ❛❧❧✐❛❣❡5 7 '3✉✐❝♦♥❝❡♥+&❛+✐♦♥ ❈♦%+ ❡+

■&%❞ ❡♥ ✉+✐❧✐5❛♥+ ❧❛ ❝❛&+♦❣&❛♣❤✐❡ ❞❡ ❏✳❍✳ ▲♦5 ❡+ ❛❧✳❬✺❪✳ ▲❛ ❝❛&+❡ ✉+✐❧✐5'❡ ❡5+ ❝❡❧❧❡ ❝♦&&❡5♣♦♥❞❛♥+

7 ✉♥ ❛❧❧✐❛❣❡ ❆❇ +❡❧ 3✉❡ δd = 1eV ✳ ▲❡5 ✈❛❧❡✉&5 ❞❡ δd 5♣'❝✐✜3✉❡5 7 ❝❤❛3✉❡ 5②5+F♠❡ 5♦♥+ ♦❜+❡♥✉❡5

❛♣&F5 +&❛✐+❡♠❡♥+ ❛✉+♦❝♦❤'&❡♥+✳ δCoPt
d ∼ 1eV ❡+ δIrPd

d = 1, 426eV



✾✾

✹ ✳ ✶ ✳ ✷ ❙②&'(♠❡& ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✐♠♣✉2❡'3 &✉❜&'✐'✉3❡ ❡♥ ✈♦❧✉♠❡

▲❡# ❞♦♥♥'❡# ✉)✐❧✐#'❡# ♣♦✉- ♣❧❛❝❡- ♥♦# ❛❧❧✐❛❣❡# #✉- ❧❛ ❝❛-)♦❣-❛♣❤✐❡ ❞❡ ❏✳❍✳ ▲♦# #♦♥) ❜❛#'❡#

✐❝✐ ❞❡# ✈❛❧❡✉-# ❧♦❝❛❧❡# ❝✬❡#) 8 ❞✐-❡ 9✉❡ ❧❡# ❞✐✛'-❡♥)❡# ✈❛-✐❛)✐♦♥# ❞❡# ♣❛-❛♠<)-❡# ❞❡ ❞'#♦-❞-❡

❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡) ♥♦♥ ❞✐❛❣♦♥❛❧ #♦♥) ❝❛❧❝✉❧'❡# ❡♥ #❡ -'❢'-❛♥) ❛✉① ❛)♦♠❡# ✈♦✐#✐♥# ❞❡ ❧✬✐♠♣✉-❡)' #❡❧♦♥

❧❡# ✈❛❧❡✉-# ❞❛♥# ❧❡# )❛❜❧❡❛✉① ✷✳✷✱ ✷✳✸✳ ❉✬❛♣-<# ❧❛ ✜❣✉-❡ ✷✳✷✸ ✭❛✮ ❡) ✭❜✮✱ ❧❡ ❢❛✐) ❞✬'❝❤❛♥❣❡-

❧✬✐♠♣✉-❡)' ❈♦ ❡) G) ♥✬✐♥✢✉❡ ♣❛# #✉- ❧❛ )❡♥❞❛♥❝❡ ❝❤✐♠✐9✉❡ ❣'♥'-❛❧❡ ❞✉ #②#)<♠❡✳ ❖♥ ♣❡✉)

❝♦♥#)❛)❡- 9✉❡ ❧❡ #②#)<♠❡ ♣-'#❡♥)❡ )♦✉❥♦✉-# ✉♥❡ )❡♥❞❛♥❝❡ 8 #✬♦-❞♦♥♥❡- ❝❤✐♠✐9✉❡♠❡♥)✳ ❈❡

-'#✉❧)❛) ❝♦♥✜-♠❡ 9✉❡ ❧✬❛❧❧✐❛❣❡ ❜✐♠')❛❧❧✐9✉❡ ❈♦G) ❡#) ✉♥ #②#)<♠❡ 8 ❢♦-)❡ )❡♥❞❛♥❝❡ 8 ❧✬♦-❞-❡

9✉❡❧❧❡ 9✉❡ #♦✐) ❧❛ ❝♦♥❝❡♥)-❛)✐♦♥ ❡♥ ❛)♦♠❡# ❞❡ ❈♦ ♦✉ ❞❡ G)✳ ❊♥ ')✉❞✐❛♥) ❧❡ ❝❛# ❞❡ ❧✬■-G❞ ✭✜❣✉-❡

✷✳✷✸ ✭❝✮✱✭❞✮✮ ♦♥ ♦❜#❡-✈❡ ✉♥❡ ♣♦##✐❜✐❧✐)' ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥) ❞❡ #✐)✉❛)✐♦♥✳ ▲❛ )❡♥❞❛♥❝❡ ❝❤✐♠✐9✉❡

❞✉ #②#)<♠❡ ❝❤❛♥❣❡ ❡♥ ❢♦♥❝)✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♥)-❛)✐♦♥ ❞✉ #②#)<♠❡ AcB1−c✳ ❉❛♥# ❧❡ ❝❛# ❞✬✉♥

#②#)<♠❡ ❞✐❧✉' ❝♦♥#)✐)✉' ❞✬✉♥❡ ✐♠♣✉-❡)' ❛)♦♠✐9✉❡ ❞❡ G❞ ❞❛♥# ✉♥ ✈♦❧✉♠❡ ❞✬■-✱ ❧❡ #②#)<♠❡

❛ )❡♥❞❛♥❝❡ 8 ❞'♠✐①❡-✱ ❝❡ -'#✉❧)❛) ')❛♥) ❛))❡♥❞✉ ❞✬❛♣-<# ❧❡ ❞✐❛❣-❛♠♠❡ ❞❡ ♣❤❛#❡✳ ❚♦✉)❡❢♦✐#

❧♦-#9✉✬♦♥ ♣❛##❡ ❛✉ ❝❛# ✐♥✈❡-#❡ ❡♥ ')✉❞✐❛♥) ❝❡))❡ ❢♦✐#✲❝✐ ❧❡ ❝❛# ❞❡ ❧✬✐♠♣✉-❡)' ❞✬■- ❞❛♥# ❞✉ G❞✱

♦♥ ♣❡✉) ❝♦♥#)❛)❡- 9✉❡ ❧❡ #②#)<♠❡ #❡ )-♦✉✈❡ ♠❛✐♥)❡♥❛♥) ❞❛♥# ✉♥❡ ③♦♥❡ ❞❡ )❡♥❞❛♥❝❡ 8 ❧✬♦-❞-❡

✭✜❣✉-❡ ✷✳✷✸ ✭❝✮✮✳ ❖♥ ♥♦)❡-❛ ❝❡♣❡♥❞❛♥) 9✉❡ ♥♦✉# ❛✈♦♥# ✉)✐❧✐#' ❧❛ ❝❛-)♦❣-❛♣❤✐❡ δd = 1eV ♠Q♠❡

#✐ ♦♥ ❛ ✉♥ δcalculd = 0, 662eV ♣♦✉- ❧❡ #②#)<♠❡ G❞✭■-✮✳ ❊♥ ❡✛❡)✱ ❧❛ ❝❛-)♦❣-❛♣❤✐❡ ❞❡ )❡♥❞❛♥❝❡

❝❤✐♠✐9✉❡ ♣♦✉- ✉♥ δd < 1eV ♥✬')❛✐) ♣❛# ❞✐#♣♦♥✐❜❧❡✳ G❛- ❛♣♣-♦①✐♠❛)✐♦♥ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ ✉)✐❧✐#' ❧❛

❝❛-)❡ ❝♦--❡#♣♦♥❞❛♥) 8 δd = 1eV ♣♦✉- ♣-'❞✐-❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦-)❡♠❡♥) ❝❤✐♠✐9✉❡ ♣-♦❜❛❜❧❡ ❞✉ #②#)<♠❡

G❞✭■-✮✳ ❙✐ ♦♥ ✈❡✉) ❢❛✐-❡ ✉♥❡ ❡①)-❛♣♦❧❛)✐♦♥ ❞❡# ❝❛-)❡# ❇✭❆✮ ✭✈♦✐- ❋✐❣✳ ✶✳✶✶ ❞✉ ❝❤❛♣✐)-❡ ✶✮✱ ♦♥

-❡♠❛-9✉❡-❛ 9✉❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ )❡♥❞❛♥❝❡ 8 ❧✬♦-❞-❡ #❡ ❞'❢♦-♠❡ ♣-♦❣-❡##✐✈❡♠❡♥) ❧♦-#9✉❡ δd ❞✐♠✐♥✉❡✳

❙❛ #✉-❢❛❝❡ #❡ -'❞✉✐) ❡) #❡ ❞'❝♦❧❧❡ ♣-♦❣-❡##✐✈❡♠❡♥) ❞❡ ❧✬❛①❡ ✈❡-)✐❝❛❧ ❞❡ ❞-♦✐)❡✱ ❝❡❝✐ ♣♦✉✈❛♥)

❧❛✐##❡- ♣❡♥#❡- 9✉✬❛✈❡❝ δd < 1eV ❧✬'✈♦❧✉)✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛-)❡ ❢❡-❛✐) #♦-)✐- G❞✭■-✮ ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡

)❡♥❞❛♥❝❡ 8 ❧✬♦-❞-❡ ♣❛- -❛♣♣♦-) 8 ❧❛ -❡♣-'#❡♥)❛)✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉-❡ ✷✳✷✸ ✭❝✮✳

✹ ✳ ✶ ✳ ✸ 8♦&&✐❜✐❧✐'3 ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥' ❞❡ '❡♥❞❛♥❝❡ ✿ &②&'(♠❡ ◆✐❆✉ ❄

▲✬')✉❞❡ ♣-'❝'❞❡♥)❡ ❛ #♦✉❧❡✈' ❧❛ 9✉❡#)✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦##✐❜✐❧✐)' ❞❡ ❞')❡❝)❡- ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥) ❞❡

)❡♥❞❛♥❝❡ ❝❤✐♠✐9✉❡ ♣♦✉- ✉♥ #②#)<♠❡✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣❛##❛❣❡ ❞✬✉♥❡ )❡♥❞❛♥❝❡ 8 ❧❛ ❞'♠✐①)✐♦♥ ✈❡-#

✉♥❡ )❡♥❞❛♥❝❡ 8 ❧✬♦-❞-❡ ❡♥ ♣❛-)❛♥) ❞✬✉♥ #②#)<♠❡ ❝♦♥❝❡♥)-' ✈❡-# ✉♥ #②#)<♠❡ ❞✐❧✉'✳ ❆✜♥ ❞❡ #❡

❢❛✐-❡ ✉♥❡ ✐❞'❡ #✉- ❧❡# ♣♦##✐❜✐❧✐)'# ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥)# ❞❡ )❡♥❞❛♥❝❡ ❝❤✐♠✐9✉❡ #✉❣❣'-'❡# ♣❛- ❧❡ ❝❛#

❞❡# #②#)<♠❡# ❞✐❧✉'#✱ ♥♦✉# ❛✈♦♥# ')✉❞✐' ❧❡ #②#)<♠❡ ◆✐❆✉ ❝♦♥♥✉ ♣♦✉- Q)-❡ ✉♥ #②#)<♠❡ 8 ❢♦-)❡
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✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮ ✭❞✮

❋✐❣✉$❡ ✷✳✷✸ ✕ ,-.❞✐❝0✐♦♥ ❞❡ ❧❛ 0❡♥❞❛♥❝❡ ❝❤✐♠✐7✉❡ ❞❡9 9②90;♠❡9 ❝♦♥90✐0✉.9 ❞✬✐♠♣✉-❡0. ❡♥

✈♦❧✉♠❡ ❈♦✭❛✮ ❞❛♥9 ❞✉ ,0✱ ,0✭❜✮ ❞❛♥9 ❞✉ ❈♦✱ ■-✭❝✮ ❞❛♥9 ❞✉ ,❞✱ ,❞✭❞✮ ❞❛♥9 ❞❡ ❧✬■-✳ ▲❡9

♣❛-❛♠;0-❡9 δd 9♦♥0 ❞❡9 ❞♦♥♥.❡9 ❝❛❧❝✉❧.❡9 ❧♦❝❛❧❡♠❡♥0 ❝✬❡90 C ❞✐-❡ ♦❜0❡♥✉❡9 ♣❛- -❛♣♣♦-0 ❛✉①

❛0♦♠❡9 ✈♦✐9✐♥9 ❞❡ ❧✬✐♠♣✉-❡0.✳ ▲❡9 ❝❛-0♦❣-❛♣❤✐❡9 ❞❡ ❏✳❍✳ ❧♦9 ❡0 ❛❧✳ ❬✺❪ ✉0✐❧✐9.❡9 9♦♥0 ❝❡❧❧❡9 C ✶❡❱

♣♦✉- ❧❡9 9②90;♠❡9 ,0✭❈♦✮ ❡0 ❈♦✭,0✮ ❞❡ ♠L♠❡ ♣♦✉- ❧❡9 9②90;♠❡9 ,❞✭■-✮ ❡0 ■- ✭,❞✮✳ ▲❡9 ✈❛❧❡✉-9

-❡9♣❡❝0✐✈❡9 ❞❡ δd 9♣.❝✐✜7✉❡9 C ❝❤❛7✉❡ 9②90;♠❡ 9♦♥0 ✿ δ
Pt(Co)
d = 1, 071eV ✱ δ

Co(Pt)
d = 1, 070eV ✱

δ
Pd(Ir)
d = 0, 662eV ❡0 δ

Ir(Pd)
d = 1, 046eV ✳
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"❡♥❞❛♥❝❡ ( ❧❛ ❞*♠✐①"✐♦♥ ❡♥ ✈♦❧✉♠❡✳

◆♦✉3 ❛✈♦♥3 ❝♦♠♠❡♥❝* ♣❛5 ❝❛❧❝✉❧❡5 ❧❡3 ❉❊▲✱ 5❡♣5*3❡♥"*❡3 3✉5 ❧❛ ✜❣✉5❡ ✷✳✷✹✱ ♣♦✉5 "5❛❝❡5

❧❡3 *✈♦❧✉"✐♦♥3 ❞❡ ❞*♣❧❛❝❡♠❡♥"3 ❞❡ ❝❡♥"5❡3 ❞❡ ❜❛♥❞❡ ❞ ❞❡ ❧❛ ♠?♠❡ ♠❛♥✐@5❡ A✉❡ ❞❛♥3 ❧❛ 3❡❝"✐♦♥

✶ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐"5❡✳ ❉✬✉♥❡ ♠❛♥✐@5❡ ❣*♥*5❛❧❡ ❧❡3 3♦✉3✲❜❛♥❞❡3 ❞ 3❡ 5❛♣♣5♦❝❤❡♥" ❧♦53A✉✬♦♥ ♣❛33❡

❞✉ 3②3"@♠❡ ♣✉5 ❛✉ 3②3"@♠❡ ♠✐①"❡ ❡" ❝❡❝✐ A✉❡❧❧❡ A✉❡ 3♦✐" ❧❛ ❝♦♥❝❡♥"5❛"✐♦♥✳ ❙✐ ❞❛♥3 ❧❡ ❝❛3 ❞❡

❧✬✐♠♣✉5❡"* ❞❡ ◆✐✱ ❧❛ ❉❊▲ ❞❡ ◆✐ ❡3" 5❡♣5*3❡♥"*❡ ♣❛5 ✉♥ ♣✐❝ ❛✉① ❛❧❡♥"♦✉53 ❞❡ ❧✬*♥❡5❣✐❡ ❞❡ ❋❡5♠✐

❞✉ 3②3"@♠❡✱ ♣♦✉5 ❧✬❆✉ ❡♥ ✐♠♣✉5❡"*✱ ❧❛ ♣5*3❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡ ♣✐❝ 3❡ "5♦✉✈❡ ❡♥ ❜❛3 ❞❡ ❜❛♥❞❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡

❢♦5"❡ ❞❡♥3✐"*✳ J♦✉5 ◆✐❆✉✱ 3✐ ❛✈❛♥" ❛✉"♦❝♦❤*5❡♥❝❡ δNiAu
d,0 = 4eV ✱ ❧♦53A✉❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♥"5❛"✐♦♥ ❡♥ ❆✉

✈❛5✐❡ ♦♥ ♦❜3❡5✈❡ ✉♥❡ ❞✐♠✐♥✉"✐♦♥ ❞✉ ♣❛5❛♠@"5❡ ❞❡ ❞*3♦5❞5❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ( 2, 5eV ❡" ❝❡""❡ ✈❛❧❡✉5 ❡3"

❣❛5❞*❡ ❝♦♥3"❛♥"❡ "♦✉" ❛✉ ❧♦♥❣ ❞✉ ♣❛33❛❣❡ ❞✉ 3②3"@♠❡ ❞✬✉♥❡ ✐♠♣✉5❡"* ♣✉5 ❞✬❆✉ ( ✉♥ 3②3"@♠❡

❛✈❡❝ ✐♠♣✉5❡"* ◆✐ ❡♥ ♣❛33❛♥" ♣❛5 ❧❡ 3②3"@♠❡ ( *A✉✐❝♦♥❝❡♥"5❛"✐♦♥ ✭✜❣✉5❡ ✷✳✷✺✮✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ✉♥

❝♦♠♣♦5"❡♠❡♥" "5@3 3②♠*"5✐A✉❡ 3❡♠❜❧❛❜❧❡ ( ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❈♦J" ❡" ❞*❥( ❡①♣❧✐A✉* ♣5*❝*❞❡♠♠❡♥"✳

❖♥ 5❡"5♦✉✈❡ ❞✬❛✐❧❧❡✉53 ❧❡ 3②3"@♠❡ ❆✉◆✐ ❞❛♥3 ❧❛ ♠?♠❡ ❝❛"*❣♦5✐❡ 3✉5 ❧❛ ❝❛5"♦❣5❛♣❤✐❡ ❞❡ ❧❛

3❡❝"✐♦♥ ✶✳✸ ✭✜❣✉5❡ ✷✳✾✮✳ ▲✬*"❛♣❡ 3✉✐✈❛♥"❡ ❞✉ "5❛✈❛✐❧ ❡3" ❞✬❛❞♦♣"❡5 ❧❛ ♠?♠❡ ❞*♠❛5❝❤❡ A✉❡

❞❛♥3 ❧✬*"✉❞❡ ❞❡ ❧✬❛❧❧✐❛❣❡ ❜✐♠*"❛❧❧✐A✉❡ ■5J❞ ♣♦✉5 ♣❧❛❝❡5 ♥♦3 3②3"@♠❡3 ❆✉◆✐✱ ❆✉✭◆✐✮ ❡" ◆✐✭❆✉✮

3✉5 ❧❡3 ❝❛5"♦❣5❛♣❤✐❡3 ❞❡ ❏✳❍✳ ▲♦3✳

❈❡""❡ ❢♦✐3✲❝✐✱ ❝♦♠♠❡ 2eV < δd < 3eV "❛♥" ♣♦✉5 ❧✬❛❧❧✐❛❣❡ ( *A✉✐❝♦♥❝❡♥"5❛"✐♦♥ A✉❡ ♣♦✉5

❧❡3 3②3"@♠❡3 ❞✐❧✉*3✱ ♥♦✉3 ❛✈♦♥3 ✉"✐❧✐3* ❧❡3 ❞❡✉① ❝❛5"♦❣5❛♣❤✐❡3 ( ✷ ❡❱ ❡" ( ✸ ❡❱ ❡" ♣❧❛❝*

♥♦3 3②3"@♠❡3 ❡♥ ♠?♠❡ "❡♠♣3 3✉5 ❧❡3 ❞❡✉① ❝❛5"❡3✳ ❊♥"5❡ ✷ ❡❱ ❡" ✸ ❡❱✱ ❧❡3 ❝❛5"♦❣5❛♣❤✐❡3 ❞❡

❏✳❍✳ ▲♦3 ❡" ❛❧✳ ❬✺❪ ♣5*❞✐3❡♥" A✉❡ ❧❡ 3②3"@♠❡ ( *A✉✐❝♦♥❝❡♥"5❛"✐♦♥ ◆✐❆✉ ♣5*3❡♥"❡ ✉♥❡ "❡♥❞❛♥❝❡

❝❤✐♠✐A✉❡ ( ❧❛ ❞*♠✐①"✐♦♥✭✈♦✐5 ✜❣✉5❡ ✷✳✷✻ ✭❛✱❜✮✮ ❝❡ A✉✐ ❡3" ❛""❡♥❞✉ ❞✬❛♣5@3 ❧❡ ❞✐❛❣5❛♠♠❡ ❞❡

♣❤❛3❡ ❞❡ ❝❡ 3②3"@♠❡ ♣5*3❡♥"❛♥" ✉♥❡ ✐♠♣♦5"❛♥"❡ ❧❛❝✉♥❡ ❞❡ ♠✐3❝✐❜✐❧✐"* ❬✶✷❪✳ ❉✬❛♣5@3 ❧❛ ✜❣✉5❡

✷✳✷✼✭❛✱❜✮ ♥♦"5❡ 3②3"@♠❡ ❞✐❧✉* ❛✈❡❝ ✐♠♣✉5❡"* ◆✐ ♦✉ ❆✉ 3❡ "5♦✉✈❡ 3②3"*♠❛"✐A✉❡♠❡♥" ❞❛♥3 ❧❛

③♦♥❡ ❞❡ "❡♥❞❛♥❝❡ ( ❧✬♦5❞5❡✳ ❈♦♠♠❡ ♦♥ ❛ ✉♥ 3②3"@♠❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉5 ❞❡ Wavg = 4, 72eV ✱

❧❛ ♣5*❞✐❝"✐♦♥ ❞❡ "❡♥❞❛♥❝❡ 3❡ ❢❛✐" ❡♥ 5❡❣❛5❞❛♥" ❧❛ ③♦♥❡ 5♦3❡ 3✉5 ❧❛ ❝❛5"❡✱ ❝❡ A✉✐ ❝♦♥✜5♠❡

❜✐❡♥ A✉✬♦♥ ❡3" ❞❛♥3 ✉♥❡ ③♦♥❡ ❞❡ "❡♥❞❛♥❝❡ ( ❧✬♦5❞5❡ ❞❛♥3 ❧❡ ❝❛3 ❞❡3 3②3"@♠❡3 ❞✐❧✉*3✳ ❉❡3

✐♥❝❡5"✐"✉❞❡3 A✉❛♥" ( ♥♦3 ❝❛❧❝✉❧3 ❞♦✐✈❡♥" ?"5❡ ❝♦♥3✐❞*5*❡3 ❡♥ ❝❡ A✉✐ ❝♦♥❝❡5♥❡ ❧✬❡✛❡" ❞❡ "❛✐❧❧❡

❛"♦♠✐A✉❡ ✭❆✉ ❡" ◆✐ ♦♥" ❞❡3 "❛✐❧❧❡3 ❛"♦♠✐A✉❡3 "5@3 ❞✐✛*5❡♥"❡3✮ ❡" ❧✬❡✛❡" ❞❡ ♠❛❣♥*"✐3♠❡ A✉✐

♣❡✉✈❡♥" ❛✉33✐ ♠♦❞✐✜❡5 ❧❛ "❡♥❞❛♥❝❡ ❝❤✐♠✐A✉❡✱ ❝❡3 ❞❡✉① ❡✛❡"3 ♥✬❛②❛♥" ♣❛3 *"* ♣5✐3 ❡♥ ❝♦♠♣"❡

❞❛♥3 ❝❡ "5❛✈❛✐❧✳ ◆*❛♥♠♦✐♥3✱ ❝❡3 5*3✉❧"❛"3 ♠♦♥"5❡♥" A✉✬✐❧ ❡3" ❡♥✈✐3❛❣❡❛❜❧❡ ♣♦✉5 ✉♥ 3②3"@♠❡ (

❞*♠✐①"✐♦♥ ❞❡ ♣❛33❡5 ( ✉♥❡ "❡♥❞❛♥❝❡ ( ❧✬♦5❞5❡ ❡♥ ♣❛5"✐❝✉❧✐❡5 ❞❛♥3 ❧❡ ❝❛3 ❞✐❧✉*✱ ♥♦"❛♠♠❡♥" 3✐



✶✵✷

✭❛✮

✭❜✮

❋✐❣✉$❡ ✷✳✷✹ ✕ ❉❊▲ ❡♥ ❜❛♥❞❡ ♣❛12✐❡❧❧❡ ❞ ❞❡5 5②527♠❡5 ❛✈❡❝ ✐♠♣✉1❡2< ◆✐✭❛✮✱ ❆✉✭❜✮ 1❡5♣❡❝2✐✲

✈❡♠❡♥2 ❞❛♥5 ❧❡ ✈♦❧✉♠❡✳ ◆✐ ❡52 1❡♣1<5❡♥2< ❡♥ ❜❧❡✉ ❡2 ❆✉ ❡♥ 1♦✉❣❡✳



✶✵✸

❋✐❣✉$❡ ✷✳✷✺ ✕ ❙❝❤*♠❛ ❞✉ ❞*❝❛❧❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ♣❛56✐❡❧❧❡ ❞ ❝❛❧❝✉❧*❡ ❡♥ ❧✐❛✐8♦♥8 ❢♦56❡8 ❡♥

❢♦♥❝6✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♥65❛6✐♦♥ ❡♥ ❆✉ ❞❛♥8 ✉♥ ❛❧❧✐❛❣❡ ❆✉◆✐✳

▼♦❞>❧❡ ❙②86>♠❡ Ne δd δnd

■♠♣✉5❡6* ❡♥ ✈♦❧✉♠❡

❆✭❇✮ Ni(Au) ✾✱✷✺ ✷✱✺✹✸ ✲✵✱✼✻✸

❇✭❆✮
Au(Ni)

✾✱✼✺ ✷✱✼✵✸ ✲✵✱✽✹✵

▼♦♥♦❝♦✉❝❤❡

❆✴❇ NiMC/Au(111) ✾✱✼✺ ✷✱✹✼✷ ✲✶✱✺✾✷

❇✴❆ AuMC/Ni(111) ✾✱✷✺ ✶✱✺✼✶ ✲✵✱✸✸✵

■♠♣✉5❡6* ❞❛♥8 ❧❛ 8✉5❢❛❝❡

❆✭❇✮
Ni(Au)

✾✱✷✺ ✶✱✼✽✺ ✲✵✱✶✶✹

❇✭❆✮ Au(Ni) ✾✱✼✺ ✷✱✽✵✾ ✲✶✱✹✸✻

❚❛❜❧❡ ✷✳✶✵ ✕ ❱❛❧❡✉58 ❞❡8 ♣❛5❛♠>65❡8 ❞❡ ❞*8♦5❞5❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ δd ❬❡❱❪ ❡6 ♥♦♥ ❞✐❛❣♦♥❛❧ δnd
❬❡❱❪ ❛♣5>8 65❛✐6❡♠❡♥6 ❛✉6♦❝♦❤*5❡♥6 ❞❡ ❝❤❛5❣❡ ♣♦✉5 ❧❡ 8②86>♠❡ ❞✬❛❧❧✐❛❣❡ ❜✐♠*6❛❧❧✐Q✉❡ ◆✐❆✉

❛✈❡❝ ✐♠♣✉5❡6* ❡♥ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ◆✐ ❡6 ❞✬❆✉ 5❡8♣❡❝6✐✈❡♠❡♥6✱ ❡♥ ❛❧❧✐❛❣❡ R *Q✉✐❝♦♥❝❡♥65❛6✐♦♥✱ ❡♥

♠♦♥♦❝♦✉❝❤❡ ❡6 ♣♦✉5 ✉♥ 8②86>♠❡ ❛✈❡❝ ✐♠♣✉5❡6* ❞❛♥8 ❧❛ 8✉5❢❛❝❡✳

♦♥ ✈♦✐6 ❧✬❡①6❡♥8✐♦♥ ✐♠♣♦56❛♥6❡ ❞❡8 ③♦♥❡8 ✧5♦8❡8✧ ♣♦✉5 ❧❡8 ❝❛56♦❣5❛♣❤✐❡8 R 2eV ❡6 3eV 8✉5 ❧❛

✜❣✉5❡ ✷✳✷✼✳

◆♦✉8 ❛✈♦♥8 5❡❣❛5❞* ❞❡ ♣❧✉8 ♣5>8 ❧✬*✈♦❧✉6✐♦♥ ❞❡8 ♣❛5❛♠>65❡8 δd ❡6 δnd ❡♥ ❢♦♥❝6✐♦♥ ❞❡ ❧❛

865✉❝6✉5❡ ❛6♦♠✐Q✉❡ ❞✉ 8②86>♠❡ ❆✉◆✐✳ ❆✐♥8✐✱ ♥♦✉8 ❛✈♦♥8 ❡①♣❧♦5* ❞❡8 8②86>♠❡8 ❞❡ ◆✐❆✉ ❛✈❡❝

♣5*8❡♥❝❡ ❞❡ 8✉5❢❛❝❡✱ ♠♦♥♦❝♦✉❝❤❡8 ❡6 ✐♠♣✉5❡6*8 ❛6♦♠✐Q✉❡8 ❞❛♥8 ❧❛ 8✉5❢❛❝❡✳ ▲❡8 ✈❛❧❡✉58 ❞❡8 δd

❡6 δnd 5❡8♣❡❝6✐✈❡8 8❡❧♦♥ ❧❡8 8②86>♠❡8 ❝♦55❡8♣♦♥❞❛♥68 8♦♥6 5*❝❛♣✐6✉❧*❡8 ❞❛♥8 ❧❡ 6❛❜❧❡❛✉ ✷✳✶✵✳

❋✐♥❛❧❡♠❡♥6 ❞✬❛♣5>8 ❧❡8 ✈❛❧❡✉58 ❝❛❧❝✉❧*❡8 ✭6❛❜❧❡❛✉ ✷✳✶✵✮ ❧❡8 6❡♥❞❛♥❝❡8 ❝❤✐♠✐Q✉❡8 ♣5*❞✐6❡8

♥❡ ❝❤❛♥❣❡♥6 ♣❛8✱ ♦♥ ❛ 6♦✉❥♦✉58 ❞❡8 6❡♥❞❛♥❝❡8 R ❧✬♦5❞5❡ ♣♦✉5 ❧❡ 8②86>♠❡ ❜✐♥❛✐5❡ ◆✐❆✉ Q✉❛♥❞

♦♥ ❝♦♥8✐❞>5❡ ❞❡8 8②86>♠❡8 ❞✐❧✉*8 ❡♥ ✈♦❧✉♠❡ ♦✉ 8♦✉8 ❢♦5♠❡ ❞❡ ♠♦♥♦❝♦✉❝❤❡8✳ ▲❛ ♣5*❞✐❝6✐♦♥

❞✬✉♥❡ 6❡♥❞❛♥❝❡ ❝❤✐♠✐Q✉❡ R ❧✬♦5❞5❡ ❞❛♥8 ❧❡ ❝❛8 ❞✬✉♥❡ ♠♦♥♦❝♦✉❝❤❡ ❞✬❆✉ 8✉5 ❞✉ 8✉❜865❛6 ❞❡

◆✐✭✶✶✶✮ ❝♦Z♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ ❧❡8 5*8✉❧6❛68 ❡①♣*5✐♠❡♥6❛✉① ❡♥ ❙❚▼ ✭❙❝❛♥♥✐♥❣ ❚✉♥♥❡❧✐♥❣ ▼✐❝5♦8❝♦♣②✮



✶✵✹

✭❛✮

✭❜✮

❋✐❣✉$❡ ✷✳✷✻ ✕ +,-❞✐❝1✐♦♥ ❞❡ ❧❛ 1❡♥❞❛♥❝❡ ❝❤✐♠✐8✉❡ ❞❡ ❧✬ ❛❧❧✐❛❣❡ < -8✉✐❝♦♥❝❡♥1,❛1✐♦♥ ◆✐❆✉ ❡♥

✉1✐❧✐?❛♥1 ❧❛ ❝❛,1♦❣,❛♣❤✐❡ ❞❡ ❏✳❍✳ ▲♦? ❡1 ❛❧✳❬✺❪✳ ▲❡? ❝❛,1❡? ✉1✐❧✐?-❡ ?♦♥1 ❝❡❧❧❡? ❝♦,,❡?♣♦♥❞❛♥1 < ✉♥

❛❧❧✐❛❣❡ ❆❇ 1❡❧ 8✉❡ δd = 3eV ✭❛✮ ♦✉ 2eV ✭❜✮✳ δNiAu
d = 2, 55eV ❛♣,H? 1,❛✐1❡♠❡♥1 ❛✉1♦❝♦❤-,❡♥1

❞❡ ❝❤❛,❣❡✳



✶✵✺

✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮ ✭❞✮

❋✐❣✉$❡ ✷✳✷✼ ✕ -./❞✐❝1✐♦♥ ❞❡ ❧❛ 1❡♥❞❛♥❝❡ ❝❤✐♠✐8✉❡ ❞❡: :②:1<♠❡: ❝♦♥:1✐1✉/: ❞✬✐♠♣✉.❡1/ ❡♥

✈♦❧✉♠❡ ◆✐✭❛✱❜✮ ❞❛♥: ❞❡ ❧✬❆✉✱ ❡1 ❞❡ ❧✬❆✉✭❝✱❞✮ ❞❛♥: ❞✉ ◆✐✳ ▲❡: ♣❛.❛♠<1.❡: δd :♦♥1 ❞❡: ❞♦♥♥/❡:
❝❛❧❝✉❧/❡: ❧♦❝❛❧❡♠❡♥1 ❝✬❡:1 D ❞✐.❡ ♦❜1❡♥✉❡: ♣❛. .❛♣♣♦.1 ❛✉① ❛1♦♠❡: ✈♦✐:✐♥: ❞❡ ❧✬✐♠♣✉.❡1/✳ ▲❛

♣.❡♠✐<.❡ ❝♦❧♦♥♥❡ :♦♥1 ❧❡: ♣./❞✐❝1✐♦♥: ❢❛✐1❡: D ♣❛.1✐. ❞❡ ❧❛ ❝❛.1❡ D δd = 3eV ❡1 ❧❛ ❞❡✉①✐<♠❡

❝♦❧♦♥♥❡ ♣♦✉. δd = 2eV ✳ ▲❡: ✈❛❧❡✉.: .❡:♣❡❝1✐✈❡: ❞❡ δd ♣♦✉. ❧❡: ❞❡✉① ❝❛: /1✉❞✐/: :♦♥1 δ
Au(Ni)
d =

2, 703eV ❡1 δ
Ni(Au)
d = 2, 543eV ✳



✶✵✻

♦❜%❡♥✉) ♣❛, ❏✳ ❏❛❝♦❜)❡♥ ❬✶✸❪✳ ▲❡ ❞5♣6% ❞✬✉♥❡ ♠♦♥♦❝♦✉❝❤❡ ❞✬❆✉ )✉, ❞✉ ◆✐✭✶✶✶✮ ❝♦♥❞✉✐% ? ✉♥

♣❤5♥♦♠@♥❡ ❞❡ ❞✐)❧♦❝❛%✐♦♥ ❛✉ ❢♦,♠❛% %,✐❛♥❣✉❧❛✐,❡ ❝❛✉)5❡ ♣❛, ❧❡ ❢♦,% ❞5)❛❝❝♦,❞ ❞❡) ♣❛,❛♠@%,❡)
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❬✾❪ ❨✲❙✳ ▲❡❡✱ ❑✲❨✳ ▲✐♠✱ ❨✲❉✳ ❈❤✉♥❣✱ ❈✲◆✳ ❲❛♥❣✱ ❡, ❨✳ ❏❡♦♥✳ ❙✉$❢✳ ■♥,❡$❢❛❝❡ ❆♥❛❧✳

✸✵✱ ✹✼✺✭✷✵✵✵✮

✶✵✾



✶✶✵
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❬✶✶❪ ❈✳ ▼♦11❡1✱ ●✳ ❚0H❣❧✐❛✱ ❇✳ ▲❡❣0❛♥❞✳ ❊❧❡❝$%♦♥✐❝ )$%✉❝$✉%❡ ♦❢ ,❞ ❝❧✉)$❡%) ✐♥ $❤❡

$✐❣❤$✲❜✐♥❞✐♥❣ ❛♣♣%♦①✐♠❛$✐♦♥ ✿ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ )♣❞✲❤②❜%✐❞✐③❛$✐♦♥ ✭✶✾✾✻✮ ✳ ❙✉0❢❛❝❡

❙❝✐❡♥❝❡ ✸✺✷✲✸✺✹✴✻✼✺✲✻✼✾✳

❬✶✷❪ ❋✳❘ ❞❡ ❇♦❡0✱ ❘✳ ❇♦♦♠✱ ❲✳❈✳▼✳ ▼❛11❡♥)✱ ❆✳❘✳ ▼✐❡❞❡♠❛✱ ❆✳❑✳ ◆✐❡))❡♥✳ ❈♦❤❡✲

)✐♦♥ ✐♥ ♠❡$❛❧)✳ ❚%❛♥)✐$✐♦♥ ♠❡$❛❧ ❛❧❧♦②)✳ ◆♦01❤ ❍♦❧❧❛♥❞✳ ✶✾✽✽

❬✶✸❪ ❏✳ ❏❛❝♦❜)❡♥✱ ▲✳ Z❧❡1❤ ◆✐❡❧)❡♥✱ ❋✳ ❇❡)❡♥❜❛❝❤❡0✱ ■✳ ❙1❡♥)❣❛❛0❞✱ ❊✳ ▲❛❡❣)❣❛❛0❞✱
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✈❛✉① ❞❡ ❉❋❚ ✭❉❡♥<✐$② ❋✉♥❝$✐♦♥❛❧ ❚❤❡♦(②✮ )✉✐ ♦♥$ #$# ❡♥$(❡♣(✐<✳ ◆♦✉< ♣♦✉✈♦♥< ❝✐$❡( ❝♦♠♠❡

❡①❡♠♣❧❡ ❧✬❛♥❛❧②<❡ ❞✉ ❝♦♠♣♦($❡♠❡♥$ M ❧❛ <✉(❢❛❝❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦<#< ■(2❞ ❛✉ ❝♦✉(< ❞❡ ❧❛ ♠♦❞#✲

❧✐<❛$✐♦♥ ❞✉ ♣❤#♥♦♠?♥❡ ❞✬❛❞<♦(♣$✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤②❞(♦❣?♥❡ ❬✸✱ ✹❪ ♦✉ ❧✬#$✉❞❡ ♠❡♥#❡ ♣❛( ❏♦❤♥<$♦♥

❡$ ❛❧✳ ❝♦♥❝❡(♥❛♥$ ❧❛ ❞#$❡(♠✐♥❛$✐♦♥ ❞❡ ❧❛ <$(✉❝$✉(❡ ❧❛ ♣❧✉< ♣(♦❜❛❜❧❡ ❞❡< ❛❣(#❣❛$< ❞❡ ♣❡$✐$❡

$❛✐❧❧❡ ✭✐♥❢#(✐❡✉( M ✶✵ ❛$♦♠❡<✮ ❬✺❪✳ ❉❛♥< ❝❡ ❝❤❛♣✐$(❡ ♥♦✉< ❛❧❧♦♥< ♥♦✉< ✐♥$#(❡<<❡( M ❧✬#$✉❞❡ ❞❡ ❧❛

<$(✉❝$✉(❡ ❡$ ❞❡ ❧✬❛((❛♥❣❡♠❡♥$ ❝❤✐♠✐)✉❡ ❞❡ ♥❛♥♦♣❛($✐❝✉❧❡< ❞✬■(2❞ ♣♦✉( ♦❜$❡♥✐( ❞❡< ❞♦♥♥#❡<

❝♦♠♣❛(❛❜❧❡< ❛✈❡❝ ❧✬❡①♣#(✐❡♥❝❡✳ ❉❛♥< ❝❡ ❝❛❞(❡ ❞✬#$✉❞❡✱ ♥♦✉< ❛✈♦♥< $♦✉$ ❞✬❛❜♦(❞ ♠✐< ❡♥ S✉✈(❡

❞❡< <✐♠✉❧❛$✐♦♥< ♥✉♠#(✐)✉❡< ❞❡ $②♣❡ ▼♦♥$❡ ❈❛(❧♦ ♣♦✉( ❞#$❡(♠✐♥❡( ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡< ♣❛(❛♠?$(❡<

$❤❡(♠♦❞②♥❛♠✐)✉❡< ✭$❡♠♣#(❛$✉(❡ ❡$ ❝♦♥❝❡♥$(❛$✐♦♥✮ <✉( ❧❛ <$(✉❝$✉(❡ ❛$♦♠✐)✉❡ ✜♥❛❧❡ ❞❡ ❧✬■(2❞✳

◆♦✉< ❛✈♦♥< #❣❛❧❡♠❡♥$ ✉$✐❧✐<# ❧❛ ♠#$❤♦❞❡ ❞❡ ❉②♥❛♠✐)✉❡ ▼♦❧#❝✉❧❛✐(❡ ❝❧❛<<✐)✉❡ ❡♥ $❛♥$ )✉✬♦✉✲

$✐❧ ❞❡ (❡❧❛①❛$✐♦♥ ❛$♦♠✐)✉❡ ♣♦✉( ❛✣♥❡( ❧❡< (#<✉❧$❛$< ❡♥ ❝❡ )✉✐ ❝♦♥❝❡(♥❡ ❧❡< ❡✛❡$< ❞❡ $❛✐❧❧❡

❛$♦♠✐)✉❡ <✉( ❧❡< ❝♦♥✜❣✉(❛$✐♦♥< ❝❤✐♠✐)✉❡< ♦❜$❡♥✉❡<✳ ❆✐♥<✐✱ ♥♦✉< ❛✈♦♥< ♣✉ #$✉❞✐❡( ❧✬#✈♦❧✉$✐♦♥

❞❡< ❝♦♥✜❣✉(❛$✐♦♥< ❡♥ ❢♦♥❝$✐♦♥ ❞❡ ❧❛ $❡♠♣#(❛$✉(❡ ❡$ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♥$(❛$✐♦♥ ❞❡ 2❞✳ ❈♦♠♠❡ ♠♦✲

❞?❧❡ ❞✬#$✉❞❡ ♥♦✉< ❛✈♦♥< ❝❤♦✐<✐ ✉♥ ❝✉❜♦❝$❛?❞(❡ ❞❡ $❛✐❧❧❡ ✜①❡ <♦✐$ ✺✻✶ ❛$♦♠❡<✱ $❛✐❧❧❡ #)✉✐✈❛❧❡♥$❡

M ✉♥❡ ♣❛($✐❝✉❧❡ ❞❡ ❞✐❛♠?$(❡ ❞❡ ❧✬♦(❞(❡ ❞❡ ✷ ♥♠✱ $❛✐❧❧❡ $②♣✐)✉❡ ❞❡< ♥❛♥♦♣❛($✐❝✉❧❡< ❝❛$❛❧②$✐)✉❡<✳

❉❛♥< ✉♥ ♣(❡♠✐❡( $❡♠♣< ♥♦✉< ❛✈♦♥< ✉$✐❧✐<# ❧❛ ♠#$❤♦❞❡ ▼♦♥$❡ ❈❛(❧♦ ❞♦♥$ ❧✬❤❛♠✐❧$♦♥✐❡♥
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+❡♥❞❛♥❝❡ B ♦❝❝✉♣❡/ ❡♥ ♣/❡♠✐❡/ ❧❡6 6✐+❡6 ❧❡6 ♠♦✐♥6 ❝♦♦/❞✐♥:6✱ ❝✬❡6+ B ❞✐/❡ ❧❡ 6♦♠♠❡+ ✭✜❣✉/❡6

✸✳✸ ✭❛✮ ❡+ ✸✳✹ ✭❜✮✮ ♣♦✉/ ✉♥❡ ❝♦♥❝❡♥+/❛+✐♦♥ ❞❡ <❞ B ✷✪ ✭6♦✐+ nat(Pd) = 12 ❡+ nat(Ir) = 549

✮✱ 6♦✐+ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❝♦♥❝❡♥+/❛+✐♦♥ ❡♥ <❞ 6✉✣6❛♥+ ♣♦✉/ ♦❝❝✉♣❡/ ❧❡6 ✶✷ 6♦♠♠❡+6✱ ♣✉✐6 ✈✐❡♥+

❧✬♦❝❝✉♣❛+✐♦♥ ❞❡6 6✐+❡6 ❛/S+❡6 ✭✜❣✉/❡6 ✸✳✸ ✭❜✮ ❡+ ✸✳✹ ✭❜✮✮ B ✷✵ ✪ ❞❡ <❞ ✭nat(Pd) = 113✮✱ ♣✉✐6
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✭❡✮Ir281Pd280 ✭❢✮Ir224Pd337

✭❣✮Ir146Pd415 ✭❤✮Ir57Pd504

✭✐✮Ir6Pd555 ✭❥✮Ir1Pd560

❋✐❣✉$❡ ✸✳✸ ✕ ❱✉❡3 ✐♥35❛♥5❛♥6❡3 ✐♥5❡7♥❡✲❡①5❡7♥❡ ❞❡ ❧✬6✈♦❧✉5✐♦♥ ♣7♦❜❛❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉7❛5✐♦♥

❛5♦♠✐A✉❡ ❞✉ ❝B✉7✲❝♦A✉✐❧❧❡ ❞✬■7D❞ E ✶✵❑ ❛♣7H3 ✉♥ ♠✐❧❧✐♦♥ ❞❡ ♣❛3 ❞❡ 3✐♠✉❧❛5✐♦♥ ▼♦♥5❡ ❈❛7❧♦

✭❚❇■▼✮ ✭❇❧❡✉ ✿ ❛5♦♠❡3 ❞✬■7✱ ❘♦✉❣❡ ✿ ❛5♦♠❡3 ❞❡ D❞✮✳ ❉❡ ✭❛✮ E ✭❥✮ ♦♥ ❛ ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥5❛5✐♦♥ ❞❡

❧❛ ❝♦♥❝❡♥57❛5✐♦♥ ❞❡ D❞✳ ▲❡3 ✐♥❞✐❝❡3 ✐♥❞✐A✉❡♥5 ❧❡3 ♥♦♠❜7❡3 ❞✬❛5♦♠❡3 ❞❛♥3 ❧❛ ♥❛♥♦♣❛75✐❝✉❧❡ ❞❡

✺✻✶ ❛5♦♠❡3 ❛✉ 5♦5❛❧✳
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✭❛✮Ir549Pd12 ✭❜✮Ir448Pd113

✭❝✮Ir360Pd202 ✭❞✮Ir309Pd252

✭❡✮Ir281Pd280 ✭❢✮Ir224Pd337

✭❣✮Ir146Pd415 ✭❤✮Ir57Pd504

✭✐✮Ir6Pd555 ✭❥✮Ir1Pd560

❋✐❣✉$❡ ✸✳✹ ✕ ❱✉❡4 ✐♥46❛♥6❛♥7❡4 ✐♥6❡8♥❡✲❡①6❡8♥❡ ❞❡ ❧✬7✈♦❧✉6✐♦♥ ♣8♦❜❛❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉8❛6✐♦♥

❛6♦♠✐B✉❡ ❞✉ ❝♦❡✉8✲❝♦B✉✐❧❧❡ ❞✬■8D❞ E ✸✵✵❑ ❛♣8H4 ✉♥ ♠✐❧❧✐♦♥ ❞❡ ♣❛4 ❞❡ 4✐♠✉❧❛6✐♦♥ ▼♦♥6❡ ❈❛8❧♦

✭❚❇■▼✮ ✭❇❧❡✉ ✿ ❛6♦♠❡4 ❞✬■8✱ ❘♦✉❣❡ ✿ ❛6♦♠❡4 ❞❡ D❞✮✳ ❉❡ ✭❛✮ E ✭❥✮ ♦♥ ❛ ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥6❛6✐♦♥ ❞❡

❧❛ ❝♦♥❝❡♥68❛6✐♦♥ ❞❡ D❞✳ ▲❡4 ✐♥❞✐❝❡4 ✐♥❞✐B✉❡♥6 ❧❡4 ♥♦♠❜8❡4 ❞✬❛6♦♠❡4 ❞❛♥4 ❧❛ ♥❛♥♦♣❛86✐❝✉❧❡ ❞❡

✺✻✶ ❛6♦♠❡4 ❛✉ 6♦6❛❧✳



✶✶✽

✭❛✮Ir281Pd280 ✭❜✮Ir224Pd337

✭❝✮Ir146Pd415 ✭❞✮Ir57Pd504

✭❡✮Ir6Pd555 ✭❢✮Ir1Pd560

❋✐❣✉$❡ ✸✳✺ ✕ ▼✐0❡ ❡♥ 2✈✐❞❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉9❛:✐♦♥ ❛:♦♠✐<✉❡ ✐♥0:❛♥:❛♥2❡ ❡♥ 0✉❜0✉9❢❛❝❡ ✭✈✉❡0

♦= ❧❛ ❝♦<✉✐❧❧❡ ❞❡ >❞ ❛ 2:2 ❡♥❧❡✈2❡✮ ❞❛♥0 ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉9❛:✐♦♥ ❝?✉9✲❝♦<✉✐❧❧❡ ❞✬■9>❞ C ✶✵❑ ❛♣9G0

✉♥ ♠✐❧❧✐♦♥ ❞❡ ♣❛0 ❞❡ 0✐♠✉❧❛:✐♦♥ ▼♦♥:❡ ❈❛9❧♦ ✭❚❇■▼✮ ✭❇❧❡✉ ✿ ❛:♦♠❡0 ❞✬■9✱ ❘♦✉❣❡ ✿ ❛:♦♠❡0

❞❡ >❞✮✳ ❉❡ ✭❛✮ C ✭❢✮ ♦♥ ❛ ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥:❛:✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♥:9❛:✐♦♥ ❞❡ >❞ ✭✈✉❡0 ✐♥0:❛♥:❛♥2❡0✮✳

▲❡0 ✐♥❞✐❝❡0 ✐♥❞✐<✉❡♥: ❧❡0 ♥♦♠❜9❡0 ❞✬❛:♦♠❡0 ❞❛♥0 ❧❛ ♥❛♥♦♣❛9:✐❝✉❧❡ ❞❡ ✺✻✶ ❛:♦♠❡0 ❛✉ :♦:❛❧✳
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✭❛✮Ir281Pd280 ✭❜✮Ir224Pd337

✭❝✮Ir146Pd415 ✭❞✮Ir57Pd504

✭❡✮Ir6Pd555 ✭❢✮Ir1Pd560

❋✐❣✉$❡ ✸✳✻ ✕ ▼✐0❡ ❡♥ 2✈✐❞❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉9❛:✐♦♥ ❛:♦♠✐<✉❡ ✐♥0:❛♥:❛♥2❡ ❡♥ 0✉❜0✉9❢❛❝❡ ✭✈✉❡0

♦= ❧❛ ❝♦<✉✐❧❧❡ ❞❡ >❞ ❛ 2:2 ❡♥❧❡✈2❡✮ ❞❛♥0 ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉9❛:✐♦♥ ❝♦❡✉9✲❝♦<✉✐❧❧❡ ❞✬■9>❞ ✭0❛♥0 ❧❛

❝♦<✉✐❧❧❡✮ B ✸✵✵❑ ❛♣9F0 ✉♥ ♠✐❧❧✐♦♥ ❞❡ ♣❛0 ❞❡ 0✐♠✉❧❛:✐♦♥ ▼♦♥:❡ ❈❛9❧♦ ✭❚❇■▼✮ ✭❇❧❡✉ ✿ ❛:♦♠❡0

❞✬■9✱ ❘♦✉❣❡ ✿ ❛:♦♠❡0 ❞❡ >❞✮✳ ❉❡ ✭❛✮ B ✭❢✮ ♦♥ ❛ ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥:❛:✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♥:9❛:✐♦♥ ❞❡ >❞

✭✈✉❡0 ✐♥0:❛♥:❛♥2❡0✮✳ ▲❡0 ✐♥❞✐❝❡0 ✐♥❞✐<✉❡♥: ❧❡0 ♥♦♠❜9❡0 ❞✬❛:♦♠❡0 ❞❛♥0 ❧❛ ♥❛♥♦♣❛9:✐❝✉❧❡ ❞❡

✺✻✶ ❛:♦♠❡0 ❛✉ :♦:❛❧✳



✶✷✵

❞❡ ❢❛❝❡((❡ ✭✶✵✵✮ ❡( ❡♥✜♥ ❞❡ ❢❛❝❡((❡ ✭✶✶✶✮ ❥✉/0✉✬2 ❝❡ 0✉❡ ❧❛ /(4✉❝(✉4❡ ❝5✉4✲❝♦0✉✐❧❧❡ /♦✐( ❛((❡✐♥(❡

2 ✉♥❡ ❝♦♥❝❡♥(4❛(✐♦♥ ❞❡ ✹✺✪ ❞❡ <❞ ✭nat(Pd) = 252✮ ✭✜❣✉4❡/ ✸✳✸✭❞✮ ❡( ✸✳✹✭❞✮✮✳ ❚♦✉(❡❢♦✐/ ✐❧

❡/( ✐♥(A4❡//❛♥( ❞❡ ♣4A❝✐/❡4 0✉❡ ♠❛❧❣4A ❝❡ ♠♦❞❡ ❞✬♦❝❝✉♣❛(✐♦♥✱ ❝❡4(❛✐♥/ /✐(❡/ ✭✶✶✶✮ /❡♠❜❧❡♥(

/❡ 4❡♠♣❧✐4 ❛✈❛♥( ♠G♠❡ 0✉❡ ❞✬❛✉(4❡/ ❢❛❝❡((❡/ ✭✶✵✵✮ ♥❡ /♦✐❡♥( (♦(❛❧❡♠❡♥( 4❡♠♣❧✐❡/ ❡( ❝❡❧❛ /❡

♣4♦❞✉✐( ♣♦✉4 ✉♥❡ ❣❛♠♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♥(4❛(✐♦♥ cPd = 20− 45%✳ ❖♥ ❛ ✉♥❡ ♠❛❥❡✉4❡ ♣❛4(✐❡ ❞❡/

❢❛❝❡((❡/ ✭✶✵✵✮ 0✉✐ /♦♥( 4❡♠♣❧✐❡/ ♠❛✐/ ❛✉//✐ ❞❡/ ✭✶✵✵✮ ❡( ✭✶✶✶✮ ♠✐①(❡/ ♦J ❛(♦♠❡/ ❞✬■4 ❡( ❞❡ <❞

❝♦❡①✐/(❡♥(✳ ❈❡ ♣4♦❝❡//✉/ ❡/( ♠✐/ ❡♥ A✈✐❞❡♥❝❡ /✉4 ❧❛ ✜❣✉4❡ ✸✳✹ ✭❝✮✳ ▲❡ 4❡♠♣❧✐//❛❣❡ ❞❡/ /✐(❡/

❞✐✛O4❡ ♣4♦❜❛❜❧❡♠❡♥( 2 ❝❛✉/❡ ❞✉ ♣4♦❝❡//✉/ ❞✬♦♣(✐♠✐/❛(✐♦♥ ❞❡/ ❧✐❛✐/♦♥/ ❤♦♠♦❛(♦♠✐0✉❡/ <❞✲<❞

❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡/ ❝♦✐♥/ ❞❡/ /✐(❡/ ✭✶✶✶✮✳ ❊♥ ❡✛❡(✱ ❧❛ ❧✐❛✐/♦♥ <❞✲<❞ ❡/( ♦♣(✐♠❛❧❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡/ ❝♦✐♥/

✭✶✶✶✮✭0✉❛(4❡✮ ♣❧✉(R( 0✉❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡/ ❝♦✐♥/ ✭✶✵✵✮ ♦J ✐❧ ② ❛ ♠♦✐♥/ ❞❡ ❧✐❛✐/♦♥ <❞✲<❞ ✭(4♦✐/✮✳

❈❡((❡ /✐(✉❛(✐♦♥ ❢❛✐( 0✉❡ ♣♦✉4 ❞❡/ ❝♦♥❝❡♥(4❛(✐♦♥/ cPd ≥ 20%✱ ♦♥ ♦❜/❡4✈❡ ✉♥❡ ❝♦❡①✐/(❡♥❝❡ ❞❡/

/✐(❡/ ✭✶✵✵✮ ❡( ✭✶✶✶✮ ♠✐①(❡/ ■4✲<❞✳ <♦✉4 ♣❧✉/ ❞❡ ♣4A❝✐/✐♦♥✱ ✉♥❡ ♣❡4/♣❡❝(✐✈❡ ❞❡ ❝❡ (4❛✈❛✐❧ ❝♦♥/✐/(❡

2 A(✉❞✐❡4 ✉♥❡ ♥❛♥♦♣❛4(✐❝✉❧❡ ❞❡ ♣❧✉/ ❣4❛♥❞❡ (❛✐❧❧❡ /❛❝❤❛♥( 0✉✬2 ✺✻✶ ❛(♦♠❡/✱ ❧❡/ ❢❛❝❡((❡/ ✭✶✶✶✮

♥❡ /♦♥( ❝♦♥/(✐(✉A❡/ 0✉❡ ❞❡ /✐(❡/ ♣4♦❝❤❡✲/♦♠♠❡( ✭❝♦✐♥✮ ❡( ❞❡ /✐(❡/ ♣4♦❝❤❡✲❛4G(❡ ❝♦♥(4❛✐4❡♠❡♥(

2 ❧❛ ❢❛❝❡((❡ ✭✶✵✵✮ ♣❧✉/ ❧❛4❣❡ ❞♦♥❝ ♣❧✉/ ❞❡ ❝❛/ /❡4❛✐❡♥( 2 ❝♦♥/✐❞A4❡4✳

<♦✉4 ❞❡/ ❝♦♥❝❡♥(4❛(✐♦♥/ ❞❡ <❞ cPd ≤ 45% ❧❡/ ❛(♦♠❡/ ❞❡ <❞ 4❡/(❡♥( 2 ❧❛ /✉4❢❛❝❡ ❞❡ ❧❛

♥❛♥♦♣❛4(✐❝✉❧❡ ❥✉/0✉✬2 ❛((❡✐♥❞4❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉4❛(✐♦♥ ❝♦❡✉4✲❝♦0✉✐❧❧❡✳ <♦✉4 ❞❡/ ❝♦♥❝❡♥(4❛(✐♦♥/ cPd

A❧❡✈A❡/✱ ❛✉ ❞❡❧2 ❞❡ ✹✺✪ ❞❡ <❞✱ ♦♥ /✬✐♥(A4❡//❡ ❛✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥( ❞❡ ❝♦♥✜❣✉4❛(✐♦♥ ❛(♦♠✐0✉❡ 2

❧✬✐♥(A4✐❡✉4 ❞❡ ❧❛ ♥❛♥♦♣❛4(✐❝✉❧❡ /✉4(♦✉( ❝♦♥❝❡4♥❛♥( ❧❡ ♠♦❞❡ ❞✬♦❝❝✉♣❛(✐♦♥ ❞❡/ /✐(❡/ ❡♥ /♦✉/

/✉4❢❛❝❡✳ ❊(❛♥( ❞♦♥♥A 0✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜4❡ ❞❡ ❝♦♦4❞✐♥❛(✐♦♥ ❞❡/ /✐(❡/ ❡♥ /♦✉/ /✉4❢❛❝❡ ❡/( A❣❛❧❡ 2 ✶✷ /✐

♦♥ ♥❡ ❝♦♠♣(❡ 0✉❡ ❞❡/ ❛(♦♠❡/ ♣4❡♠✐❡4/ ✈♦✐/✐♥/✱ ❡♥ ❛❥♦✉(❛♥( ♣❧✉/ ❞✬❛(♦♠❡/ ❞❡ <❞ ♣❛4 4❛♣♣♦4(

2 ❧❛ /(4✉❝(✉4❡ ❝5✉4✲❝♦0✉✐❧❧❡ ✭/♦✐( nat(Pd) > 252 ✮ ♦♥ /✬❛((❡♥❞ 2 ❝❡ 0✉❡ ❧✬♦♣(✐♠✐/❛(✐♦♥ ❞❡/

❧✐❛✐/♦♥/ <❞✲<❞ ♣4❡♥♥❡ ❧❡ ❞❡//✉/✳ <♦✉4 ✶✷ ❛(♦♠❡/ ❞❡ ♣❧✉/ ❞❡ <❞ ❛✉ ❞❡❧2 ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉4❛(✐♦♥

❝5✉4✲❝♦0✉✐❧❧❡✱ ❧✬♦❝❝✉♣❛(✐♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛4 ❧❡/ /✐(❡/ /♦✉/ ❧❡/ /♦♠♠❡(/ ❞❡ ♣4A❢A4❡♥❝❡✳ ▲❛ (❡♥✲

❞❛♥❝❡ 2 ❧❛ ❞A♠✐①(✐♦♥✱ ❛✉(4❡♠❡♥( ❞✐( ❧❛ ♠❛①✐♠✐/❛(✐♦♥ ❞❡/ ❧✐❛✐/♦♥/ ❤♦♠♦❛(♦♠✐0✉❡/✱ ❝♦♥❞✉✐(

2 ❧✬❤②♣♦(❤O/❡ 0✉❡ ❧❛ ❢♦4♠❛(✐♦♥ ❞❡ ❧❛ /❡❝♦♥❞❡ ❝♦✉❝❤❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛4 ❧❡ 4❡♠♣❧✐//❛❣❡ ❞❡/ /✐(❡/

/♦✉/✲/♦♠♠❡(/ ❡( ❛✐♥/✐ ❞❡ /✉✐(❡✱ ❞❡♣✉✐/ ❧❡/ /✐(❡/ ❞❡ /✉4❢❛❝❡ ❧❡/ ♠♦✐♥/ ❝♦♦4❞✐♥A/ ✈❡4/ ❧❡/ /✐(❡/

❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦♦4❞✐♥❛(✐♦♥ ♣❧✉/ A❧❡✈A❡✳ ▲❛ ❢♦4♠❛(✐♦♥ ❞❡ ❧❛ /❡❝♦♥❞❡ ❝♦✉❝❤❡ ❞❡ <❞ ❝♦♠♠❡♥❝❡ 2

♣❛4(✐4 ❞❡ cPd = 60% /♦✐( nat(Pd) = 337✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥( ❧❡ ❢❛✐( ❞✬❛❝❝4♦U(4❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♥(4❛(✐♦♥ ❡♥ <❞

♥✬❛♠O♥❡ ♣❛/ ❛✉ 4❡♠♣❧✐//❛❣❡ /✉❝❝❡//✐❢ ❞❡/ ❝♦✉❝❤❡/ ❝♦♥❝❡♥(4✐0✉❡/✳ <4❡♥♦♥/ ❝♦♠♠❡ ❡①❡♠♣❧❡

❧❡ ❝❛/ ❞❡ cPd = 74% ✭nat(Pd) = 415✮ ♣♦✉4 ✉♥❡ (❡♠♣A4❛(✉4❡ ❞❡ ❚❂✶✵ ❑✱ ♦♥ ❛ ✉♥ ❝5✉4
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❞✬■% ♣❛%(✐❡❧❧❡♠❡♥( ❡♥ ❝♦♥(❛❝( ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦1✉✐❧❧❡ ❞❡ 3❞ ♠❛✐4 ♠❛✐4 ♥♦♥ ❝❡♥(%5 6 ❧✬✐♥(5%✐❡✉% ❞❡

❧❛ ♥❛♥♦♣❛%(✐❝✉❧❡ ❞✬■%❅3❞✳ ❈❡((❡ ❝♦♥4(❛(❛(✐♦♥ ❡4( ♠✐4❡ ❡♥ 5✈✐❞❡♥❝❡ ♣❛% ❧❛ ✜❣✉%❡ ♠❡((❛♥( ❡♥

❛✈❛♥( ❧❛ ❝♦♥✜❣✉%❛(✐♦♥ ❞❡4 4✐(❡4 ❡♥ 4✉❜4✉%❢❛❝❡✱ ❧❛ ❝♦1✉✐❧❧❡ ❞❡ 4✉%❢❛❝❡ ❛②❛♥( 5(5 @(5❡ ✿ ✜❣✉%❡

✸✳✺ ✭❝✮✳

✷ ✳ ✷ ❊✈♦❧✉'✐♦♥ ❞✉ ❝♦❡✉- ❞✬■- ✿ ▼❈✲❚❇■▼

❉❛♥4 ❧❛ 4❡❝(✐♦♥ ♣%5❝5❞❡♥(❡ ♥♦✉4 ❛✈♦♥4 %❡♠❛%1✉5 1✉❡ ♥♦(%❡ 4②4(G♠❡ ■%3❞ ❡♥ ❝♦❡✉%✲❝♦1✉✐❧❧❡

5✈♦❧✉❛✐( ❞❡ ♠❛♥✐G%❡ 6 ❝❡ 1✉❡ ❧❡4 4✐(❡4 ❧❡4 ♠♦✐♥4 ❝♦♦%❞✐♥54 4♦✐❡♥( %❡♠♣❧✐4 ❡♥ ♣%❡♠✐❡% ♣❛% ❞✉

3❞ ✭❞❛♥4 ❧❡ ❝❛4 ❞✬✉♥❡ ❝♦♥❝❡♥(%❛(✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❡♥ 3❞✮✳ ▲❛ 4✉✐(❡ ❝♦♥4✐4(❡ 6 ❝♦♠♣%❡♥❞%❡ ❝♦♠♠❡♥(

5✈♦❧✉❡ ❧❡ ❝J✉% ❞✬■% 6 ❧✬✐♥(5%✐❡✉% ❞✉ 4②4(G♠❡ ♣♦✉% ❧❡4 ❝♦♥❝❡♥(%❛(✐♦♥4 5❧❡✈5❡4 ❡♥ 3❞✳ 3♦✉% ❞❡4

❝♦♥❝❡♥(%❛(✐♦♥4 ❞❡ 3❞ cPd ≥ 50% ✭nat(Pd) ≥ 280✮ ❧❡4 ❛(♦♠❡4 ❞✬■% %❡4(❡♥( 6 ❧✬✐♥(5%✐❡✉% ❞❡ ❧❛

❝♦1✉✐❧❧❡ ♣❛% ❝♦♥(%❡ ❧❛ ♣♦4✐(✐♦♥ ❞✉ ❝♦❡✉% ❞✬■% ✈❛%✐❡ ❞✬✉♥❡ 4✐♠✉❧❛(✐♦♥ 6 ❧✬❛✉(%❡✳ ❊♥ ❛♥❛❧②4❛♥(

❧❡4 ✈✉❡4 ✐♥4(❛♥(❛♥5❡4✱ ♦♥ ♦❜4❡%✈❡ ✉♥❡ ♣%54❡♥❝❡ ❞✬❛(♦♠❡4 ❞✬■% 4✉% ❧❡4 4✐(❡4 ❡♥ 4✉❜4✉%❢❛❝❡ ♣♦✉%

✉♥❡ (❡♠♣5%❛(✉%❡ ❞❡ ✶✵ ❑ ❡( ♣♦✉% ❞❡4 ❝♦♥❝❡♥(%❛(✐♦♥4 ❞❡ 3❞ cPd ≤ 74% ✭nat(Pd) ≤ 280✮✱ ♣♦✉%

✉♥❡ (❡♠♣5%❛(✉%❡ ♣❧✉4 5❧❡✈5❡ 4♦✐( ❚❂ ✸✵✵❑✱ ♦♥ ❛ ❞❡4 ❛(♦♠❡4 ❞✬■% ❡♥ 4✉❜4✉%❢❛❝❡ ♣♦✉% (♦✉(❡4

❝♦♥❝❡♥(%❛(✐♦♥4 cPd ≥ 50% ❡①❝❡♣(5 ♣♦✉% ❧❡ 4②4(G♠❡ ❛✈❡❝ ✐♠♣✉%❡(5 ■%✱ ❧❛1✉❡❧❧❡ 4❡ (%♦✉✈❡ ❞❛♥4

❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ 3❞✳ ❙✐ ♦♥ 4❡ %5❢G%❡ ❛✉① ✜❣✉%❡4 ✸✳✺✭❞✮ ❡( ✸✳✻✭❞✮ ♦♥ ♣❡✉( ❝♦♥4(❛(❡% 1✉❡ ❧❡ ❝♦❡✉%

❞✬■% ❝❤❛♥❣❡ ❞✬❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥( 4♦✐( 4♦✉4 ❧❛ ❢❛❝❡((❡ ✭✶✶✶✮ ♣♦✉% ❚ ❂ ✶✵ ❑ 4♦✐( ♣❧✉4 ✈❡%4 ✭✶✵✵✮ ♣♦✉%

❚ ❂ ✸✵✵❑✳ ❈❡ 1✉✐ ❢❛✐( 1✉❡ ❧✬❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥( ❞✉ ❝J✉% ✈❛%✐❡ ❡♥ ❢♦♥❝(✐♦♥ ❞❡ ❧❛ (❡♠♣5%❛(✉%❡ ♠❛✐4

❡♥ (♦✉( ❝❛4 ❧❡4 ❛(♦♠❡4 ❞✬■% ♥❡ 4♦♥( ♣❛4 ❝♦♥✜♥54 ❛✉ ❝❡♥(%❡ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡✳ 3♦✉% ✉♥❡ ❝♦♥❝❡♥(%❛(✐♦♥

cPd = 99% ✭nat(Pd) = 555✮ ♦♥ ❛ ❧❡4 ❛(♦♠❡4 ❞✬■% 1✉✐ %❡4(❡♥( ❞❛♥4 ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ♣♦✉% ❚ ❂ ✶✵ ❑

✸✳✺✭❡✮ ❡( 4❡ (%♦✉✈❡♥( 4♦✉4 ❧❛ ❢❛❝❡((❡ ✭✶✶✶✮ ✸✳✻✭❡✮ 1✉❛♥❞ ❚ ❂ ✸✵✵❑✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥( ❧❡ ❝♦❡✉% ❞✬■%

4❡♠❜❧❡ 5✈♦❧✉❡% ❛❧5❛(♦✐%❡♠❡♥( 6 ❧✬✐♥(5%✐❡✉% ❞❡ ❧❛ ❝♦1✉✐❧❧❡✱ ❞❡♣✉✐4 ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ✈❡%4 ❧❡4 4✐(❡4 ❡♥

4✉❜4✉%❢❛❝❡ ❡♥ ❢♦♥❝(✐♦♥ ❞❡ ❧❛ (❡♠♣5%❛(✉%❡ ❡( ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♥(%❛(✐♦♥ ❞❡ 3❞ (♦✉( ❡♥ %❡4(❛♥( ♣❧✉(@(

❡①❝❡♥(%5✳ ❈♦♥❝❡%♥❛♥( ❝❡ ❞❡%♥✐❡% ❡✛❡(✱ ❞❡4 %54✉❧(❛(4 4✐♠✐❧❛✐%❡4 ♦♥( 5(5 ♦❜(❡♥✉4 ♣❛% 4✐♠✉❧❛(✐♦♥4

♥✉♠5%✐1✉❡4 ♣♦✉% ❞❡4 4②4(G♠❡4 ❞❡ ♥❛♥♦♣❛%(✐❝✉❧❡4 ❞✬❛❧❧✐❛❣❡ ❜✐♠5(❛❧❧✐1✉❡ ❡♥ ❝J✉%✲❝♦1✉✐❧❧❡ ❞❡

❧✬♦%❞%❡ ❞✉ ✷♥♠ ❞❡ ❞✐❛♠G(%❡ ✭❆❣❈✉✱ ❆❣◆✐✱ ❆❣❈♦✮ ❬✽✱ ✾❪✳ ■❧ 4✬❛❣✐( ❧6 ❝❡♣❡♥❞❛♥( ❞❡ 4②4(G♠❡4

❞♦♥4 ❧❡4 ❝♦♠♣♦4❛♥(4 %❡4♣❡❝(✐❢4 ♦♥( ❞❡4 (❛✐❧❧❡4 ❛(♦♠✐1✉❡4 (%G4 ❞✐✛5%❡♥(❡4 ❝❡ 1✉✐ ♥✬❡4( ♣❛4 ❧❡

❝❛4 ❞❡ ❧✬■% ❡( ❞✉ 3❞ 1✉✐ ♦♥( ❞❡4 (❛✐❧❧❡4 ❛(♦♠✐1✉❡4 (%G4 4✐♠✐❧❛✐%❡4✳ ◆♦✉4 ❛❧❧♦♥4 ❞♦♥❝✱ ♣❧✉4 ❧♦✐♥✱

❡①♣❧♦%❡% ♣❧✉4 ❡♥ ❞5(❛✐❧ ❝❡( ❡✛❡( ❞✬5✈♦❧✉(✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦4✐(✐♦♥ ❞✉ ❝J✉%✳
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❧❛ ❝♦♥❝❡♥01❛0✐♦♥ 0♦0❛❧❡ ❞❡ 6❞ ♣♦✉1 ✉♥❡ 0❡♠♣A1❛0✉1❡ ❞❡ ✶✽✵✵❑✳
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❞✬■&'❞ ✐❧ ❡+, ♣♦++✐❜❧❡ 0✉❡ ❧❛ ❢✉+✐♦♥ ❞5♠❛&&❡ ❛✈❛♥, ♠8♠❡ 0✉❡ ❧❛ ♣❛&,✐❝✉❧❡ ♥❡ +❡ ❞5+♦&❞♦♥♥❡

❝❤✐♠✐0✉❡♠❡♥,✳

✸ ✳ ✷ ❊$✉❞❡ ❞❡( $❛✉① ♠♦②❡♥( ❞✬♦❝❝✉♣❛$✐♦♥ ♣❛3 (✐$❡ ✭▼❈✲❚❇■▼✮

❉❛♥+ ❧❛ +❡❝,✐♦♥ ♣&5❝5❞❡♥,❡✱ ♥♦✉+ ❛✈♦♥+ ❢❛✐, ✉♥❡ ❞✐+,✐♥❝,✐♦♥ +❡✉❧❡♠❡♥, ❡♥,&❡ ✈♦❧✉♠❡ ❡,

+✉&❢❛❝❡ ❡, ♥✬❛✈✐♦♥+ ❞♦♥❝ ♣❛+ ❞✬✐♥❢♦&♠❛,✐♦♥ +✉& ❧❛ +,&✉❝,✉&❡ ❞✉ ❝>✉&✳ '♦✉& +✬✐♥,5&❡++❡& ♣❧✉+

♣&5❝✐+5♠❡♥, ? ❧❛ &5♣❛&,✐,✐♦♥ ❞❡+ ❛,♦♠❡+ ❞❛♥+ ❧❡ ❝>✉& ♥♦✉+ ❛❧❧♦♥+ &5✲5,✉❞✐❡& ❧❡+ ❝♦♥✜❣✉&❛,✐♦♥+

❛,♦♠✐0✉❡+ ❞✉ +②+,D♠❡ ❡♥ ♣&❡♥❛♥, ❡♥ ❝♦♠♣,❡ ❧❡ ,❛✉① ❞✬♦❝❝✉♣❛,✐♦♥ ♠♦②❡♥ ❞✬■& ♣❛& +✐,❡ ❝♦♠♠❡

&5❢5&❡♥❝❡✳ ▲❛ ❢♦&♠✉❧❡ 0✉❡ ♥♦✉+ ❛❞♦♣,❡&♦♥+ +✬5❝&✐, ❛✐♥+✐ ✿

Cmoysite =
1

N

N
∑

i=1

pIri ✭✸✳✹✮

,❡❧ 0✉❡

Cmoysite ✿ &❡♣&5+❡♥,❡ ❧❡ ,❛✉① ❞✬♦❝❝✉♣❛,✐♦♥ ♠♦②❡♥ ❞✬■& ♣❛& +✐,❡ ❞❛♥+ ❧❡ +②+,D♠❡ ❜✐♥❛✐&❡ ■&❅'❞

N ✿ ❞5✜♥✐, ❧❡ ♥♦♠❜&❡ ❞❡ ♣❛+ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ▼♦♥,❡ ❈❛&❧♦ ✭❛✈❡❝ ♣&✐+❡ ❡♥ ❝♦♠♣,❡ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡

❞5♠❛&&❛❣❡ ❞❡+ ❝❛❧❝✉❧+ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡✮

pIri ✿ ❡+, ❧❡ ❢❛❝,❡✉& ❞✬♦❝❝✉♣❛,✐♦♥ ❞✉ +✐,❡ ✐ ♣❛& ✉♥ ❛,♦♠❡ ❞✬■&✳

❉❛♥+ ❧❡+ ❝❛❧❝✉❧+ 0✉✐ ✈♦♥, +✉✐✈&❡ ♥♦✉+ ❝❤♦✐+✐&♦♥+ N ❂ ✺✵✵ ✵✵✵ ♣❛+ ❡, ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❞5♣❛&, ?

✶✵✪ ❞❡ N ✭✐♥❞✐❝❡ ? ♣❛&,✐& ❞✉0✉❡❧ ♦♥ ❝♦♥+✐❞D&❡ ❧❡+ ❝♦♥✜❣✉&❛,✐♦♥+ ♣♦✉& ❧❡+ ♠♦②❡♥♥❡+✮✳ ❉✬❛♣&D+

❧❡+ ✜❣✉&❡+ ✸✳✶✶✱ ✸✳✶✷ ❡, ✸✳✶✸✱ ❞❡✉①✐D♠❡ ❝♦❧♦♥♥❡✱ ❧❡+ ❝♦♥✜❣✉&❛,✐♦♥+ ❛,♦♠✐0✉❡+✱ ♠♦♥,&❡♥, 0✉✬?

❜❛++❡ ,❡♠♣5&❛,✉&❡✱ ❞❡ ❧✬♦&❞&❡ ❞❡ ✶✵✵ ❑✱ ❧✬✐♥+❡&,✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦,✐♦♥ ❞❡ ,❛✉① ❞✬♦❝❝✉♣❛,✐♦♥ ♠♦②❡♥

♣❛& +✐,❡ ❝♦♥❞✉✐, ? ❧❛ ♣&5❞✐❝,✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝>✉&✲❡①❝❡♥,&5 ❞✬■& ❞♦♥, ✷✺ ✪ ❞✉ ,❛✉① ❞✬■& +❡ ,&♦✉✈❡ ❡♥

+✉❜+✉&❢❛❝❡✳ ❉❛♥+ ❧❡ ❝❛+ ❞❡ ❧✬✐♠♣✉&❡,5 ✭✉♥ +❡✉❧ ❛,♦♠❡ ❞✬■&✮✱ ,♦✉,❡+ ❧❡+ ♣♦+✐,✐♦♥+ ✐♥,5&✐❡✉&❡+ ? ❧❛

❝♦0✉✐❧❧❡ +♦♥, 50✉✐♣&♦❜❛❜❧❡+ +❛♥+ 0✉❡ ❧✬❛,♦♠❡ ❞✬■& ♥❡ +♦✐, ❝♦♥✜♥5 ? ✉♥ ❡♥❞&♦✐, ♣❛&,✐❝✉❧✐❡& ❡, ❝❡❝✐

✐♥❞5♣❡♥❞❡♠♠❡♥, ❞❡ ❧❛ ,❡♠♣5&❛,✉&❡✱ ❝❡ 0✉✐ ✐♥❞✐0✉❡ ❛♣♣❛&❡♠♠❡♥, ✉♥❡ ❝❡&,❛✐♥❡ +♦❧✉❜✐❧✐,5 ❞✉

+②+,D♠❡ ❧♦&+0✉✬✐❧ ❡+, ❞✐❧✉5✳ ◗✉❛♥❞ ♦♥ ❛✉❣♠❡♥,❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♥,&❛,✐♦♥ ❡♥ ■&✱ ♣♦✉& ❞❡+ ,❡♠♣5&❛,✉&❡+

❛❧❧❛♥, ❞❡ ✸✵✵❑ ? ✻✵✵ ❑✱ ❧❡+ &5+✉❧,❛,+ ❞❡ +✐♠✉❧❛,✐♦♥+ ♠♦♥,&❡♥, ✉♥❡ ♣&♦❜❛❜✐❧✐,5 ♠❛①✐♠❛❧❡

❞✬♦❝❝✉♣❛,✐♦♥ ❞❡ ❧✬■& ❛✉ ❝❡♥,&❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛&,✐❝✉❧❡ ❡, ❞♦♥♥❡ ❧❛ ❢❛✈❡✉& ? ❧❛ ❢♦&♠❛,✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝>✉&
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❝❡♥&'(✳ ❈❡&&❡ ❞✐✛('❡♥❝❡ ❞❡ '(.✉❧&❛& ♣❛' '❛♣♣♦'& 4 ❝❡❧✉✐ 4 ✶✵✵ ❑ ♣♦✉''❛✐& .✬❡①♣❧✐9✉❡' ♣❛' ❧❡

❢❛✐& 9✉❡ ♣❧✉. ❧❛ &❡♠♣('❛&✉'❡ ❞✐♠✐♥✉❡✱ ♣❧✉. ❧✬(❝❤❛♥&✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❡♥ ▼♦♥&❡ ❈❛'❧♦ ❞❡✈✐❡♥& ♠♦✐♥.

❡✣❝❛❝❡ ❝❛' ♦♥ ❛ &❡♥❞❛♥❝❡ 4 '❡❢✉.❡' ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ❝♦♥✜❣✉'❛&✐♦♥. 4 ❜❛..❡ &❡♠♣('❛&✉'❡✳ ❈❡&&❡

(&✉❞❡ ♠♦♥&'❡ .✉'&♦✉& ❧✬✐♠♣♦'&❛♥❝❡ ❞❡ &'❛✈❛✐❧❧❡' ❛✈❡❝ ❞❡. ♠♦②❡♥♥❡. ❞✬♦❜.❡'✈❛❜❧❡. ❡& ❞❡ '❡.&❡'

✈✐❣✐❧❛♥& 9✉❛♥& ❛✉① ✐♥&❡'♣'(&❛&✐♦♥. ❢❛✐&❡. ✉♥✐9✉❡♠❡♥& .✉' ❞❡. (❝❤❛♥&✐❧❧♦♥. ✐♥.&❛♥&❛♥(. ❞✉

▼♦♥&❡ ❈❛'❧♦✳

✹✳ ▼♦♥%❡ ❈❛)❧♦ ❛✈❡❝ ❞.♣❧❛❝❡♠❡♥%1 ❛%♦♠✐3✉❡1 ✭❙▼❆✮

▲❡. (&✉❞❡. ✉&✐❧✐.❛♥& ❧❡. ❝♦♥❝❡♥&'❛&✐♦♥. ♠♦②❡♥♥❡. ❡♥ ✈♦❧✉♠❡ ❡& ❡♥ .✉'❢❛❝❡ ❛✐♥.✐ 9✉❡ ❧❡.

&❛✉① ❞✬♦❝❝✉♣❛&✐♦♥ ♠♦②❡♥. ♣❛' .✐&❡ ♥♦✉. ♦♥& ♣❡'♠✐. ❞✬(&✉❞✐❡' ❧❡. ❡✛❡&. ❞❡ .(❣'(❣❛&✐♦♥ ❞❡ F❞

❡♥ .✉'❢❛❝❡ ❡& ❧✬(✈♦❧✉&✐♦♥ ❞✉ ❝G✉' ❞✬■' 4 ❧✬✐♥&('✐❡✉' ❞✬✉♥❡ ♥❛♥♦♣❛'&✐❝✉❧❡ ❞✬■'F❞ ❞❡ &②♣❡ ❝♦❡✉'✲

❝♦9✉✐❧❧❡ ✭❛✉..✐ ♥♦&( ■'❅F❞✮ ❡♥ ✉&✐❧✐.❛♥& ❧❛ ♠(&❤♦❞❡ ▼♦♥&❡ ❈❛'❧♦ ❜❛.(❡ .✉' ✉♥ ♠♦❞M❧❡ ❞✬■.✐♥❣

❡♥ ❧✐❛✐.♦♥. ❢♦'&❡. ✭❚❇■▼✮✳ ❉❛♥. ❝❡ 9✉✐ .✉✐&✱ ♥♦✉. ❛❧❧♦♥. &❡♥✐' ❝♦♠♣&❡ ❞❡ ❧✬❡✛❡& ♣♦..✐❜❧❡ ❞❡.

'❡❧❛①❛&✐♦♥. ❛&♦♠✐9✉❡. ❧♦❝❛❧❡. .✉' ❧❡ ❝♦♠♣♦'&❡♠❡♥& ❞✉ ❝G✉' ❞✬■' ❡♥ ❢♦♥❝&✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛'✐❛&✐♦♥ ❞❡

❧❛ ❝♦♥❝❡♥&'❛&✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❡ ❞✬■' ❞❛♥. ❧❡ .②.&M♠❡ ■'❅F❞✳ ◆♦✉. ♥♦✉. .♦♠♠❡. ❧✐♠✐&(.✱ ❞❛♥. ❝❡&&❡

(&✉❞❡ ♣❧✉. ❡①♣❧♦'❛&♦✐'❡✱ 4 ✉♥❡ ♥❛♥♦♣❛'&✐❝✉❧❡ ❝✉❜♦❝&❛(❞'✐9✉❡ ❞❡ ✺✻✶ ❛&♦♠❡. ❡♥ ❝♦♥.✐❞('❛♥&

&'♦✐. ❝♦♥❝❡♥&'❛&✐♦♥. ✭.♦✐& ■'✶✹✻F❞✹✶✺✱ ■'✺✼F❞✺✵✹✱ ■'✶F❞✺✻✵✮ ❡& ✉♥❡ .❡✉❧❡ &❡♠♣('❛&✉'❡ ❝❛'❛❝✲

&('✐.&✐9✉❡ ❞❡ ✸✵✵❑✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥. ❜'✐M✈❡♠❡♥&✱ ❝♦♠♠❡ ❝✐&( ❞❛♥. ❧❡ ♣❛'❛❣'❛♣❤❡ ✹✳✹ ❞✉ ❝❤❛♣✐&'❡

✶✱ 9✉❡ ❧❡ ♣'♦❣'❛♠♠❡ ❞❡ ▼♦♥&❡ ❈❛'❧♦ ❛✈❡❝ ❞(♣❧❛❝❡♠❡♥&. ❝♦♥.✐.&❡ 4 ❣(♥('❡'✱ ❞❛♥. ❧❛ ❝❤❛W♥❡

❞❡ ▼❛'❦♦✈✱ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝♦♥✜❣✉'❛&✐♦♥✱ ❡♥ ♣❛'&❛♥& ❞✬✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉'❛&✐♦♥ ✐♥✐&✐❛❧❡✱ ❡♥ ❡✛❡❝&✉❛♥&

✉♥❡ &'❛♥.❧❛&✐♦♥ ❞❡. ❝♦♦'❞♦♥♥(❡. ❞❡ ❧✬(&❛& ✐♥✐&✐❛❧ ❡♥ ✉&✐❧✐.❛♥& ❞❡. ♥♦♠❜'❡. ❛❧(❛&♦✐'❡. ❝♦♠♠❡

❢❛❝&❡✉'. ❞❡ &'❛♥.❧❛&✐♦♥✳ ❊♥ ♣'❛&✐9✉❡✱ ♦♥ ❡✛❡❝&✉❡ ❞♦♥❝✱ ❞❛♥. ✉♥ ♠❛❝'♦♣❛. ▼♦♥&❡ ❈❛'❧♦✱ ♣♦✉'

✉♥❡ ♥❛♥♦♣❛'&✐❝✉❧❡ ❞❡ Nat✱ ✉♥❡ .('✐❡ ❞❡ Nat (❝❤❛♥❣❡. .✉✐✈✐❡ ❞✬✉♥❡ .('✐❡ ❞❡ Nat ∗ ndep ❞(♣❧❛✲

❝❡♠❡♥&. ❛&♦♠✐9✉❡. ✭✈♦✐' ❈❤❛♣✐&'❡ ✶ .❡❝&✐♦♥ ✹✳✹✮✳ F♦✉' ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉'❡ .&❛&✐.&✐9✉❡ ♦♥ ❞❡✈'❛✐&

♣'❡♥❞'❡ ndep > 1 ♠❛✐. ♣♦✉' ❞❡. '❛✐.♦♥. ❞❡ &❡♠♣. ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♥♦✉. ♥♦✉. .♦♠♠❡. ❧✐♠✐&(. 4

ndep = 1✳

❉✬❛♣'M. ❧❛ ✜❣✉'❡ ✸✳✶✹ ♦♥ '❡&'♦✉✈❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥& ❞❡ ✈✉❡ ❞❡. &❛✉① ❞✬♦❝❝✉♣❛&✐♦♥ ♣❛' .✐&❡ ✉♥
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♥♦✉7 ❧❛✐77❡ 7✉♣♣♦7❡& >✉❡ ❧❡7 ❛5♦♠❡7 ❞✬■& ♣&8❢A&❡ 7❡ 5&♦✉✈❡& 7✉& ❞❡7 7✐5❡7 7✉& ❧❡7>✉❡❧7 ♦♥
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♣✉'❡%$ ■' ❞❛♥0 ✉♥❡ ♥❛♥♦♣❛'%✐❝✉❧❡ ❞✬■'9❞
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♣'B" A ❝❡ "②"(B♠❡ ❝♦♥"(✐(✉/ ❞✬✉♥ ❝D✉' ❞✬■' ❡( ❞✬✉♥❡ ❝♦0✉✐❧❧❡ ❞❡ M❞✳

✶✹✶
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❈♦♠♠❡ ❧❡( ♣*♦♣*✐,-,( ♣❤②(✐0✉❡( ❡- ❝❤✐♠✐0✉❡( ❞❡( ♥❛♥♦❛❧❧✐❛❣❡( *,(✉❧-❡♥- ❞❡ ❧❡✉* (-*✉❝✲

-✉*❡ ,❧❡❝-*♦♥✐0✉❡✱ ❡❧❧❡✲♠9♠❡ ❞,♣❡♥❞❛♥- ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉*❛-✐♦♥ ❣,♦♠,-*✐0✉❡ ❡- ❞❡ ❧✬❛**❛♥❣❡♠❡♥-

❝❤✐♠✐0✉❡ ❛✉ (❡✐♥ ❞✉ (②(-<♠❡ ❬✶✵✱ ✶✶❪✱ ♥♦✉( ❛✈♦♥( ❥✉❣, ✉-✐❧❡ ❞❡ ❝♦♥❞✉✐*❡ ❧✬,-✉❞❡ (♣,❝✐✜0✉❡

❞✉ ♥❛♥♦❛❧❧✐❛❣❡ ■*C❞ ❡♥ ❝♦♥✜❣✉*❛-✐♦♥ ❝D✉*✲❝♦0✉✐❧❧❡✳ ❆♣*<( ❛✈♦✐* ❞,✜♥✐✱ ❞❛♥( ❧❡ ❝❤❛♣✐-*❡ ♣*,✲

❝,❞❡♥-✱ ❧❡( ❞✐✛,*❡♥-❡( ❝♦♥✜❣✉*❛-✐♦♥( ❛-♦♠✐0✉❡( ♣*♦❜❛❜❧❡( 0✉❡ ♣♦✉**❛✐❡♥- ❛❞♦♣-❡* ❧✬❛❧❧✐❛❣❡

❜✐♥❛✐*❡ ■*C❞ ❡♥ ❢♦♥❝-✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛*✐❛-✐♦♥ ❞❡ ❧❛ -❡♠♣,*❛-✉*❡ ❡- ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♥-*❛-✐♦♥ ❡♥ C❞✱ ❧❡

♣*,(❡♥- ❝❤❛♣✐-*❡ (❡*❛ ❝♦♥(❛❝*, J ❧✬,-✉❞❡ ❞❡ ❧❛ (-*✉❝-✉*❡ ,❧❡❝-*♦♥✐0✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉*❛-✐♦♥ ❝D✉*✲

❝♦0✉✐❧❧❡ ❞✬■*C❞ ✭■*❅C❞✮ ♣*,❞✐-❡ ❝♦♠♠❡ ,-❛♥- ❧❛ (-*✉❝-✉*❡ ❛-♦♠✐0✉❡ ❧❛ ♣❧✉( (-❛❜❧❡✳ ❉❛♥( ✉♥

♣*❡♠✐❡* -❡♠♣( ♥♦✉( ❡✛❡❝-✉❡*♦♥( ❞❡( ❝❛❧❝✉❧( ❞❡ (-*✉❝-✉*❡ ,❧❡❝-*♦♥✐0✉❡ ❡♥ ❜❛♥❞❡ (♣✲❞ ♣♦✉*

♠❡--*❡ ❡♥ ,✈✐❞❡♥❝❡ ❧❡( ♠♦❞✐✜❝❛-✐♦♥( ❞✉❡( J ❧❛ ✈❛*✐❛-✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥✈✐*♦♥♥❡♠❡♥- ❝❤✐♠✐0✉❡ ✭♣❛(✲

(❛❣❡ ❞✬✉♥ (②(-<♠❡ ♣✉* J ✉♥ (②(-<♠❡ ❞✬❛❧❧✐❛❣❡✮✳ ❉❛♥( ✉♥ (❡❝♦♥❞ -❡♠♣(✱ ♥♦✉( ❛♥❛❧②(❡*♦♥(

❞✬✉♥ ♣♦✐♥- ❞❡ ✈✉❡ 0✉❛♥-✐-❛-✐❢ ❧❡( ❢❛❝-❡✉*( ♣♦✉✈❛♥- ✐♥✢✉❡♥❝❡* ❧❡ *❡♥❞❡♠❡♥- ❝❛-❛❧②-✐0✉❡ ❞✉

♥❛♥♦❛❧❧✐❛❣❡ ■*❅C❞✱ ❧✬♦❜❥❡❝-✐❢ ,-❛♥- ❞✬❛♣♣♦*-❡* 0✉❡❧0✉❡( ,❧,♠❡♥-( ❞✬❡①♣❧✐❝❛-✐♦♥ J ❧❛ *,❛❝-✐✈✐-,

❝❛-❛❧②-✐0✉❡ ,❧❡✈,❡ ❞✬✉♥ ❛❧❧✐❛❣❡ ■*C❞ ♣❛* *❛♣♣♦*- J (❡( ❤♦♠♦❧♦❣✉❡( ■* ❡- C❞ ❞❛♥( ❧❛ *,❛❝-✐♦♥

❞✬♦①②❞❛-✐♦♥ ♣*,❢,*❡♥-✐❡❧❧❡ ❞✉ ❈❖ ❡♥ ♣*,(❡♥❝❡ ❞✬❤②❞*♦❣<♥❡ ✭C❘❖❳✮❬✹❪✳ ◆♦✉( ♥♦✉( ❢♦❝❛❧✐(❡*♦♥(

♣❧✉( ♣❛*-✐❝✉❧✐<*❡♠❡♥- (✉* ❧✬,✈♦❧✉-✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥(✐-, ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❋❡*♠✐ ✭nEF
✮✱ ❧❡ ❞,♣❧❛❝❡♠❡♥-

❞❡( ❝❡♥-*❡( ❞❡ ❜❛♥❞❡ ✭εd✮ ❡- ❞❡ ❧❛ ❧❛*❣❡✉* ❞❡ ❜❛♥❞❡ ❞ ✭Wd✮ ✐((✉❡( ❞❡( ❉❊▲✱ ❝❡❝✐ ❡♥ ❢♦♥❝-✐♦♥

❞❡ ❧❛ -❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♥❛♥♦♣❛*-✐❝✉❧❡✱ ❞❡ ❧✬❡♥✈✐*♦♥♥❡♠❡♥- ❝❤✐♠✐0✉❡ ✭❡✛❡- ❞✬❛❧❧✐❛❣❡✮ ❡- ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜✲

❣✉*❛-✐♦♥ ❝D✉*✲❝♦0✉✐❧❧❡ ❡♥ ❡❧❧❡ ♠9♠❡✳ ◆♦✉( ,-✉❞✐❡*♦♥( ❞❡( ♥❛♥♦♣❛*-✐❝✉❧❡( ❡♥ ❝D✉*✲❝♦0✉✐❧❧❡

❝♦♥-❡♥❛♥- ✸✵✾✱✺✻✶ ❡- ✷✽✻✾ ❛-♦♠❡( ❝❤❛❝✉♥❡ ❝♦♥(-✐-✉,❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦0✉✐❧❧❡ ❝♦♠♣❧<-❡ ❞✬✉♥❡ (❡✉❧❡

❝♦✉❝❤❡ ❛-♦♠✐0✉❡ ❞❡ C❞✳

✶✳ ❙#$✉❝#✉$❡ (❧❡❝#$♦♥✐-✉❡ ❧♦❝❛❧❡ ❞✉ ♥❛♥♦❛❧❧✐❛❣❡ ❝1✉$✲❝♦-✉✐❧❧❡

❞✬■$5❞

❉❛♥( ❧❡ ❜✉- ❞❡ ❝♦♠♣*❡♥❞*❡ ❧❛ ❞✐✛,*❡♥❝❡ ❡♥-*❡ (②(-<♠❡( ♣✉*( ■* ❡- C❞ ❡- (-*✉❝-✉*❡ ❝D✉*✲

❝♦0✉✐❧❧❡ ■*❅C❞ ♥♦✉( ❛✈♦♥(✱ ❞❛♥( ✉♥ ♣*❡♠✐❡* -❡♠♣(✱ ♠❡♥, ✉♥❡ ,-✉❞❡ ❝♦♠♣❛*❛-✐✈❡ ❡♥-*❡ ❉❊▲

❞✬✉♥ (✐-❡ C❞ ❞❡ (✉*❢❛❝❡ ❞❛♥( ❞❡( ♥❛♥♦♣❛*-✐❝✉❧❡( ♣✉*❡( ❡- ❉❊▲ ❞✬✉♥ (✐-❡ C❞ ❞❡ ❝♦0✉✐❧❧❡ ❞❛♥(

❞❡( ♥❛♥♦♣❛*-✐❝✉❧❡( ■*❅C❞✳ ❉❛♥( ✉♥ (❡❝♦♥❞ -❡♠♣(✱ ♥♦✉( ❛✈♦♥( ,-✉❞✐, ❧❛ ✈❛*✐❛-✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦*♠❡

❞❡ ❧❛ ❉❊▲ ❡♥ ❜❛♥❞❡ ♣❛*-✐❡❧❧❡ ❞ ❞✬✉♥ (②(-<♠❡ ❞❡ ♥❛♥♦♣❛*-✐❝✉❧❡( ♣✉*❡( ❞✬■* ❡♥ (❡ ❢♦❝❛❧✐(❛♥-

(✉* ❧✬✐♥-❡*❢❛❝❡ ✭♦✉ (✉❜(✉*❢❛❝❡ ✿ ❝♦✉❝❤❡ ❞✐*❡❝-❡♠❡♥- ❡♥ ❞❡((♦✉( ❞❡ ❧❛ (✉*❢❛❝❡✮ ❝♦♠♣❛*, J ❞❡
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❧✬■& ❡♥ )✉❜)✉&❢❛❝❡ ❞❛♥) ✉♥ )②)12♠❡ ■&❅5❞✳ ▲❡) ❝♦♠♣❛&❛✐)♦♥) ❞❡) ❉❊▲ ♦♥1 =1= ❢❛✐1❡) ♣♦✉&

✉♥❡ ♥❛♥♦♣❛&1✐❝✉❧❡ ♣✉&❡ ❝♦♥1❡♥❛♥1 ✺✻✶ ❛1♦♠❡) ❡1 ♣♦✉& ✉♥ )②)12♠❡ ❝♦❡✉& ✲❝♦A✉✐❧❧❡ ❞✬■&❅5❞

❛✈❡❝ CPd = 45% ✭)♦✐1 nat(Pd) = 252 ❡1 nat(Ir) = 309✮✳

✶ ✳ ✶ "❞ ❡♥ &✉(❢❛❝❡ ✿ ❝♦♠♣❛(❛✐&♦♥ ❡♥1(❡ "❞ ♣✉( ❡1 "❞ (❡❝♦✉✈(❛♥1

✉♥ ❝♦❡✉( ❞✬■(

▲❡) ❉❊▲ ♦❜1❡♥✉❡) ❡♥ )✉&❢❛❝❡ ❞❡) ♥❛♥♦♣❛&1✐❝✉❧❡) ❞❡ 5❞ ♣✉& ♦✉ ❡♥ ❝♦❡✉& ❝♦A✉✐❧❧❡ )♦♥1

&❡♣&=)❡♥1=❡) )✉& ❧❛ ❋✐❣✉&❡ ✹✳✶✳ ❖♥ ♦❜)❡&✈❡ ❝♦♠♠❡ ❛11❡♥❞✉✱ ✉♥❡ ❞✐♠✐♥✉1✐♦♥ ♣&♦❣&❡))✐✈❡ ❞❡)

❧❛&❣❡✉&) ❞❡ ❜❛♥❞❡ ❞✭Wd✮ ❧♦&)A✉❡ ❧❛ ❝♦♦&❞✐♥❛1✐♦♥ ❞❡) )✐1❡) ❞✐♠✐♥✉❡ ✭❋✐❣✉&❡ ✹✳✶✮ ❞❡♣✉✐) ❧❡)

)✐1❡) ❢❛❝❡11❡) ✈❡&) ❧❡) )✐1❡) ❛&I1❡) ❡1 )♦♠♠❡1)✳ ▲✬✐♥1❡♥)✐1= ❞❡) ♣✐❝) ❞❡) ❉❊▲ ❛✉❣♠❡♥1❡ ❛✉ ❢✉&

❡1 J ♠❡)✉&❡ A✉✬♦♥ )❡ 1&♦✉✈❡ ❛✉ ✈♦✐)✐♥❛❣❡ ❞❡ ❧✬=♥❡&❣✐❡ ❞❡ ❋❡&♠✐ ❡1 A✉❡ ❧❛ ❝♦♦&❞✐♥❛1✐♦♥ ❞❡) )✐1❡)

❞✬=1✉❞❡ ❞✐♠✐♥✉❡✳ ❉✉ ♣♦✐♥1 ❞❡ ✈✉❡ ♣&♦♣&✐=1=) ❝❤✐♠✐A✉❡)✱ ❝❡11❡ ♠♦❞✐✜❝❛1✐♦♥ ❞❡✈&❛✐1 ✐♥✢✉❡♥❝❡&

❧❡) ♣&♦♣&✐=1=) ❞✬❛❞)♦&♣1✐♦♥ ❞❡ ♠♦❧=❝✉❧❡)✳ 5❛& ❛✐❧❧❡✉&)✱ ✐❧ ❡)1 ❛❞♠✐) ❣=♥=&❛❧❡♠❡♥1 A✉❡ ❧✬=♥❡&❣✐❡

❞✬❛❞)♦&♣1✐♦♥ ❞❡) ♠♦❧=❝✉❧❡) ❛✉❣♠❡♥1❡ ❧♦&)A✉❡ ❧❡ ❝❡♥1&❡ ❞❡ ❜❛♥❞❡ ❞ ❡)1 ❞=❝❛❧= ✈❡&) ❧❛ ✈❛❧❡✉&

❞❡ ❧✬=♥❡&❣✐❡ ❞❡ ❋❡&♠✐ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥) ❧❡ ❝❛) ❞✉ ♠=❝❛♥✐)♠❡ ❞✬❛❞)♦&♣1✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤②❞&♦❣2♥❡ ❬✼✱ ✽❪✳

❊♥ &❡)1❛♥1 ❞❛♥) ❝❡ ❝♦♥1❡①1❡ ❞❡ ❝♦♠♣&=❤❡♥)✐♦♥ ❞❡ ❧❛ &=❛❝1✐✈✐1= ❞✬✉♥❡ ♥❛♥♦♣❛&1✐❝✉❧❡✱ ♥♦✉)

❛✈♦♥) =1✉❞✐= ♣❧✉) ❡♥ ❞=1❛✐❧ ❧❡) ❞=♣❧❛❝❡♠❡♥1) ❞❡ ❜❛♥❞❡ ✐♥❞✉✐1) ♣❛& ❧✬❡✛❡1 ❞✬❛❧❧✐❛❣❡ ❡1 ❞❡ ❧❛

❝♦♥✜❣✉&❛1✐♦♥ ❝T✉&✲❝♦A✉✐❧❧❡✳

❉✬❛♣&2) ❧❛ ✜❣✉&❡ ✹✳✷ &❡♣&=)❡♥1❛♥1 ❧❛ ❉❊▲ ❡♥ ❜❛♥❞❡ ♣❛&1✐❡❧❧❡ ❞ ❞✉ 5❞ )✉& ❞❡) )✐1❡) ❞❡

)✉&❢❛❝❡ ❞✬✉♥❡ ♥❛♥♦♣❛&1✐❝✉❧❡ ♣✉&❡ ❞❡ 5❞ ❡1 ❞✬✉♥❡ ♥❛♥♦♣❛&1✐❝✉❧❡ ■&❅5❞✱ ♦♥ ♦❜)❡&✈❡ ✉♥❡ ❧=❣2&❡
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♠✐♥❝❡. ♠'(❛❧❧✐:✉❡.✱ ♦♥ ♣❡✉( .✉♣♣♦.❡& :✉✬✐❧ ② ❛✉&❛ ✉♥❡ ❞✐♠✐♥✉(✐♦♥ ❞❡ ❧✬'♥❡&❣✐❡ ❞✬❛❞.♦&♣(✐♦♥

❞❡ ❧✬❤②❞&♦❣2♥❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡. .✐(❡. ❞❡ ❧❛ .✉&❢❛❝❡ ❞✉ #❞ ❧♦&.:✉❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ &❡❝♦✉✈&❡ ✉♥ ❝♦❡✉& ❞✬■&✳

❈❡ ❞'❝❛❧❛❣❡ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❜❛♥❞❡ ❞ ❡.( ❞✬❡♥✈✐&♦♥ ✵✱✶ ❡❱ ♣♦✉& ❧❡. .✐(❡. ❢❛✐❜❧❡♠❡♥( ❝♦♦&❞✐♥'.

✭❛&W(❡. ❡( .♦♠♠❡(.✮ ❡( ❞✬❡♥✈✐&♦♥ ✵✱✷✺ ❡❱ ♣♦✉& ❧❡. .✐(❡. ❞❡ ❢❛❝❡((❡.✱ .♦✐( ❞♦♥❝ ✉♥❡ ✈❛&✐❛(✐♦♥

♠❛&:✉'❡ ❞✉ ❞'♣❧❛❝❡♠❡♥( ❞✉ ❝❡♥(&❡ ❞❡ ❜❛♥❞❡ ♣❛& &❛♣♣♦&( ? ❧✬'♥❡&❣✐❡ ❞❡ ❋❡&♠✐ ❞✬✉♥❡ ✈❛❧❡✉&

❞❡ ✵✱✶✺ ❡❱ ❞❡♣✉✐. ❧❡ .✐(❡ .♦♠♠❡( ✈❡&. ❧❛ ❢❛❝❡((❡ ✭✶✵✵✮ ❞❛♥. ❧❡ ❝❛. ❞✉ #❞ ❝♦:✉✐❧❧❡✳ ❉❡ ♠W♠❡

♣♦✉& ❧❛ ❧❛&❣❡✉& ❞❡ ❜❛♥❞❡✱ ♦♥ ♦❜.❡&✈❡ ✉♥ '❧❛&❣✐..❡♠❡♥( ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞ ❧♦&.:✉✬♦♥

.❡ (&♦✉✈❡ ❡♥ .✐(❡ ❢❛❝❡((❡ ✭✶✵✵✮ ❞✉ #❞ ❝♦:✉✐❧❧❡ ✭✜❣✉&❡ ✜❣✉&❡ ✹✳✺ ✭❝✮✮ ❝❡ :✉✐ ♥♦✉. &❛♠2♥❡ ?

❧❛ ✜❣✉&❡ ✹✳✷ ♠♦♥(&❛♥( :✉✬✉♥ '❧❛&❣✐..❡♠❡♥( ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞ ❞✉ #❞ ❝♦:✉✐❧❧❡ .✬❛❝❝♦♠♣❛❣♥❡ ❞✬✉♥

'❧♦✐❣♥❡♠❡♥( ❞✉ ❝❡♥(&❡ ❞❡ ❜❛♥❞❡ ❞ ♣❛& &❛♣♣♦&( ? ❧✬'♥❡&❣✐❡ ❞❡ ❋❡&♠✐ ❞✬■&❅#❞✳ ❆✉(&❡♠❡♥(

❞✐(✱ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥( ❞❡ ✈✉❡ ♣✉&❡♠❡♥( :✉❛❧✐(❛(✐❢✱ ❧❛ ❢❛❝❡((❡ ✭✶✵✵✮ ❞❡ ❧❛ ❝♦:✉✐❧❧❡ ❞❡ #❞ ❞❡✈&❛✐(

W(&❡ ❧❡ .✐(❡ ❝♦&&❡.♣♦♥❞❛♥( ? ❧❛ ♣❧✉. ❢❛✐❜❧❡ '♥❡&❣✐❡ ❞✬❛❞.♦&♣(✐♦♥ ✈✐. ? ✈✐. ❞❡ ❧✬❤②❞&♦❣2♥❡✱ .✐

♦♥ .✬❛♣♣✉✐❡ ? ♥♦✉✈❡❛✉ .✉& ❧❡. ❝&✐(2&❡. '(❛❜❧✐. ♣❛& ❏✳ ❑✳ ◆♦&.❦♦✈ ❡( ❛❧✳ ❙✐ ♥♦✉. '(✉❞✐♦♥. ❧❡

❝❛. ❞❡ ❧❛ ❞❡♥.✐(' ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧✬'♥❡&❣✐❡ ❞❡ ❋❡&♠✐✱ ❛✉ ♣❛..❛❣❡ ❞✬✉♥ .②.(2♠❡ ♣✉& #❞ ? ✉♥

.②.(2♠❡ ❜✐♥❛✐&❡ ■&❅#❞✱ ♦♥ ❣❛&❞❡ ✉♥ ♠W♠❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ❞❡♥.✐(' ❞✬'(❛( ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ .✐(❡ ❧❡

♠♦✐♥. ❝♦♦&❞✐♥' .♦✐( ❧❡ .✐(❡ .♦♠♠❡( ✭✜❣✉&❡ ✹✳✺ ✭❛✮✮✳ ❊♥.✉✐(❡✱ ❧❛ ❞❡♥.✐(' ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❋❡&♠✐



✶✺✵

❞✐♠✐♥✉❡ )✉❛♥❞ ❧❛ ❝♦♦.❞✐♥❛/✐♦♥ ❛✉❣♠❡♥/❡✱ ❧❡2 ❞❡✉① ❝♦✉.❜❡2 5❞ ❡/ ■.❅5❞ ♦♥/ ✉♥❡ 8✈♦❧✉/✐♦♥

.❡❧❛/✐✈❡♠❡♥/ 2✐♠✐❧❛✐.❡✳

✷ ✳ ✷ ■# ❡♥ &✉❜&✉#❢❛❝❡ ✿ ❝♦♠♣❛#❛✐&♦♥ ❡♥1#❡ ■# ♣✉# ❡1 ■# &♦✉& ✉♥❡

❝♦2✉✐❧❧❡ ❞❡ 5❞

5♦✉. ❧❡2 ❛/♦♠❡2 ❞✬■. ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡2 2✐/❡2 ❞✬✐♥/❡.❢❛❝❡ ✭✈♦✐. ✜❣✉.❡ ✹✳✻ ✭❛✮✮✱ ❧❛ ❞❡♥2✐/8 ❞✬8/❛/

❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❋❡.♠✐ ❡2/ ♣❧✉2 8❧❡✈8❡ ❡♥ 2②2/E♠❡ ❜✐♥❛✐.❡✱ ❧♦.2)✉✬■. ❡2/ .❡❝♦✉✈❡./ ♣❛. ❞✉ 5❞✱

)✉✬❡♥ 2②2/E♠❡ ♣✉. ■.✳ ❯♥❡ ✈❛.✐❛/✐♦♥ /.E2 ♠❛.)✉8❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥2✐/8 ❡2/ ♦❜2❡.✈8❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡

❧❛ ❢❛❝❡//❡ ✭✶✵✵✮ ❧♦.2)✉✬♦♥ ❡2/ ❡♥ 2②2/E♠❡ ♣✉.✱ )✉✐ ❞✐2♣❛.❛✐/ ❞❛♥2 ■.❅5❞✳ ❈♦♥❝❡.♥❛♥/ ❧❡2

❞8♣❧❛❝❡♠❡♥/2 ❞❡ ❜❛♥❞❡ ✭✜❣✉.❡ ✹✳✻✭❜✮✮✱ ❧✬❡✛❡/ ❞✬❛❧❧✐❛❣❡ ❡♥❣❡♥❞.❡ ✉♥❡ ♠♦❞✐✜❝❛/✐♦♥ ✐♠♣♦./❛♥/❡

❡♥/.❡ 2②2/E♠❡ ♣✉. ■. ❡♥ 2✉❜2✉.❢❛❝❡ ❡/ ■. ✐♥/❡.❢❛❝❡ ❞❛♥2 ❧❛ ♥❛♥♦♣❛./✐❝✉❧❡ ❝♦❡✉.✲❝♦)✉✐❧❧❡ ■.❅5❞✳

●❧♦❜❛❧❡♠❡♥/✱ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞✱ ♣♦✉. /♦✉2 ❧❡2 2✐/❡2 ■. ❡♥ 2✉❜2✉.❢❛❝❡✱ 2❡ .❛♣♣.♦❝❤❡ ♥❡//❡♠❡♥/ ❞✉

♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❋❡.♠✐✳ ❊♥ 2❡ .8❢8.❛♥/ /♦✉❥♦✉.2 ❛✉① 8/✉❞❡2 ♣.8❝8❞❡♠♠❡♥/ ❝✐/8❡2✱ ❡✛❡❝/✉8❡2 ♣❛.

◆♦.2❦♦✈ ❏✳❑✳ ❡/ ❛❧✳❬✼✱ ✽❪✱ ♦♥ ♣❡✉/ 2✉♣♣♦2❡. )✉✬✐❧ ② ❛✉.❛ ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥/❛/✐♦♥ ❞❡ ❧✬8♥❡.❣✐❡ ❞❡

2♦.♣/✐♦♥ ❞✬❤②❞.♦❣E♥❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧✬✐♥/❡.❢❛❝❡ ❞✬■. ❞❛♥2 ❧❡ ❝❛2 ■.❅5❞ ♣❛. .❛♣♣♦./ V ✉♥❡

♥❛♥♦♣❛./✐❝✉❧❡ ❞✬■. ♣✉.✳ ▲❡ ❞8♣❧❛❝❡♠❡♥/ ❡2/ ❣.❛♥❞ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡2 2✐/❡2 ❧❡2 ♠♦✐♥2 ❝♦♦.❞✐♥82

✭2♦♠♠❡/✮ ❡/ ❞✐♠✐♥✉❡ ♣.♦❣.❡22✐✈❡♠❡♥/ ❧♦.2)✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜.❡ ❞❡ ❝♦♦.❞✐♥❛/✐♦♥ ❞✉ 2✐/❡ ❛✉❣♠❡♥/❡✳

❖♥ .❡/.♦✉✈❡ ❧❡ ♠Y♠❡ ❝♦♠♣♦./❡♠❡♥/ ❝♦♥❝❡.♥❛♥/ ❧❛ ❧❛.❣❡✉. ❞❡ ❜❛♥❞❡ ❞✳



✶✺✶

✭❛✮

✭❜✮

✭❝✮

❋✐❣✉$❡ ✹✳✺ ✕ ❱❛❧❡✉. ❞❡ ❧❛ ❞❡♥1✐34 ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❋❡.♠✐ ✭n(EF )✮✱ ❝❡♥3.❡ ❞❡ ❣.❛✈✐34 ❞❡ ❧❛

❜❛♥❞❡ ❞ ✭εd✮ ❡3 ❧❛.❣❡✉. : ♠✐✲❤❛✉3❡✉. ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞ ✭Wd✮ ❞✉ =❞ ❡♥ 1✉.❢❛❝❡ ❞❛♥1 ✉♥ 1②13@♠❡

❞❡ ♥❛♥♦♣❛.3✐❝✉❧❡ ♣✉.❡ ❞❡ =❞ ✭✈❡.3✮ ❡3 ❞✉ =❞ ❝♦C✉✐❧❧❡ ✭♥♦✐.✮ ❞❛♥1 ✉♥❡ ♥❛♥♦♣❛.3✐❝✉❧❡ ❝♦❡✉.✲

❝♦C✉✐❧❧❡ ❞✬■.❅=❞ ❝♦♥3❡♥❛♥3 ❝❤❛❝✉♥ ✺✻✶ ❛3♦♠❡1✳ ▲✬❛①❡ ❞❡1 ❛❜❝✐11❡1 ❝♦..❡1♣♦♥❞ ❛✉ ♥♦♠❜.❡ ❞❡

❝♦♦.❞✐♥❛3✐♦♥ ❞✉ 1✐3❡ 43✉❞✐4✳
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✭❛✮

✭❜✮

✭❝✮

❋✐❣✉$❡ ✹✳✻ ✕ ❱❛❧❡✉0 ❞❡ ❧❛ ❞❡♥3✐56 ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❋❡0♠✐ ✭n(EF )✮✱ ❝❡♥50❡ ❞❡ ❣0❛✈✐56 ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡

❞ ✭εd✮ ❡5 ❧❛0❣❡✉0 < ♠✐✲❤❛✉5❡✉0 ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞ ✭Wd✮ ❞❡ ❧✬❛5♦♠❡ ❞✬■0 ❡♥ ✐♥5❡0❢❛❝❡ ❞❛♥3 ✉♥ 3②35D♠❡

❞❡ ♥❛♥♦♣❛05✐❝✉❧❡ ♣✉0❡ ❞✬■0 ✭✈❡05✮ ❡5 ❞❛♥3 ✉♥❡ ♥❛♥♦♣❛05✐❝✉❧❡ ❝♦❡✉0✲❝♦F✉✐❧❧❡ ❞✬■0❅H❞ ✭♥♦✐0✮

❝♦♥5❡♥❛♥5 ❝❤❛❝✉♥ ✺✻✶ ❛5♦♠❡3✳ ▲✬❛①❡ ❞❡3 ❛❜❝✐33❡3 ❝♦00❡3♣♦♥❞ ❛✉ ♥♦♠❜0❡ ❞❡ ❝♦♦0❞✐♥❛5✐♦♥ ❞✉

3✐5❡ 65✉❞✐6✳
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✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮ ✭❞✮

❋✐❣✉$❡ ✹✳✼ ✕ ❘❡♣012❡♥4❛4✐♦♥ 2✐4❡ ♣❛0 2✐4❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛0✐❛4✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❉❊▲ ❡♥ ❜❛♥❞❡ ♣❛04✐❡❧❧❡ ❞ ❞❡

❧✬■0 ❡♥ 2♦✉2✲2✉0❢❛❝❡ ❡♥ ❢♦♥❝4✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛0✐❛4✐♦♥ ❞❡ ❧❛ 4❛✐❧❧❡ ❞✬✉♥❡ ♥❛♥♦♣❛04✐❝✉❧❡ ❞✬■0❅B❞✳ ✭❛✮ ✿

❢❛❝❡44❡ ✭✶✶✶✮✱ ✭❜✮ ✿ ❢❛❝❡44❡ ✭✶✵✵✮✱ ✭❝✮ ✿ 2✐4❡ ❛0F4❡✱ ✭❞✮ ✿ 2✐4❡ 2♦♠♠❡4

✸✳ ❆♥❛❧②'❡ ❞❡ ❧✬❡✛❡, ❞❡ ,❛✐❧❧❡

❆②❛♥4 14✉❞✐1 ❧❡ ♠♦❞❡ ❞❡ ✈❛0✐❛4✐♦♥ ❞❡2 ❞❡♥2✐412 ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❋❡0♠✐✱ ❞✉ ❝❡♥40❡ ❞❡ ❣0❛✈✐41
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✐♥ (*❛♥3✐(✐♦♥ ♠❡(❛❧ ❛❧❧♦②3✳ :❤②;✳ ❘❡✈✳ ❇ ✽✸✱ ✵✼✺✶✵✶✳

❬✶✶❪ ❉❛✈✐❞❡ ❇♦❝❤✐❝❝❤✐♦✱ ❘✐❝❝❛1❞♦ ❋❡11❛♥❞♦ ✭✷✵✶✸✮ ▼♦*♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥3(❛❜✐❧✐(② ♦❢ ❝♦*❡✲

3❤❡❧❧ ♠❡(❛❧❧✐❝ ♥❛♥♦♣❛*(✐❝❧❡3✳ :❤②;✳ ❘❡✈✳ ❇ ✽✼✱ ✶✻✺✹✸✺✳



❈❖◆❈▲❯❙■❖◆❙ ❊❚ )❊❘❙)❊❈❚■❱❊❙

❉❛♥# ❝❡ &'❛✈❛✐❧ ❞❡ &❤-#❡✱ ♥♦✉# ❛✈♦♥# 1&✉❞✐1 ❧❛ #&'✉❝&✉'❡ 1❧❡❝&'♦♥✐2✉❡✱ ❧❛ &❡♥❞❛♥❝❡ ❝❤✐♠✐2✉❡

❡& ❧❛ #&'✉❝&✉'❡ ❛&♦♠✐2✉❡ ❞❡ ❞✐✛1'❡♥&# #②#&-♠❡# ❞✬❛❧❧✐❛❣❡ ❡♥ ♥♦✉# ❢♦❝❛❧✐#❛♥& #✉' ❧❡ #②#&-♠❡

■':❞✱ ❡& ❈♦:& ❞❛♥# ✉♥❡ ♠♦✐♥❞'❡ ♠❡#✉'❡✳ ◆♦✉# ❛✈♦♥# ✉&✐❧✐#1 ❧✬❛♣♣'♦①✐♠❛&✐♦♥ ❞❡# ❧✐❛✐#♦♥#

❢♦'&❡# ♣♦✉' 1&✉❞✐❡' ❧❡# ❛❧❧✐❛❣❡# ❞❡ ♠1&❛✉① ❞❡ &'❛♥#✐&✐♦♥ ❞❡ ✜♥ ❞❡ #1'✐❡✳ ❈✬❡#& ✉♥❡ ❜♦♥♥❡

❛♣♣'♦①✐♠❛&✐♦♥ ♣♦✉' ❧❡# ❝❛❧❝✉❧# ❞❡ #&'✉❝&✉'❡ 1❧❡❝&'♦♥✐2✉❡✳ ❉❛♥# ✉♥ ♣'❡♠✐❡' &❡♠♣#✱ ♥♦✉# ❛✈♦♥#

1&✉❞✐1 ❧❛ ✈❛'✐❛&✐♦♥ ❞❡# ❉❊▲ ❡& ❞❡# ❞1❝❛❧❛❣❡# ❞❡ ❜❛♥❞❡✱ ♣❧✉# ♣❛'&✐❝✉❧✐-'❡♠❡♥& ❧❡# ❜❛♥❞❡#

♣❛'&✐❡❧❧❡# ❞✱ ❞❡ #②#&-♠❡# ❞❡ #&'✉❝&✉'❡# ✭#②#&-♠❡# ✐♥✜♥✐#✱ #❡♠✐✲✐♥✜♥✐# ❡& ❞❡# ♣❛'&✐❝✉❧❡# ❞❡

❞✐❛♠-&'❡ ✈❛'✐❛♥& ❞❡ ✶ G ✹ ♥♠✮ ❡& ❞❡ ❝♦♠♣♦#✐&✐♦♥# ❝❤✐♠✐2✉❡# ✈❛'✐❛❜❧❡#✳ :♦✉' ❝❡# ❝❛❧❝✉❧#✱ ♥♦✉#

❛✈♦♥# ❛❞♦♣&1 ✉♥❡ ♣'♦❝1❞✉'❡ ❛✉&♦❝♦❤1'❡♥&❡ ❜❛#1❡ #✉' ✉♥❡ ♥❡✉&'❛❧✐&1 ❞❡ ❝❤❛'❣❡ ♣❛' #✐&❡ ♣❛'

♦'❜✐&❛❧❡ ❡& ♣❛' ❡#♣-❝❡ ❝❤✐♠✐2✉❡ &♦✉& ❡♥ &❡♥❛♥& ❝♦♠♣&❡ ❞❡ ❧✬❤②❜'✐❞❛&✐♦♥ #♣❞ ❞❛♥# &♦✉# ♥♦#

❝❛❧❝✉❧#✳ ❖♥ ❛ ♣✉ ❝♦♥#&❛&❡' 2✉❡ ❧✬❛❧❧✐❛❣❡ ■':❞ ♣'1#❡♥&❡ ❧❡ ♠K♠❡ ❝♦♠♣♦'&❡♠❡♥& 2✉❡ ❧✬❛❧❧✐❛❣❡

❈♦:& G #❛✈♦✐' ✉♥❡ ❞✐♠✐♥✉&✐♦♥ ❞✉ ♣❛'❛♠-&'❡ ❞❡ ❞1#♦'❞'❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ δd 2✉✐ ❡#& ❧❛ ♠K♠❡ 2✉❡❧❧❡ 2✉❡

#♦✐& ❧❛ ❝♦♥❝❡♥&'❛&✐♦♥ ❞❡# ❝♦♥#&✐&✉❛♥&# ❞✉ #②#&-♠❡✳ ❈♦♠♠❡ ❈♦:& ❡& ■':❞ #♦♥& ❞❡✉① #②#&-♠❡#

♣'1#❡♥&❛♥& ❞❡# &❡♥❞❛♥❝❡# ❝❤✐♠✐2✉❡# ❝♦♥&'❛✐'❡#✱ ♦♥ ♣❡✉& #✉♣♣♦#❡' 2✉❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦'&❡♠❡♥& ❞❡

❞1❝❛❧❛❣❡ ❞❡ ❜❛♥❞❡ ❡#& ❞♦♥❝ ✐♥❞1♣❡♥❞❛♥& ❞❡ ❧❛ &❡♥❞❛♥❝❡ ❝❤✐♠✐2✉❡ ❞✉ #②#&-♠❡✳

❊♥ 1&✉❞✐❛♥& ❞❡# #②#&-♠❡# ♣❧✉# ❝♦♠♣❧❡①❡# ❝♦♠♠❡ ❧❡# ♥❛♥♦❛❧❧✐❛❣❡#✱ ❝♦♠❜✐♥❛♥& G ❧❛ ❢♦✐#

❡✛❡& ❞❡ &❛✐❧❧❡✱ ❡✛❡& ❞✬❛❧❧✐❛❣❡ ❡& ❡✛❡& ❞❡ ❧✬❡♥✈✐'♦♥♥❡♠❡♥& #&'✉❝&✉'❛❧ ✭#✐&❡ ❞❡ ❞✐✛1'❡♥&❡# ❝♦♦'❞✐✲

♥❛&✐♦♥#✮ ❡& ❡♥ ✉&✐❧✐#❛♥& ❧❛ ♥♦&✐♦♥ ❞❡ ❣'❛♥❞❡✉' ♠♦②❡♥♥❡ ♣♦✉' ♠✐❡✉① ❣1'❡' ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡# ❡✛❡&#

❞❡ &❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♥❛♥♦♣❛'&✐❝✉❧❡✱ ♦♥ ❝♦♥#&❛&❡ 2✉❡ ❧❡# ❝❡♥&'❡# ❞❡ ❜❛♥❞❡# ✈❛'✐❡♥& ❧✐♥1❛✐'❡♠❡♥& ❛✈❡❝

❧❛ ❝♦♦'❞✐♥❛&✐♦♥ ✐♥❞1♣❡♥❞❛♠♠❡♥& ❞❡ ❧❛ &❛✐❧❧❡✳ ❯♥ ❛❥✉#&❡♠❡♥& ❧✐♥1❛✐'❡ ♠♦♥&'❡ 2✉❡ ❧❡# ❞'♦✐&❡#

♦❜&❡♥✉❡# ❛##♦❝✐1❡# '❡#♣❡❝&✐✈❡♠❡♥& ❛✉① ♥❛♥♦♣❛'&✐❝✉❧❡# ♣✉'❡# ❡& ❛✉① ♥❛♥♦♣❛'&✐❝✉❧❡# ❞✬❛❧❧✐❛❣❡#

❜✐♠1&❛❧❧✐2✉❡# ♦♥& ✉♥❡ ♠K♠❡ ♣❡♥&❡ ❝❛'❛❝&1'✐#&✐2✉❡ ❞❡ ❧✬❡✛❡& #&'✉❝&✉'❛❧ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥& ❞❡ ❝♦✲

♦'❞✐♥❛&✐♦♥✳ ▲❛ ❞'♦✐&❡ ❝♦''❡#♣♦♥❞❛♥& ❛✉① ♥❛♥♦❛❧❧✐❛❣❡# ❡#& ✉♥✐2✉❡♠❡♥& ❞1❝❛❧1❡ '✐❣✐❞❡♠❡♥& ♣❛'

'❛♣♣♦'& G ❧❛ ❞'♦✐&❡ ❞❡ ❧✬❛❣'1❣❛& ♣✉' ❝♦''❡#♣♦♥❞❛♥&✱ ❝❡ ❞1❝❛❧❛❣❡ '❡✢1&❛♥& ❛✐♥#✐ ❧✬❡✛❡& ❞✬❛❧❧✐❛❣❡

✶✺✾



✶✻✵

❧♦%&'✉❡ ❧✬♦♥ ♣❛&&❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛%/✐❝✉❧❡ ♣✉%❡ 2 ✉♥❡ ♣❛%/✐❝✉❧❡ ❞✬❛❧❧✐❛❣❡✳ ❈❡ ❞6❝♦✉♣❧❛❣❡ ❡♥/%❡ ❡✛❡/

&/%✉❝/✉%❛❧ ❡/ ❝❤✐♠✐'✉❡✱ ❞6❥2 ♠❡♥/✐♦♥♥6 ❞❛♥& ❧❛ /❤<&❡ ❞❡ ▲✳ ❩♦&✐❛❦ ❬✷❪✱ ❡&/ ✐❝✐ ❣6♥6%❛❧✐&6 ❝❛%

✐❧ &✬❛♣♣❧✐'✉❡ '✉❡❧❧❡ '✉❡ &♦✐/ ❧❛ /❡♥❞❛♥❝❡ ❝❤✐♠✐'✉❡ ❞✉ &②&/<♠❡ 2 ❧✬♦%❞%❡ ♦✉ 2 ❧❛ ❞6♠✐①/✐♦♥✳

▲❛ ✈❛%✐❛/✐♦♥ ❧✐♥6❛✐%❡ ❞❡ εd ❡/ ❞❡ Wd✱ ♣♦✉% ■% ❡/ G❞ %❡&♣❡❝/✐✈❡♠❡♥/✱ ❡♥ ❢♦♥❝/✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜%❡

❞❡ ❝♦♦%❞✐♥❛/✐♦♥ ❞❡& &✐/❡& 6/✉❞✐6& ♥♦✉& ❛ ❝♦♥❞✉✐/ 2 ✈6%✐✜❡% &✐ ❧❛ ❧♦✐ ❛♥❛❧②/✐'✉❡ ❞❡ ▲✳ ❩♦&✐❛❦

❡/ ❛❧✳❬✸❪ 6/❛✐/ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ♣♦✉% ❞❡& &②&/<♠❡& 2 /❡♥❞❛♥❝❡ 2 ❧❛ ❞6♠✐①/✐♦♥✳ ❊✛❡❝/✐✈❡♠❡♥/✱ ❡♥

❝♦♠♣❛%❛♥/ ❧❡& ❞♦♥♥6❡& ❝❛❧❝✉❧6❡& ♣❛% &✐♠✉❧❛/✐♦♥& ♥✉♠6%✐'✉❡& ❡/ ❝❡❧❧❡& ♦❜/❡♥✉❡& ❡♥ ✉/✐❧✐&❛♥/

❧❛ ❧♦✐ ❛♥❛❧②/✐'✉❡✱ ♦♥ %❡♠❛%'✉❡ '✉❡ ❧❡& %6&✉❧/❛/& ❝♦♥❝♦%❞❡♥/ ❜✐❡♥✳ ◆♦✉& ❛✈♦♥& ❞♦♥❝ ♠♦♥/%6

❞❛♥& ❝❡ /%❛✈❛✐❧ ❞❡ /❤<&❡ '✉❡ ❝❡//❡ ❧♦✐ ❛♥❛❧②/✐'✉❡ 6/❛✐/ ❣6♥6%❛❧✐&❛❜❧❡✳

❈♦♥❝❡%♥❛♥/ ❧❛ /❡♥❞❛♥❝❡ ❝❤✐♠✐'✉❡✱ ❧❡ ❈♦G/ ♠♦♥/%❡✱ ❝♦♠♠❡ ❛//❡♥❞✉✱ ✉♥❡ /❡♥❞❛♥❝❡ 2 ❧✬♦%❞%❡

❞❡ ♠N♠❡ ♣♦✉% ❧✬■%G❞ '✉✐ %❡&/❡ 2 ❧❛ ❞6♠✐①/✐♦♥ ❡♥ ♣❛&&❛♥/ ❞✬✉♥ &②&/<♠❡ ❛✈❡❝ ✐♠♣✉%❡/6 ❡♥

✈♦❧✉♠❡ ✭&②&/<♠❡ ❞✐❧✉6✮ 2 ✉♥ &②&/<♠❡ ❞✬❛❧❧✐❛❣❡ 2 6'✉✐❝♦♥❝❡♥/%❛/✐♦♥ ♣♦✉% /❡%♠✐♥❡% ♣❛% ✉♥ &②&✲

/<♠❡ ❝♦♥&/✐/✉6 ❞✬✉♥❡ ♠♦♥♦❝♦✉❝❤❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ &✉%❢❛❝❡ ♦%✐❡♥/6❡ ✭✶✶✶✮✳ ❚♦✉/❡❢♦✐& ❞❛♥& ❧❡ ❝❛& ❞❡

❧✬■%G❞✱ ❡♥ ✉/✐❧✐&❛♥/ ❧❛ ❝❛%/♦❣%❛♣❤✐❡ ❞❡ ♣%6❞✐❝/✐♦♥ ❞❡ /❡♥❞❛♥❝❡ ❝❤✐♠✐'✉❡ 6/❛❜❧✐❡ ♣❛% ❏✳❍✳ ▲♦&

❡/ ❛❧✳ ❬✹❪✱ ❡♥ &②&/<♠❡ ❞✐❧✉6 ✭&♣6❝✐✜'✉❡♠❡♥/ ♣♦✉% ❧✬■% ❡♥ ✐♠♣✉%❡/6 ❞❛♥& ✉♥ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ G❞ ❡/ ❡♥

♠♦♥♦❝♦✉❝❤❡✮✱ ♥♦/%❡ ❛❧❧✐❛❣❡ &❡ /%♦✉✈❡ ❞❛♥& ❧❛ ③♦♥❡ ❧✐♠✐/❡ ❝♦%%❡&♣♦♥❞❛♥/ 2 ✉♥❡ ③♦♥❡ ❞❡ ❞6♠✐①✲

/✐♦♥✳ ❆✜♥ ❞✬❡①♣❧♦%❡% ♣❧✉& ✜♥❡♠❡♥/ ❧❡ ❝❛& ❞❡& ❛❧❧✐❛❣❡& ❞✐❧✉6&✱ ♥♦✉& ❛✈♦♥& 6❣❛❧❡♠❡♥/ 6/✉❞✐6 ❧❡

❝❛& ❞❡ ❞✐✛6%❡♥/& &②&/<♠❡& ❞✐❧✉6& 2 ❜❛&❡ ❞✬❆✉◆✐ ♣♦✉% ❧❡&'✉❡❧& ♦♥ %❡/%♦✉✈❡ ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥/ ❞❡
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2♦✉❣❡✮ ❡+ ❞❛♥' ✉♥❡ ♣❤❛'❡ ❞1♠✐①1❡ ✭❧✐❣♥❡ ♣♦✐♥+✐❧❧1❡ ❡♥ ❜❧❡✉✮✱ ❡+ '✉2 ❧❛ 2❡❧❛+✐♦♥

❡♥+2❡ ✐♥+❡2❛❝+✐♦♥ ❡✛❡❝+✐✈❡ ❱ ❡+ ❧❡ 2❡♠♣❧✐''❛❣❡ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞ ✭❞2♦✐+❡✮✱

Ne✱ ♣♦✉2 ✉♥❡ ❧❛2❣❡✉2 B ♠✐✲❤❛✉+❡✉2 ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞ ✿ Wavg = 8eV ✳

❙♦✉2❝❡ ✿ 21❢12❡♥❝❡ ❬✻❪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✽

✶✳✶✵ ❈❛2+♦❣2❛♣❤✐❡ ❞❡ +❡♥❞❛♥❝❡ ❝❤✐♠✐=✉❡ ❞❡' ❛❧❧✐❛❣❡' ❜✐♠1+❛❧❧✐=✉❡' ❞❡ ♠1+❛✉① ❞❡

+2❛♥'✐+✐♦♥ ♣♦✉2 ❞✐✛12❡♥+❡' ❝♦♥❝❡♥+2❛+✐♦♥' ❞❡' ❛❧❧✐❛❣❡'✳ ▲❛ ③♦♥❡ ❞❡ +❡♥❞❛♥❝❡

B ❧✬♦2❞2❡ ❡'+ ❧✐♠✐+1❡ ♣❛2 ❧❛ '✉2❢❛❝❡ ❡♥ 2♦✉❣❡ ❡+ ❧❛ ♣❛2+✐❡ ❣2✐'❡ ❤❛❝❤✉21❡✳ K❧✉'

♣21❝✐'1♠❡♥+ ❧❡' ③♦♥❡' 2♦✉❣❡' ❝♦22❡'♣♦♥❞❡♥+ B Wavg,max = 5.5eV ❡+ ❧❡' ③♦♥❡'

❣2✐'❡' B Wavg,max = 11.0eV ✳ ▲❡' ③♦♥❡' ❜❧❛♥❝❤❡' ❝♦22❡'♣♦♥❞❡♥+ B ✉♥❡ +❡♥❞❛♥❝❡

B ❧❛ ❞1♠✐①+✐♦♥✳ ❙♦✉2❝❡ ✿ 21❢12❡♥❝❡ ❬✻❪ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✾

✶✳✶✶ ❘❡♣21'❡♥+❛+✐♦♥ ❞❡' ❉❊▲ ❞❡ ❞❡✉① ♠1+❛✉① ❆ ✭2♦✉❣❡✮ ❡+ ❇ ✭❜❧❡✉✮ ♠♦♥+2❛♥+ ❧❛

'✐❣♥✐✜❝❛+✐♦♥ ❞❡' ♣❛2❛♠6+2❡' δd ❡+ δnd ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✶



✶✻✼

✶✳✶✷ ❘❡♣()*❡♥,❛,✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝❛(,♦❣(❛♣❤✐❡ ❞❡ ,❡♥❞❛♥❝❡ ❝❤✐♠✐7✉❡ ♣♦✉( ✉♥ ❛❧❧✐❛❣❡ ❞❡

♠),❛✉① : )7✉✐❝♦♥❝❡♥,(❛,✐♦♥ ❡, ♣♦*✐,✐♦♥♥❡♠❡♥, ❞❡* ❛❧❧✐❛❣❡* ♣❛(,✐❝✉❧✐❡(* ❈♦<,✱

❈✉❆✉ ❡, ❈✉❆❣✳ δd✱ ♣♦✉( ❝❡* ❛❧❧✐❛❣❡*✱ ❡*, ♦❜,❡♥✉ ❛♣(@* ❝❛❧❝✉❧ ❛✉,♦❝♦❤)(❡♥, ❡♥

❜❛♥❞❡ *♣✲❞ ❞❡* ❞❡♥*✐,)* ❞),❛,* ❧♦❝❛❧❡*✳ ❙♦✉(❝❡ ()❢)(❡♥❝❡ ✿ ❬✻❪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✶

✶✳✶✸ ❈(✐,@(❡ ❞✬❛❝❝❡♣,❛,✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠),❤♦❞❡ ▼❡,(♦♣♦❧✐*✳ ξ ❡*, ✉♥ ♥♦♠❜(❡ ❝❤♦✐*✐ ❛❧)❛✲

,♦✐(❡♠❡♥, ❞❛♥* ❧✬✐♥,❡(✈❛❧❧❡ [0, 1] ✳ ❬✹✶❪ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✶

✷✳✶ ❘)❝❛♣✐,✉❧❛,✐❢ ❞❡ ❧✬),✉❞❡ ♣❛( ❛♣♣(♦❝❤❡ *②*,@♠❡✳ ▲❡* ✜❣✉(❡* ♥✉♠)(♦,)❡* (❡♣()✲

*❡♥,❡♥, (❡*♣❡❝,✐✈❡♠❡♥, ✿ ✭❛✮ ❧✬❛❧❧✐❛❣❡ : )7✉✐❝♦♥❝❡♥,(❛,✐♦♥ ❆❇ ❛✈❡❝ *❡* ❞✐✛)✲

(❡♥,* *✐,❡* ❞♦♥, *❡✉❧❡ ❧✬❛❧,❡(♥❛♥❝❡ ❡♥,(❡ ❧❡* ❞❡✉① ❝♦♠♣♦*)* ❆ ❡, ❇ ❡*, ♠✐*❡

❡♥ ✈❛❧❡✉(✱ ✭❜✮ ❧❛ ♣()*❡♥❝❡ ❞✬✐♠♣✉(❡,) ❡♥ ✈♦❧✉♠❡ (❡♣()*❡♥,)❡ ♣❛( ❧✬♦✐❣♥♦♥ ❞❡

()❝✉(*✐♦♥ ❞♦♥, ❛✉ ♠✐❧✐❡✉ *❡ ,(♦✉✈❡ ❧✬✐♠♣✉(❡,)✱ ✭❝✮ ❧❛ ♥❛♥♦♣❛(,✐❝✉❧❡ ♣✉(❡ ❛✈❡❝

❧❡* ❞✐✛)(❡♥,* *✐,❡* ♠✐* ❡♥ ✈❛❧❡✉( ♣❛( ❞✐✛)(❡♥❝✐❛,✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉(✱✭❞✮ ❧❛ ♥❛♥♦✲

♣❛(,✐❝✉❧❡ ❞✬❛❧❧✐❛❣❡ : )7✉✐❝♦♥❝❡♥,(❛,✐♦♥ ❛✈❡❝ ❛❧,❡(♥❛♥❝❡ ❞❡* ❝♦♠♣♦*)* ❆ ❡, ❇

♠✐*❡ ❡♥ )✈✐❞❡♥❝❡✱ ✭❡✮ *②*,@♠❡ ❛✈❡❝ ♠♦♥♦❝♦✉❝❤❡ ❞❡ ❆ *✉( ✉♥❡ *✉(❢❛❝❡ ✭✶✶✶✮

❞❡ ❝♦♠♣♦*) ❇✱ ✭❢✮ *②*,@♠❡ ❛✈❡❝ ✐♠♣✉(❡,) ❞❛♥* ❧❛ *✉(❢❛❝❡ ✭✶✶✶✮✳ ▲❡ *②*,@♠❡

✭❡✮ ❡*, ❛♣♣❧✐7✉) *❡✉❧❡♠❡♥, ❞❛♥* ❧❡ ❝❛* ❞✉ CoMC/Pt(111) ❡, ❞❡ PdMC/Ir(111)

,❛♥❞✐* 7✉❡ ✭❢✮ *❡(❛ ✉,✐❧✐*) *♣)❝✐✜7✉❡♠❡♥, ❞❛♥* ❧❡ ❝❛* ❞✉ ◆✐❆✉ ❛✈❡❝ *♦✐, ◆✐ *♦✐,

❆✉ ❡♥ ✐♠♣✉(❡,) 7✉✐ *❡(❛ ❛❜♦(❞) ✉♥✐7✉❡♠❡♥, ❡♥ ✜♥ ❞❡ ❝❤❛♣✐,(❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✻

✷✳✷ ❱❛(✐❛,✐♦♥ ❞✉ ❝❡♥,(❡ ❞❡ ❜❛♥❞❡ ❞✱ εad,0 ❡, ❞❡ ❧❛ ❧❛(❣❡✉( : ♠✐✲❤❛✉,❡✉( ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡

❞ Wa ✭−8ddσ✮ ❡♥ ❢♦♥❝,✐♦♥ ❞✉ (❡♠♣❧✐**❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞ ✭Nd✮ ❬✻✱ ✼❪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✽

✷✳✸ ❙❝❤)♠❛ ()❝❛♣✐,✉❧❛,✐❢ ❞✉ *②*,@♠❡ ),✉❞✐) ✿ ♣❛**❛❣❡ ❞✬✉♥ *②*,@♠❡ ✐♥✜♥✐ ♣✉( : ✉♥

*②*,@♠❡ ❞✬❛❧❧✐❛❣❡ : )7✉✐❝♦♥❝❡♥,(❛,✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✽

✷✳✹ ❘❡♣()*❡♥,❛,✐♦♥ ❞❡* ❉❊▲ (❡*♣❡❝,✐✈❡* ❡♥ ❜❛♥❞❡ ♣❛(,✐❡❧❧❡ ❞ ❞✉ ❈♦✱ <,✱ ■( ❡, <❞

: ❧✬),❛, ♣✉( ✭1ere ❧✐❣♥❡✮✱ ❞❡ ❧✬❛❧❧✐❛❣❡ ❜✐♠),❛❧❧✐7✉❡ : )7✉✐❝♦♥❝❡♥,(❛,✐♦♥ ❞✉ ❈♦<,

❡, ■(<❞ ❛✈❛♥, ✭2eme
❧✐❣♥❡✮ ❡, ❛♣(@* ❛✉,♦❝♦❤)(❡♥❝❡ ✭3eme

❧✐❣♥❡✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✾

✷✳✺ ❙❝❤)♠❛ ()❝❛♣✐,✉❧❛,✐❢ ❞✉ *②*,@♠❡ ),✉❞✐) ✿ ♣❛**❛❣❡ ❞✬✉♥ *②*,@♠❡ ✐♥✜♥✐ ♣✉( : ✉♥

*②*,@♠❡ ❞✐❧✉) ✭✐✳❡ ♣()*❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❛,♦♠❡ ❞❡ ♥❛,✉(❡ ❞✐✛)(❡♥,❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛✲

,(✐❝❡ ✈♦❧✉♠✐7✉❡ : ❧✬✐♥,)(✐❡✉( ❞✉ *②*,@♠❡✮ ❡♥ ✈♦❧✉♠❡✳ ▲❛ ❢♦(♠❡ ❝✉❜♦❝,❛@❞(✐7✉❡

♣(♦✈✐❡♥, ❞❡ ❧❛ ♣(✐*❡ ❡♥ ❝♦♠♣,❡ ❞❡ ❝♦✉❝❤❡* ❝♦♥❝❡♥,(✐7✉❡* ❞❡ ♣(❡♠✐❡(* ✈♦✐*✐♥*

❛✉,♦✉( ❞❡ ❧✬✐♠♣✉(❡,) ✭✧♦✐❣♥♦♥✧ ❞❡ ()❝✉(*✐♦♥✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✵



✶✻✽

✷✳✻ ❉❊▲ ❡♥ ❜❛♥❞❡ ♣❛./✐❡❧❧❡ ❞ ❞❡2 2②2/4♠❡2 ❛✈❡❝ ✐♠♣✉.❡/9 ❈♦✭❛✮✱ ?/✭❜✮ .❡2♣❡❝/✐✲

✈❡♠❡♥/ ❞❛♥2 ✉♥❡ ♠❛/.✐❝❡ ❞❡ ?/ ❡/ ❞❡ ❈♦✳ ❈♦ ❡♥ ❜❧❡✉ ❡/ ?/ ❡♥ .♦✉❣❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✷

✷✳✼ ❉❊▲ ❡♥ ❜❛♥❞❡ ♣❛./✐❡❧❧❡ ❞ ❞❡2 2②2/4♠❡2 ❛✈❡❝ ✐♠♣✉.❡/9 ■.✭❛✮✱ ?❞✭❜✮ .❡2♣❡❝/✐✈❡✲

♠❡♥/ ❞❛♥2 ✉♥❡ ♠❛/.✐❝❡ ❞❡ ?❞ ❡/ ❞✬■.✳ ■. ❡♥ ❜❧❡✉ ❡/ ?❞ ❡♥ .♦✉❣❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✸

✷✳✽ ❙❝❤9♠❛ ❞✉ ❞9❝❛❧❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ♣❛./✐❡❧❧❡ ❞ ❝❛❧❝✉❧9 ❡♥ ❧✐❛✐2♦♥2 ❢♦./❡2 ❡♥ ❢♦♥❝/✐♦♥

❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♥/.❛/✐♦♥ ❡♥ ?/ ✭❛✮ ❞❛♥2 ✉♥ ❛❧❧✐❛❣❡ ❈♦?/✱ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♥/.❛/✐♦♥ ❡♥ ?❞

✭❜✮ ❞❛♥2 ✉♥ ❛❧❧✐❛❣❡ ■.?❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✻

✷✳✾ ❈❛./♦❣.❛♣❤✐❡ ✭δd,0, δnd,0✮ ✉/✐❧✐29❡ ♣♦✉. ❝❧❛22❡. ❧❛ ✈❛.✐❛/✐♦♥ ❞❡ δd(∆δd✮ ❞✉❡ ❛✉

.❡2♣❡❝/ ❞❡2 ❝♦♥❞✐/✐♦♥2 ❞❡ ♥❡✉/.❛❧✐/9 ❞❡ ❝❤❛.❣❡✳ ✭δnd = −8ddσ✮ ❬✹❪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✼

✷✳✶✵ ❙❝❤9♠❛ .9❝❛♣✐/✉❧❛/✐❢ ❞✉ 2②2/4♠❡ 9/✉❞✐9 ✿ ♣❛22❛❣❡ ❞✬✉♥ 2②2/4♠❡ 2❡♠✐✲✐♥✜♥✐ ♣✉.

❛✈❡❝ ♣.92❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ 2✉.❢❛❝❡ ♦.✐❡♥/9❡ 2✉✐✈❛♥/ ✭✶✶✶✮ ✈❡.2 ✉♥ 2②2/4♠❡ ❜✐♠9/❛❧✲

❧✐P✉❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠♦♥♦❝♦✉❝❤❡ ♦.✐❡♥/9❡ 2✉✐✈❛♥/ ✭✶✶✶✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✾

✷✳✶✶ ❋✐❣✉.❡ ❝♦♠♣❛.❛/✐✈❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥2✐/9 ❞✬9/❛/ 9❧❡❝/.♦♥✐P✉❡ ❧♦❝❛❧❡ ❡♥ ❜❛♥❞❡ ♣❛./✐❡❧❧❡

❞ ❞✉ ❈♦ ❡♥ 2✉.❢❛❝❡ ✭✶✶✶✮ ❞❛♥2 ✉♥ 2②2/4♠❡ ♣✉. ❡/ ❞✉ ❈♦ ❡♥ ♠♦♥♦❝♦✉❝❤❡ 2✉. ❞✉

?/ ✭✶✶✶✮✳ ▲❛ ❧✐❣♥❡ ❝♦♥/✐♥✉❡ ✐♥❞✐P✉❡ ❧❛ ❉❊▲ ❡♥ 2✉.❢❛❝❡ ✭♣✉. ♦✉ ♠♦♥♦❝♦✉❝❤❡✮✳

▲❛ ❧✐❣♥❡ ❞✐2❝♦♥/✐♥✉❡ .❡♣.92❡♥/❡ ❧❛ ❉❊▲ ❞❡ ❧❛ ❞❡✉①✐4♠❡ ❝♦✉❝❤❡ ❞❡ ♠9/❛❧ 2♦✉2

❧❛ 2✉.❢❛❝❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✵

✷✳✶✷ ❋✐❣✉.❡ ❝♦♠♣❛.❛/✐✈❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥2✐/9 ❞✬9/❛/ 9❧❡❝/.♦♥✐P✉❡ ❧♦❝❛❧❡ ❡♥ ❜❛♥❞❡ ♣❛./✐❡❧❧❡

❞ ❞✉ ?❞ ❡♥ 2✉.❢❛❝❡ ✭✶✶✶✮ ❞❛♥2 ✉♥ 2②2/4♠❡ ♣✉. ❡/ ❞✉ ?❞ ❡♥ ♠♦♥♦❝♦✉❝❤❡ 2✉. ❞❡

❧✬■. ✭✶✶✶✮✳ ▲❛ ❧✐❣♥❡ ❝♦♥/✐♥✉❡ ✐♥❞✐P✉❡ ❧❛ ❉❊▲ ❡♥ 2✉.❢❛❝❡ ✭♣✉. ♦✉ ♠♦♥♦❝♦✉❝❤❡✮✳

▲❛ ❧✐❣♥❡ ❞✐2❝♦♥/✐♥✉❡ .❡♣.92❡♥/❡ ❧❛ ❉❊▲ ❞❡ ❧❛ ❞❡✉①✐4♠❡ ❝♦✉❝❤❡ ❞❡ ♠9/❛❧ 2♦✉2

❧❛ 2✉.❢❛❝❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✵

✷✳✶✸ ❘❡♣.92❡♥/❛/✐♦♥ 2✐/❡ ♣❛. 2✐/❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛.✐❛/✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❉❊▲ ❡♥ ❜❛♥❞❡ ♣❛./✐❡❧❧❡ ❞

❞✬✉♥❡ ♥❛♥♦♣❛./✐❝✉❧❡ ♣✉.❡ ❞✬■. ❡♥ ❢♦♥❝/✐♦♥ ❞❡ ❧❛ /❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛./✐❝✉❧❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✺

✷✳✶✹ ❘❡♣.92❡♥/❛/✐♦♥ 2✐/❡ ♣❛. 2✐/❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛.✐❛/✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❉❊▲ ❡♥ ❜❛♥❞❡ ♣❛./✐❡❧❧❡ ❞

❞✬✉♥❡ ♥❛♥♦♣❛./✐❝✉❧❡ ♣✉.❡ ❞❡ ?❞ ❡♥ ❢♦♥❝/✐♦♥ ❞❡ ❧❛ /❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛./✐❝✉❧❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✻

✷✳✶✺ ❘❡♣.92❡♥/❛/✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧❛ ❉❊▲ ♠♦②❡♥♥❡ ❡♥ ❜❛♥❞❡ ♣❛./✐❡❧❧❡ ❞ ❞✬✉♥❡ ♥❛♥♦♣❛./✐❝✉❧❡

♣✉.❡ ✭❛✮ ❞✬■. ❡/ ✭❜✮ ❞❡ ?❞ ❡♥ ❢♦♥❝/✐♦♥ ❞❡ ❧❛ /❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛./✐❝✉❧❡ ❝♦♠♣❛.9❡ U

❧❛ ❢♦.♠❡ ❞❡ ❧❛ ❉❊▲ ❡♥ ✈♦❧✉♠❡ ♣✉.✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✼

✷✳✶✻ ❉❊▲ ❝♦♠♣❛.❛/✐✈❡2 ❡♥ ❜❛♥❞❡ ♣❛./✐❡❧❧❡ ❞ ❞❡ ❧✬■. ❞❛♥2 ✉♥ ❛❣.9❣❛/ ♣✉. ✭❛✮ ❡/ ❞❛♥2

✉♥ ❛❣.9❣❛/ ❞✬❛❧❧✐❛❣❡ ✭❜✮✳ ▲❛ ♣❛./✐❝✉❧❡ ❞✬9/✉❞❡ ❡2/ ❝♦♠♣♦29❡ ❞❡ ✷✽✻✾ ❛/♦♠❡2✳ ✳ ✽✾



✶✻✾

✷✳✶✼ ❉❊▲ ❝♦♠♣❛.❛/✐✈❡3 ❡♥ ❜❛♥❞❡ ♣❛./✐❡❧❧❡ ❞ ❞✉ 9❞ ❞❛♥3 ✉♥ ❛❣.;❣❛/ ♣✉. ✭❛✮ ❡/ ❞❛♥3

✉♥ ❛❣.;❣❛/ ❞✬❛❧❧✐❛❣❡ ✭❜✮✳ ▲❛ ♣❛./✐❝✉❧❡ ❞✬;/✉❞❡ ❡3/ ❝♦♠♣♦3;❡ ❞❡ ✷✽✻✾ ❛/♦♠❡3 ✳ ✾✵

✷✳✶✽ ❱❛.✐❛/✐♦♥ ❞✉ ❝❡♥/.❡ ❞❡ ❣.❛✈✐/; ✭❛✮ ❡/ ❞❡ ❧❛ ❧❛.❣❡✉. B ♠✐✲❤❛✉/❡✉. ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡

♣❛./✐❡❧❧❡ ❞ ✭❜✮ ❞❡ ❧✬■. ❡♥ ❢♦♥❝/✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜.❡ ❞❡ ❝♦♦.❞✐♥❛/✐♦♥ ❞❡3 3✐/❡3 3✉✲

♣❡.✜❝✐❡❧3 ❡/ ❞❡ ❝♦❡✉.✳ ▲❡3 ❞✐✛;.❡♥/❡3 /❛✐❧❧❡3 ;/✉❞✐;❡3 3♦♥/ .❡3♣❡❝/✐✈❡♠❡♥/ ✶✹✼

❛/♦♠❡3✱ ✸✵✾ ❛/♦♠❡3✱ ✺✻✶ ❛/♦♠❡3 ❡/ ✷✽✻✾ ❛/♦♠❡3✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✷

✷✳✶✾ ❱❛.✐❛/✐♦♥ ❞✉ ❝❡♥/.❡ ❞❡ ❣.❛✈✐/; ✭❛✮ ❡/ ❞❡ ❧❛ ❧❛.❣❡✉. B ♠✐✲❤❛✉/❡✉. ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡

♣❛./✐❡❧❧❡ ❞ ✭❜✮ ❞❡ ❧✬■. ❡♥ ❢♦♥❝/✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜.❡ ❞❡ ❝♦♦.❞✐♥❛/✐♦♥ ❞❡3 3✐/❡3 3✉✲

♣❡.✜❝✐❡❧3 ❡/ ❞❡ ❝♦❡✉.✳ ▲❡3 ❞✐✛;.❡♥/❡3 /❛✐❧❧❡3 ;/✉❞✐;❡3 3♦♥/ .❡3♣❡❝/✐✈❡♠❡♥/ ✶✹✼

❛/♦♠❡3✱ ✸✵✾ ❛/♦♠❡3✱ ✺✻✶ ❛/♦♠❡3 ❡/ ✷✽✻✾ ❛/♦♠❡3✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✸

✷✳✷✵ ❘❡♣.;3❡♥/❛/✐♦♥ ❝♦♠♣❛.❛/✐✈❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛.✐❛/✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❉❊▲ ♠♦②❡♥♥❡ ❡♥ ❜❛♥❞❡

♣❛./✐❡❧❧❡ ❞ ❞✬✉♥ ❛❣.;❣❛/ ♣✉. ❡/ ❞✬✉♥ ❛❣.;❣❛/ ❜✐♠;/❛❧❧✐O✉❡ B ;O✉✐❝♦♥❝❡♥/.❛/✐♦♥

❞✬■.9❞ ❡♥ ❢♦♥❝/✐♦♥ ❞❡ ❧❛ /❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛./✐❝✉❧❡ ✿ ✭❛✮ ■. ♣✉. ❡/ ■. ❞❛♥3 ✉♥ ❛❣.;❣❛/

❞✬❛❧❧✐❛❣❡ ■.9❞ ❡/ ✭❜✮ 9❞ ♣✉. ❡/ 9❞ ❞❛♥3 ✉♥ ❛❣.;❣❛/ ❞✬❛❧❧✐❛❣❡ ■.9❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✺

✷✳✷✶ ❱❛.✐❛/✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡3 ♣❛.❛♠Q/.❡3 ♠♦②❡♥3 ❞❡ ❞;3♦.❞.❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡/ ♥♦♥ ❞✐❛❣♦✲

♥❛❧ ❞❛♥3 ✉♥❡ ♥❛♥♦♣❛./✐❝✉❧❡ ❞✬❛❧❧✐❛❣❡ ❞✬■.9❞ ♣♦✉. ✉♥❡ /❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♥❛♥♦♣❛./✐❝✉❧❡

✈❛.✐❛♥/ ❞❡ ✶✹✼ ❛/♦♠❡3 B ✷✽✻✾ ❛/♦♠❡3✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✻

✷✳✷✷ 9.;❞✐❝/✐♦♥ ❞❡ ❧❛ /❡♥❞❛♥❝❡ ❝❤✐♠✐O✉❡ ❞❡3 ❛❧❧✐❛❣❡3 B ;O✉✐❝♦♥❝❡♥/.❛/✐♦♥ ❈♦9/ ❡/

■.9❞ ❡♥ ✉/✐❧✐3❛♥/ ❧❛ ❝❛./♦❣.❛♣❤✐❡ ❞❡ ❏✳❍✳ ▲♦3 ❡/ ❛❧✳❬✺❪✳ ▲❛ ❝❛./❡ ✉/✐❧✐3;❡ ❡3/ ❝❡❧❧❡

❝♦..❡3♣♦♥❞❛♥/ B ✉♥ ❛❧❧✐❛❣❡ ❆❇ /❡❧ O✉❡ δd = 1eV ✳ ▲❡3 ✈❛❧❡✉.3 ❞❡ δd 3♣;❝✐✜O✉❡3

B ❝❤❛O✉❡ 3②3/Q♠❡ 3♦♥/ ♦❜/❡♥✉❡3 ❛♣.Q3 /.❛✐/❡♠❡♥/ ❛✉/♦❝♦❤;.❡♥/✳ δCoPt
d ∼ 1eV

❡/ δIrPd
d = 1, 426eV ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✽

✷✳✷✸ 9.;❞✐❝/✐♦♥ ❞❡ ❧❛ /❡♥❞❛♥❝❡ ❝❤✐♠✐O✉❡ ❞❡3 3②3/Q♠❡3 ❝♦♥3/✐/✉;3 ❞✬✐♠♣✉.❡/; ❡♥

✈♦❧✉♠❡ ❈♦✭❛✮ ❞❛♥3 ❞✉ 9/✱ 9/✭❜✮ ❞❛♥3 ❞✉ ❈♦✱ ■.✭❝✮ ❞❛♥3 ❞✉ 9❞✱ 9❞✭❞✮ ❞❛♥3

❞❡ ❧✬■.✳ ▲❡3 ♣❛.❛♠Q/.❡3 δd 3♦♥/ ❞❡3 ❞♦♥♥;❡3 ❝❛❧❝✉❧;❡3 ❧♦❝❛❧❡♠❡♥/ ❝✬❡3/ B ❞✐.❡

♦❜/❡♥✉❡3 ♣❛. .❛♣♣♦./ ❛✉① ❛/♦♠❡3 ✈♦✐3✐♥3 ❞❡ ❧✬✐♠♣✉.❡/;✳ ▲❡3 ❝❛./♦❣.❛♣❤✐❡3 ❞❡

❏✳❍✳ ❧♦3 ❡/ ❛❧✳ ❬✺❪ ✉/✐❧✐3;❡3 3♦♥/ ❝❡❧❧❡3 B ✶❡❱ ♣♦✉. ❧❡3 3②3/Q♠❡3 9/✭❈♦✮ ❡/ ❈♦✭9/✮

❞❡ ♠Z♠❡ ♣♦✉. ❧❡3 3②3/Q♠❡3 9❞✭■.✮ ❡/ ■. ✭9❞✮✳ ▲❡3 ✈❛❧❡✉.3 .❡3♣❡❝/✐✈❡3 ❞❡ δd

3♣;❝✐✜O✉❡3 B ❝❤❛O✉❡ 3②3/Q♠❡ 3♦♥/ ✿ δ
Pt(Co)
d = 1, 071eV ✱ δ

Co(Pt)
d = 1, 070eV ✱

δ
Pd(Ir)
d = 0, 662eV ❡/ δ

Ir(Pd)
d = 1, 046eV ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✵



✶✼✵

✷✳✷✹ ❉❊▲ ❡♥ ❜❛♥❞❡ ♣❛/0✐❡❧❧❡ ❞ ❞❡3 3②305♠❡3 ❛✈❡❝ ✐♠♣✉/❡0: ◆✐✭❛✮✱ ❆✉✭❜✮ /❡3♣❡❝0✐✲

✈❡♠❡♥0 ❞❛♥3 ❧❡ ✈♦❧✉♠❡✳ ◆✐ ❡30 /❡♣/:3❡♥0: ❡♥ ❜❧❡✉ ❡0 ❆✉ ❡♥ /♦✉❣❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✷
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❝♦//❡3♣♦♥❞❛♥0 L ✉♥ ❛❧❧✐❛❣❡ ❆❇ 0❡❧ J✉❡ δd = 3eV ✭❛✮ ♦✉ 2eV ✭❜✮✳ δNiAu
d =
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✈♦❧✉♠❡ ◆✐✭❛✱❜✮ ❞❛♥3 ❞❡ ❧✬❆✉✱ ❡0 ❞❡ ❧✬❆✉✭❝✱❞✮ ❞❛♥3 ❞✉ ◆✐✳ ▲❡3 ♣❛/❛♠50/❡3 δd
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✸✳✹ ❱✉❡( ✐♥(+❛♥+❛♥-❡( ✐♥+❡.♥❡✲❡①+❡.♥❡ ❞❡ ❧✬-✈♦❧✉+✐♦♥ ♣.♦❜❛❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉.❛+✐♦♥

❛+♦♠✐<✉❡ ❞✉ ❝♦❡✉.✲❝♦<✉✐❧❧❡ ❞✬■.>❞ ? ✸✵✵❑ ❛♣.B( ✉♥ ♠✐❧❧✐♦♥ ❞❡ ♣❛( ❞❡ (✐♠✉❧❛✲

+✐♦♥ ▼♦♥+❡ ❈❛.❧♦ ✭❚❇■▼✮ ✭❇❧❡✉ ✿ ❛+♦♠❡( ❞✬■.✱ ❘♦✉❣❡ ✿ ❛+♦♠❡( ❞❡ >❞✮✳ ❉❡ ✭❛✮

? ✭❥✮ ♦♥ ❛ ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥+❛+✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♥+.❛+✐♦♥ ❞❡ >❞✳ ▲❡( ✐♥❞✐❝❡( ✐♥❞✐<✉❡♥+

❧❡( ♥♦♠❜.❡( ❞✬❛+♦♠❡( ❞❛♥( ❧❛ ♥❛♥♦♣❛.+✐❝✉❧❡ ❞❡ ✺✻✶ ❛+♦♠❡( ❛✉ +♦+❛❧✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✼

✸✳✺ ▼✐(❡ ❡♥ -✈✐❞❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉.❛+✐♦♥ ❛+♦♠✐<✉❡ ✐♥(+❛♥+❛♥-❡ ❡♥ (✉❜(✉.❢❛❝❡ ✭✈✉❡(

♦R ❧❛ ❝♦<✉✐❧❧❡ ❞❡ >❞ ❛ -+- ❡♥❧❡✈-❡✮ ❞❛♥( ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉.❛+✐♦♥ ❝S✉.✲❝♦<✉✐❧❧❡ ❞✬■.>❞

? ✶✵❑ ❛♣.B( ✉♥ ♠✐❧❧✐♦♥ ❞❡ ♣❛( ❞❡ (✐♠✉❧❛+✐♦♥ ▼♦♥+❡ ❈❛.❧♦ ✭❚❇■▼✮ ✭❇❧❡✉ ✿

❛+♦♠❡( ❞✬■.✱ ❘♦✉❣❡ ✿ ❛+♦♠❡( ❞❡ >❞✮✳ ❉❡ ✭❛✮ ? ✭❢✮ ♦♥ ❛ ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥+❛+✐♦♥ ❞❡

❧❛ ❝♦♥❝❡♥+.❛+✐♦♥ ❞❡ >❞ ✭✈✉❡( ✐♥(+❛♥+❛♥-❡(✮✳ ▲❡( ✐♥❞✐❝❡( ✐♥❞✐<✉❡♥+ ❧❡( ♥♦♠❜.❡(
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✸✳✻ ▼✐(❡ ❡♥ -✈✐❞❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉.❛+✐♦♥ ❛+♦♠✐<✉❡ ✐♥(+❛♥+❛♥-❡ ❡♥ (✉❜(✉.❢❛❝❡ ✭✈✉❡(

♦R ❧❛ ❝♦<✉✐❧❧❡ ❞❡ >❞ ❛ -+- ❡♥❧❡✈-❡✮ ❞❛♥( ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉.❛+✐♦♥ ❝♦❡✉.✲❝♦<✉✐❧❧❡ ❞✬■.>❞

✭(❛♥( ❧❛ ❝♦<✉✐❧❧❡✮ ? ✸✵✵❑ ❛♣.B( ✉♥ ♠✐❧❧✐♦♥ ❞❡ ♣❛( ❞❡ (✐♠✉❧❛+✐♦♥ ▼♦♥+❡ ❈❛.❧♦

✭❚❇■▼✮ ✭❇❧❡✉ ✿ ❛+♦♠❡( ❞✬■.✱ ❘♦✉❣❡ ✿ ❛+♦♠❡( ❞❡ >❞✮✳ ❉❡ ✭❛✮ ? ✭❢✮ ♦♥ ❛ ✉♥❡

❛✉❣♠❡♥+❛+✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♥+.❛+✐♦♥ ❞❡ >❞ ✭✈✉❡( ✐♥(+❛♥+❛♥-❡(✮✳ ▲❡( ✐♥❞✐❝❡( ✐♥✲

❞✐<✉❡♥+ ❧❡( ♥♦♠❜.❡( ❞✬❛+♦♠❡( ❞❛♥( ❧❛ ♥❛♥♦♣❛.+✐❝✉❧❡ ❞❡ ✺✻✶ ❛+♦♠❡( ❛✉ +♦+❛❧✳ ✶✶✾

✸✳✼ ❈♦♥❝❡♥+.❛+✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ >❞ ♣❛. +②♣❡ ❞❡ (✐+❡ ✭❛✮✱ ❡♥ (✉.❢❛❝❡ ❡+ ❞❛♥( ❧❡ ✈♦❧✉♠❡

✭❜✮ ❞✬✉♥❡ ♥❛♥♦♣❛.+✐❝✉❧❡ ❞✬■.>❞ ❞❡ ✺✻✶ ❛+♦♠❡( ❡♥ ❢♦♥❝+✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♥+.❛+✐♦♥
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✸✳✽ ❈♦♥❝❡♥+.❛+✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ >❞ ♣❛. +②♣❡ ❞❡ (✐+❡ ✭❛✮✱ ❡♥ (✉.❢❛❝❡ ❡+ ❞❛♥( ❧❡ ✈♦❧✉♠❡

✭❜✮ ❞✬✉♥❡ ♥❛♥♦♣❛.+✐❝✉❧❡ ❞✬■.>❞ ❞❡ ✺✻✶ ❛+♦♠❡( ❡♥ ❢♦♥❝+✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♥+.❛+✐♦♥
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✸✳✾ ❈♦♥❝❡♥+.❛+✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ >❞ ♣❛. +②♣❡ ❞❡ (✐+❡ ✭❛✮ ❞✬✉♥❡ ♥❛♥♦♣❛.+✐❝✉❧❡ ❞✬■.>❞

❞❡ ✺✻✶ ❛+♦♠❡(✱ ❡♥ (✉.❢❛❝❡ ❡+ ❞❛♥( ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ✭❜✮ ❞✬✉♥❡ ♥❛♥♦♣❛.+✐❝✉❧❡ ❞✬■.>❞

❡♥ ❢♦♥❝+✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♥+.❛+✐♦♥ +♦+❛❧❡ ❞❡ >❞ ♣♦✉. ✉♥❡ +❡♠♣-.❛+✉.❡ ❞❡ ✶✵✵✵❑✳ ✶✷✺

✸✳✶✵ ❈♦♥❝❡♥+.❛+✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ >❞ ♣❛. +②♣❡ ❞❡ (✐+❡ ✭❛✮ ❞✬✉♥❡ ♥❛♥♦♣❛.+✐❝✉❧❡ ❞✬■.>❞

❞❡ ✺✻✶ ❛+♦♠❡(✱ ❡♥ (✉.❢❛❝❡ ❡+ ❞❛♥( ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ✭❜✮ ❞✬✉♥❡ ♥❛♥♦♣❛.+✐❝✉❧❡ ❞✬■.>❞
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❧✬■( &♦✉& ❧❡& ❞✐✛4(❡♥'& &✐'❡& ❞❡ &✉(❢❛❝❡✭❛ ✿ ✭✶✶✶✮✱ ❜ ✿✭✶✵✵✮✱ ❝ ✿ ❛(S'❡✱ ❞ ✿ &♦♠✲

♠❡'✮ ❞✬✉♥❡ ♥❛♥♦♣❛('✐❝✉❧❡ ♣✉(❡ ❞✬■( ✭❝♦✉(❜❡ ❡♥ ❜❧❡✉✮ ❡' ❞✬✉♥❡ ♥❛♥♦♣❛('✐❝✉❧❡

❝♦❡✉(✲❝♦J✉✐❧❧❡ ❞✬■(❅7❞ ✭❝♦✉(❜❡ ❡♥ (♦✉❣❡✮✳ ▲❡ &②&'F♠❡ ❞✬4'✉❞❡ ❡&' ✉♥ &②&'F♠❡

❝✉❜♦❝'❛4❞(❛❧ ❝♦♠♣♦&4 ❞❡ ✺✻✶ ❛'♦♠❡&✳ ▲❡& 4♥❡(❣✐❡& &♦♥' (❡♣4(4❡& 8 ♣❛('✐( ❞❡

❧✬4♥❡(❣✐❡ ❞❡ ❋❡(♠✐ ❞✉ &②&'F♠❡ ❞✬4'✉❞❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✽



✶✼✹

✹✳✺ ❱❛❧❡✉* ❞❡ ❧❛ ❞❡♥-✐/0 ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❋❡*♠✐ ✭n(EF )✮✱ ❝❡♥/*❡ ❞❡ ❣*❛✈✐/0 ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡

❞ ✭εd✮ ❡/ ❧❛*❣❡✉* : ♠✐✲❤❛✉/❡✉* ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞ ✭Wd✮ ❞✉ =❞ ❡♥ -✉*❢❛❝❡ ❞❛♥- ✉♥

-②-/@♠❡ ❞❡ ♥❛♥♦♣❛*/✐❝✉❧❡ ♣✉*❡ ❞❡ =❞ ✭✈❡*/✮ ❡/ ❞✉ =❞ ❝♦C✉✐❧❧❡ ✭♥♦✐*✮ ❞❛♥- ✉♥❡

♥❛♥♦♣❛*/✐❝✉❧❡ ❝♦❡✉*✲❝♦C✉✐❧❧❡ ❞✬■*❅=❞ ❝♦♥/❡♥❛♥/ ❝❤❛❝✉♥ ✺✻✶ ❛/♦♠❡-✳ ▲✬❛①❡ ❞❡-

❛❜❝✐--❡- ❝♦**❡-♣♦♥❞ ❛✉ ♥♦♠❜*❡ ❞❡ ❝♦♦*❞✐♥❛/✐♦♥ ❞✉ -✐/❡ 0/✉❞✐0✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✶

✹✳✻ ❱❛❧❡✉* ❞❡ ❧❛ ❞❡♥-✐/0 ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❋❡*♠✐ ✭n(EF )✮✱ ❝❡♥/*❡ ❞❡ ❣*❛✈✐/0 ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡

❞ ✭εd✮ ❡/ ❧❛*❣❡✉* : ♠✐✲❤❛✉/❡✉* ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞ ✭Wd✮ ❞❡ ❧✬❛/♦♠❡ ❞✬■* ❡♥ ✐♥/❡*❢❛❝❡

❞❛♥- ✉♥ -②-/@♠❡ ❞❡ ♥❛♥♦♣❛*/✐❝✉❧❡ ♣✉*❡ ❞✬■* ✭✈❡*/✮ ❡/ ❞❛♥- ✉♥❡ ♥❛♥♦♣❛*/✐❝✉❧❡

❝♦❡✉*✲❝♦C✉✐❧❧❡ ❞✬■*❅=❞ ✭♥♦✐*✮ ❝♦♥/❡♥❛♥/ ❝❤❛❝✉♥ ✺✻✶ ❛/♦♠❡-✳ ▲✬❛①❡ ❞❡- ❛❜❝✐--❡-

❝♦**❡-♣♦♥❞ ❛✉ ♥♦♠❜*❡ ❞❡ ❝♦♦*❞✐♥❛/✐♦♥ ❞✉ -✐/❡ 0/✉❞✐0✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✷

✹✳✼ ❘❡♣*0-❡♥/❛/✐♦♥ -✐/❡ ♣❛* -✐/❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛*✐❛/✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❉❊▲ ❡♥ ❜❛♥❞❡ ♣❛*/✐❡❧❧❡ ❞ ❞❡

❧✬■* ❡♥ -♦✉-✲-✉*❢❛❝❡ ❡♥ ❢♦♥❝/✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛*✐❛/✐♦♥ ❞❡ ❧❛ /❛✐❧❧❡ ❞✬✉♥❡ ♥❛♥♦♣❛*/✐❝✉❧❡

❞✬■*❅=❞✳ ✭❛✮ ✿ ❢❛❝❡//❡ ✭✶✶✶✮✱ ✭❜✮ ✿ ❢❛❝❡//❡ ✭✶✵✵✮✱ ✭❝✮ ✿ -✐/❡ ❛*P/❡✱ ✭❞✮ ✿ -✐/❡ -♦♠♠❡/✶✺✸

✹✳✽ ❘❡♣*0-❡♥/❛/✐♦♥ -✐/❡ ♣❛* -✐/❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛*✐❛/✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❉❊▲ ❡♥ ❜❛♥❞❡ ♣❛*/✐❡❧❧❡ ❞

❞✉ =❞ ❝♦C✉✐❧❧❡ ❡♥ ❢♦♥❝/✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛*✐❛/✐♦♥ ❞❡ ❧❛ /❛✐❧❧❡ ❞✬✉♥❡ ♥❛♥♦♣❛*/✐❝✉❧❡

❞✬■*❅=❞✳ ✭❛✮ ✿ ❢❛❝❡//❡ ✭✶✶✶✮✱ ✭❜✮ ✿ ❢❛❝❡//❡ ✭✶✵✵✮✱ ✭❝✮ ✿ -✐/❡ ❛*P/❡✱ ✭❞✮ ✿ -✐/❡ -♦♠♠❡/✶✺✹



▲✐"#❡ ❞❡" #❛❜❧❡❛✉①

✶✳✶ "❛$❛♠&'$❛❣❡ ❞✉ ♣♦'❡♥'✐❡❧ ❙▼❆ ♣♦✉$ ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ✭■$✱"❞✮ ❡' ✈❛❧❡✉$: ❞❡: ❞♦♥♥&❡:

✉'✐❧✐:&❡: ♣♦✉$ ❧✬❛❥✉:'❡♠❡♥' ✿ &♥❡$❣✐❡ ❞❡ ❝♦❤&:✐♦♥ Ecoh✱ ♣❛$❛♠?'$❡ ❞✬&@✉✐❧✐❜$❡

r0✱ ❡' &♥❡$❣✐❡ ❞❡ :♦❧✉'✐♦♥ ❞❡: ❛'♦♠❡: ❡♥ ✐♠♣✉$❡'& ❛'♦♠✐@✉❡ Esol✳ ▲❡: ✈❛❧❡✉$:

❞❡: ♣❛$❛♠?'$❡: ❆✱ ξ✱ Ecoh ❡' Esol :♦♥' ❡①♣$✐♠&❡: ❡♥ eV/atome ✭♥♦'& eV/at.✮

❞❛♥: ❧❡ '❛❜❧❡❛✉✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✹

✶✳✷ "❛$❛♠?'$❡: :♣&❝✐✜@✉❡: ❞❡: ✈❛❧❡✉$: ❞✬ &♥❡$❣✐❡: ✭❡♥ ❡❱✴❛'♦♠✮ ✉'✐❧✐:&❡: ♣♦✉$ ❧❡

:②:'?♠❡ ■$"❞✱ ❢❛✐:❛♥' $&❢&$❡♥❝❡ ❛✉① ❞✐✛&$❡♥': :✐'❡: ✐ ✭:♦♠♠❡'✱ ❛$?'❡✱ ❢❛❝❡''❡

❡' ✈♦❧✉♠❡✮ ♣$&:❡♥': ❞❛♥: ✉♥❡ ♥❛♥♦♣❛$'✐❝✉❧❡ ❝✉❜♦❝'❛&❞$✐@✉❡✳ Z ❡' Ztot $❡♣$&✲

:❡♥'❡♥' $❡:♣❡❝'✐✈❡♠❡♥' ❧❡ ♥♦♠❜$❡ ❞✬❛'♦♠❡: ❛✉ ♣$❡♠✐❡$: ✈♦✐:✐♥: ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡

❧❛ :✉$❢❛❝❡ ❡' ❧❡ ♥♦♠❜$❡ '♦'❛❧ ❞✬❛'♦♠❡: ✈♦✐:✐♥: ❞❡ ❧✬❛'♦♠❡ ✐✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✼

✷✳✶ ❱❛❧❡✉$ ❞❡: ❝❡♥'$❡: ❞❡ ❜❛♥❞❡ ❞ ✭❡♥ ❡❱✮ ✐♥✐'✐❛❧❡: ✭εd,0✮ ❡' ❛♣$?: ❛✉'♦❝♦❤&$❡♥❝❡

✭εd✮ ♣♦✉$ ❧❡: :②:'?♠❡: ❈♦"' ❡' ■$"❞✳ ▲✬❤②♣♦'❤?:❡ ❞❡ ♥❡✉'$❛❧✐'& ❞❡ ❝❤❛$❣❡ :❡

❢❛✐' ♣❛$ :✐'❡✱ ♣❛$ ♦$❜✐'❛❧❡ ❡' ♣❛$ ❡:♣?❝❡ ❝❤✐♠✐@✉❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✵

✷✳✷ ❱❛❧❡✉$ ❞✉ ♣❛$❛♠?'$❡ ❞❡ ❞&:♦$❞$❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ δd ❬❡❱❪ ❡' ❞✉ ❞&:♦$❞$❡ ♥♦♥ ❞✐❛❣♦✲

♥❛❧ δnd ❬❡❱❪ ❛♣$?: '$❛✐'❡♠❡♥' ❛✉'♦❝♦❤&$❡♥' ❞❡ ❝❤❛$❣❡ ♣♦✉$ ✉♥ :②:'?♠❡ ❛✈❡❝

✐♠♣✉$❡'& ❈♦ ♦✉ ✐♠♣✉$❡'& "' ❞❛♥: ✉♥ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ "' ♦✉ ❞❡ ❈♦ $❡:♣❡❝'✐✈❡♠❡♥'✳

❙❡❧♦♥ ♥♦'$❡ ♥♦'❛'✐♦♥ δd = εd
A − εd

B
❡' δnd = Wd

A −Wd
B
♦R ❆❂ ❈♦ ❡' ❇❂ "'✳ ✼✹

✷✳✸ ❱❛❧❡✉$ ❞✉ ♣❛$❛♠?'$❡ ❞❡ ❞&:♦$❞$❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ δd ❬❡❱❪ ❡' ❞✉ ❞&:♦$❞$❡ ♥♦♥ ❞✐❛❣♦✲

♥❛❧ δnd ❬❡❱❪ ❛♣$?: '$❛✐'❡♠❡♥' ❛✉'♦❝♦❤&$❡♥' ❞❡ ❝❤❛$❣❡ ♣♦✉$ ✉♥ :②:'?♠❡ ❛✈❡❝

✐♠♣✉$❡'& ■$ ♦✉ ✐♠♣✉$❡'& "❞ ❡♥ ✈♦❧✉♠❡ $❡:♣❡❝'✐✈❡♠❡♥' ❞❡ "❞ ♦✉ ❞✬■$✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✹

✷✳✹ ❉&♣❧❛❝❡♠❡♥': ❞❡: ♥✐✈❡❛✉① ❛'♦♠✐@✉❡: ♣❛$ '②♣❡ ❞✬♦$❜✐'❛❧❡ :✉$ ❧❡: :✐'❡: ❞❡ :✉$❢❛❝❡

✭❡♥ ❡❱✮ ♦❜'❡♥✉: ♣❛$ ❝❛❧❝✉❧ ❡♥ ❜❛♥❞❡ :♣❞ ❞❛♥: ❧❡ ❝❛: ❞✬✉♥ :②:'?♠❡ :❡♠✐✲✐♥✜♥✐

♣✉$ '❡$♠✐♥& ♣❛$ ✉♥❡ :✉$❢❛❝❡ ✭✶✶✶✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✶

✶✼✺



✶✼✻

✷✳✺ ❱❛❧❡✉+ ❞✉ ♣❛+❛♠/0+❡ ❞❡ ❞12♦+❞+❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ δd ❬❡❱❪ ❡0 ❞✉ ❞12♦+❞+❡ ♥♦♥ ❞✐❛❣♦♥❛❧

δnd ❬❡❱❪ ❛♣+/2 0+❛✐0❡♠❡♥0 ❛✉0♦❝♦❤1+❡♥0 ❞❡ ❝❤❛+❣❡ ♣♦✉+ ❧❡ 2②20/♠❡ ❜✐♠10❛❧✲

❧✐>✉❡ ❛✈❡❝ ♠♦♥♦❝♦✉❝❤❡ CoMC/Pt(111)✳ ▲❛ ❞♦♥♥1❡ ❞✉ Cosurf.(111) ❡20 ✉0✐❧✐21❡

❝♦♠♠❡ +1❢1+❡♥❝❡ ♣♦✉+ ❞1✜♥✐+ ❧❡ ♣❛22❛❣❡ ❞✬✉♥ 2②20/♠❡ ♣✉+ D ✉♥❡ ♠♦♥♦❝♦✉❝❤❡✳ ✽✶

✷✳✻ ❱❛❧❡✉+ ❞✉ ♣❛+❛♠/0+❡ ❞❡ ❞12♦+❞+❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ δd ❬❡❱❪ ❡0 ❞✉ ❞12♦+❞+❡ ♥♦♥ ❞✐❛❣♦♥❛❧

δnd ❬❡❱❪ ❛♣+/2 0+❛✐0❡♠❡♥0 ❛✉0♦❝♦❤1+❡♥0 ❞❡ ❝❤❛+❣❡ ♣♦✉+ ❧❡ 2②20/♠❡ ❜✐♠10❛❧✲

❧✐>✉❡ ❛✈❡❝ ♠♦♥♦❝♦✉❝❤❡ PdMC/Ir(111)✳ ▲❛ ❞♦♥♥1❡ ❞✉ Pdsurf.(111) ❡20 ✉0✐❧✐21❡

❝♦♠♠❡ +1❢1+❡♥❝❡ ♣♦✉+ ❞1✜♥✐+ ❧❡ ♣❛22❛❣❡ ❞✬✉♥ 2②20/♠❡ ♣✉+ D ✉♥❡ ♠♦♥♦❝♦✉❝❤❡✳ ✽✷

✷✳✼ ❱❛❧❡✉+2 +1❝❛♣✐0✉❧❛0✐✈❡2 ❞❡ ❧❛ ✈❛+✐❛0✐♦♥ ❞✉ ❝❡♥0+❡ ❞❡ ❜❛♥❞❡ ❞✭ ❡♥ ❡❱✮ ❡♥0+❡ 2✐0❡

❞❡ 2✉+❢❛❝❡ ❞✬✉♥ 2②20/♠❡ ♣✉+ ❡0 ❛0♦♠❡ ❞❡ ♠♦♥♦❝♦✉❝❤❡ ❞✉ ♠H♠❡ ❝♦♠♣♦21✳ ✳ ✳ ✽✷
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Tsiky Hasiniaina ANDRIAMIHARINTSOA 

ETUDE DE LA TENDANCE A L'ORDRE DANS LES 
NANOALLIAGES METALLIQUES A PARTIR DE LEUR 

STRUCTURE ELECTRONIQUE 

Résumé 

Ce travail de thèse propose de déterminer, en utilisant le formalisme des liaisons fortes, la relation entre les 
structures atomique, chimique et électronique des nanoalliages en se focalisant sur deux systèmes, 
archétypes d'une forte tendance à l'ordre (Cobalt-Platine - CoPt) d'un côté et d'une forte tendance à la 
démixtion (Iridium-Palladium - IrPd) de l'autre. Concernant les alliages CoPt et IrPd, l'évolution des 
caractéristiques des densités d'états locales (DEL) en fonction de la coordination de site (effet structural), de 
l’environnement chimique (effet d’alliage) et de la taille des systèmes a été analysée en détail. CoPt et IrPd 
ont un comportement tout à fait similaire en ce qui concerne les décalages de bandes d, ce qui s'explique par 
une règle de conservation de charge par espèce, par site et par orbitale entre systèmes mixtes et systèmes 
purs. Dans les nanoparticules pures d’Ir et de Pd, les centres de bandes d varient linéairement avec la 
coordination indépendamment de la taille. Le même comportement est observé pour les nanoalliages d’IrPd, 
la droite correspondant aux nanoalliages étant seulement décalée rigidement par rapport aux nanoparticules 
pures. Ce découplage entre effet structural et chimique, déjà observé dans les nanoalliages de CoPt, est ici 
généralisé car il s'applique quelle que soit la tendance chimique du système à l'ordre ou à la démixtion. 
Concernant la tendance chimique, le CoPt reste un système avec une tendance à l'ordre quelle que soit sa 
configuration, de même pour l'IrPd qui reste à la démixtion quelle que soit la configuration et quelle que soit la 
taille dans le cas des nanoalliages. Nous avons exploré plus finement le cas des alliages dilués, dans le cas 
de systèmes à base d'AuNi. On trouve, dans ce cas, un changement de tendance, en passant de la 
séparation de phase pour les systèmes concentrés à une tendance à l’ordre pour les systèmes dilués, 
incluant les systèmes de couches minces en surface. Des études complémentaires de Monte Carlo, en 
réseau rigide puis incluant les déplacements atomiques, montrent que les nanoparticules d'IrPd adoptent une 
structure cœur-coquille avec un cœur excentré malgré le faible effet de taille atomique entre les atomes de Pd 
et d'Ir. 

Mots clés : Métaux de transition, Nanoalliages, Liaisons Fortes, Structure Electronique, Cobalt, Platine, 
Iridium, Palladium, Simulations Monte Carlo 

Abstract 

The purpose of this thesis work is to determine, by using the tight-binding formalism, the link between atomic, 
chemical and electronic structures of nanoalloys focusing on two systems, characteristic on one hand of a 
strong order tendency (cobalt-platinum, CoPt) and, on the other hand, of a strong tendency to phase 
separation (iridium-palladium, IrPd). For both CoPt and IrPd, the evolution of the local densities of states 
(LDOS) as a function of the site coordination (structural effect), the chemical environment (alloy effect) and 
the size of the systems has been analyzed in detail. CoPt and IrPd have a same behavior concerning the d 
band shifts which is explained by a rule of charge preserving per species, per site and per orbital between 
mixed systems and corresponding pure systems. In pure Ir and Pd nanoalloys, the d band centers are found 
to vary linearly with the site coordination. In IrPd, a linear behavior is also observed, the corresponding line 
being only rigidly shifted with regards to the pure materials. This decoupling between structural and chemical 
effects, already observed for CoPt nanoalloys, is here generalized since it applies regardless the tendency of 
the system to order or to phase separate. Concerning the chemical tendency, CoPt remains a system with 
order tendency whatever the atomic configuration. In the same way, IrPd remains a system with a tendency to 
phase separation on the whole range of studied configurations although not so clearly defined in the dilute 
alloys. We have therefore investigated another dilute systems based on AuNi. In this case, a change of trend 
is observed going from phase separation for concentrated systems to order tendency for dilute systems, 
including thin layers at surfaces. Complementary structural studies have been performed by using Monte 
Carlo simulations, first on a rigid lattice and then including atomic displacements. The results show that 
nanoparticles of IrPd are core-shell with a strong Pd segregation at the surface. The core of nanoparticle is 
generally off-centered despite the very small atomic size effect between Pd and Ir atoms. 

Keywords : Transition Metals, Nanoalloys, Tight-Binding, Electronic Structure, Cobalt, Platinum, Iridium, 
Palladium, Monte Carlo simulations.


