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Résumé

Un réseau de capteurs sans fil résulte du déploiement d’un ensemble de petites unités
autonomes interagissant via un réseau construit grâce à leur module de communication
qui observent leur environnement par des capteurs pour ensuite traiter et/ou sauvegarder
cette information via leur capacité calculatoire et de stockage.

La couverture est la seule représentation disponible aux réseaux de capteurs de l’espace
physique environnant. Par conséquent, il est essentiel de pouvoir qualifier et quantifier sa
qualité notamment concernant la présence de trous.

Nos travaux utilisent la topologie algébrique pour répondre à ces problèmes. Plus préci-
sément, nous définissons dans un premier temps une notion de trou de couverture d’un
champ scalaire qui mesure la qualité de l’estimation par le réseau de capteurs sans pour
autant connaître la position des capteurs. Cela permet d’utiliser l’homologie simpliciale
pour déterminer la qualité de la couverture globale et accessoirement de mettre en veille
certains capteurs surnuméraires tout en garantissant la couverture.

Puis, afin de rendre le résultat précédent facilement calculable par un réseau de capteurs
grâce à une distribution du calcul qui supporte en plus le passage à l’échelle, nous utilisons
la théorie de Morse discrète pour faire le calcul des groupes d’homologie nécessaires à notre
application précédente.

Enfin, cette dernière approche est rendue suffisamment souple pour permettre le suivi
temporel des modifications de la couverture de manière délocalisée. Cela permet non
seulement de suivre la qualité de la couverture lorsque l’environnement se modifie mais
aussi de proposer un schéma distribué de mise en veille des capteurs afin d’augmenter la
durée de vie du réseau de capteurs tout en garantissant une couverture suffisante.

Mots clefs réseaux de capteurs, couverture, topologie algébrique, homologie
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Abstract

A wireless sensor network consists of a set of small autonomous units that interact via a
network built by their communication modules. They observe their environment by their
sensors and then they manage this information according to their computational capacity
and storage.

The coverage is the only representation available to the sensor network of its environment.
Therefore, it is essential to quantify the quality of coverage especially related to the
presence of holes.

Our work uses algebraic topology to solve these problems. We first define a notion of the
coverage hole in a scalar field, which measures the quality of the estimation by the sensor
network without knowing the positions of the sensors. It allows the simplicial homology
tool to determine the quality of the overall coverage and put certain redundant sensors
into sleeping mode with the guarantee of the coverage.

Then, to make the previous result easier to compute by a sensor network, the discrete
Morse theory is used. It allows a distributed computation of the previous homology groups
while supporting scalability necessary in sensor networks domain.

Finally, one flexible approach that allows time varying tracking which allows a coverage is
proposed in a distributed way. When the environment changes, this approach can not only
guarantee the capability of monitoring of coverage quality, but also proposes a scheme to
send to sleep the redundant sensors in order to increase the lifetime of the sensor network
with adequate coverage.

Keywords sensor networks, coverage, algebraic topology, homology
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Contexte et problématique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

1.2 Contributions de la thèse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

1.3 Structure de ce document . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

1.1 Contexte et problématique

Les réseaux de capteurs sans fil (RCSF), ou Wireless Sensor Networks (WSN) en anglais,
soulèvent de nouvelles problématiques en traitement du signal. En effet, les algorithmes
doivent prendre en compte les spécificités de tels réseaux, comme la distribution des
calculs, la gestion de l’énergie notamment pour le coût des communications [ZG04, ZST06].

Ces réseaux de capteurs sont constitués d’un ensemble de nœuds captant leur environne-
ment par des mesures et qui ont la capacité de les traiter localement et d’échanger des
informations avec leurs voisins [FSR09, DP10]. Ainsi les RCSF permettent d’obtenir de
la diversité dans les mesures aussi bien spatiale que temporelle. Cette diversité permet
d’une part la couverture d’un domaine de captation plus vaste et d’autre part, grâce aux
corrélations entre celles-ci, la précision donnée par l’ensemble des capteurs est plus grande
que la précision de chaque mesure prise séparément.

Bien que les mises en œuvre des RCSF soient fortement liées aux applications [MT10],
plusieurs traitements de bases sont suffisamment génériques pour construire un socle com-
mun [ZG04]. Nous comptons parmi ces traitements la gestion de la couverture et la recons-
truction du champ mesuré à partir des échantillons peu précis fournis par les capteurs.

Sur ce dernier point, plusieurs approches sont possibles pour généraliser le théorème
d’échantillonnage de Shannon-Nyquist à plusieurs dimension. De plus, les capteurs ne
sont pas régulièrement disposés sur le domaine et par conséquent l’échantillonnage est
non uniforme. Une reconstruction par la théorie de l’information est envisageable [KIR11]
qui permet de placer les capteurs si ces derniers peuvent l’être. Une seconde solution
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2 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

consiste à construire une approximation grâce à un espace de Hilbert et une fonction
noyau bien choisis [RM09] ou encore une régression par un filtrage linéaire peut être
suffisante [NCV08a, NCV08b].

Toutefois ces différentes approches sont ici limitées par la nécessité de connaître parfai-
tement la position des capteurs. Or cette dernière est rarement disponible si le RCSF
est déployé en intérieur ou si les balises GPS ne sont pas sur les nœuds. La recherche
des positions des capteurs peut donc se révéler délicate [PAK+05]. Une modélisation du
champ mesuré par un processus gaussien [AT07] permet de répondre partiellement à cette
difficulté. En effet, les corrélations entre les nœuds sont parfois suffisantes pour faire une
régression et donc reconstruire le champ aux points d’intérêt [RW05].

Concernant la couverture, selon l’application, le domaine couvert par le réseau de capteurs
ne doit pas contenir de trous de couverture. Plus précisément [MKT13], les points d’intérêt
doivent être couvert par le RCSF — problème du « point coverage » — ou une zone
complète doit être surveillée – problème de l’« area coverage » — ou encore, le RCSF doit
s’assurer que rien ne traverse une barrière fixée — problème du « barrier coverage ».

Il est étonnant de constater que les solutions aux problèmes de couverture utilisent des
modèles de captation très simples tels que celui d’un graphe de disque de rayon préfixé. Un
traitement plus adéquat de ce problème est nécessaire en prenant en compte les spécificités
du champ de mesure. Nous pouvons toutefois cité les travaux [WXX12] pour la sélection
de capteurs dans un champ gaussien.

Les mesures réalisées par les capteurs sont nécessairement localisées mais l’information
intéressante pour l’application nécessite la plupart du temps une intégration de toutes
ces mesures locales. Il s’agit là du leitmotiv de la topologie qui est la boîte à outils
mathématiques qui permet de passer d’un niveau local à une information globale.

La topologie [Arm83, Cro05, HY61] est souvent considérée comme une théorie difficile et
très abstraite mais elle commence à trouver un nombre important d’application dans un
grand nombres de domaines scientifiques [AF07, Bas06, Ghr14, KMM03] et notamment
en analyse de donnée [Car09].

Par conséquent, le choix de cette théorie comme outil pour le traitement des mesures est
naturelle. Toutefois, il faut pour être utilisable, que les données, c’est-à-dire les espaces
topologiques, soient représentables de façon combinatoire pour pouvoir être manipulés
par des algorithmes et que de plus les calculs soient aussi réalisables par une machine.

La topologie algébrique [Mas91, Hat01, Gib10] permet de répondre à ces demandes car
elle utilise les outils d’algèbre linéaire, et se réduit souvent à des calculs matriciels in
fine. Nous voyons actuellement apparaître un nouveau champ de la topologie, la topologie
algorithmique [EH10, Koz08, Zom05] dont l’article [Ghr08b] présente rapidement quelques
applications.
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1.2 Contributions de la thèse

Nos travaux ont portés dans une premier temps sur les problèmes de couverture en pre-
nant en compte le modèle de captation. De plus la localisation des capteurs n’y est pas
nécessaire. Nous avons en effet utilisé la modélisation par un processus gaussien qui repose
uniquement sur les corrélations entre les mesures des capteurs.

Ainsi, un trou de couverture correspond à un endroit du domaine de captation où la
qualité de l’estimateur est jugée insuffisante. Pour découvrir de tels trous de couverture,
nous avons construit un espace combinatoire abstrait de ce problème de couverture pour
permettre l’utilisation de l’algèbre topologique, et principalement le calcul des groupes
d’homologie pour la découverte effectives de ces trous. Cette solution est partiellement
basée sur les travaux de de Silva et Ghrist [dSG07a, dSG07b, dSG06] pour que la position
des capteurs ne soient pas nécessaire, car les autres méthodes reposent sur cette position
et utilisent des algorithmes géométriques.

Ces résultats ont été présentés à la conférence internationale IEEE Wireless Communica-
tions and Signal Processing (WCSP) en 2013 [ZGC13].

La distribution du calcul de notre solution reste cependant lourde bien que possible en
utilisant une approche telle que [DGJ12]. De plus le suivi de l’évolution du champ de
mesure et des trous reste difficile car les calculs doivent être repris périodiquement.

Ainsi, nous avons utilisé la théorie de Morse discrète développée par Forman [For02b] pour
rendre l’algorithme facilement utilisable pour les réseaux de capteurs. En effet les données
représentant l’espace combinatoire de notre solution peut être facilement partagées entre
les capteurs et les calculs effectués par les capteurs restent majoritairement localisés à
leur voisinage.

Ainsi, nous avons développé un algorithme qui permet le suivi des caractéristiques topo-
logique d’un espace qui est particulièrement simple et qui passe bien à l’échelle grâce à la
localisation des calculs. Cet algorithme a été appliqué à notre solution de découverte de
trous de couverture et présenté à WCSP en 2014 [ZGC14].

Notre algorithme est assez souple que nous ayons pu le modifier pour intégrer une gestion
efficace de l’énergie du réseau de capteurs en mettant en sommeil un certain nombre de
capteurs et en gardant d’autre éveillés tout en garantissant la couverture. Les capaci-
tés de suivi de notre algorithme permet de gérer les modifications dues à la disparition
de capteurs qui manque d’énergie. Ainsi, la durée de vie du réseau sera améliorée. Cet
application avec les modifications de notre algorithme seront l’objet d’une publication
future.
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1.3 Structure de ce document

Dans le chapitre suivant « Les réseaux de capteurs sans fil », nous proposons une descrip-
tion plus détaillée des réseaux de capteurs sans fil avec leurs caractéristiques et quelques
exemples d’applications. Nous y développerons aussi les notions de couverture et de
connectivité.

Le chapitre « Homologie et couverture dans les RCSF » présente notre première contribu-
tion. Pour cela, quelques notions de topologie et surtout de topologie algébrique y seront
présentées notamment par un exemple numérique. Le critère de couverture de de Silva et
de Ghrist clôture cette présentation par son application à un RCSF simple.

La suite de ce chapitre concerne les processus gaussiens et leur utilisation pour la régres-
sion. Une fois terminées, ces deux bases serviront de support au développement de notre
contribution à la fin du chapitre, à savoir la création d’un critère pour la détection des
trous de couverture pour un champ de mesure modélisé par un processus gaussien.

La présentation de la théorie de Morse et de sa version discrète débute le chapitre « Théorie
de Morse et RCSF. » Cette théorie servira de base au développement de notre algorithme
de suivi de groupe d’homologie qui sera l’objet de la section suivante.

Enfin, deux applications termineront ce chapitre. La première reprend la simulation du
chapitre précédent mais en y incluant la notion de variation temporelle. La gestion intel-
ligente de l’énergie sera l’objet de la seconde application pour laquelle une sélection des
capteurs à maintenir éveillés est effectuée.

Le dernier chapitre sera la conclusion qui présente aussi un certain nombre de perspectives
qui sont issues d’une part des développement de nos travaux mais aussi de l’utilisation
d’autres aspects de la topologie, notamment différentielle et des faisceaux, pour intégrer
les données issus des capteurs d’un réseau.
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Nos travaux s’intéressent principalement à la couverture dans les réseaux de capteurs sans
fil au sens général. C’est pourquoi ce chapitre tente de faire un rapide état des lieux des
RCSF et de la problématique de la couverture.

Pour ce faire, la section 2.1 présente les réseaux de capteurs sans fil, leurs caractéristiques,
leurs structures et quelques applications. Ensuite, la section 2.2 suivante s’intéresse et
présente plus précisément aux différents problèmes de couverture. Enfin, la section 2.3
conclura ce chapitre.

2.1 Introduction aux réseaux de capteurs sans fil

L’émergence, ces dernières années, des réseaux de capteurs sans fil a eu un impact impor-
tant en science et en technologie. Ce sujet a attiré l’attention des secteurs industriels et
militaires et reste l’objet d’intenses recherches académiques.

Contrairement à une technologie réseau traditionnelle, les RCSF intègrent seulement des
unités limitées dotées d’une unité de communication sans fil et d’un module sensoriel.

5
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De part leurs aspects génériques, les champs d’application des RCSF sont très variés et
demandent souvent une application ad hoc.

On peut fixer l’acte de naissance des réseaux de capteurs sans fil en 1978 à l’Université
Carnegie Mellon. En effet, un groupe financé par la DRAPA (Defense Advanced Research
Projects Agency) y travaille sur un réseau de capteurs distribués (Distributed Sensor
Nets Workshop) [Car78]. Ces travaux avaient pour objectif la mise en place d’un système
distribué de surveillance militaire [Hew01]. Mais en raison des contraintes techniques
encore non résolues à cette époque, l’application reste très limitée.

Depuis, la technologie des capteurs s’est considérablement améliorée, la conception des
nœuds du réseau est maintenant bien maîtrisée. Cela permet aux actuelles recherches
académiques et industrielles de se concentrer sur les aspects réseaux mais aussi sur le
traitement du signal distribué.

Vers les années 1990–2000 les RCSF se sont fortement développés au niveau académique
en voyant apparaître plusieurs applications. Par exemple, l’Université de Californie, Los
Angeles, a développé une architecture de RCSF nommée WINS [PK00] ; de même Berke-
ley avait son programme PicoRadio [RAdS+00] ou Smart DUST [KSJPB99] et le MIT le
projet µAMPS [Cha]. La création de groupe de travail pour des communications numé-
riques sans fil pour des réseaux avec des nœuds peu puissant a permis l’émergence de la
pile ZigBee basée sur la couche normalisée IEEE 802.15.4.

2.1.1 Principes élémentaires

Un réseau de capteurs est la mise en réseau de petites unités choisies de façon ad hoc selon
l’application. Cette mise en réseau suit souvent le schéma de la figure 2.1 où les nœuds
peuvent communiquer entre eux sans fil. Chaque nœud mesure l’environnement dans son
voisinage. Ces nœuds peuvent alors faire un traitement localisé ou distribué. Mais de
proche en proche, les informations pertinentes sont remontées à une station de base pour
être gérées soit localement soit à distance via une connexion à réseau plus classique, type
Internet.

Pour pouvoir accomplir la tâche qui leur incombe, les petites unités sont essentiellement
composées de quatre parties, comme le montre la figure 2.2,

— une unité sensorielle qui capte l’état de l’environnement immédiat. Elle mesure
par exemple la température, la luminosité, l’humidité, la présence gaz, l’intrusion,
la moisissure et bien d’autres paramètres encore. Elle fournit l’interface entre le
monde physique et l’application ;

— un émetteur-récepteur qui permet de communiquer à courte distance avec le reste
du réseau ;

— une unité de traitement, souvent un micro-contrôleur avec une petite mémoire de
stockage, qui traite l’information issue des capteurs et du réseau pour accomplir
l’objectif du dispositif. Cette partie est aussi en charge de la gestion du réseau au
niveau des couches OSI (Open Systems Interconnection) les plus hautes ;
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capteurs

lien de communication

station de base

extérieur

zone de captage

Figure 2.1 – Schéma de la mise en réseaux des RCSF

Capteurs Micro-Contrôleur Unité Commande

Batterie (énergie)

Figure 2.2 – Synopsis d’un capteur

— une unité de gestion de l’énergie, supportée la plupart du temps par une batterie
et parfois par une unité de production électrique.

Souvent les capteurs sont petits et peu onéreux grâce à leur fabrication à grande échelle.
Le coût de leur déploiement en un RCSF dense diminue en conséquence. Cependant pour
des raisons de coût unitaire, les ressources énergétiques, de stockage, de calcul, et de
communication pour chaque capteur sont très limitées.

La figure 2.3 présente quelques réalisations de capteurs qui deviennent de plus en plus
petit. Il existe même des capteurs entièrement intégrés dans une seul puce — System On
Chip.

Les RCSF peuvent être facilement déployés dans un grand nombre de situations et d’en-
vironnements spécifiques tels qu’à l’intérieur de bâtiments, en zones urbaines ou encore
en environnements hostiles où le câblage d’un réseau est difficile voir impossible.

Comme le dispositif de transmission sans fil miniaturisé doit avoir une faible consom-
mation énergétique, la structure de réseau des RCSF devient primordiale pour pouvoir
remonter l’information à l’utilisateur final et pour permettre la réalisation de calculs dis-
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Figure 2.3 – Exemples de réalisation de capteurs

tribués à l’intérieur du réseaux.

Cette mise en réseau permet la collaboration entre les différentes unités sensorielles grâce
aux échanges d’information permises par le réseau. Ce changement de point de vue permet
de suppléer la qualité des capteurs par leur quantité ; au traitement du signal de gérer la
mauvaise qualité des mesures pour atteindre l’objectif grâce à la grande diversité et à la
spatialisation de l’information que permet les RCSF.

2.1.2 Quelques applications des RCSF

La large gamme des capteurs sensoriels — thermique, mécanique, optique, vibrations,
etc — couplée à une taille de plus en plus miniaturisée et à la possibilité de mise en
commun d’information via un réseau ad-hoc permet aux réseaux de capteurs d’envahir de
nouveaux domaines d’applications tels que le domaine militaire, environnemental, santé,
sécurité et commercial. D’autres catégories peuvent être considérées telles que l’exploita-
tion de l’espace, le traitement chimique et le contrôle des désastres [YMG08].

De plus, la mise en réseaux de informations localisées spatialement, permet l’apparition
d’applications des réseaux de capteurs sans fil, que ce soit dans les domaines militaire
et policier contre le terrorisme ou pour le contrôle des émeutes que dans les domaines
civiles comme pour la surveillance de l’environnement ou le suivi des personnes à domi-
cile [ASS02, RLS04]. Ces applications ne peuvent pas être réalisées par un système unique
central même puissant.

Nous faisons dans cette section un rapide survol d’applications des RCSF selon leur do-
maine.

Domaine environnemental De part ses possibilités de couverture d’une large surface,
les RCSF sont naturellement employés à des fins d’observation de l’environnement. De
plus, la protection de l’environnement et sa surveillance sont des questions de plus en plus
importantes dans nos sociétés. Les RCSF permettent de recueillir des données chiffrées
sur l’évolution de l’environnement et l’impact de différents facteurs environnementaux.

La surveillance des glaciers et leur évolution annuelle ont été par exemple l’objet d’études
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par l’EPFL [IBS+10] ou par d’autres équipes [MBE10] afin d’en analyser l’évolution et
par corrélation suivre l’évolution climatique d’une région.

Hormis les aspects écologique, la surveillance de l’environnement peut aussi prévenir et
aider les secours en cas de catastrophes naturelles comme des éruptions volcaniques. Les
réseaux de capteurs sont alors appropriés pour cette surveillance [WALW+06]. De même,
les RCSF permettent de réduire considérablement les coûts des systèmes d’alarme préven-
tive pour les tremblements de terre [NR11]. Il en est de même des réseaux de surveillance
des feux de forêt [YWM05] qui est l’archétype de l’application des réseaux de capteurs.

La météorologie et la climatologie d’une région sont aussi sujettes à la mise en réseau de
capteurs. Par exemple, le système ALERT [AUG] est un premier pas vers les RCSF pour
la surveillance du niveau des eaux en relation avec la météorologie et d’autres mesures
environnementales.

La surveillance de l’habitat des animaux fournit aussi beaucoup d’applications aux RCSF.
Par exemple, l’article [PSM+04], voir aussi [Kum04], décrit un réseau de capteurs dédié à
l’étude environnementale d’une petite île du Maine. Les capteurs mesurent l’humidité, la
luminosité, la température, la pression atmosphérique ainsi que l’occupation des terriers
de pétrel.

Les RCSF servent aussi à contrôler la qualité des sols pour les animaux [METS+06]. Na-
turellement, ce contrôle peut s’étendre pour créer le domaine de l’agriculture intelligente
dont l’impact écologique se réduit et qui ne consomme que le nécessaire.

Les réseaux de capteurs sont aussi efficaces pour suivre l’évolution de bâtiment comme
les torsions des ponts notamment le golden bridge [KPC+07] de San Francisco par un
RCSF développé à Berkeley. La qualité des infrastructures des bâtiments peuvent aussi
être contrôlé par un RCSF [XRC+04] ou bien les pipelines [SNM07].

Domaine commercial et industriel Les applications précédentes servaient principa-
lement à étudier un phénomène physique, naturel ou environnemental par le monde de
la recherche et du développement. Par conséquent, elles sont moins contraintes au niveau
économique ou au niveau de la robustesse que les applications à visées commerciales. La
mise en place de standard pour le déploiement rapide d’applications des RCSF pour le
grand public ou pour l’industrie devient pressant. En effet, cette standardisation permet-
trait de s’abstraire simplement de la pile protocolaire du réseau et de sa gestion pour
se concentrer sur la partie applicative. Cette standardisation semble tendre par exemple
pour la partie réseau vers l’utilisation du ZigBee ou de ses dérivées [WC07].

De même les applications des réseaux de capteurs devenant de plus en plus nombreuses,
une mise en commun de leurs unités peut être envisagés pour permettre le développement
d’applications sans toutefois recourir à un nouveau déploiement. Pour ce faire une certaine
virtualisation des services est envisageable, voir par exemple [ILH13] dans le cadre des
RCSF déployer dans une maison.

Les réseaux de capteurs sont prometteurs dans l’industrie ou dans le tertiaire, que se
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soit pour limiter le gaspillage énergétique — ou plus exactement entropique — via une
gestion des éclairages [SAA04], ou que ce soit pour faciliter la gestion des stocks de
données périssables sensibles à la température comme la nourriture [QXF+14]. Notons
que certaines réalisations existent dans ce contexte, par exemple l’article [VRM+12] décrit
une application de surveillance d’une usine de café instantané de la conception du système
embarqué à la mise en place d’une interface de contrôle sous LabVIEW.

Toutefois les réseaux de capteurs dans l’industrie ne se limitent pas à la surveillance d’un
système ; leurs utilisations potentielles dans les smart grid [ZLZ12] incluent aussi bien la
surveillance que le contrôle de certaines parties de la gestion afin de répondre au plus vite
à la demande énergétique.

Naturellement, les réseaux de capteurs s’introduiront vraisemblablement chez les particu-
liers par la domotique [TVP+11] pour gérer automatiquement les services de la maison
comme l’éclairage, le chauffage, etc.

Domaine médical Certaines applications de surveillance médicale formeront la seconde
voie d’intrusion des réseaux de capteurs à domicile. En effet, les réseaux de capteurs
viendront compléter à terme une gamme de produits déjà existant [Sta09, SCD+05]. Par
exemple, la surveillance de malades ou de personnes âgées à domicile réduiront les coûts
de surveillance tout en la renforçant car cette dernière se fera continuellement alors que
les visites d’une infirmière sont naturellement limitées en nombre. Si le réseau de capteurs
détecte un problème, un système d’alerte [MSMSM13] est alors enclenché. Mais cette
surveillance à domicile peut aussi s’étendre aux hôpitaux [MSMSM13], ce qui permettra
de redonner de la liberté de mouvement aux résidents [VWS+06].

Cependant, la surveillance du patient doit être opérée par un réseaux de capteurs qui
associe à la fois un réseau local et un réseau personnel d’une dizaine de capteurs placés
directement sur le patient [MOJ06] ; ce qui impacte fortement la mise en œuvre.

De plus, les données médicales sont particulièrement sensibles car elles doivent être ma-
nipulées ou transmises sans en divulguer la teneur afin de respecter la vie privée. L’ar-
ticle [GRS08] propose une mesure pour mesurer l’intégrité des données et [SP04] présente
plus généralement les défis des réseaux de capteurs pour le domaine de la sécurité des
données et du réseau.

Quelques prototypes d’application médicale ont déjà été testés comme le système de sur-
veillance CodeBlue [SCL+05] avec une conception allant des capteurs à l’architecture du
système d’information dédié ou encore MEDiSN [KLC+10] qui présente une architecture
de réseau de capteurs qui détecte et gère les situations médicales d’urgence.

Domaine militaire La capacité de surveillance des réseaux de capteurs et leur simpli-
cité de déploiement en font des atouts majeurs dans le domaine militaire. En effet, leur
faible coût et leur capacité de projection sur le théâtre des opérations rendent très at-
trayant les réseaux de capteurs dans le domaine militaire. Les types de capteurs embarqués
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sont nombreux [DTD12], tels que des capteurs acoustiques pour la détection et la locali-
sation de tireurs ou le repérage de menaces ennemies, ou encore des capteurs chimiques
ou biologiques pour les attaques de cette nature ou encore optiques ou vibratoires.

Le nombre d’applications militaires des réseaux de capteurs semblent sans limite et leur
flexibilité impose des contraintes fortes qui sont autant de défis aussi bien théoriques que
pratiques [WTH08]. Quelques conceptions sont proposées, par exemple, dans [LLS09] pour
des réseaux de capteurs déployé à grande échelle et dans [LTD11] pour une hiérarchisation
du réseau permettant de multiples accès au système en des lieux différents et mobiles.

L’un des attraits des réseaux de capteurs et leur capacité de détecter et de suivre une cible
sur le terrain des opérations [BHK+06]. Toutefois cette surveillance et cette poursuite ne
se réalise pas sous soulever des difficultés énergétiques [HKS+04].

À l’instar des applications dans le domaine médical mais pour des raisons évidentes et
différentes, la sécurité des réseaux de capteurs dans le domaine militaire est primordiale.
Toutefois, les solutions [SP04, GRS08] d’un domaine peuvent se transposer à l’autre.
Ajoutons toutefois que la protection des communications militaires est plus flexible car
elle peut aussi mettre à profit des méthodes de brouillage au niveau de la couche physique
des émetteurs et des récepteurs sans fil.

Autres domaines Les réseaux de capteurs ne se limitent pas aux exemples présentés ci-
dessus. Ils feront partie intégrante de « l’agriculture intelligente » en surveillant les zones
agricoles [MYM11] ou en proposant une gestion optimale des produits phytosanitaires
notamment en fonction des besoins localisés à des niveaux fins de précision spatiale.

Les zones urbaines proposeront aussi un terrain de jeux pour les applications des réseaux
de capteurs. Ils permettront une gestion plus fine de l’éclairage public ou des ordres
ménagères. Le trafic routier d’une « ville intelligente » sera rendu plus fluide en aidant
les usagers de la route à se garer ou à circuler selon un itinéraire optimisé en temps
réel [DMA14].

La recherche aérospatiale n’est pas mise de côté. Par exemple l’article [GGB+09] propose
un prototype de réseau de capteurs qui surveille la température d’une turbine à gaz pour
pouvoir analyser des tests ou encore pour la maintenance.

La plage d’application reste encore large, les réseaux de capteurs pour servir d’aide à
l’arbitrage sportif, etc.

2.1.3 Caractéristiques

Un réseau de capteurs sans fil est un réseau informatique indépendant dont les unités de
base sont les nœuds de capteurs. Malgré leur grande diversité, ces réseaux ont en commun
plusieurs caractéristiques essentielles.
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La première caractéristique concerne l’étendue spatiale de leur champ d’observation. En
effet, il est souvent simple de projeter un grand nombre de nœuds sur le terrain d’appli-
cation. Par exemple, l’installation des nœuds sur le théâtre des opérations peut se faire
par des tirs d’artillerie. Ou encore, la mise en place d’un RCSF dans un milieu difficile
pour la surveillance de l’environnement comme la montagne ou les zones humides peut se
faire par un largage des unités. Dans ces exemples, le placement des unités est aléatoire,
leur nombre permettant d’avoir une couverture suffisante. Toutefois, il peut être judicieux
de placer les nœuds de façon appropriée lorsque cette opération est possible ; le nombre
de nœuds sera plus faible et leur complexité pourra augmenter en conséquence à coût
équivalent à une disposition aléatoire [MBE10]. La mobilité des nœuds élargit encore les
possibilités pour le déploiement des capteurs en le corrigeant a posteriori [CS09].

Les nœuds des RCSF se doivent d’être autonome énergétiquement. Cela impose une ges-
tion de l’énergie fine pour augmenter la durée de vie de l’ensemble du réseau. L’économie
de l’énergie se fait principalement par deux processus : la mise en veille des capteurs pour
limiter la consommation et le traitement local de l’information pour éviter des pertes dues
à un surplus des communications. En effet, le coût énergétique de traitement d’un bit est
100 fois moindre que sa transmission [RF10]. Certains capteurs sont associés à une unité
de production d’énergie — solaire, chimique, biologique, mécanique — qui permettent de
recharger le nœud. Toutefois, ces capteurs ne sont pas exempts de la gestion de l’éner-
gie car ces sources d’énergie sont aussi limitées et imposent des contraintes fortes sur le
traitement et les communications [CTT10, IOT12, TCC13].

Les contraintes énergétiques ne doivent pas seulement être considérées lorsque le déploie-
ment du réseau de capteurs est effectué mais aussi en amont, lors de sa conception et une
gestion inter-couche notamment avec la couche PHY est primordiale [SCI+01].

La coopération entre les nœuds du réseau est nécessaire et primordiale car aucun nœud,
hormis peut-être la station de base, n’a connaissance de toute les informations spatiale-
ment étiquetées. Comme le traitement doit faire vraisemblablement une fusion de toute
ces informations, soit une transmission complète à un nœud calculateur soit un calcul dis-
tribué est nécessaire. Dans chaque cas la coopération est nécessaire : soit pour le transport
des données soit pour le calcul [AB12]. Par exemple, les données peuvent être agrégées le
long d’un arbre couvrant minimal ou encore en utilisant des traitements séparés par cluster
puis les différents résultats sont directement remontés à la station de base [CSZ+09].

Dû fait du type de leur déploiement aléatoire, les RCSF nécessitent une grande capacité
d’auto-organisation [Mil07]. En effet, la position, les liens entre les nœuds — donc la
topologie du réseau — sont rarement connus par avance. Le rôle de chaque nœud doit
être attribué lors de ce déploiement. De plus, comme les nœuds du réseau peuvent dispa-
raître, apparaître ou se déplacer lorsque des capteurs mobiles sont présents, la topologie
est changeante et le RCSF doit pouvoir s’adapter rapidement à ces modifications pour
garantir le bon fonctionnement. La redondance spatiale devient un facteur clef pour per-
mettre cette auto-organisation et ainsi augmenter la durée de vie du réseau au niveau
organisationnel [DP10].
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La grande variabilité potentielle de la topologie réseau ainsi que la présence de données
localisées au niveau de capteur a engendré de nouveau point de vue sur la gestion des
RCSF. Il est maintenant naturel de considérer les RCSF comme étant gérable comme une
base de données distribuées [BGS00, SZG+08].

Cette nécessité d’auto-organisation impacte principalement les couches réseaux OSI des
RCSF pour créer, lors de la phase d’initialisation, ou pour garder valide l’infrastructure
lors de la phase de maintenance. Cependant, la variabilité de la topologie du réseau doit
aussi être prise en compte dans le traitement. Nous verrons dans le chapitre 4 que la
disparition des nœuds peut influer sur la veille des capteurs afin de garantir une bonne
couverture de sensorielle.

2.1.4 Critères de conception

Afin de concevoir un réseau de capteurs en vue d’une application, il faut prendre en
compte différents aspects. Ces aspects concernent d’une part les équipements à embarqués
tel que les capteurs, les modules de communication et de traitement, etc. D’autre part,
l’environnement dans lequel un réseau de capteurs est déployé influence, les choix de sa
conception. Nous décrivons ci-dessous les différents critères génériques à satisfaire pour
concevoir un RCSF pertinent.

Tolérance aux fautes Comme les capteurs ont une structure particulièrement simple,
que leur capacité d’alimentation est limitée et que leur fabrication est à bas coût, ils
sont particulièrement sensible aux moindres défauts de fabrication ou de positionnement.
Ils peuvent être facilement endommagés avant le déploiement, lors de celui-ci ou par
l’environnement lors du fonctionnement du RCSF. Il faut par conséquent éviter que les
dommages causés par ou sur un petit nombre du nœuds aient pour résultat la paralysie
complète du réseau.

Ainsi, la prise en compte d’une qualité insuffisante des capteurs doit être intégrée aux al-
gorithmes de traitement du réseaux de capteurs. L’article [KYX14] propose, par exemple,
de détecter par un algorithme décentralisé ces mauvaises mesures par un calcul de corré-
lations croisées.

Passage à l’échelle Le nombre de capteurs est une variable à fixer finement. Il peut
varier de quelques centaines ou quelques milliers à quelques millions. Le modèle de calcul
distribué doit être particulièrement efficace dans toutes ces situations et doit donc passer
à l’échelle. De même la gestion de l’infrastructure ne peut se faire de façon purement
centralisée et statique pour éviter la congestion des transmissions. De même la gestion
des interférences reste un sujet sensible au niveau physique des communications [GK00].
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Coûts Le coût global d’un RCSF est principalement influencer par le prix des nœuds
capteurs et de leur logiciel. Il faut donc réduire au maximum le coût unitaire des capteurs.
De même, le logiciel de chaque capteur doit être identique et seul un identifiant marqué
matériellement permettra de distinguer les différents nœuds entre eux.

Contraintes matérielles Bien que les composants électroniques des nœuds deviennent
de plus en plus intégrés, le choix de la technologie influence le coût mais aussi la qualité des
mesures. Le compromis entre un nombre important de capteurs de mauvaise qualité et une
quantité plus faible mais de meilleure facture devient le premier élément de choix. D’autres
contraintes matérielles s’ajoutent comme l’intégration des capteurs dans l’application :
invisibilité des capteurs, accroche des capteurs sur des supports physiques ou biologiques,
etc.

Transmission Selon l’environnement de mesure, le support de transmission du réseau
de capteurs doit être choisi avec soin. Les communications peuvent par exemple reposer
sur de l’infra-rouge, des transmissions radio ou encore optique. Le canal de transmission
sera différent selon ce choix. De même, si des capteurs sont mobiles, leur retransmission
pourra se faire par exemple par des communications en champs proche (NFC) lors de
leur passage à proximité d’un récepteur NFC fixe. Naturellement, le développement de
protocoles tels que ZigBee ou 6LoWPAN basés sur la norme IEEE 802.15.4 tendent à
fixer les media de transmission aux ondes radio et leurs bandes de fréquences.

De même la compression des données est primordiale pour limiter les communications et
augmenter la capacité réelle du réseau. Cette compression et sa relation avec la transmis-
sion doit être particulièrement étudiée notamment dans des environnements particuliers
comme les tunnels [HLH14].

Environnement Les capteurs sont sensés détecter leur environnement. Selon l’applica-
tion, cela peut être la maison, les terres agricoles, les cours d’eau, collines, bâtiments, et
même la pelouse ou encore des zones dangereuse comme les champs de bataille ou dans
les profondeurs inconnues de l’espace humain comme les océans, les cratères, etc. Par
conséquent, les capteurs doivent être conçus pour résister à leur environnement tout en
recueillant une grande variété de mesures environnementales.

Infrastructure Le choix de la gestion de l’infrastructure du réseau est primordial car
la topologie du RCSF variera profondément pendant sa vie. On peut décomposer en trois
phases la mise en place, l’utilisation et la maintenance du RCSF :

1ère phase : la planification et la phase déploiement Cette phase concerne prin-
cipalement la façon de disposer les nœuds dans la zone cible ainsi que leur densité
spatiale. Dans certain environnement, le déploiement des capteurs peut être soi-
gneusement planifié à l’avance en se basant sur un modèle ad hoc. Mais dans la
plupart des circonstances, par exemple pour une dispersion dans les océans, les
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forêts et autres champs de bataille, la prédiction de disposition des capteurs dissé-
minés aléatoirement sur la zone cible est impossible.

2nde phase : initialisation de l’infrastructure En théorie, après que les capteurs
soient complètement déployés, les nœuds ont formé une architecture complète de
réseau de capteurs sans fil. Toutefois la position des capteurs est facilement in-
fluencée par des facteurs environnementaux, comme la pluie, le vent. De même
l’épuisement des batteries, ou des dysfonctionnements internes entraînent des mo-
difications profondes de la topologie du réseau et donc de son infrastructure. Le
système doit faire face à de telles situations pour réagir intelligemment. Par consé-
quent, la conception des logiciels des nœuds de capteurs des RCSF doit prendre en
compte ces possibles modifications.

3ème phase : déploiement supplémentaires Après une certaine période, de nom-
breux capteurs peuvent être indisponibles en raison d’une grave pénurie d’énergie
ou d’un endommagement extérieur. Le nombre et la position de ces capteurs in-
disponibles peuvent rendre le réseau fragile. Il devient alors nécessaire, si possible,
d’intervenir extérieurement par un redéploiement, ciblé ou non, de capteurs dans
la zone pour palier aux manques et ainsi augmenter la durée de vie du RCSF.
L’auto-organisation du réseau rend cette opération plus simple mais le choix de
l’instant de cette opération est importante tout comme la quantité de capteurs et
le ciblage de leur redéploiement.

La quantité importante de critères présentés ci-dessus ainsi que les vastes possibilités d’ap-
plication des réseaux de capteurs rend difficile les choix de conception. L’article [RM04]
fait l’inventaire et créée un « espace » de conception des réseaux de capteurs.

2.2 Couverture et connectivité

Les nœuds d’un RCSF interagissent avec d’une part les autres nœuds pour former un
réseau de communication et d’autre part avec le monde physique via les capteurs. Ces
interactions sont fortement liées à la position des capteurs sur le terrain des opérations et
donc à la stratégie de déploiement du RCSF.

Naturellement, il est nécessaire de disposer de mesures qualitatives et quantitatives de ces
interactions entre les nœuds et avec le monde physique pour pouvoir comparer objective-
ment les déploiements des RCSF. Mais ces mesures sont aussi très utiles pour configurer
le réseau en temps réel afin d’augmenter sa durée de vie tout en respectant les contraintes
de son application.

La connectivité du réseau de communication est bien sûr tout indiquée pour fournir la
mesure adéquate des interactions entre les capteurs. Pour les relations avec les phénomènes
captés par le RCSF, il n’y a pas de mesure universelle mais plusieurs notions de couverture
qu’il faut adapté selon l’application. Ces deux aspects sont discutés plus en détail ci-
dessous.



16 CHAPITRE 2. LES RÉSEAUX DE CAPTEURS SANS FIL

2.2.1 Connectivité

Comme les unités d’un RCSF communiquent entre eux sans fil, il est naturel de construire
le graphe du réseau des communications. Chaque sommet du graphe est une unité et
deux unités sont reliées entre elles si elles peuvent communiquer entre elle directement.
Les articles de la littérature concernant la connectivité dans les réseaux considèrent ma-
joritairement que les deux unités peuvent communiquer dans les deux sens, toutefois si
la communication est unidirectionnelle, il reste possible, mutatis mutandis, de considérer
des graphes orientés.

À partir du graphe des communications, nous pouvons calculer la connectivité, c’est-à-dire
savoir si tous les nœuds peuvent communiquer avec tous les autres nœuds en utilisant si
nécessaire plusieurs nœuds intermédiaires. Comme le graphe est fini, cela est équivalent
au fait qu’il n’y a qu’une unique composante connexes ou encore qu’entre deux sommets
du graphe, il existe au moins un chemin.

Ainsi la connectivité assure la cohésion du réseau de communication. Toutefois, elle ne
mesure pas la capacité du réseau à résister à la suppression de certains liens de commu-
nications. Le critère de k-connectivité permet de répondre à cela en calculant le nombre
minimal de chemins entre deux nœuds distincts du réseau. Selon le théorème de Men-
ger [Die00], la k-connectivité est reliée à la résistance du réseau.

L’utilisation de la théorie des graphes pour étudier les problèmes de connectivité est natu-
relle et permet l’utilisation d’une grande richesse théorique pour en faire l’analyse [GR01]
mais aussi un grand nombre d’algorithmes pour les calculs effectifs [Jun05].

Connaître la connectivité d’un réseau de capteur à chaque instant permet d’en augmenter
la durée de vie en modifiant sa configuration. En effet, la diminution de la puissance
d’émission implique une consommation énergétique plus faible et donc une plus grande
durée de vie. Il faut donc si possible limiter au maximum cette puissance d’émission pour
chaque capteur tout en garantissant une bonne connectivité globale. Un avantage collatéral
de la diminution de la puissance d’émission est la limitation induite de l’interférence au
niveau des récepteurs. Ainsi, les communications seront moins affectées et la probabilité
d’erreur améliorée. La capacité du réseau au sens de [GK00] est augmentée au niveau des
constantes des bornes asymptotiques du débit.

Toutefois la puissance n’est peut-être pas modulable finement. Une approche plus radicale
consiste à mettre en veille, autant que faire se peut, les modules de communication des
nœuds qui ne sont pas primordiaux pour maintenir le réseau. Leur réveil se fera lorsque le
besoin s’en fera ressentir. Une autre solution consiste à mettre en place un ordonnancement
des périodes de veille et de sommeil pour chaque capteur sous la contrainte de connectivité
du réseau de communication [GD08, ZZS12].

La connectivité initiale, c’est-à-dire au moment du déploiement du réseau est essentielle.
En effet, si cette dernière n’est pas suffisante il faudra faire un redéploiement si possible
ou bien déplacer des nœuds si la possibilité en est offerte soit par une unité mobile soit
par intervention de l’opérateur du RCSF.
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Heureusement, la connectivité d’un déploiement aléatoire est bien étudiée par la théorie
de la percolation [FM07]. Sous un modèle de déploiement aléatoire suivant un processus
spatial de Poisson et pour plusieurs modèles de communication, il existe une densité
critique θ telle que si la densité du réseau est supérieure à θ alors le réseau est connecté
avec une forte probabilité. Ces résultats sont valables pour des réseaux infinis mais ils
restent pertinents dans la situation d’un RCSF suffisamment dense.

Ainsi le déploiement aléatoire est une bonne solution si la densité des nœuds est suffisante.
Il est de plus possible de moduler l’homogénéité du réseau selon les zones à couvrir tout
en ayant la garantie de connectivité.

D’autres stratégies de déploiement plus déterministes sont envisageables pour répartir
de façon la plus homogène les capteurs et qui garantissent la connectivité. Toutefois,
ces stratégies sont aussi contraintes par les problèmes de couverture que nous verrons
ci-dessous.

Comme nous l’avons vu, la partie réseau des RCSF se mesure notamment par la connec-
tivité et la k-connectivité du graphe des communications. Il en va donc de même pour le
routage. Toutefois, les spécificités des RCSF doivent être prises en compte dans la mise
en place du routage. D’une part, le routage doit être suffisamment solide pour résister
à la défaillance des nœuds. Une solution basé sur la topologie algébrique est proposée
dans [ZSL+10]. Plus précisément, le graphe de communication est immergé dans un es-
pace hyperbolique puis le revêtement universel est calculé. Une fois fait, le routage devient
un simple routage glouton et géré uniquement localement.

Cette idée d’immerger dans un espace euclidien puis de modifier la représentation du
graphe des communications permet de plus d’équilibrer les routes entre les nœuds. Par
exemple la solution précédemment citée [ZSL+10] ou celle de [GNB+14] évitent la création
« d’autoroutes » dans le routage car celles-ci tendent à utiliser quelques nœuds clefs qui,
par conséquent, utilisent d’avantage leur réserve d’énergie.

2.2.2 Couverture

La connectivité est importante pour le réseau du point de vue des communications entre les
nœuds mais la couverture sensorielle est la véritable raison d’être des réseaux de capteurs.
En effet, le déploiement d’un tel réseau est justifié par son application qui découle des
mesures physiques faites sur le terrain. C’est pourquoi le problème de la connectivité du
réseau est souvent transformé en pratique en une contrainte à satisfaire pour l’optimisation
de la couverture.

La couverture est le cœur des applications des réseaux de capteurs car elle mesure la
relation entre ce réseau et l’environnement. Naturellement, la quantification de cette cou-
verture dépend fortement des besoins de l’application, c’est pourquoi plusieurs notions de
couverture sont apparues.

Nous appellerons dorénavant couverture la couverture sensorielle.



18 CHAPITRE 2. LES RÉSEAUX DE CAPTEURS SANS FIL

2.2.2.1 La modélisation de la couverture

Quelque soit le type de couverture du réseau de capteurs souhaitée, elle se déduit de la
couverture associée à chacune de ses unités. Il est donc nécessaire d’avoir un modèle de la
couverture d’une seule unité. Ce modèle est souvent très simplifié par rapport à la réalité
car la mesure n’est viable qu’à la position du capteurs et l’inférence de la mesure sur une
surface entourant le capteurs n’est pas immédiate ni même parfois possible.

Toutefois, selon le modèle le plus simple possible, une unité couvre un disque d’un rayon
fixé, dit rayon de couverture [ZZS12]. La couverture globale du réseau est alors la juxta-
position des disques autour de chaque unité.

Naturellement ce modèle simpliste présente de nombreux défauts. Il ne permet pas de
prendre en compte les spécificités locales autour des capteurs comme les accidents du ter-
rain entraînant un domaine de couverture non circulaire. Cependant, ce modèle a l’avan-
tage de sa simplicité et permet de se forger une intuition sur les notions de couverture.

Un modèle plus réaliste peut être obtenu en introduisant en plus un anneau autour du
disque de couverture dans lequel, avec une certaine probabilité, le capteur détecte ou non
un événement. Ce modèle peut encore être affiné en affectant une probabilité de détection
qui décroît avec la distance de l’événement au capteur.

La forme de disque du domaine de détection pour chaque capteur est contraignante.
Toutefois, par la topologie et grâce à la définition d’une intégrale utilisant la mesure
d’Euler [BG10], il est possible de s’en détacher partiellement pour compter le nombre de
cibles [BG09] même si le domaine de détection de chaque capteur n’est pas un disque et
même si les capteurs ne peuvent pas identifier les cibles.

Les modèles précédents sont particulièrement attractifs pour les problèmes de détection
car alors, il est particulièrement simple de construire la couverture de détection ne serait-
ce que sous forme probabiliste en juxtaposant les disques de couverture de chaque unité.
Mais cette approche reste très limitée si l’application du réseau de capteurs s’appuie sur
des problèmes d’estimation du champ de mesure.

D’autres modèles sont alors nécessaires pour reconstruire le champ à partir des mesures
faites par les capteurs. Il s’agit bien maintenant de problème d’échantillonnage non uni-
forme d’un champ bidimensionnel ou tridimensionnel. Une approche similaire un théorème
de Shannon–Nyquist est possible en limitant la plage de fréquences du champ comme dans
l’article [KIR11] qui prend en compte la piètre qualité des capteurs ou de la quantification
des mesure.

D’autres approches plus pragmatiques sont basées sur une reconstruction du champ grâce
à des fonctions noyaux si le champ est homogène et isotrope [RM09]. La résolution
de la construction de l’estimateur se réduit à une approche linéaire comme dans l’ar-
ticle [NCV08a] qui permet aussi de prendre en compte une imprécision dans la localisa-
tion des capteurs. Si le réseau de capteurs comprend des unités mobiles, elles peuvent être
mises à contribution pour améliorer la reconstruction du champ [UV13].
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Naturellement, il faut, parallèlement à l’utilisation de ces modèles basés sur l’échantillon-
nage spatial, redéfinir la notion de couverture pour pouvoir répondre aux questions concer-
nant l’insuffisance ou l’absence de la couverture. Nous verrons à la section 3.3 comment
nous avons répondu à cette difficulté grâce à la reconstruction par régression gaussienne
d’un champ bidimensionnel.

Dans tous les cas, les modèles précédents supposent que la localisation de chaque capteur
est disponible pour pouvoir reconstruire soit le champ soit la zone couverte pour enfin
répondre aux problèmes de la couverture. Il semble en effet intuitif que pour connaître la
couverture d’un réseau de capteurs il faille connaître leurs positions, au moins approxima-
tive. Or, même sans cette information ou alors dans une version très dégradée, certaines
connaissances sur la couverture peuvent être extraites ! En effet, la présence d’un ou plu-
sieurs trous dans la couverture grâce à des outils topologiques reste détectable à la suite
des travaux de Ghrist, de de Silva et de Muhammad [GM05, dSG06, dSG07a, dSG07b].
Leurs travaux forment les fondations de nos résultats et de notre approches présentées au
prochain chapitre, à la section 3.3.

2.2.2.2 Différentes notions de couverture

Quelque soit le modèle de la couverture utilisée, les applications ne recherchent pas force-
ment le même objectif. Il est d’usage de réutiliser dans le domaine des réseaux de capteurs
la classification introduite par Gage dans [Gag92] pour les systèmes multi-robots.

Il faut par conséquent distinguer quatre notions de couverture selon l’objectif [IM05] qui
sont la couverture ponctuelle, de zone, de frontière ou glissante.

La couverture ponctuelle ou « point coverage » en anglais, consiste, comme cela est
illustré sur la figure 2.4 à assurer la surveillance de certains points particuliers de la zone
où le réseau de capteurs est déployé.

Ce type de couverture semble antinomique avec le déploiement d’un réseau de capteurs qui,
échantillonnant un espace bidimensionnel ou tridimensionnel, cherche à surveiller un zone.
Toutefois, la surveillance de multiples points d’une zone permet d’approcher la surveillance
d’une zone si les points à surveiller sont suffisamment dense et bien placés [YDC05].

Il est en effet plus simple de déterminer si un réseau de capteurs surveille quelques
points [HB06] que de certifier s’il surveille parfaitement une zone. De plus, une approche
aléatoire de déploiement, par exemple en utilisant un processus spatial de Poisson, est
grandement simplifier par cette approche.

La couverture de zone ou « area coverage, » est la couverture généralement sous
entendue dans le domaine des réseaux de capteurs. Il s’agit de certifier si une zone pré-
déterminée est couverte par l’ensemble du réseau comme l’illustre la figure 2.5. En effet,
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Figure 2.4 – Couverture ponctuelle

toutes les applications environnementales, militaires ou autre reposent sur la surveillance
d’une zone.

À l’instar de la connectivité, il est aussi possible d’introduire la notion de k-couverture [HT03]
qui indique que chaque point de la zone à observer l’est par au moins k capteurs.

Naturellement, certifier la couverture d’une zone à partir des capteurs dépend du modèle
de couverture de chaque unité comme ceux présentés à la section précédente. Les algo-
rithmes de certification reposent souvent sur la position bruitée ou non des capteurs et
utilisent la géométrie à partir des positions et d’un modèle basé sur un rayon de couver-
ture.

Toutefois, quelques approches [ZH05, JS08] utilisent un moyen détourné pour revenir à la
méthode géométrique précédente en assumant une relation entre le rayon de communica-
tion et le rayon de couverture et en travaillant alors sur le réseau de communication pour
inférer indirectement la couverture.

Nous verrons dans le prochain chapitre 3 que, grâce à la topologie algébrique la position
des capteurs n’est pas si importante et que cette donnée peut être relâchée. Ainsi un
modèle géométrique basique de la couverture peut être remplacé par un modèle plus
réaliste basé sur les corrélations entre les mesures des capteurs.

Décider si une zone est couverte ou non est nécessaire pour définir la stratégie de déploie-
ment. En effet, si le déploiement n’est pas aléatoire ou si la densité locale des capteurs
peut être choisie, alors il faut positionner les capteurs de façon optimale tout en assurant
la couverture [BKX+06] ou la k-couverture [BXY+08, BYX+08] mais aussi la connectivité
du réseau.

La sélection des capteurs forme la seconde utilisation des algorithmes déterminant la
couverture. En effet, si le réseau est densément déployé, il y a certainement beaucoup de
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surface à observée

Figure 2.5 – Couverture de zone

redondance entre les capteurs. Il est donc possible de n’en sélectionner qu’une partie tout
en garantissant et la couverture et la connectivité [ZH05, SRL07, JS08].

Il est possible par la sélection des capteurs d’augmenter drastiquement la durée de vie du
réseau en mettant en veille les capteurs redondants. Le réveil des capteurs ne se fait que si
nécessaire par exemple lorsque des capteurs disparaissent en créant un trou de couverture.

Les algorithmes de sélection de capteurs sont des réminiscences d’heuristique résolvant le
problème dit du « sac à dos » et sont donc difficiles au sens théorique du terme. Toutefois,
sans chercher à atteindre l’optimal, il est possible de sélectionner quelques capteurs avec
de la redondance résiduelle mais plus simplement. Nous verrons qu’un résultat connexe à
notre algorithme du chapitre 4 permet de faire de la sélection de capteur adaptative.

La couverture de frontière ou « barrier coverage, » est principalement utilisée pour
la détection d’intrusion. Il est nécessaire que le réseau de capteurs couvre la frontière ou
la barrière à surveiller comme l’illustre la figure 2.6.

La couverture de frontière est la version unidimensionnelle de la couverture contrairement
à la version bidimensionnelle de la couverture de zone et de la version ponctuelle. Mais à
l’instar du théorème de Green, connaître les passages d’une cible au travers d’une frontière
permet de connaître le contenu d’une zone. Cela permet de faire de la poursuite de cible
simplement [SG13].

La problématique est double. Il faut soit certifier la couverture d’une barrière [KLA05,
CKL07] soit créer une barrière d’un bord à l’autre d’une zone de déploiement d’un réseau
de capteur [LDW08]. Dans ce dernier cas, un réseau est déjà déployer et il faut s’assurer
par exemple qu’il n’existe pas de route allant de l’est à l’ouest qui soit indétectable par
le réseau.

Si le déploiement est aléatoire, la probabilité de présence d’une barrière dans un réseau
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Figure 2.6 – Couverture de frontière

de capteur est fortement reliée à la théorie de la percolation. Cette théorie indique qu’il
y a une densité minimale de capteurs au delà de laquelle, avec une grande probabilité, la
présence d’une barrière est assurée [FM07].

La couverture glissante ou « sweep coverage, » fait intervenir des unités mobiles dans
le réseau de capteurs. La mobilité permet à un capteur de couvrir une zone plus grande
comme le montre la figure 2.7.

L’introduction du temps étend le problème de couverture. Il faut par exemple déter-
miner un chemin qui assure la couverture dans un temps donné d’une série de points
d’intérêt [LCL+11] ou d’une zone. La couverture de frontière est aussi modifiée par la
dimension temporelle : il s’agit alors de certifier qu’aucune intrusion ne peut être détectée
lors de la trajectoire des différents mobiles. Ainsi, la couverture glissante n’est pas spécifi-
quement une notion de couverture mais plus exactement la prise en compte de la mobilité
de certains capteurs.

Il faut donc pouvoir déterminer algorithmiquement si la couverture est garantie étant
donné le réseau et les mouvements. Pour cela, la topologie algébrique peut aider [Ada13].
L’application de ce type d’algorithmes est alors de planifier les trajectoires des capteurs
mobiles.

2.3 Conclusion

Nous avons passé en revue dans ce chapitre différents aspects des réseaux de capteurs
allant de leur définition à leurs applications en passant par leurs caractéristiques. Parmi
celles-ci, les notions de connexité et de couverture ont été d’avantage approfondies.

La suite de la présentation de nos travaux en sera simplifiée car nous avons mis en exergue
les particularités de la couverture qui est à la base de nos choix. Par exemple, la difficulté
de la localisation précise des capteurs nous a amené dans le prochain chapitre à choisir
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Figure 2.7 – Couverture glissante

une détection des trous de couverture basée sur une approche purement topologique qui
ne présuppose aucune connaissance des positions des capteurs.

De même, nous avons concilié une modélisation stochastique avec la détection de trou
de couverture par la topologie pour répondre à la rusticité des modèles de couverture
sensorielle qui sont classiquement utilisés dans la littérature et que nous avons survolés
dans ce chapitre
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Les réseaux de capteurs sans fil gèrent localement des données localisées qui doivent être
ensuite intégrées et fusionnées pour fournir la mesure globale nécessaire à l’application.
Ce passage du local au global est fondamentalement inhérent à la topologie du réseau. En
effet la localisation est prise en compte par la notion de proximité alors que le passage
au global est fait par le calcul d’invariants topologiques qui concernent l’espace entier.
Prenons l’exemple de la formule de Gauss-Bonnet qui relie la courbure d’un espace, notion
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purement locale, à la caractéristique d’Euler-Poincaré de l’espace, notion topologique
purement globale qui compte algébriquement le nombre de « trous » de l’espace [Ghr14].

La topologie permet aussi des raisonnements inverses qui montrent l’impossibilité de ce
passage vers le global. Par exemple, Penrose démontre dans [Pen93] par la topologie
algébrique que la fameuse tri-poutre d’Escher est impossible à construire dans l’espace.
Plus précisément, un calcul de groupe de cohomologie d’un espace bien choisi montre une
obstruction à sa construction.

Certains livres récemment publiés [Ghr14] ou [Rob14a] présentent bien l’intérêt de l’ap-
proche topologique du passage du local au global dans un certain nombres d’applications
dont les RCSF.

C’est également ce que nous souhaitons montrer en introduisant la topologie et la topologie
algébrique dans la section 3.1. Pour pouvoir l’appliquer, nous aurons besoin de revenir
sur la régression d’un champ de mesure grâce aux processus gaussiens présentés à la
section 3.2. Ensuite, l’application à la détection de trous de couverture de mesure sera
l’objet de la dernière section 3.3. Enfin, la section 3.4 conclura ce chapitre.

3.1 Notion de topologie et de topologie algébrique

La topologie est la branche des mathématiques qui étudie les espaces avec une notion de
proximité entre les points [AF07, Cro05, Mas91]. Cette notion de proximité doit être prise
en un sens très large ; elle ne repose pas nécessairement sur la donnée d’une métrique car
alors celle-ci produit des résultats quantitatifs.

La notion de proximité est encodée grâce à un ensemble de sous-ensembles, dont l’espace
entier, stable par réunion, par intersections finies ou dénombrables et par complémentaire.
Ces sous-ensembles sont appelés les ouverts de l’espace et caractérisent la topologie. Les
fonctions continues sont les fonctions entre espace qui respectent la topologie, c’est-à-dire
la notion de proximité de l’ensemble de départ et transporté vers l’ensemble d’arrivée. Si
ces notions sont équivalentes pour les espaces de départ et d’arrivée d’une fonction, les
espaces sont qualifiés d’homéomorphiques et la fonction un homéomorphisme.

La topologie fournit des invariants très souples sur les espaces comme le nombre de com-
posants connexes, la compacité, le genre des surfaces, etc. Ces souplesses proviennent de
la généralité des fonctions continues.

La théorie mathématique de la topologie commence depuis un certain nombre d’années à
être utilisée en sciences appliquées [EH10, Ghr14].
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Figure 3.1 – Exemple d’espace combinatoire

3.1.1 Représentation des espaces

Toutefois, l’approche algorithmique de la topologie reste difficile sur des espaces trop
généraux. Il devient nécessaire de rendre les espaces manipulables et donc définis combi-
natoirement.

L’approche classique consiste à approcher un espace continue donné sous forme d’une
variété, différentielle ou non, par un complexe simplicial. Par exemple une surface est
approché par une triangulation. La manipulation des complexes simpliciaux ne nécessite
pas la plupart du temps sa réalisation géométrique.

Les espaces sont dans nos travaux des espaces combinatoires comme les complexes simpli-
ciaux ou cellulaires, trips pour Kozlov [Koz08]. Ils sont directement définis par un ensemble
de points, puis un ensemble d’arêtes, puis un ensemble de triangles suivi par un ensemble
de tétraèdres, etc.

Ces espaces définis combinatoirement permettent l’utilisation d’algorithmes. Algorithmes
rassemblés au sein d’une nouvelle branche de la topologie dite topologie combinatoire
algébrique [Koz08].

Un espace X de dimension n est décomposé en cellules de dimension 0, 1 à n. Le recol-
lement entre ces cellules se fait par l’intermédiaire de la notion de bord : le bord d’une
cellule de dimension k est un ensemble de cellule de dimension k − 1. Une cellule τ qui
est sur le bord de la cellule σ est appelée une face de σ alors que σ est une coface de τ .

Si les cellules sont des simplexes, points, arêtes, triangles, tétraèdres, etc. Ces espaces sont
appelés des complexes simpliciaux.

La figure 3.1 montre une triangulation d’un anneau par un complexe simplicial qui servira
d’exemple tout au long de cette introduction à la topologie algébrique. Cette triangulation
est composée de
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— 15 cellules de dimension 2, ses triangles ;
— 30 cellules de dimension 1, ses arêtes ;
— 15 cellules de dimension 0, ses sommets.

La bordure d’un triangle est composée de ses arêtes. Par exemple la bordure de abg est
la somme de ab, ag et bg. Cependant, les sommets ne font pas partie du bord de abg.

À l’instar de la résolution par Euler du problème des « sept ponts de Königsberg » grâce
à une modélisation par un graphe, l’analyse d’une situation utilisant les méthodes topo-
logiques commence souvent par sa formalisation spatiale sous forme de cellules et de rela-
tions de bord. Par exemple, les interférences entre les nœuds d’un réseau sont directement
modélisées par des complexes simpliciaux dans [Rob13a]. De même [VDM13b, VDM13a]
utilisent les complexes simpliciaux pour modéliser la planification des fréquences, la ges-
tion de l’énergie ou encore la couverture.

Les structures de données qui permettent la manipulation des espaces combinatoires re-
posent surtout sur la relation de bordure. En effet, il suffit de retenir les cellules et la rela-
tion d’incidence entre faces et entre cofaces. Si le complexe est simplicial alors des struc-
tures plus performantes et moins gourmandes en mémoire sont proposées dans [BM12]
et [BDM13]. Par contre si la structure provient d’une triangulation d’une variété dont
les triangles sont orientés par la géométrie alors [Zom05] décrit une structure de don-
nées, nommée « quadedge data structure, » qui permet une gestion plus précise de cette
triangulation.

3.1.2 Linéarisation

Les invariants proposés par la topologie générale sont souvent qualitatifs et donc difficiles
à calculer pour un ordinateur. La topologie algébrique [Hat01, Koz08, Mas91, BT82]
répond à cela en calculant des invariants quantitatifs. Par contre, ces invariants ne sont
pas nécessairement des valeurs scalaires mais plutôt des groupes, des espaces vectoriels
ou d’autres structures algébriques.

Nous nous intéresserons surtout aux groupes d’homologie ou de cohomologie. Leur défini-
tion nécessite de linéariser l’espace topologique X. À partir de cet espace, nous construi-
sons un complexe qui est un ensemble d’espaces vectoriels Ck et d’applications linéaires
∂k : Ck → Ck−1,

0
∂n+1−→ Cn

∂n−→ Cn−1
∂n−1−→ · · · ∂k+1−→ Ck

∂k−→ Ck−1
∂k−1−→ · · ·C1

∂1−→ C0
∂0−→ 0 (3.1)

Les espaces Ck sont formés par les combinaisons linéaires des cellules de dimension k.
Un vecteur de Ck est donc de la forme c =

∑

σ∈Xk
cσ σ ; autrement dit c représente un

ensemble fini de cellules σ de dimension k pondérées par leur poids cσ. Ces vecteurs sont
appelés des chaînes. Nous noterons C⋆ le complexe entier lorsque toutes les dimensions
sont prises en compte.
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Figure 3.2 – Exemple d’une chaîne et de sa bordure

Comme le complexe est de dimension n, il n’y a pas de cellule de dimension n + 1. Par
conséquent l’espace vectoriel Cn+1 est trivial ce qui explique l’espace 0 à gauche de (3.1).
De même la dimension −1 est ici incongrue d’où un espace trivial pour C−1 et la présence
du second 0 de l’équation (3.1).

Le poids cσ des chaînes est souvent pris entier ou appartenant à un corps. L’utilisation
de corps finis est intéressante en algorithmique car les erreurs d’arrondis y sont absentes.
Plus encore, l’utilisation du corps binaire Z2 permet d’omettre l’orientation des cellules
car un élément est l’égal de son opposé. Une chaîne est donc représentable comme une
collection de cellules. Par la suite, si la perte d’information concernant l’orientation n’est
pas primordiale dans nos applications, le corps binaire sera utilisé.

Les opérateurs ∂k permettent de passer d’une chaîne de dimension k vers une chaîne de
dimension k−1 qui représente le bord de la chaîne de départ. Pour simplifier les notations,
les indices k des opérateurs ∂k sont souvent omis car sous-entendus par le contexte.

Les complexes de chaînes et les opérateurs de bord satisfont la propriété fondamentale

∂k∂k−1 = 0, (3.2)

qui est la relation algébrique indiquant que le bord d’un bord est vide. Nous verrons que
cette propriété est à la base de l’homologie.

En continuant l’exemple précédent, à une cellule abg, nous associons la chaîne élémentaire
(abg). Sur la figure 3.2, la partie grisée abhg est représenté par la chaîne (abg) + (bgh).
L’opérateur de bordure est particulièrement simple, ∂(abg) = (ab)+(bg)+(ag) et ∂(bgh) =
(bg) + (gh) + (bh). Par linéarité, nous avons

∂
(

(abg) + (bgh)
)

= (ab) + (bg) + (ag)
︸ ︷︷ ︸

∂(abg)

+ (bg) + (gh) + (bh)
︸ ︷︷ ︸

∂(bgh)

= (ab) + (ag) + (gh) + (bh),

(3.3)
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car nous travaillons sur Z2 et donc (bg) + (bg) = 0. Le bord de abhg est donc la chaîne
représentée en trait fort vert sur la figure 3.2.

La linéarisation de l’espace d’intérêt en une série d’espaces vectoriels et la linéarisation
de la notion de bordure en un opérateur linéaire permet d’utiliser l’algèbre linéaire pour
calculer plusieurs invariants. Par exemple, la caractéristique d’Euler-Poincaré χ(X) d’un
espace général X peut s’avérer compliquée à calculer directement. Toutefois, la triangu-
lation de X puis sa linéarisation sous la forme d’un complexe C⋆ permet d’y accéder de
façon plus calculatoire grâce à la relation

χ(X) = χ(C⋆) =
∑

σ∈X

(−1)dim σ =
n∑

k=0

(−1)k dim Ck. (3.4)

La caractéristique d’une surface plane est reliée à son genre 1 g par χ = 2g−2 si la surface
est orienté et χ = g−2 sinon. Notre exemple possède une caractéristique d’Euler-Poincaré
de χ = 15− 30 + 15 = 0 qui indique ici la présence d’un unique trou.

La caractéristique d’Euler-Poincaré peut être vue comme une mesure sur les espaces car
χ(A ∪ B) = χ(A) + χ(B) − χ(A ∩ B). Tout une théorie de l’intégration [BG10, Cur13]
et de transformations intégrales [GR11] peut se développer avec cette approche avec en
application [BG09] le comptage de cible grâce à un RCSF dont les capteurs ne peuvent
que compter le nombre de cibles alentour sans les identifier. Cette théorie intégrale permet
une approche topologique du traitement du signal [CGR12].

3.1.3 Groupes d’homologie

Poincaré [Poi95] a développé la topologie algébrique à la fin du XIXème et au début du
XXème siècle pour quantifier les espaces topologiques avec des objets plus génériques que
des nombres comme les groupes d’homotopie πk(X) dont le groupe fondamental π(X).

Toutefois le calcul de ces groupes est difficile et algorithmiquement complexe. La ver-
sion linéarisée qui repose sur les complexes présentés précédemment est beaucoup plus
accessible car ne dépendant que de l’algèbre linéaire mais elle est moins puissante car elle
discrimine moins les espaces topologiques.

Les complexes permettent de représenter un sous espace par un vecteur. Cependant, tout
les sous espaces ne sont pas intéressants en topologie algébrique ; les groupes d’homologie
gardent les aspects essentiels des sous-espaces intéressants tout en retirant les sous-espaces
sans intérêt.

1. le genre est le nombre maximum de courbes fermées simples sans points communs pouvant être
tracées sur cette surface sans la déconnecter.
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Figure 3.3 – Exemple de chaînes

3.1.3.1 Le groupe H0

Le groupe d’homologie H0(X) tente de capturer la notion de connectivité du complexe
X. Par exemple, sur la gauche de la figure 3.3 nous voyons que la chaîne en bleu c =
(ag) + (gh) + (hi) connecte le sommet (a) et le sommet (i). Par conséquent (a) et (i)
appartiennent à la même composante connexe.

Il reste à transporter ce que nous voyons vers l’algèbre linéaire. Le bord de la chaîne c

vaut ∂c = ∂(ag) + ∂(gh) + ∂(hi) = (g) − (a) + (h) − (g) + (i) − (h) = (i) − (a) car
nous sommes restés général et nous avons pris en compte l’orientation des cellules. Cette
dernière équation s’écrit aussi (i) = (a) + c qui exprime le fait que le sommet (i) s’atteint
à partir du sommet (a) en suivant la chaîne d’arêtes c. Nous retrouvons donc la notion
de connexion entre (a) et (i) ; autrement dit, (a) et (i) sont équivalents. De même (c) et
(m) sont équivalents car la seconde chaîne, en rouge, de la figure 3.3 les connecte.

Une chaîne d’arêtes quelconque c connecte son bord ∂c. Par conséquent, le sous espace
de C0 donnée par l’image de ∂C1 fournit l’ensemble des sommets connectés entre eux. Le
bord d’un sommet est quant à lui toujours nul car ∂0 = 0. Donc tous les sommets sont
dans ker ∂0. Le groupe d’homologie H0(X) s’écrit

H0(X) = ker ∂0/ Im ∂1, (3.5)

qui est un espace vectoriel dont les éléments sont les sommets équivalents comme (a) et
(i) le sont.

Comme tout les sommets de la figure 3.3 sont atteignables à partir de (a) en suivant une
chaîne, le groupe H0 est un espace vectoriel de dimension 1 signifiant qu’il n’y a qu’une
seule composante connexe.

3.1.3.2 Le groupe H1

Le groupe H1(X) recherche les « trous » de X. L’idée est de trouver une chaîne qui fasse
le tour du trou sans pouvoir être réduite à zéro.
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Notons, pour les besoins de l’exemple, c et d les deux chaînes de dimensions 1 à droite
de la figure 3.3 qui sont respectivement en trait fort bleu et en trait tireté rouge.

Tout d’abord une chaîne qui entoure un sous-espace ou un trou est nécessairement sans
bord. En effet ∂c = 0 et ∂d = 0. Autrement les chaînes n’entoureraient rien. Par contre,
certaines chaînes sont inintéressantes car elles entourent un sous-espace plein. Par exemple
la chaîne (ab) + (bh) + (hg) + (ga) de la figure 3.2 entoure la chaîne (abg) + (bgh) qui n’est
pas un trou car elle appartient à C2.

Par conséquent une chaîne d’arête entoure un trou si elle n’est pas la bordure d’une chaîne
de cellules de dimension 2. Autrement dit, les chaînes dans Im ∂2 ne sont pas à prendre
en compte.

De même les chaînes c et d entoure le même trou. Ils faut donc une méthode pour les
rendre équivalentes. En fait, en prenant b ∈ C2 la chaîne de dimension 2 qui contient tous
les triangles sauf (ick) avec les bons signes, on trouve que d = c+∂2b ; c’est-à-dire que les
chaînes c et d prises ensemble entoure un sous-espace inclus dans X. Il est donc possible
de déformer la chaîne c en la chaîne d sans la « déchirer. »

L’espace vectoriel de toutes les chaînes équivalentes décrites ci-dessus s’écrit H1(X) qui
est donné à l’instar de H0(X) par

H1(X) = ker ∂1/ Im ∂2. (3.6)

La dimension de H1(X) fournit le nombre de trous détectés par l’homologie. Ses vec-
teurs sont des classes d’équivalence dont les représentants sont des chaînes « entourant
les trous. » Malheureusement, il n’y a pas de représentants canoniques ; c’est-à-dire que
c et d sont tout aussi valables pour représenter le trou de l’anneau. D’autres considé-
rations doivent être utilisées pour choisir entre les deux comme cela sera discuté à la
section 3.3.6.2.

3.1.3.3 Les groupes Hk(X)

Les constructions précédentes H0 et H1 peuvent naturellement et sans difficulté être éten-
dues à toutes les dimensions pour définir les groupes d’homologie

Hk(X) = ker ∂k/ Im ∂k−1. (3.7)

La dimension βk de Hk(X) s’appelle le k-ème nombre de Betti qui mesure ne nombre de
trous de dimension k + 1. Ainsi β0 mesure les trous entre les composantes connexes, donc
leur nombre, β1 mesure le nombre de trous, β2 le nombre de cavités, etc.

Les constructions précédentes de Hk sont possibles car ∂∂ = 0 et par conséquent Im ∂k+1 ⊂
ker ∂k ce qui permet l’utilisation du quotient.

Les éléments du sous espace vectoriel ker ∂k s’appelle les k-cycles ou plus simplement les
cycles. Ce sous-espace est classiquement noté Zk. Les éléments de Bk = Im ∂k+1 sont
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Figure 3.4 – Les espaces et sous-espaces vectoriels d’un complexe

appelés les bords. Les bords sont des cycles, Bk ⊂ Zk car ∂∂ = 0 et par conséquent le
groupe Hk = Zk/Bk regroupe les cycles qui ne sont pas des bords. La figure 3.4 schématise
la relation entre les différents espaces vectoriels concernés par l’homologie.

La notation H⋆ fait référence à tous les groupes d’homologie pris dans leur ensemble. Ces
groupes forment une catégorie [Pie91, ML78] au sens mathématique du terme. Ainsi, si
un espace X est transformé en un espace Y , par une fonction continue f , les groupes
Hk(X) et Hk(Y ) sont aussi reliés par un morphisme de groupe Hk(f).

3.1.3.4 Les groupes d’homologie relative Hk(X, A)

Il est parfois utile de ne pas prendre en compte une partie A de l’espace X pour faire le
calcul des groupes d’homologie. Nous parlons alors d’homologie relative Hk(X, A). Il faut
pour cela réduire complètement le sous-espace A pour qu’il « disparaisse » lors du calcul.

La relation de sous-partie A ⊂ X est représentée par une relation de sous-complexe A⋆

au niveau du complexe C⋆ qui est la linéarisation de X. Cela permet ainsi le calcul de
Hk(X, A) qui se fera grâce aux complexes C⋆ et A⋆.

Réduire A⋆ dans C⋆ revient à considérer que les chaînes de A⋆ sont nulles. Les quotients
des espaces vectoriels Ck/Ak jouent ce rôle. Les éléments de ces espaces vectoriels sont des
chaînes de Ck donc les cellules de Ak ne sont pas prises en compte. Ainsi, certains cycles
peuvent apparaître dans Ck/Ak alors qu’ils n’existaient pas dans Ck et tous les cycles
complètement inclus dans Ak disparaissent.

Les groupes d’homologie relative Hk(X, A) sont calculés comme étant les groupes d’ho-
mologies qui utilisent ces nouveaux espaces vectoriels Ck/Ak. Il faut toutefois, pour la
définition précédente de l’homologie relative et pour leur calcul, que A⋆ soit bien un sous-
complexe et notamment que le bord d’une chaîne de A⋆ soit dans A⋆.

3.1.3.5 Méthode de calcul des groupes d’homologie

Le calcul des groupes d’homologie se fait par réduction de matrice [EH10]. Si les coef-
ficients de l’homologie sont dans un corps alors la réduction est similaire à un pivot de
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Gauss et si les coefficients sont des entiers alors une réduction sous forme normale de
Smith est nécessaire mais plus demandeuse en coût de calcul. Nous nous restreignons
dorénavant au premier cas.

Si l’opérateur de bord est exprimé dans une base adéquate, les générateurs des groupes
d’homologie se lisent directement dans la représentation matricielle de ∂. Comme la ma-
trice de cet opérateur est donnée dans une base non nécessairement intéressante, il faut
faire un changement de base intelligent qui est fourni par une réduction matricielle.

Cette réduction est calculable par un algorithme équivalent à une réduction de Gauss, et
n’utilise que des opérations élémentaires sur les colonnes de la matrice ∂. Le pseudo-code
est donné sur l’algorithme 3.1 où M :i signifie la i-ème colonne de la matrice M .

Ces opérations élémentaires peuvent s’écrire sous forme de multiplication matricielle à
droite et peuvent être inversées sous la même forme. Celles-ci sont :

— ajouter un multiple de la colonne j à la colonne i ;
— échanger les colonnes i et j ;
— multiplier la colonne i par un scalaire α.

Grâce à la réduction de ∂ nous pouvons trouver deux matrices Q et V telles que [Q |
0] = ∂k V où les colonnes de Q sont indépendantes entre elles. Plus précisément, la
décomposition précédente s’écrit sous la forme









b1 · · · bn

︸ ︷︷ ︸

Bk−1

0 · · · 0

︸ ︷︷ ︸

∂Zk









︸ ︷︷ ︸

dim Ck−1

= ∂k









v1 · · · vn

︸ ︷︷ ︸

∂−1Bk−1

z1 · · · zm

︸ ︷︷ ︸

Zk









︸ ︷︷ ︸

dim Ck

. (3.8)

Par une lecture directe, les vecteurs z1, . . . , zm forment une base des cycles Zk. De même
les vecteurs b1 à bn sont indépendants par construction et génèrent tous les bords de
dimension k − 1.

Nous remarquons, grâce à cette décomposition, la relation dim Ck = dim Bk−1 + dim Zk

qui permet de calculer autrement la caractéristique d’Euler-Poincaré,

χ(C⋆) = χ(H⋆(X)) =
∑

k

(−1)k dim Hk =
∑

k

(−1)kβk. (3.9)

La réduction précédente appliquée aux opérateurs de bord permet de récupérer une base
pour tous les Bk et les Zk. Le calcul de Hk = Zk/Bk consiste à réduire la base de Zk

sur celle de Bk. Cette réduction s’obtient par exemple en mettant sous forme échelonnée
réduite en colonne la matrice [B | Z] — où les colonnes de B et Z sont les vecteurs des
bases de Bk et Zk respectivement — pour récupérer une matrice sous la forme [B′ |H | 0]
où les colonnes de H sont des représentants générateurs indépendants de Hk.

Toutes les réductions précédentes peuvent s’effectuer en une seule opération sur une grande
matrice regroupant toute les matrices de bord. La seule réduction de cette grande matrice
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Algorithme 3.1 : Réduction sous forme échelonnée réduite par colonne
Input : Matrice de bord ∂ de taille m× n
Output : Matrices Q et V telles que Q = ∂V et Q sous forme réduite et le rang

de ∂

Data : rang

Data : premiers : tableau de n indices

1 Q← ∂

2 V ← In

3 rang← 0
4 for i← 1 to m do
5 c← i-ème colonne de Q

/* Réduction du vecteur c */

6 for j ← 1 to rang do
7 if cpremiers[j] est non nul then

/* Mise à zéro de cpremiers[j] */

8 c← c− cpremiers[i] Q:j

9 V :i ← V :i − cpremiers[i] Q:j

10 end
11 end
12 Q:i ← c

/* Mise à jour du rang si nécessaire */

13 if c 6= 0 then
/* c est un vecteur indépendant des précédents */

14 rang← rang + 1
15 premiers[rang]← indice du premier coefficient non nul de c

16 Trier par ordre croissant premiers

17 Effectuer les mêmes permutations sur les colonnes de V

18 end
19 end
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Figure 3.5 – Exemple de surface à deux trous

permet de récupérer directement les groupes d’homologie. Il faut remarquer que cette
approche est utilisable car les matrices de bord sont des matrices très creuses. En utilisant
cette spécificité et les algorithmes de réduction adaptés, le résultat reste manipulable en
mémoire d’un ordinateur.

3.1.3.6 Exemple complet de calcul de groupes d’homologie

Afin de rendre les explications ci-dessus plus concrètes, nous nous proposons de faire un
calcul des groupes H0, H1 et H2 du complexe cellulaire de la figure 3.5. Intuitivement, cet
espace est en un seul morceau avec deux trous et ne présente aucune cavité ; mathémati-
quement β0 = 1, β1 = 2 et β2 = 0.

Le type de complexe utilisé dans notre exemple est un ∆-complexe [Hat01], et il faut bien
remarquer qu’il y a identification des bords et des sommets. Ces complexes sont simples
à manipuler et nécessitent souvent moins de cellules pour représenter un espace.

Le complexe C⋆ est composé de trois espaces vectoriels. Nous ne ferons la distinction par
la notation entre une cellule c et son vecteur associé (c).

— L’espace vectoriel C0 est de dimension 10 et est généré par les sommets (a) à (j).
Une chaîne est donc de la forme ca (a) + cb (b) + cc (c) + · · · + cj (j). Le vecteur
(b) + 4 (h), par exemple, représente la réunion du sommet b et du sommet h avec
une multiplicité de 4 ;

— C1 de dimension 15 est généré par les chaînes (ab), (bc), . . ., associées respectivement
aux arêtes ab, bc, . . . Par exemple, la chaîne (ab) + (bc) + (cd) + (da) représente le
tour du cercle extérieur ;

— C2 de dimension 4 a pour base les chaînes (abhjfe), (bhic), (cijfgd) et (aegd)
correspondant aux différentes cellules abhjfe, bhic, cijfgd et aegd.
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Nous remarquons que la caractéristique d’Euler-Poincaré de l’exemple vaut χ(X) =
dim C0 − dim C1 + dim C2 = 10− 15 + 4 = −1 et son genre 1.

Dans la base naturelle des cellules, les matrices de bord sont les matrices d’incidence
sommets-arêtes ou arêtes-triangles. Toutefois les coefficients seront pris entiers dans notre
exemple pour prendre en compte l’orientation des cellules qui a été fixée et représentée
par les flèches sur la figure 3.5.

Le bord de l’arête (ab) est formé de ses sommets a et b mais en prenant en compte
l’orientation, nous avons ∂1(ab) = (b) − (a). Ce même processus permet d’obtenir la
matrice de bord ∂1,

∂1 =























(ab) (ad) (ae) (bc) (bh) (cd) (ci) (dg) (ef) (eg) (fg) (fj) (hi) (hj) (ij)
(a) − − − · · · · · · · · · · · ·
(b) + · · − − · · · · · · · · · ·
(c) · · · + · − − · · · · · · · ·
(d) · + · · · + · − · · · · · · ·
(e) · · + · · · · · − − · · · · ·
(f) · · · · · · · · + · − − · · ·
(g) · · · · · · · + · + + · · · ·
(h) · · · · + · · · · · · · − − ·
(i) · · · · · · + · · · · · + · −
(j) · · · · · · · · · · · + · + +























(3.10)

où − indique l’entrée −1, + correspond au coefficient +1 et un point à 0.

L’orientation est choisie pour que, à partir des notations, la flèche aille du sommet d’iden-
tifiant le plus vers le sommet d’identifiant le plus grand selon l’ordre alphabétique. Cette
convention permet d’éviter les difficultés liées à la mémorisation de l’orientation et nos
mises en œuvre sur machine la suivent.

De même en suivant l’orientation définie sur la figure 3.5, l’opérateur de bord est repré-
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sentée par la matrice

∂2 =



































(abhjfe) (adeg) (bchi) (cdfgij)
(ab) − · ·
(ad) · + · ·
(ae) + − · ·
(bc) · · − ·
(bh) − · + ·
(cd) · · · −
(ci) · · − +
(dg) · + · −
(ef) + · · ·
(eg) · − · ·
(fg) · · · +
(fj) + · · −
(hi) · · + ·
(hj) − · · ·
(ij) · · · +



































. (3.11)

L’orientation est choisie selon le sens trigonométrique, toutes les arêtes du bord d’une
cellule qui suivent ce sens sont comptabilisées positivement et les autres négativement.

À partir de la matrice de bord ∂1, grâce à une réduction des colonnes sous forme d’échelon,
nous avons une représentation de la forme donnée par l’équation (3.8). En appliquant cette
réduction à (3.10), nous trouvons la décomposition Q1 = ∂1 V 1 donnée par,























(a) + · · · · · · · · · · · · · ·
(b) −+ · · · · · · · · · · · · ·
(c) · · + · · · · · · · · · · · ·
(d) · −−+ · · · · · · · · · · ·
(e) · · · −+ · · · · · · · · · ·
(f) · · · · · + · · · · · · · · ·
(g) · · · · · · + · · · · · · · ·
(h) · · · · −−−+ · · · · · · ·
(i) · · · · · · · −+ · · · · · ·
(j) · · · · · · · · − · · · · · ·























= ∂1



































(ab) −+ + · −−− · + · · + · + +
(ad) · −−+ · · + · · −−− · · ·
(ae) · · · −+ + · · −+ + · · −−
(bc) · · + · · · · −+ · · +− · +
(bh) · · · · −−−+ · · · · + + ·
(cd) · · · · · · · · · · · + · · ·
(ci) · · · · · · · −+ · · · − · +
(dg) · · · · · · + · · −− · · · ·
(ef) · · · · · + · · − · + · · −−
(eg) · · · · · · · · · + · · · · ·
(fg) · · · · · · · · · · + · · · ·
(fj) · · · · · · · · − · · · · −−
(hi) · · · · · · · · · · · · + · ·
(hj) · · · · · · · · · · · · · + ·
(ij) · · · · · · · · · · · · · · +



































(3.12)

Nous remarquons dans un premier temps que les neuf premières colonnes de Q1 sont non
nulles et indépendantes entre elles, car sous forme échelonnée. Ces colonnes représentent
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donc une base de B0 = Im ∂1. D’autre part, les six dernières colonnes de Q1 sont nulles ;
par conséquent les six dernières colonnes de V 1 qui y sont associées ont un bord vide. Il
s’ensuit que ces six dernières colonnes forment une base de Z1 = ker ∂1.

La même procédure de réduction des colonnes appliquée à la matrice de bord ∂2 donne
la décomposition Q2 = ∂2 V 2 suivantes



































(ab) + · · ·
(ad) · + · ·
(ae) −− · ·
(bc) · · + ·
(bh) + · − ·
(cd) · · · +
(ci) · · +−
(dg) · + · +
(ef) − · · ·
(eg) · − · ·
(fg) · · · −
(fj) − · · +
(hi) · · − ·
(hj) + · · ·
(ij) · · · −



































= ∂2








(abhjfe) − · · ·
(adeg) · + · ·
(bchi) · · − ·
(cdfgij) · · · −








(3.13)

Nous remarquons que ∂2 est de rang plein. Par conséquent les colonnes Q2 sont des
vecteurs de base de B1 = Im ∂2 et Z2 = ker ∂2 = 0.

Une fois les bases de B0, B1, Z1 et Z2 connues il reste le calcul de H0 et de H1 pour cela,
il suffit de projeter les vecteurs de Z0 = C0 sur la base B0 et les vecteurs de Z1 sur la
base B1. Pour ce faire, la réduction des colonnes peut être réutilisée. En effet, la matrice
B0 qui contient les colonnes d’une base de Im ∂1 — sous matrice non nulle de Q1 – est
déjà sous forme échelonnée. Donc si on cherche à réduire la matrice concaténée [B1 | Z1],
nous obtenons une matrice de la forme [B1 |H1 | 0], où H1 fournit les représentants des
générateurs de H1.

En utilisant cette méthode sur notre exemple, nous trouvons, en utilisant la transposée
pour des questions de place,

HT
1 =

[
(ab) (ad) (ae) (bc) (bh) (cd) (ci) (dg) (ef) (eg) (fg) (fj) (hi) (hj) (ij)
· · · · · · · · + − + · · · ·
· · · · · · · · · · · · + − +

]

. (3.14)

De même, le calcul des représentants de H0 utilisant la même approche nous fournit,

HT
0 =

[
(a) (b) (c) (d) (e) (f) (g) (h) (i) (j)
· · · · · · · · · +

]

. (3.15)
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Autrement dit, H0 est un espace vectoriel de dimension 1 généré par la classe d’équivalence
(i) + B0. C’est-à-dire que le complexe est composé d’une seule composante connexe.

Le groupe H1 est, quant à lui, de dimension 2 et généré par les deux vecteurs indépendants
(ef) + (fg) − (eg) + B1 et (hi) + (ij) − (hj) + B1. Les deux cycles représentatifs sont
u = (ef) + (fg) − (eg) et v = (hi) + (ij) − (hj) qui entourent bien les deux trous de
l’espace de la figure 3.5.

Le groupe H2 est nul car il n’y a pas de cycles de dimension 2 : Z2 = 0. Autrement dit il
n’y a pas de cavité dans l’espace de l’exemple.

Il faut remarquer que l’ordre des colonnes des matrices de bord ∂1 et ∂2 influence énor-
mément les représentants obtenus par notre algorithme. En effet, il est possible que l’al-
gorithme retourne, tout en restant correct, que H0 soit généré par (a) + B0.

De même, un changement d’ordre des cellules pourrait fournir comme représentants de H1

les vecteurs (ab) + (bc) + (cd)− (ad) et (ef) + (fg)− (eg). Ici, le premier cycle « entoure »
les deux trous et le second uniquement le trou à gauche de la figure 3.5. Il n’y en en effet
aucun ensemble de représentant canonique, c’est-à-dire naturellement défini. De même
aucune base n’est canonique, par exemple {u, v} forme une base tout aussi valide que
{u + v, v} ou {u, u + v}.
La dimension de H0 et celle de H1 donnent respectivement les nombres de Betti β0 = 1
et β1 = 2. La caractéristique d’Euler-Poincaré est donc β0 − β1 = −1 ; qui est en accord
avec le calcul impliquant la dimension des espaces de chaînes Ck.

3.1.4 Persistance homologique

Le complexe C⋆ est supposé jusqu’ici fixe. Toutefois les cellules peuvent être ajoutées les
unes après les autres à des instants différents. La suite de ces ajouts de cellules se présente
alors sous forme d’un « film » dans lequel le complexe se construit petit à petit par ajout
successif de cellule. À chaque instant le complexe doit rester valide, il faut que le bord
d’une cellule du complexe soit déjà dans ce complexe. La construction du complexe instant
par instant s’appelle la filtration. Naturellement plusieurs filtrations peuvent exister pour
un même complexe.

Une cellule de dimension k ajoutée à un instant t peut créer un nouveau k-cycle, c’est-
à-dire un nouveau « trou », ou détruire un k + 1 cycle pré-existant. La persistance ho-
mologique développée dans [ELZ02] et [ZC05] permet d’obtenir un résumé des cycles de
leur instant de naissance à celui de leur mort. Ainsi un cycle ayant un longue durée de vie
sera topologiquement plus informatif alors qu’un cycle de faible durée de vie sera dû à du
bruit par exemple en analyse topologique de données [Car14]. Ce leitmotiv est supporté
par la stabilité du diagramme de persistance aux modifications de la filtration [CSEH07].

Pour exemple, une demi centaine de points sont choisis sur deux cercles de rayon 1.7 et
1.2 avec un bruit complexe gaussien affectant leur position. Ces points sont illustrés sur
la figure de gauche de la figure 3.6.
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Figure 3.6 – Exemple de données pour la persistance
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Figure 3.7 – Filtration du complexe pour les distances 0.6, 1.8 et 2
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À partir de ces points un complexe est construit en fonction du temps. Initialement,
tous les points sont des sommets du complexe puis les arêtes sont ajoutées par exemple
de la plus petite à la plus grande. Si trois sommets sont reliés pendant ce processus, le
triangle correspondant est ajouté au complexe. Ainsi la construction du complexe se fait
en fonction d’un paramètre qui représente la distance maximale des sommets de chaque
simplexe. La figure 3.7 donne trois arrêts sur image du film de la construction du complexe
lorsque la distance maximal des sommets des simplexes est inférieure respectivement à
0.6, 1.8 et 2. Plus la distance maximale augmente plus le complexe est complet jusqu’à la
limite où tous les sommets sont connectés. Il semble naturel que les trous des cercles ne
seront pas comblés rapidement mais que les connections se feront de proche en proche.
Par conséquent les cycles représentant les deux « trous » resteront vivants suffisamment
longtemps pour être détectés par la persistance homologique.

Le complexe et la filtration en découlant sont utilisés pour calculer la persistance dont
le code-barre [Ghr08a] est affiché à droite de la figure 3.6. Les barres qui sont en bas
concernent H0 et celles du haut concernent H1. La vie d’un cycle de sa naissance à sa
mort est représentée par un intervalle [a, b[ où a et b valent respectivement les valeur du
paramètre de filtration à l’instant de la création du cycle et à l’instant de sa destruction.
À droite de la figure 3.6, chacun de ces intervalles est représenté par un segment entre les
abscisses a et b.

Les segments en partie basse de la figure sont associés aux cycle de H0, c’est-à-dire aux
composantes connexes. Initialement, chaque sommet est isolé, puis ils se connectent peu
à peu entre eux via des arêtes. À chaque connexion entre deux composantes connexes,
un cycle de H0 disparaît terminant ainsi une segment du code-barre. Lorsque tout les
sommets sont connectés entre eux, il ne reste que l’ultime segment en bas de la figure 3.6.

Le nombre de barres pour H1 est plus réduit. Les deux plus grandes barres, d’intervalle
[1.2; 1.9] et [1.7; 2.4], représentent les deux cercles détectables de visu. La persistance
homologique permet donc de repérer ces caractéristiques à partir d’un simple échantillon.
Cela est à la base de l’étude topologique de l’espace des images naturelles [CIS08]. La barre
plus petite de H1 autour de l’abscisse 0.4 est un petit cycle créé par la disposition bruitée
des points. Il est le résultat d’un bruit topologique qui peut être facilement filtré par la
largeur de l’intervalle correspondant. Certains travaux [BFL+13, BMS14] ont introduit
une modélisation probabiliste des code-barres pour pouvoir faire de l’inférence dont des
tests d’hypothèses sur la pertinence des cycles.

Des algorithmes rapides de calcul de la persistance homologique ont vu le jour derniè-
rement. Le premier [EH10, Zom05] est une réduction de matrice optimisée. Cette ver-
sion a été améliorée dans [CK11] qui reste très simple et suffisamment rapide dans la
plupart des cas. D’autres algorithmes profitent des dualités entre les groupes d’homolo-
gie et de cohomologie [dSMVj11a] ou réduisent le complexe initial avant le calcul effec-
tif [MW10, MN13, AKL13]. Il y a aussi la possibilité de distribuer l’algorithme pour plus
de rapidité [BKR14].
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Figure 3.8 – Complexe d’un RCSF selon la méthode de de Silva et Ghrist

3.1.5 L’homologie au secours des RCSF

De Silva et Ghrist proposent dans [dSG06] d’utiliser les groupes d’homologie pour détec-
ter des trous de couverture et ils étendent leur méthode dans [dSG07a] en utilisant la
persistance. Les idées de base de ces approches ont aussi été introduites dans [GM05] et
l’utilisation de capteurs mobiles est considérée dans [dSGM05].

Nous présentons ci-dessous leur construction et les deux critères, l’un évident, le second
moins mais plus informatif puis nous utiliserons leur résultat pour présenter une applica-
tion sur la gestion de l’énergie qui sera reprise au prochain chapitre.

3.1.5.1 La construction de de Silva et de Ghrist

Il est en effet assez naturel d’utiliser l’homologie pour les problèmes de couverture en
RCSF. Il faut dans un premier temps construire un espace qui approche le champ de cou-
verture puis en calculer l’homologie H1. Nous utiliserons la même méthode à la section 3.3
mais avec un modèle de couverture différent.

Le modèle du couverture de de Silva et Ghrist est particulièrement simple : les nœuds du
RCSF captent le champ autour d’eux sur un rayon prédéterminé rc. De plus les nœuds
peuvent communiquer entre eux sur une distance rb.
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Le complexe représentant la couverture est construit à partir du graphe des communi-
cations. Les sommets du complexe sont les nœuds du réseau. Si deux nœuds sont à une
distance suffisamment faible pour communiquer, c’est-à-dire inférieure à rb, alors l’arête
entre les sommets est aussi ajouté au complexe. Enfin si trois ou quatre nœuds peuvent
communiquer deux à deux alors le triangle ou le tétraèdre est aussi ajouté au complexe.
Cette construction s’appelle le complexe de Rips de distance rc.

La figure 3.8 représente un complexe construit selon la procédure précédente. Une soixan-
taine de capteurs sont disposés dans le disque unité dont une vingtaine sur le pourtour.
Les disques gris indique le champ couvert par chaque capteur et les arêtes indiquent quels
capteurs sont en communication directe.

Si le rayon de couverture rc est suffisamment grand — plus précisément si rc ≥ rb/
√

3 —
alors le complexe de communication construit précédemment est une approximation suf-
fisante du champ de couverture. Selon cette condition, si aucun trou n’est détecté alors
la couverture est bonne. L’article [YMD12] fait une étude plus avancée de la précision de
la méthode avec ce modèle.

Nous avons aussi tracé en traits forts tiretés rouge sur la figure 3.8 les générateurs des
cycles découvert par le calcul du groupe d’homologie H1. Nous remarquons que les trous
de couverture sont bien détectés par la méthode. Le petit cycle en haut à droite entoure lui
aussi un trou de couverture qui est à peine visible. Cependant le petit cycle en bas à droite
de la figure n’entoure pas un véritable trou de couverture ; ces cas pathologiques sont des
faux positifs générés par la méthode. Ces cas restent heureusement rares et ne concernent
souvent qu’une petite partie du réseau. Ils sont principalement dus à la difficulté d’inférer
la couverture à partir du rayon de communication. Notons toutefois que cette méthode ne
produit pas de faux négatifs. En effet, le critère développé dans [dSG06, dSG07a] est une
contraposée. Il indique que s’il n’y a pas de trou de couverture alors le groupe d’homologie
relative H2(C⋆, F ) est non vide où F est la bordure du RCSF.

Le critère précédent apporte une nouvelle information. En effet si H2(C⋆, F ) n’est pas
vide alors il n’a qu’un générateur possible. Un représentant du générateur est composé
de triangles. L’ensemble de ces triangles garantit la couverture encerclé par la bordure F .
Par conséquent, les sommets qui n’interviennent pas dans les triangles d’un représentant
de l’unique générateur de H2, sont suffisants pour satisfaire la contrainte de couverture.
Les autres sommets peuvent donc être éteints sans crainte.

La figure 3.9 affiche en gris la couverture par les capteurs éveillés, en bleu tiretés la bordure
et les 94 nœuds éteints sont en rouge. Nous remarquons qu’il n’y a effectivement pas de
trou dans la couverture en utilisant uniquement les capteurs non éteints.

Les arêtes dessinées sont incidentes à deux des 306 sommets éveillés. Nous remarquons que
l’extinction des nœuds surnuméraires permet de satisfaire la couverture tout en simplifiant
le sous-complexe représentatif.

En étudiant plus précisément le complexe, nous pouvons encore espérer le simplifier tout
en garantissant la couverture. En effet, le calcul d’un représentant du générateur du groupe
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Figure 3.9 – Extinction de capteurs avec couverture certifiée

d’homologie H2(C⋆, F ) n’est pas optimisé. Cet aspect sera l’occasion d’une discussion et
des solutions à ce problème seront décrites à la section 3.3.6.2.

3.1.5.2 Application simple à la gestion de l’énergie d’un RCSF

Donnons un avant-goût de l’utilisation du critère de de Silva et de Ghrist pour la mise
en veille dans un RCSF par un exemple qui cherche à limiter le nombre de capteurs
éveillés tout en garantissant la couverture. Cette application sera expliquée plus en détail
et développée pour une version distribuée dans la section 4.4 du chapitre suivant.

La figure 3.10 présente un réseau de 211 capteurs déployés dans le cercle unité X dont
21 d’entre eux forment la bordure F du champ de couverture. Chaque capteur couvre un
disque de rayon 0.15.

Le complexe C⋆ qui représente la couverture est le complexe de clique du graphe de
connexion où deux capteurs sont connectés si leur distance est inférieur à 0.3. Le calcul
d’un générateur du groupe d’homologie H2(X, F ) = H2(C⋆, F ) se fait en utilisant une
variante de l’algorithme de persistance avec le twist de [CK11].

À chaque instant un capteur éveillé épuise la totalité de son énergie et disparaît du réseau
et donc du complexe C⋆ associé. Le groupe H2(C⋆, F ) est alors recalculé.

Les vignettes de la figure 3.10 sont des instantanés de l’état du RCSF à différents instants,
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Figure 3.10 – Instantanés des capteurs éteints et éveillés
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plus précisément aux itérations 1, 4, 5, 8, 9 et 13 (a–f). Les étiquettes rouges indiquent
l’emplacement des capteurs qui sont éveillés alors que le vert correspond aux capteurs
endormis ; enfin les étiquettes noires représentent les capteurs éteints car à court d’énergie.
Cette classification des capteurs est obtenue en récupérant les nœuds intervenant dans un
représentant du générateur de H2(C⋆, F ).

Nous remarquons que l’algorithme est stable et suffisamment performant pour endormir
plus de la moitié des capteurs tout en gardant la couverture intacte. Aucune optimisation
n’est faite et la qualité de ce représentant dépend fortement de la mise en œuvre de
l’algorithme de calcul d’homologie.

Seuls les nœuds nécessaires à la couverture sont réveillés et ceci de façon très localisée.
Par exemple, lorsque le nœud 128 disparaît du réseau, seul le nœud 178 est réveillé pour
garder la couverture complète. Notons que ce nœud 178 était un voisin direct du capteur
128.

Cette propriété de localisation sera utilisée au prochain chapitre pour pouvoir rendre cette
application utilisable sans devoir centraliser les calculs pour le calcul du groupe H2(C⋆, F )
et en limitant les calculs locaux. C’est pourquoi nous détaillerons cette application à la
section 4.4.

3.2 Éléments sur les processus gaussiens

Les nœuds des RCSF captent leur environnement en mesurant divers paramètres phy-
siques à leur emplacement. Par conséquent les seuls informations réellement disponibles
concernent un ensemble de mesures restreint aux seules positions des capteurs.

Pour pouvoir inférer des résultats concernant l’ensemble du champs de captation du RCSF,
il est nécessaire de faire intervenir un modèle qui permet le passage des données locales
aux résultats globaux.

Plusieurs modélisations sont possibles. La plus simple est de considérer que la mesure
d’un capteur correspond à la valeur autour de ce capteur sur un rayon fixé. Ce type de
modèle est souvent considéré de façon implicite dans la littérature.

D’autre modèles qui reposent sur les phénomènes physiques mis en jeu peuvent être pro-
posés. Par exemple un modèle simple de propagation selon l’équation de la chaleur permet
d’obtenir une interpolation intelligente de la température. Naturellement les traitements
spatiaux des données selon ces modèles physiques peuvent être très demandeurs de res-
sources calculatoires et ne peuvent se faire que rarement dans le réseau.

La difficulté de cette modélisation qui permet le passage du local au global est due aux
phénomènes d’échantillonnage spatial non uniforme. Comme nous ne sommes pas dans
un cadre uni-dimensionnel, le théorème de Shannon–Nyquist ne peut pas être appliqué
simplement. Il existe cependant des résultats et des cadres qui permettent de travailler
sur ces aspects — notamment grâce aux modèles physiques. Certaines de ces méthodes
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sont mêmes issues de la topologie algébrique et qui reposent notamment sur la notion de
faisceau [Rob13b, Rob14a, Rob14b] qui indique le niveau d’ambiguïté des mesures et les
obstructions à une parfaite reconstruction spatiale du champ.

Le modèle utilisé dans ce chapitre est un modèle probabiliste très souple qui permet de
prendre en compte un grand nombre de situations tout en autorisant des calculs effectifs :
les processus gaussiens.

Le choix de cette modélisation n’est pas nouvelle [GH12, YXCO11] pour les RCSF et elle
s’explique par l’omniprésence des processus gaussiens en modélisation statistique [Abr97]
et en traitement du signal [RW05] ou des images.

3.2.1 Définition

Un processus gaussien paramétré par un espace X à valeur dans un espace euclidien E
est une « fonction aléatoire » f(x) où x appartient à X et f(x) est dans E. La référence
d’Adler et Taylor [AT07] en donne une définition plus rigoureuse.

Nous utiliserons tout d’abord ces processus gaussiens pour modéliser le champ physique
d’intérêt pour l’application. Ainsi, le capteur localisé au point xi mesurera f(xi) auquel
s’ajoute un bruit, souvent considéré lui aussi gaussien.

Si on suppose que le champ mesuré par le réseau de capteurs ne concerne qu’une seule
valeur, l’espace des valeurs de f sera simplement la droite réelle. Il est possible de prendre
en compte des champs multiples en modifiant l’espace des valeurs de f .

Le champ aléatoire f est complètement spécifié par deux fonctions m(x) et k(x, y) qui

permettent de calculer la loi de f : le vecteur aléatoire
[

f(x1), . . . , f(xn)
]T

suit une loi nor-
male de moyenne [m(x1), . . . , m(xn)]T et de matrice de covariance de coefficients k(xi, xj) ;
c’est-à-dire, plus symboliquement,









f(x1)
f(x2)

...
f(xn)
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m(xn)
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k(x1, x1) · · · k(x1, xn)
k(x2, x1) k(x2, xn)

...
...

k(xn, x1) · · · k(xn, xn)

















. (3.16)

La fonction m(x) représente la partie déterministe du champ ou encore l’a priori dans un
contexte bayésien. Le noyau k peut prendre différentes formes [Abr97] selon l’application.
Souvent la valeur de la covariance dépend de la distance entre les points de X. C’est à dire
qu’il est souvent possible dans les applications de considérer que k(x, y) ∝ k(r) où r est
la « distance » de X. Le coefficient de proportionnalité indique la variabilité du champs
en un point.

Noyau gaussien Il est particulièrement bien adapté aux champs dont les corrélations
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décroissent vite avec la distance.

k(r) ∝ exp

(

− r2

2ℓ2

)

(3.17)

Le noyau gaussien dépend d’un paramètre, la constante d’échelle spatiale ℓ qui
mesure la distance minimale nécessaire pour une variation significative du champ.
Les champs construits avec le noyau gaussien sont infiniment dérivables.

Noyau de Matérn Il est utilisé pour assurer la ν−1-ème dérivabilité. Elle est définie
par

k(r) ∝ 1
Γ(ν)2ν−1

(√
2ν

r

ℓ

)ν

Kν

(√
2ν

r

ℓ

)

(3.18)

où Kν est la fonction de Bessel modifiée de seconde espèce. Comme pour le noyau
gaussien, ℓ est une constante d’échelle spatiale. Lorsque ν devient grand, le noyau
de Matérn tend vers le noyau gaussien.

Noyau exponentiel Ce noyau ne dépend que de la constante d’échelle ℓ,

k(r) ∝ exp
(

−r

ℓ

)

(3.19)

qui indique une décroissante de la corrélation du champ moins rapide que pour le
noyau gaussien.

Noyau rationel Les processus gaussiens ayant ce noyau sont infiniment dérivables
comme pour le noyau gaussien. Mais le paramètre α permet de limiter la vitesse
de la décroissance de la corrélation en fonction de la distance.

k(r) ∝
(

1 +
r2

2αℓ2

)
−α

(3.20)

Comme pour le noyau de Matérn, lorsque α devient grand, le noyau tend vers le
noyau gaussien.

Naturellement, la liste précédente n’est pas exhaustive. Il est possible de mélanger les
noyaux entre eux pour prendre en compte différents phénomènes physiques. Ainsi, une
combinaison linéaire de noyaux est encore un noyau.

De même la fonction de covariance k(x, y) n’est pas nécessairement de la forme k(r) ce
qui permet d’introduire une certaine inhomogénéité et/ou anisotropie du champs. Ainsi,
les champs présentant une certaine périodicité sont aussi modélisables par des processus
gaussiens si le noyau est périodique.

La figure 3.11 montre trois réalisations de processus gaussiens unidimensionnels dont le
noyau est gaussien. Comme attendu, si la constante spatiale est grande, les fluctuations
sont moins rapides ; alors que de faibles constantes autorisent une plus grande variabilité
du champ.
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Figure 3.11 – Exemples de réalisation de processus gaussiens unidimensionnels

3.2.2 Régression

L’attrait principal de l’utilisation des processus gaussien est sa grande flexibilité de modé-
lisation via les noyaux de covariance mais aussi grâce à la facilité d’effectuer des régressions
bayésiennes [GH12].

Supposons que nous ayons une série de m observations D = {(xi, yi) | 1 ≤ i ≤ m} qui
suivent le modèle suivant

yi = f(xi) + ei

ei ∼ N (0, σ2)
(3.21)

où f est le champ d’intérêt et σ2 la variance du bruit de mesure ei. Naturellement, ces
échantillons de bruits sont supposés indépendants les uns des autres.

L’objectif est de retrouver le champ f à partir du jeu de données. Plus précisément, nous
recherchons la valeur du champ à n emplacements x⋆

1, . . . , x⋆
n.

Simplifions les notations par un formalisme vectoriel : x⋆ = [x⋆
1, . . . , x⋆

n]T , f ⋆ = [f(x⋆
1), . . . , f(x⋆

n)]T ,
x = [x1, . . . , xm]T , f = [f(x1), . . . , f(xm)]T et y = [y1, . . . , ym]T = f + e.

Le champ f suit a priori un processus gaussien. Par conséquent,
[

f

f ⋆

]

∼ N
([

m(x)
m(x⋆)

]

,

[

k(x, x) k(x, x⋆)
k(x⋆, x) k(x⋆, x⋆)

])

, (3.22)

où la fonction de covariance k est étendue naturellement aux valeurs vectorielles.
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Figure 3.12 – Régression par les processus gaussiens unidimensionnels

La stabilité des processus gaussien par combinaison linéaire permet alors d’ajouter les
erreurs de mesures au modèle précédent en modifiant la matrice de variance-covariance.
Comme ici, les erreurs de mesure sont indépendantes des autres variables aléatoires,

[

y

f ⋆

]

=

[

f

f ⋆

]

+

[

e

0

]

∼ N
([

m(x)
m(x⋆)

]

,

[

k(x, x) + σ2I k(x, x⋆)
k(x⋆, x) k(x⋆, x⋆)

])

. (3.23)

Le conditionnement d’une partie d’un vecteur gaussien par sa partie complémentaire est
encore gaussien avec une moyenne et une variance exprimées simplement. Par conséquent,
les valeurs du champs aux points x⋆

1, . . . , x⋆
n étant données les observations f(x1), . . . , f(xm)

est donc un vecteur gaussien vérifiant la loi

f ⋆ | y ∼ N (µ, Σ), (3.24)

avec

µ = m(x⋆) + k(x, x⋆) k(x, x)−1
(

y −m(x)
)

, (3.25)

Σ = k(x⋆, x⋆)− k(x, x⋆) k(x, x)−1 k(x⋆, x). (3.26)

Il est remarquable que dans l’expression ci-dessus, la valeur des mesures y n’intervient que
dans le calcul de la moyenne µ. Cette observation sera à la base de l’application décrite
ci-dessous sur la détection des trous de couverture.

La figure 3.12 est un exemple de résultat de la régression présentée ci-dessus. À partir
des cinq mesures non bruitées indiquées par des croix, nous avons reconstitué le champ
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Figure 3.13 – Impact des hyper-paramètres sur la regression

moyen — en rouge sur la figure — issu de la régression en utilisant un noyau gaussien de
constante spatiale de 0.3. La zone grisée sur la figure correspond à l’intervalle de confiance
à 95% de la moyenne de f ⋆ | y obtenue grâce à l’expression de la matrice de variance Σ.
Enfin quelques réalisations de N (µ, Σ) sont aussi tracées en bleu et en traits tiretés.

3.2.3 Calcul des hyper-paramètres

Un processus gaussien est spécifié par la fonction moyenne et la fonction de covariance.
Mais ces dernières peuvent être elles-même paramétrées par des hyper-paramètres θ. Par
exemple, sur la figure 3.13, les mêmes données ont servi à des régressions utilisant un
noyau gaussien mais utilisant trois constantes spatiales différentes qui sont, de gauche à
droite, 0.5, 0.25 et 0.05.

Nous remarquons que lorsque la constante spatiale est trop petite, à droite sur la fi-
gure 3.13, les mesures ne permettent pas d’inférer la valeur de la fonction autrement
qu’au point de mesure. En effet, les valeurs aux points voisins des mesures deviennent
très rapidement décorrélés des points de mesure. Par conséquent, seul le modèle a priori
donne des information.

A contrario, une constante spatiale trop forte contraint fortement le modèle une fois les
mesures connues. La partie gauche de la figure 3.13 montre le résultat de la régression avec
ce type de constante spatiale. Les corrélations entre un point quelconque et les mesures
sont si fortes que la valeur en ce point est quasiment imposée par le modèle.

Les deux cas précédents n’apportent plus d’information une fois les mesures effectuées car
dans un cas l’a priori prend le dessus et dans l’autre cas ce sont les données qui fixent
tout le modèle.

Pour éviter ces écueils, les hyper-paramètres θ du modèle comme la constante spatiale
doivent être fixés par les données. Le cadre bayésien de la régression par processus gaussien
suggère d’apprendre θ en maximisant Pr[θ | x, y]. Si l’a priori sur θ est uniforme, le
critère d’optimisation est équivalent à la vraisemblance des données étant données les
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Figure 3.14 – Régression d’un champ deterministe par un processus gaussien

hyper-paramètres θ. Cette vraisemblance est donnée par

log Pr[θ | x, y] ∝ log Pr[y | x, θ]

= −1
2

log det
(

k(y, y)
)

− 1
2

yT k(y, y)−1y − n

2
log 2π,

(3.27)

où k(y, y) = k(x, x) + σ2I est la matrice de covariance des mesures, bruit inclus.

La régression en position centrale de la figure 3.13 utilise ce dernier critère pour obtenir la
constante spatiale. Intuitivement, nous sentons que cette optimisation permet d’obtenir
un équilibre entre l’a priori et le modèle.

3.2.4 Exemple de régression d’un champ déterministe

Nous avons utilisé le schéma de régression gaussienne précédent lorsque le champ est
déterministe. À partir de 50 points de mesures aléatoirement et uniformément répartis,
le champ de mesure est estimé à l’aide d’un processus gaussien, son noyau de corrélation
est un noyau gaussien dont les hyper-paramètres sont optimisés selon le critère développé
à la section précédente. Les mesures sont bruitées par une erreur additive gaussienne.

La figure 3.14 présente les surfaces du champ déterministe à gauche et son estimation à
droite. Visuellement, la régression est performante : la forme générale est retrouvée. Les
différences sont principalement dues à la position des mesures : l’estimation est mauvaise
lorsque les points de mesures sont trop distants.

Afin d’apprécier les différences entre le champ et son estimation ainsi que leur relation
avec la position des points de mesures, les deux champs sont affichés sur la figure 3.15 par
des contours. Les points de mesure sont affichés par une croix. Par exemple, les maxima
et leur valeur sont mal estimés si aucune mesure n’est prise aux alentours.

La figure 3.16 permet de repérer la précision de l’estimation au travers de la variance. Les
courbes de niveau de 10 log10 σ̃2 y sont dessinées, où σ̃2 est la variance de l’estimation,
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Figure 3.15 – Régression d’un champ deterministe par un processus gaussien (contour)
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Figure 3.16 – Variance de l’estimation du champ
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Figure 3.17 – Le champ et la régression de l’exemple

pour mesurer à quel point la position des mesures impacte la précision de l’estimation.
Grâce à cette carte, il devient possible de parler de trous de couverture de mesure, avec
en plus la possibilité de fixer un seuil de tolérance sur la précision de l’estimation via un
seuil sur la variance.

3.3 Application à la couverture

Nos travaux présentés dans [ZGC13] ont appliqué l’approche de de Silva et Ghrist [dSG06,
dSG07a] mais dans le cadre d’un trou dans la couverture sensorielle pour la mesure en
utilisant les processus gaussiens décrits précédemment.

3.3.1 Description de l’application

L’idée est de construire dans un premier temps un complexe simplicial tel que les triangles
entre trois capteurs qui appartiennent à ce complexe indiquent que la précision de la
régression dans la surface comprise entre ces trois capteurs est suffisamment bonne. Un
trou de couverture devient alors un endroit où la précision de l’estimation est insuffisante.

À l’instar de la détection de trous de couverture de [dSG06, dSG07a], une fois le complexe
simplicial X construit, le calcul des groupes d’homologie H1(X) permet de repérer et
d’encercler les trous de couverture. Si aucun trou n’est détecté, alors le calcul de H2(X, F ),
où F est le bord du domaine, permet de mettre en sommeil des capteurs surnuméraires
tout en gardant une couverture respectant le degré de précision souhaité.

Un réseau de capteurs de 50 nœuds est déployé sur un terrain et y mesure un champ
scalaire. Ce champ est représenté à gauche sur la figure 3.17.

À partir de ces mesures bruitées par une erreur gaussienne de moyenne nulle, le champ
est estimé en utilisant la valeur moyenne obtenue par une régression utilisant un pro-
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Figure 3.18 – Variance de l’estimation et position des capteurs

cessus gaussien de noyau gaussien comme vu précédemment. Naturellement, les hyper-
paramètres que sont la constante spatiale et l’auto-corrélation, sont obtenus par l’optimi-
sation de (3.27).

Le résultat de la régression est donné à droite de la figure 3.17. Nous remarquons que la
forme générale est retrouvée par la régression mais que la précision est parfois insuffisante.

Aussi sur la figure 3.18, nous avons tracé la variance obtenue par la régression précédente
selon l’emplacement. En plus des contours, l’emplacement des capteurs est indiqué par
des croix.

Nous remarquons que la présence des capteurs influent sur la précision du champ estimé et
que celle-ci ne dépend que des corrélations entre les mesures des capteurs et non par leur
position absolue comme l’indique (3.26). Cette remarque est à la base de notre méthode.

Comme la localisation des capteurs n’est pas nécessaire, notre méthode s’applique bien
au déploiement en intérieur ou si les capteurs n’ont pas de GPS intégré par exemple. De
plus, la robustesse de notre solution s’affranchit de la fragilité de la localisation si elle est
présente.

Les contours de la figure 3.18 font ressortir six trous de couverture dont trois particuliè-
rement sérieux

— en bas à droite pour des abscisses entre 0 et 0.5, nous observons une faible densité
de capteurs et donc la présence d’un trou sur la précision de l’estimation. Ce trou
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de couverture est assez étendu ;
— à côté du point (−0.3,−0.3) se situe un petit trou de couverture de la même sévérité

que le précédent mais bien moins étendu ;
— le trou le plus sévère se situe autour du point (−0.3, 0.7). Son étendue est pourtant

limitée mais les capteurs sont trop éloignés du centre de ce trou pour espérer le
combler.

Notre méthode tente de détecter ce type de trous. La condition est nécessaire mais non
suffisante ; c’est-à-dire que si notre méthode détecte un trou alors il existe effectivement
mais il se peut que certains trous ne soient pas détectés comme les trois derniers petits
trous de la figure 3.18. Pour être plus précis, la méthode décrite ci-dessous se base sur un
seuil qui indique le degré de précision souhaitée. Si la précision est grande, plus le nombre
de trous détectés sera important.

3.3.2 Construction du complexe simplicial

L’objectif de notre méthode est de reconstruire une version simplifiée de la carte de pré-
cision telle que donnée sur la figure 3.18 sans toutefois connaître la position des capteurs.

La version simplifiée sera donnée par un complexe simplicial construit selon les règles
suivantes

— tous les nœuds du réseau sont représentés par un sommet ;
— une arête entre deux sommets indique que la variance de l’estimation sur la ligne

entre les deux nœuds associés est inférieure à un seuil. La valeur de la variance est
calculée en ne prenant en compte que les deux nœuds ;

— un triangle entre trois sommet indique aussi que la variance sur le terrain entre
les trois nœuds associés est inférieure au seuil. À l’instar des arêtes, la valeur de la
variance est calculée à partir des trois nœuds du triangle seulement ;

— un tétraèdre est ajouté si ses triangles de sa bordure sont déjà dans le complexe.
Il reste à définir comment la variance de l’estimation est calculée. La figure 3.19 sera prise
en référence pour les explications.

Considérons deux nœuds x et y. Les corrélations connues et calculables par le réseau de
capteurs sont k(x, x) + σ2, k(y, y) + σ2 et k(x, y). En effet elles correspondent aux auto-
corrélations des mesures et à leur inter-corrélation. Par conséquent, l’estimation de ces
valeurs ne nécessite pas la connaissance des positions des deux capteurs x et y. Un simple
protocole d’échange de mesures permet le calcul distribué de ces corrélations.

Comme nous l’avons vu dans la section 3.2.2, la plupart des noyaux des processus gaussiens
sont décroissants avec la distance. Grâce à cette seule hypothèse, les points t qui sont à
une distance inférieure à la distance entre x et y vérifient

k(x, x) + σ2 ≥ k(x, t) ≥ k(x, y)

k(y, y) + σ2 ≥ k(y, t) ≥ k(x, y),
(3.28)

où les bornes supérieures viennent de la même hypothèse de décroissante de la corrélation
avec la distance.
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Figure 3.19 – Constraintes sur le domaine

Lorsque l’estimation du champ repose uniquement sur les deux points x et y, la variance
de l’estimation au point t vaut selon l’équation (3.26)

σxy(t) = k(t, t)−
[

k(x, t) k(y, t)
]
[

k(x, x) + σ2 k(x, y)
k(x, y) k(y, y) + σ2

]
−1 [

k(x, t)
k(y, t)

]

. (3.29)

Naturellement, plus le nombre de mesures prises en compte est important plus l’estimation
est fiable en un point donné. Cependant les mesures distantes ont un impact moindre.
Par conséquent σxy(t) est une borne supérieure sur la variance de l’estimation au point t.
La borne sera d’autant meilleure que les capteurs x et y sont proches de t.

Les points t vérifiant les deux contraintes (3.28) sont fortement grisés sur la figure 3.19.
Naturellement le segment [x, y] est inclus dans ce domaine. Par conséquent, en maximisant
σxy(t) sur le domaine décrit par (3.28), il est possible d’obtenir la borne supérieure σxy

sur la précision de l’estimation

σxy = max
u



k(x, x)− uT

[

k(x, x) + σ2 k(x, y)
k(x, y) k(y, y) + σ2

]
−1

u





sous les contraintes

[

k(x, x) + σ2

k(y, y) + σ2

]

≥ u ≥
[

k(x, y)
k(x, y)

]

,

(3.30)

où u joue le rôle muet de
[

k(x, t) k(y, t)
]T

de l’équation (3.29).

Il est possible de définir σxyz pour des triplets de capteurs et autres k-uplets de la même
façon avec la même intuition sous-jacente. Bien sûr, la borne σxyz sur le triangle xyz sera
plus précise que les bornes σxy, σxz et σyz de ses côtés.

Toutes les optimisations précédentes sont facilement calculables numériquement car elles
sont de la forme quadratique ; la fonction objectif est convexe ce qui assure l’unicité de
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Figure 3.20 – Complexe simplicial pour les seuils 7.0, 7.5 et 7.6

la solution. La méthode du simplexe pour la programmation linéaire peut être détour-
née pour assurer la programmation quadratique qui nous concerne [Wol59]. Comme la
dimension du problème est faible, le coût calculatoire reste très limité.

Le complexe simplicial découlant des observations précédentes se construit en utilisant
comme sommets les capteurs, puis les arêtes sont formées des couples de capteurs (x, y)
tel que σxy soit inférieure à un seuil prédéterminé. Les triangles xyz qui satisfont la même
condition sur σxyz sont aussi inclus dans le complexe tout comme les tétraèdres du même
type.

La figure 3.20 illustre le résultat sur l’exemple d’application précédent. Pour les besoins
de la simulation, les hyper-paramètres du modèle ont été optimisés comme expliqué au-
paravant et les corrélations sont calculées en utilisant le noyaux gaussien correspondant.
Toutefois, l’utilisation des corrélations estimées par des méthodes classiques serait natu-
rellement préférée en situations réelles.

Les différents complexes sont construits en utilisant un seuil sur la variance (en dB) fixé
de gauche à droite à 7 dB, 7.5 dB et 7.6 dB. Naturellement, plus le seuil est élevé moins
les trous sont présents. Mais les trois trous principaux décrits ci-dessus sont bien présents
et leur ordre de disparition dans le complexe reflète parfaitement les commentaires sur la
sévérité des différents trous de couverture.

Le complexe ainsi construit assure la qualité de l’estimation en limitant la variance de
l’estimation. Comme la construction fait appel à des optimisations par paire ou par triplet,
l’écart entre la seuil est la variance véritable est parfois grand mais le complexe ainsi
construit est toujours pessimiste. En effet, si un trou détecté indique que la couverture est
insuffisante pour une certaine qualité de l’estimation, cette qualité est sûrement meilleure
que celle prévu par notre méthode.

Il faut remarquer que la construction du complexe simplicial ne dépend pas directement
de la localisation des capteurs mais que seules les corrélations paires à paires entre les
mesures des capteurs sont nécessaires. Par conséquent, aucune méthode de placement
n’est nécessaire, seul le lien entre le noyau de la régression gaussienne et la distance doit
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Figure 3.21 – Cycles générateurs de H1 pour les seuils 7.0, 7.5 et 7.6

être respecté.

3.3.3 Détection des trous de couverture

Une fois le complexe simplicial construit, il reste à détecter les trous de couverture, c’est-
à-dire les trous dans le complexe. Cette détection est immédiatement obtenue par le calcul
du groupe H1 dont la dimension, le nombre de Betti β1 indique le nombre de trous.

Les générateurs des trois complexes illustratifs de la figure 3.20 sont dessinés sur la fi-
gure 3.21 en traits tiretés gras rouges. Ils entourent effectivement les trous même s’ils ne
sont pas optimaux sur leur longueur. Comme attendu, les nombres de Betti β1 des trois
complexes sont bien respectivement 3, 2 et 1.

3.3.4 Utilisation de la persistance

Les exemples d’application montrent l’intérêt de la méthode et son efficacité à retrouver
les trous de couverture. Toutefois, il est difficile de fixer le niveau du seuil a priori car,
comme expliqué plus haut, il y a un décalage entre ce seuil est la véritable précision.

Ce type de difficulté est classique dans les méthodes d’analyse de données basé sur une
certaine géométrie où un paramètre d’échelle est souvent nécessaire pour connaître le
degrés de précision à utiliser. L’analyse topologique des données [Car09, Car14] fournit
une solution très élégante grâce à l’utilisation de la persistance homologique.

L’idée est de construire le complexe comme précédemment tout en étiquetant les arêtes
entre les capteurs x et y par σxy, les triangles reposant sur les nœuds x, y et z par σxyz

et ainsi de suite.

Les complexes précédents sont donc des sous-complexes des simplexes étiquetés par une va-
leur inférieure au seuil. Par conséquent, en faisant varier le seuil, nous pouvons construire



3.3. APPLICATION À LA COUVERTURE 61

5.5 6 6.5 7 7.5
critere

Figure 3.22 – Code-barres des groupes d’homologie H0 en bas et H1 en haut

une filtration sur le complexe simplicial complet. Cette filtration reste pertinente pour
notre application [dSG07a].

Le complexe complet et la filtration permet de calculer la persistance des groupes d’ho-
mologie. Nous avons représenté cette persistance des groupes H0 et H1 par des code-
barres [Ghr08a] sur la figure 3.22. Le groupe H0 qui mesure le nombre de composante
connexe est visible en bas de la figure. Nous remarquons que les groupes de capteurs se
forment rapidement pour n’en former plus qu’un lorsque le seuil dépasse 6.4 dB.

La persistance du groupe H1, visible en haut de la figure, est plus intéressant car un trait
représente un trou entre le seuil où il apparaît et le seuil où il disparaît. Plus le trait est
long, plus le trou est significatif et plus le trait disparaît tard plus le trou de couverture
est sévère.

Les trois seuils qui ont permis la construction des complexes de la figure 3.20, 7 dB, 7.5 dB
et 7.6 dB, font bien intervenir 3, 2 et 1 trous sur le code-barre.

Grâce au code-barre, il devient plus aisé de sélectionner les seuils intéressants et surtout
le type et la sévérité des trous de couverture sans avoir à fixer de seuil a priori : la
persistance apporte un grande flexibilité à l’étude de la couverture de mesure.

De plus, les algorithmes de calcul de persistance [Zom09, EH10] permettent de récupérer
les différents générateurs des groupes H1 sans difficulté. Il n’est donc pas nécessaire de
faire une première étude sur les seuils puis de refaire des calculs un fois les seuils fixés
pour connaître plus précisément les groupes H1 d’intérêt.
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Figure 3.23 – Mise en veille de capteurs

3.3.5 Mise en veille de capteurs

Les articles de de Silva et Ghrist [dSG06, dSG07b] offrent une alternative à la détection
des trous qui repose sur le calcul du groupe H2 relativement à la frontière du domaine.
Si ce groupe est vide alors il y a au moins un trou qui est récupérable par le calcul de H1

comme auparavant. Par contre si le groupe H2 relativement à la frontière est non vide alors
le nombre de Betti associé est nécessairement 1, c’est-à-dire qu’il n’y a qu’un générateur.
Naturellement, l’unicité du générateur est à comprendre au sens du groupe quotient : les
représentants de la classe du générateur peuvent être beaucoup plus nombreux.

Il est possible de récupérer les sommets impliqués dans les simplexes d’un représentant
de l’unique générateur du groupe H2, s’il existe. Ces sommets sont alors suffisants pour
assurer la couverture, les autres capteurs peuvent être mis en veille sans créer de trous de
mesure au niveau de précision fixé.

La figure 3.23 représente à gauche le complexe de l’exemple lorsque le seuil est suffisam-
ment haut pour fermer le dernier trou, le plus sévère. En calculant le groupe H2 relatif à la
frontière qui est formée des capteurs placés sur le cercle unité et des arêtes les plus courtes
entre ces capteurs, nous avons extraits un ensemble de nœuds pouvant être mis en veille.
Ces capteurs sont indiqués par des points rouge sur la figure de droite. Le sous-complexe
ne faisant pas intervenir ces nœuds en veille est aussi représenté sur la figure de droite
pour indiquer qu’aucun trou de couverture n’est apparu suite à ces mises en veille.

Naturellement, le nombre de nœuds mis en veille n’est pas optimal car aucune recherche de
représentant optimal du générateur de H2 n’a été effectuée. Seul le principe est réellement
testé ici. Toutefois, le nombre de capteurs pouvant être mis en veille sur la figure 3.23 ne
semble pas être très éloignés de l’optimum.
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Figure 3.24 – Structure de donnée distribuée pour représenter un complexe

Le groupe H2(X, F ) relativement à la frontière F peut se calculer en ajoutant au complexe
une cellule temporaire σ de dimension 2 dont le bord ∂σ est la frontière F . Les générateurs
du groupe d’homologie non relatif H2(X ∪ σ) qui sont de la forme g = σ + g′ fournissent
directement les générateurs g′ du groupe relatif H2(X, F ).

3.3.6 Remarques sur l’algorithme

Notre méthode de détection des trous amènent quelques remarques car nous avons choisi
de la présenter à travers un exemple et en explicitant uniquement les concepts topologiques
associés. Toutefois, pour une mise en œuvre plus pratique dans le cadre des réseaux de
capteurs, faut il l’adapter.

La distribution de l’algorithme est discutée ci-dessous pour montrer à quel point notre mé-
thode satisfait les contraintes des RCSF, à savoir la localisation des données et des calculs
pour permettre le passage à l’échelle. Enfin, nous aborderons rapidement la localisation
des trous détectés en présentant l’optimisation des cycles puis nous envisagerons des amé-
liorations de notre méthode basées sur une représentation plus fidèle de la précision de la
régression par le complexe simplicial.

3.3.6.1 Distribution de l’algorithme

L’algorithme présenté ici ne semble pas distribué par la présentation très haut niveau qu’il
en a été faite. Toutefois, la construction du complexe ne fait intervenir que des calculs
locaux. En effet pour calculer (3.30), seuls les capteurs mis en jeu sont requis avec leur
corrélation. Comme les faibles corrélations entre les mesures correspondent aux capteurs
suffisamment proches, la construction du complexe est réalisable localement.

De même en utilisant l’algorithme distribué du calcul de l’homologie de l’article [DGJ12],
l’ensemble de notre méthode peut être distribué simplement. Cet article présente aussi
une structure de données distribuées [GBH00] pour représenter le complexe simplicial et
un protocole pour le gérer.

Cette structure de données distribuées est illustrée sur la figure 3.24. Le complexe au
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centre est distribué sur les nœuds a, b, c et d. Sur le pourtour de la figure centrale, nous
avons représenté la vision du complexe par chacun des nœuds. Par exemple a gère a, ab,
ad et abd comme illustré en haut à gauche.

La gestion des simplexes est distribuée comme suit : chaque simplexe est géré par les deux
nœuds de sommets de plus faible identifiant. Par exemple le simplexe abd est géré par les
nœuds a et b mais est inconnu du nœud c.

Nous remarquons la forte localisation de la structure de donnée ; les nœuds gérant un
même simplexe sont nécessairement fortement reliés car ils sont voisins dans le complexe.

L’ajout et la suppression d’un simplexe dans la structure sont simplifiés car ces opérations
se font au travers d’échanges entre seulement deux nœuds, ceux de plus faible identifiant.
La cohérence de la représentation distribuée lors de ces échanges de messages peut se faire
par le protocole Two-Phase Commit (2PC) [GBH00].

Si, malheureusement, les sommets du complexes ne sont pas des capteurs, il reste cepen-
dant possible de distribuer la structure de données. En effet, des techniques de distribution
de structures de données ont été développés dans le domaine de l’informatique distribuée,
voir par exemple [GBH00], ou [LNS96, ME01].

Il existe une seconde approche [MJ07b, MJ07a, CK13] pour le calcul distribué des géné-
rateurs de H1 qui repose sur la propriété des fonctions harmoniques qui vérifient ∆1f = 0
avec ∆1 l’opérateur de Laplace-Beltrami associé au complexe. En effet, la version discrète
de la décomposition de Hodge que permet le calcul différentiel discret [Hir03, DHL05,
CdGD13] indique que H1 est isomorphe à ker ∆1. Le calcul distribué des générateurs de
H1 peut alors se faire par la résolution de l’équation différentielle

dy

dt
= −∆1 y. (3.31)

Cette dernière pouvant être approché par un schéma d’Euler distribué. Nous n’avons pas
choisi cette approche car le corps sur lequel H1 doit être défini pour pouvoir l’utiliser est
R et alors les problèmes de convergence et d’initialisation seront à gérer.

3.3.6.2 Optimisation des cycles

Comme les groupes d’homologie sont des groupes quotients, les générateurs calculés et
affichés sur la figure 3.21 ne sont bien définis qu’à un bord près. C’est à dire que tous
les cycles entourant les trous de couverture équivalent à un générateur c sont de la forme
x = c + ∂y.

Il est parfois intéressant de trouver le cycle équivalent à un générateur c qui minimise sa
taille. Cela permet par exemple de situer un trou de couverture en connaissant les nœuds
qui sont sur son bord. Cette recherche s’écrit sous la forme

min
x

taille(x)

tel que x = c + ∂y.
(3.32)
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La taille d’un cycle x n’est pas nécessairement bien défini car cela peut être le nombre
de simplexes qui forment sa base ou encore la somme de poids de ces simplexes définis
selon l’application. Ce genre d’approche est étudié dans [DHK11] et [Eri11] qui propose
de transformer ces problèmes d’optimisation en programmation linéaire.

Ces problèmes d’optimisation de cycles pour l’application à la couverture sont aussi abor-
dés dans [TSJ10]. Leur approche n’est pas combinatoire comme ici car les auteurs utilisent
l’isomorphisme entre le noyau de l’opérateur de Laplace-Beltrami ∆1 et le groupe H1(X)
par la théorie de Hodge discret [ME06, Hir03, DHL05]. Ainsi, il devient possible de dis-
tribuer le calcul de générateur du groupe d’homologie et d’en optimiser la longueur par
des méthodes de descente de gradient.

L’article [DSW10] poursuit le même objectif mais en considérant une base complète du
groupe d’homologie et la notion de taille découlent directement de la notion de distance
sous-jacente à l’espace pour lequel le complexe simplicial est une approximation.

Enfin l’article [CF10] définit la notion de taille par une approche très générale et typi-
quement topologique. Aucune notion géométrique n’y est requise. L’idée est d’avoir un
ensemble de sous-complexes qui servent d’étalons pour la mesure de taille. Un algorithme
permettant le calcul d’une base minimale est alors fourni.

Tout ces algorithmes sont intéressants mais dépendent fortement de l’application. De plus
la mise sous forme distribuée semble très complexe car ils nécessitent une connaissance
globale des groupes Z1 et B2.

3.4 Conclusion

La modélisation du champ par un processus gaussien nous a permis de construire dans
ce chapitre un algorithme de détection de trou de couverture sans connaître la position
des capteurs grâce notamment à une application des groupes d’homologie. De plus, la
persistance homologique fournit un outil flexible qui limite l’introduction d’a priori sur
le champ à mesurer en fixant a posteriori le seuil de détection.

Enfin, pouvoir en plus sélectionner un ensemble suffisant de capteurs actifs constitue un
à-côté particulièrement intéressant de la méthode qui assure une gestion intelligente du
réseau pour augmenter sa durée de vie.

Toutefois, nos solutions reposent sur un modèle pour lequel des hyper-paramètres doivent
être déterminés par exemple en maximisant leur vraisemblance étant données les mesures
des capteurs. De part ces aspects calculatoire, il est difficile de rendre simplement notre
algorithme complètement distribuée tout en le modifiant pour qu’il s’adapte aux variations
du réseau ou des mesures.

C’est pourquoi, nous présenterons notre algorithme de calcul des groupes d’homologie dans
le prochain chapitre qui s’adapte aux variations des complexes représentant le réseau. Cet
algorithme corrige les défauts précédents et offre, grâce à sa grande généralité, de nouvelles
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applications notamment la gestion adaptative des capteurs actifs pour une gestion plus
fine de la consommation d’énergie.
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nœuds soient connues et surtout qu’elles ne varient pas. Par conséquent, une fois le com-
plexe simplicial approchant la couverture du champ il ne doit pas être modifié par ajout
ou suppression de simplexes.

En situations réelles, les covariances seront estimées au fil de l’eau parce que les nœuds
seront mobiles ou encore parce que la durée de vie des nœuds est parfois limitée. Ainsi,
certains d’entre eux disparaîtront alors que d’autres pourront être redéployés. Dans tout
ces cas, le complexe simplicial sous-jacent devra s’adapter aux modifications structurelles.

Répondre à ce problème est donc primordial. Une première solution sera de recalculer le
complexe simplicial et ses groupes d’homologie périodiquement mais cette solution n’est
pas satisfaisante car le coût calculatoire est trop élevé. Nous proposons dans ce chapitre
d’utiliser la théorie de Morse pour suivre simplement les variations du complexe simplicial
et pour éviter la plupart des calculs pour le suivi des groupes d’homologie.

La section suivante présente la théorie de Morse principalement dans sa version discrète.
À partir de cette dernière nous proposerons à la section 4.2 son application au problème
de poursuite de l’évolution d’un complexe simplicial. Cette capacité sera mise à profit
pour le problème de couverture dans la section 4.3, la gestion de l’énergie sera également
étudiée à la section 4.4. Enfin, la section 4.5 conclura ce chapitre.

4.1 La théorie de Morse et sa version discrète

4.1.1 Version différentielle de la théorie de Morse

Les groupes d’homologie ne sont pas modifiés si l’espace de base subit des déformations
de rétractions. Plus précisément, un espace X et une rétraction A de X ont des groupes
d’homologie isomorphes.

Une rétraction A est ici un sous espace de X obtenu par une fonction continue F :
X × [0, 1] → X telle que F (0, ·) soit l’identité sur X et F (1, x) ∈ A. Comme F est
continue, aucun « trous » n’apparaît ni ne disparaît pendant la déformation.

Si la déformation est judicieusement choisie, le calcul des groupes d’homologie de A sera
plus simple que celui de l’espace initial X. La méthode la plus simple pour décrire cette
déformation consiste à utiliser un champ de vecteur sur la surface X. La déformation suit le
flot correspondant. Par exemple, l’anneau de la figure 4.1 est homologiquement équivalent
à un cercle. En effet, sous l’effet du champ de vecteurs, l’épaisseur de l’anneau diminue
jusqu’à devenir nul. La figure 4.1 montre la déformation à deux instants différents : proche
du démarrage du flot et vers la fin.

La théorie de Morse développe cette idée en passant par un champ de vecteurs créé par
une fonction potentielle f suffisamment régulière ; le champ est donnée par l’opposé du
gradient de f . À chaque point critique p de la fonction potentielle est associé une cellule
σp dont la dimension est donnée par son indice qui est la dimension de la variété instable
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Figure 4.1 – Déformation de l’anneau

Figure 4.2 – Fonction de Morse et son complexe unidimensionnel

de p et qui est aussi donnée par le nombre de valeurs propres négatives du Hessien de
f au point p. La référence sur la théorie de Morse est le livre de Milnor [Mil63], voir
Bott [Bot88] pour un article plus historique ou [For04] pour une introduction basée sur
les points d’équilibre de systèmes dynamiques.

Un complexe de Morse est alors associé à f qui comprend l’ensemble des cellules σp

associés aux points critiques de f . L’opérateur de bord est donné en suivant le flot du
gradient.

La figure 4.2 montre l’utilisation de la fonction de Morse qui correspond à l’altitude pour
construire un complexe cellulaire équivalent à la courbe de gauche qui est topologiquement
équivalente à un cercle. La fonction f a quatre points critiques, A à D. Comme A et B
sont des maxima, leur indice vaut 1 alors que C et D sont des minima donc d’indice 0.

À chaque point critique est associé une cellule de dimension donnée par l’indice du point.
À A et B sont associés les arêtes σA et σB à droite de la figure 4.2 et à C et D sont
associés les sommets σC et σD. En suivant l’opposé du gradient de f , nous voyons que le
bord de la variété instable de A associé à l’altitude est d’un côté C et de l’autre D. Il en
est de même pour le bord de la variété instable de B. Par conséquent, en choisissant une
orientation, nous trouvons que ∂σA = σC − σD et ∂σB = σD − σC . Le complexe de Morse
associé, dessiné à droite de la figure 4.2 est donc complètement défini par l’espace initial
et la fonction potentielle.
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Figure 4.3 – Fonction de Morse et son complexe bidimensionnel

Pour un second exemple de dimension 2, la fonction potentielle qui donne l’altitude de
la surface en forme de cœur représentée sur la figure 4.3 a quatre points critiques, a, b, c
et d. Comme a et b sont des maxima, la dimension des cellules σa et σb est 2. Le point
c est un point « col, » donc, une seule direction tend vers le bas et la cellule σc est de
dimension 1. Enfin le point d est un minimum et la cellule σd est un point.

Descendre le point c selon le gradient de l’altitude — selon la gravité — se termine
nécessairement au point d quelque soit la direction descendante pris à partir de c. Par
conséquent le bord de σc est 2σd. De même le bord de σa est σc car le flot partant de a
rejoint asymptotiquement le flot partant de c. Le même raisonnement tient pour b.

Au final, le complexe de Morse associé à la fonction altitude pour la forme de cœur est
composé de quatre cellules, σa à σd avec ∂σa = σc, ∂σb = σc et ∂σc = 2σd = 0 si nous
travaillons sur le corps binaire pour éviter les difficultés liées à l’orientation des cellules.

Il y a un lien fort entre l’espace topologique X et le complexe de Morse Mf associé à la
fonction potentielle f . Notons βk les nombres de Betti de X et mp le nombre de points
critiques de f d’indice p. Si le champ de vecteurs satisfait une condition précisée par la
suite, les deux séries de nombres βk et mp sont reliés par la relation de Morse

mk −mk−1 + · · · ±m0 ≥ βk − βk−1 + · · · ± β0 pour tout k ≥ 0. (4.1)

De cette forme forte d’inégalités, nous pouvons déduite la forme faible déjà intéressante,

mk ≥ βk pour tout k ≥ 0. (4.2)

Ainsi un simple comptage des points critiques de la fonction potentielle permet d’appro-
cher les nombres de Betti de la surface. La relation (4.1) devient une égalité si k vaut la
dimension de X, nous retrouvons en effet la caractéristique d’Euler-Poincaré

χ(X) = βdim X − βdim X−1 + · · · ± β0 = mdim X −mdim X−1 + · · · ±m0 (4.3)

En résumé la théorie de Morse associe à un espace et une fonction potentielle un com-
plexe, le complexe de Morse, qui a la même homologie que l’espace initial. Souvent la
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décomposition de l’espace initial en son complexe de Morse rend le calcul plus simple et
la représentation plus compacte. De même la notion de filtration de la persistance ho-
mologique est proche et donc à relier à la notion de fonction potentielle de la théorie de
Morse.

Ces avantages rendent la théorie de Morse très attractive pour bon nombre d’applica-
tions, par exemple pour l’analyse de donnée [AAC11]. De même la fonction potentielle
décompose les espaces ce qui est l’approche utilisée dans [AC07] pour l’analyse de forme
ou [EH09] pour la segmentation d’images médicales. Enfin [GBH08] utilise l’approxima-
tion d’un espace par le complexe de Morse pour faciliter le calcul des groupes d’homologie.

4.1.2 Historique et applications de la théorie de Morse discrète

Une version combinatoire de la théorie de Morse n’est malheureusement pas immédiate.
Forman qui l’a développée autour de l’année 2000 a dû redéfinir plusieurs concepts de la
géométrie différentielle pour y parvenir. La première difficulté est de transposer [For99,
For98a] les concepts de topologie différentielle — surtout la notion de champ de vecteur —
de la théorie de Morse aux espaces combinatoires comme les complexes cellulaires.

La référence du travail de Forman est [For98b] mais il a écruit en 2002, un article plus
accessible [For02b]. Ce travail est ensuite étendu à la cohomologie et au transport des
opérations cohomologiques aux espaces combinatoires dans [For02a]. Kozloz reprend la
théorie de Forman [Koz08] pour l’adapter à son approche des espaces combinatoires.

Grâce à la puissance de la théorie de Morse et à la possibilité de calcul par ordinateur
donné par l’approche combinatoire, le champ d’applications basées sur la théorie de Morse
discrète devient de plus en plus vaste. Parmi ces applications, nous trouvons par exemple

— la simplification topologique pour supprimer les caractéristiques topologiques consi-
dérées comme insignifiantes [Bau11, BLW12] ;

— l’aide à la visualisation et à la compression des espaces triangulés [LLT04] ;
— faciliter le calcul des groupes d’homologie par réduction [HMM14, MN13] ou pour

le calcul des groupes de cohomologie des faisceaux [CGN13] ou encore de la per-
sistance homologique [AKL13] ;

— pour approcher et classer rapidement les espaces grâces à la forme faible des in-
égalités de Morse (4.2) par une approche de Monte-Carlo [BL14] ;

— pour le traitement d’image [RWS11] ou l’analyse d’un nuage de points [KKM05] ;
— et bien d’autres utilisations.

4.1.3 Champ discret de vecteurs combinatoire

L’idée de base de la version discrète de la théorie de Morse est de construire l’équivalent
d’un champ de vecteur qui indique comment réduire l’espace initial ou encore comment
associé la cellule d’un point critique à son bord. Le point fondamental de Forman est
que seule la direction des vecteurs est important et non leur taille. Ainsi, il n’est pas
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Figure 4.4 – Champ de vecteur discret pour un complexe simplicial

nécessaire de construire une géométrie différentielle discrète complète comme dans [Hir03]
ou [DHL05] mais rester au niveau combinatoire.

Un champ discret de vecteurs — Discrete Vector Field en anglais — défini sur un espace
cellulaire X est un ensemble de vecteurs qui est une paire de cellules (σ, τ) telles que σ
soit sur le bord de τ . De plus, une cellule ne doit être associé qu’à une seule autre cellule
au maximum.

Par conséquent, un champ discret de vecteurs est un simple appariement ou un couplage
entre cellules incidentes ; l’aspect différentielle du champ de vecteur disparaît complète-
ment. Les cellules que ne sont associées avec aucune autres sont qualifiées de critique.
Elles joueront le même rôle que les points critiques de la théorie de Morse différentielle.

Il existe toujours un champ discret de vecteur ; par exemple, toutes les cellules peuvent
être considérées comme critique.

La figure 4.4 représente un complexe simplicial et un champ discret de vecteur. Chaque
vecteur (σ, τ) est représenté par une flèche allant de σ vers τ . Ainsi les flèches vont des
sommets vers les arêtes ou des arêtes vers des triangles. Nous avons aussi encadré les
cellules critiques, non associées par le champ, les deux sommets A et B et les trois arêtes
C, D et E.

La version discrète des inégalités de Morse permet déjà d’obtenir une bonne approximation
des invariants homologiques. En effet, nous avons deux sommets critiques et trois arêtes
critiques, par conséquent,

β0 ≤ 2, β1 ≤ 3, β1 − β0 ≤ 3− 2 = 1, et χ(X) = 3− 2 = 1. (4.4)

Ces inégalités sont fortes car elles approchent fortement les valeurs théories β0 = 1 et β1 =
2. Dans un soucis de simplification, il est par conséquent préférable d’avoir le maximum
de cellules appariées par le champs de vecteur car alors les inégalités précédentes seront
encore plus strictes.

Cette remarque est à la base du système de classification présentée dans [BL14] qui
construit aléatoirement un champ de vecteur discret par un algorithme simple et rapide
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Figure 4.5 – Flot d’un champ discret de vecteurs

de type glouton qui fournit alors des bornes sur les nombres de Betti. Ces bornes sont
très souvent fines et valent les nombres de Betti. Pour affiner encore plus ces bornes il est
possible de simplifier encore le complexe de Morse comme nous le verrons ultérieurement.

4.1.4 Le flot discret d’un champ de vecteur

La donnée d’un champ discret de vecteur permet de construire un flot qui permettra de
construire le complexe de Morse à l’instar de la version différentielle qui utilise les variétés
instables des points critiques.

Dans un premier temps, un champ de vecteur permet de construire une application linéaire
V sur le complexe de chaînes C⋆. Soit une cellule σ associée à une cellule τ et sur la face
de cette dernière. Le champ linéarisé V (σ) = ±τ . Le signe est choisi tel que le signe de σ
dans ∂V (σ) soit −1. Naturellement, travailler sur le corps binaire évite de considérer ces
problèmes d’orientation.

Le flot Φ est un opérateur linéaire défini à partir de V et de ∂ par Φ = I + V ∂ + ∂ V
avec I l’identité, c’est-à-dire,

Φ(σ) = σ + V (∂σ) + ∂ V (σ). (4.5)

Cet opérateur linéaire Φ : Ck → Ck est bien défini et les chaînes images sont de la même
dimension que les chaînes de départ. L’opérateur Φ est décomposé en deux parties : l’une
suit les vecteurs de l’argument et l’autre suit les vecteurs de son bord.

La figure 4.5, montre un exemple issu de [For98b], d’un calcul de flot. Intuitivement le
bord de l’arête (ab) doit s’étendre vers l’arête (ac) pour suivre le vecteur (a) → (ac)
ainsi que vers l’arête (be) pour suivre le vecteur (b) → (be). L’arête (ab), quant à elle,
doit se déformer pour suivre la bordure (ad) + (db). Finalement, nous souhaitons avoir
intuitivement Φ(ab) = (ca) + (ad) + (db) + (be) = (ac) + (ad) + (bd) + (be) en travaillant
sur le corps binaire pour éviter les subtilités liées à l’orientation.



74 CHAPITRE 4. THÉORIE DE MORSE ET RCSF

A
C

B

D

E

Figure 4.6 – Complexe de Morse discret associé et sa version simplifiée

La formule (4.5) donne sur le corps binaire

Φ(ab) = (ab) + ∂ V (ab) + V ∂(ab)

= (ab) + ∂(abd) + V
(

(b) + (a)
)

= (ab) +
(

(ab) + (bd) + (ad)
)

+ V (b) + V (a)

= (ab) + (ab) + (bd) + (ad) + (be) + (ac)

Φ(ab) = (bd) + (ad) + (be) + (ac),

(4.6)

ce qui est le résultat attendu.

4.1.5 Construction du complexe de Morse

Le flot peut ensuite être itérer k fois pour obtenir l’application Φk. Si de plus, ce flot est
acyclique, condition que nous développerons par la suite, alors par la finitude du complexe
X, l’application Φ∞ est bien définie.

Les chaînes qui sont invariantes par Φ∞ sont primordiales car elles permettent la construc-
tion du complexe de Morse associé au champ discret de vecteurs. Or chaque chaîne inva-
riante contient une cellule critique.

Le complexe de Morse est donc construit en associant à chaque cellule critique σ de X
une cellule σ′ de même dimension. Le bord de Φ∞σ contient aussi des cellules critiques
qui seront associées au bord de σ′.

Ce processus a été utilisé pour calculer le complexe de Morse associé au complexe de la
figure 4.4. Le résultat est le complexe dessiné à gauche de la figure 4.6. Ce complexe ne
contient que cinq cellules : trois arêtes et deux sommets.

En itérant le flot Φ sur l’arête C nous obtenons finalement un chaîne dont le bord est la
chaîne A + B. Par conséquent la cellule C ′ du complexe de Morse a pour bord A′ + B′.
Le même calcul permet d’obtenir le bord de D′ et de E ′ comme le montre la figure 4.6.
Une version plus lisible se retrouve à droite. On remarque alors que le complexe de Morse
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Figure 4.7 – Exemple d’un champ de vecteur sur l’anneau et son complexe de Morse
associé

a β0 = 1 et β1 = 2 tout comme le complexe initial mais ce complexe est une version très
simplifiée.

La raison pour laquelle la construction précédente est correcte est la suivante. En dé-
marrant par un complexe X0, on calcul le complexe équivalent X1 = Φ(X0), puis par
itérations successives Xk = Φ(Xk−1) = Φk(X0). Si Φ n’est pas dégénéré ce processus at-
teint un point fixe X∞ = Φ∞(X0). Forman a montré que Φ ne modifie pas l’homologie
et donc H⋆(X∞) = H⋆(X0). Par contre, Φ simplifie la complexe d’où le gain de cette
approche.

La construction nécessite la possibilité de calculer Φ∞. Par conséquent, il est nécessaire
qu’aucune orbite du système dynamique défini par Φ ne soit périodique. Il est possible de
se passer de cette condition nécessaire en complexifiant la construction du complexe de
Morse et en considérant des cellules autres que critiques [For98c].

4.1.6 Exemple de l’anneau

La figure 4.7 présente un nouvel exemple sur la construction du complexe de Morse associé
à un anneau.

Un champ discret de vecteurs, indiqués par des flèches vertes, a été construit sur le com-
plexe issu de la triangulation de l’anneau. Les cellules critiques sont l’arête (ih) et le
sommet (o). Par conséquent le complexe de Morse comporte l’équivalent de ces deux
cellules. En suivant le flot Φ∞(ih) nous aboutissons finalement au cycle indiqué en bleu
(ij) + (jk) + (kd) + (de) + (em) + (mn) + (no) + (of) + (fg) + (gh) + (ij). Ce cycle a pour
bord 2(o) qui fournit le bord de la cellule (ih) dans le complexe de Morse comme indiqué
sur la droite de la figure 4.7.

Si nous suivons le flot donné par le champ de vecteur, à la manière du cas continu de
la figure 4.1, nous remarquons que l’anneau de contracte pour finalement donné le cycle
bleu qui entoure le trou de l’anneau.
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Ainsi le champ discret de vecteur, qui est une donnée combinatoire locale par essence,
permet de simplifier fortement le complexe initial. Par exemple, l’anneau comporte 15
sommets, 30 arêtes et 15 triangles alors que le complexe de Morse associé ne comporte
qu’un sommet et qu’une arêtes, nombre minimal de cellules critiques selon la version faible
des inégalités de Morse (4.2).

De plus, cette forte simplification est faite sans perdre l’information concernant les gé-
nérateurs des groupes d’homologie qui sont récupérables directement en suivant le flot à
partir des cellules critiques, comme le montre l’exemple qui reconstruit un cycle autour
du trou à partir de (ih).

4.1.7 La fonction potentielle

Il peut sembler étrange que la version différentielle de la théorie de Morse considère en
premier lieu une fonction potentielle pour en déduire un champ de vecteur alors que la
théorie de Morse discrète commence par l’équivalent du champ de vecteur sans prendre
en compte une fonction potentielle. Cette approche est un choix de présentation de notre
part.

En effet, Forman commence pour définir une fonction potentielle f , encore appelée un
fonction de Morse discrète, qui vérifie les deux conditions

#
{

σ > τ | f(σ) ≤ f(τ)
}

≤ 1,

#
{

σ < τ | f(σ) ≥ f(τ)
}

≤ 1
(4.7)

où #{A} est le nombre de paires vérifiant la proposition A et σ < τ dénomme deux
cellules dont σ est sur le bord de τ .

Une telle fonction est une fonction potentielle qui permet de définir un champ discret de
vecteurs

V σ = τ ⇐⇒ f(σ) > f(τ). (4.8)

Alors que les cellules critiques de ces fonctions sont définies par

#
{

σ > τ | f(σ) ≤ f(τ)
}

= 0 (4.9)

ou
#
{

σ < τ | f(σ) ≥ f(τ)
}

= 0, (4.10)

les deux conditions étant exclusives entre elles.

Les deux concepts de champs discret de vecteur et de fonction de Morse sont fortement
reliées car il est possible de passer de l’un à l’autre s’il n’existe pas de séquence de cellules
cycliques de la forme

σ0 < τ1 > σ1 < τ1 > · · · < τn−1 > σn = σ0 (4.11)
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⇓

Figure 4.8 – Exemple de Forman de simplification de Morse

tel que

f(σ0) ≥ f(τ1) ≥ f(σ1) ≥ f(τ1) ≥ · · · ≥ f(τn−1) ≥ f(σn) = f(σ0). (4.12)

Cette dernière condition équivaut à un gradient qui ne peut pas être rotationnel en analyse
vectorielle pour la version différentielle de la théorie de Morse. En effet, il est possible sous
cette condition de construire à partir d’un champ de vecteur un fonction potentielle de
proche en proche à l’instar de la démonstration du lemme de Poincaré.

4.1.8 Simplification du complexe de Morse

À l’instar de la version différentielle, la théorie de Morse discrète permet de simplifier le
complexe de Morse en modifiant le champ de vecteur discret.

En effet, considérons le complexe de la figure 4.8 issu de l’article de Forman [For02b]. Sur
la figure du haut, les cellules (abf) et (ej) sont critiques. Les flèches indique le champ de
vecteurs discrets telles que (cg)→ (cgh). Les vecteurs pour les arêtes extérieures ne sont
pas dessinées pour alléger la figure mais nous supposerons qu’ils existent.
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Figure 4.9 – Exemple de simplification de Morse d’un complexe homologue à un cerlce

Le champ de vecteurs définit un chemin de la cellule critique (abf) vers la cellule critique
(ej) donné par la série de cellules

(abf), (bf)→ (bfg), (bg)→ (bcg), (cg)→ (cgh), (ch)→ (cdh), (dh)→ (dhj), (dj)→ (dej), (ej).
(4.13)

Ce chemin alterne les cellules de dimension 2 et des cellules de dimension 1. Il y a entre
deux cellules adjacentes dans le chemin une relation de face/coface ou un vecteur discret.

Si nous reprenons ce chemin dans le sens inverse et que nous renversions les vecteurs
pour suivre cette nouvelle direction, alors les deux cellules critiques extrêmes deviennent
appairées et ne sont alors plus critiques, comme l’indique le nouveau champ de vecteurs
discrets dessiné au bas de la figure 4.8.

Ce type de modifications du champ de vecteurs discrets permettent de simplifier le com-
plexe de Morse. Les invariants homologique ne sont pas par contre pas modifiés par cette
procédure de simplification. Par exemple, la caractéristique d’Euler-Poincaré n’est pas
modifiée car les dimensions des deux cellules critiques qui disparaissent sont l’une paire
et l’autre impaire.

La méthode de simplification est à rapprocher des algorithmes de couplage ou d’appa-
riement dans un graphe qui utilisent des chemins augmentant tels que l’algorithme hon-
grois d’affectation [Kuh55, Mun57], l’algorithme d’Edmonds [Edm65] ou l’algorithme de
Hopcroft-Karp [HK73].

La figure 4.9 montre un exemple sur un complexe homologique à un cercle. Sur la figure de
gauche, en suivant, le flot partant du bord de la cellule critique (ae) nous arrivons d’un côté
à la cellule critique (c) et de l’autre au second point critique (f). Considérons le chemin
(ae), (a)→ (ab), (b)→ (bc), c qui contient deux vecteurs, nous pouvons le renverser pour
obtenir les trois nouveaux vecteurs (c)→ (bc), (b)→ (ab) et (a)→ (ae) tels que le montre
la droite de la figure 4.9. Cette modification a donc échangé deux cellules critiques pour
un vecteur discret.
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Figure 4.10 – Exemple de l’échec d’une simplification de Morse abusive d’un complexe
homologue à un cerlce

Le complexe de Morse devient alors particulièrement simple : une arête associé à la cellule
critique (ed) dont le bord est un point associé au sommet critique (f). Nous avons donc
bien un espace équivalent à un cercle.

Il faut toutefois éviter de faire certaines simplifications excessives. En effet, considérons
le résultat précédent redonné à gauche de la figure 4.10.

Il est possible de construire deux chemins entre l’arête critique (ed) et le sommet critique
(f). En effet, d’un côté nous avons le chemin court (e), (f) et de l’autre le chemin plus long
(d), (c), (b), (a), (e), (f) — ces deux chemins sont donnés sont faire référence aux arêtes
pour plus de lisibilité.

Il est tentant de renverser les vecteurs d’un de ces chemins par exemple le premier pour
obtenir le complexe de droite. Mais alors il n’y a plus de cellule critique et le complexe de
Morse est vide. Cette simplification est en effet abusive car elle indiquerait que le cercle
est homologue à un espace vide !

Le problème précédent est issu de la création d’un chemin cyclique (e), (d), (c), (b), (a), (e), . . .
qui ne doit pas apparaître sous peine de casser l’équivalence entre le complexe de Morse et
le complexe initial. En effet, le flot implique un orbite périodique comme nous l’avons vu
dans la section 4.1.5 et il n’y a plus d’existence de la fonction potentielle. Naturellement,
comme nous l’avions évoqué, l’utilisation de la forme plus développée de la théorie de
Morse discrète de Forman décrite dans [For98c] reste possible mais à un prix calculatoire
trop grand pour nos applications.

Il faut donc restreindre l’application des simplifications du champ de vecteurs discrets.
Forman donne dans le théorème 9.1 de [For02b] une condition simple pour la procédure
décrite ci-dessus soit toujours théoriquement correcte et que le complexe de Morse reflète
bien le complexe de base. Il suffit en effet qu’il n’existe qu’un chemin unique entre les
deux cellules critiques. Dans l’exemple précédent, il y avait bien deux chemins de l’arête
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critique (ed) vers le sommet critique (f), l’un direct, l’autre faisant le tour du cercle.

4.1.9 Construction aléatoire du champ discret de vecteur

L’article [BL14] décrit un algorithme rapide de construction d’un champ discret de vec-
teurs. Cet algorithme est aléatoire dans le sens où le champ de vecteur ne sera pas né-
cessairement identique à chaque réalisation. Les expériences montrent que cette méthode
de construction du champ de vecteur et du complexe de Morse associé sont souvent op-
timaux. Cette constatation est à la base du développement de notre algorithme de suivi
présenté à la section 4.2.

Algorithme 4.1 : Construction aléatoire d’un champ discret de vecteurs
Input : Un complexe cellulaire X
Output : Un champ discret de vecteurs

1 indéfinies ← toutes les cellules de X
2 while indéfinies est non vide do
3 if il existe une cellule dans indéfinies libre et de codimension 1 then
4 Choisir σ une cellule libre et de codimension 1
5 Enlever σ de indéfinies

6 τ ← CoFace (σ)
7 Enlever τ de indéfinies

8 Ajouter le vecteur σ → τ à vecteurs

9 else
10 Choisir une cellule σ de dimension maximale
11 Enlever σ de indéfinies

12 Ajouter σ à critiques

13 end
14 end

L’algorithme de [BL14] peut être réécrit sous la forme de pseudo-code de l’encadré 4.1.
Initialement toutes les cellules sont non appairées et sont par conséquent dans la collection
indéfinies. Tant qu’un couple de cellules (σ, τ) existe tel que σ soit une face de τ , que ces
deux cellules soient dans indéfinies et que τ n’ait pas de coface dans cette même collection
alors le couple forme un nouveau vecteur qui est ajouté au champ de vecteurs vecteurs. Si
aucune paire n’existe alors une cellule de plus grande dimension de indéfinies est déclarée
critiques en la plaçant dans la collection critiques.

L’aspect aléatoire de cet algorithme repose sur la façon de faire le choix des cellules à
mettre dans critiques ou pour construire un nouveau vecteur de vecteurs.

Le choix des structure de données est primordial pour la rapidité d’exécution de cet
algorithme. Par exemple la collection indéfinies peut être mise en œuvre par une queue
de priorité dont le contenu serait des quadruplets dont les entrées sont la codimension, la
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dimension, la cellule et un un nombre aléatoire. Cela permet d’ordonnancer les éléments
par codimension croissante puis pas dimension décroissante. Le nombre aléatoire casse les
cas d’égalité et permet au choix de se faire au hasard.

De même la collection critiques des cellules critiques peut être un semble ensemble mise en
œuvre sous forme d’arbre et un dictionnaire ou une table d’association est un bon choix
pour le champ vecteurs.

4.2 Algorithme proposé pour le suivi des groupes
d’homologie

Comme nous avons vu ci-dessus, la théorie de Morse discrète permet de simplifier un
espace combinatoire X sans dénaturer sa structure topologique. Cette simplification est
rendu possible par l’utilisation d’un champ de vecteur discret V .

Comme les groupes d’homologie H⋆(X) sont isomorphes aux groupes H⋆(MV ) du com-
plexe de Morse associé à V , leur calcul est bien plus simple. De plus, le champ de vecteur
V est une donnée combinatoire, représentable par une liste d’association, qui est foncière-
ment localisée car un vecteur ne fait intervenir qu’une paire face/coface. La seule difficulté
provient de la non-dégénérescence du champ de vecteurs.

Supposons maintenant que l’espace X puisse être modifié dans le temps par ajout ou
retrait successif de cellules. Il est intéressant de pouvoir suivre l’évolution des groupes
H⋆(X) sans toutefois devoir recalculer ces groupes ex nihilo. Nous proposons dans cette
section d’utiliser la théorie de Morse discrète pour mettre à jour H⋆(X).

Cette approche et l’algorithme que nous développons dans la suite a été l’objet de notre
article [ZGC14] qui répond en partie aux interrogations posées et aux perspectives données
par l’article précédent [ZGC13].

4.2.1 Principe de l’algorithme

L’évolution d’un complexe en fonction du temps peut être décomposé en deux opérations
élémentaires qui transforment le complexe X = Xt en un nouveau complexe Y = Xt+1 à
l’instant suivant :

Ajout d’une cellule qui agrandit le complexe X. Il faut toutefois que le résultat Y
de cet ajout reste un complexe bien défini. C’est pourquoi nous imposons que les
cellules aux bords de la cellule ajoutée soient déjà dans le complexe à l’instant
précédent X ;

Suppression d’une cellule qui enlève une cellule du complexe. Pour la cohérence
de l’opération, il faut que la cellule supprimée ne soit pas sur le bord d’une autre
cellule. La condition que la cellule supprimée ne soit pas une coface de X doit donc
être satisfaite.
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Les contraintes imposées ci-dessus ne nuit pas à la généralité de notre approche mais
elles imposent parfois un ordre des opérations élémentaires lorsque plusieurs insertions et
plusieurs suppressions de cellules ont lieu au même moment dans l’application.

L’idée de notre algorithme est de construire un champ discret de vecteurs V sur le com-
plexe initial puis de remettre à jour localement le champ V pour chacune des opérations
élémentaires de modification du complexe. L’homologie peut alors être calculée à partir
des cellules critiques du champ en suivant le flot comme expliqué plus haut.

La localisation des cellules telle qu’elle est expliquée à la section 3.3.6.1 permet aussi
de rendre locale la représentation du champ de vecteur car un vecteur est une paire
face/coface gérée par le même nœud. Comme nous le verrons, les mises à jour du champ
V restent aussi localisées.

Pour calculer le groupe d’homologie, plusieurs solutions existent :
— si une forme approchée est suffisante, alors le comptage des cellules critiques peut

se révéler suffisant ;
— si des cycles générateurs de la forme approchée sont souhaités, il est simple de

suivre le bord du flot des cellules critiques grâce à un algorithme de type routage
qui calcule le résultat en sautant de capteurs en capteurs ;

— si le groupe d’homologie exact et complet est désiré, la forme approché avec les
flots calculés par l’algorithme du point précédent peut être centralisé pour que
l’homologie du complexe de Morse soit finie. Cette opération ne demande ni un
grand investissement en calcul ni en communication car le complexe de Morse
associé est en pratique bien plus petit que le complexe initial.

L’initialisation du champ V dépend de l’application. Par exemple, seuls les sommets sont
présents dans le complexe et dans ce cas il n’y a aucun vecteur. Si le complexe existe a
priori, une initialisation aléatoire du champ V telle que la construction de [BL14] peut se
révéler profitable.

4.2.2 Mise à jour incrémentale

L’algorithme que nous proposons remet à jour le champ discret de vecteur V . Lors de
cette mise à jour l’état des cellules peuvent prendre trois valeurs :

indéfini qui indique que la cellule est étudiée par la méthode. Cet état est temporaire ;

critique qui indique que la cellule est une cellule critique du champ de vecteur ;

apairée qui signifie que la cellule est déjà associée avec une autre cellule dans un
vecteur du champ.

Les cellules susceptibles d’être appairées avec la modification du complexe passent à l’état
indéfini. Ensuite, un appariement glouton [BL14] est effectué sur les cellules dont l’état
est indéfini. Un fois fait, les cellules à l’état encore indéfini passent à l’état critique.
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Figure 4.11 – Étapes de la mise à jour lors d’ajout de cellules

4.2.2.1 Mise à jour en cas d’insertion d’une cellule

Supposons qu’une nouvelle cellule σ apparaisse dans le complexe et que ses bords y sont
déjà présents. Le champ de vecteur doit être modifié pour prendre en compte cet ajout.
La cellule σ et ses faces qui sont critiques passent à l’état indéfini. L’appariement glouton
est alors effectué et les cellules non appariées devient critiques.

La figure 4.11 montre les différentes étapes lors de l’ajout de la diagonale et des triangles
au quadrilatère initial. Les opérations de bases sont dans l’ordre : 1. ajout de la diagonale
ac ; 2. ajout du triangle abc ; 3. ajout du triangle acd.

L’ajout de la diagonale se déroule selon :

1. l’état de la cellule (ac) de la diagonale est indéfini. Comme les sommets (a) et (b)
ne sont pas critiques, seule (ac) est dans cet état ;

2. aucun appariement entre cellules indéfinies n’est possible ;

3. (ac) devient une cellule critique.

Puis l’ajout de la cellule (abc) s’accompagne des opérations suivantes :

1. (abc) est classé indéfini tout comme la diagonale (ab) et le sommet b qui sont sur
son bord et qui sont critiques ;
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Figure 4.12 – Mise à jour lors de l’ajout d’un ensemble de cellules

2. l’appariement entre les cellules (ac) et (abc) se produit car ces deux cellules sont
indéfinies et leur état passe à apparié ;

3. il ne reste pas de cellule indéfinie, donc aucune ne devient critique.

Enfin la dernière opération, l’ajout du triangle acd :

1. (acd) est classé indéfini tout comme le bord (cd) qui était critique ;

2. l’appariement entre les deux cellules précédentes, (acd) et (cd) est ajouté au champ
discret de vecteurs ;

3. il ne reste plus de cellules critiques.

Nous remarquons dans cet exemple que le complexe de Morse associé est toujours optimal
au sens où les inégalités (4.2) sont des égalités. Dans ce cas la méthode peut être qualifiée
d’optimale. Malheureusement nous n’aurons pas cette garantie pour d’autres exemples ou
dans les simulations.

Les opérations élémentaires peuvent ici s’effectuer ensemble. Dans ce cas, la méthode
est encore correcte. Les trois cellules (ac), (abc) et (acd) sont ajoutées en même temps,
voir la figure 4.12. Les cellules ajoutées ainsi que leur faces qui sont critiques passent à
l’état indéfini. L’appariement se fait alors aussi de façon gloutonne. Les cellules restant
indéfinies deviennent critiques. En fait, ces deux méthodes, par opérations élémentaires
et par groupement pour l’ajout sont équivalentes car l’appariement glouton de la seconde
méthode revient à faire un ordonnancement des opérations élémentaires d’insertion.

4.2.2.2 Mise à jour en cas de suppression d’une cellule

Considérons maintenant le cas d’une cellule σ qui disparaît du complexe et qui n’est pas
sur le bord d’une autre cellule.

La figure 4.13 illustre la mise à jour du champ discret de vecteurs lorsque des cellules du
complexe sont supprimées. L’ordre des suppression est ici acd, abc et ac.

La suppression du triangle acd s’accompagne de la suite d’opérations suivantes

1. le statut des cellules (c) et (cd) devient indéfini car (c) est une cellule critique sur
le bord du triangle au sens large. L’arête (cd) est aussi classée comme indéfinie
car elle participait à un appariement avec la cellule supprimée (acd) qui n’est plus
cohérent avec le complexe ;
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Figure 4.13 – Étapes de la mise à jour lors de retraits de cellules
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Figure 4.14 – Mise à jour lors du retrait d’un ensemble de cellules

2. l’appariement entre (c) et (cd) est ajouté au champ de vecteur ;

3. il ne reste aucune cellule pouvant devenir critique.

Nous insistons sur le fait que toutes les cellules sur le bord des cellules enlevées ou ajou-
tées doivent être examinées pour savoir si elles deviennent indéfinies ou non. En effet la
suppression ou l’ajout d’une cellule de dimension d peut affecter le champ de vecteur par
leur appariement avec les cellules de dimension d− 1 mais aussi en faisant apparaître des
appariements entre les cellules du bord comme entre les cellules (c) et (cd) de l’exemple.

Le triangle abc est maintenant supprimé entraînant les étapes

1. le statut de (bc) passe de apparié à indéfini car l’arête participe avec (abc) à un
vecteur qui n’a plus lieu d’être ;

2. aucun appariement n’est possible ;

3. l’arête (bc) devient critique.

Enfin, le retrait de ac provoque

1. le statut de (a) qui était apparié avec (ac) par le champ de vecteurs devient main-
tenant indéfini ;

2. aucun appariement n’est possible ;

3. la cellule (a) devient une cellule critique du champ de vecteur.

Ici encore, nous pouvons constater que le complexe de Morse associé reste optimal tout
au long des étapes et que le résultat final correspond à un seul trou dans le complexe car
il y a une seule nouvelle arête critique dans le champ final.

Nous pouvons faire la même remarque que pour l’ajout d’une cellule : les opérations
de suppression peuvent être regroupées mais alors l’appariement glouton ordonnancera
l’ordre des opérations élémentaires selon la mise en œuvre qui en sera fait. La méthode
avec les opérations de suppression regroupée reste la même : toutes les cellules sur le bord
des cellules supprimées deviennent indéfinies tout comme les cellules qui étaient appariées
avec une cellule supprimée. L’appariement glouton construit les nouveaux vecteurs dès
que possible et les cellules deviennent critiques si ce n’est plus le cas.
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4.2.2.3 Dégénérescence du champ de vecteurs

Les opérations précédentes n’interviennent que très localement car les vecteurs corres-
pondent à des associations entre des cellules et leurs faces. La distribution de cet algo-
rithme est donc simple.

Il est toutefois possible que le complexe de Morse associé au champ de vecteur ainsi
construit ne deviennent qu’approximatif car le champ de vecteur devient parfois dégénéré.
C’est-à-dire que les fonctions potentielles associées au champ ne soit plus irrotationnel
dans le sens de (4.11) et (4.12).

Soit l’approximation est gérable par l’application qui ne souhaite qu’une vision grossière
des résultats soit notre méthode doit être adaptée pour interdire la dégénérescence.

Trois approches sont possibles pour corriger notre algorithme :

1. nous pouvons par exemple étendre notre algorithme en utilisant une forme plus
générale de la théorie de Morse de Forman telle que celle présentée dans [For98a].
Le champ de vecteur peut devenir dégénéré mais la construction du complexe
de Morse devient plus compliquée car en plus des cellules critiques, il faut aussi
prendre en compte les orbites périodiques sous le flot Φ. Cela peut se faire grâce à
un algorithme de detection de cycle tel que l’algorithme du lièvre et de la tortue
de Floyd [Flo67] ou la version améliorée que Brent a introduit pour la factorisation
d’entiers [Bre80]. Nous n’avons pas étudié la distribution d’un tel algorithme ;

2. maintenir une fonction potentielle en même temps que le champ de vecteur semble
être une méthode simple car alors l’appariement ne sera possible que si la fonction
potentielle le permet. Toutefois, la localisation du champ de vecteur est perdue au
profit d’une construction globale : celle de la fonction potentielle. C’est pourquoi
nous n’en avons fait aucune mise en œuvre ;

3. l’approche que nous avons choisi dans [ZGC14] est plus pragmatique : nous avons
introduit la date de naissance des cellules et un vecteur n’est autorisé que si l’âge
des cellules va en grandissant si nous suivons sur 1 itérations le flot Φ. L’optimalité
du complexe de Morse se perd mais la simplicité de l’approche en fait son point
fort. La date de naissance des cellules n’est bien sûr qu’un prétexte à ordonner
les cellules ; d’autres choix sont possibles comme un identifiant ou une fonction
d’altitude, etc.

4.2.3 Comparaison avec d’autres algorithmes

Dans [DGJ12], les auteurs décrivent un algorithme distribué qui calcule les groupes d’ho-
mologie pour lequel le complexe de l’espace de données est aussi représentée localement.
Cependant, leur algorithme effectue des simplifications locales par l’intermédiaire du com-
plexe co/réduction afin d’obtenir une représentation plus mince du complexe qui est en-
suite envoyé à un nœud central pour terminer le calcul de l’homologie, comme avec [EH10].
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L’adaptabilité de la méthode de [DGJ12] est toutefois limitée par l’utilisation des co/réductions
qui doivent être recalculées complètement à chaque modification du complexe. Notre so-
lution, grâce aux champs de vecteurs, ne souffre pas de ce défaut.

L’approche de [GCK14b], ainsi que l’article associé [GCK14a] est différente de la notre
car elle utilise la persistance homologique en zigzag [CS10]. Cette approche demande une
connaissance complète de l’historique de la construction du complexe avant d’en faire
l’analyse. Elle n’est donc pas adapté à la situation d’un algorithme de suivi. Ensuite la
filtration en zigzag demande des réunions du complexe entre deux instants qui demandent
une gestion fine si la distribution de l’algorithme est envisagé. Enfin, il n’existe pas encore
à notre connaissance d’algorithme distribué pour le calcul de la persistance en zigzag.

4.3 Application à la couverture de mesure

La suite de ce chapitre concerne l’application de notre algorithme à deux situations déjà
rencontrées : la détection des trous de couverture à partir des corrélations entre les mesures
des capteurs et à la sélection de capteurs actifs pour limiter les dépenses énergétiques
superflues.

Nous avons repris la construction du complexe simplicial qui approche la couverture d’un
réseau de capteur de notre article [ZGC13]. Toutefois ce complexe est amené à être modifié
au cours du temps et l’algorithme de la section précédente est appliqué à son suivi.

Cette application utilise uniquement la détection des trous basée sur le nombre de Betti
β1 et les générateurs de H1(X). L’intérêt ici est de suivre l’évolution tout en maintenant
la stabilité des générateurs pour ne pas avoir un un représentant d’un trou qui varie à
chaque instant.

4.3.1 Description de l’application

Tout comme la section 3.3, un champ est construit qui est capté par un réseau de capteurs
sans fil placés aléatoirement. Ces capteurs mesure avec une période dt le champ. À chaque
instant t, ils en obtiennent Fx(t) une version bruitée par un bruit blanc gaussien. Ces bruits
sont indépendants les uns des autres et des mesures.

Chaque capteur estime le champ moyen à leur position F x(t) par un filtrage récursif du
premier ordre,

F x(t) = (1− α) F x(t− dt) + α Fx(t), (4.14)

où α est le coefficient d’oubli du filtre.

Ces moyennes servent ensuite à estimer des covariances σxy entre les capteurs x et y par
le même type de filtrage :

σ̂xy(t) = (1− β) σ̂xy(t− dt) + β
(

Fx(t)− F x(t)
) (

Fy(t)− F y(t)
)

, (4.15)
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où β est un second coefficient d’oubli du même ordre de grandeur que α.

Dans nos simulations, le réseau de capteur est statique. Toutefois le complexe représentant
la précision du champ se modifie au fur et à mesure de l’estimation des corrélations du
champ. Bien sûr, ces estimations se calculent alors que le champ se modifie avec le temps.
Par contre, les covariances du modèle restent constantes le long de la simulation et il en
est de même pour la couverture de mesure.

À l’instar de la section 3.3.2, les capteurs x et y sont connectés si un seuil est plus grand
que l’optimum

min
u

uT

[

σ̂xx(t) σ̂xy(t)
σ̂yx(t) σ̂yy(t)

]
−1

u

sous les contraintes

[

σ̂xx(t)
σ̂yy(t)

]

≥ u ≥
[

σ̂xy(t)
σ̂yx(t)

]

.

(4.16)

L’équation (4.16) n’est pas exactement la version estimée de l’équation (3.30) car cette
dernière utilise la variance du champ en un point sans prendre le bruit en compte. Comme
cela n’est pas fourni par les données, nous ne l’utilisons pas. Toutefois, cette constante est
intégrée au seuil.

Ainsi le complexe se construit petit à petit jusqu’à la convergence. Des arêtes peuvent
aussi disparaître dans le processus. Même si le champ varie, cette convergence n’est pas
fortement affectée car le complexe dépend de la corrélation entre les mesures et non les
mesures en elles-même.

4.3.2 Résultats des simulations

Le réseau de capteurs reste statique tout au long de la simulation. Les seules modifications
sont celles dues à une mauvaise estimation, initialement, des covariances entre les mesures
des capteurs.

Bien sûr, notre méthode est applicable pour des réseaux de capteurs mobiles ou pour des
champs dont la précision varie avec le temps, etc. Mais nous voulons éviter la confusion
des causes dans nos simulations et nous nous restreignons au RCSF statique.

La situation du réseau de capteurs à sept instants différents est illustrée sur les figures 4.15
et 4.16. L’algorithme fonctionne par itération. À chacune d’elle les capteurs affinent les
estimations de la moyenne et des covariances entre elles. À partir de ces estimations, le
complexe est remis à jour. Ce complexe est le complexe de cliques des arêtes ; c’est-à-dire
que si trois arêtes d’un triangle sont dans le complexe alors le triangle l’est aussi. De
même pour les tétraèdres. À partir des cellules qui apparaissent et qui disparaissent, le
champ discret de vecteurs est remis à jour selon la méthode précédente.

Dans la simulation, les coefficients α et β des filtres valent 5 · 10−3. La variance du bruit
de mesure est de 10−2. Une cinquantaine de capteurs sont positionnés à l’intérieur d’un
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Figure 4.15 – Début de la construction du complexe

cercle délimité par seize capteurs. Les positions des capteurs intérieurs sont choisis aléa-
toirement et uniformément. Certains d’entre eux ont été repositionnés pour créer un trou
de couverture au centre.

Le champ généré est un processus gaussien tridimensionnel — deux dimensions spatiales
et une dimension pour le temps — de moyenne nulle et dont la fonction de covariance est
basé sur un noyau gaussien dont l’échelle spatiale ℓ est fixée à 0.4 à mettre en perspective
avec le diamètre de 2 du réseau de capteur et l’échelle temporelle τ est fixée à 1. La
covariance entre le champ à l’instant t à la position x et le champ à l’instant t′ à la
position x′ est donc donnée par

k
(

(x, t), (x′, t′)
)

∝ exp
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Naturellement, ce modèle est inconnu des capteurs qui ne récupèrent que des mesures
bruitées du champ à leur position.

Comme le nombre d’itérations de la simulation est initialement inconnue, nous n’avons
pas généré un champ complet mais nous avons simulé le champ par un filtrage d’ordre 1
d’un processus gaussien bidimensionnel. Ce filtrage est simple à réaliser car le champ à un
instant sachant sa réalisation à l’instant précédent est une variable aléatoire gaussienne.
La séparabilité de l’espace et du temps dans le noyau (4.17) rend ce calcul plus efficace
encore. La précision du modèle reste suffisant pour notre propos. De plus comme notre
méthode ne repose pas spécifiquement sur ce modèle, elle se montre robuste.

Les instantanés de la figure 4.16 représentent le réseau aux itérations 670, 675, 686, 940,
960 et 1050 (a–f) qui est la convergence. La première remarque concerne la stabilité du
cycle qui entoure le trou de couverture central. Cela s’explique par notre méthode qui ne
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Figure 4.16 – Instantanés de la construction du complexe représentant la couverture
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modifie pas le champ de vecteur sauf en cas de nécessité. Comme ce cycle apparaît assez
tôt dans la construction, le champ de vecteur n’est que faiblement modifié aux alentours
de ce dernier. Par conséquent, le générateur obtenu en suivant le flot de la cellule critique
correspondante ne sera pas fondamentalement modifié. Ensuite les trous de couverture
supposés dus à la mauvaise estimation des covariances entre les capteurs se rebouchent
rapidement et, semblerait-il, dans l’ordre de leur sévérité.

4.4 Application à la gestion de l’énergie

Cette application utilise le critère de de Silva et Ghrist [dSG07b] pour la couverture qui
repose sur le calcul de H2(X, F ) où F est la bordure du réseau. Ce critère permet d’obtenir
un ensemble suffisant de capteurs qui assurent à eux seuls la couverture.

La section 3.1.5 a déjà rapidement présenté cette application mais pas dans un cadre dis-
tribué. En effet, tout les calculs sont centralisés pour faire le calcul des groupes H2(X, F )
à chaque instant et d’un représentant de son générateur.

Il s’agit ici, d’une part d’éviter de recalculer complètement ces groupes d’homologie à
chaque instant et d’autre part de rendre les calculs locaux pour en permettre sa distribu-
tion. Comme nous l’avons vu, la théorie de Morse discrète et nos algorithmes de mise à
jour du champ de vecteurs discrets se prêtent particulièrement bien à cet exercice.

Ces résultats ont fait l’objet d’une soumission à la conférence Gretsi de 2015 [ZGC15].

4.4.1 Description de l’application

Un réseau de capteurs sans fil est déployé dans une zone et certains de ces capteurs forment
la frontière F de la zone. Nous utilisons un modèle simple de couverture : chaque capteur
couvre au moins un disque de rayon rc. De plus les capteurs peuvent communiquer entre
eux si leur distance est inférieure à rb.

Le complexe représentant la couverture est alors construit comme étant le complexe de
clique du graphe de communication. Il s’agit donc du complexe de Rips de rayon rc.

Comme nous l’avons déjà vu, si le rayon de captage de chaque capteur est plus grand que
le rc/

√
3, alors le complexe de Rips approche suffisamment bien la couverture du réseau

pour que le critère de couverture soit correct.

Un champ de vecteurs V est initialement construit sur le complexe de couverture. Ensuite,
l’homologie H2(X, F ) est calculée grâce au complexe de Morse associé au champ V . À
partir du représentant de l’unique générateur de H2(X, F ), un ensemble de sommets —
donc de capteurs — sont maintenus éveillés alors que les autres passent dans un état
endormis.
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Chaque capteur a un stock d’énergie initial qui ne peut que s’épuiser en fonction du temps.
Les capteurs endormis ne piochent pas dans leur réserve alors que les nœuds éveillés
consomment de l’énergie. À chaque fois qu’un capteur a un stock d’énergie insuffisant, il
disparaît du réseau. Ce faisant, le complexe de la couverture se remet à jour et par la
même occasion le champ discret de vecteurs V s’adapte à cette modification en suivant
l’algorithme de la section 4.2.

Le complexe de Morse est de facto aussi remis à jour et le représentant unique de H2(X, F ),
s’il existe, permet de réveiller certains capteurs et de mettre en sommeil d’autres capteurs.
Si β2, la dimension de H2(X, F ) est nul, alors le réseau de capteur n’est plus apte à assurer
la couverture par manque de capteurs encore présents.

4.4.2 Cadre général des simulations

Dans la prochaine simulation, nous avons positionné les capteurs du réseau de façon plus
homogène en utilisant un échantillonneur de Poisson rapide [Bri07]. La distance minimum
entre deux capteurs est fixée dans la mise en œuvre de l’échantillonneur à 0.1 alors que
le nombre de points de test est de 30.

À ces capteurs intérieurs sont ajoutés des capteurs à la bordure du champ qui est un
disque de rayon 1. Ces capteurs forment la bordure F nécessaire au calcul de H2(X, F ).

Initialement, deux capteurs sont connectés si leur distance est inférieure à un rayon fixé
rc qui est le rayon de communication. Dans nos simulations rc est fixé à 0.3 alors que le
diamètre du réseau est 2.

Une fois que les capteurs connaissent leurs voisins, un complexe simplicial de clique X
est construit comme à la section 3.1.5. Il devient alors possible d’appliquer le critère de
de Silva et Ghrist qui consiste à calculer H2(X, F ).

4.4.3 Sélection des capteurs éveillés

La figure 4.17 indique le placement des capteurs avec leur identifiants. Le sous complexe
F qui représente la bordure est formé des arêtes entre les nœuds du bord d’identifiant
inférieur à 20.

Les arêtes du complexe sont représentées par des lignes vertes et chaque triangle du
complexe est aussi dessiné en bleu avec transparence pour indiquer le niveau de couverture
du domaine. Nous remarquons que la couverture est complète, sans trou.

Le niveau de bleu de la figure 4.17 indique que chaque point du domaine est même couvert
plusieurs fois par plusieurs capteurs. Il est donc possible de limiter le nombre de capteurs
en éveil pour accroître la durée de vie de ce réseau de capteurs.

À partir de ce complexe simplicial, nous avons utilisé notre variante de l’algorithme
de [BL14] présentée à la section 4.1.9 afin d’y construire un champ discret de vecteurs.
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Figure 4.17 – Couverture initiale

Ce champs de vecteurs permet de calculer simplement comme nous l’avons vu lors de la
présentation de la théorie de Morse discrète, un complexe homologiquement équivalent
et plus simple. La difficulté est cependant de calculer un groupe d’homologie relative
et non absolue. Malheureusement, la théorie de Morse présentée ci-dessus permet une
représentation simplifié d’un complexe et non d’un complexe à un sous-complexe près.

Toutefois, la théorie de l’homologie permet de transformer le calcul de l’homologie relative
en un calcul d’homologie absolue. En effet, nous avons l’équivalence [Sat99],

H⋆(X, A) ∼= H⋆(X/A, ⋆) (4.18)

où A ⊂ X est un sous-complexe et X/A est l’espace quotient du complexe X sur A.
Ensuite, H⋆(X/A, ⋆) se calcule en prenant le cône de A.

Plus précisément, cette équation permet de calculer la classe d’homologie H2(X, F ). En
effet, ajoutons une cellule π à X dont le bord est donnée par F , c’est-à-dire ∂π = F , alors

H2(X, F ) ∼= H2(X ∪ π). (4.19)

Le calcul H2(X ∪ π) par le champ de vecteurs discrets construit pour X reste simple
en supposant que la cellule π est toujours critique. Si la couverture est garantie, ce sera
toujours le cas. Par contre si la couverture n’est pas garantie alors il se peut que le
complexe de Morse ne soit pas minimal — ce qui est sans gravité pour notre application.
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Considérer π comme étant toujours critique dans le champ de vecteurs discrets permet
aussi une simplification de la structure de donnée représentant le complexe. En effet, il
n’est pas utile de l’inclure dans le complexe car aucun vecteur ne pourra y être associé.

Si H2(X, F ) est non nul alors l’unique générateur sera nécessairement la chaîne inva-
riante par le flot associée à π. Ainsi, le champ de vecteurs discrets permet le calcul d’un
représentant du générateur de H2(X, F ) car il suffit de savoir que ∂π = F ,

H2(X, F ) ∼=
〈

Φ∞(π)
〉

=
〈

Φ∞(π + V ∂π + ∂V π)
〉

=
〈

Φ∞(π + V F )
〉

, (4.20)

en notant 〈g〉 l’espace vectoriel généré par g et en utilisant le fait que π soit critique, que
le bord de π soit F et l’expression du flot (4.5).

Nous proposons ci-dessous deux solutions simples pour calculer un représentant de l’unique
générateur du groupe H2(C⋆, F ). La première méthode repose directement sur la corres-
pondance entre les cellules critiques du complexe C⋆ et les cellules du complexe de Morse
via les chaînes invariantes par le flot créer par le champ de vecteur. La seconde méthode
n’est pas aussi précise car elle suit plutôt le champs de vecteur directement mais elle reste
particulièrement intéressante.

4.4.3.1 Première méthode

Une première solution consiste à suivre le flot de vecteur à partir des cellules classées
critique tout en rejetant les simplexes associés à la bordure F . C’est à dire que la mise en
œuvre correspond à l’équation (4.20).

L’algorithme 4.2 résume la procédure pour obtenir les capteurs à activés une fois le champ
de vecteurs construits. Pour construire la chaîne invariante, il faut calculer Φk(π) jusqu’à
obtenir un point fixe.

Algorithme 4.2 : Première méthode pour calculer les capteurs activés
Input : Un complexe cellulaire X et sa bordure F
Input : Un champ de vecteurs discrets V
Output : Liste des sommets participant à la couverture
Data : σ et τ , deux chaînes de C2(X)

1 σ ← V F
2 repeat
3 τ ← σ
4 σ ← τ + V ∂τ + ∂V τ
5 σ ← σ + V F

6 until σ = τ
7 return liste des sommets des simplexes de σ

Dans cet algorithme, à l’itération k, σ est la chaîne Φk(π)−π et τ est la chaîne Φk−1(π)−π.
La cellule π est soustraire dans σ et τ pour ne pas avoir à représenter cette cellule dans le
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réseau. Les lignes 4 et 5 permet de prendre en compte π sans y faire directement référence.
En effet, à l’itération k nous avons après la ligne 3 τ = Φk(π) − π et nous cherchons à
calculer σ = Φk+1π − π, mais comme Φπ = π + V ∂π + ∂V π = π + V F ,

σ = Φk+1π − π = Φ
(

Φkπ
)

− π

= Φ(τ + π)− π

= Φτ + Φπ − π

= τ + V ∂τ + ∂V τ + π + V F − π

= τ + V ∂τ + ∂V τ + V F.

(4.21)

La ligne 4 calcule le flot de τ et la ligne suivante le corrige en y ajoutant V F . De cette
façon, la cellule π n’intervient jamais dans cet algorithme et la couverture est garantie
par la liste de sommets retournée.

La figure 4.18 montre l’évolution de la chaîne σ en utilisant l’algorithme 4.2 aux itérations
2, 3, 6, 7, 9 et 10 (a–f). Il en faut 17 pour que le point fixe soit atteint. Les nœuds en rouge
sont ceux qui doivent être activés pour participer à la couverture. Les triangles rouges
donne la couverture progressivement construite qui n’utilise que les sommets activés alors
que les triangles bleus indique les cellules surnuméraires mises en sommeil pour éviter le
gaspillage énergétique.

Comme attendu, nous remarquons que la couverture se construit de l’extérieur vers l’in-
térieur du domaine à couvrir. Toutefois la vitesse de cette construction dépend fortement
de la structure du champ de vecteurs discrets comme nous pouvons le constater dans le
quatrième cadran où la couverture est plus longue à se mettre en place.

La correction de l’algorithme précédent repose sur la non existence de chemin cyclique
dans le flot Φ associé à V comme cela a été discuté à la section 4.2.2.3. Toutefois nous
pouvons étendre notre cette procédure au cas où le champ est dégénéré en identifiant les
chaînes périodiques sous l’action du flot qui contiennent π.

L’algorithme 4.3 présente la version de Floyd [Flo67] et l’algorithme 4.4 celle de Brent [Bre80]
moins coûteuse en complexité car repérant une période plus rapidement.

L’idée de l’algorithme de Floyd 4.3 est de comparer Φk(π)−π contenu dans τ et Φ2k(π)−π
contenu dans σ. Après un nombre d’itération assez grand, si le flot devient périodique alors
Φk = Φ2k et donc σ = τ . Nous savons de plus que la période est un diviseur de k. Cette
algorithme est aussi connu sous le nom de l’algorithme du lièvre, rôle joué par σ, et de la
tortue, joué par τ .

L’inconvénient de cet algorithme est de devoir parfois calculer le flot pour un grand nombre
d’itérations avant que la condition d’arrêt soit vérifier car il faut que le nombre d’itérations
soit supérieur à la partie de construction et qu’il soit aussi un multiple de la période.

L’algorithme de Brent 4.4 est plus fin en comparant Φi(π)−π, contenu dans τ et Φi+r(φ)−
π, contenu dans σ, pour des couples (i, r) valant itérativement (0, 1), (1, 1) (1, 2), (3, 1),
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Figure 4.18 – Construction de la couverture par la première méthode
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Algorithme 4.3 : Algorithme de Floyd pour obtenir l’orbite périodique de Φ
Input : Un complexe cellulaire X et sa bordure F
Input : Un champ de vecteurs discrets V
Output : Liste des sommets participant à la couverture
Data : σ et τ , deux chaînes de C2(X)

1 σ ← V F
2 τ ← V F
3 repeat
4 τ ← τ + V ∂τ + ∂V τ + V F
5 σ ← σ + V ∂σ + ∂V σ + V F
6 σ ← σ + V ∂σ + ∂V σ + V F

7 until σ = τ
8 return liste des sommets des simplexes de σ

Algorithme 4.4 : Algorithme de Brent pour obtenir l’orbite périodique de Φ
Input : Un complexe cellulaire X et sa bordure F
Input : Un champ de vecteurs discrets V
Output : Liste des sommets participant à la couverture
Data : σ et τ , deux chaînes de C2(X)
Data : i, r, deux entiers positifs

1 (i, r)← (0, 1)
2 τ ← V F
3 σ ← τ + V ∂τ + ∂V τ + V F
4 while σ 6= τ do
5 if r ≤ i then
6 r ← r + 1
7 σ ← σ + V ∂σ + ∂V σ + V F

8 else
9 (i, r)← (i + 1, 0)

10 τ ← σ
11 σ ← τ + V ∂τ + ∂V τ + V F

12 end
13 end
14 return liste des sommets des simplexes de σ
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(3, 2), (3, 3), (3, 4), etc. Le nombre de calcul de Φx est réduit par cet algorithme par
rapport à celui de Floyd.

L’algorithme 4.2 pose de sérieux problèmes pour la mise en œuvre distribuée car il de-
mande une grande synchronisation des capteurs. En effet, les lignes 4 et 5 sont simples à
calculer localement car elles ne font intervenir que des données distribuées localement : le
champ V et les faces des simplexes. Mais la condition de la boucle ou encore la synchro-
nisation des itérations demandent une approche centralisée.

4.4.3.2 Seconde méthode

Suivre le flot se justifie par l’application directe de la théorie de Morse discrète au calcul
des générateurs des groupes d’homologie. Toutefois, la particularité de notre application
permet de s’en détacher.

En effet, nous ne cherchons pas une chaîne qui représente le générateur de H2(C⋆, F ) mais
les sommets d’une telle chaîne. Ce relâchement de contrainte permet de simplifier le calcul
des capteurs à activer tout en garantissant la couverture.

Par exemple, nous remarquons sur la figure 4.18 que la couverture se construit petit à
petit et que le bord de la chaîne σ passe par tout les capteurs que seront sélectionnés pour
assurer la couverture. Il est par conséquent envisageable de suivre le flot comme pour la
première méthode mais dans lequel seul le bord est réellement suivi.

Pour que cette solution soit viable, il reste à montrer que prendre le flot puis le bord est
équivalent à prendre le flot du bord. Mathématiquement, nous avons d’une part

∂Φσ = ∂(σ + ∂V σ + V ∂σ) = ∂σ + ∂2V σ + ∂V ∂σ = ∂σ + ∂V ∂σ, (4.22)

car ∂2 = 0 par construction des complexes et d’autre part, pour la même raison,

Φ∂σ = ∂σ + ∂V (∂σ) + V ∂(∂σ) = ∂σ + ∂V ∂σ + ∂2V σ = ∂σ + ∂V ∂σ = ∂Φσ. (4.23)

Par conséquent l’opérateur de bord et l’opérateur de flot commutent, ∂Φ = Φ∂, et donc
leur itérés aussi ∂Φk = Φk∂. La seconde méthode suit donc le bord de Φkπ c’est-à-dire
∂Φkπ qui est exactement équivalent à suivre le bord de Φk∂π = ΦkF .

L’algorithme 4.5 reprend donc cette dernière relation sous forme de pseudo-code. La condi-
tion d’arrêt de l’algorithme est elle aussi modifiée. Comme l’invariant Φ∞π est un généra-
teur de H2(C⋆, F ), c’est-à-dire qu’il est au minimum un cycle dont le bord est par définition
vide. Il suffit par conséquent de s’arrêter dès que le bord est vide, d’où la condition d’arrêt
de la ligne 6.

Calculer le bord de Φkπ n’est pas utile si l’ensemble des sommets qui y participent n’est
pas mémorisé. Cette mémorisation est l’objet de la variable actifs.

La figure 4.19 illustre le balayage du réseau de capteurs par la seconde méthode à dif-
férentes itérations. Tout comme la figure 4.18, les capteurs rouges sont activés, ceux en
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Figure 4.19 – Construction de la couverture par la seconde méthode
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Algorithme 4.5 : Seconde méthode pour calculer les capteurs activés
Input : Un complexe cellulaire X et sa bordure F
Input : Un champ de vecteurs discrets V
Output : Liste des sommets participant à la couverture
Data : σ, une chaîne de C2(X)
Data : actifs un ensemble de sommets

1 σ ← F
2 actifs← sommets de F
3 repeat
4 σ ← σ + ∂V σ
5 actifs← actifs ∪ sommets de σ

6 until σ 6= 0
7 return liste des sommets actifs

vert sont mis en sommeil, les triangles bleus représentent la couverture assurée à chaque
itération. Les arêtes rouges donne le contenu de la variable σ à ces instants.

Les itérations — numéros 2, 3, 6, 7, 9 et 11 (a–f) — sont choisis pour correspondre à ceux
de la figure 4.18. Nous remarquons bien que la seconde méthode suit la bordure de Φkπ
calculé par la première méthode. L’objectif est donc bien atteint.

Le grand avantage de cette seconde méthode est qu’elle est très simplement distribuable.
En effet le calcul de la ligne 4 est purement local. D’autre part l’ensemble actifs peut
être mis en œuvre avec un simple booléen par capteur qui indique s’il est activé ou non.
L’algorithme commence donc avec les arêtes du bord F qui se propage de capteur en
capteur pour calculer 4. Les capteurs qui « voient passer » ce calcul deviennent de facto
actifs. Il s’agit bien d’un balayage du réseau qui peut, de plus, être calculé de façon
complètement asynchrone. Par conséquent, la partie protocolaire de cet algorithme est
très réduit.

4.4.3.3 Comparaison des deux méthodes

Les deux méthodes précédentes pour choisir l’activation ou non de chaque capteurs sont
intuitivement différentes car elles reposent pour l’une sur la construction d’une chaîne de
dimension 2 invariante par le flot et pour l’autre sur le suivi d’une chaîne de dimension 1
modifiée directement par les vecteurs du champ de vecteurs discrets.

Pour autant, dans notre simulation, les deux méthodes donnent quasiment le même ré-
sultat. La figure 4.20 affiche le résultat final des deux méthodes. Les capteurs activés sont
en rouge et les autres en vert.

Les deux complexes sont identiques sauf au niveau du capteur numéro 164. En effet la
seconde méthode l’active alors que la première le met en sommeil. Ainsi la première
méthode ne conserve que 101 capteurs sur les 211 pour assurer la couverture du domaine
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Figure 4.20 – Configuration finale des capteurs selon les deux méthodes

alors que la seconde méthode garde les mêmes capteurs plus le numéro 164, situé au
premier quartier du réseau.

La différence est minime mais significative de la différence de traitement entre ces deux
méthodes. En effet la première calcule sur F2 les chaînes pour récupérer finalement les
capteurs, ce qui correspond à des opérations de différences symétriques au niveau ensem-
bliste alors que la seconde méthode utilise des unions ; une fois activé par cette méthode,
un capteur ne sera pas désactivé.

Cependant, la seconde méthode passe beaucoup mieux à l’échelle car elle correspond
simplement à un balayage du réseau de capteurs. Cette opération est par conséquent
purement locale et aucune mémoire supplémentaire est nécessaire à sa réalisation.

La première méthode, quant à elle, doit chercher une chaîne invariante du flot. Tant que
celle-ci n’est pas trouver, le réseau doit retenir l’ensemble de la chaîne. Un protocole
particulier doit être mis en place pour s’assurer de la convergence de ce calcul qui permet
ensuite de fixer l’état d’activation des capteurs et la libération de la mémoire des capteurs.

Les inconvénients de la première méthode nous feront préférer la seconde dans la suite de
cette section et dans les simulations.

4.4.4 Suivi de la couverture et activation automatique des cap-
teurs

Les capteurs intérieurs ont un stock d’énergie initial aléatoirement et indépendamment
distribués selon une loi exponentielle de moyenne 100. Cette distribution est choisie pour
modéliser une certaine hétérogénéité des batteries et de l’utilisation des capteurs. Les
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capteurs sur la frontière F ont par contre un stock infini. Cette spécificité permet de
garder les capteurs de la frontière toujours présents dans le réseau de capteurs.

La simulation est gérée par événement : d’une itération à l’autre, un capteur a complè-
tement épuisé son stock d’énergie. Ainsi une itération peut représenter une durée plus
ou moins longue dans la vie du réseau. Ce type de simulation est naturel car tant qu’un
capteur éveillé n’a pas épuisé son stock d’énergie, aucune modification n’a lieu sur le
complexe de la couverture et donc le champ de vecteur reste aussi constant.

La figure 4.21 représente l’état du réseau entre différentes étapes de mise à jour de l’al-
gorithme : entre les étapes 0 et 1 (a–b), 4 et 5 (c–d), 20 et 21 (e–f). Les capteurs actifs
sont numérotés en rouge, ceux mis en veille en vert et le noir correspond aux capteurs
« morts ». Les arêtes représentent les connections qui sont entre deux nœuds éveillés et
les triangles bleus indique la zone couverte qui doit être tout le disque de rayon 1.

Cet exemple montre la grande stabilité de notre système. Seuls les nœuds nécessaires à
la couverture sont réveillés et ceci de façon très localisé. En effet, notre algorithme active
102 capteurs sur les 211 possibles pour garantir la couverture soit moins de la moitié.
Mais surtout lorsqu’un capteur disparaît par manque d’énergie, l’algorithme n’en réveille
qu’un autre la plupart du temps.

La couverture n’est pas très redondante comme le montre la vignette (a). Lorsqu’un
capteur disparaît par manque d’énergie, l’algorithme n’en réveille qu’un autre la plupart
du temps.

Par exemple, comme nous le voyons sur les vignettes (a–b) de la figure 4.21 la disparition
du premier capteur, le numéro 186, entouré sur la vignette (a), ne réveille que le capteur
numéro 120, lui aussi entouré sur la seconde vignette (b), qui suffit pour reprendre en
charge localement la couverture. Il en est de même lors de la disparition du capteur
numéro 113 (c–d), qui n’engendre que le réveil du capteur 81. Par contre le réveil de
ce dernier densifie la couverture autour du capteur 184 comme l’indique la teinte bleue
plus foncée. Dans cet exemple les capteurs 184 et 81 sont suffisamment proches pour être
redondants.

Les vignettes (e–f) de la figure 4.21 illustrent la rupture de la couverture causée par la
disparition du capteur 123, à gauche de la zone découverte, qui n’est pas résorbée par le
réveil d’autres capteurs. La disparition du capteur 123 provoque la création d’un trou de
couverture qui ne peut être résorbé avec notre algorithme simple par le réveil d’un autre
capteur. Il semble toutefois que le réveil des nœuds 115, 121 et 142 puissent réparer le
trou de couverture créer par la suppression du nœud 123. Notre algorithme peut donc
être amélioré pour résoudre ce problème. La section suivante présentera deux directions
de développement pour corriger cela.
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Figure 4.21 – Instantanés des capteurs éteints et éveillés
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4.4.5 Améliorations de l’algorithme

La difficulté entrevue à la fin de vie du réseau de l’exemple précédent est due à la présence
des simplexes (83, 145), (77, 128) et (83, 95, 108) devenus critiques suite à la disparition
du nœud 123.

En effet, à cause de la non optimalité du complexe de Morse provenant du champ de
vecteurs discrets, notre méthode utilisée pour calculer le générateur du groupe H2(C⋆, F )
qui suit le flot de la bordure selon le champ de vecteurs stoppe sa progression lorsqu’elle
rencontre une cellule critique.

Il est possible de remédier à cela de deux façons différentes décrites ci-dessous.

1. La première utilise le champ de vecteur pour construire le complexe de Morse
associé M pour en calculer le groupe d’homologie H2(M, F ). Le générateur désiré
de H2(C⋆, F ) est alors construit en ramenant le générateur de H2(M, F ) dans le
complexe C⋆.
Cette méthode n’est pas spécialement coûteuse car le complexe de Morse est très
simple relativement au complexe initial C⋆. Dans notre simulation, par exemple, il
contient moins d’une dizaine de cellules critiques.
Cependant, le calcul du groupe d’homologie nécessite le rapatriement du complexe
de Morse en un nœud central pour le calcul de son homologie. Cet aspect rend la
méthode rédhibitoire, et nous n’en ferons pas usage.

2. La seconde méthode est complètement distribuée et utilise l’annulation de paire de
cellules critiques dans le complexe de Morse telle qu’expliquée à la section 4.1.8.
En effet, il est souvent possible de simplifier le complexe de Morse en retournant
les vecteurs d’un chemin entre deux cellules critiques.
Plus précisément, pour chaque cellule critique σ, tous les chemins débutant par
une face de σ et qui suivent le champs de vecteurs discret doivent déboucher sur
une autre cellule critique τ . S’il n’y qu’un unique chemin entre σ et τ alors en
renversant le sens des vecteurs sur le parcours de ce chemin, les deux cellules sont
appariées et ne sont donc plus critique. Le complexe de Morse est donc simplifié
car le nombre de cellules critiques est diminuées de 2 sans modifier les groupes
d’homologie.
L’unicité du parcours est important car elle assure que le champ de vecteurs discrets
modifié ne comporte pas de cycle, c’est à dire d’un chemin selon le champ qui puisse
revenir au point de départ. Ce type de chemin modifie l’homologie si la construction
du complexe de Morse reste simple comme expliqué à la section 4.1.5.
Même si cette seconde méthode peut paraître plus compliquée que la première, elle
est très facile à mettre en œuvre. En effet la recherche des chemins entre les cellules
critiques peut se faire par un parcours ou une exploration dans un graphe [CLR09].
Ce type d’algorithme est à la base de beaucoup d’algorithme de routage ; il faut
simplement les adapter pour qu’ils utilisent le complexe C⋆ à la place des liens
de connexion. Par conséquent, ces algorithmes sont facilement distribuables dans
le réseau de capteurs sans fils car le complexe simplicial et le champs de vecteur
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Figure 4.22 – Comparaison entre l’algorithme de base, à gauche, et la version corrigée
par la simplification, à droite

discret sont gérés localement et le suivi des chemins selon champ de vecteurs se
fait en faisant transiter un message entre les capteurs qui appartiennent au chemin
du complexe de Morse.

Nous avons mis en place la seconde méthode qui simplifie le complexe de Morse. La
différence entre l’algorithme avec cette amélioration et l’algorithme sans cette dernière.
Le résultat est visible sur la figure 4.23 à l’instant où l’algorithme sans modification ne
peut plus garantir la couverture.

Sans la simplification du complexe de Morse, la suppression du capteur 123 implique la
mise à jour du champ de vecteurs discrets. Toutefois cette dernière n’est pas optimale :
le nœud 210, les liens (83, 145), (77, 128) ainsi que le triangle (83, 95, 108) deviennent
critiques. Ces cellules sont indiquées en rouge à gauche de la figure 4.22.

Avec la méthode de la simplification, la disparition du capteur 123 ne rompt pas la cou-
verture car le nouveau champ de vecteurs discrets est modifié pour supprimer ces cellules
critiques. En effet un unique chemin entre les cellules (83, 95, 108) et (83, 145) est trouvé
par le réseau de capteur et le champ le long de ce chemin est inversé. Il en est de même
entre le cellule (77, 128) et le nœud 210.

Une fois la simplification faite, le calcul du générateur de H2(C⋆, F ) reprend pour fournir
la nouvelle configuration donnée à droite de la figure 4.22.

On remarque encore une fois la stabilité du processus car les modifications restent très
localisées. Cette amélioration de l’algorithme permet de rallonger la durée de vie du réseau
de capteurs sans fil en garantissant la couverture.

Naturellement, d’autre amélioration sont envisageable notamment pour la construction
du champ de vecteur discrets initial qui permettrait d’optimiser au maximum le nombre
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de capteurs endormis.

Par exemple, dans la simulation, 102 capteurs sont initialement réveillés sur un total de 211
capteurs. Mais certains capteurs pourraient être mis en sommeil sans difficulté comme le
capteur 142 par exemple. Le générateur trouvé par le calcul direct de l’homologie présenté
à la section 3.1.5.2 demande quant à lui 106 capteurs réveillés pour le même réseau.

Il paraît difficile toutefois de faire cette optimisation de manière décentralisé et sans
recourir aux solutions lourdes présentées à la section 3.3.6.2. Il semble toutefois possible
de gagner quelques unités à la marge par des algorithmes gloutons locaux.

4.4.6 Gestion de la couverture sans garantie

Que se passe-t-il lorsque notre algorithme de gestion de l’énergie continue de fonctionner
même si la couverture n’est plus garantie. Dans ce cas, le groupe H2(C⋆, F ) devient nul.
Par contre, notre méthode pour calculer son générateur peut encore être fonctionnel. Elle
cherche en effet à réduire en suivant le champ de vecteurs discrets la chaîne qui correspond
à la frontière. Donc même s’il y a un trou de couverture, l’algorithme cherche à mettre en
veille les capteurs non nécessaires en partant de la frontière.

La figure 4.23 montre le déroulement de l’algorithme après la rupture de la couverture
juste après la création de trous. Ces trous sont bien détectés et correspondent à de vrais
trous et non à un artefact de notre méthode tel que celui avant la simplification du
complexe de Morse.

Les trous de couverture peuvent être entourés en suivant le flot issu du bord des cellules
critiques de dimension 1. Naturellement les cycles ainsi construit ne sont pas optimaux
mais donne une indication de la localisation des trous.

Pour finalement savoir si des trous sont présents ou non, il suffit de calculer la caractéris-
tique d’Euler-Poincaré du complexe de Morse ce qui se fait très simplement en comptant
le nombre de cellules critiques,

χ(C⋆) = χ(M) =
∑

σ∈cellules critiques

(−1)dim σ, (4.24)

le nombre de trous étant alors donné par 1− χ(M).

4.5 Conclusion

La théorie de Morse nous a permis dans ce chapitre de développer un algorithme de calcul
de groupes d’homologie efficace et totalement distribué. Sa forme est suffisamment souple
et générique pour qu’il soit utilisable dans la détection des trous de couverture uniquement
grâce aux calculs des corrélations entre les mesures de capteurs.
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Figure 4.23 – Instantanés des capteurs éteints et éveillés sans couverture garantie
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Mais notre algorithme peut aussi être mis en œuvre dans le cadre de la sélection de
capteurs actifs. Pour cette application, une version asynchrone est proposée qui s’affranchit
de la nécessité d’initier simultanément et périodiquement une phase de mise à jour.

Bien sûr, notre algorithme est utilisable dans d’autres contextes comme pour la sélec-
tion des fréquences porteuses pour éviter les interférences [VDM13b] ou pour tout autres
problèmes solvables par les groupes d’homologie [Rob13a].
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5.1 Conclusion générale

L’application de la topologie et notamment de la topologie algébrique à des problèmes
d’ingénierie est actuellement en plein développement. Cette théorie mathématique est
particulièrement vaste et son applicabilité tient surtout à la possibilité de rendre une
partie calculable et représentable sur un système réel. Par exemple, dans nos travaux
sur les problèmes de couverture dans les réseaux de capteurs, l’homologie simpliciale et
cellulaire et la théorie de Morse discrète se sont montrées particulièrement efficaces.

En effet grâce à ces deux outils mathématiques, nous avons proposé un algorithme qui
détecte et localise les trous de couverture sur la régression d’un champ de mesure scalaire
puis la distribution de cet algorithme permet ensuite de suivre les évolutions du réseau de
capteurs. Un à-côté particulièrement intéressant de ces algorithmes et qu’ils sélectionnent
une partie des capteurs nécessaire à la couverture. les autres capteurs non sélectionnés
peuvent alors être mis en veille pour sauvegarder leur énergie et ainsi augmenter la durée
de vie du réseau ; leur réveil sera dicté par l’évolution des unités du réseau.

La réussite de ces approches topologiques tient à la souplesse même des espaces manipulés.
En effet, une simple notion de voisinage est requise. Celle-ci se transforme en une liste de
cellules et de relation de collage entre elles grâce à l’opérateur de bord. Un fois ces données
fournies, il est possible d’en calculer plusieurs invariants mesurant diverses quantités qui
ne sont pas nécessairement scalaires comme les groupes d’homologie.

Les quantités issues de la topologie décrivent la forme de l’espace et en donnent une
représentation qualitative. Si cet aspect qualitatif semble très faible par rapport à une
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série quantitative de valeurs, pour permettre de déduire des faits, il n’en est rien. Ce qui
semble perdu est largement compensé par la flexibilité de l’approche. Grâce à celle-ci,
l’homologie permet de détecter des trous de couverture d’un réseau de capteurs sans en
connaître la position des unités et de sélectionner un nombre limité tout en garantissant
la couverture.

La difficulté de l’utilisation de la topologie algébrique se concentre maintenant non sur
les outils mais sur la spatialisation du problème et l’interprétation des invariants. Par
exemple, dans le chapitre 3, l’utilisation des corrélations entre les mesures des capteurs
a permis la construction d’un espace, plus précisément un complexe simplicial, dont le
premier groupe d’homologie détecte la présence de trou de couverture ou plutôt d’un point
de la zone de couverture dont l’estimation du champ manque de précision. La mise sous
forme d’un complexe simplicial n’est pas immédiate et relier le groupe d’homologie à la
couverture demande un certain travail. Mais le gain est important, la seule hypothèse est
que le champ de mesure suit un processus gaussien dont le noyau décroît avec la distance.
Aucune hypothèse sur la position des capteurs ou autre n’est nécessaire.

La topologie n’est pas tant « géométrie du caoutchouc, » comme elle est souvent appelée,
que l’outil mathématique permettant le passage du local au global, c’est-à-dire le passage
d’une notion simple et locale de proximité à une notion complexe et plus générale de forme
globale de l’espace. Les outils qui permettent cette intégration du local vers le global sont
performants et peuvent parfois donner naissance à des algorithmes de calculs distribués.
Par exemple, la théorie de Morse nous a permis au chapitre 4 de construire un algorithme
distribué de calcul d’homologie et de pouvoir l’utiliser aussi bien pour des problèmes de
couverture que pour la gestion adaptative de l’énergie par sélection active des capteurs
éveillés.

5.2 Perspectives

Les perspectives que nos travaux ouvrent sont nombreuses, tant les applications de la
topologie algébrique commencent à peine à apparaître. Nous pouvons faire rapidement le
tour de celles-ci en les séparant entre les perspectives à court terme et celles à long terme.

Dans un premier temps, il serait intéressant d’améliorer la spatialisation du problème de
couverture du chapitre 3 par les corrélations. Par exemple, au lieu de considérer une borne
sur la précision de l’estimation, nous pourrions envisager d’utiliser des mesures issues de
la théorie de l’information comme l’information mutuelle entre la valeur du champ en
certain point et les mesures issues des capteurs voisins. Une autre voie serait d’éviter de
considérer un champ suivant un processus gaussien mais d’être plus générique et choisir
le type de champ selon le principe d’entropie maximale cher à Jaynes [Jay82].

Plus simplement, le complexe construit sur la corrélation peut être affiné si plusieurs
capteurs sont ajoutés dans les contraintes de la programmation quadratique. Nous avons
toutefois tenté cette approche sans réel succès immédiat mais une approche plus construite
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sera sûrement bénéfique. De même, une optimisation des cycles selon leur longueur n’a pas
été mise en œuvre, ce qui et serait profitable pour localiser précisément les trous ou alors
pour optimiser le nombre de capteurs actifs sélectionnés lors de la gestion de l’énergie.

La topologie algébrique ne se cantonne pas à l’homologie. Ainsi, à plus long terme, il serait
intéressant de développer d’autres parties. Par exemple la cohomologie, bien que duale
de l’homologie, étudie un espace par l’étude de la cohérence locale des fonctions définies
sur ce dernier. Les incohérences sont donc très informatives. Par exemple, les singularités
d’un champ mesuré par des capteurs peuvent certainement être détectées grâce à la coho-
mologie. Afin, grâce à la cohomologie, il est possible de plaquer des coordonnées sur des
espaces sans notion de métrique mais uniquement par celle de proximité [dSMVJ11b].

Plus généraux encore, les faisceaux représentent les données définies localement sur un
espace et le collage entre les données à proximité. La théorie des faisceaux est donc tout
indiquée pour les réseaux de capteurs car les données locales qui ne sont pas nécessai-
rement de la même forme doivent être agrégées de proche en proche afin de construire
une valeur globale pour l’opérateur. Les faisceaux, bien que d’un abord difficile, sont très
puissants pour le traitement du signal [Rob14b], pour le codage de réseaux [GH11], pour
l’échantillonnage [Rob14a] ou autre [Ghr14].

Enfin, la topologie différentielle extérieure et surtout le calcul extérieur discret [DHL05,
CdGD13] sont attrayants pour les réseaux de capteurs car ils autorisent le calcul de
l’homologie par des voies détournées [ME06, TSJ10] mais ils permettent aussi d’autres
applications comme le suivi de cible ou l’agrégation de requêtes dans un réseau de cap-
teurs [SG13].

Nous avons par exemple travaillé sur une utilisation du calcul extérieur discret pour un
réseau de capteurs qui est uniquement basé sur des jetons voyageant dans le réseau et
accumulant la valeur associée aux arêtes du graphe de connexion. Lorsque deux jetons se
rejoignent et dont les trajectoires concaténées forment une boucle, alors la comparaison
de leur valeur accumulée donne des indications sur l’intérieur de la boucle à l’instar du
théorème de Green que relie une intégrale sur la frontière d’un domaine et l’intégration
sur la surface. Par exemple, comme le savent les arpenteurs, l’aire d’une surface peut se
calculer à partir de son pourtour [BLL05]. Ces travaux n’ont pas encore aboutis mais cette
approche reste très intéressante et générale grâce à leurs généralisation par le théorème
de Stokes dont le théorème de Green n’est qu’un corollaire.
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Optimisation de la couverture de communications et de mesure
dans les réseaux de capteurs

Un réseau de capteurs sans fil résulte du déploiement d’un ensemble de petites unités autonomes
interagissant via un réseau construit grâce à leur module de communication qui observent leur envi-
ronnement par des capteurs pour ensuite traiter et/ou sauvegarder cette information via leur capacité
calculatoire et de stockage.

La couverture est la seule représentation disponible aux réseaux de capteurs de l’espace physique
environnant. Par conséquent, il est essentiel de pouvoir qualifier et quantifier sa qualité notamment
concernant la présence de trous.

Nos travaux utilisent la topologie algébrique pour répondre à ces problèmes. Plus précisément, nous
définissons dans un premier temps une notion de trou de couverture d’un champ scalaire qui mesure la
qualité de l’estimation par le réseau de capteurs sans pour autant connaître la position des capteurs.
Cela permet d’utiliser l’homologie simpliciale pour déterminer la qualité de la couverture globale et
accessoirement de mettre en veille certains capteurs surnuméraires tout en garantissant la couverture.

Puis, afin de rendre le résultat précédent facilement calculable par un réseau de capteurs grâce à une
distribution du calcul qui supporte en plus le passage à l’échelle, nous utilisons la théorie de Morse
discrète pour faire le calcul des groupes d’homologie nécessaires à notre application précédente.

Enfin, cette dernière approche est rendue suffisamment souple pour permettre le suivi temporel des
modifications de la couverture de manière délocalisée. Cela permet non seulement de suivre la qualité
de la couverture lorsque l’environnement se modifie mais aussi de proposer un schéma distribué de
mise en veille des capteurs afin d’augmenter la durée de vie du réseau de capteurs tout en garantissant
une couverture suffisante.

Mots clefs réseaux de capteurs, couverture, topologie algébrique, homologie

Communication and measurement coverage optimization in Wireless Sensor Networks

A wireless sensor network consists of a set of small autonomous units that interact via a network built
by their communication modules. They observe their environment by their sensors and then they
manage this information according to their computational capacity and storage.

The coverage is the only representation available to the sensor network of its environment. Therefore,
it is essential to quantify the quality of coverage especially related to the presence of holes.

Our work uses algebraic topology to solve these problems. We first define a notion of the coverage
hole in a scalar field, which measures the quality of the estimation by the sensor network without
knowing the positions of the sensors. It allows the simplicial homology tool to determine the quality
of the overall coverage and put certain redundant sensors into sleeping mode with the guarantee of
the coverage.

Then, to make the previous result easier to compute by a sensor network, the discrete Morse theory is
used. It allows a distributed computation of the previous homology groups while supporting scalability
necessary in sensor networks domain.

Finally, one flexible approach that allows time varying tracking which allows a coverage is proposed in
a distributed way. When the environment changes, this approach can not only guarantee the capability
of monitoring of coverage quality, but also proposes a scheme to send to sleep the redundant sensors
in order to increase the lifetime of the sensor network with adequate coverage.

Keywords sensor networks, coverage, algebraic topology, homology

Discipline Génie informatique, automatique et traitement du signal
Unité de recherche Centre de Recherche en STIC, Université de Reims Champagne-Ardenne
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