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❏❡ t✐❡♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ à r❡♠❡r❝✐❡r ❇r✉♥♦ ❙❝❤❡rr❡r q✉✐ ♠✬❛ ❡♥❝❛❞ré ❞✉r❛♥t ❝❡s tr♦✐s ❛♥♥é❡s✳ ❙♦♥
✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡t s❡s ❝♦♥s❡✐❧s ♠✬♦♥t été ❞✬✉♥❡ ❛✐❞❡ ♣ré❝✐❡✉s❡✳ ❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ♠♦♥ ❞✐r❡❝t❡✉r
❞❡ t❤ès❡ ❏♦❡r❣ ❍♦✛♠❛♥♥✳ ▼❡r❝✐ à ❖❧✐✈✐❡r ❇✉✛❡t ♣♦✉r s❛ ❞✐s♣♦♥✐❜✐❧✐té ❡t s♦♥ ❛✐❞❡ ❡t à ❋r❛♥ç♦✐s
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❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❡♥ ♦✉tr❡ ❖❧✐✈✐❡r ❚❡②t❛✉❞ ❡t P❤✐❧✐♣♣❡ Pr❡✉① q✉✐ ♦♥t r❛♣♣♦rté ❝❡ tr❛✈❛✐❧✱ ❛✐♥s✐ q✉❡
❘❛♣❤❛ë❧ ❋♦♥t❡♥❡❛✉✱ ❑❛♠❡❧ ❙♠❛ï❧✐ ❡t ❘é♠✐ ▼✉♥♦s q✉✐ ♦♥t ❛❝❝❡♣té ❞❡ ❢❛✐r❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ❥✉r②✳
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❈❤❛♣✐tr❡ ✶

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❈❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❞é❝❡♥♥✐❡s ❧✬❛✉t♦♠❛t✐s❛t✐♦♥ ❛ ❝♦♠♠❡♥❝é à t♦✉❝❤❡r t♦✉s ❧❡s s❡❝t❡✉rs ❞❡ ❧❛ ✈✐❡
q✉♦t✐❞✐❡♥♥❡✳ ❊♥ ❡✛❡t ♣❧✉s✐❡✉rs tâ❝❤❡s q✉✐ ét❛✐❡♥t rés❡r✈é❡s à ❧✬❤♦♠♠❡ s♦♥t ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t tr❛✐té❡s
♣❛r ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s✳ ◆♦✉s ❝✐t❡r♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡ ❧❡s ❞✐str✐❜✉t❡✉rs ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡s ✭❞✐str✐❜✉t❡✉rs ❞❡
t✐❝❦❡ts ❞❛♥s ❧❡s ❣❛r❡s ♦✉ ❞❡s ❜✐❧❧❡ts ❞❛♥s ❧❡s ❜❛♥q✉❡s✮✱ ❧❡s r♦❜♦ts ✐♥❞✉str✐❡❧s ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧❡s ❝❛✐ss❡s
❛✉t♦♠❛t✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❡s ❣r❛♥❞❡s ❡♥s❡✐❣♥❡s✳

❈❡s ♠❛❝❤✐♥❡s s✬❛✈èr❡♥t ♣❛r❢♦✐s ♣❧✉s ♣❡r❢♦r♠❛♥t❡s q✉❡ ❧❡s ❤✉♠❛✐♥s ♣❛r ❧❡✉r ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ♠é♠♦✲
r✐s❛t✐♦♥ ❡t ❧❡✉r r❛♣✐❞✐té ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ▲❡ s✉❝❝ès ❞❡ ❧✬❛✉t♦♠❛t✐s❛t✐♦♥ ❛ ❡♥❣❡♥❞ré ❧❡ ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❝ré❡r ❞❡s
♠❛❝❤✐♥❡s ❡♥❝♦r❡ ♣❧✉s ♣❡r❢♦r♠❛♥t❡s✱ q✉✐ s♦✐❡♥t ❛✉t♦♥♦♠❡s ✐✳❡✳✱ ❝❛♣❛❜❧❡s ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❞❡s ❞é❝✐s✐♦♥s
❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥❡s s✐t✉❛t✐♦♥s s❛♥s ✉♥❡ ✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥ ❤✉♠❛✐♥❡ ❡t ❞♦té❡s ❞✬✉♥❡ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ r❛✐s♦♥♥❡✲
♠❡♥t✳ ▲✬✐♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ❛rt✐✜❝✐❡❧❧❡ ✭■❆✮ ❡st ❧❛ s❝✐❡♥❝❡ q✉✐ ♣♦rt❡ s✉r ❧✬ét✉❞❡ ❡t ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡
❝❡ ❣❡♥r❡ ❞❡ ♠❛❝❤✐♥❡s✳ ❈❡tt❡ t❤ès❡ s✬✐♥s❝r✐t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡✳ ❊❧❧❡ s✬✐♥tér❡ss❡ ❛✉① ♠ét❤♦❞❡s q✉✐ ❧❡s
r❡♥❞❡♥t ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❡❧❧❡ s✬❛tt❛q✉❡ à ❧✬✉♥ ❞❡s ❞é✜s q✉✐ s✬♦♣♣♦s❡ à ♣❧✉s✐❡✉rs ❞♦♠❛✐♥❡s
❞❡ ❧✬■❆✳ ❈❡tt❡ t❤ès❡ r❡✈✐s✐t❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❛❧✐té ✧t❤❡ ❝✉rs❡ ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❛❧✐t②✧
✭❇❡❧❧♠❛♥✮ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❝♦♥s✐❞éré✱ ét✉❞✐❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥
❡t ♣r♦♣♦s❡ ❞❡s s❝❤é♠❛s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣♦✉r r❡♥❞r❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣❧✉s ♣❡r❢♦r♠❛♥t❡s✳

■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ❛rt✐✜❝✐❡❧❧❡

▲❡ t❡r♠❡ ✧✐♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ❛rt✐✜❝✐❡❧❧❡✧ ♣❡✉t êtr❡ ❞é✜♥✐ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❢❛ç♦♥s ❀ ❛✐♥s✐ ❇❡❧❧♠❛♥ ✭✶✾✼✽✮ ❧❛
❞é✜♥✐t ❝♦♠♠❡ ❧✬❛✉t♦♠❛t✐s❛t✐♦♥ ❞✬❛❝t✐✈✐tés q✉✬♦♥ ❛ss♦❝✐❡ à ❧❛ ♣❡♥sé❡ ❤✉♠❛✐♥❡✱ ❞❡s ❛❝t✐✈✐tés t❡❧❧❡s
q✉❡ ❧❛ ♣r✐s❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥✱ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❡t ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✳✳✳ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❑✉r③✇❡✐❧
✭✶✾✾✵✮ ❧✬❡①♣❧✐q✉❡ ❝♦♠♠❡ ❧✬❛rt ❞✬❛❝❝♦♠♣❧✐r ❞❡s tâ❝❤❡s q✉✐ ♥é❝❡ss✐t❡♥t ✉♥❡ ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ❤✉♠❛✐♥❡✳
❈❡s ❞❡✉① ❞é✜♥✐t✐♦♥s s❡ r❡❥♦✐❣♥❡♥t ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦ù ❧❡ ❜✉t ❡st ❧❡ ♠ê♠❡ ❀ ❝ré❡r ✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ q✉✐
r❡ss❡♠❜❧❡ à ❧✬❤♦♠♠❡ q✉❡ ❝❡ s♦✐t ♣❛r ❧❛ ♣❡♥sé❡ ♦✉ ♣❛r ❧❡s ❛❝t❡s✳ ▲✬✐♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ❛rt✐✜❝✐❡❧❧❡ ♣r✐t
❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♥❛✐ss❛♥❝❡ ❝♦♠♠❡ s❝✐❡♥❝❡ à ♣❛rt ❡♥t✐èr❡ ❞❛♥s ❧❡s ❛♥♥é❡s ✶✾✹✵✲✶✾✺✵ ❛✈❡❝ ❧✬❛rr✐✈é❡
❞❡s ♦r❞✐♥❛t❡✉rs✳ ❊❧❧❡ ❢❛✐t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ♣❧✉s✐❡✉rs ❛✉tr❡s s❝✐❡♥❝❡s t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✱ ❧❛
♣s②❝❤♦❧♦❣✐❡✱ ❧❡s s❝✐❡♥❝❡s ❝♦❣♥✐t✐✈❡s ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧❡s ♥❡✉r♦s❝✐❡♥❝❡s✳

▲❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥

▲❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❡st ✉♥ s♦✉s✲❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ❛rt✐✜❝✐❡❧❧❡✳ ❊❧❧❡ ❞é❝r✐t ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞♦♥t
✉♥ ❛❣❡♥t ❛tt❡✐♥t s❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s✳ ❖♥ ❞és✐❣♥❡ ♣❛r ❛❣❡♥t t♦✉t❡ ❡♥t✐té ✭♣❤②s✐q✉❡ ♦✉ ❛❜str❛✐t❡✮ ❝❛♣❛❜❧❡
❞✬❛❣✐r✱ ❛✉t♦♥♦♠❡ ❞❛♥s s❡s ❞é❝✐s✐♦♥s ❡t ♣♦rt❛♥t ✉♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ s✉r ❡❧❧❡ ♠ê♠❡ ❡t s✉r ❧❡s ❛✉tr❡s✳
❈❡t ❛❣❡♥t ❞♦✐t ❞é❝✐❞❡r à ❝❤❛q✉❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s q✉❡❧❧❡ ❛❝t✐♦♥ ♣r❡♥❞r❡✳ ❈❡ ❝❤♦✐① ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❝❡ q✉✐

✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❛ été ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ré❛❧✐sé ❡t ❛✉r❛ ✉♥❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ s✉r ❧❡s ❞é❝✐s✐♦♥s à ♣r❡♥❞r❡ ❞❛♥s ❧✬❛✈❡♥✐r✳ ❖♥ ②
❞✐st✐♥❣✉❡ ❞❡✉① ❝❛té❣♦r✐❡s ✿ ❧❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡t ❧❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡✳

P❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡

▲❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞é❝r✐t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ét❛♣❡s ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬ét❛t
✐♥✐t✐❛❧ s0 s✉♣♣♦sé ❝♦♥♥✉ ❥✉sq✉✬à ❧✬ét❛t ✜♥❛❧ G q✉✐ ❡st ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ à ❛tt❡✐♥❞r❡✳ ▲✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞❛♥s
❧❡q✉❡❧ é✈♦❧✉❡ ❝❡t ❛❣❡♥t ❡st st❛t✐q✉❡ ✭✐✳❡✳✱ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs ❡①tér✐❡✉rs q✉✐ ♣♦✉rr❛✐t ✐♥✢✉❡r
❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✮ ❡t t♦t❛❧❡♠❡♥t ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ✭❧✬❛❣❡♥t ♣❡✉t ♦❜s❡r✈❡r ❝❤❛q✉❡ ét❛t✮✳ ❆✜♥ ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡
s♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢✱ ❧✬❛❣❡♥t ❡✛❡❝t✉❡ ❞❡s ❛❝t✐♦♥s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s ❞♦♥t ✐❧ ❝♦♥♥❛ît ❧❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s✳ ❈❤❛q✉❡
❛❝t✐♦♥ ❡✛❡❝t✉é❡ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ét❛ts✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛ss♦❝✐❡r à ❝❤❛q✉❡
ét❛t ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ à ❡①é❝✉t❡r ✭✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❝❛s ♦ù ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ ♥✬❡st ♣❛s ❛ss♦❝✐❛❜❧❡ à ❝❡rt❛✐♥s
ét❛ts ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡✮✳ ▲❡s ♣ré❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ ♥♦té❡s ♣r❡❝(a) ❞é❝r✐✈❡♥t ❧❡s ❝❛s ♦ù ❧✬❛❝t✐♦♥ a
♣❡✉t êtr❡ ❡①é❝✉té❡ ❡t ❧✬❡✛❡t ❞✬✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ ♥♦té❡ ❡✛(a) ❞és✐❣♥❡ ❧✬ét❛t rés✉❧t❛♥t ❞❡ a✳ ❖♥ rés♦✉t ✉♥
♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❡♥ ❧❡ ❝♦♥✈❡rt✐ss❛♥t ❡♥ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡✳ ❈❡ ❣r❛♣❤❡ ❡st ❝♦♠♣♦sé
❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♥÷✉❞s q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ét❛ts ❡t ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛r❝s ♣❛rt❛♥t ❞✬✉♥ ét❛t ✈❡rs
✉♥ ❛✉tr❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡s ❛❝t✐♦♥s ❛ss♦❝✐é❡s à ❧✬ét❛t ❞❡ ❞é♣❛rt✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞✐st✐♥❣✉❡r ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡
♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ✿

✖ ▲❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❛✈❛♥t q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ❝❤❡r❝❤❡r ❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ s0
❧✬ét❛t q✉✐ s❛t✐s❢❛✐t ❧❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s à ❛tt❡✐♥❞r❡✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❞♦♥♥é❡✳

✖ ▲❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❛rr✐èr❡ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ ❛✉ ❝♦♥tr❛✐r❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬ét❛t ❜✉t ❛✜♥ ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❞❡
♠❛♥✐èr❡ rétr♦❣r❛❞❡ ❧❡s ét❛♣❡s q✉✐ ♠è♥❡♥t à ❝❡t ét❛t ❜✉t✳

P❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡

❆ ❧✬✐♥st❛r ❞❡ ❧❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❧❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ❞é❝r✐t ❛✉ss✐ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞♦♥t
✉♥ ❛❣❡♥t s❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ♣♦✉r ré❛❧✐s❡r s❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s✳ ▼❛✐s ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❧✬❛❣❡♥t ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s
♣ré❞✐r❡ ❧❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s ❞❡s ❛❝t✐♦♥s q✉✬✐❧ ♣❡✉t ❡✛❡❝t✉❡r✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s ♣❛rt❛♥t ❞✬✉♥ ét❛t
✜①é ❡t ❡♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❛❝t✐♦♥ ✐❧ ♣❡✉t ❜❛s❝✉❧❡r ✈❡rs ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬ét❛ts✳ ▲✬❛❣❡♥t é✈♦❧✉❡
❞❛♥s ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t st♦❝❤❛st✐q✉❡✱ ✐❧ ❛tt❡✐♥t ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s ét❛ts ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té✳
❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧✬❛❣❡♥t ❛ ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ s♦♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✳ ■❧ ❛
❛✐♥s✐ ❛❝❝ès ❛✉① ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ét❛t x ✈❡rs ✉♥ ❛✉tr❡ ét❛t y s❡❧♦♥ ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ a✳ ▲❛
♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ✉♥ ét❛t à ❧✬✐♥st❛♥t t ❞é♣❡♥❞ ❞❡ s♦♥ ét❛t à ❧✬✐♥st❛♥t t−1✳ ❖♥ ❞✐t ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡
s②stè♠❡ s❛t✐s❢❛✐t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ▼❛r❦♦✈✳ ▲❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡
❢♦r♠❛❧✐sés ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞é❝✐s✐♦♥♥❡❧s ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ✭▼❉P✮ q✉✬♦♥ ✈❛
✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ s♦♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❝❡❧❧❡s ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s
❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ▼❉P q✉✐ s♦♥t ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ✐ss✉s ❞❡ ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ✭❝❢✳ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✮✳

❆♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡

▲✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❡st ✉♥ s♦✉s✲❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ❛rt✐✜❝✐❡❧❧❡✳ ■❧ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❡t ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❡①tr❛✐r❡ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡
❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡♥ ♣❛rt❛♥t ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ❈❡tt❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s❡ ❢❛✐t ❣râ❝❡
à ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ t♦✉t❡ ✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥ ❤✉♠❛✐♥❡✳ ❉❛♥s ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡
❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ♦♥ ♣❡✉t ❞✐st✐♥❣✉❡r tr♦✐s t②♣❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ✿ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ s✉♣❡r✈✐sé✱ ❧✬❛♣♣r❡♥✲
t✐ss❛❣❡ ♥♦♥ s✉♣❡r✈✐sé ❡t ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣❛r r❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t✳

✻



❆♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ s✉♣❡r✈✐sé

❖♥ ❞✐s♣♦s❡ ❡♥ ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ s✉♣❡r✈✐sé ❞❡ n ❝♦✉♣❧❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s (Xi, Yi)1≤i≤n ❞✐t❡s ❞♦♥✲
♥é❡s ❞✬❡♥tr❛î♥❡♠❡♥t✳ ▲❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s Xi s♦♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬❡♥tré❡ ❞é✜♥✐❡s ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ X ❡t ❧❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s Yi s♦♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ s♦rt✐❡ ❞é✜♥✐❡s ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ Y✳ ▲❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ s♦rt✐❡ s♦♥t
s✉♣♣♦sé❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❡t ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t ❞✐str✐❜✉é❡s✳ ❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥

f : ∪n∈N(X × Y)n → F

♣♦✉r ♣ré❞✐r❡ X ❡t Y ✕♦ù ❧❡s ❝♦✉♣❧❡s (X,Y ) s♦♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s t❡st✕à ♣❛rt✐r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✬❡♥tr❛î♥❡✲
♠❡♥t✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧✬❡s♣❛❝❡ Y ⊆ R✱ ♦♥ ♣❛r❧❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥✳ ❙✐♥♦♥ s✐ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Y
❡st ✜♥✐ ♦♥ ♣❛r❧❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❖♥ r❡tr♦✉✈❡ ❝❡ t②♣❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❛♥s ♣❧✉s✐❡✉rs
♠ét❤♦❞❡s t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ✈♦✐s✐♥ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s✳

❆♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♥♦♥ s✉♣❡r✈✐sé

❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ s✉♣❡r✈✐sé✱ ❛✉❝✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥✬❛ été ❢♦✉r♥✐❡ à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱
❝✬❡st à ❧✉✐ ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❞éq✉❛t❡ à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡♥ ❡♥tré❡✳ ❖♥
❞✐st✐♥❣✉❡ ❞❡✉① t②♣❡s ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❛♥s ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♥♦♥ s✉♣❡r✈✐sé✳ ❯♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡
à ❛♣♣r❡♥❞r❡ à ❧✬❛❣❡♥t ♥♦♥ à tr❛✈❡rs ❞❡s ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥s ❡①♣❧✐❝✐t❡s ♠❛✐s à tr❛✈❡rs ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡
ré❝♦♠♣❡♥s❡s ♣♦✉r ✐♥❞✐q✉❡r ❧✬é❝❤❡❝ ♦✉ ❧❛ ré✉ss✐t❡✳ ▲✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣❛r r❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t ❡st ✉♥ ❝❛s
❞❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♥♦♥ s✉♣❡r✈✐sé ♦ù ✉♥ ❛❣❡♥t ♣r❡♥❞ s❡s ❞é❝✐s✐♦♥s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ré❝♦♠♣❡♥s❡s
♣❡rç✉❡s✳ ❯♥ s❡❝♦♥❞ t②♣❡ ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ❝❡ q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ✧❧❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣✧ ♦ù ❧❡ ❜✉t ♥✬❡st ♣❛s ❞❡
♠❛①✐♠✐s❡r ❧❡ ❣❛✐♥ t♦t❛❧ ♠❛✐s ❞✬✐❞❡♥t✐❢❡r ❞❡s s✐♠✐❧❛r✐tés ❞❛♥s ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❢♦✉r♥✐❡s✳ ▲❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣
✜♥❛❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ q✉✬♦♥ ❛✈❛✐t ❛✉ ❞é♣❛rt ❞✉ s②stè♠❡✳

❆♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣❛r r❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t

▲✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣❛r r❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t ❡st ✉♥❡ ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ♦ù
♦♥ ✈✐s❡ à ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ❛❣❡♥ts ❝❛♣❛❜❧❡s ❞✬❛♣♣r❡♥❞r❡ ❡t ❞✬é✈♦❧✉❡r✳ ❖♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❞✐r❡ à ❧✬❛❣❡♥t ❝❡
q✉✬✐❧ ❞♦✐t ❢❛✐r❡ ♠❛✐s ♦♥ ♣❡✉t ❧✬❡♥tr❛î♥❡r s✉r ❧❡s ❝❤♦✐① ♣♦ss✐❜❧❡s à ❢❛✐r❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ré❝♦♠♣❡♥s❡s
q✉✬✐❧ ♣❡rç♦✐t✳ ❚♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ❝❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬❡♥tr❛î♥❡♠❡♥t ❧✬❛❣❡♥t ❞♦✐t ❛♣♣r❡♥❞r❡ à ❢❛✐r❡ ✉♥
❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ ❝❡ q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❧✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❡t ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ✿ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ s♦♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡
r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧✬❛❣❡♥t ❞♦✐t ❛♣♣r❡♥❞r❡ à ❡①♣❧♦✐t❡r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s q✉✬✐❧ ❛ ❛❝q✉✐s❡s ❞❡ ♣❛r s♦♥ ❡①♣ér✐❡♥❝❡
♠❛✐s ❡♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s ❛♣♣r❡♥❞r❡ à ❡①♣❧♦r❡r ❡t à ❡①♣ér✐♠❡♥t❡r ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❛✜♥ ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡
str❛té❣✐❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ♦✉ ❛✉ ♠♦✐♥s tr♦✉✈❡r ✉♥❡ q✉✐ s✬❡♥ r❛♣♣r♦❝❤❡ ❬P❉▼■❆✱ ✷✵✵✽❪✳ ▲✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡
♣❛r r❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t ❡st ♥♦t❛♠♠❡♥t ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❡s ❝❛s

✖ ❉❡s ❥❡✉① ✿ ❧❡ ❥❡✉ ❜❛❝❦❣❛♠♠♦♥ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ❞❡✉① ❥♦✉❡✉rs ♦ù ❝❤❛❝✉♥ ❞♦✐t ❢❛✐r❡
❛✈❛♥❝❡r s❡s ♣✐♦♥s ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉❡ ❧✬✉♥ ❞✬❡♥tr❡ ❡✉① r❡t✐r❡ ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t s❡s ♣✐♦♥s✳ ▲✬❛❣❡♥t
❛♣♣r❡♥❞ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s str❛té❣✐❡s ❞✉ ❥❡✉ ❡♥ ❥♦✉❛♥t ❝♦♥tr❡ ✉♥ ❤✉♠❛✐♥ ♦✉ ❝♦♥tr❡ ✉♥ ❛✉tr❡
❛❣❡♥t✳

✖ ❉❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ✿ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ❛s❝❡♥❝❡✉r✳ ❖♥ ♥❡ s❛✐t
♣❛s q✉❡❧❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ str❛té❣✐❡ s✉✐✈r❡ ♣♦✉r ❛✈♦✐r ✉♥ ❛s❝❡♥❝❡✉r r❛♣✐❞❡✳ ▲✬❛❣❡♥t ❛♣♣r❡♥❞ à
r❡♥✈♦②❡r ❞❡ ❜♦♥♥❡s str❛té❣✐❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✱ ❡♥ s✬❛❞❛♣t❛♥t ❛✉① ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡✲
♠❡♥t ✭s✐♠✉❧é✮✳

▲❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣❛r r❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t ✭❆✴❘✮ ❧❡s ♣❧✉s ét✉❞✐és s♦♥t ❝❡✉① q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t
êtr❡ ❢♦r♠❛❧✐sés ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ t②♣❡ ▼❉P✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❡♥ ✭❆✴❘✮ ♦♥t ♣♦✉r
♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❞❡✉① s♦rt❡s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ✿ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ s♦✉s ✉♥❡ str❛té❣✐❡
❞♦♥♥é❡ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❛ s♦♠♠❡ t♦t❛❧❡ ❞❡ ré❝♦♠♣❡♥s❡s ❝✉♠✉❧é❡s ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ét❛t ❡t ✉♥

✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ♦ù ♦♥ ✈❡✉t ✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ q✉✐ ❣❛r❛♥t✐t ✉♥ ❣❛✐♥ ♠❛①✐♠✉♠
❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ét❛t✳ P❛r♠✐ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s✱ ♦♥ ❝✐t❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ❡t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡
❞✐✛ér❡♥❝❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ✐♥❝❧✉❛♥t ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❚❉✭0✮ ❬❙✉tt♦♥✱ ✶✾✽✽❪✱ ❙❆❘❙❆ ❬❲❛t❦✐♥s✱ ✶✾✽✾❪ ❡t
Q✲▲❡❛r♥✐♥❣ ❬❲❛t❦✐♥s ❛♥❞ ❉❛②❛♥✱ ✶✾✾✷❪✳

Pr♦❜❧è♠❡

❉❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s ❞❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♦♥ ❢❛✐t ❢❛❝❡ ❛✉ ♣r♦✲
❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❛❧✐té ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡✳ ❊♥ ❡✛❡t ❧♦rsq✉❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❝♦♥s✐❞éré ❛✉❣♠❡♥t❡ ✐❧
♥✬❡st ♣❧✉s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❡①♣❧♦r❡r ♥✐ ❞✬❡①♣❧♦✐t❡r ♣❛r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞♦♥t ♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s q✉❡
❢♦✉r♥✐t ❧❡ s②stè♠❡✳ ❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛ été ✐❞❡♥t✐✜é ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦✐s✕❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t✕❞❛♥s ❧❡s
♣r♦❣r❛♠♠❡s ❞❡ tr❛❞✉❝t✐♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡✳ ▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣r♦♣♦sés ♠♦♥tr❛✐❡♥t ❝❡rt❛✐♥❡s ❧✐♠✐t❡s à
rés♦✉❞r❡ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❧✬❡①♣❧♦s✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ✭✐✳❡✳ ❞✐✣❝✉❧té ❞❡ rés♦✉❞r❡ à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ s✉✐t❡
à ✉♥❡ ❧é❣èr❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❜❛s❡✮✱ ❡t ❝❡ ♣❛r ♠❛♥q✉❡ ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ ❡t ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡
❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ❇❡❧❧♠❛♥ ❧✬❛ r❡♣éré ❡♥ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ♠❛t❤é♠❛✲
t✐q✉❡ ❛✉❣♠❡♥t❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ▼❉P ♦♥ r❡♥❝♦♥tr❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ❊♥ ❡✛❡t ❧❡s ▼❉P
é♥✉♠èr❡♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs q✉❡ ♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡ ✉♥ ét❛t ❞♦♥♥é ❀ ♣r❡♥♦♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❬❇♦✉t✐❧✐❡r
❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✻❪ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞é❝r✐t ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ M ✈❛r✐❛❜❧❡s ❜♦♦❧é♥♥❡s✱ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡
❞❡s ét❛ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❡st é❣❛❧❡ à 2M ✳ P♦✉r ✉♥ ❡♥t✐❡r M ❛ss❡③ ❣r❛♥❞✱ r❡♣rés❡♥t❡r ✉♥ t❡❧ s②s✲
tè♠❡ ♥✬❡st ♣❛s ✈r❛✐♠❡♥t ❢❛✐s❛❜❧❡✳ ❖♥ ♣r♦♣♦s❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ s✉✐✈❛♥t q✉❡❧q✉❡s ♠♦②❡♥s ❞❡
rés♦❧✉t✐♦♥✳

❆♣♣r♦❝❤❡s ❝♦♥s✐❞éré❡s

❯♥❡ ré♣♦♥s❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡ s❡r❛✐t ❞✬❡ss❛②❡r ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❞✬✉♥❡ ❢❛ç♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡♥
✉t✐❧✐s❛♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ✿

✶✳ ❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❛❣ré❣❡r ❧❡s ét❛ts ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡s ♥÷✉❞s
❞❛♥s ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❡♥ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡✮ ❡♥ ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❞❡s ♠♦✲
❞è❧❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ ♣❧✉s ré❞✉✐t❡s ♠❛✐s q✉✐ s♦♥t ✧éq✉✐✈❛❧❡♥ts✧ ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✬♦r✐❣✐♥❡✳ ❈❡tt❡ ✐❞é❡
❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ t✐❡♥t s❡s ♦r✐❣✐♥❡s ❞❡ ❧✬❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❬❍❛rt♠❛♥✐s ❛♥❞
❙t❡❛r♥s✱ ✶✾✻✻❪ ❡t ❡st ❛♣♣❛r✉❡ ♣❧✉s ré❝❡♠♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ♠♦❞❡❧ ❝❤❡❝❦✐♥❣ ✭ ❬❇✉r❝❤
❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✹❪✱ ❬▲❡❡ ❛♥❞ ❨❛♥♥❛❦❛❦✐s✱ ✶✾✾✷❪✮✳ ❈♦♥str✉✐r❡ ❝❡tt❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡♠❡✉r❡ ❝❡✲
♣❡♥❞❛♥t ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ à ét✉❞✐❡r✳ ❈♦♠♠❡♥t r❛ss❡♠❜❧❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣❛r❛♠ètr❡s ❞é✜♥✐ss❛♥t
❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♦✉ ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❝♦♠♠❡♥t ❞é✜♥✐r ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ré❝♦♠♣❡♥s❡s✴tr❛♥s✐t✐♦♥s
❧❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♥str✉✐t ❄ ❖♥ ❛❜♦r❞❡r❛ ❝❡s q✉❡st✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✳

✷✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦♥s✐st❡ à ♣r♦❥❡t❡r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ét❛ts s✉r ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ♣❧✉s
♣❡t✐t❡✳ ❯♥❡ ❛❣❣é❣❛t✐♦♥ ✭♦✉ ✉♥❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ❧❡ ❞é✜♥✐r❛ ♣❧✉s t❛r❞✮ ❡st ✉♥ ❝❛s
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❝❡ s❡♥s ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦♠♠❡
✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡✳ ▲❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ r❡♥✈♦②é❡ ❡st ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
s♦❧✉t✐♦♥ q✉✬♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ❡st✐♠❡r ✭✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♣❛r r❛♣✲
♣♦rt à ✉♥ ét❛t t❡r♠✐♥❛❧ ❞❛♥s ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞♦♥♥é✮✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♠ét❤♦❞❡s
❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés ✭❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❡st ❧✐♥é❛✐r❡✮✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝✐t❡r ❞❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ▲❡❛st sq✉❛r❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❞✐✛❡✲
r❡♥❝❡▲❙❚❉✭0✮ ❬❇r❛❞t❦❡ ❛♥❞ ❇❛rt♦✱ ✶✾✾✻❪ ❡t ▲❙❚❉✭λ✮ ❬❇♦②❛♥✱ ✷✵✵✷❪ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
❞✉ rés✐❞✉ ❞❡ ❇❡❧❧♠❛♥ ❡t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉✐ ❧✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ▲❡❛st sq✉❛r❡ ❇❡❧❧♠❛♥ r❡s✐❞✉❛❧
▲❙❇❘✳

✽



✸✳ ▲❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ q✉✐ s✉❜❞✐✈✐s❡♥t ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡♥ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ s♦✉s✲♣r♦❜❧è♠❡s✳ ❉❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❝❡tt❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ♣❡✉t ❛✐❞❡r à ✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡s
❞é❝✐s✐♦♥s ♦✉ ❛❝t✐♦♥s ❧❡s ♣❧✉s ♣❡rt✐♥❡♥t❡s ❡t é❝❛rt❡r ❝❡❧❧❡s q✉✐ ❧❡ s♦♥t ♠♦✐♥s ♣♦✉r ❛tt❡✐♥❞r❡ ✉♥
♦❜❥❡❝t✐❢ ♣ré❝✐s✳ P❛r♠✐ ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❧❡s ♣❧✉s ♥♦t❛❜❧❡s ❡♥ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡
♦♥ ♣❡✉t ❝✐t❡r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♣t✐♦♥s ❬❙✉tt♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✾❪✱ ❧❛ tâ❝❤❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❬❉✐❡tt❡r✐❝❤✱
✶✾✾✾❪ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ❛❜str❛✐t❡ ❬P❛rr ❛♥❞ ❘✉ss❡❧❧✱ ✶✾✾✼❪✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ♦♣t✐♦♥s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞✐♠✐♥✉❡r ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❧❡
♣r♦❜❧è♠❡ à rés♦✉❞r❡✳

❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s

❈❡tt❡ t❤ès❡ ♥❡ s✬❡st ✐♥tér❡ssé❡ q✉✬❛✉① ❞❡✉① ♣r❡♠✐èr❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡
♦♥ s✬❡st ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ♣❡♥❝❤é s✉r ❞❡✉① ❝❛s ❞✬❛❣❣ré❣❛t✐♦♥s ✿ ❧✬❛❣❣ré❣❛t✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❡✕ ♣❡✉ ét✉❞✐é❡
❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✕ ❡t ❧✬❛❣❣ré❣❛t✐♦♥ ❇♦✉♥❞❡❞ P❛r❛♠❡t❡r ▼❉P ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❬●✐✈❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✵❪✳

❯♥❡ ♣r♦♣r✐été s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ s✬❡st ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ♣❡♥❝❤é ❡st ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦♥♦t♦♥✐❡ ✐✳❡✳
✈ér✐✜❡r s✐ ✉♥❡ ❛❣❣ré❣❛t✐♦♥ ♣❧✉s ✜♥❡ q✉✬✉♥❡ ❛✉tr❡ ✐♥❞✉✐t ✉♥❡ ♠♦✐♥❞r❡ ❡rr❡✉r✳ ■❧ s❡♠❜❧❡ ❡♥ ❡✛❡t
❧♦❣✐q✉❡ q✉✬✉♥❡ ❛❣❣ré❣❛t✐♦♥ q✉✐ s❡ r❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✐♥✐t✐❛❧ s♦✐t ♣❧✉s ❝♦♥❢♦r♠❡ à ❝❡ ❞❡r♥✐❡r✳
❆✜♥ ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❝❡tt❡ ✐❞é❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥s✐❞éré ❞❡✉① ❛❣❣ré❣❛t✐♦♥s ❞♦♥t ❧✬✉♥❡ ❡st ♣❧✉s
✜♥❡ q✉❡ ❧✬❛✉tr❡ ❡t ♥♦✉s ❧❡s ❛✈♦♥s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❝♦♠♣❛rés à ❧✬❛❣❣ré❣❛t✐♦♥ 0 ✭♠♦❞è❧❡ ✐♥✐t✐❛❧✮
❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s q✉✬♦♥ ❛ ❞é❝r✐ts ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳ ◆♦s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s à ❝❡ s✉❥❡t s♦♥t ❧❡s
s✉✐✈❛♥t❡s✳

✶✳ ❉❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♠♦②❡♥ ✿ ♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❞❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐✲
♠❛t✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❛❣❣ré❣❛t✐♦♥ ❡t ❝❡ ♠ê♠❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ✭✉♥ ❝❛s ♦ù ❧❡s
tr❛♥s✐t✐♦♥s s♦♥t é❣❛❧❡s à 0 ♦✉ 1✮✳ ❙♦✐❡♥t α ❡t α′ ❞❡✉① ❛❣❣ré❣❛t✐♦♥s✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥
❞✬♦r❞r❡ ♣❛rt✐❡❧ α′ � α✱ ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ α′ ❡st ♣❧✉s ✜♥❡ q✉❡ α✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛✈♦✐r Eα′ ≥ Eα ♦ù
E. ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬❡rr❡✉r ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ❧✬❛❣❣ré❣❛t✐♦♥✳

✷✳ ❉❛♥s ❧❡ ❇▼❉P ✿ ♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡✱ ✐❧ ② ❛ t♦✉❥♦✉rs ♠♦♥♦t♦♥✐❡ ❞❡
❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❛❣❣ré❣❛t✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ♥✬❡st ♣❧✉s ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ✈r❛✐❡
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡✳

❙❡❧♦♥ ❧❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ♥♦✉s ♣rés❡♥t❡r♦♥s ❞❡s ♣r❡✉✈❡s ♦✉ ❞❡s ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡s ♣♦✉r ét❛②❡r ♥♦s ❛r❣✉✲
♠❡♥ts✳

❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♦♥ s✬❡st ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ✐♥tér❡ssé à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
▲❙❚❉✭λ✮✳ ❖♥ ❛♥❛❧②s❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣râ❝❡ à ❞❡s ♦✉t✐❧s ♠❛t❤é✲
♠❛t✐q✉❡s q✉✬♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐r❛ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ▲❛ ❜♦r♥❡ ❞✬❡rr❡✉r ❞é❞✉✐t❡ ❞é♣❡♥❞ ❞✉ ♥♦♠❜r❡
❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❣é♥érés✳ ❊❧❧❡ r❡♥❞ ❝♦♠♣t❡ ❞✉ rô❧❡ q✉❡ ❥♦✉❡ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ λ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳

❈❡tt❡ ét✉❞❡ s❡r❛ ét❡♥❞✉❡ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ❛✉ ❝❛s ♦ù ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s s✉r
❧❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s ❡t ♥♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▲❙❚❉✭λ✮✳ ❖♥ ♣r♦♣♦s❡ ❞❛♥s ❧❡
❝❤❛♣✐tr❡ ✻ ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♣♦✉r ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ▲❡❛st sq✉❛r❡ st❛t✐♦♥❛r② ♣♦❧✐❝② ✐t❡r❛t✐♦♥
▲❙P■✭λ✮ ❬▲❛❣♦✉❞❛❦✐s ❛♥❞ P❛rr✱ ✷✵✵✸❪ ❡t ▲❡❛st sq✉❛r❡ ♥♦♥ st❛t✐♦♥❛r② ♣♦❧✐❝② ✐t❡r❛t✐♦♥ ▲❙✭λ✮◆❙P■
❬❙❝❤❡rr❡r ❛♥❞ ▲❡s♥❡r✱ ✷✵✶✷❪✳

✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

✶✵



❚❛❜❧❡ ❞❡s ✜❣✉r❡s

✸✳✶ ❉❡ ❣❛✉❝❤❡ à ❞r♦✐t❡ ❧❡ ▼❉P ✐♥✐t✐❛❧ ❡t ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ α :
{1, 2, 3} → {1, 2}, 3✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✽

✸✳✷ ▲❡ ▼❉P ✐♥✐t✐❛❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✾
✸✳✸ ▲✬❛❜str❛❝t✐♦♥ α1 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✵
✸✳✹ ▲✬❛❜str❛❝t✐♦♥ α2 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✵
✸✳✺ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥ ❇▼❉P ❡t ❞✬✉♥ ▼❉P ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡✳ ▲❡s ♣❛r❡♥t❤ès❡s (., .)

❞és✐❣♥❡♥t ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✭à ❣❛✉❝❤❡✮ ❡t ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ré❝♦♠♣❡♥s❡s ✭à
❞r♦✐t❡✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✷

✸✳✻ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥ ▼❉P s✉✐✈❛♥t ❧✬♦r❞r❡ 1 > 2 > 3 ✭à ❣❛✉❝❤❡✮ ❡t s✉✐✈❛♥t ❧✬♦r❞r❡ 2 >
3 > 1 à ❞r♦✐t❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✷

✸✳✼ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥ ▼❉P ✭à ❣❛✉❝❤❡✮ ❡t s♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❇▼❉P ✭à ❞r♦✐t❡✮ s✉✐✈❛♥t
❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥ α : {1, 2, 3} → {1, 2}, {3}✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✼

✸✳✽ ❉❡ ❣❛✉❝❤❡ à ❞r♦✐t❡ ✿ ❧❡ ▼❉P M ✱ ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥ α′✱ ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥ α✳ ▲❡s ✢è❝❤❡s s♦♥t
❛♥♥♦té❡s ❛✈❡❝ ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ▲❡s ré❝♦♠♣❡♥s❡s ✈ér✐✜❡♥t ✿ R(1) =
R(2) = R(3) = R(4) = 0, R(5) = 1✱ γ = 0.99✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✵

✸✳✾ ❉❡ ❣❛✉❝❤❡ à ❞r♦✐t❡ ✿ ❧❡ ▼❉P N ✱ ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥ α′✱ ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥ α✳ ▲❡s ✢è❝❤❡s s♦♥t
❛♥♥♦té❡s ❛✈❡❝ ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ▲❡s ré❝♦♠♣❡♥s❡s ✈ér✐✜❡♥t ✿ R(1) =
R(2) = R(3) = R(4) = 0, R(5) = 1✱ γ = 0.99✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✶

✸✳✶✵ ❉❡ ❣❛✉❝❤❡ à ❞r♦✐t❡ ✿ ❧❡ ▼❉P ✐♥✐t✐❛❧ M ✱ ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥ α1✱ ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥ α✳ ▲❡s
✢è❝❤❡s s♦♥t ❛♥♥♦té❡s ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ▲❡s ré❝♦♠♣❡♥s❡s s♦♥t t❡❧❧❡s
q✉❡ ✿ R(1) = R(2) = R(3) = 1(= R({1, 2}) = R({1, 2, 3}))✱ ❡t R(4) = R(5) = 0✳
❖♥ ♣r❡♥❞ γ = 1✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✸

✸✳✶✶ ❉❡ ❣❛✉❝❤❡ à ❞r♦✐t❡ ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥ α ❡t ❧❛ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ♠♦❞è❧❡ M ✳ ✹✹

✺✳✶ ❈♦✉r❜❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ λ✳ ❖♥ ❣é♥èr❡ ✶✵✵✵
▼❉Ps ●❛r♥❡t ❛❧é❛t♦✐r❡s ❬❆r❝❤✐❜❛❧❞ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✺❪ ✭❧❡s ●❛r♥❡t ▼❉P s♦♥t ❞❡s ♣r♦✲
❝❡ss✉s ❞é❝✐s♦♥♥❡❧s ❞❡ ▼❛r❦♦✈ (N,m, b, γ) q✉✐ s❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡♥t ♣❛r ❧❡✉r ♥♦♠❜r❡
❞✬ét❛ts N ✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛❝t✐♦♥s m✱ ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t b ✭b r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛ts ❛tt❡✐♥ts à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝♦✉♣❧❡ ét❛t✲❛❝t✐♦♥✮ ❡t ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞❡
❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té γ✳ ❖♥ ❛ ♣r✐s N = 100✱ γ = 0.99✳ ▲❡s ré❝♦♠♣❡♥s❡s s♦♥t ✉♥✐❢♦r♠❡s
❡t ❛❧é❛t♦✐r❡s✳ ❖♥ ❛ ❛✉ss✐ ❣é♥éré 1000 ❢❡❛t✉r❡s ❞✬❡s♣❛❝❡ ❛❧é❛t♦✐r❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
20 ✭❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ❡♥tré❡s ✉♥✐❢♦r♠❡s ❡t ❛❧é❛t♦✐r❡s✮✳
P♦✉r t♦✉t❡s ❝❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ λ ∈ {0.0, 0.3, 0.5, 0.7, 0.9, 1.0}✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ ✭à ❣❛✉❝❤❡✮
❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ré❡❧❧❡ ❡t ✭à ❞r♦✐t❡✮ ❧❛ ❞é✈✐❛t✐♦♥ st❛♥❞❛r❞ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉
♥♦♠❜r❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s✳ ❊♠♣✐r✐q✉❡♠❡♥t✱ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ λ ❛ ❧✬❛✐r ❞✬êtr❡ ✉♥❡
❢♦♥t✐♦♥ ♠♦♥♦t♦♥❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s n✱ q✉✐ t❡♥❞ ✈❡rs 1 ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t✳
❈❡❝✐ ❝♦♥❝♦r❞❡ ❛✈❡❝ ❧❡ rés✉❧t❛t é♥♦♥❝é ❞❛♥s ❧❡ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✼✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✽

✶✶



❚❛❜❧❡ ❞❡s ✜❣✉r❡s

✻✳✶ ❉❡ ❤❛✉t ❡♥ ❜❛s ✿ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ❞é✈✐❛t✐♦♥ st❛♥❞❛r❞ ❡♥
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ λ ét❛♥t ❞♦♥♥é❡s ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡
p = 1, 5, 10, 15 ✭s✉r ❧❡s ✜❣✉r❡s n ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡s ét❛ts ❡t N ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✶

✻✳✷ ❉❡ ❤❛✉t ❡♥ ❜❛s ✿ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ✭❧✬❡rr❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ❡t ❧❛ ❞é✈✐❛t✐♦♥ st❛♥❞❛r❞✮
❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ p✱ ♣♦✉r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛ts N = 20, 50, 100✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✸

✻✳✸ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ✭❧✬❡rr❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ❡t ❧❛ ❞é✈✐❛t✐♦♥ st❛♥❞❛r❞✮ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
♣ér✐♦❞❡ p✱ ♣♦✉r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛❝t✐♦♥s m = 2, 5, 10✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✹

✻✳✹ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ✭❧✬❡rr❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ❡t ❧❛ ❞é✈✐❛t✐♦♥ st❛♥❞❛r❞✮ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
♣ér✐♦❞❡ p✱ ♣♦✉r ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t b = 1, 2, 4✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✺

✶✷



✷

Pr♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ▼❛r❦♦✈✐❡♥s ❡t
♠ét❤♦❞❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥

◆♦tr❡ tr❛✈❛✐❧ s❡ s✐t✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ ♣r✐s❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❞❛♥s ❧✬✐♥❝❡rt❛✐♥ ♦ù ✉♥ ❛❣❡♥t
✐♥t❡r❛❣✐t ❛✈❡❝ ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t st♦❝❤❛st✐q✉❡✳ ❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ à ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ str❛té❣✐❡ ♦♣t✐♠❛❧❡
❛✜♥ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r ✭♠❛①✐♠✐s❡r✮ ❧❡ ❝♦ût t♦t❛❧ ✭❧❛ ré❝♦♠♣❡♥s❡✮ ❝✉♠✉❧é ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ s♦♥ ♣❛r❝♦✉rs✳ ❯♥❡
❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❡♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞é❝✐s✐♦♥♥❡❧s
❞❡ ▼❛r❦♦✈ ✭▼❉P✮ ❬❙✉tt♦♥ ❛♥❞ ❇❛rt♦✱ ✶✾✾✽❪ ✿ ❝❡ ♣r♦❝❡ss✉s r❡✢èt❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❡♥
❛ttr✐❜✉❛♥t ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ét❛t ✈❡rs ✉♥ ❛✉tr❡ s❛❝❤❛♥t ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ a✳ ▲✬ét❛t ❞✉
s②stè♠❡ à ❧✬✐♥st❛♥t t ♥❡ ❞é♣❡♥❞r❛ q✉❡ ❞❡ s♦♥ ét❛t à ❧✬✐♥st❛♥t t− 1✱ ♦♥ ❞✐r❛ ❛❧♦rs q✉✬✐❧ s❛t✐s❢❛✐t ❧❛
♣r♦♣r✐été ❞❡ ▼❛r❦♦✈✳

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦♠♠❡♥❝❡r ♣❛r ❞é✜♥✐r ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❧❡s ▼❉P ♣✉✐s ♥♦✉s
❛❧❧♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ♣r♦❝❡ss✉s✳ ❖♥ ♣❛r❧❡r❛
❡♥ ♣r❡♠✐❡r ❧✐❡✉ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ✐ss✉s ❞❡ ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥
❧✐♥é❛✐r❡✳ P✉✐s ♦♥ ♣rés❡♥t❡r❛ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ✉t✐❧✐sé❡s ❡♥ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ t②♣✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ❛❧✲
❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡✳ ❈❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s r❡♣♦s❡♥t s✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s✕
✉♥❡ ♣réé✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ✭♦♥ ❞♦♥♥❡r❛ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣❧✉s ❞ét❛✐❧❧é❡✮✳
■❧ ❡①✐st❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♠❛♥✐èr❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s✱ ♦♥ ♥❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r❛ ❝❡❝✐ ❞✐t q✉❡ ❝❡❧❧❡s
❞é❞✉✐t❡s à ♣❛rt✐r ❞❡s ❛❜str❛❝t✐♦♥s✳ ❈❡s ❛❜str❛❝t✐♦♥s ✐♥✢✉❡♥t s✉r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡✳ ❖♥
❞♦♥♥❡r❛ ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡s ❞❡s ❝❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s t✐rés ❞❡ ❧❛
❧✐ttér❛t✉r❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳

✷✳✶ ▼❉P ✿ ❉é✜♥✐t✐♦♥

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❢♦r♠❛❧✐sé ♣❛r ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞é❝✐s✐♦♥❡❧s ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ♣❡✉t êtr❡ ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧❡ q✉✐♥t✉✲
♣❧❡t 〈S,A,R, p, γ〉 ✿

✖ ▲✬❡♥s❡♠❜❡ S r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ét❛ts ♣♦ss✐❜❧❡s ✭s✉♣♣♦sé ✜♥✐✮✳
✖ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ A r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛❝t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ✭s✉♣♣♦sé ✜♥✐✮✳
✖ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ R : S×A→ R ❡st ❧❛ ré❝♦♠♣❡♥s❡ ♣❡rç✉❡ ét❛♥t ❞❛♥s ✉♥ ét❛t s ❞♦♥♥é ❡t s❛❝❤❛♥t

q✉✬♦♥ ❛ ❡✛❡❝t✉é ❧✬❛❝t✐♦♥ a✳
✖ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ p : S ×A× S → [0, 1] ❡st ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ét❛t s à ✉♥ ét❛t s′

s♦✉s ❧✬❛❝t✐♦♥ a✳
✖ ▲❡ ♣❛r❛♠ètr❡ γ ∈ (0, 1] ❡st ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞✬❛❝t✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ✿ ✐❧ r❡✢èt❡ ❧❡ ❞❡❣ré ❞✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡s

ré❝♦♠♣❡♥s❡s ♣❡rç✉❡s ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s✱ ♣♦✉r γ = 1 ❧✬❛❣❡♥t ♥❡ ♣❡rç♦✐t ❛✉❝✉♥❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡✳

✶✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ Pr♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ▼❛r❦♦✈✐❡♥s ❡t ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥

◆♦tr❡ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞✬❛❝t✐♦♥s✕ s❛❝❤❛♥t ✉♥ ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ s✕q✉✐ ♠❛①✐♠✐s❡
❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡ t♦t❛❧❡ ❞❡s ❣❛✐♥s ❝✉♠✉❧és✱

E
π

[ ∞∑

t=0

γtr(st, at, st+1)

∣
∣
∣
∣
∣
s0 = s

]

.

❈❡❝✐ ❝♦♥s✐st❡ à tr♦✉✈❡r ❧❛ str❛té❣✐❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ q✉✐ ✐♥❞✉✐t ✉♥ ❝♦ût ✭❣❛✐♥✮ ♠✐♥✐♠✉♠ ✭♠❛①✐♠✉♠✮✳
❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡r❛ ❞❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t ❛✉① ❝♦♥❝❡♣ts ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛✉① ❡t à ♣❧✉s✐❡✉rs ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣♦✉r
rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❢♦r♠❛❧✐sé ♣❛r ❧❡s ▼❉P✳

✷✳✷ ❙♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ▼❉P

✷✳✷✳✶ ◆♦t✐♦♥ ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡

❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞✬❛❝t✐♦♥s q✉✬❡✛❡❝t✉❡ ✉♥ ❛❣❡♥t ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦t❡ π✳ ❈✬❡st
✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s S✱ A ❡t ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ t❡♠♣s T ✱ ♦♥ ❛ π : S × T × A → [0, 1]
❛✈❡❝ π(s, t, a) ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❧✬❛❝t✐♦♥ a ❛✉ t❡♠♣s t✱ s❛❝❤❛♥t q✉✬♦♥ ❡st ❞❛♥s ❧✬ét❛t s✳ ■❧
❡①✐st❡ ♣❧✉s✐❡✉rs t②♣❡s ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡s ✿

✖ ❯♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ π ❡st ❞✐t❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ s✐ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ét❛t s ♦♥ ❛ss♦❝✐❡ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❛❝t✐♦♥ a ✿
π : S × T → A✳

✖ ❯♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ π ❡st ❞✐t❡ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ s✐ ❡❧❧❡ ♥❡ ✈❛r✐❡ ♣❛s ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s ✿ ♣♦✉r ❞❡✉①
✐♥st❛♥ts t1 ❡t t2 ❞♦♥♥és ♦♥ ❛ π(s, t1, a) = π(s, t2, a)✱ s✐♥♦♥ ❡❧❧❡ ❡st ❞✐t❡ ♥♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✳

❖♥ ♥❡ s✬✐♥tér❡ss❡r❛ à ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❝❛s q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻ ❞❡ ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t s✐♥♦♥ π ❞és✐❣♥❡r❛
❞❛♥s t♦✉t ❝❡ q✉✐ s✉✐t ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❡t st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✳ ❊♥ ❡✛❡t ♦♥ s❛✐t q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡
♣♦❧✐t✐q✉❡ ✭str❛té❣✐❡✮ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❡t st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ q✉✐ rés♦✉t ❧❡ ▼❉P ❬P✉t❡r♠❛♥✱ ✶✾✾✹❪✳

✷✳✷✳✷ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r

❯♥ ❛❣❡♥t s✉✐t ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ π ❛✜♥ ❞✬♦♣t✐♠✐s❡r ❧❛ s♦♠♠❡ t♦t❛❧❡ ❞❡s ré❝♦♠♣❡♥s❡s
♣❡rç✉❡s✳ ❖♥ ♥♦t❡

vπ(s) = E
π

[ ∞∑

t=0

γtr(st, at, st+1)

∣
∣
∣
∣
∣
s0 = s

]

❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡ t♦t❛❧❡ ❞❡s ré❝♦♠♣❡♥s❡s ✭♠♦②❡♥♥❛♥t ❧❡ ❢❛❝t❡✉r γt✮ s❛❝❤❛♥t ✉♥ ét❛t ✐♥✐t✐❛❧
s0 ❡t ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ π✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ vπ : S → R ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ❛ss♦❝✐é❡ à ❧✬ét❛t s s♦✉s
✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ π✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s r❛♣♣❡❧❡r ❞❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ét❛♣❡s à s✉✐✈r❡ ♣♦✉r
❡st✐♠❡r vπ ❬P✉t❡r♠❛♥✱ ✶✾✾✹❪✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù π ❡st ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡✱ ♦♥ ❛

vπ(s) = E
π[r(s0, a0, s1)|s0 = s] + E

π

[ ∞∑

t=1

γtr(st, at, st+1)

∣
∣
∣
∣
∣
s0 = s

]

=
∑

s′

p(s, π(s), s′)r(s, π(s), s′) + E
π

[ ∞∑

t=1

γtr(st, at, st+1)

∣
∣
∣
∣
∣
s0 = s

]

.

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ✐❧ s✬❛✈èr❡ q✉❡ ✿

vπ(s) =
∑

s′

p(s, π(s), s′)r(s, π(s), s′) +
∑

s′∈S
p(s, π(s), s′)Eπ

[ ∞∑

t=1

γtr(st, at, st+1)

∣
∣
∣
∣
∣
s1 = s′

]

.

✶✹



✷✳✷✳ ❙♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ▼❉P

❊♥ ♣♦s❛♥t u = t− 1 ♦♥ tr♦✉✈❡ q✉❡

vπ(s) =
∑

s′

p(s, π(s), s′)r(s, π(s), s′) +
∑

s′∈S
p(s, π(s), s′)Eπ

[ ∞∑

u=0

γu+1r(su+1, au+1, su+2)

∣
∣
∣
∣
∣
s1 = s′

]

=
∑

s′

p(s, π(s), s′)r(s, π(s), s′) + γ
∑

s′∈S
p(s, π(s), s′)vπ(s′).

❖♥ ♥♦t❡ R : S ×A→ R ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ré❝♦♠♣❡♥s❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r R(s, a) =
∑

s′ p(s, a, s
′)r(s, a, s′)✳ ❖♥

❛ ❛❧♦rs

vπ(s) = R(s, a) + γ
∑

s′∈S
p(s, π(s), s′)vπ(s′).

❈✬❡st ❝❡ q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❇❡❧❧♠❛♥✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à v∗(s) =
maxπ v

π(s)✳ ❖♥ ❞✐t q✉✬✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ π∗ ❡st ♦♣t✐♠❛❧❡ s✐ ♣♦✉r t♦✉t s ∈ S✱ π∗(s) ∈ argmax v∗(s)✳

❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ ✿

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r vπ ♣❡✉t êtr❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞é✜♥✐ ♣❛r vπ : S →
R
N ♦ù N = |S|✳ ❊♥ ❡✛❡t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ π ✜①é❡ ♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ P π

t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t i, j ∈ {1, ..., N}✱ P π
i,j = p(i, π(i), j)✳ ❉❡ ♠ê♠❡ ♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r Rπ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r

ré❝♦♠♣❡♥s❡ t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ {1, ..., n}✱ Rπ(i) = R(i, π(i))✳ ▲❡ ✈❡❝t❡✉r vπ ✈ér✐✜❡ ❛❧♦rs

vπ = Rπ + γP πvπ.

▲❛ ♠❛tr✐❝❡ P ❡st st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❞♦♥❝ ❡❧❧❡ ♣♦ssè❞❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ♠♦❞✉❧❡ ✐♥❢ér✐❡✉r à 1✳ P♦✉r
❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ γ < 1✱♦♥ ❛ ❛❧♦rs (I − γP ) ❡st ✐♥✈❡rs✐❜❧❡✳ ■❧ s✬❡♥ s✉✐t q✉❡

vπ = (I − γP π)−1vπ.

✷✳✷✳✸ ❖♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❇❡❧❧♠❛♥

P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ π✱ ♦♥ ♥♦t❡ T π ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❇❡❧❧♠❛♥ ✿ RN → R
N ♦ù N = |S|✱ q✉✐

❛ss♦❝✐❡ à ❝❤❛q✉❡ ✈❡❝t❡✉r u ❞❡ R
N ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

T πu(s) = R(s, π(s)) + γ
∑

s′∈S
p(s, π(s), s′)u(s′), ♣♦✉r t♦✉t s ∈ S.

▲✬♦♣ér❛t❡✉r T π ❡st ♠♦♥♦t♦♥❡ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs (w, )u ❞❛♥s RN ×R
N

t❡❧s q✉❡ w ≤ u✱ T πw(s) ≤ T πu(s)✳ ▲✬♦♣ér❛t❡✉r T π ❡st (γ, ‖.‖∞)✲❝♦♥tr❛❝t❛♥t ❬P✉t❡r♠❛♥✱ ✶✾✾✹❪✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ❛ ♣♦✉r t♦✉t ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs (w, u) ❞❛♥s RN × R

N

‖T πw − T πu‖∞ ≤ ‖γ
∑

s′∈S
p(s, π(s), s′)(w(s′)− u(s′))‖∞

≤ γ‖w − u‖∞.

❖♥ ♥♦t❡ T ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❇❡❧❧♠❛♥ ✿ RN → R
N ✈ér✐✜❛♥t

Tu(s) = max
π

(

R(s, π(s)) + γ
∑

s′∈S
p(s, π(s), s′)u(s′)

)

.

✶✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ Pr♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ▼❛r❦♦✈✐❡♥s ❡t ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥

▲✬♦♣ér❛t❡✉r T ❛ ❧❡s ♠ê♠❡s ♣r♦♣r✐étés q✉❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r T π✳ ❊♥ ❡✛❡t T ❡st ♠♦♥♦t♦♥❡✳ ❖♥ ❛ ♣♦✉r
t♦✉t ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs (u,w) ❞❛♥s RN × R

N t❡❧s q✉❡ w ≤ u

Tw(s)− Tu(s) =max
π

(

R(s, π(s)) + γ
∑

s′∈S
p(s, π(s), s′)w(s′)

)

−

max
π

(

R(s, π(s)) + γ
∑

s′∈Sπ

p(s, π(s), s′)u(s′)

)

≤max
π

γ
∑

s′∈S
p(s, π(s), s′)(w(s′)− u(s))

≤0.

T ❡st (γ, ‖.‖∞)✲❝♦♥tr❛❝t❛♥t✳ P♦✉r t♦✉t ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs (u,w) ❞❛♥s RN × R
N ✱ ♦♥ ❛

‖Tu− Tw‖∞ ≤ max
π

γ
∑

s′∈S
p(s, π(s), s′)‖u− w‖∞

= γ‖u− w‖∞.

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡ ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ v = Tv✱ q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❛✉ss✐ ❧✬éq✉❛t✐♦♥
❞❡ ❇❡❧❧♠❛♥✳

✷✳✷✳✹ ❊①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r vπ ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ v = T πv✳ ❊♥ ❡✛❡t ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❇❡❧❧♠❛♥
❡st (γ, ‖.‖∞)✲❝♦♥tr❛❝t❛♥t ❞♦♥❝ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ v = T πv ❛❞♠❡t ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❖♥ ✈❛ r❛♣♣❡❧❡r
❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❛r❣✉♠❡♥ts ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ❥✉st✐✜❛♥t ❝❡ rés✉❧t❛t✳ ❙♦✐t ♣♦✉r k ≥ 0 ❧❛
s✉✐t❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs✱ t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r k = 0 ♦♥ ❛ v0 ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❛r❜✐tr❛✐r❡ ❞❛♥s R ❡t ♣♦✉r k ≥ 1✱
vk = Tvk−1✳ P✉✐sq✉❡ ‖P‖∞ = 1 ✐❧ s✬❡♥ s✉✐t q✉❡

‖vk+1 − vk‖∞ = ‖T πvk − T πvk−1‖∞
= ‖γPπ(vk − vk−1)‖∞
≤ γ‖vk − vk−1‖∞.

❊♥ ✐tér❛♥t ❝❡ ♣r♦❝é❞é k✲❢♦✐s ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

‖vk+1 − vk‖∞ ≤ γk‖v1 − v0‖∞.

▲❡ t❡r♠❡ ‖v1 − v0‖2 ❡st ❜♦r♥é✳ P♦✉r γ < 1✱ ♣♦✉r t♦✉t ǫ > 0 ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r N ∈ N q✉✐ ✈ér✐✜❡

∀k > N, ∀r ∈ N, ‖vk+r − vk‖∞ < ǫ.

▲❛ s✉✐t❡ (vk)k≥0 ❡st ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❛✉❝❤② ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ (R, ‖.‖∞) ❞♦♥❝ ❡❧❧❡ ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs
vπ ♣♦✐♥t ✜①❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ T πv = v✳ ▲❛ ♠ê♠❡ ♣r❡✉✈❡ ♣❡✉t êtr❡ r❡♣r✐s❡ ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡
❞✬✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ Tv = v✳

❆✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r q✉✐ à ❝❤❛q✉❡ ét❛t ❛ss♦❝✐❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❛ss♦❝✐é❡✱ ♦♥ ♣❡✉t
❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ét❛t✲❛❝t✐♦♥ q✉✐ ❢❛✐t ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❡ à ❝❤❛q✉❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞✬ét❛t✲❛❝t✐♦♥
❧❛ ✈❛❧❡✉r q✉✐ ❧✉✐ ❡st ❛ss♦❝✐é❡✳ ❈✬❡st ❝❡ q✉✬♦♥ ✈❛ ❡①♣❧✐q✉❡r ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✳

✶✻



✷✳✸✳ Pr♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ▲✐♥é❛✐r❡

✷✳✷✳✺ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ét❛t✲❛❝t✐♦♥

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ét❛t✲❛❝t✐♦♥ Qπ : S × A → R ❡st ❧❛ s♦♠♠❡ t♦t❛❧❡ ❞❡s ré❝♦♠♣❡♥s❡s
❝✉♠✉❧é❡s ❡♥ s✉✐✈❛♥t ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ π s❛❝❤❛♥t ✉♥ ét❛t ✐♥t✐❛❧ s0 = s ❡t ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❛❝t✐♦♥
a0 = a✳ ❊❧❧❡ ✈ér✐✜❡

Qπ(s, a) = E
π

[ ∞∑

t=1

γt−1rt

∣
∣
∣
∣
∣
s0 = s, a0 = a

]

= E[r1|s0 = s, a0 = a] + E
π

[ ∞∑

t=2

γt−1rt

∣
∣
∣
∣
∣
s0 = s, a0 = a

]

=
∑

s′

p(s, a, s′)r(s, a, s′) + γ
∑

s′

p(s, a, s)Eπ

[ ∞∑

t=1

γtrt+1

∣
∣
∣
∣
∣
s1 = s′, a1 = π(s′)

]

= R(s, a) + γ
∑

s′

p(s, a, s′)Qπ(s, π(s′)).

❙✐ π∗ ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ♦♣t✐♠❛❧❡s ❛❧♦rs ♦♥ ❛

Qπ∗
(s, a) = Q∗(s, a) = max

π
Qπ(s, a).

❙♦✐t ♣♦✉r t♦✉t ét❛t s′ ❞❛♥s S✱ ❧✬❛❝t✐♦♥ a′ q✉✐ ✈ér✐✜❡ π(s′) = a′✱ ♦♥ ❛

Q∗(s, a) = R(s, a) + γmax
a′

∑

s′

p(s, a, s′)Q∗(s, a′).

❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ Qπ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ N ×m✱ ♦ù m = |A|✳ P♦✉r
t♦✉t ❝♦✉♣❧❡ (i, j) ∈ {1, ..., N} × {1, ...,m}✱ ♦♥ ❛ Qπ

i,j = Qπ(i, j)✱ ♥♦t❡r ✐❝✐ q✉✬♦♥ ❛ss♦❝✐❡ à ❝❤❛q✉❡
❛❝t✐♦♥ ❞❡ A ✉♥ ❡♥t✐❡r ❞❛♥s {1, ...,m}✳

❯♥❡ ❢♦✐s q✉✬♦♥ ❛ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❝♦♥❝❡♣ts ❡t ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ▼❉P✱ ♥♦✉s
❛❧❧♦♥s ♣rés❡♥t❡r ❞❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ✉t✐❧✐sés✳

✷✳✸ Pr♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ▲✐♥é❛✐r❡

▲❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ▼❉P ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ t②♣❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡
✭P▲✮✳ ❯♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ✭P▲✮ ❝♦♥s✐st❡ à tr♦✉✈❡r ❧❡ ✈❡❝t❡✉r x q✉✐ ♠❛①✐♠✐s❡
❧❛ s♦♠♠❡ ctx t❡❧ q✉❡ Ax ≤ b ❡t x ≥ 0✳ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡ A ❡t ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs b ❡t c s♦♥t s✉♣♣♦sés ❝♦♥♥✉s✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ▼❉P ❝❡❝✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à rés♦✉❞r❡ ✉♥ s②stè♠❡ ❞✉ t②♣❡

♠❛①✐♠✐s❡r 1tv

s♦✉s ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ (I − γPa)v ≤ Ra, ∀a ∈ A

♦ù c = 1 ✭1 ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ✉♥✐t❛✐r❡✮✱ b = Ra ❡t A = (I − γPa)✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✐♥s✐ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡
❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❛✈❡❝ N ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡t N ×m ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❛✈❡❝ m = |A|✳ P♦✉r γ < 1✱ ❧❛
s♦❧✉t✐♦♥ à ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧ v∗✳
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❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ Pr♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ▼❛r❦♦✈✐❡♥s ❡t ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥

✷✳✹ Pr♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡

▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ✐ss✉s ❞❡ ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ✭P❉✮ s♦♥t ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥
q✉✐ s♦♥t ❜❛sé❡s s✉r ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ré❝✉rs✐✈❡ ♦ù à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❝♦♥str✉✐t❡ à ♣❛rt✐r
❞❡ ❝❡❧❧❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ à ❧✬ét❛♣❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳ ■❧s ♥é❝❡ss✐t❡♥t ✉♥❡ ✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡ ❡t
q✉✐ ♥✬❛ ♣❛s ❞✬✐♥✢✉❡♥❝❡ s✉r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ❉❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t ♦♥ ✈❛ ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❡s
♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ✐ss✉s ❞❡ ❧❛ ✭P❉✮✳

✷✳✹✳✶ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✐tér❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✐tér❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ✭■❱✮ ❬❇❡❧❧♠❛♥✱ ✶✾✺✼❪ ❝❛❧❝✉❧❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛✉ s②stè♠❡
❝♦♠♣♦sé ♣❛r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❇❡❧❧♠❛♥ à tr❛✈❡rs ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s✳ ▲✬✐❞é❡ ét❛♥t ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡r
v∗ ♣❛r ✉♥❡ s✉✐t❡ vn q✉✐ ❝♦♥✈❡r❣❡ ❛♣rès ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s n ✈❡rs v∗✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st
✐♥✐t✐❛❧✐sé à ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r v = v0 q✉✐ ❡st ❛r❜✐tr❛✐r❡ ❡t à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❧❛ ✈❛❧❡✉r vn ❡st r❡♠♣❧❛❝é❡
♣❛r Tvn−1✳

vn ← max
π

Tπvn−1.

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ r❡q✉✐❡rt ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✐♥✜♥✐ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❝❡❝✐ ❞✐t ❞❡s ❝❛s ♦ù

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✐tér❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs
■♥✐t✐❛❧✐s❡r v ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ét❛t s ∈ S
❘é♣ét❡r
∆← 0
u← v
v ← maxπ Tπu
∆← max(∆, ‖u− v‖∞)

❥✉sq✉✬à ∆ < θ

♦♥ ❛ ❜❡s♦✐♥ q✉❡ ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ✭❧❡ ❝❛s ❞❡s ✭❙❙P✮ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡✱ ✈♦✐r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✶ ❝✐✲❞❡ss♦✉s✮✳
❖♥ ♣❡✉t ❝❤♦✐s✐r ❞✬❛rrêt❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❧♦rq✉❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs s✉❝❝❡ss✐✈❡s vn ❡t vn−1

❞❡✈✐❡♥t ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ q✉✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ré❡❧ θ✱ q✉✬♦♥ ♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t ♣❡t✐t✳ ❖♥ ❛ ❞❛♥s ❝❡
❝❛s ❬❲✐❧❧✐❛♠s ❛♥❞ ❇❛✐r❞✱ ✶✾✾✸❪

‖v∗ − vπ‖∞ ≤
2γ

1− γ θ.

✷✳✹✳✷ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✐tér❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✐tér❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ✭■P✮ ❬❍♦✇❛r❞✱ ✶✾✻✵❪ ❝❛❧❝✉❧❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥
❛✉ s②stè♠❡ ✐♠♣♦sé ♣❛r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❇❡❧❧♠❛♥✳ ❈❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❡st✐♠❡ ❝❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡♥ ❞❡✉①
ét❛♣❡s ✿ ✉♥❡ ét❛♣❡ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❡t ✉♥❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡✳

➱✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡

❈❡tt❡ ét❛♣❡ ❝♦♥s✐st❡ à é✈❛❧✉❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r vπ ♣♦✉r ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ✜①é❡ π✳ ▲❡ ✈❡❝t❡✉r
vπ ✈ér✐✜❡

vπ = (I − γPπ)
−1Rπ.

✶✽



✷✳✺✳ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡

▲♦rq✉❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ét❛ts S ❡st ❣r❛♥❞✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r vπ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
❧❛ ❢♦r♠❡ ré❝✉rs✐✈❡ vn = Tπvn−1✳ ❖♥ ❛ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s

vπ = lim
n→∞

Tnv0

♦ù v0 ❡st ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ✐♥✐t✐❛❧❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳

❆♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡

❯♥❡ ❢♦✐s q✉✬♦♥ ❛ ❞ét❡r♠✐♥é ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r vπ ♣♦✉r ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ✜①é❡ ❞♦♥♥é❡✱ ♦♥
❝❤❡r❝❤❡ à ✈♦✐r s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ π′ ❞✐t❡ ❣❧♦✉t♦♥♥❡ q✉✐ s❛t✐s❢❛✐t

π′ ← argmax
π

Tπv
π.

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù π = π′✱ π ❡st ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❡t ❞♦♥❝ vπ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à v∗✳ ❈❡tt❡ ét❛♣❡ ❡st
❞✐t❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡✳ ❊♥ r❡❣r♦✉♣❛♥t ❧❡s ❞❡✉① ét❛♣❡s ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✐tér❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❞é❝r✐t ❝✐✲❞❡ss♦✉s✳ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✐tér❛t✐♦♥s

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✐tér❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s
■♥✐t✐❛❧✐s❡r v0
❘é♣ét❡r
πk+1 ← glouton(vk)
vk+1 ← vπk+1

k ← k + 1
❥✉sq✉✬à πk = πk+1

s✉r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✐tér❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ♥é❝❡ss✐t❡ ❡♥ ♣❧✉s ✉♥ ét❛♣❡ ♦ù ♦♥ ❞♦✐t
é✈❛❧✉❡r ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❝♦✉r❛♥t❡ πk à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥✳ ❈❡❝✐ ❞✐t ✭■P✮ ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡
♦♣t✐♠❛❧❡ ❡♥ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s✳

■❧ ❡①✐st❡ ❞❡s s✐♠✐❧❛r✐tés ❡♥tr❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❡♥ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ❝❡❧❧❡ ❞❡s
❛♣♣r♦❝❤❡s ✐tér❛t✐✈❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t ♦♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ s✐♠♣❧❡①❡ ✭❡♥ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥
❧✐♥é❛✐r❡✮ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ♣✐✈♦t ❞❡ ❉❛♥t③✐❣ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✐tér❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s
♣♦❧✐t✐q✉❡s ❬P✉t❡r♠❛♥✱ ✶✾✾✹❪✳

❆✉ss✐ t♦✉s ❝❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s r❡q✉✐èr❡♥t ✉♥❡ ♠é♠♦✐r❡ q✉✐ ❡st ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛ts
N ✳ ■❧s r❡♥✈♦✐❡♥t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❡♥ ✉♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❡♥t✐❡rs N ✱ m✱
B ✭q✉✐ ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜✐ts ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ❝♦❞❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ▼❉P ❡♥ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s
ré❡❧s✮ ❬▲✐tt♠❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✺❪✳

■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ r❡♥❞r❡ ❝❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣❧✉s r❛♣✐❞❡s ❡♥ ❧❡s ✐♥✐t✐❛❧✐s❛♥t ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ v0
q✉✐ s❡ r❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ v∗✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ♣❧✉s ❝♦♠♠✉♥é♠❡♥t v0 ✉♥❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡✳ ❖♥ ✈❛ ❞♦♥♥❡r ❞❛♥s
❝❡ q✉✐ s✉✐t ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥✳ ❖♥ ✈❛ ❛✐♥s✐ ♣rés❡♥t❡r ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❧❛
r❡❝❤❡r❝❤❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❡t ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧✬✉♥❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❝❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s à s❛✈♦✐r ❧❡s
❛❜str❛❝t✐♦♥s✳

✷✳✺ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡

◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ à ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ▼❉P q✉✐ ❡st ❧❡ st♦❝❤❛st✐❝
s❤♦rt❡st ♣❛t❤✭❙❙P✮▼❉P✳ ◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣❧✉s ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞❡
❝❡s ♣r♦❝❡ss✉s✳

✶✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ Pr♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ▼❛r❦♦✈✐❡♥s ❡t ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥

✷✳✺✳✶ ❙t♦❝❤❛st✐❝ s❤♦rt❡st ♣❛t❤ ✭❙❙P✮▼❉P

▲❡s ✭❙❙P✮▼❉P ♦♥t ✉♥❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❛ss❡③ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡s ▼❉P ♣rés❡♥tés ❛✉♣❛r❛✈❛♥t✳
■❧s s❡ ❞✐st✐♥❣✉❡♥t t♦✉t❡❢♦✐s ❞❡s ▼❉P ♣❛r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡ q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❞❡s ét❛ts t❡r♠✐♥❛✉① ♦✉
ét❛ts ❜✉t ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳ ❬▼❛✉s❛♠ ❛♥❞ ❑♦❧♦❜♦✈✱ ✷✵✶✷❪ ❯♥ ✭❙❙P✮▼❉P ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧❡ q✉❛❞r✉♣❧❡t 〈S,A,R, P 〉
t❡❧ q✉❡

✖ S ❡st ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ét❛ts
✖ A ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛❝t✐♦♥s
✖ p(s, a, s′) ❡st ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ét❛t s ✈❡rs ✉♥ ❛✉tr❡ ét❛t s′ s♦✉s ❧✬❛❝t✐♦♥ a
✖ c : S×A ∈ R ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦ût q✉✐ ✐♥❞✐q✉❡ ❧❡ ❝♦ût ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❛❝t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥ ét❛t ❞♦♥♥é
✖ G ⊂ S ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ét❛ts t❡r♠✐♥❛✉① ✭❜✉t✮ t❡❧s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❛❝t✐♦♥ a ∈ A ♣♦✉r t♦✉t

s ∈ G✱ s′ /∈ G✱ p(s, a, s) = 1✱ p(s, a, s′) = 0 ❡t C(s, a, s) = 0✳

❯♥ ✭❙❙P✮ ▼❉P s✉♣♣♦s❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ π0 ❞✐t❡ ♣r♦♣r❡✳ ❯♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡
❡st ❞✐t❡ ♣r♦♣r❡ s✐ ♦♥ ❛tt❡✐♥t s♦✉s ❝❡tt❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡✱ ❛✈❡❝ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té 1✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ét❛ts G ❡♥ ✉♥
t❡♠♣s ✜♥✐✳ ▲❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ π∗✕q✉✬♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à é✈❛❧✉❡r✕ ✈❛ ❣❛r❛♥t✐r ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ❝♦ût t♦t❛❧
✐♥❢ér✐❡✉r à ❝❡❧✉✐ ✐♥❞✉✐t s♦✉s π0✳

❖♥ ♥♦t❡r❛ q✉❡ rés♦✉❞r❡ ✉♥ ✭❙❙P✮▼❉P r❡✈✐❡♥t à ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❡ ❝♦ût t♦t❛❧ ❝✉♠✉❧é ❡t ♥♦♥ à
♠❛①✐♠✐s❡r ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ré❝♦♠♣❡♥s❡s ❝✉♠✉❧é❡s✱ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ❧✬❛✈❛✐t ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡
♣ré❝é❞❡♥t ♠❛✐s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✉ ♠ê♠❡ ♣r♦❜❧è♠❡ q✉✬♦♥ rés♦✉t✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡
rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❙❙P✭▼❉P✮ s♦♥t s✐♠✐❧❛✐r❡s à ❝❡❧❧❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ▼❉P✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞✬ét❛ts ❡st très ❣r❛♥❞ ✐❧ ❞❡✈✐❡♥t ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❝❡s ♣r♦❝❡ss✉s✳ ❯♥❡ ❢❛ç♦♥ ❞❡ s✉r♠♦♥t❡r ❝❡
♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❝❡ q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❧❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s✳

✷✳✺✳✷ ❍❡✉r✐st✐q✉❡ ✿ ❞é✜♥✐t✐♦♥

❯♥❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ♣❡✉t êtr❡ ♣❡rç✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❧♦rsq✉✬♦♥
❞✐s♣♦s❡ ❞❡ ♣❡✉ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ à tr❛✐t❡r✳ ❖♥ ❛ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❛✉❝✉♥❡ ❣❛r❛♥t✐❡ ❡♥
✉t✐❧✐s❛♥t ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ r❡♥✈♦②é❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ q✉✬♦♥ ét✉❞✐❡ ✉♥❡
❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❡st ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦ût t♦t❛❧ ❝✉♠✉❧é s❛❝❤❛♥t ✉♥ ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ s0 ❡t ✉♥ ét❛t
t❡r♠✐♥❛❧ ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à G✳

✷✳✺✳✸ ❈❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✬✉♥❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡

▲❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ♣❡✉✈❡♥t ❛✈♦✐r ♣❧✉s✐❡✉rs ♣r♦♣r✐étés✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳ ❖♥ ❞✐t q✉✬✉♥❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ h ❡st ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ s✐ ♣♦✉r t♦✉t ét❛t s ∈ S✱ h(s) ≤ h∗(s)✱
♦ù h∗(s) ❡st ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ q✉✬♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ❡st✐♠❡r✳ ❯♥❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ h ❡st ❞✐t❡ ♣❛r❢❛✐t❡ s✐
h = h∗✳

❙♦✐t a ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ ❡t s♦✐t c(s, a, s′) ❧❡ ❝♦ût ✐♥❞✉✐t ❞✉ ♣❛ss❛❣❡ ❞❡ s ✈❡rs s′✱ ♦♥ ❞✐t q✉❡ ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ h ❡st ♠♦♥♦t♦♥❡ s✐ ♦♥ ❛ h(s) ≤ c(s, a, s′)+h(s′)✳ ❯♥❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ♠♦♥♦t♦♥❡ ❡st ❢♦r❝é♠❡♥t
❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ♠❛✐s ❧❛ ré❝✐♣r♦q✉❡ ❡st ❢❛✉ss❡✳

❊t❛♥t ❞♦♥♥é❡s ❞❡✉① ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s h1 ❡t h2✱ ♦♥ ❞✐t q✉❡ h2 ❞♦♠✐♥❡ h1 s✐ h2(s) ≥ h1(s)
♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ét❛ts s ❞❛♥s S✳

P❛r♠✐ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❧❡s ♣❧✉s ♥♦t❛❜❧❡s ❡♥ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ♦♥ ♣❡✉t
❝✐t❡r ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❆✯✭❝❛s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡✮✱ ▲❆❖✯✱ ❘❡❛❧ ❚✐♠❡ ❉②♥❛♠✐❝ Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✭❘❚❉P✮

✷✵



✷✳✺✳ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡

❡t ▲❛❜❡❧❧❡❞ ❘❡❛❧ ❚✐♠❡ ❉②♥❛♠✐❝ Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✭▲❘❚❉P✮✳ ❯♥❡ ✧❜♦♥♥❡✧ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❛✐❞❡ ❝❡s ❛❧✲
❣♦r✐t❤♠❡s à ♦♣t❡r ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ét❛t ♣♦✉r ❧✬❛❝t✐♦♥ q✉✐ ✐♥❞✉✐t ✉♥ ♠♦✐♥❞r❡ ❝♦ût✳ ❈✬❡st ❝❡ q✉✬♦♥ ✈❛
❡①♣❧✐q✉❡r ❞❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t✳

✷✳✺✳✹ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ A∗

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ A∗ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ❝❤❡♠✐♥ ❡♥tr❡ ✉♥ ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ ❞♦♥♥é ❡t ❧✬ét❛t t❡r♠✐♥❛❧
✭ét❛t ❜✉t✮✳ ❈✬❡st ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉✐ ❝♦♥✈❡r❣❡✕s✐ ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ h ❡st ❛❞♠✐ss✐❜❧❡✕✈❡rs ❧❡ ❝❤❡♠✐♥
♦♣t✐♠❛❧✱ ✐✳❡✳ ❝❡❧✉✐ q✉✐ r❡♥✈♦✐❡ ❧❡ ♠♦✐♥❞r❡ ❝♦ût✳

▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ A∗ ❝♦♥s✐st❡ à ❡①♣❧♦r❡r ❡♥ ♣r❡♠✐❡r ❧✐❡✉ ❧❡s ♥÷✉❞s ❞♦♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f(s) =
c(s) + h(s) ❡st ♠✐♥✐♠❛❧❡ ♦ù c(s) ❡st ❧❡ ❝♦ût ✐♥✐t✐❛❧ à ❧✬ét❛t s ❡t h(s) ❡st ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❡st✐♠é❡ à
❧✬ét❛t s✳

✷✳✺✳✺ ❘❡❛❧ ❚✐♠❡ ❉②♥❛♠✐❝ Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✭❘❚❉P✮

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✭❘❚❉P✮ ❬❇❛rt♦ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✺❪ ❡st ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡
q✉✐ s✐♠✉❧❡ ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❡♥ ❝♦♥str✉✐s❛♥t ❞❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ♣❛rt❛♥t ❞✬✉♥ ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ s0 ❡t
s❡ t❡r♠✐♥❛♥t à ✉♥ ét❛t ❜✉t ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ G✳ ▲❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡
tr❛❥❡❝t♦✐r❡ s✬❛♣♣❡❧❧❡ ✉♥ ✧tr✐❛❧✧✳ ❉✉r❛♥t ❝❤❛q✉❡ tr✐❛❧ ♦♥ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❛❝t✐♦♥ abest ❞❛♥s
❧✬ét❛t ❝♦✉r❛♥t s ❡t ♦♥ ♠❡t à ❥♦✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ vl ❞❛♥s ❧✬ét❛t s✳ ❈❡tt❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ✭❞❡ ♠✐s❡ à ❥♦✉r✮
♣❡r♠❡t ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r à ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❝♦✉r❛♥t❡ ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡✳
▲✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ h ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥ ❣✉✐❞❡ ✐♥✐t✐❛❧ à ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡✳ ❯♥❡
❜♦♥♥❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❡st ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r q✉✐ ♥♦✉s ♦r✐❡♥t❡ ✈❡rs ❧❡ ❜♦♥
❝❤♦✐① ❞❡s ét❛ts à ♠❡ttr❡ à ❥♦✉r✳ ❖♥ ♥✬❛ ❞♦♥❝ ♣❛s ❜❡s♦✐♥ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❘❚❉P ❞❡ ✈✐s✐t❡r
t♦✉t ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ét❛ts S✳ ❯♥ ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st q✉✬✐❧ ♥❡ ♣♦ssè❞❡ ♣❛s ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
❞✬❛rrêt✱ s❡✉❧ ❧❡ t❡♠♣s✕❞♦♥t ♦♥ ❞✐s♣♦s❡✕♣❡✉t ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧✬❛rrêt ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ❈❡❝✐ ✐♠♣❧✐q✉❡
q✉✬♦♥ ✐❣♥♦r❡ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t s✐ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ r❡♥✈♦✐❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♦✉ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸ ❘❡❛❧ ❚✐♠❡ ❉②♥❛♠✐❝ Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ❬▼❛✉s❛♠ ❛♥❞ ❑♦❧♦❜♦✈✱ ✷✵✶✷❪
vl ← h
❚❛♥t q✉❡ ✐❧ ② ❛ ❡♥❝♦r❡ ❞✉ t❡♠♣s ❢❛✐r❡
❚r✐❛❧✭s0✮

✜♥ ✓ ❚❛♥t q✉❡ ✔
❚r✐❛❧ ✭s0✮
s← s0
❚❛♥t q✉❡ s /∈ G ❢❛✐r❡
abest ← argmina∈AR(s, a) + γ

∑

s′ p(s, a, s
′)vl(s′)

vl(s)← R(s, abest) + γ
∑

s′ p(s, abest, s
′)vl(s′)

s← ❡①é❝✉t❡r abest ❡♥ s
✜♥ ✓ ❚❛♥t q✉❡ ✔
❘❡♥✈♦②❡r π∗(s0)

✷✳✺✳✻ ▲❛❜❡❧❡❞ ❘❡❛❧ ❚✐♠❡ ❉②♥❛♠✐❝ Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✭▲❘❚❉P✮

✭▲✮❘❚❉P ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ ❝♦♠♠❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❘❚❉P ♠❛✐s ✐❧ ❝♦♠♣r❡♥❞ ❡♥ ♣❧✉s ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦✉r
❞ét❡❝t❡r ❧❡s ét❛ts ♦ù ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ❛ ❝♦♥✈❡r❣é ✭à ✉♥ ǫ ♣rès✮✳ ❈❡s ét❛ts s♦♥t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s
❧❛❜❡❧❧✐sés ❝♦♠♠❡ ét❛♥t rés♦❧✉s ✐✳❡✳ s♦❧✈❡❞✳ ❈❡tt❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ s❡ ❢❛✐t ❣râ❝❡ à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝❤❡❝❦s♦❧✈❡❞✳

✷✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ Pr♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ▼❛r❦♦✈✐❡♥s ❡t ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ rés✐❞✉ RESvl q✉✐ ✈ér✐✜❡

Resvl(s) =

∣
∣
∣
∣
∣
vl(s)−

(

min
a∈A

C(s, a) +
∑

s′∈S
p(s, a, s′)vl(s

′)

)∣
∣
∣
∣
∣
.

P♦✉r ✉♥ ét❛t s✱ ❝❤❡❝❦s♦❧✈❡❞ ✈ér✐✜❡ s✐ RESvl(s) ≥ ǫ ♦✉ s✐ ❧❡ rés✐❞✉ ❞❛♥s ❧✬✉♥ ❞❡ s❡s s✉❝❝❡ss❡✉rs
❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ Gvl(s′) ❡st s✉♣ér✐❡✉r à ǫ✳ ❙✐ ❧✬ét❛t s ❡t s❡s s✉❝❝❡ss❡✉rs ♦♥t ✉♥ rés✐❞✉ ✐♥❢ér✐❡✉r à ǫ✱
✐❧s s♦♥t ❧❛❜❡❧❧✐sés ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❝♦♠♠❡ s♦❧✈❡❞ s✐♥♦♥✱ ❧❡s ét❛ts ❞♦♥t ❧❡ rés✐❞✉ ❡st s✉♣ér✐❡✉r à ǫ s♦♥t
♠✐s à ❥♦✉r✳

✷✳✺✳✼ ❯t✐❧✐té ❞✬✉♥❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡

❉❛♥s ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s t②♣❡ ✭▲✮❘❚❉P ♦♥ ♣❡✉t ✈♦✐r q✉✬✉♥❡ ✧❜♦♥♥❡✧ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ♣❡✉t r❛♣✐❞❡✲
♠❡♥t ❛✐❞❡r à tr♦✉✈❡r ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ s❛♥s ❛✈♦✐r à ✈✐s✐t❡r t♦✉s ❧❡s ét❛ts ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❡t à
♠❡ttr❡ à ❥♦✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s Q(s, a)✳ ❈✬❡st ❝❡ q✉✐ ❞✐st✐♥❣✉❡ ❝❡ ❣❡♥r❡ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ✭■❱✮ ♦✉ ✭■P✮
♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t ♦ù ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❡①♣❧♦r❡r t♦✉s ❧❡s ét❛ts ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❡t ❞❡
♠❡ttr❡ à ❥♦✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ Q(s, a) à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥✳ ▲❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t
✉♥❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✐✣❝✐❧❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t✳

✷✳✺✳✽ ❈♦♠♠❡♥t ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❄

P❧✉s✐❡✉rs ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬❤❡✉r✐st✐q✉❡s ♦♥t été ♣r♦♣♦sé❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ♠❛✐s
très ♣❡✉ ♦♥t été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡✳ ■❧ ❡♥ ❡①✐st❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ♠❛✐s q✉✐ s♦♥t ♣♦✉r ❧❛
♣❧✉♣❛rt ❞é❞✉✐t❡s ❞✉ ❝❛❞r❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❬▼❛✉s❛♠ ❛♥❞ ❑♦❧♦❜♦✈✱ ✷✵✶✷❪✳ ▲✬❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ♣❧✉s ❝♦♥♥✉ ❡st
❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ haodet ✭❛❧❧✲♦✉t ❞❡t❡r♠✐♥✐③❛t✐♦♥ ❤❡✉r✐st✐❝✮ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à tr❛♥s❢♦r♠❡r ✉♥ ✭❙❙P✮ ▼❉P
❡♥ ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞✉ ✭❙❙P✮▼❉P ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧❛ q✉❛❞r✉♣❧❡t 〈S,A,C, P 〉 ♦♥
❞é✜♥✐t ✉♥ ✭❙❙P✮▼❉P ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ 〈S,A′, C ′, P ′〉✱ t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❛❝t✐♦♥ a ∈ A ✈❡r✐✜❛♥t ♣♦✉r
✉♥ ❝♦✉♣❧❡ ❞✬ét❛ts s, s′ ❞♦♥♥és p(s, a, s′) > 0✱ ♦♥ ❛ss♦❝✐❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ a′ ∈ A′ q✉✐ ✈ér✐✜❡ p′(s, a′, s′) =
1 ❡t C(s, a, s′) = C(s, a′, s′)✳ ▲✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ haodet ❡st✐♠❡ ❧❡ ❝♦ût ♠✐♥✐♠✉♠ ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❡ ❜✉t
❞❛♥s ❧❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ✭▼❉P✮ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❛❝t✐♦♥s A ❡st ❣r❛♥❞✱ ❝❡tt❡
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✈❛ ❣é♥ér❡r ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞✬❛❝t✐♦♥s A′ ❡♥❝♦r❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ❡♥ ♣❧✉s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛
❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ét❛ts S✳ ▲✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ haodet ♣❡✉t êtr❡ t♦✉t ❛✉ss✐ ❝♦♠♣❧✐q✉é❡ ❡t ♣❡✉t
r❡q✉ér✐r à s♦♥ t♦✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❬▼❛✉s❛♠ ❛♥❞ ❑♦❧♦❜♦✈✱ ✷✵✶✷❪✳ ❉❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t
♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ❢❛ç♦♥ ❞❡ ❣é♥ér❡r ❞❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t s❡r✈✐r à ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s t②♣❡
✭▲✮❘❚❉P✳

✷✳✻ ▲❡s ❛❜str❛❝t✐♦♥s

❖♥ ✈❛ ❞✐st✐♥❣✉❡r ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❛❜str❛❝t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡
❞❡ ❝❡❧✉✐ ❞❛♥s ❧❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡✳ ❖♥ ❞♦♥♥❡r❛ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞❡
❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥✱ q✉✬♦♥ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞❡ s✉✐✈r❡ ❞❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✳

✷✳✻✳✶ P❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡

❊♥ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡ ✉♥❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ α ❡st ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ q✉✐ r❡❧✐❡ ✉♥ ét❛t s ❞❛♥s
S à ✉♥ ét❛t ❜❧♦❝ [s]α✳ ▲❡ ❜❧♦❝ [s]α ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ∼α ❀ ♣♦✉r t♦✉s ét❛t s ❡t s′ ❞❛♥s
[s]α ♦♥ ❛ α(s) = α(s′)✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù [s]α ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ ét❛t ❜✉t ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ✐♥✐t✐❛❧ S ❛❧♦rs [s]α
❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ét❛t ❜✉t ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❛❜str❛✐t✳ ▲❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ét❛ts ❜❧♦❝ ❞é♣❡♥❞ ❞❡

✷✷



✷✳✻✳ ▲❡s ❛❜str❛❝t✐♦♥s

❝❡❧❧❡ ❞❛♥s ❧❡s ét❛ts ♦r✐❣✐♥❛✉① ❀ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ét❛ts s ❞❛♥s [s]α ❡t s′ ❞❛♥s
[s′]α ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ét❛ts ❜❧♦❝s s✐♥♦♥ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ▲❡
❝♦ût ♠✐♥✐♠✉♠ hα(s) ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❡ ❜✉t ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❛❜str❛✐t ❡st ❛✉ ♣❧✉s é❣❛❧ ❛✉ ❝♦ût ♦♣t✐♠❛❧
♦r✐❣✐♥❛❧ h∗ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♦r✐❣✐♥❛❧✱ ✐✳❡✳ hα(s) ≤ h∗(s)✳ ▲❡s ❛❜str❛❝t✐♦♥s ❝♦♥st✐t✉❡♥t ✉♥ ♠♦②❡♥
❡✣❝❛❝❡ ♣♦✉r ❣é♥ér❡r ❞❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s✳ P❛r♠✐ ❧❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❞é❞✉✐t❡s à ♣❛rt✐r ❞❡s
❛❜str❛❝t✐♦♥s ♦♥ ♣❡✉t ❝✐t❡r ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ♣❛tt❡r♥ ❞❛t❛ ❜❛s❡ ❬❑♦r❢✱ ✶✾✾✼❪ ✭P❉❇ ❤❡✉r✐st✐❝✮✳ ❈✬❡st
✉♥❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ q✉✐ ❡st ❞é❞✉✐t❡ à ♣❛rt✐r ❞❡s ❛❜str❛❝t✐♦♥s q✉✐ s♦♥t ❞❡s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ❞✬ét❛ts✳ ▲❡s
ét❛ts s♦♥t ❛❣ré❣és ❡♥s❡♠❜❧❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t s✬✐❧s ❝♦ï♥❝✐❞❡♥t s✉r ❝❡s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❧❡s
♣❛tt❡r♥s✳ ❖♥ ♣❡✉t ❝✐t❡r é❣❛❧❡♠❡♥t ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ♠❡r❣❡ ❛♥❞ s❤r✐♥❦ ❬❙❛❜♥❛♥✐ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✽✾❪ q✉✐ ❡st
✐ss✉❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ♠♦❞❡❧ ❝❤❡❝❦✐♥❣✳ ❊❧❧❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❝♦♥str✉✐r❡ ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♥❝ré♠❡♥t❛❧❡ ✉♥❡
❛❜str❛❝t✐♦♥ ✭❜✐✮s✐♠✐❧❛✐r❡ ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✭❞❡✉① ét❛ts s♦♥t ❜✐s✐♠✐❧❛✐r❡s s✬✐❧s ❝♦♥❝♦r❞❡♥t s✉r ❧❡s
tr❛♥s✐t✐♦♥s ❡t s✉r ❧❡ ❝♦ût ✐♥❞✉✐t✱ ✈♦✐r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✹✮✳ ▲❡ t❡r♠❡ ✐♥❝ré♠❡♥t❛❧ s✐❣♥✐✜❡ q✉✬♦♥ ♥✬❛
♣❛s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ♦✉ ❞✬❡①♣❧✐❝✐t❡r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥✳ ❈♦♥str✉✐r❡
✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❜✐s✐♠✐❧❛✐r❡✱ ♠ê♠❡ ❧❡ ♣❧✉s ❣r♦ss✐❡r✱ s✬❛✈èr❡ ❝❡❝✐ ❞✐t ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❝❛s✳
P♦✉r ❝❡tt❡ r❛✐s♦♥ ❬❉rä❣❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ❧❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ♠❡r❣❡ ❛♥❞ s❤r✐♥❦ ❜❛sé❡s s✉r
❝❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ r❡❣r♦✉♣❡♠❡♥t ❞❡s ❛❜str❛❝t✐♦♥s ✭♠❡r❣❡✮ ❡t ❞❡ r❛ss❡♠❜❧❡♠❡♥t ❞❡s ét❛ts ❡♥ s♦✉s
❜❧♦❝s ✭s❤r✐♥❦✮ s❛♥s q✉✬✐❧ ② ❛✐t ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✜♥❛❧ ❝♦♥str✉✐t ✭♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t
❜✐s✐♠✐❧❛✐r❡✮✳ ❈❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ♥é❝❡ss✐t❡♥t ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ str❛té❣✐❡ ♣♦✉r r❛ss❡♠❜❧❡r ❧❡s
❛❜str❛❝t✐♦♥s ❡♥s❡♠❜❧❡ ❡t ❛❣❣ré❣❡r ❧❡s ét❛ts ❞❛♥s ✉♥ ♠ê♠❡ ét❛t ❜❧♦❝✳ ❯♥❡ str❛té❣✐❡ ❞✬❛❜str❛❝t✐♦♥
s❡r❛✐t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♥❡ ♣❧✉s ❡①✐❣❡r q✉❡ ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥ s♦✐t ❜✐s✐♠✐❧❛✐r❡ ❧♦rsq✉✬♦♥ ❛tt❡✐♥t ✉♥ ❝❡rt❛✐♥
♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛ts✳

❉❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ s✉✐✈❛♥t✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣❛r❧❡r ❞❡ ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐✲
❧✐st❡ ❡t ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ▼❉P✳

✷✳✻✳✷ P❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡

▲❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞✬❛❜str❛❝t✐♦♥ ❡st ❛ss❡③ ❝♦♥♥✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ♠❛✐s ❥✉st❡ ❞❛♥s
❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❛❣ré❣❡r ❧❡s ét❛ts
♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ ♣❧✉s ré❞✉✐t❡ ♠❛✐s q✉✐ s♦♥t ✧éq✉✐✈❛❧❡♥ts✧ ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✬♦r✐❣✐♥❡✳
▲✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡st s♦✉✈❡♥t tr❛❞✉✐t❡ ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❡t ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs✳
❈❡tt❡ ✐❞é❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ t✐❡♥t s❡s ♦r✐❣✐♥❡s ❞❡ ❧✬❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❬❍❛rt♠❛♥✐s ❛♥❞
❙t❡❛r♥s✱ ✶✾✻✻❪ ❡t ❡st ♣❛r✉❡ ♣❧✉s ré❝❡♠♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ♠♦❞❡❧ ❝❤❡❝❦✐♥❣ ✭ ❬❇✉r❝❤ ❡t ❛❧✳✱
✶✾✾✹❪✱ ❬▲❡❡ ❛♥❞ ❨❛♥♥❛❦❛❦✐s✱ ✶✾✾✷❪✮✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ♣❧✉s ❝♦♠♠✉♥é♠❡♥t ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ q✉✐ r❡❧✐❡
❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✐♥✐t✐❛❧ à s♦♥ ♠♦❞è❧❡ ✧éq✉✐✈❛❧❡♥t✧ ✉♥❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥✳ ❆✐♥s✐ ❧❡s ét❛ts ♥❡ s♦♥t ❛❣ré❣és q✉❡
❧♦rsq✉✬✐❧s s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥ts ❞❛♥s ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ s❡♥s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡✉① ét❛ts s1 ❡t s2 s❡r♦♥t ❛❣ré❣és s✬✐❧s
❞é✜♥✐ss❡♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛❝t✐♦♥ ✈❛❧❡✉r ✐✳❡✳ ♣♦✉r t♦✉t❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ π ❡t ♣♦✉r t♦✉t❡ ❛❝t✐♦♥ a ♦♥
❛ Qπ(s1, a) = Qπ(s2, a) ♦✉ s✬✐❧s ♣❛rt❛❣❡♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ❛❝t✐♦♥ a ♦♣t✐♠❛❧❡ Q∗(s1, a∗) = maxaQ(s1, a)
❡t Q∗(s2, a∗) = maxaQ(s2, a) ❬▲✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪✳ ❈❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s s✉♣♣♦s❡♥t ❞é❥à q✉✬♦♥ ❛✐t ✉♥❡
❝❡rt❛✐♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✿ ❝♦♥♥❛îtr❡ Q ❡t a∗✳ ❈❡❝✐ ✐♠♣♦s❡ q✉✬♦♥ ❛✐t ❞é❥à rés♦❧✉ ❛✉ ♠♦✐♥s
♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛❧♦rs q✉✬♦♥ ❛✐♠❡r❛✐t tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ s❛♥s q✉✬♦♥ ❛✐t à ❡①♣❧✐❝✐t❡r
❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♦✉ à ❧❡ rés♦✉❞r❡✳ ❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ré♣♦♥s❡ à ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❡ss❛②❡r
❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ♠❡r❣❡ ❡t s❤r✐♥❦ ❛✉ ❝❛s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦ù ♦♥ ❝♦♥str✉✐t
❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♥❝ré♠❡♥t❛❧❡ ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥✳ ❯♥❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ❞és✐❣♥❡r❛ ❛❧♦rs ❞❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t
♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ q✉✐ ❛ss♦❝✐❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ✐♥✐t✐❛❧ à ✉♥ ❛✉tr❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ♣❧✉s ré❞✉✐t❡✳
❖♥ ♥❡ s✬✐♥tér❡ss❡r❛ ❝❡❝✐ ❞✐t ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t q✉✬❛✉① ❛❜str❛❝t✐♦♥s ❞✬ét❛ts ✭✐❧ ❡①✐st❡ ❞✬❛✉tr❡s t②♣❡s
❞✬❛❜str❛❝t✐♦♥s t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❡s ❛❜str❛❝t✐♦♥s ❞✬❛❝t✐♦♥s✮✳ ❉❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t ♦♥ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥
♣❧✉s ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥✳

✷✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ Pr♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ▼❛r❦♦✈✐❡♥s ❡t ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳ ❙♦✐t M ✉♥ ▼❉P ❞é✜♥✐ ♣❛r M = 〈S,A,R, P 〉 ❡t s♦✐t Mα = 〈Sα, Aα, Rα, Pα〉 s♦♥
✐♠❛❣❡ ♣❛r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ α✳ ❖♥ ❛

✖ Sα ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ét❛ts ❜❧♦❝s [s]α t❡❧ q✉❡ |Sα| < |S|✳ ▲❡ ❜❧♦❝ [s]α ❞é✜♥✐t ✉♥❡ ❝❧❛ss❡
❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ∼α✱ ♣♦✉r t♦✉s s, s′ ∈ [s]α ♦♥ ❛ α(s) = α(s′)✳

✖ Aα ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛❝t✐♦♥s✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ✐❝✐ Aα = A✳
✖ Pα ❡st ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ét❛t ❜❧♦❝ [s]α à ✉♥ ❛✉tr❡ ét❛t ❜❧♦❝ [s′]α✱ ♣♦✉r t♦✉t a ❞❛♥s A✱

p([s]α, a, [s
′]α) ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét❛t ❜❧♦❝ [s]α ✈❡rs ❧✬ét❛t ❜❧♦❝ [s′]α

s❛❝❤❛♥t ❧✬❛❝t✐♦♥ a✳
✖ Rα ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ré❝♦♠♣❡♥s❡ Rα : (Sα, A)→ ([s]α, a)✱ ♦♥ ❛ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❛❝t✐♦♥ a ❞❛♥s

A ❡t ♣♦✉r t♦✉t ét❛t s ❞❛♥s S✱ R([s]α, a) =
∑

[s′]α∈Sα
Rα([s]α, a, [s

′]α)p([s]α, a, [s′]α)✳

▲❡ ❝❛s ❞❡s ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❡st ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬❛❜str❛❝t✐♦♥s✳

❇✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥

❯♥❡ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡✳ ❯♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ❡st ❞é✜♥✐❡
❝♦♠♠❡ ét❛♥t ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✭s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ré✢❡①✐✈✐té✱ ❞❡ s②♠étr✐❡ ❡t
❞❡ tr❛♥s✐t✐✈✐té✮ ❞♦♥t ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ✭s♦♠♠❡✱ ♣r♦❞✉✐t✱✳✳✳✮ r❡st❡♥t ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡s ❞❛♥s
❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❝♦♥s✐❞éré❡s✳ ▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡
❢♦✐s ♣❛r ▼✐❧♥❡r ❬▼✐❧♥❡r✱ ✶✾✾✵❪✳ ❉❡✉① ét❛ts s ❡t s1 s♦♥t ❞✐ts éq✉✐✈❛❧❡♥ts ss✐ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❛❝t✐♦♥ ❧❡
s✉❝❝❡ss❡✉r ❞❡ ❧✬✉♥ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t ❛✉ s✉❝❝❡ss❡✉r ❞❡ ❧✬❛✉tr❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳ ❬▼✐❧♥❡r✱ ✶✾✾✵❪ ❙♦✐t F ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❜✐♥❛✐r❡s
B ⊆ S × S t❡❧❧❡ q✉✬♦♥ ❛✐t (s, s1) ∈ F(B) ss✐ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❛❝t✐♦♥ a ∈ A

✖ ❙✐ s→a s
′ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ s′1 ∈ S t❡❧ q✉❡ s1 →a s

′
1 ❛✈❡❝ (s′, s′1) ∈ B

✖ ❙✐ s1 →a s
′
1 ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ s′ ∈ S t❡❧ q✉❡ s→a s

′ ❛✈❡❝ (s′, s′1) ∈ B✳
❯♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡ B ❡st ✉♥❡ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦rt❡ s✐ B ⊆ F(B)✳

▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ❡st ❛♣♣❛r✉❡ ❛♣rès ❛✈❡❝ ❬▲❛rs❡♥ ❛♥❞ ❙❦♦✉✱ ✶✾✾✶❪
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡✳ ●✐✈❛♥ ❡t ❛❧ ❬●✐✈❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❪ ♦♥t ❛♣rès
ét❡♥❞✉ ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❛✉ ❝❛❞r❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s ❛❞♠❡tt❛♥t ❞❡s ré❝♦♠♣❡♥s❡s
✭t②♣✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞é❝✐s✐♦♥♥❡❧s ❞❡ ▼❛r❦♦✈✮✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳ ❯♥❡ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❡st ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ R s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s
ét❛ts S q✉✐ s❛t✐s❢❛✐t

sRs′ ⇒ ∀a ∈ A,R(s, a) = R(s′, a) ❡t ∀C ∈ S\R, p(s, a, C) = p(s′, a, C).

❖♥ ♥♦t❡ ∼ ❧❛ ♣❧✉s ❧❛r❣❡ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ st♦❝❤❛st✐q✉❡✳

■❧ ❡①✐st❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ▼❉P ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❛❜str❛❝t✐♦♥s✳ ❖♥ ♣rés❡♥t❡
❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ q✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡s✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ r❛✣♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ✭●✐✈❛♥ ❡t ❛❧✮

●✐✈❛♥ ❡t ❛❧ ❬●✐✈❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❪ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉✐ ♣♦✉rr❛✐t é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✐❞❡♥✲
t✐✜❡r ❧❡s ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❜❛sé s✉r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡
♣❛rt✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ét❛ts ❡t à ❞é❝♦♠♣♦s❡r à ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡ ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❡♥ ❜❧♦❝s✳
▲❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ❜❧♦❝s s❡ ❢❛✐t s❡❧♦♥ ❝❡rt❛✐♥s ❝r✐tèr❡s q✉✐ ❛ss✉r❡♥t q✉✬♦♥ ♦❜t✐❡♥♥❡ à ❧❛ ✜♥
❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥ s♦✉❤❛✐té❡✱ ✐✳❡✳ ✉♥❡ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❆ ❝❤❛q✉❡ r❛✣♥❡♠❡♥t ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ❝❡ q✉❡ ❧❡s ❜❧♦❝s

✷✹



✷✳✻✳ ▲❡s ❛❜str❛❝t✐♦♥s

s♦✐❡♥t st❛❜❧❡s ❧❡s ✉♥s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❛✉tr❡s✱ s✐ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ r❡t♦✉r♥❡ ❧❛ ❜✐s✐♠✉❧❛✲
t✐♦♥ s♦✉❤❛✐té❡ s✐♥♦♥ ✐❧ r❛✣♥❡ ❡♥❝♦r❡ ❧✬❡s♣❛❝❡✳ ❯♥ ❜❧♦❝ B ❡st ❞✐t st❛❜❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥ ❛✉tr❡
❜❧♦❝ C s✐ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ét❛t s ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s B ♦♥ ❛ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❛❝t✐♦♥ p(s, a, C) = p(s′, a, C) ❡t
R(s, a) = R(s′, a)✳ ❖♥ ♥♦t❡ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡ SPLIT (B,C, P ) t❡❧❧❡ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ s♦✉s
❜❧♦❝ ❞❡ B ❡st st❛❜❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à C✳ ❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡❝❤❡r❝❤é❡

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✹ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ r❛✣♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥
❙♦✐t P = P ′ = ▲❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r S
P♦✉r t♦✉t ❜❧♦❝ C ❞❛♥s P ′ ❢❛✐r❡
❚❛♥t q✉❡ P ′ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ ❜❧♦❝ B ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ P ′ 6= SPLIT (B,C, P ′✮ ❢❛✐r❡
P ′ = SPLIT (B,C, P ′)
I(S) = ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r P ′✳

✜♥ ✓ ❚❛♥t q✉❡ ✔
✜♥ ✓ P♦✉r ✔

I(S) ❡♥ O(|A||S|3) ♦♣ér❛t✐♦♥s✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ r❛✣♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥

▲❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞✬❛❜str❛❝t✐♦♥ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❑❛tt❡♥❜❡❧t ❡t ❛❧ ❬❑❛tt❡♥❜❡❧t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❪ ❡st ❢♦♥❞é❡
s✉r ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❥❡✉ ❛❧é❛t♦✐r❡ à ❞❡✉① ❥♦✉❡✉rs✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❥♦✉❡✉r ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉① ❝❤♦✐① ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
❝❛r❛❝tér✐s❛♥t ❧❡ ▼❉P ❡t ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❥♦✉❡✉r ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❝❡✉① ✐♥tr♦❞✉✐ts ♣❛r ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥✳ ■❧s
❝♦♥s✐❞èr❡♥t ❛✐♥s✐ ❞❡✉① str❛té❣✐❡s π1 ❡t π2 ❝❡❧❧❡s ❛ss♦❝✐é❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❛✉① ❥♦✉❡✉rs 1 ❡t 2✳ ■❧s
❞é❞✉✐s❡♥t ❡♥s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ v ❡t ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ v ❞❡
❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r v∗ à ❧✬✐♥st❛r ❞❡s ❇▼❉P q✉✬♦♥ ♣rés❡♥t❡r❛ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t✳ ▲✬❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ ❆❜str❛❝t✐♦♥ ❘❡✜♥❡♠❡♥t q✉✬✐❧s ♣r♦♣♦s❡♥t ❢❛✐t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ✿ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡
r❛✣♥❡♠❡♥t ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❡t ✉♥❡ ❛✉tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r v✳ ▲♦rsq✉❡
❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ‖v− v‖∞ < ǫ ❡st ✈ér✐✜é❡ ♣♦✉r ✉♥ ǫ > 0✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✬❛rrêt❡✳ ❙✐ ✉♥❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ❡st
✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ♣❧✉s ❣r♦ss✐èr❡ q✉✬✉♥❡ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛❧♦rs ❡❧❧❡ ❧❡ r❡st❡r❛ ♠ê♠❡ ❛♣rès ✉♥ r❛✣♥❡♠❡♥t✳
❉❡✉① ét❛ts ❜✐s✐♠✐❧❛✐r❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s sé♣❛rés ❡♥ s✉✐✈❛♥t ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ str❛té❣✐❡✳ ❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
♣❡✉t êtr❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ✉t✐❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ▼❉P q✉✐ ❛❞♠❡tt❡♥t ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛ts
♠❛✐s ❛✉①q✉❡❧s ♦♥ ♣❡✉t ❢❛✐r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❡ ✉♥❡ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✜♥✐❡✳

▼étr✐q✉❡ r❡❧✐é❡ à ❧❛ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥

▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡st ❛ss❡③ r❡str✐❝t✐✈❡ ❡❧❧❡ r❡q✉✐❡rt q✉❡ t♦✉s ❧❡s ét❛ts ❛❣ré❣és ❛❞✲
♠❡tt❡♥t ✉♥❡ ♠ê♠❡ ré❝♦♠♣❡♥s❡ ❡t ❧❡s ♠ê♠❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ s❡❧♦♥ ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞é✲
ré❡✳ ▲✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ ❞✐t❡ ♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❬❋❡r♥s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❪ ♣❡r♠❡t ❞❡
r❛ss❡♠❜❧❡r ❞❡✉① ét❛ts q✉✐ s❡ ❝♦♠♣♦rt❡r❛✐❡♥t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥✳ ❯♥❡ ♠étr✐q✉❡
d ❡st ❞✐t❡ ✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ dbis s✐ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ Rdbis ❡st ❧❛ ♣❧✉s ❣r♦ss✐èr❡
❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐é❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✻✳ ❙♦✐t dbis ❡st ✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉s ét❛ts s ❡t s′ ❞❛♥s
S ✿

dbis(s, s
′) = 0⇔ ∀a ∈ A, R(s, a) = R(s, a′) ❡t ∀C ∈ Rdbis , TK(dbis)(P (s, a, C), P (s

′, a, C)) = 0.
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❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ Pr♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ▼❛r❦♦✈✐❡♥s ❡t ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥

❙♦✐tM ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s❡♠✐✲♠étr✐q✉❡s s✉r S q✉✐ ❛ss✐❣♥❡♥t ❛✉ ♣❧✉s ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ é❣❛❧❡ à 1✳ ❖♥
❛ ♣♦✉r ♣♦✉r d ∈ M✱ TK(d) ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❑❛♥t♦r♦✈✐❝❤ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿ ♣♦✉r P ❡t Q ❞❡✉① ♠❡s✉r❡s
❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té

TK(d)(P,Q) = max
νC

∑

C∈S/Rd

(P (C)−Q(C))νC

t❡❧ q✉❡ ∀C,D, (νC − νD) ≤ min
s∈C,t∈D

d(s, t),

♣♦✉r t♦✉t C✱ νC ❡st ✉♥ ré❡❧ ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à [0, 1]✱ Rd ❡st ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥
r❡❣r♦✉♣❛♥t ❧❡s ét❛ts ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♥✉❧❧❡ s♦✉s d✳ ❉❡ ♣❧✉s ♦♥ ❛

TK(d)(P,Q) = 0⇔ P (C) = Q(C), ∀C ∈ S/Rd.

❙♦✐t F :M→M ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞é✜♥✐ ♣❛r

F (d)(s, s′) = max
a∈A

(CR|R(s, a)−R(s′, a)|+ CT (TK(d)(P (s, a, .), P (s′, a, .)))

❛✈❡❝ CR ❡t CT ❞❡✉① ❝♦♥st❛♥t❡s ♣♦s✐t✐✈❡s ✈ér✐✜❛♥t CR + CT ≤ 1✳ ❈❡t ♦♣ér❛t❡✉r ❛❞♠❡t ✉♥ ♣❧✉s
♣❡t✐t ♣♦✐♥t ✜①❡ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ♠étr✐q✉❡ ♣❡✉t êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ ❡♥

O
(

|A||S|4 log(|S|) ln(δ)
ln(CT )

)

♣♦✉r δ ∈ (0, 1)✳

✷✳✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ▼❉P✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛✉ss✐ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡s ❛❜str❛❝t✐♦♥s q✉✐ s♦♥t ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s q✉✐ ❛ss♦❝✐❡♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡
❞❡ ▼❉P ✐♥✐t✐❛❧ à ✉♥ ❛✉tr❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ♣❧✉s ré❞✉✐t❡✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ét✉❞✐❡r ♣❧✉s ❡♥ ❞ét❛✐❧ ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸ ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ q✉✬❡❧❧❡s r❡♥✈♦✐❡♥t✳

✷✻
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P❛t❤♦❧♦❣✐❡s ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥❡s ❛❜str❛❝t✐♦♥s
❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞é❝✐s✐♦♥♥❡❧s ❞❡ ▼❛r❦♦✈

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ▼❉P q✉✐ s♦♥t
❧❡s ❛❜str❛❝t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡s ❝❛❞r❡s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❡t ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡✳ ◆♦✉s ♥✬❛❧❧♦♥s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r ❞❛♥s ❝❡
❝❤❛♣✐tr❡ q✉✬❛✉ ❝❛❞r❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ q✉✐ ❡st ♠♦✐♥s é✈✐❞❡♥t à tr❛✐t❡r✱ ♣✉✐sq✉✬✐❧ r❡q✉✐❡rt ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥
♣❧✉s ♣ré❝✐s❡ ❞❡ ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞éré❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ ❢❛✉t s♣é❝✐✜❡r ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❡t
ré❝♦♠♣❡♥s❡s ❛ss♦❝✐é❡s à ❝❤❛q✉❡ ét❛t ❜❧♦❝ s❛❝❤❛♥t ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❡t ré❝♦♠♣❡♥s❡s ❞❡s ét❛ts q✉✬✐❧s
❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t✳ ❙✬✐❧ ❡st ❝♦♥♥✉ q✉✬♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❞❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❡♥
✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❛❜str❛❝t✐♦♥s✱ ♦♥ ✐❣♥♦r❡ ❝❡ q✉✬✐❧ ❡♥ ❡st ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡✳ ❯♥❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ α ♣❧✉s
❣r♦ss✐èr❡ q✉✬✉♥❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ α′ ✐♥❞✉✐t ✉♥❡ ♠♦✐♥s ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❜♦r♥❡ hα ❞✉ ❝♦ût ♦♣t✐♠❛❧ h∗ q✉❡ s❛
❝♦♥❝✉rr❡♥t❡ hα′ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡✳ ❖♥ ❛ ♣♦✉r t♦✉t s ❞❛♥s S✱ hα(s) ≤ hα′(s) ≤ h∗(s)✳ ❊st✲❝❡
❛✉ss✐ ❧❡ ❝❛s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ❄ ❙✐ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s ❝❡❝✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❛✐t ❞✬❛✈♦✐r ✉♥ ❝♦♥trô❧❡
♠♦♥♦t♦♥❡ s✉r ❧✬❡rr❡✉r ❣é♥éré❡ ♣❛r ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❛✉ ✜❧ ❞❡s ❛❣❣ré❣❛t✐♦♥s✕❝❡❝✐ ♠❛❧❣ré ❧❡
❝❛r❛❝tèr❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳ ◆♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ✐♥tér❡ssés à ❝❡s q✉❡st✐♦♥s ❞❛♥s ❞❡✉① t②♣❡s
❞✬❛❜str❛❝t✐♦♥s ✿ ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❡ ❡t ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❬●✐✈❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✵❪✳ ◆♦✉s
❛✈♦♥s ♠♦♥tré q✉✬✐❧ ♥✬② ❛✈❛✐t ♣❛s ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ♠♦♥♦t♦♥✐❡✱ ✐✳❡✳ ✉♥❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ α′ ♣❧✉s ✜♥❡ q✉❡ α✱ ♥❡
r❡♥✈♦✐❡ ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡✳ ❖♥ ♣❛r❧❡ ❛❧♦rs ❞❡ ♣❛t❤♦❧♦❣✐❡ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡ rés✉❧t❛t
✐♥t✉✐t✐❢✱ ✈r❛✐ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡t❡r♠✐♥✐st❡✱ ♥❡ ❧✬❡st ♣❧✉s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s st♦❝❤❛st✐q✉❡✳

✸✳✶ ❆❜str❛❝t✐♦♥ ▼♦②❡♥♥❡

❈❡tt❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ s❡♠❜❧❡ ❛ ♣r✐♦r✐ très ♥❛t✉r❡❧❧❡ ♠ê♠❡ s✐ ❡❧❧❡ ❛ été très ♣❡✉ ét✉❞✐é❡ ❞❛♥s ❧❛
❧✐ttér❛t✉r❡✳ ❖♥ ❧❛ tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❬❖rt♥❡r✱ ✷✵✶✶❪✳ ❊❧❧❡ ❝♦♥s✐st❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t à ❛ss♦❝✐❡r à ❝❤❛q✉❡
ét❛t ❜❧♦❝ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❛❜str❛✐t ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s ré❝♦♠♣❡♥s❡s ❞❡ t♦✉s ❧❡s ét❛ts ❝♦♥t❡♥✉s ❞❛♥s ❝❡
❜❧♦❝ ❡t ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ♣❛rt❛♥t ❞❡ ❝❡ ❜❧♦❝ ✈❡rs ✉♥ ❛✉tr❡ ❜❧♦❝✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✼✳ ❙♦✐t α ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥ q✉✐ ❛ss♦❝✐❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✐♥✐t✐❛❧ M à s♦♥ ♠♦❞è❧❡ ♠♦②❡♥ Mα =
〈Sα, Aα, Rα, Pα〉 q✉✐ ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿

✖ ▲✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ét❛ts Sα
✖ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛❝t✐♦♥s Aα ✭♦♥ s✉♣♣♦s❡r❛ ✐❝✐ Aα = A✮
✖ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ré❝♦♠♣❡♥s❡ Rα : S → R ❀ ♣♦✉r t♦✉t s ❞❛♥s S✱ ❡t ♣♦✉r t♦✉t❡ ❛❝t✐♦♥ a ❞❛♥s

A✱ Rα([s]α, a) =
1

|[s]α|
∑

s′∈[s]α R(s, a) ❡st ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s ré❝♦♠♣❡♥s❡s ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① ét❛ts

❝♦♥t❡♥✉s ❞❛♥s ❧❡ ❜❧♦❝ [s]α
✖ ▲❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ p : Sα × A× Sα → [0, 1]✱ ♣♦✉r t♦✉s s, s′ ❞❛♥s S ❡t ♣♦✉r t♦✉t❡

✷✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ P❛t❤♦❧♦❣✐❡s ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥❡s ❛❜str❛❝t✐♦♥s ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞é❝✐s✐♦♥♥❡❧s ❞❡ ▼❛r❦♦✈

❛❝t✐♦♥ a ❞❛♥s A✱ p([s]α, a, [s
′]α) = 1

|S|
∑

s1∈[s]α
∑

s2∈[s′]α p(s1, a, s2) ❡st ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s

♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❡ ❜❧♦❝ [s′]α s♦✉s ❧✬❛❝t✐♦♥ a ❡♥ ♣❛rt❛♥t ❞✉ ❜❧♦❝ [s]α✳

◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ à tr♦✐s ét❛ts ✐❧❧✉stré ❝✐✲❞❡ss♦✉s ✭✈♦✐r
✜❣✉r❡ ✸✳✶✮✱ ♦ù ♦♥ r❛ss❡♠❜❧❡ ❧❡s ét❛t 1 ❡t 2 ❞❛♥s ✉♥ ♠ê♠❡ ét❛t ❜❧♦❝ 12✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ♠♦②❡♥ ❛❜str❛✐t
éq✉✐✈❛❧❡♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ♠♦❞è❧❡ à ❞r♦✐t❡ ♦ù ❧❡s ré❝♦♠♣❡♥s❡s ❡t ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s s♦♥t ❡st✐♠é❡s s❡❧♦♥
❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✼✳

1 2 3 12 3

R(1) = 2 1
21

2

1
3

R(2) = 1 2
3

2
3

R(3) = 0.5

1
3

1
3

R(12) = 1.5

2
3

2
3

R(3) = 0.5

1
3

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶ ✕ ❉❡ ❣❛✉❝❤❡ à ❞r♦✐t❡ ❧❡ ▼❉P ✐♥✐t✐❛❧ ❡t ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ α :
{1, 2, 3} → {1, 2}, 3✳

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❡ss❛②❡r ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ✈❛❧❡✉r ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s ❛✉ ♠♦❞è❧❡
✐♥✐t✐❛❧✳ ❈❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s s♦♥t s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❇❡❧❧♠❛♥ v = Tv✱ t❡❧❧❡s q✉❡

Tv = R+ γPv.

▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✈ér✐✜❡ ♣♦✉r γ = 0.5

v(1) = 3.34, v(2) = 2.02, v(3) = 1.4.

▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ✈❛❧❡✉r ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ♠♦②❡♥ ✈ér✐✜❡♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❇❡❧❧♠❛♥ v = Tαv
❛✈❡❝

Tαv = Rα + γPαv.

■❧ s✬❡♥ s✉✐t q✉❡

vα(12) = 2.66, ❡t vα(3) = 1.66.

❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ vα(12) ❡t vα(3) s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡s ❜♦r♥❡s s✉♣ér✐❡✉r❡s ❞❡ v(2) ❡t v(3)
❛❧♦rs q✉❡ vα(12) ❡st ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❞❡ v(1)✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r vα ♥✬❡st ♥✐ ❛✐♥s✐ ✉♥❡
❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ♥✐ ✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ v✳ ❈❡ t②♣❡ ❞✬❛❜str❛❝t✐♦♥s ♥❡ ♣❡r♠❡t ❞♦♥❝
♣❛s ❛ ♣r✐♦r✐ ❞✬❛✈♦✐r ❞❡ ❜♦♥♥❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s q✉✐ ♣✉✐ss❡♥t ❛ss✉r❡r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s
❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ✈❡rs ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡✳ ▼❛✐s ♣❡✉✈❡♥t✲❡❧❧❡s ❛✉ ♠♦✐♥s s✬❡♥ ❛♣♣r♦❝❤❡r à
✉♥❡ ❡rr❡✉r ǫ ♣rès ❄ ❊①✐st❡✲t✲✐❧ ❞❡s ❝r✐tèr❡s q✉❡ ❞♦✐t s❛t✐s❢❛✐r❡ ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥ q✉✐ ❣❛r❛♥t✐r❛✐❡♥t ✉♥❡
♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ❄ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣❡♥sé à ❧❛ ♠♦♥♦t♦♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ❝r✐tèr❡
❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥✳ ❈❡❝✐ s✉❣❣èr❡ q✉✬✉♥❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ α′ q✉✐ ❡st ♣❧✉s ✜♥❡ q✉✬✉♥❡ ❛✉tr❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥
α ❣❛r❛♥t✐r❛✐t ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❈❡❧❛ s❡♠❜❧❡ ♥❛t✉r❡❧ ♣✉✐sq✉❡ ❛❣r❛♥❞✐r ❧✬❡s♣❛❝❡ ♥♦✉s
r❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✐♥✐t✐❛❧✳ ❈❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦♥♦t♦♥✐❡✮ ♥♦✉s ♠è♥❡
à ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞♦♥t ♦♥ ✈❛ s❡ s❡r✈✐r ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✽✳ ❙♦✐❡♥t α ❡t α′ ❞❡✉① ❛❜str❛❝t✐♦♥s ❞❡ S ✈❡rs r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t Sα ❡t Sα′ ✱ ♦♥ ❞✐t q✉❡
α′ ✭α✮ ❡st ♣❧✉s ✜♥❡ ✭❣r♦ss✐èr❡✮ q✉❡ α ✭α′✮ ❡t ♦♥ ♥♦t❡ α′ � α ✭α′ � α✮ s✐ ♣♦✉r t♦✉s ét❛ts s ❡t s′

❞❛♥s S✱ α′(s′) = α′(s)⇒ α(s′) = α(s)✳
❖♥ ❞✐t ❞❡ ♣❧✉s q✉❡ α′ ❡st ✉♥ r❛✣♥❡♠❡♥t ❞✐r❡❝t ❞❡ α s✬✐❧ ❡①✐st❡ s ❡t s′ t❡❧s q✉❡ [s]α = [s′]α

♠❛✐s [s]α′ 6= [s′]α′ ✱ [s]α = [s]α′ ∪ [s′]α′ ❡t α′(s) = α(s) ♣♦✉r t♦✉t s ∈ S\[s]α✳

✷✽



✸✳✶✳ ❆❜str❛❝t✐♦♥ ▼♦②❡♥♥❡

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❥✉st❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t ❧❡ ❝❛s ❞✉ r❛✣♥❡♠❡♥t ❞✐r❡❝t ❝❛r ✐❧ ❡st é✈✐❞❡♥t q✉❡
s✐ ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ❡st ✈r❛✐❡ à ❝❡ st❛❞❡ ❡❧❧❡ ❧❡ s❡r❛ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥
r❛✣♥❡♠❡♥t q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s r❡♠❛rq✉é ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶ q✉❡ ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡
♦❜t❡♥✉❡ ♥✬❡st ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ❛❞♠✐ss✐❜❧❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❡ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ❞♦♥❝
♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t vα(s) ≤ v(s) ♣♦✉r t♦✉t ét❛t s✳ P♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ✈❛❧❡✉r
❧❡s ✉♥❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❛✉tr❡s ♦♥ ❛ ❜❡s♦✐♥ ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞✬❡rr❡✉r✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ♦♥ ✈❛
✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♠♦②❡♥♥❡ q✉✐ ❡st✐♠❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❡♥tr❡ v ❡t vα ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ét❛t✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✾✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t Eα ❧✬❡rr❡✉r r❡❧❛t✐✈❡ à ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥ α t❡❧❧❡ q✉✬♦♥ ❛✐t

Eα =
1

|S|
∑

s∈S
|v(s)− vα([s]α)| .

❉❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♠♦②❡♥ ♦♥ ❞✐r❛ q✉✬✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ vα′ ❡st ♠❡✐❧❧❡✉r❡ q✉✬✉♥❡ ❛✉tr❡ vα s✐ ❡❧❧❡
✈ér✐✜❡ Eα′ ≤ Eα✳ ■❧ r❡st❡ à ✈♦✐r s✐ ✉♥❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ♣❧✉s ✜♥❡ ✐♥❞✉✐t ✉♥❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ❡rr❡✉r ❞♦♥❝
r❡♥✈♦✐❡ ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡✳

❖♥ ✈❛ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ✉♥ ▼❉P ❞ét❡r♠✐♥✐st❡✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ♠♦♥♦t♦♥✐❡
❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥✳ ❖♥ ♣❛r❧❡r❛ ❛❧♦rs ❞❡ ♣❛t❤♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥✳
❉❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t ♦♥ ❡①❤✐❜❡ ❥✉st❡♠❡♥t ✉♥ ❝❛s ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ♠♦②❡♥ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ q✉✐ s❛t✐s❢❛✐t Eα ≤ Eα′

♣♦✉r α′ ✉♥ r❛✣♥❡♠❡♥t ❞✐r❡❝t ❞❡ α✳

▼♦❞è❧❡ ❞é✜❝✐❡♥t

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ▼❉P ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ M ✱ ✉♥❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ α ❡t ✉♥ r❛✣♥❡♠❡♥t α′ ❞❡ α
t❡❧s q✉❡ Eα < Eα′ ✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t M ❧❡ ▼❉P r❡♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷ ❛✈❡❝ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❛❝t✐♦♥ {a} ❡t ✉♥
❢❛❝t❡✉r ❞✬❛❝t✉❛❧✐s❛t✐♦♥ γ = 1 ✭❧❡ rés✉❧t❛t ❡st ❧❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r γ < 1 ♠❛✐s ♣r♦❝❤❡ ❞❡ 1✮✳ ▲❡s ét❛ts

1 2 . . . k k + 1 . . . n− 1 n G

✭R1, 1✮

✭0, 1✮ ✭0, 1✮ ✭0, 1✮

✭R2, 1✮

✭R2, 1✮

✭R2, 1✮

✭R2, 1✮

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷ ✕ ▲❡ ▼❉P ✐♥✐t✐❛❧

❞❛♥s {2, ..., k} ✭k > 2✮ s♦♥t s✐♠✐❧❛✐r❡s ✿ ✐❧s ❛❞♠❡tt❡♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ré❝♦♠♣❡♥s❡ ✭R = 0✮ ❡t ♦♥t ❧❛ ♠ê♠❡
❞②♥❛♠✐q✉❡ ❀ ✐❧s ❛tt❡✐❣♥❡♥t ❧✬ét❛t ✈♦✐s✐♥ ❛✈❡❝ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té 1✳ ▲❡s ét❛ts ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ {k+1, ..., n}
s♦♥t ❛✉ss✐ s✐♠✐❧❛✐r❡s ✿ ✐❧s ❛tt❡✐❣♥❡♥t ❧✬ét❛t ❜✉t G ❛✈❡❝ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té 1 ❡t ❛❞♠❡tt❡♥t ✉♥ ré❝♦♠♣❡♥s❡
R2✳ ▲✬ét❛t 1 ❛❞♠❡t ✉♥❡ ré❝♦♠♣❡♥s❡ R(1) = R1 ≪ R2 ❡t ❛tt❡✐♥t ❧❡ ❜✉t ❛✈❡❝ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té 1✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥ α1 : S → {1, ..., k}, {k + 1, ..., n}, G ✭✜❣✉r❡ ✸✳✸ ❝✐✲❞❡ss♦✉s✮ ♦ù ❧❡s
ét❛ts 1✱ {2, ..., k} s♦♥t ❞❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ ❜❧♦❝✳

✷✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ P❛t❤♦❧♦❣✐❡s ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥❡s ❛❜str❛❝t✐♦♥s ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞é❝✐s✐♦♥♥❡❧s ❞❡ ▼❛r❦♦✈

12...k k + 1...n G

(0,
1

k
)

(

R1

k
,
k − 2

k

)

(

0,
1

k

)

(R2, 1)

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸ ✕ ▲✬❛❜str❛❝t✐♦♥ α1

❊♥ ❜r✐s❛♥t ❧❛ s✐♠✐❧❛r✐té q✉✐ ❡①✐st❛✐t ❡♥tr❡ ❧❡s ét❛ts✱ ✐❧ ❡♥ rés✉❧t❡ ✉♥❡ ❡rr❡✉r Eα1 str✐❝t❡♠❡♥t
♣♦s✐t✐✈❡✳ ❖♥ ❛

vα1({k + 1, ..., n}) = (n− k)R2

n− k = R2 ❡t

vα1({1, ..., k}) =
R1

k
+
k − 2

k
vα1({1, ..., k}) +

1

k
vα1({k + 1, ..., n})

=
R1 +R2

2
6= R2.

❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ à ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥ α1 ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

Eα1 =
1

n

k∑

i=1

|v(i)− vα1({1, ..., k})| ∼ k
R2

2n
❢♦r R1 ≪ R2.

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥ α2 : S → {1, ..., n}, G ✭✜❣✉r❡ ✸✳✹ ❝✐✲❞❡ss♦✉s✮

12...n G

(

0, 1− k − 1

n

)

(

R1 + (n− k)R2

n
,
k − 1

n

)

❋✐❣✉r❡ ✸✳✹ ✕ ▲✬❛❜str❛❝t✐♦♥ α2

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r vα2({1, ..., n}) ✈ér✐✜❡

vα2({1, ..., n}) =
R1 + (n− k)R2

n
+
k − 1

n
vα2({1, ..., n})

∼ R2 ♣♦✉r k ≪ n.

❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ vα2({1, ..., n}) ❡st ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡♠❡♥t é❣❛❧❡ à vα2(i) ♣♦✉r t♦✉t i ∈ {2, ..., n}
❞♦♥❝ ❧✬❡rr❡✉r ✐♥❞✉✐t❡ rés✉❧t❡ ❞❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬ét❛t 1 ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❛❣ré❣❛t✐♦♥✳ ▲✬❡rr❡✉r r❡❧❛t✐✈❡ à
❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥ α2 ✈ér✐✜❡ ❛❧♦rs

Eα2 ∼
1

n
|v(1)− vα2({1, ..., n})| ∼

1

n
R2.

❙✐ ♦♥ ♣r❡♥❞ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛ts k ✈ér✐✜❛♥t k ≥ 2✱ ♦♥ ♣❡✉t s✬❛♣❡r❝❡✈♦✐r q✉❡ Eα1 > Eα2 ✳

✸✵



✸✳✷✳ ❇♦✉♥❞❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡r ▼❉Ps

❊♥ s❡ ❜❛s❛♥t s✉r ❧❡s s✐♠✐❧❛r✐tés q✉✐ ❡①✐st❡♥t ❡♥tr❡ ❧❡s ét❛ts✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❡①❤✐❜❡r ✉♥❡
❛❜str❛❝t✐♦♥ α0 q✉✐ ✈ér✐✜❡ vα0([s]α0) = v(s) ♣♦✉r t♦✉t s✳ ❈❡tt❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ✈ér✐✜❡ α0 : S →
1, {2, ..., k}, {k + 1, ..., n}, G✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ ❛❧♦rs q✉❡

vα0(1) = R1 = v(1)

vα0({k + 1, ..., n}) = R2 = v(k + 1) = ... = v(n)

vα0({2, ..., k}) =
k − 3

k − 2
vα0({2, ..., k}) +

1

k − 2
vα0({k + 1, ..., n}) = R2 = v(2) = ... = v(k).

❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r v ♣rés❡♥té❡ ♣❧✉s ❤❛✉t ♦♥ ❛ v(G) = 0✱ v(1) = R1✱
❡t v(i) = R2 ♣♦✉r i ❞❛♥s {2, ..., n}✳

▲❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❡ ♥❡ ♣rés❡r✈❡ ♣❛s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❢❛✐t ❞✬❡❧❧❡ ✉♥❡ ♠❛✉✲
✈❛✐s❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ♠ê♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ♦ù ♣❧✉s ✉♥❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ❡st ✜♥❡ ♣❧✉s ♦♥ ❛ ❞❡s
❣❛r❛♥t✐❡s s✉r ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ♦❜t❡♥✉❡✳ ❈❡❝✐ ♥♦✉s ❛ ♠❡♥és à ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥ ❞❡✉①✐è♠❡ t②♣❡ ❞✬❛❜str❛❝✲
t✐♦♥ q✉✐ ❢❡r❛ ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ♥♦tr❡ ét✉❞❡ ♣♦✉r ❧❡ r❡st❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳

✸✳✷ ❇♦✉♥❞❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡r ▼❉Ps

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ét✉❞✐❡r ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❬●✐✈❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✼❪ q✉✐ r❡♥✈♦✐❡
✉♥ ▼❉P ✐♥✐t✐❛❧ à ❝❡ q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ✉♥ ❇▼❉P ✭❜♦✉♥❞❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡r ▼❉P✮✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦♠♠❡♥❝❡r
♣❛r ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❡s ❇▼❉P✳

✸✳✷✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥

▲❡s ❜♦✉♥❞❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡r ▼❉P s♦♥t ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ▼❉P✳ ❊♥ ❡✛❡t ❧❡s ❇▼❉P s♦♥t
✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ▼❉P q✉✬♦♥ s♣é❝✐✜❡ ❡♥ ❛ss♦❝✐❛♥t à ❝❤❛q✉❡ ❝♦✉♣❧❡ ét❛t✲❛❝t✐♦♥ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
ré❝♦♠♣❡♥s❡s ❡t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ■❧s r❡♣rés❡♥t❡♥t ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞✬✉♥❡
❝❧❛ss❡ ♣❧✉s ❝♦♥♥✉❡ q✉✐ ❡st ❝❡❧❧❡ ❞❡s ▼❉P■P ✭▼❉P ❛✈❡❝ ♣❛r❛♠ètr❡s ✐♠♣ré❝✐s✮✳ ■❧s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡
très ✉t✐❧❡s ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ♠♦❞è❧❡s ♦ù ♦♥ ♥❡ ❝♦♥♥❛ît ♣❛s ♣ré❝✐sé♠❡♥t
❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✳ ■❧s s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ✭q✉✐ ❡st
♥♦tr❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✐♥térêt ✐❝✐✮ ♦ù ♦♥ ♣❛rt ❞✬✉♥ ▼❉P ❛✈❡❝ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✜①és ❡t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥ ❛✉tr❡
❞❡ t❛✐❧❧❡ ♣❧✉s ré❞✉✐t❡✳ ▲❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❝❡ q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ✉♥ ❇▼❉P ❛✉q✉❡❧ ♦♥ ❛ss♦❝✐❡ ✉♥
✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ré❝♦♠♣❡♥s❡s ❡t ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✵✳ ❯♥ ❇▼❉P ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧❡ q✉❛❞r✉♣❧❡t 〈S,A,R, P 〉 t❡❧ q✉❡
✖ S ❡st ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ét❛ts
✖ A ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛❝t✐♦♥s
✖ R : S ×A→ R ❡st ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ré❝♦♠♣❡♥s❡s ❛ss♦❝✐é ❛✉ ❝♦✉♣❧❡ (s, a) ♣♦✉r t♦✉t s ❞❛♥s S

❡t ♣♦✉r t♦✉t a ❞❛♥s A
✖ P : S × A → [0, 1] ❡st ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ét❛t ✈❡rs ✉♥ ❛✉tr❡

s❛❝❤❛♥t ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡✳

❯♥ ❇▼❉P M = 〈S,A,R, P 〉 ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ▼❉P F ❛✈❡❝ F =
{M |M |=M} ♦ù M = 〈S,A,R, P 〉 ❛✈❡❝ R ∈ R ❡t P ∈ P ✳ ❖♥ ❞♦♥♥❡ ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✺ ❧✬❡①❡♠♣❧❡
❞✬✉♥ ❇▼❉PM = 〈S,A,R, P 〉 ❡t ❞✬✉♥ ▼❉P M = 〈S,A,R, P 〉 ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❝❡ ❇▼❉P✳

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ❧✐é❡ à ✉♥ ❇▼❉P ❡st ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ✈❛❧❡✉rs✕❡t ♥♦♥ ♣❛s ❞❡s
✈❛❧❡✉rs ✜①❡s✕❞é❧✐♠✐té ♣❛r ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ v− ❡t ❧❛ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ v+✳ ●✐✈❛♥ ❡t ❛❧ ❬●✐✈❛♥
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✵❪ ♣r♦♣♦s❡♥t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❝❡s ❜♦r♥❡s✳

✸✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ P❛t❤♦❧♦❣✐❡s ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥❡s ❛❜str❛❝t✐♦♥s ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞é❝✐s✐♦♥♥❡❧s ❞❡ ▼❛r❦♦✈

✶

✷ ✸

✶

✷ ✸

([0.5, 1], [1, 2])

[0, 0.2]

[0.3, 0.35]

[0.2, 0.3]

([0.2, 0.8], [3, 4])

0.6

(0.4, [2.5, 3])

(0.5, 1)

0.2

0.3

0.3

(0.7, 3)

0.6

(0.4, 2.75)

❋✐❣✉r❡ ✸✳✺ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥ ❇▼❉P ❡t ❞✬✉♥ ▼❉P ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡✳ ▲❡s ♣❛r❡♥t❤ès❡s (., .)
❞és✐❣♥❡♥t ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✭à ❣❛✉❝❤❡✮ ❡t ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ré❝♦♠♣❡♥s❡s ✭à ❞r♦✐t❡✮✳

✸✳✷✳✷ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❉❡❛♥ ❡t ●✐✈❛♥

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r♦♣♦sé ❞❛♥s ❬●✐✈❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✵❪ ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥❡ ❢❛ç♦♥ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❡①tr❡♠❛s ❞❡
❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ❞❛♥s ✉♥ ❇▼❉P✳ ▲❡s ré❝♦♠♣❡♥s❡s ♥❡ ♣♦s❡♥t ♣❛s ❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳ P♦✉r
❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ✭s✉♣ér✐❡✉r❡✮ ✐❧ s✉✣t ❞✬❛ss✐❣♥❡r ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✭♠❛①✐♠✉♠✮ ❞❡ ré❝♦♠✲
♣❡♥s❡s à ❝❤❛q✉❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞✬ét❛t✲❛❝t✐♦♥✳ ❈❡ s♦♥t ♣❧✉s ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t ♣♦s❡r
♣r♦❜❧è♠❡ ♣✉✐sq✉✬♦♥ ❞♦✐t r❡s♣❡❝t❡r ✐❝✐ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♣♦✉r t♦✉t s ❡t ♣♦✉r t♦✉t a✱

∑

s′ p(s, a, s
′) = 1

❛❧♦rs q✉❡
∑

s′ min p(s, a, s′) ≤ 1 ❡t
∑

s′ max p(s, a, s′) ≥ 1✳ ●✐✈❛♥ ❡t ❛❧ ❬●✐✈❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✼❪ ♦♥t
♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦✉r ❡st✐♠❡r v− ❡t v+ q✉✬♦♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡ ✐❝✐✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♠❡t ❡♥ ❥❡✉ ✉♥
♥♦✉✈❡❛✉ ❝♦♥❝❡♣t q✉✐ ❡st ❧✬♦r❞r❡ ♠❛①✐♠✐s❛♥t ❞❡s ét❛ts✳ ▲✬♦r❞r❡ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ ❞♦♥t ♦♥ ✈❡✉t
✧❢❛✈♦r✐s❡r✧ ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ✈❡rs ❧❡s ét❛ts✳ P♦✉r ♠✐❡✉① ❡①♣❧✐q✉❡r ❝❡tt❡ ✐❞é❡ ♣r❡♥♦♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞✉
❇▼❉P ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✺✳ P♦✉r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ré❝♦♠♣❡♥s❡s ✜①é❡s✱ s✐ ♦♥ ❝❤♦✐s✐t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡
♣r✐✈é❧é❣✐❡r 1 ♣❛r r❛♣♣♦rt à 2 ❡t 2 ♣❛r r❛♣♣♦rt à 3 q✉✬♦♥ ♥♦t❡ ✿ 1 > 2 > 3✱ ♦♥ ♥✬♦❜t✐❡♥t ♣❛s ❧❡
♠ê♠❡ ▼❉P q✉❡ ❧♦rsq✉✬♦♥ ❝❤♦✐s✐t ❧✬♦r❞r❡ 2 > 3 > 1✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✸✳✻✮✳ ❉✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s ❢♦r♠❡❧❧❡✱

✶

✷ ✸

✶

✷ ✸

0.7

0

0.3

0.3

0.7

0.6

0.4

0.5

0.2

0.3

0.2

0.8

0.6

0.4

❋✐❣✉r❡ ✸✳✻ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥ ▼❉P s✉✐✈❛♥t ❧✬♦r❞r❡ 1 > 2 > 3 ✭à ❣❛✉❝❤❡✮ ❡t s✉✐✈❛♥t ❧✬♦r❞r❡
2 > 3 > 1 à ❞r♦✐t❡✳

s✐ ♦♥ ♥♦t❡ ♣♦✉r ❞❡s ❡♥t✐❡rs q1, q2, ..., q|S| ✉♥ ♦r❞r❡ ❞♦♥♥é ❞❡s ét❛ts ✭q1 > q2 > ... > q|S|✮ ❡t s✐ ♦♥
❞é✜♥✐t ✉♥ ▼❉P Mo ❞é✜♥✐ s❡❧♦♥ ❝❡t ♦r❞r❡ t❡❧ q✉❡ Mo ∈ M✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❛❝t✐♦♥ a ❞❛♥s A

✸✷



✸✳✷✳ ❇♦✉♥❞❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡r ▼❉Ps

❡t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ét❛t s ❞❛♥s S ♦♥ ❛

po(s, a, qi) =







max po(s, a, qi) ✐❢ i < r

min po(s, a, qi) ✐❢ i > r

1−
∑

i 6=r po(s, a, qi) ✐❢ i = r

✭✸✳✶✮

♦ù ❧✬❡♥t✐❡r r ✈ér✐✜❡ r = inf{l, 1−
∑l

i=1max p(s, a, qi) ≤
∑|S|

i=l+1min p(s, a, qi)} ✶✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✶✳ ❙♦✐t XM ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ▼❉P ❞❛♥s M q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❝❤❛❝✉♥ à ✉♥ ❝❡rt❛✐♥
♦r❞r❡ ♠❛①✐♠✐s❛♥t o ❞❡s ét❛ts✳ ❙✐ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ét❛ts S ❡st ✜♥✐✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞✬♦r❞r❡
❞❡s ét❛ts ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t XM ❡st ✜♥✐✳

●râ❝❡ à ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❞❡✉① ❜♦r♥❡s ❡①tré♠❛❧❡s
❞é❧✐♠✐t❛♥t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ✈❛❧❡✉r✳ ❈✬❡st ❝❡ q✉✐ ❡st é♥♦♥❝é ❞❛♥s ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t✳

▲❡♠♠❡ ✶✳ ❬●✐✈❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✵❪ ❙♦✐t M ✉♥ ▼❉P ❞❛♥s M✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ π✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s
▼❉P M1 ∈ XM ❡t M2 ∈ XM t❡❧s q✉❡

vπM1
≤ vπM ≤ vπM2

.

P✉✐sq✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ XM ❡st ✜♥✐✱ ✐❧ s✬❡♥ s✉✐t q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ v− ❡t v+ t❡❧s q✉❡

v− = max
π

min
M∈M

vπM = max
π

min
M∈XM

vπM = max
π

(vπ)− ✭✸✳✷✮

v+ = max
π

max
M∈M

vπM = max
π

max
M∈XM

vπM = max
π

(vπ)+. ✭✸✳✸✮

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡ ❧❡♠♠❡ ❞❛♥s ❧✬❆♥♥❡①❡ ❆✳

❊♥✉♠ér❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ▼❉P q✉✐ ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡M ♥✬❡st ♣❛s ❢❛✐s❛❜❧❡✱ s✐ ♦♥ ✈❡✉t
tr♦✉✈❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡♠❡♥t ❝❡s ❞❡✉① ❜♦r♥❡s✳ ■♥tr♦❞✉✐r❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ XM ♥♦✉s ❢❛❝✐❧✐t❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❧❛
tâ❝❤❡ ♣✉✐sq✉✬♦♥ s❛✐t ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✶ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ▼❉P q✉✬♦♥ ♥♦t❡M− ❡tM+ ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t
à XM ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t à v− ❡t v+✳ ❖♥ ✈❛ ❞♦♥❝ s❡ s❡r✈✐r ❞✉ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡ ❧✬♦r❞r❡
q✉✬♦♥ ❛ ✐♥tr♦❞✉✐t ♣❧✉s tôt ♣♦✉r ❧❡s ❡st✐♠❡r✳ ❈❡ ❝♦♥❝❡♣t ✈❛ êtr❡ ♣r✐s ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥ ❧♦rs ❞❡
❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❉❡❛♥ ❡t ●✐✈❛♥ ✭❝❢✳ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✺✮✳ ❖♥ ❝♦♥✈❡r❣❡ à ❧❛ ✜♥ ✈❡rs
❧✬♦r❞r❡ ♠❛①✐♠❛❧ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♠✐♥✐♠❛❧✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à v+ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t v−✮✳

▲❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ s♦♥t s✐♠✐❧❛✐r❡s✳ ❖♥
✐♥✐t✐❛❧✐s❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r v = v0 ♦ù v0 ❡st ❛r❜✐tr❛✐r❡✳ ❆ ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥✱ ♦♥ ♦r❞♦♥♥❡ ♣♦✉r
t♦✉t s ∈ S ❧❡s ✈❛❧❡✉rs v(s) ❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡ ❝r♦✐ss❛♥t ✿ v(q1) ≤ v(q2) ≤ ... ≤ v(q|S|) ✭❞é❝r♦✐ss❛♥t ✿
v(q1) ≥ v(q2) ≥ ... ≥ v(q|S|)✮ ❡t ♦♥ ❛ss♦❝✐❡ ❞❛♥s ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❇❡❧❧♠❛♥ à ❝❤❛q✉❡
✈❛❧❡✉r ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡s ❞❛♥s ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✸✳✶✮✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r ❞❛♥s ❝❡
q✉✐ s✉✐t ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✈❡rs v− ❡t v+✳

✶✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧✬❡♥t✐❡r r ❡①✐st❡ ❝❛r s✐♥♦♥ ♦♥ ❛✉r❛✐t

∀l ∈ {1, ..., |S| − 1}, 1−

l∑

i=1

max p(s, a, qi) >

|S|
∑

i=l+1

min p(s, a, qi).

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❡♥ ♣r❡♥❛♥t l = |S| − 1 ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

1−

|S|−1
∑

i=1

max p(s, a, qi) > min p(s, a, q|S|) = 1−max

|S|−1
∑

i=1

p(s, a, qi).

❈❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ✈r❛✐ ❞♦♥❝ ❧✬❡♥t✐❡r r ❡①✐st❡ ❢♦r❝é♠❡♥t✳

✸✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ P❛t❤♦❧♦❣✐❡s ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥❡s ❛❜str❛❝t✐♦♥s ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞é❝✐s✐♦♥♥❡❧s ❞❡ ▼❛r❦♦✈

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✺ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✐tér❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ✈❛❧❡✉r ■❱■
 ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ vl ❡st r❡♣rés❡♥té ♣❛r ✿
 v↓ ✈❡❝t❡✉r r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ét❛t
 v↑ ✈❡❝t❡✉r r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❛ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ét❛t
 ❈ré❡r ✉♥ ✈❡❝t❡✉r o q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ét❛t ✿
 ▲❡ ✈❡❝t❡✉r o↑ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬♦r❞r❡ ❝r♦✐ss❛♥t
 ▲❡ ✈❡❝t❡✉r o↓ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬♦r❞r❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥t
❱■✲♠❡ttr❡ à ❥♦✉r (v, o)④
■♥✐t✐❛❧✐s❡r v ❡t o
❈ré❡r ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ Fa t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t a ❡t ét❛t s
P♦✉r s ∈ S ❢❛✐r❡
used =

∑

s′ minFa(s, s
′)

remaining = 1− used
P♦✉r i = 1, ..., n ❢❛✐r❡
min = minFa(s, o(i))
desired = maxFa(s, o(i))
❙✐ desired ≤ remaining ❛❧♦rs
Fa(s, o(i)) = desired

❙✐♥♦♥
Fa(s, o(i)) = min+ remaining

✜♥ ✓ ❙✐ ✔
remaining = max(0, remaining − desired)

✜♥ ✓ P♦✉r ✔
✜♥ ✓ P♦✉r ✔
P♦✉r s ∈ S ❢❛✐r❡
v(s) = maxaR(s, a) +

∑

s′ Fa(s, s
′)v(s′)

✜♥ ✓ P♦✉r ✔⑥

✸✳✷✳✸ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡

◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ✉♥❡ ét✉❞❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✉❣❣éré ♣❛r ❬●✐✈❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✵❪
à tr❛✈❡rs ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❇❡❧❧♠❛♥ T−

o ❡t T+
o t❡❧s q✉❡

T−
o v(s) = max

a
minR(s, a) + γ

|S|
∑

i=1

po(s, a, qi)v(qi) ✭✸✳✹✮

T+
o v(s) = max

a
maxR(s, a) + γ

|S|
∑

i=1

po(s, a, qi)v(qi). ✭✸✳✺✮

❉❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✸✳✹✱ ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés po(s, a, qi) s♦♥t é❣❛❧❡s ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❛♥s
❝❤❛q✉❡ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ét❛ts qi ❛❞♠❡tt❛♥t ❧❡s ♣❧✉s ♣❡t✐t❡s ✈❛❧❡✉rs v(qi) ❡t ❛✉① ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ♣♦✉r ❧❡s ét❛ts qi ❛❞♠❡tt❛♥t ❧❡s ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡s ✈❛❧❡✉rs v(qi) ✭t♦✉t ❡♥ r❡s♣❡❝t❛♥t ❧❛
s♦♠♠❡ ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧tés é❣❛❧❡ à 1✮✳ ❈❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡♥t à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❡♥
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs v(qi) ♣♦✉r t♦✉t qi✳ P❛r ❝♦♥tr❡ ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✸✳✺✱ o ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬♦r❞r❡
q✉✐ ❛ss♦❝✐❡ ❧❡s ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❛✉ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡s ✈❛❧❡✉rs✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✺ ♣rés❡♥té ❡st ✉♥❡
✈❡rs✐♦♥ ✧❝♦rr✐❣é❡✧ ✷ ❞❡ ❝❡❧✉✐ q✉✐ s❡ tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❬●✐✈❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✵❪ ✭❝❢✳ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✺✮✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s

✷✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ t❡❧ q✉✬✐❧ ♣❛r❛ît ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬●✐✈❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✵❪ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧✬♦r❞r❡ ≤opt✳ ❈❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s✱ ✐❧ ❡st✐♠❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ≤pes ❡t ❧❛ ❜♦r♥❡

✸✹



✸✳✷✳ ❇♦✉♥❞❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡r ▼❉Ps

♠♦♥tr❡r ❞❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✈❡rs v− ❡t v+✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ✐❧ s✉✣t ❞❡
♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs T−

o ❡t T+
o s♦♥t ❝♦♥tr❛❝t❛♥ts✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳ ▲❡s ♦♣ér❛t❡✉rs T−
o ❡t T+

o s♦♥t (γ, ‖.‖∞) ❝♦♥tr❛❝t❛♥ts✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬♦r❞r❡ o q✉✐ ❛ss♦❝✐❡ ❧❡s ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❛✉① ♣❧✉s ♣❡t✐t❡s
✈❛❧❡✉rs✳ ❙♦✐❡♥t v ❡t w ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs t❡❧s q✉❡

u(q1) ≤ u(q2) ≤ ... ≤ u(q|S|), u ∈ {v, w}.

❖♥ ❛ ❡♥ s✉✐✈❛♥t ❧❡ ♠ê♠❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✶ ✭✈♦✐r ❧✬❛♥♥❡①❡ ❆✮

T−
o v(s) = max

a
minR(s, a) + γ

|S|
∑

i=1

pvo(s, a, qi)v(qi) ≤ max
a

minR(s, a) + γ

|S|
∑

i=1

p(s, a, qi)v(qi).

♦ù pvo(s, a, qi) ❞és✐❣♥❡ ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❛ss✐❣♥é❡s s❡❧♦♥ ❧✬♦r❞r❡ o r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❛✉ ✈❡❝t❡✉r v ❡t
p(s, a, .) ❡st ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ♣r✐s❡ ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [min p(s, a, ),max p(s, a, .)]✳ ■❧ s✬❡♥
s✉✐t q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t s

T−
o v(s)− T−

o w(s) = max
a

γ

|S|
∑

i=1

pvo(s, a, qi)v(qi)− γ
|S|
∑

i=1

pwo (s, a, qi)w(qi)

≤ γmax
a

|S|
∑

i=1

pwo (s, a, qi)(v(qi)− w(qi)).

❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ T−
o v(s) ≥ T−

o w(s)✱ ♦♥ ❛ ♣♦✉r t♦✉t s

|T−
o v(s)− T−

o w(s)| ≤ γ‖v − w‖∞.

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡ rés✉❧t❛t s✐ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ T−
o v(s) ≤ T−

o w(s)✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ♦♥ ♣r♦✉✈❡
q✉❡ T+

o ❡st (γ, ‖.‖∞)✲❝♦♥tr❛❝t❛♥t✳

▲❡s ♦♣ér❛t❡✉rs T−
o ❡t T+

o s♦♥t ❛❧♦rs γ✲❝♦♥tr❛❝t❛♥ts✳ ■❧s ❛❞♠❡tt❡♥t ❛❧♦rs ❝❤❛❝✉♥ ✉♥ ✉♥✐q✉❡
♣♦✐♥t ✜①❡ q✉✬♦♥ ♥♦t❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t v−o ❡t v+o ✳ ❖♥ ✈❛ ♠♦♥tr❡r q✉❡ v−o = v− ❡t v+o = v+✱ ♦ù ❧❡s
❜♦r♥❡s v− ❡t v+ s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ❞❛♥s ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ✭✸✳✷✮ ❡t ✭✸✳✸✮✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs v− ❡t v+ s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ♣♦✐♥ts ✜①❡s ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs T−
o ❡t

T+
o ✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❛

T−
o v(s) = max

π
minR(s, π(s)) + γ

|S|
∑

i=1

po(s, π(s), qi)v(qi),

♦ù ❧✬♦r❞r❡ o ❛ss♦❝✐❡ ❧❡s ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❛✉① ♣❧✉s ♣❡t✐t❡s ✈❛❧❡✉rs✳ ❙♦✐t ♣♦✉r π ❡t M
❞♦♥♥és✱ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r vπM q✉✐ ✈ér✐✜❡ ♣♦✉r t♦✉t s

vπM (s) = R(s, π(s)) + γ

|S|
∑

i=1

p(s, π(s), qi)v
π
M (qi).

s✉♣ér✐❡✉r❡ ♣♦✉r ≤opt✳ ❆✉ss✐ ♦♥ ❛ Fa(s, o(i)) é❣❛❧❡ à desired q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡t ♥♦♥ à
min+desired✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣✉ ❝❧❛r✐✜❡r t♦✉s ❝❡s ♣♦✐♥ts ❣râ❝❡ à ✉♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❛✈❡❝ ❘✳●✐✈❛♥✳

✸✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ P❛t❤♦❧♦❣✐❡s ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥❡s ❛❜str❛❝t✐♦♥s ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞é❝✐s✐♦♥♥❡❧s ❞❡ ▼❛r❦♦✈

❖♥ ♣❡✉t ❞é❞✉✐r❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✶ ✭✈♦✐r ❛♥♥❡①❡ ❆✮ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t π ❡t ♣♦✉r t♦✉t M

minR(s, π(s)) + γ

|S|
∑

i=1

po(s, π(s), qi)v
π
M (qi) ≤ vπM .

❉✬♦ù

T−
o min

M∈XM

vπM ≤ max
π

min
M∈XM

vπM .

❈❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❡ ♣♦✐♥t ✜①❡ ❞❡ v−o ≤ maxπ minM∈XM
vπM ✭T−

o ❡st ♠♦♥♦t♦♥❡✮✳ Pr♦✉✈♦♥s
❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❛♥s ❧✬❛✉tr❡ s❡♥s✳ ❈♦♥✐❞ér♦♥s ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ π′ ❡t ❧❡ ▼❉P Mo ∈ XM q✉✐ ✈ér✐✜❡♥t

minR(s, π′(s)) + γ

|S|
∑

i=1

po(s, π
′(s), qi)vπ

′

Mo
(qi) = vπ

′

Mo
.

■❧ s✬❡♥ s✉✐t q✉❡

max
π

minR(s, π(s)) + γ

|S|
∑

i=1

po(s, π(s), qi)v
π′

Mo
(qi) ≥ vπ

′

Mo
≥ min

Mo∈XM

vπ
′

Mo
.

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs v−o ≥ minMo∈XM
vπ

′

Mo
✳ ▲✬✐♥é❣❛❧✐té ❡st ✈r❛✐❡ ♣♦✉r t♦✉t π′ ❞✬♦ù v−o ≥ v−✳ ❖♥

♣r♦✉✈❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡ q✉❡ v+ ❡st ❧❡ ♣♦✐♥t ✜①❡ ❞❡ T+
o ✳

❉❛♥s t♦✉t❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ q✉✐ s✉✐t ♦♥ ✈❛ ✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs T−
o ❡t T+

o

q✉✐ s❡r♦♥t ♣❧✉s ❛❞❛♣té❡s ❛✉① ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣r❡✉✈❡s q✉✬♦♥ ✈❛ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s
♠ê♠❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ❞❡ ♣r❡✉✈❡ q✉❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ♦♥ ❛

T−
o v(s) = max

a
min
M∈M

RM (s, a) + γ
∑

s′∈S
pM (s, a, s′)v(s′)

T+
o v(s) = max

a
max
M∈M

RM (s, a) + γ
∑

s′∈S
pM (s, a, s′)v(s′).

❈❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♥♦✉s s❡r♦♥t ✉t✐❧❡s ❧♦rsq✉✬♦♥ ét✉❞✐❡r❛ ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥✲❇▼❉P ❡t q✉✬♦♥ ❛✉r❛ à
❡st✐♠❡r ❧❡s ❜♦r♥❡s v− ❡t v+✳

✸✳✷✳✹ ❆❜str❛❝t✐♦♥✲❇▼❉P

❉❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡✱ ♦♥ ✈❛ ❡①♣❧✐❝✐t❡r ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❬●✐✈❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✵❪ q✉✐ ❛ss♦❝✐❡
✉♥ ▼❉P ❞♦♥♥é ❛✉ ❇▼❉P q✉✐ ❧✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ s❡❧♦♥ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥❡ ❛❣❣ré❣❛t✐♦♥✳ ❙♦✐tM = 〈S,A,R, P 〉
❧❡ ▼❉P ✐♥✐t✐❛❧ ❡t Mα = 〈Sα, A,Rα, Pα〉 s♦♥ ✐♠❛❣❡ ♣❛r ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥ α✳ ▲✬❡s♣❛❝❡ Sα ❡st ♦❜t❡♥✉
❡♥ ❛❣ré❣❡❛♥t ❧❡s ét❛ts ❞❛♥s S ❡♥ ❞❡s ét❛ts ❜❧♦❝ [s]α✳ ▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s Rα ❡t Pα s♦♥t ♦❜t❡♥✉s ✈✐❛
❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ✿

∀s ∈ S, ∀a ∈ A, Rα([s]α) =

[

min
s∈[s]α

R(s, a), max
s∈[s]α

R(s, a)

]

✭✸✳✻✮

∀s, s′ ∈ S, ∀a ∈ A, pα([s]α, a, [s′]α) =



 min
s1∈[s]α

∑

s2∈[s′]α
p(s1, a, s2), max

s1∈[s]α

∑

s2∈[s′]α
p(s1, a, s2)



 .

✭✸✳✼✮

✸✻



✸✳✷✳ ❇♦✉♥❞❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡r ▼❉Ps

✶

✷ ✸

✶✷

✸

0.5, R1 = 1

0.3
0.2

0.2

0.8, R2 = 1

0.6

0.4, R3 = 2

1, [0.8, 1]

[0, 0.2]0.6

2, 0.4

❋✐❣✉r❡ ✸✳✼ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥ ▼❉P ✭à ❣❛✉❝❤❡✮ ❡t s♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❇▼❉P ✭à ❞r♦✐t❡✮ s✉✐✈❛♥t
❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥ α : {1, 2, 3} → {1, 2}, {3}✳

◆♦✉s ✐❧❧✉str♦♥s ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ q✉✐ s✉✐t ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ▼❉P ❡t s♦♥ ❇▼❉P ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t s❡❧♦♥
✉♥❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ ✿

❊❳❊▼P▲❊ ✿
❙♦✐t M ✉♥ ▼❉P ❡t s♦♥ ❇▼❉P ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ✐❧❧✉strés ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✼✳ ❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡s

❢♦r♠✉❧❡s é♥♦♥❝é❡s ♣❧✉s ❤❛✉t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿
✖ R{12},{3}({12}) = R1 = R2 = 1✱ R{12},{3}({3}) = R3

✖ p{12},{3}({12}, {12}) = [min(p11 + p12, p22 + p21),max(p11 + p12, p22 + p21)] = [0.8, 1]✱
p{12},{3}({12}, {3}) = [min(p13, p23),max(p13, p23)] = [0, 0.2]

✖ p{12},{3}({3}, {12}) = p31 + p32 = 0.6✱ p{12},{3}({3}, {3}) = 0.4✳
❖♥ ♣❡✉t ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ▼❉P ✐♥✐t✐❛❧ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ t②♣❡ ■❱ ♣rés❡♥té
❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ ✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✱ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✮✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r [v−α , v

+
α ]

❞✉ ❇▼❉P ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t Mα s❡ ❢❛✐t ✈✐❛ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ■♥t❡r✈❛❧ ❱❛❧✉❡ ■t❡r❛t✐♦♥ ■❱■ ✭❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✺✮
♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳

▲✬✉t✐❧✐té ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❡ ❇▼❉P ♥✬❡st ♣❛s é✈✐❞❡♥t❡ ❡♥ t❡r♠❡s ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ ✈❛❧❡✉r v∗ ♠❛✐s ❡❧❧❡ ❧❡ s❡r❛ ✉♥❡ ❢♦✐s q✉✬♦♥ ❛✉r❛ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶ q✉✐ s✉✐t✳ ▼❛✐s ❛✈❛♥t
❝❡❧❛ ♦♥ ❛ ❜❡s♦✐♥ ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ✐♠♣♦rt❛♥t❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✷✳ ❙♦✐t M = 〈S,A,RM , PM 〉 ✉♥ ▼❉P ❞♦♥♥é ❡t s♦✐t α ✉♥❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ❞❡ S ✈❡rs
Sα✳ ❖♥ ❞✐t q✉✬✉♥ ▼❉P N = 〈S,A,RN , PN 〉 ❡st ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ M s❡❧♦♥ ✉♥❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡
s✐

✶✳ P♦✉r t♦✉t s ∈ S ❡t ♣♦✉r t♦✉t a ∈ A✱ RN (s, a) ∈ [minRM ([s]α, a),maxRM ([s]α, a)]

✷✳ P♦✉r t♦✉s s, s′ ∈ S ❡t ♣♦✉r t♦✉t a ∈ A✱ pN (s, a, [s′]α) ∈ [min pM ([s]α, a, [s
′]α),

maxRM ([s]α, a, [s
′]α)]✳

❖♥ ♥♦t❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s N ❞é✜♥✐s s✉r S q✉✐ s♦♥t ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ❛✈❡❝ M s❡❧♦♥ ✉♥❡ ❛❜str❛❝✲
t✐♦♥ α✱ [M ]α✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳ ❬●✐✈❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✼❪ ❙♦✐t M ✉♥ ▼❉P ❡t Mα s♦♥ ❇▼❉P ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ♣❛r
❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥ α ♦♥ ❛

∀s ∈ S, v∗(s) ∈ [v−α (s), v
+
α (s)].

❊♥ ❡✛❡t ❣râ❝❡ à ❝❡ t②♣❡ ❞✬❛❣❣ré❣❛t✐♦♥ ♦♥ ❛rr✐✈❡ à ❞é❞✉✐r❡ ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❡t ✉♥❡ ❜♦r♥❡
s✉♣ér✐❡✉r❡ s✉r ❧❛ ✈❛❧❡✉r v∗ q✉✬♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✐❝✐ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡
❡♥ ♥♦✉s ❜❛s❛♥t s✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✸✳

✸✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ P❛t❤♦❧♦❣✐❡s ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥❡s ❛❜str❛❝t✐♦♥s ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞é❝✐s✐♦♥♥❡❧s ❞❡ ▼❛r❦♦✈

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ s❛✐t q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t s ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ S ♦♥ ❛

v−([s]α) = max
a∈A

min
N∈Mα

RN ([s]α, a) + γ
∑

s′∈S
pN ([s]α, a, [s

′]α)v−([s′]α).

❊♥ ré❛❧✐té ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ▼❉P N q✉✐ s♦♥t ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s ❧❡ ❇▼❉PMα ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝❤❛❝✉♥ ✐❞❡♥t✐✜é
à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ▼❉P N1 q✉✐ s♦♥t ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ❛✈❡❝ [M ]α✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s ♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡ q✉❡
♣♦✉r t♦✉t s1 ∈ [s]α

v−(s1) = v−([s]α) = max
a∈A

min
N∈Mα

RN ([s]α, a) + γ
∑

s′∈S
pN ([s]α, a, [s

′]α)v−([s′]α)

= max
a∈A

min
N1∈[M ]α

RN1(s1, a) + γ
∑

s′∈S
pN1(s1, a, [s

′]α)v−([s′]α).

❙✐ ♦♥ ♣r❡♥❞ ∀s ∈ S✱ v0(s) = v−([s]α) ❛❧♦rs ✿

v1(s) = max
a∈A

(

RM (s, a) + γ
∑

s′∈S
pM (s, a, s′)v0(s′)

)

= max
a∈A



RM (s, a) + γ
∑

[s′]α∈Sα

∑

s′′∈[s′]α
pM (s, a, s′′)v0(s′′)



 .

v0(s) ❡st ❝♦♥st❛♥t❡ ♣❛r ❜❧♦❝s✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs

v1(s) = max
a∈A



RM (s, a) + γ
∑

[s′]α∈Sα

pM (s, a, [s′]α)v−([s′]α)





≥ max
a∈A

min
N1∈[M ]α



RN1(s, a) + γ
∑

[s′]α∈Sα

pN1(s, a, [s
′]α)v−([s′]α)





= T−v−([s]α)

= v−([s]α) = v0([s]α).

▲✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❇❡❧❧♠❛♥ T ❡st ♠♦♥♦t♦♥❡ ✭✈♦✐r ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✷✳✷✳✸✮✱ ♦♥ ❛ ♣♦✉r t♦✉t s ∈ S ✿

v−([s]α) = v0(s) ≤ Tv0(s) = v1(s) ≤ ... ≤ Tnv(s)

❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❧❛ ❧✐♠✐t❡ q✉❛♥❞ n→∞ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ♣♦✉r t♦✉t s

v−([s]α) ≤ v∗(s).

❈❡ ♠ê♠❡ t②♣❡ ❞❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣❡✉t êtr❡ r❡♣r✐s ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡ v∗(s) ≤ v+([s]α) ❡t ♦♥ t❡r♠✐♥❡
❛✐♥s✐ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✳

✸✳✷✳✺ ❇▼❉P ❡t ❏❡✉ ❞②♥❛♠✐q✉❡

❖♥ ❡①♣❧✐q✉❡r❛ ❞❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t q✉✬✉♥ ✭❇✮▼❉P ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❝❛s ❞❡ ❥❡✉
❞②♥❛♠✐q✉❡ à ♣❧✉s✐❡✉rs ❥♦✉❡✉rs✳

✸✽



✸✳✷✳ ❇♦✉♥❞❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡r ▼❉Ps

❈❛❞r❡ ❣é♥ér❛❧

❯♥ ❙❙P✭▼❉P✮ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞✬✉♥ ❥❡✉ à ✉♥ ❥♦✉❡✉r q✉✐ ❝❤♦✐s✐t
à ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡ ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ a ♣♦✉r ♠❛①✐♠✐s❡r ❧❡ ❣❛✐♥✳ ❯♥ ❥❡✉ à ❞❡✉① ❥♦✉❡✉rs ❢❛✐t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❡♥
♣❧✉s ✉♥ ♦♣♣♦s❛♥t q✉✐✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ a✱ ❝❤♦✐s✐t ✉♥ ❛✉tr❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ b
❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❛✉ ❝♦♥tr❛✐r❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❡ ❣❛✐♥✳ ❙✐ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❞❡✉① ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s πa ❡t πb
t❡❧❧❡s q✉❡ πa : S → A ❡t πb : S → B ✭♦ù B ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐✮✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ❛ss♦❝✐é❡
❛✉r❛ ❝❡tt❡ ❢♦r♠❡ ♣♦✉r t♦✉t s0 = s

vπa,πb(s) = E
πa,πb

[ ∞∑

t=0

γtr(st, πa(st), πb(st))

∣
∣
∣
∣
∣
s0 = s

]

.

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡s ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s

v(s) = max
πa

min
πb

vπa,πb(s) ❡t v(s) = min
πb

max
πa

vπa,πb(s).

❈❤❛❝✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬♦r❞r❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❡ ❥♦✉❡✉r ❛ ❝♦♠♠❡♥❝é à ❥♦✉❡r✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❝❛s ♦ù ❝✬❡st ❧✬♦♣♣♦s❛♥t q✉✐ ❥♦✉❡ ❡♥ ♣r❡♠✐❡r✱ ❡t ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞
❛✉ ❝❛s ♦ù ❝✬❡st ❧✬❛✉tr❡ ❥♦✉❡✉r q✉✐ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ❡♥ ♣r❡♠✐❡r✳ ■❧ ❛ été ♣r♦✉✈é ❞✬❛♣rès ❬❙❤❛♣❧❡②✱ ✶✾✺✸❪
q✉✬♦♥ ❛ ♣♦✉r t♦✉t s ∈ S✱ v(s) = v(s)✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ ❝❡tt❡ ✈❛❧❡✉r v∗∗ ♣♦✉r ❢❛✐r❡ ❧❛ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❛✈❡❝
v∗✳

❈❛❞r❡ ❞❡s ❇▼❉P

▲❡ ❝❛s ❞❡s ▼❉P■P ❡t ❞♦♥❝ ❞❡s ❇▼❉P ❡st ✉♥ ❝❛s ❞✬✉♥ ❥❡✉ à ❞❡✉① ❥♦✉❡✉rs ♦ù ❧✬✉♥ ❝❤♦✐s✐t
❧✬❛❝t✐♦♥ ❛✜♥ ❞❡ ♠❛①✐♠✐s❡r ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ré❝♦♠♣❡♥s❡s ❡t ❧✬❛✉tr❡ s❡❧♦♥ ❧❡ ❥❡✉ ♣❡✉t s♦✐t ❧✬❛✐❞❡r ❡♥
❝❤♦✐s✐ss❛♥t ❧❡ ▼❉P q✉✐ ❢❛✐t ❛✉ss✐ ♠❛①✐♠✐s❡r ❧❡ ❣❛✐♥ s♦✐t ❝❤♦✐s✐r ✉♥ ▼❉P q✉✐ ❢❛✐t ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❡
❣❛✐♥✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ♣♦✉r t♦✉t s ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ S

v−(s) = max
a

min
N∈[M ]α

vN (s) = min
N∈[M ]α

max
a

vN (s) = min
N∈[M ]α

v∗N (s) ✭✸✳✽✮

v+(s) = max
a

max
N∈[M ]α

vN (s) = max
N∈[M ]α

max
a

vN (s) = max
N∈[M ]α

v∗N (s). ✭✸✳✾✮

▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ [M ]α ✐❝✐ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ♠❛✐s ♦♥ ❛ ✈✉ ❞❛♥s ❝❡ q✉✐ ♣ré❝è❞❡ q✉❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡
❛❝t✐♦♥ a ❧❡s ▼❉P Mmin ❡t Mmax ét❛✐❡♥t ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ XM ❞♦♥❝ ♦♥ ♣❡✉t r❡str❡✐♥❞r❡
❧✬❡s♣❛❝❡ [M ]α à ❧✬❡s♣❛❝❡ ✜♥✐ Lα ❞❡s ▼❉P N t❡❧s q✉❡ ❧❡✉r ✐♠❛❣❡ ♣❛r α s♦✐t ✐♥❝❧✉s❡ ❞❛♥s XM q✉✐
❡st ✜♥✐✳

✸✳✷✳✻ Pr♦♣r✐étés ❞❡ ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥✲❇▼❉P

❯♥❡ ❢♦✐s q✉✬♦♥ ❛ ❞é❝r✐t ❧❡s ❜♦✉♥❞❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡r ▼❉P ✭❇▼❉P✮ ♦♥ ✈❛ s✬✐♥tér❡ss❡r ❛✉ ♠ê♠❡
♣r♦❜❧è♠❡ q✉❡ ❝❡❧✉✐ ét✉❞✐é ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♠♦②❡♥✳ ❖♥ ❡st t♦✉❥♦✉rs à ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡
✧❜♦♥♥❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s✧ q✉✐ ♥♦✉s ❛✐❞❡♥t à ♥♦✉s ❛♣♣r♦❝❤❡r ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ v∗✳ ❖♥ ✈❛ r❡❣❛r❞❡r s✐ ❧❛
q✉❛❧✐té ❡st ♠♦♥♦t♦♥❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥ ✭❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ ❡st α � α′ ss✐ α′ ❡st ✉♥
r❛✣♥❡♠❡♥t ❞❡ α✮✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡ v− ❡t ❞❡ v+ ❢♦r♠✉❧é❡s ❞❛♥s ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✸✳✽✮
❡t ✭✸✳✾✮✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞é❞✉✐r❡ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉✣s❛♥t❡ q✉✐ s❛t✐s❢❛✐t v−α′(s) ≥ v−α (s) ❡t v+α′(s) ≤
v+α (s)✱ ♣♦✉r t♦✉t s ❡t ♣♦✉r t♦✉t r❛✣♥❡♠❡♥t ❞✐r❡❝t α′ ❞❡ α✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳ ❙♦✐t M = 〈S,A,R, P, γ〉 ❡t s♦✐❡♥t α ❡t α′ ❞❡✉① ❛❜str❛❝t✐♦♥s ❞❡ M t❡❧❧❡s q✉❡ α′

❡st ✉♥ r❛✣♥❡♠❡♥t ❞✐r❡❝t ❞❡ α✳ ❙✐ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ▼❉P [M ]α′ q✉✐ s♦♥t ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ❛✈❡❝ ❧❡ ▼❉P

✸✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ P❛t❤♦❧♦❣✐❡s ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥❡s ❛❜str❛❝t✐♦♥s ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞é❝✐s✐♦♥♥❡❧s ❞❡ ▼❛r❦♦✈

M s❡❧♦♥ ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥ α′ ❧❡ s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t s❡❧♦♥ ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥ α✱ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦ù [M ]α′ ⊆ [M ]α✱
♦♥ ❛ ❛❧♦rs ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ✈❛❧❡✉r

[v−α′([s]α′), v+α′([s]α′)] ⊆ [v−α ([s]α), v
+
α ([s]α)].

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞é❝♦✉❧❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✸✳✽✮ ❡t ✭✸✳✾✮✳ Pr❡♥❞r❡ ❧❡ ♠❛①✐✲
♠✉♠ s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ✐♥❞✉✐t ✉♥ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠ ❡t ✐❞❡♠ ♣r❡♥❞r❡ ❧❡ ♠✐♥✐✲
♠✉♠ s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ✐♥❞✉✐t ✉♥ ♣❧✉s ♣❡t✐t ♠✐♥✐♠✉♠✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ [M ]α′ ⊆ [M ]α
❡st ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉✣s❛♥t❡ ♠❛✐s ♥♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ♣❡✉t très ❜✐❡♥ ✐♠❛❣✐♥❡r ❞❡s ❝❛s
♦ù [v−α′([s]α′), v+α′([s]α′)] ⊆ [v−α ([s]α), v

+
α ([s]α)] s❛♥s ♣♦✉r ❛✉t❛♥t ❛✈♦✐r ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ [M ]α′ ⊆ [M ]α✳

❈✬❡st ❝❡ q✉✬♦♥ ✐❧❧✉str❡ ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ q✉✐ s✉✐t ✿

❊❳❊▼P▲❊ ✿

✸
✶

✹

✷

✺

✶✷

✸

✹

✺

✶✷

✸ ✹✺

0.8

0.2

0.8

0.2

0.5
0.2

0.150.15

0.1

0.9

0.1

0.9

[0.5, 0.8]

[0.15, 0.2]

[0, 0.2]

[0, 0.15]

0.8
0.2

0.1
0.9

0.9 0.1

[0.5, 0.8]

[0, 0.2]
[0.2, 0.3]

0.2

0.8

0.1

0.9

❋✐❣✉r❡ ✸✳✽ ✕ ❉❡ ❣❛✉❝❤❡ à ❞r♦✐t❡ ✿ ❧❡ ▼❉P M ✱ ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥ α′✱ ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥ α✳ ▲❡s ✢è❝❤❡s s♦♥t
❛♥♥♦té❡s ❛✈❡❝ ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ▲❡s ré❝♦♠♣❡♥s❡s ✈ér✐✜❡♥t ✿ R(1) = R(2) = R(3) =
R(4) = 0, R(5) = 1✱ γ = 0.99✳

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❡♥ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r♦♣♦sé ♣❛r ●✐✈❛♥ ❡t ❛❧ ✿

v−α′(12, 3, 4, 5) =







0
0
0
1






v+α′(12, 3, 4, 5) =







11.158783
10.948924
11.034826
12.034826







v−α (12, 3, 45) =





0
0
0



 v+α (12, 3, 45) =





29.58928
29.912131
30.370645



 .

❖♥ ✈♦✐t très ❜✐❡♥ ✐❝✐ q✉❡ v−α ≤ v−α′ ❡t q✉❡ v+α′ ≤ v+α ✳ P♦✉rt❛♥t ♦♥ ♣❡✉t très ❜✐❡♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡r ✉♥
▼❉P N ✭✜❣✉r❡ ✸✳✾ ❝✐✲❞❡ss♦✉s✮✱ t❡❧ q✉❡ Nα′ ⊂ Nα ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ❞❡ ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡
tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠❛✐s Nα 6⊂ Mα✳ ❊♥ ❡✛❡t ♦♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ 0.35 /∈ [0.2, 0.3]✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹ ❡st ❛❧♦rs ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉✣s❛♥t❡ ♠❛✐s ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡✳

✹✵



✸✳✷✳ ❇♦✉♥❞❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡r ▼❉Ps

✸ ✶

✹

✷

✺

✶✷

✸

✹

✺

✶✷

✸ ✹✺

0.65

0.2

0.15

0.8

0.2

0.65

0.15

0.2

0.1

0.9

0.1

0.9

0.65

0.2
0.15

0.8
0.2

0.1
0.9

0.9 0.1

0.65

0.35

0.2

0.8

0.1

0.9

❋✐❣✉r❡ ✸✳✾ ✕ ❉❡ ❣❛✉❝❤❡ à ❞r♦✐t❡ ✿ ❧❡ ▼❉P N ✱ ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥ α′✱ ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥ α✳ ▲❡s ✢è❝❤❡s s♦♥t
❛♥♥♦té❡s ❛✈❡❝ ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ▲❡s ré❝♦♠♣❡♥s❡s ✈ér✐✜❡♥t ✿ R(1) = R(2) = R(3) =
R(4) = 0, R(5) = 1✱ γ = 0.99✳

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t ét✉❞✐❡r ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ❇▼❉P ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ sé♣❛ré♠❡♥t ❞✉ ❝❛❞r❡
❞❡s ❇▼❉P ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s✱ ❡t ✈♦✐r s✐ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡s ❜♦r♥❡s ❡♥ r❛✣♥❛♥t ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥ ❞❛♥s
❝❤❛q✉❡ ❝❛s✳

▲❡ ❝❛s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❧❡ ▼❉P ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥s✐❞éré ❡st ❞ét❡r♠✐♥✐st❡✳ ▲❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés
❛ss♦❝✐és ❛✉ ❇▼❉P ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✱ s❛❝❤❛♥t ✉♥❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ α ❞♦♥♥é❡✱ s♦♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿ 0✱1 ❡t
[0, 1] ✭✈♦✐r ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ✭✸✳✻✮ ❡t ✭✸✳✼✮✮✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é❡s ❞❡✉① ❛❜str❛❝t✐♦♥s α ❡t α′ t❡❧❧❡s q✉❡ α′ ❡st ✉♥
r❛✣♥❡♠❡♥t ❞✐r❡❝t ❞❡ α ✭❞é✜♥✐t✐♦♥ ✽✮ ♦♥ ✈❛ ❡ss❛②❡r ❞❡ ✈♦✐r s✐ ♣♦✉r t♦✉t s ∈ S✱ v−α′([s]α′) ≥ v−α ([s]α)
❡t v+α ([s]α) ≥ v+α′([s]α′)✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ α′ ✐♥❞✉✐t ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡s ❜♦r♥❡s q✉❡ α✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r
q✉❡ ♦✉✐✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳ ❙♦✐❡♥t M ✉♥ ▼❉P ❞ét❡r♠✐♥✐st❡✱ α ❡t α′ ❞❡✉① ❛❜str❛❝t✐♦♥s t❡❧❧❡s q✉❡ α′ ❡st ✉♥
r❛✣♥❡♠❡♥t ❞✐r❡❝t ❞❡ α ♦♥ ❛ ❛❧♦rs

∀s ∈ S, [v−α′([s]α′), v+α′([s]α′)] ⊆ [v−α ([s]α), v
+
α ([s]α)].

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈♦♠♣❛r❡r ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s q✉✐ s♦♥t ❞é✜♥✐❡s s✉r ❞❡✉① ❡s♣❛❝❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♥✬❡st ♣❛s
✉♥❡ ❝❤♦s❡ é✈✐❞❡♥t❡✳ ▲✬❛st✉❝❡ ✐❝✐ ❡st ❞❡ s❡ r❛♠❡♥❡r à ❧✬❡s♣❛❝❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈✐❛ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s
❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s N ❛✈❡❝ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ [M ]α′ ❡t [M ]α✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t ♣✉✐sq✉✬♦♥ s❛✐t ❞é❥à q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡
❛❜str❛❝t✐♦♥ α

v−α ([s]α) = min
N∈[M ]α

v∗N (s),

✐❧ s✉✣t ❞♦♥❝ ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ [M ]α′ ⊆ [M ]α ♣♦✉r ♣r♦✉✈❡r q✉❡ v−α ([s]α) ≤ v−α′([s]α′)✳
▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ [M ]α′ ⊆ [M ]α ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ▼❉P N ∈ [M ]α′ ✱ ♦♥ ❛ N ∈ [M ]α✳

❙♦✐t [s1]α ❧❡ ❜❧♦❝ q✉✬♦♥ r❛✣♥❡ ❡♥ ❞❡✉① ❛✉tr❡s ❜❧♦❝s ❞✐st✐♥❝ts [s2]α′ ❡t [s3]α′ ❛✈❡❝ s2 ❡t s3 ❞❡✉①
ét❛ts ❞✐st✐♥❝ts ❞❛♥s [s1]α✳ ❚♦✉s ❧❡s ❛✉tr❡s ❜❧♦❝s ♥❡ ❝❤❛♥❣❡♥t ♣❛s ❛♣rès ✉♥ r❛✣♥❡♠❡♥t✳ ❖♥ ♥♦t❡
b1, ..., b|Sα|−1 ❝❡s ❜❧♦❝s ❧à✳ ▲✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❡s ré❝♦♠♣❡♥s❡s ❡st é✈✐❞❡♥t❡ ✐❝✐✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ N ∈ [M ]α′

✐♠♣♦s❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t j ∈ {2, 3}✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❛❝t✐♦♥ a ♦♥ ❛
[

min
s′∈[sj ]α′

RN (s′, a), max
s′∈[sj ]α′

RN (s′, a)

]

⊆
[

min
s′∈[sj ]α′

RM (s′, a), max
s′∈[sj ]α′

RM (s′, a)

]

.

✹✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ P❛t❤♦❧♦❣✐❡s ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥❡s ❛❜str❛❝t✐♦♥s ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞é❝✐s✐♦♥♥❡❧s ❞❡ ▼❛r❦♦✈

➱t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ▼❉P M ♦♥ ❛

min
s′∈[s1]α

RM (s′, a) = min

(

min
s′∈[s2]α′

RM (s′, a), min
s′∈[s3]α′

RM (s′, a)

)

max
s′∈[s1]α

RM (s′, a) = max

(

max
s′∈[s2]α′

RM (s′, a), max
s′∈[s3]α′

RM (s′, a)

)

✐❧ s✬❡♥ s✉✐t q✉❡
[

min
s′∈[s1]α

RN (s′, a), max
s′∈[s1]α

RN (s′, a)

]

⊆
[

min
s′∈[s1]α

RM (s′, a), max
s′∈[s1]α

RM (s′, a)

]

.

■❧ r❡st❡ ❛❧♦rs à ♠♦♥tr❡r q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t j, k ∈ {2, 3} ❡t l ∈ {1, ..., |Sα| − 1} ♦♥ ❛

[min pN ([s1]α, a, bl),max pN ([s1]α, a, bl)] ⊆ [min pM ([s1]α, a, bl),max pM ([s1]α, a, bl)]

[min pN ([s1]α, a, [s1]α),max pN ([s1]α, a, [s1]α)] ⊆ [min pM ([s1]α, a, [s1]α),max pM ([s1]α, a, [s1]α)]

[min pN (bl, a, [s1]α),max pN (bl, a, [s1]α)] ⊆ [min pM (bl, a, [s1]α),max pM (bl, a, [s1]α)].

❖♥ ✈❛ r❛✐s♦♥♥❡r s✉r ❧❡ min✱ ❝❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t s❡r❛ ✈❛❧❛❜❧❡ ❛✉ss✐ ♣♦✉r ❧❡ max✳ ❖♥ ❛ ♣♦✉r t♦✉t ▼❉P
M

min pM ([s1]α, a, bl) = min (min pM ([s2]α′ , a, bl),min pM ([s3]α′ , a, bl)) .

❖♥ ❛ N ∈ [M ]α′ ❞♦♥❝ ♣♦✉r t♦✉t j ∈ {2, 3}✱ min pN ([sj ]α, a, bl) ≥ min pM ([sj ]α, a, bl) ♣❛r ❝♦♥sé✲
q✉❡♥t min pN ([s1]α, a, bl) ≥ min pM ([s1]α, a, bl)✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❡st ❛❧♦rs ♣r♦✉✈é❡✳

❉é♠♦♥tr♦♥s ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡

min pN ([s1]α, a, [s1]α) = min
s∈[s1]α

pN (s, a, [s2]α) + pN (s, a, [s3]α) = 0,

✐❧ ❡①✐st❡ ❛❧♦rs ✉♥ ét❛t s0 ∈ [s1]α t❡❧ q✉❡ pN (s, a, [s2]α′) = 0 ❡t pN (s, a, [s3]α′) = 0✳ P✉✐sq✉❡
N ∈ [M ]α′ ✱ ✐❧ s✬❡♥ s✉✐t q✉❡ ♣♦✉r j, k ∈ {2, 3}

[min pN ([sj ]α′ , a, [sk]α′),max pN ([sj ]α′ , a, [sk]α′)] ⊆ [min pM ([sj ]α′ , a, [sk]α′),max pM ([sj ]α′ , a, [sk]α′)].

❈❡❝✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡

min pM ([s1]α, a, [s1]α) = min
s∈[s1]α

pM (s, a, [s2]α) + pM (s, a, [s3]α) = 0.

❙✉♣♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡min pN ([s1]α, a, [s1]α) = 1 ❛❧♦rs ✐❧ ❡st é✈✐❞❡♥t q✉❡min pN ([s1]α, a, [s1]α) ≥
min pM ([s1]α, a, [s1]α)✳ ❈❡ q✉✐ ♣r♦✉✈❡ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥✳

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ min pN (bl, a, [s1]α) = 0
❝❡❝✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ s0 ∈ bl t❡❧ q✉❡ pN (s0, a, [s1]α) = 0✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ✉♥ ❜❧♦❝ bl

∗

✈ér✐✜❛♥t pN (s0, a, bl
∗) = 1✳ P✉✐sq✉❡ N ∈ [M ]′α ♦♥ ❛

[min pN (bl, a, bl
∗),max pN (bl, a, bl

∗)] ⊆ [min pM (bl, a, bl
∗),max pM (bl, a, bl

∗)] .

❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ❢♦r❝é♠❡♥t max pM (bl, a, bl
∗) = 1✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❛❧♦rs ✉♥ ét❛t s′0 ∈ bl t❡❧ q✉❡ pM (s′0, a, bl

∗) =
1✱ ❞✬♦ù pM (s′0, a, [s1]α) = 0✳ ❈❡❝✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡min pM (bl, a, [s1]α) = 0✳ ❙✐ ♦♥ ❛min pN (bl, a, [s1]α) =
1✱ ✐❧ ❡st é✈✐❞❡♥t q✉❡ min pM (bl, a, [s1]α) ≤ min pN (bl, a, [s1]α)✳

✹✷



✸✳✷✳ ❇♦✉♥❞❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡r ▼❉Ps

▲❡ ❝❛s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡

▲❡ ❝❛s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡s ▼❉P ❞♦♥t ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣❡✉✈❡♥t ♣r❡♥❞r❡ ❞❡s
✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s [0, 1]✳ ❖♥ ❛ ✈✉ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ q✉❡ ❧❡ ❢❛✐t ❞✬❛✈♦✐r ❞❡✉① ✈❛❧❡✉rs 0 ❡t 1
ét❛✐t ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡ ♣♦✉r ❛✈♦✐r ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ✈❛❧❡✉rs✳ ❈❡❝✐ ❧❛✐ss❡ ♣❡♥s❡r
q✉✬♦♥ ♥✬❛✉r❛ ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ♣❛s ❧❛ ♠ê♠❡ ♣r♦♣r✐été ❧♦rsq✉✬♦♥ ♣❛ss❡ ❛✉ ❝❛s st♦❝❤❛st✐q✉❡✳ ❋❛✉t❡ ❞❡
♠✐❡✉① ♣❡✉t✲♦♥ ❛✉ ♠♦✐♥s t♦✉❥♦✉rs ❣❛r❛♥t✐r ❡♥ ♣❛rt❛♥t ❞✬✉♥❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ α ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥
r❛✣♥❡♠❡♥t α′ q✉✐ ❣❛r❛♥t✐r❛✐t ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ✈❛❧❡✉r ❄ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s ♣❡✉t✲♦♥
tr♦✉✈❡r à ❝❤❛q✉❡ r❛✣♥❡♠❡♥t ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥ q✉✐ ❢❡r❛✐t ré❞✉✐r❡✱ ❞✬✉♥❡ ❢❛ç♦♥ ♠♦♥♦t♦♥❡✱ ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡
ét❛t ❧✬❡rr❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ Gα✱ ♦ù ♣♦✉r t♦✉t s ∈ S✱

Gα([s]α) = v+([s]α)− v−([s]α).

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r q✉❡ ♥♦♥✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ▼❉P M ✉♥❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ α t❡❧s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t r❛✣♥❡♠❡♥t ❞✐r❡❝t α′

❞❡ α ♦♥ ❛
✖ ∀s ∈ S✱ Gα′([s]α′) ≥ Gα([s]α)
✖ ∃s ∈ S✱ t❡❧ q✉❡ Gα′([s]α′) > Gα([s]α)✳

❈❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ st✐♣✉❧❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❝❛s ❞❡ ▼❉P ♦ù ❧✬❡rr❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ r❡st❡ ❞❛♥s
❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉rs ❞❡s ❝❛s ✐♥❝❤❛♥❣é❡ ❛♣rès ✉♥ r❛✣♥❡♠❡♥t✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ q✉✐ s✉✐t✱ ♦♥ ✈❛ ❥✉st❡♠❡♥t
❞♦♥♥❡r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ▼❉P✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ▼❉P ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✵✳ ▲✬✐❞é❡ ❞❡rr✐èr❡ ❝❡ ❝❤♦✐① ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❡st

✷ ✸

✹

✶

✺

✶✷

✸

✹

✺

✶✷✸

✹ ✺

0.5 v(1) = 3.33

0.1

0.1

0.15
0.15

0.2

v(2) = 3.33
0.5

0.1
0.2

0.7

v(3) = 3.33

0.3

v(4) = 0

v(5) = 0

[0.2, 0.6]

[0.1, 0.15]

v̂±(12) = [2.89, 3.89]

[0.1, 0.5]

[0.15, 0.2]

0.7v̂±(3) = [3.02, 3.72]
0.3

1

1

0.7

v̂±(123) = 3.33

[0.1, 0.3]
[0, 0.2]

1 1

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✵ ✕ ❉❡ ❣❛✉❝❤❡ à ❞r♦✐t❡ ✿ ❧❡ ▼❉P ✐♥✐t✐❛❧ M ✱ ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥ α1✱ ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥ α✳ ▲❡s
✢è❝❤❡s s♦♥t ❛♥♥♦té❡s ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ▲❡s ré❝♦♠♣❡♥s❡s s♦♥t t❡❧❧❡s q✉❡ ✿ R(1) =
R(2) = R(3) = 1(= R({1, 2}) = R({1, 2, 3}))✱ ❡t R(4) = R(5) = 0✳ ❖♥ ♣r❡♥❞ γ = 1✳

❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❞❡s ét❛ts q✉✐ s❡ ❝♦♠♣♦rt❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ s❡❧♦♥ ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉s ❣r♦ss✐èr❡
α✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ♦♥ ♥❡ r✐sq✉❡ ♣❛s ❞❡ ❝♦♠♠❡ttr❡ ❞✬❡rr❡✉r ♣✉✐sq✉✬♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ✈❛❧❡✉r✳ P✉✐s ✐❧ ❢❛✉t ♦❜s❡r✈❡r s✐ ♣♦✉r ✉♥ r❛✣♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥ α✱ ♦♥ ✈❛ ❣❛r❞❡r
❧❡s ♠ê♠❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ✈❛❧❡✉rs✳ ❊♥ ❡✛❡t ♦♥ ♣❡✉t ✈♦✐r ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✵ q✉❡ ❧❡s ét❛ts 1✱ 2 ❡t
3 ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❛❞♠❡tt❡♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ré❝♦♠♣❡♥s❡ ❡t ❧❛ ♠ê♠❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥
❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❡s ❜❧♦❝s {1, 2, 3} ❡t {4, 5}✳ ❖♥ ❛ p(1, {1, 2, 3}) = p(2, {1, 2, 3}) = p(3, {1, 2, 3}) = 0.7✱
❡t p(1, {4, 5}) = p(2, {4, 5}) = p(3, {4, 5}) = 0.3)✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ✐❧s ❛❞♠❡tt❡♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ ✈❛❧❡✉r v(1) = v(2) = v(3) = 3.33 ❡t v(4) = v(5) = 0✳ ▲✬❛❜str❛❝t✐♦♥ α ✭♠♦❞è❧❡ à ❞r♦✐t❡✮

✹✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ P❛t❤♦❧♦❣✐❡s ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥❡s ❛❜str❛❝t✐♦♥s ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞é❝✐s✐♦♥♥❡❧s ❞❡ ▼❛r❦♦✈

❡st ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡ ♠❛✐s ♣❧✉s ❝♦♠♣❛❝t❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✐♥✐t✐❛❧ q✉✐ ✈ér✐✜❡ v({1, 2, 3}) =
v({1}) = v({2}) = v({3}) = 3.33✳ ▲✬❛❜str❛❝t✐♦♥ α1 : 1, 2, 3, 4, 5→ {1, 2}, {3}, {4}, {5} r❛ss❡♠❜❧❡
❧❡s ét❛ts 1 ❡t 2 ❞❛♥s ✉♥ ♠ê♠❡ ❜❧♦❝✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ét❛t ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
✈❛❧❡✉r✱ ✐❧ ❡st ❝❧❛✐r ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s q✉❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♥❡ ♣❡✉t q✉✬❛✉❣♠❡♥t❡r✳ ❖♥ ❛

✖ Gα1({1}) = Gα1({2}) = 3.89− 2.89 = 1 > Gα({1}) = Gα({2}) = 0
✖ Gα1({3}) = 3.72− 3.02 = 0.7 > Gα({3}) = 0
✖ Gα1({4}) = Gα1({5}) = Gα({4}) = Gα({5}) = 0✳

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡ rés✉❧t❛t s✐ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥ α1 ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥
α2 : 1, 2, 3, 4, 5 → {1, 3}, {2}, {4}, {5} ♦✉ ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥ α3 : 1, 2, 3, 4, 5 → {2, 3}, {1}, {4}, {5}✳ ❊♥
❡✛❡t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❞❛♥s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❝❛s

v−α2
(13, 2, 4, 5) =







2.5000501
2.7500584

0
0






, v+α2

(13, 2, 4, 5) =







4.7823235
4.3475729

0
0







❡t v−α3
(1, 23, , 5) =







2.9033191
2.258122

0
0






, v+α3

(1, 23, 4, 5) =







4.1174752
5.2938746

0
0






.

❖♥ ♣♦✉rr❛✐t à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❡①tr❛✐r❡ ✉♥ ❛✉tr❡ ♠♦❞è❧❡ ♦ù ❧✬❡rr❡✉r ❛✉❣♠❡♥t❡ str✐❝t❡♠❡♥t
❞❛♥s t♦✉s ❧❡s ét❛ts 1, 2, 3, 4, 5 t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ét❛t s✱ Gα(s) > Gα′(s)✳ ❊♥ ❡✛❡t ❝♦♥s✐❞ér♦♥s
✉♥ ▼❉P M ′ ♦ù ♦♥ ❣❛r❞❡ ❧❡s ♠ê♠❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡s ét❛ts 1✱ 2 ❡t 3 q✉❡ ❝❡❧❧❡s ❞❛♥s ❧❡ ▼❉P
M ♠❛✐s ♦ù ♦♥ ❝❤❛♥❣❡ ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡s ét❛ts 4 ❡t 5✳ ❖♥ ♣r❡♥❞ ❛✐♥s✐ ♣♦✉r ❧❡s ét❛ts 4 ❡t
5 ✿ p(4, 4) = 0.9, p(4, 1) = 0.1 ❡t p(5, 5) = 0.9, p(5, 1) = 0.1✳ ❖♥ ♣❡✉t ❝❤♦✐s✐r ✉♥ ❢❛❝t❡✉r γ q✉✐
s♦✐t str✐❝t❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r à 1 ♠❛✐s ❛ss❡③ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ 1 ♣♦✉r ❣❛r❛♥t✐r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❖♥
r❡♠❛rq✉❡r❛ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s q✉❡ ❧✬❡rr❡✉r Gα′(s) ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ q✉❡ Gα(s) ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡
ét❛t s ❞❛♥s {1, 2, 3, 4, 5}✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥ α ❞✉ ♠♦❞è❧❡ M ✐♥✐t✐❛❧ ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✵✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ s✐ ♦♥
❛❣rè❣❡ ❧❡s ét❛ts 4 ❡t 5 ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✭❝❢✳ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✮✳

✶✷✸

✹ ✺

✶✷✸

✹✺

0.7

[0.1, 0.3]
[0, 0.2]

1 1

0.7

0.3

1

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✶ ✕ ❉❡ ❣❛✉❝❤❡ à ❞r♦✐t❡ ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥ α ❡t ❧❛ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ♠♦❞è❧❡
M ✳

❊♥ ❡✛❡t ♦♥ ❛ R(1) = R(2) = R(3) ❡t R(4) = R(5)✱ ❡t ♣♦✉r t♦✉t i ∈ {1, 2, 3}, p(i, 123) = 0.7
❡t p(i, 45) = 0.3 ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✸✳✶✶✮✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛✐t ♣❡♥s❡r q✉✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ t②♣❡ ♦ù ❧✬❡rr❡✉r Gα✕ ♣❛r

✹✹



✸✳✸✳ ❚r❛✈❛✉① ❛♥❛❧♦❣✉❡s

r❛♣♣♦rt à ✉♥❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ α ❞♦♥♥é❡✕ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❡♥ r❛✣♥❛♥t ❡st ✉♥ ❝❛s ❞❡ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡
♠♦♥tr❡ ❧❡ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✵✳ ❯♥❡ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❛✉
♠♦❞è❧❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✐✳❡✳ ❛❞♠❡tt❛♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ❡t ❞♦♥❝ ❧❛ ♠ê♠❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ q✉❡
❝❡❧❧❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥s✐❞éré✳ ❙✐ ♦♥ tr❛❞✉✐t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✺ ✭❝❤❛♣✐tr❡ ✷✮ ❡♥ t❡r♠❡s ❞✬❛❜str❛❝t✐♦♥
❝❡❝✐ r❡✈✐❡♥t à ✈ér✐✜❡r q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t s ∈ S ❡t ♣♦✉r t♦✉t s1 ∈ [s]α ✿

∀s ∈ S, ∀s1 ∈ [s]α, R(s, a) = R(s1, a), ∀[s′]α ∈ Sα, p(s, a, [s′]α) = p(s1, a, [s
′]α).

P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❛❝t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❡t ❧❛ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❝♦ï♥❝✐❞❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s
❞✬✉♥❡ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ét❛t s ∈ S✱ v(s) = v([s]α)✳

❖♥ ♦❜s❡r✈❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❞✐✛ér❡♥ts ✭♣❛t❤♦❧♦❣✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s st♦❝❤❛st✐q✉❡✮ ❞❡ ❝❡✉①
q✉✬♦♥ ❛ ♦❜t❡♥✉s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s ♦♥ ❛ ré✉ss✐ à ✐❞❡♥t✐✜❡r ✉♥❡ str✉❝t✉r❡
q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❧❡ ▼❉P ✐♥✐t✐❛❧ q✉✐ ❡st ❧❛ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ▼❉P ❛❞♠❡tt❛♥t
✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛ts✱ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ ❝❤♦s❡ s✐♠♣❧❡ ✭❢❛✉t✲✐❧ ❡♥❝♦r❡
q✉✬❡❧❧❡ ❡①✐st❡✮✳ P❧✉s✐❡✉rs tr❛✈❛✉① ♦♥t été ♣r♦♣♦sés ❡♥ ❝❡ s❡♥s ❛✜♥ ❞❡ r❡❝♦♥♥❛îtr❡ ❝❡s str✉❝t✉r❡s
✭❝❢✳ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✮✳

✸✳✸ ❚r❛✈❛✉① ❛♥❛❧♦❣✉❡s

◆♦tr❡ tr❛✈❛✐❧ ♠♦♥tr❡ ❧❡s ❧✐♠✐t❡s ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❛❜str❛❝t✐♦♥s✱ ♦ù r❛✣♥❡r ✉♥❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ♣❡✉t
✐♥❞✉✐r❡ ✉♥❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ❡rr❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ▲❛ str✉❝t✉r❡ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡①❤✐❜é❡ q✉✐ ❡st ❧❛
❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦ù ❡❧❧❡ r❡♥✈♦✐❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ r❡❝❤❡r❝❤é❡✳ ❈❡❝✐
❞✐t ✐❞❡♥t✐✜❡r ❝❡tt❡ str✉❝t✉r❡ s✬❛✈èr❡ ❝♦♠♣❧✐q✉é✕s✉rt♦✉t ❧♦rsq✉❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ét❛ts ❡st très ❣r❛♥❞✕
❝♦♠♠❡ ✐❧ ❛ été ✐❧❧✉stré ❞❛♥s ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❬❋❡r♥s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❪ ♦✉ ❞❛♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ r❛✣♥❡✲
♠❡♥t ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥s ❞❡ ❬●✐✈❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✵❪✳ ▲❡ ❢❛✐t q✉✬✉♥ r❛✣♥❡♠❡♥t ✐♥❞✉✐s❡ ✉♥❡ ♣❧✉s ♠❛✉✈❛✐s❡
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ♥♦✉✈❡❛✉✱ ✐❧ ❛ ❞é❥à été ♦❜s❡r✈é ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡
❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥ ❞❡s ❛❝t✐♦♥s ❬❙❛♥❞❤♦❧♠ ❛♥❞ ❙✐♥❣❤✱ ✷✵✶✷❪ ❡t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❥❡✉① ❝♦♠♣♦rt❛♥t ♣❧✉s✐❡✉rs
❥♦✉❡✉rs✳

P❛t❤♦❧♦❣✐❡s ❞❛♥s ❧❡s ❥❡✉① à ♣❧✉s✐❡✉rs ❥♦✉❡✉rs

▲❡s ♣❛t❤♦❧♦❣✐❡s ❞❛♥s ❧❡s ❛❜str❛❝t✐♦♥s ♦♥t été ❞é❥à ♦❜s❡r✈é❡s ❞❛♥s ❧❡s ❝❛s ❞❡ ❥❡✉① à ♣❧✉s✐❡✉rs
❥♦✉❡✉rs✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡ ♦♥ ♣❡✉t ❝✐t❡r ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ❬❑❡✈✐♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪✱ ♦ù ❧❡s ❛✉t❡✉rs ♦♥t ét✉❞✐é
❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞✉ ❥❡✉ ▲❡❞✉❝ ❍♦❧❞✬❡♠ ●❛♠❡s ✭t②♣❡ ❞❡ ❥❡✉ ❞❡ ♣♦❦❡r✮✳ P❛r s♦✉❝✐ ❞❡ s✐♠♣❧✐❝✐té ♦♥ ✈❛
❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❞❡✉① ❥♦✉❡✉rs✳ ❖♥ ♥♦t❡ ♣♦✉r i ∈ {1, 2} ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✉t✐❧✐té ui q✉✐ ❡st ❧❛ s♦♠♠❡
❞✉ ❣❛✐♥ ❝✉♠✉❧é ♣♦✉r ❛✈♦✐r ❛tt❡✐♥t ✉♥ ét❛t t❡r♠✐♥❛❧ ❞♦♥♥é✳ ❙♦✐t π = (π1, π2) ✉♥ ♣r♦✜❧ ❞❡ str❛té❣✐❡✱
ui(π) ❡st ❧❡ ❣❛✐♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ❥♦✉❡✉r i ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ❥♦✉❡✉rs 1 ❡t 2 s✉✐✈❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❛
♣♦❧✐t✐q✉❡ π1 ❡t π2 r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❡ ❥♦✉❡✉r i ❝♦♥♥❛ît ❧❛ str❛té❣✐❡ πj ❞✉ ❥♦✉❡✉r j s❛
♠❡✐❧❧❡✉r❡ ré♣♦♥s❡ ♦✉ str❛té❣✐❡ πi ❡st ❝❡❧❧❡ q✉✐ ✈ér✐✜❡

∀i, j ∈ {1, 2} ui(πi, πj) = max
π′
j

ui(πi, π
′
j).

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ♦♥ ♥❡ ❝♦♥♥❛ît ♣❛s ❧❛ str❛té❣✐❡ ❞❡ ❧✬♦♣♣♦s❛♥t ♦♥ ❢❛✐t ❛♣♣❡❧ ❛✉ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡ ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡
❞❡ ◆❛s❤ r❡♣rés❡♥té ♣❛r ❧❛ str❛té❣✐❡ π = (π1, π2)✳ ❯♥❡ str❛té❣✐❡ ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ (π∗1, π

∗
2) ❡st ✉♥❡ str❛✲

té❣✐❡ q✉✐ ♠❛①✐♠✐s❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✉t✐❧✐té ❞❛♥s ❧❡s ♣✐r❡s ❞❡s s❝é♥❛r✐♦s✱ ✐✳❡✳ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧✬♦♣♣♦s❛♥t
❛ ❡♠♣❧♦②é ❧❛ ♣✐r❡ ❞❡s str❛té❣✐❡s✱ ❝❡❧❛ s❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r

∀i, j ∈ {1, 2} ui(π
∗
i , π

∗
j ) = max

πi

min
πj

ui(πi, πj).

✹✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ P❛t❤♦❧♦❣✐❡s ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥❡s ❛❜str❛❝t✐♦♥s ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞é❝✐s✐♦♥♥❡❧s ❞❡ ▼❛r❦♦✈

P♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❛ ❞é✈✐❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❞♦♥♥é❡ π = (π1, π2) ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ str❛té❣✐❡ ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡
(π∗1, π

∗
2) ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ q✉✐ ❡st ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❡①♣❧♦✐t❛❜✐❧✐té ǫi(πi)

ǫ1(π1) = max
π′
2

u2(π1, π
′
2)− u2(π∗1, π∗2)

ǫ2(π2) = max
π′
1

u1(π
′
1, π2)− u1(π∗1, π∗2).

◆♦t♦♥s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t πi✱ ǫi(πi) ≥ 0✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù π = (π1, π2) = (π∗1, π
∗
2) ♦♥ ❛ ǫi(πi) = 0✳

P♦✉r ❞❡✉① ❛❜str❛❝t✐♦♥s α ❡t α′ t❡❧❧❡s q✉❡ α′ ❡st ✉♥ r❛✣♥❡♠❡♥t ❞❡ α✱ ♦♥ ❞✐t q✉❡ α′ ❡st ♠♦✐♥s
❡①♣❧♦✐t❛❜❧❡ q✉❡ α ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥ ❥♦✉❡✉r i ❞♦♥♥é s✐

ǫi(π
α′

i ) ≤ ǫi(παi ) ✭✸✳✶✵✮

♦ù

ǫi(π
α
i ) = max

π′
j

uj(π
α
i , π

′
j)− uj(π∗1, π∗2).

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ❥❡✉ ❞❡ ▲❡❞✉❝ ❍♦❧❞✬❡♠ ●❛♠❡s✱ ❞❡✉① ❝❛s ❞✬❛❜str❛❝t✐♦♥s ♦♥t été ❝♦♥s✐❞éré❡s ✿
❧❡ ❝❛s ❞❡s ❛❜str❛❝t✐♦♥s ❞❡s ❝❛rt❡s ❡t ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❛❜str❛❝t✐♦♥s ❞❡s ♠✐s❡s✳ ■❧ ❛ été ❝♦♥st❛té q✉✬✐❧
❡①✐st❛✐t ❞❡s ❛❜str❛❝t✐♦♥s ♦ù ❧♦rsq✉✬♦♥ ❛❣ré❣❡❛✐t ❞❡✉① ❝❛rt❡s ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦♥ ♦❜t❡♥❛✐t ✉♥❡ str❛té❣✐❡
♠♦✐♥s ❡①♣❧♦✐t❛❜❧❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦♥ ♥✬❛❣ré❣❡❛✐t ♣❛s ❧❡s ❝❛rt❡s✳ ▲❡ ❥❡✉ ❝♦♠♣r❡♥❞ 12 ♦♣t✐♦♥s ❞❡
♠✐s❡s q✉✐ ♦♥t été ré❞✉✐t❡s à 4 ♦♣t✐♦♥s ❞❡ ♠✐s❡s✳ ❉❛♥s ❝❡s 4 ♦♣t✐♦♥s✱ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s
❞✬❛❝t✐♦♥s ♦♥t été ❝♦♥s✐❞éré❡s✳ ■❧ ❛ été ❝♦♥st❛té q✉✬❛✈♦✐r ♣❧✉s ❞✬♦♣t✐♦♥s ♣♦✉✈❛✐t ❢❛✐r❡ ❛✉❣♠❡♥t❡r
❧✬❡①♣❧♦✐t❛❜✐❧✐té ✭❞✉ ❥♦✉❡✉r ♦✉ ❞❡ ❧✬♦♣♣♦s❛♥t✮✳

P❛t❤♦❧♦❣✐❡s ❞❛♥s ❧❡s ❛❜str❛❝t✐♦♥s ❞✬❛❝t✐♦♥s

❖♥ ✈❛ s✬✐♥tér❡ss❡r ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❛✉① ❛❜str❛❝t✐♦♥s ❞❡s ❛❝t✐♦♥s✳ ❯♥❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ❞❡s ❛❝t✐♦♥s s✐✲
❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❡s ❛❝t✐♦♥s ❞♦♥t ❞✐s♣♦s❡ ✉♥ ❛❣❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ❥❡✉ ❛❜str❛✐t ❞✐✛èr❡♥t ❞❡ ❝❡❧❧❡s ❞♦♥t ✐❧
❞✐s♣♦s❡ ❞❛♥s ❧❡ ❥❡✉ ❞❡ ❞é♣❛rt ✭✐❧ ❞✐s♣♦s❡ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ♠♦✐♥s ❞✬❛❝t✐♦♥s✮✳ ❖♥ ✈❛ ❡①♣❧✐❝✐t❡r ✉♥
❡①❡♠♣❧❡ t✐ré ❞❡ ❬❙❛♥❞❤♦❧♠ ❛♥❞ ❙✐♥❣❤✱ ✷✵✶✷❪ q✉✐ ♠♦♥tr❡ q✉✬✉♥❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ♣❧✉s ❣r♦ss✐èr❡ ♣❡✉t
s✬❛✈ér❡r ♠♦✐♥s ❡①♣❧♦✐t❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✵✮✳

❊①❡♠♣❧❡ ✿

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❡✉① ❥♦✉❡✉rs 1 ❡t 2✳ ▲❡ ❥♦✉❡✉r 1 ❞✐s♣♦s❡ ❞❡s ❛❝t✐♦♥s a ❡t b✳ ▲❡ ❥♦✉❡✉r 2 ❞✐s♣♦s❡
❞❡s ❛❝t✐♦♥s a✱ b ❡t c✳ ❙✐ ❧❡s ❞❡✉① ❥♦✉❡✉rs ❝❤♦✐s✐ss❡♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ❛❝t✐♦♥✱ ❝✬❡st ❧❡ ❥♦✉❡✉r 2 q✉✐ ❣❛❣♥❡✳ ■❧
r❡ç♦✐t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ✉♥❡ ré❝♦♠♣❡♥s❡ R(2) = 2 ❡t ❧❡ ❥♦✉❡✉r 1 ♥❡ r❡ç♦✐t r✐❡♥ ❡♥ r❡t♦✉r✱ R(1) = 0✳ ❙✐
❧❡ ❥♦✉❡✉r ♥✉♠ér♦ 2 ❝❤♦✐s✐t a ♦✉ b ❡t q✉❡ ❧❡ ❥♦✉❡✉r 1 ❝❤♦✐s✐t ❧✬❛❝t✐♦♥ ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ❝✬❡st ❧❡ ❥♦✉❡✉r 1 q✉✐
❣❛❣♥❡ ❡t ✐❧ r❡ç♦✐t ✉♥❡ ré❝♦♠♣❡♥s❡ R(1) = 2 t❛♥❞✐s q✉❡ R(2) = 0✳ ❙✐ ❧❡ ❥♦✉❡✉r 2 ❝❤♦✐s✐t ❧✬❛❝t✐♦♥
c✱ ❧❡s ❞❡✉① ❥♦✉❡✉rs r❡ç♦✐✈❡♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ré❝♦♠♣❡♥s❡ R(1) = R(2) = 1✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ str❛té❣✐❡ ❡st
❧❛ str❛té❣✐❡ ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡✳ ▲❡ ❥♦✉❡✉r 1 ❝❤♦✐s✐t ❧✬❛❝t✐♦♥ a ♦✉ b ❛✈❡❝ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té 1

2 ✳ ▲❡ ❥♦✉❡✉r 2 ❝❤♦✐s✐t
❧✬❛❝t✐♦♥ a ♦✉ b ❛✈❡❝ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té p ❡t ❧✬❛❝t✐♦♥ c ❛✈❡❝ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té 1− 2p✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥
♦ù ❧❡ ❥♦✉❡✉r 1 ♥❡ ❞✐s♣♦s❡ q✉❡ ❞❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ a✱ ❧❡ ❥♦✉❡✉r 2 ♣❡✉t ❝❤♦✐s✐r ❧✬❛❝t✐♦♥ a q✉✐ ❡st ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡
❧❛ str❛té❣✐❡ ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ♣❧✉s ❣r♦ss✐èr❡ ♦ù ❧❡ ❥♦✉❡✉r 2 ♥❡ ❞✐s♣♦s❡ q✉❡
❞❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ c✱ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ str❛té❣✐❡ ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞✉ ❥❡✉ ✐♥✐t✐❛❧ ♦ù ❧❡s ❞❡✉① ❥♦✉❡✉rs r❡ç♦✐✈❡♥t
❧❛ ♠ê♠❡ ré❝♦♠♣❡♥s❡✳

✸✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❖♥ ❛ ét✉❞✐é ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❞❡✉① t②♣❡s ❞✬❛❜str❛❝t✐♦♥s ✿ ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❡ ❡t ❧✬❛❜str❛❝✲
t✐♦♥ ❇▼❉P✳ ❖♥ ❛ r❡❢♦r♠❛❧✐sé ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❇▼❉P ❡t ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥
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❝♦rr✐❣é❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❬●✐✈❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✵❪✳ ❖♥ ❛ ❛✉ss✐ ♣r♦✉✈é ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❛✲
❧❡✉rs ❞✉ ❇▼❉P ❡t ❝❡❧❧❡ ❞✬✉♥ ▼❉P s♦✉s ❥❛❝❡♥t à tr❛✈❡rs ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ❞❡s ♠♦❞è❧❡s✳
❖♥ ❛ ♠♦♥tré q✉✬✐❧ ♣♦✉✈❛✐t ② ❛✈♦✐r ❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡
✈❛❧❡✉r ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❛❜str❛❝t✐♦♥s ♠ê♠❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ♣✉r❡♠❡♥t ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❞❛♥s ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡
♠♦②❡♥♥❡ ✭♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✮ ❡t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ✭♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ✺ ❡t ✻✮ ♣♦✉r
❧❡s ❜♦✉♥❞❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡r ▼❉P✳ ▲✬❛♥❛❧②s❡ q✉✬♦♥ ♣r♦♣♦s❡ ✐❝✐ s✉r ❧❡s ♣❛t❤♦❧♦❣✐❡s ❧✐é❡s à ❝❡rt❛✐♥❡s
❛❜str❛❝t✐♦♥s ❡st ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡s q✉✐ ♦♥t été ❞é❥à ❛✈❛♥❝é❡s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳
❊♥ ❡✛❡t ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❝❡ q✉✐ ❛ été ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❬❑❡✈✐♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪ ❡t ❬❙❛♥❞❤♦❧♠ ❛♥❞ ❙✐♥❣❤✱
✷✵✶✷❪✱ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s q✉✬♦♥ ❡①❤✐❜❡ ✐❝✐ s♦♥t ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❛❞♠❡tt❛♥t ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❛❝t✐♦♥ ❡t ✉♥ s❡✉❧ ❥♦✉❡✉r
✭❧❡s ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡s ♣rés❡♥tés ✐❝✐ s♦♥t ❞❡s ❝❤❛î♥❡s ❞❡ ▼❛r❦♦✈✮✳ ❈❡❧❛ ❧❛✐ss❡ à ♣❡♥s❡r q✉❡ ❞❛♥s
❝❡rt❛✐♥s ❝❛s ✭❧❡s ❇▼❉P ② ❝♦♠♣r✐s✮✱ s❡✉❧❡ ❧❛ st♦❝❤❛st✐❝✐té ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ♣❡✉t ❡①♣❧✐q✉❡r ❧❡s
♣❛t❤♦❧♦❣✐❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s ❧❡s ❛❜str❛❝t✐♦♥s✳
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▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡
♣♦✉r ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞❡ t②♣❡ ✐tér❛t✐♦♥s s✉r

❧❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞r❡ss❡r ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❞❡ q✉❡❧q✉❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❛♣✲
♣r♦①✐♠❛t✐✈❡s ❞❡s ▼❉P✳ ❈❡❝✐ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ✺
❡t ✻✳ ❈❡s ♠ét❤♦❞❡s ❝❛❧❝✉❧❡♥t ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈r❛✐❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r v∗✳ ▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s
❛ss♦❝✐és s♦♥t ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❛♣♣r♦❝❤é❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ✐♥tr♦❞✉✐ts
❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❖♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ ❛✐♥s✐ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❛✈❡❝ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
✭❆❱■✮ ❡t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❛✈❡❝ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭❆P■✮✳ ❖♥ ♣rés❡♥t❡r❛
♣❧✉s ❡♥ ❞ét❛✐❧s ❝❡s ❞❡✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡
❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s❡r❛ ❝♦♥s❛❝ré❡ ❛✉① ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r
♣♦✉r ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ π ✜①é❡ q✉✐ ♣❡✉t s❡r✈✐r ♣♦✉r ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞❡ t②♣❡ ❆P■✳ ❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡r❛ ♣❧✉s
♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❛✉① ♠ét❤♦❞❡s ❞✐t❡s ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✳ ❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐r❛ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡ ♣❧✉s✐❡✉rs
❞❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts✳

✹✳✶ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❛✈❡❝ ❛♣♣r♦①✐✲
♠❛t✐♦♥

❆✜♥ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ v∗✱ ♦♥ ✈❛ ét❡♥❞r❡ ❧❡s ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡s ✐♥tr♦❞✉✐ts ❞❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡ ✭■❱✮ ❡t ✭■P✮ ❛✉ ❝❛s ❛♣♣r♦❝❤é✳

✹✳✶✳✶ ■tér❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❛✈❡❝ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❆❱■

▲❡ s❝❤é♠❛ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❛✈❡❝ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❆❱■ ❝❛❧❝✉❧❡✱ à ❝❤❛q✉❡
✐tér❛t✐♦♥ k✱ ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♣❛r ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❇❡❧❧♠❛♥
♦♣t✐♠❛❧ T = maxπ Tπ à ✉♥❡ ❡rr❡✉r ǫk ♣rès

vk+1 ← Tvk + ǫk+1.

▲✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ vk+1 ❞❡ Tvk ♣❡✉t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é ♣❛r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡
s✉♣❡r✈✐sé✳ ▲❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ǫk ❡st ♣♦✉r t♦✉t k ❧✬❡rr❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❣é♥éré❡✳ P♦✉r k = 0✱ ♦♥

✹✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ♣♦✉r ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞❡ t②♣❡ ✐tér❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s

♣r❡♥❞ v0 ❛r❜✐tr❛✐r❡✳ ❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❆❱■ ♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡ ♣❛s✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s ♦♥ ♣❡✉t ❜♦r♥❡r
❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡ v∗ ❡t ❧❛ ✈❛❧❡✉r vπk

✱ ♦ù vπk
❡st ❧❛ ✈r❛✐❡ ✈❛❧❡✉r s✐ ♦♥ s✉✐t

❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ πk✳ ❙✐ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ ❧❡s ❡rr❡✉rs ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❜♦r♥é❡s ✿ ♣♦✉r t♦✉t k✱
‖ǫk‖∞ ≤ ǫ✱ ♦♥ s❛✐t q✉❡ ❬❇❡rts❡❦❛s ❛♥❞ ❚s✐ts✐❦❧✐s✱ ✶✾✾✻❪

lim sup
k→∞

‖v∗ − vπk
‖∞ ≤

2γǫ

(1− γ)2 .

❈❡tt❡ ❜♦r♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t ❣r❛♥❞❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞✬❛❝t✉❛❧✐s❛t✐♦♥ γ ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞❡
1✱ ❡❧❧❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❛✉① ❞✐✛ér❡♥ts ❝❛s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❈✬❡st ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ q✉✬♦♥ ♣✉✐ss❡
❛✈♦✐r✱ ❬❙❝❤❡rr❡r ❛♥❞ ▲❡s♥❡r✱ ✷✵✶✷❪ ♦♥t ❡①❤✐❜é ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▼❉P ✭❞ét❡r♠✐♥✐st❡✮ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ❡❧❧❡
❡st ❛tt❡✐♥t❡✳

✹✳✶✳✷ ■tér❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❛✈❡❝ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❆P■

▲❡ s❝❤é♠❛ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❛✈❡❝ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭❆P■✮ ❝❛❧❝✉❧❡ ✉♥❡
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ πk ✜①é❡✱ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r vπk

à ✉♥❡ ❡rr❡✉r ǫk ♣rès✳ ❖♥ ♥♦t❡ G(vk)
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❣❧♦✉t♦♥♥❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à vk✳ ▲❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❆P■ ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡
❞❡ ❧❛ s♦rt❡

vk ← vπk
+ ǫk

πk+1 ∈ G(vk).

▲✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ vk ❞❡ vπk
s❡ ❢❛✐t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ à tr❛✈❡rs ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ t②♣❡ ❧❡❛st

sq✉❛r❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ▲❙❚❉ q✉✬♦♥ ❞é❝r✐r❛ ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ q✉✐ s✉✐t✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❧❡❛st sq✉❛r❡
♣♦❧✐❝② ✐t❡r❛t✐♦♥ ❡st ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❛✈❡❝ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳
✭❆P■✮ ❛❞♠❡t ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐❞❡♥t✐q✉❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✭❆❱■✮✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ▼❉P
♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ❡❧❧❡ ❡st ❛tt❡✐♥t❡ ❬❇❡rts❡❦❛s ❛♥❞ ❚s✐ts✐❦❧✐s✱ ✶✾✾✻❪✳

❯♥❡ ❢♦✐s q✉✬♦♥ ❛ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ❛✈❡❝ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ♦♥ ✈❛
s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❡r ❞❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t s✉r ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❝❤é❡ ❞✬✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❝❡ q✉✐ ♣❡✉t s❡r✈✐r ❞❛♥s
✉♥ s❝❤é♠❛ t②♣❡ ✭❆P■✮ ✸✳

✹✳✷ ▲❡s ▼ét❤♦❞❡s ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥

❈♦♥s✐❞ér♦♥s✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ✜①é❡ π✱ ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈M ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ ❞❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡
tr❛♥s✐t✐♦♥ Pπ ❡t ❞❡ ré❝♦♠♣❡♥s❡ Rπ ♣r❡♥❛♥t s❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ X ✳ ❈❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
✈❛❧❡✉r vπ = T πvπ r❡❧❛t✐✈❡ à ❝❡tt❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ♣❡✉t s✬❛✈ér❡r ❝♦♠♣❧✐q✉é ❧♦rsq✉❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s
ét❛ts ❡st très ❣r❛♥❞✳ ❖♥ ✈❛ s✬✐♥tér❡ss❡r ✐❝✐ à ❛♣♣r♦❝❤❡r ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡♥ ❡st✐♠❛♥t s❡s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s
s✉r ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ ♣❧✉s ré❞✉✐t❡ d≪ n✳ ❈❡s ❡s♣❛❝❡s s♦♥t ❞❡s s♦✉s✲❡s♣❛❝❡s ✈❡❝t♦r✐❡❧s ❣é♥érés
♣❛r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ✧❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s✧ ♦✉ ✧❢❡❛t✉r❡s✧ ✳ ▲✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
v̂ ❞❡ v ❡st ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ v ✭♦♥ ♦♠❡ttr❛ ❞♦ré♥❛✈❛♥t ❧✬❡①♣♦s❛♥t π✮✳ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
❢❡❛t✉r❡s (φi)1≤i≤d ❢♦r♠❡♥t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡s ❢❡❛t✉r❡s q✉✬♦♥ ♥♦t❡ Φ✳ ❈✬❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞♦♥t ❧❡s ❝♦❧♦♥♥❡s
s♦♥t ❢♦r♠é❡s ♣❛r ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s✱ ❡❧❧❡ ❡st ❞❡ t❛✐❧❧❡ |X |× d✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r θ ∈ R

d t❡❧ q✉❡ v̂ = Φθ✱
❝✬❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ♣♦✐❞s ❛ss♦❝✐é à v̂ ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ v s✉r span(Φ)✱ q✉✐ ❡st ❧✬❡s♣❛❝❡ ❣é♥éré ♣❛r ❧❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s (φi)1≤i≤d✳ ❖♥ ♥♦t❡ Π ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡ s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❢❡❛t✉r❡s

✸✳ ▲✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡st ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ♣♦✉r ✭❆❱■✮✳ ❈❡❝✐ r❡✈✐❡♥t à ❝❛❧❝✉❧❡r ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥ k ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❞❡ Tvk✳ ❖♥ ❛ vk+1 = ATvk✱ ♦ù A ❡st ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❖♥ ♣❡✉t ❝❛❧❝✉❧❡r ♣♦✉r t♦✉t k ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
vk+1 ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ✿ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s F ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧ ❞♦♥♥é✱ vk+1 ❡st ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞✉
✈❡❝t❡✉r Tvk s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ F ❬▼✉♥♦s✱ ✷✵✵✼❪✳

✺✵



✹✳✷✳ ▲❡s ▼ét❤♦❞❡s ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥

s❡❧♦♥ ❧❛ ♥♦r♠❡ ‖.‖ξ✱ ♦ù ξ ❡st ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ✈ér✐✜❛♥t ξ(i) > 0✱ ♣♦✉r t♦✉t i✳ ▲❛
♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ Π ✈ér✐✜❡ ♣♦✉r t♦✉t u ∈ span(Φ) ✿

Πu = u = Φα,

♦ù α ❡st ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à R
d✳ P♦✉r t♦✉t u ∈ span(Φ) ♦♥ ❛

〈Φ, u〉ξ = 〈Φ,Φα〉ξ, ✭✹✳✶✮

♦ù ❧❡ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ 〈., .〉ξ ✈ér✐✜❡ ♣♦✉r t♦✉s ✈❡❝t❡✉rs u ❡t v ✐♥ R
|S|✱ 〈u, v〉ξ = utDξv ♦ù Dξ ❡st

❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ❢♦r♠é❡ ♣❛r ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ξ✳ ❖♥ ❛ ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t

ΦtDξu = ΦtDξΦα.

❊♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡

❍②♣♦t❤ès❡ ✶✳ ❧❡s ❢❡❛t✉r❡s (φj)1≤j≤d s♦♥t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✱

♦♥ ❛✕❣râ❝❡ ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ ξ(i) > 0 ♣♦✉r t♦✉t i✕ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ΦTDξΦ ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ✭✈♦✐r ♣r❡✉✈❡ ❇ ❞❛♥s
❧✬❛♥♥❡①❡ ❇✮✱ ✐❧ s✬❡♥ s✉✐t q✉❡

Π = Φ(ΦtDξΦ)
−1ΦDξ. ✭✹✳✷✮

❖♥ ❞é❝r✐r❛ ❞❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t ❝❡rt❛✐♥❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ q✉✐ ❡①✐st❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡
❡t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ét❛❜❧✐s ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s v̂✳

✹✳✷✳✶ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥
❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ v = Tv s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ span(Φ)✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳ ❖♥ ❧❛
❞é❝r✐t ✐❝✐ ❝❛r ❡❧❧❡ ♣❛r❛ît ❛ss❡③ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❡t s✐♠♣❧❡✳ ❊❧❧❡ ❝♦♥s✐st❡ ♣ré❝✐sé♠❡♥t à ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥
♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡ Π(I − γP )−1r ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ (I − γP )−1r ✳ ❊♥ é❝r✐✈❛♥t (I − γP )−1 =

∑∞
i=0(γP )

i✱
❝❡tt❡ q✉❛♥t✐té éq✉✐✈❛✉t à

Π(I − γP )−1r = Φ(ΦtDξΦ)
−1ΦtDξr + γΦ(ΦtDξΦ)

−1ΦtDξPr + γ2Φ(ΦtDξΦ)
−1ΦtDξP

2r + ....

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s A ❡t b t❡❧❧❡s q✉❡

A = (ΦtDξΦ), b = ΦtDξ(I + γP + γ2P 2 + ...)r.

■❧ s✬❡♥ s✉✐t q✉❡
Π(I − γP )−1r = ΦA−1b.

P♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s A ❡t b ♦♥ ♣r♦❝è❞❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿ s♦✐❡♥t n tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s
(Xj

i )j≥1 ♣♦✉r i ∈ {1, 2, ..., n} t❡❧❧❡s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉s i, j✱ X0
i ∼ ξ ❡t Xj+1

i ∼ Pπ(.|Xj
i )✱ ❛✈❡❝

i ∈ {1, ..., n}✳ ❙♦✐❡♥t Â ❡t b̂ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s q✉✐ s♦♥t ❝♦♥str✉✐t❡s à ♣❛rt✐r ❞❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s Xj
i ✱ ♦♥ ❛

Â =
1

n

n∑

i=1

φ(X0
i )φ

t(X0
i )

b̂ =
1

n

n∑

i=1

φ(X0
i )

∞∑

j=0

γjr(Xj
i ).

✺✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ♣♦✉r ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞❡ t②♣❡ ✐tér❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s

P✉✐sq✉❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s (Xi)i≥1 s♦♥t ✐✐❞✱ ♦♥ ❛ ♣♦✉r t♦✉t i

Eξ[φ(X
0
i )φ

t(X0
i )] = ΦtDξΦ = A

Eξ



φ(X0
i )

∞∑

j=0

γjr(Xj
i )



 = ΦtDξ

∞∑

j=0

γjP jr = b,

♦ù Eξ[.] ❡st ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ [.] s❛❝❤❛♥t q✉❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❛ été t✐ré s❡❧♦♥ ❧❛ ❧♦✐
ξ✳ ▲❡s ♠❛tr✐❝❡s Â ❡t b̂ s♦♥t ❛❧♦rs ❞❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ♥♦♥ ❜✐❛✐sés ❞❡ A ❡t b✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥
❞✐r❡❝t❡ r❡♥✈♦✐❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ v̂ = ΦÂ−1b̂ ❞❡ v s✉r span(Φ)✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t ❡❧❧❡ r❡q✉✐❡rt ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡s n ❛ss❡③ ❧♦♥❣✉❡s ✹✭X0

i , X
1
i , ...✮✱ ❝❡

q✉✐ ❧❛ r❡♥❞ très ♣❡✉ ✉t✐❧✐s❛❜❧❡✳ ❖♥ ❧✉✐ ♣ré❢èr❡ ❛✐♥s✐ ❞✬❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ❞✉ ♣♦✐♥t ✜①❡ ♣r♦❥❡té q✉✬♦♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡ ❞❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t✳

✹✳✷✳✷ ▲❡s ▼ét❤♦❞❡s ❞✉ ♣♦✐♥t ✜①❡

❖♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ ❞❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ❞✉ ♣♦✐♥t ✜①❡ ♣r♦❥❡té ✿ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ rés✐❞✉ ❞❡
❇❡❧❧♠❛♥ ❡t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s✳

▼ét❤♦❞❡ ❞✉ rés✐❞✉ ❞❡ ❇❡❧❧♠❛♥

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ rés✐❞✉ ❞❡ ❇❡❧❧♠❛♥ ❛ été ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❬❙❝❤✇❡✐t③❡r ❛♥❞ ❙❡✐❞♠❛♥✱ ✶✾✽✺❪ ❛✜♥
❞✬❛♣♣r♦❝❤❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞♦♥♥é✳ ❊❧❧❡ ❝♦♥s✐st❡ à ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧✬❡rr❡✉r ❡♥tr❡
❧❡ ✈❡❝t❡✉r v̂ = Φθ ❡t T v̂ s❡❧♦♥ ❧❛ ♥♦r♠❡ ‖.‖ξ✳ ❊❧❧❡ ❡st✐♠❡ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r θres t❡❧ q✉❡

θres = arg min
θ∈Rd
‖Φθ − TΦθ‖ξ

= arg min
θ∈Rd
‖(I − γP )Φθ − r‖ξ.

▲❡ ✈❡❝t❡✉r θres ✈ér✐✜❡ ∇θresg(θ) = 0 ❛✈❡❝

g(θ) =
√

θtΦt(I − γP )tDξ(I − γP )Φθ − θtΦt(I − γP )tDξr − rtDξ(I − γP )Φθ + rtDξr.

❉ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ ✈❡❝t❡✉r θres éq✉✐✈❛✉t à rés♦✉❞r❡ ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ Aθres = b t❡❧❧❡ q✉❡

A = Φt(I − γP )tDξ(I − γP )Φ, b = Φt(I − γP )tDξr.

▲❛ ♠❛tr✐❝❡ A ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ s②♠étr✐q✉❡✳ ❊♥ ❡✛❡t ❡❧❧❡ ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ ❞❡ ❧❛ s♦rt❡

A = GtG, ❛✈❡❝ G =
√
Dξ(I − γP )Φ

❞♦♥❝ ❡❧❧❡ ❡st ❢♦r❝é♠❡♥t s❡♠✐✲❞é✜♥✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❙✐ ❞❡ ♣❧✉s ♦♥ ❛ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ✶ ❡t ✷ q✉✐ s♦♥t
✈ér✐✜é❡s✱ ♦♥ s❛✐t ❞✬❛♣rès ❬❙❝❤♦❦♥❡❝❤t✱ ✷✵✵✷❪ q✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ A ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞♦♥❝ ✐♥✈❡rs✐❜❧❡✳
❉✬♦ù

θres = A−1b.

P♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ θres ♦♥ ♣r♦❝è❞❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ❀ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s
(Xi, r(Xi), Yi, Y

′
i ) t❡❧s q✉❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s (Xi)i≥1 s♦♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐✐❞ ❞❡ ❧♦✐ ξ✱ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s Yi ❡t

✹✳ ❖♥ ♣❡✉t ❝❡rt❡s t♦✉❥♦✉rs tr♦♥q✉❡r ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❡t ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❡rr❡✉r q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ γLVmax✱ ♦ù L ❡st ❧❛
❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡✳

✺✷



✹✳✷✳ ▲❡s ▼ét❤♦❞❡s ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✻ ▲❡❛st ❙q✉❛r❡ ❇❡❧❧♠❛♥ ❘❡s✐❞✉❛❧ ❆❧❣♦r✐t❤♠

❙♦✐❡♥t Â := 0✱ b̂ := 0✱ t := 0✳
P♦✉r i = 0, 1, 2, ..., n ❢❛✐r❡
Â← Â+ (φ(Xi)− γφ(Yi))(φt(Xi)− γφt(Y ′

i ))✳
b̂← b̂+ (φ(Xi)− γφ(Yi))r(Xi)✳

✜♥ ✓ P♦✉r ✔
θ̂ = Â−1b̂✳

Yi+1 s♦♥t ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❣é♥éré❡s s❡❧♦♥ ❧❛ ❧♦✐ Pπ(.|Xi)✳ ❙♦✐❡♥t Â ❡t b̂ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s
q✉✐ ✈ér✐✜❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t

Â =
1

n

n∑

i=1

(φ(Xi)− γφ(Yi))(φt(Xi)− γφt(Y ′
i ))

b̂ =
1

n

n∑

i=1

(φ(Xi)− γφ(Yi))r(Xi).

◆♦t♦♥s σ(X1, ..., Xi) ❧❛ s✐❣♠❛✲❛❧❣è❜r❡ ❣é♥éré❡ ♣❛r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s (Xj)j≤i ♦♥ ❛

Eξ[(φ(Xi)− γφ(Yi))(φt(Xi)− γφt(Y ′
i ))]

= Eξ[Eξ[(φ(Xi)− γφ(Y ′
i ))(φ

t(Xi)− γφt(Y ′
i ))|σ(X1, ..., Xi)]].

P✉✐sq✉❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s Yi ❡t Y ′
i s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ♦♥ ❛

Eξ[(φ(Xi)− γφ(Yi))(φt(Xi)− γφt(Y ′
i ))]

= Eξ[Eξ[(φ(Xi)− γφ(Y ′
i ))|σ(X1, ..., Xi)]E[(φ

t(Xi)− γφt(Y ′
i ))|σ(X1, ..., Xi)]]

= Eξ[(φ(Xi)− γPφ(Xi))(φ
t(Xi)− γPφt(Xi))].

▲❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s (Xi)i≥1 s♦♥t ✐✐❞✱ ✐❧ s✬❡♥ s✉✐t q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t i ≥ 1✱ Eξ[(φ(Xi) − γPφ(Xi))(φ
t(Xi) −

γPφt(Xi))] = A✳ ❉❡ ♠ê♠❡ ♦♥ ❛ ♣♦✉r t♦✉t i

Eξ[(φ(Xi)− γφ(Yi))r(Xi)] = E[Eξ[(φ(Xi)− γφ(Yi+1))r(Xi)|σ(X1, ..., Xi)]]

= E[Eξ[(φ(Xi)− γPφ(Xi))r(Xi)]] = b.

▲❡s ♠❛tr✐❝❡s Â ❡t b̂ s♦♥t ❞♦♥❝ ❞❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ♥♦♥ ❜✐❛✐sés ❞❡ A ❡t b✳ ❯♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❡♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s
✜♥✐s ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛ été ét❛❜❧✐❡ ❞❛♥s ❬▼❛✐❧❧❛r❞ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❪✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▲❡❛st sq✉❛r❡ ❇❡❧❧♠❛♥
r❡s✐❞✉❛❧ ▲❙❇❘ ✭❝❢✳ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✻✮ r❡♣♦s❡ s✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ rés✐❞✉ ❞❡ ❇❡❧❧♠❛♥✳ ■❧ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡s
❡st✐♠❛t✐♦♥s Â ❡t b̂ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s (Xi, Yi, Y

′
i )i≥1✳ ▲❙❇❘ r❡♥✈♦✐❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t

❧❡ ✈❡❝t❡✉r θ ❞é✜♥✐ ♣❛r θres = A−1b✳

▼ét❤♦❞❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❝♦♥s✐st❡ à ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ v̂ q✉✐ ❛♣♣❛rt✐❡♥t
à ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❢❡❛t✉r❡s ❡t T v̂ q✉✐ ❛ ♣r✐♦r✐ ♥✬② ❛♣♣❛rt✐❡♥t ♣❛s✳ ▲❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❡st ❛tt❡✐♥t❡
❧♦rsq✉❡ v̂−T v̂ ❡st ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ à span(Φ) ❡t ❞♦♥❝ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ à v̂ q✉✐ ❛♣♣❛rt✐❡♥t à span(Φ)✳ ◆♦t♦♥s
vθTD

❝❡tt❡ ✈❛❧❡✉r✱ ♦♥ ❛

〈vθTD
, vθTD

− TvθTD
〉ξ = 0.

✺✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ♣♦✉r ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞❡ t②♣❡ ✐tér❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s

❈♦♥s✐❞ér♦♥s Π ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡✳ ❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t Π à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱
♦♥ ♦❜t✐❡♥t

〈ΠvθTD
,Π(vθTD

− TvθTD
)〉ξ = 0⇒ 〈vθTD

,Π(vθTD
− TvθTD

)〉ξ = 0.

■❧ s✉✣t ❞♦♥❝ q✉❡ Π(vθTD
− TvθTD

) = 0 ♣♦✉r ❛♥♥✉❧❡r ❧❡ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ❞é✜♥✐ ♣❧✉s ❤❛✉t✳ ▲❡
✈❡❝t❡✉r θTD ✈ér✐✜❡

ΠvθTD
= ΠTvθ ⇔ vθTD

= ΠTvθTD
.

❖♥ ❝♦♥❝❧✉t ❞♦♥❝ q✉❡ θTD ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ Φθ = ΠTΦθ✳ ❊♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
♣❛r ❧❡✉rs ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

Φθ = Φ(ΦtDξΦ)
−1ΦtDξ(r + γPΦθ).

❈❡❝✐ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à rés♦✉❞r❡ ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞✉ t②♣❡ Aθ = b ❛✈❡❝ A = ΦtDξ(I − γP )Φ ❡t
b = ΦtDξR✳ ❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ ♦♥ ♥✬❛ ❛✉❝✉♥❡ ❣❛r❛♥t✐❡ s✉r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ Aθ = b✳
P♦✉r ❝❡❧❛✱ ✐❧ ❡st ✉s✉❡❧ ❞❡ ❢❛✐r❡ ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ♣❧✉s s✉r ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈M✳

❍②♣♦t❤ès❡ ✷✳ M ❛❞♠❡t ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ µ t❡❧❧❡ q✉❡ µ = µPπ✳ ❈❡tt❡ ♠❡s✉r❡ ✈ér✐✜❡
µ(i) > 0 ♣♦✉r t♦✉t i ∈ {1, ..., n}✳

❙♦✉s ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡✱ ♦♥ ❛ ‖Π‖µ = 1 ❬❚s✐ts✐❦❧✐s ❛♥❞ ❘♦②✱ ✶✾✾✼❪ ❞✬♦ù ΠT ❡st ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r
(‖.‖µ, γ)✲❝♦♥tr❛❝t❛♥t✳ P❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞✉ ♣♦✐♥t ✜①❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ v = ΠTv ❛❞♠❡t ✉♥❡
✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ vθTD

= ΦθTD✳ ❈❡❝✐ ♣r♦✉✈❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ Aθ = b✳ ❙♦✉s
❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ✶ ❡t ✷✱ ♦♥ ❛ ΦtDµΦ ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ❡t ❞♦♥❝ θTD ❡st ✉♥✐q✉❡ ❡t ✈ér✐✜❡

θTD = (ΦtDµΦ)
−1ΦtDµvθTD

.

P♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ θTD ♦♥ ♣r♦❝è❞❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s (Xi)i≥1

❣é♥érés à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❈▼✭ξ, P ✮ ✭❝❡tt❡ ♥♦t❛t✐♦♥ s✐❣♥✐✜❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ξ ❡t
❞❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ P ✮ ❡t ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s Â ❡t b̂ t❡❧❧❡s q✉❡

Â =
1

n− 1

n−1∑

i=1

φ(Xi)(φ
t(Xi)− γφt(Xi+1))

b̂ =
1

n− 1

n−1∑

i=1

φ(Xi)r(Xi).

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡s ❣r❛♥❞s ♥♦♠❜r❡s ❬◆❡❞✐❝ ❛♥❞ ❇❡rts❡❦❛s✱ ✷✵✵✷❪ ✭✈♦✐r ❧❡ t❤é♦✲
rè♠❡ ✶✸ ❡t ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✾ ❞❛♥s ❧✬❛♥♥❡①❡ ❇✮ ♦♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡

Â
n→∞−→ Eµ[φ(Xi)(φ

t(Xi)− γφt(Xi+1))] = A

b̂
n→∞−→ Eµ[φ(Xi)r(Xi)] = b.

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▲❡❛st sq✉❛r❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✭❝❢✳ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✼✮✱ ✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛r ❬❇r❛❞t❦❡ ❛♥❞
❇❛rt♦✱ ✶✾✾✻❪✱ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s✳ ■❧ ❝♦♥str✉✐t à ❝❤❛q✉❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s
✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ Â ❡t b̂ ❞❡ A ❡t b ❡t r❡♥✈♦✐❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t ❧❡ ✈❡❝t❡✉r θTD = A−1b✳ ■❧ ❡①✐st❡
✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ré❝✉rs✐✈❡ ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉✬♦♥ ❞é❝r✐r❛ ✉♥❡ ❢♦✐s q✉✬♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ▲❙❚❉✭λ✮ q✉✐ ❡st
♣❧✉s ❣é♥ér❛❧✳

✺✹



✹✳✷✳ ▲❡s ▼ét❤♦❞❡s ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✼ ▲❡❛st ❙q✉❛r❡ ❚❡♠♣♦r❛❧ ❉✐✛❡r❡♥❝❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ▲❙❚❉✭0✮
❊♥tré❡ ✿ π ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ à é✈❛❧✉❡r
●é♥ér❡r ✿❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ (X0, a0, r1, X1, a1, r2, ...) s♦✉s π
■♥✐t✐❛❧✐s❡r ✿ Â := 0✱ b̂ := 0✱ t := 0✳
P♦✉r t = 1, 2, ... ❢❛✐r❡
Â← Â+ φ(Xt−1)(φ(Xt−1)− γφ(Xt))

t✳
b̂← b̂+ φ(Xt−1)r(Xt−1)✳
t← t+ 1✳

✜♥ ✓ P♦✉r ✔
θ̂ = Â−1b̂✳

✹✳✷✳✸ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ rés✐❞✉ ❞❡ ❇❡❧❧♠❛♥ ❡t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s t❡♠✲
♣♦r❡❧❧❡s ✿ ✉♥❡ ✈✐s✐♦♥ ✉♥✐✜é❡

❬❙❝❤❡rr❡r✱ ✷✵✶✵❪ ❛ ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ✈✐s✐♦♥ ✉♥✐✜é❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ✭❚❉✮ ❡t
❞✉ rés✐❞✉ ❞❡ ❇❡❧❧♠❛♥ ✭❇❘✮✳ ❙♦✐t Π ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ s✉r span(Φ) ✈ér✐✜❛♥t
Π2 = Π✱ ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s v̂TD ❡t v̂BR ✐♥❞✉✐t❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣❛r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡s
t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❡t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ rés✐❞✉ ❞❡ ❇❡❧❧♠❛♥ s♦♥t ❞❡s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ♦❜❧✐q✉❡s ❞❡ v s✉r span(Φ)✳
❖♥ ❛

v̂TD = ΠLtXTD
v, v̂BR = ΠLtXBR

v

♦ù ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ΠLtX s✐❣♥✐✜❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡♠❡♥t à ❧✬❡s♣❛❝❡ span(LtX)✱ ❛✈❡❝ L = (I − γP )✱ XTD =
DξΦ ❡t XBR = DξLΦ✳ ❖♥ ❛ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r v̂TD ❡t v̂BR s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❇❡❧❧♠❛♥

v̂TD = ΠXTD
T v̂TD, ❡t v̂BR = ΠXBR

T v̂BR.

❉❡ ❝❡tt❡ ✈✐s✐♦♥ ♦♥ ♣❡✉t ❞é❞✉✐r❡ ✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✉r ❧✬❡rr❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ‖v − v̂X‖ξ✱ X ❞és✐❣♥❡ ❧❛
♥❛t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✉t✐❧✐sé❡✳ P✉✐sq✉❡ ΠLtX ❡t ΠDξΦ s♦♥t ❞❡✉① ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ span(Φ)✱
♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡ q✉❡ ΠLtXΠDξΦ = ΠDξΦ✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t

‖v − v̂X‖ξ = ‖v −ΠLtXv‖ξ = ‖(I −ΠLtX)(I −ΠDξΦ)v‖ξ
≤ ‖ΠLtX‖ξ‖v − v̂best‖ξ,

♦ù v̂best ❡st ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡ ❞❡ v s✉r span(Φ) ✭♥♦t❡r q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t Π ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡
♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♥ ❛ ❧✬é❣❛❧✐té ‖(I − ΠLtX)‖ξ = ‖ΠLtX‖ξ✮✳ ❬❨✉ ❛♥❞ ❇❡rts❡❦❛s✱ ✷✵✵✽❪ ♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t
❞ér✐✈é ❝❡s ❜♦r♥❡s ♠❛✐s ❧✬❛♥❛❧②s❡ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❬❙❝❤❡rr❡r✱ ✷✵✶✵❪ à tr❛✈❡rs ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥
♦❜❧✐q✉❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❡r ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧✳

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▲❙❚❉✭λ✮

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▲❡❛st sq✉❛r❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❛✈❡❝ tr❛❝❡s ❞✬é❧✐❣✐❜✐❧✐té ▲❙❚❉✭λ✮ ✭❝❢✳ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ ✽✮ ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛r ❇♦②❛♥ ❬❇♦②❛♥✱ ✷✵✵✷❪✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s T λ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞é✜♥✐ ♣❛r

T λ = (1− λ)
∞∑

i=0

λiT i+1.

▲❙❚❉✭λ✮ r❡♥✈♦✐❡ ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ v q✉✐ ✈ér✐✜❡ v = T λv ✭♥♦t♦♥s ✐❝✐ q✉❡ ♣♦✉r
t♦✉t λ✱ v ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ v = Tv s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❡❧❧❡ ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ v = T λv✮✳ ■❧ ❝❛❧❝✉❧❡ ❛✐♥s✐

✺✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ♣♦✉r ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞❡ t②♣❡ ✐tér❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✽ ▲❡❛st ❙q✉❛r❡ ❚❡♠♣♦r❛❧ ❉✐✛❡r❡♥❝❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ▲❙❚❉✭λ✮
❊♥tré❡ ✿ π ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ à é✈❛❧✉❡r
●é♥ér❡r ✿ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ (X0, a0, r1, X1, a1, r2, ...) s♦✉s π
■♥✐t✐❛❧✐s❡r ✿ Â := 0✱ b̂ := 0✱ t := 0✱ z0 := 0✳
P♦✉r t = 1, 2, ... ❢❛✐r❡
Â← Â+ zt−1(φ(Xt−1)− γφ(Xt))

t✳
b̂← b̂+ zt−1r(Xt−1)✳
zt ← λγzt−1 + φ(Xt)✳
t← t+ 1✳

✜♥ ✓ P♦✉r ✔
❘❡♥✈♦②❡r ✿ θ̂ = Â−1b̂✳

✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ v = T λv ♣r♦❥❡té❡ s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❢❡❛t✉r❡s✱ v = ΠT λv✳ ❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❢❛✐t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❡♥ ♣❧✉s ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ λ ∈ [0, 1]✳ P♦✉r λ = 0✱ ♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▲❙❚❉✭0✮
✭❝❢✳ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✼✮ ✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛r ❬❇r❛❞t❦❡ ❛♥❞ ❇❛rt♦✱ ✶✾✾✻❪✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▲❙❚❉✭1✮ r❡♥✈♦✐❡ ❧❛
♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡ Πv ❞❡ v q✉✐ ❡st ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ v̂ ❞❡ v✳ ▲❙❚❉✭λ✮ ❢❛✐t ❛✐♥s✐ ❧❡
♣♦♥t ❡♥tr❡ ▲❙❚❉✭0✮ ❡t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳
▲❡ ♣❛r❛♠ètr❡ λ ♣❡r♠❡t ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r v✳ ❊♥ ❡✛❡t
♦♥ ♣❡✉t s✬❛♣❡r❝❡✈♦✐r q✉❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r T λ ❡st (γλ, ‖.‖µ)✲❝♦♥tr❛❝t❛♥t ❛✈❡❝ γλ = (1−λ)γ

1−γλ ❬❚s✐ts✐❦❧✐s

❛♥❞ ❘♦②✱ ✶✾✾✼❪✳ ❖♥ ❛ ♣♦✉r u,w ∈ R
N

‖T λu− T λw‖µ =‖(1− λ)γ
∞∑

i=0

(λγ)iP i+1(u− w)‖µ

≤ (1− λ)γ
1− γλ ‖(u− w)‖µ.

■❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ ♣r❡♥❞r❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ λ r❡♥❞ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r T λ ❡♥❝♦r❡ ♣❧✉s ❝♦♥tr❛❝t❛♥t ✺✳
▲✬éq✉❛t✐♦♥ v = ΠT λv ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ Aθ = b ❛✈❡❝

A = ΦtDµ(I − γP )(I − λγP )−1Φ, b = ΦtDµ(I − γP )−1r. ✭✹✳✸✮

▲❙❚❉✭λ✮ ❝❛❧❝✉❧❡ à ❝❤❛q✉❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s Â ❡t b̂ ❞❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t A ❡t b✱

Â =
1

n− 1

n−1∑

i=1

zi(φ
t(Xi)− γφt(Xi+1)) ✭✹✳✹✮

b̂ =
1

n− 1

n−1∑

i=1

zir(Xi). ✭✹✳✺✮

▲❡ ✈❡❝t❡✉r zi ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r tr❛❝❡ ❞✬é❧✐❣✐❜✐❧✐té q✉✐ ✈ér✐✜❡

zi =
i∑

k=1

(λγ)i−kφ(Xk). ✭✹✳✻✮

✺✳ ▼ê♠❡ s✐ t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t ❢❛✐r❡ ❛✉❣♠❡♥t❡r λ ❞❡✈r❛✐t ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ θ✱ ✐❧ s✬❛✈èr❡
❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❝❡ s♦♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ✐♥tér♠é❞✐❛✐r❡s ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ λ q✉✐ ❧✬❡♠♣♦rt❡♥t ❬◆❡❞✐❝ ❛♥❞ ❇❡rts❡❦❛s✱
✷✵✵✷❪✳

✺✻



✹✳✷✳ ▲❡s ▼ét❤♦❞❡s ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥

▲✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ✈❡❝t❡✉r r❡✈✐❡♥t à ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ♣ré❝é❞❡♥ts✳ P♦✉r
λ = 0✱ s❡✉❧ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❝♦✉r❛♥t ❡st ❝♦♥s✐❞éré✳ ❉ès q✉❡ λ > 0 ❝✬❡st t♦✉t❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ à ♣❛rt✐r ❞❡
❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ X1 q✉✐ ❡st ❝♦♥s✐❞éré❡✳ ◗✉❛♥❞ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s t❡♥❞ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐ ▲❙❚❉✭λ✮
❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs ❧❡ ✈❡❝t❡✉r θ q✉✐ ✈ér✐✜❡ θ = A−1b ❬◆❡❞✐❝ ❛♥❞ ❇❡rts❡❦❛s✱ ✷✵✵✷❪✳

▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r θ̂ = Â−1b̂ r❡q✉✐❡rt ❧✬✐♥✈❡rs✐❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Â✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥
♥♦♠❜r❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❝❡tt❡ ♠❛tr✐❝❡ ❡st ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ♣✉✐sq✉❡ A ❧✬❡st✳ ❈❡❝✐ ❞✐t ♣♦✉r s✬❛ss✉r❡r ❞❡
❧✬✐♥✈❡rs✐❜✐❧✐té ❞❡ Â à ❝❤❛q✉❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ♦♥ ♣❡✉t ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❬◆❡❞✐❝ ❛♥❞
❇❡rts❡❦❛s✱ ✷✵✵✷❪ ❡♥ ✐♥✐t✐❛❧✐s❛♥t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Â à Â = δI ♦ù δ > 0✳ ▲✬✐♥✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡
Â ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥ t❡♠♣s ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ O(d3)✳ ❯♥❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
▲❙❚❉✭λ✮ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ré❝✉rs✐✈❡ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞❡ Â✳ ❈❡tt❡ ✈❡rs✐♦♥ r❡♣♦s❡ s✉r ❧❛
❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❙❤❡r♠❛♥♥✲▼♦rr✐s♦♥ ✿

Bt =
(
At−1 + zt(φ(Xt)− γφ(Xt+1))

t
)−1

= Bt−1 −
Bt−1zt(φ(Xt)− γφ(Xt+1))

tBt−1

1 + zt(φ(Xt)− γφ(Xt+1))tBt−1zt
.

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ré❝✉rs✐✈❡ ♦✉ ❡♥ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ▲❙❚❉✭λ✮ ✭❝❢✳ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✾✮✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✾ ▲❙❚❉✭λ✮✲❘❊❈
❊♥tré❡ ✿ π ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ à é✈❛❧✉❡r
●é♥ér❡r ✿ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ (X0, a0, r1, X1, a1, r2, ...) s♦✉s π
■♥✐t✐❛❧✐s❡r ✿ B := 1

δ I✱ b̂ := 0✱ t := 0✱ z0 := 0✳
P♦✉r t = 1, 2, ... ❢❛✐r❡
B ← B − Bzt−1(φ(Xt−1)−γφ(Xt))tB

1+zt−1(φ(Xt−1)−γφ(Xt))tBzt−1
✳

b̂← b̂+ zt−1r(Xt−1)✳
zt ← λγzt−1 + φ(Xt)✳
t← t+ 1✳

✜♥ ✓ P♦✉r ✔
❘❡♥✈♦②❡r ✿ θ̂ = Bb̂✳

●râ❝❡ à ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦♥ ♣❛ss❡ à O(d2) ❡t ♦♥ ❣❛❣♥❡ O(d) ❧♦rs ❞❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡
▲❙❚❉✭λ✮✳

❖✛ ♣♦❧✐❝② ▲❙❚❉✭λ✮

❖♥ ❛ ❝♦♥s✐❞éré ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ✧♦♥ ♣♦❧✐❝②✧ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▲❙❚❉✭λ✮ ♦ù ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ✐♥✜♥✐❡ ❡st
❣é♥éré❡ ♣❛r ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ q✉✬♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ é✈❛❧✉❡r✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ✧♦✛ ♣♦❧✐❝②✧ ♣♦✉r é✈❛❧✉❡r
✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ π2 à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❣é♥éré❡ ♣❛r ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ π1✱ ❞✐t❡ ❞✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥✱ q✉✐
❡st ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✿ ♦✛ ♣♦❧✐❝② ▲❙❚❉✭λ✮✳ ❊♥ ❡①♣❧♦✐t❛♥t ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❣é♥éré❡s ♣❛r ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡
❞✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♦♥ ♣❡✉t ❛♣♣r♦❝❤❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ π2✳ ▲❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞✬❡①♣❧♦✲
r❛t✐♦♥ ✐♥❞✉✐t ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❞❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ Pπ1 ❡t ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ à é✈❛❧✉❡r ✐♥❞✉✐t
✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❞❡ ♠❛tr✐❝❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ Pπ2 ✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❝❡s ❞❡✉① ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❝♦ï♥❝✐❞❡♥t
♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ♦♥✲❧✐♥❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▲❙❚❉✭λ✮ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳
❙♦✐t (Xi)i≥1 ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❞❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ Pπ1 ✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♦✛ ♣♦❧✐❝② ▲❙❚❉✭λ✮
❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s Â ❡t b̂ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s

Â =
1

n

n∑

i=1

zi

(

γ
π2(ai|Xi)

π1(ai|Xi)
φ(Xi)− φ(Xi+1)

)

❡t b̂ =
1

n

n∑

i=1

zir(Xi).

✺✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ♣♦✉r ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞❡ t②♣❡ ✐tér❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s

▲❡ ✈❡❝t❡✉r zi ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r tr❛❝❡ ❞✬é❧✐❣✐❜✐❧✐té q✉✐ ✈ér✐✜❡

zi =
i∑

j=1

(

λγ
π2(aj−1|Xj−1)

π1(aj−1|Xj−1)

)j

φ(Xj−1).

❯♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛ été ét❛❜❧✐❡ ♣r❡♠✐èr❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù
λγ

π2(aj−1|Xj−1)
π1(aj−1|Xj−1)

< 1 ✭❝❡ ❝❛s ❝♦♠♣r❡♥❞ ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ♦♥✲❧✐♥❡✮ ❞❛♥s ❬❇❡rts❡❦❛s ❛♥❞ ❨✉✱ ✷✵✵✾❪✳ P✉✐s ❡❧❧❡

❛ été ét❡♥❞✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧ ❞❛♥s ❬❨✉✱ ✷✵✶✵❪✳ ❊♥ ❡✛❡t ❧✬❛✉t❡✉r❡ ❛ ♣r♦✉✈é q✉❡ s✐ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡
❞✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ✐♥❞✉✐s❛✐t ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ ❡t q✉❡ s✐ ❡❧❧❡ ❝❤♦✐s✐ss❛✐t ❧❡s ♠ê♠❡s
❛❝t✐♦♥s q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ à é✈❛❧✉❡r ❛✈❡❝ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ♥♦♥ ♥✉❧❧❡ ✭✐✳❡✳✱ ♣♦✉r t♦✉t s ❡t ♣♦✉r
t♦✉t a✱ π1(a|s) ≺ π2(a|s)✮ ❛❧♦rs ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♦✛ ♣♦❧✐❝② ▲❙❚❉✭λ✮ ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs ❧❡ ✈❡❝t❡✉r θ ❞é✜♥✐
♣❛r θ = A−1b✱ ♦♥ ❛ Â→ A ❡t b̂→ b ❛✈❡❝

A = ΦTDπ1(I − γPπ2)(I − λγPπ2)
−1Φ, b = ΦTDπ1(I − λγPπ2)

−1r.

▲❡ ✈❡❝t❡✉r ΦA−1b ❡st ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦ût ✐♥❞✉✐t s❡❧♦♥ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ π2✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛✲
t✐♦♥ ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ v = ΠT λv✱ ♦ù Π ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ span(Φ)
s❡❧♦♥ ❧❛ ♥♦r♠❡ ♣♦♥❞éré❡ ♣❛r ❧❛ ♠❡s✉r❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ π1✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✵ ❖✛✲♣♦❧✐❝② ▲❙❚❉✭λ✮
❊♥tré❡s ✿ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ π1 ❞✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥✱ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ π2 à é✈❛❧✉❡r
●é♥ér❡r ✿ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ (X0, a0, r1, X1, a1, r2, ...) s♦✉s π1
■♥✐t✐❛❧✐s❡r ✿ Â := 0✱ b̂ := 0✱ t := 0✱ z0 := 0✳
P♦✉r t = 1, 2, ... ❢❛✐r❡

Â← Â+ zt−1

(

γ π2(at−1|Xt−1)
π1(at−1|Xt−1)

φ(Xt)− φ(Xt−1)
)t
✳

b̂← b̂+ zt−1r(Xt−1)✳
zt+1 ← λγ π2(at−1|Xt−1)

π1(at−1|Xt−1)
zt−1 + φ(Xt)✳

✜♥ ✓ P♦✉r ✔
❘❡♥✈♦②❡r ✿ θ̂ = Â−1b̂✳

✹✳✸ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▲❙P■

▲♦rsq✉✬♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ t②♣❡ ▲❙❚❉✭0✮ ❞❛♥s ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞❡ t②♣❡ ✐tér❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s
♣♦❧✐t✐q✉❡s ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▲❡❛st sq✉❛r❡ ♣♦❧✐❝② ✐t❡r❛t✐♦♥ ▲❙P■✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✶ ❡st ❝❡❧✉✐
q✉✐ ❛ été ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❬▲❛③❛r✐❝ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❪ ❡t q✉✐ ❛ été ❢♦rt❡♠❡♥t ✐♥s♣✐ré ❞❡ ❬▲❛❣♦✉❞❛❦✐s ❛♥❞
P❛rr✱ ✷✵✵✸❪✳ ■❧ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ▲❙❚❉ q✉✐ ❢❛✐t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬❛❝t✐♦♥s ét❛ts Q✱
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▲❙❚❉◗✳ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❢❡❛t✉r❡s φ ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ♥♦♥ ♣❧✉s ❞❡s ét❛ts ♠❛✐s
❞❡s ❝♦✉♣❧❡s ét❛ts✲❛❝t✐♦♥s (s, a)✳ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡s ❢❡❛t✉r❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡
Nm×d ✭N ❞és✐❣♥❛♥t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ét❛ts✱ m ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❛❝t✐♦♥s✮✳ ❆ ❧✬✐♥st❛r ❞❡
▲❙❚❉✱ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♥str✉✐t à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥ k✱ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s Â ❡t b̂ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ tr❛❥❡❝♦✐r❡
(X0, a0, r0, X1, a1, r1, ..., XN ) t❡❧❧❡ q✉❡ ai = G(θk, Xi) ❛✈❡❝

∀s, θ, G(θ, s) = argmax
a∈A

φ(s, a)tθ.

▲❛ ♠❛tr✐❝❡ Â ❡st ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s✱ ♦♥ ♣❡✉t ✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ♠ê♠❡s
♠ét❤♦❞❡s q✉❡ ❝❡❧❧❡s ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ♣♦✉r ▲❙❚❉ ♣♦✉r ❣❛r❛♥t✐r ❧✬✐♥✈❡rs✐❜✐❧✐té ❞❡ Â à ❝❤❛q✉❡ ♠✐s❡ à
❥♦✉r✳

✺✽



✹✳✸✳ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▲❙P■

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✶ ▲❡❛st ❙q✉❛r❡ P♦❧✐❝② ■t❡r❛t✐♦♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ▲❙P■
❊♥tré❡ ✿ ν,N, θ1✱γ✱φ
P♦✉r k = 1, 2, ... ❢❛✐r❡
●é♥ér❡r ✿ X0 ∼ ν
●é♥ér❡r ✿ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ N ✱ (X0, a0, r0, X1, a1, r1, ..., XN ) t❡❧❧❡ q✉❡ ai = G(θk, Xi)
Â := 0✱ b̂ := 0✱ t := 0✱ z0 := 0
P♦✉r t = 1, 2, ..., N ❢❛✐r❡
Â← Â+ φ(Xt−1, at−1)(φ(Xt−1, at−1)− γφ(Xt, at))

t

b̂← b̂+ φ(Xt−1, at−1)r(Xt−1, at−1)
✜♥ ✓ P♦✉r ✔
❘❡♥✈♦②❡r ✿ θk+1 ← Â−1b̂

✜♥ ✓ P♦✉r ✔

✹✳✸✳✶ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥

❯♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❡t ❞✉ rés✐❞✉ ❞❡ ❇❡❧❧♠❛♥ ❡①✐st❡
❞❛♥s ❬▼✉♥♦s✱ ✷✵✵✸❪✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ♣❛r❛ît ♠♦✐♥s st❛❜❧❡ ❡t ♠♦✐♥s ♣ré✈✐✲
s✐❜❧❡ q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ rés✐❞✉ ❞❡ ❇❡❧❧♠❛♥✳ ❊♥ ❡✛❡t ❧❡ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ à rés♦✉❞r❡ ✐♠♣♦sé ♣❛r
❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥✬❛❞♠❡t ♣❛s ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ γ✱ ♦♥ ♣❡✉t s❡ ré❢ér❡r à ❬❙❝❤❡rr❡r✱
✷✵✶✵❪ ♣♦✉r ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s✳ ❊❧❧❡ ❡①✐❣❡ ❝❡rt❛✐♥s ❝r✐tèr❡s s✉r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ξ ♣♦✉r ❣❛r❛♥t✐r
❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❈❡ q✉✐ ♥✬ét❛✐t ♣❛s ❧❡ ❝❛s ♣♦✉r ❧✬❛✉tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ♦ù ♦♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛✐t
♣❛r r❛♣♣♦rt à ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ♠❡s✉r❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ξ✳ ❈❡❝✐ ❞✐t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s
❡st ♣ré❢ér❛❜❧❡ ✭❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥✮✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ❛ ❧✬❡rr❡✉r ETD(0) q✉✐ ❡st ❜♦r♥é❡
♣❛r ❧✬❡rr❡✉r EBR ❬❙❝❤❡rr❡r✱ ✷✵✶✵❪✳ ❊①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s
♣rés❡♥t❡ ❝❡rt❛✐♥s ❛✈❛♥t❛❣❡s ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ s✐♠♣❧❡ à ❝♦♠♣❛r❡r ❞❡ ❧❛ ♠é✲
t❤♦❞❡ ✭❇❘✮ q✉✐ ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥ ❞♦✉❜❧❡ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡✳ ■❧ ❡st ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ tr❛♥❝❤❡r ❡♥tr❡
❧❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ✭♣♦✉r λ = 0✮ s♦✐t s♦✉✈❡♥t
♠❡✐❧❧❡✉r❡ q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ rés✐❞✉ ❞❡ ❇❡❧❧♠❛♥ ✭❡♥ t❡r♠❡s ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❡✛❡❝t✉é❡s✮✱ ✐❧ s✬❛✈èr❡
q✉❡ ❧✬❡rr❡✉r ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ✐♥❞✉✐t❡ s♦✐t ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡✱ ❝❡❝✐ à ❝❛✉s❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❞♦♥t ♦♥
✈✐❡♥t ❞❡ ♣❛r❧❡r✳ ❯♥❡ ❢❛ç♦♥ ❞❡ s✉r♠♦♥t❡r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs str✐❝t❡♠❡♥t
♣♦s✐t✐✈❡s ❞❡ λ✳ ❊♥ ❡✛❡t ♦♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❞✐s♣❛r❛✐ss❡♥t ♣♦✉r ❞❡s
✈❛❧❡✉rs ❞❡ λ ♣r♦❝❤❡s ❞❡ 1 ✭λ = 1 r❡♥✈♦✐❡ ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡ ❞❡ v✮✳ ❯♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡
❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣♦✉r t♦✉t λ ∈ [0, 1] ❞❡♠❡✉r❡ ✉♥❡ q✉❡st✐♦♥ à ✐♥✈❡st✐❣✉❡r✳

✹✳✸✳✷ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❖♥ s✬❡st ✐♥tér❡ssé ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❛✉① ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❝❤é❡s ❞✬✉♥❡
♣♦❧✐t✐q✉❡✳ ❖♥ ❛ ❛✐♥s✐ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡s ♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❝r✐t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡✱ ❝❡❧❧❡ ❞✉ rés✐❞✉ ❞❡ ❇❡❧❧♠❛♥ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s✳ ◆♦✉s
❛✈♦♥s ❛✉ss✐ ♣rés❡♥té ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❧❡s ♣❧✉s ❝♦♥♥✉s q✉✐ s♦♥t ❜❛sés s✉r ❧❡s ❞❡✉① ❞❡r♥✐èr❡s ❛♣✲
♣r♦❝❤❡s✳ ❙✉✐t❡ à ❝❡tt❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s
❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t❡s✱ ✐♥s♣✐ré❡ ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❬❙❝❤❡rr❡r✱ ✷✵✶✵❪✳ ▲❡s ❝❤❛♣✐tr❡s q✉✐ s✉✐✈❡♥t
♣♦rt❡♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t s✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❡t ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t s✉r ❧✬❛❧✲
❣♦r✐t❤♠❡ ▲❙❚❉✭λ✮✳ ❖♥ ❛♥❛❧②s❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡♥ ❡st✐♠❛♥t ✉♥❡ ❜♦r♥❡
❞✬❡rr❡✉r s✉r s❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ λ✕q✉✐ ❧❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡✳

✺✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ♣♦✉r ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞❡ t②♣❡ ✐tér❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s

✻✵



✺

❱✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡t ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥❡
❜♦r♥❡ ❞✬❡rr❡✉r ❞❡ ▲❙❚❉✭λ✮

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ét✉❞✐❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▲❙❚❉✭λ✮ ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❈❡t
❛❧❣♦r✐t❤♠❡ r❡♥✈♦✐❡ ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ q✉❡ ▲❙❚❉✭0✮ s❛♥s êtr❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡
à ✐♠♣❧é♠❡♥t❡r ✭s✐ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ré❝✉rs✐✈❡✮✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ λ ✐♥t❡r✈✐❡♥t ❞❛♥s ❧❛
q✉❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ❞✬❡rr❡✉r ❡♥tr❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡t ❧❛ ✈❛❧❡✉r
❡✛❡❝t✐✈❡ v ❬❚s✐ts✐❦❧✐s ❛♥❞ ❘♦②✱ ✶✾✾✼❪✳ ❊♥ ❢❛✐s❛♥t ✈❛r✐❡r λ ❞❡ 0 à 1✱ ♦♥ ♣❛ss❡ ❞✬✉♥❡ ❢❛ç♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡
❞❡ ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❜❧✐q✉❡ ❞❡ v à s❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡ ❬❙❝❤❡rr❡r✱ ✷✵✶✵❪✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣❧✉s
♣ré❝✐sé♠❡♥t ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✉r ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉
♥♦♠❜r❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❣é♥érés ❡t ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ λ✳ ❈❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞ét❛✐❧❧é❡
❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✺ ✭♣❛❣❡ ✻✺✮ q✉✐ ❡st✐♠❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ❞✬❡rr❡✉r ❞❡ ▲❙❚❉✭λ✮✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡
✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❡s ♦✉t✐❧s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s✱ ❛✈❛♥t ❞✬❡♥tr❡r ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ❞❛♥s ❧❡s ❞ét❛✐❧s ♣❧✉s
t❡❝❤♥✐q✉❡s✳

✺✳✶ Pr♦❜❧é♠❛t✐q✉❡

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▲❙❚❉✭λ✮ ✭✈♦✐r ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✮ ❝❛❧❝✉❧❡ ♣♦✉r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s n ✉♥❡ ❡st✐♠❛✲
t✐♦♥ θ̂LSTD(λ) ❞❡ θLSTD(λ) = A−1b✱ ♦ù A = ΦtDµ(I−γP )(I−λγP )−1Φ ❡t b = ΦtDµ(I−γP )−1R✳

▲♦rsq✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Â ❡st ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ♦♥ ❛ θ̂LSTD(λ) = Â−1b̂✱ ❛✈❡❝

Â =
1

n− 1

n−1∑

i=1

zi(φ
t(Xi)− γφt(Xi+1)), ❡t b̂ =

1

n− 1

n−1∑

i=1

zir(Xi).

➱t❛♥t ❞♦♥♥é❡ q✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ A ❡st ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ❡t q✉❡ Â→ A✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Â ✈❛ ❧✬êtr❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❛✈❡❝
❣r❛♥❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s n ≥ n0✳ ◆♦t♦♥s v̂LSTD(λ) ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡
vLSTD(λ) ♣♦✉r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s n✱ ♦♥ ❛ ❞✬❛♣rès ❬◆❡❞✐❝ ❛♥❞ ❇❡rts❡❦❛s✱ ✷✵✵✷❪

v̂LSTD(λ) = ΦÂ−1b̂, v̂LSTD(λ)
n→∞−→ vLSTD(λ).

◆♦tr❡ ♦❜❥❡❝t✐❢ ✐❝✐ ❡st ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ✈✐t❡ss❡ à ❧❛q✉❡❧❧❡ ❝♦♥✈❡r❣❡ v̂LSTD(λ) ✈❡rs vLSTD(λ) ❡♥
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s n ❡t ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ λ✳ ❈❡❝✐ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ✉♥❡ ❢♦✐s q✉✬♦♥ ❛ ❝♦♥trô❧é
❧❛ ✈✐t❡ss❡ à ❧❛q✉❡❧❧❡ ❝♦♥✈❡r❣❡ Â ✈❡rs A ❡t b̂ ✈❡rs b✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❛✉①q✉❡❧❧❡s ♦♥ ❛ r❡❝♦✉rs
♣♦✉r ❝♦♥trô❧❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ‖Â−A‖2 ❡t ‖b̂− b‖2 ❢♦♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❧❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ❞❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥
q✉✬♦♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ s✉✐✈❛♥t✳

✻✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❱✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡t ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥❡ ❜♦r♥❡ ❞✬❡rr❡✉r ❞❡ ▲❙❚❉✭λ✮

✺✳✷ ❖✉t✐❧s ▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡s

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ♦✉t✐❧s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❞♦♥t ♦♥ ✈❛ s❡ s❡r✈✐r
❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ♥♦tr❡ rés✉❧t❛t ♣r✐♥❝✐♣❛❧✳

✺✳✷✳✶ ▲❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ❞❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥

❯♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡st ❞✐t❡ ❝♦♥❝❡♥tré❡ s✐ ❡❧❧❡ r❡st❡ ❛ss❡③ ♣r♦❝❤❡ ❞✬✉♥❡ q✉❛♥t✐té ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ t❡❧❧❡
q✉❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ♦✉ ❧❛ ♠é❞✐❛♥❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❢♦rt❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❬❈❤❛❢❛✐✱ ✷✵✶✷❪✳ ▲❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ❞❡ ❝♦♥❝❡♥✲
tr❛t✐♦♥ r❡♥✈♦✐❡♥t ✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✉r ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❛✈❡❝ ❧❛q✉❡❧❧❡ ❝❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s r❡st❡♥t ♣r♦❝❤❡s✳ ❙♦✐t Y
✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ❞é❝r✐t❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳ ▲✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡
❇❡r♥st❡✐♥ ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ ❜♦r♥❡✕❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té✕ s✉r ❧❛ ❞é✈✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ Y ♣❛r
r❛♣♣♦rt à s♦♥ ❡s♣ér❛♥❝❡ E[Y ]✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳ ❙♦✐❡♥t X1, X2, ..., Xn ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s q✉✐ s❛t✐s❢♦♥t |Xk −E[Xk]| ≤ B
♣♦✉r t♦✉t k ∈ {1, ..., n}✳ ❙♦✐t Y =

∑n
k=1Xk ❡t σ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ Y t❡❧❧❡ q✉❡ σ =

√

E[(Y − E[Y ])2]✳
❖♥ ❛ ♣♦✉r ǫ ≥ 0

P(|Y − E[Y ]| ≥ ǫ) ≤ 2 exp

(

− ǫ2

σ2 +B ǫ
3

)

.

❈❡tt❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❛ été ♣r♦✉✈é❡ ♣❛r ❙❡r❣❡✐ ❇❡r♥st❡✐♥ ❬❇❡r♥st❡✐♥✱ ✶✾✷✼❪✱ ❡❧❧❡ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡s ✈❛✲
r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s s❝❛❧❛✐r❡s ❞♦♥t ❧❛ ❞é✈✐❛t✐♦♥ ❡st ❜♦r♥é❡ ❡t q✉✐ ♣♦ssè❞❡♥t ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✜♥✐❡✳ ■❧
❡①✐st❡ ❞✬❛✉tr❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ❞❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ q✉✐ s♦♥t ❞❡s ❞ér✐✈é❡s ❞❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❇❡r♥st❡✐♥ ❞♦♥t
❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍♦❡✛❞✐♥❣ ❬❍♦❡✛❞✐♥❣✱ ✶✾✻✸❪ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❜♦r♥é❡s ❡t ✐♥❞é✲
♣❡♥❞❛♥t❡s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❆③✉♠❛✲❍♦❡✛❞✐♥❣ ❬❆③✉♠❛✱ ✶✾✻✼❪ q✉✐ ♣♦rt❡ s✉r ❧❡s ♠❛rt✐♥❣❛❧❡s
à ❛❝❝r♦✐ss❡♠❡♥ts ❜♦r♥és✳ ❖♥ ♣❡✉t ét❡♥❞r❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❇❡r♥st❡✐♥ ✈❛❧❛❜❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛✲
t♦✐r❡s s❝❛❧❛✐r❡s ❛✉ ❝❛s ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡r ❧❛
❞é✈✐❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ Y ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ d× k ♣❛r r❛♣♣♦rt à s♦♥ ❡s♣ér❛♥❝❡ E[Y ] ✭✈♦✐r ❛♥♥❡①❡ ❇
❞é✜♥✐t✐♦♥ ✷✵✮ s❡❧♦♥ ❧❛ ♥♦r♠❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ‖.‖2 ✈ér✐✜❛♥t ♣♦✉r M ∈ R

d×k✱ ‖M‖2 = supv∈Rk
‖Mv‖2
‖v‖2 ✳

❙✐♠✐❧❛✐r❡♠❡♥t à ❝❡ q✉✐ ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ s✐ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Y ❝♦♠♠❡ ❧❛
s♦♠♠❡ ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ✭✈♦✐r ❛♥♥❡①❡ ❇ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✷✶✮✱ ♦♥ ❛ ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t✳

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳ ❙♦✐❡♥t X1, ..., Xn ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ d×k✱ t❡❧❧❡s q✉✬♦♥
❛✐t ✿

‖Xk − E[Xk]‖2 ≤ B, ♣♦✉r t♦✉t k ∈ {1, ..., n}.

❈♦♥s✐❞ér♦♥s Y =
∑n

k=1Xk ❡t σ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ q✉✐ ✈ér✐✜❡

σ2 = max
{
‖E[(Y − E[Y ])(Y − E[Y ])t]‖2, ‖E[(Y − E[Y ])t(Y − E[Y ])]‖2

}
.

❖♥ ❛ ♣♦✉r ǫ ≥ 0

P(‖Y − E[Y ]‖2 ≥ ǫ) ≤ (d× k) exp
(

− ǫ2

σ2 +B ǫ
3

)

.

▲✬é♥♦♥❝é ❞❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ r❡ss❡♠❜❧❡ à ❝❡❧✉✐ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳ ◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s ♥é❛♠♦✐♥s
q✉❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ❞❛♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✸ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧✬❡♥t✐❡r d×k q✉✐ ❡st ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❝♦♥s✐❞éré❡✳
❈❡ ❢❛❝t❡✉r ❡st ré❞✉✐t à ❧✬❡♥t✐❡r 2 ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✷✳ ▲❛ ❜♦r♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s
r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❣r❛♥❞❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Y ❡st ❞❡ t❛✐❧❧❡ ♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s ❣r❛♥❞❡✳ ■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡
❞❡ s❡ ❞é❢❛✐r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ rés✉❧t❛t ❞❡ ❍❛②❡s✳

✻✷



✺✳✷✳ ❖✉t✐❧s ▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡s

❚❤é♦rè♠❡ ✹✳ ❙♦✐t Y0, ..., Yn ✉♥❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ ✻ à t❡♠♣s ❞✐s❝r❡t ♣r❡♥❛♥t s❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡
❡✉❝❧✐❞✐❡♥ t❡❧❧❡ q✉❡ Y0 = 0 ❡t ‖Yk − Yk−1‖2 ≤ B✱ ♣♦✉r t♦✉t k ≥ 1✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t ǫ ≥ 0

P(‖Yn‖2 ≥ ǫ) ≤ 2e2 exp

(

− ǫ2

2nB2

)

.

▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❍❛②❡s ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞✬❆③✉♠❛✲❍♦❡✛❞✐♥❣ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡s✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ ❧❡♠♠❡ q✉✐ ❞é❝♦✉❧❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✹✳

▲❡♠♠❡ ✷✳ ❙♦✐❡♥t X0, ...Xn ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞❡ R
d✱ ✈ér✐✜❛♥t

X0 = 0✱ ‖Xk − E[Xk]‖2 ≤ B ♣♦✉r t♦✉t k ∈ {1, ..., n}✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t ǫ ≥ 0

P

(∥
∥
∥
∥
∥

n∑

i=0

Xi − E[Xi]

∥
∥
∥
∥
∥
2

≥ ǫ
)

≤ 2e2 exp

(

− ǫ2

2nB2

)

.

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s Yn =
∑n

i=0Xi−E[Xi]✱ ♦♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡ Yn ❡st ✉♥❡ σ(Y0, ..., Yn)
♠❛rt✐♥❣❛❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t Yn ❡st ❛❞❛♣té❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ✜❧tr❛t✐♦♥ σ(Y0, ..., Yn)✳ ❉❡ ♣❧✉s ♦♥ ❛

E[Yn|Y0, ...Yn−1] =

n−1∑

i=0

Xi − E[Xi] + E[Xn]− E[Xn] = Yn−1.

❖♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t k ∈ {1, ..., n} ♦♥ ❛

‖Yk − Yk−1‖2 = ‖Xk −Xk−1‖2 ≤ B.

❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✹ à Yn ❡t ❝♦♥❝❧✉r❡✳

❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ❞é♣❡♥❞ ❞✉ ré❡❧ e2 ❡t ♥♦♥ ♣❧✉s ❞✉ ❢❛❝t❡✉r d × k q✉✐ ♣❡✉t êtr❡
❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t ❣r❛♥❞✳ ▲❡ t❡r♠❡ nB2 ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s ❧✬❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ✧r❡♠♣❧❛❝❡✧ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ2

❞❛♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✸✳ ❊♥ ❡✛❡t ♦♥ ♣❡✉t s✬❛♣❡r❝❡✈♦✐r q✉❡ σ2 ≤ nB2✳ ❖♥ ✈❛ s❡ s❡r✈✐r t♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡
❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✷ ♣♦✉r ❞ér✐✈❡r ❧❡s ❜♦r♥❡s ❞✬❡rr❡✉r s✉r Â✱ b̂ ❡t v̂✳

✺✳✷✳✷ Pr♦❝❡ss✉s β✲♠é❧❛♥❣❡❛♥ts

▲❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ❞❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ q✉✬♦♥ ✈✐❡♥t ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ♥é❝❡ss✐t❡♥t ❧✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡s ✈❛✲
r✐❛❜❧❡s X1, ..., Xn✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▲❙❚❉✭λ✮ ❢❛✐t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s

Â =
1

n

n∑

i=1

zi (φ(Xi)− γφ(Xi+1))
t ❡t b̂ =

1

n

n∑

i=1

zir(Xi)

❛✈❡❝ zi =
∑i

j=1(λγ)
i−jφ(Xj)✱ q✉✐ s♦♥t ❞é❞✉✐t❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡

❈▼✭µ, P ✮✱ µ ét❛♥t ❧❛ ♠❡s✉r❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❝♦♥s✐❞éré❡✳ ▲❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s X1, ..., Xn s♦♥t
❞♦♥❝ ❞é♣❡♥❞❛♥ts✳ ■❧ ♥✬❡st ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ❞❡
❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✳ ■❧ ❢❛✉❞r❛✐t ❢❛✐r❡ ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❡♥ ♣❧✉s s✉r ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❈▼✭µ, P ✮✳ P♦✉r
❝❡❧❛ ♦♥ s✉♣♣♦s❡r❛ q✉❡ ❧❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s s♦♥t ✧❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ❞é♣❡♥❞❛♥ts✧ ♦✉ ♠é❧❛♥❣❡❛♥ts✳ ❖♥ ❞✐t
q✉✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❡st ♠é❧❛♥❣❡❛♥t ♦✉ s❛t✐s❢❛✐t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ s✐ ♦♥ ❛

✻✳ ✈♦✐r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✸✶ ❞❛♥s ❧✬❛♥♥❡①❡ ❇✳
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❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❱✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡t ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥❡ ❜♦r♥❡ ❞✬❡rr❡✉r ❞❡ ▲❙❚❉✭λ✮

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✸✳

α(n) =
1

2
sup

{

E

[

|P(B|σl1)− P(B)|
]

, B ∈ σ∞l+n, l ≥ 1
}

.

♦ù σut = σ(Xt, ..., Xu) ♣♦✉r t ≤ u✱ σ(Xt, ..., Xu) ❡st ❧❛ s✐❣♠❛ ❛❧❣è❜r❡ ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
(Xi)t≤i≤u✳

▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦✐s ♣❛r ❬❘♦s❡♥❜❧❛tt✱ ✶✾✺✻❪ ♣♦✉r
♣r♦✉✈❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❝❡♥tr❛❧ ❧✐♠✐t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳ ■❧ ❡①✐st❡
♣❧✉s✐❡✉rs ♣r♦❝❡ss✉s q✉✐ s❛t✐s❢♦♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡✳ ❈❤❛♥❞❛ ❬❈❤❛♥❞❛✱ ✶✾✼✹❪ ❛ ♠♦♥tré q✉✬✉♥❡
❝❡rt❛✐♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss✉s st♦❝❤❛st✐q✉❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ✭✈♦✐r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✷✻ ❞❛♥s ❧✬❛♥♥❡①❡ ❇✮✕❞♦♥t ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❡st ❧❡❜❡s❣✉❡ ✐♥té❣r❛❜❧❡✕ét❛✐❡♥t ♠é❧❛♥❣❡❛♥ts✳ ❲✐t❤❡rs ❬❲✐t❤❡rs✱ ✶✾✽✶❪ ❛
ét❛❜❧✐ ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s q✉✐ r❡♥❞❡♥t ❝❡rt❛✐♥s ♣r♦❝❡ss✉s ❧✐♥é❛✐r❡s ♠é❧❛♥❣❡❛♥ts✳ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✶✸
é♥♦♥❝é❡ ❝✐✲❞❡ss✉s ❝♦♥❝❡r♥❡ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ t②♣❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ q✉✐ ❡st ❧❡ α✲♠é❧❛♥❣❡✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞✬❛✉tr❡s
t②♣❡s ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ t❡❧ q✉❡ ❧❡ β✲♠é❧❛♥❣❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✹✳ ❬❱♦❧♦♥s❦✐✐ ❛♥❞ ❘♦③❛♥♦✈✱ ✶✾✺✾❪ ❯♥ ♣r♦❝❡ss✉s (Xn)n≥1 ❡st ❞✐t β✲♠é❧❛♥❣❡❛♥t s✐

β(n) = sup
l≥1

E

[

sup
B∈σ∞

l+n

{

|P(B|σl1)− P(B)|
}
]

→ 0, n→∞

♦ù, σ(Xt, ..., Xu) = σ(Xu
t ) ♣♦✉r t ≤ u.

■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ β✲♠é❧❛♥❣❡ ❬❇r❛❞❧❡②✱ ✷✵✵✺❪ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ♣❧✉s ✉t✐❧❡ ❧♦rsq✉✬♦♥ ❛ à
tr❛✐t❡r ❧❡s ♣r♦❧è♠❡s ❞❡ t②♣❡ ♠❡s✉r❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ✿

β(n) = sup
j∈Z

β(σj1, σ
∞
j+n)→ 0, n→∞

♦ù, β(σj1, σ
∞
j+n) =

1

2
sup

J∑

l=1

I∑

i=1

|P(Ai ∩Bl)− P(Ai)P(Bl)|

s❛❝❤❛♥t q✉❡ (Ai)1≤i≤I ❡st ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ σj1 ❡t (Bl)1≤l≤J ❡st ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ σ∞j+n✳ ❊♥ ♣❛r✲
t✐❝✉❧✐❡r ♦♥ ❞✐t q✉✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❡st ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t β✲♠é❧❛♥❣❡❛♥t s✐ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡
s❛t✐s❢❛✐t

β(n) ≤ β exp(−bnκ), ♣♦✉r t♦✉t n ≥ 1 ✭✺✳✶✮

t❡❧s q✉❡ b > 0✱ β > 0 ❡t κ > 0✳

▲❛ ♣r♦♣r✐été ✭✺✳✶✮ ❡st s❛t✐s❢❛✐t❡ ♣❛r ✉♥❡ ❧❛r❣❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss✉s✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s
❧✐♥é❛✐r❡s ✭✈♦✐r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✷✻ ❞❛♥s ❧✬❛♥♥❡①❡ ❇✮✱ ❞♦♥t ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❆❘▼❆ ✭✈♦✐r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✷✾✮ q✉✐
s❛t✐s❢♦♥t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❛✈❡❝ κ = 1✳ ▲❡s ❝❤❛î♥❡s ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❍❛rr✐s ré❝✉rr❡♥t❡s ✭✈♦✐r ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✷✷
❡t ✷✸ ❡t ❞❛♥s ❧✬❛♥♥❡①❡✮ ❡t ❛♣ér✐♦❞✐q✉❡s ✭✈♦✐r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✷✹ ❞❛♥s ❧✬❛♥♥❡①❡ ❇✮ s❛t✐s❢♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t
❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été✳ ▲❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐✐❞ s❛t✐s❢♦♥t ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ♣♦✉r κ = ∞✳ ▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ β✲♠é❧❛♥❣❡
❡st ♣❧✉s ❢♦rt❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞✉ α✲♠é❧❛♥❣❡✱ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦ù ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♥♦t✐♦♥ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡✳
■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❡♥❝♦r❡ ♣❧✉s ❢♦rt❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞✉ β✲♠é❧❛♥❣❡ q✉✐ ❡st ❧❡ φ✲♠é❧❛♥❣❡✳ ❯♥ ♣r♦❝❡ss✉s
❡st ❞✐t φ✲♠é❧❛♥❣❡❛♥t s✐

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✺✳

φ(n) = sup
{
|P(B|A)− P(B)| : A ∈ σl, B ∈ σ∞l+n

}

✻✹



✺✳✸✳ ❱✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡t ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❜♦r♥❡ ❞✬❡rr❡✉rs ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▲❙❚❉✭λ✮

▲❡s ❝❤❛î♥❡s ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ✭❣é♦♠étr✐q✉❡♠❡♥t✮ ❡r❣♦❞✐q✉❡s ✭✈♦✐r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✷✽ ❞❛♥s
❧✬❛♥♥❡①❡ ❇✮ s♦♥t φ✲♠é❧❛♥❣❡❛♥t❡s✳ ▲❡s ❝❤❛î♥❡s ❞❡ ▼❛r❦♦✈ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s ❡t β✲❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t
♠é❧❛♥❣❡❛♥t❡s s♦♥t φ✲♠é❧❛♥❣❡❛♥t❡s ❬❇r❛❞❧❡②✱ ✷✵✵✺❪✳ ❚♦✉s ❝❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❡st✐♠❡♥t
✐♠♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s Xk ❡t Xn+k ♣♦✉r ✉♥ ❡♥t✐❡r k ✜①é✳
▲❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❡st ♠é❧❛♥❣❡❛♥t s✐ ❝❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❧♦rsq✉❡ n ❡st très ❣r❛♥❞✳ ■❧
❡①✐st❡ ❞✬❛✉tr❡s t②♣❡s ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡✱ t❡❧s q✉❡ ❧❡ ρ✲♠é❧❛♥❣❡ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧❡ ψ✲♠é❧❛♥❣❡ ♦♥ ♣❡✉t s❡ ré❢ér❡r
à ❬❇r❛❞❧❡②✱ ✷✵✵✺❪ ♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s✳ ❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡r❛ ❝❡❝✐ ❞✐t ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❛✉ β✲♠é❧❛♥❣❡
q✉✐ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❢❛✐t❡ ♣❛r ❬▲❛③❛r✐❝ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❪ ✼✳ ❖♥ ✈❛ ét❛❜❧✐r ❞❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t
❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❛✉ t❤é♦rè♠❡ ✹ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t
β✲♠é❧❛♥❣❡❛♥t❡s✳ ❈❡tt❡ ✐♥é❣❛❧✐té ♥♦✉s s❡r✈✐r❛ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▲❙❚❉✭λ✮✳

✺✳✸ ❱✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡t ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❜♦r♥❡ ❞✬❡rr❡✉rs ❞❡ ❧✬❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ ▲❙❚❉✭λ✮

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ét✉❞✐❡r ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▲❙❚❉✭λ✮
❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s n ❣é♥érés ❡t ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ λ✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s λ = 0 ❡t ♣♦✉r
✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ✜♥✐ n✱ ❬▲❛③❛r✐❝ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❪ ♦♥t ♦❜t❡♥✉ ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ❞✬❡rr❡✉r ❞❡ ❧✬♦r❞r❡
Õ( 1√

n
) q✉✐ ❡st ✈❛❧✐❞❡ ❛✈❡❝ ❢♦rt❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ✽✳ ❯♥❡ ❛♥❛❧②s❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s λ > 0 ♥✬❛✱ à

♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✱ ♣❛s ❡♥❝♦r❡ été ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳ ➱t✉❞✐❡r ❧❡ ❝❛s λ 6= 0 ♣❡✉t êtr❡
✐♥tér❡ss❛♥t ❝❛r ❝❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ✐♥t❡r✈✐❡♥t ❞❛♥s ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ❞✬❡rr❡✉r✳ ❈✬❡st ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s
❛❧❧♦♥s ♣❧✉s ❞ét❛✐❧❧❡r ❞❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡r❛ ♣♦✉r ❝❡❧❛ φ ∈ B(X ,L) ♦ù ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ B(X ,L)
❞és✐❣♥❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞é✜♥✐❡s s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ ✾ X ❡t ♠❛❥♦ré❡s ♣❛r L✳

✺✳✹ ❘és✉❧t❛t ♣r✐♥❝✐♣❛❧

❈❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐❡♥t ♥♦tr❡ rés✉❧t❛t ♣r✐♥❝✐♣❛❧✳ ❈❡ rés✉❧t❛t r❡♣♦s❡ s✉r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉✐ s✉✐t✳

❍②♣♦t❤ès❡ ✸✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡r❛ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈M ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t β✲♠é❧❛♥❣❡❛♥t❡✳

❖♥ ✈❛ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t é♥♦♥❝❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ q✉✐ ❢♦✉r♥✐t ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▲❙❚❉✭λ✮✳

❚❤é♦rè♠❡ ✺✳ ❖♥ ❢❛✐t ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ✶ ❡t ✸ ❡t ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ X1 ∼ µ✳ P♦✉r t♦✉t n ≥ 1 ❡t
δ ∈ (0, 1)✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ✿

I(n, δ) = 32Λ(n, δ)max

{
Λ(n, δ)

b
, 1

} 1
κ

♦ù Λ(n, δ) = 2

(

log

(
8n2

δ

)

+ log(max{4e2, nβ})
)

.

✼✳ ❖♥ ♥✬❛✉r❛✐t ♣❛s ♣✉ tr❛✈❛✐❧❧❡r s♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✉ α✲♠é❧❛♥❣❡ ❝❛r ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❜❧♦❝s ❞❡ ❨✉ q✉✬♦♥ ✈❛
✐♥tr♦❞✉✐r❡ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✉♥✐❢♦r♠❡✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ♥❡ r❡♠♣❧✐t ♣❛s ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳
◆♦t♦♥s t♦✉t❡❢♦✐s q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧✬❡s♣❛❝❡ S ❡st ❛✉ ♣❧✉s ❞é♥♦♠❜r❛❜❧❡✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❡r❣♦❞✐q✉❡ ❡t
st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✱ ❧❡ α✲♠é❧❛♥❣❡ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t ❛✉ β✲♠é❧❛♥❣❡ ❬❇r❛❞❧❡②✱ ✷✵✵✺❪✳

✽✳ ▲❛ ♥♦t❛t✐♦♥ f(n) = Õ(g(n)) s✐❣♥✐✜❡ f(n) = O(g(n) logk g(n)) ♣♦✉r k ≥ 0✳
✾✳ X ❡st s✉♣♣♦sé ❛✉ ♣❧✉s ❞é♥♦♠❜r❛❜❧❡✳

✻✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❱✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡t ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥❡ ❜♦r♥❡ ❞✬❡rr❡✉r ❞❡ ▲❙❚❉✭λ✮

❙♦✐t n0(δ) ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ❡♥t✐❡r t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t n ≥ n0(δ)✱

2dL2

(1− γ)ν






2√
n− 1

√
√
√
√
√











log(n− 1)

log
(

1
λγ

)







+ 1



 I(n− 1, δ) +
1

(n− 1)(1− λγ) +
2

n− 1







log(n− 1)

log
(

1
λγ

)










 < 1

✭✺✳✷✮

♦ù ν ❡st ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ●r❛♠ ΦtDµΦ✳ ❆❧♦rs✱ ♣♦✉r t♦✉t δ✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐té s✉♣ér✐❡✉r❡ ♦✉ é❣❛❧❡ à 1− δ✱ ♦♥ ❛ ♣♦✉r t♦✉t n ≥ n0(δ)✱ Â ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ❡t ✿

‖vLSTD(λ) − v̂LSTD(λ)‖µ ≤
4V♠❛①dL

2

√
n− 1(1− γ)ν

√
√
√
√
√



1 +







log(n− 1)

log
(

1
λγ

)









 I(n− 1, δ) + h(n, δ)

❛✈❡❝ h(n, δ) = Õ( 1n)✳

▲❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ν ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡ s♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✶✳ P♦✉r t♦✉t δ✱ ✐❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡
❧✬❡♥t✐❡r n0(δ) ❡①✐st❡ ❡t ❡st ✜♥✐ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡ t❡r♠❡ à ❣❛✉❝❤❡ t❡♥❞ ✈❡rs 0 q✉❛♥❞ n t❡♥❞ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐✳

❈♦♠♠❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

(

1 +

⌈

log(n−1)

log
(

1
λγ

)

⌉)

I(n− 1, δ
n2 ) ✈ér✐✜❡

(

1 +

⌈

log(n−1)

log
(

1
λγ

)

⌉)

I(n− 1, δ
n2 ) = Õ(1)✱

♦♥ ♣❡✉t ❞é❞✉✐r❡ q✉❡ ▲❙❚❉✭λ✮ ❡st✐♠❡ vLSTD(λ) ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ Õ
(

1√
n

)

✳ ❈♦♠♠❡ ❧❛

❢♦♥❝t✐♦♥ λ 7→ 1

log
(

1
λγ

) ❡st ❝r♦✐ss❛♥t❡✱ ♥♦tr❡ ❜♦r♥❡ s✉r ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛ t❡♥❞❛♥❝❡ à

s❡ ❞étér✐♦r❡r ❧♦rsq✉❡ λ ❛✉❣♠❡♥t❡✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❛ ❣❛r❛♥t✐❡ ❞❡ q✉❛❧✐té ❞❡ vLSTD(λ) s✬❛♠é❧✐♦r❡
❧♦rsq✉✬♦♥ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ λ✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳

❚❤é♦rè♠❡ ✻ ✭ ❬❚s✐ts✐❦❧✐s ❛♥❞ ❘♦②✱ ✶✾✾✼❪✮✳ ▲✬❡rr❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✈ér✐✜❡ ✶✵ ✿

‖v − vLSTD(λ)‖µ ≤
1− λγ
1− γ ‖v −Πv‖µ.

▲♦rsq✉❡ λ = 1✱ ♦♥ ❛✕❝♦♠♠❡ ♠❡♥t✐♦♥♥é ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✷✱ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✕ ▲❙❚❉✭✶✮ q✉✐ r❡♥✈♦✐❡
❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡ Πv ❞❡ v✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t ❞❡s t❤é♦rè♠❡s ✺
❡t ✻ ✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✉r ❧✬❡rr❡✉r ❣❧♦❜❛❧❡✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✼✳ ❙♦✉s ❧❡s ♠ê♠❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❡t ❧❡s ♠ê♠❡s ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✺✱ ♣♦✉r t♦✉t
δ✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té 1− δ✱ ♣♦✉r t♦✉t n ≥ n0(δ)✱ ❧✬❡rr❡✉r ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡ ▲❙❚❉✭λ✮ ✈ér✐✜❡ ✿

‖v − v̂LSTD(λ)‖µ ≤
1− λγ
1− γ ‖v −Πv‖µ +

4V♠❛①dL
2

ν
√
n− 1(1− γ)







1 +







log(n− 1)

log
(

1
λγ

)









 I(n− 1, δ)





1
2

+ h(n, δ).

✶✵✳ ❈❡tt❡ ❜♦r♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ❛♠é❧✐♦ré❡✱ ❝♦♠♠❡ ❧✬❛ s✉❣❣éré ❱✳ P❛♣❛✈❛ss✐❧♦✉ ❬❚s✐ts✐❦❧✐s ❛♥❞ ❘♦②✱ ✶✾✾✼❪ ❀ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ P②t❤❛❣♦r❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

‖v − vLSTD(λ)‖µ ≤
1− λγ

√
(1− γ)(1 + γ − 2λγ)

‖v −Πv‖µ.

P❛r s♦✉❝✐ ❞❡ s✐♠♣❧✐❝✐té✱ ♥♦✉s ❣❛r❞❡r♦♥s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✉ t❤é♦r❡♠❡ ✻✳

✻✻



✺✳✺✳ Pr❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✺

❘❡♠❛rq✉❡ ✶✳ ▲❡ rés✉❧t❛t é♥♦♥❝é ❞❛♥s ❧❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✼ ❡st ❧é❣èr❡♠❡♥t ♣❧✉s ❢♦rt q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❬▲❛✲
③❛r✐❝ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❪ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s λ = 0 ✿ P♦✉r ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été P (n)✱ ♥♦tr❡ rés✉❧t❛t ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
✑∀δ, ∃n0(δ) tq. ∀n ≥ n0(δ), P (n) ❡st ✈r❛✐❡ ❛✈❡❝ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té 1 − δ✑ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡ ❧❡✉r ❡st ❞❡
❧❛ ❢♦r♠❡ ✏∀n, ∀δ, P (n) ❡st ✈r❛✐❡ ❛✈❡❝ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té 1 − δ✑✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ s♦✉s ❧❡s ♠ê♠❡s ❤②♣♦t❤ès❡s✱
❧✬❡rr❡✉r ❣❧♦❜❛❧❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❬▲❛③❛r✐❝ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❪✱ ❡st ❜♦r♥é❡ ♣❛r

‖ṽLSTD(0) − v‖µ ≤
4
√
2

1− γ ‖v −Πv‖µ + Õ

(
1√
n

)

,

♦ù ṽLSTD(0) ❡st ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ tr♦♥q✉é❡ ✭❛✈❡❝ V♠❛①✮ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❛t❤✇✐s❡ ▲❙❚❉ ✶✶✱ ❛❧♦rs q✉✬❛✈❡❝
♥♦tr❡ ❛♥❛❧②s❡ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s

‖v̂LSTD(0) − v‖µ ≤
1

1− γ ‖v −Πv‖µ + Õ

(
1√
n

)

.

▲❡ t❡r♠❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧✬❡rr❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡st ♣❧✉s ✜♥ ❞✬✉♥ ❢❛❝t❡✉r 4
√
2 ❛✈❡❝ ♥♦tr❡ ❛♥❛✲

❧②s❡✳ ❆✉ss✐✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣rés❡♥t❡ ✐❝✐✱ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❬▲❛③❛r✐❝ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❪
♥❡ ♥♦✉s r❡♥s❡✐❣♥❡ ♣❛s s✉r ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ▲❙❚❉✭0✮ ✭✐❧s ♥❡ ♣r♦♣♦s❡♥t ♣❛s ✉♥❡ ❜♦r♥❡
s✉r ❧✬❡rr❡✉r ‖vLSTD(0)− v̂LSTD(0)‖µ✮✳ ▲❡✉r ❛♥❛❧②s❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ▼❛r❦♦✲
✈✐❡♥ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ❜♦r♥❡r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧✬❡rr❡✉r ❣❧♦❜❛❧❡ s❡❧♦♥ ❧❛ ♥♦r♠❡ µ✳ ◆♦tr❡ ❛r❣✉♠❡♥t❛t✐♦♥✱ q✉✐
❝♦♥s✐st❡ à ❜♦r♥❡r ❧✬❡rr❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣✉✐s ❧✬❡rr❡✉r ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ♣❡r♠❡t ❞✬❛✈♦✐r ✉♥ rés✉❧t❛t
♣❧✉s ✜♥✳

❈♦♠♠❡ ✐❧ ❛ ❞é❥à été ♠❡♥t✐♦♥♥é ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r λ = 1 ♠✐♥✐♠✐s❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ s✉r ❧✬❡rr❡✉r
❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ‖v − vLSTD(λ)‖µ ✭❧❡ ♣r❡♠✐❡r t❡r♠❡ à ❞r♦✐t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✼✮ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❛
✈❛❧❡✉r λ = 0 ♠✐♥✐♠✐s❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ s✉r ❧✬❡rr❡✉r ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ‖vLSTD(λ) − v̂LSTD(λ)‖µ ✭❧❡ s❡❝♦♥❞
t❡r♠❡✮✳ ■❧ ❡①✐st❡ ♣♦✉r t♦✉t n ❡t ♣♦✉r t♦✉t δ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡ λ∗ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡
❧✬❡rr❡✉r ❣❧♦❜❛❧❡✱ ❝ré❛♥t ❛✐♥s✐ ✉♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ ❝❡s ❞❡✉① ❡rr❡✉rs✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✶ ✐❧❧✉str❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥
q✉✐ ❡①✐st❡ ❡♥tr❡ λ ❡t n✳ ▲❡ ❝❤♦✐① ♦♣t✐♠❛❧ λ∗ ❞é♣❡♥❞ ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s β✲
♠é❧❛♥❣❡❛♥t ✭b✱ κ ❡t β✮ q✉❡ ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ‖v−Πv‖µ✱ q✉✐ s♦♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t
❞❡s q✉❛♥t✐tés ✐♥❝♦♥♥✉❡s ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✳ ■❧ ❡st ❝❧❛✐r ❝❡♣❡♥❞❛♥t q✉❡ ❧♦rsq✉❡ n t❡♥❞ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐✱ λ∗

t❡♥❞ ✈❡rs 1✳
▲❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞ét❛✐❧❧é❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✺✳

✺✳✺ Pr❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✺

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡ ❧❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ❥✉st✐✜❛♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳
▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ♦r❣❛♥✐sé❡ ❡♥ ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡✱ ♦♥ ♣r♦✉✈❡ ✉♥❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❞❡
❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ✈❡❝t♦r✐❡❧s ❛✈❡❝ tr❛❝❡s ❞✬é❧✐❣✐❜✐❧✐té ✐♥✜♥✐♠❡♥t ❧♦♥❣✉❡s✳ ❊♥s✉✐t❡
❞❛♥s ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ♣❛rt✐❡✱ ♦♥ ♣r♦✉✈❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✺ ✿ ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té à ❧✬❡rr❡✉r ✐♥❞✉✐t❡ ❡♥
❡st✐♠❛♥t A ❡t b✱ ♣✉✐s ♦♥ r❡❧✐❡ ❝❡s ❡rr❡✉rs à ❝❡❧❧❡ s✉r vLSTD(λ)✳

✺✳✺✳✶ ■♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❛✈❡❝ ❞❡s tr❛❝❡s ❞✬é❧✐❣✐✲
❜❧✐té ✐♥✜♥✐♠❡♥t ❧♦♥❣✉❡s

▲✬✉♥❡ ❞❡s ♣r❡♠✐èr❡s ❞✐✣❝✉❧tés ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▲❙❚❉✭λ✮ ❡st q✉❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s Ai = zi(φ(Xi)−
γφ(Xi+1))

t ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t bi = zir(Xi)✮ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳ ❖♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❧✉s ❞ès ❧♦rs
❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts st❛♥❞❛r❞s ❞❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❛✜♥ ❞✬❡st✐♠❡r ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s

✶✶✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡ ❞❡ ▲❙❚❉✱ ✈♦✐r ❬▲❛③❛r✐❝ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❪ ♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞❡t❛✐❧s✳

✻✼
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✶ ✕ ❈♦✉r❜❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ λ✳ ❖♥ ❣é♥èr❡ ✶✵✵✵
▼❉Ps ●❛r♥❡t ❛❧é❛t♦✐r❡s ❬❆r❝❤✐❜❛❧❞ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✺❪ ✭❧❡s ●❛r♥❡t ▼❉P s♦♥t ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞é❝✐s♦♥♥❡❧s
❞❡ ▼❛r❦♦✈ (N,m, b, γ) q✉✐ s❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡♥t ♣❛r ❧❡✉r ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛ts N ✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛❝t✐♦♥s m✱
❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t b ✭b r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛ts ❛tt❡✐♥ts à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝♦✉♣❧❡
ét❛t✲❛❝t✐♦♥✮ ❡t ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té γ✳ ❖♥ ❛ ♣r✐s N = 100✱ γ = 0.99✳ ▲❡s ré❝♦♠♣❡♥s❡s
s♦♥t ✉♥✐❢♦r♠❡s ❡t ❛❧é❛t♦✐r❡s✳ ❖♥ ❛ ❛✉ss✐ ❣é♥éré 1000 ❢❡❛t✉r❡s ❞✬❡s♣❛❝❡ ❛❧é❛t♦✐r❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
20 ✭❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ❡♥tré❡s ✉♥✐❢♦r♠❡s ❡t ❛❧é❛t♦✐r❡s✮✳ P♦✉r t♦✉t❡s ❝❡s
✈❛❧❡✉rs ❞❡ λ ∈ {0.0, 0.3, 0.5, 0.7, 0.9, 1.0}✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ ✭à ❣❛✉❝❤❡✮ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ré❡❧❧❡ ❡t ✭à
❞r♦✐t❡✮ ❧❛ ❞é✈✐❛t✐♦♥ st❛♥❞❛r❞ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s✳ ❊♠♣✐r✐q✉❡♠❡♥t✱ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡
✈❛❧❡✉r ❞❡ λ ❛ ❧✬❛✐r ❞✬êtr❡ ✉♥❡ ❢♦♥t✐♦♥ ♠♦♥♦t♦♥❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s n✱ q✉✐ t❡♥❞ ✈❡rs 1
❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t✳ ❈❡❝✐ ❝♦♥❝♦r❞❡ ❛✈❡❝ ❧❡ rés✉❧t❛t é♥♦♥❝é ❞❛♥s ❧❡ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✼✳

❡st✐♠❛t✐♦♥s ✈❡rs ❧❡✉r ❧✐♠✐t❡s✳ P✉✐sq✉❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s A ❡t b ❛❞♠❡tt❡♥t ❧❛ ♠ê♠❡ str✉❝t✉r❡✱ ♦♥ ♥♦t❡r❛
G ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ q✉✐ ❛ ❝❡tt❡ ❢♦r♠❡ ❣é♥ér❛❧❡

Ĝ =
1

n− 1

n−1∑

i=1

Gi ✭✺✳✸✮

❛✈❡❝ Gi = zi(τ(Xi, Xi+1))
t ✭✺✳✹✮

♦ù zi✱ ❞é✜♥✐ ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✻✮✱ s❛t✐s❢❛✐t zi =
∑i

l=1 (λγ)
i−lφ(Xl)✱ ❡t τ : X 2 7→ R

k ❡st t❡❧ q✉❡✱
♣♦✉r t♦✉t 1 ≤ i ≤ k✱ τi ❛♣♣❛rt✐❡♥t à B(X 2, L′) ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ L′ ✜♥✐❡ ✶✷✳ ▲❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s Gi s♦♥t
❝❛❧❝✉❧é❡s à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ♠ê♠❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡✱ ❡t s♦♥t ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t ❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳
◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❣râ❝❡ à ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✸✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s êtr❡ ❡♥ ♠❡s✉r❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❜❧♦❝s
❞❡ ❬❨✉✱ ✶✾✾✹❪ q✉✐ ♥♦✉s r❛♠è♥❡ ❛✉ ❝❛s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t✳ ❈❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞✉ ❝❛s β✲♠é❧❛♥❣❡❛♥t ❛✉ ❝❛s
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ♥é❝❡ss✐t❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ st❛t✐♦♥♥❛r✐té ✭❧❡♠♠❡ ✺✮✳ ▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s Gi

♥❡ ❞é✜♥✐ss❡♥t ♣❛s ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡s s♦♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ σ(X i+1)✲♠❡s✉r❛❜❧❡ ❞✉
✈❡❝t❡✉r ♥♦♥✲st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ (X1, . . . , Xi+1)✳ ❆✜♥ ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ♦♥ ✈❛ ❛♣♣r♦❝❤❡r Gi ♣❛r
s❛ ✈❡rs✐♦♥ tr♦♥q✉é❡ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ Gm

i ✳ ❈❡❝✐ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ s✐ ♦♥ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❧❛ tr❛❝❡ zi ♣❛r s❛ ✈❡rs✐♦♥
m✲tr♦♥q✉é❡ ✿

zmi =

i∑

l=max(i−m+1,1)

(λγ)i−lφ(Xl).

✶✷✳ ❖♥ ♥♦t❡ X i = X ×X ...×X
︸ ︷︷ ︸

✐ ❢♦✐s

♣♦✉r i ≥ 1✳

✻✽
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P✉✐sq✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ φ ❡st ❜♦r♥é❡ ♣❛r ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ L ❡t q✉❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡s ❛♥❝✐❡♥s é✈é✲
♥❡♠❡♥ts ❡st ❜♦r♥é❡ ♣❛r ✉♥❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ λγ < 1✱ ♦♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡ ‖zi−zmi ‖∞ ≤ L

1−λγ (λγ)
m✳

P♦✉r m ✈ér✐✜❛♥t m > log(n−1)

log 1
λγ

✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ‖zi − zmi ‖2 = O
(
1
n

)
✳ ■❧ ♣❛r❛ît ❛❧♦rs r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ ❞✬❛♣✲

♣r♦❝❤❡r G ♣❛r Ĝm s❛t✐s❢❛✐s❛♥t

Ĝm =
1

n− 1

n−1∑

i=1

Gm
i , ✭✺✳✺✮

❛✈❡❝ Gm
i = zmi (τ(Xi, Xi+1))

t. ✭✺✳✻✮

P♦✉r t♦✉t i ≥ m✱ Gi
m ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ σ(Xm+1)✲♠❡s✉r❛❜❧❡ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ Zi =

(Xi−m+1, Xi−m+2 , . . . , Xi+1)✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❬❨✉✱ ✶✾✾✹❪ à Gm
i ✱ ♠❛✐s

♣♦✉r ❝❡❧❛ ✐❧ ❢❛✉t ❞✬❛❜♦r❞ ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s Gm
i ❞é✜♥✐ss❡♥t ❜✐❡♥ ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s β✲♠é❧❛♥❣❡❛♥t✳

❖♥ s❛✐t ❞✬❛♣rès ❬❨✉✱ ✶✾✾✹❪ q✉❡ t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s β✲♠é❧❛♥❣❡❛♥t ❡st ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s
β✲♠é❧❛♥❣❡❛♥t ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t βf ≤ β✱ ❞♦♥❝ ✐❧ ♥♦✉s s✉✣t ❞❡ ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s Zi ❡st β✲
♠é❧❛♥❣❡❛♥t✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ♦♥ ✈❛ ❡ss❛②❡r ❞❡ r❡❧✐❡r ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts βZ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s Zi à ❝❡✉① ❞✉
♣r♦❝❡ss✉s Xn s✉♣♣♦sé β✲♠é❧❛♥❣❡❛♥t ❞✬❛♣rès ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✸✳ ❈✬❡st ❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❢❛✐t ❞❛♥s ❧❡ ❧❡♠♠❡
s✉✐✈❛♥t✳

▲❡♠♠❡ ✸✳ ❙♦✐t (Xn)n≥1 ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s β✲♠é❧❛♥❣❡❛♥t ❛❧♦rs (Zn)n≥m =

(Xn−m+1, Xn−m+2, . . . , Xn+1)n≥m ❡st ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s β✲♠é❧❛♥❣❡❛♥t ❞♦♥t ❧❡ i✲è♠❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
β✲♠é❧❛♥❣❡❛♥t βZi ✈ér✐✜❡ βZi ≤ βXi−m ♣♦✉r i ≥ m✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t Γ = σ(Zm, ..., Zt) ♣♦✉r t ≥ m✱ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♦♥ ❛

Γ = σ(Z−1
j (B) : j ∈ {m, ..., t}, B ∈ σ(Xm+1)).

P♦✉r t♦✉t j ∈ {m, ..., t} ♦♥ ❛

Z−1
j (B) = {ω ∈ Ω, Zj(ω) ∈ B} .

P♦✉r B = B0 × ...×Bm✱ ♦♥ ♣❡✉t ♦❜s❡r✈❡r q✉❡

Z−1
j (B) = {ω ∈ Ω, Xj−m+1(ω) ∈ B0, ..., Xj+1(ω) ∈ Bm}.

❉✬♦ù✱ ♦♥ ♣❡✉t s✬❛♣❡r❝❡✈♦✐r q✉❡

Γ = σ(X−1
j (B) : j ∈ {m, ..., t}, B ∈ σ(X )) = σ(X1, ..., Xt+1).

❉❡ ♠ê♠❡ ♦♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡ σ(Z∞
t+i) = σ(X∞

t+i−m+1)✳ ❙♦✐t β
X
i ❧❡ iè♠❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t β✲♠é❧❛♥❣❡❛♥t

❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s (Xn)n≥1✳ ❖♥ ❛

βXi = sup
t≥1

E

[

sup
B∈σ(X∞

t+i)
|P (B|σ(X1, ..., Xt))− P (B)|

]

.

❉✬✉♥❡ ❢❛ç♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡✱ ♦♥ ❛

βZi = sup
t≥m

E

[

sup
B∈σ(Z∞

t+i)
|P (B|σ(Zm, ..., Zt))− P (B)|

]

.

✻✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❱✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡t ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥❡ ❜♦r♥❡ ❞✬❡rr❡✉r ❞❡ ▲❙❚❉✭λ✮

❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡s ✐❞❡♥t✐tés q✉✬♦♥ ❛ ♠♦♥tré❡s ❥✉st❡ ❛✈❛♥t ♦♥ ♣❡✉t ✈♦✐r q✉❡

βZi = sup
t≥m

E

[

sup
B∈σ(X∞

t+i−m+1)
|P (B|σ(X1, ..., Xt+1))− P (B)|

]

.

❊♥ ♣♦s❛♥t u = t+ 1 ♦♥ ❛

βZi = sup
u≥m+1

E

[

sup
B∈σ(X∞

u+i−m)
|P (B|σ(X1, ..., Xu))− P (B)|

]

.

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♦♥ ❛ ♣♦✉r i ≥ m

βZi ≤ βXi−m.

❙♦✐t ‖.‖F ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞❡ ❋r♦❜❡♥✐✉s ✿ ♣♦✉r M ∈ R
d×k✱ ‖M‖2F =

∑d
l=1

∑k
j=1 (Ml,j)

2✳ ❖♥ ♣❡✉t

♠❛✐♥t❡♥❛♥t é♥♦♥❝❡r ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s β✲♠é❧❛♥❣❡❛♥t Ĝ ❛✈❡❝ ❞❡s tr❛❝❡s
✐♥✜♥✐♠❡♥t ❧♦♥❣✉❡s✳

▲❡♠♠❡ ✹✳ ❙♦✐t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Gi ❞❡ t❛✐❧❧❡ d× k ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

Gi =
i∑

l=1

(λγ)i−lφ(Xl)(τ(Xi, Xi+1))
t. ✭✺✳✼✮

❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ φ = (φ1, ..., φd) ❡st t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t j✱ φj ∈ B(X ,L) ❡t q✉❡ τ ∈ B(X 2, L′) ✭✈♦✐r
♣❛❣❡ ✻✽✮✳ ❙♦✉s ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❡t ♥♦t❛t✐♦♥s ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✺✱ ♦♥ ❛ ♣♦✉r t♦✉t δ ∈ (0, 1)✱ ❛✈❡❝ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té
1− δ✱

∥
∥
∥
∥
∥

1

n− 1

n−1∑

i=1

Gi −
1

n− 1

n−1∑

i=1

E[Gi]

∥
∥
∥
∥
∥
2

≤ B2√
n− 1

√

(m+ 1)J(n− 1, δ) + ǫ(n),

♦ù

J(n, δ) = 32Γ(n, δ)max

{
Γ(n, δ)

b
, 1

} 1
κ

,

Γ(n, δ) = log

(
2

δ

)

+ log(max{4e2, nβ}),

ǫ(n) = 2







log(n− 1)

log
(

1
λγ

)







√
d× kLL′

(n− 1)(1− λγ) .

P❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① q✉❛♥t✐tés I ❡t Λ ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ❞❛♥s ❧✬é♥♦♥❝é ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✺✱ ❧❡s q✉❛♥t✐tés
✐♥tr♦❞✉✐t❡s ✐❝✐ s♦♥t t❡❧❧❡s q✉❡ J(n, δ) = I(n, 4n2δ) ❡t Γ(n, δ) = Λ(n, 4n2δ)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❝♦♥s✐st❡ ✐✮ à ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧✬❡rr❡✉r ✐♥❞✉✐t❡ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t Ĝm✱ ❧❛ ✈❡rs✐♦♥
❛✈❡❝ ❧❛ tr❛❝❡ tr♦♥q✉é❡✱ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ Ĝ ❡st ❜♦r♥é❡ ♣❛r ǫ(n)✱ ❡t ✐✐✮ à ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❜❧♦❝s
❞❡ ❬❨✉✱ ✶✾✾✹❪ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡ q✉❡ ❬▲❛③❛r✐❝ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❪ ♦♥t ❡♠♣❧♦②é❡ ♣♦✉r ▲❙❚❉✭✵✮✳ ❙♦✐❡♥t

ǫ1 =
1

n− 1

m−1∑

i=1

Gi − E[Gi]

❡t ǫ2 =
1

n− 1

n−1∑

i=m

(zi − zmi )τ(Xi, Xi+1)
t − E[(zi − zmi )τ(Xi, Xi+1)

t].

✼✵



✺✳✺✳ Pr❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✺

❖♥ ❛

1

n− 1

n−1∑

i=1

Gi − E[Gi] =
1

n− 1

n−1∑

i=m

Gi − E[Gi] + ǫ1

=
1

n− 1

n−1∑

i=m

zi(τ(Xi, Xi+1)
t − E[zi(τ(Xi, Xi+1)

t] + ǫ1

=
1

n− 1

n−1∑

i=m

zmi τ(Xi, Xi+1)
t − E[zmi τ(Xi, Xi+1)

t] + ǫ1 + ǫ2

=
1

n− 1

n−1∑

i=m

(Gm
i − E[Gm

i ]) + ǫ1 + ǫ2. ✭✺✳✽✮

P♦✉r t♦✉t i✱ ♦♥ ❛ ‖zi‖∞ ≤ L
1−λγ ✱ ‖Gi‖∞ ≤ LL′

1−λγ ✱ ❡t ‖zi − zmi ‖∞ ≤
(λγ)mL
1−λγ ✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✖❡♥

✉t✐❧✐s❛♥t ‖M‖2 ≤ ‖M‖F =
√
d× k‖x‖∞ ♣♦✉rM ∈ R

d×k ❛✈❡❝ x ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ❝♦♥❝❛té♥❛♥t
❧❡s ❝♦❧♦♥♥❡s ❞❡ M✖✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

‖ǫ1 + ǫ2‖2 ≤
2(m− 1)

√
d× kLL′

(n− 1)(1− λγ) +
2(λγ)m

√
d× kLL′

(1− λγ) . ✭✺✳✾✮

❊♥ ❝♦♥❝❛té♥❛♥t ❧❡s ❝♦❧♦♥♥❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Gm
i ✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r

Um
i ❞❡ t❛✐❧❧❡ dk✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t ǫ > 0✱

P

(∥
∥
∥
∥
∥

1

n−m

n−1∑

i=m

(Gm
i − E[Gm

i ])

∥
∥
∥
∥
∥
2

≥ ǫ
)

≤ P

(∥
∥
∥
∥
∥

1

n−m

n−1∑

i=m

(Gm
i − E[Gm

i ])

∥
∥
∥
∥
∥
F

≥ ǫ
)

= P

(∥
∥
∥
∥
∥

1

n−m

n−1∑

i=m

(Um
i − E[Um

i ])

∥
∥
∥
∥
∥
2

≥ ǫ
)

. ✭✺✳✶✵✮

▲❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s Um
i ❞é✜♥✐ss❛♥t ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s β✲♠é❧❛♥❣❡❛♥t st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ✭❧❡♠♠❡ ✸✮✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ t❡❝❤✲

♥✐q✉❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❬❨✉✱ ✶✾✾✹❪ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à r❡❣r♦✉♣❡r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s Um
m , . . . , U

m
n−1

❡♥ 2µn−m ❜❧♦❝s ❞❡ t❛✐❧❧❡ an−m ✭♦♥ s✉♣♣♦s❡ n−m = 2an−mµn−m✮✳ ▲❡s ❜❧♦❝s s♦♥t ❞❡ ❞❡✉① s♦rt❡s ✿
❝❡✉① q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s ♣❛✐rs E = ∪µn−m

l=1 El ❡t ❝❡✉① q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s ✐♠♣❛✐rs
H = ∪µn−m

l=1 Hl✳ ❊♥ r❡❣r♦✉♣❛♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❛♥s ❞❡s ❜❧♦❝s ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

P

(∥
∥
∥
∥
∥

1

n−m

n−1∑

i=m

Um
i − E[Um

i ]

∥
∥
∥
∥
∥
2

≥ ǫ
)

≤P
(∥
∥
∥
∥
∥

∑

i∈H
Um
i − E[Um

i ]

∥
∥
∥
∥
∥
2

+

∥
∥
∥
∥
∥

∑

i∈E
Um
i − E[Um

i ]

∥
∥
∥
∥
∥
2

≥

(n−m)
ǫ

2

)

✭✺✳✶✶✮

≤P
(∥
∥
∥
∥
∥

∑

i∈H
Um
i − E[Um

i ]

∥
∥
∥
∥
∥
2

≥ (n−m)ǫ

4

)

+

P

(∥
∥
∥
∥
∥

∑

i∈E
Um
i − E[Um

i ]

∥
∥
∥
∥
∥
2

≥ (n−m)ǫ

4

)

✭✺✳✶✷✮

=2P

(∥
∥
∥
∥
∥

∑

i∈H
Um
i − E[Um

i ]

∥
∥
∥
∥
∥
2

≥ (n−m)ǫ

4

)

. ✭✺✳✶✸✮

✼✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❱✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡t ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥❡ ❜♦r♥❡ ❞✬❡rr❡✉r ❞❡ ▲❙❚❉✭λ✮

▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✶✶✮ ❞é❝♦✉❧❡ ❞❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✶✷✮ ❞é❝♦✉❧❡ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ {X +
Y ≥ a} ✐♠♣❧✐q✉❡ {X ≥ a

2} ♦✉ {Y ≥ a
2}✳ ▲❛ st❛t✐♦♥♥❛r✐té ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✶✸✮✳

P✉✐sq✉❡ H = ∪µn−m

l=1 Hl ♦♥ ❛

P

(∥
∥
∥
∥
∥

1

n−m

n−1∑

i=m

Um
i − E[Um

i ]

∥
∥
∥
∥
∥
2

≥ ǫ
)

≤ 2P





∥
∥
∥
∥
∥
∥

µn−m∑

l=1

∑

i∈Hl

Um
i − E[Um

i ]

∥
∥
∥
∥
∥
∥
2

≥ (n−m)ǫ

4





= 2P

(∥
∥
∥
∥
∥

µn−m∑

l=1

U(Hl)− E[U(Hl)]

∥
∥
∥
∥
∥
2

≥ (n−m)ǫ

4

)

✭✺✳✶✹✮

♦ù ♦♥ ❞é✜♥✐t U(Hl) =
∑

i∈Hl
Um
i ✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❜❧♦❝s (U ′(Hl))l=1,...,µn−m

✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts t❡❧ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ❜❧♦❝ U ′(Hl) ❛❞♠❡t ❧❛ ♠ê♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ q✉❡ U(Hl)✳ ❖♥ ✈❛ ✉t✐❧✐s❡r
❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t✳

▲❡♠♠❡ ✺✳ ❬❨✉✱ ✶✾✾✹❪ ❙♦✐t X1, . . . , Xn ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❣é♥érés à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ♣r♦✲
❝❡ss✉s β✲♠é❧❛♥❣❡❛♥t ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t {βi}✳ ❙♦✐t X(H) = (X(H1), . . . , X(Hµn−m)) t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r
t♦✉t j✱ X(Hj) = (Xi)i∈Hj

✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t X ′(H) = (X ′(H1), . . . , X
′(Hµn−m)) t❡❧ q✉❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s

X ′(Hj) s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❡t t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t j✱ X ′(Hj) ❛ ❧❛ ♠ê♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ q✉❡ X(Hj)✳
❙♦✐❡♥t Q ❡t Q′ ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ X(H) ❡t X ′(H) r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ P♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠❡s✉r❛❜❧❡
h : X anµn → R ❜♦r♥é❡ ♣❛r B✱ ♦♥ ❛

|EQ[h(X(H))]− EQ′ [h(X ′(H))]| ≤ Bµnβan .

❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✺✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✶✹✮ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ✿

P

(∥
∥
∥
∥
∥

1

n−m

n−1∑

i=m

Um
i − E[Um

i ]

∥
∥
∥
∥
∥
2

≥ ǫ
)

≤2P
(∥
∥
∥
∥
∥

µn−m∑

l=1

U ′(Hl)− E[U ′(Hl)]

∥
∥
∥
∥
∥
2

≥ (n−m)ǫ

4

)

+

2µn−mβan−m . ✭✺✳✶✺✮

▲❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s U ′(Hl) s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✱ ❞❡ ♣❧✉s ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s
∑µn−m

l=1 U ′(Hl)−E[U ′(Hl)] ❡st ✉♥❡
σ(U ′(H1), . . . , U

′(Hµn−m)) ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ ✿

E

[
µn−m∑

l=1

U ′(Hl)− E[U ′(Hl)]

∣
∣
∣
∣
∣
U ′(H1), . . . , U

′(Hµn−m−1)

]

=

µn−m−1
∑

l=1

U ′(Hl)− E[U ′(Hl)] + E[U ′
Hµn−m

− E[U ′
Hµn−m

]]

=

µn−m−1
∑

l=1

U ′(Hl)− E[U ′(Hl)].

❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷✳ ❊♥ ❡✛❡t ❡♥ ♣r❡♥❛♥t Xµn−m =
∑µn−m

l= U ′(Hl)−E[U ′(Hl)]✱ ❡t

❡♥ ♦❜s❡r✈❛♥t q✉❡ ‖Xi−Xi−1‖2 = ‖U ′(Hl)−E[U ′(Hl)]‖2 ≤ an−mC ❛✈❡❝ C = 2
√
dkLL′

1−λγ ✱ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷
✐♠♣❧✐q✉❡

P

(∥
∥
∥
∥
∥

µn−m∑

l=1

U ′(Hl)− E[U ′(Hl)]

∥
∥
∥
∥
∥
2

≥ (n−m)ǫ

4

)

≤ 2e2e
− (n−m)2ǫ2

32µn−m(an−mC)2

= 2e2e
− (n−m)ǫ2

16an−mC2

✼✷



✺✳✺✳ Pr❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✺

♦ù ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬é❣❛❧✐té 2an−mµn−m = n −m✳ ❊♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥t
❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✺✳✶✹✮ ❡t ✭✺✳✶✺✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✜♥❛❧❡♠❡♥t

P

(∥
∥
∥
∥
∥

1

n−m

n−1∑

i=m

Um
i − E[Um

i ]

∥
∥
∥
∥
∥
2

≥ ǫ
)

≤ 4e2e
− (n−m)ǫ2

16an−mC2
+ 2(n−m)βUan−m

.

▲❡ ✈❡❝t❡✉r Um
i ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r Zi = (Xi−m+1, . . . , Xi+1)✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸ ♦♥

s❛✐t q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t j > m✱

βUj ≤ βZj ≤ βXj−m ≤ βe−b(j−m)κ .

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs

P

(∥
∥
∥
∥
∥

1

n−m

n−1∑

i=m

Um
i − E[Um

i ]

∥
∥
∥
∥
∥
2

≥ ǫ
)

≤ 4e2e
− (n−m)ǫ2

16an−mC2
+ 2(n−m)βe−b(an−m−m)κ = δ′. ✭✺✳✶✻✮

P♦✉r ❛✈♦✐r ❧❡ ♠ê♠❡ ❡①♣♦s❛♥t ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡s✱ ♦♥ ✈❛ s✉✐✈r❡ ❧❡ ♠ê♠❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t

q✉❡ ❬▲❛③❛r✐❝ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❪ ❀ ❊♥ ♣r❡♥❛♥t an−m − m =
⌈
C2(n−m)ǫ2

b

⌉ 1
κ+1

❛✈❡❝ C2 = (16C2ζ)−1✱ ❡t

ζ = an−m

an−m−m ✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

δ′ ≤ (4e2 + (n−m)β) exp

(

−min

{(
b

(n−m)ǫ2C2

)

, 1

} 1
k+1 1

2
(n−m)C2ǫ

2

)

. ✭✺✳✶✼✮

❊♥ é❝r✐✈❛♥t

Λ(n, δ) = log

(
2

δ

)

+ log(max{4e2, nβ})

❡t

ǫ(δ) =

√

2
Λ(n−m, δ)
C2(n−m)

max

{
Λ(n−m, δ)

b
, 1

} 1
κ

,

♦♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡

exp

(

−min

{(
b

(n−m)(ǫ(δ))2C2

)

, 1

} 1
k+1 1

2
(n−m)C2(ǫ(δ))

2

)

≤ exp (−Λ(n−m, δ)) . ✭✺✳✶✽✮

❊♥ ❡✛❡t ✶✸✱ ✐❧ ② ❛ ❞❡✉① ❝❛s ✿

✶✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s min
{(

b
(n−m)(ǫ(δ))2C2

)

, 1
}

= 1✳ ❖♥ ❛

exp

(

−min

{(
b

(n−m)(ǫ(δ))2C2

)

, 1

} 1
k+1 1

2
(n−m)C2(ǫ(δ))

2

)

=exp

(

−Λ(n−m, δ)max

{
Λ(n−m, δ)

b
, 1

} 1
k

)

≤ exp (−Λ(n−m, δ)) .

✶✸✳ ❈❡tt❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❡①✐st❡ ❞❛♥s ❬▲❛③❛r✐❝ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❪✱ ❡t ❡st ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ✐❝✐ ♣♦✉r êtr❡ ❝♦♠♣❧❡t✳

✼✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❱✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡t ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥❡ ❜♦r♥❡ ❞✬❡rr❡✉r ❞❡ ▲❙❚❉✭λ✮

✷✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ min
{(

b
(n−m)(ǫ(δ))2C2

)

, 1
}

=
(

b
(n−m)(ǫ(δ))2C2

)

✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs

exp

(

−1

2
b

1
k+1 ((n−m)C2(ǫ(δ))

2)
k

k+1

)

=

exp

(

−1

2
b

1
k+1 (Λ(n−m, δ)

k
k+1 max

{
Λ(n−m, δ)

b
, 1

} 1
k+1

)

=

exp

(

−1

2
Λ(n−m, δ)

k
k+1 max {Λ(n−m, δ), b}

1
k+1

)

≤

exp (−Λ(n−m, δ)) .

❊♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✺✳✶✼✮ ❡t ✭✺✳✶✽✮✱ ♦♥ tr♦✉✈❡

δ′ ≤ (4e2 + (n−m)β) exp (−Λ(n−m, δ)) .

❊♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t Λ(n−m, δ) ♣❛r s♦♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

exp (−Λ(n−m, δ)) = δ

2
max{4e2, (n−m)β}−1.

P✉✐sq✉❡ 4e2max{4e2, (n−m)β}−1 ≤ 1 ❡t (n−m)βmax{4e2, (n−m)β}−1 ≤ 1✱ ♦♥ ❛

δ′ ≤ 2
δ

2
≤ δ.

P✉✐sq✉❡ an−m −m ≥ 1✱ ♦♥ ❛

ζ =
an−m

an−m −m
=
an−m −m+m

an−m −m
≤ 1 +m.

❙♦✐t J(n, δ) = 32Λ(n, δ)max
{

Λ(n,δ)
b , 1

} 1
κ
✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✶✻✮ ❡st ré❞✉✐t❡ à

P

(∥
∥
∥
∥
∥

1

n−m

n−1∑

i=m

(Um
i − E[Um

i ])

∥
∥
∥
∥
∥
2

≥ C√
n−m ((m+ 1)J(n−m, δ))

1
2

)

≤ δ. ✭✺✳✶✾✮

J(n, δ) ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝r♦✐ss❛♥t❡ ❞❡ n✱ ❡t n−1√
n−1(n−m)

= 1√
n−m

√
n−1
n−m ≥ 1√

n−m
✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs

P

(∥
∥
∥
∥
∥

1

n− 1

n−1∑

i=m

(Gm
i − E[Gm

i ])

∥
∥
∥
∥
∥
2

≥ C√
n− 1

((m+ 1)J(n− 1, δ))
1
2

)

≤ P

(∥
∥
∥
∥
∥

1

n−m

n−1∑

i=m

(Gm
i − E[Gm

i ])

∥
∥
∥
∥
∥
2

≥ C√
n− 1

n− 1

n−m ((m+ 1)J(n− 1, δ))
1
2

)

≤ P

(∥
∥
∥
∥
∥

1

n−m

n−1∑

i=m

(Gm
i − E[Gm

i ])

∥
∥
∥
∥
∥
2

≥ C√
n−m ((m+ 1)J(n−m, δ))

1
2

)

.

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✺✳✶✵✮ ❡t ✭✺✳✶✾✮✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞é❞✉✐r❡ q✉❡

P

(∥
∥
∥
∥
∥

1

n− 1

n−1∑

i=m

(Gm
i − E[Gm

i ])

∥
∥
∥
∥
∥
2

≥ C√
n− 1

((m+ 1)J(n− 1, δ))
1
2

)

≤ δ. ✭✺✳✷✵✮

✼✹



✺✳✺✳ Pr❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✺

❊♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✺✳✽✮✱ ✭✺✳✾✮✱ ✭✺✳✷✵✮✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t C = 2
√
dkLL′

1−λγ ✱ ❡t ❡♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t

m =

⌈

log(n−1)

log
(

1
λγ

)

⌉

✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ rés✉❧t❛t✳

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❢♦rt❡♠❡♥t s✐♠✐❧❛✐r❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞é❞✉✐r❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥
❣é♥ér❛❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s β✲♠é❧❛♥❣❡❛♥ts✳

▲❡♠♠❡ ✻✳ ❙♦✐❡♥t Y = (Y1, . . . , Yn) ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ♣r❡♥❛♥t ❧❡✉rs ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡
R
d✱ ❣é♥éré❡s ♣❛r ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t β✲♠é❧❛♥❣❡❛♥t st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❛✈❡❝ ♣❛r❛♠ètr❡s β✱ b

❡t κ✱ t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t i✱ ‖Yi − E[Yi]‖2 ≤ B2 ♣r❡sq✉❡ sûr❡♠❡♥t✳ ❆❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t δ > 0✱

P

{∥
∥
∥
∥
∥

1

n

n∑

i=1

Yi −
1

n

n∑

i=1

E[Yi]

∥
∥
∥
∥
∥
2

≤ B2√
n

√

J(n, δ)

}

> 1− δ.

♦ù J(n, δ) ❡st ❞é✜♥✐ ❞❛♥s ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✹✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳ ❙✐ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s Yi ét❛✐❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✱ ♦♥ ❛✉r❛✐t βi = 0 ♣♦✉r t♦✉t i✱ ❝✬❡st✲à✲
❞✐r❡ q✉❡✱ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t β = 0 ❡t b = ∞✱ J(n, δ) ❡st ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s é❣❛❧❡ à 32 log 8e2

δ = O(1)✱ ❡t ♦♥
r❡tr♦✉✈❡ ❜✐❡♥ ❧❡ rés✉❧t❛t st❛♥❞❛r❞ ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷✳ ▲❡ ♣r✐① à ♣❛②❡r ♣♦✉r ❧❡ ❢❛✐t ❞✬❛✈♦✐r ❞❡s
é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s β✲♠é❧❛♥❣❡❛♥ts ❛✉ ❧✐❡✉ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❡st ❧❡ t❡r♠❡ J(n, δ) = Õ(1) ❀ ❡♥
❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ ❝❡ ♣r✐① ❡st r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡✳

✺✳✺✳✷ Pr❡✉✈❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✺

❯♥❡ ❢♦✐s q✉✬♦♥ ❛ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✱ ♦♥ ♣❡✉t ♣r♦✉✈❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✺✳ ❯♥❡
ét❛♣❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❛✈❛♥t ❝❡❧❛ ❝♦♥s✐st❡ à ❞ér✐✈❡r ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t✳

▲❡♠♠❡ ✼✳ ❙♦✐❡♥t ǫA = Â − A ❡t ǫb = b̂ − b✳ ❙♦✐t ν ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡
ΦTDµΦ✳ P♦✉r t♦✉t λ ∈ (0, 1)✱ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ v̂LSTD(λ) ✈ér✐✜❡ ✶✹ ✿

‖vLSTD(λ) − v̂LSTD(λ)‖µ ≤
1− λγ

(1− γ)√ν ‖(I + ǫAA
−1)−1‖2‖ǫAθ − ǫb‖2.

❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ ❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ǫ ❡t C s♦♥t t❡❧❧❡s q✉❡ ‖ǫA‖2 ≤ ǫ < C ≤ 1
‖A−1‖ ✱ ❛❧♦rs Â ❡st ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ❡t

‖(I + ǫAA
−1)−1‖2 ≤

1

1− ǫ
C

.

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡ vLSTD(λ) ❡t v̂LSTD(λ)✱ ♦♥ ❛

v̂LSTD(λ) − vLSTD(λ) = Φθ̂ − Φθ

= ΦA−1(Aθ̂ − b). ✭✺✳✷✶✮

❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ♦♥ ♣❡✉t ♦❜s❡r✈❡r ❡♥ ♣❛rt❛♥t ❞❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ A ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✸✮ ❡t ❡♥ é❝r✐✈❛♥t
M = (1− λ)γP (I − λγP )−1 ❡t Mµ = ΦtDµΦ q✉❡

ΦA−1 = Φ
[
ΦtDµ(I − γP )(I − λγP )−1Φ

]−1

= Φ
[
ΦtDµ(I − λγP − (1− λ)γP )(I − λγP )−1Φ

]−1

= Φ(Mµ − ΦtDµMΦ)−1.

✶✹✳ ◗✉❛♥❞ Â ♥✬❡st ♣❛s ✐♥✈❡rs✐❜❧❡✱ ♦♥ ♣r❡♥❞ v̂LSTD(λ) = ∞ ❡t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❡st t♦✉❥♦✉rs ✈r❛✐❡ ♣✉✐sq✉❡✱ ❝♦♠♠❡ ♦♥

✈❛ ❧❡ ✈♦✐r✱ ❧✬✐♥✈❡rs✐❜✐❧✐té ❞❡ Â ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ (I + ǫAA
−1).

✼✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❱✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡t ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥❡ ❜♦r♥❡ ❞✬❡rr❡✉r ❞❡ ▲❙❚❉✭λ✮

▲❡s ♠❛tr✐❝❡s A ❡t Mµ s♦♥t ✐♥✈❡rs✐❜❧❡s ❞♦♥❝ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ I −M−1
µ ΦtDµMΦ ❧✬❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❡t ♦♥ ❛

ΦA−1 = Φ(I −M−1
µ ΦtDµMΦ)−1M−1

µ .

❖♥ s❛✐t ❞✬❛♣rès ❬❚s✐ts✐❦❧✐s ❛♥❞ ❘♦②✱ ✶✾✾✼❪ q✉❡ ‖Π‖µ = 1✖♦♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ Π ❡st ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥

❞é✜♥✐❡ à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✷✮✖❡t ‖P‖µ = 1✳ ■❧ s✬❡♥ s✉✐t q✉❡ ‖ΠM‖µ = (1−λ)γ
1−λγ < 1 ❡t q✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡

(I − ΠM) ❡st ✐♥✈❡rs✐❜❧❡✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬✐❞❡♥t✐té X(I − Y X)−1 = (I −XY )−1X ❛✈❡❝ X = Φ ❡t
Y =M−1

µ ΦtDµM ✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

ΦA−1 = (I −ΠM)−1ΦM−1
µ . ✭✺✳✷✷✮

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ✐❞❡♥t✐tés Aθ = b ❡t Âθ̂ = b̂ ♦♥ ♣❡✉t ✈♦✐r q✉❡ ♣♦✉r ǫA = Â−A ♦♥ ❛ ✿

Aθ̂ − b = Aθ̂ − b− (Âθ̂ − b̂)
= b̂− b− ǫAθ + ǫAθ − ǫAθ̂
= b̂− b− (Â−A)θ + ǫA(θ − θ̂)
= b̂− Âθ − (b−Aθ) + ǫAA

−1(Aθ −Aθ̂)
= b̂− Âθ + ǫAA

−1(b−Aθ̂).

❉✬♦ù

Aθ̂ − b = b̂− Âθ − ǫAA−1(Aθ̂ − b).

❈❡❝✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡

Aθ̂ − b = (I + ǫAA
−1)−1(b̂− Âθ)

= (I + ǫAA
−1)−1(ǫb − ǫAθ). ✭✺✳✷✸✮

♦ù ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ é❣❛❧✐té ✈✐❡♥t ❞❡ ❧✬✐❞❡♥t✐té Aθ = b✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✺✳✷✷✮ ❡t ✭✺✳✷✸✮✱
❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✷✶✮ ♣❡✉t êtr❡ réé❝r✐t❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

v̂LSTD(λ) − vLSTD(λ) = (I −ΠM)−1ΦM−1
µ (I + ǫAA

−1)−1(ǫb − ǫAθ). ✭✺✳✷✹✮

❖♥ ✈❛ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❡ss❛②❡r ❞❡ ❜♦r♥❡r ❧❡ t❡r♠❡ ‖ΦM−1
µ (I + ǫAA

−1)−1(ǫb − ǫAθ)‖µ✳ P♦✉r t♦✉t x✱
♦♥ ❛

‖ΦM−1
µ x‖µ =

√

xtM−1
µ ΦtDµΦM

−1
µ x =

√

xtM−1
µ x ≤ 1√

ν
‖x‖2, ✭✺✳✷✺✮

♦ù ν ❡st ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ré❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ●r❛♠ Mµ✳ ❊♥ ♣r❡♥❛♥t ❧❛ ♥♦r♠❡ ‖.‖µ
❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✷✹✮ ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

‖v̂LSTD(λ) − vLSTD(λ)‖µ ≤ ‖(I −ΠM)−1‖µ‖ΦM−1
µ (I + ǫAA

−1)−1(ǫb − ǫAθ)‖µ

≤ ‖(I −ΠM)−1‖µ
1√
ν
‖(I + ǫAA

−1)−1(ǫb − ǫAθ)‖2

≤ ‖(I −ΠM)−1‖µ
1√
ν
‖(I + ǫAA

−1)−1‖2‖(ǫb − ǫAθ)‖2.

✼✻



✺✳✺✳ Pr❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✺

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t à ♥♦✉✈❡❛✉ ❧✬é❣❛❧✐té ‖ΠM‖µ = (1−λ)γ
1−λγ < 1✱

q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡

‖(I −ΠM)−1‖µ =

∥
∥
∥
∥
∥

∞∑

i=0

(ΠM)i

∥
∥
∥
∥
∥
µ

≤
∞∑

i=0

‖ΠM‖iµ ≤
1

1− (1−λ)γ
1−λγ

=
1− λγ
1− γ . ✭✺✳✷✻✮

❖♥ ✈❛ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♣r♦✉✈❡r ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡✳ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡ Â ❡st ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t
s✐ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ÂA−1 = (A + ǫA)A

−1 = I + ǫAA
−1 ❧✬❡st é❣❛❧❡♠❡♥t✳ ❖♥ ♥♦t❡ ρ(ǫAA−1) ❧❡ r❛②♦♥

s♣❡❝tr❛❧ ✭✈♦✐r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✸✷ ❞❛♥s ❧✬❛♥♥❡①❡ ❇✮ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ǫAA−1✳ ❯♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r
❧✬✐♥✈❡rs✐❜✐❧✐té ❞❡ ÂA−1 ❡st ❞✬✐♠♣♦s❡r q✉❡ ρ(ǫAA−1) < 1✳ ❖♥ ❛ ♣♦✉r t♦✉t❡ ♠❛tr✐❝❡M ré❡❧❧❡ ❝❛rré❡
ρ(M) ≤ ‖M‖2✳ ❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r ǫ ❡t C t❡❧s q✉❡ ‖ǫA‖2 ≤ ǫ < C < 1

‖A−1‖2 ✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t

ρ(ǫAA
−1) ≤ ‖ǫAA−1‖2 ≤ ‖ǫA‖2‖A−1‖2 ≤

ǫ

C
< 1.

▲❛ ♠❛tr✐❝❡ Â ❡st ❛❧♦rs ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ❡t ♦♥ ❛ ✿

‖(I + ǫAA
−1)−1‖2 =

∥
∥
∥
∥
∥

∞∑

i=0

(ǫAA
−1)i

∥
∥
∥
∥
∥
2

≤
∞∑

i=0

( ǫ

C

)i
=

1

1− ǫ
C

.

❈❡❝✐ ❝♦♥❝❧✉t ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✼✳

■❧ s✉✣t ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✼✱ ♣♦✉r ❝♦♥❝❧✉r❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✺✱ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡r ❧❡s t❡r♠❡s
‖ǫA‖2 ❡t ‖ǫAθ − ǫb‖2✳ ❈✬❡st ❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❢❛✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t✳

❈♦♥trô❧❡ ❞✉ t❡r♠❡ ‖ǫA‖2✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ✈♦✐r q✉❡

‖ǫA‖2 ≤ ‖E[ǫA]‖2 + ‖ǫA − E[ǫA]‖2. ✭✺✳✷✼✮

❙♦✐t Ân,k = φ(Xk)(φ(Xn)− γφ(Xn+1))
t✳ ❖♥ s❛✐t ❞✬❛♣rès ❬❚s✐ts✐❦❧✐s ❛♥❞ ❘♦②✱ ✶✾✾✼❪ q✉❡

A = Eµ

[

1

n− 1

n−1∑

i=1

i∑

k=−∞
(λγ)i−kÂi,k

]

.

P♦✉r t♦✉t n ❡t k✱ ♦♥ ❛ ‖Ân,k‖2 ≤ 2dL2✳ ❖♥ ♣❡✉t ❜♦r♥❡r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r t❡r♠❡ à ❞r♦✐t❡ ❞❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té
❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✷✼✮ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

‖E[ǫA]‖2 =
∥
∥
∥
∥
∥
A− E

[

1

n− 1

n−1∑

i=1

i∑

k=1

(λγ)i−kÂi,k

]∥
∥
∥
∥
∥
2

=

∥
∥
∥
∥
∥
E

[

1

n− 1

n−1∑

i=1

(
i∑

k=−∞
(λγ)i−kÂi,k −

i∑

k=1

(λγ)i−kÂi,k

)]∥
∥
∥
∥
∥
2

=

∥
∥
∥
∥
∥
E

[

1

n− 1

n−1∑

i=1

(λγ)i
0∑

k=−∞
(λγ)−kÂi,k

]∥
∥
∥
∥
∥
2

≤ 1

n− 1

n−1∑

i=1

(λγ)i
2dL2

1− λγ

≤ 1

n− 1

2dL2

(1− λγ)2 = ǫ0(n).

✼✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❱✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡t ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥❡ ❜♦r♥❡ ❞✬❡rr❡✉r ❞❡ ▲❙❚❉✭λ✮

❙♦✐t δn ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❛♥s (0, 1)✱ q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ n ❡t q✉✬♦♥ ✜①❡r❛ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞❡
❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✷✼✮ ❡t ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ❞é❞✉✐t❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

P(‖ǫA‖2 ≥ ǫ1(n, δn)) ≤ P(‖ǫA − E[ǫA]‖2 ≥ ǫ1(n, δn)− ǫ0(n))
≤ δn

♣♦✉r ǫ1(n, δn) ✈ér✐✜❛♥t✖❝❢✳ ❧❡♠♠❡ ✹✖ǫ1(n, δn)−ǫ0(n) = 4dL2

(1−λγ)
√
n−1

√

(m+ 1)J(n− 1, δn)+ǫ(n)

❛✈❡❝ ǫ(n) = 4mdL2

(n−1)(1−λγ) ✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡

ǫ1(n, δn) =
4dL2

(1− λγ)
√
n− 1

√

(m+ 1)J(n− 1, δn) + ǫ(n) + ǫ0(n). ✭✺✳✷✽✮

❈♦♥trô❧❡ ❞✉ t❡r♠❡ ‖ǫAθ − ǫb‖2✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ Aθ = b✱ ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡ Â ❡t b̂✱ ❡t
❧❡ ❢❛✐t q✉❡ φ(x)tθ = [φθ](x)✱ ♦♥ ❛

ǫAθ − ǫb = Âθ − b̂

=
1

n− 1

n−1∑

i=1

zi(φ(Xi)− γφ(Xi+1))
tθ − 1

n− 1

n−1∑

i=1

zir(Xi)

=
1

n− 1

n−1∑

i=1

zi([φθ](Xi)
t − γ[φθ](Xi+1)

t − r(Xi))

=
1

n− 1

n−1∑

i=1

zi∆i

♦ù✱ ❝♦♠♠❡ vLSTD(λ) = Φθ✱ ∆i ❡st ✉♥ ♥♦♠❜r❡ é❣❛❧ à

∆i = vLSTD(λ)(Xi)− γvLSTD(λ)(Xi+1)− r(Xi).

❖♥ ♣❡✉t ❛✐♥s✐ ❝♦♥trô❧❡r ‖ǫAθ − ǫb‖2 ❡♥ s✉✐✈❛♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ét❛♣❡s ❞❡ ♣r❡✉✈❡ q✉❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ❛

‖ǫAθ − ǫb‖2 ≤ ‖ǫAθ − ǫb − E[ǫAθ − ǫb]‖2 + ‖E[ǫAθ − ǫb]‖2 ✭✺✳✷✾✮

❡t ‖E[ǫAθ − ǫb]‖2 ≤ ‖E[ǫA]‖2‖θ‖2 + ‖E[ǫb]‖2.

❖♥ ❛ ‖E[ǫA]‖2 ≤ ǫ0(n) = 1
n−1

2dL2

(1−λγ)2
✳ ❖♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r s✐♠✐❧❛✐r❡♠❡♥t q✉❡ ‖E[ǫb]‖2 ≤ 1

n−1

√
dLR♠❛①
(1−λγ)2

✳
❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡

‖E[ǫAθ − ǫb]‖2 ≤
1

n− 1

2dL2

(1− λγ)2 ‖θ‖2 +
1

n− 1

√
dLR♠❛①

(1− λγ)2 = ǫ′0(n).

❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✷✾✮ ❡t ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ❞é❞✉✐t❡ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

P(‖ǫAθ − ǫb‖2 ≥ ǫ2(δn)) ≤ P(‖ǫAθ − ǫb − E[ǫAθ − ǫb]‖2 ≥ ǫ2(δn)− ǫ′0(n)) ≤ δn
♣♦✉r ǫ2(δn) ✈ér✐✜❛♥t✖❝❢✳ ❧❡♠♠❡ ✹✖

ǫ2(δn) =
2
√
dL‖∆i‖∞

(1− λγ)
√
n− 1

√
√
√
√
√











log(n− 1)

log
(

1
λγ

)







+ 1



 J(n− 1, δn) +
2
√
dL‖∆i‖∞

(n− 1)(1− λγ)







log(n− 1)

log
(

1
λγ

)







+

ǫ′0(n). ✭✺✳✸✵✮

✼✽



✺✳✺✳ Pr❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✺

■❧ ♥♦✉s r❡st❡ à ❜♦r♥❡r ❧❡ t❡r♠❡ ‖∆i‖∞✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❜♦r♥❡r vLSTD(λ)✳ P♦✉r t♦✉t
x ∈ X ✱ ♦♥ ❛

|vLSTD(λ)(x)| = |φt(x)θ| ≤ ‖φt(x)‖2‖θ‖2 ≤
√
dL‖θ‖2,

♦ù ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✐♥é❣❛❧✐té ♣❛r ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❈❛✉❝❤②✲❙❝❤✇❛r③✳ ❖♥ ♣❡✉t ❜♦r♥❡r ‖θ‖2✳ ❊♥
❡✛❡t✱ ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt q✉❡

‖vLSTD(λ)‖µ = ‖Φθ‖µ ≥
√

θtMµθ ≥
√
ν‖θ‖2.

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♦♥ ❛

‖vLSTD(λ)‖µ = ‖(I −ΠM)−1Π(I − λγP )−1r‖µ ≤
R♠❛①
1− γ = V♠❛①.

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t

‖θ‖2 ≤
V♠❛①√
ν
.

■❧ s✬❡♥ s✉✐t q✉❡

∀x ∈ X , |vLSTD(λ)(x)| ≤
√
dLV♠❛①√

ν
.

❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r t♦✉t i ♦♥ ❛

|∆i| = |vLSTD(λ)(Xi)− γvLSTD(λ)(Xi+1)− r(Xi)|

≤
√
dLV♠❛①√

ν
+ γ

√
dLV♠❛①√

ν
+ (1− γ)V♠❛①.

P✉✐sq✉❡ ΦtDµΦ ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ s②♠étr✐q✉❡✱ ♦♥ ❛ ν ≤ ‖ΦtDµΦ‖2✳ ❉✬✉♥ ❛✉tr❡ ❝ôté ♦♥ ♣❡✉t ✈♦✐r
q✉❡

‖ΦTDµΦ‖2 ≤ dmax
j,k
|φtkDµφj | = dmax

j,k
|φtkD

1
2
µD

1
2
µφj | ≤ dmax

j,k
‖φtk‖µ‖φj‖µ ≤ dL2,

❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ν ≤ dL2✳ ■❧ s✬❡♥ s✉✐t✱ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t i✱

|∆i| ≤
√
dLV♠❛①√

ν
+ γ

√
dLV♠❛①√

ν
+

√
dL√
ν
(1− γ)V♠❛① = 2

√
dL√
ν
V♠❛①.

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❝♦♥❝❧✉r❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✺✳ ❯♥❡
❢♦✐s q✉✬♦♥ ❛ ❝♦♥trô❧é ❧❡s t❡r♠❡s ‖ǫA‖2 ❡t ‖ǫAθ − ǫb‖2✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞é❞✉✐r❡ q✉❡

P {∃n ≥ 1, {‖ǫA‖2 ≥ ǫ1(n, δn)} ∪ {‖ǫAθ − ǫb)‖2 ≥ ǫ2(n, δn)}}

≤
∞∑

n=1

P {‖ǫA‖2 ≥ ǫ1(n, δn)}+ P {‖ǫAθ − ǫb)‖2 ≥ ǫ2(n, δn)}

≤2
∞∑

n=1

δn =
1

2

π2

6
δ < δ

✼✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❱✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡t ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥❡ ❜♦r♥❡ ❞✬❡rr❡✉r ❞❡ ▲❙❚❉✭λ✮

s✐ ♦♥ ❝❤♦✐s✐t δn = 1
4n2 δ✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✼✱ ♣♦✉r t♦✉t δ✱ ❛✈❡❝ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té 1−δ✱

♣♦✉r t♦✉t n t❡❧ q✉❡ ǫ1(n, δn) < C✱ ♦♥ ❛ Â ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ❡t

‖vLSTD(λ) − v̂LSTD(λ)‖µ ≤
1− λγ

(1− γ)√ν
ǫ2 (n, δn)

1− ǫ1(n,δn)
C

=
1− λγ

(1− γ)√ν

[

ǫ2 (n, δn) +
ǫ1 (n, δn) ǫ2 (n, δn)

C − ǫ1 (n, δn)

]

.

❖♥ ♦❜t✐❡♥❞r❛ ❧❛ ❜♦r♥❡ ❞❛♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✺ ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ǫ1(n, δn) ❡t ǫ2(n, δn) ♣❛r ❧❡✉rs ❞é✜♥✐t✐♦♥s
r❡s♣❡❝t✐✈❡s ❞❛♥s ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✺✳✷✽✮ ❡t ✭✺✳✸✵✮✳

P♦✉r ❝♦♠♣❧ét❡r ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✺✱ ✐❧ r❡st❡ à ♠♦♥tr❡r ❝♦♠♠❡♥t ❝❤♦✐s✐r C✱ ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s
♣❡r♠❡ttr❛ ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ǫ1(n, δn) < C < 1

‖A−1‖2 ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❝❡❧❧❡ q✉✐ ❝❛r❛❝✲

tér✐s❡ ❧✬❡♥t✐❡r n0(δ) ❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✺✳ ❖♥ ❛

∀v ∈ R
d, ‖ΦA−1v‖µ =

√

(A−1v)tMµA−1v ≥
√
ν‖A−1v‖2.

❖♥ ♣❡✉t ♦❜s❡r✈❡r q✉❡

‖ΦA−1v‖µ = ‖(I −ΠM)ΦM−1
µ v‖µ ≤

1− λγ
1− γ ‖ΦM

−1
µ v‖µ ≤

1− λγ
(1− γ)√ν ‖v‖2

♦ù ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❡st ♦❜t❡♥✉❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✷✺✮✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ♦♥ ❛

‖A−1‖2 ≤
1− λγ
(1− γ)ν ,

♦♥ ♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡ ❛❧♦rs C = (1−γ)ν
1−λγ ✳ ❈❡❝✐ ❝♦♥❝❧✉t ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✺✳

✺✳✻ ◗✉❡❧q✉❡s ❘❡♠❛rq✉❡s

❖♥ ❛✉r❛✐t ♣✉ é❣❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥❝❡✈♦✐r ❧❛ ♣r❡✉✈❡ q✉✬♦♥ ❛ ♣r♦♣♦sé❡ ❞✬✉♥❡ ❛✉tr❡ ♠❛♥✐èr❡ ♥♦♥
♠♦✐♥s ✐♥tér❡ss❛♥t❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s♦✐❡♥t Um

m , ..., U
m
n−m−1 ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t

β✲♠é❧❛♥❣❡❛♥t❡s s❡❧♦♥ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ ♣❧✉s ❤❛✉t✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ❞❡ ♣❧✉s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r l
q✉✐ ✈ér✐✜❡ n−m = l ×m✳ ❖♥ ♣❡✉t r❡❣r♦✉♣❡r ❝❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡♥ ❜❧♦❝s ❞❡ ❧❛ s♦rt❡

{
Um
m , ..., U

m
n−m−1

}
=
{
Um
m , ..., U

m
2m−1

}

︸ ︷︷ ︸

bloc 1

{
Um
2m, ..., U

m
3m−1

}

︸ ︷︷ ︸

bloc 2

...
{
Um
n−2m, ..., U

m
n−m−1

}

︸ ︷︷ ︸

bloc l

=
{
Um
m , U

m
2m, ..., U

m
n−2m

}

︸ ︷︷ ︸

bloc 1′

{
Um
m+1, U

m
2m+1, ..., U

m
n−2m+1

}

︸ ︷︷ ︸

bloc 2′

...

{
Um
2m−1, U

m
3m−1, ..., U

m
n−m−1

}

︸ ︷︷ ︸

bloc l′

❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs é❝r✐r❡ q✉❡

P

(∥
∥
∥
∥
∥

1

n−m

n−1∑

i=m

Um
i − E[Um

i ]

∥
∥
∥
∥
∥
2

≥ ǫ
)

= P





∥
∥
∥
∥
∥
∥

1

n−m

2m−1∑

i=m

l−2∑

j=0

Um
i+mj − E[Um

i+mj ]

∥
∥
∥
∥
∥
∥
2

≥ ǫ



 .

✽✵



✺✳✻✳ ◗✉❡❧q✉❡s ❘❡♠❛rq✉❡s

▲❡s ❜❧♦❝s 1′✱ 2′✬✱✳✳✳✱l′ ❛❞♠❡tt❡♥t t♦✉s ❧❛ ♠ê♠❡ ❧♦✐✱ ❝❡❧❧❡ ❞✉ ❜❧♦❝
{
Um
m , U

m
2m, ..., U

m
n−2m

}
✳ P❛r ❝♦♥sé✲

q✉❡♥t

P





∥
∥
∥
∥
∥
∥

1

n−m

2m−1∑

i=m

l−2∑

j=0

Um
i+mj − E[Um

i+mj ]

∥
∥
∥
∥
∥
∥
2

≥ ǫ



 = P





∥
∥
∥
∥
∥
∥

m

n−m

l−2∑

j=0

Um
m+mj − E[Um

m+mj ]

∥
∥
∥
∥
∥
∥
2

≥ ǫ





❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✺ ❛✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s (Yj)j≥0 = (Um
m+mj)j≥0✱ ♦♥ ❛ ❡♥ ♣♦s❛♥t l = 2µlal ❛✈❡❝

al ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❜❧♦❝s ❡t µl ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜❧♦❝s ❝♦♥s✐❞érés

P





∥
∥
∥
∥
∥
∥

m

n−m

l−1∑

j=0

Um
m+mj − E[Um

m+mj ]

∥
∥
∥
∥
∥
∥
2

≥ ǫ



 ≤2P
(∥
∥
∥
∥
∥

µl∑

k=1

U ′(Hk)− E[U ′(Hk)]

∥
∥
∥
∥
∥
2

≥ (n−m)ǫ

4m

)

+

2µlβ
Y
al
.

▲❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s U ′(Hk)1≤k≤µl
s♦♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐✐❞ ❞♦♥❝ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s

∑µl

k=1 U
′(Hk)−E[U ′(Hk)] ❞é✲

✜♥✐t ✉♥❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s (Um
m+mj)j≥0 s♦♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s β✲♠é❧❛♥❣❡❛♥t❡s ❞♦♥t

❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t βYi ❡st é❣❛❧ à ❝❡❧✉✐ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s (Xi)i≥0✳ ❊♥ ❡✛❡t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
(Um

m+mj)j≥0 s♦♥t ❝♦♥str✉✐t❡s à ♣❛rt✐r ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s (Xn, ..., Xn+m+1)✱ (Xn+m+1, ..., Xn+2m+2), ....✱
❞♦♥t ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡ à ❝❡❧✉✐ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s (Xn)n≥1✳ ■❧ s✬❡♥ s✉✐t ❡♥ s✉✐✈❛♥t
❧❡ ♠ê♠❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❞✬❡♥ ❤❛✉t q✉❡

P





∥
∥
∥
∥
∥
∥

1

l

l−1∑

j=0

Um
m+mj − E[Um

m+mj ]

∥
∥
∥
∥
∥
∥
2

≥ ǫ



 ≤ 4e2e
− lǫ2

16alC
2 + 2lβal

≤ 4e2e
− lǫ2

16alC
2 + 2le−baκl .

▼❛✐♥t❡♥❛♥t ❡♥ r❡♣r❡♥❛♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ♣r❡✉✈❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❬▲❛③❛r✐❝ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❪ ❛✈❡❝
al = ⌈Clǫ2

b ⌉
1
κ ✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ♣♦✉r δ ∈ (0, 1) ❛✈❡❝ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té 1− δ

P

(∥
∥
∥
∥
∥

1

n−m

n−1∑

i=m

Um
i − E[Um

i ]

∥
∥
∥
∥
∥
2

≥ ǫ(δ)
)

≤ δ

❛✈❡❝

ǫ(δ) = 2B2

√

2
Λ(l, δ)

l
max

{
Λ(l, δ)

b
, 1

}

.

❖♥ r❡t♦♠❜❡ s✉r ✉♥ rés✉❧t❛t q✉✐ r❡ss❡♠❜❧❡ à ❝❡❧✉✐ q✉✐ ❛ été ♣r♦♣♦sé ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳ ▲❛ ❢♦♥❝✲

t✐♦♥ Λ(., δ) ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝r♦✐ss❛♥t❡ ❡♥ l ❡t ❧❡ ❢❛❝t❡✉r m ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à m = 1 +

⌈

logn

log
(

1
λγ

)

⌉

✱

♣✉✐sq✉✬♦♥ ❛ s✉♣♣♦sé m ≥ 1✳ ❈❡tt❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ❝❛r s✐ ♦♥ s✉♣♣♦s❛✐t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
(Um

i )i≥1 m✲❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ✭✈♦✐r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✸✵ ❞❛♥s ❧✬❛♥♥❡①❡ ❇✮✱ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s (Um
m+mj)j≥0 s❡r❛✐❡♥t

✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❡t ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t β✲♠é❧❛♥❣❡❛♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉r❛✐t été é❣❛❧ à β = 0✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s
❧à ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡

∑n−1
i=m U

m
i − E[Um

i ] r❡✈✐❡♥t à ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ l ✈❛r✐❛❜❧❡s
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳ ▲✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ β✲♠é❧❛♥❣❡ éq✉✐✈❛✉t à ❝❡❧❧❡ ❞❡ m✲❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ♠❛✐s ♣♦✉r m =∞✱
❧❡ ❢❛✐t q✉✬♦♥ ❛rr✐✈❡ à ♠❡s✉r❡r ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❛✈❡❝ ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✕
✈✐t❡ss❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✕❢❛❝✐❧✐t❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡t ❡st à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞✉ t❡r♠❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡ q✉✐ ❛♣♣❛r❛ît ❡♥
♣❧✉s✳

✽✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❱✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡t ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥❡ ❜♦r♥❡ ❞✬❡rr❡✉r ❞❡ ▲❙❚❉✭λ✮

❈❡ t②♣❡ ❞❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❛ été ✐♥s♣✐ré ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬▼♦❞❤❛ ❛♥❞ ▼❛sr②✱ ✶✾✾✻❪ ♦ù ❞❡s ✐♥é❣❛❧✐tés
❞❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♣r♦♣r❡s ❛✉ ❝❛s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s m✲❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❡t ❛✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s β✲♠é❧❛♥❣❡❛♥t❡s
♦♥t été ét❛❜❧✐❡s✳ ❈❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ♦♥t été ❞ér✐✈é❡s ❞❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❇❡r♥st❡✐♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s
❞é✜♥✐❡s ❞❛♥s R✳ ▲❡s ❛✉t❡✉rs ✉t✐❧✐s❡♥t ♣♦✉r ❝❡❧❛ ✉♥ ❧❡♠♠❡ ♣r♦♣♦sé ♣❛r ❉✳ ❇♦sq ❬❇♦sq✱ ✶✾✼✺❪ ❡t
♥♦♥ ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ❜❧♦❝s ❞❡ ❨✉ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❛✉♣❛r❛✈❛♥t✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té
❞❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡ ❞❛♥s ❬▼♦❞❤❛ ❛♥❞ ▼❛sr②✱ ✶✾✾✻❪ ♣♦✉r ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s (Ui)i≥1

st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t β✲♠é❧❛♥❣❡❛♥t❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à

P

(

1

n

∣
∣
∣
∣
∣

n∑

i=1

Ui − E[Ui]

∣
∣
∣
∣
∣
≥ ǫ
)

≤ 2(1 + 4e−2β) exp

(

− ǫ2Nβ

2(E[|U1|2] + ǫB2
3 )

)

❛✈❡❝

Nβ =




n

⌈{
8n

b

} 1
κ

⌉−1



 .

❈❡tt❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❢❛✐t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s β✱ b ❡t κ✳ ❊♥ ♣♦s❛♥t δ = (1 +

4e−2β) exp

(

− ǫ2Nβ

2(E[|U1|2]+ǫ
B2
3
)

)

✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ǫ(δ) = O

(√
logNβ

Nβ

)

❛✈❡❝ Nβ ∼ n
κ

κ+1 ✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡

q✉❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❇❡r♥st❡✐♥ ✐♥❞✉✐t ✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✉r ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ q✉✐ ❡st ♣❧✉s ❧❡♥t❡
q✉❡ ❝❡❧❧❡ q✉✬♦♥ ♣r♦♣♦s❡ ❞❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s ♣♦✉r κ = ∞✱ ♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ❡st✐✲
♠é❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ✐✐❞✳ ❈❡tt❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡st ❞û❡ ❛✉ ❢❛✐t q✉✬♦♥ ♥❡ ♣❛rt ♣❛s ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❞❡
❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❞✉ ❢❛✐t q✉✬✐❧s ♥✬✉t✐❧✐s❡♥t ♣❛s ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❨✉ q✉✐ s✉♣♣♦s❡ n = 2µnan✳

✺✳✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❡t ❉✐s❝✉ss✐♦♥

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♦♥ ❛ ét✉❞✐é ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▲❙❚❉✭λ✮ ❡♥ t❡r♠❡s ❞✉
♥♦♠❜r❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s n ❡t ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ λ✳ ❖♥ ❛ ♠♦♥tré✱ s♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ β✲♠é❧❛♥❣❡❛♥t❡✱ q✉❡
❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ét❛✐t ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ Õ( 1√

n
)✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥❡ ✐♥é❣❛❧✐té

❞❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❜❛sé❡s s✉r ❞❡s tr❛❝❡s ✐♥✜♥✐♠❡♥t ❧♦♥❣✉❡s ✭❧❡♠♠❡
✹✮✳ ❯♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✱ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡
❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t β✲♠é❧❛♥❣❡❛♥ts st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s ✭é♥♦♥❝é❡ ❛✉ ❧❡♠♠❡ ✷✮ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡
✉t✐❧❡ ❞❛♥s ❞✬❛✉tr❡s ❝♦♥t❡①t❡s ♦ù ♦♥ ❛✉r❛✐t ❜❡s♦✐♥ ❞❡ r❡❧â❝❤❡r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✐✐❞ s✉r ❧❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s✳

▲❛ ❜♦r♥❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❞é❞✉✐s♦♥s ❞❡ ♥♦tr❡ ❛♥❛❧②s❡ ❡st ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡
♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❬▲❛③❛r✐❝ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❪ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s λ = 0✳ ▲✬❛♥❛❧②s❡ q✉✬✐❧s ♦♥t ❡♠♣❧♦②é❡ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥
♠♦❞è❧❡ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ▼❛r❦♦✈✐❡♥ ✿

Yt = v(Xt) + ξt

♦ù v ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r✱ Xt ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❡t ξt ❡st ❧❡ t❡r♠❡ ❞✬❡rr❡✉r
✐♥❞✉✐t✳ ▲❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ξt ❡st ❛❞❛♣té❡ à ❧❛ ✜❧tr❛t✐♦♥ (X1, ..., Xt+1)✱ ❡st ❜♦r♥é❡ |ξt| ≤ C ❡t ✈ér✐✜❡
E[ξt|X1, ..., Xt] = 0✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛✐t ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ q✉✐ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t ❛✉ ❧❡✉r ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s
λ 6= 0 ♠❛✐s ❧✬❛♥❛❧②s❡ ♥✬❛✉r❛✐t ♣❛s ♣✉ êtr❡ ét❡♥❞✉❡ ❡t ❝✬❡st ❝❡ q✉✬♦♥ ✈❛ ❡①♣❧✐q✉❡r ❞❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t✳
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ t②♣❡

Yt = v(Xt) + Ξt

❞❛♥s ❧❡ ❝❛s λ 6= 0✱ ♦ù Ξt ❡st ❧❡ t❡r♠❡ ❞✬❡rr❡✉r ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✳ ▲❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ Ξt ✈ér✐✜❡ ♣♦✉r Yt =

✽✷



✺✳✼✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❡t ❉✐s❝✉ss✐♦♥

T λv(Xt)

Ξt = T λv(Xt)− v(Xt)

= (1− λ)
∞∑

i=0

λi(T i+1v(Xt)− v(Xt))

= (1− λ)
∞∑

i=0

λi
i∑

k=0

(T k+1 − T k)v(Xt).

❘❛♣♣❡❧♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡ q✉❡

T kv(Xt) =
k−1∑

i=0

γir(Xt+i) + γkv(Xt+k).

❊♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t T kv(Xt) ♣❛r s♦♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐❧ s✬❡♥ s✉✐t q✉❡

Ξt = (1− λ)
∞∑

i=0

λi
i∑

k=0

(γkr(Xt) + γk+1v(Xt+k+1)− γkv(Xt+k))

= (1− λ)
∞∑

i=0

λi
i∑

k=0

γkξt+k

=
∞∑

k=0

(λγ)kξt+k.

P♦✉r λ = 0✱ ♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ❜✐❡♥ Ξt = ξt✳ ▲✬❡rr❡✉r Ξt ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❡rr❡✉rs q✉✐
s❡ s♦♥t ♣r♦♣❛❣é❡s ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s ❢❛❝t❡✉r ❧❡ t❡r♠❡ (λγ)k✳ ❙✐ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ ξt+k ❜♦r♥é❡ ♣♦✉r t♦✉t
k ❛❧♦rs ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ Ξt s❡r❛✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ❜♦r♥é❡✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs ❡❧❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ❛❞❛♣té❡ à ❧❛ ✜❧tr❛t✐♦♥
X1, ..., Xt+1 ♠❛✐s à ❝❡❧❧❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s X1, ..., X∞✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s tr♦♥q✉❡r ❧✬❡rr❡✉r Ξt

❛✈❡❝ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ L ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ Ξt s♦✐t X1, ..., XL+t+1 ❛❞❛♣té❡✳ ❈❡❝✐ ❞✐t ♦♥ ❛✉r❛

E[Ξt|X1, ..., XL+t] =
L−1∑

k=0

ξt+k 6= 0.

▲✬✉♥❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❛✉ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❬▲❛③❛r✐❝ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❪ ✭✐♥✲
❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡ ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞✬❆③✉♠❛✮ ♥✬❡st ♣❛s s❛t✐s❢❛✐t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ λ 6= 0✳
◆♦✉s ♥❡ ♣♦✉✈♦♥s ❞♦♥❝ ♣❛s r❡♣r❡♥❞r❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s λ = 0✳ ◆♦✉s ♣❡♥s♦♥s ♥é❛♥✲
♠♦✐♥s q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ tr♦♥❝❛t✉r❡ ❞❡s tr❛❝❡s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s s✉✐✈✐❡
✐❝✐✱ ❞✬ét❡♥❞r❡ ❧❡✉r ❛♥❛❧②s❡ ❛✉ ❝❛s λ 6= 0✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡ ❢❛✐s❛♥t✱ ♦♥ ❣❛r❞❡r❛ t♦✉❥♦✉rs ❧❡ ❢❛❝t❡✉r
4
√
2 ❞❛♥s ❧❛ ❜♦r♥❡ ✜♥❛❧❡✳ ❯♥❡ q✉❡st✐♦♥ ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡ s❡r❛✐t ❞✬❡♥✈✐s❛❣❡r ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❛♥❛❧②s❡

♣♦✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♦✛✲♣♦❧✐❝② ▲❙❚❉✭λ✮ ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t ✭❝❢ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✵✱
❝❤❛♣✐tr❡ ✹✮✳ ◆♦✉s ❣❛r❞♦♥s ❝❡tt❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ♣♦✉r ❞❡s tr❛✈❛✉① ❢✉t✉rs✳
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❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❱✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡t ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥❡ ❜♦r♥❡ ❞✬❡rr❡✉r ❞❡ ▲❙❚❉✭λ✮
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✻

❈❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥❡ ❜♦r♥❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
♣♦✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▲❙✭λ✮◆❙P■

✻✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❖♥ ✈❛ ét❡♥❞r❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▲❡❛st ❙q✉❛r❡ P♦❧✐❝② ■t❡r❛t✐♦♥ ✭▲❙P■✮ ❞é❝r✐t ❞❛♥s
❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹ ❛✉① ❝❛s ❞❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ♥♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s✳ ❖♥ ✈❛ s✬✐♥tér❡ss❡r ❛✉ ❝❛s ❞✉ s❝❤é♠❛ ❛❧✲
❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ♥♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s ❞❡ ♣ér✐♦❞❡ ✜①❡ p✱ ◆❙P■(p) ❬❙❝❤❡rr❡r✱
✷✵✶✹❪✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▲❙(λ)◆❙P■ ♦❜t❡♥✉ ❡st ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ▲❙P■ ❛✉ ❝❛s ❞❡ p > 1 ❡t ❞❡
λ > 0✳ ❖♥ ♣r♦♣♦s❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥❡ ❜♦r♥❡
❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♣♦✉r ▲❙(λ)◆❙P■ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s n✱ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ λ✱ ❞❡
❧❛ ♣ér✐♦❞❡ p ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❬❙❝❤❡rr❡r✱ ✷✵✶✹❪✳ ❖♥ ♦❜✲
t✐❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❜♦r♥❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❬▲❛③❛r✐❝ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❪ q✉✐ ♦♥t
✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❝♦♥s✐❞éré ❧❡ ❝❛s p = 1✱ λ = 0✳ ❖♥ ✈❛ ♠♦♥tr❡r q✉✬❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ p✱ ♣♦✉r ✉♥
♥♦♠❜r❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s n ✜①é✱ ❛♠é❧✐♦r❡ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡✳ ❈✬❡st ❝❡ q✉✬♦♥ ❞é❞✉✐t ❞❡
❧❛ ❜♦r♥❡ ❞ér✐✈é❡ ❡t ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❡✛❡❝t✉é❡s s✉r ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ▼❉P✳ ❖♥
✈❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ét✉❞✐❡r ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ♦♣t✐♠❛❧ λ∗✕♠✐♥✐♠✐s❛♥t ❧❛ ❜♦r♥❡✕❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❡t ❞❡ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ p✳

✻✳✷ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▲❙(λ)◆❙P■

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▲❡❛st sq✉❛r❡ ♥♦♥ st❛t✐♦♥❛r② ♣♦❧✐❝② ✐t❡r❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ λ✱ ▲❙(λ)◆❙P■ ✉t✐❧✐s❡
▲❙❚❉✭λ✮ ❞❛♥s ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞❡ t②♣❡ ✐tér❛t✐♦♥s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ♥♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s ❛✉ ❧✐❡✉ ❞✬✉♥ s❝❤é♠❛
❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡s st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s ❝♦♠♠❡ ❝✬ét❛✐t ❧❡ ❝❛s ♣♦✉r ▲❙P■✳ ❈♦♥s✐❞ér❡r ❞❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ♥♦♥ st❛✲
t✐♦♥♥❛✐r❡s ♣❡✉t êtr❡ ✐♥tér❡ss❛♥t ♣✉✐sq✉✬✐❧ s✬❛✈èr❡ q✉❡ ❝❡rt❛✐♥s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥
❞②♥❛♠✐q✉❡ ❛✈❡❝ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t❡❧s q✉❡ ❆P■ ❡t ❆❱■ ♣♦ssè❞❡♥t ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❜♦r♥❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r✲
♠❛♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ♥♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s✳ ❈✬❡st ❝❡ q✉✬♦♥ ✈❛ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r
❞❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t✳

✻✳✷✳✶ ❈❛❞r❡ ❣é♥ér❛❧

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ π ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ♥♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡s i ♣♦❧✐t✐q✉❡s st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s
π1, π2, ..., πi ♣♦✉r i ≥ 1✳ ❈❡tt❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❝❤♦✐s✐t ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❛❝t✐♦♥ s❡❧♦♥ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ πi✱ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡
❛❝t✐♦♥ s❡❧♦♥ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ πi−1✳✳✳❡t ❧❛ i è♠❡ s❡❧♦♥ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ π1✱ ❧✬❛❝t✐♦♥ i+ 1 ❡st ❝❤♦✐s✐❡ s❡❧♦♥ ❧❛
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❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❈❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥❡ ❜♦r♥❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♣♦✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▲❙✭λ✮◆❙P■

♣♦❧✐t✐q✉❡ πi ❡t ❛✐♥s✐ ❞❡ s✉✐t❡✳✳✳❊❧❧❡ s✬❡①♣r✐♠❡ ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

π = πiπi−1...π1πiπi−1...π1...

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r vπ ❛ss♦❝✐é❡ à ❝❡tt❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❡st ❧✬✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥

v = Tπv, ❛✈❡❝ Tπ = Tπ = Tπi
Tπi−1 ...Tπ1 . ✭✻✳✶✮

▲✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❇❡❧❧♠❛♥ Tπ ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❛♥s ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ s❛t✐s❢❛✐t ♣♦✉r t♦✉t v ∈ R
N

Tπv = rπ + Γπv

♦ù

rπ = rπi
+

i−1∑

l=1

γl
l−1∏

j=0

Pπi−j
rπi−l

❡t Γπ = (γPπi
)(γPπi−1)...(γPπ1)✳ ▲✬♦♣ér❛t❡✉r Tπ ❡st (γi, ‖.‖∞) ❝♦♥tr❛❝t❛♥t✱ ❡♥ ❡✛❡t ♦♥ ❛ ♣♦✉r

t♦✉s ✈❡❝t❡✉rs v, w ∈ R
|S|

‖Tπu− Tπw‖∞ ≤ ‖Γπ(u− w)‖∞
≤ γi‖u− w‖∞.

P❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞✉ ♣♦✐♥t ✜①❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ vπ à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✶✮✳

✻✳✷✳✷ ❆❱■ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ♥♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s

▲❡ s❝❤é♠❛ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❛✈❡❝ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❆❱■ ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✶✱
❝❤❛♣✐tr❡ ✹✮ ❝❛❧❝✉❧❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❛✉ ❜♦✉t ❞❡ k ✐tér❛t✐♦♥s ❧❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s π0✱π1✱✳✳✳✱πk q✉✐ s♦♥t ❧❡s
♣♦❧✐t✐q✉❡s ❣❧♦✉t♦♥♥❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ✈❛❧❡✉rs v0✱✳✳✳✱vk✳ ❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❡✉t êtr❡ ❞é❝r✐t ❝♦♠♠❡
s✉✐t

vk+1 ← Tvk + ǫk+1

♦ù T ❡st ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❇❡❧❧♠❛♥ ♦♣t✐♠❛❧✳
❆✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❣❧♦✉t♦♥♥❡ πk✱ ♦♥ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s p ❞❡r♥✐èr❡s

♣♦❧✐t✐q✉❡s ❣❧♦✉t♦♥♥❡s πk✱πk−1✱✳✳✳✱πk−p+1✳ ❬❙❝❤❡rr❡r ❛♥❞ ▲❡s♥❡r✱ ✷✵✶✷❪ ♦♥t ❝❛❧❝✉❧é ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ❞❡
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ‖ǫk‖∞ ≤ ǫ ♣♦✉r t♦✉t k✱ ♦♥ ❛ ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t✳

❚❤é♦rè♠❡ ✽✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥ k ❡t ❝❤❛q✉❡ ♣ér✐♦❞❡ p ✈ér✐✜❛♥t 1 ≤ p ≤ k✱ ❧✬❡rr❡✉r ❡♥tr❡ ❧❛
✈❛❧❡✉r v∗ ❡t ❧❛ ✈❛❧❡✉r vπk,p

✈ér✐✜❡

‖v∗ − vπk,p
‖∞ ≤

2

1− γp
(
γ − γk
1− γ ǫ+ γk‖vk − v0‖∞

)

,

♦ù πk,p = πkπk−1...πk−p+1πkπk−1...πk−p+1...✳ ◗✉❛♥❞ k → ∞ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉✬♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡
❜♦r♥❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❆❱■ ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❊♥ ❡✛❡t
❧✬❡rr❡✉r ❣❧♦❜❛❧❡ ❡st ♠❛❥♦ré❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ♣❛r 2γ

(1−γp)(1−γ)ǫ✳ P♦✉r ❞❡ ❣r❛♥❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ p✱ ♦♥ ♣❡✉t
s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡ rés✉❧t❛t✱ s✉rt♦✉t ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞✬❛❝t✉❛❧✐s❛t✐♦♥ γ ❡st ♣r♦❝❤❡
❞❡ 1✳

✽✻



✻✳✷✳ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▲❙(λ)◆❙P■

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✷ ❆❱■
■♥✐t✐❛❧✐s❡r v0
P♦✉r i = 0, 1, 2, ... ❢❛✐r❡
vk+1 ← Tvk + ǫk+1

✜♥ ✓ P♦✉r ✔

✻✳✷✳✸ ❆P■ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ♥♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s ❞❡ ♣ér✐♦❞❡ ❝r♦✐ss❛♥t❡

▲❡ s❝❤é♠❛ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ❆P■ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ♥♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s ❝♦♥s✐❞èr❡ à ❝❤❛q✉❡
✐tér❛t✐♦♥ k ❧❡s k ❞❡r♥✐èr❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❣♦✉r♠❛♥❞❡s✳ ▲❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ πk,k ❣é♥éré❡ ❡st ❝♦♥str✉✐t❡ à ❝❤❛q✉❡
❢♦✐s à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❝r♦✐ss❛♥t ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡s st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s✱ ❞✬♦ù ❧✬❛♣♣❡❧❧❛t✐♦♥ ✧♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡
♣ér✐♦❞❡ ❝r♦✐ss❛♥t❡✧✳ ❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❡✉t êtr❡ ❞é❝r✐t ❝♦♠♠❡ s✉✐t

vk ← vπk,k
+ ǫk

πk+1 ∈ G(vk). ✭✻✳✷✮

❯♥❡ ❜♦r♥❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛ été ❝❛❧❝✉❧é❡ ❞❛♥s ❬❙❝❤❡rr❡r ❛♥❞ ▲❡s♥❡r✱ ✷✵✶✷❪✳ ❖♥ ❛ ❧❡ rés✉❧t❛t
s✉✐✈❛♥t✳

❚❤é♦rè♠❡ ✾✳ ❆✉ ❜♦✉t ❞❡ k ✐tér❛t✐♦♥s✱ ❧✬❡rr❡✉r ❡♥tr❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r v∗ ❡t ❧❛ ✈❛❧❡✉r vπk,k
✈ér✐✜❡

‖v∗ − vπk,k
‖∞ ≤

2(γ − γk)
1− γ ǫ+ γk−1‖v∗ − vπ1,1‖∞ + 2(k − 1)γkVmax.

▲♦rsq✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s k ❞❡✈✐❡♥t ✐♥✜♥✐♠❡♥t ❣r❛♥❞ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ r❡♥✈♦✐❡ ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ❞❡
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❞✬✉♥ ❢❛❝t❡✉r 1

1−γ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❆P■ ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✳

✻✳✷✳✹ ❆P■ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ♥♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s ❞❡ ♣ér✐♦❞❡ ✜①❡ p

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✐tér❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ♥♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s ❞❡ ♣ér✐♦❞❡ p✱ ◆❙P■(p) ✐♥tr♦❞✉✐t
❞❛♥s ❬❙❝❤❡rr❡r ❛♥❞ ▲❡s♥❡r✱ ✷✵✶✷❪✱ ❬❙❝❤❡rr❡r✱ ✷✵✶✹❪ ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡
♣♦❧✐❝② ✐t❡r❛t✐♦♥ ✭❆P■✮ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ♥♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s✳ ❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❡✉t êtr❡ ❞é❝r✐t
❝♦♠♠❡ s✉✐t

vk ← vπk,p
+ ǫk

πk+1 ∈ G(vk), ✭✻✳✸✮

♦ù Gǫk+1
(vk) ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❣♦✉r♠❛♥❞❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à vk✳ ▲❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ πk,p ❡st

t❡❧❧❡ q✉❡ πk,p = πkπk−1...πk−p+1πkπk−1...πk−p+1... ♣♦✉r p ✉♥ ❡♥t✐❡r ✜①é ✈ér✐✜❛♥t p ≤ k✳ ▲❛
✈❛❧❡✉r vπk,p

❛ss♦❝✐é❡ ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✶✮✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉r vk ❡st ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡
vπk,p

✳ ❖♥ ♥♦t❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ǫk✳ ▲❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ πk+1 ❡st ❞é❞✉✐t❡ à ♣❛rt✐r ❞❡
vk✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❣♦✉r♠❛♥❞❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à vk✱ ♥♦té G(vk)✳ ❆
❧✬✐tér❛t✐♦♥ k+ 1 ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ πk+1,p ❡st ❧❛ ❝♦♥❝❛té♥❛t✐♦♥ ❞❡ πk+1 ❡t ❞❡ πk...πk−p✱ ❡❧❧❡ ✈ér✐✜❡ ❞♦♥❝
πk+1,p = πk+1...πk−p+2πk+1...πk−p+2...✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✵✳ P♦✉r t♦✉t p t❡❧ q✉❡ k ≥ p✱ ❧✬❡rr❡✉r ❡♥tr❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r v∗ ❡t vπk,p
✈ér✐✜❡

‖v∗ − vπk,p
‖∞ ≤ γk−p‖v∗ − vπp,p‖∞ +

2(γ − γk+1−p)

(1− γ)(1− γp)ǫ.

✽✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❈❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥❡ ❜♦r♥❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♣♦✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▲❙✭λ✮◆❙P■

▲♦rsq✉❡ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ p ❞❡✈✐❡♥t ✐♥✜♥✐♠❡♥t ❣r❛♥❞❡ ✭❡t ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t k ❛✉ss✐✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛
♠ê♠❡ ❜♦r♥❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❆P■ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣ér✐♦❞❡ ❝r♦✐ss❛♥t❡✳ ❈❡❧❛
r❡q✉✐❡rt ❝❡❝✐ ❞✐t ✉♥❡ ♠é♠♦✐r❡ ✐♥✜♥✐❡✱ ❝❡ q✉✐ ❡st r❡str✐❝t✐❢ ♠ê♠❡ s✐ ❝❡❧❛ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡
❜♦r♥❡ ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ q✉❛❧✐té✳

❖♥ ♣r♦♣♦s❡ ❞❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▲❙❚❉(λ) ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ♣♦❧✐✲
t✐q✉❡ ♥♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ π✳ ❈❡tt❡ ❛♥❛❧②s❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❛ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❞é❞✉✐r❡ ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ❞❡
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♣♦✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ◆❙P■✭p✮ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ▲❙❚❉(λ) ♣♦✉r ❡st✐♠❡r vπ✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✸ ❆P■ ♥♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡
■♥✐t✐❛❧✐s❡r π0,p = πpπp−1...π0
P♦✉r i = 0, 1, 2, ... ❢❛✐r❡
vk ← vπk,p

+ ǫk
πk+1 ← G(vk)
πk+1,p ← πk+1πk,p−1

✜♥ ✓ P♦✉r ✔

✻✳✷✳✺ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▲❡❛st sq✉❛r❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ▲❙❚❉✭λ✮ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♥♦♥
st❛t✐♦♥♥❛✐r❡

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▲❡❛st sq✉❛r❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ▲❙❚❉✭λ✮ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♥♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❡st
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉✐ r❡♥✈♦✐❡ ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ vπ✱ ♦ù π ❡st ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♥♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❡ ♣ér✐♦❞❡ ✜①❡
p✱ π = πp−1πp−2...π0πp−1πp−2...π0... P❛r ❛♥❛❧♦❣✐❡ ❛✉ ❝❛s st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ♦♥ ✈❛ ❢❛✐r❡ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s
q✉✐ s✉✐✈❡♥t✳

❍②♣♦t❤ès❡ ✹✳ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❢❡❛t✉r❡s (φj)1≤j≤d s♦♥t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳

❍②♣♦t❤ès❡ ✺✳ ❖♥ ✈❛ s✉♣♣♦s❡r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Γπ ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ ❡t ❛♣ér✐♦❞✐q✉❡ ✭✈♦✐r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✷✺ ❞❛♥s
❧✬❛♥♥❡①❡ ❇✮ ❞❡ s♦rt❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ µ q✉✐ s❛t✐s❢❛✐t µΓπ = µ ✶✺✳

▲❡ ❜✉t ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▲❡❛st sq✉❛r❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ▲❙❚❉✭λ✮ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♥♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡
❡st ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ à ❧✬éq✉❛t✐♦♥

vLSTD(λ) = ΠT λ
π vLSTD(λ), ♦ù T

λ
π = (1− λ)

∞∑

i=0

λiT i+1
π , ✭✻✳✹✮

❡t ♦ù ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Π ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡ s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❢❡❛t✉r❡s s❡❧♦♥ ❧❛
♥♦r♠❡ ‖.‖µ✳ ▲✬♦♣ér❛t❡✉r Tπ ❡st ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❇❡❧❧♠❛♥ ❛ss♦❝✐é à π✳

▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ vLSTD(λ) ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❢❡❛t✉r❡s ❞❡ s♦rt❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡
θ ∈ R

d t❡❧ q✉❡ vLSTD(λ) = Φθ✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✹✮ s❡ réé❝r✐t ❛❧♦rs ❞❡ ❧❛ s♦rt❡

Aθ = b

t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s Aπ ❡t bπ ✈ér✐✜❡♥t

A = ΦtDµ(I − Γπ)(I − λΓπ)
−1Φ, b = ΦtDµ(I − λΓπ)

−1rπ.

●râ❝❡ à ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✺ ♦♥ ❛ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ Π ♥♦♥ ❡①♣❛♥s✐❢ ♣❛r r❛♣♣♦rt à
‖.‖µ ❞♦♥❝ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ v = ΠTπv✳ ▲✬❤②♣♦t❤ès❡ ✹ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❞❡ ♣❧✉s

✶✺✳ ◆♦t❡r q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❛✉ ♣❧✉s ❞é♥♦♠❜r❛❜❧❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ µ ✜♥✐❡ ✐♠♣❧✐q✉❡
µ(i) > 0 ♣♦✉r t♦✉t i✳

✽✽



✻✳✷✳ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▲❙(λ)◆❙P■

q✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ΦtDµΦ ❡st ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ❞✬♦ù ❧✬✉♥✐❝✐té ❞✉ ✈❡❝t❡✉r θ ✈ér✐✜❛♥t θ = (ΦtDµΦ)
−1Φv✳

▲✬❤②♣♦t❤ès❡ ✺ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ à r❡♠♣❧✐r ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❝❛r ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❞❡✉① ♠❛tr✐❝❡s ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s
❡t ❛♣ér✐♦❞✐q✉❡s ♥✬❡st ♣❛s ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ ❡t ❛♣ér✐♦❞✐q✉❡✳ ❊♥ ❡✛❡t ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ P ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ ❡t
❛♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ✶✻ ❡t ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❞❡✉① ♠❛tr✐❝❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡
♠❛tr✐❝❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✻✳ ❯♥❡ ♠❛tr✐❝❡ A ❡st ❞✐t❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ss✐ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r m t❡❧ q✉❡ Am > 0 ✳

❖♥ ✈❛ ✐❧❧✉str❡r ❝❡❧❛ ♣❛r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡✳

❊①❡♠♣❧❡ ✶✳ ❙✐ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❡✉① ♣♦❧✐t✐q✉❡s π0 ❡t π1 t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s P π0 ❡t P π1 s♦♥t
♣r✐♠✐t✐✈❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡ P π0P π1 ♥✬❡st ♣❛s ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❬❙❝❤✇❛r③✱
✶✾✻✺❪✳ ❙♦✐❡♥t

P π0 =





0 1 0
0 0 1
1
2

1
2 0



 , P π1 =





0 0 1
0 0 1
1
3

1
3

1
3



 .

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ♣r♦❞✉✐t P π0P π1 ♦♥ ❛

P π0P π1 =





0 0 1
1
3

1
3

1
3

0 0 1



 .

▲❛ ♠❛tr✐❝❡ P π0 ❡st ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ ❝❛r 1 → 2 → 3 → 1 ❡t 3 → 2✳ ❊❧❧❡ ❡st ❛♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❝❛r ❧✬ét❛t 2
❡st ❛♣ér✐♦❞✐q✉❡ 2→ 3→ 2 ❡t 2→ 3→ 1→ 2✳ ❉❡ ♠ê♠❡ ♦♥ ♣❡✉t s✬❛♣❡r❝❡✈♦✐r q✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ P π1

❡st ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ ❡t ❛♣ér✐♦❞✐q✉❡✳ P❛r ❝♦♥tr❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ P π0P π1 ♦♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ 1 9 1
❞♦♥❝ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ P π0P π1 ♥✬❡st ♣❛s ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡✳

❆ ♣r✐♦r✐ ♥♦✉s ♥❡ ♣♦✉✈♦♥s ❞♦♥❝ r✐❡♥ ❝♦♥❝❧✉r❡ s✉r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Γπ ♣♦✉r π ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♥♦♥
st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✱ ♦♥ ❛ ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❡♥ ♣❧✉s ♣♦✉r s✬❛ss✉r❡r q✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Γπ ❡st
✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ ❡t ❛♣ér✐♦❞✐q✉❡✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❛♥s ❬❙❝❤✇❛r③✱ ✶✾✻✺❪ q✉✐ ❛ss✉r❡♥t q✉❡ ❧❛
♠❛tr✐❝❡ ♣r♦❞✉✐t ❡st ♣r✐♠✐t✐✈❡ ♠❛✐s ❡❧❧❡s s♦♥t ❞✐✣❝✐❧❡s à s❛t✐s❢❛✐r❡ ✈✉ q✉❡ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s✱ ♦♥ ❛ p
♠❛tr✐❝❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t ♥♦t❛♠♠❡♥t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ {0, ..., p− 1}✱ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s Pπi

❝♦♠♣♦✲
s❛♥t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Γπ s♦♥t str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡s ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts s♦♥t str✐❝t❡♠❡♥t
♣♦s✐t✐❢s ✭m = 1✮ ♠❛✐s ❝✬❡st ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ q✉✐ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❛ss❡③ ❢♦rt❡✳ ◆♦✉s ♥♦✉s r❡str❡✐♥❞r♦♥s
à ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✺ q✉✐ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ Γπ ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡✳

❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♦♥ ✈❛ ❞é❝r✐r❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▲❙❚❉✭λ✮ ❞❛♥s ❧❡
❝❛s ❞✬✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♥♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✳ P❛r ❛♥❛❧♦❣✐❡ ❛✉ ❝❛s st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ♦♥ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s
A ❡t b ♣❛r r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s Â ❡t b̂ ❞é✜♥✐❡s ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

Â =
1

l − 1

l−1∑

i=1

zi(φ
t(Xpi)

′ − γpφt(Xp(i+1))
′) ✭✻✳✺✮

b̂ =
1

l − 1

l−1∑

i=1

zirπ(Xpi), zi =

i∑

j=1

(γpλ)i−jφ(Xpj), ✭✻✳✻✮

♦ù rπ(Xpi) =

p−1
∑

j=0

γjrπp−1−j
(Xp(i−1)+j).

✶✻✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ✜♥✐❡ ❝❡s ❞❡✉① ♥♦t✐♦♥s s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✳

✽✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❈❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥❡ ❜♦r♥❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♣♦✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▲❙✭λ✮◆❙P■

▲❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s (Xpi)i≥1 ✈ér✐✜❡♥t✱ Xp(i+1) ∼ Γπ(.|Xpi)✱ ❛✈❡❝ Γπ = Pπp−1Pπp−2 ...Pπ0 ✳ P♦✉r t♦✉t i ≥ 1
♦♥ ❛✱ Xp(i−1)+j+1 ∼ Pπp−1−j

(.|Xp(i−1)+j) ❛✈❡❝ j ∈ {0, ..., p− 1}✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s (Yi)i≥1 = (Xpi)i≥1 t❡❧ q✉❡ Y1 ∼ µ ❛❧♦rs (Yi)i≥1 ❡st ✉♥❡
❝❤❛î♥❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❈▼ (µ,Γπ)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳

P(Yi = yi|Y(i−1) = y(i−1)...., Y0 = y0) = P(Xpi = yi|Xp(i−1) = y(i−1)....X0 = y0)

=
P(Xpi = yi, Xp(i−1) = y(i−1)....Y0 = y0)

P(Xp(i−1) = yi−1....X0 = y0)

=
∑

xpi−1,...,xpi−1+p

P(Xpi = yi, Xpi−1 = xpi−1, Xpi−2 = xpi−2, ..., Xp(i−1) = y(i−1)....X0 = y0)

P(Xp(i−1) = y(i−1)....X0 = y0)

=
∑

xpi−1,...,xpi−1+p

pπp−1(y(i−1), xpi−(p−1))...pπ0(xpi−1, yi)

= Γπ(yi−1, yi)

= P(Yi = yi|Y(i−1) = y(i−1)).

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✸ ❡t ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✾ ❞❛♥s ❧✬❛♥♥❡①❡ ❇ ❬◆❡❞✐❝ ❛♥❞ ❇❡rts❡❦❛s✱ ✷✵✵✷❪
❛♣♣❧✐q✉és ❛✉ ♣r♦❝❡ss✉s (Yi)i≥1✱ ♦♥ ❛ Â→ A, b̂→ b ♣r❡sq✉❡ sûr❡♠❡♥t✳

❱✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▲❙❚❉✭λ✮ ét❛♥t ❞♦♥♥é❡ ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡
♥♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ π

▲❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ (Yi)i≥1 ❡st st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❡t ❡r❣♦❞✐q✉❡ ❞♦♥❝ β✲♠é❧❛♥❣❡❛♥t❡ ❬❇r❛❞❧❡②✱ ✷✵✵✺❪✳
❖♥ s✉♣♣♦s❡r❛ q✉✬❡❧❧❡ ❡st ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t β✲♠é❧❛♥❣❡❛♥t❡ ✶✼✭ ✈♦✐r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✶✹ ♣❛❣❡ ✻✹✮✳ ◆♦t♦♥s
β✱ b ❡t κ s❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛♣♣❧✐q✉❡r ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧❧❡ ❞✉ ❝❛s st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❡♥
r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ γ ♣❛r ❧❛ ♣❛r❛♠ètr❡ γp ❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s n ✭❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉①
é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s Xi✮ ♣❛r n

p ✭❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s Yi✮✳ ❯♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t ❞✉ t❤é♦rè♠❡ 1 ❞❛♥s
❧❡ ❝❛s ♥♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ ❛❧♦rs ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✶✳ ❖♥ ❢❛✐t ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ✹ ❡t ✺ ❡t ♦♥ s✉♣♣♦s❡ Y1 ∼ µ✳ P♦✉r t♦✉t n ≥ 1 ❡t δ ∈ (0, 1)✱
♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ✿

I(n, δ) = 32Λ(n, δ)max

{
Λ(n, δ)

b
, 1

} 1
κ

❡t Λ(n, δ) = log

(
8n2

δ

)

+ log(max{4e2, nβ}).

✶✼✳ ❙✐ S ❡st ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❝♦♥t✐♥✉ ♦✉ ❞é♥♦♠❜r❛❜❧❡ ❛❧♦rs ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❡st β✲♠é❧❛♥❣❡❛♥t❡✳ ❙✐ ♣❛r ❝♦♥tr❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ S ❡st
✜♥✐ ❛❧♦rs ❡❧❧❡ s❡r❛ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t β✲♠é❧❛♥❣❡❛♥t❡✳

✾✵



✻✳✷✳ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▲❙(λ)◆❙P■

❙♦✐t n0(δ) ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ❡♥t✐❡r t❡❧ q✉❡

∀n ≥ n0(δ),
2dL2

(1− γp)ν






2
√
p√

n− p

√
√
√
√
√











log(np − 1)

log
(

1
λγp

)







+ 1



 I(
n

p
− 1, δ)+

p

(n− p)(1− λγp) +
2p

(n− p)







log(np − 1)

log
(

1
λγp

)









 < 1

♦ù ν ❡st ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ♣r♦♣r❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ΦtDµΦ✳ ❆❧♦rs✱ ♣♦✉r t♦✉t δ✱ ❛✈❡❝ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té
1− δ✱ ♣♦✉r t♦✉t n ≥ n0(δ)✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Â ❡st ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ❡t ♦♥ ❛ ✿

‖vLSTD(λ) − v̂LSTD(λ)‖µ ≤
4V♠❛①dL

2√p√
n− p(1− γp)ν

√
√
√
√
√



1 +







log
(
n
p − 1

)

log
(

1
λγp

)









 I

(
n

p
− 1, δ

)

+ h

(
n

p
, δ

)

,

♦ù h(n, δ) = Õ( 1n) ❡t Vmax = Rmax
(1−γ) ✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✶✷✳ ▲✬❡rr❡✉r ❣❧♦❜❛❧❡ ✈ér✐✜❡ ❛❧♦rs

‖v̂LSTD(λ) − vπ‖µ ≤
1− λγp
1− γp ‖vπ −Πvπ‖µ+

4V♠❛①dL
2√p√

n− p(1− γp)ν

√
√
√
√
√



1 +







log
(
n
p − 1

)

log
(

1
λγp

)









 I

(
n

p
− 1, δ

)

+ h

(
n

p
, δ

)

. ✭✻✳✼✮

❆ ❧✬✐♥st❛r ❞❡ ▲❙❚❉✭λ✮ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✱ ♦♥ ♣❡✉t s✬❛♣❡r❝❡✈♦✐r q✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r λ = 1 ♠✐♥✐♠✐s❡ ❧❛
❜♦r♥❡ s✉r ❧✬❡rr❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡t q✉❡ λ = 0 ♠✐♥✐♠✐s❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ s✉r ❧✬❡rr❡✉r ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ■❧
❡①✐st❡ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡ λ∗ ∈ [0, 1] q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ❣❧♦❜❛❧❡✳

✻✳✷✳✻ ❇♦r♥❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▲❙(λ)◆❙P■

P❛r s♦✉❝✐ ❞❡ s✐♠♣❧✐❝✐té✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▲❙(λ)◆❙P■ q✉✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t ❢❛✐t ✐♥t❡r✈❡♥✐r
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▲❙❚❉✭λ✮ ❡t ♥♦♥ ▲❙❚❉◗✭λ✮ ✭❝❢✳ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✮✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t ♦♥ ❛✉r❛ ❜❡s♦✐♥ ❧♦rs ❞❡
❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❣♦✉r♠❛♥❞❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▼❉P t❡❧ q✉❡

∀s ∈ S, π(s) ∈ G(v(s)) = argmax
a∈A

[

r(s, a) + γ
∑

s′∈S
p(s, a, s′)v(s′)

]

.

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▲❙(λ)◆❙P■ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬❛❝t✐♦♥s ✈❛❧❡✉rs Q ♣❡✉t ♥é❝❡ss✐t❡r✱ ❝♦♠♠❡ ✐❧ ❛
été ♠❡♥t✐♦♥♥é ❞❛♥s ❬▲❛③❛r✐❝ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❪ ♣♦✉r ▲❙P■✱ ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❣♦✉r♠❛♥❞❡s
st♦❝❤❛st✐q✉❡s✳ ❈❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❡①♣❧♦r❡r t♦✉t ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬❛❝t✐♦♥s ♠ê♠❡ ❝❡❧❧❡s q✉✐ ♥❡
✈ér✐✜❡♥t ♣❛s a = π(.)✳

❖♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ✉t✐❧✐s❡r ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♣♦✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▲❙(λ)◆❙P■
✭❝❢✳ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✹✮ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✵✱ ♣✉✐sq✉✬✐❧ ❢❛✉t ❛✈♦✐r ✉♥ ❝♦♥trô❧❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ s✉r ❧❡s
❡rr❡✉rs ‖vk − vπk,p

‖∞ ♣♦✉r t♦✉t k✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✶ ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ❞✬❡rr❡✉r ❡♥ ♥♦r♠❡ L2

♣♦♥❞éré❡ ♣❛r ❧❛ ♠❡s✉r❡ µπk,p
✳ ❖♥ ✈❛ ❛❧♦rs ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❜♦r♥❡ s✉r ❧✬❡rr❡✉r v∗ − vK ❡♥ ♥♦r♠❡ Lq✱

q ∈ {1, 2} ♣♦♥❞éré❡ ♣❛r ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ♠❡s✉r❡ σ✳ ❖♥ ❛ ❜❡s♦✐♥ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
❞❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ q✉✐ r❡❧✐❡♥t ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ σ à ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ρ ❞é❢♥✐❡ ❞❛♥s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✻✳

✾✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❈❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥❡ ❜♦r♥❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♣♦✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▲❙✭λ✮◆❙P■

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✹ ▲❡❛st ❙q✉❛r❡ ◆♦♥ ❙t❛t✐♦♥❛r② P♦❧✐❝② ■t❡r❛t✐♦♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ▲❙✭λ✮◆❙P■
❊♥tré❡ ✿ λ,N, ν, θ0, θ1, ..., θp−1✱γ✱φ
P♦✉r k = p− 1, p, ... ❢❛✐r❡
●é♥ér❡r ✿ X0 ∼ ν
●é♥ér❡r ✿ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ N ✱ (X0, a0, r0, X1, a1, r1, ..., XN ) t❡❧❧❡ q✉❡ ai =
G(φtθ

k−i+
[

i
p

]

p
(Xi))

Â := 0✱ b̂ := 0✱ t := 0✱ z0 := 0
P♦✉r t = 1, 2, ..., N ❢❛✐r❡
Â← Â+ zt−1(φ(Xt−1)− γpφ(Xt+p−2))

t

b̂← b̂+ zt−1(rπk
(Xt−1) +

∑p−1
j=1 γ

jrπk−j
(Xt−1+j))

zt ← λγpzt−1 + φ(Xt+p−2)
✜♥ ✓ P♦✉r ✔
❘❡♥✈♦②❡r ✿ θk+1 ← Â−1b̂

✜♥ ✓ P♦✉r ✔

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✼✳ ❬❙❝❤❡rr❡r✱ ✷✵✶✹❪ ❙♦✐❡♥t σ ❡t ρ ❞❡✉① ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞♦♥♥é❡s✱ ♣♦✉r t♦✉t i ❡t q ♦♥
♥♦t❡ cq(i) ❧❛ ❞❡r✐✈é❡ ❞❡ ❘❛❞♦♥ ◆✐❦♦❞②♠ s✉✐✈❛♥t❡ ✶✽ ✭✈♦✐r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✸✸ ❞❛♥s ❧✬❛♥♥❡①❡ ❈✮ ♣♦✉r t♦✉t
i ≥ 1

cσ,ρq (i) = sup
π1,...,πi

∥
∥
∥
∥

dσPπ1Pπ2 ...Pπi

dρ

∥
∥
∥
∥
q,ρ

♦ù ♣♦✉r t♦✉t u ∈ R
N ♦♥ ❛ ‖u‖q,ρ =

(
∑N

i=1 u
q(i)ρ(i)

) 1
q
✳ ❖♥ ♥♦t❡ ♣♦✉r p, q ∈ N

∗ ∪ {∞} ❡t u ∈ N✱

❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ Cσ,ρ
q,p,u q✉✐ ✈ér✐✜❡

Cσ,ρ
q,p,u = (1− γp)(1− γ)

∞∑

j=0

∞∑

t=0

γj+tpcσ,ρq (j + tp+ u),

♦ù ♣♦✉r i = 0✱ cσ,ρ∞ (0) =
∥
∥
∥
dσ
dρ

∥
∥
∥
q,ρ

✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✽✳ ❬❙❝❤❡rr❡r✱ ✷✵✶✹❪ ❙♦✐❡♥t cπ∗(1), cπ∗(2), ... ❧❡s ♣❧✉s ♣❡t✐ts ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s [1,∞]

t❡❧❧❡s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t i ❡t ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s π1, π2, ..., πi✱ σP
i
π∗ ≤ cπ∗(i)ρ✳ ❖♥ ♥♦t❡ C

(1)
π∗ ❧❡

❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❛♥s [1,∞] q✉✐ ✈ér✐✜❡

C
(1)
π∗ = (1− γ)

∞∑

i=0

γicπ∗(i).

▲❡ rés✉❧t❛t q✉✬♦♥ ✈❛ é♥♦♥❝❡r r❡st❡ ✈❛❧✐❞❡ s♦✉s ❝❡rt❛✐♥❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❛♥❛❧♦❣✉❡s à ❝❡❧❧❡s ❢❛✐t❡s
♣❛r ❬▲❛③❛r✐❝ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❪ ✿

❍②♣♦t❤ès❡ ✻✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ρ t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♥♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ π✱ ♦♥
❛ ρ ≤ Cµπ✱ ❛✈❡❝ C ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ✈ér✐✜❛♥t 0 < C < ∞ ❡t µπ ❡st ❧❛ ♠❡s✉r❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ❞é✜♥✐❡
❞❛♥s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✺✳

✶✽✳ ❙✐ ❧❛ ♠❡s✉r❡ σPπ1
Pπ2

...Pπi
♥✬❡st ♣❛s ❛❜s♦❧✉♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♠❡s✉r❡ ρ ❛❧♦rs cq(i) = ∞✳

✾✷



✻✳✷✳ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▲❙(λ)◆❙P■

❍②♣♦t❤ès❡ ✼✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡r❛ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t β✲♠é❧❛♥❣❡❛♥t ❞❡ ♣❛r❛✲
♠ètr❡s β✱ b ❡t κ q✉✐ ❡st ♣❧✉s ❧❡♥t q✉❡ t♦✉s ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s β ♠é❧❛♥❣❡❛♥ts ❞é✜♥✐s ♣❛r ❧❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s
♥♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s π✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s β✱ κ ❡t b t❡❧s q✉❡

β ≤ βπ, b ≤ bπ, κ ≤ κπ.

❍②♣♦t❤ès❡ ✽✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ν̃ ≤ νπ ♣♦✉r t♦✉t❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♥♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡
π ♦ù νπ ❡st ❧❛ ♣❡t✐t❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ΦtDµπΦ✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✽✳ ❖♥ ❢❛✐t ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ✹✱ ✺✱ ✻ ❡t ✼✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ✐tér❛t✐♦♥ k ∈
{0, ...,K − 1}✱ Y1 ∼ µπk,p

✳ P♦✉r t♦✉t n ≥ 1 ❡t δ ∈ (0, 1)✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ✿

Iβ,b,κ(n, δ) = 32Λβ,b,κ(n, δ)max

{

Λβ,b,κ(n, δ)

b
, 1

} 1
κ

❡t Λβ,b,κ(n, δ) = log

(
8n2

δ

)

+ log(max{4e2, nβ}).

❙♦✐t n0(δ) ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ❡♥t✐❡r t❡❧ q✉❡

∀n ≥ n0(δ),
2dL2

(1− γp)ν̃






2
√
p√

n− p

√
√
√
√
√











log(np − 1)

log
(

1
λγp

)







+ 1



 Iβ,b,κ

(
n

p
− 1,

δ

K

)

+

p

(n− p)(1− λγp) +
2p

(n− p)







log(np − 1)

log
(

1
λγp

)









 < 1

♦ù ν̃ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✽✳ ❆❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t δ✱ ❛✈❡❝ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té 1− δ✱ ♣♦✉r t♦✉t n ≥ n0(δ)✱
♣♦✉r t♦✉t k = 0, ...,K − 1✱ Âπk,p

❡st ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ❡t ♦♥ ❛ ✿

‖v∗ − vπK,p
‖1,σ ≤

2γ

(1− γ)(1− γp)




√
CCσ,ρ

2,p,1




(1− λγp)
1− γp max

0≤k<K
‖vπk,p

−Πµπk,p
vπk,p
‖µπk,p

+gβ,b,κ

(
n

p
,
δ

K

)


+ γK−1Rmax



 ✭✻✳✽✮

❡t

‖v∗ − vπK,p
‖2,σ ≤

2γ

(1− γp)(1− γ)





√

CCσ,ρ
∞,p,1




(1− λγp)
1− γp max

0≤k<K
‖vπk,p

−Πµπk,p
vπk,p
‖µπk,p

+

+gβ,b,κ

(
n

p
,
δ

K

)


+ γK−1Rmax



 , ♦ù gβ,b,κ

(
n

p
,
δ

K

)

= Õ

(
1√
n

)

. ✭✻✳✾✮

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❜♦r♥❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❡st ❡♥ ♥♦r♠❡ L1 ♣♦♥❞éré❡ ♣❛r ❧❛ ♠❡s✉r❡ σ ❡t ❧❛
❞❡✉①✐è♠❡ ❡st ❡♥ ♥♦r♠❡ L2 ♣♦♥❞éré❡ ♣❛r ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❡s✉r❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s p = 1 ❡t λ = 0✱ ❧❛ ❜♦r♥❡

✾✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❈❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥❡ ❜♦r♥❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♣♦✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▲❙✭λ✮◆❙P■

♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❬▲❛③❛r✐❝ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❪ ✈ér✐✜❡ ♣♦✉r n ≥ ñ0✱ ♣♦✉r δ ∈ (0, 1) ❛✈❡❝ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té 1− δ✱

‖v∗ − vπK
‖2,σ ≤

4γ

(1− γ)2

(

(1 + γ)
√

CCσ,ρ
∞,1,1

[

4
√
2

√

1− γ2
max

0≤k<K
‖vπk,p

−Πµπk,p
vπk,p
‖µj,p

+hβ,b,κ

(
n

p
,
δ

K

)


+ γK−1Rmax



 ,

♦ù hβ,b,κ

(
n
p ,

δ
K

)

= Õ
(

1√
n

)

✳

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❜♦r♥❡✱ ❧♦rsq✉❡ n → ∞✱ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❬▲❛③❛r✐❝ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✶✷❪ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s p = 1 ❡t λ = 0✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛✐t ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ P②t❤❛❣♦r❡ ❡t ❛✈♦✐r ❧❡ t❡r♠❡

1√
1−γ2

q✉✐ ❛♣♣❛r❛ît ❞❛♥s ❧❛ ❜♦r♥❡ ❞❡ ❬▲❛③❛r✐❝ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❪ ✭✈♦✐r ❧❛ r❡♠❛rq✉❡ ✶✵ ❡♥ ❜❛s ❞❡ ❧❛

♣❛❣❡ ✻✻✮ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ 1
1−γ ✳ ❈♦♥s✐❞ér❡r ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♥♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❡ ♣ér✐♦❞❡ p ❣r❛♥❞❡ ❛♠é❧✐♦r❡

❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♠❛✐s ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s
n ♣❧✉s ❣r❛♥❞✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ λ∗ ❝♦♠♣r✐s ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [0, 1] q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❧❛ ❜♦r♥❡
❣❧♦❜❛❧❡✳ ❈❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞é♣❡♥❞ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡s ❝❛s ♣ré❝é❞❡♥ts ❞❡ n✱ p✱ βπk,p

✱ κπk,p
✱ bπk,p

♣♦✉r t♦✉t
k ∈ {0, ...,K − 1}✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s n t❡♥❞ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐✱ ♣♦✉r p ✜①é✱ ♦♥ ❛ λ∗ q✉✐

t❡♥❞ ✈❡rs 1✳ ❯♥ ❝❤♦✐① ❥✉❞✐❝✐❡✉① ❞❡ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ s❡r❛✐t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ p ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡

[

log(n)

log
(

1
γ

)

]

❞❡ s♦rt❡

q✉❡ γp ∼ 1
n ✳ ❖♥ ❛✉r❛ ❛❧♦rs ❧♦rsq✉❡ p t❡♥❞ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐✱ n q✉✐ t❡♥❞ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐ ✭p ≤ n✮ ❡t ❞♦♥❝

λ∗ q✉✐ t❡♥❞ ✈❡rs 0✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✹✳ ❖♥ ♣❡✉t ✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ♠ê♠❡s ❛r❣✉♠❡♥ts q✉❡ ❝❡✉① ❞❡ ❬❙❝❤❡rr❡r✱ ✷✵✶✹❪ ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r
q✉❡ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ Cσ,ρ

∞,p,1 ❡t Cσ,ρ
∞,1,1 s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥ts✱ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦ù s✐ ❧✬✉♥ ❡st

✜♥✐ ✭♦✉ ✐♥✜♥✐✮ ❛❧♦rs ❧✬❛✉tr❡ ❧✬❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✭✈♦✐r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✷ ❞❛♥s ❧✬❛♥♥❡①❡ ❈✮✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✺✳ ❈♦♠♠❡ ♦♥ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦r♣s ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✽ q✉✐ s✉✐t✱ ♦♥

♣❡✉t ❞ér✐✈❡r ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❜♦r♥❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ C
(1)
π∗ ❡t Cσ,ρ

∞,p,p✱

‖v∗ − vπK,p
‖2,σ ≤

2γ

(1− γ)(1− γp)





√

cρ,ρ∞ (1)C
(

C
(1)
π∗ + γpCσ,ρ

∞,p,p

)




(1− λγp)
1− γp max

0≤k<K
‖vπk,p

−Πvπk,p
‖µπk,p

+gβ,b,κ

(
n

p
,
δ

K

)


+ γK−1Rmax



 . ✭✻✳✶✵✮

❬❙❝❤❡rr❡r✱ ✷✵✶✹❪ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✳ ▲❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts

❞❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ C
(1)
π∗ ❡t Cσ,ρ

∞,p,p s♦♥t ♠❡✐❧❧❡✉rs q✉❡ Cσ,ρ
∞,p,1✱ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦ù ✿

✶✳ ❖♥ ❛ Cσ,ρ
∞,p,1 ≥

(1−γp)
γ(p+1)

[

C
(1)
π∗ − cπ∗(0)

]

✭✈♦✐r ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✷ ❞❛♥s ❧✬❛♥♥❡①❡ ❈✮✳ ❙✐ σ ❡t ρ s♦♥t

❛❜s♦❧✉♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉❡s✱ ♦♥ ❛ cπ∗(0) <∞✳ ❖♥ ♣❡✉t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❛✈♦✐r C
(1)
π∗ <∞ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡

Cσ,ρ
∞,p,1 = ∞✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ C

(1)
π∗ ❞é♣❡♥❞ ❞✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❛❧♦rs q✉❡ Cσ,ρ

∞,p,1 ❞é♣❡♥❞ ❞❡
t♦✉t❡s ❧❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s✳ ❙✐ σ ❡t ρ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❛❜s♦❧✉♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉❡s ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❝♦♥❝❧✉r❡✳

✾✹



✻✳✷✳ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▲❙(λ)◆❙P■

✷✳ ❖♥ ❛ ♣♦✉r t♦✉t u ∈ N
∗

Cσ,ρ
∞,p,u = (1− γp)(1− γ)

∞∑

j=0

∞∑

t=0

γj+tpc∞(j + tp+ u)

=
(1− γp)(1− γ)

γu−1

∞∑

j=0

∞∑

t=0

γj+tp+u−1c∞(j + tp+ u)

=
(1− γp)(1− γ)

γu−1

∑

z≥u−1

∞∑

t=0

γz+tpc∞(z + tp+ 1)

≤ 1

γu−1
Cσ,ρ

∞,p,1.

■❧ ❡st ❛✉ss✐ ❢❛❝✐❧❡ ❞✬❛✈♦✐r Cσ,ρ
∞,p,u <∞ ❛❧♦rs q✉❡ Cσ,ρ

∞,p,1 =∞✱ ✐❧ s✉✣t ♣♦✉r ❝❡❧❛ ❞✬❛✈♦✐r cq(z) =∞
♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ z ≤ u✳

❉❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t ♦♥ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✽✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s n0 ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥
♣❛❣❡ ✼✾ ♣❛r

P

{

∃ n ≥ 1, ∃k, 0 ≤ k ≤ K − 1, {‖ǫAπk,p
‖2 ≥ ǫ1(n, δn)} ∪ {‖ǫAπk,p

θ − ǫbπk,p )‖2 ≥ ǫ2(n, δn)}
}

❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ♠è♥❡ à ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ δ′ = Kδ✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✧♣♦✉r t♦✉t n✱ ǫ(n, δn) < C✱ ♦ù

C = (1−γ)ν
(1−λγ)✧ ❡st r❡♠♣❧❛❝é❡ ♣❛r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✧♣♦✉r t♦✉t n✱ ♣♦✉r t♦✉t 0 ≤ k ≤ K−1✱ ǫ(n, δnK ) < Ck✱

♦ù Ck =
(1−γ)νπk,p
(1−λγ) ✧✳ P✉✐sq✉❡ ν̃ ❡st ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❞❡s νπk,p

♣♦✉r 0 ≤ k ≤ K − 1✱ ✐♠♣♦s❡r

✧♣♦✉r t♦✉t n✱ ♣♦✉r t♦✉t 0 ≤ k ≤ K − 1✱ ǫ(n, δnK ) < (1−γ)ν̃
(1−λγ)✧ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ✧♣♦✉r t♦✉t n✱ ♣♦✉r t♦✉t

0 ≤ k ≤ K − 1✱ Âk,p ❡st ✐♥✈❡rs✐❜❧❡✧✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥

é❝r✐✈❛♥t (1−λγ)
(1−γ)ν̃ ǫ(n,

δn
K ) < 1✱ ν̃ ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s νπk,p

❧❡ s♦♥t
♣♦✉r t♦✉t k s♦✉s ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ✹ ❡t ✺✳

❖♥ ✈❛ ♣r♦✉✈❡r ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té é♥♦♥❝é❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳ ❙♦✐❡♥t v∗ ❧❛ ✈❛❧❡✉r q✉✬♦♥
❝❤❡r❝❤❡ à ❡st✐♠❡r ❡t vπk+1,p

❧❛ ✈❛❧❡✉r ét❛♥t ❞♦♥♥é❡ ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ πk+1,p ♥♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❞♦♥♥é❡✳
❖♥ ✈❛ s✉✐✈r❡ ❧❡s ♠ê♠❡s ét❛♣❡s ❞❡ ♣r❡✉✈❡ q✉❡ ❞❛♥s ❬❙❝❤❡rr❡r ❛♥❞ ▲❡s♥❡r✱ ✷✵✶✷❪✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡
v∗ ❡st ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡✱ π∗ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é❡✳

❖♥ ❛ πk,p ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♥♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✱ Tπk,p
= Tπk

Tπk−1
...Tπk−p+1

❡st ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❇❡❧❧♠❛♥
❛ss♦❝✐é q✉✐ ✈ér✐✜❡ ♣♦✉r t♦✉t v✱ Tπk,p

v = rk,p + Γk,pv ❛✈❡❝

rk,p = rπk
+

p−1
∑

i=1

γi
i−1∏

j=0

Pπk−j
rπk−i

, ❡t Γk,p = (γPπk
)(γPπk−1

)...(γPπk−p+1
).

❖♥ ❛

vπ∗ − vπk+1,p
= Tπ∗v∗ − Tπk+1,p

vπk+1,p

= Tπ∗v∗ − Tπ∗vπk,p
+ Tπ∗vπk,p

− Tπk+1,p+1
vπk,p

+ Tπk+1,p+1
vπk,p

− Tπk+1,p
vπk+1,p

= γPπ∗(v∗ − vπk,p
) + Tπ∗vπk,p

− Tπk+1
Tπk,p

vπk,p
+ Tπk+1

Tπk,p
vπk,p

− Tπk+1,p
vπk+1,p

= γPπ∗(v∗ − vπk,p
) + Tπ∗vπk,p

− Tπk+1
vπk,p

+ Tπk+1,p
Tπk−p+1

vπk,p
− Tπk+1,p

vπk+1,p

= γPπ∗(v∗ − vπk,p
) + Tπ∗vπk,p

− Tπk+1
vπk,p

+ Γk+1,p(Tπk−p+1
vπk,p

− vπk+1,p
).

✭✻✳✶✶✮

✾✺
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❉é✜♥✐ss♦♥s ♣♦✉r t♦✉t k ≥ 0

ek = max
π′

Tπ′vπk,p
− Tπk+1

vπk,p
,

❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ét❛♥t ❝❛❧❝✉❧é ✐❝✐ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ♣❛r ❝♦♠♣♦s❛♥t❡✳ ❖♥ ✈❛ ❡ss❛②❡r ❞❡ ❜♦r♥❡r ❧❡ t❡r♠❡
(Tπk−p+1

vπk,p
− vπk+1,p

) ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ek

Tπk−p+1
vπk,p

− vπk+1,p
= Tπk−p+1

vπk,p
− Tπk+1

vπk,p
+ Tπk+1

vπk,p
− vπk+1,p

= Tπk−p+1
vπk,p

− Tπk+1
vπk,p

+ Tπk+1
Tπk,p

vπk,p
− Tπk+1,p

vπk+1,p

= Tπk−p+1
vπk,p

− Tπk+1
vπk,p

+ Tπk+1,p
Tπk−p+1

vπk,p
− Tπk+1,p

vπk+1,p

≤ ek + Γk+1,p(Tπk−p+1
vπk,p

− vπk+1,p
).

❖♥ ❝♦♥❝❧✉t ❛❧♦rs q✉❡

Tπk−p+1
vπk,p

− vπk+1,p
≤ (I − Γk+1,p)

−1ek.

❊♥ ❜♦r♥❛♥t Tπk−p+1
vπk,p

− vπk+1,p
❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✶✶✮ ✐❧ s✬❡♥ s✉✐t q✉❡

vπ∗ − vπk+1,p
≤ γPπ∗(v∗ − vπk,p

) + ek + Γk+1,p(I − Γk+1,p)
−1ek.

P❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ q✉✐ s✉✐t

vπ∗ − vπK,p
≤

K−1∑

i=0

(γPπ∗)i(I + ΓK−1−i,p(I − ΓK−1−i,p)
−1)eK−1−i + (γPπ∗)K(vπ∗ − vπ0,p).

✭✻✳✶✷✮

P✉✐sq✉❡ πk+1 ∈ G(vk) ♦♥ ❛ Tπ′vk ≤ Tπk+1
vk ❞✬♦ù

ek ≤ max
π′

γ(Pπk
− Pπ′)ǫk = γ(Pπk

− Pπ′(k))ǫk, ✭✻✳✶✸✮

♦ù π′(k) ❞és✐❣♥❡ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à argmaxπ γ(Pπk
− Pπ)✳ ❊♥ ❜♦r♥❛♥t ek

❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✶✷✮✱ ♦♥ ❛

|vπ∗ − vπK,p
| ≤

K−1∑

i=0

(γPπ∗)i(I + ΓK−1−i,p(I − ΓK−1−i,p)
−1)(γPπK−1−i

+ γPπ′(K−1−i))|ǫK−1−i|

+ γKPK
π∗Vmax1

=
K−1∑

i=0

(γPπ∗)i
∑

t≥0

Γt
K−1−i,p(γPπK−1−i

+ γPπ′(K−1−i))|ǫK−1−i|+ γKVmax1, ✭✻✳✶✹✮

❧❡ ✈❡❝t❡✉r |ǫK−1−i| ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❢♦r♠é ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❛❜s♦❧✉❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝♦♠♦s❛♥t❡ ❡t 1 ❡st ❧❡
✈❡❝t❡✉r (1, 1, ..., 1)t✳ ❉♦ré♥❛✈❛♥t s✐♠✐❧❛✐r❡♠❡♥t à ❬❙❝❤❡rr❡r✱ ✷✵✶✹❪ ♦♥ ✈❛ ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r Γ
❞é✜♥✐ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✾✳ P♦✉r t♦✉t n ∈ N✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t Pn ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s γ✲♥♦②❛✉① ❞❡ tr❛♥✐st✐♦♥
q✉✐ s♦♥t ❞é✜♥✐s ❝♦♠♠❡ s✉✐t

✖ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ n ♣♦❧✐t✐q✉❡s✱ {π1, π2, ..., πn}✱ γPπ1 , γPπ2 , ..., γPπn ∈ Pn✱
✖ ♣♦✉r t♦✉t α ∈ (0, 1)✱ (P1, P2) ∈ Pn × Pn✱ αP1 + (1− α)P2 ∈ Pn✳

✾✻



✻✳✷✳ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▲❙(λ)◆❙P■

❖♥ ♥♦t❡ Γn ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ é❧é♠❡♥t ❞❡ Pn✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ s✐ ♦♥ é❝r✐t ✉♥ ♥♦②❛✉ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ P =
α1Γ

i + α2Γ
jΓk = α1Γ

i + α2Γ
j+k✱ ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ P1 ∈ Pi✱ P2 ∈ Pj✱ P3 ∈ Pk✱ P4 ∈ Pk+j

t❡❧s q✉❡ P = α1P1 + α2P2P3 = α1P1 + α2P4✳

❈❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ réé❝r✐r❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✶✹✮ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡

|vπ∗ − vπK,p
| ≤ 2

K−1∑

i=0

∑

t≥0

Γi+pt+1|ǫK−i−1|+ γK1Vmax.

❆✜♥ ❞❡ ✜♥✐r ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✽ ♦♥ ✈❛ s✉✐✈r❡ ❧❡s ♠ê♠❡s ét❛♣❡s ❞❡ ♣r❡✉✈❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡s
❞✉ ❧❡♠♠❡ 6 ♣r♦♣♦sé ❞❛♥s ❬❙❝❤❡rr❡r✱ ✷✵✶✹❪✳ ❖♥ ❛ ♣❛r ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍ö❧❞❡r ✭✈♦✐r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✽ ❡t ❧❛
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✶ ❞❛♥s ❧✬❛♥♥❡①❡ ❈✮

σΓt|z| = ‖Γt|z|‖1,σ ≤ γtcσ,ρq (t)‖z‖q′,ρ = γtcσ,ρq (t)(ρ|z|q′)
1
q′ . ✭✻✳✶✺✮

❙♦✐t L = 2ξ1
∑K−1

i=0

∑

t≥0 γ
i+pt+1 + ξ2γ

K ✱ ♦ù ξ1 ❡t ξ2 s♦♥t ❞❡s ré❡❧s ♣♦s✐t✐❢s q✉✬♦♥ ❞é✜♥✐r❛ ♣❛r ❧❛
s✉✐t❡✳ ❖♥ ❛

‖vπ∗ − vπK,p
‖1,σ ≤ L

2ξ1
∑K−1

i=0

∑

t≥0 σΓ
i+pt+1 |ǫK−1−i|

ξ1
+ ξ2γ

Kσ1Vmax
ξ2

L

≤ L
2ξ1
∑K−1

i=0

∑

t≥0 γ
i+pt+1cσ,ρ2 (i+ pt+ 1)

(

ρ
|ǫK−1−i|2

ξ21

) 1
2
+ ξ2γ

K Vmax
ξ2

L

≤ L
2ξ1
∑K−1

i=0

∑

t≥0 γ
i+pt+1cσ,ρ2 (i+ pt+ 1)

‖ǫK−1−i‖ρ,2
ξ1

+ ξ2γ
K Vmax

ξ2

L

≤ L
2ξ1γ

Cσ,ρ
2,p,1

(1−γ)p(1−γ)
max0≤i≤K−1 ‖ǫK−1−i‖ρ,2

ξ1
+ ξ2γ

K Vmax
ξ2

L
.

❖♥ ❛
∑K−1

i=0

∑

t≥0 γ
i+pt+1 = γ(1−γK)

(1−γ)(1−γp) ✳ ❙✐ ♦♥ ♣r❡♥❞ ξ1 =
Cσ,ρ

2,p,1

1−γK max0≤i≤K−1 ‖ǫK−i‖ρ,2 ❡t ξ2 =
Vmax ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

‖vπ∗ − vπK,p
‖1,σ ≤ L =

2γ

(1− γ)(1− γp)C
σ,ρ
2,p,1 max

0≤i≤K−1
‖ǫK−i−1‖2,ρ + Vmaxγ

K

≤ 2γ

(1− γ)(1− γp)

[

Cσ,ρ
2,p,1 max

0≤i≤K−1
‖ǫK−i−1‖2,ρ +Rmaxγ

K−1

]

.

❉✬❛♣rès ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✻ ♦♥ s❛✐t q✉❡ ‖.‖ρ ≤
√
C‖.‖µπk,p

♣♦✉r t♦✉t 0 ≤ k ≤ K − 1 ❞✬♦ù

‖vπ∗ − vπK,p
‖1,σ ≤

2γ

(1− γ)(1− γp)

[

Cσ,ρ
2,p,1

√
C max

0≤i≤K−1
‖ǫK−i−1‖2,µπK−i,p

+Rmaxγ
K−1

]

. ✭✻✳✶✻✮

❊♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✻✳✼✮ ✭♣❛❣❡ ✾✶✮ ❡t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✶✻✮ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✽✮✳ ◆♦t♦♥s
✐❝✐ q✉❡

P

(

max
0≤i≤K−1

‖ǫK−i−1‖2,µπK−i−1,p
≤ ǫ(δ′)

)

= 1− P

(

max
0≤i≤K−1

‖ǫK−1−i‖2,µπK−1−i,p
≥ ǫ(δ′)

)

.

▲✬é✈é♥❡♠❡♥t {max0≤i≤K−1 ‖ǫK−1−i‖2,ρ ≤ ǫ(δ′)} ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ j ∈ {0, 1, ...,K− 1} t❡❧ q✉❡

✾✼
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‖ǫK−1−j‖2,ρ ≤ ǫ(δ′) ❞✬♦ù

P

(

max
0≤i≤K−1

‖ǫK−1−i‖2,µπK−1−i,p
≥ ǫ(δ′)

)

≤
K−1∑

i=0

P

(

‖ǫK−1−i‖2,µπK−1−i,p
≥ ǫ(δ′)

)

= Kδ′.

❙✐ ♦♥ ♣♦s❡ δ = Kδ′ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❛✈❡❝ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té 1 − δ✱ t❡❧❧❡ q✉✬❡❧❧❡ ❛♣♣❛r❛ît ❞❛♥s
❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✽✮✳ ❖♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡ ♠ê♠❡
r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♠❛✐s ♣♦✉r ❧❛ ♥♦r♠❡ L2✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t

‖vπ∗ − vπK,p
‖2,σ ≤

2γ

(1− γ)(1− γp)

[√

CCσ,ρ
∞,p,1 max

0≤i≤K−1
‖ǫK−1−i‖2,µπK−1−i,p

+Rmaxγ
K−1

]

.

✭✻✳✶✼✮

❖♥ ♣r♦✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✭✻✳✶✵✮ ❞❛♥s ❧❛ r❡♠❛rq✉❡ ✺✳ ❊♥ ♣r❡♥❛♥t
L = ξ1

∑K−1
i=0

∑

t≥0 γ
i+pt + ξ2γ

K ✳ ❖♥ ❛ s✐ ♦♥ ♣❛rt ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✶✷✮

‖vπ∗ − vπK,p
‖22,σ ≤ L2σ

(
∑K−1

i=0 (γPπ∗)i(I + Γp(I − Γp)−1)|eK−1−i|+ γK1Vmax

)2

L2

≤ L2σ




ξ1
∑K−1

i=0 (γPπ∗)i(I + Γp(I − Γp)−1)
|eK−1−i|

ξ1
+ ξ2γ

K 1Vmax
ξ2

L





2

= L2σ




ξ1
∑K−1

i=0 (γPπ∗)i
∑

t≥0 Γ
pt |eK−1−i|

ξ1
+ ξ2γ

K 1Vmax
ξ2

L





2

.

❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❝♦♥✈❡①✐té ✭✈♦✐r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✹ ❞❛♥s ❧✬❛♥♥❡①❡ ❈✱ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts λi
❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ξ1

L

∑

t≥0 γ
i+pt✱ ♣♦✉r 0 ≤ i ≤ K − 1 ❡t λK = ξ2γK

L ✮ ❡t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❏❡♥s❡♥ ✭✈♦✐r

❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✺ ❞❛♥s ❧✬❛♥♥❡①❡ ❈✮ à ❧✬♦♣ér❛t❡✉r
∑

t≥0 P
i
π∗

(
Γp

γp

)t

‖vπ∗ − vπK,p
‖22,σ ≤ L2

ξ1
∑K−1

i=0 γiσP i
π∗(I +

∑

t≥1 Γ
pt)
(
|eK−1−i|

ξ1

)2
+ ξ2γ

K
(
Vmax
ξ2

)2

L
.

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✻✳✶✺✱ ✐❧ s✬❡♥ s✉✐t q✉❡

‖vπ∗ − vπK,p
‖22,σ ≤ L2






ξ1
∑K−1

i=0

(

γicπ∗(i) +
∑

t≥1 γ
i+ptcσ,ρ∞ (i+ pt)

)

ρ
(
|eK−1−i|

ξ1

)2

L
+

ξ2γ
K
(
Vmax
ξ2

)2

L






≤ L2







ξ1

(
C

(1)
π∗

1−γ +
γpCσ,ρ

∞,p,p

(1−γ)(1−γp)

)
max0≤i≤K−1 ‖eK−i‖22,ρ

ξ21

L
+
ξ2γ

K
(
Vmax
ξ2

)2

L







≤ L2
ξ1

(C
(1)
π∗ +γpCσ,ρ

∞,p,p)(1−γK)

(1−γ)(1−γp)(1−γK)

max0≤i≤K−1 ‖eK−1−i‖22,ρ
ξ21

+ ξ2γ
K
(
Vmax
ξ2

)2

L
.

✾✽



✻✳✸✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s

❊♥ ♣♦s❛♥t ξ1 =

√

C
(1)
π∗ +γpCσ,ρ

∞,p,p

(1−γK)
max0≤i≤K−1 ‖eK−1−i‖2,ρ ❡t ξ2 = Vmax✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

‖vπ∗ − vπK,p
‖2,σ ≤ L ≤

(1− γK)

(1− γp)(1− γ)

√

C
(1)
π∗ + γpCσ,ρ

∞,p,p

(1− γK)
max

0≤i≤K−1
‖eK−1−i‖2,ρ + γKVmax.

▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✶✸✮ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡

‖eK−1−i‖2,ρ ≤ 2γ
√

cρ,ρ∞ (1)‖ǫK−1−i‖2,ρ,

♦ù ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ cρ,ρ∞ (1) ❡st ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✶✼✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✻✱ ♦♥ ❛

‖vπ∗ − vπK,p
‖2,σ ≤

2γ

(1− γ)(1− γp)

[√

Ccρ,ρ∞ (1)
(

C
(1)
π∗ + γpCσ,ρ

∞,p,p

)

max
0≤i≤K−1

‖ǫK−1−i‖2,µπK−i,p

+ γK−1Rmax

]

. ✭✻✳✶✽✮

❊♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✻✳✼✮ ✭♣❛❣❡ ✾✶✮ ❡t ✭✻✳✶✽✮ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✭✻✳✶✵✮✳

✻✳✸ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s

❖♥ ❛ ❡✛❡❝t✉é ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡s s✉r ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ▼❉P q✉✐ s♦♥t ❧❡s ●❛r♥❡t
▼❉P (N,m, b, γ) ✭✈♦✐r ♣❛❣❡ ✻✼✮✱ ❛✈❡❝ γ = 0.99✳ ▲❡s ré❝♦♠♣❡♥s❡s s♦♥t ✉♥✐❢♦r♠❡s ❡t ❛❧é❛t♦✐r❡s✳ ▲❛
❜❛s❡ ❞❡ ❢❡❛t✉r❡s ❝♦♥s✐❞éré❡ ❡st ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ✶✾ ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦s✐♥✉s t❡❧❧❡s q✉❡

∀j ∈ {1, ..., d}, ∀i ∈ {1, ..., N}, φj(i) = cos

(
2j × i
N

)

.

❉❡✉① t②♣❡s ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡s ♦♥t été ♠❡♥é❡s ✿ ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t②♣❡ ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡s q✉✐ r❡♥❞ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛
✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❣❧♦❜❛❧❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ λ ❡t ♣♦✉r ✉♥❡ ♣ér✐♦❞❡ p ∈ {1, 5, 10, 15}✳
❯♥ ❞❡✉①✐è♠❡ t②♣❡ ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡s q✉✐ r❡♥❞ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❣❧♦❜❛❧❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ p ♣♦✉r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ✜①❡ ❞❡ λ ✭❞❛♥s t♦✉t❡s ❝❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ♦♥ ❛ ❝♦♥s✐❞éré ❧❡ ❝❛s λ = 0✱
❝❛r ❝✬❡st ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❛✉ ✈✉❡ ❞❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ♠❡♥é❡s✮✳

▲♦rs ❞❡ ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▲❙◆❙P■✭0✮ ♦♥ ❛ ❞û ✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❣♦✉r✲
♠❛♥❞❡s st♦❝❤❛st✐q✉❡s ✭♦♥ ❛ ♠é❧❛♥❣é ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❣♦✉r♠❛♥❞❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡
✉♥✐❢♦r♠❡ πu ✈ér✐✜❛♥t πu(s, a) = 1

m ♣♦✉r t♦✉t s ∈ S ❡t ♣♦✉r t♦✉t a ∈ A✱ ♦♥ ❛ ♣r✐s π =
0.85 ∗ πgourmande + 0.15 ∗ πu✮✳ ❊♥ ❡✛❡t ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s ▼❉P q✉✬♦♥ ❛ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❛ ✉♥ ❢❛✐❜❧❡ ❢❛❝✲
t❡✉r ❞❡ ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t b ♥❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ♣❛s ❞❡ ✈✐s✐t❡r t♦✉s ❧❡s ét❛ts s ∈ S✳ ❙✐ ❞❡ ♣❧✉s ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡
❞❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❣♦✉r♠❛♥❞❡s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s ❝❡rt❛✐♥❡s ❛❝t✐♦♥s ♥❡ s❡r♦♥t ❥❛♠❛✐s ❝❤♦✐s✐❡s ❡t ♣❛r ❝♦♥sé✲
q✉❡♥t ♣❧✉s✐❡✉rs ét❛ts s❡r♦♥t r❛r❡♠❡♥t ✈✐s✐tés✳ ❯♥✐❢♦r♠✐s❡r ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❣♦✉r♠❛♥❞❡ ♣❡r♠❡t ❞❡
❝❤♦✐s✐r t♦✉t❡s ❧❡s ❛❝t✐♦♥s ❞❛♥s t♦✉s ❧❡s ét❛ts ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡✳

❖♥ ♣♦✉rr❛✐t ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs ❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t b ♠❛✐s ♦♥ ♥❡ ❞✐st✐♥❣✉❡r❛ ♣❧✉s
❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❞❡ ❣r❛♥❞❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ♣ér✐♦❞❡s p✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥
✐♥tr♦❞✉✐ts ❞❛♥s ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✶✼ ❡t ✶✽ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ très ❣r❛♥❞s ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥

✶✾✳ ❙✐ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ à ❧❛ ♣❧❛❝❡ ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❢❡❛t✉r❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ♦♥ ♥✬♦❜t✐❡♥t ♣❛s ❧❡ rés✉❧t❛t ❡s❝♦♠♣té✳ ❖♥ ♥✬❛ ♣❛s
❡♥❝♦r❡ ❜✐❡♥ ❝♦♠♣r✐s ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤♦✐①✳ ❖♥ ❝♦♠♣t❡ ❧✬ét✉❞✐❡r à ❧✬❛✈❡♥✐r✳

✾✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❈❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥❡ ❜♦r♥❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♣♦✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▲❙✭λ✮◆❙P■

❡st ❞ét❡r♠✐♥✐st❡✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❝❛s b = 1✳ ❆✉❣♠❡♥t❡r ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ p ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥trô❧❡r
❝❡s t❡r♠❡s✱ ❝✬❡st ❝❡ q✉✬♦♥ ♣❡✉t ✈♦✐r ❞❛♥s ❧❛ r❡♠❛rq✉❡ ✺ ♦ù ❧❛ ❜♦r♥❡ ❞✬❡rr❡✉r ❢❛✐t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❧❛

q✉❛♥t✐té
√

Ccρ,ρ∞ (1)(C
(1)
π∗ + γpCσ,ρ

∞,p,p)✳ ❙✐ ♣❛r ❝♦♥tr❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡st très ❛❧é❛t♦✐r❡✱
❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦♥t t❡♥❞❛♥❝❡ à ❛❞♠❡ttr❡ ❞❡ ♣❡t✐t❡s ✈❛❧❡✉rs✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡r❛ ♠♦✐♥s
❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ p✱ q✉✬♦♥ ❛ ❡♥✈✐❡ ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ ✈❛❧❡✉r à tr❛✈❡rs ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❡✛❡❝t✉é❡s ✳

✻✳✸✳✶ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ λ

❖♥ ❛ ❝♦♥s✐❞éré ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ●❛r♥❡t ▼❉P✭20, 2, 2, 0.99✮ ❡t ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r t❡❧❧❡ q✉✬❡❧❧❡
❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❧✉s ❤❛✉t ❛✈❡❝ d = 5✳ ❖♥ ❛ ❝❛❧❝✉❧é ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ▼❉P ❧✬❡rr❡✉r é❣❛❧❡ à ‖v∗ − vπk

‖2✱
♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥ k ∈ {1, ..., 100}✳ ▲❡s ❝♦✉r❜❡s r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❡t ❧❛ ❞é✈✐❛t✐♦♥
st❛♥❞❛r❞ ❞❡ t♦✉t❡s ❝❡s ❡rr❡✉rs ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ λ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡
❞✬✐tér❛t✐♦♥s✳ ▲❡s q✉❛tr❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ✐❧❧✉str❡♥t ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ λ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs
❞❡ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ p ∈ {1, 5, 10, 15}✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ♣♦✉r p = 1 ❝❡ s♦♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s ❞❡
λ q✉✐ ❣❛r❛♥t✐ss❡♥t ✉♥❡ ❡rr❡✉r ♠✐♥✐♠❛❧❡✳ P❧✉s ♦♥ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ p ♣❧✉s ❝❡ s♦♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs
♠✐♥✐♠❛❧❡s ❞❡ λ q✉✐ ❧✬❡♠♣♦rt❡♥t✳ P♦✉r p ❛ss❡③ ❣r❛♥❞ ✭p = 15✮✱ ♦♥ s✬❛♣❡rç♦✐t q✉❡ ❝✬❡st λ∗ = 0 q✉✐
❣❛r❛♥t✐t ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ❡rr❡✉r✳

✶✵✵
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✶ ✕ ❉❡ ❤❛✉t ❡♥ ❜❛s ✿ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ❞é✈✐❛t✐♦♥ st❛♥❞❛r❞ ❡♥
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ λ ét❛♥t ❞♦♥♥é❡s ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ p = 1, 5, 10, 15 ✭s✉r
❧❡s ✜❣✉r❡s n ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡s ét❛ts ❡t N ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s✮✳
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❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❈❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥❡ ❜♦r♥❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♣♦✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▲❙✭λ✮◆❙P■

❖♥ ❛✉r❛✐t ♣✉ ♦❜s❡r✈❡r ❝❡❧❛ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❛ ❜♦r♥❡ ❞✬❡rr❡✉r ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✽✳
❊♥ ❡✛❡t ♣❧✉s ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ p ❡st ❣r❛♥❞ ♣❧✉s ❧❡ ré❡❧ n

p ❡st ♣❡t✐t✳ ▲❡ t❡r♠❡ n
p = l ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉

♥♦♠❜r❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❡✛❡❝t✐❢ ét❛♥t ❞♦♥♥é❡ ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ πk,p ✭✈♦✐r ❧❛ r❡♠❛rq✉❡ ✸
♣❛❣❡ ✾✹✮✳ ❆✉❣♠❡♥t❡r ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ r❡✈✐❡♥t à ❞✐♠✐♥✉❡r l ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r
❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉r λ = 0 ❡st ❝❡❧❧❡ q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ s✉r ❧✬❡rr❡✉r ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❊♥ ♦✉tr❡
♣♦✉r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❣r❛♥❞❡s ❞❡ p✱ ❧❡ t❡r♠❡ 1−λγp

1−γp t❡♥❞ ✈❡rs 1 ♣♦✉r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ✈❛❧❡✉r ❞✉
♣❛r❛♠ètr❡ λ✳

✻✳✸✳✷ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ p

❉❛♥s ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s q✉✐ s✉✐✈❡♥t✱ ♦♥ ✐❧❧✉str❡ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ‖v∗ − vπk
‖2

❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ p ∈ {1, 2, 3, 4} ♣♦✉r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ✜①é❡ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ λ✳ ❆ ❧❛ ✈✉❡ ❞❡s
❡①♣ér✐❡♥❝❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✱ ♦♥ ❛ ❝❤♦✐s✐ λ = 0✳ ❖♥ ❛ ❡✛❡❝t✉é ♥♦s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ ●❛r♥❡t ▼❉P (N,m, b, γ)✳ ▲✬❡rr❡✉r r❡♣rés❡♥té❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❡t à ❧❛ ❞é✈✐❛t✐♦♥
st❛♥❞❛r❞ ❞❡ t♦✉t❡s ❝❡s ❡rr❡✉rs ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ✐tér❛t✐♦♥s k ∈ {1, ..., 100}✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✜❣✉r❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ●❛r♥❡t ▼❉P✭N,m, b, γ✮ ♣♦✉r q✉✐ ♦♥ ❢❛✐t ✈❛r✐❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡s ét❛ts
N ∈ {20, 50, 100}✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ✜❣✉r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❝❡❧❧❡ ♣♦✉r q✉✐ ♦♥ ❢❛✐t ✈❛r✐❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞✬❛❝t✐♦♥sm ∈ {2, 5, 10}✳ ❊♥✜♥ ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ ✜❣✉r❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❝❡❧❧❡ ♣♦✉r q✉✐ ♦♥ ❢❛✐t ✈❛r✐❡r ❧❡ ❢❛❝t❡✉r
❞❡ ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t b ∈ {1, 2, 4}✳ ❈❡❧❛ ♣❡r♠❡t ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❞❡ ♠❡s✉r❡r ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
s✉r ❧✬❡rr❡✉r ❣❧♦❜❛❧❡ ❡t ❞❡ ♠❡s✉r❡r ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ p ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs
❞❡ ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✳
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❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ p✱ ♣♦✉r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛ts N = 20, 50, 100✳
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❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡s ♠❡♥é❡s✱ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s
♥♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s ❞✐♠✐♥✉❡ ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ❧✬❡rr❡✉r✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦✉tr❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉✬❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❛ ♣ér✐♦❞❡
p r❡♥❞ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❇❡❧❧♠❛♥ ♣❧✉s ❝♦♥tr❛❝t❛♥t✱ ❝❡❝✐ ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ r❡♥❞r❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡
❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❣é♥éré❡ ♣❧✉s ❡r❣♦❞✐q✉❡ ✭à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ét❛t s ❞♦♥♥é ♦♥ ♣❡✉t ✈✐s✐t❡r ✉♥ ❛✉tr❡ ét❛t ❛✈❡❝
✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ♥♦♥ ♥✉❧❧❡✮✳ ❈❡❝✐ ❡①♣❧✐q✉❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉✬♦♥ ❛✐t ❞❡s ❡rr❡✉rs q✉✐ s♦♥t ♣❧✉s ♣❡t✐t❡s ♣♦✉r
p > 1✳ ❖♥ s✬❡st r❡str❡✐♥t ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ♥♦s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s à ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ p q✉✐ s♦♥t ♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s
♣❡t✐t❡s ✭❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ♣ér✐♦❞❡ ❝❤♦✐s✐❡ ❡st é❣❛❧❡ à 4✮ ❝❛r ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡ ❣r❛♥❞❡s ♣ér✐♦❞❡s ♥é❝❡ss✐t❡
✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s✳ ❈❡ q✉✐ r❡q✉✐❡rt à s♦♥ t♦✉r ✉♥ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❜❡❛✉❝♦✉♣
♣❧✉s ❧❡♥t✳

▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s N,m, b ♦♥t ✉♥❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ s✉r ❧✬❡rr❡✉r ❣❧♦❜❛❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t ♦♥ ♣❡✉t s✬❛♣❡r❝❡✈♦✐r
q✉✬❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡s ét❛ts N ❡t ❞❡s ❛❝t✐♦♥s m ❢❛✐t ❛✉❣♠❡♥t❡r ❧✬❡rr❡✉r✳ ❈❡ q✉✐ ❡st ❧♦❣✐q✉❡
♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ♣❧✉s ❞✉rs à rés♦✉❞r❡✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ❡st
é❧❡✈é ❡t ✐❧ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡✳ ❉✬✉♥ ❛✉tr❡ ❝ôté✱ ❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞❡
❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t b ❢❛✐t ❞✐♠✐♥✉❡r ❧✬❡rr❡✉r ❣❧♦❜❛❧❡✱ ❧❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ét❛♥t ♣❧✉s ❛❧é❛t♦✐r❡s✳ ▲❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s
❝♦♥st❛♥t❡s ❞❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ s❡ ✈❛❧❡♥t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❝♦♠♠❡ ♦♥ ❧✬❛ ❡①♣❧✐q✉é ❛✉♣❛r❛✈❛♥t✳

✻✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❖♥ ❛ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▲❙✭λ✮◆❙P■✳ ❈❡tt❡ ❛♥❛❧②s❡ ét❡♥❞
❝❡❧❧❡ q✉✬♦♥ ❛ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t ♣♦✉r ▲❙❚❉✭λ✮✳ ❊❧❧❡ r❡♥❞ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛✲
t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞û❡ à ▲❙❚❉✭λ✮ ❛✉ ✜❧ ❞❡s ✐tér❛t✐♦♥s q✉❛♥❞ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡
♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❛♥s ✉♥ s❝❤é♠❛ ♣♦✉r ♦♣t✐♠✐s❡r ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ✭◆❙P■✮✳ ❖♥ ❛ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❝❛❧❝✉❧é ❧❛ ❜♦r♥❡
❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡ ▲❙❚❉✭λ✮ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♥♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❡t s♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡
❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❡st ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t β✲♠é❧❛♥❣❡❛♥t❡✳ ❊♥s✉✐t❡ ♦♥ ❛ ❡st✐♠é ❝❡tt❡
❜♦r♥❡ ❛✉ ❝❛s ❞❡ ▲❙✭λ✮◆❙P■ ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉✬à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥ k✱ ❡t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ πk
❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❡st ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t β✲♠é❧❛♥❣❡❛♥t❡✳ ▲❛ ❜♦r♥❡ ❞é❞✉✐t❡ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ♠ê♠❡s
❤②♣♦t❤ès❡s q✉❡ ❝❡❧❧❡s ❡♠♣❧♦②é❡s ❞❛♥s ❬▲❛③❛r✐❝ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❪ ♣♦✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ▲❙P■✳ ❊❧❧❡ ❢❛✐t ❝❡✲
♣❡♥❞❛♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐ts ❞❛♥s ❬❙❝❤❡rr❡r✱ ✷✵✶✹❪ q✉✐ s♦♥t ✉♥
♣❡✉ ♣❧✉s ✜♥s✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ♥♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s ♣❡r♠❡t ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❜♦r♥❡
❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ✭❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à p = 1✮✳ ❈✬❡st ❝❡ q✉❡ r❡✢èt❡♥t à ❧❛
❢♦✐s ❧✬❛♥❛❧②s❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❡t ❧❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ❡✛❡❝t✉é❡s s✉r ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ●❛r♥❡t ▼❉P ♣♦✉r
q✉✐ ♦♥ ❛ ❢❛✐t ✈❛r✐❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣❛r❛♠ètr❡s✳ ❖♥ ❛ ✉t✐❧✐sé ❧♦rs ❞❡ ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ▲❙✭λ✮◆❙P■
❧❛ ❜❛s❡ ❢♦r♠é❡ ♣❛r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦s✐♥✉s✳ ❖✉tr❡ ❧❛ ré❣✉❧❛r✐té ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s q✉✐ ❡♥tr❡ ❡♥ ❥❡✉✱ ✐❧
s❡r❛✐t ✐♥tér❡ss❛♥t ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❢❛❝t❡✉rs q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t ❛✈♦✐r ✉♥ ✐♠♣❛❝t s✉r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳

✶✵✻



✼

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡

❈❡tt❡ t❤ès❡ s✬❡st ✐♥tér❡ssé❡ ❛✉① ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞é❝✐s✐♦♥♥❡❧s
❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❞❡ ❣r❛♥❞❡ t❛✐❧❧❡✳ ❖♥ ❛ ❝♦♠♠❡♥❝é ♣❛r ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡ ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡
❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞é❝✐s✐♦♥♥❡❧s ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ✭▼❉P✮ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥
✐ss✉s ❞❡ ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡✳ ❖♥ ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ♣rés❡♥té ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ rés♦✲
❧✉t✐♦♥ ✐ss✉❡s ❞❡ ❧❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❖♥ s✬❡st ♣❧✉s s♣é❝✐✜q✉❡♠❡♥t ✐♥tér❡ssé ❛✉① ❛❜str❛❝t✐♦♥s ❞✬ét❛ts✳
❆✐♥s✐ ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❛ été ❝♦♥s❝❛❝ré à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❞❡✉① t②♣❡s ❞✬❛❜str❛❝t✐♦♥s ✿ ❧✬❛❜str❛❝✲
t✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❡ ❡t ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥ ❇▼❉P✳ ▲✬❛❜str❛❝t✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❡ ❡st ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥
q✉✐ s❡♠❜❧❡ ❛ss❡③ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❡t s✐♠♣❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ✈❛❧❡✉r ✐❧ s✉✣t ❞❡ ré✲
s♦✉❞r❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡ ❇❡❧❧♠❛♥ ❛✈❡❝ ❧❡s ♥♦✉✈❡❛✉① ♣❛r❛♠ètr❡s ✭tr❛♥s✐t✐♦♥s✰ré❝♦♠♣❡♥s❡s✮✳
▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡s ❇▼❉P ❡st ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s ❞é❧✐❝❛t❡ ♣✉✐sq✉✬♦♥ ❛ ♥♦♥ ♣❧✉s ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❡①❛❝t❡s ♠❛✐s
❞❡ ❜♦r♥❡s s✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r✳ ❖♥ ❛ ❡✉ r❡❝♦✉rs ♣♦✉r ❧❡s ❡st✐♠❡r à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r♦♣♦sé
♣❛r ❬●✐✈❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✵❪✳ ❖♥ ❛ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡ ❛♥❛❧②sé ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs
T−
o ❡t T+

o r❡❧❛t✐❢s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❛✉① ❜♦r♥❡s ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❡t s✉♣ér✐❡✉r❡✳ ❈❡tt❡ ❛♥❛❧②s❡ ♥♦✉s ❛ ♣❡r♠✐s
♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s ❡rr❡✉rs ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ Eα′ ❡t Eα ♣♦✉r ❞❡✉① ❛❜str❛❝t✐♦♥s α ❡t α′

t❡❧❧❡s q✉❡ α � α′✱ ✐✳❡✳ α′ ♣❧✉s ✜♥❡ q✉❡ α✳ ❈❡ q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❛✐t ❞❡ ✈♦✐r s✐ ♦♥ ❛✈❛✐t ♠♦♥♦t♦♥✐❡
❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥✳ ❖♥ ❛ ♠♦♥tré ❧❡s rés✉❧t❛ts s✉✐✈❛♥ts✳

✖ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❡✱ ✐❧ ♣❡✉t ② ❛✈♦✐r ❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐✲
♠❛t✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥ ♠ê♠❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s
♣♦✉r ❞❡✉① ❛❜str❛❝t✐♦♥s α ❡t α′ t❡❧❧❡s q✉❡ α � α′✱ ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥ α′ ♥✬✐♥❞✉✐t ♣❛s t♦✉❥♦✉rs
✉♥❡ ♠♦✐♥❞r❡ ❡rr❡✉r✳ P♦✉r ✐❧❧✉st❡r ❝❡❧❛ ♦♥ ❡①❤✐❜é ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ▼❉P ❞ét❡r♠✐♥st❡ ♦ù ♦♥
✈♦✐t ❝❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡✳

✖ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥ ❇❉▼P✱ ♦♥ ❛ ♠♦♥♦t♦♥✐❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❛❜s✲
tr❛❝t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ α t❡❧❧❡s q✉❡ v−α ❡t v+α
s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❡t ❧❛ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡✳ P♦✉r α′ ✉♥ r❛✣♥❡♠❡♥t ❞❡
α✱ ♦♥ ❛ v−α′ q✉✐ ❡st ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ q✉❡ v−α ❡t v+α′ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ q✉❡ v+α ✳ ❈❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ♥✬❡st
♣❧✉s ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ✈r❛✐❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s st♦❝❤❛st✐q✉❡✳ ❖♥ ❛ ♣r✐s ❝♦♠♠❡ ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬✉♥❡
❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦ù ❧❡s ét❛ts s❡ ❝♦♠♣♦rt❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ ❛✉ s❡✐♥ ❞❡s ❜❧♦❝s✳ ❖♥ ❛✈❛✐t
❧✬❡rr❡✉r q✉✐ ❛✉❣♠❡♥t❛✐t str✐❝t❡♠❡♥t ❞❛♥s t♦✉s ❧❡s ét❛t✲❜❧♦❝s s✉✐t❡ à ✉♥ r❛✣♥❡♠❡♥t✳ ❯♥❡
❛❜str❛❝t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❡✉t s✬❛✈ér❡r ❛❧♦rs ♠❡✐❧❧❡✉r❡ q✉❡ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ❛✉tr❡
❛❜str❛❝t✐♦♥ ♣❧✉s ✜♥❡✳

▲❡ r❡st❡ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡ s✬❡st ♣♦rté s✉r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ s✉r ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹
❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥ ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❧❡s ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t✳ ❈❡s ♠ét❤♦❞❡s ✐♥❝❧✉❡♥t ❝❡❧❧❡ ❞❡s ♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés ❞♦♥t
❝❡❧❧❡ ❞✉ ♣♦✐♥t ✜①❡ ♣r♦❥❡té✳ ❖♥ ② ❞✐st✐♥❣✉❡ ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ✿ ❝❡❧❧❡ ❞✉ rés✐❞✉ ❞❡ ❇❡❧❧♠❛♥
❡t ❝❡❧❧❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s✳ ❖♥ ❛ ❞é❝r✐t ❝❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ❡t ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s

✶✵✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✼✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡

❛ss♦❝✐és à ❝❤❛❝✉♥❡ ❞✬❡❧❧❡s✳ ❖♥ ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ❞r❡ssé ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s
❜❛sé❡ s✉r ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❬❙❝❤❡rr❡r✱ ✷✵✶✵❪✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▲❡❛st sq✉❛r❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠
▲❙❚❉✭λ✮ r❡♣♦s❡ s✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s✳ ❖♥ ❛ ♣r♦♣♦sé ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺ ✉♥❡
❛♥❛❧②s❡ ❞❡ s❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❡t ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ λ✳
❈❡tt❡ ❛♥❛❧②s❡ s✉♣♣♦s❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s ❝❡❧❧❡ ❞✉ β✲♠é❧❛♥❣❡✳ ❈❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❛
❝♦♥st✐t✉é ❧✬❛r❣✉♠❡♥t ❝❧é ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❞ér✐✈❡r ❧❛ ❜♦r♥❡ ❞✬❡rr❡✉r✳ ❆✐♥s✐✱ ♦♥ ❛ ré✉ss✐ à ❞ér✐✈❡r
✉♥❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❜❛sé❡s s✉r ❞❡s tr❛❝❡s ✐♥✜♥✐♠❡♥t
❧♦♥❣✉❡s ✭❧❡♠♠❡ ✹✱ ♣❛❣❡ ✼✵✮✳ ❊♥ tr♦♥q✉❛♥t ❧❛ tr❛❝❡ ❞✬é❧✐❣✐❜✐❧✐té✱ ♦♥ s✬❡st s❡r✈✐ ❞❡ ❝❡tt❡ ✐♥é❣❛❧✐té
♣♦✉r ❞é❞✉✐r❡ ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s Â ❡t b̂ ✈❡rs A ❡t b✳ ❖♥ ❛ ♠♦♥tré ❧❡s rés✉❧t❛ts
s✉✐✈❛♥ts✳

✖ ▲❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ Õ( 1√
n
)✱ ❝♦♠♠❡ ❝✬❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡ ❝❛s ❞❛♥s

❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❬▲❛③❛r✐❝ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❪ ♣♦✉r λ = 0✳
✖ ▲❛ ❜♦r♥❡ ❞✬❡rr❡✉r ❞é♣❡♥❞ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ λ✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ λ∗ ∈ [0, 1] ♦♣t✐♠❛❧

q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ❞✬❡rr❡✉r✳ ❖♥ ♣❡✉t ❡①♣❧✐❝✐t❡r ❝❡ ♣❛r❛♠ètr❡✳ ■❧ ❞é♣❡♥❞ ❞✉ ♥♦♠❜r❡
❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s n ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s β✲♠é❧❛♥❣❡❛♥t ❡t ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥
‖v −Πv‖µ✱ ♦ù µ ❡st ❧❛ ♠❡s✉r❡ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❝♦♥s✐❞éré❡✳

▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ❝❛s ♦ù ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ▲❙❚❉✭λ✮ ❞❛♥s ✉♥ s❝❤é♠❛ t②♣❡ ✐tér❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s
♣♦❧✐t✐q✉❡s ♥♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s ❞❡ ♣ér✐♦❞❡ ✜①❡ p✱ ◆❙P■✭p✮ ❬❙❝❤❡rr❡r✱ ✷✵✶✹❪✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ❧✬❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ ▲❙◆❙P■✭λ✮ q✉✬♦♥ ❞é❝r✐t ♣❛❣❡ ✾✷ ❞❡ ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✳ ❊♥ ♥♦✉s ❜❛s❛♥t s✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❢❛✐t❡ ♣♦✉r
▲❙❚❉✭λ✮✱ ♦♥ ❛ ré✉ss✐ à ❞é❞✉✐r❡ ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ❖♥ ❛ ♠♦♥tré ❧❡s
♣♦✐♥ts q✉✐ s✉✐✈❡♥t✳

✖ ▲✬❡rr❡✉r ❣❧♦❜❛❧❡ ✈ér✐✜❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s t❡♥❞ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐ ✿

lim
k→∞

‖v∗ − vπk
‖σ ≤ lim

k→∞

2γ
√

CCσ,ρ
∞,p,1(1− λγp)

(1− γ)(1− γp)2 max
0≤k≤K−1

‖v −Πµπk,p
v‖µπk,p

.

✖ ❈❡tt❡ ❜♦r♥❡ ❡st ❧é❣èr❡♠❡♥t ♠❡✐❧❧❡✉r❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❬▲❛③❛r✐❝ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❪ ❞❛♥s ❧❡
❝❛s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▲❙P■ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▲❙◆❙P■✭λ✮✱ ♣♦✉r p = 1 ❡t λ = 0✳

✖ ❆✉❣♠❡♥t❡r ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ p ❛♠é❧✐♦r❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ s✐ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❝❤❛♥✲
t✐❧❧♦♥s ❛❞éq✉❛t✱ ✐✳❡✳ ❧❡ q✉♦t✐❡♥t n

p ❞♦✐t r❡st❡r r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❣r❛♥❞✳
✖ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ♦♣t✐♠❛❧ λ∗ q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❧❛ ❜♦r♥❡✳ ■❧ ❞é♣❡♥❞ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❝❤❛♥✲

t✐❧❧♦♥s✱ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s β✲♠é❧❛♥❣❡❛♥ts ❡t ❞❡ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ p✳
▲❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s q✉✬♦♥ ❛ ❡✛❡❝t✉é❡s ❝♦♥✜r♠❡♥t ❧❡s ❞❡✉① ❞❡r♥✐❡rs ♣♦✐♥ts ❝✐tés ❝✐✲❞❡ss✉s✳ ❊♥
❡✛❡t✱ ♦♥ ❛ ❝♦♥st❛té ❧❛ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❧♦rsq✉❡ p ❛✉❣♠❡♥t❡✳ ❆✉ss✐ ♦♥ ❛ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ λ∗

q✉✐ t❡♥❞ ✈❡rs 0 ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞❡✈✐❡♥t très ❣r❛♥❞❡✳ ▲❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ✐❧❧✉str❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t
❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s s✉r ❧✬❡rr❡✉r✱ ♣❧✉s ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❡st ❡r❣♦❞✐q✉❡ ♣❧✉s ❧✬❡rr❡✉r
❣❧♦❜❛❧❡ ❡st ♣❡t✐t❡✳ ❈❡ q✉✬♦♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ ❞❡✈✐♥❡r à ♣❛rt✐r ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐ts✳

P❡rs♣❡❝t✐✈❡s

▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ q✉✬♦♥ ❛ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡s ❛❜str❛❝t✐♦♥s ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ✉♥ ▼❉P s✬❛✈èr❡ ✉♥
♣❡✉ tr♦♣ ❡①✐❣❡❛♥t❡✳ ❊❧❧❡ ♥♦✉s ❛ ♣❡r♠✐s ♥é❛♥♠♦✐♥s ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❝❡rt❛✐♥s t②♣❡s ❞✬❛❜str❛❝t✐♦♥s q✉✐
s♦♥t ❧❡s ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥s q✉✬♦♥ ♣♦✉rr❛✐t ❡①♣❧♦✐t❡r ❝♦♠♠❡ ❧✬♦♥t ❢❛✐t ❬●✐✈❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❪ ♦✉ ❬❋❡r♥s
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❪✳ ■❧ s❡r❛✐t ♥♦t❛♠♠❡♥t ✐♥tér❡ss❛♥t ❞✬❡♥✈✐s❛❣❡r ❝❡rt❛✐♥s ♣♦✐♥ts ❞❛♥s ❧✬❛✈❡♥✐r✳

✖ ❈♦♥s✐❞ér❡r ❞❡s r❛✣♥❡♠❡♥ts q✉❡❧❝♦♥q✉❡s ❡t ♥♦♥ ♣❧✉s ❞❡s r❛✣♥❡♠❡♥ts ❞✐r❡❝ts ❝♦♠♠❡ ♦♥
❧✬❛ ❢❛✐t ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s ✐❧ s❡r❛✐t ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ✈♦✐r s✐ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡
❛❜str❛❝t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ ♦♥ ♣❡✉t t♦✉❥♦✉rs tr♦✉✈❡r ✉♥ r❛✣♥❡♠❡♥t q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ✭❡♥ ❞❡❤♦rs ❞❡
❝❡❧✉✐ q✉✐ ♠è♥❡ ❛✉ ♠♦❞è❧❡ 0✮ t❡❧ q✉❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✐♠✐♥✉❡✳

✶✵✽



✖ ❊t✉❞✐❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ r❛✣♥❡♠❡♥t q✉✐ s♦✐t ♠♦♥♦t♦♥❡✱ ❝✬❡st✲à✲
❞✐r❡ q✉✐ ❢♦✉r♥✐ss❡ ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s à ❝❤❛q✉❡ r❛✣♥❡♠❡♥t✳

✖ ❱ér✐✜❡r s✐ ❧❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❡✉✈❡♥t ❡①♣❧✐q✉❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❧❡s ♣❛t❤♦❧✲
❣✐❡s ✐❞❡♥t✐✜é❡s ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥❡s ❛❜str❛❝t✐♦♥s✳

▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ q✉✬♦♥ ❛ ❛♥❛❧②sés r❡♥✈♦✐❡♥t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡✕s♦✉s
❝❡rt❛✐♥❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✉r ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞é❝✐s✐♦♥♥❡❧ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❝♦♥s✐❞éré✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛✐t ❡♥✈✐s❛❣❡r
❞✬✉t✐❧✐s❡r ❝❡s ♠ê♠❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ♣♦✉r ét✉❞✐❡r ❧❡s q✉❡st✐♦♥s q✉✐ s✉✐✈❡♥t✳

✖ ❊st✐♠❡r ✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✉r ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♦✛ ♣♦❧✐❝② ▲❙❚❉✭λ✮ ❡♥
❛❞❛♣t❛♥t ❡t ❣é♥ér❛❧✐s❛♥t ❧❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ❛✈❛♥❝és ♣❛r ❬❨✉✱ ✷✵✶✵❪✳

✖ ✭❘❡✮❞é❞✉✐r❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ▲❙❇❘ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❬▼❛✐❧❧❛r❞ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❪✱ ❡♥
✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐✐❞ ❝❡ q✉✐ ❡st ❛ ♣r✐♦r✐ ♣❧✉s
s✐♠♣❧❡✳

✖ ❉é❞✉✐r❡ ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❧♦rsq✉✬♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♦✛ ♣♦❧✐❝② ▲❙❚❉✭λ✮ ❞❛♥s
✉♥ s❝❤é♠❛ t②♣❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s✉r ❧❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ✭♥♦♥✮ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s✳

❖♥ ♣❡✉t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ q✉✐ s❡ ❞✐st✐♥❣✉❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡s ❝✐té❡s ♣❧✉s ❤❛✉t✳ ❖♥ ❛
❞é❥à ♠❡♥t✐♦♥♥é ❧♦rs ❞❡ ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▲❙✭λ✮◆❙P■ q✉✬♦♥ ♥✬♦❜t✐❡♥t ♣❛s ❧❡ ♠ê♠❡
rés✉❧t❛t ❧♦rsq✉✬♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❢❡❛t✉r❡s ❛✉tr❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r✳ ■❧ s❡r❛✐t ✐♥tér❡ss❛♥t
❞✬ét✉❞✐❡r ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s s✉r ❧✬❡rr❡✉r ❣❧♦❜❛❧❡ r❡♥✈♦②é❡✳

✶✵✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✼✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡

✶✶✵



❆

Pr❡✉✈❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✶

❙♦✐t M ✉♥ ▼❉P ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t àM✱ ♦♥ ❛ vπM s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❇❡❧❧♠❛♥ vπM = T πvπM ✳
❈♦♥s✐❞ér♦♥s o = q1, q2, ..., qN ❧✬♦r❞r❡ ❞❡s ét❛ts t❡❧ q✉❡

vπM (q1) ≤ vπM (q2) ≤ ... ≤ vπM (q|S|).

◆♦t♦♥sMo ❧❡ ▼❉P q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❛ss♦❝✐❡r ❛✉ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ✈❛❧❡✉r ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés✳
❖♥ ❛

N∑

i=1

pMo(s, π(s), qi)v
π
M (qi)−

N∑

i=1

pM (s, π(s), qi)v
π
M (qi) =

N∑

i=1

(pMo(s, π(s), qi)− pM (s, π(s), qi))v
π
M (qi).

❙♦✐t r ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞é✜♥✐ ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✮ ✭♣❛❣❡ ✸✸✮✱ ♦♥ ❛

vπM (q1) ≤ vπM (q2) ≤ ... ≤ vπM (qr) ≤ vπM (q|S|).

■❧ s✬❡♥ s✉✐t q✉❡

N∑

i=1

(pMo(s, π(s), qi)− pM (s, π(s), qi)) v
π
M (qi) =

r−1∑

i=1

(max pM (s, π(s), qi)− pM (s, π(s), qi)) v
π
M (qi)

+ (pMo(s, π(s), qr)− pM (s, π(s), qi)) v
π
M (qr) +

N∑

i=r+1

(min pM (s, π(s), qi)− pM (s, π(s), qi)) v
π
M (qi)

≤
r−1∑

i=1

(max pM (s, π(s), qi)− pM (s, π(s), qi)) v
π
M (qr)

+ (pMo(s, π(s), qr)− pM (s, π(s), qi)) v
π
M (qr) +

N∑

i=r+1

(min pM (s, π(s), qi)− pM (s, π(s), qi)) v
π
M (qr) = 0.

❖♥ ❛ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t s

T π
Mo
vπM (s) = rπ(s) +

N∑

i=1

(pMo(s, π(s), qi)v
π
M (qi) ≤ rπ(s) +

N∑

i=1

(pM (s, π(s), qi)v
π
M (qi) = vπM (s).

❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧✬♦♣ér❛t❡✉r T π
Mo

✐♥✜♥✐♠❡♥t ❞❡ ❢♦✐s ♦♥ ♦❜t✐❡♥t vπMo
≤ vπM ✭T π

Mo
❡st ♠♦♥♦t♦♥❡✮✳ ❙✐

♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧✬♦r❞r❡ q✉✐ ❛ss♦❝✐❡ ❧❡s ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❛✉① ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡s ✈❛❧❡✉rs
♦♥ ♦❜t✐❡♥t vπM ≤ vπMo

✳

✶✶✶



❆♥♥❡①❡ ❆✳ Pr❡✉✈❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✶

✶✶✷



❇

❈♦♠♣❧é♠❡♥ts s✉r ❧❡s ❝❤❛î♥❡s ❞❡ ▼❛r❦♦✈

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✵✳ ❙♦✐t M ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ K × L✱ ♦♥ ♥♦t❡ H = E[M ] ❧❛ ♠❛tr✐❝❡
❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s R

K×L t❡❧❧❡ q✉❡

∀i, j ∈ {1, ...,K} × {1, ..., L}, Hij = E[Mij ].

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✶✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ ❞❡✉① ♠❛tr✐❝❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s M ❡t N s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s s✐ ❧❡s ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥s
❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥st✐t✉❛♥t ❝❤❛q✉❡ ♠❛tr✐❝❡ s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✷✳ ❬▼❡②♥ ❛♥❞ ❚✇❡❡❞✐❡✱ ✶✾✾✸❪ ❙♦✐t (Xn)n≥1 ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❞é✜♥✐❡ s✉r
✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥ X ✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ♣♦✉r t♦✉t A ❡♥s❡♠❜❧❡ ♠❡s✉r❛❜❧❡ ❞❡ B(X ) ✭tr✐❜✉ ❣é♥éré❡ ♣❛r
❧✬❡s♣❛❝❡ X ✮ ❧❡ t❡♠♣s ❞✬❡♥tré❡ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❡♥ A

TA = inf{n ≥ 1, Xn ∈ A}

❡t ♦♥ ❞é✜♥✐t

L(x,A) = Px(TA <∞),

✐✳❡✳✱ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❡♥ ♣❛rt❛♥t ❞❡ x q✉❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ s♦✐t ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ A ❡♥ ✉♥ t❡♠♣s ✜♥✐✳ ❯♥❡
❝❤❛î♥❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❡st ❞✐t❡ ψ ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ψ ∈ B(X )✱ t❡❧❧❡ q✉❡ s✐ ψ(A) > 0
❛❧♦rs L(x,A) > 0 ♣♦✉r x ∈ X ✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✸✳ ❬▼❡②♥ ❛♥❞ ❚✇❡❡❞✐❡✱ ✶✾✾✸❪ ❖♥ ❞é✜♥✐t nA ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈✐s✐t❡s ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ à
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ A ❛♣rès ❧❡ t❡♠♣s 0✳ ❖♥ ❛

nA =
∞∑

i=1

1Xn∈A.

❯♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ A ❡st ❞✐t ❍❛rr✐s ré❝✉rr❡♥t s✐

Q(x,A) = Px(nA =∞) = 1, ♣♦✉r x ∈ A.

❖♥ ❞✐t q✉✬✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ (Xn)n≥1 ❡st ❍❛rr✐s ré❝✉rr❡♥t❡ s✐ ❡❧❧❡ ❡st ψ ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ ❡t ❝❤❛q✉❡
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ B+(X ) ❡st ❍❛rr✐s ré❝✉rr❡♥t✳ ❖♥ ❛

B+(X ) = {A ∈ B(X ), ψ(A) > 0} .

❈✬❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ♣♦s✐t✐✈❡s✳

✶✶✸



❆♥♥❡①❡ ❇✳ ❈♦♠♣❧é♠❡♥ts s✉r ❧❡s ❝❤❛î♥❡s ❞❡ ▼❛r❦♦✈

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✹✳ ❙♦✐t (Xn)n≥1 ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❞❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ p✳ ❙♦✐t q = pgcd{n >
0 : pn(i, i) > 0} ✭♣❣❝❞❂❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ❝♦♠♠✉♥ ❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉r✮✱ q ❡st ❛♣♣❡❧é ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞❡ i✳ ❙✐ q = 1
❛❧♦rs ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❡st ❞✐t❡ ❛♣ér✐♦❞✐q✉❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✺✳ ❖♥ ❞✐t q✉✬✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❡st ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ ❡t ❛♣ér✐♦❞✐q✉❡ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥
❡♥t✐❡r k t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ❝♦✉♣❧❡ ❞✬ét❛ts (s, s′) ∈ X × X ♦♥ ❛ pk(s, s′) > 0✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✸✳ ❬◆❡❞✐❝ ❛♥❞ ❇❡rts❡❦❛s✱ ✷✵✵✷❪ ❙✉♣♣♦s♦♥s ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✉✐✈❛♥t❡s r❡♠♣❧✐❡s ✿

✶✳ M ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❡r❣♦❞✐q✉❡ ❛❞♠❡tt❛♥t ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ν str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐✲
t✐✈❡

✷✳ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❢❡❛t✉r❡s (φj)1≤j≤d s♦♥t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s

❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t λ ∈ [0, 1]✱ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r θ̂ = Â−1b̂ ❝♦♥✈❡r❣❡ ♣r❡sq✉❡ sûr❡♠❡♥t ✈❡rs θ = A−1b✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ♣r♦✉✈❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ❡♥ ♠♦♥tr❛♥t q✉❡ Â → A ❡t b̂ → b✳ ❈❡❝✐ ❣râ❝❡ à ❧❛
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✾✳ ❙♦✐t {Xk} ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❞✬❡s♣ér❛♥❝❡ ♥✉❧❧❡ ❡t ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡
✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❜♦r♥é❡✱ s♦✐t Zt t❡❧ q✉❡

Zt =
1

t+ 1

t+1∑

k=0

Xk, ∀t.

❙✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ré❡❧s ♣♦s✐t✐❢s C ❡t q t❡❧s q✉❡

|E[XtZt]| ≤
C

(t+ 1)q
, ∀t,

❛❧♦rs Zt ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs 0 ❛✈❡❝ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té 1✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✻✳ ❖♥ ❞✐t q✉✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ X = (Xφ)φ∈E ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ré❡❧❧❡s ✐♥❞❡①é❡s ♣❛r
E ❡st ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❧✐♥é❛✐r❡ s✐ ♣♦✉r t♦✉t é❧é♠❡♥t ω ❞❡ Ω✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ E ❞❛♥s R ❞é✜♥✐❡ ♣❛r
φ→ Xφ(ω) ❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✼✳ ▲❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥ t♦t❛❧❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♠❡s✉r❡s µ ❡t ν ❞❡✜♥✐❡s s✉r σ(Ω) ❡st
❞é✜♥✐❡ ♣❛r

dTV = sup
A∈σ(Ω)

|µ(A)− ν(A)|.

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✽✳ ❊t❛♥t ❞♦♥♥é❡ ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❞❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡r❣♦❞✐q✉❡ p s✉r ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ♦✉ ❞é♥♦♠❜r❛❜❧❡ ❞❡ ❧♦✐ ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ν✳ ❖♥ ❞✐t q✉✬❡❧❧❡ ❡st ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❡r❣♦❞✐q✉❡ s✬✐❧
❡①✐st❡ r < 1 ❡t A ≥ 0 t❡❧s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t n ≥ 0✱

sup
x∈X

dTV (p
n(x, .), ν) ≤ Arn;

♦ù dTV ❡st ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥ t♦t❛❧❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✾✳ ❯♥ ♣r♦❝❡ss✉s Xt ❡st ✉♥ ❆❘▼❆ (p, q) ♣r♦❝❡ss✉s s✐
✖ ✐❧ ❡st st❛t✐♦♥♥❛✐r❡

✶✶✹



✖ s✬✐❧ ✭♦✉ Xt − E[Xt]✮ s❛t✐s❢❛✐t ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❧✐♥é❛✐r❡ q✉✐ s✉✐t

Xt −
p
∑

i=1

φiXt−i = wt +

q
∑

i=1

θiwt−i

♦ù wt ∼ WN(0, σ2) ✭❲◆ ❞és✐❣♥❡ ❜r✉✐t ❜❧❛♥❝ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♥✉❧❧❡ ❡t ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ✮ ❡t ❧❡s
♣❛r❛♠ètr❡s φi ❡t θi s♦♥t ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❞❛♥s R✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✵✳ ❬❍✉♥t❡r✱ ✷✵✵✷❪ ❖♥ ❞✐t q✉❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s X1, X2, ... s♦♥t m✲❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ♣♦✉r ✉♥
❡♥t✐❡r m ❞♦♥♥é s✐ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r (X1, X2, ..., Xi) ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✉ ✈❡❝t❡✉r (Xi+j , Xi+1+j , ...) ♣♦✉r
j > m✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✶✳ ❙♦✐t (Ω,F , (Fn)n✱P) ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ✜❧tré✳ ❯♥ ♣r♦❝❡ss✉s ré❡❧ (Xn)n ❡st
✉♥❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ s✬✐❧ ❡st ❛❞❛♣té à (Fn)n ✐✳❡✳ ♣♦✉r t♦✉t n✱ Xn ❡st Fn✲♠❡s✉r❛❜❧❡ ❡t ♣♦✉r t♦✉t n✱ Xn

❡st ✐♥té❣r❛❜❧❡ ✈ér✐✜❛♥t

E[Xn+1|Fn] = Xn p.s.

▲❡♠♠❡ ✽✳ ✭■♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍ö❧❞❡r✮ ❙♦✐❡♥t q, q′ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ❞❡ [1,∞) ✈ér✐✜❛♥t 1 = 1
q +

1
q′ ✭❛✈❡❝ ❧❛

❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ 1
∞ = 0✮✳ ❙♦✐❡♥t f ❡t g ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠❡s✉r❛❜❧❡s ❞❡ X ❞❛♥s R ❡t Lp(X ) ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s

❢♦♥❝t✐♦♥s Lp ❞❛♥s X ✳ ❙✐ f ∈ Lq(X ) ❡t g ∈ Lq′(X )✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛ fg ∈ L1(X ) ❡t

‖fg‖1 ≤ ‖f‖q′‖f‖q.

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✷✳ ❊♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ ❧❡ r❛②♦♥ s♣❡❝tr❛❧ ρ ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ A ✭❞✐❛❣♦♥❛❧✐s❛❜❧❡✮ ❝♦rr❡s✲
♣♦♥❞ ❛✉ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ s❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ρ(A) = maxi |λi|✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✵✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬♦♥ ❛
✖ ❧❛ ♠❡s✉r❡ µ str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡ ♣♦✉r t♦✉t ét❛t x ❞❛♥s X
✖ ❧❡s ❢❡❛t✉r❡s (φj)1≤j≤d ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s

❛❧♦rs ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ΦtDµΦ ❡st ✐♥✈❡rs✐❜❧❡✱ ♦ù Φ ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡s ❢❡❛t✉r❡s ❡t Dµ ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡
❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ µ✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t u ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ R
d✱ ♦♥ ❛

utΦtDµΦu =

|X |
∑

j=1

µj

(
d∑

i=1

φi(xj)ui

)2

.

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t utΦtDµΦu = 0 ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ µj(
∑d

i=1 φi(xj)ui)
2 = 0 ♣♦✉r t♦✉t j ♣✉✐sq✉✬✐❧ s✬❛❣✐t

❞❡ q✉❛♥t✐tés ♣♦s✐t✐✈❡s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡
∑d

i=1 φi(xj)ui = 0✳
P✉✐sq✉❡ ❧❡s ❢❡❛t✉r❡s s♦♥t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ✐❧ s✬❡♥ s✉✐t q✉❡ ui = 0✱ ♣♦✉r t♦✉t i✳ ❉✬♦ù ❧❛
♠❛tr✐❝❡ ΦtDµΦ ❡st ✐♥✈❡rs✐❜❧❡✳

✶✶✺



❆♥♥❡①❡ ❇✳ ❈♦♠♣❧é♠❡♥ts s✉r ❧❡s ❝❤❛î♥❡s ❞❡ ▼❛r❦♦✈
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❈

❈♦♠♣❧é♠❡♥ts s✉r ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡
❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✸✳ ❙♦✐❡♥t ν ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ σ✲✜♥✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡ s✉r (X ,A) ❡t µ ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ σ✲✜♥✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡
s✉r (X ,A) t❡❧❧❡s q✉❡ ν ❡st ❛❜s♦❧✉♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ρ✱ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦ù ♣♦✉r t♦✉t
❡♥s❡♠❜❧❡ A ∈ A ♦♥ ❛ ρ(A) = 0 ⇒ ν(A) = 0 ❛❧♦rs ν ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ ❘❛❞♦♥ ◆✐❦♦❞②♠ f
♣❛r r❛♣♣♦rt à ρ✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ❡st ♣♦s✐t✐✈❡ ❡t ♠❡s✉r❛❜❧❡ ✈ér✐✜❛♥t

∀A ∈ A, ν(A) =
∫

A
fdρ.

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✶✳ ❙♦✐❡♥t σ ❡t ρ ❞❡✉① ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés✳ ❙♦✐t Γ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞é✜♥✐ ❞❛♥s ❧❛
♣❛❣❡ ✾✻ ✭❞é✜♥✐t✐♦♥ ✶✾✮ ❛❧♦rs

σΓt|z| = ‖Γt|z|‖1,σ ≤ γtcq(t)‖z‖q′,ρ = γtcq(t)(ρ|z|q
′
)

1
q′ ,

♦ù cq ❡st ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❛♥s ❧❛ ♣❛❣❡ ✾✷ ✭❞é✜♥✐t✐♦♥ ✶✼✮✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❛

σΓt|z| =
N∑

i=1

σ(i)

N∑

j=1

Γt
ij |z|(j)

=

N∑

j=1

∑N
i=1 σ(i)Γ

t
ij

ρ(j)
|z|(j)ρ(j).

❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍ö❧❞❡r✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

σΓt|z| ≤





N∑

j=1

(∑N
i=1 σ(i)Γ

t
ij

ρ(j)

)q

ρ(j)





1
q




N∑

j=1

|z|q′(j)ρ(j)





1
q′

= γtcq(t)‖z‖q′,ρ.

❚❤é♦rè♠❡ ✶✹✳ ❙♦✐❡♥t (λ1, ..., λn)✱ n✲✉♣❧❡ts ❞❡ ré❡❧s ♣♦s✐t✐❢s ✈ér✐✜❛♥t

n∑

i=1

λi = 1.

✶✶✼



❆♥♥❡①❡ ❈✳ ❈♦♠♣❧é♠❡♥ts s✉r ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥

❈♦♥s✐❞ér♦♥s f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥✈❡①❡ ❡t (x1, ...xn) n✲✉♣❧❡ts ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t ❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❞é✜♥t✐♦♥
❞❡ f ✳ ❖♥ ❛

f

(
n∑

i=1

λixi

)

≤
n∑

i=1

λif(xi).

❚❤é♦rè♠❡ ✶✺✳ ❙♦✐t A ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ♣♦s✐t✐❢ ❜♦r♥é t❡❧ q✉❡ A.1 = 1✱ ♦ù 1 ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r 1 = (1, ..., 1)t

❡t g ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥✈❡①❡✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t t❡❧ q✉❡ Q ≥ 0

g(AQ) ≤ A(g ◦Q).

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✷✳ ▲❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ Cσ,ρ
∞,p,u ❡t Cσ,ρ

∞,1,u s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥ts ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s
♦ù s✐ ❧✬✉♥ ❡st ✜♥✐ ✭✐♥✜♥✐✮ ❛❧♦rs ❧✬❛✉tr❡ ❧✬❡st é❣❛❧❡♠❡♥t✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ♣r❡✉✈❡ ❡st ❛♥❛❧♦❣✉❡ à ❝❡❧❧❡ q✉✐ s❡ tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❬❙❝❤❡rr❡r✱ ✷✵✶✹❪✳ ❖♥ ❛ ❞✬✉♥
❝ôté

Cσ,ρ
∞,p,u = (1− γ)(1− γp)

∞∑

j=0

∞∑

t=0

γj+tpc(j + tp+ u)

≤ (1− γ)(1− γp)
∞∑

j=0

∞∑

t=0

γj+tc(j + t+ u)

≤ 1− γp
1− γ C

σ,ρ
∞,1,u.

❊t ❞✬✉♥ ❛✉tr❡ ❝ôté

Cσ,ρ
∞,p,u = (1− γ)(1− γp)

∞∑

j=0

∞∑

t=0

γj+tpc(j + tp+ u).

❊♥ ♣♦s❛♥t v = j + tp✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

Cσ,ρ
∞,p,u = (1− γ)(1− γp)

∞∑

t=0

∞∑

v≥tp

γvc(v + u)

= (1− γ)(1− γp)
∞∑

v=0

(⌊
v

p

⌋

+ 1

)

γvc(v + u)

≥ (1− γ)(1− γp)
∞∑

v=0

max

(
v

p
, 1

)

γvc(v + u).

❖♥ ❛ ♣♦✉r t♦✉t v ≥ p✱ v
p ≥ v+1

p+1

Cσ,ρ
∞,p,u ≥ (1− γ)(1− γp)

[
p−1
∑

v=0

γvc(v + u) +

∞∑

v=p

v + 1

p+ 1
γvc(v + u)

]

= (1− γ)(1− γp)
[
p−1
∑

v=0

γvc(v + u) +

( ∞∑

v=0

v + 1

p+ 1
γvc(v + u)−

p−1
∑

v=0

v + 1

p+ 1
γvc(v + u)

)]

.

P✉✐sq✉❡ v + 1 ≤ p+ 1 ♣♦✉r 0 ≤ v ≤ p− 1✱ ✐❧ s✬❡♥ s✉✐t q✉❡

Cσ,ρ
∞,p,u ≥

(1− γp)Cσ,ρ
∞,1,u

(1− γ)(p+ 1)
.

✶✶✽
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▼❉Ps ✿ ❆ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r t❡♠♣♦r❛❧ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ✐♥ r❡✐♥❢♦r❝❡♠❡♥t ❧❡❛r♥✐♥❣✳ ❆rt✐✜❝✐❛❧ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡✱
✶✶✷ ✿✶✽✶✕✷✶✶✳

❬❙✉tt♦♥✱ ✶✾✽✽❪ ❙✉tt♦♥✱ ❘✳ ❙✳ ✭✶✾✽✽✮✳ ▲❡❛r♥✐♥❣ t♦ ♣r❡❞✐❝t ❜② t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ♦❢ t❡♠♣♦r❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✳
▼❛❝❤✳ ▲❡❛r♥✳✱ ✸✭✶✮ ✿✾✕✹✹✳

❬❙✉tt♦♥ ❛♥❞ ❇❛rt♦✱ ✶✾✾✽❪ ❙✉tt♦♥✱ ❘✳ ❙✳ ❛♥❞ ❇❛rt♦✱ ❆✳ ●✳ ✭✶✾✾✽✮✳ ❘❡✐♥❢♦r❝❡♠❡♥t ▲❡❛r♥✐♥❣ ✿ ❆♥
■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ▼■❚ Pr❡ss✳

❬❚s✐ts✐❦❧✐s ❛♥❞ ❘♦②✱ ✶✾✾✼❪ ❚s✐ts✐❦❧✐s✱ ❏✳ ◆✳ ❛♥❞ ❘♦②✱ ❇✳ ❱✳ ✭✶✾✾✼✮✳ ❆♥ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❡♠♣♦r❛❧✲
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ✇✐t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ r❡♣♦rt✱ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥
❆✉t♦♠❛t✐❝ ❈♦♥tr♦❧✳

❬❱♦❧♦♥s❦✐✐ ❛♥❞ ❘♦③❛♥♦✈✱ ✶✾✺✾❪ ❱♦❧♦♥s❦✐✐✱ ❱✳ ❛♥❞ ❘♦③❛♥♦✈✱ ❨✳ ✭✶✾✺✾✮✳ ❙♦♠❡ ❧✐♠✐t t❤❡♦r❡♠s ❢♦r
r❛♥❞♦♠ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡♦r② ♦❢ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ■ts ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✹✭✷✮ ✿✶✼✽✕✶✾✼✳

❬❲❛t❦✐♥s✱ ✶✾✽✾❪ ❲❛t❦✐♥s✱ ❈✳ ❏✳ ❈✳ ❍✳ ✭✶✾✽✾✮✳ ▲❡❛r♥✐♥❣ ❢r♦♠ ❉❡❧❛②❡❞ ❘❡✇❛r❞s✳ P❤❉ t❤❡s✐s✱ ❑✐♥❣✬s
❈♦❧❧❡❣❡✱ ❈❛♠❜r✐❞❣❡✱ ❯❑✳

❬❲❛t❦✐♥s ❛♥❞ ❉❛②❛♥✱ ✶✾✾✷❪ ❲❛t❦✐♥s✱ ❈✳ ❏✳ ❈✳ ❍✳ ❛♥❞ ❉❛②❛♥✱ P✳ ✭✶✾✾✷✮✳ ◗✲❧❡❛r♥✐♥❣✳ ▼❛❝❤✐♥❡
▲❡❛r♥✐♥❣✱ ✽✭✸✲✹✮ ✿✷✼✾✕✷✾✷✳

❬❲✐❧❧✐❛♠s ❛♥❞ ❇❛✐r❞✱ ✶✾✾✸❪ ❲✐❧❧✐❛♠s✱ ❘✳ ❛♥❞ ❇❛✐r❞✱ ▲✳ ✭✶✾✾✸✮✳ ❚✐❣❤t ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❜♦✉♥❞s ♦♥
❣r❡❡❞② ♣♦❧✐❝✐❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ ✐♠♣❡r❢❡❝t ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳

❬❲✐t❤❡rs✱ ✶✾✽✶❪ ❲✐t❤❡rs✱ ❈✳ ✭✶✾✽✶✮✳ ❈♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ❧✐♥❡❛r ♣r♦❝❡ss❡s t♦ ❜❡ str♦♥❣ ♠✐①✐♥❣✳ ❩❡✐t✲
s❝❤r✐❢t ❢ür ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐tst❤❡♦r✐❡ ✉♥❞ ❱❡r✇❛♥❞t❡ ●❡❜✐❡t❡✱ ✺✼✭✷✮ ✿✹✼✼✕✹✽✵✳

❬❨✉✱ ✶✾✾✹❪ ❨✉✱ ❇✳ ✭✶✾✾✹✮✳ ❘❛t❡s ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❢♦r ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s st❛t✐♦♥♥❛r② ♠✐①✐♥❣ ❝♦♥s❡✲
q✉❡♥❝❡s✳ ❚❤❡ ❆♥♥❛❧s ♦❢ Pr♦❜❛❜✐❧✐t②✱ ✶✾ ✿✸✵✹✶✕✸✵✼✹✳

❬❨✉✱ ✷✵✶✵❪ ❨✉✱ ❍✳ ✭✷✵✶✵✮✳ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ❧❡❛st✲sq✉❛r❡s t❡♠♣♦r❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♠❡t❤♦❞s ✉♥❞❡r ❣❡✲
♥❡r❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ■♥ ■❈▼▲✳

❬❨✉ ❛♥❞ ❇❡rts❡❦❛s✱ ✷✵✵✽❪ ❨✉✱ ❍✳ ❛♥❞ ❇❡rts❡❦❛s✱ ❉✳ P✳ ✭✷✵✵✽✮✳ ◆❡✇ ❡rr♦r ❜♦✉♥❞s ❢♦r ❛♣♣r♦①✐✲
♠❛t✐♦♥s ❢r♦♠ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❧✐♥❡❛r ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ r❡♣♦rt✱ ❉❡♣t✳ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ❯♥✐✈✳ ♦❢
❍❡❧s✐♥❦✐✳

✶✷✷



❘és✉♠é

▲❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞é❝✐s✐♦♥♥❡❧s ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ✭▼❉P✮ s♦♥t ✉♥ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s
❞❡ ❧✬✐♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ❛rt✐✜❝✐❡❧❧❡ t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡✱ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡
♣❛r r❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t✳✳✳❘és♦✉❞r❡ ✉♥ ▼❉P ♣❡r♠❡t ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❛ str❛té❣✐❡ ✭♣♦❧✐t✐q✉❡✮ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞✬✉♥
❛❣❡♥t ❡♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t st♦❝❤❛st✐q✉❡✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❝❡ s②stè♠❡ ❡st très
❣r❛♥❞❡ ✐❧ ❞❡✈✐❡♥t ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❝❡s ♣r♦❝❡ss✉s ♣❛r ❧❡s ♠♦②❡♥s ❝❧❛ss✐q✉❡s✳

❈❡tt❡ t❤ès❡ ♣♦rt❡ s✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ▼❉P ❞❡ ❣r❛♥❞❡ t❛✐❧❧❡✳ ❊❧❧❡ ét✉❞✐❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ♠ét❤♦❞❡s
❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥s ✿ ❝♦♠♠❡ ❧❡s ❛❜str❛❝t✐♦♥s ❡t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✐t❡s ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✳ ❊❧❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❡s
❧✐♠✐t❡s ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❛❜str❛❝t✐♦♥s ❡t ✐❞❡♥t✐✜❡ ❝❡rt❛✐♥❡s str✉❝t✉r❡s ✧❧❡s ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✧ q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t
s✬❛✈ér❡r ✐♥tér❡ss❛♥t❡s ♣♦✉r ✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦❝❤é❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ❈❡tt❡ t❤ès❡ s✬❡st é❣❛❧❡♠❡♥t
✐♥tér❡ssé❡ à ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▲❡❛st sq✉❛r❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ▲❙❚❉✭λ✮✳
❯♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ s✉r ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛ été ét❛❜❧✐❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡
♠✐s❡ ❡♥ ✈❛❧❡✉r ❞✉ rô❧❡ ❥♦✉é ♣❛r ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ λ✳ ❈❡tt❡ ❛♥❛❧②s❡ ❛ été ét❡♥❞✉❡ ♣♦✉r ❞é❞✉✐r❡ ✉♥❡
❜♦r♥❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♣♦✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▲❡❛st sq✉❛r❡ ♥♦♥ st❛t✐♦♥❛r② ♣♦❧✐❝② ✐t❡r❛t✐♦♥ ▲❙✭λ✮◆❙P■
❡♥ ❡st✐♠❛♥t ❧❛ ❜♦r♥❡ ❞✬❡rr❡✉r ❡♥tr❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❝❛❧❝✉❧é❡ à ✉♥❡ ✐tér❛t✐♦♥ ✜①é❡ ❡t ❧❛ ✈❛❧❡✉r s♦✉s ❧❛
♣♦❧✐t✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ q✉✬♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ✐❞❡♥t✐✜❡r✳

❆❜str❛❝t

▼❛r❦♦✈ ❉❡❝✐s✐♦♥ Pr♦❝❡ss❡s ✭▼❉P✮ ❛r❡ ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ♦❢ ♠❛♥② ❞♦♠❛✐♥s ♦❢
❛rt✐✜❝❛❧ ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ s✉❝❤ ❛s ♣❧❛♥♥✐♥❣✱ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣✱ r❡✐♥❢♦r❝❡♠❡♥t ❧❡❛r♥✐♥❣✳✳✳❙♦❧✈✐♥❣ ❛♥ ▼❉P
♠❡❛♥s ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ str❛t❡❣② ♦r ♣♦❧✐❝② ♦❢ ❛♥ ❛❣❡♥t ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ✐♥ ❛ st♦❝❤❛st✐❝ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳

❲❤❡♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤✐s s②st❡♠ ❜❡❝♦♠❡s ✈❡r② ❧❛r❣❡ ✐t ❜❡❝♦♠❡s ❤❛r❞ t♦ s♦❧✈❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤
❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s✳

❚❤✐s t❤❡s✐s ❞❡❛❧s ✇✐t❤ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ▼❉Ps ✇✐t❤ ❧❛r❣❡ st❛t❡ s♣❛❝❡✳ ■t st✉❞✐❡s s♦♠❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥
♠❡t❤♦❞s s✉❝❤ ❛s ✿ ❛❜str❛❝t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✳ ■t s❤♦✇s t❤❡ ❧✐♠✐ts ♦❢ s♦♠❡ ❛♣♣r♦❛❝❤s
❛♥❞ ✐❞❡♥t✐✜❡s s♦♠❡ str✉❝t✉r❡s t❤❛t ♠❛② ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ▼❉P r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤✐s t❤❡s✐s ❢♦❝✉s❡s
❛❧s♦ ♦♥ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✱ t❤❡ ▲❡❛st sq✉❛r❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ▲❙❚❉✭λ✮✳ ❆♥ ❡st✐♠❛t❡
♦❢ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡r✐✈❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❡♠♣❤❛s✐s ♦♥ t❤❡ r♦❧❡
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