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Résumé

L’étude des automates est un sujet fondamental de 1'informatique. Ce modele apporte des
solutions pratiques a divers problémes en compilation et en vérification notamment. Dans ce
travail nous proposons I’extension aux automates a pile visible de résultats existants pour les
automates.

Nous proposons une définition d’automate a pile visible émondé et donnons un algorithme
s’exécutant en temps polynomial émondant un automate en préservant son langage. Nous don-
nons aussi un algorithme de complexité exponentielle qui, pour un automate a pile visible
donné, construit un automate équivalent a la fois émondé et déterministe. Cette complexité
exponentielle se révéle optimale.

Etant donné un automate a pile visible, nous pouvons associer a ses transitions des cofits
pris dans un semi-anneau S. L'automate associe ainsi un mot d’entrée a un élément de S.
Le cotit d'un automate est le supremum des cofits associés aux mots d’entrée. Pour les semi-
anneaux des entiers naturels et Max-plus, nous donnons des caractérisations et des algorithmes
polynomiaux pour décider si le cotit d"un automate est fini. Puis, nous étudions pour les entiers
naturels la complexité du probleme de la majoration du cofit par un entier k.

Les transducteurs a pile visibles produisent des sorties sur chaque mot accepté. Un pro-
bléme classique est de décider s’il existe une borne sur le nombre de sorties de chaque mot
accepté. Pour une sous-classe des transducteurs a pile visible, nous proposons des propriétés
caractérisant les instances positives de ce probleme. Nous montrons leur nécessité et discutons
d’approches possibles afin de montrer leur suffisance.

Abstract

The study of automata is a central subject of computer science. This model provides prac-
tical solutions to several problems including compilation and verification. In this work we ex-
tend existing results of automata to visibly pushdown automata.

We give a definition of trimmed visibly pushdown automata and a polynomial time algo-
rithm to trim an automata while preserving its language. We also provide an exponential time
algorithm which, given a visibly pushdown automaton, produces an equivalent automaton,
both deterministic and trimmed. We prove the optimality of the complexity.

Given a visibly pushdown automaton, we can equip its transitions with a cost taken from a
semiring &, and thus associate each input word to an element of S. The cost of the automaton
is the supremum of the input words cost. For the semiring of natural integers and Max-plus,
we give characterisations and polynomial time algorithms to decide if the cost of a visibly
pushdown automaton is finite. Then in the case of natural integers we study the complexity of
deciding if the cost is bounded by a given integer k.

Visibly pushdown transducers produce output on each accepted word. A classical problem
is to decide if there exists a bound on the number of outputs of each accepted word. In the
case of a subclass of visibly pushdown transducers, we give properties characterizing positive
instances of this problem. We show their necessity and discuss of possible approaches to prove
their sufficiency.






Remerciements

On m’a dit qu’écrire les remerciements est la chose la plus difficile a faire lors de la rédaction
d’une these. J’ai découvert que c’était surtout difficile de savoir ot s’arréter ! Alors si vous n'y
étes pas ne vous en offusquez pas, et profitez en pour lire le reste du manuscrit!

Je tiens tout d’abord a remercier ma famille, toujours présente a mes cotés quand il faut :
mes parents, mon frére et ma soeur, je suis comme je suis grace a vous. Vous m’avez toujours
soutenu et je suis fier d’étre un Caralp. Un jour je parviendrai a vous expliquer ce que je fais!

Je souhaite aussi remercier ma chérie Aline, qui est un soutien permanent dans les bons
comme dans les mauvais moments. Tu es toujours la pour me motiver quand j’en ai besoin, et
pour ca je ne t'en remercierai jamais assez !

Mes directeurs de thése, Jean-Marc et Pierre-Alain, merci pour tout! Ca n’a pas toujours
été facile, et je sais que ¢a n’est pas toujours évident de traiter avec moi. Mais j’ai énormément
appris grace a vous, et je vous remercie de votre patience et de votre soutien. Jean-Marc, tu
es un puit sans fond de connaissances. Tes vannes me manqueront, et j'attends toujours mon
barbecue! Pierre-Alain, tu es excessivement gentil et talentueux. Tu vannes moins mais quand
tu t'y mets ¢a fait mal! Vous faites bien la paire.

Je remercie aussi mon jury, Véronique Bruyere et Olivier Carton d’avoir accepté de relire
mon manuscrit et aussi pour vos retours détaillés. Je remercie aussi Benedikt Bollig, Emmanuel
Filliot et Denis Lugiez d’avoir accepté de faire parti du jury.

Je remercie le laboratoire pour son accueil. Je remercie tout particulierement Nadine, Sylvie
et Martine pour leur présence et leur gentilesse. Je remercie aussi tous les doctorants et post-
doctorants, Florent, Makki, Elie, Antoine, Worachet, Christina, Didier, Laure et Luc Darviaud
et Youssouf. Vous déchirez, le bureau me manque déja! Je remercie aussi Arnaud, avec qui j'ai
pu animer le cours d’automates et circuits et théorie des ensembles et algébre et dénombrement
et tout ce que vous voulez.

Enfin, je tiens a remercier Peter, Guillaume et Yasmine, me permettant de faire des choses
différentes mais tout autant passionnantes en parralele de la these. Led’s Chat vaincra !

Merci a tous!!






“Sans menace de mort imminente, est-ce encore de la science ?”
— GLaDOS






Table des matiéres

Table des matiéres

Introduction

1 Définitions

1.1
1.2

1.3

1.4

Quelques notions mathématiques . . . . . ... ... ... ... .. . 0L

Motsetarbres . . . . . . . . . e e
1.21 Mots . . . o e e
1.2.2 Arbres . . . . . .. e

Automates finis et automatesd’arbres . . . . . .. .. ... ... L.
1.3.1 Automatesfinis . . . . . . . . . . ... e
1.3.2 Automatesd’arbres. . . . . . . . ... ...
Automatesapilevisible . . .. ... ... Lo oo oo
1.41 Définition . . . . . . . . . e
142 Propriétés des automatesa pilevisible . . . . .. ... ... ... L.

2 Coiit et transduction

21
2.2
2.3

Automatesacolits . . . ... ... .. L
Transducteurs . . . . . . . .. L
Equivalence des automates d’arbres et des automates a pile visible . . ... ...
2.3.1 Construire un automate d’arbre depuis un automate a pile visible . . . . .
2.3.2 Construire un automate a pile visible depuis un automate d’arbre . . . . .
2.3.3 Extension aux automatesacotts . . . ... ... ... . ... ... ...
234 Extension aux transducteurs . ... ... .. ... ... .. . 0.

3 Emonder un automate a pile visible

3.1
3.2
3.3

34

3.5

Préliminaires . . . . . . . . . . ... e
Etatdel’art. . . . . . . oottt
Emonder un automate a pile visible bien imbriqué . . . . . .. ... ... ... ..
3.3.1 Construction de freduire(A) et reduire(A) . . .. .. ... .. ...
3.3.2 Construction de coreduire(A)et fcoreduire(A) . . . .. .. ... ... .. ..
333 Laprocédurecomplete. . . .. ... ... ... ... L
Emonder un automate a pile visible . . . . ... ... ... L
3.4.1 Des automates a pile visible arbitraires vers les bien imbriqués... . . . . .
342 .LEtvice-versa. . . .. ... ... e
3.4.3 Laconstructionconfpile . .. ... ... ... oo
344 Laprocédurecomplete. . . . . ... ... ... L oo
Automate a pile visible déterministeetémondé . . . . . . ... ... L0
3.5.1 La déterminisation préserve la réduction et la rétractabilité . . . . . . . ..



3.5.2 Construction d’un APV déterministe etémondé. . . . . . . ... ... ... 87

3.5.3 Une borne inférieure pour les entrées déterministes . . . . . ... ... .. 87

3.6 Application aux automates a pile visible aveccotits . . . .. ... ... ... ... 89
3.7 Résumeé . . . . . . e e e e e 91

4 Finitude et K-borne des automate a pile visible a cofits 93
4.1 Etatdel'art pour le semi-anneau des entiers naturels . . . .. ........... 94
4.1.1 Décider sile colit d’'un automate finiestinfini . .. .. ... ... ..... 94

4.1.2 Décider si le colit d’un automate d’arbresestinfini . . .. ... ... ... 94

4.2 Décidabilité du cott infini des automates a pile visiblesur A" . . . . .. ... .. 95
421 Caractérisation . . . . . . . . . . . . . e 95

42.2 Ladécision du coCitinfiniestdans PTIME . . . . . ... .. ... ...... 104

4.3 Bornes finies du cotit des automates a pile visiblesur N/ . . . . ... ... L. 108
4.3.1 Décidabilité ducotit K-borné . . . .. .. .. ... . . ... .. ... 108

43.2 Décidabilité du cotit K-borné (pour K fixé¢) . ... ... ... ........ 111

4.4 Retourauxarbres . . . . . . . . . . e 113
45 Décidabilité du cotit infini des automates a pile visible sur Max-plus . . . . . .. 115
45.1 Automates d’arbres a cotits sur Max-plus . . . . ... ... .. ... ... 115

452 Caractérisation du cofit infini d’un automate a pile visible sur Max-plus . 116

45.3 Ladécision du cotGitinfiniestdans PTIME . . . . .. .. ... ... ..... 118

5 Décidabilité de I'infinité de la norme d’un transducteur a pile visible 119
5.1 Caractérisation de la norme infinie d’un transducteur fini . . . . .. ... ... .. 120
5.1.1 Une caractérisation par les criteres (W1) et (W2) . . . ... ... ... ... 120

5.1.2 Un transducteur satisfaisant (W1) ou (W2) posséde une norme infinie . . 121

5.1.3 Un transducteur avec une norme infinie satisfait (W1) ou (W2) . .. . .. 122

5.2 Caractérisation de la norme infinie d’un transducteur d’arbres . . . . . . ... .. 127
5.3 Nouvelle caractérisation de la norme infinie d’un transducteur fini . . . ... .. 128
53.1 Définitiondedélai . . .. .. .. ... ... 128

5.3.2  Une nouvelle caractérisation par les criteres (C1) et (C2) . ... ... ... 129

5.3.3 Un transducteur satisfaisant (C1) ou (C2) posséde une norme infinie . . . 130

5.3.4 Un transducteur avec une norme infinie satisfait (C1) ou (C2) . ... . .. 130

5.4 Transducteur demotverscontexte . . . . .. . . .. .. . .. ... .. .. ... 133
541 Définition . . . . . . . ... 133

5.4.2 Equivalence avec les automates a pile visible linéaires . . . . . .. ... .. 134

5.4.3 Extension aux transducteurs . . ... . ... ... .. .. 139

5.5 Décidabilité de la norme finie transducteur mot-vers-contexte . . . ... ... .. 140
551 Propriétés . . . .. ... ... 140

5,52 Combinatoiredesmots . . . . ... ... .. ... ... ... 142

5.5.3 Preuve dela conditionsuffisante . . . .. ... ... ... ... ....... 146

5.5.4 Discussion sur la condition nécessaire . . . . . . ... .. ... ... .... 158
Conclusion 163
Bibliographie 164



Introduction

Automates

Les automates finis constituent un modele théorique depuis longtemps traité. Ses propriétés
sont bien connues, et son étude constitue un classique de l'informatique théorique. Il permet de
modéliser de nombreux problemes, comme par exemple en model-checking ot1 I'on souhaite
vérifier qu'un programme correspond a une spécification ([CGPO01]).

Les automates finis sont un modele d’automate définissant la famille des langages réguliers
et possédant, comme son nom l'indique, une mémoire finie. Ce modele est étudié depuis long-
temps et la recherche sur le sujet a été initiée dans les années 1950 par Stephen Cole Kleene
dans [Kle56] et par Michael Oser Rabin et Dana Scott dans [RS59]. 11 est de plus intéressant
car il posseéde de bonnes propriétés de clotures et de décidabilité. Nous pouvons par exemple
citer I'union, l'intersection , le complémentaire ou la concaténation pour les propriétés de clo-
ture et le test du vide, 1'inclusion ou l’appartenance d’un mot pour les propriétés décidables
([HMUO03]).

Les automates finis ont été étendus plus tard aux automates a pile par Noam Chomsky
dans [Cho62] et aux automates d’arbres par John Doner dans [Don65] et par James W. Thatcher
dans [Tha65] . Le premier modele se différencie des automates finis par le le fait qu’il ne lit
pas des mots, mais des arbres. Les arbres sont tres utilisés pour modéliser des données repré-
sentées de maniere arborescente, comme des fichiers XML ou JSON ([Sch07]). Par exemple, le
document XML <xml><a></a><b></b></xml> est un arbre enraciné dans <xml></xml> et avec
des feuilles <a></a> et <b></b>. Les automates a pile, quant a eux, étendent les automates finis
al’aide d"une pile, celle-ci permettant d’augmenter la puissance d’expressivité du modéle. Un
automate a pile est donc capable d’exprimer des langages non reconnus par un automate fini.
Nous pouvons par exemple citer le langage a"b" ot n est un entier naturel. Cependant ce mo-
dele est plus complexe, et méme s’il préserve certaines propriétés de cloture et de décidabilité
des automates finis comme 'union ou la concaténation, de nombreuses autres ne fonctionnent
plus, comme par exemple I'intersection ou le complémentaire ((HMUO3]).

Dans ce manuscrit nous allons étudier un modéle plus récent, celui des automates a pile
visibles. Il a été présenté par Rajeev Alur et Parthasarathy Madhusudan dans [AMO04], dans le
but de fournir a la fois une alternative aux automates d’arbres et une sous-classe des automates
a pile possédant de nombreuses propriétés décidables.

Les automates a pile visible reconnaissent des mots imbriqués, c’est a dire des mots sur
une structure arborescente. Par exemple, un fichier XML est un mot imbriqué o les balises ou-
vrantes et fermantes représentent la structure imbriquée. Le rapport avec les automates d’arbre
devient alors évident : un mot imbriqué peut-étre vu comme un arbre avec une arité non-
bornée et réciproquement. A I'aide de cette traduction, nous pouvons montrer que les langages
reconnus par les automates a pile visible et les automates d’arbres sont équivalents. Cepen-
dant I’étude de ce modele reste intéressante car il propose une vision différente des automates
d’arbres. En effet, un automate a pile visible ne lit pas simultanément 'ouvrant et le fermant



correspondant comme le fait un automate d’arbre. Il lit les lettres uniquement quand il en a be-
soin, ceci permettant une lecture en streaming d"un mot, contrairement aux automates d’arbres
qui ont besoin de plus d’informations avant de pouvoir entamer la lecture. D’un point de vue
pratique, nous pourrions comparer les automates a pile visible a I’API SAX([MBO02]), et les au-
tomates d’arbres a I’API DOM ([HWW]). Elles permettent de lire et de traiter un fichier XML
toutes les deux, mais d'un point de vue différent : la premiére propose une approche événe-
mentielle compatible avec une lecture en streaming, alors que la deuxieéme stocke tout 1’arbre
en mémoire avant de 1’analyser.

Un automate a pile posséde une mémoire supplémentaire et peut empiler ou dépiler des
symboles de maniére arbitraire, mais ce n’est pas le cas des automates a pile visible. Ce modele
définit un ensemble de lettres ouvrantes ou fermantes, a la maniére d’un fichier XML avec ses
balises ouvrantes ou fermantes. Les actions sur la pile sont restreintes par le type de lettre lu,
et il n’est donc pas possible d’empiler et de dépiler sur la méme lettre. Cette simple restriction
nous assure que le modele posseéde de bonnes propriétés de cloture, comme pour les auto-
mates finis. Par exemple, il est possible de construire 1'intersection et le complément de deux
automates a pile visible, contrairement aux automates a pile classiques.

Automates a cofits et transducteurs

Tous ces modeles permettent de définir des langages. Il est possible de les étendre en ajou-
tant une notion de sortie d’automate, par exemple un entier ou un mot. On parle alors d’auto-
mate a colit dans le premier cas et de transducteur dans le second.

Un automate a cofit est un automate muni d’un semi-anneau, dans lequel un élément de
ce semi-anneau équipe chaque transition. Il est alors possible de calculer le cotit d'un mot en
utilisant les opérateurs du semi-anneau. La théorie des automates finis a cofits a été introduite
par Marcel-Paul Schiitzenberger dans [Sch61], et permet de modéliser des problemes quantita-
tifs. Elle a été étendue aux automates d’arbres par Jean Berstel et Christophe Reutenauer dans
[BRS2].

Comme pour les automates finis, les automates a pile visible s’étendent tout aussi natu-
rellement aux automates a pile visible a cotits. Ce modele est équivalent a celui des automates
d’arbres a cofits, comme dans le cas des automates sans sorties. Ils apportent ainsi une approche
streaming absente des automates d’arbres a cofits.

Les transducteurs produisent un mot ou un arbre sur chaque transition, et peuvent donc
se voir comme une machine reconnaissant une relation. A chaque entrée lue, une ou plusieurs
sorties peuvent étre produites. La théorie des transducteurs finis a été introduite par Seymour
Ginsburg dans [Gin66], et a été étendue aux automates d’arbres par William C. Rounds dans
[Rou68]. L'intérét d'un tel modele est évident en pratique, car il est naturel de vouloir réaliser
des modifications sur une entrée. Nous pouvons par exemple citer XSLT ([Amal4]), une tech-
nologie réalisant la transformation de fichiers XML. De nombreux problémes ont été étudiés
par le passé sur ces deux modeles. Citons par exemple les problemes de la fonctionnalité et de
I'équivalence, le deuxiéme n’étant pas décidable dans le cas général. Pour les deux modeles,
une sous-classe décidable est celle des k-normés ([Web93]), c’est a dire les transducteurs pour
lesquels chaque mot d’entrée produit au plus k sorties, cette propriété étant aussi décidable
([Web90]).

Les automates a pile visible sont au croisement des automates a pile et des automates
d’arbres. Ce n’est pas le cas des transducteurs. En effet, ce modele introduit par Frédéric Servais
dans [Serl11] posséde une expressivité particuliere incomparable avec celle des transducteurs
d’arbres. Par exemple, un transducteur d’arbre peut copier ou échanger des sous-arbres de son
entrée, ce que la lecture en streaming des automates a pile visible empéche. Inversement un
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transducteur a pile visible peut aplatir son entrée, c’est a dire supprimer les ouvrants et les fer-
mants, et peut méme produire autre chose qu'un arbre, ce qu'un transducteur d’arbre ne peut
pas faire. Pour ces raisons, les transformations produites sont différentes, et nous ne ne pou-
vons donc pas appliquer directement les résultats des transducteurs d’arbres aux transducteurs
a pile visible, méme s’ils représentent une bonne piste de réflexion.

Contribution

Dans ce manuscrit nous allons traiter plusieurs questions.

Emonder un automate a pile visible Tout d’abord, nous allons simplement considérer les
automates a pile visible et le probléeme de I'’émondage. Un automate fini est émondé si tout état
peut-étre traversé par un calcul acceptant, c’est a dire commencant par un état initial et finissant
par un état final. Les intéréts d’un automate émondé sont multiples. Tout d’abord, tout calcul
peut toujours étre continué, il n’existe pas de cul-de-sac. En pratique cela assure un temps de
parcours de l'automate plus faible. De plus, celui-ci est plus petit en mémoire. Nous allons
présenter une définition d’automate a pile visible émondé, et montrer qu’il est possible d’en
construire un en temps polynomial a partir d’'un automate a pile visible arbitraire, ceci en pré-
servant le langage. Nous traiterons ensuite du cas des automates a pile visible déterministes,
et nous montrerons qu’il n’existe pas de méthode pour émonder un automate a pile visible
déterministe en temps polynomial tout en préservant ce déterminisme. En revanche nous pré-
senterons un algorithme pour déterminiser et émonder en méme temps, en temps exponentiel.
Enfin, nous étendrons nos résultats aux automates a pile visible a cotit et aux transducteurs.

Finitude et K-borne des automates a pile visible a cofits Nous traiterons ensuite deux pro-
blemes des automates a pile visible a cotits. Nous n’allons considérer que des semi-anneaux
basés sur 1’ensemble des entiers naturels.

Etant donné un automate a pile visible a cotits S, existe-t-il un entier k tel que les cotits de tous
les mots acceptés par S sont inférieurs a k ?

Etant donnés un entier k et un automate a pile visible a cotits S, existe-t-il un mot accepté avec
un cotit supérieur a k?

Nous allons voir que ces problemes ont déja étudiés dans les cas des automates finis, et
nous allons proposer deux algorithmes pour décider ces deux problemes dans le cas du semi-
anneau des entiers naturels muni du produit et de la somme, le premier en temps polynomial
et le deuxiéme en temps exponentiel. Nous prouverons aussi que le deuxieme probleme est
ExpTiME-difficile, et que si k et fixé non pas donné en entrée alors il peut-étre étre résolu en
temps polynomial.

Nous parlerons aussi du premier probléme dans le cas du semi-anneau Max-plus, c’est a
dire du semi-anneau des entiers naturels muni des opérateurs max et de 1’addition, ceci en
utilisant les résultats existants pour les automates d’arbres a cofits.

Finitude des transducteurs a pile visible Enfin, nous traiterons du probléeme suivant des
transducteurs a pile visible :

Etant donné un transducteur a pile visible T, existe-t-il un entier k tel que chaque entrée de T a
au plus k sorties ?
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Nous ne savons pas entierement résoudre ce probleme, mais nous présenterons 1’état de
'art et des idées pour étendre ces résultats a une sous-classe des transducteurs a pile visible, les
transducteurs a pile visible linéaires. Afin de caractériser les transducteurs satisfaisant 1'énoncé
ci-dessus, nous allons introduire deux propriétés. Nous démontrerons qu’elles sont nécessaires,
et expliquerons pourquoi nous pensons qu’elles sont aussi suffisantes.

Organisation du manuscrit

Ce manuscrit se divise en cinq chapitres.

Le premier Chapitre présentera de maniere non-exhaustive les modeles d’automates uti-
lisés, c’est a dire les automates finis, les automates d’arbres et les automates a pile visible.
Ensuite, nous définirons plusieurs propriétés des automates a pile visible que nous utiliserons
dans le manuscrit.

Dans le Chapitre 2, nous présenterons les modéles d’automates a cofits et de transducteurs
que nous utiliserons par la suite. Puis nous traiterons des équivalences entre les automates a
pile visibles et les automates d’arbres, que nous étendrons aux transducteurs et aux automates
a cotts.

Au Chapitre 3 nous présenterons une définition d’émondage pour les automates a pile vi-
sible. Nous commencerons par faire un état de 'art sur les différents modeles que nous avons
définis, puis nous présenterons nos algorithmes pour émonder un automate a pile visible. En-
suite nous traiterons le cas des automates a pile visible déterministes, des automates a pile
visible a cofits et des transducteurs.

Les automates a pile visible a cofits seront abordés dans le Chapitre 4. Comme pour le
chapitre précédent nous allons commencer par un état de I’art. Nous présenterons ensuite dans
un premier temps nos algorithmes pour décider des deux problémes présentés dans le cas du
semi-anneau des entiers naturels muni du produit et de la somme, puis dans un second temps
nous traiterons du premier probleme présenté dans le cas du semi-anneau Max-plus.

Enfin, au chapitre 5, nous parlerons de transducteurs a pile visible. Encore une fois, nous
commencerons par un état de l’art, puis nous présenterons la sous-classe des transducteurs
a pile visible linéaires. Pour cette sous-classe nous donnerons un ensemble de propriétés que
nous pensons caractériser le probleme présenté. Nous montrerons alors dans un premier temps
que ces propriétés sont nécessaires, puis dans un second temps nous introduirons nos idées
basées sur des résultats existants quant a leur suffisance.
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Chapitre 1
Définitions

Dans ce premier chapitre nous allons présenter diverses notions utilisées par la suite. Nous
allons discuter de plusieurs modeles classiques, les automates finis et les automates d’arbres,
puis nous parlerons ensuite d'un modele plus récent, celui des automates a pile visible. Les
deux premiers modeles nous serviront principalement pour étudier les résultats déja existants
et les comparer a nos solutions, et le dernier modeéle est celui que nous traiterons le plus en
détail. Dans ce but nous présenterons a la fin de ce chapitre quelques résultats simples et que
nous utiliserons tout le long du manuscrit.

Plan du chapitre Premierement dans la Section 1.1, nous allons introduire quelques notions
préliminaires. Nous donnons les définitions de mots et d’arbres dans la Section 1.2. Dans la
Section 1.3 nous présenterons les modeles d’automates finis et d’arbres utilisés ainsi que les
différentes propriétés liées a ces modeles. Enfin, nous prouverons les automates a pile visible
et plusieurs résultats sur ses propriétés basiques a la Section 1.4.2

1.1 Quelques notions mathématiques

Avant de présenter les modeles d’automates utilisés nous allons discuter des notations ba-
siques que nous utiliserons par la suite.

Ensemble Nous appelons IN I'ensemble des entiers naturels et pour n € IN nous appelons
N, I'ensemble IN\{0,...,n}. Etant donnés deux entiers 1,1’ € IN, nous notons [1,n'] I’en-
semble {i | n <i<n'}.

Soit E un ensemble fini, nous notons par #E la cardinalité de E. Soient E;, E; ...E, avec
n € IN des ensembles, nous notons par E; x Ey x ... x E, 'ensemble des n-uplet sur Eq, E, ...,
E;. Nous appellerons un 2-uplet un couple. De plus si pour tout 7,j € [1, 1] nous avons E; = E;
alors nous écrivons Eq x E x ... x E, sous la forme EY. Soit (e1,e,...,e,) € Ey x E2 x ... x E,
un n-uplet, nous définissons la projection 7t;(eq, 2, . ..,e,) aveci € [1,n] comme 1'élément ¢;.

Séquence Soit E un ensemble, nous notons E* I'ensemble des séquences finies sur E. Soit
n € IN un entier. La séquence s = (eq,¢,...,e,) € E* peut étre aussi écrite ejer...e, ou e - e; -
... - ey si le contexte le permet. Nous appelons € la séquence vide. Etant donnée une deuxiéme
séquence s’ = (e}, e5,...,e,,) € E¥ avec ' € IN nous définissons ss’ ou s - s comme étant la
concaténation de s et s, c’est a dire ss’ = (ey,ez,...,e4,€],€),...,¢€,). Soit « un ordre total sur
les éléments de E. Nous définissons 'extension lexicographique sur E* de « de la maniere

suivante. Nous avons s < s’ si et seulement si :
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o ilexistei e [1,min({n,n'})] tel quee; =¢,...,e;_1 =¢_;, e; # € ete; < e, ou

o n < n’ et pour tout i € [1,n] nous avons ¢; = e’.

Matrice Etant donnés trois ensembles E;, E; et V tels que E; et E; sont finis, nous appelons
VEUE2 1’ensemble des matrices ot les lignes sont indexées par les éléments de Ej, les colonnes
sont indexées par les éléments de E, et chaque valeur de la matrice est un élément de V. Pour
tout e; € E1, ex € Ex et M € VEVE2 nous appelons M(ej, ep) la valeur v € V alalignee; etala
colonne e, de M. Si #E, = 1 alors VE1E2 est un ensemble de vecteurs et se réécrit VE! et pour
tout ey € E1, ep € Ey et M e VEVE2, M(ey, e0) se réécrit M(ey).

Monoide Un monoide M est une structure algébrique (E,®,1) avec E un ensemble, ® : E2 -
E une opération et 1 € E tels que :

o Pourtoutx,y,zde E, x® (y®z) = (x ®y) ® z (associativité), et
o PourtoutxdeE, x®1 =1®x = x (1 est neutre).

De plus, Nous dirons que M est un monoide commutatif si pour tout x,y de E, x @y = y ® x.

Semi-anneau Un semi-anneau S est une structure algébrique (E,®,®,0,1) avec E un en-
semble, ®: E2 > Eet®: E2 — E des opérations et 0,1 € E tels que :

o

(E,®,0) est un monoide commutatif,

e}

(E,®,1) est un monoide,

o

Pour tout x,y,z€ E, x® (y®z) = (x ®y) @ (x ® z) (distributivité a gauche),

o

Pour tout x,y,z€ E, (x®y)®z = (x ®z) ® (y ® z) (distributivité a droite), et
o Pourtoutxe E,x®0 =0® x = 0 (0 est absorbant).

Nous appelons S un semi-anneau commutatif si (E,®,1) est un monoide commutatif.

1.2 Mots et arbres

Les automates sont des objets mathématiques reconnaissant des langages. Dans cette sec-
tion nous allons présenter les notions de langages de mots et d’arbres, reconnus respectivement
par les automates finis et les automates d’arbres. Nous allons aussi présenter plusieurs sous-
classes de langages de mots utilisés par les automates a pile visible, ainsi que des notions de
contextes de mots ou d’arbres.

1.2.1 Mots

Alphabet Soit X un ensemble fini, que nous appelons un alphabet. Les éléments de X sont
appelés lettres. Les séquences finies de X* sont appelées mots. Un sous-ensemble L de L* est
appelé langage. Toutes les opérations sur les séquences se reportent naturellement sur les mots.
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Taille d’'un mot Soient a € X une lettre et w € X* un mot. Nous notons |w|, la longueur de w
en g, formellement définie par :

0 siw =g,
wl, =<4 1+|w|; siw=aw avecw e L¥,
0+ ||, siw=>bw avecw e X*,beXeta #b.

Nous notons |w| la longueur de w, c’est a dire :

Soient n € IN un entier et w = a;7...a, € £* un mot. Soient i,j € [1,n] deux entiers tels que
i < j. Nous notons w(i, j) le sous-mot a; ... a;_1.Sii+1 = jalors w(i, j) peut-étre réécrit w(i), et
sij = |u| + 1alors w(i, j) peut-étre réécrit w(i...). Notez que sii = j alors w(i, j) = e.

Alphabet structuré Soit A un alphabet. A est appelé alphabet structuré il existe trois alphabets
Ac, Ay et A, tels que A est 'union disjointe de A, A, et A,. Une lettre de A, est appelée un
ouvrant, de A, un fermant et de A, un interne. L'ensemble des mots bien imbriqués A}, est le
plus petit sous-ensemble de A* tel que :

o €€},
o Pour touta € A, et tout w € Af;, nous avons aw € A},

o Pour tout c € A, tout v € A, et w, w’ € Af}; nous avons cwrw’ € A,

Un mot bien imbriqué est un mot sur lequel 1’alphabet induit une notion de correspondance.
Typiquement, un tel mot devrait faire correspondre une lettre de A. a une lettre de A,, et nous
appelons ceci une correspondance. Soit w = wicwwyrws € Af; avecc € A, r € Ay et wy, wy, w3 €
Af.. Nous disons que c correspond avec r. Si ¢ ne correspond avec aucune lettre, alors c est sans

correspondance, il en va de méme pour r. De plus, nous appelons r le fermant de c et ¢ 'ouvrant
der.

Exemple 1.2.1

Soient A un alphabet structuré et w = cyaricocsbracararsry € Af; avec ¢q,¢,¢3,¢4 € A,
r1,72,73,74 € Ay et a, b € A,. La lettre ¢; correspond avec r; pour i € [1,4]. Notez que
comme w € A}; chaque lettre de X possede un fermant, et chaque lettre de X, possede
un ouvrant. De plus w n’est pas linéaire, car il contient des lettres de A, apres la lettre
.

L’ensemble des mots linéaires A}, est le plus petit sous-ensemble de A* tel que :
© At* < Iﬂi‘n’
o Pourtoutce A, re Ay, u,v e Af et tout w € A, nous avons ucwrov € A},

Notez que nous avons A};, < A};. Un mot linéaire ne peut plus contenir de lettre de A, une fois

une lettre de A, rencontrée dans un parcours de gauche a droite.
Soit u € Af; un mot bien imbriqué. La hauteur du mot u en position i € [1, |u|] est I'entier
h, (i) défini par :

h, (i) = #{j € [1,i] | u(j) est un ouvrant sans correspondance dans u(1,7)}
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Contexte de mot Soit ¥ un alphabet . Nous définissons un contexte de mot ¢ comme une paire
de mots de =* x *. Etant donnés deux contextes de mot ¢ = (u,v),c = (u,v') e T* x ¥,
nous appelons cc’ le contexte (uu’,v'v) produit par la concaténation de c et ¢’. Etant donné un
mot w € £*, nous appelons le mot uwv le produit de la concaténation de c et w, et la dénotons
par c[w].

Exemple 1.2.2

Soient c; et ¢ les contextes ¢; = (a,€) et c; = (€,a). Pour tout n,m € IN nous avons
cieyt = ciict = (a",a™). A noter que ¢} # cj, mais cf[e] = c}[e].

1.2.2 Arbres

Alphabet gradué Nous appelons alphabet gradué un couple (X, ar) oit £ est un alphabet et
ar une fonction d’arité ar : £ — IN. Pour toute lettre 2 de %, nous notons ar(a) 1'arité de a.
L’ensemble des lettres de X d’arité r est noté X,. Nous appelons 7x le plus petit ensemble tel
que:

o XgcTs,
oSifeXyetty,... tyeTxalors f(ty,..., tn) € Tx.

Nous appellerons arbre un élément de 7. Un sous-ensemble L de 7y est appelé langage d’arbres.
Il existe aussi des alphabets gradués ne possédant pas d’arité, un symbole pouvant donc ap-
paraitre plusieurs fois dans un arbre avec des arités différentes. Un tel arbre possede une arité
non-bornée.

Exemple 1.2.3

Nous considérons 'alphabet gradué (X, ar) avec f € Xy eta,b € Xy. f(a, f(a, b)), a,
f(b,b) sont des arbres de 7x. L'arbre f(a, f(a, b)) est représenté a la Figure 1.1.

/ f
a f
a b
FIGURE 1.1 — Un arbre f(a, f(a,b)), avec f € £y eta, b € Xy.

Positions d’'un arbre Soitt = f(t1,tp,...,t,) € Tz unarbreavecm € N, f € L, et t; € Ty, pour
touti € [1,m]. L'ensemble des positions de t, noté pos(t), est le sous-ensemble de IN* (séquences
d’entiers) défini par :

pos(f) = {e} u{i-r|ie[1,m] repos(t)}
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De plus pour tous r € pos(t) et t' € Ty nous définissons les notations suivantes :

Hry = f sir=¢
|ty sir=i-rett=f(t,..., tm) avecme N

f, = t sir=¢€
"ty sir=i-rett=f(t,...,tn) avecme N

Hr e ] i sir=c¢€
o flt, e [T <), b)) sir=i-Tett=f(t,...,tn)avecm e N
La notation t(r) renvoie le symbole associé a la position r dans f et t|, renvoie le sous-arbre de ¢

enraciné en position 7. Etant donné un alphabet gradué (X, ar) et un arbre ¢ € 75, nous appelons
racine de t la position € et par feuille les éléments r € pos(t) tels que t(r) € X.

Taille d’un arbre Soient f € ¥, une lettre avec m € IN et t € Ty un arbre. Nous notons [¢| le
nombre d’occurrences de f dans t, formellement défini par :

s = L+ 2iepm [(Ei)f - sit = f(th,...t[m) aveem e N,
P70 0% Sy ()l sit = F(t . Hur), avec f/€ Sy et f £ £

Enfin nous notons || la taille de ¢, c’est a dire :

[t = Ity

fex
Exemple 1.2.4

Soient (X, ar) un alphabet structuré et t = g(a, f(a, f(a,a)),g(a,b,b)) € Tz un arbre
avec g€ X3, f e Xpeta,be Xy Nousavons :

pos(t) = {€,1,2,2.1,2.2,2.2.1,2.2.2,3,3.1,3.2,3.3}

Sin =22alors Kr) = f ett|, = f(a,a). De plus nous avons |t|; = 2, [t|f = 2, [t[s =5,
|ty = 2 et [t] = [tlg + [t + [ta + [t = 11.

Contexte d’arbre Soit (X, ar) un alphabet gradué et X un ensemble fini de variables distinctes
de X. Nous définissons un contexte d’arbre t comme un arbre sur 1’alphabet X U X, et nous
fixons a 0 l’arité des variables de X. Les contextes d’arbre peuvent étre vus comme des termes
avec des variables. Afin de mettre en exergue les variables, nous notons 7y x par Tx(X).
Nous appelons t sans copies si pour tout x € X nous avons |t|; < 1, sans pertes si pour tout x € X
nous avons |t|, > 0 et exact si pour tout x € X nous avons |f|y = 1. Soit « une relation d’ordre
total sur les variables de X’ et < I'extension lexicographique de cet ordre. Nous appelons ¢ sans
échanges si pour toutes positions r, 7’ € pos(t) telles que r < " et t(r), t(r") € X alors {r) < t{r").

Etant donnés un contexte d’arbre t € Ty, (&), des variables distinctes deux a deux x1, ..., x, €
X etdes contextes d’arbre ty,...,t, € Tx(X)avecn € N, la substitution d’arbres de ty, . .., t, pour
X1,...,%, dans t, que nous dénotons {x; < t1,...,x, < t,}(t) est définie récursivement de la
maniére suivante. Soit 6 = {x1 < f1,...,x, < t,}:

o(t) = ti sit=x;avecie [l,n],
S fO(th), ..., 0(t|m)) sit= f(th,..., tIm)avecm e Net f € Z,,.

Enfin étant donné « une relation d’ordre total sur les variables de X nous notons par
t[t1,...,ts] le contexte d’arbre produit par {x; < t1,...,x, < t,}(t) ol X1 K x2... < Xy.
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Exemple 1.2.5

Nous considérons I'ensemble de variables X = {x;} et 'alphabet ¥ avec f € X, et
a,b € Xy. Nous notons t; = f(x1,b) et to = f(f(x1,b),a) deux contextes d’arbres
de 7= (X). Le contexte f(f(f(x1,b),a),b) est produit par t1[t2[x1]], c’est a dire par la
substitution d’arbres de t, pour x; dans ;. Ce contexte est représentée a la Figure 1.2.

f f
/\ / ™\,

/f\ [ /f\ ' ] - ! b
X1 b X1 b f/ \a

Yo\

X1 b

FIGURE 1.2 — Le contexte t1[fz[x1]].

Production d’arbres depuis un mot Soit A un alphabet structuré. Nous allons définir une
fonction produisant un arbre a partir d'un mot de Af;. Nous considérons T comme un symbole
spécial distinct de A. Nous construisons 1’alphabet gradué (A, ar) avec :

A={(c,r)|ceNetreN}un u{T}

et ar((c,7)) = 2 pour tout ¢ € Acetr € A, ar(a) = 1 pour tout a € A, et ar(T) = 0. Nous
définissons la fonction fens : Apijx — T3 de la maniére suivante :

(c,r)(fens(u), fens(v))  siw = curv,ce A, v € Aretu,ve Af;,
fens(w) = < a(fens(v)) siw=av,ae A etveAf,
T siw = €.

Intuitivement, fcns produit le codage first-child-next-sibling du mot d’entrée. Ce codage est uti-
lisé pour transformer un arbre dont les nceuds sont d’arité non bornée en un arbre ot1 les nceuds
sont d’arité 2 ou moins. Avec ce codage, le frére d'un noeud de I’arbre est transformé en son se-
cond fils, son premier fils restant le méme. Un mot sur un alphabet structuré est un un arbre
d’arité non-bornée, et la construction fcns transforme son entrée en arbre d’arité bornée par 2.

Exemple 1.2.6
Soit A un alphabet structuré tel que A, = {c}, A, = {r} et A, = {a,b}. Nous avons
A = {(c,r),a,b, T}, ar((c,r)) = 2,ar(a) = 1, ar(b) = 1 etar(T) = 0. Nous considé-

rons les mots acbr et carcbr. La construction fens produit les arbres a((c,r)(b(T), T)) et

(e, r)(a(T), (e, r)(b(T), T)).

Production de mots imbriqués Soit (X, ar) un alphabet gradué. Nous allons maintenant dé-
finir une fonction produisant un mot a partir d’'un arbre de 7x. Nous définissons 1’alphabet
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structuré 2 = >, U 2, U 2, comme suit :

Nous présentons maintenant la construction enc : Tz, — %, (encodage) :
enc(f) =<a-enc(t|1)...enc(t|m) -ayavecme N, ae X, ett =a(t|,...tm)

Cette construction produit une linéarisation correspondant a un parcours en profondeur de
l'arbre. 11 est facile de voir que enc(t) est un mot bien imbriqué. Vous pouvez noter que pour
toutt € Ty, t nest pas égal a fcns(enc(t)), et cela méme si nous renommonts les lettres. Cela vient
du fait que les transformations sont de natures différentes : fcns produit un codage first-child-
next-sibling, changeant la structure de 'arbre. Il aurait été possible de considérer I'inverse de ce
codage pour enc, mais la construction présentée est plus simple et plus naturelle. Par contre,
il n’aurait pas été possible d’adapter enc en préservant la structure de 1’arbre, car un mot bien
imbriqué est composé d"une suite d’arbres.

Nous appelons %% l'ensemble des mots w € L}, tels que w = cur avec ¢ € %, r € %, et
u € 3% Pour tout t € Tx nous avons enc(t) € . Comme ¥, = ¢, le mot u peut se décomposer
de la maniere suivante :

u=up...ujavecl e Netu; e ¥ pour toutie [1,I]

Exemple 1.2.7

Soit (X, ar) un alphabet gradué tel que > = {f, g,a,b}, ar(f) = 2,ar(g) = 1,ar(a) = 0
et ar(b) = 0. Nous avons 2, = {(f,{g,{a, (b} et %, = {f),¢),a),b)}. Nous considérons
les arbres t = g(f(a,b)) et t' = f(g(a),g(b)). La construction enc produit les mots

imbriqués (g{f{aa)(bb)f)g) et {f(gaayg){gbb)g)f).

1.3 Automates finis et automates d’arbres

Nous allons maintenant présenter plusieurs modéles d’automates. Nous appelons Automate
une machine possédant des états (en nombre fini ou infini) et un ensemble de transitions per-
mettant de se déplacer d'un état a un autre. Chaque transition est étiquetée par une lettre d"un
alphabet d’entrée, ceci définissant le langage de I’automate.

1.3.1 Automates finis

Le modele d’automates finis (finite state automata ou AF) est un modele ancien étudié de-
puis longtemps, et trés pratique pour modéliser de nombreuses problématiques, par exemple
la vérification de systemes informatique (voir [Bii60], [Elg61]). Une présentation complete et
exhaustive peut-étre trouvée dans [Sak09]. Dans cette section nous fixons les notations et la
sémantique liées aux AF.
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Définition 1.3.1: Automate fini

Soit X un alphabet. Un automate fini A sur X est un 4-uplet (Q, I, F,J) avec :

o Q un ensemble fini d’états,
o I € Q un ensemble d’états initiaux,
o F € Q un ensemble d’états finaux,

o 0 < Q x X x Qun ensemble fini de transitions.

Pour la suite de la section nous considérons I’ AF A = (Q, I, F,d) sur l'alphabet . Pour
toute transition T = (p,a,q) de 6, nous définissons les fonctions source(t) = p, etiq(t) = a et
cible(t) = ¢.

Calcul Un calcul de A surunmot w = ay...a, € £* avec n € IN, d’un état p de Q a un état
g de Q est une séquence de transitions p = (11,...,T,) telle que pour tout i € [1,n — 1] nous
avons cible(t;) = source(T;;1), source(t;) = p, cible(t,) = g et pour tout i € [1, 1] nous avons
etiq(7;) = a;. Si w = € alors nous avons p = g. Un calcul est acceptant si p € [ et g € F. Nous
pouvons aussi définir ce calcul des deux fagons suivantes :

ﬂ» P2 g h Pn+10u pl—)alaz...an *p 1
P1 s n+ n+

A noter qu’il peut y avoir plusieurs calculs correspondants a la deuxiéme écriture. Nous appe-
lons Cal,(A) ’ensemble des calculs de A sur w, et ACal,(A) ’ensemble des calculs acceptants
de A sur w.

Accessibilité Un état g de A est accessible depuis un état p de A s’il existe un mot w € X* et

un calcul p*q € Caly(A) . Nous disons aussi que p est co-accessible depuis g. De plus 1’état
g est accessible s’il existe un état initial p; tel que g est accessible depuis p;, et co-accessible s’il
existe un état final pr tel que g est co-accessible depuis py.

Langage Lelangage de A, que nous noterons £(A), est défini comme suit :
L(A) ={weX*|ACal,(A) # T}

Autrement dit, le langage de A est I'ensemble des mots w pour lesquels il existe un calcul
acceptant.

Ambiguité Le degré d’ambiguité de A, dénoté par amb(A) est défini par :
amb(A) = sup{#ACal,(A) |we L(A)}
Nous disons que A est finiment ambigu si amb(A) < o et infiniment ambigu sinon.
Définition 1.3.2: Déterminisme

Un AF A = (Q,I,F,J) sur un alphabet X est déterministe si #] = 1 et pour toutes
transitions (g,4, p), (q,a,p’) € é nous avons p = p'.
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Les automates finis déterministes sont équivalents aux automates finis non-déterministes,
c’est a dire que pour tout AF A nous pouvons construire un AF A’ déterministe tel que le
langage de A est égal a celui de A’. Cependant la procédure de déterminisation peut produire
automate fini avec un nombre d’états exponentiel dans le nombre d’états de 1" AF en entrée.
Par exemple, étant donnés un alphabet ¥ = {a,b} et un langage L = {uav | u,v € Z* et [v| =
k — 1}, il existe un automate fini reconnaissant L avec k + 1 états, ce qui n’est pas le cas pour les
automates finis déterministes, comme statué ci-dessous (voir [HMUO03]) :

Théoréme 1.3.3

Soient £ = {a,b} un alphabet et L = {uav | u,v € X*et|v|] = k — 1}, alors tout
automate fini déterministe reconnaissant ce langage a au moins 2~ états.

A noter qu'un automate déterministe possede une ambiguité de 1, et la notion d’ambiguité
peut étre vue comme une généralisation du déterminisme. Un automate avec une ambiguité
de 1 n’est par contre pas nécessairement déterministe.

Exemple 1.3.4

Soit £ = {a,b} un alphabet et A = (Q, I, F,J) un AF sur X tel que :
o Q={pq}, I={p} F={4},
o d=A{(p.ap).(p.b,q),(q:a4q),@0bp);

Cet automate reconnait les mots w € L* tels que |w|, est impair. L’état est utilisé pour
retenir I'information concernant la parité du nombre de b. Si nous sommes dans I'état
p, nous avons rencontré jusqu’a présent un nombre pair de b, alors que dans 1’état g
le nombre de b rencontré est impair. Plus précisément, le langage de A est le suivant :

L(A) ={weX* | |w|, est pair }

Cet automate est aussi déterministe. Nous avons représenté A a la figure 1.3. Les
cercles représentent les états, les fleches d’un cercle vers un autre représentent une
transition. Un cercle doublement entouré représente un état final et un cercle avec
une fleche entrante représente un état initial.

FIGURE 1.3 - L(A) = {w € Z* | |w|; est pair }

1.3.2 Automates d’arbres

Tout comme pour les automates finis, les automates d’arbres sont un modéle ancien et ont
été longuement étudiés. Ce modele a été introduit en 1965 de maniére indépendante par John
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Doner dans [Don65] et par James W. Thatcher dans [Tha65]. Une présentation complete des AA
peut-étre trouvée dans [CDG'07].

Définition 1.3.5: Automate d’arbres

Un automate d’arbres A sur 'alphabet gradué (%, ar) est un 3-uplet (Q, I, ) avec :

o Q un ensemble fini d’états,
o I € Q un ensemble d’états initiaux,

0 6 S (e Om un ensemble fini de transitions avec 6, < Q x X, x Q™.

Cette définition correspond a celle des automates d’arbres top-down, tels qu’ils sont décrits
dans [GS84]). Ce nom est dii a la fagon de lire les arbres reconnus par I'automate. Dans un
automate d’arbres top-down, nous lisons les arbres de haut en bas, de la racine aux feuilles.

Pour la suite de la section nous considérons 1" AA A = (Q, I, ) sur I'alphabet gradué (%, ar).
Pour toute transition T = (g, f, p1,...,pm) de é avec m € IN, nous définissons les fonctions
racine(T) = p, etiq(T) = f, ar(t) = m, et fils;(T) = p; pour tout i € [1,m].

Calcul Notons &), = {x1,...,x,} unensemble de variables avecn € N, gun état, S = p1...px
une séquence d’états et t € Tx(X,;) un contexte d’arbre. Nous définissons un (g, S)-calcul p sur
le contexte t comme étant un contexte d’arbre sur 75(X,,) tel que :

osit=ux;eX,avecie [l,n]alorsq = p;etp=x,

osit=f(th,..., tIm)avec f € Xy alors p = T(p1,...,0n) avec T = (4, f,q1,--.,q9m) €t p; un
(9i, S)-calcul de t|; pour i € [1,m].

Nous pouvons aussi décrire p par pL*S. Un (g, €)-calcul est aussi appelé un g-calcul. Un g-
calcul est acceptant si g € I. Nous appelons Cal;(A) I'ensemble des g-calculs de A sur f, et
ACal;(A) I'ensemble des g-calculs acceptants de A sur t.

Accessibilité Un état g de A est accessible depuis un état p de A s'il existe un (p, (9))-calcul
de A. Nous disons aussi que p est co-accessible depuis q. De plus I'état g est accessible s’il existe
un état initial p; tel que g est accessible depuis p;, et co-accessible s’il existe un g-calcul de A.

Langage Lelangage de A, que nous appellerons £(A), est I’ensemble défini comme suit :
L(A) = {te Ty | ACal;(A) # &}

Autrement dit, le langage de A est 'ensemble des arbres ¢ tel qu'il existe un g-calcul acceptant
sur t.

Ambiguité Le degré d’ambiguité de A, dénoté par amb(A) est défini par :
amb(A) = sup{#ACal;(A) | t e L(A)}

Nous disons que A est finiment ambigu si amb(A) < oo et infiniment ambigu si amb(A) = .
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Exemple 1.3.6

Soit (X, ar) un alphabet gradué avec X, = {f} et Xy = {a,b} et A = (Q,1,J) un AA tel
que:

o Q={p.q}, 1=1{q},
oés=A{pf.ppr) (p.f9.9),4fr.49.4f49pr)40b) (pa)}

Cet automate reconnait les arbres t de Ty, tels que |t|, est impair. Nous avons repré-
senté dans la Figure 1.4 un arbre t = f(f(a,a), f(a,b)) et un g-calcul acceptant de A

f/ \f
JANYA

FIGURE 1.4 —Un arbre t = f(f(a,a), f(a,b)) et un g-calcul acceptant de A sur t.

(a.f,p.9)
(

(v f.p.p) qa.f,p.9)

o

b (p.a) a) (pa) (90

1.4 Automates a pile visible

1.4.1 Définition

Les automates a pile visible (visibly pushdown automata ou APV) sont une restriction des auto-
mates a pile, que nous ne définirons pas ici. Une description complete de ce modele peut étre
trouvée dans [HMUO3]. Un APV est donc un automate fini sur un alphabet structuré auquel
nous avons ajouté une pile, et chaque transition a la possibilité d’empiler ou dépiler un sym-
bole, et ne peut étre traversée que si le bon symbole a dépiler est au sommet de la pile. Elle est
appelée visible car restreinte par le mot lu en entrée : un symbole est empilé lorsqu'un ouvrant
de I’alphabet structuré est lu, un symbole est dépilé lorsqu'un fermant est lu et aucune action
n’est effectuée sur la pile lors de la lecture d’un interne. Ce comportement est différent de celui
des automates a piles, ott un méme mot peut produire des piles de hauteurs différentes, selon le
chemin emprunté. Ce modele est plus expressif que les automates finis, c’est a dire qu’il existe
des langages reconnus par un APV et pas par un AF, par exemple le langage {a"b" | n € IN}
(voir [HMUO3]). Les APV ont été présenté pour la premiére fois en 1983 par Burchard von
Braunmiihl et Rutger Verbeek sous le nom de Input-Driven Automata dans [vBV83]. Ils ont été
réintroduits depuis par Rajeev Alur et Parthasarathy Madhusudan en 2004 dans [AMO04].
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Définition 1.4.1: Automate a pile visible

Soit A un alphabet structuré. Un automate a pile visible A sur I’alphabet structuré A est
un 5-uplet (Q, I, F,4,T) avec:

o Q un ensemble fini d’états,
o I € Q un ensemble d’états initiaux,

o F € Q un ensemble d’états finaux,

o

I' un alphabet de pile et L ¢ I' un symbole de pile vide,

o d=06uduU 5% u 6, un ensemble fini de transitions avec :

-0, CSOQOxA xI'xQ,
-6 0OxI'xA xQ,
-5 Qx{L}xA, xQ,
-0, C0QOxA xQ,

Un APV posséde quatre ensembles de transitions &, &, 5;- et 6, dépendants du type d’action
a effectuer sur la pile. Intuitivement, lorsque nous franchissons une transition de é., un symbole
de I est empilé. Sur une transition de J,, le symbole au sommet de la pile est dépilé. Enfin, sur
une transition de §,, aucune action n’est effectuée sur la pile. Les transitions de 5} ne peuvent
étre franchies que lorsque la pile est vide.

Pour la suite de la section nous considérons I'’APV A = (Q, I, F,4,T') sur I'alphabet struc-
turé A. Pour toute transition T = (p,a,9) € 4, T = (p,a,7,9) € d, T = (p,7,4,q9) € 6 ou
T = (p,L,a,q) € &+, nous définissons les fonctions source(T) = p, etiq(t) = a, cible(t) = g et
spile(T) = v ou spile(t) = Lsi T € d, U ;.

Pile et configuration Nous définissons une pile comme un mot de I'*, et notons par L la
pile vide. Une configuration de A est une paire composée d'un état et d’une pile, c’est a dire
de Q x I'*. Nous appellerons configuration initiale une configuration de I x {_L} et configuration
finale une configuration de F x I'*.

Calcul Un calcul de A sur un motw = ay...a, € £* avec n € IN, d’une configuration (p, o) €
Q x I'* vers une configuration (g,0”’) € Q x I'* est une séquence de transitions p = (1q,...,Ty) €
0* telle que pour tout i € [1,n — 1] nous avons cible(t;) = source(T;1), source(ty) = p, cible(t,) =
g, et pour tout i € [1,n] nous avons etiq(t;) = a; et il existe 0y,...,0,41 € I'* avec 07 = 0,
Ony1 =0 et:

o Si a; e A, alors 0; = 0it1,

o Sia; € A; alors il existe y € T tel que 071 = 077,

o Sia; € A, alors il existe y € I' tel que 0; = 07117,

o Siag;=lalorso; =0, = L.
Siw = e alors (p,0) = (g,0’). Un calcul est initialisé si (p, o) est une configuration initiale, et

acceptant si initialisé et (g, 0”) est une configuration finale. Nous pouvons aussi écrire un calcul
des deux fagons suivantes :

(p1,01) 5 (p2,02) 2 - 2 (ppi1, 0usr) ou (pr, 01) 2205 (pin, Oy
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avec etiq(T;) = a;, source(T;) = p; et cible(t;) = pi+1 pour tout i € [1, n]. Nous appelons Caly,(A)
I’ensemble des calculs de A sur w, et ACaly,(A) 1’ensemble des calculs acceptants de A sur
w. Soit p : (p,o)>*(g,¢") un calcul de A. Nous appelons premier(p) la configuration (p, o) et
dernier(p) la configuration (g, ¢”).

Concaténation de calculs Soit deux calculs p, p’ de A définis comme suit :

01 (pr,o1) o (Piut1, Omgn)
a’ al
o (p1,01) = (P 1, Oy 1)

tels que (Pmt1,0m+1) = (p},07). La concaténation de p et p’, dénotée par pp’ est le calcul

! !
a am a Ay / / : i
(p1,01)—= .. > (Pims1, Oms1)— - - - —>(Phys1s O 1 )- Pour tout i € IN, nous appelons p' le calcul

Hj’:l(P)-

Configuration acceptante Une configuration x de A est acceptante si elle est finale et il existe
un calcul acceptant menant a elle. Les configurations acceptantes sont les configurations finales
atteignables depuis une configuration initiale. Il est important de distinguer ces configurations
finales des autres car contrairement a un AF (ot état égal configuration), toutes les piles ne sont
pas atteignables.

Accessibilité Une configuration x de A est accessible depuis une configuration «’ s'il existe
un calcul x’5*x € Cal,(A). Nous disons aussi que «’ est co-accessible depuis . De plus la
configuration x est accessible s’il existe une configuration initiale «; telle que x est accessible
depuis «;, et co-accessible sil existe une configuration acceptante py telle que « est co-accessible
depuis .

Langage Lelangage de A, que nous appellerons £(A), est I’ensemble défini comme suit :
L(A) ={weX*|ACal,(A) # &}

Autrement dit le langage de A est I'ensemble des mots w pour lesquels il existe un calcul ac-
ceptant.

Langage bien imbriqué Le langage de A est bien imbriqué si pour tout mot w € L(A) nous
avons w € ;. Nous disons alors que A est bien imbriqué. Nous appelons APVbi I’ensemble des
APV bien imbriqués. A noter qu'un APVbi n’utilise pas de transition de J;", car cela implique
qu’il peut accepter des mots avec des fermants sans correspondance.

Remarque 1.4.2

Si A est bien imbriqué alors ses configurations finales ( f, o) sont accessibles seulement
sic = 1.

*

Langage linéaire Le langage de A est linéaire si pour tout mot w € £L(A) nous avons w € X .

Nous disons alors que A est linéaire. Nous appelons APVlin I'ensemble des APV linéaires.

25



Ambiguité Le degré d’ambiguité de A, dénoté par amb(A) est défini par :
amb(A) = sup{#ACal,(A) |we L(A)}
Nous disons que A est finiment ambigu si amb(A) < o et infiniment ambigu sinon.

Définition 1.4.3: Déterminisme

Un APV A = (Q, [, F,4,T) sur un alphabet structuré A est déterministe si#I = 1 et :

o Pour toutes transitions (q,¢,, p), (4,¢,7, p') € éc nous avons p = p' ety =7/,
o Pour toutes transitions (g, 7,7, p), (9,7,1,p’) € 6, U 5+ nous avons p=r.

o Pour toutes transitions (g, 4, p), (9,4, p’) € 4, nous avons p = p/,

Comme pour les automates finis, les APV généraux sont équivalents aux APV déterministes
(voir [AMO4]) mais sont exponentiellement plus concis. A noter que pour les transitions de
dépilement nous n’avons pas de condition sur le symbole de pile, car celui-ci est fixé par la
configuration du calcul. Ceci nous assure qu’il n’y a qu'un seul calcul par mot accepté par
I'automate a pile visible. Nous montrerons comment déterminer un automate a pile visible
dans la section suivante.

Exemple 1.4.4

Soit A = A U A, U A, un alphabet structuré tel que . = {a}, X, = {b} et X, = J et
A= (Q,IF,4,T)un APV tel que:
o Q = {Pi/ pll p2/ Pf}, I = {pl}/F = {Pi/ Pf}/ = {’)/1/()/2}/

o (5:51u5Cu5ru5rlaveC:

- (Sl = @/

- (50 = {(pi/ a/ ,)/1/ pl)/ (Pl/a/ ,)/2/ p])/ (pl/ a/ ,)/2/ pZ)}/
- 51’ = {(pZI 72/ b/ p2>/ (pZI r)/ll b/ Pf)/ (pll ’leb/ pf)}/
-0 =

Le langage reconnu par A est ’ensemble des suites de a puis de b tel que leur nombre
est le méme. Plus précisément nous avons :

L(A) ={a"b" | ne N}

A est bien imbriqué et linéaire. De la méme maniere que pour les AF, un APV peut
étre représenté de maniere graphique. L'éventuel symbole de pile est écrit a droite
de la lettre sur la transition, 'expression (a | 7y) symbolisant un empilement de 7y et
I'expression (a | 7~!) un dépilement, comme vu a la Figure 1.5.

1.4.2 Propriétés des automates a pile visible

Nous allons maintenant présenter plusieurs propriétés importantes des automates a pile
visible. Nous allons étudier plusieurs résultats liés a la pile de départ d'un calcul dans la pre-
miére partie. La deuxiéme partie établira une propriété particuliére des automates a pile visible
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FIGURE 1.5- L(A) = {a"V" | n € N}

reconnaissant des langages bien imbriqués. Dans la troisieme partie nous introduirons les lan-
gages de pile. Enfin, nous parlerons de déterminisation dans la derniéere partie.

Modification de la pile Nous allons introduire deux Lemmes. Le premier statue qu’il est
possible d’ajouter des symboles au fond de toutes les piles des configurations d’un calcul sans
altérer les transitions empruntées par celui-ci. Le deuxiéme lemme quant a lui permet de com-
pletement supprimer la pile de la premiére configuration d'un calcul sur un mot bien imbriqué,
et ceci sans altérer les transitions empruntées par celui-ci. Ceci est possible car ces symboles ne
seront pas touchés par le calcul.

Lemme 1.4.5
Soit A un APV sur un alphabet structuré A et (po, Uo) (p1,01) - (pn, 0,,) un calcul
de A sur un mot w € A* avec aucun fermant sans correspondance. Pour tout o € T'#,
(po, 000) = (p1,0071) - - - 25 (py, 007,) est un calcul de A sur w.
Démonstration. Par induction sur la longueur de w. O
Exemple 1.4.6

Nous considérons ’APV A de I'Exemple 1.4.4. Le calcul suivant :

0 = (P, 712) 5 (p2, 12712) 2 (P2, 12) 2> (P2, L)

est un calcul de A sur le mot abb. En appliquant le Lemme 1.4.5 nous obtenons que :

o' = (p1, 172)>(p2, 117272) > (Pz,’ym)i(lﬁz,’h)

est aussi un calcul de A sur aab, et emprunte les mémes transitions que p. Notez que

cela permet de compléter p en un calcul acceptant p; = (p;, D)5 (p1, 1) >0 i>(p L)
C’est un mécanisme que nous utiliserons souvent par la suite.
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Lemme 1.4.7

Soit A un APV sur un alphabet structuré A et (po, (70) (p1, 01) An, —5(pn, o) un calcul

de A sur un mot bien imbriqué w € Af.. (po, 0’0) (p1,07) - (pn, /) est un calcul
de A sur w avec 0; = 0yo} pour touti € [1,n].

Démonstration. Nous notons A = (Q, I, F, T, ¢). Nous prouvons ce lemme par induction sur
la structure de w. Le cas olt w = € étant trivial, nous considérons les autres possibilités :

o Siay € A, alors nous avons (po, a1, p1) € 0, et par hypothese d’induction nous dédui-
sons que (p1,0]) 2 (p2, 3) - - 25(pn, ) € Caly, 4, (A) avec o; = 010 pour tout i € [1,n].
Comme ¢y = 07 nous pouvons conclure que (po,73)"5>(p1,0) - - 2 (pn, 04) € Caly(A)
avec 0; = 0y0; pour tout i € [1,n].

o Siay € A alors il existe j € [1,n] tel que a; € A, etay...aj 1,a;1a, € Af; alors il existe
v € T tel que (po,a1,7,p1) € éc et (pj-1,7,4j,pj) € 6, et par hypothese d’induction nous
déduisons que :

(p1,07) (2, 03) -« (P] 1,07_1) € Calay..a;  (A)
(pi, 0 ///) Zj+1
]’

avec 0; = 010} pour touti e [1,j—1] et (71 = 0j0]

—(pj+1, ]+1) (Pnr o) € Calgj .0, (A)

" pour tout i € [j +1,n]. Nous pouvons

donc conclure que (po, 05) 2 (p1, 7)) - - - 25(pu, 0,) € Caly(A) avec 0; = opo! pour tout
i€lj+1,n],0/ =0y pourtoutiel, ]—1] et o] = " pour tout i € [1,n]. O

Exemple 1.4.8
Nous considérons I’APV A de I'Exemple 1.4.4. Le calcul suivant :

0= (P, 1) (P2, 1172) > (P2, 1)

est un calcul de A sur le mot ab. En appliquant le Lemme 1.4.7 nous obtenons que :

o= (p, )5 (p2,72) 2 (p2, L)

est aussi un calcul de A sur aab, et emprunte les mémes transitions que p’.

Calculs sur des mots bien imbriqués Nous allons construire un ensemble listant toutes les
paires d’états séparant des mots bien imbriquées. Nous allons ensuite montrer que cet ensemble
est constructible en temps polynomial dans le nombre d’états de I’automate a pile visible.

Définition 1.4.9
Soit A = (Q, I, F,4,T') un APV sur l'alphabet structuré A. Nous appelons Bly4 le sous-

ensemble de Q x Q tel que pour tout p,q € Q nous avons (p,q) € Bly si et seulement
s'il existe w € A} tel que (p, L)>*(g, L) € Caly(A).
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Lemme 1.4.10

Soit A = (Q,I,F,4,T') un APV sur un alphabet structuré A. L'ensemble Bl4 peut étre
construit en temps polynomial dans la taille de Q.

Démonstration. Nous construisons Bl de la fagon suivante :

o Pour tout p € Q nous avons (p, p) € Bly,
o Pour tout (p,a,p’) € 6, et (p,q) € Bla nous avons (p,q) € Bly,
o Pour tout (p,c,v,p") €, (q,7,1,8) € 0, et (P, q'),(s,q) € Bla nous avons (p, q) € Bla.

Nous considérons en premier I'implication =-.

o Siw = €, alors p = g. Par construction de Bl4 nous avons bien (p, p) € Bl 4.

o Siw =auavecae A, etu e Af, alors il existe p’ € Q tel que (p,a,p') €8, (p/,0)=>*(q,0) €
Cal,(A). Par le Lemme 1.4.7 et par hypotheése d’induction, nous déduisons que (p’,q) €
Bl 4. Par construction de Bl4 nous pouvons donc conclure que (p,q) € Bl a.

o Siw = curvavecc € A, r € Ay et u,v € Af;, alors il existe p,q € Q v el tels que:

(p¢,7,1') € e, (p', ) =*(,07) € Calu(A), (4, 7,7,5) € d; et (5,0)=*(q,0) € Caly(A).
Par le Lemme 1.4.7 et par hypothese d’induction, nous déduisons que (p’,q’), (s,q) € Bla.
Par construction de Bl4 nous pouvons donc conclure que (p, q) € Bla.

Nous montrons maintenant le sens <.

€ Calg(A).

)
o Si(p,q) € Bly car il existe (p,a,p’) € 6, et (p,q) € Bly, alors par hypothese d'induction
il existe w € A tel que (p’, L)>*(q, L) € Caly,(A). Nous pouvons donc en conclure que

(p, L) 5 (', L)5*(q, L) € Calgw(A).

o Si(p,q) € Bly car il existe des mots (p,c,v,p’') € 6., (9',v,7,5) € o, et (P, q'),(s,q) € Bla,
alors par hypothese d’induction il existe u,v € A}, tels que (p, L)=*(q/, L) € Cal,(A)
et (s, 1)>*(q, L) e Cal,(A). Par le Lemme 1.4.5 nous pouvons donc en conclure que
(p, )= (P, 1)=>*d, ) > (5, 1)>%(q, 1) € Caleuro(A) O

o Si(p,q) € Bly car p = g, alors nous avons (p, L

Exemple 1.4.11

Nous considérons I’APV A de I'Exemple 1.4.4. De base nous avons les couples sui-
vants (pi, pi), (p1, p1), (P2, p2), (P, py) dans Bla. Comme (pj, a, 71, p1), (P14, 72, p2) €
oc et (p1,71,b,pf), (P2, 72,0, p2) € 6, nous avons aussi (p;, pr), (p1,p2) € Bla. Nous
pouvons conclure que Blg = {(pi, pi), (p1, 1), (P2, P2), (P£. P£), (Pir P£), (P1, P2)}-

Langage de pile Dans cette derniére partie nous allons introduire les langages de pile. Cette
notion a été originalement introduite dans le cadre de I'étude des automates a pile, nous allons
la présenter pour les automates a pile visible.

29



Définition 1.4.12

Etant donné un APV A = (Q,IF,T,0) et un état q de Q, nous appelons piIeZ1 I'en-
semble des mots de pile o tels que (g,0) est accessible et co-accessible. Cet ensemble
est le langage de pile de A a I'état q.

Cet ensemble de mots de pile est un langage régulier sur I'alphabet I', c’est a dire qu’il existe
un automate fini le reconnaissant. Plus formellement nous avons :

Proposition 1.4.13

Soit A = (Q,[,F,T,é) un APV. Pour tout état g € Q il existe un AF accf{l tel que
L(acc’)) = pile’, et peut étre construit en temps polynomial.

Ce résultat est bien connu pour les automates a pile et a été prouvé de nombreuses fois,
notamment dans [RS97]. Nous utiliserons les langages de pile pour décider si un état est utile
ou non. En effet, si pilei est vide alors il n’existe aucun calcul acceptant passant par g, et cet état
peut alors étre supprimé.

Exemple 1.4.14

Nous considérons I’APV A de I'Exemple 1.4.4. L'automate fini acc’ est représenté a la

Figure 1.6.
o=

FIGURE 1.6 — L’automate accl’i‘2

Déterminisation Nous allons maintenant montrer comment construire un automate a pile
visible déterministe équivalent & un APV donné. La procédure repose sur la classique construc-
tion par sous-ensembles ([HMUO3]), avec une composante supplémentaire. Chaque état de
I"automate a pile visible déterminisé stocke un ensemble de paires d’états de I’”automate d’en-
trée. Le deuxiéme état de chaque paire a la méme utilité que dans la construction par sous-
ensemble. Le premier état quant a lui permet de se souvenir ot était le calcul quand le sym-
bole au sommet de la pile a été empilé. De cette maniere, lorsqu’il sera dépilé, 'automate sera
capable de vérifier quelles sont les transitions de dépilement valides. En effet, afin de déter-
miniser un automate a pile visible, il est parfois nécessaire de fusionner plusieurs transitions
d’empilement en une seule, et celles-ci peuvent empiler des symboles différents, et ne couvrant
pas nécessairement 1’ensemble des symboles de piles possibles. Cette information supplémen-
taire permet de traiter ce cas particulier. De plus, la pile est utilisée pour stocker 1’ensemble de
paires courant lorsqu'un symbole est empilé, afin de pouvoir le retrouver lorsque le fermant
correspondant sera rencontré.
Nous présentons maintenant la construction.
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Définition 1.4.15
Soit A = (Q, I, F,6,T) un APV sur un alphabet structuré A. Nous appelons det(A) le
APVA' = (Q,I',F/,¥,T') sur A défini comme suit :
oQ =20xQ =21 P ={(SeQ |3(p,q)eSetqgeF} TI'=Q xA.

06 = 6Ludlud ud avec:

/
{ (S,¢,(5,¢),5") SeQ,ce A,

S"={(q,q9)|3(p.9) €S, (q.¢,79) € 5}

,52

(v cvp")ede, (@, vr.q

SeQ,reh,

S'"=1{(q,9) 13, p)eS (p,Lrq)ed}
SeQ,aeA,

S"={(q.q9)13@,p) €S, (paq)ed}

-t =23 (S,r,L,8)

B -

S5,8"eQ,ceA,rel,

-6 = (S,(8",¢),1, 8 ;o A3 9" eS, (pp)e s,
S{(M) )657}

{ (S,a,5) }

A noter qu'il s’agit ici de la construction présentée dans [Ser11]. Il ne s’agit pas de la
construction originale, présentée dans [AMO04]. Nous avons choisi de présenter celle-la car elle
est plus succincte, l'autre utilisant des triplets d’état et pas simplement des paires. La partie
difficile de la construction concerne les transitions fermantes. En effet, le premier état d"une
paire correspond a 1’endroit ot le calcul pouvait étre quand le symbole au sommet de la pile
a été empilé. Comme nous traitons les transitions fermantes, ce symbole vient d’étre dépilé, et
le premier état de chaque paire doit maintenant faire référence au symbole au-dessous. Pour
cela nous pouvons utiliser les informations mémorisées dans le symbole dépilé. La situation
est résumée a la Figure 1.7.

(" ov) (" 07)

(p, o) (v, o ', 0)

FIGURE 1.7 — Construction des transitions de dépilement de det(A).

Nous n’allons pas montrer la correction de cette construction, pour cela il convient de se
référer a [AMO04] et [Ser11]. Nous présentons cependant ses propriétés principales dans le théo-
réme et les deux lemmes suivants.

Théoréme 1.4.16: [AMO04]

Soit A un APV sur l'alphabet structuré A. determiniser(A) est un APV déterministe et
L(A) = L(determiniser(A)).
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Lemme 1.4.17: [AMO04]

Soient A un APV sur l'alphabet structuré A, w € A* un mot et w’ le plus long suffixe
bien imbriqué de w. L'unique calcul de det(A) sur le mot w atteint I'état S défini par :

S={p9)eQxQ|3(GL)5 (o) “, (q",0) € Cal(A) avec i un état initial}

Lemme 1.4.18: [AMO04]

Soient A un APV sur l'alphabet structuré A et w € A* un mot. S’il existe un calcul
initialisé p’ de det(A) sur w, alors il existe un calcul initialisé p de A sur w.

Le premier lemme est une propriété des transitions de 'automate déterminisé, et fait direc-
tement référence a la Figure 1.7. Le deuxiéme lemme quand a lui est une propriété de langages
utilisée pour montrer que I’APV original et '’APV déterminisé ont le méme langage.

Cette construction peut produire beaucoup d’états inutiles, c’est a dire des états qu'aucun
calcul acceptant ne traverse. Il serait possible de I’optimiser en ajoutant les ensembles de paires
d’états au fur et a mesure, en partant de ceux présents. Mais cela ne serait pas suffisant, car cela
implique seulement que pour tout état S il existe une configuration (S, ) accessible. Ces confi-
gurations peuvent ne pas étre co-accessible, et donc ne pas faire partie d'un calcul acceptant.

Nous allons utiliser les langages de piles définis dans cette section. Pour chaque état S de
det(A) nous calculons le langage de pile de S et nous testons sa vacuité, qui est une propriété
décidable en temps polynomial ([AMO04]). Si le langage est vide, cela signifie qu’il n’existe pas
de configuration (S, o) accessible et co-accessible, et nous pouvons donc supprimer S. Par le
Lemme 1.4.13 concernant les langages de pile nous obtenons ainsi une procédure exécutable
en temps polynomial pour supprimer tous les états inutiles de det(A).

Pour plus de simplicité, nous appelons determiniser(A) le résultat de la suppression des
états inutiles appliquée a det(A). A noter que les Lemmes 1.4.17 et 1.4.18 sont toujours corrects
car nous n’avons pas ajouté de nouveaux calculs a determiniser(A).
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Chapitre 2

Colit et transduction

Dans ce chapitre, nous allons nous intéresser a des extensions des modeles présentés dans le
chapitre précédent. Le premier modele est celui des automates a cofit, c’est a dire un automate
muni d’un semi-anneau avec lequel il opere. Chaque transition est équipée d'une valeur du
semi-anneau, et il est ensuite possible de calculer le cotit d"un calcul et d"une entrée en utilisant
les opérateurs du semi-anneau. Un automate a cofit associe donc a une entrée un élément du
semi-anneau. Nous considérerons principalement le semi-anneau des entiers naturels dans ce
manuscrit, c’est a dire le semi-anneau sur les entiers naturels avec les opérateurs d’addition et
de multiplication.

Le deuxieme modéle considéré est celui des transducteurs. Un transducteur est un auto-
mate ou chaque transition est équipée d’'un mot ou d’un contexte d’arbre de sortie. Il est alors
possible de calculer le mot ou I’arbre de sortie d’un calcul en concaténant les mots des transi-
tions. La ol un automate reconnait un langage, nous disons qu'un transducteur reconnait une
transformation.

Nous allons aussi montrer comment construire un automate d’arbres depuis un automate
a pile visible et inversement, puis nous étendrons ces constructions aux automates a cofits et
aux transducteurs. Nous utiliserons ces résultats plus tard pour appliquer des résultats des
automates d’arbres aux automates a pile visible, et inversement.

Plan du chapitre Nous allons définir dans la Section 2.1 les automates a cofits et les transduc-
teurs dans la Section 2.2. Nous comparerons les différents modeles dans la Section 2.3.

2.1 Automates a cofits

Dans cette section nous présentons les notions de cofits sur des automates. Un automate a
cotts est un automate muni d'un semi-anneau S = (E,®, ®,0,1) auquel nous aurions ajouté
un élément de E sur chaque transition (son cofit). Chaque mot (ou arbre) accepté par I’automate
produit donc un cofit, définissant ainsi une série formelle.

Les automates finis a coilts sur un semi-anneau S ont été mis en relation avec les séries for-
melles pour la premiére fois en 1961 par Marcel-Paul Schiitzenberger dans [Sch61] et dévelop-
pées par Samuel Eilenberg ([Eil76]), Arto Salomaa et Matti Soittola ([SS78]). Une présentation
complete peut-étre trouvée dans [Sak(09] et dans [BR88].

Les automates d’arbres ont été étendus aux automates d’arbres a cofits sur un semi-anneau
S pour la premiere fois en 1982 par Jean Berstel et Christophe Reutenauer dans [BR82], o1
les séries formelles sur des arbres sont introduites. Il existe un modéle d’automate d’arbres
a cofits un peu différent, basés sur l'utilisation de polyndmes, et présenté par Hemult Seidl
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dans [Sei94b] et repris par Bjorn Borchardt, Zoltan Fiilop, Zsolt Gazdag et Andreas Maletti en
2005 dans [BFGMO05]. Dans ce manuscrit nous nous baserons sur les travaux originaux de Jean
Berstel et Christophe Reutenauer, bien que nous présenterons aussi certains résultats prouvés
sur le modele de Helmut Seidl.

Enfin, les automates a pile visible a cofits sur un semi-anneau S sont définis de maniere simi-
laire aux aux automates finis a cotits. Comme pour les automates finis, la différence principale
reste la pile. Il existe de nombreux travaux sur les automates a pile a cott, ceux-ci ayant été
introduits pour la premiére fois en 1961 par Marcel-Paul Schiitzenberger dans [Sch61].

Définition 2.1.1

Soit S = (E,®,®,0,1) un semi-anneau. Un AF a cofits sur S ou S-AF sur I'alphabet %
( resp. un APV a cofits sur S ou S-APV sur 'alphabet A) est une paire de (A, A) avec
A =(Q,L F,Jd)unAF (resp. A = (Q,,F,4,I) un APV) et A : § — E\{0} une fonction
de cott.

Définition 2.1.2

Soit S = (E,®,®,0,1) un semi-anneau. Un AA a cofts sur S ou S-AA sur l'alphabet
gradué (¥, ar) est une paire de (A,A) avec A = (Q,I,0) un AAet A : 6 — E\{0} une
fonction de cofit.

Pour la suite de cette section nous considérons un automate a cotits S = (A, A) sur le semi-
anneau S = (E,®,®,0,1) olt A peut-étre un AF, un APV ou un AA indistinctement .
Cofit d'un calcul Afin d’expliciter le cotit d'un calcul devons distinguer le type de A.

o Si A est un AF (resp. un APV) alors nous définissons le cofit cout(p) d'un calcul p =
(T, T2, ..., Tn) € 6* d'un état ¢ vers un état ¢ (resp. d'une configuration ¢ vers une confi-
guration ¢) avec n € N comme le produit des cofits des transitions de p :

cout(p) =1OA(T) ®...QA(Tn)
De plus nous pouvons écrire p par :

a1, A(T1) a2,A(12) a1, MTu—1)

A, A(Tn)
¢n 4’n+1
wAMT)® QA (T,

e

ou la séquence de transition forme un calcul de A.

p=¢ $2

o Si A est un AA alors nous définissons le cotit cout(p) d'un (g, R)-calcul p € T5(X) avec X
un ensemble de variables, g un état et R une séquence d’états comme le produit des cotits
des transitions de p :

cout(p) A(T) ®cout(p|1) ® - - - ®cout(p|n) sip=71(pl1,...,plm)avecm e N,
P 1 sip=xavecxe X.

o1, . t,cout(p)
Nous pouvons aussi décrire p par g——*R.
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Coiit d'un automate a coiits Le cotit cout(s) de s € L(A) est défini comme la somme des cofits
des calculs acceptants sur s :

cout(s) = @peacaly(s)(cout(p))
Enfin, le cotit de S, dénoté par cout(S), est défini par :
cout(S) = sup{cout(w) | we L(A)}

Pour tout entier k € IN, si cout(S) < k, alors le cotit de S est k-borné. S'il existe un entier k € IN
tel que cout(S) < k alors le cotit de S est fini, sinon le cott de S est infini.

Fonction La fonction définie par S et dénotée par fonction(S) est ’ensemble des paires de
(L(A) x E) définie par :

fonction(S) = {(s,e) € (L(A) X E) | s € L(A), e € cout(s) et e # 0}

Autrement dit, la fonction de S est ’ensemble des paires de mots ou arbres reconnus par A et
des cofits produits par ces mots avec un cotit différent de 0.

Exemple 2.1.3

Nous considérons le semi-anneau S = (IN, +, x,1,0) avec + la somme et x le produit
sur les entiers. Nous avons représenté a la Figure 2.1 un S-AF sur I’alphabet £ = {a}.
Il existe trois calculs acceptants sur le mot aaa :

a1l a1l a2
p—p—pP—1

a1 a2 a,3
p—p—4q—4

a2 a,3 a,3
p—q—4q—4

Ces trois calculs ont pour cofit respectif 2, 6 et 18. Le cofit de aaa est de 26. De maniere
plus générale, le cotit du mot a” avec n € IN un entier est supérieur a n. Nous pouvons
en déduire que le cotit du S-AF est infini.

a,l a,3

a,?
start H

FIGURE 2.1 — Le cotit du mot aaa est de 26.

2.2 Transducteurs
Les transducteurs sont des automates produisant une sortie sous forme de mot ou d’arbre.

De la méme maniere que pour les automates a cofits, nous allons présenter plusieurs forma-
lismes sur les modeles d’automates présentés en Section 1.3.
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Nous présentons en premier les transducteurs finis. Ce modele est basé sur les automates
finis produisant des mots sur chaque transition, la sortie produite le long d'un calcul étant la
concaténation de la sortie de chaque transition. Ce modele est étudié depuis tres longtemps,
on le retrouve notamment pour la premiere fois dans les travaux de Seymour Ginsburg dans
[Gin66], ceux de Samuel Eilenberg dans [Eil74] et ceux de Jean Berstel et Luc Boasson dans
[BB79]. Une description complete des transducteurs finis peut étre trouvée dans [Sak09].

Nous présenterons ensuite un modéle appelé transducteur d’arbres et ott chaque transition
produit un contexte d’arbre. En utilisant une substitution d’arbres il est alors possible de géné-
rer un arbre de sortie pour chaque arbre défini par le langage du de I'automate d’arbre sous-
jacent. Ce modele a été proposé pour la premiere fois par William C. Rounds dans [Rou68], puis
par James W. Thatcher dans [Tha70]. Une description compléte du modele peut-étre trouvée
dans [CDG™'07].

Le dernier modéle présenté est basé sur les automates a pile visible appelé transducteur a pile
visible. Comme pour les transducteurs finis, chaque transition peut produire un mot de sortie, y
compris les transitions empilant ou dépilant un symbole sur la pile. Une présentation complete
des transducteurs a pile visible peut-étre trouvée dans la these de Frédéric Servais ([Ser11]).
Une autre version de ce résultat est disponible dans [RS08].

Définition 2.2.1

Un transducteur fini ou TF de l'alphabet X vers 1’alphabet X' (resp. transducteur a
pile visible ou TPV de l'alphabet structuré A vers 'alphabet structuré A’) est une paire
T = (A,A) composée d'un AF A = (Q, I, F,0) sur X (resp. dun APV A = (Q,,F,4,T)
sur A et d'une fonction A : § — X* (resp. A : § — A™).

A noter que ce modele pourrait étre vu comme un AF (resp. APV) a cofits sur le semi-anneau
(2%, 0,., @, {€}) (resp. (22, U, -, &, {€})) o1 - est I'opérateur de concaténation défini pour tout
E1, E; € E de la maniére suivante :

E1 : E2 = {w1w2 | w1 € El,wz € EZ}

Définition 2.2.2

Un transducteur d’arbres ou TA de l'alphabet gradué (X, ar) vers l'alphabet (X', ar’)
est une paire T = (A, A) composée d'un d'un AA A = (Q,,6) sur (X,ar) et pour
tout entier n € IN et toute transition T € J, nous avons A(t) € Ty/(X,) avec &, =
{x1,...,x,} un ensemble ordonné de variables.

Il existe un autre modele de transducteur d’arbre plus traditionnel et présenté par exemple
dans [CDG"07]. Nous lui préférons un autre modele, présenté par Helmut Seidl dans [Sei%4a].
En effet, dans ce manuscrit nous parlons de transducteurs d’arbres principalement au Cha-
pitre 5 ol1 nous présentons les résultats démontrés dans [Sei9%4al].

Pour la suite de cette section nous considérons le transducteur T = (A, A) ou A peut étre
un AF, un APV ou un AA indistinctement .

Sortie d’un calcul Afin d’expliciter la sortie d’un calcul devons distinguer le type de A.
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o Si A est un AF (resp. un APV) alors nous définissons la sortie sortie(p) d'un calcul p =
(T, T2, ..., Tn) € 6* d'un état ¢ vers un état ¢ (resp. d'une configuration ¢ vers une confi-
guration ¢) avec n € IN comme concaténation des sorties des transitions de p :

sortie(p) = A(11) ... A(Th)
De plus nous pouvons écrire p par :

m,/\('ﬁ) ay,AM12) an—lz/\(Tn—l)

;’llA n
PRSI

wA (1) A7) * Bt
> Pn

p=¢ P2
P
ol la séquence de transition forme un calcul de A.

o Si A est un AA alors nous définissons la sortie sortie(p) d'un (g, R)-calcul p € 75(X) avec
X un ensemble de variables, g un état et R une séquence d’états comme la substitution
des sorties des transitions de p :

sortie(p) — A(T)[sortie(p|1), ..., sortie(p|m)] sip = T(p|1,.-.,plm)avecm e N,
P X sip=xavecxe X.

t,sortie(p)
5

Nous pouvons aussi décrire p par g *R.

Sortie d’un transducteur La sortie sortie(s) de s € L(A) est définie comme suit :

sortie(s) = U (sortie(p))

peACals(A)

Autrement dit, la sortie de s est 1'union des sorties des calculs acceptants sur s.

Transformation Soit T un transducteur A. La transformation définie par T et dénotée par
trans(T) est 'ensemble des paires de (L(A) x E) définie par :

trans(T) = {(s,e) € (L(A) X E) | s€ L(A) ete € sortie(s)}

Autrement dit, la transformation de T est 1’ensemble des paires de mots ou arbres reconnus par
A et des mots ou arbres produits.

Norme Lanorme nor(s) des e L(A) est définie comme suit :
nor(s) = #sortie(s)

La norme de T, dénotée par nor(T), est définie par :
nor(T) = sup{nor(s) | s € L(A)}

Pour tout entier k € IN si nor(T) < k alors la norme de T est k-bornée. S'il existe un tel que
nor(T) < k alors la norme de T est finie, sinon la norme de T est infinie.
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Exemple 2.2.3

Nous présentons a la Figure 2.2 un TF sur l'alphabet X = {a} vers I'alphabet > = {b, c}
. Il existe trois calculs sur le mot aaa :

Ces trois calculs ont pour sorties respectives bebeeb, becbbe et cbbebe. Ces trois mots
sont différents, la sortie de aaa est donc {bcbecb, beebbe, cbbebe}, et sa norme est donc
de 3. De maniére plus générale, le nombre de sorties de 4" avec n € IN un entier est
égal a n. Nous pouvons en déduire que la norme du TF est infinie.

a,be a,bc

a,ch

FIGURE 2.2 - L(T) = a*.

Exemple 2.2.4

Nous avons représenté a la Figure 2.3 un TPV T sur l'alphabet A vers 1’alphabet A’
avec A, = {c}, Ay = {r}, A, = {a,b} et A’ = A. Ce TPV déterministe aplatit le mot en
entrée en supprimant toutes les lettres de A, et de A, sauf les premieres. Ainsi, le mot
cabcacbrrr produit le mot cababr.

relv' celm

C/C")/l 7’,1’|’y*l
(D ()

b,b a,a

FIGURE 2.3 — Ce TPV aplatit I’entrée en supprimant les lettre c et r sauf les premieres.
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Exemple 2.2.5

Soit X, un ensemble de 2 variables {x1,x2}. Nous notons T le TA T = (A,A) de
(X,ar) vers (X,ar) avec A = (Q,L,d), Lo = {a,b}, X = {f}, Q =1 = {p},d =
{p fr.9).(p.f.9.p).f4949, 4 fpp)qae),QDb);et:

Ap, frp.9)) = f(x1,x1),
(p, f.q,p) = f(x1,x1),
@, f,p,p) = f(x2,x2),
(9
(p,

O

O

(@]

O

19,9 )) f(x2,x2),
a)) =
AM(q,b)) = b.

Ce TA n’accepte que les arbres ou1 le nombre de a est impair. De plus, il produit
deux fois son sous-arbre gauche si le nombre de a est impair, et deux fois le sous-arbre
droit si le nombre de a est pair. Un exemple de calcul est donné sur la Figure 2.4.
A noter que chaque copie est associée au méme sous-calcul. Il ne peut pas y avoir
deux sous-calculs différents pour une méme variable. De plus le transducteur a par-
couru entierement 1’arbre avant de produire sa sortie, c’est la raison pour laquelle
nous sommes capable de vérifier que le nombre de a est impair : les sous-arbres de
droite sont effacés dans la sortie mais ont été quand méme parcouru dans le calcul.

A
A
M
A

O

o

f f
f b f f
/N Y\ Y\
a b a a a a
FIGURE 24 - A(f(f(a,b),b)) = f(f(a,a), f(a,a)).

2.3 Equivalence des automates d’arbres et des automates a pile vi-
sible

Dans cette section, nous allons étudier les relations entre les automates a pile visible bien
imbriqués et les automates d’arbres de plusieurs manieres. Nous allons ainsi présenter deux
algorithmes pour transformer dans un sens un automate a pile visible A vers un automate
d’arbres A’ reconnaissant le langage fcns(L£(A)), et dans 'autre sens un automate d’arbres A’
vers un automate a pile visible A reconnaissant le langage enc(£(A’)). Puis nous étendrons ces
fonctions aux automates a cofits et aux transducteurs, montrant ainsi qu’elles induisent une
bijection entre les relations reconnues par I’automate d’origine et 'automate produit.

Notez qu’ici nous n’allons considérer que les APVbi. Ce choix a été fait car les construc-
tions sont plus simples et le cas bien imbriqué nous suffit pour la suite du manuscrit. Il existe
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cependant une construction traitant du cas général dans [AMO04], que nous n’utiliserons pas
car elle n'induit pas une bijection entre les calculs de I'automate d’origine et de l'automate
produit. Il est aussi proposée dans [AM04] une construction produisant un APV a partir d'un
AA, mais elle ne traite pas du cas général. En effet, elle ne transforme que les AA lisant en en-
trée des stack-tree, une classe d’arbres ot1 les symboles de 'alphabet gradué sont partitionnés
en plusieurs sous-ensembles, de maniére similaire aux alphabets structurés. Ces constructions
pourraient étre modifiées afin de résoudre ces deux problemes, mais nous préférons proposer
nos propres constructions afin de pouvoir plus facilement les adapter aux automates a cofits et
aux transducteurs.

2.3.1 Construire un automate d’arbre depuis un automate a pile visible

Nous allons traiter en premier de la construction produisant un automate d’arbres a partir
d’un automate a pile visible bien imbriqué. Comme un APV lit des mots et un AA des arbres, il
est nécessaire de transformer les entrées de I’APV en entrée compatible avec celles d'un AA, ce
que fera la fonction fcns présentée au premier chapitre.

Nous présentons maintenant la construction APV2AA. Intuitivement, elle produit a partir
d’'un APVbi A un AA Ay, tel que L(Ay,) = {fens(w) | w e L(A)}.

Définition 2.3.1

Soit A = (Q, L, F,4,T) un APVbi sur l'alphabet A. L' AA APV2AA(A) = (Q', T, d') sur
l'alphabet structuré (A, ar) est défini par :

o Q' =Blyx (Tu{ll},
o I'= (Blan (IxF))x{L},

(p.c,v,p') €ée,
a7, r.q") €é,
vyeTlet(pq),(p.q)
(9",9) € Bls

v {((p.a7)a,97) ] (pap)ed,yelet(pq),(p,q) €Bla}
u {((pp7), T)|rveTetpeQ}

((p.a,7), ), (p.qa.7). @ 97)

Quand il existe un calcul p : (p,v)=*(q,7) de A, cela signifie qu’il existe un (p, g, y)-calcul
de APV2AA(A) sur un arbre t = fcns(u). De plus comme u est bien imbriqué nous savons que
U=Ccwroouu =4auouu =€aveco,w € Aﬁi, ¢ un ouvrant et 7 un fermant. Chaque transition
de I'automate d’arbres est associé a une de ces décompositions. Par exemple, si u = cwrv, alors
p se décompose par :

p:(p V)= )= ) =" > (g,7)

La situation est représentée a la Figure 2.5. Le calcul correspondant de APV2AA(A) est égal a
T(p1,02) avec T = ((p,4,7), (¢, 1), (P", 4", 7)., (", q,7)), pr un (p', 4, +')-calcul et o un (", 4,)-
calcul. Il en va de méme pour les autres transitions. A noter que nous mémorisons un symbole
de pile afin de préserver une bijection entre les calculs de A et APV2AA(A). En effet, sans ce
symbole nous pourrions confondre le couple (p,c,v,q) € . et (p,7,1,9) € 6, avec le couple

(p.c,v q)€dcet(p', 7,1, q') €
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@ rY) w @ ry)

"

(p.y ) v (@)

FIGURE 2.5 — Construction des transitions d’empilement.

Exemple 2.3.2
Soit A 1" APVbi de la Figure 2.6. APV2AA produitl’ AA A" = (Q', I', ") avec:

o Q' :{ (pispr, L), (P P2, 1), (1, P2, 72), (PL, P11, }
(P2, P2, 1), (P2, P2, 72), (Pfs Ppr L)

o I'=A{(pi,ps, L)},

((pi,ps, L), (a,b), (P, p1,11), (Prr pf L)),
((pi,pr, L), (a,b), (p1, P2, 1), (s, Pf, L)),
((p1, P2, M), (@, ), (P2, p2,72), (P2, P2, 11)),
((p1, P2, m), (a,), (p1, P2, 72), (P2, P2, 1)),
((p1, P2, 72),(a,b), (P2, P2, 72), (P2, P2, 72)),
o 0" =< ((p1,p2,72), (a,b), (p1, P2, 72), (P2, P2, 1)), ¢
((p1, P2, M), (@, ), (P2, p2,72), (P2, P2, 11)),
((pr pe L), L),
((p1, 1 m1), L),
((p2, p2, 1), L),
((p2,p2,72), L)

\ J

A noter que nous avons supprimé les états n’étant pas accessibles et co-accessibles.

FIGURE 2.6 — L(A) = {a"b" | n € N}

Nous allons maintenant montrer le résultat suivant :

Théoréme 2.3.3

Soit A un APVbiet Ay, 1" AA APV2AA(A). Nous avons :

o L(Ava) = {fens(w) | we L(A)}
o Pour tout w € £L(A) il existe une bijection entre ACal;(A) et ACalfeng(w) (Ava)-
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Soit A = (Q, I, F,T,6) un APVbi et A, I” AA APV2AA(A) (va pour visible vers arbre). Nous
allons maintenant définir une fonction liant les calculs de A avec ceux de A,,. Le but de cette
fonction est d’établir comment les calculs de A sont produits a partir de A,,. Soient ®,, une
fonction de Cal(Aya) x I'* vers Cal(A), 0 € I'* une pile et p € Cal(Aya) un calcul défini comme
suit :

p=1pli,...,plm) avecm € [0, 2]

Nous définissons @, (p, o) € Cal(A) comme étant le calcul suivant :

(p, o) > Pualplr, 0) sit=((pq,7),a¢,q97)

Dya(p,0) { (p,07)>Pua(ph, 07) > Pualple, 0y)  sit=((p.q",7),(c,r), (', q,7), (@,9",7))
va pr -
(p,oy) sit=((p,p,7),T)

Exemple 2.3.4
Nous considérons I” APV A et ’AA de I'Exemple 2.3.2. Nous avons représenté a la Fi-

gure 2.7 un calcul p sur 'arbre (a,b)((a,b)(L, L), L) = fcns(aabb). La fonction @y, (p, L)
produit le calcul p’ sur le mot aabb défini comme suit :

0 = (pi, )5 (p1, 1) (P2 1172) 2 (P2, 1) 2> (ps, L)

qui est bien un calcul de A sur aabb.

((pirps, L), (a,b), (p1, p1.71), (P pp, L))

((plller)/l ,(ﬂ,b), p2/ err)/Z)/ (p2/ pZI'Yl)) ((Pf/ Pf/ J—)/ J—)
((p2, P2, 72), 1) ((p2,p2,11), 1)

FIGURE 2.7 — Un calcul sur l'arbre (a,b)((a,b)(L, 1), L).

Nous allons maintenant montrer plusieurs propriétés sur la fonction ®,,. Le Lemme 2.3.5
montre que la fonction construit bien un calcul de I’ APVbi de départ. Nous montrons ensuite
que cette fonction est surjective au Lemme 2.3.6 puis nous montrons qu’elle est injective au
Lemme 2.3.7.

Lemme 2.3.5

Soit A un APVbi sur un alphabet structuré A et t € Tz un arbre. Pour tout (p,q,7)-
calcul p de APV2AA(A) sur t et pour toute pile o, il existe un mot u = fens(t) tel que
Dya(p, o) est un calcul de A sur u de (p,oy) a (g,07).
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Démonstration. Nousnotons A = (Q, [, F,T,5) et APV2AA(A) = A,a = (Q/, I, 8"). Nous allons
prouver ce lemme par induction sur la structure de t.

o sit =T, alors u = €. Par définition ®,,(p, o) est un calcul de A sur ¢, le résultat est donc
vérifié.

o sit = a(tl;) aveca € A, alors il existe ((p,q,7),a,(p',q,7)) € & etun (p',q,7)-calcul p;
de A sur t|;. Par hypothése d’induction, il existe un mot v € Af; tel que t|; = fecns(v)
et ®y,(p1,0) est un calcul de A sur v. Par définition de ¢, il existe (p,a, p’) € 4, et donc
®y.(p,0) = (p,07) 5> Pya(p1,07y) est un calcul de A sur u = av.

o sit = (c,r)(t1,t]2) avecc € Acetr € A, alorsil existe ((p,q,7), (c,7), (P, q,7),(q",q9,7)) €
o', un (p',q',v')-calcul p; de A sur t|; etun (3", 4, v)-calcul p; de A sur f|,. Par hypothese
d’induction, il existe deux mots w, v € Af; tels que t|; = fens(w), t|o = fens(v), Pua(p1, y)
est un calcul de A sur w. et ®y,(p2, 0) est un calcul de A sur v. Par définition de ¢, il existe
(e, v, P) € dcet (q,7,7,q") € &, done Dyalp,0) = (p,07)>DPualo1, ) > Pualp2,0y)
est un calcul de A sur u = cwrv. A noter que la présence de 9/ dans l'état nous permet
d’éviter que Py, (p, o) puisse produire plusieurs calculs différents. O

Lemme 2.3.6

Soit A un APVbi sur un alphabet structuré A et u € Af; un mot bien imbriqué. Pour tout
calcul o’ : (p,07y)>*(g,07) de A, il existe un calcul (p, q,v)-calcul p de APV2AA(A)

/

sur fens(u) tel que Pya(p, o) = p'.

Démonstration. Nous notons A = (Q, [, F,T,J) et APV2AA(A) = A,a = (Q,I',4'). Nous fai-
sons la preuve par induction sur la structure imbriquée de u.

o Siu = € alors g = p. Par construction de ¢, nous avons ((p, p,y)) € ¢/, et donc il existe un
/

(p,q,7)-calcul p de A, sur T tel que @, (p,0) = p'.

o Siu =avavecv e Af, etae A, alors p’ se décompose ainsi :

(p, o) 5P, 07)>*(q,07)

Par hypothése d’induction, nous savons qu'il existe un (p’,q,v)-calcul p; de Ay, sur
fcns(v) tel que @ya(p1,0) = (p',07)>*(g, o). De plus par construction de &', nous avons
((p,gq,7),a,(¢,q,7v)) € &, et donc il existe un (p,q,7v)-calcul p de Ay, sur fens(u) =

/

a(fens(v)) tel que Dya(p, 0) = p'.

o Siu = cwrvavecw,v e Af;, c € Acetr e A, alors p’ se décompose ainsi :

(p, o) =P, ovy )55 (g ory) (g, o) (g, 07)

Par hypothese d’induction, nous savons qu'il existe un (p’, ¢, v')-calcul p; et un (3", q,v)-
calcul p, de A,, sur fens(w) et fens(v) tels que ®va(p1,07) = (P, 09y) =" (g, ovy') et

Dya(02,0) = (q",07)=>*(q,07). Nous avons ((p,q,7),(c,7), (¢4, 7). (q",q,7)) € & par
construction de ¢, et il existe donc un (p,q,v)-calcul p de A,, sur l'arbre fens(u) =
(¢, 7)(fens(w), fens(v)) tel que Dya(p, o) = p'. O
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Lemme 2.3.7

Soit A = (Q,I,F,T,0) un APVbi sur un alphabet structuré A et u € A}, un mot
bien imbriqué. Pour tout (p, g,v)-calculs p,p’ de APV2AA(A) sur fens(u) et o € T,
si®ya(p,0) = Bualp’, o) alors p = p’.

Démonstration. Nous notons APV2AA(A) = Ay, = (Q,I',¢"). Nous faisons la preuve par
induction sur la structure imbriquée de u.

o Siu = ealors p = (p,07y). Par définition de ®,, nous avons donc p = p' = ((p, p,7), T).

o Siu =avavecve Af, etae A alors Oy, (p,0) = ua(p’, o) se décomposent ainsi :

(p, o) (P, 07)>*(q,07)

Par définition de ®,, nous avons donc p = T(p|1) et p’ = T(p'|1) avec Pya(pl1,0) =
®ya(0'1,0) = (p',07)>*(q,07). Par hypothése d’induction, nous avons p|; = '[;. De
plus, par construction il existe une seule transition ((p,q,7),a, (¢, q,7v)) € ¢, donc T = T’
etdoncp =p'.

o Siu = cwrvavecw,v € Af;, c € Acetr e A, alors p’ se décompose ainsi :

(p, o), ovy )55 (g, ory) S (q", 07) (g, 07)

Par définition de ®,, nous avons p = 7(p|1,pl2) et p’ = T'(0'|1,0']2) avec ®va(plr,07y) =
Pua(p'[1,07) = (', 07Y) >0, 07Y) et Pua(pl,0) = Pua(p’2,0) = (4",07)>*(q,07)
Par hypothese d’induction, nous avons p|; = p’|; et p|2 = p’|2. De plus, il existe une seule
transition ((p,q,7), (c,7), (¢, 4,7, (q",q9,7)) € &', donc T = T’ et donc p = p’. O

Nous pouvons maintenant combiner ces résultats afin de montrer le Théoreme 2.3.3.

Démonstration du Théoreme 2.3.3. Les Lemmes 2.3.5,2.3.6 et 2.3.7 assurent que pour tout mot
u € A, ACal, (A) est en bijection avec ACalgns(y)(Ava). De plus, par le Lemme 2.3.5, pour tout
arbre t € L(Aya) il existe u € A tel que t = fens(u), ceci assurant la propriété souhaitée sur tous
les calculs acceptants de A et Ays. O

2.3.2 Construire un automate a pile visible depuis un automate d’arbre

Nous allons maintenant construire un automate a pile visible depuis un automate d’arbres.
Pour cela nous allons utiliser la fonction enc définie au premier chapitre, et permettant de
construire un mot bien imbriqué depuis un arbre. Nous définissons maintenant les fonctions
anc et suiv nous permettant d’obtenir des informations sur les relations de parenté entre les
transitions d’un automate d’arbre.

Ancétres d’une transition Soit A = (Q,I,J) un AA sur l'alphabet gradué (%, ar). Nous ap-
pelons Qd4 l'ensemble des paires (Q U ¢) x IN. Pour tout T € J nous définissons la fonction
anc: 6 — Qd4 (ancétres), comme suit :

anc(t) = {(t/,n) € Qda | T’ € §,n < ar(T'), fils, (') = racine(t)} U {(p,0) | p € I, p = racine(7)}

Enfin, pour tout (x,m) € Qd4, nous considérons la fonction suiv : Qd4 — Qd4 (suivant),
formellement définie par :
suiv((x,m)) = (x,m+ 1)
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Ces fonctions sont utiles pour connaitre les ancétres possibles d"une transition sur le calcul
d’un arbre. Nous allons nous en servir dans la construction AA2APV, que nous allons présen-
ter maintenant. Intuitivement, elle produit a partir d'un AA A un APV A,, tel que L(A.) =
{enc(t) | t e L(Aa)}.

Définition 2.3.8

Soit A = (Q,1,4) un AA sur I'alphabet (X,ar). APV AA2APV(A) = (Q,I',F, 5, T")
sur l’alphabet structuré 2. est défini par :
o Q' ={(pi)eQda|pelie{0,1}}u{(r,i)eQda|T€dic{0,...,ar(T)}},
oI'={(p,0)eQda |pel},
Fr={(p1)eQdal|pel}
oI"=Q' x%,

o

o ¢ =06l udlavec:

= 0 ={(¢.<a, (¢,a),(7',0)) | etig(7') = a,¢ € anc(7')}
= 6 = {((7)ar(7)), (W, a), a), suiv(y)) | etiq(T') = a,¢ € anc(7')}

Cette construction simule le parcours en profondeur d’un calcul en stockant dans 1’état
de I’APV la transition utilisée par I’ AA. Lorsque nous empilons un symbole, nous débutons
le parcours d’une nouvelle transition T de notre calcul. Si I'on suppose que cette transition
posséde une arité de m, alors I’APV devra encore passer m fois par cette transition afin de
parcourir tous ses fils. L'entier stocké dans 1'état permet de retenir cette information. Ainsi, si
nous sommes dans 'état (7, 1) avec n < m, alors la prochaine transition du calcul a explorer est
celle étiquetant le fils n de 7. Inversement, lorsque nous dépilons un symbole, nous finissons
du parcours de la transition 7. Il est donc nécessaire de remonter a la transition supérieure de
notre calcul. Nous incrémentons le compteur de 1, pour signifier le passage au fils suivant.

Exemple 2.3.9

Nous considérons I’ AA A = (Q, I, F) sur (X,ar) avec Xy = {f}, X9 = {a}, Q =1 = {p}
etd ={(p,f,p.p) (pa)}avec(p f,p,p) = Tet(p,a) = 7. La construction APV2AA
produit 1" APVbi A’ représenté a la Figure 2.8.

Nous allons maintenant prouver :
Théoréme 2.3.10

Soit A un AA et A,, 1" APVbi AA2APV(A). Nous avons :

o L(Aa) ={enc(t) | te L(A)}
o Pour tout t € L(A) il existe une bijection entre ACal;(A) et ACalenc(r) (Aav)-

Afin de prouver ce théoréeme nous allons tout d’abord montrer que le domaine de l'auto-
mate d’arbre construit est bien un sous-ensemble du co-domaine de la fonction enc. Pour cela
nous allons tout d’abord montrer au Lemme 2.3.11 une propriété des calculs de la construction
AA2APV.
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FIGURE 2.8 — Un APVbi produit par la fonction APV2AA.

Lemme 2.3.11

Soit A un AA sur l'alphabet gradué (X, ar). Pour tout calcul ((x,n), 1)5*((y,m), L) €
Cal,(AA2APV(A)) tel que w € ¥, nous avons x = y et m = n + 1.

¥, il existe c € S.,red,etue 2; tel que w = cur. Par construc-
tion il existe a € X et x’ € Q U ¢ tels que ((x, n),{a, ((x,n),a),(x’,0)) € é.. Par définition de ¢, les
transitions pouvant dépiler le symbole ((x,m),{a) sont de la forme ((y/, k), ((x,n),a),a), (x,n +
1)) e avecy e Qudetk =1siy € Qetk = ar(y’) sinon. Nous avons donc bien x = y et
m=n+1. O

Démonstration. Comme w € 2.*

Lemme 2.3.12

Soient A = (Q,,0) un AA sur l'alphabet gradué (X, ar) et A,y = (Q,I',F,¢, T) I’
APVbi AA2APV(A) sur l'alphabet structuré 3. Pour tout mot w € L(A,y), il existe
t € Tz tel que w = enc(t).

Démonstration. Il convient de noter que pour tout mot w € £(A,y), nous avons w € 3% . En
effet, comme F' n I’ = ¢, nous avons w # €. Comme ¥, = ¢f nous pouvons en déduire que
pour tout calcul ((p,0), L)=>*((g,1),0) € ACal,(A,) il existe T, T’ € § tels que ce calcul est égal
a:

((1,0), 1) 5 ((%,0), ((p,0),8)>*((T', ar(T')), o - ((4,0), b)) 2 ((4,1),0)

Avec u € ¥* et w = {aub). Par définition de &’ 1’état (g,0) est le seul état pouvant empiler
((9,0),b)), et ne peut étre rencontré qu’en position initiale. Nous avons donc p = q,a = b et
o = L. Nous concluons que w = cur avec ¢ = {a,r = ay et u € L.

Soit w € ¥, un mot et ((x,n), L)=>*((y,m), L) un calcul de A,, sur w. Par le Lemme 2.3.11
nous avons x = y et m = n + 1. Nous montrons maintenant par induction sur la structure de
w qu'il existe t € Ty, tel que w = enc(t). Comme w € 3%, il existe | € N tel que w = cuy ... ur
avecc e X, r e %, etu; € £¥ pour tout i € [1,1]. Par construction de &' et par le Lemme 2.3.11,
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il existe x’ € QU d eta € X tels que

((x,n),{a,((x,n),a),(x',0)) € & ((x",1),((x,n),a),a), (x,n+1)) €
((«,0), ((x,m), @) =* (', 1), ((x, 1), )75 - - =5 ((, 1), ((x, 1), 0)) € Caluy..a (Aav)

Avec c = (a, r = a). Par hypothése d’induction et par le Lemme 1.4.7 il existe t; € 75, pour tout
i € [1,1] tels que u; = enc(t;) pour touti € [1,1]. Par définition de ¢’, I = ar(a), nous en déduisons
que w = {a-enc(t1)...enc(t;)-ay = enc(a(ty,...,t;)). Comme pour tout mot w € L(A,y), nous
avons w € ¥, nous pouvons conclure qu’il existe t € Tz tel que w = enc(t) avec ¢ = {a et

r=a). O

Soit A = (Q,I,6) un AA et A, I” APVbi AA2APV(A). Nous allons maintenant définir une
fonction liant les calculs de A avec ceux de A,y. Le but de cette fonction est d’établir comment
les calculs de A,, sont produits a partir de A. Soient ®,, une fonction de Cal(A) x Qds x I'*
vers Cal(A,y), une paire ¢ € Qda, o € T'* une pile et p € Cal(A) le calcul p = T(p|1,-..,0lm)-
Nous définissons ®1a(p, P, o) € Cal(Asy) comme étant le calcul suivant :

o0, 9,7) = (,0)-5Pay (o1, (1,0),0(p,)) -+ P (o, (1,11 — 1), 0 (3p, @) (suiv(y), 0)

Exemple 2.3.13

Nous considérons I’ AA A = (Q, I, F),1” APVbi A’ défini & 'Exemple 2.3.9 et le calcul
p = 7[7/,7'] de A. La fonction @y, (p, p, L) produit le calcul p’ défini comme suit :

o =((p,0), )L((7,0), (9,0, /) ((%,0), (1,0, )(x,0, /)%
a a >
(@D, (P00, (1,01, ) B((7,2), (1.0 (P, 1), 1)
qui est bien un calcul de A’ sur (f{aa){aa)f).
Nous allons maintenant prouver au Lemme 2.3.14 que la fonction construit bien un calcul

de " AA de départ. Nous montrons ensuite que cette fonction est surjective au Lemme 2.3.15
puis nous montrons qu’elle est injective au Lemme 2.3.16.

Lemme 2.3.14

Soit A un AA sur un alphabet (X, ar) et t = a(t|y, . ..t|u) € Tz un arbre. Pour tout calcul
p=T(pl1,...,p|lm) de A sur t, toute paire ¢ € anc(7) et toute pile o, P,,(p, P, ) est un
calcul de APV2AA(A) sur enc(t).

Démonstration. Nous notons A = (Q/,I',¢") et APV2AA(A) = As = (Q,,6). Nous allons
prouver ce lemme par induction sur la structure de t. Par hypothése d’induction, pour tout
ie[l,m], ®a(pi (T,i—1),0(¢p,a)) estun calcul de A,y sur le mot enc(t|;). Par construction, nous
avons ¢ € anc(T) et etiq(t) = f. Nous pouvons donc en conclure que (¢,{a, (¢, a), (7’,0)) € o,
et ((t/,ar(t)), (¥, a),a),suiv(y)) € 6;, et le calcul suivant :

(1, 0) 5@, (01, (T,0), 0(4p, @) - - Doy (0, (7,1 — 1), 0(1p, 2)) > (suiv(p), o)

est un calcul de A,y sur enc(t). Nous pouvons donc conclure que ®,,(p, §, ) est un calcul de
A,y sur enc(t). O
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Lemme 2.3.15

Soit A un AA sur un alphabet (X,ar) et t = a(t|y,...,t/n) € Tz un arbre. Pour tout

caleul o' < (9,0) <5 (7, 0),0(p, @) T (1, — 1), 0(, @) > (suiv(), 0)
de A, il existe un calcul p = 7(p|1, ..., p|m) de APV2AA(A) sur t tel que O, (p, o) = p'.

Démonstration. Nous notons A = (Q,[,F,T,d) et APV2AA(A) = Ay, = (Q,1,8), et o’ =
o(¢,a). Nous faisons la preuve par induction sur la structure de t. Pour tout i € [1,/] nous
avons :

enc(fl;) 4
(i1, 0 ) —>" (i, 0") € Calenc(r,) (Aav)

avec i; = (t,i). Comme enc(t|;) € 2% par le Lemme 2.3.11 il existe 7; € §, n; € N et a; € &, tels
que nous avons t; = a;(t1|1, ..., ti|n,), Pi € anc(T;) et :

enc(ti|1)---enc(ti|n.)

(i1, 0) < ((7,0), 0 (s, a)) L (1, 1), @ (1, 35)) 22> (1,07) € Calaner) (Aa)

Nous pouvons donc appliquer ’hypothese d’induction et montrer que pour tout i € [1,/] il
existe un calcul p|; de A sur ¢|;. Enfin, par définition de ¢’, nous avons :

@ <a, (¢,0),(7,0) € o ((T,1), (,a),a),suiv(p)) € 5,

Nous en déduisons qu'il existe T € J telle que T(p|s, ... p[;) est un calcul de A sur . O

Lemme 2.3.16

Soient A un AA sur un alphabet (X, ar) et t = a(t|,...,t/n) € Tz un arbre. Pour tout
calculs p = T(pl1, ..., Plm) 0" = T(P'1,...,0'|m) de A sur ¢, toute paire ¢ € anc(7) si
Do (o, ,0) = Pay(p’, 9, 0) alors p = p'.

Démonstration. Nous notons A = (Q,[,F,T,5) et APV2AA(A) = A, = (Q,1,0), et =
o (1, a). Nous faisons la preuve par induction sur la structure de t. Par le Lemme 2.3.12, p et o’
sont sur le mot enc(f). Les calculs @, (p, 1, 0) = oy (0', P, o) se décomposent donc ainsi :

a

(1, 0) 50, (01, (T,0), 01, 2)) - Doy (pm, (T, m — 1), 0 (1p, 2)) 2 (suiv (), 0)

Par définition de ®,, pour touti € [1,m] nous avons P, (p|;, (T,i —1),0(¢,a)) = oy (0'];, (T,i —
1),0(¢,a)). Par hypothese d’induction, nous avons p|; = p’|;. De plus, comme ®,,(p, ¢, 0) =
P, (0, ,0) nous avons T = T’ et donc p = p'. O

Nous pouvons maintenant combiner ces résultats afin de montrer le Théoreme 2.3.10.

Démonstration du Théoreme 2.3.10. Les Lemmes 2.3.14,2.3.15 et 2.3.16 assurent que pour tout
arbre t € Tz, ACal;(A) est bijectif avec ACaIenc(t)(Aav). De plus, par le Lemme 2.3.12, pour tout
arbre u € L£(A,y) il existe t € Ty, tel que u = enc(t), ceci assurant la propriété souhaitée sur tous
les calculs acceptants de A et A,,. O
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2.3.3 Extension aux automates a cofits

Nous avons présenté dans les sections précédentes les constructions APV2AA et AA2APV,
que nous allons maintenant étendre aux automates a cofits. Pour cela, nous allons expliquer
comment les cofits sont ajoutés aux transitions, et montrerons que les cofits calculés respectent
la bijection entre les calculs de 'automate d’origine et 'automate produit. Nous demandons a
chaque fois que le semi-anneau étudié soit commutatif, car les constructions échangent 1’ordre
dans lequel les cofits sont lus. Nous étendons dans un premier temps la construction APV2AA.

Définition 2.3.17

Soient § = (E,®,®,0,1) un semi-anneau commutatif et S = (A, A) un S-APVbi sur
'alphabet structuré A. Le S-AA APV2AA(S) = (A’, \') est défini par :

o A" = APV2AA(A) = (Q,T,4),

A(p,a,p') sit=((p,q,7),a (. 9),
o A1) =3 Al(p, e, 7, p)) @A,y 1.9") siT=((p. P, 7). (c,r), (P.q.7), ", q)),
1 sit=((p,p,7),T)

Pour tout 7 € §'.

Chaque couple d’ouvrant/fermant (c,r) est remplacé par un nceud de l’arbre dans A,,,
c’est pourquoi nous faisons le produit des cofits de c et de r. C’est ici que la commutativité est
importante. Nous souhaitons maintenant montrer le théoréme suivant :

Théoréme 2.3.18

Soit S un semi-anneau commutatif, S = (A, A) un S-APVbi et Sy, = (Ava, Ava) I” AA
APV2AA(S). Nous avons :

o fonction(Sya) = {(fens(w), e) | (w,e) € fonction(S)}

o Pour tout w € L(A) il existe une bijection entre ACaly(A) et ACalgcns(w)(Ava)-

Pour montrer ce résultat nous donnons la propriété suivante de la fonction ®,,. De ce ré-
sultat découle directement la preuve du Théoréme 2.3.18.

Lemme 2.3.19

Soient S un semi-anneau commutatif et S = (A, A) un S-APVbi sur l’alphabet struc-
turé A. Pour tout calcul acceptant p de A nous avons cout(Py,(p, L)) = cout(p).

Démonstration. Par construction de A’ et la commutativité de S. O

Nous étendons maintenant la construction APV2AA. Le principe est le méme, nous expli-
quons comment les cofits sont calculés puis nous établissons une propriété sur la fonction ®,,.
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Définition 2.3.20

Soient S = (E,®,®,0,1) un semi-anneau commutatif et S = (A, A) un S-AA sur l'al-
phabet gradué X. Le S-APV AA2APV(S) = (A’, \’) est défini par :

o A’ = AA2APV(A) = (Q,T',F,&',T),

, AT sit=(S,{a,(S,a)(T,0),
o M(T) = { 1 sit=((t,ar(T)), (S,a),a suiv(S)),

Pour tout T € ¢'.

Chaque nceud d’un arbre lu par A est coupé en deux pour étre lu par AA2APV(S), un ou-
vrant et un fermant. C’est la raison pour laquelle le cotit de I'ouvrant est égal au cotit du nceud
original et le cotit du fermant est égal a I’élément neutre de ®. A noter que l'inverse aurait aussi
été possible. Nous souhaitons maintenant montrer le théoréeme suivant :

Théoréme 2.3.21

Soient § un semi-anneau commutatif, S = (A,A) un S-AA et S,, = (Aay, Aav) I APVbi
AA2APV(S). Nous avons :

o fonction(Say) = {(fens(t),e) | (¢, e) € fonction(S)},
o Pour tout t € £(A) il existe une bijection entre ACal;(A) et ACalenc(r)(Aav)-

Pour montrer ce résultat nous donnons la priorité suivante de la fonction ®,,. De ce résultat
découle directement la preuve du Théoreme 2.3.21.

Lemme 2.3.22

Soient S un semi-anneau commutatif et S = (A, A) un S-AA sur l'alphabet (%, ar).
Pour tout calcul acceptant p de A et tout ¢ € Qd4 nous avons cout(Pya(p, 9, L)) =

cout(p).
Démonstration. Par construction de A’ et la commutativité de S. O

2.3.4 Extension aux transducteurs

Nous considérons maintenant les transducteurs. Nous allons nous servir de ces résultats au
Chapitre 5. pour étendre aux transducteurs a pile visible les résultats de Helmut Seidl concer-
nant les transducteurs d’arbres ([Sei94a]). Cette fois-ci nous ne traiterons pas de la construction
AA2APV, car nous n’en avons pas besoin pour le reste de ce manuscrit. Il serait cependant pos-
sible de le faire sur une sous-classe des transducteurs d’arbres. En effet dans le cas général, ce
modele peut copier ou changer 1’ordre des sous-arbres produits, ce qu'un transducteur a pile
visible ne peut pas faire. Il faudrait donc considérer une classe de transducteurs d’arbres sans
copies et sans échanges, ce que nous avons fait dans [CFR*13].

Comme un transducteur d’arbres produit des arbres et non des mots, nous allons devoir
transformer les sorties des transducteurs a pile visible pour les adapter a ce modele.

Nous n’allons cependant pas traiter I'intégralité des transducteurs a pile visible, seulement
ceux correspondant a une restriction dont nous donnons l'intuition maintenant.
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L’automate produit par APV2AA possede trois types de transitions (voir page 40). Si nous
souhaitons 1’étendre aux transducteurs, il est nécessaire que ces transitions produisent des
contextes d’arbre, ce qui n’est pas toujours le cas.

Le premier type de transition correspond aux paires d’ouvrants et fermants en correspon-
dance. Sur un transducteur a pile visible, deux mots w; et w, sont produits entre et apres ces
deux transitions. Pour chacune de ces paires, nous devons donc vérifier qu’il est possible de
construire un contexte, afin de pouvoir substituer aux variables de celui-ci les arbres fcns(w )
et fcns(w, ). Cela nécessite deux choses : tout d’abord, les mots u et v produits respectivement
par 'ouvrant et le fermant doivent produire un mot bien imbriqué, afin que nous puissions ap-
pliquer la fonction fcns dessus. Ensuite, nous devons remplacer par des variables deux feuilles
de l’arbre produit par fcns (que nous appellerons 71 et 1y pour I'exemple), afin que pour tous
mots w; et wy nous ayons fens(uwvw;y) = fens(uv)[ng «— fens(wq)][n2 «— fens(wy)]. Ceci nous
permet de construire un contexte t tel que fens(uwqvwy) = t[fens(wy), fens(ws)|. Cette opéra-
tion n’est pas toujours réalisable. Par exemple, si nous considérons les mots u = ¢, v = br et
wy = wy = a avec ¢ un ouvrant, r un fermant et a, b des internes alors fens(uv) = (¢, r)(b(T), T)
et fens(uwivwy) = (¢, v)(a(b(T)),a(T)). Clairement nous ne pouvons pas modifier fcns(uv)
pour obtenir 1'égalité souhaitée avec fens(uwqvw;), car cela nécessiterait de modifier 1'inté-
rieur de I'arbre. Nous verrons plus tard que nous pouvons avoir 1'égalité entre fcns(uw;vw;) et
fens(uv)[ng «— fens(wy)][n2 < fens(wy)] si la premiere lettre de v est un fermant. Nous allons
présenter une restriction des transducteurs a pile visible appelée bien formée basée sur cette
idée.

Le deuxiéme type de transition correspond aux internes. Cette fois encore, les mots u pro-
duits par ces transitions doivent étre bien imbriqués. Encore une fois, nous allons remplacer
une feuille n de fens(u) afin que pour tout mot w nous ayons fens(uw) = fens(u)[n < fens(w)].

Enfin, le dernier type de transition correspond aux T, qui vont simplement produire le
méme symbole T.

Nous présentons maintenant les transducteurs a pile visible bien formés :

Définition 2.3.23

Soit T = (A,A) un TPV de A vers A" avec A = (Q,[,F,4,T). Nous disons que T
est bien formé si pour toutes transitions T = (p,a,q) € ¢, et pour toutes transitions
v =(p,c,v,q)edc.ett =(q",v,1,p") € telles que (4',9") € Bl4 nous avons :

o A(T) € AL,

o MTHA(T") € Al et A(T") = ruavecr € A, et u € A*.

A noter que cette restriction empéche d’aplatir le mot de sortie. Aplatir un mot sur un alpha-
bet structuré consiste a supprimer tous les ouvrants et fermants de la sortie, afin de ne garder
que les internes. Ici la restriction A(7”) = ru implique qu’il reste au moins un ouvrant et un
fermant par couple. Ceci est tout a fait logique, les transducteurs d’arbres n’étant pas capable
d’effectuer cette opération.

Nous présentons maintenant la fonction noeudmot : A* — IN*. Nous allons 'utiliser afin de
calculer les positions ol remplacer la feuille par une variable. Pour tout u € A*, noeudmot(u)
est une position définie comme suit :

€ siu=ce€

l.noeudmot(v) siu =avavecace A, etve A%,

l.noeudmot(v) siu = cvavecc € A, sans correspondance dans v
2.noeudmot(v) siu = cwrvavecce A, re A, we Af.

noeudmot(u) =
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Soient u et v deux mots tels que uv est bien imbriqué. Si 'on parcourt I'arbre fcns(uv) en
profondeur, alors noeudmot (1) représente la position correspondant au |u| + 1-eme noeud ren-
contré.

Le fait suivant établit les propriétés principales de noeudmot dont nous avons besoin pour
construire les sorties du transducteur d’arbre. Ils reposent sur le fait qu’étant donnés deux mots
u et v, noeud(uv) est une feuille étiquetée par T et si la premiere lettre de v est un fermant alors
noeudmot(u) est aussi une feuille étiquetée par T. Nous pouvons donc les remplacer par des
variables sans supprimer certains noeuds de ’arbre produit par fcns(uv).

Fait 2.3.24

Soient A un alphabet structuré et des mots uv, wy, w, € Af;. Nous avons :
fens(wywy) = fens(wy ) [noeudmot(wq) < fens(w;)]
De plus siv = rv’ avec r € A, et v/ € A* alors nous avons :

fens(uwqvw,) = fens(uw)[noeudmot(u) <« fens(wy )] [noeudmot(uv) « fens(w;)]

Soit X, = {x1,x2} un ensemble de variables ordonnées . Pour tous mots uv, w € A}, nous

appelons con(u,v) le contexte fcns(uv)[noeudmot(u) «— x1][noeudmot(uv) «— x»] et con(w) le
contexte fcns(w)|[noeudmot(w) « x1].

Exemple 2.3.25

Soit A un alphabet structuré avec A, = {c}, A, = {r} et A, = {a,b} et X = {x1,x2}
un ensemble de variables ordonnées. Nous considérons le mot cacrbr. Nous avons
t = fens(cacrbr) = (¢, r)(a((c,7)(T,b(T)))), T), ' = con(ca,r) = (c,r)(a(x1),x2), 1 =
noeudmot(ca) = 1.1 et ny = noeudmot(car) = 2. Par conséquent, nous avons t'|,, =
x1 et t'|,, = xp, et donc #'[fens(crb)][fens(e)] = t. La situation est représentée a la
Figure 2.9. A noter que pour #' = con(ca,br) = (c,r)(a(x1),x2) nous n'avons pas
t'[fens(cr)][fens(e)] = t car le noeud b a été remplacé par x; dans t” lors de 'appli-
cation de con. Ceci se produit car le mot br ne commence pas par une lettre de A,.

Nous pouvons maintenant étendre la fonction APV2AA aux biTPV bien formés. Pour cela
nous construisons des contextes d’arbres en utilisant la fonction fcns et la fonction noeudmot
précédemment définie.

Définition 2.3.26

Soient T = (A, A) un biTPV bien formé sur l'alphabet structuré A vers 1’alphabet
structuré A’ et X; = {x1, xo} un ensemble de variables ordonnées. Le TA APV2AA(T) =
(A’,\") sur I'alphabet A vers I'alphabet A’ est défini par :

o A" = APV2AA(A) = (Q, T, 8,
{ con(A((p, ¢, v, "), Aq", 2 r.q")))  siTt=((p, P, 7). (c,7), (P, %), (", 9)),
o M(t) = A(( , (P

C
con(A((p,a,p"))) sit=((p.9,7).4 (", 9),
T sit=((p,p,7),T)

Pour tout T € ¢'.
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FIGURE 2.9 — Les arbres produits par fcns(cacrbr) et con(ca, r)[fens(crb)][fens(e)].

Le Fait 2.3.24 implique que pour tout calcul acceptant p de A nous avons :
fens(sortie(Pya(p, L))) = sortie(p)
Nous pouvons donc en déduire la propriété suivante de la construction APV2AA :
Théoreme 2.3.27

Soient T = (A, A) un biTPV bien formé et T, = (Ava, Ava) = APV2AA(T). Nous avons :

o trans(T,s) = {(fcns(w), fens(e)) | (w, e) € trans(T)}
o Pour tout w € £L(A) il existe une bijection entre ACaly(A) et ACalgns(w) (Ava)-
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Chapitre 3

Emonder un automate a pile visible

Tout état d'un automate émondé a une utilité, c’est a dire qu’il existe un calcul acceptant
le traversant. Une des conséquences importantes de I'émondage est la garantie qu'un calcul
peut étre toujours complété en un calcul acceptant, et la plupart des opérations algorithmiques
traitant de langage ne sont pas intéressantes a exécuter sur la partie non émondée d'un au-
tomate. Par exemple, I'appartenance d'un mot a un langage est décidée plus efficacement sur
un automate émondé. D'un point de vue théorique, de nombreux résultats reposent sur le
fait que les automates finis peuvent étre émondés. Par exemple, décider si le cotit d'un auto-
mate fini a multiplicités est fini repose sur l'utilisation de propriétés pour automates émondés
(voir [MS77, DS08]), ce qui sera aussi le cas dans le cas des automates a pile visible, comme
nous le verrons aux Chapitres 4 et 5. Bien qu’émonder un automate de mots ou d’arbres soit
une chose aisée (voir [Sak09] pour les AF et [CDG*07] pour les AA), nous allons voir qu’émon-
der un automate a pile visible ne représente pas la méme difficulté. En effet, dans le cas des
AA et AF il suffit de vérifier I'accessibilité et la co-accessibilité de tous les états, ce qui n’est pas
suffisant dans le cas des APV, la pile ajoutant une complexité supplémentaire : il est possible
qu’un état soit accessible et co-accessible en considérant une configuration bien particuliere,
mais soit inaccessible pour toutes les autres.

Il existe plusieurs moyens d’émonder un automate a pile visible hérités d’autres modéles. Il
est par exemple possible d’émonder un automate a pile en temps exponentiel en analysant les
langages générés par la pile ([Bea84]). Il est aussi possible d’émonder un automate a pile visible
en passant par les transducteurs d’arbres. Nous verrons que ces méthodes présentent des in-
convénients, et nous allons présenter dans ce chapitre une procédure originale. Premiérement,
nous allons étudier le cas des APV bien imbriqués en présentant deux procédures, la réduction
et la co-réduction, qui combinées amenent le résultat souhaité. Puis nous étendrons ce résultat
aux APV par l'utilisation de deux autres procédures, une transformant un APV en APVbi (que
nous émonderons) et ’autre permettant de revenir a un APV. Nous allons montrer que I’APV
ainsi obtenu est bien émondé et posséde le méme langage que celui de départ. Puis, nous pré-
senterons une construction donnant un APV émondé et déterministe, la procédure originale ne
préservant pas le déterminisme. Enfin, nous montrerons aussi comment étendre ces résultats
aux APV a cofits et aux TPV.

Plan du chapitre A la Section 3.1 nous allons présenter une définition d’émondage des APV
prenant en compte la pile. Nous décrirons dans la Section 3.2 d’autres résultats d’émondage
sur différents modéles liés aux APV. Nous étudierons une procédure pour émonder un APVbi
a la Section 3.3 et nous I'étendrons aux APV généraux a la Section 3.4. Puis nous présenterons
une procédure d’émondage des APV déterministes a la Section 3.5, des APV a cofits et des TPV
a la Section 3.6. Enfin, nous résumerons les résultats obtenus a la Section 3.7.
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3.1 Préliminaires
Dans le cas des automates de mots et d’arbres, un automate émondé est défini comme suit :
Définition 3.1.1

Soit A = (Q, I, F,6) un AF sur I'alphabet X.. A est émondé si et seulement si pour tout
état g de Q il existe des mots u, v € =* et un calcul p>*g->*s € ACal,,(A).

Définition 3.1.2

Soit A = (Q, I, 6) un AA sur l'alphabet gradué (X, ar). A est émondé si et seulement si
pour tout état g de Q il existe (p, ())-calcul et un g-calcul de A avec p € I.

Emonder consiste donc a supprimer les états ne faisant partie d’aucun calcul acceptant.
Nous allons donner une définition d’émondage pour automates a pile visible. Dans ce but, nous
définissons une caractérisation de 'émondage pour AF et AA utilisant 1’accessibilité des états,
puis nous I'étendrons aux APV en utilisant 1’accessibilité des configurations. Si un automate A
est émondé, alors chaque calcul peut-étre complété en un calcul acceptant. Autrement dit :

Propriété A est émondé si et seulement si :
Tout état est accessible est co-accessible,
Tout état est co-accessible si est co-accessible,

Tout état est accessible.

En fait, il est assez simple d’émonder un automate fini en temps polynomial, il suffit de
réaliser un parcours en profondeur de l'automate depuis les états initiaux et noter les états
accessibles, puis de réaliser la méme opération depuis les états finaux afin de noter les états
co-accessibles. La procédure pour les automates d’arbres fonctionne de maniere similaire.

Dans le cas des automates a pile visible, une configuration est co-accessible si elle co-
accessible depuis une configuration acceptante, c’est a dire une configuration finale accessible.
Il est possible d’atteindre un état avec plusieurs piles différentes : par exemple, étant donné
un état p il existe peut-étre une configuration (p, o) faisant partie d’un calcul acceptant et une
autre (p,o’) pour laquelle ¢a n’est pas le cas. Pour cette raison 1'émondage doit prendre en
compte la pile dans sa définition. Nous donnons maintenant une définition d’émondage des
APV utilisant cette idée et la propriété pour les automates d’arbres et les automates finis.

Définition 3.1.3

Soit A un APV. Nous considérons les trois conditions suivantes :

1. Toute configuration accessible est co-accessible,
2. Toute configuration co-accessible est accessible,

3. Pour tout état p de A il existe une configuration (p, o) accessible.

Nous dirons que A est émondé si les Conditions 1, 2 et 3 sont vraies, faiblement réduit
si la Condition 1 est vraie, faiblement co-réduit si la Condition 2 est vraie, réduit si les
Conditions 1 et 3 sont vraies et co-réduit si les Conditions 2 et 3 sont vraies.
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Nous ne pouvons pas appliquer la procédure d’émondage pour les automates d’arbres et
les automates finis. Le probleme est le suivant : lorsqu'un symbole est empilé, nous ne savons
pas s’il sera possible de le dépiler par la suite. S’il existe une transition pour le faire, alors
il est nécessaire de suivre le bon chemin menant a elle, sous peine d’arriver a une impasse.
Dans la construction que nous allons présenter, quand un symbole est empilé une transition
de dépilement est choisie (de maniére non-déterministe si elles sont multiples) en se basant
sur deux criteres. Le premier, le symbole empilé doit étre le méme que celui dépilé, ceci étant
simple a vérifier. Ensuite, il faut vérifier que la transition peut-étre atteinte en ayant lu un mot
bien imbriqué, ceci assurant que la transition dépilera bien le bon symbole. Pour cela nous
utiliserons 1’ensemble Bl 4 défini a la Définition 1.4.9.

Nous allons reformuler la propriété de co-réduction dans le cas des APVbi. En effet, dans
le cas général, un calcul peut-étre accepté alors que la pile contient encore des symboles, ce
qui arrive quand un mot n’étant pas bien imbriqué est accepté. Dans le cas des APVbi, nous
avons 'assurance que la pile est vide lorsqu’un état final est atteint, ceci impliquant qu’iln’y a
qu’une seule configuration acceptante par état final. Ceci nous permet de définir une notion de
co-réduction symétrique a la réduction, synthétisée comme suit :

Proposition 3.1.4

Soit A un APVbi tel que pour tout final f est accessible. Alors A est faiblement co-
réduit si toute configuration co-accessible depuis la configuration (f, L) avec f final
est accessible.

Démonstration. Par la remarque 1.4.2 et ’hypothese sur A, I'ensemble des configurations fi-
nales accessibles de A est {(f, L) | f est un état final}. O

3.2 Etatde l'art

Automates d’arbres Il est trés simple d’émonder un automate d’arbres, et nous avons montré
a la Section 2.3 que ce modele est équivalent aux automates a pile visible. Il serait donc pos-
sible de transformer un APV en AA, d’émonder le résultat, puis de revernir vers un APV. Cette
méthode pose probleme car les transformations que nous avons proposés ne préservent pas
le langage de I’APV initial et ne traite que le cas bien imbriqué. Nous pourrions aussi utiliser
les constructions proposées dans [AMO04], qui traitent du cas général et préservent le langage.
Cependant elles ne préservent pas les calculs et en ajoutent de nouveaux menant a des im-
passes. Dans tous les cas nous ne pouvons pas utiliser directement les constructions existantes,
et il est nécessaire de les modifier afin de préserver I’émondage. Nous verrons cependant que
la construction utilisée pour transformer un APV en un AA est similaire a la construction per-
mettant de réduire un APV, ceci expliquant pourquoi il est plus facile d’émonder un automate
d’arbre qu'un automate a pile visible : en construisant un AA nous réduisons 1’APV en entrée.

Automates a pile Il existe un résultat de réduction sur les automates a pile, présenté par
Daniele Girault-Beauquier dans [Bea84]. Nous allons présenter ici ce résultat sur les APV.
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Définition 3.2.1

AAAAA

Soient A = (Q,I,E,T',5) un APV sur ’alphabet structuré A et A = (Q,I,F,J) un AF

déterministe sur I'alphabet I. La construction canon(A, A) produit A = (Q,I,F,T,d)
I’APV sur I'alphabet structuré A tel que :

o Q = AQA x Q

ol = IxI

oF = ﬁ X Q

ol = QxQx I

06 = . ub ubitud avec:
-5 = {((p)c(@d. .. q) | (pevp)edeet(qgr,qd)es }
=& = Alpd) @ d. 7. @.9) | (pryrp)ebetqyqd)es }
-5 = {((pg) Lr,(p, ) | (p.Lrp)edtetqgeQ }
-3 = {((p.g)a (V.9) | (pa,p)ebetqgeQ }

Cette construction permet de modifier le comportement de la pile, comme statué dans la
proposition suivante :

Proposition 3.2.2
Soient A = (Q, IET, 5) un APV sur l'alphabet structuré A et A = (Q, I, F,6) un AF

déterministe sur I'alphabet I". Pour tout calcul ((,i’), L) % ((p,q), o) de canon(A, A)
avec (i,i) e [ x I,si p € Falors o € L(A).

Cette propriété est garantie par la construction canon(4, A) en simulant en paralléle un
calcul sur A et un calcul sur A, assurant ainsi que les empilements et dépilements de A sont
autorisés par A. Notez qu’empiler un symbole sur A fait avancer le calcul sur A, et dépiler le
fait reculer. Pour mémoriser la progression du calcul de A, un état supplémentaire est mémorisé
dans A, et nous stockons dans la pile I’état cible et source de la transition de é afin de pouvoir
remonter la transition lorsque le symbole sera dépilé.

Nous allons utiliser cette construction et la Proposition 1.4.13 pour construire un APV ré-
duit. En effet, nous savons que pour tout état g € Q, il existe un AF acczitel que:

ﬁ(acc ) = {c | (g,0) est accessible et co-accessible dans A}

C’est a dire, acczi définit les seules configuration utiles : toute configuration (g, ) telle que

q
U¢accA

et la construction canon nous réalise ce comportement. Nous utilisons acc’; pour filtrer les piles
interdites, assurant que les configurations rencontrées sont accessibles et co-accessibles.

ne fait partie d’aucun calcul acceptant de A, nous ne voulons donc pas la conserver,

Théoréme 3.2.3

AAAAA

Soit A = (Q,I,E,T,5) un APV, et A I’APV canon(A, A) avec A = quQ(aCC .). Nous
avons L(A) = L(A) et A est réduit.
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Pour tout état g, aCCZX permet de filtrer les configurations de 1'état g de A. En considérant

le produit pour tout ¢ € Q, nous sommes sfirs que les configurations de tous les états sont
filtrées, assurant ainsi la réduction de A. Cette construction repose sur la Définition 3.2.1, uti-
lisant un AF déterministe. Il est donc nécessaire de déterminiser A, amenant une complexité
exponentielle a la procédure complete.

Le déterminisme de A permet a canon de considérer qu’il n’y a qu'un seul calcul pour tout
préfixe de mot de pile de £(A), A ne doit donc simuler qu’un seul calcul de A a la fois. Si A
n’est plus déterministe, il peut y avoir des calculs différents associés a un méme mot, et il faut
tous les simuler afin d’assurer que A est correctement construit. Ceci est une construction par
sous-ensemble, menant a un complexité exponentielle. Dans tous les cas il semble difficile de
modifier directement canon afin d’obtenir une procédure polynomiale.

Automates de mots imbriqués Les automates de mots imbriqués (nested word automata ou
NWA) ont été présentés pour la premiere fois en 2009 dans [AM09], et sont des automates li-
sant des mots avec une relation de parenthésage sur les positions du mot, par exemple abdbefa
avec la relation {(—0o0,7)(1,6),(2,4)} décrite a la Figure 3.1. Les positions —oo (resp. +o0) sont
utilisées afin de simuler des positions en relation avec une position située avant (resp. apres)
le mot. Chaque position ne peut apparaitre qu'une seule fois dans la relation, dans chaque
couple I'élément de gauche est toujours plus petit que 1’élément de droite et il ne peut pas
y avoir de croisements (par exemple, (1,3) et (2,4) ne peuvent pas apparaitre ensemble dans
une méme relation). Cette notion de relation est donc trés similaire aux mots imbriqués, dans
le sens qu'une lettre apparaissant & gauche dans la relation serait un ouvrant, a droite un fer-
mant, et n’apparaissant pas un interne. Sur I’exemple précédent les positions 1 et 2 seraient des
ouvrants, les positions 7, 4 et 6 des fermants et les positions 3 et 5 des internes. Le mot imbriqué
correspondant a cette relation serait donc par exemple (a(bdb)ef)a), les lettres de la forme {(«
définissant un ouvrant et celles de la forme «) un fermant.

FIGURE 3.1 — Le mot abdbefa et la relation {(—00,7)(1,6), (2,4)}.

Un NWA est un automate de mots possédant trois types de transitions appelées ouvrantes,
fermantes et internes. Les transitions du type ouvrante ou fermante sont similaires aux tran-
sitions ouvrantes et fermantes des APV dans le sens qu’elles disposent d'un élément sup-
plémentaire appelé état hiérarchique. Chaque transition ouvrante émet un état hiérarchique, et
chaque transition fermante en réceptionne un. Lorsqu'un NWA lit un mot u sur une relation
{(i1,71), ..., (in, ju)}, une transition ouvrante est utilisée a la position i et une transition fer-
mante est utilisée a la position j;. La contrainte supplémentaire est sur 'état hiérarchique, il
doit étre le méme a I’émission et a la réception. Encore une fois cette notion est tres similaire
aux APV, les états hiérarchiques remplacant les symboles de pile. Lorsquun symbole de pile
est empilé sur un APV, un état hiérarchique est émit sur un NWA, et quand un symbole de
pile est dépilé sur un APV, un état hiérarchique est réceptionné sur un NWA. Il existe donc
une transformation assez évidente permettant de construire un APV depuis un NWA et inver-
sement (voir [AMO09]), et il est assez naturel de se demander si les problemes étudiés sur les
NWA apportent des solutions aux problemes étudiés sur les APV.
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La question abordée par Rajeev Alur et Parthasarathy Madhusudan est celle de la cléture
par préfixe sur les NWA. Etant donné un automate A sur un alphabet X reconnaissant le langage
L, peut-on construire un automate B tel que £(B) = {u € X* | il existe v € * tel que uv € L} ?
Pour résoudre ce probleme, il suffit de construire un automate faiblement réduit et de rendre
tous les états finaux. En effet, un calcul commencé depuis un état initial dans un automate
réduit pourra toujours rejoindre un état final. Chaque mot lu depuis un état initial est donc
un préfixe de mot accepté par 'automate. En rendant finaux tous les états, tous les préfixes du
langage seront acceptés. Nous expliquons maintenant la construction en se basant sur les APV.

Définition 3.2.4

Soit A = (Q,I,F,T,é) un APV sur l'alphabet structuré A. La construction prefix(A)
produit B = (Q', I', F/, T, ¢") 'APV sur l'alphabet structuré A tel que :

oQ = { (pg3) | ilexisteu e Af; tel que (p, L), 5*(q, L) e Cal,(A) }ou
il existe u € A* tel que (p, L), 5*(g,0) € Caly(A
{(p,q,Z)‘ q(P)*(q) ()}u
etu # vrwavecv e Af,we A*etre A,
{ (pq1) | ilexisteu e A*telque (p, L ), *(q,0) € Cal,(A) }
ol = IxFx{1}

oFf = QxQx|[3]
ol = QxQx|[3]xT

od = 5£u5§u5rﬂu J) avec :
(p.c,v,p') €d,
q,v,1,8) €,
— 0 = ((p,q,m),c,(g,n,7),(p.q,n)) (s,q), (', 4') € Bla, l
n' € {2,3}sine (1,2},
n=3sin" =3
-6 = { pp3).@ 1 v),rW.q.1) | (prrp)e—0 }
-5 = { ((paV)Lry.q.1) | (p,L r,p ) € -5 }
-5 = { ((pan),ap,.qdmn) | (pap)e }

Cette construction produit un APV B ot les états sont des triplets (p, g, 1) avec p, g des états
de A et n un entier tels qu’il existe un calcul de p a g sur un mot u, la forme de u dépendant de
n.Sin = 3 alors u est bien imbriqué, si n = 2 alors u peut contenir des ouvrants sans correspon-
dance, et si n = 1 alors u peut aussi contenir des fermants sans correspondance. Le deuxieme
état permet de retenir quel est 1’état & atteindre afin de terminer le calcul, ceci assurant la ré-
duction de B. Lentier permet de s’assurer que les transitions traversées correspondent au mot
lu, par exemple si n = 2 on ne veut pas lire de transition fermante correspondant au symbole
ouvrant ayant provoqué le passage a 2.

Il est possible d’adapter cette construction (en modifiant les états finaux pour ne conserver
que les états de F x F x [3])) afin de réduire un APV. Cependant, comme dans le cas général
la co-réduction n’est pas symétrique avec la réduction, il n’est pas possible de l'utiliser afin
d’émonder completement un APV. Nous allons cependant voir que la procédure présentée
dans les prochaines sections coincide avec cette construction en plusieurs aspects.
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3.3 Emonder un automate 2 pile visible bien imbriqué

Dans cette section, étant donné un APVbi A, nous allons présenter la construction du APVbi
emonderp;(A), reconnaissant le méme langage que A et étant émondé. Premierement nous al-
lons définir I” APVbi réduit reduire(A) équivalent a A. Ensuite nous construirons coreduire(A) et
enfin nous combinerons ces deux constructions afin de produire emondery;(A). La construction
coreduire(A) préservant la réduction de A, nous obtiendrons ainsi un APV émondé.

3.3.1 Construction de freduire(A) et reduire(A)

Etant donné un automate a pile visible bien imbriqué A, nous allons décrire la construction
du APV freduire(A) faiblement réduit. L’APV reduire(A) est ensuite obtenu en supprimant tous
les états inaccessibles. Pour cela pour chaque état p de A nous calculons le langage de pile de
p et nous testons sa vacuité, qui est une propriété décidable en temps polynomial ([AMO04]).
Si le langage est vide, cela signifie qu’il n’existe pas de configuration (p, ) accessible, et nous
pouvons donc supprimer p. Par le Lemme 1.4.13 concernant les langages de pile nous obtenons
ainsi une procédure exécutable en temps polynomial pour obtenir un automate a pile visible
réduit depuis un automate a pile visible faiblement réduit.

Définition 3.3.1

Soit A = (Q, I, F,T, ) un APVbi sur I'alphabet structuré A, nous définissons I” APVbi
freduire(A) = (Q',I', F/,T’,¢') sur A, avec :

oQ = Bly I'=Blun(IxF) F={(ff)|feF} T'=TxQ

0d = Slud, U avec:
e o (nW&VﬂWEQW%Q%pWE&,}
o = {(Wﬁ%aﬁﬂ%@ﬂﬂ) (@, 77,5) € 6, et (5,0) € O
-6 = { (@49 va.np) | (peeQ @ ryp)ed }
-5 = { (p9)ap.9) | (P () eQ (pap)es )

(P o) wy (q,07)

(p.c 5,0) wy (q,0)

FIGURE 3.2 — Construction des transitions d’empilement avec w; et w, des mots bien imbriqués.

Intuitivement, les états (et la pile) de freduire(A) étendent ceux de A avec un état supplé-
mentaire de A. Ce composant est utilisé par freduire(A) lors de la simulation d"un calcul de A,
pour stocker 1’état que le calcul doit atteindre avant de dépiler le symbole au sommet de la
pile. Les états sources des transitions de dépilement sont de la forme (g,9) pour assurer que
I'état cible est atteint lorsque le symbole est dépilé. Pour obtenir un APV faiblement réduit
il doit exister pour chaque transition d’empilement une transition de dépilement permettant
d’atteindre I'état cible. Cette condition est décrite dans la Figure 3.2.
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Exemple 3.3.2

Soit A 1" APVbi sur l'alphabet structuré A et A,q 1" APVbi reduire(A) représentés a la
Figure 3.3. Nous considérons le calcul suivant de A :

0 =(1,1)5(2,7)>(2,772) € Calee, (A)

Ce calcul ne peut pas étre complété en un calcul acceptant. En effet, le seul moyen
de rejoindre un état final est de dépiler <y, mais pour cela il faut dépiler v, et aller a
I’état 3, état impossible a quitter car il aurait fallu empiler 7y en premier. De maniére
générale, un symbole 7y; doit se trouver sur la pile avant d’empiler 7,, ce qui n’est
pas le cas pour le mot ccp. Par conséquent, il n'y a pas d’équivalent au calcul p dans
reduire(A).

(1,3

2 | (72,3)

€1 | (r)/l/ 3)

FIGURE 3.3 — A gauche I’APV A, a droite reduire(A)

Nous allons maintenant montrer que les APVbi construits par freduire respectent certaines
bonnes propriétés. Le Lemme 3.3.3 établit que I’état supplémentaire mémorisé afin de se souve-
nir de I'endroit ot dépiler reste le méme apres avoir lu un mot bien imbriqué. C’est un lemme
technique que nous utiliserons pour les preuves des lemmes suivants. Nous montrerons en-
suite que la construction induit une bijection entre les calculs acceptants de I’APV en entrée et
I’APV réduit (et donc une égalité de langage) dans les Lemmes 3.3.5 et 3.3.7, résultat synthétisé
dans le Théoréme 3.3.9. Enfin, le Théoreme 3.3.10 établit que freduire est bien faiblement réduit,
et la Proposition 3.3.11 établit que la construction préserve la co-réduction.

Lemme 3.3.3

Soit A un APVbi sur l'alphabet structuré A et Ageq 1" APVbi freduire(A). Pour tout
w e Af ettout o’ : ((p,q), L)=*((p',q'), L) € Cal(Afeq), nous avons g = ¢’

Démonstration. Nous notons A = (Q, [, F,T,9) et Apeq = (Q,I',F/,I",¢"). Nous prouvons
ce résultat par induction sur la structure de w. Le résultat est évident quand w = e. Nous
supposons maintenant que |w| > 0, il y a deux cas :
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o Siw = awy, aveca € A, wy € A}, alors nous pouvons décomposer le calcul p’ comme suit :

o' ((p,0), L5 ((prq), D550, ), L)

Par hypothese d’induction appliquée sur le suffixe de p’ sur w;, nous avons q; = ¢’
Comme a € A,, et par définition de J;, nous avons g = g;.

o Siw = cwirwy, avec ¢ € Ac, r € A, et wy, wy € Af; alors nous pouvons décomposer p’ selon
la décomposition de w. Nous avons :

o' (), L5 ((prq0), ) =55 (01 90), ) S, L2251 ), L)

Par hypothese d’induction appliquée sur w; et w; nous obtenons q; = ¢} et 4" = ¢'.
Par définition des transitions de ¢, nous avons p| = g} ety = (v,4') pour v € I'. La
transition d’empilement utilisée sur ¢ empile le symbole 9/ sur la pile. Par la définition
des transitions de 6., nous déduisons que g = ¢'. O

Soit A un APVbi et Afeq 1" APVbi freduire(A). Nous allons maintenant définir une fonction
liant les calculs de A avec ceux de Ageq. Le but de cette fonction est d’établir comment les
calculs de Afeq sont produits a partir de A. Soit Pgq une fonction de Cal(Afreq) vers Cal(A) et
p' € Cal(Afred) un calcul défini comme suit :

0" ((po,90),00) = ((P1,41),01) > -+ == (=1, G-1), n1) (P, ), )
Nous définissons Peq(p’) € Cal(A) comme étant le calcul suivant :

unl

Dprea(0') 1 (po, m1(00)) > (p1, 1 (01)) 2 -+ =5 (Pu—1, T1(On-1)) "> (Pn, 1 (00))

Nous rappelons que la fonction 711 est la projection sur le premier élément du couple, et ici
nous l'étendons naturellement aux séquences de couples. Nous allons maintenant montrer que
Pfreq(p’) est bien un calcul de A, puis nous montrerons que restreinte aux calculs acceptants de
Afred la fonction ®yq est bijective.

Lemme 3.3.4

Soit A un APVbi sur l'alphabet structuré A et Ageq I” APVDbi freduire(A). Pour tout mot
w e A et tout calcul p € Caly(Afred), nous avons Pgeq(p) € Caly(A).

Démonstration. Nous notons A = (Q,[,F,T,9) et Afeq = (Q,I',F/,I",¢’). Nous prouvons
ce résultat par induction sur la structure de w. Le résultat est évident quand w = e. Nous
supposons maintenant que |w| > 0, il y a deux cas :

o Siw = awy avec a € A, wy € A} alors nous pouvons décomposer p’ de la maniere
suivante :
o' ((pr,31), )= ((p2,92), &) =" ((p3, 93), @)
Le résultat est évident en appliquant I’hypotheése d'induction sur le suffixe de p’ sur wy,
et en utilisant la définition de ¢;, assurant que (p1,4, p2) € 6,

o Siw = cwirwy avec ¢ € A, ¥ € A, et wy, wy € Af; alors nous pouvons décomposer p’
comme suit :

o' ((p.9), ) S ((prq), ¥ )= (P q1), ) S (P, 4"), o) 2 (0 ), o)

Nous pouvons premierement appliquer I'hypothese d’induction sur les mots w; et wj.
Ensuite, 'existence de transitions d’empilement et de dépilement dans Af.q assure 'exis-
tence des transitions suivantes dans A : (p, ¢, 1 ('), p1) € éc et (p}, 11 ('), 1, p”) € 6. Ceci
nous permet donc d’affirmer 'existence du calcul de A souhaité. O
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Les lemmes suivants prouvent l'injectivité et la surjectivité de ®g.q. Cela nous servira pour
montrer que la construction freduire produit une bijection sur les calculs acceptants.

Lemme 3.3.5

Soit A un APVbi sur l'alphabet structuré A et Ageq 1" APVDbi freduire(A). Pour tout mot
w € A}, s'il existe un calcul p : (p, L)>*(q, L) dans Cal(A), alors il existe un calcul

pl : ((p/q)/ )w *((q/ q)r ) € CaI(Afred) tel que q)fred(pl) =p.

Démonstration. Nous notons A = (Q, [, F,T,0) et Aged = (Q',I', F/,T’,4"). Nous prouvons ce
résultat par induction sur la structure de w. Le résultat est évident si w = &. Nous supposons
maintenant que |w| > 0, il y a deux cas :

o Siw = aw; aveca € A, wy € A, alors nous pouvons décomposer le calcul p de la maniere
suivante :

p:(p, D" (p1, )= (0, 1)
Par hypothese d’induction appliquée sur le suffixe p; de p sur wy, il existe un calcul p}
de A’ sur w; de la forme o} : ((p1,9), L) =5 ((9,9), L), tel que ®req(p}) = 1. De plus,
par l'existence de p, nous avons (p, q), (p1,9) € Bl. Par définition de J;, Nous pouvons en
déduire l'existence du calcul ((p,q), L) = ((p1,4), L) de A’, ceci concluant ce cas.

o Siw = cwirwy, avec ¢ € A, r € Ay et wy, wy € A} alors nous pouvons décomposer le
calcul p comme suit :

01 (p, L)1, 1)=5"(q1,7) 5 (p2, L)2%(g, L)

Nous appelons p; (resp. p2) la restriction sur le calcul p sur le mot w; (resp. w»). Par
hypothése d’induction appliquée sur w; et wy, il existe des calculs p] et p5 de la forme
suivante :

o1+ ((pr,q1), L)=>*((q1, 1), L)
o5+ ((p2,0), L)=5*((9,9), 1)

tels que Ppeq(0]) = p1 et Ped(py) = p2. Par l'existence de p il existe deux transitions

(p,c,v,p1) € oc et (q1,7,7,p2) € & Nous avons donc ((p,q),¢,(v,9), (p1,q1)) € O, et
((91,91), (v,9),7,(p2,9)) € I, par construction de ¢’ car (p,q) € Bla. Ceci nous permet
donc d’affirmer l’existence du calcul de Ag.q souhaité. O

Corollaire 3.3.6

Soit A un APVbi sur l’alphabet structuré A et Ageq 1" APVbi freduire(A). Restreint sur
ACal(Afred), Prred est surjective vers ACal(A).

Démonstration. C’est une conséquence directe du Lemme 3.3.5 : par définition de Agq, tout

calcul acceptant de Ag.q est de la forme ((p,q), L)=*((9,9), L) € ACaly(Afeq) avec p un état
initial de A et g un état final de A. Par conséquent, la fonction Py restreinte sur ACal(Afred)
est bien surjective vers ACal(A). O
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Lemme 3.3.7

Soit A un APVbi sur l'alphabet structuré A et Ageq I” APVDbi freduire(A). Pour tout mot
w € A} et tous calculs p}, 05 € Caly(Afred), Si Prred(0]) = Prred(05) et dernier(p}) =
dernier(p5), alors p} = p5.

Démonstration. Nous notons A = (Q,[, F,T,0) et Ageda = (Q',I', F/,1",0"). Nous prouvons
ce résultat par induction sur la structure de w. Ce résultat est évident quand w = &. Nous
supposons maintenant que |w| > 0, il y a deux cas :

o Siw = aw; aveca € A, w1 € Af; alors par le Lemme 3.3.3, nous pouvons décomposer les
calculs p} et p5 comme suit : (nous utilisons I’hypothese ®freq(0]) = Prred(05))

Vie {1,2},0/: ((p,q:), L)S((p, 1), L) ((p", 1), L)

Nous pouvons appliquer I'hypothese d'induction sur les suffixes de p et p}, sur w; et wo,
comme nous avons dernier(p;) = dernier(p’) pour i € [1,2], impliquant que g4; = 4. Nous
pouvons en conclure que pj = p5.

o Siw = cwirwy avec c € A, r € Ay et wy, wy € Af; alors par le Lemme 3.3.3 et le fait que
Dpred(0]) = Prrea(p5), pour tout i € [1,2] nous pouvons décomposer les calculs p) et p
comme suit :

oh: ((p9:), LS a0, (r,90) = (0", 40), (7, 90)) > ((5,0), L)=2*((s', 9:), L)

Premierement, I’hypothése dernier(p) = dernier(p}) assure que 1’on puisse appliquer I'hy-
pothese d’induction sur les calculs sur w», et déduire en particulier que g1 = g2 = 7).

Ceci implique que les symboles (7, q1) et (y, g2) sont les mémes. De plus, par la forme des
transitions de J;, nous pouvons conclure que p” = g pour i € {1,2}. Ces deux calculs ont
donc le méme dernier état, et par le Lemme 1.4.7 nous pouvons appliquer I’hypothese
d’induction. O

Corollaire 3.3.8

Soit A un APVbi sur l'alphabet structuré A et Ageq I APVbi freduire(A). Restreint sur
ACal(Afred), la fonction Py est injective.

Démonstration. C’est un corollaire du Lemme 3.3.7 puisque les dernieres configurations des
calculs acceptants de Ageq sont de la forme ((g,9), L) avec g un état final. Donc, si deux cal-
culs acceptants p/, p5 ont la méme image image par Ps.q, ils doivent vérifier que dernier(p}) =
dernier(p5) = (g, L) avec g un état final. De plus par définition des états initiaux et finaux de
Afred, tout calcul acceptant de Afreq est de la forme ((p, gq), J_)ﬂ* ((g,9), L) € ACaly(Afred) avec p
un état initial de A et g un état final de A. Par conséquent, restreint sur ACal(Afrq), la fonction
Drreq est injective. L]

Le théoreme suivant est une conséquence directe du Lemme 3.3.4 et des Corollaires 3.3.6
et 3.3.8.
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Théoréme 3.3.9

Soient A un APVbi sur l'alphabet structuré A , Ageq = freduire(A) et Areq = reduire(A).
Afred €t Areg sont construits en temps polynomial. De plus pour tout mot w € Af;, il
existe une bijection entre ACaly (Afed) et ACaly,(A), et une bijection entre ACaly(Ared)
et ACaly(A), et donc en particulier nous avons L£(A) = L(Afred) = L(Ared)-

Dans le cas de Aed, il existe une bijection entre ACal,(Areq) et ACaly(A) car nous avons pro-
duit A,.q depuis Ageqd en supprimant les états inaccessibles, par conséquent des états n’étant pas
traversés par un calcul acceptant. La bijection entre ACaly,(Afred) et ACaly,(A) est donc préser-
vée.

Nous allons maintenant nous intéresser aux propriétés du APVbi que la construction freduire
produit. Bien évidemment, nous allons montrer qu’elle produit un APVbi faiblement réduit,
car c’est le but de la construction. Nous allons aussi montrer qu’elle préserve la co-réduction
de 1" APVbi original. Ceci nous sera utile pour émonder 1" APVbi. Dans la section suivante,
nous allons présenter une construction pour co-réduire, que nous allons pouvoir combiner
avec freduire grace a sa préservation de la co-réduction.

Théoréme 3.3.10

Soient A un APVbi sur l'alphabet structuré A , Afeq = freduire(A) et Ajeq = reduire(A).
Afreq est faiblement réduit et A,q est réduit.

Démonstration. Nous notons A = (Q, [, F,T,0) et Ageq = (Q', I', F/,17,8"). Nous allons prou-
ver que Afq est faiblement réduit en montrant que toute configuration accessible de A4 est
aussi co-accessible depuis une configuration finale. Comme A,q est obtenu en supprimant les
états non accessibles de Aged, NOus pouvons conclure que Aeq est aussi réduit.

Soit ¥ = ((p,q), o) une configuration accessible de Afeq. Il existe donc un mot w € A* et
un calcul sur w de Afeq de la forme ((i, f), 1)5*x entre la configuration initiale ((i, f), L) et
k. Nous allons montrer par induction sur la taille de la pile o que nous pouvons atteindre une
configuration finale depuis .

Si |o| = 0, par le Lemme 3.3.3, nous obtenons g = f. En particulier, ceci implique que g € F.

Comme (p, q) € Bly, il existe un mot w’ € A* et un calcul (p, J_)ﬂ*(q, 1) sur w’ de A, et par le

Lemme 3.3.5 il existe un calcul ((p,q), L)i* ((g,9), L) de Afred- Ceci conclut ce cas car g € F, et
donc nous avons (g,4) € F'.

Soit n € IN un entier. Nous supposons maintenant que la propriété est vraie quand |o| < n
et nous montrons qu’elle est aussi vraie quand |o| = n + 1. Nous notons par (-, 4’) le symbole
au sommet de la pile o, c’est a dire o = ¢”.(7y, q’), et nous examinons la derniére position dans le
calcul p empilant ce symbole. Nous dénotons par c la lettre d’appel associée. Plus précisément,
il existe deux mots u € A*, v € A} et une décomposition de p comme suit :

0: (i f), L=, q).0") = (p".9"), )= ((p.9),0)

Par le Lemme 3.3.5, nous obtenons q” = g. Considérant la transition d’appel associée a c, et
par définition de ¢, il existe une transition ((q,9), (v,q'),7,(s,q’)) € 0, avec r € A,. De plus,
comme (p,q) € Bl, il existe un mot w’ € A* et un calcul (p, L) —* (g, L) sur w’ de A. Par le
Lemme 3.3.3 nous avons un calcul ((p,g), J_)ﬂ*((q, q), 1) de Afed, et donc par le Lemme 1.4.5
un calcul ((p,q),0) =* ((9,9),0) de A’.
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Comme 0 = ¢’.(,4’) la transition de dépilement définie au-dessus peut-étre utilisée pour
atteindre la configuration ((s,¢’),¢”) telle que |¢’| = n. Le résultat suit par hypothese d’induc-
tion. t

Proposition 3.3.11

Soit A un APVbi sur l'alphabet structuré A. Si A est co-réduit, alors reduire(A) est
également co-réduit.

Démonstration. Nous notons A = (Q, [, F,T,0) et Ageq = (Q', I', F/,1",8"). Nous allons prou-
ver que si A est co-réduit, alors Ageq est aussi co-réduit. Comme reduire(A) est obtenu en sup-
primant les états non accessibles de Afeq, nous pouvons conclure que reduire(A) est aussi co-
réduit.

Soit k = ((p,q),0) et x; = ((pi,qi), L) deux configurations de Af.q telles que (p;, q;) est un
état initial de Afeq et il existe deux mots w, w’ € A* et deux calculs p : KZ—U>*(( f,f),0) sur w et
Kiﬂ*((f, f),0") sur w’ de Afred OU (f, f) est un état final de Afeq. Comme Ageq est un APVbi et
par la Remarque 1.4.2, nous avons ¢’ = L. Nous allons montrer par induction sur la taille de la
pile o que xk peut-étre atteint depuis un état initial.

Si|o| = 0, alors par le Lemme 3.3.3, nous avons q = f. Par construction de I'ensemble Bl 4,

(p, L)5*(f, L) est un calcul de A. Comme A est co-réduit, il existe un calcul (i, L)5*(p, L) de
A avecu € A* etie I. Donc par les Lemmes 3.3.5 et 3.3.3 nous concluons que :

(G, £), L)=((p, £), L) ((f, ), L) € Cal(Afrea)

Soit n € IN un entier. Nous supposons maintenant que la propriété est vraie quand |o| < n
et nous montrons qu’elle est aussi vraie quand || = n + 1. Nous allons examiner la derniere
position dans le calcul p dépilant le symbole au sommet de la pile. Nous notons r la lettre asso-
ciée a la transition. Plus précisément, il existe deux mots u € Af,, v € A* et une décomposition
de p telle que :

((p.9),0)=>*((q",q"), )= (P, 4), )= ((f, ), L) € Cal(Atred)

Avec 0 = 0'(y,q') ety € I'. Par le Lemme 3.3.3 nous avons q” = g et par le Lemme 3.3.7, la
projection de p est un calcul dans A :

(p,7)=*(9,5)=(p, &) =" (f, L) € Cal(A)

avec 0 = mi(0) et @ = mi(0’). Comme A est co-réduit, la configuration (p,7) est accessible en
utilisant un calcul p;. Nous décomposons p; afin d’exhiber la transition ayant empilé le dernier
symbole de 7 :

o1 (i, )L (p", )5 (s,0) % (p,0) € Cal(A)

Avecce A, v e A*etu' e Af;.. Par les Lemmes 3.3.5 et 3.3.3, nous pouvons déduire que :

((5,9), 1)5*((p,9), L)5*((9,9), L) € Cal(Afeq)

et donc par le Lemme 1.4.5:

/

((s,9),0)>*((p.,9),0)5*((q,9),0) € Cal(Afrea)
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Nous considérons maintenant la transition d’empilement sur c¢ utilisée dans le calcul p;, elle
est de la forme t = (p”,c,7,s). Par 'existence du calcul ci-dessus dans Ageq, nous déduisons
'existence de la transition ((p”,q’),¢,(v,q'),(s,q)) de J.. Nous pouvons étendre le calcul ci-
dessus Afeq de la manieére suivante :

((p", ), )5 ((5,0), )5 ((p, ), ) ((9,9),0) > ((f, ), L) € Cal( Agrea)

Et le résultat suit par hypothese d’induction car |0’| = n. O

Nous avons montré dans cette section que freduire produit un APVbi faiblement réduit et
reduire produit un APVbi réduit. De plus elles induisent une bijection sur les calculs acceptants
entre 1" APVbi construit et le I’ APVbi initial, préservant donc le langage. Enfin nous avons
montré qu’elles préservent la co-réduction. Dans la section suivante, nous allons prouver des
résultats similaires sur la co-réduction, et nous allons les combiner afin d’émonder un APVbi.

3.3.2 Construction de coreduire(A)et fcoreduire(A)

Etant donné un APVbi A, nous décrivons la construction du APV fcoreduire(A), qui est fai-
blement co-réduit. L'APV coreduire(A) est alors obtenu de maniere similaire a reduire(A).

Définition 3.3.12

Soit A = (Q, I, F,T,J) un APVbi sur I'alphabet structuré A, nous définissons 1" APVbi
fcoreduire(A) = (Q', I', F', 1", ") sur I’alphabet structuré A avec :

oQ = Blu I'={Gi)]iel}) F=Blan(IxF) TI'=IxQ

0d" = 4ludud avec:
-8 = { (pa.cnp.@.49d) | (pa)eQ.@crq)ed }
. (p.9).,(,q)eQ, @ 74q)€ o,
4 = | G e @) (5,¢,7,p) € 6c et (p,5) € |
-6 = { (pq)a(pq)) | (pq).(p.g) e Q. (q,a,q9)€d }

De la méme maniere que pour freduire, les états (et la pile) de fcoreduire(A) étendent ceux de
A avec un état additionnel de A. Cette information est utilisée pour mémoriser 1'état q atteint
juste avant que le symbole au sommet de la pile ait été empilé. Pour obtenir APVbi faiblement
co-réduit il doit exister pour chaque transition de dépilement une transition d’empilement per-
mettant de passer par 1’état source q. Par la Proposition 3.1.4, nous savons que la propriété de
réduction est symétrique a la propriété de co-réduction, et il en va de méme pour les construc-
tions associées : 1a ot freduire mémorise un état supplémentaire pour pouvoir avancer, fcoreduire
mémorise un état pour pouvoir reculer.

Pour prouver que cette construction produit bien ce que 1'on souhaite, nous allons présenter
une deuxieme construction, dual, produisant le dual d"un APVbi.
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Définition 3.3.13
(Q,1,F,T,0) un APVbi sur l'alphabet structuré A, nous définissons 1" APVbi

Soit A =
dual(A) = (Q/,I', F/,I",¢") sur l'alphabet structuré A avec :
oQ = Q I'=F F=I TI'=T
0d" = bludlud avec:

& = { @rvp) | (brraed }

-6 = { @rop) | (povged }

-6 = { (@ap) | (pageds }

Cette construction permet de reconnaitre le miroir du langage d"un APVbi, c’est a dire que
nous avons :

Lemme 3.3.14

Soit A un APVbi sur I’alphabet structuré A. Pour tout a; . ..a, € A* nous avons :

(p, o)== (p, @) € Calay..a, (A) = (P, 0) 5% (p, 0) € Cala,.0 (dual(A))

De plus elle posseéde une propriété intéressante liée a freduire et fcoreduire : Comme la

construction freduire est symétrique a la construction fcoreduire, appliquer fcoreduire est la méme
chose qu’appliquer dual puis freduire, et ré-appliquer dual. Nous allons maintenant montrer

comment fcoreduire dual o freduire o dual sont reliées.

Lemme 3.3.15

Soit A un APVbi sur l'alphabet structuré A, A¢or = fcoreduire(A) et Agya = dualo
freduire o dual(A). Pour tout mot w € A, sur w nous avons :

((p,9), 0)S*((P,q'), 0") € Calyw(Ateor) <= ((9,0), 0)>*((4, '), ) € Caly(Agual)

Le couple d’état de A est inversé dans Aq,, car fcoreduire mémorise I'état supplémentaire
dans la premiere composante, alors que freduire le mémorise dans la deuxiéme. Les symboles
de piles sont cependant les mémes. Nous disposons aussi de la propriété suivante, venant

directement de la symétrie des constructions freduire et fcoreduire :

Lemme 3.3.16

Soit A un APVbi sur l'alphabet structuré A. Si A est réduit (resp. co-réduit) alors
dual(A) est co-réduit (resp. réduit). Si A est faiblement réduit (resp. faiblement co-

réduit) alors dual(A) est faiblement co-réduit (resp. faiblement réduit).

Soient A un APVbi et Ao, le APVbi fcoreduire(A). Nous allons maintenant définir une fonc-
tion liant les calculs de A avec ceux de Asr. Le but de cette fonction est d’établir comment les
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calculs de A¢or sont produits a partir de A. Soit Pf.or une fonction de Cal(Ascor) vers Cal(A) et
o' € Cal(Afcor) un calcul défini comme suit :

an-1

o' ((P0,40),90) > ((p1,41),01) = - - == ((Pu1, 901), G 1) > (P, G, On)
Nous définissons Ps.or(p’) € Cal(A) comme étant le calcul suivant :

Preor(p') : (90, 701(00)) (g1, 711(01)) B -+ =5 (1, 71 (0-1)) (4, 71 (0))

Nous pouvons maintenant prouver les résultats nous intéressant en utilisant dual. Le Théo-
réme 3.3.17 statut que la fonction ®s.,, induit une bijection entre les calculs des APVbi. Nous
montrerons ensuite dans le Théoréme 3.3.18 que fcoreduire produit des APVbi faiblement co-
réduit et coreduire produit des APVbi co-réduit. Enfin, nous montrerons que fcoreduire préserve
la réduction et le déterminisme dans les Lemmes 3.3.11 et 3.3.20. Nous nous servirons du
Lemme 3.3.20 a la Section 3.5 pour montrer que l'on peut construire un APV a la fois déter-
ministe et émondé.

Théoréme 3.3.17

Soient A un APVbi sur l’alphabet structuré A, Asor le APVbi fcoreduire(A) et Acor le
APVbi coreduire(A). Afcor €t Acor sont construits en temps polynomial. De plus pour
tout mot w € A}, la fonction ®¢o, induit une bijection entre ACaly, (Afcor) et ACaly(A),
et une bijection entre ACaly,(Acor) et ACaly(A), et donc en particulier nous avons

E(A) = E(Afcor) = E(Acor>-

Démonstration. Soit Agy, 1" APVbi produit par dual o freduire o dual(A). Par les Lemmes 3.3.14,

n

3.3.3 et 3.3.5 nous avons que tout calcul ((po, §0), 00) = ((p1,q1), 1) - - - Z>((Pn, Gn), o) €st un
calcul acceptant de Agy. si et seulement si (po, 11 (00))3(;91, T, ((fl))g .. u—"»(pn, 1t1(0y)) estun
calcul de A. Par le Lemme 3.3.15 nous pouvons en déduire que P, satisfait la propriété sou-
haitée. Comme Ao est obtenu en supprimant les états non accessibles de Ageq, nous concluons
qu’il existe aussi une bijection entre ACaly(Acor) et ACaly,(A) O

Théoréme 3.3.18

Soient A un APVbi sur l'alphabet structuré A, A¢.or le APVbi fcoreduire(A) et Acor le
APVbi coreduire(A). Ascor est faiblement co-réduit et Ao, est co-réduit.

Démonstration. Par le Théoreme 3.3.10, freduire o dual(A) est faiblement réduit. Donc par le
Lemme 3.3.16, dual o freduire o dual(A) est faiblement co-réduit. Par le Lemme 3.3.15 nous avons
donc que Ascor est faiblement co-réduit. De plus, comme Ao est obtenu en supprimant les état
non accessibles de A¢.or, Nous concluons que Acor est co-réduit. O

Proposition 3.3.19

Soit A un APVbi réduit sur I'alphabet structuré A, alors coreduire(A) est aussi réduit.

Démonstration. Par le Lemme 3.3.16, nous savons que si A est réduit, alors dual(A) est co-
réduit. Par la Proposition 3.3.11, freduire o dual(A) est aussi co-réduit. Par le Lemme 3.3.16 nous
déduisons que dual o freduire o dual(A) est réduit. Par le Lemme 3.3.15 nous pouvons en conclure
que coreduire(A) 1’est aussi. O
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Proposition 3.3.20

Soit A un APVbi déterministe sur 1’alphabet structuré A, alors Ao = fcoreduire(A) et
Acor = coreduire(A) sont aussi déterministes.

Démonstration. Nous allons montrer ce résultat sur Asor. Comme Acor est obtenu en suppri-
mant les états inutiles de A¢.or, nous pouvons conclure que A est aussi déterministe. Premie-
rement, par définition nous avons I’ = {(p,p) | p € I}, et donc #I' = #I = 1. Deuxiémement,
nous considérons les transitions de Ay, et analysons la maniere dont elles sont construites.
Soit T une transition de A, menant de 'état (p, q) vers I'état (p’, q’) sur la lettre a de A :

o Siae A, alorst = ((p,q),a,(p,q)). Par construction de Ascor, (4,4,9") € §,. Comme A
est déterministe, il n'y a pas de transition (g,4,4") € §, avec 4" # ¢'. Nous concluons qu'’il
n’existe pas d’état p” € Q tel que ((p,q),a,(p”",q")) € 9, avec (p',q') # (p",q") car par
définition de ¢, nous avons p = p’ = p”.

oSiae A, alors T = ((p,q),a,(7,p),(p,q)) avec v € T. Par construction de Ago nous
avons (q,4,7,9’) € d.. Comme A est déterministe, il n'y a pas de transition (g,a,v/,q") € 6.
avec q" # q' ouy’ # 7. Nous pouvons donc en conclure qu'il n’existe pas d’états p”, p” €
Q tels que ((p,q), (v, p"),a,(p",q")) € 6, avec (p',q') # (p",4") ou (7,p) # (7', p") car
par définition de ] nous avons p = p”, p' = g’ et p” = q".

oSiae A, alorst = ((p,9q),(7,p) a4, q)) avec ¢ € T. Par construction de Ao nous
avons (q,7,4,q") € ;. Comme A est déterministe, il n’y a pas de transition (g, v, a,q") € J,
avec 4" # q'. Nous pouvons donc en conclure qu’il n’existe pas d’état p” € Q tel que
((p,q), (v, p),a,(p",q")) € 6, avec (p',q") # (p”,q") car par définition de J; nous avons
p/ _ p//. D

3.3.3 Laprocédure complete

Nous définissons la construction emondery; par emondery,; = coreduire o reduire. La Propo-
sition 3.3.19 assure que la construction coreduire préserve la réduction, et donc par les Théo-
remes 3.3.9, 3.3.10, 3.3.17 et 3.3.18 nous obtenons le résultat suivant :

Théoréme 3.3.21

Soit A un APVbi sur I'alphabet structuré A, et Aemonder 1€ APVbi emondery,;(A). Aemonder
est émondé et est construit en temps polynomial. De plus, pour tout w € A¥, il existe
une bijection entre ACaly,(A) et ACaly(Aemonder), €t donc L(A) = L(Aemonder)-

3.4 Emonder un automate a pile visible

Nous allons maintenant présenter une construction pour transformer un APV A en un
APVbi utilisant un alphabet particulier. Dans une seconde étape, nous émondons 1" APVbi en
utilisant la méthode décrite dans la Section 3.3 pour les APVbi. Enfin depuis le nouveau APVbi
nous construisons un APV utilisant ’alphabet original reconnaissant le langage £(A) et qui est
toujours émondé. Il n’est pas évident de proposer des procédures pour transformer un APV
vers un APVbi et inversement, et qui en plus de cela sont compatibles avec les constructions
d’émondage.
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3.4.1 Des automates a pile visible arbitraires vers les bien imbriqués...

Les mots de A* sont différents des mots bien imbriqués car il permettent des lettres sans
correspondances. Nous corrigeons ce probleme en étendant 1’alphabet A et en modifiant les
mots de A*. D’un coté, une nouvelle lettre est ajoutée pour fermer les lettres de A, sans corres-
pondance. De l'autre coté, un symbole interne est créé pour remplacer chacune des lettres de
A, sans correspondance.

Soit A = Ac w A, w A, un alphabet structuré Nous introduisons l'alphabet structuré A®* =
AP ATt w AP défini par :

A=A A =Aw{F A =Aw{a|rea)

avec 7 et {a, | r € A,} des nouveaux symboles non présents dans A.
Nous allons définir de maniere inductive la fonction ext transformant un mot de A vers un
mot de A®* comme suit, étant donnésae A, re A, ce Acetn e N :

o ext(e,n) =g,

o ext(aw,n) = aext(w,n),

cwirext(wy,n)  sidwy € Af;, wp € A*,re Ay etw = wirwy,
cext(w,n+1)7 sinon.

Etant donné un mot w € A*, nous appelons ext(w) le mot ext(w, 0). Cette fonction remplace
chaque lettre r de A, sans ouvrant par le symbole interne a, et ajoute un suffixe de la forme
{7}* dans le but d’ajouter une correspondance pour chaque lettre de A, sans fermant. Il est
possible de montrer par induction sur la structure de w que ext(w) est un mot bien imbriqué
sur 'alphabet A®<*.

Intuitivement, ext(w, n) produit un mot bien imbriqué le long d'un calcul en prenant en
compte la hauteur de la pile via I'entier n.

Exemple 3.4.1

Nous notons w le mot rrccar. Nous avons ext(w, 1) = r ext(rccar,0) = ra, ext(ccar,0) =
ra,c ext(car, 1)7 = ra,ccar ext(e, 1)7 = ra,ccart.

Nous définissons aussi une variante de ext ol le suffixe de {F}* n’est pas ajouté, et nous
appelons cette fonction ext, :

ext,(w,n) = w' tel que ext(w, n) = w'w” avec w’ € (A*\{7})* et w” € {F}*

Etant donné un mot w € A*, nous définissons aussi ext,(w) comme étant le résultat de la fonc-
tion ext,(w, 0).

Soit A un APV, nous présentons maintenant la construction etendre transformant un APV
sur l’alphabet A vers un APVbi sur 1’alphabet A®*. Intuitivement, cette construction ajoute un
suffixe au APV lisant des mots de la forme 7" avec n € IN( et remplace les transitions dépilant
sur pile vide par des transitions sans action sur la pile, implémentant de cette maniére la fonc-
tion ext. Pour compléter ceci, I'’APV doit avoir certaines bonnes propriétés, introduites dans la
définition suivante :

72



Définition 3.4.2

Soit A = (Q,I,F,T,5) un APV sur l'alphabet structuré A. Nous dirons que A est
conforme en pile s’il existe une partition de Q telle que Q = Q| w Q4 et une partition
deTl tellequel'y wIet:

1. Pour tout calcul initialisé de A menant vers une configuration (p,0),0c = L <
peQuL,

2. Pour tout calcul initialisé de A menant vers une configuration (p, o), 0 € {L} U
{yo|yel,cel%},

3. Pour tout 7 € 6, source(t) ¢ F.

Nous montrerons dans la Sous-section 3.4.3 que pour tout APV il est possible de construire
en temps polynomial un APV conforme en pile équivalent. Nous présentons maintenant la
construction etendre, opérant sur les APV conforme en pile. Cette construction permet de trans-
former un APV en un APVbi que nous pourrons émonder avec la procédure définie dans la

section précédente.
Définition 3.4.3

Soit A = (Q,I,F,I,J) un APV conforme en pile sur 1’alphabet A avec les partitions
Q=0Q,wQretl =T, wI,. L' APVbietendre(A) = (Q',I', F/,1",¥") sur I'alphabet
A®* est défini par :

oQ = Quififsy TI'=1 F=(FnQu{fi} TI'=T

0d = 4ludud avec:
5= 4
-0 =6 v { (prrf)) | Je{L4,peFnQuyel; }
o { Fervfy) | Je{l ) yvel; }
— 4 6 v { (pang) | (pr,Lged peQL }

Intuitivement, etendre(A) possede deux parties : La premiere, composée des états de A,
peut lire des mots de la forme (A®*\{7})* et remplace chaque transition dépilant sur pile vide
par une transition ne faisant rien sur la pile, et la deuxiéme composée de deux nouveaux états
{f1, fx}, lit des mots de la forme {7}*. Cette intuition est formalisée pour n’importe quel APV
sur l’alphabet A®* par la définition suivante :

Définition 3.4.4

Soient A un alphabet structuré et A = (Q, I, F,T, ) un APV sur l'alphabet A**. Nous
définissons deux sous-ensembles de Q comme suit :

piege(A)  ={9€Q[3p, (7, 7,q) €&}
bordure(A) = {p ¢ piege(A) | 3T € J tel que source(T) = p et cible(T) € piege(A)}
Les états de bordure(A) sont appelés états de bord de A.

Les états de bord sont les états n’appartenant pas a piege(A) et permettant d’atteindre un
état de piege(A). Il est possible de vérifier que dans le cas du APV etendre(A), nous avons

piege(etendre(A)) = {fx, f1} et bordure(etendre(A)) = F n Q..
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Exemple 3.4.5

Soit A = (Q, I, F,T,6) un APV sur l'alphabet structuré A et Ae I’APV etendre(A). Ces
deux APV sont représentés a la Figure 3.4. Les parties en pointillés sont les parties de
A modifiées par etendre. A est conforme en pile pour Q = Q, wQretl' =T wl,
avec Q| = {1,4}, Qr =1{2,3,5,6}, '} = {7} etT, = {7'}. Nous verrons plus tard que
A est produit par la construction confpile. De plus nous avons bordure(Aext) = {3} et
piege(Aext) = {fu, f1}

. ©

FIGURE 3.4 - L'APV A est a gauche et 'APV Ay = etendre(A) est a droite.

Dans la suite de cette section, nous allons montrer que pour tout APV A et tout mot w e
L(A), il existe une bijection entre les calculs acceptants de A sur w et ceux de etendre(A) sur
ext(w). Pour cela nous allons montrer en premier lieu dans le Lemme 3.4.6 qu'il existe un calcul
initialisé sur un mot u de A si et seulement s’il existe un calcul initialisé sur le mot ext,(w) de
Aext. Pour montrer ce résultat nous avons besoin d’étendre la fonction ext, aux calculs. Soient

. * a * Am
n,m € N des entiers, ay ...a,, € A* unmotet p : (p1,01)—*(p2,02)—>(Gm+1, Om+1) un calcul de
A, ext,(p, n) est défini de la maniere suivante :

ext,(p,n) : (pl:‘ﬁ)ﬁ’*(PZ/ Uz)b—m>(qm+1,(7m+1) avec by ...b, =ext,(ay...ay,n)

Nous définissons ext,(p) de la méme maniere que pour les mots.

Dans un deuxiéme temps, nous allons montrer dans le Lemme 3.4.7 que pour toute pile o
il existe un unique chemin sur {7} dépilant ¢. Enfin, nous combinons ces deux résultats dans le
Théoreme 3.4.8 afin d’obtenir le résultat souhaité.
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Lemme 3.4.6

Soient A un APV conforme en pile sur 1’alphabet structuré A, Ae I’APV etendre(A)
et w € A* un mot. p est un calcul initialisé de A sur w si et seulement si ext,(p) est un
calcul initialisé de Aext sur ext,(w).

Démonstration. Par définition, ext,(w) est obtenu depuis w en remplagant chaque lettre de A,
sans ouvrant par un symbole interne. La construction etendre implémente correctement cette
transformation grace au point (1) de la définition de conforme en pile. O

Lemme 3.4.7

Soient A un APV conforme en pile sur 1’alphabet structuré A, A 1’APV etendre(A)
et p un calcul initialisé de Aex: sur un mot w € A* menant vers la configuration (p, o)
telle que p est un état de bord de Ay, alors il existe exactement un calcul p’ sur 7lol tel
que pp’ est un calcul acceptant de Aext.

Démonstration. Nous notons A = (Q,[,F,T,0),Q = Q) w Qs et =T wI,. Par construc-
tion de Ay, le mot w ne contient aucune occurrence de 7. Par le Lemme 3.4.6, il existe un calcul
p1 de A tel que p = ext,(p1). Comme observé ci-dessus nous avons bordure(Aext) = Fn Q..
Donc, par le point (2) de la définition de conforme en pile, nous avons o € {yo’ | y eI, 0’ €
I*%}, et par construction il existe un unique calcul de Ae,; menant de p vers f) sur 7l°l dépilant
tous les symboles de la pile. O

Théoréme 3.4.8

Soient A un APV conforme en pile sur 1’alphabet structuré A, Ae 1’APV etendre(A)
et w € A* un mot, il existe une bijection entre les calculs de ACal,(A) et les calculs
ACaleys () (Aext), et donc L(Aext) = ext(L(A)).

Démonstration. Nous notons A = (Q,[,F,I,0),Q =Q wQs et =T, wI,. Premiérement
supposons que w est un mot ot toute lettre de A, possede un fermant, alors ext,(w) = ext(w).
Soit p un calcul acceptant de A sur w menant vers la configuration (p, o). Comme ext,(w) =
ext(w), nous concluons que o = L et dong, par le point (1) de la définition de conforme en pile,
nous avons p € F n Q. Le résultat suit par le Lemme 3.4.6.

Sinon s’il existe une lettre de A, dans w sans fermant. Nous définissons 1’ensemble ECal,
comme suit :

ECaly = {p € Calext,(w)(Aext) | o est initialisé est termine dans un état de bord}

Comme les états de bord de Aext sont construits a partir des états acceptants de A, par le
Lemme 3.4.6 pour tout calcul p € Caly,(A) nous avons p € ACaly(A) si et seulement si ext,(p) €
ECaly. Le résultat suit par le Lemme 3.4.7. O

3.4.2 ... Etvice-versa.

Nous allons définir I'inverse la fonction etendre, appelée retracter, produisant la derniere
étape de la procédure. Cependant, nous devons déterminer le piege parmi les états de I APVbi
pour le supprimer et recouvrer le langage original. Ca n’est pas toujours possible, et nous in-
troduisons une propriété appelée rétractable, permettant d’appliquer la construction retracter :
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Définition 3.4.9

Soient A un alphabet structuré et A = (Q, I, F,T, ) un APV sur l’alphabet A®*. Nous
considérons les conditions suivantes :

M .

6.

Il existe un APV B sur A tel que L£(A) = ext(L(B)),

Nous avons piege(A) n [ = 7,

Pour toute transition T dans J, lettre(T) = 7 si et seulement si cible(T) € piege(A),
Pour toute transition T dans ¢ telle que source(T) € piege(A), lettre(t) =7,

Pour tout calcul initialisé de A terminant dans un état de bord il existe un entier
n € IN- et exactement un calcul p’ sur 7" tel que pp’ est un calcul acceptant.

Pour toute transition T € ¢, telle que source(T) € bordure(A), lettre(t) = 7.

Nous appelons A rétractable s’il remplit les conditions (1), ..., (5) et fortement rétrac-
table s'il est rétractable et remplit la condition (6).

La propriété de rétractabilité garantit que retracter peut étre appliqué. Dans la suite nous
allons montrer que nos constructions préservent la rétractabilité et donc le piege. Par exemple
celui de I’ APVbi produit par freduire o etendre est {(f1, f1), (f+, fx)}. Nous avons besoin de
la rétractabilité forte car la construction reduire ne préserve pas la rétractabilité. Nous allons

d’abord montrer que la construction etendre assure la rétractabilité forte :

Théoréme 3.4.10

Soit A un APV conforme en pile, alors etendre(A) est fortement rétractable.

Démonstration. La propriété (1) est une conséquence du Théoreme 3.4.8. Les propriétés (2),
(3), (4) sont des conséquences de la construction, la propriété (5) est une conséquence du
Lemme 3.4.7 et la propriété (6) est une conséquence de la propriété (3) de la définition de

conforme en pile.

Nous définissons maintenant la construction retracter :

Définition 3.4.11

Soient A un alphabet structuréet A = (Q, I, F, T, §) un APVbi rétractable sur 1’alphabet
A®*, nous définissons ’APV retracter(A) = (Q',I', F/,I", ') sur l’alphabet A par :

o
od

= Q\piege(A) I'=1 F' = (F\piege(A)) u bordure(A) I'=T
= Slwélwétwd avec:

- 52 = 5c

—o. = { 1€ | lettre(T)

Cette construction fonctionne comme suit : elle remplace toutes les transitions sur la lettre
a, par des transitions dépilant la pile vide sur la lettre r, et supprime les transitions dépilantes

#7 )
—ot = { (L) | (panged )
5 €N, }

{ 1€ | lettre(T)
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sur 7. Notez que les états finaux de retracter(A) sont les états de bord de A et les états finaux de
A qui ne sont pas dans piege(A).

Nous montrons maintenant que pour tout APV A, la construction retracter induit une bijec-
tion entre les calculs de A et les calculs de retracter(A). Premiérement, le Lemme 3.4.12 établit
qu’il existe un calcul de A sur le mot u débutant sur une pile ¢ si et seulement s’il existe un
calcul de retracter(A) sur le mot ext,(w, |c|). Nous utilisons ce résultat dans la démonstration
du Théoreme 3.4.13 afin de montrer le résultat souhaité.

Lemme 3.4.12

Soient A un APV conforme en pile sur 'alphabet structuré A et w € A* un mot. Le
calcul p appartient a Caly (retracter(A)) avec premier(p) = (p, |o]) si et seulement si le
calcul initialisé ext,(p, |o|) appartient a Caley, (w, (o) (A)-

Démonstration. Nous considérons en premier le sens =. Il convient d’observer que w € A*
assure, par les conditions (2) et (3) de la définition de la rétractabilité, que les configurations
(pi, 0i) composant le calcul p vérifient la propriété p; ¢ piege(A) pour tout i € [1,|w| + 1]. Par
conséquent, par définition des états et des transitions de retracter(A) nous en concluons que
ext,(p) appartient a Caleys, (o)) (A)-

Nous considérons maintenant le sens <. Par la définition de la fonction ext,, quand ext,(p)
lit une lettre a, € A®* alors la pile est vide. Par conséquent, par définition des états et des
transitions de retracter(A) nous en concluons que p appartient a Caly,(retracter(A)).

O

Théoréeme 3.4.13

Soient A un alphabet structuré et A un APV rétractable sur A®*. Pour tout mot w €
A*, il existe une bijection entre ACal,(retracter(A)) et ACaley()(A), et en particulier
L(A) = ext(L(retracter(A))).

Démonstration. Soit w € A* un mot. Nous distinguons deux cas. si w est un mot tel que toute
lettre de A, est fermée, alors ext(w) = ext,(w). Par le Lemme 3.4.12 et le point (2) de la dé-
finition de la rétractabilité, ext ameéne une bijection entre I'ensemble des calculs initialisés de
retracter(A) sur w et ’ensemble des calcul initialisés de A sur ext(w). De plus, un calcul initia-
lisé p de retracter(A) sur w est acceptant si et seulement si ext(p) est acceptant dans A. En effet,
comme toute lettre de A, de w est fermée, la configuration (p, o) atteinte par p vérifie o = L, et
donc p ¢ bordure(A) par la condition (5) de la définition de rétractable. Alors p est un état final
de retracter(A) si et seulement si p est un état final de A. Sinon, il existe une lettre de A. de w
non fermée. Nous définissons I’ensemble RCal,, comme suit :

RCaly, = {p € Caleys, () (A) | p est initialisé et termine dans un état de bord}

Comme pour le cas précédent, nous pouvons montrer par la condition (2) de la définition de
la rétractabilité et par le Lemme 3.4.12 que ext, introduit une bijection entre ACal,(retracter(A))
et RCaly,. Et donc par le point (5) de la définition de rétractable, nous avons une bijection entre
ACaly(retracter(A)) et ACaleyy(w)(A)-

Enfin par la condition (1) de la définition de la rétractabilité, tout mot accepté par A est de
la forme ext(w) pour un certain mot w € A*, et donc la bijection précédente implique L(A) =
ext(L(retracter(A))). O
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Nous allons maintenant montrer que retracter préserve 'émondage. La partie compliquée
de cette preuve est celle concernant la co-réduction. Un APVbi est co-réduit si tout calcul fi-
nissant dans une configuration acceptante est accessible. Dans le cas des APVbi, il suffit de
considérer les configurations finales de la forme (p, L) avec p un état final car tous les cal-
culs acceptants finissent sur une pile vide. Nous devons donc nous assurer que la construction
retracter prend en compte cette complexité supplémentaire, car elle produit un APV a partir
d’un APVbi.

Proposition 3.4.14

Soient A un alphabet structuré et A un APV rétractable sur A®*, si A est émondé alors
retracter(A) 1'est aussi.

Démonstration. Soit Aeq I’APV retracter(A). Pour la partie réduction, nous considérons un
mot w € A* et un calcul initialisé p : (p, L)=>*(g,0) € Cal,(A). Par le Lemme 3.4.12 p = ext,(p)
est un calcul de A sur @ = ext,(w). Il convient d’observer que ¢ est initialisé. Comme A est
réduit, il existe un calcul p’ sur w’ tel que pp’ est un calcul acceptant de A. Par construction
nous décomposons w’ par w' = wyw, avec wy € A*, wy € {F}* et ¢ par py : (q,0)—>*(q',0’) sur
wyetpa: (9,0 )&* (p', L) sur wy. Siwy = ¢, alors ¢’ = L et par construction g’ est un état final
de Ayet. Par le Lemme 3.4.12, il existe un calcul p; tel que p; = ext(p1, |o]) et pp1 est un calcul
acceptant de Ayet. Si wy # ¢, alors g’ € bordure(A) et donc g’ est un état final de Aet. De méme,
par le Lemme 3.4.12 il existe un calcul p; tel que g1 = ext(ps, |o|) et pp1 est un calcul acceptant
de Ajet.

Pour la partie co-réduction, nous considérons deux calculs p : (p,0) = (g,07) et o' :

(i, L) & (g,0") de At avec g un état final et i un état initial. Nous distinguons deux cas :

o Sio’ = 1, alors par la condition (5) de la définition de la rétractabilité, 1’état 4 ne peut pas
étre dans bordure(A). Par définition de Ay, ceci implique que g est un état final de A. Par
le Lemme 3.4.12, p = ext,(p, |c|) est un calcul de A sur @ = ext,(w, |c]), alors comme A
est un APVbi et est co-reduit, il existe un calcul p” de A sur le mot @" tel que p”p est un
calcul acceptant de A sur @"®. Donc par le Lemme 3.4.12 il existe un calcul p” de A tel
que p" = ext,(p") est un calcul sur w” avec " = ext(w”) et p”p est un calcul acceptant de
Aver sur w'w.

o Sio’ # 1, alors g € bordure(A). Par le Lemme 3.4.12, p = ext,(p, |o|) et p’ = ext,(p) sont
des calculs de A sur ext,(w, |0]|) et ext,(w’) respectivement. Il convient d’observer que g’
est initialisé. Alors par le point (5) de la rétractabilité il existe exactement un calcul p sur
7* tel que p'p est un calcul acceptant de A et donc pp est aussi un calcul de A. Comme A
est co-réduit il existe un calcul p” de A sur le mot @” tel que p”pp est un calcul acceptant
de A. Par le Lemme 3.4.12, il existe un calcul p” de Ay tel que p” = ext,(p”) sur w” avec
" = ext(w”). Donc par le Lemme 3.4.12, p”p est un calcul acceptant de At sur w”w. O

Nous allons maintenant montrer que nos différentes constructions préservent la rétractabi-

lité, ceci dans le but de pouvoir les composer et appliquer a la fin la construction retracter. Nous
allons donc montrer que reduire préserve la rétractabilité forte dans le Lemme 3.4.15 et coreduire
préserve la rétractabilité dans le Lemme 3.4.16.
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Proposition 3.4.15

Soit A un APV fortement rétractable sur 1’alphabet structuré A, alors I'APV Aeq =
reduire(A) est fortement rétractable.

Démonstration. Premierement notons que par construction nous avons :

Pour tout (p,q) € Q', si (p,q) € piege(Ared) alors p € piege(A) (3.1a)
Pour tout (p,q) € Q', si (p,q) € bordure(A,eq) alors p € bordure(A) (3.1b)

L'Enoncé (3.1a) est une conséquence de la construction reduire. Concernant 1’Enoncé (3.1b) le
fait que p ¢ piege(A) est amené par la condition (3) de la Définition 3.1.3 appliquée sur (p, q), et
le fait qu'il existe une transition sur 7 de I’état p vers un état de piege(A) vient de la construction
reduire.

La condition (1) de la définition de la rétractabilité est évidente car L(A) = L(Aed). Les
conditions (2), (3) et (4) peuvent étre montrées en utilisant 'Enoncé (3.1a), et la condition (6)
en utilisant I’Enoncé (3.1b).

Pour prouver la condition (5), nous considérons un calcul initialisé p de Aq sur un mot
w menant a la configuration ((g,9), o) telle que (g,q) € bordure(Ayeq). Par le Lemme 3.34, o’ =
Dfreq(p) ! est un calcul de A menant a la configuration (g, 711 (0)). Comme g € bordure(A) (par
’'Enoncé (3.1b)) et A est rétractable, 71 () n’est pas vide et o ne I'est pas non plus. On peut
donc décomposer p de cette maniere :

1/

0 (i, ), LS (0, 4), ) S ((p,9), ) 5 (0, 9), 0)

avec w' € A*, w" € Af;,,c € Aceto = o' -(v,q") avec v € I'. De plus, par définition de la
réduction, il existe une transition (g,7,7,4q") € é;,. Comme g € bordure(A), par la condition (6)
de la rétractabilité nous avons r = 7, et donc il existe une transition ((g,9),7, (v,9'),(9",9")) € 6,

et o1 : ((9,9),0) = ((9",9"),0") est un calcul de A,q. Comme A4 est réduit, il est possible de
compléter le calcul initialisé pp; en un calcul acceptant. Par la condition (1) les mots acceptés

7’|

sont de la forme A*7*. Il existe donc un calcul g : ((4”,9'),0") — ((f, f), L) tel que pp1p est
un calcul acceptant de Aeq. Enfin, l'unicité de 'extension p vient de la bijection induite par la
fonction Pgeq. O

Proposition 3.4.16

Soit A un APV rétractable sur l’alphabet structuré A, alors A, = coreduire(A) est
rétractable.

Démonstration. Premierement notons que par construction nous avons :

Pour tout (p,q) € Q', si (p,q) € piege(Acor) alors g € piege(A) (3.2a)
Pour tout (p,q) € Q', si (p,q) € bordure(Aco) alors g € bordure(A) (3.2b)

Les Enoncés (3.2a) et (3.2b) peuvent étre prouvés de maniére similaire aux Enoncés (3.1a)
et (3.1b).

1. Voir a la page 63 pour la définition de ®feq.
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La condition (1) de la définition de rétractabilité est évidente car £L(A) = L(Acor). Les condi-
tions (2), (3) et (4) peuvent étre facilement prouvées en utilisant I'Enoncé (3.2a).

Pour prouver la condition (5), nous établissons premierement la propriété suivante venant
de la définition de coreduire : pour tout calcul initialisé p de Acor menant a une configuration
((p,9), o), nous définissons ' le calcul @s.o,(0)2 de A menant a la configuration (g,7) avec
o = (o), s'il existe une transition (q,7,7,q') € ¢, telle que le calcul p'>(q’,&') existe dans
A avec & = 0’1, alors il existe une transition ((p,q),7, (v, 7'), (P',q')) € 6, telle que le calcul
05 ((p',q'),0") existe dans Acor, avec 71 (0”) = 0.

Alors, la condition (5) suit facilement de cette propriété, I'Enoncé (3.2b) et la rétractabilité
de A. L'unicité vient de la bijection ®sc,y. O

3.4.3 La construction confpile

Nous avons vu dans la Sous-section 3.4.1 comment transformer un APV en un APVbi en
utilisant la construction etendre. Cependant etendre a besoin d'un APV conforme en pile en
entrée. Dans cette section, nous allons présenter la construction confpile transformant un APV
quelconque en un APV conforme en pile équivalent.

Nous allons premiérement donner une intuition de la construction et ensuite montrer le
lien avec la définition de conforme en pile (Définition 3.4.2). Notre construction distingue trois
types de configurations le long d’un calcul : les configurations pour lesquelles la pile est vide,
celles ot1 le symbole au sommet de la pile sera dépilé avant de terminer le calcul et celles ot le
symbole au sommet de la pile ne sera pas dépilé avant de terminer le calcul. Lorsqu’un symbole
est empilé il est donc nécessaire de deviner si ce symbole sera dépilé dans le futur ou non. De
plus pour maintenir une information correcte tout le long du calcul nous modifierons la pile
pour mémoriser quel était sa forme avant sa modification. Nous définissons donc en premier
lieu I'ensemble de symboles spéciaux S comme suit :

S={L,T,o}

Intuitivement cet ensemble nous permettra de distinguer les trois types de configurations.
Nous présentons maintenant la construction confpile.

Définition 3.4.17

Soit un APV A = (Q, I, F,T,6) sur l'alphabet structuré A, nous définissons I’APV
confpile(A) = (Q', I', F/,I",¢") sur 'alphabet structuré A par :

o@Q = (QxT) I'=1x{l} FF=Fx{lo} T'=TxT

0d = 8ud Ut ud avec:
_— , (p,c,7,q) € éc et
i = { @hewnam | I
-6 = A ()@ | (g ed }
-6 = { ((pL,Lr@L)) | (pLraed }
-6 = { ((p))ha]) | (paq)ed }

La sémantique de cette construction est la suivante : supposons qu'un calcul initialisé at-
teigne I'état (p, [), alors la forme de la pile dépend de /. Si [ = L alors la pile est vide. Si [ =

2. Voir a la page 70 pour la définition de Py,
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alors aucun des symboles dans la pile ne sera dépilé avant la fin du calcul. Enfin, si [ = T, alors
la pile est composée de symboles qui ne seront jamais dépilés, suivis de symboles qui seront
dépilés avant la fin du calcul.

Exemple 3.4.18

Soient A = (Q,I,F,T',J) un APV sur l'alphabet structuré A et Asc I’APV confpile(A).
Ces deux APV sont représentés dans la Figure 3.5. Notez que l’état (1, T) n’est pas
final, car si un calcul passe par cet état cela signifie qu’il doit finir de dépiler ses sym-
boles avant de terminer.

rl (v, T)
rly
r|L
cly | (7,0)
2,0

FIGURE 3.5 — A gauche I’APV A, a droite I’APV confpile(A).

Nous allons maintenant montrer dans le Lemme 3.4.19 que pour tout APV A l'information
stockée dans I'état de confpile(A) se propage correctement le long de calculs sur des mots bien
imbriqués.

Lemme 3.4.19

Soient A un APV sur l'alphabet structuré Aet o : ((p, [),o) = ((¢’, "), o) un calcul de
confpile(A) sur un mot bien imbriqué w, alors [ = [.

Démonstration. Nous prouvons ce résultat par induction sur la structure de w :

o Siw = € alors le résultat est évident.

o Siw = au aveca € A, et u un mot bien imbriqué, alors par hypothese d’induction il existe
un calcul o’ : ((p”, ["),0") = ((p/,]"),0) tel que [” = [’. Par construction il existe une
transition ((p, [),a, (p”, [”)) € 6, telle que [ = [”,etdonc [ = [.

o Siw = cujrup avec c € A, r € Ay et ug, up deux mots bien imbriqués, par hypothese d’in-
duction il existe deux calculs o' : ((p1, f1),01) =5 ((p2, f2),02) et 0" : ((ps, [3),03) >

((p',["),0) tels que [" = [3 et [; = [>. Par construction de ¢/ il existe deux transi-
tions ((p, /),a, (7, 1), (p1, 1)) € & et ((pa, [2),7, (v, ), (ps, [3)) € &, avec | — [5. Nous
concluons que [’ = [3etdonc [ = [". O
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Pour tout symbole [ € 5 nous définissons I’ensemble 57 comme suit :

st = (1)
8% = {yoo' |yel x{L},ce ([ x{o})* o’ e (T x{T}H)*}
S; = {yo|yelx{l},oe (I x{o})*}

Nous décrivons dans le Lemme 3.4.20 comment les états sont conformes avec la pile dans
confpile(A).

Lemme 3.4.20

Soient A un APV sur 'alphabet structuré A et un calcul p de confpile(A) sura;...a, €
?*etgl*que 0 ((po, J0),00) 2 - 25((pu, [n), o). Si g € S7, alors pour tout i € [1,k],
1=

Démonstration. Soit p un calcul de Asc = confpile(A). Nous procédons par induction sur la

longueur de p. Si p : ((q,[),0), alors par hypothése ¢ € 57. Sinon il existe une lettre a € A tel
que p se décompose en p'5((g, ), ). Nous appelons ((p, [),0) la configuration dernier(p’).
Par hypothese d’induction sur p" nous avons ¢ € 5}. Nous montrons maintenant que o’ € 57,

Par définition il existe une transition 7, allant de ((p, [), o) vers ((g, /'), ¢’). Nous distinguons
quatre cas, selon le type de 7 :

oSit=((p [)a (g []"))ed avecac A, par définition [' = [etoc =0, etdonc o’ € 57

oSit=(p[)a(y.[)(q/[)) € aveca € Ac. et [' = T, alors par définition de S nous
avons 57 - {(7, [)} = 5},. Comme ¢’ = ¢ - (7, [), nous concluons que ¢’ € 57,.

oSit=(p, [)a (v.[)(q, [)) € avecae Ac.et [/ = o,alors par construction [ € {L,0} et
par définition de S nous avons 57 - {(7, [)} = 5},. Comme 0’ = - (7, [), nous concluons
que o’ € S?.

oSit = ((p[),(v,[)a /g, [)) € 6 avec a € A,, alors par construction [ = T et par
définition de S nous avons S§ - {(7, [)} < 5},. Comme ¢ = ¢’ - (, [), nous concluons que
o e S%,.

oSit = ((p,f)a1L(q/[)) € é aveca € A, alors par construction [ = [' = L et donc
o =1eS5%. O

Définition 3.4.21
Soient A un APV sur l'alphabet structuré A et p : ((po, o), 00)—> - - - = ((pu, [n), o) Un

calcul de confpile(A) sur w € A*. Alors p est un calcul conforme en pile si 0p € 57 et
Jn#T.

Intuitivement, par la définition précédente, la contrainte [, # T assure qu’aucun symbole
de la pile ne sera dépilé avant d’atteindre une configuration finale. Ceci est formalisé dans le
lemme suivant.
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Lemme 3.4.22

Soient A un APV sur l'alphabet structuré A et p un calcul conforme en pile de ’APV
confpile(A) sur w € A* telque p : ((p, ), o)=*((p', ['),¢’) eto # L. Alors w se décom-
pose en wirw, avec wy € Af; etr € A, si et seulementsi [ = T.

Démonstration. Nous considérons en premier I'implication =. Si [ # T, supposons que w se
décompose en wirw,. Par le Lemme 3.4.19, nous pouvons aussi décomposer p comme suit :

o ((p, ), 0)="((q, ), o), ), 0"V =4 ), o)

[ ne peut pas étre égal a o parce qu’il n’y a pas de transition 7 € ¢ telle que source(T) = (g,0)
et lettre(T) € A,. [ est aussi différent de L car selon le Lemme 3.4.20, 0 € 57 mais ¢ # 1, ce qui
est une contradiction. Nous concluons que [ = T.

Nous considérons maintenant l'implication <. Si [ = T, supposons que w ne se décompose
pas en wyrwy, alors w = wociw; - - - c,wy,, pour n € N, ¢; € Ac et w; € Afl, pour touti € {0,...n}.
Nous pouvons décomposer p comme suit :

P+ ((Pos o), 00) =" (P, J0), 00) = ((p1, 1), 00) =% -+ = ((Puy fin), 0)=* ((Ph [1), 1)

avec ((p, [),o) = ((po, fo),00) et ((p', ["), ") = ((p},, [}), 07,). Par construction des transitions de
confpile(A), si [/ = T alors [;11 = T, et par le Lemme 3.4.19 nous avons [; = [/, et donc comme
[ = Jo = T nous pouvons conclure que [’ = [} = T. Ceci est une contradiction car p est un
calcul conforme en pile et [* doit étre différent de T. O

Nous allons maintenant prouver le théoreme suivant :
Théoréme 3.4.23

Soit A un APV sur l'alphabet structuré A, alors Asc = confpile(A) peut-étre construit
en temps polynomial et :

o Pour tout mot w € A* il existe une bijection entre ACal,(A) et ACal,(Asc), et
donc L(A) = L(Asc)-

o Asc est conforme en pile.

Pour prouver ce théoréme nous avons besoin d’indiquer comment confpile construit ses
calculs. Soient A = (Q,I,F,T,d) un APV sur l'alphabet structuré A et Asc = (Q',I', F',T",9)
I’APV confpile(A). Nous définissons une fonction ®¢. des calculs de Ay vers les calculs de A.
Soit p un calcul de Ay défini comme suit :

o= (90, o), 00) (1, J1), 1) - 5 ((Gnt, fa—1)s On1) "> (G, Ju), o)

Nous définissons P (p’) ainsi :

Dsc(p) : (0, 71(00)) ™ (1, 701 (01)) > -+ == (q1, 701 (On-1)) > (g, 701 (0)

Nous allons maintenant montrer que ®.. induit bien une bijection entre les calculs accep-
tants de A et de Ag.. Pour cela, nous allons montrer dans la Proposition 3.4.24 que pour tout
calcul p de As, Psc(p) est bien un calcul de A, puis nous prouverons que cette fonction est
injective dans le Lemme 3.4.25 et surjective dans le Lemme 3.4.26.
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Proposition 3.4.24

Soient A un APV sur l'alphabet structuré A et Asc 'APV confpile(A). Pour tout calcul
conforme en pile p de Asc, Psc(p’) est un calcul de A.

Démonstration. Soit p un calcul de Ag.. Nous faisons la preuve par induction sur la longueur
de p.Sip: ((g,)), o) alors par construction (g, 711 (0)) est un calcul de A. Sinon p se décompose

par:
((p, ), 0)=p" avec o' (¢, 1), o) = ((p", "), ")
Par le Lemme 3.4.20, nous pouvons appliquer ’hypothese d’induction sur p’ et donc Ps.(p’)

est un calcul de A. Nous montrons maintenant que ®s(((p, [), 7)>p’) est aussi un calcul de A.
Par définition il existe une transition 7, menant de ((p, [), o) vers p’. Il y a quatre cas possibles :

oSit=((p [)a (p,[)) e€d avecae A, alors ¢ = ¢’. Par construction, (p,a, p') € 6, méne
de D ((p, [),0)) a Dsc(p”).

oSit = ((p[)a (v.[) W, ])) € 6. aveca € A, alors (v, [) = ¢'. Par construction,
(p,a,v,p') € 6. mene de P ((p, [),0)) a Dec(p').

oSit = ((p))a(v,)),p,[) € 6 aveca € A,, alors ¢ = (v, [). Par construction
(p,a,v,p') € 6, mene de O ((p, [),0)) & Dsc(p').

oSit=((p [)alL (P, [)) e avecac A, alorsc = ¢ = L.Par construction (p,a, L, p’) €
o mene de D ((p, [),0)) a Psc(p). O

Lemme 3.4.25

Soient A un APV sur l'alphabet structuré A et Asc 'APV confpile(A). La fonction P
des calculs conformes en pile de confpile(A) vers les calculs de A est injective.

Démonstration. Soient p; et p deux calculs conformes en pile de A sur le méme mot w. Nous
montrons par induction sur la longueur de w que si Psc(p1) = Psc(p2), alors p; = p2. Siw = ¢
alors p1 : ((p1,[1),01) et p2 : ((p2, [2),02). Comme Py (p1) = Psc(p2) nous en déduisons que
p1 = p2 et m(o1) = mi(02), et donc 01| = |o2|. Notez que comme p; et pp sont des calculs
conformes en pile nous avons [; € {o, L} et 0; € 5f pour i € [1,2]. Nous pouvons conclure que
J1 = [2etoy = 02 car |o1] = |02]. Sinon p; et p2 se décomposent comme suit :

((pis 1), 01)=>p] avec pj « ((pi, [1), o) =" (P}, [}'), o) aveci € [1,2]
Par le Lemme 3.4.20, nous pouvons appliquer 'hypothese d’induction sur p] et p’, et donc
! / : a .y a .y
nous avons p; = p5. Nous montrons maintenant que ((p1, [1),01)—=p] = ((p2, [2), 02)—=p5.

Premierement notez que si CDSC(((p1,f1),a1)l>p’l) : Do (((p2, fz),(TQ)i’p,Z), alors p1 = po et
m1(01) = mi(0p), ceci amenant |oq| = |oz|. Par définition il existe deux transitions 71 et 1,
menant de ((p;, [i),0i) ap, pourie [1,2]:
o Sit = ((pi, [i),a,(p,,[]) € 6, aveca € A, alors 0; = o] et [; = []. Nous concluons que
Ji=[etoy = on.
o Siti = ((pi, [i),a,(7i [i), (P, [{)) € 6. avec a € A, alors 1 = 2. Supposons que [ # [>. Si
/1 = Let [ # L, alors par la propriété de conforme en pile nous avons |07 | # |02|, ce qui
est une contradiction. Si [1 = T et [ = o, alors par le Lemme 3.4.22, 7; est dépilé dans

| mais pas 2, ce qui est une contradiction. Nous en déduisons que [; = [», et comme
01 = 03 = 0i(7i, [i), nous concluons que oy = 0.
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o Siti = ((pi, [i),a, (i, [}), (P}, I])) € 0y aveca € A, alors [; = [, = T et 71 = 72. Comme
o1(vi, 1) = 05(7i, []) = oi et [{ = [3, nous concluons que 07 = 0.

o Sit=((pifi),a, L, (p),[]) €d,avecac Ay alorso; = 0] = Let [; = [ O
Lemme 3.4.26

Soient A un APV sur l'alphabet structuré A et Asc 'APV confpile(A). La fonction P
des calculs conformes en pile de confpile(A) vers les calculs de A est surjective.

Démonstration. Soit p un calcul de A. Nous faisons la preuve par induction sur la longueur
de p. Nous considérons en premier que p : (p, o) avec 0 = (7i)1<i<i- Si 0 = L, alors il existe un
calcul conforme en pile p’ de As de la forme ((p, L), L) tel que Psc(p’) = p. Sinon il existe un
calcul conforme en pile p’ de Ay de la forme ((p,0),0”) tel que Dsc(p') = p et = (v, [i)1<i<i
avec [p = Let [; = opourie {2,...,I}. Nous considérons maintenant que p # (p,0), il peut
donc se décomposer de la manieére suivante :
(p, )50 avecp’ = (p', o) =*(p", o)

Par le Lemme 3.4.20, nous pouvons appliquer I’hypothese d’induction sur p’, et donc il existe
un calcul conforme en pile p” de A tel que p’ = Py (p”). Nous montrons maintenant qu’il
existe une configuration ((p, [),7) telle que ®«(((p, ), 7)>p") = p. Nous appelons ((p’, [/),5")
la configuration premier(p”). Par définition il existe une transition T menant de (p,c) a (p/,0’).
Nous distinguons quatre cas :

oSiT =
((p, [),a, (P, ))) € &, et donc ((p, [),5)>p" est un calcul conforme en pile de As. avec
g=0et[=]".

(p,a,p’) € 6, avec a € A, alors ¢’ = 0. Par construction il existe une transition

o Sit=(p,a,v,p')ed avecae A. ety eI alors 0’ = o7y. Notez que par définition, ¢’ # L
etdonc [’ # L. Par construction il existe ((p, [),a, (v, [)(P', [!)) € 6. avec [/ € {T,o}.

- Si [/ = Talors ((p, [),7)>p" est un calcul conforme en pile de Ay avec & = (7, /).
De plus nous avons [ = L sid = 1, [ = os’il existe r € A, tel que w = wirw, et
[ = T sinon.

- Si [’ =o,alors [ € { 1,0} et par définition de S, ((p, ), &)>p” est un calcul conforme
en pile de Asc avec & = (7, [). De plusnous avons [ = L sig = L et [ = o sinon.

oSiT = (pa,yp)aveca € A, ety € T alors ¢ = ¢’v. Par construction il existe une
transition ((p, ), (7, /"), a, (¢, [")) € &, avec [ = T. Donc ((p, [),7)>p" est un calcul
conforme en pile de Asc avec o =d'(7y, [")et [ =T.

o Sit=(pa L, p)avecace A, alorsc’ = o = L. Notez que par définition, & = 1 et donc
[’ = L. Par construction il existe une transition ((p, [),a, L, (p’, [')) € 6, avec [ = [/ = L
Donc ((p, [),7) KN p” estun calcul de Acaveco =o' = Let [ = L. O

Nous pouvons prouver le Théoreme 3.4.23 :

Démonstration. [Théoreme 3.4.23] Pour le premier point il convient de noter que tout calcul
p € ACal(Asc) est un calcul conforme en pile de As.. Donc par Proposition 3.4.24 et par les
Lemmes 3.4.25 et 3.4.26, p est un calcul acceptant de A sur w si et seulement si P (p) est un
calcul acceptant de A sur w. Pour le second point, les conditions (1) et (2) de la définition de
conforme en pile sont des conséquences du Lemme 3.4.20, avec Q', = (Q x {o}) u (Q x {T}),
Q) = (Qx{L}), I, = Tx{o})u (T x{T}) etI' = (I x{L}). La condition (3) est une
conséquence directe de la construction. O
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3.4.4 Laprocédure complete

Nous pouvons maintenant montrer comment émonder un APV en combinant les construc-
tions présentées jusqu’a présent. Nous considérons la construction emonder définie par :

emonder(A) = retracter o emondery,; o etendre o confpile(A)

et formulons ses principales propriétés.
Théoreme 3.4.27

Soient A un APV sur l'alphabet A et Aem I’APV emonder(A). LAPV Aem peut étre
construit en temps polynomial et satisfait :

1. il y a une bijection entre les calculs de ACal(A) et les calculs de ACal(Aem), et
donc L(A) = L(Aem),

2. Aemonder €st émondé.

Démonstration. Il est possible de prouver ce résultat en utilisant les théorémes et propositions
listés dans la table de la Section 3.7. O

3.5 Automate a pile visible déterministe et émondé

Nous avons prouvé dans la section précédente qu’il est toujours possible, étant donné un
APV, de construire un APV équivalent émondé. De plus, nous avons montré a la Section 1.4.2
qu’il est toujours possible de construire un APV avec le méme langage et déterministe. Dans
cette section, nous allons montrer comment construire un APV i la fois émondé et déterministe.
Ceci n’est pas un corollaire immédiat des précédents résultats, car la construction reduire intro-
duit du non-déterminisme, et la construction d’'un APV déterministe présentée dans [AMO04]
ne préserve pas la co-réduction.

3.5.1 La déterminisation préserve la réduction et la rétractabilité

Nous prouvons maintenant que determiniser préserve les propriétés de faible réduction et
de rétractabilité.

Proposition 3.5.1

Soit A un APV sur l'alphabet structuré A. Si A est faiblement réduit, alors Ager =
determiniser(A) est faiblement réduit.

Démonstration. Soit p’ un calcul initialisé de Aget. Nous devons montrer que p’ peut étre com-
plété dans un calcul acceptant de Ager. Nous appelons w; le mot associé au calcul p’.

Par le Lemme 1.4.18, Il existe un calcul initialisé p de A sur le mot w;. Comme A est faible-
ment co-réduit, le calcul p peut-étre complété par un calcul p, sur un mot w, dans un calcul
acceptant de A. Par conséquent, nous avons wyw, € L(A). Par la correction de la procédure
de déterminisation nous avons wyw; € L(Aget). Il existe donc un calcul p” de Ager sur wyws.
Comme Aget est déterministe, le préfixe de p” sur w; doit étre exactement p’. Ceci prouve le
résultat. O
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Proposition 3.5.2

Soit A un APV sur l'alphabet structuré A. Si A est rétractable, alors Age:r le APV
determiniser(A) est rétractable.

Démonstration. Nous notons Agey = (Q', I, F/, ¢, T"). Par le Lemme 1.4.17 nous avons :

Pour tout S € Q', si S € piege(Aqet) alors 3(p, q) € S tel que g € piege(A) (3.3a)
Pour tout S € Q', si S € bordure(Aqet) alors 3(p, q) € S tel que g € bordure(A) (3.3b)

Nous prouvons chaque condition de la Définition 3.4.9 : la condition (1) est évidente car nous
avons £(Aget) = L(A). Les conditions (2) — (4) sont des conséquences de I'Enoncé (3.3a). Pour
la condition (5), nous définissons un calcul initialisé p de Ager sur le mot w avec dernier(p) =
(S,0) tel que S est un état de bord de Aget. Il existe un calcul p’ de A sur w avec dernier(p) =
(g,0') et (p,q) € S. Par I'Enoncé (3.3b), g est un état de bord. Donc par la définition de la
rétractabilité, il existe un calcul p de A sur 7* tel que pp est un calcul acceptant de A avec k € IN.
Par conséquent, nous avons w7* € L(A). Par la correction de la procédure de déterminisation
nous avons w7 € £(Aget). Il existe donc un calcul acceptant p” de Aget sur ce mot. Comme Aget
est déterministe, le préfixe p” sur w est exactement p. Ceci prouve le résultat. O

3.5.2 Construction d’un APV déterministe et émondé.

Nous pouvons maintenant montrer comment construire un APV émondé et déterministe
en utilisant une combinaison des constructions présentées jusqu’a présent. Nous considérons
la composition suivante :

det-em = retracter o coreduire o determiniser o reduire o etendre o confpile

Cette composition permet de construire un APV a la fois déterministe et émondé :

Théoréme 3.5.3

Soit A un APV sur l'alphabet structuré A. L'APV det-em(A) est déterministe, émondé
et satisfait £(A) = L(det-em(A)).

Démonstration. Nous pouvons prouver ce résultat en utilisant les résultats listés dans la table
de la Section 3.7. ]

3.5.3 Une borne inférieure pour les entrées déterministes

Nous pourrions tenter d’émonder un APV déterministe en temps polynomial, tout en pré-
servant sa nature déterministe. Nous allons prouver maintenant que ce n’est pas possible et
qu’il n’existe pas de procédure émondant un APV en temps polynomial et préservant le déter-
minisme. Pour cela nous allons présenter un famille d’automates a pile visible déterministes
qu’il n’est pas possible d’émonder en temps polynomial tout en préservant le déterminisme.

Soit A = A. U A, U A, un alphabet structuré tel que A. = {c1,c2}, Ay = {r}, A, = {a} et
I' = {71, 72}. Pour tout k € IN nous appelons Ay = (Q, I, F,T’,0) APV défini comme suit :

oQ = {qtu{qilie{0,..., k}}

ol = {q}
oF = {qk}
0 = (5Cu5ru5}u51avecz
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- 56 {(17/ 1,71, q)/ (q/ C2,72, Q)}

=& = @i 7qi41) [1€{0,...,k=2},yel} U
{(Gk—1,771,95)} U
{(a 790 | v €T}

-5 =2

-4 = {(q,4,490)}

L’APV Aj est représenté sur la figure Figure 3.6. Il est facile de montrer que pour tout k e N
Nnous avons :

L(Ag) = {ucrvaw | u,ve A, re A}, |v| =k—1,k < |w| < |u| + k}

Nous allons maintenant montrer que pour tout k € IN il n’existe pas de APV Ay déterministe et
émondé tel que L(Ay) = L(Ay) et la taille de Ay est polynomiale dans la taille de Ay.

c1lm rlm
rlm rlm rlm
T rly
a 1
c2 | 72 |7

FIGURE 3.6 - L’APV A;.

Lemme 3.5.4

Soient k € N~ un entier et p : (g, )~>*(q, ¢) un calcul initialisé de Ay tel que w = w'a
avec w' € A*. Il existe un calcul p’ de Ay tel que pp’ est un calcul acceptant de Ay si et
seulement si w’ = ucjvavecu,ve A¥ et|v| =k —1.

Démonstration. Premiérement notez que par construction de Ay nous avons q' = qo. Le seul
moyen d’atteindre un état final depuis (go, o) est de considérer la pile o = 01y107 avec u,v € I'*
et |02] = k — 1. Comme le seul moyen d’empiler le symbole 7y (resp. 2) est de lire la lettre c;
(resp. c2) nous pouvons conclure qu’il existe p’ de Ay tel que pp’ est acceptant si et seulement si
p est sur un mot w’ = uciv avec u,v € Al et |v| =k —1. O

ministe tel que L£(Ax) = L(Ay).

Lemme 3.5.5

Pour tout calcul initialisé p : (p,L)ﬂ*(p’, o) de A tel qu’il existe une transition
(p',a,p") €6, alors w' = ucivavecu,v e A¥ et [v| =k —1.

Démonstration. Comme a est une lettre interne, (p, L)ﬁ*(p’ ,0)5(p",0) est un calcul de Ay
sur w'a. Comme Ay est réduit, par définition il existe un calcul p’ de Ay tel que pp’ est un calcul
acceptant de Ay. Par le Lemme 3.5.4 et comme L(Ay) = L(Ay) nous concluons que w' = ucyv
avecu,ve A¥et|v| =k—1. O
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Lemme 3.5.6

L'APV A a au moins 2F états.

Démonstration. Afin de prouver ce résultat nous définissons 1" AF By = (Q’,I’, F/, ) sur l'al-
phabet X = {c1,co} et Q' = {p,p' € Q | Ip,c,v,p) €} u{pe Q| pap)ed} ' =1
F={peQl(pap)ed}etd ={(pcp)|(pcrp)ed}

Premierement notez que By est défini par restriction sur Ay, ou les transitions de By sont
les transitions d’empilement de Ay dans lesquelles le symbole de pile est supprimé. De plus
comme A est déterministe, By 1’est aussi. Les états finaux de By sont les états de A avec une
transition sortante sur a (et par hypothese sur le langage de A, ont au moins un transition
d’empilement entrante). Donc par le Lemme 3.5.5, nous avons L£(By) = {uciv € A* | u,v € A¥
et |[v| = k — 1}. Par le Théoreme 1.3.3, B; a au moins 2 états. Comme By, est défini comme une
restriction de Ay, celui-ci possede aussi a au moins 2k états. O

Comme conséquence immédiate du Lemme 3.5.6 nous obtenons le résultat souhaité :
Théoréme 3.5.7

Il n’existe pas de procédure émondant un APV en temps polynomial et préservant le
déterminisme.

3.6 Application aux automates a pile visible avec cofits

Nous montrons dans cette section que notre procédure d’émondage peut étre appliquée
aux APV avec cofits, comme énoncé dans le théoréme suivant :

Théoréme 3.6.1

Soient § = (E,®,®,0,1) un semi-anneau et S un S-APV. Il est possible de construire
en temps polynomial un S-APV émondé S’ tel que fonction(S’) = fonction(S).

Il est donc possible d’émonder un APV a cofits en préservant la fonction de celui-ci. Nous
utiliserons ce résultat dans les prochains chapitres afin de ne considérer que des automates
émondés. A noter les TF et TPV peuvent étre vus comme des automates a cofits sur le semi-
anneau des ensembles de mots, et les résultats que nous montrons dans cette section s’ap-
pliquent aussi a ces modeles. Nous étendons maintenant les constructions présentées aux sec-
tions précédentes aux APV a cofits, en précisant a chaque fois comment les cofits sont calculés
pour chaque transition. Nous ne parlerons pas de déterminisation car cela nécessiterait des
outils plus complexes. En effet, déterminiser un automate a pile visible a cofit tout en préser-
vant son cofit n’est pas toujours possible et nous n’aborderons pas ce sujet ici. Le Lemme 3.6.7
résume les propriétés de ces constructions. Le Théoreme 3.6.1 en est une conséquence directe.

89



Définition 3.6.2

Soient S = (E,®,®,0,1) un semi-anneau et S = (A, A) un S-APVbi sur 1’alphabet
structuré A, nous définissons le S-APVbi red(S) = (A’, ) sur A, avec:

oA’ = reduire(A) = (Q,I,F,T,9)
M(p,ap))  sit=(pq)ap,.q)) €d,
oA(T) = § AMp,e,vp)) sit=(p.9.¢ (7.9, (7, q9)) €l

c,
Ap, v p) sit=((q.9.(r.q9)7 . 4q)) €d.

Définition 3.6.3

Soient S = (E,®,®,0,1) un semi-anneau et S = (A, A) un S-APVbi sur l'alphabet
structuré A, nous définissons le S-APVbi cor(S) = (A’, A’) sur A, avec:

oA’ = coreduire(A) = (Q,I,F,T,9)
A(q.a,q))  sit=((p.q)a(p.q)) €d,
oA(t) = § M@crq) sit=p.9).¢(rp).q.9)) €
Mg, v q)) sit=((paq),(v.p)r (Pﬂ%eé

Définition 3.6.4
Soit S = (E,®,®,0,1) unsemi-anneauet S = (A, A) un S-APV sur 'alphabet structuré
A tel que A est conforme en pile, etendre(S) = (A, ') sur A®* est défini par :

oA’” = etendre(A) = (Q,I,F,T,06)
( M(p,a,q)) siT=(p,a,q)ed etacl,

(
AM(p, L,r,q) sit=(pa,q)edeta, e,
oN(t) = < Alp,c,v,q) sit=(pcv.9) €,
AM(p,v,1r,q) sit=(p,v,1q) €d etr#7F,
1 SiT—( Af’,)// ff)€5 OuT—(p/'Y/ f/)
Définition 3.6.5

Soient S = (E,®,®,0,1) un semi-anneau et S = (A, A) un S-APVbi sur l'alphabet
structuré A®* tel que A est rétractable, retracter(S) = (A’, ') sur A est défini par :

o A’ = retracter(A) = (Q,I,F,T,9)
A((p,a,q))  sit=(paq)ed,
orr) = | Mpana) sit=(pLrg)ed
AM(p.e,1,q)) sit=(pc,7,q) €,
AM(p,v.rq9))  siT=(p,7.71.9)€ b
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Définition 3.6.6

Soient S = (E,®,®,0,1) un semi-anneau et S = (A, A) un S-APV sur l'alphabet struc-
turé A, nous définissons le S-APV confpile(S) = (A’, ') sur A avec :

o A’ = confpile(A) = (Q, L, F,T,J)
AM(p,a,q)  sit=((p,[)a(q[)ed
o N(1) = Alp,L,1r,q) sit=((p L)L r(q L) edetreh,,
AMpev)  sit=((p.).c,(v.[). (4 [)) €,
Ap,vrq)  sit=p, ), (v, )74 [)) €
Lemme 3.6.7

Soient S un semi-anneau et S un S-APV. Considérons les S-APV S, = confpile(S),
Sext = etendre(Ssc), Syed = reduire(Sext), Scor = coreduire(Syeq) et Sret = confpile(Acor).
Nous avons les égalités fonction(S) = fonction(Ssc) = fonction(Sext) = fonction(Syed) =
fonction(Scor) = fonction(Scor)-

Démonstration. Par définition le poids d"un calcul d"un S-APV dépend uniquement du calcul
de I’APV sous-jacent. De plus, il est possible de vérifier que toutes les bijections des calculs
produites par les différentes constructions présentées jusqu’a présent préservent les transitions,
i.e. chaque transition de I’APV que nous construisons est produite a partir d"une transition de
I’APV originel. ]

3.7 Résumé

Nous concluons ce chapitre en résumant toutes les constructions présentées, ainsi que leurs
principales propriétés.

Algorithme | Profil Nécessite Préserve Assure
reduire APVbi — APVbi Rétractabilité forte (Proposition 3.4.15) | Réduction (Théoreme 3.3.9)
Co-réduction (Proposition 3.3.11)

coreduire APVbi — APVbi Rétractabilité (Proposition 3.4.16) Co-réduction (Théoreme 3.3.17)
Réduction (Proposition 3.3.19)
Déterminisme (Proposition 3.3.20)

determiniser | APV — APV Réduction (Proposition 3.5.1) Déterminisme (Théoreme 1.4.16)
Rétractabilité (Proposition 3.5.2)
etendre APV — APVbi | Conformité en pile Rétractabilité forte
(Théoreme 3.4.10)

retracter APVbi — APV | Rétractabilité Réduction (Proposition 3.4.15)
Co-réduction (Proposition 3.4.16)

confpile APV — APV Conformité en pile

(Théoreme 3.4.23)

En utilisant ces constructions nous avons défini trois procédures permettant respectivement
d’émonder un APVbi, d’émonder un APV, et d’émonder et déterminiser un APV :

emonderp; = coreduire o reduire
emonder =  retracter o emondery; o etendre o confpile
det-em = retracter o coreduire o determiniser o reduire o etendre o confpile
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Chapitre 4

Finitude et K-borne des automate a pile
visible a cofits

Nous avons présenté dans le Chapitre 2 1'idée d’ajouter des cofits sur les transitions d'un
automate. C’est une notion plutdt standard, et qui a été étudiée intensivement par le passé dans
le cas des automates de mots, par exemple dans [Sch61], [Eil76] et [SS78], mais aussi sur les
automates d’arbres, par exemple dans [BR82] et [Sei94b]. Ce modele présente aussi un intérét
pratique car il permet de représenter des comportements quantitatifs, comme par exemple des
mouvements de flux.

Dans ce chapitre nous allons étudier plusieurs modeles d’automates a cofits sur des semi-
anneaux différents.

Nous allons en premier considérer les APV a cofits sur le semi-anneau des entiers naturels
muni des opérateurs de multiplication et d’addition. Plusieurs questions se posent naturelle-
ment. Premiérement 'infinité du cofit, c’est a dire décider si le cotit de I'automate est fini ou
non. Ce probleme a déja été étudié dans le cas des automates de mots dans [MS77] par Ar-
naldo Mandel et Imre Simon. Cependant nous considérerons dans ce manuscrit la version de
la preuve présentée dans [SAS08]. Jacques Sakarovitch et Rodrigo De Souza présentent deux
propriétés, et montrent que le cotit d'un automate de mots est infini si et seulement sil satisfait
I"'une des deux propriétés. Nous allons étendre ce résultat aux APV en présentant une exten-
sion de ces propriétés, et montrerons qu’il est possible de décider de leur présence en temps
polynomial. Un deuxiéme probleme intéressant est celui de décider étant donné un entier k si
le cotit de I'automate est inférieur a k. Nous étudierons deux résultats différents dépendants de
la nature de k. Nous montrerons ainsi que le probleme est EXPTIME-complet si k est donné en
entrée, et peut étre résolu en temps polynomial si k est fixé. Dans le premier cas nous utilise-
rons une procédure de saturation d’un ensemble fini de matrices, et dans le deuxiéme cas nous
étendrons un algorithme proposé par Helmut Seidl dans [Sei90] pour décider si I'ambiguité
d’un automate d’arbres est bornée par k.

Dans une deuxieme partie, nous exposerons une extension de ces résultats aux automates
d’arbres a cofits sur le semi-anneau des entiers, en utilisant 1’équivalence entre ce modele et
celui des APV avec cofits présentée dans le Chapitre 2.

Enfin, nous parlerons du semi-anneau Max-plus dans la troisieme partie, c’est-a-dire le
semi-anneau des entiers équipé des opérateurs max et +.

Plan du chapitre Nous allons tout d’abord présenter le semi-anneau des entiers naturels et les
résultats existants dans la Section 4.1. Dans la Section 4.2, nous donnerons une caractérisation
du cotit infini des APV a cofits sur ce semi-anneau et étudierons les problemes de borne dans la
Section 4.3. Enfin, nous étendrons ces résultats a la Section 4.4 aux automates d’arbres a cofts
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et nous traiterons du semi-anneau Max-plus dans la Section 4.5.

4.1 Etat de I’art pour le semi-anneau des entiers naturels

Dans cette section, nous allons traiter du semi-anneau des entiers naturels et de problemes
de bornes liés a celui-ci.

Semi-anneau des entiers naturels Le semi-anneau des entiers naturels A\ est le semi-anneau
(N, +, x,0,1) avec + I'addition et x la multiplication.

Par exemple, les APV (resp. AA) a cofits sur le semi-anneau des entiers naturels seront ap-
pelés N-APV (resp. N-AA). Nous considérons les deux problémes suivants :

Etant donné un N-APV S, existe-t-il un entier k tel que les cofits de tous les mots acceptés par
S sont inférieurs a k?

Etant donnés un entier k et un AN/-APV S, existe-t-il un mot accepté avec un cotit supérieur a k ?

Nous allons maintenant étudier le premier probléeme pour les automates finis et d’arbres.

4.1.1 Décider si le cofit d’un automate fini est infini

Dans [MS77], Arnaldo Mandel et Imre Simon donnent une caractérisation des semi-groupes
finiments engendrés par le semi-anneau des matrices n x n d’entiers naturels de taille finie.
Dans [DS08], Rodrigo De Souza repense ce résultat pour les automates finis a cofits en présen-
tant une propriété directement adaptée du résultat original. Elle est nécessaire et suffisante a
l'infinité du cott d'un N-AF S = (A, 1) émondé. Cette propriété est la suivante :

Propriété S1 S ala propriété (S1) s’il existe u € 2* tel que :
P1: Pm’*P,Pz : Pm*q,ps : E]ﬂ*q e Cal,(S)
avec p; # ppoumy > 1

Intuitivement, cette propriété permet de produire un cotit non borné de deux manieres

différentes. Comme S est émondé, il existe deux calculs p; : p;~~>*p € Cal,(A) et p I& qw’—m,>*q €
Caly(A) tels que p; est initial et pf est final. Si m; > 1 et p1 = py, alors pour tout k € IN nous
avons cout(pipll‘pf) = mmfm’ et donc le cotit de S est infini. Si p1 # p», alors pour tout k € N
nous avons cout(vuXw) = mkm’ car les calculs pi po05 "~ aveci € [1,k — 1] sont tous différents,
et donc le cotit de S est infini.

Cette propriété nous intéresse car elle caractérise simplement 1'infinité du cotit d'un auto-
mate fini. Nous allons étendre ce résultat aux N-APV a la Section 4.2.

4.1.2 Décider si le cotit d’un automate d’arbres est infini

Dans [Sei%4a], Helmut Seidl présente un modele d’automate d’arbres a cofits avec des poly-
ndmes sur le semi-anneau des entiers. Toutes les transitions de l’automate sont équipées d'un
polynéme ou1 chaque variable est associée a un des fils (par exemple le polynéme 2 x x; x xp +
x% X x7 et la transition (g, a, p1, p2), ot la variable x; est liée au fils p; et la variable x; au fils p»).
Pour obtenir le cotit d'un calcul il suffit de composer les polyndmes de toutes les transitions et
d’évaluer le résultat. Le cotlit de I'automate est simplement 1’ensemble des cofits de ses calculs
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acceptants. Ce modele est donc différent car dans notre cas le cotit d"'un automate est défini
a partir du cotit des mots, eux-mémes calculés a partir de ceux de I'ensemble des calculs sur
ce mot. lieu nécessaire de calculer le coit du mot avant de calculer celui de I’automate. Sur ce
modele il décide ensuite si I’ensemble de cotits défini est fini ou non. Etant donné un N-AA
S = (A, A), nous appelons coutmax(S) la valeur définie comme suit :

coutmax(S) = sup cout(p)
pEACal(A)

De plus, nous pouvons définir I’ambiguité de A et le cotit de S de la maniére suivante :
amb(A) = sup Z 1
weL(A) peACal,(A)

cout(S) = sup Z cout(p)
weE(A) pEAcalw(A)

D’apres ces équations il est facile de voir que cout(S) > max(amb(A), coutmax(S)) car cout(p) >
0 et cout(S) < amb(A) % coutmax(S). Nous pouvons donc conclure que :

max(amb(A), coutmax(S)) < cout(S) < amb(A) * coutmax(S)

Nous obtenons donc que cout(S) < + si et seulement si amb(A) < +o0 ou coutmax(S) <
+0. Nous savons grace a [Sei94b] et [Sei89] qu'’il est possible de décider en temps polynomial
si coutmax(S) est fini et si amb(A) est fini respectivement. Grace a la construction APV2AA
produisant un automate d’arbre depuis un automate a pile visible et présentée au Chapitre 2
nous obtenons donc une procédure pour décider si le cotit d'un N-APV est fini ou non,

Nous allons cependant proposer une méthode directe basée sur les automates a pile visible
et un algorithme plus intuitif que ce qui est présenté dans [Sei94b] et [Sei89] .

4.2 Décidabilité du cofit infini des automates a pile visible sur \/

Dans cette section, nous allons considérer dans un premier temps les automates a pile vi-
sible réduits et bien imbriqués. Nous caractérisons l'infinité de ce modele en définissant deux
propriétés sur les cofits, puis nous définissons un algorithme dans PTIME basé sur ces proprié-
tés pour décider si le cotit d’'un N-APVbi réduit est fini.

4.2.1 Caractérisation

Soit S = (A, A) un N-APVbi avec A = (Q, I, F,T, $). Nous introduisons deux propriétés sur
les N'-APVbi, (S1) et (S2).
Propriété S1 S ala propriété (S1) s’il existe u € A}; tel que :

p1: (P, L)=5(p, L), 02+ (P, L)=72%(0, 1), 03 (9, 1) 777 (g, L) € Calu(4)
avec p1 # p2 oumy > 1 (voir la Figure 4.1).

Pour plus de simplicité dans les preuves, nous donnons deux propriétés équivalentes.
Propriété Sl.a S ala propriété (S1.a) sil existe u € A, tel que:

pr: (p, L)% (p, L) € Caly(A)

avecmq > 1.
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u, my

FIGURE 4.1 - La propriété (S1).

Propriété S1.b S a la propriété (S1.b) s’il existe u € Af; tel que :
p1: (P, L)=5(p, L), 02+ (p, L)=75%(0, 1), 03 (9, 1)=7(g, L) € Calu(A)

avec p1 # P2.

Intuitivement, les propriétés S1.a et S1.b sont équivalentes a la propriété S1 car il est pos-
sible de fusionner les calculs p; et p; en un seul calcul si p; = p».

Propriété S2 S ala propriété (S2) s’il existe uv, w € Af; tels que u ¢ Af; et

11 (p, L2554 (p,01), p2 ¢ (p, L)255%(q,02), 03+ (g, L)% (g, 03) € Caly(A)
0:(q, )M*(q,i)eCalw(A)

04 (6,03) "% (q', 1), 05+ (', 02) 255 (p!, 1), 04 = (P, 01) 5 (P!, L) € Caly(A)

avec p1 # pp ou pj # p5 oumy > 1 oumj > 1 (voir la Figure 4.2).

/ ’
u,m u, ms 0, My 0, my
% /
- @ = @ =

FIGURE 4.2 — La propriété (S2).

Pour plus de simplicité dans les preuves, nous donnons deux propriétés équivalentes.

Propriété S2.a S a la propriété (S2.a) s'il existe uv, w € Af; tels que u ¢ Af; et

p1: (p, L)==5%(p, o) € Caly(A)
p:(p L )wm —=*(p', L) € Caly(A)

ph = (P, 01)’—1>*(p’,L) € Caly(A)

avec m; > 1oum) > 1.

Propriété S2.b S a la propriété (S2.b) s’il existe uv, w € Af; tels que u ¢ Af; et

p1: (p, L)% (p,01), 02 (p, L)2255%(q,02), 03 ¢ (9, L)=25%(q, 03) € Caly(A)
(g, L)=5%(q, L) € Caly(A)

oh : (q,03) 255 (q', 1), : (', 02) 25 (pl, 1), 0} (p,00) 255!, L) € Calo(A)
avec p1 # p2 ou pj # 5.
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Intuitivement, les propriétés S2.a et S2.b sont équivalentes a la propriété S2 car il est pos-
sible de fusionner les calculs p; et p, en un seul calcul si p; = p, et de fusionner les calculs p) et
5 en un seul calcul si p}] = p5.

Nous allons montrer dans cette section que ces deux propriétés sur les N'-APVbi caracté-
risent I'infinité du coft.

Théoréme 4.2.1

Soit S un N-APVbi réduit sur I'alphabet structuré A. Le cotit de S est infini si et seule-
ment si S satisfait 1'une des propriétés (S1) et (S2).

Pour prouver ce résultat, nous allons montrer en premier au Lemme 4.2.2 que si nous avons
l'une des propriétés, alors le cofit est infini. Dans une seconde partie, nous montrerons aux
Lemmes 4.2.4 et 4.2.5 que si le cofit est infini, alors le N'-APVbi satisfait 1'une des propriétés.

Lemme 4.2.2

Soit S un N-APVbi réduit sur 'alphabet structuré A. Si S satisfait (S1) ou (S2), alors le
cotit de S est infini.

Démonstration. Nous notons S = (A, A) avec A = (Q, I, F, T, ). Nous distinguons quatre cas,
et montrons que pour chacun de ces cas le cotit de S est infini :

o Soient u € Af; un mot et p; un calcul choisis comme dans la propriété (S1.a). Comme S
est réduit, il existe o € I'* tel que (p, o) est accessible (par un mot u; € A*) et co-accessible

(par un mot uy € A*). Par le Lemme 1.4.5 nous en déduisons que p1 = (p, o) (p, o) €
croit

Cal,(A). Pour tout k € IN, p¥ est un calcul de A sur u¥, de plus le cotit cout(pX) = m*
vers +o0 quand k tend vers +o0. Nous avons donc uiukuf e L(A) et cout(u,-ukuf) > mk.

o Soient u € Af; et p1, 2,03 des calculs choisis comme dans la propriété (S1.b). Comme
S est réduit, il existe o € I'* tel que (p,0) est accessible (par un mot u; € A*). Par le

Lemme 1.4.5 nous en déduisons que p1 = (p,0)—5*(p,0), po = (p,0)22*(q,0), 3 =

(q,0)"%(q,0) € Cal,(A) et donc (g, ) est co-accessible (par un mot u 7 € A¥). Pour tout

k € IN~o, eti,j € N des entiers tels quei +j+1 = k, pllpng est un calcul sur le mot u¥,
et comme p; # py, tous ces calculs sont différents quand i, j parcourent I'ensemble des
entiers tels que i + j + 1 = k. De plus quand k tend vers +o0 nous obtenons un nombre
arbitrairement grand de calculs sur u*. Nous avons donc u;u*u reL(A)et cout(u;ufu f) =
k.

o Soient uv, w € Af; et p1,p, ,0’1 des calculs choisis comme dans la propriété (52.a). Comme S
est réduit, il existe o € I'* tel que (p, ) est accessible (par un mot u; € A*). De plus, comme
uv € Af; nous savons que u et v ne contiennent pas de fermant sans correspondance. En
appliquant itérativement le Lemme 1.4.5 nous en déduisons donc que pour tout k € IN~

nous avons
Ak ok
o5 = (p,o)—=>*(p,007) € Cal i (A)
or = (p,oof)x(p, o0f) € Caly(A)
k .1k
ok = (p, 00" TN (0, 0) € Caly(A)

Donc (p’,0) est accessible et co-accessible (par un mot uy € A*) comme A est émondé.

Pour tout k € IN, p¥prpF est un calcul de A sur u¥wok, de plus le cotit p¥prp'F croit vers +oo

quand k tend vers +o0. Nous avons donc uiukkauf e L(A)et cout(uiukkauf) > mkmk.
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o Soient uv,w € Af; et p1,02,03,0, 0% 05 p} des calculs choisis comme dans la propriété
(S2.b). Comme S est réduit, il existe o € I'* tel que (p, o) est accessible (par un mot u; €
A*). De plus, comme uv € Af;, nous savons que u et v ne contiennent pas de fermant sans
correspondance. En appliquant itérativement le Lemme 1.4.5 nous en déduisons donc
que pour tout 7, j € IN~¢ nous avons

i WL i ol . .

Y = (p,0)————">"(q,00{020}) € Calijs1 (A)

pij = (q,0010203)=="(q',00{0203) € Caly(A)

.y T i

oy = (q,00i00)) L4 (p!,0) € Calyjn (A)

Donc (p’, o) est accessible et co-accessible (par un mot us € A*) comme A est émondé.

Pour tous entiers k € N-g eti,j € Ntelsquei+j+1 =k, o/ ﬁi,jﬁ/f'] est un calcul sur

le mot ufwovk, et comme p; # pr ou ) # p), tous ces calculs sont différents quand i, j
P P P1 # P2 q J

parcourent I’ensemble des entiers tels que i + j + 1 = k. De plus quand k tend vers +o0

nous obtenons un nombre arbitrairement grand de calculs sur u*wov*. Nous avons donc

u,-ukkauf e L(A)et cout(uiukuf) > k. O

o miimm

La preuve de la réciproque (un cofit infini implique la présence de 1'une des deux proprié-
tés) repose sur deux Lemmes techniques 4.2.4 et 4.2.5 que nous présentons maintenant.

Soit S = (A, A) un N-APVbi réduit avec A = (Q, I, F,T, ). Nous définissons des constantes
Ls et Ns et une fonction s : N — IN :

Ls = max({m € N5 | il existe T € ¢ telle que A(T) = m})
Ne = ((#Q)Lo )T
Ps(K) = #Q(NSK)Z#Q pour tout K € N

La propriété (S1) permet d’augmenter le coflit en parcourant un mot bien imbriqué. Le
Lemme 4.2.4 établit que si S ne satisfait pas (S1), alors un mot bien imbriqué u avec un cofit
plus grand que 15(K) possede un sous-mot bien imbriqué v avec un cott plus grand que K, et
la hauteur de u est strictement plus grande que celle de v (v est imbriqué dans u, c’est a dire
il existe c € Ac et r € A, tels que u = v1corvy). Le Lemme 4.2.5 applique alors itérativement le
Lemme 4.2.4 le long d"un pompage vertical pour prouver quun mot avec un grand cofit a une
grande hauteur, et donc montrer que la propriété (S2) est satisfaite.

Soit w € Af;. Etant donnés deux entiers i € [1,|w| + 1] et j € [i, |w| + 1] tels que w(i, j) € Af,
nous définissons une matrice, notée par induitff’j, représentant comment le cotit est modifié par
le sous-mot w(i, j). Formellement, induitff’]» est un élément de N>, et pour tous p, g € Q, nous
avons :

induitf () = 3, (m) avee M = {m € N | (py, 1) 20225 (p, ) 2002 %(g, 0 0% g, 1) € ACala (4))
meM

Finalement, nous définissons s%. € IN comme étant :
if

sih= > induit’(p,q)
paeQ

D’apreés les propriétés élémentaires des matrices et des produits matriciels, nous avons :
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Lemme 4.2.3

Soient w € A}, un mot et trois entiers i,j,k € N telsque 1 < i < j < k < |w| et
w
e S

w(i, j), w(j, k) € Ay;. Nous avons induitj) = induitj; x induitj}, s i Ss

Lemme 4.2.4

Soit S un N-APVbi réduit sur 'alphabet structuré A avec un cott infini mais ne satis-
faisant pas (S1). Pour tout w € L(A) et K,i,j € Nog tels que i < j < |w|, w(i,]) € Af; et

> Ps(K) il existe 7/, e Nsp tels que i < i’ < j < j,w(i’,j) € AL, ho(i') = ho(i) +1
et sy = K.

Démonstration. Nous notons S = (A,A) avec A = (Q, [, F,T,d). Nous définissons 1'ensemble
P des positions de w a la méme hauteur que la position i :

P ={kel[lj]|w(k) e Ay}

Notez que comme w(i,i) = € € Af; nous avons i € P et s, < #Q. Pour chaque k € P, nous
définissons 'ensemble X; de la maniére suivante :

w(ik)

Xe = {q€ Q| (pi, 1)2x (g, o) 2L x g - 1) € ACal(A))

Xj est 'ensemble des états atteignables apres avoir lu le sous-mot w(1, k) (le long d"un calcul
acceptant sur w). Pour tout k,/ € P tels que k < I nous avons :

w(kl)

1. Vpe Xy, 3g€ X tel que (p, L)—>%(g, L) € Calw(kll)(A)

k1)
2ED (g, 1) € Calyen) (A)

2. Vq e X;,39 € Xk tel que (p, L)——
3. sik <si
4. si) < si X s

Les propriétés (3) et (4) sont des conséquences directes du Lemme 4.2.3. Soit C I'ensemble
défini par :
C={keP|VleP,|l<k= s <si}

L’ensemble C filtre I'ensemble P en ne gardant que les positions ot le cotit a augmenté. Pour
tout k € [1,#C] nous appelons iy le k-ieme élément de C dans 'ordre croissant. Notez que
sy, <s; pourtoutl e [1,#Cletke [l +1,#C].

Nous allons maintenant montrer par contradiction qu’il existe k € [1,#C — 1] tel que s¥

iike1 =

NsK. Nous supposons donc que cette propriété est fausse, c’est a dire :

Pour tout k € [1,#C —1],s¥, < NsK (1)

lk Ikt1

Cette situation est représentée a la Figure 4.3. La propriété () combinée avec (4) implique

que si | <si X NSK pour tout k € [1,#C — 1], et donc s}, - <sf x (NsK)*¢—1, Par définition,

nous avons si; = s, < #Qets, = s > Ps(K) = #Q(N. SK)Z#Q. Nous pouvons donc conclure

que #C > 2Q, ceci assurant qu’il ex1ste deux indices k € [1,#C] et ] € [1,#C] tels que X;, = X;,.
Nous notons X = X; et u = w(iy, i)
Supposons que les deux propriétés suivantes soient correctes en méme temps :
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hauteur

J Ps(K)
< NgK
¢M—> 77777777777 longueur
X; X;

FIGURE 43 -s¥, < NsK

i/dkg

(a) Pour tout calcul

(p, L)=5*(q, L) € Cal,(A)

tel que p,q € X nous avons m = 1.
(b) Pour tous calculs
p:(p,L)=5%(q, L) € Calu(A) 0" : (¢, L)=*(q', L) € Calu(A)
telsque p,q, 7,4 € X,sip=p oug=gq alorsp =p'.
Par la propriété (b), il n’existe qu'un unique calcul (p, 1)=*(g, 1) € Cal,(A) pour tout état
p € X, et par la propriété (a) nous avons m = 1. De cela nous pouvons dedulre que |ndu1tlk i
est une matrice de permutation, et par le Lemme 4.2.3, nous obtenons que s, i, = sl,Z’, ce qui est

une contradiction. Les propriétés (a) et (b) ne peuvent donc pas étre satisfaites en méme temps.
Nous distinguons deux cas :

(a) n’est pas satisfaite et (b) est satisfaite. Il existe donc:

(P, L)=5%(a, 1) € Caly(A)
avec p,q € X et m > 1. Comme (D) est satisfaite, par les propriétés (1) et de (2) de X il
existe un entier n € IN tel que :

(g, )= um’ *(p, L) € Calyn(A) 11 existe donc le calcul suivant :

1
(p, L) (p, 1) € Calyunn (A)
avec m'm > 1. En conséquence S satisfait la propriété (S1.a), et c’est une contradiction
avec I'hypothese de départ.

(b) n’est pas satisfaite. Il existe donc:
(p, L)=*(g, 1) € Calu(A) (p/, L)=*(q', L) € Calu(A)

avec p,p’,q,9' € X. Notez que les calculs sont distincts mais g et 4’ peuvent étre égaux.
Par les propriétés (1) et de (2) de X pour tout y € [1,3] il existe des états p, € Q et des

/ .
entiers ny, n my, m, € N tels que :

yl

(pl, J_)i_'nil_,*(pl, ) u"l,m *(p’ ) e Cal S (A)
u"2,my u”é,

(g, L)L22,5 (py, 1) 222, *(pZ,L) e Cal .y (A)

(q/’ J_) u"3 m3 *(PS J_) (pg, ) € Calu"3+”/3 (A)
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FIGURE 4.4 — La propriété (b) n’est pas satisfaite.

La situation globale est représentée a la Figure 4.4.

Si p1 # po, alors la propriété (S1.b) est satisfaite en choisissant une bonne itération des
boucles sur p; et py. La situation est similaire si p; # p3.Si p1 = p2 = p3, alors la propriété
(S1.b) est satisfaite dans S car il y a deux boucles différentes autour des états g, et autour
des états ¢'. Dans tous les cas nous avons une contradiction avec les hypotheses de départ.

Nous avons donc montré que si la propriété (}) est satisfaite, alors S satisfait la propriété
(S1), ceci contredisant I'hypothese. Il existe donc k € [1,#C — 1] tel que s7’; > NsK. Soient i’
et j” deux entiers tels que j” = iy, 1 eti” = max({l € P | | < j"}). Par définition de C, nous avons
si;, = sim- Cela signifie que la somme des cotts des calculs acceptants sur w entre les positions
i ety d’un coté, et entre i et i” de I'autre, sont égaux. Ceci entraine que s, ~=sj,; . De plus,

rk+1 rk+1
par notre choix de i” et j”, il n’y a pas de position x € P telle que i” < x < j”. Par la définition
de P, référencant toutes les positions a la méme hauteur que i, il y a deux cas possibles, soit
w(i”,j") € A, soit w(i",j") = cur, avec c € A, r € A, et u € Af.. La propriété s?,’,/j,/ > NgK
exclut le premier cas. Nous pouvons donc considérer les positions i/ = i" +1etj = j" —1
satisfaisant les conditions i < ' < j' <j, w(i’,j') € Af; et hy(i') = hy(i) + 1, comme représenté a
la Figure 4.5.

hauteur
y

longueur

; "
lit1 =]

FIGURE 4.5 - sjj, ;» = NgK

La lettre lue entre les positions i’ et i’ est un ouvrant correspondant avec le fermant lu entre
les positions j’ et j”. Par conséquent le cotit produit entre ces deux paires de positions est borné
par (#Q?Ls)*#T". Comme sfﬁ’/,j,, > NgK = (#Q?Ls)*#TK, nous obtenons finalement que sl?f’,]., > K
comme attendu. O
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Lemme 4.2.5

Soit S un N -APVbi réduit sur ’alphabet structuré A. Si le cotit de S est infini, alors il
satisfait 1'une des deux propriétés (S1) et (S2).

Démonstration. Nous notons S = (A, A) avec A = (Q, I, F, T, ). Pour prouver ce résultat, nous
supposons que le cotit de S est infini mais que s’il ne satisfait pas (S1) alors nous montrons qu’il
satisfait (S2).

Soit w € L(A) un mot tel que cout(w) > £ (1) ot H = 2#*Q" Nous considérons la séquence
(finie) (xx, yi)x € (N x IN)N=0 définie par (x1,y1) = (1, |w|) et, pour k € N+, (xi, yx) est défini
si et seulement si (X, yx) est la plus petite paire dans I'ordre lexicographique telle que :

o w(xk, yx) € A,
o xp€ [x—1 +1Lye1 — 1],

o Yy € [k, Yk—1 — 1], haw(xk) = hw(xx_1) +1,

3 3 w w
o soit Kmax € IN maximal tel que Sxe 1y = Ps(Kmax) alors Stk = Kinax-

La situation globale est représentée a la Figure 4.6.

hauteur

A

longueur
Xk—1 Xk Ye o Yk

FIGURE 4.6 — sz’k,yk > Kmax €t sg‘j(_llyk_l > hs(Kmax)

Comme /1, est fini cela implique que la séquence (x, yi)x est finie, et nous la représentons
comme (X, Yk)ke[1,L]- Notez que sY, < 9s(1). En effet, par le Lemme 4.2.4 s'il existait un
entier K € N tel que s¥, , > ¥s(K) alors s§ serait défini. Pour chaque entier k € [1, L]

XL+1/YL+1
nous définissons une paire d’ensemble d’états X < Q x Q comme suit :

w(lrxk) *

Xe = {(p,p) eQx Q| (p;, 1) (p,0) L2, (1, ) Yk (1) € ACaly(A)}

Pour tout k,! € [1, L] tels que k < I nous avons :
1. Pour tout (p, p’) € X il existe (q,4’) € X; et o € I'* tel que :
, (v1.9%)
(P, )25 (g, 0) € Calyy ) (A) (9',0) L% (0, 1) € Calyy, 9 (A)
2. Pour tout (q,4’) € Xy il existe (p, p’) € X; et 0 € T* tel que :

(p, L)% (0, 0) € Caly e )(A) (7, 0) 255 (1, 1) € Calyy 9 (A)

w(yz,yk)(

w w
3. leryl = Sxkzyk
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Soit C I’ensemble défini par :

={ke[LL]|VIEN,| <k=sy, >sy .}

L’'ensemble C filtre les éléments de la séquence (xi, Yk )e[1,r] €n ne gardant que les positions ot
le cotit a augmenté strictement. Pour tout k € [1,#C] nous appelons i le k-ieme élément de C
dans I’ordre croissant. Nous avons :

w

Sxil Yiq =S

g = cout(w) > PpH (1)

En appliquant inductivement le Lemme 4.2.4 nous obtenons que sy; ,, = Wi (1) pour h €

[1, min{H, #C}]. Comme nous avons s¥ e = =¥ ;. < ¥s(1), ceci amene que #C > H. Il existe

donc deux entiers différents k et [ tels que X; = X;. Le reste de la preuve suit les mémes

lignes que celle du Lemme 4.2.4. Nous appelons X = X;, u = w(x;,x;), w' = w(x;,y;) et
= w(yilf yik)'

Supposons que les deux propriétés suivantes soient vraies en méme temps :

(a) Pour tous calculs :
(p, L)==*(q,0) € Calu(A)  (q,0)==>*(p', L) € Caly(A)
tels que (p, p'), (9,9") € X alors (m,m") = (1,1).

(b) Pour tous calculs :

u,ms

P11 (p, L)="5%(qr,01) € Caly(A) p2: (pa, L)% (q2,02) € Caly(A)

/
o,m

P (g1, 01)—>*(p), L) € Caly(A) p5: (g5, 02)=>*(py, L) € Caly(A)

tels que (p1, p1), (91,917), (P2, P5), (92,93) € X, si (p1, p}) = (p2,p3) ou (91,97) = (92,93)
alors p1 = p2 et p} = p5.

@~

Dans ce cas, nous pouvons observer que induity, ) et mdmti,’, v sont des matrices de permu-
tation et donc par la propriété (3) nous obtenons sy , = s ,, ce qui est une contradiction.
Les propriétés (a) et (b) ne peuvent donc pas étre satisfaites en méme temps. Nous distinguons

deux cas :

(a) n’est pas satisfaite et (b) est satisfaite. Il existe donc:
(p, L)="5%(q,0) € Caluy(A)  (7,0)==>*(p', L) € Calo(A)

avec (p,p"),(q,9') € X et my, > 1 oum, > 1. Comme (b) est satisfaite, par les propriétés
(1) et (2) de X il existe un entier n € IN tel que :

(9, 1)1 (p, 0% € Calyn (A) (p,0') 2253 (g, 1) € Caln (A)
Par le Lemme 1.4.5 il existe donc le calcul suivant :
1 / n+1 ’
(p, L) 2mn ) o) s (o ) M w1 € Cal g gygnst (A)

avec m,m, > 1 ou m,m, > 1. En conséquence S satisfait la propriété (S2.a).
(b) n’est pas satisfaite. Il existe donc:
(P, L) =™ (g,03) € Calu(A) (p, L) ™™ (s,05) € Calu(4)
(q, O'q) i *(p/, L) eCal,(A) (¢, 0'5) s *(p/, L) e Caly(A)

avec (p,p'), (9,9'),(s,s') € X. Notez que les calculs sont distincts mais (g,9’) et (s,s’)
peuvent étre égaux. Par les propriétés (1) et (2) de X pour tout y € [1, 3] il existe des états
Py, Py, 9y, 0y, Sy, Sy € Q et des entiers ny, ny, my, my, oy, 0, € N tels que :
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ny
p ) 01 *(pllo'{)i_'nﬂ)*(p, 0'1) S Caluni+nl (A)
u"

2, "
)2, w2my *(pa, az)u,*(pz, o) € Ca|un2+n§(A)

0", m! v”a,

— *(pp,01)—— A *(p1, L) e Calvnﬁn; (A)
Uan,O' v Z,m

Ph, 03)—5%(ph, 02) —2%(q, L) € Cal ., (A)

!
vn3’0/ vn3,ml
(ph, 05)—>%(ph, 03)——>*(s/, L) € Calvn/3+n3(A)

(
(
(5, L), (g, 03) 2% (s, ) € Cal 1 (A)
(
(

La situation globale est représentée a la Figure 4.7.

! !
u”2 v”z

G
= - -
X !
SN O~ -
Q - =
S
SN~ o
- =
<44444

~

FIGURE 4.7 — S ne satisfait pas la propriété (b).

Si (p1,p}) # (p2, p3), alors la propriété (S2.b) est satisfaite en choisissant une bonne ité-
ration des boucles sur p1, p2, pj et p}. La situation est similaire si (p1, p}) # (p3, p5)- Si
(p1,7y) = (p2,p5) = (p3, ps), alors la propriété (S2.b) est satisfaite dans S car il y a des
boucles différentes autour des états g, s, ' et s'. d

4.2.2 La décision du cofit infini est dans PTIME

Nous montrons dans cette partie comment déterminer en PTIME la présence de 'une de ces
propriétés. Dans ce but nous présentons maintenant la procédure estinfini, représenté a la Fi-
gure 4.8. Cet algorithme utilise trois types de regles d'inférence utilisées comme une procédure
de saturation : les quatre premiéres regles construisent un ensemble S; de tuples composés de
six états et un booléen, permettant de décider la présence de (S1). Les six états représentent la
source et la cible de trois calculs sur le méme mot bien imbriqué et le booléen mémorise une
multiplicité supérieure a 1 sur le premier calcul ou le fait que le premier calcul est différent
du second. Les quatre suivantes construisent I'ensemble S, de tuples composés de douze états
et d'un booléen permettant de détecter la propriété (S2). Cette construction est basée sur S :
les états permettent d’identifier deux ensembles de trois calculs sur les mots u et v, tels que
les calculs du second ensemble dépilent les symboles empilés par les calculs du premier en-
semble, assurant ainsi que uv € Af;. L'information stockée dans le booléen dépend de 1'un de
ces deux ensembles de calcul, de maniere similaire & &1. Enfin, les dernieres regles construisent
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I'ensemble &3 permettant d’assurer qu’un tuple de S satisfait la propriété (S1) (regle 3.1), ou
qu’un tuple de S, satisfait la propriété (S2) (regle 3.2).

pi € Q pour touti € [1,3]
(p1, P1, P2, P2, P3, P3, P1 # P2) € S1
T = (pi,a,qi) € 6, pour touti € [1,3]
(P1,91, 92,92, 73,93, (1 # 2 vA(T1) > 1)) €Sy
(P1, 1, P2, 92, 3,93, B') € S1, (1,91, 92,92, 95,93, B") € S1
(p1,91, P2, 92, 3,93, B v B") € 54
(P1, 91, P2, 92, P3, 93, B') € S,
T = (pi/ C,Yir p;) € 50/ Tl/ = (q;/ Yi 1, ql) € 51’ Pour tout ie [1/ 3]
(P1,91, 92,92, 3,93, B v(n #n vy #5vA(n) >1vA(Yg) >1)eS

(P1,91, P2, 92, P3,93, B') € S1, (3, P53, 95, 3,91, P1, B") € S1
(P1,91, P2, 92, P3,93, 93, P3, 95, P2, 91, P1, B v B") € S
T = (pi, ¢, Yi, i) € 0c, T) = (4}, i, 7, P}) € 6, pour touti e [1,3]
(P1, 91, P2, 92, P3,93, G5 P53, G2 Por P T # v T # v A(T) > 1VvA(T) >1) e S
(P1, P, P2, P2, P3, P3, 95, P3, 92, P2, 91, P1, B') € S,
(P1, 91, P2, 92, 3,93, 95, 93, 92,92, 91,91, B") € S2
(P1,91, P2, 92, P3,93, 95, P53, 95, P, 91, Py, B v B") € S,
(9,9') € Bla,
(r.p1a94949T)eS 3.1) (v.vov9.9.9.9,9,94,.0,0,0,T) €S
Te 83 ' Te 83

(1.1)

(1.2)

(1.3)

(1.4)

2.1)

(2.2)

(2.3)

(3.2)

FIGURE 4.8 — Regles d’inférence utilisées par estinfini pour décider le cotit infini d'un A/-APVbi
réduit.

Proposition 4.2.6

Soit S un N-APVbi réduit sur 1'alphabet structuré A. L'algorithme estinfini produit
I’élément T € Sj3 si et seulement si le cotit de S est infini.

Démonstration. Nous notons S = (A,A) avec A = (Q, [, F,T,¢). Nous procédons successive-
ment avec Sp, S, et Ss.

Nous prouvons que tout tuple (p1,41, P2, 92, P2, 93, B) € S1 si et seulement si la propriété
suivante est correcte :

Ju € A}, et des calculs p; : (p;, L)=*(q;, L) de A pour tout i € [1,3]

(4.1)
tels que B = (p1 # p2 v {p1) > 1)

Nous prouvons en premier le sens =. Soit (p1, 41, P2, 92, P3, 43, B) un tuple de S;. Ce tuple a pu
étre ajouté a S; de quatre manieres différentes :

regle 1.1 Nous avons p; = ¢; pour tout i € [1,3]. De plus p; : (p;, L) € Cale(A), p1 # p2 siet
seulement si p; # p; et cout(p1) = 1 par définition. Donc (p1, p1, p2, p2, 3, p3, B) satisfait
la Propriété 4.1 avec B = (p1 # p2).
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regle 1.2 1l existe ; = (p;,a,9;) € &, pour tout i € [1,3]. Nous avons p; : (p;, L)>(q;, L) €
Caly(A) avec p1 # pp si et seulement si 71 # T2 et cout(p;) > 1 si et seulement si A(7;) > 1.
Donc (p1,q1, P2, 92, 3,93, B) satisfait la Propriété 4.1 avec B = A(11) > 1 v (11 # o).

regle 1.3 Il existe (p1, 97, P2, 95 3,95 B'), (41, 91,95, 92,95, 93, B”) € Si. Par hypothese d’induc-
tion il existe u,v € Af; tels que p! : (pi, L)>*(q}, L) € Caly(A) et p? : (g}, L)>*(g;, L) €
Caly(A) pour tout i € [1,3] avec B = (p] # pp v (1) > 1) et B" = (o] # p3 v (07) > 1).
Nous avons donc p; : pjp? € Cal,n(A), avec p1 # py si et seulement si pj # p5 ou pf # p§ et
cout(p1) > 1 si et seulement si cout(p}) > 1 ou cout(pf) > 1. Donc (p1, g1, p2, 92, P3, 93, B)

satisfait la Propriété 4.1 avec B = B’ v B”".

reégle 1.4 Il existe (p, 47, o, 95, 15,95, B') € S1, i = (pi,c, v, p}) € dc et T/ = (q],7,7,4:) € &, pour
tout i € [1,3]. Par hypothese d’induction il existe u € A}, tel que p! : (p}, L)>*(q;, L) €
Cal,(A) pour tout i € [1,3] avec B' = (o} # p5 v {p}) > 1). Par le Lemme 1.4.5 nous
avons donc p; : (pi, L)=(pl, v)=*(q,,7)(q:, L) € Caleur (A) avec p1 # p7 si et seulement
sip] # phout # TouT # T,etcout(p) > 1sietseulementsicout(p}) >1oulA(n) >1
ou A(t]) > 1. Donc (p1,q1, P2, 92, P3, 43, B) satisfait la Propriété 4.1 avec B = B v (A(1y) >
IvA(T)>1va #n Vv T #T).

Nous montrons maintenant le sens < par induction sur la structure de u.

o Siu = € alors pour tout i € [1,3] nous avons p; = g;, p1 # P2 si et seulement si p; # p»
et cout(p;) = 1 par définition. La Propriété 4.1 est donc vérifiée car par la regle 1.1 nous
avons (p1, p1, P2, P2, 3, P3, B) € S1 avec B = (p1 # p2).

o Siu = aavec e A, alors pour tout i € [1,3] il existe T; = (p;, a,q;) € J, avec p1 # p2 si
et seulement si 71 # T, et cout(p;) > 1 si et seulement si A(7;) > 1. La Propriété 4.1 est
donc vérifiée car par la regle 1.2 nous avons (p1, p1, P2, P2, P3, P3, B) € S1avec B = A(1y) >
1v(n # ).

o Siu = vw avec v,w € Af; alors pour tout i € [1,3] il existe p! : (p;, L)>*(pl, L) € Caly(A)
et o? : (4, L)=>*(qi, L) € Caly(A) avec p1 # pz si et seulement si ] # p, ou p} # pj et
cout(p1) > 1 si et seulement si cout(p}) > 1 ou cout(p]) > 1. Par hypothese d’induction
nous avons (p1, P}, P2, Py, 3,5 B'), (41,91, 95,92, 95,93, B") € &1 avec B = (o] # p5 v
P}y >1)et B" = (o] # pj v {p]) > 1). La Propriété 4.1 est donc vérifiée car par la regle
1.3 nous avons (p1, p1, p2, P2, P3, P3, B) € S1 avec B = B’ v B”.

o Siu = coravecce A, v € Aretv e Af; alors pour tout i € [1,3] il existe 7; = (pi, ¢, v, p}) €
S, T = (q,7,7,91) € 6 et o} = (pl,7)=>*(q},7) € Caly(A) avec p1 # py si et seulement
sip] # phouT # TouT # T,etcout(pr) > 1 sietseulement si cout(p}) > 1 ou
A(t1) > 1 ou A(t]) > 1. Par le Lemme 1.4.7 et par hypothese d’induction nous avons
(P1, 91, 15, 95 15,95, B') € S1 avec B = (o] # p5 v {p}) > 1). La Propriété 4.1 est donc
vérifiée car par la régle 1.4 nous avons (p1, p1, p2, P2, P3, P3, B) € S1avec B = B’ v (A(11) >
IvA(T)>1va#D VT #T).

Nous prouvons que tout tuple (p1,q1, P2, G2, 13,93, 95 P, 95, Pas 91, Py, B) € Sa si et seulement
si la propriété suivante est correcte :

Juv € A} et des calculs p; : (p;, L)>*(q;,07)
et o} : (q,,01)>*(p!, L) de A pouri e [1,3] (4.2)
et B= (o1 # pavph # 0 # Vo) > 1 v {p) > 1)
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Nous prouvons en premier le sens =. Soit ¢ = (p1,91, P2, 92, 3,93, 95, P, G5, P, 41, P1, B) un
tuple de S,. Ce tuple a pu étre ajouté a S, de quatre manieres différentes :

reégle 2.1 Il existe (p1, 41, P2, 92, 3,93, B) et (95, P4, 95, Ph, 91, Py, B”) € Si. Par la Propriété (4.1)
il existe u,v € Af; et des calculs ! : (p;, L)=>*(q;, L) € Caly(A) et p? : (9}, L)>*(pl, L) €
Caly(A) pour tout i € [1,3] avec B’ = (p] # pj v {p}) > 1) et B = (o] # p5 v {o]) > 1).
Donc (p1, 91, P2, 92, 3,93, 95, P45, G5, P, 41, P, B) satisfait la Propriété 4.2 avec B = B’ v B”.

regle 2.2 Il existe 7; = (pi,c,7,qi) € dc et T/ = (g, 7,7, p;) € 6, pour i € [1,3]. Nous avons donc
pi : (pi, L)>(q:,7) € Cale(A) et pt = (ql,7)>(pl, L) € Cal,(A) avec p1 # p2 ou p # p) si et
seulementsi 71 # T, ouT] # T5, et cout(p1) > 1 ou cout(p)) > 1sietseulementsiA(z) > 1
ou A(t{) > 1. Donc (p1, 91, P2, 92, P3,93, 95, P, G5, P, 41, P, B) satisfait la Propriété 4.2 avec
B=m1#nvhy#75VvA(n)>1vA(yg)>1

régle 2.3 Il existe (p1, p1, p2, 2, P3 P393, P3 02, P2, 01, P BY) et (p1, 41, 2,92, 13, 03,93, 43, 02, 92,
71,91, B") € S tels que B” = B v B'. Par hypothese d’induction il existe quatre mots
uil, v € Af; et des calculs ! : (p;, L)>*(p?, 0i) € Caly(A), p? = (p!, L)>*(q;,07) € Caly(A),
i (g7, 0:)=*(pl, L) € Calg(A) et p = (g, 0))>*(q", L) € Cals(A) pour tout i € [1,3], avec
B' =0y # oy v 1 # Py v (o) > 1v () > 1) et BY = (p7 # py v i # P v ) > 1 v
(p¥y > 1). Nous avons donc p; : (p;, L)=*(q;,0:07) € Calyo(A) et p; : (g, 0i0])=>*(p!, L) €
Calgi(A) avec p1 # pp ou 1 # P si et seulement si p} # p) ou p] # p5 ou pj # p5 ou
0] # p4 et cout(p1) > 1 ou cout(fy) > 1 si et seulement si cout(p}) > 1 ou cout(p]) > 1

ou cout(p}) > 1 ou cout(p]) > 1. Donc (p1, 491, P2,92, P3,93, 95, P, 95, Pa, 91, Py, B) satisfait
la Propriété 4.2 avec B = B’ v B”.

Nous montrons maintenant le sens < par induction sur la hauteur de o7.

o Si |o1| = 0 par la Propriété 4.1 (p1,q91, p2,92, 3,93, B'), (4%, P5, 95 P5, 91, Py, B”) € S1 avec
B’ = (p] # ph v {p}) > 1) et B” = (p] # py v {p]) > 1). La Propriété 4.2 est donc vérifiée
car par la regle 2.1 (p1, 91, P2, 92, P3, 93, G5, P4, G5, V5, 1, Py, B) € S avec B = B’ v B”.

o Soit n € IN un entier, nous supposons que la Propriété 4.2 est vraie pour tout |oj| <
n et montrons qu’elle est aussi correcte pour || = n. Comme |o;| > 0, nous avons
u = uicup et v = vVorvy avec Uy, v1 € Af, Uy, 2 € A¥, c € Acetr € A Pour tout i €
[1,3] nous avons @ : (p;, L)% (r;, L) € Caly, (A), o7 : (si,7)2>*(q;,07) € Calyy(A), Y =

(% ~ %
(5, 00)=>*(s}, ) € Caly,(A), p = (v}, L)=>*(p}, L) € Caly, (A), T = (ri,c,77,5i) € bc et T €
(si,v,1,1)) € 6. Donc (r1,51,12,52,13,53,1%,55,15,55,11,81, B”) € Sy par la regle 2.2 avec
B =(tn#nvty # 5, vA(m) > 1vA(rf) > 1). Par hypotheése d’induction nous
avons (p1, 71, P2,72,P3, 13,13, P3, T2, P2, 11, P1, B) € Sp avec B' = (py # 05 v oy # P v {0}) >
1v(ph) > 1) et (s1,41,52, 92,53, 43, 93,3, 92, 52, 91,51, B") € Sz avec B” = (pf # p5 v ff #
~I

05 v {p7) > 1v {p]) > 1). La Propriété 4.2 est vérifiée car par la regle 2.3 appliquée deux
fois (p1, 91, P2, 92, P3, 93, 93, P3, 92 P2, 91, P1, B) € S2 avec B = B' v B” v B".

Nous prouvons maintenant que T € S si et seulement si le cotit de S est infini. Nous
montrons en premier le sens =. Il y a deux possibilités pour la présence de T dans S5 :

régle 3.1 Ilexiste (p,p,p,4,9,9, T) € S1. Parla Propriété 4.1 sur Sy, il existe u € Af; et des calculs
p1: (p, L)5*(p, L), p2: (p, L)=*(q, L) et p3 : (g, L)>*(q, L) de A sur u avec {p1) > 1 ou
p1 # p2. S satisfait donc la Propriété S1, et le cotit de S est infini par le Lemme 4.2.2.

régle 3.2 Il existe (7,4') € Blaet (p,p,1.9.9.9.9.9,9, ¢, ', v, T) € Sz. Par la définition de Blg
et la Propriété 4.2 sur S,, il existe trois mots uu’, w € Af;, et des calculs p : (g, 1) N (4, 1),

107



p1:(pL) S (por), oy s (P o0) = (P, L), p2: (P, L) = (q,02), 05 : (4, 02) = (P, L),

p3:(q,L) = (q,03) et o5 : (¢',03) = (q', L) tels que (p1) > 1 ou {p}) > 1 oup # p2 ou
P # ph. S satisfait donc la Propriété S2, et donc le cotit de S est infini par le Lemme 4.2.2.

Nous montrons maintenant le sens <= Comme le cotit de S est infini, par le Lemme 4.2.5, S
satisfait la Propriété S1 ou la Propriété S2 dans S.

S satisfait S1. 1l existe u € A}, et des calculs p; : (p, L)5*(p, L), p2 : (p, L)>*(q, L) et p3 :
(q, J_)i* (9, L) de A sur u avec {p1) > 1 ou p; # pp Par la propriété 4.1 sur &1, nous avons
(r,v,1.9.9,.9,T) € S, etdonc par laregle 3.1, T € Ss.

S satisfait S2. 1l existe trois mots uu/, w € A, et des calculs p : (g, 1) = (¢/, 1), o1 : (p, L) =
(p,o1), 05+ (py00) = (¢, L), p2 2 (p, L) = (9,02), 05 2 (q',02) = (P, L), p3 2 (9, 1) =

(g,03) et ps : (¢, 03) “, (9, 1) tels que (p1) > 1 ou {p}) > 1 ou p; # pp ou p} # p5. Par la
définition de Bl 4 et la Propriété 4.2, (q,9') e Blaet (p,p,p,.9.9.9.9.9. 9,0, 0. v, T) € S,

et donc parlaregle32 T € Ss. O

De la Proposition 4.2.6 et du Lemme 1.4.10, comme la taille des ensembles &1 &> et Sz est
bornée polynomialement par le nombre d’états du N/-APVbi considéré, nous obtenons comme
conséquence immédiate :

Proposition 4.2.7

Décider si le cotit d’un N -APVbi réduit est infini est en PTIME.

Nous étendons maintenant ces résultats au A-APV. Etant donné un AV-APV S, la construc-
tion etendre présentée au chapitre précédent nous permet de construire un N-APVbi S’ avec le
méme cotit (Lemme 3.6.7). I est ensuite possible de produire un A-APVbi réduit S” en utilisant
la construction reduire présentée dans le méme chapitre. Cet automate possédant le méme cofit,
nous pouvons donc décider si le cotit de S est fini en décidant si le cott de S” est fini. Nous
obtenons donc le résultat suivant :

Théoréme 4.2.8

Décider si le cotit d’un N-APV est infini est en PTIME.

4.3 Bornes finies du coiit des automates a pile visible sur N/

4.3.1 Décidabilité du coit K-borné

Nous considérons un N-APVbi S = (A, A) sur 'alphabet structuré A, avec A = (Q, I, F,T,6)
et un entier K € IN( représenté en binaire et nous décrivons un algorithme pour décider si
cout(S) < K.

La procédure utilise sur un ensemble de régles d’inférence construisant un sous-ensemble
fini M des matrices de N?€. Pour présenter la sémantique de ces matrices nous avons besoin
d’introduire I’opérateur Extrag : IN — IN défini pour tout z € IN par :

z siz <K,
K sinon.

Extrax(z) = {
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Cet opérateur s’étend naturellement aux matrices d’entiers M € N?C de la maniére suivante :
Extrag(M) = M’ avec M'(p, q) = Extrag(M(p, q)) pour tout p,q € Q

Intuitivement Extrax permet de borner un entier par une constante donnée. Quand nous
souhaitons prouver que le cotit d'un N-APVbi est K-borné, il suffit de montrer qu’il existe
un mot de colit au moins K. Nous n’avons pas besoin de précisions supplémentaires, le fait
de savoir que le cotit de ce mot est supérieur ou égal a K est suffisant. C’est la qu’intervient
l'opérateur Extrag. Soit u € L. un mot bien imbriqué. Nous appelons M, € IN9€ la matrice
définie comme suit pour tous états p,g € Q':

M., (p,q) = ExtraK(Z cout(p)) avec y = {(p,J_)m*(q,J_) e Caly(A)}
PEU

Nous définissons ’ensemble M comme suit :
M = {M, | ue Xy}

Pour tout p,q € Q,a € X, c € X, r € X, et 7 € I nous introduisons les matrices de INQR
suivantes :

1 sip=g,
Me(p, q) = { 2P=1

0 sinon.

| Extrax(A(T)) siTt=(p,a,q)€i,
Ma(p,q) = { 0 sinon.
Extragx(A(T sit=(p,c,v,q) €,
Mc,'y(p/ q) _ { 0 K( ( )) snon. (]9 Y q)

Extrag(A(T sit=(p,,7,q)€,
M (p,q) :{ E k(A7) St (P, 7,7.4)

Nous présentons maintenant 1’algorithme kborne calculant I’ensemble M. Cet algorithme
utilise les regles d’inférences présentées a la Figure 4.9.

SE—) aey, M, My e M
Me e M M,e M @) ExtraK(Ml . Mz) eM ®)
MeM,ceX,re, @)

Extrag (Yer (Mey - M- M) € M

FIGURE 4.9 — Regles d’inférence pour décider du cotit K-borné d’un N-APVbi

Les regles d’inférences construisent les matrices sur des mots bien imbriqués de longueur
croissante. Elles commencent avec les mots de taille 1, et étendent ces mots soit par concaténa-
tion, soit en ajoutant une paire d’appel et de retour en correspondance. Nous montrons main-
tenant le principal résultat de cette section a la Proposition 4.3.1, a savoir que kborne construit
correctement M. Nous nous en servirons ensuite pour prouver le Théoréme 4.3.3

Proposition 4.3.1

Soit S = (A,A) avec A = (Q,I,F,T,6) un N-APVbi sur l'alphabet structuré A et K €
IN- o un entier. L’algorithme kborne construit I’ensemble M en temps exponentiel.
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Démonstration. Nous montrons en premier que kborne construit correctement I'ensemble M.
Pour cela nous prouvons que M € M si et seulement s’il existe un mot u € Af; tel que M = M,,.
Nous montrons d’abord par induction le sens =. Il y a quatre maniéres différentes d’ajouter la
matrice M dans M :

Regle 1 Nous avons M = ML, il existe donc un mot u = € tel que M = M,,.
Reégle 2 Nous avons M = M,, il existe donc un mot u = a tel que M = M,,.

Regle 3 11 existe deux matrices M1, My € M telles que M = Extrax(Mj - My). Par hypothese
d’induction il existe deux mots w, v € A}; tels que My = My, et My = M,. Comme My, =
Extrax(My - My), nous pouvons en conclure qu’il existe un mot u = wo tel que M = M,,.

Regle 4 1l existe une matrice M’ € M, c € Ac et r € A, tels que M = Extrag (3, cr(Meqy - M’ -
M, ,)). Par hypotheése d’induction il existe v € A} tel que M’ = M,. Comme M, =
Extrak (X,er (Me,y - Mo - My,4)), nous pouvons en conclure qu'il existe un mot u = cor tel
que M = M,.

Nous montrons maintenant le sens < par induction sur la structure imbriquée de u.

o Siu = € alors nous avons M, = Mg, et donc par la regle 1 nous avons M € M.
o Siu = aaveca € X, alors nous avons M, = M,, et par la regle 1 nous avons M € M.

o Siu = wv avec w,v € L}, alors par hypothese d’induction nous avons M, M, € M.
Comme My, = Extrag(M,, - My), par la regle 3 nous en concluons que M € M.

o Siu = coravecve X, c € Acetr e A, alors par hypothese d’'induction M, € M. Comme
M, = Extra K(Zyer(Mw - My - M), par la régle 4 nous en concluons que M € M.

L’appartenance a EXPTIME suit le fait que les matrices construites sont de taille #Q x #Q ot les
entrées sont bornées par K. En effet, la procédure construit au pire K*Q* matrices. O

Proposition 4.3.2

Etant donné un V-APVbi S et un entier K € N+, décider si cout(S) < K est EXPTIME-
complet.

Démonstration. Nous notons S = (A,A) avec A = (Q, [, F,T,6). L'appartenance a EXPTIME
est amenée par la Proposition 4.3.1. En effet, il suffit de vérifier que parmi les matrices produites
par kborne il existe une matrice M telle que :

(>, M(p.q)=K
pel,qeF

Cela nous assure qu’il existe un mot u € L(A) avec un cotit supérieur ou égal a K. Pour la
difficulté, nous pouvons procéder par réduction au probleme du vide de l'intersection de K AA
déterministes (A;)1<i<x ([CDG'07]) de la maniere suivante :

1. Construire l'union disjointe de (A4;)1<i<k,
2. Construire un APVbi A équivalent en utilisant le Théoreme 2.3.10,

3. Construire un N-APVbi S a partir d” A avec un cofit de 1 pour chaque transition.
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Il est ensuite possible de montrer que l'intersection de (A;)1<i<k est vide si et seulement si
cout(S) < K : comme les automates d’arbres sont déterministes et la construction AA2APV
induit une bijection sur les calculs, chaque mot accepté par A possede un cofit égal a K si et
seulement si 'arbre ¢ tel que u = enc(t) est accepté par tous les AA (A;)1<i<k, impliquant donc
que leur intersection est non vide. ]

Tout comme dans la section précédente nous pouvons construire en temps polynomial un
N-APV bien imbriqué depuis un N-APV arbitraire avec le méme cofit, et nous étendons nos
résultats aux N-APV :

Théoréme 4.3.3

Etant donné un V-APV S et un entier K € N, décider si cout(S) < K est EXPTIME-
complet.

Calculer le cott d’un AV-APV avec un cofit fini Considérons maintenant, étant donné un
N-APV ayant un coft fini, le probléme consistant a calculer ce cotit. Nous dérivons du précé-
dent algorithme une procédure pour résoudre ce probleme. La procédure explore simplement
I'ensemble de matrices comme avant, sans utiliser 'opérateur Extrag, jusqu’a la saturation des
matrices. La terminaison de la procédure repose sur le fait que le cofit S est fini et S est réduit.
En fait, cela implique que les entrées des matrices sont bornées par cout(S). En particulier, cela
prouve que le nombre de matrices construites est borné par cout(S)”z, et:

Théoréme 4.3.4

Pour tout N-APV S avec un coft fini, la valeur de cout(S) peut étre calculée en temps
cout(S)O(”z).

4.3.2 Décidabilité du cotit K-borné (pour K fixé)

Nous allons maintenant étudier le probléme du cotit K-borné ot1 K est un parametre fixé et
I’entrée est seulement le N-APV S et nous demandons si cout(S) < K. L’algorithme de la Sec-
tion 4.3.1 montre que pour un entier fixé K ce probleme peut-étre résolu en temps exponentiel ;
cependant, en adaptant la technique utilisée dans [Sei90] pour I'ambiguité des AA nous avons :

Théoréme 4.3.5

Soit K € IN~( un entier fixé. Pour tout N'-APV réduit S, décider si cout(S) < K est dans
PTIME.

Pour prouver ce résultat, étant donné un N-APV S = (A, ) avec A = (Q,I,F,4,T) et un
entier K fixé nous allons construire une famille de APV (A;);c[1 k] Tespectant la propriété sui-
vante : A; est un APV acceptant les mots u tels qu’il y a i différents calculs acceptants p, ..., p;
de A sur u vérifiant 3, _;; cout(p;) > K. Pour cela A; simule en parallele i calculs de A sur le
méme mot, et pour chacun garde une trace du cofit actuel dans 1’état en la calculant jusqu’a K.

Nous allons maintenant définir un ensemble de matrices qui nous permettra de différencier
deux calculs. Nous appelons B 1’ensemble {0, 1}, et définissons des matrices de BLKI*[LK] de
la maniére suivante :
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Pour tout j,k € [1,i] et (q1,...4q;) € Q' 0?“'""“ (j.k) = 0sig; = qx et 1 sinon.
Pour tout j, k € [1,1], 1d;(j,k) = 0sij = ket 1 sinon.

Pour tout i € [1,K], chaque état de A; va stocker une matrice de M € BIVKIX[LK] afin de

mémoriser si les calculs qu’il simule sont différents ou non. Ainsi, pour tout k,/ € [1,7] nous
aurons M(k,I) = 0 si et seulement les calculs I et k sont différents. Les matrices 0?1,...,%- et Id;
vont nous servir pour initialiser les états initiaux et finaux. Ainsi Id; représente un état ot tous
les calculs sont différents les uns des autres. Nous présentons maintenant la construction kborne
produisant cette famille de APV.

Définition 4.3.6

Soient K € IN-( un entier fix¢, S = (A,A) un N-APV avec A = (Q,I,F,T,¥) sur
'alphabet structuré A. La famille de APV kborne(S) = (Ai)1<i<x = (Qi, I;, F;, Ti, ;) sur
A est définie par :

0Q; = ([1,K] x [1,K])! x B
ol; = ()
o = { (g1, (g, 1) x 0"} | (q,....q0) €T }
oFi = { ((qnm),...,(qi,m:)) x {Idi} | (qu,...,q)) € F', (Xa<jcimj) 2 K}
0d; = Ofwd;wd;avecd; et d; définis de maniere similaire :
(« ) ( M) ce X, pourtoutl <j,I<i
. ql/ml Ry qlrmzl 7 Tj=(EIj,C,’Y]',q;-),Tl=(ql,C,’Yl,q;)€5c
—4 = & (7o), m', = Extrag(A((g;, ¢, 7, q5) = m;) et
((q1,m3), - -, (q;,mp), M")) . e
M'(j, 1) = M(j, 1) v (5 # 1)
Proposition 4.3.7

Soient K € N~ un entier fixé, S = (A, A) un N-APV réduit sur 'alphabet structuré A

et (A;)1<i<k la famille de APV kborne(S). Pour tout u € A* et M € B i existe des
entiers 1;,m; € IN pour tout j € [1, 7] tels que n; = Extrag(m;) et :

3((('% 1)/ sy (qir 1)10?1 ,,,,, qi)r J-i)l’*(((plrnl)r sy (pirni)rM)/ (Ulr .. .,(T{)) € Calu(Ai)

u,m

< 3p;: (q;, L),—/>*(p]‘,0'j) € Caly(A) et (pj # px) = M(j, k) pour tout j, k € [1,]

Démonstration. Nous notons A = (Q, I, F, T, J). Nous faisons la preuve par induction sur la
longueur de u. La propriété est trivialement correcte quand u = €, par la définition de I; et
07", Nous considérons maintenant que |u| > 0, il existe alors une décomposition de u en va
avec v € X* eta € X. Il y a trois cas différents, selon le type de a. Nous considérons le cas a € ...

Nous montrons en premier le sens =. Il existe p; €Q, n; e N et M’ € B pour tout

je[1,i] tels que:
(((p1, 7)o (o), M), a, (11, -, vi), (P, ma), - (i i), M) € 9

(((qu, 1), -, (g, 1), 00 ), L)S*(((ph, 1), -, (phy ), M), (0, ..., 07)) € Calo(A)
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u,m"
Par hypothese d’induction pour tout j, k € [1, 1] il existe p;- 2 (q), J_)—’>*(p;., 0;) € Caly(A) avec
Extrag (m}) = n; et (p; # pr) = M'(j, k). Par construction de 6 pour tout j € [1,i] il existe
( p}, a,7j, pj) € Oc. Par construction de M’ et nf, . .., nj nous en déduisons que pour tout j, k € [1,1]
. . u,n; .
il existe p; : (g, L)—>*(pj, 0;) € Cal,(A) avec (p; # px) = M(j, k).
Nous montrons le sens <. Pour tout j € [1,1] il existe p;- €Q,vjeTlet n;- e IN. tels que

’

(p;», a,7j, pj) € 0, et p;. : (g, J_)ﬁ»*(p;.,aj) € Caly(A). Par hypothese d’induction nous avons :

(((qu, 1), -, (g, 1), 0] ), L)S*(((ph, 1), -, (P ), M), (01, ..., 07)) € Calo(A)

avec Extrax(m}) = n et (p; # pi) = M'(j, k) pour tout j, k € [1,i]. Par construction de J; nous
avons :

(((pllfnll)/ cee (P;/ Tl;),M/),u, (’Yl/ . -/')’i)/ ((Plz”l)/ cee (Pi,”i), M) € 5;‘
Nous en déduisons qu’il existe :

(@10, (g1, 1), 071, LYS*(((pr,m), - (pig i), M), (04, ..., 07)) € Calu(A;)

Les cas ot a € X, ou a € X, sont similaires au premier, le symbole de pile étant la seule
différence et ne change pas la preuve. O

Nous pouvons maintenant prouver le Théoreme 4.3.5.

Démonstration. [Théoreme 4.3.5] Nous notons S = (A, A) avec A = (Q, I, F,T,J). Par la Propo-
sition 4.3.7, et par la construction des états finaux de A;, nous pouvons déduire que pour tout
i < K, L(A;) = J si et seulement s’il existe un mot u € Af; et py, ... p; calculs acceptants de A
différents deux a deux tels que > }jc; j cout(pj) = K. Il est évident que A; peut-étre construit en
temps polynomial en #Q. Finalement nous testons en temps polynomial la vacuité de chacun
des K APV A;. O

4.4 Retour aux arbres

Nous avons montré dans les sections précédentes comment décider si le cotit d'un N-APV
est fini ou non. En utilisant la construction AA2APV présentée a la Section 2.3 nous allons main-
tenant montrer comment décider que le cotit d’'un N-AA est fini.

Pour cela, étant donné un N-AA S sur 'alphabet (¥, ar) nous énongons la propriété suivante,
caractérisant I'infinité de S :

Propriété N1 S ala propriété (N1) s’il existe une variable x; et un arbre 75 ({x1}) tel que:

01 (p, (p))-caleul, p2 : (p, (g))-calcul, p3 : (g, (g))-calcul € Cal(S)
avec cout(p1) > 1 ou p # q (voir la Figure 4.10).

Théoréme 4.4.1

Soit S un NV-AA sur I'alphabet (%, ar). Le cotit de S est infini si et seulement si S vérifie
la propriété (N1).

Pour prouver ce théoreme nous allons montrer que S satisfait la propriété (N1) si et seule-
ment si S’ = AA2APV(S) satisfait les propriétés (S1) et (S2). Le N-APV S’ est bien imbriqué
mais n’est pas nécessairement réduit, or nous avons besoin de la réduction pour appliquer le
Théoreme 4.2.1. Nous allons donc montrer que si S est émondé alors S’ est réduit.
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FIGURE 4.10 — La propriété (N1).

Lemme 4.4.2

Soit A = (Q,1,0) un AA sur l'alphabet gradué (X, ar). Si A est émondé alors le APVbi
SAA2SAPV(A) est réduit.

Démonstration. Nous notons A" = (Q’,I', F/,¢',T") I’ APVbi AA2APV(A). Nous montrons en
premier la Condition 1 de la définition 3.1.3. Soit p : ((x,7), L)=*((y,m), ) un calcul de A’ sur
>* avec (x,n) € I'. Nous faisons la preuve par induction sur la taille de ¢.

Si o = 1 alors soit (y,m) € F soit u = €. En effet, comme ¥, = ¢, siu # € alors comme
o = 1 nous pouvons décomposer p par :

p o ((x,n), L), n'), )=, n"), )=y m'), L) ((y,m), L)

avecy e I”,c € ¥, et r € £,. En appliquant le Lemme 2.3.11 nous obtenons que y’ = x et m’ =
n+ 1. L'état (y/, m’) est donc final et comme pour tout T € J. nous avons source(t) # (y/,m’)
nous concluons que w = € et (y,m) € F, donc A satisfait la condition 1. Si u = € comme S
est émondé il existe un calcul acceptant p’ = 7(p|1,...p|m) de S tel que T € 6, racine(T) = x et
m € N. Par le Lemme 2.3.14 @, (p, (x, 1), L) est un calcul de A’ et A’ satisfait la condition 1.
Nous supposons qu'il existe n € N~ tel que A satisfait la condition 1 si || < n, et nous
considérons que |o| = n + 1. Nous pouvons décomposer p de la maniére suivante :

p o ((x,n), L) (), o) Sy m'), 0) = ((y,m), o)

avec c € L et ¢ = o’((x/,n’),c). Nous appelons / I'entier défini par 1 si x € Q et par ar(x) si-
non. Par Le lemme 2.3.11 nous avons y’ = y et il existe k € N+ tel que m = n’ + k. Comme
A est émondé, pour tout i € [m,] — 1] il existe un calcul p/ de A tel que (y',i) € anc(p{e)))
et @, (0), (v,7),0) est un calcul de A’. De plus par définition de ¢’ il existe une transition
((y, D), ((x",n'),c),r,(x',n" + 1)) € I/, et par hypothese d'induction A’ satisfait la Condition 1.
Nous montrons maintenant la Condition 3 de la définition 3.1.3. Nous considérons un état
(x,n) de Q'. Comme A est émondsé, il existe un calcul acceptant p de A et une position e € pos(p)
telle que si x € 0 alors ple) = x et si x € Q alors racine(p{e)) = x. Comme il existe p € I tel que
D,y (p, (p,0), L) estun calcul acceptant de A’, nous concluons que A satisfait la Condition 3. [J

Nous pouvons maintenant prouver le Théoréme 4.4.1 :

Démonstration du Théoréme 4.4.1. Nous montrons en premier 1'implication =. Comme le
cott de S est infini, par le Théoreme 2.3.18 le cott de S’ = AA2APV(S) est aussi infini. Par
le Lemme 4.4.2 S’ est réduit et nous pouvons en déduire par le Théoreme 4.2.1 que S’ vérifie
(S2). S’ ne peut pas vérifier la condition (S1) car par la définition de la construction AA2APYV,
pour tout calcul (p, 1)5*(g, 1) € Cal,(S") nous avons p # q. Il est alors facile de vérifier que S
satisfait la propriété (N1).
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Nous montrons maintenant I'implication <. Comme S vérifie la propriété (N1), par la défi-
nition de la construction AA2APV, S’ = AA2APV(S) vérifie la propriété (S2). Par le Lemme 4.4.2
S est réduit et par le Théoreme 4.2.1 nous pouvons donc conclure que le cotit de S’ est infini,
et par le Théoreme 2.3.18 le cotit de S est aussi infini. O

4.5 Décidabilité du cotit infini des automates a pile visible sur Max-
plus

Nous introduisons dans cette section le semi-anneau Max-plus.

Semi-anneau Max-plus Max-plus est le semi-anneau (N U {—o0}, max, +, —o0,0) avec max le
maximum de deux entiers et + 1’addition. Nous appellerons ce semi-anneau MP.

La différence entre ce modele et les N'-APV est la maniére dont se calcule le cotit d"un mot.
Dans le cas des N-APV, le cotit d’un mot w est influencé par celui de tous ses calculs, car il est
nécessaire d’en faire la somme afin de calculer le cotit de w. Pour les MP-APV c’est un plus
simple, car il n'y a pas besoin de considérer tous les calculs, simplement celui avec le coft le
plus élevé.

Le probleme nous concernant est celui de l'infinité du cofit, c’est a dire déterminer si le
cotit d'un MP-APV est borné ou non. Nous avons discuté dans la Section 4.1 du travail de
Helmut Seidl présenté dans [Sei94b] sur un modele d’automate d’arbres a cofits utilisant des
polynomes, ot le cotit de I'automate est simplement 1’ensemble des cofits de ses calculs ac-
ceptants. Il présente notamment une procédure pour décider si cet ensemble est fini lorsque
l'on consideére le semi-anneau Max-plus. Concernant les MP-AA, le cotit de I'automate est
égal a celui du mot accepté au cotit maximal, et le cotit de chaque mot est égal a celui du calcul
acceptant au cotit maximal sur ce mot. Nous pouvons donc en conclure que dans le cas de Max-
plus, le cotit de I'automate est égal a celui du calcul acceptant au cotit maximal, ce qui revient
donc a résoudre le méme probléme que Helmut Seidl. Il est ensuite assez simple de modifier
sa procédure pour déterminer si le cotit de I'automate est fini. Par le Théoreme 3.4.8 statuant
I’équivalence faible entre les APV a cofits et les AA a cofits nous obtenons une procédure pour
déterminer si le cotit d"'un MP-APV est fini ou non.

Nous allons donc adapter sa procédure pour les MP-AA puis donner une caractérisation
pour les MP-APV sous forme de deux propriétés nécessaires est suffisantes a 1'infinité, et mon-
trer qu’il est possible de décider si un M'P-APV les satisfait en temps polynomial.

Premierement dans la Section 4.5.1 nous présenterons la procédure dans le cas des MP-AA.
Puis dans la Sous-section 4.5.2, nous parlerons la caractérisation, et dans la Sous-section 4.5.3
d’un algorithme pour décider de sa présence en temps polynomial.

4.5.1 Automates d’arbres a cofits sur Max-plus

Dans [Sei94b] Helmut Seidl présente une procédure pour résoudre un probleme de borne
sur des automates d’arbre a cotits équipés de polynomes. Nous allons adapter ce résultat ici
aux MP-AA émondés.

Nous présentons une propriété caractérisant le cotit infini d"'un MP-AA :
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Théoréme 4.5.1

Soit S = (A, A) un MP-AA émondé et A = (Q,I,J) un AA sur I'alphabet (%, ar). Le
cotit de S est infini si et seulement s’il existe un (p, (p))-calcul p tel que cout(p)) > 0.

S doit étre émondé pour assurer le fait que p puisse étre complété en un calcul acceptant,
et I'inégalité cout(p) > 0 assure que la boucle sur p produise un cofit de plus en plus grand (et
donc infini).

Dans son article Hemult Seidl présente une propriété équivalente utilisant un automate
d’arbres parameter-reduced, oti un bit d’information est stocké dans chaque état pour déterminer
sil est possible de produire autre chose que —co sur un arbre enraciné a cet état. Il doit faire ca
car il suffit de passer par une seule transition avec un cotit de —oo pour obtenir un calcul avec
un colit de —oo. Dans notre cas nous n’en avons pas besoin car notre définition d’automate a
cotits implique qu’une transition ne pas étre étiquetée par I’élément absorbant du semi-anneau,
ici —o0. Si nous souhaitons appliquer notre procédure sur un automate d’arbres possédant des
transitions avec un cotit de —oo, il nous suffit de vérifier que son cofit est différent de —oo puis
de supprimer les transitions avec un cotit de —co. Le cotit différent de —oo de ’automate d’arbre
initial nous assure que ’automate sans les transitions génantes défini le méme cofit.

Démonstration. Nous montrons en premier I'implication =. Comme le cotit de S est infini il
existe un calcul acceptant p sur un arbre ¢ tel que cout(p) > LstQ avec Mg = max({n € IN |
Y, # J}) et Ls = max({m € N | T € §,m = A(7)}). Nous considérons la décomposition de p
suivante :

0 = peetpo=To(Po1,---,P0n) pour tout o € pos(t)

Comme cout(p) > LSM#SQ nous pouvons en déduire qu'un méme état p apparait au moins
deux fois dans une branche du calcul, c’est a dire qu’il existe 0,0’ € pos(t) tels que o est un
préfixe strict de o’, racine(t,) = racine(7y) et cout(p,) > cout(p, ). Nous avons donc trouvé un
état p = racine(T,) tel qu'il existe un (p, (p))-calcul p’ et cout(p’) > 0, ce qui conclut la preuve.
Nous montrons maintenant I'implication <. Pour tout i € IN, p’ est un (p, (p))-calcul de S
tel que cout(p’) = cout(p)’. Comme S est émondé, il existe un (g, (p))-calcul p; de S avec q € I et
un p-calcul p; de S tels que p1p'p2 est un calcul acceptant de S et cout(p1p’p2) = cout(p)’ pour
tout i € IN. Le cotit de S est donc infini, ceci concluant la preuve. O

4.5.2 Caractérisation du cofit infini d'un automate a pile visible sur Max-plus

Nous allons maintenant étendre les résultats présentés a la Section 4.5.1 aux MP-APV.
Nous ne considérerons ici que le cas des APVbi a cotit sur le semi-anneau Max-plus, que nous
appellerons MP-APVbi. Le résultat peut ensuite étre étendu au cas général comme il a été fait
pour les N-APV.

Soit S = (A, A) un MP-APVbi sur l'alphabet structuré A avec A = (Q, I, F,T,5). Nous
introduisons deux propriétés sur les N'-APVbi, (MP1) et (MP2).

Propriété MP1 S ala propriété (MP1) sl existe u € A}; tel que :
o1+ (p, L)% (p, L) € Caly(A)

avec mp > 0 (voir la Figure 4.11).
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FIGURE 4.11 - La propriété (MP1).

Propriété MP2 S ala propriété (MP2) s’il existe uv, w € Aj; tels que u ¢ Af; et :
o1 ¢ (p, L)% (p, 01) € Caly(A)
p:(p,L)"5%(q, L) € Caly(A)
01+ (q,01) 5% (g, L) € Caly(A)

avec my > 0 ou mj > 0 (voir la Figure 4.12).

FIGURE 4.12 - La propriété (MP2).

Nous allons montrer dans cette section que ces deux propriétés sur les MP-APVbi caracté-
risent I'infinité du coft.

Théoréme 4.5.2

Soit S un MP-APVbi émondé sur l'alphabet structuré A. Le cofit de S est infini si et
seulement si S satisfait 1'une des propriétés (MP1) et (MP2).

Pour prouver ce théoreme nous allons procéder de la méme maniere que pour le Théo-
réme 4.4.1. Nous devons donc montrer dans un premier temps que si S est émondé alors
S’ = APV2AA(S) est aussi émondé.

Lemme 4.5.3

Soit A = (Q,I,F,4,T) un APV sur l'alphabet structuré A. Si A est émondé alors
APV2AA(S) I'est aussi.

Démonstration. Nous notons A’ = (Q', I’, ") I’ AA produit par APV2AA(A). Soit (p, g) un état
de Q. Comme S est émondé et par définition des états de A’ le calcul suivant est un calcul
acceptant de A :

p: (pi, L)5*(p,0)>*(q,0)5*(ps, L)

Avec p; € I et ps € F. Par le Lemme 2.3.6 il existe un (p;, g5, 1)-calcul acceptant p’ de A’ tel que
D, (0, L) = p, et donc A’ est émondé. O

Nous pouvons maintenant montrer le Théoréme 4.5.2 :
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Démonstration du Théoréme 4.5.2. Soit S = (A,A) avec A = (Q,I,F,T,5) un APVbi. Nous
appelons S’ 1" AA APV2AA(S) avec S’ = (A/, M) et A’ = (Q, I',¢’). Comme S est émondé, par le
Lemme 4.5.3, S’ l'est aussi. Par le Théoréme 2.3.18 nous savons que cout(S) = cout(S’) et donc
le cotit de S est infini si et seulement si le cotit de S’ 1’est aussi.

Nous montrons le sens =. Par le Théoréme 4.5.1 comme le cotit de S’ est infini, il existe un
(p,q,7, (p,q,7))-calcul p’ de A" avec (p,q) € Q x Q et cout(p’) > 0. Par le Lemme 2.3.5 cela
signifie qu’il existe un calcul (p, L)*(p,0)>*(q,0)>*(q, L) € Calyyy(A). Sic = L alors S
satisfait (MP1), sinon S satisfait (MP2).

Nous montrons maintenant le sens <. Comme S satisfait la propriété (MP1) ou la propriété
(MP2), par le Lemme 2.3.6 cela signifie qu'il existe v € I et un (p, 4,7, ((p,q,7)))-calcul p’ de
A’ avec (p,q) € Q x Q et cout(p’) > 0. Nous savons par le Théoreme 4.5.1 que le cotit de S’ est
infini, et celui de S l'est aussi. ]

4,5.3 La décision du cofit infini est dans PTIME

Nous allons maintenant montrer que nous pouvons décider de la présence de (MP1) et
(MP2) en temps polynomial, permettant ainsi de décider de I'infinité du cotit d’'un MP-APV.
L’algorithme (Figure 4.13) défini trois types de regles d’inférence utilisées comme une pro-
cédure de saturation, et fonctionne de la méme maniere que pour le Lemme 4.2.6. L'ensemble
83 permet d’assurer qu’un tuple de S satisfait la propriété (MP1) (régle 3.1), ou qu'un tuple
de S satisfait la propriété (MP2) (regle 3.2).
peQ

T=(p,aq)ed (p,9,B')(q,q,B") e &1

N s o —— | 1.2 )
proes MV paam=0es P T aEvEyes Y
(r',q,B")eS,t=(pcvp)ed, v = 7749 €d (14)

(p,q,B' vA(T)>0vA(T) >0)eS '
//B/ ES, // //B” ES T = 2920 7 E5C = ,/ ///E(ST
(p,q,B') e S, (q,p',B") e S 21 (p.c,v.q9)€dT=(q,771p) 2.2)

(r,9.9,v,B vB")eS, (r,9,9, P, Mt)>0vA(T)>0)e S

(p, p//, q//, p/, B/), (p//, q, q/, q//, B//) S,

(p, q, q/, p/, Bl v B”) c 82 (23)
(hpT)es LS
p,v,T)eES p.9.9,p, 1) S

Mes, OV (T) < S5 (32)

FIGURE 4.13 — Régles d’inférence pour décider le cofit infini d'un MP-APV.

Théoréme 4.5.4

Soit S = (A, A) un MP-APVbi. Il est décidable en PTIME si le cotit de S est infini.

Démonstration. La preuve suit les méme lignes que la preuve du Lemme 4.2.6. O
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Chapitre 5

Décidabilité de l'infinité de la norme
d’un transducteur a pile visible

Dans ce chapitre, nous allons étudier un probléme de décidabilité sur le modéle de trans-
ducteurs a pile visible.

La norme d’un transducteur est le nombre maximal de sorties différentes qu'un mot peut
produire. Cette norme peut étre finie ou infinie. Il existe deux problémes classiques de bornes
concernant la norme d’un transducteur. Le premier consiste a décider si, étant donné un entier
k, la norme d"un transducteur est bornée par k. Cette question a été étudiée depuis longtemps
sur plusieurs modeles, et les applications sont multiples. Par exemple, dans le cas des trans-
ducteurs finis ([Web93]) et des transducteurs d’arbres ([Sei94a]) il est possible de tester si deux
transducteurs sont équivalents (c’est-a-dire expriment la méme transformation) si leurs normes
sont bornées par un entier k.

Concernant les transducteurs finis, il a tout d’abord été prouvé dans [Sch76] et [BH77] qu’il
est possible de décider si la transformation réalisée est fonctionnelle, c’est a dire s’il y a au
plus une sortie par mot d’entrée. Une preuve différente de ce résultat est aussi disponible dans
[BCPS03]. Puis, Tat-hung Chan et Oscar H. Ibarra ont montré dans [CI83] la décidabilité de la
norme infinie dans le cas ot le transducteur fini est lettre a lettre. Le cas général a été finalement
prouvé par Andreas Weber dans [Web90], ot il présente deux propriétés décidables en temps
polynomial caractérisant 1'infinité de la norme. Un résultat plus récent est disponible dans
[SAS08] par Jacques Sakarovitch et Rodrigo de Souza. Les propriétés sont toujours présentes,
mais la preuve de la nécessité est plus élégante et est basée sur la décidabilité du cofit fini d'un
automate fini a cofits. Dans [Sei92], les résultats de [Web90] sont étendus aux transducteurs
d’arbres. La preuve est similaire, et Helmut Seidl propose une extension des propriétés de
Andreas Weber caractérisant 'infinité de la norme des transducteurs d’arbres.

Dans le cas des transducteurs a pile visible un certain nombre de résultats est présenté
dans [FRR*10]. Premierement, il est montré que la fonctionnalité est décidable en temps poly-
nomial. Il est ensuite prouvé que I'équivalence des transducteurs a pile visible fonctionnels est
un probléme EXPTIME-complet. Il est enfin donné un algorithme décidant si, étant donné un
entier k, la norme d"un transducteur est bornée par k. Cet algorithme est dans NPTIME.

Dans ce chapitre nous allons parler de I'extension des résultats concernant l'infinité de la
norme a une sous classe des biTPV, les transducteurs a pile visibles linéaires. Nous allons
présenter un nouveau modele de transducteur appelé mot-vers-contexte et basé sur les auto-
mates finis, ot les sorties sont des contextes de mots, et montrerons qu’il est équivalent aux
biTPV linéaires. Sur ce modele nous présenterons deux propriétés étendant celles présentées
par Andreas Weber pour les automates finis et par Helmut Seidl pour les automates d’arbres
et montrerons que ce sont des conditions suffisantes a 1'infinité de la norme d’un transducteur
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mot-vers-contexte. Nous conjecturons que ces propriétés constituent également une condition
nécessaire et discuterons des différentes approches possibles pour le démontrer.

Plan du chapitre Nous allons présenter les travaux d” Andreas Weber sur les transducteurs
de mots a la Section 5.1, et ceux de Helmut Seidl sur les transducteurs d’arbres a la Section 5.2.
Nous présenterons ensuite les résultats de Jacques Sakarovitch et Rodrigo de Souza a la Sec-
tion 5.3. Dans la Section 5.4, nous introduirons le nouveau modéle de transducteurs. Enfin nous
présenterons nos résultats sur les TPV linéaires émondés a la Section 5.5.

5.1 Caractérisation de la norme infinie d’un transducteur fini

En 1989, Andreas Weber a prouvé dans [Web90] qu'il est possible de décider en temps po-
lynomial si la norme d’un TF est infinie ou non. Pour cela, il présente deux propriétés appelées
(W1) et (W2). Il montre que la présence de 1'une de ces propriétés est nécessaire et suffisante a
I'infinité de la norme TF, et il est possible de décider en temps polynomial si le TF les satisfait.

5.1.1 Une caractérisation par les criteres (W1) et (W2)
Nous présentons (W1) et (W2). Soit T = (A, A) un TF émondé sur 1’alphabet Z.

Propriété (W1) T ala propriété (W1) s’il existe un mot u € £* tel que :
p—LEp e Caly(A), p=2*q € Cal,(A), =2>*g € Cal,(A)

et uuy # usus.

uug*

u,uq u,us

u,us

FIGURE 5.1 - La propriété (W1).

La propriété (W1) est représentée a la Figure 5.1. Si T satisfait cette propriété il est possible
de faire varier la position de u; dans la sortie en modifiant le nombre de u; et de uz produits.
Comme uquy # usli3, nous obtenons ainsi un nombre non borné de mots différents sur la méme
entrée.

Propriété (W2) T ala propriété (W2) s’il existe des mots u, v, w € X* tels que :
p—LEpy e Caly(A), pr—2h*py € Caly(A), pr—=5*p e Caly(A),

Uy

p=5*p2 € Caly(A), pr==>*p2 € Caly(A), pp=~="q € Caly(A),

72 p3 € Caly(A), p3—2*ps € Caly(A), p3—=2*g € Caly(A),
et [vg] # [va].

La propriété (W1) est représentée a la Figure 5.2. Si T satisfait cette propriété alors il est
possible de générer un nombre non borné de mots de différentes tailles sur la méme entrée en
modifiant combien de fois les mots v, et v, apparaissent dans la sortie. Dans les sous-sections
suivantes nous allons montrer le résultat suivant :
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FIGURE 5.2 — La propriété (W2).

Théoréme 5.1.1: [Web90]

Soit T un TF émondé. La norme de T est infinie si et seulement si T satisfait I’'une des
propriétés (W1) ou (W2).

5.1.2 Un transducteur satisfaisant (W1) ou (W2) posséde une norme infinie
Le but de cette section est de montrer le premier sens du Théoreme 5.1.1. Nous définissons
la proposition suivante :

Proposition 5.1.2

Soit T = (A,A) un TF émondé. Si T satisfait 'une des propriétés (W1) ou (W2) alors
la norme de T est infinie.

Montrer que la présence de 1'une de ces propriétés implique une norme infinie n’est pas

difficile. Tout d’abord, comme T est émondé il existe deux calculs p;—>*p € Cal,, (A) et g=>*q FE
Caly, (A) avec p; un état initial et g un état final. Dans le cas de (W1), il suffit de considérer les

sorties yx, = quluzu’g*” produites par le mot u* pour tout k € N et n € [1,k]. Si [ujua| # |ugus|
alors |us| # |us|. Il est donc possible de construire des calculs satisfaisants (W2) en utilisant les
deux calculs p 25 p et ¢ > g plusieurs fois, comme représenté a la figure 5.3.

u,uq u,us

u,uy u,uz U,U3
u,uy u,us
u,uy u,us
p @

FIGURE 5.3 — Si T satisfait (W1) avec |ujuy| # |upus| alors T satisfait (W2).

Sinon |ujup| = lupus| et il existe donc une position I € IN telle que ujux(l) # upus(l), et
ceci implique pour tout k € N et n,n’ € [1,k| avec n # n’ nous avons yi, # Vi ,». Nous avons
donc nor(u;u*u f) = k et nous obtenons que nor(T) = +oo. Concernant la propriété (W2), il
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k—i k—n

suffit de considérer les sorties sy, = H?z_ll(ulvl w1)upvs "W, ITE k

l:n+1(u3v3_iw3) produites par
le mot IT¥_, (uv*~'w) pour tout k € N et € [1,k]. Pour tout n’ € [1, k] nous avons [si ,| — [sg/| =
(k—mn)(Jv2| = |o1]) — (k —n)(|v2] — [v1]). Si n est différent de n” alors s | # [sk|. Ceci implique
que nor(u;ITE_; (uo*~"w)uy) > k, et comme T est émondé nous obtenons que nor(T) = +o0.

5.1.3 Un transducteur avec une norme infinie satisfait (W1) ou (W2)

Ce sens de la preuve nécessite plus de travail, et nous allons présenter plusieurs résultats
intermédiaires. Nous modifions la preuve originale de Andreas Weber afin de la rapprocher de
celle de Helmut Seidl dans le cas des transducteurs d’arbres vers arbres. La plupart des argu-
ments utilisés restent cependant les mémes, seule la structure de la preuve change. L'idée est
de décomposer les calculs du transducteur fini de maniere finie, puis de montrer que chaque
élément de cette décomposition ne peut produire qu'un nombre borné de sorties. Cette décom-
position se base sur la notion de composante connexe, que nous présentons.

Définition 5.1.3

Soit T = (A,A)un TFavec A = (Q, I, F, ). La composante connexe d'un état g € Q est
I'ensemble des états Q, tel que pour tout p € Qy, il existe deux calculs g=>*p € Cal,(T)
et p>*q € Caly(T).

Nous considérons maintenant I'ensemble des calculs acceptants sur un mot d’entrée u, et
pour chaque position [ nous définissons S,(I) comme 1’ensemble des états que peuvent at-
teindre les calculs a la position /. La décomposition regarde ensuite sil'ensemble S, (/) se répete
a une position ultérieure. Si oui, nous supprimons les états utilisés par les calculs sur u entre ces
deux positions. Nous répétons ce processus pour tout I de maniere croissante, assurant ainsi
que tout calcul possede une représentation finie dépendant uniquement du nombre d’états de
I’automate. Formellement,

Définition 5.1.4

Soient T = (A, A) un TF sur l'alphabet X, u = a;...a, € £* un mot et une position
I € [1,m]. Nous appelons S,(I) I'ensemble d’états pouvant étre atteints a la position [
par un calcul acceptant sur u :

Su(l) = {p1 | po>p1-> -+ pm € ACal,(A)}

Définition 5.1.5

Soient T = (A, A) un TF sur l'alphabet £ et u = a7 ...a, € £* un mot et une position
I € [1,m]. Nous appelons Next,(I) I'ensemble défini comme suit :

o Next,(I) =1"sil <l',S,(l) = Su(l') et Sy(I) # S, (k) pour toutk > I,

o Next,(l) = I sinon.

122



Définition 5.1.6

Soient T = (A, A) un TF sur l'alphabet X et u = a; ... 4, € £* un mot. Nous appelons
P, le plus petit sous-ensemble de [1,m] tel que :

oleP,
o VI e P, Next,(l) € P,
o Vle Py, siNext,(l) =1etl <|u|,alors] +1€ P,

De plus nous considérons la partition suivante de P, P, = P, u P avec:

o P ={le P, | Next,(l) =1}
o P¥ ={le P, | Next,(l) # 1}

Par définition de P et de P], nous avons #P; < 2" et #P] < 2" avec n le nombre d’états
de A. En effet, si #P, > 2" alorsil existe /I’ e N tels que | # I’, S,(I) = S,(I') et Next,(I) =1, ce
qui est en contradiction avec la définition de Next, (). De plus #P] < 2" car pour tout [ € P7,
si Next(!) € P, alors Next(Next(l)) = Next(I). Nous pouvons donc borner la taille de P; avec la
taille de P,.

Au Lemme 5.1.8 nous présentons formellement la décomposition des calculs de T en utili-
sant Next et les composantes connexes. Nous rappelons que le but de cette décomposition est
d’obtenir une représentation finie d’un calcul, indépendamment de sa longueur. Avant toute
chose nous avons besoin d’introduire une notation pour raisonner sur les sorties de T.

Définition 5.1.7

Soit T = (A, A) un TF sur l'alphabet X vers ¥/ avec A = (Q, I, F, J). Pour tout p,q € Q
et u € X* nous appelons T} ;(u) et T,(u) les ensembles et nor;, ;(u) et nory,(u) les entiers
définis comme suit :

Ty (u) = {veX*|p=5*ge Caly(A)} norpq(u) = #Tp4(u)

Tp(u) = Up'eQ(Tp,p’(”)) norp, (1) #T)p(u)

Lemme 5.1.8

Soit T = (A, A) un TF sur l'alphabet X avec A = (Q, [, F,d) et u € £* un mot. Nous
avons :

ieP],
pqu/ F¢Qq
o U T, p(u(1,i) . A(T) . To(u(i+1...)
ieP,peQy,
T=(p,a,r)ed
avec a=uli] et r¢Q,
U U Ty,p(u)
PeQy
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a,,v 5,0 . .
Pour chaque calcul p : pp——>p;——> - - - py € Cal,(A), nous montrons maintenant pourquoi

p est toujours compatible avec I'une des trois décompositions.

Nous considérons la plus grande position I € [1, ] telle que p; € Qp,. Par définition, pour
tout I’ € [l + 1, |u| + 1] nous avons p; ¢ Qyp, et pour tout I € [1,1] nous avons py € Q. Si
I = n alors p est compatible avec la troisieme décomposition avec p = p;. Sinon si Next(l) # [
alors p est compatible avec la premiere décomposition avec p = p; et r = Pe(r)- Sinon p est
compatible avec la deuxieme décomposition avec T = (p;, a;, pi+1), p = pretr = pr41.

Nous sommes donc capable d’exprimer l'intégralité des calculs acceptants sur u via ces
décompositions. Il suffit ensuite de borner la taille des ensembles T; , et T} ,, et d’appliquer
une induction sur T, afin de borner le nombre de sorties produites par u. Pour cela nous dé-
finissons deux lemmes. Le Lemme 5.1.9 nous permet de borner la taille de T, ,, tandis que le
Lemme 5.1.10 borne la taille de Tj,.

Lemme 5.1.9

Soit T un TF sur 'alphabet X ne satisfaisant pas (W1) avec A = (Q, I, F, ) . Pour tous
états p,g € Q et mot u € X tels que g € Q, nous avons norp 5(u) = 1.

Si 'on suppose que nor,4(u)) > 1 alors il existe deux calculs p—Lrg, p¥g e Caly(A)
avec v; # v2. De plus, comme p et g sont dans la méme composante connexe, nous pouvons en
déduire qu'il existe un calcul §-—=*p € Cal,,(A). Nous avons donc deux boucles distinctes sur
l’état p, produisant les mots (v1v3) et (v2v3). Nous pouvons en conclure que T satisfait (W1) car
(v1v3)(v1v3) # (v103)(v203), ce qui est en contradiction avec I'hypothese de départ concernant
(W1).

Pour le deuxiéme lemme nous avons besoin d"une propriété intermédiaire, appelée (W1’).
Soit T = (A, A) un TF émondé sur 'alphabet .

Propriété (W1’) T ala propriété (W1’) siil existe un mot u € X* tel que :

UUup Uuy 4 Uy 4

p—LEp e Caly(A), p=2*g € Caly(A), p==2*g € Cal,(A), g—=5*g € Cal,(A)
etuy # € A |ua| = |usg| A up # us

u,uq U, Uy
u,us
u,us

FIGURE 5.4 — La propriété (W1’

La propriété (W1’) est représentée a la Figure 5.4. A noter que si T ne satisfait pas la pro-
priété (W1), alors il ne satisfait pas non plus la propr1ete (WT"). En effet si (W1) n’est pas satisfait
pour tout i € IN nous avons uluz = u2u4 et u! 143 = u3u4 Si 11 est non vide, ces égalités nous
disent qu'’il existe deux entiers [,k € IN et des mots v, w € X* tels que v et w sont des préfixes de
uy, uy = uv et us = ukw. Si |up| = |us| alors nous obtenons que uy = u3.
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Lemme 5.1.10

Soit T = (A,A) un TF sur 'alphabet X ne satisfaisant pas (W2) et (W1’) avec A =
(Q, L F,6). Il existe un polyndme P indépendant de T tel que pour tout u € X* et

B <€ Q avec
(1) VpeB,3geB,3p 1% ge Caly(A),
(2) VgeB,3peB,Ip % gecalu(A),

1Al

nous avons : norp ¢ (1) < 2P(4D pour tout p, g € B.

Pour prouver ce résultat, il convient de noter que par définition de B pour tout p,q € B il
existe des entiers 7, j € IN et des états p1, p> € B tels que :

ui+j+1‘271

°em=pn———nN
ul|v

°cMl=pP1——p

/ uwl[vs

°CM=9——p2
W o,

eMs=pP2——P2

En effet, comme B est de taille finie il existe deux calculs :

/" "
n / u,op U0y / M,Ul

q1 qn qm 1 p

uv] u,v) v, "

avec qi,...qn, 4y, -- -4y € B etil existe deux positions | € [1,n] et k € [1, m] telles que g, = q; et
9w = q;- En choisissant une bonne itération des boucles, nous obtenons les calculs 71, 172, 1; et
3. Nous notons u = a; ...a, avec n € IN. Soient p; = pilogpillg -+ pin € Cal,(A) des calculs
pour tout i € [1,3]. Le noyau de 7t = (p1,p2,03), dénoté par noyau(7r) est le triplet de calculs
(07, 05, p5) défini comme suit :

o Sipourtoutk e [0,n—1]et] € [k + 1,n] nous avons (p1x, Pok, P3x) # (P11, P21, P3,) alors
noyau(7t) = 7t.

o Sinon, il existe k € [0,n — 1] et € [k + 1, n] telles que (p1x, P2k, P3x) = (P11, P21, P3,1) €t

- Iln’existe pas k' € [0,k — 1] et I' > k’ avec (p1 i, Pox, P3x) = (PLis Pois Pa).

- iln’existe pas I’ > I avec (p1x, Poks P3x) = (PLrs P2y P31r)
Nous appelons noyau(7) le triplet noyau(7t’) avec 7w’ = (p}, p5, p5) et pour tout i € [1, 3] :

/ a1 as aj+1 ary2
Qi = Pio—Pi1— " Pik——Pil+1— " Pin

La fonction noyau supprime donc toutes les boucles synchronisées sur les calculs pq, p2 et
p3. Il est assez aisé de voir que le nombre de noyaux différents pouvant étre construit par noyau
est borné par 2141°,

Nous considérons maintenant les calculs extraits de B, et supposons qu'il existe deux calculs

h:p e, g1 :p LN q € Cal,(A). Nous allons montrer que si 7t = (11, 721175, 1j3) et 7' =

(71, 1217'17%, 3) ont le méme noyau alors v,vv3 = v20'v3, ceci impliquant que v = v'.
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Nous montrons en premier que si 7t et 77’ ont le méme noyau alors |v| = |¢'|. Nous appelons
etape I'application de la fonction de noyau sans récursion (ne supprimant qu’un seul triplet de
boucles). Pour tout i € IN~o nous appelons 71; = (71,i, 72,i, 3,i) et 7T} = (ﬁi,i' ﬁé,i’ ﬁé’i) les triplets
produits respectivement par etape(7t;_1) et par etape(m;_;) avec my = 7 et 7, = 7’. Nous
appelons k,I € IN les entiers tels que 71x = 717 = noyau(7r) = noyau(7t’). Comme T ne satisfait
pas (W1) nous pouvons en déduire que pour tout i € N~ nous avons :

|sortie(71,;)| — |sortie(77p,;)| = |sortie(7f1,—1)| — |sortie(72,i—1)|
|sortie(77 ;)| — [sortie(77, ;)| = |sortie(7fy ;_;)| — |sortie(77 ;1)
Comme nous avons 719 = 17{,0 et o = 175/1, nous concluons que |v,vv3| = |v20'v3| et donc

|v| = |©'|]. Nous distinguons maintenant deux cas :

o Sivy # €, alors comme T ne satisfait pas (W1'), [vo0v3| = |v20'v3] implique que vpvv3 =
vv'vz etdonc v = v'.

o Siv; = ¢, alors les mots produits sur les boucles supprimées de 77; sont vides. Comme T
ne satisfait pas (W1) nous en déduisons que pour tout i € N~ nous avons sortie(7,;) =
o o L . . =
sortie(fj2,i—1) et sortie(]; ;) = sortie(77,; ;). Par conséquent, comme sortie(7ty) = sortie(7r;),
sortie(7rg) = v20UV3 et sortie(7T;) = v2v'v3 nous en déduisons que v,vV3 = vLv'v3 et donc
/
v="1.

Nous avons donc prouvé le résultat souhaité. En effet, comme le nombre de noyaux est

|A[°

borné par 2", nous pouvons en déduire que le nombre de mots produits entre p et g sur u est

aussi borné par 2141 Nous pouvons conclure que nor 4(u) < 2P(AD pour tout p, g € B.

Nous pouvons maintenant montrer si T ne satisfait pas (W1) et (W2) alors la norme de T
est finie.

Proposition 5.1.11

Soit T = (A, A) un TF sur l'alphabet X satisfaisant les propriétés (W1) et (W2) avec
A = (Q,I,E,¢). 1l existe un polyndme P’ tel que nor(T) < 2'(ITD,

Soit T un transducteur fini avec un seul état initial g;,;. Nous notons par v(n, k) le maximum
de la norme d'un TF avec au plus n états et k le nombre de composantes connexes de T, c’est a
dire k = #{Q, | g € Q}.

Par le Lemme 5.1.9, nous avons montré que v(n,1) < n. Nous donnons maintenant une
propriété récursive de v(n, k). Soit u € X* un mot. Par le Lemme 5.1.8 nous avons :

norg,,. (1) < Z# norg,...p(u[1,1]) . nory , (u[i, Next(7)]) . nor, (u[Next(i), .. .])
iepP],
peQ‘]ini’ 7¢Q‘1ini
+ > norg,.. »(u[1,i]) . 1. nor, (u[i,...])
i€P7,peQyq; s
t=(p,a,r)ed
avec a=uli] et r¢Qq, .
+ Z norqinirp(u)
PEQa;yi

Dans tous les termes, comme p € Q,. ., nous pouvons appliquer le Lemme 5.1.9 pour borner
la taille de nor, . ,. De plus dans le premier terme, comme i € P, nous avons S(i) = S(Next(i))
et nous pouvons donc appliquer le Lemme 5.1.10 avec N = S(i) pour borner nor,, avec p, 7 €
S(i). De plus dans les deux premiers termes 7 n’est pas dans Q, ., et donc la norme depuis r
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peut-étre majorée par le terme v(n, k — 1). En conséquence, comme 1'inégalité précédente est
vrai pour tout mot u nous avons :

omk) < > @ omk-1)+ > (v(n,k—1)) +n
iePy, ieP—_,peQq, .
PEQa;ir 1%y (par)es

avec a=uli] et r¢Qq, .

En utilisant les bornes sur P; and P, , nous obtenons :

o(n, k) < 22 2P0 o(n,k — 1) + 2" 0(n, k — 1) +n
<o(nk—1).2"1n%.2P0T0 4 1) 4+ n
< o(n, k — 1).2m P +2loga(m+1 4 4

Et donc en utilisant la borne sur v(n, 1) nous pouvons en déduire que :

v(n,n) < n.2(n=1).(1+P(n)+2log2(m+1) 4 4

Comme il y a au plus n composantes connexes, et comme en plus il faut considérer la somme

sur tous les différents états initiaux, nous obtenons finalement la borne suivante sur la norme
deT:

nor(T) < 2(=D-(n+P(m)+2loga(m)+1)+2loga(n) 4

Nous avons donc montré qu'il existe un polyndme P’ tel que nor(T) < 2P'(TD,
Nous avons donc montrer la propriété souhaitée, le Théoreme 5.1.1 découlant directement
de cette proposition et de la Proposition 5.1.2.

5.2 Caractérisation de la norme infinie d’un transducteur d’arbres

En 1994, Helmut Seidl étend les résultats d’Andreas Weber aux transducteurs d’arbres. 11
présente une approche similaire, sous la forme de plusieurs propriétés assurant l'infinité de la
norme infinie d’un AA. La principale différence vient d’une troisiéme propriété, absente de la
caractérisation d’Andreas Weber. Cette propriété capture la complexité inhérente aux AA. En
effet, un automate fini peut étre vu comme un automate d’arbre ot1 toutes les transitions ont
une arité de 1. La nouvelle propriété permet donc de représenter le coté horizontal d"un AA en
plus du coté vertical.

Nous présentons les propriétés (F0), (F1) et (F2). Soit T = (A, A) un AA émondé sur 'alpha-
bet gradué (%, ar).

Propriété (F0) T ala propriété (F0) s'il existe un contexte exact t € Tz ({x1}) tel que :

p=*(p) € Cali(T), p=2*(g) € Cali(T), 4-*(q) € Caly(T)
et 515y # $7S3.

Propriété (F1) T ala propriété (F1) s'il existe des contextes t1, f2,t3 € T ({x1}) tels que:
2% (py) € Caly, (T), p1-222*(p1) € Caly,(T), p1=22*(p) € Caly,(T),
P~ (p2) € Caly (T), p22* (p2) € Calyy(T), pa=2>%(g) € Calyy(T),
g2 (p3) € Calyy (T), ps222*(ps) € Caly,(T), p3=22*(q) € Caly,(T),

et 511512513521523 # 521522523531533.
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Propriété (F2) T a la propriété (F2) s’il existe des contextes exacts t; € Tz ({x1,x2}), t2 €
T=({x1}) et t3 € Ty, tels que :

£1,511 %

pIELx (p, p1) € Caly (T), p122%%(p1) € Calyy (T), p1222%() € Calyy (T),

£1,521

P (g, pa) € Calyy (T), p222*(p) € Caly(T), pr22%() € Caly(T),
g% (g, p3) € Caly (T), p322%(ps) € Caly (T), p3~225%() € Caly,(T),
et s11[s21[x1,823], 512513] # 521[831[X1, 833], 522523].

Le résultat montré par Helmut Seidl est le suivant :
Théoreme 5.2.1: [Sei94a]

Soit T un AA émondé. La norme de T est infinie si et seulement si T satisfait I'une des
propriétés (F1) ou (F2).

La premiére chose a constater est que (F0) n’est pas présent dans la caractérisation. En effet,
la propriété (F1) est suffisamment générale pour englober (F0). La définition de (F1) est diffé-
rente de (W2) pour cette raison mais pas seulement. En effet, contrairement aux transducteurs
finis ot (W1) capture tous les cas ot il est possible de générer un nombre non borné de mots de
méme taille mais différents, dans le cas des transducteurs d’arbres la propriété (F0) est incom-
plete est n’englobe pas entierement toute cette complexité. Enfin, la propriété (F2) gere le coté
horizontal des AA non présent dans les TF.

La preuve de ce résultat suit les grandes lignes de la preuve du Théoreme 5.2.1, la seule
grosse différence étant l'intégration de la propriété (F2) dans le cheminement, utilisée pour
montrer "équivalent du Lemme 5.1.10 pour les transducteurs d’arbres. Bien évidemment la
preuve des différents arguments, méme s’ils découlent directement de ceux utilisés dans le cas
des transducteurs finis, est bien plus complexe et nécessite un lourd travail de combinatoire des
arbres que nous ne présenterons pas ici, et nous renvoyons le lecteur a Iarticle de référence.

5.3 Nouvelle caractérisation de la norme infinie d’un transducteur
fini

Nous avons présenté une caractérisation de la norme infinie d’un transducteur fini par le
biais de deux propriétés appelées (W1) et (W2). Dans cette section, nous allons parler d'une
approche plus récente démontrant le méme résultat en utilisant des délais. Intuitivement, si
nous considérons les sorties de deux calculs py, p2 sur le méme mot d’entrée, le délai entre p; et
p2 est le mot que doit produire p; pour rattraper sortie(p2). Pour que cela soit possible sortie(p1)
doit étre un préfixe de sortie(p2), sinon les deux mots sont incompatibles et il devient alors
impossible de rattraper le délai. Cette notion est tres intéressante car elle permet de représenter
finement le comportement d’un transducteur. En stockant des délais dans 'état, il devient alors
possible de retenir quel est le nombre de sorties différentes produites jusque la.

5.3.1 Définition de délai

Soit > un alphabet. Nous appelons Hy I’ensemble de paires de mots de X* ot1 'un des deux
est vide et auquel 1’élément 0 est ajouté :

Hy = (X* x {e}) u ({e} xZ*) L0
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Etant donnés 1, v deux mots de £*, le délai entre u et v est I'élément de Hy, dénoté par delai(u, v)
et défini par:
(w,€) siu=rvwavecw e X¥,
delai(u,v) = (e,w) siv=uwavecw e X*,
0 sinon.

Intuitivement, delai(u, v) nous dit a quel point u est en avance ou en retard par rapport a v.
Si delai(1, v) = 0 alors u et v sont incompatibles. De plus si delai(u,v) = (€,€) alors u = v. La
taille d'un délai d +# 0, dénotée par |d|, est définie par :

] = { |w| sid= (w,e)oud = (e, w) avec w € ¥,

0 sinon.

Nous définissons maintenant une fonction de mise @ jour de délai. Etant donnés un délai
d € Hy et deux mots u,v € £* nous définissons la fonction maj(d, u, v) de la maniére suivante :
delai(u'u,v'v) sid = (u',v") avec v/, v’ € X¥,

0 sinon.

Supposons qu’il existe deux mots u”,v"” € L* tels que delai(u”,v”) = d. La fonction maj
permet de calculer delai(u”u, v"v) en ne connaissant que le délai entre u” et v”. Il est donc facile
de montrer que nous avons maj(d, 1, v) = delai(u”u, v"v) et siu = v = € alors maj(d, u,v) = d.

Soit T = (A, A) un TF sur I'alphabet X vers I'alphabet X’ et deux calculs de A suray, ..., a, €
Y*avecneN:

maj(d,u,v) =

ai,01 az,02 / ) ALYy 82,0 /
P =Po P p, P = PP Py

le délai entre p et p’ est I'élément de Hys dénoté par delai(p, o) et défini par :
delai(p, ') = delai(vy ... vy, 04, ...0))
Si delai(p, p’) # 0, alors nous définissons le décalage {p, p") entre p et p’ de la maniére suivante :

/
;) 41,01 ; a2

{p, p'y = max({|delai(py, )| | p1 = pop1 2% - 1, pf = ph—bpi =2 petl e [1,n]})

5.3.2 Une nouvelle caractérisation par les criteres (C1) et (C2)

Nous présentons maintenant une caractérisation de la norme infinie d’un transducteur fini
utilisant les délais définis dans la section précédente. Cette caractérisation est proposée par
Rodrigo de Souza et Jacques Sakarovitch dans [SAS08].

Soit T = (A,A) un TF émondé sur l'alphabet > avec A = (Q, I, F,6). Nous appelons Lt
I'entier défini par Lt = max({|A(7)| | T € 6}).

Propriété (C1) T ala propriété (C1) s’il existe un mot u € X* tel que :
o1 : p%p e Caly(A), p2: p25%q € Caly(A), p3: -22%g € Cal,(A)
et uuy # urus.

Propriété (C2) T ala propriété (C2) s’il existe un mot u € X* tel que :
UUup 4

o1 : p2hEp e Caly(A), p2: p22%g € Caly(A), p3: -22%g € Cal,(A)
et ujuy = usuz A <p1p2, p2p3> > LT#Q3.

La propriété (C1) est la méme que (W1), et la propriété (C2) est nouvelle, et permet de
cacher la complexité de (W2). En effet I'inégalité {0102, p203) > L1#Q? implique que la taille de

u dépasse #Q3, ceci permettant d’extraire des boucles synchronisées sur p1, p2 et p3 produisant
des mots de longueurs différentes (comme pour (W2)).
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Théoréme 5.3.1: [SASO08]

Soit T un TF émondé. La norme de T est infinie si et seulement si T satisfait I’'une des
propriétés (C1) ou (C2).

5.3.3 Un transducteur satisfaisant (C1) ou (C2) posséde une norme infinie
Proposition 5.3.2

Soit T = (A, A) un TF émondé. Si T satisfait 1'une des propriétés (C1) ou (C2) alors la
norme de T est infinie.

Pour prouver ce lemme nous montrons ce résultat intermédiaire.
Lemme 5.3.3

Soit T = (A, A) un transducteur fini. Si T ne satisfait pas les propriétés (W1) et (W2)
alors il ne satisfait pas non plus les propriétés (C1) et (C2).

Le fait que (C1) ne soit pas satisfait est trivial. Si nous supposons que (C2) est satisfait alors

il existe des calculs p; : p~=5*p, p2 : p—B*q et p3 : g—2*q € Cal,(A) que nous choisissons de
tailles minimales tels que ujuy = usus et {p1p2, p203) > LT#Q3 Cette hypothese assurant que
lu| > #Q3 nous permet d’extraire des trois calculs des boucles synchronisées. Plus précisément,
il existe des calculs p11, p12, 013, P21, P22, p23, p31,p32, p33 de A définis comme suit :

P11 P-u—’ p1 € Caly(A), p12: Pl—’ “p1 € Caly (A),
P21 P——*mecm(Ame m——*meCﬂﬂA)

031 q_u) p3 € CaI (A) P32 p3—> p3 € Calv/(A) P33 : p3—> qe Calw (A)

P13 : Pl—fﬁ pE Calw/(A),
, P23 Pz——> g € Caly (A)

4

tels que p1 = P11012013, P2 = P21022023 €t p3 = 031032033- Pour tout I € IN nous considérons les
calculs suivants :

01 = p11plae1s  Ph = P2PP2 L5 = 031052033

Comme T ne satisfait pas (W1) nous savons que sortie(p}pb) = sortie(oho}). De plus T ne sa-
tisfait pas (W2) et cela implique que |v}| = |v5|. Nous en déduisons que delai(p11012, 021022) =
delai(p11, p21)- Nous pouvons conclure que |delai(011013, 021023)| > LT#Q? et donc :

(011013021023, £21023031033) > LT#Q®

Ce qui est une contradiction avec I’hypothese de départ sur la minimalité de la longueur
des calculs p1, p2 et ps.

La preuve du Lemme 5.3.2 suit directement ce résultat et la Proposition 5.1.2. En effet si T
satisfait I'une des propriétés (C1) ou (C2) alors par le Lemme 5.3.3 T satisfait aussi I'une des
propriétés (W1) ou (W2). Par la Proposition 5.1.2 nous pouvons donc conclure que la norme de
T est infinie.

5.3.4 Un transducteur avec une norme infinie satisfait (C1) ou (C2)
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Proposition 5.3.4

Soit T = (A,A) un TF émondé. Si la norme de T est infinie alors T satisfait 'une des
propriétés (C1) ou (C2).

Pour prouver cette proposition nous allons utiliser des outils totalement différents de la
preuve originale, que nous définissons maintenant.

Soit T = (A, A) un transducteur fini avec A = (Q, I, F,J). Nous définissons trois ensembles
DL, DL, et DT de paires d’états de T de la maniere suivante. Pour toute paire (p,q) € Q x Q

telle que p # g et o1 : p—25%p, 02 : P22, 03 : g—=>*q € Cal,(T) nous avons :

(p.q) € Dgl < U Uy # UoUz,
(p,q) € D&y < uyuy = uuz A {p1p2, p203) > LT#Q?,
(p,q9) € DT = uquy = upus A o102, 0203) < LT#Q®,

Si T ne satisfait pas (C1) ou (C2) alors Df; = DL, = &. Supposons que DT soit vide aussi.
Nous considérons le N-AF S = (A, A’) avec A'(T) = 1 pour tout T € 6. Nous avons présenté a
a page 4.1.1 une propriété caractérisant les N-AF de cofit infini. Comme D[, DX, et DT sont
vides, nous en déduisons que S ne satisfait pas cette propriété, car il est impossible de trouver
les calculs requis. Par conséquent, le cotit de S est fini. Notez que pour tout p € ACal(S) nous
avons cout(p) = 1, et donc cout(S) = amb(A). De nor(T) < amb(A) nous pouvons donc en
conclure que la norme de T est finie aussi.

Soit T = (A,A)un TF de Zvers X' avec A = (Q, I, F, ). Nous allons présenter une construc-
tion produisant un TF T’ & partir de T tel que D" est vide, trans(T) = trans(T") et si T ne satisfait
pas (C1) et (C2) alors T’ ne satisfait pas (C1) et (C2). Le transducteur T’ va stocker dans ses états
des ensembles de délais. Ces délais seront utilisés pour garder une trace des sorties produites
par les autres calculs sur le méme mot d’entrée. Afin de garde un nombre d’états finis, nous
présentons maintenant deux notions. La premiere définit un ordre sur les calculs, et nous per-
met de comparer uniquement un calcul avec ceux plus petits que lui. La deuxieme permet de
borner la taille d’un délai. En effet pour obtenir DT = (¥ il nous suffit de regarder les délais de
taille inférieure ou égale a LT#Q°.

Ordre sur les calculs Nous supposons qu’il existe un ordre <; sur J, ott deux transitions sont
. . ~ . . ar,v a0
comparables si et seulement si elles ont la méme lettre d’entrée. Soient p = po——5p1——>- - Py,

a1,v} a0} L .
o = pp—>pi—> - p), deux calculs de T sur ay,...,a, € £* avec n € IN. Nous écrivons

p <t 0’ sietseulements’il existei € [1,n] tel que (pi_1,ai, pi) <s (Pi_q, i, P}) et (pi—1,ai, pir) =
(pis_q,ai, pjy) pour tout i’ € [1,i — 1]. A noter que par la définition de <s deux calculs ne sont
comparables que s’ils ont la méme entrée, et par conséquent I'ordre défini par <r est partiel.

Délais entre transitions comparables Pour toute transition T = (p, a,q) € J et tout état g’ € Q
nous définissons I’ensemble K de délais de la maniére suivante :

K? = {delai(A(T),A(T))) | ilexiste p’ € Qtel que T’ = (p/,a,q) € 5,7 <; T}

Cet ensemble représente les délais entre la sortie de T et les sorties produites par les transitions
plus petites que 7.
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Délais bornés Soient N € IN-( une constante entiere et w un symbole tel que w ¢ Hy/. Nous
appelons Hy, I'ensemble Hy/ u {w}. Pour tout délai d de Hy), nous définissons la fonction
borney : Hy, — Hy, comme suit :

{ d sid=0ouldl <N,

bornen (d) = w sid=would| > N.

Nous étendons de maniére naturelle la fonction

w
borney aux sous-ensembles de 2.

Nous définissons maintenant le transducteur fini 7" = separey(T) = (A, A) de X vers ¥/ de
la maniere suivante :

o Al = (Q/, 1/, F/, 5/)’

o Q= Qx2"°,

I' = {(p,D) e I x 2Hx | pourtoutq € Q, D, = {(e€)}},
F' = {(p,D) e F x 2/ | pourtoutq € Q, (¢,¢€) ¢ Dy},

o

o

o

Pour tout T = (p,a,q) e detD € 2152 hous avons (p,D)%(q,D’) € & avec v = A(T) et
pour toutq’ € Q:

Dy =bomen(Klu | ] maj(d,o, A7) avect = (p,a,q)
p'eQ, deD,,

Cette construction stocke dans 1’état un vecteur d’ensemble de délais. Pour tout g4 € Q la
composante D, contient tous les délais du calcul courant avec tous les autres calculs plus petits,
sur la méme entrée et finissant dans 1’état g. Il est tres important de retenir dans quels états les
délais aménent afin de pouvoir les mettre a jour correctement. Intuitivement 1"utilisation de K?
dans la mise a jour permet d’ajouter les délais avec les calculs se différenciant uniquement sur
la derniére transition. La deuxiéme partie de I'union est plus complexe : Etant donné un état
p' € Q, elle regarde qu’elles sont les transitions utilisables a partir de 1’état p’, et met a jour les
délais stockés dans D a partir des sorties de ces transitions et de la sortie de 7. Les propriétés
assurées par cette construction sont les suivantes :

Lemme 5.3.5

1,01

Soit T = (A,A) un TF et N € N~ un entier. Pour tout calcul p = (po, Do)—>g (p1,D1)
222, . (pn, Dy) € Caly,(separey(A)) avec un mot u = aj ...a, € =* et n € N il existe

un calcul o' = po=p; 22 ... p, € Caly(A)

Lemme 5.3.6

Soit T un TF et N € N~ . Pour tout calculs pj, p2 de separey(T) sur la méme entrée et
la méme sortie nous avons {p1,p2) > N.

Nous pouvons maintenant prouver la Proposition 5.3.4 en utilisant les Lemmes 5.3.5 et 5.3.6.
Soit T un TF et T' = separey(T) avec N = Lr#Q>. Le Lemme 5.3.5 nous assure que trans(T) =
trans(T’) et si T ne satisfait pas (C1) et (C2) alors T’ ne satisfait pas (C1) et (C2). Le Lemme 5.3.6
nous assure que DT est vide. Nous pouvons donc appliquer le résultat précédemment évoqué
sur T' et montrer que si T ne satisfait pas (C1) et (C2) alors la norme de T” est finie, et donc celle
de T est finie aussi.
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5.4 Transducteur de mot vers contexte

Cette section va se découper en deux parties. Dans la premiére, nous allons présenter le
modele des transducteurs mot vers contexte (ou M2C), puis dans la deuxiéme partie, nous
montrerons qu’il existe une construction prenant en entrée un TPV linéaire T et produisant un
M2C T’ tel que la norme de T’ est finie si et seulement si la norme de T est finie.

5.4.1 Définition

Contrairement aux transducteurs de mots ot les sorties sont des mots, ici les sorties sont
des contextes de mot, nous permettant ainsi de concaténer au milieu du mot et pas seulement a
la fin comme pour les TF. Ce modéle permet d’exprimer plus de transformations. Par exemple,
étant donné un mot u = ay...a,, nous pourrions considérer son miroir, c’est a dire le mot
ay . .. a1. Il existe un M2C permettant de transformer un mot en son miroir, mais ¢a n’est pas le
cas pour les TF (voir dans [Sak09] par exemple).

Définition 5.4.1: M2C

Un M2C T sur un alphabet £ vers un alphabet ¥ est une paire T = (A, A) composée
d'un AF A = (Q, [, F,d) sur L et d'une fonction de sortie A : § — X/ x 2.

Pour la suite de la section nous considérons le M2C T = (A, A) sur I'alphabet X vers 1’alpha-
bet 2.

Sortie Nous définissons la sortie sortie(p) d'un calcul p = (11, T2,...,Ty) € 6* de T sur w =
a,...,a, € 2* avec n € IN comme la concaténation des contextes sur les sorties des transitions

dep:
sortie(p) = (€,€)A(T1) ... A(Th)
Nous pouvons écrire p de la maniére suivante :

ﬂ],/\(T]) (lz,}\(Tz) an—lr/\(Tn—l) aﬂ//\(rﬂ)
0= p1 p2 . /{7(71 AT Pn+1
ay...an, A1) . AT,
P *Pust

Sortie d’un transducteur La sortie sortie(w) de w € L(A) est définie comme suit :

sortie(w) = U (sortie(p))[€]
peACaly (T)

Autrement dit, sortie(w) est 'union des contextes fermés par € produits par les calculs accep-
tants sur w :

Transformation La transformation définie par T et dénotée par trans(T) est définie par :
trans(T) = {(w,w') € (* x *) | w e L(T) et w’ € sortie(w)}

Autrement dit, la transformation de T est 'ensemble des paires de mots reconnus et produits
par A.
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Norme Lanorme de T, dénotée par nor(T), est définie par :
nor(T) = sup{#sortie(w) | w e L(T)}

Pour tout entier k € IN si nor(T) < k alors la norme de T est k-bornée. S'il existe un tel que
nor(T) < k alors la norme de T est finie, sinon la norme de T est infinie.

Exemple 5.4.2

Nous avons représenté a la Figure 5.5 un M2C sur 'alphabet X = {a,b,c,d} vers 1"a1—
phabet &’ = {a, b}. La norme de T est infinie car pour tout k € N~ le mot I'T¥_, (ab'c)d

produit k mots H;Zl (a)be;.‘:iH

(a) pour touti € [1,k].

FIGURE 5.5 — Un transducteur mot-vers-contexte avec une norme infinie.

Comme pour les TF, les M2C peuvent étre vus comme un automate fini a cotits sur un semi-
anneau particulier. Par conséquent, les résultats d’émondage du chapitre 3 s’appliquent aussi
ici. A noter que le langage produit par un M2C n’est pas régulier. Par exemple, il est possible
de produire le langage a"b", ce que ne peut pas faire un TF. Par contre si nous ne considérons
que les contextes de sortie de la forme (w, €) avec w un mot quelconque, alors nous obtenons
la puissance des TF. Par conséquent, les M2C sont strictement plus expressifs que les TF.

54.2 Equivalence avec les automates a pile visible linéaires

Dans cette section nous considérons uniquement les APV linéaires. Nous allons présenter
une construction qui, étant donné un APVlin A, produit un AF A’ reconnaissant le langage
produit par une fonction bijective que nous allons présenter. Dans une deuxieme partie, nous
étendrons ce résultat aux TPVlin et M2C, en expliquant comment construire les sorties sur les
transitions du M2C construit.

Linéarisation de mots imbriqués Etant donné un alphabet structuré A, nous allons définir un
alphabet particulier appelé A puis proposer une fonction construisant des mots sur I’alphabet
A depuis des mots linéaires sur 1’alphabet A. Nous construisons l'alphabet A de la maniére
suivante :

A={(cr)|ced,reA}u{(aT)|acA}u{(T,a)|aecA}
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avec T un symbole spécial distinct de A. Nous définissons les fonctions tralin : Af — A*
(Transformation linéaire), trag : A — A* (Transformation gauche) et trad : A} — A* (Transformation
droite) de la maniére suivante :

tralin(w) { trag(u)trad(v)(c, r)tralin(w’)  siw = ucw'rv, c € A, r € Ay, w' € A etu,v e AF,

lin
trag(w) siw e A}
trag(w) = (a1, T)...(ay, T)avecme Netw =ay...a, € A,
trad(w) = (T,ay)...(T,a1) avecme Netw =ay...a, € A}.

Nous présentons la construction APV2AF. Intuitivement, elle produit a partir d"un APVlin
Aun AF A’ tel que L(A") = {tralin(w) | we L(A)}.

Définition 5.4.3

Soit A = (Q,[,F,4,T) un APVlin sur l'alphabet structuré A. L' AF APV2AF(A) =
(Q',I',F',8") sur 'alphabet A est défini par :

o

Q =Bly x{0,1} xT,
I'=Blan (IxF))x{0}x{L},
F'=1{(9,9,0,7) | (9,9 €eBlaetyeI'u{l},

O

O

(p.c,7,p')€de, (q, 9,1, q9) €é, }

[ @anen oy | P sslgranes |

p,q)€Blgetyel u{l}

q',a,q) €d,ne{0,1}, }

o d= U {«nmawimﬂiﬂﬂﬁﬂnfﬂmqe% }
(
(p,q)eBlgetyel

y {«nmm@&ﬁ@&n%Lﬂ)

Soit w = uycy ... UyCyW'ry Uy ... 1101 € Af,. Le mot produit par tralin(w) est de la forme :

trag(uq)trad(vy)(c1,71) - . . trag(uy)trad(vy,) (cy, 1 ) trag(w’)

L’entier stocké permet de mémoriser ol1 en est la lecture sur le mot. Nous sommes dans un état
0 avant de lire un mot produit par trad, et dans un état 1 apres, (c,r) assurant le passage de 0
a 1. Cela nous assure que 'on ne puisse pas lire un mot u; apres avoir lu un mot v;, pour tout
i € [1, n]. Enfin, nous stockons le symbole de pile dans 1’état pour différencier les transitions du
type (p,¢,7.9), (p.c,v,q) € dc avec v # 7. Nous allons montrer plusieurs propriétés de cette
construction, le but final étant de lier les calculs de '’APV A avec ceux de I” AF APV2AF(A).
Nous allons maintenant prouver plusieurs propriétés sur la construction, nous permettant de
montrer le résultat suivant :

Théoréme 5.4.4

Pour tout APVlin A nous avons L(APV2AF(A)) = {tralin(w) | w € L(A)} et pour tout
w € L(A) il existe une bijection entre ACal;,(A) et ACaly,jin(w) (APV2AF(A)).
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Exemple 5.4.5

Nous avons représenté dans la Figure 5.6 un APVlin A sur I’alphabet A vers I’alphabet
A avec A. = {c}, A, = {r}, A, = {b}. Ce APV reconnait les mots de la forme cwr avec
w € A} . Nous avons aussi représenté sur la Figure 5.6 le AF APV2AF(A) reconnaissant

lin*
les mots de la forme tralin(cwr) avec w € A} . Notez que nous avons supprimé les états

lin*
ne faisant pas partis d"un calcul acceptant.

clr rlvsyt
in )
O % : é —(1)
a a
(T,a) (a,T)
@)
(a,T)

(a,T)
r)

c
) (T,a)
(T,a)

FIGURE 5.6 —- L(A) = {cwr | w € A }.

lin

Pour prouver ce théoréeme nous montrons que le domaine du M2C construit est bien un
sous-ensemble du co-domaine de la fonction tralin.

Lemme 5.4.6

Soit A = (Q,I,F,4,T) un APVlin sur l'alphabet structuré A et A’ = (Q',I',F/,§') I’
AF APV2AF(A) sur I'alphabet A. Pour tout mot w € L£(A’), il existe u € Af: tel que
w = tralin(u).

W 4

Démonstration. Soit (p,q,1,7)—*(p’,p’,0,7') un calcul de A’ sur w € A* avec (p/,7’,0,7)
un état final, Nous montrons par induction sur la taille de w qu’il existe u € Aj; tel que w =
tralin(u). Siw = € alors w = tralin(e). Siw = (a,b)v avec (a,b) € A alors il existe 7" € T U {1},
p”,q" € Qtels que:

ll,b U %
(pa,m,7) 2 (0, g m, A" * (0, 1, 0,7') € Caly(A)
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Par hypothése d’induction, il existe un mot v’ € Af, tel que v = tralin(?). Il existe donc v}, v}, €
A, v e A, et (c,r) € Ac x A, tels que v = trag(v))trad(v5)(c, r)tralin(v;) ou v = trag(v}). Nous
considérons trois cas différents :

o Si(a,b) e A, x {T}alors (a,b)v = trag(av])trad(v5)(c, )tralin(vs) ou (a,b)v = trag(avy).
o Si(a,b) e A; x Ay alors (a,b)v = trag(e)trad(e)(a, b)tralin(uv).

o Si(a,b) € {T} x A, alors par construction de ¢’, nous avons m = 1. Comme le dernier état
du calcul est égal a (p/, p’,0,7") nous obtenons que v # €. Il existe (a’,b') € A tel que v =
(a’,V")u’. Par construction de ¢’, comme m = 1 nous en déduisons que (a’,b") € {T} x A,
ou (a',b') € Ac x Ar. Nous concluons que (a,b)v = trag(e)trad(bv)(c, r)tralin(v5). O

Soit A = (Q,I,F,T,6) un APVlin et Ays I’ AF APV2AF(A). Nous allons maintenant défi-
nir une fonction liant les calculs de A avec ceux de A. Le but de cette fonction est d’éta-
blir comment les calculs de A¢ sont produits a partir de A. Soit p € Cal(Ayf) un calcul sur
tralin(u) avec u € A, . Par définition de A}, soit u = ay...a,, € A}, soit u = wcu'rv avec
W =aj...am € Af,v =by...b, € AF, (c,7) € Ac x A, etu e Af,.Siu = ay...ay alors p se
décompose ainsi :

.
01 (01 Pt 02 (02, Prs1,0,7) 22 (i, P, 0,7) € Caly(Aue)

. P (2
Siu = wcu'rv alors p se décompose par plngpg avec:

(2, T) (22,T) &

p1: (p1,91,0,7) —> (p2,91,0,7)—>" - - - (Pn+1,91,0,7) € Calyy(Avf)

b1) )( 2)*

P2 : (Pnt1,91,0,7) —> AT, (Put1,92,1,7)——">" - (Pn+1,9m+1,1,77) € Caly(Avs)

Soient @, une fonction de Cal(Ayf) x I'* vers Cal(A), o € I'* une pile. Nous définissons main-
tenant ®¢(p, o) € Cal(A) comme étant le calcul suivant :

ap

@ _ ) (pon— (pl,m) - (pm, oY) siue A
vf (Pr o) = @ c 7 by by .
(P1, 015 o 5 (Pus1, 07) 2P (03, 07) 5 (Gmr1, 07) 2 - 25(q1,0)  sinon

Nous allons maintenant montrer plusieurs propriétés sur la fonction ®.¢. Le Lemme 5.4.7
montre que la fonction construit bien un calcul de I’ APVbi de départ. Nous montrons ensuite
que cette fonction est surjective au Lemme 5.4.8 puis nous montrons qu’elle est injective au
Lemme 5.4.9.

Lemme 5.4.7

Soit A = (Q,I,F,6,T) un APVlin sur I’ alphabet structuré A et u € Aj;, un mot linéaire.
Pour tout calcul p : (p,4,0,7)>*(p, p',0,7') de APV2AF(A) sur v = tralin(u) et pour
toute pile c* € T, ®.¢(p, o) est un calcul de A sur u de la forme (p, oy)=>*(q,07).

Démonstration. Nous allons prouver ce lemme par induction sur la structure de v.

o Siv = trag(u) alors par définition de ¢’, p se décompose de la maniére suivante :

D)

) (’lLT) L. (“ﬂrT) (

(p1,9,0,7) — oD, (p2,9,0,7v Pn+1,4,0,7)

avec p; = p et pn+1 = q. Nous avons donc (p;,a;, pi+1) € 6, pour tout i € [1,n] et
Dy (0,0) = (p1,07) 25 (p2, 07)2*(ppi1, oY) est bien un calcul de A sur u.
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o S’il existe uy,ur € Af, uz € Aff, et (c,r) € Ac x A, tel que v = trag(uq)trad(uz)(c, r)tralin(uz)

alors par définition de ¢’, p se décompose par p; pzﬂ»m avec :

7 2,T)

p1: (p1,91,0, fr) oD, (p2,q1,0, fr)( o (Pn+1,91,0,7)
02 : (Pn+1,01,0,7) —> LN (pn+1,qz,1 v)( i) o (Pu+1,Gm+1,1,77)
p3 (p//q// " ) us *(pl/ pl/ 0’ ,)//)

Pour tout i € [1,n] et j € [1,m] nous avons (p;, a;, pi+1), (9j+1,b,q;) € 6., (Pus1,¢,7", p") €
ocet(q",v",1,qm+1) € r. De plus par hypothese d'induction, ®y¢(p3, 0y) = (p”, a'y'y”)ﬁ*

) uyta(c,r)us *(

(9", 0v7") est un calcul de A. Donc ®y¢(p,0) = (p, oy g,0) est un calcul de
A. O

Lemme 5.4.8

Soit A un APVlin sur 'alphabet structuré A et u € A un mot linéaire. Pour tout calcul

o (p ary)—» (g,07) de A, il existe un calcul p : (p,q,n,v)—— tralin(u) (', v,0,7) de

APV2AA(A) tel que Oys(p, o) = p'.

Démonstration. Nous notons A = (Q,[,F,T,J) et APV2AA(A) = Ay = (Q',I', F/,¢"). Nous
faisons la preuve par induction sur la structure linéaire de u.

o Siu e AFalors o' = (p1,07) (2, oY) -+ (Pms1,0Y) aVeC U = ay...dy, p = py et
g = pm+1. Par définition de ¢’ nous avons ((p;, qm+1,0,7), (a, T), (pl+1,qm+1,0 7v)) pou
tout i € [1, m], et donc en appliquant itérativement ¢+ nous obtenons que ®y(p,0) = p
avec

) (aZrT) L. (umrT) (

o= (p1, Pm+1,0,7)——> oD, (P2, Pm+1,0, Pm+1s Pm+1,0,7)

o siu =vcu'rwavecv,w e A¥, (c,r) € Ac x A, etu’ € A, alors nous avons :

o' = (1,01 (o, o) S (0,017 ) 4 (017 ) D (@, o) D - (g1, o)
avec v = ay...a, w = by...b, p = p1 et g = q1. Par hypothese d’induction p3 :
(r",q",0,v" M*(p’, p’,0,7") est un calcul de A’ sur tralin(u’) tel que Dys(p3,0y) =
(", (T’y’y”)”—,>*(q”, oyY"). De plus par définition de ¢’ pour tout i € [1,1] et j € [1, k] nous

avons :

((pl-i-l/ Tk+1, Mk+1, 7)/ (C/ 1’), (P”, l]”, 0, ’Y”)) ((Pi/ ql)/ 0, 7)/ (ai/ T)/ (P;+1, qi, 0, '7))
((pl-i-l/ qjr 1, ’)’)/ (T, bj)/ (pl+1/ qdi+1,Mj+1, ’)’)) ed

avec 1; € [0,1]. En appliquant itérativement ¢,f nous obtenons que ®¢(p, o) = o avec:

o1+ (p1,q1,0,7) 2L (pz, 01,0, (e, 1,0,7)
T
02 : (Pl+1/ ‘71/0 ’)/) ( (Pl+1/42z1 ’)/) ( ) ’ (pl+1/ qk+1/ 1/ 7)
etp: ppoipg. t
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Lemme 5.4.9
Soit A = (Q,I,F,T,6) un APVlin sur un alphabet A et u € Af, un mot linéaire. Pour
tout o € I'* et tout calculs p; et pp de APV2AA(A) sur le mot v = tralin(u) de la forme :

tralin(u) ., ,
o1t (p1,91,0,71) > (p1, P4, 0,71)  p2 (p2,92,0,72)

si Pys(p1,0) = Dy(p2,0) et y1 = 2 alors p1 = pa.

tralin(u) (

P2 P2, 0,73)

Démonstration. Nous allons prouver ce lemme par induction sur la structure de v.

o Siv = trag(u) alors par définition de &', p; et p, se décomposent de la manieére suivante :

( ;T (ai2,T) &
(pi1,9i,0,7) — (p12,9i,0, vi)——"(P1,n+1,9i,0, i)

avec p;1 = piet piyr1 = qi = p; pour tout i € [1,2]. Comme Pyt (p1,0) = Pyf(02,0), nous
déduisons que q1 = g2 et p;; = po; pour tout j € [1,1], et donc de 1 = 7 vient que

p1=p2.

o S'ilexiste uj, up € Af, uz € Afi et (c,r) € A x A, tels que v = trag(uq)trad(uz)(c, r)tralin(us)

lin

alors par définition de ¢’, p; se décompose par Pi,lpi,zﬂpi,s, avec:

(pl 27 5]11/0 r)’l) : (Pi,n+1/5]i,1/01 r)’l)

( bzz) *

©i1 (P11,CIz1,0 ’)’z)

( big)
pi,z : (pi,?’l+1/ qi,llol 71) - (Pz n+1s ql 2/1 r)/l) T (pl n+1, qi,m+1/ ]-/ r)/l)

li
0is (Pl 0,97) )k (4t 110, 40)

avec p;1 = pietqi1 = g; pour touti € [1,2]. Comme Dy(p1,0) = Pye(p2,0) nous dédui-
sons que p;; = pj;jetq; = q;; pour tout j € [1,n], I € [1,m] eti € [1,2]. De plus, par
hypothese d’induction, nous savons que p13 = p23. Comme y; = 7 nous concluons que
p1 = P2 m

Nous pouvons maintenant combiner ces résultats afin de montrer le Théoreme 5.4.4.

Démonstration du Théoréme 5.4.4. Les Lemmes 5.4.8, 5.4.9 et la définition des états finaux de
Ay assurent que pour tout mot u € Aj;, ACal, (A) est bijectif avec ACaly,jin(u) (Avf). De plus, par
le Lemme 5.4.6, pour tout mot w € L(Ays) il existe u € A} tel que u = tralin(w), ceci assurant la
propriété souhaitée sur tous les calculs acceptants de A et Ayr. ]

5.4.3 Extension aux transducteurs

Nous étendons maintenant les résultats de la section précédente aux transducteurs. Pour
cela, nous allons étendre la construction APV2AF aux TPVlin et aux M2C et montrer comment
construire les sorties sur les transitions. Concrétement, un TPVlin peut se séparer en deux par-
tie, la partie empilant, et la partie dépilant. Nous allons donc construire un M2C ot la sortie
produite par la partie empilant sera produite par le mot de gauche, et la partie dépilant par le
mot de droite.
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Définition 5.4.10

Soient T = (A, A) un TPVlin sur 'alphabet structuré A vers I'alphabet structuré A’. Le
M2C APV2AF(T) = (A’, ') sur l'alphabet A vers I'alphabet A’ est défini par :

o A" = APV2AF(A) = (Q,I',F,¢"),

(Ap,a,p'),€) sit=((p,q,0,7),(aT),(r,q07),
o M(t)=1 (e,Ap,ap)) sit=((p.q,17),(T,a),(p.q9,1,7)),
Ap e, 0, Ma, v r,q)  sit=((p,q.,0,m,7),(cr),(.q9,0,7),

Pour tout 7 € §'.

Nous souhaitons maintenant montrer le résultat suivant :

Théoréme 5.4.11

Soient T = (A, A) un TPVlin et Tys = (Avr, Avf) le M2C APV2AF(T). Nous avons :

o trans(Tyf) = {(tralin(u),v) | (u,v) € trans(T)},

o Pour tout u € L(A) il existe une bijection entre ACal, (A) et ACaly,jin(u) (Avs)-

Pour montrer ce résultat nous donnons la propriété suivante de la fonction ®s. De ce ré-
sultat découle directement la preuve du Théoréme 5.4.11.

Lemme 5.4.12

Soit T = (A,A) un TPVlin. Pour tout calcul acceptant p de A nous avons 1'égalité
sortie(Pya(p, L)) = sortie(p).

Démonstration. Par construction de A'.

5.5 Décidabilité de 1a norme finie transducteur mot-vers-contexte

Dans cette section nous allons présenter nos résultats concernant la décidabilité de la norme

finie des transducteurs mot-vers-contexte. Ce travail est une extension des résultats présentés
dans les trois sections précédentes. Nous allons tout d’abord présenter deux propriétés dont

nous conjecturons qu’elles caractérisent les transducteurs dont la norme est infinie.

5.5.1 Propriétés

Nous présentons (GO0) et (G1). Soit T = (A, A) un M2C émondé sur 'alphabet X.

Propriété (G0) T ala propriété (GO) s'il existe un mot u € £* et un état final g tels que :

U,y 4 U,C3 4

p—L*p e Caly(A), p=2*g € Caly(A), =2*g € Cal, (A)
qﬂ*qf e Caly(A)

et cicoc[e] # cocacle].
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u,cq u,cs

FIGURE 5.7 — La propriété (G0)

Propriété (G1) T ala propriété (G1) s'il existe des mots u, v, w € £* et un état final g tels que::
U,C11 4 U,012 % W,C13 4

p——"*p1 € Caly(A), p1——=%p1 € Caly(A), pp——"p € Caly,(A),

U1 4 0,022 W,C23 4

p—="pa € Cal,(A), po—>"p2 € Caly(A), pp—>"q € Cal,,(A),

0,032 % wW,C33 4

7% ps € Caly(A), p3~2¥ps € Caly(A), p3—2%q € Caly(A),
qﬂﬁ“qf € Caly(A)

et c11C12013C21023C[€] # C21C22C23C31C33¢C[€].

v, C12 0,C32

u,c11 v,cpp W,C33
w, 13 u,Ccs31
/
u,Ca w,C23 u,c

FIGURE 5.8 — La propriété (G1)

La propriété (GO) est représentée a la Figure 5.7 et la propriété (G1) a la Figure 5.8. Notez
que la propriété (G1) est plus proche de la propriété (F1) pour les transducteurs d’arbres que de
la propriété (W1) pour les transducteurs finis. La Figure 5.5 illustre pourquoi nous avons besoin
ce cette complexité : le transducteur représenté ne satisfait pas (G0) et pour tout k € IN~ les
sorties des mots IT¥_, (abic)d sont de méme taille.

De plus, nous avons dii ajouter le calcul permettant d’atteindre 1’état final car contraire-
ment aux transducteurs finis et aux transducteurs d’arbres, nous pouvons avoir cicy # cac3 et
cicac€] = cacscl€], comme représenté a la Figure 5.5.

Il n'y a pas d’équivalent a la propriété (F2), qui n’a pas de sens pour les M2C. 1l est tres
probable que cette propriété soit présente dans le cas des TPV généraux. Nous souhaitons
montrer le résultat suivant :

Conjecture 5.5.1

Soit T un M2C émondé. La norme de T est infinie si et seulement s’il satisfait l'une des
propriétés (G0) ou (G1).

Nous montrerons a la Section 5.5.3 que cette condition est suffisante, c’est a dire que si T
satisfait 1'une des propriétés alors sa norme est infinie. Puis nous discuterons a la Section 5.5.4
de la nécessité de la condition. Avant cela nous avons besoin d’introduire des éléments de
combinatoire des mots.
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5.5.2 Combinatoire des mots

Dans cette section nous allons présenter quelques résultats de la combinatoire des mots.
Une présentation de la thématique peut étre trouvée dans [BK03]. Nous allons tout d’abord
présenter les définitions de base et introduire le théoréme de Fine et Wilf, I'un des théoremes
fondamentaux de la combinatoire des mots. Enfin, nous prouverons plusieurs lemmes que
nous utiliserons dans la Section 5.5.3.

Racine primitive Soit w € X* un mot, la racine primitive p(w) de w est le mot de longueur
minimale v € £* tel que w € {v}*. De plus, si p(w) = w alors nous appelons w un mot primitif.

Conjugaison Soient v, w € £* deux mots, alors v and w sont conjugués s’il existe deux mots
x,y € L* tels que v = xy et w = yx. Nous notons cette relation entre v et w par v ~ w. Nous
montrons maintenant que cette relation est transitive :

Lemme 5.5.2

Soient u, v, w € * des mots tels que u ~ vand v ~ w, alors u ~ w.

Démonstration. Par définition de la conjugaison il existe des mots x,y,x’,y’ € L* tels que
u=xy,v=yx =yx etw = x'y. Nous distinguons deux cas :

Cas1|y| = [v/|: Il existe un mot z € X* tel que y = y'z et ¥’ = zx, et donc nous avons u =
(xy')(z) et w = (z)(xy’). Nous pouvons conclure que u ~ w.

Cas 2 |y| < [y/|: Il existe un mot z € X* tel que ¥/ = yz et x = zx/, et donc nous avons u =
(z)(x'y) et w = (x'y)(z). Nous pouvons conclure que u ~ w. O

Le théoreme suivant est un classique de la combinatoire des mots et a été établi par Nathan
Fine et Herbert Wilf en 1965 dans [FW65] dans le cadre de I'étude des fonctions périodiques. Il
établit que deux mots possédant un sous-mot commun de longueur suffisante définissent des
racines primitives conjuguées.

Théoréme 5.5.3: Fine et Wilf

Soient u, v € 2* deux mots et m € IN- o un entier tels qu'il existe un sous-mot commun
de u™ et v de longueur au moins |u| + |v| — pged(|u|, [v]), alors p(u) ~ p(v).

Le lemme suivant est un résultat classique de la combinatoire des mots. Il est particuliere-
ment utile pour démontrer par contradiction un résultat incluant des mots primitifs.

Lemme 5.5.4

Soient u,v € £* des mots tels que uv = vu, alors il existe z € £* tel que u, v € {z}*. De
plus, si uv est primitif alors u = e ouv = €.

Démonstration. Soient u,v € 2* des mots tels que uv = vu. Nous montrons en premier qu’il
existe z € X* tel que u,v € {z}*.Siu = € (resp. v = €) alors u € {v}* (resp. v € {u}*). Nous
supposons maintenant que u # € et v # €. Nous prouvons ce cas par induction sur la longueur
de |u| + |v|, et supposons que |u| > |v|, le cas ot |u| < |v| étant symétrique a celui-ci.
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Si|u| = |v| = 1, alors u = v. Nous pouvons en déduire que u € {v}*.

Nous considérons maintenant le cas ot |u| + |v| > 2. Comme uv = vu et |u| > |v|, il existe
un mot w € X* tel que u = vw. Nous considérons 1'égalité vwv = vow, conduisant a wv = vw.
Nous avons |w| + |v| < |u|+ |v|. Par hypothése d’induction nous en déduisons qu’il existe
z € X* tel que w € {z}* et v € {z}*. Comme u = vw, nous pouvons conclure que u € {z}*.

Pour la deuxiéme partie du lemme, si nous supposons que u # € et v # ¢, alors il existe
n € N tel que uv = z". Cela contredisant la primitivité de uv nous avons u = eouv =€. [

Nous présentons plusieurs lemmes techniques que nous utiliserons a la section suivante.
Lemme 5.5.5

Soient u, v, x € £* des mots et n, m € IN~( des entiers positifs tels que x est primitif et

ux"v = x™, alors il existe I € IN tel que u = x/.

Démonstration. Comme ux"v = x™, il existe des mots wy, w,, w3, wy € X* et des entiers
I, 1,13 € N tels que u = xwy, x" = waxPws, v = wyxB, wyw,, w3, wy € {€,x}, Wy =e = wy =€
etwy = € & wy = e. De x" = wyx"w;3 nous pouvons déduire que soit [wpws| = |x| soit
Wrws = €.

Si wow3 = €, comme w; = € < Wy = € nous pouvons conclure que u = X,

Sinon, si |[wows| = |x|, nous avons x = wiwy; = wiwys et donc wy = w3, wp = wy. De
plus puisque x" = wox2ws, il existe des mots ws, wg € T* tels que x = whws = wews, et de
|wows| = |x| nous obtenons w, = we, w5 = w3. Nous pouvons donc conclure que wyws = x et
w3wy = x. Cela implique par le Lemme 5.5.4 qu’il existe z € £* tel que wy, w3 € {z}*. Comme
W =€< w =€cetws =€ < wy =€ ,nous avons wy # € et wsy # €. De cela nous concluons
que x = z* pour k € IN un entier tel que k > 1, ceci contredisant la primitivité de x. ]

Lemme 5.5.6

Soient u,v, x,y € £.* des mots et n,m € IN~( des entiers positifs tels que xy est primitif
et u(xy)"v = (yx)™, alors il existe k € IN tel que ux = (yx)* et xu = (xy)~.

Démonstration. Premierement considérons que x = €. Par le Lemme 5.5.5 nous pouvons en
déduire qu'il existe un entier / € IN tel que u = y'. Comme xy = y, nous avons u = (xy)! = (yx)/,
ux = (xy)'x et xu = (yx)'x. Siy = ¢, alors par le Lemme 5.5.5 il existe un entier / € N tel
que u = x'. Comme xy = x, nous avons u = y(xy) = (yx)y, ux = (yx)lyx = (yx)'*' et
xu = xy(xy)' = (xy)*.

Nous faisons maintenant I’hypothese que x et y sont différents de e. Comme u(xy)"v =
(yx)™, il existe des mots wy, wo, w3, wy € L* et des entiers I1,l3 € N tels que u = (yx)llwl,
V= Wy (yx)l3 et wywy, w3ws € {€,yx}. Nous avons donc

u(xy)"o = (yx)wi (xy) " walyx)® et (yx)™ = (yx)" (yx)2(yx)

Avec I, € IN un entier tel que m = I; + I + I3. Comme u(xy)"v = (yx)™ nous en concluons
donc:

wi (xy)"ws = (yx)"

Nous pouvons en déduire que soit n = I — 1 et |[wyws| = |yx| soit n = I, et wywy = €. Si
wiwy = €, alors xy = yx. Comme xy est primitif, cela implique par le Lemme 5.5.4 que soit x
est vide soit y est vide, ce qui est une contradiction.
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Nous supposons maintenant que |wjws| = |yx|. Nous avons yx = wijw,; = w3ws, et donc
w1 = w3 et wy = wy. Nous distinguons trois cas :

Cas 1 |wq| = |y|: Comme yx = wiw, = w3wy, NOUs en concluons que y = wy = w3 etx = wy =
w,. Nous avons donc bien que u = (yx)y = y(xy)", ux = (yx)"+! et xu = (xy)1+1.

Cas 2 |wy] < |y|: Comme yx = wiwy, il existe ws € L* tel que y = wiws. De plus |wyws| = |yx]|
et yx = wzwy, nous pouvons en déduire qu'il existe wg € 2* tel que y = w3we et wy = wex,
et de w; = w3 nous avons wg = ws. Cela conduit a :

w1 (xy)"wy = wy(xy)"wex = (yx)l2 = wlws(xy)lz_lx

Nous avons (xy)"ws = ws(xy)>~!, et puisque |xy| > |wg| = |ws| nous déduisons que

(xy)we = ws(xy) par I'égalité n = [, — 1. De ws = we le Lemme 5.5.4 nous dit qu'il existe
un mot z € X* tel que (xy) € {z}* et ws € {z}*. Comme |ws5| < |xy| et w5 # €, nous
pouvons conclure que (xy) = z” avec p € IN un entier tel que p > 1, ce qui est une
contradiction avec la primitivité de xy.

Cas 3 |wq| > |y|: Comme yx = wjwy, il existe ws € L* tel que x = wsw, et w1 = yws. De
plus |[wyws| = |yx| et yx = w3wy, nous pouvons en déduire qu'il existe wg € L* tel que
X = WeWy, et de wy = w4 nous avons we = ws. Cela conduit a :

w (xy)"wy = yws(xy)"wy = (yx)2 = y(xy)?  wewy

Nous avons ws(xy)" = (xy)2~lwe et puisque |xy| > |ws| = |ws| nous déduisons que

ws(xy) = (xy)we par I'égalité n = I, — 1. De w5 = we le Lemme 5.5.4 nous dit qu’il existe
un mot z € X* tel que (xy) € {z}* et ws € {z}*. Comme |ws5| < |xy| et w5 # €, nous
pouvons conclure que (xy) = z” avec p € IN un entier tel que p > 1, ce qui est une
contradiction avec la primitivité de xy. O

Lemme 5.5.7

Soient u, v, w, x1,Yy1,x2,y2 € L* des mots et n,m,l € IN-o des entiers positifs tels que
u(x1y1)"v(xy2)"w = (y1x1)l et y1x1 = Y2X2, alors il existe un entier k € IN tel que
VX = X1 (y2x2)k et v = (ylxl)kxz.

Démonstration. Par le Lemme 5.5.6, il existe des entiers /1, l; € IN tels que nous avons ux1y; =
yl(x1y1)ll et xyowy = (xzyz)lz x2. De la nous déduisons que

n—1

u(x1y1)"v(x2y2)"w = y1(xiy1) (x1y1)" to(xay2) ™" (xay2) 220

Comme u(x1y1)"v(x2y2)"w = (y1x1)" nous concluons que vxy = x1(y2x2)* et y1v = (y1x1)%x2
aveck=1—(h+(n—-1)+(m—-1)+1L+1). O

Lemme 5.5.8

Soient u, v et w € X* trois mots, j € IN un entier et (zi)i€N>/_1 une famille de mots sur
2* tels que pour tout i € IN-;_1 nous avons uv'w € {z;}* et |z;| = |zi11|, alors pour tout

i € IN nous avons uv'w e z}k.
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Démonstration. Soiti € N un entier, z € £* un mot, et p;(z) la propriété suivante :
pi(z) cuv'wez*et|z| =0 (mod |v|)
Nous allons maintenant démontrer que :

pi(z) = pi—1(z) (5.1)

Comme uv'w € {z}*, il existe quatre mots wi, wa, w3, wy € X* et trois entiers ki, ky, k3 € IN
tels que uvt-1 = zklwl, U = wzzk2w3, w = W4Zk3, wW1Wr, W3Wy4 € {z,e}, W] = € & Wy = €et
w3 = € < wy = €. Comme |z| =0 (mod |v]), nous avons wyws € € ou |wyws| = |z|.

Si [wows| = 0 alors comme w; = € < wy = € et w3 = € < wyg = €, nous concluons que
w1 = wy = €. Cela ameéne que uv'w = zF+h+ks et yoi—1y = Zkitks,

Si |lwows| = |z| alors |wiwy| = |z|, et donc |wy| = |ws]| et |wa| = |wy| comme |wyw;| = |z| et

|w3ws| = |z|. De wiw, = z et waws = z nous concluons donc que wywy = z. Cela amene que
uvtw = Zk1+k2+k3+2 et uvl*lw _ Zk1+k3+l_

Nous pouvons maintenant prouver le lemme en lui méme. Nous appelons a 'entier |z;].
Comme uv'w € z;»“, nous avons &« = 0 (mod |uv/w|). Comme pour tout iIN.;_; nous avons
|zi| = |zi+1], nous pouvons déduire que « = 0 (mod |v|) et donc p;(z;) est vrai. Soit i € IN un
entier. nous distinguons deux cas :

o Cas1i < j: Par 'Equation (5.1) nous avons pi(zj) = pi(zj), donc p;(zj) est vrai et
uv'w e z]’-".

o Cas 2i > j: Par I'Equation (5.1) nous avons p;(z;) = pj(zi), donc pj(z;) est vrai et

uv'w e z7 comme |zi| = |zj| = a. O

Nous avons traité jusqu’a présent de résultats permettant de comparer des mots égaux,
nous allons maintenant parler de résultats permettant de traiter des mots différents.

Lemme 5.5.9

Soient u, v, z1, and zp € 2* des mots tels que |u| = |v| # 0 et |z1| = |z2|. Si u # v alors
il existe n € IN tel que pour tout i € N, nous avons uzj # z,v.

Démonstration. Premierement, nous considérons que z; = zp = €. Pour touti € IN, nous avons

u = uzy et v = z4v, et donc uzj # z,v. Nous considérons maintenant que z; # €. Soit n,i € N

des entiers tels que |z"| > |u| eti > 2n. Nous supposons que uz! = z,v. Il existe donc des mots
1 1 277

y1,Y2 € X* tels que z5 = uy; et z§ = y1v. Nous avons |y;| = |y2|. Comme i > 21, nous pouvons

écrire uz et z,v comme :

i

k—2_K
u-z z1

u(y19)(y10)(y190)
= (uy1) (vy1) (vys ¥ 202k
k—2_k'

vz
250 = (uy2) (uy2) (uy2)* 25 0

avec k = |i/n| etk' = i —nk. De u # v et |uy;| = |uy>| nous concluons que uz # zjv. O
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Lemme 5.5.10

Soient u,x,v € XL* trois mots tels que |u| = |v| et pour tout i € IN>; et j € [i — 2]
nous avons w/xv'~/ # w/tlxv'=/~1, alors pour tout j € [i — 1] tel que j # j nous avons
wxv=l # u xvtT

Démonstration. Premieérement notez que u # € et v # €. Pour touti € Noj etj e [1,i —2],
nous appelons 7; ; le mot w/xv'~I 1l est suffisant de montrer que pour tout j’ € [j + 1,i — 2] nous
avons 7;; # 1. Pour tout j € [1,i — 2], nous définissons W;; € [|r;;|] comme le plus petit
entier tel que 7;;(W;;) # 1ij4+1(W;;). Nous notons w; = ux et w, = xv. Comme nous avons
1ij = Wwo' 771 # 13511 = wwv"7 7 nous pouvons dire que W + |u| = W, j41. Comme u # €
pour tout j’ € [j +1,i — 2] nous avons #; ;(W; ;) # #;,j+1(Wij) = 1;,7 (Wi ;) et donc 1 ; # ;. O

Enfin, nous présentons un dernier résultat concernant la longueur des mots :
Lemme 5.5.11

Soient u1,v1, wy, U, vy, wr € X* des mots et L = max(|uyws|, |upws|) + 1. Pour tout
[>L:

o Si [uotwy| > |upvhws| alors |v1] = [va| et [urvhwy| > |upvhwsl,

o Si |u1v%w1| = |uzv§w2| alors |v1| = |vy] et |ulvllw1| = |uzvlzw2].

Démonstration. Nous considérons en premier que |u10fw;| > |uzvbws|. Si [v1] < |0y alors
05| — [o}| > L. Comme L = max(|ujws|, [usws|) + 1 nous avons |uyvkwy| < |uzvkws|, ce qui
est une contradiction avec 1’énoncé du lemme. Nous avons donc v; > v,. Trivialement nous
obtenons que pour tout ! > L |u10}w;| — [upvhws| = [u10l wy| — [uavhtw,), et done [ug0hwy| >
lupvhws|. Nous considérons maintenant que |ujvfw| = |upvkws|. Si |v1| # |v| alors ||oh| —
[ok|| > L. Comme L = max(|ujwy|, [uawz|) + 1 nous en déduisons que |uiokw| # [up0lws|, ce
qui est une contradiction avec 'énoncé du lemme. Nous avons donc |v1| = |v;|. Trivialement
nous obtenons que pour tout | > L |ujvlw;| — |upvbws| = |u1vll_1w1\ - |u2012_1w2|, et donc
lurotw| = |upvhws|. O

5.5.3 Preuve de la condition suffisante
Dans cette section nous allons prouver la Proposition suivante :
Proposition 5.5.12

Soit T un M2C émondé. Si T satisfait 1'une des propriétés (G0) ou (G1) alors sa norme
est infinie.

Le Lemme 5.5.13 montre que si un M2C T satisfait (G0) alors sa norme est infinie, et le
Lemme 5.5.14 montre que si un M2C T satisfait (G1) alors sa norme est infinie.

Lemme 5.5.13

Soit T un M2C émondé de X vers Y. Si T satisfait (G0) alors sa norme est infinie.
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Démonstration. Nous notons T = (A,A) avec A = (Q, [, F,§). Soient u,u’ € £* des mots et
c1,C2,¢3,¢" € X'* x X'* des contextes choisis comme dans la propriété (GO0). Pour tout i € [1,3]
nous écrivons ¢; = (u;,v;) et nous appelons 1 le mot c’[€]. Pour tout k € N et n € [1,k] nous
appelons m; le mot u¥u’ et yy ,, le mot ¢!~ cock"[u}]. Nous allons montrer que si cica[u}] #
cpc3uf] alors nor(T) = +0. Si |cicouf]| # |coc3[uf]| alors |cq1| # |c3|. Pour tout k € IN et
n € [1,k] la taille de yy ,, est de |c1|(n — 1) + |c2| + |c3|(k — n) + |u}|. Pour tout n’ € [1, k] nous
avons |Yi | — [V | = n(lc1| — |e3|) + n'(|cs| — |c1]). Sin # n' alors |y | # |yk |- Nous pouvons
conclure que nor(my) > k, et comme T est émondé nous en déduisons que nor(T) = +co.

Nous considérons maintenant que |cica[u}]| = [cac3[u}]]. Pour tout k € IN et n,n" € [1,k|
nous avons donc |Yi | = Vi |-

Il existe un entier m tel que pour tout k € N et n € [1,k — 1] avec k —n > m nous avons
Yin # Ykn+1- En effet en appliquant le Lemme 5.5.9 avec z = 2/ = uz etz = 2/ = v3 nous
obtenons que si Yk, = Yint1 alors cico[uf] = coc3[u)], ce qui est une contradiction avec les
hypotheses de départ. Nous définissons maintenant deux entiers /; et [, de la maniére suivante :

Iy = min({u{‘_lugug_”,u{’uzug_”_l}),
I, = min({uq‘*luzu]é*”u’l,u'fuzulé*”*lu’l )

Nous considérons la plus petite position / telle que vy ,,(I) # Yk n+1(I), et distinguons trois cas,
selon la position de [.

Si | < I nous pouvons noter en premier lieu que I > |u/|. Pour tout n’ € [n + 1, k], nous
avons Vi (I +ilui|) # yiw1(l +ilu1|) et yen(l) = yxw41(l) avec i = n’ —n. Nous avons
lup| # 0, car sinon yi ,(1,11) = ykni1(1,hh) = uzug’”’l, ce qui est une contradiction avec les
hypotheses de départ. Nous pouvons en conclure que nor(my) > k et comme T est émondé
nous en déduisons que nor(T) = +o0.

Sili <1 < I pour tout n’ € [n+1,k], nous avons yy /(I + ijur| —ilus|) # Yiw+1(I +
ilui| — ilus|) et donc yx,(I) = yxwi1(l) avec i = n’ —n. Nous avons |u1| # |us|, car sinon
Yin(li,12) = Yens1(li, 1) = uf, ce qui est une contradiction avec les hypotheses de départ.
Nous pouvons en conclure que nor(my) > k et comme T est émondé nous en déduisons que
nor(T) = +o0.

Enfin, si [ > I, alors par symétrie nous obtenons que nor(T) = +o0. O

Lemme 5.5.14

Soit T un M2C émondé de X vers ¥'. Si T satisfait la propriété (G1) alors sa norme est
infinie.

Démonstration. Nous notons T = (A, A) avec A = (Q, [, F,9). Soient u, v, w,u’ € £* des mots
et cij = (uij, vij), ¢ e X* x £ des contextes choisis comme dans la propriété (G1), pour tout
i,j € [1,3]. Nous appelons 1} le mot ¢’[€]. Nous appelons a! le mot u;ulbu;3 et B le mot v;30},v;
pour tout i, j € [1,3]. Pour tout 1, m, k € IN nous appelons p,, ,, x et p,, ., les mots suivants :
k
Prmk =C11¢12€13(C11€15€13) Ca1chpcas[ug]

/ n m k n /
Phm i =C€21€22€23(€31€37C33) " €31€37C33 141 ]

Par le Lemme 5.5.13, si T satisfait (G0) alors sa norme est infinie. Nous supposons donc que T
ne satisfait pas (G0) et :

Prmk = Pk (5.2)
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De cette équation nous pouvons déduire que :

|c11¢13| =|escas)] (5.3)
|c12| =|ca2 (54)

Pour tout k € IN et tout n € [1, k] nous appelons m et si ,, les mots suivants :

k—i /

meHk

L (woh o)

Sk = T (e11cky Tens)eanchy "eos BF 1 (canchy feas) [uf]

Enfin, nous appelons fw(n,m) 'entier n + m — pged(n, m) pour tout n,m € IN et L I'entier
max({|A(t)| | t € §}). Nous faisons maintenant la preuve du lemme. Pour cela nous considérons
plusieurs cas :

Cas1  [co] # |exo]

Cas2  |cio| = |cza|  |unnudbuns| = |ugiudbuzs|  |urn| = |uz)

Cas 3 " ” [u1a] < luzz|  |uriurauiz| # 0

Cas 4 ” ” ” ‘1111M12M13| =0

Cas 5 ” ” [u12| > ||

Cas 6 " unnudhuns| < |usiudhuss|  upa| = luz|  |uia| = |us|

Cas 7 ” ” " [uz]| < luz2|  |uriuipuis] #0  [v33032031] # 0
Cas 8 " ” " ” " (035032051 | — 0
Cas 9 " " " " [ur1uouiz| = 0 |033032031] # 0
Cas 10 " Y " " ” 03503051 | — 0
Cas 11 " ” [urz| < luz| |unnuipuiz| # 0 [v3303031] # 0

Cas 12 ” " ” " |033032031| = 0

Cas 13 " ” " lurruipuiz| = 0 [v33032031| # 0

Cas 14 ” ” ” ” ‘033032031‘ =0

Cas 15 ” ” |u12| > |Ll22|

Cas 16 ” ullu%éum > \u31u§%u33|

Cas1:

Nous allons montrer que dans ce cas nous pouvons générer un nombre non borné de mots
de tailles différentes. Pour tout k € IN et tout n € [1,k] nous avons :

= |2 (encly ers)eanchy MeasEiL,, 1 (c31c5 Tess) [uh]]

|Sk,n

Par les Equations (5.3) et (5.4) nous obtenons :

skl = (k= Denen]) + lemess| + (CFE e m))(ena) + (k= m) (e
k(k+1)
= (k=D(leniessl) + learcas| + —=——(lexz]) + (k = n)([e2| —Jer2])

Donc pour tout n’ € [1, k] nous avons |sy ,,| — [sk| = (k—n)(|caz| — |c12]) — (kK — 1) (Jc22| — |c12])-
Comme [c2;| # |c12] nous obtenons que sin # n' alors [sy | # [sk | Comme T est émondé nous
en déduisons que nor(T) = +co.

Cas2:

Nous allons montrer que ce cas est en contradiction avec le fait que la propriété (G0) n’est
pas satisfaite. Comme |c12| = |cp2|, par les Equations (5.3) et (5.4) pour toutk € N etn, n’ € [1,k|
nous obtenons que :

ISk n| = ISk (5.5)
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Nous savons que sy2 # 51 et par I'Equation 5.5 en déduisons qu’il existe une position I € N
telle que sp2(I) # s21(I). Nous définissons les positions suivantes :

Iy = min{|afuy|, |aduz ]},
Iy = max{|aju |, |asuz|},
I3 = min{|afadu)vas], |adaduvss|},
1y = max{|aladu) v, |adadufvssl]}.

Nous distinguons cinq cas dépendants de /, comme représenté a la Figure 5.9 :

1 1
| un | unp | wiz | un | ups [uflvasvar] vz | vnn | 011 |

] LA \ U2 \ U3 \ Uzl uss \u’l\ 033 U31 \023\ U22 \021\
1 21 3 T4 5

FIGURE 5.9 —s75 # 521

o Sil < Ij alorsnousavonssy(1,11) = Pll,o,o(lr l1) etsya(1,11) = p1oo(1,11). Comme p1go #
P 0,0 nous concluons que c’est une contradiction avec I'Equation (5.2).

o Sily <1 < I alors par le Lemme 5.5.11 nous savons que |u1| = |uxn| = |us|, nous
pouvons donc appliquer le Lemme 5.5.9 (avec z; = u, 2o = us, u = sp1(ly, 1), v =
s22(11,12)). Il existe donc un entier n € IN tel que pour tout i > n nous avons p;oo # pg,o,or
ce qui est une contradiction avec I’Equation (5.2).

o Sily <1 < I3 alors nous avons sp1(lp,I3) = Pll,o,o(ZZ + |uza|, I3 + |us|) et spo(la,ls) =
pro0(l2 + [ul, I3 + |uz|). Comme |u1p| = [uxn| = |us| nous concluons que p100 # pi g,
ce qui est une contradiction avec I’Equation (5.2).

o Sily < I < Iy alors par le Lemme 5.5.11 nous savons que |u1p| = |u2| = |u3|, et comme
Ic12| = |c22| = |c32| nous pouvons donc appliquer le Lemme 5.5.9 (avec z1 = v, 22 = v3p,
u=5s31(l3,14) etv = s32(I3,14)). Il existe donc un entier n € IN tel que pour tout i > n nous
avons p;oo # pg,o,o, ce qui est une contradiction avec I’Equation (5.2).

o Sily <1 alors 52,1(14, |Sz/1| + 1) = P/1,0,0(14 + ‘Mg,z’ + ‘032‘, ’pll,0,0‘ + 1) et 52,2(14, ’52,2’ + 1) =
P100(ls + [uz| + [v22], [p100] +1). Comme |urz| = |uza| = [uz| et |c12| = [c22| = |c32| nous
concluons que pi00 # pi, ce qui est une contradiction avec I'Equation (5.2).

Cas 3:

Ici nous allons utiliser le fait que T ne satisfait pas (G0) pour préciser la forme des contextes
€11, €12, €13, €21, €22, €23, €31, €32, €33 en utilisant le Théoréme de Fine et Wilf.

Nous allons commencer par calculer la forme des mots w11, u1p, w13, Uz1, U2, U3, U3z, U3
et uzs. Comme |ujiuipuqs| # 0, |ux| > |uinl, ]uuu%u13| = |u31u§§u33\, pour tout m > 2L il
existe des entiers 1,k € IN tels que [a%| > |af| + 1, |(@™)%| > I, |aZ| > |a%] + 1 et |(a2)¥] > I avec
I = fw(|ua], |a}']). De plus par I'Equation 5.2 nous obtenons (voir la Figure 5.10) :

o (o) = o (o) a3

149



> |

FIGURE 5.10 — a} (" ¥a} = aff (a")ra}

Nous pouvons donc appliquer le Théoreme 5.5.3 et prouver que pour tout m > 2L il existe
des entiers ay ,, 43,m, a2 € N~ et des mots X, 1, Ym,1, Xm2, Ym2 € L* tels que :

Xm1Ym1)"™"™, Xm1Yma est la racine primitive de af’,

"2 Ym1Xm1 estla racine primitive de uyy,

af = ( )

Upp = (ym,lxm,l)
(Ym2Xm2)™, Ymo2Xmp est la racine primitive de up,

5 = )

a5 = (XmoYm2)™", Xm2Ymp est la racine primitive de a3’

Comme pour tout m’ > 2L nous avons Y 1Xm1 = Ym'1Xm'a = Ym2Xm2 = Ym' 2Xm 2, NOUS
pouvons appliquer le Lemme 5.5.8 et montrer que X, 1Ym1 = X0,1Y0,1 €t Xm2Ym2 = X02Y0,2-
Pour plus de simplicité nous renommons xg 1 par x1, Yo,1 par yi, Xo2 par x2 et yoo par y2. Nous
pouvons ainsi appliquer le Lemme 5.5.2 pour montrer que pour tout m > 2L il existe des mots
x3, Y3 € L* tels que :

af' € (x3y3)™, x3y3 est la racine primitive de af’

a5’ € (y3x3)™", y3x3 est la racine primitive de a3,

Comme |uq1u1pus| # 0 et [upuisuas| = |usiushuss|, pour tout m > 2L il existe un entier k tel
que |()¥] > |ul| et |(a)*| > |ul|. De plus, par 'Equation 5.2 nous obtenons :

(o) a3 = o (a5)"

Pour tout m > 2L nous pouvons donc appliquer le Lemme 5.5.7 (avecv = x3, w = yz et x = a3'),
et montrons qu’il existe un entier a,,, € IN~ tel que :

ayys = (x3y3)™"  ysay = (yax3)™"

Nous calculons maintenant la forme des mots v11, v12, V13, V21, V22, V23, U31, U32 et v33. Notez que
comme |uy| > |u1z|, |c12| = |e2n| et [uriu2bugs| = |usiudbuss|, par les Equations 5.3 et 5.4 nous
obtenons que |vl3v%vl1\ = |v330§§vg1|, |v12| > |v22] et |v13v12011] # 0. Pour tout m > 2L il existe
donc deux entiers 1,k € IN tels que |87 > |B4| + 1, |(B5)k]| > 1, |B%] > B3| + I et |(B)¥| > I avec
I = fw(v1p, BY"). De plus par 'Equation 5.2 nous avons (voir la Figure 5.11) :

B(BY) Bs = B3 (BT) BT

Nous pouvons donc appliquer le Théoréeme 5.5.3 et montrer que pour tout m > 2L il existe
des entiers by ,,, b3, b3, by € N~ et des mots x4, Y4, Xm,5, Y5 € L tels que :

B = (X aYma)?V", X 4,4 est la racine primitive de B,
U3p = (ym,4xml4)b3, YmaXm a4 est la racine primitive de vsp,
V12 = (xm,5ym,5)bl, Xm,5Ym,5 est la racine primitive de vy,
BY = (Y 5%Xm,5)7", Y 5%m 5 est la racine primitive de g%
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FIGURE 5.11 - B (B4)*B4 = pE(B") B!

Comme pour tout m’ > 2L nous avons Yy aXm4a = Ym' aXm' 4 €t X 5Yms5 = Xy 54 5 NOUS POU-
vons appliquer le Lemme 5.5.8 et montrer que X, 4¥m4 = X04Y04 €t Vi 5Xm5 = Yo5%0,5. Pour
plus de simplicité nous renommons x4 par x4, Yo4 par Ya, Xo5 par xs et yo 5 par ys. De plus par
[013012011| # 0 et [v13025011| = |v33v35031], pour tout m > 2L il existe un entier k € N tel que
[(BMK| > |Ba + L et |(BAK| > |B| + 1 avec | = fw(B, B4). Par 'Equation 5.2 nous obtenons :

(B5)"B5 = A (BT

>/

RN
B T B [ By ] B

FIGURE 5.12 — (B5)kps = Ba(B™)*

Nous pouvons donc appliquer le Théoréeme 5.5.3 et montrer qu’il existe des mots x¢, Y € 2*
tels que

B = (xeys)"™, X6Ys est la racine primitive de B,

BY = (y6x6)%™, yeXe est la racine primitive de B

Comme |v13] = |v3| et |v13v11] = |v33031| et |vs2] > |va|, pour tout entier m > 2L il existe un
entier k € IN tel que |(84)¥| > |B%| + BI'. Nous pouvons donc appliquer le Lemme 5.5.7 (avec
v = X6, W = Yo et x = BJ) et montrer que pour tout m > 2L il existe un entier b, ,, € N tel que :

Byxe = (yexe)™  xep = (xeys)™"

En utilisant les formes des mots calculées ci-dessus, pour tout n € IN et k € [1,#n] il existe
des entiers I,,, I}, € N+ tels que si,, = x3(y3x3)l”u’1(yéx(,)lny(,. Comme |upp| = |uzz] et |ujqugs| =

|u31u33| nous avons |x3(y3x;;)l"] — |x3(y3x;;)/l"+1\ = |upa| — |u12| et comme |v15| = |v3;| et [v13v11] =
!

|v33v31| nous avons ](y6x6)’ny6\ — \(y6x6)ln+1y6| = |v12| — |v2]. De plus |c12| = ||, nous en

déduisons donc que |u| — |u12] = [v12] — |[v22]|. Comme |ugn| > |uip| et |v12| > |van] il existe

donc un entier p € N~ tel que pour tout n € N et k € [1, n] nous avons :

_ ’
Skn = X3(y3%3)" 1 Pul (y6x6) "+ TP Y6

De plus comme sy» # s;,1, nous en déduisons que sy, # Sk1,. Nous pouvons donc appliquer
le Lemme 5.5.10 (avec u = (y3x3)P, x = w et v = (YsX6)?) et montrer que pour tout k' € 1, n] tel
que k' # knous avons sy, # si ,. Nous concluons que pour tout n € IN nous avons nor(m,) > n,
et comme T est émondé, nor(T) = +o0.

Cas4:
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Nous avons |ujjupuyz| = 0. Comme |ujiui3| = |usiuss|, |u12| = |us2| nous en dédui-
sons que |uzjusuzz| = 0. De plus, similairement au Cas 3 nous avons |v13v11| = [v33031],
|v12| = |v32|, |[v12] > |v22] et |v13v12011] # 0. Nous pouvons donc calculer la forme des mots
V11, V12, V13, V21, V22, V23, U31, U32 et v33 et en déduisons qu’il existe x¢, s € L* tel que pour tout
n € N et k € [1,n] il existe un entier [, € N-( avec s;,, = u21u'§;”u23u’1(y6x6)lfly6. Comme
|v12| = |v32| et |v13011] = |v33v31] nous avons \(y6x6)l;y6| — ](y6x6)l;+1y6| = |v12| — |v22|. De plus
|c12| = |c22] et |u12] = 0, nous en déduisons donc que |u2;| = |v12| — |v22|. Comme |v12| > [v22] il
existe donc un entier p € N~ tel que pour toutn € N etk € [1,n]:

k—n / I, —
Skn = U1ty Uzttt (YeXe) "+ PYe

De plus comme s, # sp,1, nous en déduisons que si, # Sk+1,,- Nous pouvons donc appliquer
le Lemme 5.5.10 (avec u = up, x = uxuj et v = (yesxs)") et montrer que pour tout k' € [1,n]
tel que k¥’ # k nous avons sy, # sy ,. Nous pouvons donc conclure que pour tout n € IN nous
avons nor(m,) = n, et comme T est émondé, nor(T) = +co.

Cas5:

La preuve de ce cas suit celles des Cas 3 et 4. En effet, nous avons |ux| < |u1], et donc par
|c12| = |c22| nous en concluons que |v2| > [v12]|. Ce Cas est donc symétrique aux Cas 3 et 4, et
il suffit de considérer le méme cheminement en échangeant le role des mots u;; avec celui des
mots v pour touti,j € [1,3] et j/ =3 —i.

Cas6:

La preuve de ce cas suit celle du Cas 2. En effet, dans cette preuve la seule hypothese utilisée
est |u12| = |u| = |uz|, et le cheminement emprunté est toujours valide ici.

Cas 7:

Comme |u11u%u13\ < ]u31u§§u33|, lu1z| = |u2z|, |u12| < |usz| et |c12| = |ca2], par les Equa-
tions 5.3 et 5.4 nous pouvons conclure que |v330§§vgl| < \vlgv%vlﬂ, |voa| = |v12] et |vs| < |12
Pour tout m > 2L il existe donc deux entiers 1,k € IN tels que |(af)¥| > |af (a")¥u|vuss| + I et
|v5,| >l avec ] = fw(a}', vp).

Par I'Equation 5.2 nous avons a! (a?)*a[u}] = af(a¥)*at[u}], nous pouvons donc appli-
quer le Théoreme 5.5.3 et montrer que pour tout m > 2L il existe des entiers a3, b, € N> et
des mots X, 4, Yma € L* tels que:

k

as = (XmaYma)™", XmaYma est la racine primitive de a5,

Uy = (ym,4xm,4)b2, YmaXma est la racine primitive de vy

Comme [uyyuiptizs] # 0, [uiudsus| < |usiuikuss|, [vssvs0s1] # 0 et [v3303h031| < |v1303k0q]
pour tout m > 2L il existe un entier k € IN tel que |(a/)¥| > [a%| + I3, |(a?)*| > Iy, |(a)¥| >
@t + Lo, |(BYF] > B3]+ et [(BY)F| > Ly avec by = fwlad?], [a]), 1o = fw(|B}, la]) et
Iy = fw(|B, 1BY1):

Par I'Equation 5.2 nous avons (a")fa8'[u}] = aj'(a2)*[u}] (voir la Figure 5.13), nous pou-
vons donc appliquer le Lemme 5.5.3 et montrer que pour tout m > 2L il existe des entiers
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(@ ol o T o Tui] B [ B [ BT [ BT | BT ]
[ o [ oy | oy | o | o [ui[BY[BYIBYIRY] By ]
>13

FIGURE 5.13 — (/) i [u}] = a4 (a)¥[u)]

a1,m, b1,m, bam € N> et des mots X1, Y1, Xm2, Ym2, Xm3, Ym3 € L tels que :

af' = (Xm1Ym1)"™", Xm1Yma est une racine primitive de ay’,
a5 = (Ym1Xm1)™", Ym1Xm1 €st une racine primitive de a5’
= (Ym2Xm2)"™", Ym2Xmp €st une racine primitive de a3’,

Xm2Ym,2 bum ¥ 2Ym,2 est une racine primitive de 7'

Xm,3Ym,3 b1m ; Xm3Ym,3 €st une racine prlmltlve de 51 ,

B3

Pour tout m’ > 2L nous avons Y, 4Xm4 = Ym 4Xp 4 NOUs pouvons appliquer le Lemme 5.5.8
et montrer que X, 4Yma = X04lo,4. Nous pouvons aussi appliquer ce lemme pour montrer que
Xmi1Ym1 = X0,1Y0,1, Ym1Xm1 = Y0,1X0,1, Xm2Ym,2 = X02Y0,.2, Ym2Xm2 = Y0,2X02, Xm,3Ym3 = X0,3Y0,3
et Ym3Xm3 = Yo,3X03. Pour plus de simplicité nous renommons xp; as X1, Yo,1 par Y1, Xo2 par

2L 2L
X2, Yo2 Par Yo, Xo3 par x3, Yo3 et par y3. Comme |uqiupuq3| # 0 et 033055031 < [013075011],
pour tout m € 2L il existe un entier k € IN tel que |(zx’1”)k| > |af| et \(ﬁﬁ”)k| > |u’1([5§”)k,8§”|
16 . m\k m[,,/1 _ m(m\k[,,/ :
Par ’Equation 5.2 nous avons (af")*ad'[u}] = af'(af')*[u}], nous pouvons donc appliquer le
Lemme 5.5.7 (avec v = y1, w = x1 et x = af'). Pour tout m > 2L il existe un entier a,,, € IN tel
que:

= (Ym3Xm3 bam Ym,3Xm3 est une racine primitive de 5’

yiag = (y1x1)™"  ag'yr = (x1y1)™"

Nous appliquons ensuite le méme lemme avec v = x3, w = y3 et x = B5'. Pour tout m > 2L il
existe un entier by ,, € N~ tel que :

X3Py = (xays)?"  Pixs = (yaxs)2

Enfin nous utilisons le Lemme 5.5.7 avec v1 = Y, w1 = X2, V2 = Y3, wp = x3 et y = u}. Il existe
un entier 4 € IN tel que:

whys = ya(xzys)”
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Finalement nous pouvons donc prouver les égalités suivantes :

criciaciacaneas[ul] = (ery) ™ adu) B (xsys)

a11—1 0,,7 p0
1 y1aguy Byxa(Yaxs)
b1,1 714’172/0

b11—1
11 Y3

Y3
b1/] -1 -‘rbz/o

1 u1,171+u2,0u/1 (y3x3)

I
=
_
<
—
=

a1 1—1+a /
y1x1) "1 T R0U Y5 (x3y3)
yz(x3y3)b1,171+b2,0+d

Ya(x2y2)

)blrl 71+b2,0 +d

a1 714’&2/0

a11—1+azp b11—1+byo+d

' (Y212
a1 —2+ﬂ2,0 +b1,1 +b2,0 +d

Y2
W2
W2

a1 +aso 72+b3,[)+b2,1 +d

)

(y1x1)
(y1x1)
(y1x1)

= x1(y2x2)
(y2x2)
(y2x2)
(y2x2)

/
€21€22€23C31C33 [ul] =X1

, et donc

Comme |c12| = |c22], par les Equations 5.3 et 5.4 nous en déduisons que |sy 1| = |s22
52,1 = s2,2. C’est une contradiction avec les suppositions de départ.

Cas 8:

La seule supposition différente du Cas 7 est sur v33v3,731, qu’ici nous supposons vide. Il est
donc possible de calculer la forme de chacun des mots comme pour le Cas 7, sauf concernant
v33032031. Pour tout m > 2L il existe donc des entiers a1 ,;, b1, a3,m € N0, a2, € N et des mots
X1, Y1, X2, Y2 € ¥ tels que :

1 = (x1y1)™™, x1y1 est une racine primitive de af’,
3 = (y1x1)

= (y2x2)
1 = (x2y2)

xX22)P, %21/ est une racine primitive de B’

Dlm

o #3m t i imitive de a3’
3 , Y1x1 est une racine primitive de a3

%3m 15x, est une racine primitive de a3,

p

viay = (y1x1)™"  ay'yr = (x1y1)™"

Il nest par contre pas possible de montrer directement la forme des mots y; 85 et u}y3 comme
dans le Cas 7 car elles dépendent de la forme de B3 (qui ici est vide). Il est cependant possible
d’appliquer le méme raisonnement que pour ;85 afin de calculer la forme de u} B} x,>. Pour
tout m > 2L il existe donc un entier by ,, € IN>Y tel que:

XUy = (ay2)"  uiBYxs = (y2xp)"

Nous pouvons donc en déduire que :

/ a11—24ar0+b11+b
C11C12C13C21C23[u1] = xl(y2x2) 11 2,0+01,1 Z'OyZ
4 a30—2+a1+b
C21C22C23C31C33[ 1] = X1 (yaxp) 027211021y
Comme |c1| = |c22|, par les Equations 5.3 et 5.4 nous en déduisons que [sp1| = |sz2|, et donc
52,1 = s2,2. C’est une contradiction avec les suppositions de départ.

Cas9:

Encore une fois ce cas est trés similaire au Cas 7. Ici la différence est sur le mot 117112113, que
nous supposons vide. Il est donc possible de calculer la forme de chacun des mots comme pour
le Cas 7, sauf concernant u11u12u13. De plus, comme |u12| = |22, nous pouvons en déduire que
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|up| = 0. Pour tout m > 2L il existe des entiers a3 ;, b1,m, b3,m, bom € N>o, d € IN et des mots x»,
Y2, X3, Y3 € X* tels que :

a5’ = (y2x2)™™, yox, est une racine primitive de a3,
B = (xzyz)b“", X212 est une racine primitive de B’
= (x3y3)"7, x3y3 est une racine primitive de A7,
BY = (y3x3)%™, y3x3 est une racine primitive de B
b b
X3y = (xay3)™"  Brxs = (y3x3)™"

/ d / d
u1ys = ya(x3ys)” Xty = x2(ysx3)
Nous pouvons donc en déduire que :

/ by1—1+b
C11€12€13C21C23 U] = u1u23(y2x2)"! 20y,

/ az39—1+bsz0+b
21€22€23C31C33[ ]| = U3 (Yaxn)™0™ TR0y,

Comme |c12| = [c22], par les Equations 5.3 et 5.4 nous en déduisons que [s,1| = |s22], et donc
521 = 522. C’est une contradiction avec les suppositions de départ.
Cas10:

Ce cas est une combinaison du Cas 8 et du Cas 9, c’est a dire que u1u12u13 et V33032031 sont
vides. Il est donc possible de calculer la forme de chacun des mots comme pour les cas 8 et 9,
sauf concernant 111012013 et v33v32031. De plus, comme |u1p| = |up|, nous pouvons en déduire
que |uz| = 0. Pour tout m > 2L il existe donc des entiers by ,;, a3, bom € N> et des mots xo,
Y2 € ¥ tels que :

a5’ = (y2x2)™", yox7 est une racine primitive de «f’,

BI = (x2y2)", oy, est une racine primitive de B’
B2 = (y2x2)™  xaui By = (xay2)"

Nous pouvons donc en déduire que :

c1101261321023[] ] = tp11iz3 (y2x2) 11 P20 H Dy,
C21C20C23¢31C33[ U] ] = tp11ig3(y2xz) ™0~ P21y,
Comme |c12| = |ca], par les Equations 5.3 et 5.4 nous en déduisons que |sy1| = |s22], et donc
s21 = 522. C’est une contradiction avec les suppositions de départ.
Cas11:
Comme \ullulgulz\ # 0, \ullu%ulgl < \ug,lu%ugg], ’ulz‘ < ’uzz‘ et ’Clz‘ = ‘622’, par les

Equations 5.3 et 5.4 nous pouvons en conclure que |v33v3031]| # O, |v33v§§v31] < |v13v%v11|
et [vpn| < [v12]. Pour tout m > 2L il existe donc deux entiers 1,k € IN tels que |aj| > |af| + 11,
(@] > 1, |BY] > |B3] + L et [(BY)F| > 2 avec Iy = fw(|ux|, [af]) et I = fw(|vral, |BY])-
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[ o T [ ey [ o [ & Tui] B [BYIBYIRY] Bs ]

FIGURE 5.14 — o (a)* i [u)] = af ()%t [u}]

Par 1'Equation 5.2 nous avons &/ (a/")faf[u}] = af(af")*al[u!] (voir la Figure 5.14), nous
pouvons donc appliquer le Théoreme 5.5.3 et montrer qu’il existe X, 4, Yima, Xn5 €t yus5 tels
que :

alt € (X ayma)™, X ayma est la racine primitive de af’,
U2 € (YmaXma)™, YmaXma est la racine primitive de 1z
012 € (Xm5Yms) Y, XmsYms est la racine primitive de v1o
BY € (Yms5Xm5) T, YmsXms est la racine primitive de B

Le reste de cette preuve suit la preuve du Cas 7 pour le calcul de la forme des mots ', B,
uy, ol et B .pour tout m > 2L il existe des entiers a1, b1,m, b3,m, a2,m € N=o, d, by, € IN et des
mots X1, Ym,1, Xm2, Ym2, Xm3, Ym3 € L* tels que :

af' = (Xm1Ym1)"™", Xm1Yma €st une racine primitive de ay’,
1x3 = (Ym1Xm1)"", Ym,1Xm,1 €st une racine primitive de 1x3

m,2Xm,2 A3m Ym,2Xm,2 est une racine primitive de 1x3 ,

( )*
= (v )
BT = (Xm2Ym2) "
( )7
= ( )’

Q“

, Xm2Ym2 est une racine primitive de g7’
by

Xm3Ym3) "™, Xm3Ym3 €st une racine primitive de Y,

Ym3Xm3) >", Ym3Xm3 est une racine primitive de B3’

B3

ey’ = (yix)™ agyn = (ayn)™”
1By = (xays)™ Yz = (yaxa)"
wys = ya(xsys)’  xaup = (x2y2)"xs
Finalement nous pouvons donc prouver les égalités suivantes :

4 a1, —2+a20+b1,1+bro+d
C11C12C13C21C23[u1] = xl(y2x2) 11 2,0+01,1+020

€21€22€23€31C33 [Hll] =X1 (yzxz)

W2
2

az1+4aso —2+b3,0+b2,1 +d

, et donc

Comme |c1p| = |c22], par les Equations 5.3 et 5.4 nous en déduisons que
s2,1 = 52,2. C’est une contradiction avec les suppositions de départ.

Cas12:

La seule supposition différente du Cas 11 est sur v33v3,731, qu’ici nous supposons vide. Il est
donc possible de calculer la forme de chacun des mots comme pour le Cas 7, sauf concernant
v33032031. Pour tout m > 2L il existe donc des entiers a1 ,,,, b1y, a3,m, 42,m € N~ et des mots x;,
Y1, X2, Y2 € L* tels que :

X111 Tm , X1y1 est une racine primitive de le ,

= (x1y1)
= (y1x1)
= (y2x2)™™, Yy2x2 est une racine primitive de a3’,
= (x212)

H

A3m y1x1 est une racine primitive de uc3

xX22)", X2y, est une racine primitive de B’
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viay = (y1x1)™" ay'yr = (xqy1)™"

Il n’est par contre pas possible de montrer directement la forme des mots y; 85 et u}y3 comme
dans le Cas 7 car elles dépendent de la forme de B3 (qui ici est vide). Il est cependant possible
d’appliquer le méme raisonnement que pour y; 85 afin de calculer la forme de u} B4 x,. Pour
tout m > 2L il existe donc un entier by, € IN tel que :

I pm b I am b
urByxa = (yax2)™" Xy By = (xay2)”"
Nous pouvons donc en déduire que :

! a1, —2+a20+b11+b
C11C12C13C21C23[u1] = xl(y2x2) 11 2,0+01,1+020

/ az30—2+a>1+b
C21022C23C31633[ 7] = x1(y2x2)™" 2Tl

2
2

Comme |c12| = |c22|, par les Equations 5.3 et 5.4 nous en déduisons que [sy1| = |s22], et donc

52,1 = 52,2. C’est une contradiction avec les suppositions de départ.
Cas13:

Encore une fois ce cas est trés similaire au Cas 11. Ici la différence est sur le mot 111112113,
que nous supposons vide. Il est donc possible de calculer la forme de chacun des mots comme
pour le Cas 11, sauf concernant u11u1u13. Pour tout m > 2L il existe des entiers a3, b1, b3m €
IN-o, d, by, € N et des mots x3, y2, x3, y3 € Z* tels que :

a5’ = (Y2x2)™", yox7 est une racine primitive de a5,
" — (x212)", xp1 est une racine primitive de S}’
= (x3y3)b1/'”, x3Y3 est une racine primitive de 7',

BE = (y3x3)"™, y3x3 est une racine primitive de B

x3py = (x3ys)"  Phxs = (yaxs)™”
whys = ya(xsys)'  xoul = (x2y2)"x3
Nous en déduisons que pour tout n € IN et k € [1,n] il existe un entier I/, € IN>( avec

Skn = u21u§2_”u23u’1(y2x2)151y2. Comme nous avons [s | = [Sk+1,1| €t |t22| # 0 il existe un entier
p € N~ tel que pour toutn e N etk e [1,n]:

k— . .+
Skon = Un1lny U3 (Y2X2) 17 Py

De plus comme s, # s;,1, nous en déduisons que sy, # Sk+1,,- Nous pouvons donc appliquer
le Lemme 5.5.10 (avec u = up, x = uu) et v = (yexe)") et montrer que pour tout k' € [1,n]
tel que k' # k nous avons sy, # sy ,. Nous pouvons donc conclure que pour tout n € IN nous
avons nor(m,) = n, et comme T est émondé, nor(T) = +co.

Cas14:

Ce cas est une combinaison du Cas 12 et du Cas 13, c’est a dire que ujjuiou13 et V3303031
sont vides. Il est donc possible de calculer la forme de chacun des mots comme pour les cas
12 et 13, sauf concernant uq1uqou13 et v3303031. Pour tout m > 2L il existe donc des entiers
b1,m,a3m € N=o, byn € N et des mots xp, y2 € 2* tels que :

a5’ = (Y2x2)™", yox7 est une racine primitive de «5’,

Bl = (x2y2)", xp1, est une racine primitive de B’
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Wi By xs = (yax2)2m  xoufBE = (xay2)"

Nous en déduisons que pour tout n € IN et k € [1,n] il existe un entier I;, € IN-( avec
— / . . .
Skn = u21u§2 "Urzuy (y2x2)'11y2. Comme nous avons |sg ;| = [sk11,] et [u2| # 0 il existe un entier
p € N- tel que pour toutn e N etk e [1,n]:

k—n U+
Skn = Un1lny U3 (Y2Xx2) 17 Py

De plus comme s, # s5,1, nous en déduisons que sy, # Sk+1,,- Nous pouvons donc appliquer
le Lemme 5.5.10 (avec u = up, x = uxu| et v = (yexe)") et montrer que pour tout k' € [1,n]
tel que k' # k nous avons sy, # sy ,. Nous pouvons donc conclure que pour tout n € IN nous
avons nor(my) = n, et comme T est émondé, nor(T) = +co.

Cas15:

Ce cas suit les lignes des preuves des cas 7 et 8. En effet, comme |u12| > |u22|, |uz2| = |ui2|,
lc12| = |c22| = |e32| nous pouvons en déduire que |vp2| > |v2|. Nous pouvons donc appliquer
les mémes raisonnements afin de calculer la forme des mots v2; et a3’ pour tout m > 2L puis la
forme de tous les autres mots.

Cas 16:

La preuve de ce cas suit celles des Cas 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13 et 14 (quand |u11u%§u13| >
]u31u§§u33|). En effet, nous avons ]u11u%§u13| < |u31u§£‘u33\, et donc par |c12| = |c2| et |c11013] =
|c31¢33| nous en concluons que |v13v%§v11\ < |033U§%031|. Ce Cas est donc symétrique aux Ca 6,
7,8,9,10, 11 et 12, 13 et 14. et il suffit de considérer le méme cheminement en échangeant le
role des mots u;j avec celui des mots v pour tout i, j € [1,3] et j=3-1 O

5.5.4 Discussion sur la condition nécessaire

Nous avons prouvé que les propriétés (G0) et (G1) sont des conditions suffisantes a 1'infinité
de la norme d’un M2C. Nous ne savons pas si elles sont aussi une condition nécessaire, et dans
cette section nous allons discuter des différentes idées de preuves pour la conjecture suivante :

Conjecture 5.5.15

Soit T = (A, A) un M2C émondé. Si T a une norme infinie alors il satisfait 'une des
propriétés (G0) ou (G1).

Nous allons étudier deux cheminements inspirés de deux résultats existants : celui présenté
dans les Sections 5.1 et 5.2, et celui présenté dans la Section 5.3. Le premier, utilisé par Andreas
Weber et Helmut Seidl, est basé sur une décomposition des calculs acceptants des automates
en utilisant une notion de composante connexe. Le deuxiéme proposé par Rodrigo de Souza et
Jacques Sakarovitch quelques années plus tard utilise des notions de délais. Nous allons mon-
trer dans les sous-sections suivantes comment nous avons essayé d’adapter ces deux approches
aux transducteurs mot-vers-contexte.

Décomposition des calculs acceptants Dans le Lemme 5.1.8 de la Section 5.1 nous avons pré-
senté une maniere de décomposer les calculs acceptants d’un transducteur fini en utilisant des
composantes connexes. Un transducteur mot-vers-contexte étant aussi basé sur un automate
fini, il est possible d’appliquer cette décomposition de maniere identique. Il nous faut ensuite
adapter les Lemmes 5.1.9 et 5.1.10 permettant de borner le nombre de sorties aux M2C. Il existe
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une différence majeure entre ce modéle et les TF : un M2C produit des contextes, et un TF des
mots. Pour tous mots u et v, si u est différent de v alors pour tout mot w, uw et vw seront aussi
différents. Cette propriété n’est pas satisfaite dans le cas des contextes. Nous pouvons avoir
deux contextes ¢ et ¢’ différents et un mot w tel que c[w] est égal a ¢'[w]. C’est la raison pour
laquelle nous devons considérer la fin du calcul pour les propriétés (G0) et (G1) et pas pour
les propriétés (W1) et (W2). Nous devons donc prendre en compte cette différence pour adap-
ter les Lemmes 5.1.9 et 5.1.10. Comme pour les TF, nous devons introduire une notation pour
raisonner sur les sorties.

Définition 5.5.16

Soit T = (A, A) un M2C sur I'alphabet X vers ¥’ avec A = (Q, I, F, d). Pour tout p,q € Q
et u,v € X¥* nous appelons T} 4(u,v) et T,(u) les ensembles et nor, ,(u, v) et nor,(u) les
entiers définis comme suit :

v, &

Tpq(u,v) = {cc'[e] e Z* | p%*q—> qs € Calyo(A), q5 € F}

Tp(u) = ) (Typ(a,€))
p'eQ
norp,q(u,v) = #Tp 4(u,0)
nory(u) = #Ty(u,€)

Notons que la définition de nor differe de celle utilisée pour les TF car nous devons ici
prendre en compte la fin du calcul. Nous adaptons maintenant le Lemme 5.1.9 aux transduc-
teurs mot-vers-contexte, en utilisant les définitions que nous venons de décrire :

Lemme 5.5.17

Soit T = (A, A) un M2C sur l'alphabet X ne satisfaisant pas (G0) avec A = (Q, I, F, )
Pour tous états p,q € Q et mots u,v € L* tels que g € Qp nous avons nory4(u,v) <

nory(v).

La preuve de ce lemme est presque identique a celle du Lemme 5.1.9. Premierement comme
p et g sont dans la méme composante connexe, nous pouvons en déduire qu’il existe un calcul

g~%*p € Caly(A). Nous supposons maintenant que norp (1, v) > nory(v). Il existe donc trois

calculs p=L*g, p=2*g € Cal,(A), qi*qf € Caly(A) avec cicle] # cocle] et gf € F. Nous
pouvons en conclure que T satisfait (G0) car (c3c1)(c3cr)c[e] # (c3c1)(c3c2)cle], ce qui est en
contradiction avec ’hypothese de départ. Ce lemme implique que le nombre de mots produits
entre deux états dans la méme composante connexe est borné par le nombre de mots produits
par la suite.

L’étape suivante consiste a adapter le Lemme 5.1.10, mais nous ne sommes pas parvenus a
le faire pour l'instant. Nous présentons donc une conjecture et discutons de sa démonstration.
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Conjecture 5.5.18

Soit T = (A, A) un M2C sur l'alphabet X ne satisfaisant pas (G0) et (G1) avec A =
(Q, L F,6). Il existe un polyndme P tel que pour tout u,v € X* et B < Q avec

ulc

1) VpeB,3ge B,dp — g e Cal, (A
P q P q

2) Vge B,dpe B,13 —>u|c e Cal, (A
q p P q

3) VpeB,dgreF,3 e, e Cal,(A),
p qr p qr

4

4

. 92P(14D

nous avons : nor 4(u,v) < nory(v) pour tout p, g € B.

Nous expliquons a présent pourquoi nous ne sommes pas parvenus pour l'instant a dé-
montrer cette conjecture. Nous commencons tout d’abord par extraire des calculs de B, comme
nous 'avons fait dans le début de la démonstration du Lemme 5.1.10. Il existe donc des entiers
i,j € N et des états p1, p2 € Bet gy, q} € F tels que :

ui i+l ey
SCm=p1r—PpP1

”i|02

© M2 =Pp1 > p
, wlcs

° 1, =49 > p2

Wit e,

OM=p2—P2
vle
oM =p2—45
Il est ensuite possible de définir la fonction noyau de la méme maniere que pour les TF.

Nous considérons maintenant les calculs extraits de B, et supposons qu’il existe deux calculs

q:p e, q,7 :p Hles, g € Cal,(A). En utilisant des techniques de combinatoire, nous pensons

qu'il est possible de montrer que si 11 = (i1, 121115, 3) et o = (171, 1121'175, 173) ont le méme
noyau alors cacscac[e] = caceesc[e]. Intuitivement, comme (GO0) et (G1) ne sont pas satisfaits les
contextes produits par les boucles supprimées sont conjugués avec sortie(172715).

Nous ne sommes cependant pas parvenus a déduire de 1'égalité cacscacle] = cacscac|e]

v|c! . A
que pour tout calcul ' = g ki q} si 711 et 71 ont le méme noyau alors alors nous avons

csc'[e] = cec[€].

Utilisation de délais Nous considérons la technique utilisée dans [SAS08].

Pour suivre ce cheminement, nous devons définir en premier une notion de délais pour
contextes. Un solution simple est d’avoir un délai pour le mot de gauche, et un délai pour
le mot de droite. Plus formellement, étant donnés ¢ = (u,v) et ¢’ = (u’,v’) deux contextes
de X* x X*, le délai entre c et ¢’ est I'élément de Hy x Hy dénoté par delai(c/,c) et défini par
(delai(u, u"), delai(d,7")) avec ¥ le miroir du mot v et 7’ le miroir du mot v’. Nous devons consi-
dérer les miroirs de v et v car lorsque deux contextes sont concaténés, le deuxiéme est ajouté
au milieu du premier. Par exemple, le délai entre les contextes (a,aa) et (aa, a) est ((€,a), (a,€)).

Nous devons ensuite définir une notion de taille de délai. Dans le cas des délais de mots, la
notion naturelle de taille de délais est égale a la différence entre les tailles des deux mots ayant
générés le délai. Dans le cas des contextes de délais, nous pourrions dire que la taille d"un délai
((u,v),(u',v")) est égal a | |u| — |v| + [u’'| — |v'] |. Par exemple le délai ((€,a), (a,€)) aurait une

160



taille de 0, ceci correspondant bien avec la différence de taille entre les contextes (a, aa) et (aa, a).
Etant donnés deux calculs p et o’ d"un M2C nous pouvons ensuite définir le décalage (o, o’ de
la méme maniére que pour les TF en utilisant cette notion de taille.

L'étape suivante consiste a appliquer la procédure separey(T) afin de construire un trans-
ducteur ot1 les sorties produites sur un méme mot d’entrée ont un décalage supérieur a N. Pour
cela nous devons stocker dans I'état les délais avec une taille de N ou moins. Nous ne pouvons
pas faire cela dans le cas des délais de contexte, car nous avons un nombre infini de délais avec
une taille inférieure & N. Par exemple, pour tout i € IN les délais ((a’,€), (¢,a')) sont tous de
taille 0.

Si nous souhaitons appliquer le cheminement de Rodrigo de Souza et Jacques Sakarovitch
nous devons donc trouver une notion de délai permettant d’exprimer la complexité des sorties.
L'un des chemins possibles serait de considérer les boucles empruntées par les calculs : quand
un délai est long, cela implique que les calculs sous-jacents empruntent des boucles, et les
sorties sont composées de motifs se répétant. Il semble donc possible de définir une notion
de taille de délai en prenant en compte ces boucles. Nous ne sommes cependant pas encore
parvenus a prouver le résultat souhaité en utilisant cette idée.
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Conclusion

Dans ce manuscrit, nous avons présenté plusieurs résultats liés a I’étude des automates a
pile visible.

Contributions

Tout d’abord, nous avons présenté une nouvelle notion d’émondage pour les automates
a pile visible et un algorithme pour émonder un automate arbitraire de ce modéle en temps
polynomial. Cette procédure se décompose en plusieurs parties, la réduction, la co-réduction,
indépendamment utilisables afin de simplement réduire ou co-réduire un APV. Nous avons
ensuite donné une procédure de complexité exponentielle qui, étant donné un automate a pile
visible, construit un automate équivalent a la fois émondé et déterministe. Nous avons démon-
tré également que cette complexité exponentielle est optimale. Nous avons ensuite étendu nos
différentes constructions d’émondage aux automates a pile visible a cofits.

Dans un deuxiéme temps, nous nous sommes intéressés aux automates a pile visible a cofits,
et avons considéré deux semi-anneaux, celui des entiers naturels et le semi-anneau Max-plus.
Nous avons défini des propriétés caractérisant le cotit infini, et des algorithmes s’exécutant en
temps polynomial pour décider ce probleme. Dans le cas des entiers, nous avons aussi prouvé
que décider si le cotit d'un automate a pile visible a cofit est inférieur a un entier donné en
entrée est EXPTIME-complet, et peut-étre décidé en temps polynomial si I’entier est fixé.

Enfin, nous avons étudié le probleme de la norme infinie pour la classe des transducteurs
a pile visible linéaires. Nous avons présenté deux propriétés (GO0) et (G1), et avons montré que
si elles sont présentes alors la norme du transducteur est infinie. Puis nous avons traité de
pistes potentielles se basant sur les résultats des transducteurs finis et d’arbres pour montrer
I'implication réciproque.

Perspectives

Le Chapitre 5 présente un résultat inachevé et plusieurs conjectures concernant 1'infinité
de la norme d’un transducteur a pile visible linéaire. L'une des perspectives immédiates de
ce manuscrit est de montrer que ce résultat est correct, puis en déduire un algorithme pour
décider si la norme d’un tel transducteur est infinie.

Il serait ensuite intéressant d’étendre les propriétés (G0) et (G1) aux transducteurs a pile
visibles généraux, et montrer qu’elles caractérisent aussi leur norme infinie. Cela passerait pro-
bablement par l'introduction d'une troisieme propriété permettant de maitriser a la fois la ver-
ticalité et 1’horizontalité induite par la pile. Cette propriété s’inspirerait de la caractérisation
proposée par Helmut Seidl concernant les transducteurs d’arbres.

Ce n’est cependant qu’'un premier pas vers 1'étude des transducteurs a pile visible. Comme
montré dans [FRR*10] nous savons déja résoudre les problemes de la k-norme et de la fonc-
tionnalité. Les méthodes utilisées pour montrer la décidabilité de la norme finie pourraient
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peut-étre ensuite étre utilisées pour décomposer un transducteur avec une norme de k en k
transducteurs fonctionnels, et dont la transformation définie par l'union est égale a celle du
transducteur original. En effet, Rodrigo de Souza et Jacques Sakarovitch utilisent dans [SdS08]
des délais pour montrer ce résultat, et nous pourrions peut-étre faire la méme chose dans notre
cas. Dans le cas des transducteurs finis ce résultat permet de montrer que I'équivalence entre
deux transducteurs finis de norme bornée est décidable. Nous pourrions probablement obte-
nir un résultat similaire pour les transducteurs a pile visible. Enfin, toujours dans le cas des
transducteurs finis, il existe une propriété des transducteurs fonctionnels utilisant des délais
caractérisant ceux déterminisables, présentée par exemple dans [BCPS03]. Encore une fois si
nous étions capable de définir une notion de délais sur des contextes de mots, nous pourrions
probablement adapter ce résultat aux transducteurs a pile visible.
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