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Résumé

L’étude des automates est un sujet fondamental de l’informatique. Ce modèle apporte des
solutions pratiques à divers problèmes en compilation et en vérification notamment. Dans ce
travail nous proposons l’extension aux automates à pile visible de résultats existants pour les
automates.

Nous proposons une définition d’automate à pile visible émondé et donnons un algorithme
s’exécutant en temps polynomial émondant un automate en préservant son langage. Nous don-
nons aussi un algorithme de complexité exponentielle qui, pour un automate à pile visible
donné, construit un automate équivalent à la fois émondé et déterministe. Cette complexité
exponentielle se révèle optimale.

Étant donné un automate à pile visible, nous pouvons associer à ses transitions des coûts
pris dans un semi-anneau S . L’automate associe ainsi un mot d’entrée à un élément de S .
Le coût d’un automate est le supremum des coûts associés aux mots d’entrée. Pour les semi-
anneaux des entiers naturels et Max-plus, nous donnons des caractérisations et des algorithmes
polynomiaux pour décider si le coût d’un automate est fini. Puis, nous étudions pour les entiers
naturels la complexité du problème de la majoration du coût par un entier k.

Les transducteurs à pile visibles produisent des sorties sur chaque mot accepté. Un pro-
blème classique est de décider s’il existe une borne sur le nombre de sorties de chaque mot
accepté. Pour une sous-classe des transducteurs à pile visible, nous proposons des propriétés
caractérisant les instances positives de ce problème. Nous montrons leur nécessité et discutons
d’approches possibles afin de montrer leur suffisance.

Abstract

The study of automata is a central subject of computer science. This model provides prac-
tical solutions to several problems including compilation and verification. In this work we ex-
tend existing results of automata to visibly pushdown automata.

We give a definition of trimmed visibly pushdown automata and a polynomial time algo-
rithm to trim an automata while preserving its language. We also provide an exponential time
algorithm which, given a visibly pushdown automaton, produces an equivalent automaton,
both deterministic and trimmed. We prove the optimality of the complexity.

Given a visibly pushdown automaton, we can equip its transitions with a cost taken from a
semiring S , and thus associate each input word to an element of S . The cost of the automaton
is the supremum of the input words cost. For the semiring of natural integers and Max-plus,
we give characterisations and polynomial time algorithms to decide if the cost of a visibly
pushdown automaton is finite. Then in the case of natural integers we study the complexity of
deciding if the cost is bounded by a given integer k.

Visibly pushdown transducers produce output on each accepted word. A classical problem
is to decide if there exists a bound on the number of outputs of each accepted word. In the
case of a subclass of visibly pushdown transducers, we give properties characterizing positive
instances of this problem. We show their necessity and discuss of possible approaches to prove
their sufficiency.
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Introduction

Automates

Les automates finis constituent un modèle théorique depuis longtemps traité. Ses propriétés
sont bien connues, et son étude constitue un classique de l’informatique théorique. Il permet de
modéliser de nombreux problèmes, comme par exemple en model-checking où l’on souhaite
vérifier qu’un programme correspond à une spécification ([CGP01]).

Les automates finis sont un modèle d’automate définissant la famille des langages réguliers
et possédant, comme son nom l’indique, une mémoire finie. Ce modèle est étudié depuis long-
temps et la recherche sur le sujet a été initiée dans les années 1950 par Stephen Cole Kleene
dans [Kle56] et par Michael Oser Rabin et Dana Scott dans [RS59]. Il est de plus intéressant
car il possède de bonnes propriétés de clôtures et de décidabilité. Nous pouvons par exemple
citer l’union, l’intersection , le complémentaire ou la concaténation pour les propriétés de clô-
ture et le test du vide, l’inclusion ou l’appartenance d’un mot pour les propriétés décidables
([HMU03]).

Les automates finis ont été étendus plus tard aux automates à pile par Noam Chomsky
dans [Cho62] et aux automates d’arbres par John Doner dans [Don65] et par James W. Thatcher
dans [Tha65] . Le premier modèle se différencie des automates finis par le le fait qu’il ne lit
pas des mots, mais des arbres. Les arbres sont très utilisés pour modéliser des données repré-
sentées de manière arborescente, comme des fichiers XML ou JSON ([Sch07]). Par exemple, le
document XML <xml><a></a><b></b></xml> est un arbre enraciné dans <xml></xml> et avec
des feuilles <a></a> et <b></b>. Les automates à pile, quant à eux, étendent les automates finis
à l’aide d’une pile, celle-ci permettant d’augmenter la puissance d’expressivité du modèle. Un
automate à pile est donc capable d’exprimer des langages non reconnus par un automate fini.
Nous pouvons par exemple citer le langage anbn où n est un entier naturel. Cependant ce mo-
dèle est plus complexe, et même s’il préserve certaines propriétés de clôture et de décidabilité
des automates finis comme l’union ou la concaténation, de nombreuses autres ne fonctionnent
plus, comme par exemple l’intersection ou le complémentaire ([HMU03]).

Dans ce manuscrit nous allons étudier un modèle plus récent, celui des automates à pile
visibles. Il a été présenté par Rajeev Alur et Parthasarathy Madhusudan dans [AM04], dans le
but de fournir à la fois une alternative aux automates d’arbres et une sous-classe des automates
à pile possédant de nombreuses propriétés décidables.

Les automates à pile visible reconnaissent des mots imbriqués, c’est à dire des mots sur
une structure arborescente. Par exemple, un fichier XML est un mot imbriqué où les balises ou-
vrantes et fermantes représentent la structure imbriquée. Le rapport avec les automates d’arbre
devient alors évident : un mot imbriqué peut-être vu comme un arbre avec une arité non-
bornée et réciproquement. A l’aide de cette traduction, nous pouvons montrer que les langages
reconnus par les automates à pile visible et les automates d’arbres sont équivalents. Cepen-
dant l’étude de ce modèle reste intéressante car il propose une vision différente des automates
d’arbres. En effet, un automate à pile visible ne lit pas simultanément l’ouvrant et le fermant
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correspondant comme le fait un automate d’arbre. Il lit les lettres uniquement quand il en a be-
soin, ceci permettant une lecture en streaming d’un mot, contrairement aux automates d’arbres
qui ont besoin de plus d’informations avant de pouvoir entamer la lecture. D’un point de vue
pratique, nous pourrions comparer les automates à pile visible à l’API SAX([MB02]), et les au-
tomates d’arbres à l’API DOM ([HWW]). Elles permettent de lire et de traiter un fichier XML
toutes les deux, mais d’un point de vue différent : la première propose une approche événe-
mentielle compatible avec une lecture en streaming, alors que la deuxième stocke tout l’arbre
en mémoire avant de l’analyser.

Un automate à pile possède une mémoire supplémentaire et peut empiler ou dépiler des
symboles de manière arbitraire, mais ce n’est pas le cas des automates à pile visible. Ce modèle
définit un ensemble de lettres ouvrantes ou fermantes, à la manière d’un fichier XML avec ses
balises ouvrantes ou fermantes. Les actions sur la pile sont restreintes par le type de lettre lu,
et il n’est donc pas possible d’empiler et de dépiler sur la même lettre. Cette simple restriction
nous assure que le modèle possède de bonnes propriétés de clôture, comme pour les auto-
mates finis. Par exemple, il est possible de construire l’intersection et le complément de deux
automates à pile visible, contrairement aux automates à pile classiques.

Automates à coûts et transducteurs

Tous ces modèles permettent de définir des langages. Il est possible de les étendre en ajou-
tant une notion de sortie d’automate, par exemple un entier ou un mot. On parle alors d’auto-
mate à coût dans le premier cas et de transducteur dans le second.

Un automate à coût est un automate muni d’un semi-anneau, dans lequel un élément de
ce semi-anneau équipe chaque transition. Il est alors possible de calculer le coût d’un mot en
utilisant les opérateurs du semi-anneau. La théorie des automates finis à coûts a été introduite
par Marcel-Paul Schützenberger dans [Sch61], et permet de modéliser des problèmes quantita-
tifs. Elle a été étendue aux automates d’arbres par Jean Berstel et Christophe Reutenauer dans
[BR82].

Comme pour les automates finis, les automates à pile visible s’étendent tout aussi natu-
rellement aux automates à pile visible à coûts. Ce modèle est équivalent à celui des automates
d’arbres à coûts, comme dans le cas des automates sans sorties. Ils apportent ainsi une approche
streaming absente des automates d’arbres à coûts.

Les transducteurs produisent un mot ou un arbre sur chaque transition, et peuvent donc
se voir comme une machine reconnaissant une relation. A chaque entrée lue, une ou plusieurs
sorties peuvent être produites. La théorie des transducteurs finis à été introduite par Seymour
Ginsburg dans [Gin66], et a été étendue aux automates d’arbres par William C. Rounds dans
[Rou68]. L’intérêt d’un tel modèle est évident en pratique, car il est naturel de vouloir réaliser
des modifications sur une entrée. Nous pouvons par exemple citer XSLT ([Ama14]), une tech-
nologie réalisant la transformation de fichiers XML. De nombreux problèmes ont été étudiés
par le passé sur ces deux modèles. Citons par exemple les problèmes de la fonctionnalité et de
l’équivalence, le deuxième n’étant pas décidable dans le cas général. Pour les deux modèles,
une sous-classe décidable est celle des k-normés ([Web93]), c’est à dire les transducteurs pour
lesquels chaque mot d’entrée produit au plus k sorties, cette propriété étant aussi décidable
([Web90]).

Les automates à pile visible sont au croisement des automates à pile et des automates
d’arbres. Ce n’est pas le cas des transducteurs. En effet, ce modèle introduit par Frédéric Servais
dans [Ser11] possède une expressivité particulière incomparable avec celle des transducteurs
d’arbres. Par exemple, un transducteur d’arbre peut copier ou échanger des sous-arbres de son
entrée, ce que la lecture en streaming des automates à pile visible empêche. Inversement un
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transducteur à pile visible peut aplatir son entrée, c’est à dire supprimer les ouvrants et les fer-
mants, et peut même produire autre chose qu’un arbre, ce qu’un transducteur d’arbre ne peut
pas faire. Pour ces raisons, les transformations produites sont différentes, et nous ne ne pou-
vons donc pas appliquer directement les résultats des transducteurs d’arbres aux transducteurs
à pile visible, même s’ils représentent une bonne piste de réflexion.

Contribution

Dans ce manuscrit nous allons traiter plusieurs questions.

Émonder un automate à pile visible Tout d’abord, nous allons simplement considérer les
automates à pile visible et le problème de l’émondage. Un automate fini est émondé si tout état
peut-être traversé par un calcul acceptant, c’est à dire commençant par un état initial et finissant
par un état final. Les intérêts d’un automate émondé sont multiples. Tout d’abord, tout calcul
peut toujours être continué, il n’existe pas de cul-de-sac. En pratique cela assure un temps de
parcours de l’automate plus faible. De plus, celui-ci est plus petit en mémoire. Nous allons
présenter une définition d’automate à pile visible émondé, et montrer qu’il est possible d’en
construire un en temps polynomial à partir d’un automate à pile visible arbitraire, ceci en pré-
servant le langage. Nous traiterons ensuite du cas des automates à pile visible déterministes,
et nous montrerons qu’il n’existe pas de méthode pour émonder un automate à pile visible
déterministe en temps polynomial tout en préservant ce déterminisme. En revanche nous pré-
senterons un algorithme pour déterminiser et émonder en même temps, en temps exponentiel.
Enfin, nous étendrons nos résultats aux automates à pile visible à coût et aux transducteurs.

Finitude et K-borne des automates à pile visible à coûts Nous traiterons ensuite deux pro-
blèmes des automates à pile visible à coûts. Nous n’allons considérer que des semi-anneaux
basés sur l’ensemble des entiers naturels.

Étant donné un automate à pile visible à coûts S, existe-t-il un entier k tel que les coûts de tous
les mots acceptés par S sont inférieurs à k ?

Étant donnés un entier k et un automate à pile visible à coûts S, existe-t-il un mot accepté avec
un coût supérieur à k ?

Nous allons voir que ces problèmes ont déjà étudiés dans les cas des automates finis, et
nous allons proposer deux algorithmes pour décider ces deux problèmes dans le cas du semi-
anneau des entiers naturels muni du produit et de la somme, le premier en temps polynomial
et le deuxième en temps exponentiel. Nous prouverons aussi que le deuxième problème est
EXPTIME-difficile, et que si k et fixé non pas donné en entrée alors il peut-être être résolu en
temps polynomial.

Nous parlerons aussi du premier problème dans le cas du semi-anneau Max-plus, c’est à
dire du semi-anneau des entiers naturels muni des opérateurs max et de l’addition, ceci en
utilisant les résultats existants pour les automates d’arbres à coûts.

Finitude des transducteurs à pile visible Enfin, nous traiterons du problème suivant des
transducteurs à pile visible :

Étant donné un transducteur à pile visible T, existe-t-il un entier k tel que chaque entrée de T à
au plus k sorties ?
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Nous ne savons pas entièrement résoudre ce problème, mais nous présenterons l’état de
l’art et des idées pour étendre ces résultats à une sous-classe des transducteurs à pile visible, les
transducteurs à pile visible linéaires. Afin de caractériser les transducteurs satisfaisant l’énoncé
ci-dessus, nous allons introduire deux propriétés. Nous démontrerons qu’elles sont nécessaires,
et expliquerons pourquoi nous pensons qu’elles sont aussi suffisantes.

Organisation du manuscrit

Ce manuscrit se divise en cinq chapitres.
Le premier Chapitre présentera de manière non-exhaustive les modèles d’automates uti-

lisés, c’est à dire les automates finis, les automates d’arbres et les automates à pile visible.
Ensuite, nous définirons plusieurs propriétés des automates à pile visible que nous utiliserons
dans le manuscrit.

Dans le Chapitre 2, nous présenterons les modèles d’automates à coûts et de transducteurs
que nous utiliserons par la suite. Puis nous traiterons des équivalences entre les automates à
pile visibles et les automates d’arbres, que nous étendrons aux transducteurs et aux automates
à coûts.

Au Chapitre 3 nous présenterons une définition d’émondage pour les automates à pile vi-
sible. Nous commencerons par faire un état de l’art sur les différents modèles que nous avons
définis, puis nous présenterons nos algorithmes pour émonder un automate à pile visible. En-
suite nous traiterons le cas des automates à pile visible déterministes, des automates à pile
visible à coûts et des transducteurs.

Les automates à pile visible à coûts seront abordés dans le Chapitre 4. Comme pour le
chapitre précédent nous allons commencer par un état de l’art. Nous présenterons ensuite dans
un premier temps nos algorithmes pour décider des deux problèmes présentés dans le cas du
semi-anneau des entiers naturels muni du produit et de la somme, puis dans un second temps
nous traiterons du premier problème présenté dans le cas du semi-anneau Max-plus.

Enfin, au chapitre 5, nous parlerons de transducteurs à pile visible. Encore une fois, nous
commencerons par un état de l’art, puis nous présenterons la sous-classe des transducteurs
à pile visible linéaires. Pour cette sous-classe nous donnerons un ensemble de propriétés que
nous pensons caractériser le problème présenté. Nous montrerons alors dans un premier temps
que ces propriétés sont nécessaires, puis dans un second temps nous introduirons nos idées
basées sur des résultats existants quant à leur suffisance.
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Chapitre 1

Définitions

Dans ce premier chapitre nous allons présenter diverses notions utilisées par la suite. Nous
allons discuter de plusieurs modèles classiques, les automates finis et les automates d’arbres,
puis nous parlerons ensuite d’un modèle plus récent, celui des automates à pile visible. Les
deux premiers modèles nous serviront principalement pour étudier les résultats déjà existants
et les comparer à nos solutions, et le dernier modèle est celui que nous traiterons le plus en
détail. Dans ce but nous présenterons à la fin de ce chapitre quelques résultats simples et que
nous utiliserons tout le long du manuscrit.

Plan du chapitre Premièrement dans la Section 1.1, nous allons introduire quelques notions
préliminaires. Nous donnons les définitions de mots et d’arbres dans la Section 1.2. Dans la
Section 1.3 nous présenterons les modèles d’automates finis et d’arbres utilisés ainsi que les
différentes propriétés liées à ces modèles. Enfin, nous prouverons les automates à pile visible
et plusieurs résultats sur ses propriétés basiques à la Section 1.4.2

1.1 Quelques notions mathématiques

Avant de présenter les modèles d’automates utilisés nous allons discuter des notations ba-
siques que nous utiliserons par la suite.

Ensemble Nous appelons N l’ensemble des entiers naturels et pour n P N nous appelons
Nąn l’ensemble Nzt0, . . . , nu. Étant donnés deux entiers n, n1 P N, nous notons rn, n1s l’en-
semble ti | n ď i ď n1u.

Soit E un ensemble fini, nous notons par #E la cardinalité de E. Soient E1, E2 . . . En avec
n P N des ensembles, nous notons par E1 ˆ E2 ˆ . . . ˆ En l’ensemble des n-uplet sur E1, E2, . . . ,
En. Nous appellerons un 2-uplet un couple. De plus si pour tout i, j P r1, ns nous avons Ei “ Ej
alors nous écrivons E1 ˆ E2 ˆ . . . ˆ En sous la forme En

1 . Soit pe1, e2, . . . , enq P E1 ˆ E2 ˆ . . . ˆ En

un n-uplet, nous définissons la projection πipe1, e2, . . . , enq avec i P r1, ns comme l’élément ei.

Séquence Soit E un ensemble, nous notons E˚ l’ensemble des séquences finies sur E. Soit
n P N un entier. La séquence s “ pe1, e2, . . . , enq P E˚ peut être aussi écrite e1e2 . . . en ou e1 ¨ e2 ¨
. . . ¨ en si le contexte le permet. Nous appelons ǫ la séquence vide. Étant donnée une deuxième
séquence s1 “ pe1

1, e1
2, . . . , e1

n1q P E˚ avec n1 P N nous définissons ss1 ou s ¨ s’ comme étant la
concaténation de s et s1, c’est à dire ss1 “ pe1, e2, . . . , en, e1

1, e1
2, . . . , e1

n1q. Soit ! un ordre total sur
les éléments de E. Nous définissons l’extension lexicographique sur E˚ de ! de la manière
suivante. Nous avons s ĺ s1 si et seulement si :
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˝ il existe i P r1, minptn, n1uqs tel que e1 “ e1
1, . . . , ei´1 “ e1

i´1, ei ‰ e1
i et ei ! e1

i, ou

˝ n ă n1 et pour tout i P r1, ns nous avons ei “ e1
i.

Matrice Étant donnés trois ensembles E1, E2 et V tels que E1 et E2 sont finis, nous appelons
VE1,E2 l’ensemble des matrices où les lignes sont indexées par les éléments de E1, les colonnes
sont indexées par les éléments de E2 et chaque valeur de la matrice est un élément de V. Pour
tout e1 P E1, e2 P E2 et M P VE1,E2 , nous appelons Mpe1, e2q la valeur v P V à la ligne e1 et à la
colonne e2 de M. Si #E2 “ 1 alors VE1,E2 est un ensemble de vecteurs et se réécrit VE1 et pour
tout e1 P E1, e2 P E2 et M P VE1,E2 , Mpe1, e2q se réécrit Mpe1q.

Monoïde Un monoïde M est une structure algébrique pE, b, 1q avec E un ensemble, b : E2 Ñ
E une opération et 1 P E tels que :

˝ Pour tout x, y, z de E, x b py b zq “ px b yq b z (associativité), et

˝ Pour tout x de E, x b 1 “ 1 b x “ x (1 est neutre).

De plus, Nous dirons que M est un monoïde commutatif si pour tout x, y de E, x b y “ y b x.

Semi-anneau Un semi-anneau S est une structure algébrique pE, ‘, b, 0, 1q avec E un en-
semble, ‘ : E2 Ñ E et b : E2 Ñ E des opérations et 0, 1 P E tels que :

˝ pE, ‘, 0q est un monoïde commutatif,

˝ pE, b, 1q est un monoïde,

˝ Pour tout x, y, z P E, x b py ‘ zq “ px b yq ‘ px b zq (distributivité à gauche),

˝ Pour tout x, y, z P E, px ‘ yq b z “ px b zq ‘ py b zq (distributivité à droite), et

˝ Pour tout x P E, x b 0 “ 0 b x “ 0 (0 est absorbant).

Nous appelons S un semi-anneau commutatif si pE, b, 1q est un monoïde commutatif.

1.2 Mots et arbres

Les automates sont des objets mathématiques reconnaissant des langages. Dans cette sec-
tion nous allons présenter les notions de langages de mots et d’arbres, reconnus respectivement
par les automates finis et les automates d’arbres. Nous allons aussi présenter plusieurs sous-
classes de langages de mots utilisés par les automates à pile visible, ainsi que des notions de
contextes de mots ou d’arbres.

1.2.1 Mots

Alphabet Soit Σ un ensemble fini, que nous appelons un alphabet. Les éléments de Σ sont
appelés lettres. Les séquences finies de Σ

˚ sont appelées mots. Un sous-ensemble L de Σ
˚ est

appelé langage. Toutes les opérations sur les séquences se reportent naturellement sur les mots.
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Taille d’un mot Soient a P Σ une lettre et w P Σ
˚ un mot. Nous notons |w|a la longueur de w

en a, formellement définie par :

|w|a “

$

&

%

0 si w “ ǫ,
1 ` |w1|a si w “ aw1 avec w1 P Σ

˚,
0 ` |w1|a si w “ bw1 avec w1 P Σ

˚, b P Σ et a ‰ b.

Nous notons |w| la longueur de w, c’est à dire :

|w| “
ÿ

aPΣ

|w|a

Soient n P N un entier et w “ a1 . . . an P Σ
˚ un mot. Soient i, j P r1, ns deux entiers tels que

i ď j. Nous notons wpi, jq le sous-mot ai . . . aj´1. Si i ` 1 “ j alors wpi, jq peut-être réécrit wpiq, et
si j “ |u| ` 1 alors wpi, jq peut-être réécrit wpi . . .q. Notez que si i “ j alors wpi, jq “ ǫ.

Alphabet structuré Soit ∆ un alphabet. ∆ est appelé alphabet structuré s’il existe trois alphabets
∆c, ∆r et ∆ι tels que ∆ est l’union disjointe de ∆c, ∆r et ∆ι. Une lettre de ∆c est appelée un
ouvrant, de ∆r un fermant et de ∆ι un interne. L’ensemble des mots bien imbriqués ∆

˚
bi est le

plus petit sous-ensemble de ∆
˚ tel que :

˝ ǫ P ∆
˚
bi,

˝ Pour tout a P ∆ι et tout w P ∆
˚
bi, nous avons aw P ∆

˚
bi,

˝ Pour tout c P ∆c, tout r P ∆r et w, w1 P ∆
˚
bi nous avons cwrw1 P ∆

˚
bi

Un mot bien imbriqué est un mot sur lequel l’alphabet induit une notion de correspondance.
Typiquement, un tel mot devrait faire correspondre une lettre de ∆c à une lettre de ∆r, et nous
appelons ceci une correspondance. Soit w “ w1cww2rw3 P ∆

˚
bi avec c P ∆c, r P ∆r et w1, w2, w3 P

∆
˚
bi. Nous disons que c correspond avec r. Si c ne correspond avec aucune lettre, alors c est sans

correspondance, il en va de même pour r. De plus, nous appelons r le fermant de c et c l’ouvrant
de r.

Exemple 1.2.1

Soient ∆ un alphabet structuré et w “ c1ar1c2c3br3c4r4r3r2 P ∆
˚
bi avec c1, c2, c3, c4 P ∆c,

r1, r2, r3, r4 P ∆r et a, b P ∆ι. La lettre ci correspond avec ri pour i P r1, 4s. Notez que
comme w P ∆

˚
bi chaque lettre de Σc possède un fermant, et chaque lettre de Σr possède

un ouvrant. De plus w n’est pas linéaire, car il contient des lettres de ∆c après la lettre
r1.

L’ensemble des mots linéaires ∆
˚
lin est le plus petit sous-ensemble de ∆

˚ tel que :

˝ ∆
˚
ι Ď ∆

˚
lin,

˝ Pour tout c P ∆c, r P ∆r, u, v P ∆
˚
ι et tout w P ∆

˚
lin, nous avons ucwrv P ∆

˚
lin.

Notez que nous avons ∆
˚
lin Ă ∆

˚
bi. Un mot linéaire ne peut plus contenir de lettre de ∆c une fois

une lettre de ∆r rencontrée dans un parcours de gauche à droite.
Soit u P ∆

˚
bi un mot bien imbriqué. La hauteur du mot u en position i P r1, |u|s est l’entier

hupiq défini par :

hupiq “ #tj P r1, is | upjq est un ouvrant sans correspondance dans up1, iqu
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Contexte de mot Soit Σ un alphabet . Nous définissons un contexte de mot c comme une paire
de mots de Σ

˚ ˆ Σ
˚. Étant donnés deux contextes de mot c “ pu, vq, c1 “ pu1, v1q P Σ

˚ ˆ Σ
˚,

nous appelons cc1 le contexte puu1, v1vq produit par la concaténation de c et c1. Étant donné un
mot w P Σ

˚, nous appelons le mot uwv le produit de la concaténation de c et w, et la dénotons
par crws.

Exemple 1.2.2

Soient c1 et c2 les contextes c1 “ pa, ǫq et c2 “ pǫ, aq. Pour tout n, m P N nous avons
cn

1 cm
2 “ cm

2 cn
1 “ pan, amq. A noter que cn

1 ‰ cn
2 , mais cn

1 rǫs “ cn
2 rǫs.

1.2.2 Arbres

Alphabet gradué Nous appelons alphabet gradué un couple pΣ, arq où Σ est un alphabet et
ar une fonction d’arité ar : Σ Ñ N. Pour toute lettre a de Σ, nous notons arpaq l’arité de a.
L’ensemble des lettres de Σ d’arité r est noté Σr. Nous appelons TΣ le plus petit ensemble tel
que :

˝ Σ0 Ď TΣ,

˝ Si f P Σm et t1, . . . , tm P TΣ alors f pt1, . . . , tmq P TΣ.

Nous appellerons arbre un élément de TΣ. Un sous-ensemble L de TΣ est appelé langage d’arbres.
Il existe aussi des alphabets gradués ne possédant pas d’arité, un symbole pouvant donc ap-
paraître plusieurs fois dans un arbre avec des arités différentes. Un tel arbre possède une arité
non-bornée.

Exemple 1.2.3

Nous considérons l’alphabet gradué pΣ, arq avec f P Σ2 et a, b P Σ0. f pa, f pa, bqq, a,
f pb, bq sont des arbres de TΣ. L’arbre f pa, f pa, bqq est représenté à la Figure 1.1.

f

a f

a b

FIGURE 1.1 – Un arbre f pa, f pa, bqq, avec f P Σ2 et a, b P Σ0.

Positions d’un arbre Soit t “ f pt1, t2, . . . , tmq P TΣ un arbre avec m P N, f P Σm et ti P TΣ pour
tout i P r1, ms. L’ensemble des positions de t, noté posptq, est le sous-ensemble de N˚ (séquences
d’entiers) défini par :

posptq “ tǫu Y ti ¨ r | i P r1, ms, r P posptiqu

16



De plus pour tous r P posptq et t1 P TΣ nous définissons les notations suivantes :

txry “

"

f si r “ ǫ

tixr1y si r “ i ¨ r1 et t “ f pt1, . . . , tmq avec m P N

t|r “

"

t si r “ ǫ

ti|r1 si r “ i ¨ r1 et t “ f pt1, . . . , tmq avec m P N

trr Ð t1s “

"

t1 si r “ ǫ

f pt1, . . . , tirr1 Ð t1s, . . . , tmq si r “ i ¨ r1 et t “ f pt1, . . . , tmq avec m P N

La notation txry renvoie le symbole associé à la position r dans t et t|r renvoie le sous-arbre de t
enraciné en position r. Étant donné un alphabet gradué pΣ, arq et un arbre t P TΣ, nous appelons
racine de t la position ǫ et par feuille les éléments r P posptq tels que txry P Σ0.

Taille d’un arbre Soient f P Σm une lettre avec m P N et t P TΣ un arbre. Nous notons |t| f le
nombre d’occurrences de f dans t, formellement défini par :

|t| f “

#

1 `
ř

iPrms |pt|iq| f si t “ f pt|1, . . . t|mq avec m P N,
0 `

ř

iPrm1s |pt|iq| f si t “ f 1pt|1, . . . t|m1q, avec f 1 P Σm1 et f ‰ f 1.

Enfin nous notons |t| la taille de t, c’est à dire :

|t| “
ÿ

f PΣ

|t| f

Exemple 1.2.4

Soient pΣ, arq un alphabet structuré et t “ gpa, f pa, f pa, aqq, gpa, b, bqq P TΣ un arbre
avec g P Σ3, f P Σ2 et a, b P Σ0. Nous avons :

posptq “ tǫ, 1, 2, 2.1, 2.2, 2.2.1, 2.2.2, 3, 3.1, 3.2, 3.3u

Si n “ 2.2 alors txry “ f et t|n “ f pa, aq. De plus nous avons |t|g “ 2, |t| f “ 2, |t|a “ 5,
|t|b “ 2 et |t| “ |t|g ` |t| f ` |t|a ` |t|b “ 11.

Contexte d’arbre Soit pΣ, arq un alphabet gradué et X un ensemble fini de variables distinctes
de Σ. Nous définissons un contexte d’arbre t comme un arbre sur l’alphabet Σ Y X , et nous
fixons à 0 l’arité des variables de X . Les contextes d’arbre peuvent être vus comme des termes
avec des variables. Afin de mettre en exergue les variables, nous notons TΣYX par TΣpX q.
Nous appelons t sans copies si pour tout x P X nous avons |t|x ď 1, sans pertes si pour tout x P X
nous avons |t|x ą 0 et exact si pour tout x P X nous avons |t|x “ 1. Soit ! une relation d’ordre
total sur les variables de X et ĺ l’extension lexicographique de cet ordre. Nous appelons t sans
échanges si pour toutes positions r, r1 P posptq telles que r ĺ r1 et txry, txr1y P X alors txry ! txr1y.

Étant donnés un contexte d’arbre t P TΣpX q, des variables distinctes deux à deux x1, . . . , xn P
X et des contextes d’arbre t1, . . . , tn P TΣpX q avec n P N, la substitution d’arbres de t1, . . . , tn pour
x1, . . . , xn dans t, que nous dénotons tx1 Ð t1, . . . , xn Ð tnuptq est définie récursivement de la
manière suivante. Soit θ “ tx1 Ð t1, . . . , xn Ð tnu :

θptq “

"

ti si t “ xi avec i P r1, ns,
f pθpt|1q, . . . , θpt|mqq si t “ f pt|1, . . . , t|mq avec m P N et f P Σm.

Enfin étant donné ! une relation d’ordre total sur les variables de X nous notons par
trt1, . . . , tns le contexte d’arbre produit par tx1 Ð t1, . . . , xn Ð tnuptq où x1 ! x2 . . . ! xn.
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Exemple 1.2.5

Nous considérons l’ensemble de variables X “ tx1u et l’alphabet Σ avec f P Σ2 et
a, b P Σ0. Nous notons t1 “ f px1, bq et t2 “ f p f px1, bq, aq deux contextes d’arbres
de TΣpX q. Le contexte f p f p f px1, bq, aq, bq est produit par t1rt2rx1ss, c’est à dire par la
substitution d’arbres de t2 pour x1 dans t1. Ce contexte est représentée à la Figure 1.2.

f

x1 b

«

f

f

x1 b

a

ff

ñ

f

f

f

x1 b

a

b

FIGURE 1.2 – Le contexte t1rt2rx1ss.

Production d’arbres depuis un mot Soit ∆ un alphabet structuré. Nous allons définir une
fonction produisant un arbre à partir d’un mot de ∆

˚
bi. Nous considérons J comme un symbole

spécial distinct de ∆. Nous construisons l’alphabet gradué p∆̃, arq avec :

∆̃ “ tpc, rq | c P ∆c et r P ∆ru Y ∆ι Y tJu

et arppc, rqq “ 2 pour tout c P ∆c et r P ∆r, arpaq “ 1 pour tout a P ∆ι et arpJq “ 0. Nous
définissons la fonction fcns : ∆bi˚ Ñ T

∆̃
de la manière suivante :

fcnspwq “

$

&

%

pc, rqpfcnspuq, fcnspvqq si w “ curv, c P ∆c, r P ∆r et u, v P ∆
˚
bi,

apfcnspvqq si w “ av, a P ∆ι et v P ∆
˚
bi,

J si w “ ǫ.

Intuitivement, fcns produit le codage first-child-next-sibling du mot d’entrée. Ce codage est uti-
lisé pour transformer un arbre dont les nœuds sont d’arité non bornée en un arbre où les nœuds
sont d’arité 2 ou moins. Avec ce codage, le frère d’un nœud de l’arbre est transformé en son se-
cond fils, son premier fils restant le même. Un mot sur un alphabet structuré est un un arbre
d’arité non-bornée, et la construction fcns transforme son entrée en arbre d’arité bornée par 2.

Exemple 1.2.6

Soit ∆ un alphabet structuré tel que ∆c “ tcu, ∆r “ tru et ∆ι “ ta, bu. Nous avons
∆̃ “ tpc, rq, a, b, Ju, arppc, rqq “ 2, arpaq “ 1, arpbq “ 1 et arpJq “ 0. Nous considé-
rons les mots acbr et carcbr. La construction fcns produit les arbres appc, rqpbpJq, Jqq et
pc, rqpapJq, pc, rqpbpJq, Jqq.

Production de mots imbriqués Soit pΣ, arq un alphabet gradué. Nous allons maintenant dé-
finir une fonction produisant un mot à partir d’un arbre de TΣ. Nous définissons l’alphabet
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structuré Σ̂ “ Σ̂c Y Σ̂r Y Σ̂ι comme suit :

Σ̂c “ txa | a P Σu

Σ̂r “ tay | a P Σu

Σ̂ι “ H

Nous présentons maintenant la construction enc : TΣ Ñ Σ̂
˚
bi (encodage) :

encptq “ xa ¨ encpt|1q . . . encpt|mq ¨ ay avec m P N, a P Σm et t “ apt|1, . . . t|mq

Cette construction produit une linéarisation correspondant à un parcours en profondeur de
l’arbre. Il est facile de voir que encptq est un mot bien imbriqué. Vous pouvez noter que pour
tout t P TΣ, t n’est pas égal à fcnspencptqq, et cela même si nous renommons les lettres. Cela vient
du fait que les transformations sont de natures différentes : fcns produit un codage first-child-
next-sibling, changeant la structure de l’arbre. Il aurait été possible de considérer l’inverse de ce
codage pour enc, mais la construction présentée est plus simple et plus naturelle. Par contre,
il n’aurait pas été possible d’adapter enc en préservant la structure de l’arbre, car un mot bien
imbriqué est composé d’une suite d’arbres.

Nous appelons Σ̂
˚
cr l’ensemble des mots w P Σ̂

˚
bi tels que w “ cur avec c P Σ̂c, r P Σ̂r et

u P Σ̂
˚
bi. Pour tout t P TΣ nous avons encptq P Σ̂

˚
cr. Comme Σ̂ι “ H, le mot u peut se décomposer

de la manière suivante :

u “ u1 . . . ul avec l P N et ui P Σ̂
˚
cr pour tout i P r1, ls

Exemple 1.2.7

Soit pΣ, arq un alphabet gradué tel que Σ “ t f , g, a, bu, arp f q “ 2, arpgq “ 1, arpaq “ 0
et arpbq “ 0. Nous avons Σ̂c “ tx f , xg, xa, xbu et Σ̂r “ t f y, gy, ay, byu. Nous considérons
les arbres t “ gp f pa, bqq et t1 “ f pgpaq, gpbqq. La construction enc produit les mots
imbriqués xgx f xaayxbby f ygy et x f xgxaaygyxgxbbygy f y.

1.3 Automates finis et automates d’arbres

Nous allons maintenant présenter plusieurs modèles d’automates. Nous appelons Automate
une machine possédant des états (en nombre fini ou infini) et un ensemble de transitions per-
mettant de se déplacer d’un état à un autre. Chaque transition est étiquetée par une lettre d’un
alphabet d’entrée, ceci définissant le langage de l’automate.

1.3.1 Automates finis

Le modèle d’automates finis (finite state automata ou AF) est un modèle ancien étudié de-
puis longtemps, et très pratique pour modéliser de nombreuses problématiques, par exemple
la vérification de systèmes informatique (voir [Bü60], [Elg61]). Une présentation complète et
exhaustive peut-être trouvée dans [Sak09]. Dans cette section nous fixons les notations et la
sémantique liées aux AF.
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Définition 1.3.1: Automate fini

Soit Σ un alphabet. Un automate fini A sur Σ est un 4-uplet pQ, I, F, δq avec :

˝ Q un ensemble fini d’états,

˝ I Ď Q un ensemble d’états initiaux,

˝ F Ď Q un ensemble d’états finaux,

˝ δ Ď Q ˆ Σ ˆ Q un ensemble fini de transitions.

Pour la suite de la section nous considérons l’ AF A “ pQ, I, F, δq sur l’alphabet Σ. Pour
toute transition τ “ pp, a, qq de δ, nous définissons les fonctions sourcepτq “ p, etiqpτq “ a et
ciblepτq “ q.

Calcul Un calcul de A sur un mot w “ a1 . . . an P Σ
˚ avec n P N, d’un état p de Q à un état

q de Q est une séquence de transitions ρ “ pτ1, . . . , τnq telle que pour tout i P r1, n ´ 1s nous
avons ciblepτiq “ sourcepτi`1q, sourcepτ1q “ p, ciblepτnq “ q et pour tout i P r1, ns nous avons
etiqpτiq “ ai. Si w “ ǫ alors nous avons p “ q. Un calcul est acceptant si p P I et q P F. Nous
pouvons aussi définir ce calcul des deux façons suivantes :

p1
a1ÝÑ p2

a2ÝÑ ¨ ¨ ¨
anÝÑ pn`1 ou p1

a1a2...anÝÝÝÝÝÑ˚ pn`1

A noter qu’il peut y avoir plusieurs calculs correspondants à la deuxième écriture. Nous appe-
lons CalwpAq l’ensemble des calculs de A sur w, et ACalwpAq l’ensemble des calculs acceptants
de A sur w.

Accessibilité Un état q de A est accessible depuis un état p de A s’il existe un mot w P Σ
˚ et

un calcul p w
ÝÑ˚q P CalwpAq . Nous disons aussi que p est co-accessible depuis q. De plus l’état

q est accessible s’il existe un état initial pi tel que q est accessible depuis pi, et co-accessible s’il
existe un état final p f tel que q est co-accessible depuis p f .

Langage Le langage de A, que nous noterons LpAq, est défini comme suit :

LpAq “ tw P Σ
˚ | ACalwpAq ‰ Hu

Autrement dit, le langage de A est l’ensemble des mots w pour lesquels il existe un calcul
acceptant.

Ambiguïté Le degré d’ambiguïté de A, dénoté par ambpAq est défini par :

ambpAq “ supt#ACalwpAq | w P LpAqu

Nous disons que A est finiment ambigu si ambpAq ă 8 et infiniment ambigu sinon.

Définition 1.3.2: Déterminisme

Un AF A “ pQ, I, F, δq sur un alphabet Σ est déterministe si #I “ 1 et pour toutes
transitions pq, a, pq, pq, a, p1q P δ nous avons p “ p1.
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Les automates finis déterministes sont équivalents aux automates finis non-déterministes,
c’est à dire que pour tout AF A nous pouvons construire un AF A1 déterministe tel que le
langage de A est égal à celui de A1. Cependant la procédure de déterminisation peut produire
automate fini avec un nombre d’états exponentiel dans le nombre d’états de l’ AF en entrée.
Par exemple, étant donnés un alphabet Σ “ ta, bu et un langage L “ tuav | u, v P Σ

˚ et |v| “
k ´ 1u, il existe un automate fini reconnaissant L avec k ` 1 états, ce qui n’est pas le cas pour les
automates finis déterministes, comme statué ci-dessous (voir [HMU03]) :

Théorème 1.3.3

Soient Σ “ ta, bu un alphabet et L “ tuav | u, v P Σ
˚ et |v| “ k ´ 1u, alors tout

automate fini déterministe reconnaissant ce langage a au moins 2k états.

A noter qu’un automate déterministe possède une ambiguïté de 1, et la notion d’ambiguïté
peut être vue comme une généralisation du déterminisme. Un automate avec une ambiguïté
de 1 n’est par contre pas nécessairement déterministe.

Exemple 1.3.4

Soit Σ “ ta, bu un alphabet et A “ pQ, I, F, δq un AF sur Σ tel que :

˝ Q “ tp, qu, I “ tpu, F “ tqu,

˝ δ “ tpp, a, pq, pp, b, qq, pq, a, qq, pq, b, pqu.

Cet automate reconnaît les mots w P Σ
˚ tels que |w|b est impair. L’état est utilisé pour

retenir l’information concernant la parité du nombre de b. Si nous sommes dans l’état
p, nous avons rencontré jusqu’à présent un nombre pair de b, alors que dans l’état q
le nombre de b rencontré est impair. Plus précisément, le langage de A est le suivant :

LpAq “ tw P Σ
˚ | |w|b est pair u

Cet automate est aussi déterministe. Nous avons représenté A à la figure 1.3. Les
cercles représentent les états, les flèches d’un cercle vers un autre représentent une
transition. Un cercle doublement entouré représente un état final et un cercle avec
une flèche entrante représente un état initial.

p q

a
b

a

b

FIGURE 1.3 – LpAq “ tw P Σ
˚ | |w|b est pair u

1.3.2 Automates d’arbres

Tout comme pour les automates finis, les automates d’arbres sont un modèle ancien et ont
été longuement étudiés. Ce modèle a été introduit en 1965 de manière indépendante par John
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Doner dans [Don65] et par James W. Thatcher dans [Tha65]. Une présentation complète des AA
peut-être trouvée dans [CDG`07].

Définition 1.3.5: Automate d’arbres

Un automate d’arbres A sur l’alphabet gradué pΣ, arq est un 3-uplet pQ, I, δq avec :

˝ Q un ensemble fini d’états,

˝ I Ď Q un ensemble d’états initiaux,

˝ δ Ď
Ť

mPN
δm un ensemble fini de transitions avec δm Ď Q ˆ Σm ˆ Qm.

Cette définition correspond à celle des automates d’arbres top-down, tels qu’ils sont décrits
dans [GS84]). Ce nom est dû à la façon de lire les arbres reconnus par l’automate. Dans un
automate d’arbres top-down, nous lisons les arbres de haut en bas, de la racine aux feuilles.

Pour la suite de la section nous considérons l’ AA A “ pQ, I, δq sur l’alphabet gradué pΣ, arq.
Pour toute transition τ “ pq, f , p1, . . . , pmq de δ avec m P N, nous définissons les fonctions
racinepτq “ p, etiqpτq “ f , arpτq “ m, et filsipτq “ pi pour tout i P r1, ms.

Calcul Notons Xn “ tx1, . . . , xnu un ensemble de variables avec n P N, q un état, S “ p1 . . . pn

une séquence d’états et t P TΣpXnq un contexte d’arbre. Nous définissons un pq, Sq-calcul ρ sur
le contexte t comme étant un contexte d’arbre sur TδpXnq tel que :

˝ si t “ xi P Xn avec i P r1, ns alors q “ pi et ρ “ xi,

˝ si t “ f pt|1, . . . , t|mq avec f P Σm alors ρ “ τpρ1, . . . , ρnq avec τ “ pq, f , q1, . . . , qmq et ρi un
pqi, Sq-calcul de t|i pour i P r1, ms.

Nous pouvons aussi décrire ρ par p t
ÝÑ˚S. Un pq, ǫq-calcul est aussi appelé un q-calcul. Un q-

calcul est acceptant si q P I. Nous appelons CaltpAq l’ensemble des q-calculs de A sur t, et
ACaltpAq l’ensemble des q-calculs acceptants de A sur t.

Accessibilité Un état q de A est accessible depuis un état p de A s’il existe un pp, pqqq-calcul
de A. Nous disons aussi que p est co-accessible depuis q. De plus l’état q est accessible s’il existe
un état initial pi tel que q est accessible depuis pi, et co-accessible s’il existe un q-calcul de A.

Langage Le langage de A, que nous appellerons LpAq, est l’ensemble défini comme suit :

LpAq “ tt P TΣ | ACaltpAq ‰ Hu

Autrement dit, le langage de A est l’ensemble des arbres t tel qu’il existe un q-calcul acceptant
sur t.

Ambiguïté Le degré d’ambiguïté de A, dénoté par ambpAq est défini par :

ambpAq “ supt#ACaltpAq | t P LpAqu

Nous disons que A est finiment ambigu si ambpAq ă 8 et infiniment ambigu si ambpAq “ 8.
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Exemple 1.3.6

Soit pΣ, arq un alphabet gradué avec Σ2 “ t f u et Σ0 “ ta, bu et A “ pQ, I, δq un AA tel
que :

˝ Q “ tp, qu, I “ tqu,

˝ δ “ tpp, f , p, pq, pp, f , q, qq, pq, f , p, qq, pq, f , q, pq, pq, bq, pp, aqu.

Cet automate reconnaît les arbres t de TΣ tels que |t|b est impair. Nous avons repré-
senté dans la Figure 1.4 un arbre t “ f p f pa, aq, f pa, bqq et un q-calcul acceptant de A
sur t.

f

f

a a

f

a b

pq, f , p, qq

pp, f , p, pq

pp, aq pp, aq

pq, f , p, qq

pp, aq pq, bq

FIGURE 1.4 – Un arbre t “ f p f pa, aq, f pa, bqq et un q-calcul acceptant de A sur t.

1.4 Automates à pile visible

1.4.1 Définition

Les automates à pile visible (visibly pushdown automata ou APV) sont une restriction des auto-
mates à pile, que nous ne définirons pas ici. Une description complète de ce modèle peut être
trouvée dans [HMU03]. Un APV est donc un automate fini sur un alphabet structuré auquel
nous avons ajouté une pile, et chaque transition a la possibilité d’empiler ou dépiler un sym-
bole, et ne peut être traversée que si le bon symbole à dépiler est au sommet de la pile. Elle est
appelée visible car restreinte par le mot lu en entrée : un symbole est empilé lorsqu’un ouvrant
de l’alphabet structuré est lu, un symbole est dépilé lorsqu’un fermant est lu et aucune action
n’est effectuée sur la pile lors de la lecture d’un interne. Ce comportement est différent de celui
des automates à piles, où un même mot peut produire des piles de hauteurs différentes, selon le
chemin emprunté. Ce modèle est plus expressif que les automates finis, c’est à dire qu’il existe
des langages reconnus par un APV et pas par un AF, par exemple le langage tanbn | n P Nu
(voir [HMU03]). Les APV ont été présenté pour la première fois en 1983 par Burchard von
Braunmühl et Rutger Verbeek sous le nom de Input-Driven Automata dans [vBV83]. Ils ont été
réintroduits depuis par Rajeev Alur et Parthasarathy Madhusudan en 2004 dans [AM04].
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Définition 1.4.1: Automate à pile visible

Soit ∆ un alphabet structuré. Un automate à pile visible A sur l’alphabet structuré ∆ est
un 5-uplet pQ, I, F, δ, Γq avec :

˝ Q un ensemble fini d’états,

˝ I Ď Q un ensemble d’états initiaux,

˝ F Ď Q un ensemble d’états finaux,

˝ Γ un alphabet de pile et K R Γ un symbole de pile vide,

˝ δ “ δc Y δr Y δK
r Y δι un ensemble fini de transitions avec :

– δc Ď Q ˆ ∆c ˆ Γ ˆ Q,

– δr Ď Q ˆ Γ ˆ ∆r ˆ Q,

– δK
r Ď Q ˆ tKu ˆ ∆r ˆ Q,

– δι Ď Q ˆ ∆ι ˆ Q,

Un APV possède quatre ensembles de transitions δc, δr, δK
r et δι, dépendants du type d’action

à effectuer sur la pile. Intuitivement, lorsque nous franchissons une transition de δc, un symbole
de Γ est empilé. Sur une transition de δr, le symbole au sommet de la pile est dépilé. Enfin, sur
une transition de δι, aucune action n’est effectuée sur la pile. Les transitions de δK

r ne peuvent
être franchies que lorsque la pile est vide.

Pour la suite de la section nous considérons l’APV A “ pQ, I, F, δ, Γq sur l’alphabet struc-
turé ∆. Pour toute transition τ “ pp, a, qq P δι, τ “ pp, a, γ, qq P δc, τ “ pp, γ, a, qq P δr ou
τ “ pp, K, a, qq P δK

r , nous définissons les fonctions sourcepτq “ p, etiqpτq “ a, ciblepτq “ q et
spilepτq “ γ ou spilepτq “ K si τ P δι Y δK

r .

Pile et configuration Nous définissons une pile comme un mot de Γ
˚, et notons par K la

pile vide. Une configuration de A est une paire composée d’un état et d’une pile, c’est à dire
de Q ˆ Γ

˚. Nous appellerons configuration initiale une configuration de I ˆ tKu et configuration
finale une configuration de F ˆ Γ

˚.

Calcul Un calcul de A sur un mot w “ a1 . . . an P Σ
˚ avec n P N, d’une configuration pp, σq P

Q ˆ Γ
˚ vers une configuration pq, σ1q P Q ˆ Γ

˚ est une séquence de transitions ρ “ pτ1, . . . , τnq P
δ˚ telle que pour tout i P r1, n ´ 1s nous avons ciblepτiq “ sourcepτi`1q, sourcepτ1q “ p, ciblepτnq “
q, et pour tout i P r1, ns nous avons etiqpτiq “ ai et il existe σ1, . . . , σn`1 P Γ

˚ avec σ1 “ σ,
σn`1 “ σ1 et :

˝ Si ai P ∆ι alors σi “ σi`1,

˝ Si ai P ∆c alors il existe γ P Γ tel que σi`1 “ σiγ,

˝ Si ai P ∆r alors il existe γ P Γ tel que σi “ σi`1γ,

˝ Si ai “ K alors σi “ σi`1 “ K.

Si w “ ǫ alors pp, σq “ pq, σ1q. Un calcul est initialisé si pp, σq est une configuration initiale, et
acceptant si initialisé et pq, σ1q est une configuration finale. Nous pouvons aussi écrire un calcul
des deux façons suivantes :

pp1, σ1q
a1ÝÑ pp2, σ2q

a2ÝÑ ¨ ¨ ¨
anÝÑ ppn`1, σn`1q ou pp1, σ1q

a1a2 ...anÝÝÝÝÝÑ˚ppn`1, σn`1q

24



avec etiqpτiq “ ai, sourcepτiq “ pi et ciblepτiq “ pi`1 pour tout i P r1, ns. Nous appelons CalwpAq
l’ensemble des calculs de A sur w, et ACalwpAq l’ensemble des calculs acceptants de A sur
w. Soit ρ : pp, σq

u
ÝÑ˚pq, σ1q un calcul de A. Nous appelons premierpρq la configuration pp, σq et

dernierpρq la configuration pq, σ1q.

Concaténation de calculs Soit deux calculs ρ, ρ1 de A définis comme suit :

ρ : pp1, σ1q
a1ÝÑ . . . amÝÑppm`1, σm`1q

ρ1 : pp1
1, σ1

1q
a1

1ÝÑ . . .
a1

mÝÑpp1
m`1, σ1

m1`1q

tels que ppm`1, σm`1q “ pp1
1, σ1

1q. La concaténation de ρ et ρ1, dénotée par ρρ1 est le calcul

pp1, σ1q
a1ÝÑ . . . amÝÑppm`1, σm`1q

a1
1ÝÑ . . .

a1
mÝÑpp1

m`1, σ1
m1`1q. Pour tout i P N, nous appelons ρi le calcul

Π
i
j“1pρq.

Configuration acceptante Une configuration κ de A est acceptante si elle est finale et il existe
un calcul acceptant menant à elle. Les configurations acceptantes sont les configurations finales
atteignables depuis une configuration initiale. Il est important de distinguer ces configurations
finales des autres car contrairement à un AF (où état égal configuration), toutes les piles ne sont
pas atteignables.

Accessibilité Une configuration κ de A est accessible depuis une configuration κ1 s’il existe
un calcul κ1 u

ÝÑ˚κ P CalupAq. Nous disons aussi que κ1 est co-accessible depuis κ. De plus la
configuration κ est accessible s’il existe une configuration initiale κi telle que κ est accessible
depuis κi, et co-accessible s’il existe une configuration acceptante p f telle que κ est co-accessible
depuis κ f .

Langage Le langage de A, que nous appellerons LpAq, est l’ensemble défini comme suit :

LpAq “ tw P Σ
˚ | ACalwpAq ‰ Hu

Autrement dit le langage de A est l’ensemble des mots w pour lesquels il existe un calcul ac-
ceptant.

Langage bien imbriqué Le langage de A est bien imbriqué si pour tout mot w P LpAq nous
avons w P Σ

˚
bi. Nous disons alors que A est bien imbriqué. Nous appelons APVbi l’ensemble des

APV bien imbriqués. A noter qu’un APVbi n’utilise pas de transition de δK
r , car cela implique

qu’il peut accepter des mots avec des fermants sans correspondance.

Remarque 1.4.2

Si A est bien imbriqué alors ses configurations finales p f , σq sont accessibles seulement
si σ “ K.

Langage linéaire Le langage de A est linéaire si pour tout mot w P LpAq nous avons w P Σ
˚
lin.

Nous disons alors que A est linéaire. Nous appelons APVlin l’ensemble des APV linéaires.
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Ambiguïté Le degré d’ambiguïté de A, dénoté par ambpAq est défini par :

ambpAq “ supt#ACalwpAq | w P LpAqu

Nous disons que A est finiment ambigu si ambpAq ă 8 et infiniment ambigu sinon.

Définition 1.4.3: Déterminisme

Un APV A “ pQ, I, F, δ, Γq sur un alphabet structuré ∆ est déterministe si #I “ 1 et :

˝ Pour toutes transitions pq, c, γ, pq, pq, c, γ1, p1q P δc nous avons p “ p1 et γ “ γ1,

˝ Pour toutes transitions pq, γ, r, pq, pq, γ, r, p1q P δr Y δK
r nous avons p “ p1.

˝ Pour toutes transitions pq, a, pq, pq, a, p1q P δι nous avons p “ p1,

Comme pour les automates finis, les APV généraux sont équivalents aux APV déterministes
(voir [AM04]) mais sont exponentiellement plus concis. A noter que pour les transitions de
dépilement nous n’avons pas de condition sur le symbole de pile, car celui-ci est fixé par la
configuration du calcul. Ceci nous assure qu’il n’y a qu’un seul calcul par mot accepté par
l’automate à pile visible. Nous montrerons comment déterminer un automate à pile visible
dans la section suivante.

Exemple 1.4.4

Soit ∆ “ ∆c Y ∆r Y ∆ι un alphabet structuré tel que Σc “ tau, Σr “ tbu et Σι “ H et
A “ pQ, I, F, δ, Γq un APV tel que :

˝ Q “ tpi, p1, p2, p f u, I “ tpiu, F “ tpi, p f u, Γ “ tγ1, γ2u,

˝ δ “ δι Y δc Y δr Y δK
r avec :

– δι “ H,

– δc “ tppi, a, γ1, p1q, pp1, a, γ2, p1q, pp1, a, γ2, p2qu,

– δr “ tpp2, γ2, b, p2q, pp2, γ1, b, p f q, pp1, γ1, b, p f qu,

– δK
r “ H.

Le langage reconnu par A est l’ensemble des suites de a puis de b tel que leur nombre
est le même. Plus précisément nous avons :

LpAq “ tanbn | n P Nu

A est bien imbriqué et linéaire. De la même manière que pour les AF, un APV peut
être représenté de manière graphique. L’éventuel symbole de pile est écrit à droite
de la lettre sur la transition, l’expression pa | γq symbolisant un empilement de γ et
l’expression pa | γ´1q un dépilement, comme vu à la Figure 1.5.

1.4.2 Propriétés des automates à pile visible

Nous allons maintenant présenter plusieurs propriétés importantes des automates à pile
visible. Nous allons étudier plusieurs résultats liés à la pile de départ d’un calcul dans la pre-
mière partie. La deuxième partie établira une propriété particulière des automates à pile visible
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pi p1 p2 p f
a | γ1

a | γ2

a | γ2

b | γ´1
2

b | γ´1
1

b | γ´1
1

FIGURE 1.5 – LpAq “ tanbn | n P Nu

reconnaissant des langages bien imbriqués. Dans la troisième partie nous introduirons les lan-
gages de pile. Enfin, nous parlerons de déterminisation dans la dernière partie.

Modification de la pile Nous allons introduire deux Lemmes. Le premier statue qu’il est
possible d’ajouter des symboles au fond de toutes les piles des configurations d’un calcul sans
altérer les transitions empruntées par celui-ci. Le deuxième lemme quant à lui permet de com-
plètement supprimer la pile de la première configuration d’un calcul sur un mot bien imbriqué,
et ceci sans altérer les transitions empruntées par celui-ci. Ceci est possible car ces symboles ne
seront pas touchés par le calcul.

Lemme 1.4.5

Soit A un APV sur un alphabet structuré ∆ et pp0, σ0q
a1ÝÑpp1, σ1q ¨ ¨ ¨

anÝÑppn, σnq un calcul
de A sur un mot w P ∆

˚ avec aucun fermant sans correspondance. Pour tout σ P Γ
˚,

pp0, σσ0q
a1ÝÑpp1, σσ1q ¨ ¨ ¨

anÝÑppn, σσnq est un calcul de A sur w.

Démonstration. Par induction sur la longueur de w.

Exemple 1.4.6

Nous considérons l’APV A de l’Exemple 1.4.4. Le calcul suivant :

ρ “ pp1, γ2q
a

ÝÑpp2, γ2γ2q
b

ÝÑpp2, γ2q
b

ÝÑpp2, Kq

est un calcul de A sur le mot abb. En appliquant le Lemme 1.4.5 nous obtenons que :

ρ1 “ pp1, γ1γ2q
a

ÝÑpp2, γ1γ2γ2q
b

ÝÑpp2, γ1γ2q
b

ÝÑpp2, γ1q

est aussi un calcul de A sur aab, et emprunte les mêmes transitions que ρ. Notez que

cela permet de compléter ρ en un calcul acceptant ρ f “ ppi, Kq
a

ÝÑpp1, γ1q
a

ÝÑρ1 b
ÝÑpp f , Kq.

C’est un mécanisme que nous utiliserons souvent par la suite.
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Lemme 1.4.7

Soit A un APV sur un alphabet structuré ∆ et pp0, σ0q
a1ÝÑpp1, σ1q ¨ ¨ ¨

anÝÑppn, σnq un calcul
de A sur un mot bien imbriqué w P ∆

˚
bi. pp0, σ1

0q
a1ÝÑpp1, σ1

1q ¨ ¨ ¨
anÝÑppn, σ1

nq est un calcul
de A sur w avec σi “ σ0σ1

i pour tout i P r1, ns.

Démonstration. Nous notons A “ pQ, I, F, Γ, δq. Nous prouvons ce lemme par induction sur
la structure de w. Le cas où w “ ǫ étant trivial, nous considérons les autres possibilités :

˝ Si a1 P ∆ι alors nous avons pp0, a1, p1q P δι et par hypothèse d’induction nous dédui-
sons que pp1, σ1

1q
a2ÝÑpp2, σ1

2q ¨ ¨ ¨
anÝÑppn, σ1

nq P Cala2 ...an pAq avec σi “ σ1σ1
i pour tout i P r1, ns.

Comme σ0 “ σ1 nous pouvons conclure que pp0, σ1
0q

a1ÝÑpp1, σ1
1q ¨ ¨ ¨

anÝÑppn, σ1
nq P CalwpAq

avec σi “ σ0σ1
i pour tout i P r1, ns.

˝ Si a1 P ∆c alors il existe j P r1, ns tel que aj P ∆r et a2 . . . aj´1, aj`1an P ∆
˚
bi alors il existe

γ P Γ tel que pp0, a1, γ, p1q P δc et ppj´1, γ, aj, pjq P δr et par hypothèse d’induction nous
déduisons que :

pp1, σ2
1 q

a2ÝÑpp2, σ2
2 q ¨ ¨ ¨

aj´1
ÝÝÑppj´1, σ2

j´1q P Cala2 ...aj´1pAq

ppj, σ3
j q

aj`1
ÝÝÑppj`1, σ3

j`1q ¨ ¨ ¨
anÝÑppn, σ3

n q P Calaj`1 ...an pAq

avec σi “ σ1σ2
i pour tout i P r1, j ´ 1s et σi “ σjσ

3
i pour tout i P rj ` 1, ns. Nous pouvons

donc conclure que pp0, σ1
0q

a1ÝÑpp1, σ1
1q ¨ ¨ ¨

anÝÑppn, σ1
nq P CalwpAq avec σi “ σ0σ1

i pour tout
i P rj ` 1, ns, σ1

i “ σ2
i γ pour tout i P r1, j ´ 1s et σ1

i “ σ3
i pour tout i P r1, ns.

Exemple 1.4.8

Nous considérons l’APV A de l’Exemple 1.4.4. Le calcul suivant :

ρ “ pp1, γ1q
a

ÝÑpp2, γ1γ2q
b

ÝÑpp2, γ1q

est un calcul de A sur le mot ab. En appliquant le Lemme 1.4.7 nous obtenons que :

ρ “ pp1, Kq
a

ÝÑpp2, γ2q
b

ÝÑpp2, Kq

est aussi un calcul de A sur aab, et emprunte les mêmes transitions que ρ1.

Calculs sur des mots bien imbriqués Nous allons construire un ensemble listant toutes les
paires d’états séparant des mots bien imbriquées. Nous allons ensuite montrer que cet ensemble
est constructible en temps polynomial dans le nombre d’états de l’automate à pile visible.

Définition 1.4.9

Soit A “ pQ, I, F, δ, Γq un APV sur l’alphabet structuré ∆. Nous appelons BIA le sous-
ensemble de Q ˆ Q tel que pour tout p, q P Q nous avons pp, qq P BIA si et seulement
s’il existe w P ∆

˚
bi tel que pp, Kq

w
ÝÑ˚pq, Kq P CalwpAq.
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Lemme 1.4.10

Soit A “ pQ, I, F, δ, Γq un APV sur un alphabet structuré ∆. L’ensemble BIA peut être
construit en temps polynomial dans la taille de Q.

Démonstration. Nous construisons BIA de la façon suivante :

˝ Pour tout p P Q nous avons pp, pq P BIA,

˝ Pour tout pp, a, p1q P δι et pp1, qq P BIA nous avons pp, qq P BIA,

˝ Pour tout pp, c, γ, p1q P δc, pq1, γ, r, sq P δr et pp1, q1q, ps, qq P BIA nous avons pp, qq P BIA.

Nous considérons en premier l’implication ñ.

˝ Si w “ ǫ, alors p “ q. Par construction de BIA nous avons bien pp, pq P BIA.

˝ Si w “ au avec a P ∆ι et u P ∆
˚
bi, alors il existe p1 P Q tel que pp, a, p1q P δι, pp1, σq

u
ÝÑ˚pq, σq P

CalupAq. Par le Lemme 1.4.7 et par hypothèse d’induction, nous déduisons que pp1, qq P
BIA. Par construction de BIA nous pouvons donc conclure que pp, qq P BIA.

˝ Si w “ curv avec c P ∆c, r P ∆r et u, v P ∆
˚
bi, alors il existe p1, q1 P Q, γ P Γ tels que :

pp, c, γ, p1q P δc, pp1, σγq
u
ÝÑ˚pq1, σγq P CalupAq, pq1, γ, r, sq P δr et ps, σq

v
ÝÑ˚pq, σq P CalvpAq.

Par le Lemme 1.4.7 et par hypothèse d’induction, nous déduisons que pp1, q1q, ps, qq P BIA.
Par construction de BIA nous pouvons donc conclure que pp, qq P BIA.

Nous montrons maintenant le sens ð.

˝ Si pp, qq P BIA car p “ q, alors nous avons pp, Kq P CalǫpAq.

˝ Si pp, qq P BIA car il existe pp, a, p1q P δι et pp1, qq P BIA, alors par hypothèse d’induction
il existe w P ∆

˚
bi tel que pp1, Kq

w
ÝÑ˚pq, Kq P CalwpAq. Nous pouvons donc en conclure que

pp, Kq
a

ÝÑ pp1, Kq
w
ÝÑ˚pq, Kq P CalawpAq.

˝ Si pp, qq P BIA car il existe des mots pp, c, γ, p1q P δc, pq1, γ, r, sq P δr et pp1, q1q, ps, qq P BIA,
alors par hypothèse d’induction il existe u, v P ∆

˚
bi tels que pp1, Kq

u
ÝÑ˚pq1, Kq P CalupAq

et ps, Kq
v

ÝÑ˚pq, Kq P CalupAq. Par le Lemme 1.4.5 nous pouvons donc en conclure que
pp, Kq

c
ÝÑ pp1, γq

u
ÝÑ˚pq1, γq

r
ÝÑ ps, Kq

v
ÝÑ˚pq, Kq P CalcurvpAq

Exemple 1.4.11

Nous considérons l’APV A de l’Exemple 1.4.4. De base nous avons les couples sui-
vants ppi, piq, pp1, p1q, pp2, p2q, pp f , p f q dans BIA. Comme ppi, a, γ1, p1q, pp1, a, γ2, p2q P
δc et pp1, γ1, b, p f q, pp2, γ2, b, p2q P δr nous avons aussi ppi, p f q, pp1, p2q P BIA. Nous
pouvons conclure que BIA “ tppi, piq, pp1, p1q, pp2, p2q, pp f , p f q, ppi, p f q, pp1, p2qu.

Langage de pile Dans cette dernière partie nous allons introduire les langages de pile. Cette
notion a été originalement introduite dans le cadre de l’étude des automates à pile, nous allons
la présenter pour les automates à pile visible.
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Définition 1.4.12

Étant donné un APV A “ pQ, I, F, Γ, δq et un état q de Q, nous appelons pile
q
A l’en-

semble des mots de pile σ tels que pq, σq est accessible et co-accessible. Cet ensemble
est le langage de pile de A à l’état q.

Cet ensemble de mots de pile est un langage régulier sur l’alphabet Γ, c’est à dire qu’il existe
un automate fini le reconnaissant. Plus formellement nous avons :

Proposition 1.4.13

Soit A “ pQ, I, F, Γ, δq un APV. Pour tout état q P Q il existe un AF acc
q
A tel que

Lpacc
q
Aq “ pile

q
A et peut être construit en temps polynomial.

Ce résultat est bien connu pour les automates à pile et a été prouvé de nombreuses fois,
notamment dans [RS97]. Nous utiliserons les langages de pile pour décider si un état est utile
ou non. En effet, si pileq

A est vide alors il n’existe aucun calcul acceptant passant par q, et cet état
peut alors être supprimé.

Exemple 1.4.14

Nous considérons l’APV A de l’Exemple 1.4.4. L’automate fini accp2
A est représenté à la

Figure 1.6.

p q
γ1

γ2

FIGURE 1.6 – L’automate acc
p2
A

Déterminisation Nous allons maintenant montrer comment construire un automate à pile
visible déterministe équivalent à un APV donné. La procédure repose sur la classique construc-
tion par sous-ensembles ([HMU03]), avec une composante supplémentaire. Chaque état de
l’automate à pile visible déterminisé stocke un ensemble de paires d’états de l’automate d’en-
trée. Le deuxième état de chaque paire a la même utilité que dans la construction par sous-
ensemble. Le premier état quant à lui permet de se souvenir où était le calcul quand le sym-
bole au sommet de la pile a été empilé. De cette manière, lorsqu’il sera dépilé, l’automate sera
capable de vérifier quelles sont les transitions de dépilement valides. En effet, afin de déter-
miniser un automate à pile visible, il est parfois nécessaire de fusionner plusieurs transitions
d’empilement en une seule, et celles-ci peuvent empiler des symboles différents, et ne couvrant
pas nécessairement l’ensemble des symboles de piles possibles. Cette information supplémen-
taire permet de traiter ce cas particulier. De plus, la pile est utilisée pour stocker l’ensemble de
paires courant lorsqu’un symbole est empilé, afin de pouvoir le retrouver lorsque le fermant
correspondant sera rencontré.

Nous présentons maintenant la construction.
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Définition 1.4.15

Soit A “ pQ, I, F, δ, Γq un APV sur un alphabet structuré ∆. Nous appelons detpAq le
APVA1 “ pQ1, I1, F1, δ1, Γ

1q sur ∆ défini comme suit :

˝ Q1 “ 2QˆQ I1 “ 2IˆI F1 “ tS P Q1 | Dpp, qq P S et q P Fu Γ
1 “ Q1 ˆ ∆c

˝ δ1 “ δ1
c Y δ1

r Y δK1
r Y δ1

ι avec :

´ δ1
c “

"

pS, c, pS, cq, S1q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

S P Q1, c P ∆c,
*

S1 “ tpq1, q1q | Dpp, qq P S, pq, c, γ, q1q P δcu

´ δ1
r “

$

’

’

&

’

’

%

pS, pS2, cq, r, S1q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

S, S2 P Q1, c P ∆c, r P ∆r,

S1 “

#

pp, q1q
Dpp2, q2q P S, pp, p1q P S2,
pp1, c, γ, p2q P δc, pq2, γ, r, q1q P δr

+

,

/

/

.

/

/

-

´ δ1K
r “

"

pS, r, K, S1q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

S P Q1, r P ∆r,
*

S1 “ tpq, q1q | Dpq, pq P S, pp, K, r, q1q P δru

´ δι “

"

pS, a, S1q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

S P Q1, a P ∆ι,
*

S1 “ tpq, q1q | Dpq, pq P S, pp, a, q1q P διu

À noter qu’il s’agit ici de la construction présentée dans [Ser11]. Il ne s’agit pas de la
construction originale, présentée dans [AM04]. Nous avons choisi de présenter celle-là car elle
est plus succincte, l’autre utilisant des triplets d’état et pas simplement des paires. La partie
difficile de la construction concerne les transitions fermantes. En effet, le premier état d’une
paire correspond à l’endroit où le calcul pouvait être quand le symbole au sommet de la pile
a été empilé. Comme nous traitons les transitions fermantes, ce symbole vient d’être dépilé, et
le premier état de chaque paire doit maintenant faire référence au symbole au-dessous. Pour
cela nous pouvons utiliser les informations mémorisées dans le symbole dépilé. La situation
est résumée à la Figure 1.7.

‚
pp, σq

‚
pp1, σq

c
‚

pp2, σγq
‚

pq2, σγq

r

‚
pq1, σq

FIGURE 1.7 – Construction des transitions de dépilement de detpAq.

Nous n’allons pas montrer la correction de cette construction, pour cela il convient de se
référer à [AM04] et [Ser11]. Nous présentons cependant ses propriétés principales dans le théo-
rème et les deux lemmes suivants.

Théorème 1.4.16: [AM04]

Soit A un APV sur l’alphabet structuré ∆. determiniserpAq est un APV déterministe et
LpAq “ LpdeterminiserpAqq.
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Lemme 1.4.17: [AM04]

Soient A un APV sur l’alphabet structuré ∆, w P ∆
˚ un mot et w1 le plus long suffixe

bien imbriqué de w. L’unique calcul de detpAq sur le mot w atteint l’état S défini par :

S “ tpp, qq P Q ˆ Q | D pi, Kq
w
ÝÑ pp2, σq

w1

ÝÑ pq2, σq P CalpAq avec i un état initialu

Lemme 1.4.18: [AM04]

Soient A un APV sur l’alphabet structuré ∆ et w P ∆
˚ un mot. S’il existe un calcul

initialisé ρ1 de detpAq sur w, alors il existe un calcul initialisé ρ de A sur w.

Le premier lemme est une propriété des transitions de l’automate déterminisé, et fait direc-
tement référence à la Figure 1.7. Le deuxième lemme quand à lui est une propriété de langages
utilisée pour montrer que l’APV original et l’APV déterminisé ont le même langage.

Cette construction peut produire beaucoup d’états inutiles, c’est à dire des états qu’aucun
calcul acceptant ne traverse. Il serait possible de l’optimiser en ajoutant les ensembles de paires
d’états au fur et à mesure, en partant de ceux présents. Mais cela ne serait pas suffisant, car cela
implique seulement que pour tout état S il existe une configuration pS, σq accessible. Ces confi-
gurations peuvent ne pas être co-accessible, et donc ne pas faire partie d’un calcul acceptant.

Nous allons utiliser les langages de piles définis dans cette section. Pour chaque état S de
detpAq nous calculons le langage de pile de S et nous testons sa vacuité, qui est une propriété
décidable en temps polynomial ([AM04]). Si le langage est vide, cela signifie qu’il n’existe pas
de configuration pS, σq accessible et co-accessible, et nous pouvons donc supprimer S. Par le
Lemme 1.4.13 concernant les langages de pile nous obtenons ainsi une procédure exécutable
en temps polynomial pour supprimer tous les états inutiles de detpAq.

Pour plus de simplicité, nous appelons determiniserpAq le résultat de la suppression des
états inutiles appliquée à detpAq. À noter que les Lemmes 1.4.17 et 1.4.18 sont toujours corrects
car nous n’avons pas ajouté de nouveaux calculs à determiniserpAq.
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Chapitre 2

Coût et transduction

Dans ce chapitre, nous allons nous intéresser à des extensions des modèles présentés dans le
chapitre précédent. Le premier modèle est celui des automates à coût, c’est à dire un automate
muni d’un semi-anneau avec lequel il opère. Chaque transition est équipée d’une valeur du
semi-anneau, et il est ensuite possible de calculer le coût d’un calcul et d’une entrée en utilisant
les opérateurs du semi-anneau. Un automate à coût associe donc à une entrée un élément du
semi-anneau. Nous considérerons principalement le semi-anneau des entiers naturels dans ce
manuscrit, c’est à dire le semi-anneau sur les entiers naturels avec les opérateurs d’addition et
de multiplication.

Le deuxième modèle considéré est celui des transducteurs. Un transducteur est un auto-
mate où chaque transition est équipée d’un mot ou d’un contexte d’arbre de sortie. Il est alors
possible de calculer le mot ou l’arbre de sortie d’un calcul en concaténant les mots des transi-
tions. Là où un automate reconnaît un langage, nous disons qu’un transducteur reconnaît une
transformation.

Nous allons aussi montrer comment construire un automate d’arbres depuis un automate
à pile visible et inversement, puis nous étendrons ces constructions aux automates à coûts et
aux transducteurs. Nous utiliserons ces résultats plus tard pour appliquer des résultats des
automates d’arbres aux automates à pile visible, et inversement.

Plan du chapitre Nous allons définir dans la Section 2.1 les automates à coûts et les transduc-
teurs dans la Section 2.2. Nous comparerons les différents modèles dans la Section 2.3.

2.1 Automates à coûts

Dans cette section nous présentons les notions de coûts sur des automates. Un automate à
coûts est un automate muni d’un semi-anneau S “ pE, ‘, b, 0, 1q auquel nous aurions ajouté
un élément de E sur chaque transition (son coût). Chaque mot (ou arbre) accepté par l’automate
produit donc un coût, définissant ainsi une série formelle.

Les automates finis à coûts sur un semi-anneau S ont été mis en relation avec les séries for-
melles pour la première fois en 1961 par Marcel-Paul Schützenberger dans [Sch61] et dévelop-
pées par Samuel Eilenberg ([Eil76]), Arto Salomaa et Matti Soittola ([SS78]). Une présentation
complète peut-être trouvée dans [Sak09] et dans [BR88].

Les automates d’arbres ont été étendus aux automates d’arbres à coûts sur un semi-anneau
S pour la première fois en 1982 par Jean Berstel et Christophe Reutenauer dans [BR82], où
les séries formelles sur des arbres sont introduites. Il existe un modèle d’automate d’arbres
à coûts un peu différent, basés sur l’utilisation de polynômes, et présenté par Hemult Seidl
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dans [Sei94b] et repris par Björn Borchardt, Zoltán Fülöp, Zsolt Gazdag et Andreas Maletti en
2005 dans [BFGM05]. Dans ce manuscrit nous nous baserons sur les travaux originaux de Jean
Berstel et Christophe Reutenauer, bien que nous présenterons aussi certains résultats prouvés
sur le modèle de Helmut Seidl.

Enfin, les automates à pile visible à coûts sur un semi-anneau S sont définis de manière simi-
laire aux aux automates finis à coûts. Comme pour les automates finis, la différence principale
reste la pile. Il existe de nombreux travaux sur les automates à pile à coût, ceux-ci ayant été
introduits pour la première fois en 1961 par Marcel-Paul Schützenberger dans [Sch61].

Définition 2.1.1

Soit S “ pE, ‘, b, 0, 1q un semi-anneau. Un AF à coûts sur S ou S-AF sur l’alphabet Σ

( resp. un APV à coûts sur S ou S-APV sur l’alphabet ∆) est une paire de pA, λq avec
A “ pQ, I, F, δq un AF (resp. A “ pQ, I, F, δ, Γq un APV) et λ : δ Ñ Ezt0u une fonction
de coût.

Définition 2.1.2

Soit S “ pE, ‘, b, 0, 1q un semi-anneau. Un AA à coûts sur S ou S-AA sur l’alphabet
gradué pΣ, arq est une paire de pA, λq avec A “ pQ, I, δq un AA et λ : δ Ñ Ezt0u une
fonction de coût.

Pour la suite de cette section nous considérons un automate à coûts S “ pA, λq sur le semi-
anneau S “ pE, ‘, b, 0, 1q où A peut-être un AF, un APV ou un AA indistinctement .

Coût d’un calcul Afin d’expliciter le coût d’un calcul devons distinguer le type de A.

˝ Si A est un AF (resp. un APV) alors nous définissons le coût coutpρq d’un calcul ρ “
pτ1, τ2, . . . , τnq P δ˚ d’un état φ vers un état φ (resp. d’une configuration φ vers une confi-
guration φ) avec n P N comme le produit des coûts des transitions de ρ :

coutpρq “ 1 b λpτ1q b . . . b λpτnq

De plus nous pouvons écrire ρ par :

ρ “ φ1
a1,λpτ1q
ÝÝÝÝÑφ2

a2,λpτ2q
ÝÝÝÝÑ . . .

an´1,λpτn´1q
ÝÝÝÝÝÝÝÑφn

an,λpτnq
ÝÝÝÝÝÑφn`1

ρ : φ1
w,λpτ1qb¨¨¨bλpτnq
ÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÑ˚φn`1

où la séquence de transition forme un calcul de A.

˝ Si A est un AA alors nous définissons le coût coutpρq d’un pq, Rq-calcul ρ P TδpXq avec X
un ensemble de variables, q un état et R une séquence d’états comme le produit des coûts
des transitions de ρ :

coutpρq “

"

λpτq b coutpρ|1q b ¨ ¨ ¨ b coutpρ|mq si ρ “ τpρ|1, . . . , ρ|mq avec m P N,
1 si ρ “ x avec x P X .

Nous pouvons aussi décrire ρ par q
t,coutpρq
ÝÝÝÝÝÑ˚R.
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Coût d’un automate à coûts Le coût coutpsq de s P LpAq est défini comme la somme des coûts
des calculs acceptants sur s :

coutpsq “ ‘ρPACalspSqpcoutpρqq

Enfin, le coût de S, dénoté par coutpSq, est défini par :

coutpSq “ suptcoutpwq | w P LpAqu

Pour tout entier k P N, si coutpSq ă k, alors le coût de S est k-borné. S’il existe un entier k P N

tel que coutpSq ă k alors le coût de S est fini, sinon le coût de S est infini.

Fonction La fonction définie par S et dénotée par fonctionpSq est l’ensemble des paires de
pLpAq ˆ Eq définie par :

fonctionpSq “ tps, eq P pLpAq ˆ Eq | s P LpAq, e P coutpsq et e ‰ 0u

Autrement dit, la fonction de S est l’ensemble des paires de mots ou arbres reconnus par A et
des coûts produits par ces mots avec un coût différent de 0.

Exemple 2.1.3

Nous considérons le semi-anneau S “ pN, `, ˆ, 1, 0q avec ` la somme et ˆ le produit
sur les entiers. Nous avons représenté à la Figure 2.1 un S-AF sur l’alphabet Σ “ tau.
Il existe trois calculs acceptants sur le mot aaa :

p a,1
ÝÑp a,1

ÝÑ p a,2
ÝÑ q

p a,1
ÝÑp a,2

ÝÑ q a,3
ÝÑ q

p a,2
ÝÑq a,3

ÝÑ q a,3
ÝÑ q

Ces trois calculs ont pour coût respectif 2, 6 et 18. Le coût de aaa est de 26. De manière
plus générale, le coût du mot an avec n P N un entier est supérieur à n. Nous pouvons
en déduire que le coût du S-AF est infini.

pstart q

a, 1

a, 2

a, 3

FIGURE 2.1 – Le coût du mot aaa est de 26.

2.2 Transducteurs

Les transducteurs sont des automates produisant une sortie sous forme de mot ou d’arbre.
De la même manière que pour les automates à coûts, nous allons présenter plusieurs forma-
lismes sur les modèles d’automates présentés en Section 1.3.
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Nous présentons en premier les transducteurs finis. Ce modèle est basé sur les automates
finis produisant des mots sur chaque transition, la sortie produite le long d’un calcul étant la
concaténation de la sortie de chaque transition. Ce modèle est étudié depuis très longtemps,
on le retrouve notamment pour la première fois dans les travaux de Seymour Ginsburg dans
[Gin66], ceux de Samuel Eilenberg dans [Eil74] et ceux de Jean Berstel et Luc Boasson dans
[BB79]. Une description complète des transducteurs finis peut être trouvée dans [Sak09].

Nous présenterons ensuite un modèle appelé transducteur d’arbres et où chaque transition
produit un contexte d’arbre. En utilisant une substitution d’arbres il est alors possible de géné-
rer un arbre de sortie pour chaque arbre défini par le langage du de l’automate d’arbre sous-
jacent. Ce modèle a été proposé pour la première fois par William C. Rounds dans [Rou68], puis
par James W. Thatcher dans [Tha70]. Une description complète du modèle peut-être trouvée
dans [CDG`07].

Le dernier modèle présenté est basé sur les automates à pile visible appelé transducteur à pile
visible. Comme pour les transducteurs finis, chaque transition peut produire un mot de sortie, y
compris les transitions empilant ou dépilant un symbole sur la pile. Une présentation complète
des transducteurs à pile visible peut-être trouvée dans la thèse de Frédéric Servais ([Ser11]).
Une autre version de ce résultat est disponible dans [RS08].

Définition 2.2.1

Un transducteur fini ou TF de l’alphabet Σ vers l’alphabet Σ
1 (resp. transducteur à

pile visible ou TPV de l’alphabet structuré ∆ vers l’alphabet structuré ∆
1) est une paire

T “ pA, λq composée d’un AF A “ pQ, I, F, δq sur Σ (resp. d’un APV A “ pQ, I, F, δ, Γq
sur ∆ et d’une fonction λ : δ Ñ Σ

1˚ (resp. λ : δ Ñ ∆
1˚) .

À noter que ce modèle pourrait être vu comme un AF (resp. APV) à coûts sur le semi-anneau
p2Σ

1˚
, Y, ¨, H, tǫuq (resp. p2∆

1˚
, Y, ¨, H, tǫuq) où ¨ est l’opérateur de concaténation défini pour tout

E1, E2 P E de la manière suivante :

E1 ¨ E2 “ tw1w2 | w1 P E1, w2 P E2u

Définition 2.2.2

Un transducteur d’arbres ou TA de l’alphabet gradué pΣ, arq vers l’alphabet pΣ
1, ar1q

est une paire T “ pA, λq composée d’un d’un AA A “ pQ, I, δq sur pΣ, arq et pour
tout entier n P N et toute transition τ P δn nous avons λpτq P TΣ1pXnq avec Xn “
tx1, . . . , xnu un ensemble ordonné de variables.

Il existe un autre modèle de transducteur d’arbre plus traditionnel et présenté par exemple
dans [CDG`07]. Nous lui préférons un autre modèle, présenté par Helmut Seidl dans [Sei94a].
En effet, dans ce manuscrit nous parlons de transducteurs d’arbres principalement au Cha-
pitre 5 où nous présentons les résultats démontrés dans [Sei94a].

Pour la suite de cette section nous considérons le transducteur T “ pA, λq où A peut être
un AF, un APV ou un AA indistinctement .

Sortie d’un calcul Afin d’expliciter la sortie d’un calcul devons distinguer le type de A.
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˝ Si A est un AF (resp. un APV) alors nous définissons la sortie sortiepρq d’un calcul ρ “
pτ1, τ2, . . . , τnq P δ˚ d’un état φ vers un état φ (resp. d’une configuration φ vers une confi-
guration φ) avec n P N comme concaténation des sorties des transitions de ρ :

sortiepρq “ λpτ1q . . . λpτnq

De plus nous pouvons écrire ρ par :

ρ “ φ1
a1,λpτ1q
ÝÝÝÝÑφ2

a2,λpτ2q
ÝÝÝÝÑ . . .

an´1,λpτn´1q
ÝÝÝÝÝÝÝÑφn

an,λpτnq
ÝÝÝÝÝÑφn`1

ρ : φ1
w,λpτ1q¨¨¨λpτnq
ÝÝÝÝÝÝÝÝÑ˚φn`1

où la séquence de transition forme un calcul de A.

˝ Si A est un AA alors nous définissons la sortie sortiepρq d’un pq, Rq-calcul ρ P TδpXq avec
X un ensemble de variables, q un état et R une séquence d’états comme la substitution
des sorties des transitions de ρ :

sortiepρq “

"

λpτqrsortiepρ|1q, . . . , sortiepρ|mqs si ρ “ τpρ|1, . . . , ρ|mq avec m P N,
x si ρ “ x avec x P X .

Nous pouvons aussi décrire ρ par q
t,sortiepρq
ÝÝÝÝÝÑ˚R.

Sortie d’un transducteur La sortie sortiepsq de s P LpAq est définie comme suit :

sortiepsq “
ď

ρPACalspAq

psortiepρqq

Autrement dit, la sortie de s est l’union des sorties des calculs acceptants sur s.

Transformation Soit T un transducteur A. La transformation définie par T et dénotée par
transpTq est l’ensemble des paires de pLpAq ˆ Eq définie par :

transpTq “ tps, eq P pLpAq ˆ Eq | s P LpAq et e P sortiepsqu

Autrement dit, la transformation de T est l’ensemble des paires de mots ou arbres reconnus par
A et des mots ou arbres produits.

Norme La norme norpsq de s P LpAq est définie comme suit :

norpsq “ #sortiepsq

La norme de T, dénotée par norpTq, est définie par :

norpTq “ suptnorpsq | s P LpAqu

Pour tout entier k P N si norpTq ă k alors la norme de T est k-bornée. S’il existe un tel que
norpTq ă k alors la norme de T est finie, sinon la norme de T est infinie.
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Exemple 2.2.3

Nous présentons à la Figure 2.2 un TF sur l’alphabet Σ “ tau vers l’alphabet Σ “ tb, cu
. Il existe trois calculs sur le mot aaa :

p a,bc
ÝÝÑp a,bc

ÝÝÑ p a,cb
ÝÝÑ q

p a,bc
ÝÝÑp a,cb

ÝÝÑ q a,bc
ÝÝÑ q

p a,cb
ÝÝÑq a,bc

ÝÝÑ q a,bc
ÝÝÑ q

Ces trois calculs ont pour sorties respectives bcbccb, bccbbc et cbbcbc. Ces trois mots
sont différents, la sortie de aaa est donc tbcbccb, bccbbc, cbbcbcu, et sa norme est donc
de 3. De manière plus générale, le nombre de sorties de an avec n P N un entier est
égal à n. Nous pouvons en déduire que la norme du TF est infinie.

p q

a, bc

a, cb

a, bc

FIGURE 2.2 – LpTq “ a˚.

Exemple 2.2.4

Nous avons représenté à la Figure 2.3 un TPV T sur l’alphabet ∆ vers l’alphabet ∆
1

avec ∆c “ tcu, ∆r “ tru, ∆ι “ ta, bu et ∆
1 “ ∆. Ce TPV déterministe aplatit le mot en

entrée en supprimant toutes les lettres de ∆c et de ∆r sauf les premières. Ainsi, le mot
cabcacbrrr produit le mot cababr.

p p1 q
c, c | γ1

c, ǫ | γ2r, ǫ | γ´1
2

a, ab, b

r, r | γ´1
1

FIGURE 2.3 – Ce TPV aplatit l’entrée en supprimant les lettre c et r sauf les premières.
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Exemple 2.2.5

Soit X2 un ensemble de 2 variables tx1, x2u. Nous notons T le TA T “ pA, λq de
pΣ, arq vers pΣ, arq avec A “ pQ, I, δq, Σ0 “ ta, bu, Σ2 “ t f u, Q “ I “ tpu, δ “
tpp, f , p, qq, pp, f , q, pq, pq, f , q, qq, pq, f , p, pq, pq, aq, pq, bqu et :

˝ λppp, f , p, qqq “ f px1, x1q,

˝ λppp, f , q, pqq “ f px1, x1q,

˝ λppq, f , p, pqq “ f px2, x2q,

˝ λppq, f , q, qqq “ f px2, x2q,

˝ λppp, aqq “ a,

˝ λppq, bqq “ b.

Ce TA n’accepte que les arbres où le nombre de a est impair. De plus, il produit
deux fois son sous-arbre gauche si le nombre de a est impair, et deux fois le sous-arbre
droit si le nombre de a est pair. Un exemple de calcul est donné sur la Figure 2.4.
A noter que chaque copie est associée au même sous-calcul. Il ne peut pas y avoir
deux sous-calculs différents pour une même variable. De plus le transducteur a par-
couru entièrement l’arbre avant de produire sa sortie, c’est la raison pour laquelle
nous sommes capable de vérifier que le nombre de a est impair : les sous-arbres de
droite sont effacés dans la sortie mais ont été quand même parcouru dans le calcul.

f

f

a b

b ñ

f

f

a a

f

a a

FIGURE 2.4 – λp f p f pa, bq, bqq “ f p f pa, aq, f pa, aqq.

2.3 Équivalence des automates d’arbres et des automates à pile vi-
sible

Dans cette section, nous allons étudier les relations entre les automates à pile visible bien
imbriqués et les automates d’arbres de plusieurs manières. Nous allons ainsi présenter deux
algorithmes pour transformer dans un sens un automate à pile visible A vers un automate
d’arbres A1 reconnaissant le langage fcnspLpAqq, et dans l’autre sens un automate d’arbres A’
vers un automate à pile visible A reconnaissant le langage encpLpA1qq. Puis nous étendrons ces
fonctions aux automates à coûts et aux transducteurs, montrant ainsi qu’elles induisent une
bijection entre les relations reconnues par l’automate d’origine et l’automate produit.

Notez qu’ici nous n’allons considérer que les APVbi. Ce choix a été fait car les construc-
tions sont plus simples et le cas bien imbriqué nous suffit pour la suite du manuscrit. Il existe
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cependant une construction traitant du cas général dans [AM04], que nous n’utiliserons pas
car elle n’induit pas une bijection entre les calculs de l’automate d’origine et de l’automate
produit. Il est aussi proposée dans [AM04] une construction produisant un APV à partir d’un
AA, mais elle ne traite pas du cas général. En effet, elle ne transforme que les AA lisant en en-
trée des stack-tree, une classe d’arbres où les symboles de l’alphabet gradué sont partitionnés
en plusieurs sous-ensembles, de manière similaire aux alphabets structurés. Ces constructions
pourraient être modifiées afin de résoudre ces deux problèmes, mais nous préférons proposer
nos propres constructions afin de pouvoir plus facilement les adapter aux automates à coûts et
aux transducteurs.

2.3.1 Construire un automate d’arbre depuis un automate à pile visible

Nous allons traiter en premier de la construction produisant un automate d’arbres à partir
d’un automate à pile visible bien imbriqué. Comme un APV lit des mots et un AA des arbres, il
est nécessaire de transformer les entrées de l’APV en entrée compatible avec celles d’un AA, ce
que fera la fonction fcns présentée au premier chapitre.

Nous présentons maintenant la construction APV2AA. Intuitivement, elle produit à partir
d’un APVbi A un AA Ava tel que LpAvaq “ tfcnspwq | w P LpAqu.

Définition 2.3.1

Soit A “ pQ, I, F, δ, Γq un APVbi sur l’alphabet ∆. L’ AA APV2AApAq “ pQ1, I1, δ1q sur
l’alphabet structuré p∆̃, arq est défini par :

˝ Q1 “ BIA ˆ pΓ Y tKuu,

˝ I1 “ pBIA X pI ˆ Fqq ˆ tKu,

˝ δ1 “

$

’

’

&

’

’

%

ppp, q, γq, pc, rq, pp1, q1, γ1q, pq2, q, γqq

pp, c, γ1, p1q P δc,
pq1, γ1, r, q2q P δr,
γ P Γ et pp, qq, pp1, q1q,
pq2, qq P BIA

,

/

/

.

/

/

-

Y tppp, q, γq, a, pp1, q, γqq | pp, a, p1q P δι, γ P Γ et pp, qq, pp1, qq P BIAu
Y tppp, p, γq, Jq | γ P Γ et p P Qu

Quand il existe un calcul ρ : pp, γq
u
ÝÑ˚pq, γq de A, cela signifie qu’il existe un pp, q, γq-calcul

de APV2AApAq sur un arbre t “ fcnspuq. De plus comme u est bien imbriqué nous savons que
u “ cwrv ou u “ av ou u “ ǫ avec v, w P ∆

˚
bi, c un ouvrant et r un fermant. Chaque transition

de l’automate d’arbres est associé à une de ces décompositions. Par exemple, si u “ cwrv, alors
ρ se décompose par :

ρ : pp, γq
c

ÝÑpp1, γγ1q
w
ÝÑ˚pq1, γγ1q

r
ÝÑpq2, γq

v
ÝÑ˚pq, γq

La situation est représentée à la Figure 2.5. Le calcul correspondant de APV2AApAq est égal à
τpρ1, ρ2q avec τ “ ppp, q, γq, pc, rq, pp1, q1, γ1q, pq2, q, γqq, ρ1 un pp1, q1, γ1q-calcul et ρ2 un pq2, q, γq-
calcul. Il en va de même pour les autres transitions. A noter que nous mémorisons un symbole
de pile afin de préserver une bijection entre les calculs de A et APV2AApAq. En effet, sans ce
symbole nous pourrions confondre le couple pp, c, γ, qq P δc et pp1, γ, r, q1q P δr avec le couple
pp, c, γ1, qq P δc et pp1, γ1, r, q1q P δr.
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‚
pp, γq

c
‚

pp1, γγ1q w
‚

pq1, γγ1q

r

‚
pq2, γq v

‚
pq, γq

FIGURE 2.5 – Construction des transitions d’empilement.

Exemple 2.3.2

Soit A l’ APVbi de la Figure 2.6. APV2AA produit l’ AA A1 “ pQ1, I1, δ1q avec :

˝ Q1 “

"

ppi, p f , Kq, pp1, p2, γ1q, pp1, p2, γ2q, pp1, p1, γ1q,
pp2, p2, γ1q, pp2, p2, γ2q, pp f , p f , Kq

*

,

˝ I1 “ tppi, p f , Kqu,

˝ δ1 “

$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

pppi, p f , Kq, pa, bq, pp1, p1, γ1q, pp f , p f , Kqq,
pppi, p f , Kq, pa, bq, pp1, p2, γ1q, pp f , p f , Kqq,
ppp1, p2, γ1q, pa, bq, pp2, p2, γ2q, pp2, p2, γ1qq,
ppp1, p2, γ1q, pa, bq, pp1, p2, γ2q, pp2, p2, γ1qq,
ppp1, p2, γ2q, pa, bq, pp2, p2, γ2q, pp2, p2, γ2qq,
ppp1, p2, γ2q, pa, bq, pp1, p2, γ2q, pp2, p2, γ1qq,
ppp1, p2, γ1q, pa, bq, pp2, p2, γ2q, pp2, p2, γ1qq,
ppp f , p f , Kq, Kq,
ppp1, p1, γ1q, Kq,
ppp2, p2, γ1q, Kq,
ppp2, p2, γ2q, Kq

,

/

/

/

/

/

/

/

/

/

/

/

/

/

/

/

/

/

.

/

/

/

/

/

/

/

/

/

/

/

/

/

/

/

/

/

-

A noter que nous avons supprimé les états n’étant pas accessibles et co-accessibles.

pi p1 p2 p f
a | γ1

a | γ2

a | γ2

b | γ´1
2

b | γ´1
1

b | γ´1
1

FIGURE 2.6 – LpAq “ tanbn | n P Nu

Nous allons maintenant montrer le résultat suivant :

Théorème 2.3.3

Soit A un APVbi et Ava l’ AA APV2AApAq. Nous avons :

˝ LpAvaq “ tfcnspwq | w P LpAqu

˝ Pour tout w P LpAq il existe une bijection entre ACalwpAq et ACalfcnspwqpAvaq.

41



Soit A “ pQ, I, F, Γ, δq un APVbi et Ava l’ AA APV2AApAq (va pour visible vers arbre). Nous
allons maintenant définir une fonction liant les calculs de A avec ceux de Ava. Le but de cette
fonction est d’établir comment les calculs de A sont produits à partir de Ava. Soient Φva une
fonction de CalpAvaq ˆ Γ

˚ vers CalpAq, σ P Γ
˚ une pile et ρ P CalpAvaq un calcul défini comme

suit :

ρ “ τpρ|1, . . . , ρ|mq avec m P r0, 2s

Nous définissons Φvapρ, σq P CalpAq comme étant le calcul suivant :

Φvapρ, σq “

$

&

%

pp, σγq
c

ÝÑΦvapρ|1, σγq
r

ÝÑΦvapρ|2, σγq si τ “ ppp, q2, γq, pc, rq, pp1, q1, γ1q, pq, q2, γqq

pp, σγq
a

ÝÑΦvapρ|1, σq si τ “ ppp, q, γq, a, pp1, q, γqq
pp, σγq si τ “ ppp, p, γq, Jq

Exemple 2.3.4

Nous considérons l’ APV A et l’AA de l’Exemple 2.3.2. Nous avons représenté à la Fi-
gure 2.7 un calcul ρ sur l’arbre pa, bqppa, bqpK, Kq, Kq “ fcnspaabbq. La fonction Φvapρ, Kq
produit le calcul ρ1 sur le mot aabb défini comme suit :

ρ1 “ ppi, Kq
a

ÝÑpp1, γ1q
a

ÝÑpp2, γ1γ2q
b

ÝÑpp2, γ1q
b

ÝÑpp f , Kq

qui est bien un calcul de A sur aabb.

pppi, p f , Kq, pa, bq, pp1, p1, γ1q, pp f , p f , Kqq

ppp1, p2, γ1q, pa, bq, pp2, p2, γ2q, pp2, p2, γ1qq

ppp2, p2, γ2q, Kq ppp2, p2, γ1q, Kq

ppp f , p f , Kq, Kq

FIGURE 2.7 – Un calcul sur l’arbre pa, bqppa, bqpK, Kq, Kq.

Nous allons maintenant montrer plusieurs propriétés sur la fonction Φva. Le Lemme 2.3.5
montre que la fonction construit bien un calcul de l’ APVbi de départ. Nous montrons ensuite
que cette fonction est surjective au Lemme 2.3.6 puis nous montrons qu’elle est injective au
Lemme 2.3.7.

Lemme 2.3.5

Soit A un APVbi sur un alphabet structuré ∆ et t P T
∆̃

un arbre. Pour tout pp, q, γq-
calcul ρ de APV2AApAq sur t et pour toute pile σ, il existe un mot u “ fcnsptq tel que
Φvapρ, σq est un calcul de A sur u de pp, σγq à pq, σγq.
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Démonstration. Nous notons A “ pQ, I, F, Γ, δq et APV2AApAq “ Ava “ pQ1, I1, δ1q. Nous allons
prouver ce lemme par induction sur la structure de t.

˝ si t “ J, alors u “ ǫ. Par définition Φvapρ, σq est un calcul de A sur ǫ, le résultat est donc
vérifié.

˝ si t “ apt|1q avec a P ∆ι, alors il existe ppp, q, γq, a, pp1, q, γqq P δ1 et un pp1, q, γq-calcul ρ1
de A sur t|1. Par hypothèse d’induction, il existe un mot v P ∆

˚
bi tel que t|1 “ fcnspvq

et Φvapρ1, σq est un calcul de A sur v. Par définition de δ1, il existe pp, a, p1q P δι et donc
Φvapρ, σq “ pp, σγq

a
ÝÑΦvapρ1, σγq est un calcul de A sur u “ av.

˝ si t “ pc, rqpt|1, t|2q avec c P ∆c et r P ∆r, alors il existe ppp, q, γq, pc, rq, pp1, q1, γ1q, pq2, q, γqq P
δ1, un pp1, q1, γ1q-calcul ρ1 de A sur t|1 et un pq2, q, γq-calcul ρ2 de A sur t|2. Par hypothèse
d’induction, il existe deux mots w, v P ∆

˚
bi tels que t|1 “ fcnspwq, t|2 “ fcnspvq, Φvapρ1, σγq

est un calcul de A sur w. et Φvapρ2, σq est un calcul de A sur v. Par définition de δ1, il existe
pp, c, γ1, p1q P δc et pq1, γ1, r, q2q P δr, donc Φvapρ, σq “ pp, σγq

c
ÝÑΦvapρ1, σγq

r
ÝÑΦvapρ2, σγq

est un calcul de A sur u “ cwrv. A noter que la présence de γ1 dans l’état nous permet
d’éviter que Φvapρ, σq puisse produire plusieurs calculs différents.

Lemme 2.3.6

Soit A un APVbi sur un alphabet structuré ∆ et u P ∆
˚
bi un mot bien imbriqué. Pour tout

calcul ρ1 : pp, σγq
u
ÝÑ˚pq, σγq de A, il existe un calcul pp, q, γq-calcul ρ de APV2AApAq

sur fcnspuq tel que Φvapρ, σq “ ρ1.

Démonstration. Nous notons A “ pQ, I, F, Γ, δq et APV2AApAq “ Ava “ pQ1, I1, δ1q. Nous fai-
sons la preuve par induction sur la structure imbriquée de u.

˝ Si u “ ǫ alors q “ p. Par construction de δ1, nous avons ppp, p, γqq P δ1, et donc il existe un
pp, q, γq-calcul ρ de Ava sur J tel que Φvapρ, σq “ ρ1.

˝ Si u “ av avec v P ∆
˚
bi et a P ∆ι alors ρ1 se décompose ainsi :

pp, σγq
a

ÝÑpp1, σγq
v

ÝÑ˚pq, σγq

Par hypothèse d’induction, nous savons qu’il existe un pp1, q, γq-calcul ρ1 de Ava sur
fcnspvq tel que Φvapρ1, σq “ pp1, σγq

v
ÝÑ˚pq, σγq. De plus par construction de δ1, nous avons

ppp, q, γq, a, pp1, q, γqq P δ1, et donc il existe un pp, q, γq-calcul ρ de Ava sur fcnspuq “
apfcnspvqq tel que Φvapρ, σq “ ρ1.

˝ Si u “ cwrv avec w, v P ∆
˚
bi, c P ∆c et r P ∆r alors ρ1 se décompose ainsi :

pp, σγq
c

ÝÑpp1, σγγ1q
w
ÝÑ˚pq1, σγγ1q

r
ÝÑpq2, σγq

v
ÝÑ˚pq, σγq

Par hypothèse d’induction, nous savons qu’il existe un pp1, q1, γ1q-calcul ρ1 et un pq2, q, γq-
calcul ρ2 de Ava sur fcnspwq et fcnspvq tels que Φvapρ1, σγq “ pp1, σγγ1q

w
ÝÑ˚pq1, σγγ1q et

Φvapρ2, σq “ pq2, σγq
v

ÝÑ˚pq, σγq. Nous avons ppp, q, γq, pc, rq, pp1, q1, γ1q, pq2, q, γqq P δ1 par
construction de δ1, et il existe donc un pp, q, γq-calcul ρ de Ava sur l’arbre fcnspuq “
pc, rqpfcnspwq, fcnspvqq tel que Φvapρ, σq “ ρ1.
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Lemme 2.3.7

Soit A “ pQ, I, F, Γ, δq un APVbi sur un alphabet structuré ∆ et u P ∆
˚
bi un mot

bien imbriqué. Pour tout pp, q, γq-calculs ρ, ρ1 de APV2AApAq sur fcnspuq et σ P Γ
˚,

si Φvapρ, σq “ Φvapρ1, σq alors ρ “ ρ1.

Démonstration. Nous notons APV2AApAq “ Ava “ pQ1, I1, δ1q. Nous faisons la preuve par
induction sur la structure imbriquée de u.

˝ Si u “ ǫ alors ρ “ pp, σγq. Par définition de Φva nous avons donc ρ “ ρ1 “ ppp, p, γq, Jq.

˝ Si u “ av avec v P ∆
˚
bi et a P ∆ι alors Φvapρ, σq “ Φvapρ1, σq se décomposent ainsi :

pp, σγq
a

ÝÑpp1, σγq
v

ÝÑ˚pq, σγq

Par définition de Φva nous avons donc ρ “ τpρ|1q et ρ1 “ τ1pρ1|1q avec Φvapρ|1, σq “

Φvapρ1|1, σq “ pp1, σγq
v

ÝÑ˚pq, σγq. Par hypothèse d’induction, nous avons ρ|1 “ ρ1|1. De
plus, par construction il existe une seule transition ppp, q, γq, a, pp1, q, γqq P δ1, donc τ “ τ1

et donc ρ “ ρ1.

˝ Si u “ cwrv avec w, v P ∆
˚
bi, c P ∆c et r P ∆r alors ρ1 se décompose ainsi :

pp, σγq
c

ÝÑpp1, σγγ1q
w
ÝÑ˚pq1, σγγ1q

r
ÝÑpq2, σγq

v
ÝÑ˚pq, σγq

Par définition de Φva nous avons ρ “ τpρ|1, ρ|2q et ρ1 “ τ1pρ1|1, ρ1|2q avec Φvapρ|1, σγq “

Φvapρ1|1, σγq “ pp1, σγγ1q
w
ÝÑ˚pq1, σγγ1q et Φvapρ|2, σq “ Φvapρ1|2, σq “ pq2, σγq

v
ÝÑ˚pq, σγq

Par hypothèse d’induction, nous avons ρ|1 “ ρ1|1 et ρ|2 “ ρ1|2. De plus, il existe une seule
transition ppp, q, γq, pc, rq, pp1, q1, γ1q, pq2, q, γqq P δ1, donc τ “ τ1 et donc ρ “ ρ1.

Nous pouvons maintenant combiner ces résultats afin de montrer le Théorème 2.3.3.

Démonstration du Théorème 2.3.3. Les Lemmes 2.3.5, 2.3.6 et 2.3.7 assurent que pour tout mot
u P ∆

˚
bi, ACalupAq est en bijection avec ACalfcnspuqpAvaq. De plus, par le Lemme 2.3.5, pour tout

arbre t P LpAvaq il existe u P ∆
˚
bi tel que t “ fcnspuq, ceci assurant la propriété souhaitée sur tous

les calculs acceptants de A et Ava.

2.3.2 Construire un automate à pile visible depuis un automate d’arbre

Nous allons maintenant construire un automate à pile visible depuis un automate d’arbres.
Pour cela nous allons utiliser la fonction enc définie au premier chapitre, et permettant de
construire un mot bien imbriqué depuis un arbre. Nous définissons maintenant les fonctions
anc et suiv nous permettant d’obtenir des informations sur les relations de parenté entre les
transitions d’un automate d’arbre.

Ancêtres d’une transition Soit A “ pQ, I, δq un AA sur l’alphabet gradué pΣ, arq. Nous ap-
pelons QdA l’ensemble des paires pQ Y δq ˆ N. Pour tout τ P δ nous définissons la fonction
anc : δ Ñ QdA (ancêtres), comme suit :

ancpτq “ tpτ1, nq P QdA | τ1 P δ, n ď arpτ1q, filsnpτ1q “ racinepτqu Y tpp, 0q | p P I, p “ racinepτqu

Enfin, pour tout px, mq P QdA, nous considérons la fonction suiv : QdA Ñ QdA (suivant),
formellement définie par :

suivppx, mqq “ px, m ` 1q
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Ces fonctions sont utiles pour connaître les ancêtres possibles d’une transition sur le calcul
d’un arbre. Nous allons nous en servir dans la construction AA2APV, que nous allons présen-
ter maintenant. Intuitivement, elle produit à partir d’un AA A un APV Aav tel que LpAavq “
tencptq | t P LpAavqu.

Définition 2.3.8

Soit A “ pQ, I, δq un AA sur l’alphabet pΣ, arq. L’APV AA2APVpAq “ pQ1, I1, F1, δ1, Γ
1q

sur l’alphabet structuré Σ̂ est défini par :

˝ Q1 “ tpp, iq P QdA | p P I, i P t0, 1uu Y tpτ, iq P QdA | τ P δ, i P t0, . . . , arpτquu,

˝ I1 “ tpp, 0q P QdA | p P Iu,

˝ F1 “ tpp, 1q P QdA | p P Iu,

˝ Γ
1 “ Q1 ˆ Σ,

˝ δ1 “ δ1
c Y δ1

r avec :

– δ1
c “ tpψ, xa, pψ, aq, pτ1, 0qq | etiqpτ1q “ a, ψ P ancpτ1qu

– δ1
r “ tppτ1, arpτ1qq, pψ, aq, ay, suivpψqq | etiqpτ1q “ a, ψ P ancpτ1qu

Cette construction simule le parcours en profondeur d’un calcul en stockant dans l’état
de l’APV la transition utilisée par l’ AA. Lorsque nous empilons un symbole, nous débutons
le parcours d’une nouvelle transition τ de notre calcul. Si l’on suppose que cette transition
possède une arité de m, alors l’APV devra encore passer m fois par cette transition afin de
parcourir tous ses fils. L’entier stocké dans l’état permet de retenir cette information. Ainsi, si
nous sommes dans l’état pτ, nq avec n ă m, alors la prochaine transition du calcul à explorer est
celle étiquetant le fils n de τ. Inversement, lorsque nous dépilons un symbole, nous finissons
du parcours de la transition τ. Il est donc nécessaire de remonter à la transition supérieure de
notre calcul. Nous incrémentons le compteur de 1, pour signifier le passage au fils suivant.

Exemple 2.3.9

Nous considérons l’ AA A “ pQ, I, Fq sur pΣ, arq avec Σ2 “ t f u, Σ0 “ tau, Q “ I “ tpu
et δ “ tpp, f , p, pq, pp, aqu avec pp, f , p, pq “ τ et pp, aq “ τ1. La construction APV2AA

produit l’ APVbi A1 représenté à la Figure 2.8.

Nous allons maintenant prouver :

Théorème 2.3.10

Soit A un AA et Aav l’ APVbi AA2APVpAq. Nous avons :

˝ LpAavq “ tencptq | t P LpAqu

˝ Pour tout t P LpAq il existe une bijection entre ACaltpAq et ACalencptqpAavq.

Afin de prouver ce théorème nous allons tout d’abord montrer que le domaine de l’auto-
mate d’arbre construit est bien un sous-ensemble du co-domaine de la fonction enc. Pour cela
nous allons tout d’abord montrer au Lemme 2.3.11 une propriété des calculs de la construction
AA2APV.
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p, 0 τ1, 0 p, 1

τ, 0 τ, 1 τ, 2

xa | pp, 0, f q f y | pp, 0, f q´1

x f | pp, 0, f q

x f | pτ, 0, f q

xa | pτ, 0, f q

f y | pτ, 0, f qxa | pτ, 1, f q

x f | pτ, 1, f q

f y | pτ, 1, f q

f y | pτ, 0, f q

f y | pp, 0, f q

f y | pτ, 1, f q

FIGURE 2.8 – Un APVbi produit par la fonction APV2AA.

Lemme 2.3.11

Soit A un AA sur l’alphabet gradué pΣ, arq. Pour tout calcul ppx, nq, Kq
w
ÝÑ˚ppy, mq, Kq P

CalwpAA2APVpAqq tel que w P Σ̂
˚
cr nous avons x “ y et m “ n ` 1.

Démonstration. Comme w P Σ̂
˚
cr, il existe c P Σ̂c, r P Σ̂r et u P Σ̂

˚
bi tel que w “ cur. Par construc-

tion il existe a P Σ et x1 P Q Y δ tels que ppx, nq, xa, ppx, nq, aq, px1, 0qq P δ1
c. Par définition de δ1, les

transitions pouvant dépiler le symbole ppx, mq, xaq sont de la forme ppy1, kq, ppx, nq, aq, ay, px, n `
1qq P δ1

r avec y1 P Q Y δ et k “ 1 si y1 P Q et k “ arpy1q sinon. Nous avons donc bien x “ y et
m “ n ` 1.

Lemme 2.3.12

Soient A “ pQ, I, δq un AA sur l’alphabet gradué pΣ, arq et Aav “ pQ1, I1, F1, δ1, Γ
1q l’

APVbi AA2APVpAq sur l’alphabet structuré Σ̂. Pour tout mot w P LpAavq, il existe
t P TΣ tel que w “ encptq.

Démonstration. Il convient de noter que pour tout mot w P LpAavq, nous avons w P Σ̂
˚
cr. En

effet, comme F1 X I1 “ H, nous avons w ‰ ǫ. Comme Σ̂ι “ H nous pouvons en déduire que
pour tout calcul ppp, 0q, Kq

w
ÝÑ˚ppq, 1q, σq P ACalwpAavq il existe τ, τ1 P δ tels que ce calcul est égal

à :

ppp, 0q, Kq
xa
ÝÑ ppτ, 0q, ppp, 0q, aqq

u
ÝÑ˚ppτ1, arpτ1qq, σ ¨ ppq, 0q, bqq

by
ÝÑ ppq, 1q, σq

Avec u P Σ̂
˚ et w “ xauby. Par définition de δ1 l’état pq, 0q est le seul état pouvant empiler

ppq, 0q, bqq, et ne peut être rencontré qu’en position initiale. Nous avons donc p “ q, a “ b et
σ “ K. Nous concluons que w “ cur avec c “ xa, r “ ay et u P Σ̂

˚
bi.

Soit w P Σ̂
˚
cr un mot et ppx, nq, Kq

w
ÝÑ˚ppy, mq, Kq un calcul de Aav sur w. Par le Lemme 2.3.11

nous avons x “ y et m “ n ` 1. Nous montrons maintenant par induction sur la structure de
w qu’il existe t P TΣ tel que w “ encptq. Comme w P Σ̂

˚
cr, il existe l P N tel que w “ cu1 . . . ulr

avec c P Σ̂c, r P Σ̂r et ui P Σ̂
˚
cr pour tout i P r1, ls. Par construction de δ1 et par le Lemme 2.3.11,
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il existe x1 P Q Y δ et a P Σ tels que :

ppx, nq, xa, ppx, nq, aq, px1, 0qq P δ1
c ppx1, lq, ppx, nq, aq, ay, px, n ` 1qq P δ1

r

ppx1, 0q, ppx, nq, aqq
u1ÝÑ˚ppx1, 1q, ppx, nq, aqq

u2ÝÑ˚ ¨ ¨ ¨
ulÝÑ˚ppx1, lq, ppx, nq, aqq P Calu1 ...ul pAavq

Avec c “ xa, r “ ay. Par hypothèse d’induction et par le Lemme 1.4.7 il existe ti P TΣ pour tout
i P r1, ls tels que ui “ encptiq pour tout i P r1, ls. Par définition de δ1, l “ arpaq, nous en déduisons
que w “ xa ¨ encpt1q . . . encptlq ¨ ay “ encpapt1, . . . , tlqq. Comme pour tout mot w P LpAavq, nous
avons w P Σ̂

˚
cr, nous pouvons conclure qu’il existe t P TΣ tel que w “ encptq avec c “ xa et

r “ ay.

Soit A “ pQ, I, δq un AA et Aav l’ APVbi AA2APVpAq. Nous allons maintenant définir une
fonction liant les calculs de A avec ceux de Aav. Le but de cette fonction est d’établir comment
les calculs de Aav sont produits à partir de A. Soient Φav une fonction de CalpAq ˆ QdA ˆ Γ

˚

vers CalpAavq, une paire ψ P QdA, σ P Γ
˚ une pile et ρ P CalpAq le calcul ρ “ τpρ|1, . . . , ρ|mq.

Nous définissons ΦTApρ, ψ, σq P CalpAavq comme étant le calcul suivant :

Φavpρ, ψ, σq “ pψ, σq
xa
ÝÑΦavpρ1, pτ, 0q, σpψ, aqq ¨ ¨ ¨ Φavpρm, pτ, m ´ 1q, σpψ, aqq

ay
ÝÑpsuivpψq, σq

Exemple 2.3.13

Nous considérons l’ AA A “ pQ, I, Fq, l’ APVbi A1 défini à l’Exemple 2.3.9 et le calcul
ρ “ τrτ1, τ1s de A. La fonction Φvapρ, p, Kq produit le calcul ρ1 défini comme suit :

ρ1 “ppp, 0q, Kq
x f
ÝÑppτ, 0q, pp, 0, f qq

xa
ÝÑppτ1, 0q, pp, 0, f qpτ, 0, f qq

ay
ÝÑ

ppτ, 1q, pp, 0, f qq
xa
ÝÑppτ1, 0q, pp, 0, f qpτ, 1, f qq

ay
ÝÑppτ, 2q, pp, 0, f qq

f y
ÝÑppp, 1q, Kq

qui est bien un calcul de A1 sur x f xaayxaay f y.

Nous allons maintenant prouver au Lemme 2.3.14 que la fonction construit bien un calcul
de l’ AA de départ. Nous montrons ensuite que cette fonction est surjective au Lemme 2.3.15
puis nous montrons qu’elle est injective au Lemme 2.3.16.

Lemme 2.3.14

Soit A un AA sur un alphabet pΣ, arq et t “ apt|1, . . . t|mq P TΣ un arbre. Pour tout calcul
ρ “ τpρ|1, . . . , ρ|mq de A sur t, toute paire ψ P ancpτq et toute pile σ, Φavpρ, ψ, σq est un
calcul de APV2AApAq sur encptq.

Démonstration. Nous notons A “ pQ1, I1, δ1q et APV2AApAq “ Aav “ pQ, I, δq. Nous allons
prouver ce lemme par induction sur la structure de t. Par hypothèse d’induction, pour tout
i P r1, ms, Φavpρi, pτ, i ´ 1q, σpψ, aqq est un calcul de Aav sur le mot encpt|iq. Par construction, nous
avons ψ P ancpτq et etiqpτq “ f . Nous pouvons donc en conclure que pψ, xa, pψ, aq, pτ1, 0qq P δ1

c
et ppτ1, arpτ1qq, pψ, aq, ay, suivpψqq P δ1

r, et le calcul suivant :

pψ, σq
xa
ÝÑΦavpρ1, pτ, 0q, σpψ, aqq ¨ ¨ ¨ Φavpρm, pτ, m ´ 1q, σpψ, aqq

ay
ÝÑpsuivpψq, σq

est un calcul de Aav sur encptq. Nous pouvons donc conclure que Φavpρ, ψ, σq est un calcul de
Aav sur encptq.
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Lemme 2.3.15

Soit A un AA sur un alphabet pΣ, arq et t “ apt|1, . . . , t|mq P TΣ un arbre. Pour tout

calcul ρ1 : pψ, σq
xa
ÝÑ ppτ, 0q, σpψ, aqq

encpt|1q¨¨¨encpt|mq
ÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÑ˚ppτ, m ´ 1q, σpψ, aqq

ay
ÝÑ psuivpψq, σq

de A, il existe un calcul ρ “ τpρ|1, . . . , ρ|mq de APV2AApAq sur t tel que Φavpρ, σq “ ρ1.

Démonstration. Nous notons A “ pQ, I, F, Γ, δq et APV2AApAq “ Ava “ pQ1, I1, δ1q, et σ1 “
σpψ, aq. Nous faisons la preuve par induction sur la structure de t. Pour tout i P r1, ls nous
avons :

pψi´1, σ1q
encpt|iqÝÝÝÝÑ˚pψi, σ1q P Calencpt|iqpAavq

avec ψi “ pτ, iq. Comme encpt|iq P Σ̂
˚
cr par le Lemme 2.3.11 il existe τi P δ, ni P N et ai P Σni tels

que nous avons ti “ aipt1|1, . . . , ti|ni q, ψi P ancpτiq et :

pψi´1, σ1q
xaiÝÑ ppτi, 0q, σ1pψi, aiqq

encpti|1q¨¨¨encpti|ni qÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÑ˚ppτi, niq, σ1pψi, aiqq
aiyÝÑ pψi, σ1q P Calencpt|iqpAavq

Nous pouvons donc appliquer l’hypothèse d’induction et montrer que pour tout i P r1, ls il
existe un calcul ρ|i de A sur t|i. Enfin, par définition de δ1, nous avons :

pψ, xa, pψ, aq, pτ, 0qq P δ1
c ppτ, lq, pψ, aq, ay, suivpψqq P δ1

r

Nous en déduisons qu’il existe τ P δ telle que τpρ|1, . . . ρ|lq est un calcul de A sur t.

Lemme 2.3.16

Soient A un AA sur un alphabet pΣ, arq et t “ apt|1, . . . , t|mq P TΣ un arbre. Pour tout
calculs ρ “ τpρ|1, . . . , ρ|mq,ρ1 “ τ1pρ1|1, . . . , ρ1|mq de A sur t, toute paire ψ P ancpτq si
Φavpρ, ψ, σq “ Φavpρ1, ψ, σq alors ρ “ ρ1.

Démonstration. Nous notons A “ pQ, I, F, Γ, δq et APV2AApAq “ Ava “ pQ1, I1, δ1q, et σ1 “
σpψ, aq. Nous faisons la preuve par induction sur la structure de t. Par le Lemme 2.3.12, ρ et ρ1

sont sur le mot encptq. Les calculs Φavpρ, ψ, σq “ Φavpρ1, ψ, σq se décomposent donc ainsi :

pψ, σq
xa
ÝÑΦavpρ1, pτ, 0q, σpψ, aqq ¨ ¨ ¨ Φavpρm, pτ, m ´ 1q, σpψ, aqq

ay
ÝÑpsuivpψq, σq

Par définition de Φav pour tout i P r1, ms nous avons Φavpρ|i, pτ, i ´ 1q, σpψ, aqq “ Φavpρ1|i, pτ, i ´
1q, σpψ, aqq. Par hypothèse d’induction, nous avons ρ|1 “ ρ1|1. De plus, comme Φavpρ, ψ, σq “
Φavpρ1, ψ, σq nous avons τ “ τ1 et donc ρ “ ρ1.

Nous pouvons maintenant combiner ces résultats afin de montrer le Théorème 2.3.10.

Démonstration du Théorème 2.3.10. Les Lemmes 2.3.14, 2.3.15 et 2.3.16 assurent que pour tout
arbre t P TΣ, ACaltpAq est bijectif avec ACalencptqpAavq. De plus, par le Lemme 2.3.12, pour tout
arbre u P LpAavq il existe t P TΣ tel que u “ encptq, ceci assurant la propriété souhaitée sur tous
les calculs acceptants de A et Aav.

48



2.3.3 Extension aux automates à coûts

Nous avons présenté dans les sections précédentes les constructions APV2AA et AA2APV,
que nous allons maintenant étendre aux automates à coûts. Pour cela, nous allons expliquer
comment les coûts sont ajoutés aux transitions, et montrerons que les coûts calculés respectent
la bijection entre les calculs de l’automate d’origine et l’automate produit. Nous demandons à
chaque fois que le semi-anneau étudié soit commutatif, car les constructions échangent l’ordre
dans lequel les coûts sont lus. Nous étendons dans un premier temps la construction APV2AA.

Définition 2.3.17

Soient S “ pE, ‘, b, 0, 1q un semi-anneau commutatif et S “ pA, λq un S-APVbi sur
l’alphabet structuré ∆. Le S-AA APV2AApSq “ pA1, λ1q est défini par :

˝ A1 “ APV2AApAq “ pQ1, I1, δ1q,

˝ λ1pτq “

$

&

%

λppp, a, p1qq si τ “ ppp, q, γq, a, pp1, qqq,
λppp, c, γ1, p1qq b λppq1, γ1, r, q2qq si τ “ ppp, p1, γq, pc, rq, pp1, q1, γ1q, pq2, qqq,
1 si τ “ ppp, p, γq, Jq.

Pour tout τ P δ1.

Chaque couple d’ouvrant/fermant pc, rq est remplacé par un nœud de l’arbre dans Ava,
c’est pourquoi nous faisons le produit des coûts de c et de r. C’est ici que la commutativité est
importante. Nous souhaitons maintenant montrer le théorème suivant :

Théorème 2.3.18

Soit S un semi-anneau commutatif, S “ pA, λq un S-APVbi et Sva “ pAva, λvaq l’ AA
APV2AApSq. Nous avons :

˝ fonctionpSvaq “ tpfcnspwq, eq | pw, eq P fonctionpSqu

˝ Pour tout w P LpAq il existe une bijection entre ACalwpAq et ACalfcnspwqpAvaq.

Pour montrer ce résultat nous donnons la propriété suivante de la fonction Φva. De ce ré-
sultat découle directement la preuve du Théorème 2.3.18.

Lemme 2.3.19

Soient S un semi-anneau commutatif et S “ pA, λq un S-APVbi sur l’alphabet struc-
turé ∆. Pour tout calcul acceptant ρ de A nous avons coutpΦvapρ, Kqq “ coutpρq.

Démonstration. Par construction de λ1 et la commutativité de S .

Nous étendons maintenant la construction APV2AA. Le principe est le même, nous expli-
quons comment les coûts sont calculés puis nous établissons une propriété sur la fonction Φav.
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Définition 2.3.20

Soient S “ pE, ‘, b, 0, 1q un semi-anneau commutatif et S “ pA, λq un S-AA sur l’al-
phabet gradué Σ. Le S-APV AA2APVpSq “ pA1, λ1q est défini par :

˝ A1 “ AA2APVpAq “ pQ1, I1, F1, δ1, Γ
1q,

˝ λ1pτq “

"

λpτ1q si τ “ pS, xa, pS, aq, pτ1, 0qq,
1 si τ “ ppτ1, arpτ1qq, pS, aq, ay, suivpSqq,

Pour tout τ P δ1.

Chaque nœud d’un arbre lu par A est coupé en deux pour être lu par AA2APVpSq, un ou-
vrant et un fermant. C’est la raison pour laquelle le coût de l’ouvrant est égal au coût du nœud
original et le coût du fermant est égal à l’élément neutre de b. À noter que l’inverse aurait aussi
été possible. Nous souhaitons maintenant montrer le théorème suivant :

Théorème 2.3.21

Soient S un semi-anneau commutatif, S “ pA, λq un S-AA et Sav “ pAav, λavq l’ APVbi
AA2APVpSq. Nous avons :

˝ fonctionpSavq “ tpfcnsptq, eq | pt, eq P fonctionpSqu,

˝ Pour tout t P LpAq il existe une bijection entre ACaltpAq et ACalencptqpAavq.

Pour montrer ce résultat nous donnons la priorité suivante de la fonction Φav. De ce résultat
découle directement la preuve du Théorème 2.3.21.

Lemme 2.3.22

Soient S un semi-anneau commutatif et S “ pA, λq un S-AA sur l’alphabet pΣ, arq.
Pour tout calcul acceptant ρ de A et tout ψ P QdA nous avons coutpΦvapρ, ψ, Kqq “
coutpρq.

Démonstration. Par construction de λ1 et la commutativité de S .

2.3.4 Extension aux transducteurs

Nous considérons maintenant les transducteurs. Nous allons nous servir de ces résultats au
Chapitre 5. pour étendre aux transducteurs à pile visible les résultats de Helmut Seidl concer-
nant les transducteurs d’arbres ([Sei94a]). Cette fois-ci nous ne traiterons pas de la construction
AA2APV, car nous n’en avons pas besoin pour le reste de ce manuscrit. Il serait cependant pos-
sible de le faire sur une sous-classe des transducteurs d’arbres. En effet dans le cas général, ce
modèle peut copier ou changer l’ordre des sous-arbres produits, ce qu’un transducteur à pile
visible ne peut pas faire. Il faudrait donc considérer une classe de transducteurs d’arbres sans
copies et sans échanges, ce que nous avons fait dans [CFR`13].

Comme un transducteur d’arbres produit des arbres et non des mots, nous allons devoir
transformer les sorties des transducteurs à pile visible pour les adapter à ce modèle.

Nous n’allons cependant pas traiter l’intégralité des transducteurs à pile visible, seulement
ceux correspondant à une restriction dont nous donnons l’intuition maintenant.
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L’automate produit par APV2AA possède trois types de transitions (voir page 40). Si nous
souhaitons l’étendre aux transducteurs, il est nécessaire que ces transitions produisent des
contextes d’arbre, ce qui n’est pas toujours le cas.

Le premier type de transition correspond aux paires d’ouvrants et fermants en correspon-
dance. Sur un transducteur à pile visible, deux mots w1 et w2 sont produits entre et après ces
deux transitions. Pour chacune de ces paires, nous devons donc vérifier qu’il est possible de
construire un contexte, afin de pouvoir substituer aux variables de celui-ci les arbres fcnspw1q
et fcnspw2q. Cela nécessite deux choses : tout d’abord, les mots u et v produits respectivement
par l’ouvrant et le fermant doivent produire un mot bien imbriqué, afin que nous puissions ap-
pliquer la fonction fcns dessus. Ensuite, nous devons remplacer par des variables deux feuilles
de l’arbre produit par fcns (que nous appellerons n1 et n2 pour l’exemple), afin que pour tous
mots w1 et w2 nous ayons fcnspuw1vw2q “ fcnspuvqrn1 Ð fcnspw1qsrn2 Ð fcnspw2qs. Ceci nous
permet de construire un contexte t tel que fcnspuw1vw2q “ trfcnspw1q, fcnspw2qs. Cette opéra-
tion n’est pas toujours réalisable. Par exemple, si nous considérons les mots u “ c, v “ br et
w1 “ w2 “ a avec c un ouvrant, r un fermant et a, b des internes alors fcnspuvq “ pc, rqpbpJq, Jq
et fcnspuw1vw2q “ pc, rqpapbpJqq, apJqq. Clairement nous ne pouvons pas modifier fcnspuvq
pour obtenir l’égalité souhaitée avec fcnspuw1vw2q, car cela nécessiterait de modifier l’inté-
rieur de l’arbre. Nous verrons plus tard que nous pouvons avoir l’égalité entre fcnspuw1vw2q et
fcnspuvqrn1 Ð fcnspw1qsrn2 Ð fcnspw2qs si la première lettre de v est un fermant. Nous allons
présenter une restriction des transducteurs à pile visible appelée bien formée basée sur cette
idée.

Le deuxième type de transition correspond aux internes. Cette fois encore, les mots u pro-
duits par ces transitions doivent être bien imbriqués. Encore une fois, nous allons remplacer
une feuille n de fcnspuq afin que pour tout mot w nous ayons fcnspuwq “ fcnspuqrn Ð fcnspwqs.

Enfin, le dernier type de transition correspond aux J, qui vont simplement produire le
même symbole J.

Nous présentons maintenant les transducteurs à pile visible bien formés :

Définition 2.3.23

Soit T “ pA, λq un TPV de ∆ vers ∆
1 avec A “ pQ, I, F, δ, Γq. Nous disons que T

est bien formé si pour toutes transitions τ “ pp, a, qq P δι et pour toutes transitions
τ1 “ pp1, c, γ, q1q P δc et τ2 “ pq2, γ, r, p2q P δr telles que pq1, q2q P BIA nous avons :

˝ λpτq P ∆
˚
bi,

˝ λpτ1qλpτ2q P ∆
˚
bi et λpτ2q “ ru avec r P ∆r et u P ∆

˚.

A noter que cette restriction empêche d’aplatir le mot de sortie. Aplatir un mot sur un alpha-
bet structuré consiste à supprimer tous les ouvrants et fermants de la sortie, afin de ne garder
que les internes. Ici la restriction λpτ2q “ ru implique qu’il reste au moins un ouvrant et un
fermant par couple. Ceci est tout à fait logique, les transducteurs d’arbres n’étant pas capable
d’effectuer cette opération.

Nous présentons maintenant la fonction noeudmot : ∆
˚ Ñ N˚. Nous allons l’utiliser afin de

calculer les positions où remplacer la feuille par une variable. Pour tout u P ∆
˚, noeudmotpuq

est une position définie comme suit :

noeudmotpuq “

$

’

’

&

’

’

%

ǫ si u “ ǫ

1.noeudmotpvq si u “ av avec a P ∆ι et v P ∆
˚,

1.noeudmotpvq si u “ cv avec c P ∆c sans correspondance dans v
2.noeudmotpvq si u “ cwrv avec c P ∆c, r P ∆r, w P ∆

˚
bi.
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Soient u et v deux mots tels que uv est bien imbriqué. Si l’on parcourt l’arbre fcnspuvq en
profondeur, alors noeudmotpuq représente la position correspondant au |u| ` 1-ème noeud ren-
contré.

Le fait suivant établit les propriétés principales de noeudmot dont nous avons besoin pour
construire les sorties du transducteur d’arbre. Ils reposent sur le fait qu’étant donnés deux mots
u et v, noeudpuvq est une feuille étiquetée par J et si la première lettre de v est un fermant alors
noeudmotpuq est aussi une feuille étiquetée par J. Nous pouvons donc les remplacer par des
variables sans supprimer certains noeuds de l’arbre produit par fcnspuvq.

Fait 2.3.24

Soient ∆ un alphabet structuré et des mots uv, w1, w2 P ∆
˚
bi. Nous avons :

fcnspw1w2q “ fcnspw1qrnoeudmotpw1q Ð fcnspw2qs

De plus si v “ rv1 avec r P ∆r et v1 P ∆
˚ alors nous avons :

fcnspuw1vw2q “ fcnspuvqrnoeudmotpuq Ð fcnspw1qsrnoeudmotpuvq Ð fcnspw2qs

Soit X2 “ tx1, x2u un ensemble de variables ordonnées . Pour tous mots uv, w P ∆
˚
bi nous

appelons conpu, vq le contexte fcnspuvqrnoeudmotpuq Ð x1srnoeudmotpuvq Ð x2s et conpwq le
contexte fcnspwqrnoeudmotpwq Ð x1s.

Exemple 2.3.25

Soit ∆ un alphabet structuré avec ∆c “ tcu, ∆r “ tru et ∆ι “ ta, bu et X “ tx1, x2u
un ensemble de variables ordonnées. Nous considérons le mot cacrbr. Nous avons
t “ fcnspcacrbrq “ pc, rqpappc, rqpJ, bpJqqqq, Jq, t1 “ conpca, rq “ pc, rqpapx1q, x2q, n1 “
noeudmotpcaq “ 1.1 et n2 “ noeudmotpcarq “ 2. Par conséquent, nous avons t1|n1 “
x1 et t1|n2 “ x2, et donc t1rfcnspcrbqsrfcnspǫqs “ t. La situation est représentée à la
Figure 2.9. À noter que pour t2 “ conpca, brq “ pc, rqpapx1q, x2q nous n’avons pas
t1rfcnspcrqsrfcnspǫqs “ t car le noeud b a été remplacé par x1 dans t2 lors de l’appli-
cation de con. Ceci se produit car le mot br ne commence pas par une lettre de ∆r.

Nous pouvons maintenant étendre la fonction APV2AA aux biTPV bien formés. Pour cela
nous construisons des contextes d’arbres en utilisant la fonction fcns et la fonction noeudmot

précédemment définie.

Définition 2.3.26

Soient T “ pA, λq un biTPV bien formé sur l’alphabet structuré ∆ vers l’alphabet
structuré ∆

1 et X2 “ tx1, x2u un ensemble de variables ordonnées. Le TAAPV2AApTq “
pA1, λ1q sur l’alphabet ∆̃ vers l’alphabet ∆̃1 est défini par :

˝ A1 “ APV2AApAq “ pQ1, I1, δ1q,

˝ λ1pτq “

$

&

%

conpλppp, c, γ1, p1qq, λppq1, γ1, r, q2qqq si τ “ ppp, p1, γq, pc, rq, pp1, q1, γ1q, pq2, qqq,
conpλppp, a, p1qqq si τ “ ppp, q, γq, a, pp1, qqq,
J si τ “ ppp, p, γq, Jq.

Pour tout τ P δ1.
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pc, rq

a

pc, rq

J b

J

J

pc, rq

a

x1

pc, rq

J b

J

x2

J

FIGURE 2.9 – Les arbres produits par fcnspcacrbrq et conpca, rqrfcnspcrbqsrfcnspǫqs.

Le Fait 2.3.24 implique que pour tout calcul acceptant ρ de A nous avons :

fcnspsortiepΦvapρ, Kqqq “ sortiepρq

Nous pouvons donc en déduire la propriété suivante de la construction APV2AA :

Théorème 2.3.27

Soient T “ pA, λq un biTPV bien formé et Tva “ pAva, λvaq “ APV2AApTq. Nous avons :

˝ transpTvaq “ tpfcnspwq, fcnspeqq | pw, eq P transpTqu

˝ Pour tout w P LpAq il existe une bijection entre ACalwpAq et ACalfcnspwqpAvaq.
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Chapitre 3

Émonder un automate à pile visible

Tout état d’un automate émondé a une utilité, c’est à dire qu’il existe un calcul acceptant
le traversant. Une des conséquences importantes de l’émondage est la garantie qu’un calcul
peut être toujours complété en un calcul acceptant, et la plupart des opérations algorithmiques
traitant de langage ne sont pas intéressantes à exécuter sur la partie non émondée d’un au-
tomate. Par exemple, l’appartenance d’un mot à un langage est décidée plus efficacement sur
un automate émondé. D’un point de vue théorique, de nombreux résultats reposent sur le
fait que les automates finis peuvent être émondés. Par exemple, décider si le coût d’un auto-
mate fini à multiplicités est fini repose sur l’utilisation de propriétés pour automates émondés
(voir [MS77, DS08]), ce qui sera aussi le cas dans le cas des automates à pile visible, comme
nous le verrons aux Chapitres 4 et 5. Bien qu’émonder un automate de mots ou d’arbres soit
une chose aisée (voir [Sak09] pour les AF et [CDG`07] pour les AA), nous allons voir qu’émon-
der un automate à pile visible ne représente pas la même difficulté. En effet, dans le cas des
AA et AF il suffit de vérifier l’accessibilité et la co-accessibilité de tous les états, ce qui n’est pas
suffisant dans le cas des APV, la pile ajoutant une complexité supplémentaire : il est possible
qu’un état soit accessible et co-accessible en considérant une configuration bien particulière,
mais soit inaccessible pour toutes les autres.

Il existe plusieurs moyens d’émonder un automate à pile visible hérités d’autres modèles. Il
est par exemple possible d’émonder un automate à pile en temps exponentiel en analysant les
langages générés par la pile ([Bea84]). Il est aussi possible d’émonder un automate à pile visible
en passant par les transducteurs d’arbres. Nous verrons que ces méthodes présentent des in-
convénients, et nous allons présenter dans ce chapitre une procédure originale. Premièrement,
nous allons étudier le cas des APV bien imbriqués en présentant deux procédures, la réduction
et la co-réduction, qui combinées amènent le résultat souhaité. Puis nous étendrons ce résultat
aux APV par l’utilisation de deux autres procédures, une transformant un APV en APVbi (que
nous émonderons) et l’autre permettant de revenir à un APV. Nous allons montrer que l’APV
ainsi obtenu est bien émondé et possède le même langage que celui de départ. Puis, nous pré-
senterons une construction donnant un APV émondé et déterministe, la procédure originale ne
préservant pas le déterminisme. Enfin, nous montrerons aussi comment étendre ces résultats
aux APV à coûts et aux TPV.

Plan du chapitre À la Section 3.1 nous allons présenter une définition d’émondage des APV

prenant en compte la pile. Nous décrirons dans la Section 3.2 d’autres résultats d’émondage
sur différents modèles liés aux APV. Nous étudierons une procédure pour émonder un APVbi

à la Section 3.3 et nous l’étendrons aux APV généraux à la Section 3.4. Puis nous présenterons
une procédure d’émondage des APV déterministes à la Section 3.5, des APV à coûts et des TPV
à la Section 3.6. Enfin, nous résumerons les résultats obtenus à la Section 3.7.
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3.1 Préliminaires

Dans le cas des automates de mots et d’arbres, un automate émondé est défini comme suit :

Définition 3.1.1

Soit A “ pQ, I, F, δq un AF sur l’alphabet Σ. A est émondé si et seulement si pour tout
état q de Q il existe des mots u, v P Σ

˚ et un calcul p u
ÝÑ˚q v

ÝÑ˚s P ACaluvpAq.

Définition 3.1.2

Soit A “ pQ, I, δq un AA sur l’alphabet gradué pΣ, arq. A est émondé si et seulement si
pour tout état q de Q il existe pp, pqqq-calcul et un q-calcul de A avec p P I.

Émonder consiste donc à supprimer les états ne faisant partie d’aucun calcul acceptant.
Nous allons donner une définition d’émondage pour automates à pile visible. Dans ce but, nous
définissons une caractérisation de l’émondage pour AF et AA utilisant l’accessibilité des états,
puis nous l’étendrons aux APV en utilisant l’accessibilité des configurations. Si un automate A
est émondé, alors chaque calcul peut-être complété en un calcul acceptant. Autrement dit :

Propriété A est émondé si et seulement si :

Tout état est accessible est co-accessible,

Tout état est co-accessible si est co-accessible,

Tout état est accessible.

En fait, il est assez simple d’émonder un automate fini en temps polynomial, il suffit de
réaliser un parcours en profondeur de l’automate depuis les états initiaux et noter les états
accessibles, puis de réaliser la même opération depuis les états finaux afin de noter les états
co-accessibles. La procédure pour les automates d’arbres fonctionne de manière similaire.

Dans le cas des automates à pile visible, une configuration est co-accessible si elle co-
accessible depuis une configuration acceptante, c’est à dire une configuration finale accessible.
Il est possible d’atteindre un état avec plusieurs piles différentes : par exemple, étant donné
un état p il existe peut-être une configuration pp, σq faisant partie d’un calcul acceptant et une
autre pp, σ1q pour laquelle ça n’est pas le cas. Pour cette raison l’émondage doit prendre en
compte la pile dans sa définition. Nous donnons maintenant une définition d’émondage des
APV utilisant cette idée et la propriété pour les automates d’arbres et les automates finis.

Définition 3.1.3

Soit A un APV. Nous considérons les trois conditions suivantes :

1. Toute configuration accessible est co-accessible,

2. Toute configuration co-accessible est accessible,

3. Pour tout état p de A il existe une configuration pp, σq accessible.

Nous dirons que A est émondé si les Conditions 1, 2 et 3 sont vraies, faiblement réduit
si la Condition 1 est vraie, faiblement co-réduit si la Condition 2 est vraie, réduit si les
Conditions 1 et 3 sont vraies et co-réduit si les Conditions 2 et 3 sont vraies.
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Nous ne pouvons pas appliquer la procédure d’émondage pour les automates d’arbres et
les automates finis. Le problème est le suivant : lorsqu’un symbole est empilé, nous ne savons
pas s’il sera possible de le dépiler par la suite. S’il existe une transition pour le faire, alors
il est nécessaire de suivre le bon chemin menant à elle, sous peine d’arriver à une impasse.
Dans la construction que nous allons présenter, quand un symbole est empilé une transition
de dépilement est choisie (de manière non-déterministe si elles sont multiples) en se basant
sur deux critères. Le premier, le symbole empilé doit être le même que celui dépilé, ceci étant
simple à vérifier. Ensuite, il faut vérifier que la transition peut-être atteinte en ayant lu un mot
bien imbriqué, ceci assurant que la transition dépilera bien le bon symbole. Pour cela nous
utiliserons l’ensemble BIA défini à la Définition 1.4.9.

Nous allons reformuler la propriété de co-réduction dans le cas des APVbi. En effet, dans
le cas général, un calcul peut-être accepté alors que la pile contient encore des symboles, ce
qui arrive quand un mot n’étant pas bien imbriqué est accepté. Dans le cas des APVbi, nous
avons l’assurance que la pile est vide lorsqu’un état final est atteint, ceci impliquant qu’il n’y a
qu’une seule configuration acceptante par état final. Ceci nous permet de définir une notion de
co-réduction symétrique à la réduction, synthétisée comme suit :

Proposition 3.1.4

Soit A un APVbi tel que pour tout final f est accessible. Alors A est faiblement co-
réduit si toute configuration co-accessible depuis la configuration p f , Kq avec f final
est accessible.

Démonstration. Par la remarque 1.4.2 et l’hypothèse sur A, l’ensemble des configurations fi-
nales accessibles de A est tp f , Kq | f est un état finalu.

3.2 État de l’art

Automates d’arbres Il est très simple d’émonder un automate d’arbres, et nous avons montré
à la Section 2.3 que ce modèle est équivalent aux automates à pile visible. Il serait donc pos-
sible de transformer un APV en AA, d’émonder le résultat, puis de revernir vers un APV. Cette
méthode pose problème car les transformations que nous avons proposés ne préservent pas
le langage de l’APV initial et ne traite que le cas bien imbriqué. Nous pourrions aussi utiliser
les constructions proposées dans [AM04], qui traitent du cas général et préservent le langage.
Cependant elles ne préservent pas les calculs et en ajoutent de nouveaux menant à des im-
passes. Dans tous les cas nous ne pouvons pas utiliser directement les constructions existantes,
et il est nécessaire de les modifier afin de préserver l’émondage. Nous verrons cependant que
la construction utilisée pour transformer un APV en un AA est similaire à la construction per-
mettant de réduire un APV, ceci expliquant pourquoi il est plus facile d’émonder un automate
d’arbre qu’un automate à pile visible : en construisant un AA nous réduisons l’APV en entrée.

Automates à pile Il existe un résultat de réduction sur les automates à pile, présenté par
Danièle Girault-Beauquier dans [Bea84]. Nous allons présenter ici ce résultat sur les APV.
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Définition 3.2.1

Soient Â “ pQ̂, Î, F̂, Γ̂, δ̂q un APV sur l’alphabet structuré ∆ et A “ pQ, I, F, δq un AF

déterministe sur l’alphabet Γ̂. La construction canonpÂ, Aq produit Ā “ pQ̄, Ī, F̄, Γ̄, δ̄q
l’APV sur l’alphabet structuré ∆ tel que :

˝ Q̄ “ Q̂ ˆ Q

˝ Ī “ Î ˆ I

˝ F̄ “ F̂ ˆ Q

˝ Γ̄ “ Q ˆ Q ˆ Γ̂

˝ δ̄ “ δ̄c Y δ̄r Y δ̄K
r Y δ̄ι avec :

´ δ̄c “ tppp, qq, c, pq, q1, γq, pp1, q1qq | pp, c, γ, p1q P δ̂c et pq, γ, q1q P δ u

´ δ̄r “ tppp, q1q, pq, q1, γq, r, pp1, qqq | pp, γ, r, p1q P δ̂r et pq, γ, q1q P δ u

´ δ̄K
r “ tppp, qq, K, r, pp1, qqq | pp, K, r, p1q P δ̂K

r et q P Q u

´ δ̄ι “ tppp, qq, a, pp1, qqq | pp, a, p1q P δ̂ι et q P Q u

Cette construction permet de modifier le comportement de la pile, comme statué dans la
proposition suivante :

Proposition 3.2.2

Soient Â “ pQ̂, Î, F̂, Γ̂, δ̂q un APV sur l’alphabet structuré ∆ et A “ pQ, I, F, δq un AF

déterministe sur l’alphabet Γ̂. Pour tout calcul ppi, i1q, Kq
u
ÝÑ ppp, qq, σq de canonpÂ, Aq

avec pi, i1q P Î ˆ I, si p P F alors σ P LpAq.

Cette propriété est garantie par la construction canonpÂ, Aq en simulant en parallèle un
calcul sur Â et un calcul sur A, assurant ainsi que les empilements et dépilements de Â sont
autorisés par A. Notez qu’empiler un symbole sur Ā fait avancer le calcul sur A, et dépiler le
fait reculer. Pour mémoriser la progression du calcul de A, un état supplémentaire est mémorisé
dans Ā, et nous stockons dans la pile l’état cible et source de la transition de δ afin de pouvoir
remonter la transition lorsque le symbole sera dépilé.

Nous allons utiliser cette construction et la Proposition 1.4.13 pour construire un APV ré-
duit. En effet, nous savons que pour tout état q P Q̂, il existe un AF acc

q
Â

tel que :

Lpacc
q
Â

q “ tσ | pq, σq est accessible et co-accessible dans Âu

C’est à dire, accq
Â

définit les seules configuration utiles : toute configuration pq, σq telle que
σ R acc

q
Â

ne fait partie d’aucun calcul acceptant de Â, nous ne voulons donc pas la conserver,
et la construction canon nous réalise ce comportement. Nous utilisons accq

Â
pour filtrer les piles

interdites, assurant que les configurations rencontrées sont accessibles et co-accessibles.

Théorème 3.2.3

Soit Â “ pQ̂, Î, F̂, Γ̂, δ̂q un APV, et Ā l’APV canonpÂ, Aq avec A “ ΠqPQ̂pacc
q
Â

q. Nous

avons LpÂq “ LpĀq et Ā est réduit.
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Pour tout état q, accq
Â

permet de filtrer les configurations de l’état q de Â. En considérant
le produit pour tout q P Q̂, nous sommes sûrs que les configurations de tous les états sont
filtrées, assurant ainsi la réduction de Ā. Cette construction repose sur la Définition 3.2.1, uti-
lisant un AF déterministe. Il est donc nécessaire de déterminiser A, amenant une complexité
exponentielle à la procédure complète.

Le déterminisme de A permet à canon de considérer qu’il n’y a qu’un seul calcul pour tout
préfixe de mot de pile de LpAq, Ā ne doit donc simuler qu’un seul calcul de A à la fois. Si A
n’est plus déterministe, il peut y avoir des calculs différents associés à un même mot, et il faut
tous les simuler afin d’assurer que Ā est correctement construit. Ceci est une construction par
sous-ensemble, menant à un complexité exponentielle. Dans tous les cas il semble difficile de
modifier directement canon afin d’obtenir une procédure polynomiale.

Automates de mots imbriqués Les automates de mots imbriqués (nested word automata ou
NWA) ont été présentés pour la première fois en 2009 dans [AM09], et sont des automates li-
sant des mots avec une relation de parenthésage sur les positions du mot, par exemple abdbe f a
avec la relation tp´8, 7qp1, 6q, p2, 4qu décrite à la Figure 3.1. Les positions ´8 (resp. `8) sont
utilisées afin de simuler des positions en relation avec une position située avant (resp. après)
le mot. Chaque position ne peut apparaître qu’une seule fois dans la relation, dans chaque
couple l’élément de gauche est toujours plus petit que l’élément de droite et il ne peut pas
y avoir de croisements (par exemple, p1, 3q et p2, 4q ne peuvent pas apparaître ensemble dans
une même relation). Cette notion de relation est donc très similaire aux mots imbriqués, dans
le sens qu’une lettre apparaissant à gauche dans la relation serait un ouvrant, à droite un fer-
mant, et n’apparaissant pas un interne. Sur l’exemple précédent les positions 1 et 2 seraient des
ouvrants, les positions 7, 4 et 6 des fermants et les positions 3 et 5 des internes. Le mot imbriqué
correspondant à cette relation serait donc par exemple xaxbdbye f yay, les lettres de la forme xα

définissant un ouvrant et celles de la forme αy un fermant.

´8 a b d b e f a `8

FIGURE 3.1 – Le mot abdbe f a et la relation tp´8, 7qp1, 6q, p2, 4qu.

Un NWA est un automate de mots possédant trois types de transitions appelées ouvrantes,
fermantes et internes. Les transitions du type ouvrante ou fermante sont similaires aux tran-
sitions ouvrantes et fermantes des APV dans le sens qu’elles disposent d’un élément sup-
plémentaire appelé état hiérarchique. Chaque transition ouvrante émet un état hiérarchique, et
chaque transition fermante en réceptionne un. Lorsqu’un NWA lit un mot u sur une relation
tpi1, j1q, . . . , pin, jnqu, une transition ouvrante est utilisée à la position ik et une transition fer-
mante est utilisée à la position jk. La contrainte supplémentaire est sur l’état hiérarchique, il
doit être le même à l’émission et à la réception. Encore une fois cette notion est très similaire
aux APV, les états hiérarchiques remplaçant les symboles de pile. Lorsqu’un symbole de pile
est empilé sur un APV, un état hiérarchique est émit sur un NWA, et quand un symbole de
pile est dépilé sur un APV, un état hiérarchique est réceptionné sur un NWA. Il existe donc
une transformation assez évidente permettant de construire un APV depuis un NWA et inver-
sement (voir [AM09]), et il est assez naturel de se demander si les problèmes étudiés sur les
NWA apportent des solutions aux problèmes étudiés sur les APV.

59



La question abordée par Rajeev Alur et Parthasarathy Madhusudan est celle de la clôture
par préfixe sur les NWA. Étant donné un automate A sur un alphabet Σ reconnaissant le langage
L, peut-on construire un automate B tel que LpBq “ tu P Σ

˚ | il existe v P Σ
˚ tel que uv P Lu ?

Pour résoudre ce problème, il suffit de construire un automate faiblement réduit et de rendre
tous les états finaux. En effet, un calcul commencé depuis un état initial dans un automate
réduit pourra toujours rejoindre un état final. Chaque mot lu depuis un état initial est donc
un préfixe de mot accepté par l’automate. En rendant finaux tous les états, tous les préfixes du
langage seront acceptés. Nous expliquons maintenant la construction en se basant sur les APV.

Définition 3.2.4

Soit A “ pQ, I, F, Γ, δq un APV sur l’alphabet structuré ∆. La construction prefixpAq
produit B “ pQ1, I1, F1, Γ, δ1q l’APV sur l’alphabet structuré ∆ tel que :

˝ Q1 “
 

pp, q, 3q
ˇ

ˇ il existe u P ∆
˚
bi tel que pp, Kq, u

ÝÑ˚pq, Kq P CalupAq
(

Y
"

pp, q, 2q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

il existe u P ∆
˚ tel que pp, Kq, u

ÝÑ˚pq, σq P CalupAq
*

Y
et u ‰ vrw avec v P ∆

˚
bi, w P ∆

˚ et r P ∆r
 

pp, q, 1q
ˇ

ˇ il existe u P ∆
˚ tel que pp, Kq, u

ÝÑ˚pq, σq P CalupAq
(

˝ I1 “ I ˆ F ˆ t1u

˝ F1 “ Q ˆ Q ˆ r3s

˝ Γ
1 “ Q ˆ Q ˆ r3s ˆ Γ

˝ δ1 “ δ1
c Y δ1

r Y δK1

r Y δ1
ι avec :

´ δ1
c “

$

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

%

ppp, q, nq, c, pq, n, γq, pp1, q1, n1qq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

pp, c, γ, p1q P δc,
,

/

/

/

/

/

.

/

/

/

/

/

-

pq1, γ, r, sq P δr,

ps, qq, pp1, q1q P BIA,

n1 P t2, 3u si n P t1, 2u,

n “ 3 si n1 “ 3

´ δ1
r “

 

ppp, p, 3q, pq1, n1, γq, r, pp1, q1, n1qq
ˇ

ˇ pp, γ, r, p1q P ´ δr
(

´ δK1

r “
 

ppp, q, 1q, K, r, pp1, q1, 1qq
ˇ

ˇ pp, K, r, p1q P ´δK
r

(

´ δ1
ι “

 

ppp, q, nq, a, pp1, q1, nqq
ˇ

ˇ pp, a, p1q P δι

(

Cette construction produit un APV B où les états sont des triplets pp, q, nq avec p, q des états
de A et n un entier tels qu’il existe un calcul de p à q sur un mot u, la forme de u dépendant de
n. Si n “ 3 alors u est bien imbriqué, si n “ 2 alors u peut contenir des ouvrants sans correspon-
dance, et si n “ 1 alors u peut aussi contenir des fermants sans correspondance. Le deuxième
état permet de retenir quel est l’état à atteindre afin de terminer le calcul, ceci assurant la ré-
duction de B. L’entier permet de s’assurer que les transitions traversées correspondent au mot
lu, par exemple si n “ 2 on ne veut pas lire de transition fermante correspondant au symbole
ouvrant ayant provoqué le passage à 2.

Il est possible d’adapter cette construction (en modifiant les états finaux pour ne conserver
que les états de F ˆ F ˆ r3sq) afin de réduire un APV. Cependant, comme dans le cas général
la co-réduction n’est pas symétrique avec la réduction, il n’est pas possible de l’utiliser afin
d’émonder complètement un APV. Nous allons cependant voir que la procédure présentée
dans les prochaines sections coïncide avec cette construction en plusieurs aspects.
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3.3 Émonder un automate à pile visible bien imbriqué

Dans cette section, étant donné un APVbi A, nous allons présenter la construction du APVbi

emonderbipAq, reconnaissant le même langage que A et étant émondé. Premièrement nous al-
lons définir l’ APVbi réduit reduirepAq équivalent à A. Ensuite nous construirons coreduirepAq et
enfin nous combinerons ces deux constructions afin de produire emonderbipAq. La construction
coreduirepAq préservant la réduction de A, nous obtiendrons ainsi un APV émondé.

3.3.1 Construction de freduirepAq et reduirepAq

Étant donné un automate à pile visible bien imbriqué A, nous allons décrire la construction
du APV freduirepAq faiblement réduit. L’APV reduirepAq est ensuite obtenu en supprimant tous
les états inaccessibles. Pour cela pour chaque état p de A nous calculons le langage de pile de
p et nous testons sa vacuité, qui est une propriété décidable en temps polynomial ([AM04]).
Si le langage est vide, cela signifie qu’il n’existe pas de configuration pp, σq accessible, et nous
pouvons donc supprimer p. Par le Lemme 1.4.13 concernant les langages de pile nous obtenons
ainsi une procédure exécutable en temps polynomial pour obtenir un automate à pile visible
réduit depuis un automate à pile visible faiblement réduit.

Définition 3.3.1

Soit A “ pQ, I, F, Γ, δq un APVbi sur l’alphabet structuré ∆, nous définissons l’ APVbi
freduirepAq “ pQ1, I1, F1, Γ

1, δ1q sur ∆, avec :

˝ Q1 “ BIA I1 “ BIA X pI ˆ Fq F1 “ tp f , f q | f P Fu Γ
1 “ Γ ˆ Q

˝ δ1 “ δ1
c Y δ1

r Y δ1
ι avec :

´ δ1
c “

"

ppp, qq, c, pγ, qq, pp1, q1qq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

pp, qq, pp1, q1q P Q1, pp, c, γ, p1q P δc,
*

pq1, γ, r, sq P δr et ps, qq P Q1

´ δ1
r “

 

ppq1, q1q, pγ, qq, r, pp, qqq
ˇ

ˇ pp, qq P Q1, pq1, r, γ, pq P δr
(

´ δ1
ι “

 

ppp, qq, a, pp1, qqq
ˇ

ˇ pp, qq, pp1, qq P Q1, pp, a, p1q P δι

(

‚
pp, σq

c
‚

pp1, σγq w1
‚

pq1, σγq

r

‚
ps, σq w2

‚
pq, σq

FIGURE 3.2 – Construction des transitions d’empilement avec w1 et w2 des mots bien imbriqués.

Intuitivement, les états (et la pile) de freduirepAq étendent ceux de A avec un état supplé-
mentaire de A. Ce composant est utilisé par freduirepAq lors de la simulation d’un calcul de A,
pour stocker l’état que le calcul doit atteindre avant de dépiler le symbole au sommet de la
pile. Les états sources des transitions de dépilement sont de la forme pq, qq pour assurer que
l’état cible est atteint lorsque le symbole est dépilé. Pour obtenir un APV faiblement réduit
il doit exister pour chaque transition d’empilement une transition de dépilement permettant
d’atteindre l’état cible. Cette condition est décrite dans la Figure 3.2.
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Exemple 3.3.2

Soit A l’ APVbi sur l’alphabet structuré ∆ et Ared l’ APVbi reduirepAq représentés à la
Figure 3.3. Nous considérons le calcul suivant de A :

ρ “ p1, Kq
c

ÝÑp2, γq
c2ÝÑp2, γγ2q P Calcc2pAq

Ce calcul ne peut pas être complété en un calcul acceptant. En effet, le seul moyen
de rejoindre un état final est de dépiler γ, mais pour cela il faut dépiler γ2 et aller à
l’état 3, état impossible à quitter car il aurait fallu empiler γ1 en premier. De manière
générale, un symbole γ1 doit se trouver sur la pile avant d’empiler γ2, ce qui n’est
pas le cas pour le mot cc2. Par conséquent, il n’y a pas d’équivalent au calcul ρ dans
reduirepAq.

1 2 3 1, 1 2, 2

3, 3

2, 3

c | γ

c1 | γ1

c2 | γ2

r | γ2

r | γ1r | γ

c | pγ, 1q

r | pγ2, 3q

r | pγ1, 3q

c1 | pγ1, 3q

c2 | pγ2, 3q

c1 | pγ1, 2q

r | pγ1, 2q

r | pγ, 1q

FIGURE 3.3 – À gauche l’APV A, à droite reduirepAq

Nous allons maintenant montrer que les APVbi construits par freduire respectent certaines
bonnes propriétés. Le Lemme 3.3.3 établit que l’état supplémentaire mémorisé afin de se souve-
nir de l’endroit où dépiler reste le même après avoir lu un mot bien imbriqué. C’est un lemme
technique que nous utiliserons pour les preuves des lemmes suivants. Nous montrerons en-
suite que la construction induit une bijection entre les calculs acceptants de l’APV en entrée et
l’APV réduit (et donc une égalité de langage) dans les Lemmes 3.3.5 et 3.3.7, résultat synthétisé
dans le Théorème 3.3.9. Enfin, le Théorème 3.3.10 établit que freduire est bien faiblement réduit,
et la Proposition 3.3.11 établit que la construction préserve la co-réduction.

Lemme 3.3.3

Soit A un APVbi sur l’alphabet structuré ∆ et Afred l’ APVbi freduirepAq. Pour tout
w P ∆

˚
bi et tout ρ1 : ppp, qq, Kq

w
ÝÑ˚ppp1, q1q, Kq P CalpAfredq, nous avons q “ q1.

Démonstration. Nous notons A “ pQ, I, F, Γ, δq et Afred “ pQ1, I1, F1, Γ
1, δ1q. Nous prouvons

ce résultat par induction sur la structure de w. Le résultat est évident quand w “ ε. Nous
supposons maintenant que |w| ą 0, il y a deux cas :
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˝ Si w “ aw1, avec a P ∆ι, w1 P ∆
˚
bi alors nous pouvons décomposer le calcul ρ1 comme suit :

ρ1 : ppp, qq, Kq
a

ÝÑppp1, q1q, Kq
w1ÝÑ˚ppp1, q1q, Kq

Par hypothèse d’induction appliquée sur le suffixe de ρ1 sur w1, nous avons q1 “ q1.
Comme a P ∆ι, et par définition de δ1

ι , nous avons q “ q1.

˝ Si w “ cw1rw2, avec c P ∆c, r P ∆r et w1, w2 P ∆
˚
bi alors nous pouvons décomposer ρ1 selon

la décomposition de w. Nous avons :

ρ1 : ppp, qq, Kq
c

ÝÑppp1, q1q, γ1q
w1ÝÑ˚ppp1

1, q1
1q, γ1q

r
ÝÑppp2, q2q, Kq

w2ÝÑ˚ppp1, q1q, Kq

Par hypothèse d’induction appliquée sur w1 et w2 nous obtenons q1 “ q1
1 et q2 “ q1.

Par définition des transitions de δ1
r nous avons p1

1 “ q1
1 et γ1 “ pγ, q1q pour γ P Γ. La

transition d’empilement utilisée sur c empile le symbole γ1 sur la pile. Par la définition
des transitions de δ1

c, nous déduisons que q “ q1.

Soit A un APVbi et Afred l’ APVbi freduirepAq. Nous allons maintenant définir une fonction
liant les calculs de A avec ceux de Afred. Le but de cette fonction est d’établir comment les
calculs de Afred sont produits à partir de A. Soit Φfred une fonction de CalpAfredq vers CalpAq et
ρ1 P CalpAfredq un calcul défini comme suit :

ρ1 : ppp0, q0q, σ0q
a1ÝÑppp1, q1q, σ1q

a2ÝÑ ¨ ¨ ¨
an´1
ÝÝÑpppn´1, qn´1q, σn´1q

anÝÑpppn, qnq, σnq

Nous définissons Φfredpρ1q P CalpAq comme étant le calcul suivant :

Φfredpρ1q : pp0, π1pσ0qq
a1ÝÑpp1, π1pσ1qq

a2ÝÑ ¨ ¨ ¨
an´1
ÝÝÑppn´1, π1pσn´1qq

anÝÑppn, π1pσnqq

Nous rappelons que la fonction π1 est la projection sur le premier élément du couple, et ici
nous l’étendons naturellement aux séquences de couples. Nous allons maintenant montrer que
Φfredpρ1q est bien un calcul de A, puis nous montrerons que restreinte aux calculs acceptants de
Afred la fonction Φfred est bijective.

Lemme 3.3.4

Soit A un APVbi sur l’alphabet structuré ∆ et Afred l’ APVbi freduirepAq. Pour tout mot
w P ∆

˚
bi et tout calcul ρ P CalwpAfredq, nous avons Φfredpρq P CalwpAq.

Démonstration. Nous notons A “ pQ, I, F, Γ, δq et Afred “ pQ1, I1, F1, Γ
1, δ1q. Nous prouvons

ce résultat par induction sur la structure de w. Le résultat est évident quand w “ ε. Nous
supposons maintenant que |w| ą 0, il y a deux cas :

˝ Si w “ aw1 avec a P ∆ι, w1 P ∆
˚
bi alors nous pouvons décomposer ρ1 de la manière

suivante :
ρ1 : ppp1, q1q, σ1q

a
ÝÑppp2, q2q, σ1q

w1ÝÑ˚ppp3, q3q, σ1q

Le résultat est évident en appliquant l’hypothèse d’induction sur le suffixe de ρ1 sur w1,
et en utilisant la définition de δ1

ι , assurant que pp1, a, p2q P δι.

˝ Si w “ cw1rw2 avec c P ∆c, r P ∆r et w1, w2 P ∆
˚
bi alors nous pouvons décomposer ρ1

comme suit :

ρ1 : ppp, qq, σ1q
c

ÝÑppp1, q1q, γ1q
w1ÝÑ˚ppp1

1, q1
1q, σ1γ1q

r
ÝÑppp2, q2q, σ1q

w2ÝÑ˚ppp1, q1q, σ1q

Nous pouvons premièrement appliquer l’hypothèse d’induction sur les mots w1 et w2.
Ensuite, l’existence de transitions d’empilement et de dépilement dans Afred assure l’exis-
tence des transitions suivantes dans A : pp, c, π1pγ1q, p1q P δc et pp1

1, π1pγ1q, r, p2q P δr. Ceci
nous permet donc d’affirmer l’existence du calcul de A souhaité.
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Les lemmes suivants prouvent l’injectivité et la surjectivité de Φfred. Cela nous servira pour
montrer que la construction freduire produit une bijection sur les calculs acceptants.

Lemme 3.3.5

Soit A un APVbi sur l’alphabet structuré ∆ et Afred l’ APVbi freduirepAq. Pour tout mot
w P ∆

˚
bi, s’il existe un calcul ρ : pp, Kq

w
ÝÑ˚pq, Kq dans CalpAq, alors il existe un calcul

ρ1 : ppp, qq, Kq
w
ÝÑ˚ppq, qq, Kq P CalpAfredq tel que Φfredpρ1q “ ρ.

Démonstration. Nous notons A “ pQ, I, F, Γ, δq et Afred “ pQ1, I1, F1, Γ
1, δ1q. Nous prouvons ce

résultat par induction sur la structure de w. Le résultat est évident si w “ ε. Nous supposons
maintenant que |w| ą 0, il y a deux cas :

˝ Si w “ aw1 avec a P ∆ι, w1 P ∆
˚
bi alors nous pouvons décomposer le calcul ρ de la manière

suivante :
ρ : pp, Kq

a
ÝÑpp1, Kq

w1ÝÑ˚pq, Kq

Par hypothèse d’induction appliquée sur le suffixe ρ1 de ρ sur w1, il existe un calcul ρ1
1

de A1 sur w1 de la forme ρ1
1 : ppp1, qq, Kq

w1ÝÑ ppq, qq, Kq, tel que Φfredpρ1
1q “ ρ1. De plus,

par l’existence de ρ, nous avons pp, qq, pp1, qq P BI. Par définition de δ1
ι , Nous pouvons en

déduire l’existence du calcul ppp, qq, Kq
a

ÝÑ ppp1, qq, Kq de A1, ceci concluant ce cas.

˝ Si w “ cw1rw2, avec c P ∆c, r P ∆r et w1, w2 P ∆
˚
bi alors nous pouvons décomposer le

calcul ρ comme suit :

ρ : pp, Kq
c

ÝÑpp1, γq
w1ÝÑ˚pq1, γq

r
ÝÑpp2, Kq

w2ÝÑ˚pq, Kq

Nous appelons ρ1 (resp. ρ2) la restriction sur le calcul ρ sur le mot w1 (resp. w2). Par
hypothèse d’induction appliquée sur w1 et w2, il existe des calculs ρ1

1 et ρ1
2 de la forme

suivante :
ρ1

1 : ppp1, q1q, Kq
w1ÝÑ˚ppq1, q1q, Kq

ρ1
2 : ppp2, qq, Kq

w2ÝÑ˚ppq, qq, Kq

tels que Φfredpρ1
1q “ ρ1 et Φfredpρ1

2q “ ρ2. Par l’existence de ρ il existe deux transitions
pp, c, γ, p1q P δc et pq1, γ, r, p2q P δr. Nous avons donc ppp, qq, c, pγ, qq, pp1, q1qq P δ1

c et
ppq1, q1q, pγ, qq, r, pp2, qqq P δ1

r par construction de δ1 car pp, qq P BIA. Ceci nous permet
donc d’affirmer l’existence du calcul de Afred souhaité.

Corollaire 3.3.6

Soit A un APVbi sur l’alphabet structuré ∆ et Afred l’ APVbi freduirepAq. Restreint sur
ACalpAfredq, Φfred est surjective vers ACalpAq.

Démonstration. C’est une conséquence directe du Lemme 3.3.5 : par définition de Afred, tout
calcul acceptant de Afred est de la forme ppp, qq, Kq

w
ÝÑ˚ppq, qq, Kq P ACalwpAfredq avec p un état

initial de A et q un état final de A. Par conséquent, la fonction Φfred restreinte sur ACalpAfredq
est bien surjective vers ACalpAq.
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Lemme 3.3.7

Soit A un APVbi sur l’alphabet structuré ∆ et Afred l’ APVbi freduirepAq. Pour tout mot
w P ∆

˚
bi et tous calculs ρ1

1, ρ1
2 P CalwpAfredq, si Φfredpρ1

1q “ Φfredpρ1
2q et dernierpρ1

1q “
dernierpρ1

2q, alors ρ1
1 “ ρ1

2.

Démonstration. Nous notons A “ pQ, I, F, Γ, δq et Afred “ pQ1, I1, F1, Γ
1, δ1q. Nous prouvons

ce résultat par induction sur la structure de w. Ce résultat est évident quand w “ ε. Nous
supposons maintenant que |w| ą 0, il y a deux cas :

˝ Si w “ aw1 avec a P ∆ι, w1 P ∆
˚
bi alors par le Lemme 3.3.3, nous pouvons décomposer les

calculs ρ1
1 et ρ1

2 comme suit : (nous utilisons l’hypothèse Φfredpρ1
1q “ Φfredpρ1

2q)

@i P t1, 2u, ρ1
i : ppp, qiq, Kq

a
ÝÑppp1, qiq, Kq

w1ÝÑ˚ppp2, qiq, Kq

Nous pouvons appliquer l’hypothèse d’induction sur les suffixes de ρ1
1 et ρ1

2 sur w1 et w2,
comme nous avons dernierpρ1

iq “ dernierpρ1
iq pour i P r1, 2s, impliquant que q1 “ q2. Nous

pouvons en conclure que ρ1
1 “ ρ1

2.

˝ Si w “ cw1rw2 avec c P ∆c, r P ∆r et w1, w2 P ∆
˚
bi alors par le Lemme 3.3.3 et le fait que

Φfredpρ1
1q “ Φfredpρ1

2q, pour tout i P r1, 2s nous pouvons décomposer les calculs ρ1
1 et ρ1

2
comme suit :

ρ1
i : ppp, qiq, Kq

c
ÝÑppp1, q1

iq, pγ, qiqq
w1ÝÑ˚ppp2, q1

iq, pγ, qiqq
r

ÝÑpps, qiq, Kq
w2ÝÑ˚pps1, qiq, Kq

Premièrement, l’hypothèse dernierpρ1
1q “ dernierpρ1

2q assure que l’on puisse appliquer l’hy-
pothèse d’induction sur les calculs sur w2, et déduire en particulier que q1 “ q2 “ qq.

Ceci implique que les symboles pγ, q1q et pγ, q2q sont les mêmes. De plus, par la forme des
transitions de δ1

r, nous pouvons conclure que p2 “ q1
i pour i P t1, 2u. Ces deux calculs ont

donc le même dernier état, et par le Lemme 1.4.7 nous pouvons appliquer l’hypothèse
d’induction.

Corollaire 3.3.8

Soit A un APVbi sur l’alphabet structuré ∆ et Afred l’ APVbi freduirepAq. Restreint sur
ACalpAfredq, la fonction Φfred est injective.

Démonstration. C’est un corollaire du Lemme 3.3.7 puisque les dernières configurations des
calculs acceptants de Afred sont de la forme ppq, qq, Kq avec q un état final. Donc, si deux cal-
culs acceptants ρ1

1, ρ1
2 ont la même image image par Φfred, ils doivent vérifier que dernierpρ1

1q “
dernierpρ1

2q “ pq, Kq avec q un état final. De plus par définition des états initiaux et finaux de
Afred, tout calcul acceptant de Afred est de la forme ppp, qq, Kq

w
ÝÑ˚ppq, qq, Kq P ACalwpAfredq avec p

un état initial de A et q un état final de A. Par conséquent, restreint sur ACalpAfredq, la fonction
Φfred est injective.

Le théorème suivant est une conséquence directe du Lemme 3.3.4 et des Corollaires 3.3.6
et 3.3.8.
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Théorème 3.3.9

Soient A un APVbi sur l’alphabet structuré ∆ , Afred “ freduirepAq et Ared “ reduirepAq.
Afred et Ared sont construits en temps polynomial. De plus pour tout mot w P ∆

˚
bi, il

existe une bijection entre ACalwpAfredq et ACalwpAq, et une bijection entre ACalwpAredq
et ACalwpAq, et donc en particulier nous avons LpAq “ LpAfredq “ LpAredq.

Dans le cas de Ared, il existe une bijection entre ACalwpAredq et ACalwpAq car nous avons pro-
duit Ared depuis Afred en supprimant les états inaccessibles, par conséquent des états n’étant pas
traversés par un calcul acceptant. La bijection entre ACalwpAfredq et ACalwpAq est donc préser-
vée.

Nous allons maintenant nous intéresser aux propriétés du APVbi que la construction freduire

produit. Bien évidemment, nous allons montrer qu’elle produit un APVbi faiblement réduit,
car c’est le but de la construction. Nous allons aussi montrer qu’elle préserve la co-réduction
de l’ APVbi original. Ceci nous sera utile pour émonder l’ APVbi. Dans la section suivante,
nous allons présenter une construction pour co-réduire, que nous allons pouvoir combiner
avec freduire grâce à sa préservation de la co-réduction.

Théorème 3.3.10

Soient A un APVbi sur l’alphabet structuré ∆ , Afred “ freduirepAq et Ared “ reduirepAq.
Afred est faiblement réduit et Ared est réduit.

Démonstration. Nous notons A “ pQ, I, F, Γ, δq et Afred “ pQ1, I1, F1, Γ
1, δ1q. Nous allons prou-

ver que Afred est faiblement réduit en montrant que toute configuration accessible de Afred est
aussi co-accessible depuis une configuration finale. Comme Ared est obtenu en supprimant les
états non accessibles de Afred, nous pouvons conclure que Ared est aussi réduit.

Soit κ “ ppp, qq, σq une configuration accessible de Afred. Il existe donc un mot w P ∆
˚ et

un calcul sur w de Afred de la forme ppi, f q, Kq
w
ÝÑ˚κ entre la configuration initiale ppi, f q, Kq et

κ. Nous allons montrer par induction sur la taille de la pile σ que nous pouvons atteindre une
configuration finale depuis κ.

Si |σ| “ 0, par le Lemme 3.3.3, nous obtenons q “ f . En particulier, ceci implique que q P F.

Comme pp, qq P BIA, il existe un mot w1 P ∆
˚ et un calcul pp, Kq

w1

ÝÑ˚pq, Kq sur w1 de A, et par le

Lemme 3.3.5 il existe un calcul ppp, qq, Kq
w1

ÝÑ˚ppq, qq, Kq de Afred. Ceci conclut ce cas car q P F, et
donc nous avons pq, qq P F1.

Soit n P N un entier. Nous supposons maintenant que la propriété est vraie quand |σ| ď n
et nous montrons qu’elle est aussi vraie quand |σ| “ n ` 1. Nous notons par pγ, q1q le symbole
au sommet de la pile σ, c’est à dire σ “ σ1.pγ, q1q, et nous examinons la dernière position dans le
calcul ρ empilant ce symbole. Nous dénotons par c la lettre d’appel associée. Plus précisément,
il existe deux mots u P ∆

˚, v P ∆
˚
bi et une décomposition de ρ comme suit :

ρ : ppi, f q, Kq
u
ÝÑ˚ppp1, q1q, σ1q

c
ÝÑ ppp2, q2q, σq

v
ÝÑ˚ppp, qq, σq

Par le Lemme 3.3.5, nous obtenons q2 “ q. Considérant la transition d’appel associée à c, et
par définition de δ1

c, il existe une transition ppq, qq, pγ, q1q, r, ps, q1qq P δ1
r avec r P ∆r. De plus,

comme pp, qq P BI, il existe un mot w1 P ∆
˚ et un calcul pp, Kq Ñ˚ pq, Kq sur w1 de A. Par le

Lemme 3.3.3 nous avons un calcul ppp, qq, Kq
w1

ÝÑ˚ppq, qq, Kq de Afred, et donc par le Lemme 1.4.5
un calcul ppp, qq, σq Ñ˚ ppq, qq, σq de A1.
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Comme σ “ σ1.pγ, q1q la transition de dépilement définie au-dessus peut-être utilisée pour
atteindre la configuration pps, q1q, σ1q telle que |σ1| “ n. Le résultat suit par hypothèse d’induc-
tion.

Proposition 3.3.11

Soit A un APVbi sur l’alphabet structuré ∆. Si A est co-réduit, alors reduirepAq est
également co-réduit.

Démonstration. Nous notons A “ pQ, I, F, Γ, δq et Afred “ pQ1, I1, F1, Γ
1, δ1q. Nous allons prou-

ver que si A est co-réduit, alors Afred est aussi co-réduit. Comme reduirepAq est obtenu en sup-
primant les états non accessibles de Afred, nous pouvons conclure que reduirepAq est aussi co-
réduit.

Soit κ “ ppp, qq, σq et κi “ pppi, qiq, Kq deux configurations de Afred telles que ppi, qiq est un
état initial de Afred et il existe deux mots w, w1 P ∆

˚ et deux calculs ρ : κ
w
ÝÑ˚pp f , f q, σ1q sur w et

κi
w1

ÝÑ˚pp f , f q, σ1q sur w1 de Afred où p f , f q est un état final de Afred. Comme Afred est un APVbi et
par la Remarque 1.4.2, nous avons σ1 “ K. Nous allons montrer par induction sur la taille de la
pile σ que κ peut-être atteint depuis un état initial.

Si |σ| “ 0, alors par le Lemme 3.3.3, nous avons q “ f . Par construction de l’ensemble BIA,
pp, Kq

w
ÝÑ˚p f , Kq est un calcul de A. Comme A est co-réduit, il existe un calcul pi, Kq

u
ÝÑ˚pp, Kq de

A avec u P ∆
˚ et i P I. Donc par les Lemmes 3.3.5 et 3.3.3 nous concluons que :

ppi, f q, Kq
u
ÝÑ˚ppp, f q, Kq

w
ÝÑ˚pp f , f q, Kq P CalpAfredq

Soit n P N un entier. Nous supposons maintenant que la propriété est vraie quand |σ| ď n
et nous montrons qu’elle est aussi vraie quand |σ| “ n ` 1. Nous allons examiner la dernière
position dans le calcul ρ dépilant le symbole au sommet de la pile. Nous notons r la lettre asso-
ciée à la transition. Plus précisément, il existe deux mots u P ∆

˚
bi, v P ∆

˚ et une décomposition
de ρ telle que :

ppp, qq, σq
u
ÝÑ˚ppq2, q2q, σq

r
ÝÑppp1, q1q, σ1q

v
ÝÑ˚pp f , f q, Kq P CalpAfredq

Avec σ “ σ1pγ, q1q et γ P Γ. Par le Lemme 3.3.3 nous avons q2 “ q et par le Lemme 3.3.7, la
projection de ρ est un calcul dans A :

pp, σ̄q
u
ÝÑ˚pq, σ̄q

r
ÝÑpp1, σ̄1q

v
ÝÑ˚p f , Kq P CalpAq

avec σ̄ “ π1pσq et σ̄1 “ π1pσ1q. Comme A est co-réduit, la configuration pp, σ̄q est accessible en
utilisant un calcul ρ1. Nous décomposons ρ1 afin d’exhiber la transition ayant empilé le dernier
symbole de σ̄ :

ρ1 : pi, Kq
v1

ÝÑ˚pp2, σ̄1q
c

ÝÑps, σ̄q
u1

ÝÑ pp, σ̄q P CalpAq

Avec c P ∆c, v1 P ∆
˚ et u1 P ∆

˚
bi. Par les Lemmes 3.3.5 et 3.3.3, nous pouvons déduire que :

pps, qq, Kq
u1

ÝÑ˚ppp, qq, Kq
u
ÝÑ˚ppq, qq, Kq P CalpAfredq

et donc par le Lemme 1.4.5 :

pps, qq, σq
u1

ÝÑ˚ppp, qq, σq
u
ÝÑ˚ppq, qq, σq P CalpAfredq
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Nous considérons maintenant la transition d’empilement sur c utilisée dans le calcul ρ1, elle
est de la forme t “ pp2, c, γ, sq. Par l’existence du calcul ci-dessus dans Afred, nous déduisons
l’existence de la transition ppp2, q1q, c, pγ, q1q, ps, qqq de δ1

c. Nous pouvons étendre le calcul ci-
dessus Afred de la manière suivante :

ppp2, q1q, σ1q
c

ÝÑpps, qq, σq
u1

ÝÑ˚ppp, qq, σq
u
ÝÑ˚ppq, qq, σq

rv
ÝÑ˚pp f , f q, Kq P CalpAfredq

Et le résultat suit par hypothèse d’induction car |σ1| “ n.

Nous avons montré dans cette section que freduire produit un APVbi faiblement réduit et
reduire produit un APVbi réduit. De plus elles induisent une bijection sur les calculs acceptants
entre l’ APVbi construit et le l’ APVbi initial, préservant donc le langage. Enfin nous avons
montré qu’elles préservent la co-réduction. Dans la section suivante, nous allons prouver des
résultats similaires sur la co-réduction, et nous allons les combiner afin d’émonder un APVbi.

3.3.2 Construction de coreduirepAqet fcoreduirepAq

Étant donné un APVbi A, nous décrivons la construction du APV fcoreduirepAq, qui est fai-
blement co-réduit. L’APV coreduirepAq est alors obtenu de manière similaire à reduirepAq.

Définition 3.3.12

Soit A “ pQ, I, F, Γ, δq un APVbi sur l’alphabet structuré ∆, nous définissons l’ APVbi
fcoreduirepAq “ pQ1, I1, F1, Γ

1, δ1q sur l’alphabet structuré ∆ avec :

˝ Q1 “ BIA I1 “ tpi, iq | i P Iuq F1 “ BIA X pI ˆ Fq Γ
1 “ Γ ˆ Q

˝ δ1 “ δ1
c Y δ1

r Y δ1
ι avec :

´ δ1
c “

 

ppp, qq, c, pγ, pq, pq1, q1qq
ˇ

ˇ pp, qq P Q1, pq, c, γ, q1q P δc
(

´ δ1
r “

"

ppp, qq, pγ, p1q, r, pp1, q1qq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

pp, qq, pp1, q1q P Q1, pq, γ, r, q1q P δr,
*

ps, c, γ, pq P δc et pp1, sq P Q1

´ δ1
ι “

 

ppp, qq, a, pp, q1qq
ˇ

ˇ pp, qq, pp, q1q P Q1, pq, a, q1q P δι

(

De la même manière que pour freduire, les états (et la pile) de fcoreduirepAq étendent ceux de
A avec un état additionnel de A. Cette information est utilisée pour mémoriser l’état q atteint
juste avant que le symbole au sommet de la pile ait été empilé. Pour obtenir APVbi faiblement
co-réduit il doit exister pour chaque transition de dépilement une transition d’empilement per-
mettant de passer par l’état source q. Par la Proposition 3.1.4, nous savons que la propriété de
réduction est symétrique à la propriété de co-réduction, et il en va de même pour les construc-
tions associées : là où freduire mémorise un état supplémentaire pour pouvoir avancer, fcoreduire
mémorise un état pour pouvoir reculer.

Pour prouver que cette construction produit bien ce que l’on souhaite, nous allons présenter
une deuxième construction, dual, produisant le dual d’un APVbi.
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Définition 3.3.13

Soit A “ pQ, I, F, Γ, δq un APVbi sur l’alphabet structuré ∆, nous définissons l’ APVbi
dualpAq “ pQ1, I1, F1, Γ

1, δ1q sur l’alphabet structuré ∆ avec :

˝ Q1 “ Q I1 “ F F1 “ I Γ
1 “ Γ

˝ δ1 “ δ1
c Y δ1

r Y δ1
ι avec :

´ δ1
c “

 

pq, r, γ, pq
ˇ

ˇ pp, γ, r, qq P δr
(

´ δ1
r “

 

pq, γ, c, pq
ˇ

ˇ pp, c, γ, qq P δc
(

´ δ1
ι “

 

pq, a, pq
ˇ

ˇ pp, a, qq P δι

(

Cette construction permet de reconnaître le miroir du langage d’un APVbi, c’est à dire que
nous avons :

Lemme 3.3.14

Soit A un APVbi sur l’alphabet structuré ∆. Pour tout a1 . . . an P ∆
˚ nous avons :

pp, σq
a1 ...anÝÝÝÑ˚pp1, σ1q P Cala1...an pAq ô pp1, σ1q

an ...a1ÝÝÝÑ˚pp, σq P Calan ...a1pdualpAqq

De plus elle possède une propriété intéressante liée à freduire et fcoreduire : Comme la
construction freduire est symétrique à la construction fcoreduire, appliquer fcoreduire est la même
chose qu’appliquer dual puis freduire, et ré-appliquer dual. Nous allons maintenant montrer
comment fcoreduire dual ˝ freduire ˝ dual sont reliées.

Lemme 3.3.15

Soit A un APVbi sur l’alphabet structuré ∆, Afcor “ fcoreduirepAq et Adual “ dual ˝
freduire ˝ dualpAq. Pour tout mot w P ∆

˚
bi sur w nous avons :

ppp, qq, σq
w
ÝÑ˚ppp1, q1q, σ1q P CalwpAfcorq ô ppq, pq, σq

w
ÝÑ˚ppq1, p1q, σ1q P CalwpAdualq

Le couple d’état de A est inversé dans Adual car fcoreduire mémorise l’état supplémentaire
dans la première composante, alors que freduire le mémorise dans la deuxième. Les symboles
de piles sont cependant les mêmes. Nous disposons aussi de la propriété suivante, venant
directement de la symétrie des constructions freduire et fcoreduire :

Lemme 3.3.16

Soit A un APVbi sur l’alphabet structuré ∆. Si A est réduit (resp. co-réduit) alors
dualpAq est co-réduit (resp. réduit). Si A est faiblement réduit (resp. faiblement co-
réduit) alors dualpAq est faiblement co-réduit (resp. faiblement réduit).

Soient A un APVbi et Afcor le APVbi fcoreduirepAq. Nous allons maintenant définir une fonc-
tion liant les calculs de A avec ceux de Afcor. Le but de cette fonction est d’établir comment les
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calculs de Afcor sont produits à partir de A. Soit Φfcor une fonction de CalpAfcorq vers CalpAq et
ρ1 P CalpAfcorq un calcul défini comme suit :

ρ1 : ppp0, q0q, σ0q
a1ÝÑppp1, q1q, σ1q

a2ÝÑ ¨ ¨ ¨
an´1
ÝÝÑpppn´1, qn´1q, σn´1q

anÝÑpppn, qnq, σnq

Nous définissons Φfcorpρ1q P CalpAq comme étant le calcul suivant :

Φfcorpρ1q : pq0, π1pσ0qq
a1ÝÑpq1, π1pσ1qq

a2ÝÑ ¨ ¨ ¨
an´1
ÝÝÑpqn´1, π1pσn´1qq

anÝÑpqn, π1pσnqq

Nous pouvons maintenant prouver les résultats nous intéressant en utilisant dual. Le Théo-
rème 3.3.17 statut que la fonction Φfcor induit une bijection entre les calculs des APVbi. Nous
montrerons ensuite dans le Théorème 3.3.18 que fcoreduire produit des APVbi faiblement co-
réduit et coreduire produit des APVbi co-réduit. Enfin, nous montrerons que fcoreduire préserve
la réduction et le déterminisme dans les Lemmes 3.3.11 et 3.3.20. Nous nous servirons du
Lemme 3.3.20 à la Section 3.5 pour montrer que l’on peut construire un APV à la fois déter-
ministe et émondé.

Théorème 3.3.17

Soient A un APVbi sur l’alphabet structuré ∆, Afcor le APVbi fcoreduirepAq et Acor le
APVbi coreduirepAq. Afcor et Acor sont construits en temps polynomial. De plus pour
tout mot w P ∆

˚
bi, la fonction Φfcor induit une bijection entre ACalwpAfcorq et ACalwpAq,

et une bijection entre ACalwpAcorq et ACalwpAq, et donc en particulier nous avons
LpAq “ LpAfcorq “ LpAcorq.

Démonstration. Soit Adual l’ APVbi produit par dual ˝ freduire ˝ dualpAq. Par les Lemmes 3.3.14,
3.3.3 et 3.3.5 nous avons que tout calcul ppp0, q0q, σ0q

a1ÝÑppp1, q1q, σ1q
a2ÝÑ ¨ ¨ ¨

anÝÑpppn, qnq, σnq est un
calcul acceptant de Adual si et seulement si pp0, π1pσ0qq

a1ÝÑpp1, π1pσ1qq
a2ÝÑ . . . anÝÑppn, π1pσnqq est un

calcul de A. Par le Lemme 3.3.15 nous pouvons en déduire que Φfcor satisfait la propriété sou-
haitée. Comme Acor est obtenu en supprimant les états non accessibles de Afred, nous concluons
qu’il existe aussi une bijection entre ACalwpAcorq et ACalwpAq

Théorème 3.3.18

Soient A un APVbi sur l’alphabet structuré ∆, Afcor le APVbi fcoreduirepAq et Acor le
APVbi coreduirepAq. Afcor est faiblement co-réduit et Acor est co-réduit.

Démonstration. Par le Théorème 3.3.10, freduire ˝ dualpAq est faiblement réduit. Donc par le
Lemme 3.3.16, dual ˝ freduire ˝ dualpAq est faiblement co-réduit. Par le Lemme 3.3.15 nous avons
donc que Afcor est faiblement co-réduit. De plus, comme Acor est obtenu en supprimant les état
non accessibles de Afcor, nous concluons que Acor est co-réduit.

Proposition 3.3.19

Soit A un APVbi réduit sur l’alphabet structuré ∆, alors coreduirepAq est aussi réduit.

Démonstration. Par le Lemme 3.3.16, nous savons que si A est réduit, alors dualpAq est co-
réduit. Par la Proposition 3.3.11, freduire ˝ dualpAq est aussi co-réduit. Par le Lemme 3.3.16 nous
déduisons que dual˝ freduire˝dualpAq est réduit. Par le Lemme 3.3.15 nous pouvons en conclure
que coreduirepAq l’est aussi.
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Proposition 3.3.20

Soit A un APVbi déterministe sur l’alphabet structuré ∆, alors Afcor “ fcoreduirepAq et
Acor “ coreduirepAq sont aussi déterministes.

Démonstration. Nous allons montrer ce résultat sur Afcor. Comme Acor est obtenu en suppri-
mant les états inutiles de Afcor, nous pouvons conclure que Acor est aussi déterministe. Premiè-
rement, par définition nous avons I1 “ tpp, pq | p P Iu, et donc #I1 “ #I “ 1. Deuxièmement,
nous considérons les transitions de Afcor, et analysons la manière dont elles sont construites.
Soit τ une transition de Afcor menant de l’état pp, qq vers l’état pp1, q1q sur la lettre a de ∆ :

˝ Si a P ∆ι, alors τ “ ppp, qq, a, pp1, q1qq. Par construction de Afcor, pq, a, q1q P δι. Comme A
est déterministe, il n’y a pas de transition pq, a, q2q P δι avec q2 ‰ q1. Nous concluons qu’il
n’existe pas d’état p2 P Q tel que ppp, qq, a, pp2, q2qq P δ1

ι avec pp1, q1q ‰ pp2, q2q car par
définition de δ1

ι nous avons p “ p1 “ p2.

˝ Si a P ∆c, alors τ “ ppp, qq, a, pγ, pq, pp1, q1qq avec γ P Γ. Par construction de Afcor nous
avons pq, a, γ, q1q P δc. Comme A est déterministe, il n’y a pas de transition pq, a, γ1, q2q P δc

avec q2 ‰ q1 ou γ1 ‰ γ. Nous pouvons donc en conclure qu’il n’existe pas d’états p2, p3 P
Q tels que ppp, qq, pγ1, p3q, a, pp2, q2qq P δ1

r avec pp1, q1q ‰ pp2, q2q ou pγ, pq ‰ pγ1, p3q car
par définition de δ1

c nous avons p “ p3, p1 “ q1 et p2 “ q2.

˝ Si a P ∆r, alors τ “ ppp, qq, pγ, p1q, a, pp1, q1qq avec γ P Γ. Par construction de Afcor nous
avons pq, γ, a, q1q P δr. Comme A est déterministe, il n’y a pas de transition pq, γ, a, q2q P δr

avec q2 ‰ q1. Nous pouvons donc en conclure qu’il n’existe pas d’état p2 P Q tel que
ppp, qq, pγ, p1q, a, pp2, q2qq P δ1

c avec pp1, q1q ‰ pp2, q2q car par définition de δ1
r nous avons

p1 “ p2.

3.3.3 La procédure complète

Nous définissons la construction emonderbi par emonderbi “ coreduire ˝ reduire. La Propo-
sition 3.3.19 assure que la construction coreduire préserve la réduction, et donc par les Théo-
rèmes 3.3.9, 3.3.10, 3.3.17 et 3.3.18 nous obtenons le résultat suivant :

Théorème 3.3.21

Soit A un APVbi sur l’alphabet structuré ∆, et Aemonder le APVbi emonderbipAq. Aemonder

est émondé et est construit en temps polynomial. De plus, pour tout w P ∆
˚, il existe

une bijection entre ACalwpAq et ACalwpAemonderq, et donc LpAq “ LpAemonderq.

3.4 Émonder un automate à pile visible

Nous allons maintenant présenter une construction pour transformer un APV A en un
APVbi utilisant un alphabet particulier. Dans une seconde étape, nous émondons l’ APVbi en
utilisant la méthode décrite dans la Section 3.3 pour les APVbi. Enfin depuis le nouveau APVbi

nous construisons un APV utilisant l’alphabet original reconnaissant le langage LpAq et qui est
toujours émondé. Il n’est pas évident de proposer des procédures pour transformer un APV

vers un APVbi et inversement, et qui en plus de cela sont compatibles avec les constructions
d’émondage.
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3.4.1 Des automates à pile visible arbitraires vers les bien imbriqués...

Les mots de ∆
˚ sont différents des mots bien imbriqués car il permettent des lettres sans

correspondances. Nous corrigeons ce problème en étendant l’alphabet ∆ et en modifiant les
mots de ∆

˚. D’un coté, une nouvelle lettre est ajoutée pour fermer les lettres de ∆c sans corres-
pondance. De l’autre coté, un symbole interne est créé pour remplacer chacune des lettres de
∆r sans correspondance.

Soit ∆ “ ∆c Z ∆r Z ∆ι un alphabet structuré Nous introduisons l’alphabet structuré ∆
ext “

∆
ext
c Z ∆

ext
r Z ∆

ext
ι défini par :

∆
ext
c “ ∆c ∆

ext
r “ ∆r Z tr̄u ∆

ext
ι “ ∆ι Z tar | r P ∆ru

avec r̄ et tar | r P ∆ru des nouveaux symboles non présents dans ∆.
Nous allons définir de manière inductive la fonction ext transformant un mot de ∆ vers un

mot de ∆
ext comme suit, étant donnés a P ∆ι, r P ∆r, c P ∆c et n P N :

˝ extpǫ, nq “ ǫ,

˝ extpaw, nq “ a extpw, nq,

˝ extprw, nq “ r extpw, n ´ 1q si n ą 0,

˝ extprw, 0q “ ar extpw, 0q,

˝ extpcw, nq “

"

cw1r extpw2, nq si Dw1 P ∆
˚
bi, w2 P ∆

˚, r P ∆r et w “ w1rw2,
c extpw, n ` 1q r̄ sinon.

Étant donné un mot w P ∆
˚, nous appelons extpwq le mot extpw, 0q. Cette fonction remplace

chaque lettre r de ∆r sans ouvrant par le symbole interne ar et ajoute un suffixe de la forme
tr̄u˚ dans le but d’ajouter une correspondance pour chaque lettre de ∆c sans fermant. Il est
possible de montrer par induction sur la structure de w que extpwq est un mot bien imbriqué
sur l’alphabet ∆

ext.
Intuitivement, extpw, nq produit un mot bien imbriqué le long d’un calcul en prenant en

compte la hauteur de la pile via l’entier n.

Exemple 3.4.1

Nous notons w le mot rrccar. Nous avons extpw, 1q “ r extprccar, 0q “ rar extpccar, 0q “
rarc extpcar, 1qr̄ “ rarccar extpǫ, 1qr̄ “ rarccarr̄.

Nous définissons aussi une variante de ext où le suffixe de tr̄u˚ n’est pas ajouté, et nous
appelons cette fonction extι :

extιpw, nq “ w1 tel que extpw, nq “ w1w2 avec w1 P p∆
extztr̄uq˚ et w2 P tr̄u˚

Étant donné un mot w P ∆
˚, nous définissons aussi extιpwq comme étant le résultat de la fonc-

tion extιpw, 0q.
Soit A un APV, nous présentons maintenant la construction etendre transformant un APV

sur l’alphabet ∆ vers un APVbi sur l’alphabet ∆
ext. Intuitivement, cette construction ajoute un

suffixe au APV lisant des mots de la forme r̄n avec n P Ną0 et remplace les transitions dépilant
sur pile vide par des transitions sans action sur la pile, implémentant de cette manière la fonc-
tion ext. Pour compléter ceci, l’APV doit avoir certaines bonnes propriétés, introduites dans la
définition suivante :
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Définition 3.4.2

Soit A “ pQ, I, F, Γ, δq un APV sur l’alphabet structuré ∆. Nous dirons que A est
conforme en pile s’il existe une partition de Q telle que Q “ QK Z QM et une partition
de Γ telle que ΓK Z ΓM et :

1. Pour tout calcul initialisé de A menant vers une configuration pp, σq, σ “ K ô
p P QK,

2. Pour tout calcul initialisé de A menant vers une configuration pp, σq, σ P tKu Y
tγσ | γ P ΓK, σ P Γ

˚
Mu,

3. Pour tout τ P δr, sourcepτq R F.

Nous montrerons dans la Sous-section 3.4.3 que pour tout APV il est possible de construire
en temps polynomial un APV conforme en pile équivalent. Nous présentons maintenant la
construction etendre, opérant sur les APV conforme en pile. Cette construction permet de trans-
former un APV en un APVbi que nous pourrons émonder avec la procédure définie dans la
section précédente.

Définition 3.4.3

Soit A “ pQ, I, F, Γ, δq un APV conforme en pile sur l’alphabet ∆ avec les partitions
Q “ QK Z QM et Γ “ ΓK Z ΓM. L’ APVbi etendrepAq “ pQ1, I1, F1, Γ

1, δ1q sur l’alphabet
∆
ext est défini par :

˝ Q1 “ Q Y t f̄K, f̄Mu I1 “ I F1 “ pF X QKq Y t f̄Ku Γ
1 “ Γ

˝ δ1 “ δ1
c Y δ1

r Y δ1
ι avec :

´ δ1
c “ δc

´ δ1
r “ δr Y

 

pp, r̄, γ, f̄∫ q
ˇ

ˇ ∫ P tK, Mu, p P F X QM, γ P Γ∫

(

Y
 

p f̄M, r̄, γ, f̄∫ q
ˇ

ˇ ∫ P tK, Mu, γ P Γ∫

(

´ δ1
ι “ δι Y

 

pp, ar, qq
ˇ

ˇ pp, r, K, qq P δK
r , p P QK

(

Intuitivement, etendrepAq possède deux parties : La première, composée des états de A,
peut lire des mots de la forme p∆

extztr̄uq˚ et remplace chaque transition dépilant sur pile vide
par une transition ne faisant rien sur la pile, et la deuxième composée de deux nouveaux états
t f̄K, f̄Mu, lit des mots de la forme tr̄u`. Cette intuition est formalisée pour n’importe quel APV
sur l’alphabet ∆

ext par la définition suivante :

Définition 3.4.4

Soient ∆ un alphabet structuré et A “ pQ, I, F, Γ, δq un APV sur l’alphabet ∆
ext. Nous

définissons deux sous-ensembles de Q comme suit :
piegepAq “ tq P Q | Dp, pp, r̄, γ, qq P δru
bordurepAq “ tp R piegepAq | Dτ P δ tel que sourcepτq “ p et ciblepτq P piegepAqu

Les états de bordurepAq sont appelés états de bord de A.

Les états de bord sont les états n’appartenant pas à piegepAq et permettant d’atteindre un
état de piegepAq. Il est possible de vérifier que dans le cas du APV etendrepAq, nous avons
piegepetendrepAqq “ t f̄M, f̄Ku et bordurepetendrepAqq “ F X QM.
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Exemple 3.4.5

Soit A “ pQ, I, F, Γ, δq un APV sur l’alphabet structuré ∆ et Aext l’APV etendrepAq. Ces
deux APV sont représentés à la Figure 3.4. Les parties en pointillés sont les parties de
A modifiées par etendre. A est conforme en pile pour Q “ QK Z QM et Γ “ ΓK Z ΓM

avec QK “ t1, 4u, QM “ t2, 3, 5, 6u, ΓK “ tγu et ΓM “ tγ1u. Nous verrons plus tard que
A est produit par la construction confpile. De plus nous avons bordurepAextq “ t3u et
piegepAextq “ t f̄M, f̄Ku

1 2

3 4

5 6

1 2

3 4

5 6

fM fK

r | K

c | γ
c | γ1

r | γ

c | γ

c | γ1

c | γ1

r | γ1

r | γ1

ar

c | γ
c | γ1

r | γ

c | γ

c | γ1

c | γ1

r | γ1

r | γ1

r̄ | γ1
r̄ | γ

r̄ | γ1
r̄ | γ

FIGURE 3.4 – L’APV A est à gauche et l’APV Aext “ etendrepAq est à droite.

Dans la suite de cette section, nous allons montrer que pour tout APV A et tout mot w P
LpAq, il existe une bijection entre les calculs acceptants de A sur w et ceux de etendrepAq sur
extpwq. Pour cela nous allons montrer en premier lieu dans le Lemme 3.4.6 qu’il existe un calcul
initialisé sur un mot u de A si et seulement s’il existe un calcul initialisé sur le mot extιpwq de
Aext. Pour montrer ce résultat nous avons besoin d’étendre la fonction extι aux calculs. Soient
n, m P N des entiers, a1 . . . am P ∆

˚ un mot et ρ : pp1, σ1q
a1ÝÑ˚pp2, σ2q

amÝÑpqm`1, σm`1q un calcul de
A, extιpρ, nq est défini de la manière suivante :

extιpρ, nq : pp1, σ1q
b1ÝÑ˚pp2, σ2q

bmÝÑpqm`1, σm`1q avec b1 . . . bm “ extιpa1 . . . am, nq

Nous définissons extιpρq de la même manière que pour les mots.
Dans un deuxième temps, nous allons montrer dans le Lemme 3.4.7 que pour toute pile σ

il existe un unique chemin sur tr̄u dépilant σ. Enfin, nous combinons ces deux résultats dans le
Théorème 3.4.8 afin d’obtenir le résultat souhaité.
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Lemme 3.4.6

Soient A un APV conforme en pile sur l’alphabet structuré ∆, Aext l’APV etendrepAq
et w P ∆

˚ un mot. ρ est un calcul initialisé de A sur w si et seulement si extιpρq est un
calcul initialisé de Aext sur extιpwq.

Démonstration. Par définition, extιpwq est obtenu depuis w en remplaçant chaque lettre de ∆r

sans ouvrant par un symbole interne. La construction etendre implémente correctement cette
transformation grâce au point p1q de la définition de conforme en pile.

Lemme 3.4.7

Soient A un APV conforme en pile sur l’alphabet structuré ∆, Aext l’APV etendrepAq
et ρ un calcul initialisé de Aext sur un mot w P ∆

˚ menant vers la configuration pp, σq
telle que p est un état de bord de Aext, alors il existe exactement un calcul ρ1 sur r̄|σ| tel
que ρρ1 est un calcul acceptant de Aext.

Démonstration. Nous notons A “ pQ, I, F, Γ, δq, Q “ QK Z QM et Γ “ ΓK Z ΓM. Par construc-
tion de Aext, le mot w ne contient aucune occurrence de r̄. Par le Lemme 3.4.6, il existe un calcul
ρ1 de A tel que ρ “ extιpρ1q. Comme observé ci-dessus nous avons bordurepAextq “ F X QM.
Donc, par le point p2q de la définition de conforme en pile, nous avons σ P tγσ1 | γ P ΓK, σ1 P
Γ

˚
Mu, et par construction il existe un unique calcul de Aext menant de p vers f̄K sur r̄|σ| dépilant

tous les symboles de la pile.

Théorème 3.4.8

Soient A un APV conforme en pile sur l’alphabet structuré ∆, Aext l’APV etendrepAq
et w P ∆

˚ un mot, il existe une bijection entre les calculs de ACalwpAq et les calculs
ACalextpwqpAextq, et donc LpAextq “ extpLpAqq.

Démonstration. Nous notons A “ pQ, I, F, Γ, δq, Q “ QK Z QM et Γ “ ΓK Z ΓM. Premièrement
supposons que w est un mot où toute lettre de ∆c possède un fermant, alors extιpwq “ extpwq.
Soit ρ un calcul acceptant de A sur w menant vers la configuration pp, σq. Comme extιpwq “
extpwq, nous concluons que σ “ K et donc, par le point p1q de la définition de conforme en pile,
nous avons p P F X QK. Le résultat suit par le Lemme 3.4.6.

Sinon s’il existe une lettre de ∆c dans w sans fermant. Nous définissons l’ensemble ECalw
comme suit :

ECalw “ tρ P CalextιpwqpAextq | ρ est initialisé est termine dans un état de bordu

Comme les états de bord de Aext sont construits à partir des états acceptants de A, par le
Lemme 3.4.6 pour tout calcul ρ P CalwpAq nous avons ρ P ACalwpAq si et seulement si extιpρq P
ECalw. Le résultat suit par le Lemme 3.4.7.

3.4.2 ... Et vice-versa.

Nous allons définir l’inverse la fonction etendre, appelée retracter, produisant la dernière
étape de la procédure. Cependant, nous devons déterminer le piège parmi les états de l’ APVbi
pour le supprimer et recouvrer le langage original. Ça n’est pas toujours possible, et nous in-
troduisons une propriété appelée rétractable, permettant d’appliquer la construction retracter :

75



Définition 3.4.9

Soient ∆ un alphabet structuré et A “ pQ, I, F, Γ, δq un APV sur l’alphabet ∆
ext. Nous

considérons les conditions suivantes :

1. Il existe un APV B sur ∆ tel que LpAq “ extpLpBqq,

2. Nous avons piegepAq X I “ H,

3. Pour toute transition τ dans δ, lettrepτq “ r̄ si et seulement si ciblepτq P piegepAq,

4. Pour toute transition τ dans δ telle que sourcepτq P piegepAq, lettrepτq “ r̄,

5. Pour tout calcul initialisé de A terminant dans un état de bord il existe un entier
n P Ną0 et exactement un calcul ρ1 sur r̄n tel que ρρ1 est un calcul acceptant.

6. Pour toute transition τ P δr telle que sourcepτq P bordurepAq, lettrepτq “ r̄.

Nous appelons A rétractable s’il remplit les conditions p1q, . . . , p5q et fortement rétrac-
table s’il est rétractable et remplit la condition p6q.

La propriété de rétractabilité garantit que retracter peut être appliqué. Dans la suite nous
allons montrer que nos constructions préservent la rétractabilité et donc le piège. Par exemple
celui de l’ APVbi produit par freduire ˝ etendre est tp f̄K, f̄Kq, p f̄M, f̄Mqu. Nous avons besoin de
la rétractabilité forte car la construction reduire ne préserve pas la rétractabilité. Nous allons
d’abord montrer que la construction etendre assure la rétractabilité forte :

Théorème 3.4.10

Soit A un APV conforme en pile, alors etendrepAq est fortement rétractable.

Démonstration. La propriété p1q est une conséquence du Théorème 3.4.8. Les propriétés p2q,
p3q, p4q sont des conséquences de la construction, la propriété p5q est une conséquence du
Lemme 3.4.7 et la propriété p6q est une conséquence de la propriété p3q de la définition de
conforme en pile.

Nous définissons maintenant la construction retracter :

Définition 3.4.11

Soient ∆ un alphabet structuré et A “ pQ, I, F, Γ, δq un APVbi rétractable sur l’alphabet
∆
ext, nous définissons l’APV retracterpAq “ pQ1, I1, F1, Γ

1, δ1q sur l’alphabet ∆ par :

˝ Q1 “ QzpiegepAq I1 “ I F1 “ pFzpiegepAqq Y bordurepAq Γ
1 “ Γ

˝ δ1 “ δ1
c Z δ1

r Z δ1K
r Z δ1

ι avec :

´ δ1
c “ δc

´ δ1
r “ t τ P δr | lettrepτq ‰ r̄ u

´ δ1K
r “ t pp, r, K, qq | pp, ar, qq P δι u

´ δ1
ι “ t τ P δι | lettrepτq P ∆ι u

Cette construction fonctionne comme suit : elle remplace toutes les transitions sur la lettre
ar par des transitions dépilant la pile vide sur la lettre r, et supprime les transitions dépilantes
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sur r̄. Notez que les états finaux de retracterpAq sont les états de bord de A et les états finaux de
A qui ne sont pas dans piegepAq.

Nous montrons maintenant que pour tout APV A, la construction retracter induit une bijec-
tion entre les calculs de A et les calculs de retracterpAq. Premièrement, le Lemme 3.4.12 établit
qu’il existe un calcul de A sur le mot u débutant sur une pile σ si et seulement s’il existe un
calcul de retracterpAq sur le mot extιpw, |σ|q. Nous utilisons ce résultat dans la démonstration
du Théorème 3.4.13 afin de montrer le résultat souhaité.

Lemme 3.4.12

Soient A un APV conforme en pile sur l’alphabet structuré ∆ et w P ∆
˚ un mot. Le

calcul ρ appartient à CalwpretracterpAqq avec premierpρq “ pp, |σ|q si et seulement si le
calcul initialisé extιpρ, |σ|q appartient à Calextιpw,|σ|qpAq.

Démonstration. Nous considérons en premier le sens ñ. Il convient d’observer que w P ∆
˚

assure, par les conditions p2q et p3q de la définition de la rétractabilité, que les configurations
ppi, σiq composant le calcul ρ vérifient la propriété pi R piegepAq pour tout i P r1, |w| ` 1s. Par
conséquent, par définition des états et des transitions de retracterpAq nous en concluons que
extιpρq appartient à Calextιpw,|σ|qpAq.

Nous considérons maintenant le sens ð. Par la définition de la fonction extι, quand extιpρq
lit une lettre ar P ∆

ext alors la pile est vide. Par conséquent, par définition des états et des
transitions de retracterpAq nous en concluons que ρ appartient à CalwpretracterpAqq.

Théorème 3.4.13

Soient ∆ un alphabet structuré et A un APV rétractable sur ∆
ext. Pour tout mot w P

∆
˚, il existe une bijection entre ACalwpretracterpAqq et ACalextpwqpAq, et en particulier

LpAq “ extpLpretracterpAqqq.

Démonstration. Soit w P ∆
˚ un mot. Nous distinguons deux cas. si w est un mot tel que toute

lettre de ∆c est fermée, alors extpwq “ extιpwq. Par le Lemme 3.4.12 et le point p2q de la dé-
finition de la rétractabilité, ext amène une bijection entre l’ensemble des calculs initialisés de
retracterpAq sur w et l’ensemble des calcul initialisés de A sur extpwq. De plus, un calcul initia-
lisé ρ de retracterpAq sur w est acceptant si et seulement si extpρq est acceptant dans A. En effet,
comme toute lettre de ∆c de w est fermée, la configuration pp, σq atteinte par ρ vérifie σ “ K, et
donc p R bordurepAq par la condition p5q de la définition de rétractable. Alors p est un état final
de retracterpAq si et seulement si p est un état final de A. Sinon, il existe une lettre de ∆c de w
non fermée. Nous définissons l’ensemble RCalw comme suit :

RCalw “ tρ P CalextιpwqpAq | ρ est initialisé et termine dans un état de bordu

Comme pour le cas précédent, nous pouvons montrer par la condition p2q de la définition de
la rétractabilité et par le Lemme 3.4.12 que extι introduit une bijection entre ACalwpretracterpAqq
et RCalw. Et donc par le point p5q de la définition de rétractable, nous avons une bijection entre
ACalwpretracterpAqq et ACalextpwqpAq.

Enfin par la condition p1q de la définition de la rétractabilité, tout mot accepté par A est de
la forme extpwq pour un certain mot w P ∆

˚, et donc la bijection précédente implique LpAq “
extpLpretracterpAqqq.
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Nous allons maintenant montrer que retracter préserve l’émondage. La partie compliquée
de cette preuve est celle concernant la co-réduction. Un APVbi est co-réduit si tout calcul fi-
nissant dans une configuration acceptante est accessible. Dans le cas des APVbi, il suffit de
considérer les configurations finales de la forme pp, Kq avec p un état final car tous les cal-
culs acceptants finissent sur une pile vide. Nous devons donc nous assurer que la construction
retracter prend en compte cette complexité supplémentaire, car elle produit un APV à partir
d’un APVbi.

Proposition 3.4.14

Soient ∆ un alphabet structuré et A un APV rétractable sur ∆
ext, si A est émondé alors

retracterpAq l’est aussi.

Démonstration. Soit Ared l’APV retracterpAq. Pour la partie réduction, nous considérons un
mot w P ∆

˚ et un calcul initialisé ρ : pp, Kq
w
ÝÑ˚pq, σq P CalwpAq. Par le Lemme 3.4.12 ρ̂ “ extιpρq

est un calcul de A sur ŵ “ extιpwq. Il convient d’observer que ρ̂ est initialisé. Comme A est
réduit, il existe un calcul ρ̂1 sur w1 tel que ρ̂ρ̂1 est un calcul acceptant de A. Par construction
nous décomposons w1 par w1 “ w1w2 avec w1 P ∆

˚, w2 P tr̄u˚ et ρ̂1 par ρ̂1 : pq, σq
w1ÝÑ˚pq1, σ1q sur

w1 et ρ̂2 : pq1, σ1q
w2ÝÑ˚pp1, Kq sur w2. Si w2 “ ε, alors σ1 “ K et par construction q1 est un état final

de Aret. Par le Lemme 3.4.12, il existe un calcul ρ1 tel que ρ̂1 “ extpρ1, |σ|q et ρρ1 est un calcul
acceptant de Aret. Si w2 ‰ ε, alors q1 P bordurepAq et donc q1 est un état final de Aret. De même,
par le Lemme 3.4.12 il existe un calcul ρ1 tel que ρ̂1 “ extpρ1, |σ|q et ρρ1 est un calcul acceptant
de Aret.

Pour la partie co-réduction, nous considérons deux calculs ρ : pp, σq
w
ÝÑ pq, σ1q et ρ1 :

pi, Kq
w1

ÝÑ pq, σ1q de Aret avec q un état final et i un état initial. Nous distinguons deux cas :

˝ Si σ1 “ K, alors par la condition p5q de la définition de la rétractabilité, l’état q ne peut pas
être dans bordurepAq. Par définition de Aret, ceci implique que q est un état final de A. Par
le Lemme 3.4.12, ρ̂ “ extιpρ, |σ|q est un calcul de A sur ŵ “ extιpw, |σ|q, alors comme A
est un APVbi et est co-reduit, il existe un calcul ρ̂2 de A sur le mot ŵ2 tel que ρ̂2ρ̂ est un
calcul acceptant de A sur ŵ2ŵ. Donc par le Lemme 3.4.12 il existe un calcul ρ2 de Aret tel
que ρ̂2 “ extιpρ2q est un calcul sur w2 avec ŵ2 “ extpw2q et ρ2ρ est un calcul acceptant de
Aret sur w2w.

˝ Si σ1 ‰ K, alors q P bordurepAq. Par le Lemme 3.4.12, ρ̂ “ extιpρ, |σ|q et ρ̂1 “ extιpρ1q sont
des calculs de A sur extιpw, |σ|q et extιpw1q respectivement. Il convient d’observer que ρ̂1

est initialisé. Alors par le point p5q de la rétractabilité il existe exactement un calcul ρ̄ sur
r̄` tel que ρ̂1ρ̄ est un calcul acceptant de A et donc ρ̂ρ̄ est aussi un calcul de A. Comme A
est co-réduit il existe un calcul ρ̂2 de A sur le mot ŵ2 tel que ρ̂2ρ̂ρ̄ est un calcul acceptant
de A. Par le Lemme 3.4.12, il existe un calcul ρ2 de Aret tel que ρ̂2 “ extιpρ2q sur w2 avec
ŵ2 “ extpw2q. Donc par le Lemme 3.4.12, ρ2ρ est un calcul acceptant de Aret sur w2w.

Nous allons maintenant montrer que nos différentes constructions préservent la rétractabi-
lité, ceci dans le but de pouvoir les composer et appliquer à la fin la construction retracter. Nous
allons donc montrer que reduire préserve la rétractabilité forte dans le Lemme 3.4.15 et coreduire
préserve la rétractabilité dans le Lemme 3.4.16.
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Proposition 3.4.15

Soit A un APV fortement rétractable sur l’alphabet structuré ∆, alors l’APV Ared “
reduirepAq est fortement rétractable.

Démonstration. Premièrement notons que par construction nous avons :

Pour tout pp, qq P Q1, si pp, qq P piegepAredq alors p P piegepAq (3.1a)

Pour tout pp, qq P Q1, si pp, qq P bordurepAredq alors p P bordurepAq (3.1b)

L’Énoncé (3.1a) est une conséquence de la construction reduire. Concernant l’Énoncé (3.1b) le
fait que p R piegepAq est amené par la condition p3q de la Définition 3.1.3 appliquée sur pp, qq, et
le fait qu’il existe une transition sur r̄ de l’état p vers un état de piegepAq vient de la construction
reduire.

La condition p1q de la définition de la rétractabilité est évidente car LpAq “ LpAredq. Les
conditions p2q, p3q et p4q peuvent être montrées en utilisant l’Énoncé (3.1a), et la condition p6q
en utilisant l’Énoncé (3.1b).

Pour prouver la condition p5q, nous considérons un calcul initialisé ρ de Ared sur un mot
w menant à la configuration ppq, qq, σq telle que pq, qq P bordurepAredq. Par le Lemme 3.3.4, ρ1 “
Φfredpρq 1 est un calcul de A menant à la configuration pq, π1pσqq. Comme q P bordurepAq (par
l’Énoncé (3.1b)) et A est rétractable, π1pσq n’est pas vide et σ ne l’est pas non plus. On peut
donc décomposer ρ de cette manière :

ρ : ppi, f q, Kq
w1

ÝÑ˚ppp1, q1q, σ1q
c

ÝÑppp, qq, σq
w2

ÝÑ˚ppq, qq, σq

avec w1 P ∆
˚, w2 P ∆

˚
bi, c P ∆c et σ “ σ1 ¨ pγ, q1q avec γ P Γ. De plus, par définition de la

réduction, il existe une transition pq, r, γ, q2q P δr. Comme q P bordurepAq, par la condition p6q
de la rétractabilité nous avons r “ r̄, et donc il existe une transition ppq, qq, r̄, pγ, q1q, pq2, q1qq P δ1

r

et ρ1 : ppq, qq, σq
r̄

ÝÑ ppq2, q1q, σ1q est un calcul de Ared. Comme Ared est réduit, il est possible de
compléter le calcul initialisé ρρ1 en un calcul acceptant. Par la condition p1q les mots acceptés

sont de la forme ∆
˚r̄˚. Il existe donc un calcul ρ̄ : ppq2, q1q, σ1q

r̄|σ1|

ÝÝÑ pp f , f q, Kq tel que ρρ1ρ̄ est
un calcul acceptant de Ared. Enfin, l’unicité de l’extension ρ vient de la bijection induite par la
fonction Φfred.

Proposition 3.4.16

Soit A un APV rétractable sur l’alphabet structuré ∆, alors Acor “ coreduirepAq est
rétractable.

Démonstration. Premièrement notons que par construction nous avons :

Pour tout pp, qq P Q1, si pp, qq P piegepAcorq alors q P piegepAq (3.2a)

Pour tout pp, qq P Q1, si pp, qq P bordurepAcorq alors q P bordurepAq (3.2b)

Les Énoncés (3.2a) et (3.2b) peuvent être prouvés de manière similaire aux Énoncés (3.1a)
et (3.1b).

1. Voir à la page 63 pour la définition de Φfred.
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La condition p1q de la définition de rétractabilité est évidente car LpAq “ LpAcorq. Les condi-
tions p2q, p3q et p4q peuvent être facilement prouvées en utilisant l’Énoncé (3.2a).

Pour prouver la condition p5q, nous établissons premièrement la propriété suivante venant
de la définition de coreduire : pour tout calcul initialisé ρ de Acor menant à une configuration
ppp, qq, σq, nous définissons ρ1 le calcul Φfcorpρq 2 de A menant à la configuration pq, σ̄q avec
σ̄ “ π1pσq, s’il existe une transition pq, r, γ, q1q P δr telle que le calcul ρ1 r

ÝÑpq1, σ̄1q existe dans
A avec σ̄ “ σ̄1γ, alors il existe une transition ppp, qq, r, pγ, p1q, pp1, q1qq P δ1

r telle que le calcul
ρ

r
ÝÑppp1, q1q, σ1q existe dans Acor, avec π1pσ1q “ σ̄1.

Alors, la condition p5q suit facilement de cette propriété, l’Énoncé (3.2b) et la rétractabilité
de A. L’unicité vient de la bijection Φfcor.

3.4.3 La construction confpile

Nous avons vu dans la Sous-section 3.4.1 comment transformer un APV en un APVbi en
utilisant la construction etendre. Cependant etendre a besoin d’un APV conforme en pile en
entrée. Dans cette section, nous allons présenter la construction confpile transformant un APV

quelconque en un APV conforme en pile équivalent.
Nous allons premièrement donner une intuition de la construction et ensuite montrer le

lien avec la définition de conforme en pile (Définition 3.4.2). Notre construction distingue trois
types de configurations le long d’un calcul : les configurations pour lesquelles la pile est vide,
celles où le symbole au sommet de la pile sera dépilé avant de terminer le calcul et celles où le
symbole au sommet de la pile ne sera pas dépilé avant de terminer le calcul. Lorsqu’un symbole
est empilé il est donc nécessaire de deviner si ce symbole sera dépilé dans le futur ou non. De
plus pour maintenir une information correcte tout le long du calcul nous modifierons la pile
pour mémoriser quel était sa forme avant sa modification. Nous définissons donc en premier
lieu l’ensemble de symboles spéciaux S comme suit :

S “ tK, J, ˝u

Intuitivement cet ensemble nous permettra de distinguer les trois types de configurations.
Nous présentons maintenant la construction confpile.

Définition 3.4.17

Soit un APV A “ pQ, I, F, Γ, δq sur l’alphabet structuré ∆, nous définissons l’APV
confpilepAq “ pQ1, I1, F1, Γ

1, δ1q sur l’alphabet structuré ∆ par :

˝ Q1 “ pQ ˆ Tq I1 “ I ˆ tKu F1 “ F ˆ tK, ˝u Γ
1 “ Γ ˆ T

˝ δ1 “ δ1
c Y δ1

r Y δK1
r Y δ1

ι avec :

´ δ1
c “

"

ppp, ∫ q, c, pγ, ∫ q, pq, ∫ 1qq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

pp, c, γ, qq P δc et
*

∫ 1“J ou p∫ 1“ ˝ ^ ∫‰Jq

´ δ1
r “ t ppp, Jq, pγ, ∫ q, r, pq, ∫ qq | pp, γ, r, qq P δr u

´ δK1
r “ t ppp, Kq, K, r, pq, Kqqq | pp, K, r, qq P δr u

´ δ1
ι “ t ppp, ∫ q, a, pq, ∫ qq | pp, a, qq P δι u

La sémantique de cette construction est la suivante : supposons qu’un calcul initialisé at-
teigne l’état pp, ∫ q, alors la forme de la pile dépend de ∫ . Si ∫ “ K alors la pile est vide. Si ∫ “ ˝

2. Voir à la page 70 pour la définition de Φfcor.
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alors aucun des symboles dans la pile ne sera dépilé avant la fin du calcul. Enfin, si ∫ “ J, alors
la pile est composée de symboles qui ne seront jamais dépilés, suivis de symboles qui seront
dépilés avant la fin du calcul.

Exemple 3.4.18

Soient A “ pQ, I, F, Γ, δq un APV sur l’alphabet structuré ∆ et Asc l’APV confpilepAq.
Ces deux APV sont représentés dans la Figure 3.5. Notez que l’état p1, Jq n’est pas
final, car si un calcul passe par cet état cela signifie qu’il doit finir de dépiler ses sym-
boles avant de terminer.

1 2

2, K 2, J

1, K 1, J

1, ˝ 2, ˝

r | γ

r | K

c | γ

r | K

c | pγ, Kq
c | pγ, Jq

r | pγ, Kq

c | pγ, Kq

c | pγ, ˝q

c | pγ, ˝q

r | pγ, Jq

r | pγ, ˝q

FIGURE 3.5 – À gauche l’APV A, à droite l’APV confpilepAq.

Nous allons maintenant montrer dans le Lemme 3.4.19 que pour tout APV A l’information
stockée dans l’état de confpilepAq se propage correctement le long de calculs sur des mots bien
imbriqués.

Lemme 3.4.19

Soient A un APV sur l’alphabet structuré ∆ et ρ : ppp, ∫ q, σq
w
ÝÑ ppp1, ∫ 1q, σq un calcul de

confpilepAq sur un mot bien imbriqué w, alors ∫ “ ∫ 1.

Démonstration. Nous prouvons ce résultat par induction sur la structure de w :

˝ Si w “ ǫ alors le résultat est évident.

˝ Si w “ au avec a P ∆ι et u un mot bien imbriqué, alors par hypothèse d’induction il existe
un calcul ρ1 : ppp2, ∫ 2q, σ1q

u
ÝÑ ppp1, ∫ 1q, σq tel que ∫ 2 “ ∫ 1. Par construction il existe une

transition ppp, ∫ q, a, pp2, ∫ 2qq P δ1
ι telle que ∫ “ ∫ 2, et donc ∫ “ ∫ 1.

˝ Si w “ cu1ru2 avec c P ∆c, r P ∆r et u1, u2 deux mots bien imbriqués, par hypothèse d’in-
duction il existe deux calculs ρ1 : ppp1, ∫1q, σ1q

u1ÝÑ ppp2, ∫2q, σ2q et ρ2 : ppp3, ∫3q, σ3q
u2ÝÑ

ppp1, ∫ 1q, σq tels que ∫ 1 “ ∫3 et ∫1 “ ∫2. Par construction de δ1
c il existe deux transi-

tions ppp, ∫ q, a, pγ, ∫ q, pp1, ∫1qq P δ1
c et ppp2, ∫2q, r, pγ, ∫3q, pp3, ∫3qq P δ1

r avec ∫ “ ∫3. Nous
concluons que ∫ 1 “ ∫3 et donc ∫ “ ∫ 1.
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Pour tout symbole ∫ P S nous définissons l’ensemble S˚
∫ comme suit :

S
˚
K “ tKu

S
˚
J “ tγσσ1 | γ P Γ ˆ tKu, σ P pΓ ˆ t˝uq˚, σ1 P pΓ ˆ tJuq˚u

S
˚
˝ “ tγσ | γ P Γ ˆ tKu, σ P pΓ ˆ t˝uq˚u

Nous décrivons dans le Lemme 3.4.20 comment les états sont conformes avec la pile dans
confpilepAq.

Lemme 3.4.20

Soient A un APV sur l’alphabet structuré ∆ et un calcul ρ de confpilepAq sur a1 . . . an P

∆
˚ tel que ρ : ppp0, ∫0q, σ0q

a1ÝÑ ¨ ¨ ¨
anÝÑpppn, ∫nq, σnq. Si σ0 P S˚

∫0
, alors pour tout i P r1, ks,

σi P S˚
∫i

.

Démonstration. Soit ρ un calcul de Asc “ confpilepAq. Nous procédons par induction sur la
longueur de ρ. Si ρ : ppq, ∫ q, σq, alors par hypothèse σ P S˚

∫ . Sinon il existe une lettre a P ∆ tel

que ρ se décompose en ρ1 a
ÝÑppq, ∫ 1q, σ1q. Nous appelons ppp, ∫ q, σq la configuration dernierpρ1q.

Par hypothèse d’induction sur ρ1 nous avons σ P S˚
∫ . Nous montrons maintenant que σ1 P S˚

∫ 1 .
Par définition il existe une transition τ, allant de ppp, ∫ q, σq vers ppq, ∫ 1q, σ1q. Nous distinguons
quatre cas, selon le type de τ :

˝ Si τ “ ppp, ∫ q, a, pq, ∫ 1qq P δι avec a P ∆ι, par définition ∫ 1 “ ∫ et σ “ σ1, et donc σ1 P S˚
∫ 1 .

˝ Si τ “ ppp, ∫ q, a, pγ, ∫ q, pq, ∫ 1qq P δc avec a P ∆c et ∫ 1 “ J, alors par définition de S nous
avons S˚

∫ ¨ tpγ, ∫ qu Ď S˚
∫ 1 . Comme σ1 “ σ ¨ pγ, ∫ q, nous concluons que σ1 P S˚

∫ 1 .

˝ Si τ “ ppp, ∫ q, a, pγ, ∫ q, pq, ∫ 1qq P δc avec a P ∆c et ∫ 1 “ ˝, alors par construction ∫ P tK, ˝u et
par définition de S nous avons S˚

∫ ¨ tpγ, ∫ qu Ď S˚
∫ 1 . Comme σ1 “ σ ¨ pγ, ∫ q, nous concluons

que σ1 P S˚
˝ .

˝ Si τ “ ppp, ∫ q, pγ, ∫ q, a, pq, ∫ 1qq P δr avec a P ∆r, alors par construction ∫ “ J et par
définition de S nous avons S˚

∫ ¨ tpγ, ∫ qu Ď S˚
∫ 1 . Comme σ “ σ1 ¨ pγ, ∫ q, nous concluons que

σ1 P S˚
∫ 1 .

˝ Si τ “ ppp, ∫ q, a, K, pq, ∫ 1qq P δK
r avec a P ∆r alors par construction ∫ “ ∫ 1 “ K et donc

σ1 “ K P S˚
K.

Définition 3.4.21

Soient A un APV sur l’alphabet structuré ∆ et ρ : ppp0, ∫0q, σ0q
a1ÝÑ ¨ ¨ ¨

anÝÑpppn, ∫nq, σnq un
calcul de confpilepAq sur w P ∆

˚. Alors ρ est un calcul conforme en pile si σ0 P S˚
∫0

et
∫n ‰ J.

Intuitivement, par la définition précédente, la contrainte ∫n ‰ J assure qu’aucun symbole
de la pile ne sera dépilé avant d’atteindre une configuration finale. Ceci est formalisé dans le
lemme suivant.
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Lemme 3.4.22

Soient A un APV sur l’alphabet structuré ∆ et ρ un calcul conforme en pile de l’APV
confpilepAq sur w P ∆

˚ tel que ρ : ppp, ∫ q, σq
w
ÝÑ˚ppp1, ∫ 1q, σ1q et σ ‰ K. Alors w se décom-

pose en w1rw2 avec w1 P ∆
˚
bi et r P ∆r si et seulement si ∫ “ J.

Démonstration. Nous considérons en premier l’implication ñ. Si ∫ ‰ J, supposons que w se
décompose en w1rw2. Par le Lemme 3.4.19, nous pouvons aussi décomposer ρ comme suit :

ρ : ppp, ∫ q, σq
w1ÝÑ˚ppq, ∫ q, σq

r
ÝÑppq1, ∫ 2q, σ2q

w2ÝÑ˚ppp1, ∫ 1q, σ1q

∫ ne peut pas être égal à ˝ parce qu’il n’y a pas de transition τ P δ1
r telle que sourcepτq “ pq, ˝q

et lettrepτq P ∆r. ∫ est aussi différent de K car selon le Lemme 3.4.20, σ P S˚
∫ mais σ ‰ K, ce qui

est une contradiction. Nous concluons que ∫ “ J.
Nous considérons maintenant l’implication ð. Si ∫ “ J, supposons que w ne se décompose

pas en w1rw2, alors w “ w0c1w1 ¨ ¨ ¨ cnwn, pour n P N, ci P ∆c et wi P ∆
˚
bi pour tout i P t0, . . . nu.

Nous pouvons décomposer ρ comme suit :

ρ : ppp0, ∫0q, σ0q
w0ÝÑ˚ppp1

0, ∫ 1
0q, σ1

0q
c1ÝÑppp1, ∫1q, σ1q

w1ÝÑ˚ ¨ ¨ ¨
cnÝÑpppn, ∫nq, σnq

wnÝÑ˚ppp1
n, ∫ 1

nq, σ1
nq

avec ppp, ∫ q, σq “ ppp0, ∫0q, σ0q et ppp1, ∫ 1q, σ1q “ ppp1
n, ∫ 1

nq, σ1
nq. Par construction des transitions de

confpilepAq, si ∫ 1
i “ J alors ∫i`1 “ J, et par le Lemme 3.4.19 nous avons ∫i “ ∫ 1

i , et donc comme
∫ “ ∫0 “ J nous pouvons conclure que ∫ 1 “ ∫ 1

n “ J. Ceci est une contradiction car ρ est un
calcul conforme en pile et ∫ 1 doit être différent de J.

Nous allons maintenant prouver le théorème suivant :

Théorème 3.4.23

Soit A un APV sur l’alphabet structuré ∆, alors Asc “ confpilepAq peut-être construit
en temps polynomial et :

˝ Pour tout mot w P ∆
˚ il existe une bijection entre ACalwpAq et ACalwpAscq, et

donc LpAq “ LpAscq.

˝ Asc est conforme en pile.

Pour prouver ce théorème nous avons besoin d’indiquer comment confpile construit ses
calculs. Soient A “ pQ, I, F, Γ, δq un APV sur l’alphabet structuré ∆ et Asc “ pQ1, I1, F1, Γ

1, δ1q
l’APV confpilepAq. Nous définissons une fonction Φsc des calculs de Asc vers les calculs de A.
Soit ρ un calcul de Asc défini comme suit :

ρ : ppq0, ∫0q, σ0q
a1ÝÑppq1, ∫1q, σ1q

a2ÝÑ ¨ ¨ ¨
an´1
ÝÝÑppqn´1, ∫n´1q, σn´1q

anÝÑppqn, ∫nq, σnq

Nous définissons Φscpρ1q ainsi :

Φscpρq : pq0, π1pσ0qq
a1ÝÑpq1, π1pσ1qq

a2ÝÑ ¨ ¨ ¨
an´1
ÝÝÑpqn´1, π1pσn´1qq

anÝÑpqn, π1pσnqq

Nous allons maintenant montrer que Φsc induit bien une bijection entre les calculs accep-
tants de A et de Asc. Pour cela, nous allons montrer dans la Proposition 3.4.24 que pour tout
calcul ρ de Asc, Φscpρq est bien un calcul de A, puis nous prouverons que cette fonction est
injective dans le Lemme 3.4.25 et surjective dans le Lemme 3.4.26.
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Proposition 3.4.24

Soient A un APV sur l’alphabet structuré ∆ et Asc l’APV confpilepAq. Pour tout calcul
conforme en pile ρ de Asc, Φscpρ1q est un calcul de A.

Démonstration. Soit ρ un calcul de Asc. Nous faisons la preuve par induction sur la longueur
de ρ. Si ρ : ppq, ∫ q, σq alors par construction pq, π1pσqq est un calcul de A. Sinon ρ se décompose
par :

ppp, ∫ q, σq
a

ÝÑρ1 avec ρ1 : ppp1, ∫ 1q, σ1q
w
ÝÑ˚ppp2, ∫ 2q, σ2q

Par le Lemme 3.4.20, nous pouvons appliquer l’hypothèse d’induction sur ρ1 et donc Φscpρ1q

est un calcul de A. Nous montrons maintenant que Φscpppp, ∫ q, σq
a

ÝÑρ1q est aussi un calcul de A.
Par définition il existe une transition τ, menant de ppp, ∫ q, σq vers ρ1. Il y a quatre cas possibles :

˝ Si τ “ ppp, ∫ q, a, pp1, ∫ 1qq P δ1
ι avec a P ∆ι, alors σ “ σ1. Par construction, pp, a, p1q P δι mène

de Φscppp, ∫ q, σqq à Φscpρ1q.

˝ Si τ “ ppp, ∫ q, a, pγ, ∫ q, pp1, ∫ 1qq P δ1
c avec a P ∆c, alors σpγ, ∫ q “ σ1. Par construction,

pp, a, γ, p1q P δc mène de Φscppp, ∫ q, σqq à Φscpρ1q.

˝ Si τ “ ppp, ∫ q, a, pγ, ∫ q, pp1, ∫ 1qq P δ1
r avec a P ∆r, alors σ “ σ1pγ, ∫ q. Par construction

pp, a, γ, p1q P δr mène de Φscppp, ∫ q, σqq à Φscpρ1q.

˝ Si τ “ ppp, ∫ q, a, K, pp1, ∫ 1qq P δ1
r avec a P ∆r, alors σ “ σ “ K. Par construction pp, a, K, p1q P

δr mène de Φscppp, ∫ q, σqq à Φscpρ1q.

Lemme 3.4.25

Soient A un APV sur l’alphabet structuré ∆ et Asc l’APV confpilepAq. La fonction Φsc

des calculs conformes en pile de confpilepAq vers les calculs de A est injective.

Démonstration. Soient ρ1 et ρ2 deux calculs conformes en pile de Asc sur le même mot w. Nous
montrons par induction sur la longueur de w que si Φscpρ1q “ Φscpρ2q, alors ρ1 “ ρ2. Si w “ ε

alors ρ1 : ppp1, ∫1q, σ1q et ρ2 : ppp2, ∫2q, σ2q. Comme Φscpρ1q “ Φscpρ2q nous en déduisons que
p1 “ p2 et π1pσ1q “ π1pσ2q, et donc |σ1| “ |σ2|. Notez que comme ρ1 et ρ2 sont des calculs
conformes en pile nous avons ∫i P t˝, Ku et σi P S˚

i pour i P r1, 2s. Nous pouvons conclure que
∫1 “ ∫2 et σ1 “ σ2 car |σ1| “ |σ2|. Sinon ρ1 et ρ2 se décomposent comme suit :

pppi, ∫iq, σiq
a

ÝÑρ1
i avec ρ1

i : ppp1
i, ∫

1
i q, σ1

i q
w
ÝÑ˚ppp2

i , ∫ 2
i q, σ2

i q avec i P r1, 2s

Par le Lemme 3.4.20, nous pouvons appliquer l’hypothèse d’induction sur ρ1
1 et ρ1

2, et donc
nous avons ρ1

1 “ ρ1
2. Nous montrons maintenant que ppp1, ∫1q, σ1q

a
ÝÑρ1

1 “ ppp2, ∫2q, σ2q
a

ÝÑρ1
2.

Premièrement notez que si Φscpppp1, ∫1q, σ1q
a

ÝÑρ1
1q : Φscpppp2, ∫2q, σ2q

a
ÝÑρ1

2q, alors p1 “ p2 et
π1pσ1q “ π1pσ2q, ceci amenant |σ1| “ |σ2|. Par définition il existe deux transitions τ1 et τ2,
menant de pppi, ∫iq, σiq à ρ1

i pour i P r1, 2s :

˝ Si τi “ pppi, ∫iq, a, pp1
i, ∫

1
i qq P δ1

ι avec a P ∆ι alors σi “ σ1
i et ∫i “ ∫ 1

i . Nous concluons que
∫1 “ ∫2 et σ1 “ σ2.

˝ Si τi “ pppi, ∫iq, a, pγi, ∫iq, pp1
i, ∫

1
i qq P δ1

c avec a P ∆c alors γ1 “ γ2. Supposons que ∫1 ‰ ∫2. Si
∫1 “ K et ∫1 ‰ K, alors par la propriété de conforme en pile nous avons |σ1| ‰ |σ2|, ce qui
est une contradiction. Si ∫1 “ J et ∫2 “ ˝, alors par le Lemme 3.4.22, γ1 est dépilé dans
ρ1

1 mais pas γ2, ce qui est une contradiction. Nous en déduisons que ∫1 “ ∫2, et comme
σ1

1 “ σ1
2 “ σipγi, ∫iq, nous concluons que σ1 “ σ2.
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˝ Si τi “ pppi, ∫iq, a, pγi, ∫ 1
i q, pp1

i, ∫
1
i qq P δ1

r avec a P ∆r, alors ∫1 “ ∫2 “ J et γ1 “ γ2. Comme
σ1

1pγi, ∫ 1
i q “ σ1

2pγi, ∫ 1
i q “ σi et ∫ 1

1 “ ∫ 1
2, nous concluons que σ1 “ σ2.

˝ Si τi “ pppi, ∫iq, a, K, pp1
i, ∫

1
i qq P δ1

r avec a P ∆r alors σi “ σ1
i “ K et ∫i “ ∫ 1

i .

Lemme 3.4.26

Soient A un APV sur l’alphabet structuré ∆ et Asc l’APV confpilepAq. La fonction Φsc

des calculs conformes en pile de confpilepAq vers les calculs de A est surjective.

Démonstration. Soit ρ un calcul de A. Nous faisons la preuve par induction sur la longueur
de ρ. Nous considérons en premier que ρ : pp, σq avec σ “ pγiq1ďiďl . Si σ “ K, alors il existe un
calcul conforme en pile ρ1 de Asc de la forme ppp, Kq, Kq tel que Φscpρ1q “ ρ. Sinon il existe un
calcul conforme en pile ρ1 de Asc de la forme ppp, ˝q, σ1q tel que Φscpρ1q “ ρ et σ1 “ pγi, ∫iq1ďiďl
avec ∫0 “ K et ∫i “ ˝ pour i P t2, . . . , lu. Nous considérons maintenant que ρ ‰ pp, σq, il peut
donc se décomposer de la manière suivante :

pp, σq
a

ÝÑρ1 avec ρ1 : pp1, σ1q
w
ÝÑ˚pp2, σ2q

Par le Lemme 3.4.20, nous pouvons appliquer l’hypothèse d’induction sur ρ1, et donc il existe
un calcul conforme en pile ρ2 de Asc tel que ρ1 “ Φscpρ2q. Nous montrons maintenant qu’il
existe une configuration ppp, ∫ q, σ̄q telle que Φscpppp, ∫ q, σ̄q

a
ÝÑρ2q “ ρ. Nous appelons ppp1, ∫ 1q, σ̄1q

la configuration premierpρ2q. Par définition il existe une transition τ menant de pp, σq à pp1, σ1q.
Nous distinguons quatre cas :

˝ Si τ “ pp, a, p1q P δι avec a P ∆ι alors σ1 = σ. Par construction il existe une transition
ppp, ∫ q, a, pp1, ∫ qq P δ1

ι , et donc ppp, ∫ q, σ̄q
a

ÝÑρ2 est un calcul conforme en pile de Asc avec
σ̄ “ σ̄1 et ∫ “ ∫ 1.

˝ Si τ “ pp, a, γ, p1q P δc avec a P ∆c et γ P Γ alors σ1 “ σγ. Notez que par définition, σ̄1 ‰ K
et donc ∫ 1 ‰ K. Par construction il existe ppp, ∫ q, a, pγ, ∫ qpp1, ∫ 1qq P δ1

c avec ∫ 1 P tJ, ˝u.

– Si ∫ 1 “ J alors ppp, ∫ q, σ̄q
a

ÝÑρ2 est un calcul conforme en pile de Asc avec σ̄1 “ σ̄pγ, ∫ q.
De plus nous avons ∫ “ K si σ̄ “ K, ∫ “ ˝ s’il existe r P ∆r tel que w “ w1rw2 et
∫ “ J sinon.

– Si ∫ 1 “ ˝, alors ∫ P tK, ˝u et par définition de S˚
˝ , ppp, ∫ q, σ̄q

a
ÝÑρ2 est un calcul conforme

en pile de Asc avec σ̄1 “ σ̄pγ, ∫ q. De plus nous avons ∫ “ K si σ̄ “ K et ∫ “ ˝ sinon.

˝ Si τ “ pp, a, γ, p1q avec a P ∆r et γ P Γ alors σ “ σ1γ. Par construction il existe une
transition ppp, ∫ q, pγ, ∫ 1q, a, pp1, ∫ 1qq P δ1

r avec ∫ “ J. Donc ppp, ∫ q, σ̄q
a

ÝÑρ2 est un calcul
conforme en pile de Asc avec σ̄ “ σ̄1pγ, ∫ 1q et ∫ “ J.

˝ Si τ “ pp, a, K, p1q avec a P ∆r alors σ1 “ σ “ K. Notez que par définition, σ̄1 “ K et donc
∫ 1 “ K. Par construction il existe une transition ppp, ∫ q, a, K, pp1, ∫ 1qq P δ1

r avec ∫ “ ∫ 1 “ K.
Donc ppp, ∫ q, σ̄q

a
ÝÑ ρ2 est un calcul de Asc avec σ̄ “ σ̄1 “ K et ∫ “ K.

Nous pouvons prouver le Théorème 3.4.23 :

Démonstration. rThéorème 3.4.23s Pour le premier point il convient de noter que tout calcul
ρ P ACalpAscq est un calcul conforme en pile de Asc. Donc par Proposition 3.4.24 et par les
Lemmes 3.4.25 et 3.4.26, ρ est un calcul acceptant de Asc sur w si et seulement si Φscpρq est un
calcul acceptant de A sur w. Pour le second point, les conditions p1q et p2q de la définition de
conforme en pile sont des conséquences du Lemme 3.4.20, avec Q1

M “ pQ ˆ t˝uq Y pQ ˆ tJuq,
Q1

K “ pQ ˆ tKuq, Γ
1
M “ pΓ ˆ t˝uq Y pΓ ˆ tJuq et Γ

1
K “ pΓ ˆ tKuq. La condition p3q est une

conséquence directe de la construction.
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3.4.4 La procédure complète

Nous pouvons maintenant montrer comment émonder un APV en combinant les construc-
tions présentées jusqu’à présent. Nous considérons la construction emonder définie par :

emonderpAq “ retracter ˝ emonderbi ˝ etendre ˝ confpilepAq

et formulons ses principales propriétés.

Théorème 3.4.27

Soient A un APV sur l’alphabet ∆ et Aem l’APV emonderpAq. L’APV Aem peut être
construit en temps polynomial et satisfait :

1. il y a une bijection entre les calculs de ACalpAq et les calculs de ACalpAemq, et
donc LpAq “ LpAemq,

2. Aemonder est émondé.

Démonstration. Il est possible de prouver ce résultat en utilisant les théorèmes et propositions
listés dans la table de la Section 3.7.

3.5 Automate à pile visible déterministe et émondé

Nous avons prouvé dans la section précédente qu’il est toujours possible, étant donné un
APV, de construire un APV équivalent émondé. De plus, nous avons montré à la Section 1.4.2
qu’il est toujours possible de construire un APV avec le même langage et déterministe. Dans
cette section, nous allons montrer comment construire un APV à la fois émondé et déterministe.
Ceci n’est pas un corollaire immédiat des précédents résultats, car la construction reduire intro-
duit du non-déterminisme, et la construction d’un APV déterministe présentée dans [AM04]
ne préserve pas la co-réduction.

3.5.1 La déterminisation préserve la réduction et la rétractabilité

Nous prouvons maintenant que determiniser préserve les propriétés de faible réduction et
de rétractabilité.

Proposition 3.5.1

Soit A un APV sur l’alphabet structuré ∆. Si A est faiblement réduit, alors Adet “
determiniserpAq est faiblement réduit.

Démonstration. Soit ρ1 un calcul initialisé de Adet. Nous devons montrer que ρ1 peut être com-
plété dans un calcul acceptant de Adet. Nous appelons w1 le mot associé au calcul ρ1.

Par le Lemme 1.4.18, Il existe un calcul initialisé ρ de A sur le mot w1. Comme A est faible-
ment co-réduit, le calcul ρ peut-être complété par un calcul ρ2 sur un mot w2 dans un calcul
acceptant de A. Par conséquent, nous avons w1w2 P LpAq. Par la correction de la procédure
de déterminisation nous avons w1w2 P LpAdetq. Il existe donc un calcul ρ2 de Adet sur w1w2.
Comme Adet est déterministe, le préfixe de ρ2 sur w1 doit être exactement ρ1. Ceci prouve le
résultat.
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Proposition 3.5.2

Soit A un APV sur l’alphabet structuré ∆. Si A est rétractable, alors Adet le APV

determiniserpAq est rétractable.

Démonstration. Nous notons Adet “ pQ1, I1, F1, δ1, Γ
1q. Par le Lemme 1.4.17 nous avons :

Pour tout S P Q1, si S P piegepAdetq alors Dpp, qq P S tel que q P piegepAq (3.3a)

Pour tout S P Q1, si S P bordurepAdetq alors Dpp, qq P S tel que q P bordurepAq (3.3b)

Nous prouvons chaque condition de la Définition 3.4.9 : la condition p1q est évidente car nous
avons LpAdetq “ LpAq. Les conditions p2q ´ p4q sont des conséquences de l’Énoncé (3.3a). Pour
la condition p5q, nous définissons un calcul initialisé ρ de Adet sur le mot w avec dernierpρq “
pS, σq tel que S est un état de bord de Adet. Il existe un calcul ρ1 de A sur w avec dernierpρq “
pq, σ1q et pp, qq P S. Par l’Énoncé (3.3b), q est un état de bord. Donc par la définition de la
rétractabilité, il existe un calcul ρ̄ de A sur r̄k tel que ρ1ρ̄ est un calcul acceptant de A avec k P N.
Par conséquent, nous avons wr̄k P LpAq. Par la correction de la procédure de déterminisation
nous avons wr̄k P LpAdetq. Il existe donc un calcul acceptant ρ2 de Adet sur ce mot. Comme Adet

est déterministe, le préfixe ρ2 sur w est exactement ρ. Ceci prouve le résultat.

3.5.2 Construction d’un APV déterministe et émondé.

Nous pouvons maintenant montrer comment construire un APV émondé et déterministe
en utilisant une combinaison des constructions présentées jusqu’à présent. Nous considérons
la composition suivante :

det-em “ retracter ˝ coreduire ˝ determiniser ˝ reduire ˝ etendre ˝ confpile

Cette composition permet de construire un APV à la fois déterministe et émondé :

Théorème 3.5.3

Soit A un APV sur l’alphabet structuré ∆. L’APV det-empAq est déterministe, émondé
et satisfait LpAq “ Lpdet-empAqq.

Démonstration. Nous pouvons prouver ce résultat en utilisant les résultats listés dans la table
de la Section 3.7.

3.5.3 Une borne inférieure pour les entrées déterministes

Nous pourrions tenter d’émonder un APV déterministe en temps polynomial, tout en pré-
servant sa nature déterministe. Nous allons prouver maintenant que ce n’est pas possible et
qu’il n’existe pas de procédure émondant un APV en temps polynomial et préservant le déter-
minisme. Pour cela nous allons présenter un famille d’automates à pile visible déterministes
qu’il n’est pas possible d’émonder en temps polynomial tout en préservant le déterminisme.

Soit ∆ “ ∆c Y ∆r Y ∆ι un alphabet structuré tel que ∆c “ tc1, c2u, ∆r “ tru, ∆ι “ tau et
Γ “ tγ1, γ2u. Pour tout k P N nous appelons Ak “ pQ, I, F, Γ, δq l’APV défini comme suit :

˝ Q “ tqu Y tqi | i P t0, . . . , kuu

˝ I “ tqu

˝ F “ tqku

˝ δ “ δc Y δr Y δK
r Y δι avec :
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´ δc “ tpq, c1, γ1, qq, pq, c2, γ2, qqu

´ δr “ tpqi, r, γ, qi`1q | i P t0, . . . , k ´ 2u, γ P Γu Y

tpqk´1, r, γ1, qkqu Y

tpqk, r, γ, qkq | γ P Γu

´ δK
r “ H

´ δι “ tpq, a, q0qu

L’APV Ak est représenté sur la figure Figure 3.6. Il est facile de montrer que pour tout k P N

nous avons :

LpAkq “ tuc1vaw | u, v P ∆
˚
c , r P ∆

˚
r , |v| “ k ´ 1, k ď |w| ď |u| ` ku

Nous allons maintenant montrer que pour tout k P N il n’existe pas de APV Āk déterministe et
émondé tel que LpAkq “ LpĀkq et la taille de Āk est polynomiale dans la taille de Ak.

q q0 q1 ¨ ¨ ¨ qk´1 qk

c1 | γ1

c2 | γ2

a

r | γ1

r | γ2

r | γ1

r | γ2

r | γ1

r | γ2

r | γ1

r | γ1

r | γ2

FIGURE 3.6 – L’APV Ak.

Lemme 3.5.4

Soient k P Ną0 un entier et ρ : pq, Kq
w
ÝÑ˚pq1, σq un calcul initialisé de Ak tel que w “ w1a

avec w1 P ∆
˚. Il existe un calcul ρ1 de Ak tel que ρρ1 est un calcul acceptant de Ak si et

seulement si w1 “ uc1v avec u, v P ∆
˚
c et |v| “ k ´ 1.

Démonstration. Premièrement notez que par construction de Ak nous avons q1 “ q0. Le seul
moyen d’atteindre un état final depuis pq0, σq est de considérer la pile σ “ σ1γ1σ2 avec u, v P Γ

˚

et |σ2| “ k ´ 1. Comme le seul moyen d’empiler le symbole γ1 (resp. γ2) est de lire la lettre c1
(resp. c2) nous pouvons conclure qu’il existe ρ1 de Ak tel que ρρ1 est acceptant si et seulement si
ρ est sur un mot w1 “ uc1v avec u, v P ∆

˚
c et |v| “ k ´ 1.

Pour tout k P N nous considérons Āk “ pQ̄, Ī, F̄, Γ̄, δ̄q comme étant un APV réduit et déter-
ministe tel que LpĀkq “ LpAkq.

Lemme 3.5.5

Pour tout calcul initialisé ρ : pp, Kq
w1

ÝÑ˚pp1, σq de Āk tel qu’il existe une transition
pp1, a, p2q P δ̄ι, alors w1 “ uc1v avec u, v P ∆

˚
c et |v| “ k ´ 1.

Démonstration. Comme a est une lettre interne, pp, Kq
w1

ÝÑ˚pp1, σq
a

ÝÑpp2, σq est un calcul de Āk
sur w1a. Comme Āk est réduit, par définition il existe un calcul ρ1 de Āk tel que ρρ1 est un calcul
acceptant de Āk. Par le Lemme 3.5.4 et comme LpAkq “ LpĀkq nous concluons que w1 “ uc1v
avec u, v P ∆

˚
c et |v| “ k ´ 1.
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Lemme 3.5.6

L’APV Āk a au moins 2k états.

Démonstration. Afin de prouver ce résultat nous définissons l’ AF Bk “ pQ1, I1, F1, δ1q sur l’al-
phabet Σ “ tc1, c2u et Q1 “ tp, p1 P Q̄ | Dpp, c, γ, p1q P δ̄cu Y tp P Q̄ | Dpp, a, p1q P δ̄ιu, I1 “ Ī,
F1 “ tp P Q̄ | pp, a, p1q P δ̄ιu, et δ1 “ tpp, c, p1q | pp, c, γ, p1q P δ̄cu.

Premièrement notez que Bk est défini par restriction sur Āk, où les transitions de Bk sont
les transitions d’empilement de Āk dans lesquelles le symbole de pile est supprimé. De plus
comme Āk est déterministe, Bk l’est aussi. Les états finaux de Bk sont les états de Āk avec une
transition sortante sur a (et par hypothèse sur le langage de Āk, ont au moins un transition
d’empilement entrante). Donc par le Lemme 3.5.5, nous avons LpBkq “ tuc1v P ∆

˚ | u, v P ∆
˚
c

et |v| “ k ´ 1u. Par le Théorème 1.3.3, Bk a au moins 2k états. Comme Bk est défini comme une
restriction de Āk, celui-ci possède aussi a au moins 2k états.

Comme conséquence immédiate du Lemme 3.5.6 nous obtenons le résultat souhaité :

Théorème 3.5.7

Il n’existe pas de procédure émondant un APV en temps polynomial et préservant le
déterminisme.

3.6 Application aux automates à pile visible avec coûts

Nous montrons dans cette section que notre procédure d’émondage peut être appliquée
aux APV avec coûts, comme énoncé dans le théorème suivant :

Théorème 3.6.1

Soient S “ pE, ‘, b, 0, 1q un semi-anneau et S un S-APV. Il est possible de construire
en temps polynomial un S-APV émondé S1 tel que fonctionpS1q “ fonctionpSq.

Il est donc possible d’émonder un APV à coûts en préservant la fonction de celui-ci. Nous
utiliserons ce résultat dans les prochains chapitres afin de ne considérer que des automates
émondés. A noter les TF et TPV peuvent être vus comme des automates à coûts sur le semi-
anneau des ensembles de mots, et les résultats que nous montrons dans cette section s’ap-
pliquent aussi à ces modèles. Nous étendons maintenant les constructions présentées aux sec-
tions précédentes aux APV à coûts, en précisant à chaque fois comment les coûts sont calculés
pour chaque transition. Nous ne parlerons pas de déterminisation car cela nécessiterait des
outils plus complexes. En effet, déterminiser un automate à pile visible à coût tout en préser-
vant son coût n’est pas toujours possible et nous n’aborderons pas ce sujet ici. Le Lemme 3.6.7
résume les propriétés de ces constructions. Le Théorème 3.6.1 en est une conséquence directe.
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Définition 3.6.2

Soient S “ pE, ‘, b, 0, 1q un semi-anneau et S “ pA, λq un S-APVbi sur l’alphabet
structuré ∆, nous définissons le S-APVbi redpSq “ pA1, λ1q sur ∆, avec :

˝ A1 “ reduirepAq “ pQ, I, F, Γ, δq

˝ λ1pτq “

$

’

&

’

%

λppp, a, p1qq si τ “ ppp, qq, a, pp1, q1qq P δι,

λppp, c, γ, p1qq si τ “ ppp, qq, c, pγ, qq, pp1, q1qq P δc,

λppp, γ, r, p1qq si τ “ ppq, qq, pγ, q1q, r, pp1, q1qq P δ1
r.

Définition 3.6.3

Soient S “ pE, ‘, b, 0, 1q un semi-anneau et S “ pA, λq un S-APVbi sur l’alphabet
structuré ∆, nous définissons le S-APVbi corpSq “ pA1, λ1q sur ∆, avec :

˝ A1 “ coreduirepAq “ pQ, I, F, Γ, δq

˝ λ1pτq “

$

’

&

’

%

λppq, a, q1qq si τ “ ppp, qq, a, pp1, q1qq P δι,

λppq, c, γ, q1qq si τ “ ppp, qq, c, pγ, pq, pq1, q1qq P δc,

λppq, γ, r, q1qq si τ “ ppp, qq, pγ, p1q, r, pp1, q1qq P δr.

Définition 3.6.4

Soit S “ pE, ‘, b, 0, 1q un semi-anneau et S “ pA, λq un S-APV sur l’alphabet structuré
∆ tel que A est conforme en pile, etendrepSq “ pA1, λ1q sur ∆

ext est défini par :

˝ A1 “ etendrepAq “ pQ, I, F, Γ, δq

˝ λ1pτq “

$

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

%

λppp, a, qqq si τ “ pp, a, qq P δι et a P ∆ι,

λppp, K, r, qqq si τ “ pp, ar, qq P δι et ar P ∆r,

λppp, c, γ, qqq si τ “ pp, c, γ, qq P δc,

λppp, γ, r, qqq si τ “ pp, γ, r, qq P δr et r ‰ r̄,

1 si τ “ p f̄M, γ, r̄, f̄∫ q P δr ou τ “ pp, γ, r̄, f̄∫ q P δr.

Définition 3.6.5

Soient S “ pE, ‘, b, 0, 1q un semi-anneau et S “ pA, λq un S-APVbi sur l’alphabet
structuré ∆

ext tel que A est rétractable, retracterpSq “ pA1, λ1q sur ∆ est défini par :

˝ A1 “ retracterpAq “ pQ, I, F, Γ, δq

˝ λ1pτq “

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

λppp, a, qqq si τ “ pp, a, qq P δι,

λppp, ar, qqq si τ “ pp, K, r, qq P δι

λppp, c, γ, qqq si τ “ pp, c, γ, qq P δc,

λppp, γ, r, qqq si τ “ pp, γ, r, qq P δr.
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Définition 3.6.6

Soient S “ pE, ‘, b, 0, 1q un semi-anneau et S “ pA, λq un S-APV sur l’alphabet struc-
turé ∆, nous définissons le S-APV confpilepSq “ pA1, λ1q sur ∆ avec :

˝ A1 “ confpilepAq “ pQ, I, F, Γ, δq

˝ λ1pτq “

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

λppp, a, qqq si τ “ ppp, ∫ q, a, pq, ∫ qq P δι

λppp, K, r, qqq si τ “ ppp, Kq, K, r, pq, Kqq P δι et r P ∆r,

λppp, c, γ, qqq si τ “ ppp, ∫ q, c, pγ, ∫ q, pq, ∫ 1qq P δc,

λppp, γ, r, qqq si τ “ ppp, Jq, pγ, ∫ q, r, pq, ∫ qq P δr

Lemme 3.6.7

Soient S un semi-anneau et S un S-APV. Considérons les S-APV Ssc “ confpilepSq,
Sext “ etendrepSscq, Sred “ reduirepSextq, Scor “ coreduirepSredq et Sret “ confpilepAcorq.
Nous avons les égalités fonctionpSq “ fonctionpSscq “ fonctionpSextq “ fonctionpSredq “
fonctionpScorq “ fonctionpScorq.

Démonstration. Par définition le poids d’un calcul d’un S-APV dépend uniquement du calcul
de l’APV sous-jacent. De plus, il est possible de vérifier que toutes les bijections des calculs
produites par les différentes constructions présentées jusqu’à présent préservent les transitions,
i.e. chaque transition de l’APV que nous construisons est produite à partir d’une transition de
l’APV originel.

3.7 Résumé

Nous concluons ce chapitre en résumant toutes les constructions présentées, ainsi que leurs
principales propriétés.

Algorithme Profil Nécessite Préserve Assure
reduire APVbi Ñ APVbi Rétractabilité forte (Proposition 3.4.15) Réduction (Théorème 3.3.9)

Co-réduction (Proposition 3.3.11)

coreduire APVbi Ñ APVbi Rétractabilité (Proposition 3.4.16) Co-réduction (Théorème 3.3.17)

Réduction (Proposition 3.3.19)

Déterminisme (Proposition 3.3.20)

determiniser APV Ñ APV Réduction (Proposition 3.5.1) Déterminisme (Théorème 1.4.16)

Rétractabilité (Proposition 3.5.2)

etendre APV Ñ APVbi Conformité en pile Rétractabilité forte
(Théorème 3.4.10)

retracter APVbi Ñ APV Rétractabilité Réduction (Proposition 3.4.15)

Co-réduction (Proposition 3.4.16)

confpile APV Ñ APV Conformité en pile
(Théorème 3.4.23)

En utilisant ces constructions nous avons défini trois procédures permettant respectivement
d’émonder un APVbi, d’émonder un APV, et d’émonder et déterminiser un APV :

emonderbi “ coreduire ˝ reduire

emonder “ retracter ˝ emonderbi ˝ etendre ˝ confpile

det-em “ retracter ˝ coreduire ˝ determiniser ˝ reduire ˝ etendre ˝ confpile
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Chapitre 4

Finitude et K-borne des automate à pile
visible à coûts

Nous avons présenté dans le Chapitre 2 l’idée d’ajouter des coûts sur les transitions d’un
automate. C’est une notion plutôt standard, et qui a été étudiée intensivement par le passé dans
le cas des automates de mots, par exemple dans [Sch61], [Eil76] et [SS78], mais aussi sur les
automates d’arbres, par exemple dans [BR82] et [Sei94b]. Ce modèle présente aussi un intérêt
pratique car il permet de représenter des comportements quantitatifs, comme par exemple des
mouvements de flux.

Dans ce chapitre nous allons étudier plusieurs modèles d’automates à coûts sur des semi-
anneaux différents.

Nous allons en premier considérer les APV à coûts sur le semi-anneau des entiers naturels
muni des opérateurs de multiplication et d’addition. Plusieurs questions se posent naturelle-
ment. Premièrement l’infinité du coût, c’est à dire décider si le coût de l’automate est fini ou
non. Ce problème a déjà été étudié dans le cas des automates de mots dans [MS77] par Ar-
naldo Mandel et Imre Simon. Cependant nous considérerons dans ce manuscrit la version de
la preuve présentée dans [SdS08]. Jacques Sakarovitch et Rodrigo De Souza présentent deux
propriétés, et montrent que le coût d’un automate de mots est infini si et seulement s’il satisfait
l’une des deux propriétés. Nous allons étendre ce résultat aux APV en présentant une exten-
sion de ces propriétés, et montrerons qu’il est possible de décider de leur présence en temps
polynomial. Un deuxième problème intéressant est celui de décider étant donné un entier k si
le coût de l’automate est inférieur à k. Nous étudierons deux résultats différents dépendants de
la nature de k. Nous montrerons ainsi que le problème est EXPTIME-complet si k est donné en
entrée, et peut être résolu en temps polynomial si k est fixé. Dans le premier cas nous utilise-
rons une procédure de saturation d’un ensemble fini de matrices, et dans le deuxième cas nous
étendrons un algorithme proposé par Helmut Seidl dans [Sei90] pour décider si l’ambiguïté
d’un automate d’arbres est bornée par k.

Dans une deuxième partie, nous exposerons une extension de ces résultats aux automates
d’arbres à coûts sur le semi-anneau des entiers, en utilisant l’équivalence entre ce modèle et
celui des APV avec coûts présentée dans le Chapitre 2.

Enfin, nous parlerons du semi-anneau Max-plus dans la troisième partie, c’est-à-dire le
semi-anneau des entiers équipé des opérateurs max et `.

Plan du chapitre Nous allons tout d’abord présenter le semi-anneau des entiers naturels et les
résultats existants dans la Section 4.1. Dans la Section 4.2, nous donnerons une caractérisation
du coût infini des APV à coûts sur ce semi-anneau et étudierons les problèmes de borne dans la
Section 4.3. Enfin, nous étendrons ces résultats à la Section 4.4 aux automates d’arbres à coûts
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et nous traiterons du semi-anneau Max-plus dans la Section 4.5.

4.1 État de l’art pour le semi-anneau des entiers naturels

Dans cette section, nous allons traiter du semi-anneau des entiers naturels et de problèmes
de bornes liés à celui-ci.

Semi-anneau des entiers naturels Le semi-anneau des entiers naturels N est le semi-anneau
pN, `, ˆ, 0, 1q avec ` l’addition et ˆ la multiplication.

Par exemple, les APV (resp. AA) à coûts sur le semi-anneau des entiers naturels seront ap-
pelés N -APV (resp. N -AA). Nous considérons les deux problèmes suivants :

Étant donné un N -APV S, existe-t-il un entier k tel que les coûts de tous les mots acceptés par
S sont inférieurs à k ?

Étant donnés un entier k et un N -APV S, existe-t-il un mot accepté avec un coût supérieur à k ?

Nous allons maintenant étudier le premier problème pour les automates finis et d’arbres.

4.1.1 Décider si le coût d’un automate fini est infini

Dans [MS77], Arnaldo Mandel et Imre Simon donnent une caractérisation des semi-groupes
finiments engendrés par le semi-anneau des matrices n ˆ n d’entiers naturels de taille finie.
Dans [DS08], Rodrigo De Souza repense ce résultat pour les automates finis à coûts en présen-
tant une propriété directement adaptée du résultat original. Elle est nécessaire et suffisante à
l’infinité du coût d’un N -AF S “ pA, λq émondé. Cette propriété est la suivante :

Propriété S1 S a la propriété (S1) s’il existe u P Σ
˚ tel que :

ρ1 : p
u,m1ÝÝÑ˚ p, ρ2 : p u,m2ÝÝÑ˚q, ρ3 : q

u,m3ÝÝÑ˚q P CalupSq

avec ρ1 ‰ ρ2 ou m1 ą 1

Intuitivement, cette propriété permet de produire un coût non borné de deux manières

différentes. Comme S est émondé, il existe deux calculs ρi : pi
v,m
ÝÝÑ˚ p P CalvpAq et ρ f : q w,m1

ÝÝÝÑ˚q P
CalvpAq tels que pi est initial et p f est final. Si m1 ą 1 et ρ1 “ ρ2, alors pour tout k P N nous
avons coutpρiρ

k
1ρ f q “ mmk

1m1 et donc le coût de S est infini. Si ρ1 ‰ ρ2, alors pour tout k P N

nous avons coutpvukwq ě mkm1 car les calculs ρi
1ρ2ρk´i´1

3 avec i P r1, k ´ 1s sont tous différents,
et donc le coût de S est infini.

Cette propriété nous intéresse car elle caractérise simplement l’infinité du coût d’un auto-
mate fini. Nous allons étendre ce résultat aux N -APV à la Section 4.2.

4.1.2 Décider si le coût d’un automate d’arbres est infini

Dans [Sei94a], Helmut Seidl présente un modèle d’automate d’arbres à coûts avec des poly-
nômes sur le semi-anneau des entiers. Toutes les transitions de l’automate sont équipées d’un
polynôme où chaque variable est associée à un des fils (par exemple le polynôme 2 ˆ x1 ˆ x2 `
x2

1 ˆ x2 et la transition pq, a, p1, p2q, où la variable x1 est liée au fils p1 et la variable x2 au fils p2).
Pour obtenir le coût d’un calcul il suffit de composer les polynômes de toutes les transitions et
d’évaluer le résultat. Le coût de l’automate est simplement l’ensemble des coûts de ses calculs
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acceptants. Ce modèle est donc différent car dans notre cas le coût d’un automate est défini
à partir du coût des mots, eux-mêmes calculés à partir de ceux de l’ensemble des calculs sur
ce mot. lieu nécessaire de calculer le coût du mot avant de calculer celui de l’automate. Sur ce
modèle il décide ensuite si l’ensemble de coûts défini est fini ou non. Étant donné un N -AA
S “ pA, λq, nous appelons coutmaxpSq la valeur définie comme suit :

coutmaxpSq “ sup
ρPACalpAq

coutpρq

De plus, nous pouvons définir l’ambiguïté de A et le coût de S de la manière suivante :

ambpAq “ sup
wPLpAq

ÿ

ρPACalwpAq

1

coutpSq “ sup
wPLpAq

ÿ

ρPACalwpAq

coutpρq

D’après ces équations il est facile de voir que coutpSq ě maxpambpAq, coutmaxpSqq car coutpρq ą
0 et coutpSq ď ambpAq ˚ coutmaxpSq. Nous pouvons donc conclure que :

maxpambpAq, coutmaxpSqq ď coutpSq ď ambpAq ˚ coutmaxpSq

Nous obtenons donc que coutpSq ă `8 si et seulement si ambpAq ă `8 ou coutmaxpSq ă
`8. Nous savons grâce à [Sei94b] et [Sei89] qu’il est possible de décider en temps polynomial
si coutmaxpSq est fini et si ambpAq est fini respectivement. Grâce à la construction APV2AA

produisant un automate d’arbre depuis un automate à pile visible et présentée au Chapitre 2
nous obtenons donc une procédure pour décider si le coût d’un N -APV est fini ou non,

Nous allons cependant proposer une méthode directe basée sur les automates à pile visible
et un algorithme plus intuitif que ce qui est présenté dans [Sei94b] et [Sei89] .

4.2 Décidabilité du coût infini des automates à pile visible sur N

Dans cette section, nous allons considérer dans un premier temps les automates à pile vi-
sible réduits et bien imbriqués. Nous caractérisons l’infinité de ce modèle en définissant deux
propriétés sur les coûts, puis nous définissons un algorithme dans PTIME basé sur ces proprié-
tés pour décider si le coût d’un N -APVbi réduit est fini.

4.2.1 Caractérisation

Soit S “ pA, λq un N -APVbi avec A “ pQ, I, F, Γ, δq. Nous introduisons deux propriétés sur
les N -APVbi, (S1) et (S2).

Propriété S1 S a la propriété (S1) s’il existe u P ∆
˚
bi tel que :

ρ1 : pp, Kq
u,m1ÝÝÑ˚pp, Kq, ρ2 : pp, Kq

u,m2ÝÝÑ˚pq, Kq, ρ3 : pq, Kq
u,m3ÝÝÑ˚pq, Kq P CalupAq

avec ρ1 ‰ ρ2 ou m1 ą 1 (voir la Figure 4.1).
Pour plus de simplicité dans les preuves, nous donnons deux propriétés équivalentes.

Propriété S1.a S a la propriété (S1.a) s’il existe u P ∆
˚
bi tel que :

ρ1 : pp, Kq
u,m1ÝÝÑ˚pp, Kq P CalupAq

avec m1 ą 1.
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p q

u, m1

u, m2

u, m3

FIGURE 4.1 – La propriété (S1).

Propriété S1.b S a la propriété (S1.b) s’il existe u P ∆
˚
bi tel que :

ρ1 : pp, Kq
u,n1ÝÝÑ˚pp, Kq, ρ2 : pp, Kq

u,m2ÝÝÑ˚pq, Kq, ρ3 : pq, Kq
u,m3ÝÝÑ˚pq, Kq P CalupAq

avec ρ1 ‰ ρ2.

Intuitivement, les propriétés S1.a et S1.b sont équivalentes à la propriété S1 car il est pos-
sible de fusionner les calculs ρ1 et ρ2 en un seul calcul si ρ1 “ ρ2.

Propriété S2 S a la propriété (S2) s’il existe uv, w P ∆
˚
bi tels que u R ∆

˚
bi et :

ρ1 : pp, Kq
u,m1ÝÝÑ˚pp, σ1q, ρ2 : pp, Kq

u,m2ÝÝÑ˚pq, σ2q, ρ3 : pq, Kq
u,m3ÝÝÑ˚pq, σ3q P CalupAq

ρ : pq, Kq
w,m
ÝÝÑ˚pq1, Kq P CalwpAq

ρ1
3 : pq1, σ3q

v,m1
3ÝÝÑ˚pq1, Kq, ρ1

2 : pq1, σ2q
v,m1

2ÝÝÑ˚pp1, Kq, ρ1
1 : pp1, σ1q

v,m1
1ÝÝÑ˚pp1, Kq P CalvpAq

avec ρ1 ‰ ρ2 ou ρ1
1 ‰ ρ1

2 ou m1 ą 1 ou m1
1 ą 1 (voir la Figure 4.2).

p q q1 p1

u, m1

u, m2

u, m3

w, m

v, m1
3

v, m1
2

v, m1
1

FIGURE 4.2 – La propriété (S2).

Pour plus de simplicité dans les preuves, nous donnons deux propriétés équivalentes.

Propriété S2.a S a la propriété (S2.a) s’il existe uv, w P ∆
˚
bi tels que u R ∆

˚
bi et :

ρ1 : pp, Kq
u,m1ÝÝÑ˚pp, σ1q P CalupAq

ρ : pp, Kq
w,m
ÝÝÑ˚pp1, Kq P CalwpAq

ρ1
1 : pp1, σ1q

v,m1
1ÝÝÑ˚pp1, Kq P CalvpAq

avec m1 ą 1 ou m1
1 ą 1.

Propriété S2.b S a la propriété (S2.b) s’il existe uv, w P ∆
˚
bi tels que u R ∆

˚
bi et :

ρ1 : pp, Kq
u,m1ÝÝÑ˚pp, σ1q, ρ2 : pp, Kq

u,m2ÝÝÑ˚pq, σ2q, ρ3 : pq, Kq
u,m3ÝÝÑ˚pq, σ3q P CalupAq

ρ : pq, Kq
w,m
ÝÝÑ˚pq1, Kq P CalwpAq

ρ1
3 : pq1, σ3q

v,m1
3ÝÝÑ˚pq1, Kq, ρ1

2 : pq1, σ2q
v,m1

2ÝÝÑ˚pp1, Kq, ρ1
1 : pp1, σ1q

v,m1
1ÝÝÑ˚pp1, Kq P CalvpAq

avec ρ1 ‰ ρ2 ou ρ1
1 ‰ ρ1

2.
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Intuitivement, les propriétés S2.a et S2.b sont équivalentes à la propriété S2 car il est pos-
sible de fusionner les calculs ρ1 et ρ2 en un seul calcul si ρ1 “ ρ2 et de fusionner les calculs ρ1

1 et
ρ1

2 en un seul calcul si ρ1
1 “ ρ1

2.

Nous allons montrer dans cette section que ces deux propriétés sur les N -APVbi caracté-
risent l’infinité du coût.

Théorème 4.2.1

Soit S un N -APVbi réduit sur l’alphabet structuré ∆. Le coût de S est infini si et seule-
ment si S satisfait l’une des propriétés (S1) et (S2).

Pour prouver ce résultat, nous allons montrer en premier au Lemme 4.2.2 que si nous avons
l’une des propriétés, alors le coût est infini. Dans une seconde partie, nous montrerons aux
Lemmes 4.2.4 et 4.2.5 que si le coût est infini, alors le N -APVbi satisfait l’une des propriétés.

Lemme 4.2.2

Soit S un N -APVbi réduit sur l’alphabet structuré ∆. Si S satisfait (S1) ou (S2), alors le
coût de S est infini.

Démonstration. Nous notons S “ pA, λq avec A “ pQ, I, F, Γ, δq. Nous distinguons quatre cas,
et montrons que pour chacun de ces cas le coût de S est infini :

˝ Soient u P ∆
˚
bi un mot et ρ1 un calcul choisis comme dans la propriété (S1.a). Comme S

est réduit, il existe σ P Γ
˚ tel que pp, σq est accessible (par un mot ui P ∆

˚) et co-accessible
(par un mot u f P ∆

˚). Par le Lemme 1.4.5 nous en déduisons que ρ̂1 “ pp, σq
u,m1ÝÝÑ˚pp, σq P

CalupAq. Pour tout k P N, ρ̂k
1 est un calcul de A sur uk, de plus le coût coutpρ̂k

1q “ mk croit
vers `8 quand k tend vers `8. Nous avons donc uiuku f P LpAq et coutpuiuku f q ě mk.

˝ Soient u P ∆
˚
bi et ρ1, ρ2, ρ3 des calculs choisis comme dans la propriété (S1.b). Comme

S est réduit, il existe σ P Γ
˚ tel que pp, σq est accessible (par un mot ui P ∆

˚). Par le
Lemme 1.4.5 nous en déduisons que ρ̂1 “ pp, σq

u,m1ÝÝÑ˚pp, σq, ρ̂2 “ pp, σq
u,m2ÝÝÑ˚pq, σq, ρ̂3 “

pq, σq
u,m3ÝÝÑ˚pq, σq P CalupAq et donc pq, σq est co-accessible (par un mot u f P ∆

˚). Pour tout

k P Ną0, et i, j P N des entiers tels que i ` j ` 1 “ k, ρ̂i
1ρ̂2ρ̂

j
3 est un calcul sur le mot uk,

et comme ρ1 ‰ ρ2, tous ces calculs sont différents quand i, j parcourent l’ensemble des
entiers tels que i ` j ` 1 “ k. De plus quand k tend vers `8 nous obtenons un nombre
arbitrairement grand de calculs sur uk. Nous avons donc uiuku f P LpAq et coutpuiuku f q ě
k.

˝ Soient uv, w P ∆
˚
bi et ρ1, ρ, ρ1

1 des calculs choisis comme dans la propriété (S2.a). Comme S
est réduit, il existe σ P Γ

˚ tel que pp, σq est accessible (par un mot ui P ∆
˚). De plus, comme

uv P ∆
˚
bi nous savons que u et v ne contiennent pas de fermant sans correspondance. En

appliquant itérativement le Lemme 1.4.5 nous en déduisons donc que pour tout k P Ną0
nous avons

ρ̂k
1 “ pp, σq

uk ,mk
1ÝÝÝÑ˚pp, σσk

1q P Caluk pAq

ρ̂k “ pp, σσk
1q

w,m
ÝÝÑ˚pp1, σσk

1q P CalwpAq

ρ̂1k
1 “ pp1, σσk

1q
vk ,m1k

1ÝÝÝÑ˚pp1, σq P Calvk pAq

Donc pp1, σq est accessible et co-accessible (par un mot u f P ∆
˚) comme A est émondé.

Pour tout k P N, ρ̂k
1ρ̂kρ̂1k

1 est un calcul de A sur ukwvk, de plus le coût ρ̂k
1ρ̂kρ̂1k

1 croit vers `8
quand k tend vers `8. Nous avons donc uiukwvku f P LpAq et coutpuiukwvku f q ě mk

1m1k
1 .
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˝ Soient uv, w P ∆
˚
bi et ρ1, ρ2, ρ3, ρ, ρ1

3, ρ1
2, ρ1

1 des calculs choisis comme dans la propriété
(S2.b). Comme S est réduit, il existe σ P Γ

˚ tel que pp, σq est accessible (par un mot ui P
∆

˚). De plus, comme uv P ∆
˚
bi, nous savons que u et v ne contiennent pas de fermant sans

correspondance. En appliquant itérativement le Lemme 1.4.5 nous en déduisons donc
que pour tout i, j P Ną0 nous avons

ρ̂
i,j
1 “ pp, σq

ui`j`1,mi
1m2mj

3ÝÝÝÝÝÝÝÝÝÑ˚pq, σσi
1σ2σ

j
3q P Calui`j`1pAq

ρ̂i,j “ pq, σσi
1σ2σ

j
3q

w,m
ÝÝÑ˚pq1, σσi

1σ2σ
j
3q P CalwpAq

ρ̂
1i,j
1 “ pq1, σσi

1σ2σ
j
3q

vi`j`1,m1i
1 m1

2m1j
3ÝÝÝÝÝÝÝÝÝÑ˚pp1, σq P Calvi`j`1pAq

Donc pp1, σq est accessible et co-accessible (par un mot u f P ∆
˚) comme A est émondé.

Pour tous entiers k P Ną0 et i, j P N tels que i ` j ` 1 “ k, ρ̂
i,j
1 ρ̂i,jρ̂

1i,j
1 est un calcul sur

le mot ukwvk, et comme ρ1 ‰ ρ2 ou ρ1
1 ‰ ρ1

2, tous ces calculs sont différents quand i, j
parcourent l’ensemble des entiers tels que i ` j ` 1 “ k. De plus quand k tend vers `8
nous obtenons un nombre arbitrairement grand de calculs sur ukwvk. Nous avons donc
uiukwvku f P LpAq et coutpuiuku f q ě k.

La preuve de la réciproque (un coût infini implique la présence de l’une des deux proprié-
tés) repose sur deux Lemmes techniques 4.2.4 et 4.2.5 que nous présentons maintenant.

Soit S “ pA, λq un N -APVbi réduit avec A “ pQ, I, F, Γ, δq. Nous définissons des constantes
LS et NS et une fonction ψS : N Ñ N :

LS “ maxptm P Ną0 | il existe τ P δ telle que λpτq “ muq
NS “ pp#Qq2LSq2#Γ

ψSpKq “ #QpNSKq2#Q
pour tout K P N

La propriété (S1) permet d’augmenter le coût en parcourant un mot bien imbriqué. Le
Lemme 4.2.4 établit que si S ne satisfait pas (S1), alors un mot bien imbriqué u avec un coût
plus grand que ψSpKq possède un sous-mot bien imbriqué v avec un coût plus grand que K, et
la hauteur de u est strictement plus grande que celle de v (v est imbriqué dans u, c’est à dire
il existe c P ∆c et r P ∆r tels que u “ v1cvrv2). Le Lemme 4.2.5 applique alors itérativement le
Lemme 4.2.4 le long d’un pompage vertical pour prouver qu’un mot avec un grand coût a une
grande hauteur, et donc montrer que la propriété (S2) est satisfaite.

Soit w P ∆
˚
bi. Étant donnés deux entiers i P r1, |w| ` 1s et j P ri, |w| ` 1s tels que wpi, jq P ∆

˚
bi,

nous définissons une matrice, notée par induitw
i,j, représentant comment le coût est modifié par

le sous-mot wpi, jq. Formellement, induitw
i,j est un élément de NQˆQ, et pour tous p, q P Q, nous

avons :

induit
w
i,jpp, qq “

ÿ

mPM

pmq avec M “ tm P N | ppi, Kq
wp1,iq,mi
ÝÝÝÝÝÑ˚pp, σq

wpi,jq,m
ÝÝÝÝÝÑ˚pq, σq

wpi...q,m f
ÝÝÝÝÝÝÑ˚pq f , Kq P ACalwpAqu

Finalement, nous définissons sw
i,j P N comme étant :

sw
i,j “

ÿ

p,qPQ

induitw
i,jpp, qq

D’après les propriétés élémentaires des matrices et des produits matriciels, nous avons :
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Lemme 4.2.3

Soient w P ∆
˚
bi un mot et trois entiers i, j, k P N tels que 1 ď i ď j ď k ď |w| et

wpi, jq, wpj, kq P ∆
˚
bi. Nous avons induitw

i,k “ induitw
i,j ˆ induitw

j,k, sw
i,j ď sw

i,k et sw
i,k ď sw

i,j.s
w
j,k.

Lemme 4.2.4

Soit S un N -APVbi réduit sur l’alphabet structuré ∆ avec un coût infini mais ne satis-
faisant pas (S1). Pour tout w P LpAq et K, i, j P Ną0 tels que i ď j ď |w|, wpi, jq P ∆

˚
bi et

sw
i,j ě ψSpKq il existe i1, j1 P Ną0 tels que i ă i1 ď j1 ă j, wpi1, j1q P ∆

˚
bi, hwpi1q “ hwpiq ` 1

et sw
i1,j1 ě K.

Démonstration. Nous notons S “ pA, λq avec A “ pQ, I, F, Γ, δq. Nous définissons l’ensemble
P des positions de w à la même hauteur que la position i :

P “ tk P r1, js | wpi, kq P ∆
˚
biu

Notez que comme wpi, iq “ ǫ P ∆
˚
bi nous avons i P P et sw

i,i ď #Q. Pour chaque k P P, nous
définissons l’ensemble Xk de la manière suivante :

Xk “ tq P Q | ppi, Kq
wpi,kq
ÝÝÝÑ˚pq, σq

wpk,|w|q
ÝÝÝÝÝÑ˚pq f , Kq P ACalwpAqu

Xk est l’ensemble des états atteignables après avoir lu le sous-mot wp1, kq (le long d’un calcul
acceptant sur w). Pour tout k, l P P tels que k ă l nous avons :

1. @p P Xk, Dq P Xl tel que pp, Kq
wpk,lq
ÝÝÝÑ˚pq, Kq P Calwpk,lqpAq

2. @q P Xl , Dq P Xk tel que pp, Kq
wpk,lq
ÝÝÝÑ˚pq, Kq P Calwpk,lqpAq

3. sw
i,k ď sw

i,l

4. sw
i,l ď sw

i,k ˆ sw
k,l

Les propriétés p3q et p4q sont des conséquences directes du Lemme 4.2.3. Soit C l’ensemble
défini par :

C “ tk P P | @l P P, l ă k ñ sw
i,l ă sw

i,ku

L’ensemble C filtre l’ensemble P en ne gardant que les positions où le coût a augmenté. Pour
tout k P r1, #Cs nous appelons ik le k-ième élément de C dans l’ordre croissant. Notez que
sw

i,il
ă sw

i,ik
pour tout l P r1, #Cs et k P rl ` 1, #Cs.

Nous allons maintenant montrer par contradiction qu’il existe k P r1, #C ´ 1s tel que sw
ik ,ik`1

ě

NSK. Nous supposons donc que cette propriété est fausse, c’est à dire :

Pour tout k P r1, #C ´ 1s, sw
ik ,ik`1

ă NSK (:)

Cette situation est représentée à la Figure 4.3. La propriété (:) combinée avec (4) implique
que sw

i,ik`1
ă sw

i,ik
ˆ NSK pour tout k P r1, #C ´ 1s, et donc sw

i,i#C
ă sw

i,i1
ˆ pNSKq#C´1. Par définition,

nous avons sw
i,i1

“ sw
i,i ď #Q et sw

i,i#C
“ sw

i,j ě ψSpKq “ #QpNSKq2#Q
. Nous pouvons donc conclure

que #C ą 2#Q, ceci assurant qu’il existe deux indices k P r1, #Cs et l P r1, #Cs tels que Xik
“ Xil

.
Nous notons X “ Xik

et u “ wpik, ilq.
Supposons que les deux propriétés suivantes soient correctes en même temps :

99



‚
Xi

‚ ‚ ‚ ‚ ‚
Xj

longueur

hauteur

ă NSK

ψSpKq

FIGURE 4.3 – sw
ik ,ik`1

ă NSK

(a) Pour tout calcul

pp, Kq
u,m
ÝÝÑ˚pq, Kq P CalupAq

tel que p, q P X nous avons m “ 1.

(b) Pour tous calculs

ρ : pp, Kq
u,m
ÝÝÑ˚pq, Kq P CalupAq ρ1 : pp1, Kq

u,m1

ÝÝÑ˚pq1, Kq P CalupAq

tels que p, q, p1, q1 P X, si p “ p1 ou q “ q1 alors ρ “ ρ1.

Par la propriété pbq, il n’existe qu’un unique calcul pp, Kq
u,m
ÝÝÑ˚pq, Kq P CalupAq pour tout état

p P X , et par la propriété paq nous avons m “ 1. De cela nous pouvons déduire que induitw
ik ,il

est une matrice de permutation, et par le Lemme 4.2.3, nous obtenons que sw
i,ik

“ sw
i,il

, ce qui est
une contradiction. Les propriétés paq et pbq ne peuvent donc pas être satisfaites en même temps.
Nous distinguons deux cas :

paq n’est pas satisfaite et pbq est satisfaite. Il existe donc :

pp, Kq
u,m
ÝÝÑ˚pq, Kq P CalupAq

avec p, q P X et m ą 1. Comme pbq est satisfaite, par les propriétés p1q et de p2q de X il
existe un entier n P N tel que :

pq, Kq
un,m1

ÝÝÝÑ˚pp, Kq P Calun pAq Il existe donc le calcul suivant :

pp, Kq
un`1,mm1

ÝÝÝÝÝÑ˚pp, Kq P Calun`1pAq

avec m1m ą 1. En conséquence S satisfait la propriété (S1.a), et c’est une contradiction
avec l’hypothèse de départ.

pbq n’est pas satisfaite. Il existe donc :

pp, Kq
u,m
ÝÝÑ˚pq, Kq P CalupAq pp1, Kq

u,m1

ÝÝÑ˚pq1, Kq P CalupAq

avec p, p1, q, q1 P X. Notez que les calculs sont distincts mais q et q1 peuvent être égaux.
Par les propriétés p1q et de p2q de X pour tout y P r1, 3s il existe des états py P Q et des
entiers ny, n1

y, my, m1
y P N tels que :

pp1, Kq
un1

1 ,m1
1ÝÝÝÝÑ˚pp1, Kq

un1 ,m1ÝÝÝÝÑ˚pp, Kq P Cal
un1

1`n1
pAq

pq, Kq
un2 ,m2ÝÝÝÝÑ˚pp2, Kq

un1
2 ,m1

2ÝÝÝÝÑ˚pp2, Kq P Cal
un2`n1

2
pAq

pq1, Kq
un3 ,m3ÝÝÝÝÑ˚pp3, Kq

un1
3 ,m1

3ÝÝÝÝÑ˚pp3, Kq P Cal
un3`n1

3
pAq
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p1 p

q

q1

p2

p3

un1
1

un1

u

u

un2

un3

un1
2

un1
3

FIGURE 4.4 – La propriété pbq n’est pas satisfaite.

La situation globale est représentée à la Figure 4.4.

Si p1 ‰ p2, alors la propriété (S1.b) est satisfaite en choisissant une bonne itération des
boucles sur p1 et p2. La situation est similaire si p1 ‰ p3. Si p1 “ p2 “ p3, alors la propriété
(S1.b) est satisfaite dans S car il y a deux boucles différentes autour des états q, et autour
des états q1. Dans tous les cas nous avons une contradiction avec les hypothèses de départ.

Nous avons donc montré que si la propriété (:) est satisfaite, alors S satisfait la propriété
(S1), ceci contredisant l’hypothèse. Il existe donc k P r1, #C ´ 1s tel que sw

ik ,ik`1
ě NSK. Soient i2

et j2 deux entiers tels que j2 “ ik`1 et i2 “ maxptl P P | l ă j2uq. Par définition de C, nous avons
sw

i,ik
“ sw

i,i2 . Cela signifie que la somme des coûts des calculs acceptants sur w entre les positions
i et ik d’un coté, et entre i et i2 de l’autre, sont égaux. Ceci entraîne que sw

ik ,ik`1
“ sw

i2,ik`1
. De plus,

par notre choix de i2 et j2, il n’y a pas de position x P P telle que i2 ă x ă j2. Par la définition
de P, référençant toutes les positions à la même hauteur que i, il y a deux cas possibles, soit
wpi2, j2q P ∆ι, soit wpi2, j2q “ cur, avec c P ∆c, r P ∆r et u P ∆

˚
bi. La propriété sw

i2,j2 ě NSK
exclut le premier cas. Nous pouvons donc considérer les positions i1 “ i2 ` 1 et j1 “ j2 ´ 1
satisfaisant les conditions i ă i1 ă j1 ď j, wpi1, j1q P ∆

˚
bi et hwpi1q “ hwpiq ` 1, comme représenté à

la Figure 4.5.

‚
i

‚
ij

‚
i2

‚
ij`1 “ j2

longueur

hauteur

‚i1 ‚ j1

FIGURE 4.5 – sw
i2,j2 ě NSK

La lettre lue entre les positions i2 et i1 est un ouvrant correspondant avec le fermant lu entre
les positions j1 et j2. Par conséquent le coût produit entre ces deux paires de positions est borné
par p#Q2LSq2#Γ. Comme sw

i2,j2 ě NSK “ p#Q2LSq2#ΓK, nous obtenons finalement que sw
i1,j1 ě K

comme attendu.
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Lemme 4.2.5

Soit S un N -APVbi réduit sur l’alphabet structuré ∆. Si le coût de S est infini, alors il
satisfait l’une des deux propriétés (S1) et (S2).

Démonstration. Nous notons S “ pA, λq avec A “ pQ, I, F, Γ, δq. Pour prouver ce résultat, nous
supposons que le coût de S est infini mais que s’il ne satisfait pas (S1) alors nous montrons qu’il
satisfait (S2).

Soit w P LpAq un mot tel que coutpwq ě ψH
S p1q où H “ 2#Q2

. Nous considérons la séquence
(finie) pxk, ykqk P pN ˆ NqNą0 définie par px1, y1q “ p1, |w|q et, pour k P Ną1, pxk, ykq est défini
si et seulement si pxk, ykq est la plus petite paire dans l’ordre lexicographique telle que :

˝ wpxk, ykq P ∆
˚
bi,

˝ xk P rxk´1 ` 1, yk´1 ´ 1s,

˝ yk P rxk, yk´1 ´ 1s, hwpxkq “ hwpxk´1q ` 1,

˝ soit Kmax P N maximal tel que sw
xk´1,yk´1

ě ψSpKmaxq alors sw
xk ,yk

ě Kmax.

La situation globale est représentée à la Figure 4.6.

xk´1 xk yk yk´1
longueur

hauteur

‚ ‚
‚ ‚

FIGURE 4.6 – sw
xk ,yk

ě Kmax et sw
xk´1,yk´1

ě ψSpKmaxq

Comme hw est fini cela implique que la séquence pxk, ykqk est finie, et nous la représentons
comme pxk, ykqkPr1,Ls. Notez que sw

xL,yL
ă ψSp1q. En effet, par le Lemme 4.2.4 s’il existait un

entier K P N tel que sw
xL,yL

ě ψSpKq alors sw
xL`1,yL`1

serait défini. Pour chaque entier k P r1, Ls
nous définissons une paire d’ensemble d’états Xk Ď Q ˆ Q comme suit :

Xk “ tpp, p1q P Q ˆ Q | ppi, Kq
wp1,xkq
ÝÝÝÝÑ˚pp, σq

wpxk,ykq
ÝÝÝÝÝÑ pp1, σq

wpyk,|w|q
ÝÝÝÝÝÑ˚pp f , Kq P ACalwpAqu

Pour tout k, l P r1, Ls tels que k ă l nous avons :

1. Pour tout pp, p1q P Xk il existe pq, q1q P Xl et σ P Γ
˚ tel que :

pp, Kq
wpxk ,xlqÝÝÝÝÝÑ˚pq, σq P Calwpxk ,xl

qpAq pq1, σq
wpyl ,ykq
ÝÝÝÝÑ˚pp1, Kq P Calwpyl ,ykqpAq

2. Pour tout pq, q1q P Xk il existe pp, p1q P Xl et σ P Γ
˚ tel que :

pp, Kq
wpxk ,xlqÝÝÝÝÝÑ˚pq, σq P Calwpxk ,xl

qpAq pq1, σq
wpyl ,ykq
ÝÝÝÝÑ˚pp1, Kq P Calwpyl ,ykqpAq

3. sw
xl ,yl

ď sw
xk ,yk
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Soit C l’ensemble défini par :

C “ tk P r1, Ls | @l P N, l ă k ñ sw
xl ,yl

ą sw
xk ,yk

u

L’ensemble C filtre les éléments de la séquence pxk, ykqkPr1,Ls en ne gardant que les positions où
le coût a augmenté strictement. Pour tout k P r1, #Cs nous appelons ik le k-ième élément de C
dans l’ordre croissant. Nous avons :

sw
xi1

,yi1
“ sw

x1,y1
“ coutpwq ě ψH

S p1q

En appliquant inductivement le Lemme 4.2.4 nous obtenons que sxih
,yih

ě ψH´h
S p1q pour h P

r1, mintH, #Cus. Comme nous avons sw
xi#C

,yi#C
“ sw

xL,yL
ă ψSp1q, ceci amène que #C ą H. Il existe

donc deux entiers différents k et l tels que Xik
“ Xil

. Le reste de la preuve suit les mêmes
lignes que celle du Lemme 4.2.4. Nous appelons X “ Xik

, u “ wpxik
, xil

q, w1 “ wpxil
, yil

q et
v “ wpyil

, yik
q.

Supposons que les deux propriétés suivantes soient vraies en même temps :

(a) Pour tous calculs :

pp, Kq
u,muÝÝÝÑ˚pq, σq P CalupAq pq1, σq

v,mvÝÝÑ˚pp1, Kq P CalvpAq

tels que pp, p1q, pq, q1q P X alors pm, m1q “ p1, 1q.

(b) Pour tous calculs :

ρ1 : pp1, Kq
u,mq
ÝÝÑ˚pq1, σ1q P CalupAq ρ2 : pp2, Kq

u,msÝÝÑ˚pq2, σ2q P CalupAq

ρ1
1 : pq1

1, σ1q
v,m1

q
ÝÝÑ˚pp1

1, Kq P CalvpAq ρ1
2 : pq1

2, σ2q
v,m1

sÝÝÑ˚pp1
2, Kq P CalvpAq

tels que pp1, p1
1q, pq1, q1”q, pp2, p1

2q, pq2, q1
2q P X, si pp1, p1

1q “ pp2, p1
2q ou pq1, q1

1q “ pq2, q1
2q

alors ρ1 “ ρ2 et ρ1
1 “ ρ1

2.

Dans ce cas, nous pouvons observer que induitu
xk ,xl

et induitu
yl ,yk

sont des matrices de permu-
tation et donc par la propriété p3q nous obtenons su

xk ,yk
“ su

xl ,yl
, ce qui est une contradiction.

Les propriétés paq et pbq ne peuvent donc pas être satisfaites en même temps. Nous distinguons
deux cas :

paq n’est pas satisfaite et pbq est satisfaite. Il existe donc :

pp, Kq
u,muÝÝÝÑ˚pq, σq P CalupAq pq1, σq

v,mvÝÝÑ˚pp1, Kq P CalvpAq

avec pp, p1q, pq, q1q P X et mu ą 1 ou mv ą 1. Comme pbq est satisfaite, par les propriétés
p1q et p2q de X il existe un entier n P N tel que :

pq, Kq
un,m1

uÝÝÝÑ˚pp, σ1q P Calun pAq pp1, σ1q
vn,m1

vÝÝÝÑ˚pq1, Kq P Calvn pAq

Par le Lemme 1.4.5 il existe donc le calcul suivant :

pp, Kq
un`1,mum1

uÝÝÝÝÝÝÑ˚pp, σσ1q
w1

ÝÑ˚pp1, σσ1q
vn`1,mvm1

vÝÝÝÝÝÝÑ˚pp1, Kq P Calun`1w1vn`1pAq

avec m1
umu ą 1 ou m1

vmv ą 1. En conséquence S satisfait la propriété (S2.a).

pbq n’est pas satisfaite. Il existe donc :

pp, Kq
u,mq
ÝÝÑ pq, σqq P CalupAq pp, Kq

u,msÝÝÑ ps, σsq P CalupAq

pq1, σqq
v,m1

q
ÝÝÑ˚pp1, Kq P CalvpAq ps1, σsq

v,m1
sÝÝÑ˚pp1, Kq P CalvpAq

avec pp, p1q, pq, q1q, ps, s1q P X. Notez que les calculs sont distincts mais pq, q1q et ps, s1q
peuvent être égaux. Par les propriétés p1q et p2q de X pour tout y P r1, 3s il existe des états
py, p1

y, qy, q1
y, sy, s1

y P Q et des entiers ny, n1
y, my, m1

y, oy, o1
y P N tels que :

103



pp1, Kq
un1

1 ,o1ÝÝÝÑ˚pp1, σ1
1q

un1 ,m1ÝÝÝÝÑ˚pp, σ1q P Cal
un1

1`n1
pAq

pq, Kq
un2 ,m2ÝÝÝÝÑ˚pp2, σ2q

un1
2 ,o2ÝÝÝÑ˚pp2, σ1

2q P Cal
un2`n1

2
pAq

ps, Kq
un3 ,m3ÝÝÝÝÑ˚pp3, σ3q

un1
3 ,o3ÝÝÝÑ˚pp3, σ1

3q P Cal
un3`n1

3
pAq

pp1, σ1q
vn1 ,m1

1ÝÝÝÝÑ˚pp1
1, σ1

1q
vn1

1 ,o1
1ÝÝÝÑ˚pp1

1, Kq P Cal
vn1`n1

1
pAq

pp1
2, σ1

2q
vn1

2 ,o1
2ÝÝÝÑ˚pp1

2, σ2q
vn2 ,m1

2ÝÝÝÝÑ˚pq1, Kq P Cal
vn1

2`n2
pAq

pp1
3, σ1

3q
vn1

3 ,o1
3ÝÝÝÑ˚pp1

3, σ3q
vn3 ,m1

3ÝÝÝÝÑ˚ps1, Kq P Cal
vn1

3`n3
pAq

La situation globale est représentée à la Figure 4.7.

p1

p,

q

s

p2

p3

p1
2

p1
3

q1

s1

p1

p1
1

un1
1

un1

u

u

un2

un3

un1
2

un1
3

w1

w1

vn1
1

vn1

v

v

vn2

vn3

vn1
2

vn1
3

FIGURE 4.7 – S ne satisfait pas la propriété pbq.

Si pp1, p1
1q ‰ pp2, p1

2q, alors la propriété (S2.b) est satisfaite en choisissant une bonne ité-
ration des boucles sur p1, p2, p1

2 et p1
1. La situation est similaire si pp1, p1

1q ‰ pp3, p1
3q. Si

pp1, p1
1q “ pp2, p1

2q “ pp3, p1
3q, alors la propriété (S2.b) est satisfaite dans S car il y a des

boucles différentes autour des états q, s, q1 et s1.

4.2.2 La décision du coût infini est dans PTIME

Nous montrons dans cette partie comment déterminer en PTIME la présence de l’une de ces
propriétés. Dans ce but nous présentons maintenant la procédure estinfini, représenté à la Fi-
gure 4.8. Cet algorithme utilise trois types de règles d’inférence utilisées comme une procédure
de saturation : les quatre premières règles construisent un ensemble S1 de tuples composés de
six états et un booléen, permettant de décider la présence de (S1). Les six états représentent la
source et la cible de trois calculs sur le même mot bien imbriqué et le booléen mémorise une
multiplicité supérieure à 1 sur le premier calcul ou le fait que le premier calcul est différent
du second. Les quatre suivantes construisent l’ensemble S2 de tuples composés de douze états
et d’un booléen permettant de détecter la propriété (S2). Cette construction est basée sur S1 :
les états permettent d’identifier deux ensembles de trois calculs sur les mots u et v, tels que
les calculs du second ensemble dépilent les symboles empilés par les calculs du premier en-
semble, assurant ainsi que uv P ∆

˚
bi. L’information stockée dans le booléen dépend de l’un de

ces deux ensembles de calcul, de manière similaire à S1. Enfin, les dernières règles construisent
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l’ensemble S3 permettant d’assurer qu’un tuple de S1 satisfait la propriété (S1) (règle 3.1), ou
qu’un tuple de S2 satisfait la propriété (S2) (règle 3.2).

pi P Q pour tout i P r1, 3s
(1.1)

pp1, p1, p2, p2, p3, p3, p1 ‰ p2q P S1

τi “ ppi, a, qiq P δι pour tout i P r1, 3s
(1.2)

pp1, q1, p2, q2, p3, q3, pτ1 ‰ τ2 _ λpτ1q ą 1qq P S1

pp1, q1
1, p2, q1

2, p3, q1
3, B1q P S1, pq1

1, q1, q1
2, q2, q1

3, q3, B2q P S1
(1.3)

pp1, q1, p2, q2, p3, q3, B1 _ B2q P S1

pp1
1, q1

1, p1
2, q1

2, p1
3, q1

3, B1q P S1,
τi “ ppi, c, γi, p1

iq P δc, τ1
i “ pq1

i, γi, r, qiq P δr pour tout i P r1, 3s
(1.4)

pp1, q1, p2, q2, p3, q3, B1 _ pτ1 ‰ τ2 _ τ1
1 ‰ τ1

2 _ λpτ1q ą 1 _ λpτ1
1q ą 1qq P S1

pp1, q1, p2, q2, p3, q3, B1q P S1, pq1
3, p1

3, q1
2, p1

2, q1
1, p1

1, B2q P S1
(2.1)

pp1, q1, p2, q2, p3, q3, q1
3, p1

3, q1
2, p1

2, q1
1, p1

1, B1 _ B2q P S2

τi “ ppi, c, γi, qiq P δc, τ1
i “ pq1

i, γi, r, p1
iq P δr, pour tout i P r1, 3s

(2.2)
pp1, q1, p2, q2, p3, q3, q1

3, p1
3, q1

2, p1
2, q1

1, p1
1, τ1 ‰ τ2 _ τ1

1 ‰ τ1
2 _ λpτ1q ą 1 _ λpτ1

1q ą 1q P S2

pp1, p2
1, p2, p2

2, p3, p2
3, q2

3, p1
3, q2

2, p1
2, q2

1, p1
1, B1q P S2,

pp2
1, q1, p2

2, q2, p2
3, q3, q1

3, q2
3, q1

2, q2
2, q1

1, q2
1, B2q P S2

(2.3)
pp1, q1, p2, q2, p3, q3, q1

3, p1
3, q1

2, p1
2, q1

1, p1
1, B1 _ B2q P S2

pp, p, p, q, q, q, Jq P S1
(3.1)

J P S3

pq, q1q P BIA,
pp, p, p, q, q, q, q1, q1, q1, p1, p1, p1, Jq P S2

(3.2)
J P S3

FIGURE 4.8 – Règles d’inférence utilisées par estinfini pour décider le coût infini d’un N -APVbi
réduit.

Proposition 4.2.6

Soit S un N -APVbi réduit sur l’alphabet structuré ∆. L’algorithme estinfini produit
l’élément J P S3 si et seulement si le coût de S est infini.

Démonstration. Nous notons S “ pA, λq avec A “ pQ, I, F, Γ, δq. Nous procédons successive-
ment avec S1, S2 et S3.

Nous prouvons que tout tuple pp1, q1, p2, q2, p2, q3, Bq P S1 si et seulement si la propriété
suivante est correcte :

Du P ∆
˚
bi et des calculs ρi : ppi, Kq

u
ÝÑ˚pqi, Kq de A pour tout i P r1, 3s

tels que B “ pρ1 ‰ ρ2 _ xρ1y ą 1q
(4.1)

Nous prouvons en premier le sens ñ. Soit pp1, q1, p2, q2, p3, q3, Bq un tuple de S1. Ce tuple a pu
être ajouté à S1 de quatre manières différentes :

règle 1.1 Nous avons pi “ qi pour tout i P r1, 3s. De plus ρi : ppi, Kq P CalǫpAq, ρ1 ‰ ρ2 si et
seulement si p1 ‰ p2 et coutpρ1q “ 1 par définition. Donc pp1, p1, p2, p2, p3, p3, Bq satisfait
la Propriété 4.1 avec B “ pp1 ‰ p2q.
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règle 1.2 Il existe τi “ ppi, a, qiq P δι pour tout i P r1, 3s. Nous avons ρi : ppi, Kq
a

ÝÑpqi, Kq P
CalapAq avec ρ1 ‰ ρ2 si et seulement si τ1 ‰ τ2 et coutpρ1q ą 1 si et seulement si λpτiq ą 1.
Donc pp1, q1, p2, q2, p3, q3, Bq satisfait la Propriété 4.1 avec B “ λpτ1q ą 1 _ pτ1 ‰ τ2q.

règle 1.3 Il existe pp1, q1
1, p2, q1

2, p3, q1
3, B1q, pq1

1, q1, q1
2, q2, q1

3, q3, B2q P S1. Par hypothèse d’induc-
tion il existe u, v P ∆

˚
bi tels que ρ1

i : ppi, Kq
u
ÝÑ˚pq1

i, Kq P CalupAq et ρ2
i : pq1

i, Kq
v

ÝÑ˚pqi, Kq P
CalvpAq pour tout i P r1, 3s avec B1 “ pρ1

1 ‰ ρ1
2 _ xρ1

1y ą 1q et B2 “ pρ2
1 ‰ ρ2

2 _ xρ2
1y ą 1q.

Nous avons donc ρi : ρ1
iρ

2
i P CaluvpAq, avec ρ1 ‰ ρ2 si et seulement si ρ1

1 ‰ ρ1
2 ou ρ2

1 ‰ ρ2
2 et

coutpρ1q ą 1 si et seulement si coutpρ1
1q ą 1 ou coutpρ2

1q ą 1. Donc pp1, q1, p2, q2, p3, q3, Bq
satisfait la Propriété 4.1 avec B “ B1 _ B2.

règle 1.4 Il existe pp1
1, q1

1, p1
2, q1

2, p1
3, q1

3, B1q P S1, τi “ ppi, c, γ, p1
iq P δc et τ1

i “ pq1
i, γ, r, qiq P δr pour

tout i P r1, 3s. Par hypothèse d’induction il existe u P ∆
˚
bi tel que ρ1

i : pp1
i, Kq

u
ÝÑ˚pqi, Kq P

CalupAq pour tout i P r1, 3s avec B1 “ pρ1
1 ‰ ρ1

2 _ xρ1
1y ą 1q. Par le Lemme 1.4.5 nous

avons donc ρi : ppi, Kq
c

ÝÑpp1
i, γq

u
ÝÑ˚pq1

i, γq
r

ÝÑpqi, Kq P CalcurpAq avec ρ1 ‰ ρ2 si et seulement
si ρ1

1 ‰ ρ1
2 ou τ1 ‰ τ2 ou τ1

1 ‰ τ1
2 et coutpρ1q ą 1 si et seulement si coutpρ1

1q ą 1 ou λpτ1q ą 1
ou λpτ1

1q ą 1. Donc pp1, q1, p2, q2, p3, q3, Bq satisfait la Propriété 4.1 avec B “ B1 _ pλpτ1q ą
1 _ λpτ1

1q ą 1 _ τ1 ‰ τ2 _ τ1
1 ‰ τ1

2q.

Nous montrons maintenant le sens ð par induction sur la structure de u.

˝ Si u “ ǫ alors pour tout i P r1, 3s nous avons pi “ qi, ρ1 ‰ ρ2 si et seulement si p1 ‰ p2
et coutpρ1q “ 1 par définition. La Propriété 4.1 est donc vérifiée car par la règle 1.1 nous
avons pp1, p1, p2, p2, p3, p3, Bq P S1 avec B “ pp1 ‰ p2q.

˝ Si u “ a avec P ∆ι alors pour tout i P r1, 3s il existe τi “ ppi, a, qiq P δι avec ρ1 ‰ ρ2 si
et seulement si τ1 ‰ τ2 et coutpρ1q ą 1 si et seulement si λpτiq ą 1. La Propriété 4.1 est
donc vérifiée car par la règle 1.2 nous avons pp1, p1, p2, p2, p3, p3, Bq P S1 avec B “ λpτ1q ą
1 _ pτ1 ‰ τ2q.

˝ Si u “ vw avec v, w P ∆
˚
bi alors pour tout i P r1, 3s il existe ρ1

i : ppi, Kq
v

ÝÑ˚pp1
i, Kq P CalvpAq

et ρ2
i : pq1

i, Kq
w
ÝÑ˚pqi, Kq P CalwpAq avec ρ1 ‰ ρ2 si et seulement si ρ1

1 ‰ ρ1
2 ou ρ2

1 ‰ ρ2
2 et

coutpρ1q ą 1 si et seulement si coutpρ1
1q ą 1 ou coutpρ2

1q ą 1. Par hypothèse d’induction
nous avons pp1, p1

1, p2, p1
2, p3, p1

3, B1q, pq1
1, q1, q1

2, q2, q1
3, q3, B2q P S1 avec B1 “ pρ1

1 ‰ ρ1
2 _

xρ1
1y ą 1q et B2 “ pρ2

1 ‰ ρ2
2 _ xρ2

1y ą 1q. La Propriété 4.1 est donc vérifiée car par la règle
1.3 nous avons pp1, p1, p2, p2, p3, p3, Bq P S1 avec B “ B1 _ B2.

˝ Si u “ cvr avec c P ∆c, r P ∆r et v P ∆
˚
bi alors pour tout i P r1, 3s il existe τi “ ppi, c, γ, p1

iq P

δc, τ1
i “ pq1

i, γ, r, qiq P δr et ρ1
i : pp1

i, γq
v

ÝÑ˚pq1
i, γq P CalvpAq avec ρ1 ‰ ρ2 si et seulement

si ρ1
1 ‰ ρ1

2 ou τ1 ‰ τ2 ou τ1
1 ‰ τ1

2 et coutpρ1q ą 1 si et seulement si coutpρ1
1q ą 1 ou

λpτ1q ą 1 ou λpτ1
1q ą 1. Par le Lemme 1.4.7 et par hypothèse d’induction nous avons

pp1
1, q1

1, p1
2, q1

2, p1
3, q1

3, B1q P S1 avec B1 “ pρ1
1 ‰ ρ1

2 _ xρ1
1y ą 1q. La Propriété 4.1 est donc

vérifiée car par la règle 1.4 nous avons pp1, p1, p2, p2, p3, p3, Bq P S1 avec B “ B1 _ pλpτ1q ą
1 _ λpτ1

1q ą 1 _ τ1 ‰ τ2 _ τ1
1 ‰ τ1

2q.

Nous prouvons que tout tuple pp1, q1, p2, q2, p3, q3, q1
3, p1

3, q1
2, p1

2, q1
1, p1

1, Bq P S2 si et seulement
si la propriété suivante est correcte :

Duv P ∆
˚
bi et des calculs ρi : ppi, Kq

u
ÝÑ˚pqi, σiq

et ρ1
i : pq1

i, σiq
v

ÝÑ˚pp1
i, Kq de A pour i P r1, 3s

et B “ pρ1 ‰ ρ2 _ ρ1
1 ‰ ρ1

2 ‰ _xρ1y ą 1 _ xρ1
1y ą 1q

(4.2)
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Nous prouvons en premier le sens ñ. Soit c “ pp1, q1, p2, q2, p3, q3, q1
3, p1

3, q1
2, p1

2, q1
1, p1

1, Bq un
tuple de S2. Ce tuple a pu être ajouté à S2 de quatre manières différentes :

règle 2.1 Il existe pp1, q1, p2, q2, p3, q3, B1q et pq1
3, p1

3, q1
2, p1

2, q1
1, p1

1, B2q P S1. Par la Propriété (4.1)
il existe u, v P ∆

˚
bi et des calculs ρ1

i : ppi, Kq
u
ÝÑ˚pqi, Kq P CalupAq et ρ2

i : pq1
i, Kq

v
ÝÑ˚pp1

i, Kq P
CalvpAq pour tout i P r1, 3s avec B1 “ pρ1

1 ‰ ρ1
2 _ xρ1

1y ą 1q et B1 “ pρ2
1 ‰ ρ2

2 _ xρ2
1y ą 1q.

Donc pp1, q1, p2, q2, p3, q3, q1
3, p1

3, q1
2, p1

2, q1
1, p1

1, Bq satisfait la Propriété 4.2 avec B “ B1 _ B2.

règle 2.2 Il existe τi “ ppi, c, γ, qiq P δc et τ1
i “ pq1

i, γ, r, p1
iq P δr pour i P r1, 3s. Nous avons donc

ρi : ppi, Kq
c

ÝÑpqi, γq P CalcpAq et ρ1
i : pq1

i, γq
r

ÝÑpp1
i, Kq P CalrpAq avec ρ1 ‰ ρ2 ou ρ1

1 ‰ ρ1
2 si et

seulement si τ1 ‰ τ2 ou τ1
1 ‰ τ1

2, et coutpρ1q ą 1 ou coutpρ1
1q ą 1 si et seulement si λpτ1q ą 1

ou λpτ1
1q ą 1. Donc pp1, q1, p2, q2, p3, q3, q1

3, p1
3, q1

2, p1
2, q1

1, p1
1, Bq satisfait la Propriété 4.2 avec

B “ τ1 ‰ τ2 _ τ1
1 ‰ τ1

2 _ λpτ1q ą 1 _ λpτ1
1q ą 1.

règle 2.3 Il existe pp1, p2
1, p2, p2

2, p3, p2
3, q2

3, p1
3, q2

2, p1
2, q2

1, p1
1, B1q et pp2

1, q1, p2
2, q2, p2

3, q3, q1
3, q2

3, q1
2, q2

2,
q1

1, q2
1, B2q P S2 tels que B2 “ B _ B1. Par hypothèse d’induction il existe quatre mots

uũ, vṽ P ∆
˚
bi et des calculs ρ1

i : ppi, Kq
u
ÝÑ˚pp2

i , σiq P CalupAq, ρ2
i : pp2

i , Kq
v

ÝÑ˚pqi, σ1
i q P CalvpAq,

ρ̃1
i : pq2

i , σiq
ũ
ÝÑ˚pp1

i, Kq P CalũpAq et ρ̃2
i “ pq1

i, σ1
i q

ṽ
ÝÑ˚pq2

i , Kq P CalṽpAq pour tout i P r1, 3s, avec
B1 “ pρ1

1 ‰ ρ1
2 _ ρ̃1

1 ‰ ρ̃1
2 _ xρ1

1y ą 1 _ xρ̃1
1y ą 1q et B2 “ pρ2

1 ‰ ρ2
2 _ ρ̃2

1 ‰ ρ̃2
2 _ xρ2

1y ą 1 _

xρ̃2
1y ą 1q. Nous avons donc ρi : ppi, Kq

u
ÝÑ˚pqi, σiσ

1
i q P CaluvpAq et ρ̃i : pq1

i, σiσ
1
i q

ṽũ
ÝÑ˚pp1

i, Kq P
CalṽũpAq avec ρ1 ‰ ρ2 ou ρ̃1 ‰ ρ̃2 si et seulement si ρ1

1 ‰ ρ1
2 ou ρ2

1 ‰ ρ2
2 ou ρ̃1

1 ‰ ρ̃1
2 ou

ρ̃2
1 ‰ ρ̃2

2 et coutpρ1q ą 1 ou coutpρ̃1q ą 1 si et seulement si coutpρ1
1q ą 1 ou coutpρ2

1q ą 1
ou coutpρ̃1

1q ą 1 ou coutpρ̃2
1q ą 1. Donc pp1, q1, p2, q2, p3, q3, q1

3, p1
3, q1

2, p1
2, q1

1, p1
1, Bq satisfait

la Propriété 4.2 avec B “ B1 _ B2.

Nous montrons maintenant le sens ð par induction sur la hauteur de σ1.

˝ Si |σ1| “ 0 par la Propriété 4.1 pp1, q1, p2, q2, p3, q3, B1q, pq1
3, p1

3, q1
2, p1

2, q1
1, p1

1, B2q P S1 avec
B1 “ pρ1

1 ‰ ρ1
2 _ xρ1

1y ą 1q et B2 “ pρ2
1 ‰ ρ2

2 _ xρ2
1y ą 1q. La Propriété 4.2 est donc vérifiée

car par la règle 2.1 pp1, q1, p2, q2, p3, q3, q1
3, p1

3, q1
2, p1

2, q1
1, p1

1, Bq P S2 avec B “ B1 _ B2.

˝ Soit n P N un entier, nous supposons que la Propriété 4.2 est vraie pour tout |σ1| ă
n et montrons qu’elle est aussi correcte pour |σ1| “ n. Comme |σ1| ą 0, nous avons
u “ u1cu2 et v “ v2rv1 avec u1, v1 P ∆

˚
bi, u2, v2 P ∆

˚, c P ∆c et r P ∆r. Pour tout i P

r1, 3s nous avons ρ1
i : ppi, Kq

u1ÝÑ˚pri, Kq P Calu1pAq, ρ2
i : psi, γq

u2ÝÑ˚pqi, σiq P Calu2pAq, ρ̃2
i “

pq1
i, σiq

v2ÝÑ˚ps1
i, γq P Calv2pAq, ρ̃1

i : pr1
i, Kq

v1ÝÑ˚pp1
i, Kq P Calv1pAq, τi “ pri, c, γ, siq P δc et τ1

i P
ps1

i, γ, r, r1
iq P δr. Donc pr1, s1, r2, s2, r3, s3, r1

3, s1
3, r1

2, s1
2, r1

1, s1
1, B3q P S2 par la règle 2.2 avec

B1 “ pτ1 ‰ τ2 _ τ1
1 ‰ τ1

2 _ λpτ1q ą 1 _ λpτ1
1q ą 1q. Par hypothèse d’induction nous

avons pp1, r1, p2, r2, p3, r3, r1
3, p1

3, r1
2, p1

2, r1
1, p1

1, Bq P S2 avec B1 “ pρ1
1 ‰ ρ1

2 _ ρ̃1
1 ‰ ρ̃1

2 _ xρ1
1y ą

1 _ xρ̃1
1y ą 1q et ps1, q1, s2, q2, s3, q3, q1

3, s1
3, q1

2, s1
2, q1

1, s1
1, B2q P S2 avec B2 “ pρ2

1 ‰ ρ2
2 _ ρ̃2

1 ‰
ρ̃2

2 _ xρ2
1y ą 1 _ xρ̃2

1y ą 1q. La Propriété 4.2 est vérifiée car par la règle 2.3 appliquée deux
fois pp1, q1, p2, q2, p3, q3, q1

3, p1
3, q1

2, p1
2, q1

1, p1
1, Bq P S2 avec B “ B1 _ B2 _ B3.

Nous prouvons maintenant que J P S3 si et seulement si le coût de S est infini. Nous
montrons en premier le sens ñ. Il y a deux possibilités pour la présence de J dans S3 :

règle 3.1 Il existe pp, p, p, q, q, q, Jq P S1. Par la Propriété 4.1 sur S1, il existe u P ∆
˚
bi et des calculs

ρ1 : pp, Kq
u
ÝÑ˚pp, Kq, ρ2 : pp, Kq

u
ÝÑ˚pq, Kq et ρ3 : pq, Kq

u
ÝÑ˚pq, Kq de A sur u avec xρ1y ą 1 ou

ρ1 ‰ ρ2. S satisfait donc la Propriété S1, et le coût de S est infini par le Lemme 4.2.2.

règle 3.2 Il existe pq, q1q P BIA et pp, p, p, q, q, q, q1, q1, q1, p1, p1, p1, Jq P S2. Par la définition de BIS

et la Propriété 4.2 sur S2, il existe trois mots uu1, w P ∆
˚
bi, et des calculs ρ : pq, Kq

w
ÝÑ pq1, Kq,
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ρ1 : pp, Kq
u
ÝÑ pp, σ1q, ρ1

1 : pp1, σ1q
u1

ÝÑ pp1, Kq, ρ2 : pp, Kq
u
ÝÑ pq, σ2q, ρ1

2 : pq1, σ2q
u1

ÝÑ pp1, Kq,

ρ3 : pq, Kq
u
ÝÑ pq, σ3q et ρ1

3 : pq1, σ3q
u1

ÝÑ pq1, Kq tels que xρ1y ą 1 ou xρ1
1y ą 1 ou ρ1 ‰ ρ2 ou

ρ1
1 ‰ ρ1

2. S satisfait donc la Propriété S2, et donc le coût de S est infini par le Lemme 4.2.2.

Nous montrons maintenant le sens ð Comme le coût de S est infini, par le Lemme 4.2.5, S
satisfait la Propriété S1 ou la Propriété S2 dans S.

S satisfait S1. Il existe u P ∆
˚
bi et des calculs ρ1 : pp, Kq

u
ÝÑ˚pp, Kq, ρ2 : pp, Kq

u
ÝÑ˚pq, Kq et ρ3 :

pq, Kq
u
ÝÑ˚pq, Kq de A sur u avec xρ1y ą 1 ou ρ1 ‰ ρ2 Par la propriété 4.1 sur S1, nous avons

pp, p, p, q, q, q, Jq P S1, et donc par la règle 3.1, J P S3.

S satisfait S2. Il existe trois mots uu1, w P ∆
˚
bi, et des calculs ρ : pq, Kq

w
ÝÑ pq1, Kq, ρ1 : pp, Kq

u
ÝÑ

pp, σ1q, ρ1
1 : pp1, σ1q

u1

ÝÑ pp1, Kq, ρ2 : pp, Kq
u
ÝÑ pq, σ2q, ρ1

2 : pq1, σ2q
u1

ÝÑ pp1, Kq, ρ3 : pq, Kq
u
ÝÑ

pq, σ3q et ρ1
3 : pq1, σ3q

u1

ÝÑ pq1, Kq tels que xρ1y ą 1 ou xρ1
1y ą 1 ou ρ1 ‰ ρ2 ou ρ1

1 ‰ ρ1
2. Par la

définition de BIA et la Propriété 4.2, pq, q1q P BIA et pp, p, p, q, q, q, q1, q1, q1, p1, p1, p1, Jq P S2,
et donc par la règle 3.2 J P S3.

De la Proposition 4.2.6 et du Lemme 1.4.10, comme la taille des ensembles S1 S2 et S3 est
bornée polynomialement par le nombre d’états du N -APVbi considéré, nous obtenons comme
conséquence immédiate :

Proposition 4.2.7

Décider si le coût d’un N -APVbi réduit est infini est en PTIME.

Nous étendons maintenant ces résultats au N -APV. Étant donné un N -APV S, la construc-
tion etendre présentée au chapitre précédent nous permet de construire un N -APVbi S1 avec le
même coût (Lemme 3.6.7). Il est ensuite possible de produire un N -APVbi réduit S2 en utilisant
la construction reduire présentée dans le même chapitre. Cet automate possédant le même coût,
nous pouvons donc décider si le coût de S est fini en décidant si le coût de S2 est fini. Nous
obtenons donc le résultat suivant :

Théorème 4.2.8

Décider si le coût d’un N -APV est infini est en PTIME.

4.3 Bornes finies du coût des automates à pile visible sur N

4.3.1 Décidabilité du coût K-borné

Nous considérons un N -APVbi S “ pA, λq sur l’alphabet structuré ∆, avec A “ pQ, I, F, Γ, δq
et un entier K P Ną0 représenté en binaire et nous décrivons un algorithme pour décider si
coutpSq ă K.

La procédure utilise sur un ensemble de règles d’inférence construisant un sous-ensemble
fini M des matrices de NQ,Q. Pour présenter la sémantique de ces matrices nous avons besoin
d’introduire l’opérateur ExtraK : N Ñ N défini pour tout z P N par :

ExtraKpzq “

"

z si z ď K,
K sinon.
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Cet opérateur s’étend naturellement aux matrices d’entiers M P NQ,Q de la manière suivante :

ExtraKpMq “ M1 avec M1pp, qq “ ExtraKpMpp, qqq pour tout p, q P Q

Intuitivement ExtraK permet de borner un entier par une constante donnée. Quand nous
souhaitons prouver que le coût d’un N -APVbi est K-borné, il suffit de montrer qu’il existe
un mot de coût au moins K. Nous n’avons pas besoin de précisions supplémentaires, le fait
de savoir que le coût de ce mot est supérieur ou égal à K est suffisant. C’est là qu’intervient
l’opérateur ExtraK. Soit u P Σ

˚
bi un mot bien imbriqué. Nous appelons Mu P NQ,Q la matrice

définie comme suit pour tous états p, q P Q :

Mupp, qq “ ExtraKp
ÿ

ρPµ

coutpρqq avec µ “ tpp, Kq
u,m
ÝÝÑ˚pq, Kq P CalupAqu

Nous définissons l’ensemble M comme suit :

M “ tMu | u P Σ
˚
biu

Pour tout p, q P Q, a P Σι, c P Σc, r P Σr et γ P Γ nous introduisons les matrices de NQ,Q

suivantes :

Mǫpp, qq “

"

1 si p “ q,
0 sinon.

Mapp, qq “

"

ExtraKpλpτqq si τ “ pp, a, qq P δι,
0 sinon.

Mc,γpp, qq “

"

ExtraKpλpτqq si τ “ pp, c, γ, qq P δc,
0 sinon.

Mr,γpp, qq “

"

ExtraKpλpτqq si τ “ pp, γ, r, qq P δr,
0 sinon.

Nous présentons maintenant l’algorithme kborne calculant l’ensemble M. Cet algorithme
utilise les règles d’inférences présentées à la Figure 4.9.

(1)
Mǫ P M

a P Σι (2)
Ma P M

M1, M2 P M
(3)

ExtraKpM1 ¨ M2q P M

M1 P M, c P Σc, r P Σr (4)
ExtraKp

ř

γPΓ
pMc,γ ¨ M1 ¨ Mr,γqq P M

FIGURE 4.9 – Règles d’inférence pour décider du coût K-borné d’un N -APVbi

Les règles d’inférences construisent les matrices sur des mots bien imbriqués de longueur
croissante. Elles commencent avec les mots de taille 1, et étendent ces mots soit par concaténa-
tion, soit en ajoutant une paire d’appel et de retour en correspondance. Nous montrons main-
tenant le principal résultat de cette section à la Proposition 4.3.1, à savoir que kborne construit
correctement M. Nous nous en servirons ensuite pour prouver le Théorème 4.3.3

Proposition 4.3.1

Soit S “ pA, λq avec A “ pQ, I, F, Γ, δq un N -APVbi sur l’alphabet structuré ∆ et K P
Ną0 un entier. L’algorithme kborne construit l’ensemble M en temps exponentiel.
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Démonstration. Nous montrons en premier que kborne construit correctement l’ensemble M.
Pour cela nous prouvons que M P M si et seulement s’il existe un mot u P ∆

˚
bi tel que M “ Mu.

Nous montrons d’abord par induction le sens ñ. Il y a quatre manières différentes d’ajouter la
matrice M dans M :

Règle 1 Nous avons M “ Mǫ, il existe donc un mot u “ ǫ tel que M “ Mu.

Règle 2 Nous avons M “ Ma, il existe donc un mot u “ a tel que M “ Mu.

Règle 3 Il existe deux matrices M1, M2 P M telles que M “ ExtraKpM1 ¨ M2q. Par hypothèse
d’induction il existe deux mots w, v P ∆

˚
bi tels que M1 “ Mw et M2 “ Mv. Comme Mwv “

ExtraKpMw ¨ Mvq, nous pouvons en conclure qu’il existe un mot u “ wv tel que M “ Mu.

Règle 4 Il existe une matrice M1 P M, c P ∆c et r P ∆r tels que M “ ExtraKp
ř

γPΓ
pMc,γ ¨ M1 ¨

Mr,γqq. Par hypothèse d’induction il existe v P ∆
˚
bi tel que M1 “ Mv. Comme Mcvr “

ExtraKp
ř

γPΓ
pMc,γ ¨ Mv ¨ Mr,γqq, nous pouvons en conclure qu’il existe un mot u “ cvr tel

que M “ Mu.

Nous montrons maintenant le sens ð par induction sur la structure imbriquée de u.

˝ Si u “ ǫ alors nous avons Mu “ Mǫ, et donc par la règle 1 nous avons M P M.

˝ Si u “ a avec a P Σι alors nous avons Mu “ Ma, et par la règle 1 nous avons M P M.

˝ Si u “ wv avec w, v P Σ
˚
bi, alors par hypothèse d’induction nous avons Mw, Mv P M.

Comme Mwv “ ExtraKpMw ¨ Mvq, par la règle 3 nous en concluons que M P M.

˝ Si u “ cvr avec v P Σ
˚
bi, c P ∆c et r P ∆r alors par hypothèse d’induction Mv P M. Comme

Mcvr “ ExtraKp
ř

γPΓ
pMc,γ ¨ Mv ¨ Mr,γqq, par la règle 4 nous en concluons que M P M.

L’appartenance à EXPTIME suit le fait que les matrices construites sont de taille #Q ˆ #Q où les
entrées sont bornées par K. En effet, la procédure construit au pire K#Q2

matrices.

Proposition 4.3.2

Étant donné un N -APVbi S et un entier K P Ną0, décider si coutpSq ă K est EXPTIME-
complet.

Démonstration. Nous notons S “ pA, λq avec A “ pQ, I, F, Γ, δq. L’appartenance à EXPTIME

est amenée par la Proposition 4.3.1. En effet, il suffit de vérifier que parmi les matrices produites
par kborne il existe une matrice M telle que :

p
ÿ

pPI,qPF

Mpp, qqq ě K

Cela nous assure qu’il existe un mot u P LpAq avec un coût supérieur ou égal à K. Pour la
difficulté, nous pouvons procéder par réduction au problème du vide de l’intersection de K AA

déterministes pAiq1ďiďK ([CDG`07]) de la manière suivante :

1. Construire l’union disjointe de pAiq1ďiďK,

2. Construire un APVbi A équivalent en utilisant le Théorème 2.3.10,

3. Construire un N -APVbi S à partir d’ A avec un coût de 1 pour chaque transition.
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Il est ensuite possible de montrer que l’intersection de pAiq1ďiďK est vide si et seulement si
coutpSq ă K : comme les automates d’arbres sont déterministes et la construction AA2APV

induit une bijection sur les calculs, chaque mot accepté par A possède un coût égal à K si et
seulement si l’arbre t tel que u “ encptq est accepté par tous les AA pAiq1ďiďK, impliquant donc
que leur intersection est non vide.

Tout comme dans la section précédente nous pouvons construire en temps polynomial un
N -APV bien imbriqué depuis un N -APV arbitraire avec le même coût, et nous étendons nos
résultats aux N -APV :

Théorème 4.3.3

Étant donné un N -APV S et un entier K P Ną0, décider si coutpSq ă K est EXPTIME-
complet.

Calculer le coût d’un N -APV avec un coût fini Considérons maintenant, étant donné un
N -APV ayant un coût fini, le problème consistant à calculer ce coût. Nous dérivons du précé-
dent algorithme une procédure pour résoudre ce problème. La procédure explore simplement
l’ensemble de matrices comme avant, sans utiliser l’opérateur ExtraK, jusqu’à la saturation des
matrices. La terminaison de la procédure repose sur le fait que le coût S est fini et S est réduit.
En fait, cela implique que les entrées des matrices sont bornées par coutpSq. En particulier, cela
prouve que le nombre de matrices construites est borné par coutpSqn2

, et :

Théorème 4.3.4

Pour tout N -APV S avec un coût fini, la valeur de coutpSq peut être calculée en temps
coutpSqOpn2q.

4.3.2 Décidabilité du coût K-borné (pour K fixé)

Nous allons maintenant étudier le problème du coût K-borné où K est un paramètre fixé et
l’entrée est seulement le N -APV S et nous demandons si coutpSq ă K. L’algorithme de la Sec-
tion 4.3.1 montre que pour un entier fixé K ce problème peut-être résolu en temps exponentiel ;
cependant, en adaptant la technique utilisée dans [Sei90] pour l’ambiguïté des AA nous avons :

Théorème 4.3.5

Soit K P Ną0 un entier fixé. Pour tout N -APV réduit S, décider si coutpSq ă K est dans
PTIME.

Pour prouver ce résultat, étant donné un N -APV S “ pA, λq avec A “ pQ, I, F, δ, Γq et un
entier K fixé nous allons construire une famille de APV pAiqiPr1,Ks respectant la propriété sui-
vante : Ai est un APV acceptant les mots u tels qu’il y a i différents calculs acceptants ρ1, . . . , ρi
de A sur u vérifiant

ř

1ďjďi coutpρjq ě K. Pour cela Ai simule en parallèle i calculs de A sur le
même mot, et pour chacun garde une trace du coût actuel dans l’état en la calculant jusqu’à K.

Nous allons maintenant définir un ensemble de matrices qui nous permettra de différencier
deux calculs. Nous appelons B l’ensemble t0, 1u, et définissons des matrices de Br1,Ksˆr1,Ks de
la manière suivante :
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Pour tout j, k P r1, is et pq1, . . . qiq P Qi, 0q1,...,qi
i pj, kq “ 0 si qj “ qk et 1 sinon.

Pour tout j, k P r1, is, Idipj, kq “ 0 si j “ k et 1 sinon.

Pour tout i P r1, Ks, chaque état de Ai va stocker une matrice de M P Br1,Ksˆr1,Ks afin de
mémoriser si les calculs qu’il simule sont différents ou non. Ainsi, pour tout k, l P r1, is nous
aurons Mpk, lq “ 0 si et seulement les calculs l et k sont différents. Les matrices 0q1,...,qi

i et Idi

vont nous servir pour initialiser les états initiaux et finaux. Ainsi Idi représente un état où tous
les calculs sont différents les uns des autres. Nous présentons maintenant la construction kborne

produisant cette famille de APV.

Définition 4.3.6

Soient K P Ną0 un entier fixé, S “ pA, λq un N -APV avec A “ pQ, I, F, Γ, δq sur
l’alphabet structuré ∆. La famille de APV kbornepSq “ pAiq1ďiďK “ pQi, Ii, Fi, Γi, δiq sur
∆ est définie par :

˝ Qi “ pr1, Ks ˆ r1, Ksqi ˆ Br1,is,r1,is

˝ Γi “ pΓqi

˝ Ii “ t ppq1, 1q, . . . , pqi, 1qq ˆ 0q1,...,qi
i u | pq1, . . . , qiq P Ii u

˝ Fi “ t ppq1, m1q, . . . , pqi, miqq ˆ tIdiu | pq1, . . . , qiq P Fi, p
ř

1ďjďi mjq ě K u

˝ δi “ δc
i Z δι

i Z δr
i avec δι

i et δr
i définis de manière similaire :

´ δc
i “

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

pppq1, m1q, . . . , pqi, miq, Mq,
c, pγ1, . . . , γiq,

ppq1
1, m1

1q, . . . , pq1
i, m1

iq, M1qq

c P Σc, pour tout 1 ď j, l ď i,
τj “ pqj, c, γj, q1

jq, τl “ pql , c, γl , q1
lq P δc

m1
j “ ExtraKpλppqj, c, γj, q1

jqq ˚ mjq et

M1pj, lq “ Mpj, lq _ pτj ‰ τlq

,

/

/

/

/

.

/

/

/

/

-

Proposition 4.3.7

Soient K P Ną0 un entier fixé, S “ pA, λq un N -APV réduit sur l’alphabet structuré ∆

et pAiq1ďiďK la famille de APV kbornepSq. Pour tout u P ∆
˚ et M P Br1,is,r1,is il existe des

entiers nj, mj P N pour tout j P r1, is tels que nj “ ExtraKpmjq et :

Dpppq1, 1q, . . . , pqi, 1q, 0q1,...,qi
i q, Kiq

u
ÝÑ˚pppp1, n1q, . . . , ppi, niq, Mq, pσ1, . . . , σiqq P CalupAiq

ô Dρj : pqj, Kq
u,mj
ÝÝÑ˚ppj, σjq P CalupAq et pρj ‰ ρkq “ Mpj, kq pour tout j, k P r1, is

Démonstration. Nous notons A “ pQ, I, F, Γ, δq. Nous faisons la preuve par induction sur la
longueur de u. La propriété est trivialement correcte quand u “ ǫ, par la définition de Ii et
0q1,...,qi

i . Nous considérons maintenant que |u| ą 0, il existe alors une décomposition de u en va
avec v P Σ

˚ et a P Σ. Il y a trois cas différents, selon le type de a. Nous considérons le cas a P Σc.
Nous montrons en premier le sens ñ. Il existe p1

j P Q, n1
j P Ną0 et M1 P Br1,is,r1,is pour tout

j P r1, is tels que :

pppp1
1, n1

1q, . . . , pp1
i, n1

iq, M1q, a, pγ1, . . . , γiq, ppp1, n1q, . . . , ppi, niq, Mq P δι
i

pppq1, 1q, . . . , pqi, 1q, 0q1,...,qi
i q, Kiq

v
ÝÑ˚pppp1

1, n1
1q, . . . , pp1

i, n1
iq, M1q, pσ1, . . . , σiqq P CalvpAiq
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Par hypothèse d’induction pour tout j, k P r1, is il existe ρ1
j : pqj, Kq

v,m1
j

ÝÝÑ˚pp1
j, σjq P CalvpAq avec

ExtraKpm1
jq “ n1

j et pρ1
j ‰ ρ1

kq “ M1pj, kq. Par construction de δc
i pour tout j P r1, is il existe

pp1
j, a, γj, pjq P δc. Par construction de M1 et n1

1, . . . , n1
i nous en déduisons que pour tout j, k P r1, is

il existe ρj : pqj, Kq
u,mj
ÝÝÑ˚ppj, σjq P CalupAq avec pρj ‰ ρkq “ Mpj, kq.

Nous montrons le sens ð. Pour tout j P r1, is il existe p1
j P Q, γj P Γ et n1

j P Ną0 tels que

pp1
j, a, γj, pjq P δι et ρ1

j : pqj, Kq
v,n1

j
ÝÝÑ˚pp1

j, σjq P CalvpAq. Par hypothèse d’induction nous avons :

pppq1, 1q, . . . , pqi, 1q, 0q1,...,qi
i q, Kiq

v
ÝÑ˚pppp1

1, n1
1q, . . . , pp1

i, n1
iq, M1q, pσ1, . . . , σiqq P CalvpAiq

avec ExtraKpm1
jq “ n1

j et pρ1
j ‰ ρ1

kq “ M1pj, kq pour tout j, k P r1, is. Par construction de δc
i nous

avons :
pppp1

1, n1
1q, . . . , pp1

i, n1
iq, M1q, a, pγ1, . . . , γiq, ppp1, n1q, . . . , ppi, niq, Mq P δι

i

Nous en déduisons qu’il existe :

pppq1, 1q, . . . , pqi, 1q, 0q1,...,qi
i q, Kiq

u
ÝÑ˚pppp1, n1q, . . . , ppi, niq, Mq, pσ1, . . . , σiqq P CalupAiq

Les cas où a P Σr ou a P Σι sont similaires au premier, le symbole de pile étant la seule
différence et ne change pas la preuve.

Nous pouvons maintenant prouver le Théorème 4.3.5.

Démonstration. rThéorème 4.3.5s Nous notons S “ pA, λq avec A “ pQ, I, F, Γ, δq. Par la Propo-
sition 4.3.7, et par la construction des états finaux de Ai, nous pouvons déduire que pour tout
i ď K, LpAiq “ H si et seulement s’il existe un mot u P ∆

˚
bi et ρ1, . . . ρi calculs acceptants de A

différents deux à deux tels que
ř

jPr1,is coutpρjq ě K. Il est évident que Ai peut-être construit en
temps polynomial en #Q. Finalement nous testons en temps polynomial la vacuité de chacun
des K APV Ai.

4.4 Retour aux arbres

Nous avons montré dans les sections précédentes comment décider si le coût d’un N -APV
est fini ou non. En utilisant la construction AA2APV présentée à la Section 2.3 nous allons main-
tenant montrer comment décider que le coût d’un N -AA est fini.

Pour cela, étant donné un N -AA S sur l’alphabet pΣ, arq nous énonçons la propriété suivante,
caractérisant l’infinité de S :

Propriété N1 S a la propriété (N1) s’il existe une variable x1 et un arbre TΣptx1uq tel que :

ρ1 : pp, ppqq-calcul, ρ2 : pp, pqqq-calcul, ρ3 : pq, pqqq-calcul P CaltpSq

avec coutpρ1q ą 1 ou p ‰ q (voir la Figure 4.10).

Théorème 4.4.1

Soit S un N -AA sur l’alphabet pΣ, arq. Le coût de S est infini si et seulement si S vérifie
la propriété (N1).

Pour prouver ce théorème nous allons montrer que S satisfait la propriété (N1) si et seule-
ment si S1 “ AA2APVpSq satisfait les propriétés (S1) et (S2). Le N -APV S1 est bien imbriqué
mais n’est pas nécessairement réduit, or nous avons besoin de la réduction pour appliquer le
Théorème 4.2.1. Nous allons donc montrer que si S est émondé alors S1 est réduit.
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FIGURE 4.10 – La propriété (N1).

Lemme 4.4.2

Soit A “ pQ, I, δq un AA sur l’alphabet gradué pΣ, arq. Si A est émondé alors le APVbi

SAA2SAPVpAq est réduit.

Démonstration. Nous notons A1 “ pQ1, I1, F1, δ1, Γ
1q l’ APVbi AA2APVpAq. Nous montrons en

premier la Condition 1 de la définition 3.1.3. Soit ρ : ppx, nq, Kq
u
ÝÑ˚ppy, mq, σq un calcul de A1 sur

Σ̂
˚ avec px, nq P I1. Nous faisons la preuve par induction sur la taille de σ.

Si σ “ K alors soit py, mq P F soit u “ ǫ. En effet, comme Σ̂ι “ H, si u ‰ ǫ alors comme
σ “ K nous pouvons décomposer ρ par :

ρ : ppx, nq, Kq
c

ÝÑppx1, n1q, γq
u
ÝÑ˚ppx2, n2q, γq

r
ÝÑppy1, m1q, Kq

w
ÝÑppy, mq, Kq

avec γ P Γ
1, c P Σ̂c et r P Σ̂r. En appliquant le Lemme 2.3.11 nous obtenons que y1 “ x et m1 “

n ` 1. L’état py1, m1q est donc final et comme pour tout τ P δ1
c nous avons sourcepτq ‰ py1, m1q

nous concluons que w “ ǫ et py, mq P F, donc A satisfait la condition 1. Si u “ ǫ comme S
est émondé il existe un calcul acceptant ρ1 “ τpρ|1, . . . ρ|mq de S tel que τ P δ, racinepτq “ x et
m P N. Par le Lemme 2.3.14 Φavpρ, px, nq, Kq est un calcul de A1 et A1 satisfait la condition 1.

Nous supposons qu’il existe n P Ną0 tel que A satisfait la condition 1 si |σ| ď n, et nous
considérons que |σ| “ n ` 1. Nous pouvons décomposer ρ de la manière suivante :

ρ : ppx, nq, Kq
v

ÝÑ˚ppx1, n1q, σ1q
c

ÝÑppy1, m1q, σq
w
ÝÑppy, mq, σq

avec c P Σ̂ et σ “ σ1ppx1, n1q, cq. Nous appelons l l’entier défini par 1 si x P Q et par arpxq si-
non. Par Le lemme 2.3.11 nous avons y1 “ y et il existe k P Ną0 tel que m “ n1 ` k. Comme
A est émondé, pour tout i P rm, l ´ 1s il existe un calcul ρ1

i de A tel que py1, iq P ancpρ1
ixǫyqq

et Φavpρ1
i, py1, iq, σq est un calcul de A1. De plus par définition de δ1 il existe une transition

ppy, lq, ppx1, n1q, cq, r, px1, n1 ` 1qq P δ1
r, et par hypothèse d’induction A1 satisfait la Condition 1.

Nous montrons maintenant la Condition 3 de la définition 3.1.3. Nous considérons un état
px, nq de Q1. Comme A est émondé, il existe un calcul acceptant ρ de A et une position e P pospρq
telle que si x P δ alors ρxey “ x et si x P Q alors racinepρxeyq “ x. Comme il existe p P I tel que
Φavpρ, pp, 0q, Kq est un calcul acceptant de A1, nous concluons que A satisfait la Condition 3.

Nous pouvons maintenant prouver le Théorème 4.4.1 :

Démonstration du Théorème 4.4.1. Nous montrons en premier l’implication ñ. Comme le
coût de S est infini, par le Théorème 2.3.18 le coût de S1 “ AA2APVpSq est aussi infini. Par
le Lemme 4.4.2 S1 est réduit et nous pouvons en déduire par le Théorème 4.2.1 que S1 vérifie
(S2). S1 ne peut pas vérifier la condition (S1) car par la définition de la construction AA2APV,
pour tout calcul pp, Kq

u
ÝÑ˚pq, Kq P CalupS1q nous avons p ‰ q. Il est alors facile de vérifier que S

satisfait la propriété (N1).
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Nous montrons maintenant l’implication ð. Comme S vérifie la propriété (N1), par la défi-
nition de la construction AA2APV, S1 “ AA2APVpSq vérifie la propriété (S2). Par le Lemme 4.4.2
S1 est réduit et par le Théorème 4.2.1 nous pouvons donc conclure que le coût de S1 est infini,
et par le Théorème 2.3.18 le coût de S est aussi infini.

4.5 Décidabilité du coût infini des automates à pile visible sur Max-
plus

Nous introduisons dans cette section le semi-anneau Max-plus.

Semi-anneau Max-plus Max-plus est le semi-anneau pN Y t´8u, max, `, ´8, 0q avec max le
maximum de deux entiers et ` l’addition. Nous appellerons ce semi-anneau MP .

La différence entre ce modèle et les N -APV est la manière dont se calcule le coût d’un mot.
Dans le cas des N -APV, le coût d’un mot w est influencé par celui de tous ses calculs, car il est
nécessaire d’en faire la somme afin de calculer le coût de w. Pour les MP-APV c’est un plus
simple, car il n’y a pas besoin de considérer tous les calculs, simplement celui avec le coût le
plus élevé.

Le problème nous concernant est celui de l’infinité du coût, c’est à dire déterminer si le
coût d’un MP-APV est borné ou non. Nous avons discuté dans la Section 4.1 du travail de
Helmut Seidl présenté dans [Sei94b] sur un modèle d’automate d’arbres à coûts utilisant des
polynômes, où le coût de l’automate est simplement l’ensemble des coûts de ses calculs ac-
ceptants. Il présente notamment une procédure pour décider si cet ensemble est fini lorsque
l’on considère le semi-anneau Max-plus. Concernant les MP-AA, le coût de l’automate est
égal à celui du mot accepté au coût maximal, et le coût de chaque mot est égal à celui du calcul
acceptant au coût maximal sur ce mot. Nous pouvons donc en conclure que dans le cas de Max-
plus, le coût de l’automate est égal à celui du calcul acceptant au coût maximal, ce qui revient
donc à résoudre le même problème que Helmut Seidl. Il est ensuite assez simple de modifier
sa procédure pour déterminer si le coût de l’automate est fini. Par le Théorème 3.4.8 statuant
l’équivalence faible entre les APV à coûts et les AA à coûts nous obtenons une procédure pour
déterminer si le coût d’un MP-APV est fini ou non.

Nous allons donc adapter sa procédure pour les MP-AA puis donner une caractérisation
pour les MP-APV sous forme de deux propriétés nécessaires est suffisantes à l’infinité, et mon-
trer qu’il est possible de décider si un MP-APV les satisfait en temps polynomial.

Premièrement dans la Section 4.5.1 nous présenterons la procédure dans le cas des MP-AA.
Puis dans la Sous-section 4.5.2, nous parlerons la caractérisation, et dans la Sous-section 4.5.3
d’un algorithme pour décider de sa présence en temps polynomial.

4.5.1 Automates d’arbres à coûts sur Max-plus

Dans [Sei94b] Helmut Seidl présente une procédure pour résoudre un problème de borne
sur des automates d’arbre à coûts équipés de polynômes. Nous allons adapter ce résultat ici
aux MP-AA émondés.

Nous présentons une propriété caractérisant le coût infini d’un MP-AA :
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Théorème 4.5.1

Soit S “ pA, λq un MP-AA émondé et A “ pQ, I, δq un AA sur l’alphabet pΣ, arq. Le
coût de S est infini si et seulement s’il existe un pp, ppqq-calcul ρ tel que coutpρqq ą 0.

S doit être émondé pour assurer le fait que ρ puisse être complété en un calcul acceptant,
et l’inégalité coutpρq ą 0 assure que la boucle sur p produise un coût de plus en plus grand (et
donc infini).

Dans son article Hemult Seidl présente une propriété équivalente utilisant un automate
d’arbres parameter-reduced, où un bit d’information est stocké dans chaque état pour déterminer
s’il est possible de produire autre chose que ´8 sur un arbre enraciné à cet état. Il doit faire ça
car il suffit de passer par une seule transition avec un coût de ´8 pour obtenir un calcul avec
un coût de ´8. Dans notre cas nous n’en avons pas besoin car notre définition d’automate à
coûts implique qu’une transition ne pas être étiquetée par l’élément absorbant du semi-anneau,
ici ´8. Si nous souhaitons appliquer notre procédure sur un automate d’arbres possédant des
transitions avec un coût de ´8, il nous suffit de vérifier que son coût est différent de ´8 puis
de supprimer les transitions avec un coût de ´8. Le coût différent de ´8 de l’automate d’arbre
initial nous assure que l’automate sans les transitions gênantes défini le même coût.

Démonstration. Nous montrons en premier l’implication ñ. Comme le coût de S est infini il
existe un calcul acceptant ρ sur un arbre t tel que coutpρq ą LS M#Q

S avec MS “ maxptn P N |
Σn ‰ Huq et LS “ maxptm P N | τ P δ, m “ λpτquq. Nous considérons la décomposition de ρ

suivante :
ρ “ ρǫ et ρo “ τopρo.1, . . . , ρo.nq pour tout o P posptq

Comme coutpρq ą LS M#Q
S nous pouvons en déduire qu’un même état p apparaît au moins

deux fois dans une branche du calcul, c’est à dire qu’il existe o, o1 P posptq tels que o est un
préfixe strict de o1, racinepτoq “ racinepτo1q et coutpρoq ą coutpρo1q. Nous avons donc trouvé un
état p “ racinepτoq tel qu’il existe un pp, ppqq-calcul ρ1 et coutpρ1q ą 0, ce qui conclut la preuve.

Nous montrons maintenant l’implication ð. Pour tout i P N, ρi est un pp, ppqq-calcul de S
tel que coutpρiq “ coutpρqi. Comme S est émondé, il existe un pq, ppqq-calcul ρ1 de S avec q P I et
un p-calcul ρ2 de S tels que ρ1ρiρ2 est un calcul acceptant de S et coutpρ1ρiρ2q ě coutpρqi pour
tout i P N. Le coût de S est donc infini, ceci concluant la preuve.

4.5.2 Caractérisation du coût infini d’un automate à pile visible sur Max-plus

Nous allons maintenant étendre les résultats présentés à la Section 4.5.1 aux MP-APV.
Nous ne considérerons ici que le cas des APVbi à coût sur le semi-anneau Max-plus, que nous
appellerons MP-APVbi. Le résultat peut ensuite être étendu au cas général comme il a été fait
pour les N -APV.

Soit S “ pA, λq un MP-APVbi sur l’alphabet structuré ∆ avec A “ pQ, I, F, Γ, δq. Nous
introduisons deux propriétés sur les N -APVbi, (MP1) et (MP2).

Propriété MP1 S a la propriété (MP1) s’il existe u P ∆
˚
bi tel que :

ρ1 : pp, Kq
u,m1ÝÝÑ˚pp, Kq P CalupAq

avec m1 ą 0 (voir la Figure 4.11).
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p

u, m1

FIGURE 4.11 – La propriété (MP1).

Propriété MP2 S a la propriété (MP2) s’il existe uv, w P ∆
˚
bi tels que u R ∆

˚
bi et :

ρ1 : pp, Kq
u,m1ÝÝÑ˚pp, σ1q P CalupAq

ρ : pp, Kq
w,m
ÝÝÑ˚pq, Kq P CalwpAq

ρ1
1 : pq, σ1q

v,m1
1ÝÝÑ˚pq, Kq P CalvpAq

avec m1 ą 0 ou m1
1 ą 0 (voir la Figure 4.12).

p q

u, m1

w, m

v, m1
1

FIGURE 4.12 – La propriété (MP2).

Nous allons montrer dans cette section que ces deux propriétés sur les MP-APVbi caracté-
risent l’infinité du coût.

Théorème 4.5.2

Soit S un MP-APVbi émondé sur l’alphabet structuré ∆. Le coût de S est infini si et
seulement si S satisfait l’une des propriétés (MP1) et (MP2).

Pour prouver ce théorème nous allons procéder de la même manière que pour le Théo-
rème 4.4.1. Nous devons donc montrer dans un premier temps que si S est émondé alors
S1 “ APV2AApSq est aussi émondé.

Lemme 4.5.3

Soit A “ pQ, I, F, δ, Γq un APV sur l’alphabet structuré ∆. Si A est émondé alors
APV2AApSq l’est aussi.

Démonstration. Nous notons A1 “ pQ1, I1, δ1q l’ AA produit par APV2AApAq. Soit pp, qq un état
de Q1. Comme S est émondé et par définition des états de A1 le calcul suivant est un calcul
acceptant de A :

ρ : ppi, Kq
u
ÝÑ˚pp, σq

v
ÝÑ˚pq, σq

w
ÝÑ˚pp f , Kq

Avec pi P I et p f P F. Par le Lemme 2.3.6 il existe un ppi, q f , Kq-calcul acceptant ρ1 de A1 tel que
Φvapρ1, Kq “ ρ, et donc A1 est émondé.

Nous pouvons maintenant montrer le Théorème 4.5.2 :
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Démonstration du Théorème 4.5.2. Soit S “ pA, λq avec A “ pQ, I, F, Γ, δq un APVbi. Nous
appelons S1 l’ AA APV2AApSq avec S1 “ pA1, λ1q et A1 “ pQ1, I1, δ1q. Comme S est émondé, par le
Lemme 4.5.3, S1 l’est aussi. Par le Théorème 2.3.18 nous savons que coutpSq “ coutpS1q et donc
le coût de S est infini si et seulement si le coût de S1 l’est aussi.

Nous montrons le sens ñ. Par le Théorème 4.5.1 comme le coût de S1 est infini, il existe un
pp, q, γ, pp, q, γqq-calcul ρ1 de A1 avec pp, qq P Q ˆ Q et coutpρ1q ą 0. Par le Lemme 2.3.5 cela
signifie qu’il existe un calcul pp, Kq

u
ÝÑ˚pp, σq

w
ÝÑ˚pq, σq

v
ÝÑ˚pq, Kq P CaluwvpAq. Si σ “ K alors S

satisfait (MP1), sinon S satisfait (MP2).
Nous montrons maintenant le sens ð. Comme S satisfait la propriété (MP1) ou la propriété

(MP2), par le Lemme 2.3.6 cela signifie qu’il existe γ P Γ et un pp, q, γ, ppp, q, γqqq-calcul ρ1 de
A1 avec pp, qq P Q ˆ Q et coutpρ1q ą 0. Nous savons par le Théorème 4.5.1 que le coût de S1 est
infini, et celui de S l’est aussi.

4.5.3 La décision du coût infini est dans PTIME

Nous allons maintenant montrer que nous pouvons décider de la présence de (MP1) et
(MP2) en temps polynomial, permettant ainsi de décider de l’infinité du coût d’un MP-APV.

L’algorithme (Figure 4.13) défini trois types de règles d’inférence utilisées comme une pro-
cédure de saturation, et fonctionne de la même manière que pour le Lemme 4.2.6. L’ensemble
S3 permet d’assurer qu’un tuple de S1 satisfait la propriété (MP1) (règle 3.1), ou qu’un tuple
de S2 satisfait la propriété (MP2) (règle 3.2).

p P Q
(1.1)

pp, p, 0q P S1

τ “ pp, a, qq P δι (1.2)
pp, q, λpτq ą 0q P S1

pp, q1, B1qpq1, q, B2q P S1
(1.3)

pp, q, B1 _ B2q P S1

pp1, q1, B1q P S1, τ “ pp, c, γ, p1q P δc, τ1 “ pq1, γ, r, qq P δr
(1.4)

pp, q, B1 _ λpτq ą 0 _ λpτ1q ą 0q P S1

pp, q, B1q P S1, pq1, p1, B2q P S1
(2.1)

pp, q, q1, p1, B1 _ B2q P S2

τ “ pp, c, γ, qq P δcτ “ pq1, γ, r, p1q P δr
(2.2)

pp, q, q1, p1, λpτq ą 0 _ λpτ1q ą 0q P S2

pp, p2, q2, p1, B1q, pp2, q, q1, q2, B2q P S2
(2.3)

pp, q, q1, p1, B1 _ B2q P S2

pp, p, Jq P S1
(3.1)

pJq P S3

pq, q1q P BIA
pp, q, q1, p, Jq P S2

(3.2)
pJq P S3

FIGURE 4.13 – Règles d’inférence pour décider le coût infini d’un MP-APV.

Théorème 4.5.4

Soit S “ pA, λq un MP-APVbi. Il est décidable en PTIME si le coût de S est infini.

Démonstration. La preuve suit les même lignes que la preuve du Lemme 4.2.6.
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Chapitre 5

Décidabilité de l’infinité de la norme
d’un transducteur à pile visible

Dans ce chapitre, nous allons étudier un problème de décidabilité sur le modèle de trans-
ducteurs à pile visible.

La norme d’un transducteur est le nombre maximal de sorties différentes qu’un mot peut
produire. Cette norme peut être finie ou infinie. Il existe deux problèmes classiques de bornes
concernant la norme d’un transducteur. Le premier consiste à décider si, étant donné un entier
k, la norme d’un transducteur est bornée par k. Cette question a été étudiée depuis longtemps
sur plusieurs modèles, et les applications sont multiples. Par exemple, dans le cas des trans-
ducteurs finis ([Web93]) et des transducteurs d’arbres ([Sei94a]) il est possible de tester si deux
transducteurs sont équivalents (c’est-à-dire expriment la même transformation) si leurs normes
sont bornées par un entier k.

Concernant les transducteurs finis, il a tout d’abord été prouvé dans [Sch76] et [BH77] qu’il
est possible de décider si la transformation réalisée est fonctionnelle, c’est à dire s’il y a au
plus une sortie par mot d’entrée. Une preuve différente de ce résultat est aussi disponible dans
[BCPS03]. Puis, Tat-hung Chan et Oscar H. Ibarra ont montré dans [CI83] la décidabilité de la
norme infinie dans le cas où le transducteur fini est lettre à lettre. Le cas général a été finalement
prouvé par Andreas Weber dans [Web90], où il présente deux propriétés décidables en temps
polynomial caractérisant l’infinité de la norme. Un résultat plus récent est disponible dans
[SdS08] par Jacques Sakarovitch et Rodrigo de Souza. Les propriétés sont toujours présentes,
mais la preuve de la nécessité est plus élégante et est basée sur la décidabilité du coût fini d’un
automate fini à coûts. Dans [Sei92], les résultats de [Web90] sont étendus aux transducteurs
d’arbres. La preuve est similaire, et Helmut Seidl propose une extension des propriétés de
Andreas Weber caractérisant l’infinité de la norme des transducteurs d’arbres.

Dans le cas des transducteurs à pile visible un certain nombre de résultats est présenté
dans [FRR`10]. Premièrement, il est montré que la fonctionnalité est décidable en temps poly-
nomial. Il est ensuite prouvé que l’équivalence des transducteurs à pile visible fonctionnels est
un problème EXPTIME-complet. Il est enfin donné un algorithme décidant si, étant donné un
entier k, la norme d’un transducteur est bornée par k. Cet algorithme est dans NPTIME.

Dans ce chapitre nous allons parler de l’extension des résultats concernant l’infinité de la
norme à une sous classe des biTPV, les transducteurs à pile visibles linéaires. Nous allons
présenter un nouveau modèle de transducteur appelé mot-vers-contexte et basé sur les auto-
mates finis, où les sorties sont des contextes de mots, et montrerons qu’il est équivalent aux
biTPV linéaires. Sur ce modèle nous présenterons deux propriétés étendant celles présentées
par Andreas Weber pour les automates finis et par Helmut Seidl pour les automates d’arbres
et montrerons que ce sont des conditions suffisantes à l’infinité de la norme d’un transducteur
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mot-vers-contexte. Nous conjecturons que ces propriétés constituent également une condition
nécessaire et discuterons des différentes approches possibles pour le démontrer.

Plan du chapitre Nous allons présenter les travaux d’ Andreas Weber sur les transducteurs
de mots à la Section 5.1, et ceux de Helmut Seidl sur les transducteurs d’arbres à la Section 5.2.
Nous présenterons ensuite les résultats de Jacques Sakarovitch et Rodrigo de Souza à la Sec-
tion 5.3. Dans la Section 5.4, nous introduirons le nouveau modèle de transducteurs. Enfin nous
présenterons nos résultats sur les TPV linéaires émondés à la Section 5.5.

5.1 Caractérisation de la norme infinie d’un transducteur fini

En 1989, Andreas Weber a prouvé dans [Web90] qu’il est possible de décider en temps po-
lynomial si la norme d’un TF est infinie ou non. Pour cela, il présente deux propriétés appelées
(W1) et (W2). Il montre que la présence de l’une de ces propriétés est nécessaire et suffisante à
l’infinité de la norme TF, et il est possible de décider en temps polynomial si le TF les satisfait.

5.1.1 Une caractérisation par les critères (W1) et (W2)

Nous présentons (W1) et (W2). Soit T “ pA, λq un TF émondé sur l’alphabet Σ.

Propriété (W1) T a la propriété (W1) s’il existe un mot u P Σ
˚ tel que :

p
u,u1ÝÝÑ˚ p P CalupAq, p u,u2ÝÝÑ˚q P CalupAq, q

u,u3ÝÝÑ˚q P CalupAq

et u1u2 ‰ u2u3.

p q

u, u1

u, u2

u, u3

FIGURE 5.1 – La propriété (W1).

La propriété (W1) est représentée à la Figure 5.1. Si T satisfait cette propriété il est possible
de faire varier la position de u2 dans la sortie en modifiant le nombre de u1 et de u3 produits.
Comme u1u2 ‰ u2u3, nous obtenons ainsi un nombre non borné de mots différents sur la même
entrée.

Propriété (W2) T a la propriété (W2) s’il existe des mots u, v, w P Σ
˚ tels que :

p
u,u1ÝÝÑ˚ p1 P CalupAq, p1

v,v1ÝÝÑ˚ p1 P CalvpAq, p1
w,w1ÝÝÝÑ˚ p P CalwpAq,

p u,u2ÝÝÑ˚ p2 P CalupAq, p2
v,v2ÝÝÑ˚ p2 P CalvpAq, p2

w,w2ÝÝÝÑ˚q P CalwpAq,

q
u,u3ÝÝÑ˚ p3 P CalupAq, p3

v,v3ÝÝÑ˚ p3 P CalvpAq, p3
w,w3ÝÝÝÑ˚q P CalwpAq,

et |v1| ‰ |v2|.
La propriété (W1) est représentée à la Figure 5.2. Si T satisfait cette propriété alors il est

possible de générer un nombre non borné de mots de différentes tailles sur la même entrée en
modifiant combien de fois les mots v1 et v2 apparaissent dans la sortie. Dans les sous-sections
suivantes nous allons montrer le résultat suivant :
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p

p1

p2 q

p3

u, u1

v, v1

w, w1

u, u2

v, v2

w, w2

u, u3

v, v3

w, w3

FIGURE 5.2 – La propriété (W2).

Théorème 5.1.1: [Web90]

Soit T un TF émondé. La norme de T est infinie si et seulement si T satisfait l’une des
propriétés (W1) ou (W2).

5.1.2 Un transducteur satisfaisant (W1) ou (W2) possède une norme infinie

Le but de cette section est de montrer le premier sens du Théorème 5.1.1. Nous définissons
la proposition suivante :

Proposition 5.1.2

Soit T “ pA, λq un TF émondé. Si T satisfait l’une des propriétés (W1) ou (W2) alors
la norme de T est infinie.

Montrer que la présence de l’une de ces propriétés implique une norme infinie n’est pas
difficile. Tout d’abord, comme T est émondé il existe deux calculs pi

uiÝÑ˚ p P Calui pAq et q
uiÝÑ˚q f P

Calu f pAq avec pi un état initial et q f un état final. Dans le cas de (W1), il suffit de considérer les
sorties yk,n “ un´1

1 u2uk´n
3 produites par le mot uk pour tout k P N et n P r1, ks. Si |u1u2| ‰ |u2u3|

alors |u2| ‰ |u3|. Il est donc possible de construire des calculs satisfaisants (W2) en utilisant les
deux calculs p

u,u1ÝÝÑ p et q
u,u1ÝÝÑ q plusieurs fois, comme représenté à la figure 5.3.

p

p

q q

q

u, u1

u, u1

u, u1

u, u2

u, u3

u, u3

u, u3

u, u3

u, u3

FIGURE 5.3 – Si T satisfait (W1) avec |u1u2| ‰ |u2u3| alors T satisfait (W2).

Sinon |u1u2| “ lu2u3| et il existe donc une position l P N telle que u1u2plq ‰ u2u3plq, et
ceci implique pour tout k P N et n, n1 P r1, ks avec n ‰ n1 nous avons yk,n ‰ yk,n1 . Nous avons
donc norpuiuku f q ě k et nous obtenons que norpTq “ `8. Concernant la propriété (W2), il
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suffit de considérer les sorties sk,n “ Π
n´1
i“1 pu1vk´i

1 w1qu2vk´n
2 w2Π

k
i“n`1pu3vk´i

3 w3q produites par
le mot Π

k
i“1puvk´iwq pour tout k P N et n P r1, ks. Pour tout n1 P r1, ks nous avons |sk,n| ´ |sk,n1 | “

pk ´ nqp|v2| ´ |v1|q ´ pk ´ n1qp|v2| ´ |v1|q. Si n est différent de n1 alors |sk,n| ‰ |sk,n1 |. Ceci implique
que norpuiΠ

k
i“1puvk´iwqu f q ě k, et comme T est émondé nous obtenons que norpTq “ `8.

5.1.3 Un transducteur avec une norme infinie satisfait (W1) ou (W2)

Ce sens de la preuve nécessite plus de travail, et nous allons présenter plusieurs résultats
intermédiaires. Nous modifions la preuve originale de Andreas Weber afin de la rapprocher de
celle de Helmut Seidl dans le cas des transducteurs d’arbres vers arbres. La plupart des argu-
ments utilisés restent cependant les mêmes, seule la structure de la preuve change. L’idée est
de décomposer les calculs du transducteur fini de manière finie, puis de montrer que chaque
élément de cette décomposition ne peut produire qu’un nombre borné de sorties. Cette décom-
position se base sur la notion de composante connexe, que nous présentons.

Définition 5.1.3

Soit T “ pA, λq un TF avec A “ pQ, I, F, δq. La composante connexe d’un état q P Q est
l’ensemble des états Qq tel que pour tout p P Qq, il existe deux calculs q u

ÝÑ˚ p P CalupTq

et p v
ÝÑ˚q P CalvpTq.

Nous considérons maintenant l’ensemble des calculs acceptants sur un mot d’entrée u, et
pour chaque position l nous définissons Suplq comme l’ensemble des états que peuvent at-
teindre les calculs à la position l. La décomposition regarde ensuite si l’ensemble Suplq se répète
à une position ultérieure. Si oui, nous supprimons les états utilisés par les calculs sur u entre ces
deux positions. Nous répétons ce processus pour tout l de manière croissante, assurant ainsi
que tout calcul possède une représentation finie dépendant uniquement du nombre d’états de
l’automate. Formellement,

Définition 5.1.4

Soient T “ pA, λq un TF sur l’alphabet Σ, u “ a1 . . . am P Σ
˚ un mot et une position

l P r1, ms. Nous appelons Suplq l’ensemble d’états pouvant être atteints à la position l
par un calcul acceptant sur u :

Suplq “ tpl | p0
a1ÝÑp1

a2ÝÑ ¨ ¨ ¨ pm P ACalupAqu

Définition 5.1.5

Soient T “ pA, λq un TF sur l’alphabet Σ et u “ a1 . . . am P Σ
˚ un mot et une position

l P r1, ms. Nous appelons Nextuplq l’ensemble défini comme suit :

˝ Nextuplq “ l1 si l ă l1, Suplq “ Supl1q et Suplq ‰ Supkq pour tout k ą l1,

˝ Nextuplq “ l sinon.
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Définition 5.1.6

Soient T “ pA, λq un TF sur l’alphabet Σ et u “ a1 . . . am P Σ
˚ un mot. Nous appelons

Pu le plus petit sous-ensemble de r1, ms tel que :

˝ 1 P Pu

˝ @l P Pu,Nextuplq P Pu

˝ @l P Pu, si Nextuplq “ l et l ă |u|, alors l ` 1 P Pu

De plus nous considérons la partition suivante de Pu, Pu “ P“
u Y P‰

u avec :

˝ P“
u “ tl P Pu | Nextuplq “ lu

˝ P‰
u “ tl P Pu | Nextuplq ‰ lu

Par définition de P“
u et de P‰

u , nous avons #P“
u ď 2n et #P‰

u ď 2n avec n le nombre d’états
de A. En effet, si #P“

u ą 2n alors il existe l, l1 P N tels que l ‰ l1, Suplq “ Supl1q et Nextuplq “ l, ce
qui est en contradiction avec la définition de Nextuplq. De plus #P‰

u ď 2n car pour tout l P P‰
u ,

si Nextplq P P“
u alors NextpNextplqq “ Nextplq. Nous pouvons donc borner la taille de P‰

u avec la
taille de P“

u .

Au Lemme 5.1.8 nous présentons formellement la décomposition des calculs de T en utili-
sant Next et les composantes connexes. Nous rappelons que le but de cette décomposition est
d’obtenir une représentation finie d’un calcul, indépendamment de sa longueur. Avant toute
chose nous avons besoin d’introduire une notation pour raisonner sur les sorties de T.

Définition 5.1.7

Soit T “ pA, λq un TF sur l’alphabet Σ vers Σ
1 avec A “ pQ, I, F, δq. Pour tout p, q P Q

et u P Σ
˚ nous appelons Tp,qpuq et Tppuq les ensembles et norp,qpuq et norppuq les entiers

définis comme suit :
Tp,qpuq “ tv P Σ

1˚ | p u,v
ÝÝÑ˚q P CalupAqu norp,qpuq “ #Tp,qpuq

Tppuq “
Ť

p1PQpTp,p1puqq norppuq “ #Tppuq

Lemme 5.1.8

Soit T “ pA, λq un TF sur l’alphabet Σ avec A “ pQ, I, F, δq et u P Σ
˚ un mot. Nous

avons :

Tqpuq “
Ť

iPP‰
u ,

pPQq, rRQq

Tq,ppup1, iqq . Tp,rpupi,Nextpiqqq . TrpupNextpiq . . .qq

Y
Ť

iPP“
u ,pPQq,

τ“pp,a,rqPδ
avec a“uris et rRQq

Tq,ppup1, iqq . λpτq . Trpupi ` 1 . . .qq

Y
Ť

pPQq

Tq,ppuq
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Pour chaque calcul ρ : p0
a1,v1ÝÝÝÑp1

a2,v2ÝÝÝÑ ¨ ¨ ¨ pn P CalupAq, nous montrons maintenant pourquoi
ρ est toujours compatible avec l’une des trois décompositions.

Nous considérons la plus grande position l P r1, ns telle que pl P Qp0 . Par définition, pour
tout l1 P rl ` 1, |u| ` 1s nous avons p1

l R Qp0 et pour tout l1 P r1, ls nous avons pl1 P Qp0 . Si
l “ n alors ρ est compatible avec la troisième décomposition avec p “ pl . Sinon si Nextplq ‰ l
alors ρ est compatible avec la première décomposition avec p “ pl et r “ pNextplq. Sinon ρ est
compatible avec la deuxième décomposition avec τ “ ppl , al , pl`1q, p “ pl et r “ pl`1.

Nous sommes donc capable d’exprimer l’intégralité des calculs acceptants sur u via ces
décompositions. Il suffit ensuite de borner la taille des ensembles Tq,p et Tp,r, et d’appliquer
une induction sur Tr afin de borner le nombre de sorties produites par u. Pour cela nous dé-
finissons deux lemmes. Le Lemme 5.1.9 nous permet de borner la taille de Tq,p, tandis que le
Lemme 5.1.10 borne la taille de Tp,r.

Lemme 5.1.9

Soit T un TF sur l’alphabet Σ ne satisfaisant pas (W1) avec A “ pQ, I, F, δq . Pour tous
états p, q P Q et mot u P Σ

˚ tels que q P Qp nous avons norp,qpuq “ 1.

Si l’on suppose que norp,qpuqq ą 1 alors il existe deux calculs p
u,v1ÝÝÑ˚q, p u,v2ÝÝÑ˚q P CalupAq

avec v1 ‰ v2. De plus, comme p et q sont dans la même composante connexe, nous pouvons en
déduire qu’il existe un calcul q

w,v3ÝÝÑ˚ p P CalwpAq. Nous avons donc deux boucles distinctes sur
l’état p, produisant les mots pv1v3q et pv2v3q. Nous pouvons en conclure que T satisfait (W1) car
pv1v3qpv1v3q ‰ pv1v3qpv2v3q, ce qui est en contradiction avec l’hypothèse de départ concernant
(W1).

Pour le deuxième lemme nous avons besoin d’une propriété intermédiaire, appelée (W1’).
Soit T “ pA, λq un TF émondé sur l’alphabet Σ.

Propriété (W1’) T a la propriété (W1’) si il existe un mot u P Σ
˚ tel que :

p
u,u1ÝÝÑ˚ p P CalupAq, p u,u2ÝÝÑ˚q P CalupAq, p u,u2ÝÝÑ˚q P CalupAq, q

u,u4ÝÝÑ˚q P CalupAq

et u1 ‰ ǫ ^ |u2| “ |u3| ^ u2 ‰ u3

p q

u, u1

u, u3

u, u2

u, u4

FIGURE 5.4 – La propriété (W1’)

La propriété (W1’) est représentée à la Figure 5.4. A noter que si T ne satisfait pas la pro-
priété (W1), alors il ne satisfait pas non plus la propriété (W1’). En effet si (W1) n’est pas satisfait
pour tout i P N nous avons ui

1u2 “ u2ui
4 et ui

1u3 “ u3ui
4. Si u1 est non vide, ces égalités nous

disent qu’il existe deux entiers l, k P N et des mots v, w P Σ
˚ tels que v et w sont des préfixes de

u1, u2 “ ul
1v et u3 “ uk

1w. Si |u2| “ |u3| alors nous obtenons que u2 “ u3.
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Lemme 5.1.10

Soit T “ pA, λq un TF sur l’alphabet Σ ne satisfaisant pas (W2) et (W1’) avec A “
pQ, I, F, δq. Il existe un polynôme P indépendant de T tel que pour tout u P Σ

˚ et
B Ď Q avec

p1q @p P B, Dq P B, Dp
u|v
ÝÝÑ q P CalupAq,

p2q @q P B, Dp P B, Dp
u|v1

ÝÝÑ q P CalupAq,

nous avons : norp,qpuq ď 2Pp|A|q pour tout p, q P B.

Pour prouver ce résultat, il convient de noter que par définition de B pour tout p, q P B il
existe des entiers i, j P N et des états p1, p2 P B tels que :

˝ η1 “ p1
ui`j`1|v1
ÝÝÝÝÝÑ p1

˝ η2 “ p1
ui|v2
ÝÝÝÑ p

˝ η1
2 “ q

uj|v3
ÝÝÝÑ p2

˝ η3 “ p2
ui`j`1|v4
ÝÝÝÝÝÑ p2

En effet, comme B est de taille finie il existe deux calculs :

q
u,v1

1ÝÝÑ q1
u,v1

2ÝÝÑ . . .
u,v1

nÝÝÑ qn q1
m

u,v2
mÝÝÑ . . .

u,v2
2ÝÝÑ q1

1
u,v2

1ÝÝÑ p

avec q1, . . . qn, q1
1, . . . q1

m P B et il existe deux positions l P r1, ns et k P r1, ms telles que qn “ ql et
q1

m “ q1
k. En choisissant une bonne itération des boucles, nous obtenons les calculs η1, η2, η1

2 et
η3. Nous notons u “ a1 . . . an avec n P N. Soient ρi “ pi,0

a1ÝÑpi,1
a2ÝÑ ¨ ¨ ¨ pi,n P CalupAq des calculs

pour tout i P r1, 3s. Le noyau de π “ pρ1, ρ2, ρ3q, dénoté par noyaupπq est le triplet de calculs
pρ1

1, ρ1
2, ρ1

3q défini comme suit :

˝ Si pour tout k P r0, n ´ 1s et l P rk ` 1, ns nous avons pp1,k, p2,k, p3,kq ‰ pp1,l , p2,l , p3,lq alors
noyaupπq “ π.

˝ Sinon, il existe k P r0, n ´ 1s et l P rk ` 1, ns telles que pp1,k, p2,k, p3,kq “ pp1,l , p2,l , p3,lq et :

– Il n’existe pas k1 P r0, k ´ 1s et l1 ą k1 avec pp1,k1 , p2,k1 , p3,k1q “ pp1,l1 , p2,l1 , p3,l1q,

– il n’existe pas l1 ą l avec pp1,k, p2,k, p3,kq “ pp1,l1 , p2,l1 , p3,l1q

Nous appelons noyaupπq le triplet noyaupπ1q avec π1 “ pρ1
1, ρ1

2, ρ1
3q et pour tout i P r1, 3s :

ρ1
i “ pi,0

a1ÝÑpi,1
a2ÝÑ ¨ ¨ ¨ pi,k

al`1
ÝÝÑpi,l`1

al`2
ÝÝÑ ¨ ¨ ¨ pi,n

La fonction noyau supprime donc toutes les boucles synchronisées sur les calculs ρ1, ρ2 et
ρ3. Il est assez aisé de voir que le nombre de noyaux différents pouvant être construit par noyau
est borné par 2|A|6 .

Nous considérons maintenant les calculs extraits de B, et supposons qu’il existe deux calculs

η̂ : p
u|v
ÝÝÑ q, η̂1 : p

u|v1

ÝÝÑ q P CalupAq. Nous allons montrer que si π “ pη1, η2η̂η1
2, η3q et π1 “

pη1, η2η̂1η1
2, η3q ont le même noyau alors v2vv3 “ v2v1v3, ceci impliquant que v “ v1.
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Nous montrons en premier que si π et π1 ont le même noyau alors |v| “ |v1|. Nous appelons
etape l’application de la fonction de noyau sans récursion (ne supprimant qu’un seul triplet de
boucles). Pour tout i P Ną0 nous appelons πi “ pη̄1,i, η̄2,i, η̄3,iq et π1

i “ pη̄1
1,i, η̄1

2,i, η̄1
3,iq les triplets

produits respectivement par etapepπi´1q et par etapepπ1
i´1q avec π0 “ π et π1

0 “ π1. Nous
appelons k, l P N les entiers tels que πk “ π1

l “ noyaupπq “ noyaupπ1q. Comme T ne satisfait
pas (W1) nous pouvons en déduire que pour tout i P Ną0 nous avons :

|sortiepη̄1,iq| ´ |sortiepη̄2,iq| “ |sortiepη̄1,i´1q| ´ |sortiepη̄2,i´1q|
|sortiepη̄1

1,iq| ´ |sortiepη̄1
2,iq| “ |sortiepη̄1

1,i´1q| ´ |sortiepη̄1
2,i´1q|

Comme nous avons η̄1,0 “ η̄1
1,0 et η̄2,k “ η̄1

2,l , nous concluons que |v2vv3| “ |v2v1v3| et donc
|v| “ |v1|. Nous distinguons maintenant deux cas :

˝ Si v1 ‰ ǫ, alors comme T ne satisfait pas (W1’), |v2vv3| “ |v2v1v3| implique que v2vv3 “
v2v1v3 et donc v “ v1.

˝ Si v1 “ ǫ, alors les mots produits sur les boucles supprimées de η1 sont vides. Comme T
ne satisfait pas (W1) nous en déduisons que pour tout i P Ną0 nous avons sortiepη̄2,iq “
sortiepη̄2,i´1q et sortiepη̄1

2,iq “ sortiepη̄1
2,i´1q. Par conséquent, comme sortiepπkq “ sortiepπ1

lq,
sortiepπ0q “ v2vv3 et sortiepπ1

0q “ v2v1v3 nous en déduisons que v2vv3 “ v2v1v3 et donc
v “ v1.

Nous avons donc prouvé le résultat souhaité. En effet, comme le nombre de noyaux est
borné par 2|A|6 , nous pouvons en déduire que le nombre de mots produits entre p et q sur u est
aussi borné par 2|A|6 . Nous pouvons conclure que norp,qpuq ď 2Pp|A|q pour tout p, q P B.

Nous pouvons maintenant montrer si T ne satisfait pas (W1) et (W2) alors la norme de T
est finie.

Proposition 5.1.11

Soit T “ pA, λq un TF sur l’alphabet Σ satisfaisant les propriétés (W1) et (W2) avec
A “ pQ, I, F, δq. Il existe un polynôme P1 tel que norpTq ď 2P1p|T|q.

Soit T un transducteur fini avec un seul état initial qini. Nous notons par vpn, kq le maximum
de la norme d’un TF avec au plus n états et k le nombre de composantes connexes de T, c’est à
dire k “ #tQq | q P Qu.

Par le Lemme 5.1.9, nous avons montré que vpn, 1q ď n. Nous donnons maintenant une
propriété récursive de vpn, kq. Soit u P Σ

˚ un mot. Par le Lemme 5.1.8 nous avons :

norqini puq ď
ř

iPP‰
u ,

pPQqini , rRQqini

norqini ,ppur1, isq . norp,rpuri,Nextpiqsq . norrpurNextpiq, . . .sq

`
ř

iPP“
u ,pPQqini ,

τ“pp,a,rqPδ
avec a“uris et rRQqini

norqini ,ppur1, isq . 1 . norrpuri, . . .sq

`
ř

pPQqini

norqini ,ppuq

Dans tous les termes, comme p P Qpini , nous pouvons appliquer le Lemme 5.1.9 pour borner
la taille de norqini ,p. De plus dans le premier terme, comme i P P‰

u , nous avons Spiq “ SpNextpiqq
et nous pouvons donc appliquer le Lemme 5.1.10 avec N “ Spiq pour borner norp,r avec p, r P
Spiq. De plus dans les deux premiers termes r n’est pas dans Qqini , et donc la norme depuis r
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peut-être majorée par le terme vpn, k ´ 1q. En conséquence, comme l’inégalité précédente est
vrai pour tout mot u nous avons :

vpn, kq ď
ÿ

iPP‰
u ,

pPQqini , rRQqini

p2Pp|T|q ¨ vpn, k ´ 1qq `
ÿ

iPP“,pPQqini
pp,a,rqPδ

avec a“uris et rRQqini

pvpn, k ´ 1qq ` n

En utilisant les bornes sur P‰
u and P“

u , nous obtenons :

vpn, kq ď 2n.n2.2Pp|T|q.vpn, k ´ 1q ` 2n.n2.vpn, k ´ 1q ` n

ď vpn, k ´ 1q.2n.n2.p2Pp|T|q ` 1q ` n

ď vpn, k ´ 1q.2n`Ppnq`2log2pnq`1 ` n

Et donc en utilisant la borne sur vpn, 1q nous pouvons en déduire que :

vpn, nq ď n.2pn´1q.pn`Ppnq`2log2pnq`1q ` n

Comme il y a au plus n composantes connexes, et comme en plus il faut considérer la somme
sur tous les différents états initiaux, nous obtenons finalement la borne suivante sur la norme
de T :

norpTq ď 2pn´1q.pn`Ppnq`2log2pnq`1q`2.log2pnq ` n

Nous avons donc montré qu’il existe un polynôme P1 tel que norpTq ď 2P1p|T|q.

Nous avons donc montrer la propriété souhaitée, le Théorème 5.1.1 découlant directement
de cette proposition et de la Proposition 5.1.2.

5.2 Caractérisation de la norme infinie d’un transducteur d’arbres

En 1994, Helmut Seidl étend les résultats d’Andreas Weber aux transducteurs d’arbres. Il
présente une approche similaire, sous la forme de plusieurs propriétés assurant l’infinité de la
norme infinie d’un AA. La principale différence vient d’une troisième propriété, absente de la
caractérisation d’Andreas Weber. Cette propriété capture la complexité inhérente aux AA. En
effet, un automate fini peut être vu comme un automate d’arbre où toutes les transitions ont
une arité de 1. La nouvelle propriété permet donc de représenter le coté horizontal d’un AA en
plus du coté vertical.

Nous présentons les propriétés (F0), (F1) et (F2). Soit T “ pA, λq un AA émondé sur l’alpha-
bet gradué pΣ, arq.

Propriété (F0) T a la propriété (F0) s’il existe un contexte exact t P TΣptx1uq tel que :

p
t,s1ÝÝÑ˚ppq P CaltpTq, p t,s2ÝÝÑ˚pqq P CaltpTq, q

t,s3ÝÝÑ˚pqq P CaltpTq

et s1s2 ‰ s2s3.

Propriété (F1) T a la propriété (F1) s’il existe des contextes t1, t2, t3 P TΣptx1uq tels que :
p

t1,s11ÝÝÝÑ˚pp1q P Calt1pTq, p1
t2,s12ÝÝÝÑ˚pp1q P Calt2pTq, p1

t3,s13ÝÝÝÑ˚ppq P Calt3pTq,
p

t1,s21ÝÝÝÑ˚pp2q P Calt1pTq, p2
t2,s22ÝÝÝÑ˚pp2q P Calt2pTq, p2

t3,s23ÝÝÝÑ˚pqq P Calt3pTq,
q

t1,s31ÝÝÝÑ˚pp3q P Calt1pTq, p3
t2,s32ÝÝÝÑ˚pp3q P Calt2pTq, p3

t3,s33ÝÝÝÑ˚pqq P Calt3pTq,
et s11s12s13s21s23 ‰ s21s22s23s31s33.
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Propriété (F2) T a la propriété (F2) s’il existe des contextes exacts t1 P TΣptx1, x2uq, t2 P
TΣptx1uq et t3 P TΣ tels que :

p
t1,s11ÝÝÝÑ˚pp, p1q P Calt1pTq, p1

t2,s12ÝÝÝÑ˚pp1q P Calt2pTq, p1
t3,s13ÝÝÝÑ˚pq P Calt3pTq,

p
t1,s21ÝÝÝÑ˚pq, p2q P Calt1pTq, p2

t2,s22ÝÝÝÑ˚pp2q P Calt2pTq, p2
t3,s23ÝÝÝÑ˚pq P Calt3pTq,

q
t1,s31ÝÝÝÑ˚pq, p3q P Calt1pTq, p3

t2,s32ÝÝÝÑ˚pp3q P Calt2pTq, p3
t3,s33ÝÝÝÑ˚pq P Calt3pTq,

et s11rs21rx1, s23s, s12s13s ‰ s21rs31rx1, s33s, s22s23s.

Le résultat montré par Helmut Seidl est le suivant :

Théorème 5.2.1: [Sei94a]

Soit T un AA émondé. La norme de T est infinie si et seulement si T satisfait l’une des
propriétés (F1) ou (F2).

La première chose à constater est que (F0) n’est pas présent dans la caractérisation. En effet,
la propriété (F1) est suffisamment générale pour englober (F0). La définition de (F1) est diffé-
rente de (W2) pour cette raison mais pas seulement. En effet, contrairement aux transducteurs
finis où (W1) capture tous les cas où il est possible de générer un nombre non borné de mots de
même taille mais différents, dans le cas des transducteurs d’arbres la propriété (F0) est incom-
plète est n’englobe pas entièrement toute cette complexité. Enfin, la propriété (F2) gère le coté
horizontal des AA non présent dans les TF.

La preuve de ce résultat suit les grandes lignes de la preuve du Théorème 5.2.1, la seule
grosse différence étant l’intégration de la propriété (F2) dans le cheminement, utilisée pour
montrer l’équivalent du Lemme 5.1.10 pour les transducteurs d’arbres. Bien évidemment la
preuve des différents arguments, même s’ils découlent directement de ceux utilisés dans le cas
des transducteurs finis, est bien plus complexe et nécessite un lourd travail de combinatoire des
arbres que nous ne présenterons pas ici, et nous renvoyons le lecteur à l’article de référence.

5.3 Nouvelle caractérisation de la norme infinie d’un transducteur
fini

Nous avons présenté une caractérisation de la norme infinie d’un transducteur fini par le
biais de deux propriétés appelées (W1) et (W2). Dans cette section, nous allons parler d’une
approche plus récente démontrant le même résultat en utilisant des délais. Intuitivement, si
nous considérons les sorties de deux calculs ρ1, ρ2 sur le même mot d’entrée, le délai entre ρ1 et
ρ2 est le mot que doit produire ρ1 pour rattraper sortiepρ2q. Pour que cela soit possible sortiepρ1q
doit être un préfixe de sortiepρ2q, sinon les deux mots sont incompatibles et il devient alors
impossible de rattraper le délai. Cette notion est très intéressante car elle permet de représenter
finement le comportement d’un transducteur. En stockant des délais dans l’état, il devient alors
possible de retenir quel est le nombre de sorties différentes produites jusque là.

5.3.1 Définition de délai

Soit Σ un alphabet. Nous appelons HΣ l’ensemble de paires de mots de Σ
˚ où l’un des deux

est vide et auquel l’élément 0 est ajouté :

HΣ “ pΣ
˚ ˆ tǫuq Y ptǫu ˆ Σ

˚q Y 0
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Étant donnés u, v deux mots de Σ
˚, le délai entre u et v est l’élément de HΣ dénoté par delaipu, vq

et défini par :

delaipu, vq “

$

&

%

pw, ǫq si u “ vw avec w P Σ
˚,

pǫ, wq si v “ uw avec w P Σ
˚,

0 sinon.
Intuitivement, delaipu, vq nous dit à quel point u est en avance ou en retard par rapport à v.

Si delaipu, vq “ 0 alors u et v sont incompatibles. De plus si delaipu, vq “ pǫ, ǫq alors u “ v. La
taille d’un délai d ‰ 0, dénotée par |d|, est définie par :

|d| “

"

|w| si d “ pw, ǫq ou d “ pǫ, wq avec w P Σ
˚,

0 sinon.
Nous définissons maintenant une fonction de mise à jour de délai. Étant donnés un délai

d P HΣ et deux mots u, v P Σ
˚ nous définissons la fonction majpd, u, vq de la manière suivante :

majpd, u, vq “

"

delaipu1u, v1vq si d “ pu1, v1q avec u1, v1 P Σ
˚,

0 sinon.
Supposons qu’il existe deux mots u2, v2 P Σ

˚ tels que delaipu2, v2q “ d. La fonction maj

permet de calculer delaipu2u, v2vq en ne connaissant que le délai entre u2 et v2. Il est donc facile
de montrer que nous avons majpd, u, vq “ delaipu2u, v2vq et si u “ v “ ǫ alors majpd, u, vq “ d.

Soit T “ pA, λq un TF sur l’alphabet Σ vers l’alphabet Σ
1 et deux calculs de A sur a1, . . . , an P

Σ
˚ avec n P N :

ρ “ p0
a1,v1ÝÝÝÑp1

a2,v2ÝÝÝÑ ¨ ¨ ¨ pn, ρ1 “ p1
0

a1,v1
1ÝÝÝÑp1

1
a2,v1

2ÝÝÝÑ ¨ ¨ ¨ p1
n

le délai entre ρ et ρ1 est l’élément de HΣ1 dénoté par delaipρ, ρ1q et défini par :

delaipρ, ρ1q “ delaipv1 . . . vn, v1
1, . . . v1

nq

Si delaipρ, ρ1q ‰ 0, alors nous définissons le décalage xρ, ρ1y entre ρ et ρ1 de la manière suivante :

xρ, ρ1y “ maxpt|delaipρl , ρ1
lq| | ρl “ p0

a1,v1ÝÝÝÑp1
a2,v2ÝÝÝÑ ¨ ¨ ¨ pl , ρ1

l “ p1
0

a1,v1
1ÝÝÝÑp1

1
a2,v1

2ÝÝÝÑ ¨ ¨ ¨ p1
l et l P r1, nsuq

5.3.2 Une nouvelle caractérisation par les critères (C1) et (C2)

Nous présentons maintenant une caractérisation de la norme infinie d’un transducteur fini
utilisant les délais définis dans la section précédente. Cette caractérisation est proposée par
Rodrigo de Souza et Jacques Sakarovitch dans [SdS08].

Soit T “ pA, λq un TF émondé sur l’alphabet Σ avec A “ pQ, I, F, δq. Nous appelons LT

l’entier défini par LT “ maxpt|λpτq| | τ P δuq.

Propriété (C1) T a la propriété (C1) s’il existe un mot u P Σ
˚ tel que :

ρ1 : p
u,u1ÝÝÑ˚ p P CalupAq, ρ2 : p u,u2ÝÝÑ˚q P CalupAq, ρ3 : q

u,u3ÝÝÑ˚q P CalupAq

et u1u2 ‰ u2u3.

Propriété (C2) T a la propriété (C2) s’il existe un mot u P Σ
˚ tel que :

ρ1 : p
u,u1ÝÝÑ˚ p P CalupAq, ρ2 : p u,u2ÝÝÑ˚q P CalupAq, ρ3 : q

u,u3ÝÝÑ˚q P CalupAq

et u1u2 “ u2u3 ^ xρ1ρ2, ρ2ρ3y ą LT#Q3.

La propriété (C1) est la même que (W1), et la propriété (C2) est nouvelle, et permet de
cacher la complexité de (W2). En effet l’inégalité xρ1ρ2, ρ2ρ3y ą LT#Q3 implique que la taille de
u dépasse #Q3, ceci permettant d’extraire des boucles synchronisées sur ρ1, ρ2 et ρ3 produisant
des mots de longueurs différentes (comme pour (W2)).
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Théorème 5.3.1: [SdS08]

Soit T un TF émondé. La norme de T est infinie si et seulement si T satisfait l’une des
propriétés (C1) ou (C2).

5.3.3 Un transducteur satisfaisant (C1) ou (C2) possède une norme infinie

Proposition 5.3.2

Soit T “ pA, λq un TF émondé. Si T satisfait l’une des propriétés (C1) ou (C2) alors la
norme de T est infinie.

Pour prouver ce lemme nous montrons ce résultat intermédiaire.

Lemme 5.3.3

Soit T “ pA, λq un transducteur fini. Si T ne satisfait pas les propriétés (W1) et (W2)
alors il ne satisfait pas non plus les propriétés (C1) et (C2).

Le fait que (C1) ne soit pas satisfait est trivial. Si nous supposons que (C2) est satisfait alors
il existe des calculs ρ1 : p

u,u1ÝÝÑ˚ p, ρ2 : p u,u2ÝÝÑ˚q et ρ3 : q
u,u3ÝÝÑ˚q P CalupAq que nous choisissons de

tailles minimales tels que u1u2 “ u2u3 et xρ1ρ2, ρ2ρ3y ą LT#Q3. Cette hypothèse assurant que
|u| ą #Q3 nous permet d’extraire des trois calculs des boucles synchronisées. Plus précisément,
il existe des calculs ρ11, ρ12, ρ13, ρ21, ρ22, ρ23, ρ31, ρ32, ρ33 de A définis comme suit :

ρ11 : p
u1,u1

1ÝÝÝÑ˚ p1 P Calu1pAq, ρ12 : p1
v1,v1

1ÝÝÑ˚ p1 P Calv1pAq, ρ13 : p1
w1,w1

1ÝÝÝÑ˚ p P Calw1pAq,

ρ21 : p
u1,u1

2ÝÝÝÑ˚ p2 P Calu1pAq, ρ22 : p2
v1,v1

2ÝÝÑ˚ p2 P Calv1pAq, ρ23 : p2
w1,w1

2ÝÝÝÑ˚q P Calw1pAq,

ρ31 : q
u1,u1

3ÝÝÝÑ˚ p3 P Calu1pAq, ρ32 : p3
v1,v1

3ÝÝÑ˚ p3 P Calv1pAq, ρ33 : p3
w1,w1

3ÝÝÝÑ˚q P Calw1pAq

tels que ρ1 “ ρ11ρ12ρ13, ρ2 “ ρ21ρ22ρ23 et ρ3 “ ρ31ρ32ρ33. Pour tout l P N nous considérons les
calculs suivants :

ρl
1 “ ρ11ρl

12ρ13 ρl
2 “ ρ21ρl

22ρ23 ρl
3 “ ρ31ρl

32ρ33

Comme T ne satisfait pas (W1) nous savons que sortiepρl
1ρl

2q “ sortiepρl
2ρl

3q. De plus T ne sa-
tisfait pas (W2) et cela implique que |v1

1| “ |v1
2|. Nous en déduisons que delaipρ11ρ12, ρ21ρ22q “

delaipρ11, ρ21q. Nous pouvons conclure que |delaipρ11ρ13, ρ21ρ23q| ą LT#Q3 et donc :

xρ11ρ13ρ21ρ23, ρ21ρ23ρ31ρ33y ą LT#Q3

Ce qui est une contradiction avec l’hypothèse de départ sur la minimalité de la longueur
des calculs ρ1, ρ2 et ρ3.

La preuve du Lemme 5.3.2 suit directement ce résultat et la Proposition 5.1.2. En effet si T
satisfait l’une des propriétés (C1) ou (C2) alors par le Lemme 5.3.3 T satisfait aussi l’une des
propriétés (W1) ou (W2). Par la Proposition 5.1.2 nous pouvons donc conclure que la norme de
T est infinie.

5.3.4 Un transducteur avec une norme infinie satisfait (C1) ou (C2)
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Proposition 5.3.4

Soit T “ pA, λq un TF émondé. Si la norme de T est infinie alors T satisfait l’une des
propriétés (C1) ou (C2).

Pour prouver cette proposition nous allons utiliser des outils totalement différents de la
preuve originale, que nous définissons maintenant.

Soit T “ pA, λq un transducteur fini avec A “ pQ, I, F, δq. Nous définissons trois ensembles
DT

C1, DT
C2 et DT de paires d’états de T de la manière suivante. Pour toute paire pp, qq P Q ˆ Q

telle que p ‰ q et ρ1 : p
u,u1ÝÝÑ˚ p, ρ2 : p u,u2ÝÝÑ˚q, ρ3 : q

u,u3ÝÝÑ˚q P CalupTq nous avons :

pp, qq P DT
C1 ô u1u2 ‰ u2u3,

pp, qq P DT
C2 ô u1u2 “ u2u3 ^ xρ1ρ2, ρ2ρ3y ą LT#Q3,

pp, qq P DT ô u1u2 “ u2u3 ^ xρ1ρ2, ρ2ρ3y ď LT#Q3,

Si T ne satisfait pas (C1) ou (C2) alors DT
C1 “ DT

C2 “ H. Supposons que DT soit vide aussi.
Nous considérons le N -AF S “ pA, λ1q avec λ1pτq “ 1 pour tout τ P δ. Nous avons présenté à
a page 4.1.1 une propriété caractérisant les N -AF de coût infini. Comme DT

C1, DT
C2 et DT sont

vides, nous en déduisons que S ne satisfait pas cette propriété, car il est impossible de trouver
les calculs requis. Par conséquent, le coût de S est fini. Notez que pour tout ρ P ACalpSq nous
avons coutpρq “ 1, et donc coutpSq “ ambpAq. De norpTq ď ambpAq nous pouvons donc en
conclure que la norme de T est finie aussi.

Soit T “ pA, λq un TF de Σ vers Σ
1 avec A “ pQ, I, F, δq. Nous allons présenter une construc-

tion produisant un TF T1 à partir de T tel que DT1
est vide, transpTq “ transpT1q et si T ne satisfait

pas (C1) et (C2) alors T1 ne satisfait pas (C1) et (C2). Le transducteur T1 va stocker dans ses états
des ensembles de délais. Ces délais seront utilisés pour garder une trace des sorties produites
par les autres calculs sur le même mot d’entrée. Afin de garde un nombre d’états finis, nous
présentons maintenant deux notions. La première définit un ordre sur les calculs, et nous per-
met de comparer uniquement un calcul avec ceux plus petits que lui. La deuxième permet de
borner la taille d’un délai. En effet pour obtenir DT1

“ H il nous suffit de regarder les délais de
taille inférieure ou égale à LT#Q3.

Ordre sur les calculs Nous supposons qu’il existe un ordre ăδ sur δ, où deux transitions sont
comparables si et seulement si elles ont la même lettre d’entrée. Soient ρ “ p0

a1,v1ÝÝÝÑp1
a2,v2ÝÝÝÑ ¨ ¨ ¨ pn,

ρ1 “ p1
0

a1,v1
1ÝÝÝÑp1

1
a2,v1

2ÝÝÝÑ ¨ ¨ ¨ p1
n deux calculs de T sur a1, . . . , an P Σ

˚ avec n P N. Nous écrivons
ρ ăT ρ1 si et seulement s’il existe i P r1, ns tel que ppi´1, ai, piq ăδ pp1

i´1, ai, p1
iq et ppi1´1, ai, pi1q “

pp1
i1´1, ai, p1

i1q pour tout i1 P r1, i ´ 1s. A noter que par la définition de ăδ deux calculs ne sont
comparables que s’ils ont la même entrée, et par conséquent l’ordre défini par ăT est partiel.

Délais entre transitions comparables Pour toute transition τ “ pp, a, qq P δ et tout état q1 P Q

nous définissons l’ensemble Kq1

τ de délais de la manière suivante :

Kq1

τ “ tdelaipλpτq, λpτ1qq | il existe p1 P Q tel que τ1 “ pp1, a, q1q P δ, τ1 ăδ τu

Cet ensemble représente les délais entre la sortie de τ et les sorties produites par les transitions
plus petites que τ.
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Délais bornés Soient N P Ną0 une constante entière et ω un symbole tel que ω R HΣ1 . Nous
appelons Hω

Σ1 l’ensemble HΣ1 Y tωu. Pour tout délai d de Hω
Σ1 , nous définissons la fonction

borneN : Hω
Σ1 Ñ Hω

Σ1 comme suit :

borneNpdq “

"

d si d “ 0 ou |d| ď N,
ω si d “ ω ou |d| ą N.

Nous étendons de manière naturelle la fonction

borneN aux sous-ensembles de 2Hω
Σ1 .

Nous définissons maintenant le transducteur fini T1 “ separeNpTq “ pA1, λ1q de Σ vers Σ
1 de

la manière suivante :

˝ A1 “ pQ1, I1, F1, δ1q,

˝ Q1 “ Q ˆ 2Hω
Σ1

Q
,

˝ I1 “ tpp, Dq P I ˆ 2Hω
Σ1 | pour tout q P Q, Dq “ tpǫ, ǫquu,

˝ F1 “ tpp, Dq P F ˆ 2Hω
Σ1 | pour tout q P Q, pǫ, ǫq R Dqu,

˝ Pour tout τ “ pp, a, qq P δ et D P 2Hω
Σ1

Q
nous avons pp, Dq

a,v
ÝÑpq, D1q P δ1 avec v “ λpτq et

pour tout q1 P Q :

D1
q1 “ borneNpKq

τ Y
ď

p1PQ, dPDp1

majpd, v, λpτ1qqq avec τ1 “ pp1, a, q1q

Cette construction stocke dans l’état un vecteur d’ensemble de délais. Pour tout q P Q la
composante Dq contient tous les délais du calcul courant avec tous les autres calculs plus petits,
sur la même entrée et finissant dans l’état q. Il est très important de retenir dans quels états les
délais amènent afin de pouvoir les mettre à jour correctement. Intuitivement l’utilisation de Kq

τ

dans la mise à jour permet d’ajouter les délais avec les calculs se différenciant uniquement sur
la dernière transition. La deuxième partie de l’union est plus complexe : Étant donné un état
p1 P Q, elle regarde qu’elles sont les transitions utilisables à partir de l’état p1, et met à jour les
délais stockés dans D à partir des sorties de ces transitions et de la sortie de τ. Les propriétés
assurées par cette construction sont les suivantes :

Lemme 5.3.5

Soit T “ pA, λq un TF et N P Ną0 un entier. Pour tout calcul ρ “ pp0, D0q
a1,v1ÝÝÝÑpp1, D1q

a2,v2ÝÝÝÑ ¨ ¨ ¨ ppn, Dnq P CalupsepareNpAqq avec un mot u “ a1 . . . an P Σ
˚ et n P N il existe

un calcul ρ1 “ p0
a1,v1ÝÝÝÑp1

a2,v2ÝÝÝÑ ¨ ¨ ¨ pn P CalupAq

Lemme 5.3.6

Soit T un TF et N P Ną0. Pour tout calculs ρ1, ρ2 de separeNpTq sur la même entrée et
la même sortie nous avons xρ1, ρ2y ą N.

Nous pouvons maintenant prouver la Proposition 5.3.4 en utilisant les Lemmes 5.3.5 et 5.3.6.
Soit T un TF et T1 “ separeNpTq avec N “ LT#Q3. Le Lemme 5.3.5 nous assure que transpTq “
transpT1q et si T ne satisfait pas (C1) et (C2) alors T1 ne satisfait pas (C1) et (C2). Le Lemme 5.3.6
nous assure que DT” est vide. Nous pouvons donc appliquer le résultat précédemment évoqué
sur T1 et montrer que si T ne satisfait pas (C1) et (C2) alors la norme de T1 est finie, et donc celle
de T est finie aussi.
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5.4 Transducteur de mot vers contexte

Cette section va se découper en deux parties. Dans la première, nous allons présenter le
modèle des transducteurs mot vers contexte (ou M2C), puis dans la deuxième partie, nous
montrerons qu’il existe une construction prenant en entrée un TPV linéaire T et produisant un
M2C T1 tel que la norme de T1 est finie si et seulement si la norme de T est finie.

5.4.1 Définition

Contrairement aux transducteurs de mots où les sorties sont des mots, ici les sorties sont
des contextes de mot, nous permettant ainsi de concaténer au milieu du mot et pas seulement à
la fin comme pour les TF. Ce modèle permet d’exprimer plus de transformations. Par exemple,
étant donné un mot u “ a1 . . . an, nous pourrions considérer son miroir, c’est à dire le mot
an . . . a1. Il existe un M2C permettant de transformer un mot en son miroir, mais ça n’est pas le
cas pour les TF (voir dans [Sak09] par exemple).

Définition 5.4.1: M2C

Un M2C T sur un alphabet Σ vers un alphabet Σ
1 est une paire T “ pA, λq composée

d’un AF A “ pQ, I, F, δq sur Σ et d’une fonction de sortie λ : δ Ñ Σ
1 ˆ Σ

1.

Pour la suite de la section nous considérons le M2C T “ pA, λq sur l’alphabet Σ vers l’alpha-
bet Σ

1.

Sortie Nous définissons la sortie sortiepρq d’un calcul ρ “ pτ1, τ2, . . . , τnq P δ˚ de T sur w “
a1, . . . , an P Σ

˚ avec n P N comme la concaténation des contextes sur les sorties des transitions
de ρ :

sortiepρq “ pǫ, ǫqλpτ1q . . . λpτnq

Nous pouvons écrire ρ de la manière suivante :

ρ “ p1
a1,λpτ1q
ÝÝÝÝÑ p2

a2,λpτ2q
ÝÝÝÝÑ . . .

an´1,λpτn´1q
ÝÝÝÝÝÝÝÑ pn

an,λpτnq
ÝÝÝÝÝÑ pn`1

ρ : p1
a1...an,λpτ1q...λpτnq
ÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÑ˚ pn`1

Sortie d’un transducteur La sortie sortiepwq de w P LpAq est définie comme suit :

sortiepwq “
ď

ρPACalwpTq

psortiepρqqrǫs

Autrement dit, sortiepwq est l’union des contextes fermés par ǫ produits par les calculs accep-
tants sur w :

Transformation La transformation définie par T et dénotée par transpTq est définie par :

transpTq “ tpw, w1q P pΣ
˚ ˆ Σ

1˚q | w P LpTq et w1 P sortiepwqu

Autrement dit, la transformation de T est l’ensemble des paires de mots reconnus et produits
par A.
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Norme La norme de T, dénotée par norpTq, est définie par :

norpTq “ supt#sortiepwq | w P LpTqu

Pour tout entier k P N si norpTq ă k alors la norme de T est k-bornée. S’il existe un tel que
norpTq ă k alors la norme de T est finie, sinon la norme de T est infinie.

Exemple 5.4.2

Nous avons représenté à la Figure 5.5 un M2C sur l’alphabet Σ “ ta, b, c, du vers l’al-
phabet Σ

1 “ ta, bu. La norme de T est infinie car pour tout k P Ną0 le mot Π
k
i“1pabicqd

produit k mots Π
i
j“1paqbbΠ

k
j“i`1paq pour tout i P r1, ks.

p

p1

p2 q

p3

q f

a, pǫ, ǫq

b, pǫ, aq

c, pǫ, ǫq

a, pǫ, ǫq

b, pa, ǫq

c, pǫ, ǫq

a, pǫ, ǫq

b, pǫ, aq

c, pǫ, ǫq

d, pb, bq

FIGURE 5.5 – Un transducteur mot-vers-contexte avec une norme infinie.

Comme pour les TF, les M2C peuvent être vus comme un automate fini à coûts sur un semi-
anneau particulier. Par conséquent, les résultats d’émondage du chapitre 3 s’appliquent aussi
ici. A noter que le langage produit par un M2C n’est pas régulier. Par exemple, il est possible
de produire le langage anbn, ce que ne peut pas faire un TF. Par contre si nous ne considérons
que les contextes de sortie de la forme pw, ǫq avec w un mot quelconque, alors nous obtenons
la puissance des TF. Par conséquent, les M2C sont strictement plus expressifs que les TF.

5.4.2 Équivalence avec les automates à pile visible linéaires

Dans cette section nous considérons uniquement les APV linéaires. Nous allons présenter
une construction qui, étant donné un APVlin A, produit un AF A1 reconnaissant le langage
produit par une fonction bijective que nous allons présenter. Dans une deuxième partie, nous
étendrons ce résultat aux TPVlin et M2C, en expliquant comment construire les sorties sur les
transitions du M2C construit.

Linéarisation de mots imbriqués Étant donné un alphabet structuré ∆, nous allons définir un
alphabet particulier appelé ∆̃ puis proposer une fonction construisant des mots sur l’alphabet
∆̃ depuis des mots linéaires sur l’alphabet ∆. Nous construisons l’alphabet ∆̃ de la manière
suivante :

∆̃ “ tpc, rq | c P ∆c, r P ∆ru Y tpa, Jq | a P ∆ιu Y tpJ, aq | a P ∆ιu
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avec J un symbole spécial distinct de ∆. Nous définissons les fonctions tralin : ∆
˚
lin Ñ ∆̃

˚

(Transformation linéaire), trag : ∆
˚
ι Ñ ∆̃

˚ (Transformation gauche) et trad : ∆
˚
ι Ñ ∆̃

˚ (Transformation
droite) de la manière suivante :

tralinpwq “

"

tragpuqtradpvqpc, rqtralinpw1q si w “ ucw1rv, c P ∆c, r P ∆r, w1 P ∆
˚
lin et u, v P ∆

˚
ι ,

tragpwq si w P ∆
˚
ι .

tragpwq “ pa1, Jq . . . pam, Jq avec m P N et w “ a1 . . . am P ∆
˚
ι ,

tradpwq “ pJ, amq . . . pJ, a1q avec m P N et w “ a1 . . . am P ∆
˚
ι .

Nous présentons la construction APV2AF. Intuitivement, elle produit à partir d’un APVlin

A un AF A1 tel que LpA1q “ ttralinpwq | w P LpAqu.

Définition 5.4.3

Soit A “ pQ, I, F, δ, Γq un APVlin sur l’alphabet structuré ∆. L’ AF APV2AFpAq “
pQ1, I1, F1, δ1q sur l’alphabet ∆̃ est défini par :

˝ Q1 “ BIA ˆ t0, 1u ˆ Γ,

˝ I1 “ pBIA X pI ˆ Fqq ˆ t0u ˆ tKu,

˝ F1 “ tpq, q, 0, γq | pq, qq P BIA et γ P Γ Y tKu,

˝ δ1 “

"

ppp, q, n, γq, pc, rq, pp1, q1, 0, γ1qq
pp, c, γ1, p1q P δc, pq1, γ1, r, qq P δr,
n P t0, 1u, pp, qq P BIA et γ P Γ Y tKu

*

Y

"

ppp, q, 0, γq, pa, Jq, pp1, q, 0, γqq
pp, a, p1q P δι,
pp, qq P BIA et γ P Γ Y tKu

*

Y

"

ppp, q, n, γq, pJ, aq, pp, q1, 1, γqq
pq1, a, qq P δι, n P t0, 1u,
pp, qq P BIA et γ P Γ

*

Soit w “ u1c1 . . . uncnw1rnvn . . . r1v1 P ∆
˚
lin. Le mot produit par tralinpwq est de la forme :

tragpu1qtradpv1qpc1, r1q . . . tragpunqtradpvnqpcn, rnqtragpw1q

L’entier stocké permet de mémoriser où en est la lecture sur le mot. Nous sommes dans un état
0 avant de lire un mot produit par trad, et dans un état 1 après, pc, rq assurant le passage de 0
à 1. Cela nous assure que l’on ne puisse pas lire un mot ui après avoir lu un mot vi, pour tout
i P r1, ns. Enfin, nous stockons le symbole de pile dans l’état pour différencier les transitions du
type pp, c, γ, qq, pp, c, γ1, qq P δc avec γ ‰ γ1. Nous allons montrer plusieurs propriétés de cette
construction, le but final étant de lier les calculs de l’APV A avec ceux de l’ AF APV2AFpAq.
Nous allons maintenant prouver plusieurs propriétés sur la construction, nous permettant de
montrer le résultat suivant :

Théorème 5.4.4

Pour tout APVlin A nous avons LpAPV2AFpAqq “ ttralinpwq | w P LpAqu et pour tout
w P LpAq il existe une bijection entre ACalwpAq et ACaltralinpwqpAPV2AFpAqq.
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Exemple 5.4.5

Nous avons représenté dans la Figure 5.6 un APVlin A sur l’alphabet ∆ vers l’alphabet
∆̃ avec ∆c “ tcu, ∆r “ tru, ∆ι “ tbu. Ce APV reconnaît les mots de la forme cwr avec
w P ∆

˚
lin. Nous avons aussi représenté sur la Figure 5.6 le AF APV2AFpAq reconnaissant

les mots de la forme tralinpcwrq avec w P ∆
˚
lin. Notez que nous avons supprimé les états

ne faisant pas partis d’un calcul acceptant.

i 1 2 f
c | γ1

c | γ2

a

a

r | γ´1
2

a

r | γ´1
1

i, f , 0, K 1, 2, 0, γ1

2, 2, 0, γ1

1, 2, 1, γ1

1, 2, 0, γ2

1, 2, 1, γ2

2, 2, 0, γ2

pc, rq pc, rq

pJ, aq

pa, Jq

pa, Jq

pJ, aq

pJ, aq

pc, rq

pa, Jq

pJ, aqpc, rq

pJ, aq

pa, Jq

pa, Jq

pc, rq

FIGURE 5.6 – LpAq “ tcwr | w P ∆
˚
linu.

Pour prouver ce théorème nous montrons que le domaine du M2C construit est bien un
sous-ensemble du co-domaine de la fonction tralin.

Lemme 5.4.6

Soit A “ pQ, I, F, δ, Γq un APVlin sur l’alphabet structuré ∆ et A1 “ pQ1, I1, F1, δ1q l’
AF APV2AFpAq sur l’alphabet ∆̃. Pour tout mot w P LpA1q, il existe u P ∆

˚
lin tel que

w “ tralinpuq.

Démonstration. Soit pp, q, n, γq
w
ÝÑ˚pp1, p1, 0, γ1q un calcul de A1 sur w P ∆̃

˚ avec pp1, p1, 0, γ1q
un état final, Nous montrons par induction sur la taille de w qu’il existe u P ∆

˚
lin tel que w “

tralinpuq. Si w “ ǫ alors w “ tralinpǫq. Si w “ pa, bqv avec pa, bq P ∆̃ alors il existe γ2 P Γ Y tKu,
p2, q2 P Q tels que :

pp, q, n, γq
pa,bq
ÝÝÑ pp1, q2, m, γ2q

v
ÝÑ˚pp1, p1, 0, γ1q P CalwpAq
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Par hypothèse d’induction, il existe un mot v1 P ∆
˚
lin tel que v “ tralinpv1q. Il existe donc v1

1, v1
2 P

∆
˚
ι , v1

3 P ∆
˚
lin et pc, rq P ∆c ˆ ∆r tels que v “ tragpv1

1qtradpv1
2qpc, rqtralinpv1

3q ou v “ tragpv1
1q. Nous

considérons trois cas différents :

˝ Si pa, bq P ∆ι ˆ tJu alors pa, bqv “ tragpav1
1qtradpv1

2qpc, rqtralinpv1
3q ou pa, bqv “ tragpav1

1q.

˝ Si pa, bq P ∆c ˆ ∆r alors pa, bqv “ tragpǫqtradpǫqpa, bqtralinpuvq.

˝ Si pa, bq P tJu ˆ ∆ι alors par construction de δ1, nous avons m “ 1. Comme le dernier état
du calcul est égal à pp1, p1, 0, γ1q nous obtenons que v ‰ ǫ. Il existe pa1, b1q P ∆̃ tel que v “
pa1, b1qu1. Par construction de δ1, comme m “ 1 nous en déduisons que pa1, b1q P tJu ˆ ∆ι

ou pa1, b1q P ∆c ˆ ∆r. Nous concluons que pa, bqv “ tragpǫqtradpbv1
2qpc, rqtralinpv1

3q.

Soit A “ pQ, I, F, Γ, δq un APVlin et Avf l’ AF APV2AFpAq. Nous allons maintenant défi-
nir une fonction liant les calculs de A avec ceux de Avf . Le but de cette fonction est d’éta-
blir comment les calculs de Avf sont produits à partir de A. Soit ρ P CalpAvfq un calcul sur
tralinpuq avec u P ∆

˚
lin. Par définition de ∆

˚
lin, soit u “ a1 . . . am P ∆

˚
ι , soit u “ wcu1rv avec

w “ a1 . . . am P ∆
˚
ι , v “ b1 . . . bn P ∆

˚
ι , pc, rq P ∆c ˆ ∆r et u1 P ∆

˚
lin. Si u “ a1 . . . am alors ρ se

décompose ainsi :

ρ : pp1, pm`1, 0, γq
pa1,Jq
ÝÝÝÑpp2, pm`1, 0, γq

pam,Jq
ÝÝÝÝÑ ¨ ¨ ¨ ppm`1, pm`1, 0, γq P CalupAvfq

Si u “ wcu1rv alors ρ se décompose par ρ1ρ2
pc,rq
ÝÝÑρ3 avec :

ρ1 : pp1, q1, 0, γq
pa1,Jq
ÝÝÝÑ pp2, q1, 0, γq

pa2,Jq
ÝÝÝÑ˚ ¨ ¨ ¨ ppn`1, q1, 0, γq P CalwpAvfq

ρ2 : ppn`1, q1, 0, γq
pJ,b1q
ÝÝÝÑ ppn`1, q2, 1, γq

pJ,b2q
ÝÝÝÑ˚ ¨ ¨ ¨ ppn`1, qm`1, 1, γq P CalvpAvfq

Soient Φvf une fonction de CalpAvfq ˆ Γ
˚ vers CalpAq, σ P Γ

˚ une pile. Nous définissons main-
tenant Φvfpρ, σq P CalpAq comme étant le calcul suivant :

Φvfpρ, σq “

#

pp1, σγq
a1ÝÑpp1, σγq

amÝÑ ¨ ¨ ¨ ppm, σγq si u P ∆
˚
ι

pp1, σγq
a1ÝÑ . . . anÝÑppn`1, σγq

c
ÝÑΦvfpρ3, σγq

r
ÝÑpqm`1, σγq

bmÝÑ ¨ ¨ ¨
b1ÝÑpq1, σγq sinon

Nous allons maintenant montrer plusieurs propriétés sur la fonction Φvf . Le Lemme 5.4.7
montre que la fonction construit bien un calcul de l’ APVbi de départ. Nous montrons ensuite
que cette fonction est surjective au Lemme 5.4.8 puis nous montrons qu’elle est injective au
Lemme 5.4.9.

Lemme 5.4.7

Soit A “ pQ, I, F, δ, Γq un APVlin sur l’alphabet structuré ∆ et u P ∆
˚
lin un mot linéaire.

Pour tout calcul ρ : pp, q, 0, γq
v

ÝÑ˚pp1, p1, 0, γ1q de APV2AFpAq sur v “ tralinpuq et pour
toute pile σ˚ P Γ, Φvfpρ, σq est un calcul de A sur u de la forme pp, σγq

u
ÝÑ˚pq, σγq.

Démonstration. Nous allons prouver ce lemme par induction sur la structure de v.

˝ Si v “ tragpuq alors par définition de δ1, ρ se décompose de la manière suivante :

pp1, q, 0, γq
pa1,Jq
ÝÝÝÑ pp2, q, 0, γq

pa2,Jq
ÝÝÝÑ ¨ ¨ ¨

pan,Jq
ÝÝÝÑppn`1, q, 0, γq

avec p1 “ p et pn`1 “ q. Nous avons donc ppi, ai, pi`1q P δι pour tout i P r1, ns et
Φvfpρ, σq “ pp1, σγq

a1ÝÑ pp2, σγq
a2ÝÑ˚ppn`1, σγq est bien un calcul de A sur u.
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˝ S’il existe u1, u2 P ∆
˚
ι , u3 P ∆

˚
lin et pc, rq P ∆c ˆ ∆r tel que v “ tragpu1qtradpu2qpc, rqtralinpu3q

alors par définition de δ1, ρ se décompose par ρ1ρ2
pc,rq
ÝÝÑρ3 avec :

ρ1 : pp1, q1, 0, γq
pa1,Jq
ÝÝÝÑ pp2, q1, 0, γq

pa2,Jq
ÝÝÝÑ ¨ ¨ ¨ ppn`1, q1, 0, γq

ρ2 : ppn`1, q1, 0, γq
pJ,b1q
ÝÝÝÑ ppn`1, q2, 1, γq

pJ,b2q
ÝÝÝÑ ¨ ¨ ¨ ppn`1, qm`1, 1, γq

ρ3 : pp2q2, 0, γ2q
u3ÝÑ˚pp1, p1, 0, γ1q

Pour tout i P r1, ns et j P r1, ms nous avons ppi, ai, pi`1q, pqj`1, bj, qjq P δι, ppn`1, c, γ2, p2q P

δc et pq2, γ2, r, qm`1q P δr. De plus par hypothèse d’induction, Φvfpρ3, σγq “ pp2, σγγ2q
u3ÝÑ˚

pq2, σγγ2q est un calcul de A. Donc Φvfpρ, σq “ pp, σγq
u1u2pc,rqu3
ÝÝÝÝÝÝÑ˚pq, σγq est un calcul de

A.

Lemme 5.4.8

Soit A un APVlin sur l’alphabet structuré ∆ et u P ∆
˚
lin un mot linéaire. Pour tout calcul

ρ1 : pp, σγq
u
ÝÑ˚pq, σγq de A, il existe un calcul ρ : pp, q, n, γq

tralinpuq
ÝÝÝÝÝÑ˚pp1, p1, 0, γ1q de

APV2AApAq tel que Φvfpρ, σq “ ρ1.

Démonstration. Nous notons A “ pQ, I, F, Γ, δq et APV2AApAq “ Avf “ pQ1, I1, F1, δ1q. Nous
faisons la preuve par induction sur la structure linéaire de u.

˝ Si u P ∆
˚
ι alors ρ1 “ pp1, σγq

a1ÝÑpp2, σγq
amÝÑ ¨ ¨ ¨ ppm`1, σγq avec u “ a1 . . . am, p “ p1 et

q “ pm`1. Par définition de δ1 nous avons pppi, qm`1, 0, γq, pa, Jq, ppi`1, qm`1, 0, γqq pour
tout i P r1, ms, et donc en appliquant itérativement φvf nous obtenons que Φvfpρ, σq “ ρ1

avec

ρ “ pp1, pm`1, 0, γq
pa1,Jq
ÝÝÝÑpp2, pm`1, 0, γq

pa2,Jq
ÝÝÝÑ ¨ ¨ ¨

pam,Jq
ÝÝÝÝÑppm`1, pm`1, 0, γq

˝ si u “ vcu1rw avec v, w P ∆
˚
ι , pc, rq P ∆c ˆ ∆r et u1 P ∆

˚
lin alors nous avons :

ρ1 “ pp1, σγq
a1ÝÑ . . .

alÝÑppl`1, σγq
c

ÝÑpp2, σγγ1q
u1

ÝÑ˚pq2, σγγ1q
r

ÝÑpqk`1, σγq
bkÝÑ ¨ ¨ ¨

b1ÝÑpq1, σγq

avec v “ a1 . . . al , w “ b1 . . . bk, p “ p1 et q “ q1. Par hypothèse d’induction ρ3 :

pp2, q2, 0, γ2q
tralinpu1q
ÝÝÝÝÝÑ˚pp1, p1, 0, γ1q est un calcul de A1 sur tralinpu1q tel que Φvfpρ3, σγq “

pp2, σγγ2q
u1

ÝÑ˚pq2, σγγ2q. De plus par définition de δ1 pour tout i P r1, ls et j P r1, ks nous
avons :

pppl`1, qk`1, nk`1, γq, pc, rq, pp2, q2, 0, γ2qq pppi, q1q, 0, γq, pai, Jq, pp1
i`1, q1, 0, γqq

pppl`1, qj, nj, γq, pJ, bjq, ppl`1, qj`1, nj`1, γqq P δ1

avec nj P r0, 1s. En appliquant itérativement φvf nous obtenons que Φvfpρ, σq “ ρ1 avec :

ρ1 : pp1, q1, 0, γq
pa1,Jq
ÝÝÝÑpp2, q1, 0, γq

pal ,Jq
ÝÝÝÑ ¨ ¨ ¨ ppl`1, q1, 0, γq

ρ2 : ppl`1, q1, 0, γq
pb1,Jq
ÝÝÝÑppl`1, q2, 1, γq

pbk ,Jq
ÝÝÝÑ ¨ ¨ ¨ ppl`1, qk`1, 1, γq

et ρ : ρ1ρ2
c,r
ÝÑρ3.
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Lemme 5.4.9

Soit A “ pQ, I, F, Γ, δq un APVlin sur un alphabet ∆ et u P ∆
˚
lin un mot linéaire. Pour

tout σ P Γ
˚ et tout calculs ρ1 et ρ2 de APV2AApAq sur le mot v “ tralinpuq de la forme :

ρ1 : pp1, q1, 0, γ1q
tralinpuq
ÝÝÝÝÝÑ˚pp1

1, p1
1, 0, γ1

1q ρ2 : pp2, q2, 0, γ2q
tralinpuq
ÝÝÝÝÝÑ˚pp1

2, p1
2, 0, γ1

2q

si Φvfpρ1, σq “ Φvfpρ2, σq et γ1 “ γ2 alors ρ1 “ ρ2.

Démonstration. Nous allons prouver ce lemme par induction sur la structure de v.

˝ Si v “ tragpuq alors par définition de δ1, ρ1 et ρ2 se décomposent de la manière suivante :

ppi,1, qi, 0, γiq
pai,1,Jq
ÝÝÝÝÑ pp1,2, qi, 0, γiq

pai,2,Jq
ÝÝÝÝÑ˚pp1,n`1, qi, 0, γiq

avec pi,1 “ pi et pi,n`1 “ qi “ p1
i pour tout i P r1, 2s. Comme Φvfpρ1, σq “ Φvfpρ2, σq, nous

déduisons que q1 “ q2 et p1,j “ p2,j pour tout j P r1, ns, et donc de γ1 “ γ2 vient que
ρ1 “ ρ2.

˝ S’il existe u1, u2 P ∆
˚
ι , u3 P ∆

˚
lin et pc, rq P ∆c ˆ ∆r tels que v “ tragpu1qtradpu2qpc, rqtralinpu3q

alors par définition de δ1, ρi se décompose par ρi,1ρi,2
pc,rq
ÝÝÑρi,3 avec :

ρi,1 : ppi,1, qi,1, 0, γiq
pai,1,Jq
ÝÝÝÝÑ ppi,2, qi,1, 0, γiq

pai,2,Jq
ÝÝÝÝÑ˚ ¨ ¨ ¨ ppi,n`1, qi,1, 0, γiq

ρi,2 : ppi,n`1, qi,1, 0, γiq
pJ,bi,1q
ÝÝÝÝÑ ppi,n`1, qi,2, 1, γiq

pJ,bi,2q
ÝÝÝÝÑ˚ ¨ ¨ ¨ ppi,n`1, qi,m`1, 1, γiq

ρi,3 : pp2
i q2

i , 0, γ2
i q

tralinpu3q
ÝÝÝÝÝÑ˚pp1

i, p1
i, 0, γ1

iq

avec pi,1 “ pi et qi,1 “ qi pour tout i P r1, 2s. Comme Φvfpρ1, σq “ Φvfpρ2, σq nous dédui-
sons que pi,j “ pi,j et qi,l “ qi,l pour tout j P r1, ns, l P r1, ms et i P r1, 2s. De plus, par
hypothèse d’induction, nous savons que ρ1,3 “ ρ2,3. Comme γ1 “ γ2 nous concluons que
ρ1 “ ρ2.

Nous pouvons maintenant combiner ces résultats afin de montrer le Théorème 5.4.4.

Démonstration du Théorème 5.4.4. Les Lemmes 5.4.8, 5.4.9 et la définition des états finaux de
Avf assurent que pour tout mot u P ∆

˚
lin, ACalupAq est bijectif avec ACaltralinpuqpAvfq. De plus, par

le Lemme 5.4.6, pour tout mot w P LpAvfq il existe u P ∆
˚
lin tel que u “ tralinpwq, ceci assurant la

propriété souhaitée sur tous les calculs acceptants de A et Avf .

5.4.3 Extension aux transducteurs

Nous étendons maintenant les résultats de la section précédente aux transducteurs. Pour
cela, nous allons étendre la construction APV2AF aux TPVlin et aux M2C et montrer comment
construire les sorties sur les transitions. Concrètement, un TPVlin peut se séparer en deux par-
tie, la partie empilant, et la partie dépilant. Nous allons donc construire un M2C où la sortie
produite par la partie empilant sera produite par le mot de gauche, et la partie dépilant par le
mot de droite.
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Définition 5.4.10

Soient T “ pA, λq un TPVlin sur l’alphabet structuré ∆ vers l’alphabet structuré ∆
1. Le

M2C APV2AFpTq “ pA1, λ1q sur l’alphabet ∆̃ vers l’alphabet ∆
1 est défini par :

˝ A1 “ APV2AFpAq “ pQ1, I1, F1, δ1q,

˝ λ1pτq “

$

&

%

pλpp, a, p1q, ǫq si τ “ ppp, q, 0, γq, pa, Jq, pp1, q, 0, γqq,
pǫ, λpp, a, p1qq si τ “ ppp, q, n, γq, pJ, aq, pp, q1, 1, γqq,
pλpp, c, γ1, p1q, λpq, γ1, r, q1qq si τ “ ppp, q, 0, n, γq, pc, rq, pp1, q1, 0, γqq,

Pour tout τ P δ1.

Nous souhaitons maintenant montrer le résultat suivant :

Théorème 5.4.11

Soient T “ pA, λq un TPVlin et Tvf “ pAvf , λvfq le M2C APV2AFpTq. Nous avons :

˝ transpTvfq “ tptralinpuq, vq | pu, vq P transpTqu,

˝ Pour tout u P LpAq il existe une bijection entre ACalupAq et ACaltralinpuqpAvfq.

Pour montrer ce résultat nous donnons la propriété suivante de la fonction Φvf . De ce ré-
sultat découle directement la preuve du Théorème 5.4.11.

Lemme 5.4.12

Soit T “ pA, λq un TPVlin. Pour tout calcul acceptant ρ de A nous avons l’égalité
sortiepΦvapρ, Kqq “ sortiepρq.

Démonstration. Par construction de λ1.

5.5 Décidabilité de la norme finie transducteur mot-vers-contexte

Dans cette section nous allons présenter nos résultats concernant la décidabilité de la norme
finie des transducteurs mot-vers-contexte. Ce travail est une extension des résultats présentés
dans les trois sections précédentes. Nous allons tout d’abord présenter deux propriétés dont
nous conjecturons qu’elles caractérisent les transducteurs dont la norme est infinie.

5.5.1 Propriétés

Nous présentons (G0) et (G1). Soit T “ pA, λq un M2C émondé sur l’alphabet Σ.

Propriété (G0) T a la propriété (G0) s’il existe un mot u P Σ
˚ et un état final q f tels que :

p
u,c1ÝÝÑ˚ p P CalupAq, p u,c2ÝÝÑ˚q P CalupAq, q

u,c3ÝÝÑ˚q P CalupAq

q u1,c
ÝÝÑ˚q f P CalvpAq

et c1c2crǫs ‰ c2c3crǫs.
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p q q f

u, c1

u, c2

u, c3

u1, c

FIGURE 5.7 – La propriété (G0)

Propriété (G1) T a la propriété (G1) s’il existe des mots u, v, w P Σ
˚ et un état final q f tels que :

p
u,c11ÝÝÑ˚ p1 P CalupAq, p1

v,c12ÝÝÑ˚ p1 P CalvpAq, p1
w,c13ÝÝÝÑ˚ p P CalwpAq,

p
u,c21ÝÝÑ˚ p2 P CalupAq, p2

v,c22ÝÝÑ˚ p2 P CalvpAq, p2
w,c23ÝÝÝÑ˚q P CalwpAq,

q
u,c31ÝÝÑ˚ p3 P CalupAq, p3

v,c32ÝÝÑ˚ p3 P CalvpAq, p3
w,c33ÝÝÝÑ˚q P CalwpAq,

q u1,c
ÝÝÑ˚q f P CalvpAq

et c11c12c13c21c23crǫs ‰ c21c22c23c31c33crǫs.

p

p1

p2 q

p3

q f

u, c11

v, c12

w, c13

u, c21

v, c22

w, c23

u, c31

v, c32

w, c33

u1, c

FIGURE 5.8 – La propriété (G1)

La propriété (G0) est représentée à la Figure 5.7 et la propriété (G1) à la Figure 5.8. Notez
que la propriété (G1) est plus proche de la propriété (F1) pour les transducteurs d’arbres que de
la propriété (W1) pour les transducteurs finis. La Figure 5.5 illustre pourquoi nous avons besoin
ce cette complexité : le transducteur représenté ne satisfait pas (G0) et pour tout k P Ną0 les
sorties des mots Π

k
i“1pabicqd sont de même taille.

De plus, nous avons dû ajouter le calcul permettant d’atteindre l’état final car contraire-
ment aux transducteurs finis et aux transducteurs d’arbres, nous pouvons avoir c1c2 ‰ c2c3 et
c1c2crǫs “ c2c3crǫs, comme représenté à la Figure 5.5.

Il n’y a pas d’équivalent à la propriété (F2), qui n’a pas de sens pour les M2C. Il est très
probable que cette propriété soit présente dans le cas des TPV généraux. Nous souhaitons
montrer le résultat suivant :

Conjecture 5.5.1

Soit T un M2C émondé. La norme de T est infinie si et seulement s’il satisfait l’une des
propriétés (G0) ou (G1).

Nous montrerons à la Section 5.5.3 que cette condition est suffisante, c’est à dire que si T
satisfait l’une des propriétés alors sa norme est infinie. Puis nous discuterons à la Section 5.5.4
de la nécessité de la condition. Avant cela nous avons besoin d’introduire des éléments de
combinatoire des mots.
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5.5.2 Combinatoire des mots

Dans cette section nous allons présenter quelques résultats de la combinatoire des mots.
Une présentation de la thématique peut être trouvée dans [BK03]. Nous allons tout d’abord
présenter les définitions de base et introduire le théorème de Fine et Wilf, l’un des théorèmes
fondamentaux de la combinatoire des mots. Enfin, nous prouverons plusieurs lemmes que
nous utiliserons dans la Section 5.5.3.

Racine primitive Soit w P Σ
˚ un mot, la racine primitive ρpwq de w est le mot de longueur

minimale v P Σ
˚ tel que w P tvu˚. De plus, si ρpwq “ w alors nous appelons w un mot primitif.

Conjugaison Soient v, w P Σ
˚ deux mots, alors v and w sont conjugués s’il existe deux mots

x, y P Σ
˚ tels que v “ xy et w “ yx. Nous notons cette relation entre v et w par v „ w. Nous

montrons maintenant que cette relation est transitive :

Lemme 5.5.2

Soient u, v, w P Σ
˚ des mots tels que u „ v and v „ w, alors u „ w.

Démonstration. Par définition de la conjugaison il existe des mots x, y, x1, y1 P Σ
˚ tels que

u “ xy, v “ yx “ y1x1 et w “ x1y1. Nous distinguons deux cas :

Cas 1 |y| ě |y1| : Il existe un mot z P Σ
˚ tel que y “ y1z et x1 “ zx, et donc nous avons u “

pxy1qpzq et w “ pzqpxy1q. Nous pouvons conclure que u „ w.

Cas 2 |y| ă |y1| : Il existe un mot z P Σ
˚ tel que y1 “ yz et x “ zx1, et donc nous avons u “

pzqpx1yq et w “ px1yqpzq. Nous pouvons conclure que u „ w.

Le théorème suivant est un classique de la combinatoire des mots et a été établi par Nathan
Fine et Herbert Wilf en 1965 dans [FW65] dans le cadre de l’étude des fonctions périodiques. Il
établit que deux mots possédant un sous-mot commun de longueur suffisante définissent des
racines primitives conjuguées.

Théorème 5.5.3: Fine et Wilf

Soient u, v P Σ
˚ deux mots et m P Ną0 un entier tels qu’il existe un sous-mot commun

de um et vm de longueur au moins |u| ` |v| ´ pgcdp|u|, |v|q, alors ρpuq „ ρpvq.

Le lemme suivant est un résultat classique de la combinatoire des mots. Il est particulière-
ment utile pour démontrer par contradiction un résultat incluant des mots primitifs.

Lemme 5.5.4

Soient u, v P Σ
˚ des mots tels que uv “ vu, alors il existe z P Σ

˚ tel que u, v P tzu˚. De
plus, si uv est primitif alors u “ ǫ ou v “ ǫ.

Démonstration. Soient u, v P Σ
˚ des mots tels que uv “ vu. Nous montrons en premier qu’il

existe z P Σ
˚ tel que u, v P tzu˚. Si u “ ǫ (resp. v “ ǫ) alors u P tvu˚ (resp. v P tuu˚). Nous

supposons maintenant que u ‰ ǫ et v ‰ ǫ. Nous prouvons ce cas par induction sur la longueur
de |u| ` |v|, et supposons que |u| ě |v|, le cas où |u| ď |v| étant symétrique à celui-ci.

142



Si |u| “ |v| “ 1, alors u “ v. Nous pouvons en déduire que u P tvu˚.
Nous considérons maintenant le cas où |u| ` |v| ą 2. Comme uv “ vu et |u| ě |v|, il existe

un mot w P Σ
˚ tel que u “ vw. Nous considérons l’égalité vwv “ vvw, conduisant à wv “ vw.

Nous avons |w| ` |v| ă |u| ` |v|. Par hypothèse d’induction nous en déduisons qu’il existe
z P Σ

˚ tel que w P tzu˚ et v P tzu˚. Comme u “ vw, nous pouvons conclure que u P tzu˚.

Pour la deuxième partie du lemme, si nous supposons que u ‰ ǫ et v ‰ ǫ, alors il existe
n P Ną1 tel que uv “ zn. Cela contredisant la primitivité de uv nous avons u “ ǫ ou v “ ǫ.

Nous présentons plusieurs lemmes techniques que nous utiliserons à la section suivante.

Lemme 5.5.5

Soient u, v, x P Σ
˚ des mots et n, m P Ną0 des entiers positifs tels que x est primitif et

uxnv “ xm, alors il existe l P N tel que u “ xl .

Démonstration. Comme uxnv “ xm, il existe des mots w1, w2, w3, w4 P Σ
˚ et des entiers

l1, l2, l3 P N tels que u “ xl1 w1, xn “ w2xl2 w3, v “ w4xl3 , w1w2, w3, w4 P tǫ, xu, w1 “ ǫ ô w2 “ ǫ

et w3 “ ǫ ô w4 “ ǫ. De xn “ w2xl2 w3 nous pouvons déduire que soit |w2w3| “ |x| soit
w2w3 “ ǫ.

Si w2w3 “ ǫ, comme w1 “ ǫ ô w2 “ ǫ nous pouvons conclure que u “ xl1 .
Sinon, si |w2w3| “ |x|, nous avons x “ w1w2 “ w3w4 et donc w1 “ w3, w2 “ w4. De

plus puisque xn “ w2xl2 w3, il existe des mots w5, w6 P Σ
˚ tels que x “ w2w5 “ w6w3, et de

|w2w3| “ |x| nous obtenons w2 “ w6, w5 “ w3. Nous pouvons donc conclure que w2w3 “ x et
w3w2 “ x. Cela implique par le Lemme 5.5.4 qu’il existe z P Σ

˚ tel que w2, w3 P tzu˚. Comme
w1 “ ǫ ô w2 “ ǫ et w3 “ ǫ ô w4 “ ǫ, nous avons w2 ‰ ǫ et w3 ‰ ǫ. De cela nous concluons
que x “ zk pour k P N un entier tel que k ą 1, ceci contredisant la primitivité de x.

Lemme 5.5.6

Soient u, v, x, y P Σ
˚ des mots et n, m P Ną0 des entiers positifs tels que xy est primitif

et upxyqnv “ pyxqm, alors il existe k P N tel que ux “ pyxqk et xu “ pxyqk.

Démonstration. Premièrement considérons que x “ ǫ. Par le Lemme 5.5.5 nous pouvons en
déduire qu’il existe un entier l P N tel que u “ yl . Comme xy “ y, nous avons u “ pxyql “ pyxql ,
ux “ pxyqlx et xu “ pyxqlx. Si y “ ǫ, alors par le Lemme 5.5.5 il existe un entier l P N tel
que u “ xl . Comme xy “ x, nous avons u “ ypxyql “ pyxqly, ux “ pyxqlyx “ pyxql`1 et
xu “ xypxyql “ pxyql`1.

Nous faisons maintenant l’hypothèse que x et y sont différents de ǫ. Comme upxyqnv “
pyxqm, il existe des mots w1, w2, w3, w4 P Σ

˚ et des entiers l1, l3 P N tels que u “ pyxql1 w1,
v “ w4pyxql3 et w1w2, w3w4 P tǫ, yxu. Nous avons donc

upxyqnv “ pyxql1 w1pxyqnw4pyxql3 et pyxqm “ pyxql1pyxql2pyxql3

Avec l2 P N un entier tel que m “ l1 ` l2 ` l3. Comme upxyqnv “ pyxqm nous en concluons
donc :

w1pxyqnw4 “ pyxql2

Nous pouvons en déduire que soit n “ l2 ´ 1 et |w1w4| “ |yx| soit n “ l2 et w1w4 “ ǫ. Si
w1w4 “ ǫ, alors xy “ yx. Comme xy est primitif, cela implique par le Lemme 5.5.4 que soit x
est vide soit y est vide, ce qui est une contradiction.
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Nous supposons maintenant que |w1w4| “ |yx|. Nous avons yx “ w1w2 “ w3w4, et donc
w1 “ w3 et w2 “ w4. Nous distinguons trois cas :

Cas 1 |w1| “ |y| : Comme yx “ w1w2 “ w3w4, nous en concluons que y “ w1 “ w3 et x “ w2 “
w4. Nous avons donc bien que u “ pyxql1 y “ ypxyql1 , ux “ pyxql1`1 et xu “ pxyql1`1.

Cas 2 |w1| ă |y| : Comme yx “ w1w2, il existe w5 P Σ
˚ tel que y “ w1w5. De plus |w1w4| “ |yx|

et yx “ w3w4, nous pouvons en déduire qu’il existe w6 P Σ
˚ tel que y “ w3w6 et w4 “ w6x,

et de w1 “ w3 nous avons w6 “ w5. Cela conduit à :

w1pxyqnw4 “ w1pxyqnw6x “ pyxql2 “ w1w5pxyql2´1x

Nous avons pxyqnw6 “ w5pxyql2´1, et puisque |xy| ą |w6| “ |w5| nous déduisons que
pxyqw6 “ w5pxyq par l’égalité n “ l2 ´ 1. De w5 “ w6 le Lemme 5.5.4 nous dit qu’il existe
un mot z P Σ

˚ tel que pxyq P tzu˚ et w5 P tzu˚. Comme |w5| ă |xy| et w5 ‰ ǫ, nous
pouvons conclure que pxyq “ zp avec p P N un entier tel que p ą 1, ce qui est une
contradiction avec la primitivité de xy.

Cas 3 |w1| ą |y| : Comme yx “ w1w2, il existe w5 P Σ
˚ tel que x “ w5w2 et w1 “ yw5. De

plus |w1w4| “ |yx| et yx “ w3w4, nous pouvons en déduire qu’il existe w6 P Σ
˚ tel que

x “ w6w4, et de w2 “ w4 nous avons w6 “ w5. Cela conduit à :

w1pxyqnw4 “ yw5pxyqnw4 “ pyxql2 “ ypxyql2´1w6w4

Nous avons w5pxyqn “ pxyql2´1w6 et puisque |xy| ą |w6| “ |w5| nous déduisons que
w5pxyq “ pxyqw6 par l’égalité n “ l2 ´ 1. De w5 “ w6 le Lemme 5.5.4 nous dit qu’il existe
un mot z P Σ

˚ tel que pxyq P tzu˚ et w5 P tzu˚. Comme |w5| ă |xy| et w5 ‰ ǫ, nous
pouvons conclure que pxyq “ zp avec p P N un entier tel que p ą 1, ce qui est une
contradiction avec la primitivité de xy.

Lemme 5.5.7

Soient u, v, w, x1, y1, x2, y2 P Σ
˚ des mots et n, m, l P Ną0 des entiers positifs tels que

upx1y1qnvpx2y2qmw “ py1x1ql et y1x1 “ y2x2, alors il existe un entier k P N tel que
vx2 “ x1py2x2qk et y1v “ py1x1qkx2.

Démonstration. Par le Lemme 5.5.6, il existe des entiers l1, l2 P N tels que nous avons ux1y1 “
y1px1y1ql1 et xy2w2 “ px2y2ql2 x2. De là nous déduisons que

upx1y1qnvpx2y2qmw “ y1px1y1ql1px1y1qn´1vpx2y2qm´1px2y2ql2 x2

Comme upx1y1qnvpx2y2qmw “ py1x1ql nous concluons que vx2 “ x1py2x2qk et y1v “ py1x1qkx2
avec k “ l ´ pl1 ` pn ´ 1q ` pm ´ 1q ` l2 ` 1q.

Lemme 5.5.8

Soient u, v et w P Σ
˚ trois mots, j P N un entier et pziqiPNąj´1 une famille de mots sur

Σ
˚ tels que pour tout i P Nąj´1 nous avons uviw P tziu

˚ et |zi| “ |zi`1|, alors pour tout
i P N nous avons uviw P z˚

j .
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Démonstration. Soit i P Ną0 un entier, z P Σ
˚ un mot, et pipzq la propriété suivante :

pipzq : uviw P z˚ et |z| ” 0 pmod |v|q

Nous allons maintenant démontrer que :

pipzq ñ pi´1pzq (5.1)

Comme uviw P tzu˚, il existe quatre mots w1, w2, w3, w4 P Σ
˚ et trois entiers k1, k2, k3 P N

tels que uvi´1 “ zk1 w1, v “ w2zk2 w3, w “ w4zk3 , w1w2, w3w4 P tz, ǫu, w1 “ ǫ ô w2 “ ǫ et
w3 “ ǫ ô w4 “ ǫ. Comme |z| ” 0 pmod |v|q, nous avons w2w3 P ǫ ou |w2w3| “ |z|.

Si |w2w3| “ 0 alors comme w1 “ ǫ ô w2 “ ǫ et w3 “ ǫ ô w4 “ ǫ, nous concluons que
w1 “ w4 “ ǫ. Cela amène que uviw “ zk1`k2`k3 et uvi´1w “ zk1`k3 .

Si |w2w3| “ |z| alors |w1w4| “ |z|, et donc |w1| “ |w3| et |w2| “ |w4| comme |w1w2| “ |z| et
|w3w4| “ |z|. De w1w2 “ z et w3w4 “ z nous concluons donc que w1w4 “ z. Cela amène que
uviw “ zk1`k2`k3`2 et uvi´1w “ zk1`k3`1.

Nous pouvons maintenant prouver le lemme en lui même. Nous appelons α l’entier |zj|.
Comme uvjw P z˚

j , nous avons α ” 0 pmod |uvjw|q. Comme pour tout iNąj´1 nous avons
|zi| “ |zi`1|, nous pouvons déduire que α ” 0 pmod |v|q et donc pipziq est vrai. Soit i P N un
entier. nous distinguons deux cas :

˝ Cas 1 i ă j : Par l’Équation (5.1) nous avons pjpzjq ñ pipzjq, donc pipzjq est vrai et
uviw P z˚

j .

˝ Cas 2 i ě j : Par l’Équation (5.1) nous avons pipziq ñ pjpziq, donc pjpziq est vrai et
uviw P z˚

j comme |zi| “ |zj| “ α.

Nous avons traité jusqu’à présent de résultats permettant de comparer des mots égaux,
nous allons maintenant parler de résultats permettant de traiter des mots différents.

Lemme 5.5.9

Soient u, v, z1, and z2 P Σ
˚ des mots tels que |u| “ |v| ‰ 0 et |z1| “ |z2|. Si u ‰ v alors

il existe n P N tel que pour tout i P Nąn nous avons uzi
1 ‰ zi

2v.

Démonstration. Premièrement, nous considérons que z1 “ z2 “ ǫ. Pour tout i P N, nous avons
u “ uzi

1 et v “ zi
2v, et donc uzi

1 ‰ zi
2v. Nous considérons maintenant que z1 ‰ ǫ. Soit n, i P N

des entiers tels que |zn
1 | ě |u| et i ą 2n. Nous supposons que uzi

1 “ zi
2v. Il existe donc des mots

y1, y2 P Σ
˚ tels que zn

2 “ uy2 et zn
1 “ y1v. Nous avons |y1| “ |y2|. Comme i ą 2n, nous pouvons

écrire uzi
1 et zi

2v comme :

u ¨ zi
1 “ upy1vqpy1vqpy1vqk´2zk1

1

“ puy1qpvy1qpvy1qk´2vzk1

1

zi
2v “ puy2qpuy2qpuy2qk´2zk1

2 v

avec k “ ti{nu et k1 “ i ´ nk. De u ‰ v et |uy1| “ |uy2| nous concluons que uzi
1 ‰ zi

2v.
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Lemme 5.5.10

Soient u, x, v P Σ
˚ trois mots tels que |u| “ |v| et pour tout i P Ną1 et j P ri ´ 2s

nous avons ujxvi´j ‰ uj`1xvi´j´1, alors pour tout j1 P ri ´ 1s tel que j1 ‰ j nous avons
ujxvi´j ‰ uj1 xvi´j1 .

Démonstration. Premièrement notez que u ‰ ǫ et v ‰ ǫ. Pour tout i P Ną1 et j P r1, i ´ 2s,
nous appelons ηi,j le mot ujxvi´j. Il est suffisant de montrer que pour tout j1 P rj ` 1, i ´ 2s nous
avons ηi,j ‰ ηi,j1 . Pour tout j P r1, i ´ 2s, nous définissons Wi,j P r|ηi,j|s comme le plus petit
entier tel que ηi,jpWi,jq ‰ ηi,j`1pWi,jq. Nous notons w1 “ ux et w2 “ xv. Comme nous avons
ηi,j “ ujw2vi´j´1 ‰ ηi,j`1 “ ujw1vi´j´1 nous pouvons dire que Wi,j ` |u| “ Wi,j`1. Comme u ‰ ǫ

pour tout j1 P rj ` 1, i ´ 2s nous avons ηi,jpWi,jq ‰ ηi,j`1pWi,jq “ ηi,j1pWi,jq et donc ηi,j ‰ ηi,j1 .

Enfin, nous présentons un dernier résultat concernant la longueur des mots :

Lemme 5.5.11

Soient u1, v1, w1, u2, v2, w2 P Σ
˚ des mots et L “ maxp|u1w1|, |u2w2|q ` 1. Pour tout

l ě L :

˝ Si |u1vL
1 w1| ą |u2vL

2 w2| alors |v1| ě |v2| et |u1vl
1w1| ą |u2vl

2w2|,

˝ Si |u1vL
1 w1| “ |u2vL

2 w2| alors |v1| “ |v2| et |u1vl
1w1| “ |u2vl

2w2|.

Démonstration. Nous considérons en premier que |u1vL
1 w1| ą |u2vL

2 w2|. Si |v1| ă |v2| alors
|vL

2 | ´ |vL
1 | ě L. Comme L “ maxp|u1w1|, |u2w2|q ` 1 nous avons |u1vL

1 w1| ă |u2vL
2 w2|, ce qui

est une contradiction avec l’énoncé du lemme. Nous avons donc v1 ě v2. Trivialement nous
obtenons que pour tout l ą L |u1vl

1w1| ´ |u2vl
2w2| ě |u1vl´1

1 w1| ´ |u2vl´1
2 w2|, et donc |u1vl

1w1| ą
|u2vl

2w2|. Nous considérons maintenant que |u1vL
1 w1| “ |u2vL

2 w2|. Si |v1| ‰ |v2| alors ||vL
2 | ´

|vL
1 || ě L. Comme L “ maxp|u1w1|, |u2w2|q ` 1 nous en déduisons que |u1vL

1 w1| ‰ |u2vL
2 w2|, ce

qui est une contradiction avec l’énoncé du lemme. Nous avons donc |v1| “ |v2|. Trivialement
nous obtenons que pour tout l ą L |u1vl

1w1| ´ |u2vl
2w2| “ |u1vl´1

1 w1| ´ |u2vl´1
2 w2|, et donc

|u1vl
1w1| “ |u2vl

2w2|.

5.5.3 Preuve de la condition suffisante

Dans cette section nous allons prouver la Proposition suivante :

Proposition 5.5.12

Soit T un M2C émondé. Si T satisfait l’une des propriétés (G0) ou (G1) alors sa norme
est infinie.

Le Lemme 5.5.13 montre que si un M2C T satisfait (G0) alors sa norme est infinie, et le
Lemme 5.5.14 montre que si un M2C T satisfait (G1) alors sa norme est infinie.

Lemme 5.5.13

Soit T un M2C émondé de Σ vers Σ
1. Si T satisfait (G0) alors sa norme est infinie.
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Démonstration. Nous notons T “ pA, λq avec A “ pQ, I, F, δq. Soient u, u1 P Σ
˚ des mots et

c1, c2, c3, c1 P Σ
1˚ ˆ Σ

1˚ des contextes choisis comme dans la propriété (G0). Pour tout i P r1, 3s
nous écrivons ci “ pui, viq et nous appelons u1

1 le mot c1rǫs. Pour tout k P N et n P r1, ks nous
appelons mk le mot uku1 et yk,n le mot cn´1

1 c2ck´n
3 ru1

1s. Nous allons montrer que si c1c2ru1
1s ‰

c2c3ru1
1s alors norpTq “ `8. Si |c1c2ru1

1s| ‰ |c2c3ru1
1s| alors |c1| ‰ |c3|. Pour tout k P N et

n P r1, ks la taille de yk,n est de |c1|pn ´ 1q ` |c2| ` |c3|pk ´ nq ` |u1
1|. Pour tout n1 P r1, ks nous

avons |yk,n| ´ |yk,n1 | “ np|c1| ´ |c3|q ` n1p|c3| ´ |c1|q. Si n ‰ n1 alors |yk,n| ‰ |yk,n1 |. Nous pouvons
conclure que norpmkq ě k, et comme T est émondé nous en déduisons que norpTq “ `8.

Nous considérons maintenant que |c1c2ru1
1s| “ |c2c3ru1

1s|. Pour tout k P N et n, n1 P r1, ks
nous avons donc |yk,n| “ |yk,n1 |.

Il existe un entier m tel que pour tout k P N et n P r1, k ´ 1s avec k ´ n ą m nous avons
yk,n ‰ yk,n`1. En effet en appliquant le Lemme 5.5.9 avec z “ z1 “ u3 et z “ z1 “ v3 nous
obtenons que si yk,n “ yk,n`1 alors c1c2ru1

1s “ c2c3ru1
1s, ce qui est une contradiction avec les

hypothèses de départ. Nous définissons maintenant deux entiers l1 et l2 de la manière suivante :

l1 “ minptun´1
1 u2uk´n

3 , un
1 u2uk´n´1

3 uq,

l2 “ minptun´1
1 u2uk´n

3 u1
1, un

1 u2uk´n´1
3 u1

1uq

Nous considérons la plus petite position l telle que yk,nplq ‰ yk,n`1plq, et distinguons trois cas,
selon la position de l.

Si l ď l1 nous pouvons noter en premier lieu que l ą |un
1 |. Pour tout n1 P rn ` 1, ks, nous

avons yk,n1pl ` i|u1|q ‰ yk,n1`1pl ` i|u1|q et yk,nplq “ yk,n1`1plq avec i “ n1 ´ n. Nous avons
|u1| ‰ 0, car sinon yk,np1, l1q “ yk,n`1p1, l1q “ u2uk´n´1

3 , ce qui est une contradiction avec les
hypothèses de départ. Nous pouvons en conclure que norpmkq ě k et comme T est émondé
nous en déduisons que norpTq “ `8.

Si l1 ă l ď l2 pour tout n1 P rn ` 1, ks, nous avons yk,n1pl ` i|u1| ´ i|u3|q ‰ yk,n1`1pl `
i|u1| ´ i|u3|q et donc yk,nplq “ yk,n1`1plq avec i “ n1 ´ n. Nous avons |u1| ‰ |u3|, car sinon
yk,npl1, l2q “ yk,n`1pl1, l2q “ u1

1, ce qui est une contradiction avec les hypothèses de départ.
Nous pouvons en conclure que norpmkq ě k et comme T est émondé nous en déduisons que
norpTq “ `8.

Enfin, si l ą l2 alors par symétrie nous obtenons que norpTq “ `8.

Lemme 5.5.14

Soit T un M2C émondé de Σ vers Σ
1. Si T satisfait la propriété (G1) alors sa norme est

infinie.

Démonstration. Nous notons T “ pA, λq avec A “ pQ, I, F, δq. Soient u, v, w, u1 P Σ
˚ des mots

et cij “ puij, vijq, c1 P Σ
1˚ ˆ Σ

1˚ des contextes choisis comme dans la propriété (G1), pour tout
i, j P r1, 3s. Nous appelons u1

1 le mot c1rǫs. Nous appelons αn
i le mot ui1un

i2ui3 et βn
i le mot vi3vn

i2vi1
pour tout i, j P r1, 3s. Pour tout n, m, k P N nous appelons pn,m,k et p1

n,m,k les mots suivants :

pn,m,k “c11cn
12c13pc11cm

12c13qkc21cn
22c23ru1

1s

p1
n,m,k “c21cn

22c23pc31cm
32c33qkc31cn

32c33ru1
1s

Par le Lemme 5.5.13, si T satisfait (G0) alors sa norme est infinie. Nous supposons donc que T
ne satisfait pas (G0) et :

pn,m,k “ p1
n,m,k (5.2)
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De cette équation nous pouvons déduire que :

|c11c13| “|c31c33| (5.3)

|c12| “|c32| (5.4)

Pour tout k P N et tout n P r1, ks nous appelons mk et sk,n les mots suivants :

mk “ Π
k
i“1puvk´iwqu1

sk,n “ Π
n´1
i“1 pc11ck´i

12 c13qc21ck´n
22 c23Σ

k
i“n`1pc31ck´i

32 c33qru1
1s

Enfin, nous appelons fwpn, mq l’entier n ` m ´ pgcdpn, mq pour tout n, m P N et L l’entier
maxpt|λptq| | t P δuq. Nous faisons maintenant la preuve du lemme. Pour cela nous considérons
plusieurs cas :

Cas 1 |c12| ‰ |c22|
Cas 2 |c12| “ |c22| |u11u2L

12 u13| “ |u31u2L
32 u33| |u12| “ |u22|

Cas 3 ” ” |u12| ă |u22| |u11u12u13| ‰ 0
Cas 4 ” ” ” |u11u12u13| “ 0
Cas 5 ” ” |u12| ą |u22|
Cas 6 ” |u11u2L

12 u13| ă |u31u2L
32 u33| |u12| “ |u22| |u12| “ |u32|

Cas 7 ” ” ” |u12| ă |u32| |u11u12u13| ‰ 0 |v33v32v31| ‰ 0
Cas 8 ” ” ” ” ” |v33v32v31| “ 0
Cas 9 ” ” ” ” |u11u12u13| “ 0 |v33v32v31| ‰ 0
Cas 10 ” ” ” ” ” |v33v32v31| “ 0
Cas 11 ” ” |u12| ă |u22| |u11u12u13| ‰ 0 |v33v32v31| ‰ 0
Cas 12 ” ” ” ” |v33v32v31| “ 0
Cas 13 ” ” ” |u11u12u13| “ 0 |v33v32v31| ‰ 0
Cas 14 ” ” ” ” |v33v32v31| “ 0
Cas 15 ” ” |u12| ą |u22|
Cas 16 ” |u11u2L

12 u13| ą |u31u2L
32 u33|

Cas 1 :

Nous allons montrer que dans ce cas nous pouvons générer un nombre non borné de mots
de tailles différentes. Pour tout k P N et tout n P r1, ks nous avons :

|sk,n| “ |Σn´1
i“1 pc11ck´i

12 c13qc21ck´n
22 c23Σ

k
i“n`1pc31ck´i

32 c33qru1
1s|

Par les Équations (5.3) et (5.4) nous obtenons :

|sk,n| “ pk ´ 1qp|c11c13|q ` |c21c23| ` p
kpk ` 1q

2
´ pk ´ nqqp|c12|q ` pk ´ nqp|c22|q

“ pk ´ 1qp|c11c13|q ` |c21c23| `
kpk ` 1q

2
p|c12|q ` pk ´ nqp|c22| ´ |c12|q

Donc pour tout n1 P r1, ks nous avons |sk,n| ´ |sk,n1 | “ pk ´ nqp|c22| ´ |c12|q ´ pk ´ n1qp|c22| ´ |c12|q.
Comme |c22| ‰ |c12| nous obtenons que si n ‰ n1 alors |sk,n| ‰ |sk,n1 |. Comme T est émondé nous
en déduisons que norpTq “ `8.

Cas 2 :

Nous allons montrer que ce cas est en contradiction avec le fait que la propriété (G0) n’est
pas satisfaite. Comme |c12| “ |c22|, par les Équations (5.3) et (5.4) pour tout k P N et n, n1 P r1, ks
nous obtenons que :

|sk,n| “ |sk,n1 | (5.5)
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Nous savons que s2,2 ‰ s2,1 et par l’Équation 5.5 en déduisons qu’il existe une position l P N

telle que s2,2plq ‰ s2,1plq. Nous définissons les positions suivantes :

l1 “ mint|α1
1u21|, |α1

2u31|u,

l2 “ maxt|α1
1u21|, |α1

2u31|u,

l3 “ mint|α1
1α0

2u1
1v23|, |α1

2α0
3u1

1v33|u,

l4 “ maxt|α1
1α0

2u1
1v23|, |α1

2α0
3u1

1v33|u.

Nous distinguons cinq cas dépendants de l, comme représenté à la Figure 5.9 :

1 2 3 4 5
u21 u22 u23 u31 u33 u1

1 v33 v31 v23 v22 v21

u11 u12 u13 u21 u23 u1
1 v23 v21 v13 v12 v11

FIGURE 5.9 – s2,2 ‰ s2,1

˝ Si l ă l1 alors nous avons s2,1p1, l1q “ p1
1,0,0p1, l1q et s2,2p1, l1q “ p1,0,0p1, l1q. Comme p1,0,0 ‰

p1
1,0,0 nous concluons que c’est une contradiction avec l’Équation (5.2).

˝ Si l1 ď l ă l2 alors par le Lemme 5.5.11 nous savons que |u12| “ |u22| “ |u32|, nous
pouvons donc appliquer le Lemme 5.5.9 (avec z1 “ u22, z2 “ u32, u “ s2,1pl1, l2q, v “
s2,2pl1, l2q). Il existe donc un entier n P N tel que pour tout i ą n nous avons pi,0,0 ‰ p1

i,0,0,
ce qui est une contradiction avec l’Équation (5.2).

˝ Si l2 ď l ă l3 alors nous avons s2,1pl2, l3q “ p1
1,0,0pl2 ` |u32|, l3 ` |u32|q et s2,2pl2, l3q “

p1,0,0pl2 ` |u22|, l3 ` |u22|q. Comme |u12| “ |u22| “ |u32| nous concluons que p1,0,0 ‰ p1
1,0,0,

ce qui est une contradiction avec l’Équation (5.2).

˝ Si l3 ď l ă l4 alors par le Lemme 5.5.11 nous savons que |u12| “ |u22| “ |u32|, et comme
|c12| “ |c22| “ |c32| nous pouvons donc appliquer le Lemme 5.5.9 (avec z1 “ v22, z2 “ v32,
u “ s2,1pl3, l4q et v “ s2,2pl3, l4q). Il existe donc un entier n P N tel que pour tout i ą n nous
avons pi,0,0 ‰ p1

i,0,0, ce qui est une contradiction avec l’Équation (5.2).

˝ Si l4 ď l alors s2,1pl4, |s2,1| ` 1q “ p1
1,0,0pl4 ` |u32| ` |v32|, |p1

1,0,0| ` 1q et s2,2pl4, |s2,2| ` 1q “
p1,0,0pl4 ` |u22| ` |v22|, |p1,0,0| ` 1q. Comme |u12| “ |u22| “ |u32| et |c12| “ |c22| “ |c32| nous
concluons que p1,0,0 ‰ p1

1,0,0, ce qui est une contradiction avec l’Équation (5.2).

Cas 3 :

Ici nous allons utiliser le fait que T ne satisfait pas (G0) pour préciser la forme des contextes
c11, c12, c13, c21, c22, c23, c31, c32, c33 en utilisant le Théorème de Fine et Wilf.

Nous allons commencer par calculer la forme des mots u11, u12, u13, u21, u22, u23, u31, u32
et u33. Comme |u11u12u13| ‰ 0, |u22| ą |u12|, |u11u2L

12 u13| “ |u31u2L
32 u33|, pour tout m ě 2L il

existe des entiers n, k P N tels que |αn
2 | ą |αn

1 | ` l, |pαm
1 qk| ą l, |αn

2 | ą |αn
3 | ` l et |pαm

3 qk| ą l avec
l “ fwp|u22|, |αm

1 |q. De plus par l’Équation 5.2 nous obtenons (voir la Figure 5.10) :

αn
1pαm

1 qkαn
2 “ αn

2pαm
3 qkαn

3

149



ą l

ą l

αn
2 αm

3 αm
3 αn

3

αn
1 αm

1 αm
1 αn

2

FIGURE 5.10 – αn
1pαm

1 qkαn
2 “ αn

2pαm
3 qkαn

3

Nous pouvons donc appliquer le Théorème 5.5.3 et prouver que pour tout m ě 2L il existe
des entiers a1,m, a3,m, a2 P Ną0 et des mots xm,1, ym,1, xm,2, ym,2 P Σ

˚ tels que :

αm
1 “ pxm,1ym,1qa1,m , xm,1ym,1 est la racine primitive de αm

1 ,

u22 “ pym,1xm,1qa2 , ym,1xm,1 est la racine primitive de u22,

“ pym,2xm,2qa2 , ym,2xm,2 est la racine primitive de u22,

αm
3 “ pxm,2ym,2qa3,m , xm,2ym,2 est la racine primitive de αm

3

Comme pour tout m1 ě 2L nous avons ym,1xm,1 “ ym1,1xm1,1 “ ym,2xm,2 “ ym1,2xm1,2, nous
pouvons appliquer le Lemme 5.5.8 et montrer que xm,1ym,1 “ x0,1y0,1 et xm,2ym,2 “ x0,2y0,2.
Pour plus de simplicité nous renommons x0,1 par x1, y0,1 par y1, x0,2 par x2 et y0,2 par y2. Nous
pouvons ainsi appliquer le Lemme 5.5.2 pour montrer que pour tout m ě 2L il existe des mots
x3, y3 P Σ

˚ tels que :

αm
1 P px3y3qa1,m , x3y3 est la racine primitive de αm

1

αm
3 P py3x3qa3,m , y3x3 est la racine primitive de αm

3 ,

Comme |u11u12u13| ‰ 0 et |u11u2L
12 u13| “ |u31u2L

32 u33|, pour tout m ě 2L il existe un entier k tel
que |pαm

1 qk| ą |um
22| et |pαm

3 qk| ą |um
22|. De plus, par l’Équation 5.2 nous obtenons :

pαm
1 qkαm

2 “ αm
2 pαm

3 qk

Pour tout m ě 2L nous pouvons donc appliquer le Lemme 5.5.7 (avec v “ x3, w “ y3 et x “ αm
2 ),

et montrons qu’il existe un entier a2,m P Ną0 tel que :

αm
2 y3 “ px3y3qa2,m y3αm

2 “ py3x3qa2,m

Nous calculons maintenant la forme des mots v11, v12, v13, v21, v22, v23, v31, v32 et v33. Notez que
comme |u22| ą |u12|, |c12| “ |c22| et |u11u2L

12 u13| “ |u31u2L
32 u33|, par les Équations 5.3 et 5.4 nous

obtenons que |v13v2L
12 v11| “ |v33v2L

32 v31|, |v12| ą |v22| et |v13v12v11| ‰ 0. Pour tout m ě 2L il existe
donc deux entiers n, k P N tels que |βn

1 | ą |βn
2 | ` l, |pβm

3 qk| ą l, |βn
3 | ą |βn

2 | ` l et |pβm
1 qk| ą l avec

l “ fwpv12, βm
3 q. De plus par l’Équation 5.2 nous avons (voir la Figure 5.11) :

βn
3pβm

3 qkβn
2 “ βn

2pβm
1 qkβn

1

Nous pouvons donc appliquer le Théorème 5.5.3 et montrer que pour tout m ě 2L il existe
des entiers b1,m, b3,m, b3, b1 P Ną0 et des mots xm,4, ym,4, xm,5, ym,5 P Σ

˚ tels que :

βm
1 “ pxm,4ym,4qb1,m , xm,4ym,4 est la racine primitive de βm

1 ,

v32 “ pym,4xm,4qb3 , ym,4xm,4 est la racine primitive de v32,

v12 “ pxm,5ym,5qb1 , xm,5ym,5 est la racine primitive de v12,

βm
3 “ pym,5xm,5qb3,m , ym,5xm,5 est la racine primitive de βm

3
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ą l

ą l

βn
3 βm

3 βm
3 βm

3 βn
2

βn
2 βm

1 βm
1 βm

1 βn
1

FIGURE 5.11 – βn
3pβm

3 qkβn
2 “ βn

2pβm
1 qkβn

1

Comme pour tout m1 ě 2L nous avons ym,4xm,4 “ ym1,4xm1,4 et xm,5ym,5 “ xm1,5ym1,5 nous pou-
vons appliquer le Lemme 5.5.8 et montrer que xm,4ym,4 “ x0,4y0,4 et ym,5xm,5 “ y0,5x0,5. Pour
plus de simplicité nous renommons x0,4 par x4, y0,4 par y4, x0,5 par x5 et y0,5 par y5. De plus par
|v13v12v11| ‰ 0 et |v13v2L

12 v11| “ |v33v2L
32 v31|, pour tout m ě 2L il existe un entier k P N tel que

|pβm
1 qk| ą |βm

2 | ` l et |pβm
3 qk| ą |βm

2 | ` l avec l “ fwpβm
1 , βm

3 q. Par l’Équation 5.2 nous obtenons :

pβm
3 qkβn

2 “ βn
2pβm

1 qk

ą l1

βm
3 βm

3 βm
3 βm

2

βm
2 βm

1 βm
1 βm

1

FIGURE 5.12 – pβm
3 qkβn

2 “ βn
2pβm

1 qk

Nous pouvons donc appliquer le Théorème 5.5.3 et montrer qu’il existe des mots x6, y6 P Σ
˚

tels que

βm
1 “ px6y6qb1,m , x6y6 est la racine primitive de βm

1 ,

βm
3 “ py6x6qb3,m , y6x6 est la racine primitive de βm

3

Comme |v12| “ |v32| et |v13v11| “ |v33v31| et |v32| ą |v22|, pour tout entier m ě 2L il existe un
entier k P N tel que |pβm

3 qk| ą |βm
2 | ` βm

1 . Nous pouvons donc appliquer le Lemme 5.5.7 (avec
v “ x6, w “ y6 et x “ βn

2) et montrer que pour tout m ě 2L il existe un entier b2,m P N tel que :

βm
2 x6 “ py6x6qb2,m x6βm

2 “ px6y6qb2,m

En utilisant les formes des mots calculées ci-dessus, pour tout n P N et k P r1, ns il existe
des entiers ln, l1

n P Ną0 tels que sk,n “ x3py3x3qln u1
1py6x6ql1

n y6. Comme |u12| “ |u32| et |u11u13| “
|u31u33| nous avons |x3py3x3qln | ´ |x3py3x3qln`1 | “ |u22| ´ |u12| et comme |v12| “ |v32| et |v13v11| “

|v33v31| nous avons |py6x6ql1
n y6| ´ |py6x6ql1

n`1 y6| “ |v12| ´ |v22|. De plus |c12| “ |c22|, nous en
déduisons donc que |u22| ´ |u12| “ |v12| ´ |v22|. Comme |u22| ą |u12| et |v12| ą |v22| il existe
donc un entier p P Ną0 tel que pour tout n P N et k P r1, ns nous avons :

sk,n “ x3py3x3qln`1´pu1
1py6x6ql1

n`1`py6

De plus comme s2,2 ‰ s2,1, nous en déduisons que sk,n ‰ sk`1,n. Nous pouvons donc appliquer
le Lemme 5.5.10 (avec u “ py3x3qp, x “ w et v “ py6x6qp) et montrer que pour tout k1 P r1, ns tel
que k1 ‰ k nous avons sk,n ‰ sk1,n. Nous concluons que pour tout n P N nous avons norpmnq ě n,
et comme T est émondé, norpTq “ `8.

Cas 4 :
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Nous avons |u11u12u13| “ 0. Comme |u11u13| “ |u31u33|, |u12| “ |u32| nous en dédui-
sons que |u31u32u33| “ 0. De plus, similairement au Cas 3 nous avons |v13v11| “ |v33v31|,
|v12| “ |v32|, |v12| ą |v22| et |v13v12v11| ‰ 0. Nous pouvons donc calculer la forme des mots
v11, v12, v13, v21, v22, v23, v31, v32 et v33 et en déduisons qu’il existe x6, y6 P Σ

˚ tel que pour tout
n P N et k P r1, ns il existe un entier l1

n P Ną0 avec sk,n “ u21uk´n
22 u23u1

1py6x6ql1
n y6. Comme

|v12| “ |v32| et |v13v11| “ |v33v31| nous avons |py6x6ql1
n y6| ´ |py6x6ql1

n`1 y6| “ |v12| ´ |v22|. De plus
|c12| “ |c22| et |u12| “ 0, nous en déduisons donc que |u22| “ |v12| ´ |v22|. Comme |v12| ą |v22| il
existe donc un entier p P Ną0 tel que pour tout n P N et k P r1, ns :

sk,n “ u21uk´n
22 u23u1

1py6x6ql1
n`1´py6

De plus comme s2,2 ‰ s2,1, nous en déduisons que sk,n ‰ sk`1,n. Nous pouvons donc appliquer
le Lemme 5.5.10 (avec u “ u22, x “ u23u1

1 et v “ py6x6qp) et montrer que pour tout k1 P r1, ns
tel que k1 ‰ k nous avons sk,n ‰ sk1,n. Nous pouvons donc conclure que pour tout n P N nous
avons norpmnq ě n, et comme T est émondé, norpTq “ `8.

Cas 5 :

La preuve de ce cas suit celles des Cas 3 et 4. En effet, nous avons |u22| ă |u12|, et donc par
|c12| “ |c22| nous en concluons que |v22| ą |v12|. Ce Cas est donc symétrique aux Cas 3 et 4, et
il suffit de considérer le même cheminement en échangeant le rôle des mots uij avec celui des
mots vij1 pour tout i, j P r1, 3s et j1 “ 3 ´ i.

Cas 6 :

La preuve de ce cas suit celle du Cas 2. En effet, dans cette preuve la seule hypothèse utilisée
est |u12| “ |u22| “ |u32|, et le cheminement emprunté est toujours valide ici.

Cas 7 :

Comme |u11u2L
12 u13| ă |u31u2L

32 u33|, |u12| “ |u22|, |u12| ă |u32| et |c12| “ |c22|, par les Équa-
tions 5.3 et 5.4 nous pouvons conclure que |v33v2L

32 v31| ă |v13v2L
12 v11|, |v22| “ |v12| et |v32| ă |v12|.

Pour tout m ě 2L il existe donc deux entiers n, k P N tels que |pαm
3 qk| ą |αn

1pαm
1 qku1

1vu23| ` l et
|vn

22| ą l avec l “ fwpαm
3 , v22q.

Par l’Équation 5.2 nous avons αn
1pαm

1 qkαn
2 ru1

1s “ αn
2pαm

3 qkαn
3 ru1

1s, nous pouvons donc appli-
quer le Théorème 5.5.3 et montrer que pour tout m ě 2L il existe des entiers a3,m, b2 P Ną0 et
des mots xm,4, ym,4 P Σ

˚ tels que :

αm
3 “ pxm,4ym,4qa3,m , xm,4ym,4 est la racine primitive de αm

3 ,

v22 “ pym,4xm,4qb2 , ym,4xm,4 est la racine primitive de v22

Comme |u11u12u13| ‰ 0, |u11u2L
12 u13| ă |u31u2L

32 u33|, |v33v32v31| ‰ 0 et |v33v2L
32 v31| ă |v13v2L

12 v11|
pour tout m ě 2L il existe un entier k P N tel que |pαm

1 qk| ą |αm
2 | ` l1, |pαm

3 qk| ą l1, |pαm
3 qk| ą

|pαm
1 qku1

1| ` l2, |pβm
1 qk| ą |βm

2 | ` l1 et |pβm
3 qk| ą l3 avec l1 “ fw|αm

1 |, |αm
3 |q, l2 “ fwp|βm

1 |, |αm
3 |q et

l3 “ fwp|βm
1 |, |βm

3 |q.
Par l’Équation 5.2 nous avons pαm

1 qkαm
2 ru1

1s “ αm
2 pαm

3 qkru1
1s (voir la Figure 5.13), nous pou-

vons donc appliquer le Lemme 5.5.3 et montrer que pour tout m ě 2L il existe des entiers
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ą l1 ą l2

ą l3

αm
2 αm

3 αm
3 αm

3 αm
3 u1

1 βm
3 βm

3 βm
3 βm

3 βm
2

αm
1 αm

1 αm
1 αm

1 αm
2 u1

1 βm
2 βm

1 βm
1 βm

1 βm
1

FIGURE 5.13 – pαm
1 qkαm

2 ru1
1s “ αm

2 pαm
3 qkru1

1s

a1,m, b1,m, b3,m P Ną0 et des mots xm,1, ym,1, xm,2, ym,2, xm,3, ym,3 P Σ
˚ tels que :

αm
1 “ pxm,1ym,1qa1,m , xm,1ym,1 est une racine primitive de αm

1 ,

αm
3 “ pym,1xm,1qa3,m , ym,1xm,1 est une racine primitive de αm

3

“ pym,2xm,2qa3,m , ym,2xm,2 est une racine primitive de αm
3 ,

βm
1 “ pxm,2ym,2qb1,m , xm,2ym,2 est une racine primitive de βm

1

“ pxm,3ym,3qb1,m , xm,3ym,3 est une racine primitive de βm
1 ,

βm
3 “ pym,3xm,3qb3,m , ym,3xm,3 est une racine primitive de βm

3

Pour tout m1 ě 2L nous avons ym,4xm,4 “ ym1,4xm1,4 nous pouvons appliquer le Lemme 5.5.8
et montrer que xm,4ym,4 “ x0,4y0,4. Nous pouvons aussi appliquer ce lemme pour montrer que
xm,1ym,1 “ x0,1y0,1, ym,1xm,1 “ y0,1x0,1, xm,2ym,2 “ x0,2y0,2, ym,2xm,2 “ y0,2x0,2, xm,3ym,3 “ x0,3y0,3
et ym,3xm,3 “ y0,3x0,3. Pour plus de simplicité nous renommons x0,1 as x1, y0,1 par y1, x0,2 par
x2, y0,2 par y2, x0,3 par x3, y0,3 et par y3. Comme |u11u12u13| ‰ 0 et |v33v2L

32 v31| ă |v13v2L
12 v11|,

pour tout m P 2L il existe un entier k P N tel que |pαm
1 qk| ą |αm

2 | et |pβm
1 qk| ą |u1

1pβm
3 qkβm

2 |.
Par l’Équation 5.2 nous avons pαm

1 qkαm
2 ru1

1s “ αm
2 pαm

3 qkru1
1s, nous pouvons donc appliquer le

Lemme 5.5.7 (avec v “ y1, w “ x1 et x “ αm
2 ). Pour tout m ě 2L il existe un entier a2,m P N tel

que :

y1αm
2 “ py1x1qa2,m αm

2 y1 “ px1y1qa2,m

Nous appliquons ensuite le même lemme avec v “ x3, w “ y3 et x “ βm
2 . Pour tout m ě 2L il

existe un entier b2,m P Ną0 tel que :

x3βm
2 “ px3y3qb2,m βm

2 x3 “ py3x3qb2,m

Enfin nous utilisons le Lemme 5.5.7 avec v1 “ y2, w1 “ x2, v2 “ y3, w2 “ x3 et y “ u1
1. Il existe

un entier d P N tel que :

u1
1y3 “ y2px3y3qd
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Finalement nous pouvons donc prouver les égalités suivantes :

c11c12c13c21c23ru1
1s “ px1y1qa1,1 α0

2u1
1β0

2px3y3qb1,1

“ x1py1x1qa1,1´1y1α0
2u1

1β0
2x3py3x3qb1,1´1y3

“ x1py1x1qa1,1´1`a2,0 u1
1py3x3qb1,1´1`b2,0 y3

“ x1py1x1qa1,1´1`a2,0 u1
1y3px3y3qb1,1´1`b2,0

“ x1py1x1qa1,1´1`a2,0 y2px3y3qb1,1´1`b2,0`d

“ x1py2x2qa1,1´1`a2,0 y2px2y2qb1,1´1`b2,0`d

“ x1py2x2qa1,1´1`a2,0py2x2qb1,1´1`b2,0`dy2

“ x1py2x2qa1,1´2`a2,0`b1,1`b2,0`dy2

c21c22c23c31c33ru1
1s “ x1py2x2qa2,1`a3,0´2`b3,0`b2,1`dy2

Comme |c12| “ |c22|, par les Équations 5.3 et 5.4 nous en déduisons que |s2,1| “ |s2,2|, et donc
s2,1 “ s2,2. C’est une contradiction avec les suppositions de départ.

Cas 8 :

La seule supposition différente du Cas 7 est sur v33v32v31, qu’ici nous supposons vide. Il est
donc possible de calculer la forme de chacun des mots comme pour le Cas 7, sauf concernant
v33v32v31. Pour tout m ě 2L il existe donc des entiers a1,m, b1,m, a3,m P Ną0, a2,m P N et des mots
x1, y1, x2, y2 P Σ

˚ tels que :

αm
1 “ px1y1qa1,m , x1y1 est une racine primitive de αm

1 ,

αm
3 “ py1x1qa3,m , y1x1 est une racine primitive de αm

3

“ py2x2qa3,m , y2x2 est une racine primitive de αm
3 ,

βm
1 “ px2y2qb1,m , x2y2 est une racine primitive de βm

1

y1αm
2 “ py1x1qa2,m αm

2 y1 “ px1y1qa2,m

Il n’est par contre pas possible de montrer directement la forme des mots y1βm
2 et u1

1y3 comme
dans le Cas 7 car elles dépendent de la forme de βm

3 (qui ici est vide). Il est cependant possible
d’appliquer le même raisonnement que pour y1βm

2 afin de calculer la forme de u1
1βm

2 x2. Pour
tout m ě 2L il existe donc un entier b2,m P Ną0 tel que :

x2u1
1βm

2 “ px2y2qb2,m u1
1βm

2 x2 “ py2x2qb2,m

Nous pouvons donc en déduire que :

c11c12c13c21c23ru1
1s “ x1py2x2qa1,1´2`a2,0`b1,1`b2,0 y2

c21c22c23c31c33ru1
1s “ x1py2x2qa3,0´2`a2,1`b2,1 y2

Comme |c12| “ |c22|, par les Équations 5.3 et 5.4 nous en déduisons que |s2,1| “ |s2,2|, et donc
s2,1 “ s2,2. C’est une contradiction avec les suppositions de départ.

Cas 9 :

Encore une fois ce cas est très similaire au Cas 7. Ici la différence est sur le mot u11u12u13, que
nous supposons vide. Il est donc possible de calculer la forme de chacun des mots comme pour
le Cas 7, sauf concernant u11u12u13. De plus, comme |u12| “ |u22|, nous pouvons en déduire que
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|u22| “ 0. Pour tout m ě 2L il existe des entiers a3,m, b1,m, b3,m, b2,m P Ną0, d P N et des mots x2,
y2, x3, y3 P Σ

˚ tels que :

αm
3 “ py2x2qa3,m , y2x2 est une racine primitive de αm

3 ,

βm
1 “ px2y2qb1,m , x2y2 est une racine primitive de βm

1

“ px3y3qb1,m , x3y3 est une racine primitive de βm
1 ,

βm
3 “ py3x3qb3,m , y3x3 est une racine primitive de βm

3

x3βm
2 “ px3y3qb2,m βm

2 x3 “ py3x3qb2,m

u1
1y3 “ y2px3y3qd x2u1

1 “ x2py3x3qd

Nous pouvons donc en déduire que :

c11c12c13c21c23ru1
1s “ u21u23py2x2qb1,1´1`b2,0 y2

c21c22c23c31c33ru1
1s “ u21u23py2x2qa3,0´1`b3,0`b2,1 y2

Comme |c12| “ |c22|, par les Équations 5.3 et 5.4 nous en déduisons que |s2,1| “ |s2,2|, et donc
s2,1 “ s2,2. C’est une contradiction avec les suppositions de départ.

Cas 10 :

Ce cas est une combinaison du Cas 8 et du Cas 9, c’est à dire que u11u12u13 et v33v32v31 sont
vides. Il est donc possible de calculer la forme de chacun des mots comme pour les cas 8 et 9,
sauf concernant u11v12v13 et v33v32v31. De plus, comme |u12| “ |u22|, nous pouvons en déduire
que |u22| “ 0. Pour tout m ě 2L il existe donc des entiers b1,m, a3,m, b2,m P Ną0 et des mots x2,
y2 P Σ

˚ tels que :

αm
3 “ py2x2qa3,m , y2x2 est une racine primitive de αm

3 ,

βm
1 “ px2y2qb1,m , x2y2 est une racine primitive de βm

1

u1
1βm

2 x2 “ py2x2qb2,m x2u1
1βm

2 “ px2y2qb2,m

Nous pouvons donc en déduire que :

c11c12c13c21c23ru1
1s “ u21u23py2x2qb1,1´1`b2,0`dy2

c21c22c23c31c33ru1
1s “ u21u23py2x2qa3,0´1`b2,1`dy2

Comme |c12| “ |c22|, par les Équations 5.3 et 5.4 nous en déduisons que |s2,1| “ |s2,2|, et donc
s2,1 “ s2,2. C’est une contradiction avec les suppositions de départ.

Cas 11 :

Comme |u11u13u12| ‰ 0, |u11u2L
12 u13| ă |u31u2L

32 u33|, |u12| ă |u22| et |c12| “ |c22|, par les
Équations 5.3 et 5.4 nous pouvons en conclure que |v33v32v31| ‰ 0, |v33v2L

32 v31| ă |v13v2L
12 v11|

et |v22| ă |v12|. Pour tout m ě 2L il existe donc deux entiers n, k P N tels que |αn
2 | ą |αn

1 | ` l1,
|pαm

1 qk| ą l1, |βn
1 | ą |βn

2 | ` l2 et |pβm
3 qk| ą l2 avec l1 “ fwp|u22|, |αm

1 |q et l2 “ fwp|v12|, |βm
3 |q.
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αn
2 αm

3 αm
3 αm

3 αn
3 u1

1 βn
3 βm

3 βm
3 βm

3 βn
2

αn
1 αm

1 αm
1 αm

1 αn
2 u1

1 βn
2 βm

1 βm
1 βm

1 βn
1

FIGURE 5.14 – αn
1pαm

1 qkαn
2 ru1

1s “ αn
2pαm

3 qkαn
3 ru1

1s

Par l’Équation 5.2 nous avons αn
1pαm

1 qkαn
2 ru1

1s “ αn
2pαm

3 qkαn
3 ru1

1s (voir la Figure 5.14), nous
pouvons donc appliquer le Théorème 5.5.3 et montrer qu’il existe xm,4, ym,4, xm,5 et ym,5 tels
que :

αm
1 P pxm,4ym,4q`, xm,4ym,4 est la racine primitive de αm

1 ,

u22 P pym,4xm,4q`, ym,4xm,4 est la racine primitive de u22

v12 P pxm,5ym,5q`, xm,5ym,5 est la racine primitive de v12

βm
3 P pym,5xm,5q`, ym,5xm,5 est la racine primitive de βm

3 .

Le reste de cette preuve suit la preuve du Cas 7 pour le calcul de la forme des mots αm
3 , βm

1 ,
u1

1, αm
2 et βm

2 .pour tout m ě 2L il existe des entiers a1,m, b1,m, b3,m, a2,m P Ną0, d, b2,m P N et des
mots xm,1, ym,1, xm,2, ym,2, xm,3, ym,3 P Σ

˚ tels que :

αm
1 “ pxm,1ym,1qa1,m , xm,1ym,1 est une racine primitive de αm

1 ,

αm
3 “ pym,1xm,1qa3,m , ym,1xm,1 est une racine primitive de αm

3

“ pym,2xm,2qa3,m , ym,2xm,2 est une racine primitive de αm
3 ,

βm
1 “ pxm,2ym,2qb1,m , xm,2ym,2 est une racine primitive de βm

1

“ pxm,3ym,3qb1,m , xm,3ym,3 est une racine primitive de βm
1 ,

βm
3 “ pym,3xm,3qb3,m , ym,3xm,3 est une racine primitive de βm

3

y1αm
2 “ py1x1qa2,m αm

2 y1 “ px1y1qa2,m

x3βm
2 “ px3y3qb2,m βm

2 x3 “ py3x3qb2,m

u1
1y3 “ y2px3y3qd x2u1

1 “ px2y2qdx3

Finalement nous pouvons donc prouver les égalités suivantes :

c11c12c13c21c23ru1
1s “ x1py2x2qa1,1´2`a2,0`b1,1`b2,0`dy2

c21c22c23c31c33ru1
1s “ x1py2x2qa2,1`a3,0´2`b3,0`b2,1`dy2

Comme |c12| “ |c22|, par les Équations 5.3 et 5.4 nous en déduisons que |s2,1| “ |s2,2|, et donc
s2,1 “ s2,2. C’est une contradiction avec les suppositions de départ.

Cas 12 :

La seule supposition différente du Cas 11 est sur v33v32v31, qu’ici nous supposons vide. Il est
donc possible de calculer la forme de chacun des mots comme pour le Cas 7, sauf concernant
v33v32v31. Pour tout m ě 2L il existe donc des entiers a1,m, b1,m, a3,m, a2,m P Ną0 et des mots x1,
y1, x2, y2 P Σ

˚ tels que :

αm
1 “ px1y1qa1,m , x1y1 est une racine primitive de αm

1 ,

αm
3 “ py1x1qa3,m , y1x1 est une racine primitive de αm

3

“ py2x2qa3,m , y2x2 est une racine primitive de αm
3 ,

βm
1 “ px2y2qb1,m , x2y2 est une racine primitive de βm

1
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y1αm
2 “ py1x1qa2,m αm

2 y1 “ px1y1qa2,m

Il n’est par contre pas possible de montrer directement la forme des mots y1βm
2 et u1

1y3 comme
dans le Cas 7 car elles dépendent de la forme de βm

3 (qui ici est vide). Il est cependant possible
d’appliquer le même raisonnement que pour y1βm

2 afin de calculer la forme de u1
1βm

2 x2. Pour
tout m ě 2L il existe donc un entier b2,m P N tel que :

u1
1βm

2 x2 “ py2x2qb2,m x2u1
1βm

2 “ px2y2qb2,m

Nous pouvons donc en déduire que :

c11c12c13c21c23ru1
1s “ x1py2x2qa1,1´2`a2,0`b1,1`b2,0 y2

c21c22c23c31c33ru1
1s “ x1py2x2qa3,0´2`a2,1`b2,1 y2

Comme |c12| “ |c22|, par les Équations 5.3 et 5.4 nous en déduisons que |s2,1| “ |s2,2|, et donc
s2,1 “ s2,2. C’est une contradiction avec les suppositions de départ.

Cas 13 :

Encore une fois ce cas est très similaire au Cas 11. Ici la différence est sur le mot u11u12u13,
que nous supposons vide. Il est donc possible de calculer la forme de chacun des mots comme
pour le Cas 11, sauf concernant u11u12u13. Pour tout m ě 2L il existe des entiers a3,m, b1,m, b3,m P
Ną0, d, b2,m P N et des mots x2, y2, x3, y3 P Σ

˚ tels que :

αm
3 “ py2x2qa3,m , y2x2 est une racine primitive de αm

3 ,

βm
1 “ px2y2qb1,m , x2y2 est une racine primitive de βm

1

“ px3y3qb1,m , x3y3 est une racine primitive de βm
1 ,

βm
3 “ py3x3qb3,m , y3x3 est une racine primitive de βm

3

x3βm
2 “ px3y3qb2,m βm

2 x3 “ py3x3qb2,m

u1
1y3 “ y2px3y3qd x2u1

1 “ px2y2qdx3

Nous en déduisons que pour tout n P N et k P r1, ns il existe un entier l1
n P Ną0 avec

sk,n “ u21uk´n
22 u23u1

1py2x2ql1
n y2. Comme nous avons |sk,n| “ |sk`1,n| et |u22| ‰ 0 il existe un entier

p P Ną0 tel que pour tout n P N et k P r1, ns :

sk,n “ u21uk´n
22 u23py2x2ql1

n`1`py2

De plus comme s2,2 ‰ s2,1, nous en déduisons que sk,n ‰ sk`1,n. Nous pouvons donc appliquer
le Lemme 5.5.10 (avec u “ u22, x “ u23u1

1 et v “ py6x6qp) et montrer que pour tout k1 P r1, ns
tel que k1 ‰ k nous avons sk,n ‰ sk1,n. Nous pouvons donc conclure que pour tout n P N nous
avons norpmnq ě n, et comme T est émondé, norpTq “ `8.

Cas 14 :

Ce cas est une combinaison du Cas 12 et du Cas 13, c’est à dire que u11u12u13 et v33v32v31
sont vides. Il est donc possible de calculer la forme de chacun des mots comme pour les cas
12 et 13, sauf concernant u11u12u13 et v33v32v31. Pour tout m ě 2L il existe donc des entiers
b1,m, a3,m P Ną0, b2,m P N et des mots x2, y2 P Σ

˚ tels que :

αm
3 “ py2x2qa3,m , y2x2 est une racine primitive de αm

3 ,

βm
1 “ px2y2qb1,m , x2y2 est une racine primitive de βm

1
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u1
1βm

2 x2 “ py2x2qb2,m x2u1
1βm

2 “ px2y2qb2,m

Nous en déduisons que pour tout n P N et k P r1, ns il existe un entier l1
n P Ną0 avec

sk,n “ u21uk´n
22 u23u1

1py2x2ql1
n y2. Comme nous avons |sk,n| “ |sk`1,n| et |u22| ‰ 0 il existe un entier

p P Ną0 tel que pour tout n P N et k P r1, ns :

sk,n “ u21uk´n
22 u23py2x2ql1

n`1`py2

De plus comme s2,2 ‰ s2,1, nous en déduisons que sk,n ‰ sk`1,n. Nous pouvons donc appliquer
le Lemme 5.5.10 (avec u “ u22, x “ u23u1

1 et v “ py6x6qp) et montrer que pour tout k1 P r1, ns
tel que k1 ‰ k nous avons sk,n ‰ sk1,n. Nous pouvons donc conclure que pour tout n P N nous
avons norpmnq ě n, et comme T est émondé, norpTq “ `8.

Cas 15 :

Ce cas suit les lignes des preuves des cas 7 et 8. En effet, comme |u12| ą |u22|, |u32| ě |u12|,
|c12| “ |c22| “ |c32| nous pouvons en déduire que |v22| ą |v22|. Nous pouvons donc appliquer
les mêmes raisonnements afin de calculer la forme des mots v22 et αm

3 pour tout m ě 2L puis la
forme de tous les autres mots.

Cas 16 :

La preuve de ce cas suit celles des Cas 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13 et 14 (quand |u11u2L
12 u13| ą

|u31u2L
32 u33|). En effet, nous avons |u11u2L

12 u13| ă |u31u2L
32 u33|, et donc par |c12| “ |c22| et |c11c13| “

|c31c33| nous en concluons que |v13v2L
12 v11| ă |v33v2L

32 v31|. Ce Cas est donc symétrique aux Ca 6,
7, 8, 9, 10, 11 et 12, 13 et 14. et il suffit de considérer le même cheminement en échangeant le
rôle des mots uij avec celui des mots vij1 pour tout i, j P r1, 3s et j1 “ 3 ´ i.

5.5.4 Discussion sur la condition nécessaire

Nous avons prouvé que les propriétés (G0) et (G1) sont des conditions suffisantes à l’infinité
de la norme d’un M2C. Nous ne savons pas si elles sont aussi une condition nécessaire, et dans
cette section nous allons discuter des différentes idées de preuves pour la conjecture suivante :

Conjecture 5.5.15

Soit T “ pA, λq un M2C émondé. Si T a une norme infinie alors il satisfait l’une des
propriétés (G0) ou (G1).

Nous allons étudier deux cheminements inspirés de deux résultats existants : celui présenté
dans les Sections 5.1 et 5.2, et celui présenté dans la Section 5.3. Le premier, utilisé par Andreas
Weber et Helmut Seidl, est basé sur une décomposition des calculs acceptants des automates
en utilisant une notion de composante connexe. Le deuxième proposé par Rodrigo de Souza et
Jacques Sakarovitch quelques années plus tard utilise des notions de délais. Nous allons mon-
trer dans les sous-sections suivantes comment nous avons essayé d’adapter ces deux approches
aux transducteurs mot-vers-contexte.

Décomposition des calculs acceptants Dans le Lemme 5.1.8 de la Section 5.1 nous avons pré-
senté une manière de décomposer les calculs acceptants d’un transducteur fini en utilisant des
composantes connexes. Un transducteur mot-vers-contexte étant aussi basé sur un automate
fini, il est possible d’appliquer cette décomposition de manière identique. Il nous faut ensuite
adapter les Lemmes 5.1.9 et 5.1.10 permettant de borner le nombre de sorties aux M2C. Il existe
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une différence majeure entre ce modèle et les TF : un M2C produit des contextes, et un TF des
mots. Pour tous mots u et v, si u est différent de v alors pour tout mot w, uw et vw seront aussi
différents. Cette propriété n’est pas satisfaite dans le cas des contextes. Nous pouvons avoir
deux contextes c et c1 différents et un mot w tel que crws est égal à c1rws. C’est la raison pour
laquelle nous devons considérer la fin du calcul pour les propriétés (G0) et (G1) et pas pour
les propriétés (W1) et (W2). Nous devons donc prendre en compte cette différence pour adap-
ter les Lemmes 5.1.9 et 5.1.10. Comme pour les TF, nous devons introduire une notation pour
raisonner sur les sorties.

Définition 5.5.16

Soit T “ pA, λq un M2C sur l’alphabet Σ vers Σ
1 avec A “ pQ, I, F, δq. Pour tout p, q P Q

et u, v P Σ
˚ nous appelons Tp,qpu, vq et Tppuq les ensembles et norp,qpu, vq et norppuq les

entiers définis comme suit :

Tp,qpu, vq “ tcc1rǫs P Σ
1˚ | p u,c

ÝÑ˚q v,c1

ÝÝÑ˚q f P CaluvpAq, q f P Fu

Tppuq “
ď

p1PQ

pTp,p1pu, ǫqq

norp,qpu, vq “ #Tp,qpu, vq

norppuq “ #Tppu, ǫq

Notons que la définition de nor diffère de celle utilisée pour les TF car nous devons ici
prendre en compte la fin du calcul. Nous adaptons maintenant le Lemme 5.1.9 aux transduc-
teurs mot-vers-contexte, en utilisant les définitions que nous venons de décrire :

Lemme 5.5.17

Soit T “ pA, λq un M2C sur l’alphabet Σ ne satisfaisant pas (G0) avec A “ pQ, I, F, δq
Pour tous états p, q P Q et mots u, v P Σ

˚ tels que q P Qp nous avons norp,qpu, vq ď
norqpvq.

La preuve de ce lemme est presque identique à celle du Lemme 5.1.9. Premièrement comme
p et q sont dans la même composante connexe, nous pouvons en déduire qu’il existe un calcul
q

w,c3ÝÝÑ˚ p P CalwpAq. Nous supposons maintenant que norp,qpu, vq ą norqpvq. Il existe donc trois

calculs p
u,c1ÝÝÑ˚q, p u,c2ÝÝÑ˚q P CalupAq, q v,c

ÝÑ˚q f P CalvpAq avec c1crǫs ‰ c2crǫs et q f P F. Nous
pouvons en conclure que T satisfait (G0) car pc3c1qpc3c1qcrǫs ‰ pc3c1qpc3c2qcrǫs, ce qui est en
contradiction avec l’hypothèse de départ. Ce lemme implique que le nombre de mots produits
entre deux états dans la même composante connexe est borné par le nombre de mots produits
par la suite.

L’étape suivante consiste à adapter le Lemme 5.1.10, mais nous ne sommes pas parvenus à
le faire pour l’instant. Nous présentons donc une conjecture et discutons de sa démonstration.
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Conjecture 5.5.18

Soit T “ pA, λq un M2C sur l’alphabet Σ ne satisfaisant pas (G0) et (G1) avec A “
pQ, I, F, δq. Il existe un polynôme P tel que pour tout u, v P Σ

˚ et B Ď Q avec

p1q @p P B, Dq P B, Dp
u|c
ÝÑ q P CalupAq,

p2q @q P B, Dp P B, Dp
u|c
ÝÑ q P CalupAq,

p3q @p P B, Dq f P F, Dp
u|c
ÝÑ q f P CalvpAq,

nous avons : norp,qpu, vq ď norqpvq ¨ 22Pp|A|q
pour tout p, q P B.

Nous expliquons à présent pourquoi nous ne sommes pas parvenus pour l’instant à dé-
montrer cette conjecture. Nous commençons tout d’abord par extraire des calculs de B, comme
nous l’avons fait dans le début de la démonstration du Lemme 5.1.10. Il existe donc des entiers
i, j P N et des états p1, p2 P B et q f , q1

f P F tels que :

˝ η1 “ p1
ui`j`1|c1
ÝÝÝÝÝÑ p1

˝ η2 “ p1
ui|c2
ÝÝÑ p

˝ η1
2 “ q

uj|c3
ÝÝÑ p2

˝ η3 “ p2
ui`j`1|c4
ÝÝÝÝÝÑ p2

˝ η “ p2
v|c
ÝÑ q1

f

Il est ensuite possible de définir la fonction noyau de la même manière que pour les TF.
Nous considérons maintenant les calculs extraits de B, et supposons qu’il existe deux calculs

η̂ : p
u|c5
ÝÝÑ q, η̂1 : p

u|c6
ÝÝÑ q P CalupAq. En utilisant des techniques de combinatoire, nous pensons

qu’il est possible de montrer que si π1 “ pη1, η2η̂η1
2, η3q et π2 “ pη1, η2η̂1η1

2, η3q ont le même
noyau alors c2c5c3crǫs “ c2c6c3crǫs. Intuitivement, comme (G0) et (G1) ne sont pas satisfaits les
contextes produits par les boucles supprimées sont conjugués avec sortiepη2η̂η1

2q.
Nous ne sommes cependant pas parvenus à déduire de l’égalité c2c5c3crǫs “ c2c6c3crǫs

que pour tout calcul η1 “ q
v|c1

ÝÝÑ q1
f si π1 et π2 ont le même noyau alors alors nous avons

c5c1rǫs “ c6c1rǫs.

Utilisation de délais Nous considérons la technique utilisée dans [SdS08].
Pour suivre ce cheminement, nous devons définir en premier une notion de délais pour

contextes. Un solution simple est d’avoir un délai pour le mot de gauche, et un délai pour
le mot de droite. Plus formellement, étant donnés c “ pu, vq et c1 “ pu1, v1q deux contextes
de Σ

˚ ˆ Σ
˚, le délai entre c et c1 est l’élément de HΣ ˆ HΣ dénoté par delaipc1, cq et défini par

pdelaipu, u1q, delaipv̄, v̄1qq avec v̄ le miroir du mot v et v̄1 le miroir du mot v1. Nous devons consi-
dérer les miroirs de v et v1 car lorsque deux contextes sont concaténés, le deuxième est ajouté
au milieu du premier. Par exemple, le délai entre les contextes pa, aaq et paa, aq est ppǫ, aq, pa, ǫqq.

Nous devons ensuite définir une notion de taille de délai. Dans le cas des délais de mots, la
notion naturelle de taille de délais est égale à la différence entre les tailles des deux mots ayant
générés le délai. Dans le cas des contextes de délais, nous pourrions dire que la taille d’un délai
ppu, vq, pu1, v1qq est égal à | |u| ´ |v| ` |u1| ´ |v1| |. Par exemple le délai ppǫ, aq, pa, ǫqq aurait une
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taille de 0, ceci correspondant bien avec la différence de taille entre les contextes pa, aaq et paa, aq.
Étant donnés deux calculs ρ et ρ1 d’un M2C nous pouvons ensuite définir le décalage xρ, ρ1y de
la même manière que pour les TF en utilisant cette notion de taille.

L’étape suivante consiste à appliquer la procédure separeNpTq afin de construire un trans-
ducteur où les sorties produites sur un même mot d’entrée ont un décalage supérieur à N. Pour
cela nous devons stocker dans l’état les délais avec une taille de N ou moins. Nous ne pouvons
pas faire cela dans le cas des délais de contexte, car nous avons un nombre infini de délais avec
une taille inférieure à N. Par exemple, pour tout i P N les délais ppai, ǫq, pǫ, aiqq sont tous de
taille 0.

Si nous souhaitons appliquer le cheminement de Rodrigo de Souza et Jacques Sakarovitch
nous devons donc trouver une notion de délai permettant d’exprimer la complexité des sorties.
L’un des chemins possibles serait de considérer les boucles empruntées par les calculs : quand
un délai est long, cela implique que les calculs sous-jacents empruntent des boucles, et les
sorties sont composées de motifs se répétant. Il semble donc possible de définir une notion
de taille de délai en prenant en compte ces boucles. Nous ne sommes cependant pas encore
parvenus à prouver le résultat souhaité en utilisant cette idée.
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Conclusion

Dans ce manuscrit, nous avons présenté plusieurs résultats liés à l’étude des automates à
pile visible.

Contributions

Tout d’abord, nous avons présenté une nouvelle notion d’émondage pour les automates
à pile visible et un algorithme pour émonder un automate arbitraire de ce modèle en temps
polynomial. Cette procédure se décompose en plusieurs parties, la réduction, la co-réduction,
indépendamment utilisables afin de simplement réduire ou co-réduire un APV. Nous avons
ensuite donné une procédure de complexité exponentielle qui, étant donné un automate à pile
visible, construit un automate équivalent à la fois émondé et déterministe. Nous avons démon-
tré également que cette complexité exponentielle est optimale. Nous avons ensuite étendu nos
différentes constructions d’émondage aux automates à pile visible à coûts.

Dans un deuxième temps, nous nous sommes intéressés aux automates à pile visible à coûts,
et avons considéré deux semi-anneaux, celui des entiers naturels et le semi-anneau Max-plus.
Nous avons défini des propriétés caractérisant le coût infini, et des algorithmes s’exécutant en
temps polynomial pour décider ce problème. Dans le cas des entiers, nous avons aussi prouvé
que décider si le coût d’un automate à pile visible à coût est inférieur à un entier donné en
entrée est EXPTIME-complet, et peut-être décidé en temps polynomial si l’entier est fixé.

Enfin, nous avons étudié le problème de la norme infinie pour la classe des transducteurs
à pile visible linéaires. Nous avons présenté deux propriétés (G0) et (G1), et avons montré que
si elles sont présentes alors la norme du transducteur est infinie. Puis nous avons traité de
pistes potentielles se basant sur les résultats des transducteurs finis et d’arbres pour montrer
l’implication réciproque.

Perspectives

Le Chapitre 5 présente un résultat inachevé et plusieurs conjectures concernant l’infinité
de la norme d’un transducteur à pile visible linéaire. L’une des perspectives immédiates de
ce manuscrit est de montrer que ce résultat est correct, puis en déduire un algorithme pour
décider si la norme d’un tel transducteur est infinie.

Il serait ensuite intéressant d’étendre les propriétés (G0) et (G1) aux transducteurs à pile
visibles généraux, et montrer qu’elles caractérisent aussi leur norme infinie. Cela passerait pro-
bablement par l’introduction d’une troisième propriété permettant de maîtriser à la fois la ver-
ticalité et l’horizontalité induite par la pile. Cette propriété s’inspirerait de la caractérisation
proposée par Helmut Seidl concernant les transducteurs d’arbres.

Ce n’est cependant qu’un premier pas vers l’étude des transducteurs à pile visible. Comme
montré dans [FRR`10] nous savons déjà résoudre les problèmes de la k-norme et de la fonc-
tionnalité. Les méthodes utilisées pour montrer la décidabilité de la norme finie pourraient
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peut-être ensuite être utilisées pour décomposer un transducteur avec une norme de k en k
transducteurs fonctionnels, et dont la transformation définie par l’union est égale à celle du
transducteur original. En effet, Rodrigo de Souza et Jacques Sakarovitch utilisent dans [SdS08]
des délais pour montrer ce résultat, et nous pourrions peut-être faire la même chose dans notre
cas. Dans le cas des transducteurs finis ce résultat permet de montrer que l’équivalence entre
deux transducteurs finis de norme bornée est décidable. Nous pourrions probablement obte-
nir un résultat similaire pour les transducteurs à pile visible. Enfin, toujours dans le cas des
transducteurs finis, il existe une propriété des transducteurs fonctionnels utilisant des délais
caractérisant ceux déterminisables, présentée par exemple dans [BCPS03]. Encore une fois si
nous étions capable de définir une notion de délais sur des contextes de mots, nous pourrions
probablement adapter ce résultat aux transducteurs à pile visible.
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