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Notations principales

R
n : Espace euclidien de dimension n.

R
+ : = [0,+∞[.
Ω : Domaine borné régulier de R

n.
∂Ω : Frontière du domaine Ω.
Ω̄ : Adhérence de Ω.

|Ω| : Mesure du domaine Ω.
→ : Convergence forte.
⇀ : Convergence faible.
∗
⇀ : Convergence faible étoile.
→֒ : Injection continue.

→֒→֒ : Injection compacte.
Lp(Ω) : Espace de Lebesgue.

C1(X,R) : Fonctions C1-différentiables de X dans R.
L2(Ω) : Espace de Lebesgue pour p = 2.

C∞(X,R) : Fonctions C∞-différentiables de X dans R..
D′

(Ω) : Espace des distributions.
δij : Symbole de Kronecker.
BR : Boule ouverte de centre 0 et de rayon R.
X

′

: Espace dual de X.
< ., . > : Crochet de dualité.

‖ . ‖ : Norme sur l’espace L2(Ω).
((., .)) : Produit scalaire sur l’espace L2(Ω).

Γ : Interface entre la phase solide et la phase liquide.
l : chaleur latente (par unité de masse).
σ : La tension de surface.
K : la diffusivité thermique.
ρ : La densité.
cm : La chaleur spécifique par unité de masse.
TE : La température de fusion à l’équilibre.
υ : La vitesse normale de l’interface.
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Chapitre 1

Introduction

Le thème général de cette thèse est l’étude théorique de systèmes de champ de
phase, plus précisement celui de Caginalp qui a été proposé par Gunduz Caginalp
(voir [2]) pour modéliser les phénomènes de transitions de phase dans certaines
classes de matériaux. Ces travaux sont motivés par leurs immenses applications dans
de nombreux domaines physiques, sciences naturelles, génie, procédés industriels,...
Nous faisons tout d’abord un historique de quelques modèles mathématiques en
transition de phase, puis on s’intéresse à la dérivation du modèle de champ de
phase de Caginalp (voir [3] et les références citées pour plus de détails). Enfin nous
donnerons en résumé la structure générale du document.

1 historique

En 1831, G. Lamé et B.P. Clapeyron ont étudié le phénomène de congélation du
sol (voir [64]), cette étude a ouvert des grandes perspectives. En 1889, le problème
introduit par G. Lamé et B.P. Clapeyron est reformulé par J. Stefan ; ce dernier
introduit des équations connues sous le nom de problème de Stefan (voir [65]), qui
peuvent être écrites sous la forme suivante :

Trouver la température T = T (t, x) et l’interface Γ = Γ(t), t ∈ R
+, x ∈ Ω ⊂

R
n, n ∈ N

⋆, telles que

ρcm
∂T

∂t
= K∆T, cm, K, ρ > 0, (1.1)

ρlv = Kν.[∇T ], sur Γ(t), l > 0, (1.2)

T − TE = 0, sur Γ(t), TE > 0, (1.3)

où ν, v, [∇T ], K, ρ, cm, TE et l représentent le vecteur normal unitaire à l’intérface,
la vitesse normale de l’intérface, la différence des gradients de température entre les
phases solides et liquide, la conductivité, la densité, la chaleur spécifique par unité
de masse, la température de fonte à l’équilibre et la chaleur latente, respectivement.

Remarque 1.1. 1. Une des caractéristiques de ce modèle est que la phase est fonc-
tion du signe de T − TE, à savoir T − TE > 0 correspond à la phase liquide, alors
que T −TE < 0 correspond à celle solide. D’un point de vue mathématique, résoudre
le problème de Stefan tel que formulé ci-dessus est très difficile, particulièrement en

3



1 . Introduction

dimension supérieure ou égale à 2. En 1947, L. Rubinstein a établi l’existence d’une
solution en dimension 1 (voir [66]), mais il a fallu attendre 1980, pour étendre ce
résultat d’existence à des espaces de dimensions supérieures ; on le doit notamment
à A.M. Meirmanov (voir [67]).

2. En réalité, le problème ci-dessus est connu sous le nom de problème classique
de Stefan ; cette formulation est basée sur le fait que les phases sont séparées par
une interface régulière inconnue, qui évolue de façon régulière. Contrairement, la
formulation faible du problème de Stefan ne fait aucunement mention d’une inter-
face qui pourrait exister ou non, ce qui permet par exemple de considérer la situation
où les phases solide et liquide sont séparées par un ensemble de mesure non nulle
dans lequel les deux phases co-existent (par exemple, de la boue) et est ainsi plus
générale, bien qu’elle exclut les états métastables.

Toutefois, le problème de Stefan ainsi énoncé ne tient pas compte de tous les
aspects physiques des phénomènes de transitions de phase. A cet effet, on peut
mentionner J.W. Gibbs, qui suggère dans ses travaux sur la pression et les liquides
que la température à l’équilibre d’une interface curviligne diffère de TE par un terme
proportionnel à la somme des courbures principales, κ, et la tension de surface σ
(voir [68]) ; des expérimentations en science des matériaux suggèrent également la
présence d’un terme additionnel proportionnel à la vitesse normale à l’interface
(voir [69]), ce qui nous amène à considérer une condition sur l’interface de la forme

T − TE = − σ

[s]
κ− βv, sur Γ(t), β ≥ 0, (1.4)

où [s] est la différence d’entropie entre les phases à l’équilibre et β est une constante
qui dépend du matériau.

Dans le problème généralisé de Stefan correspondant à (1.1), (1.2) et (1.4), les phases
du matériau ne sont plus déterminées par le signe de T −TE; par conséquent, il faut
parcourir l’interface d’une certaine façon pour déterminer la phase en chaque point,
d’où une différence fondamentale avec le problème classique de Stefan. D’un point de
vue mathématiques, le problème généralisé est très compliqué à étudier (voir [70]).
Afin de surmonter cette difficulté, O.A. Oleinik a proposé une approche (voir [71])
consistant à combiner l’équation de la chaleur (1.1) et l’équation de la chaleur latente
(1.2) en une seule équation,

ρcm
∂T

∂t
+ ρ

l

2

∂φ

∂t
= K∆T, (1.5)

où φ est une fonction de Heaviside prenant les valeurs -1 dans la phase solide et
1 dans la phase liquide ( il faut en fait penser à une formulation faible de (1.1) et
(1.2)). Maintenant une question naturelle est celle de savoir si on peut définir une
véritable variable φ (l’idée étant de remplacer φ par ϕ dans l’équation (1.5)) repré-
sentant la phase et remplaçant l’argument utilisé pour obtenir (1.4), d’autant plus
que les phases ne sont plus fonction du signe de T − TE.

Une possibilté a été de considérer la théorie de la matière condensée en Physique

4 1 historique



1 . Introduction

et en Mécanique statistique, plus précisement, la théorie de champ moyen intro-
duite par P. Weiss et L.D. Landau (voir [1]). Cette dernière est basée sur l’idée de
moyenne, au lieu du changement rapide des variables de spin, permettant ainsi une
simplification du problème de base de la somme sur tous les états possibles.

L.D. Landau a appliqué la théorie de champ moyen aux phénomènes critiques afin
de calculer les exposants pour lesquels les quantités thermodynamiques divergent
au point critique (par exemple, la température à laquelle la distinction entre l’état
liquide et l’état gazeux disparaît). Cela correspond à une troncature des modes su-
périeurs de Fourier. En particulier, la théorie de champ moyen conduit, dans les
phénomènes critiques, à des calculs d’exposants avec le bon ordre de grandeur, mais
ne permet pas d’avoir les valeurs numériques correctes.

On est alors en droit de se demander si le champ moyen (encore appelé paramètre
d’ordre) dans les phénomènes critiques peut être utilisé pour résoudre les problèmes
dynamiques loin du point critique, comme c’est le cas pour une transition de phase
ordinaire (c’est en particulier le cas pour une transition solide-liquide). Une réponse
satisfaisante à cette question a été donnée par G. Caginalp qui a montré que la
raison pour laquelle on néglige les modes supérieurs de fourier vient du fait que
la longueur de transition dans le paramètre d’ordre est très petite comparée aux
échelles macroscopiques pertinentes (voir [4]).

G. Caginalp a ainsi proposé, en considérant la théorie de transition de phase de
Ginzburg-Landau (voir [1]), le modèle de champ de phase suivant (voir [2] et [4]) :

ρcm
∂T

∂t
+ ρ

l

2

∂ϕ

∂t
= K∆T, (1.6)

ǫ2ξ
∂ϕ

∂t
= ǫ2∆ϕ− f

′

(ϕ) + ǫ[s]σ−1g
′

(ϕ)(T − TE), ǫ, ξ > 0, (1.7)

où, typiquement,

f(s) =
1

8
(s2 − 1)2, g(s) = s− s3

3
.

Ici, l’interface Γǫ(t) est définie par

Γǫ(t) = {x ∈ Ω, ϕ(t, x) = 0}.

2 Dérivation du modèle de Caginalp

On rappelle le problème classique de Stefan

ρcm
∂T

∂t
= K∆T, dans Ω− Γ(t), (1.8)

ρlυ = Kν.[∇T ], sur Γ(t), (1.9)

T − TE = 0, sur Γ(t). (1.10)

On pose ensuite u = T − TE (u est ainsi la température relative), d’où

Γ(t) = {x ∈ Ω, u(t, x) = 0}.
2 Dérivation du modèle de Caginalp 5



1 . Introduction

De plus, u < 0 correspond à la phase solide, tandis que u > 0 correspond à la phase
liquide. On a vu aussi que pour résoudre le problème de Stefan, on peut introduire
la fonction

H(u) = ρcmu+ ρ
l

2

∂ϕ

∂t
,

où
{

ϕ = 1 si u > 0,
ϕ = −1 si u < 0.

Par suite, l’équation de la chaleur (1.8) et celle de la chaleur latente (1.9) sont
équivalentes (dans un sens faible) à l’équation de la chaleur généralisée

∂H

∂t
= K∆u.

On suppose maintenant qu’on a la relation plus précise de l’interface (au lieu de
u = 0)

u = − σ

[s]
κ− βυ sur Γ(t), β ≥ 0. (1.11)

Remarque 2.1. La relation de Gibbs-Thomson définie par (1.11) est basée sur
l’épaisseur finie de l’interface, c’est-à-dire sur une interface diffuse, à savoir que la
transition de la phase solide vers la phase liquide se fait de façon continue.

On considère ainsi la fonction enthalpie H,

H(u, φ) = ρcmu+ ρ
l

2
φ, (1.12)

où φ n’est plus une fonction étagée, et on suppose que l’on a encore l’équation de la
chaleur généralisée

∂H

∂t
= K∆u. (1.13)

Nous allons maintenant déterminer l’équation constitutive du paramètre d’ordre φ
en se basant sur la théorie de Ginzburg-Landau et, plus précisement, en considérant
l’énergie totale libre de Ginzburg-Landau suivante :

ψGL(φ,∇φ, u) =
∫

Ω

(
ǫ2

2
|∇φ|2 + f(φ)− ǫ[s]σ−1g(φ)u)dx, ǫ > 0. (1.14)

Ici, f est le potentiel double puits habituel (dont chaque puits correspond aux phases
pures) ; typiquement, on prend

f(s) =
1

8
(s2 − 1)2, (1.15)

mais on peut également considérer le potentiel logarithmique suivant :

f(s) = k(1 + s) ln(1 + s) + k(1− s) ln(1− s)− λ

2
s2, 0 < λ < k, (1.16)

potentiel qui est pertinent en thermodynamique.

De plus, un choix typique pour g est

g(s) = s− s3

3
, (1.17)

6 2 Dérivation du modèle de Caginalp



1 . Introduction

bien que l’on puisse également considérer une fonction g linéaire, à savoir,

g(s) = λs, λ > 0. (1.18)

A l’équilibre (c’est-à-dire, dans le cas stationnaire), la fonction φ est celle qui mini-
mise l’énergie libre ψGL, ce qui donne l’équation d’Euler-Lagrange

ǫ2∆φ− f
′

(φ) + ǫ[s]σ−1g
′

(φ)u = 0, (1.19)

associée à l’équation stationnaire de la chaleur

∆u = 0. (1.20)

Lorsque le système n’est pas à l’équilibre, la fonction φ ne minimise plus l’énergie
libre et on admet plutôt une relaxation dynamique de la forme

τ
∂φ

∂t
= −δψGL

δφ
, (1.21)

où τ > 0 est un paramètre de relaxation et
δ

δφ
représente une dérivée variationnelle.

En posant τ = ǫ2ξ, ξ > 0 (ce qui est l’échelle correcte si l’on tient à avoir une
interface limite précise lorsque ǫ → 0, voir [32], [33] et [34]), on obtient le système
ci-dessous :

ǫ2ξ
∂φ

∂t
= ǫ2∆φ− f

′

(φ) + ǫ[s]σ−1g
′

(φ)u, (1.22)

ρcm
∂u

∂t
+ ρ

l

2

∂φ

∂t
= K∆u. (1.23)

Maintenant, on peut voir que l’équation de la chaleur généralisée (1.13) est obtenue
en considérant la loi classique de Fourier de la conduction de chaleur. Plus précise-
ment, on a

∂H

∂t
= −divq, (1.24)

où q est le vecteur flux thermique, et, en supposant la loi de Fourier, à savoir,

q = −K∇u, (1.25)

on trouve (1.13).

2.1 Généralisations du système de Caginalp

La loi de Fourier présente un inconvénient majeur, à savoir elle prédit que les
signaux thermiques se propagent à une vitesse infinie, ce qui viole le principe de
causalité (le fameux "paradoxe de la conduction de la chaleur", voir [35]).

Une possibilité pour corriger ce défaut est de considérer, au lieu de la loi de Fourier,
celle de Maxwell-Cattaneo, à savoir,

(1 + η
∂

∂t
)q = −K∇u, η > 0. (1.26)

2 Dérivation du modèle de Caginalp 7
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En écrivant

(1 + η
∂

∂t
)
∂H

∂t
= −div((1 + η

∂

∂t
)q),

on a alors

ηρcm
∂2u

∂t2
+ ρcm

∂u

∂t
−∆u = −ηρ l

2

∂2φ

∂t2
− ρ

l

2

∂φ

∂t
, (1.27)

ce qui est une équation de type équation des ondes.

On peut également considérer la généralisation de la loi de Maxwell-Cattaneo sui-
vante (voir [36]) :

(1 + η
∂

∂t
)q = −K∇u−K⋆∇∂u

∂t
, K⋆ > 0. (1.28)

Dans ce cas, l’équation pour la température relative u s’écrit

ηρcm
∂2u

∂t2
+ ρcm

∂u

∂t
−K⋆∆

∂u

∂t
−K∆u = −ηρ l

2

∂2φ

∂t2
− ρ

l

2

∂φ

∂t
. (1.29)

Une autre possibilité (voir [8]) est de se baser sur un traitement alternatif pour une
théorie thermo-mécanique de milieu déformable proposée par A.E. Green et P.M.
Naghdi (voir [37]) ; cette théorie est basée sur une loi d’équilibre pour l’entropie plu-
tôt que sur l’inégalité d’entropie habituelle. Ces derniers ont proposé trois différentes
théories, en ce qui concerne la conduction de la chaleur, qu’ils ont appelées type I,
type II et type III, respectivement. En particulier, lorsque le type I est linéarisé, on
recouvre la théorie classique basée sur la loi de Fourier. Les versions linéarisées des
deux autres théories donnent les équations constitutives suivantes :

q = −K∇α, K > 0 (type II) (1.30)

et
q = −K∇α−K⋆∇u, K,K⋆ > 0 (type III), (1.31)

où

α(t) =

∫ t

t0

u(τ)dτ + α0, (1.32)

est appelé la variable déplacement thermique ( donc u =
∂α

∂t
). On obtient, en notant

que H = ρcm
∂α

∂t
+ ρ

l

2
φ dans ce cas, les équations suivantes pour α :

ρcm
∂2α

∂t2
−K∆α = −ρ l

2

∂φ

∂t
, (1.33)

pour le type II et

ρcm
∂2α

∂t2
−K⋆∆

∂α

∂t
−K∆α = −ρ l

2

∂φ

∂t
, (1.34)

pour le type III. En outre, on réécrit l’équation pour le paramètre d’ordre sous la
forme

ǫ2ξ
∂φ

∂t
= ǫ2∆φ− f

′

(φ) + ǫ[s]σ−1g
′

(φ)
∂α

∂t
. (1.35)
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3 Présentation de la thèse

Cette thèse est constituée de deux parties :

1. Une généralisation du système de champ de phase de Caginalp basée sur la loi de
Maxwell-Cattaneo.

2. Une généralisation du système de champ de phase de caginalp conservée ba-
sée sur la loi de Maxwell-Cattaneo.

La première partie se compose de quatres chapitres, à savoir :

-Chapitre 3 : Système de champ de phase de type Caginalp avec un potentiel
polynomial ;

-Chapitre 4 : Système de champ de phase de type Caginalp avec un terme non
linéaire logarithmique ;

-Chapitre 5 : Problème de champ de phase de type Caginalp avec un terme poly-
nomial ;

-Chapitre 6 : Attracteurs pour un modèle de champ de phase de type Caginalp
avec un terme non linéaire logarithmique.

La seconde partie se compose également de deux chapitres,

-Chapitre 7 : Modèle de champ de phase conservatif avec un terme polynomial ;

-Chapitre 8 : Modèle de champ de phase conservatif avec un terme non linéaire
logarithmique.

4 Présentation des résultats

Dans un premier temps, on a considéré le modèle de champ de phase suivant :

∂u

∂t
−∆u+ g(u) =

∂α

∂t
, x ∈ Ω, t ≥ 0, (1.36)

∂2α

∂t2
+
∂α

∂t
−∆α = −∂u

∂t
− u, x ∈ Ω, t ≥ 0, (1.37)

où Ω est le domaine occupé par le matériau (domaine borné régulier de R
n, n

entier), ∆ est le laplacien. Les fonctions inconnues u et α sont le paramètre d’ordre
et la variable de déplacement thermique, respectivement.

(a) Pour gN régulier, typiquement le polynôme de degré impair 2N + 1 :

gN(s) = −2κ0s+ 2κ1

N
∑

k=0

s2k+1

2k + 1
, 0 < κ1 < κ0,

3 Présentation de la thèse 9
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on a établi des résultats d’existence et d’unicité des solutions à l’aide des méthodes
classiques. De plus on a étudié la dissipativité du système en termes d’existence de
bornés absorbants :

1. avec des conditions aux bords de type Dirichlet homogènes

2. avec des conditions aux bords de type Neumann homogènes

(b) Pour g singulier, typiquement logarithmique, à savoir g(s) = −2κ0s+κ1 ln(
1 + s

1− s
),

avec s ∈ (−1, 1) et 0 < κ1 < κ0, on a utilisé la méthode d’approximation de ce
terme g par le polynôme gN ensuite on a passé à la limite dans les équations lorsque
N → +∞, pour obtenir le caractère bien posé du problème. Notons que celà était
valable pour n ≤ 3. Pour l’étude asymptotique des solutions une des difficultés a été
de prouver que le paramètre d’ordre u reste dans l’intervalle (−1, 1). En dimension
une et deux, on a obtenu l’existence d’un attracteur global de dimension finie :

1. avec des conditions aux bords de type Dirichlet homogènes

2. avec des conditions aux bords de type Neumann homogènes.

Dans un second temps, on s’est intéressé à la version conservative du problème
précédent, à savoir

∂u

∂t
+∆2u−∆g(u) = −∆

∂α

∂t
, x ∈ Ω, t ≥ 0, (1.38)

∂2α

∂t2
+
∂α

∂t
−∆α = −u− ∂u

∂t
, x ∈ Ω, t ≥ 0, (1.39)

où Ω est un domaine borné régulier de R
n, n entier, ∆ est le laplacien. Les fonctions

inconnues u et α sont le paramètre d’ordre et la variable de déplacement thérmique,
respectivement.

Ces équations sont connues comme le modèle conservé de champ de phase, dans
le sens où, quand munies de conditions aux limites de Neumann, la moyenne spa-
tiale du paramètre d’ordre est une quantité conservée.

On associe à (1.38)-(1.39) des conditions aux bords de Dirichlet homogènes.

(a) Pour gN polynôme, nous avons également eu des résultats théoriques (existence
et unicité, régularité, dissipativité) pour n = 2, 3.

(b) Pour g logarithmique, on a démontré l’existence des solutions en dimension
inférieure ou égale à trois, ainsi qu’une propriété de séparation stricte en dimension
une et deux afin d’étudier le comportement asymptotique des solutions.

10 4 Présentation des résultats
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5 Plan de la thèse

Le deuxième chapitre a pour objectif d’introduire des notions de base d’analyse
fonctionnelle et des systèmes dynamiques dissipatifs. On rappelle des résultats clas-
siques sans en donner les démonstrations, ces résultats seront appliqués tout au long
de ce document.

L’objet des quatres chapitres qui constituent la première partie est une générali-
sation du système de champ de phase de Caginalp basée sur une loi de Maxwell-
Cattaneo.

Tout d’abord, on donnera une introduction qui explique les motivations physiques
de notre modèle.

Par suite on se propose dans le troisième chapitre, de considérer un potentiel régu-
lier plus précisement un polynôme de degré impair afin d’établir une étude théorique.

Le quatrième chapitre est consacré à l’étude du modèle associé à un potentiel singu-
lier, typiquement un potentiel logarithmique. On énoncera des résultas d’existence
et d’unicité ainsi que le comportement asymptotique des solutions.

Les cinquième et sixième chapitres sont dédiés à l’étude du problème précédent
avec conditions aux bords de type Neumann homogènes.

Les septième et huitième chapitres composant la seconde partie, sont consacrés à
une généralisation du problème de champ de phase conservé basée aussi sur la loi
de Maxwell-Cattaneo.

On commence par un propos introductif, donnant la dérivation du modèle.

Le septième chapitre étudie un modèle de champ de phase conservé avec un po-
tentiel régulier. On propose une étude théorique (existence et unicité, dissipativité
et régularité) du modèle.

Le dernier chapitre reprend le chapitre 7 avec un potentiel singulier, nous sommes en
mesure de prouver une propriété de séparation stricte en dimension une et deux. On
prouve que le problème est bien posé et on analyse aussi le comportement asymp-
totique des solutions.

5 Plan de la thèse 11
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Chapitre 2

Quelques notions et résultats utiles

Ce chapitre a pour but de rappeler quelques notions et résultats utiles pour la
suite.

1 Espaces de base et propriétés

Soit X un espace de Banach muni de la norme ‖ . ‖X .

Définition 1.1. Pour tous a, b ∈ R, l’espace noté Lp(a, b;X), 1 ≤ p < +∞ désigne
l’espace de classes de fonctions f : (a, b) → X mesurables telles que

∫ b

a

‖ f(t) ‖pX dt < +∞,

et L∞(a, b;X) celui des fonctions bornées presque sûrement sur (a, b). Autrement
dit, il existe une constante M > 0 telle que

‖ f(t) ‖X≤M, p.p.t ∈ (a, b).

Propriété 1.2. Si p <∞, alors

f 7→
(

∫ b

a

‖ f(s) ‖pX ds
)

1
p

=‖ f ‖Lp(a,b;X);

sinon
f 7→ sup

s∈(a,b)

‖ f(s) ‖X=‖ f ‖L∞(a,b;X),

est une norme sur Lp(a, b;X)(1 < p ≤ +∞) qui est un espace de Banach.

Propriété 1.3. Soit X et Y deux espaces de Banach tel que X s’injecte de façon
dense dans Y. Alors Lp(a, b;X) est dense dans Lp(a, b;Y ) pour 1 ≤ p < +∞.

Remarque 1.4. La propriété 1.3 n’est pas vraie pour p = +∞.

Propriété 1.5. Soit 1 < p < +∞. Si l’espace X est réflexif, alors Lp(a, b;X) l’est
également.

Corollaire 1.6. A partir d’une suite bornée, on peut extraire une sous suite faible-
ment convergente.

13
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1.1 Espaces duaux

Théorème 1.7. Soit (X, ‖ . ‖X) un espace de Banach et X
′

son espace dual. Soit

q tel que
1

p
+

1

q
= 1 avec 1 < p, q < +∞. On considère l’application T définie par :

Lq(a, b;X
′

) → Lp(a, b;X)

f 7→ T (f)v =
∫ b

a
< f(t), v(t) >X

′
,X dt.

Alors T est un isomorphisme (une isométrie surjective) à valeur dans le dual de
Lp(a, b;X), noté (Lp(a, b;X))

′

.

Corollaire 1.8. Par le Théorème 1.7, on peut identifier (Lp(a, b;X))
′

à Lq(a, b;X
′

).

2 Quelques résultats

Nous rappelons ici quelques lemmes et théorèmes qui interviendront dans notre
travail. Leurs démonstrations peuvent être consultées dans les références indiquées.

Lemme 2.1. [13] Soit O un ouvert borné de R
n
x × Rt, gµ et g des fonctions de

Lq(O), 1 < q <∞, telles que

‖ gm ‖Lq(O)≤ C, gm → g p.p. dans O,

alors gm → g dans Lq faible .

Théorème 2.2. (Théorème de J.P. Aubin-J. L. Lions). On note par E l’ensemble
suivant

E = {u ∈ Lp(0, τ ;X);
∂u

∂t
∈ Lq(0, τ ;Y )}. (2.1)

On munit E de la norme ‖ u ‖E=‖ u ‖Lp(0,τ ;X) + ‖ ∂u

∂t
‖Lq(0,τ,Y ) qui est en fait

un espace de Banach, où 1 ≤ p ≤ ∞, 1 < q ≤ ∞ et X, Y sont deux espaces de
Banach tels que X →֒ Z →֒ Y avec injections continues et X →֒ Z avec injection
compacte. Alors,

E →֒ C([0, T ];Z), avec injection compacte. (2.2)

De plus, si p <∞ alors,

E →֒ Lp(0, τ, Z), avec injection compacte. (2.3)

Théorème 2.3. (Théorème de Strauss). Soit X et Y deux espaces de Banach tels
que X ⊂ Y avec injection continue et Y est réflexif. Alors

C([0, T ];Y ) ∩ L∞([0, T ];X) ⊂ CW ([0, T ];X), (2.4)

où CW ([0, T ];X) est l’ensemble des fonctions faiblement continues de [0, T ] à valeur
dans X.

Lemme 2.4. [13] Si f ∈ Lp(0, T ;X) et
∂f

∂t
∈ Lp(0, T ;X) (1 ≤ p ≤ ∞), alors f

est après modification éventuelle sur un ensemble de mesure nulle de (0, T ), continue
de [0, T ] → X.

14 2 Quelques résultats
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3 Injections et Inégalités

3.1 Injections de Sobolev

Théorème 3.1. (voir [11], [60] et [61]) - Soit Ω ⊂ R
n un ouvert de classe C1. Soit

d ≥ 1 un entier et p ∈ [0,+∞[ un réel. Alors

1. si 1 ≤ p ≤ n

d
, on a W d,p(Ω) →֒ Lq(Ω), ∀q ∈ [1, p], p =

np

n− dp
;

2. si p =
n

d
, on a W d,p(Ω) →֒ Lq(Ω), ∀1 ≤ q ≤ +∞;

3. si p >
n

d
, on a W d,p(Ω) →֒ Ck(Ω), avec 0 ≤ k ≤ d− n

d
.

En particulier, H2(Ω) →֒ C(Ω) si n ≤ 3. Les inclusions ci-dessus sont toutes com-
pactes pour n = 1.

Remarque 3.2. Sans l’hypothèse de régularité sur Ω, les injections restent valables
localement. Elles restent globalement vraies si on remplace W d,p(Ω) par W d,p

0 (Ω).

3.2 Inégalités de Young

Théorème 3.3. Soit 1 < p < +∞. Soit q tel que
1

p
+

1

q
= 1. Soit a, b ∈ (0,+∞).

Alors

ab ≤ 1

p
ap +

1

q
bq.

On a également l’inégalité de Young avec ǫ (valide pout tout ǫ > 0) :

ab ≤ a2

2ǫ
+
ǫb2

2
.

3.3 Inégalités de Hölder

Théorème 3.4. Soit Ω ⊂ R
n un ouvert quelconque, n ∈ N

⋆. Soit f ∈ Lp(Ω) et

g ∈ Lq(Ω), avec 1 ≤ p ≤ +∞ et
1

p
+

1

q
= 1. Alors fg ∈ L1(Ω) et

∫

Ω

|fg|dx ≤‖ f ‖Lp‖ g ‖Lq .

Corollaire 3.5. (voir [11], [12] et [62]). (Inégalités d’interpolations) Si f ∈ Lp(Ω)∩
Lq(Ω), avec 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞, alors f ∈ Lr(Ω) pour tout p ≤ r ≤ q et on a l’inégalité
suivante :

‖ f ‖Lr≤‖ f ‖θLp‖ f ‖1−θ
Lq ,

où
1

r
=
θ

p
+

1− θ

q
.

3 Injections et Inégalités 15
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3.4 Inégalités de Poincaré

Soit Ω un ouvert connexe de R
n. On rappelle que l’espace de Sobolev H1(Ω)

est l’ensemble des fonctions de L2(Ω) dont la dérivée au sens de distibutions est
également dans L2(Ω). Sa norme naturelle est

‖ u ‖H1= (‖ u ‖2 + ‖ ∇u ‖2) 1
2 .

L’espace H1
0 (Ω) est définit comme l’adhérence de D(Ω) pour la norme de H1(Ω).

Lorsque Ω est suffisamment régulier, on peut montrer que l’espace H1
0 (Ω) est l’en-

semble des fonctions de H1(Ω) s’annulant sur ∂Ω.

Théorème 3.6. (voir [11]) Soit Ω un ouvert de R
n borné dans une seule direction

ou de mesure finie. Alors il existe une constante c > 0 dépendant uniquement de Ω
telle que :

∫

Ω

|u(x)|pdx ≤ c

∫

Ω

|∇u(x)|pdx, ∀u ∈ D(Ω),

où 1 ≤ p < +∞.

Cette inégalité peut être généralisée. Soit Ω un ouvert de R
n. Notons W 1,p(Ω)

l’espace des fonctions de Lp(Ω) dont la norme suivante est finie :

‖ u ‖W 1,p= (‖ u ‖pLp + ‖ ∇u ‖pLp)
1
p < +∞.

On définit maintenant l’espace W 1,p
0 (Ω) comme étant l’adhérence des fonctions de

D(Ω) pour la norme de W 1,p(Ω).

Théorème 3.7. Soit p ∈ [1,+∞[. Soit Ω un ouvert connexe de R
n borné, par

exemple {(x1, x2, ..., xn), |x1| ≤ a}, a > 0. Alors il eiste une constante C dépendant
de Ω et p telle que

‖ u ‖Lp≤ C ‖ ∇u ‖Lp , ∀u ∈ W 1,p
0 (Ω).

Remarque 3.8. Une autre généralisation est l’inégalité de Poincarré-Wirtinger.
Elle a l’avantage d’être valable pour toutes les fonctions de W 1,p(Ω), et pas simple-
ment celles qui s’annulent au bord.

Théorème 3.9. Soit Ω un ouvert connexe de R
n de classe C1 et de mesure finie,

et soit 1 ≤ p ≤ +∞. Alors il existe une constante C telle que

‖ u− 1

|Ω|

∫

Ω

u ‖Lp≤ C ‖ ∇u ‖Lp .

En particulier, pour p = 2, on a le résultat suivant :

Théorème 3.10. (voir [20]) Soit Ω un ouvert borné connexe de R
n. Il existe une

constante c > 0 qui ne dépend que de Ω telle que :

1.
‖ u(x)− < u(x) >‖≤ c ‖ ∇u(x) ‖, ∀u ∈ H1(Ω);

2.
‖ u(x)− < u(x) >‖H1(Ω)≤ c ‖ ∇u(x) ‖, ∀u ∈ H1(Ω);
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3. De plus, si Ω est connexe ou si ∂Ω est suffisamment régulier, disons par exemple,
C2, on a

‖ u(x)− < u(x) >‖H2(Ω)≤ c ‖ ∆u(x) ‖, ∀u ∈ H2(Ω),

où

< u >:=
1

|Ω|

∫

Ω

udx.

4 Lemmes de Gronwall

Lemme 4.1. (forme différentielle, voir [51]). Soit x(t) ∈ R qui satisfait l’inégalité
différentielle

d

dt
x ≤ g(t)x+ h(t),

alors

x(t) ≤ x(0) exp (G(t)) +

∫ t

0

exp [G(t)−G(s)]h(s)ds,

où G(t) =
∫ t

0
g(r)dr.

En particulier, si a et b sont deux constantes et

d

dt
x ≤ ax+ b,

alors

x(t) ≤ (x0 +
b

a
) exp (at)− b

a
.

Lemme 4.2. (forme intégrale). Soit ϕ, ψ et y trois fonctions continues sur un seg-
ment [a, b], à valeurs positives et vérifiant l’inégalité

y(t) ≤ ϕ(t) +

∫ t

a

ψ(s)y(s)ds, ∀t ∈ [a, b].

Alors

y(t) ≤ ϕ(t) +

∫ t

a

ϕ(s)ψ(s) exp (

∫ t

s

ψ(τ)dτ)ds, ∀t ∈ [a, b].

Lemme 4.3. (de Gronwall uniforme (voir [20])). Soit g, h et y trois fonctions po-
sitives localement intégrables sur (t0,+∞), t0 ∈ R, telles que y

′

est localement
intégrable sur (t0,+∞), où y

′

est la dérivée de y par rapport à t. On suppose que

y
′ ≤ gy + h, ∀t ≥ t0, (2.5)

et que
∫ t+r

t

g(s)ds ≤ a1(r),

∫ t+r

t

h(s)ds ≤ a2(r),

∫ t+r

t

y(s)ds ≤ a3(r), ∀t ≥ t0,

où r > 0 est un nombre donné. Alors,

y(t+ r) ≤ (
a3
r

+ a2) exp (a1), ∀t ≥ t0. (2.6)
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5 Attracteurs et systèmes dynamiques

Soit E un espace de Banach muni de la norme ‖ . ‖E . On considère un semi-
groupe S(t), t ≥ 0, défini de E dans lui-même,

S(t) : E → E, ∀t ≥ 0, (2.7)

S(0) = Id, (2.8)

S(t+ s) = S(t) ◦ S(s), ∀t, s ≥ 0, (2.9)

où Id est l’opérateur identité. Nous aurons besoin que le semi-groupe S(t), t ≥ 0,
soit continu. C’est pour cela, on prend S(t) continu de E dans lui-même, ∀t ≥ 0.

Définition 5.1. Un ensemble X ⊂ E est invariant pour le semi-groupe S(t) si

S(t)X = X, ∀t ≥ 0.

Si S(t)X ⊂ X, ∀t ≥ 0 (respectivement X ⊂ S(t)X, ∀t ≥ 0), on dit que X est
positivement invariant (respectivement X est négativement invariant).

Définition 5.2. Soit u0 ∈ E. L’ensemble oméga-limite de u0 est l’ensemble

ω(u0) := ∩s≥0∪t≥sS(t)u0,

où l’adhérence est prise dans E. De la même façon, pour tout ensemble borné B de
E, l’ensemble oméga-limite de B est l’ensemble

ω(B) := ∩s≥0∪t≥sS(t)B.

Remarque 5.3. L’ensemble ω(B) est caractérisé par :

x ∈ ω(B) ⇔ ∃ une suite {xk, k ∈ N}, xk ∈ B, ∀k ∈ N,

et

tk → +∞ lorsque k → +∞ tels que S(tk)xk → x lorsque k → +∞.

Proposition 5.4. (voir [20] et [30]). On suppose que B ⊂ E,B 6= ⊘, et qu’il existe
t0 ≥ 0 tel que ∪t≥t0S(t)B est relativement compact dans E. Alors ω(B) est non vide,
compact et invariant.

Définition 5.5. Un ensemble X satisfait la propriété d’attraction si, pour tout B ⊂
E borné,

distE(S(t)B,X) → 0 lorsque t→ +∞,

où distE est la semi-distance de Hausdorff entre les ensembles, définie par

distE(A,B) := supa∈A inf
b∈B

‖ a− b ‖E .

Définition 5.6. 1. Un ensemble borné B0 ⊂ E est un ensemble borné absorbant
pour le semi-groupe S(t), t ≥ 0, si pour tout borné B de E, il existe t0 = t0(B) tel
que t ≥ t0 implique que S(t)B ⊂ B0.

2. Un ensemble K ⊂ E est attractif si, pour tout borné B de E

lim
t→+∞

distE(S(t)B,K) = 0

où distE est la semi-distance de Hausdorff entre les ensembles, définie comme ci-
dessus.
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2 . Quelques notions et résultats utiles

Définition 5.7. Le semi-groupe S(t), t ≥ 0, est dissipatif dans E s’il possède un
ensemble borné absorbant B ⊂ E. En pratique, cette propriété est habituellement
vérifiée en prouvant une estimation dissipative (au sens mathématique du terme) de
la forme

‖ S(t)u0 ‖E≤ Q(‖ u0 ‖E) exp (−αt) + C⋆, ∀t ≥ 0,

où Q est une fonction monotone et les constantes positives α et C⋆ sont indépen-
dantes de u0 ∈ E.

Définition 5.8. Soit B un sous ensemble borné de E. La mesure de non compacité
de Kuratowski de B est la quantité

κ(B) := inf{d , B a un recouvrement fini de boules de E

dont les diamètres sont plus petits que d}. (2.10)

Définition 5.9. On dit que le semi-groupe S(t), t ≥ 0 est asymptotiquement compact
si, pour tout ensemble borné B ⊂ E, la mesure de non compacité de Kuratowski de
l’image S(t)B tend vers zéro lorsque t tend vers l’infini, c’est-à-dire

lim
t→+∞

κ(S(t)B) = 0, ∀B borné dans E.

Définition 5.10. Un ensemble A ⊂ E est un attracteur global pour le semi-groupe
S(t) sur E si les propriétés suivantes sont satisfaites :

1. c’est un sous-ensemble compact de E;

2. il est invariant, S(t)A = A ∀t ≥ 0;

3. c’est un ensemble attractif pour S(t) sur E.

Remarque 5.11. La propriété d’invariance satisfaite par l’attracteur global A nous
assure son unicité (s’il existe). De plus, A est le plus petit (pour l’inclusion) ensemble
fermé qui satisfait la propriété d’attraction et apparaît ainsi comme un objet qui
permet d’étudier le comportement asymptotique du système.

Théorème 5.12. (voir [30]). On suppose que le semi-groupe S(t) est continu, dissi-
patif (c-à-d, il possède un ensemble borné absorbant B0), et asymptotiquement com-
pacte ( au sens de la définition 5.9). Alors, il possède l’attracteur global connexe A
tel que A = ω(B0).

6 Dimension de l’attracteur global

La dimension de l’attracteur global est une propriété géométrique intéressante
dans la mesure où elle nous donne des informations sur le nombre de paramètres
physiques ou de degrés de liberté définissant le système dynamique considéré. Nous
nous intéressons ici aux dimensions de recouvrement telles que la dimension de
Hausdorff et la dimension fractale.
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2 . Quelques notions et résultats utiles

Définition 6.1. Soit X ⊂ E un espace relativement compact. Pour ǫ > 0, soit
Nǫ(X) le nombre minimal de boules de rayon ǫ nécessaires pour recouvrir X. Alors
la dimension fractale de X est la quantité

dimF (X) := lim sup
ǫ→0+

lnNǫ(X)

ln(
1

ǫ
)
,

(noter que dimF (X) ∈ [0,+∞]). En outre, la quantité Hǫ(X) := lnNǫ(X) est appe-
lée ǫ− entropie de Kolmogorov de X.

Une façon de démontrer que l’attracteur global A existe et est de dimension
fractale finie est de prouver par exemple l’existence d’un attracteur exponentiel M.
La notion d’attracteur exponentiel, encore appelé ensemble inertiel, a été introduite
par Eden, Foias, Nicolaenko, et Temam dans [63], dans le but de corriger certains
défauts de l’attracteur global, notamment la vitesse d’attraction et la robustesse.

Définition 6.2. Un ensemble compact M est un attracteur exponentiel pour le semi-
groupe S(t) si :

(i) il est de dimension fractale finie, dimF (M) < +∞;

(ii) il est positivement invariant, S(t)M ⊂ M, ∀t ≥ 0;

(iii) il attire de façon exponentielle les sous-ensembles bornés de E au sens sui-
vant :

∀B ⊂ E borné, distE(S(t)B,M) ≤ Q(‖ B ‖E) exp (−ct), t ≥ 0,

où la constante positive c et la fonction monotone Q sont indépendantes de B, et
distE est donnée par la définition 5.5.

Remarque 6.3. (a) Un attracteur exponentiel lorsqu’il existe n’est pas unique, cela
est dû à la propriété d’invariance positive de celui-ci. Ainsi, l’existence d’un attrac-
teur exponentiel implique en fait l’existence d’une famille d’attracteurs exponentiels.

(b) La dimension finie de l’attracteur global signifie que la dynamique du système
peut être décrite par un nombre fini de degrés de liberté, et ce en dépit du fait que
l’espace es phases initial est de dimenion infinie.

(c) Il est à noter que l’attracteur global peut être extrêmement sensible aux perturba-
tions aussi minimes soient elles. Cela est liée à la vitesse d’attraction de trajectoires
de l’attracteur global qui peut être lente, contrairement à l’attracteur exponentiel qui
lui, est robuste face aux perturbations ( voir [30] pour plus de détails).
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Introduction

Cette partie comportant quatres chapitres a pour but l’étude d’une généralisation
du système de champ de phase de type Caginalp qui modélise quelques phénomènes
de transition de phase. On obtient cette généralisation grâce à la loi de Maxwell-
Cattaneo.

Au premier chapitre, on analyse tout d’abord le modèle sur un domaine borné de
dimension 2 ou 3 avec des conditions aux bords de Dirichlet homogènes et un terme
polynômiale de degré 2N + 1 (N fixé).

Au chapitre 4, on considère un potentiel non régulier, typiquement logarithmique.
L’existence, l’unicité et la régularité de solutions sont établies, mais également l’exis-
tence de l’attracteur global de dimension finie.

Ensuite, aux chapitres 5 et 6, le modèle est analysé avec des conditions aux bords de
Neumann homogènes. On prouve également l’existence, l’unicité de solutions puis
l’existence des attracteurs en dimension une et deux.

Dérivation du modèle

On s’intéresse dans cette partie au système d’équations suivant :

∂u

∂t
−∆u+ g(u) =

∂α

∂t
, dans Ω, (2.11)

∂2α

∂t2
+
∂α

∂t
−∆α = −∂u

∂t
− u, dans Ω, (2.12)

où u est le paramètre d’ordre et α est la variable de déplacement thérmique. Par
ailleurs toutes les constantes physiques sont posées égale à un. Le système défini
par (2.11)-(2.12) provient de la théorie de transition de phase de Ginzburg-Landau
(voir [2], [49], [50] et [7]) et peut être dérivé comme suit.

On considère l’énergie libre totale de Ginzburg-Landau donnée par :

Ψ(u, θ) =

∫

Ω

(
1

2
|∇u|2 + g(u)− uθ − 1

2
θ2)dx, (2.13)

où θ :=
∂α

∂t
est la température relative et Ω est le domaine occupé par la matière

qui subit la transition de phase. On introduit l’enthalpie H défini par :

H = −∂θΨ, (2.14)
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où ∂ désigne une dérivée variationnelle, ce qui donne

H = u+ θ (2.15)

Les équations constitutives de u et θ sont données respectivement par (voir [2]) :

∂u

∂t
= −∂uΨ, (2.16)

∂H

∂t
+÷q = 0, (2.17)

où q désigne le vecteur flux thermique.

En considérant la loi de Fourier classique

q = −∇θ, (2.18)

on trouve le système suivant :

∂u

∂t
−∆u+ g(u) = θ, (2.19)

∂θ

∂t
−∆θ = −∂u

∂t
. (2.20)

Mais la loi de Fourier présente un inconvénient majeur, c’est qu’elle prédit que les
signaux thermiques se propagent à une vitesse infinie, ce qui viole le principe de
causalité (paradoxe de la conduction de la chaleur).

Une modification possible pour corriger cette caractéristique irréelle (voir [35]), est
de considérer au lieu de la loi de Fourier, celle de Maxwell-Cattaneo, à savoir

(1 + η
∂

∂t
)q = −∇θ, η > 0, (2.21)

où η est le paramètre de relaxation. Pour simplifier, on prend η = 1, on obtient par
(2.17) :

(1 +
∂

∂t
)
∂H

∂t
−∆θ = 0,

donc l’équation suivante d’ordre 2 en temps pour la température relative :

∂2θ

∂t2
+
∂θ

∂t
−∆θ = −∂u

∂t
− ∂2u

∂t2
. (2.22)

Ce modèle peut être aussi dérivé en considérant comme par exemple dans [49] et [50],
le modèle de champ de phase de Caginalp avec ce qu’on appelle la loi de Gurtin-
Pipkin :

q(t) = −
∫ +∞

0

k(s)∇θ(t− s)ds, (2.23)

avec k un noyau de mémoire qui décroit exponentiellement donné par :

k(s) = exp (−s).
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En effet, si on différencie (2.23) par rapport au temps et on intègre par parties, on
obtient la loi de Maxwell-Cattaneo (2.21) (avec η = 1).

Mais de point de vue mathématique, il est plus convénient pour traiter le problème
d’introduire les nouvelles variables suivantes :

α =

∫ t

0

θ(s)ds, θ =
∂α

∂t
, (2.24)

et en intégrant (2.22) par rapport à s ∈ [0, T ], on aura

∂2α

∂t2
+
∂α

∂t
−∆α = −∂u

∂t
− u+ g (2.25)

où g =
∂2α

∂t2
(0) +

∂α

∂t
(0)−∆α(0) +

∂u

∂t
(0) + u(0). En prenant g = 0 dans (2.25), on

obtient l’équation (2.12), et par (2.19) et (2.24) on aura l’équation (2.11).
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Chapitre 3

Système de champ de phase de type

Caginalp avec un potentiel

polynomial

On considère dans ce chapitre la loi de Maxwell-Cattaneo du modèle de champ
de phase de Caginalp (cf. [7] et [8]). On s’intéresse au caractère bien posé du pro-
blème c’est-à-dire nous montrons l’existence et l’unicité de la solution, de plus on
étudiera la dissipativité c’est-à-dire l’existence de bornés absorbants.

Plus précisement on considère le problème de Dirichlet suivant (N est fixé),

∂u

∂t
−∆u+ gN(u) =

∂α

∂t
, (3.1)

∂2α

∂t2
+
∂α

∂t
−∆α = −∂u

∂t
− u, (3.2)

u = α = 0 sur ∂Ω, (3.3)

u(0) = u0, α(0) = α0 ,
∂α

∂t
(0) = α1, (3.4)

où u est le paramètre d’ordre ou champ de phase, α représente la variable de dé-
placement thermique, c’est-à-dire une primitive de la température relative notée θ
(α(t) :=

∫ t

0
θ(τ)dτ + α0), Ω ⊂ R

n (n = 2 ou 3) est un domaine borné régulier,
∂Ω désigne le bord régulier.

1 Cadre abstrait pour la résolution

On introduit les espaces de Hilbert ci-dessous :

H = L2(Ω), V = H1
0 (Ω), W = H2(Ω),

On note ((., .)) et (., .) les produits scalaires de H et V et ‖ . ‖ et ‖ . ‖V désignent
les normes associées. Le symbole < ., . > désigne le produit de dualité entre V

′

et
V . On identifie H et H

′

(via le théorème de Riesz) où H
′

est l’espace dual de H. On
a alors :

V →֒→֒ H →֒ V
′

,
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3 . Système de champ de phase de type Caginalp avec un potentiel polynomial

avec les injections continues et denses. De plus d’après le théorème de Rellich-
Kondrachoff la première injection est compacte.
Dans le cadre de notre problème, on considère les espaces suivants :

E = V × V ×H et E1 = (W ∩ V )2 × V,

munis de leurs normes usuelles.

Le polynôme gN est défini comme suit :

gN(s) = −2κ0s+ 2κ1

N
∑

k=0

s2k+1

2k + 1
, (3.5)

avec s ∈ R et 0 < κ1 < κ0. On a alors

g
′

N(s) = 2(κ1 − κ0) + 2κ1

N
∑

k=1

s2k. (3.6)

De plus, gN vérifie

gN(0) = 0, gN ∈ C1, (3.7)

−c0 ≤ GN(s), GN(s) ≤ gN(s)s+ c0, c0 ≥ 0, s ∈ R, (3.8)

g
′

N(s) ≥ −c1, c1 ≥ 0, s ∈ R, (3.9)

où GN(s) =
∫ s

0
gN(τ)dτ, s ∈ R.

1.1 Formulation faible

Pour tout v ∈ V, en prenant le produit scalaire dans H des équations (3.1)-(3.2)
avec v, on obtient :

<
∂u

∂t
, v > +(u, v) + ((gN(u), v)) =<

∂α

∂t
, v >, (3.10)

<
∂2α

∂t2
, v > + <

∂α

∂t
, v > +(α, v) = −((u, v))− <

∂u

∂t
, v > . (3.11)

On associe à (3.10)-(3.11) les égalités suivantes :

u(0) = u0 dans V,
α(0) = α0 dans V,

∂α

∂t
(0) = α1 dans H.

(3.12)

Définition 1.1. Pour tout (u0, α0, α1) ∈ E. Un triplet (u, α,
∂α

∂t
) est dit solution

faible de (3.1)-(3.4) s’il satisfait la formulation faible (3.10)-(3.12) de (3.1)-(3.4) et

u ∈ C([0, T ];H) ∩ L2(0, T, V ),
∂u

∂t
∈ L2(0, T,H), α ∈ C([0, T ];H) ∩ L2(0, T ;V )

et
∂α

∂t
∈ C([0, T ];H) ∩ L2(0, T ;H).

On notera dans la suite c, c
′

et c
′′

des constantes positives qui pourront varier
d’une ligne à l’autre et quelques fois dans la même ligne.
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3 . Système de champ de phase de type Caginalp avec un potentiel polynomial

2 Solutions et Semi-groupe

Cette section est consacrée à l’existence et à l’unicité de solutions du problème
(3.1)-(3.4). On a le résultat d’existence suivant :

Théorème 2.1. Soit (u0, α0, α1) ∈ E et
∫

Ω
GN(u0)dx < +∞. Alors le problème

(3.1)-(3.4) admet au moins une solution (u, α,
∂α

∂t
)/u ∈ C(R+, L2(Ω))∩L∞(R+, V )∩

L2(0, T,W ),
∂u

∂t
∈ L2(0, T ;L2(Ω)), α ∈ C(R+, L2(Ω)) ∩ L∞(R+, H1

0 (Ω)) et
∂α

∂t
∈

L∞(R+, L2(Ω)) ∩ C(R+, H−1(Ω)), ∀T > 0.

Démonstration: Nous appliquerons la méthode de Faedo-Galerkin en donnant
les grandes lignes.
Problème approché : -L’opérateur A = −∆ associé aux conditions aux bords
de Dirichlet homogènes de domaine D(A) = H2(Ω) ∩H1

0 (Ω) est borné, autoadjoint
et stictement positif ; il possède un inverse compact. On peut alors considérer une
famille {wj, j ∈ N} de vecteurs propres de A associés aux valeurs propres 0 < λ1 ≤
λ2 ≤ ... qui forme une base orthonormée dans H et orthogonale dans V . En posant

Vm = vect{w1, ....wm}

et

βm =
∂αm

∂t
( respectivement β =

∂α

∂t
),

on considère le problème approché suivant, écrit sous forme fonctionnelle :

dum
dt

+ Aum + gN(um) = βm, (3.13)

dβm
dt

+ βm + Aαm = −dum
dt

− um, (3.14)

um(0) = Pmu0, αm(0) = Pmα0, βm(0) = Pmα1, (3.15)

où Pm est la projection orthogonale de H sur Vm pour le produit scalaire dans H,
ce qui équivaut à

((
∂um
∂t

, v)) + (um, v) + ((gN(um), v)) = ((βm, v)), ∀v ∈ Vm, (3.16)

((
∂βm
∂t

, v)) + ((βm, v)) + (αm, v) = − ((
∂um
∂t

, v))− ((um, v)), ∀v ∈ Vm,(3.17)

associé aux conditions (3.15).

Solution locale en temps : -On cherche des fonctions um, αm et βm sous la forme :

um(t) =
m
∑

j=1

gjm(t)wj,

αm(t) =
m
∑

j=1

fjm(t)wj
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3 . Système de champ de phase de type Caginalp avec un potentiel polynomial

et

βm(t) =
m
∑

j=1

βjm(t)wj,

où les coefficients gjm(t), fjm(t) et βjm(t) appartiennent à C1(R+) et vérifient, lorsque
m→ +∞ :

Pmu0 = um(0) = u0m =
∑m

i=1 gim(0)wi −→ u0 dans V,
Pmα0 = αm(0) = α0m =

∑m
i=1 fim(0)wi −→ α0 dans V,

Pmα1 = βm(0) = α1m =
∑m

i=1 βim(0)wi −→ α1 dans L2(Ω).

Ainsi résoudre (3.13)-(3.15) revient à trouver les coefficients gjm, fjm et βjm tels
que um, αm et βm vérifient (3.13)-(3.15). Pour ce faire, on pose

v = wi, i = 1, ...,m dans (3.16)− (3.17) et on a :

((
∂um
∂t

, wi)) + (um, wi) + ((gN(um), wi)) = ((βm, wi)), (3.18)

((
∂βm
∂t

, wi)) + ((βm, wi)) + (αm, wi) = −((
∂um
∂t

, wi))− ((um, wi)).(3.19)

En notant que

((
∂um
∂t

, wi)) = g
′

im(t), (3.20)

et que
(um, wi) = ((−∆um, wi))

=
∑m

j=1 gjm(t)((−∆wj, wi))

=
∑m

j=1 gjm(t)((λjwj, wi))

=
∑m

j=1 λjgjm(t)((wj, wi))

=
∑m

j=1 λjgjm(t)δij
= λigim(t),

(3.21)

où δij est le symbole de Kronecker défini comme suit :

δij =

{

1 , si i = j,
0 , sinon.

(3.22)

De plus

((βm, wi)) = βim(t), (3.23)

((
∂βm
∂t

, wi)) = β
′

im(t). (3.24)

Et par analogie avec (3.21), on a que

(αm, wi) = λifim(t). (3.25)

Alors (3.18)− (3.19) s’écrit

(E.D.O)







g
′

im(t) + λigim(t) + ((gN(um), wi)) = βim(t), i = 1, ...,m,
β

′

im(t) + βim(t) + λifim(t) = −gim(t)− g
′

im(t), i = 1, ...,m,
f

′

im(t) = βim(t), i = 1, ...,m.
(3.26)
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3 . Système de champ de phase de type Caginalp avec un potentiel polynomial

On s’est ramené à un système de 3m équations différentielles ordinaires que l’on
peut écrire sous la forme :

y
′

= ϕ(y).

D’après le théorème de Cauchy-lipschitz, il existe une solution (um, αm) sur un in-
tervalle (0, Tm), pour un certain Tm > 0.

Solution globale en temps : -On considère maintenant une solution maximale
définie sur [0, Tm[ ; nous allons prouver que Tm = T. En d’autres termes, la solution
locale en temps obtenue précédemment est globale en temps. Pour cela, on cherche
des estimations à priori uniformes.

On multiplie (3.18) par gim et on somme sur i = 1, ...,m. On a

1

2

d

dt
‖ um ‖2 + ‖ ∇um ‖2 +

∫

Ω

gN(um)umdx =<
∂αm

∂t
, um > . (3.27)

On multiplie (3.18) par g
′

im et on somme sur i = 1, ...,m. On a

‖ ∂um
∂t

‖2 +1

2

d

dt
(‖ ∇um ‖2 +2

∫

Ω

GN(um)dx) = ((βm,
∂um
∂t

)). (3.28)

On multiplie (3.19) par fim et on somme sur i = 1, ...,m. On a

d

dt
((βm, αm)) +

1

2

d

dt
‖ αm ‖2 + ‖ ∇αm ‖2 = −((

∂um
∂t

, αm))− ((um, αm))+ ‖ βm ‖2 .
(3.29)

On multiplie maintenant (3.19) par f
′

im et on somme sur i = 1, ...,m. On a

1

2

d

dt
[‖ βm ‖2 + ‖ ∇αm ‖2]+ ‖ βm ‖2= −((

∂um
∂t

+ um, βm)). (3.30)

Par l’hypothèse (3.8), on a :

GN(um)− c0 ≤ gN(um)um. (3.31)

On rappelle que βm =
∂αm

∂t
. On obtient en sommant (3.27),(3.28) et (3.30) et par

(3.31),

dE1m

dt
+ 2(‖ ∇um ‖2 +

∫

Ω

GN(um)dx+ ‖ ∂um
∂t

‖2 + ‖ ∂αm

∂t
‖2) ≤ 2c0|Ω|, (3.32)

avec

E1m =‖ um ‖2 + ‖ ∇um ‖2 +2

∫

Ω

GN(um)dx+ ‖ ∂αm

∂t
‖2 + ‖ ∇αm ‖2 . (3.33)

En additionnant (3.32) et ǫ(3.29), avec ǫ > 0 à préciser, on obtient

dE2m

dt
+ 2(‖ ∇um ‖2 +

∫

Ω

GN(um)dx+ ‖ ∂um
∂t

‖2 + ‖ ∂αm

∂t
‖2) + ǫ ‖ ∇αm ‖2

= −ǫ((∂um
∂t

, αm))− ǫ((αm, um)) + ǫ ‖ ∂αm

∂t
‖2 +2c0|Ω|, (3.34)
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où

E2m = E1m + ǫ((
∂αm

∂t
, αm)) +

ǫ

2
‖ αm ‖2, (3.35)

satisfait, en choisissant ǫ > 0 tel que

2− ǫ > 0, (3.36)

et

‖ ∂αm

∂t
(t) ‖2 + ‖ ∇αm(t) ‖2 + ǫ <

∂αm

∂t
(t), αm(t) > +

ǫ

2
‖ αm(t) ‖2

≥ c{‖ αm(t) ‖2 + ‖ ∇αm(t) ‖2 + ‖ ∂αm

∂t
(t) ‖2},

(3.37)

c(‖ um(t) ‖2V + ‖ αm(t) ‖2V + ‖ ∂αm

∂t
(t) ‖2) ≤ E2m(t)

≤ c
′

(‖ um(t) ‖2V + ‖ αm(t) ‖2V + ‖ ∂αm

∂t
(t) ‖2),

(3.38)
avec c, c

′

> 0.

On en déduit, grâce à l’inégalité de Hölder, au lemme de Poincaré et la condition
(3.36), une inégalité de la forme :

dE2m

dt
+ c2E2m + c3 ‖

∂um
∂t

‖2≤ c
′

, c2, c3 > 0 et c
′ ≥ 0. (3.39)

En particulier, on écrit
dE2m

dt
+ c2E2m ≤ c

′

. (3.40)

Le lemme de Gronwall appliqué à (3.40) donne

E2m(t) ≤ E2m(0) exp (−c2t) +
c
′

c2
, (3.41)

ce qui implique en particulier que

E2m(t) ≤ E2m(0) +
c
′

c2
. (3.42)

Ainsi par (3.38) on aura

sup
t∈[0,T ]

{‖ um(t) ‖2H1
0 (Ω) + ‖ αm(t) ‖2H1

0 (Ω) + ‖ ∂αm

∂t
(t) ‖2} ≤ c

′

, (3.43)

où c
′

ne dépend pas de m, par suite la solution est globale en temps et Tm = T .

Le passage à la limite : -Cette étape consiste à obtenir un problème limite en fai-
sant tendre m vers l’infini. Quitte à considérer une sous suite, on a, par l’estimation
(3.43) que

um
∗
⇀ u faiblement étoile dans L∞(0, T, V ), (3.44)

αm
∗
⇀ α faiblement étoile dans L∞(0, T, V ), (3.45)
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et
∂αm

∂t
∗
⇀

∂α

∂t
faiblement étoile dans L∞(0, T,H). (3.46)

On intègre (3.39) entre 0 et t, on a

E2m(t) +

∫ t

0

‖ ∂um
∂t

(s) ‖2 ds ≤ c, ∀t ∈ [0, T ], c ≥ 0, (3.47)

la constante c est bien sûr indépendante de m. Il en découle que

∂um
∂t

⇀
∂u

∂t
faiblement dans L2(0, T,H). (3.48)

Nous allons maintenant nous intéresser à la convergence du terme non linéaire
gN(um).

On multiplie (3.13) par gN(um) et on intègre sur Ω, par (3.9) on a

‖ gN(um) ‖2≤ c(‖ ∂um
∂t

‖2 + ‖ ∂αm

∂t
‖2 + ‖ ∇um ‖2). (3.49)

On intègre (3.49) entre 0 et t , par (3.44),(3.46) et (3.48) on a

‖ gN(um) ‖L2(0,T,H)≤ c, (3.50)

où c est indépendante de m.

Par (3.50) on a pour une suite extraite

gN(um)⇀ w faiblement dans L2(Q), (3.51)

avec Q := Ω× (0, T ). On a, grâce à un théorème de compacité de type Aubin-Lions,

um → u p.p. (pour une suite extraite),

d’où
gN(um) −→ gN(u) p.p. dans Q. (3.52)

Pour prouver que w = gN(u) on utilise le lemme 2.1 du chapitre 2 : On appliquera
ce lemme avec : O = Q, gm = gN(um) q = 2, et

par (3.52) on a gm −→ g = gN(u) p.p. dans Q, avec (3.50) on aura

gm −→ g faiblement dans L2(Q),

de plus par (3.51) on a gm −→ w faiblement dans L2(Q). D’où

g = w = gN(u).

Des convergences (3.44),(3.45),(3.46) et (3.48), on a écrit

u ∈ L∞(0, T, V ) et
∂u

∂t
∈ L2(0, T,H),
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α ∈ L∞(0, T, V ) et
∂α

∂t
∈ L∞(0, T,H).

On conclut par le Théorème de Lions que

u, α ∈ C([0, T ], H).

Retour au problème initial : -Soit i fixé et µ > i (m = µ dans (3.18) −
(3.19)). D’après la partie précédente (la convergence des sous suites ) on a les conver-
gences faibles suivantes dans L2(0, T ) lorsque µ→ +∞ :

a(uµ, wi)⇀ a(u, wi), a(αµ, wi)⇀ a(α,wi),

((u
′

µ, wi))⇀ ((u
′

, wi)), ((α
′

µ, wi))⇀ ((α
′

, wi)),

((uµ, wi))⇀ ((u, wi)), ((gN(uµ), wi))⇀ ((gN(u), wi)),

avec a(v, w) = (v, w) = ((∇v,∇w)).

De plus on a

((α
′′

µ, wi)) =
d

dt
((α

′

µ, wi)) −→ ((α
′′

, wi)) dans D
′

(0, T ).

On déduit donc des équations (3.18) et (3.19)











d

dt
((u, wi)) + a(u, wi) + ((gN(u), wi)) =

d

dt
((α,wi)),

d2

dt2
((α,wi)) +

d

dt
((α,wi)) + a(α,wi) = − d

dt
((u, wi))− ((u, wi)),

et cela pour i fixé quelconque. Donc l’on en déduit, d’après la propriété de den-
sité de (w1, ..., wm) que











d

dt
((u, v)) + a(u, v) + ((gN(u), v)) =

d

dt
((α, v)), ∀v ∈ V,

d2

dt2
((α,w)) +

d

dt
((α,w)) + a(α,w) = − d

dt
((u, w))− ((u, w)), ∀w ∈ V.

D’où résulte que (u, α) satisfait aux équations (3.1) et (3.2).

On multiplie (3.1) par −∆u et on intègre sur Ω. Par (3.9) on a

d

dt
‖ ∇u ‖2 + ‖ ∆u ‖2≤ c ‖ ∇u ‖2 + ‖ ∂α

∂t
‖2 . (3.53)

En intégrant (3.53) entre 0 et t, on déduit

u ∈ L2(0, T,H2(Ω)).

De plus on a
∂α

∂t
et
∂2α

∂t2
dans L2(0, T,H−1(Ω)), donc

∂α

∂t
∈ C([0, T ], H−1(Ω)) (voir

[13], lemme 1.2. p.7). Par suite, d’après le Théorème de Strauss (voir le Théorème
2.3 du chapitre 2) on a

∂α

∂t
∈ CW ([0, T ], H).
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Démontrons finalement les conditions initiales.

lorsque µ→ +∞ on a :

uµ(0) −→ u0 dans V or V →֒→֒ H (injection compacte) donc uµ(0) −→ u0 fort
dans H.

Soit F = {um ∈ L∞(0, T ;V );
∂um
∂t

∈ L2(0, T ;V
′

)}, d’après le théorème d’Aubin-

Lions (Théorème 2.2) on a F →֒→֒ C([0, T ], H), donc en particulier uµ(0) → u(0)
dans H fortement , d’où on aura u(0) = u0.

De même on montre que α(0) = α0.

On a
∂αm

∂t
∈ L∞(0, T,H) donc

∂αm

∂t
∈ L2(0, T,H−1(Ω)),

et
∂βm
∂t

∈ L2(0, T,H−1(Ω)) (car
∂βm
∂t

= −∂αm

∂t
+∆αm−

∂um
∂t

−um ∈ L2(0, T,H−1(Ω)))

par suite

∂αm

∂t
∈ C

(

[0, T ];H−1(Ω)
)

.

D’après le théorème de Strauss on aura

∂αm

∂t
∈ CW

(

[0, T ];L2(Ω)
)

,

donc il existe une sous suite
∂αµ

∂t
∈ CW ([0, T ], H) telle qu’en particulier :

lorsque µ→ +∞ on a
∂αµ

∂t
(0) → ∂α

∂t
(0) dans H faiblement, (3.54)

Or on a
∂αµ

∂t
(0) → α1 dans L2(Ω), par (3.54) on déduit

∂α

∂t
(0) = α1,

d’où le théorème. ✷

Le résultat suivant nous donne l’unicité de la solution du problème (3.1)-(3.4).

Théorème 2.2. Sous les hypothèses du Théorème 2.1, le problème (3.1)-(3.4) admet
une et une seule solution avec la régularité ci-dessus.

Démonstration: On sait déjà qu’il existe au moins une solution pour notre
problème d’après le Théorème 2.1. Il reste à prouver l’unicité de celle-ci. Pour cela,
on prend deux solutions (u(1), α(1)) et (u(2), α(2)) de mêmes données initiales et on
pose

(u, α) = (u(1), α(1))− (u(2), α(2)).
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Alors (u, α) vérifie :

∂u

∂t
−∆u+ gN(u

(1))− gN(u
(2)) =

∂α

∂t
, (3.55)

∂2α

∂t2
+
∂α

∂t
−∆α = −u− ∂u

∂t
, (3.56)

u = α = 0, (3.57)

u(0) = α(0) =
∂α

∂t
(0) = 0. (3.58)

On multiplie (3.55) par u et on intègre sur Ω, par (3.9) on a

1

2

d

dt
‖ u ‖2 + ‖ ∇u ‖2≤ c1 ‖ u ‖2 +((

∂α

∂t
, u)),

en utilisant l’inégalité |((v, w))| ≤ c ‖ v ‖H1
0 (Ω) . ‖ w ‖H−1(Ω) on obtient

d

dt
‖ u ‖2 + ‖ ∇u ‖2≤ c(‖ u ‖2 + ‖ ∂α

∂t
‖2H−1(Ω)). (3.59)

On intègre (3.56) entre 0 et t on aura

∂α

∂t
+ α−∆

∫ t

0

α(s)ds = −
∫ t

0

u(s)ds− u. (3.60)

On multiplie (3.60) par (−∆)−1∂α

∂t
et on intègre sur Ω on aura

1

2

d

dt
‖ α ‖2H−1(Ω) + ‖ ∂α

∂t
‖2H−1(Ω) +((

∂α

∂t
,

∫ t

0

αds))

= −((

∫ t

0

uds, (−∆)−1∂α

∂t
))− ((u, (−∆)−1∂α

∂t
)).

Or
d

dt
((α,

∫ t

0

α(s)ds)) = ((
∂α

∂t
,

∫ t

0

α(s)ds))+ ‖ α ‖2 donc

d

dt

[

‖ α ‖2H−1(Ω) +2((α,

∫ t

0

αds))
]

+ ‖ ∂α
∂t

‖2H−1(Ω)

≤ cT (‖ α ‖2 + ‖ u ‖2L2(0,t,L2(Ω)) + ‖ u ‖2), t ∈ [0, T ]. (3.61)

On multiplie (3.60) par α et on intègre sur Ω on obtient

1

2

d

dt
‖ α ‖2 + ‖ α ‖2 +((∇

∫ t

0

α(s)ds,∇α)) = −((

∫ t

0

u(s)ds, α))− ((u, α)),

Or
1

2

d

dt
‖ ∇

∫ t

0

α(s)ds ‖2= ((

∫ t

0

∇α(s)ds,∇α)) donc

d

dt

[

‖ α ‖2 + ‖ ∇
∫ t

0

α(s)ds ‖2
]

+ ‖ α ‖2≤ ct(‖ u ‖2L2(0,t,L2(Ω)) + ‖ u ‖2). (3.62)
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On additionne (3.62) et δ(3.61) avec δ > 0 assez petit on aura

d

dt

[

‖ α ‖2 + ‖ ∇
∫ t

0

α(s)ds ‖2 +δ ‖ α ‖2H−1(Ω) +2δ((α,

∫ t

0

α(s)ds))
]

+ c(‖ ∂α
∂t

‖2H−1(Ω) + ‖ α ‖2) ≤ cT (‖ u ‖2L2(0,t,L2(Ω)) + ‖ u ‖2). (3.63)

En particulier

‖ α ‖2 + ‖ ∇
∫ t

0

α(s)ds ‖2 +2δ((α,

∫ t

0

α(s)ds)) ≥ c(‖ α ‖2 + ‖
∫ t

0

α(s)ds ‖2H1
0 (Ω)).

(3.64)
On additionne (3.63) et δ

′

(3.59) avec δ
′

> 0 assez petit on aura

dE3

dt
≤ cT (E3+ ‖ u ‖2L2(0,t,L2(Ω))), t ∈ [0, T ], (3.65)

avec

E3(t) =‖ α ‖2 + ‖ ∇
∫ t

0

α(s)ds ‖2 +δ ‖ α ‖2H−1(Ω) +2δ((α,

∫ t

0

α(s)ds)) + δ
′ ‖ u ‖2 .

(3.66)
Le lemme de Gronwall appliqué à (3.65) donne

E3(t) ≤ exp (cT t)E3(0) + c
′

T ‖ u ‖2L2(0,t,L2(Ω)),

or E3(0) = 0 donc E3(t) ≤ c
′

T ‖ u ‖2L2(0,t,L2(Ω)), t ∈ [0, T ],

en particulier
‖ u(t) ‖2≤ c

′

T ‖ u ‖2L2(0,t,L2(Ω)), t ∈ [0, T ]. (3.67)

On applique de nouveau le lemme de Gronwall à (3.67) on aura

‖ u ‖2L2(0,t,L2(Ω))= 0, t ∈ [0, T ], (3.68)

par conséquent
E3(t) ≤ 0, t ∈ [0, T ]. (3.69)

Par (3.64),(3.66) et (3.69) on a ‖ u ‖2=‖ α ‖2= 0, d’où

u(1) = u(2) et α(1) = α(2),

ce qui achève la preuve du théorème. ✷

Les Théorèmes 2.1 et 2.2, nous amènent à considérer un semi-groupe S(t) pour
tout t ≥ 0, qui est défini sur E de la façon suivante

S(t) : E → E, S(t)(u0, α0, α1) = (u(t), α(t),
∂α

∂t
(t)), (3.70)

où (u(t), α(t),
∂α

∂t
(t)) est l’unique solution de (3.1)-(3.4).
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3 Dissipativité et Régularité

Dans cette section, on prouve tout d’abord l’existence d’ensembles bornés absor-
bants pour le semi-groupe S(t), t ≥ 0, associé au problème (3.1)-(3.4) sur l’espace
E, et un borné absorbant pour le terme non linéaire gN(u). Ensuite on énoncera
un théorème de régularité supplémentaire qui va nous permettre de définir S(t)
sur l’espace E1 et donc donner la dissipativité dans cet espace. Notons que toutes
les estimations ci-dessous peuvent être justifiées par la méthode de Galerkin. On
commence à donner le

Théorème 3.1. Sous les hypothèses du Théorème 2.2, le semi-groupe S(t), t ≥ 0,
est dissipatif sur E. Autrement dit ,le semi-groupe S(t), t ≥ 0, possède un ensemble
borné absorbant B0 dans E.

Démonstration: On prend les données initiales (u0, α0, α1) dans un borné de
E. Disons que , pour tout R0 > 0, on a (u0, α0, α1) ∈ BR0 , BR0 étant la boule de E
de centre 0 et rayon R0.

On multiplie (3.1) par u. On a

1

2

d

dt
‖ u ‖2 + ‖ ∇u ‖2 +

∫

Ω

gN(u)udx = ((
∂α

∂t
, u)). (3.71)

On multiplie (3.1) par
∂u

∂t
. On a

‖ ∂u
∂t

‖2 +1

2

d

dt
(‖ ∇u ‖2 +2

∫

Ω

GN(u)dx) = ((
∂α

∂t
,
∂u

∂t
)). (3.72)

On multiplie ensuite (3.2) par
∂α

∂t
et on a

1

2

d

dt
(‖ ∂α

∂t
‖2 + ‖ ∇α ‖2)+ ‖ ∂α

∂t
‖2= −((

∂u

∂t
,
∂α

∂t
))− ((u,

∂α

∂t
)). (3.73)

En additionnant les trois équations , à savoir (3.71),(3.72) et (3.73), on aura

1

2

d

dt
{‖ u ‖2 + ‖ ∇u ‖2 +2

∫

Ω

GN(u)dx + ‖ ∇α ‖2 + ‖ ∂α
∂t

‖2}

+ ‖ ∇u ‖2 + ‖ ∂u
∂t

‖2 + ‖ ∂α
∂t

‖2= −
∫

Ω

gN(u)udx.
(3.74)

L’hypothèse (3.8) nous assure que

−gN(u)u ≤ −GN(u) + c0,

par conséquent, on écrit

1

2

d

dt
{‖ u ‖2 + ‖ ∇u ‖2 +2

∫

Ω

GN(u)dx + ‖ ∇α ‖2 + ‖ ∂α
∂t

‖2}

+
∫

Ω
GN(u)dx+ ‖ ∇u ‖2 + ‖ ∂u

∂t
‖2 + ‖ ∂α

∂t
‖2≤ c0|Ω|.

(3.75)
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On multiplie maintenant (3.2) par α. On a

1

2

d

dt
(2 <

∂α

∂t
, α > + ‖ α ‖2)+ ‖ ∇α ‖2= − <

∂u

∂t
, α > −((u, α))+ ‖ ∂α

∂t
‖2 . (3.76)

Soit ǫ > 0 assez petit. On somme maintenant (3.75) et ǫ(3.76). On obtient

d

dt
{‖ u ‖2 + ‖ ∇u ‖2 +2

∫

Ω

GN(u)dx+ ‖ ∇α ‖2 + ‖ ∂α
∂t

‖2 +2ǫ <
∂α

∂t
, α > +ǫ ‖ α ‖2}

+2(ǫ ‖ ∇α ‖2 +
∫

Ω
GN(u)dx+ ‖ ∇u ‖2 + ‖ ∂u

∂t
‖2 + ‖ ∂α

∂t
‖2)

≤ 2c0|Ω| − 2ǫ <
∂u

∂t
, α > −2ǫ((u, α)) + 2ǫ ‖ ∂α

∂t
‖2 . (3.77)

On a, d’après les inégalités de Hölder et Poincaré

−ǫ((u, α)) ≤ ǫ|((u, α))|
≤ ǫ ‖ u ‖‖ α ‖
≤ ǫ

2
‖ u ‖2 + ǫ

2
‖ α ‖2

≤ ǫ

2λ1
‖ ∇u ‖2 + ǫ

2λ1
‖ ∇α ‖2

(3.78)

et

−ǫ < ∂u

∂t
, α > ≤ ǫ| < ∂u

∂t
, α > |

≤ ǫ ‖ ∂u
∂t

‖‖ α ‖

≤ ǫ

2
‖ ∂u
∂t

‖2 + ǫ
2
‖ α ‖2

≤ ǫ

2
‖ ∂u
∂t

‖2 + ǫ

2λ1
‖ ∇α ‖2,

(3.79)

où λ1 désigne la première valeur propre associée à l’opérateur moins Laplacien avec
les conditions aux limites de Dirichlet homogènes (cf. la preuve du Théorème 2.1).

On choisit ǫ > 0 de sorte que :

ǫ < 1 et ǫ < 2λ1 (3.80)

et

c(‖ α ‖2V + ‖ ∂α
∂t

‖2) ≤ ǫ ‖ α ‖2 + ‖ ∇α ‖2 + ‖ ∂α
∂t

‖2 +2ǫ <
∂α

∂t
, α > . (3.81)

En prenant en compte (3.77)-(3.81), on aboutit alors à une inégalité de la forme

dE2

dt
+ c2E2 + c3 ‖

∂u

∂t
‖2≤ c

′

, (3.82)

où

E2(t) = ‖ u(t) ‖2 + ‖ ∇u(t) ‖2 +2
∫

Ω
GN(u(t))dx+ ‖ ∂α

∂t
(t) ‖2 + ‖ ∇α(t) ‖2

+ 2ǫ <
∂α

∂t
(t), α(t) > +ǫ ‖ α(t) ‖2,

(3.83)
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satisfait

c(‖ u(t) ‖2V + ‖ α(t) ‖2V + ‖ ∂α
∂t

(t) ‖2) +
∫

Ω

GN(u)dx ≤ E2(t)

≤ c
′

(‖ u(t) ‖2V + ‖ α(t) ‖2V + ‖ ∂α
∂t

(t) ‖2) +
∫

Ω

GN(u)dx, c, c
′

> 0.

(3.84)
En particulier, on écrit

dE2

dt
+ c2E2 ≤ c

′

, (3.85)

le lemme de Gronwall appliqué à (3.85) donne

E2(t) ≤ exp (−c2t)E2(0) + c, ∀t ≥ 0. (3.86)

Par (3.81) et le fait que les données initiales (u0, α0, α1) sont dans un borné, l’esti-
mation (3.86) devient

E2(t) ≤ µ0 exp (−c2t) + c, (3.87)

avec µ0 = µ0(R0) > 0.

Soit maintenant D0 > 0 assez grand pour que

µ0 exp (−c2t) + c ≤ D0.

On a alors que la boule de centre 0 et de rayon D0 est un ensemble borné absorbant
pour le semi-groupe S(t), t ≥ 0. En d’autres termes,

‖ u(t) ‖2V + ‖ α(t) ‖2V + ‖ ∂α
∂t

(t) ‖2≤ D0, ∀t ≥ t0, (3.88)

avec t0 = t0(R0) := max{0,− 1

c2
log(

D0 − c

µ0

)}, d’où le théorème. ✷

Lemme 3.2. Il existe une constante D1 et un temps t1 tel que :

‖ ∂u
∂t

(t) ‖2≤ D1, ∀t ≥ t1, (3.89)

avec t1 = t0 + r.

Preuve: On différencie (3.1) par rapport au temps et par (3.2) on a

∂

∂t
(
∂u

∂t
)−∆

∂u

∂t
+ g

′

N(u)
∂u

∂t
= −∂α

∂t
+∆α− u− ∂u

∂t
. (3.90)

On multiplie (3.90) par
∂u

∂t
, l’inégalité de Hölder et (3.9) entraînent

d

dt
‖ ∂u
∂t

‖2 + ‖ ∇∂u

∂t
‖2≤ c

(

‖ u ‖2 + ‖ ∇α ‖2 + ‖ ∂u
∂t

‖2 + ‖ ∂α
∂t

‖2
)

. (3.91)

On a, d’après le Théorème 3.1,
∫ t+r

t

(

‖ u(s) ‖2 + ‖ ∇α(s) ‖2 + ‖ ∂α
∂t

(s) ‖2 + ‖ ∂u
∂t

(s) ‖2
)

ds ≤ c, ∀t ≥ t0.

(3.92)
On déduit de (3.91),(3.92) et du lemme de Gronwall uniforme la relation (3.89). ✷

Le Théorème suivant donne l’existence d’un borné absorbant pour le terme non
linéaire gN(u) dans le problème (3.1)-(3.4).
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Théorème 3.3. Il existe une constante D2 telle que

‖ gN(u(t)) ‖2≤ D2, ∀t ≥ t1. (3.93)

Démonstration: On multiplie (3.1) par gN(u), et par (3.9) on aura

‖ gN(u) ‖2≤ c(‖ u ‖2V + ‖ ∂u
∂t

‖2 + ‖ ∂α
∂t

‖2), (3.94)

par (3.88) et (3.89), la relation (3.94) donne (3.93). ✷

On énonce dans la suite un théorème de régularités supplémentaires pour les
solutions du problème (3.1)-(3.4).

Théorème 3.4. Si les données initiales (u0, α0, α1) appartiennent à E1, le problème

(3.1)-(3.4) admet une unique solution telle que u ∈ L∞(R+, H2(Ω) ∩H1
0 (Ω)),

∂u

∂t
∈

L∞(R+, L2(Ω))∩L2(0, T,H1
0 (Ω)), α ∈ L∞(R+, H2(Ω)∩H1

0 (Ω)) et
∂α

∂t
∈ L∞(R+, V ),

∀T > 0.

Démonstration: L’existence et l’unicité étant vérifiées, il reste à établir la ré-
gularité de la solution .

En intégrant (3.91) entre 0 et t, et compte tenu du Théorème 2.1, on obtient

∂u

∂t
∈ L∞(0, T,H) ∩ L2(0, T, V ), ∀T > 0. (3.95)

On multiplie maintenant (3.2) par −∆
∂α

∂t
, les inégalités de Hölder et de Young

donnent

d

dt
(‖ ∇∂α

∂t
‖2 + ‖ ∆α ‖2) + 2 ‖ ∇∂α

∂t
‖2≤ 1

ǫ
(‖ ∇u ‖2 + ‖ ∇∂u

∂t
‖2) + 2ǫ ‖ ∇∂α

∂t
‖2,

en choisissant ǫ > 0 assez petit tel que 1− ǫ > 0, on déduit

d

dt
(‖ ∇∂α

∂t
‖2 + ‖ ∆α ‖2) + c ‖ ∇∂α

∂t
‖2≤ c

′

(‖ ∇u ‖2 + ‖ ∇∂u

∂t
‖2), c > 0. (3.96)

Ainsi
α ∈ L∞(0, T,H2(Ω) ∩H1

0 (Ω)), ∀T > 0, (3.97)

et
∂α

∂t
∈ L∞(0, T, V ), ∀T > 0. (3.98)

En effet, en intégrant (3.96) entre 0 et t, et par (3.95) et le Théorème 2.1 on obtient
(3.97) et (3.98).

On multiplie (3.1) par −∆u, l’inégalité de Hölder et (3.9) donnent

‖ ∆u ‖2≤ c(‖ ∇u ‖2 + ‖ ∂u
∂t

‖2 + ‖ ∂α
∂t

‖2V ). (3.99)
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Par (3.95),(3.98) et le Théorème 2.1, la relation (3.99) donne

u ∈ L∞(0, T,H2(Ω) ∩H1
0 (Ω)), ∀T > 0, (3.100)

d’où le théorème. ✷

Le Théorème 3.4 nous amène à définir le semi-groupe S(t)(t ≥ 0) sur l’espace
E1. On a alors :

S(t) : E1 → E1, (u0, α0, α1) 7→ (u(t), α(t),
∂α

∂t
(t)), (3.101)

où (u(t), α(t),
∂α

∂t
(t)) est l’unique solution de (3.1)-(3.4).

On términe cette section par énoncer un théorème qui donne l’existence de bor-
nés absorabants pour les solutions de (3.1)-(3.4) dans l’espace E1.

Théorème 3.5. Sous les hypothèses du Théorème 3.4, le semi-groupe S(t), t ≥ 0,
est dissipatif sur E1. Autrement dit, le semi-groupe S(t), t ≥ 0, possède un ensemble
borné absorbant B1 dans E1.

Démonstration: On prend les données initiales (u0, α0, α1) dans un borné de
E1. Disons que , pour tout R1 > 0, on a (u0, α0, α1) ∈ BR1 , BR1 étant la boule de
E1 de centre 0 et rayon R1.

On multiplie (3.2) par −∆α, les inégalités de Hölder et Young donnent

d

dt
[‖ ∇α ‖2 +2((∇∂α

∂t
,∇α))] + 2 ‖ ∆α ‖2

≤ 2 ‖ ∇∂α

∂t
‖2 +1

ǫ
(‖ ∂u

∂t
‖2 + ‖ u ‖2) + 2ǫ ‖ ∆α ‖2 . (3.102)

En additionnant (3.96) et ǫ(3.102) où ǫ > 0 choisit tel que 1− 2ǫ > 0 on déduit une
inégalité de la forme

dE4

dt
+ cE4 ≤ c

′

(‖ ∇u ‖2 + ‖ ∇∂u

∂t
‖2), c > 0, (3.103)

où

E4(t) =‖ ∆α(t) ‖2 + ‖ ∇∂α

∂t
(t) ‖2 +2ǫ((∇∂α

∂t
(t),∇α(t))) + ǫ ‖ ∇α(t) ‖2, (3.104)

et

c(‖ ∇α(t) ‖2 + ‖ ∆α(t) ‖2 + ‖ ∇∂α

∂t
(t) ‖2) ≤ E4(t)

≤ c
′

(‖ ∇α(t) ‖2 + ‖ ∆α(t) ‖2 + ‖ ∇∂α

∂t
(t) ‖2).

(3.105)

Le lemme de Gronwall appliqué à (3.103) donne

E4(t) ≤ E4(0) exp (−ct) + c
′

∫ t

0

exp (c(s− t))(‖ ∇u(s) ‖2 + ‖ ∇∂u

∂t
(s) ‖2)ds.

(3.106)
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Estimons le terme
∫ t

0
exp (c(s− t))(‖ ∇u(s) ‖2 + ‖ ∇∂u

∂t
(s) ‖2)ds. Pour cela on pose

h(s) =‖ ∇u(s) ‖2 + ‖ ∇∂u

∂t
(s) ‖2, h ≥ 0.

On a, d’après le Théorème 3.1 et le Lemme 3.2,

∫ t+1

t

h(s)ds ≤ c4, ∀t ≥ t1. (3.107)

On a alors
∫ t

0

exp (c(s− t))h(s)ds =

∫ t1

0

exp (c(s− t))h(s)ds+

∫ t

t1

exp (c(s− t))h(s)ds

≤ exp (c(t1 − t))
∫ t1
0
h(s)ds+

∫ t1+1

t1
exp (c(s− t))h(s)ds+

∫ t1+2

t1+1
exp (c(s− t))h(s)ds

+...+
∫ [t]

[t]−1
exp (c(s− t))h(s)ds+

∫ [t]+1

[t]
exp (c(s− t))h(s)ds

≤ (d’après les Théorèmes 2.1 et 3.4)

≤ c
′

exp (−ct) +
∫ t1+1

t1
exp (c(s− t))h(s)ds+

∫ t1+2

t1+1
exp (c(s− t))h(s)ds

+...+
∫ [t]

[t]−1
exp (c(s− t))h(s)ds+

∫ [t]+1

[t]
exp (c(s− t))h(s)ds

≤ (par (3.107))

≤ c
′

exp (−ct) + c4 exp (−ct)[exp (c(t1 + 1)) + exp (c(t1 + 2)) + ...+ exp (c([t] + 1))]

≤ c
′

exp (−ct) + c
′′′

exp (−ct)exp (c([t] + 2))− 1

exp c− 1

≤ c
′

exp (−ct) + c
′′

, (3.108)

où c
′

est une constante qui dépend des données initiales .

En insérant (3.108) dans (3.106) on obtient

E4(t) ≤ exp (−ct)E4(0) + c
′

. (3.109)

Par (3.105) et le fait que les données initiales sont dans un borné, l’estimation (3.109)
devient

E4(t) ≤ µ1 exp (−ct) + c
′

, (3.110)

avec µ1 = µ1(R1) > 0.

Soit maintenant D3 > 0 assez grand pour que

µ1 exp (−ct) + c
′ ≤ D3.

On a alors

‖ α(t) ‖2W + ‖ ∂α
∂t

(t) ‖2V≤ D3, ∀t ≥ t2, (3.111)
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avec t2 = t2(R1) := max{0,−1

c
log(

D3 − c
′

µ1

)}.

Par (3.88),(3.89) et (3.111) et pour t
′

= max(t1, t2), on déduit de (3.99)

‖ u(t) ‖2W≤ D4, ∀t ≥ t
′

, (3.112)

d’où le théorème. ✷

Par (3.112), on a
u ∈ L∞(t

′

,+∞,W ∩ V ), (3.113)

en associant (3.100) et (3.113), on a alors que

u ∈ L∞(R+,W ∩ V ). (3.114)

De façon analogue, on montre que

∂u

∂t
∈ L∞(R+, H); α ∈ L∞(R+,W ∩ V )

et
∂α

∂t
∈ L∞(R+, V ).
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Chapitre 4

Système de champ de phase de type

Caginalp avec un terme non linéaire

logarithmique

On considère comme au chapitre précédent une généralisation du système de
champ de phase de Caginalp. Cette fois-ci, le potentiel que nous considérons est de
type logarithmique (voir, par exemple, [27], [14], [29], [21], [42] et [53]). Nous exami-
nons l’existence et l’unicité de solutions par deux méthodes. La première c’est une
méthode de régularisation applicable en dimension une, deux et trois qui consiste à
approcher les équations par des équations "meilleures" déjà résolues ensuite passer
à la limite. Tandis que la deuxième applicable seulement en dimension une et deux
et est basée sur une propriété de séparation stricte qui va nous permettre de plus
d’étudier le comportement asymptotique du problème. On prouve ainsi en dimen-
sion une et deux l’existence d’attracteurs du système.

On considère le problème (P ) suivant :

∂u

∂t
−∆u+ g(u) =

∂α

∂t
, (4.1)

∂2α

∂t2
+
∂α

∂t
−∆α = −∂u

∂t
− u, (4.2)

u = α = 0 sur ∂Ω, (4.3)

u(0) = u0, α(0) = α0,
∂α

∂t
(0) = α1, (4.4)

où, comme précédemment, u est le paramètre d’ordre ou champ de phase, α repré-
sente une primitive de la température relative θ (voir le chapitre précédent), Ω ⊂ R

n,
un domaine borné régulier (à préciser la dimension dans la suite) et ∂Ω désigne le
bord régulier, disons de classe C1, de Ω.

Le potentiel g est défini comme suit :

g(s) = −2κ0s+ κ1 ln(
1 + s

1− s
), s ∈ (−1;+1), 0 < κ1 < κ0. (4.5)

On a alors

g
′

(s) =
2κ1

1− s2
− 2κ0. (4.6)
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On voit que g vérifie

g est de classe C∞ et g(0) = 0, (4.7)

− c0 ≤ G(s) ≤ g(s)s+ c0, c0 ≥ 0, s ∈ (−1,+1), (4.8)

où G(s) =
∫ s

0
g(τ)dτ, et

g
′

(s) ≥ −2κ0, s ∈ (−1,+1). (4.9)

On notera dans la suite c, c
′

et c
′′

des constantes positives qui pourront varier d’une
ligne à l’autre et quelques fois dans la même ligne.

La première section traite le problème (4.1)-(4.4) avec Ω ⊂ R
n, n = 1, 2 et 3.

1 Semi-groupe et dissipativité en dimension infé-

rieure ou égale à trois

Pour prouver le caractère bien posé de notre problème, on introduit l’espace
suivant

K = {ϕ ∈ L2(Ω),−1 ≤ ϕ ≤ 1 p.p. dans Ω}.

Suivant une idée de Debussche et Dettori (voir [9] et [14]), on considère l’approxi-
mation de cette fonction g par gN où gN est un polynôme de degré impair 2N +1, à
coefficient dominant strictement positif. En remplaçant g dans (P ) par gN on obtient
alors le problème (PN) suivant :

∂uN
∂t

−∆uN + gN(uN) =
∂αN

∂t
, (4.10)

∂2αN

∂t2
+
∂αN

∂t
−∆αN = −∂uN

∂t
− uN , (4.11)

uN = αN = 0, (4.12)

uN(0) = u0, αN(0) = α0 ,
∂αN

∂t
(0) = α1. (4.13)

Rappelons, d’après le chapitre précédent, le résultat suivant conçernant le problème
(PN).

Théorème 1.1. Pour (u0, α0, α1) ∈ E, le problème (PN) admet une unique solu-

tion (uN , αN ,
∂αN

∂t
) avec uN ∈ C(R+, L2(Ω)) ∩ L∞(R+, V ) ∩ L2(0, T,W ),

∂uN
∂t

∈

L2(0, T ;L2(Ω)), αN ∈ C(R+, L2(Ω))∩L∞(R+, H1
0 (Ω)) et

∂αN

∂t
∈ L∞(R+, L2(Ω))∩

C(R+, H), ∀T > 0.

On note de plus que G est bornée et pour ϕ ∈ K on a GN(ϕ) ≤ G(ϕ). Donc
toutes les estimations figurant dans cette section sont uniformes par rapport à N.
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1.1 Existence et unicité.

On construit la solution du problème (P ) comme étant la limite lorsqueN → +∞
de la solution du problème (PN). On prend aussi u0 ∈ K, plus précisement on
démontre le résultat suivant.

Théorème 1.2. Soit (u0, α0, α1) ∈ EK = (K ∩ H1
0 (Ω)) × H1

0 (Ω) × L2(Ω), alors le
problème (4.1)-(4.4) admet au moins une solution (u, α, ∂α

∂t
) avec

(u, α) ∈ L∞(R+, H1
0 (Ω)

2) ∩ L2(0, T,H2(Ω)×H1
0 (Ω)),

(u, α) ∈ C(R+, L2(Ω)2), (
∂u

∂t
,
∂α

∂t
) ∈ L2(0, T, L2(Ω)2), ∀T > 0.

De plus ∀t > 0, ‖ u(t) ‖L∞(Ω)≤ 1, l’ensemble {x ∈ Ω, |u(x, t)| ≥ 1} est de mesure
nulle.

Démonstration: En remplaçant (u, α) par (uN , αN) dans (3.82), on écrit :

dE2N

dt
+ c2E2N + c3 ‖

∂uN
∂t

‖2≤ c
′

, (4.14)

où

E2N(t) = ‖ uN(t) ‖2 + ‖ ∇uN(t) ‖2 +2
∫

Ω
GN(uN(t))dx+ ‖ ∂αN

∂t
(t) ‖2

+ ‖ ∇αN(t) ‖2 +2ǫ <
∂αN

∂t
(t), αN(t) > +ǫ ‖ αN(t) ‖2,

(4.15)

satisfait

c(‖ uN(t) ‖2V + ‖ αN(t) ‖2V + ‖ ∂αN

∂t
(t) ‖2) +

∫

Ω

GN(uN)dx ≤ E2N(t)

≤ c
′

(‖ uN(t) ‖2V + ‖ αN(t) ‖2V + ‖ ∂αN

∂t
(t) ‖2) +

∫

Ω

GN(uN)dx.

(4.16)
On applique le lemme de Gronwall à (4.14), on a

E2N(t) ≤ E2N(0) exp (−c2t) + c, (4.17)

la relation (4.17) implique en particulier que

E2N(t) ≤ E2N(0) + c. (4.18)

Ainsi par (4.16) on aura

sup
t∈[0,T ]

{‖ uN(t) ‖2H1
0 (Ω) + ‖ αN(t) ‖2H1

0 (Ω) + ‖ ∂αN

∂t
(t) ‖2} ≤ c

′

(4.19)

où c
′

est une constante qui ne dépend pas de N.

En faisant tendre N vers +∞ et en considérant une sous suite, on a par l’estimation
(4.19) :

uN
∗
⇀ u faiblement étoile dans L∞(0, T, V ), (4.20)
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αN
∗
⇀ α faiblement étoile dans L∞(0, T, V ), (4.21)

et
∂αN

∂t
∗
⇀

∂α

∂t
faiblement étoile dans L∞(0, T,H). (4.22)

On intègre (4.14) entre 0 et t, on a

E2N(t) +

∫ t

0

‖ ∂uN
∂t

(s) ‖2 ds ≤ c, ∀t ∈ [0, T ], c ≥ 0, (4.23)

la constante c est bien sûr indépendante de N . Il en découle que

∂uN
∂t

⇀
∂u

∂t
faiblement dans L2(0, T,H). (4.24)

On multiplie (4.10) par −∆uN . En utilisant l’inégalité de Hölder et (3.9), on aura

d

dt
‖ ∇uN ‖2 + ‖ ∆uN ‖2≤‖ ∂αN

∂t
‖2 +c ‖ ∇uN ‖2 . (4.25)

On intègre (4.25) entre 0 et t, par (4.20) et (4.22) on a

‖ ∇uN(t) ‖2 +
∫ t

0

‖ ∆uN ‖2 ds ≤ c, ∀t ∈ [0, T ], (4.26)

où c est indépendante de N. Il en résulte que

∆uN ⇀ ∆u faiblement dans L2(Q). (4.27)

De plus, on a

‖ gN(uN) ‖2≤ c(‖ uN ‖2V + ‖ ∂uN
∂t

‖2 + ‖ ∂αN

∂t
‖2). (4.28)

On intègre (4.28) entre 0 et t, par (4.20),(4.22) et (4.24), on a

‖ gN(uN) ‖2L2(Q)≤ c, (4.29)

où c est indépendante de N.

Par (4.29) on a pour une suite extraite

gN(uN)⇀ g∗ faiblement dans L2(Q). (4.30)

Donc lorsque N −→ +∞ dans (4.10), on déduit de (4.22),(4.24),(4.27) et (4.30) que

(u, α,
∂α

∂t
) vérifie :

∂u

∂t
−∆u+ g∗ =

∂α

∂t
dans L2(Q). (4.31)

De (4.11) on déduit :

<
∂βN
∂t

+
∂αN

∂t
, χ > + < ∇αN ,∇χ >= − <

∂uN
∂t

+ uN , χ >, ∀χ ∈ D((0, T )× Ω),
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où <. , .> désigne le crochet de dualité entre D′

((0, T )× Ω) et D((0, T )× Ω).

Donc lorsque N −→ +∞ on déduit de (4.20),(4.21),(4.22) et (4.24) :

∂2α

∂t2
+
∂α

∂t
−∆α = −∂u

∂t
− u dans L2(Q). (4.32)

De plus d’après SIMON (voir [19]), (4.20),(4.24) d’une part et les relations (4.21),(4.22)
d’autre part impliquent lorsque N −→ +∞ :

uN −→ u dans C([0, T ], L2(Ω)), (4.33)

αN −→ α dans C([0, T ], L2(Ω)). (4.34)

Donc en particulier on aura u(x, 0) = u0 et α(x, 0) = α0 dans Ω.

Démontrons finalement que
∂α

∂t
(x, 0) = α1 :

On déduit de (4.22) que
∂αN

∂t
∈ L2(0, T,H−1(Ω)), d’autre part on a

∂βN
∂t

∈ L2(0, T,H−1(Ω)), par suite

∂αN

∂t
∈ C([0, T ];H−1(Ω)),

donc d’après le Théorème de Strauss on aura
∂αN

∂t
∈ CW ([0, T ];L2(Ω)) par suite il

existe une sous suite
∂αµ

∂t
∈ CW ([0, T ];L2(Ω)) telle qu’en particulier lorsque µ →

+∞ on a
∂αµ

∂t
(0)⇀

∂α

∂t
(0) faiblement dans L2(Ω).

Or
∂αµ

∂t
(0) → α1 dans L2(Ω), on déduit alors le résultat.

Des convergences (4.20),(4.21),(4.22) et (4.24), on a écrit

u ∈ L∞(0, T, V ) et
∂u

∂t
∈ L2(0, T,H),

α ∈ L∞(0, T, V ) et
∂α

∂t
∈ L∞(0, T,H).

On conclut par le Théorème de Lions que

u, α ∈ C([0, T ], H).

Alors (u, α,
∂α

∂t
) verifie

∂u

∂t
−∆u+ g∗ =

∂α

∂t
dans L2(Q), (4.35)

∂2α

∂t2
+
∂α

∂t
−∆α = −∂u

∂t
− u dans L2(Q), (4.36)

u = α = 0 sur ∂Ω× (0, T ), (4.37)

u(0) = u0, α(0) = α0,
∂α

∂t
(0) = α1 dans Ω. (4.38)
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On va demontrer maintenant que l’ensemble {x ∈ Ω, |u(x, t)| = 1} a une mesure
nulle. Pour cela on va utiliser la méthode utilisée par Debussche et Dettori (voir [9]
et [14]).

On choisit un η petit arbitraire qui appartient à (0, 1) et ∀t ∈ (0, T ) on pose

EN
η (t) = {x ∈ Ω/|uN(x, t)| > 1− η}.

Soit |EN
η (t)| la mesure de EN

η , on a |EN
η (t)| = mes(EN

η (t)) =
∫

EN
η (t)

dx et χN
η (t) sa

fonction caractéristique définie par :

χN
η (x, t) =

{

1 , si x ∈ EN
η (t),

0 , ailleurs.

On intègre (4.14) entre t et t+ r, on a

E2N(t+ r) +

∫ t+r

t

(E2N(s)+ ‖ ∂uN
∂t

‖2)ds ≤ c
′

(r) + E2N(t), ∀t ≥ 0, ∀r > 0.

(4.39)
Pour continuer la démonstration du théorème on énonce les deux lemmes suivants.

Lemme 1.3. Il existe une constante positive c telle que pour tout r > 0 on a

‖ ∂uN
∂t

(t) ‖2≤ c(
1

r
+ 1)(E2N(0) + 1), ∀t ≥ r > 0. (4.40)

Preuve: On a l’estimation suivante :

d

dt
‖ ∂uN

∂t
‖2 + ‖ ∇∂uN

∂t
‖2≤ c

(

‖ uN ‖2 + ‖ ∇αN ‖2 + ‖ ∂uN
∂t

‖2 + ‖ ∂αN

∂t
‖2

)

.

(4.41)
Par (4.16),(4.17) et (4.39), on applique le lemme de Gronwall uniforme à (4.41) et
donc on déduit que ∀s > 0 on a

‖ ∂uN
∂t

(t+ s) ‖2≤ c(
1

s
+ 1)(E2N(0) + 1), ∀t ≥ 0, (4.42)

ce qui complète la preuve de (4.40). ✷

Lemme 1.4. Il existe une constante c telle que pour tout r > 0 on a

‖ gN(uN(t)) ‖2≤ c(
1

r
+ 1)(E2N(0) + 1), ∀t ≥ r > 0. (4.43)

Preuve: Par (4.16), on conclut de (4.17) que

‖ uN(t) ‖2V + ‖ ∂αN

∂t
(t) ‖2≤ E2N(0) + c, ∀t ≥ r > 0. (4.44)

Par (4.40) et (4.44), on obtient de (4.28) la relation (4.43). ✷

Par (4.43) on écrit,

‖ gN(uN) ‖2≤
c

t
(1 + t)(E2N(0) + 1),
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implique
t ‖ gN(uN) ‖2≤ c(1 + t)(E2N(0) + 1),

donc
t ‖ gN(uN(t)) ‖2≤ c(T + 1), ∀t ∈ (0, T ). (4.45)

Par suite on a

{

∫

EN
η (t)

g2N(uN)dx
}

1
2 ≥ |EN

η (t)| 12 .
{

Infx∈EN
η (t)

(

∑N
k=0

(uN(x))
2k+1

2k + 1

)2} 1
2

≥ |EN
η (t)| 12 .Infx∈EN

η (t)

∑N
k=0

|uN(x)|2k+1

2k + 1

≥ |EN
η (t)| 12 .

∑N
k=0

(1− η)2k+1

2k + 1
,

ce qui implique que

|EN
η (t)| 12 ≤ C

√
t
∑N

k=0

(1− η)2k+1

2k + 1

. (4.46)

Lorsque N −→ +∞, on déduit de (4.33),(4.46) et du lemme de Fatou que

|Eη(t)| =
∫

Ω
χη(t)dx ≤

∫

Ω
lim infN→+∞ χN

η (t)dx ≤ lim infN→+∞

∫

Ω
χN
η (t)dx

≤ lim inf |EN
η (t)|

≤ 4C

t ln2
(2− η

η

)

,

avec |Eη(t)| et χη(t) désignent respectivement la mesure de l’ensemble
{x ∈ Ω, |u(x, t)| > 1− η} et sa fonction caractéristique.

Lorsque η → 0 on obtient ∀t ∈ (0, T ),

mes{x ∈ Ω, |u(x, t)| ≥ 1} = 0. (4.47)

De plus par (4.33),(4.47) on a, lorsque N → +∞ que ∀t ∈ (0, T ) :

gN(uN(t)) −→ g(u(t)) p.p. dans Ω. (4.48)

Par (4.29),(4.48) et Lions ( [13], lemme 1.3, p.12), on a

gN(uN)⇀ g(u) faiblement dans L2(Q). (4.49)

Finalement par (4.30) et (4.49) on obtient que

g∗ = g(u),

d’où le théorème. ✷

Le résultat qui suit nous donne l’unicité de la solution du problème (4.1)-(4.4).

Théorème 1.5. Sous les hypothèses du Théorème 1.2, avec (4.9), le problème (4.1)-
(4.4) admet une et une seule solution avec la régularité ci-dessus.
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Démonstration: On sait déjà qu’il existe au moins une solution pour le pro-
blème (P ) d’après le Théorème 1.2. Il reste à prouver l’unicité de celle-ci. Pour cela,
on prend deux solutions (u(1), α(1)) et (u(2), α(2)) de mêmes données initiales et on
pose

(u, α) = (u(1), α(1))− (u(2), α(2)).

Alors (u, α) vérifie :

∂u

∂t
−∆u+ g(u(1))− g(u(2)) =

∂α

∂t
, (4.50)

∂2α

∂t2
+
∂α

∂t
−∆α = −u− ∂u

∂t
, (4.51)

u = α = 0, (4.52)

u(0) = α(0) =
∂α

∂t
(0) = 0. (4.53)

On multiplie (4.50) par u et on intègre sur Ω, par (4.9) on a

1

2

d

dt
‖ u ‖2 + ‖ ∇u ‖2≤ 2κ0 ‖ u ‖2 +((

∂α

∂t
, u)),

en utilisant l’inégalité |((v, w))| ≤ c ‖ v ‖H1
0 (Ω) . ‖ w ‖H−1(Ω) on obtient

d

dt
‖ u ‖2 + ‖ ∇u ‖2≤ c(‖ u ‖2 + ‖ ∂α

∂t
‖2H−1(Ω)). (4.54)

On intègre (4.51) entre 0 et t on aura

∂α

∂t
(t) + α(t)−∆

∫ t

0

α(s)ds = −
∫ t

0

u(s)ds− u(t). (4.55)

On multiplie (4.55) par (−∆)−1∂α

∂t
et on intègre sur Ω on aura

d

dt

[

‖ α ‖2H−1(Ω) +2((α,

∫ t

0

αds))
]

+ ‖ ∂α
∂t

‖2H−1(Ω)

≤ cT (‖ α ‖2 + ‖ u ‖2L2(0,t,L2(Ω)) + ‖ u ‖2), t ∈ [0, T ]. (4.56)

On multiplie (4.55) par α et on intègre sur Ω on obtient

d

dt

[

‖ α ‖2 + ‖ ∇
∫ t

0

αds ‖2
]

+ ‖ α ‖2≤ cT (‖ u ‖2L2(0,t,L2(Ω)) + ‖ u ‖2), t ∈ [0, T ].

(4.57)
On additionne (4.57) et δ(4.56) avec δ > 0 assez petit on aura

d

dt

[

‖ α ‖2 + ‖ ∇
∫ t

0

αds ‖2 +δ ‖ α ‖2H−1(Ω) +2δ((α,

∫ t

0

αds))
]

+ c(‖ ∂α
∂t

‖2H−1(Ω) + ‖ α ‖2) ≤ cT (‖ u ‖2L2(0,t,L2(Ω)) + ‖ u ‖2). (4.58)

En particulier

‖ α ‖2 + ‖ ∇
∫ t

0

αds ‖2 +2δ((α,

∫ t

0

αds)) ≥ c(‖ α ‖2 + ‖
∫ t

0

αds ‖2H1
0 (Ω)), c > 0.

(4.59)
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On additionne (4.58) et δ
′

(4.54) avec δ
′

> 0 assez petit on aura

dE5

dt
≤ cT (E5+ ‖ u ‖2L2(0,t,L2(Ω))), t ∈ [0, T ], (4.60)

avec

E5(t) =‖ α ‖2 + ‖ ∇
∫ t

0

αds ‖2 +δ ‖ α ‖2H−1(Ω) +2δ((α,

∫ t

0

αds)) + δ
′ ‖ u ‖2 .

(4.61)
Le lemme de Gronwall appliqué à (4.60) donne

E5(t) ≤ exp (cT t)E5(0) + c
′

T ‖ u ‖2L2(0,t,L2(Ω)),

or E5(0) = 0 donc E5(t) ≤ c
′

T ‖ u ‖2L2(0,t,L2(Ω)), t ∈ [0, T ],

en particulier
‖ u(t) ‖2≤ c

′

T ‖ u ‖2L2(0,t,L2(Ω)), t ∈ [0, T ], (4.62)

on applique de nouveau le lemme de Gronwall à (4.62) on aura

‖ u ‖2L2(0,t,L2(Ω))= 0, t ∈ [0, T ], (4.63)

par conséquent
E5(t) ≤ 0, t ∈ [0, T ], (4.64)

on déduit alors l’unicité. ✷

Les Théorèmes 1.2 et 1.5, nous amènent à considérer un semi-groupe S(t) pour
tout t ≥ 0, qui est défini sur EK de la façon suivante :

S(t) : EK → EK , S(t)(u0, α0, α1) = (u(t), α(t),
∂α

∂t
(t)), (4.65)

où (u(t), α(t),
∂α

∂t
(t)) est l’unique solution de (4.1)-(4.4).

1.2 Dissipativité et Régularité

Dans cette sous-section, on prouve tout d’abord l’existence d’ensembles bornés
absorbants pour le semi-groupe S(t), t ≥ 0, associé au problème (P ), dans l’espace
EK . Ensuite on énonce un théorème de régularités supplémentaires pour les solu-
tions, qui va nous permettre d’étudier la dissipativité dans l’espace E

′

K .

On commence à énoncer le

Théorème 1.6. Sous les hypothèses du Théorème 1.5, le semi-groupe S(t), t ≥ 0,
est dissipatif sur EK . En d’autres termes, le semi-groupe S(t), t ≥ 0, possède un
ensemble borné absorbant B2 dans EK .

Démonstration: On prend les données initiales (u0, α0, α1) dans un borné de
E. Disons que, pour tout R2 > 0, on a (u0, α0, α1) ∈ BR2 , BR2 étant la boule de E
de centre 0 et de rayon R2.
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On multiplie (4.1) par u. On a

1

2

d

dt
‖ u ‖2 + ‖ ∇u ‖2 +

∫

Ω

g(u)udx = ((
∂α

∂t
, u)). (4.66)

On multiplie (4.1) par
∂u

∂t
. On a

‖ ∂u
∂t

‖2 +1

2

d

dt
(‖ ∇u ‖2 +2

∫

Ω

G(u)dx) = ((
∂α

∂t
,
∂u

∂t
)). (4.67)

On multiplie ensuite (4.2) par
∂α

∂t
et on a

1

2

d

dt
(‖ ∂α

∂t
‖2 + ‖ ∇α ‖2)+ ‖ ∂α

∂t
‖2= −((

∂u

∂t
,
∂α

∂t
))− ((u,

∂α

∂t
)). (4.68)

En additionnant les trois équations , à savoir (4.66),(4.67) et (4.68), on aura

1

2

d

dt
{‖ u ‖2 + ‖ ∇u ‖2 +2

∫

Ω

G(u)dx + ‖ ∇α ‖2 + ‖ ∂α
∂t

‖2}

+ ‖ ∇u ‖2 + ‖ ∂u
∂t

‖2 + ‖ ∂α
∂t

‖2= −
∫

Ω

g(u)udx.
(4.69)

L’hypothèse (4.8) nous assure que

−g(u)u ≤ −G(u) + c0,

par conséquent, on écrit

1

2

d

dt
{‖ u ‖2 + ‖ ∇u ‖2 +2

∫

Ω

G(u)dx + ‖ ∇α ‖2 + ‖ ∂α
∂t

‖2}

+
∫

Ω
G(u)dx+ ‖ ∇u ‖2 + ‖ ∂u

∂t
‖2 + ‖ ∂α

∂t
‖2≤ c0|Ω|.

(4.70)

On multiplie maintenant (4.2) par α. On a

1

2

d

dt
(2 <

∂α

∂t
, α > + ‖ α ‖2)+ ‖ ∇α ‖2= − <

∂u

∂t
, α > −((u, α))+ ‖ ∂α

∂t
‖2 . (4.71)

Soit ǫ > 0 assez petit. On somme maintenant (4.70) et ǫ(4.71). On déduit une
inégalité de la forme

dE2

dt
+ c2E2 + c3 ‖

∂u

∂t
‖2≤ c

′

, c2, c3 > 0, c
′ ≥ 0, (4.72)

où

E2(t) = ‖ u(t) ‖2 + ‖ ∇u(t) ‖2 +2
∫

Ω
G(u(t))dx+ ‖ ∂α

∂t
(t) ‖2 + ‖ ∇α(t) ‖2

+ 2ǫ <
∂α

∂t
(t), α(t) > +ǫ ‖ α(t) ‖2,

(4.73)
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satisfait

c(‖ u(t) ‖2V + ‖ α(t) ‖2V + ‖ ∂α
∂t

(t) ‖2) ≤ E2(t)

≤ c
′

(‖ u(t) ‖2V + ‖ α(t) ‖2V + ‖ ∂α
∂t

(t) ‖2).
(4.74)

En particulier, on écrit
dE2

dt
+ c2E2 ≤ c

′

, (4.75)

le lemme de Gronwall appliqué à (4.75) donne

E2(t) ≤ exp (−c2t)E2(0) + c, ∀t ≥ 0. (4.76)

Par (4.74) et le fait que les données initiales (u0, α0, α1) sont dans un borné, l’esti-
mation (4.76) devient

E2(t) ≤ µ2 exp (−c2t) + c, (4.77)

avec µ2 = µ2(R2) > 0.

Soit maintenant D5 > 0 assez grand pour que

µ2 exp (−c2t) + c ≤ D5.

On a alors que la boule de centre 0 et de rayon D5 est un ensemble borné absorbant
pour le semi-groupe S(t), t ≥ 0. En d’autres termes,

‖ u(t) ‖2V + ‖ α(t) ‖2V + ‖ ∂α
∂t

(t) ‖2≤ D5, ∀t ≥ t3, (4.78)

avec t3 = t3(R2) := max{0,− 1

c2
log(

D5 − c

µ2

)}. ✷

Lemme 1.7. Il existe une constante D6 et un temps t4 tel que :

‖ ∂u
∂t

(t) ‖2≤ D6, ∀t ≥ t4 = t3 + r. (4.79)

Preuve: On différencie (4.1) par rapport au temps et par (4.2) on a

∂

∂t
(
∂u

∂t
)−∆

∂u

∂t
+ g

′

(u)
∂u

∂t
= −∂α

∂t
+∆α− u− ∂u

∂t
. (4.80)

On multiplie (4.80) par
∂u

∂t
, l’inégalité de Hölder et (4.9) entraînent

d

dt
‖ ∂u
∂t

‖2 + ‖ ∇∂u

∂t
‖2≤ c

(

‖ u ‖2 + ‖ ∇α ‖2 + ‖ ∂u
∂t

‖2 + ‖ ∂α
∂t

‖2
)

. (4.81)

On a, d’après le Théorème 1.6,
∫ t+r

t

(

‖ u(s) ‖2 + ‖ ∇α(s) ‖2 + ‖ ∂α
∂t

(s) ‖2 + ‖ ∂u
∂t

(s) ‖2
)

ds ≤ c, ∀t ≥ t3.

(4.82)
On déduit de (4.81),(4.82) et du lemme de Gronwall uniforme la relation (4.79). ✷

On donne dans la suite un théorème de régularités supplémentaires pour les
solutions du problème (P ).
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Théorème 1.8. Si les données initiales (u0, α0, α1) appartiennent à E
′

K = K ∩
H2(Ω)∩H1

0 (Ω)×H2(Ω)∩H1
0 (Ω)×H1

0 (Ω) et g(u0) ∈ L2(Ω), le problème (P ) admet

une unique solution telle que u ∈ L∞(R+, H2(Ω) ∩H1
0 (Ω)),

∂u

∂t
∈ L∞(R+, L2(Ω)) ∩

L2(0, T,H1
0 (Ω)), α ∈ L∞(R+, H2(Ω) ∩H1

0 (Ω)) et
∂α

∂t
∈ L∞(R+, H1

0 (Ω)),

∀T > 0.

Démonstration: L’existence et l’unicité étant vérifiées, il reste à établir la ré-
gularité de la solution.

On additionne (4.67) et (4.68), l’inégalité de Hölder donne

d

dt
[‖ ∇u ‖2 + ‖ ∇α ‖2 + ‖ ∂α

∂t
‖2 +2

∫

Ω

G(u)dx] + 2 ‖ ∂u
∂t

‖2 + ‖ ∂α
∂t

‖2≤‖ u ‖2 .
(4.83)

On intègre (4.83) entre 0 et t, compte tenu du Théorème 1.2 et de (4.8), on obtient

u ∈ L∞(0, T,H1
0 (Ω)), (4.84)

∂u

∂t
∈ L2(0, T, L2(Ω)), (4.85)

α ∈ L∞(0, T,H1
0 (Ω)), (4.86)

∂α

∂t
∈ L∞(0, T, L2(Ω)). (4.87)

En intégrant (4.81) entre 0 et t, et compte tenu du Théorème 1.2 on a (notons que
∂u

∂t
(0) = ∆u0 − g(u0) + α1) :

∂u

∂t
∈ L∞(0, T, L2(Ω)) ∩ L2(0, T,H1

0 (Ω)). (4.88)

Multiplions maintenant (4.1) par −∆u et on intègre sur Ω, par (4.9) on aura

d

dt
‖ ∇u ‖2 + ‖ ∆u ‖2≤‖ ∂α

∂t
‖2 +c ‖ ∇u ‖2 . (4.89)

On intègre (4.89) entre 0 et t, et compte tenu du Théorème 1.2, on a

u ∈ L2(0, T,H2(Ω) ∩H1
0 (Ω)). (4.90)

On multiplie finalement (4.2) par −∆
∂α

∂t
, les inégalités de Hölder et de Young

donnent

d

dt
(‖ ∇∂α

∂t
‖2 + ‖ ∆α ‖2) + 2 ‖ ∇∂α

∂t
‖2≤ 1

ǫ
(‖ ∇u ‖2 + ‖ ∇∂u

∂t
‖2) + 2ǫ ‖ ∇∂α

∂t
‖2 .

En choisissant ǫ > 0 assez petit tel que 1− ǫ > 0, on déduit

d

dt
(‖ ∇∂α

∂t
‖2 + ‖ ∆α ‖2) + c ‖ ∇∂α

∂t
‖2≤ c

′

(‖ ∇u ‖2 + ‖ ∇∂u

∂t
‖2), c > 0. (4.91)
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On intègre (4.91) entre 0 et t, compte tenu du Théorème 1.2 et (4.88) on aura

α ∈ L∞(0, T,H2(Ω) ∩H1
0 (Ω)), (4.92)

∂α

∂t
∈ L∞(0, T,H1

0 (Ω)), (4.93)

ce qui achève la preuve du théorème. ✷

Le Théorème 1.8 nous amène à définir le semi-groupe S(t), t ≥ 0 sur l’espace
E

′

K . On a alors

S(t) : E
′

K → E
′

K , S(t)(u0, α0, α1) = (u(t), α(t),
∂α

∂t
(t)), (4.94)

où (u(t), α(t),
∂α

∂t
(t)) est l’unique solution de (P ).

Théorème 1.9. Sous les hypothèses du Théorème 1.8, le semi-groupe est dissipatif
sur E

′

K . En d’autres termes, le semi-groupe S(t), t ≥ 0, possède un ensemble borné
absorbant B3 dans E

′

K .

Démonstration: On prend les données initiales (u0, α0, α1) dans un borné de
E1. Disons que pour tout R3 > 0, on a (u0, α0, α1) ∈ BR3 , BR3 étant la boule de E1

de centre 0 et de rayon R3.

On multiplie (4.2) par −∆α, les inégalités de Hölder et Young donnent

d

dt
[‖ ∇α ‖2 +2((∇∂α

∂t
,∇α))] + 2 ‖ ∆α ‖2

≤ 2 ‖ ∇∂α

∂t
‖2 +1

ǫ
(‖ ∂u

∂t
‖2 + ‖ u ‖2) + 2ǫ ‖ ∆α ‖2 . (4.95)

En additionnant (4.91) et ǫ(4.95) où ǫ > 0 assez petit tel que 1− 2ǫ > 0, on déduit
une inégalité de la forme

dE4

dt
+ cE4(t) ≤ c

′

(‖ ∇u ‖2 + ‖ ∇∂u

∂t
‖2), c > 0, (4.96)

où

E4(t) =‖ ∆α(t) ‖2 + ‖ ∇∂α

∂t
(t) ‖2 +2ǫ((∇∂α

∂t
(t),∇α(t))) + ǫ ‖ ∇α(t) ‖2, (4.97)

et

c(‖ ∇α(t) ‖2 + ‖ ∆α(t) ‖2 + ‖ ∇∂α

∂t
(t) ‖2) ≤ E4(t)

≤ c
′

(‖ ∇α(t) ‖2 + ‖ ∆α(t) ‖2 + ‖ ∇∂α

∂t
(t) ‖2).

(4.98)

Le lemme de Gronwall appliqué à (4.96) donne

E4(t) ≤ E4(0) exp (−ct)+c
′

∫ t

0

exp (c(s− t))(‖ ∇u(s) ‖2 + ‖ ∇∂u

∂t
(s) ‖2)ds. (4.99)
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Estimons le terme
∫ t

0
exp (c(s− t))(‖ ∇u(s) ‖2 + ‖ ∇∂u

∂t
(s) ‖2)ds. Pour cela on pose

q(s) =‖ ∇u(s) ‖2 + ‖ ∇∂u

∂t
(s) ‖2, q ≥ 0.

On a, d’après le Théorème 1.6 et le lemme 1.7,

∫ t+1

t

q(s)ds ≤ λ, ∀t ≥ t4. (4.100)

On a alors
∫ t

0

exp (c(s− t))q(s)ds =

∫ t4

0

exp (c(s− t))q(s)ds+

∫ t

t4

exp (c(s− t))q(s)ds

≤ exp (c(t4 − t))
∫ t4
0
q(s)ds+

∫ t4+1

t4
exp (c(s− t))q(s)ds+

∫ t4+2

t4+1
exp (c(s− t))q(s)ds

+...+
∫ [t]

[t]−1
exp (c(s− t))q(s)ds+

∫ [t]+1

[t]
exp (c(s− t))q(s)ds

≤ (d’après le Théorème 1.8)

≤ c
′

exp (−ct) +
∫ t4+1

t4
exp (c(s− t))q(s)ds+

∫ t4+2

t4+1
exp (c(s− t))q(s)ds

+...+
∫ [t]

[t]−1
exp (c(s− t))q(s)ds+

∫ [t]+1

[t]
exp (c(s− t))q(s)ds

≤ (par (4.100))

≤ c
′

exp (−ct) + λ exp (−ct)[exp (c(t4 + 1)) + exp (c(t4 + 2)) + ...+ exp (c([t] + 1))]

≤ c
′

exp (−ct) + c
′′′

exp (−ct)exp (c([t] + 2))− 1

exp c− 1

≤ c
′

exp (−ct) + c
′′

, (4.101)

où c
′

est une constante qui dépend des données initiales.

En insérant (4.101) dans (4.99) on obtient

E4(t) ≤ exp (−ct)E4(0) + c
′

. (4.102)

Par (4.98) et le fait que les données initiales sont dans un borné, l’estimation (4.102)
devient

E4(t) ≤ µ3 exp (−ct) + c
′

, (4.103)

avec µ3 = µ3(R3) > 0.

Soit maintenant D7 > 0 assez grand pour que

µ3 exp (−ct) + c
′ ≤ D7.

On a alors

‖ α(t) ‖2W + ‖ ∂α
∂t

‖2V≤ D7, ∀t ≥ t5, (4.104)
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avec t5 = t5(R3) := max{0,−1

c
log(

D7 − c
′

µ3

)}.

On multiplie (4.1) par −∆u, l’inégalité de Hölder et (4.9) donnent

‖ ∆u ‖2≤ c(‖ ∇u ‖2 + ‖ ∂u
∂t

‖2 + ‖ ∂α
∂t

‖2V ). (4.105)

Par (4.78),(4.79) et (4.104) et pour t
′′

= max(t4, t5), on déduit de (4.105)

‖ u(t) ‖2W≤ D8, ∀t ≥ t
′′

, (4.106)

d’où le théorème. ✷

Par conséquent, par (4.106), on a

u ∈ L∞(t
′′

,+∞,W ∩ V ). (4.107)

De plus, par (4.84),(4.88) et (4.93), la relation (4.105) donne

u ∈ L∞(0, T,H2(Ω) ∩H1
0 (Ω)), ∀T > 0. (4.108)

En associant (4.107) et (4.108), on a alors que

u ∈ L∞(R+,W ∩ V ).

De même, on montre que

∂u

∂t
∈ L∞(R+, H); α ∈ L∞(R+,W ∩ V ),

et
∂α

∂t
∈ L∞(R+, V ).

La section suivante traite le problème (4.1)-(4.4) avec Ω ⊂ R
n, n = 1, 2, en se

basant sur une propriété de séparation.

2 Caractère bien posé basé sur une propriété de sé-

paration

On démontre ici l’existence et l’unicité des solutions du problèmes (P ) basées sur
une propriété de séparation stricte, en dimension une et deux, qui va nous permettre
de plus de prouver la dissipativité.

Par ailleurs on suppose que

u0 ∈ H1
0 (Ω) ∩H3(Ω), α0 ∈ H1

0 (Ω) ∩ H3(Ω), α1 ∈ H1
0 (Ω) ∩H2(Ω),(4.109)

‖ u0 ‖L∞(Ω) < 1, (4.110)

∆u0 = ∆α0 = 0 sur ∂Ω. (4.111)
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2.1 Existence et unicité en dimension une et deux

Vu qu’on ne considère pas ici l’ensemble K utilisé dans la section précédente,
une des difficultés est de s’assurer que le paramètre d’ordre u reste dans l’inter-
valle physique (−1,+1), pour donner un sens aux équations considérées. On note
que les valeurs −1 et +1 correspondent aux phases pures. Pour prouver le carac-

tère bien posé de notre problème il suffit d’obtenir une estimation de
∂α

∂t
dans

L∞((t, t+ 1)× Ω)(voir [3] et [27]).

On démontre la propriété de séparation stricte et on a le,

Théorème 2.1. Le champ de phase u satisfait la propriété de séparation stricte,
c’est-à-dire

‖ u(t) ‖L∞(Ω)≤ 1− δ, ∀t ≥ 0, (4.112)

où δ > 0 à préciser.

Démonstration: Puisque les équations du problème (P ) n’ont un sens que si

− 1 < u(x, t) < 1, p.p. (x, t) ∈ Ω× R
+, (4.113)

on pose alors

D(v) =
1

1− ‖ v ‖L∞

, v ∈ L∞(Ω), ‖ v ‖L∞ 6= 1. (4.114)

On multiplie (4.72) par exp (cs) (c = c2), on a

d

ds
[exp (cs)E2(s)] + exp (cs) ‖ ∂u

∂t
‖2≤ c

′

exp (cs). (4.115)

On intègre (4.115) entre 0 et t on aura

exp (ct)E2(t) +

∫ t

0

exp (cs) ‖ ∂u
∂t

‖2 ds ≤ c
′

c
[exp (ct)− 1] + E2(0). (4.116)

On multiplie (4.116) par exp (−ct), par (4.74) on aura

‖ u(t) ‖2
H1

0 (Ω)
+ ‖ α(t) ‖2

H1
0 (Ω)

+ ‖ ∂α
∂t

(t) ‖2 +
∫ t

0

exp (−c(t− s)) ‖ ∂u
∂t

(s) ‖2 ds

≤ Q(D(u0)+ ‖ u0 ‖2H1
0 (Ω) + ‖ α0 ‖2H1

0 (Ω) + ‖ α1 ‖2) exp (−ct) + c
′

, c > 0. (4.117)

On note qu’on a ‖ ∂u
∂t

(0) ‖=‖ ∆u0 + g(u0) + α1 ‖, donc

‖ ∂u
∂t

(0) ‖2≤ Q(D(u0)+ ‖ u0 ‖2H2(Ω) + ‖ α1 ‖2). (4.118)

On multiplie (4.81) par exp (cs), on obtient

d

ds
[exp (cs) ‖ ∂u

∂t
‖2] + exp (cs) ‖ ∇∂u

∂t
‖2

≤ c exp (cs)(‖ u ‖2 + ‖ ∇α ‖2 + ‖ ∂u
∂t

‖2 + ‖ ∂α
∂t

‖2). (4.119)
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On intègre (4.119) entre 0 et t, on a

exp (ct) ‖ ∂u
∂t

(t) ‖2 +
∫ t

0

exp (cs) ‖ ∇∂u

∂t
(s) ‖2 ds

≤ c

∫ t

0

exp (cs)(‖ u ‖2 + ‖ ∇α ‖2 + ‖ ∂u
∂t

‖2 + ‖ ∂α
∂t

‖2)ds+ ‖ ∂u
∂t

(0) ‖2 . (4.120)

On multiplie (4.120) par exp (−ct), on a

‖ ∂u
∂t

(t) ‖2 +
∫ t

0

exp (−c(t− s)) ‖ ∇∂u

∂t
(s) ‖2 ds

≤ c

∫ t

0

exp (−c(t− s))[‖ u ‖2 + ‖ ∇α ‖2 + ‖ ∂α
∂t

‖2]ds+ exp (−ct) ‖ ∂u
∂t

(0) ‖2 .
(4.121)

Par (4.117) et (4.118) la relation (4.121) donne

‖ ∂u
∂t

(t) ‖2 +
∫ t

0

exp (−c(t− s)) ‖ ∂u
∂t

(s) ‖2H1
0 (Ω) ds

≤ Q(D(u0)+ ‖ u0 ‖2H2(Ω) + ‖ α0 ‖2H1
0 (Ω) + ‖ α1 ‖2) exp (−ct) + c

′

, c > 0. (4.122)

On réécrit (4.1) sous la forme d’une équation élliptique pour t ≥ 0 fixé,

−∆u+ g(u) = −∂u
∂t

+
∂α

∂t
, (4.123)

u = 0 sur ∂Ω. (4.124)

On multiplie (4.123) par −∆u, les inégalités de Hölder et Young, avec ǫ > 0 assez
petit choisit tel que 1− ǫ > 0 donne

‖ ∆u ‖2≤ c(‖ ∇u ‖2 + ‖ ∂u
∂t

‖2 + ‖ ∂α
∂t

‖2). (4.125)

Par (4.117) et (4.122), la relation (4.125) donne

‖ u(t) ‖2H2(Ω)≤ Q(D(u0)+ ‖ u0 ‖2H2(Ω) + ‖ α0 ‖2H1
0 (Ω) + ‖ α1 ‖2) exp (−ct) + c

′

.

(4.126)
On multiplie (4.96) par exp (cs), on a

d

ds
[exp (cs)E4(s)] ≤ c

′

exp (cs)(‖ ∇u ‖2 + ‖ ∇∂u

∂t
‖2). (4.127)

On intègre (4.127) entre 0 et t, on aura

exp (ct)E4(t) ≤ c
′

∫ t

0

exp (cs)(‖ ∇u ‖2 + ‖ ∇∂u

∂t
‖2)ds+ E4(0). (4.128)

On multiplie (4.128) par exp (−ct), on a

E4(t) ≤ c
′

∫ t

0

exp (−c(t− s))[‖ ∇u ‖2 + ‖ ∇∂u

∂t
‖2]ds+ E4(0) exp (−ct). (4.129)
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Par (4.117),(4.122) et (4.98) la relation (4.129) donne

‖ α ‖2W + ‖ ∂α
∂t

‖2V≤ Q(D(u0)+ ‖ u0 ‖2W + ‖ α0 ‖2W + ‖ α1 ‖2V ) exp (−ct) + c
′

.

(4.130)
En combinant (4.122),(4.126) et (4.130) on aura finalement :

‖ u ‖2W + ‖ α ‖2W + ‖ ∂α
∂t

‖2V + ‖ ∂u
∂t

‖2 +
∫ t

0

exp (−c(t− s)) ‖ ∂u
∂t

‖2V ds

≤ Q(D(u0)+ ‖ u0 ‖2H2(Ω) + ‖ α0 ‖2H2(Ω) + ‖ α1 ‖2H1
0 (Ω)) exp (−ct) + c

′

. (4.131)

En dimension une : -On pose f =
∂α

∂t
et on écrit (4.1) sous la forme

∂u

∂t
−∆u+ g(u) = f.

Par l’injection continue H1(Ω) ⊂ C(Ω), et (4.131), f satisfait :

‖ ∂α
∂t

‖2L∞≤ Q(D(u0)+ ‖ u0 ‖2H2(Ω) + ‖ α0 ‖2H2(Ω) + ‖ α1 ‖2H1
0 (Ω)) exp (−ct) + c

′

.

(4.132)
Soient y±(t) les solutions des EDO : y

′

± + g(y±) = h±(t); y±(0) = ± ‖ u0 ‖L∞

où h±(t) = ± ‖ f(t) ‖L∞ .

On démontre que (voir [28] et [43]) :

|y±(t)| ≤ 1− δ(D(u0)+ ‖ h± ‖L∞([0,1])), 0 ≤ t ≤ 1, (4.133)

|y±(t+ 1)| ≤ 1− δ(‖ h± ‖L∞(t,t+1)), t ≥ 0. (4.134)

D’après le principe de comparaison on a y−(t) ≤ u(x, t) ≤ y+(t), (x, t) ∈ Ω× R
+.

Par (4.132),(4.133) et (4.134) on obtient

D(u(t)) ≤ Q(D(u0)+ ‖ u0 ‖2H2(Ω) + ‖ α0 ‖2H2(Ω) + ‖ α1 ‖2H1
0 (Ω)) exp (−ct)+c

′

, c > 0.

(4.135)
En combinant (4.131) et (4.135) on aura

D(u(t))+
∫ t

0
exp (−c(t− s)) ‖ ∂u

∂t
‖2H1

0 (Ω) ds+ ‖ u ‖2H2(Ω) + ‖ α ‖2H2(Ω) + ‖ ∂α
∂t

‖2H1
0 (Ω)

+ ‖ ∂u
∂t

‖2≤ Q(D(u0)+ ‖ u0 ‖2H2(Ω) + ‖ α0 ‖2H2(Ω) + ‖ α1 ‖2H1
0 (Ω)) exp (−ct) + c

′

.

(4.136)
En particulier

‖ u(t) ‖L∞≤ 1− δ, ∀t ≥ 0, (4.137)

avec δ > 0 dépend de D(u0), ‖ u0 ‖H2(Ω), ‖ α0 ‖H2(Ω) et ‖ α1 ‖H1
0 (Ω).
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En dimension deux : -On multiplie (4.2) par ∆2∂α

∂t
, en utilisant le caractère

autoadjoint du laplacien et les inégalités de Hölder et Young, on aura

d

dt
[‖ ∆

∂α

∂t
‖2 + ‖ ∇∆α ‖2] + 2 ‖ ∆

∂α

∂t
‖2≤ 1

ǫ
(‖ ∆u ‖2 + ‖ ∆

∂u

∂t
‖2)+ 2ǫ ‖ ∆

∂α

∂t
‖2 .

(4.138)
On multiplie ensuite (4.2) par ∆2α, on aura

d

dt
[2((∆

∂α

∂t
,∆α))+ ‖ ∆α ‖2] + 2 ‖ ∇∆α ‖2

≤ 1

ǫ
(‖ ∇u ‖2 + ‖ ∇∂u

∂t
‖2) + 2 ‖ ∆

∂α

∂t
‖2 + 2ǫ ‖ ∇∆α ‖2 . (4.139)

En additionnant (4.138) et ǫ(4.139), où ǫ > 0 assez petit tel que 1 − 2ǫ > 0 et
1− ǫ > 0, on a

dE6(t)

dt
+ cE6(t) ≤ c

′

(‖ ∆u ‖2 + ‖ ∆
∂u

∂t
‖2), (4.140)

avec

E6(t) =‖ ∆
∂α

∂t
‖2 + ‖ ∇∆α ‖2 +ǫ[2((∆∂α

∂t
,∆α))+ ‖ ∆α ‖2],

et

c(‖ ∆α ‖2 + ‖ ∇∆α ‖2 + ‖ ∆
∂α

∂t
‖2) ≤ E6 ≤ c

′

(‖ ∆α ‖2 + ‖ ∇∆α ‖2 + ‖ ∆
∂α

∂t
‖2).

(4.141)
On multiplie (4.140) par exp (cs), on a

d

ds
[exp (cs)E6(s)] ≤ c

′

exp (cs)(‖ ∆u ‖2 + ‖ ∆
∂u

∂t
‖2), c > 0. (4.142)

On intègre (4.142) entre 0 et t, on a

exp (ct)E6(t) ≤ c
′

∫ t

0

exp (cs)(‖ ∆u ‖2 + ‖ ∆
∂u

∂t
‖2)ds+ E6(0). (4.143)

On multiplie (4.143) par exp (−ct) on aura

E6(t) ≤ c
′

∫ t

0

exp (−c(t− s))[‖ ∆u ‖2 + ‖ ∆
∂u

∂t
‖2]ds+ E6(0) exp (−ct). (4.144)

Or par (4.131), on a
∫ t

0

exp (−c(t− s)) ‖ ∆u ‖2 ds

≤ Q(D(u0)+ ‖ u0 ‖2W + ‖ α0 ‖2W + ‖ α1 ‖2V ) exp (−ct) + c
′

. (4.145)

Estimons le terme
∫ t

0
exp (−c(t− s)) ‖ ∆

∂u

∂t
‖2 ds. Pour se faire, on réécrit (4.1)

sous la forme
∂u

∂t
−∆u =

∂α

∂t
− g(u),

après une dérivation par rapport au temps on obtient

∂

∂t
(
∂u

∂t
)−∆

∂u

∂t
= h, (4.146)
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où

h = −∂α
∂t

+∆α− u− ∂u

∂t
− g

′

(u)
∂u

∂t
. (4.147)

On multiplie (4.146) par −∆
∂u

∂t
, les inégalités de Hölder et Young donnent

d

dt
‖ ∇∂u

∂t
‖2 + ‖ ∆

∂u

∂t
‖2≤‖ h ‖2 . (4.148)

On multiplie (4.148) par exp (cs), on a

d

ds
[exp (cs) ‖ ∇∂u

∂t
‖2] + exp (cs) ‖ ∆

∂u

∂t
‖2≤ exp (cs) ‖ h ‖2 +c exp (cs) ‖ ∇∂u

∂t
‖2 .

(4.149)
On intègre (4.149) entre 0 et t, on aura

exp (ct) ‖ ∇∂u

∂t
(t) ‖2 +

∫ t

0

exp (cs) ‖ ∆
∂u

∂t
‖2 ds

≤ c
′

∫ t

0

exp (cs)[‖ h(s) ‖2 + ‖ ∇∂u

∂t
‖2]ds + ‖ ∇∂u

∂t
(0) ‖2 . (4.150)

On multiplie (4.150) par exp (−ct), on a

‖ ∂u
∂t

‖2H1
0 (Ω) +

∫ t

0

exp (−c(t− s)) ‖ ∆
∂u

∂t
‖2 ds

≤ c
′

∫ t

0

exp (−c(t− s))[‖ h ‖2 + ‖ ∇∂u

∂t
‖2]ds+ exp (−ct) ‖ ∇∂u

∂t
(0) ‖2 . (4.151)

Donc il reste à estimer le terme
∫ t

0
exp (−c(t− s)) ‖ h ‖2 ds, pour cela on énonce

tout d’abord le lemme suivant.

Lemme 2.2. ∀M > 0, on a :
∫

(t,t+1)×Ω

exp (M |g(u(x, t))|)dxdt

≤ Q(D(u0)+ ‖ u0 ‖2H2(Ω) + ‖ α0 ‖2H2(Ω) + ‖ α1 ‖2H1
0 (Ω)) exp (−ct) + c

′

(4.152)

où c
′

est une constante qui dépend de M .

Preuve: On reécrit (4.1) sous la forme :

∂u

∂t
−∆u+ g(u) = f. (4.153)

Par (4.131) on a

‖ f(t) ‖2H1
0 (Ω)≤ Q(D(u0)+ ‖ u0 ‖2H2(Ω) + ‖ α0 ‖2H2(Ω) + ‖ α1 ‖2H1

0 (Ω)) exp (−ct) + c
′

.

(4.154)
On suppose sans perte de généralité que :

g
′

(s) ≥ 0, s ∈ (−1,+1), (4.155)

64 2 Caractère bien posé basé sur une propriété de séparation



4 . Système de champ de phase de type Caginalp avec un terme non linéaire
logarithmique

(celà implique que dans le terme g on prend κ0 = 0 donc g + 2κ0I satisfait (4.155)
et u ∈ L∞(t, t+ 1, V )).

On fixe M>0 et on multiplie (4.153) par g(u) exp (M |g(u)|) on obtient :

d

dt

∫

Ω

GM(u)dx+

∫

Ω

|∇u|2g′

(u)(1 +M |g(u)|) exp (M |g(u)|)dx

+

∫

Ω

|g(u)|2 exp (M |g(u)|)dx =

∫

Ω

f.g(u) exp (M |g(u)|)dx, (4.156)

où GM(s) =
∫ s

0
τ exp (M |τ |)dτ.

On intègre (4.156) entre t et t+ 1 on obtient :

∫

Ω

GM(u(t+ 1))dx+

∫

(t,t+1)×Ω

|∇u|2g′

(u)(1 +M |g(u)|) exp (M |g(u)|)dxdt

+

∫

(t,t+1)×Ω

|g(u)|2 exp (M |g(u)|)dxdt

=

∫

Ω

GM(u(t))dx+

∫

(t,t+1)×Ω

f.g(u) exp (M |g(u)|)dxdt. (4.157)

Or on a :

‖ u(t) ‖L∞(Ω)≤ Q(D(u0)+ ‖ u0 ‖2H2(Ω) + ‖ α0 ‖2H2(Ω) + ‖ α1 ‖2H1
0 (Ω)) exp (−ct) + c

′

.

(4.158)
Par (4.155) et (4.158) la relation (4.157) donne

∫

(t,t+1)×Ω

|g(u)|2 exp (M |g(u)|)dxdt

≤ Q(D(u0)+ ‖ u0 ‖2W + ‖ α0 ‖2W + ‖ α1 ‖2V ) exp (−ct) + c
′

+

∫

(t,t+1)×Ω

|f |.|g(u)| exp (M |g(u)|)dxdt. (4.159)

Pour estimer le second terme dans le membre droite de (4.159) on utilise l’inégalité
de Young suivante :

ab ≤ φ(a) + ψ(b), a, b ≥ 0, (4.160)

où

φ(s) = exp (s)− s− 1, ψ(s) = (1 + s) ln(1 + s)− s, s ≥ 0. (4.161)

En prenant dans (4.160) : a = N.|f | et b = N−1|g(u)| exp (M |g(u)|) où N > 0 une
constante à fixer ultérieurement, on obtient :

|f |.|g(u)| exp (M |g(u)|)

≤ exp (N |f |) +
(

1 +N−1|g(u)| exp (M |g(u)|)
)

ln
(

1 +N−1|g(u)| exp (M |g(u)|)
)

.
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Si |g(u)| ≤ 1 donc :

|f |.|g(u)| exp (M |g(u)|) ≤ exp (N |f |) +
(

1 +N−1 exp (M)
)

ln
(

1 +N−1 exp (M)
)

.

Si |g(u)| ≥ 1 donc |g(u)| exp (M |g(u)|) ≥ 1 et

|f |.|g(u)| exp (M |g(u)|)

≤ exp (N |f |) +
(

1 +N−1|g(u)| exp (M |g(u)|)
)

ln
(

(1 +N−1)|g(u)| exp (M |g(u)|)
)

= exp (N |f |) +MN−1|g(u)|2 exp (M |g(u)|) +N−1 ln (1 +N−1)|g(u)| exp (M |g(u)|)
+N−1|g(u)| ln (|g(u)|) exp (M |g(u)|) +M |g(u)|+ ln (|g(u)|) + ln (1 +N−1)

≤ exp (N |f |) +N−1
(

M + 1 + ln (1 +N−1)
)

|g(u)|2 exp (M |g(u)|) + (1 +M)|g(u)|

+ ln (1 +N−1) ≤ exp (N |f |) +N−1
(

M + 1 + ln (1 +N−1)
)

|g(u)|2 exp (M |g(u)|)

+
1

4
|g(u)|2 exp (M |g(u)|) + c,

car (1 +M)|g(u)| ≤ 1

4
|g(u)|2 + (1 +M)2 ≤ 1

4
|g(u)|2 exp (M |g(u)|) + (1 +M)2,

où c est une constante qui dépend de N et M .

On choisit N = N(M) assez grand et on trouve dans les deux cas :

|f |.|g(u)| exp (M |g(u)|) ≤ exp (N |f |) + 1

2
|g(u)|2 exp (M |g(u)|) + c, (4.162)

où c est constante qui dépend de M seulement.

On déduit alors de (4.159) et de (4.162) l’inégalité suivante :
∫

(t,t+1)×Ω

|g(u)|2 exp (M |g(u)|)dxdt

≤ Q(D(u0)+ ‖ u0 ‖2H2(Ω) + ‖ α0 ‖2H2(Ω) + ‖ α1 ‖2H1
0 (Ω)) exp (−ct) + c

′

+ 2

∫

(t,t+1)×Ω

exp (N |f |)dxdt, (4.163)

où c
′

est une constante qui dépend de M seulement.

Pour conclure on va utiliser l’inégalité d’Orlicz suivante :
∫

Ω

exp (N |v|)dx ≤ exp
(

c(‖ v ‖2H1(Ω) +1)
)

, ∀v ∈ H1(Ω), (4.164)

où c est une constante qui dépend de Ω et de N .

Par (4.164) et (4.154), on a
∫

(t,t+1)×Ω

exp (N |f |)dxdt
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≤ Q(D(u0)+ ‖ u0 ‖2H2(Ω) + ‖ α0 ‖2H2(Ω) + ‖ α1 ‖2H1
0 (Ω)) exp (−ct) + c

′

. (4.165)

En insérant (4.165) dans (4.163), on a

∫

(t,t+1)×Ω

|g(u)|2 exp (M |g(u)|)dxdt

≤ Q(D(u0)+ ‖ u0 ‖2H2(Ω) + ‖ α0 ‖2H2(Ω) + ‖ α1 ‖2H1
0 (Ω)) exp (−ct) + c

′

. (4.166)

On note finalement que

∫

(t,t+1)×Ω
exp (M |g(u)|)dx ≤

∫

|g(u)|≤1
exp (M |g(u)|)dx+

∫

|g(u)|≥1
exp (M |g(u)|)dx

≤ c+

∫

|g(u)|≥1

|g(u)|2 exp (M |gu)|)dx ≤ c+

∫

(t,t+1)×Ω

|g(u)|2 exp (M |g(u)|)dx,

(4.167)
où c est une constante qui dépend de M .

En insérant (4.166) dans (4.167), on aura (4.152). ✷

On remarque que le terme logarithmique g satisfait :

|g′

(s)| ≤ exp (c|g(s)|+ c′), s ∈ (−1,+1), c, c
′

> 0, (4.168)

donc
∫

(t,t+1)×Ω

|g′(s)|pdxdt ≤
∫

(t,t+1)×Ω

exp (cp|g(u)|+ c
′

p)dxdt. (4.169)

Par (4.152) on déduit de (4.169) que

‖ g′

(u) ‖Lp((t,t+1)×Ω)

≤ Q(D(u0)+ ‖ u0 ‖2H2(Ω) + ‖ α0 ‖2H2(Ω) + ‖ α1 ‖2H1
0 (Ω)) exp (−ct) + c

′

. (4.170)

Donc la fonction h de (4.147) vérifie, par (4.170) (pour p = 4) et les estimations
précédentes qui impliquent que

∂u

∂t
∈ L∞(t, t+1, L2(Ω))∩L2(t, t+1, H1

0 (Ω)) ⊂ L4(t, t+1, H
1
2 (Ω)) ⊂ L4((t, t+1)×Ω)

la relation suivante

‖ h ‖L2((t,t+1)×Ω)≤ Q(D(u0)+ ‖ u0 ‖2H2(Ω) + ‖ α0 ‖2H2(Ω) + ‖ α1 ‖2H1
0 (Ω)) exp (−ct)+c

′

.

(4.171)
On pose p(s) =‖ h ‖2, p ≥ 0, on a

∫ t

0
ec(s−t)p(s)ds =

∫ t
′′

0
ec(s−t)p(s)ds+

∫ t

t
′′ ec(s−t)p(s)ds

≤ ec(t
′′

−t)
∫ t

′′

0
p(s)ds+

∫ t

t
′′ ec(s−t)p(s)ds.

(4.172)
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Par (4.171), on écrit

∫ t
′′

0

p(s)ds =

∫ 1

0

p(s)ds+

∫ 2

1

p(s)ds+ ...+

∫ t
′′

t′′−1

p(s)ds

≤ Q(D(u0)+ ‖ u0 ‖2H2(Ω) + ‖ α0 ‖2H2(Ω)

+ ‖ α1 ‖2H1
0 (Ω))[1 + e−c + e−2c + ...+ e−c(t

′′

−1)] + c
′

≤ Q(D(u0)+ ‖ u0 ‖2H2(Ω) + ‖ α0 ‖2H2(Ω) + ‖ α1 ‖2H1
0 (Ω))

e−ct
′′

− 1

e−c − 1
+ c

′

≤ Q(D(u0)+ ‖ u0 ‖2H2(Ω) + ‖ α0 ‖2H2(Ω) + ‖ α1 ‖2H1
0 (Ω)) + c

′

. (4.173)

De plus, par (4.171), on a

∫ t+1

t

p(s)ds ≤ ω, ∀t ≥ t
′′

, (4.174)

donc

∫ t

t
′′ ec(s−t)p(s)ds ≤

∫ t
′′

+1

t
′′ ec(s−t)p(s)ds+

∫ t
′′

+2

t
′′
+1

ec(s−t)p(s)ds

+ ...+
∫ [t]

[t]−1
ec(s−t)p(s)ds+

∫ [t]+1

[t]
ec(s−t)p(s)ds

≤ (par (4.174))

≤ ω exp (−ct)[ec(t
′′

+1) + ec(t
′′

+2) + ...+ ec([t]+1)]

≤ c
′′

exp (−ct)e
c([t]+2) − 1

ec − 1
≤ c

′

exp (−ct).

(4.175)

En insérant (4.173) et (4.175) dans (4.172) on aura

∫ t

0

ec(s−t)p(s)ds ≤ Q(D(u0)+ ‖ u0 ‖2H2(Ω) + ‖ α0 ‖2H2(Ω) + ‖ α1 ‖2H1
0 (Ω)) exp (−ct)+c

′

.

(4.176)

On a de plus ‖ ∇∂u

∂t
(0) ‖=‖ ∇∆u0 + g

′

(u0)∇u0 +∇α1 ‖, donc

‖ ∇∂u

∂t
(0) ‖2≤ Q(D(u0)+ ‖ u0 ‖2H3(Ω) + ‖ α1 ‖2H1

0 (Ω)). (4.177)

En insérant (4.176) dans (4.151) et par (4.177) et (4.131) on aura

∫ t

0

exp (−c(t− s)) ‖ ∆
∂u

∂t
‖2 ds

≤ Q(D(u0)+ ‖ u0 ‖2H3(Ω) + ‖ α0 ‖2H2(Ω) + ‖ α1 ‖2H1
0 (Ω)) exp (−ct) + c

′

. (4.178)

En insérant (4.145) et (4.178) dans (4.144) et par (4.141) on déduit

‖ α ‖2H3(Ω) + ‖ ∂α
∂t

‖2H2

≤ Q(D(u0)+ ‖ u0 ‖2H3(Ω) + ‖ α0 ‖2H3(Ω) + ‖ α1 ‖2H2(Ω)) exp (−ct) + c′. (4.179)
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Or H2(Ω) ⊂ C(Ω) injection continue en dimension deux, donc

‖ ∂α
∂t

‖2L∞≤ Q(D(u0)+ ‖ u0 ‖2H3(Ω) + ‖ α0 ‖2H3(Ω) + ‖ α1 ‖2H2(Ω)) exp (−ct) + c′.

(4.180)
On déduit alors la propriété de séparation comme dans le cas de dimension une, et
on aura

D(u(t))+ ‖ u ‖2H3(Ω) + ‖ α ‖2H3(Ω) + ‖ ∂α
∂t

‖2W + ‖ ∂u
∂t

‖2V

+

∫ t

0

exp (−c(t− s)) ‖ ∂u
∂t

‖2W ds

≤ Q(D(u0)+ ‖ u0 ‖2H3(Ω) + ‖ α0 ‖2H3(Ω) + ‖ α1 ‖2W ) exp (−ct) + c
′

, (4.181)

et

‖ u(t) ‖L∞≤ 1− δ, ∀t ≥ 0, (4.182)

avec δ > 0 dépend de D(u0), ‖ u0 ‖H3(Ω), ‖ α0 ‖H3(Ω) et ‖ α1 ‖H2(Ω),

d’où le théorème. ✷

Ainsi le paramètre d’ordre u est strictement séparé des valeurs singulières de g,
et on a le

Théorème 2.3. (i) En dimension une, on suppose que

D(u0)+ ‖ u0 ‖2W + ‖ α0 ‖2W + ‖ α1 ‖2V< +∞, D(u0) > 0. (4.183)

Donc le problème (4.1)-(4.4) possède une unique solution telle que

D(u(t))+ ‖ u(t) ‖2W + ‖ α(t) ‖2W + ‖ ∂α
∂t

(t) ‖2V

+ ‖ ∂u
∂t

‖2 +

∫ t

0

exp (−c(t− s)) ‖ ∂u
∂t

‖2V ds

≤ Q(D(u0)+ ‖ u0 ‖2H2(Ω) + ‖ α0 ‖2H2(Ω) + ‖ α1 ‖2H1
0 (Ω)) exp (−ct) + c

′

. (4.184)

(ii) En dimension deux, on suppose que

D(u0)+ ‖ u0 ‖2H3 + ‖ α0 ‖2H3 + ‖ α1 ‖2W< +∞, D(u0) > 0. (4.185)

Donc le problème (4.1)-(4.4) possède une unique solution telle que

D(u(t))+ ‖ u(t) ‖2H3 + ‖ α(t) ‖2H3 + ‖ ∂α
∂t

(t) ‖2W

+ ‖ ∂u
∂t

(t) ‖2V +

∫ t

0

exp (−c(t− s)) ‖ ∂u
∂t

‖2W ds

≤ Q(D(u0)+ ‖ u0 ‖2H3(Ω) + ‖ α0 ‖2H3(Ω) + ‖ α1 ‖2H2(Ω)) exp (−ct) + c
′

. (4.186)
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Démonstration: Existence. Pour l’existence d’une solution du problème (4.1)-
(4.4), on régularise tout d’abord la fonction g par une fonction gδ de classe C1 définie
par :

gδ(s) =







g(−δ) + g
′

(−δ)(s+ δ) , s ∈ (−∞,−δ[,
g(s) , s ∈ [−δ, δ],

g(δ) + g
′

(δ)(s− δ) , s ∈]δ,+∞),

où δ est la constante qui apparait ci-dessus. On peut choisir δ suffisemment proche
de 1, telle que

g(δ) ≥ 0 et g
′

(δ) ≥ 0.

On considère alors le même problème défini par (4.1)-(4.4) avec gδ à la place de g
et uδ au lieu de u, à savoir

(Pδ)































∂uδ
∂t

−∆uδ + gδ(uδ) =
∂α

∂t
,

∂2α

∂t2
+
∂α

∂t
−∆α = −∂uδ

∂t
− uδ,

uδ = α = 0,

uδ(0) = uδ0, α(0) = α0,
∂α

∂t
(0) = α1.

On a que gδ vérifie les conditions vérifiées par gN donc d’après le chapitre précédent

on a l’existence d’une solution régulière (uδ, αδ,
∂αδ

∂t
) pour le problème (Pδ). De plus,

on sait que le problème (P ) admet une solution si les fonctions gδ et Gδ satisfont les
mêmes propriétés que g et G (voir [21]). Pour cela on énonce le lemme suivant.

Lemme 2.4. On pose

Gδ =

∫ s

0

gδ(τ)dτ.

Les fonctions gδ et Gδ possèdent les propriétés suivantes :

g
′

δ(s) ≥ −2κ0 et − c0 ≤ Gδ(s), ∀s ∈ R,

où c0 et κ0 sont les constantes positives qui apparaissent dans (4.8) et (4.9) (à
condition de prendre δ plus petit si besoin).

Preuve: On considère le cas s ∈]δ,+∞) (les autres cas se traitent d’une façon
similaire), et on a

gδ(s) = g(δ) + g
′

(δ)(s− δ).

Donc, il est clair que

g
′

δ(s) = g
′

(δ) ≥ −2κ0, ∀s ∈]δ,+∞).

De plus, on a
Gδ(s) =

∫ s

0
gδ(τ)dτ

=
∫ δ

0
gδ(τ)dτ +

∫ s

δ
gδ(τ)dτ

=
∫ δ

0
g(τ)dτ +

∫ s

δ
gδ(τ)dτ

= G(δ) +
∫ s

δ
gδ(τ)dτ

≥ −c0(car
∫ s

δ
gδ(τ)dτ ≥ 0).
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✷

Donc les estimations établies ci-dessus sont vraies ici. En particulier,

‖ uδ(t) ‖L∞≤ 1− δ, ∀t ≥ 0,

par suite,

gδ(uδ) = g(uδ),

et uδ est également solution de (4.1)-(4.4).

On multiplie finalement (4.1) par ∆2∂u

∂t
et on intègre sur Ω, le caractère auto-adjoint

du laplacien donne

‖ ∆
∂u

∂t
‖2 +1

2

d

dt
‖ ∇∆u ‖2= −((g(u),∆2∂u

∂t
)) + ((

∂α

∂t
,∆2∂u

∂t
)). (4.187)

Or on a

|((g(u),∆2∂u

∂t
))| ≤ (par (4.112))

≤ c ‖ ∆u ‖2 +1

4
‖ ∆

∂u

∂t
‖2,

(4.188)

et

|((∂α
∂t
,∆2∂u

∂t
))| ≤ c ‖ ∆

∂α

∂t
‖2 +1

4
‖ ∆

∂u

∂t
‖2 . (4.189)

Par (4.188) et (4.189), la relation (4.187) donne

‖ ∆
∂u

∂t
‖2 + d

dt
‖ ∇∆u ‖2≤ c(‖ ∆

∂α

∂t
‖2 + ‖ ∆u ‖2). (4.190)

En intégrant (4.190) entre 0 et t, on déduit l’estimation sur u dans H3(Ω).

Unicité. Soit
(

u(1), α(1), ∂α
(1)

∂t

)

et
(

u(2), α(2), ∂α
(2)

∂t

)

deux solutions du problème (P ),

avec
(

u
(1)
0 , α

(1)
0 , α

(1)
1

)

et
(

u
(2)
0 , α

(2)
0 , α

(2)
1

)

leurs données initiales respectivement. On
pose :

(

u, α,
∂α

∂t

)

=
(

u(1) − u(2), α(1) − α(2),
∂α(1)

∂t
− ∂α(2)

∂t

)

et
(

u0, α0, α1

)

=
(

u
(1)
0 − u

(2)
0 , α

(1)
0 − α

(2)
0 , α

(1)
1 − α

(2)
1

)

.

Alors (u, α, ∂α
∂t
) vérifie

∂u

∂t
−∆u+ g(u(1))− g(u(2)) =

∂α

∂t
, (4.191)

∂2α

∂t2
+
∂α

∂t
−∆α = −∂u

∂t
− u, (4.192)

u = α = 0, (4.193)

u(0) = u0, α(0) = α0,
∂α

∂t
(0) = α1, (4.194)

2 Caractère bien posé basé sur une propriété de séparation 71



4 . Système de champ de phase de type Caginalp avec un terme non linéaire
logarithmique

ce qui équivaut à

∂u

∂t
−∆u+ l(t)u =

∂α

∂t
, (4.195)

∂2α

∂t2
+
∂α

∂t
−∆α = −∂u

∂t
− u, (4.196)

u = α = 0, (4.197)

α(0) = α0, u(0) = u0,
∂α

∂t
(0) = α1, (4.198)

où l(t) =
∫ 1

0
g

′

(su(1)(t) + (1− s)u(2)(t))ds. La non linéarité g étant de classe C1, et

les u(i) strictement séparés de ±1, i = 1, 2, on a

‖ l(t) ‖L∞≤ c, ∀t ≥ 0, (4.199)

où la constante c dépend de δi, i = 1, 2.

On multiplie (4.195) par u et on intègre sur Ω et par parties, on a

1

2

d

dt
‖ u ‖2 + ‖ ∇u ‖2 +((l(t)u, u)) = ((

∂α

∂t
, u)). (4.200)

On multiplie (4.195) par
∂u

∂t
et on intègre sur Ω et par parties, on obtient

‖ ∂u
∂t

‖2 +1

2

d

dt
‖ ∇u ‖2 +((l(t)u,

∂u

∂t
)) = ((

∂α

∂t
,
∂u

∂t
)). (4.201)

Multiplions maintenant (4.196) par
∂α

∂t
et intégrons sur Ω et par parties, on obtient

1

2

d

dt
[‖ ∂α

∂t
‖2 + ‖ ∇α ‖2]+ ‖ ∂α

∂t
‖2= −((u,

∂α

∂t
))− ((

∂u

∂t
,
∂α

∂t
)). (4.202)

On additionne (4.200),(4.201) et (4.202) on obtient

1

2

d

dt

[

‖ u ‖2 + ‖ ∇u ‖2 + ‖ ∂α
∂t

‖2 + ‖ ∇α ‖2
]

+ ‖ ∇u ‖2 + ‖ ∂u
∂t

‖2 + ‖ ∂α
∂t

‖2

= −((l(t)u, u))− ((l(t)u,
∂u

∂t
)), (4.203)

or on a
−((l(t)u, u)) ≤ (l(t) ≥ −2κ0)

≤ 2κ0 ‖ u ‖2 (4.204)

et
∣

∣

∣
((l(t)u,

∂u

∂t
))
∣

∣

∣
≤ (par (4.199))

≤ c ‖ u ‖2 +1

2
‖ ∂u
∂t

‖2,
(4.205)

où c est une constante qui dépend de δ0 = min(δ1, δ2).

Par (4.204) et (4.205) la relation (4.203) donne

d

dt

[

‖ u ‖2 + ‖ ∇u ‖2 + ‖ ∂α
∂t

‖2 + ‖ ∇α ‖2
]
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+ ‖ ∇u ‖2 + ‖ ∂u
∂t

‖2 + ‖ ∂α
∂t

‖2≤ c ‖ u ‖2, (4.206)

où c dépend de δ0. On a en particulier

d

dt

[

‖ u ‖2 + ‖ ∇u ‖2 + ‖ ∂α
∂t

‖2 + ‖ ∇α ‖2
]

≤ c(‖ u ‖2 + ‖ ∇u ‖2 + ‖ ∇α ‖2 + ‖ ∂α
∂t

‖2). (4.207)

Le lemme de Gronwall nous donne

‖ u(t) ‖2V + ‖ α(t) ‖2V + ‖ ∂α
∂t

(t) ‖2≤ exp (ct)(‖ u0 ‖2V + ‖ α0 ‖2V + ‖ α1 ‖2).
(4.208)

D’où la dépendance continue des solutions par rapport aux données initiales, de plus
pour u

(1)
0 = u

(2)
0 , α

(1)
0 = α

(2)
0 et α

(1)
1 = α

(2)
1 on a l’unicité de la solution,

ce qui complète la preuve du théorème. ✷

2.2 Notations et Dissipativité

D’après le Théorème 2.3 (i), on peut définir le semi-groupe continu S(t) pour le
problème (4.1)-(4.4) sur l’espace X, où

X = {(u, α, ∂α
∂t

) ∈ E1, ‖ u ‖L∞< 1}.

En prenant

D(u0)+ ‖ u0 ‖2W + ‖ α0 ‖2W + ‖ α1 ‖2V≤ R, R > 0,

on obtient que B1
R est un ensemble borné absorbant pour S(t), avec

B1
R = {(u, α, ∂α

∂t
) ∈ E1, D(u(t))+ ‖ u ‖2W + ‖ α ‖2W + ‖ ∂α

∂t
‖2V≤ R},

en effet, par (4.184) on a

D(u(t))+ ‖ u(t) ‖2W + ‖ α(t) ‖2W + ‖ ∂α
∂t

(t) ‖2V≤ R, ∀t ≥ t
′′

. (4.209)

En ce qui conçerne la dimension deux, on peut définir de même d’après le Théorème
2.3 (ii) le semi-groupe continu S(t) pour le problème (4.1)-(4.4) sur l’espace X

′

, où

X
′

= {(u, α, ∂α
∂t

) ∈ E2, ‖ u(t) ‖L∞< 1}.

En prenant
D(u0)+ ‖ u0 ‖2H3 + ‖ α0 ‖2H3 + ‖ α1 ‖2W≤ R,

on obtient que B2
R est un ensemble borné absorbant pour S(t), avec

B2
R = {(u, α, ∂α

∂t
) ∈ E2, D(u(t))+ ‖ u ‖2H3 + ‖ α ‖2H3 + ‖ ∂α

∂t
‖2W≤ R},
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en effet, par (4.186) on a

D(u(t))+ ‖ u(t) ‖2H3 + ‖ α(t) ‖2H3 + ‖ ∂α
∂t

(t) ‖2W≤ R, ∀t ≥ t9. (4.210)

On a ainsi démontré le théorème suivant

Théorème 2.5. (i) En dimension une, le semi-groupe S(t), t ≥ 0, est dissipatif
sur X. En d’autres termes, le semi-groupe S(t), t ≥ 0, possède un ensemble borné
absorbant B1

R dans X.

(ii) En dimension deux, le semi-groupe S(t), t ≥ 0, est dissipatif sur X
′

. En d’autres
termes, le semi-groupe S(t), t ≥ 0, possède un ensemble borné absorbant B2

R dans
X

′

.

Nous allons maintenant prouver l’existence de l’attracteur global.

On distinguera deux cas, le cas de la dimension une où dans (4.112), δ dépend
des données initiales dans E1, on considère alors la E1−E2−régularisation, et le cas
de la dimension deux où dans (4.112), δ dépend des données initiales dans E2, on
considère alors la E2 − E3−régularisation.

3 Existence de l’attracteur global

L’attracteur global est, par définition, le plus petit ensemble (pour l’inclusion)
compact de l’espace des phases qui est invariant par le semi-groupe S(t), t ≥ 0, et
attire tous les ensembles bornés des données initiales lorsque le temps t va à l’infini ;
il apparaît ainsi comme un bon objet en vue de la description du comportement
asymptotique de notre système dynamique. Pour plus de détails sur le sujet, on
peut voir par exemple [30], [20] et [51], mais également les nombreuses références
qui y figurent.

On commence à énoncer en dimension une le

Théorème 3.1. Sous les hypothèses du Théorème 2.5 (i), le semi-groupe S(t), t ≥ 0,
défini de B1

R dans lui-même possède l’attracteur global connexe noté A1.

Avant de donner la preuve du Théorème 3.1, on donne les remarques suivantes.

Remarque 3.2. L’absence d’effet régularisant des données initiales due au terme
∂2α

∂t2
va nous amener à décomposer le semi-groupe en une somme de deux familles

d’opérateurs, la première famille tendant vers zéro lorsque t tend vers l’infini et la
deuxième famille étant asymptotiquement compacte au sens de la mesure de non
compacité de Kuratowski.

En d’autres termes :
S(t) = S1(t) + S2(t),

où les opérateurs S1(t) → 0 lorsque t → +∞ et les opérateurs S2(t) sont asympto-
tiquement compacts.
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Remarque 3.3. D’après la section précédente, on sait que le semi-groupe possède
un ensemble borné absorbant B1

R dans X. Pour prouver l’existence de l’attracteur
global A1, il suffit de démontrer que le semi-groupe est asymptotiquement compact
au sens de la mesure de non compacité de Kuratowski (voir [20] et [30]).

Démonstration: En vue de la remarque 3.2, on considère la décomposition
suivante :

(u, α,
∂α

∂t
) = (v, a,

∂a

∂t
) + (w, b,

∂b

∂t
),

où (v, a,
∂a

∂t
) est solution de

∂v

∂t
−∆v =

∂a

∂t
, (4.211)

∂2a

∂t2
+
∂a

∂t
−∆a = −∂v

∂t
− v, (4.212)

v = a = 0, (4.213)

v(0) = u0, a(0) = α0 ,
∂a

∂t
(0) = α1, (4.214)

et (w, b,
∂b

∂t
) est solution de

∂w

∂t
−∆w + g(u) =

∂b

∂t
, (4.215)

∂2b

∂t2
+
∂b

∂t
−∆b = −∂w

∂t
− w, (4.216)

w = b = 0, (4.217)

w(0) = 0, b(0) = 0 ,
∂b

∂t
(0) = 0, (4.218)

avec les données initiales dans le borné absorbant B1
R. On va maintenant faire un

certain nombre d’estimations à priori. On multiplie (4.211) par −∆v et on intègre
sur Ω, on a

1

2

d

dt
‖ ∇v ‖2 + ‖ ∆v ‖2= ((∇∂a

∂t
,∇v)). (4.219)

On multiplie (4.211) par −∆
∂v

∂t
et on intègre sur Ω, on a

‖ ∇∂v

∂t
‖2 +1

2

d

dt
‖ ∆v ‖2= ((∇∂v

∂t
,∇∂a

∂t
)). (4.220)

On multiplie (4.212) par −∆
∂a

∂t
et on intègre sur Ω, on aura

1

2

d

dt
‖ ∇∂a

∂t
‖2 + ‖ ∇∂a

∂t
‖2 +1

2

d

dt
‖ ∆a ‖2= −((∇∂a

∂t
,∇∂v

∂t
))− ((∇∂a

∂t
,∇v)).

(4.221)
On additionne (4.219),(4.220) et (4.221) on obtient :

1

2

d

dt
[‖ ∇v ‖2 + ‖ ∆v ‖2 + ‖ ∆a ‖2 + ‖ ∇∂a

∂t
‖2]
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+ ‖ ∆v ‖2 + ‖ ∇∂a

∂t
‖2 + ‖ ∇∂v

∂t
‖2= 0. (4.222)

On multiplie (4.212) par −∆a et on intègre sur Ω, on aura

d

dt
((∇∂a

∂t
,∇a))+1

2

d

dt
‖ ∇a ‖2 + ‖ ∆a ‖2= −((∇∂v

∂t
,∇a))−((∇a,∇v))+ ‖ ∇∂a

∂t
‖2 .

(4.223)
On additionne (4.222) et ǫ(4.223), où ǫ > 0 est suffisemment petit. On a

1

2

dE7(t)

dt
+ ‖ ∆v ‖2 + ‖ ∇∂a

∂t
‖2 + ‖ ∇∂v

∂t
‖2 +ǫ ‖ ∆a ‖2

= −ǫ((∇∂v

∂t
,∇a))− ǫ((∇v,∇a)) + ǫ ‖ ∇∂a

∂t
‖2, (4.224)

où

E7(t) =‖ ∇v ‖2 + ‖ ∆v ‖2 + ‖ ∆a ‖2 + ‖ ∇∂a

∂t
‖2 +ǫ ‖ ∇a ‖2 +2ǫ((∇∂a

∂t
,∇a)),

(4.225)
satisfait pour ǫ > 0 pris tel que

ǫ ‖ ∇a ‖2 + ‖ ∆a ‖2 + ‖ ∇∂a

∂t
‖2 +2ǫ((∇∂a

∂t
,∇a)) ≥ c(‖ a ‖2W + ‖ ∂a

∂t
‖2V ),

et
1− ǫ > 0,

l’estimation :

E7(t) ≥ c(‖ a ‖2W + ‖ v ‖2W + ‖ ∂a
∂t

‖2V ). (4.226)

L’inégalité de Cauchy-Schwarz nous donne (en notant que g ≡ 0 dans ce cas) une
inégalité de la forme

dE7(t)

dt
+ cE7(t)+ ‖ ∇∂v

∂t
‖2≤ 0, (4.227)

en particulier
dE7(t)

dt
+ cE7(t) ≤ 0, (4.228)

le lemme de Gronwall implique alors que

E7(t) ≤ exp (−ct)E7(0). (4.229)

Grâce à (4.226), on écrit

‖ v(t) ‖2W + ‖ a(t) ‖2W + ‖ ∂a
∂t

(t) ‖2V≤ exp (−ct)(‖ u0 ‖2W + ‖ α0 ‖2W + ‖ α1 ‖2V ).
(4.230)

En posant

S1(t)(u0, α0, α1) = (v(t), a(t),
∂a

∂t
(t)),

on voit que les opérateurs S1(t) tendent vers zéro lorsque t tend vers l’infini.
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On considère maintenant le problème (4.215)-(4.218). On multiplie (4.215) par ∆2w,
on intègre sur Ω et en utilisant le caractère autoadjoint du laplacien, on a

1

2

d

dt
‖ ∆w ‖2 + ‖ ∇∆w ‖2 +((∆g(u),∆w)) = ((∆

∂b

∂t
,∆w)). (4.231)

On multiplie (4.215) par ∆2∂w

∂t
, on intègre sur Ω. On a

‖ ∆
∂w

∂t
‖2 +1

2

d

dt
‖ ∇∆w ‖2 +((∆g(u),∆

∂w

∂t
)) = ((∆

∂b

∂t
,∆

∂w

∂t
)). (4.232)

On multiplie maintenant (4.216) par ∆2∂b

∂t
, on intègre sur Ω. On a

1

2

d

dt
[‖ ∆

∂b

∂t
‖2 + ‖ ∇∆b ‖2]+ ‖ ∆

∂b

∂t
‖2= −((∆

∂w

∂t
,∆

∂b

∂t
))− ((∆w,∆

∂b

∂t
)). (4.233)

En sommant (4.231),(4.232) et (4.233), on obtient

1

2

d

dt
[‖ ∇∆w ‖2 + ‖ ∆w ‖2 + ‖ ∇∆b ‖2 + ‖ ∆

∂b

∂t
‖2]+ ‖ ∆

∂w

∂t
‖2 + ‖ ∆

∂b

∂t
‖2

+ ‖ ∇∆w ‖2 = −((∆g(u),∆
∂w

∂t
))− ((∆g(u),∆w)).

(4.234)
Or on a

|((∆g(u),∆∂w
∂t

))| ≤ (d’après les inégalités de Hölder et Young)

≤ 1

2ǫ
‖ ∆g(u) ‖2 + ǫ

2
‖ ∆

∂w

∂t
‖2

(4.235)

et

|((∆g(u),∆w))| ≤ (d’après les inégalités de Hölder et Young)

≤ 1

2ǫ
‖ ∆g(u) ‖2 + ǫ

2
‖ ∆w ‖2

≤ (H3(Ω) ⊂ H2(Ω) injection continue)

≤ 1

2ǫ
‖ ∆g(u) ‖2 +cǫ ‖ ∇∆w ‖2 .

(4.236)

En insérant (4.235) et (4.236) dans (4.234), et en choisissant ǫ > 0 assez petit tel
que 2− cǫ > 0, on obtient

d

dt
[‖ ∇∆w ‖2 + ‖ ∆w ‖2 + ‖ ∇∆b ‖2 + ‖ ∆

∂b

∂t
‖2]

+c(‖ ∆
∂w

∂t
‖2 + ‖ ∆

∂b

∂t
‖2 + ‖ ∇∆w ‖2) ≤ c

′ ‖ ∆g(u) ‖2,
(4.237)

avec c, c
′

> 0.

On intègre (4.237) entre 0 et t et par (4.218) on aura

‖ ∇∆w(t) ‖2 + ‖ ∆w(t) ‖2 + ‖ ∇∆b(t) ‖2 + ‖ ∆
∂b

∂t
(t) ‖2≤ c

′

∫ t

0

‖ ∆g(u) ‖2 ds.
(4.238)
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Il reste à estimer le terme
∫ t

0
‖ ∆g(u) ‖2 ds. Or on a

∆g(u) = g
′′

(u)|∇u|2 + g
′

(u)∆u,

donc

∫ t

0
‖ ∆g(u) ‖2 ds ≤ c

∫ t

0
(‖ g′′

(u)|∇u|2 ‖2 + ‖ g′

(u)∆u ‖2)ds
≤ (par (4.184))
≤ CT,‖(u0,α0,α1)‖E1

,B1
R
.

(4.239)

En insérant (4.239) dans (4.238) on déduit

‖ (w(t), b(t),
∂b

∂t
(t)) ‖2E2

≤ CT,‖(u0,α0,α1)‖E1
,B1

R
. (4.240)

En prenant

S2(t)(u0, α0, α1) = (w(t), b(t),
∂b

∂t
(t)),

on a par (4.240) que les opérateurs S2(t) sont asymptotiquement compacts au sens
de la mesure de non compacité de Kuratowski (voir [30]). On conclut l’existence
d’un ensemble compact attractif, ce qui termine la preuve du théorème. ✷

On énoncera dans la suite un théorème d’existence de l’attracteur global en
dimension deux, on a le

Théorème 3.4. Sous les hypothèses du Théorème 2.5 (ii), le semi-groupe S(t), t ≥
0, défini de B2

R dans lui-même possède l’attracteur global noté A2.

Démonstration: On prend ici les données initiales dans B2
R où B2

R est l’en-
semble borné absorbant de S(t), t ≥ 0, dans X

′

.

On multiplie (4.211) par ∆2v et on intègre sur Ω, on a

1

2

d

dt
‖ ∆v ‖2 + ‖ ∇∆v ‖2= ((∆

∂a

∂t
,∆v)). (4.241)

On multiplie (4.211) par ∆2∂v

∂t
et on intègre sur Ω, on a

‖ ∆
∂v

∂t
‖2 +1

2

d

dt
‖ ∇∆v ‖2= ((∆

∂v

∂t
,∆

∂a

∂t
)). (4.242)

On multiplie (4.212) par ∆2∂a

∂t
et on intègre sur Ω, on aura

1

2

d

dt
‖ ∆

∂a

∂t
‖2 + ‖ ∆

∂a

∂t
‖2 +1

2

d

dt
‖ ∇∆a ‖2= −((∆

∂a

∂t
,∆

∂v

∂t
))− ((∆

∂a

∂t
,∆v)).

(4.243)
On additionne (4.241),(4.242) et (4.243) on obtient

1

2

d

dt
[‖ ∆v ‖2 + ‖ ∇∆v ‖2 + ‖ ∇∆a ‖2 + ‖ ∆

∂a

∂t
‖2]
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+ ‖ ∇∆v ‖2 + ‖ ∆
∂a

∂t
‖2 + ‖ ∆

∂v

∂t
‖2= 0. (4.244)

On multiplie (4.212) par ∆2a et on intègre sur Ω, on aura

d

dt
((∆

∂a

∂t
,∆a))+

1

2

d

dt
‖ ∆a ‖2 + ‖ ∇∆a ‖2= −((∆

∂v

∂t
,∆a))−((∆a,∆v))+ ‖ ∆

∂a

∂t
‖2 .

(4.245)
On additionne (4.244) et ǫ(4.245), où ǫ > 0 est suffisemment petit. On a

1

2

dE8(t)

dt
+ ‖ ∇∆v ‖2 + ‖ ∆

∂a

∂t
‖2 + ‖ ∆

∂v

∂t
‖2 +ǫ ‖ ∇∆a ‖2

= −ǫ((∆∂v
∂t
,∆a))− ǫ((∆v,∆a)) + ǫ ‖ ∆

∂a

∂t
‖2,

(4.246)
où

E8(t) =‖ ∆v ‖2 + ‖ ∇∆v ‖2 + ‖ ∇∆a ‖2 + ‖ ∆
∂a

∂t
‖2 +ǫ ‖ ∆a ‖2 +2ǫ((∆

∂a

∂t
,∆a)),

(4.247)
satisfait pour ǫ > 0 pris tel que

‖ ∇∆a ‖2 + ‖ ∆
∂a

∂t
‖2 +ǫ ‖ ∆a ‖2 +2ǫ((∆

∂a

∂t
,∆a)) ≥ c(‖ a ‖2H3(Ω) + ‖ ∂a

∂t
‖2H2(Ω)),

et
1− ǫ > 0,

l’estimation :

E8(t) ≥ c(‖ a ‖2H3(Ω) + ‖ v ‖2H3(Ω) + ‖ ∂v
∂t

‖2H2(Ω)). (4.248)

On déduit alors d’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz une estimation de la forme

dE8(t)

dt
+ cE8(t)+ ‖ ∆

∂v

∂t
‖2≤ 0, c > 0, (4.249)

en particulier
dE8(t)

dt
+ cE8(t) ≤ 0. (4.250)

On applique le lemme de Gronwall à (4.250), on aura

E8(t) ≤ E8(0) exp (−ct),

par (4.248) on obtient

‖ v(t) ‖2H3(Ω) + ‖ a(t) ‖2H3(Ω) + ‖ ∂a
∂t

(t) ‖2H2(Ω)

≤ exp (−ct)(‖ u0 ‖2H3(Ω) + ‖ α0 ‖2H3(Ω) + ‖ α1 ‖2H2(Ω)). (4.251)

On voit bien que les opérateurs S1(t) tendent vers zéro lorsque t tend vers l’infini.

On multiplie (4.215) par ∆3w, on intègre sur Ω. On a

1

2

d

dt
‖ ∇∆w ‖2 + ‖ ∆2w ‖2 −((g(u),∆3w)) = −((∆

∂b

∂t
,∆2w)). (4.252)
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On multiplie (4.215) par ∆3∂w

∂t
, on intègre sur Ω. On a

‖ ∇∆
∂w

∂t
‖2 +1

2

d

dt
‖ ∆2w ‖2 −((g(u),∆3∂w

∂t
)) = −((∆

∂b

∂t
,∆2∂w

∂t
)). (4.253)

On multiplie (4.216) par ∆3∂b

∂t
, on intègre sur Ω. On aura

1

2

d

dt
[‖ ∇∆

∂b

∂t
‖2 + ‖ ∆2b ‖2]+ ‖ ∇∆

∂b

∂t
‖2= ((∆

∂w

∂t
,∆2∂b

∂t
)) + ((∆w,∆2∂b

∂t
)).

(4.254)
On additionne (4.252),(4.253) et (4.254) on obtient

1

2

d

dt
[‖ ∇∆w ‖2 + ‖ ∆2w ‖2 + ‖ ∆2b ‖2 + ‖ ∇∆

∂b

∂t
‖2]

+ ‖ ∇∆
∂w

∂t
‖2 + ‖ ∇∆

∂b

∂t
‖2 + ‖ ∆2w ‖2

= −((∇∆g(u),∇∆
∂w

∂t
)) − ((∇∆g(u),∇∆w)).

(4.255)

Or on a
∣

∣

∣
((∇∆g(u),∇∆w))

∣

∣

∣
≤ (d’après les inégalités de Hölder et Young)

≤ 1

2ǫ
‖ ∇∆g(u) ‖2 + ǫ

2
‖ ∇∆w ‖2

≤ (H4(Ω) ⊂ H3(Ω) injection continue)

≤ 1

2ǫ
‖ ∇∆g(u) ‖2 +cǫ ‖ ∆2w ‖2

(4.256)

et
∣

∣

∣
((∇∆g(u),∇∆

∂w

∂t
))
∣

∣

∣
≤ (Hölder et Young)

≤ 1

2ǫ
‖ ∇∆g(u) ‖2 + ǫ

2
‖ ∇∆

∂w

∂t
‖2 .

(4.257)

En insérant (4.256) et (4.257) dans (4.255) et en choisissant ǫ > 0 assez petit tel que
2− cǫ > 0, on obtient

d

dt
[‖ ∇∆w ‖2 + ‖ ∆2w ‖2 + ‖ ∆2b ‖2 + ‖ ∇∆

∂b

∂t
‖2]

+c(‖ ∇∆
∂w

∂t
‖2 + ‖ ∇∆

∂b

∂t
‖2 + ‖ ∆2w ‖2) ≤ c

′ ‖ ∇∆g(u) ‖2,
(4.258)

avec c, c
′

> 0.

On intègre (4.258) entre 0 et t et par (4.218) on aura

‖ ∇∆w(t) ‖2 + ‖ ∆2w(t) ‖2 + ‖ ∇∆
∂b

∂t
(t) ‖2 + ‖ ∆2b(t) ‖2≤ c

′

∫ t

0

‖ ∇∆g(u) ‖2 ds,
(4.259)

mais
∫ t

0
‖ ∇∆g(u) ‖2 ds ≤ c

∫ t

0
(‖ g(3)(u)|∇u|3 ‖2 + ‖ g′′

(u)∇u∆u ‖2 + ‖ g′

(u)∇∆u ‖2)
≤ (par (4.186))
≤ CT,‖(u0,α0,α1)‖E2

,B2
R
.

(4.260)
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En inserant (4.260) dans (4.259) on déduit

‖ (w(t), b(t),
∂b

∂t
(t)) ‖2E3

≤ CT,‖(u0,α0,α1)‖E2
,B2

R
. (4.261)

On conclut l’existence de l’attracteur global en dimension deux. ✷

4 Dimension de l’attracteur global

Dans cette section, on prouve que l’attracteur global de notre problème est de
dimension fractale finie, en établissant l’existence d’attracteurs exponentiels, ce qui
nous donnera une borne supérieure de la dimension de l’attracteur global. Pour
cela, on montre que le semi-groupe S(t), t ≥ 0, associé à notre problème est lip-
schitz continu et, possède la propriété de régularisation et qu’il vérifie également

une condition de Hölder en temps (voir [22], [16] et [20]). La présence du terme
∂2α

∂t2
,

donne une difficulté supplémentaire nous empêchant ainsi l’application des méthodes
classiques. Pour surmonter cette difficulté on va décomposer la différence de deux
trajectoires du problème en deux parties, la première partie tend vers zéro quand
le temps tend vers l’infini, et la deuxième est une partie compactifiante pour tout t
positif (voir [39] et [52]).

On commence par énoncer un théorème qui sera utile dans la suite (voir [30]).

Théorème 4.1. Soient Υ et Υ1 deux espaces de Banach tels que Υ1 s’injecte dans
Υ avec injection compacte et S(t) : Y −→ Y un semi-groupe agissant sur Y (un
fermé de Υ). On suppose que :

(i)
∀x1, x2 ∈ Y, ∀t ≥ 0, S(t)x1 − S(t)x2 = S1(t, x1, x2) + S2(t, x1, x2)

où
‖ S1(t, x1, x2) ‖Υ≤ d(t) ‖ x1 − x2 ‖Υ,

d est continue, t ≥ 0, d(t) → 0 quand t→ +∞, et

‖ S2(t, x1, x2) ‖Υ1≤ h(t) ‖ x1 − x2 ‖Υ, t > 0, h est continue

(ii) L’application (t, x) 7−→ S(t)x est lipschitz en espace et Hölder en temps sur
[0, T ]× B, ∀T > 0, ∀B ⊂ Y borné.

Alors S(t) possède un attracteur exponentiel M sur Y.

On traite tout d’abord le cas de la dimension une. Pour cela, on introduit l’en-
semble invariant suivant :

X1 = ∪t≥t′′S(t)B
1
R,

où B1
R est l’ensemble borné absorbant pour le semi-groupe S(t), t ≥ 0, dans X. On

sait d’après le Théorème 2.3 (i) que X1 est borné dans X. On restreint dans toute
la suite le semi-groupe S(t) à X1.
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Théorème 4.2. Le semigroupe S(t) défini de X1 dans lui-même satisfait une dé-
composition analogue à celle donnée dans le Théorème 4.1.

Démonstration: On considère deux trajectoires pour notre problème (4.1)-

(4.4),
(

u(1), α(1), ∂α
(1)

∂t

)

et
(

u(2), α(2), ∂α
(2)

∂t

)

avec
(

u
(1)
0 , α

(1)
0 , α

(1)
1

)

et
(

u
(2)
0 , α

(2)
0 , α

(2)
1

)

leurs données initiales respectives appartenant à X1. On pose :

(

u, α,
∂α

∂t

)

=
(

u(1) − u(2), α(1) − α(2),
∂α(1)

∂t
− ∂α(2)

∂t

)

et
(

u0, α0, α1

)

=
(

u
(1)
0 − u

(2)
0 , α

(1)
0 − α

(2)
0 , α

(1)
1 − α

(2)
1

)

.

Par suite (u, α, ∂α
∂t
) est solution de

∂u

∂t
−∆u+ l(t)u =

∂α

∂t
, (4.262)

∂2α

∂t2
+
∂α

∂t
−∆α = −∂u

∂t
− u, (4.263)

u = α = 0, (4.264)

u(0) = u0, α(0) = α0,
∂α

∂t
(0) = α1. (4.265)

On considère maintenant la décomposition suivante :

(u, α,
∂α

∂t
) = (u1, α1,

∂α1

∂t
) + (u2, α2,

∂α2

∂t
),

où

(u1, α1,
∂α1

∂t
) et (u2, α2,

∂α2

∂t
),

sont solutions de

∂u1
∂t

−∆u1 =
∂α1

∂t
, (4.266)

∂2α1

∂t2
+
∂α1

∂t
−∆α1 = −∂u1

∂t
− u1, (4.267)

u1 = α1 = 0, (4.268)

u1(0) = u0, α1(0) = α0,
∂α1

∂t
(0) = α1, (4.269)

et

∂u2
∂t

−∆u2 + l(t)u =
∂α2

∂t
, (4.270)

∂2α2

∂t2
+
∂α2

∂t
−∆α2 = −∂u2

∂t
− u2, (4.271)

u2 = α2 = 0, (4.272)

u2(0) = 0, α2(0) = 0,
∂α2

∂t
(0) = 0, (4.273)
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respectivement. Nous allons maintenant établir quelques estimations à priori. Soit
le problème (4.266)-(4.269). En répétant les estimations qui ont donné (4.227) on
écrit :

dE9(t)

dt
+ cE9(t)+ ‖ ∇∂u1

∂t
‖2≤ 0, c > 0, (4.274)

avec

E9 = 2ǫ((∇∂α1

∂t
,∇α1))+ǫ ‖ ∇α1 ‖2 + ‖ ∇u1 ‖2 + ‖ ∆u1 ‖2 + ‖ ∆α1 ‖2 + ‖ ∇∂α1

∂t
‖2,

et

c
′

(‖ u1 ‖2W + ‖ α1 ‖2W + ‖ ∂α1

∂t
‖2V ) ≤ E9(t) ≤ c

′′

(‖ u1 ‖2W + ‖ α1 ‖2W + ‖ ∂α1

∂t
‖2V ).

(4.275)
La relation (4.274) donne en particulier :

dE9(t)

dt
+ cE9(t) ≤ 0. (4.276)

On applique le lemme de Gronwall à (4.276) on obtient

E9(t) ≤ exp (−ct)E9(0). (4.277)

Par suite, grâce à (4.275), on écrit

‖ (u1(t), α1(t),
∂α1

∂t
(t)) ‖2E1

≤ d(t) ‖ (u0, α0, α1) ‖2E1
, (4.278)

où d(t) = c
′

exp (−ct) → 0 lorsque t→ +∞ et c > 0.

On considère cette fois le problème (4.270)-(4.273). On multiplie (4.270) par ∆2u2
et on intègre sur Ω, en utilisant le caractère autoadjoint du laplacien, on a

1

2

d

dt
‖ ∆u2 ‖2 + ‖ ∇∆u2 ‖2 +((∆(l(t)u),∆u2)) = ((∆

∂α2

∂t
,∆u2)). (4.279)

On multiplie (4.270) par ∆2∂u2
∂t

et on intègre sur Ω. On a

‖ ∆
∂u2
∂t

‖2 +1

2

d

dt
‖ ∇∆u2 ‖2 +((∆(l(t)u),∆

∂u2
∂t

)) = ((∆
∂α2

∂t
,∆

∂u2
∂t

)). (4.280)

On multiplie (4.271) par ∆2∂α2

∂t
et on intègre sur Ω. On a

1

2

d

dt
[‖ ∆

∂α2

∂t
‖2 + ‖ ∇∆α2 ‖2]+ ‖ ∆

∂α2

∂t
‖2= −((∆

∂α2

∂t
,∆

∂u2
∂t

))− ((∆
∂α2

∂t
,∆u2)).

(4.281)
En additionnant (4.279),(4.280) et (4.281), on obtient

1

2

d

dt
[‖ ∆u2 ‖2 + ‖ ∇∆u2 ‖2 + ‖ ∇∆α2 ‖2 + ‖ ∆

∂α2

∂t
‖2]+ ‖ ∇∆u2 ‖2 + ‖ ∆

∂u2
∂t

‖2

+ ‖ ∆
∂α2

∂t
‖2= ((∇(l(t)u),∇∆u2)) − ((∆(l(t)u),∆

∂u2
∂t

)).

(4.282)
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Or on a
∣

∣

∣
((∇(l(t)u),∇∆u2))

∣

∣

∣
≤ ‖ ∇(l(t)u) ‖‖ ∇∆u2 ‖
≤ ‖ l(t)∇u ‖‖ ∇∆u2 ‖

+ ‖ u
∫ 1

0
g

′′

(u(1) + s(u(2) − u(1)))(∇u(1) + s(∇u(2) −∇u(1)))ds ‖‖ ∇∆u2 ‖
≤ (par (4.199), (4.182))
≤ c(‖ ∇u ‖ + ‖ |u||∇u(1)| ‖ + ‖ |u||∇u(2)| ‖) ‖ ∇∆u2 ‖
≤ c ‖ u ‖H1

0 (Ω)‖ ∇∆u2 ‖
≤ c

2ǫ
‖ ∆u ‖2 +cǫ

2
‖ ∇∆u2 ‖2 .

(4.283)
Par (4.131) et l’injection continue H2(Ω) ⊂ L∞(Ω), on a

‖ l(t) ‖H2(Ω)≤ Q(‖ (u
(1)
0 , α

(1)
0 , α

(1)
1 ) ‖X + ‖ (u

(2)
0 , α

(2)
0 , α

(2)
1 ) ‖X) ≤ c, (4.284)

donc

∣

∣

∣
((∆(l(t)u),∆

∂u2
∂t

))
∣

∣

∣
≤ ‖ ∆(l(t)u) ‖ . ‖ ∆

∂u2
∂t

‖

≤
(

‖ l(t).∆u ‖ + ‖ ∆l(t).u ‖ +2 ‖ ∇u.∇l(t) ‖
)

. ‖ ∆
∂u2
∂t

‖
≤ (par (4.199); (4.284))

≤ c ‖ ∆
∂u2
∂t

‖ (‖ ∆u ‖ + ‖ u ‖ + ‖ ∇u ‖)

≤ c ‖ ∆
∂u2
∂t

‖‖ ∆u ‖

≤ cǫ

2
‖ ∆

∂u2
∂t

‖2 + c

2ǫ
‖ ∆u ‖2 .

(4.285)
On choisit ǫ > 0 assez petit tel que 2− cǫ > 0, par (4.283) et (4.285), on déduit de
(4.282) l’estimation suivante

d

dt
[‖ ∆u2 ‖2 + ‖ ∇∆u2 ‖2 + ‖ ∇∆α2 ‖2 + ‖ ∆

∂α2

∂t
‖2]

+c(‖ ∇∆u2 ‖2 + ‖ ∆
∂u2
∂t

‖2 + ‖ ∆
∂α2

∂t
‖2) ≤ c

′ ‖ ∆u ‖2, c > 0.

(4.286)
On intègre (4.286) entre 0 et t et par (4.273) on aura

‖ ∆u2(t) ‖2 + ‖ ∇∆u2(t) ‖2 + ‖ ∇∆α2(t) ‖2 + ‖ ∆
∂α2

∂t
(t) ‖2≤ c

′

∫ t

0

‖ ∆u ‖2 ds.
(4.287)

Estimons dans la suite le terme
∫ t

0
‖ ∆u ‖2 ds. Pour ce faire, on multiplie (4.262)

par −∆u, on intègre sur Ω et par parties. On a

1

2

d

dt
‖ ∇u ‖2 + ‖ ∆u ‖2 +((∇(l(t)u),∇u)) = ((∇∂α

∂t
,∇u)). (4.288)

On multiplie (4.262) par −∆
∂u

∂t
et on intègre sur Ω. On a

‖ ∇∂u

∂t
‖2 +1

2

d

dt
‖ ∆u ‖2 +((∇(l(t)u),∇∂u

∂t
)) = ((∇∂α

∂t
,∇∂u

∂t
)). (4.289)
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On multiplie maintenant (4.263) par −∆
∂α

∂t
et on intègre sur Ω. On a

1

2

d

dt
‖ ∇∂α

∂t
‖2 + ‖ ∇∂α

∂t
‖2 +1

2

d

dt
‖ ∆α ‖2= −((∇∂α

∂t
,∇∂u

∂t
))− ((∇∂α

∂t
,∇u)).

(4.290)
En additionnant (4.288),(4.289) et (4.290) on obtient

1

2

d

dt
[‖ ∇u ‖2 + ‖ ∆u ‖2 + ‖ ∇∂α

∂t
‖2 + ‖ ∆α ‖2]+ ‖ ∆u ‖2 + ‖ ∇∂u

∂t
‖2

+ ‖ ∇∂α

∂t
‖2 = −((∇(l(t)u),∇u))− ((∇(l(t)u),∇∂u

∂t
)).

(4.291)
Or on a :

∣

∣

∣
((∇(l(t)u),∇u))

∣

∣

∣
≤ ‖ ∇(l(t)u) ‖‖ ∇u ‖
≤ ‖ l(t)∇u ‖‖ ∇u ‖

+ ‖ u
∫ 1

0
g

′′

(u(1) + s(u(2) − u(1)))(∇u(1) + s(∇u(2) −∇u(1)))ds ‖‖ ∇u ‖
≤ (par (4.199), (4.184))
≤ c(‖ ∇u ‖ + ‖ |u||∇u(1)| ‖ + ‖ |u||∇u(2)| ‖) ‖ ∇u ‖
≤ c ‖ u ‖2

H1
0 (Ω)

.

(4.292)
De même on a

∣

∣

∣
((∇(l(t)u),∇∂u

∂t
))
∣

∣

∣
≤ c ‖ u ‖H1

0 (Ω) . ‖ ∇∂u

∂t
‖≤ c

2ǫ
‖ u ‖2H1

0 (Ω) +
cǫ

2
‖ ∇∂u

∂t
‖2 .
(4.293)

On choisit ǫ > 0 assez petit tel que 2 − cǫ > 0 et par (4.292) et (4.293) la relation
(4.291) donne

dE10(t)

dt
+ c

′

(‖ ∆u ‖2 + ‖ ∇∂u

∂t
‖2 + ‖ ∇∂α

∂t
‖2) ≤ c ‖ u ‖2H1

0 (Ω), c
′

> 0, (4.294)

avec

E10(t) =‖ ∇u ‖2 + ‖ ∆u ‖2 + ‖ ∇∂α

∂t
‖2 + ‖ ∆α ‖2 . (4.295)

Par (4.294), on écrit

dE10(t)

dt
+ c

′

(‖ ∆u ‖2 + ‖ ∇∂u

∂t
‖2 + ‖ ∇∂α

∂t
‖2) ≤ cE10(t), c

′

> 0, (4.296)

qui donne en particulier
dE10(t)

dt
≤ cE10(t),

le lemme de Gronwall donne

E10(t) ≤ E10(0) exp (ct),

donc

‖ (u, α,
∂α

∂t
) ‖2E1

≤ c
′

exp (ct) ‖ (u0, α0, α1) ‖2E1
. (4.297)
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On intègre (4.296) entre 0 et t, par (4.297) on obtient

∫ t

0

‖ ∆u ‖2 ds ≤ c
′

exp (ct) ‖ (u0, α0, α1) ‖2E1
. (4.298)

Par (4.298) la relation (4.287) donne

‖ u2(t) ‖2H3(Ω) + ‖ α2(t) ‖2H3(Ω) + ‖ ∂α2

∂t
(t) ‖2H2(Ω)

≤ c
′

exp (ct)(‖ u0 ‖2W + ‖ α0 ‖2W + ‖ α1 ‖2V ), (4.299)

avec h(t) = c
′

exp (ct).

La fonction h est bien continue. On conclut par l’application du Théorème 4.1 que
le semi-groupe S(t), t ≥ 0, associé à notre problème et défini sur X1 satisfait la
propriété de régularisation. ✷

Remarque 4.3. Le caractère Lipschtzien en espace du semi-groupe S(t) est une
conséquence de l’unicité donnée dans la preuve du Théorème 2.3.

Le résultat ci-dessous donne une condition de Hölder en temps du semi-groupe.

Théorème 4.4. Soit B ⊂ X un ensemble borné. Le semi-groupe S(t) engendré par
les équations (4.1)-(4.4) est Hölder continu sur [0, T ]× B.

Démonstration: Soit deux instants distincts t1 et t2. Pour toute donnée ini-
tiale (u0, α0, α1) appartenant à B, on a alors qu’il existe un R > 0 tel que ‖
(u0, α0, α1) ‖E≤ R. On écrit alors, grâce à (4.88),(4.93) et l’inégalité de Cauchy-
Schwarz,

‖ S(t1)(u0, α0, α1)− S(t2)(u0, α0, α1) ‖E

=‖ (u(t1), α(t1),
∂α

∂t
(t1))− (u(t2), α(t2),

∂α

∂t
(t2)) ‖E

=‖ (u(t1)− u(t2), α(t1)− α(t2),
∂α

∂t
(t1)−

∂α

∂t
(t2)) ‖E

=‖ u(t1)− u(t2) ‖V + ‖ α(t1)− α(t2) ‖V + ‖ ∂α
∂t

(t1)−
∂α

∂t
(t2) ‖

=‖
∫ t1
t2

∂u

∂t
(τ)dτ ‖V + ‖

∫ t1

t2

∂α

∂t
(τ)dτ ‖V + ‖

∫ t1

t2

∂2α

∂t2
(τ)dτ ‖

≤
∫ t1
t2

‖ ∂u
∂t

(τ) ‖V dτ +

∫ t1

t2

‖ ∂α
∂t

(τ) ‖V dτ +

∫ t1

t2

‖ ∂
2α

∂t2
(τ) ‖ dτ

≤ c|t1 − t2|
1
2 + (

∫ t1
t2

‖ ∂
2α

∂t2
(τ) ‖2 dτ) 1

2 |t1 − t2|
1
2 ,

où c dépend de T. Nous allons maintenant estimer le terme
∫ t1
t2

‖ ∂
2α

∂t2
(τ) ‖2 dτ.
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Pour cela, on multiplie l’équation (4.2) par
∂2α

∂t2
, on intègre sur Ω et par parties.

On arrive alors, grâce à l’inégalité de Hölder, à

d

dt
{‖ ∂α

∂t
‖2 +2(α,

∂α

∂t
)}+ c ‖ ∂

2α

∂t2
‖2≤ c

′

(‖ u ‖2 + ‖ ∂u
∂t

‖2 + ‖ ∇∂α

∂t
‖2). (4.300)

En intégrant (4.300) entre t2 et 0 puis entre 0 et t1, on déduit grâce aux estimations
précédentes que

∫ t1

t2

‖ ∂
2α

∂t2
(τ) ‖2 dτ ≤ c, (4.301)

où c est une constante positive qui dépend de T et R. Finalement on conclut que

‖ S(t1)(u0, α0, α1)− S(t2)(u0, α0, α1) ‖E≤ C|t1 − t2|
1
2 , (4.302)

avec C dépend de T et R, ce qui achève la preuve. ✷

On a ainsi démontré le

Théorème 4.5. Le semi-groupe S(t) possède, en dimension une, un attracteur ex-
ponentiel M1 sur X1.

Remarque 4.6. L’attracteur exponentiel contenant l’attracteur global, on voit que
l’attracteur global est aussi de dimension fractale finie. Par conséquent la dynamique
du système peut être décrite par un nombre fini de degrés de liberté.

Pour traiter maintenant le cas de la dimension deux, on introduit l’ensemble
invariant suivant :

X2 = ∪t≥t9S(t)B
2
R,

où B2
R est l’ensemble borné absorbant pour S(t), t ≥ 0, dans X

′

. On sait d’après le
Théorème 2.3 (ii) que X2 est borné dans X

′

. On restreint dans toute la suite S(t) à
X2.

Théorème 4.7. Le semi-groupe S(t) défini de X2 dans lui-même satisfait une dé-
composition analogue à celle donnée dans le Théorème 4.1.

Démonstration: On considère la même décomposition (4.266)-(4.273) mais
avec les données initiales appartenant à X2.

Considérons tout d’abord le problème (4.266)-(4.269). En répétant les estimations
qui ont donné (4.249), on écrit

dE11(t)

dt
+ cE11(t)+ ‖ ∆

∂u1
∂t

‖2≤ 0, c > 0, (4.303)

avec

E11(t) = 2ǫ((∆
∂α1

∂t
,∆α1)) + ǫ ‖ ∆α1 ‖2 + ‖ ∆u1 ‖2

+ ‖ ∇∆u1 ‖2 + ‖ ∇∆α1 ‖2 + ‖ ∆
∂α1

∂t
‖2,
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et

c
′

(‖ u1 ‖2H3(Ω) + ‖ α1 ‖2H3(Ω) + ‖ ∂α1

∂t
‖2W ) ≤ E11

≤ c
′′

(‖ u1 ‖2H3(Ω) + ‖ α1 ‖2H3(Ω) + ‖ ∂α1

∂t
‖2W ).(4.304)

La relation (4.303) donne en particulier :

dE11(t)

dt
+ cE11(t) ≤ 0. (4.305)

On applique le lemme de Gronwall à (4.305) on obtient

E11(t) ≤ exp (−ct)E11(0). (4.306)

Par (4.304) on aura

‖ u1(t) ‖2H3(Ω) + ‖ α1(t) ‖2H3(Ω) + ‖ ∂α1

∂t
(t) ‖2W

≤ c
′

exp (−ct)(‖ u0 ‖2H3(Ω) + ‖ α0 ‖2H3(Ω) + ‖ α1 ‖2W ). (4.307)

On considère maintenant le problème (4.270)-(4.273). On multiplie (4.270) par ∆3u2
et on intègre sur Ω. On a

1

2

d

dt
‖ ∇∆u2 ‖2 + ‖ ∆2u2 ‖2 −((l(t)u,∆3u2)) = −((

∂α2

∂t
,∆3u2)). (4.308)

On multiplie (4.270) par ∆3∂u2
∂t

et on intègre sur Ω. On a

‖ ∇∆
∂u2
∂t

‖2 +1

2

d

dt
‖ ∆2u2 ‖2 −((l(t)u,∆3∂u2

∂t
)) = −((

∂α2

∂t
,∆3∂u2

∂t
)). (4.309)

On multiplie (4.271) par ∆3∂α2

∂t
et on intègre sur Ω. On a

1

2

d

dt
[‖ ∇∆

∂α2

∂t
‖2 + ‖ ∆2α2 ‖2]+ ‖ ∇∆

∂α2

∂t
‖2= ((∆3∂α2

∂t
,
∂u2
∂t

)) + ((∆3∂α2

∂t
, u2)).

(4.310)
En additionnant (4.308),(4.309) et (4.310) on obtient :

1

2

d

dt
[‖ ∇∆u2 ‖2 + ‖ ∆2u2 ‖2 + ‖ ∆2α2 ‖2 + ‖ ∇∆

∂α2

∂t
‖2]+ ‖ ∆2u2 ‖2

+ ‖ ∇∆
∂u2
∂t

‖2 + ‖ ∇∆
∂α2

∂t
‖2 = ((∆(l(t)u),∆2u2))− ((∇∆(l(t)u),∇∆

∂u2
∂t

)).

(4.311)
En répétant exactement le calcul qui a donné (4.285), on écrit

∣

∣

∣
((∆(l(t)u),∆2u2))

∣

∣

∣
≤ cǫ

2
‖ ∆2u2 ‖2 +

c

2ǫ
‖ ∆u ‖2, (4.312)

et par (4.181) et l’injection continue H3(Ω) ⊂ C(Ω) on a :

‖ l(t) ‖H3(Ω)≤ Q(‖ (u
(1)
0 , α

(1)
0 , α

(1)
1 ) ‖X′ + ‖ (u

(2)
0 , α

(2)
0 , α

(2)
1 ) ‖X′ ) ≤ c, (4.313)
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donc

∣

∣

∣
((∇∆(l(t)u),∇∆

∂u2
∂t

))
∣

∣

∣
≤ ‖ ∇∆(l(t)u) ‖‖ ∇∆

∂u2
∂t

‖
≤

(

‖ l(t)∇∆u ‖ + ‖ ∇∆l(t)u ‖

+3 ‖ ∇u∆l(t) ‖ +3 ‖ ∇l(t)∆u ‖
)

‖ ∇∆
∂u2
∂t

‖
≤ (par (4.199); (4.313))

≤ c ‖ ∇∆
∂u2
∂t

‖ (‖ ∆u ‖ + ‖ u ‖ + ‖ ∇u ‖ + ‖ ∇∆u ‖)

≤ c ‖ ∇∆
∂u2
∂t

‖‖ ∇∆u ‖

≤ cǫ

2
‖ ∇∆

∂u2
∂t

‖2 + c

2ǫ
‖ ∇∆u ‖2 .

(4.314)
On choisit ǫ > 0 assez petit tel que 2− cǫ > 0 et par (4.312) et (4.314) on déduit de
(4.311) l’estimation suivante :

d

dt
[‖ ∇∆u2 ‖2 + ‖ ∆2u2 ‖2 + ‖ ∆2α2 ‖2 + ‖ ∇∆

∂α2

∂t
‖2]

+c(‖ ∆2u2 ‖2 + ‖ ∇∆
∂u2
∂t

‖2 + ‖ ∇∆
∂α2

∂t
‖2) ≤ c

′ ‖ ∇∆u ‖2 .
(4.315)

On intègre (4.315) entre 0 et t et par (4.273) on a

‖ ∇∆u2(t) ‖2 + ‖ ∆2u2(t) ‖2 + ‖ ∆2α2(t) ‖2 + ‖ ∇∆
∂α2

∂t
(t) ‖2≤ c

′

∫ t

0

‖ ∇∆u ‖2 ds.
(4.316)

Il reste à estimer le terme
∫ t

0
‖ ∇∆u ‖2 ds. Pour cela, on multiplie (4.262) par ∆2u

et on intègre sur Ω et par parties. On a

1

2

d

dt
‖ ∆u ‖2 + ‖ ∇∆u ‖2 +((l(t)u,∆2u)) = ((

∂α

∂t
,∆2u)). (4.317)

On multiplie (4.262) par ∆2∂u

∂t
et on intègre sur Ω. On a

‖ ∆
∂u

∂t
‖2 +1

2

d

dt
‖ ∇∆u ‖2 +((l(t)u,∆2∂u

∂t
)) = ((

∂α

∂t
,∆2∂u

∂t
)). (4.318)

On multiplie maintenant (4.263) par ∆2∂α

∂t
et on intègre sur Ω. On a

1

2

d

dt
‖ ∆

∂α

∂t
‖2 + ‖ ∆

∂α

∂t
‖2 +1

2

d

dt
‖ ∇∆α ‖2= −((∆2∂α

∂t
,
∂u

∂t
))− ((∆2∂α

∂t
, u)).

(4.319)
En additionnant (4.317),(4.318) et (4.319) on obtient

1

2

d

dt
[‖ ∆u ‖2 + ‖ ∇∆u ‖2 + ‖ ∆

∂α

∂t
‖2 + ‖ ∇∆α ‖2] + ‖ ∇∆u ‖2 + ‖ ∆

∂u

∂t
‖2

+ ‖ ∆
∂α

∂t
‖2= −((∆(l(t)u),∆u)) − ((∆(l(t)u),∆

∂u

∂t
)).

(4.320)
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En répétant exactement le calcul de (4.285), on écrit
∣

∣

∣
((∆(l(t)u),∆u))

∣

∣

∣
≤ c ‖ ∆u ‖2 (4.321)

et
∣

∣

∣
((∆(l(t)u),∆

∂u

∂t
))
∣

∣

∣
≤ cǫ

2
‖ ∆

∂u

∂t
‖2 + c

2ǫ
‖ ∆u ‖2 . (4.322)

On choisit ǫ > 0 assez petit tel que 2 − cǫ > 0 et par (4.321) et (4.322) la relation
(4.320) donne

dE12(t)

dt
+ c

′

(‖ ∇∆u ‖2 + ‖ ∆
∂u

∂t
‖2 + ‖ ∆

∂α

∂t
‖2) ≤ c ‖ ∆u ‖2, c

′

> 0, (4.323)

avec

E12(t) =‖ ∆u ‖2 + ‖ ∇∆u ‖2 + ‖ ∆
∂α

∂t
‖2 + ‖ ∇∆α ‖2 . (4.324)

Par (4.323), on écrit

dE12(t)

dt
+ c

′

(‖ ∇∆u ‖2 + ‖ ∆
∂u

∂t
‖2 + ‖ ∆

∂α

∂t
‖2) ≤ cE12(t), c

′

> 0, (4.325)

qui donne en particulier
dE12(t)

dt
≤ cE12(t). (4.326)

On applique le lemme de Gronwall à (4.326) on aura

E12(t) ≤ E12(0) exp (ct).

Par (4.324) on aura

‖ (u, α,
∂α

∂t
) ‖2E2

≤ c
′

exp (ct) ‖ (u0, α0, α1) ‖2E2
. (4.327)

On intègre (4.323) entre 0 et t et par (4.327) on obtient
∫ t

0

‖ ∇∆u ‖2 ds ≤ c
′

exp (ct) ‖ (u0, α0, α1) ‖2E2
. (4.328)

Par (4.328) la relation (4.316) donne

‖ u2(t) ‖2H4(Ω) + ‖ α2(t) ‖2H4(Ω) + ‖ ∂α2

∂t
(t) ‖2H3(Ω)

≤ c
′

exp (ct) ( ‖ u0 ‖2H3(Ω) + ‖ α0 ‖2H3(Ω) + ‖ α1 ‖2H2(Ω)),

(4.329)
avec h(t) = c

′

exp (ct), qui est bien une fonction continue et S(t) défini sur X2

satisfait la propriété de régularisation. ✷

Remarque 4.8. Le caractère Lipschtzien en espace du semi-groupe S(t), en dimen-
sion deux, est aussi une conséquence du Théorème 2.3. Pour la condiction de Hölder
en temps on imite exactement la démonstration du Théorème 4.4, on obtient que la
constante C dans (4.302) dépend de T et B

′

où B
′

est un borné de X
′

.

On a ainsi démontré le

Théorème 4.9. Le semi-groupe S(t) possède, en dimension deux, un attracteur
exponentiel M2 sur X2.
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Chapitre 5

Problème de champ de phase de type

Caginalp avec un potentiel

polynomial

Ce chapitre est consacré à l’étude du modèle de champ de phase avec un terme
polynôme considéré dans le chapitre 3, cette fois associé aux conditions aux limites de
type Neumann homogènes (voir [55]). Nous sommes donc concernés par le problème
aux limites suivant :

∂u

∂t
−∆u+ gN(u) =

∂α

∂t
, (5.1)

∂2α

∂t2
+
∂α

∂t
−∆α = −∂u

∂t
− u, (5.2)

∂u

∂ν
=
∂α

∂ν
= 0, (5.3)

u(0) = u0, α(0) = α0,
∂α

∂t
(0) = α1, (5.4)

où Ω ⊂ R
n, n = 2 ou 3, est un domaine borné, régulier. Ici u et α représentent

comme dans le chapitre 3, le paramètre d’ordre et la variable de déplacement thér-
mique, respectivement.

Dans le cadre de notre problème, on considère les espaces suivants :

F = H1(Ω)2 × L2(Ω) et F1 = H2(Ω)2 ×H1(Ω).

Notons que
ϕ 7−→ (‖ ϕ ‖2 + < ϕ >2)

1
2 ,

ϕ 7−→ (‖ ∇ϕ ‖2 + < ϕ >2)
1
2 ,

et
ϕ 7−→ (‖ ∆ϕ ‖2 + < ϕ >2)

1
2 ,

sont des normes dans L2(Ω), H1(Ω) et H2(Ω) respectivement, qui sont équivalentes
aux normes usuelles, avec < ϕ > est la moyenne spatiale de ϕ donnée par

< ϕ >=
1

|Ω|

∫

Ω

ϕdx,
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et ϕ = ϕ− < ϕ > .

De plus on pose H−1
N (Ω) := [H1(Ω)]

′

, muni de la norme

‖ φ ‖2
H−1

N
(Ω)

=‖ (−∆)
−1/2
N φ ‖2 + < φ >2,

où (−∆)−1
N : L2

0(Ω) → L2
0(Ω) est l’inverse du Laplacien avec conditions aux bords

Neumann, défini sur l’espace des fonctions à moyenne nulle.

Le polynôme gN est défini comme suit :

gN(s) = −2κ0s+ 2κ1

N
∑

k=0

s2k+1

2k + 1
, (5.5)

avec s ∈ R et 0 < κ1 < κ0. On a alors

g
′

N(s) = 2(κ1 − κ0) + 2κ1

N
∑

k=1

s2k. (5.6)

De plus, gN vérifie

gN(0) = 0, gN ∈ C1, (5.7)

−c0 ≤ GN(s), GN(s) + cs2 ≤ gN(s)s+ c
′

, c0 ≥ 0, c > 0, s ∈ R, (5.8)

g
′

N(s) ≥ −c1, c1 ≥ 0, s ∈ R, (5.9)

où GN(s) =
∫ s

0
gN(τ)dτ, s ∈ R.

On notera dans la suite c, c
′

et c
′′

des constantes positives qui pourront varier d’une
ligne à l’autre et quelques fois dans la même ligne.

1 Caractère bien posé du problème.

On commence par énoncer le résultat suivant :

Théorème 1.1. Soit (u0, α0, α1) ∈ F et
∫

Ω
GN(u0)dx < +∞. Alors le problème

(5.1)-(5.4) admet au moins une solution (u, α,
∂α

∂t
) avec u ∈ L∞(R+, H1(Ω)) ∩

L2(0, T,H2(Ω)),
∂u

∂t
∈ L2(Ω × (0, T )),

∫

Ω

GN(u)dx < +∞, α ∈ L∞(R+, H1(Ω)), α ∈

L∞(0, T,H1(Ω)) et
∂α

∂t
∈ L∞(R+, L2(Ω)), ∀T > 0.

Démonstration: La preuve s’appuie de nouveau sur la méthode de Galerkin.
L’opérateur −∆ avec les conditions aux bords de Neumann homogènes a une suite de
valeurs propres 0 = λ1 < λ2 ≤ ... ≤ λk ≤ ... et soit wj, j = 1, 2, ..., k, ..., les vecteurs
propres associés qui forment une base orthonormée de L2(Ω). Pour tout m ∈ N, on

cherche une solution approchée (um, αm, βm) de la forme (avec βm =
∂αm

∂t
) :

um =
m
∑

j=1

ujmwj, αm =
m
∑

j=1

αjmwj et βm =
m
∑

j=1

βjmwj,
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vérifiant, en notons que les fonctions wi, i = 1, ...,m, sont très régulières,

((
∂um
∂t

, wi)) + ((∇um,∇wi)) + ((gN(um), wi)) = ((βm, wi)), (5.10)

((
∂βm
∂t

, wi)) + ((βm, wi)) + ((∇αm,∇wi)) = − ((
∂um
∂t

, wi))− ((um, wi)),(5.11)

pour i = 1, ...,m, et

um(0) = u0m → u0 dans L2(Ω) lorsque m→ +∞,
αm(0) = α0m → α0 dans L2(Ω) lorsque m→ +∞,
βm(0) = α1m → α1 dans L2(Ω) lorsque m→ +∞.

(5.12)

On s’est ramené à la résolution d’un système de 3m équations différentielles ordi-
naires pour lequel on sait prouver l’existence d’une solution locale en temps
(um, αm, βm) sur (0, Tm), pour un Tm > 0. On verra, grâce aux estimations à priori,
qu’en réalité Tm = T, c’est-à-dire que (um, αm, βm) est une solution globale en temps.

On multiplie (5.10) par uim +
∂uim
∂t

et on somme sur i = 1, ...,m. On obtient

1

2

d

dt
(‖ um ‖2 + ‖ ∇um ‖2 + 2

∫

Ω
GN(um)dx)

+ ‖ ∇um ‖2 +
∫

Ω
gN(um)umdx + ‖ ∂um

∂t
‖2= ((um +

∂um
∂t

, βm)).
(5.13)

On multiplie (5.11) par βim et on somme sur i = 1, ...,m. On a

1

2

d

dt
(‖ βm ‖2 + ‖ ∇αm ‖2)+ ‖ βm ‖2= −((um +

∂um
∂t

, βm)). (5.14)

En additionnant (5.13) et (5.14) et par (5.8), on obtient

d

dt
(‖ um ‖2 + ‖ ∇um ‖2 + 2

∫

Ω
GN(um)dx+ ‖ βm ‖2 + ‖ ∇αm ‖2)

+c(‖ um ‖2 + ‖ ∇um ‖2 + 2
∫

Ω
GN(um)dx+ ‖ βm ‖2 + ‖ ∂um

∂t
‖2) ≤ c

′

, c > 0.

(5.15)
En prenant i = 0 dans (5.11) et en notant que w0 est constante, on obtient

∫

Ω

(
∂Hm

∂t
+Hm)dx = 0, (5.16)

où Hm = um + βm.

On multiplie (5.16) par
1

|Ω| . On a

d < Hm >

dt
+ < Hm >= 0. (5.17)

On multiplie (5.17) par et, on a

d

dt
[et < Hm >] = 0, (5.18)
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on intègre (5.18) entre 0 et t, on a

< Hm(t) >= e−t < Hm(0) >, (5.19)

donc

lim
t→+∞

Hm(t) = 0. (5.20)

De plus, si < Hm(0) >= 0, c’est-à-dire < u0m + α1m >= 0, on a conservation de
l’enthalpie

< Hm(t) >= 0, ∀t ≥ 0. (5.21)

Considérons maintenant l’équation approchée de (5.2), on écrit

∂βm
∂t

+ βm −∆αm = −∂um
∂t

− um,

donc on déduit
∂Hm

∂t
+Hm −∆αm = 0, (5.22)

on a alors
∂Hm

∂t
+Hm −∆αm = 0. (5.23)

On multiplie (5.23) par βm et on intègre sur Ω. On a

1

2

d

dt
(‖ ∂αm

∂t
‖2 + ‖ ∇αm ‖2)+ ‖ ∂αm

∂t
‖2= −((um +

∂um
∂t

,
∂αm

∂t
)). (5.24)

L’inégalité de Young permet d’écrire

|((∂um
∂t

,
∂αm

∂t
))| ≤ c ‖ ∂um

∂t
‖2 +1

4
‖ ∂αm

∂t
‖2 (5.25)

et

|((um,
∂αm

∂t
))| ≤ c ‖ um ‖2 +1

4
‖ ∂αm

∂t
‖2 . (5.26)

En injectant (5.25) et (5.26) dans (5.24), on a

d

dt
(‖ ∇αm ‖2 + ‖ ∂αm

∂t
‖2)+ ‖ ∂αm

∂t
‖2≤ c(‖ um ‖2 + ‖ ∂um

∂t
‖2), (5.27)

or on a

‖ ϕ ‖2=‖ ϕ ‖2 −|Ω| < ϕ >2, (5.28)

par (5.28) on déduit de (5.27) l’estimation suivante

d

dt
(‖ ∇αm ‖2 + ‖ ∂αm

∂t
‖2)+ ‖ ∂αm

∂t
‖2≤ c(‖ um ‖2 + ‖ ∂um

∂t
‖2). (5.29)

On multiplie aussi (5.23) par αm et on intègre sur Ω. On a

1

2

d

dt
(‖ αm ‖2 +2((

∂αm

∂t
, αm)))+ ‖ ∇αm ‖2= −((um, αm))−((

∂um
∂t

, αm))+ ‖ ∂αm

∂t
‖2 .

(5.30)
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Par le lemme de Poincarré (cf. chapitre 2 le Théorème 3.10), il existe une constante
C = C(Ω) > 0 telle que

‖ ϕ ‖≤ C(Ω) ‖ ∇ϕ ‖, ϕ ∈ H1(Ω). (5.31)

De plus, par les inégalités de Hölder et Young, on a

|((um, αm))| ≤ (par (5.28) et (5.31))
≤ c ‖ um ‖ . ‖ ∇αm ‖
≤ c

2ǫ
‖ um ‖2 +cǫ

2
‖ ∇αm ‖2,

(5.32)

et de même

|((∂um
∂t

, αm))| ≤
c

2ǫ
‖ ∂um

∂t
‖2 +cǫ

2
‖ ∇αm ‖2 . (5.33)

En insérant (5.32) et (5.33) dans (5.30) et en prenant ǫ > 0 suffisamment petit pour
que 1− cǫ > 0, on en déduit

d

dt
(‖ αm ‖2 +2((

∂αm

∂t
, αm)))+ ‖ ∇αm ‖2≤ c(‖ um ‖2 + ‖ ∂um

∂t
‖2 + ‖ ∂αm

∂t
‖2).
(5.34)

On somme ensuite (5.29) et δ1(5.34), on obtient

d

dt
(‖ ∇αm ‖2 + ‖ ∂αm

∂t
‖2 + δ1 ‖ αm ‖2 +2δ1((

∂αm

∂t
, αm)))

+c(‖ ∂αm

∂t
‖2 + ‖ ∇αm ‖2) ≤ c

′

(‖ um ‖2 + ‖ ∂um
∂t

‖2), c > 0,
(5.35)

où δ1 > 0 assez petit tel qu’en particulier on a

‖ ∂αm

∂t
‖2 +δ1 ‖ αm ‖2 +2δ1((

∂αm

∂t
, αm)) ≥ c(‖ αm ‖2 + ‖ ∂αm

∂t
‖2), c > 0,

(5.36)
on somme ensuite (5.15) et δ2(5.35) où δ2 > 0 assez petit pour avoir

dE1m

dt
+ c(E1m+ ‖ ∂um

∂t
‖2) ≤ c

′

, c > 0, (5.37)

où

E1m =‖ um ‖2 + ‖ ∇um ‖2 + 2
∫

Ω
GN(um)dx+ ‖ ∇αm ‖2 + ‖ ∂αm

∂t
‖2

+δ2

(

‖ ∇αm ‖2 + ‖ ∂αm

∂t
‖2 +δ1 ‖ αm ‖2 +2δ1((

∂αm

∂t
, αm))

)

.

(5.38)
On multiplie (5.10) par λimuim et on somme sur i = 1, ...,m. Par (5.9), on a

d

dt
‖ ∇um ‖2 + ‖ ∆um ‖2≤ c(‖ ∇um ‖2 + ‖ ∂αm

∂t
‖2). (5.39)

On somme (5.37) et δ3(5.39) où δ3 > 0 assez petit on obtient finalement

dE2m

dt
+ c(E2m+ ‖ ∆um ‖2 + ‖ ∂um

∂t
‖2) ≤ c

′

, c > 0, (5.40)
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où
E2m = E1m + δ3 ‖ ∇um ‖2, (5.41)

satisfait

c(‖ um ‖2H1(Ω) +
∫

Ω
GN(um)dx+ ‖ αm ‖2H1(Ω) + ‖ ∂αm

∂t
‖2)− c

′ ≤ E2m

≤ c
′′

(‖ um ‖2H1(Ω) +
∫

Ω
GN(um)dx+ ‖ αm ‖2H1(Ω) + ‖ ∂αm

∂t
‖2) + c

′′′

,

(5.42)
avec c, c

′′

> 0, c
′

, c
′′′ ≥ 0. Le lemme de Gronwall appliqué à (5.40) donne

E2m(t) ≤ E2m(0) exp (−ct) + c
′

, c > 0, (5.43)

où c et c
′

sont deux constantes indépendantes des données initiales.

Par (5.42) la relation (5.43) donne en particulier

‖ um(t) ‖2≤ E2m(0) exp (−ct) + c
′

, c > 0, (5.44)

donc
< um >2≤ E2m(0) exp (−ct) + c

′

, c > 0. (5.45)

De plus (5.19) peut s’ecrire sous la forme

d < αm >

dt
(t) = exp (−t) < Hm(0) > − < um(t) >, (5.46)

en effet, on a

< Hm(t) > − < um(t) >= exp (−t) < Hm(0) > − < um(t) >,

donc

<
∂αm

∂t
(t) >= exp (−t) < Hm(0) > − < um(t) >,

d’où (5.46).

On intègre (5.46) entre 0 et t, on a

< αm(t) >=< α0m > + < Hm(0) > (1− exp (−t))−
∫ t

0

< um(s) > ds, (5.47)

donc par (5.21),(5.45) et l’inégalité de Hölder on déduit de (5.47) :

< αm(t) >
2≤ c(E2m(0)+ ‖ α0m ‖2) + c

′

t2. (5.48)

Ici les constantes c et c
′

sont indépendantes des données initiales, mais la relation
(5.48) ne donne pas que αm est dissipative mais αm est dissipative.

En intégrant l’estimation (5.40) entre 0 et T, on obtient que les normes

‖ (um, αm,
∂αm

∂t
) ‖L∞(0,T,F ), ‖ um ‖L2(0,T,W ) et ‖ ∂um

∂t
‖L2(0,T,H)
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sont bornées indépendemment de m.

De plus, en utilisant la norme équivalente à la norme usuelle dans H1(Ω), et par
(5.48) on a ‖ αm ‖L∞(0,T,H1(Ω)), est bornée independemment de m. On peut donc

extraire une sous-suite que l’on renomme (um, αm,
∂αm

∂t
) telle que (um, αm,

∂αm

∂t
)

∗
⇀

(u, α,
∂α

∂t
) faiblement étoile dans L∞(0, T, F ) et (um,

∂um
∂t

) ⇀ (u,
∂u

∂t
) faiblement

dans L2(0, T,H2(Ω)×L2(Ω)). D’autre part on peut aussi extraire une sous suite re-

nommée αm, telle que αm
∗
⇀ α dans L∞(0, T,H1(Ω)). Nous allons maintenant traiter

le terme non linéaire gN(um). On a que ‖ gN(um) ‖L2(Q) est bornée indépendemment
de m donc pour une suite extraite, on a

gN(um)⇀ χ dans L2(Q).

Par passage à la limite dans (5.10)-(5.12), on a

d

dt
((u, w)) + ((∇u,∇w)) + ((χ,w)) = ((

∂α

∂t
, w)), ∀w ∈ H1(Ω), (5.49)

d

dt
((β, v)) + ((β, v)) + ((∇α,∇v)) = −((

∂u

∂t
, v))− ((u, v)), ∀v ∈ H1(Ω). (5.50)

D’après le Théorème de Lions, on a u et α appartiennent à C([0, T ], H) donc u(0) et
α(0) ont un sens et u(0) = u0 et α(0) = α0. De plus d’après le théorème de Strauss

on a
∂αm

∂t
∈ CW ([0, T ], H) donc pour une sous-suite extraite on a

∂αm

∂t
(0)⇀

∂α

∂t
(0),

par (5.12) on déduit
∂α

∂t
(0) = α1. Il reste à vérifier que χ = gN(u). On sait que

um ⇀ u faiblement dans H1(Q). L’injection H1(Q) ⊂ L2(Q) étant compacte, on a
alors que um → u fort dans L2(Q), d’où

gN(um) → gN(u) p.p. dans Q,

et gN(um) est bornée, par conséquent,

gN(um) → gN(u) dans L2(Q) pour une suite extraite.

✷

En ce qui concerne l’unicité de solutions, on a le

Théorème 1.2. Sous les conditions du Théorème 1.1, le problème (5.1)-(5.4) a une
solution unique, avec la régularité ci-dessus.

Démonstration: On suppose l’existence de deux solutions (u(1), α(1)) et (u(2), α(2))
du problème (5.1)-(5.4) avec les mêmes conditions initiales et même moyenne, on
pose

(u, α) = (u(1), α(1))− (u(2), α(2)).
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Alors (u, α) vérifie :

∂u

∂t
−∆u+ gN(u

(1))− gN(u
(2)) =

∂α

∂t
, (5.51)

∂2α

∂t2
+
∂α

∂t
−∆α = −u− ∂u

∂t
, (5.52)

∂u

∂ν
=
∂α

∂ν
= 0, (5.53)

u(0) = α(0) =
∂α

∂t
(0) = 0. (5.54)

On multiplie (5.51) par u et on intègre sur Ω, par (5.9) on a

1

2

d

dt
‖ u ‖2 + ‖ ∇u ‖2≤ c1 ‖ u ‖2 +((

∂α

∂t
, u)),

en utilisant l’inégalité |((v, w))| ≤ c ‖ v ‖H1(Ω) . ‖ w ‖H−1
N

(Ω) on obtient

d

dt
‖ u ‖2 + ‖ ∇u ‖2≤ c(‖ u ‖2 + ‖ ∂α

∂t
‖2
H−1

N
(Ω)

). (5.55)

On intègre (5.52) entre 0 et t, on a

∂α

∂t
+ α−∆

∫ t

0

α(s)ds = −
∫ t

0

u(s)ds− u. (5.56)

On multiplie (5.56) par (−∆)−1
N

∂α

∂t
et on intègre sur Ω on aura

d

dt

[

‖ α ‖2
H−1

N
(Ω)

+2((α,

∫ t

0

αds))
]

+ ‖ ∂α
∂t

‖2
H−1

N
(Ω)

≤ cT (‖ α ‖2 + ‖ u ‖2L2(0,t,L2(Ω)) + ‖ u ‖2), t ∈ [0, T ]. (5.57)

On multiplie (5.56) par α et on intègre sur Ω on obtient

d

dt

[

‖ α ‖2 + ‖ ∇
∫ t

0

αds ‖2
]

+ ‖ α ‖2≤ cT (‖ u ‖2L2(0,t,L2(Ω)) + ‖ u ‖2), t ∈ [0, T ].

(5.58)
On additionne (5.58) et δ(5.57) avec δ > 0 assez petit on aura :

d

dt

[

‖ α ‖2 + ‖ ∇
∫ t

0

αds ‖2 +δ ‖ α ‖2
H−1

N
(Ω)

+2δ((α,

∫ t

0

αds))
]

+ c(‖ ∂α
∂t

‖2
H−1

N
(Ω)

+ ‖ α ‖2) ≤ cT (‖ u ‖2L2(0,t,L2(Ω)) + ‖ u ‖2), c > 0, t ∈ [0, T ].

(5.59)
En particulier

‖ α ‖2 + ‖ ∇
∫ t

0

αds ‖2 +2δ((α,

∫ t

0

αds)) ≥ c(‖ α ‖2 + ‖ ∇
∫ t

0

αds ‖2), c > 0.

(5.60)
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On additionne (5.59) et δ
′

(5.55) avec δ
′

> 0 assez petit, on a

dE3

dt
≤ cT (E3+ ‖ u ‖2L2(0,t,L2(Ω))), t ∈ [0, T ], (5.61)

avec

E3(t) =‖ α ‖2 + ‖ ∇
∫ t

0

αds ‖2 +δ ‖ α ‖2
H−1

N
(Ω)

+2δ((α,

∫ t

0

αds)) + δ
′ ‖ u ‖2 .

(5.62)
On applique le lemme de Gronwall à (5.61), on a

E3(t) ≤ exp (cT t)E3(0) + c
′

T ‖ u ‖2L2(0,t,L2(Ω)),

or E3(0) = 0 donc E3(t) ≤ c
′

T ‖ u ‖2L2(0,t,L2(Ω)), t ∈ [0, T ],

en particulier

‖ u(t) ‖2≤ c
′

T ‖ u ‖2L2(0,t,L2(Ω)), t ∈ [0, T ]. (5.63)

On applique de nouveau le lemme de Gronwall à (5.63) on aura

‖ u ‖2L2(0,t,L2(Ω))= 0, t ∈ [0, T ], (5.64)

par conséquent

E3(t) ≤ 0, t ∈ [0, T ]. (5.65)

Par (5.60),(5.62) et (5.65) on a ‖ u ‖2=‖ α ‖2= 0, d’où

u(1) = u(2) et α(1) = α(2).

✷

On pose Z = {ϕ ∈ H1(Ω),
∫

Ω
GN(ϕ)dx < +∞} et Φ = Z ×H1(Ω)× L2(Ω).

Donc les théorèmes 1.1 et 1.2 nous amènent à considérer un semi-groupe S(t) pour
tout t ≥ 0, qui est définie sur Φ de la façon suivante

S(t) : Φ → Φ, S(t)(u0, α0, α1) = (u(t), α(t),
∂α

∂t
(t)), (5.66)

où (u(t), α(t),
∂α

∂t
(t)) est l’unique solution de (5.1)-(5.4).

Pour plus de régularité sur la solution, on a le résultat qui suit

Théorème 1.3. On suppose de plus que ∆u0 − gN(u0) ∈ L2(Ω), α0 ∈ H2(Ω) et
α1 ∈ H1(Ω). Donc la solution donnée par le Théorème 1.2 satisfait aussi u ∈
L∞(0, T,H2(Ω)),

∂u

∂t
∈ L∞(R+, L2(Ω)) ∩ L2(0, T,H1(Ω)), α ∈ L∞(0, T ;H2(Ω)), α ∈

L∞(R+, H2(Ω)) et
∂α

∂t
∈ L∞(R+, H1(Ω)), ∀T > 0.
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Démonstration: L’existence et l’unicité étant vérifiées, il reste à établir la ré-
gularité. Notons qu’on procède formellement et les calculs ci-dessous peuvent être
justifiés par un schéma de Faedo-Galerkin.

On différencie (5.1) par rapport au temps, et par (5.2) on aura

∂2u

∂t2
−∆

∂u

∂t
+ g

′

N(u)
∂u

∂t
= ∆α− ∂α

∂t
− u− ∂u

∂t
. (5.67)

On multiplie (5.67) par
∂u

∂t
et on intègre sur Ω, par (5.9) on a

1

2

d

dt
‖ ∂u
∂t

‖2 + ‖ ∇∂u

∂t
‖2

≤ c1 ‖
∂u

∂t
‖2 −((∇α,∇∂u

∂t
))− ((

∂α

∂t
,
∂u

∂t
))− ((u,

∂u

∂t
))− ‖ ∂u

∂t
‖2,

en utilisant les inégalités de Young et Hölder on obtient

d

dt
‖ ∂u
∂t

‖2 + ‖ ∇∂u

∂t
‖2≤ c(‖ ∂u

∂t
‖2 + ‖ ∇α ‖2 + ‖ ∂α

∂t
‖2 + ‖ u ‖2) (5.68)

(notons qu’on a
∂u

∂t
(0) = ∆u0 − gN(u0) + α1),

donc on déduit une estimation sur
∂u

∂t
dans L∞(0, T, L2(Ω)) et dans L2(0, T,H1(Ω)).

On multiplie ensuite (5.2) par −∆
∂α

∂t
et on intègre sur Ω. On a :

1

2

d

dt
(‖ ∇∂α

∂t
‖2 + ‖ ∆α ‖2)+ ‖ ∇∂α

∂t
‖2= −((∇∂α

∂t
,∇∂u

∂t
))− ((∇u,∇∂α

∂t
)). (5.69)

En utilisant les inégalités de Hölder et Young, on a

|((∇∂α

∂t
,∇∂u

∂t
))| ≤ c ‖ ∇∂u

∂t
‖2 +1

4
‖ ∇∂α

∂t
‖2, (5.70)

et

|((∇∂α

∂t
,∇u))| ≤ c ‖ ∇u ‖2 +1

4
‖ ∇∂α

∂t
‖2, (5.71)

En injectant (5.70) et (5.71) dans (5.69) on obtient

d

dt
(‖ ∆α ‖2 + ‖ ∇∂α

∂t
‖2)+ ‖ ∇∂α

∂t
‖2≤ c(‖ ∇u ‖2 + ‖ ∇∂u

∂t
‖2). (5.72)

On multiplie finalement (5.2) par −∆α et on intègre sur Ω, on a

1

2

d

dt
(‖ ∇α ‖2 +2((∇∂α

∂t
,∇α)))+ ‖ ∆α ‖2= ((u,∆α)) + ((

∂u

∂t
,∆α))+ ‖ ∇∂α

∂t
‖2,

qui donne, de même,

d

dt
(‖ ∇α ‖2 +2((∇∂α

∂t
,∇α)))+ ‖ ∆α ‖2≤ c(‖ u ‖2 + ‖ ∂u

∂t
‖2 + ‖ ∇∂α

∂t
‖2). (5.73)
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On somme (5.69) et δ4(5.73) où δ4 > 0 assez petit de telle sorte qu’on obtient en
particulier :

‖ ∇∂α

∂t
‖2 +δ4[‖ ∇α ‖2 +2((∇∂α

∂t
,∇α))] ≥ c(‖ ∇∂α

∂t
‖2 + ‖ ∇α ‖2), c > 0,

(5.74)
on obtient alors :

dE4

dt
+ c(‖ ∇∂α

∂t
‖2 + ‖ ∆α ‖2) ≤ c

′

(‖ u ‖2H1(Ω) + ‖ ∂u
∂t

‖2H1(Ω)), c > 0, (5.75)

où

E4 =‖ ∆α ‖2 + ‖ ∇∂α

∂t
‖2 +δ4(‖ ∇α ‖2 +2((∇∂α

∂t
,∇α))). (5.76)

On somme ensuite (5.68) et δ5(5.75) où δ5 > 0 assez petit pour obtenir :

dE5

dt
+ c(‖ ∇∂u

∂t
‖2 + ‖ ∇∂α

∂t
‖2 + ‖ ∆α ‖2)

≤ c
′

(‖ u ‖2H1(Ω) + ‖ ∂u
∂t

‖2 + ‖ ∇α ‖2 + ‖ ∂α
∂t

‖2), (5.77)

où

E5 =‖ ∂u
∂t

‖2 +δ5E4. (5.78)

On multiplie (5.1) par u+
∂u

∂t
, (5.2) par

∂α

∂t
, en intégrant sur Ω et en sommant les

deux équations résultantes, par (5.8) on obtient

d

dt
(‖ u ‖2 + ‖ ∇u ‖2 + 2

∫

Ω
GN(u)dx+ ‖ ∂α

∂t
‖2 + ‖ ∇α ‖2)

+c(‖ u ‖2 + ‖ ∇u ‖2 +2
∫

Ω
GN(u)dx + ‖ ∂α

∂t
‖2 + ‖ ∂u

∂t
‖2) ≤ c

′

, c > 0.

(5.79)
On réécrit (5.2) sous la forme

∂H

∂t
+H −∆α = 0, (5.80)

Où

H = u+
∂α

∂t
.

On intègre (5.80) sur Ω. On obtient

d < H >

dt
+ < H >= 0. (5.81)

En particulier, on déduit de (5.81) que

< H(t) >= exp (−t) < H(0) >, (5.82)

donc
lim

t−→+∞
H(t) = 0. (5.83)
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De plus, si < H(0) >= 0 c’est-à-dire < u0 +α1 >= 0, on a conservation de l’enthal-
pie,

< H(t) >= 0, ∀t ≥ 0. (5.84)

On a alors
∂H

∂t
+H −∆α = 0. (5.85)

On multiplie (5.85) par
∂α

∂t
on obtient

d

dt
(‖ ∂α

∂t
‖2 + ‖ ∇α ‖2)+ ‖ ∂α

∂t
‖2≤ c(‖ u ‖2 + ‖ ∂u

∂t
‖2). (5.86)

On multiplie (5.85) par α on obtient

d

dt
(‖ α ‖2 +2((

∂α

∂t
, α)))+ ‖ ∇α ‖2≤ c(‖ u ‖2 + ‖ ∂u

∂t
‖2 + ‖ ∂α

∂t
‖2). (5.87)

On multiplie (5.87) par ǫ1 et on additionne le résultat avec (5.86) on obtient

d

dt
(‖ ∇α ‖2 + ‖ ∂α

∂t
‖2 + ǫ1 ‖ α ‖2 +2ǫ1((

∂α

∂t
, α))) + c(‖ ∂α

∂t
‖2 + ‖ ∇α ‖2)

≤ c
′

(‖ u ‖2 + ‖ ∂u
∂t

‖2), c > 0,

(5.88)
où ǫ1 > 0 assez petit de telle façon qu’on obtient en particulier

‖ ∂α
∂t

‖2 +ǫ1 ‖ α ‖2 +2ǫ1((
∂α

∂t
, α)) ≥ c(‖ α ‖2 + ‖ ∂α

∂t
‖2), c > 0. (5.89)

On multiplie ensuite (5.88) par ǫ2 et on additionne le resultat avec (5.79) où ǫ2 > 0
assez petit pour obtenir

dE1

dt
+ c(E1+ ‖ ∂u

∂t
‖2) ≤ c

′

, c > 0, (5.90)

où

E1 =‖ u ‖2 + ‖ ∇u ‖2 + 2
∫

Ω
GN(u)dx+ ‖ ∇α ‖2 + ‖ ∂α

∂t
‖2

+ǫ2(‖ ∇α ‖2 + ‖ ∂α
∂t

‖2 + ǫ1 ‖ α ‖2 +2ǫ1((
∂α

∂t
, α))).

(5.91)

On multiplie maintenant (5.1) par −∆u, en utilisant (5.9), on aura

d

dt
‖ ∇u ‖2 + ‖ ∆u ‖2≤ c(‖ ∇u ‖2 + ‖ ∂α

∂t
‖2). (5.92)

Multiplions (5.92) par ǫ3 assez petit et additionnons le résultat avec (5.90) on obtient

dE2

dt
+ c(E2+ ‖ ∆u ‖2 + ‖ ∂u

∂t
‖2) ≤ c

′

, c > 0, (5.93)

où
E2 = E1 + ǫ3 ‖ ∇u ‖2, (5.94)
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satisfait

c(‖ u ‖2H1(Ω) +
∫

Ω
GN(u)dx+ ‖ α ‖2H1(Ω) + ‖ ∂α

∂t
‖2)− c

′ ≤ E2

≤ c
′′

(‖ u ‖2H1(Ω) +
∫

Ω
GN(u)dx+ ‖ α ‖2H1(Ω) + ‖ ∂α

∂t
‖2) + c

′′′

c, c
′′

> 0 et c
′

, c
′′′ ≥ 0.

(5.95)
On somme finalement (5.93) et δ6(5.77) où δ6 > 0 assez petit et on obtient

dE6

dt
+ c(E6+ ‖ ∇∂u

∂t
‖2) ≤ c

′

, c > 0, (5.96)

où
E6 = E2 + δ6E5. (5.97)

satisfait

c(‖ ∂α
∂t

‖2H1(Ω) + ‖ ∆α ‖2 + ‖ ∂u
∂t

‖2 + ‖ u ‖2H1(Ω) +

∫

Ω

GN(u)dx

+ ‖ α ‖2H1(Ω) + ‖ ∂α
∂t

‖2)− c
′ ≤ E6 ≤ c

′′

(‖ ∂α
∂t

‖2H1(Ω) + ‖ ∆α ‖2

+ ‖ ∂u
∂t

‖2 + ‖ u ‖2H1(Ω) +
∫

Ω
GN(u)dx+ ‖ α ‖2H1(Ω) + ‖ ∂α

∂t
‖2) + c

′′′

.

(5.98)
On déduit de (5.96),(5.98) et du lemme de Gronwall une estimation sur α dans

L∞(0, T,H2(Ω)) et sur
∂α

∂t
dans L∞(0, T,H1(Ω)).

On multiplie (5.1) par −∆u, l’inégalité de Hölder et (5.9) donnent

‖ ∆u ‖2≤ c(‖ ∇u ‖2 + ‖ ∂u
∂t

‖2 + ‖ ∇∂α

∂t
‖2). (5.99)

D’après les estimations précédentes et le Théorème 1.1, on déduit de (5.99) que

u ∈ L∞(0, T,H2(Ω)), ∀T > 0, (5.100)

d’où le théorème. ✷

On pose Y = {φ ∈ H2(Ω),
∫

Ω
GN(φ)dx < +∞} et Ψ = Y ×H2(Ω)×H1(Ω).

Le Théorème 1.3 nous amène à considérer le semi-groupe S(t)(t ≥ 0) définie sur
l’espace Ψ de la façon suivante :

S(t) : Ψ → Ψ, S(t)(u0, α0, α1) = (u(t), α(t),
∂α

∂t
(t)), (5.101)

où (u(t), α(t),
∂α

∂t
(t)) est l’unique solution de (5.1)-(5.4).

2 Dissipativité

Dans cette section on va étudier l’existence de bornés absorbants des solutions du
problème (5.1)-(5.4), mais avant on donne les notations et les remarques suivantes.
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Remarque 2.1. Contrairement au cas de conditions aux bords Dirichlet dans le
chapitre 3, nous ne pouvons pas attendre d’avoir dissipativité pour la variable de
déplacement thermique α. En effet, en considérant les inconnues u et θ, il est facile
de voir que, ∀c ∈ R, le couple (uc, c) est une solution stationnaire, où uc satisfait

gN(uc) = c,

(on suppose que l’équation ci-dessus possède au moins une solution). Donc, en consi-
dérant maintenant les inconnues u et α, on voit que (uc, ct+α0) est une solution pour
le problème. En prenant c 6= 0, on déduit qu’on ne peut pas avoir de la dissipativité
sur α. Mais on verra que α est dissipative.

En vue de la remarque 2.1, S(t) n’est pas dissipative. On pose alors :

H
1
(Ω) = {φ ∈ H1(Ω), < φ >= 0}, Φ = Z ×H

1
(Ω)× L2(Ω).

et
H

2
(Ω) = {φ ∈ H2(Ω), < φ >= 0}, Ψ = Y ×H

2
(Ω)×H1(Ω).

Donc la famille d’opérateurs S(t) défini comme suit :

S(t) : Φ → Φ, (u0, α0, α1) 7→ (u(t), α(t),
∂α

∂t
(t)),

est dissipative. Et

S(t) : Ψ → Ψ, (u0, α0, α1) 7→ (u(t), α(t),
∂α

∂t
(t)),

est aussi dissipative.

Remarque 2.2. Il résulte de (5.81) et (5.82) que la famille d’opérateurs S(t) est

formellement associée aux équations suivantes (qui correspondent à (u, α,
∂α

∂t
) :

∂u

∂t
−∆u+ gN(u) =

∂α

∂t
, (5.102)

∂2α

∂t2
+
∂α

∂t
−∆α = −∂u

∂t
− u+

d < u >

dt
+ < u >, (5.103)

∂α

∂t
=

∂α

∂t
− < u > +exp (−t)(< u0 + α1 >). (5.104)

Mais ce système est nonautonome et donc la famille d’opérateurs S(t) ne forment
pas une famille de semi-groupes. On se restreint alors à l’hyperplan :

Φ0 = {φ = (ϕ1, ϕ2, ϕ3) ∈ Φ, < ϕ1 + ϕ3 >= 0}.

Donc on a conservation de l’enthalpie et S(t) est une famille de semi-groupes,
(5.104) s’écrit alors :

∂α

∂t
=
∂α

∂t
− < u > . (5.105)

On commence à donner le
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Théorème 2.3. Sous les hypothèses du Théorème 1.2, le semi-groupe S(t), t ≥ 0,
est dissipatif sur Φ0. Autrement dit, le semi-groupe S(t), t ≥ 0, possède un ensemble
borné absorbant B′

0 dans Φ0.

Démonstration: On prend les données initiales (u0, α0, α1) dans un borné de
F. Disons que, pour tout R0 > 0, on a (u0, α0, α1) ∈ BR0 , BR0 étant la boule de F
de centre 0 et de rayon R0.

La relation (5.93) donne en particulier :

dE2

dt
+ cE2 ≤ c

′

. (5.106)

Le lemme de Gronwall appliqué à (5.106) donne

E2(t) ≤ E2(0) exp (−ct) + c
′′

, ∀t ≥ 0. (5.107)

Par (5.95) et le fait que les données initiales sont dans un borné, l’estimation (5.107)
devient

E2(t) ≤ µ0 exp (−ct) + c
′′

, (5.108)

avec µ0 = µ0(R0) > 0.

Soit maintenant C0 > 0 assez grand pour que

µ0 exp (−ct) + c
′′ ≤ C0.

On a alors que la boule de centre 0 et de rayon C0 est un ensemble borné absorbant
pour le semi-groupe S(t)(t ≥ 0). En d’autres termes,

‖ u ‖2H1(Ω) + ‖ α ‖2H1(Ω) + ‖ ∂α
∂t

‖2≤ C0, ∀t ≥ t0, (5.109)

avec t0 = t0(R0) := max{0,−1

c
log(

C0 − c

µ0

)}. ✷

Conçernant la dissipativité de S(t) dans Ψ0, on a le résultat suivant,

Théorème 2.4. Sous les hypothèses du Théorème 1.3, le semi-groupe S(t) est dis-
sipatif sur Ψ0. Autrement dit, S(t), t ≥ 0 possède un ensemble borné absorbant B′

1

dans Ψ0.

Démonstration: On prend les données initiales dans un borné de F1. Disons
que pour tout R1 > 0, on a (u0, α0, α1) ∈ BR1 , BR1 étant la boule de F1 de centre 0
et de rayon R1. La relation (5.96) donne en particulier

dE6

dt
+ cE6(t) ≤ c

′

, (5.110)

le lemme de Gronwall et le fait que les données initiales sont dans un borné, donnent

E6(t) ≤ µ1 exp (−ct) + c
′′

. (5.111)
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Soit C1 > 0 assez grand pour que

µ1 exp (−ct) + c
′′ ≤ C1.

On a alors

‖ ∂u
∂t

‖2 + ‖ α ‖2H2(Ω) + ‖ ∂α
∂t

‖2H1(Ω)≤ C1, ∀t ≥ t1, (5.112)

avec t1 = max{0,−1

c
ln(

C1 − c
′′

µ1

)}.

Par (5.109) et (5.112), en posant t2 = max(t0, t1), on déduit de (5.99) que

‖ u(t) ‖2H2(Ω)≤ C2, ∀t ≥ t2, (5.113)

d’où le théorème. ✷

Le théorème suivant donne l’existence d’un borné absorbant pour le terme non
linéaire gN(u) dans le problème (5.1)-(5.4).

Théorème 2.5. Il existe une constante C3 telle que

‖ gN(u(t)) ‖2≤ C3, ∀t ≥ t2. (5.114)

Démonstration: On multiplie (5.1) par gN(u), et par (5.9) on aura

‖ gN(u) ‖2≤ c(‖ ∇u ‖2 + ‖ ∂u
∂t

‖2 + ‖ ∂α
∂t

‖2). (5.115)

Par (5.109),(5.112), la relation (5.115) donne (5.114). ✷

Par (5.113), on a
u ∈ L∞(t2,+∞, H2(Ω)), (5.116)

en associant (5.100) et (5.116), on a alors que

u ∈ L∞(R+, H2(Ω)). (5.117)

De la même manière, on démontre que

∂u

∂t
∈ L∞(R+, L2(Ω)), α ∈ L∞(R+, H2(Ω))

et
∂α

∂t
∈ L∞(R+, H1(Ω)).
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Chapitre 6

Attracteurs pour un modèle de

champ de phase de type Caginalp

avec un terme logarithmique

Ce chapitre est consacré à l’étude du problème de champ de phase avec un terme
logarithmique vu dans le chapitre 4, mais considéré ici avec conditions aux limites
de type Neumann homogènes. Nous considérons alors le problème (P

′

) suivant :

∂u

∂t
−∆u+ g(u) =

∂α

∂t
, (6.1)

∂2α

∂t2
+
∂α

∂t
−∆α = −∂u

∂t
− u, (6.2)

∂u

∂ν
=
∂α

∂ν
= 0, (6.3)

u(0) = u0, α(0) = α0,
∂α

∂t
(0) = α1, (6.4)

où, comme précédemment, u est le paramètre d’ordre, α est la variable de déplace-
ment thermique, Ω ⊂ R

n, un domaine borné régulier (à préciser la dimension dans
la suite) et ∂Ω désigne le bord régulier.

Le potentiel g est défini comme suit :

g(s) = −2κ0s+ κ1 ln(
1 + s

1− s
), s ∈ (−1,+1), 0 < κ1 < κ0. (6.5)

On voit que g vérifie

g est de classe C∞ et g(0) = 0, (6.6)

− c0 ≤ G(s) ≤ g(s)s+ c0, c0 ≥ 0, s ∈ (−1,+1), (6.7)

où G(s) =
∫ s

0
g(τ)dτ et

g
′

(s) ≥ −λ, s ∈ (−1,+1), λ > 0. (6.8)

On considère de plus, dans le cadre de notre problème, les espaces suivants :

F2 = H3(Ω)2 ×H2(Ω) et F3 = H4(Ω)2 ×H3(Ω).
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Notons que

ϕ 7−→ (‖ ∇∆ϕ ‖2 + < ϕ >2)
1
2

et

ϕ 7−→ (‖ ∆2ϕ ‖2 + < ϕ >2)
1
2

sont des normes dans H3(Ω) et H4(Ω) respectivement, qui sont équivalentes aux
normes usuelles.

On notera dans la suite c, c
′

et c
′′

des constantes positives qui pourront varier d’une
ligne à l’autre et quelques fois dans la même ligne.

La première section traite le problème (6.1)-(6.4) avec Ω ⊂ R
n, n = 1, 2 et 3.

1 Semi-groupe et dissipativité

Rappelons l’espace K définit au chapitre 4, comme suit

K = {ϕ ∈ L2(Ω),−1 ≤ ϕ ≤ 1 p.p. dans Ω},

et de même on approche le logarithmique g par gN où gN est un polynôme de degré
impair défini par (5.5), on obtient alors le problème (P

′

N) suivant

∂uN
∂t

−∆uN + gN(uN) =
∂αN

∂t
, (6.9)

∂2αN

∂t2
+
∂αN

∂t
−∆αN = −∂uN

∂t
− uN , (6.10)

∂uN
∂ν

=
∂αN

∂ν
= 0, (6.11)

uN(0) = u0, αN(0) = α0,
∂αN

∂t
(0) = α1. (6.12)

D’après le chapitre précédent, on rappelle le Théorème suivant conçernant le pro-
blème (P

′

N).

Théorème 1.1. Pour (u0, α0, α1) ∈ F, le problème (6.9)-(6.12) admet une unique

solution (uN , αN ,
∂αN

∂t
) avec uN ∈ L∞(R+, H1(Ω))∩L2(0, T,H2(Ω)),

∂uN
∂t

∈ L2(Ω×

(0, T )), αN ∈ L∞(R+, H1(Ω)), αN ∈ L∞(0, T,H1(Ω)) et
∂αN

∂t
∈ L∞(R+, L2(Ω)),

∀T > 0.

Rappelons que pour ϕ ∈ K on a GN(ϕ) ≤ G(ϕ), on prend donc dans toute la
suite u0 ∈ K.

1.1 Existence et unicité.

On construit la solution du problème (P
′

) comme étant la limite lorsque N →
+∞ de la solution du problème (P

′

N). Plus précisement on démontre le résultat
suivant.
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Théorème 1.2. Soit (u0, α0, α1) ∈ FK = (K ∩ H1(Ω)) × H1(Ω) × L2(Ω), alors le
problème (6.1)-(6.4) admet au moins une solution (u, α, ∂α

∂t
) avec

(u, α) ∈ L∞(R+, H1(Ω)2), (u,
∂u

∂t
) ∈ L2(0, T,H2(Ω)× L2(Ω)),

α ∈ L∞(0, T,H1(Ω)) et
∂α

∂t
∈ L∞(R+, L2(Ω)), ∀T > 0.

De plus ∀t > 0, ‖ u(t) ‖L∞(Ω)≤ 1, l’ensemble {x ∈ Ω/|u(x, t)| = 1} est de mesure
nulle.

Démonstration: En remplaçant (u, α) par (uN , αN) dans (5.93)-(5.95), on
écrit :

dE2N

dt
+ c(E2N+ ‖ ∆uN ‖2 + ‖ ∂uN

∂t
‖2) ≤ c

′

, c > 0, (6.13)

où

E2N =‖ uN ‖2 + ‖ ∇uN ‖2 +2
∫

Ω
GN(uN)dx+ ‖ ∇αN ‖2 + ‖ ∂αN

∂t
‖2

+ǫ2(‖ ∇αN ‖2 + ‖ ∂αN

∂t
‖2 +ǫ1 ‖ αN ‖2 +2ǫ1((

∂αN

∂t
, αN))) + ǫ3 ‖ ∇uN ‖2,

(6.14)
satisfait

c(‖ uN ‖2H1(Ω) +
∫

Ω
GN(uN)dx+ ‖ αN ‖2H1(Ω) + ‖ ∂αN

∂t
‖2)− c

′ ≤ E2N

≤ c
′′

(‖ uN ‖2H1(Ω) +
∫

Ω
GN(uN)dx+ ‖ αN ‖2H1(Ω) + ‖ ∂αN

∂t
‖2) + c

′′′

c, c
′′

> 0 et c
′

, c
′′′ ≥ 0.

(6.15)
On applique le lemme de Gronwall à (6.13), on a

E2N(t) ≤ E2N(0) exp (−ct) + c
′

, (6.16)

la relation (6.16) implique en particulier que

E2N(t) ≤ E2N(0) + c
′

. (6.17)

Ainsi par (6.15) on aura

sup
t∈[0,T ]

{‖ uN(t) ‖2H1(Ω) + ‖ αN(t) ‖2H1(Ω) + ‖ ∂αN

∂t
(t) ‖2} ≤ c, (6.18)

où c est une constante qui ne dépend pas de N.

En faisant tendre N vers +∞ et en considérant une sous suite, on a par l’estimation
(6.18)

uN
∗
⇀ u faiblement étoile dans L∞(0, T,H1(Ω)), (6.19)

αN
∗
⇀ α faiblement étoile dans L∞(0, T,H1(Ω)), (6.20)

et
∂αN

∂t
∗
⇀

∂α

∂t
faiblement étoile dans L∞(0, T, L2(Ω)). (6.21)
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On intègre (6.13) entre 0 et t, on a

E2N(t) +

∫ t

0

(‖ ∆uN ‖2 + ‖ ∂uN
∂t

‖2)ds ≤ c, ∀t ∈ [0, T ], c ≥ 0, (6.22)

la constante c est bien sûr indépendante de N . Il en découle que

∂uN
∂t

⇀
∂u

∂t
faiblement dans L2(0, T, L2(Ω)), (6.23)

∆uN ⇀ ∆u faiblement dans L2(0, T, L2(Ω)). (6.24)

La relation (6.16) donne en particulier

‖ uN(t) ‖2≤ E2N(0) exp (−ct) + c
′

, c > 0, (6.25)

donc
< uN >2≤ E2N(0) exp (−ct) + c

′

, c > 0. (6.26)

En remplaçant H par HN dans (5.82), on écrit

< HN(t) >= exp (−t) < HN(0) >, (6.27)

qui peut s’écrire sous la forme

d < αN >

dt
(t) = exp (−t) < HN(0) > − < uN(t) > . (6.28)

On intègre (6.28) entre 0 et t, on a

< αN(t) >=< α0 > + < HN(0) > (1− exp (−t))−
∫ t

0

< uN(s) > ds, (6.29)

donc par (6.25), on déduit

< αN(t) >
2≤ c(E2N(0)+ ‖ α0 ‖2) + c

′

t2. (6.30)

En utilisant la norme équivalente dans H1(Ω) on aura

sup
t∈[0,T ]

‖ αN ‖2H1(Ω)≤ c, (6.31)

où c est une constante indépendante de N. Donc on a

αN
∗
⇀ α faiblement étoile dans L∞(0, T,H1(Ω)). (6.32)

Par (5.115), on écrit

‖ gN(uN) ‖2≤ c(‖ ∇uN ‖2 + ‖ ∂uN
∂t

‖2 + ‖ ∂αN

∂t
‖2). (6.33)

On intègre (6.33) entre 0 et t, par (6.19),(6.21) et (6.23) on aura :

‖ gN(uN) ‖2L2(Q)≤ c, (6.34)
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où c est indépendante de N.

Par (6.34), on a pour une suite extraite

gN(uN)⇀ g∗ faiblement dans L2(Q). (6.35)

Donc lorsque N −→ +∞ dans (6.9), on déduit de (6.23),(6.24),(6.35) et (6.21) que

(u, α,
∂α

∂t
) vérifie :

∂u

∂t
−∆u+ g∗ =

∂α

∂t
dans L2(Q). (6.36)

De (6.10) on déduit (on pose βN =
∂αN

∂t
) :

<
∂βN
∂t

+
∂αN

∂t
, χ > + < ∇αN ,∇χ >= − <

∂uN
∂t

+ uN , χ >, ∀χ ∈ D((0, T )× Ω),

où <. , .> désigne le crochet de dualité entre D′

((0, T )× Ω) et D((0, T )× Ω).

Donc lorsque N −→ +∞ on déduit de (6.19),(6.21),(6.23) et (6.32) :

∂2α

∂t2
+
∂α

∂t
−∆α = −∂u

∂t
− u dans L2(Q). (6.37)

De plus d’après SIMON (voir [19]), (6.19),(6.23) d’une part et les relations (6.21),(6.32)
d’autre part impliquent lorsque N −→ +∞ :

uN −→ u dans C([0, T ], L2(Ω)), (6.38)

αN −→ α dans C([0, T ], L2(Ω)). (6.39)

Donc en particulier on aura u(x, 0) = u0 et α(x, 0) = α0 dans Ω.

Démontrons finalement que
∂α

∂t
(x, 0) = α1 :

On déduit de (6.21) que
∂αN

∂t
∈ L2(0, T ;H−1(Ω)), d’autre part on a

∂βN
∂t

∈ L2(0, T ;H−1(Ω)), par suite

∂αN

∂t
∈ C([0, T ], H−1(Ω)),

donc d’après le théorème de Strauss on aura
∂αN

∂t
∈ CW ([0, T ], L2(Ω)) par suite il

existe une sous suite
∂αµ

∂t
∈ CW ([0, T ], L2(Ω)) telle qu’en particulier lorsque µ →

+∞ on a
∂αµ

∂t
(0)⇀

∂α

∂t
(0) faiblement dans L2(Ω).

Or
∂αµ

∂t
(0) → α1 dans L2(Ω), on déduit alors le résultat.

Des convergences (6.19),(6.20),(6.21),(6.23) et (6.32), on a écrit

u ∈ L∞(0, T,H1(Ω)) et
∂u

∂t
∈ L2(0, T, L2(Ω)),
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α ∈ L∞(0, T,H1(Ω)), α ∈ L∞(0, T,H1(Ω)) et
∂α

∂t
∈ L∞(0, T, L2(Ω)).

On conclut par le Théorème de Lions que

u, α ∈ C([0, T ], L2(Ω)).

Alors (u, α,
∂α

∂t
) vérifie

∂u

∂t
−∆u+ g∗ =

∂α

∂t
dans L2(Q), (6.40)

∂2α

∂t2
+
∂α

∂t
−∆α = −∂u

∂t
− u dans L2(Q), (6.41)

∂u

∂ν
=
∂α

∂ν
= 0 sur ∂Ω× (0, T ), (6.42)

u(0) = u0, α(0) = α0,
∂α

∂t
(0) = α1 dans Ω. (6.43)

On va demontrer maintenant que l’ensemble {x ∈ Ω, |u(x, t)| = 1} a une me-
sure nulle. Pour cela on va utiliser la méthode utilisée par Debussche et Dettori
(voir [9], [14] et [15]).

On choisit un η petit arbitraire qui appartient à (0, 1) et ∀t ∈ (0, T ) on pose

EN
η (t) = {x ∈ Ω/|uN(x, t)| > 1− η}.

Soit |EN
η (t)| la mesure de EN

η , on a |EN
η (t)| = mes(EN

η (t)) =
∫

EN
η (t)

dx et χN
η (t) sa

fonction caractéristique définie par :

χN
η (x, t) =

{

1 , si x ∈ EN
η (t),

0 , ailleurs.

On intègre (6.13) entre t et t+ r, on a

E2N(t+ r)+

∫ t+r

t

(E2N+ ‖ ∂uN
∂t

‖2)ds ≤ c
′

(r)+E2N(t), ∀t ≥ 0, ∀r > 0. (6.44)

Pour continuer la démonstration du théorème on énonce les deux lemmes suivants.

Lemme 1.3. Il existe une constante positive c telle que pour tout r > 0 on a

‖ ∂uN
∂t

(t) ‖2≤ c(
1

r
+ 1)(E2N(0) + 1), ∀t ≥ r > 0. (6.45)

Preuve: En remplaçant dans (5.68), (u, α) par (uN , αN), on écrit

d

dt
‖ ∂uN

∂t
‖2 + ‖ ∇∂uN

∂t
‖2 ≤ c

(

‖ uN ‖2 + ‖ ∇αN ‖2 + ‖ ∂uN
∂t

‖2 + ‖ ∂αN

∂t
‖2

)

≤ c
(

‖ uN ‖2 + ‖ αN ‖2H1(Ω) + ‖ ∂uN
∂t

‖2 + ‖ ∂αN

∂t
‖2

)

.

(6.46)
Par (6.15),(6.16) et (6.44), on applique le lemme de Gronwall uniforme à (6.46) et
donc on déduit que ∀s > 0 on a

‖ ∂uN
∂t

(t+ s) ‖2≤ c(
1

s
+ 1)(E2N(0) + 1), ∀t ≥ 0, (6.47)

ce qui complète la preuve de (6.45). ✷
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Lemme 1.4. Il existe une constante c telle que pour tout r > 0 on a

‖ gN(uN(t)) ‖2≤ c(
1

r
+ 1)(E2N(0) + 1), ∀t ≥ r > 0. (6.48)

Preuve: Par (6.15), on conclut de (6.17) que

‖ ∇uN(t) ‖2 + ‖ ∂αN

∂t
(t) ‖2≤ E2N(0) + c

′

, ∀t ≥ r > 0. (6.49)

Par (6.45) et (6.49), on obtient de (6.33) la relation (6.48). ✷

Par (6.48) on écrit,

‖ gN(uN) ‖2≤
c

t
(1 + t)(E2N(0) + 1),

implique
t ‖ gN(uN) ‖2≤ c(1 + t)(E2N(0) + 1),

donc
t ‖ gN(uN(t)) ‖2≤ c(T + 1), ∀t ∈ (0, T ). (6.50)

Par suite on a

{

∫

EN
η (t)

g2N(uN)dx
}

1
2 ≥ |EN

η (t)| 12 .
{

Infx∈EN
η (t)

(

∑N
k=0

(uN(x))
2k+1

2k + 1

)2} 1
2

≥ |EN
η (t)| 12 .Infx∈EN

η (t)

∑N
k=0

|uN(x)|2k+1

2k + 1

≥ |EN
η (t)| 12 .∑N

k=0

(1− η)2k+1

2k + 1
,

ce qui implique que

|EN
η (t)| 12 ≤ C

√
t
∑N

k=0

(1− η)2k+1

2k + 1

. (6.51)

Lorsque N −→ +∞, on déduit de (6.38),(6.51) et du lemme de Fatou que

|Eη(t)| =
∫

Ω
χη(t)dx ≤

∫

Ω
lim infN→+∞ χN

η (t)dx ≤ lim infN→+∞

∫

Ω
χN
η (t)dx

≤ lim inf |EN
η (t)|

≤ 4C

t ln2
(2− η

η

)

,

avec |Eη(t)| et χη(t) désignent respectivement la mesure de l’ensemble
{x ∈ Ω, |u(x, t)| > 1− η} et sa fonction caractéristique.

Lorsque η → 0 on obtient ∀t ∈ (0, T ),

mes{x ∈ Ω, |u(x, t)| ≥ 1} = 0. (6.52)

De plus par (6.38),(6.52) on a, lorsque N → +∞ que ∀t ∈ (0, T ) :

gN(uN(t)) −→ g(u(t)) p.p. dans Ω. (6.53)
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Par (6.34),(6.53) et Lions ( [13], lemme 1.3, p.12), on a

gN(uN)⇀ g(u) faiblement dans L2(Q). (6.54)

Finalement par (6.35) et (6.54) on obtient que

g∗ = g(u),

d’où le théorème. ✷

Conçernant l’unicité de la solution du problème (P
′

), on énonce le théorème
suivant

Théorème 1.5. Sous les hypothèses du Théorème 1.2, avec (6.8), le problème (6.1)-
(6.4) admet une solution unique avec la régularité ci-dessus.

Démonstration: On prend deux solutions (u(1), α(1)) et (u(2), α(2)) du problème
(P

′

) de mêmes conditions initiales et de même moyenne spatiale. On pose

(u, α) = (u(1), α(1))− (u(2), α(2)).

Alors (u, α) vérifie :

∂u

∂t
−∆u+ g(u(1))− g(u(2)) =

∂α

∂t
, (6.55)

∂2α

∂t2
+
∂α

∂t
−∆α = −u− ∂u

∂t
, (6.56)

∂u

∂ν
=
∂α

∂ν
= 0, (6.57)

u(0) = α(0) =
∂α

∂t
(0) = 0. (6.58)

On multiplie (6.55) par u et on intègre sur Ω, par (6.8) on a

1

2

d

dt
‖ u ‖2 + ‖ ∇u ‖2≤ λ ‖ u ‖2 +((

∂α

∂t
, u)),

en utilisant l’inégalité |((v, w))| ≤ c ‖ v ‖H1(Ω) . ‖ w ‖H−1
N

(Ω) on obtient

d

dt
‖ u ‖2 + ‖ ∇u ‖2≤ c(‖ u ‖2 + ‖ ∂α

∂t
‖2
H−1

N
(Ω)

). (6.59)

On intègre (6.56) entre 0 et t on aura

∂α

∂t
(t) + α(t)−∆

∫ t

0

α(s)ds = −
∫ t

0

u(s)ds− u(t). (6.60)

On multiplie (6.60) par (−∆)−1
N

∂α

∂t
(notons que <

∂α

∂t
>= 0) et on intègre sur Ω on

aura
d

dt

[

‖ α ‖2
H−1

N
(Ω)

+2((α,

∫ t

0

αds))
]

+ ‖ ∂α
∂t

‖2
H−1

N
(Ω)

≤ cT (‖ α ‖2 + ‖ u ‖2L2(0,t,L2(Ω)) + ‖ u ‖2), t ∈ [0, T ]. (6.61)
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On multiplie (6.60) par α et on intègre sur Ω on obtient

d

dt

[

‖ α ‖2 + ‖ ∇
∫ t

0

αds ‖2
]

+ ‖ α ‖2≤ cT (‖ u ‖2L2(0,t,L2(Ω)) + ‖ u ‖2), t ∈ [0, T ].

(6.62)
On additionne (6.62) et δ1(6.61) avec δ1 > 0 assez petit on aura

d

dt

[

‖ α ‖2 + ‖ ∇
∫ t

0

αds ‖2 +δ1 ‖ α ‖2
H−1

N
(Ω)

+2δ1((α,

∫ t

0

αds))
]

+ c(‖ ∂α
∂t

‖2
H−1

N
(Ω)

+ ‖ α ‖2) ≤ cT (‖ u ‖2L2(0,t,L2(Ω)) + ‖ u ‖2). (6.63)

En particulier

‖ α ‖2 + ‖ ∇
∫ t

0

αds ‖2 +2δ1((α,

∫ t

0

αds)) ≥ c(‖ α ‖2 + ‖ ∇
∫ t

0

αds ‖2), c > 0.

(6.64)
On additionne (6.63) et δ2(6.59) avec δ2 > 0 assez petit on aura

dE

dt
≤ cT (E+ ‖ u ‖2L2(0,t,L2(Ω))), t ∈ [0, T ], (6.65)

avec

E(t) =‖ α ‖2 + ‖ ∇
∫ t

0

αds ‖2 +δ1 ‖ α ‖2
H−1

N
(Ω)

+2δ1((α,

∫ t

0

αds)) + δ2 ‖ u ‖2 .
(6.66)

Le lemme de Gronwall appliqué à (6.65) donne

E(t) ≤ exp (cT t)E(0) + c
′

T ‖ u ‖2L2(0,t,L2(Ω)),

or E(0) = 0 donc E(t) ≤ c
′

T ‖ u ‖2L2(0,t,L2(Ω)), t ∈ [0, T ],

en particulier
‖ u(t) ‖2≤ c

′

T ‖ u ‖2L2(0,t,L2(Ω)), t ∈ [0, T ], (6.67)

on applique de nouveau le lemme de Gronwall à (6.67) on aura

‖ u ‖2L2(0,t,L2(Ω))= 0, t ∈ [0, T ], (6.68)

par conséquent
E(t) ≤ 0, t ∈ [0, T ], (6.69)

on déduit alors l’unicité. ✷

Les théorèmes 1.2 et 1.5, nous amènent à considérer un semi-groupe S(t) pour
tout t ≥ 0, qui est défini sur FK de la façon suivante :

S(t) : FK → FK , S(t)(u0, α0, α1) = (u(t), α(t),
∂α

∂t
(t)), (6.70)

où (u(t), α(t),
∂α

∂t
(t)) est l’unique solution de (6.1)-(6.4).
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1.2 Estimations supplémentaires.

D’après le Théorème 1.2, on a obtenu l’existence d’une solution unique du pro-
blème (P

′

), on établit dans cette section des estimations supplémentaires sur cette
solution. Pour ce faire, on pose

Bu := −∆u+ u, avec D(B) = H2
N(Ω) = {u ∈ H2(Ω),

∂u

∂ν
= 0 sur ∂Ω}.

Par ailleurs , on pose ‖ u ‖1= ((B
1
2u,B

1
2u))

1
2 pour tout u ∈ H1(Ω) et on note que

cette norme est équivalente à la norme usuelle de H1(Ω).

On réécrit (6.1) sous la forme

∂u

∂t
+Bu+ f(u) =

∂α

∂t
, (6.71)

avec f(s) = g(s) − s, on a que f et g satisfaient les mêmes propriétés. On pose
F (s) =

∫ s

0
f(τ)dτ.

On multiplie (6.1) par u +
∂u

∂t
, (6.2) par

∂α

∂t
, en intégrant sur Ω et en sommant

les deux équations résultantes, par (6.7) on obtient

d

dt
(‖ u ‖2 + ‖ u ‖21 + 2

∫

Ω
F (u)dx+ ‖ ∂α

∂t
‖2 + ‖ ∇α ‖2)

+c(‖ u ‖21 +2
∫

Ω
F (u)dx + ‖ ∂α

∂t
‖2 + ‖ ∂u

∂t
‖2) ≤ c

′

, c > 0.
(6.72)

On réécrit (6.2) sous la forme

∂H

∂t
+H −∆α = 0, (6.73)

où

H = u+
∂α

∂t
.

On intègre (6.73) sur Ω. On obtient

d < H >

dt
+ < H >= 0. (6.74)

En particulier, on déduit de (6.74) que

< H(t) >= exp (−t) < H(0) >, (6.75)

donc
lim

t−→+∞
H(t) = 0. (6.76)

De plus, si < H(0) >= 0 c’est-à-dire < u0 +α1 >= 0, on a conservation de l’enthal-
pie,

< H(t) >= 0, ∀t ≥ 0. (6.77)

On a alors
∂H

∂t
+H −∆α = 0. (6.78)
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On multiplie (6.78) par
∂α

∂t
on obtient

d

dt
(‖ ∂α

∂t
‖2 + ‖ ∇α ‖2)+ ‖ ∂α

∂t
‖2≤ c(‖ u ‖2 + ‖ ∂u

∂t
‖2). (6.79)

On multiplie (6.78) par α on obtient

d

dt
(‖ α ‖2 +2((

∂α

∂t
, α)))+ ‖ ∇α ‖2≤ c(‖ u ‖2 + ‖ ∂u

∂t
‖2 + ‖ ∂α

∂t
‖2). (6.80)

On multiplie (6.80) par δ3 et on additionne le résultat avec (6.79) on obtient

d

dt
(‖ ∇α ‖2 + ‖ ∂α

∂t
‖2 + δ3 ‖ α ‖2 +2δ3((

∂α

∂t
, α))) + c(‖ ∂α

∂t
‖2 + ‖ ∇α ‖2)

≤ c
′

(‖ u ‖2 + ‖ ∂u
∂t

‖2), c > 0,

(6.81)
où δ3 > 0 assez petit de telle façon qu’on obtient en particulier

‖ ∂α
∂t

‖2 +δ3 ‖ α ‖2 +2δ3((
∂α

∂t
, α)) ≥ c(‖ α ‖2 + ‖ ∂α

∂t
‖2), c > 0, (6.82)

on multiplie ensuite (6.81) par δ4 et on additionne le resultat avec (6.72) où δ4 > 0
assez petit pour obtenir

dE1

dt
+ c(E1+ ‖ ∂u

∂t
‖2) ≤ c

′

, c > 0, (6.83)

où

E1 =‖ u ‖2 + ‖ u ‖21 + 2
∫

Ω
F (u)dx+ ‖ ∇α ‖2 + ‖ ∂α

∂t
‖2

+δ4(‖ ∇α ‖2 + ‖ ∂α
∂t

‖2 + δ3 ‖ α ‖2 +2δ3((
∂α

∂t
, α))).

(6.84)

On multiplie maintenant (6.1) par −∆u, en utilisant (6.8), on aura

d

dt
‖ ∇u ‖2 + ‖ ∆u ‖2≤ c(‖ ∇u ‖2 + ‖ ∂α

∂t
‖2). (6.85)

Multiplions (6.85) par δ5 assez petit et additionnons le résultat avec (6.83) on obtient

dE2

dt
+ c(E2+ ‖ ∆u ‖2 + ‖ ∂u

∂t
‖2) ≤ c

′

, c > 0, (6.86)

où
E2 = E1 + δ5 ‖ ∇u ‖2, (6.87)

satisfait

c(‖ u ‖2H1(Ω) +
∫

Ω
F (u)dx+ ‖ α ‖2H1(Ω) + ‖ ∂α

∂t
‖2)− c

′ ≤ E2

≤ c
′′

(‖ u ‖2H1(Ω) +
∫

Ω
F (u)dx+ ‖ α ‖2H1(Ω) + ‖ ∂α

∂t
‖2) + c

′′′

c, c
′′

> 0 et c
′

, c
′′′ ≥ 0.

(6.88)
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Le lemme de Gronwall appliqué à (6.86) donne

E2(t) ≤ E2(0) exp (−ct) + c
′

, c > 0, (6.89)

où c et c
′

sont indépendantes des données initiales.

En particulier, (6.89) donne

‖ u(t) ‖2≤ E2(0) exp (−ct) + c
′

, c > 0. (6.90)

On peut réécrire (6.75) sous la forme

d < α >

dt
(t) = exp (−t) < H(0) > − < u(t) >, (6.91)

qui donne

< α(t) >=< α0 > + < H(0) > (1− exp (−t))−
∫ t

0

< u(s) > ds, (6.92)

donc par (6.90), on aura

< α(t) >2≤ c(E2(0)+ ‖ α0 ‖2) + c
′

t2. (6.93)

La relation (6.93) montre que α n’est pas dissipative mais α est dissipative (voir
chapitre précédent). Pour étudier la dissipativité on introduit les espaces suivants :

F
′

K = (K ∩H2(Ω))×H2(Ω)×H1(Ω),

FK = (K ∩H1(Ω))×H1(Ω)× L2(Ω), F
′

K = (K ∩H2(Ω))×H2(Ω)×H1(Ω),

F0K = {φ = (ϕ1, ϕ2, ϕ3) ∈ FK , < ϕ1 + ϕ3 >= 0},
de même on définit l’espace F

′

0K .

1.3 Ensembles absorbants et Régularité.

Dans cette section, on prouve tout d’abord l’existence d’ensembles bornés absor-
bants pour le semi-groupe S(t), t ≥ 0, associé au problème (P

′

), dans l’espace F0K .
Ensuite on énonce un théorème de régularités supplémentaires pour les solutions,
qui va nous permettre d’étudier la dissipativité sur F

′

0K .

On commence à énoncer le

Théorème 1.6. Sous les hypothèses du Théorème 1.5, le semi-groupe S(t), t ≥ 0,
est dissipatif sur F0K . En d’autres termes, le semi-groupe S(t), t ≥ 0, possède un
ensemble borné absorbant B′

2 dans F0K .

Démonstration: On prend les données initiales (u0, α0, α1) dans un borné de
F. Càd, pour tout R2 > 0, on a (u0, α0, α1) ∈ BR2 , BR2 étant la boule de F de centre
0 et de rayon R2. La relation (6.86) donne en particulier

dE2

dt
+ cE2 ≤ c

′

, (6.94)
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on applique le lemme de Gronwall à (6.94), on a

E2(t) ≤ exp (−ct)E2(0) + c
′

, ∀t ≥ 0. (6.95)

Par (6.88) et le fait que les données initiales sont dans un borné, l’estimation (6.95)
devient

E2(t) ≤ ν0 exp (−ct) + c
′

, (6.96)

avec ν0 = ν0(R2) > 0. Soit C0 > 0 assez grand pour que

ν0 exp (−ct) + c
′ ≤ C0.

On a alors

‖ u(t) ‖2H1(Ω) + ‖ α(t) ‖2H1(Ω) + ‖ ∂α
∂t

‖2≤ C0, ∀t ≥ t0, (6.97)

avec t0 = t0(R2) := max{0,−1

c
log(

C0 − c
′

ν0
)}. ✷

On énonce dans la suite un théorème de régularités supplémentaires pour la
solution du problème (P

′

).

Théorème 1.7. On suppose vraie (6.8). Alors si les données initiales appartiennent
à F

′

K et g(u0) ∈ L2(Ω), le problème (P
′

) admet une unique solution telle que u ∈
L∞(R+, H2(Ω)),

∂u

∂t
∈ L∞(R+, L2(Ω)) ∩ L2(0, T,H1(Ω)), α ∈ L∞(0, T,H2(Ω)), α ∈

L∞(R+, H2(Ω)) et
∂α

∂t
∈ L∞(R+, H1(Ω)), ∀T > 0.

Démonstration: On note que
∂u

∂t
(0) = ∆u0 − g(u0) + α1.

On différencie (6.1) par rapport au temps et par (6.2) on a

∂

∂t
(
∂u

∂t
)−∆

∂u

∂t
+ g

′

(u)
∂u

∂t
= −∂α

∂t
+∆α− u− ∂u

∂t
. (6.98)

On multiplie (6.98) par
∂u

∂t
, l’inégalité de Hölder et (6.8) entraînent

d

dt
‖ ∂u
∂t

‖2 + ‖ ∇∂u

∂t
‖2 ≤ c

(

‖ u ‖2 + ‖ ∇α ‖2 + ‖ ∂u
∂t

‖2 + ‖ ∂α
∂t

‖2
)

≤ c
′

(

‖ u ‖2 + ‖ α ‖2H1(Ω) + ‖ ∂u
∂t

‖2 + ‖ ∂α
∂t

‖2
)

.

(6.99)

On multiplie (6.2) par −∆
∂α

∂t
et on intègre sur Ω, on a

d

dt
(‖ ∆α ‖2 + ‖ ∇∂α

∂t
‖2)+ ‖ ∇∂α

∂t
‖2≤ c(‖ ∇u ‖2 + ‖ ∇∂u

∂t
‖2). (6.100)

On multiplie finalement (6.2) par −∆α et on intègre sur Ω, on aura

1

2

d

dt
(‖ ∇α ‖2 +2((∇∂α

∂t
,∇α)))+ ‖ ∆α ‖2= ((u,∆α)) + ((

∂u

∂t
,∆α))+ ‖ ∇∂α

∂t
‖2
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ce qui donne

d

dt
(‖ ∇α ‖2 +2((∇∂α

∂t
,∇α)))+ ‖ ∆α ‖2≤ c(‖ u ‖2 + ‖ ∂u

∂t
‖2 + ‖ ∇∂α

∂t
‖2).
(6.101)

On somme (6.100) et ǫ4(6.102) où ǫ4 > 0 assez petit de telle sorte qu’on obtient en
particulier :

‖ ∇∂α

∂t
‖2 +ǫ4(‖ ∇α ‖2 +2((∇∂α

∂t
,∇α))) ≥ c(‖ ∇∂α

∂t
‖2 + ‖ ∇α ‖2), c > 0,

(6.102)
on obtient alors

dE3

dt
+ c(‖ ∇∂α

∂t
‖2 + ‖ ∆α ‖2) ≤ c

′

(‖ u ‖2H1(Ω) + ‖ ∂u
∂t

‖2H1(Ω)), c > 0, (6.103)

où

E3 =‖ ∆α ‖2 + ‖ ∇∂α

∂t
‖2 +ǫ4(‖ ∇α ‖2 +2((∇∂α

∂t
,∇α))). (6.104)

On somme ensuite (6.99) et ǫ5(6.103) où ǫ5 > 0 assez petit pour obtenir :

dE4

dt
+ c(‖ ∇∂u

∂t
‖2 + ‖ ∇∂α

∂t
‖2 + ‖ ∆α ‖2)

≤ c
′

(‖ u ‖2H1(Ω) + ‖ ∂u
∂t

‖2 + ‖ ∇α ‖2 + ‖ ∂α
∂t

‖2), c > 0, (6.105)

où

E4 =‖ ∂u
∂t

‖2 +ǫ5E3. (6.106)

On somme finalement (6.86) et ǫ6(6.105) où ǫ6 > 0 assez petit et on obtient :

dE5

dt
+ c(E5+ ‖ ∇∂u

∂t
‖2) ≤ c

′

, c > 0, (6.107)

avec
E5 = E2 + ǫ6E4, (6.108)

satisfait

c(‖ ∂α
∂t

‖2H1(Ω) + ‖ ∆α ‖2 + ‖ ∂u
∂t

‖2 + ‖ u ‖2H1(Ω) +

∫

Ω

G(u)dx

+ ‖ α ‖2H1(Ω) + ‖ ∂α
∂t

‖2)− c
′ ≤ E5 ≤ c

′′

(‖ ∂α
∂t

‖2H1(Ω) + ‖ ∆α ‖2

+ ‖ ∂u
∂t

‖2 + ‖ u ‖2H1(Ω) +
∫

Ω
G(u)dx+ ‖ α ‖2H1(Ω) + ‖ ∂α

∂t
‖2) + c

′′′

(6.109)
On multiplie maintenant (6.1) par −∆u, l’inégalité de Hölder et (6.8) donnent

‖ ∆u ‖2 ≤ c(‖ ∇u ‖2 + ‖ ∂u
∂t

‖2 + ‖ ∇∂α

∂t
‖2)

≤ c(‖ u ‖2H1(Ω) + ‖ ∂u
∂t

‖2 + ‖ ∂α
∂t

‖2H1(Ω)),
(6.110)

on déduit alors les régularités demandées. ✷
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Le Théorème 1.7 nous amène à définir le semi-groupe S(t), t ≥ 0 sur l’espace F
′

K .
On a alors

S(t) : F
′

K → F
′

K , S(t)(u0, α0, α1) = (u(t), α(t),
∂α

∂t
(t)), (6.111)

où (u(t), α(t),
∂α

∂t
(t)) est l’unique solution de (6.1)-(6.4).

Théorème 1.8. Sous les hypothèses du Théorème 1.7, le semi-groupe S(t), t ≥ 0

est dissipatif sur F
′

0K . En d’autres termes, S(t) possède un ensemble borné absorbant

B′

3 dans F
′

0K .

Démonstration: On prend les données initiales (u0, α0, α1) dans un borné de
F1, c’est-à-dire, pour tout R3 > 0, on a (u0, α0, α1) ∈ BR3 , BR3 étant la boule de F1

de centre 0 et de rayon R3. La relation (6.107) donne en particulier

dE5

dt
+ cE5 ≤ c

′

, c > 0, (6.112)

le lemme de Gronwall appliqué à (6.112) donne

E5(t) ≤ E5(0) exp (−ct) + c
′

. (6.113)

Par (6.109), l’estimation (6.113) devient

E5(t) ≤ ν1 exp (−ct) + c
′

, (6.114)

avec ν1 = ν1(R3) > 0. Soit maintenant C1 > 0 assez grand pour que

ν1 exp (−ct) + c
′ ≤ C1.

On a alors

‖ α(t) ‖2H2(Ω) + ‖ ∂α
∂t

‖2H1(Ω) + ‖ ∂u
∂t

‖2≤ C1, ∀t ≥ t1, (6.115)

avec t1 = t1(R3) := max{0,−1

c
log(

C1 − c
′

ν1
)}.

Finalement, par (6.97) et (6.115) et pour t2 = max(t0, t1), on déduit de (6.110)

‖ u(t) ‖2H2(Ω)≤ C2, ∀t ≥ t2, (6.116)

d’où le théorème. ✷

La section suivante traite le problème (6.1)-(6.4) avec Ω ⊂ R
n, n = 1, 2, en se

basant sur une propriété de séparation vérifiée par u.

2 Solutions et semi-groupes en dimension une et

deux.

On démontre ici l’existence et l’unicité des solutions du problème (P
′

) basées sur
une propriété de séparation stricte, en dimension une et deux, qui va nous permettre
de plus de prouver la dissipativité.
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2.1 Existence et unicité.

Vu qu’on ne considère pas ici l’ensemble K utilisé dans la section précédente, on
démontrera une propriété de séparation sticte afin de prouver le caractère bien posé
de notre problème. On a le

Théorème 2.1. Le champ de phase u satisfait la propriété de séparation stricte,
c’est-à-dire

‖ u(t) ‖L∞(Ω)≤ 1− δ, ∀t ≥ 0, (6.117)

où δ > 0 (à préciser selon la dimension).

Démonstration: On suppose à priori que ‖ u0 ‖L∞< 1 et ‖ u ‖L∞(Ω×R+)< 1.

On multiplie (6.86) par exp (cs), on a

d

ds
(exp (cs)E2(s)) + exp (cs)(‖ ∆u ‖2 + ‖ ∂u

∂t
‖2) ≤ c

′

exp (cs). (6.118)

On intègre (6.118) entre 0 et t, on aura

exp (ct)E2(t) +

∫ t

0

exp (cs)(‖ ∆u ‖2 + ‖ ∂u
∂t

‖2)ds ≤ c
′

exp (ct) + E2(0). (6.119)

On multiplie (6.119) par exp (−ct), par (6.88) on aura

‖ u(t) ‖2H1 + ‖ α(t) ‖2H1 + ‖ ∂α
∂t

(t) ‖2 +
∫ t

0
exp (−c(t− s))(‖ ∆u ‖2 + ‖ ∂u

∂t
‖2)ds

≤ Q(D(u0)+ ‖ u0 ‖2H1 + ‖ α0 ‖2H1 + ‖ α1 ‖2) exp (−ct) + c
′

, c > 0.
(6.120)

On multiplie (6.99) par exp (cs), on obtient

d

ds
(exp (cs) ‖ ∂u

∂t
‖2) + exp (cs) ‖ ∇∂u

∂t
‖2

≤ c
′

exp (cs)(‖ α ‖2H1 + ‖ ∂u
∂t

‖2 + ‖ ∂α
∂t

‖2 + ‖ u ‖2). (6.121)

On intègre (6.121) entre 0 et t, on a

exp (ct) ‖ ∂u
∂t

(t) ‖2 +
∫ t

0
exp (cs) ‖ ∇∂u

∂t
‖2 ds

≤ c
′
∫ t

0
exp (cs)(‖ α ‖2H1 + ‖ ∂u

∂t
‖2 + ‖ ∂α

∂t
‖2 + ‖ u ‖2)ds+ ‖ ∂u

∂t
(0) ‖2 .

(6.122)
On multiplie (6.122) par exp (−ct), on a

‖ ∂u
∂t

(t) ‖2 +
∫ t

0
exp (−c(t− s)) ‖ ∇∂u

∂t
‖2 ds

≤ c
′
∫ t

0
exp (−c(t− s))(‖ α ‖2H1 + ‖ ∂u

∂t
‖2 + ‖ ∂α

∂t
‖2 + ‖ u ‖2)ds

+exp (−ct) ‖ ∂u
∂t

(0) ‖2 .

(6.123)

Notons que

‖ ∂u
∂t

(0) ‖2≤ Q(D(u0)+ ‖ u0 ‖2H2 + ‖ α1 ‖2). (6.124)

122 2 Solutions et semi-groupes en dimension une et deux.



6 . Attracteurs pour un modèle de champ de phase de type Caginalp avec un terme
logarithmique

Par (6.120) et (6.124), la relation (6.123) donne

‖ ∂u
∂t

(t) ‖2 +
∫ t

0
exp (−c(t− s)) ‖ ∂u

∂t
‖2H1 ds

≤ Q(D(u0)+ ‖ u0 ‖2H2 + ‖ α0 ‖2H1 + ‖ α1 ‖2) exp (−ct) + c
′

, c > 0.
(6.125)

On réécrit (6.1) sous la forme d’une équation élliptique pour t ≥ 0 fixé,

−∆u+ g(u) = −∂u
∂t

+
∂α

∂t
, (6.126)

∂u

∂ν
= 0 sur Γ. (6.127)

On multiplie (6.126) par −∆u, (6.8) et les inégalités de Hölder et Young, avec ǫ > 0
assez petit tel que 1− ǫ > 0 donne

‖ ∆u ‖2≤ c
′

(‖ ∇u ‖2 + ‖ ∂u
∂t

‖2 + ‖ ∂α
∂t

‖2). (6.128)

Par (6.120) et (6.123) la relation (6.128) donne :

‖ u(t) ‖2H2≤ Q(D(u0)+ ‖ u0 ‖2H2 + ‖ α0 ‖2H1 + ‖ α1 ‖2) exp (−ct) + c
′

, c > 0.
(6.129)

La relation (6.107) donne en particulier

dE5

dt
+ cE5 ≤ c

′

, c > 0. (6.130)

On multiplie (6.130) par exp (cs), on a

d

ds
(exp (cs)E5(s)) ≤ c

′

exp (cs), (6.131)

on intègre (6.131) entre 0 et t, on a

exp (ct)E5(t)) ≤ c
′

exp (ct) + E5(0), (6.132)

on multiplie (6.132) par exp (−ct), par (6.109), on aura

‖ α(t) ‖2H2 + ‖ ∂α
∂t

(t) ‖2H1

≤ Q(D(u0)+ ‖ u0 ‖2H2 + ‖ α0 ‖2H2 + ‖ α1 ‖2H1) exp (−ct) + c
′

, c > 0. (6.133)

Par (6.125),(6.129) et (6.133) on écrit

‖ u(t) ‖2H2 + ‖ α(t) ‖2H2 + ‖ ∂α
∂t

(t) ‖2H1 + ‖ ∂u
∂t

(t) ‖2

+
∫ t

0
exp (−c(t− s)) ‖ ∂u

∂t
‖2H1 ds

≤ Q(D(u0)+ ‖ u0 ‖2H2 + ‖ α0 ‖2H2 + ‖ α1 ‖2H1) exp (−ct) + c
′

, c > 0.

(6.134)

En dimension une :- On réécrit (6.1) sous la forme

∂u

∂t
−∆u+ g(u) =

∂α

∂t
= f
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Par l’injection continue H1(Ω) ⊂ C(Ω), et (6.134), f satisfait :

‖ ∂α
∂t

‖2L∞≤ Q(D(u0)+ ‖ u0 ‖2H2(Ω) + ‖ α0 ‖2H2(Ω) + ‖ α1 ‖2H1(Ω)) exp (−ct)+c
′

, c > 0.

(6.135)
On déduit l’estimation suivante (voir chapitre 4) :

D(u(t))+ ‖ u(t) ‖2H2 + ‖ α(t) ‖2H2 + ‖ ∂α
∂t

(t) ‖2H1

+ ‖ ∂u
∂t

‖2 +
∫ t

0
exp (−c(t− s)) ‖ ∂u

∂t
‖2H1 ds

≤ Q(D(u0)+ ‖ u0 ‖2H2(Ω) + ‖ α0 ‖2H2(Ω) + ‖ α1 ‖2H1(Ω)) exp (−ct) + c
′

.

(6.136)
En particulier

‖ u(t) ‖L∞≤ 1− δ, ∀t ≥ 0, (6.137)

avec δ > 0 dépend de D(u0), ‖ u0 ‖H2(Ω), ‖ α0 ‖H2(Ω) et ‖ α1 ‖H1(Ω).

En dimension deux :- En répétant exactement pour le problème (6.1)-(6.4), les
estimations qui ont donné (4.144), on écrit

E6(t) ≤ c
′

∫ t

0

exp (−c(t− s))(‖ ∆u ‖2 + ‖ ∆
∂u

∂t
‖2)ds+ E6(0) exp (−ct). (6.138)

avec E6 satisfait

c(‖ ∆α ‖2 + ‖ ∇∆α ‖2 + ‖ ∆
∂α

∂t
‖2) ≤ E6 ≤ c

′

(‖ ∆α ‖2 + ‖ ∇∆α ‖2 + ‖ ∆
∂α

∂t
‖2).

(6.139)
Or par (6.134), on a

∫ t

0

exp (−c(t− s)) ‖ ∆u ‖2 ds

≤ Q(D(u0)+ ‖ u0 ‖2H2(Ω) + ‖ α0 ‖2H2(Ω) + ‖ α1 ‖2H1(Ω)) exp (−ct) + c
′

. (6.140)

On dérive (6.1) par rapport au temps et on écrit

∂

∂t
(
∂u

∂t
)−∆

∂u

∂t
= h, (6.141)

où

h = −∂α
∂t

+∆α− u− ∂u

∂t
− g

′

(u)
∂u

∂t
. (6.142)

En répétant les estimations qui ont donné (4.151), on a

‖ ∇∂u

∂t
‖2 +

∫ t

0
exp (−c(t− s)) ‖ ∆

∂u

∂t
‖2 ds

≤ c
′
∫ t

0
exp (−c(t− s))(‖ h ‖2 + ‖ ∇∂u

∂t
‖2)ds+ exp (−ct) ‖ ∇∂u

∂t
(0) ‖2 .

(6.143)

Lemme 2.2. ∀M > 0 :
∫

(t,t+1)×Ω

exp (M |g(u(x, t))|)dxdt

≤ Q(D(u0)+ ‖ u0 ‖2H2(Ω) + ‖ α0 ‖2H2(Ω) + ‖ α1 ‖2H1(Ω)) exp (−ct) + c
′

(6.144)

où c
′

est une constante qui dépend de M .
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Preuve: On reécrit (6.1) sous la forme :

∂u

∂t
−∆u+ g(u) = f. (6.145)

Par (6.134) on a

‖ f(t) ‖2H1≤ Q(D(u0)+ ‖ u0 ‖2H2(Ω) + ‖ α0 ‖2H2(Ω) + ‖ α1 ‖2H1(Ω)) exp (−ct) + c
′

.
(6.146)

On suppose (4.155) vérifiée et on fixe M > 0. On multiplie ensuite (6.145)
par g(u) exp (M |g(u)|) on obtient :

d

dt

∫

Ω

GM(u)dx+

∫

Ω

|∇u|2g′

(u)(1 +M |g(u)|) exp (M |g(u)|)dx

+

∫

Ω

|g(u)|2 exp (M |g(u)|)dx =

∫

Ω

f.g(u) exp (M |g(u)|)dx, (6.147)

où GM(s) =
∫ s

0
τ exp (M |τ |)dτ.

On intègre (6.147) entre t et t+ 1, on déduit alors
∫

(t,t+1)×Ω

|g(u)|2 exp (M |g(u)|)dxdt

≤ Q(D(u0)+ ‖ u0 ‖2H2 + ‖ α0 ‖2H2 + ‖ α1 ‖2H1) exp (−ct) + c
′

+

∫

(t,t+1)×Ω

|f |.|g(u)| exp (M |g(u)|)dxdt. (6.148)

En utilisant l’inégalité de Young et en choisissant N = N(M) assez grand (voir
chapitre 4), on trouve

|f |.|g(u)| exp (M |g(u)|) ≤ exp (N |f |) + 1

2
|g(u)|2 exp (M |g(u)|) + c, (6.149)

où c est constante qui dépend de M seulement .

On déduit alors de (6.148) et de (6.149) l’inégalité suivante :
∫

(t,t+1)×Ω

|g(u)|2 exp (M |g(u)|)dxdt

≤ Q(D(u0)+ ‖ u0 ‖2H2(Ω) + ‖ α0 ‖2H2(Ω) + ‖ α1 ‖2H1(Ω)) exp (−ct) + c
′

+ 2

∫

(t,t+1)×Ω

exp (N |f |)dxdt, (6.150)

où c
′

est une constante qui dépend de M seulement.

En utilisant l’inégalité d’Orlicz (voir (4.164)) et par (6.146), on a
∫

(t,t+1)×Ω

exp (N |f |)dxdt
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≤ Q(D(u0)+ ‖ u0 ‖2H2(Ω) + ‖ α0 ‖2H2(Ω) + ‖ α1 ‖2H1(Ω)) exp (−ct) + c
′

. (6.151)

En insérant (6.151) dans (6.150), on a
∫

(t,t+1)×Ω

|g(u)|2 exp (M |g(u)|)dxdt

≤ Q(D(u0)+ ‖ u0 ‖2H2(Ω) + ‖ α0 ‖2H2(Ω) + ‖ α1 ‖2H1(Ω)) exp (−ct) + c
′

, (6.152)

on déduit alors le résultat. ✷

Or on a
∫

(t,t+1)×Ω

|g′(s)|pdxdt ≤
∫

(t,t+1)×Ω

exp (cp|g(u)|+ c
′

p)dxdt. (6.153)

Par (6.144), on déduit de (6.153) que

‖ g′

(u) ‖Lp((t,t+1)×Ω)

≤ Q(D(u0)+ ‖ u0 ‖2H2(Ω) + ‖ α0 ‖2H2(Ω) + ‖ α1 ‖2H1(Ω)) exp (−ct) + c
′

. (6.154)

Donc h vérifie

‖ h ‖L2((t,t+1)×Ω)≤ Q(D(u0)+ ‖ u0 ‖2H2(Ω) + ‖ α0 ‖2H2(Ω) + ‖ α1 ‖2H1(Ω)) exp (−ct)+c
′

,
(6.155)

et on a
∫ t

0
ec(s−t) ‖ h ‖2 ds ≤ (par (6.155))

≤ Q(D(u0)+ ‖ u0 ‖2H2(Ω) + ‖ α0 ‖2H2(Ω) + ‖ α1 ‖2H1(Ω)) exp (−ct) + c
′

.
(6.156)

On a de plus

‖ ∇∂u

∂t
(0) ‖2≤ Q(D(u0)+ ‖ u0 ‖2H3(Ω) + ‖ α1 ‖2H1(Ω)). (6.157)

En insérant (6.156) et (6.157) dans (6.143) et par (6.136), on déduit

‖ ∂u
∂t

‖2H1 +
∫ t

0
exp (−c(t− s)) ‖ ∂u

∂t
‖2H2 ds

≤ Q(D(u0)+ ‖ u0 ‖2H3(Ω) + ‖ α0 ‖2H2(Ω) + ‖ α1 ‖2H1(Ω)) exp (−ct) + c
′

.
(6.158)

Par (6.136),(6.139),(6.140) et (6.158), on déduit de (6.138) :

‖ α(t) ‖2H3(Ω) + ‖ ∂α
∂t

(t) ‖2H2

≤ Q(D(u0)+ ‖ u0 ‖2H3(Ω) + ‖ α0 ‖2H3(Ω) + ‖ α1 ‖2H2(Ω)) exp (−ct) + c′. (6.159)

En regroupant les résultats précédents , on aura finalement

D(u(t))+ ‖ u ‖2H3 + ‖ α ‖2H3 + ‖ ∂α
∂t

‖2H2 + ‖ ∂u
∂t

‖2H1

+

∫ t

0

exp (−c(t− s)) ‖ ∂u
∂t

‖2H2 ds
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≤ Q(D(u0)+ ‖ u0 ‖2H3(Ω) + ‖ α0 ‖2H3(Ω) + ‖ α1 ‖2H2(Ω)) exp (−ct) + c
′

, c > 0.
(6.160)

Or H2(Ω) ⊂ C(Ω) injection continue en dimension deux, donc

‖ ∂α
∂t

‖2L∞≤ Q(D(u0)+ ‖ u0 ‖2H3(Ω) + ‖ α0 ‖2H3(Ω) + ‖ α1 ‖2H2(Ω)) exp (−ct) + c
′

.

(6.161)
On déduit alors la propriété de séparation comme dans le cas de dimension une, et
on aura

‖ u(t) ‖L∞≤ 1− δ, ∀t ≥ 0, (6.162)

avec δ > 0 dépend de D(u0), ‖ u0 ‖H3(Ω), ‖ α0 ‖H3(Ω) et ‖ α1 ‖H2(Ω),

d’où le Théorème. ✷

Ainsi, le paramètre d’ordre u est strictement séparé des phases pures ±1, et on
a le,

Théorème 2.3. (i) En dimension une, on suppose que

D(u0)+ ‖ u0 ‖2H2 + ‖ α0 ‖2H2 + ‖ α1 ‖2H1< +∞, D(u0) > 0. (6.163)

Donc le problème (6.1)-(6.4) possède une unique solution telle que

D(u(t))+ ‖ u(t) ‖2H2 + ‖ α(t) ‖2H2 + ‖ ∂α
∂t

(t) ‖2H1 + ‖ ∂u
∂t

‖2

+

∫ t

0

exp (−c(t− s)) ‖ ∂u
∂t

‖2H1 ds

≤ Q(D(u0)+ ‖ u0 ‖2H2(Ω) + ‖ α0 ‖2H2(Ω) + ‖ α1 ‖2H1(Ω)) exp (−ct) + c
′

, c > 0, t ≥ 0.
(6.164)

(ii) En dimension deux, on suppose que

D(u0)+ ‖ u0 ‖2H3 + ‖ α0 ‖2H3 + ‖ α1 ‖2H2< +∞, D(u0) > 0. (6.165)

Donc le problème (6.1)-(6.4) possède une unique solution telle que

D(u(t))+ ‖ u(t) ‖2H3 + ‖ α(t) ‖2H3 + ‖ ∂α
∂t

(t) ‖2H2 + ‖ ∂u
∂t

(t) ‖2H1

+

∫ t

0

exp (−c(t− s)) ‖ ∂u
∂t

‖2H2 ds

≤ Q(D(u0)+ ‖ u0 ‖2H3(Ω) + ‖ α0 ‖2H3(Ω) + ‖ α1 ‖2H2(Ω)) exp (−ct) + c
′

, c > 0, t ≥ 0.
(6.166)

Démonstration: Existence. Pour l’existence d’une solution du problème (6.1)-
(6.4), on régularise tout d’abord la fonction g par une fonction gδ de classe C1 définie
par :

gδ(s) =







g(−δ) + g
′

(−δ)(s+ δ) , s ∈ (−∞,−δ[,
g(s) , s ∈ [−δ, δ],

g(δ) + g
′

(δ)(s− δ) , s ∈]δ,+∞),
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où δ est la constante qui apparaît dans (6.117). On peut choisir −δ suffisemment
proche de -1, telle que

g(−δ) ≤ 0 et g
′

(−δ) ≤ 0.

On considère alors le même problème défini par (6.1)-(6.4) avec gδ à la place de g
et uδ au lieu de u, à savoir

(P
′

δ)







































∂uδ
∂t

−∆uδ + gδ(uδ) =
∂α

∂t
,

∂2α

∂t2
+
∂α

∂t
−∆α = −∂uδ

∂t
− uδ,

∂uδ
∂ν

=
∂α

∂ν
= 0,

uδ(0) = uδ0, α(0) = α0,
∂α

∂t
(0) = α1.

On a que gδ vérifie les conditions vérifiées par gN donc d’après le chapitre 5, on a

l’existence d’une solution régulière (uδ, αδ,
∂αδ

∂t
) pour le problème (P

′

δ). De plus, on

sait que le problème (P
′

) admet une solution si les fonctions gδ et Gδ satisfont les
mêmes propriétés que g et G (voir [21]). Pour cela on énonce le lemme suivant.

Lemme 2.4. On pose

Gδ =

∫ s

0

gδ(τ)dτ.

Les fonctions gδ et Gδ possèdent les propriétés suivantes :

g
′

δ(s) ≥ −λ et − c0 ≤ Gδ(s), ∀s ∈ R,

où c0 et λ sont les constantes positives qui apparaissent dans (6.7) et (6.8).

Preuve: On considère le cas s ∈ (−∞,−δ[ (les autres cas se traitent d’une façon
similaire), et on a

gδ(s) = g(−δ) + g
′

(−δ)(s+ δ).

Donc il est clair que

g
′

δ(s) = g
′

(−δ) ≥ −λ, ∀s ∈ (−∞,−δ[.

De plus on a
Gδ(s) =

∫ s

0
gδ(τ)dτ

=
∫ −δ

0
gδ(τ)dτ +

∫ s

−δ
gδ(τ)dτ

=
∫ −δ

0
g(τ)dτ +

∫ s

−δ
gδ(τ)dτ

= G(−δ)−
∫ −δ

s
gδ(τ)dτ

≥ −c0(car
∫ −δ

s
gδ(τ)dτ ≤ 0).

✷

Donc les estimations établies ci-dessus sont vraies ici. En particulier,

‖ uδ(t) ‖L∞≤ 1− δ, ∀t ≥ 0,

par suite,
gδ(uδ) = g(uδ),
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et uδ est également solution de (6.1)-(6.4).

Unicité. Soit
(

u(1), α(1), ∂α
(1)

∂t

)

et
(

u(2), α(2), ∂α
(2)

∂t

)

deux solutions du problème (P
′

),

avec
(

u
(1)
0 , α

(1)
0 , α

(1)
1

)

et
(

u
(2)
0 , α

(2)
0 , α

(2)
1

)

leurs données initiales respectivement. On
pose :

(

u, α,
∂α

∂t

)

=
(

u(1) − u(2), α(1) − α(2),
∂α(1)

∂t
− ∂α(2)

∂t

)

et
(

u0, α0, α1

)

=
(

u
(1)
0 − u

(2)
0 , α

(1)
0 − α

(2)
0 , α

(1)
1 − α

(2)
1

)

Alors (u, α, ∂α
∂t
) vérifie

∂u

∂t
−∆u+ g(u(1))− g(u(2)) =

∂α

∂t
, (6.167)

∂2α

∂t2
+
∂α

∂t
−∆α = −∂u

∂t
− u, (6.168)

∂u

∂ν
=
∂α

∂ν
= 0, (6.169)

u(0) = u0, α(0) = α0,
∂α

∂t
(0) = α1, (6.170)

ce qui équivaut à

∂u

∂t
−∆u+ l(t)u =

∂α

∂t
, (6.171)

∂2α

∂t2
+
∂α

∂t
−∆α = −∂u

∂t
− u, (6.172)

∂u

∂ν
=
∂α

∂ν
= 0, (6.173)

u(0) = u0, α(0) = α0,
∂α

∂t
(0) = α1, (6.174)

où l(t) =
∫ 1

0
g

′

(su(1)(t) + (1− s)u(2)(t))ds.

Or en dimension une, on a par (6.137) et pour tout t ≥ 0,

‖ u(i)(t) ‖L∞≤ 1− δi, δi = δi(D(u
(i)
0 ), ‖ u(i)0 ‖H2 , ‖ α(i)

0 ‖H2 , ‖ α(i)
1 ‖H1), i = 1, 2.

On prend δ0 = min (δ1, δ2), on déduit

‖ su(1)(t) + (1− s)u(2)(t) ‖L∞≤ 1− δ0, ∀ 0 ≤ s ≤ 1,

donc

‖ l(t) ‖L∞≤ C(= C(δ0)). (6.175)

Remarque 2.5. En dimension deux, on a

δi = δi(D(u
(i)
0 ), ‖ u(i)0 ‖H3 , ‖ α(i)

0 ‖H3 , ‖ α(i)
1 ‖H2), i = 1, 2.
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En répétant exactement les estimations qui ont donné (4.207)(voir chapitre 4),

c’est-à-dire en multipliant (6.171) par u+
∂u

∂t
et (6.172) par

∂α

∂t
, en intégrant ensuite

sur Ω, et en additionnant les équations résultantes, on obtient par (6.8) et (6.175)
l’estimation suivante

dE7

dt
≤ cE7, (6.176)

où

E7 =‖ u ‖2 + ‖ ∇u ‖2 + ‖ ∂α
∂t

‖2 + ‖ ∇α ‖2 . (6.177)

On applique le lemme de Gronwall à (6.176), on a

E7(t) ≤ exp (ct)E7(0). (6.178)

Par (6.177), la relation (6.178) donne en particulier

‖ u(t) ‖2≤ c
′

E7(0), (6.179)

où c
′

dépend de T et de δ0.

On intègre (6.172) sur Ω et en procédant comme dans le paragraphe 6.1.2, on aura

< H(t) >= exp (−t) < H(0) >, (6.180)

toujours avec H = u+
∂α

∂t
. Donc

d < α >

dt
(t) = exp (−t) < H(0) > − < u(t) > . (6.181)

On intègre (6.181) entre 0 et t, par (6.77) on a

< α(t) >=< α0 > −
∫ t

0

< u(s) > ds, (6.182)

Par (6.179) et l’inégalité de Cauchy-Schwarz, la relation (6.182) donne

< α(t) >2≤ cT (‖ u ‖2L2(Ω×(0,T )) +E7(0)+ ‖ α0 ‖2), t ∈ [0, T ]. (6.183)

Par (6.177), la relation (6.178) donne

‖ u(t) ‖2H1 + ‖ ∇α(t) ‖2 + ‖ ∂α
∂t

(t) ‖2 ≤ exp (ct)(‖ u0 ‖2H1 + ‖ ∇α0 ‖2 + ‖ α1 ‖2)
≤ c

′

(‖ u0 ‖2H1 + ‖ α0 ‖2H1 + ‖ α1 ‖2),
(6.184)

où c
′

dépend de T et de δ0.

On intègre (6.184) entre 0 et T, on aura en particulier

‖ u ‖2L2(Ω×(0,T ))≤ cT (‖ u0 ‖2H1 + ‖ α0 ‖2H1 + ‖ α1 ‖2), t ∈ [0, T ]. (6.185)

En insérant (6.185) dans (6.183) on obtient

< α(t) >2≤ c(‖ u0 ‖2H1 + ‖ α0 ‖2H1 + ‖ α1 ‖2), t ∈ [0, T ]. (6.186)
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En combinant (6.184) et (6.186) on a

‖ u(t) ‖2H1(Ω) + ‖ α(t) ‖2H1(Ω) + ‖ ∂α
∂t

(t) ‖2≤ c(‖ u0 ‖2H1(Ω) + ‖ α0 ‖2H1(Ω) + ‖ α1 ‖2),
(6.187)

où c dépend de T et de δ0.

Donc on déduit l’unicité ainsi que la dépendance continue des solutions par rap-
port aux données initiales. ✷

2.2 Notations.

Soit les espaces suivants

Φ = {(u, α, ∂α
∂t

) ∈ F1, ‖ u(t) ‖L∞(Ω)< 1},

Ψ = {(u, α, ∂α
∂t

) ∈ F2, ‖ u(t) ‖L∞(Ω)< 1}, .
D’après le Théorème 2.3 (i), on construit le semi-groupe continu

S(t) : Φ −→ Φ, (u0, α0, α1) → (u(t), α(t),
∂α

∂t
(t)), ∀t ≥ 0.

D’après le Théorème 2.3 (ii), on construit le semi-groupe continu

S(t) : Ψ −→ Ψ, (u0, α0, α1) → (u(t), α(t),
∂α

∂t
(t)), ∀t ≥ 0.

où (u, α,
∂α

∂t
) est l’unique solution de (P

′

).

En vue de la remarque 2.1, S(t) n’est pas dissipative ni dans Φ ni dans Ψ, on
pose alors

F1 = H2(Ω)×H2(Ω)×H1(Ω),

Φ = {(u, α, ∂α
∂t

) ∈ F1/ ‖ u ‖L∞< 1},

H3(Ω) = {ϕ ∈ H3(Ω), < ϕ >= 0},
F2 = H3(Ω)×H3(Ω)×H2(Ω),

Ψ = {(u, α, ∂α
∂t

) ∈ F2/ ‖ u ‖L∞< 1}.

Donc on aura que la famille d’opérateurs S(t) défini par :

S(t) : (u0, α0, α1) → (u(t), α(t),
∂α

∂t
(t)), ∀t ≥ 0,

est dissipative respectivement sur Φ et Ψ. En vue de la remarque 2.2, on introduit
de plus les espaces suivants :

Φ0 = {(u, α, ∂α
∂t

) ∈ Φ, < u+
∂α

∂t
>= 0},

et

Ψ0 = {(u, α, ∂α
∂t

) ∈ Ψ, < u+
∂α

∂t
>= 0}.

Donc S(t) est un semi-groupe dissipatif sur Φ0 et Ψ0 respectivement.

2 Solutions et semi-groupes en dimension une et deux. 131



6 . Attracteurs pour un modèle de champ de phase de type Caginalp avec un terme
logarithmique

2.3 Dissipativité

Théorème 2.6. le semi-groupe S(t), t ≥ 0, est dissipatif sur Φ0. En d’autres termes,
le semi-groupe S(t), t ≥ 0, possède un ensemble borné absorbant B1

R dans Φ0.

Démonstration: En prenant

D(u0)+ ‖ u0 ‖2H2(Ω) + ‖ α0 ‖2H2(Ω) + ‖ α1 ‖2H1(Ω)≤ R, R > 0, (6.188)

on obtient que B1
R est un ensemble borné absorbant pour S(t), où

B1
R = {(u, α, ∂α

∂t
) ∈ F1, D(u(t))+ ‖ u ‖2H2 + ‖ α ‖2H2 + ‖ ∂α

∂t
‖2H1≤ R}.

En effet, par (6.164) on a

D(u(t))+ ‖ u(t) ‖2H2 + ‖ α(t) ‖2H2 + ‖ ∂α
∂t

(t) ‖2H1≤ R, ∀t ≥ t2. (6.189)

où t2 := max{0,−1

c
log(

R− c
′

c(R)
)}.

✷

Théorème 2.7. le semi-groupe S(t), t ≥ 0, est dissipatif sur Ψ0. En d’autres termes,
le semi-groupe S(t), t ≥ 0, possède un ensemble borné absorbant B2

R dans Ψ0.

Démonstration: En prenant

D(u0)+ ‖ u0 ‖2H3(Ω) + ‖ α0 ‖2H3(Ω) + ‖ α1 ‖2H2(Ω)≤ R, R > 0, (6.190)

on obtient que B2
R est un ensemble borné absorbant pour S(t), où

B2
R = {(u, α, ∂α

∂t
) ∈ F2, D(u(t))+ ‖ u ‖2H3 + ‖ α ‖2H3 + ‖ ∂α

∂t
‖2H2≤ R}.

En effet, par (6.166), on a

D(u(t))+ ‖ u(t) ‖2H3 + ‖ α(t) ‖2H3 + ‖ ∂α
∂t

(t) ‖2H2≤ R, ∀t ≥ t3. (6.191)

où t3 := max{0,−1

c
log(

R− c
′

c(R)
)}.

✷

3 Attracteur global.

On commence à énoncer en dimension une, le

Théorème 3.1. Sous les hypothèses du Théorème 2.6, le semi-groupe S(t), t ≥ 0,
défini de Φ0 dans lui-même possède l’attracteur global connexe noté A1 dans Φ0.
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Démonstration: En vue de la remarque 3.2 donnée au chapitre 4, on décompose
la solution du problème (P

′

) de la façon suivante

(u, α,
∂α

∂t
) = (ud, αd,

∂αd

∂t
) + (uc, αc,

∂αc

∂t
),

où (ud, αd,
∂αd

∂t
) est solution de

∂ud

∂t
+ ud −∆ud =

∂αd

∂t
, (6.192)

∂2αd

∂t2
+
∂αd

∂t
−∆αd = −∂u

d

∂t
− ud, (6.193)

∂ud

∂ν
=
∂αd

∂ν
= 0, (6.194)

ud(0) = u0, αd(0) = α0 ,
∂αd

∂t
(0) = α1, (6.195)

et (uc, αc,
∂αc

∂t
) est solution de

∂uc

∂t
+ uc −∆uc + f(u) =

∂αc

∂t
, (6.196)

∂2αc

∂t2
+
∂αc

∂t
−∆αc = −∂u

c

∂t
− uc, (6.197)

∂uc

∂ν
=
∂αc

∂ν
= 0, (6.198)

uc(0) = 0, αc(0) = 0 ,
∂αc

∂t
(0) = 0, (6.199)

où f(s) = g(s) − s (f et g satisfaient les mêmes propriétés). On prend les données
initiales dans B1

R. On multiplie (6.192) par −∆ud et on intègre sur Ω, on a

1

2

d

dt
‖ ∇ud ‖2 + ‖ ∇ud ‖2 + ‖ ∆ud ‖2= ((∇∂αd

∂t
,∇ud)). (6.200)

On multiplie (6.192) par −∆
∂ud

∂t
et on intègre sur Ω, on a

1

2

d

dt
‖ ∇ud ‖2 +1

2

d

dt
‖ ∆ud ‖2 + ‖ ∇∂ud

∂t
‖2= ((∇∂αd

∂t
,∇∂ud

∂t
)). (6.201)

On multiplie (6.193) par −∆
∂αd

∂t
et on intègre sur Ω, on a

1

2

d

dt
‖ ∇∂αd

∂t
‖2 +1

2

d

dt
‖ ∆αd ‖2 + ‖ ∇∂αd

∂t
‖2= −((∇∂αd

∂t
,∇∂ud

∂t
))−((∇ud,∇∂αd

∂t
)).

(6.202)
On additionne (6.200),(6.201) et (6.202) on aura

1

2

d

dt
(2 ‖ ∇ud ‖2 + ‖ ∆ud ‖2 + ‖ ∇∂αd

∂t
‖2 + ‖ ∆αd ‖2)

+ ‖ ∇ud ‖2 + ‖ ∆ud ‖2 + ‖ ∇∂ud

∂t
‖2 + ‖ ∇∂αd

∂t
‖2= 0.

(6.203)
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On pose H1 = ud +
∂αd

∂t
, par analogie avec la relation (6.78), on écrit

∂H1

∂t
+H1 −∆αd = 0. (6.204)

On multiplie (6.204) par −∆
∂αd

∂t
et on intègre sur Ω, en utilisant les inégalités de

Hölder et Young, on a

1

2

d

dt
(‖ ∆αd ‖2 + ‖ ∇∂αd

∂t
‖2)+ ‖ ∇∂αd

∂t
‖2

≤ 1

2ǫ7
(‖ ∇ud ‖2 + ‖ ∇∂ud

∂t
‖2) + ǫ7 ‖ ∇∂αd

∂t
‖2 . (6.205)

On multiplie (6.204) par −∆αd et on intègre sur Ω, on a

1

2

d

dt
(‖ ∇αd ‖2 +2((∇∂αd

∂t
,∇αd)))+ ‖ ∆αd ‖2

= −((∇ud,∇αd))− ((∇∂ud

∂t
,∇αd))+ ‖ ∇∂αd

∂t
‖2,

en utilisant l’inégalité

‖ ϕ ‖2H2(Ω)≤ c ‖ ∆ϕ ‖2, ∀ϕ ∈ H2(Ω), c > 0, (6.206)

avec les inégalités de Hölder et Young, on aura

1

2

d

dt
(‖ ∇αd ‖2 +2((∇∂αd

∂t
,∇αd)))+ ‖ ∆αd ‖2

≤ 1

2ǫ7
(‖ ∇ud ‖2 + ‖ ∇∂ud

∂t
‖2) + cǫ7 ‖ ∆αd ‖2 + ‖ ∇∂αd

∂t
‖2 . (6.207)

On additionne (6.205) et ǫ7(6.207) et on choisit ǫ7 > 0 assez petit tel que 1−2ǫ7 > 0
et 2− cǫ7 > 0, on déduit alors

d

dt
(‖ ∆αd ‖2 + ‖ ∇∂αd

∂t
‖2 +ǫ7 ‖ ∇αd ‖2 + 2ǫ7((∇

∂αd

∂t
,∇αd)))

+c(‖ ∇∂αd

∂t
‖2 + ‖ ∆αd ‖2) ≤ c

′

(‖ ∇ud ‖2 + ‖ ∇∂ud

∂t
‖2), c > 0,

(6.208)
et on a en particulier

‖ ∇∂αd

∂t
‖2 +ǫ7 ‖ ∇αd ‖2 +2ǫ7((∇

∂αd

∂t
,∇αd)) ≥ c(‖ ∇αd ‖2 + ‖ ∇∂αd

∂t
‖2), c > 0.

(6.209)
Ensuite on additionne (6.203) et ǫ8(6.208) où ǫ8 > 0 assez petit tel que 2− c

′

ǫ8 > 0
pour obtenir

dE8

dt
+ c(E8+ ‖ ∇∂ud

∂t
‖2) ≤ 0, c > 0, (6.210)
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où

E8 = 2 ‖ ∇ud ‖2 + ‖ ∆ud ‖2 + ‖ ∇∂αd

∂t
‖2 + ‖ ∆αd ‖2

+ǫ8(‖ ∆αd ‖2 + ‖ ∇∂αd

∂t
‖2 + ǫ7 ‖ ∇αd ‖2 +2ǫ7((∇

∂αd

∂t
,∇αd))).

(6.211)

La relation (6.210) donne en particulier

dE8

dt
+ cE8 ≤ 0, (6.212)

on applique le lemme de Gronwall à (6.212), on a

E8(t) ≤ exp (−ct)E8(0), c > 0, t ≥ 0. (6.213)

Par (6.209) et (6.211), la relation (6.213) donne

‖ ∆ud ‖2 + ‖ αd ‖2H2 + ‖ ∇∂αd

∂t
‖2≤ c

′

exp (−ct)(‖ u0 ‖2H2 + ‖ α0 ‖2H2 + ‖ α1 ‖2H1).

(6.214)

On multiplie (6.192) par ud +
∂ud

∂t
et (6.193) par

∂αd

∂t
et on somme les équations

résultantes, on aura

d

dt
(2 ‖ ud ‖2 + ‖ ∇ud ‖2 + ‖ ∇αd ‖2 + ‖ ∂α

d

∂t
‖2)

+ 2(‖ ud ‖2 + ‖ ∇ud ‖2 + ‖ ∂u
d

∂t
‖2 + ‖ ∂α

d

∂t
‖2) = 0. (6.215)

Considérons (6.204) et en répétant exactement les estimations qui ont donné (6.83)
on obtient une inégalité de la forme

dE9

dt
+ c(E9+ ‖ ∂u

d

∂t
‖2) ≤ 0, c > 0, (6.216)

où

E9 = 2 ‖ ud ‖2 + ‖ ∇ud ‖2 + ‖ ∇αd ‖2 + ‖ ∂α
d

∂t
‖2

+ǫ10

(

‖ ∂α
d

∂t
‖2 + ‖ ∇αd ‖2 + ǫ9(‖ αd ‖2 +2((

∂αd

∂t
, αd)))

)

,

(6.217)

ici, ǫ9 > 0 et ǫ10 > 0 sont assez petits tels qu’en particulier

‖ ∂α
d

∂t
‖2 +ǫ9(‖ αd ‖2 +2((

∂αd

∂t
, αd))) ≥ c(‖ αd ‖2 + ‖ ∂α

d

∂t
‖2), c > 0. (6.218)

La relation (6.216) donne en particulier

dE9

dt
+ cE9 ≤ 0, (6.219)

on applique le lemme de Gronwall à (6.219), on aura

E9(t) ≤ exp (−ct)E9(0), c > 0, t ≥ 0. (6.220)
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Par (6.217) et (6.218) la relation (6.220) donne

‖ ud ‖2H1 + ‖ αd ‖2H1 + ‖ ∂α
d

∂t
‖2≤ c

′

exp (−ct)(‖ u0 ‖2H2 + ‖ α0 ‖2H2 + ‖ α1 ‖2H1).

(6.221)
En combinant (6.214) et (6.221) on aura

‖ ud(t) ‖2H2 + ‖ αd(t) ‖2H2 + ‖ ∂α
d

∂t
(t) ‖2H1

≤ c
′

exp (−ct)(‖ u0 ‖2H2 + ‖ α0 ‖2H2 + ‖ α1 ‖2H1). (6.222)

On voit bien que les opérateurs S1(t) tendent vers zéro lorsque t tend vers l’infini.

On multiplie (6.196) par −∆uc et on intègre sur Ω, on a

1

2

d

dt
‖ ∇uc ‖2 + ‖ ∇uc ‖2 + ‖ ∆uc ‖2 −((f(u),∆uc)) = ((∇∂αc

∂t
,∇uc)). (6.223)

On multiplie (6.196) par −∆
∂uc

∂t
et on intègre sur Ω, on a

‖ ∇∂uc

∂t
‖2 +1

2

d

dt
‖ ∇uc ‖2 +1

2

d

dt
‖ ∆uc ‖2 −((f(u),∆

∂uc

∂t
)) = ((∇∂αc

∂t
,∇∂uc

∂t
)).

(6.224)

On multiplie (6.197) par −∆
∂αc

∂t
et on intègre sur Ω on a

‖ ∇∂αc

∂t
‖2 +1

2

d

dt
‖ ∇∂αc

∂t
‖2 +1

2

d

dt
‖ ∆αc ‖2= −((∇∂αc

∂t
,∇∂uc

∂t
))−((∇uc,∇∂αc

∂t
)).

(6.225)
On additionne (6.223),(6.224) et (6.225) on obtient

d

dt
(2 ‖ ∇uc ‖2 + ‖ ∆uc ‖2 + ‖ ∆αc ‖2 + ‖ ∇∂αc

∂t
‖2)

+c(‖ ∇uc ‖2 + ‖ ∆uc ‖2 + ‖ ∇∂uc

∂t
‖2 + ‖ ∇∂αc

∂t
‖2) ≤ c

′ ‖ f ′

(u)∇u ‖2, c > 0.

(6.226)

On multiplie (6.196) par ∆2∂u
c

∂t
et on intègre sur Ω, en utilisant les inégalités de

Young et Hölder, on obtient

d

dt
(‖ ∆uc ‖2 + ‖ ∇∆uc ‖2)+ ‖ ∆

∂uc

∂t
‖2≤‖ ∆f(u) ‖2 + ‖ ∆

∂αc

∂t
‖2 . (6.227)

On multiplie (6.197) par ∆2∂α
c

∂t
et on intègre sur Ω, on a

d

dt
(‖ ∆

∂αc

∂t
‖2 + ‖ ∇∆αc ‖2)+ ‖ ∆

∂αc

∂t
‖2≤ c(‖ ∆uc ‖2 + ‖ ∆

∂uc

∂t
‖2). (6.228)

On additionne (6.226),(6.227) et δ6(6.228) où δ6 > 0 est assez petit, on trouve

dψ1

dt
≤ c(ψ1+ ‖ ∆f(u) ‖2 + ‖ f ′

(u)∇u ‖2), (6.229)
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où

ψ1 = 2 ‖ ∆uc ‖2 + ‖ ∇∆uc ‖2 +2 ‖ ∇uc ‖2 + ‖ ∆αc ‖2 + ‖ ∇∂αc

∂t
‖2

+ δ6(‖ ∇∆αc ‖2 + ‖ ∆
∂αc

∂t
‖2). (6.230)

Par (6.164) on a

‖ ∆f(u) ‖2 + ‖ f ′

(u)∇u ‖2≤ c
′

, ∀t ≥ 0, (6.231)

où c dépend de D(u0), ‖ u0 ‖H2 , ‖ α0 ‖H2 et ‖ α1 ‖H1 .

Par (6.231), la relation (6.229) donne

dψ1

dt
≤ cψ1 + c

′

. (6.232)

On applique le lemme de Gronwall à (6.232) et en notant que ψ1(0) = 0, on obtient

ψ1(t) ≤ CT,‖u0‖H2 ,‖α0‖H2 ,‖α1‖H1 ,B1
R
. (6.233)

Par (6.230), la relation (6.233) donne

‖ ∇∆uc ‖2 + ‖ αc ‖2H3 + ‖ ∆
∂αc

∂t
‖2≤ CT,‖(u0,α0,α1)‖F1

,B1
R
. (6.234)

On multiplie (6.196) par uc +
∂uc

∂t
et (6.197) par

∂αc

∂t
et on additionne les équations

résultantes on aura

d

dt
(2 ‖ uc ‖2 + ‖ ∇uc ‖2 + ‖ ∇αc ‖2 + ‖ ∂α

c

∂t
‖2)

+ c(‖ uc ‖2 + ‖ ∇uc ‖2 + ‖ ∂u
c

∂t
‖2 + ‖ ∂α

c

∂t
‖2) ≤ c

′ ‖ f(u) ‖2 . (6.235)

On additionne (6.235),(6.224) et δ7(6.225), où δ7 > 0 assez petit, et en utilisant les
inégalités de Hölder et Young, on déduit

dψ2

dt
≤ c(ψ2+ ‖ f(u) ‖2 + ‖ f ′

(u)∇u ‖2), (6.236)

où

ψ2 = 2 ‖ uc ‖2 +2 ‖ ∇uc ‖2 + ‖ ∇αc ‖2 + ‖ ∂α
c

∂t
‖2 + ‖ ∆uc ‖2

+ δ7(‖ ∆αc ‖2 + ‖ ∇∂αc

∂t
‖2). (6.237)

De même par (6.164) et le lemme de Gronwall, on déduit

ψ2(t) ≤ CT,‖u0‖H2 ,‖α0‖H2 ,‖α1‖H1 ,B1
R
. (6.238)

Donc par (6.237) et (6.238) on aura

‖ uc ‖2H2 + ‖ ∆αc ‖2 + ‖ ∂α
c

∂t
‖2H1≤ CT,‖u0‖H2 ,‖α0‖H2 ,‖α1‖H1 ,B1

R
. (6.239)
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En combinant (6.234) et (6.239), on obtient

‖ uc(t) ‖2H3 + ‖ αc(t) ‖2H3 + ‖ ∂α
c

∂t
‖2H2≤ CT,‖u0‖H2 ,‖α0‖H2 ,‖α1‖H1 ,B1

R
, (6.240)

d’où le théorème. ✷

Conçernant la dimension deux, on énonce le théorème suivant

Théorème 3.2. Sous les hypothèses du Théorème 2.7, le semi-groupe S(t), t ≥ 0,
défini de Ψ0 dans lui-même possède l’attracteur global connexe noté A2 dans Ψ0.

Démonstration: Dans ce cas, on prend les données initiales dans B2
R, où B2

R

est le borné absorbant de S(t) dans Ψ0.

On multiplie (6.192) par ∆2ud + ∆2∂u
d

∂t
et (6.193) par ∆2∂α

d

∂t
. On additionne les

équations résultantes, on a

1

2

d

dt
(2 ‖ ∆ud ‖2 + ‖ ∇∆ud ‖2 + ‖ ∆

∂αd

∂t
‖2 + ‖ ∇∆αd ‖2)

+ ‖ ∆ud ‖2 + ‖ ∇∆ud ‖2 + ‖ ∆
∂ud

∂t
‖2 + ‖ ∆

∂αd

∂t
‖2= 0.

(6.241)

On multiplie (6.204) par ∆2∂α
d

∂t
et on intègre sur Ω, on a

d

dt
(‖ ∇∆αd ‖2 + ‖ ∆

∂αd

∂t
‖2)+ ‖ ∆

∂αd

∂t
‖2≤ c(‖ ∆ud ‖2 + ‖ ∆

∂ud

∂t
‖2). (6.242)

On multiplie (6.204) par ∆2αd et on intègre sur Ω, on a

1

2

d

dt
(‖ ∆αd ‖2 +2((∆

∂αd

∂t
,∆αd)))+ ‖ ∇∆αd ‖2

= −((∆ud,∆αd))− ((∆
∂ud

∂t
,∆αd))+ ‖ ∆

∂αd

∂t
‖2,

en utilisant l’inégalité

‖ ϕ ‖2H3(Ω)≤ c ‖ ∇∆ϕ ‖2, ∀ϕ ∈ H3(Ω), c > 0, (6.243)

avec les inégalités de Hölder et Young, on aura

1

2

d

dt
(‖ ∆αd ‖2 +2((∆

∂αd

∂t
,∆αd)))+ ‖ ∇∆αd ‖2

≤ 1

2ǫ
(‖ ∆ud ‖2 + ‖ ∆

∂ud

∂t
‖2) + cǫ ‖ ∇∆αd ‖2 + ‖ ∆

∂αd

∂t
‖2 . (6.244)

On additionne (6.242) et ǫ(6.244) et on choisit ǫ > 0 assez petit tel que 1 − 2ǫ > 0
et 2− cǫ > 0, on déduit alors

d

dt
(‖ ∇∆αd ‖2 + ‖ ∆

∂αd

∂t
‖2 +ǫ ‖ ∆αd ‖2 +2ǫ((∆

∂αd

∂t
,∆αd)))
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+ c(‖ ∆
∂αd

∂t
‖2 + ‖ ∇∆αd ‖2) ≤ c

′

(‖ ∆ud ‖2 + ‖ ∆
∂ud

∂t
‖2), (6.245)

et on a en particulier

‖ ∆
∂αd

∂t
‖2 +ǫ ‖ ∆αd ‖2 +2ǫ((∆

∂αd

∂t
,∆αd)) ≥ c(‖ ∆αd ‖2 + ‖ ∆

∂αd

∂t
‖2), c > 0.

(6.246)
Ensuite on additionne (6.241) et ǫ

′

(6.245) où ǫ
′

> 0 assez petit tel que 2− c
′

ǫ
′

> 0
pour obtenir

dψ3

dt
+ c(ψ3+ ‖ ∆

∂ud

∂t
‖2) ≤ 0, c > 0, (6.247)

où

ψ3 = 2 ‖ ∆ud ‖2 + ‖ ∇∆ud ‖2 + ‖ ∆
∂αd

∂t
‖2 + ‖ ∇∆αd ‖2

+ǫ
′

(‖ ∇∆αd ‖2 + ‖ ∆
∂αd

∂t
‖2 + ǫ ‖ ∆αd ‖2 +2ǫ((∆

∂αd

∂t
,∆αd))).

(6.248)

La relation (6.247) donne en particulier

dψ3

dt
+ cψ3 ≤ 0, (6.249)

on applique le lemme de Gronwall à (6.249), on a

ψ3(t) ≤ exp (−ct)ψ3(0), c > 0, t ≥ 0. (6.250)

Par (6.246) et (6.248), la relation (6.250) donne

‖ ∇∆ud ‖2 + ‖ αd ‖2H3 + ‖ ∆
∂αd

∂t
‖2≤ c

′

exp (−ct)(‖ u0 ‖2H3 + ‖ α0 ‖2H3 + ‖ α1 ‖2H2).

(6.251)
Par (6.222) et l’injection continue F2 ⊂ F1, on a

‖ ud ‖2H2 + ‖ αd ‖2H2 + ‖ ∂α
d

∂t
‖2H1≤ c

′

exp (−ct)(‖ u0 ‖2H3 + ‖ α0 ‖2H3 + ‖ α1 ‖2H2).

(6.252)
On déduit de (6.251) et (6.252) la relation suivante

‖ ud ‖2H3 + ‖ αd ‖2H3 + ‖ ∂α
d

∂t
‖2H2≤ c

′

exp (−ct)(‖ u0 ‖2H3 + ‖ α0 ‖2H3 + ‖ α1 ‖2H2).

(6.253)
On considère maintenant le problème (6.196)-(6.199), et on multiplie (6.196) par
∆2uc et on intègre sur Ω, on a

1

2

d

dt
‖ ∆uc ‖2 + ‖ ∆uc ‖2 + ‖ ∇∆uc ‖2 +((∆f(u),∆uc)) = ((∆

∂b

∂t
,∆uc)). (6.254)

On additionne (6.227),(6.228) et (6.254) on obtient

d

dt
(2 ‖ ∆uc ‖2 + ‖ ∇∆uc ‖2 + ‖ ∇∆αc ‖2 + ‖ ∆

∂αc

∂t
‖2)

+c(‖ ∆uc ‖2 + ‖ ∇∆uc ‖2 + ‖ ∆
∂uc

∂t
‖2 + ‖ ∆

∂αc

∂t
‖2) ≤ c

′ ‖ ∆f(u) ‖2, c > 0.

(6.255)
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On multiplie (6.196) par ∆3∂u
c

∂t
et on intègre sur Ω, on a

d

dt
(‖ ∇∆uc ‖2 + ‖ ∆2uc ‖2)+ ‖ ∇∆

∂uc

∂t
‖2≤‖ ∇∆f(u) ‖2 + ‖ ∇∆

∂αc

∂t
‖2 . (6.256)

On multiplie (6.197) par ∆3∂α
c

∂t
et on intègre sur Ω on a

d

dt
(‖ ∇∆

∂αc

∂t
‖2 + ‖ ∆2αc ‖2)+ ‖ ∇∆

∂αc

∂t
‖2≤ c(‖ ∇∆uc ‖2 + ‖ ∇∆

∂uc

∂t
‖2).
(6.257)

On additionne (6.255),(6.256) et δ8(6.257) où δ8 > 0 est assez petit, on trouve

dψ4

dt
≤ c(ψ4+ ‖ ∇∆f(u) ‖2 + ‖ ∆f(u) ‖2), (6.258)

où

ψ4 = 2 ‖ ∇∆uc ‖2 + ‖ ∆2uc ‖2 +2 ‖ ∆uc ‖2 + ‖ ∇∆αc ‖2 + ‖ ∆
∂αc

∂t
‖2

+ δ8(‖ ∆2αc ‖2 + ‖ ∇∆
∂αc

∂t
‖2). (6.259)

Or on a
‖ ∆f(u) ‖ = ‖ f ′′

(u)|∇u|2 + f
′

(u)∆u ‖
≤ (par (6.166))
≤ CD(u0),‖u0‖H3 ,‖α0‖H3 ,‖α1‖H2 , ∀t ≥ 0.

(6.260)

et
‖ ∇∆f(u) ‖ = ‖ f ′′′

(u)|∇u|3 + f
′′

(u)∇u∆u+ f
′

(u)∇∆u ‖
≤ (par (6.166))
≤ CD(u0),‖u0‖H3 ,‖α0‖H3 ,‖α1‖H2 .

(6.261)

En insérant (6.260) et (6.261) dans (6.258) et en appliquant le lemme de Gronwall,
on déduit par (6.259),

‖ ∆2uc ‖2 + ‖ ∆2αc ‖2 + ‖ ∇∆
∂αc

∂t
‖2≤ CT,‖(u0,α0,α1)‖F2

,B2
R
. (6.262)

En combinant (6.240) et (6.262) on aura

‖ (uc, αc,
∂αc

∂t
) ‖2F3

≤ CT,‖(u0,α0,α1)‖F2
,B2

R
. (6.263)

On déduit que S(t) est asymptotiquement compacte dans Ψ0, ce qui achève la dé-
monstration du théorème. ✷

4 Existence d’attracteurs exponentiels

Cette partie discute la dimension de l’attracteur global exhibé dans la section
précédente. Pour cette raison, on prouve l’existence d’un attracteur exponentiel qui,
par définition, est de dimension fractale finie et contient l’attracteur global, ce qui
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permet de conclure que ce dernier est de dimension fractale finie. Le manque d’ef-
fets régularisant des données initiales rend l’analyse plus délicate et les méthodes
utilisées dans [22], [23], [24] et [16] pour établir l’existence d’un attracteur expo-
nentiel ne sont plus valides dans ce cas. Pour y parvenir, nous procéderons comme
dans [39], [52] et les références citées (voir aussi le chapitre 4 de ce document).

Nous allons appliquer le Théorème 4.1 énoncé au chapitre 4, avec, en dimension

une, Υ = Φ0,Υ1 = Ψ0 et Y = X1 = ∪t≥t2S(t)B1
R, où B1

R est l’ensemble borné absor-
bant pour le semi-groupe S(t) dans Φ0.

Etape I : On montre que le semi-groupe S(t) satisfait une décomposition comme
dans le point (i) du Théorème 4.1 du chapitre 4.

On considère deux solutions du problème (6.1)-(6.4), (u1, α1,
∂α1

∂t
) et (u2, α2,

∂α2

∂t
),

avec les conditions initiales respectives (u01, α01, α11) et (u02, α02, α12) dans B1
R. En

posant (u, α,
∂α

∂t
) = (u1 − u2, α1 −α2,

∂α1

∂t
− ∂α2

∂t
) et (u0, α0, α1) = (u01 − u02, α01 −

α02, α11 − α12), on a le système d’équations suivant

∂u

∂t
−∆u+ κ(t)u+ u =

∂α

∂t
, (6.264)

∂2α

∂t2
+
∂α

∂t
−∆α = −∂u

∂t
− u, (6.265)

∂u

∂ν
=
∂α

∂ν
= 0, (6.266)

u(0) = u0, α(0) = α0,
∂α

∂t
(0) = α1, (6.267)

avec κ(t) =
∫ 1

0
f

′

(su1(t)+(1−s)u2(t))ds. Notons que κ(t) et l(t) vérifient les mêmes
propriétés, c’est-à-dire

‖ κ(t) ‖L∞≤ c (= c(B1
R)). (6.268)

On décompose à présent (u, α,
∂α

∂t
) solution du problème (6.264)-(6.267) de la ma-

nière suivante :

(u, α,
∂α

∂t
) = (ϑ, η,

∂η

∂t
) + (υ, ξ,

∂ξ

∂t
),

où (ϑ, η,
∂η

∂t
) est solution de

∂ϑ

∂t
−∆ϑ+ ϑ =

∂η

∂t
, (6.269)

∂2η

∂t2
+
∂η

∂t
−∆η = −∂ϑ

∂t
− ϑ, (6.270)

∂ϑ

∂ν
=
∂η

∂ν
= 0, (6.271)

ϑ(0) = u0, η(0) = α0,
∂η

∂t
(0) = α1, (6.272)
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et (υ, ξ,
∂ξ

∂t
) celle de

∂υ

∂t
−∆υ + κ(t)u+ υ =

∂ξ

∂t
, (6.273)

∂2ξ

∂t2
+
∂ξ

∂t
−∆ξ = −∂υ

∂t
− υ, (6.274)

∂υ

∂ν
=
∂ξ

∂ν
= 0, (6.275)

υ(0) = 0, ξ(0) = 0,
∂ξ

∂t
(0) = 0. (6.276)

En répétant les estimations qui nous ont conduit à (6.210) et (6.216) pour le système
(6.269)-(6.272), en remarquant que f ≡ 0 dans ce cas, on écrit

dψ5

dt
+ c(ψ5+ ‖ ∇∂ϑ

∂t
‖2) ≤ 0, c > 0, (6.277)

où

ψ5 = 2 ‖ ∇ϑ ‖2 + ‖ ∆ϑ ‖2 + ‖ ∇∂η

∂t
‖2 + ‖ ∆η ‖2

+δ10

(

‖ ∆η ‖2 + ‖ ∇∂η

∂t
‖2 + δ9(‖ ∇η ‖2 +2((∇∂η

∂t
,∇η)))

)

,
(6.278)

et
dψ6

dt
+ c(ψ6+ ‖ ∂ϑ

∂t
‖2) ≤ 0, c > 0, (6.279)

où

ψ6 = 2 ‖ ϑ ‖2 + ‖ ∇ϑ ‖2 + ‖ ∇η ‖2 + ‖ ∂η
∂t

‖2

+ǫ12

(

‖ ∂η
∂t

‖2 + ‖ ∇η ‖2 + ǫ11(‖ η ‖2 +2((
∂η

∂t
, η)))

)

,
(6.280)

ici δ9 > 0 et ǫ11 > 0 sont assez petits tels qu’en particulier

‖ ∂η
∂t

‖2 +ǫ11(‖ η ‖2 +2((
∂η

∂t
, η))) ≥ c(‖ η ‖2 + ‖ ∂η

∂t
‖2), c > 0, (6.281)

et

‖ ∇∂η

∂t
‖2 +δ9(‖ ∇η ‖2 +2((∇∂η

∂t
,∇η))) ≥ c

′

(‖ ∇η ‖2 + ‖ ∇∂η

∂t
‖2), c

′

> 0.

(6.282)
On applique le lemme de Gronwall à (6.277) et par (6.278) et (6.282) on aura

‖ ∆ϑ ‖2 + ‖ η ‖2H2 + ‖ ∇∂η

∂t
‖2≤ c

′

exp (−ct)(‖ u0 ‖2H2 + ‖ α0 ‖2H2 + ‖ α1 ‖2H1).

(6.283)
D’autre part, le lemme de Gronwall appliqué à (6.279) donne par (6.280) et (6.281)
la relation suivante

‖ ϑ ‖2H1 + ‖ η ‖2H1 + ‖ ∂η
∂t

‖2≤ c
′

exp (−ct)(‖ u0 ‖2H2 + ‖ α0 ‖2H2 + ‖ α1 ‖2H1).

(6.284)
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En combinant (6.283) et (6.284), on aura

‖ (ϑ, η,
∂η

∂t
) ‖2F1

≤ d(t) ‖ (u0, α0, α1) ‖2F1
, (6.285)

où d(t) = c
′

exp (−ct), t ≥ 0 et d(t) → 0 quand t→ +∞.

Considérons maintenant le système (6.273)-(6.276). On multiplie (6.273) par ∆2υ+

∆2∂υ

∂t
puis (6.274) par ∆2∂ξ

∂t
et on additionne les équations résultantes. On obtient

1

2

d

dt
(2 ‖ ∆υ ‖2 + ‖ ∇∆υ ‖2 + ‖ ∇∆ξ ‖2 + ‖ ∆

∂ξ

∂t
‖2)+ ‖ ∆υ ‖2 + ‖ ∇∆υ ‖2

+ ‖ ∆
∂υ

∂t
‖2 + ‖ ∆

∂ξ

∂t
‖2= ((∇(κ(t)u),∇∆υ)) − ((∆(κ(t)u),∆

∂υ

∂t
))

(6.286)
Or on a

∣

∣

∣
((∇(κ(t)u),∇∆υ))

∣

∣

∣
≤ ‖ ∇(κ(t)u) ‖ . ‖ ∇∆υ ‖
≤ ‖ κ(t)∇u ‖‖ ∇∆υ ‖

+ ‖ u
∫ 1

0
f

′′

(u1 + s(u2 − u1))(∇u1 + s(∇u2 −∇u1))ds ‖‖ ∇∆υ ‖
≤ (par (6.268))
≤ c(‖ ∇u ‖ + ‖ |u||∇u1| ‖ + ‖ |u||∇u2| ‖) ‖ ∇∆υ ‖
≤ c ‖ u ‖H1 . ‖ ∇∆υ ‖
≤ c

2ǫ
‖ u ‖2H2 +

cǫ

2
‖ ∇∆υ ‖2 .

(6.287)
où c dépend seulement de B1

R.

Par (6.136) et l’injection continue H2(Ω) ⊂ C(Ω), on a

‖ κ(t) ‖H2 ≤ Q(‖ (u01, α01, α11) ‖Φ0
+ ‖ (u02, α02, α11) ‖Φ0

)
≤ c,

(6.288)

où c dépend de B1
R, donc

∣

∣

∣
((∆(κ(t)u),∆

∂υ

∂t
))
∣

∣

∣
≤ ‖ ∆(κ(t)u) ‖ . ‖ ∆

∂υ

∂t
‖

≤
(

‖ κ(t)∆u ‖ + ‖ ∆κ(t).u ‖ +2 ‖ ∇u∇κ(t) ‖
)

‖ ∆
∂υ

∂t
‖

≤ (par (6.288))

≤ c ‖ ∆
∂υ

∂t
‖ (‖ ∆u ‖ + ‖ u ‖ + ‖ ∇u ‖)

≤ c ‖ ∆
∂υ

∂t
‖ . ‖ u ‖H2

≤ cǫ

2
‖ ∆

∂υ

∂t
‖2 + c

2ǫ
‖ u ‖2H2 ,

(6.289)
où c dépend de B1

R.

On choisit ǫ > 0 assez petit tel que 2 − cǫ > 0 et par (6.287) et (6.289), on dé-
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duit de (6.286) l’estimation suivante

d

dt
(2 ‖ ∆υ ‖2 + ‖ ∇∆υ ‖2 + ‖ ∇∆ξ ‖2 + ‖ ∆

∂ξ

∂t
‖2)

+c(‖ ∆υ ‖2 + ‖ ∇∆υ ‖2 + ‖ ∆
∂υ

∂t
‖2 + ‖ ∆

∂ξ

∂t
‖2) ≤ c

′ ‖ u ‖2H2 , c > 0,

(6.290)
où c et c

′

dépendent de B1
R.

On intègre (6.290) entre 0 et t et par (6.276) on aura

‖ ∆υ(t) ‖2 + ‖ ∇∆υ(t) ‖2 + ‖ ∇∆ξ(t) ‖2 + ‖ ∆
∂ξ

∂t
(t) ‖2≤ c

′

∫ t

0

‖ u ‖2H2 ds.

(6.291)
Estimons le terme

∫ t

0
‖ u(s) ‖2H2 ds.

On intègre (6.184) entre 0 et t, on a

∫ t

0

‖ u(s) ‖2H1 ds ≤ c
′

exp (ct)(‖ u0 ‖2H2 + ‖ α0 ‖2H2 + ‖ α1 ‖2H1). (6.292)

où c et c
′

dépendent de B1
R.

On multiplie (6.264) par −∆u − ∆
∂u

∂t
et (6.265) par −∆

∂α

∂t
. On additionne les

équations résultantes, on obtient

1

2

d

dt
(2 ‖ ∇u ‖2 + ‖ ∆u ‖2 + ‖ ∇∂α

∂t
‖2 + ‖ ∆α ‖2)+ ‖ ∇u ‖2 + ‖ ∆u ‖2

+ ‖ ∇∂u

∂t
‖2 + ‖ ∇∂α

∂t
‖2 = −((∇(κ(t)u),∇u))− ((∇(κ(t)u),∇∂u

∂t
)).

(6.293)
Par analogie avec la relation (6.287), on écrit

∣

∣

∣
((∇(κ(t)u),∇u))

∣

∣

∣
≤ c ‖ u ‖2H1 , (6.294)

et
∣

∣

∣
((∇(κ(t)u),∇∂u

∂t
))
∣

∣

∣
≤ c ‖ u ‖H1 . ‖ ∇∂u

∂t
‖≤ c

2ǫ
‖ u ‖2H1 +

cǫ

2
‖ ∇∂u

∂t
‖2, (6.295)

où c dépend de B1
R.

On choisit ǫ > 0 assez petit tel que 2 − cǫ > 0 et par (6.294) et (6.295), la re-
lation (6.293) donne

dψ7(t)

dt
+ c(‖ ∇u ‖2 + ‖ ∆u ‖2 + ‖ ∇∂u

∂t
‖2 + ‖ ∇∂α

∂t
‖2) ≤ c

′ ‖ u ‖2H1 , c > 0,

(6.296)
où c et c

′

dépendent de B1
R et

ψ7(t) = 2 ‖ ∇u ‖2 + ‖ ∆u ‖2 + ‖ ∇∂α

∂t
‖2 + ‖ ∆α ‖2 . (6.297)
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On intègre (6.296) entre 0 et t et par (6.292) on deduit

∫ t

0

‖ u ‖2H2 ds ≤ c
′

exp (ct) ‖ (u0, α0, α1) ‖2F1
. (6.298)

En utilisant l’inégalité (6.243) et par (6.298), la relation (6.291) donne

‖ ∆υ(t) ‖2 + ‖ ∇∆υ(t) ‖2 + ‖ ξ(t) ‖2H3 + ‖ ∆
∂ξ

∂t
(t) ‖2≤ c

′

exp (ct) ‖ (u0, α0, α1) ‖2F1
.

(6.299)
On multiplie (6.273) par −∆υ et on intègre sur Ω, on a

1

2

d

dt
‖ ∇υ ‖2 + ‖ ∆υ ‖2 +((∇(κ(t)u),∇υ))+ ‖ ∇υ ‖2= ((∇∂ξ

∂t
,∇υ)) (6.300)

Multiplions (6.273) par −∆
∂υ

∂t
et intégrons sur Ω, on obtient

‖ ∇∂υ

∂t
‖2 +1

2

d

dt
‖ ∆υ ‖2 +((∇(κ(t)u),∇∂υ

∂t
)) +

1

2

d

dt
‖ ∇υ ‖2= ((∇∂ξ

∂t
,∇∂υ

∂t
)).

(6.301)

Multiplions (6.274) par −∆
∂ξ

∂t
, on obtient

1

2

d

dt
(‖ ∇∂ξ

∂t
‖2 + ‖ ∆ξ ‖2)+ ‖ ∇∂ξ

∂t
‖2= −((∇υ,∇∂ξ

∂t
))− ((∇∂υ

∂t
,∇∂ξ

∂t
)). (6.302)

On additionne (6.300),(6.301) et (6.302), on a

1

2

d

dt
(2 ‖ ∇υ ‖2 + ‖ ∆υ ‖2 + ‖ ∆ξ ‖2 + ‖ ∇∂ξ

∂t
‖2)+ ‖ ∇υ ‖2 + ‖ ∆υ ‖2

+ ‖ ∇∂υ

∂t
‖2 + ‖ ∇∂ξ

∂t
‖2 = −((∇(κ(t)u),∇υ))− ((∇(κ(t)u),∇∂υ

∂t
)).

(6.303)
D’après les inégalités de Hölder et Young, et par (6.268), on déduit l’inégalité sui-
vante

dψ8(t)

dt
+ c(‖ ∇υ ‖2 + ‖ ∆υ ‖2 + ‖ ∇∂υ

∂t
‖2 + ‖ ∇∂ξ

∂t
‖2) ≤ c

′ ‖ ∇u ‖2, c > 0,

(6.304)
où

ψ8 = 2 ‖ ∇υ ‖2 + ‖ ∆υ ‖2 + ‖ ∆ξ ‖2 + ‖ ∇∂ξ

∂t
‖2 . (6.305)

et c et c
′

dépendent de B1
R.

La relation (6.304) donne en particulier

dψ8(t)

dt
≤ cψ8(t) + c

′ ‖ ∇u ‖2, (6.306)

on applique le lemme de Gronwall à (6.306) et par (6.276) et (6.292), on a

ψ8(t) ≤ c
′

exp (ct) ‖ (u0, α0, α1) ‖2F1
. (6.307)
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Par (6.305), la relation (6.307) donne

‖ ∇υ(t) ‖2 + ‖ ∆ξ(t) ‖2 + ‖ ∇∂ξ

∂t
(t) ‖2≤ c

′

exp (ct) ‖ (u0, α0, α1) ‖2F1
. (6.308)

Finalement en multipliant (6.273) par υ +
∂υ

∂t
et (6.274) par

∂ξ

∂t
, et en raisonnant

comme précédemment on déduit l’estimation suivante

‖ υ(t) ‖2H1 + ‖ ∇ξ(t) ‖2 + ‖ ∂ξ
∂t

(t) ‖2≤ c
′

exp (ct) ‖ (u0, α0, α1) ‖2F1
. (6.309)

En combinant (6.299),(6.308) et (6.309), on aura

‖ υ(t) ‖2H3 + ‖ ξ(t) ‖2H3 + ‖ ∂ξ
∂t

(t) ‖2H2≤ h(t) ‖ (u0, α0, α1) ‖2F1
, (6.310)

où h(t) = c
′

exp (ct), avec c et c
′

dépendent de B1
R,

d’où le résultat.

Etape II : On prouve que le semi-groupe S(t) est lipschitz en espace et Hölder
continu en temps sur [0, T ]× B, ∀T > 0, ∀B borné de Φ0.

On a que S(t) est lipschitz en espace, d’après (6.187), il nous reste à prouver la
continuité Höldérienne par rapport au temps du semi-groupe S(t). D’après le Théo-
rème 1.7 et l’inégalité de Cauchy-Schwarz,

‖ u(t1)− u(t2) ‖H1 + ‖ α(t1)− α(t2) ‖H1 + ‖ ∂α
∂t

(t1)−
∂α

∂t
(t2) ‖

≤
∫ t1

t2

‖ ∂u
∂t

(τ) ‖H1 dτ +

∫ t1

t2

‖ ∂α
∂t

(τ) ‖H1 dτ +

∫ t1

t2

‖ ∂
2α

∂t2
(τ) ‖ dτ

≤ c|t1 − t2|
1
2 + (

∫ t1

t2

‖ ∂
2α

∂t2
(τ) ‖2 dτ) 1

2 |t1 − t2|
1
2 .

De plus en intégrant (4.300) entre t2 et 0 puis entre 0 et t1, on déduit d’après les
estimations précédentes que

∫ t1

t2

‖ ∂
2α

∂t2
(τ) ‖2 dτ ≤ c, (6.311)

où c dépend de B1
R et T.

On déduit alors

‖ S(t1)(u0, α0, α1)− S(t2)(u0, α0, α1) ‖F≤ c|t1 − t2|
1
2 , (6.312)

où c dépend de B1
R et T, ∀t1, t2 ∈ [0, T ].

On a démontré le
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Théorème 4.1. Le semi-groupe S(t) possède, en dimension une, un attracteur ex-
ponentiel M1 dans X1.

On passe à la dimension deux et on introduit l’ensemble invariant suivant :

X2 = ∪t≥t3S(t)B2
R,

où B2
R est l’ensemble borné absorbant pour le semi-groupe S(t) dans Ψ0, et on prend

dans ce cas les données initiales dans ce borné.

En répétant pour (6.269)-(6.272) les estimations qui ont donné (6.247), on écrit

dψ9

dt
+ c(ψ9+ ‖ ∆

∂ϑ

∂t
‖2≤ 0, c > 0, (6.313)

où

ψ9 = 2 ‖ ∆ϑ ‖2 + ‖ ∇∆ϑ ‖2 + ‖ ∆
∂η

∂t
‖2 + ‖ ∇∆η ‖2

+ǫ
′

(‖ ∇∆η ‖2 + ‖ ∆
∂η

∂t
‖2 + ǫ(‖ ∆η ‖2 +2((∆

∂η

∂t
,∆η)))),

(6.314)

où ǫ > 0 assez petit tel qu’en particulier

‖ ∆
∂η

∂t
‖2 +ǫ(‖ ∆η ‖2 +2((∆

∂η

∂t
,∆η))) ≥ c(‖ ∆η ‖2 + ‖ ∆

∂η

∂t
‖2), c > 0.

(6.315)
La relation (6.313) donne en particulier

dψ9

dt
+ cψ9 ≤ 0. (6.316)

On applique le lemme de Gronwall à (6.316), on obtient

ψ9(t) ≤ exp (−ct)ψ9(0), c > 0, t ≥ 0. (6.317)

Par (6.314) et (6.315), la relation (6.317) donne

‖ ∇∆ϑ ‖2 + ‖ η ‖2H3 + ‖ ∆
∂η

∂t
(t) ‖2≤ c

′

exp (−ct)(‖ u0 ‖2H3 + ‖ α0 ‖2H3 + ‖ α1 ‖2H2).

(6.318)
De plus par (6.285) et l’injection continue F2 ⊂ F1, on a

‖ ϑ ‖2H2 + ‖ η(t) ‖2H2 + ‖ ∂η
∂t

(t) ‖2H1≤ c
′

exp (−ct)(‖ u0 ‖2H3 + ‖ α0 ‖2H3 + ‖ α1 ‖2H2).

(6.319)
Par (6.318) et (6.319) on aura

‖ ϑ ‖2H3 + ‖ η(t) ‖2H3 + ‖ ∂η
∂t

(t) ‖2H2≤ c
′

exp (−ct)(‖ u0 ‖2H3 + ‖ α0 ‖2H3 + ‖ α1 ‖2H2).

(6.320)
où c et c

′

dépendent de B2
R.
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On considère maintenant le problème (6.273)-(6.276). On multiplie (6.273) par ∆3υ+

∆3∂υ

∂t
et (6.274) par ∆3∂ξ

∂t
. On additionne les équations résultantes, on obtient

1

2

d

dt
(2 ‖ ∇∆υ ‖2 + ‖ ∆2υ ‖2 + ‖ ∆2ξ ‖2 + ‖ ∇∆

∂ξ

∂t
‖2)+ ‖ ∇∆υ ‖2 + ‖ ∆2υ ‖2

+ ‖ ∇∆
∂υ

∂t
‖2 + ‖ ∇∆

∂ξ

∂t
‖2= ((∆(κ(t)u) , ∆2υ))− ((∇∆(κ(t)u),∇∆

∂υ

∂t
)).

(6.321)
En raisonnant d’une façon analogue, on a

∣

∣

∣
((∆(κ(t)u),∆2υ))

∣

∣

∣
≤ cǫ

2
‖ ∆2υ ‖2 + c

2ǫ
‖ u ‖2H2 , (6.322)

où c dépend de B2
R.

De plus par (6.166) et l’injection continue H3(Ω) ⊂ C(Ω), on a

‖ κ(t) ‖H3≤ Q(‖ (u01, α01, α11) ‖Ψ0
+ ‖ (u02, α02, α12) ‖Ψ0

) ≤ c, (6.323)

où c dépend de B2
R. Donc

∣

∣

∣
((∇∆(κ(t)u),∇∆

∂υ

∂t
))
∣

∣

∣
≤ cǫ

2
‖ ∇∆

∂υ

∂t
‖2 + c

2ǫ
‖ u ‖2H3 , (6.324)

où c dépend de B2
R. On choisit ǫ > 0 assez petit tel que 2− cǫ > 0 et par (6.322) et

(6.324), la relation (6.321) donne

d

dt
(2 ‖ ∇∆υ ‖2 + ‖ ∆2υ ‖2 + ‖ ∆2ξ ‖2 + ‖ ∇∆

∂ξ

∂t
‖2)

+c(‖ ∇∆υ ‖2 + ‖ ∆2υ ‖2 + ‖ ∇∆
∂υ

∂t
‖2 + ‖ ∇∆

∂ξ

∂t
‖2) ≤ c

′ ‖ u ‖2H3 , c > 0,

(6.325)
On intègre (6.325) entre 0 et t et par (6.276) on aura

2 ‖ ∇∆υ(t) ‖2 + ‖ ∆2υ(t) ‖2 + ‖ ∆2ξ(t) ‖2 + ‖ ∇∆
∂ξ

∂t
(t) ‖2≤ c

′

∫ t

0

‖ u(s) ‖2H3 ds.

(6.326)
Par (6.298), on a

∫ t

0

‖ u(s) ‖2H2 ds ≤ c
′

exp (ct)(‖ u0 ‖2H3 + ‖ α0 ‖2H3 + ‖ α1 ‖2H2). (6.327)

On multiplie (6.264) par ∆2u + ∆2∂u

∂t
et (6.265) par ∆2∂α

∂t
. On additionne les

équations résultantes, on obtient

1

2

d

dt
(2 ‖ ∆u ‖2 + ‖ ∇∆u ‖2 + ‖ ∆

∂α

∂t
‖2 + ‖ ∇∆α ‖2)+ ‖ ∆u ‖2 + ‖ ∇∆u ‖2

+ ‖ ∆
∂u

∂t
‖2 + ‖ ∆

∂α

∂t
‖2 = −((κ(t)u,∆2u))− ((κ(t)u,∆2∂u

∂t
)).

(6.328)
D’une façon analogue, on a

∣

∣

∣
((∇(κ(t)u),∇∆u))

∣

∣

∣
≤ cǫ

2
‖ ∇∆u ‖2 + c

2ǫ
‖ u ‖2H1 , (6.329)
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et
∣

∣

∣
((∆(κ(t)u),∆

∂u

∂t
))
∣

∣

∣
≤ cǫ

2
‖ ∆

∂u

∂t
‖2 + c

2ǫ
‖ u ‖2H2 . (6.330)

on choisit ǫ > 0 assez petit tel que 2 − cǫ > 0 et par (6.329) et (6.330), la relation
(6.328) donne

d

dt
(2 ‖ ∆u ‖2 + ‖ ∇∆u ‖2 + ‖ ∆

∂α

∂t
‖2 + ‖ ∇∆α ‖2)

+c(‖ ∆u ‖2 + ‖ ∇∆u ‖2 + ‖ ∆
∂u

∂t
‖2 + ‖ ∆

∂α

∂t
‖2) ≤ c

′ ‖ u ‖2H2 , c > 0.

(6.331)
On intègre (6.331) entre 0 et t et par (6.327) on aura

∫ t

0

‖ ∇∆u(s) ‖2 ds ≤ c
′

exp (ct)(‖ u0 ‖2H3 + ‖ α0 ‖2H3 + ‖ α1 ‖2H2). (6.332)

En combinant (6.327) et (6.332), on aura

∫ t

0

‖ u(s) ‖2H3 ds ≤ c
′

exp (ct)(‖ u0 ‖2H3 + ‖ α0 ‖2H3 + ‖ α1 ‖2H2). (6.333)

En insérant (6.333) dans (6.326) on aura

‖ ∇∆υ(t) ‖2 + ‖ ∆2υ(t) ‖2 + ‖ ∆2ξ(t) ‖2 + ‖ ∇∆
∂ξ

∂t
(t) ‖2

≤ c
′

exp (ct) ‖ (u0, α0, α1) ‖2F2
. (6.334)

En notant que < ξ >= 0, on déduit de (6.334)

‖ ∇∆υ(t) ‖2 + ‖ ∆2υ(t) ‖2 + ‖ ξ(t) ‖2H4 + ‖ ∇∆
∂ξ

∂t
(t) ‖2

≤ c
′

exp (ct) ‖ (u0, α0, α1) ‖2F2
. (6.335)

En combinant (6.310) et (6.335) on obtient

‖ υ(t) ‖2H4 + ‖ ξ(t) ‖2H4 + ‖ ∂ξ
∂t

(t) ‖2H3≤ c
′

exp (ct)(‖ u0 ‖2H3 + ‖ α0 ‖2H3 + ‖ α1 ‖2H2).

(6.336)
où c et c

′

dépendent de B2
R.

Remarque 4.2. La preuve de la continuité de S(t) est exactement que celle faite
en dimension une mais dans (6.312), la constante c dépend de T et de B2

R.

Donc on a démontré le théorème suivant

Théorème 4.3. Le semi-groupe S(t), t ≥ 0 possède, en dimension deux, un attrac-
teur exponentiel M2 dans X2.
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Généralisation du modèle de champ
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sur la loi de Maxwell-Cattaneo
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Introduction

Dans cette partie, on traite la version conservative du problème de champ de
phase généralisé considéré dans la première partie. On se propose d’étudier ce mo-
dèle sous deux approches :

Dans le chapitre 7, on considère un potentiel régulier, plus précisement un terme
polynomial de degré impair, avec des conditions aux bords de type Dirichlet homo-
gènes. L’existence, l’unicité ainsi que la dissipativité sont analysées.

Finalement dans le chapitre 8, le problème est considéré avec un potentiel singulier
plus précisement un terme logarithmique. En dimension une et deux on démontre
également une proriété de séparation stricte qui va nous permettre d’étudier le carac-
tère bien posé du problème ainsi que le comportement asymptotique des solutions.

Motivations physiques

On considère dans cette partie le système de champ de phase suivant introduit
par G.Caginalp (voir [5] et [6]) :

∂u

∂t
+∆2u−∆g(u) = −∆θ, (6.337)

∂θ

∂t
−∆θ = −∂u

∂t
, (6.338)

où u est le paramètre d’ordre et θ est la température relative. Ces équations modé-
lisent des processus de transition de phase comme par exemple le processus de fusion-
solidification, et ont été étudié dans, par exemple, [56]. Les équations (6.337)-(6.338)
consistent un couplage entre l’équation de Cahn-Hilliard introduite dans [31], [38]
et l’équation de la chaleur, et sont connues comme étant le problème de champ de
phase de Caginalp conservé, dans un sens où, munies des conditions aux bords de
type Neumann, on a que la moyenne spatiale du paramètre d’ordre est une quantité
conservée (voir chapitre 7).

En ce qui conçerne la dérivation du modèle, on se réfère à [10] et [2].

Notons que ce système a une vitesse de propagation infinie due à la nature pa-
rabolique de (6.337). Un modèle entièrement hyperbolique, c’est-à-dire en considé-
rant une relaxation hyperbolique de l’équation du paramètre d’ordre, est considéré
dans [50] dans le cas non conservé.
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Chapitre 7

Modèle de champ de phase

conservatif avec un terme non

linéaire polynomial

1 Cadre fonctionnel

On introduit dans ce chapitre la loi de Maxwell-Cattaneo du système de champ
de phase de Caginalp (cf. [5] et [6]) :

∂u

∂t
+∆2u−∆gN(u) = −∆

∂α

∂t
, (7.1)

∂2α

∂t2
+
∂α

∂t
−∆α = −u− ∂u

∂t
, (7.2)

où u est le paramètre d’ordre, α représente la variable de déplacement thermique
(voir [31] et [38]).

Ces équations sont connues comme le modèle conservé de champ de phase, dans
le sens où, quand munies de conditions aux limites de Neumann, la moyenne spa-
tiale du paramètre d’ordre est une quantité conservée (voir la remarque à la fin de
ce chapitre).

On associe à (7.1)-(7.2) des conditions aux bords de Dirichlet homogènes

u = ∆u = α = 0, (7.3)

dans un domaine borné régulier Ω ⊂ R
n, n = 2, 3 et les données initiales

u(0) = u0, α(0) = α0,
∂α

∂t
(0) = α1. (7.4)

Le polynôme gN est défini comme suit (ici N est fixé) :

gN(s) = −2κ0s+ 2κ1

N
∑

k=0

s2k+1

2k + 1
, (7.5)
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avec s ∈ R et 0 < κ1 < κ0.

De plus, gN vérifie

gN(0) = 0, gN ∈ C2, (7.6)

−c0 ≤ GN(s), GN(s) ≤ gN(s)s+ c1, c0, c1 ≥ 0, s ∈ R, (7.7)

g
′

N(s) ≥ −c2, c2 ≥ 0, s ∈ R, (7.8)

où GN(s) =
∫ s

0
gN(τ)dτ, s ∈ R.

1.1 Notations

On introduit les espaces de Hilbert :

H = L2(Ω), V = H1
0 (Ω), W = H2(Ω)

et on note V
′

l’espace dual de V. On considère le produit d’espaces de Hilbert

E1 = (W ∩ V )2 × V,

qui correspond à l’espace des phases de notre problème. Le symbole < ., . > repré-
sente le produit de dualité entre V et V

′

. On note par ‖ . ‖ la norme usuelle de

L2(Ω) (avec ((., .)) le produit scalaire associé) et on pose ‖ . ‖−1=‖ (−∆)−
1
2 . ‖, où

A = −∆ est l’opérateur associé aux conditions aux bords de Dirichlet homogènes.
Plus généralement, ‖ . ‖X est la norme dans l’espace de Banach X.

On notera dans la suite c, c
′

et c
′′

des constantes positives qui pourront varier d’une
ligne à l’autre et quelques fois dans la même ligne.

2 Estimations à priori

On réécrit (7.1) sous la forme équivalente

(−∆)−1∂u

∂t
−∆u+ gN(u) =

∂α

∂t
. (7.9)

On multiplie (7.9) par
∂u

∂t
et on intègre sur Ω, on a

‖ ∂u
∂t

‖2−1 +
1

2

d

dt
‖ ∇u ‖2 + d

dt

∫

Ω

GN(u)dx = ((
∂α

∂t
,
∂u

∂t
)). (7.10)

On multiplie (7.2) par
∂α

∂t
et on intègre sur Ω, on a

1

2

d

dt
‖ ∂α
∂t

‖2 + ‖ ∂α
∂t

‖2 +1

2

d

dt
‖ ∇α ‖2= −((u,

∂α

∂t
))− ((

∂u

∂t
,
∂α

∂t
)). (7.11)

Ensuite on multiplie (7.9) par u et on intègre sur Ω, par (7.7) on aura

1

2

d

dt
‖ u ‖2−1 + ‖ ∇u ‖2 +

∫

Ω

GN(u)dx ≤ ((
∂α

∂t
, u)) + c0|Ω|. (7.12)
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On additionne (7.10),(7.11) et (7.12), on obtient

dE1

dt
+ 2(‖ ∂u

∂t
‖2−1 + ‖ ∂α

∂t
‖2 + ‖ ∇u ‖2 +

∫

Ω

GN(u)dx) ≤ 2c0|Ω|, (7.13)

avec

E1 =‖ ∇u ‖2 +2

∫

Ω

GN(u)dx+ ‖ ∂α
∂t

‖2 + ‖ ∇α ‖2 + ‖ u ‖2−1 . (7.14)

On multiplie (7.2) par α et on intègre sur Ω, on a

d

dt
((
∂α

∂t
, α)) +

1

2

d

dt
‖ α ‖2 + ‖ ∇α ‖2= −((

∂u

∂t
, α))− ((u, α))+ ‖ ∂α

∂t
‖2 . (7.15)

En additionnant (7.13) et ǫ1(7.15), on obtient

dE2

dt
+ 2(‖ ∇u ‖2 +

∫

Ω

GN(u)dx+ ‖ ∂u
∂t

‖2−1 + ‖ ∂α
∂t

‖2) + ǫ1 ‖ ∇α ‖2

= −ǫ1((
∂u

∂t
, α))− ǫ1((α, u)) + ǫ1 ‖

∂α

∂t
‖2 +2c0|Ω|, (7.16)

où

E2 = E1 + ǫ1((
∂α

∂t
, α)) +

ǫ1
2

‖ α ‖2, (7.17)

En utilisant les inégalités de Cauchy-Schwarz, de Young et l’inégalité |((v, w))| ≤
c ‖ ∇v ‖ . ‖ w ‖−1, et en choisissant ǫ1 > 0 assez petit tel que 2− ǫ1 > 0 on déduit
l’estimation suivante

dE2

dt
+ c(E2+ ‖ ∂u

∂t
‖2−1) ≤ c

′

, c > 0, (7.18)

et E2 satisfait

c(‖ u ‖2V + ‖ α ‖2V + ‖ ∂α
∂t

‖2 +
∫

Ω

GN(u)dx) + c
′ ≤ E2(t)

≤ c
′′

(‖ u ‖2V + ‖ α ‖2V + ‖ ∂α
∂t

‖2 +
∫

Ω

GN(u)dx) + c
′′′

, (7.19)

avec c, c
′′

> 0.

On multiplie (7.1) par
∂u

∂t
, on a

1

2

d

dt
‖ ∆u ‖2 + ‖ ∂u

∂t
‖2= ((∆gN(u),

∂u

∂t
))− ((∆

∂α

∂t
,
∂u

∂t
)),

par (7.6) et l’injection continue H2(Ω) ⊂ C(Ω), on a

d

dt
‖ ∆u ‖2 + ‖ ∂u

∂t
‖2≤ Q(‖ u ‖H2(Ω))− 2((∆

∂α

∂t
,
∂u

∂t
)). (7.20)

On multiplie (7.2) par −∆
∂α

∂t
et on intègre sur Ω, on a

d

dt

(

‖ ∇∂α

∂t
‖2 + ‖ ∆α ‖2

)

+ ‖ ∇∂α

∂t
‖2≤‖ ∇u ‖2 +2((

∂u

∂t
,∆

∂α

∂t
)). (7.21)
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On additionne (7.20) et (7.21), on obtient

d

dt

(

‖ ∆u ‖2 + ‖ ∆α ‖2 + ‖ ∇∂α

∂t
‖2

)

+ ‖ ∇∂α

∂t
‖2 + ‖ ∂u

∂t
‖2

≤ Q(‖ u ‖H2(Ω))+ ‖ ∇u ‖2, (7.22)

en particulier, en posant y =‖ ∆u ‖2 + ‖ ∆α ‖2 + ‖ ∇∂α

∂t
‖2, on déduit de (7.22)

une inéquation de la forme
y

′ ≤ Q(y).

Soit z la solution de l’E.D.O : z
′

= Q(z) avec z(0) = y(0).

D’après le principe de comparaison, il existe un T0 = T0

(

‖ u0 ‖H2 , ‖ α0 ‖H2 , ‖ α1 ‖H1
0

)

qui appartient par exemple à l’intrevalle (0,
1

2
) tel que y(t) ≤ z(t), ∀t ∈ [0, T0],

donc

‖ u(t) ‖H2 + ‖ α(t) ‖H2 + ‖ ∂α
∂t

(t) ‖H1
0
≤ Q(‖ u0 ‖H2 , ‖ α0 ‖H2 , ‖ α1 ‖H1

0
), t ≤ T0.

(7.23)
On différencie maintenant (7.9) par rapport au temps et par (7.2), on aura

A−1∂
2u

∂t2
−∆

∂u

∂t
+ g

′

N(u)
∂u

∂t
= −∂α

∂t
+∆α− u− ∂u

∂t
. (7.24)

On multiplie ensuite (7.24) par t
∂u

∂t
et en utilisant ‖ ∂u

∂t
‖2≤ c ‖ ∂u

∂t
‖−1‖ ∇∂u

∂t
‖,

on a

d

dt
(t ‖ ∂u

∂t
‖2−1)+t ‖ ∇∂u

∂t
‖2≤ ct(‖ ∂u

∂t
‖2−1 + ‖ ∂α

∂t
‖2 + ‖ ∇α ‖2 + ‖ u ‖2)+ ‖ ∂u

∂t
‖2−1 .

(7.25)
D’autre part, la relation (7.18) donne en particulier

dE2

dt
+ cE2 ≤ c

′

, (7.26)

on applique le lemme de Gronwall à (7.26), par (7.19) on aura

E2(t) ≤ c
′

exp (−ct)(‖ u0 ‖2H1
0
+ ‖ α0 ‖2H1

0
+ ‖ α1 ‖2 +

∫

Ω

GN(u0)dx)+c
′′

, c > 0, t ≥ 0.

(7.27)
On intègre (7.18) entre t et t+ 1, par (7.27) on a

∫ t+1

t

(‖ ∂u
∂t

‖2−1 + ‖ u ‖2H1
0
+ ‖ α ‖2H1

0
+ ‖ ∂α

∂t
‖2)ds

≤ c
′

exp (−ct)(‖ u0 ‖2H1
0
+ ‖ α0 ‖2H1

0
+ ‖ α1 ‖2 +

∫

Ω

GN(u0)dx)+c
′′

, c > 0, t ≥ 0.

(7.28)
Plus généralement, pour tout r > 0 on a

∫ t+r

t

(‖ ∂u
∂t

‖2−1 + ‖ u ‖2H1
0
+ ‖ α ‖2H1

0
+ ‖ ∂α

∂t
‖2)ds
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≤ c
′

exp (−ct)(‖ u0 ‖2H1
0
+ ‖ α0 ‖2H1

0
+ ‖ α1 ‖2 +

∫

Ω

GN(u0)dx) + c
′′

(r), c > 0, t ≥ 0.

(7.29)
On applique le lemme de Gronwall à (7.25), on a

t ‖ ∂u
∂t

‖2−1≤ c
′

∫ T0

0

s exp (c(t− s))(‖ ∂α
∂t

‖2 + ‖ ∇α ‖2 + ‖ u ‖2 + ‖ ∂u
∂t

‖2−1)ds.

(7.30)
Par (7.23) et (7.28), on déduit de (7.30),

‖ ∂u
∂t

(t) ‖2−1≤
1

t
Q(‖ u0 ‖H2 , ‖ α0 ‖H2 , ‖ α1 ‖H1

0
), t ∈ (0, T0]. (7.31)

On multiplie (7.24) par
∂u

∂t
et on procède comme avant, on aura

d

dt
‖ ∂u
∂t

‖2−1 + ‖ ∇∂u

∂t
‖2≤ c(‖ ∂u

∂t
‖2−1 + ‖ ∂α

∂t
‖2 + ‖ ∇α ‖2 + ‖ u ‖2). (7.32)

On applique le lemme de Gronwall à (7.32), par (7.28) on a

‖ ∂u
∂t

(t) ‖2−1≤ exp (ct)Q(‖ u0 ‖H2 , ‖ α0 ‖H2 , ‖ α1 ‖H1
0
) ‖ ∂u

∂t
(T0) ‖2−1, t ≥ T0,

donc par (7.31) on aura

‖ ∂u
∂t

(t) ‖2−1≤ exp (ct)Q(‖ u0 ‖H2 , ‖ α0 ‖H2 , ‖ α1 ‖H1
0
), t ≥ T0. (7.33)

On réécrit (7.9) sous la forme

−∆u+ gN(u) = hu(t), u = 0 sur ∂Ω, (7.34)

pour t ≥ T0(fixé), avec

hu(t) = −(−∆)−1∂u

∂t
+
∂α

∂t
. (7.35)

Par (7.27) et (7.33) on a

‖ hu(t) ‖≤ exp (ct)Q(‖ u0 ‖H2 , ‖ α0 ‖H2 , ‖ α1 ‖H1
0
), t ≥ T0. (7.36)

On multiplie (7.34) par u et on intègre sur Ω, par (7.7) on a

‖ ∇u ‖2≤ c ‖ hu(t) ‖2 +c
′

. (7.37)

On multiplie ensuite (7.34) par −∆u et on intègre sur Ω, par (7.8) on a

‖ ∆u ‖2≤ c(‖ hu(t) ‖2 + ‖ ∇u ‖2), (7.38)

par (7.36) et (7.37), on déduit de (7.38) que

‖ u(t) ‖H2≤ exp (ct)Q(‖ u0 ‖H2 , ‖ α0 ‖H2 , ‖ α1 ‖H1
0
), t ≥ T0. (7.39)

En combinant (7.23) et (7.39), on conclut

‖ u(t) ‖H2≤ exp (ct)Q(‖ u0 ‖H2 , ‖ α0 ‖H2 , ‖ α1 ‖H1
0
), t ≥ 0. (7.40)
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La relation (7.21) implique

d

dt
(‖ ∇∂α

∂t
‖2 + ‖ ∆α ‖2)+ ‖ ∂α

∂t
‖2H1

0
≤‖ u ‖2H1

0
+ ‖ ∂u

∂t
‖2H1

0
. (7.41)

On intègre (7.32) entre T0 et t, par (7.28) et (7.33) on a

∫ t

T0

‖ ∂u
∂t

‖2H1
0
ds

≤ exp (ct)Q(‖ u0 ‖H2 , ‖ α0 ‖H2 , ‖ α1 ‖H1
0
), t ≥ T0. (7.42)

On intègre (7.41) entre T0 et t, on a

‖ ∂α
∂t

(t) ‖2H1
0
+ ‖ α(t) ‖2H2

≤
∫ t

T0

(‖ u ‖2H1
0
+ ‖ ∂u

∂t
‖2H1

0
)ds+ ‖ ∂α

∂t
(T0) ‖2H1

0
+ ‖ α(T0) ‖2H2 . (7.43)

Par (7.23),(7.28) et (7.42), la relation (7.43) donne

‖ ∂α
∂t

(t) ‖2H1
0
+ ‖ α(t) ‖2H2≤ exp (ct)Q(‖ u0 ‖H2 , ‖ α0 ‖H2 , ‖ α1 ‖H1), t ≥ T0.

(7.44)
En combinant (7.23),(7.40) et (7.44), on écrit

‖ u(t) ‖H2 + ‖ α(t) ‖H2 + ‖ ∂α
∂t

(t) ‖H1
0

≤ exp (ct)Q(‖ u0 ‖H2 , ‖ α0 ‖H2 , ‖ α1 ‖H1
0
), t ≥ 0. (7.45)

On multiplie (7.1) par u et on intègre sur Ω, on a

d

dt
‖ u ‖2 + ‖ ∆u ‖2≤ c(‖ ∇u ‖2 + ‖ ∇∂α

∂t
‖2). (7.46)

On intègre (7.46) entre 0 et 1, par (7.23) et (7.28) on aura

∫ 1

0

‖ u(s) ‖2H2 ds ≤ Q(‖ u0 ‖H2 , ‖ α0 ‖H2 , ‖ α1 ‖H1
0
) + c

′

, (7.47)

donc il existe un T ∈ (0, 1) tel que

‖ u(T ) ‖2H2 + ‖ α(T ) ‖2H2 + ‖ ∂α
∂t

(T ) ‖2H1
0
≤ Q(‖ u0 ‖H2 , ‖ α0 ‖H2 , ‖ α1 ‖H1

0
) + c

′

.

En répétant les estimations précédentes et en utilisant (7.45) commencant par t = T
au lieu de t = 0 on aura la propriété suivante

‖ u(1) ‖2H2 + ‖ α(1) ‖2H2 + ‖ ∂α
∂t

(1) ‖2H1
0

≤ Q(‖ u0 ‖2H1
0
+ ‖ α0 ‖2H1

0
+ ‖ α1 ‖2 +

∫

Ω

GN(u0)dx) + c
′

. (7.48)
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En répétant les estimations qui ont donné (7.48), on a pour t ≥ 1,

‖ u(t) ‖2H2 + ‖ α(t) ‖2H2 + ‖ ∂α
∂t

(t) ‖2H1
0

≤ Q(‖ u(t− 1) ‖2H1
0
+ ‖ α(t− 1) ‖2H1

0
+ ‖ ∂α

∂t
(t− 1) ‖2 +

∫

Ω

GN(u(t− 1))dx) + c
′

,

(7.49)
(notons que toutes les constantes et fonctions ne dépendent pas de t) qui implique
par (7.27) :

‖ u ‖2H2 + ‖ α ‖2H2 + ‖ ∂α
∂t

‖2H1
0

≤ exp (−ct)Q(‖ u0 ‖2H1
0
+ ‖ α0 ‖2H1

0
+ ‖ α1 ‖2 +

∫

Ω

GN(u0)dx)+ c
′

, c > 0, t ≥ 1.

(7.50)
En combinant (7.50) et (7.45) pour 0 ≤ t ≤ 1, on obtient l’estimation dissipative
suivante

‖ u(t) ‖H2 + ‖ α(t) ‖H2 + ‖ ∂α
∂t

(t) ‖H1
0

≤ exp (−ct)Q(‖ u0 ‖H2 , ‖ α0 ‖H2 , ‖ α1 ‖H1
0
) + c

′

, c > 0, t ≥ 0. (7.51)

3 Existence et unicité de solutions

Dans cette section, on prouve que le problème considéré est bien posé, c’est-à-
dire qu’il possède une solution unique qui soit continue par rapport aux données
initiales, ce qui permettra de définir un semi-groupe continu. On énonce notre pre-
mier résultat :

Théorème 3.1. Soit T > 0 donné. On suppose que (u0, α0, α1) ∈ E1 et GN(u0)dx <

+∞. Alors le problème (7.1)-(7.4) admet au moins une solution (u, α,
∂α

∂t
) telle

que u ∈ L∞(0,+∞,W ∩ V ), α ∈ L∞(0,+∞,W ∩ V ),
∂u

∂t
∈ L2(0, T,H−1(Ω)) et

∂α

∂t
∈ L∞(0,+∞, V ).

Démonstration: La preuve de ce théorème est basée sur la méthode de Galerkin
et les estimations (7.18) et (7.51). L’opérateur A de domaine D(A) = H2(Ω)∩H1

0 (Ω)
est autoadjoint, borné et positif. Il possède un inverse compact. Par conséquent, on
peut considérer une famille {wj, j ≥ 1} de vecteurs propres de A associés aux valeurs
propres 0 < λ1 ≤ λ2 ≤ ... qui forme une base orthonormale dans H et orthogonale
dans V. En posant Vm = vect{w1, ..., wm}, on considère le problème approché suivant,
écrit sous forme fonctionnelle,

A−1dum
dt

+ Aum + PmgN(um) =
dαm

dt
, (7.52)

d2αm

dt2
+
dαm

dt
+ Aαm = −dum

dt
− um, (7.53)

αm(0) = Pmα0, um(0) = Pmu0,
dαm

dt
(0) = Pmα1, (7.54)
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où Pm est la projection orthogonale de H sur Vm (pour le produit scalaire dans H),
ce qui équivaut à

d

dt
((A−1um, v))+ < Aum, v > + < PmgN(um), v >= ((βm, v)),(7.55)

d

dt
((βm, w)) + ((βm, w))+ < Aαm, w > = − d

dt
((um, w))− ((um, w)), (7.56)

associé aux conditions (7.54).

La preuve de l’existence d’une solution locale en temps du problème approché est
standard ; en effet, on cherche um, αm et βm sous la forme :

um =
m
∑

j=1

ujmwj, αm =
m
∑

j=1

αjmwj et βm =
m
∑

j=1

βjmwj.

Ainsi résoudre (7.52)-(7.54) revient à trouver les ujm, αjm et βjm tels que um, αm

et βm vérifient (7.52)-(7.54). Pour cela, en remplaçant v et w par wi, i = 1, ...,m
dans le problème (7.55)-(7.56), on obtient un système d’équations différentielles
ordinaires, que l’on résoud grâce au théorème Cauchy-Lipschitz. De plus on aboutit
à des estimations équivalentes à (7.18) et (7.51), avec à la place de u et α, um et αm,
respectivement, à savoir

dE2m

dt
+ c(E2m+ ‖ ∂um

∂t
‖2−1) ≤ c

′

, c > 0, (7.57)

où E2m satisfait

c(‖ um ‖2V + ‖ αm ‖2V + ‖ ∂αm

∂t
‖2 +

∫

Ω

GN(um)dx) + c
′ ≤ E2m(t)

≤ c
′′

(‖ um ‖2V + ‖ αm ‖2V + ‖ ∂αm

∂t
‖2 +

∫

Ω

GN(um)dx) + c
′′′

, (7.58)

et

‖ um(t) ‖H2 + ‖ αm(t) ‖H2 + ‖ ∂αm

∂t
(t) ‖H1

0

≤ exp (−ct)Q(‖ u0 ‖H2 , ‖ α0 ‖H2 , ‖ α1 ‖H1
0
) + c

′

, c > 0, t ≥ 0, (7.59)

ce qui permet de justifier les estimations obtenues de façon formelle dans la section
précédente, mais aussi que la solution est globale. En ce qui conçerne le passage à

la limite, on intègre (7.57) entre 0 et t, par (7.58) on déduit que
∂um
∂t

⇀
∂u

∂t
dans

L2(0, T,H−1(Ω)). De plus, en utilisant le Théorème 2.2 on aura um → u dans L2(Q)
fort et p.p. lorsque m → +∞. On omet le reste da la preuve, qui se démontre sans
difficulté (voir par exemple [58] et [59], cf. aussi le chapitre 3). ✷

Le résultat qui suit traite de l’unicité de la solution

Théorème 3.2. Sous les conditions du Théorème 3.1, la solution du problème (7.1)-
(7.4) est unique avec la régularité ci-dessus.
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Démonstration: Soient
(

u(1), α(1),
∂α(1)

∂t

)

et
(

u(2), α(2),
∂α(2)

∂t

)

deux solutions

du problème (7.1)-(7.4) avec (u
(1)
0 , α

(1)
0 , α

(1)
1 ) et (u

(2)
0 , α

(2)
0 , α

(2)
1 ) les données initiales

respectivement. On pose :

(

u, α,
∂α

∂t

)

=
(

u(1) − u(2), α(1) − α(2),
∂α(1)

∂t
− ∂α(2)

∂t

)

et
(

u0, α0, α1

)

=
(

u
(1)
0 − u

(2)
0 , α

(1)
0 − α

(2)
0 , α

(1)
1 − α

(2)
1

)

,

Alors le problème verifié par (u, α) est

∂u

∂t
+∆2u−∆(gN(u

(1))− gN(u
(2))) = −∆

∂α

∂t
, (7.60)

∂2α

∂t2
+
∂α

∂t
−∆α = −∂u

∂t
− u, (7.61)

u = ∆u = α = 0 sur ∂Ω, (7.62)

α(0) = α0, u(0) = u0,
∂α

∂t
(0) = α1. (7.63)

On multiplie (7.60) par (−∆)−1∂u

∂t
et on intègre sur Ω, on a

‖ ∂u
∂t

‖2−1 +
1

2

d

dt
‖ ∇u ‖2 +((gN(u

(1))− gN(u
(2)),

∂u

∂t
)) = ((

∂α

∂t
,
∂u

∂t
)). (7.64)

On multiplie (7.61) par
∂α

∂t
et on intègre sur Ω, on a

1

2

d

dt
‖ ∂α
∂t

‖2 + ‖ ∂α
∂t

‖2 +1

2

d

dt
‖ ∇α ‖2= −((u,

∂α

∂t
))− ((

∂u

∂t
,
∂α

∂t
)). (7.65)

On additionne (7.64) et (7.65), on obtient

1

2

d

dt
(‖ ∇u ‖2 + ‖ ∇α ‖2 + ‖ ∂α

∂t
‖2)+ ‖ ∂u

∂t
‖2−1 + ‖ ∂α

∂t
‖2

= −((gN(u
(1))− gN(u

(2)),
∂u

∂t
))− ((u,

∂α

∂t
)). (7.66)

En utilisant les inégalités ‖ φ ‖≤ C(Ω) ‖ ∇φ ‖ et |((v, w))| ≤ c ‖ ∇v ‖ . ‖ w ‖−1, on
aura

d

dt
(‖ ∇u ‖2 + ‖ ∇α ‖2 + ‖ ∂α

∂t
‖2) + 2(‖ ∂u

∂t
‖2−1 + ‖ ∂α

∂t
‖2)

≤‖ ∇(gN(u
(1))− gN(u

(2))) ‖2 + ‖ ∂u
∂t

‖2−1 +
C(Ω)

ǫ2
‖ ∇u ‖2 +ǫ2 ‖

∂α

∂t
‖2 .
(7.67)

En choisissant ǫ2 > 0 assez petit tel que 2− ǫ2 > 0, on aura

d

dt
(‖ ∇u ‖2 + ‖ ∇α ‖2 + ‖ ∂α

∂t
‖2) + c(‖ ∂u

∂t
‖2−1 + ‖ ∂α

∂t
‖2)

≤‖ ∇(gN(u
(1))− gN(u

(2))) ‖2 +c′ ‖ ∇u ‖2 . (7.68)
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Par ailleurs, par (7.51) on a

‖ ∇(gN(u
(1))− gN(u

(2))) ‖=‖ ∇(

∫ 1

0

g
′

N(u
(1) + s(u(2) − u(1)))dsu) ‖

≤‖
∫ 1

0

g
′

N(u
(1) + s(u(2) − u(1)))ds∇u ‖

+ ‖ u
∫ 1

0

g
′′

N(u
(1) + s(u(2) − u(1)))(∇u(1) + s∇(u(2) − u(1)))ds ‖

≤ Q(‖ u(1)0 ‖W , ‖ u(2)0 ‖W , ‖ α(1)
0 ‖W , ‖ α(2)

0 ‖W , ‖ α(1)
1 ‖V , ‖ α(2)

1 ‖V )
×(‖ ∇u ‖ + ‖ |u||∇u(1)| ‖ + ‖ |u||∇u(2)| ‖)

≤ Q(‖ u(1)0 ‖H2 , ‖ u(2)0 ‖H2 , ‖ α(1)
0 ‖H2 , ‖ α(2)

0 ‖H2 , ‖ α(1)
1 ‖H1

0
, ‖ α(2)

1 ‖H1
0
) ‖ ∇u ‖ .

(7.69)
Par (7.69), on déduit de (7.68) l’estimation suivante

d

dt
(‖ ∇u ‖2 + ‖ ∇α ‖2 + ‖ ∂α

∂t
‖2) + c(‖ ∂u

∂t
‖2−1 + ‖ ∂α

∂t
‖2)

≤ Q(‖ u(1)0 ‖H2 , ‖ u(2)0 ‖H2 , ‖ α(1)
0 ‖H2 , ‖ α(2)

0 ‖H2 , ‖ α(1)
1 ‖H1

0
, ‖ α(2)

1 ‖H1
0
) ‖ ∇u ‖2 .

(7.70)

Ce qui donne aussi bien l’unicité (pour u
(1)
0 = u

(2)
0 , α

(1)
0 = α

(2)
0 et α

(1)
1 = α

(2)
1 ) que la

continuité par rapport aux données initiales. ✷

On définit ainsi, sous les conditions du Théorème 3.2, un semi-groupe continu
(par rapport à la E-norme) S(t) comme suit

S(t) : E1 → E1, S(t)(u0, α0, α1) = (u(t), α(t),
∂α

∂t
(t)),

où (u(t), α(t),
∂α

∂t
(t)) est l’unique solution de (7.1)-(7.4).

4 Borné absorbant

Notre objectif ici, est d’établir que le semi-groupe S(t), t ≥ 0, défini précédem-
ment, possède un ensemble borné absorbant dans l’espace des phases E1. On a le

Théorème 4.1. Le semi-groupe S(t) associé au problème (7.1)-(7.4) possède un
ensemble borné absorbant β1 dans E1.

Démonstration: On prouve ce théorème grâce à l’estimation (7.51) qu’on la
réécrit ici :

‖ u(t) ‖H2 + ‖ α(t) ‖H2 + ‖ ∂α
∂t

(t) ‖H1
0

≤ exp (−ct)Q(‖ u0 ‖H2 , ‖ α0 ‖H2 , ‖ α1 ‖H1
0
) + c

′

, c > 0, t ≥ 0, (7.71)

et donc pour que

‖ u(t) ‖H2 + ‖ α(t) ‖H2 + ‖ ∂α
∂t

(t) ‖H1
0
≤ R, R > 0, (7.72)
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il suffit que
exp (−ct)Q(‖ u0 ‖H2 , ‖ α0 ‖H2 , ‖ α1 ‖H1

0
) + c

′ ≤ R. (7.73)

En prenant les données initiales u0, α0 et α1 dans un borné B de E1, on a

‖ u(t) ‖2W + ‖ α(t) ‖2W + ‖ ∂α
∂t

(t) ‖2V≤ R, ∀t ≥ t0, (7.74)

où t0 := max{0,−1

c
log(

R− c
′

c′′(B)
)}. La preuve est ainsi complète. ✷

On donne finalement une remarque conçernant le système (7.1)-(7.2) associé aux
conditions aux bords de Neumann homogènes.

Remarque 4.2. Comme déjà mentionné au début de ce chapitre, on a que la
moyenne spatiale du paramètre d’ordre u est une quantité consérvée quand le sys-
tème (7.1)-(7.2) est munie de conditions aux bords de type Neumann. En effet, dans
ce cas, on intègre (7.1) sur Ω, on a

< u(t) >=< u0 >, t ≥ 0 (7.75)

où < . >=
1

vol(Ω)

∫

Ω

.dx, est la moyenne spatiale.

On pose H = u+
∂α

∂t
, donc (7.2) devient

∂H

∂t
+H −∆α = 0. (7.76)

On intègre ensuite (7.76) sur Ω, on aura

d

dt
< H > + < H >= 0. (7.77)

En particulier, on déduit de (7.77) que

< H(t) >= exp (−t) < H(0) >, (7.78)

Par ailleurs, si < H(0) >= 0, i.e. < u0+α1 >= 0, on a conservation de l’enthalpie,

< H(t) >= 0, t ≥ 0, (7.79)

donc

<
∂α

∂t
(t) >= − < u(t) >= − < u0 >, t ≥ 0. (7.80)

Ensuite on réécrit (7.78) sous la forme

d < α >

dt
(t) = exp (−t) < u0 + α1 > − < u0 >, (7.81)

qui donne

< α(t) >=< α0 > +(1− exp (−t)) < α1 > +(1− exp (−t)− t) < u0 >, t ≥ 0.
(7.82)
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Donc on peut avoir les mêmes résultats obtenus dans ce chapitre pour les conditions
de type Neumann, à savoir

∂u

∂ν
=
∂∆u

∂ν
=
∂α

∂ν
= 0 sur ∂Ω, (7.83)

où ν désigne l’unité extérieure normale à ∂Ω. Pour ce faire, par (7.75), (7.76) et
(7.79), on réécrit (7.1) et (7.2) sous la forme

∂u

∂t
+∆2u−∆(gN(u)− < gN(u) >) = −∆

∂α

∂t
, (7.84)

∂H

∂t
+H −∆α = 0, (7.85)

où v = v− < v >, | < u0 > | ≤ M1, | < u0 + α1 > | ≤ M2, pour M1 et M2 deux
constantes positives fixées.

Ensuite, on note que
v 7→ (‖ v ‖2−1 + < v >2)

1
2 ,

où ‖ . ‖−1=‖ (−∆)−
1
2 . ‖, (−∆)−1 est l’opérateur inverse de Laplace avec les condi-

tions Neumann et qui s’applique sur des fonctions à moyenne nulle, est une norme
dans H−1(Ω) = H1(Ω)

′

qui est équivalente à la norme usuelle de H−1(Ω), et on a

< . >=
1

|Ω| < ., 1 >H−1(Ω),H1(Ω),

ϕ 7−→ (‖ ϕ ‖2 + < ϕ >2)
1
2 ,

ϕ 7−→ (‖ ∇ϕ ‖2 + < ϕ >2)
1
2 ,

et
ϕ 7−→ (‖ ∆ϕ ‖2 + < ϕ >2)

1
2 ,

sont des normes dans H−1(Ω), L2(Ω), H1(Ω) et H2(Ω) respectivement, qui sont équi-
valentes aux normes usuelles.
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Chapitre 8

Modèle de champ de phase

conservatif de type Caginalp avec un

terme logarithmique

Dans ce dernier chapitre de cette thèse, on considère le problème traité au cha-
pitre précédent, mais cette fois avec un potentiel singulier, particulièrement un terme
non linéaire logarithmique (voir, par exemple, [38], [43] et [72]). Nous examinons tout
d’abord l’existence des solutions dans le cas n ≤ 3, ensuite on démontre en dimen-
sion une et deux, une propriété de séparation stricte vérifiée par le paramètre d’ordre
u, qui nous permettera d’étudier le comportement asymptotique des solutions. On
considère le problème (C) suivant :

∂u

∂t
+∆2u−∆g(u) = −∆

∂α

∂t
, (8.1)

∂2α

∂t2
+
∂α

∂t
−∆α = −u− ∂u

∂t
, (8.2)

u = ∆u = α = 0, (8.3)

u(0) = u0, α(0) = α0,
∂α

∂t
(0) = α1, (8.4)

où u est le paramètre d’ordre et α est la variable de déplacement thermique, Ω ⊂ R
n,

un domaine borné régulier (on précisera la dimension dans les sections suivantes) et
∂Ω désigne le bord régulier de Ω. Le potentiel g est défini comme suit :

g(s) = −2κ0s+ κ1 ln(
1 + s

1− s
), s ∈ (−1;+1), 0 < κ1 < κ0. (8.5)

On voit que g vérifie

g est de classe C∞ et g(0) = 0, (8.6)

− c0 ≤ G(s) ≤ g(s)s+ c0, c0 ≥ 0, s ∈ (−1,+1), (8.7)

où G(s) =
∫ s

0
g(τ)dτ, et

g
′

(s) ≥ −2κ0, s ∈ (−1,+1). (8.8)

On notera dans la suite c, c
′

et c
′′

des constantes positives qui pourront varier d’une
ligne à l’autre et quelques fois dans la même ligne.
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1 Existence de solutions dans le cas n ≤ 3.

Comme au chapitre 4, on considère l’ensemble K et on approche g par gN le
polynoôme considéré au chapitre 7 (voir [9]), on obtient alors le problème (CN)
suivant :

∂uN
∂t

+∆2uN −∆gN(uN) = −∆
∂αN

∂t
, (8.9)

∂2αN

∂t2
+
∂αN

∂t
−∆αN = −uN − ∂uN

∂t
, (8.10)

uN = ∆uN = αN = 0, (8.11)

uN(0) = u0, αN(0) = α0,
∂αN

∂t
(0) = α1. (8.12)

Rappelons, d’après le chapitre 7, le résultat d’existence conçernant le problème (CN).

Théorème 1.1. Soit T > 0 donné. On suppose que (u0, α0, α1) ∈ H1
0 (Ω)

2×L2(Ω) et

GN(u0)dx < +∞. Alors le problème (CN) admet au moins une solution (uN , αN ,
∂αN

∂t
)

telle que uN ∈ L∞(0,+∞, H1
0 (Ω)), αN ∈ L∞(0,+∞, H1

0 (Ω)),
∂uN
∂t

∈ L2(0, T,H−1(Ω))

et
∂αN

∂t
∈ L∞(0,+∞, L2(Ω)).

Rappelons aussi que pour u0 ∈ K on a que GN(u0) est borné indépendemment
de N.

On construit la solution du problème (C) comme étant la limite de la solution
du problème (CN) quand N → +∞. On prend u0 ∈ K et on démontre le théorème
suivant

Théorème 1.2. Soit (u0, α0, α1) ∈ EK , alors le problème (8.1)-(8.4) admet au

moins une solution (u, α, ∂α
∂t
) avec (u, α) ∈ L∞(R+, H1

0 (Ω)
2),

∂α

∂t
∈ L∞(R+, L2(Ω)),

(u, α) ∈ C(R+, L2(Ω)2) et
∂u

∂t
∈ L2(0, T,H−1(Ω)), ∀T > 0.

De plus ∀t > 0, ‖ u(t) ‖L∞(Ω)≤ 1, l’ensemble {x ∈ Ω, |u(x, t)| ≥ 1} est de mesure
nulle.

Démonstration: En remplaçant (u, α) par (uN , αN) dans (7.18), on écrit

dE2N

dt
+ c(E2N+ ‖ ∂uN

∂t
‖2−1) ≤ c

′

, c > 0, (8.13)

où

E2N =‖ ∇uN ‖2 +2

∫

Ω

GN(uN)dx+ ‖ ∂αN

∂t
‖2

+ ‖ ∇αN ‖2 + ‖ uN ‖2−1 +ǫ1((
∂αN

∂t
, αN)) +

ǫ1
2

‖ αN ‖2,
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satisfait

c(‖ uN ‖2V + ‖ αN ‖2V + ‖ ∂αN

∂t
‖2 +

∫

Ω

GN(uN)dx) + c
′ ≤ E2N(t)

≤ c
′′

(‖ uN ‖2V + ‖ αN ‖2V + ‖ ∂αN

∂t
‖2 +

∫

Ω

GN(uN)dx) + c
′′′

, (8.14)

avec c, c
′′

> 0.

On applique le lemme de Gronwall à (8.13), on a

E2N(t) ≤ E2N(0) exp (−ct) + c
′

, (8.15)

la relation (8.15) implique en particulier que

E2N(t) ≤ E2N(0) + c
′

. (8.16)

Ainsi par (8.14) on aura

sup
t∈[0,T ]

{‖ uN(t) ‖2H1
0 (Ω) + ‖ αN(t) ‖2H1

0 (Ω) + ‖ ∂αN

∂t
(t) ‖2} ≤ c

′

(8.17)

où c
′

est une constante qui ne dépend pas de N.

En faisant tendre N vers +∞ et en considérant une sous suite, on a par l’estimation
(8.17) :

uN
∗
⇀ u faiblement étoile dans L∞(0, T, V ), (8.18)

αN
∗
⇀ α faiblement étoile dans L∞(0, T, V ), (8.19)

et
∂αN

∂t
∗
⇀

∂α

∂t
faiblement étoile dans L∞(0, T,H). (8.20)

On intègre (8.13) entre 0 et t, on a

E2N(t) + c

∫ t

0

‖ ∂uN
∂t

(s) ‖2−1 ds ≤ c, ∀t ∈ [0, T ], c ≥ 0, (8.21)

la constante c est bien sûr indépendante de N . Il en découle que

∂uN
∂t

⇀
∂u

∂t
faiblement dans L2(0, T,H−1(Ω)). (8.22)

On réécrit (8.9) sous la forme

(−∆)−1∂uN
∂t

−∆uN + gN(uN) =
∂αN

∂t
. (8.23)

On multiplie (8.23) par −∆uN . En utilisant l’inégalité de Hölder et la monotonie de
gN , on aura

d

dt
‖ uN ‖2 + ‖ ∆uN ‖2≤ c(‖ ∂αN

∂t
‖2 + ‖ ∇uN ‖2). (8.24)
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On intègre (8.24) entre 0 et t, on déduit

‖ uN(t) ‖2 +
∫ t

0

‖ ∆uN ‖2 ds ≤ c, ∀t ∈ [0, T ], (8.25)

où c est indépendante de N. Il en résulte que

∆uN ⇀ ∆u faiblement dans L2(Q). (8.26)

On multiplie (8.23) par gN(uN) et on intègre sur Ω, en utilisant la monotonie de gN ,
on obtient

‖ gN(uN) ‖2≤ c(‖ uN ‖2V + ‖ ∂uN
∂t

‖2−1 + ‖ ∂αN

∂t
‖2). (8.27)

On intègre (8.27) entre 0 et t, par (8.18),(8.20) et (8.22), on a

‖ gN(uN) ‖2L2(Q)≤ c, (8.28)

où c est indépendante de N. On déduit alors pour une suite extraite que

gN(uN)⇀ χ faiblement dans L2(Q). (8.29)

Donc lorsque N −→ +∞ dans (8.23), on déduit de (8.22),(8.26),(8.29) et (8.20) que

(u, α,
∂α

∂t
) vérifie :

(−∆)−1∂u

∂t
−∆u+ χ =

∂α

∂t
dans L2(Q). (8.30)

De (8.10) on déduit :

<
∂βN
∂t

+
∂αN

∂t
, φ > + < ∇αN ,∇φ >= − <

∂uN
∂t

+ uN , φ >, ∀φ ∈ D((0, T )× Ω),

où <. , .> désigne le crochet de dualité entre D′

((0, T )× Ω) et D((0, T )× Ω).

Donc lorsque N −→ +∞ on déduit de (8.19),(8.20),(8.18) et (8.22) :

∂2α

∂t2
+
∂α

∂t
−∆α = −∂u

∂t
− u dans L2(0, T ;H−1(Ω)). (8.31)

De plus d’après le lemme 2.4 avec (8.19) et (8.20) on a lorsque N → +∞ :

αN −→ α dans C([0, T ], L2(Ω)), (8.32)

d’autre part, d’après le Théorème 2.2 avec (8.18) et (8.22), on déduit

uN −→ u dans C([0, T ], L2(Ω)), (8.33)

donc en particulier on aura u(x, 0) = u0 et α(x, 0) = α0 dans Ω. Voir le chapitre 4

pour démontrer que
∂α

∂t
(x, 0) = α1. Alors (u, α,

∂α

∂t
) vérifie

(−∆)−1∂u

∂t
−∆u+ χ =

∂α

∂t
dans L2(Q), (8.34)

∂2α

∂t2
+
∂α

∂t
−∆α = −∂u

∂t
− u dans L2(0, T,H−1(Ω)), (8.35)

u = α = 0 sur ∂Ω× (0, T ), (8.36)

u(0) = u0, α(0) = α0,
∂α

∂t
(0) = α1 dans Ω. (8.37)

170 1 Existence de solutions dans le cas n ≤ 3.



8 . Modèle de champ de phase conservatif de type Caginalp avec un terme logarithmique

Lemme 1.3. Il existe une constante positive c telle que pour tout r > 0 on a

‖ ∂uN
∂t

(t) ‖2−1≤ c(
1

r
+ 1)(E2N(0) + 1), ∀t ≥ r > 0. (8.38)

Preuve: On intègre (8.13) entre t et t+ r, on a

E2N(t+ r) + c

∫ t+r

t

(E2N(s)+ ‖ ∂uN
∂t

‖2−1)ds ≤ c
′

(r) + E2N(t), ∀t ≥ 0, ∀r > 0.

(8.39)
En remplaçant (u, α) par (uN , αN) dans (7.32), on écrit

d

dt
‖ ∂uN

∂t
‖2−1 + ‖ ∇∂uN

∂t
‖2≤ c

(

‖ uN ‖2 + ‖ ∇αN ‖2 + ‖ ∂uN
∂t

‖2−1 + ‖ ∂αN

∂t
‖2

)

.

(8.40)
Par (8.14),(8.15) et (8.39), on applique le lemme de Gronwall uniforme à (8.40) et
donc on déduit que ∀s > 0 on a

‖ ∂uN
∂t

(t+ s) ‖2−1≤ c(
1

s
+ 1)(E2N(0) + 1), ∀t ≥ 0, (8.41)

ce qui complète la preuve de (8.38). ✷

Lemme 1.4. Il existe une constante c telle que pour tout r > 0 on a

‖ gN(uN(t)) ‖2≤ c(
1

r
+ 1)(E2N(0) + 1), ∀t ≥ r > 0. (8.42)

Preuve: Par (8.14), on conclut de (8.16) que

‖ uN(t) ‖2V + ‖ ∂αN

∂t
(t) ‖2≤ E2N(0) + c, ∀t ≥ r > 0. (8.43)

Par (8.38) et (8.43), on obtient de (8.27) la relation (8.42). ✷

Par (8.42) on déduit

t ‖ gN(uN(t)) ‖2≤ c(T + 1), ∀t ∈ (0, T ), (8.44)

ce qui implique que (cf. chapitre 4)

|EN
η (t)| 12 ≤ C

√
t
∑N

k=0

(1− η)2k+1

2k + 1

. (8.45)

Lorsque N −→ +∞, on déduit de (8.42),(8.45) et du lemme de Fatou que

|Eη(t)| =
∫

Ω
χη(t)dx ≤

∫

Ω
lim infN→+∞ χN

η (t)dx ≤ lim infN→+∞

∫

Ω
χN
η (t)dx

≤ lim inf |EN
η (t)|

≤ 4C

t ln2
(2− η

η

)

,
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avec |Eη(t)| et χη(t) désignent respectivement la mesure de l’ensemble
{x ∈ Ω, |u(x, t)| > 1− η} et sa fonction caractéristique.

Lorsque η → 0 on obtient ∀t ∈ (0, T ),

mes{x ∈ Ω, |u(x, t)| ≥ 1} = 0. (8.46)

De plus par (8.33),(8.46) on a, lorsque N → +∞ que ∀t ∈ (0, T ) :

gN(uN(t)) −→ g(u(t)) p.p. dans Ω. (8.47)

Par (8.28),(8.47) et Lions ( [13], lemme 1.3, p.12), on a

gN(uN)⇀ g(u) faiblement dans L2(Q). (8.48)

Finalement par (8.29) et (8.48) on obtient que

χ = g(u),

d’où le théorème. ✷

Remarque 1.5. On ne s’attend pas à avoir l’unicité de la solution du problème (C)
en dimension trois, par contre en démontrant une propriété de séparation stricte en
dimension une et deux, on peut facilement démontrer le résultat, celà va être l’objet
de la section suivante.

2 Etude basée sur une propriété de séparation

Pour pouvoir démontrer la propriété de séparation pour le problème (C), on
considère le problème perturbé (Cǫ) suivant :

∂u

∂t
= −∆(∆u− g(u) +

∂α

∂t
− ǫ

∂u

∂t
), (8.49)

∂2α

∂t2
+
∂α

∂t
−∆α = −u− ∂u

∂t
, (8.50)

u = ∆u = α = 0, (8.51)

u(0) = u0, α(0) = α0,
∂α

∂t
(0) = α1, (8.52)

qu’on l’écrit sous la forme :

ǫ
∂u

∂t
+ (−∆)−1∂u

∂t
= ∆u− g(u) +

∂α

∂t
, ǫ ≥ 0, (8.53)

∂2α

∂t2
+
∂α

∂t
−∆α = −u− ∂u

∂t
, (8.54)

u = α = 0, (8.55)

u(0) = u0, α(0) = α0,
∂α

∂t
(0) = α1. (8.56)
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On pose z = (u, α,
∂α

∂t
) avec z0 = (u0, α0, α1) la donnée initiale correspondante et

on définit les deux espaces de phase suivants :

En dimension une :

D
1
ǫ = {z ∈ E1, ‖ u ‖L∞< 1, g(u) ∈ L2(Ω), ǫ

1
2 (u+ φ) ∈ H,φ ∈ H−1(Ω)

avec φ := (ǫ+ (−∆)−1)−1[∆u− g(u) +
∂α

∂t
]} (8.57)

et la ”norme” dans l’espace D
1
ǫ est définie de la façon suivante :

‖ z ‖2
D1
ǫ
=‖ z ‖2E1

+ ‖ g(u) ‖2 +ǫ(‖ φ ‖2 + ‖ u ‖2)+ ‖ φ ‖2−1 . (8.58)

En dimension deux :

D
2
ǫ = {z ∈ E2, ‖ u ‖L∞< 1, g(u) ∈ L2(Ω), ǫ

1
2u ∈ H, ǫ

1
2φ ∈ V, φ ∈ H

avec φ := (ǫ+ (−∆)−1)−1[∆u− g(u) +
∂α

∂t
]} (8.59)

et la ”norme” dans l’espace D
2
ǫ est définie de la façon suivante :

‖ z ‖2
D2
ǫ
=‖ z ‖2E2

+ ‖ g(u) ‖2 +ǫ(‖ φ ‖2V + ‖ u ‖2)+ ‖ φ ‖2 . (8.60)

On commence à établir des estimations à priori pour le problème (8.53)-(8.56), pour
ce faire on suppose à priori que

‖ u ‖L∞(R+×Ω)< 1. (8.61)

On désigne par Q une fonction monotone et par c, c
′

, c
′′

et c
′′′

des constantes qui
varient d’une ligne à l’autre et parfois dans la même ligne et qui sont indépendantes
de ǫ sauf mention contraire.

On multiplie (8.53) par u+
∂u

∂t
et (8.54) par

∂α

∂t
, on additionne les équations résul-

tantes, par (8.7) on aura

1

2

d

dt
[ǫ ‖ u ‖2 + ‖ u ‖2−1 + ‖ ∇u ‖2 + 2

∫

Ω
G(u)dx+ ‖ ∇α ‖2 + ‖ ∂α

∂t
‖2]

+ ‖ ∇u ‖2 +
∫

Ω
G(u)dx+ ǫ ‖ ∂u

∂t
‖2 + ‖ ∂u

∂t
‖2−1 + ‖ ∂α

∂t
‖2≤ c.

(8.62)
On multiplie (8.54) par α et on intègre sur Ω, on a

1

2

d

dt
(‖ α ‖2 +2((

∂α

∂t
, α)))+ ‖ ∇α ‖2= −((

∂u

∂t
, α))− ((u, α))+ ‖ ∂α

∂t
‖2 . (8.63)

On additionne (8.62) et δ1(8.63), où δ1 > 0 assez petit tel que

δ1 ‖ α ‖2 + ‖ ∇α ‖2 +2δ1((
∂α

∂t
, α))+ ‖ ∂α

∂t
‖2≥ c(‖ α ‖2V + ‖ ∂α

∂t
‖2), c > 0,

(8.64)
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on obtient
dE3

dt
+ c(E3 + ǫ ‖ ∂u

∂t
‖2 + ‖ ∂u

∂t
‖2−1) ≤ c

′

, c > 0, (8.65)

avec

E3 = ǫ ‖ u ‖2 + ‖ u ‖2−1 + ‖ ∇u ‖2 +2

∫

Ω

G(u)dx+ ‖ ∇α ‖2 + ‖ ∂α
∂t

‖2

+δ1 ‖ α ‖2 +2δ1((
∂α

∂t
, α)),

satisfait

c(ǫ ‖ u ‖2 + ‖ u ‖2V + ‖ α ‖2V + ‖ ∂α
∂t

‖2)− c
′ ≤ E3(t)

≤ c
′′

(ǫ ‖ u ‖2 + ‖ u ‖2V + ‖ α ‖2V + ‖ ∂α
∂t

‖2) + c
′′′

, (8.66)

avec c, c
′′

> 0 et pour ǫ > 0.

On applique le lemme de Gronwall à (8.65) et par (8.66) on aura

ǫ ‖ u ‖2 + ‖ u ‖2V + ‖ α ‖2V + ‖ ∂α
∂t

‖2

+

∫ t

0

exp (−c(t− s))(ǫ ‖ ∂u
∂t

‖2 + ‖ ∂u
∂t

‖2−1)ds

≤ Q(ǫ ‖ u0 ‖2 + ‖ z0 ‖2E) exp (−ct) + c
′

. (8.67)

On dérive (8.53) par rapport au temps, on a :

ǫ
∂2u

∂t2
+ (−∆)−1∂

2u

∂t2
−∆

∂u

∂t
+ g

′

(u)
∂u

∂t
= −∂α

∂t
+∆α− ∂u

∂t
− u. (8.68)

On multiplie (8.68) par
∂u

∂t
, l’inégalité de Poincarré et ‖ ϕ ‖2≤ c ‖ ∇ϕ ‖ . ‖ ϕ ‖−1

donne l’estimation suivante

d

dt
(ǫ ‖ ∂u

∂t
‖2 + ‖ ∂u

∂t
‖2−1)+ ‖ ∇∂u

∂t
‖2

≤ c(ǫ ‖ ∂u
∂t

‖2 + ‖ ∂u
∂t

‖2−1 + ‖ u ‖2 + ‖ ∇α ‖2 + ‖ ∂α
∂t

‖2), (8.69)

On applique le lemme de Gronwall à (8.69) et par (8.67) on a (φ =
∂u

∂t
)

ǫ ‖ ∂u
∂t

‖2 + ‖ ∂u
∂t

‖2−1 +
∫ t

0
exp (−c(t− s)) ‖ ∂u

∂t
‖2V ds

≤ Q(ǫ ‖ u0 ‖2 + ‖ z0 ‖2E + ǫ ‖ φ(0) ‖2 + ‖ φ(0) ‖2−1) exp (−ct) + c
′

.
(8.70)

On écrit (8.53) sous la forme :

−∆u+ g(u) = −ǫ∂u
∂t

− (−∆)−1∂u

∂t
+
∂α

∂t
. (8.71)
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On multiplie (8.71) par −∆u et on intègre sur Ω, par (8.8) on aura

‖ ∆u ‖2 ≤ c(‖ ∇u ‖2 +ǫ ‖ ∂u
∂t

‖2 + ‖ ∂u
∂t

‖2−1 + ‖ ∂α
∂t

‖2)
≤ (par (8.67), (8.70))

‖ u ‖2H2 ≤ Q(ǫ ‖ u0 ‖2 + ‖ z0 ‖2E +ǫ ‖ φ(0) ‖2 + ‖ φ(0) ‖2−1) exp (−ct) + c
′

.
(8.72)

En considérant (4.129) et par (8.67),(8.70) et (4.98), on déduit

‖ α ‖2H2 + ‖ ∂α
∂t

‖2V≤ Q(ǫ ‖ u0 ‖2 + ‖ z0 ‖2E1
+ǫ ‖ φ(0) ‖2 + ‖ φ(0) ‖2−1) exp (−ct)+c

′

.

(8.73)
On réécrit (8.53) sous la forme :

g(u) = ∆u+
∂α

∂t
− ǫ

∂u

∂t
− (−∆)−1∂u

∂t
, (8.74)

Par (8.67),(8.70) et (8.72) on déduit de (8.74) :

‖ g(u) ‖2≤ Q(‖ z0 ‖D1
ǫ
) exp (−ct) + c

′

. (8.75)

En combinant, on aura finalement

‖ u ‖2W + ‖ α ‖2W + ‖ ∂α
∂t

‖2V + ǫ(‖ u ‖2 + ‖ ∂u
∂t

‖2)+ ‖ ∂u
∂t

‖2−1

+
∫ t

0
exp (−c(t− s))(ǫ ‖ ∂u

∂t
‖2 + ‖ ∂u

∂t
‖2−1 + ‖ ∂u

∂t
‖2V )ds

≤ Q(‖ z0 ‖D1
ǫ
) exp (−ct) + c

′

.

(8.76)

Théorème 2.1. Soit ǫ > 0, donc le champ de phase uǫ satisfait la propriété de
séparation stricte, c’est-à-dire

‖ uǫ(t) ‖L∞(Ω)≤ 1− δǫ, ∀t ≥ 0, (8.77)

où δǫ > 0 dépend de ǫ.

Démonstration: En dimension une : On écrit (8.53) sous la forme :

ǫ
∂u

∂t
−∆u+ g(u) = h̃ :=

∂α

∂t
− (−∆)−1∂u

∂t
. (8.78)

Par (8.76) on a :
‖ h̃ ‖L∞(Ω)≤ Q(‖ z0 ‖D1

ǫ
) exp (−ct) + c

′

. (8.79)

On pose h±(t) := ± ‖ h̃(t) ‖L∞(Ω) et on considère les EDO auxiliaires suivantes :

ǫy
′

± + g(y±) = h±; y±(0) = ± ‖ u0 ‖L∞ . (8.80)

D’après le principe de comparaison on a :

y−(t) ≤ u(t, x) ≤ y+(t), ∀t ≥ 0, ∀x ∈ Ω.

On déduit par (8.79) (voir [28], [43] et le chap.4) :

D(u(t)) ≤ Q(‖ z0 ‖D1
ǫ
) exp (−ct) + c

′

. (8.81)
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En combinant les résultats précédents, on aura

D(u(t))+ ‖ u ‖2W + ‖ α ‖2W + ‖ ∂α
∂t

‖2V +ǫ(‖ u ‖2 + ‖ ∂u
∂t

‖2)+ ‖ ∂u
∂t

‖2−1

+
∫ t

0
exp (−c(t− s))(ǫ ‖ ∂u

∂t
‖2 + ‖ ∂u

∂t
‖2−1 + ‖ ∂u

∂t
‖2V )ds

≤ Q(‖ z0 ‖D1
ǫ
) exp (−ct) + c

′

.
(8.82)

En particulier, on a la propriété (8.77) avec δǫ dépend de ‖ z0 ‖D1
ǫ
.

En dimension deux : Considérons l’estimation (4.144), on a par (8.76) :
∫ t

0

exp (−c(t− s)) ‖ ∆u ‖2 ds ≤ Q(‖ z0 ‖D1
ǫ
) exp (−ct) + c

′

. (8.83)

On réécrit (8.68) sous la forme :

ǫ
∂2u

∂t2
+ (−∆)−1∂

2u

∂t2
−∆

∂u

∂t
= q, (8.84)

où

q = −∂α
∂t

+∆α− u− ∂u

∂t
− g

′

(u)
∂u

∂t
.

On multiplie (8.84) par −∆
∂u

∂t
et on intègre sur Ω on a

d

dt
[ǫ ‖ ∂u

∂t
‖2V + ‖ ∂u

∂t
‖2]+ ‖ ∆

∂u

∂t
‖2≤‖ q ‖2 (8.85)

On applique le lemme de Gronwall à (8.85), on obtient l’estimation suivante

ǫ ‖ ∂u
∂t

‖2V + ‖ ∂u
∂t

‖2 +
∫ t

0

exp (−c(t− s)) ‖ ∆
∂u

∂t
‖2 ds

≤ c

∫ t

0

exp (−c(t− s))[‖ q ‖2 +ǫ ‖ φ ‖2V + ‖ φ ‖2]ds

+exp (−ct)(ǫ ‖ φ(0) ‖2V + ‖ φ(0) ‖2). (8.86)

Estimons le terme
∫ t

0
exp (−c(t− s))[ǫ ‖ φ ‖2V + ‖ φ ‖2]ds.

On multiplie (8.53) par −∆
∂u

∂t
, en utilisant l’inégalité de Hölder on aura

d

dt
‖ ∆u ‖2 +ǫ ‖ φ ‖2V + ‖ φ ‖2≤ c(‖ ∂α

∂t
‖2V + ‖ g(u) ‖2 + ‖ φ ‖2W ), (8.87)

le lemme de Gronwall appliqué à (8.87) avec (8.75) et (8.76) impliquent
∫ t

0

exp (−c(t− s))(ǫ ‖ φ ‖2V + ‖ φ ‖2)ds

≤ Q(‖ z0 ‖D1
ǫ
) exp (−ct) + c

′

+

∫ t

0

exp (−c(t− s)) ‖ ∆
∂u

∂t
‖2 ds. (8.88)

Afin d’estimer le terme
∫ t

0
exp (−c(t− s)) ‖ q ‖2 ds, on énonce tout d’abord le lemme

suivant.
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Lemme 2.2. ∀L > 0 on a :
∫

[t,t+1]×Ω

exp (L|g(u(x, t))|)dxdt ≤ Q(‖ z0 ‖D1
ǫ
) exp (−ct) + c

′

, (8.89)

où c
′

dépend de L > 0.

Preuve: Considérons l’équation (8.78), on a par (8.76) :

‖ h̃ ‖V≤ Q(‖ z0 ‖D1
ǫ
) exp (−ct) + c

′

. (8.90)

On fixe L > 0.On multiplie (8.78) par g(u) exp (L|g(u)|) et on intègre sur [t, t+1]×Ω,
on obtient :

ǫ

∫

Ω

GL(u(t+ 1))dx+

∫

[t,t+1]×Ω

|∇u|2g′

(u)(1 + L|g(u)|) exp (L|g(u)|)dxdt

+

∫

[t,t+1]×Ω

|g(u)|2 exp (L|g(u)|)dxdt

= ǫ

∫

Ω

GL(u(t))dx+

∫

[t,t+1]×Ω

h̃.g(u) exp (L|g(u)|)dxdt, (8.91)

où GL(s) =
∫ s

0
τ exp (L|τ |)dτ.

Par (4.155) et (8.72), la relation (8.91) donne

∫

[t,t+1]×Ω

|g(u)|2 exp (L|g(u)|)dxdt

≤ Q(ǫ ‖ u0 ‖2 + ‖ z0 ‖2E + ǫ ‖ φ(0) ‖2 + ‖ φ(0) ‖2−1) exp (−ct) + c
′

+
∫

[t,t+1]×Ω
|h̃|.|g(u)| exp (L|g(u)|)dxdt. (8.92)

Pour estimer le terme
∫

[t,t+1]×Ω
|h̃|.|g(u)| exp (L|g(u)|)dxdt, on considère les estima-

tions (4.160) et (4.161) avec

a :=M |h̃(t)|, b :=M−1|g(u)| exp (L|g(u)|),

où M =M(L) est suffisemment grand, on a (voir [27] et [43]) :

|h̃|.|g(u)| exp (L|g(u)|) ≤ exp (M |h̃|) + 1

2
|g(u)|2 exp (L|g(u)|) + c, (8.93)

En insérant (8.93) dans (8.92), on aura

∫

[t,t+1]×Ω
|g(u)|2 exp (L|g(u)|)dxdt ≤ 2

∫

[t,t+1]×Ω
exp (M |h̃|)dxdt

+Q(ǫ ‖ u0 ‖2 + ‖ z0 ‖2E + ǫ ‖ φ(0) ‖2 + ‖ φ(0) ‖2−1) exp (−ct) + c
′

.
(8.94)

Les estimations (8.90), (4.164) et (8.94) impliquent que :

∫

[t,t+1]×Ω

|g(u)|2 exp (L|g(u)|)dxdt ≤ Q(‖ z0 ‖D1
ǫ
) exp (−ct) + c

′

. (8.95)
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On déduit de (8.95) l’estimation (8.89) (voir chap.4). ✷

En remarquant que le terme logarithmique g satisfait (4.168) et en utilisant (8.89)
on déduit :

‖ g′

(u) ‖Lp([t,t+1]×Ω)≤ Q(‖ z0 ‖D1
ǫ
) exp (−ct) + c

′

, (8.96)

donc
‖ q ‖L2([t,t+1]×Ω)≤ Q(‖ z0 ‖D1

ǫ
) exp (−ct) + c

′

. (8.97)

En imitant (4.172)-(4.176), on déduit

∫ t

0

e−c(t−s) ‖ q ‖2 ds ≤ Q(‖ z0 ‖D1
ǫ
) exp (−ct) + c

′

. (8.98)

Par (8.88) et (8.98), on déduit de (8.86) :

∫ t

0

exp (−c(t− s)) ‖ ∆
∂u

∂t
‖2 ds ≤ Q(‖ z0 ‖D2

ǫ
) exp (−ct) + c

′

. (8.99)

En insérant (8.83) et (8.99) dans (4.144) on aura

‖ α ‖2H3 + ‖ ∂α
∂t

‖2H2≤ Q(‖ z0 ‖D2
ǫ
) exp (−ct) + c

′

. (8.100)

Or en dimension deux on a H2 ⊂ C(Ω̄) donc par (8.100) on aura

‖ h̃ ‖L∞≤ Q(‖ z0 ‖D2
ǫ
) exp (−ct) + c

′

, (8.101)

on déduit alors la propriété de séparation comme dans le cas de la dimension une et
on a

D(u(t))+ ‖ u ‖2H3 + ‖ α ‖2H3 + ‖ ∂α
∂t

‖2W +ǫ ‖ ∂u
∂t

‖2V + ‖ ∂u
∂t

‖2

+
∫ t

0
exp (−c(t− s))(ǫ ‖ ∂u

∂t
‖2 + ‖ ∂u

∂t
‖2−1 + ‖ ∂u

∂t
‖2W )ds

≤ Q(‖ z0 ‖D2
ǫ
) exp (−ct) + c

′

,

(8.102)

d’où le théorème. ✷

Corollaire 2.3. Pour 0 ≤ ǫ ≤ 1, le champ de phase uǫ satisfait

‖ uǫ(t) ‖L∞(Ω)≤ 1− δ, ∀t ≥ 0, (8.103)

où δ > 0 ne dépend pas de ǫ ∈ [0, 1].

2.1 Caractère bien posé du problème (Cǫ)

On commence à donner la définition d’une solution du problème (8.53)-(8.56).

Définition 2.4. Une fonction z(t) est une solution du problème (8.53)-(8.56) avec
z0 ∈ D

2
ǫ si

z ∈ L∞([0, T ],D2
ǫ) et u ∈ C([0, T ], H−1(Ω)), ∀T > 0 (8.104)

et les équations (8.53)-(8.56) sont satisfaites au sens des distributions.
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Remarque 2.5. On note que pour u(t) régulière (u(t) ∈ H4(Ω) et ‖ u ‖L∞(R+×Ω)<
1), les deux problèmes (8.49)-(8.52) et (8.53)-(8.56) sont équivalents. Si z(t) ap-
partient seulement à D

2
ǫ (comme dans la définition 2.4), les équations (8.53)-(8.56)

sont vues comme une définition de solutions pour le problème (8.49)-(8.52).

Théorème 2.6. Soit ǫ > 0. Pour tout z0 ∈ D
2
ǫ , il existe une unique solution z(t)

pour le problème (8.53)-(8.56) qui vérifient les estimations (8.77) et (8.102).

Démonstration: Existence. On vérifie l’existence d’une solution dans la classe
(8.104) pour ǫ > 0. Grâce à la propriété de séparation stricte il n’est pas difficile de
démontrer l’existence, en effet, on remplace g par la fonction de classe C1 suivante :

gδǫ(s) =







g(−δǫ) + g
′

(−δǫ)(s+ δǫ) , s ∈ (−∞,−δǫ[,
g(s) , s ∈ [−δǫ, δǫ],

g(δǫ) + g
′

(δǫ)(s− δǫ) , s ∈]δǫ,+∞),

où δǫ est le même que dans (8.77). On obtient alors le problème (Cδǫ) dont l’existence

d’une solution est connue à savoir (uδǫ , αδǫ ,
∂αδǫ

∂t
). De plus on démontre que g et gδǫ

vérifient les mêmes propriétés (voir les chap.4-6 et [21]), donc

‖ uδǫ ‖L∞≤ 1− δǫ, ∀t ≥ 0 (8.105)

parsuite gδǫ(uδǫ) = g(uδǫ) et (uδǫ , αδǫ ,
∂αδǫ

∂t
) est une solution du problème (Cǫ).

Unicité. Soit
(

u(1), α(1), ∂α
(1)

∂t

)

et
(

u(2), α(2), ∂α
(2)

∂t

)

deux solutions du problème (8.53)-

(8.56), avec
(

u
(1)
0 , α

(1)
0 , α

(1)
1

)

et
(

u
(2)
0 , α

(2)
0 , α

(2)
1

)

leurs données initiales respective-

ment. On pose :

(

u, α,
∂α

∂t

)

=
(

u(1) − u(2), α(1) − α(2),
∂α(1)

∂t
− ∂α(2)

∂t

)

et
(

u0, α0, α1

)

=
(

u
(1)
0 − u

(2)
0 , α

(1)
0 − α

(2)
0 , α

(1)
1 − α

(2)
1

)

Alors (u, α, ∂α
∂t
) vérifie

ǫ
∂u

∂t
+ (−∆)−1∂u

∂t
= ∆u− l(t)u+

∂α

∂t
, (8.106)

∂2α

∂t2
+
∂α

∂t
−∆α = −∂u

∂t
− u, (8.107)

u = α = 0, (8.108)

α(0) = α0, u(0) = u0,
∂α

∂t
(0) = α1, (8.109)

Puisque les u(i), i = 1, 2 sont strictement séparées de ±1, on a que

‖ l(t) ‖L∞≤ c, ∀t ≥ 0 (8.110)

où c dépend de δ mais indépendante de ǫ ∈ [0, 1].

2 Etude basée sur une propriété de séparation 179



8 . Modèle de champ de phase conservatif de type Caginalp avec un terme logarithmique

On multiplie (8.106) par u +
∂u

∂t
et (8.107) par

∂α

∂t
et on additionne les équations

résultantes, on aura

1

2

d

dt
{ǫ ‖ u ‖2 + ‖ u ‖2−1 + ‖ ∇u ‖2 + ‖ ∂α

∂t
‖2 + ‖ ∇α ‖2}

+ ‖ ∇u ‖2 +ǫ ‖ ∂u
∂t

‖2 + ‖ ∂u
∂t

‖2−1 + ‖ ∂α
∂t

‖2= −((l(t)u, u))− ((l(t)u,
∂u

∂t
)).

(8.111)
En utilisant l’inégalité |((v, w))| ≤ c ‖ ∇v ‖ . ‖ w ‖−1 et (8.110) on déduit

d

dt
{ǫ ‖ u ‖2 + ‖ u ‖2−1 + ‖ ∇u ‖2 + ‖ ∂α

∂t
‖2 + ‖ ∇α ‖2}

+ c(‖ ∇u ‖2 +ǫ ‖ ∂u
∂t

‖2 + ‖ ∂u
∂t

‖2−1 + ‖ ∂α
∂t

‖2) ≤ c
′ ‖ u ‖2, c > 0 (8.112)

avec c et c
′

dépendent de δ0 = min(δ1, δ2).

On applique le lemme de Gronwall à (8.112) on aura :

ǫ ‖ u ‖2 + ‖ u ‖2−1 + ‖ ∇u ‖2 + ‖ ∂α
∂t

‖2 + ‖ ∇α ‖2

c
′

exp (ct)(ǫ ‖ u0 ‖2 + ‖ u0 ‖2−1 + ‖ u0 ‖2V + ‖ α1 ‖2 + ‖ α0 ‖2V ), ∀t ≥ 0 (8.113)

c et c
′

sont indépendantes de ǫ ∈ [0, 1]. On déduit de (8.113) l’unicité des solutions
du problème (8.53)-(8.56). ✷

2.2 Existence des solutions de (Cǫ) dans le cas limite ǫ = 0.

Théorème 2.7. Pour tout z0 ∈ D
2
0, il existe une unique solution z(t) pour le pro-

blème (8.1)-(8.4) qui vérifie l’estimation suivante :

‖ z(t) ‖2
D2
0
+

∫ t

0

exp (−c(t− s))(‖ ∂u
∂t

‖2−1 + ‖ ∂u
∂t

‖2W )ds ≤ Q(‖ z0 ‖D2
0
) exp (−ct)+c′ .

(8.114)

Démonstration: On considère une suite ǫn > 0, ǫn → 0, et la suite corres-

pondante de solutions (uǫn(t), αǫn(t),
∂αǫn

∂t
(t)) pour le problème (Cǫ) avec ǫ = ǫn,

dont l’existence a été démontré dans le Théorème 2.6.

On prend (u0, α0, α1) ∈ D
2
0, donc c’est évident que (u0, α0, α1) ∈ D

2
ǫ , ǫ > 0, et

‖ (u0, α0, α1) ‖D2
ǫ
≤ c ‖ (u0, α0, α1) ‖D2

0
, (8.115)

où c est indépendante de ǫ→ 0.

Par (8.115), les estimations (8.82) et (8.102) sont satisfaites uniformément par rap-

port à ǫn. La solution désirée (u, α,
∂α

∂t
) du problème (C) peut être obtenue en
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passant à la limite ǫn → 0, en effet : Par (8.102), on a que la suite (uǫn , αǫn ,
∂αǫn

∂t
)

est uniformément bornée dans L∞([0, T ], E2) pour tout T fixé. Donc il existe une

sous suite notée aussi (uǫn , αǫn ,
∂αǫn

∂t
) qui converge vers (u, α,

∂α

∂t
) dans cet espace

faiblement étoile lorsque ǫn → 0.

De plus en raisonnant d’une manière analogue (voir [9], [73], [74] et le chap.4),
on montre que

g(uǫn(t))
∗
⇀ g(u(t)) dans L∞([0, T ], L2(Ω)).

En passant à la limite ǫn → 0 dans les équations (8.53)-(8.54) pour (uǫn , αǫn ,
∂αǫn

∂t
),

on vérifie d’une façon standard que la fonction limite (u, α,
∂α

∂t
) verifie les équations

(8.53)-(8.54) avec ǫ = 0.

Donc en particulier on déduit la propriété de séparation stricte vérifiée par u, à
savoir

‖ u(t) ‖L∞(Ω)≤ 1− δ, ∀t ≥ 0. (8.116)

✷

2.3 Semi-groupe et Dissipativité

D’après le Théorème 2.7, on définit le semi-groupe S(t) associé au problème
(8.1)-(8.4) de la façon suivante :

S(t) : D2
0 −→ D

2
0, z0 → S(t)z0 = z(t). (8.117)

Théorème 2.8. Le semi-groupe S(t) engendré par le système d’équations (8.1)-(8.4)
possède un ensemble borné absorbant que l’on note β0 dans l’espace D

2
0, c’est-à-dire,

∀B ⊂ D
2
0 borné, ∃t0 = t0(B) tel que t ≥ t0 implique S(t)B ⊂ β0.

Démonstration: En prenant ‖ z0 ‖D2
0
≤ R, par (8.114) on aura

‖ z(t) ‖D2
0
≤ c, ∀t ≥ t0.

✷

Remarque 2.9. En utilisant la propriété de séparation stricte (8.116) on a que g
et toutes ses dérivées sont bornées, alors il n’est pas difficile de prouver, par des
arguments de décomposition standards (voir les chapitres 4 et 6) que le semi-groupe
S(t) possède l’attracteur global Ac.
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Conclusion et perspectives

L’idée principale de cette thèse est d’étudier des systèmes d’équations qui modé-
lisent des phénomènes de transition de phase. Ces systèmes sont des généralisations
du système de champ de phase de Caginalp, introduit par Gunduz Caginalp (voir [2])
en vu de modéliser les phénomènes de transition de phase dans certaines classes de
matériaux, par exemple, les phénomènes de fusion-solidification.

La première partie de ce rapport est consacrée à l’analyse mathématique du mo-
dèle de champ de phase de Caginalp obtenu d’après la loi de Maxwell-Cattaneo de
la conduction de chaleur. En particulier, nous avons étudié les propriétés suivantes :
l’existence et l’unicité, la continuité par rapport aux données initiales et l’existence
de l’attracteur global de solutions pour le problème considéré dans les situations
suivantes :

- Cas d’un potentiel polynomial (avec des conditions aux limites de type Dirichlet
et de type Neumann homogènes)

- Cas d’un potentiel singulier (plus précisement, un terme logarithmique, avec les
conditions aux limites citées ci-dessus).

Dans le cas d’un potentiel singulier, nous avons démontré, en dimension une et
deux, une propriété de séparation stricte qui nous a facilité l’étude de l’existence
d’attracteurs exponentiels de notre problème (puisque dans ce cas le potentiel sin-
gulier et toutes ses dérivées sont bornées).

La seconde partie concerne l’étude théorique du même modèle mais dans sa ver-
sion conservative, dans le sens que, quand il est muni de conditions aux limites de
type Neumann, la moyenne spatiale du paramètre d’ordre est conservée en temps.

Nous avons traité le problème avec des conditions aux limites de type Dirichlet
et avec les deux types de potentiel (polynomial et singulier). En particulier, nous
avons établi le caractère bien posé ainsi l’existence de l’attracteur global de dimen-
sion fractale finie.

Rappelons que nous avons utilisé dans notre étude des résultats de la théorie de
l’analyse fonctionnelle et de la théorie des systèmes dynamiques dissipatifs.
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Enfin, nous donnerons d’autres perspectives de travail qui pourraient être envisagées.

Tout d’abord, dans les chapitres 4, 6 et 8, nous avons établi que l’attracteur global
est de dimension fractale finie. D’un point de vue physique, cela signifie que les sys-
tèmes dans ces trois cas pourraient être décrits par un nombre fini de paramètres.
Il est donc naturel d’envisager une analyse numérique et également des simulations
de ces modèles.

Finalement, pour les chapitres 3, 5 et 7, nous pourrons analyser le comportement
spatial de solutions dans un cylindre semi-infini, cette étude est motivée par la
possibilité d’étendre l’analyse du comportement asymptotique des solutions à des
domaines non bornés. Nous pourrions également considérer les problèmes station-
naires crrespondants à nos modèles afin d’étudier, par exemple, la convergence vers
des états d’équilibre, notamment, pour les systèmes de champ de phase conservatif
des chapitres 7 et 8.
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Etude asymptotique de modèles en transition de phase

Résumé Ce rapport de thèse est consacré à l’étude de modèles de champ de phase de
type Caginalp. Nous considérons ici, deux parties : la première étant une généralisa-
tion du modèle de champ de phase de Caginalp basée sur la loi de Maxwell-Cattaneo
et la seconde traite le même modèle dans sa version conservative. L’étude dans les
deux parties est faite dans un domaine borné. De plus, dans la première partie
on distingue les cas de conditions aux bords de type Dirichlet ainsi que Neumann,
tandis que dans la deuxième partie le modèle est étudié uniquement avec les condi-
tions Dirichlet (avec un potentiel régulier puis un potentiel singulier). Tout d’abord,
l’existence, l’unicité, et la régularité des solutions sont analysées aux moyens d’ar-
guments classiques. Ensuite, l’existence d’ensembles bornés absorbants est établie.
Enfin, dans certains cas, l’existence de l’attracteur global et d’attracteurs exponen-
tiels sont analysés.
Mots clés : Système de Caginalp, Loi de Maxwell-Cattaneo, potentiel régulier, po-
tentiel singulier, caractère bien posé, dissipativité, comportement asymptotique des
solutions, attracteur global, attracteur exponentiel.

Asymptotic study of phase transition models

Abstract This thesis report is devoted to the study of Caginalp type phase-field
Models. Here, we consider two parts : the first is a generalization of the Caginalp
type phase-field model based on a generalization of the Maxwell-Cattaneo law and
the second with the same model in its conservative version. The study in the two
parts is made in a bounded domain. In addition, in the first part we distinguish
cases of boundary conditions of Dirichlet and Neumann, while in the second part
the model is studied only with Dirichlet conditions (with a regular potential and a
singular potential). First, the existence, uniqueness, and regularity of solutions are
analyzed by means of classical arguments. Then, the existence of bounded absorbing
sets is established. Finally, in some cases, the existence of the global attractor and
exponential attractors are analyzed.
Keywords : Caginalp system, Maxwell-Cattaneo law, regular potential, singular
potential, well posedness, dissipativity, long time behavior of solutions, global at-
tractor, exponential attractor.
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