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Notations principales

Espace euclidien de dimension n.

= [0, 4+o0].

Domaine borné régulier de R".

Frontiére du domaine ).

Adhérence de €.

Mesure du domaine 2.

Convergence forte.

Convergence faible.

Convergence faible étoile.

Injection continue.

Injection compacte.

Espace de Lebesgue.

Fonctions C!-différentiables de X dans R.
Espace de Lebesgue pour p = 2.
Fonctions C*°-différentiables de X dans R..
Espace des distributions.

Symbole de Kronecker.

Boule ouverte de centre 0 et de rayon R.
Espace dual de X.

Crochet de dualité.

Norme sur 'espace L*(12).

Produit scalaire sur I'espace L?(12).
Interface entre la phase solide et la phase liquide.
chaleur latente (par unité de masse).

La tension de surface.

la diffusivité thermique.

La densité.

La chaleur spécifique par unité de masse.
La température de fusion a ’équilibre.

La vitesse normale de l'interface.
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Chapitre 1

Introduction

Le théme général de cette thése est I’étude théorique de systémes de champ de
phase, plus précisement celui de Caginalp qui a été proposé par Gunduz Caginalp
(voir |2]) pour modéliser les phénoménes de transitions de phase dans certaines
classes de matériaux. Ces travaux sont motivés par leurs immenses applications dans
de nombreux domaines physiques, sciences naturelles, génie, procédés industriels,...
Nous faisons tout d’abord un historique de quelques modéles mathématiques en
transition de phase, puis on s’intéresse a la dérivation du modéle de champ de
phase de Caginalp (voir [3] et les références citées pour plus de détails). Enfin nous
donnerons en résumé la structure générale du document.

1 historique

En 1831, G. Lamé et B.P. Clapeyron ont étudié le phénomeéne de congélation du
sol (voir |64]), cette étude a ouvert des grandes perspectives. En 1889, le probléme
introduit par G. Lamé et B.P. Clapeyron est reformulé par J. Stefan; ce dernier
introduit des équations connues sous le nom de probléme de Stefan (voir [65]), qui
peuvent étre écrites sous la forme suivante :

Trouver la température T = T'(t,z) et Uinterface I' = T'(¢), t € Rtz € Q C
R™ n € N*, telles que

T
pcm%—t = KAT,c,,, K,p >0, (1.1)
plv=Kv.[VT], sur I'(t),l >0, (1.2)
T—Tp=0, su D(t),Ts>0, (1.3)

ou v,v,[VT], K, p, cm, Te et | représentent le vecteur normal unitaire a U'intérface,
la vitesse normale de I'intérface, la différence des gradients de température entre les
phases solides et liquide, la conductivité, la densité, la chaleur spécifique par unité
de masse, la température de fonte a ’équilibre et la chaleur latente, respectivement.

Remarque 1.1. 1. Une des caractéristiques de ce modéle est que la phase est fonc-
tion du signe de T' — Tg, a savoir T'— Ty > 0 correspond a la phase liquide, alors
que T'—Tg < 0 correspond a celle solide. D’un point de vue mathématique, résoudre
le probleme de Stefan tel que formulé ci-dessus est tres difficile, particuliérement en

3



1 . Introduction

dimension supérieure ou égale a 2. En 1947, L. Rubinstein a établi [’existence d’une
solution en dimension 1 (voir [60]), mais il a fallu attendre 1980, pour étendre ce

résultat d’existence a des espaces de dimensions supérieures; on le doit notamment
a A.M. Meirmanov (voir [67]).

2. En réalité, le probleme ci-dessus est connu sous le nom de probleme classique
de Stefan ; cette formulation est basée sur le fait que les phases sont séparées par
une interface réguliere inconnue, qui évolue de facon réguliere. Contrairement, la
formulation faible du probléeme de Stefan ne fait aucunement mention d’une inter-
face qui pourrait exister ou non, ce qui permet par exemple de considérer la situation
ot les phases solide et liquide sont séparées par un ensemble de mesure non nulle
dans lequel les deux phases co-existent (par exemple, de la boue) et est ainsi plus
générale, bien qu’elle exclut les états métastables.

Toutefois, le probléme de Stefan ainsi énoncé ne tient pas compte de tous les
aspects physiques des phénomeénes de transitions de phase. A cet effet, on peut
mentionner J.W. Gibbs, qui suggére dans ses travaux sur la pression et les liquides
que la température a I’équilibre d’une interface curviligne différe de T par un terme
proportionnel & la somme des courbures principales, x, et la tension de surface o
(voir [68]); des expérimentations en science des matériaux suggérent également la
présence d’un terme additionnel proportionnel & la vitesse normale a l'interface
(voir [69]), ce qui nous ameéne & considérer une condition sur l'interface de la forme

g

[s]

ot [s] est la différence d’entropie entre les phases a 1’équilibre et 5 est une constante
qui dépend du matériau.

T—-Tp= k—pPv, sur I'(t), B>0, (1.4)

Dans le probléme généralisé de Stefan correspondant a ((1.1)), (1.2]) et (1.4)), les phases

du matériau ne sont plus déterminées par le signe de T'— T§; par conséquent, il faut
parcourir l'interface d’une certaine fagon pour déterminer la phase en chaque point,
d’ou une différence fondamentale avec le probléme classique de Stefan. D’un point de
vue mathématiques, le probléme généralisé est trés compliqué a étudier (voir [70]).
Afin de surmonter cette difficulté, O.A. Oleinik a proposé une approche (voir |71])
consistant & combiner ’équation de la chaleur (1.1)) et ’équation de la chaleur latente

(1.2) en une seule équation,

oT [ 0¢

pcma + péa = KAT, (15)
ol ¢ est une fonction de Heaviside prenant les valeurs -1 dans la phase solide et
1 dans la phase liquide ( il faut en fait penser & une formulation faible de (1.1]) et
(1.2)). Maintenant une question naturelle est celle de savoir si on peut définir une
véritable variable ¢ (I'idée étant de remplacer ¢ par ¢ dans I’équation ) repré-
sentant la phase et remplagant I'argument utilisé pour obtenir , d’autant plus
que les phases ne sont plus fonction du signe de T'— T.

Une possibilté a été de considérer la théorie de la matiére condensée en Physique

4 1 historique



1 . Introduction

et en Mécanique statistique, plus précisement, la théorie de champ moyen intro-
duite par P. Weiss et L.D. Landau (voir [1]). Cette derniére est basée sur 'idée de
moyenne, au lieu du changement rapide des variables de spin, permettant ainsi une
simplification du probléme de base de la somme sur tous les états possibles.

L.D. Landau a appliqué la théorie de champ moyen aux phénomeénes critiques afin
de calculer les exposants pour lesquels les quantités thermodynamiques divergent
au point critique (par exemple, la température a laquelle la distinction entre I’état
liquide et I'état gazeux disparait). Cela correspond a une troncature des modes su-
périeurs de Fourier. En particulier, la théorie de champ moyen conduit, dans les
phénomeénes critiques, a des calculs d’exposants avec le bon ordre de grandeur, mais
ne permet pas d’avoir les valeurs numériques correctes.

On est alors en droit de se demander si le champ moyen (encore appelé paramétre
d’ordre) dans les phénomeénes critiques peut étre utilisé pour résoudre les problémes
dynamiques loin du point critique, comme c’est le cas pour une transition de phase
ordinaire (c’est en particulier le cas pour une transition solide-liquide). Une réponse
satisfaisante & cette question a été donnée par G. Caginalp qui a montré que la
raison pour laquelle on néglige les modes supérieurs de fourier vient du fait que
la longueur de transition dans le parametre d’ordre est trés petite comparée aux
échelles macroscopiques pertinentes (voir [4]).

G. Caginalp a ainsi proposé, en considérant la théorie de transition de phase de
Ginzburg-Landau (voir [1]), le modéle de champ de phase suivant (voir |2] et |4]) :

oT [ Oy
pcma + p§§ = KAT: (1~6>
0 / !
%2 _ anp— [ o)+ o (T~ Te), >0, (1.7
ol, typiquement,
fs) = 3 1% gl =55

Ici, l'interface T'.(t) est définie par

L(t)={z€Q, ot z)=0}

2 Dérivation du modéle de Caginalp

On rappelle le probléme classique de Stefan

or

Pem g = KAT, dans Q—T(t), (1.8)
plv = Kv.[VT], sur I(t), (1.9)
T—-Tp=0, sur I'(¢). (1.10)

On pose ensuite u =T —Tr  (u est ainsi la température relative), d’ou

I'it)={z e, u(t,z)=0}
2 Dérivation du modéle de Caginalp 5



1 . Introduction

De plus, u < 0 correspond a la phase solide, tandis que u > 0 correspond a la phase
liquide. On a vu aussi que pour résoudre le probléme de Stefan, on peut introduire

la fonction l
H - m __97
(u) = pepu+ p2 "

p=1 si u >0,
p=—1 si u < 0.

ol

Par suite, I’équation de la chaleur ([1.8) et celle de la chaleur latente (1.9)) sont
équivalentes (dans un sens faible) a I’équation de la chaleur généralisée

OH
97 _ KA
ot Y

On suppose maintenant qu’on a la relation plus précise de linterface (au lieu de
u=0)

o
[s]
Remarque 2.1. La relation de Gibbs-Thomson définie par est basée sur
I’épaisseur finie de l’interface, c’est-a-dire sur une interface diffuse, a savoir que la
transition de la phase solide vers la phase liquide se fait de facon continue.

u k—pPv sur I'(t), B>0. (1.11)

On considére ainsi la fonction enthalpie H,

l
H(u, ¢) = pemu + p5¢, (1.12)

ol ¢ n’est plus une fonction étagée, et on suppose que 'on a encore I’équation de la

chaleur généralisée

OH

Nous allons maintenant déterminer 1’équation constitutive du parameétre d’ordre ¢
en se basant sur la théorie de Ginzburg-Landau et, plus précisement, en considérant
I’énergie totale libre de Ginzburg-Landau suivante :

ba(6.900) = [ (GIVOF +7(6) — o g(opdr, >0, (11

Ici, f est le potentiel double puits habituel (dont chaque puits correspond aux phases
pures) ; typiquement, on prend

f(s) = é(SQ —1)% (1.15)

mais on peut également considérer le potentiel logarithmique suivant :
f(s)=k(1+s)In(l+s)+ k(1 —s)In(l —s) — 332, 0< <Kk, (1.16)

potentiel qui est pertinent en thermodynamique.

De plus, un choix typique pour g est

g(s)=s——, (1.17)

6 2 Dérivation du modéle de Caginalp



1 . Introduction

bien que I'on puisse également considérer une fonction ¢ linéaire, a savoir,
g(s) =As, A>0. (1.18)

A T’équilibre (c’est-a-dire, dans le cas stationnaire), la fonction ¢ est celle qui mini-
mise ’énergie libre ¢y, ce qui donne I’équation d’Euler-Lagrange

EAG = [(9) +elslo™'g (9)u=0, (1.19)
associée a ’équation stationnaire de la chaleur
Au = 0. (1.20)

Lorsque le systéme n’est pas a I'équilibre, la fonction ¢ ne minimise plus I’énergie
libre et on admet plutdt une relaxation dynamique de la forme

96 S

T— = 1.21
ou 7 > 0 est un parameétre de relaxation et % représente une dérivée variationnelle.

En posant 7 = €2¢, £ > 0 (ce qui est 'échelle correcte si I'on tient & avoir une
interface limite précise lorsque € — 0, voir [32], [33] et [34]), on obtient le systéme
ci-dessous :

0 / ,
50 = g~ [ (8) + sl g (9)u. (1.2)
pcm% + p%% = KAu. (1.23)

Maintenant, on peut voir que I’équation de la chaleur généralisée (|1.13)) est obtenue
en considérant la loi classique de Fourier de la conduction de chaleur. Plus précise-
ment, on a

o
ot

ol q est le vecteur flux thermique, et, en supposant la loi de Fourier, a savoir,

= —divg, (1.24)

¢=—-KVu, (1.25)

on trouve (|1.13)).

2.1 Généralisations du systéme de Caginalp

La loi de Fourier présente un inconvénient majeur, a savoir elle prédit que les
signaux thermiques se propagent & une vitesse infinie, ce qui viole le principe de
causalité (le fameux "paradoxe de la conduction de la chaleur", voir [35]).

Une possibilité pour corriger ce défaut est de considérer, au lieu de la loi de Fourier,
celle de Maxwell-Cattaneo, a savoir,

(1+ n%)q =—KVu, n>0. (1.26)

2 Dérivation du modéle de Caginalp 7



1 . Introduction

En écrivant

0 .0H . 0
(1+ UE)W = —div((1 + UE)Q),
on a alors 52 5 L 6 L 96
U u
L T Y AT (1.27)

ce qui est une équation de type équation des ondes.

On peut également considérer la généralisation de la loi de Maxwell-Cattaneo sui-
vante (voir [36]) :

0 L o0u .
(L+ng)a=—KVu—K'Vor, K*>0. (1.28)

Dans ce cas, I’équation pour la température relative u s’écrit

0?u du LA 0u [ 0? [ 0¢
MPCm gy + Plm 5 — K'A— — KAu p——¢—

ot 202 20t (1.29)

Une autre possibilité (voir [8]) est de se baser sur un traitement alternatif pour une
théorie thermo-mécanique de milieu déformable proposée par A.E. Green et P.M.
Naghdi (voir [37]) ; cette théorie est basée sur une loi d’équilibre pour 'entropie plu-
tot que sur I'inégalité d’entropie habituelle. Ces derniers ont proposé trois différentes
théories, en ce qui concerne la conduction de la chaleur, qu’ils ont appelées type I,
type II et type III, respectivement. En particulier, lorsque le type I est linéarisé, on
recouvre la théorie classique basée sur la loi de Fourier. Les versions linéarisées des
deux autres théories donnent les équations constitutives suivantes :

g=—-KVa, K>0 (type II) (1.30)

et
q=—-KVa—-K'Vu, K, K*>0 (type III), (1.31)
ou .
at) = / u(T)dT + o, (1.32)
to

est appelé la variable déplacement thermique ( donc u = On obtient, en notant

(0%
a1

Oa [
que H = pc,,— 5 + P5 ¢ dans ce cas, les équations suivantes pour « :
0% 1 0¢
n— — KA = —p——, 1.33
Pem o T (1.33)
pour le type II et
0« Oa 199

m — K*A— — KAa = — 1.34
Pem o ot “T TP (1.34)

pour le type III. En outre, on réécrit I’'équation pour le parameétre d’ordre sous la
forme
d¢

Oa
2 R
o

ot
8 2 Dérivation du modéle de Caginalp
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1 . Introduction

3 Présentation de la thése

Cette thése est constituée de deux parties :

1. Une généralisation du systéme de champ de phase de Caginalp basée sur la loi de
Maxwell-Cattaneo.

2. Une généralisation du systéme de champ de phase de caginalp conservée ba-
sée sur la loi de Maxwell-Cattaneo.

La premiére partie se compose de quatres chapitres, a savoir :

-Chapitre 3 : Systéme de champ de phase de type Caginalp avec un potentiel
polynomial ;

-Chapitre 4 : Systéme de champ de phase de type Caginalp avec un terme non
linéaire logarithmique;

-Chapitre 5 : Probléme de champ de phase de type Caginalp avec un terme poly-
nomial ;

-Chapitre 6 : Attracteurs pour un modeéle de champ de phase de type Caginalp
avec un terme non linéaire logarithmique.

La seconde partie se compose également de deux chapitres,
-Chapitre 7 : Modéle de champ de phase conservatif avec un terme polynomial ;

-Chapitre 8 : Modéle de champ de phase conservatif avec un terme non linéaire
logarithmique.

4 Présentation des résultats

Dans un premier temps, on a considéré le modeéle de champ de phase suivant :

du Ja

—_— = - > .

5 Au+ g(u) 5 L€ Q, t>0, (1.36)
Pa O ou
52 T o Aa 5 W TE€ Q, t>0, (1.37)

ou  est le domaine occupé par le matériau (domaine borné régulier de R", n
entier), A est le laplacien. Les fonctions inconnues u et « sont le parameétre d’ordre
et la variable de déplacement thermique, respectivement.

(a) Pour gy régulier, typiquement le polynome de degré impair 2N + 1 :

N o1

gn(s) = —2K0S + 2K 0 < K1 < Ko,

3 Présentation de la thése 9
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on a établi des résultats d’existence et d’unicité des solutions a l'aide des méthodes
classiques. De plus on a étudié la dissipativité du systéme en termes d’existence de
bornés absorbants :

1. avec des conditions aux bords de type Dirichlet homogeénes

2. avec des conditions aux bords de type Neumann homogénes

(b) Pour g singulier, typiquement logarithmique, a savoir g(s) = —2kgs+ky ln(i + z),
avec s € (—1,1) et 0 < K1 < Ko, on a utilisé la méthode d’approximation de ce
terme g par le polynéme gy ensuite on a passé a la limite dans les équations lorsque
N — 400, pour obtenir le caractére bien posé du probléme. Notons que cela était
valable pour n < 3. Pour ’étude asymptotique des solutions une des difficultés a été
de prouver que le paramétre d’ordre u reste dans 'intervalle (—1,1). En dimension
une et deux, on a obtenu l'existence d'un attracteur global de dimension finie :

1. avec des conditions aux bords de type Dirichlet homogénes
2. avec des conditions aux bords de type Neumann homogénes.

Dans un second temps, on s’est intéressé a la version conservative du probléme
précédent, & savoir

ou 9 Oa

_ - _A— > .
8t+Au Ag(u) A@t’ re, t>0, (1.38)
’a  Oa ou
—+— —ANa=—u— — Q, t> 1.
5 +(9t @ U 5 x € Q, >0, (1.39)

ot {2 est un domaine borné régulier de R™ n entier, A est le laplacien. Les fonctions
inconnues u et « sont le parameétre d’ordre et la variable de déplacement thérmique,
respectivement.

Ces équations sont connues comme le modéle conservé de champ de phase, dans
le sens ol, quand munies de conditions aux limites de Neumann, la moyenne spa-
tiale du parameétre d’ordre est une quantité conservée.

On associe a (1.38)-(1.39) des conditions aux bords de Dirichlet homogénes.

(a) Pour gy polynéme, nous avons également eu des résultats théoriques (existence
et unicité, régularité, dissipativité) pour n = 2, 3.

(b) Pour g logarithmique, on a démontré l’existence des solutions en dimension
inférieure ou égale a trois, ainsi qu’une propriété de séparation stricte en dimension
une et deux afin d’étudier le comportement asymptotique des solutions.

10 4 Présentation des résultats



1 . Introduction

5 Plan de la thése

Le deuxiéme chapitre a pour objectif d’introduire des notions de base d’analyse
fonctionnelle et des systémes dynamiques dissipatifs. On rappelle des résultats clas-
siques sans en donner les démonstrations, ces résultats seront appliqués tout au long
de ce document.

L’objet des quatres chapitres qui constituent la premiére partie est une générali-
sation du systéme de champ de phase de Caginalp basée sur une loi de Maxwell-
Cattaneo.

Tout d’abord, on donnera une introduction qui explique les motivations physiques
de notre modéle.

Par suite on se propose dans le troisiéme chapitre, de considérer un potentiel régu-
lier plus précisement un polynoéme de degré impair afin d’établir une étude théorique.

Le quatriéme chapitre est consacré a I’étude du modéle associé a un potentiel singu-
lier, typiquement un potentiel logarithmique. On énoncera des résultas d’existence
et d’unicité ainsi que le comportement asymptotique des solutions.

Les cinquiéme et sixiéme chapitres sont dédiés a 1'étude du probléme précédent
avec conditions aux bords de type Neumann homogénes.

Les septiéme et huitiéme chapitres composant la seconde partie, sont consacrés a
une généralisation du probléme de champ de phase conservé basée aussi sur la loi
de Maxwell-Cattaneo.

On commence par un propos introductif, donnant la dérivation du modéle.

Le septiéme chapitre étudie un modéle de champ de phase conservé avec un po-
tentiel régulier. On propose une étude théorique (existence et unicité, dissipativité
et régularité) du modéle.

Le dernier chapitre reprend le chapitre 7 avec un potentiel singulier, nous sommes en
mesure de prouver une propriété de séparation stricte en dimension une et deux. On
prouve que le probléme est bien posé et on analyse aussi le comportement asymp-
totique des solutions.

5 Plan de la thése 11
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Chapitre 2

Quelques notions et résultats utiles

Ce chapitre a pour but de rappeler quelques notions et résultats utiles pour la
suite.

1 Espaces de base et propriétés

Soit X un espace de Banach muni de la norme || . ||x .

Définition 1.1. Pour tous a,b € R, ’espace noté LP(a,b; X),1 < p < 400 désigne
Uespace de classes de fonctions f: (a,b) — X mesurables telles que

b
/ | £ 1% dt < +oo,

et L*>®(a,b; X) celui des fonctions bornées presque strement sur (a,b). Autrement
dit, il existe une constante M > 0 telle que

I f(t) Ix< M,p.pt € (a,b),

Propriété 1.2. Sip < oo, alors

P (1560 1 )7 =15 Nioions

stnon
fr=sup || f(s) [[x= f llz=apx)

s€(a,b)

est une norme sur LP(a,b; X)(1 < p < 4+00) qui est un espace de Banach.

Propriété 1.3. Soit X et Y deux espaces de Banach tel que X s’injecte de fagon
dense dans Y. Alors LP(a,b; X) est dense dans LP(a,b;Y) pour 1 < p < 400.

Remarque 1.4. La propriété[1.5 n'est pas vraie pour p = +o0.

Propriété 1.5. Soit 1 < p < 4o00. Si l'espace X est réflexif, alors LP(a,b; X) l’est
également.

Corollaire 1.6. A partir d’une suite bornée, on peut extraire une sous suite faible-
ment convergente.

13
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1.1 Espaces duaux

Théoréme 1.7. Soit (X, | . ||x) un espace de Banach et X' son espace dual. Soit
q tel que — 4+ — =1 avec 1 < p,q < +00. On considere application T définie par :
p q

Li(a,b; X)) — LP(a,b; X)
[ T(f)U:f;<f(t)7U(t> >y x dt.

Alors T est un isomorphisme (une isométrie surjective) a valeur dans le dual de
LP(a,b; X), noté (LP(a,b; X))

Corollaire 1.8. Par le Théaréme on peut identifier (LP(a,b; X)) a L(a,b; X').

2 Quelques résultats

Nous rappelons ici quelques lemmes et théorémes qui interviendront dans notre
travail. Leurs démonstrations peuvent étre consultées dans les références indiquées.

Lemme 2.1. [15] Soit O un ouvert borné de R} x Ry, g, et g des fonctions de
L1(0),1 < g < o0, telles que

| gm |Le@< C, gm — g pp. dans O,

alors g,, — g dans L? faible .

Théoréme 2.2. (Théoréme de J.P. Aubin-J. L. Lions). On note par E [’ensemble
survant

0
E={uel’0,7;X); a—? € LY0,7;Y)}. (2.1)
‘ ou . .
On munit E de la norme || u ||g=|| w ||zro,rx) + || =7 lzeory) qui est en fait

un espace de Banach, ou 1 < p < oo, 1< q< o0 et XY sont deur espaces de
Banach tels que X — Z — Y avec injections continues et X — Z avec injection
compacte. Alors,

E — C([0,T];Z), avec injection compacte. (2.2)
De plus, si p < oo alors,
E — LP(0,7,7Z), avec injection compacte. (2.3)

Théoréme 2.3. (Théoreme de Strauss). Soit X et'Y deux espaces de Banach tels
que X CY avec injection continue et'Y est réflexif. Alors

ot Cw ([0, T]; X) est l’ensemble des fonctions faiblement continues de [0,T] a valeur

dans X.

Lemme 2.4. [15/ Si f € LP(0,T;X) et g—{ € LP(0,7;X) (1 <p<o0), alors f

est apreés modification éventuelle sur un ensemble de mesure nulle de (0,T), continue
de [0,T] — X.

14 2 Quelques résultats



2 . Quelques notions et résultats utiles

3 Injections et Inégalités

3.1 Injections de Sobolev

Théoréme 3.1. (voir [11], [60] et [61]) - Soit Q@ C R™ un ouvert de classe C*. Soit
d > 1 un entier et p € [0, 4+o00[ un réel. Alors

np
n—dp’

Lsil<p< ™ onaWHQ) 5 L1Q), Ve [LE. P=
2. sip= g, on a WeP(Q) — L1(Q), V1< q< +oo;
3. sip> g, on a WP (Q) — CF(Q), avec 0 < k < d — g

En particulier, H*(Q)) < C(Q) sin < 3. Les inclusions ci-dessus sont toutes com-
pactes pour n = 1.

Remarque 3.2. Sans l’hypothese de régularité sur €2, les injections restent valables
localement. Elles restent globalement vraies si on remplace W(Q) par WP ().

3.2 Inégalités de Young

Théoréme 3.3. Soit 1 < p < 4o00. Soit q tel que E —l—l = 1. Soit a,b € (0,400).
Alors P
ab < 1ap + 1bq.
p q
On a également l'inégalité de Young avec € (valide pout tout € >0) :
a’>  eb?

p< L
W= oot

3.3 Inégalités de Holder

Théoréme 3.4. Soit Q@ C R™ un ouvert quelconque, n € N*. Soit f € LP(Q) et
1 1

g€ LYQ), avec 1 <p<+oo et —+—=1. Alors fg € L'(Q) et
P q

/ﬂ Falde <) £ ol g oo -

Corollaire 3.5. (voir (11, [12] et [62]). (Inégalités d’interpolations) Si f € LP(Q2)N
L1(Q2), avec 1 < p < q < o0, alors f € L™(Q) pour tout p < r < q et on a l'inégalité
sutvante :

A <l Nl £ 11"
10 1-0
ouw—=—+——.
rp q

3 Injections et Inégalités 15



2 . Quelques notions et résultats utiles

3.4 Inégalités de Poincaré

Soit © un ouvert connexe de R™. On rappelle que l'espace de Sobolev H'(Q)
est 'ensemble des fonctions de L%(€2) dont la dérivée au sens de distibutions est
également dans L%(€2). Sa norme naturelle est

1
| (= (| w ] + | Ve ?)2.

L’espace Hj () est définit comme l'adhérence de D(2) pour la norme de H'(S2).
Lorsque Q est suffisamment régulier, on peut montrer que 'espace Hj(f2) est en-
semble des fonctions de H'(Q) s’annulant sur 9.

Théoréme 3.6. (voir [11]) Soit Q un ouvert de R™ borné dans une seule direction
ou de mesure finie. Alors il existe une constante ¢ > 0 dépendant uniquement de €}
telle que :

/ |u(z)[Pdx < c/ |Vu(x)|Pdx, Yu € D(Q),
Q Q
ot 1 < p < 4o0.

Cette inégalité peut étre généralisée. Soit © un ouvert de R™. Notons W1?(Q)
I'espace des fonctions de LP(£2) dont la norme suivante est finie :

1
| w llwre= (| w7 + | Vu[|7)7 < +oo.

On définit maintenant 'espace W, ”(Q) comme étant 1’adhérence des fonctions de
D(Q) pour la norme de WP(Q).

Théoréme 3.7. Soit p € [1,+o0[. Soit 2 un ouvert connexe de R™ borné, par
exemple {(x1,xa,...,x,), |x1] < a},a > 0. Alors il eiste une constante C' dépendant
de Q) et p telle que

| u | < C || Vu ||r,  Yu € WiP(Q).

Remarque 3.8. Une autre généralisation est linégalité de Poincarré- Wirtinger.
Elle a 'avantage d’étre valable pour toutes les fonctions de WYP(Q), et pas simple-
ment celles qui s’annulent au bord.

Théoréme 3.9. Soit Q un ouvert conneze de R™ de classe C' et de mesure finie,
et soit 1 < p < +oo. Alors il existe une constante C' telle que

1
||u—|ﬁ|/ﬂu||mson AP

En particulier, pour p = 2, on a le résultat suivant :

Théoréme 3.10. (voir [20]) Soit 2 un ouvert borné connexe de R™. Il existe une
constante ¢ > 0 qui ne dépend que de ) telle que :

1.
lu(@)— <u(@) >[|< cl| Vu(z) ||, Vue H(Q);

lu(@)— < u(@) >[lm@=<cll Vul@) [, Yue H(Q)

16 3 Injections et Inégalités
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3. De plus, si ) est connexe ou si 0S) est suffisamment régulier, disons par exemple,
C?, on a
| u(z)— <u(r) >|mo<cl Au(z) ||, VYue H*(Q),

i
<u>=-— [ udz.
Q| Jo

4 Lemmes de Gronwall

ol

Lemme 4.1. (forme différentielle, voir [51]). Soit x(t) € R qui satisfait ’inégalité
différentielle

d

Do < gty + n0)

alors

t
x(t) < z(0)exp (G(t)) + / exp [G(t) — G(s)]h(s)ds,
0
ou G(t) = fotg(r)dr.
En particulier, si a et b sont deux constantes et

X ax 9

x(t) < (xo + g) exp (at) — 2.

Lemme 4.2. (forme intégrale). Soit ¢, ety trois fonctions continues sur un seg-

ment [a,b], a valeurs positives et vérifiant l'inégalité

y®§w®+/¢@MW& Vi € [a,b].

Alors
y@ﬁwm+/w@w@mx/wmmw,w6mw

a

Lemme 4.3. (de Gronwall uniforme (voir [20])). Soit g, h et y trois fonctions po-
sitives localement intégrables sur (to,+00), to € R, telles que Y est localement
intégrable sur (to, +00), ot Y est la dérivée de y par rapport a t. On suppose que

y <gy+h, Vt>t, (2.5)

et que

[ ss<ai, [ hes < w0

t+r
/ y(s)ds < asz(r), Yt > to,
t
ot r > 0 est un nombre donné. Alors,
as

y(t+r) < (7 + as) exp (a1),Vt > 1. (2.6)

4 Lemmes de Gronwall 17
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5 Attracteurs et systémes dynamiques

Soit E un espace de Banach muni de la norme || . ||z . On considére un semi-
groupe S(t), t >0, défini de F dans lui-méme,

S(t):E— E, Yt>0, (2

S(0) = 1d, (2.

S(t+s)=2S(t)oS(s), Vt,s>0, (2

ou Id est 'opérateur identité. Nous aurons besoin que le semi-groupe S(t),t
soit continu. C’est pour cela, on prend S(t) continu de E dans lui-méme, V¢ >

Définition 5.1. Un ensemble X C E est invariant pour le semi-groupe S(t) si
StH)X =X, Vvt>0.

Si S(t)X C X, Vt >0 (respectivement X C S(t)X,¥t > 0), on dit que X est
positivement invariant (respectivement X est négativement invariant).

Définition 5.2. Soit ug € E. L’ensemble oméga-limite de ug est [’ensemble
W(UO) = mszoutZSS(t)UQ,

ot l'adhérence est prise dans E. De la méme facon, pour tout ensemble borné B de
E, l’ensemble oméga-limite de B est l’ensemble

w(B) = Nyz0UszsS(8) B.
Remarque 5.3. L’ensemble w(B) est caractérisé par :
r €w(B)< 3 une suite {xg, k €N}z, € B,Vk €N,
et
ty — +oo  lorsque k — oo tels que S(tg)rr — x  lorsque k — 400.

Proposition 5.4. (voir [20] et [30]). On suppose que B C E, B # @, et qu’il existe
to > 0 tel que Uy, S(t) B est relativement compact dans E. Alors w(B) est non vide,
compact et invariant.

Définition 5.5. Un ensemble X satisfait la propriété d’attraction si, pour tout B C
E borné,
distg(S(t)B,X) — 0 lorsque t— 400,

ou distg est la semi-distance de Hausdorff entre les ensembles, définie par
distg(A, B) := supgeainf || a—b g .
beB

Définition 5.6. 1. Un ensemble borné By C E est un ensemble borné absorbant
pour le semi-groupe S(t),t > 0, si pour tout borné B de E, il existe to = to(B) tel
que t > to implique que S(t)B C By.
2. Un ensemble K C E est attractif si, pour tout borné B de E

lim distg(S(t)B,K) =0

t——+o00
ou distg est la semi-distance de Hausdorff entre les ensembles, définie comme ci-
dessus.

18 5 Attracteurs et systémes dynamiques
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Définition 5.7. Le semi-groupe S(t),t > 0, est dissipatif dans E s’il posséde un
ensemble borné absorbant B C E. En pratique, cette propriété est habituellement
vérifiée en prouvant une estimation dissipative (au sens mathématique du terme) de
la forme

I'S(t)uo [|e< QI uo ||2) exp (—at) + Ci, Vi > 0,

ot () est une fonction monotone et les constantes positives o et C, sont indépen-
dantes de uy € F.

Définition 5.8. Soit B un sous ensemble borné de E. La mesure de non compacité
de Kuratowsk: de B est la quantité

k(B):=inf{d , B a un recouvrement fini de boules de FE

dont les diametres sont plus petits que d}. (2.10)

Définition 5.9. On dit que le semi-groupe S(t),t > 0 est asymptotiquement compact
st, pour tout ensemble borné B C E, la mesure de non compacité de Kuratowsk: de
Iimage S(t)B tend vers zéro lorsque t tend vers linfini, ¢’est-a-dire

lim «(S(t)B) =0, VB borné dans E.

t—4o00

Définition 5.10. Un ensemble A C E est un attracteur global pour le semi-groupe
S(t) sur E si les propriétés suivantes sont satisfaites :

1. c¢’est un sous-ensemble compact de E;
2.1l est invariant, S(t)A=A Vt>0;
3. c’est un ensemble attractif pour S(t) sur E.

Remarque 5.11. La propriété d’invariance satisfaite par 'attracteur global A nous
assure son unicité (s’il existe). De plus, A est le plus petit (pour l'inclusion) ensemble
fermé qui satisfait la propriété d’attraction et apparait ainsi comme un objet qui
permet d’étudier le comportement asymptotique du systéme.

Théoréme 5.12. (voir [30]). On suppose que le semi-groupe S(t) est continu, dissi-
patif (c-a-d, il posséde un ensemble borné absorbant By), et asymptotiquement com-
pacte (au sens de la définition . Alors, il posséde lattracteur global connexe A
tel que A = w(By).

6 Dimension de ’attracteur global

La dimension de l'attracteur global est une propriété géométrique intéressante
dans la mesure ou elle nous donne des informations sur le nombre de paramétres
physiques ou de degrés de liberté définissant le systéme dynamique considéré. Nous
nous intéressons ici aux dimensions de recouvrement telles que la dimension de
Hausdorff et la dimension fractale.

6 Dimension de l'attracteur global 19
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Définition 6.1. Soit X C E un espace relativement compact. Pour ¢ > 0, soit
N (X) le nombre minimal de boules de rayon € nécessaires pour recovvrir X. Alors
la dimension fractale de X est la quantité

In N (X
dimp(X) := limsup H—E),
e—=0+t ln(—)
€

(noter que dimp(X) € [0, +00]). En outre, la quantité H(X) := In N(X) est appe-
lée e— entropie de Kolmogorov de X.

Une fagon de démontrer que l'attracteur global A existe et est de dimension
fractale finie est de prouver par exemple 'existence d’un attracteur exponentiel M.
La notion d’attracteur exponentiel, encore appelé ensemble inertiel, a été introduite
par Eden, Foias, Nicolaenko, et Temam dans [63], dans le but de corriger certains
défauts de I'attracteur global, notamment la vitesse d’attraction et la robustesse.

Définition 6.2. Un ensemble compact M est un attracteur exponentiel pour le semi-
groupe S(t) si :

(i) il est de dimension fractale finie, dimp(M) < +00;
(1) il est positivement invariant, S(t)M C M, ¥t > 0;

(111) il attire de facon exponentielle les sous-ensembles bornés de E au sens sui-
vant :

VB CE borné, distg(S(t)B,M)<Q(| B |g)exp(—ct), t>0,

ot la constante positive ¢ et la fonction monotone @) sont indépendantes de B, et

distg est donnée par la définition [5.5

Remarque 6.3. (a) Un attracteur exponentiel lorsqu’il existe n’est pas unique, cela
est di a la propriété d’invariance positive de celui-ci. Ainsi, ['existence d’un attrac-
teur exponentiel implique en fait lexistence d’une famille d’attracteurs exponentiels.

(b) La dimension finie de [’attracteur global signifie que la dynamique du systéme
peut étre décrite par un nombre fini de degrés de liberté, et ce en dépit du fait que
I’espace es phases initial est de dimenion infinie.

(c) 1l est a noter que ’attracteur global peut étre extrémement sensible aux perturba-
tions aussi minimes soient elles. Cela est liée a la vitesse d’attraction de trajectoires
de l’attracteur global qui peut étre lente, contrairement a [’attracteur exponentiel qui
lui, est robuste face aux perturbations (voir [30] pour plus de détails).
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Introduction

Cette partie comportant quatres chapitres a pour but I’étude d’une généralisation
du systéme de champ de phase de type Caginalp qui modélise quelques phénomeénes
de transition de phase. On obtient cette généralisation grace a la loi de Maxwell-
Cattaneo.

Au premier chapitre, on analyse tout d’abord le modéle sur un domaine borné de
dimension 2 ou 3 avec des conditions aux bords de Dirichlet homogénes et un terme
polynomiale de degré 2N + 1 (N fixé).

Au chapitre 4, on considére un potentiel non régulier, typiquement logarithmique.
L’existence, I'unicité et la régularité de solutions sont établies, mais également 1’exis-
tence de 'attracteur global de dimension finie.

Ensuite, aux chapitres 5 et 6, le modéle est analysé avec des conditions aux bords de
Neumann homogénes. On prouve également l’existence, 1'unicité de solutions puis
I’existence des attracteurs en dimension une et deux.

Dérivation du modéle

On s’intéresse dans cette partie au systéme d’équations suivant :

ou 1oJe"

i Au+g(u) = 5 dans (2, (2.11)
o Oa ou

e T A T T dams (2.12)

ol u est le paramétre d’ordre et o est la variable de déplacement thérmique. Par
ailleurs toutes les constantes physiques sont posées égale & un. Le systéme défini
par — provient de la théorie de transition de phase de Ginzburg-Landau
(voir [2], [49], [50] et [7]) et peut étre dérivé comme suit.

On considére 1’énergie libre totale de Ginzburg-Landau donnée par :

¥ (u, 0) = /Q(%WUP +g(u) — ud — S0, (2.13)

. o ) . ) , i
ou # := — est la température relative et ) est le domaine occupé par la matiére
qui subit la transition de phase. On introduit 'enthalpie H défini par :

H = —-0yV, (2.14)
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ou 0 désigne une dérivée variationnelle, ce qui donne
H=u+6 (2.15)

Les équations constitutives de u et € sont données respectivement par (voir |2]) :

% = —0,Y, (2.16)
%—IZ ++q =0, (2.17)
ol ¢ désigne le vecteur flux thermique.
En considérant la loi de Fourier classique
q=-Vo, (2.18)
on trouve le systéme suivant :
% — Au+g(u) =0, (2.19)
% — A = —%. (2.20)

Mais la loi de Fourier présente un inconvénient majeur, c’est qu’elle prédit que les
signaux thermiques se propagent & une vitesse infinie, ce qui viole le principe de
causalité (paradoxe de la conduction de la chaleur).

Une modification possible pour corriger cette caractéristique irréelle (voir [35]), est
de considérer au lieu de la loi de Fourier, celle de Maxwell-Cattaneo, & savoir

(1+ n%)q =-V0, n>0, (2.21)

ou 7 est le paramétre de relaxation. Pour simplifier, on prend 1 = 1, on obtient par

E17) - o
(1455 —A0=0,

donc I’équation suivante d’ordre 2 en temps pour la température relative :

0%0 00 ou 0%*u
w—i-a— __E_W' (2.22)

Ce modeéle peut étre aussi dérivé en considérant comme par exemple dans [49] et [50],
le modele de champ de phase de Caginalp avec ce qu’on appelle la loi de Gurtin-
Pipkin :

+o0
q(t) = —/0 k(s)VO(t — s)ds, (2.23)

avec k un noyau de mémoire qui décroit exponentiellement donné par :

k(s) = exp (—s).
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En effet, si on différencie (2.23)) par rapport au temps et on intégre par parties, on
obtient la loi de Maxwell-Cattaneo (2.21)) (avec n = 1).

Mais de point de vue mathématique, il est plus convénient pour traiter le probléme
d’introduire les nouvelles variables suivantes :

t o
o _/0 ds)s, 0="0 (2.24)

et en intégrant (2.22) par rapport a s € [0, 7], on aura

o O ou
o T AT g e (2:25)
0? 0 0
ol g = 6_75(;(0) + 8_a(0) — Aa(0) + (0) + u(0). En prenant g = 0 dans ([2.25)), on

obtient I’équation (2.12)), et par (2.19)) et (2.24) on aura I’équation (2.11)).
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Chapitre 3

Systéme de champ de phase de type
Caginalp avec un potentiel
polynomial

On considére dans ce chapitre la loi de Maxwell-Cattaneo du modéle de champ
de phase de Caginalp (cf. [7] et [§]). On s’intéresse au caractére bien posé du pro-
bléme c’est-a-dire nous montrons l’existence et 'unicité de la solution, de plus on
étudiera la dissipativité c’est-a-dire ’existence de bornés absorbants.

Plus précisement on considére le probléme de Dirichlet suivant (N est fixé),

ou oo

e —Au+gy(u) = FTE (3.1)
o O ou

R 2
ot? * ot “ or (32)
u=a = 0 sur 0, (3.3)

oo
w(0) =ug, a(0)=ay |, E(O) = o, (3.4)

ou u est le parameétre d’ordre ou champ de phase, a représente la variable de dé-
placement thermique, c¢’est-a-dire une primitive de la température relative notée 6
(a(t) := fot O(T)dr + ap), Q CR" (n=2 ou 3) est un domaine borné régulier,
0f) désigne le bord régulier.

1 Cadre abstrait pour la résolution
On introduit les espaces de Hilbert ci-dessous :
H=1L1*Q), V=H(Q), W=H?),

On note ((.,.)) et (.,.) les produits scalaires de H et V et || . || et || . || désignent
les normes associées. Le symbole < .,. > désigne le produit de dualité entre V' et
V. On identifie H et H (via le théoréme de Riesz) ott H' est 1'espace dual de H. On
a alors :

Ve Ho V),
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3 . Systéme de champ de phase de type Caginalp avec un potentiel polynomial

avec les injections continues et denses. De plus d’aprés le théoréme de Rellich-
Kondrachoff la premiére injection est compacte.
Dans le cadre de notre probléme, on considére les espaces suivants :

E=VxVxH et E=WnV)?xYV,

munis de leurs normes usuelles.

Le polynéme gy est défini comme suit :

N g2k+1
gN(s) = —2KoS + 2Ky ZO m, (3.5)
avec s € R et 0 < k1 < Kg. On a alors
N
gn(s) = 2(k1 — ko) + 261 ZS%. (3.6)
k=1
De plus, gy vérifie
gn(0) =0, gy e, (3.7)
—co < Gn(s), Gn(s)<gn(s)s+cy, co>0, seR, (3.8)
gn(8) > —c1, >0, seR, (3.9)

ou Gy(s) = [y gn(T)dr, s€ER.

1.1 Formulation faible

Pour tout v € V, en prenant le produit scalaire dans H des équations (3.1))-(3.2))
avec v, on obtient :

ou Oa
<5t > +(u,v) + ((gn(u),v)) =< 500V (3.10)
8204 Oa ou
- <D s, 11
8t2’v>+< 5 .0 > +(a,v) ((u,v)) <5t (3.11)
On associe a - les égalités suivantes :
u(0) = wup dans V,
% ) dans H |
— = « ans H.
ot '
Définition 1.1. Pour tout (ug, g, 1) € E. Un triplet (u,a, —) est dit solution

faible de (m (w sl satisfait la formulation faible (5.10 (m ] de (m (w et
we C(0,T]; H)N L*0,T,V), % c L*(0,T,H), acC([0,T);H)NL*0,T;V)
Oa

et a5 € C([0,T); H)N L*(0,T; H).

. / " . . .
On notera dans la suite ¢,c et ¢ des constantes positives qui pourront varier
d’une ligne a l'autre et quelques fois dans la méme ligne.
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3 . Systéme de champ de phase de type Caginalp avec un potentiel polynomial

2 Solutions et Semi-groupe

Cette section est consacrée a 'existence et a 'unicité de solutions du probléme
(3-1)-(3.4). On a le résultat d’existence suivant :

Théoréme 2.1. Soit (ug, g, 1) € E et [, Gn(ug)dx < +oo. Alors le probleme

(I) /H) admet au moins une solution (u, a, aO[)/u € O(RY, L*(Q))NL>(R*, V)N
L*(0,T, W) at c L*(0,T;L*(Q)),a € C(RT,L*(Q)) N LR, H}(Q)) et da €

L®(R*, L2(Q)) N C(RT, H(Q)), VT > 0. oy

DEMONSTRATION:  Nous appliquerons la méthode de Faedo-Galerkin en donnant
les grandes lignes.

Probléme approché : -L'opérateur A = —A associé aux conditions aux bords
de Dirichlet homogenes de domaine D(A) = H?(Q) N H}(Q) est borné, autoadjoint
et stictement positif; il posséde un inverse compact. On peut alors considérer une
famille {w;, j € N} de vecteurs propres de A associés aux valeurs propres 0 < \; <
Ay < ... qui forme une base orthonormée dans H et orthogonale dans V. En posant

Vin = vect{wy, ... wn }

et

Oy, 0
B = %( respectivement 3 = 8—(;),
on considére le probléme approché suivant, écrit sous forme fonctionnelle :
di,,

St A+ gy(um) = B (3.13)

dBm duy,
— A, = ——— — Uy, 3.14
i + B + Aa i (3.14)
Um(0) = Ppug, am(0) = Prag,  Bm(0) = Py, (3.15)

ou P, est la projection orthogonale de H sur V,, pour le produit scalaire dans H,
ce qui équivaut a

((%L—fﬂ))+<“mvv)+((gw(um),v)) = ((Buyv)), Yv € Vi, (3.16)
((%’”))H(ﬁm’”)”(ama“): - (<8g—f7v))—((um,v)), Yo € V3.17)

associé aux conditions (3.15)).

Solution locale en temps : -On cherche des fonctions u,,, a,, et 5, sous la forme :

t) = Zgjm(t)wj,
t) = Z fjm(t)wj
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3 . Systéme de champ de phase de type Caginalp avec un potentiel polynomial

et .
t) = Bim(t)w;,
j=1

ot les coefficients g, (t), fim(t) et Bjn(t) appartiennent a C*(R™) et vérifient, lorsque
m — 400 :

PmuO = um<0) = Uom — Z:il gzm(O)wz — U dans ‘/7
Py = i, (0) = aom = >0, fin(0O)w; — g dans 'V,
Pron = Bm(0) = arm = it Bim(0)w; —> o dans  L*(Q).

Ainsi résoudre ([3.13)-(3.15) revient a trouver les coefficients gjm, fjm et Bjm tels
que Uy, Ay, et By, vérifient (3.13])-(3.15). Pour ce faire, on pose

v=w;, 1=1,....,m dans (3.16) — (3.17) et on a:

(28 ) 4t 0) + (o atn) 1) = (B ), (3.18)
(O 00) + (B ) + ) = (2 w0)) = (i, 0))(319)
En notant que 5
(5 w3) = Gim(0), (3.20)
et que
(Um, wi) = (=AU, w;))
s IO
= j=19jm(t Ajwj, w;
= g (0) (wy, w) 321
= Z AiGjm (£)0s;
= )\zgzm(t)
ol d;; est le symbole de Kronecker défini comme suit :
=10 Son 322
De plus
(B, wi)) = Bim(t), (3.23)
0B ,
(2 ) = i) 321
Et par analogie avec (3.21), on a que
(aﬂ% wi) - Azfzm(ﬂ (325)

Alors — s’écrit
(EDO> , ﬁzm(w + ﬁzm(t) + )‘zfzm(t) = _gim<t) - gim<t)7 L= 17 -y T,
fim@) = Bim(t), 1=1,...m
(3.26)
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3 . Systéme de champ de phase de type Caginalp avec un potentiel polynomial

On s’est ramené & un systéme de 3m équations différentielles ordinaires que 'on
peut écrire sous la forme :

y =)
D’aprés le théoréme de Cauchy-lipschitz, il existe une solution (u,,, @,,) sur un in-
tervalle (0,7,,), pour un certain 7, > 0.

Solution globale en temps : -On considére maintenant une solution maximale
définie sur [0, 7;,[; nous allons prouver que T, = 7. En d’autres termes, la solution
locale en temps obtenue précédemment est globale en temps. Pour cela, on cherche
des estimations & priori uniformes.

On multiplie (3.18) par g;,, et on somme sur i = 1,...,m. On a

1d
2dt

da,y,

7+ || Ve | + / R

On multiplie (3.18) par g;,, et on somme sur i = 1,...,m. On a

aum 2+ 1d
th

Oy,

| — =) (3.28)

On multiplie (3.19) par f;;,, et on somme sur i = 1,...,m. On a

L Y |2 42 / G (ttm)dr) = (o,

d 1d 9 2 O, 9
(B o)) + 5 L I+ T 7= ~(G2 ) = (s ) [ B 7
(3.29)
On multiplie maintenant (3.19) par f; et on somme sur i = 1,...,m. On a
1d 9 2 O,
Par I'hypotheése (3.8), on a :
Gn(tm) — co < gn (U )t (3.31)
dam
On rappelle que 3, = % On obtient en sommant (3.27)),(3.28)) et (3.30]) et par
B-31),
dE1m 8um Dt
T 2(| Vg |1* + /Gw(um)dﬂ?+ = 1P+ = 17) < 2009, (3:32)
dt ot
avec
B =t [I* + || Ve, |2 +2/ G (tm ) d—+ H AP Ve [P (3.33)

En additionnant (3.32) et €(3.29)), avec € > 0 & préciser, on obtient

dE,,, 8um Gam
220 VI + [ Govtumdot | G I +1) 2 1)+ | Vo |2
0um aO‘m
= (% ) — el ) € | 2 P 2l (334)
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ou
O €
Fom = Eim _m’ m P m27 3.35
o = B + (S5 am)) + 5 L | (335)
satisfait, en choisissant € > 0 tel que
2—¢e>0, (3.36)

et

Do) 1 41 V() 12+ € < 222 (0) n(t) > +5 I ) |P

ot 9
Oém
cAll am (@) I + || Vam(t) [ + |

()H}
(3.37)

ol ) 1+ 1 ) 1+ 1 220 17) < o)
<Cun® 13+ 1o 1+ 1 22y ),
(3.38)

/
avec ¢,c > 0.

On en déduit, grace a I'inégalité de Holder, au lemme de Poincaré et la condition
(3.36)), une inégalité de la forme :

dEs, /
di + ca B, + 3 || ||2< c, c2,c3>0 et ¢ >0. (3.39)
En particulier, on écrit
dEs,, /
di + CQEQm <c. (340)

Le lemme de Gronwall appliqué a (3.40|) donne

’

Eam(t) < Eam(0) exp (—cat) + 2—2 (3.41)

ce qui implique en particulier que

!/

Eo(t) < Eam(0) + z— (3.42)

Ainsi par (3.38]) on aura

0ozm

— O <c, (3.43)

sup {[| wn(t) [50) + | @m(®) 7@ + |
t€[0,T]

ol ¢ ne dépend pas de m, par suite la solution est globale en temps et T}, = T

Le passage a la limite : -Cette étape consiste & obtenir un probléme limite en fai-
sant tendre m vers l'infini. Quitte & considérer une sous suite, on a, par ’estimation

B43) que

U, — u  faiblement étoile dans L*(0,T,V), (3.44)
Qm — o faiblement étoile dans L>(0,T,V), (3.45)
32 2 Solutions et Semi-groupe



3 . Systéme de champ de phase de type Caginalp avec un potentiel polynomial

et

(9;: R %—(Z faiblement étoile dans L>(0,7, H). (3.46)

On integre (3.39) entre 0 et ¢, on a
8um 9
Eon(t || s)[fds<e, Vte|0,T], ¢>0, (3.47)

la constante ¢ est bien stir indépendante de m. Il en découle que

ag—tm — % faiblement dans L*(0,7T, H). (3.48)

Nous allons maintenant nous intéresser a la convergence du terme non linéaire
gn (Um).

On multiplie (3.13)) par gn(u.,) et on intégre sur €2, par (3.9) on a

8um ”2 8am ||2

On integre (3.49) entre 0 et ¢ , par (3.44)),(3.46) et (3.48) on a

g () IP< el = + | V7). (3.49)

| gn (Um) (22010 < ¢, (3.50)

ou c¢ est indépendante de m.

Par (3.50) on a pour une suite extraite

gy () — w  faiblement dans L*(Q), (3.51)
avec @ := Q2 x (0,7). On a, grace a un théoréme de compacité de type Aubin-Lions,
Um — u  p.p. (pour une suite extraite),

d’ou
gn(Um) —> gn(u) pp. dans Q. (3.52)

Pour prouver que w = gy (u) on utilise le lemme du chapitre 2 : On appliquera
ce lemme avec : O = Q, gm =gn(um) q=2,et

par (3.52)) on a ¢,, — g = gn(u) p.p. dans Q, avec (3.50) on aura
gm — g faiblement dans L*(Q),

de plus par (3.51) on a g,, — w faiblement dans L*(Q). D’ou

g=w=gn(u).

Des convergences (3.44)),(3.45)),(3.46) et (3.48), on a écrit

we L®(0,T,V) et (Z;L L2(0,T, H),
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0
a e L®0,T,V) et a—i‘ e L®(0,T, H).
On conclut par le Théoréme de Lions que

u, a0 € C([0,T], H).

Retour au probléme initial : -Soit ¢ fixé et p > i (m = p dans (3.18]) —
(3.19)). D’apreés la partie précédente (la convergence des sous suites ) on a les conver-
gences faibles suivantes dans L?(0,T) lorsque p — +00 :

a(uy, wi) = a(u, w;),  alay, w) = alo, w;),

(s wi)) = (W wy)),  ((ag,wi)) = (@, wi)),

((w, wi)) = ((w,wy)), (g (), wi)) = ((gn (), wi)),
avec a(v,w) = (v,w) = ((Vv, Vw)).

De plus on a

((a;;,wi)) = %((a;,wi)) — ((a",wi)) dans D/(O,T).

On déduit donc des équations (3.18)) et ( -

d d
%((u wi)) +au, wi) + ((gn(w), wi)) = = (e, wi)),

d
=(( =7 (s wi) = ((u, wy)),

et cela pour i fixé quelconque. Donc 'on en déduit, d’aprés la propriété de den-
sité de (wy, ..., wy,) que

a,w;)) + a,wy)) +ala,w;) = —

d

) ) st ) = Gl e
d d
dtQ((Oé w)) + a«&,w)) +ala,w) = _E(m’w)) ~ ((uw,w), U

D’ou résulte que (u, «) satisfait aux équations (3.1)) et .
On multiplie (3.1) par —Auwu et on intégre sur 2. Par (3.9) on a
|| Vu |* + || Au P< e || Vu || + || ||2 (3.53)

En intégrant (3.53 3.53 entre 0 et ¢, on déduit
u € L*(0,T, H*(Q)).

2
De plus on a g—? et ((?9_25 dans L*(0,7, H'(2)), donc aa—? e C([0,T], H () (voir

[13], lemme 1.2. p.7). Par suite, d’aprés le Théoréme de Strauss (voir le Théoréme

du chapitre 2) on a

% < (o, 1), 1),
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Démontrons finalement les conditions initiales.
lorsque p — +00 on a :

u,(0) — wuo dans V or V' <—<— H (injection compacte) donc u,(0) — wg fort
dans H.

O, / .
Soit F' = {u,, € L>(0,T;V); % € L*(0,T;V")}, d’aprés le théoréme d’Aubin-

Lions (Théoréme on a F' —— C([0,T], H), donc en particulier u,(0) — u(0)
dans H fortement , d’oit on aura u(0) = wy.

De méme on montre que a(0) = ay.

On a ({;)é—tm € L>(0,T, H) donc ag—tm c L*(0,T, H (),
0Bm 9 1 IBm  Oam Oy, 9 .
et ot € L*(0,T,H () (car 5% — o +Aa, 5 Um € L7(0,T,H*(2)))
par suite
ooy,

Sr e C([O,T];H*l(Q)).

D’aprés le théoréme de Strauss on aura

Oa
e O ([0, 7] (@),
% ¢ Gy ([0.7): ()
a0 ., Oay , -
donc il existe une sous suite o € Cw([0,T], H) telle qu’en particulier :
oy, Oa :
lorsque pu — 400 ona W(O) — E(O) dans H faiblement, (3.54)
Oa,, 9 . .. O«
Or on a W(O) — oy dans L(Q), par (3.54)) on déduit E(O) =y,
d’ot le théoréme. a

Le résultat suivant nous donne I'unicité de la solution du probléme (3.1))-(3.4)).

Théoréme 2.2. Sous les hypothéses du Théoréme le probleme — admet

une et une seule solution avec la réqularité ci-dessus.

DEMONSTRATION: On sait déja qu’il existe au moins une solution pour notre
probléme d’apres le Théoréme [2.1] 11 reste a prouver I'unicité de celle-ci. Pour cela,
on prend deux solutions (uV), () et (u®,a?) de mémes données initiales et on
pose

(u, @) = (@, o) — (u®,a®).
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Alors (u, o) vérifie :

N — Au+ gn(u (1 )) — gN(u(2)) = 5 (3.55)
*a O ou

o+ oy~ Ba=—u=— L (3.56)

u=a=0, (3.57)

u(0) = a(0) = ?9—(:(0) =0. (3.58)

On multiplie (3.55) par w et on intégre sur €2, par (3.9)) on a

1d
2dt

Oa
Jull?+ | VulP<e |ul?+ ((E’U))’

en utilisant I'inégalité |((v, w))| < c || v g1 - | w [|z-1(0) on obtient
|| wll + 1l Vu [P< e(lf w |I* + || HH @)- (3.59)

On integre (3.56|) entre 0 et ¢ on aura

‘Z_‘Z ta— A/Ota(s)ds __ /Otu(s)ds . (3.60)

0
On multiplie (3.60]) par (—A)*l—a et on integre sur {2 on aura

ot

1d da [*
337 19 By + 1 G5 By (G [ ads)

= ([ s, (<2) 15  ( (~2) 1)

0 (e [ (1) = (52, [ atasp+ o J? d
p ,Oass = 8t,oozss Q onc
d 9 ! Oa
Gl B 20 [Cads)] + 15l
<or(lal?+ 1wl + lul®) tedT. (361

On multiplie (3.60]) par « et on intégre sur 2 on obtient
t
Sl Ll (9 [ alds, V) = ~(( [ s, ) = ((w.0))

orm || v/ a(s)ds [[= ((/0 Va(s)ds, Va)) done

d t
= lal?+1v / a(s)ds |2 |+ | o IP< alll w lBagopazay + I w I2). (3.62)
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On additionne (3.62)) et §(3.61)) avec § > 0 assez petit on aura

Glhalk+ny / (s +5 | o -y +25((0. [ a(s)as)

+ (|| 5 HH )+l ) < er(ll w oy + I w l1?)- (3.63)

En particulier

lal?+ |V / (s)ds |* +26((a / a(s)ds) > of]| o | + | / $)ds [2cy):

(3.64)
On additionne (3.63)) et &' (3.59) avec &’ > 0 assez petit on aura
dE;
S < or(Bst || u T2 pr2i),  t€10,T], (3.65)

avec

Ey(t) = a2 + || V / (5)ds |2 +6 || o %1y +26((cr, /Oa<s>ds>>+5’||u||2.

(3.66)
Le lemme de Gronwall appliqué a (3.65|) donne
E3(t) < exp (crt) E3(0) + CIT | u ||%2(O,t,L2(Q))7
or F3(0) =0 donc Es(t) < cp || u ||%2(07t7L2(Q)), € 0,77,
en particulier
Fu() IP< er | u o2y, t€0,T]. (3.67)
On applique de nouveau le lemme de Gronwall & (3.67) on aura
Il 720,220y = 05 t € 10,77, (3.68)
par conséquent
Es(t) <0, t e 0,7]. (3.69)
Par (3.64),(3.66) et (3.69) on a || u ||*=|| « ||>= 0, d’ou
ce qui acheve la preuve du théoréme. O

Les Théorémes et 2.2, nous aménent a considérer un semi-groupe S(¢) pour
tout t > 0, qui est défini sur F de la facon suivante

S(t) : E— E,S(t)(ug, ap, 1) = (u(t), a(t), 8—(25)), (3.70)

ou (u(t), a(t), 88—(;(75)) est 'unique solution de 1)1}
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3 Dissipativité et Régularité

Dans cette section, on prouve tout d’abord ’existence d’ensembles bornés absor-
bants pour le semi-groupe S(t),¢ > 0, associé au probléme — sur 'espace
E, et un borné absorbant pour le terme non linéaire gy(u). Ensuite on énoncera
un théoréme de régularité supplémentaire qui va nous permettre de définir S(t)
sur l'espace E; et donc donner la dissipativité dans cet espace. Notons que toutes
les estimations ci-dessous peuvent étre justifiées par la méthode de Galerkin. On
commence a donner le

Théoréme 3.1. Sous les hypothéses du Théoréme , le semi-groupe S(t),t > 0,
est dissipatif sur E. Autrement dit ,le semi-groupe S(t),t > 0, posséde un ensemble
borné absorbant By dans E.

DEMONSTRATION:  On prend les données initiales (ug, ag, @) dans un borné de
E. Disons que , pour tout Ry > 0, on a (ug, g, 1) € Bg,, Br, étant la boule de E
de centre 0 et rayon R,.

On multiplie (3.1) par u. On a

1d 9 2, O«
3 I 2 19w+ [ av(wuds = (G ). (371)
o ou
On multiplie par T On a
Al v [ (2o ou
|2 5 2 v 42 [ antdn) = (2200
. . Oa
On multiplie ensuite par n et on a
ou O« Oa
2 2__ -
LU Va )+ 1 2 = (G 2 — (D). (379

En additionnant les trois équations , a savoir (3.71)),(3.72)) et (3.73), on aura

Oa
{H I+ Vu |I? +2/ Gn(u)dr + H Va | + || o I}
U
I Vull?+ 15 17+ H ||2 /QN(U)UdW
Q
L’hypotheése ([3.8]) nous assure que
—gn(uw)u < =Gy (u) + ¢,
par conséquent, on écrit
{H I+ Vu H2+2/GN )dz + || Vo |* + || ||2}
th o (3.75)
+ Jo Gr(wde+ || Vu | + [ 7 [+ || ||2< COIQI
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On multiplie maintenant (3.2)) par a. On a

1d 3Je! ou
18 00 2 2 _ou 2 ‘
<% s a ) Va = - < 2 s (e | 2 (3.76)
Soit € > 0 assez petit. On somme maintenant 1’ et €(3.76]). On obtient
d Ja
U e +2/ Gy(u)det || Vo ||* + H H2 +2e < oha> e all}
+2(e || Vo [* + [, Gn(u)da || Vu || + || ||2 + || || )
du 2
< 209|Qf — 26 < — 5> —2¢((u, av)) + 2¢ H H (3.77)
On a, d’apreés les inégalités de Holder et Poincaré
—e((u,a)) < €l((u, )]
< cllullal]
< lulP g el (3.78)
< || Vu |* +5- || Va |?
et
—€e < Ou a € < 2> |
ot = SO
< || H|| I (379
€ au € :
< —||—||2 | o |f?
2 2
€
< € 2 4 2
< SIG I+ IV

ol A1 désigne la premiére valeur propre associée a I'opérateur moins Laplacien avec
les conditions aux limites de Dirichlet homogénes (cf. la preuve du Théoréme [2.1)).

On choisit € > 0 de sorte que :

e<l et e<2)\ (3.80)
et
2 2 2 dox
(H@Hvﬂl H)<6H04H+HV04H+H H +26<8t a>. (3.81)
En prenant en compte (3.77)-(3.81)), on aboutit alors a une inégalité de la forme
dE.
— tabto || ||2 (3.82)
t
ou
foJe!
Ex(t) = [lu(®) [P + || Vu(e) I +2 Jo Gx(u@)de+ | 7o) [” + || V(o) |

Oa
+ 2e< a(t),oé(t) > +e | at) |?,
(3.83)
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satisfait

c(llu@) 15 + [T a®) 7+ | %—?(t) %) +/QGN(U)d93 < Ex(t)

, da p
<c(u@®) 5 + lla@) I3+ 5 0 1%) +/QGN(U)dw> ¢,c > 0.

(3.84)
En particulier, on écrit
dFy ,
I + by <c, (3.85)
le lemme de Gronwall appliqué a (3.85)) donne
Es(t) < exp (—cot)E2(0) + ¢, WVt >0. (3.86)

Par (3.81)) et le fait que les données initiales (ug, ap, @) sont dans un borné, lesti-

mation (3.86) devient
Es(t) < poexp (—eat) + ¢, (3.87)

avec fo = po(Ro) > 0.

Soit maintenant Dy > 0 assez grand pour que
o €xp (—cat) + ¢ < Do.

On a alors que la boule de centre 0 et de rayon D est un ensemble borné absorbant
pour le semi-groupe S(t),t > 0. En d’autres termes,

Ox
[ u®) 15+ 1l a) I + gy I?< Do, Yt > to, (3.88)
DO —C

avec tg = to(Rp) := max{0, —— log( )}, d’ou le théoréme. O
C2

Lemme 3.2. ]| existe une constante Dy et un temps ty tel que :

Ju
I E(t) I?°< Dy, Vt>t, (3.89)
avec t1 = tg + 7.

PREUVE:  On différencie (3.1)) par rapport au temps et par (3.2)) on a

0 Ou ou , ou Oa ou
E(E)_ EJrgN(U)E——EJFAa_“_E' (3.90)

0
8_?’ I'inégalité de Holder et || entrainent

ou ou 9 9 ou Oa
—I2< — — : :
e o < (P Va2 4 S P SR o)

On multiplie (3.90]) par

Sl
dt
On a, d’apres le Théoréme (3.1},
t+r
[ () 12+ 19l 1P+ 1 56 12+ 1 500 P Jds <, vt

(3.92)
On déduit de (3.91),(3.92) et du lemme de Gronwall uniforme la relation (3.89)). O

Le Théoréme suivant donne l’existence d’un borné absorbant pour le terme non
linéaire gy (u) dans le probléme (i3.1))-(3.4)).
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Théoréme 3.3. Il existe une constante Dy telle que
| gn(u(t) |?< Dy, Yt > ty. (3.93)

DEMONSTRATION:  On multiplie (3.1)) par gy (u), et par (3.9) on aura
I gn () 2< e(] w [ + || ||2 + || ||2), (3.94)

par ) et (| - la relation ( - donne O

On énonce dans la suite un théoréme de régularités supplémentaires pour les

solutions du probléme (3.1))-(3.4]).

Théoréme 3.4. Siles données initiales (ug, g, 1) appartiennent a Ey, le probléme

0
— admet une unique solution telle que uw € L®(RT, H*(Q) N H}(Q)), Y

— c
ot

L (R, L(Q) AV E(0,T, HY(), 0 € L (B, HXQ)NH(Q) et 0 € [*(R*,V),
VT > 0.

DEMONSTRATION: L’existence et 'unicité étant vérifiées, il reste & établir la ré-
gularité de la solution .

En intégrant (3.91)) entre 0 et ¢, et compte tenu du Théoréme , on obtient

?9_1; € L>(0,T,H)n L*0,T,V), VYT >0. (3.95)

0
On multiplie maintenant 1) par —Aa—?, les inégalités de Holder et de Young

donnent

Oa 9 Oa 5 1 : ou Oa
= - = 2< = i
LUTIEN ) B ) 2 | Vo [P () a4 | e 2) 426 | Vo

en choisissant € > 0 assez petit tel que 1 — € > 0, on déduit

CUTIN 1 Ao |2) e | VO < () Tu [P+ Voe 1), e 0. (3.96)
Ainsi
a € L™0,T, H*(Q)N Hy(Q)), VT >0, (3.97)
et 9
5 €LXO.TV), ¥T>0. (3.98)

En effet, en intégrant (3.96)) entre 0 et ¢, et par (3.95) et le Théoréme on obtient

EID ot EI9).

On multiplie (3.1) par —Au, I'inégalité de Holder et (3.9) donnent

ou
| Au |*< e(]| Vu ||* + | o 1> + || ||v) (3.99)
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Par (3.95)),(3.98)) et le Théoréme la relation ([3.99)) donne

u € L0, T, H*(Q) N Hy(Q)), VT >0, (3.100)
d’ou le théoréme. O

Le Théoréme nous amene a définir le semi-groupe S(t)(t > 0) sur 'espace
E;. On a alors :

S( ) Ey — Ey, (UQ,OZ(),OQ) — (U(t) (t)

ou (u(t), a(t), Zt( t)) est I'unique solution de

On términe cette section par énoncer un théoréme qui donne l’existence de bor-
nés absorabants pour les solutions de (3.1)-(3.4) dans I'espace Ej.

S ®), (3.101)

Théoréme 3.5. Sous les hypothéses du Théoréeme le semi-groupe S(t),t > 0,
est dissipatif sur Ey. Autrement dit, le semi-groupe S(t),t > 0, posséde un ensemble
borné absorbant By dans Ej.

DEMONSTRATION: On prend les données initiales (ug, ag, o) dans un borné de
E;. Disons que , pour tout Ry > 0, on a (ug, ap, 1) € Bg,, Bg, étant la boule de
E; de centre 0 et rayon R;.

On multiplie (3.2)) par —Aq, les inégalités de Holder et Young donnent

d 9 Oa 9
Sl Vel +2((V§ Va))] + 2 Aa|
oo
<2|Vg il s (H H2 + [Jull?)+ 2] Aa . (3.102)

En additionnant (3.96) et e(|3.102|) ot € > 0 choisit tel que 1 —2¢ > 0 on déduit une
inégalité de la forme
dE,

ou
aluy < 2 au o .
i +cEy < c(|| Vu || +||v8t ), ¢>0, (3.103)

ol

Ey(t) =|l Aa(t) |I* + | Vaa—?(t) 2 +26((V 22 (1), Vat) + € || Va) |, (3.104)

ot
et

(|| Va@) [P + [ Aa(t) [P + | V ( ) II7) < Ea(t)
, o (3.105)
<c(|Va®) > + | Aa( VP + 1V 5@ 1F).

Le lemme de Gronwall appliqué a (3.103|) donne

’ t 6u
Ey(t) < E4(0) exp (—ct) + ¢ / exp (c(s — ) (Il Vuls) [I* + [ V57 (s) [IP)ds
0
(3.106)
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Estimons le terme fot exp (c(s — t))(]| Vu(s) ||* + | V%(s) |?)ds. Pour cela on pose

ou
h(s) =l Vu(s) [P + 1 Vo-(s) I, A =0.
On a, d’apres le Théoréme et le Lemme [3.2]
t+1
/ h(s)ds < ¢4, Yt >t. (3.107)
t

On a alors

/o exp (c(s —t))h(s)ds = /o 1 exp (c(s —t))h(s)ds + / exp (c(s —t))h(s)ds

t1

< exp (c(ts — 1)) [y hs)ds + [ exp (c(s — t))h(s)ds + [ exp (c(s — t))h(s)ds

o+ [ exp (e(s — O)h(s)ds + [17 exp (e(s — £))h(s)ds

< (d’apres les Théorémes et

< cexp(—ct) + [ exp (e(s — £)h(s)ds + ['17 exp (c(s — t))h(s)ds

oot i exp (c(s — £)h(s)ds + [ exp (c(s — ))h(s)ds

< (par (3107))

< ¢ exp (—ct) + cgexp (—ct)[exp (c(ty + 1)) 4+ exp (c(ty +2)) + ... +exp (c¢([t] + 1))]

exp (c([t] +2)) —1
expc—1

< ¢ exp(—ct)+ ¢ exp(—ct)

< cexp(—ct)+ ¢, (3.108)
oll ¢ est une constante qui dépend des données initiales .
En insérant (3.108) dans (3.106)) on obtient
E4(t) < exp (—ct)E4(0) + ¢ (3.109)

Par (3.105)) et le fait que les données initiales sont dans un borné, I’estimation ([3.109))
devient
Ey(t) < pyexp (—ct) + ¢, (3.110)

avec i1 = p1(Ry) > 0.
Soit maintenant D3 > 0 assez grand pour que
i exp (—ct) + ¢ < Dy,

On a alors 3
«
I at) 5 + E(t) |3< D3, Vt>t,, (3.111)

3 Dissipativité et Régularité 43



3 . Systéme de champ de phase de type Caginalp avec un potentiel polynomial

D3 —¢
)}
%51

Par (3.88),(3.89) et (3.111)) et pour ¢t = max(t,t5), on déduit de (3.99)

1
avec to = to(Ry) := max{0, —— log(
c

| u(t) I3y< Dy, VE>E, (3.112)

d’ou le théoréme. O
Par (3.112), on a

uwe L®(t, 400, WNV), (3.113)

en associant (3.100]) et (3.113]), on a alors que

u€ L®RT,WNV). (3.114)

De fagon analogue, on montre que

g—z e L*R",H); acL®R"WnV)
et 5
(0%
— € L®(R", V).
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Chapitre 4

Systéme de champ de phase de type
Caginalp avec un terme non linéaire
logarithmique

On considére comme au chapitre précédent une généralisation du systéme de
champ de phase de Caginalp. Cette fois-ci, le potentiel que nous considérons est de
type logarithmique (voir, par exemple, |27], [14], [29], [21], [42] et [53]). Nous exami-
nons ’existence et I'unicité de solutions par deux méthodes. La premiére c’est une
méthode de régularisation applicable en dimension une, deux et trois qui consiste a
approcher les équations par des équations "meilleures" déja résolues ensuite passer
a la limite. Tandis que la deuxiéme applicable seulement en dimension une et deux
et est basée sur une propriété de séparation stricte qui va nous permettre de plus
d’étudier le comportement asymptotique du probléme. On prouve ainsi en dimen-
sion une et deux l'existence d’attracteurs du systéme.

On considére le probléme (P) suivant :

ou Oa
Pa  Oa ou
W E — AOZ = —E u, 4.2
u=a = 0 sur 09, (4.3)
Oa
u(0) = ug, «a(0) = ay, E(O) = ay, (4.4)

ol, comme précédemment, u est le paramétre d’ordre ou champ de phase, « repré-
sente une primitive de la température relative 6 (voir le chapitre précédent), Q C R™,
un domaine borné régulier (a préciser la dimension dans la suite) et 92 désigne le
bord régulier, disons de classe C!, de Q.

Le potentiel g est défini comme suit :

1
g(s) = —2kos + K1 In( . R

), s€(—1;41),0 < K1 < K. (4.5)
— s

On a alors

- 2/'430. (46)
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On voit que g vérifie
g estdeclasse C™ et g¢(0)=0, (4.7)

—cy < G(s) <g(s)s+cy, >0, se(—1,+1), (4.8)
ou G(s) = [ g(r)dr, et

g'(s) > —2kKg, s€(—1,+1). (4.9)

. ! " o . .
On notera dans la suite ¢, ¢ et ¢ des constantes positives qui pourront varier d’une
ligne a 'autre et quelques fois dans la méme ligne.

La premiére section traite le probleme (4.1)-(4.4) avec @ C R", n=1,2 et 3.

1 Semi-groupe et dissipativité en dimension infé-
rieure ou égale a trois

Pour prouver le caractére bien posé de notre probléme, on introduit l'espace
suivant

K={pcL*Q),-1<¢<1 pp. dans Q}.

Suivant une idée de Debussche et Dettori (voir |9] et [14]), on considére "approxi-
mation de cette fonction g par gy ol gx est un polynéme de degré impair 2N + 1, &
coefficient dominant strictement positif. En remplacant g dans (P) par gy on obtient
alors le probléme (Py) suivant :

ou oo
a—é\f —AUN+QN(UN) - _8tN7 (410)
Day  Oay Oun
uy = any = O, (412)
8aN

(0 = (4.13)

Rappelons, d’aprés le chapitre précédent, le résultat suivant congernant le probléme
(Pn).

Théoréme 1.1. Pour (ug, ag, 1) € E, le probléme (Py) admet une unique solu-
tion (un,ay, ag—tN) avec uy € C(RY, L2(Q)) N L®(R*T, V)N L*(0,T, W), ag_;v
L*(0,T; L*(2)), any € C(RT,L*(Q)NL®(RT, Hy(Q)) et a;‘—tN € LR, L*(Q))N
C(R*, H), VT >0.

On note de plus que G est bornée et pour ¢ € K on a Gn(p) < G(¢). Donc
toutes les estimations figurant dans cette section sont uniformes par rapport a N.
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1.1 Existence et unicité.

On construit la solution du probléme (P) comme étant la limite lorsque N — +o0
de la solution du probléme (Py). On prend aussi ug € K, plus précisement on
démontre le résultat suivant.

Théoréme 1.2. Soit (uy, ag,a1) € Ex = (KN H(Q)) x HY(Q) x L*(Q), alors le
probleme (ﬂ) H) admet au moins une solution (u, o, 8t) avec

(u,a) € LR, Hy (2)%) N L*(0, T, H*(Q) x Hy(Q)),

ou Oa
(8t 81%)

De plus ¥t > 0, u(t) ||ze@< 1, Uensemble {x € Q, |u(x,t)| > 1} est de mesure
nulle.

(u,a) € C(RT, L(Q)?), € L*(0,T, L*(Q)?), VT > 0.

DEMONSTRATION:  En remplagant (u, «) par (uy,ay) dans (3.82), on écrit :

dE
— + By + o || ol (4.14)
ou
2 2 aaN 2
Ean(t) = lun(®) [P+ [ Vun (@) [ +2 Jo Gr(un () dat | =) | (4.15)
a .
o Van(t) I +26 < S22 (0, an(t) > +e || an(t) .
satisfait
2 2 aO‘N 2
c(lun@®) Iy + T an@) 5+ |- 1) + | Gr(un)de < Ean(t)
/ 80[]\[
<c(luv® I + |l aN( )V I% + 1= 1%) /GN uy)d
(4. 16)
On applique le lemme de Gronwall & (4.14)), on a
EQN(t) S EQN(O) €xXp (—Cgt) + C, (417)
la relation (4.17) implique en particulier que
EQN(t) S EQN(O) + c. (418)
Ainsi par (4.16) on aura
sup {|| 2 ) ||? 6aN N </ 4.19
D {llun(®) ) + I aw(®) o) + I 5@ 17} < ¢ (4.19)

t€[0,T)

oll ¢ est une constante qui ne dépend pas de N.

En faisant tendre N vers +oco et en considérant une sous suite, on a par I’estimation
(4.19) -
uy — v faiblement étoile dans L>°(0,7,V), (4.20)
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ay — « faiblement étoile dans L>°(0,7, V), (4.21)
et 9 5
gtN t 8—‘2‘ faiblement étoile dans L (0, T, H). (4.22)

On integre (4.14)) entre 0 et ¢, on a
8uN 2
Eon(t H s)|Fds<e, Vtel0,T], ¢>0, (4.23)

la constante c est bien str indépendante de N. Il en découle que
oupy N ou

ot ot

On multiplie (4.10) par —Auy. En utilisant I'inégalité de Holder et (3.9), on aura

faiblement dans L*(0,T, H). (4.24)

804
|| Vuy |? + || Auy |P<]|

On integre (4.25)) entre O et ¢, par (4.20) et (4.22)) on a

t
| Vun () | + / | Auy [2ds <c, Viel[0,T], (4.26)
0

I +e || Vuy [ (4.25)

ou c est indépendante de N. Il en résulte que
Auy — Au  faiblement dans L*(Q). (4.27)

De plus, on a

aOéN

I gn (un) IIP< el un 15 + 1 — - auN I+ 1 == 1. (4.28)
On integre (4.28)) entre 0 et ¢, par (4.20)),(4.22) et (4.24)), on a
| gn(un) 720y < ¢ (4.29)
ol c est indépendante de N.
Par on a pour une suite extraite
gn(uy) — ¢g* faiblement dans L*(Q). (4.30)

Donc lorsque N — +o00 dans (4.10)), on déduit de (4.22)),(4.24)),(4.27) et (4.30]) que

(u, a, a) vérifie : Ny )
gu _ @ 2
T Au+g oy dans L*(Q). (4.31)
De (4.11)) on déduit :
35]\/ dan B duy
T +— BT X >+ < Vay,Vx >=— < — o N L un, x>, Vx e D((0,T) x Q),
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oil <., .> désigne le crochet de dualité entre D'((0,7) x Q) et D((0,T) x Q).

Donc lorsque N — 400 on déduit de (4.20)),(4.21)),(4.22) et (4.24) :

Pa Oa ou )
De plus d’aprés SIMON (voir [19]), (4.20)),(4.24]) d’une part et les relations (4.21]),(4.22))
d’autre part impliquent lorsque N — 400 :
uy —u  dans  C([0,T], L*(Q)), (4.33)

ay — a dans  C([0,T], L*(Q)). (4.34)

Donc en particulier on aura u(x,0) =uy et «(z,0) =« dans €.

Oa
Démontrons finalement que —(z,0) = a; :

ot
On déduit de (4.22) que 8;—;\[ € L*(0,T, H'(Q)), d’autre part on a
athN € L*(0,T, H '(Q)), par suite

c%zN 1
5 € C([0,T]; H(9)),

0
donc d’aprés le Théoréme de Strauss on aura TN ¢ Cw ([0, T]; L*(Q2)) par suite il

ot

0
existe une sous suite % € Ow([0,T]; L*(Q2)) telle quen particulier lorsque p —

+00 on a 5 9
%(O) - a—?(O) faiblement dans L?(2).
0
Or %(O) — ay dans L?(2), on déduit alors le résultat.
Des convergences (4.20)),(4.21)),(4.22) et (4.24]), on a écrit
ou 9
we L¥(0,1.V) et o€ L(0,T.H),
Oa
a € LX(0,T.V) et e L(0,T.H).

On conclut par le Théoréme de Lions que

u,o0 € C([0,T], H).

Alors (u, a, 8_a) verifie

ot
ou . Oa 9
i Au+g" = 5 dans L*(Q), (4.35)
Do Oa ou )
e + T Aa = 5 U dans L*(Q), (4.36)
u=a = 0 sur 00 x(0,7T), (4.37)
u(0) = up, a(0) = ap, aa—?;(()) =oa; dans Q. (4.38)
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On va demontrer maintenant que 'ensemble {z € Q,|u(z,t)| = 1} a une mesure
nulle. Pour cela on va utiliser la méthode utilisée par Debussche et Dettori (voir |9
et [14]).

On choisit un 7 petit arbitraire qui appartient a (0,1) et V¢ € (0,7) on pose

Eév(t) ={x € Q/|lun(z,t)] > 1 —n}.

Soit |E)Y (t)] la mesure de E), on a |E)(t)| = mes(E) (1) fEN dz et XY (t) sa
fonction caractéristique définie par :
1 si xe EN@t)
N — ) n )
Xy (1) { 0 , ailleurs.

On intégre (4.14) entre t et t + 7, on a

8UN

19)ds < ¢ (r) + Ean(t), VE>0, Yr>0.
(4.39)

Pour continuer la démonstration du théoréme on énonce les deux lemmes suivants.

E2N(75+7")+/t T(EZN( )+

Lemme 1.3. Il existe une constante positive c telle que pour tout r > 0 on a

0 1
I “N( ) P< o= + (B (0) +1), VE27>0. (4.40)
PREUVE: On a 'estimation suivante :
GuN 6uN 8UN aO‘N
e e (T R A R e ) )

(4.41)
Par (4.16)),(4.17) et (4.39), on applique le lemme de Gronwall uniforme a (4.41)) et
donc on déduit que Vs > 0 on a

0 1
| S5t +8) IP< e + D(Ean(0) +1), V>0, (4.42)
ce qui compléte la preuve de (4.40)). O

Lemme 1.4. [] existe une constante c telle que pour tout r > 0 on a

| ow(u(®) I°< (- + 1)(Ea(0) +1), V627 >0 (4.43)

PrReEUVE:  Par (4.16]), on conclut de (4.17) que

804]\[

Fun (®) 17 + 1l 5 ) I*< Ean(0) +¢, VE>71>0. (4.44)

Par et (| , on obtient de ) la relation (4.43]). a
Par (4.43)) on écrit,

I g (un) IP< 51+ 8)(Ean(0) + 1),
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implique
t ] gn(un) [I°< e(1 + ) (Ean(0) + 1),

donc
t gn(un(®)) P< e(T+1), Vte (0,T). (4.45)

Par suite on a

[N

{IEW’”QJZV(“N)CZ:“} 2 |Eév(t)lé-{fnfmewt>(22vO%Y};

> |EY (t)|%.I nfrerN ) fovzo %
> |EN@)5. TN et T
= |y =0 ok 41
ce qui implique que
|ET]]V(15)|% < . (Cl ) (4.46)
VEY Tok+1

Lorsque N — +o00, on déduit de (4.33)),(4.46]) et du lemme de Fatou que

|E,(t)] = Jo xp(t)de < [, liminfy_, o0 X)) (£)da Hminfy o fo x5 (t)da

<
< liminf \Eév(t)\
4C

He)

IN

avec |E,(t)] et x,(t) désignent respectivement la mesure de I’ensemble
{z € Q,|u(x,t)| > 1 —n} et sa fonction caractéristique.

Lorsque n — 0 on obtient V¢ € (0,7),

mes{z € Q, Ju(x,t)] > 1} = 0. (4.47)
De plus par , on a, lorsque N — +oo que Vt € (0,7) :
gn(un(t)) — g(u(t)) p.p. dans Q. (4.48)
Par ([4.29),(4.48) et Lions ( [13], lemme 1.3, p.12), on a
gn(un) — g(u) faiblement dans L*(Q). (4.49)
Finalement par et on obtient que
9" = g(u),
d’ou le théoreme. O

Le résultat qui suit nous donne I'unicité de la solution du probléme (4.1)-(4.4).

Théoréme 1.5. Sous les hypothéses du Théoréme avec @, le probleme —

admet une et une seule solution avec la régularité ci-dessus.
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DEMONSTRATION: On sait déja qu’il existe au moins une solution pour le pro-
bleme (P) d’aprés le Théoreme [1.2] 1l reste & prouver 'unicité de celle-ci. Pour cela,
on prend deux solutions (u"),a) et (u®,a?) de mémes données initiales et on
pose

(u, o) = (u(l), a(l)) _ (u(2), a@)).

Alors (u, a) vérifie :

ou A &) @)y _ 9 n
5~ Autg) —g(u”) = o, (4.50)
o Oda ou
L T Ao = —u— — 4.51
oz Tt ST "o (4.51)
u=a=0, (4.52)
0
u(0) = a(0) = a—(j(()) = 0. (4.53)
On multiplie (4.50) par u et on intégre sur €2, par (4.9)) on a
1d 0
S P+ 1V P 20 [ 2 (),
en utilisant I'inégalité |((v, w))| < c || v g1 - | w [|m-1(q) on obtient
d O
el ve P<elu P+ 11 - 1) (4.54)

On intégre (4.51)) entre 0 et ¢ on aura

g—?(t) +a(t) — A/O a(s)ds = —/0 u(s)ds — u(t). (4.55)

0
On multiplie (4.55|) par (—A)*l—a et on integre sur {2 on aura

ot
d 9 ! Ja
Gl B 2 [ ad)] + 15 o
<erllalf+ Nl + lul?). telT.  (15)

On multiplie (4.55) par « et on intégre sur €2 on obtient

d t
@HaW+HvAa@WhﬂaWﬁwwmmwﬂ@quw,te@ﬂ

(4.57)
On additionne (4.57)) et 6(4.56) avec § > 0 assez petit on aura
d t t
GLIalP 19 [Cads 2 45 ) e +25((a, [ ads))]
0 0
da 2 2 2
+elll 5 M@ + T %) < er(llu lz20.z2@) + 1w 1F)- (4.58)

En particulier

t t t
lalF+ 119 [ ads |2 2. [ ads) > cllla P+ [ ads lya). e>o.
(4.59)
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logarithmique
On additionne (4.58)) et & (4.54) avec § > 0 assez petit on aura
dE;
“dt < or(Bs+ || u H%Q(O,t,LQ(Q)))a te[0,T], (4.60)

avec

t t
Es(t) =l a|? + | ¥ / ads P +6 || o |10 +20((ar / ads)) +8 [ |

(4.61)
Le lemme de Gronwall appliqué a (4.60|) donne
Es(t) < exp (ert) Bs(0) + e || w 720041200
or F5(0) =0 donc Es(t) < cp || u ||%2(07t7L2(Q)), t € 10,77,
en particulier
| u) < er Il w Z222), ¢ € [0,T], (4.62)
on applique de nouveau le lemme de Gronwall a (4.62)) on aura
I w720, 02000= 0, € [0, 7], (4.63)
par conséquent
Es(t) <0, tel0,T], (4.64)
on déduit alors I'unicité. O

Les Théorémes et 1.5}, nous aménent & considérer un semi-groupe S(t) pour
tout t > 0, qui est défini sur Fx de la fagon suivante :

S(t) : Ex — Ex, S(t)(uo, o, 1) = (u(t), a(t), aa—j‘(t)), (4.65)

ou (u(t), a(t), aa—?(t)) est I'unique solution de 1)1}

1.2 Dissipativité et Régularité

Dans cette sous-section, on prouve tout d’abord l'existence d’ensembles bornés
absorbants pour le semi-groupe S(t),t > 0, associé au probléme (P), dans l'espace
Ex. Ensuite on énonce un théoréme de régularités supplémentaires pour les solu-
tions, qui va nous permettre d’étudier la dissipativité dans ’espace E}<

On commence a énoncer le

Théoréme 1.6. Sous les hypotheéses du Théoréeme le semi-groupe S(t),t > 0,
est dissipatif sur Ex. En d’autres termes, le semi-groupe S(t),t > 0, posséde un
ensemble borné absorbant By dans E.

DEMONSTRATION: On prend les données initiales (ug, ag, ap) dans un borné de
E. Disons que, pour tout Ry > 0, on a (ug, &g, 1) € Bg,, Bg, étant la boule de E
de centre 0 et de rayon Rs.
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On multiplie (4.1) par u. On a

1d Oa
3 02+ 190l + [ gtwuds = (G, (1.66)
1 ou
On multiplie par T On a
A5 12 [ Gl = (20,2
I 5 1 50 Tul 2 [ Gdn) = (G G e
. . oo
On multiplie ensuite par n et on a
O« Oou Oa oo
2 oa o g
e e e (i) (o R R

En additionnant les trois équations , & savoir (4.66]),(4.67) et (4.68), on aura

{II wll? + | Vu |? +2/G(U)dw + || Va | + || || }
th . (4.69)
Vel 1 5 I+ || ||2 /g(U)ud9€~
Q
L’hypotheése (4.8]) nous assure que
—g(w)u < =G(u) + c,
par conséquent, on écrit
2 2 2 dar o
{HUH + | Vu ||” +2 G( Jdx + HV&H 5 17
Zdt o (4.70)
+ Jo Gu)da+ || Vu |I2+ 5 I° + H H2< col€2]-
On multiplie maintenant (4.2)) par a. On a
1d Oa ou
il ) Wt 2 _ 2. 4mn
2ot ol | ValP= - < 20> (@ a)+ | o 2 (47)

Soit € > 0 assez petit. On somme maintenant (4.70) et €(4.71). On déduit une
inégalité de la forme

dEy

— Tabto || H2< ¢, ce3>0, ¢ >0, (4.72)
ou
Ey(t) = [u®) ?+ | Vu®) |I” +2 [, G(u(t))dz+ || <) I+ Va(t) [
d
+2~«§mﬂ@>+Wa@w,

(4.73)
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satisfait
) ) Oa 9
o) -+ 1100 e+ 11 500 1) < Ex0) .
<(lu@®) I3 + la@) 5+ gl 7).

En particulier, on écrit

dE
d_t2 + CZEQ < C (475)

le lemme de Gronwall appliqué & (4.75)) donne
Es(t) < exp(—cat)Es(0) + ¢, Vt>0. (4.76)

Par (4.74) et le fait que les données initiales (ug, ap, 1) sont dans un borné, I'esti-
mation (4.76]) devient

Es(t) < pgexp (—eot) + ¢, (4.77)
avec g = pio(Rg) > 0.
Soit maintenant D5 > 0 assez grand pour que
2 exp (—eot) + ¢ < Ds.

On a alors que la boule de centre 0 et de rayon Ds est un ensemble borné absorbant
pour le semi-groupe S(t),t > 0. En d’autres termes,

0
[ON A ION a_(;(t) I°< Ds, vt >ts, (4.78)

D5—C
H2

)} O

1
avec t3 = t3(Ry) := max{0, —— log(
Co

Lemme 1.7. Il existe une constante Dg et un temps ty tel que :
0
[ a—z(t) I2< D, Vt>ty=ts+r (4.79)

PREUVE:  On différencie (4.1)) par rapport au temps et par (4.2) on a

0 Ou ou ou Oa ou
a(a)—Aa—k g (u )at —E+Aa—u—a. (4.80)

0
On multiplie (4.80]) par a—u, I'inégalité de Holder et 1' entrainent

G2 o e+ Va4 e 22 ). (as)

On a, d’apres le Théoréme [1.6),

i oo ou
[ (1) P+ 190 P+ 1 56 P+ G 1 )ds <e vzt
¢ ot ot
(4.82)
On déduit de (4.81)),(4.82) et du lemme de Gronwall uniforme la relation (4.79)). O
On donne dans la suite un théoréme de régularités supplémentaires pour les

solutions du probléme (P).
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Théoréme 1.8. Si les données initiales (ug, g, 1) appartiennent a E'K = KN
H2(Q)NH(Q) x H*(Q)NHI(Q) x HY () et g(uo) € L*(Q), le probléeme (P) admet
une unique solution telle que uw € L™(RT, H*(Q) N H(9)), Ou € L®°(R*, L*(Q)) N

ot
L*(0,T, Hy(Q)),a € L*(RT, H*(Q) N Hy(Q)) et da € L=(R*, H}(Q)),

ot
VT > 0.

DEMONSTRATION: L’existence et I'unicité étant vérifiées, il reste a établir la ré-
gularité de la solution.

On additionne (4.67) et (4.68]), 'inégalité de Holder donne

Oa
[|| Vu [|> + || Vo |I” + || H2 /G( )dz] + 2 || ||2 + || H2<|| [

(4.83)
On intégre (4.83)) entre 0 et ¢, compte tenu du Théoréme et de (4.8]), on obtient

u € L®0,T, Hy()), (4.84)
% € L*0,T,L*(Q)), (4.85)
a € L™0,T,Hy()), (4.86)
0 o [0, T, [2(). (4.87)

ot
En intégrant (4.81) entre 0 et ¢, et compte tenu du Théoréme 1.2/ on a (notons que

5710 = Bug — glug) + )

g—? € L>™(0,T,L*(Q) N L*(0,T, H} (). (4.88)

Multiplions maintenant (4.1)) par —Aw et on intégre sur €2, par (4.9) on aura

d 0

Z IVl + I Au <] a—(; I +c |l Ve |I*. (4.89)
On intégre (4.89) entre 0 et ¢, et compte tenu du Théoréme , on a

u € L*(0,T, H*(Q) N Hy(Q)). (4.90)

0
On multiplie finalement 1’ par —Aa—?, les inégalités de Holder et de Young

donnent
Oa 1 ou foJe
(|| V ||2+ FAa )+ 21 Vo IP< —(I Vu P + 1TV P +26 [ Vg 1P
ot € ot
En choisissant € > 0 assez petit tel que 1 — e > 0, on déduit
9 oa 5 9 ou
(HV H +HlAalP)+ell Vo IP< el Va | + V5o IP),  e>0. (4.91)
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On intégre (4.91)) entre 0 et ¢, compte tenu du Théoréme [1.2] et (4.88)) on aura

a € L™(0,T,H*(Q) N H(Q)), (4.92)
0
5 € L¥(0,THy(@), (4.93)
ce qui achéve la preuve du théoreme. O

Le Théoréme nous ameéne a définir le semi-groupe S(t),t > 0 sur Iespace
E. On a alors

S(t) : By — Ele, S()(uo, an, 1) = (u(t), a(t), g—j‘(t)), (4.94)

ou (u(t), a(t), %—(;(t)) est 'unique solution de (P).

Théoréme 1.9. Sous les hypotheéses du Théoreme[I1.8, le semi-groupe est dissipatif
sur Ey. En d’autres termes, le semi-groupe S(t),t > 0, posséde un ensemble borné
absorbant By dans Ej.

DEMONSTRATION:  On prend les données initiales (ug, ag, @) dans un borné de
E;. Disons que pour tout R3 > 0, on a (ug, g, 1) € Bg,, Br, étant la boule de F;

de centre 0 et de rayon Rj.

On multiplie (4.2) par —Aq, les inégalités de Holder et Young donnent

d : Oa :
Sl Vel +2(<V§ V@))] + 2[ Aa|
Ja
<2 Vo nll s (|| ||2 + ful?)+2¢ | Aa . (4.95)

En additionnant (4.91)) et €(4.95) ot € > 0 assez petit tel que 1 — 2¢ > 0, on déduit
une inégalité de la forme

dE 0
O Bt < Vu P+ Voe ), e>0, (4.96)

ou

Ey(t) =|| Aa(t) ||* + | Vg (1) 2 +26((V22 (1), Va(®) + ¢ || Va(t) |2, (497

ot

et

(| Va(t) [I>+ | Aa(t) > + | V () 1) < Ea(t)
, 2 2 o (4.98)
<c(IVa(®)* + I|Aa()H 11 Vo0 17)-

Le lemme de Gronwall appliqué a (4.96|) donne

Eq(t) < Eq(0) exp(—ct)+c//0 exp (c(s — 1)) ([| Vu(s) || + || Vg—?(S) I*)ds. (4.99)
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Estimons le terme f(f exp (c(s — t))(|| Vu(s) ||> + | V%(S) |?)ds. Pour cela on pose

0

a(s) =l Vu(s) [P + | V&) 7 g =0,

On a, d’apreés le Théoréme et le lemme [1.7]
t+1
/ q(s)ds <A, Vit >ty (4.100)
t

On a alors

/0 exp (e(s —t))q(s)ds = /0 4 exp (c(s —t))q(s)ds + / exp (c(s —t))q(s)ds

tq

<exp (c(ty — 1)) Ot4 q(s)ds + ftiﬁl exp (e(s —t))q(s)ds + ftff exp (c(s —t))q(s)ds
+..+ f[g]q exp (e(s —t))q(s)ds + f[t]H exp (c(s —t))q(s)ds

< (d’aprés le Théoréme

< ¢ exp(—ct) + LTH exp (c(s —t))q(s)ds + ft L1 exp (c(s —t))q(s)ds
o fylyexp (e(s — 1)q(s)ds + [ exp (c(s — 1))q(s)ds

< (par  (4.100))

< ¢ exp (—ct) + Aexp (—ct)[exp (c(ty + 1)) + exp (c(ts + 2)) + ... +exp (¢([t] + 1))]

Jesp (e(f] +2)) 1
expc—1

< cexp(—ct)+ ¢, (4.101)

< ¢ exp(—ct) + ¢ exp(—ct

~ / . ’ ”, . . .
ou ¢ est une constante qui dépend des données initiales.

En insérant (4.101]) dans (4.99) on obtient
Ey(t) < exp (—ct)E4(0) + ¢ (4.102)

Par (4.98) et le fait que les données initiales sont dans un borné, I'estimation (4.102)

devient
Ey(t) < psexp (—ct) + ¢, (4.103)

avec iz = puz(R3) > 0.
Soit maintenant D7 > 0 assez grand pour que
paexp (—ct) + ¢ < Dy,

On a alors
| alt) 1% + H Hv< Dy, Wt >t (4.104)
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1. D;—c
avec t5 = t5(Rs) := max{0, —= log(— ¢ )}
¢ M3
On multiplie (4.1) par —Au, I'inégalité de Holder et (4.9) donnent
Ju (e
AulP<c(|VulP+ | = 1P+ 1 = 1I})- 4.105
I AuP< el Va [P+ 120 I1F+ 155 1) (4.105)

Par (4.78)),(4.79) et (4.104) et pour t" = max(ty,ts5), on déduit de

| u(t) |3< Ds, Vt>t, (4.106)
d’ott le théoréme. O

Par conséquent, par (4.106[), on a

ue L2t +oo, WNV). (4.107)

De plus, par (4.84)),(4.88) et (4.93)), la relation (4.105) donne

uw€ L=(0,T, H*(Q) N H3 (), VT > 0. (4.108)

En associant (4.107) et (4.108)), on a alors que

we LR, WNV).

De méme, on montre que

g—? c L=®(R", H); ac LR, WNV),
et 5
9 Lo(R*
T € L=(R™, V).

La section suivante traite le probléme (4.1))-(4.4) avec Q C R", n = 1,2, en se
basant sur une propriété de séparation.

2 Caractére bien posé basé sur une propriété de sé-
paration

On démontre ici 'existence et 'unicité des solutions du problémes (P) basées sur
une propriété de séparation stricte, en dimension une et deux, qui va nous permettre

de plus de prouver la dissipativité.

Par ailleurs on suppose que

ug € Hy(Q N H*(Q), ap€ Hy(Q) N H*Q), o € H(Q) N H*(2)4.109)
| uo (e < 1, (4.110)
Aug = Aay=0 sur 0. (4.111)
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2.1 Existence et unicité en dimension une et deux

Vu qu’on ne considére pas ici 'ensemble K utilisé dans la section précédente,
une des difficultés est de s’assurer que le paramétre d’ordre u reste dans l'inter-
valle physique (—1,+1), pour donner un sens aux équations considérées. On note
que les valeurs —1 et 41 correspondent aux phases pures. Pour prouver le carac-

o
tére bien posé de notre probléme il suffit d’obtenir une estimation de e dans
L>®((t, t+ 1) x Q)(voir [3] et [27]).

On démontre la propriété de séparation stricte et on a le,

Théoréme 2.1. Le champ de phase u satisfait la propriété de séparation stricte,
c’est-a-dire
| u(t) |[Le< 1 =10, Vt>0, (4.112)

ou 6 >0 a préciser.
DEMONSTRATION:  Puisque les équations du probléme (P) n’ont un sens que si
—1<u(z,t) <1, pp. (2,t) € QxRY, (4.113)

on pose alors

1

1=l e

D(v) , veELX(Q), |l vll=#1 (4.114)
On multiplie (4.72)) par exp (¢s) (¢ = ¢q), on a
d 8U 2 /
g[exp (cs)Ex(s)] + exp (¢s) || i |°< ¢ exp (cs). (4.115)
On inteégre (4.115]) entre O et t on aura

/

Clexp(ct) — 1] + E»(0).  (4.116)

C

t Ju
exp (ct) Ea(t) +/ exp (cs) || e |? ds <
0
On multiplie (4.116)) par exp (—ct), par (4.74) on aura
Oa ! ou
(@) 17y 0y + 1T ) Iy + I 57O I +/0 exp (—c(t =) || 7-() |I* ds
< Q(D(uo)+ || uo I3y + Il @0 0y + I a1 [I?) exp (=ct) + ¢, ¢>0. (4117)

0
On note qu’on a || 8_?;(0) |=]l Aug + g(uo) + a1 ||, donc

ou
| 57 O) IIP< QD (uo)+ || o [z + 1 o 7). (4.118)
On multiplie (4.81)) par exp (¢s), on obtient
d ou ou
slexp(es) || = 117+ exp(es) [| Vo |
ou Oa
<cexp(es)([[ul®+ | Va P+ o IF + I 57 ) (4.119)
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On intégre (4.119)) entre O et ¢, on a
ou 9 K ou 9
exp (ct) || =—(t —1—/ exp(cs) | V ds
@) G0 1+ [ e (es) [ 950 |
! ou oJe!
< C/ exp (cs)([[ w [* + | Va P + | = P + 1| 57 17)ds || ( ) " (4.120)
0

On multiplie (4.120) par exp (—ct), on a
ou 9 ¢ ou 9
I 50 1+ [ exp (=t = 9) | VG s) I ds

t Oa ou
< C/ exp (—c(t — )| w ||* + || Vo I + | 5 12]ds + exp (—ct) || E(O) [
0
(4.121)

Par (4.117)) et (4.118)) la relation (4.121)) donne

ou 9 ! du 2
57 @)l +/0 exp (=t = ) | 55-(5) Iy ds

< QDo)+ [ o agay + I a0 ey + Il @ [P exp (—et) + ¢, ¢ > 0. (4.122)

On réécrit (4.1)) sous la forme d’une équation élliptique pour ¢ > 0 fixé,

ou O«
—Au+g(u) = —a—i—a, (4.123)
u=0 sur ON. (4.124)

On multiplie (4.123) par —Au, les inégalités de Holder et Young, avec € > 0 assez
petit choisit tel que 1 — € > 0 donne

I Aw P< el Vu ||* + || ||2 + || ||2)- (4.125)

Par (4.117)) et (4.122)), la relation (4.125)) donne

Il u(t) 2@ < QDo)+ 1| uo Iy + I oo ) + 1 [I7) exp (—ct) +c.

(4.126)
On multiplie (4.96)) par exp (cs), on a
d 9 ou
E[exp (¢s)Ey(s)] < ¢ exp (es)(|| Vau ||> + || V || ). (4.127)
On integre (4.127)) entre 0 et ¢, on aura
t
, 0
exp (ct)Ey(t) < ¢ / exp (es)(|| Vu ||> + | Va—? 12)ds + E4(0). (4.128)
0
On multiplie (4.128) par exp (—ct), on a
t
Ey(t) < c// exp (—c(t — s))[|| Vu [|* + || V || |ds + E4(0) exp (—ct). (4.129)
0
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Par (4.117)),(4.122)) et (4.98) la relation (4.129)) donne

e lfy + || ||v< Q(D(uo)+ || uo i + | ao [}y + Il e [I5) exp (=) + ¢
(4.130)

En combinant (4.122)),(4.126|) et (4.130)) on aura finalement :

t
IIUIIW+||a||W+II ||v+|| ||2 /exp(—C(t—S)) I 117 ds
0

< Q(D(uo)+ || uo 32y + | @0 2y + | ca H?{é(ﬂ))exp(_d) +c. (4.131)

Oa
En dimension une : -On pose f = n et on écrit 1} sous la forme

Par I'injection continue H'(Q) C C(), et (4.131)), f satisfait :
|| ||Loo< QD (uo)+ || wo 2y + Il @ 2y + I [j3(0)) exp (—ct) + ¢

(4.132)
Soient y.(t) les solutions des EDO : 3y + g(y+) = h+(t); y=(0) = & || uo ||z~

ou he(t) = £ [| f(t) ||z~ -
On démontre que (voir [28] et [43]) :

ly=()] < 1= 8(D(uo)+ | b ll=oap)s 0 <t <1, (4.133)

e (t 4+ D] < 1= 0| b [lpeeasn)s £ 0. (4.134)

D’apreés le principe de comparaison on a y_(t) < u(z,t) < y.(t), (x,t) € Q x RT.

Par (4.132)),(4.133)) et (4.134) on obtient

D(u(t)) < Q(D(uo)+ || uo 2y + | @0 2@y + Il a1 [530)) exp (—et)+¢, ¢ >0.
(4.135)

En combinant (4.131)) et (4.135)) on aura

ou Oa
t
D(u(t)) + [, exp (—c(t — 5)) || e iy ds+ 1w ) + | @ @) + |l 5 710

au ’
1 2 QUD )+ 1 By + 1 [y + 1 ) e (=) +
(4.136)

En particulier

| u(t) lL=<1-10, Vt>0, (4.137)

avec § > 0 dépend de D(uo), || uo ||m2@), || @0 [|m2@) et || az HH(%(Q)
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O
En dimension deux : -On multiplie 1} par AZE’ en utilisant le caractére

autoadjoint du laplacien et les inégalités de Holder et Young, on aura

1 ou (oJe!
a 2 2 2 ou 2
dt[H H + | Vaa 7] +2 ] A || (U AulP+ T AZ IF) +2¢ | A
o 1as)
On multiplie ensuite (4.2) par A%«, on aura
d 0
@[m D A0+ | Aa|? + 2| VAa|?

ot
0
—(\IVU\!2+HV H2)+2HA8—?H2 + 2| VAa|*. (4.139)

—_

En additionnant (4.138]) et €(4.139), ot € > 0 assez petit tel que 1 — 2¢ > 0 et
1—€e>0,0na

dE;iGt(t) +eEg(t) < c (|| Au|” + | A - 1), (4.140)
Bult) = A% 2 4 | Vi [P +el2 <<AZ—?A@>>+ I Aa ),
et

’ (904
(|l Aa | + || VAa || + || A || ) < Es <c(]Aa|? + || VAa [|* + | Aor 7).

(4.141)
On multiplie (4.140) par exp (cs), on a
d B ou
E[exp (¢s)Eg(s)] < ¢ exp (es)(|| Au || + | A || ), ¢>0. (4.142)
On integre entre 0 et ¢, on a
t
/ 0
exp (ct)Eg(t) < c / exp (es)(|| Au ||* + | Aa—? 1?)ds + Eg(0). (4.143)
0

On multiplie (4.143)) par exp (—ct) on aura
Es(t) < ¢ /Ot exp (—c(t — s))[|| Au ||* + || Ag—? 1?]ds + Eg(0) exp (—ct). (4.144)
Or par , on a t
| exp et — ) Il du | as
< Q(D(uo)+ || uo Ify + Il ao [y + || ax [I}) exp (—et) + ¢ (4.145)

ou
Estimons le terme fot exp (—c(t —s)) || A ||2 ds. Pour se faire, on réécrit 1)

sous la forme

ou Ox
T Au= — —
aprés une dérivation par rapport au temps on obtient
0 Ou ou
—(=)—A— =h, 4.146
875( ot ) ot ( )
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ol
oo ou ou
h=——+Aa—u—— — —. 4.14
TR A (4.147)
On multiplie (4.146) par —A%, les inégalités de Holder et Young donnent

||V H2 HA ||2<Hh||2 (4.148)

On multiplie (4.148]) par exp (cs), on a

d ou ou
—[exp (cs) || V H ] + exp (cs) || A— IP< exp (es) || b ||* +cexp (cs) || Vo [

ds
(4 149)
On integre (4.149)) entre O et ¢, on aura

u 2 ! 2
exp (ct) || V—(t) ° + exp (cs) || A H ds
0

ot ou du
<¢ [Cemelllns) P+ 1 Vg s + [ 9501 (1.150)
On multiplie (4.150)) par exp (—ct), on a
ou ! ou
157 gy + [ exo (et = s)) | A% |2 ds
0

< [ oo (et =D 17 + 1 957 [Plds +exp(—et) | T50) - (4151)

Donc il reste a estimer le terme f(f exp (—c(t —s)) || h ||* ds, pour cela on énonce
tout d’abord le lemme suivant.

Lemme 2.2. VM >0, on a :

/ exp (M|g(u(z, )] )dwdt
(tt+1)xQ

< QD (uo)+ [l uo Itz + Il a0 Iz + I a1 7z 0y) exp (—et)(#:152)
ot ¢ est une constante qui dépend de M.

PREUVE:  On reécrit (4.1) sous la forme :

o Autgl)= (4.153)

Par (4.131) on a

| f(t) ||?{3(Q)§ Q(D(uo)+ || uo Fr2() + || @0 2y + I cn ||§I§(Q))6Xp<_0t) +c.
(4.154)

On suppose sans perte de généralité que :

g(s)>0, se(=1,+1), (4.155)
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(cela implique que dans le terme g on prend ko = 0 donc g + 2ko/ satisfait (4.155)
et u € L2(t, t+1,V)).

On fixe M>0 et on multiplie (4.153)) par g(u)exp (M|g(u)|) on obtient :

G | Gutwda+ [ 19uPg )1+ Mlg(ul)exp (Mlg(u) o

+/Q|9(U)| exp (Mlg(u)Ddl’:/ﬂﬁg(u) exp (M|g(u)|)dz, (4.156)
ou G(s) = [y mexp (M|r|)dr.

On integre (4.156|) entre ¢ et ¢ + 1 on obtient :

/ Gar(ult + 1))dz + / Vg’ () (1 + M]g(u)]) exp (M|g(u)|)dzdt
Q (tt+1)xQ

4 / lg(w)P exp (Mg () )dedt
(t,t+1)xQ

:/QGM(u(t))dx—i—/(ttH) Qf.g(u)exp (M|g(u)|)dzdt. (4.157)

Orona:

| u(t) [l < Q(D(uo)+ || uo i) + Il @0 ) + Il a1 [l ) exp (—ct) +c.
(4.158)

Par (4.155)) et (4.158) la relation (4.157) donne

[ ot e (oG
(t,t+1)xQ

< QDo)+ [ uo [y + [l o Iy + I s [B)exp(—ct) +
[ it exp (Mlg(u)dodt. (4159
(t,t+1)xQ

Pour estimer le second terme dans le membre droite de (4.159) on utilise I'inégalité
de Young suivante :

ab < ¢la) +¢(b),  a,b>0, (4.160)
o(s) =exp(s) —s—1, P(s)=(14+s)In(l+s)—s, s>0. (4.161)

En prenant dans (4.160) : a = N.|f| et b = N~ g(u)|exp (M]|g(u)]) ot N > 0 une

constante a fixer ultérieurement, on obtient :

[f]-lg(u)l exp (M]g(u)])

< exp (NIf1) + (14 N7 g()l exp (MIg()]) ) In (1+ N7 |g(w)] exp (Mg(u)]) ).
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Si |g(u)| <1 donc :

£ g ()| exp (M]g(u)]) < exp (NIf]) + (14 N exp (M) ) In (1+ N~Lexp (M),
St [g(u)] = 1 done |g(u)| exp (M]g(u)[) = 1 et
[f1-lg(u)] exp (M]g(u)[)

< exp (NIf1) + (14 N7 g(w)l exp (Mg(u)])) 1n (1 + NH)g(w) exp (Mlg(w)]))

= exp (NIf1) + MN"g(w) 2 exp (Mg(w)]) + N~ In (1 + N7 |g(w)] exp (Mlg(w)])
+N 7 g(w) n (lg(w)]) exp (Mg(w)]) + Mlg(u)| + I (Jg(u)]) +n (1 + N7

< exp (NIf)+ N7 (M + 1+ In (14 N7 ) Jg(w) exp (Mlg(w)]) + (1 + M)lg(w)

+In(1+ N1 <exp(N|f]) +N* <M +1+In(1+ N*1)> lg(u)|? exp (M|g(u)|)
1l ()P exp (Mlg(u)]) + .
car (1+ M)lg(w)| < {lg()l’ + (1 + M) < Llg(w)?exp (Mlg(u)]) + (1 + M),
ou c¢ est une constante qui dépend de N et M.

On choisit N = N (M) assez grand et on trouve dans les deux cas :

[f1-lg(w) exp (M]g(u)[) < exp (N|f]) + %IQ(U)IQGXP (Mlg(u)]) +¢, (4.162)

ou c est constante qui dépend de M seulement.

On déduit alors de (4.159)) et de (4.162)) 'inégalité suivante :
[ letwP e Oulg(u)dode
(t,t+1)xQ
< Q(D(u)+ || uo H%JQ(Q) + [l o ||12LI2(Q) + [l ax ||?L15(Q))6XP(—C75) +c
2 / exp (N|f|)dadt, (4.163)
(t,t+1)xQ2

oll ¢ est une constante qui dépend de M seulement.
Pour conclure on va utiliser I'inégalité d’Orlicz suivante :

/Qexp (Nv])dz < exp <c(|| v ||§11(Q) +1)>, Yo € H(Q), (4.164)

ol ¢ est une constante qui dépend de €2 et de V.

Par ([1.164) et ([{.154)), on a

/ exp (N|f|)dadt
(tt+1)xQ
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< Q(D(uo)+ || uo 2y + 1 oo 72 + I 01 Il 0)) exp (—ct) + . (4.165)

En insérant (4.165]) dans (4.163)), on a

[ ot e (g
(t,t+1)xQ

< Q(D(uo)+ |l uo 32y + | @0 2y + |l ca ”?101(9))6}(1)(_075) +c. (4.160)

On note finalement que

f(tt+1 q €xp (M|g(u)|)dz < f )<t EXP (M|g(u) dx—i—f )1 XD (M|g(u)|)dx

<ot [ lg@Pexp(rlguhdr < et [ g exp (Mlg(w))ds
lg(u)[>1 (t,t4+1)xQ
(4.167)
ol ¢ est une constante qui dépend de M.
En insérant (4.166) dans (4.167)), on aura (4.152]). O
On remarque que le terme logarithmique g satisfait :
() Sexplclgls)| +¢), s€(—1,+1), ec >0,  (4168)
donc
/ |’ (s)[Pdxdt < / exp (eplg(u)| + ¢ p)dzdt. (4.169)
(t,t+1)xQ (t,t+1)

Par (4.152) on déduit de (4.169) que

I g (u) e (s <o

< QDo)+ Il o Izioy + Il @0 Wy + | @ 2y 0)) €30 (—ct) +¢. (4.170)

Donc la fonction h de (4.147) vérifie, par (4.170) (pour p = 4) et les estimations
précédentes qui impliquent que

% € Lt t+1, LA(Q)NLA(t t+1, Hy(Q)) € LAt t+1, H2(Q)) C LY((t,1+1)x Q)

la relation suivante

I |2y <oy < Q(D(uo)+ || wo [y + | @0 @) + 1 7)) exp (—ct)+c.
(4.171)
On pose p(s) =[| h [|>, p=0,ona

"

[7ect=p(s)ds = fot ecls= t)p ds—i—f;/ ep(s)ds (4.172)
< et fo s)ds + [1 e“=p(s)ds.
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Par (4.171)), on écrit

t// 1 2 t//
/ p(s)ds = / p(s)ds—i—/ p(s)ds + ... +/ p(s)ds
0 0 1 -1
< Q(D(uo)+ [l uo 20y + Il a0 72 (e
+ e o)L +e e+ e D te

€7Ct -1 ’
< Q(D(uo)+ | uo H?p(g) + [l o quzm) + [l H?qol(g))e_c—_ t+c

< QD(uo)+ [ uo 2y + a0 @) + Il ox ) +c- (4.173)

De plus, par (4.171f), on a

/

t+1
/ p(s)ds <w, Vt>t, (4.174)
t

donc

j;t +1 cst)p d8+ﬁ,/ C ()ds
1
o fy e d8+f[]+ e“t=0p(s)ds
(par (4. 174)

wexp (—ct)[ect T 4 et +D) 4 4 eelltl+)]
ecltl+2) _q

e —1

ﬁ, ep(s)ds

INIA + IA

(4.175)

IN

¢’ exp (—ct)

IN

¢ exp (—ct).

En insérant (4.173) et (4.175) dans (4.172) on aura

t
/ e p(s)ds < Q(D(uo)+ || o i) + Il @0 i) + I a1 Iy) exp (—ct)+c.
0

(4.176)
0 :
On a de plus || Va—?(O) 1= VAuy + g (ug) Vug + Vay ||, donc
V@ 0) 12< O(D 2 2 4.177
I 6t( ) < Q(D(uo)+ || uo ||H3(Q) + e ||Hg(sz))- (4.177)

En insérant (4.176|) dans (4.151)) et par (4.177)) et (4.131) on aura

Aemcwu—muA 12 ds

< Q(D(uo)+ [ uo 70y + I @0 2@y + | a1 7)) exp (—ct) + . (4.178)
En insérant (4.145) et (4.178) dans (4.144)) et par (4.141]) on déduit

e ) + || ||H2

SQwW&umw@@+wmw%@+Hmu@@wm«dwwﬁ (4.179)
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Or H?(Q)) C C(Q) injection continue en dimension deux, donc

Oa

I 5 2= < QD (uo)+ [l o [y + I o sy + | an [fzzeey) exp (—et) + ¢

(4.180)

On déduit alors la propriété de séparation comme dans le cas de dimension une, et
on aura

ou
D(u(t)+ || w7y + | @ sy + || T S+l e &

n / exp (—clt =) | 0 [y ds

< QD(uo)+ || wo sy + Il @ By + 1 [3) exp (—et) +¢, (4.181)

et
| u(t) =< 1—138, Vt>0, (4.182)

avec 6 > 0 dépend de D<UO>, || U ||H3(Q)7 || (&%) ||H3(Q) et || (05} ||H2(Q)
d’ot le théoréme. O

Ainsi le paramétre d’ordre u est strictement séparé des valeurs singuliéres de g,
et on a le

Théoréme 2.3. (i) En dimension une, on suppose que
D(uo)+ [ uo Ity + || o Il + || [I}< +o0, D(ug) > 0. (4.183)

Donc le probléme — posséde une unique solution telle que

D(u(t))+ | u(t) [Ify + 04(?5) [ 83—?(?5) I
FI I+ [ et | eI ds
< Q(D(ug)+ || ug ||§{2(Q) + [l o ||H2(Q) + [l ax ||12LIg(Q))eXP(_Ct) +c. (4.184)
(i1) En dimension deuz, on suppose que
D(uo)+ || wo [[Frs + Il @0 Fs + [l e [l < +o00, D(ug) > 0. (4.185)

Donc le probléme — possede une unique solution telle que

D(u(t))+ [l ut) s + | ) s + |l %—?(t) [

ou 9 !
Hl g Ol + [ exp(=c(t —s)) H ||W ds
0
< QD(uo)+ || uo ) + Il @0 @y + en H?Lp(g))exp(—ct) ¢ (4.186)
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DEMONSTRATION:  Existence. Pour 'existence d’une solution du probléme (4.1))-
(4.4]), on régularise tout d’abord la fonction g par une fonction g; de classe C! définie
par :

9(=0) + g (=0)(s+0) , s&(~o0,—d],
95(3> = ) g(s) ) s € [_57 6]7
900) +g (0)(s—0) , s€d,+o0),

ol ¢ est la constante qui apparait ci-dessus. On peut choisir ¢ suffisemment proche
de 1, telle que
g(6) >0 et g'(6)>0.

On considére alors le méme probléme défini par (4.1))-(4.4) avec gs a la place de g
et us au lieu de u, a savoir

( ou o
8_256 — Aus + gs(u;) = I
(Ps) oz ot - o
Us = = ’
156
\ us(0) = ug, a(0) = ay, E(O) = ;.

On a que gs vérifie les conditions vérifiées par gy donc d’aprés le chapitre précédent
«
on a l'existence d’une solution réguliére (us, avg, 8_756) pour le probléme (Ps). De plus,

on sait que le probléme (P) admet une solution si les fonctions g5 et G satisfont les
mémes propriétés que g et G (voir |21]). Pour cela on énonce le lemme suivant.

Lemme 2.4. On pose .
Gs = /0 gs(T)dr.
Les fonctions gs et Gs possédent les propriétés suivantes :
95(s) > =2k et —co < Gs(s), VseR,

ou ¢y et Ky sont les constantes positives qui apparaissent dans (@ et (a
condition de prendre § plus petit si besoin).

PREUVE:  On considére le cas s €]d,+00) (les autres cas se traitent d’une fagon
similaire), et on a

95(s) = g(8) + g (8)(s — 0).
Donc, il est clair que

!

gs(s) = g/(é) > —2Kg, Vs €]d,+00).

De plus, on a
Gs(s) = fos gs(T)dT
f[f gs(T)dr + [5 gs(7)dT
= f(f g(T)dr + [ gs(T)dr
= G(6)+ [; gs(T)dr
> —co(car  [§ gs(T)dr > 0).
C
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|

Donc les estimations établies ci-dessus sont vraies ici. En particulier,
| us(t) =<1 =0, Vt>0,

par suite,
9s(us) = g(us),

et ugs est également solution de (4.1))-(4.4]).

ou
On multiplie finalement 1) par AQE et on intégre sur €, le caractére auto-adjoint

du laplacien donne

ou 2, 1d , Ou Oa  ,0u
| AT 45 VA P= (o), A2 50) + (5 A751). (1a87)
Or on a
(00w, 8224 < (par {1.112))
ot (4.188)
< clfdulP 4l A ||2
“ 0 0 0 0
o 20U (0] 2 U 9
(B 222 <l A28 47 | A% |2, (1.189)
Par (4.188)) et (4.189)), la relation donne
2 4 2 da 2
I A H || VAu[P<e(ll Agp I+ Au ). (4.190)

En intégrant (4.190)) entre 0 et ¢, on déduit I'estimation sur v dans H3(().

Unicité. Soit (u®, oM, 8‘32) et (u(2), a®), a%i ) deux solutions du probléme (P),

avec (u(()l),a(()l),agl)> et (u(()g) ,oz(() ),ag ) leurs données initiales respectivement. On

pose :
0 oo 9a®
o 22) (9t 2200
et
<U0> Qo Oél) = <u(()1) — ué ), aél) — aé )’ 0451) _ agz))_
Alors (u, 8t) vérifie
- Aut gu) - ga®) = 2 (1.191)
675 ot
o O ou
mtg TR = 4.192
ot? * ot @ o W ( )
u=a =0, (4.193)
oo
u(0) =u, a(0)=0ao,  Z-(0) =, (4.194)
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ce qui équivaut a

- _ = — 4.1
o Au+I(t)u 5 (4.195)
Pa O ou
— + ——Aa=—— — 4.196
oz Tt ST T " (4.196)
u=a=0_0, (4.197)
Oa
a(0) = ag, u(0) = uy, E(O) =y, (4.198)
ot I(t f g (suM(t) 4+ (1 — s)u®(t))ds. La non linéarité g étant de classe C, et
les u ) strictement séparés de 1, ¢=1,2, on a
11(t) lL~< e, VE>0, (4.199)
ou la constante ¢ dépend de 0;, i =1,2.
On multiplie (4.195) par u et on intégre sur €2 et par parties, on a
1d Oa
5 I+ 1 P 2 (0w, ) = (5 w). (1.200)
- du o : .
On multiplie (4.195) par E et on intégre sur €2 et par parties, on obtient
ou Ja Ou
“ 4 2 —)) = (=, =) 4.201
2 5w o Doy = (B2 %) (a2

. : da . . .
Multiplions maintenant (4.196)) par — et intégrons sur {2 et par parties, on obtient

ot
Oa ou Oa
2 2__ ga,, ou da
ST S0 0 P 0 S = ()~ (G ). (4209)
On additionne (|4.200|),(|4.201D et (|4.202D on obtient
1d 2 2 2 2 2 2
Hu||+HVu||+H H+HV04\| ]+||VUH+H H+H H
2dt
ou
= —((((t)u, w)) = ((U(t)w, 5)), (4.203)
s () < (1) > ~2r0)
—(((t)u,u < t) > —2Kog
< %o | u ||2 (4.204)
et P
u
(S| < (ar (@199 )
ot (4.205)
< cllul’+ H H2
ol ¢ est une constante qui dépend de dy = min(dy, 52).
Par (4.204)) et (4.205]) la relation (4.203) donne
[Hu||2—i—HVuH2—|—|| I+ || Ve |”
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+ || Vu |* + || ||2 + || ||2< cllul? (4.206)
ou ¢ dépend de dp. On a en partlcuher
d
IIUI|2+||VUI|2+|| ||2+||V I
2 2 2 da
c(l el + I Vu P + I Va 7+ 1 2 1) (4.207)

Le lemme de Gronwall nous donne

Oa
I u@) 115+ 1l ) 15+ |l E(t) 12< exp (ct) (|| uo I3 + | e I} + [ ax [[%).

(4.208)
D’ou la dépendance continue des solutions par rapport aux données initiales, de plus
o _ @ (O NN C) N O I ) Punicité de 1a soluti
pour uy’ =uy , @y =ap et @ =a; on alunicité de la solution,
ce qui compléte la preuve du théoréme. O

2.2 Notations et Dissipativité
D’aprés le Théoréme (i), on peut définir le semi-groupe continu S(¢) pour le

probléme (|4.1))-(4.4) sur 'espace X, ou

X = {(u,a,a—a

6t) < E17 || u ”Loo< ]_}

En prenant
D(uo)+ [l uo [[fy + || ao [}y + [ a1 [F< R, R >0,

on obtient que Bk est un ensemble borné absorbant pour S(t), avec

oo
Bp = {(U,Q,E) € By, D(u(t)+ [l u lIf + || e 5 + H Y 2 3< Ry,

en effet, par (4.184)) on a
2 2 aOé 2 "
D(u(®))+ | u®) llw + [ o®) lw + 1| (@) ly< B, Ve =t (4.209)

En ce qui congerne la dimension deux, on peut définir de méme d’aprés le Théoréme
(ii) le semi-groupe continu S(t) pour le probléme (4.1)-(4.4) sur 'espace X', ot

X = {(u,a,a—a

) € o, ult) llz=< 1.

En prenant
D(uo)+ || uo s + Il e I3 + [l o i< R,

on obtient que B% est un ensemble borné absorbant pour S(t), avec

Oa Hav
B3 = (w0 2) € By, D)+ 1w s + [l s + ) 22 2,< RY,
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en effet, par (4.186)) on a
2 2 dav 2
Du())+ [l ut) [z + 1 () s + 1 5, @) s B, ¥t 2 to. (4.210)

On a ainsi démontré le théoréme suivant

Théoréme 2.5. (i) En dimension une, le semi-groupe S(t),t > 0, est dissipatif
sur X. En d’autres termes, le semi-groupe S(t),t > 0, posséde un ensemble borné
absorbant B}, dans X.

(ii) En dimension deux, le semi-groupe S(t),t > 0, est dissipatif sur X . En d’autres
termes, le semi-groupe S(t),t > 0, posséde un ensemble borné absorbant B% dans

’

X .

Nous allons maintenant prouver l’existence de I'attracteur global.

On distinguera deux cas, le cas de la dimension une ou dans (4.112)), § dépend
des données initiales dans F, on considére alors la £y — Es—régularisation, et le cas
de la dimension deux ou dans , 0 dépend des données initiales dans Fs, on
consideére alors la Fy — E3—régularisation.

3 Existence de Pattracteur global

L’attracteur global est, par définition, le plus petit ensemble (pour l'inclusion)
compact de I'espace des phases qui est invariant par le semi-groupe S(t),t > 0, et
attire tous les ensembles bornés des données initiales lorsque le temps ¢ va a l'infini ;
il apparait ainsi comme un bon objet en vue de la description du comportement
asymptotique de notre systéme dynamique. Pour plus de détails sur le sujet, on
peut voir par exemple [30], [20] et [51], mais également les nombreuses références
qui y figurent.

On commence a énoncer en dimension une le

Théoréme 3.1. Sous les hypothéses du Théoremel[2.5 (i), le semi-groupe S(t),t > 0,
défini de By, dans lui-méme posseéde lattracteur global connexe noté Ay.

Avant de donner la preuve du Théoréme on donne les remarques suivantes.

Remarque 3.2. L’absence d’effet régularisant des données initiales due au terme
D C . ,

Tl va nous amener a décomposer le semi-groupe en une somme de deux familles
d’opérateurs, la premiére famille tendant vers zéro lorsque t tend vers linfini et la
deuzieme famille étant asymptotiquement compacte au sens de la mesure de non

compacité de Kuratowsku.

En d’autres termes :

ou les opérateurs Sy(t) — 0 lorsque t — 400 et les opérateurs Sy(t) sont asympto-
tiguement compacts.
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Remarque 3.3. D’apres la section précédente, on sait que le semi-groupe posséde
un ensemble borné absorbant B}, dans X. Pour prouver ['existence de l'attracteur
global Ay, il suffit de démontrer que le semi-groupe est asymptotiquement compact
au sens de la mesure de non compacité de Kuratowski (voir [20] et [30]).

DEMONSTRATION: En vue de la remarque on considére la décomposition

sulvante :
Oa Oa ob

(U,Oé, E) = <U7a7 a) + (w7b7 E)a

ou (v, a, a—j) est solution de
ov Ja
0*a  da v
w + a —Aa = —a —, (4.212)
v=a = 0, (4.213)
da
v(0) = uo, a(0) =ap E(O) = o, (4.214)
et (w,b, %) est solution de
ow ob
Frie Aw+ g(u) = 5 (4.215)
0*h  Ob Jw
902 + 9% Ab = ot w, (4.216)
w=b = 0, (4.217)
ob
w(0)=0,  bO)=0 ., Z(0)=0, (4.218)

avec les données initiales dans le borné absorbant Bj. On va maintenant faire un
certain nombre d’estimations a priori. On multiplie (4.211) par —Awv et on intégre
sur €2, on a

da

2 —
TP+ ) A= (V02 ) (4.219)
On multiplie (4.211)) par —A% et on intégre sur {2, on a
v _da
2 — —
| VR gl A [P= (V22,752 (4.220)
. da "
On multiplie (4.212) par _AE et on intégre sur €2, on aura
da _ Ov da
2 2,29 -
TR | VL g A [P (Vo 92— (92 ),
(4.221)
On additionne (4.219)),(4.220) et (4.221)) on obtient :
L — Vo P+ Av [I” + 1] Aa ||* + | V |!2]
2dt
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+ || Av |* + | V ||2 + || V ||2 (4.222)

On multiplie (4.212)) par —Aa et on mtegre sur €2, on aura

d Oa 1d 9 2 ov da ,
(2 T g & Va |+ || da [P= (Yo, Va)~((Va, Vo)) | Vo |2
(4.223)
On additionne (4.222)) et €(4.223)), ot € > 0 est suffisemment petit. On a
1dE
D dw P+ 1 950 17+ 950 7 el Aol
2 dt
ov 9
—e((VE, Va)) —e((Vv,Va)) + € || V H (4.224)

ou

Oa da
Er(t) =|| Vo > + || Av [|? + || Aa |]> + || Vo 1> +¢€l Va ||? +2€((V57V6L)),

(4.225)
satisfait pour € > 0 pris tel que
9 9 da da
el Val® + 1 Aal®+ Voo P +2((V 5, Va) = el a [l + H Hv%
et
1—€e>0,

I’estimation :

Er(t) > el a iy + 1o [l + H Hv) (4.226)

L’inégalité de Cauchy-Schwarz nous donne (en notant que g = 0 dans ce cas) une
inégalité de la forme

——= + cEy(t — I*< 4.22
20 eBr(t)+ | VoL P 0, (1.227)
en particulier
dE
d7t( )4 cEx(t) <0, (4.228)

le lemme de Gronwall implique alors que
E7(t) < exp (—ct)E7(0). (4.229)

Grace a (4.226)), on écrit

oa
o) [l + I a®) 5 + | 5 ) [5< exp (=ct) (|| uo iy + I ao [l + [ e 3.
(4.230)
En posant

Oa

S1(t)(uo, g, a1) = (v(2), alt), a(ﬂ):

on voit que les opérateurs S (t) tendent vers zéro lorsque t tend vers U'infini.
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On considére maintenant le probléme (4.215)-(4.218)). On multiplie (4.215)) par A%w

on intégre sur ) et en utilisant le caractére autoadjoint du laplacien, on a

| Aw [ + || VAw | +((A (U),Aw))z((ﬁ@,ﬁw))‘ (4.231)

th | ot

0
On multiplie (4.215]) par AQa—QZ, on intégre sur Q. On a

ow 2 9 ow,, ob | Ow
| A% 4L Vaw P +((Ag(), a%0) = (A% A% (423
o . 0b s
On multiplie maintenant (4.216|) par A2§, on intégre sur 2. On a
0b ow . db 0b
2 —
2dt[H a2 || + 1 VA P+ | Agr IP= —((A5 A50) = (Aw, A). (4.233)

En sommant (4.231)),(4.232)) et (4.233]), on obtient

ab
Aw |? Aw || Ab |? A A 2 A— |I?
S0 VAW 7+ Aw P+ VABIE + AT ? A1 AG
w
+ | Vaw | = —((Ag(u),A 5¢)) — (Bg(u), Aw)).
(4.234)
Or on a
|((Ag(u), Ag—w))| < (d’apres les inégalités de Hoélder et Young)
ot X (4.235)
< —|A 2 4o A ?
< ol agl) P45 1 a2
et
|((Ag(u), Aw))| < (d’apres les inégalités de Holder et Young)
1 €
< oo HAg() P +5 [ Aw | 1936
< (H3*(Q) C H*() injection continue) (4.236)

IN

1
3¢ |1 Aglw) [* +ee || VAw .

En insérant (4.235) et (4.236)) dans (4.234)), et en choisissant ¢ > 0 assez petit tel
que 2 — ce > 0, on obtient

[H VAw [* + || Aw 12+ VAab [ + | A || ]
9% / (4.237)
+c(]| A ||2 +HlAag P+l VAw 1) < ¢ || Ag(u) |1%,

avec ¢, ¢ > 0.
On intégre (4.237)) entre O et t et par (4.218]) on aura

I VAw(E) |7 + || Aw(t) [|* + | VAbE) [I* + | A t)[’<c / I Ag(u) ||* ds.
(4.238)
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Il reste & estimer le terme [ || Ag(u) || ds. Or on a

Ag(u) = g" (u)|Vul* + g (u)Au,
donc

Jo Il Ag(u) |* ds Cfo I g” |Vu\2 1P+ 1 g’ (w)Au [[*)ds

<
< (par (4.239)
<

OT,|\(U07C¥07C¥1)HE1 ,Bg*

En insérant (4.239) dans (4.238) on déduit

0b
| (w(?),b(2), a(t» I, < Onjup.ao.on)ls, B (4.240)

En prenant

b
Sa(t)(uo, a0, 1) = (w(t), b(t), = (%)),
on a par (4.240) que les opérateurs Sy(t) sont asymptotiquement compacts au sens

de la mesure de non compacité de Kuratowski (voir [30]). On conclut 'existence
d’un ensemble compact attractif, ce qui termine la preuve du théoréme. a

On énoncera dans la suite un théoréme d’existence de l'attracteur global en
dimension deux, on a le

Théoréme 3.4. Sous les hypotheses du Théoreme[2.5 (ii), le semi-groupe S(t),t >
0, défini de B% dans lui-méme posséde Uattracteur global noté As.

DEMONSTRATION:  On prend ici les données initiales dans B% ou B% est l'en-
semble borné absorbant de S(t),t > 0, dans X .

On multiplie (4.211)) par A?v et on intégre sur €, on a

1d

| Oa
2dt

| Av |2 + || VA ||?= (<Aa_ Av)). (4.241)

0
On multiplie (4.211)) par Azﬁ_: et on intégre sur €2, on a

ov  OJa
1A% 2 2 vaw = (a2 4% (4.242)

oa
On multiplie (4.212)) par A2— et on intégre sur €, on aura

ot

da , Ov da
A 4 A 2 Aa A— A A— Av)).
a2 a2 e L vaa = (a2 a2 - (a2 A
(4.243)
On additionne (4.241)),(4.242)) et (4.243]) on obtient
1d 2 2 2 2
SO A+ ) A+ ) Vaa P+ | a2
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+[ VAU |* + | A s+ A Al (4.244)
On multiplie (4.212) par A%a et on integre sur 2, on aura
d da 1d v da
—((A=,Aa))+=— || Aa ||? Aa [P= (A=, A Aa, A A— |*.
(A% A3 % A + | VAa = ~(AT), ) (A0, o)+ || A% |
(4.245)
On additionne (4.244)) et €(4.245)), ot € > 0 est suffisemment petit. On a
1 dEg(t) )
St | VA [P + | A |!2 + |l A% |2 +e || VAa|?
2 dt (9758
v
= —e((A5;, Aa)) — e((Av, Aa)) + ¢ | A— 17,
(4. 246)
ou
0
Eg(t) =[| Av [|* + | VAv [|* + || VAa ||* + || A ||2 +e || Aa|? +26((A8—j,Aa)),
(4.247)

satisfait pour € > 0 pris tel que

da Oa da
| VAa ||* + | A ||2 +e || Aa | +26((A§,Aa)) > (|l a s + | T 172 (6))
et
1—€e>0,
l’estimation :
Es(t) > c(ll a i@ + | v s + H T HH2 ) (4.248)

On déduit alors d’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz une estimation de la forme

dE B
;( ) 4 cEs(D)+ || A ! - P<0, ¢>0, (4.249)
en particulier
dEs(t
dgt( ) 4 cEs(t) < 0. (4.250)

On applique le lemme de Gronwall & (4.250)), on aura
Ex(t) < Ey(0) exp (—cb),
par (4.248) on obtient

Oa
| v(t) sy + || a(t) [[Fsy + I E(t) 1720

< exp (—ct)(|| uo [Iza) + I @0 ) + I a1 [F2@)- (4.251)
On voit bien que les opérateurs Si(t) tendent vers zéro lorsque ¢ tend vers l'infini.

On multiplie (4.215)) par A3w, on intégre sur Q. On a

ld 2 2 2 3 _ 2
5z VAW "+ [} A%w |7 = ((g(u), A%w)) = (A5, A%w)). (4.252)
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0
On multiplie (4.215) par A3a—t}, on intégre sur (2. On a

1 9aZ8 1P 8 2w | (o), A 00)) = —(A 22 22T (4.259)

b
On multiplie (4.216) par A3a, on intégre sur (2. On aura

1d b ow  ,0b b
A 2 A? A— |I?P= (A=, A? Aw, A?
oA gy a% i Va2 = (a2 a2 %) 1 (aw, 22D
(4.254)
On additionne (4.252)),(4.253)) et (4.254]) on obtient
1d
sl VAw P+ [ A%w [P+ A% + | VA H ]
0 b
VA P+ VA P + HA%WP (4.255)
w
(VAg(w). VAT) — (VAg(w). VAw)).
Or on a
(VAg(u), VAw))| < (d’apres les inégalités de Holder et Young)
1 €
< — 2 4= 2
< (H*(Q) C H*(Q2) injection continue)
1
< oo IVAg(u) [P +ee || A%w |
et
ow .
(VAg(u), VA— ))‘ < (Holder et Young)
ot . (4.257)

I

1
< — 24
< o VAg() P +5 || vASY

En insérant (4.256) et (4.257) dans (4.255) et en choisissant € > 0 assez petit tel que
2 — ce > 0, on obtient

[H VAw [? + || A%w H2 + 1 A% || + ] VA H ] (4.258)
ow :
+C(|| VA— 1+ | VA ||2 +| A%w ) < ¢ || VAQ(U) 1%,

avec c, ¢ > 0.

On intégre (4.258) entre 0 et ¢ et par (4.218) on aura

ob

| VAw() |I*+ || A%w(o) |I* + || VAZ

t
(t) II> + || A%(t) < ¢ /O | VAg(u) ||? ds,
(4.259)
mais
Jo I VAg(u) [* ds ¢ Joll g )| Vul? |2+ || ¢" (w)Vudu |* + || g'(u)VAu|?)

(par  (4.186))

C1 | (uo 0,01 || 24 B

VAIVARVAN

(4.260)
80 3 Existence de 'attracteur global



4 . Systéme de champ de phase de type Caginalp avec un terme non linéaire

logarithmique
En inserant (4.260) dans (4.259) on déduit
b 9
H (w(t)7 b(t), a(t» ||E3S C'T,||(uo,cm,oz])||E2,BI%‘ (4261>
On conclut lexistence de I'attracteur global en dimension deux. ]

4 Dimension de Pattracteur global

Dans cette section, on prouve que l'attracteur global de notre probléme est de
dimension fractale finie, en établissant ’existence d’attracteurs exponentiels, ce qui
nous donnera une borne supérieure de la dimension de l'attracteur global. Pour
cela, on montre que le semi-groupe S(t),t > 0, associé a notre probléme est lip-

schitz continu et, posséde la propriété de régularisation et qu’il vérifie également
2

une condition de Holder en temps (voir [22], [16] et [20]). La présence du terme 52
donne une difficulté supplémentaire nous empéchant ainsi I’application des méthodes
classiques. Pour surmonter cette difficulté on va décomposer la différence de deux
trajectoires du probléme en deux parties, la premiére partie tend vers zéro quand
le temps tend vers l'infini, et la deuxiéme est une partie compactifiante pour tout ¢

positif (voir [39] et [52]).

On commence par énoncer un théoréme qui sera utile dans la suite (voir [30]).

Théoréme 4.1. Soient Y et V1 deux espaces de Banach tels que Y1 s’injecte dans
T avec injection compacte et S(t) : Y — Y un semi-groupe agissant sur Y (un
fermé de Y). On suppose que :

(i)
\V/LL’l, To € Y;Vt > 0, S(t)l’l — S(t)l’g = Sl<t, Jil,IQ) + SQ(t, 1’1,1‘2)

ol
| Si(t, z1,m2) || < d(t) || 21 — 22 ||y,

d est continue, t > 0,d(t) - 0 quand t— 400, et
| So(t, z1,22) ||[v, < h(t) || 21 — 22 ||x, t >0, h estcontinue

(11) L’application (t,x) — S(t)x est lipschitz en espace et Hélder en temps sur
[0,T] x B,YT > 0,VYB CY borné.

Alors S(t) posséde un attracteur exponentiel M sur'Y.

On traite tout d’abord le cas de la dimension une. Pour cela, on introduit 1’en-
semble invariant suivant :

Xl - Utzt" S(t)B}lz,

ol B}, est I'ensemble borné absorbant pour le semi-groupe S(t),¢ > 0, dans X. On
sait d’apres le Théoréme (i) que &) est borné dans X. On restreint dans toute
la suite le semi-groupe S(t) a Aj.
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Théoréme 4.2. Le semigroupe S(t) défini de X) dans lui-méme satisfait une dé-
composition analogue a celle donnée dans le Théoreme [f.1]

DEMONSTRATION:

On considére deux trajectoires pour notre probléme (4.1))-

‘, (um?a(n, a%_f)> ot (um)’a(z)’ a%_?) avec (ugn,aél)’agl)) ot (u52>,ag2>,a§2>)
leurs données initiales respectives appartenant a X;. On pose :

0 9oV §a®
<u,a,_0‘>:<u(1>_u(2>,a(1>_a<2)7 o’ oa )

ot

ot ot

1 _ 2

(UO, Qp, Oél) = (Uél) - Ué2), N Q) ,Oégl) - 0452)> .

Par suite (u, o, 22) est solution de
% — Au+I(t)u
D*a O
— 4+ —=—-A
oz "ot o
U=«

u(0) = o, a(0)

On considére maintenant la décomposition suivante :

Ja

(u, E) = (uy, o, W) + (u2, ag, W)’

ol

sont solutions de

ou
B~ Au
82@1 00&1
g T Ao
U =
ur(0) =up,  1(0)
et
ou
8_; — Aug + (t)u
(920(2 8@2
— A
oz ot
U9 = Qg
uy(0) =0,  az(0)
82

Oa
= (4.262)
ou
~5 -, (4.263)
0, (4.264)
0
o, 8—‘2‘(0):@1 (4.265)
8042
daz
3041
= (4.266)
)
—% ur, (4.267)
0, (4.268)
0
ao, %(0)—(11, (4.269)
8042
= (4.270)
)
—% . (4.271)
0, (4.272)
3@2 .
L =0, (4.273)
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respectivement. Nous allons maintenant établir quelques estimations & priori. Soit

le probleme (4.266[)-(4.269). En répétant les estimations qui ont donné (4.227) on

écrit :

dF, 0
a?t( ) + cEy(t)+ || V u1 1< c >0, (4.274)
avec
F.—9 O 2 2 2 2 doq 1y
9 = 2¢((Vo Vo)) te || Vau |7+ | Ve 7+ [ Auy 17+ ] Aaa |7+ | V=l
et
80[ " 80[
(a3 + 1 en [l + | 8t1 V) < Eo(t) < e (L wn [l + Il o Il + | - = [I5)-
(4.275)
La relation (4.274]) donne en particulier :
dFE.
;t( ) 4 cEy(t) < 0. (4.276)
On applique le lemme de Gronwall & (4.276)) on obtient
Ey(t) < exp (—ct)Ey(0). (4.277)
Par suite, grace a (4.275]), on écrit
c%q 2 2
IF (ur (8, 01 (8), == (6)) Ny < d() | (o, @0, 00) [, (4.278)

ot d(t) = ¢ exp (—ct) — 0 lorsque t — +o0 et ¢ > 0.

On considére cette fois le probléme (4.270)-(4.273). On multiplie (4.270)) par AZus
et on intégre sur {2, en utilisant le caractére autoadjoint du laplacien, on a

1d o)’
5 I Auz 12+ 1| VAus [P +((A()u), Auz)) = (A~ 5 2, Aus)). (4.279)
. s
On multiplie (4.270) par A 5 et on integre sur (2. On a
8u2 2 2 8'&2 . 8062 (9u2
| A% 2 4 T [P (A, AT2) = (A%2, A%2)) (4250)
g 280[2 . N
On multiplie (4.271) par A v et on intégre sur €2. On a
oo oo Oa ou Oa
HI Ao : - P+ VAe P+ AZE : il (G 5 A2)) = (A2, Auy)).
ot ot ot’
(4.281)
En additionnant (4.279)),(4.280) et (4.281)), on obtient
1d 2 2 2 2 8U2
sl Az |7 + | VAus |7 + | VAaz 7 + A || [+ [ VA [P+ A= P
Oay ou
+ A5 ||2 (V(I(t)u), VAuy)) — ((A(l(t)U),A a;))-
(4.282)
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Or on a

(V). VAw))| < | V(Utw) ] VA |
< [ U6V ||| VA |
o fy g @+ s —uD)(Tul) + s(Vu = VuD))ds ||| VAu, |
< (par (1199), (1.159))
< ol Vu T+ [ulVa®] | + | [ullVa®] ) | VAu, |
< e |l llayo || VA, |
< oIl Au & + 511 V2w |
(4.283)
Par (4.131)) et I'injection continue H?(Q2) C L>®(f2), on a
1) N < QU (il a0 I + Il (w0, ) I1x) <, (4:280)
donc
ou ou
(AW, AZ2)] < A |11 AZ2 |
ou
< (Hl()AuH+\|Al()u|!+2HVu-Vl(t)H) | a2
< (par (1199 (1289
< el AT ( du 4+l + ) Tu)
< A Au
< cf %HH ||
< SHAGEIE o I dul.

(4.285)
On choisit € > 0 assez petit tel que 2 — ce > 0, par (4.283) et (4.285]), on déduit de
(4.282)) I'estimation suivante

Oa
[II Aug >+ || VAuy ||* + || VAas |2 + | A—2 %]

Lyt

el VAug [* + || A- | AE ) <c faul? e>o0.

(4.286)
On inteégre (4.286f) entre 0 et t et par (4.273]) on aura

@Oz ’ t
| Aus(t) [|* + [| VAus(t) [|* + || VAas(t) | + || A (1) P< e /0 | Au |* ds.

4.287
Estimons dans la suite le terme [) || Au || ds. Pour ce faire, on multiplie (4.262)

par —Auw, on intégre sur €2 et par parties. On a

1d 9 9 B Oa
5o Va4 Au 2 +(V ), V) = (V55 Tu)). (4289)
o Ou L
On multiplie (4.262) par _AE et on intégre sur 2. On a
ou 2, 1d 9 ou,, Ja _0Ou
| VS I? 45 [P (V). T50) = (Ve vEh). (4.289)
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0
On multiplie maintenant (4.263|) par “AZ% ¢t on intégre sur 2. On a

ot

OJa _Ou Ox

NI I+ 1 Vo P 5 Aa [P= (V52 T I) ~ (V5 Va),

(4.290)
En additionnant (4.288)),(4.289) et (4.290) on obtient
1d Oa
szl Ve lP + 1 AulP+ V=17 + [ Aa )+ | Au | + | Vat I

ou
+ 1l V— I* = =((VU@®u), Vu) = (VI(Hu), VZ7)-
(4.291)

Orona:

\((V(l(t)u),vu))\ < | V@) il Vu
1 < JuVu )| vu
+ufyg “( 4+ s(u® — u(l))‘)(Vu(l) + 5(Vu® — vuW))ds ||| Vu ||
< (par (@.199), (1.184))
< (| Vu T+ [l Ful) | + | ol Fu®] ) || Vo |
S c H U ||H&(Q) .
(4.292)
De méme on a
ou ce ou
- < 1 — —||%.
(V) TIN] < Nl - 1| Vo0 < o gy +or | T |
(4.293)

On choisit € > 0 assez petit tel que 2 — ce > 0 et par (4.292) et (4.293)) la relation

(4.291)) donne

dElo(t) ’ (9u /
—a telrdulP+ 1 vos P+l V H )<cllullfyq, c >0, (4.294)
avec
Ey(t) =[ Vu [* + || Au ||* + | V ||2 + Aa . (4.295)
Par (4.294)), on écrit
dE ou /
00 (VLR V) < ), € >0, (4296)
qui donne en particulier
dEo(t)
< cEq(t

le lemme de Gronwall donne
Elo(t) S Elg(O) exp (Ct),

donc

Oa
I (u, at) I, < ¢ exp (ct) || (uo, a0, 1) |13, - (4.297)
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On intégre (4.296)) entre 0 et ¢, par (4.297)) on obtient
t
/o | Au ||* ds < ¢ exp (ct) || (uo, o, 1) |7, - (4.298)

Par (4.298) la relation (4.287) donne
8052
| ua(t) 0y + 1| 2 (t) sy + |l W(t) %20
< cexp(et)(|| uo [If + Il ao Ify + Il ar [I7), (4.299)
avec h(t) = ¢ exp (ct).
La fonction h est bien continue. On conclut par I'application du Théoréme que

le semi-groupe S(t),t > 0, associé a notre probléme et défini sur X; satisfait la
propriété de régularisation. O

Remarque 4.3. Le caractére Lipschtzien en espace du semi-groupe S(t) est une
conséquence de l'unicité donnée dans la preuve du Théoréme (2.3

Le résultat ci-dessous donne une condition de Holder en temps du semi-groupe.

Théoréme 4.4. Soit B C X un ensemble borné. Le semi-groupe S(t) engendré par
les équations (§.1)-({4.4) est Holder continu sur [0,T] x B.

DEMONSTRATION: Soit deux instants distincts ¢; et ty. Pour toute donnée ini-
tiale (uo, o, 1) appartenant & B, on a alors qu’il existe un R > 0 tel que ||
(ug, g, 1) ||E< R. On écrit alors, grace a (4.88)),(4.93) et 'inégalité de Cauchy-
Schwarz,

| S(t1)(uo, o, 1) — S(t2) (o, o, 1) ||
0 0
= (u(t),altr), 57 (1)) = (ulta), alta), 5o (t2)) |1
0 0
= (u(t) = u(ta), altr) = alta), 5o (k) = 5o (t2)) s
O O
= u(tr) = ulta) v + | ats) = alta) v + || 55 (t2) = 55 (02) |
t (’3u 1 9o
-l S} at Aar e+l [ G v+ [ G @
t1

<EIga s 15w 1550 1

1 1 82 1 1
< cfts — tal + ([1} 1l 5 (7) 17 dr)¥lta = tal3,

N . . . t1 6201 2

ot ¢ dépend de T. Nous allons maintenant estimer le terme [, || W(T) ||* dr.
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ot?’

0«
Pour cela, on multiplie I’équation 1D par —, on intégre sur {2 et par parties.
Holder, a

On arrive alors, grace a 'inégalité de

H2 a 2

+2(a, )}+CH 92 > IP< (|IU\\2+!\ H2 HV H) (4.300)

{H

En intégrant (4.300]) entre ¢5 et O puis entre 0 et ¢;, on déduit grace aux estimations
précédentes que

t1 8204
2

— dr < 4.301
[ GEm < (4.301)

ol ¢ est une constante positive qui dépend de 7" et R. Finalement on conclut que

1

|| S(t1)(Uo, Qp, al) — S(tz)(ﬂo, Qp, 041) ||E§ C|t1 — t2|§, (4302)
avec C' dépend de T et R, ce qui achéve la preuve. O

On a ainsi démontré le

Théoréme 4.5. Le semi-groupe S(t) posséde, en dimension une, un attracteur ex-
ponentiel My sur X;.

Remarque 4.6. L’attracteur exponentiel contenant l’attracteur global, on voit que
Pattracteur global est aussi de dimension fractale finie. Par conséquent la dynamique
du systeme peut étre décrite par un nombre fini de degrés de liberté.

Pour traiter maintenant le cas de la dimension deux, on introduit I'ensemble
invariant suivant :

XQ — Ut>t95(t)B]2{7

ol B% est 'ensemble borné absorbant pour S(t),t >0, dans X'. On sait d’aprés le
Théoréme [2.3 . (ii) que X, est borné dans X'. On restreint dans toute la suite S(t) a
Xs.

Théoréme 4.7. Le semi-groupe S(t) défini de Xy dans lui-méme satisfait une dé-
composition analogue a celle donnée dans le Théoreme [{.1]

DEMONSTRATION: On considére la méme décomposition (4.266))-(4.273) mais
avec les données initiales appartenant a Xj.

Considérons tout d’abord le probléme (4.266))-(4.269). En répétant les estimations
qui ont donné (4.249)), on écrit

dE11 (t)

8u1 H2
dt

+ CEU( )+ H A c > O, (4303)

avec

8&1

Ell(t) = 26((A a

Aar)) +e |l Aag [+ || Aug |2

e,

+ | VA P+ [ VAar |°+ | AZ5
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et
¢l Wy + Lo Py + 11 o ) < B
< (lw g + o lfe@ + 1| - 8a1 7 Y4.304)
La relation donne en particulier :
dE;—;(t) + cEy(t) <0. (4.305)
On applique le lemme de Gronwall & on obtient
Eni(t) < exp (—ct)En(0). (4.306)
Par on aura
s 0) Wy + 1l () o + 1 () Iy
< ¢ exp (—et) (|| o [y + Il a0 [y + Il an 13 (4:307)

On considére maintenant le probléme (4.270)-(4.273). On multiplie (4.270]) par A3us

et on intégre sur {2. On a

1d oo
IV A, [P+ | A%up | = (1), Alug)) = —((—2, A%up)). (4.308)
2dt ot
On multiplie (4.270) par A3% et on integre sur 2. On a
8u2 2 2 2 36U2 8062 38'&2
A A A ,AC—=)). 4.
| AT | 4 o A% (Ut A2 = (P2, 4392)) (4,309
On multiplie (4.271)) par A3% et on intégre sur Q. On a
1d 60@ 2 2 8@2 2 36(12 aUQ 38012
Sl AT 2 g A%y P4 | VAT 2= (49902, T2y) 4 (A0002 1))
(4.310)

En additionnant (4.308)),(4.309) et (4.310) on obtient :

1d

Doy
sl VAu P + 11 A% [+ || A%y |I* + || VAZS H J+ || A%ug |2
ou e} ou
+ | VA—Q P+ VA== P = (AU, A%us)) — ((VA(Z( Ju), VA@—;))-
(4.311)
En répétant exactement le calcul qui a donné (4.285)), on écrit
ce c
(AU, A%w))| < 5| A%y |2 45 || Au | (4:312)
et par (4.181)) et I'injection continue H*(Q2) € C(Q) on a :
110) @< QU (s 057, af) e + 1 (u”, 0”0 llx) S e (4.313)
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donc
8u2 auQ
(AU, VAZD)| < || VAU@) | VASE |
< (hwvau] +] VAl |
ou
+3 || Vudl(e) || +3 | Vi)du | ) || VASE |
< (par (199 (1319
ou
< o VASE (I Aull+ [l + | Vu || + || VA |)
<l vaS: Il vaul
< &£ 2 “ 2
< ||m S 12 [ VA |2
(4.314)

On choisit € > 0 assez petit tel que 2 —ce > 0 et par (4.312)) et (4.314) on déduit de
(4.311]) I'estimation suivante :

oo
[II Vaup |+ | A%us [P+ [ A%as | + || VA== : = I
o dus Dy ) (4.315)
+C(|| Aug [* + | VA—ZZ | VA== 1) < ¢ H VAU [
On intégre (4.315)) entre 0 et ¢ et par (4.273) on a

304 ’ t

IV Aus(t) [I* + || A%ua(t) |* + | A%az(t) | + | VA8—2( ) I*< e / | VA [|* ds.
0

(4.316)
Il reste & estimer le terme fot | VAu ||* ds. Pour cela, on multiplie (4.262)) par A?u
et on intégre sur €2 et par parties. On a

1d Oa
o | A I VA |2 (U, A%) = (557, %), (1317)
o 5 Ou L
On multiplie (4.262) par A En et on intégre sur 2. On a
ou Oa ou
2 2 2 — ((Z 277
1A% s L v, 4290 = (2 4200 sy

o . oo .
On multiplie maintenant (4.263|) par A2—— et on intégre sur 2. On a

ot

”2 Ja Ou , 0

3 V= (@52, T) — (a5 ).

A 2 4 A
PNy

En additionnant (4.317)),(4.318) et (4.319) on obtient

1d

5 gl Au 12+ 1| VAu |I* + || A ||2 + | VA l®] + || VAu |+ | Aat &
196 ou
+lAS, ||2 ((A(l( Ju), Au)) = ((AQR)w), Aor)).
(4.320)

4 Dimension de l'attracteur global 89



4 . Systéme de champ de phase de type Caginalp avec un terme non linéaire
logarithmique

En répétant exactement le calcul de (4.285)), on écrit

(A, aw)| < e |l Au? (4.321)
et
(), A% < S 1A% |2 1.2 au. (4.322)

On choisit € > 0 assez petit tel que 2 — ce > O et par (4.321)) et (4.322) la relation

(4.320]) donne

dElQ(t) / 2 ou 2 oJe" 2 2 /
A A A=— A= O <c| A 4.32
i +o(|| VAu [|7 + ] 5 17+ | 5 1) <cllAu |, ¢ >0, (4.323)
avec 8
(6%
Eia(t) =[| Au ||> + || VAu ||* + || AE 1>+ || VA« || (4.324)
Par (4.323)), on écrit
dE :
el 4 f( v+ a2 124 A% ) <emu, ¢ >0, (4329)
qui donne en particulier
dE5(t
61;( ) < cEya(1). (4.326)

On applique le lemme de Gronwall a (4.326)) on aura
Era(t) < Era(0) exp (ct).
Par (4.324) on aura

I .0, 22 < € exp(et) ] g, a0,0) [, (4.327)
On integre entre 0 et t et par on obtient
/Ot | VAu |2 ds < ¢ exp (ct) || (ug, g, ay) 1%, - (4.328)
Par la relation donne
luatt) oy + 1 02(0) Wiy + 1| o2 Wi

<cexp(et) (| uo HH3(Q) + Il e H%{:ﬂ(g) + e ||12L12(Q))v

(4.329)
avec h(t) = ¢ exp(ct), qui est bien une fonction continue et S(t) défini sur A,
satisfait la propriété de régularisation. O

Remarque 4.8. Le caracteére Lipschizien en espace du semi-groupe S(t), en dimen-
sion deuz, est aussi une conséquence du Théoréme([2.5. Pour la condiction de Holder
en temps on imite exactement la démonstration du Théoreme[4.4), on obtient que la

constante C dans ((4.302) dépend de T et B' ot B" est un borné de X'.
On a ainsi démontré le
Théoréme 4.9. Le semi-groupe S(t) posséde, en dimension deuzx, un attracteur

exponentiel Moy sur Xs.
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Chapitre 5

Probléme de champ de phase de type

Caginalp avec un potentiel
polynomial

Ce chapitre est consacré a I’étude du modéle de champ de phase avec un terme
polynoéme considéré dans le chapitre 3, cette fois associé aux conditions aux limites de
type Neumann homogeénes (voir [55]). Nous sommes donc concernés par le probléme

aux limites suivant :

% - AU+gN(U) = g_j?
82—& + o _ Aa = _ou U
ot? ot ot ’
ou_oa
ov  Ov ’
u(0) =ug, «a(0) = ayg, %—(Z(O) = oy,

(5.1)
(5.2)
(5.3)

(5.4)

ou QCR" n=2 ou 3, est un domaine borné, régulier. Ici u et o représentent
comme dans le chapitre 3, le parameétre d’ordre et la variable de déplacement thér-

mique, respectivement.
Dans le cadre de notre probléme, on considére les espaces suivants :
F=H(Q)?xL*Q) et F=HQ)?*xH(Q).

Notons que .
pr—= (1217 + <9 >7)z

(ST

er— (| Vo I + < ¢ >z,

et
pr— (| A | + < ¢ >2)3,

sont des normes dans L*(Q), H*(Q2) et H?*(Q) respectivement, qui sont équivalentes

aux normes usuelles, avec < ¢ > est la moyenne spatiale de ¢ donnée par

<> 1 / d
Y >= = yax,
19 Jo
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et p=p—<p>.
De plus on pose Hy'(Q) := [H*(€2)]’, muni de la norme
—1/27
|6 11310y =Il (—2)36 I + < 6 >7,

oit (=A)y : L3(Q)) — L3() est l'inverse du Laplacien avec conditions aux bords
Neumann, défini sur 'espace des fonctions & moyenne nulle.

Le polynéme gy est défini comme suit :

N g2k+1
= -2 2 — 5.5
gn(s) koS + me;Zk—i—l’ (5.5)
avec s € R et 0 < k1 < Kg. On a alors
N
gn(5) = 2(k1 — ko) + 261 ZS%. (5.6)
k=1

De plus, gy vérifie
gn(0) =0, gyveC', (5.7
—co < Gn(s), Gn(s)+cs” <gn(s)s+c, «>0, ¢>0, seR,
gy(s) > —c1i, >0, seR, (5.9

—
ot
o0

ou Gy(s ngN T)dr, s€R.

. / " . . .
On notera dans la suite ¢, c et ¢ des constantes positives qui pourront varier d’une
ligne a 'autre et quelques fois dans la méme ligne.

1 Caractére bien posé du probléme.

On commence par énoncer le résultat suivant :

Théoréme 1.1. Soit (ug, 9, 1) € F et [, Gn(ug)dx < +oo. Alors le probleme

I I) admet au moins une solution (u,c, 8825) avec u € L®(R*Y, HY(Q)) N
L*(0,T, H*(Q2)), —ELZ(QX(O T)), /G (u)dr < +oo,@ € L®°(RT, H'(Q)),a €

ot Q
0
L0, T, H'(Q)) et a—(;‘ € L®(R*, L*()), VT > 0.
DEMONSTRATION: La preuve s’appuie de nouveau sur la méthode de Galerkin.

L’opérateur —A avec les conditions aux bords de Neumann homogénes a une suite de
valeurs propres 0 = A\ < Ay < ... < A\ < et soit wy, 7 =1,2,..k, ..., les vecteurs

propres associés qui forment une base orthonormée de L?(Q2). Pour tout m € N, on
day,

o)

m m m
Uy, = E UjmWj, Oy = E amw; et By = E Bimw;,
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vérifiant, en notons que les fonctions w;,7 = 1, ..., m, sont trés réguliéres,

(o w0)) (T V) + (gam), ) = (B ), (5.10)
((aaign,wz)) + (B, w;)) + (Vam, Vwy)) = — ((ag—:,w,)) — (U, w; \B.11)
pourt=1,...,m, et

U (0) = g — w9 dans L?(2)  lorsque m — +o00,
m(0) = agm — ag  dans L?(Q)  lorsque m — 400, (5.12)
(0) = aym — a; dans L*Q)  lorsque m — +oo.

On s’est ramené a la résolution d’'un systéme de 3m équations différentielles ordi-
naires pour lequel on sait prouver l'existence d’une solution locale en temps

(Umy Qi Brm) sur (0,7T,,), pour un 7,, > 0. On verra, grace aux estimations a priori,
qu’en réalité T,,, = T, c’est-a-dire que (U, m, Bm) est une solution globale en temps.

ou;
On multiplie (5.10)) par @i, + —— et on somme sur i = 1, ...,m. On obtient

ot
Lt 12 4+ ) T I+ 2 fy Gt )
2dt> " " 5 M 5 (5.13)
Uy, Uy,
1 Tt [+ g+ 1| 52 [P (o + 52, 6).
On multiplie (5.11)) par £, et on somme sur ¢ = 1,...,m. On a
1d 9 9 9 Oy,
Sl B 17 4 Vi [ 1 B P= (a4 S 6. (5.14)

En additionnant ((5.13)) et (5.14]) et par (5.8)), on obtient

d
P+ 11V [F 42 o G (um)dat || B |2 + | Ve [?)
Oy, /
ol wm |12+ 1 Ve |2+ 2 Jo Gu(um)dat || B |+ | 7= IF) < ¢, e>0.
(5.15)
En prenant ¢ = 0 dans (5.11)) et en notant que wy est constante, on obtient
0H,,
/(— + H)dz =0, (5.16)
o Ot
ou H,, = Uy + Bm.
. 1
On multiplie (5.16|) par m On a
d< H,, >
S Sm 7L C H,y, >=0. (5.17)
dt
On multiplie ((5.17)) par €', on a
d
—le' < H,, >] =0, (5.18)

dt
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on intégre ([5.18)) entre 0 et ¢, on a

< Hp,(t) >=e" < H,(0) >, (5.19)
donc
Jim H,(8) = 0. (5.20)

De plus, si < H,,,(0) >= 0, c’est-a-dire < g, + a1, >= 0, on a conservation de
I’enthalpie
< H,(t) >=0, VYt>0. (5.21)

Considérons maintenant 1’équation approchée de (5.2)), on écrit

0Bm _ Ouy,
R T
donc on déduit .
— + H,, — Ao, = .22
on a alors
0H,,
— ™4+ H,-Aq,=0. 2
5 + QO =0 (5.23)

On multiplie (5.23) par f3,, et on intégre sur . On a

Gam 9 o 80zm 2 _ OUy, Odap,
LT a1 2 e (4 T ) (500
L’inégalité de Young permet d’écrire
O, Oy, [o/TH— O, 1o
—_ 2
(T By o) T e 42 O (5.25)
et -
___ Oayy _
|((um77))\ <cllm |I* +5 H H2 (5.26)
En injectant ((5.25)) et (| - dans ,on a
d 9 0, |19 8ozm 9 9 My 119
_ - < .
@ e 1241 202 241 20 e e 2+ T ), (520)
or on a
12 7=l ¢ I =19 < ¢ >, (5.28)
par (5.28)) on déduit de ([5.27) Iestimation suivante
d 9 0, 19 0o, 9 8um 9
— —_— —_— . 2
LT 12+ 15 2 ) L o e 2 4 S ), (5.20)
On multiplie aussi (5.23)) par @, et on intégre sur €. On a
Jai, Oy 8a
2 m 2 _((7— 7)) _ m m |2
S 17 42075 )+ Vo 2= (i, m) (o )+ | 2o |
(5 30)
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Par le lemme de Poincarré (cf. chapitre 2 le Théoréme [3.10)), il existe une constante
C =C(2) > 0 telle que

IZI<C@) | Vell, ¢eH(Q) (5.31)

De plus, par les inégalités de Holder et Young, on a

(@mm)| < (par (29 o (31)
< ¢l um |-2|| Vo | i (5.32)
< ol P45 | Van |2
et de méme p— o
(@ _))I_ ol m!!2 —H Vo, [|*. (5.33)

En insérant ([5.32)) et - dans (5.30) et en prenant € > 0 suffisamment petit pour
que 1 — ce > 0, on en déduit

0, ou aa
2 m — 2 2 m |12 m
\Y m < m
@0 12 42025 T+l Ve 1P el 7+ 1 2 2 4 o ),
(5.34)
On somme ensuite ((5.29)) et 6;(5.34)), on obtient
80zm a057n —
(|| Vam [+ 1 7 17+ 61l @ [P +26 (5 @)
dt M 8u ot (5.35)
+e(ll = 1+l VOém 1) < <lum P+ 11—~ 17, ¢>0,
ol d; > 0 assez petit tel qu’en particulier on a
80zm oo, . 0,
I = 17 +0u | @ 1P +200 (= @m) > el @ 12+ 1| 7 17, ¢>0,
ot ’ ot
(5.36)
on somme ensuite et 52 ol 09 > 0 assez petit pour avoir
dE,, 8um
S (Bt || 5 ) <l >0, (5.37)
ou
2 2 2 v, 19
m =l [P+ 1 Ve [P+ 2 o G (um)de || Vo [P+ 1| == |
o, oo,
0o (| Ve 2+ I Z 2 400 | @ |2 4280 (5 @))).
(5.38)
On multiplie (5.10) par A\j,ui, et on somme sur i = 1,...,m. Par (5.9)), on a
2 2 2 aam 2
|| Vg 7+ 1| Aun [P< el Vu 7+ [ == 17)- (5.39)
On somme ([5.37)) et d3(5.39) ot 63 > 0 assez petit on obtient finalement
dFEo,, 8 m )
20 4 (Bt || At |2+ || S “P) < e, (5.40)

dt
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ol
Eom = Eipm + 03 || Vum |2, (5.41)

satisfait

8ozm

oIl i W@y + Jo G (um)dat | @ 3y + 157 I7) — ¢ < Eom

8
< ¢ (I o Wy + Joy v ()t || @ ey + 11 =5 1)+

avec ¢,¢ > 0,¢,c¢ > 0. Le lemme de Gronwall appliqué a donne 042

Eon(t) < Eop(0) exp (—ct) + ¢, ¢ >0, (5.43)
oll ¢ et ¢ sont deux constantes indépendantes des données initiales.
Par la relation donne en particulier

|t (£) |P< Eam(0)exp (—ct) + ¢, ¢ >0, (5.44)
donc

< Uy >2< By (0) exp (—ct) + ¢, ¢ > 0. (5.45)
De plus peut s’ecrire sous la forme

dz#(t) — exp (—1) < Hp(0) > — < un(t) >, (5.46)

en effet, on a
< Hp(t) > — < up(t) >=exp(—t) < Hp(0) > — < up(t) >,

donc

d'ott (5.46).

On integre ((5.46)) entre 0 et ¢, on a
t
< ap(t) >=< agm >+ < H,(0) > (1 —exp(—t)) — / < Up(s) >ds, (5.47)
0

donc par (5.21)),(5.45) et I'inégalité de Holder on déduit de ([5.47)) :
< (1) >2< (B (0)+ || aom [|?) + ¢ 12 (5.48)

. ’ . L L . . .
Ici les constantes ¢ et ¢ sont indépendantes des données initiales, mais la relation
(5.48]) ne donne pas que «,, est dissipative mais @, est dissipative.

En intégrant 'estimation (5.40)) entre 0 et 7', on obtient que les normes

8um

H (Um,Oém, 7) HLOO(O,T,F)a H U, HL?(O,T,W) et H HL 2(0,T,H)
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5 . Probléme de champ de phase de type Caginalp avec un potentiel polynomial

sont bornées indépendemment de m.

De plus, en utilisant la norme équivalente a la norme usuelle dans H'(Q), et par
(5-48) on a || @ || (0,1,H1 (), est bornée independemment de m. On peut donc
oo,

pradie

) faiblement

e77)
——) telle que (U, Qs

ot
oo, . . o - Oy, N ou
(u, a, E) faiblement étoile dans L>®(0,7, F) et (up, W) (u, %

dans L?(0, T, H*(Q) x L*(2)). D’autre part on peut aussi extraire une sous suite re-

extraire une sous-suite que ’on renomme (t,,, (v,

nommeée @,,, telle que @, — @ dans L>=(0, T, H*(Q2)). Nous allons maintenant traiter
le terme non linéaire gn (). On a que || gy (um) [|22(g) est bornée indépendemment
de m donc pour une suite extraite, on a

gy (um) — x dans L*(Q).

Par passage a la limite dans (5.10)-(5.12)), on a

() + (T, V) + (0 0) = (), Y€ H'(Q), (5.49)

dt
%((ﬁ,v)) +((8,0)) + (Ve Vv)) = —((%,’U)) — ((u,v)), Vv e H'(Q). (5.50)

D’apreés le Théoréme de Lions, on a u et o appartiennent a C'([0, 7], H) donc u(0) et

a(0) ont un sens et u(0) = up et (0) = ap. De plus d’apres le théoréme de Strauss

on a % € Cw([0,T], H) donc pour une sous-suite extraite on a gt (0) = (9_(;(0)’

o)
par (5.12) on déduit a—(Z(O) = ay. Il reste & vérifier que x = gn(u). On sait que

U, — u faiblement dans H'(Q). L’injection H'(Q) C L*(Q) étant compacte, on a
alors que u,, — u fort dans L*(Q), d’ou

gn(Um) = gn(uw) p.p. dans @,
et gn(uy,) est bornée, par conséquent,

gy (Um) — gn(u) dans L*(Q) pour une suite extraite.

En ce qui concerne 'unicité de solutions, on a le

Théoréme 1.2. Sous les conditions du Théoréme le probleme - a une
solution unique, avec la régularité ci-dessus.

DEMONSTRATION:  On suppose l'existence de deux solutions (u¥), o) et (u®, o)
du probléeme ((5.1)-(5.4) avec les mémes conditions initiales et méme moyenne, on
pose

(u7 a) = (U(l), a(l)) - (u(2)7 a(2))'
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5 . Probléme de champ de phase de type Caginalp avec un potentiel polynomial

Alors (u, a) vérifie :

ou O
N WY _ gu(u®) = 9% 51
O At g () — g(u) = 2 (5:51)
Pa  Oda du
A= —u— — .52
or "ot T ST T T o (5:52)
ou  Oa
5.53
o o (553)
0
u(0) = a(0) = Z2(0) = 0. (5.54)
ot
On multiplie (5.51)) par u et on intégre sur €2, par (5.9)) on a
1d 9 9 9 Oa
< -
S+ < e (O w),
en utilisant I'inégalité |((v,w))| < c || v ||mi@) - || w HHX,l(Q) on obtient
H wll + 1l Vu [P< el w [1* + H H2 1)) (5.55)
On integre (5.52) entre 0 et ¢, on a
t
— —i— a— A/ / u(s)ds — u. (5.56)
0
On multiplie ((5.56) par (— A)N o < et on integre sur € on aura
d 2 ' 2
Gl B +2a [ ads)]+ 1 5 i
<ecr(lal” + 1 wlizpne@) + 1wl t€[0,T]. (5.57)

On multiplie (5.56) par « et on intégre sur €2 on obtient

d t
%HQW+HVAQ%W%WGWSWWM@Wﬂ@ﬁWUW,tGNﬂ
(5.58)

On additionne (5.58)) et 6(5.57) avec § > 0 assez petit on aura :

t

d t
e+ v/o ads 2+ || @ |1 —|—25((a,/0 0ds))]

Oa

+elll 55 Wz + I IP) < erll wllZzpzz@y + 1w ), ¢>0, ¢€0,1].

(5.59)

En particulier

t t t
| a|*+ | V/ ads ||? —1—2(5((&,/ ads)) > c(|| a ||* + || V/ ads ||*), ¢>0.
0 0 0
(5.60)
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5 . Probléme de champ de phase de type Caginalp avec un potentiel polynomial

On additionne ((5.59) et 0 (5.55) avec 6 > 0 assez petit, on a

dFEs
©8 < op(Bet || w Baguzey) 1€ 0.T) (561)

avec

t t
Est) =l a|?+ ]V / ads 2 46 || a [ 1 g +26((ar / ads)) +8 | |?.

(5.62)
On applique le lemme de Gronwall & (5.61)), on a
Es(t) < exp (crt) Es(0) + ¢ || u 1 Z20.0,22(2)
or F3(0) =0 donc Es(t) < cp || u ||L20tL2(Q)) € 10,77,
en particulier
lu(®) 1< er | w 72042200t € [0,T]. (5.63)
On applique de nouveau le lemme de Gronwall & (5.63]) on aura
w1200, 02)= 0, €[0T, (5.64)
par conséquent
Es(t) <0, tel0,T]. (5.65)
Par (5.60)),(5.62) et (5.65) on a || u ||>=| « [|*= 0, d’ou
O

On pose Z = {p € H'(Q), [, Gn(p)dz < 00} et & = Z x H'(Q) x L*(Q).

Donc les théorémes [L.1] et [1.2] nous aménent a considérer un semi-groupe S(t) pour
tout t > 0, qui est définie sur ® de la facon suivante

S(t) : @ = , S(t)(uo, a0, 1) = (u(t), alt), 2 (1), (5.66)

ou (u(t), a(t), g—?(t)) est I'unique solution de 1)1}

Pour plus de régularité sur la solution, on a le résultat qui suit

Théoréme 1.3. On suppose de plus que Aug — gn(ug) € L2(Q), 0 € H%(Q) et
a; € HY Q). Donc la solution donnée par le Théoréme satisfait aussi u €

L=(0,T, H?(<)), % € L=(R*, L*(Q)) N L*(0,T, H'(Q)), o € L=(0, T; H*(Q)), @ €
L=®([R*, H*(Q)) et g—o‘ € L*(R", H'()), VT >0.
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DEMONSTRATION: L’existence et I'unicité étant vérifiées, il reste a établir la ré-
gularité. Notons qu’on procéde formellement et les calculs ci-dessous peuvent étre
justifiés par un schéma de Faedo-Galerkin.

On différencie ([5.1]) par rapport au temps, et par (5.2)) on aura
0%u ou ,, Ou O ou

0
On multiplie (5.67)) par 6’_21: et on intégre sur {2, par 1 on a

2 2
Ry T

<o ll TP ~(Va, Vo) - <<g—$,%>>—<< =11,

en utilisant les inégalités de Young et Holder on obtient

|| ||2+||V ||2 (|| ||2+||V ||2+|| ||2+|| ") (5.68)

(notons qu’on a %(O) = Aug — gn(ug) + aq),

0
donc on déduit une estimation sur 6—:: dans L°°(0,T, L?(Q)) et dans L*(0,T, H(Q)).

. . Oa _
On multiplie ensuite 1) par _AE et on intégre sur €2. On a :

1d

4 Oa _Ou Oa
2dt

199N 4 A ) 9o 2= (V5 T I) — (V, 7 50). (5.69)

En utilisant les inégalités de Holder et Young, on a

Ja _Ou 9 9
(V2 v <l Vo 41 Vo e, (5.70)
et
Oa 9 9
(VR T < el VulP? +5 1 Vo |, (571)

En injectant ((5.70) et (5.71]) dans ([5.69)) on obtient

ou

%(H Aa |* + | V H )+ || V |!2< ol Vu P + 11V 55 17)- (5.72)
On multiplie finalement par —Aa« et on intégre sur €2, on a
SV P 42V 22 Fa))+ | Ao 2= (0, Aa) + (S, Ao | VO
qui donne, de méme,
d 9 Oa 9 9 9 9
Vel +2(Vor, Va))+ [ A [P< e(l w [I° + H H +1 V H )- (5.73)
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5 . Probléme de champ de phase de type Caginalp avec un potentiel polynomial

On somme ([5.69)) et d,4(5.73)) ot 0, > 0 assez petit de telle sorte qu’on obtient en
particulier :

O
I V |!2 +oalll Vo [ +2((V 5=, Va))] = | V H2 + Vo), ¢>0,
(5.74)
on obtient alors :
dE4 2 2 ou
V2 0 e ) <O ey + 1 o [Bey). >0, (575
ou 9 9
a a
Ey=| Aa | + [ Vo [P +0a(ll Va ||* +2((V 57, Va))). (5.76)
On somme ensuite (5.68)) et 65(5.75]) ot d5 > 0 assez petit pour obtenir :
dE5 2 Ox 2 2
— el V || IV I+ 1 Aa])
<c(llu i + H H2 + Vo |* + H Hz% (5.77)
ou
Es —H H2 +65E4. (5.78)

o ou 804 _
On multiplie 1) par u + g 1} par a0 en intégrant sur ) et en sommant les

deux équations résultantes, par (5.8]) on obtient

d
ZlulP+ 1 vel® + 2fg G (u)dr+ H H2 + | Ve |?)
ou
te(luwll? + | Vu | +2 [, Gy (u)de + H ||2+|| o5 I ) ¢>0.
(5.79)
On réécrit ((5.2)) sous la forme
OH
L H - A= .
5 + a=0, (5.80)
Ou 5
a
H= -
U+ ETR
On intégre ((5.80)) sur €2. On obtient
d< H >
—+ < H>=0. (5.81)
dt
En particulier, on déduit de (5.81]) que
< H(t) >=exp(—t) < H(0) >, (5.82)
donc
lim H(t) =0. (5.83)

t—> 400
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De plus, si < H(0) >= 0 c’est-a-dire < ug+ a; >= 0, on a conservation de I’enthal-
pie,

< H(t)>=0, Vt>O0. (5.84)
On a alors
0H —
— 4+ H-Aa=0. 5.85
ar “= (585)
. oa .
On multiplie (5.85|) par e on obtient
oa
dt(H C 4 Va )+ I 57 IP< el + H HQ)- (5.86)
On multiplie ((5.85)) par @ on obtient
oa ou oa
— 2 oa 2 2 ou 9 ga 2y ‘
(|| | +2((8t )+ | ValP<cllull® + 1 5 17+ 1 5 17) (5.87)

On multiplie (5.87)) par ¢; et on additionne le résultat avec ((5.86]) on obtient

d oo _ oo oo
Ve lP+ll 5 1P+ alal®+2a(G @)+l 5 IF+ 1 ValP)
dt ot ot’
< P+l 2. >0
ot ’
(5.88)
ou €; > 0 assez petit de telle facon qu’on obtient en particulier
2 2 da _ —
|| || ta @l 2a((Fna) 2 dll@l” + || || ), ¢>0. (5.89)

On multiplie ensuite (5.88)) par €; et on additionne le resultat avec ((5.79)) ot e > 0
assez petit pour obtenir

dE
—r el || RS (5.90)
ou
By =[lul|?+] Vu 1>+ 2 ), Gn(u)det || Vo |* + H H2 (5.91)
Ja :
+e (|| Va |2 + | E S+ oala +2a((5 @)
On multiplie maintenant (5.1)) par —Awu, en utilisant (5.9)), on aura
d 2 2 2 da s
— < — i .92
g | Vull” + 1 Au < el Ve |7 + 1 - 1) (5.92)

Multiplions (5.92)) par €3 assez petit et additionnons le résultat avec (5.90) on obtient

dE. 0 /
Bt | du P+ | S <L e, (5.93)

ou
Ey=FE +e | Vu|?, (5.94)
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satisfait
el w7 + Jo Gr(u)dot+ | @ 30y + || e H ) < E
< (1w i g + Jo Grlu)dat | @ [ q) + || || )+
cc >0 et c/,c”/ZO.
(5.95)
On somme finalement (5.93) et dg(5.77)) ot s > 0 assez petit et on obtient
dE
d—f + c(Es+ | v H )<, ¢>0, (5.96)
ou
Eg = Ey + 06 Es. (5.97)
satisfait
(|| ||H1 + Aa | + || ||2 + 1w 7o) +/QGN(U)d$
— / ” 304 _
+a 3 +H—H)—CSE6 < (Il 57 N + AT P
au oa "
g P+ luline + JoGnvlwdet 1@ G + | 57 1) +¢
(5.98)

On déduit de ({ - et du lemme de Gronwall une estimation sur « dans

L>(0,T, H*(Q)) et sur 6_ dans L>(0,T, H(Q)).

On multiplie (5.1) par —Au, I'inégalité de Holder et (5.9) donnent

I Au|*< o] Vu H2+II H2 ||V H) (5.99)

D’aprés les estimations précédentes et le Théoréme , on déduit de (5.99)) que
we L*0,T,H*(Q)), VT >0, (5.100)
d’otu le théoreme. O

On pose Y = {¢ € H*(Q), [, Gn(d)dx < +o0} et U =Y x H*(Q) x H'(Q).

Le Théoréme nous ameéne a considérer le semi-groupe S(t)(t > 0) définie sur
I’espace ¥ de la facon suivante :

S(t) : T — U, S(t)(uo, v, 1) = (u(t), alt), %-‘Z(t)), (5.101)

ou (u(t), a(t), aa—( t)) est 'unique solution de

2 Dissipativité

Dans cette section on va étudier 'existence de bornés absorbants des solutions du
probléme (j5.1))-(5.4), mais avant on donne les notations et les remarques suivantes.
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Remarque 2.1. Contrairement au cas de conditions aux bords Dirichlet dans le
chapitre 3, nous ne pouvons pas attendre d’avoir dissipativité pour la variable de
déplacement thermique o.. En effet, en considérant les inconnues u et 0, il est facile
de voir que, Yc € R, le couple (u., c) est une solution stationnaire, ot u. satisfait

gN(uC) =G

(on suppose que [’équation ci-dessus posséde au moins une solution). Donc, en consi-
dérant maintenant les inconnues u et a, on voit que (ue, ct+ay) est une solution pour
le probleme. En prenant ¢ # 0, on déduit qu’on ne peut pas avoir de la dissipativité
sur a. Mais on verra que & est dissipative.

En vue de la remarque , S(t) n’est pas dissipative. On pose alors :

1

Q) ={pecH(Q),<p>=0}, d=2xH (Q) xL2Q).

et
2

H(Q) ={p € HXQ),< ¢ >=0}, T=Y x H (Q) x H(Q).

Donc la famille d’opérateurs S(t) défini comme suit :

S(t): ® — @, (ug, ag, ay) = (u(t),alt), g—(;(t)),

est dissipative. Et
S(t) : U — W, (ug, ag, ) — (u(t), a(t), a(ﬂ),

est aussi dissipative.

Remarque 2.2. Il résulte de (5.81) et (5.89) que la famille d’opérateurs S(t) est

y o . . ., _ O«
formellement associée auz équations suivantes (qui correspondent a (u, @, _815) :
ou Ox
~_A = — 102
pr u+ gy (u) % (5.102)
0*a Oa ou d<u>
ga oa g o ow_ L dsu> 5.103
a2 T T R¢ op YT Ty v (5.103)
0 oo
8_‘;‘ - 8—‘:_ <u>texp(—t)(<up+on>).  (5.104)

Mais ce systeme est nonautonome et donc la famille d’opérateurs S(t) ne forment
pas une famille de semi-groupes. On se restreint alors a hyperplan :

30: {0 = (o1, 92, ¢3) 65,< 01 + 3 >=0}.

Donc on a conservation de lenthalpie et S(t) est une famille de semi-groupes,

5.104]) s’écrit alors :
0 Ja
a—j‘:a—(z‘— <u>. (5.105)
On commence & donner le
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Théoréme 2.3.ﬁous les hypotheses du Théoréme le semi-groupe S(t),t > 0,
est dissipatif sur ®o. Autrement dit, le semi-groupe S(t),t > 0, posséde un ensemble
borné absorbant B, dans ®;.

DEMONSTRATION:  On prend les données initiales (ug, ag, a1) dans un borné de
F. Disons que, pour tout Ry > 0, on a (ug, &g, ®1) € Bg,, Br, ¢tant la boule de F’
de centre 0 et de rayon Rj.

La relation ([5.93)) donne en particulier :

C2 4 eh, < ¢ (5.106)

Le lemme de Gronwall appliqué a ([5.106)) donne
Ey(t) < Ey(0)exp (—ct) +¢, ¥t >0. (5.107)

Par (5.95) et le fait que les données initiales sont dans un borné, I’estimation ([5.107])
devient

BEy(t) < poexp (—ct) + ¢, (5.108)
avec fo = po(Ro) > 0.
Soit maintenant Cy > 0 assez grand pour que

po exp (—ct) + ¢ < Cp.

On a alors que la boule de centre 0 et de rayon Cj est un ensemble borné¢ absorbant
pour le semi-groupe S(t)(t > 0). En d’autres termes,

. o
I ullEg) + @@ + | 5 I°< Co, WVt >to, (5.109)

Co—C
Ho

)} O

1
avec tg = to(Ryp) := max{0, —— log(
c

Congernant la dissipativité de S(t) dans Uy, on a le résultat suivant,

Théoréme 2.4. Sous les hypothéses du Théoreme le semi-groupe S(t) est dis-
sipatif sur Wy. Autrement dit, S(t),t > 0 posséde un ensemble borné absorbant B,
dans Wo.

DEMONSTRATION: On prend les données initiales dans un borné de F. Disons

que pour tout Ry > 0, on a (ug, g, 1) € Bg,, Bg, étant la boule de F; de centre 0
et de rayon R;. La relation (5.96) donne en particulier

dE ,
d—tﬁ +eEg(t) < ¢, (5.110)

le lemme de Gronwall et le fait que les données initiales sont dans un borné, donnent

Eg(t) < pexp (—ct) + ¢ . (5.111)
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Soit C7 > 0 assez grand pour que
pexp (—ct) + ¢ < Ch.

On a alors
20 13 Py + | o < G ezt (5112)

Cl B C//
H1 >}

Par (5.109) et (5.112)), en posant to = max(t,t1), on déduit de ((5.99) que

1
avec t; = max{0, —— In(
c

| u(t) e < Car VE> 1y, (5.113)
d’out le théoréme. O

Le théoréme suivant donne l’existence d’'un borné absorbant pour le terme non

linéaire gy (u) dans le probléme (5.1))-(5.4)).

Théoréme 2.5. [] existe une constante Cs telle que

| gn(u(®) [IP< s, VE >t (5.114)

DEMONSTRATION:  On multiplie (5.1)) par gy (u), et par (5.9) on aura

I gn(u) [IP< e(l| Vu ||* + || ||2 || || )- (5.115)
Par (5.109),(5.112)), la relation (5.115]) donne ((5.114)). O

Par (5.113), on a
u € L (ty, +00, H*(R)), (5.116)

en associant ((5.100)) et (5.116[), on a alors que

u € L(RY, H*(Q2)). (5.117)
De la méme maniére, on démontre que

g_? € L*(R", LX),  a@eL™([R' HQ)

et
oo ot 17l
E € LR, H(Q)).

106 2 Dissipativité



Chapitre 6

Attracteurs pour un modéle de
champ de phase de type Caginalp
avec un terme logarithmique

Ce chapitre est consacré a ’étude du probléme de champ de phase avec un terme
logarithmique vu dans le chapitre 4, mais considéré ici avec conditions aux limites
de type Neumann homogénes. Nous considérons alors le probléme (P') suivant :

Nty = O
aQ—OZ—i—a—a—A(x = —@—u
otz ot ot ’
u_oo
ov  Ov ’
uw(0) =uy, «a(0) = ap, ({;—?(0) = oy,

(6.1)
(6.2)
(6.3)

(6.4)

oll, comme précédemment, u est le paramétre d’ordre, « est la variable de déplace-
ment thermique, 2 C R™, un domaine borné régulier (& préciser la dimension dans

la suite) et 02 désigne le bord régulier.

Le potentiel g est défini comme suit :

1
g(s) = —2Kos + k1 In( . R

), s€(—1,41),0 < K1 < K.
— s

On voit que g vérifie
g estdeclasse C*® et g¢(0)=0,
—co <G(s)<g(s)s+co, >0, se(—=1,+1),
ou G(s) = [, g(T)dr et

’

g(s)>—-A se(—=1,+1), A>0.

On considére de plus, dans le cadre de notre probléme, les espaces suivants :

F,=H*Q)?*x H*(Q) et Fy=HYQ)*x H*(Q).

107



6 . Attracteurs pour un modéle de champ de phase de type Caginalp avec un terme
logarithmique

Notons que
1
pr— (| VAp [P + <9 >?)2

et
pr— (| A2 |2 + < o >3

sont des normes dans H?() et H*() respectivement, qui sont équivalentes aux
normes usuelles.

. ! " o). . .
On notera dans la suite ¢, ¢ et ¢ des constantes positives qui pourront varier d’une
ligne a l'autre et quelques fois dans la méme ligne.

La premiére section traite le probléme (6.1)-(6.4) avec Q@ C R", n=1,2 et 3.

1 Semi-groupe et dissipativité
Rappelons I'espace K définit au chapitre 4, comme suit
K={pel?f),-1<¢<1 pp. dans Q},

et de méme on approche le logarithmique g par gy ot gn est un polynéme de degré
impair défini par ((5.5), on obtient alors le probléme (P)y) suivant

0 0
—gév — Auy +gn(un) = —gtN, (6.9)
oy  Oay Oun
Ot2 T ot Aay = T ' (6.10)
8UN B 8aN .
0
un(0) = up, an(0) = ao, %m) = ai. (6.12)

D’apres le chapitre précédent, on rappelle le Théoréme suivant congernant le pro-
bleme (Py).

Théoréme 1.1. Pour (ug, o, 1) € F, le probleme - admet une unique
6;‘—tN) avec uy € Lo(RY, HY(Q))NL2(0, T, HX(Q)), ag—f e LX(Qx
(0,7)),an € L®R", HY(Q)),ay € L=(0,T, H'(Q)) et aQ—N € L(R", L*(Q)),

ot
VT > 0.

solution (uy, oy,

Rappelons que pour ¢ € K on a Gn(p) < G(p), on prend donc dans toute la
suite ug € K.

1.1 Existence et unicité.

On construit la solution du probléme (P) comme étant la limite lorsque N —
400 de la solution du probléme (Pj). Plus précisement on démontre le résultat
suivant.
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Théoréme 1.2. Soit (ug, ap, 1) € Fx = (K N HYQ)) x HY(Q) x L*(Q), alors le
probleme (ﬂ/ H) admet au moins une solution (u, , %t) avec

(u,@) € L®(R", H(Q)?), (u, %) € L*(0,T, H*(Q) x L*(2)),

a € L®0,T, H'(Q)) et 88‘: L®(R*, LX), VT > 0.
De plus Yt > 0, u(t) ||Le@)< 1, Uensemble {x € Q/|u(z,t)] = 1} est de mesure

nulle.

DEMONSTRATION: En remplacant (u,«) par (uy,ay) dans (5.93)-(5.95), on
écrit :

dF. 0 /
N4 e Bant || Buy [P+ | 5 “N 1) <c, e>0, (6.13)
ol
2 2 2 8O‘N 2
Epn =| un [|? + || Vuw [I” +2 [, Gr(un)dz+ || Vay |2 + || = |
aoz Jayn
+eo(|| Van 2+ 1| - 17 +e | aw [I* +26(( aév an))) + e || qu I,
(6.14)
satisfait
2 — |2 é)OéN
cllun 3y + Jo Grlun)dat | a8 3y + = I )— ¢ < Eay
” . aOéN
<c(llun 7@ + JoGrlun)de+ | an 7+ | s %) +
c,c”>0 et c,c > 0.
(6.15)
On applique le lemme de Gronwall & (6.13)), on a
Eyn(t) < Eyn(0) exp (—ct) + ¢, (6.16)
la relation (6.16)) implique en particulier que
Ean(t) < Ban(0) + ¢ (6.17)
Ainsi par (6.15) on aura
2 S 2 aO‘N 2
sup {[| un(t) o) + 1 a8 () i) + | -0 7} < ¢ (6.18)

te[0,T]

ou c¢ est une constante qui ne dépend pas de N.

En faisant tendre N vers +oc et en considérant une sous suite, on a par 1’estimation
(6.18)

uy — u faiblement étoile dans L*>(0,T, H'(Q)), (6.19)

ay —a faiblement étoile dans L*(0,T, H*(Q)), (6.20)
et 5 5

gtN R 8_? faiblement étoile dans L>(0, T, L*(€2)). (6.21)
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On intégre (6.13)) entre 0 et ¢, on a

8uN

5 |)ds < e, Vte[0,T], c¢>0,

t
Ean(t) + / (e
0

la constante ¢ est bien str indépendante de N. Il en découle que

aUN 8“ . 2 2
= o faiblement dans L°(0, 7T, L*(Q2)),

Auy — Au faiblement dans L?*(0, T, L*(12)).
La relation ([6.16) donne en particulier

| un(t) ||*< FEan(0)exp (—ct) + ¢, ¢>0,

donc
< Uun >2§ EQN(O) exp (—Ct) + C,, c> 0.

En remplacant H par Hy dans (5.82)), on écrit
< Hy(t) >=exp (—t) < Hy(0) >,
qui peut s’écrire sous la forme

d<OéN>

o (t) = exp (1) < Hy(0) > = <un(t) >

On integre (6.28) entre 0 et ¢, on a
t
<an(t) >=<ap >+ < Hy(0) > (1 —exp (—t)) —/ < up(s) > ds,
0

donc par ([6.25)), on déduit
< O[N(t) >2§ C(EQN(O)+ || Qg ||2) + Clt2.
En utilisant la norme équivalente dans H'(Q2) on aura

sup || aw (@< ¢
te[0,7

ou c¢ est une constante indépendante de N. Donc on a

ay — a faiblement étoile dans L>°(0, T, H'(f2)).

Par (5.115)), on écrit

o e S5
ot ot '
On integre (6.33]) entre 0 et ¢, par (6.19),(6.21)) et (6.23) on aura :

I g (un) [P< e(ll Vuw [I* + | “

I gn (un) 72 < c

(6.22)

(6.29)

(6.30)

(6.31)

(6.32)

(6.33)

(6.34)
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ou c est indépendante de V.
Par (6.34)), on a pour une suite extraite
gn(un) — ¢g* faiblement dans L*(Q). (6.35)
Donc lorsque N — +oo dans (6.9)), on déduit de (6.23)),(6.24)),(6.35) et (6.21)) que
0
(u, o, 8_(;) vérifie : . ,
i Au+g 0_? dans L*(Q). (6.36)
0
De (6.10]) on déduit (on pose Sy = %) :
0 0 0
g;v + gtN,X >+ < Vay,Vy >=—-< %—f—umx >, Vx e€D((0,T) x Q),

ol <., .> désigne le crochet de dualité entre D'((0,T) x Q) et D((0,T) x Q).

Donc lorsque N — 400 on déduit de (6.19)),(6.21)),(6.23)) et (6.32) :

Pa O ou
— —Aa=—— — L*(Q). :
ETe + = BT a=—g —u dans (Q) (6.37)

De plus d’aprés SIMON (voir [19]), (6.19),(6.23) d’une part et les relations (6.21]),(6.32)

d’autre part impliquent lorsque N — 400 :

uy — v dans  C([0,T], L*(Q)), (6.38)
ay — a dans  C([0,T], L*(Q)). (6.39)

Donc en particulier on aura u(x,0) =uy et o«(z,0) =0« dans €.

Démontrons finalement que —(z,0) =

ot (
L1 8OCN 2 =1 ,
On déduit de (6.21) que —— € L*(0,7; H (Q2)), d’autre part on a

ot
agtN € L*(0,T; H'(Q)), par suite

804N

o e C(l0.T), H (@),

o)
donc d’apreés le théoréme de Strauss on aura % € Cw([0,T], L*(Q)) par suite il

0
existe une sous suite % € Ow([0,T], L*(2)) telle qu'en particulier lorsque p —

Oay, Oa
o V=5
O

Or W(O) — ay dans L?(2), on déduit alors le résultat.

Des convergences (6.19)),(6.20]),(6.21)),(6.23)) et (6.32)), on a écrit

u € L0, T, H (Q)) et % € L*(0,T, L*(%)),
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a € L®0,T, HY(Q)),a € L=(0,T, H(Q)) et da € L>(0,T, L*(2)).

ot
On conclut par le Théoréme de Lions que
u,a € C([0, T, L*(2)).
Alors (u, a, 8_?) vérifie
% —Au+g" = (?)_a dans L*(Q), (6.40)
’a O ou 5
W—FE—AQ =~ U dans L*(Q), (6.41)
ou  Oa
W 0 sur 900 x (0,7), (6.42)
0
w(0) = o, a(0) = ag, a—(t)‘(()) —a; dans Q. (6.43)
On va demontrer maintenant que l'ensemble {z € €, |u(z,t)] = 1} a une me-

sure nulle. Pour cela on va utiliser la méthode utilisée par Debussche et Dettori
(voir [9], [14] et [15]).

On choisit un 7 petit arbitraire qui appartient a (0,1) et V¢ € (0,7) on pose

EN (@) = {z € Q/jun(z,t)] > 1 - 77}.
Soit |E)Y (t)] la mesure de E, on a |E)(t)| = mes(E) (1) fEN dz et XY (t) sa
fonction caractéristique définie par :

1 si xe EN(t)
N — 7 n )
Xy (1) { 0 , ailleurs.

On intégre (6.13]) entre t et t +r, on a

t+r 8
EZN(t+7“)+/ (Bavt | 2020 |2)ds < () 4 Ban(t), W62, ¥ >0, (6,44
t

Pour continuer la démonstration du théoréme on énonce les deux lemmes suivants.

Lemme 1.3. [l existe une constante positive c telle que pour tout r > 0 on a
1
| —=(t) |I’< c(; +1)(Eon(0) + 1), Vt>r>0. (6.45)

PREUVE:  En remplagant dans (5.68)), (u, ) par (uy,ay), on écrit
4y % P oy 202

0uN “2 auN

IV < e un I+ I Vay |+ |

8u_N gaN )

gc(HuNH2 o aw By + I 5 1P+ 125

(6.46)
Par (6.15)),(6.16]) et (6.44), on applique le lemme de Gronwall uniforme a (6.46|) et
donc on déduit que Vs > 0 on a

I a“—N(t +5) |I’< c(é + 1)(Eyn(0) + 1), ¥Vt >0, (6.47)

ce qui compléte la preuve de (6.45)). O
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Lemme 1.4. [l existe une constante c telle que pour tout r >0 on a
1
| gn(un(®)) IP< e( + D(Ean(0) +1), ¥t 27 >0, (6.48)
PrREUVE:  Par (6.15]), on conclut de (6.17) que
aOé ’
| Vun(t) |2 + | N( t) [I°< Eon(0) + ¢, Wt >r>0. (6.49)
Par et , on obtient de (| - ) la relation (6.48]). O
Par (6.48]) on écrit,
c
| gn(un) [IP< (L4 1)(Ean(0) +1),
implique
t |l gn(un) [IP< e(1 +1)(Ean(0) + 1),
donc
t] gn(un®) IP< (T +1), Vte(0,T). (6.50)

Par suite on a

. 2k+1 1
2 l (@)1 21
{ fEf,V(t) QJQV(UN)d:C} = |E7]7V<t)|2'{[nf:‘€E’l7V(t)(Eg:o 275—4—1) }
) uy (z) [
> |E7]7V(t)|§jnfer,1]V(t) Z]kvzo %
ot e (1)
> [E; ()2 X =0 Tk 41
ce qui implique que
N(1\|3 ¢
BN} < il (6.51)

Lorsque N — +o00, on déduit de (6.38]),(6.51]) et du lemme de Fatou que

< liminfy_, o0 [, X0 (£)da
< liminf |E](t)]
4

/2=’
t1n? (_77>

n
avec |E,(t)] et x,(t) désignent respectivement la mesure de I’ensemble
{z € Q,|u(x,t)| > 1 —n} et sa fonction caractéristique.

|E,(t)] = Jo xo(t)dz < [ liminfy_, o0 X)) (t)da

Lorsque n — 0 on obtient V¢ € (0,7),

mes{z € Q, Ju(x,t)] > 1} = 0. (6.52)
De plus par (6.38)),(6.52)) on a, lorsque N — 400 que Vt € (0,7 :
gn(un(t)) — g(u(t)) p.p. dans €. (6.53)
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Par (6.34)),(6.53) et Lions ( [13|, lemme 1.3, p.12), on a

gn(un) — g(u) faiblement dans L*(Q). (6.54)
Finalement par et on obtient que
9" =g(u),

d’ou le théoreme. a

Congernant 1'unicité de la solution du probléme (P), on énonce le théoréme
suivant

Théoréme 1.5. Sous les hypothéses du Théoréme avec , le probleme —

admet une solution unique avec la réqularité ci-dessus.

DEMONSTRATION:  On prend deux solutions (u™"), aM) et (1, a(?) du probléme
(P') de mémes conditions initiales et de méme moyenne spatiale. On pose

(U, O[) = (U(l), a(l)) - (U(Q), O-/(Q))'

Alors (u, ) vérifie :

ou e
7 _ Wy _ 2y = 2=
5 Au+ g(u') — g(u'?) 5 (6.55)
Pa O ou
w—FE—AO&——U—E, (6.56)
ou Oa
o= =0, (6.57)
u(0) = a(0) = a_o‘(o) — 0. (6.58)
ot
On multiplie (6.55)) par w et on intégre sur €2, par (6.8]) on a
1d 9 9 9 Oa
< -
gz NelF+ 1 Ve P Al wlI® +((57, w),

en utilisant I'inégalité |((v,w))| < c || v [|mi@) - || w HHX,l(Q) on obtient

|| wll? + [ Vu [P< el w |* + || ||2 Hay): (6.59)

On intégre (6.56)) entre 0 et ¢ on aura

0 0
On multiplie (6.60]) par (—A)J_\,l—a (notons que < S 0) et on intégre sur 2 on

ot ot
aura J '
2 2
Gl g +2a [ ad)]+ 1 5
erlla P+ 5 Eguumy + 1), te 0] (6.61)
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On multiplie par « et on intégre sur 2 on obtient

d t
%MaW+HvAa@W%WanwmmmwﬂQWWum,te&ﬂ

(6.62)
On additionne (6.62)) et 61(6.61)) avec 0; > 0 assez petit on aura
d t t
2 2 2
el v/o ads 2 +31 [ o |30, +251((a,/0 0ds))]
(H H2 yHell?) < erlll w22 + ITu ). (6.63)

En particulier

t t t
|MW+M7¢@WHM@/wmzwaWﬂw/mmm ¢> 0.
0 0 0

(6.64)
On additionne ((6.63)) et d2(6.59) avec do > 0 assez petit on aura
dFE
— <cr(E+ [ u H%Q(O,t,LQ(Q)))’ t 0,71, (6.65)

dt

avec

t t
Eit)=| al?®+| V/O ads [|? +6 || « H?f&l(ﬂ) +251((a,/0 ads)) + 6 || u |2

(6.66)
Le lemme de Gronwall appliqué a ([6.65)) donne
E(t) <exp(crt)E(0) +cp || u ”%2(0,t,L2(Q))>
en particulier
I u) IP< er Il w Z2422), ¢ €[0,T], (6.67)
on applique de nouveau le lemme de Gronwall & (6.67)) on aura
I w720, 02000= 0, t € [0, 7], (6.68)
par conséquent
E(t) <0, tel0,T], (6.69)
on déduit alors I'unicité. O

Les théorémes et [1.5] nous aménent a considérer un semi-groupe S(¢) pour
tout ¢t > 0, qui est défini sur Fx de la fagon suivante :

S(t) : Fie — Fie, S(t)(uo, a0, 1) = (u(t), a(t),g—j‘(t)), (6.70)

ou (u(t), a(t), % (t)) est 'unique solution de
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1.2 Estimations supplémentaires.

D’aprés le Théoréme on a obtenu l'existence d’une solution unique du pro-
bléme (P'), on établit dans cette section des estimations supplémentaires sur cette
solution. Pour ce faire, on pose

Bu:=—Au+u, avec D(B)=H%(Q)={uec H*Q), g_u =0 sur 00}
v

Par ailleurs , on pose || u ||1= ((B2u, Bzu))2 pour tout u € H' () et on note que
cette norme est équivalente a la norme usuelle de H'(2).

On réécrit (6.1)) sous la forme
ou O

B — 6.71
5 T But flu) ==, (6.71)
avec f(s) = g(s) — s, on a que f et g satisfaient les mémes propriétés. On pose
= fo f(r)dr
ou o L
On multiplie (6.1) par v + — 5 (6.2) par e en intégrant sur {2 et en sommant
les deux équations résultantes, par (6.7]) on obtient
—(lullP + Tl + 2 u)da+ H =2+ H Va [?)
dt ' S F Y o Ot (6.72)
te(ll wllf +2 [ Fu)dr + || ||2 g P <e, e>o0.
On réécrit ((6.2)) sous la forme
OH
— + H—-Aa =0, 6.73
5 T a= (6.73)
ou 9
o
H — -
U+ ETR
On intégre (6.73]) sur £2. On obtient
d< H >
—+ < H>=0. (6.74)
dt
En particulier, on déduit de (6.74]) que
< H(t) >=exp (—t) < H(0) >, (6.75)
donc
lim H(t)=0. (6.76)

t—>+o00
De plus, si < H(0) >= 0 c’est-a-dire < ug+ a; >= 0, on a conservation de I’enthal-
pie,

< H(t)>=0, Vt>0. (6.77)
On a alors o
%—Ij +H - Aa =0. (6.78)
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o oa .
On multiplie (6.78]) par n on obtient
dt(H C 2 4+ 1| Va )+ H ||2< el w* + || || )- (6.79)
On multiplie (6.78]) par @ on obtient
_ da
(|| I +2((8t a))+ || Va [P< el u |* + || ||2 || || ). (6.80)

On multiplie (6.80]) par 3 et on additionne le résultat avec (6.79) on obtient

oa
(II Va > + || ||2 + Gl +205((5;, @) +C(|| ||2 + || Vo [*)
ou
< 2
c(llull®+1 57 o ) e>0,
(6.81)
ol d3 > 0 assez petit de telle facon qu’on obtient en particulier
2 2 da _ — 2
|| || +03 || @ |I” +205((5 @) 2 el @ |7 + || || ), ¢>0,  (6.82)

on multiplie ensuite (6.81]) par d, et on additionne le resultat avec (6.72)) ot d4 > 0

assez petit pour obtenir

d

— +c(Ey H H ) < c>0, (6.83)
ou

Er=|ul®+ || Wl + 2y Flapdat || Va |+ 222
JaF 9a ot (6.84)

) 24 =7 ) 2 426 a))).
o Va2 T a2 2 @)
On multiplie maintenant (6.1)) par —Auw, en utilisant (6.8)), on aura
d
Z IVl Au P< e Vu | + | g—? [ (6.85)

Multiplions ([6.85)) par d5 assez petit et additionnons le résultat avec (6.83)) on obtient

O Bt | Bu P+ | ) < o> 0, (6.56)
ou
Ey=E; + 05 || Vu ||?, (6.87)
satisfait
([l w HHI(Q + Jo Flu)da+ || @ HHl(Q + H ot H ) < b
< w)d Z (6.88)
< (Il + Jo Fu)det | @[3 q) + || H ) + ¢

cc >0 et c’,c’”ZO.
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Le lemme de Gronwall appliqué a (/6.86|) donne
Ey(t) < Ey(0)exp (—ct) +¢, ¢>0, (6.89)

. / . ’ ’ . . .
ol c¢ et ¢ sont indépendantes des données initiales.

En particulier, (6.89)) donne
| u(t) |°< Ey(0)exp (—ct) +¢, ¢>0. (6.90)
On peut réécrire ([6.75)) sous la forme

d< o>

(1) = exp (1) < H(0) > — < u(t) >, (6.91)

qui donne
<at)y>=<ay>+< H(O) > (1 —exp(—t)) — /t < u(s) > ds, (6.92)

donc par , on aura
< a(t) >2< e(By(0)+ || ag ||?) + ¢ 2. (6.93)

La relation (/6.93) montre que « n’est pas dissipative mais @ est dissipative (voir
chapitre précédent). Pour étudier la dissipativité on introduit les espaces suivants :

Fr = (KN H*(Q)) x H*(Q) x HY{(Q),

Fre = (K NHY(Q) x HI(Q) x LX(Q), F = (KN HXQ) x BX(Q) x H'(Q),
Fox = {0 = (1, 92,93) € Fx,< @1+ 3 >= 0},

A P . !
de méme on définit I'espace [,

1.3 Ensembles absorbants et Régularité.

Dans cette section, on prouve tout d’abord I'existence d’ensembles bornés absor-
bants pour le semi-groupe S(t),t > 0, associé au probléme (P'), dans l'espace Fog.
Ensuite on énonce un théoréme de régularités supplémentaires pour les solutions,
qui va nous permettre d’étudier la dissipativité sur Fj .

On commence a énoncer le

Théoréme 1.6. Sous les hypothéses du Théoréme le semi-groupe S(t),t >0,
est dissipatif sur Fox. En d’autres termes, le semi-groupe S(t),t > 0, posséde un
ensemble borné absorbant By dans Fg.

DEMONSTRATION:  On prend les données initiales (ug, ag, @) dans un borné de
F. Cad, pour tout Ry > 0, on a (ug, o, 1) € Bg,, Bg, étant la boule de F' de centre
0 et de rayon R,. La relation donne en particulier
by | cEy < ¢, (6.94)
dt
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on applique le lemme de Gronwall & (6.94)), on a
Ey(t) < exp (—ct)Ey(0) + ¢, Vt>0. (6.95)

Par (6.88) et le fait que les données initiales sont dans un borné, 'estimation ((6.95)
devient
Es(t) < wvgexp(—ct) + ¢, (6.96)

avec vy = 1p(Ry) > 0. Soit Cy > 0 assez grand pour que
voexp (—ct) + ¢ < Cy.
On a alors

() ) + @) i@ + H H2< Co, Vit 2>t (6.97)

!/
Oo—C

0]

1
avec tg = to(Ry) := max{0, —— log(
c

)} O

On énonce dans la suite un théoréme de régularités supplémentaires pour la
solution du probléme (P').

Théoréme 1.7. On suppose vraie . Alors si les données initiales appartiennent
a Fr et glug) € L), le probleme (P') admet une unique solution telle que u €

L®(RY, H2(Q))), a—;‘ € Lo(RY, L2(Q)) N L2(0, T, HY(Q)),a € L®(0,T, HX(Q)),a €

L®(R*, HY(Q)) et 2—(;‘ e L*(R*, H'(Q)), VT > 0.

) 0
DEMONSTRATION:  On note que a—;‘(o) = Aug — g(up) + a.

On différencie (6.1) par rapport au temps et par (6.2]) on a

0 Ou ou ., Ou Ja ou
E(E)—Aa—i—g(u)a——a—i—Aa—u—E. (6.98)

0
On multiplie (6.98)) par —u, I'inégalité de Holder et entrainent

ot
2 2
2 92 )
ou 2 8a 9
S0 S 1)

ou
|| ||2 + Vo, 1> < ( | w [l 4+ || Voo ||* + H

< (Nl +1a B + I 5

(6.99)
0
On multiplie 1’ par _Aﬁ_(j et on intégre sur €2, on a
(H Aa [ + || V H )+ V— 1< e(ll Vu [|* + ] V H )- (6.100)
On multiplie finalement 1) par —Aa« et on intégre sur (), on aura

2 da 2_ du 2
2dt(\l Va || +2((V8— Va))+ I Ae |IP= ((u, Aa)) + (5, Aa))+ |l V H
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ce qui donne

d 9 Oa 9 9 ou Oa
— - < - 12,
U Vel +2((Vor Va))+ [ Aa [P< e u 7+ 1 o0 1P+ 1T Vg H(é o

On somme (|6.100]) et €4(6.102) o €4 > 0 assez petit de telle sorte qu’on obtient en
particulier :

Oa
| V H2 +e(l Vo | +2((V—-, Vo)) > | V H2 + | Val?), e¢>0,

ot
(6.102)

on obtient alors

dE3 ’ 8u
Wl VX 4 D 1) < € ey + 1 e [ngey) >0, (6,109
ou 5 5
Q Q
By =| Aa | + [| Vo [P el Va [P +2((V 57, V). (6.104)
On somme ensuite et €5(6.103)) ol €5 > 0 assez petit pour obtenir :
dE4
o (IIV ||2+||V ||2+||A04||)
<l u g + H H2 + | Va |* + H HQ), ¢>0, (6.105)
ou
—II ||2 +es . (6.106)
On somme finalement ((6.86) et €g |D ol €5 > 0 assez petit et on obtient :
dE
d—; + c(Bs~ | v |\ )<, ¢>0, (6.107)
avec
E5 = EQ + 66E4, (6108)
satisfait
Oa 9 9
el 3¢ ||H1 + [ Aaf” + || H + |l ulling + | Glu)de
Q
+ 1@ 1310y + || || )—¢ <Bs < C”(II 5 i) + Il Aa |2
au 2 _ a@ 2 m
g P+ lulime + JoGdet [ @1l + 1 55 IIF) +c

(6.109)
On multiplie maintenant (6.1)) par —Auwu, l'inégalité de Holder et donnent

| Au® < ol Vu | + || ||2 I vl %)
g (6.110)
< clflul? +H 2 1S ),
— H(Q) at at H1(Q)
on déduit alors les régularités demandées. O
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Le Théoréme (1.7 nous améne & définir le semi-groupe S(t),t > 0 sur I'espace Fj.
On a alors

S(t) : Fie = Fre, S(t)(uo, o0, o) = (u(t), a(t), g—?(t)), (6.111)

ou (u(t), a(t), g—?(t)) est I'unique solution de 1)1}

Théoréme 1.8. Sous les hypothéses du Théoreme le semi-groupe S(t),t > 0
est dissipatif sur Fy,. En d’autres termes, S(t) posséde un ensemble borné absorbant
By dans Fy.

DEMONSTRATION:  On prend les données initiales (ug, ag, @) dans un borné de
Fy, c’est-a-dire, pour tout R3 > 0, on a (ug, ag, 1) € Br,, Br, étant la boule de F}
de centre 0 et de rayon R3. La relation (6.107)) donne en particulier

dE :
d_;+CE5 <c, e>0, (6.112)

le lemme de Gronwall appliqué a donne
E5(t) < E5(0) exp (—ct) + ¢ . (6.113)
Par (6.109), I'estimation devient
Es(t) < viexp (—ct) + ¢, (6.114)
avec v; = v1(R3) > 0. Soit maintenant C} > 0 assez grand pour que
viexp (—ct) +¢ < Cy.

On a alors

B oo ou
1) By + 1 5 By + 1 5 PG Wm0, (6115)

/
Cl—C

141

)}

Finalement, par (6.97)) et (6.115)) et pour ¢ty = max(to,t;), on déduit de (6.110))

1
avec t; = t1(R3) := max{0, —— log(
c

| u(t) 32y < Can Yt > to, (6.116)
d’ot1 le théoréme. O

La section suivante traite le probleme (6.1)-(6.4)) avec @ C R®, n =1,2, en se

basant sur une propriété de séparation vérifiée par u.

2 Solutions et semi-groupes en dimension une et
deux.
On démontre ici 'existence et I'unicité des solutions du probléme (P') basées sur

une propriété de séparation stricte, en dimension une et deux, qui va nous permettre
de plus de prouver la dissipativité.
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2.1 Existence et unicité.

Vu qu’on ne considére pas ici I’ensemble K utilisé dans la section précédente, on
démontrera une propriété de séparation sticte afin de prouver le caractére bien posé
de notre probléme. On a le

Théoréme 2.1. Le champ de phase u satisfait la propriété de séparation stricte,
c’est-a-dire
| u(t) |[Le< 1 =10, Vt2>0, (6.117)

o 6 > 0 (a préciser selon la dimension).

DEMONSTRATION:  On suppose & priori que || ug ||re< 1 et || © || poo(oxr+)< 1.
On multiplie ((6.86)) par exp (cs), on a
d 2 au 2 ’
@ (exp (e)Bals)) + exp (es)(| A | + | T0 7)< exples). (6119
On intégre (6.118]) entre 0 et ¢, on aura
t
ou /
exp () Ealt) + [ exp(es) (| Su P+ || 5 [2)ds < ¢ exp (ct) + Ea(0). (6.129)
0

On multiplie (6.119) par exp (—ct), par (6.88) on aura

. Oa
Il 5 + 1) 1z + 1l 5 (2) I+ Jyexp (—c(t —9))(|| Au |* + || || )ds
< QD(uo)+ [l uo I3 + a0 170+ ar [IP)exp(—ct) +¢, > 0
(6.120)
On multiplie par exp (cs), on obtient
d ou
D fexp (es) | 22 2) 4 exp es) | Vo |
/ _ U
< cexp(es)([| @17 + |l e I? + || ||2 + [ [?). (6.121)

On integre (6.121]) entre 0 et ¢, on a

Ju
WWMEUW+LwMMW§W

ou ou
< Jyexp(es)(|| @[3 + 5 17+ H H2 + [ wlP)ds+ || 7 (0) [I*
(6.122)
On multiplie par exp (—ct), on a
ou
H—@W+ﬁm—WﬂMV I? ds
ot 9 ot
’ _ «
< fyexp(=c(t—s)(| @3 + H |!2 +1 = 65 12+ [l wl*)ds  (6.123)
u
+6XP( ct) |l 2 0) [I*.
Notons que
ou
570 1°< Q(D(uo)+ || wo 72 + [ e [1?)- (6.124)
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Par (6.120]) et (6.124]), la relation (6.123)) donne
ou ‘ ou
I 250 1P+ fexp (—elt =) Il S [ ds 6.125)

< QD(uo)+ [[uo Iz + a0 7 + | en [P exp (—ct) + ¢, e>0.

On réécrit (6.1)) sous la forme d’une équation élliptique pour ¢ > 0 fixé,

ou O«
ou
% =0 sur T. (6127)

On multiplie (6.126)) par —Auwu, et les inégalités de Holder et Young, avec € > 0
assez petit tel que 1 — € > 0 donne

’ au aOZ
2< 2 2 2
I A P Q) Tl 4 2 g 22 (6.129

Par (6.120]) et (6.123)) la relation (6.128) donne :

[ u(t) [F2< QDo)+ || uo I + 1135 [ + || ax ) exp (—et) +¢, e> 0.

La relation donne en particulier (042
% +cBs<c¢, ¢>0. (6.130)
On multiplie par exp (cs), on a
%(exp (cs)Es(s)) < ¢ exp (cs), (6.131)
on intégre (6.131]) entre 0 et ¢, on a
exp (ct)Es(t)) < ¢ exp (ct) 4+ E5(0), (6.132)

on multiplie (6.132]) par exp (—ct), par (6.109)), on aura

_ Oa
| a(t) 72 + | E(t) 78

< QUD(wo)+ || wo e + 15 3 + 1l o [3) exp (—et) +¢, ¢> 0. (6.133)

Par (6.125),(6.129) et (6.133) on écrit

_ Jda ou
() I3 + @) 3. + | 5 0 17 + | 5 ) [

ou
+  Jyexp(—c(t—s)) || v 1% ds

< QDo)+ | uo 7 + 130 72 + [ aa [F) exp(=et) + ¢, e>0.

(6.134)

En dimension une :- On réécrit (6.1) sous la forme

ou Oa
E—AUJFQ(U)—E—JC
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Par l’injection continue H'(Q) € C(Q), et (6.134)), f satisfait :

|| ||L°°< QD (uo)+ || uo 32y + a0 i) + I i) exp (—ct)+e, e >0.
(6.135)
On déduit 'estimation suivante (voir chapitre 4) :

D(u(t)+ [l u(t) |7 + || ot ) ||2 + || ( ) Iz

ou
+ H Sy L R fo exp (—c(t — s)) || o7 7 ds
8 ot

< Q(D(uo)+ || uo 32y + 110 32y + Nl 1 7)) exp (—ct) + ¢
(6.136)
En particulier
| u(t) lL=<1—10, Vt>0, (6.137)

avec § > 0 dépend de D(uo), || uo ||r2@), | @ ||m2@) et || a1 [|a @)

En dimension deux :- En répétant exactement pour le probléme (6.1)-(6.4)), les
estimations qui ont donné (4.144]), on écrit

t
, 9
Es(t) < c / exp (—elt = ))( At | + || AT [)ds + Eof0) exp (~ct). ~(6.139)
0
avec Fjg satisfait

(|l Aa | + || VAa || + | A || ) < ¢l Aa|l® + || VAa |I* + | A || ).
(6 139)
Or par (6.134), on a

/0 exp (—c(t — 5)) || Au ||? ds

< Q(D(uo)+ || wo 2y + | @ 2@ + 1 a1 7)) exp (—ct) + ¢ (6.140)
On dérive (6.1)) par rapport au temps et on écrit

0 0u ou
ou ) B 9
(0% u u

En répétant les estimations qui ont donné (4.151f), on a

HV H2 + foeXp c(t =) | A— I* ds

< ot - NI AP + I 958 |2)ds + exp (- ct>||vf;“<>||2.

(6.143)
Lemme 2.2. VM > 0:

/ exp (M|g(u(zx,t))|)dxdt
(t1+1)xQ

< Q(D(uo)+ || uo ||%{2(Q) + || @ H%{?(Q) + [l ax ||§11(Q))6XP(—015> tc (6.144)
ot ¢ est une constante qui dépend de M.
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PREUVE:  On reécrit (6.1) sous la forme :
ou
— —Au+gu) = f. (6.145)
ot
Par (6.134) on a
£ () 17 < QUD(uo)+ [l wo 20y + | @ 720y + Il o H%Jl(Q)>eXp(_Ct)<—i_cl' |
6.146
On suppose (4.155) vérifiée et on fixe M > 0. On multiplie ensuite (|6.145|)
par g(u)exp (M|g(u)|) on obtient :
d )
G | Gutda [ [9uPg @)1+ Mlg(u)]) exp (Mlg(w)))ds
Q Q
+/ lg(w)|* exp (M |g(u)|)dz = / f-g(u) exp (M|g(u)|)dz, (6.147)
Q Q
ou Gu(s) = [; mexp (M|r|)dr.
On integre (6.147]) entre ¢ et ¢ + 1, on déduit alors
[ latw)Pexp (Mlgu) s
(t,t+1)xQ
< Q(D(uo)+ || uo 32 + 1 a5 32 + [l e [IF) exp (—et) +¢
+/ | f11g(w)] exp (M|g(u)|)dxdt. (6.148)
(t,t+1)xQ

En utilisant I'inégalité de Young et en choisissant N = N (M) assez grand (voir
chapitre 4), on trouve

[f1-lg(w)] exp (M]g(u)]) < exp (N[f]) + %\Q(U)IZGXP (Mlg(u)]) +¢,  (6.149)

ou ¢ est constante qui dépend de M seulement .

On déduit alors de (6.148)) et de (6.149) I'inégalité suivante :
[ latw)Pexp (Mlgu) s
(t,t+1)xQ
< Q(D(uo)+ | uo Iz + 1| @ 720y + I a1 () exp (—ct) +c

+ 2/ exp (N|f|)dxdt, (6.150)
(t,t+1)xQ2

oll ¢ est une constante qui dépend de M seulement.

En utilisant I'inégalité d’Orlicz (voir (4.164])) et par (6.146)), on a

/ exp (N f|)dadt
(t,t+1)xQ
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< Q(D(uo)+ || uo 20y + 180 ) + | 01 i) exp (—ct) + ¢

En insérant (6.151)) dans (6.150)), on a

[ ot esp (oG
(t,t4+1)xQ

< Q(D(uo)+ || wo 2y + 1180 i) + I 01 o)) exp (—ct) + ¢,

on déduit alors le résultat.

Or on a

/ |’ (s)[Pdxdt < / exp (eplg(u)| + ¢ p)dadt.
(t,t41) % (t+1) %0

Par (6.144)), on déduit de (6.153) que
I gl(u) ||Lp((t,t+1)xsz)

< Q(D(uo)+ || uo Iy + 1180 ) + | e i (o)) exp (—ct) +c.

Donc h vérifie

(6.151)

(6.152)
O

(6.153)

(6.154)

| 72 [ 21y < Q(D(uo)+ || uo ”%{2(9) + || @ H%{?(Q) + || ||?{1(Q))exp(_0t)+cv

et on a

e h|Pds < (par (6.155))

On a de plus
du 2 2 2
IV 5 (0) IP< QD (uo)+ Il wo sy + I e [z o)
En insérant (6.156|) et (6.157) dans (6.143) et par (6.136)), on déduit

ou 9 t ou 2
155 e+ Jyexp (=e(t =) | 5 = ds

< QD(uo)+ [l uo 3y + 1170 i) + I 1 1)) exp (—ct) + ¢

Par (6.136]),(6.139)),(6.140) et (6.158), on déduit de (6.138)) :

. oo
| @(t) [ Hag) + | 50 [

< Q(D(uo)+ || uo sy + 110 ) + | @1 [l20)) exp (—ct) + ¢

En regroupant les résultats précédents , on aura finalement

. Oa ou
D(u(t)+ || wllzs + | @ |7 + 5 172 + | 5 171

¢ ou
+ [ exp(=clt = 9) | 5y I ds
0

!

< Q(D(uo)+ [l uo [ H20) + 100 320y + | @1 31 (0y) exp (—ct) +c.

(6.155)

(6.156)

(6.157)

(6.158)

(6.159)
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< Q(D(uo)+ || o Iy + | @0 i) + Il a1 Fr2()) exp (—et) +¢, > 0.
_ (6.160)
Or H 2(Q) C C(Q2) injection continue en dimension deux, donc

|| ||L°°< Q(D(uo)+ || uo Iy + Il @ sy + | a1 lzr2(q)) exp (—ct) +c.
(6.161)
On déduit alors la propriété de séparation comme dans le cas de dimension une, et
on aura

| w(t) ||p=<1-196, Vt>0, (6.162)
avec § > 0 dépend de D(uo), || uo ||mz@), | @ ||a3@) et || a1 a2
d’ott le Théoréme. O

Ainsi, le paramétre d’ordre u est strictement séparé des phases pures £1, et on
a le,

Théoréme 2.3. (i) En dimension une, on suppose que
D<UQ)+ H U ||§{2 + || Oé_o ||12q2 + H (65} H%Jl< +OO,D(U0) > 0. (6163)

Donc le probléeme — possede une unique solution telle que

D(u(t)+ || u(®) 7= + [ @) 32 + g—j(t) I + H H2

! ou
+ [ exp(—clt = 5)) | 5 I3 ds
0

< Q(D(uo)+ || uo 20y + 113 G2y + I 1 i (y) exp (=ct) + ¢, ¢ > 0,8 > 0.
(6.164)
(i1) En dimension deuz, on suppose que

D(uo)+ || wo lzgs + [0 [[7gs + || e [[Fr2< +00, D(uo) > 0. (6.165)
Donc le probléme (m (-) posséde une unique solution telle que

D(u(t))+ [l u(t) s + | () [5s + | aa—?(t) 2 + | %(t) [

! ou
+ [ exp(—clt = 9) I 5y I ds
0

< Q(D(uo)+ || wo sy + 11 @ sy + Il a1 [fE20y) exp (—ct) + ¢, ¢ > 0, > 0.
(6.166)

DEMONSTRATION:  Existence. Pour 'existence d’une solution du probléme (6.1))-
(6.4), on régularise tout d’abord la fonction g par une fonction gs de classe C'* définie
par :

g(=0)+g'(=0)(s+06) , se(—o0,—0],
gs(s) = , g(s) s € [-4,4],
9(6) +g (6)(s—46) ,  s€Jd,+00),
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ou 0 est la constante qui apparait dans (6.117)). On peut choisir —0 suffisemment
proche de -1, telle que
9(=90) <0 et g(=0) <0,

On consideére alors le méme probléme défini par (6.1])-(6.4) avec g5 a la place de ¢

et us au lieu de u, & savoir

( ou, oo
8_: — Aus + gs(us) = FTs
foate N O Ao Oug .
, Evoa vl = ——X — Us,
(P}) ot ﬁ_a_a L ot
o v 87
us(0) =ul, a0)=ap,  A(0) = au.
\ ot

On a que g5 vérifie les conditions vérifiées par gy donc d’aprés le chapitre 5, on a

(0 ’
I'existence d’une solution réguliére (us, as, —6) pour le probléme (Pj). De plus, on

ot

sait que le probléme (P) admet une solution si les fonctions g; et Gy satisfont les
mémes propriétés que g et G (voir [21]). Pour cela on énonce le lemme suivant.

Lemme 2.4. On pose .
Gs = /o gs(T)dT.
Les fonctions gs et Gs possédent les propriétés suivantes :
gs(s) > =\ et —cy < Gs(s), VseR,
ol ¢y et A sont les constantes positives qui apparaissent dans et .

PREUVE:  On considére le cas s € (—oo, —4[ (les autres cas se traitent d’une fagon
similaire), et on a

gs5(s) = g(=0) + g (=6)(s + 9).
Donc il est clair que

gs(s) =g (=) > =\, Vse€ (—o0,—d].

De plus on a

Gs(s) = [ gs(r)dr

foﬂs gs(T)dr + 5 gs(T)dT
f0_6 g(r)dr + 5 gs(T)dr
G(=0) — [ gs(r)dr
—cp(car fs_(S gs(T)dT <0).

v

Donc les estimations établies ci-dessus sont vraies ici. En particulier,
| us(t) ||pe<1—9, Vt>0,

par suite,
9s(us) = g(us),
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et us est également solution de (6.1)-(6.4)).
Unicité. Soit (u™®, a®, 8‘;—? et (u®,a?, 8‘5—?) deux solutions du probléme (P'),

avec (uél),ozél),agl)) et (u((f),oz(()z),ocg?)) leurs données initiales respectivement. On
pose :

0 9oV 9a?
O N e

(Uo, ), Oé1> = (U(()l) — U(()Z), a(()l) — OééQ), Oégl) - 052)>

Alors (u, o, 92) vérifie
ou da
- Wy _ @y — =
5 Au+ g(u') — g(u'?) 5 (6.167)
Pa  Oa ou
w—FE—AOz = 5 —u, (6.168)
ou O«
= = 1
5 = 9 0, (6.169)
oo
U(O) = Uy, 06(0) = (Y, E(O) = (q, (6170)
ce qui équivaut a
ou oo
Pa  Oa ou
W—FE_AO(:_E_U’ (6172)
ou O«
W 0, (6.173)
Oa
u(0) =ug, a(0)=ay, —(0)=ay, (6.174)

ot I(t) = [ ¢ (suV(t) + (1 — s)u®(t))ds.
Or en dimension une, on a par ((6.137)) et pour tout ¢ > 0,
| u®(@) o<1 =i 6= 8(D(u”), | ug” =, ag s, | @g” ), = 1,2
On prend 0y = min (d1, J2), on déduit
| su® () + (1 — ) u@ () [[pe<1 =8, V 0<s<1,

donc
| 1(t) [z < C(= C(00)). (6.175)

Remarque 2.5. En dimension deux, on a

8 = 0i(D(ud), | ud? s, | @l s, | @87 [l2), 0= 1,2.
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En répétant exactement les estimations qui ont donné (4.207))(voir chapitre 4),

U oa
c’est-a-dire en multipliant (6.171|) par u+ En et (6.172|) par —, en intégrant ensuite

sur 2, et en additionnant les équations résultantes, on obtient par et (6.175)
I’estimation suivante

dFE
d—; < cFr, (6.176)
ou
2 2 oy 2
Er=llull”+ I Vul®+ 1 2 7+ | Ve |I” (6.177)
On applique le lemme de Gronwall a (6.176)), on a
E;(t) < exp (ct)E7(0). (6.178)
Par (6.177)), la relation (6.178|) donne en particulier
lu(t) < ¢ Ex(0), (6.179)

ot ¢ dépend de T et de d.

On integre (6.172)) sur €2 et en procédant comme dans le paragraphe 6.1.2, on aura

< H(t) >=exp(—t) < H(0) >, (6.180)
. Oa
toujours avec H = u + 5 Donc
d
%(t) — exp (—t) < H(0) > — < u(t) > . (6.181)

On intégre (6.181)) entre 0 et ¢, par (6.77)) on a
t

< alt) >=< ap > —/ < u(s) > ds, (6.182)
0

Par (6.179) et 'inégalité de Cauchy-Schwarz, la relation ((6.182]) donne
<a(t) >*< er(| v l2@xory +EO0)+ [ a0 [?),  t€[0,T]. (6.183)

Par (6.177)), la relation (6.178|) donne

oo
|a(@) 15 + 1 V@) 12+ 1| 5@ 1 < exp )l uo ll7n + | Vao [ + [ ea [[?)
< lluo 3+ [Fao [ + 1 ea [1%),
(6.184)
ot ¢ dépend de T et de d.
On intégre (6.184]) entre 0 et T', on aura en particulier
| w1 Z2@x0n < erlll wo Fn + | ao I3 + T aa [I?), ¢ €[0,T). (6.185)
En insérant (6.185)) dans (6.183)) on obtient
<a(t) >*< (| uo [lzp + [ ao 7p + [ e |?), t €0, 7). (6.186)
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En combinant (6.184]) et (6.186)) on a

Oa
(@) ) + T @) Wang + 1| 57O 1P< el vo g + 1| ao @) + IFer %),
(6.187)
ou ¢ dépend de T et de 4.

Donc on déduit 'unicité ainsi que la dépendance continue des solutions par rap-
port aux données initiales. O

2.2 Notations.

Soit les espaces suivants

0
® = {(u,a, 8_67:) € 1, [l ut) [|ze@< 1},

= {(u, ) € By, || u(®) [[e@< 1},
D’aprés le Théoréme [2 - ), on construit le semi-groupe continu
Oa

S(t) : & — D, (ug, g, 1) — (u(t), a(t), E(t)), vt > 0.

D’apres le Théoréme (ii), on construit le semi-groupe continu

S(t): U — U, (ug, ap, 1) — (u(t), a(t), g—?(t}), vt > 0.

_a) est I'unique solution de (P").

ot

En vue de la remarque , S(t) n'est pas dissipative ni dans ® ni dans ¥, on
pose alors

ou (u, a,

Fr = H(Q) x H2(Q) x H'(Q),

T = {0 e Ff | u s 1)

H3(Q) = {p € H*(Q), < p >=0},
T = H(Q) x (@) x H(9),

_ o _
T = {(u,a, a—j‘) e B/ || ul|e< 1},

Donc on aura que la famille d’opérateurs S(t) défini par :

S o, an) = (a(t) 3(0), 5o (1), 20

est dissipative respectivement sur ® et U. En vue de la remarque , on introduit
de plus les espaces suivants :

By = {(,0,2%) € B, < ut 20 =y,

ot ot
et

T = (w0, 2) €T, <ut 2 50,

Donc S(t) est un semi-groupe d1$Slpat1f sur @y et U, respectivement.
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2.3 Dissipativité

Théoréme 2.6. le semi-groupe S(t),t >0, est dissipatif sur ®g. En d ‘autres termes,
le semi-groupe S(t),t > 0, posséde un ensemble borné absorbant By, dans ®y.

DEMONSTRATION: En prenant
D(uo)+ | uo 20y + | @ 72y + I en i< B R >0, (6.188)

on obtient que B} est un ensemble borné absorbant pour S(t), ou

o, —
B =A{(u,@ 5;) € Fy, D(w(®))+ [l w72 + | @ 7= + H T = |2.< R).
En effet, par (6.164) on a
. Oa
D(u(O)+ [ (@) = + 1) o= + 1| 57 () i< By Vet (6.189)

R—¢
c(R)

)}-

1
ou ty := max{0, —— log(
c

Théoréme 2.7. le semi-groupe S(t),t > 0, est dissipatif sur ¥y. En d’autres termes,
le semi-groupe S(t),t > 0, posséde un ensemble borné absorbant B% dans Uy.

DEMONSTRATION: En prenant
D(uo)+ || uo [ Es0y + 1 @ 7y + | @1 72 9< R, R >0, (6.190)

on obtient que B% est un ensemble borné absorbant pour S(t), ou

o, —
By = {(u,@, ) € Fo, D(u(t))+ || u |3 + || @ |7 + H = |32< R}
ot ot
En effet, par (6.166|), on a
_ Oa
D(u()+ [ @) s + 1) N + 1| 57 () [z By VE> s (6.191)

R—¢
c(R)

)}

1
ou t3 := max{0, —— log(
c

3 Attracteur global.

On commence a énoncer en dimension une, le

Théoréme 3.1. Sous les hypothéses du Théoreme [2.0 . le semi-groupe S(t),t > 0,
défini de ®g dans lui-méme posséde Uattracteur global connexe noté A, dans Dy.
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DEMONSTRATION:  En vue de la remarque|3.2|donnée au chapitre 4, on décompose
la solution du probléme (P') de la facon suivante

Oa g 0a da*

2N — d el c c 7
(U/7O[, at) (U/?a? at>+(u)a7 at )7
o
ot (u?,a?, ———) est solution de
ot
out da
- Ayt = —— 192
5 +u u 5 (6.192)
ot Qo ou’
— Aot = ¢ 1
o2 + o o 5 U, (6 93)
ou? 9ol
o= = 0, (6.194)
d d Dol
u®(0) = uo, a(0) =ap W(O) =, (6.195)
et (u¢, ac, E) est solution de
ou’ oa’
¢ — Auc = — 1
5 u®+ f(u) TR (6.196)
0%a  Oa‘ ou’
¢ = Tl e 1
o T ot o (6.197)
ou®¢  Oaf
5= 5 =0, (6.198)
oa’
w(0) =0, a%0)=0 |, (0) = 0, (6.199)

ot

ou f(s) = g(s) — s (f et g satisfaient les mémes propriétés). On prend les données
initiales dans BL. On multiplie (6.192) par —Au? et on intégre sur , on a

1d 9 9 5 da
5 | Vul |2+ || Vo [P + || Au? |P= (V T , Va?)). (6.200)
. ou? o
On multiplie (6.192) par _AW et on intégre sur €2, on a
1d 9 d 9 out 5 o _ ou?
S IV P+ Sl At P+ | Vo = (V- V) (6201

5 d
On multiplie (6.193)) par —Aa;.; et on intégre sur {2, on a

da 2, ol oot _ Oul oo
- A 2 2__ el e A d 2.
TR L Ao P4 | Vo [P= (Vo 9O (v, Vo)
(6.202)
On additionne ((6.200)),(6.201)) et (6.202) on aura
1d Do
2 || Vul |I? + || Au | V—I” + Aad 2
A A R s 60
+ Va2 + [ Aut P+ V H2 + V H2
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Ol . . :
On pose H; = u? + ——, par analogie avec la relation (6.78)), on écrit

ot

0H, —

L4 H - Aad =0, (6.204)
ot

ol

On multiplie (6.204) par _AW et on integre sur €2, en utilisant les inégalités de

Holder et Young, on a

1d P o’ o’
L4 ) aat I+ vg B+ 1 v

oo ||2

o (6.205)

1
< ol ve H2+HV || )+er | V—
€7
On multiplie (6.204) par —Aa? et on intégre sur €2, on a

1d

2 da? d d |2
S Val P +2(VE, Tat)+ || Aat|

ot

(V. Vo)) (V2 Fat)+ | 92 |

en utilisant 'inégalité
1P @< cllAp |?, Ve e H(Q), >0, (6.206)
avec les inégalités de Holder et Young, on aura

1d da?

- d |12 i d d n2
Vot 17 +2(9 2 Tat)+ | Aat |

d

ou das
(H Vul |2+ | Vor H )+ cer || Ao 2+ | Vor H2

(6.207)

On additionne (/6.205)) et 67(|6.207|) et on choisit e; > 0 assez petit tel que 1 —2¢e; > 0
et 2 — ce; > 0, on déduit alors

d 0a’ da?
(A |* + Vo P el va' |* + 267((Va— va?)))
dal ou?
+e(l Vo P+ 1A P) < (I Vu [P+ | Vo= ), e>0,
(6.208)
et on a en particulier
9 9 da? 9 o
I V H +er || Vad | +267((Va— Vah)) Z e(| Vo' [P + | Vo= ), e>0.
(6.209)

Ensuite on additionne (6.203)) et 5(6.208)) ot eg > 0 assez petit tel que 2 — ¢'eg > 0

pour obtenir

dE,
d—ts + c(Es+ | V H ) <0, ¢>0, (6.210)
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ol
d |2 d |2 da’ 2
By =2 Vu | + [ Au” |+ | V- ||+||A04 I
9o P (6.211)
es([| Aot [+ | V= - ||2 + e[| Vad | +267((Va— va?))).
La relation (6.210]) donne en particulier
dFE,
d—8 +cEy <0, (6.212)
on applique le lemme de Gronwall & ((6.212)), on a
Es(t) <exp(—ct)Es(0), ¢>0, t>0. (6.213)

Par (6.209) et (6.211]), la relation (6.213)) donne

da , _
I Au® 2 + || ad |[fe + | V= o < e exp(=et)(|| wo 7= + 11 @5 [l + | e [[7n)-
(6.214)
. ou? dal ) ,
On multiplie (6.192) par u + B et (6.193) par ¥ et on somme les équations
résultantes, on aura
d da?
Lol |12 d |2 d |2 gx 2
Sl P+ | Vul [P+ ) Va2 + | S 1)
ou? dal
+ 2w 1P+ Vel [P+ 1o 1P+ 12 117 =0 (6.215)

Considérons (6.204]) et en répétant exactement les estimations qui ont donné (6.83))
on obtient une inégalité de la forme

dE
—2 4 (B |y |y ) < c>0, (6.216)
dt
ol
d
Ey=2u P+ | Vu® | + || Va*|?*+ H H2 (6.217)
dad 3 od '
+€10< | - H2 + | Vo P+ el o |? +2((5 ad)))),

ici, €g > 0 et €19 > 0 sont assez petits tels qu’en particulier

dad dad — dad
I =5 17 +eoll ad |? +2((W ad)) > el a? |I* + | - 1), e>0. (6.218)
La relation (|6.216]) donne en particulier
dE
d—9 + By <0, (6.219)

on applique le lemme de Gronwall & (6.219)), on aura

Ey(t) < exp(—ct)Eg(0), ¢>0, t>0. (6.220)
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Par (6.217)) et (6.218]) la relation (6.220)) donne

da? / _
I W + 1o 3 + 1 5 17< ¢ exp (=et) ([l o 5 + 11 @0 [ + Il e [70).
(6.221)
En combinant (6.214) et (6.221)) on aura
— da
1) W + 1 a(8) 1= + 1| =5 (@) [17
< ¢ exp (—et)(|| uo [F + 1l @ I + Il aa [I70)- (6.222)

On voit bien que les opérateurs S;(t) tendent vers zéro lorsque ¢ tend vers l'infini.

On multiplie (6.196) par —Au® et on intégre sur €2, on a

1d . oa’ .
| Ve (2 4+ [ Va© |2+ [ At 2 =((f(u), Au)) = (Vo5 Vue).  (6.223)
2dt ot
- u® s
On multiplie (6.196) par —A BT et on intégre sur €2, on a
1d ou’ da® _ ou®
2 Auc |)? A—)) = —,V—)).
| by V2 5 A I (), A% = (V0 9 90))
(6.224)
On multiplie (6.197)) par —Aaaoz et on intégre sur {2 on a
C C aac auC a C
2 2 A - il -
|9 4 L I 2 42 Aot [P= (Vo ) (Y, V),
(6.225)
On additionne (6.223)),(6.224) et (6.225]) on obtient
d . . oa*
— @V [P+ Au [P+ ] Aol |? ?)
dt 9 ot
af
+e(|l Vu© |2+ | Aue |2 V= 1) < ¢l fvVu P, e>o.
(6.226)
o ou’
On multiplie (6.196)) par A? BT
Young et Hoélder, on obtient
(II Au P + || VA |?) <l Af(w) [P+ 1A, (6.227)
. ,0a’
On multiplie (6.197) par A BT
( + | Vaa© ) < || Au |? at %) (6.228)
On additionne (|6.226)),(6.227)) et 0¢(6.228)) ot g > 0 est assez petit, on trouve
dip /
d—tl < (it | Af(u) [P+ | f (w)Vu ), (6.229)
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ol Dot
o)
Y1 =2 [ At |* + || VAuS |* 42 || Vu ||2 + [ Aa P+ || V=
+06(]| VAQ“ ||* + || at ?). (6.230)
Par (6.164)) on a
| Af(u) [P+ 1| f(w)Vu [P< ¢, vE>0, (6.231)
ott ¢ dépend de D(uo), || uo ||z, || @ |12 et || a1 ||a -
Par (6.231)), la relation (6.229)) donne
d
W v (6.232)
dt
On applique le lemme de Gronwall & (6.232]) et en notant que (0) = 0, on obtient
1) < O uoll 01l 2.l 1.8 (6.233)
Par (6.230)), la relation (6.233]) donne
8
IV AU |2 + | o |3 + || < O7|(uo.a5.00) 15, Bl (6.234)
On multiplie (6.196|) par u®+ 5 et ((6.197) par BT et on additionne les équations

résultantes on aura

d aac
—(2 c |2 c |2 c (|12 2
I 17+ Ve 7+ [ Vol 7+ [ = 1)
& C auc aOéc 12
telllw P+ Ve P+ 50 P+ 5o ) < e I f) [P (6.235)

On additionne ((6.235]),(6.224)) et §-(6.225)), ott o7 > 0 assez petit, et en utilisant les
inégalités de Holder et Young, on déduit

s

—p Sl | f(u) 1P+ [ £ (w)Vu %), (6.236)
ol
o =2 | u | +2|| Ve [I* + || Va© \!2 + H \!2 + || Aut |?
+ 67(|| Ao |2 81& 2. (6.237)
De méme par ((6.164)) et le lemme de Gronwall, on déduit
V2(t) < Crjjugl 2. 101l 2.l 1.8 (6.238)

Donc par (6.237)) et (6.238) on aura

Fue 5z + 1| Aot |J?

(6.239)

Q@
ot
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En combinant (6.234)) et (6.239)), on obtient

. — da‘
() N7 + [ o(t) 7 + | o 5r2< O ol o101 ol 1 11 By (6.240)

d’oul le théoréme. O

Congernant la dimension deux, on énonce le théoréme suivant

Théoréme 3.2. Sous les hypothéses du Théoreme |2. 7 m le semi-groupe S(t),t > 0,
défini de Wy dans lui-méme posséde Uattracteur global connexe noté Ay dans Uy.

DEMONSTRATION:  Dans ce cas, on prend les données initiales dans B%, ou B%
est le borné absorbant de S(t) dans Wy.

. 2 d | A20U , 00 .
On multiplie (6.192) par Au® 4+ A a0 et (6.193) par A o On additionne les
équations résultantes, on a
1d da?

@ Au P+ VAU P+ | A 3 I+ [ VAa |?)

2dt o Sl (6.241)
+ [ Aud 2+ [ VAu? |2 + ] A ||2 + a5 P=o.
. ,0a o
On multiplie (6.204) par A B et on intégre sur €2, on a
d d |2 da’ 2 2
ZIVAa [P+ A= )+ ] A— IP< e(ll Aut |2 + | A || ). (6.242)
On multiplie (6.204) par A2a? et on intégre sur €2, on a
1d dal
Ao ||? +2((A—, Aa? Aol |?
S S B 2 42((A%-, Aa)+ || Vaa® |
ou? da?
—((Au?, Aa? A— A A—|?
(A, Aa)) = (AZE, Aa))+ | AZ |
en utilisant 'inégalité
1% @< cll VAp I, Vo e HYQ), c>0, (6.243)
avec les inégalités de Holder et Young, on aura
1d da?
Ao |? +2((A—, Aa? Aot |?
5 S B 2 42((A%-, Aa)+ || Vaa® |
1 dy2 2 at
< o (M A"+ A || ) +ce || VAo |2 + || A% 5 I - (6.244)

On additionne ((6.242)) et e(|6.244|) et on choisit € > 0 assez petit tel que 1 —2¢ > 0
et 2 — ce > 0, on déduit alors

ad2
I” +

dat
(H VA P+ | A el Aa |? +2€((AE,Aad)))
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dat d 2
+ell A P+ VAa P ) < (]| Aut +||A H) (6.245)
et on a en particulier
dal 0 dal
1222 e da |2 42825, M0t = e o 12 1 2% ), o0
(6.246)

Ensuite on additionne (6.241)) et € (6.245) ou € > 0 assez petit tel que 2 —c'e > 0
pour obtenir

% + c(hs+ || A || ) < ¢ >0, (6.247)

ol

Y3 =2 Au |*+ || VAL |2+ | A— I+ 1 VAar ||

Y Y (6.248)
+e (| VAT 2+ A= P+ e Aot +26((Aa— Aa%))).
La relation (|6.247)) donne en particulier
s |y <0, (6.249)
dt
on applique le lemme de Gronwall & ((6.249)), on a
P3(t) <exp(—ct)3(0), ¢>0, t>0. (6.250)
Par (6.246]) et (6.248)), la relation (6.250)) donne
da? _
I VA2 + || ad |f + | A— IP< ¢ exp (=et)([| uo s + 1| @0 I3 + I ar [[72)-
(6.251)
Par (6.222) et I'injection continue F, C F}, on a
o
lu 1 + 1 ad |32 + || — i< e “exp (—ct)(|| uo I + 1| @0 s + I [32)-
(6.252)
On déduit de (6.251)) et (6.252) la relation suivante
o
lu? s + 1 ad |3 + || ol ERSC “oxp (—et) (|| wo |3 + (1 @0 s + 1| e [17r2)-
(6.253)

On considére maintenant le probléme ((6.196))-(6.199)), et on multiplie (6.196) par
A%y¢ et on intégre sur , on a

1d 0b

s 18w P+ 11 Aue P+ | VAU 7 +((Af(u), Au)) = (A5, Auf)). (6.254)
On additionne (6.227)),(6.228) et (6.254]) on obtient
d a c
—2 A P+ vau P+ | VAOéC ||2 ; Y
8” ’
+e(|| Au? ||2 + || VAue |2 | H<cllAf()]? e>0.

(6.255)
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C

0
On multiplie (6.196)) par A3 Y et on intégre sur {2, on a

ot
. 8 da‘
(H VAU |2 + || A% %) <| VAf(u) | 5 |- (6.256)
» J00°
On multiplie (6.197) par A o et on intégre sur €2 on a
8 8
(| + [l A% %) < || VAu© |7 ?).
(6 257)
On additionne ([6.255)),(6.256)) et d5(6.257)) ou ds > 0 est assez petit, on trouve
d
W < et | VA 7+ | () ), (6.258)
ou
e =2 || VAU |* + || A% [ +2 | Auc [P + || VAa“© |7
+ 8s(|| A%ac ||? 0o %). (6.259)
8 5 :
Or on a , , ,
[Af@) [ = I f (@)]Vul® + f (u)Au |
< (par (6166)) (6.260)
< Cb(uo)lluollys 15l gaollonllg2s - VE 2 0.
et
I VAf() || = | f @)|Vul’+ f () Vudu+ f (u)VAu |
< (par (6.166)) (6.261)
<

CD(UO),lluolle,||070HH37||0¢1HH2'
En insérant (6.260|) et (6.261) dans (6.258) et en appliquant le lemme de Gronwall,
on déduit par (6.259)),

(& (& a
| A% || + || A%ac|)? < O wo,a5,00)l| 1y B2 (6.262)
En combinant (6.240) et (6.262) on aura
. — Oaf
|| (u , OF, E) ||F3 CT | (uo,@0,a1)|| 7y B (6263)

On déduit que S(t) est asymptotiquement compacte dans Wy, ce qui achéve la dé-
monstration du théoréme. a

4 Existence d’attracteurs exponentiels

Cette partie discute la dimension de I'attracteur global exhibé dans la section
précédente. Pour cette raison, on prouve l'existence d’un attracteur exponentiel qui,
par définition, est de dimension fractale finie et contient I'attracteur global, ce qui
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permet de conclure que ce dernier est de dimension fractale finie. Le manque d’ef-
fets régularisant des données initiales rend 'analyse plus délicate et les méthodes
utilisées dans [22], [23], [24] et [16] pour établir I'existence d’un attracteur expo-
nentiel ne sont plus valides dans ce cas. Pour y parvenir, nous procéderons comme
dans [39], [52] et les références citées (voir aussi le chapitre 4 de ce document).

Nous allons appliquer le Théoréme énoncé au chapitre 4, avec, en dimension
une, T = &g, T = ¥g et Y = X, = U_tztgg(t)[)’}%, ou B}, est Pensemble borné absor-
bant pour le semi-groupe S(t) dans ®.

Etape I : On montre que le semi-groupe S(t) satisfait une décomposition comme
dans le point (i) du Théoréme [4.1] du chapitre 4.

0oy Oa
On considére deux solutions du probleme (uy,aq, — o ) et (ug, as, 8_252)’

avec les conditions initiales respectives (um, o1, an) et (up2, g2, 12) dans Bh. En

o) o 00 o )= (

, — et (ug, ag, 1) = (ugr — Ug2, o1 —
5 BN BT 05 Q0,5 V1 01 — Ug2, Qo1

Q2,11 — Q12), on a le systéme d’équations suivant

posant (u, « = (u; —ug, vy — g, —

ou e
o O ou
W‘FE—AQ——E—U, (6265)
ou  Oa
5 =5 =0, (6.266)
3Je!

u(0) = uo, a0)=ao, —5(0)=a, (6.267)
avec k(t fo (suq(t)+ (1 —s)us(t))ds. Notons que x(t) et [(t) vérifient les mémes
proprletes c’est- a—dlre

I5(t) =< c (= c(Bg)). (6.268)
On décompose a présent (u, «, g—?) solution du probléme (6.264))-(6.267)) de la ma-
niére suivante :
da, an o0&
(1,0, 50 = (0,0, 5 + (0,6, 0,
X an :
ou (9,m, —) est solution de
ot
oY an
ZZ _ A = L 2
5 MY = 2L (6.269)
?n  On oY
ﬁ%—a —An = —5—19, (6.270)
gy On
P 271
v Ov 0 (6:271)
In
19(0) = Uy, 77(0) = Qp, E(O) =, (6272)
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et (v,¢&, %) celle de
ov RS
5 Av+r(tu+v = 5 (6.273)
9*¢ O ov
B + o AE = i v, (6.274)
ov 0§
W 0, (6.275)
v(0) =0, &(0) = 0, %(0) = 0. (6.276)

En répétant les estimations qui nous ont conduit a (6.210)) et (6.216)) pour le systéme
(6.269)-(6.272), en remarquant que f = 0 dans ce cas, on écrit

d
B eyt | V9 ) <0, e>0, (6.277)
ol
s =2 VO [P+ | AV |2 + IIVa I+ 1] An |2
t an (6.278)
s (1A 2+ VNP 4 a0l Vn 2 42095 T0),
et CW
>+ (%+H H) ¢>0, (6.279)
ol
%=2||79||2+||V19||2 + ||V77||2+|| n 72
, tan (6.280)
2 2
ven( ISP+ 19012+ enll7 12 +2(0Lm)),
ici 09 > 0 et €17 > 0 sont assez petits tels qu’en particulier
2 2 9 an > — 1|2 o 2
|| || teu(ll 7117 +2((Z; M) 2 el 717+ 1 5. 17), >0, (6.281)

et

on
I V ||2 +ao([| Vi [I* +2((V -

’ 877 ’
> 2 — .
1 ) = (T + VL, ¢ >0

(6.282)
On applique le lemme de Gronwall & (6.277)) et par (6.278)) et (6.282)) on aura

A9 2+ 17 72 + | V% 1< ¢ exp (=ct)(|| uo 172 + | @ G2 + [l o 7).
(6.283)
D’autre part, le lemme de Gronwall appliqué a donne par (6.280)) et (6.281))
la relation suivante

_ on / _
19115+ 17 7 + ] ot 12< ¢ exp (—ct)([| wo 132 + Il @0 132 + || on [|700).
(6.284)
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En combinant (6.283]) et (6.284)), on aura
9.7 87} 2 <d —_— 2 2
19,7, 2,) 7 < d(t) [| (uo, @0, 1) I, (6.285)

ot d(t) = ¢ exp (—ct),t > 0 et d(t) — 0 quand t — +o0.

Considérons maintenant le systéme (6.273))-(6.276]). On multiplie (6.273) par A%v +

0
A%y puis (6.274) par A?2—=

et on additionne les équations résultantes. On obtient

ot ot
1d
2dt(2 | Av | + || VAu P + | VAS |2 + | Aat 1)+ || Av |]? + || VA ||?
ov 0& ov
+ | Asr ||2 + | Ao || (V(k(t)u), VAv)) — ((A(H(t)U),AE))
(6.286)
Or on a

(V) 7A0)| < [ V() ||| Vav]
1 < s Vu || VAv |
Fllufy frw + slur—w))(Vuy + s(Vup — Vur))ds ||| VAv ||
< (par (6.268))
< ol V[ + [l Vud ]+ ] [ul [ Vus| []) || VA ]
< cllullm | VAv]
< ol + C | vau |
(6.287)
ol ¢ dépend seulement de Bf,.
Par (6.136) et I'injection continue H?(Q) C C(Q), on a
| £(t) |2 i ?(H (o, @ot, 1) |lgg + [ (w02, @z, 1) [I35) (6.288)

ol ¢ dépend de B}, donc

(A(s(ty), A2

875))‘ I Als(t)u) || HA H

< (Ix@au]+| M( V| 42 Vuvs() | ) | A% |
< (par (259))

< el 200 () du 4+l + ) Fu )

< c||A5 e

< SHAG I +o ulle

(6.289)
ol ¢ dépend de B,.

On choisit € > 0 assez petit tel que 2 — ce > 0 et par (6.287) et (6.289), on dé-
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duit de ((6.286|) I'estimation suivante

d
1A [P+ VAv |F + | VA& 2+ jaZ

3%

+e(|| Av ||* + || VAu ||2+||A ||2 + 1Az ) <cllullfe >0,

(6.290)
ol ¢ et ¢ dépendent de Bh.
On integre (6.290]) entre O et ¢t et par (6.276]) on aura
2 2 2 23 o o [ 2
FAv@) 17+ I VAU [P+ [ VALE) [P+ [ A2 @) < e | ]lu g ds.
0
(6.291)
Estimons le terme [, || u(s) |22 ds.
On integre (6.184]) entre 0 et ¢, on a
t I
/ | u(s) 7 ds < ¢ exp (ct)(|| uo 72 + [ @ 72 + [ [I70)- (6.292)
0

ol ¢ et ¢ dépendent de Bk.

0 0
On multiplie (6.264) par —Au — Aa—? et (6.265) par —Aa—?. On additionne les

équations résultantes, on obtient

1d
572Vl + Au I”+ 1 Vgt I+ 1 Aa )+ | Vu|? + || Au |2
ou
+ 1l V ||2 HI Vg 1P = =(V(s(u), V) = (V(a()u), VZ70).
(6.293)
Par analogie avec la relation , on écrit
(T (s(t)u), Vu)| < e [, (6.294)

et

ou

(V(r(ty), VE0)

[ <cllullm IV < Sl + 5 9P, (6.295)

Y £
ou ¢ dépend de Bk,

On choisit € > 0 assez petit tel que 2 — ce > 0 et par (6.294)) et (6.295)), la re-

lation (6.293)) donne

dipr(t)
dt

(HW||2+\|AU\|2+HV H2+HV H)<C'HUH?p, ¢>0,

(6.296)
ol ¢ et ¢ dépendent de B} et

oo
Pr(t) =2 || Vu [|> + || Au |]> + || Vi 12+ 1| Acr |7 (6.297)
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On intégre (6.296|) entre 0 et t et par (6.292) on deduit
t
/ w1 ds < ¢ exp(ct) || (o, @, 1) |13, (6.298)
0

En utilisant I'inégalité (6.243]) et par (6.298]), la relation (6.291)) donne

9¢

| Av() |2+ 1| VAuE) [+ 1€ [ + I A5 (@) P< ¢ exp (et) || (uo, @, 1) [IF -

(6.299)
On multiplie (6.273) par —Awv et on intégre sur €2, on a
1d 2 2 2 %3
52 V0241 Av [P +(V(s(t)u), Vo)) + | Vo P= (V5. Vo) (6.300)

ov
Multiplions (|6.273|) par —AE et intégrons sur €2, on obtient

ov 1d 0&
|2 45 A 2 (T (s(t)), Vo) + 5 1|V [P= (Ve 7o),
(6.301)
Multiplions (|6.274)) par —A%, on obtient
2 aé 2 aé 35
2dt(H v H HIACIP)+ IV IP= = ((Ve, Vo) = ((Vg Vo)) (6.302)

On additionne (6.300)),(6.301)) et (6.302)), on a

1d

S 2 v H2+H Avl*+ ] A + HV H )+ Vo I+ Av |2

o0& ov
il [ —((V(fﬂ( Ju), Vo)) = (V(s(t)u), Vo).
(6.303)

D’apres les inégalités de Holder et Young, et par ((6.268]), on déduit I'inégalité sui-

vante

+I|V H2+|IV

dwg( ) (91} ’
5~ Tl Ve lP+ Ao P+ Vo 1P+ HV || )<e | Vulf, e>0,
(6.304)
ol o
Vs =2 Vo P+ [ Av P+ [TACIE + [ V- I (6.305)
et c et ¢ dépendent de Bp.
La relation (|6.304]) donne en particulier
d ,
W) < cp(t) ) V| (6.300
on applique le lemme de Gronwall & (6.306|) et par (6.276|) et (6.292), on a
Ws(t) < ¢ exp (ct) || (uo, a0, 1) |[3, - (6.307)
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Par (6.305)), la relation (6.307]) donne

0¢ / _
Vo) IIF + 1T ALE) 1P + 1 V55 (1) IP< ¢ exp (et) || (uo, @0, 1) [I7 - (6:308)
. - ov )
Finalement en multipliant (6.273]) par v + o et (6.274) par 5 et en raisonnant
comme précédemment on déduit I'estimation suivante
2 2 23 2 ! — 2
o) Wz + 1TVE@) 7+ 1 52(2) < ¢ exp(ct) || (wo, a0, 00) I, - (6.309)
En combinant (6.299)),(6.308)) et (6.309)), on aura
2 e 2 a& 2 — 2
H3 H3 A, H2> 0, 40, 1) || Fy > :
o) s + 1 6@) s + 1| 55 (@) [[zz2= 2(t) [] (w0, @0, 00) | (6.310)

otl h(t) = ¢ exp (ct), avec ¢ et ¢ dépendent de Bk,
d’ou le résultat.

Etape II : On prouve que le semi-groupe S(t) est lipschitz en espace et Holder
continu en temps sur [0,7] x B, VT >0, VB borné de .

On a que S(t) est lipschitz en espace, d’aprés (6.187), il nous reste a prouver la
continuité Holdérienne par rapport au temps du semi-groupe S(t). D’aprés le Théo-
réme [[.7) et I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

) = u(t2) 1+ 1| a(t1) = a(ts) s + | () = () |

1 ou 1 Oa t1 8204
< NGO mdrs [ G s [ 1G5 e

to t2 t2

1 t1 82a 1 1
<citr—tal} (1 G IP )t - ol
to

De plus en intégrant (4.300) entre t, et 0 puis entre 0 et t;, on déduit d’aprés les
estimations précédentes que

t1 8204
[ 15s@ P <e (6.31)

t2

ou ¢ dépend de B}, et T.
On déduit alors

I S(t1) (uo, @0, 1) — S(t2) (w0, Go, 1) [| < clty — tol?, (6.312)
ol ¢ dépend de By et T, Viy,ty € [0,T].

On a démontré le
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Théoréme_ 4.1. Le ﬂzmz’-groupe g(t) possede, en dimension une, un attracteur ex-
ponentiel My dans X;.

On passe a la dimension deux et on introduit I’ensemble invariant suivant :
X2 Ut>t3§(t)B}2%,

otl B2 est I’ensemble borné absorbant pour le semi-groupe S(t) dans Wy, et on prend
dans ce cas les données initiales dans ce borné.

En répétant pour ((6.269)-(6.272)) les estimations qui ont donné ((6.247]), on écrit

Wt et | a0 <0, o>, (6.313)

ou

on
Yo =2 AY ||>+ || VAD > + || AE 1+ || VAR |2

e (I Van P+ Ag 12+ (]l An|? +2((A50 An)))),

(6.314)

ou € > (0 assez petit tel qu’en particulier

an on
| A |!2 e(ll An I” +2((A55 Am)) > el A [P + | A5 7). e >0.

ot’
(6.315)
La relation (6.313]) donne en particulier
% + ety < (6.316)
On applique le lemme de Gronwall & (6.316)), on obtient
Uo(t) < exp (—at)o(0), ¢ >0, >0, (6.317)

Par (6.314)) et (6.315]), la relation (6.317)) donne

_ on / _
VAT 4117 e + 1 A () 1P< € exp (=et) ([ uo s + 1180 [lzs + [ e [l7)-
(6.318)
De plus par (6.285)) et I'injection continue Fy C Fi, on a

_ on / .
19 1152 + [ 7(t) (172 + | g(t) 131 < ¢ exp (—ct)(|| uo I3s + || @ l7s + [ ax [I72)-
(6.319)

Par (6.318)) et (6.319) on aura

_ on / _
19 15 + 17(8) (17 + |l 5 (1) =< ¢ exp (—ct)(|| uo I35 + | @0 (s + [ e [1F2)-
(6.320)
oil ¢ et ¢ dépendent de B%.
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On considére maintenant le probléme ((6.273] m On multiplie (6.273)) par A3v+
ov

A3— et (6.274) par A3§. On additionne les équations résultantes, on obtient

ot

SL@IVA P+ A% P A% P+ VAT ) | VA P 4 | A%
Jv 0 0
FIVASE I+ VAT = (As(t)) A%»—«VA@())VAgw
(6.321)

En raisonnant d’une facon analogue, on a
(Ak@u), A%0)| < 511 A% 2 45 1w e, (6.322)
ol ¢ dépend de B3,

De plus par (6.166) et I'injection continue H*(Q2) C C(Q2), on a
| £(E) 15 < QU (wor, @or, om) [y + || (o2, @0z, 012) Ilgy) < ¢, (6.323)

ol ¢ dépend de B%. Donc

ov ov H2

)((VA(F&() LVAS)| <5 =l VA 1P+, H u |Zs. (6.324)

ol ¢ dépend de B%. On choisit € > 0 assez petit tel que 2 — ce > 0 et par (6.322)) et

(6.324]), la relation (6.321) donne

d
Z2 I VAU P+ sz 1>+ | A% H2 + | VA H )
+e(|l VAU |2 + || A% |2 + || VA— I+l VA H ) < || u s, >0,
(6.325)
On intégre (6.325)) entre 0 et ¢ et par (6.276) on aura
2| VAu(t) I* + [| A%(t) |I* + | A%E) 1" + |l VA t)’<c / I u(s) [ ds.
(6.326)
Par (6.298)), on a
t
/O | u(s) 32 ds < c exp (et)(|| uo Iz + 1 7 + I e [[72). (6.327)

0 Oa
On multiplie (6.264) par A%u + A28_:€L et (6.265) par A%2— 5 On additionne les

équations résultantes, on obtient

1d
52 IHAu P+ VAU I+ A— 12+ VA« )+ || Au | + || VAu |2
ou
+ | A H2 + | A— P = = (s, M%) = (5w, A7)
(6.328)
D’une fagon analogue, on a
(V(s(tu), VAW)| < S| VAu |+ | uf, (6.329)
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et
ou ) )
2| =5 || A || 2— | I3 - (6.330)

on choisit € > 0 assez petit tel que 2 — ce > 0 et par (6.329) et (6.330)), la relation
(6.328) donne
d
dt(
+e(ll Au |2 + || VAu |2 + | A

(A(tu), &

2 Au* + VAU P

1P+ gt

2+ 1 VAQ )

||2) <c ||ul?e, ¢>0.
(6.331)
On intégre (6.331]) entre O et t et par (6.327]) on aura

t
/ I'VAu(s) [I* ds < ¢ exp (ct)(| wo s + | @ s + | o 7). (6.332)
0

En combinant ([6.327)) et (6.332)), on aura

t
/0 | u(s) s ds < ¢ exp (et)(|| o I3 + | @ s + 1 17r2). (6.333)
En insérant (6.333]) dans (6.326]) on aura
23
| VA(#) |2 + || A%u() |7 + || A%(@) |12 + | VA5 (1) I?

< ¢ exp (ct) || (uo, ag, 1) 1%, - (6.334)
En notant que < & >= 0, on déduit de (6.334)

_ o€
IV Aw() IIP + | A%() [P+ 11 €@ [l + | VAZE) I
< ¢ exp(ct) || (uo, @0, 1) ||, - (6.335)
En combinant (6.310)) et (6.335)) on obtient
3

(t) < ¢ exp (ct) (|| wo I3s + 1| @0 s + [ [[772)-
(6.336)

o) 7 + 1 €@ e + 11 5

ol ¢ et ¢ dépendent de B.

Remarque 4.2. La preuve de la continuité de S(t) est exactement que celle faite
en dimension une mais dans , la constante ¢ dépend de T et de 1B%,.

Donc on a démontré le théoréme suivant

Théoréme 4.3. Le semi-groupe S(t),t > 0 posséde, en dimension deuz, un attrac-
teur exponentiel My dans Xs.
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(Généralisation du modeéle de champ
de phase de Caginalp conservé basée
sur la lo1 de Maxwell-Cattaneo
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Introduction

Dans cette partie, on traite la version conservative du probléme de champ de
phase généralisé considéré dans la premiére partie. On se propose d’étudier ce mo-
déle sous deux approches :

Dans le chapitre 7, on considére un potentiel régulier, plus précisement un terme
polynomial de degré impair, avec des conditions aux bords de type Dirichlet homo-
geénes. L’existence, 'unicité ainsi que la dissipativité sont analysées.

Finalement dans le chapitre 8, le probléme est considéré avec un potentiel singulier
plus précisement un terme logarithmique. En dimension une et deux on démontre
également une proriété de séparation stricte qui va nous permettre d’étudier le carac-
tére bien posé du probléme ainsi que le comportement asymptotique des solutions.

Motivations physiques

On considére dans cette partie le systéme de champ de phase suivant introduit
par G.Caginalp (voir [5] et [6]) :

ou

e + A%u — Ag(u) = — A, (6.337)
00 ou
5 A = ~ 5 (6.338)

ol u est le parameétre d’ordre et 6 est la température relative. Ces équations modé-
lisent des processus de transition de phase comme par exemple le processus de fusion-
solidification, et ont été étudié dans, par exemple, [56]. Les équations (6.337))-(6.338)
consistent un couplage entre I’équation de Cahn-Hilliard introduite dans [31], |3§]
et I’équation de la chaleur, et sont connues comme étant le probléme de champ de
phase de Caginalp conservé, dans un sens oli, munies des conditions aux bords de
type Neumann, on a que la moyenne spatiale du paramétre d’ordre est une quantité
conservée (voir chapitre 7).

En ce qui congerne la dérivation du modeéle, on se référe a [10] et [2].
Notons que ce systéme a une vitesse de propagation infinie due a la nature pa-
rabolique de (6.337)). Un modéle entiérement hyperbolique, c¢’est-a-dire en considé-

rant une relaxation hyperbolique de I’équation du parameétre d’ordre, est considéré
dans [50] dans le cas non conservé.
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Chapitre 7

Modéle de champ de phase
conservatif avec un terme non
linéaire polynomial

1 Cadre fonctionnel

On introduit dans ce chapitre la loi de Maxwell-Cattaneo du systéme de champ
de phase de Caginalp (cf. [5] et [6]) :

ou 9 B Oa

E + A%u — Agn(u) = _A_ﬁt’ (7.1)
’a O« ou
aE T AT T gy (7.2)

ou u est le paramétre d’ordre, a représente la variable de déplacement thermique
(voir [31] et [38]).

Ces équations sont connues comme le modéle conservé de champ de phase, dans
le sens o1, quand munies de conditions aux limites de Neumann, la moyenne spa-
tiale du paramétre d’ordre est une quantité conservée (voir la remarque a la fin de
ce chapitre).

On associe a ([7.1)-(7.2]) des conditions aux bords de Dirichlet homogenes
u=Au=a=0, (7.3)

dans un domaine borné régulier 2 C R", n = 2,3 et les données initiales

u(0) =ug, «a(0)=ay, —(0)=ay. (7.4)

Le polynome gy est défini comme suit (ici N est fixé) :

N
s2k+1

= -2 2
gn(s) KoS + 21 251+ T

(7.5)
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avec s € Ret 0 < k1 < Kog.

De plus, gy vérifie

gn(0) =0, gy € C? (7.6)
—co < Gn(s), Gn(s) <gn(s)s+c, cy,c1>0, seR, (7.7)
gn(s) > —c2, >0, seER, (7.8)

ou Gy(s fogN T)dr, s€R.

1.1 Notations

On introduit les espaces de Hilbert :
H=1IL*Q), V=H(E), W=HQ)
et on note V' l'espace dual de V. On considére le produit d’espaces de Hilbert
E,=WnV)?2xYV,

qui correspond a l’espace des phases de notre probléme. Le symbole < .,. > repré-
sente le produit de dualité entre V et V'. On note par || . || la norme usuelle de
L*(2) (avec ((.,.)) le produit scalaire associé) et on pose || . [|_1=| (=A)~2. ||, ou
A = —A est 'opérateur associé aux conditions aux bords de Dirichlet homogenes.
Plus généralement, || . ||x est la norme dans l'espace de Banach X.

. ! " o . . .
On notera dans la suite ¢, c et ¢ des constantes positives qui pourront varier d’une
ligne a 'autre et quelques fois dans la méme ligne.

2 Estimations & priori

On réécrit ((7.1]) sous la forme équivalente

(—A)_ 10u 19e

—A —. .
o Aut gyl = (7.9
. u o
On multiplie (7.9)) par E et on intégre sur {2, on a
Ja Ou
2 2
=((—=,=)). 1
155 P2y VP4 [ Glodo = (G500 (710
. da R
On multiplie 1} par E et on integre sur €2, on a
36! Ju Oa
2 2 ooy, ou Jdo
e e L v = (2 (2 %) )
Ensuite on multiplie {) par u et on intégre sur €2, par ((7.7) on aura
1d ) 2, O
< . .
3 1B+ 1 9ul 4 [ Gl < (G +algl. (712
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On additionne (]7.10|) (7.11)) et (|7.12D, on obtient

dE
— (H |!2 + H ||2 + | Vu | + /GN(U)dx) < 20|91, (7.13)
avec
Ja
By =l Vu I 42 [ Guludot | 55 P+ Va P4 flulfy . (714)
Q
On multiplie ((7.2) par « et on intégre sur €2, on a
d ,  O«a 1d 9 9 ou 9
= ~Z = (=, ) - 7.15
(5 »+2ﬁnan+nvw| (% )~ (o))t | 20| (75)
En additionnant (| et €((7.15)), on obtient
dE
B AN TP+ [ Gxtwdns | 55 2+ 5 1) +al Va P
ou 9
= —allz @) —allew) +a H H +2¢0/€2], (7.16)
ou
By = B+ al(0r0) + S o P (1.17)
2=L1Tea o’ 9 ) .

En utilisant les inégalités de Cauchy-Schwarz, de Young et 'inégalité |((v,w))| <
¢l Vol .| w]|-1, et en choisissant €; > 0 assez petit tel que 2 — ¢; > 0 on déduit
I'estimation suivante

dFE. /
d—; + Byt H ||2 )<, ¢>0, (7.18)
et B, satisfait
el + o 3+ O 2 4 /GN Jdz) + ¢ < Ba(t)
il + a1 o+ / G(u)de) + ", (7.19)

"
avec ¢,c > 0.

0
On multiplie 1} par 8_?:’ on a

1d ou o, ou Oa Ou
S a2 = (g, 2 - (222, 2,
par et I'injection continue HZ(Q) C C(Q), on a
d 9 9 Ja Ou
— < 2 — —, = )). .
D s 2 < Q) - 20022 2 o)
On multiplie par —A(Z—? et on intégre sur €2, on a
Oa ou  Oa
2 o n 2 . .
OISR+ e P )+ 92 <) Tu P 4200, 4% (721
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7 . Modéle de champ de phase conservatif avec un terme non linéaire polynomial

On additionne et ( -, on obtient
(||Au||2+||A 2+ T2 ) ) v g 2

< Qv ||H2(m)+ IV %, (7.22)

9,
en particulier, en posant y =|| Au || + || Aa ||* + || Va—(; |?, on déduit de (7.22

une inéquation de la forme

y < Q).
Soit z la solution de 'E.D.O : 2" = Q(z) avec z(0) = y(0).
D’aprés le principe de comparaison, il existe un T, = T0< | wo ||m2, || @0 ||la2, || ca HH(}

1
> qui appartient par exemple a l'intrevalle (0, 5) tel que y(t) < z(t), Vt € [0,Ty],

donc

Oa
| u(®) [|gz + || a(t) g2 + || E(t) 12 < QU wo a2 | a0 |z | @ [|2), ¢ < To.

(7.23)
On différencie maintenant ([7.9)) par rapport au temps et par (7.2, on aura
0%u ou J ou O ou
A1ZY AT —=——+4Aa—u—— 7.24
g S TG = T TR T 5y (7.24)
- . ou ou ou
On multiplie ensuite (7.24) par ta et en utilisant H H H H 1] V H,
on a
d
o (¢ || |!2 )+t | V— 1< (H ||2 H ||2 + | Ve [P+ [ w [?)+ || ||2
(7 25)
D’autre part, la relation ([7.18)) donne en particulier
dE
d—; teBy < c, (7.26)

on applique le lemme de Gronwall & (7.26]), par ((7.19)) on aura

Ex(t) < ¢ exp (—et) (|| uo I3 + Il a0 I3 + Il a1 |17 +/ Gy (ug)dz)+c ¢ > 0,t> 0.
Q

(7.27)
On intégre ((7.18) entre t et t + 1, par ((7.27) on a
t+1
[ U5+ Ll + el + 1 5 12ds
t
<c exp( Ct)(” Ug ”H1 -+ H (7)) HHI -+ H (03] H2 +/ GN<Uo)d33') ”, c > 0, tZ 0
Q
(7.28)

Plus généralement, pour tout » > 0 on a

t+r
/(II ||2+|IUI|H1+HO<HH1+|| H)
t
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7 . Modéle de champ de phase conservatif avec un terme non linéaire polynomial

< ¢ exp (—ct)(]| uo H?{é + || oo qu& + |l as | +/ Gn(ug)dz) + ¢ (r),¢ > 0,t > 0.
0

(7.29)
On applique le lemme de Gronwall & ((7.25)), on a
To
t || ||2 <c /0 s exp (c(t — 8))(|| = ||2 + | Vo | + [ |* + || ||2 )ds.
(7.30)
Par et (7.28), on déduit de (7.30),
1
|| 5 O 1P L QU o [, I ao =, T oo M), ¢ € (0, To). (7.31)
- ou .
On multiplie (7.24) par En et on procéde comme avant, on aura
|| H2 + | V H2 (H ||2 || H2 + | Ve P+ [ u ). (7.32)

On applique le lemme de Gronwall a ((7.32), par | on a
du

ou
I 57 O 120 exp ()Q wo [z, | ao iz T e llag) | 57 (To) 120, ¢ 2 To,
donc par ([7.31)) on aura
ou 9
I 57 @) 1IZ0= exp () QI wo |2, | ao = [ e ), = To. (7.33)

On réécrit ([7.9) sous la forme

— Au+gn(u) =hy(t), uw=0 sur 09, (7.34)
pour t > Ty(fixé), avec
hult) = —(-2) " 20 4 9 (7.35)
Par et - on a
| () 1< exp () Q|| wo [[m2, || a0 12, | e [lmy), ¢ > To. (7.36)
On multiplie par u et on intégre sur €, par on a
| Vu [P< ¢ || ha(t) |I” +c. (7.37)

On multiplie ensuite ((7.34) par —Au et on intégre sur €2, par ((7.8) on a

I Aw < e(|] hu(®) I + 1| Vu |?), (7.38)
par et , on déduit de que
| u(@) [[m2< exp ()Q(|| uo l|m2, | a0 l[m2, | ea llmy), &= To. (7.39)
En combinant et ((7.39), on conclut
| u(t) |2 < exp ()Q( wo [, || ao 2, | ea (), T2 0. (7.40)
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La relation ([7.21)) implique

(H V ||2 + | Ao |*)+ H HH1<|| ullf + H N ||H1 : (7.41)
On integre ((7.32) entre T} et ¢, par ([7.28]) et (7.33) on a
ds
NET?
< exp (et)Q([| uo [[m2, [ o la2, | a1 ), ¢ = To. (7.42)
On integre (7.41]) entre T et ¢, on a
O
I 55 @) g + 1 (@) [172
t
/T(H u i + H ”Hl)d + H (To) I + 1l (o) 72 - (7.43)
0

Par ([7.23)),(7.28) et (7.42), la relation 1} donne

oo
I (@) 7 + 1| a(t) < exp () Q| uo lm2, [ @0 |2, | aa ln), ¢ = To.

(7.44)
En combinant ([7.23)),(7.40) et ([7.44]), on écrit
oo
Fu() = + 1 () = + 1 57 @) g
< exp (ct)Q([| wo [l || ao |2, || @1 1), =0 (7.45)
On multiplie ((7.1) par u et on intégre sur €2, on a
2 2 2 dav
H w P+ AuP< el Vu P + 1T Vo2 P)- (7.46)
On intégre ([7.46)) entre 0 et 1, par ((7.23)) et (7.28)) on aura
1
/ [ u(s) 72 ds < Q| uo a2, [ o [z, || @ 1) + ¢, (7.47)
0

donc il existe un 7' € (0, 1) tel que

!

Oa
| u(T) |72 + || «(T) 132 + | 5D 7 < QI o 1, || o [z, [ e [lag) +

En répétant les estimations précédentes et en utilisant ([7.45) commencant par ¢t = T
au lieu de ¢ = 0 on aura la propriété suivante

Oa
(1) [|F2 + [ a@) 72 + 5 U [

< QU wo Iy + oo Iy + 1 aa [+ [ Gulunda) 4. (749
Q
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7 . Modéle de champ de phase conservatif avec un terme non linéaire polynomial

En répétant les estimations qui ont donné ([7.48)), on a pour t > 1,

oo
| u(t) 72 + || () 172 + | E(t) 721

80[ ’

< QU ult =)y + ot =1) Iy + | G =1 I+ | Gulult = D)) +¢,
(7.49)
(notons que toutes les constantes et fonctions ne dépendent pas de t) qui implique

par (7:27) :

Oa
lulle + 1l allfe + | 5 72

< exp (=ct)QIl uo [l + Il o [l + I | +/ Gn(u)dz)+¢, ¢>0, t>1.
Q

(7.50)
En combinant ([7.50) et (7.45) pour 0 < ¢ < 1, on obtient I'estimation dissipative

suivante 9
«Q
| u(®) [|gz + || a(®) g2 + || E@ [P

< exp (—ct)Q([| uo |2, || o w2, | e llgg) +¢, ¢>0, t>0. (7.51)

3 Existence et unicité de solutions

Dans cette section, on prouve que le probléme considéré est bien posé, c’est-a-
dire qu’il posséde une solution unique qui soit continue par rapport aux données
initiales, ce qui permettra de définir un semi-groupe continu. On énonce notre pre-
mier résultat :

Théoréme 3.1. Soit T' > 0 donné. On suppose que (ug, g, 1) € Ey et Gy (ug)der <

0
+o00. Alors le probleme — admet au moins une solution (u,c, a—(:) telle

9
que u € L0, 400, W NV),a € L0, 400, W N V),a—? € L2(0,T, H () et

DEMONSTRATION:  La preuve de ce théoréme est basée sur la méthode de Galerkin
et les estimations et (7.51)). L’opérateur A de domaine D(A) = H2(Q)NH(Q)
est autoadjoint, borné et positif. Il posséde un inverse compact. Par conséquent, on
peut considérer une famille {w;, j > 1} de vecteurs propres de A associés aux valeurs
propres 0 < A; < Ay < ... qui forme une base orthonormale dans H et orthogonale
dans V. En posant V,,, = vect{ws, ..., w,, }, on considére le probléme approché suivant,
écrit sous forme fonctionnelle,

du do
AT Au,, + P, m) = —= 7.52
o T At Prgn(un) = ==, (7.52)
A’ do du
m o E%m A = _SUm .
dovy,
am(0) = Prao,  um(0) = Pouo, %(0) — P, (7.54)
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7 . Modéle de champ de phase conservatif avec un terme non linéaire polynomial

ou P, est la projection orthogonale de H sur V,, (pour le produit scalaire dans H),
ce qui équivaut a

%((Alum,v))—i- < Auy,v > 4+ < Pogn(um), v >= ((Bm,v))(7.55)
d d
L (B ) + (Bt < Aogw> = = () — (). (7.56)

associé aux conditions ((7.54)).

La preuve de 'existence d’une solution locale en temps du probléme approché est
standard ; en effet, on cherche u,,, a,, et [3,, sous la forme :

m m m
WUy, = g UjmWj, Oy = E amw; et By = E Bimw;.

Ainsi résoudre ([7.52)-(7.54) revient a trouver les wjm,, @y, et Bjm, tels que up,, oy,
et [, vérifient 7.52—. Pour cela, en remplacant v et w par w;,i = 1,....m
dans le probléme -, on obtient un systéme d’équations différentielles
ordinaires, que 1’on résoud gréace au théoréme Cauchy-Lipschitz. De plus on aboutit
a des estimations équivalentes a et (7.51]), avec a la place de u et «, uy, et a,,
respectivement, & savoir

dEQm
dt

8um H2 ’

(Bt | 2P <, e, (7.57)

ol Fs,, satisfait

aam
(| wn 113+ [l e I+ 11— 1P + /GN U )dz) + ¢ < By (t)

" aOém
¢ (| wm 15+ 1| cwm I3+ 1| = 117 + /GN Up)dz) + -, (7.58)

et
6’Ozm
| wm(t) 2 + [ cm(t) |2 + |

5 () Il

<exp (=) Q|| wo ||z, [| ao lm2, || ea |lmp) + ¢, ¢>0,t>0, (7.59)

ce qui permet de justifier les estimations obtenues de fagon formelle dans la section

précédente, mais aussi que la solution est globale. En ce qui congerne le passage a

m 0
la limite, on integre ([7.57) entre O et ¢, par ([7.58]) on déduit que Pim _ T4 dans

L*(0, T, H'(Q)). De plus, en utilisant le Théoréme [2.2 on aura u,, — u dans L*(Q)
fort et p.p. lorsque m — +o00. On omet le reste da la preuve, qui se démontre sans
difficulté (voir par exemple [58] et |59, cf. aussi le chapitre 3). O

Le résultat qui suit traite de 'unicité de la solution

Théoréme 3.2. Sous les conditions du Théoréme la solution du probleme —
est unique avec la régularité ci-dessus.
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7 . Modéle de champ de phase conservatif avec un terme non linéaire polynomial

a2
’ ot
du probléme (|7 . . avec Uo ,ozol),ozg )) et (u((]z),oz(() ),ozl ) les données initiales

respectivement. On pose :

o ooV 9a?
O O R R

) da)
DEMONSTRATION:  Soient (u(), o a_) et (u(Q) a®,

> deux solutions

et
(UO, g, Oél) = <U(()1) - Ué )7 04(()1) - O‘l()Q)a 0451) - 0452))7

Alors le probléme verifié par (u, ) est

ou

- _ Ly _ (2 - A~
ot + A% — Adgn (u) — gn(u'?)) A@t’ (7.60)
o O ou
w + E - AO& = —E —Uu, (761)
u=Au = a=0 sur 05, (7.62)
a(0) =ag, u(0) = wup, %—?(0) = aj. (7.63)

0
On multiplie ([7.60) par (—A)*la—? et on intégre sur €2, on a

12012 2 v 2 () — g w®), 2y = (22, 0 ()

o’
On multiplie ([7.61)) par — et on integre sur {2, on a

ot
Oa ou Oa
2 2 2 oay, ou oa
e 2 S s L V= (0 (B %) (76)
On additionne ) et - on obtient
ld 2 2 2 ou o 2
LU Tu P+ Va2 0 D2 Tz, 9

ou Oa

= —((gn(u) —gN(u(z)%E)) = ((u, 57)). (7.66)

En utilisant les inégalités || ¢ [|[< C(Q) || Vo | et [((v,w))] <c || Vv | .|| w ||-1, on
aura

(|| Vu [|* + || Ve |[* + || || ) + (|| ||2 || || )
C(Q Oa
< T = o) I |2 ||2 COF| 0, o1y e
(7.67)
En choisissant €5 > 0 assez petit tel que 2 — €5 > 0, on aura
d 2 2 da o 2
L1 Va2 el D2+ O )
<|| V(gn(u®) = gy (@) | +c/ (A (7.68)
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Par ailleurs, par ([7.51]) on a
1
| V(gn(u™) = gu () =] V( / g () + 5(u® — u®))dsu) |
0
1 !
< / g (@D 1 5(u® — uD))dsVu |
0

1
+ || u/ gn (@ + s(u® —uW))(Vu® + sV (u® —uM))ds ||
0

1 2 1 2 1 2
< QU us” lw, | u8? N | @ lws | a8 s 1| @t (v 1 @8 [1v)

><(|| V|| + H [l [Val V] + ] ful [Vu® ] )

2 1 2
< QU us” Nz, Il ws? N Nl a8 oz Il @8 Mgz, 1| @5 g, | 8 o) 1| Ve || -

(7.69)

Par ([7.69)), on déduit de ([7.68)) I'estimation suivante

d oo

il V 2 V 2 2 2

LUl + 1 a2+ 120 ) el T2, 4+ 9 )

1 2 1 2 1 2
< QU ug” Nz, 1l gl | 6" [l2, aé’ e | aP g |l @5 Nlg) || P 2

(7.70)

Ce qui donne aussi bien I'unicité (pour u{) = u(() ), oz(()l) =a” et ol = ol que la

continuité par rapport aux données initiales. O

On définit ainsi, sous les conditions du Théoréme [3.2] un semi-groupe continu
(par rapport a la E-norme) S(t) comme suit

S(t) : By — Ex, 5(t)(uo, a0, ) = (u(t), a(t), g—?(t)),

ou (u(t), a(t), (Zt( t)) est 'unique solution de

4 Borné absorbant

Notre objectif ici, est d’établir que le semi-groupe S(t),t > 0, défini précédem-
ment, posséde un ensemble borné absorbant dans ’espace des phases Fy. On a le

Théoréme 4.1. Le semi-groupe S(t) associé au probléme — posséde un
ensemble borné absorbant 5, dans Ej.

DEMONSTRATION: On prouve ce théoréme grace a l'estimation (7.51)) qu’on la
réécrit ici :
oo
Faat) ez + 1V et N + 1 5 () [l
< exp (—e)Q(|| wo |2 || ao 2, || ar lmy) + ¢, ¢>0, ¢>0, (7.71)

et donc pour que

oo
[ u(®) |g2 + || a(t) [|g=2 + || a(t) lm<R, R>0, (7.72)
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7 . Modéle de champ de phase conservatif avec un terme non linéaire polynomial

il suffit que
exp (—ct)Q(|| uo [[m2, || oo |2, || en [[my) +¢ < R. (7.73)

En prenant les données initiales ug, ay et a; dans un borné B de E;, on a
2 2 Oax 2
Fu() llw + T a®) iy + 1 5 @) V< R, V>t (7.74)

R—¢

m)} La preuve est ainsi compléte. O

1
ou to := max{0, —— log(
c

On donne finalement une remarque congernant le systéme ([7.1)-(7.2)) associé aux
conditions aux bords de Neumann homogenes.

Remarque 4.2. Comme déja mentionné au début de ce chapitre, on a que la
moyenne spatiale du paramétre d’ordre u est une quantité consérvée quand le sys-
teme — est munie de conditions aux bords de type Neumann. En effet, dans
ce cas, on intégre sur €2, on a

<u(t) >=<wug>, t>0 (7.75)

1
ou < . >= —/ .dx, est la moyenne spatiale.
vol(2) Jq

0
On pose H = u + 8_?’ donc devient

Ga_ftf +H — Aa=0. (7.76)

On intégre ensuite sur €, on aura

d
E<H>+<H>:O. (7.77)

En particulier, on déduit de que
< H(t) >=exp(—t) < H(0) >, (7.78)
Par ailleurs, si < H(0) >= 0, i.e. < ug+ay >= 0, on a conservation de l’enthalpie,
< H(t)>=0, t>0, (7.79)

donc 5
< 8—(;@) >=—<u(t) >=—<wuy>, t>0. (7.80)

Ensuite on réécrit sous la forme

d< o>

= (t) =exp(—t) <up+ a1 > — < uy >, (7.81)

qui donne

<alt)>=<ay>+(1—exp(—t)) <ag >+l —exp(—t) —t) <up>, t>0.
(7.82)
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Donc on peut avoir les mémes résultats obtenus dans ce chapitre pour les conditions
de type Neumann, a savoir

ou O0Au O«

— = = — = sur OS2, 7.83

ov v ov (7.83)
ot v désigne 'unité extérieure normale a 0X2. Pour ce faire, par , et
7.79), on réécrit et sous la forme

A o
o TAT—Algv(u)= <gn(u) >) = —A, (7.84)
OoH — . _
E + H - Aa = 0, (785)

T =v—<v> |<uy>|< M, |<ug+a;>|< My, pour My et My deux
constantes positives fixées.

Ensuite, on note que )
v (|72 + <v>%)z,

N |=

ot || . ||l-1=] (=A)"2. ||, (=A)7! est l'opérateur inverse de Laplace avec les condi-
tions Neumann et qui s’applique sur des fonctions a moyenne nulle, est une norme
dans H='(Q) = H'(Q)" qui est équivalente o la norme usuelle de H='(Q), et on a

<‘>:_<'71>H_IQ,H1§27
|Q| (Q),H(Q)

_ 1
or— (12117 + <9 >%2,
pr— (| Vo I + < ¢ >3,

et

[N

er— (| Ap |I? + < v >?)7,

sont des normes dans H=1(2), L*(Q), H () et H?(Q) respectivement, qui sont équi-
valentes auxr normes usuelles.
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Chapitre 8

Modéle de champ de phase
conservatif de type Caginalp avec un
terme logarithmique

Dans ce dernier chapitre de cette thése, on considére le probléme traité au cha-
pitre précédent, mais cette fois avec un potentiel singulier, particuliérement un terme
non linéaire logarithmique (voir, par exemple, |38], [43] et [72]). Nous examinons tout
d’abord l'existence des solutions dans le cas n < 3, ensuite on démontre en dimen-
sion une et deux, une propriété de séparation stricte vérifiée par le parameétre d’ordre
u, qui nous permettera d’étudier le comportement asymptotique des solutions. On
considére le probléme (C') suivant :

ou 9 Oa
o O ou
0% A= —u— p
oz "ot ST YT o 8
u=Au=a=0, (8.3)
Oa
u(0) = ug, «(0) = ay, 5(0) Qa, (8.4)

ou u est le parameétre d’ordre et « est la variable de déplacement thermique, 2 C R",
un domaine borné régulier (on précisera la dimension dans les sections suivantes) et
OS2 désigne le bord régulier de €). Le potentiel g est défini comme suit :

1+s

g(s) = —2Kkos + K1 ln(1 — S), s€ (—=1;+1),0 < Ky < Ko. (8.5)
On voit que g vérifie
g estdeclasse C™ et g¢(0)=0, (8.6)
—co < G(s)<g(s)s+co, ¢=>0, se(—=1,+1), (8.7)
ou G(s) = [, g(r)dr, et
g (s) > 2Ky, se€(—1,+1). (8.8)

. !/ " o . .
On notera dans la suite ¢, ¢ et ¢ des constantes positives qui pourront varier d’une
ligne a l'autre et quelques fois dans la méme ligne.
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1 Existence de solutions dans le cas n < 3.

Comme au chapitre 4, on considére I’ensemble K et on approche g par gy le
polynoome considéré au chapitre 7 (voir [9]), on obtient alors le probléme (Cy)
suivant :

ou Oa
i+ Nuy = Ag(uy) = ~ATE (8.9)
D®ay  Oay Oun
o2 + o Aay = —uy — TR (8.10)
UN:AUN:O./N:O, (811)
O
un(0) = ug, an(0) = ay, N 0) = . (8.12)

ot
Rappelons, d’aprés le chapitre 7, le résultat d’existence congernant le probléme (Cy).

Théoréme 1.1. Soit T > 0 donné. On suppose que (ug, ap, ay) € HL(Q)? x L*(Q) et

Gn(ug)dr < +oo. Alors le probléme (Cx) admet au moins une solution (uy, ay, %)

telle que uy € L>=(0, 400, H(Q)), ay € L=(0, +o00, HL(Q)), 3;_;\7 c L*(0, T, H ()
0

et % € L(0, +o00, L*(Q2)).

Rappelons aussi que pour ug € K on a que Gy (ug) est borné indépendemment
de N.

On construit la solution du probléme (C') comme étant la limite de la solution
du probléme (Cy) quand N — +o00. On prend ug € K et on démontre le théoréme
suivant

Théoréme 1.2. Soit (ug,ap, 1) € E, alors le probleme — admet au

moins une solution (u, o, 22) avec (u, o) € L=(RT, H}(2)?), € L=(R", L*(Q)),
(u,a) € C(RT,L3(Q)?) et %1: € L*(0,T,H (), VT >0.

De plus ¥t > 0, || u(t) |[pe@)< 1, Uensemble {x € Q, |u(x,t)| > 1} est de mesure
nulle.

DEMONSTRATION:  En remplagant (u, «) par (uy,ay) dans (7.18]), on écrit

dE 8u ’
diN + c(Ean+ || 8_2\/ 1)) <e, >0, (8.13)

ou
dan 2

B = Vuy | +2 | G(ux)dat || %5
Q t

80&]\/
ot ’
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8 . Modéle de champ de phase conservatif de type Caginalp avec un terme logarithmique

satisfait
aCEN 2 ’
c(llun 1% + 1l an [} + | —— 5 I+ QGN(UN)dw) +c < Eayn(t)
8 N 2 "
¢ (un Iy + oy IV + 1| =~ 5 I+ QGN(UN)dw) +c, (8.14)

"
avec ¢,c > 0.

On applique le lemme de Gronwall & (8.13)), on a
Ean(t) < Eyn(0) exp (—ct) + ¢, (8.15)

la relation (8.15)) implique en particulier que

’

E2N<t) S E2N(O> +cC. (816)
Ainsi par (8.14) on aura
2 2 aOéN 2 ’
sup {[| un () @) + I av(®) @ + 1 @) [} < ¢ (8.17)

te[0,T]

oll ¢ est une constante qui ne dépend pas de N.

En faisant tendre N vers +oco et en considérant une sous suite, on a par 1’estimation
(18.17)) :

uy — u faiblement étoile dans L*>°(0,T,V), (8.18)

ay — a faiblement étoile dans L>(0,7,V), (8.19)
et 5 5

gtN R\ a—? faiblement étoile dans L>(0,7T, H). (8.20)

On integre (8.13)) entre 0 et ¢, on a
8UN 2
Eon(t) +c H s)IF;ds<e, Vte[0,T], ¢>0, (8.21)

la constante c est bien stir indépendante de N. Il en découle que

8UN N 8u

ot o faiblement dans L*(0,T, H™'(12)). (8.22)
On réécrit sous la forme
10u Oa
(—A)™ a;v Auy + gn(un) = 8tN' (8.23)

On multiplie (8.23) par —Auy. En utilisant I'inégalité de Holder et la monotonie de
gn, On aura

d

8aN
= luw I+ I Aun [P< el == 1P

+ || Vuy ||?). (8.24)
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8 . Modéle de champ de phase conservatif de type Caginalp avec un terme logarithmique

On intégre (8.24]) entre 0 et ¢, on déduit

t
| un(t) |2 —{—/ | Auy ||>ds < ¢, Vte0,T], (8.25)
0
ou c¢ est indépendante de N. Il en résulte que
Auy — Au faiblement dans L*(Q). (8.26)
On multiplie (8.23)) par gy (uy) et on intégre sur €2, en utilisant la monotonie de gy,
on obtient P P
unN CYN
I gn(un) IP< el un 5+ 11 == 120+ 1 =5 1) (8.27)
On integre (8.27)) entre 0 et ¢, par (8.18)),(8.20) et (8.22)), on a
| g (un) 72 < © (8.28)
ol ¢ est indépendante de N. On déduit alors pour une suite extraite que
gn(un) — x faiblement dans L*(Q). (8.29)
Donc lorsque N — 400 dans (8.23)), on déduit de (8.22)),(8.26)),(8.29) et (8.20) que
0
(u, a, 8—?) vérifie :
1 0u 0
(~8)7 5 — A+ x = a—j dans  L(Q). (8.30)
De (8.10) on déduit :
0 Juy
%—F— o>+ < Vay, Vo >=— < W+uN’¢> Vo € D((0,T) x Q),

ol <., .> désigne le crochet de dualité entre D'((0,7) x Q) et D((0,7T) x Q).

Donc lorsque N — +00 on déduit de (8.19)),(8.20)),(8.18)) et (8.22) :
o Oa ou

92 + = T —Aa = 5 U dans L*(0,T; H'(Q)). (8.31)
De plus d’aprés le lemme avec (8.19) et on a lorsque N — 400 :
ay — a dans C([0,7], L*(Q)), (8.32)
d’autre part, d’aprés le Théoréeme avec et (8.22)), on déduit
uy — v dans C([0,T], L*(2)), (8.33)
donc en particulier on aura u(z,0) = ug et a(x,0) = o dans 2. Voir le chapitre 4
pour démontrer que T (x 0) = ay. Alors (u, «, a—(;) vérifie
(—A)” % —Au+x = (?9_? dans L*(Q), (8.34)
‘?;? + %—j‘ —Aa = —% —u dans L*(0,T,H *(Q)),  (8.35)
u=a = 0 sur 00 x(0,7), (8.36)
u(0) = uy, a(0) = ap, g—?(O) =a; dans Q. (8.37)
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8 . Modéle de champ de phase conservatif de type Caginalp avec un terme logarithmique

Lemme 1.3. [l existe une constante positive c telle que pour tout r >0 on a

8uN

| ( )12, < c(% +1)(Eon(0) +1), VE>r>0. (8.38)

PREUVE: On intégre (8.13)) entre t et t + 7, on a

duy 12,)ds < ¢ (r) 4+ Ean(t), ¥t>0, ¥r>0.

(8.39)

@N@+m+cZ‘?Ew<>\

En remplagant (u, ) par (uy,ay) dans ((7.32)), on écrit

oun 1oy

8uN 2 80&]\/
LNy 120+ 152 012).

+ |l V |!2< C( Fun I+ 1 Van P + 11 .~

(8 40)
Par (8.14),(8.15)) et (8.39), on applique le lemme de Gronwall uniforme a (8.40)) et
donc on déduit que Vs > 0 on a

I 28 4 4s) 24 e+ 1)(Ea(0) 1), V>0, (8.41)

ce qui compléte la preuve de (8.38)). O

Lemme 1.4. [] existe une constante c telle que pour tout r > 0 on a

| owlun() IS (5 + D(Ean(0) +1), Ve2r>0.  (8.42)

PREUVE:  Par (8.14)), on conclut de (8.16) que

| un(t) I3 + | 8aN( t) |I’< Een(0) +¢, Vt=7>0. (8.43)

Par et ( , on obtient de (8.27) la relation 0
Par on déduit

t gn(un(®)) < e(T+1), Vte (0,T), (8.44)

ce qui implique que (cf. chapitre 4)
C

(1— 77)2k+1 :
2k +1

EN(1)]F < (8.45)

VEY o
Lorsque N — +o0, on déduit de (8.42)),(8.45)) et du lemme de Fatou que

|Ey(t)] = Jo xn(t)dz < [ liminfy_, 4o X N(t)dx liminfy 4o Xf;f(t)dx

<
< liminf [E](t)]
4

T
tIn? (_77>
n
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8 . Modéle de champ de phase conservatif de type Caginalp avec un terme logarithmique

avec |E,(t)] et x,(t) désignent respectivement la mesure de I'ensemble
{z € Q, |u(z,t)| > 1 —n} et sa fonction caractéristique.

Lorsque 7 — 0 on obtient V¢ € (0,7),
mes{zx € Q, |u(z,t)| > 1} = 0. (8.46)

De plus par (8.33)),(8.46) on a, lorsque N — +o00 que Vi € (0,7 :

gn(un(t)) — g(u(t)) p.p. dans Q. (8.47)
Par (8.28)),(8.47)) et Lions ( [13], lemme 1.3, p.12), on a
gy(uy) — g(u) faiblement dans L*(Q). (8.48)
Finalement par et on obtient que
X = g(u),
d’ou le théoréme. a

Remarque 1.5. On ne s’attend pas a avoir 'unicité de la solution du probléeme (C)
en dimension trois, par contre en démontrant une propriété de séparation stricte en
dimension une et deux, on peut facilement démontrer le résultat, cela va étre 'objet
de la section suivante.

2 Etude basée sur une propriété de séparation

Pour pouvoir démontrer la propriété de séparation pour le probléme (C'), on
considére le probléme perturbé (C¢) suivant :

ou Oa ou
5 = —A(Au — g(u) + i ea), (8.49)
0’a  Oa ou
w—FE—Aa——u—a, (850)
u=Au=a=0, (8.51)
o
u(0) = uo, a(0) = av, E(O) = Qq, (8.52)

qu’on I’écrit sous la forme :

ou _,0u Oa
i — - = — — > .
eatJr( A) 5 Au g(u)+at, € >0, (8.53)
Pa  Oa ou
u=a=0, (8.55)
Oa
U(()) = Uy, OC(O) = Qp, E(O) = q. (856)
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8 . Modéle de champ de phase conservatif de type Caginalp avec un terme logarithmique

a ST
On pose z = (u,a, —) avec 29 = (ug, v, 1) la donnée initiale correspondante et

on définit les deux espaces de phase suivants :

En dimension une :

D! ={z € Ey, | ullre<l,gu) € L2(Q), e (u+¢) € H,¢ € H(Q)

avec ¢ = (e + (—A)")Au — g(u) + 88—?]} (8.57)
et la "norme” dans I'espace D! est définie de la fagon suivante :
F2 lZ=1l2 s, + 1l g() 1P +ell @ 11° + [ w lP)+ 16 1% (8.58)
En dimension deux :
D? = {2 € By, || u ||p=< 1,9(u) € L*(Q),e2u € H,e2p € V,6 € H
avec ¢ = (e + (—=A)"H)HAu — g(u) + ?9_(;]} (8.59)
et la "norme” dans I'espace D? est définie de la fagon suivante :
o=l 2 I, + 1 g(w) I” +eCl ¢ I + 11w )+ 1 & 17 - (8.60)

On commence a établir des estimations a priori pour le probléme (8.53)-(8.56|), pour
ce faire on suppose a priori que

| || oo mtxe) < 1. (8.61)

L . . ’ " " .
On désigne par ) une fonction monotone et par c¢,c,c et ¢ des constantes qui
varient d’une ligne a ’autre et parfois dans la méme ligne et qui sont indépendantes
de € sauf mention contraire.

U Q@
On multiplie (8.53|) par u + E et (8.54)) par 5 on additionne les équations résul-

tantes, par (8.7) on aura

1d
sle e P+ lwlZ+]] VU I” + 2f9 u)da+ || Vo |[* + || ||2]
+ | Vu|? + [, Gu)dr + H H2 + H H2 + H H2
(8.62)
On multiplie (8.54) par « et on intégre sur €2, on a
1d 9 O 9 ou 9
i 2(( = = (%, a)) - .
Lol 25 ) | Y [P= ~((F ) — (o)) + | O (863
On additionne (8.62)) et 61(8.63), ot d; > 0 assez petit tel que
Oa Oa
ol el + I Ve P +201 (5 e+ I 5 P2 el I + || || ), ¢>0,
(8.64)
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8 . Modéle de champ de phase conservatif de type Caginalp avec un terme logarithmique

on obtient IE p p
3 u u ’
gﬂLC(E?ﬂLGHEHQJFHEHQ_OS& c>0, (8.65)
avec
By=c|ul?+[lul2 + [ Vu|? +2/QG( wdz+ || Va ||* + || ||2
oo’
5 2 +20
461 Lo P 261 (55 )
satisfait
2 2 2 a9 !
cle fulP+ Nl + el +1 517 —c < Es(t)
ClellwllP+ulf + el + || || )+, (8.66)
avec ¢,c > 0 et pour € > 0.
On applique le lemme de Gronwall & (8.65)) et par (8.66) on aura
6HU|!2+||U||v+||04\|v+\| H2
t
+/0 exp (—c(t — s))(e H H2 H H2 )ds
< Q(e [l uo I + 11 20 ||E) eXp(—Ct) +c. (8.67)
On dérive (8.53|) par rapport au temps, on a :
0% 0%u ou ou Oa ou
— 4+ (A — - A— — 4+ Ao — — — 8.68
m T A gE T AG TG = gy tha 5w (8.68)
On multiplie (8.68) par %, I'inégalité de Poincarré et || ¢ [|’< c || Vo | . || ¢ || -1
donne 'estimation suivante
d 2, ou 9
(H H 5 120+ HV H
< c(e || ||2 || ||2 +llul?+ I Ve |* + || || ); (8.69)
0
On applique le lemme de Gronwall & (8.69) et par (8.67) on a (¢ = 6—1;)
ou 2, ou ¢ ou
- - —c(t — -
U Pl g By foolei=sDligrlfas g
Qe lluo [P+ 20 Iz + €l ¢(0) 1>+ 1] #(0) [I21) exp (—ct) + ¢
On écrit (8.53)) sous la forme :
ou ou O«
— A = —e— — (A1 —+ —. 8.71
ut glu) =~ — (~2) 150 4 O (s.11)
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8 . Modéle de champ de phase conservatif de type Caginalp avec un terme logarithmique

On multiplie (8.71)) par —Auwu et on intégre sur €2, par (8.8) on aura

ou ou
Aul? < e Vu H2 +e H H2 +1 5 15+ H H )
< (o 5. ,
lullfe < Qell Uo H + H 20 H2E +e || p(0) I + || ¢(0) [I2,) exp (—ct) +(C |
8.72
En considérant (4.129) et par (8.67)),(8.70) et (4.98]), on déduit
la |7 + || ||v< Qe [ uo [I* + I 20 I, +e Il #(0) 1> + [ $(0) |121) exp (—ct)+c
(8.73)
On réécrit (8.53)) sous la forme :
Jda Ou ou
Au+ — —e— — (A ' — 74
o) = dut O T ()T (8.14)
Par (8.67)),(8.70) et (8.72) on déduit de (8.74]) :
Ig(w) 17< QI 2o [lpy) exp (—et) + ¢ (8.75)
En combinant, on aura finalement
||UHW+HCVHW+H o S+ (HU|!2+\| 5 1)+ H ||2
Ju 8.76
b Jp e (et =) (ell G I+ 1 2 ) S s (8:76)

< Q(ll 20 llby) exp(=ct) + ¢

Théoréme 2.1. Soit € > 0, donc le champ de phase u® satisfait la propriété de
séparation stricte, c’est-a-dire

| u(t) lzo@< 1 =0, VE>0, (8.77)
ot 6. > 0 dépend de e.

DEMONSTRATION:  En dimension une : On écrit (8.53) sous la forme :

ou - Oa _,0u
ea—Au+g( u) =h:= 5 (—A) 5 (8.78)
Par (8.76]) on a : .
172 | zoe )< QU 20 [lp2) exp (—ct) + ¢ (8.79)

On pose hy(t) := = || h(t) ||z~ et on considére les EDO auxiliaires suivantes :
vy +9(ys) = he; y2(0) = = || g ||z - (8.80)
D’apres le principe de comparaison on a :
y—(t) <ult,x) <wyy(t), Vt>0,Vre Q.
On déduit par (voir [28], [43] et le chap.4) :
D(u(t)) < Q|| 20 ly) exp (—ct) +¢. (8.81)
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En combinant les résultats précédents, on aura

13 +6(H u H2 + || H )+ H

g“ C 2+ || - 117)ds

D(u ())+|IUI\W+I|a\|W +

+ Jy oxp (—c(t = 9)) (e | E 2+
< Q(l 20 o) exp(—ct) + ¢

En particulier, on a la propriété (8.77)) avec d. dépend de || 2o ||p: -

En dimension deux : Considérons I'estimation (4.144]), on a par (8.76) :

/ exp (—c(t — 5)) || Au |[* ds < Q(]l 20 [loz) exp (—ct) + ¢
0

On réécrit (8.68)) sous la forme :

O*u 0% du
- _ e A— f—
‘o TR 5 o ¢
ou 0 P P
(0] u ’ u
4= tha—u=-z—g g

0
On multiplie (8.84) par —Aa—z et on integre sur {2 on a

[|| ||v || ||]+||A H2§||q||2

d

On applique le lemme de Gronwall & , on obtient 'estimation suivante

ou t
el 5 Hv H !!2 /OeXp(—C(t—S)) HA H2d$

<e / exp (—c(t — )l ¢ |2 +¢ | 6 |2 + | & [)ds

+exp (—ct)(e || $(0) I + [| ¢(0) [1?)-
Estimons le terme [ exp (—c(t — s))[e | ¢ [ + || ¢ [|*]ds

)
On multiplie (8.53) par —Aa—l‘,

en utilisant 'inégalité de Holder on aura

|| Aull* +el ol + 1 ¢ I <C(|| ||v+ FgCu) I + 11 ¢ [).

le lemme de Gronwall appliqué a avec ([8.75]) et (8.76)) impliquent

/0 exp (—c(t — s)(e || & |2 + || 6 |P)ds

< Q] 2o ||D1)exp —|—c +/ exp (—c(t —s)) || A ||2 ds.
0

||2

(8.82)

(8.83)

(8.84)

(8.85)

(8.86)

(8.87)

(8.88)

Afin d’estimer le terme fo exp (—c(t — s)) || ¢ ||? ds, on énonce tout d’abord le lemme

suivant.
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Lemme 2.2. VL >0 on a :
/ exp (L|g(u(z, t))|)dzdt < Q(|| 2 ||by) exp (—ct) + ¢, (8.89)
[t,t+1]xQ

ot ¢ dépend de L > 0.
PREUVE: Considérons 1’équation ([8.78]), on a par (8.76)) :

1A lv< Q2

On fixe L > 0. On multiplie (8.78)) par g(u) exp (L|g(u)|) et on intégre sur [t, t41] x €2,
on obtient :

1) exp (—ct) + c. (8.90)

e/QGL(u(t +1))dx + /[tt+1]><Q \Vngl(u)(l + L|g(u)]) exp (L|g(u)|)dxdt
" /[t,t+1]x9 |g(u)[* exp (Llg(u)|)dxdt

— / G (u(t))dz + / .g(u) exp (L|g(u)|)dwdt, (8.91)
Q [t,t4+1] %0

ou Gp(s) = [, Texp (L|7|)dr.

Par (4.155)) et (8.72)), la relation (8.91)) donne

[ oo (Lot

[t,t+1]xQ

<Qefluo [P+ 20 I + €] ¢(0) H% + 11 $(0) [12,) exp (—ct) + ¢
+ f[t,t+1]x9 |h|.|g(u)| exp (L|g(w)|)dzdt.

Pour estimer le terme f[t,t+1}><Q |h|.|g(u)| exp (L|g(u)|)dzdt, on considére les estima-
tions (4.160]) et (4.161]) avec

(8.92)

a:=MI[h(t)|, b= M"[g(u)|exp(L|g(u))),

ou M = M(L) est suffisemment grand, on a (voir |[27] et |43]) :
- ~ 1
[l lg(u)lexp (Llg(u)]) < exp (M[A]) + 5lg(w)[* exp (Llg(u)]) + ¢, (8.93)

En insérant (8.93)) dans (8.92), on aura

f[t,t+1]><ﬂ |9(uw)|* exp (L|g(u)|)dzdt < 2 f[t,t+1]x§z exp (M |h|)dzdt

+Q(efluo P+ 120 5+ €l ¢(0) >+ || ¢(0) [I2,) exp (—ct) + ¢
(8.94)

Les estimations (8.90), (4.164) et (8.94) impliquent que :

/ l9(w)[* exp (Llg(u)])dzdt < Q(|l 2o [lpy) exp (—ct) + ¢ (8.95)
[t,t4+1]xQ
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On déduit de (8.95) I'estimation (8.89)) (voir chap.4). O

En remarquant que le terme logarithmique g satisfait (4.168)) et en utilisant ({8.89))
on déduit :

19 () llereerixe < QU 20 llp) exp (—et) + ¢, (8.96)
donc
¢ lz2qeerxey < QU 20 [lpz) exp (—ct) + ¢ (8.97)
En imitant (4.172)-(4.176)), on déduit
t
/ e ¢ 1> ds < Q(|| 2o 1) exp (—ct) +c. (8.98)
0
Par et (| , on déduit de (8.86)) :
t au 2 ’
exp (—¢(t —s)) | Am 7 ds < Q] 20 [[pz) exp (=ct) +c. (8.99)
0
En insérant (8.83)) et (8.99) dans (4.144) on aura
e (I + H ||H2< QI 20 llpz) exp (—ct) + ¢ (8.100)

Or en dimension deux on a H? C C(2) donc par (8.100) on aura

15 < Q]

on déduit alors la propriété de séparation comme dans le cas de la dimension une et
on a

p2) exp (—ct) + ¢, (8.101)

Oa
D)+ | ullfs + lalf + |l 7 I3 +e ) 2 5 =2+ H H2
du du 8.102
fyep (et —s)el S B+ 150 1By + 1 S [B)ds (8102)
< Q(ll 20 [[p2) exp (=et) + ¢,
d’ou le théoréme. a

Corollaire 2.3. Pour 0 < e <1, le champ de phase u® satisfait
| u(t) ||pe( < 1 =9, Vt >0, (8.103)

o § > 0 ne dépend pas de € € [0, 1].

2.1 Caractére bien posé du probléme (C°)
On commence & donner la définition d’une solution du probléme (8.53))-(8.56)).

Définition 2.4. Une fonction z(t) est une solution du probleme (8.53)-(8.56) avec
20 € D? si

z€ L™([0,T),D?) et ueC(0,T],HQ), VT >0 (8.104)

et les équations — sont satisfaites au sens des distributions.
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Remarque 2.5. On note que pour u(t) régulicre (u(t) € H*(Q) et || u || oo mrx0)<
1), les deux problémes (8.49)-(8.52) et (8.55)-(8.50) sont équivalents. Si z(t) ap-
partient seulement ¢ D? (comme dans la définition , les equatwns (u '

sont vues comme une définition de solutions pour le pmbleme

Théoréme 2.6. Soit € > 0. Pour tout zy € D?, il existe une unique solution z(t)

pour le probléeme (8.53)-(8.56) qui vérifient les estzmatwns (8.77) et (8.102).

DEMONSTRATION:  Existence. On vérifie I'existence d’une solution dans la classe
(8.104]) pour € > 0. Grace a la propriété de séparation stricte il n’est pas difficile de
démontrer I'existence, en effet, on remplace ¢ par la fonction de classe C! suivante :

g(=0) + g (=6)(s +6) , s€(—00, =0,
966(3) = ) 9(s) s € [=0c, 0e,
9(56> +9 (56)(8 - 56) ) S 6]56’ +Oo)a

oil d. est le méme que dans (8.77)). On obtient alors le probléme (C%) dont P'existence

€

d’une solution est connue a savoir (u’, a%,

vérifient les mémes propriétés (voir les chap.4-6 et |21]), donc

| w’ |[pe<1 =06, Yt>0

a’

). De plus on démontre que g et g%

(8.105)

parsuite g% (u’) = g(u®) et (u’, a’, W) est une solution du probléme (C°).

Unicité. Soit (u(), o), aa_<1> ot (u®,a®, 22 )) deux solutions du probléme (8.53

ment. On pose :

o 9o 9a?
(wafﬂ>:<dn_ﬁy&m_am’a a )

ot ot ot
et
(uo, a, al) = <u(()1) u(() ), a(()l) — oz((f), ag ) _ a§2)>
Alors (u, o, 92) vérifie
ou ou oo
i AT — Ay — -
Eat (—A) o u—I(t)u+ TR
ot? ot ot ’
u=oa=0,
Oa
a(0) = ag, u(0) = uy, E(O) o,

Puisque les u(?, i = 1,2 sont strictement séparées de £1, on a que
11(t) [[ze< e, VE>0

ou ¢ dépend de § mais indépendante de € € [0, 1].

2 Etude basée sur une propriété de séparation

8.50)), avec (u(() ),a(()l),&g )> et (u(()z),a(() ),C(?)) leurs données initiales respective-

(8.106)

(8.107)
(8.108)

(8.109)

(8.110)
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0 0
On multiplie (8.106) par u + a—ltL et (8.107) par 8_? et on additionne les équations

résultantes, on aura

1d

2Cﬁ{enuuunun? IV 22 ) Va )

H2 = (), w)) = (U, %)).

(8.111)
En utilisant Uinégalité |((v,w))| <c || Vv | . || w Hq et (8.110]) on déduit

+HVU||2+€|| |!2+|| H2 H

{€||UH2+||U||2 +||VUH2+H ||2+||V I}
ou ou Oa /
fell o 2+l 5 1P < 2 112
el Vu P el 2 1P+ a2+ g D) < e el e>0 (8.112)

avec ¢ et ¢ dépendent de dp = min(dy, d3).

On applique le lemme de Gronwall & (8.112)) on aura :
ellul®+ 1wl +HVUII2+|I ||2+||V04||2

¢ exp (et)(e [l uo |I* + [ uo |2y + | uo I} + || en \!2 +laolly), Vt=0 (8.113)
c et ¢ sont indépendantes de € € [0,1]. On déduit de (8.113]) I'unicité des solutions

du probléme (§8.53))-(8.56)). O

2.2 Existence des solutions de (C°) dans le cas limite € = 0.

Théoréme 2.7. Pour tout zy € D3, il existe une unique solution z(t) pour le pro-
bléme — qui vérifie l’estimation suivante :

t

I2(t) lI5 +/ exp (—c(t — 8))(“ H2 H Hw)ds < Q(I] 20 [Ipz) exp (—ct)+c.
0

(8.114)

DEMONSTRATION: On considére une suite €, > 0, ¢, — 0, et la suite corres-

€n

pondante de solutions (u(t), a(t), (t)) pour le probléeme (C¢) avec € = ¢,,

dont I'existence a été démontré dans le Théoréeme [2.6]

On prend (ug, ag, ;) € D3, donce c’est évident que (ug, g, 1) € D?,

e >0, et
| (o, a0, 1) |lp2< e || (uo, a0, 1) |z, (8.115)

ol ¢ est indépendante de € — 0.

Par (8.115)), les estimations (8.82)) et (8.102) sont satisfaites uniformément par rap-

port & €,. La solution désirée (u,q, du probléme (C') peut étre obtenue en

(07
)
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da
| o)
est uniformément bornée dans L>([0,7], E2) pour tout 7" fixé. Donc il existe une

en fJe}
) qui converge vers (u,a, — ) dans cet espace

ot

passant a la limite €, — 0, en effet : Par (8.102), on a que la suite (u, o,

sous suite notée aussi (u, o, BT

faiblement étoile lorsque €, — 0.

De plus en raisonnant d’une maniére analogue (voir [9], [73|, [74] et le chap.4),
on montre que

g(u(t)) = g(u(t)) dans  L>([0,T], L*(Q2)).

o

ot )

o)
on vérifie d'une fagon standard que la fonction limite (u, o, —) verifie les équations

ot
B53)-31) avec ¢ = 0.

Donc en particulier on déduit la propriété de séparation stricte vérifiée par wu, a
savoir

En passant a la limite €, — 0 dans les équations (8.53)-(8.54) pour (u‘", o,

a

2.3 Semi-groupe et Dissipativité

D’aprés le Théoréme on définit le semi-groupe S(t) associé au probléme

(8.1)-(8.4) de la fagon suivante :
S(t) : Di — D3, 20 — S(t)z0 = 2(t). (8.117)

Théoréme 2.8. Le semi-groupe S(t) engendré par le systéeme d’équations —
possede un ensemble borné absorbant que l'on note By dans ’espace DE, c’est-a-dire,

VB CD} borné, 3ty=te(B) tel que t >ty implique S(t)B C fo.
DEMONSTRATION:  En prenant || 2o [|pz< R, par (8.114) on aura

I 2(t) lpz< e, Vt=to.

Remarque 2.9. En utilisant la propriété de séparation stricte on a que g
et toutes ses dérivées sont bornées, alors il n’est pas difficile de prouver, par des
arguments de décomposition standards (voir les chapitres J et 6) que le semi-groupe
S(t) posséde lattracteur global A..
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Conclusion et perspectives

L’idée principale de cette thése est d’étudier des systéemes d’équations qui modé-
lisent des phénomeénes de transition de phase. Ces systémes sont des généralisations
du systéme de champ de phase de Caginalp, introduit par Gunduz Caginalp (voir |2])
en vu de modéliser les phénoménes de transition de phase dans certaines classes de
matériaux, par exemple, les phénoménes de fusion-solidification.

La premiére partie de ce rapport est consacrée a ’analyse mathématique du mo-
déle de champ de phase de Caginalp obtenu d’aprés la loi de Maxwell-Cattaneo de
la conduction de chaleur. En particulier, nous avons étudié les propriétés suivantes :
I’existence et 'unicité, la continuité par rapport aux données initiales et I'existence
de l'attracteur global de solutions pour le probléme considéré dans les situations
suivantes :

- Cas d’un potentiel polynomial (avec des conditions aux limites de type Dirichlet
et de type Neumann homogénes)

- Cas d’un potentiel singulier (plus précisement, un terme logarithmique, avec les
conditions aux limites citées ci-dessus).

Dans le cas d'un potentiel singulier, nous avons démontré, en dimension une et
deux, une propriété de séparation stricte qui nous a facilité ’étude de l’existence
d’attracteurs exponentiels de notre probléme (puisque dans ce cas le potentiel sin-
gulier et toutes ses dérivées sont bornées).

La seconde partie concerne 1’étude théorique du méme modéle mais dans sa ver-
sion conservative, dans le sens que, quand il est muni de conditions aux limites de
type Neumann, la moyenne spatiale du paramétre d’ordre est conservée en temps.

Nous avons traité le probléme avec des conditions aux limites de type Dirichlet
et avec les deux types de potentiel (polynomial et singulier). En particulier, nous
avons établi le caractére bien posé ainsi I'existence de 'attracteur global de dimen-
sion fractale finie.

Rappelons que nous avons utilisé dans notre étude des résultats de la théorie de
I’analyse fonctionnelle et de la théorie des systémes dynamiques dissipatifs.
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Enfin, nous donnerons d’autres perspectives de travail qui pourraient étre envisagées.

Tout d’abord, dans les chapitres 4, 6 et 8, nous avons établi que 'attracteur global
est de dimension fractale finie. D’un point de vue physique, cela signifie que les sys-
témes dans ces trois cas pourraient étre décrits par un nombre fini de parameétres.
Il est donc naturel d’envisager une analyse numérique et également des simulations
de ces modéles.

Finalement, pour les chapitres 3, 5 et 7, nous pourrons analyser le comportement
spatial de solutions dans un cylindre semi-infini, cette étude est motivée par la
possibilité d’étendre 'analyse du comportement asymptotique des solutions a des
domaines non bornés. Nous pourrions également considérer les problémes station-
naires crrespondants & nos modéles afin d’étudier, par exemple, la convergence vers
des états d’équilibre, notamment, pour les systémes de champ de phase conservatif
des chapitres 7 et 8.
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Etude asymptotique de modéles en transition de phase

Résumé Ce rapport de theése est consacré a I’étude de modéles de champ de phase de
type Caginalp. Nous considérons ici, deux parties : la premiére étant une généralisa-
tion du modele de champ de phase de Caginalp basée sur la loi de Maxwell-Cattaneo
et la seconde traite le méme modéle dans sa version conservative. L’étude dans les
deux parties est faite dans un domaine borné. De plus, dans la premiére partie
on distingue les cas de conditions aux bords de type Dirichlet ainsi que Neumann,
tandis que dans la deuxiéme partie le modeéle est étudié uniquement avec les condi-
tions Dirichlet (avec un potentiel régulier puis un potentiel singulier). Tout d’abord,
I'existence, 1'unicité, et la régularité des solutions sont analysées aux moyens d’ar-
guments classiques. Ensuite, ’existence d’ensembles bornés absorbants est établie.
Enfin, dans certains cas, I'existence de 'attracteur global et d’attracteurs exponen-
tiels sont analysés.

Mots clés : Systéeme de Caginalp, Loi de Maxwell-Cattaneo, potentiel régulier, po-
tentiel singulier, caractére bien posé, dissipativité, comportement asymptotique des
solutions, attracteur global, attracteur exponentiel.

Asymptotic study of phase transition models

Abstract This thesis report is devoted to the study of Caginalp type phase-field
Models. Here, we consider two parts : the first is a generalization of the Caginalp
type phase-field model based on a generalization of the Maxwell-Cattaneo law and
the second with the same model in its conservative version. The study in the two
parts is made in a bounded domain. In addition, in the first part we distinguish
cases of boundary conditions of Dirichlet and Neumann, while in the second part
the model is studied only with Dirichlet conditions (with a regular potential and a
singular potential). First, the existence, uniqueness, and regularity of solutions are
analyzed by means of classical arguments. Then, the existence of bounded absorbing
sets is established. Finally, in some cases, the existence of the global attractor and
exponential attractors are analyzed.

Keywords : Caginalp system, Maxwell-Cattaneo law, regular potential, singular
potential, well posedness, dissipativity, long time behavior of solutions, global at-
tractor, exponential attractor.
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