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Nomenclature
Abréviation

MCP matériaux à changement de phase
DSC Differential Scanning Calorimetry
GIEC groupe d’experts intergouvernemental sur l’évolution du climat

Préfixe
d élément différentiel
δ petite variation
∆ différence entre deux états

Opérateur
−→
∇ () gradient
−→
∇ · divergence
∇2 Laplacien
|| · || norme
t transposée

Lettres latines
c capacité thermique massique [J ·K−1 ·kg−1]
−→
d vecteur distance entre deux points [m]
d1 distance entre le centre 1 et l’interface [m]
d2 distance entre le centre 2 et l’interface [m]
DTF largeur du pic de fusion [K ]
En, j , Em, j solution enfant de l’algorithme génétique
Esensi ble énergie stockée sous forme de chaleur sensible [J ]
Esensi ble+l atent énergie stockée sous forme de chaleur sensible et latente [J ]
e épaisseur [m]
Fob j fonction objectif
H enthalpie [J ]
h enthalpie massique [J ·kg−1]
L longueur [m]
LE chaleur latente de fusion à l’eutectique [J ·kg−1]
LM chaleur latente de fusion massique [J ·kg−1]
LMC P chaleur latente du MCP [J ·kg−1]
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LaTEP Nomenclature

m masse [kg ]
−→
n vecteur normal à une surface [−]
N I nombre de maille selon la hauteur [−]
N J nombre de maille selon le rayon [−]
nm nombre de points de la sortie du modèle direct (le thermogramme) [−]
np nombre de paramètres du modèle direct [−]
Pi , j solution parent de l’algorithme génétique
P̄ barycentre du simplexe
Pr point obtenu par réflexion
Pe point obtenu par expansion
Pce point obtenu par contraction externe
Pci point obtenu par contraction interne
Pnp+1 plus mauvais sommet du simplexe selon Fob j

Pnp second plus mauvais sommet du simplexe selon Fob j

p paramètre du modèle
P pression [Pa]
Q quantité de chaleur [J ]
Rth résistance thermique [K ·m2 ·W −1]
R rayon de l’échantillon [m]
r rayon courant [m]
S surface [m2]
T température [oC ou K ]
TF température de fusion d’un corps pur [oC ou K ]
TM température de liquidus [oC ou K ]
TP température de plateau [oC ou K ]
T̄ température moyenne au cours d’une journée [oC ]
t temps [s]
U énergie interne [J ]
V volume [m3]
V ar variance de la population
x0 fraction massique de soluté [−]
xE fraction massique eutectique [−]
xa,L fraction massique du soluté dans la phase liquide [−]
x position [m]
Z hauteur de l’échantillon [m]
z hauteur courante [m]
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Nomenclature LaTEP

Matrice et vecteur

A un modèle mathématique nm ×np

d vecteur direction de descente np ×1
D matrice diagonale np ×np

ep vecteur de base 1×np

I matrice identité np ×np

M modèle
p vecteur colonne qui contient les paramètres np ×1
pS matrice de sensibilité réduite nm ×np

S matrice de sensibilité nm ×np

Sπ matrice de sensibilité au paramètre π nm ×1
W matrice de pondération nm ×nm

X matrice des soliciations
y vecteur colonne sortie du modèle nm ×1
Y la sortie du modèle A nm ×1
¯̄λ tenseur de conduction thermique 3×3, [W ·m−1 ·K −1]

Lettres Grecques

α coefficient d’échange équivalent [W ·m−2K −1]
αBLX coefficient de croisement BLX de l’algorithme génétique [−]
β vitesse de réchauffement [K · s−1]
γN M coefficient de contraction du simplexe de Nedler-Mead [−]
δcour bur e paramètre de courbure de la surface libre [−]
δ terme de mélange de l’algorithme de Levenberg-Marquardt [−]
ε,ε1,ε2 réels positifs de très faible valeur
λ conductivité thermique [W ·m−1 ·K −1]
π paramètre d’entrée connue du modèle
ρ masse volumique [kg ·m−3]
ρN M coefficient de réfléxion du simplexe de Nedler-Mead [−]
χL taux liquide [−]
χw,S taux en solvant dans la phase solide [−]
χMC P taux massique de MCP dans le mortier [−]
χN M coefficient de expansion du simplexe de Nedler-Mead [−]
σ écart-type
σN M coefficient de réduction du simplexe de Nedler-Mead [−]
τ durée [s]
φ flux d’énergie [W ]
ϕ flux surfacique [W ·m−2]
χ taux massique du solvant [−]
Ω domaine d’intégration
ω distance à parcourir dans la direction de descente [−]
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Indice
a soluté
b bas
BEST la meilleure solution courante
deb début
D droit
e externe
ext extérieur
E eutectique
exp expérience
f front de fusion
G gauche
h haut
i , j indices numériques
k numéro de surface de la maille (i,j)
L liquide
mi n correspondant à un minimum
M fusion ou liquidus
MC P matériaux à changement de phase
p, eq cp équivalent
r e f référence
S solide
T grandeur totale sur tout l’échantillon
w solvant, corps pur, souvent de l’eau
0 valeur initiale
∞ régime final établi

Exposant

propriété molaire partielle
⋆ corps pur
di l dilution
di s dissolution
˜ pondéré par le taux massique
1D relatif au modèle 1D
2D relatif au modèle 2D
k itération
T grandeur totale sur tout l’échantillon

20



Introduction

La consommation totale d’énergie a été multipliée par 7 depuis 1950, le prix du baril de
brut s’est envolé, atteignant plus de 110 $ en avril 2008, 80 $ en 2009 et 140 $ en 2012. Les
émissions de carbone issues de combustibles fossiles ont été multipliées par plus de 5 de-
puis 1950, la concentration de CO2 dans l’atmosphère a dépassé 380 ppm en 2005. En 2050,
les scénarios les plus optimistes prévoient une stabilisation aux alentours de 450 ppm. Le
groupe d’experts intergouvernemental sur l’évolution du climat (GIEC) estime pour 2100 le
réchauffement climatique à plusieurs degrés sachant qu’en France la température moyenne
a augmenté de 1 K sur les quinze dernières années [1] [2] [3].

Pour limiter l’élévation moyenne de la température de 2 à 3 K , il faudrait diviser par 2 avant
2050 les émissions mondiales. Comme les émissions des pays en développement vont conti-
nuer de croître, les émissions des pays industrialisés devront être divisées par 4 avant cette
échéance. Il s’agit du fameux « facteur 4 » en ligne de mire de notre politique énergétique
nationale dans la loi Grenelle 2 [1] : il est devenu nécessaire de revoir la gestion de notre
consommation énergétique.

Le secteur du bâtiment consomme près de 44,5% [4] de l’énergie finale française et génère
environ 24% [1] des émissions de CO2 du pays. Les actions visant à réduire la consomma-
tion énergétique dans ce secteur seraient les plus efficaces, pour atteindre les objectifs de la
France aussi bien en terme environnemental qu’en terme énergétique. Avec ce constat, les
lois relatives au Grenelle de l’Environnement 1, adoptées en deuxième lecture par le Parle-
ment le 23 juillet 2009, ont fixé des objectifs ambitieux, notamment qu’à l’horizon 2020 une
grande partie du parc résidentiel soit renouvelée pour permettre une baisse de la consom-
mation énergétique de 40%, et en parallèle de diminuer la consommation des bâtiments
tertiaires de 38%. Dans un rapport sur les Technologies Clés de 2005 [5], les pouvoirs publics
encouragent à porter des efforts sur le domaine du stockage de l’énergie.

L’électricité, la forme d’énergie la plus pratique, ne peut être stockée. Il existe de nombreuses
techniques pour transformer l’électricité en une autre forme qui, elle, peut être stockée [6].
Pour le domaine du bâtiment, on différe son utilisation pour profiter des effets du climat.
Cette problématique est depuis longtemps étudiée pour le stockage du froid [7] [8] [9]. Du fait
des variations journalières du climat, les besoins et la disponibilité de l’énergie thermique
n’est pas la même au cours de la journée. Il en résulte des pics de consommation au moment
où l’énergie est chère. En France, où il existe un parc nucléaire important dont la production
est peu modulable, un tarif de nuit a été instauré afin d’inciter à décaler la consommation la
nuit, d’étaler la consommation du pays. Le stockage permet cet étalement car il consiste à
emmagasiner l’énergie pendant qu’elle est peu coûteuse et abondante, pour l’utiliser quand
elle est moins disponible et plus chère (figure 1).
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(a) Histogramme de consommation d’un système de
climatisation

(b) Histogramme avec stockage et déstockage

FIGURE 1 – Stockage du froid [8]

Pour le bâtiment, en France, culturellement il s’agit plus d’un problème de chauffage en hi-
ver que de climatisation en été, mais la problématique reste la même. L’énergie thermique
du soleil est disponible le jour et pas la nuit, ce que l’on compense par des systèmes de chauf-
fage.

Dans le secteur de l’habitat, ce qui prime c’est le confort thermique. Ainsi, on ne peut envi-
sager une amélioration des performances énergétiques si on dégrade le confort thermique.
Il faudrait au contraire l’améliorer. Il ne faut pas que jouer sur l’aspect quantitatif de la ther-
mique du bâtiment, mais sur l’aspect qualitatif. C’est-à-dire qu’installer un lourd équipe-
ment pour réchauffer ou refroidir le bâtiment n’est pas utile pour l’occupant si l’énergie
thermique est mal répartie. Il vaut mieux chercher une gestion intelligente des transferts,
des pertes thermiques.

Le secteur du bâtiment a des effets de premier plan sur la société, par le biais du confort
thermique. Il en découle donc une importance du facteur inertie des bâtiments qui lissera
les variations de température, diminuant les consommations de chauffage et de climatisa-
tion, et donc nécessitant l’installation de moindres appareils, tout en améliorant le confort
pendant les saisons extrêmes.

Le confort thermique d’un bâtiment a deux principaux indicateurs : le niveau de tempéra-
ture et sa régularité. La stabilité du champ de température dans un bâtiment dépend ma-
joritairement de l’inertie thermique de ce même bâtiment. Il faut ainsi veiller à l’augmen-
ter et non la réduire. Ceci est possible en mettant en place des systèmes de stockage ther-
mique, afin de lisser les variations journalières et/ou saisonnières. Une solution intéressante
est l’emploi de matériaux à changement de phase (MCP) [10]. Ces matériaux présentent le
double avantage d’avoir une forte densité de stockage de par leur chaleur latente et de pou-
voir fixer le niveau de température par le changement d’état, si la chaleur latente est suffi-
sante.

Pour illustrer ce point, les équations (1), (2) et (3) montrent que pour stocker une même
quantité d’énergie par une même masse d’élément, un matériau qui ne fait que du stockage
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sensible devrait s’élever d’avantage en température, qu’un MCP.

Esensi ble =

∫T2

T1

mcdT (1)

Esensi ble+l atent =

∫T4

T3

mcSdT +mLM +

∫T6

T5

mcLdT (2)

Esensi ble = Esensi ble+l atent (=) T2 −T1 ! T6 −T3 (3)

Avec c, cS , cL les capacités thermiques massiques du matériau et du MCP solide et liquide en
J ·kg−1 ·K −1, LM la chaleur latente du MCP en J ·kg−1 et m la masse d’élément en kg .

Jusqu’à présent la méthode utilisée pour augmenter l’inertie thermique d’un bâtiment était
soit d’augmenter l’épaisseur des murs, soit d’en changer la nature afin de jouer sur sa ca-
pacité de stockage sensible. Le problème avec cette approche est une perte significative de
place, d’espace à vivre pour l’habitant ou l’utilisateur. Sur ce point, procéder en donnant
de la capacité de stockage latent aux murs, en y adjoignant des MCP, augmentera l’inertie
thermique tout ne diminuant pas l’espace disponible. Ce qui serait socialement plus accep-
table [11].

Augmenter l’inertie thermique du bâtiment présente un autre avantage. En effet, le matériau
va permettre d’étaler les effets du climat, les reporter, permettant ainsi aux réchauffements
et refroidissements journaliers de se compenser en partie. C’est d’ailleurs tout l’interêt du
stockage thermique dans le bâtiment.

Ainsi donc, avec un matériau adapté, on peut améliorer le confort thermique tout en dimi-
nuant la pression énergétique par un effet de lissage de la consommation.

Il est nécessaire de pouvoir modéliser le comportement énergétique du bâtiment qui inté-
grera ces MCP, afin de pouvoir choisir judicieusement le MCP. Une telle modélisation, pour
être une représentation fidèle des phénomènes physiques, passe par la connaissance fine du
processus de changement de phase. Ce qui induit de connaître les caractéristiques thermo-
physiques des matériaux [12].

La commercialisation de cette technologie a déjà commencé bien qu’elle soit freinée par le
manque de procédure d’évaluation, de caractérisation et de certification de ce type de ma-
tériau. Il est nécessaire de mettre au point une méthode de caractérisation fiable, qui débou-
chera sur une méthode d’évaluation correcte de ces produits. Ce qui in-fine permettra une
meilleure industrialisation et diffusion sur le marché, des matériaux à changement de phase.

L’industrie s’est déjà emparée de cette technologie, comme BASF qui propose une plaque
de plâtre dans laquelle on a dispersé des micro-capsules de paraffine et DUPONT DE NE-
MOURS qui propose une plaque composite de MCP. Même si ces deux industriels présentent
des secteurs industriels différents, leurs objectifs convergent : promouvoir ces MCP pour
l’amélioration de l’inertie thermique des bâtiments. L’intérêt est économique, industriel mais
aussi environnemental. De nombreux pays se sont fixés un objectif de réduction des gaz à
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effet de serre. Ce projet d’augmentation de l’inertie thermique des bâtiments, pourrait par-
ticiper à la réduction de l’émission de ces gaz par le fait qu’il permettrait de réduire, voire de
supprimer le recours à la climatisation en période estivale et de diminuer la consommation
énergétique des systèmes de chauffage l’hiver ou de climatisation l’été (figure 1).

Pour résumer, la solution retenue réside dans le couplage entre une forte intégration des
énergies renouvelables au bâti et la réduction significative des consommations d’énergie.
La trajectoire vers la haute efficacité énergétique passe, pour une large part, par le dévelop-
pement d’enveloppes très performantes pour le bâtiment (récupération des énergies « gra-
tuites » et leur stockage et restitution en temps voulu). Les matériaux à changement de phase
participeront donc à la réduction des besoins en énergie du bâtiment. Afin d’optimiser leur
choix, nous montrerons qu’il est nécessaire de déterminer correctement leurs caractéris-
tiques énergétiques. Dans ce travail nous proposons de façon originale l’utilisation de mé-
thodes inverses pour compléter les mesures directes, afin d’aboutir à une meilleure caracté-
risation des MCP. Notre objectif est d’identifier la courbe d’évolution de l’enthalpie en fonc-
tion de la température, indépendament des conditions opératoires.

De plus, la technologie MCP pouvant s’appliquer à de nombreux types de stockage d’énergie
thermique [13] [14] tels que :
– le système de traitement d’air de ventilation ;
– le stockage de l’eau chaude sanitaire par ballon à MCP ;
– le refroidissement des panneaux solaires ;
– le stockage pour pompes à chaleur ;
– le stockage du froid ;
– refroidissement des composants ;
– etc ;
nous pouvons espérer que cette nouvelle méthode par caractérisation inverse puisse être
universelle.

Ce travail a été réalisé dans le cadre du projet ANR stock-E 2010 MICMCP pour « méthode in-
verse de caractérisation des matériaux à changement de phase ». Il comprend cinq chapitre.
Dans le chapitre un on mettra en avant le défaut actuel de caractérisation. Les chapitres deux
et trois présenterons les outils employés, soit un modèle direct et les méthodes inverses. Les
chapitres quatre et cinq présenterons deux cas d’applications.
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Chapitre 1

Position du problème

Notre sujet s’inscrit dans le cadre général du stockage thermique par utilisant des matériaux
changement de phase (MCP). Depuis des décennies on caractérise au mieux ces matériaux,
mais on n’est pas satisfait de la fiabilité des résultats [15] [16].

Ce projet est donc de développer ou d’améliorer une des méthodes choisies de caractéri-
sation des propriétés énergétiques des matériaux à changement de phase, la calorimétrie,
par l’utilisation de méthodes inverses que nous aborderons dans le chapitre 3. Pour ce faire
il nous faut d’abord établir une stratégie pour résoudre le bilan énergétique [17]. De cette
stratégie va découler des erreurs de modélisation plus ou moins importantes.

1.1 Bilan énergétique

Pour ce problème on considère un système immobile dans le référentiel du laboratoire que
l’on suppose galiléen. De ce système de pression P , on s’intéresse a une sous-partie de vo-
lume de contrôle V quelconque limité par une surface fermée Ω, figure 1.1. Nous traiterons
le cas d’un milieu passif sans échange de travail dû à l’électricité ou aux mouvements, nous
négligeons donc la convection interne. Dans ce cadre, le travail élémentaire δW se réduit à
celui des forces de pression, −PdV . Par ailleurs, l’enthalpie est définie par rapport à l’énergie
interne U par la relation H =U +PV .

FIGURE 1.1 – Volume de contrôle sur lequel s’effectue le bilan

En notant δQ la quantité de chaleur échangée, le premier principe s’écrit donc pour ce sys-
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tème :

dU = δQ −PdV (1.1)

soit pour l’enthalpie :

dH = δQ +V dP (1.2)

L’environnement usuel d’un bâtiment ayant une atmosphère que l’on considère isobare, le
terme V dP est nul, ainsi dH se réduit à δQ. L’enveloppe d’un bâtiment étant soumise aux
fluctuations temporelles du climat, il convient de prendre en compte la dimension tempo-
relle pour étudier cette évolution dynamique. C’est pourquoi nous allons poursuivre cette
réflexion en passant à un bilan de puissance.

En considérant ici que le mode de transfert thermique prépondérant est la conduction, la
quantité de chaleur totale échangée en 1 s à travers la surface Ω peut s’écrire en prenant en
compte la loi de Fourier :

φ=

$

Ω

−→ϕ ·
−→
n dS =

$

Ω

− ¯̄λ ·
−→
∇ (T ) ·−→n dS (1.3)

Avec −→
n le vecteur normal rentrant de la surface et ¯̄λ le tenseur de conduction. Nous al-

lons restreindre notre étude à des matériaux isotropes. Dans ce cas, le tenseur se réduit à
un simple scalaire λ en W ·m−1 ·K −1.

Ainsi le bilan de puissance s’écrit :

%

V
ρ
∂h(T )

∂t
dV =

$

Ω

−→ϕ ·
−→
n dS (1.4)

Grâce au théorème d’Ostrogradski, en tenant compte de la convention qui a été choisie pour
les flux, on a :

$

Ω

−→ϕ ·
−→
n dS =−

%

V

−→
∇ · (−→ϕ )dV (1.5)

le bilan devient donc :

%

V

(
ρ
∂h(T )

∂t
−
−→
∇ · (λ

−→
∇ (T ))

)
dV = 0 (1.6)

Cette intégrale est nulle quel que soit le volume V , donc l’intégrant est nul. Le bilan de puis-
sance s’écrit par conséquent à un niveau local :

ρ
∂h(T )

∂t
=
−→
∇ · (λ

−→
∇ (T )) (1.7)

Si on considère de plus que la masse volumique ρ, en kg ·m−3, est constante.

Pour résoudre cette équation en T , on utilise une équation d’état qui caractérise le matériau.
C’est dans cette équation d’état que sera pris en compte le changement de phase. Il existe
plusieurs méthodes pour prendre en compte le changement de phase.
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1.1.1 cp équivalent

La méthode du « cp équivalent » étend la notion de capacité thermique au changement de
phase en considérant un cp équivalent, cp,eq , incluant le changement de phase et qui donc
dépend des capacités thermiques massiques du matériaux mais aussi de son taux liquide.
En fait, une expression analytique de cp,eq n’est pas toujours possible, comme dans le cas du
corps pur. Ce qui a conduit a considérer que la dérivée par rapport à la température ∂h(T )

∂T
est

proportionnelle au thermogramme, comme sur la figure 1.2 déterminée directement par la
calorimétrie. On reviendra ultérieurement sur cette méthode pour la critiquer dans la partie
1.3.2.

ρ
∂h(T )

∂t
= ρcp,eq

∂T

∂t
(1.8)
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FIGURE 1.2 – cp,eq pour un échantillon d’eau de 12,52 mg et 5 K ·mi n−1

C’est la méthode la plus utilisée de nos jours, notamment dans des logiciels de simulation
comme COMSOL [18] ou TRNSYS [19] [20] [21].

1.1.2 Méthode à suivi d’interface

Le but de cette formulation est de considérer le changement de phase comme une condition
à la frontière entre deux domaines. Ce problème de Stefan nécessite donc de pouvoir prévoir
la position exacte du front de changement de phase (ici la fusion) à chaque instant. Regar-
dons le cas du corps pur avec son front de fusion caractérisé par sa température constante
TM et étudions ses autres difficultés.

Selon ces méthodes, pour un corps pur, l’équation de l’énergie donne :

ρcp,i
∂Ti

∂t
=
−→
∇ · (λi

−→
∇ (Ti )) (1.9)

i = S,L
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et la condition à la frontière repérée par la position du front de fusion x f est :

(
λS

−→
∇ (TS)−λL

−→
∇ (TL)

)∣∣∣
x f (t )

= ρLM

d x f

d t
(1.10)

Une première approche utilise un maillage fixe [22]. Mais comme l’interface n’est pas for-
cément sur des nœuds du maillage, cela oblige à interpoler le champ de température dans
la zone de transition. Ceci est compliqué à implémenter pour un cas bi ou tri dimension-
nel. Pour améliorer cette méthode une solution consiste à adapter le pas de temps afin que
l’interface se situe toujours sur un nœud [22]. L’implémentation s’en trouve plus aisée. Mais
dans ce cas, pour fidèlement modéliser le changement de phase le nombre de nœuds se doit
d’être important. Cette exigence peut causer des problèmes de convergence numérique si le
pas de temps est trop grand. Autant dire que le pas de temps risque d’être très petit, ce qui
ralentira considérablement le calcul.

L. Landau [22] [23] en a proposé une deuxième : elle consiste à immobiliser l’interface et à
faire évoluer le maillage. Le système d’équations qu’il propose est très complexe et néces-
site un cadre mathématique très lourd et très contraignant. Et nous ne sommes que dans
le cas du corps pur. Les cas qui nous intéressent étant plus complexes, ils vont forcément
alourdir le schéma, des exemples d’utilisation de ses méthodes figurent dans les articles sui-
vants [24] [25] [26]. Ce modèle sera ensuite utilisé dans une méthode inverse, ce qui en-
traînera une multiplication des calculs. Un cadre trop contraignant ne pourrait qu’amplifier
les problèmes posés par ces méthodes. Cette formulation du problème de changement de
phase ne pourra pas convenir à notre projet qui utilise les méthodes inverses. D’autant plus
que dans le cas d’une fusion progressive, l’interface n’est pas clairement définie.

1.1.3 Méthodes enthalpiques

Cette méthode connait deux écritures différentes.

1.1.3.1 Ecriture en température

La première consiste à écrire le bilan de puissance (1.7) directement en température en expli-
citant la relation enthalpie-température [27] [28] [29] [30] [31]. Etudions cette écriture dans
le cas du corps pur et réécrivons donc ce bilan pour le résoudre en température, équation
(1.11).

ρc
∂T

∂t
=
−→
∇ · (λ

−→
∇ (T ))+

dχL

dt
×LM (1.11)

Avec χL =
mL

mS+mL
le taux liquide et LM la chaleur latente massique du corps pur en J ·kg−1.

Expliciter ainsi le bilan est une manière d’implémenter la méthode enthalpique. Mais la ré-
soudre en température, sous la forme développée qu’elle a actuellement, oblige à utiliser une
résolution itérative pour chaque pas de temps afin de « choisir » une solution physiquement
acceptable pour χL dans tout le domaine, du fait de l’absence d’équation permettant de la
déterminer [27] [28]. En pratique on vérifie que le couple choisi (T,χL) redonne une enthal-
pie conforme à la thermodynamique [31].
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1.1.3.2 Ecriture en enthalpie

La seconde manière d’écrire la méthode enthalpique suppose de résoudre directement en
enthalpie, de conserver l’équation (1.7) que l’on discretise, équation (1.12)[symbolique], pour
déterminer l’enthalpie au pas de temps ultérieur ht+∆t

i
, de résoudre ensuite en se servant

l’équation d’état pour trouver la nouvelle température de chaque cellule T t+∆t
i

, figure 1.3(b).
Enfin on détermine χL en fonction de l’enthalpie de chaque cellule pour pouvoir combiner
les propriétés de transfert dans la zone diphasique. C’est ce que nous détaillerons dans le
prochain chapitre 2.1.

ρV
ht+∆t

i
−ht

i

∆t
=λS

T t
i−1 −T t

i

∆x
+λS

T t
i+1 −T t

i

∆x
(1.12)

(a) Exemple de discrétisation (b) abscisse en température

FIGURE 1.3 – Illustration de la résolution par méthode enthalpique, écrite en enthalpie

1.2 Differential Scanning Calorimetry (DSC)

Dans cette section, nous allons présenter un dispositif expérimental qui est très utilisé pour
caractériser un changement de phase. Cette étude a pour but de permettre une meilleure in-
terprétation des résultats, et in fine de caractériser correctement les propriétés énergétiques
des matériaux étudiés. Nous allons commencer par présenter le fonctionnement global de
l’appareil.

1.2.1 Présentation de l’appareil

L’appareil est un dispositif de calorimétrie différentielle à balayage par compensation de
puissance ou Differential Scanning Calorimetry (DSC). Un calorimètre est un dispositif dési-
gné pour décrire l’évolution thermique d’un échantillon, c’est-à-dire l’énergie échangée lors
d’une variation linéaire de la température de plateau, Tp (t ).

Pour mesurer ce flux thermique, le calorimètre dispose de deux têtes en platine iridié : la
première contient la cellule emplie de l’échantillon à étudier, et la deuxième contient une
cellule vide servant de référence. Ces têtes sont en permanence en contact avec une source
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froide qui est réalisée soit par un thermostat, soit par un cylindre métallique dont une extré-
mité plonge dans un bain d’azote liquide, figure 1.4 .

L’échange thermique entre les différents éléments est réalisé par un courant d’hélium sec ou
d’azote de pression réglable généralement de 1.5 bar [32]. Un courant d’azote ou d’air sec est
également amené au niveau des plateaux afin d’éviter tous phénomènes de givrage.

Courant de dégivrage

Résistances électriques

air réfrigérant -130 C

Compresseur tri-étagé

FIGURE 1.4 – Schéma global d’un calorimètre

Un système de capteurs et de régulation permet de faire subir la même évolution thermique
aux deux têtes. Comme l’une des têtes contient une cellule pleine alors que l’autre contient
la référence vide, les résistances électriques qui génèrent cette même évolution en tempé-
rature auront deux consommations d’énergie électrique différentes, du fait du phénomène
thermique dans l’échantillon. C’est cette différence de puissance électrique qui est le flux
thermique mesuré. De là provient la notion de compensation de puissance. On appelle ther-
mogramme la courbe donnant l’évolution de ce flux thermique en fonction du temps. Cette
courbe est la représentation du phénomène thermique que l’on étudie.

Cet appareil de DSC peut balayer un intervalle de température allant de −170oC à 500oC

selon la source froide employée, avec des vitesses constantes aussi bien au réchauffement
qu’au refroidissement comprises entre 0,1 K ·mi n−1 à 200 K ·mi n−1.

La figure 1.5 représente schématiquement la tête d’un calorimètre.
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FIGURE 1.5 – Schéma de la tête du calorimètre

Nous utilisons un appareil Pyris Diamond DSC de Perkin-Elmer qui peut contenir des échan-
tillons d’environ 10 mg.

Maintenant nous aborderons les deux modes de fonctionnement de cet appareil.

1.2.2 Mode dynamique

Le mode dynamique fait subir à l’échantillon une rampe de température de la forme :

Tp (t ) =β× t +T0 (1.13)

Tp (t ) : Température de plateau à appliquer (K )
β : vitesse de réchauffement, β (K ·mi n−1)
t : temps (s)
T0 : valeurs de la température au début de la rampe, t = 0 s (K )

La principale variable est la vitesse de réchauffement, β. Elle contrôle directement la dyna-
mique des phénomènes étudiés.

Des thermogrammes expérimentaux de la fusion de l’eau réalisés à plusieurs vitesses sont
présentés à la figure 1.6. Ces graphiques appellent plusieurs commentaires :

– Tp étant une fonction affine du temps il est correct de l’utiliser comme abscisse, mais
attention ce n’est pas la température au sein de l’échantillon.

– En dehors du pic de fusion, on observe que les thermogrammes se stabilisent à des valeurs
constantes.

– On voit sur ces figures un intérêt de la représentation en Tp par l’alignement en début
de fusion des courbes correspondant à des vitesses différentes. Nous reviendrons sur ces
deux derniers points ci-après.
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FIGURE 1.6 – Exemples de thermogrammes expérimentaux dans le cas de l’eau, m=12,52 mg

Dans des domaines de températures où il n’y a pas de changement de phase ou autres trans-
formations et une fois que le régime permanent est établi, l’hypothèse classique d’unifor-
mité du champ de température est vérifiée pour de petits échantillons et de relativement
faibles vitesses comme dans cette étude. Sous cette hypothèse le flux de chaleur donnant le
thermogramme est [33] [34] [35] :

φ(t ) =βmc (1.14)

avec m, c masse et capacité massique de l’échantillon.

Graduer en température présente l’avantage que, si on superpose plusieurs thermogrammes
d’un même échantillon mais réalisés à différentes vitesses, on observe une superposition du
début des pics comme dans la figure 1.6(b). Nous verrons que considérant que les creusets
en aluminium sont uniformément à la température de plateau Tp [34], le flux thermique
peut s’exprimer de la manière suivante :

φ(t ) =
3∑

i=1
αi Si (Tp (t )−T (t )) (1.15)

T (t ) est la température de surface de l’échantillon, et αi Si est l’inverse de la résistance ther-
mique entre l’environnement et la face i (supérieure, inférieure et latérale) du creuset rem-
plit avec l’échantillon. Pendant les premiers instants d’une transition type corps pur (t = 0
s), la température thermodynamique de l’échantillon n’évolue pas sur un laps de temps très
court et est égale à la température de fusion TM . Sa dérivée temporelle peut être considérée

nulle ( dT
d t

(t )
∣∣∣

t=0s
= 0). Par conséquence on a :

dφ

dTp
(t )

∣∣∣∣
t=0s

=

3∑

i=1
αi Si

(
1−

d t

dTp
·

dT

d t
(t )

∣∣∣∣
t=0s

)
=

3∑

i=1
αi Si (1.16)

32



Position du problème LaTEP

3∑
i=1

αi Si est l’inverse de la résistance thermique équivalente de l’échantillon, caractéristique

de l’échantillon et de l’appareil utilisés. C’est bien ce que l’on observe, la pente à l’origine
du thermogramme est indépendante de la vitesse (figure 1.6(b)). L’équation (1.16) indique
que cette pente représente la résistance thermique autour de l’échantillon. Ceci est un point
important, on fera souvent référence à cette équation dans le reste de la thèse.

1.2.3 Mode Step

Le problème d’un fonctionnement dynamique est que l’évolution dynamique risque de mas-
quer des phénomènes transitoires ou d’y introduire des retards du fait des gradients ther-
miques au sein du matériau qu’il est nécessaire d’apprécier comme nous le ferons. Une autre
voie a été proposée, celle de la « step calorimetry », ou le mode de fonctionnement step du
calorimètre. Qui au lieu de faire subir à l’échantillon une rampe de température sur un grand
intervalle, lui fait subir une succession de mini-rampes entrecoupées par de grands plateaux
où on attend que l’équilibre thermodynamique se rétablisse. L’intérêt du mode step est la
lisibilité des températures de début et de fin de phénomène. Un autre intérêt tient au fait
que la résolution en température est égale à l’incrément de températures entre les mini-
plateaux. L’incertitude sur les températures est donc connue de manière précise. Mais il ne
faut pas trop réduire cet incrément car le signal obtenu serait du même ordre de grandeur
que le bruit et la précision de la mesure serait perdue [36]. L’inconvénient majeur spécifique
à cette méthode est sa durée. Et là, on peut atteindre des durées expérimentales très contrai-
gnantes, de l’ordre de plusieurs jours. Mais il y a un autre problème, celui de la multiplication
des effets transitoires et leurs effets potentiels sur la ligne de base. Se pose également la ques-
tion de l’interprétation du thermogramme, qui a été beaucoup moins abordée que pour le
mode dynamique. Récemment des comparaisons des deux modes de fonctionnement ont
été faites par différents auteurs [37] [38].

1.3 Critiques des résultats

Nous allons maintenant nous intéresser à l’utilisation de cet appareil pour la caractérisa-
tion, noter les défauts de la méthode, pour, dans les chapitres suivants, proposer une autre
interprétation des résultats.

1.3.1 Critiques de la DSC

Plusieurs auteurs [39] [36] [15] ont étudié les appareils de DSC et en ont montré les limites.

L’utilisation directe des résultats de la DSC pour la caractérisation se traduit par la déter-
mination de l’aire sous le pic qui est égale à la chaleur latente [40], et à la détermination
de la température onset 1, Tonset , que l’on relie à la température de fusion. On veut se ser-
vir des thermogrammes que l’on obtient par la DSC pour déterminer la relation enthalpie-
température. C’est pourquoi la méthode du « cp équivalent » a été développée.

1. plusieurs définitions en ont été données impliquant ou non des corrections, sans pour autant parvenir à
un consensus [41] [42] [37] [43].
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1.3.2 La méthode du « cp équivalent »

Cette méthode consiste actuellement à considérer que le thermogramme est la dérivée de
l’enthalpie par rapport à la température et que cette température thermodynamique est as-
similée à la température de plateau Tp .

En effet, s’inspirant de l’équation (1.14), on a défini le cp équivalent, cp,eq , pour prendre en
compte le changement de phase et généraliser la notion de capacité thermique.

cp,eq =
φ

βm
(1.17)

Cette écriture est vraie en dehors du changement de phase, mais c’est une approximation au
moment de la fusion. Malgré cela, les auteurs l’utilisent aussi à la fusion [39] [36] [44] [?] [45].

Sous cette approximation, l’équation (1.7) devient avec (1.8) :

ρcp,eq (T )
∂T

∂t
=
−→
∇ · (λ

−→
∇ (T )) (1.18)

Plusieurs auteurs ont souligné les défauts de cette méthode [46] [15] [47]. Prenons le cas le
plus flagrant que nous connaissons, celui de l’eau pure (figure 1.7). Si on considérait que la
dérivée de l’enthalpie par rapport à la température est le thermogramme, on constaterait
que le corps pur change de phase sur un intervalle de température, que nous noterions DTF,
plutôt qu’à une température fixe, TM . Cet écart correspondrait à la largeur du pic de fusion
(figure 1.7). De nombreuses approximations ont été proposées pour modéliser ce cp,eq et
pallier le problème sans pour autant être physiquement satisfaisantes [47].

(a) Dérivée théorique de l’enthalpie (bleu) et approxi-
mation du cp équivalent (rouge)

(b) Enthalpie théorique (bleu) et obtenue par la mé-
thode du cp équivalent (rouge) [46]

FIGURE 1.7 – Approximation du cp équivalent pour un échantillon d’eau de 8,5 mg à 2 K ·mi n−1

Si la méthode du cp équivalent fournissait une approximation satisfaisante de l’enthalpie, un
code qui simule le fonctionnement du calorimètre pour la fusion devrait donner le même
thermogramme pour les deux enthalpies précédentes (le code en question sera étudié en
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détail dans le chapitre suivant 2). Mais ce n’est pas le cas, le thermogramme simulé avec la
deuxième enthalpie (en rouge/ (b) sur la figure 1.7(b)) donne un thermogramme (en rouge,
(b) sur la figure 1.8) très différent de celui obtenu avec l’enthalpie théorique (en bleu, (a) sur
la figure 1.8). Cette méthode n’est pas satisfaisante pour la caractérisation.

FIGURE 1.8 – Thermogramme théorique & obtenu par la méthode du cp équivalent [46]

De plus, une des critiques majeures de la caractérisation directe par DSC subsiste, les ré-
sultats obtenus par cette méthode varient également selon la masse de l’échantillon ou la
vitesse de réchauffement employées (figures 1.9 et 1.10). Sur cette figure, on voit qu’une aug-
mentation de la vitesse augmente sensiblement l’écart DTF et donc l’erreur sur l’enthalpie.
On pourrait penser qu’en diminuant suffisament la vitesse on pourrait négliger cette erreur
car le système se rapprochant de l’équilibre thermodynamique, la température de plateau
est proche de la température moyenne de l’échantillon. Mais il s’avère que plus β est faible,
plus le signal est faible, et donc plus le rapport entre le signal et le bruit est faible. Si la vitesse
est trop faible, on n’obtient pas de signal exploitable. Pour augmenter la valeur du flux afin
de pouvoir exploiter le signal, on peut augmenter la masse, mais on constate sur cette même
figure que l’on doit diminuer la vitesse d’autant plus que la masse est importante.

FIGURE 1.9 – Influence de la vitesse et de la masse sur le cp,eq [36] [48]
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FIGURE 1.10 – Influence de la vitesse et de la masse sur DTF [46]

Par ailleurs, dans le cas d’un corps pur, il est relativement facile de se rendre compte de
l’erreur que l’on fait, et de la quantifier puisqu’on assimile une transition brusque à une
transition étalée sur un intervalle DTF. Mais dans le cas d’un corps quelconque, comme une
solution binaire (figure 1.11), on ne peut pas aussi facilement identifier l’erreur qui est com-
mise par cette approximation car le changement de phase se produit sur un intervalle de
température.
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FIGURE 1.11 – Enthalpies et thermogramme pour le cas d’une solution binaire de H2O − N H4C l à
9,02%
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1.3.3 Exemples de l’influence de l’erreur d’identification sur un cas, le mur
[46]

Nous avons vu qu’il y avait mauvaise interprétation des résultats de la DSC pour la caracté-
risation en thermique. Ces résultats erronés servent ensuite de données d’entrées pour des
logiciels de simulations. Le problème qui se pose donc est celui de la fiabilité de ces simula-
tions en considérant une erreur sur les enthalpies. Afin de l’évaluer nous allons étudier le cas
d’un mur avec des inclusions de MCP, soumis aux variations quotidiennes de température.
Pour simplifier le problème, nous allons considérer qu’il n’y a pas de surfusion.

Volume de
contrôle

béton
MCP liquide

MCP solide

Inclusion sphérique de

MCP (en fusion)

Conditions aux
limites

thermique
instationnaire

Volume de
contrôle

r

T(t)

x

FIGURE 1.12 – Exemple d’inclusion de MCP dans un mur.

Nous allons étudier le cas d’un mur en béton contenant 30 % d’octadécane, TM = 28oC , sou-
mis sur sa face gauche à différentes variations et sur sa face droite (x = L) à une température
constante, Tai r = 20oC . Les paramètres de ce calcul sont :

Tai r = 20oC L=200 mm ρ = 1385 kg ·m−3

T∞ = 50oC τ= 5 h LF = 72 k J ·kg−1

T0 = 20oC λ= 0,65 W ·m−1 ·K −1 cS = cL

TM = 28oC α= 50 W ·m−2 ·K −1 1690 J ·kg−1 ·K −1

Tableau 1.1 – Paramètres des simulations
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FIGURE 1.13 – Coupe transversale du mur d’épaisseur 200 mm. [46] [49]

Plusieurs simulations ont été faites sur ce mur en considérant soit qu’il n’y avait pas de
changement de phase (LM = 0 Jkg−1), soit que le changement de phase est bien repésenté
(DTF=0), soit qu’il y avait une erreur de modélisation sur la relation enthalpie-température
déduite d’un thermogramme avec DTF=2,5 ou 10 K (voir figure 1.7).

Pour chacune des simulations, nous allons résoudre l’équation de la chaleur unidimension-
nelle :

ρ
∂h

∂t
(T (x, t )) =λ

∂2T

∂x2
(x, t ) (1.19)

Où, pour ces calculs, nous avons considéré d’une part la relation enthalpie-température du
corps pur, dont la forme générale est donnée dans la sous-section 2.1.2, et d’autre part l’en-
thalpie obtenue par la méthode du cp,eq dans différentes conditions résultant en différentes
valeurs de DTF (voir figures 1.7(b), 1.9 et 1.10).

On considère les flux :

ϕG = α× (T (0, t )−Text (t )) (1.20)

ϕD = α× (T (L, t )−T0) (1.21)

Dans un premier temps nous avons étudié la réponse du mur à une variation exponentielle
de la température extérieure du type (Tai r = T0) :

Text (t ) = T0 + (T∞−T0)(1−e
−t
τ ) (1.22)

On voit à la figure 1.14 que la présence du matériau à changement de phase diminue de
moitié, dans notre exemple, la quantité de chaleur qui traverse le mur par rapport à ce que
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se serait sans le MCP. Mais on constate aussi que les erreurs de caractérisation conduisent à
surestimer les flux sortants du mur de 40% ainsi que de surestimer les températures de plus
de 4 K . Une erreur sur les flux devient une erreur sur la consommation énergétique.

(a) Evolution de la température interne du mur pour x=40 mm.

(b) Evolution du flux gauche (entrant). (c) Evolution du flux droit (sortant).

FIGURE 1.14 – Réponse du mur à un réchauffement exponentiel de l’extérieur. [46]

Prenons maintenant le cas d’une variation jour-nuit de la température extérieure en période
estivale de la forme :

Text (t ) = T0 + (T −T0)cos

(
2πt

24

)
(1.23)

T est la température moyenne de la journée que nous choisirons égale à la température de
fusion du MCP (ici l’octadécane). Les autres propriétés étant les mêmes que dans le cas pré-
cédents 1.1
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Avec ce cas, on voit sur les figures 1.15(a), 1.15(b) et 1.15(c) que le matériau à changement de
phase permet de diminuer l’échange énergétique à travers le mur, et à empêcher un réchauf-
fement excessif au-delà du mur. Comme pour le réchauffement exponentiel, une erreur de
modélisation DTF sur l’enthalpie conduit à surestimer les températures et à surestimer les
flux sortants du mur. Cela peut amener à des erreurs sur les échanges d’énergie de 10% à 50%,
ainsi que des déphasages de quelques heures sur les prévisions [49] [46]. Une erreur (DTF)
de 10 K sur la température de fusion résulte en une erreur de 11% sur la puissance d’un dis-
positif de stockage [36] et donc à un mauvais dimensionnement. Il apparait donc nécessaire
de développer une autre méthode pour exploiter correctement les résultats de la DSC. Nous
le ferons dans les chapitres suivants et présenterons les résultats de cette méthode dans le
chapitre 4.

(a) Evolution de la température interne du mur pour x=40 mm.

(b) Evolution du flux gauche (entrant). (c) Evolution du flux droit (sortant).

FIGURE 1.15 – Réponse du mur à une évolution sinusoïdale de la température extérieure. [46]
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1.3.4 Nécessité de prendre en compte le gradient interne

Il faut connaître l’enthalpie avec précision et la déduire du thermogramme. Les travaux du
laboratoire [33] [50] [34] ont montré que l’hypothèse de la température homogène dans
l’échantillon n’était pas valable et qu’il était nécessaire de tenir compte des transferts ther-
miques à l’intérieur de l’échantillon, voir figures 1.16 et 1.17. Sur la première figure, on constate
que l’hypothèse de la température homogène ne permet pas de reproduire le thermogramme,
et sur la deuxième figure, on voit que cette hypothèse est fausse, qu’il peut y avoir plusieurs
degrés d’écart entre les températures internes et la température de plateau Tp . Bien sûr, dans
des cas de très grande conductivité comme l’indium cette hypothèse est moins fausse. Mais
si la conductivité n’est pas très grande le gradient interne peut atteindre plusieurs K selon
la masse et la vitesse β utilisées. On peut adapter ces deux paramètres pour réduire le gra-
dient mais on ne peut pas trop réduire la vitesse car, comme nous l’avons déjà dit dans la
sous-section 1.3.2, le bruit deviendrait prépondérant, et de plus diminuer la vitesse revien-
drait à augmenter la durée de l’expérience. On pourrait diminuer d’avantage la masse de
l’échantillon, mais alors la difficulté de préparer un échantillon et la rigueur des conditions
opératoires s’en trouve augmentée. Il faut aussi prendre en compte l’aspect financier, le coût
de la balance qui mesure précisément une masse inférieure à quelques milligrammes avec
quatre chiffres significatifs nous empêche de considérer leurs utilisations massives.pê

FIGURE 1.16 – Thermogramme théorique suivant l’hypothèse température homogène (b) et réel (a)
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FIGURE 1.17 – Evolution du champ de température interne à l’échantillon selon plusieurs rayons et
une hauteur correspondant au centre thermique : cas de 11,37 mg d’eau pour β = 5
K ·mi n−1
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1.4 Conclusion

Les thermogrammes sont actuellement mal interprétés et cette erreur d’interprétation, due
au gradient thermique, conduit, en outre, à de mauvais dimensionnements, à une mauvaise
utilisation de la technologie de stockage par MCP. Il apparait nécessaire de développer une
meilleure méthode de caractérisation. L’idée est donc de comparer des thermogrammes ex-
périmentaux à des thermogrammes numériques qui, comme nous le verrons dans le cha-
pitre suivant, modélisent le gradient thermique. Pour avoir ensuite recours à une méthode
inverse, que nous détaillerons, afin d’ajuster les paramètres du modèle numérique pour ob-
tenir la superposition des deux thermogrammes. Ces paramètres, qui comportent les pro-
priétés thermodynamiques, une fois ajustés permettent de reconstruire l’enthalpie réelle du
MCP considéré.
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Chapitre 2

Modèle direct de la DSC

2.1 Description du modèle 2D

Ce chapitre, décrit la modélisation du fonctionnement d’un calorimètre, pour pouvoir étu-
dier l’influence des propriétés des matériaux étudiés sur le thermogramme généré par cet
appareil. Une fois le modèle direct obtenu et que son fonctionnement aura été étudié, les
méthodes employées pour caractériser les matériaux seront abordés dans le chapitre 3.

2.1.1 Modèle générique

Nous utilisons la DSC pour étudier, caractériser des matériaux lors du changement de phase.
Il nous faut donc développer un modèle numérique qui reproduit le thermogramme expéri-
mental de DSC dans le cas du changement de phase solide-liquide. L’appareil de DSC utilisé
est un Pyris Diamond DSC de Perkin-Elmer qui utilise des échantillons d’environ 10 ml. La
cellule qui contient l’échantillon à analyser est de géométrie cylindrique. De nombreux tra-
vaux [51] [52] obtenant des résultats probants avec une telle géométrie, nous choisissons
donc une géométrie cylindrique à deux dimensions. Une fois la géométrie définie, se pose la
problématique de la modélisation du phénomène physique.

Comme dans le problème de Stefan, la modélisation du phénomène à changement de phase
présente un déplacement d’interface suivant le temps et l’espace, ce qui pose de nombreux
problèmes. De nombreux articles sont parus sur le sujet. Dutil et al. [?] ont proposé un bon
inventaire des différentes méthodes existantes pour traiter le problème. Plus de détails com-
mentés sur ces méthodes sont disponibles dans les articles de Sharma et al. [13], Agyenim et
al. [53] ou Date [54].

Nous avons choisi de formuler le problème de la zone de transition solide-liquide selon la
méthode enthalpique de la sous-section 1.1.3 [55] [56] [57] [13] [17]. En effet, l’approche en-
thalpique présente de nombreux avantages numériques, l’un d’eux étant que le traitement
de l’interface ne requiert pas d’écriture particulière comme l’équation (1.10). L’interface peut
être traitée comme le reste du domaine modélisé, il n’y a pas de propriétés particulières de
l’interface qui ont besoin d’être connues a priori.
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On peut exprimer la conduction dans l’échantillon sous la forme (1.7) dont la résolution
passe par la connaissance de l’équation d’état correspondante, que nous verrons après cette
sous-section. Rappelons cette équation (1.7) :

ρ
∂h

∂t
=$∇ · (λ$∇(T )) (2.1)

A cette équation, on adjoint des conditions aux limites et initiales que nous allons mainte-
nant poser.

Comme on peut le voir sur la figure 2.1 l’échantillon à analyser est contenu dans un creuset
en aluminium. Le creuset repose sur un plateau en platine, qui est à la température Tp de la
sollicitation (1.13) :

Tp (t ) =β× t +T0 (2.2)

Le creuset étant très conducteur on considère qu’il est uniformément à la température Tp

[34] et que tout le flux qui passe par le creuset, provient du plateau du fait que la conducti-
vité de l’air est négligeable devant celle du plateau. On considère donc que l’échantillon se
trouve entouré par un thermostat de température TP .

Tp

Tp

thermogramme + référence

2R

z m
ax

FIGURE 2.1 – Conduction autour de la cellule

Nous prendrons pour représenter l’échange thermique de paroi, un coefficient d’échange
équivalent αi pour chaque surface (voir figure 2.2) qui englobe les différents échanges. Les
conditions aux limites de l’échantillon cylindrique s’écrivent donc localement avec l’équa-
tion (2.3) :

−λ
−→
∇T ·

−→
n =αi ×

(
T −Tp (t )

)
sur ∂Ωi (2.3)
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Ces conditions aux limites permettent de réexprimer le thermogramme en fonction de ces
dernières :

φ(t ) =
3∑

i=1

∫

∂Ωi

−αi ×
(
T (r, z, t )−Tp (t )

)
dS (2.4)

Les conditions aux limites sont représentées à la figure 2.2 .

TP

r

z

∂Ω3

∂Ω1

∂Ω2

α3

α2

α1

FIGURE 2.2 – Modèle de l’échantillon.

Pour conditions initiales, nous avons choisi de considérer un système homogène en tempé-
rature. Nous partons d’un état thermiquement stable de l’appareil.

Maintenant pour résoudre le bilan (2.1), il est nécessaire d’avoir une relation entre l’enthal-
pie massique h, qui est une fonction monotone croissante de la température thermodyna-
mique, et la température thermodynamique T afin de fermer le système. Celle-ci est donnée
pour les deux cas que nous avons étudiés, le corps pur et la solution binaire présentant un
liquidus rectiligne, par leurs équations d’états. Nous allons présenter ces relations.

2.1.2 Enthalpie du corps pur

Si on considère dans notre étude que les capacités massiques sont indépendantes de la tem-
pérature, les lois de la thermodynamique nous montrent que l’enthalpie d’un corps pur s’ex-
prime (voir figure 2.3 pour un graphique) :

h =





cS

(
T −Tr e f

)
+hr e f T < TM

cS

(
TM −Tr e f

)
+χL ·LM +hr e f T = TM

cS

(
TM −Tr e f

)
+LM +cL (T −TM )+hr e f T > TM

(2.5)

avec cS , cL les capacités spécifiques des corps aux états solides et liquides en J ·kg−1 ·K −1,
LM la chaleur latente en J ·K −1 et χL le taux liquide. Pendant le changement de phase, la
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température reste constante (T = TM ) et seul le taux liquide évolue, passant de 0 à 1 selon la
loi :

χL =
h −hr e f

LM
si T = TM (2.6)

la référence, hr e f = 0 J ·kg−1 étant prise à l’état solide et à la température Tr e f = 273,15K de
façon arbitraire.

-100
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200

300

400

500

h
[k

J
k

g
-1

]

255 260 265 270 275 280 285 290 295 300

T [K]

TM
Solide

Fusion

Liquide

LM

FIGURE 2.3 – Enthalpie d’un corps pur, l’eau

2.1.3 Enthalpie de solutions binaires

Pour cette étude, nous nous restreindrons au cas où le diagramme de phase présente un
solidus vertical et un liquidus rectiligne, comme on peut le voir à la figure 2.4. Il s’agit, par
exemple, du cas d’une solution saline aqueuse faiblement concentrée. Les solutions H2O −
KC l et H2O − N H4C l présentent un tel diagramme de phase ; elles seront présentées en
exemple. Nous allons reprendre ce calcul classique [58].
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TM ,w

TM

T

TE

x0 xa,L xE

FIGURE 2.4 – Diagramme de phase d’une solution binaire avec un solidus vertical et un liquidus rec-
tiligne.

Le point eutectique (xE , TE ) correspond à un équilibre entre trois phases (une phase liquide
et les deux phases solides pures).L’équilibre est monovariant, c’est-à-dire qu’un seul para-
mètre intensif est libre d’évoluer sans rompre l’équilibre. Comme on travaille sous l’hypo-
thèse isobare, la température et la composition du liquide sont fixées par l’équilibre. TM ,w

est la température de fusion du solvant pur. Le solidus vertical s’étend de 0 K à TM ,w sur
l’axe des ordonnées. Le point (x0, TM ) situé sur la courbe du liquidus, courbe qui définit
l’instant où disparait le dernier cristal lors d’une fusion, est le point équilibre de la solution
étudiée.

Ainsi, la montée en température d’une solution de fraction massique en soluté x0 inférieure
à xE , se fera d’abord par une fusion du soluté ainsi que d’une partie du solvant quand la tem-
pérature atteindra la température de l’eutectique TE , suivie de la fusion graduelle du reste du
solvant. Elle sera terminée lorsque la température du liquidus TM sera atteinte. Si la solution
est à la concentration xE , alors tout le solvant aura fondu au plateau eutectique ; la fusion est
alors à température constante comme pour un corps pur.

Définissons le taux massique solide du solvant :

χw,S =
mw,S

mw +ma
(2.7)

et rappelons que la fraction massique du soluté s’écrit :

x0 =
ma

mw +ma
(2.8)

avec ma et mw les masses totales de départ de soluté, a, et de solvant, w.

Ainsi nous avons quatre cas à considérer :
– T < TE

dH = m⋆

w,Scw,SdT +ma,Sc⋆a,SdT = mw c⋆w,SdT +mac⋆a,SdT (2.9)

dh

dT
=

d

dT

(
H

mw +ma

)
= (1−x0)c⋆w,S +x0c⋆a,S (2.10)

– T = TE and 1−
x0

xE
≤χw,S ≤ 1−x0 [59]

dH = hw,L (TE , xE )dmw,L +ha,L (TE , xE )dma,L +h⋆

w,S (TE )dmw,S +h⋆

a,S (TE )dma,S (2.11)

47



LaTEP Modèle direct de la DSC

où hw,L (TE , xE ) et ha,L (TE , xE ) sont les enthalpies massiques partielles du solvant et du
soluté à la température eutectique TE et à la fraction massique xE .
Étant donné que nous avons :

mT = ma +mw = mL +mS (2.12)

mw = mw,S +mw,L (2.13)

ma = ma,S +ma,L (2.14)

nous avons aussi :

dmw,S = −dmw,L (2.15)

dma,S = −dma,L (2.16)

Ce qui implique que :

dH =

(
hw,L (TE , xE )−h⋆

w,S (TE )
)

dmw,L +

(
ha,L (TE , xE )−h⋆

a,S (TE )
)

dma,L (2.17)

Les termes de l’équation (2.17) s’expriment :

- pour le premier :

hw,L (TE , xE )−h⋆

w,S (xE ) = hw,L (TE , xE )−h⋆

w,L (TE )+h⋆

w,L (TE )−h⋆

w,S (TE ) (2.18)

où :

hw,L (TE , xE )−h⋆

w,L (TE ) = Ldi l
w (TE , xE ) (2.19)

est l’enthalpie spécifique de dilution du solvant pour une solution eutectique de fraction
massique xE , et :

h⋆

w,L (TE )−h⋆

w,S (TE ) = Lw (TE ) (2.20)

est la chaleur latente spécifique de l’eau pure à la température TE .

Généralement, le terme (2.19) est négligeable. Le terme (2.20)peut être calculé par l’ex-
pression :

Lw (TE ) = Lw

(
TM ,w

)
+

∫TE

TM ,w

(
c⋆w,L − c⋆w,S

)
dT (2.21)

Ici encore, si on considère que les capacités spécifiques sont indépendantes de la tempé-
rature et si on suppose que la capacité spécifique du liquide peut être extrapolée à partir
de sa valeur au-dessus du point de fusion, nous avons :

Lw (TE ) = Lw

(
TM ,w

)
+

(
c⋆w,L − c⋆w,S

)(
TE −TM ,w

)
(2.22)

- pour le second terme de l’équation (2.17), on peut écrire que :

ha,L (TE , xE )−h⋆

a,S (TE ) = Ldi l
a (TE , xE )+∆hdi s

a (TE ) (2.23)
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où Ldi l
a (TE , xE ) est l’enthalpie spécifique du soluté dans la solution eutectique, qui peut

toujours être négligée, et ∆hdi s
a (TE ) est l’enthalpie spécifique de dissolution du soluté à la

température TE .

En notant xE la fraction eutectique massique,

xE =
mE

a,L

mE
a,L +mE

w,L

(2.24)

et xa,L la fraction massique de soluté dans la phase liquide,

xa,L (T ) =
ma,L

mL
(2.25)

alors, en tenant compte qu’au palier eutectique la phase liquide est à la fraction eutectique
(xa,L = xE ), la relation précédente donne :

ma,L = mw,L
xE

1−xE
(2.26)

l’équation (2.17) devient :

dH =

(
Lw (TE )+

xE

1−xE
∆hdi s

a

)
dmw,L =−

(
Lw (TE )+

xE

1−xE
∆hdi s

a

)
(ma +mw )dχw,S (2.27)

En utilisant les définitions (2.7), (2.13) et (2.15), nous avons donc :

dh

dχw,S
=−

(
Lw (TE )+

xE

1−xE
∆hdi s

a

)
=

−LE (TE )

1−xE
(2.28)

avec LE (TE ) l’énergie par unité de masse mise en jeu à l’eutectique, ou chaleur eutectique.

La variation d’enthalpie à la température eutectique est donc :

L̃E =

∫1− x0
xE

1−x0

dh

dχw,S
dχw,S =

x0

xE
LE (TE ) =

TM ,w −TM

TM ,w −TE
LE (TE ) (2.29)

car, comme on a un liquidus rectiligne :

x0

xE
=

TM ,w −TM

TM ,w −TE
(2.30)

– TE < T ≤ TM et 0 ≤χw,S ≤ 1−
x0

xE
[59]

Dans ce cas, nous avons eu une fusion progressive et tout le soluté est dans la phase li-
quide.

ma,S = 0 (2.31)

ce qui implique que :

mS = mw,S (2.32)
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ma = ma,L (2.33)

Les relations (2.32) et (2.33) permettent de réécrire x0 :

x0 =
ma

m
=

ma,L

m
= xa,L ×xL ⇔ χw,S (T ) = 1−

x0

xa,L (T )
(2.34)

Dans cet intervalle, la variation de l’enthalpie devient :

dH = hw,L
(
T, Xa,L

)
dmw,L + h⋆

w,Sdmw,S +mw,Lcw,L
(
T, Xa,L

)
dT +ma,Lca,L

(
T, Xa,L

)
dT

+ mw,Sc⋆w,S (T )dT
(2.35)

comme précédemment en négligeant l’enthalpie de dilution il vient :

hw,L
(
T, xa,L

)
dmw,L +h⋆

w,Sdmw,S ≈−Lw (T )dχS (2.36)

Puis en s’aidant des relations (2.32), (2.33), (2.25) et (2.7) on obtient :

ma,L

mT
=

ma,L

mL
×

mT −mw,S

mT
= xa,L(1−χw,S) (2.37)

et

mw,L

mT
= 1−

ma,L +mw,S

mT
= 1−

xa,LmL +
mT −mL

mL
mL

mT

= 1−xa,L
mL

mT
−1+

mL

mT
= (1−xa,L)

mL

mT

= (1−xa,L)(1−
mS

mT
) = (1−xa,L)(1−

mw,S

mT
)

= (1−xa,L)(1−χw,S) (2.38)

Si on définit la capacité massique du liquide par :

cL =
(
1−xa,L

)
cL,w (T, x)+xa,L cL,a

(
T, xL,a

)
(2.39)

en combinant les expressions (2.35) (2.36) (2.37) (2.38) et (2.39), nous pouvons obtenir
pour la variation d’enthalpie :

dh = Lw (T )dχw,S (T )+
(
c⋆w,S χw,S (T )+ cL

(
1−χw,S (T )

))
dT (2.40)

Ici, la chaleur latente s’exprime :

Lw (T ) = Lw

(
TM ,w

)
+∆CM ,w

(
T −TM ,w

)
(2.41)

avec :

∆CM ,w = c⋆w,L − c⋆w,S (2.42)

Comme nous avons dans notre cas une solution binaire avec un liquidus rectiligne on a :
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dTM

dx0
⇔

TM ,w −TM

0−x0
=

TM ,w −T

0−xa,L

⇔ xa,L = x0
TM ,w −T

TM ,w −TM
(2.43)

En différentiant l’équation (2.34) il vient alors :

dχw,S (T ) =
x0

xa,L (T )2 dxa,L =−
TM ,w −TM(
TM ,w −T

)2 dT (2.44)

d’où étant donné que pour T = TM χw,S = 0 :

χw,S (T ) =
TM −T

TM ,w −T
(2.45)

Enfin, cela mène à :

dh

dT
=−

TM ,w −TM(
TM ,w −T

)2 Lw (T )+ c⋆w,S

(
1−

TM ,w −TM

TM ,w −T

)
+ cL

TM ,w −TM

TM ,w −T
(2.46)

– T > TM
dh

dT
= (1−x0) cw,L +x0 ca,L = cL (x0) (2.47)

Avant de passer aux expressions finales de l’enthalpie pour le modèle binaire, nous allons
poser quelques hypothèses et changements de variables pour simplifier l’expression de cette
enthalpie.

Nous considérerons que la fraction massique de soluté est suffisamment faible et/ou que la
capacité calorifique solide du soluté est suffisamment faible, pour que l’on puisse considérer
une unique capacité solide égale à la capacité thermique du solvant pur à l’état solide.

(1−x0)c⋆w,S +x0c⋆a,S ≈ c⋆w,S = cS (2.48)

De même nous allons considérer que la capacité liquide du mélange ne varie pas avec la
concentration et qu’elle est sensiblement égale à celle du solvant.

cL (x0) = cL ≈ c⋆w,L (2.49)

Afin de simplifier le système nous n’allons pas utiliser dans le modèle le paramètre LE , mais
la variation d’enthalpie au palier eutectique L̃E . Ce qui nous permet de nous affranchir des
paramètres xE et x0. Il en résulte que, dans le modèle, la température TM peut varier indé-
pendament de la variation d’enthalpie L̃E . Ce faisant, x0 n’est plus liée dans le modèle qu’à
la température de liquidus TM et des autres paramètres indépendants TM ,w et TE . Pour faire
varier la fraction massique de soluté x0, il faut donc modifier les paramètres TM et L̃E , qui
sont indépendants dans ce modèle. On remplace le triplet de variables corrélées x0, xE et LE

par deux variables indépendantes, TM et L̃E .

L̃E =
x0

xE
LE (2.50)

TM = TM ,w −
x0

xE
× (TM ,w −TE ) (2.51)
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En intégrant les équations (2.10), (2.28), (2.46) et (2.47) sur leur domaine respectif on obtient
les expressions suivantes :

– T < TE

h(T ) = cS × (T −TE )+hr e f (2.52)

– TE < T ≤ TM

h(T ) = L̃E + cS ×
[

T −TE + (TM ,w −TM )ln
(

TM ,w−T

TM ,w−TE

)]
− cL(TM ,w −TM )ln

(
TM ,w−T

TM ,w−TE

)

+(TM ,w −TM )
[
∆CM ,w ln

(
TM ,w−T

TM ,w−TE

)
+Lw (TM ,w )

(
1

TM ,w−T
− 1

TM ,w−TE

)]
+hr e f

(2.53)
avec ∆CM ,w = c⋆w,L − c⋆L,S .

– T > TM

h(T ) = L̃E + cS

[
TM −TE + (TM ,w −TM )ln

(
TM ,w−TM

TM ,w−TE

)]
a

−cL

[
(TM ,w −TM )ln

(
TM ,w−TM

TM ,w−TE

)
−T +TM

]
+hr e f

+(TM ,w −TM )
[
∆CM ,w l n

(
TM ,w−TM

TM ,w−TE

)
+LM ,w (TM ,w )

(
1

TM ,w−TM
− 1

TM ,w−TE

)] (2.54)

Pour le taux liquide de la solution, χL , d’après les relations (2.6), (2.28) et (2.45) on a :

Si T = TE :

χL =
mL

mT
=

x0

xE

h(TE ,χ)−h(TE ,χ= 0)
x0
xE

LE

=
h(TE ,χ)−h(TE ,χ= 0)

LE
(2.55)

Si TE < T ≤ TM

χL = 1−
mS

ma +mw
= 1−

mw,s

ma +mw
= 1−χw,S =

TM ,w −TM

TM ,w −T
(2.56)

Ici la référence en enthalpie est prise arbitrairement à la température TE et à l’état solide.

hr e f = h(TE ,χL = 0) = 0 J ·kg−1 (2.57)

Un exemple de profil enthalpique correspondant ici à la figure 2.5.
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FIGURE 2.5 – Enthalpie d’une solution binaire (H2O −N H4C l ), x0 = 9,02%.

2.1.4 Résolution numérique des modèles thermodynamiques

Maintenant que nous avons un modèle mathématique et une géométrie pour représen-
ter notre système, nous allons mettre en œuvre la résolution numérique de notre système
d’équations. Pour cela nous avons choisi une approche volume fini car elle est structurelle-
ment adaptée aux schémas conservatifs [60].

De manière à simplifier la résolution numérique, nous avons considéré que la masse vo-
lumique ρ était constante, que l’on approxime par une valeur de la littérature ou que l’on
détermine en pesant un volume donné de la substance à analyser. Cela nous permet de
considèrer un maillage fixe, car la masse étant constante, le volume est constant. Locale-
ment cela se traduit par : ∂ρh

∂t
= ρ ∂h

∂t
. Par cette hypothèse, on fait porter une composante de

l’erreur sur la masse ainsi que la non-prise en compte de la variation de masse volumique
entre les états solide et liquide sur ρ. En effet, une erreur sur la masse d’un élément va d’un
côté modifier son inertie si ρ porte l’erreur. Et si l’erreur vient du volume, alors les surfaces
d’échanges seront incorrectes et le transfert thermique en sera modifié à moins que les pro-
priétés de transfert, λS , λL ou α, ne soient modifiées car elles interviennent par un produit
avec les surfaces dans les équations de transferts (2.3) et (2.4). Ce qui nous intéresse ce sont
les propriétés énergétiques.

L’enthalpie est une fonction d’état, elle est donc la même si on réchauffe ou si on refroi-
dit. Mais la cristallisation présente, en général, le phénomène de surfusion. Ce phénomène
est complexe et relève d’une physique différente de celle des équilibres thermodynamiques.
Nous avons décidé de ne pas aborder ce problème dans notre thèse même si c’est une thé-
matique du laboratoire. Nous ne modéliserons donc que le cas de la fusion.
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Pour ne pas dépendre des conditions opératoires, l’initialisation se fera donc dans un état
homogène à la température Tdébut . Ceci est réalisable pour un échantillon en équilibre avec
un thermostat de température constante et nous que nous choisirons un état initial en phase
solide (χi ter=0

L = 0) Ã une température inferieure à TE .

Pour résoudre numériquement le problème, nous avons fait une discrétisation spatiale du
domaine, que nous réduisons à une demi-tranche du cylindre du fait de la symétrie de révo-
lution. Cette demi-tranche est subdivisée en un ensemble de quadrilatères que l’on appelle
maille. Dans le cas d’un maillage non-déformé, les sommets des quadrilatères ou nœuds du
maillage, sont distribués de sorte que les quadrilatères soient des rectangles. Chaque nœud
est repéré par sa distance à l’axe de révolution ri , j et sa hauteur zi , j . Ce sont ces relations
(2.58) et (2.59) que l’on modifie si on veut déformer en partie le maillage. Celles que l’on
donne correspondent à un maillage isovolume. Le centre de chaque maille étant le bary-
centre des 4 noeuds délimitant la maille.

ri,j

zi,j

0,0

Z

R

FIGURE 2.6 – Maillage par symétrie de révolution

zi , j = Z
j −1

N J
(2.58)

ri , j = R

√
i −1

N I
(2.59)

Avec N I et N J le nombre de nœuds suivant l’axe radial et axial.

Nous voulons pouvoir éventuellement déformer le maillage. Nous définissons donc les pro-
priétés géométriques à partir de relations les plus générales possibles. Les surfaces de chaque
face, Si , j ,k , sont calculées à l’aide du premier théorème de Guldin. Les cosinus venant des
produits scalaires entre les vecteurs distances reliant les centres de mailles et les normales
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aux surfaces, cos(
−→
d ,−→n ), sont calculés avec le théorème d’Al-Kashi. Et les volumes de chaque

maille, Vi , j , seront la somme des volumes générés par révolution des deux triangles conte-
nus dans la maille autour de l’axe centrale. Ces volumes des triangles sont calculés à l’aide
du deuxième théorème de Guldin, leurs surfaces par la formule de Héron.

(a) Schéma récapitulatif du maillage

(b) Exemple de maillage déformé

FIGURE 2.7 – Exemples de différents maillages

La discrétisation temporelle du problème est faite selon la méthode d’Euler explicite avec un
pas de temps que l’on prend constant ∆t entre chaque itération i ter :

∂h

∂t
≈

hi ter+1 −hi ter

∆t
(2.60)

La résolution par l’approche volume fini implique que l’on intègre l’équation (2.1) sur le
volume de chaque maille avant de la résoudre. L’intérêt de cette approche et qu’elle nous
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permet d’utiliser l’équation (1.4), qui devient pour chaque maille (i,j) :

ρVi , j
hi ter+1 −hi ter

∆t
=

4∑

k=1

φk (2.61)

Ainsi dans chacun de ces volumes, on va résoudre l’équation (2.61) à chaque pas de temps
ou itération. Pour ce faire nous découplons le calcul des flux de la résolution du bilan (2.61).
Nous présenterons ensuite des calculs dans un cas de maillage plus général. Chaque itéra-
tion, commence avec l’enthapie hi ter et la température T i ter de la maille. De là, on déter-
mine le taux de liquide avec les équations (2.55), (2.56) ou (2.6). Avec ce taux on détermine
les conductivités des mailles avec (2.64). Ensuite, on peut calculer les flux entre deux mailles
avec la loi de Fourier discrétisée.

∀(i , j ) ∈ [2; N I -1]× [2; N J-1] on a :

φ1 =φ(i−1, j )⇒(i , j ) = −λSi , j ,1 Si , j ,1
T i ter

i−1, j
−T i ter

i , j

||
−→
d ||

cos(
−→
d ,−→n )

φ2 =φ(i , j−1)⇒(i , j ) = −λSi , j ,2 Si , j ,2
T i ter

i , j−1−T i ter
i , j

||
−→
d ||

cos(
−→
d ,−→n )

φ3 =φ(i+1, j )⇒(i , j ) = −λSi , j ,3 Si , j ,3
T i ter

i+1, j
−T i ter

i , j

||
−→
d ||

cos(
−→
d ,−→n )

φ4 =φ(i , j+1)⇒(i , j ) = −λSi , j ,4 Si , j ,4
T i ter

i , j+1−T i ter
i , j

||
−→
d ||

cos(
−→
d ,−→n )

(2.62)

Avec
−→
d le vecteur partant du centre (i , j ) allant au centre de l’autre maille, etλSi , j ,k la conduc-

tivité que l’on prend à la frontière entre les mailles pour satisfaire à l’égalité entre les flux
entrant et sortant d’une maille par une même surface. Pour déterminer la conductivité à la
frontièreλSi , j ,k , nous allons procéder par une analogie électrique de deux résistances en série
entre les centres de deux mailles i1, j1 et i2, j2 séparées par une distance d1 +d2 :

||
−→
d ||

λSi , j ,k

=
d1

λi1, j1

+
d2

λi2, j2

(2.63)

λi , j est la conductivité thermique de la maille i , j , dans les zones diphasiques on considère
qu’elle est linéairement dépendante des conductivités en phase liquide ou solide, propor-
tionnellement à la taux liquide dans la maille (2.64) [61].

λi , j = (1−χL,i , j )λS +χL,i , jλL (2.64)
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(i,j)

(i+1,j)

S3
d

n

FIGURE 2.8 – Illustration du calcul des flux internes (cas général)

Pour les mailles aux frontières du domaine où il faut aussi tenir compte des conditions aux
limites (2.4) entre la maille (i , j ) et le creuset, le flux s’exprime alors sous la forme (voir figure
2.9) :

φcr euset⇒(i ,1) = S2
T i ter

i ,1 −T i ter
p

||
−→
d ||×cos(

−→
d ,−→n )

λi ,1
+

1
α1

∀i ∈ [1; N I ]

φcr euset⇒(N I , j ) = S3
T i ter

N I , j
−T i ter

p

||
−→
d ||×cos(

−→
d ,−→n )

λN I , j
+

1
α2

∀ j ∈ [1; N J ]

φcr euset⇒(i ,N J ) = S4
T i ter

i ,N J
−T i ter

p

||
−→
d ||×cos(

−→
d ,−→n )

λi ,N J
+

1
α3

∀ j ∈ [1; N J ]

(2.65)

Compte tenu de la symétrie du problème, le flux radial au centre est nul, soit φ1 = 0 si i=0.

(i,NJ)

S3d

n

FIGURE 2.9 – Illustration du calcul des flux sur la face latérale (maillage curviligne)

Suivant le principe rappelé au chapitre 1, une fois les flux calculés on résout le bilan pour
obtenir hi ter+1 de la maille qui, en résolvant l’équation d’état correspondante, détermine
la nouvelle température T i ter+1, ainsi que la taux liquide χi ter+1

L . Ces propriétés serviront à
calculer les flux lors de la prochaine itération.

hi ter+1
i , j = hi ter

i , j +
d t

ρ×Vi , j

4∑

k=1

φk (2.66)

Le système d’équations est donc :
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



hi ter+1
i , j

= hi ter
i , j

+
d t

ρ×Vi , j

4∑
k=1

φk

avec φ(k)⇒(i , j ) =−λSi , j ,k Si , j ,k
T i ter

k
−T i ter

i , j

||
−→
d ||

cos(
−→
d ,−→n )

ou φcr euset⇒(i , j ) = Si , j ,k
T i ter

i , j
−T i ter

p

||
−→
d ||×cos(

−→
d ,−→n )

λi , j
+

1
α

Un schéma récapitulatif du modèle de fusion est donné figure 2.10.

debut
Lecture des entrees

Construction
de la geometrie

Initialisation

T
0
=Tdebut, L=0

la maille

calcul de h
0

flux initiaux nuls

calcul des flux internes
(2.62) (2.63) (2.64) (2.65)

exportation du thermogramme

resolution du bilan energetique :

h
t+dt

la maille (2.66)

determination de T
t+dt

, L

la maille avec le modele

thermodynamique

t t + dt

Fint < tfin

FIGURE 2.10 – Schéma de résolution du modèle direct
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2.2 Validation expérimentale du modèle direct

Dans cette section nous allons présenter des cas expérimentaux auxquels nous avons confronté
le modèle 2D-cylindrique.

D’abord on traitera le cas du corps pur. Nous avons testé notre modèle pour plusieurs vi-
tesses avec un échantillon d’eau de 11,4 mg et un échantillon d’acide benzoïque de 3,7
mg . On obtient une excellente concordance entre les résultats expérimentaux et les thermo-
grammes simulés. Les paramètres qui ont servis pour ces simulations directes, proviennent
de la littérature ou de nos identifications quand elles n’étaient pas disponibles dans la litté-
rature. Ces valeurs figures dans les tableaux 2.1 et 2.2. On remarque en outre que la vitesse
de réchauffement n’affecte presque pas la concordance du modèle avec l’expérience. Il faut
noter qu’on ne modélise pas la convection au sein de l’échantillon, ni le mouvement de la
partie solide dans le fluide, et comme la convection augmente avec la vitesse de réchauffe-
ment, cela pourrait expliquer les petits écarts pour les vitesses les plus élevées, au niveau des
sommets et en fin de thermogramme.
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FIGURE 2.11 – Validation expérimentale du modèle 2D dans le cas du corps pur.

Pour le cas du binaire, nous avons comparé le modèle à plusieurs expériences de calorimé-
trie sur des solutions de H2O−N H4C l et de H2O−KC l qui obéissent à la relation enthalpie-
température de la sous-section 2.1.3, et qui ont été réalisé dans ce laboratoire. Ici aussi on
observe une bonne concordance entre résultats numériques et expérimentaux, les écarts au
niveau du début du pic eutectique peuvent s’expliquer par la présence d’impuretés. Voici les
échantillons et les thermogrammes correspondants :

H2O −N H4C l

– une solution à 0,48% de masse 9,2 mg figure 2.13(a) et 2.13(b)
– une solution à 5,0% de masse 11,9 mg figure 2.13(e)
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– une solution à 9,02% de masse 9,6 mg figure 2.13(d)
– une solution à 10,0% de masse 9,1 mg figure 2.13(f)

H2O −KC l

– une solution à 0,615% de masse 13,9 mg figure 2.12(a)
– une solution à 1,13% de masse 9,2 mg figure 2.12(b)
– une solution à 2,007% de masse 11,7 mg figure 2.12(c)

Sur les figures relatives à des solutions binaires, 2.12 et 2.13, nous avons également donné
l’évolution du taux liquide total des échantillons qui est calculée par :

χT
L =

1

V

%

V
χLdV (2.67)

On y remarque que la fin de fusion (dernière particule de glace disparaissant au centre de
l’échantillon), qui correspond à χT

L = 1, semble être systématiquement atteinte au moment
où la partie descendante de la courbe présente un point d’inflection [62].
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(a) H2O −KC l à 0,615%, β= 5 K ·mi n−1

0

5

10

15

20

25

30

35

40

-15 -10 -5 0 5 10
0

5

10

15

20

25

30

35

40

[m
W

]

-15 -10 -5 0 5 10

Tp [°C]

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

X
T

L
[-

]

Experiment

Model

total liquid fraction

(b) H2O −KC l à 1,13%, β= 5 K ·mi n−1
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(c) H2O −KC l à 2,007%, β= 5 K ·mi n−1

FIGURE 2.12 – Validation expérimentale du modèle 2D relatif aux solutions de H2O −KC l .
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(a) H2O −N H4C l à 0,48%, β= 2 K ·mi n−1
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(b) H2O −N H4C l à 0,48%, β= 5 K ·mi n−1
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(c) H2O −N H4C l à 9,02%, β= 2 K ·mi n−1
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(d) H2O −N H4C l à 9,02%, β= 5 K ·mi n−1
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(e) H2O −N H4C l à 5,0%, β= 5 K ·mi n−1
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FIGURE 2.13 – Validation expérimentale du modèle 2D relatif aux solutions de H2O −N H4C l .
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Le modèle reflète donc fidèlement le transfert de chaleur au sein d’un échantillon placé dans
un calorimètre de DSC, cela quelle que soit la valeur de la vitesse prise dans la gamme usuelle
du domaine.

2.3 Analyses paramétriques

Dans cette section, nous allons étudier l’influence de chaque paramètre sur le thermogramme,
comment la variation d’un paramètre le déforme, pour les deux cas, le corps pur et la solu-
tion binaire, toutes choses égales par ailleurs. Comme le but de ce modèle est de recréer
un thermogramme à partir de propriétés physiques, ces informations vont nous permettre
d’évaluer le rôle de chaque paramètre. Le problème de erreurs sera abordé dans le chapitre
concernant les résultats de l’inversion 4.3.2.

Nous allons considérer un échantillon cylindrique, de rayon R = 2,15mm de hauteur Z =

0,78mm comme celui des cellules de DSC du Perkin-Elmer, et qui est réchauffé à différentes
vitesses β= 1,2,5 et 10K ·min−1.

2.3.1 Cas du corps pur

De manière à obtenir une bonne idée de l’influence de chaque paramètre, nous avons étu-
dié quatre matériaux différents, qui sont tous bien répertoriés et connus dans la littérature,
chacun ayant des propriétés très différentes. Ainsi, nous considérons l’eau, avec sa grande
chaleur latente et une différence notable entre ses capacités massiques liquide et solide, en-
suite vient l’hexadécane qui est une paraffine avec une bonne chaleur latente mais de faibles
conductivités thermiques, suivi du mercure, un métal présentant de fortes conductivités
thermiques et finalement l’acide palmitique, un acide gras. Les paramètres correspondants
que nous avons pris sont donnés dans le tableau 2.1.

Tableau 2.1 – Paramètres des corps purs [63] [64]

Matériaux λS λL cS cL TM LM(
W ·m

−1 · K
−1

) (
W ·m

−1 · K
−1

) (
J · K

−1 · kg
−1

) (
J · K

−1 · kg
−1

)
(K)

(
J · kg

−1
)

eau 2,1 0,6 2060 4180 273,15 3,33 105

Hexadecane 0,4 0,21 1753 2000 291,15 2.30 105

Mercure 29 8 140 140 234,35 1,14 104

Acide palmitique 0,5 0,162 1900 2800 337,15 1,85 105

Pour chacune des études qui vont suivre, nous avons modifié la valeur du paramètre étu-
dié proportionnellement à la valeur de référence (voir tableau 2.1). Nous avons choisi des
écarts de ± 10-20% ou 1-2 K , afin de rendre visible l’influence des paramètres sur les ther-
mogrammes.
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2.3.1.1 Conductivités thermiques

Notre premier objectif est de déterminer l’influence des transferts thermiques dans l’échan-
tillon. Les résultats figurent dans les figures 2.14 et 2.15 où sont précisées les variations rela-
tives des paramètres. Il est clair que, dans le cas du corps pur, la conductivité solide n’a pas
d’influence sur le thermogramme (figure 2.14), car la phase solide est homogène en tempé-
rature, voir figure 2.40. Au contraire, le thermogramme est modifié par la conductivité ther-
mique liquide, figure 2.15. On peut le comprendre car, quand la fusion a lieu, une couche
de liquide existe aux frontières de l’échantillon. Pour fondre le reste de l’échantillon, pour
faire progresser le front de fusion, il faut tenir compte de la conductivité de cette couche li-
quide. Si elle est peu conductrice, alors la dynamique de changement de phase entraine que
la valeur du flux thermique échangé s’en trouvera diminuée.

0.0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

0.12

[W
]

-5 0 5 10 15 20 25

TP [ C]

S = -20 %

S = -10 %

S = 10 %

S = 20 %

(a) eau, β = 1-2-5-10 K ·mi n−1

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06

0.07

[W
]

15 20 25 30

TP [ C]

S = -20.0 %

S = -10.0 %

S = 10.0 %

S = 20.0 %

(b) hexadécane, β = 1-2-5-10 K ·mi n−1

0.0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

0.12

[W
]

-45 -40 -35 -30 -25

TP [ C]

S = -20 %

S = -10 %

S = 10 %

S = 20 %

(c) mercure, β = 1-2-5-10 K ·mi n−1

0.0

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06

0.07

[W
]

60 62 64 66 68 70 72 74 76 78 80

TP [ C]

S = -20 %

S = -10 %

S = 10 %

S = 20 %

(d) acide palmitique, β = 1-2-5-10 K ·mi n−1

FIGURE 2.14 – Influence de la conductivité thermique solide sur le thermogramme
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FIGURE 2.15 – Influence de la conductivité thermique liquide sur le thermogramme
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2.3.1.2 Moyenne surfacique des coefficients d’échanges équivalents

Pour un corps pur la moyenne surfacique des coefficients équivalents modifie la pente à
l’origine selon l’équation (1.16).

α=

3∑

i=1

αi Si

3∑
j=1

S j

(2.68)
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FIGURE 2.16 – Influence de la moyenne surfacique des coefficients d’échanges équivalents sur le ther-
mogramme
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2.3.1.3 Capacités thermiques massiques

En appliquant la même procédure, nous allons évaluer l’influence sur le thermogramme
de la chaleur sensible. Comme on peut le voir sur la figure 2.17, la capacité solide n’influe
qu’avant le pic, car lors de la fusion la phase solide est homogène en température. Il n’y a
plus d’evolution thermique dans la phase solide, par lequel cS pourrait influer sur le ther-
mogramme. La capacité liquide, figure 2.18, influe principalement après le pic de fusion
mais aussi sur la partie descendante de ce pic, car la phase liquide n’y est pas homogène
en température. La phase liquide étant soumise à un gradient thermique, la capacité liquide
va d’autant influer sur l’échange d’énergie que le gradient est élevé.
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FIGURE 2.17 – Influence des capacités thermiques spécifiques solides sur le comportement des corps
purs.
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FIGURE 2.18 – Influence des capacités thermiques spécifiques liquides sur le comportement des
corps purs.
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2.3.1.4 Température de fusion

Ce paramètre est vraiment caractéristique de la fusion, et par conséquent il devrait avoir une
grande influence sur le thermogramme. Comme on le constate sur la figure 2.19 ce para-
mètre engendre une grande modification du thermogramme. Mais dans le cas du corps pur
cette influence n’est qu’une simple translation du thermogramme sur l’axe des abscisses. Si
la température de fusion est décalée par un mauvais étalonnage (par exemple), on reproduit
tout de même la bonne forme du thermogramme.
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FIGURE 2.19 – Influence de la température de fusion pour un corps pur.
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2.3.1.5 Chaleur latente du corps pur

Ici encore, il est connu que ce paramètre est d’une importance primordiale pendant le pro-
cessus de changement de phase. Comme on peut le voir à la figure 2.20, le thermogramme
est grandement influencé par toute modification de la chaleur latente. Ce résultat n’est pas
surprenant car le pic représente la quantité de chaleur totale associée au phénomène ther-
mique [34] et la chaleur latente est la quantité de chaleur mise en jeu par le changement de
phase. L’égalité entre la surface de ce pic et la valeur de la chaleur latente est admise [65] [66]
si ce n’est le problème de délimitation de la limite inférieure de ce pic, dans le cas où les ca-
pacités solide et liquide sont différentes. Elle ne modifie pas la pente à l’origine car celle-ci
est fixée par la résistance thermique à la surface de l’échantillon (1.16).
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FIGURE 2.20 – Influence de la chaleur latente sur le comportement du corps pur.
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2.3.2 Cas de solutions binaires

Nous allons développer maintenant la même analyse, mais pour une solution binaire. Ici, on
considére une solution de H2O−N H4C l pour trois fractions massiques en soluté différentes :
x0 = 2,5%,5% and 10%. Ces solutions étant majoritairement aqueuses, nous considèrerons
les propriétés de l’eau, tableau 2.1, auxquelles on adjoint des propriétés thermodynamiques
propres au binaire, tableau 2.2, nous avons pris pour L̃E et TM les valeurs que nous avons
déduites des résultats d’identifications du chapitre 4.

Tableau 2.2 – Propriétés thermodynamiques relatives aux solutions de H2O −N H4C l

Matériaux LM ,w cw,S
⋆ cw,L

⋆ TE L̃E
1 TM

2

- (k Jkg−1) (J ·kg−1 ·K −1) (J ·kg−1 ·K −1) (oC ) (k J ·kg−1) (oC )
H20/N H4C l : 0,57% 333 2060 4180 −15,9 8,2 −0,46
H20/N H4C l : 2,5% 333 2060 4180 −15,9 35,9 −2,02

H20/N H4C l : 5% 333 2060 4180 −15,9 74,4 −4,03
H20/N H4C l : 10% 333 2060 4180 −15,9 144 −8,05

1. Ces valeurs ont été déterminées à partir de nos identifications sur des thermogrammes expérimentaux
4.2

2. voir note 1
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2.3.2.1 Conductivitiés thermiques

Les figures 2.21 et 2.22, nous présentent les différents résultats. Il semble que le thermo-
gramme ne soit pas modifié pour des faibles vitesses de réchauffement. En effet, ce n’est que
pour une vitesse de réchauffement supérieure à 2 K ·mi n−1 que chacune des conductivités,
solide comme liquide, petite modification des thermogrammes apparaissent sur le sommet
d’un des pics. Contrairement au cas du corps pur où seule la conductivité liquide influe, la
conductivité solide influe elle aussi sur le sommet du premier pic (eutectique) car la phase
solide n’est pas homogène en température et elle est prédominante au cours de la transfor-
mation. La conductivité liquide influe sur le deuxième pic car la phase liquide est majoritaire
au cours de cette fusion progressive avant le un retour au régime permanent.
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FIGURE 2.21 – Influence de la conductivité thermique solide sur le comportement d’une solution de
H2O −N H4C l .
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FIGURE 2.22 – Influence de la conductivité thermique liquide sur le comportement d’une solution de
H2O −N H4C l .
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2.3.2.2 Moyenne surfacique des coeffcients d’échange équivalent

Comme pour le corps pur, ce paramètres modifie la pente à l’origine du pic eutectique car
cette transition se fait à température constante selon l’équation (1.16). Le pic de la fusion
progressive du solvant est aussi modifié de manière analogue.
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FIGURE 2.23 – Influence de la moyenne des coefficients d’échanges équivalents sur le comportement
d’une solution de H2O −N H4C l .
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2.3.2.3 Capacités thermiques massiques

Comme dans le cas du corps pur, les capacités thermiques massiques ont peu d’influence.
Sur l’enthalpie, figures 2.24 et 2.26, elles n’influent que en dehors du changement de phase.
Globalement, il en résulte que seules les parties du thermogramme avant et après les pics
sont modifiées, le changement de phase masquant les autres phénomènes thermiques, comme
on peut le voir dans les figures 2.25 et 2.27. Pour les plus faibles concentrations on voit une
influence entre les pics des capacités solide et liquide car les termes liés aux capacités dans
les équations (2.53) et (2.54) deviennent importants dans ces conditions.
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FIGURE 2.24 – Influence de cS , solution H2O −N H4C l
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FIGURE 2.25 – Influence des capacités thermiques spécifiques solides sur le comportement d’une so-
lution de H2O −N H4C l .
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FIGURE 2.26 – Influence de cL , solution H2O −N H4C l
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FIGURE 2.27 – Influence des capacités thermiques spécifiques liquides sur le comportement d’une
solution de H2O −N H4C l .
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2.3.2.4 Température eutectique

A la température eutectique apparait la première goutte de liquide. C’est cette température
qui contrôle le début de la fusion, c’est-à-dire le début du premier pic du thermogramme
ou la position du saut d’enthalpie sur les figures de l’ensemble 2.28. Du fait de nos choix
pour nos paramètres du modèle (voir équations (2.29) et (2.30)) la modification de TE toutes
choses égales par ailleurs, n’affecte pas la quantité d’énergie mise en jeu au cours de la trans-
formation eutectique. De ce fait, comme pour la température de fusion du corps pur une
modification de TE aura l’effet d’une translation du premier pic, le pic eutectique. Les résul-
tats pour chaque concentration sont présentés dans l’ensemble de figures 2.29.
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FIGURE 2.28 – Influence de TE , solution H2O −N H4C l
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FIGURE 2.29 – Influence de la température eutectique sur le comportement d’une solution de H2O −
N H4C l .
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2.3.2.5 Variation d’enthalpie massique à la température eutectique : L̃E

C’est la paramètre que nous avons choisi pour caractériser le saut enthalpique à la tempé-
rature eutectique (voir équation (2.28)) toutes choses égales par ailleurs. L’influence de ce
paramètre est montrée sur l’enthalpie puis sur les thermogrammes aux figures 2.30 et 2.31.
Pour de faibles fractions massiques en soluté, on remarque qu’il modifie principalement le
premier pic du thermogramme comme dans le cas du corps pur. Les pics étant bien séparés,
les énergies mises en jeux pour chaque pic ont des ordres de grandeurs différents. Ceci n’est
plus vrai pour des fractions massiques en soluté plus importantes où c’est la forme globale
du thermogramme qui est modifiée. Les pics y sont mélangés car TM diminuant avec x0 et
L̃E augmentant avec x0 (voir tableau 2.2), le pic eutectique va s’élargir « vers la droite » et
celui de la fusion progressive sera « décalé vers la gauche » , entrainant le mélange des pics.
Ce qui explique la propagation de la modification de L̃E sur le thermogramme. On retrouve
ces influences sur les enthalpies, figure 2.30.
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FIGURE 2.30 – Influence de L̃E , solution H2O −N H4C l
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FIGURE 2.31 – Influence de la chaleur latente eutectique sur le comportement d’une solution de
H2O −N H4C l .
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2.3.2.6 Température de liquidus

Comme dans le cas de la température eutectique, nous nous attendons à une grande in-
fluence de ce paramètre car marquant la fin de fusion au niveau thermodynamique, figure
2.32, il augmente l’intervalle de température couvert par la fusion. Sur le thermogramme
il influe sur l’écartement des pics en étalant le deuxième. Dans la figure 2.33, on constate
qu’une variation de 1 ou 2 K modifie de façon notable le thermogramme, notamment en
décalant le deuxième pic. Une modification de ce paramètre modifie la concentration mas-
sique en soluté et devrait modifié la valeur de L̃E . Mais nous avons choisi de découpler ces
variables (2.1.3). Ce faisant comme dans cette étude paramétrique nous ne faisons varier
qu’un paramètre à la fois, toutes choses égales par ailleurs. On a pas de variation de L̃E .
Les graphiques sont regroupés par fraction massique de solué de référence pour pouvoir les
comparer. On notera également que un problème d’étalonnage en température va décaler le
thermogramme sans en modifier la forme, mais en décalant les paramètres TE , TM ,w et TM

d’une même valeur.
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FIGURE 2.32 – Influence de TM , solution H2O −N H4C l
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FIGURE 2.33 – Influence de la température de liquidus sur le comportement d’une solution de H2O −
N H4C l .
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2.3.2.7 Température de fusion du solvant

Une augmentation de TM ,w diminue la surface du second pic du thermogramme. En effet
d’après la figure 2.34, l’enthalpie est décroissante selon ce paramètre. En l’augmentant on
diminue l’énergie à apporter pour terminer le changement de phase, figures 2.35 et 2.34.
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FIGURE 2.34 – Influence de TM ,w , solution H2O −N H4C l
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FIGURE 2.35 – Influence de la température de liquidus sur le comportement d’une solution de H2O −
N H4C l .
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2.3.2.8 Chaleur latente de fusion du solvant

Les résultats correspondants se trouvent dans les figures 2.32 et 2.37. La chaleur latente du
solvant, intervenant dans l’équation (2.41), influence le deuxième pic d’une manière sem-
blable à celle dont la chaleur eutectique influence le premier pic.
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FIGURE 2.36 – Influence de LM ,w , solution H2O −N H4C l

86



Modèle direct de la DSC LaTEP

0.0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

0.12

[W
]

-20 -15 -10 -5 0 5 10 15

TP [ C]

LM,w = -20%

LM,w = -10%

LM,w = 10%

LM,w = 20%

(a) x0 = 2,5%, β = 1-2-5-10 K ·mi n−1

0.0

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06

0.07

0.08

0.09

0.1

[W
]

-20 -15 -10 -5 0 5 10 15

TP [ C]

LM,w = -20%

LM,w = -10%

LM,w = 10%

LM,w = 20%

(b) x0 = 5%, β = 1-2-5-10 K ·mi n−1

0.0

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06

0.07

0.08

0.09

0.1

[W
]

-20 -15 -10 -5 0 5 10 15

TP [ C]

LM,w = -20%

LM,w = -10%

LM,w = 10%

LM,w = 20%

(c) x0 = 10%, β = 1-2-5-10 K ·mi n−1

FIGURE 2.37 – Influence de la chaleur latente de fusion sur le comportement d’une solution de H2O−
N H4C l .
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2.4 Influence de la forme - surface libre de l’échantillon [67]

Nous cherchons à évaluer l’influence qu’a la forme de la surface libre sur le thermogramme,
en considérant la même valeur pour le coefficient d’échange équivalent entre chaque simu-
lation.

2.4.1 Situation courante

Jusqu’à présent nous avons considéré que la surface libre de l’échantillon était plane. Mais
cela n’est jamais strictement le cas, il y a toujours une surface libre (face supérieure) de
l’échantillon. Etant donné que pour un appareil de DSC les échantillons sont de l’ordre de
10 mg, il est fort probable que les effets de capilarité déforment la surface libre (voir figure
2.38), donc modifient la résistance thermique à l’interface, et modifient le thermogramme.
Quand il s’agit de remonter uniquement à des grandeurs peu sensibles aux paramètres expé-
rimentaux, comme la température de fusion et l’enthalpie de fusion par exemple, ou lorsque
les échantillons analysés ont des dimensions assez grandes pour négliger la courbure de la
surface libre, il n’est pas nécessaire d’examiner plus en avant cette question. Mais dernière-
ment, plusieurs modèles furent proposés pour simuler les transferts thermiques à l’intérieur
de l’échantillon lors du changement de phase [56] afin de connaître des grandeurs non ac-
cessibles expérimentalement, comme par exemple le champ de température ou la compo-
sition des solutions. Pour obtenir ces informations, il est nécessaire de traiter l’échantillon
dans son ensemble, i.e. à la condition d’en faire une modélisation bi-dimensionnelle (géné-
ralement avec une géométrie cylindrique). La plupart des modèles qui ont été développés
ne prennent pas en compte la courbure de la surface libre et font intervenir des coefficients
d’échange équivalents, α, qui sont ajustés au préalable par le biais d’expériences de calo-
rimétrie différentielle à balayage. Il est intéressant d’étudier l’influence d’une courbure de
cette surface libre et si elle va influer sur certains paramètres du modèle.

FIGURE 2.38 – Schéma de la surface libre (coubure exagéré)

2.4.2 Méthode

L’étude de la surface libre a été réalisée avec le modèle 2D - cylindrique pour un corps pur.
La courbure de la surface libre fut modifiée en redistribuant les nœuds du maillage selon
la hauteur du cylindre de manière à conserver le même volume total, donc la même masse
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d’échantillon, en remplaçant l’équation (2.58) par :

zi , j = Z
j −1

N J

[
1−

N I −1

2N I
δcour bur e +

(
r (i , j )

R

)2

δcour bur e

]
(2.69)

Les nœuds supérieurs sont distribués autour d’une hauteur de référence qui correspond au
cas à courbure infinie (surface libre plane), de sorte à conserver la même masse entre les
différents cas de courbure (figures 2.38 et 2.39). On ne considère que l’effet géométrique de
la variation de la courbure, on considère que cela ne modifie pas le coefficient d’échange.

FIGURE 2.39 – Modification du maillage pour une surface libre convexe

2.4.3 Résultats

Nous ne présentons ici qu’une série de résultats correspondant au cas de l’eau. Les coeff-
cients d’échange équivalent utilisées sont : αsupér i eur = 100 W · m−2 · K −1 et αi n f ér i eur =

αl at ér al e = 1000 W ·m−2 ·K −1.

Initialement, l’échantillon est constitué entièrement de glace (taux liquide χL = 0 dans tout
le domaine) et la température est fixée à Tdeb =−1,0 oC .

Le premier essai est effectué pour un chauffage allant de -1,0 oC à 11 oC , à la vitesse de 1
K ·mi n−1. La figure 2.40 présente les profils de température à l’intérieur de l’échantillon, au
bout de 200 s de chauffe, dans les cas où la surface libre est plane 2.40(a), convexe 2.40(c)
et concave 2.40(e), le volume de l’échantillon étant identique dans chacun des cas. On peut
y voir qu’une fine couche de liquide est présente au-dessus du glaçon du fait d’un apport
de chaleur sur la face supérieure et que nous n’avons pas pris en compte la variation de la
masse volumique qui aurait fait flotter ce dernier. Néanmoins du fait de la prédominance
des échanges inférieur et latéral, la fusion se fait du bas vers le haut et de l’extérieur vers l’in-
térieur.

Sur la figure 2.40, on peut confirmer que la partie de l’échantillon encore solide est quasi
uniformément à la température TM .
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(a) Surface libre plane - température (b) taux liquide

(c) Surface libre concave - température (d) taux liquide

(e) Surface libre convexe - température (f) taux liquide

FIGURE 2.40 – Simulations de différentes courbures de surface

La figure 2.41 montre les thermogrammes obtenus pour différentes formes de la surface
libre. On remarque une faible influence, avec une fusion d’autant plus rapide que la conca-
vité est prononcée, du fait de l’augmentation du flux latéral résultant de l’augmentation de
cette même surface. On observe également que le maximum du pic (flux maximum) est d’au-
tant plus haut en flux que la fusion est rapide du fait de l’augmentation de la surface totale et
donc du produit αS qui détermine la pente en début de pic (voir équation (1.16)). Les aires
de chaque thermogramme, qui représentent la chaleur latente, restent identiques.
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FIGURE 2.41 – Déformation du thermogramme selon la courbure de la surface libre, 5 K ·mi n−1.

2.4.4 Synthèse des résultats

Les résultats présentés montrent que, lors d’une expérience de calorimétrie, la géométrie de
l’échantillon a une influence sur la forme du thermogramme si on considère toujours une
même valeur pour le coefficient d’échange équivalent α. Mais on voit sur la figure 2.41 que
cette influence est principalement une modification de la pente à l’origine du pic du thermo-
gramme, car nous avons modifié la géométrie, donc les surfaces et donc les flux internes, en
conservant les mêmes valeurs pour les parmètres de transfert. La modification de la pente à
l’origine induite par la modification de la géométrie, peut donc être compensée par une mo-
dification du paramètre α d’après l’équation (1.16) et l’étude sur le paramètre α, paragraphe
2.3.1.2.

Pourtant, le modèle 2D-cylindrique qui propose une surface libre plane (à courbure infinie)
fournit de très bons résultats [28] [29] [30], alors que en réalité, du fait des effets de capilarité,
cette surface libre présente une légère courbure limité au ménisque. Comme le modèle à
surface libre plane reflète correctement l’expérience, on en conclut que c’est la valeur du
coefficient convectif équivalent α utilisé dans le modèle qui s’adapte à la géométrie pour
que le résultat coïncide avec l’expérience. Ce coefficient est ici une boîte noire qui permet
d’ajuster le modèle du transfert thermique avec l’expérience, car il est difficile à mesurer, et
bien souvent on utilise une estimation.

2.5 Réduction du modèle

2.5.1 Incertitude sur la forme de l’échantillon

Comme on peut le voir sur les photographies 2.42, dans le cas de notre appareil Pyris Dia-
mond D.S.C. de Perkin-Elmer comme nous avons des petits échantillons, environ 10 mg, les
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effets de capilarité l’emportent et la géométrie réelle n’est pas du tout cylindrique. Et pour-
tant le modèle coïncide à la réalité.

(a) eau (b) mercure

FIGURE 2.42 – Géométrie possible de deux corps, l’eau et le mercure. On tâche généralement de rem-
plir une cellule de façon plus correcte.

Ainsi avec une géométrie écartée de la réalité, car on ne connait pas la géométrie exacte, on
obtient des résultats qui concordent avec la réalité. En sera-t-il de même pour un modèle
avec une géométrie plus simple ? On a vu dans la section précédante 2.4 qu’une modifica-
tion de la géométrie entraînait en particulier une modification de la pente à l’origine, ce qui
pouvait être compensé par une modification des coefficients d’échange αi . En comparant
les figures 2.14, 2.15, 2.16 et 2.41, on peut se demander si la déformation du thermogramme
induite par la réduction de modèle ne pourrait pas être compensée par une adaptation ou
ajustement des paramètres de transfert α, λS et λL . Cela serait intéressant, si comme c’est le
cas avec la surface libre, un autre modèle plus simple, comme une sphère à une dimension,
pouvait en modifiant les propriétés de transfert, reproduire le comportement énergétique
du matériau indépendament des conditions opératoires. Alors étant donné qu’un modèle
1D, un modèle réduit, est beaucoup plus facile à résoudre, car il nécessite beaucoup moins
de noeuds, nous gagnerons en temps de calcul. Car il faut l’avouer, le modèle 2D est très lent,
dans notre cas il nécessite le carré du nombre de noeuds nécessaire en 1D. La différence en
nombre de calculs nécessaire et donc en temps de simulation, explose rapidement. On le
voit d’ailleurs dans le tableau 2.3. Un temps de calcul important est très pénalisant pour une
application de cette méthode. Il serait donc intéressant de développer un modèle à une di-
mension pour le gain en temps de calcul.

Tableau 2.3 – Influence de la réduction sur le temps de résolution du modèle de l’eau pour β = 5
K ·mi n−1, m = 10,3 mg et un pas de temps constant de 10−4 s

nombre de maille en 2D temps 2D (s) nombre de maille en 1D temps 1D (s)
10 × 10 76 10 6,1
20 × 20 290 20 9,8
30 × 30 639 30 13,2
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2.5.2 Réduction de modèle pour un corps pur [40]

Nous reprenons donc le même modèle que précédemment, mais au lieu d’avoir une géo-
métrie cylindrique, nous avons une géométrie sphérique. Et au lieu d’avoir trois coefficients
d’échange équivalents, nous en avons un seul comme le montre la figure 2.43, ce qui est plus
facile à identifier. Pour ce qui en est du maillage, nous prendrons un maillage 1D à symé-
trie sphérique, qui est résolu de la même manière que le modèle 2D en modifiant certaines
équations en accord avec la géométrie. Ces modifications sont présentées en suivant.

r

1

1D

TP

FIGURE 2.43 – Géométrie sphérique

On conserve la relation du maillage radial du cylindre pour le maillage radial de la sphère
avec pour seul indice i . Ce faisant les mailles ne sont plus isovolumes.

ri = R

√
i −1

N I
∀i ∈ [1; N I +1] (2.70)

Ssupér i eur,i = 4πr 2
i ∀i ∈ [1; N I ] (2.71)

Si n f ér i eur,i = 4πr 2
i−1 ∀i ∈ [2; N I ] (2.72)

Vi =
4

3
π(r 3

i+1 − r 3
i ) ∀i ∈ [1; N I ] (2.73)

Le bilan énergétique sera toujours résolu selon l’équation (2.66). A ceci près qu’il n’y a plus
que deux flux rentrant à prendre en compte pour le calcul de chaque maille, le flux supérieur
et le flux inférieur qui s’expriment comme suit :
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φsupér i eur,i = λSsupér i eur,i
T i ter

i+1 −T i ter
i

ri+1 − ri
∀i ∈ [1; N I −1] (2.74)

φi n f ér i eur,i = −λSi n f ér i eur,i
T i ter

i
−T i ter

i−1

ri − ri−1
∀i ∈ [2; N I ] (2.75)

φsupér i eur,N I = λSsupér i eur,N I

T i ter
p −T i ter

N I

||
−→
d ||

2 +
1
α

(2.76)

φi n f ér i eur,1 = 0 (2.77)

−→
d étant ici le vecteur distance (voir figure 2.8) entre le centre de la maille N I et celui d’une
maille fictive construite par symétrie plane du centre N I au travers de la surface supérieure
N I .

i
0 R

FIGURE 2.44 – Maillage sphérique

Dans le cas 1D sphérique, le coefficient d’échange équivalent, α1D peut être déduit de consi-
dérations géométriques, car comme nous l’avons déjà vu, équation (1.16), la pente de début
d’une fusion type corps pur est égale au produit αS. C’est-à-dire que on peut l’exprimer par :

α1D
=

S2D

S1D
α2D (2.78)

Avec α2D =
α1S2D

1 +α2S2D
2 +α3S2D

3

S2D
1 +S2D

2 +S2D
3

.

Nous cherchons à déterminer la courbe enthalpie d’un échantillon indépendament de la vi-
tesse de réchauffement. La réduction de modèle doit donc reproduire les thermogrammes
expérimentaux en utilisant les vraies valeurs des paramètres énergétiques des équations
d’états. Seuls les paramètres de transfert,α,λS etλL , dont ne dépend pas l’enthalpie, peuvent
être éventuellement modifiés.

Passons maintenant à des simulations numériques pour vérifier l’équivalence entre les deux
modèles dans un cas simplifié, celui de l’uniformité des coefficients d’échange équivalentαi .
Considérons d’abord un échantillon d’eau (7,8 mg) réchauffé à une vitesse de 5 K ·mi n−1, on
prend ρ = 1000 kg ·m−3, α= 1042 W ·m−2·K −1, les autre paramètres sont ceux du tableau 2.1.
Les thermogrammes obtenus pour un échantillon avec une surface libre plane et un unique
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coefficient d’échange, sous les deux modèles, sont comparés dans la figure 2.45. Comme
on peut le voir, les deux courbes correspondent. Après identification avec le modèle 1D sur
une courbe générée avec le modèle 2D, les seuls paramètres qui ont été modifiés sont les
paramètres de transferts α, λS et λL . Le coefficient d’échange a bien été modifié selon la
relation (2.78).
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FIGURE 2.45 – Comparaison 1D/2D pour l’eau

Dans l’étude paramétrique du corps pur, nous avons remarqué que la conductivité solide
n’avait pas d’influence sur le pic de fusion du corps pur 2.3.1.1, on reproduit le même ther-
mogramme avec des valeurs différentes de λS . On ne peut donc rien dire de l’influence de la
réduction de modèle sur la conductivité thermique solide.

Nous allons maintenant vérifier si la modification des paramètres α et λL est affectée par
la vitesse de réchauffement. Dans la figure 2.46 nous avons vérifié cette caractéristique en
considérant trois vitesses de réchauffement, en conservant le même ajustement aux para-
mètres dans chaque cas. A chaque fois nous obtenons une excellente concordance des ther-
mogrammes, les pentes à l’origine sont superposées pour les différentes vitesses preuve qu’il
s’agit bien des mêmes coeffcients d’échange, et on voit sur le tableau 2.4 que les conductivi-
tés liquides ajustées pour le modèle réduit sont les mêmes. La vitesse de réchauffement n’a
donc pas d’influence sur les paramètres du modèle.

Tableau 2.4 – Conductivité ajustée entre les modèles 2D et 1D pour un même échantillon mais pour
plusieurs vitesses, r 2D = 1 mm z2D = 1.56 mm

β (K ·mi n−1) (λ
1D

λ2D )L

2 0,755
5 0,755

10 0,755
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FIGURE 2.46 – Comparaison 1D/2D selon β en adaptant α, λS et λL

Les conductivités thermiques ajustées étant indépendantes de la vitesse de réchauffement,
on suppose une forte dépendance de la modification du rapport des conductivités (λ

1D

λ2D )L par

rapport au rapport des surfaces 1D et 2D, S2D

S1D . On considère donc quatre formes cylindriques
isovolumes pour continuer l’étude de rayon r = 1 mm, 1,25 mm, 1,5 mm et r =2,15 mm qui
est le rayon interne de notre calorimètre ainsi qu’une dernière forme qui correspond à nos
expériences de calorimétrie, elles sont décrites dans le tableau 2.5.

Tableau 2.5 – Géométrie de différents échantillons pour les simulations

Formes r 2D z2D r 1D S2D

S1D

mm mm mm –

1,00 1,5435 1,05 1,153

1,25 0,98784 1,05 1,265

1,50 0,686 1,05 1,481

2,15 0,334 1,05 2,42

2,15 0,71 1,35 1,696

Enfin, nous avons suivi la même approche pour d’autres matériaux. Nous avons considéré
un échantillon de 3,8 mg d’hexadécane dans les mêmes conditions que précédemment. Ici
encore nous avons vérifié que seule la géométrie influait. A chaque fois nous avons obtenu
une parfaite superposition des thermogrammes 1D et 2D en adaptant les conductivités ther-
miques, α1D étant fixé par la pente à l’origine (1.16). Ces résultats sont visibles dans les fi-
gures 2.47 et 2.48. Les résultats de l’ajustement des paramètres de transferts sont donnés
dans le tableau 2.6. On y voit que plus le rapport de géométrie S2D

S1D augmente, donc que le
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cylindre est d’avantage aplati ou étiré, au plus la conductivité liquide est modifiée. Il semble
que nous ayons un optimum pour lequel le rapport des conductivités serait égal à 1, dans
ce cas des coefficients d’échanges uniformes cet optimum est pour une géométrie intermé-
diaire entre le cylindre haut et le cylindre plat.
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(b) échantillon d’hexadécane avec r 2D = 1,25 mm.
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FIGURE 2.47 – Comparaison des modèles 2D et 1D pour différentes configurations d’un échantillon
d’hexadécane, cas de coefficients d’échange non-uniforme à 10 % [40]
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FIGURE 2.48 – Comparaison des modèles 2D et 1D pour différentes configurations d’un échantillon
d’eau, cas de coefficients d’échange non-uniforme à 10 % [40]
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Tableau 2.6 – Conductivité ajustée entre les modèles 2D et 1D (cas du coefficient d’échange uni-
forme). [40]

Matériaux masse (mg ) r 2D (mm) S2D

S1D (λ
1D

λ2D )L

eau 4,85 1,00 1,153 0,98
4,85 1,25 1,265 1,22
4,85 1,50 1,481 1,88
4,85 2,15 2,42 7,83

10,31 2,15 1,686 3,2
hexadécane 4,85 1,00 1,153 0,98

4,85 1,25 1,265 1,29
4,85 1,50 1,481 1,95
4,85 2,15 2,42 9,3

10,31 2,15 1,686 3,27

Par la suite, nous avons testé le cas où les coefficients d’échanges équivalents α du cylindre
ne sont pas tous égaux. Cette non-uniformité provient de ce que le coefficient d’échange de
la face supérieure a une valeur plus faible que celles des autres faces, du fait de l’imperfec-
tion du remplissage des creusets. Expérimentalement cela se traduit par la présence d’une
couche d’air. Nous avons deux possibilités, soit la couche d’air est importante, soit elle est
faible. Nous regarderons deux cas. Un premier cas où on supposera une grosse couche d’air
et donc que le coefficient α sur la face supérieur est égale à 10% des α sur les autres faces
(voir tableau 2.7). Et un deuxième cas où on supposera une couche d’air moins importante,
le rapport des coefficients d’échange valant cette fois 60% (voir tableau 2.8). Selon la même
approche, les coefficients de conductivités du modèle 1D sont adaptés afin que les deux ther-
mogrammes se superposent.

Tableau 2.7 – Conductivité ajustée entre les modèles 2D et 1D (cas du coefficient d’échange non-
uniforme, 1000 et 100 W ·m−2 ·K −1).

Matériaux masse (mg ) r 2D (mm) S2D

S1D (λ
1D

λ2D )L

eau 4,85 1,00 1,153 0,78
4,85 1,25 1,265 0,79
4,85 1,50 1,481 1,01
4,85 2,15 2,42 2,58

10,31 2,15 1,686 1,21
hexadécane 4,85 1,00 1,153 0,84

4,85 1,25 1,265 0,89
4,85 1,50 1,481 1,13
4,85 2,15 2,42 3,24

10,31 2,15 1,686 1,57

Dans ce tableau 2.7 où l’on considère une importante non-uniformité des coefficients αi , on
remarque une différence par rapport au cas uniforme, tableau 2.6. En effet le rapport (λ

1D

λ2D )L

se rapproche de 1 pour une géométrie aplatie. Ceci est dû à ce que le coefficient d’échange
supérieur a une valeur plus faible que ceux des autres faces. Or le modèle 1D considère que
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l’échange est uniforme sur toute la surface.

Tableau 2.8 – Conductivités identifiées entre les modèles 2D et 1D (cas du coefficient d’échange non-
uniforme, 1000 et 600 W ·m−2 ·K −1).

Matériaux masse (mg ) r 2D (mm) S2D

S1D (λ
1D

λ2D )L

eau 4,85 1,00 1,153 0,96
4,85 1,25 1,265 1,17
4,85 1,50 1,481 1,52
4,85 2,15 2,42 5,45

10,31 2,15 1,686 2,49
hexadécane 4,85 1,00 1,153 0,98

4,85 1,25 1,265 1,24
4,85 1,50 1,481 1,96

10,31 2,15 1,686 2,91

Dans le tableau 2.8 où la non-uniformité des coefficients α est moins marquée, on retrouve
un des résultats du cas uniforme, à savoir qu’il semble y avoir un optimum pour une géo-
métrie intermédiaire au cylindre haut et le cylindre plat au lieu d’un optimum pour un cy-
lindre plat. La validité de l’approximation du modèle 1D comme quoi l’échange est uniforme
sur toute la surface de l’échantillon pourrait être acceptable si le rapport des coefficients
d’échange et suffisamment proche de 1. Une étude de cet optimum est présentée dans l’an-
nexe A.

Avec ces tableaux 2.6, 2.7 et 2.8, on voit bien que l’on a une forte influence de la géométrie
et des valeurs des coefficients d’échange sur le rapport des conductivités. Cette variation est
très importante et seules les méthodes inverses, que nous aborderons dans le chapitre 3,
peuvent déterminer cette conductivité apparente.
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2.5.3 Réduction de modèle pour un binaire [68]

Une étude similaire a été conduite sur le cas d’une solution binaire, de même, le rapport
des conductivités ne semble dépendre principalement que du rapport des surfaces, nous
n’avons considéré que le cas où le rapport des coefficients α valait 60%. Les conductivités
identifiées sont regroupées dans le tableau 2.9.

Tableau 2.9 – Conductivité ajustée entre les modèles binaires 2D et 1D (cas du coefficient d’échange
non-uniforme).

Matériaux masse (mg ) r 2D (mm) S2D

S1D (λ
1D

λ2D )S (λ
1D

λ2D )L

H2O −N H4C l : 0,57% 4,85 1,00 1,153 1,1 0,9
4,85 1,25 1,265 1,1 0,98
4,85 1,50 1,481 1,53 1,33
4,85 2,15 2,42 3,75 3,4

10,31 2,15 1,686 2,15 1,85
H2O −N H4C l : 2,5% 4,85 1,00 1,153 1,1 0,9

4,85 1,25 1,265 1,1 0,98
4,85 1,50 1,481 1,47 1,3
4,85 2,15 2,42 3,77 3,42

10,31 2,15 1,686 2,09 1,72
H2O −N H4C l : 5% 4,85 1,00 1,153 1,1 0,9

4,85 1,25 1,265 1,1 0,98
4,85 1,50 1,481 1,52 1,33
4,85 2,15 2,42 3,82 3,37

10,31 2,15 1,686 2,12 1,83
H2O −N H4C l : 10% 4,85 1,00 1,153 1,1 0,9

4,85 1,25 1,265 1,1 0,98
4,85 1,50 1,481 1,48 1,34
4,85 2,15 2,42 3,99 4,43

10,31 2,15 1,686 2,14 1,92

Ici encore il semble y avoir un optimum dans la relation liant le rapport des surfaces 1D et 2D
et le rapport des conductivités 1D et 2D si le rapport des coefficients α n’est pas trop faible.

Le modèle 1D permet de reproduire fidèlement les thermogrammes de la DSC comme le
modèle 2D mais beaucoup plus rapidement. Cette réduction de modèle a un prix, celui de
devoir adapter les propriétés de transferts pour compenser le changement de géométrie.
Cette adaptation est indépendante de la vitesse de réchauffement. Ce modèle 1D est mieux
adapté aux méthodes inverses que l’on va aborder dans le chapitre suivant car il est plus ra-
pide, comporte moins de paramètres à identifier et il utilise les mêmes valeurs des propriétés
énergétiques.
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FIGURE 2.49 – Comparaison 1D et 2D pour x0 = 0,57%
β = 5 K ·mi n−1102
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FIGURE 2.51 – Comparaison des modèles 1D et 2D pour x0 = 5%
β = 5 K ·mi n−1104
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FIGURE 2.52 – Comparaison des modèles 1D et 2D pour x0 = 10%
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2.6 Conclusion

Nous disposons d’un modèle numérique 2D qui simule correctement l’évolution thermique
d’un corps en changement de phase solide-liquide au sein d’un calorimètre. Il s’agit d’un
modèle de transfert thermique couplé à l’équation d’état correspondant à l’échantillon don-
nant la forme de l’enthalpie en fonction de paramètres du modèle. Ce modèle a été ensuite
validé pour des corps purs et un type de solution binaire. Une étude paramétrique de ce mo-
dèle a été conduite pour évaluer ou vérifier le rôle de chaque paramètre. Nous nous sommes
ensuite posé la question de l’influence de la forme de l’échantillon sur le thermogramme.
Et après avoir comparé cette étude à l’étude paramétrique précédente, nous nous sommes
orienté vers le développement et la validation d’un modèle réduit afin de gagner en temps
de calcul, qui est un des principaux facteurs limitant des méthodes inverses. Mais de ce fait,
on identifie pas la vraie valeur de la conductivité, mais de sa tranformée par la réduction
de modèle et on ne sait pas remonter à la vraie valeur. Il existe une géométrie cylindrique
optimale pour laquelle la représentation par le modèle 1D n’affecterait pas ou presque pas
les conductivités. Mais la modification des conductivités dépend aussi du degré d’homogé-
néité des coefficients convectifs équivalent αi . Plus de détails sont disponibles en annexe
A. Maintenant que le modèle est prêt, intéressons-nous à ce qu’est l’inversion et quelle mé-
thode nous allons employer.
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Chapitre 3

Principe des méthodes d’inversion pour la
calorimétrie

3.1 Qu’est-ce-que l’inversion ?

D’un point de vue « physique » ou « expérimental », on qualifie volontiers de problème in-
verse toute situation où l’on souhaite évaluer certaines grandeurs physiques ou paramètres
p = t (p1, ..., pnp ) inaccessibles par l’expérience, à partir de la mesure d’une autre grandeur
yex p , qui, elle, est directement accessible par l’expérience. On le fait grâce à un modèle ma-
thématique du problème direct qui calcule explicitement cette même grandeur y à partir
de p (ce que l’on note symboliquement y = M(p), M est ici le modèle mathématique). En
termes mathématiques, cette définition conduit à appeler « problème inverse » la détermi-
nation de p par une équation (algébrique, matricielle, différentielle, aux dérivées partielles,
intégrale...) ou par la minimisation de toute fonctionnelle que l’on appelle alors fonction
objectif. Une fonction objectif est par exemple le coût d’une installation industrielle dont
on essaye d’optimiser le fonctionnement, la distance parcourue si on cherche le plus court
chemin sur le trajet d’un commercial, comme ce fut le cas dans le problème posé par le ma-
thématicien viennois, Karl Menger [69], ou la somme des carrés des écarts (méthode des
moindres carrés).

Tous ces « problèmes inverses » peuvent être répartis en deux catégories. Ceux qui, pour
toute mesure y , admettent une solution unique p continue par rapport à y sont dits « bien
posés » [70]. Ils sont généralement résolus (de manière analytique ou numérique) par des
méthodes classiques. Les autres sont dits « mal posés ». La difficulté de cette deuxième ca-
tégorie est qu’elle ne vérifie pas toutes les conditions d’Hadamard [71] soit l’existence de la
solution, son unicité et/ou la continuité de la solution par rapport aux mesures. Du point
de vue physique, cela signifie qu’une mesure yex p peut correspondre à un grand nombre de
valeurs de p , ces dernières pouvant être fortement éloignées les unes des autres.

Le caractère « mal posé » d’un problème peut avoir plusieurs origines. D’abord l’expérience,
les types et points de mesure peuvent ne pas être adaptés au phénomème que étudié. Un
exemple pourrait être une mauvaise position des capteurs de températures par rapport au
phénomène que étudié. Ensuite la structure mathématique du problème peut ne pas être
adaptée à la résolution [70] ou bien un changement de topologie s’impose pour résoudre le
problème. Par ailleurs plusieurs types d’erreurs viennent gêner le processus d’inversion [72].
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Ils sont abordés dans la sous-section 4.3.2.

La sensibilité des problèmes inverses aux erreurs induit un changement important vis-à-vis
du concept de solution, car la recherche des solutions au sens mathématique, associées par
le modèle aux mesures y , n’est plus un objectif suffisant. En effet, pour un problème « mal
posé » tout p qui reproduit aux incertitudes près, via le modèle physique, la mesure y est
une réponse a priori possible au problème inverse. Un problème inverse, pour un modèle
physique et une mesure donnée, peut n’avoir aucune solution au sens strict mais beaucoup
de quasi-solutions « à ε1 près ».

Toute « théorie de l’inversion » doit donc tenir compte du caractère éventuellement incom-
plet, imprécis et/ou redondant des données. La stratégie idéale consisterait à inventorier
l’ensemble complet des solutions « à ε1 près » de y = M(p), parmi lesquelles on opérerait
ensuite un choix suivant des critères additionnels (vraisemblance physique, informations
supplémentaires a priori) afin de retenir la ou les solutions jugées vraisemblables. Une telle
« approche exhaustive » pose des problèmes pratiques insurmontables si le nombre de va-
riables scalaires à identifier n’est pas suffisament restreint [73] [74].

3.2 Objectifs des méthodes inverses

Le système ou le modèle mathématique dépend habituellement de paramètres, symbolique-
ment notés p : géométrie (la région de l’espace occupée), caractéristiques des matériaux...
Le problème direct consiste à calculer la réponse y à partir de la donnée des sollicitations
X qui regroupent les conditions initiales et aux limites du problème, et les paramètres p .
Les équations de la physique du modèle donnent, en général, la réponse y comme fonction
implicite de X et p , voir équation (3.1) et figure 3.1.

M(X , p) = y (3.1)

FIGURE 3.1 – Schéma d’un modèle direct

Dans le cas d’un problème inverse, il s’agit généralement de situations où on est dans l’igno-
rance, au moins partielle, des valeurs de p . En compensation, il faut disposer d’informations,
éventuellement partielles, sur la sortie du modèle afin de reconstruire au mieux les informa-
tions manquantes. C’est ici qu’interviennent les mesures expérimentales. Ces informations,
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qui sont obtenues en comparant la sortie du système réel, yex p , avec la sortie du modèle, y ,
par le biais d’une norme que l’on choisit || ||, constituent la fonction objectif :

Fob j (p) = ||y − yex p ||
2 ≤ ε2 (3.2)

Le terme inverse rappelle qu’on utilise l’information concernant le modèle physique « à l’en-
vers » connaissant (partiellement) les sorties, on cherche à remonter à certaines caractéris-
tiques, habituellement internes et échappant à la mesure directe.

Un schéma récapitulatif de la formulation du problème inverse est donné dans la figure 3.2.

FIGURE 3.2 – Schéma méthodologique de l’inversion

3.3 Méthodes d’inversions

Les méthodes inverses tentent, par modification des paramètres initiaux, de minimiser un
critère basé sur la différence entre les sorties mesurées et calculées par le modèle (voir équa-
tion (3.2)). Les paramètres optimisés minimisent ainsi cet écart entre l’expérience et la sortie
du modèle direct. Les premières méthodes inverses à avoir été développées ont un cadre ma-
thématique très rigoureux, déterministe où, la convergence, l’aboutissement des calculs ont
été démontrés. Cette assurance de pouvoir aboutir au résultat a justifié leur développement.

3.3.1 Les méthodes déterministes ou de descentes

Une méthode d’inversion n’est rien d’autre qu’une méthode d’optimisation puisqu’on cherche
à minimiser une fonction objectif.

On peut diviser ces méthodes entre les méthodes linéaires et les méthodes non-linéaires
par rapport aux paramètres qui nous intéressent, pour résoudre le système d’équations qui
relient ces paramètres entre eux. Les méthodes linéaires sont destinées à résoudre des pro-
blèmes d’inversion qui peuvent se mettre sous la forme de systèmes linéaires [75]. Ces mé-
thodes, dans le cas d’un problème sans contrainte, reviennent à des méthodes d’inversion de
matrice si celles-ci sont inversibles. Sinon, si la matrice associée au problème linéaire n’est

109



LaTEP Principe des méthodes d’inversion pour la calorimétrie

pas inversible, on peut résoudre un problème approché en déterminant la matrice pseudo-
inverse ; pour obtenir une pseudo-solution, une méthode utilisée est la décomposition en
valeurs singulières ou S.V.D [76].

Notre problème traitant du changement de phase, le système d’équation comportera au
moins une non-linéarité. Nous devons donc recourir aux méthodes non-linéaires. Avec les
méthodes non-linéaires, l’optimisation des paramètres conduit à minimiser une fonction
objectif (Fob j ). Elle est définie dans le cas d’estimation de paramètres bien souvent comme
étant la somme des moindres carrés ou le carré de la norme de l’écart entre les observations
et les valeurs calculées numériquement. Par rapport à la définition (3.2) on utilise la norme
euclidienne que l’on a pondérée. On considère donc la fonction « objectif » suivante :

Fob j (p) = t(y − yex p ) ·W · (y − yex p ) (3.3)

avec y = t(y1, y2......, ynm ) le vecteur sortie ou réponse du modèle. Dans ce travail il s’agit du
flux thermique (nm étant le nombre total d’observations, la taille du vecteur), y représente la
variable d’état calculée en utilisant un modèle numérique. Soit yex p les valeurs de la variable
expérimentale. W est une matrice qui pondère les éléments de y − yex p selon l’importance
ou la pertinence qu’on leurs accorde, généralement on prend la matrice W égale à la matrice
identité car on n’a pas de raison de discriminer certaines mesures. C’est ce que nous ferons
pour le reste de cette étude. Ainsi :

Fob j (p) = ||y − yex p ||
2 (3.4)

On note aussi
−→
∇ (Fob j ), ∇2(Fob j ) le gradient et la matrice Hessienne ou le Hessien, de la

fonction Fob j et || || la norme euclidienne.

−→
∇ (Fob j )(p) =

np∑

i=1

(
∂Fob j

∂pi

)
(p)epi

(3.5)

epi
: vecteurs de base de l’espace des paramètres.

∇2(Fob j )(p) =

[(
∂2Fob j

∂pi∂p j
(p)

)

i , j

]
∀(i , j ) ∈ [1, ...,np ]× [1, ...,np ] (3.6)

Comme on cherche à minimiser une fonction objectif, le chemin de convergence emprunte
ce que l’on appelle une direction de descente. Une direction de descente d est une direction
de l’espace R

n vérifie :

t−→∇ (Fob j )(p) ·d < 0 (3.7)

On définit ainsi un demi-espace de descente, l’intersection entre ce demi-espace et le do-
maine de recherche, soit le domaine de valeurs possibles pour les paramètres, constituant
l’ensemble des directions de descentes. On en déduit que d = −A

−→
∇ (Fob j )(p) est une di-

rection de descente, si la matrice carrée A qui modifie la direction par rapport à celle du
gradient, est définie positive. En effet l’équation (3.7) devient :

t−→∇ (Fob j )(p) ·d =−t−→∇ (Fob j )(p) ·A
−→
∇ (Fob j )(p) < 0 (3.8)
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FIGURE 3.3 – Gradient et direction de descente [77]

Par définition de la dérivée, si d est une direction de descente alors pour tout ε > 0 suffisam-
ment petit, on a :

Fob j (p +ε×d ) < Fob j (p) (3.9)

Au moins localement, la fonction Fob j diminue en effectuant un déplacement dans la direc-
tion d . Les méthodes à directions de descentes suivent ce principe et construisent une suite
d’itérés (pk ) approchant une quasi-solution p∗ du problème de la façon suivante :

pk+1
= pk

+ωk ×d k (3.10)

Le paramètre ωk est le pas à effectuer le long de la direction de descente d k au point courant
pk .

Un algorithme à direction de descente est donc déterminé par les paramètres d et ω : la fa-
çon dont la direction de descente d est calculée donne son nom à l’algorithme.
Un modèle d’algorithme basé sur des directions de descente est fourni ci-dessous :

– 0) Initialisation k = 0 : Choix d’un point initial p0 ∈R
n et du critère de convergence.

– 1) faire test de convergence pour l’arrêt de l’algorithme
– 2) déterminer une direction de descente d k et d’un pas ωk > 0, tel que la fonction Fob j

décroisse
– 3) déterminer un nouveau point pk+1 = pk +ωk ×d k

– 4) poser k = k +1 et retourner à l’étape 1

La détermination de d k et ωk a donné lieu à de nombreuses méthodes. Nous en aborderons
plusieurs par ordre croissant de complexité pour aboutir à la méthode de descente que nous
avons utilisée.

3.3.1.1 Méthode du morcellement

En première approche on a voulu déterminer la solution en optimisant chaque paramètre
successivement, c’est-à-dire en faisant varier un paramètre tout en bloquant les autres, de
sorte à diminuer la fonction objectif dans un cas de minimisation. Puis en recommençant
avec un autre paramètre jusqu’à obtenir un point fixe, de sorte que tous les paramètres soient
optimisés, c’est la méthode par morcellement [77].
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FIGURE 3.4 – Méthode de morcellement dans un cas à deux paramèrtres [75]

Pour optimiser chaque paramètre on effectue ce qu’on appelle une recherche monodimen-
sionnelle. C’est avec ce type de méthode que l’on cherche ωk .

Mais la méthode par morcellement n’est pas forcément la plus rapide car elle n’optimise pas
le chemin vers la solution. Ainsi se sont développées les méthodes à gradient, d’ordre 1, qui,
elles, optimisent la direction de descente en chaque point.

3.3.1.1.a La recherche monodimensionnelle

La recherche monodimensionnelle consiste à déterminer le pas ωk à effectuer le long d’une
direction de descente d k , qui minimise la fonction objectif. Soit :

ωk
= Mi n

ω!0

[
Fob j (p +ω×d k )

]
= Mi n

ω!0

[
Fob j (ω)

]
(3.11)

On peut repérer le minimum par différentes méthodes comme celle des intervalles constants.
Ces méthodes découpent l’intervalle de recherche en sous-intervalles pour en éliminer un
selon les valeurs de la fonction objectif aux bornes de chacun des sous-intervalles, réduisant
ainsi l’intervalle de recherche à chaque itération. Ces méthodes nécessitent de se donner un
intervalle initial dans lequel effectuer la recherche. On a défini cet intervalle avec le point
courant et le point qui serait obtenu si w k = 1. Nous avons choisi la méthode de la sec-
tion dorée [77]. Mais une autre méthode plus simple consiste à initialiser l’identificaion avec
w k = 1, et à la fin de chaque itération de la méthode inverse. Si le point obtenu améliore le
critère alors on augmente w k+1 par rapport à ωk . Si par contre le calcul donne une moins
bonne solution, on recommence l’itération de la méthode inverse avec une valeur inférieure
de ωk , et ainsi de suite jusqu’à ce qu’on obtienne une meilleure solution.
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FIGURE 3.5 – Méthode de la section dorée (Fob j (p1 > Fob j (p2)) [77]

avec : p1 = a
-

5−1
2 +b 3−

-
5

2 et p2 = a 3−
-

5
2 +b

-
5−1
2 .

3.3.1.2 Développements limités d’ordre 1 : utilisation de l’hyperplan tangent

Nous allons présenter cette famille de méthodes avec la méthode de la plus grande pente ou
méthode de Cauchy [75] [77]. Elle utilise pour direction de descente l’opposé du gradient de
la fonction Fob j au point courant p , soit :

d k
=−

−→
∇ (Fob j )(pk ) (3.12)

Cette direction, obtenue par un développement limité du premier ordre est évidemment une
direction de descente comme le montre le produit scalaire suivant :

−→
∇ (Fob j )(pk ) ·d k

=−||
−→
∇ (Fob j )(pk )||2 < 0 (3.13)

La méthode de la plus grande pente est plus aboutie que la méthode par morcellement mais
n’est toujours pas optimum. D’abord car elle nécessite comme la méthode par morcelle-
ment, une recherche monodimensionnelle parce qu’elle ne détermine que la direction dans
laquelle on doit se déplacer pour améliorer le critère, mais ne fournit pas d’information sur
la distance que l’on peut parcourir. Ensuite, comme elle repose sur le gradient de la fonction
objectif, on peut s’attendre à ce que proche de l’optimum (minimum si minimalisation) de
la fonction objectif le gradient devienne presque nul et donc que la méthode devienne très
lente à partir de ce moment là. Cette méthode est plus adaptée aux premières itérations loin
de la solution, qu’aux dernières proches de la solution. C’est pourquoi plusieurs variantes
ont été développées comme la méthode du gradient conjugué, certaines affinant la détermi-
nation en poussant au second ordre comme la méthode de Newton.

3.3.1.3 Développements limités d’ordre 2 : utilisation du paraboloïde tangent

3.3.1.3.a Méthode de Newton

La méthode de Newton utilise un développement limité d’ordre deux qui approxime l’es-
pace de recherche par un paraboloïde qui, lui, dispose d’un minimum. Il n’est donc plus né-
cessaire de recourir à une recherche monodimensionnelle puisqu’on détermine en même
temps d k et ωk connaissant l’extremum (ou minimum) du paraboloïde. Dans la suite on po-
sera donc ωk = 1. Ainsi, d’un point de vue local, la fonction objectif est approximée par une
forme quadratique dépendant du Hessien [77] comme le montre ce développement limité
au second ordre :

Fob j (pk
+d k ) ≈ Fob j (pk )+ t d k

·
−→
∇ (Fob j )(pk )+

1

2
t d k

·∇2(Fob j )(pk ) ·d k (3.14)
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Pour trouver la direction de descente, il faut trouver d k qui minimise le terme de gauche. En
dérivant l’expression précédente par rapport à d k il vient :

−→
∇ (Fob j )(pk )+∇2(Fob j )(pk ) ·d k

= 0 (3.15)

On a donc :

d k
=−∇2(Fob j )−1

·
−→
∇ (Fob j )(pk ) (3.16)

D’après l’équation (3.8) la matrice Hessienne ∇2(Fob j ) doit être définie positive.

FIGURE 3.6 – Méthode de Newton [75]

Toutes les méthodes précédentes reposent sur la connaissance du gradient et même du Hes-
sien pour certaines. Leurs calculs étant difficiles et leurs valeurs exactes n’étant pas forcé-
ment accessibles, on a cherché à les approcher numériquement. Pour notre cas, faute d’avoir
une expression analytique de notre fonction objectif nous ne pouvons qu’au mieux les ap-
procher par différences finies.

De nombreuses méthodes ont été développées [71] [78] pour aboutir à la méthode générali-
sée de Gauss. Nous ne détaillerons pas cette méthode ici mais nous nous attarderons d’avan-
tage sur une version dérivée, avant d’aboutir à une dernière méthode qui tire le meilleur
parti des autres méthodes présentées. Parmi les méthodes de descente c’est celle que nous
avons utilisée Elle intègre des stratégies de régularisation que nous évoquerons dans la sous-
section 3.3.1.4.

3.3.1.3.b Algorithme de Gauss - Newton

Cet algorithme est basé sur celui de Newton en apportant une solution permettant de réduire
le coût de calcul de la matrice Hessienne. Le principe est de la remplacer par une approxi-
mation moins couteuses.
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En introduisant la matrice Jacobienne ou, comme elle est communément appelée pour ce
type d’application, matrice de sensibilité S, qui est la matrice nm ×np des dérivées de la
réponse ou sortie du modèle par rapport à ses paramètres, on va chercher à approximer le
Hessien.

S(p) = [si , j ] avec si , j =
∂yi (p)

∂p j
∀(i , j ) ∈ [1, ...,nm]× [1, ...,np ] (3.17)

Comme yexp est constante par rapport au modèle, d’après la relation précédente on peut
écrire le gradient de la fonction objectif (3.3) sous la forme suivante :

−→
∇ (Fob j (pk )) =

np∑

j=1

nm∑

i=1
2(yi − yexp )

∂yi

∂p j
e j

= 2t
S(pk ) · (y − yex p ) (3.18)

Ainsi en dérivant l’équation (3.18) par rapport à p on obtient le Hessien :

∇2(Fob j )(pk ) = 2t
S(pk ) ·

np∑

j=1

nm∑

i=1

∂yi

∂p j
e j +2t−→∇ (S(pk )) · (y − yexp )

= 2t
S(pk ) ·S(pk )+2t−→∇

(
np∑

j=1

nm∑

i=1

∂yi − yexp,i

∂p j
e j

)
· (y − yexp )

= 2t
S(pk ) ·S(pk )+2

(
∇2(y − yexp )

)
· (y − yexp ) (3.19)

car yex p est constante par rapport aux paramètres.

Dans l’algorithme de Gauss-Newton, contrairement à celui de Newton, on néglige le terme
des dérivées secondes. On obtient alors une approximation du Hessien dont l’évaluation ne
nécessite plus le calcul de dérivées secondes

∇2(Fob j )(pk ) ≈ 2t
S(pk ) ·S(pk ) (3.20)

Comme la méthode de Newton 3.3.1.3.a le pas ωk est inclus dans le vecteur d k . Donc en
combinant les équations (??), (3.18), (3.19) et (3.20) on obtient la direction de descente de
l’algorithme de Gauss-Newton. Il s’agit d’une approximation de celle de la méthode de New-
ton :

d k
=−[t

S(pk ) ·S(pk )]−1
· [t

S(pk ) · (y − yex p )] (3.21)

Les deux derniers algorithmes nécessitent d’inverser une matrice. Cela nous mène à la ques-
tion du conditionnement.

3.3.1.4 Conditionnement - Régularisation de Tikhonov

On vient d’aborder une nouvelle notion qui est malheureusement centrale dans les pro-
blèmes d’inversion car elle met souvent en échec ces méthodes. Il s’agit du conditionne-
ment. Ce nombre mesure la dépendance de la solution d’un problème numérique par rap-
port aux données du problème, ceci afin de contrôler la validité d’une solution calculée avec
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ces données. Comme nous appliquons ces méthodes sur des mesures expérimentales, un
problème avec mauvais nombre de conditionnement sera trop sensible aux erreurs de me-
sures pour être résolue tel quel.

Les méthodes d’ordre 2 nécessitent d’inverser une matrice afin de déterminer la direction de
descente. Le conditionnement c’est l’influence des petites variations autour des valeurs de la
sorite du système sur l’entrée identifiée suite à l’inversion matricielle. C’est la qualité de l’in-
version du problème. C’est ici en outre qu’intervient le problème posé par les incertitudes
évoquées en début de chapitre ainsi que les approximations liées à la méthode d’inversion
(différences finies pour la plupart).

Pour illustrer ce propos, nous nous placerons dans un cas d’un système linéaire et inversible
de matrice A :

A ·p = Y (3.22)

Supposons maintenant que la sortie Y subit une légère variation δY . Quelle va être la varia-
tion δp que l’on va observer sur les paramètres à identifier p ?

Y +δY =A · (p +δp) (3.23)

En comparant les équations (3.22) et (3.23), il vient :

δY = A ·δp

⇔ δp = A
−1 ·δY

⇒ ||δp|| = ||A−1 ·δY ||

(3.24)

En conséquence de l’inégalité triangulaire on a de plus :

||δp||" ||A
−1
||× ||δY || (3.25)

En appliquant le même raisonnement à l’équation (3.22) on a :

1

||p||
" ||A||×

1

||Y ||
(3.26)

En multipliant les termes de gauche des équations (3.22) et (3.23) nous avons :

||δp||

||p||
" ||A||× ||A

−1
||×

||δY ||

||Y ||
(3.27)

Il en ressort que l’écart sur l’estimation des paramètres est borné par un multiplicatif de
l’écart sur la sortie du système. Le scalaire qui relie les deux termes est appelé le nombre de
conditionnement. Mathématiquement, le conditionnement d’une matrice est défini pour
toute matrice inversible A, on appelle conditionnement de A relativement à la norme || || le
nombre :

cond(A) = ||A||× ||A
−1
|| (3.28)

La valeur du conditionnement d’une matrice dépendant en général de la norme choisie, on
a coutume de signaler celle-ci en ajoutant un indice dans la notation, par exemple :

cond∞(A) = ||A||∞× ||A
−1
||∞ (3.29)
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On note que l’on a toujours cond(A)! 1 puisque 1 = ||In || = ||A ·A−1||" ||A||× ||A−1||. L’éga-
lité est obtenue pour une matrice orthonormale [72].

Dans quel sens le conditionnement influe-t-il sur le calcul ?L’équation (3.27) nous montre
que l’erreur sur le résultat d’une opération matricielle est bornée par un terme proportion-
nel au nombre de conditionnement. Dans le cas de l’inversion, si le conditionnement est
« mauvais » (cond(A) >> 1), le résultat de l’inversion matricielle peut être entaché d’une
erreur importante conduisant à une mauvaise direction de recherche...
Mais comment influer sur le conditionnement d’une matrice ? Etudions l’influence des termes
diagonaux d’une matrice sur son conditionnement.

Soit la matrice :

A=




v 1 1
1 v 1
1 1 v


 (3.30)

Associé au nombre de conditionnement :

cond(A) =
(v +2)× (v +3)

|v2 + v −2|
(3.31)

3 cas limites sont possibles pour ces termes diagonales : v = (0,1,∞).

lim
v→0

cond(M) = 3

lim
v→1

cond(A) = ∞
lim

v→∞
cond(A) = 1

(3.32)

On voit que si les termes diagonaux ont des valeurs très proches de celles des autres termes
de la matrice, celle-ci sera mal conditionnée. Au contraire si les termes diagonaux sont d’un
ordre de grandeur bien supérieur, la matrice est bien conditionnée. Ainsi une méthode pour
améliorer le conditionnement d’une matrice consiste à rendre sa diagonale principale domi-
nante. En pratique cela se fait en additionnant la matrice avec une matrice diagonale. Mais
ceci présente l’inconvénient de modifier la matrice A et donc le problème, ajoutant ainsi un
biais dans la résolution.

Dans notre cas, la matrice que l’on doit inverser est la matrice Hessien, équations (3.6) et
(3.20). Le conditionnement de cette matrice représente celui du problème inverse. En tenant
compte de l’équation (3.20) il vient :

cond(A) = cond(∇2(Fob j )) ≈ cond(2t
S ·S) (3.33)

Plusieurs méthodes ont été développées pour régulariser une matrice, c’est-à-dire pour amé-
liorer son conditionnement, et ainsi pouvoir obtenir de bons résultats suite à son inver-
sion. Les plus connues d’entre toutes, sont les méthodes de régularisation de Tikhonov [79]
comme l’addition d’un terme sur la diagonale principale de la matrice.

Nous arrivons maintenant à la méthode que nous avons employée dans ce travail. Il s’agit
d’une version modifiée de la méthode de Levenberg-Marquardt qui, elle même, combine les
méthodes de la plus grande pente et de Gauss-Newton.
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3.3.1.5 La méthode de Levendberg-Marquardt [80] [81]

Cette méthode est une combinaison des méthodes précédentes dans l’équation (3.34).

pk+1
= pk

+ωk
[

t
S(pk ) ·S(pk )+δk × I

]−1
·

t
S · (yex p − y) (3.34)

Le coefficient δk appelé « facteur de mélange », ou facteur de régularisation, détermine le
mélange entre la méthode des gradients et celle de Gauss-Newton, il est ajusté en cours
d’identification :

– Si le nouveau point pk+1 ne diminue pas la fonction objectif (Fob j (pk+1) > Fob j (pk )), alors
la valeur de δk+1 est augmentée par rapport à δk , donnant plus de poids à la méthode de
la plus grande pente. Ensuite le point pk+1 est redéterminé.

– Si au contraire on améliore la solution, δk+1 est diminué par rapport à δk afin de donner
plus de poids à la méthode de Gauss-Newton.

Lorsque la solution courante est loin de la solution, la méthode se comporte comme la mé-
thode de la plus grande pente. Proche de la solution, il se comporte comme la méthode de
Gauss-Newton. La direction de descente de Levenberg-Marquardt est la moyenne pondérée
des directions de descente de ces deux méthodes (voir figure 3.7). C’est sur cette pondéra-
tion qu’intervient la modification que l’on a appliquée, 3.3.1.6. Le pas à parcourir dans la
direction de descente ωk est soit pris comme étant une constante égale à 1, soit elle est dé-
terminée à chaque itération par une recherche monodimensionnelle.

=?

PGP LM

GN

LM : Levenberg-Marquardt

PGP: plus grande pente

GN : Gauss-Newton

FIGURE 3.7 – Levenbenberg-Marquardt : pondération entre plus grande pente et Gauss-Newton
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3.3.1.6 Méthode mise en oeuvre

Cette méthode utilise deux modifications du terme de mélange δk × I [61].

En première modification, l’ajout d’un multiple de la matrice identité permet d’améliorer le
conditionnement de la matrice à inverser. Les paramètres n’étant pas tous du même ordre de
grandeur, l’ajout de la matrice identité va affecter certains paramètres plus que d’autres, ce
qui pourrait retarder la convergence. Remplaçons la matrice identité par la diagonale prin-
cipale de la matrice [t

S(pk ) ·S(pk )], ainsi le biais imposé sera du même ordre de grandeur
pour chaque paramètre, ou plutôt sur chaque direction portée par un paramètre.

En deuxième modification, nous avons fait évoluer le facteur de mélange proportionnelle-
ment à l’amélioration relative de la fonction objectif depuis l’initialisation.

δk
= δ

Fob j (pk )

Fob j (p0)
(3.35)

δ est choisi de sorte à améliorer suffisamment le conditionnement de la matrice t
S(k )·S(pk )

pour rendre le calcul de la matrice inverse possible.

pk+1
= pk

+ωk

[
t
S(pk ) ·S(pk )+δ×

Fob j (pk )

Fob j (p0)
×D

]−1

·
t
S · (yexp − y) (3.36)

La matrice D correspond aux termes diagonaux de t
S(pk ) ·S(pk ).

3.3.2 Les méthodes stochastiques ou algorithmes évolutionnaires

Les méthodes exposées jusqu’ici sont liées à la mise en oeuvre des algorithmes de minimi-
sation utilisant le gradient de la fonction objectif : plus grande pente, Newton, Levenberg-
Marquardt... Ces dernières, bien maîtrisées et d’utilisations classiques, sont « aveugles » par
nature : partant d’une valeur initiale des inconnues à identifier, elles fournissent un résultat :
minimum global ou local (l’utilisateur ignorant généralement laquelle de ces deux possibili-
tés est atteinte, sauf dans des cas particuliers où la fonction objectif est convexe).

Une autre voie, dont l’exploration a été rendue possible par le progrès en termes de puis-
sance de calcul, consiste à utiliser des méthodes d’optimisation stochastiques. Ces méthodes,
plutôt que d’essayer de déterminer le chemin à emprunter pour atteindre la solution, éva-
luent plusieurs possibilités ou candidats pour la solution et ensuite par des méthodes ins-
pirées par la Nature ou la société, fait évoluer les candidats dans la zone de recherche. Les
méthodes stochastiques manipulent une population de solutions potentielles et non-pas
une solution unique. Ces méthodes ne n’ont recours qu’à des opérations mathématiques
simples, notamment pas de calcul des dérivés ni d’inversion matricielle qui pourraient « blo-
quer » le calcul. Mais ces méthodes évolutionnaires évaluent un plus grand nombre de fois
la fonction objectif, qui peut être coûteuse en temps de calcul.

Dans cette étude nous n’avons utilisé qu’un seul algorithme évolutionnaire, très utilisé dans
le domaine de la thermique : l’algorithme génétique. Un inventaire de ses utilisations dans
ce domaine est disponible dans l’article [82].
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3.3.2.1 L’algorithme génétique

La caractéristique principale de cet algorithme stochastique est qu’il manipule une popu-
lation de solutions potentielles, chacune représentant un point de l’espace de recherche.
Elle est manipulée de la même manière que des populations vivantes évoluent génétique-
ment. Son avantage principal est sa robustesse. Contrairement aux méthodes de descente,
l’algorithme génétique traitant ou explorant simultanément tout le domaine, fait la diffé-
rence entre l’extremum global et les extrémums locaux. Il finit toujours par converger sur un
résultat probant. Cet algorithme évolutionnaire repose sur deux catégories de mécanisme
calquées sur la Nature, le croisement des gènes lors de la reproduction et la sélection natu-
relle.

Pour trouver la solution, on manipule une population d’individus, chaque individu étant
une solution possible. Un individu est représenté par un chromosome (génotype) porteur
d’information dans ces gènes. Ce chromosome correspond au vecteur paramètre p (phéno-
type), et chaque gène correspond à une composante de p , à un des paramètres à identifier.
Il existe plusieurs méthodes pour coder ces gènes. Nous utilisons le codage réel qui affecte à
chaque gène la valeur réelle du paramètre.

L’évolution de cette population est le passage d’une génération de chromosomes à la sui-
vante. Ce passage se fait suivant plusieurs étapes à travers lesquels l’individu de l’itération
précédente avec la meilleur adaptation, le BEST, n’est pas modifié au cours de c’est étapes
afin d’entraîner la convergence, on appelle cela l’élitisme. Ces étapes sont détaillées ci-après.

Initialisation

Dans cette première étape on se donne une population de départ de Ni nd individus for-
mant la première génération. C’est ici que l’on peut introduire des estimations a priori des
paramètres que l’on cherche à identifier ainsi que toutes informations du même type. La
population est ensuite distribuée aléatoirement autour de ces estimations afin « d’aider » la
convergence.

Evaluation

Ici on note les individus selon la fonction objectif, on calcule leur adaptation (ou fitness).
Cette étape correspond, dans une population vivante, à l’évaluation des chances d’un indi-
vidu de pouvoir être choisi pour la reproduction. En général on attribue une note d’autant
plus élevée que son adaptation est bonne, il s’agit d’une méthode qui maximise le critère.
Ici on veut minimiser l’écart quadratique, donc dans notre cas, on rajoute un signe moins à
l’équation (3.4).

Fob j (p) =−||y − yex p )||2 (3.37)

Sélection

C’est l’étape de compétition, les individus sont comparés selon leur adaptation afin d’être
sélectionnés pour l’étape de croisement. Qui va générer les nouvelles solutions possibles au
problème d’inversion. La compétition peut avoir différentes règles :
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– La sélection élitiste ne permet qu’aux meilleurs Ni nd

2 individus de se reproduire, mais dans
ce cas on réduit trop rapidement la diversité génétique de la population ce qui risque de
faire converger trop rapidement, sur un minimum local.

– Une autre option est d’effectuer une sélection probabiliste des individus reproducteurs se-
lon une probabilité proportionnelle à leur adaptation. Laissant ainsi une possibilité même
faible aux mauvais candidats de survivre. Un exemple est la méthode RWS (Roulette Wheel
Selection) qui a le même principe que la roulette d’un casino où le tirage est avec remise.
On découpe la roulette en Ni nd portions de largeur proportionnelle à l’adaptation de l’in-
dividu lui correspondant. Ensuite on fait Ni nd

2 tirages pour obtenir les parents. Avec cette
méthode il est possible que le meilleur individu, le meilleur jeu de paramètres, ne soit pas
sélectionné, et que le plus mauvais individu soit sélectionné plusieurs fois. Ce genre de
situations est peut être néfaste à l’identification. La méthode SUS (Stochastic Universal
Sampling) reprend la même méthode mais avec des tirages sans remise ce qui évite les
situations extrêmes évoquées précédemment.

– Nous avons choisi encore une autre méthode, celle de la sélection par tournoi. On choisit
au hasard deux individus et on conserve celui avec la meilleure adaptation. Les moins
mauvais ont ainsi une bonne chance de survivre quelques itérations en se retrouvant
confrontés aux plus mauvais. Cette approche est plus fidèle à l’esprit de l’algorithme, vé-
ritable analogie de l’évolution génétique d’une population.

Une fois que le processus de sélection est terminé, les individus non-sélectionnés sont « dé-
truits ». Ils seront remplacés par les « enfants » issus de l’étape de croisement. La taille de la
population diminue donc de moitié à cette étape, avant de retrouver toute sa taille à la fin de
l’étape suivante.

Croisement

Comme pour la reproduction sexuée, chaque gène ou paramètre à identifier des nouveaux
individus ou descendants sera une combinaison des gènes correspondants de ses parents.
Plus précisément dans notre cas nous avons choisi de prendre deux individus aléatoirement
et de combiner leurs gènes linéairement mais en donnant un caractère aléatoire à la prédo-
minance de chaque gène.

FIGURE 3.8 – Exemple d’un croisement BLX
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Nous avons utilisé un croisement de type BLX-α volumique [77] [83] [84]. Ainsi chaque couple
de gène parent Pi , j et Pk, j va donner deux gènes enfants En, j et Em, j tels que :

En, j = Pi , j −
1

2
(Pk, j −Pi , j )+ (1+

αBLX

2
)(Pk, j −Pi , j )rand([0 : 1]) (3.38)

Em, j = Pi , j −
1

2
(Pk, j −Pi , j )+ (1+

αBLX

2
)(Pk, j −Pi , j )rand([0 : 1]) (3.39)

rand([0 : 1]) est un nombre aléatoire comprit entre 0 et 1.

La variance de la population, Var, varie à cette étape de croisement selon la valeur de αBLX .
En effet la variance de la population enfant Varenfant peut être exprimée en fonction de la
variance de la population parent Varparent [77] :

Varenfant = ((1+2×α)2
+3)

Varparent

6
(3.40)

Si αBLX est inférieur à
-

3−1
2 ≈ 0.366, la variance de la population diminue d’une génération

sur l’autre et donc la convergence n’est plus assurée uniquement par l’étape de sélection
mais aussi par la réduction du domaine de recherche à chaque étape de croisement. On
prendra la valeur αBLX =

1
2 pour s’assurer que la convergence, qui est caractérisée par la

réduction de la variance de la population, n’est pas liée à l’étape de croisement puisque celle-
ci l’augmente comme on peut le voir sur la figure 3.9.

FIGURE 3.9 – Croisement « BLX-α volumique » [77]

Mutation

De façon aléatoire la valeur d’un gène, au sein d’un individu ou chromosome, peut être mo-
difiée. La mutation nous sert à éviter une convergence prématurée de l’algorithme, mais
surtout à pouvoir se sortir de minimums locaux. On définit ici un taux ou une probabilité de
mutation d’un chromosome qui est généralement compris entre 0,001 et 0,01 ; nous pren-
drons cette dernière valeur. Il est nécessaire de choisir pour ce taux une valeur relativement
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faible de manière à ne pas tomber dans une recherche aléatoire ce qui réduirait à néant l’in-
térêt de l’algorithme.

– En résumé :
– c’est une méthode stochastique
– elle est robuste car si certains candidats provoquent la divergence du modèle direct,

l’algorithme continue de fonctionner avec le reste de la population
– elle est facile à implémenter
– la méthode peut être lente du fait du nombre élevé de candidats à évaluer, son temps

d’itération dépendant fortement du temps de calcul de Fob j

FIGURE 3.10 – Cycle générationnel

3.3.3 A mi-chemin : le Simplexe

Nous avons aussi testé une troisième méthode pour déterminer l’algorithme le plus perfor-
mant en termes de vitesse de convergence et de simplicité d’utilisation. Nous dirons que cet
algorithme est à mi-chemin car bien qu’étant une méthode de descente, il ne détermine pas
sa direction de descente grâce à un gradient, mais en évaluant quelques candidats, il défi-
nit un hyperplan qui donne une direction de descente. C’est-à-dire qu’il assimile le gradient
local au gradient de l’hyperplan passant par les sommets du simplexe. Un simplexe est une
figure géométrique à np +1 sommets qui évolue dans un espace à np dimensions correspon-
dant aux np inconnues. Par exemple, pour un problème à deux inconnues ou paramètres, le
simplexe sera un triangle qui évoluera en reflétant son plus mauvais sommet selon la fonc-
tion objectif, par rapport à l’arête qui lui est opposée [85]. Nedler-Mead [86] ont proposé une
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version plus élaborée du simplexe qui, par le biais de plusieurs opérations, déplace le plus
mauvais point pour l’améliorer (voir figure 3.11).

FIGURE 3.11 – Historique de l’évolution du simplexe de Nedler-Mead pour un problème à deux para-
mètres [86]

3.3.3.1 Algorithme du simplexe de Nedler-Mead

Cet algorithme utilise différentes transformations géométriques afin de déformer le sim-
plexe, afin de pouvoir toujours progresser dans sa recherche de la solution optimum et ne
pas rester bloqué en cours de processus. Ces opérations sont déterminées par quatre coef-
ficients. Dans l’ordre celui de réflexion, puis celui d’expansion, de contraction et enfin de
réduction. Nous avons pris pour ces coefficients les valeurs standards [86].

ρN M = 1 χN M = 2 γN M =
1

2
σN M =

1

2
(3.41)

D’abord il faut initialiser le simplexe soit np +1 points pour np paramètres. Pour le premier
point nous avons pris des valeurs que nous estimions « proches » de la solution. Pour les np

suivant nous avons augmenté la valeur de un des np paramètres de 1% et si ce paramètre
était nul, nous l’avons augmenté de 0,1. Ainsi nous avons une distribution selon chacune
des directions du domaine de recherche. Ensuite il faut tous les évaluer avec la fonction ob-
jectif Fob j de l’équation (3.4), le point qui obtient le meilleur critère est nommé pBEST . Enfin,
il faut classer les individus. De ce classement va dépendre les opérations géométriques.

Ce qui suit correspond aux différentes opérations et tests à effectuer pour chaque itération :
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Calculer le barycentre des sommets du simplexe mis à part le plus mauvais point pnp+1 :

p̄ =
1

np

np∑

i=1
pi (3.42)

Calculer le point obtenu par « réflexion » :

pr = (1+ρN M )p̄ −ρN M ·pnp+1 (3.43)

Si Fob j (pr ) < Fob j (pBEST ) alors calculer le point obtenu par « expansion » :

pe = (1+ρN M ·χN M )p̄ −ρN M ·χN M ·pnp+1 (3.44)

Si de plus Fob j (pe ) < Fob j (pr ) alors il faut effectuer l’opération d’expansion du simplexe

FIGURE 3.12 – Illustration de l’opération d’expansion [86]

sinon effectuer l’opération de « réflexion ».

FIGURE 3.13 – Illustration de l’opération de réflexion [86]
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Si le point que l’on obtiendrait par réflexion n’est pas meilleur que le BEST, mais quand
même meilleur que le deuxième plus mauvais point Fob j (pnp ) , soit Fob j (pBEST ) < Fob j (pr ) <
Fob j (pnp ) alors il faut calculer le point que l’on obtiendrait par contraction externe :

pce = (1+ρN M ·γN M )p̄ −ρN M ·γN M ·pnp+1 (3.45)

Dans ce cas si ce nouveau point est meilleur que celui de la réflexion, soit Fob j (pce ) < Fob j (pr ),
alors on effectue la contraction externe :

FIGURE 3.14 – Illustration de l’opération de contraction externe [86]

Sinon on effectue une réduction de la taille du simplexe centrée sur le BEST.
Donc pour tous les sommets i du simplexe sauf le BEST nous faisons :

pi = pBEST +σN M (pi −pBEST ) (3.46)

FIGURE 3.15 – Illustration de l’opération de réduction faute de contraction externe [86]

Si le critère du point qui est obtenu par l’opération de réflexion n’est pas meilleur que le
critère du second plus mauvais point pnp , alors on calcule le point que l’on obtiendrait par
une contraction interne :

pci = (1+ρN M ·γN M )p̄ −γN M ·pnp+1 (3.47)
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Puis dans le cas où ce point est meilleur que le plus mauvais point, Fob j (pci < Fob j (pnp+1),
on effectue l’opération de contraction interne.

FIGURE 3.16 – Illustration de l’opération de contraction interne [86]

Si on ne tombe dans aucune des catégories précédentes, on effectue une réduction de la
taille du simplexe centrée sur le BEST. Il s’agit de la même opération de réduction que la pré-
cédente, figure 3.15, seule la configuration des autres points changent.

Donc pour tous les sommets i du simplexe sauf le BEST l’opération suivante est réalisée :

pi = pBEST +σN M (pi −pBEST ) (3.48)

FIGURE 3.17 – Illustration de l’opération de réduction faute de contraction interne [86]

Puis l’algorithme recommence.
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Initialisation

critere de fin

classement :
pbest, ..., pnp

, pnp+1

p

pr

pe

pnp+1 <- pe pnp+1 <- pr

pce

pnp+1 <- pce

pci

reduction pnp+1 <- pci reduction

pr < pbest

pe < pr

pr < pnp

pce < pr pci < pnp+1

FIGURE 3.18 – Algorigramme du simplexe de Nedler-Mead

3.3.3.2 Interprétation géométrique des différentes opérations mathématiques

– Le simplexe effectue une expansion quand il est encore loin de la solution. Il déplace le
plus mauvais point selon une direction de descente.

– La réflexion correspond à une situation où le simplexe aborde une vallée du domaine de
recherche. Dans une telle situation l’opération d’expansion ne permet pas d’améliorer la
fonction objectif.

– Proche du minimum, les contractions internes et externes permettent de réduire la taille
du simplexe tout en le déplaçant dans la direction de descente. Si trop d’opérations de ce
type s’enchainent à la suite loin de la solution, on obtient un simplexe dégénéré qui pour-
rait converger prématurément. Dans ce cas, il faut réinitialiser le simplexe sur sa solution
courante.

– Les étapes de réductions diminuent la taille du simplexe en rapprochant les sommets du
BEST . Dans la pratique ces étapes sont rares.
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3.3.4 Critère d’arrêt de l’algorithme

Pour chacun de ces algorithmes, la convergence est repérée quand un certain critère d’arrêt
est atteint. Il existe plusieurs critères possibles parmi lesquels :

– On fixe un grand nombre d’itérations et on espère que la solution soit atteinte avant.
– Un critère de non-évolution de la fonction objectif peut être utilisé, ||

−→
∇ (Fob j )(pk )|| < ε.

Mais on peut alors s’arrêter sur un point d’inflexion ou un point de selle.
– La non-évolution peut aussi être constatée sur les paramètres à identifier,

||∆pk+1 −pk ||≈ 0, mais dans le cas des algorithmes évolutionnaires il peut se produire de
nombreuses itérations sans que le meilleur candidat n’évolue. Il faut donc attendre plu-
sieurs itérations après que cette condition soit atteinte afin de confirmer la convergence.

– Pour les algorithmes génétiques on peut fixer le critère par rapport à l’écart entre candi-
dats, la convergence est atteinte quand les candidats se sont regroupés.

M ax
i=1...np+1

||pi −pB E ST || < ε [86].

Dans notre cas nous avons choisi de considérer le critère de non-évolution des paramètres
après 30 itérations pour tous nos algorithmes.

3.4 Conclusion : adaptation des méthodes inverses à la DSC

Nous voulons utiliser une méthode inverse pour identifier des propriétés d’un corps à par-
tir d’un thermogramme obtenu à la suite d’une expérience de DSC. Par rapport aux no-
tations que nous avons définies dans ce chapitre, yex p sera un vecteur colonne constitué
des ordonnées du thermogramme expérimental, soit des valeurs du flux thermique en watt.
L’abscisse est constitué des temps correspondant aux valeurs du flux pris en ordonnées :
yex p =φex p = t (φexp (t1), ...,φexp (tnm )).

Ne disposant d’informations suggérant que certains points ou ensembles de points que l’on
pourrait positionner a priori par rapport aux abscisses sont plus importants ou moins im-
portants que d’autres, la matrice W sera égale à la matrice identité, I. M sera le modèle direct
du transfert thermique qui incorpore une des équations d’état du chapitre 2.1.

y sera un vecteur colonne constitué des valeurs du flux du thermogramme numérique si-
mulé par le modèle direct avec : y =φnum = t (φnum(t1), ...,φnum(tnm )). Les temps t (t1, ..., tnm )
du thermogramme numérique seront les mêmes que ceux des observations expérimentales.

Quant au vecteur p , il sera constitué par les propriétés thermodynamiques que l’on veut
identifier des modèles présentés au chapitre 2, et les paramètres de transfert que l’on iden-
tifie ou adapte.
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Conditions de
simulations

Modèle direct

Propriétés
du modèle

(transfert, ther-
modynamique...)

φnum

φexpExpérience

Méthode
inverse

FIGURE 3.19 – Schéma de l’inversion appliqué à la D.S.C.

On en arrive à la fonction objectif. Les données expérimentales et numériques appartiennent
toutes deux à un ensemble discret. Il faut donc discretiser la relation (3.4) :

Fob j (p) =
nm∑

i=1
(φnum(ti , p)−φexp (ti ))2 (3.49)
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Chapitre 4

Mise en œuvre des méthodes inverses pour
la calorimétrie

Dans le chapitre 3 nous avons présenté ce qu’est une méthode inverse et nous avons détaillé
les méthodes que nous avons envisagées. Ce chapitre 4 contient les résultats d’identification
de plusieurs corps réalisées avec ces méthodes, c’est-à-dire comment nous avons identifié
les paramètres des modèles directs présentés dans le chapitre 2, paramètres qui permettent
de reconstruire les enthalpies des échantillons.

Si certains paramètres sont corrélés, par exemple ceux qui ne se trouvent que sous la forme
d’un produit entre eux, alors il existe une infinité de solutions possibles pour ces deux para-
mètres. On peut savoir si certains des paramètres sont corrélés en étudiant les coefficients
de sensibilités issus du modèle direct, qui sont définis dans le chapitre sur les méthodes in-
verses, équation (3.17). Après avoir déterminé un jeu de paramètres identifiables, nous allons
tester notre méthode d’inversion sur différents thermogrammes en appliquant la méthode
inverse sur un thermogramme numérique dont on connait les paramètres, et vérifier que les
paramètres sont retrouvés par cette méthode. Enfin, à partir de ces coefficients de sensibi-
lités, on va définir un intervalle de confiance pour les paramètres que l’on identifie, avant
d’appliquer notre méthode à des cas expérimentaux.

4.1 Etude des coefficients de sensibilité

Ces coefficients correspondent à l’étude paramétrique menée sur le modèle direct pour nos
différentes équations d’état, ils reflètent donc les mêmes résultats que la section 2.3. Cette re-
présentation est orienté pour l’inversion, on y constante mieux l’importance de chaque pa-
ramètre c’est-à-dire la facilité de les identifiér par une méthode inverse. Le cas du binaire est
particulièrement intéressant car il dépend d’un nombre relativement élevé de paramètres.
On peut donc s’attendre à ce qu’il y ait une certaine corrélation entre eux, ce qui rendrait im-
possible l’identification simultanée de ces paramètres. L’étude des coefficients de sensibilité
permet aussi de distinguer quels sont les paramètres qui seront facilement identifiés et ceux
qui le seront difficilement. Comme nous le verrons dans la section 4.3.3, ils permettent de
définir les intervalles de confiance pour les paramètres identifiés.

Nous présenterons dans cette section les coefficients de sensibilités pour deux fractions
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massiques en soluté 0,57% et 10% de la solution de H2O − N H4C l , afin d’étudier les cas
de pics de thermogramme séparés ou fusionnés. Le cas du corps pur n’est pas présenté car
c’est un cas particulier du modèle binaire. Nous ne présenterons les valeurs des sensibilités
que pour une vitesse β de 10 K ·mi n−1, afin d’amplifier l’ordre de grandeur des sensibilités
et aussi parce que nous voulons une méthode opérationnelle pour des vitesses de réchauf-
fements relativement élevées.

Ces coefficients de sensibilité sont définis dans la sous-partie traitant de la méthode de
Gauss, équation (3.17). Pour les calculer, nous avons considéré un jeu de paramètres de réfé-
rence qui correspondent au thermogramme de référence. Ensuite, pour chaque coefficient,
nous avons modifié la valeur du paramètre i de ∆pi , calculé un nouveau thermogramme,
puis calculé la dérivée discrète de la sortie du modèle par rapport au paramètre i , équation
(4.1). Cette opération est réalisée pour chacun des paramètres que l’on voudrait identifier.

Spi
=

(
φ(p +∆pi )−φ(p)

∆pi

)

p j .=i

(4.1)

avec Spi
de la colonne de la matrice S de l’équation (3.17) qui correspond au paramètre pi .

Les figures 4.9 à 4.7 correspondent à des décalages d’un des paramètres de ± 10% ou ± 1 et
0,5 K afin de rendre visibles les déformations des thermogrammes. Dans la suite de l’étude,
les coefficients de sensibilités seront calculés avec un décalage de 1% ou 0,1 K , les formes et
les rapports d’ordres de grandeurs de ces coefficients restant inchangés. Pour que l’on puisse
comparer les formes et les ordres de grandeurs de ces paramètres entre eux, on multiplie les
coefficients par les paramètres qui leurs correspondent. On obtient des coefficients de sen-
sibilité réduits qui ont tous la dimension d’un flux, équation(4.2).

pSpi
= pi ×Spi

(4.2)
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4.1.1 Coefficient de sensibilité réduit relatif à TE

Le modèle direct présente une forte sensibilité à la température eutectique car TE positionne
le début du premier pic de fusion du thermogramme. Ce pic représente une transition à tem-
pérature constante, et a donc une pente initiale dont la valeur est fixée par la résistance ther-
mique entourant l’échantillon (voir (1.16)). Une modification de TE va décaler cette pente
à l’origine du premier pic. Avec ce décalage, les thermogrammes ne vont se recouvrir qu’en
partie. Les courbes de flux seront distinctes sur les zones d’influences du paramètre, figure
4.1. Avec l’augmentation de la fraction massique de soluté, une influence sur le deuxième
pic apparait, augmentant la sensibilité du modèle à TE , car du fait de la diminution de TM

(voir paragraphe 2.3.2.6) les deux pics du thermogramme vont se rapprocher.
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FIGURE 4.1 – Coefficient de sensibilité réduit relatif à TE
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4.1.2 Coefficient de sensibilité réduit relatif à TM

Une variation de TM , toutes choses égales par ailleurs, va décaler la température de fin de
fusion et donc décale la fin du deuxième pic dans le même sens. D’après l’équation (2.51),
une modification de TM , toutes choses égales par ailleurs va modifier la fraction massique
en soluté x0, donc la forme de h(T ) et donc tout le thermogramme de fusion.
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FIGURE 4.2 – Coefficient de sensibilité réduit relatif à TM

4.1.3 Coefficient de sensibilité réduit relatif à TM ,w

La sensibilité à ce paramètre se porte principalement sur la fin du pic du solvant, figure 4.3.
Dans les équations du modèle thermodynamique du binaire (2.53) et (2.54), donnant l’en-
thalpie à travers le changement de phase, les températures TM et TM ,w interviennent fré-
quemment sous la forme d’une différence. L’enthalpie va donc varier globalement de ma-
nière contraire selon ces deux paramètres. On retrouve cette différence de signe dans les
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sensibilités. Néanmoins, ces deux températures interviennent aussi indépendamment l’une
de l’autre dans ces équations. C’est pourquoi les coefficients de sensibilité ne sont pas les
mêmes, permettant leur identification simultanée. Pour une faible fraction massique de so-
luté, TM ≈ TM ,w et L̃E ≈ 0 J · kg−1, si on inclue cette relation dans les équations donnant
l’enthalpie pour un binaire (2.52) (2.53) (2.54), la forme de h(T ) tend vers celle d’un corps
pur.

Effectivement, quand la fraction massique de soluté x0, tend vers 0, le comportement de la
solution tend vers le comportement d’un corps pur. Ceci explique pourquoi ces deux para-
mètres ont des coefficients de sensibilités très similaires pour de très faibles fractions mas-
siques de soluté. Pour des concentrations supérieures, les formes des deux sensibilités se
distinguent de plus en plus, notamment sur l’intervalle de temps précédant la fin de fusion
où le paramètre TM ,w influe de moins en moins. Cette diminution locale de sensibilité peut
s’expliquer par l’importance croissante du paramètre TE .
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FIGURE 4.3 – Coefficient de sensibilité réduit relatif à TM ,w
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4.1.4 Coefficient de sensibilité réduit relatif à L̃E

Pour une fraction massique de soluté, la sensibilité de la variation d’enthalpie à l’eutectique
L̃E se retrouve que sur le pic eutectique. Avec l’augmentation de la fraction massique de
soluté, L̃E augmente, il y a d’avantage d’énergie à échanger lors de la fusion eutectique, et
comme la pente au début du pic eutectique est fixée (1.16), le pic sera plus large. De plus
comme TM diminue avec l’augmentation de la fraction massique de soluté si celle-ci reste
inférieure à xE , (2.51), les deux pics seront rapprochés et vont donc fusionner. Ce faisant,
des parties de l’échantillon seront encore à la température TE pendant le deuxième pic. Ceci
explique que l’on observe un deuxième pic sur la sensibilité quand la fraction massique de
soluté est plus élevée.
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FIGURE 4.4 – Coefficient de sensibilité réduit relatif à L̃E
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4.1.5 Coefficient de sensibilité réduit relatif à LM ,w

L’augmentation d’une chaleur latente, augmente la quantité d’énergie nécessaire à la fusion.
L’énergie à échanger est plus importante toutes choses égales par ailleurs, notamment pour
un même intervalle de température. La fusion consommant plus d’énergie, elle se dérou-
lera sur un intervalle de temps plus long. Ce qui explique pourquoi la sensibilité à LM ,w du
modèle, n’est majoritairement présente qu’en fin de pic. On remarque que, pour de faibles
fractions massiques de soluté, quand les pics sont séparés, la pente du début du deuxième
pic est inchangée par la modification de LM ,w . On peut expliquer cela par le fait que pendant
la fusion progressive se termine à une tempÃ©rature proche de celle du corps pur. La pente
du début de ce pic dépend donc principalement de la résistance thermique entre l’échan-
tillon et le creuset, (1.16).
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FIGURE 4.5 – Coefficient de sensibilité réduit relatif à LM ,w
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4.1.6 Coefficient de sensibilité réduit relatif à cL

Le coefficient de sensibilité de la capacité thermique liquide est nul avant la fusion eutec-
tique car l’échantillon est solide à ce moment, quasi-nul au court de la fusion de l’échantillon
car le transfert d’énergie y est majoritairement latent. Après la fusion la courbe de sensibi-
lité augmente rapidement car le retour au régime stationnaire se fait par transfert de chaleur
sensible.
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FIGURE 4.6 – Coefficient de sensibilité réduit relatif à cL
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4.1.7 Coefficient de sensibilité réduit relatif à cS

Le coefficient de sensibilité de la capacité thermique solide est nul à la température eutec-
tique car on a une transition à température constante. Ensuite il diminue au cours de la
disparition de la phase solide avec une augmentation rapide aux points d’inflexion du ther-
mogramme, à chaque changement dans la dynamique du transfert thermique.
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FIGURE 4.7 – Coefficient de sensibilité réduit relatif à cS
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4.1.8 Coefficient de sensibilité réduit relatif à ρ

Une variation de la masse volumique modifie l’ensemble du thermogramme mise à part la
région correspondant à la pente eutectique, car la pente étant fixée, (1.16), la déformation
du pic eutectique est reportée à la fin de ce pic. L’augmentation de ρ se traduit par une aug-
mentation de l’inertie thermique du système. Au regard des quatre sensibilités précédentes,
figures 4.4, 4.5, 4.6 et 4.7, il apparait que la sensibilité du modèle au paramètre ρ est simi-
laire à la superposition de ces courbes de sensibilité, on le vérifiera dans conclusion de cette
étude, voir figure 4.13. Il en résulte un fort couplage entre les paramètres L̃E , LM ,w , cS , cL et ρ
par l’intermédiaire de ce dernier. On vérifiera cette hypothèse dans la conclusion de l’étude
de sensibilité, voir figure 4.13.
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FIGURE 4.8 – Coefficient de sensibilité réduit relatif à ρ
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4.1.9 Coefficient de sensibilité réduit relatif à λL

La sensibilité du modèle au paramètre λL s’observe principalement sur le deuxième pic du
thermogramme, celui du solvant, sur le sommet. Avec l’augmentation de la fraction mas-
sique de soluté x0, on voit sur la courbe de sensibilité qu’une influence sur le premier pic
du thermogramme apparait. Cela s’explique par l’augmentation de la quantité de liquide
qui apparait au palier eutectique avec la fraction massique en soluté. Les valeurs de cette
sensibilité sont très faibles comme le laisse présager la presque non-déformation du ther-
mogramme. Ce paramètre sera donc difficile à identifier et ne pourra l’être qu’une fois que
les autres paramètres seront identifiés. Il est possible que la méthode inverse paraisse avoir
convergé sur tous les paramètres et qu’elle s’arrête selon le critère de convergence, alors
qu’il lui faudrait plus d’itérations pour identifier la conductivité liquide. L’enthalpie que l’on
cherche est indépendante de la conductivité en utilisant un modèle réduit. On identifie une
conductivité apparente relative à la réduction de modèle. Elle ne présente pas d’intérêt en
dehors de ce problème. On peut se satisfaire d’une valeur approchée.
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FIGURE 4.9 – Coefficient de sensibilité réduit relatif à λL
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4.1.10 Coefficient de sensibilité réduit relatif à λS

Comme pour la conductivité liquide, la sensibilité du modèle à la conductivité solide est très
faible. Mais dans le cas solide on observe une influence de la conductivité sur les courbes de
sensibilité, correspondant aux deux pics du thermogramme pour toutes fractions massiques
de soluté. Car les parties solides de l’échantillon sont soumises à un gradient thermique tout
au long de la fusion contrairement au cas du corps pur où la phase solide est à une tempéra-
ture uniforme pendant la fusion 2.3.1.1.
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FIGURE 4.10 – Coefficient de sensibilité réduit relatif à λS
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4.1.11 Coefficient de sensibilité réduit relatif à α

L’influence de α sur le thermogramme est de modifier la pente à l’origine des transitions
types corps pur (1.16) et d’accroitre ou de réduire l’échange d’énergie entre l’échantillon et
le creuset. Cela se traduit par un étirement des pics vers le haut ou d’un étalement de ces pics.
Cette influence est d’autant plus marquée sur les thermogrammes que l’on se rapproche des
sommets, comme on peut le voir sur les sensibilités.
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FIGURE 4.11 – Coefficient de sensibilité réduit relatif à α
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4.1.12 Superposition des coefficients de sensibilité réduites

Cette étude nous a permis d’une part de constater que les paramètres les plus influents et
donc les plus facilement identifiables sont les trois températures TE , TM et TM ,w , voir figure
4.12. On montre également que les conductivités sont les paramètres les moins influents et
seront donc les plus difficiles à identifier, mais leurs valeurs exactes n’a pas un grand intérêt
car il s’agit de conductivité modifiées pour la réduction de modèle. D’autre part, nous pou-
vons tirer de cette étude que la masse volumique va poser problème lors de l’identification.
En effet, la courbe de sensibilité au paramètre ρ est très similaire à la somme des courbes
de sensibilité de cS , cL , LM ,w et L̃E , voir figure 4.13. Cela caractérise la forte corrélation qui
existe entre ces parmètres. En effet, elle est reliée à de nombreux paramètres par un produit,
ce qui permet aux écarts entre les valeurs courantes des paramètres et leurs valeurs recher-
chées de se compenser. Par exemple si la chaleur latente du solvant, LM ,w , est supérieure à
sa valeur recherchée et que la masse volumique est, elle, inférieure à sa valeur recherchée.
La méthode inverse risque de préférer donner aux autres paramètres liés à ρ des valeurs su-
périeures à leurs valeurs recherchées, si la sensibilité à LM ,w est la plus élevée du lot. On
a expliqué que la masse volumique était une approximation nécessaire pour conserver un
maillage fixe. La valeur que l’on identifie n’est pas plus pertinente qu’une autre approxi-
mation, nous la considérerons donc comme un paramètre d’entrée qui est connue. Dans la
section suivante nous allons comparer les trois algorithmes d’optimisation que nous avons
envisagés pour l’inversion.
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FIGURE 4.13 – Comparaison de la courbe de sensiblité à ρ à la somme de celles à cS , cL , LM ,w et L̃E

4.2 Comparaison de trois types d’algorithmes d’inversion

Pour comparer les trois méthodes que nous avons présentées au chapitre 3 que sont le sim-
plexe, l’algorithme génétique et notre version modifiée de Levenberg-Marquard. Nous allons
tester les méthodes d’inversion sur le modèle 1D d’un corps pur, l’eau, et d’une solution bi-
naire, H2O − N H4C l à 2,5 %, par des échantillons de 10,3 mg réchauffés à 5 K ·mi n−1. La
figure 4.14 donne la diminution de la fonction objectif au long du processus d’identifica-
tion afin de s’assurer que les algorithmes ne rencontrent pas de problème. Le modèle di-
rect du corps pur est résolu en 2,46 s et celui de la solution binaire est résolue en 32,68 s,
pour un maillage 1D de 20 nœuds et un pas de temps constant de 10−4 s. Les algorithmes de
Levenberg-Marquardt et du simplexe sont initialisés avec des paramètres 10% ou 0,5 K en-
dessous de leur valeur à la solution, à partir de là le simplexe est construit avec des sommets
à 1% ou 0,1 K . L’algorithme génétique est initialisé dans un cercle de 10% ou 0.5 K autour de
la solution.

Sur la figure 4.14 on voit que c’est le simplexe qui identifie les paramètres le plus rapidement.
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FIGURE 4.14 – Evolution de la fonction objectif au cours de l’identification globale.
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Sur les figures 4.14(a) et 4.14(b) on voit que l’algorithme génétique identifie la solution en
peu d’itérations. Ceci est dû au fait que l’initialisation se fait dans un espace restreint proche
de la solution, l’algorithme a donc de grandes chances d’évaluer un bon candidat du premier
coup. On remarque aussi que plus la population de l’algorithme génétique est faible, au plus
les itérations seront rapides car la population à évaluer est moins importante. Mais la po-
pulation étant alors plus faible, ses estimations de la solution seront de moindres qualités
à chaque itération et il en faudra d’avantage pour identifier une meilleure solution que si la
population était plus élevée.

Les avantages principaux de l’algorithme de descente de Levenberg-Marquardt est que sa
convergence peut être démontrée et que la convergence est sur la solution contrairement à
l’algorithme génétique qui lui, doit rassembler sa population autour de la solution afin de
pouvoir l’approcher au mieux, voir figure 4.15.

Au cours des premières itérations, l’algorithme génétique peut améliorer grandement la so-
lution parce qu’elle est dispersée sur tout le domaine de recherche et il se peut qu’aucun
individu ne soit proche de la solution. Les individus enfants ont donc des chances d’avoir
une bien meilleure valeur pour leur fonction objectif que leurs parents. Alors que, à la fin du
processus, la population est concentrée autour de la solution et donc tous les individus ont
un même ordre de grandeur pour la fonction objectif.

(a) génération initiale (b) 10 ème génération

(c) 30 ème génération

FIGURE 4.15 – Evolution de la population de l’algorithme génétique pour la résolution de la fonction
de Rosenbrock. [77]
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Voici nos conclusions sur ces algorithmes :

4.2.1 Algorithme de Levenberg-Marquardt mis en œuvre : (voir 3.3.1.6)

Mathématiquement très complet et dont la convergence a été démontrée, il cherche à em-
prunter toujours le meilleur chemin de convergence, mais cette recherche prend beaucoup
de temps et peut ne pas aboutir. Si la fonction objectif peut être exprimée directement en
fonction des paramètres, alors cette méthode est bien adaptée car les calculs sont exacts.
Mais dans notre cas, on ne peut exprimer directement la fonction objectif et on est obligé
d’utiliser des approximations pour le calcul des dérivées. De ce fait le calcul des gradients
de la fonction objectif est inexact et donc la matrice Hessienne approximée nécessite d’être
régularisée pour en améliorer le conditionnement, avant d’être inverseé, les paramètres de
régularisation n’ayant pas de règles quant à leurs valeurs. Un autre problème de cet algo-
rithme est son incapacité à sortir des minimums locaux, le calcul du gradient ne fournissant
dans ce cas aucune direction de descente.

4.2.2 Algorithme Génétique : (voir 3.3.2.1)

Il est robuste, on est assuré d’avoir la convergence, mais il consomme beaucoup de temps
de calcul. Les minimums locaux n’ont pas d’influences particulières. Cela s’explique par son
caractère aléatoire, l’algorithme combinant les solutions selon un procédé que l’on a choisi
à l’avance. Le problème de cet algorithme est qu’il utilise une grande population, ce qui né-
cessite donc d’évaluer de nombreuses fois la fonction objectif, i.e. résoudre de nombreuses
fois le modèle de la fusion, ce qui nécessite d’autant plus de temps de calcul que la popula-
tion est importante. Il présente néanmoins l’avantage d’avoir une initialisation relativement
facile à choisir, car on initialise un domaine et pas un point.

4.2.3 Algorithme du Simplexe : (voir 3.3.3.1)

Cet algorithme n’a pas d’étapes mathématiquement lourdes comme le calcul d’un gradient
ou l’inversion d’une matrice et peut se révéler très rapide si il a été initialisé judicieusement
et de taille adéquate. Cet algorithme est à la base une méthode de descente selon l’hyperplan
tangent. Mais c’est aussi une méthode exploratrice comme les algorithmes évolutionnaires.
Il teste plusieurs solutions potentiels appartenant à l’hyperplan pour évaluer le gradient au
lieu de le calculer, afin de déplacer l’un de ses sommets sans nécessairement améliorer la
meilleure solution courante comme avec les méthodes déterministes. Nous ne l’avons pas
observé sur les résultats que nous présentons mais certains auteurs ont trouvé que selon la
taille et l’initialisation du simplexe, il peut être pris dans un minimum local, différent du mi-
nimum global. Mais une réinitialisation du simplexe sur la solution courante quand ça arrive
permet d’atteindre le minimum global [87] [88].

Nous avons choisi de nous servir de l’algorithme du simplexe pour notre méthode inverse
de part sa simplicité et sa vitesse.
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4.3 Applications de l’inversion à des cas théoriques

4.3.1 Identification sur des thermogrammes simulés

Avant de tester notre méthode sur des cas réels où il est parfois difficile de trouver les valeurs
des paramètres dans la littérature, et d’évaluer l’impact des différentes sources d’erreurs,
nous allons d’abord inverser avec le modèle 1D des thermogrammes simulés avec le modèle
2D, pour voir si on retrouve les paramètres énergétiques qui ont servi lors des simulations.
Nous avons considéré des échantillons de rayon 2,125 mm et de hauteur 0,78 mm.

Les paramètres énergétiques qui ont servi à construire ces thermogrammes sont donnés
dans les tableaux suivants :

Tableau 4.1 – Propriétés de corps purs [63] [64]

Matériaux ρ cS cL TM LM

kg ·m−3 J ·kg−1 ·K −1 J ·kg−1 ·K −1 ◦C kJ ·kg−1

eau 1000 2060 4180 0 333
hexadécane 780 1680 2310 18,3 228,9

Tableau 4.2 – Propriétés de solutions binaires. [52]

Matériaux ρ cL − cS TM ,w LM ,w TE x L̃E
1 TM

2

kg ·m−3 J ·kg−1 ·K −1 ◦C kJ ·kg−1 ◦C % kJ ·kg−1 ◦C

H2O −N H4C l 1000 2120 0 333 -15,9

0,57 8,2 -0,46
2,5 35,9 -2,02
5 74,4 -4,03

10 144 -8,07

Les identifications sur ces thermogrammes de références ont donc été faites avec l’algo-
rithme du simplexe. Les initialisations ont été faites à 10% ou 0,5 K en dessous des valeurs
des paramètres de référence, comme pour la comparaison entre les trois algorithmes d’in-
versions, section 4.2. Les thermogrammes correspondant à ces identifications sont dispo-
nibles dans les figures 4.16 et 4.17. Les paramètres correspondants à ces identifications sont
disponibles dans les tableaux 4.3 et 4.4. Une excellente concordance est obtenue sur les ther-
mogrammes et les propriétés énergétiques correspondent à celles qui ont servi pour générer
les thermogrammes de références. Ces identifications ont été obtenues en moins de 200 ité-
rations.

1. Ces valeurs ont été déterminées à partir de nos identifications sur des thermogrammes expérimentaux
2. calculée avec l’équation (2.51)
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Tableau 4.3 – Propriétés énergétiques des corps purs identifiées

Matériaux ρ cS cL TM LM

kg ·m−3 J ·kg−1 ·K −1 J ·kg−1 ·K −1 ◦C kJ ·kg−1

eau 1000 2059.9 4180,03 -3×10−5 333,2
hexadécane 780 1679,9 2308 18,3 229,1

Tableau 4.4 – Propriétés énergétiques des solutions binaires identifiées

Matériaux ρ cL − cS TM ,w LM ,w TE x L̃E TM

kg ·m−3 J ·kg−1 ·K −1 ◦C kJ ·kg−1 ◦C % kJ ·kg−1 ◦C

H2O −N H4C l 1000

2118,5 9×10−3 332,8 -15,86 0,57 8,24 -0,46
2119,6 1,3×10−2 332,8 -15,9 2,5 35,93 -2,02
2120,6 4×10−2 333,5 -15,9 5 74,44 -4,03
210,2 5×10−4 333,0 -15,9 10 143,9 -8,07
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FIGURE 4.16 – Identifications sur des thermogrammes simulés de corps purs
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(d) H2O −N H4C l - 10 % - 5 K ·mi n−1

FIGURE 4.17 – Identifications sur des thermogrammes simulés de solution binaire H2O −N H4C l
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4.3.2 Influence de l’erreur sur l’inversion : incertitudes sur les résultats

Une information importante pour juger de la qualité des résultats d’une méthode inverse est
l’influence sur les paramètres identifiés, des erreurs sur les paramètres d’entrée du système.
Ces erreurs sont de six types [72] :

– Le calcul numérique est source d’erreur. D’abord par la discrétisation du milieu, de phé-
nomènes continus. Souvent on ne peut calculer les vraies valeurs des dérivées, on utilise
alors des développements limités. L’erreur peut également venir du schéma numérique,
le numéricien doit stabiliser le schéma avec les paramètres numériques de son code.

– Il peut y avoir des erreurs dans la modélisation des phénomènes. Par exemple nous avons
négligé les variations de volume, de masse volumique et nous avons fait des approxima-
tions sur les capacités thermiques.

– Les résultats expérimentaux sur lesquels on va appliquer la méthode inverse présentent
une incertitude expérimentale ou bruit. Aucune mesure n’est parfaite. Il s’agit là d’une
erreur aléatoire sur chaque point expérimental. C’est l’erreur stochastique.

– Les systèmes d’acquisition de la mesure peuvent aussi donner des erreurs. Par exemple
s’ils sont mal étalonnés, s’il y a un défaut sur les signaux électriques ou si la mauvaise
utilisation d’un filtre introduit un biais.

– Il arrive que sur le jeu de paramètres du modèle, certains soient déjà connus. Ces valeurs
sont connues à une incertitude près. Or si on fixe un paramètre du modèle, ce dernier
est considéré comme ayant sa valeur vraie et donc l’incertitude sur sa valeur devient une
erreur sur l’entrée du modèle. C’est l’erreur déterministe.

– Enfin, comme on l’a évoqué précédemment, les méthodes de régularisation peuvent in-
duire un biais dans la résolution du problème inverse.

Nous considérons que les calculs numériques se sont bien déroulés avec un maillage à 20
nœuds, un pas de temps constant de 10−4 s, et que l’effort de modélisation a été suffisant
afin que l’on puisse négliger les erreurs de modélisation et de calcul numérique. Nous al-
lons aussi considérer que la calorimétrie est suffisamment mature pour que les systèmes
d’acquisitions ne provoquent pas d’erreurs supplémentaires. Néanmoins nous ne sommes
pas sûr de comment la régulation est effectuée. Le fichier de résultats donne deux varia-
tions de température : « Program Temperature » et « Sample Temperature ». La variation de
« Program Temperature » a une dépendance linéaire en fonction du temps, nous avons donc
considéré qu’elle était la température de plateau Tp . Par précaution nous allons suivre l’avis
du constructeur donnant une incertitude d’offset sur Tp de ∆T pi = 0,1 K [32]. Nous allons
rajouter cette incertitude dans le calcul de l’intervalle de confiance des températures identi-
fiées par le processus d’inversion.

Nous avons présenté trois méthodes d’inversion : une version modifiée de l’algorithme de
Levenberg-Marquardt, l’algorithme génétique et le simplexe. Les deux dernières sont des
méthodes stochastiques et ne requièrent pas de régularisation. Pour la première, la modifi-
cation proposée par [61] diminue le biais de la régularisation à mesure que l’on s’approche
de la solution. Nous pouvons donc considérer cette source d’erreur comme nulle.

Dans ces conditions, il ne reste plus que deux sources d’erreurs à étudier : l’erreur détermi-
niste sur les paramètres « connus » , et l’erreur stochastique ou « bruit ». Nous allons donc les
déterminer puis les combiner pour obtenir un intervalle de confiance sur le paramètre pi ,
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∆c pi , causé par les paramètres d’entrés que l’on définit par [61] [89] [90] :

∆c pi =

√√√√√
np,e∑

j=1
j .=i

(∆π j
pi )2 + (∆σpi )2 + (∆T pi )2 (4.3)

Avec ∆πp j l’erreur résultante sur le paramètre j d’une erreur sur le paramètre d’entrée π,
∆σpi l’influence d’un bruit d’écart-type σ sur le paramètre i et ∆T pi = 0 sauf si pi est une
température.

Les méthodes de descente permettent un calcul théorique des erreurs dues à l’inversion.
Nous validerons ces calculs en comparant les résultats avec ceux que l’on obtient en iden-
tifiant sur les thermogrammes numériques que l’on a générés avec une erreur connue. Ces
expériences numériques seront détaillées à chaque fois.

4.3.2.1 Erreur déterministe

Ici nous allons étudier l’impact d’une erreur sur chacun des paramètres énergétiques et de
transfert si il étaient pris comme paramètre d’entrée. Afin de conforter notre choix de para-
mètres d’entrée pour notre méthode d’inversion.

Considérons l’itération finale de la méthode de Levenberg-Marquardt. Proche de la solution
le terme de régularisation est quasiment nul, si on considère de plus que ωk = 1 dans l’équa-
tion (3.36) pour que la norme de l’erreur soit contenue dans ∆p , celle-ci devient :

∆p =

[
t
S(pk ) ·S(pk )

]−1
·

t
S(pk ) · (y k+1 − y k ) ≈ 0 car y k+1 ≈ y k (4.4)

Supposons que l’on introduise une variation δπ sur le paramètre d’entrée π. Il va en résulter
une variation ∆y sur la sortie du modèle. En admettant que cette variation corresponde à la
dernière itération d’une identification dans le sens opposé. L’équation (4.4) devient :

∆πp =

[
t
S(pk ) ·S(pk )

]−1
·

t
S(pk ) · (−∆y) (4.5)

Si la variation ∆π est faible par rapport au paramètre π, et que la variation est nulle sur les
autres, on peut linéariser le modèle direct autour du paramètre π avec un développement
limité :

y(π+∆π) = y(π)+S(π) ·π (4.6)

Or ∆π est un vecteur constitué de zéro et du scalaire ∆π, on peut donc réécrire l’équation
(4.6) avec ce scalaire et remplacer la matrice S(π) par sa colonne qui correspond au para-
mètre π, Sπ.

∆y =Sπ(π)×∆π (4.7)

En injectant ce résultat dans l’équation précédente on a :

∆πp =−
[

t
S(pk ) ·S(pk )

]−1
·

t
S ·Sπ(π)×∆π (4.8)
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Connaissant les matrices de sensibilité du modèle on peut prédire l’erreur sur l’inversion,
qui a été engendrée une erreur sur un paramètre supposé connu.

Nous allons maintenant comparer les résultats de ce calcul théorique avec une détermina-
tion « expérimentale ». On obtient ces dernières valeurs en simulant un thermogramme en
ayant faussé la valeur de l’un des paramètres de 1% ou 0,1 K par rapport à sa valeur dite de
référence, en fixant ce paramètre et en identifiant les autres paramètres avec la méthode du
simplexe. L’écart entre les valeurs que l’on obtient par cette identification et les valeurs de
référence sont les erreurs engendrées par une erreur ∆π sur le paramètre d’entré π.

Pour la masse volumique ρ nous pouvons calculer une incertitude sur sa valeur en considé-
rant un échantillon fictif qui remplit parfaitement la celule. La cellule cylindrique est de di-
mension R=2,15 mm, Z=0,78 mm, ce qui pour un échantillon de masse volumique ρ = 1000
kg ·m−3 donne une masse de 11,33 mg . En considérant que l’incertitude sur le rayon, et la
hauteur est de 0,01 mm et que la masse est connue à ±0,1 mg près. Il vient :

∆ρ

ρ
=

∆m

m
+

2∆R

R
+
∆Z

Z

∆ρ = 27,5kg ·m−3 ≈ 3% (4.9)

On considèrera cette dernière valeur pour l’erreur déterministe sur ρ.

On voit sur ces tableaux que des erreurs sur les températures, TM ,w et TE , entrainent des er-
reurs très importantes sur le résultat de l’inversion dans le cas du corps pur et de la solution
binaire, les autres températures caractéristiques ont également une influence importante
mais dans une moindre mesure. Si l’étalonnage en température du calorimètre n’est pas par-
fait et si on considère une de ces températures comme paramètres d’entrée du modèle, on
va, de ce fait, introduire une erreur déterministe sur ces températures, ce qui va fausser le
résultat.

Les paramètres α et λL ont également une influence forte dans le cas du corps pur, mais cela
ne nous pose pas de problème car ces propriétés étant modifiées par la réduction de modèle
on ne peut considérer ces paramètres comme des paramètres d’entrée.

Il est intéressant de noter qu’une erreur sur ρ, cS , cL , LM ,w ou L̃E sera reportée de la même
quantité en valeur absolue sur les autres mêmes paramètres. Ceci est dû à ce que ρ relie tous
ces paramètres ensemble, une erreur déterministe sur l’un d’entre eux va se reporter sur ces
autres paramètres lors de l’identification, comme nous l’avons prévu au cours de l’analyse
des coeffcients de sensibilité 4.1.

Le tableau 4.6(b) indique qu’une erreur sur les paramètres d’entrée n’a pratiquement pas
d’influence sur les températures TE , TM et TM ,w que l’on identifie. Cela pour les deux mo-
dèles thermodynamiques. Alors que, en retour, une erreur sur ces températures influence
de manière plus importante les autres paramètres du modèle. C’est pourquoi on se propose
de rajouter l’incertitude des capteurs de températures, ∆T pi , dans le calcul de l’intervalle de
confiance de TE , TM et TM ,w .
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Tableau 4.5 – Influence théorique et expérimentale d’une erreur déterministe de 1% ou 0,1 K sur le
résultat de l’inversion mise à part ρ où l’erreur est de 3% - cas d’un corps pur

(a) eau - propriétés énergétiques

X ε(cS) ε(cL) ε(TM ,w ) ε(LM ,w )
exp th exp th exp th exp th
% % % % % % % %

ρ 3,2 3 2,9 3 0,001 8 ×10−4 3,1 3
cS X X 0,89 0,9 8,1 ×10−5 8 ×10−5 0,89 0,9
cL 0,97 1 X X 6,5 ×10−5 6,5 ×10−5 0,98 1
λS 2,4 ×10−2 2 ×10−2 0,03 0,04 4.5 ×10−5 4,8 ×10−5 2,1 ×10−2 2 ×10−2

λL 1,4 1,5 1,7 1,5 1 ×10−4 9,5 ×10−4 1,5 1,5
TM ,w 4,5 3,3 4,6 4,5 X X 4,8 4,8
LM ,w 0,99 1 0,96 1 1 ×10−4 9,5 ×10−5 X X
α 5,1 5 3,9 3,7 0,04 0,03 5,5 5,5

(b) eau - propriétés pour le modèle

X ε(ρ) ε(λ1D
S ) ε(λ1D

L ) ε(α)
exp th exp th exp th exp th
% % % % % % % %

ρ X X 0,9 ×10−3 2 ×10−3 3 ×10−4 1 ×10−4 0,06 0,04
cS 0,89 0,9 0,03 0,03 5,2 ×10−3 5 ×10−3 0,9 ×10−2 1 ×10−2

cL 0,98 1 5,6 ×10−2 6 ×10−2 6,3 ×10−3 6 ×10−3 9,3 ×10−3 9 ×10−3

λS 2,4 ×10−2 3 ×10−2 X X 4,2 ×10−2 4 ×10−2 2,3 ×10−2 2,4 ×10−2

λL 1,4 1,5 16 15 X X 0,25 0,24
TM ,w 4,5 4,5 3,1 3 0,2 0,17 0,6 0,5
LM ,w 0,99 1 2,9 ×10−2 3 ×10−2 5,8 ×10−3 6 ×10−3 2 ×10−2 1,4 ×10−2

α 5,1 5 12 12,5 0,35 0,4 X X
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Tableau 4.6 – Influence théorique er expérimentale d’une erreur déterministe de 1% ou 0,1 K sur le
résultat de l’inversion mise à part ρ ou l’erreur est de 3% - cas d’un binaire

(a) H2O −N H4C l , 2,5% - propriétés pour le modèle

X ε(ρ) ε(λ1D
S ) ε(λ1D

L ) ε(α)
exp th exp th exp th exp th
% % % % % % % %

ρ X X 0,3 0,09 0,1 0,06 4 ×10−3 7 ×10−3

cS 0,94 1 2,6 ×10−2 3 ×10−2 2,3 ×10−3 2 ×10−3 3 ×10−3 3 ×10−3

cL 0,96 1 2,6 ×10−2 3 ×10−2 3 ×10−3 3 ×10−3 2,1 ×10−3 2 ×10−3

λ1D
S 0,33 0,3 X X 3,2 ×10−2 4 ×10−2 0,19 0,2

λ1D
L 0,6 0,6 0,3 0,2 X X 0,2 0,18

TM ,w 0,5 0,6 0,6 0,5 6,7 ×10−2 7 ×10−2 0,15 0,14
LM ,w 0,9 1 0,07 0,04 7 ×10−3 4 ×10−3 8 ×10−3 6 ×10−3

TE 3,6 5,5 60 86 1,2 2,2 19 25
L̃E 1 1 0,05 0,03 0,01 0,02 3 ×10−3 3 ×10−3

TM 0,5 0,7 3,7 4,2 0,2 0,3 1,3 1,2
α 0,5 0,5 3 3,7 0,1 0,1 X X

(b) H2O −N H4C l , 2,5% - températures

X ε(TE ) ε(TM ) ε(TM ,w )
exp th exp th exp th
% % % % % %

ρ 4 ×10−6 7 ×10−6 9 ×10−5 6,6 ×10−5 0,83 ×10−3 1 ×10−3

cS 7 ×10−7 6 ×10−7 2 ×10−5 2,5 ×10−5 4,2 ×10−4 4 ×10−4

cL 2.7 ×10−6 2 ×10−6 1.6 ×10−5 2 ×10−5 3.2 ×10−4 3 ×10−4

λ1D
S 4 ×10−4 3,7 ×10−4 9,5 ×10−4 1 ×10−3 2.4 ×10−3 3 ×10−3

λ1D
L 4 ×10−4 2.6 ×10−4 2 ×10−3 3 ×10−3 0,01 0,01

TM ,w 3 ×10−4 2.3 ×10−4 2 ×10−3 1 ×10−3 X X
LM ,w 4 ×10−6 2 ×10−6 4 ×10−5 4.4 ×10−5 5.3 ×10−4 5 ×10−4

TE X X 0,1 0,16 0,4 0,35
L̃E 3 ×10−6 4 ×10−6 1,8 ×10−5 2 ×10−5 4 ×10−4 3,5 ×10−4

TM 2,1 ×10−3 2 ×10−3 X X 0,02 0,02
α 2 ×10−3 1,8 ×10−3 6 ×10−3 6 ×10−3 1,2 ×10−2 1 ×10−2

(c) H2O −N H4C l , 2.5% - propriétés énergétiques

X ε(cS) ε(cL) ε(LM ,w ) ε(L̃E )
exp th exp th exp th exp th
% % % % % % % %

ρ 3,16 3 3,14 3 3,06 3 2,89 3
cS X X 0,94 1 1 1 0,9 1
cL 1,01 1 X X 1,04 1 0,95 1
λ1D

S 0,37 0,3 0,34 0,3 0,41 0,45 0,36 0,3
λ1D

L 0,8 0,7 1 0,8 1,3 1,35 0,7 0,6
TM ,w 0,5 0,6 0,5 0,6 0,8 0,8 0,6 0,6
LM ,w 0,97 1 0,93 1 X X 1,1 1

TE 1,5 1,6 5 5 5 5,1 9 9,2
L̃E 1,06 1 1,04 1 1 1 X X
TM 1 0,9 0,7 0,7 0,2 0,16 0,8 0,75
α 0,4 0,5 0,4 0,4 1 0,9 0,3 0,4
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4.3.2.2 Erreurs stochastiques

Ce sont les erreurs dues à la mesure. On considère qu’elles sont additives, de moyenne nulle
et qu’elles appartiennent à une distribution qui suit une loi normale N (0,σ2) de moyenne
nulle et de variance constante σ2.

Considérer que l’erreur est de moyenne nulle, c’est considérer que la mesure est non-biaisée,
qu’elle ne présente pas d’erreur systématique.

On peut exprimer la matrice de covariance associée sous la forme [71] :

cov(∆p) =σ2
· [t

S ·S]−1 (4.10)

La diagonale principale de cette matrice est constituée par les variances correspondant à
chaque paramètre.



σ2

p1

...
σ2

pnp


= di ag (cov(∆p)) = di ag

(
σ2

· [t
S ·S]−1) (4.11)

Il y a une probabilité de 68 % que la vraie valeur soit dans un intervalle ±σ, 95 % qu’elle soit
dans un intervalle de largeur 2σ, 99 % qu’elle soit dans un intervalle de largeur 2,58σ, ...

Nous allons poser :

∆σpi = 2,58σpi
(4.12)

Maintenant, comme pour l’erreur déterministe, nous allons comparer le calcul théorique
avec des expériences simulées. Le bruit expérimental inhérent à l’appareillage et aux condi-
tions opératoires peut-être modélisé en ajoutant au signal, ici le thermogramme, une erreur
gaussienne de moyenne nulle et de variance σ2

br ui t
. Le livret de procédure standard du calo-

rimètre nous informe que le bruit du signal est de 5µW [32]. Vérifions sur un thermogramme
expérimental cette valeur.

Prenons un thermogramme où nous avons ajusté le zéro et comparons le flux enregistré dans
une zone de conduction pure (voir figure 4.18) où la théorie [35] dit que le flux est égal à une
valeur constante, φmoyen .
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FIGURE 4.18 – Bruit expérimental du calorimètre

De ces mesures on obtient :

σexp =

√√√√ 1

n −1

n∑

i=1
(φ(ti )−φmoyen)2 ≈ 1,6µW (4.13)

Cette valeur est du même ordre de grandeur et inférieure à celle du livret technique [32] qui
donne la valeur de 5 µW , que nous pourrons retenir.

Nous allons donc bruiter un thermogramme numérique de référence avec cet écart-type
en ajoutant une distribution gaussienne de moyenne nulle et d’écart-type σbr ui t à cette ré-
férence. Puis identifier par inversion sur le thermogramme bruité les paramètres qui per-
mettent de générer le thermogramme qui lui correspond le mieux, afin de les comparer à
ceux qui ont servi pour générer le thermogramme numérique. Cette opération sera réalisée
200 fois afin de pouvoir mener une analyse statistique des erreurs dues au bruit sur les para-
mètres identifiés, pour déterminer les σpi

.

Comparons ces résultats expérimentaux avec nos prévisions du calcul théorique.
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Tableau 4.7 – Influence théorique d’une erreur stochastique de 5 µW sur le résultat de l’inversion

(a) eau

X ε(ρ) ε(cS) ε(cL) ε(λ1D
S ) ε(λ1D

L ) ε(TM ,w ) ε(LM ,w ) ε(α)
% % % % % % % %

th 1 1 1 2,7 0,05 1 ×10−4 1 0,03
exp 0,8 1,1 0,9 2,4 0,03 0,9 ×10−4 1 0,06

(b) H2O −N H4C l : 2,5% - propriétés énergétiques et températures

X ε(cS) ε(cL) ε(TM ,w ) ε(LM ,w ) ε(TE ) ε(L̃E ) ε(TM )
% % % % % % %

th 1,6 1,6 2 ×10−3 1,6 2,5 ×10−4 1,6 7,6 ×10−4

exp 1,4 1,5 3 ×10−3 1,4 1,1 ×10−4 1,4 9 ×10−4

(c) H2O −N H4C l : 2,5% - propriétés pour le mo-
dèle

X ε(ρ) ε(λ1D
S ) ε(λ1D

L ) ε(α)
% % % %

th 1,6 0,48 9 ×10−2 0,12
exp 1,7 0,39 9,7 ×10−2 0,1

Pour l’erreur déterministe et l’erreur stochastique, nos prévisions théoriques concordent
avec les expériences de simulations. Nous pouvons donc donner un intervalle de confiance,
(4.3), pour nos paramètres identifiés en nous basant sur les prévisions du calcul théorique.

4.3.3 Choix des paramètres d’entrée et intervalle de confiance

L’étude de sensibilité, section 4.1, nous a renseigné sur la possibilité d’identifier les différents
paramètres du modèle 1D. C’est-à dire que les paramètres peuvent être identifiés simultané-
ment dès lors qu’on considère la masse volumique comme un paramètre d’entrée.

Pour ce travail nous allons identifier tous les paramètres énergétiques pour comparer les
résultats de la méthode à la littérature. Mais il est intéressant de noter qu’une erreur déter-
ministe sur les température TM ,w , TE et TM engendre d’importantes erreurs sur le résultat
de l’inversion, tableau 4.6(b). Il n’est donc pas intéressant de considérer une de ces tempéra-
tures comme paramètre d’entrée, car une petite erreur dans la littérature disponible ou une
erreur de l’étalonnage en température du calorimètre fausserait notablement le résultat de
l’identification.

Du fait que l’on utilise un modèle réduit, on est obligé d’identifier les propriétés de transferts
car comme elles sont modifiées par la réduction de modèle, on ne peut prévoir cette modi-
fication au préalable.

On considère donc qu’un seul paramètre d’entrée, la masse volumique ρ. A partir des erreurs
déterministes et stochastique des tableaux 4.5, 4.6 et 4.7, le domaine de confiance sur le
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paramètres identifié i sera donc d’après l’équation (4.3) :

∆c pi =

√
(∆ρpi )2 + (∆σpi )2 + (∆T pi )2 (4.14)

Tableau 4.8 – Intervalle de confiance sur les paramètres identifiés

(a) eau

X ε(cS) ε(cL) ε(λ1D
S ) ε(λ1D

L ) ε(TM ,w ) ε(LM ,w ) ε(α)
% % % % % % %

∆c pi 3,16 3,16 2,7 0,086 3,7 ×10−2 3,16 0,05

(b) H2O −N H4C l , 2.5% - propriétés énergétiques

X ε(cS) ε(cL) ε(TM ,w ) ε(LM ,w ) ε(TE ) ε(L̃E ) ε(TM )
% % % % % % %

∆c pi 3,4 3,4 3,7 ×10−2 3,4 3,9 ×10−2 3,4 3,7 ×10−2

(c) H2O − N H4C l , 2.5% - propriétés
pour le modèle

X ε(λ1D
S ) ε(λ1D

L ) ε(α)
% % %

∆c pi 0,5 0,09 0,12

Les incertitudes sur les températures dues à l’inversion sont faibles devant l’incertitude de
mesure des températures du calorimètre ∆T pi . C’est pourquoi les intervalles de confiance
des températures que nous donnons par la suite sont sensiblement égaux à cette incertitude
de mesure.

4.3.4 Erreur sur l’enthapie identifiée : analyse type « Monte Carlo »

Nous savons maintenant reconstruire le thermogramme et identifier les paramètres du mo-
dèle thermodynamique associé à l’échantillon, avec un intervalle de confiance. Maintenant
il nous faut reconstruire l’enthalpie de l’échantillon à partir des paramètres que nous avons
identifiés. Chacun de ces paramètres disposent d’un intervalle de confiance. Nous allons
générer 100 courbes d’enthalpie avec les valeurs des paramètres prises aléatoirement dans
leur intervalle de confiance, afin d’obtenir une distribution normale des courbes d’enthal-
pie. Ainsi on obtient un vecteur écart-type pour l’enthalpie que l’on identifie σh associé à
une enthalpie moyenne hmoyen . Les résultats de cette analyse seront présentés en même
temps que les résultats d’inversion, figures 4.19, 4.20, 4.22, 4.23, 4.24, 4.25, 4.29(a), 4.29(b) et
4.29(c).

4.4 Application à des cas expérimentaux

Nous avons vu qu’avec une méthode inverse on pouvait retrouver les paramètres du modèle
thermodynamique qui ont servi à simuler un thermogramme et on connait un intervalle de
confiance pour ces résultats de l’inversion. A présent, nous allons vérifier que si on applique
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ces mêmes méthodes à une expérience réelle, on retrouve les propriétés énergétiques de la
littérature dans cet intervalle de confiance, en supposant que la valeur que nous avons prise
dans la littérature soit la bonne et qu’il n’y a pas d’erreur d’étalonnage. Nous allons aussi pré-
senter les enthalpies que nous avons reconstituées à partir des paramètres que nous avons
identifiés. Parmi ces résultats nous ne présenterons pas les valeurs des capacités thermiques
mais leur différence car leurs valeurs dépendent de la ligne de base, si le zéro a bien été calé
par rapport au zéro du modèle numérique. Les expériences qui ont servi de base à ces iden-
tifications ont été réalisées avec un appareil DSC Pyris Diamond de Perkin-Elmer. Rappelons
que cet appareil dispose de cellules hermétiques en aluminium de rayon R = 2,15 mm et de
hauteur Z = 0.78 mm, suffisantes pour contenir des échantillons de volume avoisinant les
10 µL. Les masses des échantillons ont été mesurées à l’aide d’une balance AP250D Ohaus,
qui est précise à 0,1 mg .

4.4.1 Résultats pour un corps pur

D’abord nous avons travaillé sur le cas le plus connu, celui du corps pur dont nous avons dé-
veloppé le modèle dans le chapitre 2.1.2. Nous avons commencé cette étude par un échan-
tillon d’eau de masse m = 11,4 mg . Le processus d’identification a permis de reconstruire
correctement le thermogramme expérimental, identifiant par là même les différents para-
mètres du modèle thermodynamique du corps pur. Par la suite nous avons testé d’autres
corps, dont un échantillon d’acide benzoïque de masse m = 3,7 mg . Les thermogrammes
reconstitués pour ces deux corps à différentes vitesses sont représentés dans les figures 4.19
et 4.20.
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FIGURE 4.19 – Comparaison thermogramme expérimental/numérique et enthalpie reconstitués de
l’eau

L’analyse statistique de l’enthalpie de l’eau, a été réalisée à partir des valeurs moyennes iden-
tifiées sur les thermogrammes expérimentaux réalisés pour plusieurs vitesses. Soit TM ,w =
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0oC et LM ,w = 330,75 k J ·K −1.
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FIGURE 4.20 – Comparaison thermogramme expérimental/numérique et enthalpie reconstituée de
l’acide benzoïque

L’analyse statistique de l’enthalpie de l’acide benzoïque, a été réalisée à partir des valeurs
moyennes identifiées sur les thermogrammes expérimentaux réalisés pour plusieurs vitesses.
Soit TM ,w = 122,03oC et LM ,w = 123,75 k J ·K −1.
Les valeurs des paramètres identifiés pour les deux corps sont disponibles dans le tableau
4.9.

On présente également les valeurs déterminées par une approche directe pour comparaison.

Tableau 4.9 – Paramètres identifiés sur des thermogrammes expérimentales de corps pur et valeurs
déterminées par mesures directes. Valeurs de la littérature [63] [91]

Material β TM (TM )l i t t ér atur e LM (LM )l i t t ér atur e Tonset Sur f ace pi c

K ·min−1 ◦C ◦C kJ ·kg−1 kJ ·kg−1 ◦C kJ ·kg−1

eau

2 0 ±0,1 0,02 330 ±10 333 0,08 339
5 0,1 ±0,1 0 325 ±10 333 0,2 341

10 0,14 ±0,1 0 335 ±10 333 0,39 337
15 0,1 ±0.1 0 338 ±10 333 0,58 339

acide benzoïque

1 122,2 ±0,1 122 133 ±5 132 122,3 130
2 122,0 ±0,1 122 130 ±5 132 122,3 130
5 121,8 ±0,1 122 129 ±5 132 122,3 129,9

10 122,1 ±0,1 122 127 ±5 132 122,3 129,8

Pour l’échantillon d’eau, l’étalonnage de l’appareil de DSC a été réalisé à une seule vitesse, 2
K ·mi n−1. On a considéré pour Tonset , la définition disant qu’il s’agit de l’abscisse de l’inter-
section entre la pente à l’origine du pic et le plateau de conduction solide, voir figure 4.21(a).
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On voit sur cette figure que, étalonner à une seule vitesse, conduit à une dépendance par rap-
port à la vitesse de Tonset . Par contre on remarque sur cette figure, qu’une autre définition
de Tonset , l’intersection de la pente à l’origine avec l’axe des abscisses donne une valeur de
Tonset , indépendante de la vitesse et égale à TM du corps pur. On remarque sur cette figure
que les débuts de pic de fusion ne sont pas des brusques ruptures de pente comme on pou-
vait s’y attendre pour un corps pur, mais que les thermogrammes présentent des arrondis ce
qui s’explique par la présence d’impuretés dans les échantillons. Cela peut se comparer à un
thermogramme d’une solution binaire de très faible fraction massique bien plus faible que
celle des figures 4.22 à 4.26.
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FIGURE 4.21 – Détermination par mesures directes

Sur f ace pi c est la surface exprimée en k J ·kg−1 comprise entre la courbe du thermogramme
sur la durée du pic de fusion et la prolongation de la ligne de base liquide. Que l’on assimile
à la chaleur latente du corps pur, voir figure 4.21(b) [33].

Dans ce tableau 4.9, l’étalonnage pour les expérience relatives à l’acide benzoïque a été réa-
lisé à chaque vitesses. Dans ce cas on peut noter que Tonset est indépendante de la vitesse de
réchauffement.

Dans ce tableau 4.1, on peut noter que les chaleurs latentes LM identifiées pour l’eau et pour
l’acide benzoïque, sont toutes contenues dans les intervalles de confiance pour les diffé-
rentes vitesses. Et les valeurs de la littérature sont également comprisent dans ces intervalles.
On peut dire que l’on obtient par la méthode un résultat concordant qui est contenu dans
l’intervalle de confiance, quelle que soit la vitesse de réchauffement comprise entre 1 et 15
K ·mi n−1.

163



LaTEP Mise en œuvre des méthodes inverses pour la calorimétrie

4.4.2 Résultats pour des solutions binaires

Les résultats que nous allons présenter correspondent à deux solutions binaires : H2O −
N H4C l et H2O −KC l .

4.4.2.1 solution de H2O −N H4C l

Pour la première solution, nous avons testé quatre échantillons différents :
– un échantillon de 7 mg de fraction massique de soluté x0 = 0,480%
– un échantillon de 8,3 mg de fraction massique de soluté x0 = 5,00%
– un échantillon de 8,8 mg de fraction massique de soluté x0 = 9,02%
– un échantillon de 8,6 mg de fraction massique de soluté x0 = 10,00%
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FIGURE 4.22 – x0 = 0,480% et β= 5 K ·mi n−1
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FIGURE 4.23 – x0 = 5,00% et β= 5 K ·mi n−1
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FIGURE 4.24 – x0 = 9,02% et β= 5 K ·mi n−1
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FIGURE 4.25 – x0 = 10,00% et β= 5 K ·mi n−1

Sur les figures 2.28, 2.30, 2.32, 2.34 et 2.36 et TE , on ne distingue que l’influence des incerti-
tudes sur les paramètres L̃E ,LM ,w . Ceci est dû d’abord à ce que les valeurs de ces deux pa-
ramètres sont élevées puique leurs influences vont masquer celles des autres paramètres
comme cS et cL . Ensuite, on peut remarquer dans la sous-section 2.3.2 que les paramètres
TM ,w et TM ont des influences contraires sur l’enthalpie. L’influence des incertitudes sur ces
deux températures vont se compenser.

Comme les intervalles de confiance sur les températures identifiées sont faibles (tableau 4.8)
et que les variations d’enthalpies L̃E et LM ,w sont élevées. On ne remarque sur les courbes
d’enthalpies que l’influence des incertitudes sur L̃E et LM ,w . De plus on peut remarquer dans
la sous-section 2.3.2 que les groupes de paramètres TM ,w , TE et TM , L̃E , LM ,w ont des in-
fluences qui se compensent sur l’enthalpie, voir figures 2.35, 2.29 et 2.33, 2.31, 2.37 .

Les résultats des figures 4.22, 4.23, 4.24 et 4.25 correspondent à une vitesse de réchauffement
de 5K ·min−1. Afin de montrer qu’ici aussi la vitesse de réchauffement n’a pas d’influence
sur l’identification, que notre méthode est robuste vis-à-vis de ce paramètre, nous avons
de nouveau effectué les tests à une vitesse de 2K ·min−1. Nous nous sommes contentés de
les effectuer pour deux concentrations pour lesquelles les solutions ont des comportements
thermiques très différents : x0 = 0,480% et x0 = 9,02%. Les thermogrammes correspondants
sont aux figures 4.26(a) 4.26(b).
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(a) x0 = 0,480%.
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(b) x0 = 9,02%.

FIGURE 4.26 – Comparaison des thermogrammes expérimentaux et numériques après identification
(solution de H2O −N H4C l ) pour β= 2K ·min−1.

Les valeurs des paramètres identifiés pour les solutions sont réparties dans les tableaux 4.10
et 4.11.
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Tableau 4.10 – Paramètres identifiés sur des thermogrammes expérimentaux du binaire H2O−N H4C l

(a) Paramètres du solvant [63] [57]

x0 β cL − cS TM ,w (TM ,w )Li t t ér atur e LM ,w (LM ,w )Li t t ér atur e

% K ·min−1 J ·kg−1 ·K−1 ◦C ◦C kJ ·kg−1 %

0.48
2 2071 ±212 0,0 ±0,1 0 327 ±11 333
5 2004 ±212 0,01 ±0,1 0 323 ±11 333

5.00 5 2315 ±230 -0,07 ±0,1 0 333 ±12 333

9.02
2 2117 ±280 -0,39 ±0,08 0 315 ±20 333
5 1843 ±280 -0,1 ±0,08 0 323 ±20 333

10.0 5 1740 ±300 -0,05 ±0,08 0 332 ±20 333

(b) Paramètres du soluté [92] [93]

x0 β TE (TE )Li t t ér atur e L̃E TM

% K ·min−1 ◦C ◦C kJ ·kg−1 ◦C

0,48
2 -15,9 ±0,1 -15,9 7,2 ±0,2 -0,4 ±0,1
5 -15,86 ±0,1 -15,9 7,39 ±0,2 -0,39 ±0.1

5,00 5 -15,91 ±0,1 -15,9 74,4 ±1,7 -4,1 ±0.1

9,02
2 -15,9 ± 0,13 -15,9 132 ±6 -7,18 ±0,1
5 -15.95 ± 0,13 -15,9 128 ±6 -7,14 ±0,1

10,0 5 -15,8 ± 0,13 -15,9 144 ±8 -8,0 ±0,1
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Superposons les profils enthalpiques des solutions de H2O−N H4C l à 0,48% et 9,02% qui ont
été obtenus à 2 K ·mi n−1 et 5 K ·mi n−1 sur la figure 4.27. Encore une fois on remarque qu’il
n’y a pas d’influence de la vitesse de réchauffement sur la détermination de l’enthalpie alors
que les thermogrammes sont très différents. On note que la droite qui passe par les sommets
des pics du solvant pour plusieurs vitesses coupe bien l’axe des abscisses à la température
de liquidus TM [94].
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FIGURE 4.27 – Thermogrammes et enthalpies identifiés de solutions de H2O −N H4C l pour deux vi-
tesses
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Remarquons que dans le cas d’une solution binaire, la température Tonset permet de déter-
miner la température eutectique. Mais définir une température Tonset sur le pic du solvant
en prolongeant la pente droite de ce pic sur le thermogramme gradué en Tp , ne conduit pas
à la température de liquidus TM , voir figure 4.28.

FIGURE 4.28 – Tonset de la solution binaire

4.4.2.2 Solution de H2O −KC l

Quant à la deuxième solution, nous avons utilisé trois échantillons différents :
– un échantillon de 11,7mg de fraction massique de soluté x0 = 0,615%
– un échantillon de 7,4mg de fraction massique de soluté x0 = 1,130%
– un échantillon de 10,3mg de fraction massique de soluté x0 = 2,007%
Les comparaisons des thermogrammes expérimentaux et numériques sont représentées dans
la figure 4.29 ainsi que les enthalpies reconstituées. On observe toujours une excellente cor-
respondance entre les thermogrammes expérimentaux et identifiés.
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FIGURE 4.29 – Comparaison des thermogrammes expérimentaux et numériques après identification
(solution de H2O −KC l )
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Tableau 4.11 – Paramètres identifiés sur des thermogrammes expérimentaux de binaire H2O−N H4C l

(a) Paramètres du solvant [63] [57]

x0 β cL − cS TM ,w (TM ,w )Li t t ér atur e LM ,w (LM ,w )Li t t ér atur e

% K ·min−1 J ·kg−1 ·K−1 ◦C ◦C kJ ·kg−1 J ·kg−1 ·K−1

0,615 5 1965 ±211 -0,3 ±0,1 0 334 ±11 333
1,13 5 2069 ±211 -0,8 ±0,1 0 336 ±14 333

2,007 5 2042 ±212 -0,8 ±0,1 0 333 ±4 333

(b) Paramètres du soluté [52]

x0 β TE (TE )Li t t ér atur e L̃E TM

% K ·min−1 ◦C ◦C kJ ·kg−1 ◦C
0,615 5 -10,87 ±0,1 -10,6 10,7 ±0,4 -0,63 ±0,11
1,13 5 -11,51 ±0,1 -10,6 16,1 ±0,6 -1,43 ±0,1

2,007 5 -11,45 ±0,1 -10,6 26,1 ±1 -1,92 ±0,1

Dans les tableaux reftab :identBSKCla et 4.11(b), on note que les valeurs identifiées pour
chaque température caractéristique (TE ou TM ,w ) sont indépendantes de la composition, ce
qui est attendue. On observe cependant un décalage systématique par rapport aux valeurs
de la littérature.

Les résultats pour le binaire précédent ainsi que pour les corps purs étant satisfaisants, nous
pensons ici qu’il s’agit d’un problème d’étalonnage en température lors de l’enregistrement
du thermogramme. Selon cette hypothèse, les écarts entre les trois températures identifiées
sont justes. Nous allons recaler ces températures de sorte que la température eutectique
prenne la valeur donnée dans la littérature. Les résultats corrigées montrent alors une tem-
pérature de fusion de l’eau pure conforme à la valeur attendue (aux incertitudes près), voir
tableau 4.12.

Tableau 4.12 – Températures corrigées pour le binaire H2O −KC l

x0 β TM ,w TE TM

% K ·min−1 ◦C ◦C ◦C
0,615 5 -0.03 ±0,1 -10,6 -0,36 ±0,11
1,13 5 0.11 ±0,1 -10,6 -0,52 ±0,1

2,007 5 0,05 ±0,1 -10,6 -1,07 ±0,1

4.4.3 Concordance des résultats d’une même solution entre eux : déter-
mination des chaleurs eutectiques LE

On se propose maintenant de déterminer les chaleurs latentes eutectiques de ces deux solu-
tions à partir de nos résultats d’identification et de la relation (2.50) de la sous-section 2.1.3
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du chapitre traitant du modèle direct de la DSC, mais rappelons cette équation :

L̃E =
x0

xE
LE (4.15)

On obtient par régression linéaire des valeurs pour LE de 283 k J · kg−1 pour les solutions
de H2O − N H4C l et 213 k J · kg−1 pour les solutions de H2O −KC l d’après les régressions
linéaires présentées aux figures 4.30(a) et 4.30(b). Nous n’avons pas trouvé ces valeurs dans
la littérature pour les comparer, elles restent donc à confirmer.
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FIGURE 4.30 – Détermination des chaleurs latentes eutectiques LE

Finalement, nous proposons de comparer les températures TE et TM identifiées en recons-
truisant la partie du diagramme de phase qui précède le point eutectique pour chaque solu-
tion binaire. Les résultats correspondants sont visibles sur les figures 4.31(a) et 4.31(b), ces
figures ne présentent pas d’incertitude car celle-ci sont trop faibles pour être visibles.
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FIGURE 4.31 – Comparaison des paramètres identifiés avec leur valeurs exactes sur un diagramme de
phase

4.4.4 Conclusion : incertitude sur l’enthalpie fonction de la température

Comme on peut le voir sur la figure 4.27 l’utilisation des méthodes inverses pour caractéri-
ser les matériaux à changement de phase conduit à des résultats qui sont indépendants de la
vitesse de réchauffement du calorimétre dans une gamme comprise entre 2 et 15 K ·mi n−1

et des échantillons d’une dizaine de mg. Une masse plus importante pourrait rendre non-
négligeable le transport de matière par convection que l’on ne modélise pas dans cette étude.
Des tests ont été effectués dans une gamme plus large entre 1 et 15 K ·mi n−1 dans le cas du
corps pur et on obtient des résultats identiques pour ces vitesses.

Le fait que l’on parvienne à reconstruire les diagrammes de phase de la figure 4.31 suppose
que les températures caractéristiques aient été identifiées de manière correcte. De plus les
valeurs des coefficients de régression linéaire de la figure 4.30 indiquent une concordance
des résultats en énergie.

Enfin, nous avons reconstitué les enthalpies dans les figures 4.19, 4.20, 4.22, 4.23, 4.24, 4.25,
4.26 et 4.29 en considérant l’intervalle de confiance de chaque paramètre. Il apparait sur ces
figures que seules les incertitudes sur LM ,w et L̃E influent de manière notable sur l’enthalpie,
celles sur les températures étant très faibles. Ceci est dû aux fortes valeurs de ces paramètres
pour les produits utilisés et à leur prédominance sur le plan énergétique. D’ailleurs, l’in-
fluence de l’incertitude de LE ne se remarque que pour les concentrations les plus élevées,
quand L̃E est du même ordre de grandeur que LM ,w Ces relations enthalpie-température
sont cependant identifiées avec des précisions meilleure que celles généralement admises
pour les applications MCP [36], soit 10 % sur l’enthalpie et 1 K sur la température.
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Chapitre 5

Application à un mortier contenant des
MCP

Dans les chapitres précédents, une approche permettant de caractériser les propriétés éner-
gétiques des matériaux à changements de phases a été développée. Le projet ANR stock-E
2010 dans lequel s’inscrit cette thèse a pour cadre le domaine du bâtiment. La méthode qui
a été développer va maintenant être appliquée à un cas pratique d’utilisation des MCP dans
ce domaine, celui d’un mur contenant des inclusions de MCP. La DSC permet de faire de la
caractérisation à l’échelle mésoscopique, mais pour une application dans l’industrie du bâ-
timent il serait intéressant de pouvoir caractériser à une échelle macroscopique le mélange
constituant le mur. C’est pourquoi un autre dispositif expérimental est étudié.

Dans ce chapitre les méthodes inverses développées précédemment sont appliquées pour
caractériser un échantillon de mortier contenant des MCP. Par manque de temps pour le sé-
chage du mortier, nous n’avons pas réalisé notre propre expérience, le dispositif que nous
avions construit n’est donc pas présenté. Nous avons donc utilisé les résultats expérimen-
taux d’une autre équipe du projet ANR stock-E 2010 issue du Laboratoire de Génie Civil et
géo-Environnement (LGCgE) de l’université d’Artois à Béthune, qui ont accepté de nous les
fournir. Nous allons d’abord brièvement présenter le dispositif expérimental de cette équipe,
avant d’aborder le modèle direct que nous avons développé. Enfin, nous allons présenter les
résultats de la caractérisation que nous avons obtenue par la méthode inverse et les compa-
rer aux valeurs obtenues par mesures directes.

5.1 Dispositif expérimental du LGCgE [95] [96]

Le dispositif sert un échantillon de mortier de dimensions 250 mm × 250 mm × 40 mm
entre deux plaques échangeuses de dimensions 500 mm × 500 mm × 40 mm posées sur
leur tranche. Les échangeurs sont parcourus par une eau gycolée qui provient de deux bains
thermo-régulés. Le dispositif formé par l’échantillon et les deux plaques est calorifugé de
toutes parts par de l’isolant pour éviter les pertes thermiques, notamment latérales. Des
schémas du dispositif expérimental sont donnés aux figures 5.3 et 5.4.

La forme aplatie, ainsi que le calorifugage permet de considérer le transfert thermique comme
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unidimensionnel. Nous avons vérifié cette hypothèse en développant un modèle 3D de conduc-
tion, voir figure 5.1, afin de simuler le gradiant interne de température.

Ce modèle est résolue par un schéma implicite où il n’y a pas de problème de divergence
causé par un maillage trop important par rapport au pas de temps. Pour ce qui est des condi-
tions aux limites, nous avons modélisé les contacts échantillons/échangeurs par des résis-
tances, Rsup = Ri n f = RTC , qui ont évaluées pour des cas similaires au notre par plusieurs
auteurs à RT C = 10−4 K ·m2 ·W −1 [97] [98] [99] [100]. Les résistances thermiques latérales,
Rl at , ont été évaluées à 20 K ·m2 ·W −1. Cette simulation qui utilise les propriétés que l’on
a identifiées par la méthode inverse et qui seront présentées dans la section 5.5, permet de
conforter l’hypothèse unidimesionnel du transfert thermique, voir figure 5.2. En effet on dis-
tingue une large zone au centre où les isothermes sont parallèles entre elles.

z

y

x

Rinf

Rsup

Rlat

Rlat

FIGURE 5.1 – Maillage 3D

FIGURE 5.2 – Modélisation 3D de la conduction dans l’échantillon refroidi de manière symétrique -
coupe interne

Avec ce dispositif, on mesure l’évolution du flux chaleur lors de cycles de réchauffements
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et refroidissements pour évaluer le comportement thermique de l’échantillon disposés au
centre des faces actives de l’échantillon. L’acquisition de ce flux se fait par l’intermédiaire de
deux fluxmètres à gradient tangentiel d’épaisseur 0,2 mm, de surface 150 × 150 mm2 et de
sensibilités 110 µV ·W −1·m2. La présence d’anneaux gardés autour des fluxmètres permet de
considérer qu’il n’y a pas d’effet thermique transversal au niveau du fluxmètre et que le flux
qui le traverse est unidirectionnel. Ces fluxmètres disposent également de thermocouples
intégrés qui permettent de mesurer une température de surface de l’échantillon. Ces cap-
teurs sont reliés à une centrale-multimètre multivoie Keithley 2700.

FIGURE 5.3 – Représentation globale du dispositif [101]
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FIGURE 5.4 – Dimensions et instrumentation du dispositif [101]

Les températures Tl e f t et Tr i g ht sont égales à la température de consigne Tp .

5.2 Résultats expérimentaux du LGCE [101]

Le mortier contient un MCP micro-encapsulé de l’industriel BASF (Micronal PCM ®DS 5001
X). Le mélange entre les différents matériaux a été fait en plusieurs étapes afin d’homogé-
néiser le mélange avec l’humidité ambiante et afin de soumettre les micro-capsules à un
minimum de stress mécanique. La préparation de l’échantillon a été suivie d’une période
de séchage d’environ deux mois. Les proportions de mélange eau/sable/ciment du mortier
sont disponibles dans le tableau 5.1.

ratio massique entre le ciment et le sable ratio entre le ciment et l’eau ration MCP et (ciment + sable)
1 : 2,6 1 : 1,03 1 : 6,6

Tableau 5.1 – Ratio massique de mélange du mortier [96] [101]

L’échantillon de mortier a une masse de 3,12 kg et comporte 12,4% de MCP en masse. En
considérant les dimensions de l’échantillon, la masse volumique est de 1248 kg ·m−3. Dans
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les figures 5.5, 5.6 et 5.7 nous présentons les courbes de flux expérimentales qui ont été ob-
tenues avec ce dispositif.
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FIGURE 5.5 – Rampes de 3h - 7,73 K ·h−1
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FIGURE 5.7 – Rampes de 6h - 3,87 K ·h−1

5.3 Modèle direct

Le modèle direct que nous allons décrire est résolu de la même manière que celui que nous
avons développé pour la DSC (voir chapitre 2). La structure du code étant la même, les seuls
éléments que l’on va décrire, sont la géométrie, l’équation d’état et les conditions aux limites.
On considère un modèle unidimensionnel de part la présence d’isolant sur les faces latérales
de l’échantillon et de sa géométrie aplatie.

5.3.1 Géométrie, maillage et conditions aux limites

On prend un maillage régulier à une dimension selon l’épaisseur e de l’échantillon, voir fi-
gure 5.8.

x(i ) =
i −1

N I
e ∀i ∈ [1; N I +1] (5.1)

En considérant que les propriétés du mortier sont homogènes dans l’échantillon, le bilan
(2.1) devient :

ρ
∂h

∂t
=λ

∂2T

∂x2
(5.2)

Pour ce modèle, comme seule une faible portion de l’échantillon est soumise au change-
ment de phase, on considère de plus que la conductivité est constante quels que soient la
température et l’état physique du MCP. Il s’agit d’une conductivité équivalente, définie dans
la norme européenne EN-12667, dont on pourra comparer la valeur que l’on identifie à la
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valeur déterminée par une mesure directe, voir section 5.6.

Les conditions aux limites entre l’échantillon et les plaques échangeuses à la température
uniforme Tp (t ), sont des contacts solide/solide. Le phénomène de constriction thermique
est usuellement représenté par des résistances de contact (RTC) [97] [98] [99] [102]. Nous
avons choisi de considérer un coefficient d’échange équivalent égal à l’inverse de la résis-
tance thermique de contact, α =

1
RT C

. Ainsi en gardant les mêmes notations que dans le
chapitre 2, les conditions aux limites s’écrivent :

λ

(
∂T

∂x

)

x=0
= α(T (0, t )−Tp (t )) (5.3)

−λ
(
∂T

∂x

)

x=e

= α(T (L, t )−Tp (t )) (5.4)

Tp (t ) = T0 +β(t )× t (5.5)

avecβ(t ) une fonction continue par morceau qui prend successivement les valeurs (0,β,0,−β,0)
pour les évolutions de températures des expériences, voir figure 5.6.

x
0 e

FIGURE 5.8 – Modélisation thermique du mortier

5.3.2 Equation d’état

Le MCP qui est incorporé dans le mortier a un thermogramme semblable à ceux d’un bi-
naire sans eutectique [101]. Nous avons donc assimilé le comportement thermodynamique
du MCP à celui d’une solution binaire sans eutectique faiblement concentré (voir figure 5.24
et 5.25).

Le mortier est un mélange d’agrégats que l’on considère comme un mélange de phases dis-
tinctes. D’après le premier principe de la thermodynamique, l’enthalpie du mélange mortier
et MCP s’écrit donc :

h(T ) = (1−χMC P )hbéton +χMC P hMC P (5.6)

χMC P est le taux massique de MCP dans le mortier.

En notant c la capacité thermique massique du mortier sans MCP, cS,MC P , cL,MC P les capa-
cités massiques solide et liquide du MCP, TM la température de fin de fusion du MCP, TMC P
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une température caractéristique d’un corps pur que l’on associe au MCP et LMC P une varia-
tion d’enthalpie associé au changement de phase du MCP pur. L’enthalpie devient :

T < TM

h(T ) = (1−χMC P )c × (T −TM )+χMC P cS,MC P × (T −TM )+χMC P

(
1−

TMC P −TM

TMC P −T

)
LMC P

+ χMC P (cS,MC P − cL,MC P )(TMC P −TM )ln

(
TMC P −T

TMC P −TM

)
+G (5.7)

T ≥ TM

h(T ) = (1−χMC P )c × (T −TM )+χMC P cL,MC P × (T −TM )+G (5.8)

Avec G = cS ×(TM −Tr e f )+
(

TMC P−TM

TMC P−Tr e f
−1

)
L̃MC P +(cS −cL)×(TM −TMC P )ln

(
TMC P−Tr e f

TMC P−TM

)
+hr e f

la constante d’intégration de sorte que : hr e f = 0 J ·kg−1, Tr e f = 15oC .

En posant :

cS = (1−χMC P )c +χMC P cS,MC P (5.9)

cL = (1−χMC P )c +χMC P cL,MC P (5.10)

L̃MC P =χMC P LMC P (5.11)

On obtient les expressions suivantes pour l’enthalpie :
T < TM

h = cS×(T −TM )+

(
1−

TMC P −TM

TMC P −T

)
L̃MC P+(cS−cL)×(TMC P−TM )ln

(
TMC P −T

TMC P −TM

)
+G (5.12)

T ≥ TM

h = cL × (T −TM )+G (5.13)

L’expression que l’on obtient correspond à une enthalpie de solution binaire avec un liqui-
dus rectiligne, équations (2.52), (2.53) et (2.54), mais qui ne présente pas d’eutectique.

5.4 Caractérisation par méthode inverse

Comme pour l’application des méthodes inverses sur la DSC, chapitre 4, nous allons d’abord
étudier les sensibilités du modèle direct aux divers paramètres. Puis nous déterminerons un
intervalle de confiance pour chacun des paramètres que l’on identifie. Avant de présenter
les résultats de l’identification et l’enthalpie que nous avons obtenue pour l’échantillon de
mortier. Enfin nous comparerons les valeurs identifiées à des valeurs obtenues par mesure
directe.
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5.4.1 Etude de sensibilité

La forme de l’enthalpie du mortier étant la même que celle de la solution binaire si on annule
la transition eutectique (voir sous-section 5.3.2 et 2.1.3), on va donc trouver un comporte-
ment similaire du modèle par rapport aux paramètres énergétiques, mais la géométrie étant
différente le comportement du modèle selon les paramètres de transfert sera différent. Les
courbes de sensibilité seront calculées pour des écarts de ± 10% ou 0,3 K afin de rendre la
déformation visible sur les courbes de flux.

On remarque que les courbes de sensibilités de TMC P et TM , figures 5.9 et 5.10, sont de
formes similaires mais de signes opposés, comme cela est le cas pour la solution binaire
pour de très faibles fractions massiques en soluté x0, voir figure 4.2.

Les courbes de sensibilité du modèle aux paramètres cS et cL , figures 5.11 et 5.12, sont très
différentes lors de la fusion et lors de la cristallisation. En effet, cS intervient en amont de la
fusion du MCP, son influence diminue fortement après le début du pic de fusion avant une
rapide augmentation de l’influence pendant le retour à l’équilibre thermique de l’échan-
tillon. Lors de la phase de cristallisation, la sensibilité du modèle à ce paramètre ne se re-
trouve qu’après le sommet du pic de cristallisation. Le rôle de cL étant le même que cS mais
dans la phase liquide, et, ces deux paramètres ayant des valeurs très proches (voir les résul-
tats de l’inversion dans le tableau 5.5), les courbes de sensibilités seront similaires au signe
près si on intervertit les phases de fusion et de cristallisation.

Sur la figure 5.13, est représentée la courbe de sensibilité du modèle au paramètre L̃MC P .
Celle-ci se retrouve principalement sur le sommet et la fin du pic de fusion car il s’agit d’une
augmentation ou diminution de la quantité d’énergie qui est échangée au cours de la fusion.
La courbe de sensibilité à ρ, figure 5.14, apparait comme la superposition des courbes de
sensibilité aux paramètres L̃MC P , cS et cL , voir figure 5.18, comme c’est le cas pour les coeffi-
cients de sensibilité du modèle binaire, figure 4.8. On va donc fixer le paramètre ρ et ne pas
chercher à l’identifier par une méthode inverse.

Pour ce modèle les coefficients de sensibilité à la conductivité éuqivalente λ et le coefficient
d’échange équivalent α, figures 5.16 et 5.15, sont du même ordre de grandeur contrairement
au modèle développé pour la DSC, figures 4.9, 4.10 et 4.11. Mais les courbes de sensibilités
ayant des formes différentes, on peut identifier ces deux paramètres simultanément.
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FIGURE 5.16 – Coefficient de sensibilité réduit relatif à λ
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Cette étude nous a permis de vérifier que les paramètres étaient indépendants les uns des
autres car leur courbe de sensibilité sont différentes, mise à part la masse volumique que
l’on considère donc comme paramètre d’entrée de l’inversion. En effet, sa courbe de sensi-
bilité est la somme des courbes de sensibilité aux paramètres cS , cL et L̃M ,w , caractérisant
leur corrélation, voir figure 5.18. On voit aussi que les paramètres TM et TMC P sont les plus
influents comme cela fut constaté dans une précédente étude [101]. On a remarqué que le
modèle était plus sensible aux paramètres lors d’une fusion que lors d’une cristallisation. Les
paramètres étant d’autant plus faciles à identifier que le modèle leur est sensible, la présence
d’un faible degré de surfusion lors de la cristallisation ne devrait pas fausser l’identification.

-15000

-10000

-5000

0

5000

10000

15000

20000

25000

p
i

s(
p

i)
[W

m
-2

]

0 2 4 6 8 10 12

t [h]

TM,w

TM

, LMCP

, cS, cL,

FIGURE 5.17 – Superposition des coefficients de sensibilité réduits

-400

-200

0

200

400

600

p
i

s(
p

i)
[W

]

10 15 20 25 30 35 40

Tp [ C]

cS, cL

LM,w

FIGURE 5.18 – Comparaison de la courbe de sensibilité au paramètre ρ à la somme de celles aux pa-
ramètres cS , cL et L̃M ,w

188



Application à un mortier contenant des MCP LaTEP

5.4.2 Etude de l’erreur

Comme pour le chapitre sur l’application des méthodes inverses sur les thermogrammes
de DSC du chapitre 4, nous allons évaluer l’impact de diverses erreurs sur les résultats de
l’identification pour avoir un intervalle de confiance, pour les paramètres que l’on identifie.
L’impact de ces erreurs est évalué par un calcul théorique basé sur les matrices de sensibilité.

Il existe toujours six types d’erreurs pour le dispositif du LGCgE. Nous allons reprendre les
mêmes considérations que dans le cas de la DSC. C’est-à-dire que nous nous limiterons aux
erreurs déterministes (∆πp j ) et stochastiques (∆σpi ) engendrées par la méthode inverse au-
quel on rajoute dans le cas des températures une incertitude de mesure ∆T pi = 0,1 K .

5.4.2.1 Erreur déterministe

Dans ce chapitre l’échantillon est majoritairement constitué de mortier dont les propriétés
ne varient pas dans le domaine de température étudié et le MCP utilisé étant une paraffine,
la masse volumique va très peu varier au cours des changements de phase. La dilatation vo-
lumique n’est pas ici une source d’erreur déterministe pour ρ. Par contre, contrairement au
cas de la DSC, la géométrie de l’échantillon est constante et connue. On peut donc calculer
l’incertitude sur ρ et la considérer comme étant une erreur déterministe.

En considérant que l’incertitude sur les longueur (L), largeur (L) et épaisseur (e) de l’échan-
tillon est de 1 mm et que la masse est connue à ±0,1 g près. Il vient :

∆ρ

ρ
=

∆m

m
+

2∆L

L
+
∆e

e

∆ρ = 41,2kg ·m−3 ≈ 3,3% (5.14)

Pour les autres paramètres nous allons considérer une erreur déterministe de 1% ou 0,1 K.

Ces erreurs sur les paramètres identifiés qui sont engendrées par une erreur sur un para-
mètre d’entrée sont données par la relation (4.8) du chapitre 4. Leurs valeurs sont données
dans le tableau 5.2. Dans ce tableau on fixe un paramètre de la colonne X , et on identifie les
paramètres de la ligne correspondante.
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Tableau 5.2 – Influence théorique d’une erreur déterministe de 3.3% sur ρ et de 1% ou 0.1 K sur les
autres paramètres sur le résultat de l’inversion - cas du mortier

X ε(ρ) ε(cS) ε(cL) ε(λ) ε(TMC P ) ε(L̃MC P ) ε(TM ) ε(α)
% % % % % % % %

ρ X 3,2 3,2 11×10−4 4,4×10−4 3,3 3,7×10−4 22×10−3

cS 1 X 1 1,9×10−4 1,3×10−4 1 1,1×10−4 6,7×10−3

cL 1 1 X 2,3×10−4 1,3×10−4 1 1,1×10−4 6,7×10−3

λ 0,3 0,2 0,2 X 1,2×10−3 0,45 1×10−3 0,99
TMC P 9,06 9,02 9,06 0,86 X 9,17 0,15 1,3
L̃MC P 1 0,98 0,99 4,1 1,3×10−4 X 10−4 6,6×10−3

TM 9,75 9,71 9,73 2,17 0,17 9,8 X 1,17
α 4,2 4,1 4,2 0,57 1,5×10−3 4,1 10−3 X

5.4.2.2 Erreur stochastique

Ces erreurs sur les paramètres identifiés qui ont été engendrées par le bruit expérimental
sont données par les relations (4.11) et (4.12) du chapitre 4. Leurs valeurs sont données dans
le tableau 5.3.

Prenons un thermogramme et comparons le flux enregistré dans une zone de flux stable ou le
flux, ϕmoyen , est constant, voir figure 5.19. Ce bruit correspond à la courbe de flux présentée
en figure 5.22.
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FIGURE 5.19 – Bruit expérimental sur une courbe de flux du mortier, figure 5.7
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De ces mesures on obtient :

σexp =

√√√√ 1

n −1

n∑

i=1
(ϕ(ti )−ϕmoyen)2 ≈ 0,395W ·m−2 (5.15)

Tableau 5.3 – Influence théorique d’une erreur stochastique de 0.395 W ·m−2 sur le résultat de l’in-
version - cas du mortier

X ε(ρ) ε(cS) ε(cL) ε(λ) ε(TMC P ) ε(L̃MC P ) ε(TM ) ε(α)
% % % % % % % %

∆σpi 3,35 3,56 3,33 2,36 2,3×10−3 3,1 7,6×10−3 37,8

5.4.2.3 Intervalle de confiance

Comme pour le chapitre 4, un intervalle de confiance est associéà chacun des paramètres
identifiés selon la relation (4.14), ces intervalles sont présentés dans le tableau 5.4. Ce qui
permet de réaliser une étude statistique sur l’enthalpie que l’on a identifiée, les résultats de
celle-ci seront présentés avec les résultats de l’inversion.

Tableau 5.4 – Intervalle de confiance des paramètres identifiés - cas du mortier

X ε(cS) ε(cL) ε(λ) ε(TMC P ) ε(L̃MC P ) ε(TM ) ε(α)
% % % % % % %

∆c pi 5 4,8 2,36 0,03 4,8 0,03 37,9

5.5 Résultat d’inversion

Nous allons maintenant présenter les résultats d’identifications par inversion réalisés sur cet
échantillon. Ces résultats seront présentés avec leurs intervalles de confiance du tableau 5.4.

191



LaTEP Application à un mortier contenant des MCP

-400

-300

-200

-100

0

100

200

300

400

[W
m

-2
]

0 2 4 6 8 10 12

t [h]

10

15

20

25

30

35

40

T
p

[
C

]

Experience

Modele

Tp

-5

0

5

10

15

20

25

30

35

40

h
(T

)
[k

J/
k
g

]

10 15 20 25 30 35 40

T [ C]

hmoyen- h

hmoyen

hmoyen+ h

FIGURE 5.20 – Rampes de 3h - 7,73 K ·h−1

-300

-200

-100

0

100

200

300

[W
m

-2
]

0 2 4 6 8 10 12

t [h]

10

15

20

25

30

35

40

T
p

[
C

]

Experience

Modele

Tp

-5

0

5

10

15

20

25

30

35

40

h
(T

)
[k

J/
k
g

]

10 15 20 25 30 35 40

T [ C]

hmoyen- h

hmoyen

hmoyen+ h

FIGURE 5.21 – Rampes de 4h - 5,8 K ·h−1
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FIGURE 5.22 – Rampes de 6h - 3,87 K ·h−1

Comme pour le cas de la DSC, chapitre 4, les courbes de flux expérimentales et identifiées
se superposent parfaitement et les intervalles de confiance sur les paramètres identifiés sont
suffisamment faibles pour que l’on puisse se fier à l’enthalpie que nous avons reconstruite.
Cette enthalpie est indépendante de la vitesse de réchauffement car on obtient la même
pour les trois vitesses, voir figure 5.23.
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FIGURE 5.23 – Comparaison des enthalpies identifiées aux vitesses de 10,3-7,8-5,2 K ·h−1
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Tableau 5.5 – Paramètres identifiés sur les courbes de flux expérimentales du mortier à 12,4 % de MCP

β cS cL L̃MC P TM TMC P λ α

K ·h−1 J ·kg−1 ·K−1 J ·kg−1 ·K−1 J ·kg−1 ◦C ◦C W ·m−1 ·K−1 W ·m−2 ·K−1

10,3 1145 ±57 1109 ±54 11,8 ±0,6 25,5 ±0,1 26,7 ±0,1 0,52 ± 0,02 109 ±42
7.8 1115 ±57 1118 ±54 12,1 ±0,6 25,5 ±0,1 26,7 ±0,1 0,50 ± 0,02 136 ±52
5.2 1130 ±57 1112 ±54 12,0 ±0,6 25.5 ±0,1 26,7 ±0,1 0,51 ± 0,02 135 ±52

5.6 Comparaison de la caractérisation par méthode inverse
et des caractérisations directes

Le dispositif que nous utilisons, figure 5.3, permet en outre de déterminer une conductivité
apparente du mortier. On détermine la conducivité équivalente en soumettant le mortier à
un gradient de température, c’est-à-dire en fixant des consignes de température différentes
mais constantes pour les deux échangeurs du dispositif, figure 5.3. Et en approximant le gra-
dient de température par une forme linéaire :

λ=
(ϕD +ϕG )×e

2|TD −TG |
(5.16)

où TD , TG , ϕD et ϕG sont les températures mesurées par les thermocouples des fluxmètres
et les flux surfaciques mesurés par les fluxmètres, voir figure 5.3.

Par une méthode similaire on peut évaluer les capacités solide et liquide en soumettant un
échantillon homogène en température à un même créneau de température ∆T de la part
des deux échangeurs, et en relevant l’énergie échangée par l’échantillon Esensi ble à travers les
fluxmètres pour atteindre un nouvel état déquilibre thermique. Un bilan énergétique permet
ensuite de déterminer la capacité à l’état physique dans lequel se trouve le MCP au cours de
l’expérience.

c =
Esensi ble

∆T
(5.17)

Enfin, comme cS ≈ cL on peut calculer la variation d’enthalpie L̃MC P due au changement de
phase en résolvant un bilan énergétique entre deux états stationnaires aux températures T1

et T2, avant et après le changement de phase. Donc en soustrayant la chaleur sensible échan-
gée Esensi ble à la quantité d’énergie échangée au cours de la transformation Esensi ble+l atent .
La chaleur sensible est approximé comme étant la moyenne des deux capacités qui sont
presque de même valeurs, multipliée par l’écart maximal de température au cours de cette
transformation [103].

L̃MC P = Esensi ble+l atent −Esensi ble ≈ Esensi ble+l atent −
cS + cL

2
× (T2 −T1) (5.18)

Les valeurs qui ont été déterminées par l’équipe de Laurent Zalewski sont dans le tableau
5.6.
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Tableau 5.6 – Propriétés de l’échantillon à 12.4% de MCP qui ont été déterminé avec le dispositif [101]

cS cL L̃MC P λ(
J · kg

−1 · K
−1

) (
J · kg

−1 · K
−1

) (
J · g

−1
) (

W ·m
−1 · K

−1
)

1119 ± 56 1080 ± 54 11,589 ± 1952 0,55 ± 0,02

En comparant les tableaux 5.5 et 5.6, on remarque que toutes les propriétés qui ont été iden-
tifiées par les deux méthodes concordent.

De plus, on a déterminé par DSC d’une part la variation d’enthalpie LMC P et d’autre part la
température TM , voir figures 5.24 et 5.25, sur un échantillon de MCP pur, du Micronal PCM
®DS 5001 X de masse m = 5,78 mg . On a estimé LMC P à 99J · kg−1, figure 5.24, et TM à
25,5oC , figure 5.25, on retrouve cette valeur de TM dans le tableau 5.6. Cela nous permet de
vérifier notre modélisation du mortier, en calculant L̃MC P par le biais de l’équation (5.11), et
en approximant la surface du pic du thermogramme de DSC à.LMC P . 99×12,4% = 12,276 =

11,589±1952 J ·g−1. La variation d’enthalpie au cours de la fusion est concordante avec cette
hypothèse aux précisions de mesures près.

La température TM du mortier correspond à la température de liquidus de notre binaire dont
il a la même forme d’enthalpie [101]. Cette température peut être déterminé en superposant
plusieurs expériences de DSC sur le même échantillon mais à différentes vitesses. La droite
qui relie les sommets des pics croise l’axe en Tp à la température TM [94], voir figure 5.25. Car
l’axe horizontal correspond au cas limite d’une expérience à vitesse nulle où la transition de
phase se ferait à l’équilibre thermique.

FIGURE 5.24 – Caractérisation de LMC P par calorimétrie DSC à 5 K ·mi n−1 [101]
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FIGURE 5.25 – Caractérisation de TM par calorimétrie DSC [101]

5.7 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons caractérisé un mortier contenant des MCP selon l’approche des
méthodes inverses, et nous avons obtenu une même enthalpie pour représenter le compor-
tement thermodynamique du mortier lors d’un cycle de fusion-cristallisation pour deux vi-
tesses différentes. Nos résultats concordent avec ceux qui ont été obtenus par des méthodes
directes. Mais la caractérisation n’est pas complète du fait de la non-répétabilité des échan-
tillons. Dans la pratique il n’est pas réalisable de reproduire un mortier donné. Néanmoins
par cette méthode une seule expérience est nécessaire pour caractériser les propriétés du
mortier, alors que plusieurs expériences avec différents appareils étaient nécessaires jusqu’à
présent.
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Conclusion générale

L’objectif de cette thèse était de montrer que l’utilisation des méthodes inverses sur des ther-
mogrammes de DSC bien étalonnés permet de déterminer la fonction enthalpie d’un maté-
riau à changement de phase solide-liquide.

Dans le premier chapitre nous avons d’abord posé le problème du changement de phase et
la modélisation que nous avons adoptée. Le changement de phase, solide-liquide en l’occur-
rence, est modélisé par un bilan énergétique pour lequel on a présenté les trois méthodes qui
sont utilisées pour sa résolution. Nous avons choisi de résoudre ce bilan énergétique par la
méthode enthalpique en considérant que la transformation suit localement l’équilibre ther-
modynamique. Puis nous avons décrit les principes et fonctionnement d’un calorimètre dif-
férentiel à balayage. Cet appareil nous sert de base pour développer notre méthode d’iden-
tification par méthode inverse. Enfin nous avons illustré les défauts de caractérisation de la
méthode dite du « cp équivalent » pour déterminer l’enthalpie, défaut qui n’est pas résolue
même à faible vitesse. Sont également décrites les erreurs de dimensionnement des procé-
dés énergétiques qui en résultent.

Dans le deuxième chapitre nous avons développé notre modélisation directe de la DSC afin
de générer un thermogramme numérique identique au thermogramme expérimental que
l’on obtient dans les mêmes conditions. Ce modèle se veut thermodynamiquement consis-
tant dans le sens où il utilise l’équation d’état correspondant à l’échantillon. Pour cette étude
nous avons considéré deux cas : celui d’un corps pur et celui d’une solution binaire pré-
sentant un liquidus rectiligne. Les paramètres du modèle direct contiendront les propriétés
énergétiques qui serviront à reconstituer l’enthalpie massique de l’échantillon, les proprié-
tés de transfert et celles de simulation. Une étude paramétrique de ce modèle est présentée
dans ce chapitre 2 pour illustrer l’influence de chaque paramètre sur l’enthalpie correspon-
dante et les conséquences sur la modification du thermogramme. Une validation expéri-
mentale de notre modèle direct de DSC est également présentée. Pour terminer ce deuxième
chapitre, nous proposons un modèle réduit à une dimension afin de réduire le temps de cal-
cul. Ce modèle réduit modifie pour cela les propriétés de transfert sans altérer les propriétés
énergétiques (température et variation d’enthalpie).

Dans le troisième chapitre, nous présentons le principe des méthodes inverses axées sur
l’identification de paramètres par l’utilisation de trois méthodes d’optimisation différentes :
la méthode de Levendberg-Marquardt, l’algorithme génétique et la méthode du simplexe de
Nedler-Mead. Ce chapitre se terminera en spécifiant l’écriture de ces méthodes pour identi-
fier les paramètres du modèle direct de DSC afin de reconstruire le même thermogramme.
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Dans le quatrième chapitre, nous aborderons les résultats de l’identification dans le cas de
la DSC. En premier lieu, une étude des courbes de sensibilités aux paramètres du modèle di-
rect est conduite afin de vérifier la non-interdépendance des paramètres entre eux. Et le cas
échéant nous retirerons ce/ces paramètres du processus d’identification. Ensuite une com-
paraison succincte des trois méthodes d’optimisation est faite sur un cas. On en a déduit le
choix de la méthode du simplexe de Nedler-Mead.

La méthode étant en place, les outils étant choisis, nous montrons ensuite que notre ap-
proche par méthode inverse fonctionne, en re-déterminant les propriétés énergétiques cor-
respondant à différents thermogrammes que l’on a simulés. Enfin, nous appliquons la mé-
thode à des thermogrammes expérimentaux et vérifions la concordance des résultats entre
eux ainsi qu’avec la littérature et la théorie thermodynamique. Il est bien montré que, bien
que des thermogrammes puissent par exemple avec différentes des vitesses de réchauffe-
ment, avoir des formes très différentes, les variations d’enthalpie sont déterminées intrinsè-
quement vis à vis de la thermodynamique.

Pour clore cette thèse, nous présentons dans le chapitre 5 une utilisation de la méthode in-
verse pour caractériser un échantillon macroscopique de mortier contenant des inclusions
de MCP. Pour ce faire un modèle a été développé pour simuler les courbes de flux que l’on
enregistre sur un dispositif expérimental associé au mortier. Ce modèle utilise une équation
d’état similaire à celle des solutions binaires présentant un liquidus rectiligne.

Le principal avantage de notre approche basée sur l’inversion est qu’elle permet de carac-
tériser les propriétés énergétiques d’un échantillon à partir d’une seule expérience de calo-
rimétrie. Cette détermination nécessite cependant de faire un choix a priori concernant la
forme de l’équation d’état et donc de son expression mathématique.

Ainsi, la méthode développée ici pour les corps purs et les solutions binaires faiblement
concentrées, peut être facilement étendue et adaptée à d’autres cas dont on est capable de
fournir une expression mathématique pour h(T ). Des travaux sont d’ores et déjà en cours au
laboratoire, notamment sur les solutions solides et les modèles de type NRTL.

Nous évaluons également la possibilité de généraliser la méthode en n’imposant plus d’ex-
pression mathématique pour h(T ), ce qui permettrait de ne plus avoir de choix a priori à
poser.

Cette méthode devrait aussi contribuer à la mise au point d’une qualification des propriétés
thermiques des MCP utilisés dans différentes applications comme dans le bâtiment objet de
départ de cette étude, ou dans d’autres domaines de stockage thermique (centrales solaire,
industrie du froid, protection électronique...).
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Annexe A

Recherche de l’optimum géométrique
pour la réduction de modèle

A.1 Cas du rapport minimal des surfaces 1D et 2D

Il apparait dans les résultats des tableaux 2.6, 2.7, 2.8 et 2.9 qu’il existe une géométrie pour
laquelle la réduction de modèle ne modifie pas ou de manière négligeable les conductivités.
Cette géométrie dépend de l’hétérogénéité des coefficients d’échanges équivalents entre les
différentes surfaces. Si le paramètre α de la face supérieure est assez proche de la valeur de α

sur les autres faces (tableau 2.8) alors cette géométrie optimale correspond à une géométrie
intermédiaire entre le cylindre haut et le cylindre plat, il pourrait s’agir de la géométrie qui
correspond à un minimum du rapport des surfaces 1D et 2D. Mais si la valeur du paramètreα

de la face supérieure est très inférieur à celle de α sur les autres faces (tableau 2.7 ), la géomé-
trie optimum est un cylindre plat. En effet le modèle 1D suppose un échange uniforme sur
toute la surface, et le modèle cylindrique suppose une inhomogénéité dans les coefficients
αi . Alors pour que les conductivités ne soient pas être modifiées afin que le thermogramme
1D coïncide avec le thermogramme 2D, la surface supérieure doit être augmentée de sorte
que l’échange autour du cylindre se rapproche du cas homogène. Comme on l’a évoqué pré-
cédement, cet écart dans les coefficients αi s’explique par la présence d’une couche d’air
entre le dessus de l’échantillon et le creuset. Donc si le creuset est rempli au maximum ou
si l’échange est amélioré au niveau du couvercle du creuset et si ce creuset a cette géomé-
trie optimale, qui correspondrait au minimum du rapport des surfaces, l’inversion utilisant
le modèle réduit donnera accès aux conductiviés. Repérons ce minimum et vérif ions notre
hypothèse. Nous considèrerons une non-uniformité de 60%.

Modèle 2D

V2D =πr 2
2D z (A.1)

S2D = 2π(r 2
2D + r2D z)

= 2π(r 2
2D +

V2D

πr2D
)

= 2π(V2D

z
+

√
V2D z
π )

(A.2)

Modèle 1D
V1D =

4

3
πr 3

1D (A.3)
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S1D = 4π
(

3V1D

4π

) 2
3

= 4πr 2
1D

(A.4)

Comme on travaille en isovolume, V2D = V1D = V , écrivons le rapport des surfaces et cher-
chons son extremum.
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r 2
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V
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2
(3V

4π

) 2
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V
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(2π)
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(
4

π

) 1
3

V
1
3 =V (A.7)

Confirmons qu’il s’agit d’un minimum. Pour se faire, calculons la dérivée seconde en prenant
comme variable unique r2D .

r 2
1D

(
d 2 S2D

S1D

dr 2
2D

)

rextr emum ,V =c st

= r 2
1D

2+ 2V
πr 3

extr emum

2
(3V

4π

) 2
3

=
6r 2

1D

2
(3V

4π

) 2
3

= 3 > 0 (A.8)

Il s’agit bien d’un minimum.

Nous avons fait le calcul, et il apparait que pour un rapport de surfaces minimales, les mo-
dèles 2D-cylindrique et 1D-sphérique produisent le même thermogramme pour des conduc-
tivités pratiquement identiques aux erreurs numériques près, tableau A.1.





rmi n =
3
√

V
2π

zmi n =
3
√

4V
π(

S2D

S1D

)
mi n

=
1+8

1
3

2( 9
4 )

1
3
= 1,144714243...

(A.9)

Vous noterez qu’un tel cylindre est celui où la hauteur est égale au diamètre.

Tableau A.1 – Rapport des conductivités pour une géométrie minimale.

Matériaux (λ
1D

λ2D )S (λ
1D

λ2D )L

β (K ·mi n−1) 2 5 10 2 5 10
eau 1,0039 1,0002 1,0010 1,0038 1,0003 1,0010

H20/N H4C l : 0,57% 1,0002 0,9913 1,0000 1,0105 1,015 0,9999
H20/N H4C l : 2,5% 1,003 1,0003 1,0000 0,9849 1,009 1,002
H20/N H4C l : 5,0% 1,0006 1,038 1,010 1,010 0,9735 1,010
H20/N H4C l : 10% 0,9997 1,010 1,0045 1,017 1,004 1,0087
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A.2 Conclusion

On a montré qu’il existait une géométrie cylindrique pour laquelle la réduction au modèle
sphérique n’aurait presque aucune influence sur les conductivités si l’échange était suff-
sament uniforme sur toute la surface, ou qu’il n’y ait pas d’importante couche d’air au-
dessus de l’échantillon. Dans ces conditions le modèle réduit identifierait quasiment la vraie
conductivité. Le calorimètre fixant le rayon, d’après (A.9) on peut donc déterminer la quan-
tité avec laquelle il faut remplir l’échantillon pour que l’expérience de calorimétrie soit faite
avec un cylindre que l’on dit minimal. On se retrouve avec la difficulté de remplissage de
l’échantillon, ensuite les cellules de calorimétrie ne sont pas forçément adaptées. Par exemple
pour notre calorimétre de Perkin-Elmer, les cellules ont un rayon de 2,15 mm et sont faites
pour contenir une dizaine de mg. Pour obtenir cette géométrie minimale avec ce rayon il
faudrait 62,4 mg , on dépasse les capacitées de la cellule. Par contre le calorimètre SETARAM
DSC 131 qui, lui, peut contenir une telle masse devrait convenir. Malheureusement nous ne
disposions pas de cellules « sur-mesures » qui nous auraient permis de vérifier expérimen-
talement notre idée.
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Abstract

With the development of intermittent sources of energy and the depletion of fossil fuels, the subject of energy
storage is becoming an important topic. One of the studied options is tthe latent hermal storage using of phase
change materials (PCM). One application for this type of energy storage is to improve the thermal insulation in
buildings. To make the best use of these materials it is necessary to be able to predict their energy behavior. This
requires a precise knowledge of their thermophysical properties, first of all of the specific enthalpy function of
the material h(T ).

Currently, it is often suggested to approximate the enthalpy by the direct integration of the thermograms obtai-
ned through calorimetry experiments (notion of « equivalent »calorific capacity). This approach is false because
thermograms are only a time related representation of complex phenomena where thermal transfers arise in
the cell of the calorimeter acting with the thermophysical properties. As a result, for example, the shape of ther-
mograms depends on the heating rate and on the mass of the sample, which is not the case for the enthalpy
of the PCM, which depends, at constant pressure, only on the temperature or on the concentration (for the
solutions).

We propose to compare the results given by a of a numerical direct model with experimental thermograms.
The main objective in this thesis is then to use this direct model in an inverse method in order to identify the
parameters of the equation of state, which enables us to calculate the specific enthalpy h(T ).

First of all, the detail of an enthalpy model is presented, and then validated by comparison with experiments,
allowing us to reconstruct the thermograms of pure substances or of salt solutions, of which the enthalpies are
known. A study of the influence of the various parameters (cp , λ, TM , LM ...) on the shape of thermograms is
also undertaken in order to deduce their sensibilities. A reduced model is then developed in order to reduce the
calculating time of the direct model. This optimized model allows the use of inverse methods with acceptable
durations.

Several inverses algorithms are then presented : Levenberg-Marquardt, evolutionary and Simplex which has
proved to be the fastest).

We shall then apply this algorithm to identify, from calorimetric experiments, the enthalpy function of pure
substances or of salt solutions. The results that we obtain show that it is possible to identify a function h(T ) in-
dependent of the heating rate and of the mass, which validates the method. An analysis of the various sources
of errors in the identification process and of their influences on the result allows us to estimate the quality of
the enthalpy function that we identify.

Finally, the same approach has been used to analyze an experiment on a composite material that is used in
buildings (cement with inclusion of PCM micro-encapsulated). Again in this case, our methods lead to a rele-
vant energetic characterization.

Key words : phase change materials, melting, characterization, modelization, inverse method, experimental
validation
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Résumé

Avec le développement des énergies intermittentes et la raréfaction des énergies fossiles, le sujet du stockage
de l’énergie prend de plus en plus d’ampleur. Une des voies étudiée est le stockage thermique par utilisation
de matériaux à changement de phase (MCP). Cette voie est en outre développée pour améliorer l’inertie ther-
mique dans le secteur du bâtiment. Pour utiliser au mieux ces matériaux il est nécessaire de pouvoir prévoir
leur comportement énergétique. Cela nécessite une connaissance précise des propriétés thermophysiques, et
en premier lieu de la fonction enthalpie massique h(T ).

Actuellement, il est souvent proposé d’approximer cette enthalpie par l’intégration directe des thermogrammes
de la calorimétrie utilisant notamment la notion de capacité calorifique « équivalente ». Cette approche est ce-
pendant fausse car le thermogramme n’est qu’une représentation en fonction du temps de phénomènes com-
plexes faisant intervenir non seulement les propriétés énergétique du matériaux mais également les transferts
thermiques au sein de la cellule du calorimètre. Il en résulte, par exemple, que la forme des thermogrammes, et
donc l’enthalpie apparente, dépend de la vitesse de réchauffement et de la masse de l’échantillon ce qui n’est
pas le cas de l’enthalpie des MCP qui ne dépend, à pression fixe, que de la température ou de la concentration
(pour les solutions).

On propose de comparer la sortie d’un modèle numérique direct avec des thermogrammes expérimentaux.
L’objectif principal de cette thèse est alors d’utiliser ce modèle dans le cadre d’une méthode inverse permet-
tant l’identification des paramètres de l’équation d’état permettant alors de calculer l’enthapie massique h(T ).

Dans un premier temps, il est donc présenté le détail d’un modèle 2D dit enthalpique qui néglige la convection,
validé par l’expérience, permettant de reconstituer les thermogrammes de corps purs ou de solutions binaires
dont les enthalpies sont connues. Il en est déduit une étude de l’influence des différents paramètres (cp , λ, TM ,
LM ...) sur la forme des thermogrammes pour en déduire leurs sensibilités. Une réduction de ce modèle est
ensuite effectuée pour réduire le temps de calcul du modèle direct en vue de l’utilisation dans une méthode
inverse.

Cette dernière est décrite ainsi que les algorithmes d’optimisation correspondants (de Levenberg-Marquardt,
génétique ou du simplexe qui s’est avéré le plus rapide) dans un second temps.

Nous appliquerons ensuite cet algorithme pour identifier, à partir d’expériences, la fonction enthalpie de corps
purs ou de solutions binaires. Les résultats obtenus montrent qu’il est possible d’identifier une fonction h(T )
independante de la vitesse de réchauffement et de la masse, ce qui valide la méthode. Une analyse des diffé-
rentes sources dÕerreurs dans le processus d’identification et leurs influences sur le résultat permet dévaluer
la qualité de la fonction enthalpie que l’on identifie.

Enfin, cette même approche a été utilisée pour analyser une expérience réalisée sur un échantillon d’un maté-
riau composite utilisé dans le bâtiment (ciment avec inclusion de MCP micro-encapsulé). Dans ce cas encore,
nos méthodes permettent une caractérisation énergétique pertinente.

Mots clés : matériaux à changement de phase, fusion, caractérisation, modélisation, méthode inverse, valida-
tion expérimentale
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