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Chapitre 1

Introduction

Ce mémoire porte sur I'étude de deux problemes inverses associés a des
équations paraboliques. Le premier concerne l'identification d'un potentiel
périodique via une inégalité de stabilité, le deuxieme I'unicité de ce coefficient
via un nouveau type d’observations.

Dans ce travail on s’intéresse aux probléemes inverses associés a des équa-
tions paraboliques issues entre autres de modeles écologiques [64, 66, 70]. On
va préciser a travers deux exemples concrets la notion de probleme inverse :

Ezxemple 1 : On considere trois sources d’eau qui alimentent une riviere.
Si on connait la composition minérale de chaque source et que 'on veut
déterminer celle de la riviere formée par ces trois sources, on résout un
probleme direct. Si par contre on connait la composition de I’eau de la riviere
et on souhaite déterminer celle de chaque source ou de I'une d’entre elles, in-
accessible directement (souterraine ou autre), on résout un probléme inverse.

Ezxemple 2 : Un autre exemple concerne la reconstruction de la capacité
calorifique d’un liquide. Si on connait ce parametre, on sait en combien de
temps on arrivera a ’amener a ébullition. Inversement, si on mesure le temps
pour qu’un liquide inconnu se mette a bouillir, peut-on retrouver sa capacité
calorifique ou bien faut-il pour cela d’autres informations, surtout si ce liquide
est issu d’un mélange.

Ainsi, les problemes inverses auxquels on s’intéresse consistent a déterminer
certaines causes d’un phénomene a partir d’observations expérimentales de
ses effets.

Les problemes cités plus haut sont modélisés par des équations de réaction-



2 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

diffusion. Elles peuvent s’écrire sous la forme suivante :
Owu(t,x) — DAu(t,x) = f(u),t > 0,2z € R", (1.1)

ou la fonction f(u) correspond au terme de réaction et le terme DAwu corre-
spond au terme de diffusion.
Ces modeles interviennent dans des domaines tres variés. Parmi les champs
d’application, on peut citer :

En physique :1’équation de réaction-diffusion est utilisée entre autres pour
modéliser des phénomenes de combustion.

En biologie et en écologie : 'équation de réaction-diffusion apparait par
exemple en dynamique des populations. Les phénomenes de propagation
étudiés peuvent étre des situations d’invasions biologiques [53, 56, 58]. Ces
modeles font intervenir a la fois les déplacements des individus qui sont
représentés par le terme de diffusion DAwu et la croissance de la population
qui est représentée a travers le terme de réaction f(u), correspondant aux
événements de naissance et de mortalité. Ce type d’équations a été largement
étudié voir par exemple [5, 6, 8]. Dans ces articles, les auteurs s’intéressent
a I'unicité et a la régularité de la solution du probléeme étudié et établissent
des propriétés liées au phénomene de propagation de la solution.

Dans un environnement homogene, un des modeles de réaction-diffusion
le plus classique est celui de Kolmogorov, Petrovskii et Piskunov (noté KPP).
I correspond a l’équation homogene (1.1), avec certaines conditions sur le
terme de réaction f(u) que I'on détaillera plus loin. Elle est dite homogene car
les coefficients de 1’équation sont constants. En dynamique ou en génétique
des populations, la quantité u(t,z) représente la densité de la population a
I'instant ¢t et a la position z € 2 C R". L’ouvert 2 peut étre borné ou égal a
I’espace entier.

Une formulation classique du terme de réaction dans le modele KPP est :

f(u) = u(r —yu) avec r > 0.

Le coefficient r correspond au taux de croissance de la population qui est tres
important. Sa connaissance permet de prédire I'extinction ou la persistence
de la population modélisée; il représente les interactions entre les individus
et les caractéristiques de I’habitat ou du milieu. La diffusion des individus est
décrite grace au coefficient de diffusion D supposé dans la suite strictement
positif.



Une extension naturelle de ce modeéle a un environnement hétérogene est le
modele introduit par Shigesada, Kawasaki et Teramoto en 1986 [65] :

Ou(t,z) — DAu(t,z) = f(z,u),t >0,z € R". (1.2)

Il est dit hétérogene car le terme de réaction f(z,u) dépend de la variable
d’espace.

Dans la premiere partie de ce mémoire, on s’intéresse a une famille de
modeles dont le terme de réaction f(x,u) est de la forme :

fz,u) = u(r(z) — v(x)u), (z,u) € R" x R. (1.3)

Dans ce modele, r(x) correspond toujours au taux de croissance intrinseque.
Il peut étre positif, négatif ou nul, suivant la favorabilité de I’environnement.
Ainsi, suivant la position dans l’espace, I’environnement peut étre plus ou
moins favorable a la reproduction. Le coefficient v(z) toujours strictement
positif représente la compétition intraspécifique. Le terme de réaction f(z,u)
dépend donc, d'une part de la densité u(t, x) et d’autre part de Ienviron-
nement dans lequel évolue la population. Dans notre modele, on considere
un terme de diffusion homogene DAuw.

Certains phénomenes nécessitent de considérer des termes de réaction
f(z,u) périodiques en espace. Dans ce mémoire, on va étudier des modeles
mathématiques qui tiennent compte de ce type de phénomenes.

Notre travail va porter sur un probleme inverse qui consiste en la détermi-
nation d’'un coefficient de 1'équation de réaction-diffusion hétérogene (1.2).
L’estimation précise d’un coefficient est d’une importance capitale car la
méconnaissance ou une trop grande imprécision dans la valeur d’un coefficient
empeéche d’obtenir une solution précise du probleme direct.

Les variations climatiques sont, entre autres, une des causes dans l'aug-
mentation des invasions biologiques [28] et écologiques : invasion de lapins,
insectes, renards,... Les écologistes et les modélisateurs sont souvent con-
frontés a des especes envahissant un nouvel environnement. Dans de tels cas,
la reproduction et les caractéristiques de dispersion de I’espece dans son nou-
vel environnement ne sont, souvent, pas connues et doivent étre estimées [67].
Le comportement du modele de réaction-diffusion dépend de la valeur de ses
coefficients [15] et en particulier, du terme 0, f(z, 0).

Durant les 20 dernieres années, les problemes inverses se sont beaucoup
développés grace a leur fortes implications dans des domaines tres variés. Par
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exemple en médecine dans la reconstruction de I'intérieur du corps humain a
partir de mesures de type électriques ou ultrason non invasives, en biologie, en
écologie, dans I'industrie, dans la recherche pétroliere pour I'identification des
perméabilités dans un réservoir, dans le traitement d’image pour la restau-
ration d’images floues. Mais aussi les progres des techniques mathématiques
dans le domaine des problemes inverses durant ces 20 dernieres années ont
permis de diversifier les approches et d’affiner les observations nécessaires a
la reconstruction de coefficients inconnus.

Un probleme d’équation aux dérivées partielles se pose en général sous la
forme d’une relation

F(z,t,D,u(t,z)) =0, (1.4)

ol D est un opérateur différentiel. On rajoute alors des données de type
condition initiale et valeurs au bord du domaine. Ce probleme est dit bien
posé au sens de Hadamard, si :

e la solution du probléme (1.4) existe;

e la solution est unique;

e la solution dépend contintiement des données du probleme.

Par contre, les problemes inverses sont souvent mal posés : la solution peut
ne pas exister a cause d’observations imprécises, elle peut ne pas étre unique
par manque d’observations, et peut ne pas étre stable.

I1 est souvent nécessaire d’ajouter des observations qui permettent de réduire
I’espace des possibilités de facon a espérer aboutir a une solution unique.

Dans le cas des équations aux dérivées partielles, posées dans un domaine
borné, I’étude d’un probleme inverse consiste a déterminer un ou plusieurs
coefficients d’'un opérateur différentiel, a partir par exemple de mesures par-
tielles de la solution (appelées observations). Il existe plusieurs type d’ob-
servations, cela dépend du probléeme que 1'on considere et du type de coeffi-
cients que I'on veux reconstruire. Ces observations doivent étre utilisées d’une
maniere optimale et si possible, étre réalistes physiquement car par exemple
on ne peut pas toujours observer la solution sur tout le domaine d’étude €2 et
en tout temps T' > 0. Par exemple il existe des parties du domaine qui sont
inaccessibles pour I'application physique. Pour résoudre un probleme inverse
on commence par s’intéresser a la question de 1'unicité :

e On cherche d’abord a prouver I'unicité du coefficient a retrouver, a

partir des observations requises.

e Puis on peut essayer d’établir une inégalité reliant ce coefficient aux

observations, appelée inégalité de stabilité.



e Enfin on peut essayer de simuler numériquement 1’efficacité de notre
résultat théorique (unicité ou stabilité) a travers un algorithme. A
noter que de nombreux problemes inverses sont abordés, principalement
dans le domaine de la physique, uniquement a travers des simulations
numériques sans que ces algorithmes ne s’appuient sur des résultats
d’unicité préalables.

De maniere plus précise, on s’intéresse dans la premiere partie du mémoire
au probleme inverse de la reconstruction du coefficient r(z) dans (1.3). Pour
cela on établit une inégalité de stabilité pour ce coefficient a partir d’obser-
vations partielles de la solution notées Obs (u) c’est-a-dire une inégalité de
la forme :

3C >0 tel que ||r —7|| < C([|Obs (u) — Obs (u)]|), (1.5)

dans des espaces fonctionnels adaptés. Le probleme s’énonce ainsi : étant
donnés deux coefficients inconnus 7,7, et les solutions associées u et u d’un
probleme (P) donné, est il possible d’estimer une norme ||r — 7|| par une
norme convenable des observations des solutions correspondantes ||Obs (u) —
Obs (a)||?

De ce résultat on déduit aisément 'unicité du coefficient i.e. que 1'obser-
vation choisie détermine de maniere unique le coefficient.

Il n’existe pas de méthode générale pour résoudre un probleme inverse.
Les problémes inverses sont tres variés et donc ils sont modélisés mathéma-
tiquement de manieres tres différentes ce qui nécessite d’adapter les tech-
niques.

Au cours des trois dernieres décennies, il y a eu une recherche considérable
sur ’établissement des résultats d’unicité et de stabilité pour les problemes
inverses. Une bonne introduction se trouve dans les livres de Lavrentiev [55],
Isakov [46] ou Choulli [19]. En mathématiques appliquées, la méthode des
estimations de Carleman est un outil tres puissant qui permet d’obtenir ces
résultats d’unicité et de stabilité, pour une large classe de problemes inverses.
Par contre, elle nécessite, en particulier dans le cas des problemes inverses
paraboliques, une observation de la solution sur tout le domaine, ce qui peut
étre considéré comme un handicap dans certaines situations. L’inégalité de
Carleman a été établie en 1939 par le mathématicien suédois Carleman [16].
Dans ce travail, elle permettait de démontrer un résultat d’unicité pour une
équation aux dérivées partielles elliptique en dimension 2. Cette méthode a
été appliquée pour la premiere fois a un probléeme inverse par Bukhgeim et
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Klibanov en 1981 [12]. Depuis, cette méthode est largement utilisée dans la
théorie des problemes inverses.

Il existe d’autres techniques pour résoudre un probleme inverse. On peut
citer par exemple, la méthode de Dirichlet-Neumann. Cette technique néce-
ssite une infinité de mesures car elle implique la connaissance d’un opérateur.
L’opérateur qui associe a la valeur de la solution sur le bord sa dérivée nor-
male est appelé opérateur de Dirichlet-Neumann [46].

On peut citer aussi la méthode spectrale [49, 68] qui permet d’obtenir I'unicité
grace a différentes données spectrales du probleme considéré, et la méthode
de Fredholm, qui utilise des propriétés de compacité [62].

Par ailleurs, on peut trouver dans [19] une présentation des résultats d unicité
et de stabilité pour des problemes paraboliques et elliptiques.

Les premiers résultats d’unicité dans la détermination de coefficients in-
connus dans une équation parabolique sont essentiellement dis au travaux
de Cannon et de ses collaborateurs en 1968 [14, 13]. Dans ces travaux, les
estimations se font a partir de solutions régulieres, ce qui permet 'utilisation
d’outils comme le principe du maximum fort, ou le théoreme des fonctions im-
plicites. En revanche, ces estimations donnent des informations assez faibles
sur la stabilité du probleme inverse.

Pour les équations de réaction diffusion, I'obtention des inégalités de sta-
bilité repose souvent sur des estimations de Carleman. L’idée d’utiliser ces
estimations de Carleman pour résoudre les problemes inverses a été intro-
duite en 1981 par Bukhgeim et Klibanov et cette méthode est décrite dans
[50]. Plusieurs articles utilisant cette méthode ont suivi, par exemple [51], ou
encore [31] dans ce travail I'inégalité de Carleman elle est appliquée & une
équation parabolique semi-linéaire.

En 1998 Imanuvilov et Yamamoto [45] utilisent une inégalité de Carleman
globale pour 'opérateur de la chaleur, démontrée peu auparavant par Fur-
sikov et Imanuvilov dans [37] pour le controle a zéro.

Les premiers travaux sur les problemes inverses, ont consisté a étudier des
équations paraboliques linéaires. On peut citer les articles [77] (détermination
d’un potentiel), [71, 72] ou les auteurs déterminent un terme source dans une
équation parabolique dégénérée et enfin [76] pour une présentation générale
des inégalités de Carleman appliquées aux problemes inverses. Des résultats
de stabilité lipschitzienne ont également été démontrés dans le cas de sys-

temes paraboliques linéaires et non linéaires dans la série de publications
3, 4, 20].



Dans un article récent [24], les auteurs ont développé, en une dimension, une
nouvelle méthode basée sur le lemme de Hopf et qui utilise des observations
tres réalistes (observation ponctuelle en xg € € pendant un temps ¢y € (0, €),
e >0).

Tous ces travaux concernent les domaines bornés et les méthodes sont diffi-
cilement applicables dans le cas ou le domaine est I’espace tout entier. Cepen-
dant, il existe des situations ou les échelles sont tellement grandes que l'on
peut considérer que le domaine est infini.

Dans le cas de 'espace tout entier, la situation est plus compliquée car est

rajoutée la difficulté d’évaluer le type d’observations : on ne peut observer
de maniere réaliste sur un domaine infini. La question que I'on se pose alors
est : quel type d’observations doit-on choisir ?
A notre connaissance, dans le cas parabolique, il existe tres peu de travaux
traitant cette situation. Par exemple il y a l'article de Choi [17] dont le
probleme est au départ posé sur R™ mais qui ensuite est ramené sur un
domaine borné grace aux hypotheses de périodicité sur les données. On peut
citer [51] dans lequel 'auteur traite un probléme inverse parabolique posé sur
un domaine infini mais borné dans une direction et qui utilise une inégalité
de Carleman. Avec 'hypothese de périodicité on peut aussi citer les articles
[17] et [47]. Mais les hypotheses et les données permettent en fait de ramener
I’étude du probleme posé dans R™ a un domaine borné et donc les situations
sont différentes du probleme que 1’on va exposer.

Les apports du mémoire

On termine cette introduction en expliquant la démarche que 'on a suivi
dans ce mémoire et en donnant les résultats principaux que nous avons
démontré.

Dans le premier travail, on s’est penché sur I’étude d’un probleme inverse
associé a une équation parabolique non linéaire, a données périodiques non
régulieres, posé dans R™. Ce probleme présente deux difficultés : tout d’abord
le domaine d’étude est non borné et ensuite la non régularité du coefficient
a reconstruire entraine un manque de régularité de la solution.

On s’intéresse a I’équation parabolique non linéaire suivante :

w(t,z) = DAu+r(z)u—y(x)u?, 0<t<T,zeR
(P) < u(0,z) = wup(x) sur R™
u L-périodique.
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On suppose ug(x),r(x), et y(z) sont périodiques. On rappelle que f est une
fonction L-périodique en x (L > 0) si

Ve e R" Vs € R, f(z,s) = f(x + L, s). (1.6)

A notre connaissance, il y a tres peu d’études sur les problemes inverses
liés a des problemes paraboliques non linéaires avec des coefficients non
réguliers (e.g. [11]). En ce qui concerne les problemes paraboliques linéaires
a coefficients périodiques, a notre connaissance, il existe seulement un travail
consacré a ce sujet c’est celui de Choi [17]. L’auteur s’intéresse a la recon-
struction du potentiel dans une équation parabolique linéaire, il établit une
inégalité de stabilité de la forme (1.5), sur le potentiel mais impose une con-
dition forte sur l'ouvert d’observation de la solution, a savoir que celui ci
doit contenir toute la frontiere d'une cellule. L’auteur impose aussi une forte
régularité sur les coefficients du systeme étudié.

Le probleme parabolique non linéaire (P,) que 'on étudie est posé sur R,
Les coefficients r(x) et vy(z) sont périodiques, ainsi que la condition initiale
et donc la solution est périodique. Ceci nous permet de ramener le probleme
posé sur R™ a I’étude d'un probleme sur une cellule que 'on a appellé €2 et
donc sur un domaine borné. Ce point la rend 'utilisation des inégalités de
Carleman non classique car les coefficients sont périodiques.

Le résultat que nous avons établi est un résultat de stabilité pour le coefficient

r(z). On considére un ouvert d’observation w € €2, quelconque non vide. Soit
to + 11

to tel que 0 < ty < T et t; tel que 6 =

s’énonce ainsi : il existe une constante C' > 0 telle que 'on ait 'inégalité de
stabilité suivante :

. Notre principal résultat

I = Fllzzg@) < Clllu = @llisosrizzon + 1w = DO, ).

ot u (resp. @) est la solution du probleme (P,) (resp. (Fr)).

Pour pouvoir démontrer cette inégalité de stabilité, nous avons établi une
inégalité de Carleman pour des coefficients périodiques. En général, dans le
cas non homogene pour pouvoir éliminer les termes de bord qui apparaissent
lors des calculs pour établir 'inégalité de Carleman, on utilise deux fonctions
poids avec des signes opposés comme dans le travail de Fursikov et Imanuvilov
[44]. Dans [17] 'auteur a utilisé cette technique et il a aussi supposé que
I’ouvert d’observation doit contenir tous les bords de la cellule €2. Dans notre
cas on a pu éviter cela par un choix adapté de la fonction poids. Par ailleurs,



pour obtenir cette inégalité de stabilité, on utilise un principe du maximum
qui ne nécessite pas trop de régularité de la solution.
La démonstration de cette inégalité de Carleman nous amene a établir des
estimations uniformes de la solution. Comme le coefficient r(x) n’est pas assez
régulier, la solution u du probléeme (P,) ne sera pas de classe C*?((0, T') x R™).
Par conséquent, on ne peut pas utiliser le principe de comparaison classique
et le principe du maximum est un des éléments clés dans la résolution du
probleme inverse. On a donc établi un principe de comparaison qui demande
moins de régularité de la solution.

Dans le second travail, on s’est intéressé a la détermination de la partie
linéaire du terme de réaction f(z,u) dans 'équation de réaction-diffusion
posée sur R :

Ou — DOpu = f(x,u), t >0, x € R,
(P)
u(0,7) = up(z), = € R,

ou f est supposée périodique par rapport a x et vérifie les conditions KPP :

Ve e R, f(z,0) =0,
M > 0, tel que pour s > M, et Vo € R", f(x,s) <0,
flz,s)

S

(1.7)
Vr e R, s— est décroissante pour s > 0.

On établit un résultat d’unicité en utilisant un nouveau type d’observations.
En général, les observations requises dans les problemes inverses, correspon-
dent a des mesures de la solution v du probleme sur une partie du domaine.
La nature du probleme étudié, posé dans l'espace R tout entier, nous a
permis d’utiliser la notion de vitesse asymptotique de propagation. On a
surdéterminé le probleme inverse en utilisant une famille de conditions ini-
tiales (ug)x & décroissance exponentielle qui vérifient :

Ug\ € CO’Q(R), Up, A >0, liminfuoy)\(:v) > 0,
T——00
et
up () = e pour x > o,

ou A est un nombre strictement positif.
On a prouvé que les solutions uy du systeme (P) associé a la condition
initiale ug \(z) se propagent avec des vitesses asymptotiques de propagation
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notées wy et on a caractérisé ces vitesses. Notre principal résultat est que le
terme 0, f(z,0), est déterminé de fagon unique, a une symétrie pres, par 1’'ob-
servation d’un continuum de vitesses asymptotiques de propagation (wy).
La premiere difficulté a été de construire nos observations qui sont les vitesses
asymptotiques de propagation avec condition initiale a décroissance expo-
nentielle, car cette notion existe et est bien définie dans le cas de conditions
initiales de type Heaviside et a support compact mais pas pour des conditions
initiales a décroissance exponentielle.

On prouve que si uy(t,z) est la solution du probleme (P) avec la con-
dition initiale wug (), alors, on peut associer a cette solution une vitesse
asymptotique de propagation w), caractérisée de la maniere suivante :

—k
w,\:TA si 0 < A<\,

— * Q1
wy = w* sinon,

ou ky est la valeur propre principale d'un certain opérateur elliptique que

I'on va définir plus loin et A* = A*(r) est l'unique réel positif qui vérifie
— k-

*

-
Grace aux observations que sont les vitesses asymptotiques de propaga-
tion, nous avons pu établir un résultat d’unicité pour le coefficient 9, f(z,0) =
r(z). On suppose que les vitesses asymptotiques de propagation w) et w, as-
sociées respectivement a u, et u, coincident en un continuum de valeurs de
A c’est-a-dire
wy = Wy, pour A € (0, \),

avec \; > 0, alors
7(x) =r(z) out(z) =r(—z+0).

Ce mémoire se compose de quatre chapitres. Le chapitre 1 est une in-
troduction générale sur les équations de réaction-diffusion et les problemes
inverses concernant les équations paraboliques. Le chapitre 2 contient des
rappels et des compléments sur les outils utilisés par la suite. Le chapitre 3
qui constitue la premiere partie de notre travail traite du cas d’un probleme
parabolique non linéaire et périodique. Une inégalité de stabilité pour le
potentiel non régulier r(z) est établie via 'obtention d’une inégalité de Car-
leman, I'utilisation d’un principe du maximum pour des fonctions peu régu-
lieres et 1'utilisation de la méthode de Bukhgheim et Klibanov. Le chapitre



4 concerne 'unicité du potentiel dans le cas ou le probleme est posé sur I'es-
pace tout entier en utilisant une nouvelle démarche. Cette étude utilise la
notion de vitesse asymptotique de propagation. Enfin, on énonce a la fin de
ce mémoire des perspectives de travail.

11
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Chapitre 2

Rappels et compléments

Dans ce chapitre nous donnons quelques définitions et outils qui vont nous
servir dans les démonstrations des résultats principaux de ce mémoire.

2.1 Notations et rappels

On note L = (L4, L, ..., Ly,), avec L; > 0,Vi,1 <i < n et n > 1 entier.
Nous mettrons l'indice § sur un espace fonctionnel pour indiquer que ses
éléments sont L-périodiques par rapport a la variable d’espace. Toutes les
fonctions considérées ici sont a valeurs dans R. Dans la premiere partie on
travaillera dans le cadre des espaces de Sobolev. On aura donc a utiliser les
espaces de Lebesgue :

L{(R") = {u € LYR") tel que u(z + L) = u(z) p.p. ¢ € [1,+00]}.

Pour I'existence et I'unicité de la solution ainsi que pour la stabilité, on aura
besoin des espaces suivants :

H"(R") = {u € H™(R") tel que u(z + L) = u(x) p.p.m € N},

et
W2 (R") = {u € L>(R") tel que D*u € L>(R"), |a| < 2}.

Pour 7' > 0, on note
H?((0,T) x R*) = {u € L*(0, T; H} (R")), u, € L*(0,T; L (R™))}.

13



14 CHAPITRE 2. RAPPELS ET COMPLEMENTS
Soit a un réel, 0 < a < 1,

C*R") ={ueC(R") et sup Jux) = uly)] < o0},

z,y€R™ x#y |ZE - y|a

CH2((0,T) x R™) = {u € C((0,T) x R"), D’Diu € C°((0,T) x R"),

0<|8]+2i <2}

Cot 327 ((0,T) x R) = {u € C¥*(([a,b] x K)),¥[a,b] x K C (0,T) x R,
et ; ,
DBu(t. z) — DPul(t
sup | Diu(t, x) ju( )| C
2y €K wty tea,b],|fl=2 lz — |
dult.x) — 0
ot sup ’ tu( ,l’) tgu(saxﬂ < 00,

€K t#s,t,5€[a,b] ’t — S’ 2

VK compact dans R",V]a,b] C (0,7)}.

Dans la suite, {2 sera un ouvert borné. On note I' sa frontiere et

Qr = (0,T) x Q0,37 = (0,T) x T

2.2 Principes du maximum

Le principe du maximum est un outil mathématique qui est souvent utilisé
aussi bien pour démontrer des résultats d’unicité des solutions d’équations
aux dérivées partielles, que pour montrer la positivité de certaines solutions
ou permettre de comparer des solutions.

On note
Lu = 0w — Au + ¢(t, z)u. (2.1)

et on rappelle

Théoréme 2.2.1 (Principe du maximum faible). [33]/ On suppose que

u € C(Qr)NC(Qr) et
c=0 dans Qr.
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o Si
Lu <0 dans Qr,
alors
maxu = maxu.
Qr T
o 57
Lu >0 dans Qr,
alors

min v = min u.
Qr X1

Théoréme 2.2.2 (Principe du maximum fort). [33] On suppose que

we C(Qr) NC@y) o
c=0 dans Qr.

On suppose aussi que Qr est connexe.
~ Si
Lu <0 dans Q

et u atteint son marimum Sur @T au point (to,xo) € Qr, alors u est
constante sur Qy,.
- St
Lu > 0 dans Qr

et w atteint son minimum sur @T au point (to, xg) € Qr, alors u est
constante sur Qy,.

Apres avoir énoncé les principes du maximum, on va introduire la définition
des sur et sous-solutions.

Définition 2.2.3. On appelle sur-solution de (2.1), toute fonction u qui
vérifie :
Lu > 0,

et on appelle sous-solution, toute fonction u qui vérifie :

Lu <0.
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2.3 Existence et unicité de la solution

Pour montrer 'existence et 1'unicité de la solution du probleme (P,) posé
dans R"

Owu(t,x) = DAu+r(z)u—y(x)u? 0<t<T,zeR"
(P) ¢ u(0,2) = wup(x) périodique sur R”,
u périodique,

avec 1,7y et ug périodiques et de méme période L.
Pour la preuve de I'existence, on va utiliser plusieurs résultats de Englander
et Pinsky [32] pour le probleme parabolique suivant :

(P) Uy = DAu+ru— yu?, 0<t<T,zeR"
Y u(0,1) = ue(x) sur R,

qui traitent le cas d'un coefficient r(z) appartenant & C*(R") et on 'adapte
a notre probleme ou le coefficient est dans L°(R").

Théoréme 2.3.1 (Englander-Pinsky [32]). Soit ug(x) € C(R"), up(z) > 0,

r(z),y(x) € C*(R"™). Il existe des solutions Upmin > 0, €t Upma, appartenant a

C?((0,00) xR™)NC([0, T) xR™) du probleme (Py,) avec la propriété que chaque

solution u de (Py) appartient a C*((0,00) x R") NC([0,T) x R™) satisfait :
Umin S U S Umaz-

De plus si r € L>(R"), alors

Umin = Umaz

et donc la solution est unique.

Indications pour la démonstration.
e On commence par considérer le probleme sur la boule
Br ={z € R": |z| < R},

et on suppose que la condition initiale ug(z) € Co(Bg).
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e Pour montrer qu'une solution existe sur Bg, on construit une solution
up avec comme condition initiale ug(z) € C3(Br) et comme conditions
sur le bord de Bg, les conditions de Dirichlet homogenes. Par le principe
du maximum on montre que ug existe et est majorée.

e On vérifie que la famille ur prolongée par zéro a R"™ est monotone
croissante par rapport a R et majorée. Donc elle converge vers une
fonction u*.

e Si uy € C(R™), on l'approche par des fonctions (ug;); € C3(R™) de
maniére monotone croissante, les solutions correspondantes u; conver-
gent vers une solution .

e Les résultats de régularité classiques montrent que la solution est dans
C2((0, +00) x R™) NC([0, +00) x R™).

e Pour construire la solution maximale on fait un raisonnement semblable
a celui fait pour la solution minimale. Ce raisonnement est également
basé sur le principe de comparaison. On considere cette fois ci une suite
de solution (uy,),, de I’équation :

Ut = L, + 7(2)Up, — Y(2)UL, + Yy p > 1,

ol ¥, est une fonctions positive ou nulle, a support compact et tendant
vers zéro. La limite donnera une solution qui sera maximale.

e On montre par un principe du maximum que I’hypothese » € L°(R")
implique que Up,in = Umaz-

2.4 Fonction poids

Dans la construction de la fonction poids (voir preuve de la proposition
3.4.1), on a besoin d’utiliser un difféomorphisme de [0, L] dans lui méme.
Dans cette partie, on va donner un exemple de construction de ce difféfomorphisme.

Proposition 2.4.1. Soit 0 < a < b < L, 0 < 27 < 29 < L. Il existe un
difféomorphisme S de [0, L] dans lui méme, €gal a l'identité au voisinage de
0 et de L et tel que S(&1) = a et S(ZT2) = .

17
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Preuve. Soit £ > 0 tel que : 0 < ¢ < min(Z,a) et L —e > max(Zs,b). On
construit S(x) de la maniére suivante :

Sl(x) sur (075)7
Sy(z) sur (g, 1),
S(x) =4¢ Ss(x) sur (Zq,Z2), (2.2)
Sy(z) sur (&g, L — €),
Ss(x) sur (L —e¢, L).

On pose S(z) = x si x € [0,e] U[L —¢,L] (S1(x) = x,5(x) = x). Par le
théoreme des traces [59], il existe une fonction Sy(z) € C™[e, 1] tel que

S (e) = SM(e), Yk >0,

So(x) > 0 sur [g, 4],

et
SQ(i‘l) = a.

Le théoreme des traces, nous donne également l'existence d’une fonction
S3(x) € C*°[1, &o] tel que :

S (21) = 89 (34), Yk > 0,

Sy(x) > 0 sur [#, 22,

et
S3(Z9) = b.
On construit de la méme maniere Sy(x).
OJ
2.5 Fronts d’ondes
On considere 1’équation parabolique suivante posée sur R :
O — DOppu = f(u), t >0, x € R. (2.3)

Le fait de travailler sur R, nous autorise a utiliser la notion de fronts d’ondes,
et auxquels on associe certaines fonctions que 'on va développer par la suite.
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Un phénomene de propagation associé a (2.3) désigne I’évolution dans le
temps d’une solution u de I’équation (2.3) d’un état d’équilibre vers un autre,
un état d’équilibre étant une solution stationnaire (indépendante du temps)
associée au probleme (2.3).

Les équations de réaction-diffusion posées dans R™ sont tres utilisées dans la
modélisation de la dynamique des populations, en grande partie parce qu’elles
possedent des solutions de type front. On va définir cette notion dans le cas
tres simple ou f(u) = u(l — u).

Définition 2.5.1. Un front progressif connectant 0 a 1 est une solution de
Uéquation (2.3) de la forme

u(t,x) = Uz — ct),

ot ¢ > 0 est la vitesse du front et U son profil, satisfaisant les conditions auz
limates
U(—o0) =1 et U(+o0) = 0.

La recherche d’une telle solution revient a la résolution de [’équation elliptique
sutvante :

DO, U + co,U + f(U) =0 dans R.

FI1GURE 2.1 — Exemple d’un front d’onde avec période L = 1

Un front progressif (voir figure 2.1) désigne ainsi une solution dont le
profil est constant, se déplacant a une vitesse constante et positive ¢ de la
gauche vers la droite dans R. Il décrit donc clairement une invasion de 1’état
0 par I’état 1 dans tout le domaine.

19
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2.5.1 Fronts progressifs pour ’équation homogene
L’équation suivante :
Ou — DOppu = f(u),

est dite homogene car ses parametres sont indépendants des variables d’es-
pace. Dans [53], Kolmogorov, Petrovsky et Piskunov ont étudié I’équation
suivante :

Oyu — DOy = u(l — u).

Ils ont montré I'existence de fronts progressifs pour un continuum de vitesses
admissibles de la forme [¢*, +00) c’est-a-dire (voir [9]) qu’il existe ¢* > 0 tel
que les fronts avec une vitesse de propagation c¢ existent si et seulement si
c > ¢ (¢ est la vitesse minimale pour l'existence des fronts). De plus, pour
une vitesse ¢ fixée, ce front est unique a une translation pres.

La particularité de ce type d’équations est que le comportement de la
solution est dicté par celui de I'équation linéarisée au voisinage de l'état
d’équilibre O :

Ou — DOy u = .

En effet, sous ’hypothese KPP (homogene) :
fu) >0et f(u) = f(0)u,u e (0,1),
f1(0) > 0> f(1),

le taux de croissance est maximal au voisinage de 0, et c’est donc la que
réside le phénomene de propagation.

On montre qu’il existe un continuum de vitesses admissibles de la forme
[c*; +00), ot la vitesse minimale est donnée par la formule ¢* = 24/ D f'(0). Ce
résultat apparait rapidement en cherchant des solutions du probleme linéarisé
au voisinage de 0 de la forme :

u(t,z) = e~ o=,

2.5.2 Fronts pulsatoires pour I’équation hétérogene

Pour une équation hétérogene, c¢’est-a-dire lorsque les coefficients
de I’équation dépendent de la variable d’espace, on considere I’équation suiv-
ante :

Ou — DOpu = f(x,u),z € R, (2.4)



2.5. FRONTS D’ONDES 21
ou f est périodique en espace :

flz+ Lu) = f(z,u).

Dans le cas de coefficients périodiques et f non homogene, la notion de
front progressif est remplacée par celle de front pulsatoire :

Définition 2.5.2. Un front pulsatoire est une solution u de [’équation (2.4)
satisfaisant pour un réel T > 0,

u(t,x — L) =u(t+ T, z),
pour tout x € R et t € R, et les conditions aux limites
u(—o0,.) =p(.) et u(+oo,.) =0,
p €étant solution de l’équation stationnaire :
—DO0pep = f(z,p),z € R.

Sous I'hypothese KPP (4.2), on montre qu’il existe un continuum de
vitesses admissibles de la forme [¢*, +00). Formellement, il suffit de chercher
des solutions particulieres, de la forme

u(t,z) = e Ny (a),

ou A > 0 et ¥, (x) L-périodique. On obtient alors que la fonction ¥, (z) doit
étre une fonction propre correspondant a la valeur propre principale k) de
I'opérateur :

Lyt := —Dy" + 2ADy" — 0, f (x,0)1),

avec

kx = DA2 — ¢\,

et ¢* vérifie :

c* =inf{c > 0 tel que I\, DA? — c\ = ky}.
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2.5.3 Vitesse asymptotique de propagation

Dans cette section on définit dans le cas ot les coefficients sont périodiques
en espace, la notion de vitesse asymptotique de propagation, que l'on a
utilisée dans une partie de notre travail en tant qu’observation.

Pour les équations de réaction-diffusion, Fisher [35] et Kolmogorov, Petro-
vski et Piskunov [53] ont prouvé que quand f(u) = u(1—u) et que la condition
initiale ug(z) est de type Heaviside i.e. up(x) = 1si 2 < 0 et 0si z > 0, alors
on définit la vitesse asymptotique de propagation de la solution u(t,x) pour
le probleme de Cauchy (P) avec la condition initiale ug(x) comme le réel
w* > 0 tel que :

lim w(t,z +ct) =0, Ve > w*,z € R,
t——+00 (25)

liminfu(t,z+ct) =1, VO <c<w',z eR.
t——+o00

Dans le cas d’un milieu homogene. Aronson, Weinberger [2], Fife et McLeod
[34] ont montré que si une solution u admet une vitesse asymptotique de
propagation, celle-ci est unique et vérifie w* = ¢*, ou ¢* est la vitesse minimale
des fronts.

Dans le cas ou la fonction f(x,u) est périodique et vérifie les hypotheses
KPP, la vitesse asymptotique de propagation est donnée par la formule :

w* = min _—kA
A>00 A

Dans notre cas w* = ¢* et nous allons le prouver l'existence et donner une
caractérisation de cette vitesse dans le chapitre 4.



Chapitre 3

Probleme inverse pour une
équation parabolique a
coefficients périodiques non
réguliers

3.1 Introduction

Ce chapitre porte sur I’étude d’un probléme inverse pour une équation
parabolique de type réaction-diffusion. Ces équations s’écrivent sous la forme
suivante :

w — Au = f(x,u),z € R" t >0,

et peuvent modéliser plusieurs phénomenes de propagation. Elle apparaissent
par exemple en biologie [53, 56, 58], en génétique [35] en écologie [64, 66, 70].
Il existe une théorie mathématique bien développée pour ce type d’équations
voir par exemple [2, 56] et les références qui sont citées dans ces papiers.
L’exemple le plus répandu et le plus étudié pour ce genre d’équation est celui
de Fisher et Kolmogorov-Petrovskii-Piskunov (KPP), otu la fonction f (cas
homogene) peut prendre la forme suivante :

fu) = u(r = yu).

En dynamique des populations, r représente le taux de croissance intrinseque
et v est le coefficient de compétition intraspécifique. Pour travailler sur des

23
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modeles plus réalistes, on considere une situation hétérogene soit :
f = f(z,u). Le modele KPP correspondant est

f(z,u) = ulr(z) = y(2)u),

r et v sont des fonctions dépendantes de z.

Cette partie concerne 1’étude d’un probleme inverse pour une équation
parabolique quand les coefficients r et v sont variables et périodiques. Ce
modele peut décrire 1’évolution de la concentration d’une population u(t, )
répartie dans I’espace et soumise a deux processus : un processus de réaction
locale, et un processus de diffusion qui implique une répartition de cette
population dans I’espace.

Le modele que 'on étudie est décrit par une équation aux dérivées par-
tielles parabolique a coefficients et condition initiale périodiques de période
L= (Ly,Lsy,...,L,), L; > 0,1 < j <n. Pour simplifier I'étude, les biologistes
modélisent les phénomenes a travers des systemes périodiques.

Avec I'augmentation et le changement de la fréquence des invasions bi-
ologiques [28], on est souvent confronté a des especes envahissant un nouvel
espace. Dans ce cas, les caractéristiques d’évolution de I’espece dans son nou-
vel environnement ne sont pas entierement connues et doivent étre estimées
[67]. L’estimation précise des coefficients du modele de réaction-diffusion
est d'une tres grande importance car le comportement des solutions de ces
modeles dépend fortement de la valeur de ces coefficients. En outre, le coeffi-
cient r(z) joue un role important dans la prédiction de I'invasion de I’espece,
et le choix d’une équation non-linéaire correspond a un modele plus réaliste
que le cas linéaire, au moins dans le cas de la dynamique des populations.

Nous considérons le systeme parabolique non linéaire périodique suivant :

u(t,z) = DAu+ru— yu?, O0<t<T,zeR"
(P) < u(0,z) = wug(x) sur R™,
u L-périodique.
On rappelle qu'une fonction v est dite L-périodique si

v(z+ L) =v(z),z € R".

La fonction u(t, z) est la densité de la population donnée & un temps ¢ et a
une position z, D > 0 est le coefficient de diffusion que 1'on prendra égal a
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1 par simplicité. On suppose que 7,7 et ug sont L-périodiques. Dans notre
probléeme (P,) les données sont D, 7.

Ce travail a fait 'objet d’une publication dans les Comptes Rendus de
I’Académie des Sciences (CRAS) [47]. Une version plus détaillée a été soumise
pour publication dans la revue SeMA.

Le but de ce travail est de reconstruire le potentiel r(x) & partir d’obser-
vations localisées de la solution u(¢,z) du probléme (P,), en établissant une
inégalité de Carleman pour un opérateur parabolique a coefficients périodi-
ques défini sur R".

L’approche choisie est celle qui utilise I'inégalité de Carleman. Cette tech-
nique, dans le cadre des problemes inverses, a été initialement introduite dans
[12] et améliorée dans le cadre parabolique par Imanuvilov et Yamamoto dans
[45]. En ce qui concerne les problemes paraboliques linéaires a coefficients
périodiques, a notre connaissance, il existe seulement un travail consacré a
ce sujet dans [17].

Par ailleurs, 'inégalité de Carleman classique utilise des conditions de
Dirichlet homogenes sur la frontiere. Dans notre situation, la périodicité
ne nous permet pas d’utiliser la forme classique de l'inégalité de Carleman
parabolique [76]. Dans [44], Fursikov et Imanuvilov traitent un probleme as-
socié a des conditions aux limites de type Robin mais utilisent deux fonctions
poids. Dans [17], l'auteur utilise ce résultat, et impose une condition forte
sur 'ouvert d’observation et une forte régularité sur les coefficients.

Dans ce travail, on prouve un résultat de stabilité sans aucune contrainte
sur 'ouvert d’observation. On énonce un principe du maximum adapté a
notre probleme. Nos principaux résultats peuvent étre résumés comme suit :

e Nous étudions, via une inégalité de stabilité, la reconstruction du po-
tentiel r(z) de notre systeme (F,).

e Nous prouvons que nous pouvons améliorer la condition imposée dans
[17] (Proposition 3.1) qui suppose que l'ouvert d’observation doit con-
tenir tous les bords de la cellule.

e Nous n’imposons au potentiel () de n’avoir qu'un minimum de régula-

rité (r(xz) € L>(R"™)).

Remarque 3.1.1. Dans le probléme (P,), on peut remplacer le terme non
linéaire u* par u? avec p > 1 (voir [32]) et on obtient les mémes résultats.
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3.2 Résultats principaux

Les principaux résultats de ce chapitre sont résumés dans les trois théo-
rémes suivants.

Tout d’abord, nous établissons un résultat d’existence et d’unicité pour
le probleme direct a coefficients dans Lg°(R").

On considere l'ouvert ) := H(O’Lj) CR"avec L; >0et 1 <j<n
j=1
comme cellule de référence. On note par I' la frontiere de Q, @ = (0,7") x Q,
Y =(0,T)xT,ouT > 0.
Selon les circonstances, nous allons travailler d'une maniere équivalente, soit
sur R™ soit sur la cellule de référence 2.

Théoréme 3.2.1 (Existence et unicité). On suppose que r € L°(R"),
v € CHR"), 0 < a <1, u(z) continue, ug(z) > 0 sur R™ et L-périodique,
v(x) > 0 est une fonction L—périodique. Alors, le probléme (P,) admet une
unique solution u dans V = C([0,T]; L (R™)) N L*((0,T); Hy (R")).

De plus, w € L°((0,T) x R"), avec 0 <u < M,
ot M = M(([to] o, [[7llcr 1]

Ensuite nous établissons une inégalité de Carleman avec un ouvert d’ob-
servation arbitraire. Cette inégalité est un point clé de la preuve de notre
résultat principal de stabilité.

Théoréme 3.2.2 (Inégalité de Carleman). Soit w € 2 un ouvert non vide.
Alors, il existe sg = so(Q,w,T) > 0, g = Ao(Q,w,T) > 0, et une constante
C =C(Q,w,T) > 0 telle que pour tout s > sy et X > Xg, la solution u du
probléme (P,) avec données satisfaisant les hypotheéses du Théoréme 3.2.1
vérifie les inégalités suivantes

1
/ (% (|Ut|2 + |Au|2) + sA\%p|Vu|* + 33)\4gp3u2) e dx dt
Q

<C (/ fre*dxdt +/ 33)\4g03u2628adxdt) ) (3.1)
Q (0,T)xw

ot f =ru—yu® et ot @, a sont des fonctions poids que nous définirons
dans les Sections 3 et 4,
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‘|K1UH%2(Q) + HKQUH%2(Q) + / 33)\4903U2€23ad$ dt
Q

< C’(/ fre*dxdt +/ sPMNpPu?e* ¥ dadt), (3.2)
Q (0,7)xw

o, K1, Ky sont des opérateurs d’ordre deux en espace et d’ordre un en temps
et espace, définis dans les Sections 3 et 4.

Enfin, nous énoncons le résultat principal de stabilité.
Soit g > 0, M > 0 fixés. On pose

T={y e W/™(R"), 19 <7 [[Vl200 < M},

M = {T‘ S LI?OGRH)? HrHOO S M}7

ou ||7]|ee = supess{|r(x)|,z € Q} et ||7||2.00 = supess{|0“y(z)]|,|a| < 2,z €

Théoréme 3.2.3 (Inégalité de stabilité ). Soit w € 2 un ouvert non vide.
Soit ug,ug € Z, r,7 € M et § € (0,T). Soit ty tel que 0 < to < T et t; tel
to+ 11

que 0 = . Alors, il existe une constante C' = C(Q,w,tg,t1,79, M) > 0

telle que
[Ir = 7llz20) < C (Ilu =l o ez + 1w = @) (0, )| m2@))

ot u (resp. @) est la solution du probléme (P,) (resp. (Pr)).

3.3 Existence, unicité et régularité

Dans cette section, on démontre le Théoreme 3.2.1 et on donne quelques
résultats de régularité qui nous seront utiles pour établir I'inégalité de sta-
bilité.

3.3.1 Preuve du Théoréeme 3.2.1

La démonstration de ce théoreme se fera en trois étapes. Dans la premiere
étape on considere un coefficient r régulier; des propriétés de densité nous
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permettront dans une seconde étape d’établir le résultat d’existence de so-
lution avec un coefficient non régulier. Dans la troisieme étape on montrera
I"unicité de la solution.

Premiere étape.

On suppose d’abord que r(x) € C'(R") N L°(R") avec 0 < o < 1,
Pour la preuve de I'existence, on va utiliser plusieurs résultats de Englander
et Pinsky [32] obtenus pour le probléme parabolique suivant :

(P) Uy = DAu+ru— yu?, O0<t<T,zeR"
Y u(0,2) = up(x) sur R,

que 1'on rappelle ci-dessous :

Théoréme 3.3.1. Si r est de classe C*(R™) N L>*(R"),v € C*(R"),y > 0
et st ug est continue, positive ou nulle et bornée, alors il existe une unique
solution u du probleme (P ) telle que

u € CH2((0,00) x R")NC([0,00) x R™).

+5,2+a

De plus : u € ClloC ((0,00) x R™) et 0 <u < M, ot M dépend seulement

de [[7|lso, [|uolloe €t |17]]oc-

On déduit en que
u € C([0,00); Li,o(R™)) N L, (0, 00); Hype(R™)).

loc loc

Le résultat de Englander et Pinsky ne traite pas le cas de solution périodique,
le lemme suivant établit la périodicité pour notre solution.

Lemme 3.3.2. Sous les hypothéses du Théoréme 3.3.1 et si ug,r,y sont
L-périodiques, alors u est L-périodique.

Preuve. On pose : @(t, x) := u(t, =+ L). En utilisant le fait que r(z), vy(z)
et ugp(z) sont L-périodiques, on a

w(t,x + L) = Au(t,x + L) +r(z + L)u(t,v + L) — y(z + L)u*(t,z + L),

= Au(t,x + L) +r(z)u(t,z + L) — y(x)u*(t,z + L),

et
u(0,2 4+ L) = up(x + L) = up(z).
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En utilisant I'unicité de la solution, on obtient u(t,x) = a(t, ) c’est-a-dire

u(t,z + L) = u(t,z).

Le Lemme 3.3.2 implique que
u € C([0,00); LF(R™)) N L}

loc

((0, 00); Hy (R™)),

car {) étant borné, on a

/ 02 < 00, |a] < 1,Vu € HL (R"),
Q

loc loc(Rn)'
Dans cette étape il reste & montrer que u est en fait dans L*((0,7); Htil (R™)).

On multiplie la premieére équation du probleme (P;) par u, et on intégre par
parties sur (¢,7) X 2, ou € est un nombre strictement positif, on obtient
I’égalité d’énergie suivante :

et donc L(R") C Li,.(R") et H}(R") C H,

1 T T
e+ [ Vel + [ [ s@piasi -
g 2 1 2
/ /Qr(x)u dsdx + §||u(.,€)||L2(Q).

Les fonctions u et r étant bornées, on a :

T
1
/ /r(x)qusdw <Cet §Hu(.,5)|\%2(9) < C.
€ Q

Par ailleurs,

1 9 T 3

§||u(t)||L2(Q) >0 et /5 /Qvu dsdxz > 0,
il s’ensuit que

T
[ 19l <

C étant une constante indépendante de £, d’ott u € L*((0,T); H;(R”))

Deuxieme étape.
On considere maintenant le cas ot r est dans L;°(R").
On commence par énoncer un principe de comparaison :
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Lemme 3.3.3. Soient ry,ry deux potentiels L-périodiques et qui sont dans
CH(R™) N L=(R™), tels que ro < ry sur R™. Alors, les solutions respectives uy
de (P.,) et us de (P,,) avec la méme condition initiale ug(x) > 0 sont telles
que 0 < ug < uy sur (0,7) x R™.

Preuve. On pose w = uy — usg, alors
Aw —wy + (r1 — y(uy + ug))w + (ry — ro)u? = 0.
Grace & nos hypotheses, on remarque que (r; —ro)u® > 0. Ceci implique que
Aw — w; + (11 — y(ug + ug))w < 0.

Grace au fait que r; — y(u; + uz) est bornée et w(0,.) = 0, le principe du
maximum faible (voir par exemple [33]) donne que w > 0.
O

Soit 7, une suite de potentiels réguliers, décroissante et qui converge p.p.
vers r (voir par exemple [62] p :23). D’apres le Lemme 3.3.3, les uy, solutions
des problemes (P,,) (avec la méme condition initiale ug) sont positives ou
nulles, L-périodiques, et forment une suite décroissante ; on déduit que cette
suite uy converge vers une fonction u, avec u € L*((0,7) x R") (et 0 < u <
up <uyp < M sur (0,7) x R"™).
Par conséquent, la suite uy est aussi convergente au sens des distributions et
u satisfait la premiere équation du probleme (P,).

On va maintenant montrer que cette limite u appartient a
C([0,T); LF(R")) N L*((0, T); Hy (R")).
Pour cela il suffit de montrer que uy est une suite de Cauchy dans cet espace.
En faisant la différence entre la premiere équation du probleme (F,,) et la

premiere équation du probleme (P, ), en multipliant cette différence par
(ur — uy) et en intégrant par parties sur (0,¢) x €2, on obtient

1 t
Sllun(®) — w(®)l[z2@) + /0 IV (ur = w)|[220)ds =

—/Ot/ﬂy((uk)Q ~ (w)?) (g, — wi)dsdar + /Ot/grk(uk — w)dsda
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t
+/ /(rk —r)wdsdz.
0o Ja

Comme la suite u; converge en décroissant vers u € L(R") et qu’elle est
formée de termes positifs ou nuls, elle converge aussi dans L'(R"). La suite
uy, est donc une suite de Cauchy dans L'(R™). Ainsi on a :

= [t = o~ s <

[l oo (koo + [l ook = wll L 0.1y <0,

< 2H’YHooM2Huk - ulHLl((O,T)xQ)>

qui tend vers 0 lorsque k et [ tendent vers I'infini.
La suite r; étant également uniformément bornée, on a

t
/ / (e — w)dsdr < Cflug, — w1 0,1)x9),
0 Jo

et donc tend vers 0 lorsque k et [ tendent vers I'infini.
Enfin, par construction, la suite 7 tend vers  dans L'(R"), donc est une
suite de Cauchy dans L'(R"), alors

t
‘/ /(Tk—rl)uldsdx < Cllrk = il (@),
0 Ja

tend vers 0.

On déduit que uy est une suite de Cauchy dans V', et ainsi elle converge dans
cet espace.

Finalement, en utilisant cette convergence dans la formulation faible de notre
probléme, on déduit que u(0,x) = ug(x), avec comme conséquence que u est
dans V', et la solution de (P,). De plus, u € L>((0,T) x R").

Remarque 3.3.4. De la preuwve du Théoréme (3.2.1) on déduit que :

0 < u < M([|r]se, [[7]loc, 1o |o)-

Troisieme étape (Unicité).
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On considere uy, uy dans V' solutions du probleme (P,). On a
(g — uy)y — Alug — uy) — r(ug — uy) +v((uz)* — (u1)?) = 0.

En multipliant cette équation par (u; — ug) et en intégrant par parties, on
obtient

1d
5 dtHUz u||720) + 11V (U2 — u)|[Z2(q) =

/QT(“2 —w)*dz — /Qv((uQ)2 — (w)?)(up — uy)d,

alors .
1
Iz — ur)(t)|[720) + / IV (1 — 1) [ 720 ds
/ / r—y(uy + uz))(ug — uq) dxds<0/ g — uy|[32 @ds,
avec C' = ||r(x) — v(z)(u1 + u2)||co-

En posant : v(t) := ||(u; — u2)(t)||%2(9), on obtient

0<wo(t) <2C /Otv(s)ds.

Le Lemme de Gronwall, implique que : v = 0, ce qui donne u; = u,.
O
L’étude du probleme inverse nous amene a établir des estimations uni-
formes de la solution. Comme r(z) est seulement dans Lg°(R"), la solution
u du probléme (P,) ne sera pas de classe C'*((0,T) x R™). Par conséquent,
on ne peut pas utiliser le principe du maximum classique. On va établir un
principe du maximum pour ce probleme qui exige moins de régularité de la
solution.

Théoréme 3.3.5. On suppose que la condition initiale du systéme (P,) est
dans Hf(R”)ﬂL;’O(R”), alors la solution u élément de V' est telle que :uy € V.

De plus, si ug(x) € WﬁQ’OO(R”), alors uy € Ly°((0,T) x R™) et on a

[lutlloo < C(lJuol w2 [|7loos [17]]o0)- (3.3)
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Preuve. Les résultats classiques de la régularité de I’équation de la chaleur
donnent (voir [33], Théoreme 5 Section 1 Chapitre 7)

u € Hy*((0,T) x R™).

Remarque 3.3.6. Le résultat énoncé dans [33], concerne un probléme parabolique
avec conditions de Dirichlet. Cependant, notre probleme étant périodique, on
travaille en fait sur le tore donc dans un domaine sans bord. On se ramene
ainsi a la réqularité intérieure du probleme de Dirichlet.

Alors, u; vérifie également ’équation suivante :
(ug) — Auy = (r — 2yu)uy = fi,
avec second membre f; € LQ((O,T);LE(R")), le coefficient de r — 2vu €
L°(R") et la condition initiale :
uy (0, ) = Aug(x) — rug(x) + yug (),

appartient a L7(R").
Gréce au Théoreme 5 chapitre 7 dans Evans ([33]), on obtient que

u; € L*((0,T); Hy (R™)) et uy € L*((0,T); H; '(R")). (3.4)

On termine la preuve en utilisant le Théoreme 1 Chapitre 18 de Lions-
Magenes [29], qui donne que u, € C([0,T]; L;(R")), et donc u, € V.
Si ugp(z) € Wf’w(R”), alors u,(0,z) € L°(R") et le Théoreme 7.1 chapitre 3
dans [54] donne
up € L*((0,T) x R™).
U

Proposition 3.3.1. On suppose que ug(x) > ro > 0, p.p. sur R™. Alors il
eziste une constante K > 0 telle que

u>ree 5T >0, p.p. sur (0,T) x R".

Preuve. Soit K > 0 une constante donnée et soit w := e®‘u. Comme u

est bornée sur [0, 7] x Q, w l'est également et w > 0 p.p. Alors,

u — Au—ru+yu? = e Ky, — Ke Xt — e B Aw — re Klw + ve 2Ky,
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wy — Aw = (K +r — yu)w,
w(0, ) = up(z).
On sait que u € L>(0,T; L°(R")), et que 7,y sont dans L;°(R"). Alors pour
K assez grand, on a K +r —~yu > 0.
En utilisant la représentation du noyau de Green pour l’équation de la
chaleur,

G(t.2) = gy oxp(— ol ()

ou H(t) est la fonction de Heaviside, on a

w(t,z) = . G(t,z — y)uo(y)dy

+ /Ot ) Gt —s,x—y) (K +r(y) —v(w)u(s,y))w(s,y)dyds

> / G(t,x — y)uo(y)dy > 7“o/ G(t,x —y)dy = ro > 0.

n

Ainsi,
KT

u > roe_Kt >ree 0 > 0.

3.4 Inégalité de Carleman

La preuve du Théoreme 3.2.3 consiste a établir une inégalité de Carle-
man pour 'opérateur parabolique avec coefficients et condition initiale L-
périodiques :

Lz=2—Az=f(r,2) dans @, avec f(w, z2)=r(x)z—~(x)2"

Le point clef de cette inégalité de Carleman est le choix d'une fonction poids
spécifique qui est adaptée a notre probleme. Ceci nous amene a simplifier
la preuve du Théoreme 3.2.2 en comparaison avec celle de [17] (voir preuve
du Lemme 3.2). De plus, contrairement a [17] on pourra choisir un ouvert
d’observation w arbitraire.

On va donner une preuve de I'inégalité (3.2). L'inégalité (3.1) se déduit di-
rectement de cette preuve. Pour pouvoir établir cette inégalité de Carleman,
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on construit une fonction poids ¢ qui vérifie certaines conditions grace a la
proposition suivante.

Proposition 3.4.1. Soit w € 2 un ouvert non vide. Alors il existe une
fonction ¢ € C°(R"), telle que ¢ > 0, V¢<x>|(ﬁ/w> £ 0.

Preuve. Comme indiqué dans l'introduction, la fonction v donnée dans
[17] exige beaucoup de contraintes sur ’ouvert d’observation w. Il est possible
d’adapter la preuve de Fursikov et Imanuvilov (voir Lemme 1.2 Chapitre 1
[44]), cependant cette approche est assez technique et utilise les fonctions de
Morse.

Dans ce mémoire, on donne une preuve plus simple, sans les contraintes
introduites dans [17] et sans utiliser les fonctions de Morse. On va détailler
en séparant en deux cas :

Cas n=1.

2rx
On pose n(z) = 2 + sin % On remarque que 7'(x) s’annule en 1 et

T Soit Z1,Z9 € w. Sans restreindre la généralité, on peut supposer que

0< 1 <y <L.
On considere S : [0, L] — [0, L] un difféomorphisme de classe C* tel que :
L 3L

A

S(z) = z au voisinage de 0 et de L avec : S(&1) = T S(z9) = R On pose

Y(x) = n(S(z)) sur [0, L], et ¢ L-périodique. On obtient |1’ (z)| > 0 sur Q\w.
On donne un exemple de difféomorphisme :

Casn > 1.
Soit w C  un ouvert non vide. Il existe

H(ak,bk) Cw, ap < bk, Vk’, 1<k <n.

k=1

Soit S : [0, L] — [0, Lg] le difféomorphisme défini comme dans le cas n = 1,
L 3L

avec Sy (L) = Zk et Sp(27) = Tk ap < ik < 22 <bp, 1 <k<n.

On pose

o) = [ [ me(Sela)),
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2
ou Ng(xg) = 2 4+ sin Uy

Ly,
Alors,

V| > 0 sur Q\w.

Maintenant, on démontre le Théoreme 3.2.2.

Preuve. Une grande partie de la démonstration est classique, cependant,
pour des raisons de meilleure compréhension de la démarche, on va la détailler.
On introduit les fonctions poids suivantes :

e () M 2MYlloo 25

tr)=——, alt,x) = —————— .
ol A > 0; on remarque que a < 0.
On établit une inégalité de Carleman en considérant le fait que la fonction
poids 1 est L-périodique. On pose w = e**z (z est la solution du probleme
(P)) et soit wy un ouvert tel que wy C w et [Vih| > 0 sur Q\wy.
On va d’abord établir une inégalité de Carleman pour w, avec 'ouvert wy.
On a

Kiw+ Kow = f, sur Q,

avec
Kiw = —Aw — s°2?0?| V2w — saw, (3.6)
Kow = w; + 25 \pVh.Vw + 25X pw|V|?, (3.7)
et
fo = fe¥* — sApwAi) + s\ ow| V|2, (3.8)
Alors
1fsl12200) = 1K w7210y + 1 K2w]| 72y + 2(K1w, Kow) p2(q).- (3.9)

On estime le terme (K w, Kow)r2(gy que l'on écrit de la maniere suivante :
(Klw, KQUJ)LQ(Q) == Al -+ A2 —+ Ag, (310)

ou
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A== [ (Bws 2020w+ sagw) (w4 2300l VU dod,
Q

Ay = —/Q <52A2¢2|V1p|2w + soztw) (25/\g0V1p.Vw> dxdt,

Ay = — /Q (Aw) (25)«,0V1/1.Vw) dadt.

On commence par étudier le terme A;.

2)\2 2
A= [ {Fuu = S5 @A - ) + 25V VP
Q

+25 2w Vw. V(| Vip[?) =25 M3 w? | Vi [* — 252 2 paw?| Vi |2 }d:cdt. (3.11)

Par intégration par parties par rapport a t on obtient

s2\? 2 2y 2 S 2 2 2 2
A= {Vw.th— 5 (| VY |*)pw” — Eattw + 25\ VY |7 V|
Q

+25 2w Vw.V (p|Vip[?) — 25 M p*w? | Vi [* — 252 2o w? | Vi |2 }dazdt. (3.12)

On remarque que le premier terme de (3.12) : / Vw.Vwdxdt s’annule. En

Q
effet, on a

1 7o )
Vw.Vwdzdt = - —(|Vw|*)dzdt = 0

Grace a la L-périodicité de w, ¢ et ¥ et le fait que w(0,.) = w(T,.) = 0,
I'intégration par parties donne

82/\2 2 2 2 s 2 2 2 2
A= { 5 (07| VY[)w™ — §attw + 25XV |* [V
Q

+25A 2wV w.V(o| Vi |*) — 28° M p3w? | Vap|* — 2s2>\2g0atw2]V1/1|2}da:dt.
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De la méme maniere, les intégrations par parties et les hypotheses de L-
périodicité sur la fonction poids donnent

Ay = | {333A4<,03yw|4w2 + $3N3 RV (\vww)
+s2Aw?V (wn(W)) }dxdt.

Ay = |, {23A2¢<<V¢.Vw>2 +2sAg (vw.(vw).vw))
s\ |V Vw]? — s)\g0|Vw|2Aw}dwdt.

(Ko, Ksw)gzoy = s N [0 u? + sA2] V2| Vu?
+25A\20(Vep.Vw)? }dadt + X,

(3.13)
ou X est égale :

Xy = fQ {822)\2 (@* V) w? — %atth — 28°N2paw? |V |2
+5NGPY (|VUEVE) + AV (pa(V9) )
+2s)\go<Vw.(VV1/z).Vw>> - s/\g0|Vw|2Aw}dxdt. (3.14)

On a :
e < Cp?, || < Cg?, law| < OF°, (3.15)
[(?[VY)e] < ON?, [sau| < Cs¢®, [V (0, V)| < CAP, (3.16)

|sA2wVw. V(| Vi|?)] < ClsA>ow|Vw|| < 2C(sA°pw?® 4+ sAp|Vw|?), (3.17)
ou C' est une constante indépendante de A > 0 et s > 0.
En utilisant les estimations (3.15), (3.16) et (3.17), on obtient que :
| X;| < C’/{(s3)\3cp3 + sA)w? + sAp|Vw|*}dzdt, pour s > 1,\ > 1.
Q
(3.18)
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Maintenant on remplace (3.13) dans (3.9), on obtient

HfSH%?(Q) = I\Klwlliz@) + ||K2w||%2(Q) + 2fQ{53)\4903|V¢’4w2
+5X2p| VU 2[Vw|? + 25A20(Vep.Vw)? b dxdt + 2X;.
(3.19)

En utilisant (3.8), on a :
||f8||%2(Q) < 3(||fesa||%2(Q)+||8/\SOWA¢||%2(Q)+||3)‘290w|v¢|2||2L2(Q))' (3.20)

Les termes ||sA\pwAd| |%2(Q), ||8)\2g0w|vw|2||2L2(Q) et X peuvent étre absorbés
pour s grand par

/53A4g03w2da:dt et /s)\2g0|Vw\2d:cdt.
Q Q

D’apres la proposition 3.4.1 on sait que |V#| > 0 sur le compact Q\wp et
qu’elle est continue, il existe & tel que 0 < § < |[Vy|*, 2 € Q\wy et

—C SN p3widrdt + 62 / SN 3w dadt

(0,T) xwo (0,7)x (2\wo)

< / P3|V [fwPdadt, (3.21)
Q

—C/ sA2o| Vw2 dxdt + (5/ s\2o|Vw|*dzdt
(0,T) xwo (0,7)x (2\wo)

< / sA2 | Ve |2 Vw|*dadt. (3.22)
Q

On remarque que
25\ (V). Vw)? > 0 dans Q. (3.23)

On obtient de (3.19), (3.20), (3.21), (3.22) et (3.23) que

K w|[72) + ||K2w\|%z(Q) + 2/{53)\4<p3w2 + s\2p|Vw|* }dadt + 2X,
Q

< C(/ 53)\4<p3w2da:dt+/ sA\2 | Vw|*dxdt
(0,T)Xwo (0,T)xwo
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+|’f€sa||%2(Q) + ||3)\SOUJA1/J||?;2(Q) + HS)\QSDWWMQH%?(Q))-

]|K1w|]i2(Q) + ||K2w||%2(Q) + / (83X Pw? + sA%p|Vw|?)dadt
Q

< C(/ (s’ w? + s 0| Vw|?)dedt + || fe** |72 (o)) (3.24)
(0,7)xwo
Il reste a estimer les termes w; et Aw. On utilise les relations suivantes :
Aw = —Kjw + s 2% V|2 w + saw,
w; = Kow — 25ApVp.Vw — 25 \2pw| V.

Alors

1 1
||_Aw||%2(Q) + ||—wt||%2(Q) < C(HKlw”%Q(Q) + ||K27~U||%2(Q)

/5P /5P
+ / {(s* A% 4 50° 4+ sA*p)w? + s 2| Vw|* tdadt),
Q
et de (3.24), on a
1 1
/ (— |w,|* + —|Aw|?)dzdt <
Q S¥ S
C(/ f2623°‘dxdt+/ {3\ P w? 4+ s\ | Vw|* Ydrdt).
Q (O,T)Xwo

Pour obtenir I'inégalité de Carleman (3.1) avec z, on utilise le fait que w =
e’z dans Q. Alors on a

IVw| = [sAp|V|e**z + e*¥|Vz|| < C(sAp|z| + |Vz])e*, (3.25)

et
|Aw| = ‘sesaz (sA2Q2| V2 + A2p| Vi + ApAd)

+25 | Vpe®® |V z| + esaAz]‘

< C(s2X20% 2| + s\ 20| V2| + |Az|)e™™. (3.26)
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On déduit de (3.25) et (3.26) que

1
/ (5 <|Zt|2 + |Az|2) + s\%p|Vz|? + 83/\4cp3z2) ey dt
Q

< C(/ fre***dxdt + / (83N 2% 4 sA 2|V 2|?)e**dxdt).
Q (O,T)XUJO

Finalement, il nous reste a éliminer le terme
/ s\2p|Vz|?e***dxdt.
(O,T)XOJO

On se donne p tel que p € C°(w), plu, = 1,0 < p < 1. En multipliant
2 — Az — f = 0 par spzpe®® et en intégrant en x et ¢ sur (0,7) X w, et enfin
en intégrant par parties on obtient

/ sA2p|Vz|?e***dxdt < / s\2pp|Vz|*e** dxdt
(O,T)XUJO

(0,7)xw

1
:/ eraatsz)\zgoszdxdt—i-—/ ¥ s 2o p2Pdadt
(0,T) xw 2 Jor)xw

-2 / e? 2\ pp? V).V zdxdt + / e?** s\ p? 2.V zdxdt
(0,7)xw (0

T Xw

—/ e** 502V p.V zdxdt + / f2e* 2 2 ppdadt.
(0,7)xw (0,7 xw
Grace a la propriété (3.15) les termes :

/ e*%0 s* N2pp2*dadt et / e*%s\2p, p2Pdadt
(0,7)xw (0,T)xw

sont majorés par / A3 e dadt.
(0,T)xw
L’inégalité de Young suivante :

2N ?2|Vz| < esA | Vz|? + O(e)s* A%,
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permet de majorer les termes : / e**s* X3 pp? 2 V).V zddt,
(0,T)xw

/ e*** N2 502V p.Vzdxdt et / f2e***2\*ppdxdt par :
(0,7)xw

(0,7)xw

3601/ sA2p|Vz|?e***dxdt + 02(€>/ s* A e dadt
(0,T)xw

(0,T)xw

ou C est une constante qui majore Vi, p, |Vp|, Cy est une constante.
En choisissant ¢ suffisamment petit, on obtient :

/ sA2p|Vz|2e***dxdt < C (/ s AP e dwdt +/ f2€2$adxdt) :
(D,T)XWQ (07T)><w Q

Alors, pour s > 0 assez grand, on a

1
/ (5 <|Zt|2 + |Az[?) + s | Vz|* + 83)\4g03z2> e25% dr dt
Q

<C (/ fre***dadt —i—/ 33)\490322623adxdt> .
Q (0,7) xw

Ceci complete la preuve du Théoreme 3.2.2.

O
3.5 Inégalité de stabilité
3.5.1 Preuve du Théoreme 3.2.3 :
t t
Soit tg,t1, tels que 0 < tg < t; < T et posons 0 = 1+ 9 Pour tout

t,t' € R, avec t' > t, on note par Q% := (t,t') x Q.

Remarque 3.5.1. L’inégalité de Carleman (3.1) reste vraie si on remplace
dans les fonctions poids, t(T —t) par (t —to)(t1 —t), et que l'on intégre sur
o

On rappelle que si z(t, z) = e**u(t, x), alors

K1z = —Az — X203 V|22 — sz,
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Koz = 2z + 25X V. Vz + 25 202 Vip|2.

Dans la suite, on pose v(t,z) = u(t,x) — a(t,z), q(z) = r(x) — 7(z) et
a(x) = u(f,z) — u(f,z). On remarque que v satisfait le systeme :

vy = Av+puww+ag—yv(u+a),z € R"t>0

v, ) = a(zx),reR

v L-périodique.

Soit y(t,z) = vi(t,x). Grace au Théoreme 3.3.5, y est un élément de V. La
fonction y est solution du systeme suivant :

Yt = Ay+ (p—y(u+a)y + qie — yo(ue + @),
y(0,7) = Aa+pa+a®,r)g—vya(ul®, )+ a0, r)),
y L-périodique.

Posons 0
w(t,z) = e*y(t,x) et I := / / Kywwdzdt.
to JQ

Remarque 3.5.2. Grace au fait que w € H"*((e,T) x Q) (voir [62] Lemme
1.1.1. Chap. 1), Kow appartient a L*((e,T) x §2).

Lemme 3.5.3. Il existe \g, So positifs et une constante C' telle que pour tous
A >N et s> sy, siu (resp. u) est la solution du probléme (P,.) (resp. (Pr)),
on a :

t1
11| < 0[53/2)\2/ /623a<p3y2dxdt+s_3/2)\_2/ e P uldxdt
to w

t1
to

IO / ey (0, 7)[2da]. (3.27)
Q

Preuve. L’inégalité de Cauchy-Schwarz implique que

[ (4
1] < 573207 / / (Kow)?dzdt)? (s> A1 / / ey2dxdt) . (3.28)
to Q to Q

La fonction ¢ étant continue, périodique et positive, il existe une constante
C, > 0 positive telle que : ¢* > roh > (. En utilisant 'inégalité de Young on

1
obtient :

s\ 3\4 2sa, 3.2
7] < T<||K2w||L2(Q%) LSO [ ey dxdt). (3.29)

t1
Q
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On utilise dorénavant la notation générique C' pour toute constante positive
qui va suivre.

En utilisant 'inégalité de Carleman (3.2), établie pour des fonctions périodiques,
on remarque qu’il existe une constante C' > 0 telle que pour A, s assez grands,
on a

t1
||K2w||i2(Q§1) + 53\ /t e? Py drdt < 0[33)\4/ /628a<p3y2dxdt
0 0 w

1
to

—l—/ > (r — y(u+ @)y + ¢*a; + 70 (ug + &t)ﬂ dxdt. (3.30)
Q)
Comme u, u,r et v sont bornés, on a
/ e**(r — y(u + 1)) *y*dzdt < C e? Py drdt. (3.31)
Qi) Qi

Pour majorer le terme / e**2v?(uy + 1y )*dxdt, on applique un principe
31
t

0
du maximum adapté a des fonctions qui ne sont pas suffisamment régulieres
(voir Théoreme 3.2.2) pour wu; et @, et 'identité suivante :

e**u(t,x) = e**(v(0, x) —/t vy (7, 2)dT).

2sa(t,x)

Maintenant, on observe que e est croissante sur (¢,60) et décroissante

sur (tg,0). Ceci implique que

/t 52y (t, x)2dadt < 2[(t — to) / > Dy(0, x)’dx
Qi @

ty — to)?
+g / e250t2) (¢, 2)2dzdt].
2 on

to
De plus, en utilisant le fait que r,~, u; et @; sont bornées on obtient

t1
to Q

/ 20 (uy + i) *drdt < C< / ey (8, x)*dx
Q

+ / eset@)y, (¢, x)Qdmdt) : (3.32)
Qt
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En utilisant (3.30), (3.31), (3.32) et le fait que y = v, on déduit :

t1
|| < 0[33/2)\2/ /e25ag03y2dxdt+s_3/2)\_2/ X Puldxdt
to Jw Qié
—1—53/2)\2/ 252029, )2 dx).
Q
U

Lemme 3.5.4. Il existe Ao, sq positifs, et une constante C' telle que YA >
Ao, Vs > 59 on a:

t1
/e25a(0’z)(qﬂ(0,x))2dx < 0[33/2)\2/ /e2sag03y2dxdt
Q to w

Lg3/2)\ 2 /Qt1 e udzdt + Ol|v(6, $)||§{2(Q)} :

to

Preuve. On a
y(0,2) = vi(0, 2) = Av(0, ) + r(@)o(6, 2) + @(0, 2) f(z) — A(2)(0, 2)(u + @),
Comme 7,7, u et u sont bornés on a

0GP < OO y(0,2)° + (Av(0,2)) + (00,2 (3.33)

Pour majorer le terme / eQSa(e’x)y(Q, x)*dx, on procede comme suit : en util-

Q
isant une intégration par parties sur €2, on a

1
I= —/ (w?)dxdt — s\ V. (Vi) )widzdt + 23)\2/ ©| VY [Pwdxdt,
2 Ja, Q Q

et en utilisant le fait que w(ty, x) =0 et Vo = ApV), on a
1

—/w(@,.)2 :I—s>\2/ @\V¢|2w2dxdt—|—s>\/ e Apw?drdt.
2Ja 2, @,
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Maintenant, pour A > 1 et w = e**y, on a

/Qezso‘(a’x)y(ﬁ,x)de < 21|+ Cs\? /QB e**py*dadt.
to

En utilisant le fait que ¢ <

(t1 —to)
16

4
¢” et I'inégalité de Carleman (3.1) du

Théoreme 3.2.2, on déduit qu’il existe une constante C' > 0 telle que

SA\? /
Q

+572NT? /Qt1 > (r — y(u + 0))*y* + ¢*u; + 720 (ug + ﬁt)Q] dxdt.
to

t1
e*Yoytdrdt < C[)\Qs/ / e** o3y  dadt
to w

0
to

Comme dans la preuve du Lemme 3.5.3 (voir équation (3.31)), I'application
t1 + 1o

t — a(t, ) atteint son maximum en = 6, alors pour s assez grand,

SA\? /
Q

+32/\2/ e* a7 + 7% (ug + ilt)2dxdt} : (3.34)
Qi

2
t1
e oytdrdt < C[)\Qs/ / e** o3y dadt
to w

0
to

Les inégalités (3.27) et (3.34) donnent

t1
/€2$a(9,m)y<07x)2dm < 0[53/2)\2/ /6250g03y2d13dt
Q to w
+3_3/2/\_2/t eQSQQQQfdmdt—i—s_?’/Q)\_Q/ e*** (0, z)%dx|.
Q! 0

Finalement on remplace cette derniére inégalité dans (3.33) ce qui donne le
lemme. O

Fin de la preuve du Théoreme 3.2.3. On utilise le principe du maximum
pour u; (voir Théoreme 3.3.5), pour obtenir

33/2>\2/t e Puldrdt < 053/2)\2/ e dudt.
Ql

131
to Qio



3.5. INEGALITE DE STABILITE
Maintenant, grace au Lemme 3.5.4, on déduit que

/ 62sa(9’x)q2(I)(1~L(9, ZB)2 o 8—3/2>\—20)d$ <
Q

31
0[53/2)\2/ /625a¢3y2d$dt+Hv(f),-)H?{z(Q)]- (3.35)
to w

M

En utilisant la Proposition 3.3.1, on remarque que @ > e MTry > 0.

Donc @*(0,z) > e *MTr2 > 0 et

—2Mt, .2

a*(0, ) — > e Mg — >ry >0,

$3/2)\2 $3/2)\2 =

pour r; > 0 et s assez grand.
Par conséquent (3.35) devient

C "
/§l€25a(97a;)q2(m)dw < T_1<S3/2)\2/ /625aw3y2dwdt + ||U(€, )||%_12(Q))
to w

(3.36)
En écrivant v = u — @ et ¢ = r — 7 dans (3.36), et en utilisant le fait que
20 > 0> 0, et 0 < ¥ < C, ol s, A sont fixés, on a

[l = 7llz2@) < Cllu = @l g1t 05220 + [1(w = @)(0, )| 520))-

Ceci termine la preuve du Théoreme 3.2.3.
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Chapitre 4

Détermination d’un coefficient
via les vitesses asymptotiques
de propagation

4.1 Introduction

Dans ce travail on établit un résultat d’unicité de la partie linéaire
Ouf(x,0) du terme de réaction f(z,u) dans le probleme de réaction-diffusion
suivant :

Ou — DOpu = f(x,u), t >0, x € R,
(P)
u(0,z) = up(x) >0, z € R.

Une des caractéristiques importantes de ce systeme est qu’il est posé sur R
tout entier et non sur un domaine borné et les hypotheses que 1’'on va imposer
ne permettent pas de ramener son étude sur un domaine borné.

Ce travail a fait ’objet d’une publication dans la revue Inverse Problems
[22].

Cette équation peut étre interprétée comme décrivant I’évolution spatio-
temporelle de la concentration d’individus u(¢,z) dans un environnement
hétérogene [5, 75].

D’apres Kolmogorov, Petrovsky et Piskunov, le comportement de la so-
lution u(t, x) du probléme (P) dépend principalement du terme de réaction
f(z,u) que 'on va supposer de type KPP (voir définition ci-dessous) plus
précisément, de sa linéarisée autour de ’état d’équilibre 0 (voir par exemple
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8, 15]).

En dynamique des populations, ce terme représente le taux de croissance
intrinseque de la population. La persistance ou l’extinction de la population
ne dépendent que de 9,f(x,0) [5, 8, 9, 36, 40]. Dans la pratique, ce terme
est souvent inconnu ou partiellement connu car les problemes se posent sou-
vent sur des phénomenes décrivant 1’évolution d’une population dans des
environnements nouveaux pour celle-ci.

Dans ce travail, on suppose D > 0 et que z — f(x,u) est 1—périodique
par rapport a x, ce qui signifie :

Ve e R,Vs € R, f(x,s) = f(z+1,s). (4.1)

La reconstruction des coefficients des équations paraboliques est un probleme
largement étudié, et plusieurs résultats ont été obtenus dans le cas des opéra-
teurs paraboliques définis sur un ouvert borné (voir entre autres [18, 30, 31,
45, 57, 60]). Toutefois, dans le cas considéré ici, ¢’est a dire un probléme posé
dans R, il existe tres peu de travaux.

Dans le cas des domaines bornés, plusieurs types d’observations peuvent
étre utilisés pour la détermination d’un coefficient ; par exemple 1’observation
de la solution sur le bord du domaine ou bien sur un ouvert. Plusieurs tech-
niques sont utilisées, en particulier de nombreux résultats sont basés sur une
méthode impliquant des inégalités de Carleman, qui a été introduite dans
l'article de Bukhgeim et Klibanov [12]. Cette méthode utilise, en plus de
I'observation localisée de la solution u (¢, x) du probléeme considéré, une autre
observation de la solution sur la totalité du domaine d’étude, a un temps
fixé. On peut citer [45] dans le cas linéaire et [23, 25, 27, 69] dans le cas non
linéaire. Plus récemment, des méthodes basées sur le principe du maximum
et le Lemme de Hopf ont permis d’obtenir des résultats d’unicité en utilisant
uniquement des observations ponctuelles mais dans le cas de la dimension 1
21, 24, 26].

Le probleme direct associé au systeme (P) a été largement étudié ré-
cemment (voir par exemple [5, 6, 7, 8, 10, 73, 74]). Le travail [7] est consacré
aux phénomenes de propagation non linéaires périodiques, pour des équations
de réaction-diffusion de type KPP. Dans [10], les auteurs établissent des pro-
priétés de propagation pour des solutions d’équations de la forme

0w — a(x)Opzu — q(x)0pu = f(z,u).

Le point commun entre ces travaux concerne 1’étude de la vitesse de propa-
gation et le comportement asymptotique des solutions.
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Dans notre probleme, la condition initiale ug(z) n’est pas périodique, et
donc la solution u(t, z) est non périodique. Dans ce contexte, nous utilisons un
nouveau type d’observations, qui sont basées sur les propriétés de propagation
des solutions du probleme de Cauchy (P).

Avant d’aller plus loin, nous rappelons les hypotheses classiques énoncées
par Kolmogorov, Petrovsky et Piskunov que doit vérifier la fonction f (voir
la figure 4.1) et notées dorénavant KPP (voir [52]) :

Ve eR, f(z,0) =0,

M > 0, tel que pour s > M, et Vx € R, f(z,s) <0, (4.2)
xz,8 , .
Vr e R, s— M est décroissante pour s > 0.
S
4
4
,
4
4
4
4
4
4
Vamn 4
/] ’
N’ 14
G ’

S

FIGURE 4.1 — Une fonction du type KPP : f(s) = s(1 — s)

Sous ces hypotheses, la 1—périodicité (4.1), et en supposant que ’état sta-
tionnaire 0 est instable (voir la proposition 4.2.1), il est connu que la solution
du probléme de Cauchy (P), avec une condition initiale & support compact ou
de type Heaviside, se propage (vers la droite) avec une vitesse asymptotique
de propagation finie w* [36] que 'on peut définir de la maniére suivante :

o1
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lim u(t,z+ct) =0, Ve > w",x € R,
t——+o0 (43)

liminfu(t,z +ct) >0, V0O <c<w',z€R.

t——+00

Cela signifie qu'un observateur se déplacant vers la droite avec une vitesse ¢
plus grande que w* verra la solution tendre vers 0, alors que s’il se déplace
a une vitesse inférieure a w”, il verra la solution rester supérieure a une cer-
taine constante positive. L’existence de cette vitesse asymptotique de prop-
agation constante, ainsi que l'existence des solutions front d’ondes qui se
propagent avec une vitesse constante ¢ > w* [5, 9, 73], sont les princi-
pales caractéristiques qui ont contribué au développement du domaine de
la réaction-diffusion en sciences appliquées, voir les travaux de [58, 64, 70]
et ce, depuis le travail pionnier de Kolmogorov, Petrovsky et Piskunov [52].
En particulier, chaque fois que les parametres D, 0, f(x,0) et ug(z) en (P)
sont bien ajustés pour des données expérimentales, la vitesse asymptotique
de propagation w* s’accorde avec les observations.

L’objectif principal de ce travail est donc de déterminer la partie linéaire

r(z) = Ouf(z,0) (4.4)

du terme de réaction f(z,u), en utilisant les observations de la vitesse de
propagation de la solution du probleme de Cauchy (P). Pour cela, au lieu
de considérer des conditions initiales a support compact ou Heaviside, nous
considérons une famille de conditions initiales (uox)rerc(o,40), dépendants
d’un parametre A afin de ”surdéterminer” le probleme étudié. On les choisit
avec un comportement asymptotique de la forme exponentiellement décroi-
ssante en plus l'infini, et on utilise les vitesses asymptotiques de propagation
associées w, comme observations. Mais il va étre nécessaire de prouver leur
existence pour de telles conditions initiales et il va falloir les caractériser
correctement.

4.2 Hypotheses et résultats principaux

4.2.1 Hypotheses sur f

En plus des hypotheses de périodicité (4.1) et celles de type KPP (4.2) sur
f(z,u), on suppose que ce terme non linéaire est de classe C™' par rapport
a z, localement uniformément en u € R, et de classe C* par rapport & u. En
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outre, on suppose que la partie linéaire du terme de réaction, r(x) = 9, f(z,0)
est dans ’espace de fonctions My défini par :

M, = {fonction 1-périodique p € C°(R), affine sur [0,6) et sur [§,1)},
(4.5)
ou # est un nombre fixé, 0 < 6 < 1. En d’autres termes, r(x) est une fonction
affine par morceaux.

4.2.2 Etat stationnaire : existence et unicité

Sous nos hypotheses sur le terme de réaction f(x,u) et pour des conditions
initiales continues et bornées uy > 0, il est connu voir [8] que la solution
du probleme de Cauchy (P) converge quand ¢ — +oo vers une solution
stationnaire positive, qui est la solution du probleme :

—D Opup = f(x,p), z €R. (4.6)

Plus précisément, dans [8] les auteurs ont donné une condition nécessaire
et suffisante pour 'existence d’un état stationnaire p positif identiquement
non nul. Cette condition est basée sur la description de la stabilité autour
de I'état d’équilibre zéro du systeme stationnaire linéaire, c¢’est a dire, sur le
signe de la valeur propre principale de I'opérateur :

avec des hypotheses de périodicité sur ¢ (4.1). Nous rappelons qu’il existe
un unique ko € R et une unique fonction vy € C*(R) tels que

—D0ytpo — r(2)tho = ko ¢y, = € R,

1 est 1-périodique, 4.8
Yo(z) > 0,z € R, )
Yo(0) = 1.

Ce résultat peut se trouver dans [1, 38, 43| et sa preuve est basée sur le
Théoreme de Krein-Rutman.

Les résultats de [8] montrent que, sous les hypotheses précédentes sur la
fonction f, on a :

23
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Proposition 4.2.1. 1) L’équation (4.6) admet une solution p positive et
bornée si et seulement si kg < 0.

2) Si ko < 0, la solution bornée p > 0 de [’équation (4.6) est unique et
est 1-périodique en x.

8) Soit ug € C°(R) bornée et telle que ug > 0, ug Z 0. Si kg > 0, alors la
solution u(t,z) de (P) converge vers 0 uniformément en x quand t — +o0.
Si ko < 0, alors u(t,z) converge vers la solution p > 0 de l’équation (4.6)
uniformément localement en x, quand t — +oo.

Remarque 1. Le point 3) de la proposition ci-dessus montre que quelque soit
l’état initial, la vitesse asymptotique de propagation de la solution u(t,x) est
égale a 0 st ko > 0. Dans ce travail, nous avons besoin d’observer des vitesses
de propagation positives. En conséquence, nous devons supposer que ko < 0.
Une condition suffisante sur r(x) pour que ko < 0 est (voir Proposition 2.9
dans [8]) :

/1 r(z)dx >0, avecr # 0. (4.9)
0

4.2.3 Conditions initiales et vitesse asymptotique de
propagation

Dans le cas de conditions initiales de type Heaviside ou a support com-
pact, la vitesse asymptotique de propagation w™ existe, et ne dépend pas de
cette condition initiale. Elle est finie et vérifie I'énoncé (4.3).

Nous allons considérer une famille de conditions initiales (ug )y bornées
de type front satisfaisant pour « € (0,1), 29 > 0 et tout A > 0 :

g\ € C™*(R), ugr >0, lim inf ug () > 0, (4.10)

et
up () = e pour x > 2. (4.11)

On définit la vitesse asymptotique de propagation de la solution wy (¢, x)
pour le probleme de Cauchy (P) avec la condition initiale ug(z) = wug\(2)
comme un réel wy > 0 tel que :

lm uy(t,z+ct) =0, Ve > wy,x € R,
{ ‘i?*?" (4.12)
iminfuy(t,z 4+ ct) >0, V0 <c <wy,x €R.

t——+o0
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Selon la condition initiale, la vitesse asymptotique de propagation peut étre

finie ou pas [41, 63]. Dans le cas de conditions initiales de type Heaviside ou

a support compact, nous avons déja mentionné que la vitesse asymptotique

de propagation w* est finie et satisfait (4.3). On sait que cette vitesse asymp-

totique de propagation est caractérisée par la formule suivante (voir [36]) :
—k,

w" = min —-, (4.13)
n>0 7

ou k, est la valeur propre principale de I'opérateur :
L, : ¥ =Dy +2uDy — (i>Dip — r(x)1). (4.14)

ou ¥ vérifie la condition de périodicité (4.1), et r(x) = 0,f(x,0). L'exis-
tence et l'unicité de k, associée a une fonction propre strictement positive
périodique est liée aux propriétés spectrales de I'opérateur elliptique L, [61]

Le résultat suivant caractérise la vitesse asymptotique de propagation
dans le cas de conditions intitiales vérifiant les hypotheses (4.10) et (4.11).
Ce résultat est bien connu dans le cas de conditions initiales de type Heav-
iside ou a support compact. A notre connaissance, il n’est pas prouvé dans
la littérature existante pour des conditions initiales a décroissance exponen-
tielle. Dans cette proposition, nous montrons I’existence d’une vitesse asymp-
totique de propagation finie wy et nous donnons une formule pour w), avec
nos hypotheses sur les conditions initiales (ug_x)a.

Proposition 4.2.2. On suppose que f satisfait (4.1), (4.2), les hypotheéses
de régularité de la Section 4.2.1 et on suppose de plus que ko < 0 (voir
Section 4.2.2). Soit ugx satisfaisant (4.10), (4.11) et ux(t,x) la solution du
probléme (P) avec la condition initiale ug\(x). Alors, on peut associer a
ux(t, x) une vitesse asymptotique de propagation wy telle que

—k . .
w,\:TA st 0 <A< AT, (415)
wy = w* sinon,

ot ky est la valeur propre principale de 'opérateur défini par (4.14) et \* =

—ky-

)\*

Preuve. Voir la preuve de cette proposition dans la Section 4.4.

X (1) est lunique réel positif tel que w* =

25
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4.2.4 Résultat d’unicité
Nous pouvons maintenant énoncer notre principal résultat d unicité.

Théoréme 4.2.1. Soit f (resp. f) vérifiant (4.1), (4.2), les hypothéses de
régularité de la Section 4.2.1 et on suppose de plus que ko < 0 (resp. ko <0 )
et r(x) € My (resp. O,f(x,0) = 7(z) € My). Soit uy(t,z) (resp. ur(t,x)), la
solution du probléme de Cauchy (P) (resp. (P)) associée a f et ugx(z) (resp.
f et upx(x)). St on suppose que les vitesses asymptotique de propagation w)
et Wy associées a uy (resp. Uy) coincident pour un continuum de valeurs de
A, c’est-a-dire
A > 0 tel que VA e (0, )\1),’(1))\ = ’U~J,\,

alors
7(z) =r(z) out(x) =r(—x+0).

En d’autres termes, ce résultat montre que la partie linéaire r(x) = 9, f(z,0)
du terme de réaction f(x,u) du probleme (P) est uniquement déterminée (a
une symétrie pres) par la connaissance de la vitesse asymptotique de propa-
gation wy, pour A € (0, \y).

La preuve de ce théoreme est basée sur les égalités des moments d’ordre un
et deux des fonctions r(x) et 7(x) (voir le Lemme 4.3.2 et le Lemme 4.3.3).
L’égalité des moments d’ordre supérieur est plus compliquée a obtenir mais
elle nous parait étre une piste permettant d’étendre le résultat du Théoreme
4.2.1 a des familles de fonctions plus générales que celles définies par I’ensem-

ble Ml.

4.3 Preuve du Théoreme principal

Notre objectif est de reconstruire tout potentiel r(x) élément de My,
a partir d’observations de la vitesse asymptotique de propagation qui cor-
respond & une observation physique et mesurable. Soit wy(r) et wy(F) les
vitesses asymptotiques de propagation associées a r et 7 respectivement.
En utilisant les hypotheses du Théoreme 4.2.1, on a

wy(r) = wy(7) pour tout A € (0, Aq).
Alors, d’apres la Proposition 4.2.2,
kx(r) = kx(7) pour tout A € (0, min(Ay, A*(r), \*(7))).
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Lemme 4.3.1. Pour tout r € My, la fonction :X — kx(r) est analytique.

Ce résultat découle de 'analyticité des coefficients dans (4.14) et de la sim-
plicité de la valeur propre principale k) de Ly (voir [48]).
L’analyticité des fonctions A — kyx(r) et A — ky(7) (voir [61]) implique que
(H) : kx(r) = kx(7), pour tout A > 0.
On veut prouver que la propriété (H) implique que :

7(z) =r(x) ou #(x) =r(—z +0).

Pour cela, on considere r(z), 7(z) deux éléments de M c’est a dire

[ ar+b, st x€]0,0),a,beR
r(z) _{ cx+d, si x€[f1),cdéeR, (4.16)
et ~ ~
. ar+0b, si x€[0,0),a,beR
— 2 9), 650 417
"z) {6x+¢sixEWJ%adeR. (4.17)

En utilisant la continuité et I'hypothese de périodicité vérifiée par r(z), on
obtient

axr + b, pour z € [0,6),
r(z) = abl abl , (4.18)
<1—0>x+b+1—6’ si zelf,l).

On déduit du systeme (4.18) qu'il existe A, B € R tels que :
7(z) = Ar(x) + B,Vx € R. (4.19)

La preuve se fera en plusieurs parties. Dans une premiere étape on prouve le
lemme :

Lemme 4.3.2. Pour tout r,7 € My vérifiant la propriété (H), on a :

/Olr(x) dx:/olf(x) dz =T.
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Preuve. On considere le probleme :

—Dyy + 2ADY} — (N°D +r(x))ys = ka(r)¢n  dans R,

,QZ)A > Oa
¥y 1-périodique , (4.20)
PA(0) =
D’apres le Théoreme 2.1 dans [7], on a lorsque A — +o0
1
Ex(r) +M°D — —/ r(z) de, (4.21)
0
et
kx(F) + A*D — — / (4.22)

Alors, en utilisant la propriété (H), (4.21) et (4.22) on déduit le résultat du
Lemme 4.3.2 (voir le Lemme 4.5.1 pour une autre preuve de ce résultat). [

Lemme 4.3.3. Pour tout r,7 € My, vérifiant la propriété (H), on a :

/0 l(r(x) —7)2dx = /0 l(f(x) —7)2da.

Voir la preuve de ce Lemme dans la Section 4.5.

On va terminer la preuve du Théoreme 4.2.1. En utilisant (4.19) on obtient

1 1 1
/ 7 (z)dx = A2/ r?(z)dw + 2AB/ r(z)dr + B?,
0 0 0

et d’apres le Lemme 4.3.2 et le Lemme 4.3.3 on a

(1— A% /01 r?(z)dx = B((l + A) /01 r(x)dm).

Pour A # —1 on obtient

(1— A) /01 r(z)dz = B /01 r(z)dz,
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1
en utilisant le fait que B = (1 — A)/ r(xz)dx, pour A # 1, on conclut que
0

/0 2 ) = ( /0 1r(x)dx)2. (4.23)

D’apres I'inégalité de Cauchy, 1'égalité (4.23) n’est vraie que si et seulement
si r est constant. Grace a (4.19) on déduit que 7 est également constant, et
d’apres le Lemme 4.3.2 on obtient r = 7. Par symétrie, on déduit que si 7 est
constant, r est constant, et donc 7 = r.

Maintenant on considere le cas A = 1. On a alors

/01 7(z)dx = /01 r(z) de + B.

1 1
En utilisant le fait que / r(z) de = / 7(z) dz, on déduit que B = 0, et
0 0

donc
r(z) =7(z).

Finalement, si A = —1, 7(z) = —r(x) + B, alors on peut écrire
7(x) =r(—z+0).
U

Remarque 4.3.4. Dans le cas homogeéne (r =cste) le résultat d’unicité (Théo-
reme 4.2.1) est direct a l'aide d’une seule mesure car il est connu voir [2, 52]
que w* =2V r D, donc si w* =W, alorsr =T.

4.4 Preuve de la Proposition 4.2.2

Rappelons que pour le probleme de Cauchy (P) associé a des conditions
initiales a support compact ou Heaviside, nous pouvons définir une vitesse
asymptotique de propagation (voir la définition (4.3)) et que dans le cas de
conditions initiales a décroissance exponentielle du type (4.10)-(4.11) nous
avons a prouver l’existence et la caractérisation de cette vitesse. La preuve de
ce résultat est basée sur la construction de sous et sur-solution appropriées
du probleme étudié.

29
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Nous allons utiliser la notion de front d’onde pulsatoire pour 1’équation :

Oyu = DOyu + gi(x,u),

1
avec g(zr,u) = 7f(ac, lu) pour tout [ > 0. Notons que,

augl(x7 0) = auf(x7 0)

En vue de construire des sous-solution et sur-solution du probleme (P), nous
considérons le probleme suivant :

—D0papr = gi(z, 1), © €R,
p est 1-périodique, (4.24)
o > 0.

4.4.1 Construction d’une sur-solution

Soit u (¢, z) la solution de (P) associée a la condition initiale ug (z). On
va construire une sur-solution de ce probleme. Pour cela, on cherche [ tel que
la solution p;(x) de (4.24) satisfait :

min p; > sup ug . (4.25)
R R

Soit p(x) = pi(z) 'unique solution positive de
—D0ypp = f(z,p),z € R. (4.26)

D’apres la Proposition 4.2.1, p(z) est strictement positive et périodique. I
existe alors 97,05 > 0 tels que :

0 <01 < p(z) < b9 sur R. (4.27)
On rappelle que la fonction p; satisfait :
1
_Daxa:pl - if('r’ lpl) pour z € R.

Soit q(x) = Ip,(z), alors ¢ vérifie 'équation suivante :
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Par I'unicité de la solution stationnaire (Proposition 4.2.1), on déduit que

q(z) = p(),
et finalement
pir) = 27
De (4.27) on déduit :
% <pz) < % (4.28)

0
Soit [ < 1 tel que l_l > sup ugp . Ainsi on peut écrire
1 R

min p;, > sup up,». (4.29)
R R

Dans une premicre étape on considere X' € (0, \) tel que X' < A\* et on pose

/ _kk’

CcC =

o Tha
=

On considere U é} (t,z), un front d’onde pulsatoire solution du probleme :

UL = DO UY + g, (v, U, t € R,x € R,

Vz € ZNV(t,x) € Rx RULt + 2,2) = Ul (t,x — 2),

W(t,z) € R x R,0 < UL (t,2) < py, (2), (4.30)
lim UL (¢, x) — pry ()] = 0 et Lim Ul (t,x) =0,

ou les limites précédentes sont vérifiées localement en t.

L’existence de cette solution U' (¢, x) découle de [9] et son unicité (3 une
translation pres, voir figure 4.2) est prouvée dans [42].

D’apres [39], on sait que le comportement asymptotique de U cl} (t,x) est de
la forme :

UL (t, x) ~ Be @Dy (), quand © — 400, avec B > 0,t € R, (4.31)

C,

ou A est telle que

Ae = inf{\ >0 tel que k) + A’ =0}, (4.32)



62 CHAPITRE 4. PROBLEME INVERSE VIA LES VITESSES ASYMPTOTIQUES

¥y, () est la fonction propre de I'opérateur Ly, (voir (4.14)) associée a la
valeur propre principale k.

En utilisant la convexité de I'application A — —ky (voir [8]) et la définition
de \* (voir Proposition 4.2.2), I'équation k) = —A¢’ admet au moins deux
racines, A\~ < A\* < AT. En utilisant le fait que X' < \*, on obtient que
N=\" =\

1
R
= 0.5r i
S
07 I 1 !
0 5 10 15 20

FI1GURE 4.2 — Exemple de la propagation d'un front d’onde

T, 8

S

est décroissante, on a

De plus, en utilisant le fait que I; < 1 et que

flx, lys) - f(z, s)'

lis s

D’ou 1
= l—f(x,lls) > f(z,s) pour tout s > 0.
1

Finalement U (¢, ) satisfait

UYL — DO, UL = gy, (x,UL) > f(z, U}, z € R.

Ainsi U (t, x) est une sur-solution du probleme (P).

4.4.2 Comparaison des conditions initiales

Maintenant on veut prouver que

U (0,2) > ug(z), Vo € R. (4.33)



4.4. PREUVE DE LA PROPOSITION 4.2.2 63

De (4.31), on déduit
U (0,2) ~ Be ™y (z), quand z — +oc.

En utilisant le fait que 1y () est continue, 1-périodique, strictement positive
sur [0,1] et ' < A, on obtient

Be Xy () > e pour = assez grand. (4.34)
Alors, il existe M > 0 telle que pour tout x > M,
UB0,2) > e = ug (). (4.35)
De (4.29) et (4.30), on déduit qu’il existe m < 0 tel que

min U% (0, 2) > sup ug(z). (4.36)

z<m z€R
Il reste a prouver que

min U (0, z) > supug.(z).
velm,M] ¢ 0,2) 2 xE]IIg (@)
Soit
6 = min UY(0,x). 4.37
min US(0,2) (4.37
La fonction Ui} (t,x) est la solution d’un probleme parabolique & condition
initiale positive évaluée pour un temps ¢y < 0. Alors d’apres le principe du
maximum fort, U i}(O, x) > 0 et on en déduit que § > 0.
Soit L > m assez grand tel que

e~ < §, pour tout & > L.

Alors U (0,2 — L +m) vérifie (4.33). En effet :
- Sixz < L,alors x — L+ m < m. De (4.36), il s’ensuit que

UL0,2 — L +m) > supug(z).
T€R

-Size(L,L+M—m),alos m<z—L+m<M
et, d’apres (4.37),

UH0,@ = L+m) >8> e =ug(w).
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-Siz>L+M—m,alorsx—L+m>M
et d’apres (4.35),
U0, — L+m) > e Mombtm) > oAz tALmm) > 020 — 0 (),
Alors, quitte a translater Ucl}((), x) vers la droite, on peut supposer que
U0, 2) > uga(z), Vo € R.

En utilisant le fait que U% (0, 2) > ug(x) et U (t,z) est une sur-solution de
(P), et le principe du maximum, on aboutit a :

pour tout A" € (0, min(\, \*)), Ué} (t,x) > up(t,z),t >0,z € R. (4.38)

4.4.3 Construction d’une sous-solution
—]{/’)\//
)\// :

Soit A tel que 0 < A < X' < X", et ' =
choisir Iy > 1 tel que

D’apres (4.28) on peut
J
2 < liminfug ().

l2 r—r—00

On considere U% (¢, z) le front d’onde pulsatoire solution du probleme (4.30)
(avec Iy a la place de [; et ¢’ a la place de ).

En utilisant les mémes arguments que lors de la construction de la sur-
solution, et le fait que

92
maxp, < — < liminfugy(z
LaAX Pl I e 0 (),

on obtient que U Cl?, (t,x) est une sous-solution du probleme (P) satisfaisant
U(0,2) < upa(w)

(quitte a translater Ui%(O,x) vers la gauche). Un principe de comparaison
implique que

pour tout A’ € (\,\*), Uk (t,z) < ur(z), t > 0,2 € R. (4.39)

On obtient alors de (4.38) et (4.39) une sous-solution et une sur-solution du
probléeme (P), on peut écrire

UL (t,2) < ux(t,r) < Ul (t,z), pour tout t > 0,2 € R, A € (X, \").
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4.4.4 Existence de la vitesse asymptotique de propa-
gation
On complete maintenant la preuve de I'existence et de la caractérisation

de la vitesse asymptotique de propagation associée au probleme (P) avec des
conditions initiales du type (4.10)-(4.11).

- Premier cas : si A < \*, on prouve que wy = _T)\ vérifie (4.12).
1. Soit ¢ > wy = _T/\, on veut prouver que
lim wuy(t,z + ct) = 0, pour tout = € R.
t—+00
v —kx _ —ky . ,
Soit A" € (0, \) tel que —~ < v < ¢; lexistence de X vient de
la continuité de s — —.
s
On sait d’apres (4.38) que uy(t,z 4 ct) < UL (¢, x + ct), avec
kv
wy < c = X/\ c.

Grace au fait que ¢ < ¢ on obtient d’apres (4.30)

lim UY(t,z 4 ct) = 0.

t—+o00

On conclut que si ¢ > w, alors

tliin ux(t,z + ct) = 0, pour tout = € R. (4.40)
—+00

. —kx
2. Soit ¢ < wy = - On veut prouver que

lim infuy (¢, x + ct) > 0.

t——+o0

Soit A" € (A, \) tel que ¢ < _f/:\// —h

A
On sait d’apres (4.39), que U (t,z 4 ct) < uy(t,x + ct), avec

65
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En utilisant le fait que ¢ < ¢ on obtient d’apres (4.30) que

liminf U% (t,z + ct) > 0.

t——+o0

On conclut que si ¢ < wy alors

lngrinf ux(t,x + ct) > 0, pour tout = € R. (4.41)
—+o0
. : —k .
En utilisant (4.40) et (4.41) on obtient que w) = —~ est la vitesse
asymptotique de propagation de u, définie au sens de (4.12) quand
A€ (0,A7).
- Deuxiéme cas : si A > \*, on prouve que wy = w™.
1. Soit ¢ > w*, on considere ' € (0, \*) tel que
—ky
)\/

w* < = <e.

D’apres (4.38), on sait que
0 <ux(t,r) <UL (t,x), t >0,z €R.
D’apres (4.3) et en utilisant le fait que 0 < ¢ < ¢, il s’ensuit que

lim wy(t,z + ct) =0, pour tout = € R. (4.42)

t—+o0

2. Soit ¢ < w* et V(¢,x) la solution de (P) avec condition initiale a
support compact telle que 0 < V (0, z) < ug(z) pour tout € R.
Le principe de comparaison implique que

0 < V(t,z) < uy(t,x) pour tout t > 0,z € R.
Ainsi
ux(t,x +ct) > V(t,x + ct), pour tout t > 0,z € R.
D’apres (4.3), on sait que

liminf V' (t,z + ¢t) > 0, pour tout = € R.

t——+o0
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Alors

lim inf uy (¢, x 4+ c¢t) > 0, pour tout x € R.

t—4o00

(4.43)

En utilisant (4.42) et (4.43) on obtient que w* est la vitesse asymp-

totique de propagation de u, pour tout A > \*.

4.5 Preuve du Lemme 4.3.3

On considere le probleme suivant

Lapy 2 DYy — 22Dy +r(x)hy = —Ix(r)y  dans R,
’QZ))\ > 07
¥y 1-périodique,
w)\(o) = 17
ott Ix(r) = kx(r) + A*D. On définit les fonctions ry et hy par
T
(1) = —F + )\—;

et

@) | @)

77/})\(23) =1 + \ )\2 ;

ou

On déduit de (4.44) :

g

(4.44)

0= (2D} ~r(x) ~ (")) + 5 (= DfY +2DR, — () fy ~ br) )

1
+—

)\2( - Dhg’\ — T(ZL’)h)\ — l)\(’f‘)h)\),

= (— () =)+ 5 (= DFY + 2D~ r(a) i +7H)

1 1
DhY —r(z)hy +Thy) — mafi — thm

1
)

/\2<_

67



68 CHAPITRE 4. PROBLEME INVERSE VIA LES VITESSES ASYMPTOTIQUES

1
= (= Dfl +2DH, — r(@)fi + )
1
+3g(= DR = r(@)ho +Thy = 1)) = —m fi = —mm (4.45)
Maintenant on prouve que ag := lim 7y et fo(z) := lim hy(z) sont bien
A—+00 A——+o00

définies en utilisant le lemme suivant :
Lemme 4.5.1. [l existe une constante C' > 0 telle que
lx(r)+7| < C/A
Preuve. On sait (voir [8] par exemple) que

Ihr) = sup{l € R, Ty c W™(R), ¢ >0, —La) > [t p.p. dans R},
= inf{leR, FpeW, °(R), ¥ >0, =Ly <9 p.p. dans R}.

fi(x)
A

On considere ¥, (z) =1+ comme fonction test. En choisissant \ assez

grand tel que 1+ @ > ( pour tout x, on obtient presque partout :
__Dfi(x)  2ADfi(x) r(z) fi(z)
_ (=) - r(x) fi(z)
= D @) -7 () - N,
Z _% - F;

ou Cy est une constante qui dépend seulement de ||7]| o €t ||7]| 0. Soit C' assez
grand tel que

Cfi(z)
A

On déduit de cette inégalité que
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Dot — L1y > (— % —F) Yy sur tout R et il s’en suit de la définition de Iy (r)
que

c _
Ix(r) > -5 T
De la méme maniere, on peut prouver que si C' est assez grand,
C
Lir) < ——T.
Ar) < 5

On définit 6 € W*(R) par

’(/Q(ZB)Zl‘F@‘F@.

On rééerit — Ly = [\(r)wy avec ce changement de fonctions, on obtient :

—L0y + (T — %)GA = Df{(a) + (r(x) =7 + %)fl(x) + % =: Fy. (4.46)

On déduit du Lemme 4.5.1 que ‘%“ < C pour tout A. Alors, Fy € L;°(R) et

il existe deux constantes \ > 0,Cp > 0, telles que pour tout A > 5\,

[E3loe < Co.

En multipliant (4.46) par 6 et en intégrant, on obtient, pour tout A > A

1 1 - 1
/ (05)*dx = —/ <T(x) -7+ ﬁ>€>ﬂ:\/dx - / F\0\dz,
0 0 0

' / / ' — . " /\2 ' 1"
= [ 7'(z)0\0\dx + <7“(x) -7+ —2> (0y)°de — | Fy0dx,
0 0 A 0
< Ci(l1051 220y + 10311 220,1)) (4.47)

ou C est une constante qui dépend seulement de ||7'||o, ||7||oo; On a utilisé
les inégalités

1031 220,1) < 16xlloe < [16A N2 01y < 03I 220,15 (4.48)
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car 0,(0) = 0. )
On suppose maintenant qu'’il existe une suite (\,), telle que A\, > A
et |04 |[z2(01) — +oo lorsque n — +o0.

0
Soit ¢, : A telle que ¢ ll220,1) = 1. En divisant (4.47) par

||9>\ ||L2 0,1)
164, 172(0,1)» On obtient

1 "
/ ("2dx < Cy (1 + —”C,”HL (0.1) )
0

104, 1l z2(0,1)

D’ot1, comme hT 1605 20,1y = +00, (I[¢11£20,1)),, €st bornée.

n—-—+0oo )
D’apres (4.48), lorsque ||(),||z200,1) = 1 et [|Gallz2(01) < 1 pour tout n, , on
peut extraire une sous suite, qu’on note encore (¢, ),, qui converge faiblement
dans HZ(0,1) quand n — +-o00. D’autre part, 'équation (4.46) donne
Fy

104, [1220,1)”

n

! 7z - r n
20y = G (r(2) =T+ 550G +

alors la suite (A\,(}), est bornée dans L?(0,1). On arrive & une contradiction
car ||} |lz20,1) = 1 pour tout n. On conclut que la famille (6}),5 est bornée
dans L*(0, 1)

On déduit de (4.47) et (4.48) que (0)),>5 et (63),~5 sont bornées dans
L*(0,1), et ainsi (4.46) implique que (A0}),-5 est bornée dans L*(0,1). Le
méme raisonnement donne que (M), 5 est bornée dans H?(0,1).

h
En remplacant dans (4.46), 6, par TA’ on obtient

| h
0 = =D f{+2DI\+(F =) fi—5 (D +(r— T)hA+m)—T§\—§1—r;‘\’\

(4.49)

En intégrant et en remarquant que

1 1 1
[ = rands =20 [ fisde =D [ (72 -

on obtient

0=

11 1
X/ (r(x )—T)h)\dx—f———f——/ fldx+— h,\dx,
0
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d’ou
1
ry = —/ (r(x) —7)hx(z)dx — —/ fide — = hAdx (4.50)
0

On a montré que 7y et ||hx||g2(0,1) sont bornées uniformément par rapport a
< r
A > \;alors X/\ — 0 quand A — +o00. En passant a la limite dans (4.49), on
déduit que f, = /\lim hy est bien définie dans H'(0,1) et que
—+00

Enfin, si A — +oo dans (4.50), on obtient

A—400

lim ry,=— /l(r(m) —7) fodx = as.
0

Maintenant, on peut dire que ay := lim ry et fo(x) := lim hy(z) sont
A——+00 A—+00
bien définies.
En passant a la limite dans (4.49) on a :
—Df{' +2Df; —r(x)fi +T7fi =0, (4.51)

et

w= [ =) )i

On pose M(x) = / r(y)dy. En intégrant par parties on obtient :
0

0y = —/0 (Fz — M(2)) f(x)dz

1
(le terme de bord disparait car M (1) = / r(z)dr = 7). On calcule f en
0
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utilisant (4.51) :

ay = o5 | (M(z)=7Tz)(Dfy + (r(z) = 7) f1)dx,

On conclut par :

1 ! o 1
-5 |, (@) = 7derol5p)

d’ou la preuve du Lemme 4.3.3 en utilisant le Lemme 4.3.2 et le fait que
Ix(r) = I\(F) pour tout A > 0. O

l)\<7") = -7



Perspectives

Dans ce mémoire on a établi des résultats de stabilité et d'unicité associés
a des équations paraboliques a coefficients périodiques.

e Dans la premiere partie du mémoire, on a supposé que le coefficient
de diffusion est constant. Il serait intéressant de regarder ce qui se
passe si ce coefficient est variable et étudier diverses situations selon sa
régularité.

e Dans la deuxieme partie de ce mémoire nous avons pu établir un
résultat d’unicité d’un coefficient pour une équation parabolique posée
sur 'espace tout entier. Pour cela nous avons choisi un autre type
d’observations que sont les vitesses asymptotiques de propagation. Il
est naturel pour nous de continuer dans cette direction et d’essayer
d’améliorer nos résultats.

— Comme premiere perspective, on va essayer d’élargir I’ensemble ad-
missible des coefficients a reconstruire en s’intéressant a des familles
de type polynomes de degrés deux, ou bien élargir I’ensemble M, en
supposant que # est inconnu.

— Une autre perspective serait d’établir un résultat d’unicité pour la
partie linéaire du terme de réaction en dimension supérieure, en con-
sidérant une vitesse asymptotique de propagation directionnelle.

e Les problemes inverses associés a des systemes d’équations sont des
problemes tres délicats. On peut s’intéresser a un systeme couplé de
deux équations de type équation parabolique (EDP) et équation diffé-
rentielle ordinaire (EDO). Par exemple on peut considérer le systeme
Fitzhugh Nagumo qui peut modéliser des processus d’administration
de médicaments. Ce probleme est plus compliqué que celui pour lequel
on considere deux équations paraboliques a cause de I’absence du coeffi-
cient de diffusion dans une équation. On cherche a voir si on peut établir
une inégalité de stabilité pour deux coefficients de couplage (un dans
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chaque équation), a partir de I'observation d’une seule composante.
Dans un deuxieme temps on peut s’intéresser a ce systeme posé sur un
domaine non borné mais en considérant des coefficients périodiques et
essayer d’utiliser les idées développées dans ce mémoire.
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