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♣❛✐+" ❞✉ +1"❡❛✉ ❞✬1❝❤❛♥❣❡+ ❞❡ ♠❛♥✐%+❡ ❞1❝❡♥$+❛❧✐"1❡✳ ❯❜✐❙$♦+❛❣❡ ♠❡$ - ❧❛ ❞✐"✲

♣♦"✐$✐♦♥ ❞❡ "❡" ❝❧✐❡♥$" ✉♥ ❜♦X$✐❡+ ♣+>$ - ❧✬❡♠♣❧♦✐✱ "✉+ ❧❡5✉❡❧ ❡"$ ✐♥"$❛❧❧1 ❧❡ ❧♦❣✐✲

❝✐❡❧ ❞❡ "$♦❝❦❛❣❡ ♣❛✐+✲-✲♣❛✐+ 5✉✐ ❢♦♥❝$✐♦♥♥❡ ❞❛♥" ✉♥ ❡♥✈✐+♦♥♥❡♠❡♥$ ▲✐♥✉①✳ ❯♥❡

❞❡" ♣+✐♥❝✐♣❛❧❡" ♣+1♦❝❝✉♣❛$✐♦♥" ❞✬❯❜✐❙$♦+❛❣❡ ❡"$ ❞✬❛""✉+❡+ ❧❛ ❞✐"♣♦♥✐❜✐❧✐$1 ❡$

❧❛ ♣1+❡♥♥✐$1 ❞❡" ❞♦♥♥1❡" ❞❡ ❧❡✉+ ❝❧✐❡♥$%❧❡✳ ▲❛ "1❝✉+✐$1 ❞✉ ♣+♦$♦❝♦❧❡ ❞❡ +♦✉$❛❣❡

❡"$ ♣+♦✉✈1❡ ❞❡ ♠❛♥✐%+❡ 5✉❛❧✐$❛$✐✈❡ ❡♥ ✉$✐❧✐"❛♥$ ❧❛ ✈1+✐✜❝❛$✐♦♥ ❢♦+♠❡❧❧❡ ❬✹✻❪✳
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▲✬✉$✐❧✐'❛$✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞.❧✐'❛$✐♦♥ ❢♦0♠❡❧❧❡ ❛''♦❝✐.❡ ❛✉ ♠♦❞❡❧✲❝❤❡❝❦✐♥❣ ❛✉$♦♠❛✲

$✐6✉❡ ❛ ♣❡0♠✐' ❞❡ ❞.❝♦✉✈0✐0 ❞❡' ❛$$❛6✉❡' ♣♦''✐❜❧❡' '✉0 ❧❡ '②'$;♠❡ ❡♥ ✉$✐❧✐'❛♥$

❧❛ $❡❝❤♥✐6✉❡ ❞❡ 0❡❥❡✉✱ ❞❡' '♦❧✉$✐♦♥' ♦♥$ .$. ♣0♦♣♦'.❡' ✭❞♦♥$ ❧✬✉$✐❧✐'❛$✐♦♥ ❞✉

❝❤✐✛0❡♠❡♥$✮ ❡$ ❧❡✉0' ❡✣❝❛❝✐$. ♣0♦✉✈.❡ ❡♥ ✉$✐❧✐'❛♥$ ❧❛ ♠B♠❡ ♠.$❤♦❞❡✳ ■❧ ❛

.$. ♣0♦✉✈. 6✉✬✉♥ ❛$$❛6✉❛♥$ ❡①$.0✐❡✉0 ♥❡ ♣♦✉00❛ ❥❛♠❛✐' ❛♣♣0❡♥❞0❡ 6✉♦✐ 6✉❡

'❡ '♦✐$ '✉0 ❧❡' ❞♦♥♥.❡' '$♦❝❦.❡' ❞❛♥' ❧❡ '②'$;♠❡ ❯❜✐❙$♦0❛❣❡ ❡$ ❝❡ ♠B♠❡ '✬✐❧

❛00✐✈❡ H ♠❡$$0❡ ❧❛ ♠❛✐♥ '✉0 ❞❡' ❢0❛❣♠❡♥$' ❞❡ ❞♦♥♥.❡'✳

❉❛♥' ❝❡ $0❛✈❛✐❧✱ ♥♦✉' ❛❧❧♦♥' ❝♦♠♣❧.$❡0 ❧❡' ♣0❡♠✐❡0' $0❛✈❛✉① ❡$ ✈.0✐✜❡0 ❧❛

❞✐'♣♦♥✐❜✐❧✐$. ❞❡' ❞♦♥♥.❡' 6✉✐ ❡'$ ❞✐0❡❝$❡♠❡♥$ ❧✐.❡ ❛✉① ♣❛✐0' ❞✉ '②'$;♠❡ 6✉✐

❧❡' '$♦❝❦❡♥$✳ ◆♦$0❡ ♦❜❥❡❝$✐❢ ❡'$ ❧✬❛♥❛❧②'❡ ❞❡ ❧❛ 0.'✐'$❛♥❝❡ ❡$ ❧❛ 0♦❜✉'$❡''❡ ❞✉

'②'$;♠❡ ❡$ ❞❡ ♣0♦♣♦'❡0 ❞❡' '♦❧✉$✐♦♥' ❧❡ ❝❛' .❝❤.❛♥$ ✭❝❤❛♣✐$0❡ ✿ ❬❄❪✮✳

▲✬♦❜❥❡❝$✐❢ ❞❡ ♥♦$0❡ $❤;'❡ ❡'$ ❞✬❛♥❛❧②'❡0 ❧❛ 0♦❜✉'$❡''❡ ❞✉ '②'$;♠❡ ❡♥ ❧❛

♣0.'❡♥❝❡ ❞✬❛$$❛6✉❛♥$' ✐♥$❡0♥❡' ❡$ ❞❡ ♣0♦♣♦'❡0 ✉♥❡ '♦❧✉$✐♦♥ ♣♦✉0 ❛''✉0❡0 ❧❛

❞✐'♣♦♥✐❜✐❧✐$. ❞❡' ❞♦♥♥.❡'✳ ▲❛ ♠.$❤♦❞♦❧♦❣✐❡ '✉✐✈✐❡ ❡'$ ❧❛ '✉✐✈❛♥$❡✳ ❉❛♥' ✉♥

♣0❡♠✐❡0 $❡♠♣' ♥♦✉' ❛✈♦♥' ❧✐'$. $♦✉' ❧❡' ❝♦♠♣♦0$❡♠❡♥$' ♠❛❧✈❡✐❧❧❛♥$' 6✉✬✉♥

♣❛✐0 ❞✉ '②'$;♠❡ ♣❡✉$ ❛❞♦♣$❡0✳ ❈❡$$❡ ❧✐'$❡ ❛ .$. ❛✣♥.❡ ❡$ ♥♦✉' ♥✬❛✈♦♥' 0❡$❡♥✉

6✉❡ ❧❡' ❛$$❛6✉❡' 6✉✐ ❛✈❛✐❡♥$ ❞❡' ❝♦♥'.6✉❡♥❝❡' '✉0 ❧❡' ❞♦♥♥.❡' ✭6✉✐ ❝❛✉'❛✐❡♥$

❞❡' ♣❡0$❡' ❞❡ ❞♦♥♥.❡'✮✳ P♦✉0 ❧✬❛♥❛❧②'❡ ❞❡ ❧❛ 0♦❜✉'$❡''❡ ❞✉ '②'$;♠❡ ❛✉① ❛$✲

$❛6✉❡' 0❡$❡♥✉❡' ♥♦✉' ❛✈♦♥' ♦♣$. ♣♦✉0 ❞❡✉① ♠.$❤♦❞❡' ✿ ❧❛ ✈.0✐✜❝❛$✐♦♥ ❢♦0♠❡❧❧❡

❡$ ❧❛ '✐♠✉❧❛$✐♦♥✳ ▲❛ '✐♠✉❧❛$✐♦♥ ♥♦✉' ❛ ♣❡0♠✐' ❞✬❛✈♦✐0 ❞❡' 0.'✉❧$❛$' 6✉❛♥$✐$❛$✐❢'

❡$ ❞❡ ♠❛♥✐;0❡ ♣❧✉' 0❛♣✐❞❡ ❝❡ 6✉✐ ♥♦✉' ❛ ❞♦♥♥. ✉♥❡ ✈✐'✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡ '✉0 ❧❡' ❡✛❡$'

❞❡' ❛$$❛6✉❡' '✉0 ❧❡' ❞♦♥♥.❡'✳ ❈❡' ❝♦♠♣♦0$❡♠❡♥$' ♠❛❧✈❡✐❧❧❛♥$' ♦♥$ .$. ✐♠♣❧.✲

♠❡♥$.' ❞❛♥' ✉♥ ♣0❡♠✐❡0 $❡♠♣' ❞❛♥' ❧❡ '②'$;♠❡ ❞❡ '$♦❝❦❛❣❡ ❯❜✐❙$♦0❛❣❡ ❡$ ❡♥

✉$✐❧✐'❛♥$ ❧❛ '✐♠✉❧❛$✐♦♥ ♦♥ ❛ ♦❜$❡♥✉ ❞❡' 0.'✉❧$❛$' 6✉✐ ♦♥$ ❝♦♥✜0♠. ♥♦' ❝0❛✐♥$❡'

❝♦♥❝❡0♥❛♥$ ❧❛ ♣❡0$❡ ❞❡' ❞♦♥♥.❡'✳ ▲❡' 0.'✉❧$❛$' ♦❜$❡♥✉' ♣❛0 ❧❛ '✐♠✉❧❛$✐♦♥ ♥♦✉'

♦♥$ ❝♦♥❞✉✐$' H ♣0♦♣♦'❡0 ✉♥❡ '♦❧✉$✐♦♥ ♣♦✉0 ♣❛❧❧✐❡0 ❧❛ ♣❡0$❡ ❞❡ ❞♦♥♥.❡'✱ ❡$ ♦♥ ❛

♦♣$. ♣♦✉0 ✉♥ '②'$;♠❡ ❞❡ ❞.$❡❝$✐♦♥ ❞❡' ❝♦♠♣♦0$❡♠❡♥$' ♠❛❧✈❡✐❧❧❛♥$' ❜❛'. '✉0

❧❛ 0.♣✉$❛$✐♦♥ ❞❡' ♣❛✐0'✳ ▲❡ '②'$;♠❡ ❞❡ 0.♣✉$❛$✐♦♥ ♣0♦♣♦'. ❡'$ ❜❛'. '✉0 ❞❡✉①

♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ♥♦$❛$✐♦♥' ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ♣♦✉0 ♥♦$❡0 ❧❡' $0❛♥'❛❝$✐♦♥' ❡♥$0❡ ❧❡' ♣❛✐0'

❡$ ✉♥ ❞❡✉①✐;♠❡ ♥✐✈❡❛✉ ♣♦✉0 .✈❛❧✉❡0 ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ❧❡' ♥♦$❡' ❛❝❝♦0❞.❡' ❛✉①

♣❛✐0'✳ ❊$ ❡♥✜♥ ❧✬❡✣❝❛❝✐$. ❞❡ ❧❛ '♦❧✉$✐♦♥ ♣0♦♣♦'.❡ ❡'$ ✈.0✐✜.❡ ❡♥ ✉$✐❧✐'❛♥$ ❧❛

✈.0✐✜❝❛$✐♦♥ ❢♦0♠❡❧❧❡ ❛✐♥'✐ 6✉❡ ❧❛ '✐♠✉❧❛$✐♦♥✳ ▲❡ ❞♦❝✉♠❡♥$ ❡'$ ♦0❣❛♥✐'. ❞❡ ❧❛

❢❛R♦♥ '✉✐✈❛♥$❡ ✿

▲❛ '✉✐$❡ ❞✉ ❝❤❛♣✐&'❡ ✶ ❡'$ ✉♥❡ ✐♥$0♦❞✉❝$✐♦♥ ♣♦✉0 ♣0.'❡♥$❡0 ❧❡ ❝♦♥$❡①$❡

❞✉ $0❛✈❛✐❧ ❡$ ✉♥ 0❛♣♣❡❧ ❞❡' ❞.✜♥✐$✐♦♥' ❞❡ ❜❛'❡' ❞❡' 0.'❡❛✉① ♣❛✐0✲H✲♣❛✐0 ❛✐♥'✐

6✉❡ ❧❡' ♣0♦♣0✐.$.' ❞❡ '.❝✉0✐$.✳

▲❡ ❝❤❛♣✐&'❡ ✷ ♣0♦♣♦'❡ ✉♥❡ ✈✉❡ ❞✬❡♥'❡♠❜❧❡ ❞❡' '②'$;♠❡' ♣❛✐0✲H✲♣❛✐0 ❡$

❞❡' '②'$;♠❡' ♣❛✐0✲H✲♣❛✐0 ❞.❞✐.' ❛✉ '$♦❝❦❛❣❡ ❞❡ ❞♦♥♥.❡'✳ ❖♥ ② ♣0♦♣♦'❡ ❛✉''✐

✉♥ .$❛$ ❞❡ ❧✬❛0$ '✉0 ❧❡' ❞✐✛.0❡♥$' ♠♦❞;❧❡' ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❜❛'.' '✉0 ❧❛ 0.♣✉$❛$✐♦♥

❞❡' 0.'❡❛✉① ♣❛✐0✲H✲♣❛✐0✳

▲❡ ❝❤❛♣✐&'❡ ✸ ❡'$ ✉♥❡ ❞❡'❝0✐♣$✐♦♥ ❞✉ '②'$;♠❡ ❞❡ '$♦❝❦❛❣❡ ❯❜✐❙$♦0❛❣❡ ❡$
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▲❡ ❝❤❛♣✐%&❡ ✹ ♣%/!❡♥+❡ ♥♦+%❡ ❝♦♥+%✐❜✉+✐♦♥✱ ♦♥ ② ❢❛✐+ ✉♥❡ ❞❡!❝%✐♣+✐♦♥ ❞❡!

❞✐✛/%❡♥+! ❝♦♠♣♦%+❡♠❡♥+! ♠❛❧✈❡✐❧❧❛♥+! 8✉✐ ♦♥+ /+/ ❝♦♥!✐❞/%/! ❛✐♥!✐ 8✉❡ ❧❛ !♦✲

❧✉+✐♦♥ ♣%♦♣♦!/❡ ♣♦✉% /✈✐+❡% ❧❛ ♣❡%+❡ ❞❡ ❞♦♥♥/❡!✳

▲❡ ❝❤❛♣✐%&❡ ✺ ❞/❝%✐+ ❧❡ ❢♦%♠❛❧✐!♠❡ ✉+✐❧✐!/ ♣♦✉% ❧❛ ♠♦❞/❧✐!❛+✐♦♥ ❞✉ !②!+:♠❡

❯❜✐❙+♦%❛❣❡ ❡+ ❧❛ +❡❝❤♥✐8✉❡ ✉+✐❧✐!/❡ ♣♦✉% ❧❛ ✈/%✐✜❝❛+✐♦♥ ❢♦%♠❡❧❧❡✳

▲❡ ❝❤❛♣✐%&❡ ✻ ❛❜♦%❞❡ ❧✬❛%❝❤✐+❡❝+✉%❡ ❞❡ ❧❛ !✐♠✉❧❛+✐♦♥ ❛✐♥!✐ 8✉❡ ❧❡! %/!✉❧+❛+!

8✉❛♥+✐+❛+✐❢! ♦❜+❡♥✉! ❡♥ ✉+✐❧✐!❛♥+ ❧❛ !✐♠✉❧❛+✐♦♥✳

❊♥✜♥ ♥♦✉! ❝♦♥❝❧✉♦♥! ♣❛% ✉♥❡ !②♥+❤:!❡ ❞❡! ♣%✐♥❝✐♣❛❧❡! ❝♦♥+%✐❜✉+✐♦♥! ❡+ ❧❛

♣%/!❡♥+❛+✐♦♥ ❞❡! ♣❡%!♣❡❝+✐✈❡! ❞❡ %❡❝❤❡%❝❤❡ ❞❛♥! ❧❡! ❞♦♠❛✐♥❡! ❛❜♦%❞/! +♦✉+

❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ❝❡ ❞♦❝✉♠❡♥+✳
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✶✳✶ ▲❡$ $②$&'♠❡$ ♣❛✐,✲.✲♣❛✐,

▲❡$ $②$&'♠❡$ ♣❛✐,✲.✲♣❛✐,$ ❛✉ ❞1❜✉& ❞❡ ❧❡✉, ❝,1❛&✐♦♥ ♦♥& 1&1 ❝♦♥$✐❞1,1$

❝♦♠♠❡ ❞❡$ $②$&'♠❡$ ❞✐$&,✐❜✉1$ ♣,♦❝❤❡$ ❞✉ ♠♦❞'❧❡ ❝❧✐❡♥&✲$❡,✈❡✉,✱ ♠❛✐$ ❝❤❛:✉❡

♥;✉❞ ♣❡✉& <&,❡ ❝❧✐❡♥& ❡& $❡,✈❡✉, ❡♥ ♠<♠❡ &❡♠♣$✳ ❉❡♣✉✐$✱❧❛ ✈✐$✐♦♥ ❞❡$ $②$✲

&'♠❡$ ♣❛✐,✲.✲♣❛✐, ❛ 1✈♦❧✉1❡ ❀ ❡& ✉♥ $②$&'♠❡ ♣❛✐,✲.✲♣❛✐, ♦✉ ♣❡❡"✲$♦✲♣❡❡" ❡$& ✈✉

❝♦♠♠❡ ✉♥ $②$&'♠❡ ❞✬1❝❤❛♥❣❡ ❞❡ ,❡$$♦✉,❝❡$ ❡♥&,❡ ✉&✐❧✐$❛&❡✉,$✳ ▲❡$ ,❡$$♦✉,❝❡$

♣❛,&❛❣1❡$ ♣❡✉✈❡♥& <&,❡ ✿

✕ ▲❡ ❝♦♥&❡♥✉ ✿ ❧❡$ ✜❝❤✐❡,$ ♣,1$❡♥&$ $✉, ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡

✕ ▲❛ ❜❛♥❞❡✲♣❛$$❛♥&❡ ✿ ♠❡$$❛❣❡,✐❡✲&1❧1♣❤♦♥✐❡✱ $&,❡❛♠✐♥❣ ❛✉❞✐♦✲✈✐❞1♦

✕ ▲❛ ♣✉✐$$❛♥❝❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♦✉ ❧❛ ♠1♠♦✐,❡ ✿ ❝❛❧❝✉❧$ $❝✐❡♥&✐✜:✉❡$

✕ ▲✬❡$♣❛❝❡ ❞✐$:✉❡ ✿ $❛✉✈❡❣❛,❞❡ ❝,♦✐$1❡

▲❡$ ,1$❡❛✉① ♣❛✐,✲.✲♣❛✐, ♦♥& 1&1 ♣♦♣✉❧❛,✐$1$ ♣❛, ❧❡$ $②$&'♠❡$ ❞❡ ♣❛,&❛❣❡ ❞❡

✜❝❤✐❡,$ ❝♦♠♠❡ ✿ ●♥✉&❡❧❧❛ ✱ ◆❛♣$&❡, ❡& ❋,❡❡♥❡&✳ ❉❡♣✉✐$ ❧❡$ $②$&'♠❡$ ♣❛✐,✲.✲

♣❛✐, $♦♥& ❞❡✈❡♥✉$ ♣❧✉$ ❝♦♥♥✉$ ❡& ♣❧✉$ ✉&✐❧✐$1$ ❞❛♥$ ♣❧✉$✐❡✉,$ ❞♦♠❛✐♥❡$ ✿

✕ ♣❛,&❛❣❡ ❞❡ ✜❝❤✐❡,$

✕ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛&✐♦♥

✕ ❝❛❧❝✉❧ ❞✐$&,✐❜✉1

✕ &,❛✈❛✐❧ ❝♦❧❧❛❜♦,❛&✐❢

J♦✉, ♠✐❡✉① ❝♦♠♣,❡♥❞,❡ ❧✬❛,❝❤✐&❡❝&✉,❡ ❡& ❧❡ ❢♦♥❝&✐♦♥♥❡♠❡♥& ❞❡$ $②$&'♠❡$

♣❛✐,✲.✲♣❛✐,✱ ♥♦✉$ ❛❧❧♦♥$ ❞✬❛❜♦,❞ ❝♦♠♠❡♥❝❡, ♣❛, ♣,1$❡♥&❡, ❧✬❛♥❝<&,❡ ❞❡$ $②$✲

&'♠❡$ ,1♣❛,&✐$ :✉✐ ❡$& ❧❡ ♠♦❞'❧❡ ❝❧✐❡♥&✲$❡,✈❡✉, ❡& ❡♥$✉✐&❡ ♦♥ ✈❡,,❛ ❞❛♥$ ❧❡

❞1&❛✐❧$ ❧❡$ $②$&'♠❡$ ♣❛✐,✲.✲♣❛✐, ❡& ❧❡✉,$ ❛♣♣❧✐❝❛&✐♦♥$✳

✶✳✶✳✶ ▼♦❞%❧❡ ❝❧✐❡♥+✲-❡.✈❡✉.

▲❡ ♠♦❞'❧❡ ❝❧✐❡♥&✲$❡,✈❡✉, ❡$& ✉♥ ,1$❡❛✉ ❞✬♦,❞✐♥❛&❡✉,$ ♦K ❝❤❛:✉❡ ❝❧✐❡♥&

✭♣,♦❝❡$$❡✉, ❞✐$&❛♥&✮ ❡♥✈♦✐❡ ❞❡$ ,❡:✉<&❡$ ❡& ,❡N♦✐& ❞❡$ $❡,✈✐❝❡$ ❞✬✉♥ $❡,✈❡✉,

❝❡♥&,❛❧✐$1 ✭✉♥ ♦,❞✐♥❛&❡✉, ❤O&❡✮✳ ▲❡$ $❡,✈✐❝❡$ &❡❧$ :✉❡ ✿ ❧✬1❝❤❛♥❣❡ ❞❡ ♠❛✐❧✱ ❧❡

✇❡❜ ❡& ❧✬❛❝❝'$ ❛✉① ❜❛$❡$ ❞❡ ❞♦♥♥1❡$ ✳✳✳❡&❝✱ $♦♥& ❜❛$1$ $✉, ✉♥ ♠♦❞'❧❡ ❝❧✐❡♥&✲

$❡,✈❡✉,✳

▲❡ ♠♦❞'❧❡ ❝❧✐❡♥&✲$❡,✈❡✉, ♣,1$❡♥&❡ ❝❡,&❛✐♥$ ❛✈❛♥&❛❣❡$ :✉✐ $♦♥& ✿

✕ ❞❡$ ,❡$$♦✉,❝❡$ ❝❡♥&,❛❧✐$1❡$ ✿ 1&❛♥& ❞♦♥♥1 :✉❡ ❧❡ $❡,✈❡✉, ❡$& ❛✉ ❝❡♥&,❡ ❞✉

,1$❡❛✉✱ ✐❧ ♣❡✉& ❣1,❡, ❞❡$ ,❡$$♦✉,❝❡$ ❝♦♠♠✉♥❡$ . &♦✉$ ❧❡$ ✉&✐❧✐$❛&❡✉,$✱

❝♦♠♠❡ ♣❛, ❡①❡♠♣❧❡ ✉♥❡ ❜❛$❡ ❞❡ ❞♦♥♥1❡$ ❝❡♥&,❛❧✐$1❡✱ ❛✜♥ ❞✬1✈✐&❡, ❧❡$

♣,♦❜❧'♠❡$ ❞❡ ,❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❡& ❞❡ ❝♦♥&,❛❞✐❝&✐♦♥

✕ ✉♥❡ ❛❞♠✐♥✐$&,❛&✐♦♥ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ $❡,✈❡✉, ✿ ❧❡$ ❝❧✐❡♥&$ ❛②❛♥& ♣❡✉ ❞✬✐♠♣♦,✲

&❛♥❝❡ ❞❛♥$ ❝❡ ♠♦❞'❧❡✱ ✐❧$ ♦♥& ♠♦✐♥$ ❜❡$♦✐♥ ❞✬<&,❡ ❛❞♠✐♥✐$&,1$

✕ ✉♥ ,1$❡❛✉ 1✈♦❧✉&✐❢ ✿ ❣,Q❝❡ . ❝❡&&❡ ❛,❝❤✐&❡❝&✉,❡ ✐❧ ❡$& ♣♦$$✐❜❧❡ ❞❡ $✉♣✲

♣,✐♠❡, ♦✉ ,❛❥♦✉&❡, ❞❡$ ❝❧✐❡♥&$ $❛♥$ ♣❡,&✉,❜❡, ❧❡ ❢♦♥❝&✐♦♥♥❡♠❡♥& ❞✉

,1$❡❛✉ ❡& $❛♥$ ♠♦❞✐✜❝❛&✐♦♥ ♠❛❥❡✉,❡



✶✳✶✳ ▲❊❙ ❙❨❙❚➮▼❊❙ )❆■❘✲➚✲)❆■❘ ✶✶

❋✐❣✉$❡ ✶✳✶ ✕ ▼♦❞&❧❡ ❈❧✐❡♥,✴.❡/✈❡✉/

▲✬❛/❝❤✐,❡❝,✉/❡ ❝❧✐❡♥,✲.❡/✈❡✉/ ❛ ,♦✉, ❞❡ ♠9♠❡ :✉❡❧:✉❡. ❧❛❝✉♥❡. ♣❛/♠✐ ❧❡.:✉❡❧❧❡. ✿

✕ ✉♥ ❝♦=, >❧❡✈> ❞= ? ❧❛ ,❡❝❤♥✐❝✐,> ❞✉ .❡/✈❡✉/

✕ ✉♥ ❙A❖❋ ✭.✐♥❣❧❡ ♣♦✐♥, ♦❢ ❢❛✐❧❧✉/❡✮ ✿ ❧❡ .❡/✈❡✉/ ❡., ❧❡ .❡✉❧ ♠❛✐❧❧♦♥ ❢❛✐❜❧❡

❞✉ />.❡❛✉ ❝❧✐❡♥,✲.❡/✈❡✉/✱ >,❛♥, ❞♦♥♥> :✉❡ ,♦✉, ❧❡ />.❡❛✉ ❡., ❛/❝❤✐,❡❝,✉/>

❛✉,♦✉/ ❞❡ ❧✉✐✱ ❞♦♥❝ ❛✜♥ ❞✬❛..✉/❡/ ❧❛ ❝♦♥,✐♥✉✐,> ❞✉ .❡/✈✐❝❡ ❡♥ ❝❛. ❞❡

♣❛♥♥❡ ✐❧ ❢❛✉, ❞✉♣❧✐:✉❡/ ❧❡ .❡/✈❡✉/ ♣♦✉/ >✈✐,❡/ ❧❡ ♣❡/,❡ ❞❡. ❞♦♥♥>❡. ✭/❛✐❞✱

❛/❝❤✐,❡❝,✉/❡ ? ❤❛✉,❡ ❞✐.♣♦♥✐❜✐❧✐,>✳✳✳❊,❝✮ ❝❡ :✉✐ ✐♥❞✉✐, ❞❡ ❣/❛♥❞ ❝♦=,.✳

✶✳✶✳✷ ▼♦❞&❧❡ ♣❛✐,✲.✲♣❛✐,

❉❡♣✉✐. ❧❛ ❝/>❛,✐♦♥ ❞❡./>.❡❛✉① ♣❛✐/✲?✲♣❛✐/✱ ✐❧. ♦♥, ❝♦♥♥✉ ❞❡. >✈♦❧✉,✐♦♥. .✉/

,♦✉, ❧❡. ❛.♣❡❝,.✱ ♥♦,❛♠♠❡♥, ❧❡✉/ ❛/❝❤✐,❡❝,✉/❡✳ ◆♦✉. ❛❧❧♦♥. ✈♦✉. ♣/>.❡♥,❡/ ❧❡.

,/♦✐. ♣/✐♥❝✐♣❛❧❡. ❛/❝❤✐,❡❝,✉/❡. ❞❡. />.❡❛✉① A✷A✳

❆!❝❤✐%❡❝%✉!❡( ❝❡♥%!❛❧✐(,❡(

▲❡ />.❡❛✉ ❧❡ ♣❧✉. ❝♦♥♥✉ ❞❡ ❝❡ ♠♦❞&❧❡ ❞❡ A✷A ❡., ◆❛♣.,❡/✳ ❈❡,,❡ ❛/✲

❝❤✐,❡❝,✉/❡ .❡ ❝♦♠♣♦.❡ ❞✬✉♥ ✉♥✐:✉❡ .❡/✈❡✉/✱ ❞♦♥, ❧❡ ❜✉, ❡., ❞❡ /❡❝❡♥.❡/ ❧❡.

✜❝❤✐❡/. ♣/♦♣♦.>. ♣❛/ ❧❡. ❞✐✛>/❡♥,. ♣❛✐/. ❞✉ .②.,&♠❡ ✭❈❧✐❡♥,✮ ✳ ❈♦♥,/❛✐/❡♠❡♥,

❛✉ ♠♦❞&❧❡ ❝❧✐❡♥,✲.❡/✈❡✉/✱ ❝❡ .❡/✈❡✉/ ❝❡♥,/❛❧✐.> ♥❡ ❞✐.♣♦.❡ ♣❛. ❞❡ ✜❝❤✐❡/.✱

♠❛✐. ✉♥✐:✉❡♠❡♥, ❞❡ ♠>,❛✲✐♥❢♦/♠❛,✐♦♥. ❞>❝/✐✈❛♥, ❧❡. ❞♦♥♥>❡. ❡, ❧❡✉/. ♣/♦✲

♣/✐>,❛✐/❡. ❀ ❝❡❧❧❡. .✉/ ❧❡. ❞♦♥♥>❡. ✭♥♦♠✱ ,❛✐❧❧❡✱ ✳✳✳✮✱ ❡, ❝❡❧❧❡. .✉/ ❧❡ ❝❧✐❡♥, ✭♥♦♠

✉,✐❧✐.>✱ ■A✱ ♥♦♠❜/❡ ❞❡ ✜❝❤✐❡/.✱ ,②♣❡ ❞❡ ❝♦♥♥❡①✐♦♥✱ ✳✳✳✮✳ ❉✉ ❝T,> ❞✉ ❝❧✐❡♥,✱ /✐❡♥
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❞❡' 2❡❝❤❡2❝❤❡' ❝♦♠♠❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ♠♦/❡✉2 ❝❧❛''✐6✉❡✳ ❖♥ ♦❜/✐❡♥/ ❛❧♦2' ✉♥❡ ❧✐'/❡
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❜♦♥ ❧✐❡♥ ♣♦✉2 ❝♦♠♠❡♥❝❡2 ❧❡ /0❧0❝❤❛2❣❡♠❡♥/✳ ❈❡//❡ 0/❛♣❡ ❡'/ ❝♦♠♣❧A/❡♠❡♥/

✐♥❞0♣❡♥❞❛♥/❡ ❞✉ '❡2✈❡✉2✱ ❡/ 2❡♣20'❡♥/❡ ❧❛ '❡✉❧❡ ♣❛2/✐❡ B✷B ❞✉ ❧♦❣✐❝✐❡❧✳ ▲❡'

❛✈❛♥/❛❣❡' ❞❡ ❝❡//❡ ❛2❝❤✐/❡❝/✉2❡ '♦♥/ ✿

✕ ❧❡ ❝♦♥❢♦2/ ❞❡ ❧✬✉/✐❧✐'❛/✐♦♥ ❞E F ❧✬✉♥✐❝✐/0 ❞✉ '❡2✈❡✉2

✕ ❧❛ ❢❛❝✐❧✐/0 ❞❡ ❧❛ 2❡❝❤❡2❝❤❡

❡/ ❧❡' ✐♥❝♦♥✈0♥✐❡♥/' '♦♥/ ✿

✕ ❧❡ '❡2✈❡✉2 ❝♦♥'/✐/✉❡ ❧❡ ♠❛✐❧❧♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❞✉ 20'❡❛✉

✕ '❡♥'✐❜❧❡ ❛✉① ❛//❛6✉❡' ❝♦♠♠❡ ❧✬❛//❛6✉❡ ❞❡ ❞0♥✐ ❞❡ '❡2✈✐❝❡ ❉♦❙

✕ ❝❡ '②'/A♠❡ ♥✬❛''✉2❡ ♣❛' ❧✬❛♥♦♥②♠❛/ ♣✉✐'6✉❡ ❝❤❛6✉❡ ✉/✐❧✐'❛/❡✉2 ❡'/ ✐❞❡♥✲

/✐✜0 ♣❛2 ❧❡ '❡2✈❡✉2✳

❆!❝❤✐%❡❝%✉!❡( ❝❡♥%!❛❧✐(,❡( - (❡!✈❡✉!( ♠✉❧%✐♣❧❡(

❆✜♥ ❞❡ ♣❛❧❧✐❡2 ❧❡' ❞0✜❝✐❡♥❝❡' ✐♥/2♦❞✉✐/❡' ♣❛2 ✉♥ ✉♥✐6✉❡ '❡2✈❡✉2✱ ✉♥❡

❛♠0❧✐♦2❛/✐♦♥ ❝♦♥'✐'/❡ F 2❡♠♣❧❛❝❡2 ❧❡ '❡2✈❡✉2 ❝❡♥/2❛❧ ♣❛2 ✉♥ 20'❡❛✉ ❞❡ '❡2✈❡✉2'✳

▲✬❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ♣❧✉' ❝♦♥♥✉ ❡'/ '❛♥' ❞♦✉/❡ ❧❡ 20'❡❛✉ ❡❉♦♥❦❡②✳ ❉❛♥' ❝❡ /②♣❡

❞❡ 20'❡❛✉✱ ♦♥ ❞✐✛A2❡ ❡♥❝♦2❡ ✉♥❡ ❢♦✐' /2A' ❜✐❡♥ ❧❡' '❡2✈❡✉2' ❞❡' ❝❧✐❡♥/'✳ ❈❡

'♦♥/ ❞✬❛✐❧❧❡✉2' ❞❡✉① ♣2♦❣2❛♠♠❡' /♦/❛❧❡♠❡♥/ ❞✐'/✐♥❝/' ✭'❡2✈❡✉2 ❡/ ❝❧✐❡♥/✮✳ ▲❡

'❡2✈❡✉2 ❡'/✱ ❡♥❝♦2❡ ✉♥❡ ❢♦✐'✱ ✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ♣✉✐''❛♥/❡✱ ✭❣0♥02❛❧❡♠❡♥/✮ ❞0❞✐0❡ F

❢❛✐2❡ /♦✉2♥❡2 ❧❡ ♣2♦❣2❛♠♠❡ ❞✉ '❡2✈❡✉2 ✭♥♦♥ ♣❛' 6✉❡ ❧❡ ♣2♦❣2❛♠♠❡ '♦✐/ ❧♦✉2❞✱

♠❛✐' ❧❡' 2❡6✉Q/❡' ❞❡' ✉/✐❧✐'❛/❡✉2' '♦♥/ ♥♦♠❜2❡✉'❡'✮✳ ❚♦✉/ ❧❡ ♣2♦❜❧A♠❡ ❞✬✉♥

'❡2✈❡✉2 ❡'/ ❞❡ '❡ ❢❛✐2❡ ❝♦♥♥❛S/2❡ ❞✉ ♣✉❜❧✐❝ ✭❞❡' ❝❧✐❡♥/' ❡/ ❞❡' ❛✉/2❡' '❡2✈❡✉2'✮✳

▲❡' '❡2✈❡✉2' '♦♥/ ❡♥'✉✐/❡ ❡♥ ♠❡'✉2❡ ❞❡ '❡ ❝♦♥♥❡❝/❡2 ❡♥/2❡ ❡✉①✱ ❡♥ ❢♦♥❝/✐♦♥

❞❡ ❧❡✉2 ❝♦♥♥❛✐''❛♥❝❡ ❧❡' ✉♥' ❞❡' ❛✉/2❡'✳ ❖♥ ♣❡✉/ ❞♦♥❝ ❛✈♦✐2 ♣❧✉'✐❡✉2' 20'❡❛✉①

✐♥❞0♣❡♥❞❛♥/' ▲♦2'6✉✬✉♥ ❝❧✐❡♥/ ❧❛♥❝❡ ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧✱ ✐❧ ❡'/ ❛❧♦2' ♦❜❧✐❣0 ❞❡ ❝❤♦✐'✐2 ✉♥

'❡2✈❡✉2 ❛✉6✉❡❧ '❡ ❝♦♥♥❡❝/❡2✳ B♦✉2 ❝❡❧❛✱ ✐❧ ❞♦✐/ ❝♦♥♥❛S/2❡ ❛✉ ♠♦✐♥' ✉♥ '❡2✈❡✉2✳

❉❡' ❧✐'/❡' ❞❡ '❡2✈❡✉2' '♦♥/ ❞♦♥❝ ❞✐'♣♦♥✐❜❧❡' '✉2 ❧❡ ♥❡/✳ ❚♦✉/ ❧❡ ♣2♦❜❧A♠❡

20'✐❞❛♥/ ❛❧♦2' ❞❛♥' ❧❡ ❢❛✐/ ❞❡ ❝❤♦✐'✐2 ❧❡ ❜♦♥✳✳✳ B♦✉2 ❝❡ ❢❛✐2❡✱ ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❝❧✐❡♥/

♣❡2♠❡/ ❞❡ ❞✐'♣♦'❡2 ❞✬✉♥❡ ❞❡'❝2✐♣/✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛6✉❡ '❡2✈❡✉2 ❛✈❡❝ '♦♥ ♥♦♠✱ '♦♥ ■B✱

✉♥❡ ❞❡'❝2✐♣/✐♦♥ ✭❢❛✐/❡ ♣❛2 ❧❡ ♣2♦♣2✐0/❛✐2❡ ❞✉ '❡2✈❡✉2✮✱ ❧❡ ♣✐♥❣ ✭/❡♠♣' ♠♦②❡♥

♣♦✉2 ❧✬❡♥✈♦✐ ❞✬✉♥❡ 2❡6✉Q/❡ ❡/ ❧❛ 20❝❡♣/✐♦♥ ❞❡ ❧❛ 20♣♦♥'❡ ❡♥/2❡ ❧❡ ❝❧✐❡♥/ ❡/ ❧❡

'❡2✈❡✉2✮✱ ❧❡ ♥♦♠❜2❡ ❞✬✉/✐❧✐'❛/❡✉2' ❝♦♥♥❡❝/0'✱ ❧❡ ♥♦♠❜2❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞✬✉/✐❧✐'❛/❡✉2'

❡/ ❧❡ ♥♦♠❜2❡ ❞❡ ✜❝❤✐❡2' ♣❛2/❛❣0'✳

❆!❝❤✐%❡❝%✉!❡( ❞,❝❡♥%!❛❧✐(,❡(

❉❛♥' ❝❡ /②♣❡ ❞✬❛2❝❤✐/❡❝/✉2❡ ✐❧ ♥ ② ♣❧✉' ❞❡ '❡2✈❡✉2 ❛✉ '❡♥' ❝♦♠♠✉♥ ✿

/♦✉/ ❧❡ ♠♦♥❞❡ ❡'/ F ❧❛ ❢♦✐' ❝❧✐❡♥/ ❡/ '❡2✈❡✉2✳ ❈❡❧❛ ♣♦'❡ ♣2✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥/ ✉♥



✶✳✶✳ ▲❊❙ ❙❨❙❚➮▼❊❙ )❆■❘✲➚✲)❆■❘ ✶✸

♣#♦❜❧'♠❡ *✉✐ ♥✬❛♣♣❛#❛01 ♣❛2 ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❛#❝❤✐1❡❝1✉#❡ ❝❡♥1#❛❧✐26❡ ✿ ❝♦♠♠❡♥1

❝♦♥♥❛01#❡ ❧❛ 1♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞✉ #62❡❛✉✳ ▲♦#2*✉✬✉♥ ❝❧✐❡♥1 2♦✉❤❛✐1❡ 2❡ ❝♦♥♥❡❝1❡#✱ ✐❧

✈❛ ❞♦♥❝ =1#❡ ♥6❝❡22❛✐#❡ ❞✬❡♥✈♦②❡# ✉♥ ♠❡22❛❣❡ ❜#♦❛❞❝❛21 ❛✜♥ ❞❡ 2❛✈♦✐# *✉❡❧❧❡2

❛✉1#❡2 ♣❡#2♦♥♥❡2 ❞✉ #62❡❛✉ 2♦♥1 ❛❝1✐✈❡2✳ ❙❡✉❧❡2 ❝❡2 ♣❡#2♦♥♥❡2 #6♣♦♥❞#♦♥1

❛✉ ♠❡22❛❣❡ ❜#♦❛❞❝❛21✳ ❖♥ ❡21 ❛❧♦#2 ❝♦♥♥❡❝16 ❛✉ #62❡❛✉✳ ❆✜♥ ❞❡ ❣❛#❞❡# ❞❡2

✐♥❢♦#♠❛1✐♦♥2 ❝♦❤6#❡♥1❡2✱ ✉♥ ✉1✐❧✐2❛1❡✉# ♥✬❡21 ♣❛2 ❝♦♥♥❡❝16 ❞✐#❡❝1❡♠❡♥1 D ♣❧✉2

❞❡ ✸ ♦✉ ✹ ♥F✉❞2✱ ❡1 ❧❛ ❤❛✉1❡✉# ❞✬❛#❜#❡ ❡21 ❣6♥6#❛❧❡♠❡♥1 ❞❡ ✼ ✭❧❛ ❞✐21❛♥❝❡

❡♥1#❡ ❧❡ ♥F✉❞ 2♦✉#❝❡ ✭#❛❝✐♥❡✮ ❡1 ❧❡ ♥F✉❞ ✜♥❛❧ ✭❢❡✉✐❧❧❡✮✮✳ ▲♦#2 ❞❡2 #❡❝❤❡#❝❤❡2✱

❝❤❛*✉❡ ♥F✉❞ ♣#♦♣❛❣❡ ❧❛ #❡*✉=1❡ D 2❡2 ✈♦✐2✐♥2 ✭❣6♥6#❛❧❡♠❡♥1 ✹✮✱ *✉✐ ❢♦♥1 ❞❡

♠=♠❡✳ ▲❡ ♥♦♠❜#❡ ❞❡ ♣#♦♣❛❣❛1✐♦♥ ❡21 1♦✉1❡❢♦✐2 ❧✐♠✐16 ✭❣6♥6#❛❧❡♠❡♥1 D ✼✮✱ ❡1

✐❧ ❡21 ♣♦22✐❜❧❡ ❞❡ ❞61❡❝1❡# ❧❡2 ❝②❝❧❡2 ❣#J❝❡ D ❧✬✐❞❡♥1✐✜❝❛1❡✉# ❞❡2 ♣❛*✉❡12✳

✶✳✶✳✸ ❆♣♣❧✐❝❛)✐♦♥, ♣❛✐-✲/✲♣❛✐-

▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✐()*✐❜✉,

❍✐21♦#✐*✉❡♠❡♥1 ✉♥❡ ❞❡2 ♣#❡♠✐'#❡2 ❛♣♣❧✐❝❛1✐♦♥2 ❞❡2 1❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡2 ♣❛✐# D ♣❛✐#

❡21 ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✐21#✐❜✉6✱ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ♣❛#❧❛♥1 ❛✉① ♠❛1❤6♠❛1✐❝✐❡♥2 ❡21 ❧❡ ❝❛❧❝✉❧

❞❡ ♠❛1#✐❝❡2✳ ❊♥ ♠❛#❣❡ ❞❡2 ❡①❡♠♣❧❡2 ❡♠❜❧6♠❛1✐*✉❡2 1❡❧2 ❙❡1✐❅❤♦♠❡ ✭#❡❢✲

❙❡1✐✮ ❡♥ ❛21#♦♣❤②2✐*✉❡ ♦✉✱ ♣❧✉2 #6❝❡♠♠❡♥1✱ ❧❡ ♣#♦❥❡1 ❉❡❝#②♣1#♦♥✭❞❡❝#②♣1♦♥✮

❡♥ ❣6♥61✐*✉❡✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✐21#✐❜✉6 2❡ ❞6✈❡❧♦♣♣❡ ♥♦1❛♠♠❡♥1 2♦✉2 ❧❛ ❢♦#♠❡ ❞✉

●#✐❞✲❝♦♠♣✉1✐♥❣✳ ❈❡ ❞❡#♥✐❡# ♣#♦♣♦2❡ ❞✬❛♣♣❧✐*✉❡# ❧❡ ♠=♠❡ ♣#✐♥❝✐♣❡ D ❞✬❛✉1#❡2

6❝❤❡❧❧❡2✱ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❧❡ ❞✬✉♥❡ ❡♥1#❡♣#✐2❡✱ ❞❡♠❛♥❞❡✉2❡ ❞❡ ❣#♦2 ❝❛❧❝✉❧2✱ 2♦✉❤❛✐✲

1❛♥1 ♦♣1✐♠✐2❡# ❧✬❡①♣❧♦✐1❛1✐♦♥ ❞❡ 2♦♥ ♣❛#❝ ✐♥❢♦#♠❛1✐*✉❡✱ ❡♥ ❞✐21#✐❜✉❛♥1 ❞❡2 ❝❛❧✲

❝✉❧2 2✉# ❧✬❡♥2❡♠❜❧❡ ❞❡2 ♠❛❝❤✐♥❡2 ✭❡♥ ♣#♦✜1❛♥1 ❞❡2 #❡22♦✉#❝❡2 ♥♦♥ ❡①♣❧♦✐16❡2

❞❡ ❝❤❛*✉❡ ♠❛❝❤✐♥❡✮✳ ❈❡ ♠=♠❡ ♣#✐♥❝✐♣❡ ♣❡✉1 =1#❡ ✉1✐❧✐26 6❣❛❧❡♠❡♥1 ❞❛♥2 ❧❡

❝❛❞#❡ ❞✉ 21♦❝❦❛❣❡ ♠❛22✐❢ ❞❡ ❞♦♥♥6❡2 ♦✉ ❡♥❝♦#❡ ❞❛♥2 ❧❡ ❝❛❞#❡ ❞✉ ♣❛#1❛❣❡ ❞❡

1❡♠♣2 ♣#♦❝❡22❡✉# ✭❝❤❡③ ■❇▼ ♦✉ ❍Y ♣❛# ❡①❡♠♣❧❡✮ ❬✹✵❪✳

▲❡ ♣❛*)❛❣❡ ❞❡ ✜❝❤✐❡*(

▲❡ ♣❛#1❛❣❡ ❞❡ ✜❝❤✐❡#2 ❝♦♥2✐21❡ D 6❝❤❛♥❣❡# ❞❡2 ✜❝❤✐❡#2 ✭♠✉2✐*✉❡✱ ✈✐❞6♦2✱

❧♦❣✐❝✐❡❧2✱ ♣❤♦1♦2✱ ❡1❝✳✮ ❡♥1#❡ ❞✐✛6#❡♥12 ✉1✐❧✐2❛1❡✉#2 ❝♦♥♥❡❝162 2✐♠✉❧1❛♥6♠❡♥1 D

■♥1❡#♥❡1✳ Y❧✉2 ❧❡ ✜❝❤✐❡# 16❧6❝❤❛#❣6 ❡21 ♣♦♣✉❧❛✐#❡✱ ♣❧✉2 ✐❧ ② ❛ ❞✬✐♥1❡#♥❛✉1❡2 *✉✐ ❧❡

16❧6❝❤❛#❣❡ ❡1 ❞♦♥❝ ❛✉1❛♥1 *✉✐ ❧❡ #❡❞✐21#✐❜✉❡ ❛✐♥2✐ ✐❧ 2❡#❛ ❢❛❝✐❧❡ D 16❧6❝❤❛#❣❡#✳ ■❧

❡①✐21❡ ♣❧✉2✐❡✉#2 #62❡❛✉① Y✷Y ❝♦♠♠❡ ✿ ❇✐1❚♦##❡♥1 ●♥✉1❡❧❧❛✱ ●♥✉1❡❧❧❛✷✱ ❡❉♦♥✲
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✶✳✷✳✶ ❈♦♥✜❞❡♥)✐❛❧✐)-
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✕ ❈❤✐✛(❡♠❡♥%



✶✳✷✳ #❘❖#❘■➱❚➱❙ ❉❊ ❙➱❈❯❘■❚➱ ✶✼

✕ ❆✉%❤❡♥%✐✜❝❛%✐♦♥

✕ ❈♦♥%/0❧❡ ❞✬❛❝❝45
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❈✉❜♦✐❞❚.✉/) ❬✷✹❪✱ ❡/) ✉♥ ♠♦❞>❧❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❣❧♦❜❛❧ ♣♦✉. ❧❡/ .*/❡❛✉① ♣❛✐.✲

Y✲♣❛✐. ❜❛/* /✉. ❧❛ .*♣✉)❛)✐♦♥✱ 7✉✐ ❡/) ❝♦♥/).✉✐) ❛✉)♦✉. ❞❡ 7✉❛).❡ .❡❧❛)✐♦♥/

❜❛/*❡/ /✉. ).♦✐/ ❢❛❝)❡✉./ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ✿ ❧❛ ❝♦♥).✐❜✉)✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣❛✐. ❛✉ /②/)>♠❡

✭.❡//♦✉.❝❡/✮✱ ❧❛ ✜❛❜✐❧✐)* ❞✬✉♥ ♣❛✐. ✭❝❛❧❝✉❧*❡ Y ♣❛.)✐. ❞❡/ .❡)♦✉./ ❞❡/ ❛✉).❡/

♣❛✐./ ✿ ❢❡❡❞❜❛❝❦✮ ❡) ❧❛ 7✉❛❧✐)* ❞❡/ .❡//♦✉.❝❡/ ♠✐/❡/ Y ❞✐/♣♦/✐)✐♦♥ ♣❛. ✉♥ ♣❛✐.✳

❈❤❛❝✉♥ ❞❡ /❡/ ❢❛❝)❡✉./ ❡/) .❡♣.*/❡♥)* ♣❛. ✉♥ ✈❡❝)❡✉. ❢♦.♠❛♥) ✉♥ ❝✉❜♦✐❞❡ ❞❡

❝♦♦.❞♦♥♥*❡/ x, y, z ❡) ❞*♥♦)* ♣❛. Px,y,z✱ ♦` z .❡♣.*/❡♥)❡ ❧❛ .❡//♦✉.❝❡ /)♦❝❦*❡

♣❛. y ❡) *✈❛❧✉*❡ ♣❛. x ❡) Px,y,z ❧✬*✈❛❧✉❛)✐♦♥ ❞❡ ❧❛ .❡//♦✉.❝❡ z ♣❛. ❧❡ ♣❛✐.

x✳ ▲❡/ ✈❛❧❡✉./ ❛)).✐❜✉*❡/ Y ❧❛ 7✉❛❧✐)* ❞❡ ❧❛ .❡//♦✉.❝❡/ /♦♥) ❜✐♥❛✐.❡/ ✿ ✰✶

✭♣♦/✐)✐❢✮ ♦✉ ✲✶ ✭♥*❣❛)✐❢✮✳ ▲❛ .❡//♦✉.❝❡ ❡/) *✈❛❧✉*❡ ♣♦/✐)✐✈❡♠❡♥) /✐ Y ❧❛ ✜♥ ❞✬✉♥

)*❧*❝❤❛.❣❡♠❡♥) /❛♥/ ✐♥❝✐❞❡♥) ❧❛ .❡//♦✉.❝❡ ❡/) ❥✉❣*❡ ✐♥)>❣.❡ ❡) ❛✉)❤❡♥)✐7✉❡ ❡)

*✈❛❧✉*❡ ♥*❣❛)✐✈❡♠❡♥) /✐ ❡❧❧❡ ♥✬❡/) ♣❛/ ✐♥)>❣.❡ ♦✉ /✐ ❧❡ )*❧*❝❤❛.❣❡♠❡♥) ❛ *)*

✐♥)❡..♦♠♣✉✳ ▲❡/ ❝✉❜♦✐❞❡/ /♦♥) ❛//♦❝✐*/ Y ❞❡✉① ♠❛).✐❝❡/ ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥) E ❡)
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D "❡❧❧❡% &✉❡ ❝❤❛&✉❡ ♠❛",✐❝❡ ,❡♣,/%❡♥"❡ ✉♥ ♣❧❛♥ ❞✉ ❝✉❜♦✐❞❡ ✿ ❧❡ ♣❧❛♥ E %❡❧♦♥

❧✬❛①❡ ❞❡% Y ❡" ❧❡ ♣❧❛♥ D %❡❧♦♥ ❧✬❛①❡ ❞❡% Z✳ ❙♦✐" ✉♥ ,/%❡❛✉ ❞♦♥" ❧❡ ♥♦♠❜,❡ ❞❡

♣❛✐,% ❡%" M ❡" N ❧❡ ♥♦♠❜,❡ ❞❡ ,❡%%♦✉,❝❡%✳ ▲❡% /❧/♠❡♥"% ❞❡% ♠❛",✐❝❡% D ❡" E
%♦♥ ,❡%♣❡❝"✐✈❡♠❡♥" ✿

Dij = avg(Pi,j,∗) ∈ [−1, 1] "& 1 ≤ i ≤M, 1 ≤ j ≤M
Eij = avg(Pi,∗,j) ∈ [−1, 1] "& 1 ≤ i ≤M, 1 ≤ j ≤ N

Pi,j,∗ ,❡♣,/%❡♥"❡ ❧❡ ✈❡❝"❡✉, ❛✈❡❝ x = i ❡" y = j ❞❛♥% ❧❡ ❝✉❜♦✐❞❡✱ ❡" Pi, ∗, j
,❡♣,/%❡♥"❡ ❧❡ ✈❡❝"❡✉, ❛✈❡❝ x = i ❡" z = j ❞❛♥% ❧❡ ❝✉❜♦✐❞❡✳ ▲❛ ♠❛",✐❝❡ D
❝♦♥"✐❡♥" ❧❡% ♥♦"❡% ♠♦②❡♥♥❡% ❛"",✐❜✉/❡% ♣❛, ✉♥ ♣❛✐, i = ✉♥ ♣❛✐, j✱ ❡" ❧❛ ♠❛",✐❝❡

❊ ❝♦♥"✐❡♥" ❧❡% ♥♦"❡% ♠♦②❡♥♥❡% ❛"",✐❜✉/❡% ♣❛, ✉♥ ♣❛✐, ✐ = ✉♥❡ ,❡%%♦✉,❝❡ j✳ ▲❡%
&✉❛",❡ ,❡❧❛"✐♦♥% %♦♥" ❜❛%/❡% %✉, ❧❡% ",♦✐% ❢❛❝"❡✉,% ♣,/❝/❞❡♠♠❡♥" ❝✐"/% ✿ ❧❛ ❝♦♥✲

",✐❜✉"✐♦♥✱ ❧❛ ✜❛❜✐❧✐"/ ❡" ❧❛ &✉❛❧✐"/ ❞❡ ❧❛ ,❡%%♦✉,❝❡ ,❡%♣❡❝"✐✈❡♠❡♥" ,❡♣,/%❡♥"/%

♣❛, ❧❡% ",♦✐% ✈❡❝"❡✉,% ✿ C✱ T ❡" Q✳ ▲❛ ♣,❡♠✐B,❡ ,❡❧❛"✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❡ ❞❡✉① ❞✬❡♥✲

",❡% ❡✉① ✿ ❧❛ ❝♦♥",✐❜✉"✐♦♥ ❡" ❧❛ ✜❛❜✐❧✐"/✳ ❈❡""❡ ,❡❧❛"✐♦♥ ❡%" ,❡♣,/%❡♥"/❡ ♣❛, ❧❛

❢♦,♠✉❧❡ %✉✐✈❛♥"❡ ✿

Ci =
∑M

j=0(Dij × Tj), 1 ≤ i ≤M

♦D Tj ❡%" ❧❛ ✜❛❜✐❧✐"/ ❞✉ ♣❛✐, j✱ ❡" Ci ,❡♣,/%❡♥"❡ ❧❛ ❝♦♥",✐❜✉"✐♦♥ ❞✉ ♣❛✐, i
❞❛♥% ❧❡ %②%"B♠❡ ❞✉ ♣♦✐♥" ❞❡ ✈✉❡ ❞❡% ❛✉",❡% ♣❛✐,% &✉✐ ♦♥" ❞/❥❛ ❡✉ ❛✛❛✐,❡ ❛✉

♣❛✐, i✳ ▲❛ ❞❡✉①✐B♠❡ ,❡❧❛"✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❡ ❞❡✉① ❢❛❝"❡✉,% ✿ ❧❛ ✜❛❜✐❧✐"/ ❡" ❧❛ &✉❛❧✐"/

❞❡ ❧❛ ,❡%%♦✉,❝❡✳ ❡" ❡❧❧❡ ❡%" ,❡♣,/%❡♥"/❡ ♣❛, ❧❛ ❢♦,♠✉❧❡ %✉✐✈❛♥"❡ ✿

Ti =
∑N

j=0(Eij ×Qj), 1 ≤ i ≤ N

♦D Qj ❡%" ❧❛ &✉❛❧✐"/ ❞❡ ❧❛ ,❡%%♦✉,❝❡ j✱ ❡" Ti ❧❛ ✜❛❜✐❧✐"/ ❞✉ ♣❛✐, i✳ ▲❛

",♦✐%✐B♠❡ ,❡❧❛"✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❡ ❧❛ ✜❛❜✐❧✐"/ ❞✉ ♣❛✐, ❞❛♥% ❧❡ %②%"B♠❡ ❛✐♥%✐ &✉❡ ❧❛

&✉❛❧✐"/ ❞❡ ❧❛ ,❡%%♦✉,❝❡ /❝❤❛♥❣/❡ ❡" ❡❧❧❡ ❡%" ❞/❝,✐"❡ ♣❛, ❧❛ ❢♦,♠✉❧❡ %✉✐✈❛♥"❡ ✿

Qi =
∑N

j=0(E
T
ij × Tj), 1 ≤ i ≤ N

♦D ET
ij ❡%" ❧✬/❧/♠❡♥" ❞❡ ❝♦♦,❞♦♥♥/❡% (i, j) ❞❡ ❧❛ ",❛♥%♣♦%/❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛",✐❝❡ E✱

❡" ✐❧ ,❡♣,/%❡♥"❡ ❧❛ ♥♦"❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❛❝❝♦,❞/❡ = ❧❛ ,❡%%♦✉,❝❡ i ♣❛, ❧❡ ♣❛✐, j✳ Tj ❡%"

❧❛ ✜❛❜✐❧✐"/ ❞✉ ♣❛✐, j✱ ❡" Qi ❧❛ &✉❛❧✐"/ ❞❡ ❧❛ ,❡%%♦✉,❝❡ i ❞❛♥% ❧❡ %②%"B♠❡✳

❡" ❧❛ ❞❡,♥✐B,❡ ,❡❧❛"✐♦♥ ♣,❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣"❡ ❧❛ ❝♦♥",✐❜✉"✐♦♥ ❡" ❧❛ ✜❛❜✐❧✐"/ ❞❡

❧❛ ❢❛H♦♥ %✉✐✈❛♥"❡ ✿

Ti =
∑M

j=0(D
T
ij × Cj), 1 ≤ i ≤M
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♦# DT
ij ❡%& ❧✬)❧)♠❡♥& ❞❡ ❝♦♦.❞♦♥♥)❡ ✭✐✱❥✮ ❞❡ ❧❛ &.❛♥%♣♦%)❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛&.✐❝❡

❉✱ %♦✐& ❧❛ ♥♦&❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❛&&.✐❜✉)❡ ♣❛. ❧❡ ♣❛✐. ❥ ❛✉ ♣❛✐. ✐✱ Cj .❡♣.)%❡♥&❡ ❧❛

❝♦♥&.✐❜✉&✐♦♥ ❞✉ ♣❛✐. ❥ ✱ ❡& Ti ❡%& ❧❛ ✜❛❜✐❧✐&) ❞✉ ♣❛✐. ✐✳ ❊♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥& ❝❡%

=✉❛&.❡ .❡❧❛&✐♦♥ ♦♥ ♦❜&✐❡♥& ✿

C = D × T = D × E ×Q = D × E × ET × T =
D × E × ET ×DT × C = (D × E)× (D × E)T × C (1)

❡♥ ❢❛✐%❛♥& k ✐&).❛&✐♦♥% ❞❡ ❧✬)=✉❛&✐♦♥ ✭✶✮✱ ♦♥ ♦❜&✐❡♥& ✿

C(k) = R× C(k−1) = R1 × C(k−2) = ✳✳✳ = Rk × C(0)

♦# R = (D×E)× (D×E)T ✱ ❡& C(k) .❡♣.)%❡♥&❡ ❧❛ ♥♦&❡ ❛&&.✐❜✉)❡ @ ❧❛ ❝♦♥✲

&.✐❜✉&✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡ ♣♦✉. ❝❤❛=✉❡ ♣❛✐. ❛♣.D% ❦ ✐&).❛&✐♦♥%✳ ❯♥❡ ❛✉&.❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐%♦♥

❞❡% =✉❛&.❡ .❡❧❛&✐♦♥% ♥♦✉% ❞♦♥♥❡ ❛✉%%✐ ❧✬)=✉❛&✐♦♥ %✉✐✈❛♥&❡ ✿

Q = ET × T = ET ×DT × C = ET ×DT ×D × T =
ET ×DT ×D × E ×Q = (D × E)T × (D × E)×Q (2)

❡♥ ❢❛✐%❛♥& k ✐&).❛&✐♦♥% ❞❡ ❧✬)=✉❛&✐♦♥ ✭✷✮✱ ♦♥ ♦❜&✐❡♥& ✿

Q(k) = S ×Q(k−1) = S1 ×Q(k−2) = ✳✳✳ = Sk ×Q(0)

♦# S = (D×E)T × (D×E)✱ ❡& Q(k) .❡♣.)%❡♥&❡ ❧❛ ♥♦&❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❛&&.✐❜✉)❡

@ ❧❛ =✉❛❧✐&) ❞❡ ❝❤❛=✉❡ .❡%%♦✉.❝❡ ❛♣.D% ❦ ✐&).❛&✐♦♥%✳ ❉❛♥% ❈✉❜♦✐❚.✉&✱ ❧❛ ♥♦&❡

❣❧♦❜❛❧❡ ❛&&.✐❜✉)❡ @ ♣❛✐. ✭❧❡ &❛✉① ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ❝❡ ♣❛✐.✮ ❡%& .❡♣.)%❡♥&)❡ ♣❛.

❧❛ ♥♦&❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡ %❛ ❝♦♥&.✐❜✉&✐♦♥ ❛✉ %②%&D♠❡✳

✷✳✷✳✷ ❊✐❣❡♥❚(✉*+

❊✐❣❡♥❚.✉%& ❬✹✼❪✱ ❡%& ❧✬✉♥ ❞❡% %②%&D♠❡% ❞❡ .)♣✉&❛&✐♦♥ ❧❡% ♣❧✉% ❝✐&)% ❡& ❧❡

♣❧✉% ✉&✐❧✐%) ❝♦♠♠❡ .)❢).❡♥❝❡ ❞❛♥% ❧❡% ♠♦❞D❧❡% ❞❡ .)♣✉&❛&✐♦♥ ❞❡% .)%❡❛✉① ♣❛✐.✲

@✲♣❛✐.✳ ▲✬✐❞)❡ ❞❡ ❊✐❣❡♥❚.✉%& ❡%& ❞✬❛&&.✐❜✉❡. ✉♥❡ ♥♦&❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❣❧♦❜❛❧❡ @

❝❤❛=✉❡ ♣❛✐. =✉✐ ❡%& ❝❛❧❝✉❧)❡ @ ♣❛.&✐. ❞❡% ♥♦&❡% ❧♦❝❛❧❡% ❛&&.✐❜✉)❡% ♣❛. ❝❤❛=✉❡

♣❛✐. ❡& ♣♦♥❞).)❡% ♣❛. ❧❡ &❛✉① ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ❝❡% ♣❛✐.%✳ ▲✬❛&&.✐❜✉&✐♦♥ ❞❡%

♥♦&❡% %❡ ❜❛%❡ %✉. ❧✬❤✐%&♦.✐=✉❡ ❞✬)❝❤❛♥❣❡% ❡♥&.❡ ❧❡% ❞✐✛).❡♥&% ♣❛✐.%✳ ▲❡ ♠♦❞D❧❡

❊✐❣❡♥❚.✉%& ❡%& ❝♦♠♣❧)&❡♠❡♥& ❞✐%&.✐❜✉) ❡& ♣❡.♠❡& ❞✬❛%%✉.❡. ❧✬❛♥♦♥②♠❛& ❛✉①

♣❛✐.% =✉✐ ❛&&.✐❜✉❡♥& ❧❡% ♥♦&❡%✳ ❈❤❛=✉❡ &.❛♥%❛❝&✐♦♥ ❡%& )✈❛❧✉)❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥& ♣❛.

❧❡ ♣❛✐. ✐ =✉✐ .❡R♦✐& ❧❛ .❡%%♦✉.❝❡ ❞✉ ♣❛✐. ❥✱ ♥♦&)❡ tri,j ❡❧❧❡ ♣.❡♥❞ ❧❛ ✈❛❧❡✉. ✭✰✶✮

%✐ ❧❛ &.❛♥%❛❝&✐♦♥ ❡%& %❛&✐%❢❛✐%❛♥&❡ ❡& ✭✲✶✮ %✐♥♦♥✳ ▲❛ ♥♦&❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❧♦❝❛❧❡ sij
❡%& ❞)✜♥✐❡ ♣❛. ❧❛ ❢♦.♠✉❧❡ %✉✐✈❛♥&❡ ✿

sij = sat(i, j)− unsat(i, j)
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♦# sat(i, j) ❡%& ❧❡ ♥♦♠❜+❡ ❞❡ &+❛♥%❛❝&✐♦♥% %❛&✐%❢❛✐%❛♥&❡% 1✉✬❛ ❡✛❡❝&✉5 ✐ ❛✈❡❝

❥ ❡& unsat(i, j) ❧❡ ♥♦♠❜+❡ ❞❡ &+❛♥%❛❝&✐♦♥% ♥♦♥ %❛&✐%❢❛✐%❛♥&❡%✳

▲❛ ♥♦&❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❧♦❝❛❧❡ cij ❡%& ♥♦+♠❛❧✐%5❡ ❞❡ ♠❛♥✐;+❡ < ❝❡ 1✉✬❡❧❧❡%

%♦✐❡♥& ❝♦♠♣+✐%❡% ❞❛♥% ❧✬✐♥&❡+✈❛❧❧❡ [0, 1] ✿

cij =
max(sij ,0)
∑

j(sij ,0)

❯♥❡ ❞✐%&+✐❜✉&✐♦♥ ❞❡ ♣+♦❜❛❜✐❧✐&5  ✭❛✈❡❝ pi ∈ [0, 1]✮ ❡%& ❞5✜♥✐❡ %✉+ ❧❡% ♣❛✐+%
♣+5✲✜❛❜❧❡%✳ ❙✐ ✉♥ ❡♥%❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣❛✐+% ♣ %♦♥& ❞5❥< ❝♦♥♥✉% ♣♦✉+ D&+❡ ✜❛❜❧❡%✱ ❛❧♦+%

pi = 1/ | P | ❙✐ i ∈ P ❡& pi = 0 %✐♥♦♥✳ ●+G❝❡ < ❝❡&&❡ ❞5✜♥✐&✐♦♥ ♦♥ ♣❡✉&

♥♦+♠❛❧✐%❡+ ✉♥❡ ❢♦✐% ❞❡ ♣❧✉% ❧❛ ✈❛❧❡✉+ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❧♦❝❛❧❡ cij ∈ [0, 1] ❝♦♠♠❡

%✉✐& ✿

cij =

{

max(sij ,0)
∑

j max(sij ,0)
❙✐

∑

j max(sij, 0) 6= 0

Pj %✐♥♦♥

❆✜♥ ❞✬❛✈♦✐+ ✉♥❡ ♥♦&❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❣❧♦❜❛❧❡✱ ❧❛ ♥♦&❡ ❧♦❝❛❧❡ ❡%& ❛❣+5❣5❡ ❛✈❡❝

❧❡% ❛✉&+❡% ♥♦&❡% ❧♦❝❛❧❡% ❞❡% ♣❛✐+% 1✉❡ ❧❡ ♣❛✐+ i ❝♦♥♥❛✐& ✭%❡% ❛♠✐%✮✳ J♦✉+ ❝❡❧❛ ❧❡

♣❛✐+ i ❞❡♠❛♥❞❡ &♦✉&❡% ❧❡% ♥♦&❡% ❞5&❡♥✉❡% ♣❛+ ❧❡% ❛✉&+❡% ♣❛✐+% < ♣+♦♣♦% ❞✉ ♣❛✐+

k ❞♦♥& ✐❧ ✈❡✉& ❝❛❧❝✉❧❡+ ❧❛ ♥♦&❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡✱ ❡& ✐❧ ♣♦♥❞;+❡ ❧❡% ♥♦&❡% ♦❜&❡♥✉❡%

❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ 1✉✬✐❧ ❛ ❧✉✐ ♠D♠❡ ❞❡% ♣❛✐+% %♦❧❧✐❝✐&5%✱ ❡& ✐❧ ✉&✐❧✐%❡ ❧❛ ❢♦+♠✉❧❡

❞❡ ❝❛❧❝✉❧ %✉✐✈❛♥&❡ ✿

tik =
∑

j cijcjk

▲✬❡♥%❡♠❜❧❡ ❞❡% ♥♦&❡% ❡%& 5❝+✐& %♦✉% ❢♦+♠❡ ❞✬✉♥❡ ♠❛&+✐❝❡ C ❝♦♠♣♦%5❡ ❞❡%

❞✐✛5+❡♥&% [cij]✱ ❡& ❧✬❡♥%❡♠❜❧❡ ❞❡% ♥♦&❡% ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❣❧♦❜❛❧❡% ❡%& %&♦❝❦5 ❞❛♥%

✉♥ ✈❡❝&❡✉+

−→
ti 1✉✐ ❝♦♥&✐❡♥& ❧✬❡♥%❡♠❜❧❡ ❞❡% tik ✭♥♦&❡+ 1✉❡

∑

k tik = 1✮✱ ❛❧♦+% ♦♥
❛ ✿ ti = CT ci✳ ❖♥ ❛♣♣❧✐1✉❛♥& ✉♥❡ ✐&5+❛&✐♦♥ ✭❝♦++❡%♣♦♥❞❛♥& ❛✉ ♥♦♠❜+❡ ❞❡ ❢♦✐%

1✉❡ ❧❡ ♣❛✐+ ✐ %♦❧❧✐❝✐&❡ ❧❡% ❛✉&+❡% ♣❛✐+% ♣♦✉+ ❛✈♦✐+ ❧❡✉+% ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ✉♥ ♣❛✐+ ❦✮✱

❧❡ ♣❛✐+ ✐ ❛✉+❛ ✉♥❡ ✈✉❡ ❝♦♠♣❧;&❡ ❞✉ +5%❡❛✉ ❡& ♦♥ ♦❜&✐❡♥& ✿

ti = (cT )
nci

✷✳✷✳✸ ●$♦✉♣❘❡♣

●+♦✉♣❘❡♣ ❬✺✸❪✱ ❡%& ✉♥ ♠♦❞;❧❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ 1✉✐ ♠❡& ❡♥ 5✈✐❞❡♥❝❡ &+♦✐%

♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❝❧❛%%✐✜❝❛&✐♦♥% ♣♦✉+ ❧❛ +❡❧❛&✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡✱ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥&+❡

❣+♦✉♣❡%✱ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥&+❡ ❧❡% ❣+♦✉♣❡% ❡& ❧❡% ♣❛✐+% ❡& ❡♥✜♥ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥&+❡

❧❡% ♣❛✐+%✳ ▲❛ ♣+❡♠✐;+❡ +❡❧❛&✐♦♥ ❡%& ❝❡❧❧❡ 1✉✐ ❞5❝+✐& ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ 1✉❡ ♣♦%%;❞❡ ✉♥

❣+♦✉♣❡ i ❡♥ ✉♥ ❣+♦✉♣❡ j✱ ❡❧❧❡ ❡%& ❝❛❧❝✉❧5❡ ❝♦♠♠❡ %✉✐& ✿
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TrGiGj
=











uGiGj
−cGiGj

uGiGj
+cGiGj

❙✐ uGiGj
+ cGiGj

6= 0

TrreferenceGiGj
❙✐ uGiGj

+ cGiGj
= 0 ❡$ ∃TrustpathGiGj

TrGiGstrange
❙✐♥♦♥

♦' uGiGj
≥ 0 ❡$ cGiGj

≥ 0 (♦♥$ )❡(♣❡❝$✐✈❡♠❡♥$ ✿ ❧✬✉$✐❧✐$2 ❡$ ❧❡ ❝♦3$ 4✉❡

❧❡( ♣❛✐)( ❞✉ ❣)♦✉♣❡ j ♦♥$ ❛❝❝♦)❞2( ❛✉① ♣❛✐)( ❞✉ ❣)♦✉♣❡ i✳ ❙♦✐$ ✉♥ ❡♥(❡♠❜❧❡

❞❡ ❝❤❡♠✐♥( )2❢2)❡♥❝❡ ❡♥$)❡ ❧❡ ❣)♦✉♣❡ Gi ❡$ ❧❡ ❣)♦✉♣❡ Gj✱ ❛❧♦)( ❧❡ ❝❤❡♠✐♥

❧❡ ♣❧✉( ✜❛❜❧❡ ❡$ ❧❡ ♣❧✉( (3) ❡($ ❝❡❧✉✐ 4✉✐ ❝♦♥$✐❡♥$ ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ❣)♦✉♣❡(

✜❛❜❧❡(✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥$✱ TrreferenceGiGj
❡($ ❞2✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ 2$❛♥$ ❧❛ ✈❛❧❡✉) ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❡

❝♦♥✜❛♥❝❡ )❡♥❝♦♥$)2❡ $♦✉$ ❛✉ ❧♦♥❣ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ )2❢2)❡♥❝❡ ❧❡ ♣❧✉( ✜❛❜❧❡✳

▲❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ 4✉❡ ♣❡✉$ ❛✈♦✐) ✉♥ ❣)♦✉♣❡ i ❡♥ ✉♥ ❣)♦✉♣❡ 2$)❛♥❣❡) ✭❛✈❡❝ 4✉✐

✐❧ ♥✬❛ ❥❛♠❛✐( ❡✉ ❞✬2❝❤❛♥❣❡(✮ (❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ❝♦♠♠❡ (✉✐$ ✿

TrGiGstrange
=

{

uGiGstrange
−cGiGstrange

uGiGstrange
+cGiGstrange

❙✐ uGiGstrange
+ cGiGstrange

6= 0

0 ❙✐♥♦♥

▲❛ ❞❡✉①✐D♠❡ )❡❧❛$✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥$)❡ ✉♥ ❣)♦✉♣❡ Gi ❡$ ✉♥ ♣❛✐) j ♥♦$2❡

TrGi

j ❡($ ❞♦♥♥2❡ ♣❛) ❧✬24✉❛$✐♦♥ (✉✐✈❛♥$❡ ✿

TrGi

j =















u
G(j)
j −c

G(j)
j

u
G(j)
j +c

G(j)
j

❙✐ u
G(j)
j + c

(j)
j 6= 0 ❡$ j ∈ Gi = G(j)

Tr
G(j)
stange ❙✐ u

G(j)
j + c

G(j)
j = 0 ❡$ j ∈ Gi = G(j)

minTrGiG(j), T r
(j)
j ❙✐ j ∋ Gi

▲♦)(4✉❡ ❧❡ ♣❛✐) ❡($ 2$)❛♥❣❡) ❛✉ ❣)♦✉♣❡✱ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡($ ❝❛❧❝✉❧2❡ ❞❡ ❧❛

♠❛♥✐D)❡ (✉✐✈❛♥$❡ ✿

TrGi

j =







u
G(j)
strange−c

G(j)
strange

u
G(j)
strange+c

G(j)
strange

❙✐ u
G(j)
strange + c

G(j)
strange 6= 0

0 ❙✐ u
G(j)
strange + c

G(j)
strange = 0

♦' G(j) ❡($ ❧❡ ❣)♦✉♣❡ ❛✉4✉❡❧ ❧❡ ♣❛✐) j ❛♣♣❛)$✐❡♥$✱ ❡$ c
G(j)
j ≥ 0 ❡$ u

G(j)
j ≥ 0

(♦♥$ )❡(♣❡❝$✐✈❡♠❡♥$ ❧✬✉$✐❧✐$2 ❡$ ❧❡ ❝♦3$ 4✉❡ ❧❡ ♣❛✐) j ❛❝❝♦)❞❡ ❛✉① ♣❛✐)( ❞❛♥(

❧❡ ❣)♦✉♣❡ G(j)✳

❧❛ ❞❡)♥✐D)❡ )❡❧❛$✐♦♥ ❡($ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥$)❡ ❞❡✉① ♣❛✐)( ❡$ ❡❧❧❡ ❡($ ❞♦♥♥2❡

♣❛) ❧❛ ❢♦)♠✉❧❡ (✉✐✈❛♥$❡ ✿

Trij =

{

uij−cij
uij+cij

❙✐ uij + cij 6= 0

Tr
G(i)
j ❙✐ uij + cij = 0
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▲❛ ♠✐&❡ ( ❥♦✉, ❞❡& ♥♦/❡& ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡& ❧♦❝❛❧❡& &❡ ❢♦♥/ ( ❧❛ ❜❛&❡ ❞❡& ♥♦/❡&

❛//,✐❜✉5❡& ❛✉① ❛✉/,❡& ♣❛✐,&✳ ❯♥ ❣,♦✉♣❡ ♠❡//,❛ ( ❥♦✉, ❧❡& ✐♥❢♦,♠❛/✐♦♥& ❝♦♥❝❡,✲

♥❛♥/ &❡& ♠❡♠❜,❡&✱ ❧❡& ❣,♦✉♣❡& ❛♠✐&✱ ❧❡& ♣❛✐,& 5/,❛♥❣❡,& ❡/ ❣,♦✉♣❡& 5/,❛♥❣❡,&

❡♥ ❧❡& ♣♦♥❞5,❛♥/ ♣❛, ❧❡& ♥♦/❡& ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡& =✉✬✐❧ ❛ ,❡?✉ ♣❛, ❧❡& ❛✉/,❡&✳ ◗✉❛♥❞

✉♥ ♣❛✐, i ❛ ✜♥✐ &♦♥ ✐♥/❡,❛❝/✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡ ♣❛✐, j✱ ✐❧ ♠❡/ ( ❥♦✉, &❛ ♥♦/❡ ❧♦❝❛❧❡ ❡♥

♣,❡♠✐❡, ❡/ ❡♥&✉✐/❡ ✐❧ /,❛♥&♠❡/ ❧❛ ♠✐&❡ ( ❥♦✉, ( G(i)✱ &✐ j ∈ G(i) ❛❧♦,& ❧❛

♥♦/❡ ❞❡ j ❡&/ ♠✐&❡ ( ❥♦✉, ✱ &✐♥♦♥ ♠❡/ ( ❥♦✉, ❧❛ ♥♦/❡ ❞❡ G(j) ✭❣,♦✉♣❡ ❛✉=✉❡❧

❛♣♣❛,/✐❡♥/ j✮✳ ❯♥❡ ❢♦✐& ❧❛ ♥♦/❡ ❞❡ G(j) ❡&/ ♠✐&❡ ( ❥♦✉, ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ❣,♦✉♣❡

❞❡ i✱ ❡❧❧❡ ❡&/ /,❛♥&♠✐&❡ ❛✉ ❣,♦✉♣❡ ❞❡ j ❛✜♥ =✉❡ ❝❡ ❞❡,♥✐D,❡ ♠❡//❡ ( ❥♦✉, ❧❛

❝♦♥✜❛♥❝❡ ❞❡ j✳ ❯♥ ❣,♦✉♣❡ ♠❡//,❛✐/ ( ❥♦✉, ❧❡& ✐♥❢♦,♠❛/✐♦♥& ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❞❡&

♣❛✐,& ♦✉ ❞❡& ❣,♦✉♣❡& 5/,❛♥❣❡,& &✐ ✉♥ ❞❡ &❡& ♠❡♠❜,❡& ❧❡✉, ❛ ❞5❥( ❢♦✉,♥✐ ✉♥

&❡,✈✐❝❡ ♦✉ ❜✐❡♥ ❝❡& 5/,❛♥❣❡,& ♦♥/ ❞5❥( ❢♦✉,♥✐ ✉♥ &❡,✈✐❝❡ ( ❧✬✉♥ ❞❡& ♠❡♠❜,❡&

❞✉ ❣,♦✉♣❡✳

✷✳✷✳✹ ❆♥%❘❡♣

❆♥/❘❡♣ ❬✺✾❪✱ ❡&/ ✉♥ ♠♦❞D❧❡ ❞❡ ,5♣✉/❛/✐♦♥ ❞✐&/,✐❜✉5 ♣♦✉, ❧❡& ,5&❡❛✉① ♣❛✐,✲

(✲♣❛✐,✳ ■❧ ❡&/ ❜❛&5 &✉, ❧❡ ♣❛,❛❞✐❣♠❡ ❞❡ ❧✬✐♥/❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ❡♥ ❡&&❛✐♠ ❬❡&&❛✐♠❪✳ ■❧

&✬✐♥&♣✐,❡ &✉, ✉♥ &②&/D♠❡ ❞❡ ❢♦✉,♠✐& 5❝❧❛✐,❡✉&❡& ❬✸❪ ♣♦✉, ❧❛ ❝♦♥&/,✉❝/✐♦♥ ❞❡

,❡❧❛/✐♦♥& ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❞❛♥& ❧❡& ,5&❡❛✉① M✷M ❡✣❝❛❝❡♠❡♥/✳ ❉❛♥& ❧❡ ♠♦❞D❧❡

❆♥/❘❡♣✱ ❝❤❛=✉❡ ♣❛✐, ❞✐&♣♦&❡ ❞✬✉♥❡ /❛❜❧❡ ❞❡ ,5♣✉/❛/✐♦♥ ✭❘❚✮✱ ❞♦♥/ ❧❡ ♣,✐♥❝✐♣❡

&❡ ,❛♣♣,♦❝❤❡ ❞❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ /❛❜❧❡ ❞❡ ,♦✉/❛❣❡ ( ✈❡❝/❡✉, ❞❡ ❞✐&/❛♥❝❡ ❬✽❪▲❡& ❞❡✉①

/❛❜❧❡& ❞✐✛D,❡♥/ ❡♥ ❞❡✉① ♣♦✐♥/& ✿

✕ ❝❤❛=✉❡ ♣❛✐, ❞❛♥& ❧❛ /❛❜❧❡ ❞❡ ,5♣✉/❛/✐♦♥ ❝♦,,❡&♣♦♥❞ ( ✉♥❡ &❡✉❧❡ ,5♣✉/❛✲

/✐♦♥✳

✕ ❧❛ ♠5/,✐=✉❡ ❡&/ ❧❛ ♣,♦❜❛❜✐❧✐/5 ❞❡ ❝❤♦✐&✐, ❝❤❛=✉❡ ✈♦✐&✐♥ ❝♦♠♠❡ &❛✉/ &✉✐✈✲

❛♥/✳

■❧ ②❛ ❞❡✉① ♠♦❞❡ ❞✬❡♥✈♦✐ ❞❡ ❢♦✉,♠✐& ♣♦✉, ✉♥ ♣❛✐, ❞♦♥♥5 ✭❛✈❡❝ ✉♥❡ ,5♣✉/❛/✐♦♥✮ ✿

✕ ❢♦✉,♠✐& ✉♥✐❝❛%&✱ ❡♥✈♦②5❡& ❛✉ ✈♦✐&✐♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣,♦❜❛❜✐❧✐/5 ❧❛ ♣❧✉& 5❧❡✈5❡

❞❛♥& ❧❛ /❛❜❧❡ ❞❡ ,5♣✉/❛/✐♦♥✱

✕ ❢♦✉,♠✐& ❜(♦❛❞❝❛%&✱ ❡♥✈♦②5❡& =✉❛♥❞ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛& ❞❡ ♣,5❢5,❡♥❝❡ ❡♥/,❡ ❧❡&

✈♦✐&✐♥&✳ ❈❡ ♠♦❞❡ ❡&/ ❛✉&&✐ ❝❤♦✐&✐ ❧♦,&=✉✬❛✉❝✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❛✉ ♣❛✐, ♥✬❛ 5/5

❡①♣❧♦,5 ♦✉ ❧❡& ✐♥❢♦,♠❛/✐♦♥& &✉, ❝❡ ♣❛✐, ♥❡ &♦♥/ ♣❛& ( ❥♦✉,

❯♥❡ ❢♦✐& =✉❡ ❧❡& ❢♦✉,♠✐& ❡♥✈♦②5❡& /,♦✉✈❡♥/ ❧❛ ♣,❡✉✈❡ ♥5❝❡&&❛✐,❡ ✭✐♥❢♦,♠❛/✐♦♥&

&✉, ❧❛ ,5♣✉/❛/✐♦♥✮✱ ❡❧❧❡& ❢♦♥/ ✉♥ ,❡/♦✉, ❡♥ ❛,,✐D,❡ ✭✉♥ ,❡/♦✉, ❞❡ ❢♦✉,♠✐& ❡&/

❣5♥5,5✮✳ ❆ ❝❤❛=✉❡ ,❡/♦✉, ❛,,✐D,❡ ❞❡ ❢♦✉,♠✐& ( ✉♥ ♥X✉❞ i ❧❛ /❛❜❧❡ ❞❡ ,5♣✉/❛/✐♦♥
❞❡ ❝❡ ♥X✉❞ ❡&/ ♠✐&❡ ( ❥♦✉, ❡♥ ♠Y♠❡ /❡♠♣&✳ ❈❡//❡ ♠✐&❡ ( ❥♦✉, ❡&/ ❡✛❡❝/✉5❡

❣,Z❝❡ ( ❧❛ ,D❣❧❡ &✉✐✈❛♥/❡ ✿

Pi(t) =
[τj(t)]α[ηj(t)]β

∑

j∈N [τj(t)]α[ηj(t)]β
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♦# α ❡% β &♦♥% ❞❡& ❝♦♥&%❛♥%❡& +✉✐ ✈❛/✐❡♥% ❡♥ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥✈✐/♦♥♥❡♠❡♥%

❞✉ /4&❡❛✉✱ ηi ❡&% ❧❛ +✉❛❧✐%4 ❞✉ ❧✐❡♥ ❡♥%/❡ ❧❡ ♣❛✐/ ❝♦✉/❛♥% ❡% &♦♥ ♣❛✐/ ✈♦✐&✐♥ i✳ τi
❡&% ❧❡ ✏❞4♣9% ❞❡ ♣❤4/♦♠♦♥❡&✏✱ +✉✐ ❡&% ❞4✜♥✐ ❝♦♠♠❡ &✉✐% ✿ &✐ ❛✉ %❡♠♣& t+∆t✱
❧❡ ♣❛✐/ ❝♦✉/❡♥% /❡=♦✐% ✉♥ /❡%♦✉/ ❞❡ ❢♦✉/♠✐& ❞✉ ♣❛✐/ ✐✱ ❛❧♦/& ✿

τi(t+∆t) = f(τi(t),∆t) + ∆p
τj(t+∆t) = f(τj(t),∆t) ✱ j ∈ N, j 6= i

♦# ∆p = k
f(c)

✱ %❡❧ +✉❡ k > 0 ❡&% ✉♥❡ ❝♦♥&%❛♥%❡ ❀ f(c) ✉♥❡ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❝/♦✐&&❛♥%❡

❞✉ ❝♦?% c ❡% c ♣❡✉% @%/❡ ♥✬✐♠♣♦/%❡ +✉❡❧ ♣❛/❛♠A%/❡ +✉✐ ❞♦♥♥❡ ❞❡& ✐♥❢♦/♠❛%✐♦♥&

&✉/ ❧❡& 4❧4♠❡♥%& ❞❡ ♣/❡✉✈❡& ♦✉ ❜✐❡♥ ❧❡ &❝4♥❛/✐♦ ❞✉ /4&❡❛✉ ❛❝%✉❡❧✳ f(τi(t),∆t)
❡&% ❧❛ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞✬4✈❛♣♦/❛%✐♦♥ ❞❡ ♣❤4/♦♠♦♥❡& ❞4✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ &✉✐% ✿

f(τi(t),∆t) = τi(t)

e
∆t
k

❯♥❡ ❞❡& ❛✉%/❡& ❢♦♥❝%✐♦♥& ❞❡& ♣❤4/♦♠♦♥❡&✱ ❡&% ❞❡ ❞4❝✐❞❡/ +✉❛♥❞ ❡♥✈♦②❡/ ❞❡&

❢♦✉/♠✐& ❞❡ ❜/♦❛❞❝❛&%✳ ▲♦/&+✉✬✉♥ ♣❛✐/ k /❡=♦✐% ✉♥❡ /❡+✉@%❡ F ✉♥ ✐♥&%❛♥% t✱ ✐❧
❝❤❡/❝❤❡ ❞✬❛❜♦/❞ &✬✐❧ ❛ ✉♥❡ ❡♥%/4❡ ❞❛♥& &❛ %❛❜❧❡ ❞❡ /4♣✉%❛%✐♦♥ +✉✐ ❝♦//❡&♣♦♥❞

❛✉① ❞♦♥♥4❡& ❞❡♠❛♥❞4❡&✱ &✬✐❧ ♥✬❛ ♣❛& ❞✬❡♥%/4❡ ❝♦//❡&♣♦♥❞❛♥% ✐❧ ❡♥✈♦✐❡ &✐♠♣❧❡✲

♠❡♥% ❞❡& ❢♦✉/♠✐& ❞❡ ❜/♦❛❞❝❛&%✳ ❉❛♥& ❧❡ ❝❛& ❝♦♥%/❛✐/❡✱ ✐❧ %/♦✉✈❡ ❧❡ ♣❛✐/ ❛✈❡❝

❧❛ ♣❧✉& ❣/❛♥❞❡ ♣/♦❜❛❜✐❧✐%4✳

✷✳✷✳✺ ❙❡♠❛♥(✐❝ ❲❡❜

❙❡♠❛♥%✐❝ ✇❡❜ ❬✶✾❪✱ ❡&% ✉♥ ♠♦❞A❧❡ ♦# ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥%/❡ ❞❡✉① ♣❛✐/& ✿ Q ❡%

◗ ❡&% ❝❛❧❝✉❧4❡ ❡♥ ❛❞❞✐%✐♦♥♥❛♥% ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❞❡ %♦✉& ❧❡& ♣❛✐/& +✉✐ &❡ %/♦✉✈❡♥%

&✉/ ❧❡& ❝❤❡♠✐♥& +✉✐ ♣❡✉✈❡♥% ❧❡& /❡❧✐❡/ ✿ ❛✉ ❞4♣❛/% ✉♥❡ /❡❝❤❡/❝❤❡ ❡&% ❢❛✐%❡ &✉/

%♦✉& ❧❡& ❝❤❡♠✐♥& +✉✐ ❝♦♥♥❡❝%❡♥% Q ❡% ◗ ❀ ♣✉✐&✱ ♣♦✉/ ❝❤❛+✉❡ ❝❤❡♠✐♥ ❧❡& ♥♦%❡&

❛&&♦❝✐4❡& F ❝❤❛+✉❡ ♣❛✐/ ❛✉① ❞❡✉① ❡①%/4♠✐%4& ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ &♦♥% ♠✉❧%✐♣❧✐4❡& ❡%

❡♥✜♥ %♦✉%❡& ❧❡& ♥♦%❡& ♦❜%❡♥✉❡& &♦♥% ❛❞❞✐%✐♦♥♥4❡&✳ ❙♦✐❡♥% ✿ ◆ ❧❡ ♥♦♠❜/❡ ❞❡

❝❤❡♠✐♥& +✉✐ ♣❡✉✈❡♥% /❡❧✐❡/ ❧❡& ♣❛✐/& P ❡% Q✱ Di ❧❡ ♥♦♠❜/❡ ❞❡ &❛✉%& ❡♥%/❡ Q

❡% ◗ &✉/ ❧❡ ime
❝❤❡♠✐♥✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ M ❧✬❡♥&❡♠❜❧❡ ❞❡& ❛♠✐& ✭♣❛✐/& ❡♥ +✉✐ Q

❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡✮ ❞❡ Q✱ ❡% mi ❧❡ ✈♦✐&✐♥ ❞✐/❡❝% ❞❡ ◗ &✉/ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ i✳ ❊♥✜♥ ❝❤❛+✉❡

❝❤❡♠✐♥ i ❡&% ♣♦♥❞4/4 ♣❛/ ✉♥ ♣♦✐❞& wi ❀ ❧❡ ♣♦✐❞& ❞❡ ❝❤❛+✉❡ ❝❤❡♠✐♥ ❡&% ❝❛❧❝✉❧4

❝♦♠♠❡ &✉✐% ✭❞♦♥♥❛♥% ✉♥ ♣❧✉& ❣/❛♥❞ ♣♦✐❞& ❛✉ ♣❧✉& ❝♦✉/% ❝❤❡♠✐♥✮ ✿

wi =
1
Di

∑N
i=1

1
Di

❙✐ Q ❡% ◗ &♦♥% ❛♠✐& ✭♥♦%4 P ֌ Q✮✱ ♦✉ ✈♦✐&✐♥& ✭♥♦%4 P ↔ Q✱ ❛❧♦/& ❧❛

❝♦♥✜❛♥❝❡ ❞❡ Q ❡♥ ◗✱ TP֌Q ♣❡✉% @%/❡ ❝❛❧❝✉❧4❡ ❞✐/❡❝%❡♠❡♥% &✐♥♦♥ ♦♥ ❧❛ ❝❛❧❝✉❧❡

❝♦♠♠❡ &✉✐% ✿
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TP֌Q =
∑N

i=0

Tmi֌Q×
∏

i֌j
⋃

i↔j Ri֌j×
1
Di

∑N
i=0

1
Di

=
∑N

i=0 Tmi֌Q ×
∏

i֌j
⋃

i↔j Ri֌j × wi

♦! RTi֌j
❡#$ ❧❡ ❢❛❝$❡✉* +✉✐ ❞.❝*✐$ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ +✉❡ ❧❡ ♣❛✐* i ♣❡✉$ ❛✈♦✐* ❡♥

❧✬♦♣✐♥✐♦♥ ❞❡ j✳

✷✳✷✳✻ #❡❡%❚%✉()

5❡❡*❚*✉#$ ❬✺✻❪✱ ❡#$ ✉♥ ♠♦❞=❧❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❜❛#. #✉* ❧❛ *.♣✉$❛$✐♦♥✱ +✉✐ ❝♦♠✲

♣❛*❡ ❡$ +✉❛♥$✐✜❡ ❧❛ ✜❛❜✐❧✐$. ❞❡# ♣❛✐*# ❡♥ #❡ ❜❛#❛♥$ #✉* ❧❡# *❡$♦✉*# ✭❢❡❡❞❜❛❝❦ ✮

❛♣*=# ❧❡# $*❛♥#❛❝$✐♦♥#✳ ■❧ ❛ ❞❡✉① ♣*✐♥❝✐♣❛❧❡# ❝❛*❛❝$.*✐#$✐+✉❡# ✿

✕ ❧❡ ♠♦❞=❧❡ ✐♥$*♦❞✉✐$ $*♦✐# ❢❛❝$❡✉*# ❞❡ ✜❛❜✐❧✐$. ❡$ ❞❡✉① ❢❛❝$❡✉*# ❛❞❛♣$❛$✐❢#

❧♦*# ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ✜❛❜✐❧✐$. ❞❡# ♣❛✐*#✳

✕ ■❧ ❞.✜♥✐$ ✉♥❡ ♠.$*✐+✉❡ +✉✐ ❝♦♠❜✐♥❡ $♦✉# ❝❡# ❢❛❝$❡✉*# ♣♦✉* ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡

❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡✳

▲❡# ❢❛❝$❡✉*# ❞❡ ✜❛❜✐❧✐$. #♦♥$ ✿ ❧❡ *❡$♦✉* *❡G✉ ♣❛* ❧❡# ❛✉$*❡# ♣❛✐*#✱ ❧❡ ♥♦♠❜*❡

❞❡ $*❛♥#❛❝$✐♦♥# +✉✬✉♥ ♣❛✐* ❛ ❡✛❡❝$✉. ❡$ ❧❛ ❝*.❞✐❜✐❧✐$. ❞❡# ♣❛✐*# #♦✉*❝❡#✳ ▲❡#

❢❛❝$❡✉*# ❛❞❛♣$❛$✐❢# #♦♥$ ✿ ❧❡ ❝♦♥$❡①$❡ ❞❡ ❧❛ $*❛♥#❛❝$✐♦♥ ❡$ ❧❡ ❝♦♥$❡①$❡ ❞❡ ❧❛

❝♦♠♠✉♥❛✉$. ✭❡♥✈✐*♦♥♥❡♠❡♥$✮✳ 5♦✉* ❝❛❧❝✉❧❡* ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ✉♥ ♣❛✐* u ♦♥

♣♦#❡ ✿ I(u, v) ❧❡ ♥♦♠❜*❡ $♦$❛❧ ❞❡ $*❛♥#❛❝$✐♦♥# ❡♥$*❡ u ❡$ v✱ I(u) ❧❡ ♥♦♠❜*❡ ❞❡

$*❛♥#❛❝$✐♦♥# ❢❛✐$❡# ❡♥$*❡ ✉ ❡$ ❧❡# ❛✉$*❡# ♣❛✐*#✱ P (u, i) ❧❡ ♣❛✐* ♣❛*$✐❝✐♣❛♥$ I ❧❛

i ♠❡

$*❛♥#❛❝$✐♦♥ ❞❡ u✱ S(u, i) ❡#$ ❧❛ $❛✉① ❞❡ #❛$✐#❢❛❝$✐♦♥ *❡G✉❡ ♣❛* ✉ ❞❡ ❧❛ ♣❛*$

❞❡ P (u, i) ❧♦*# ❞❡ ❧❛ i ♠❡

$*❛♥#❛❝$✐♦♥ ❡$ Cr(v) ❡#$ ❧❛ ❝*.❞✐❜✐❧✐$. ❞✉ *❡$♦✉* ❢❛✐$

♣❛* ❧❡ ♣❛✐* v✳ ❊♥✜♥ ♦♥ ❞.✜♥✐$ TF (u, i) ❧❡ ❢❛❝$❡✉* ❛❞❛♣$❛$✐❢ ❞✉ ❝♦♥$❡①$❡ ❞❡ ❧❛

i ♠❡

$*❛♥#❛❝$✐♦♥ ❞✉ ♣❛✐* ✉ ❡$ CF (u, i) ❧❡ ❢❛❝$❡✉* ❛❞❛♣$❛$✐❢ ❧✐. ❛✉ ❝♦♥$❡①$❡ ❞❡

❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉$. ❞❡ u ❀ ❛❧♦*# ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❞✉ ♣❛✐* u ♥♦$.❡ T (u) ❡#$ ❞♦♥♥.❡ ♣❛*

❧✬.+✉❛$✐♦♥ #✉✐✈❛♥$❡ ✿

T (u) = α times
∑I(u)

i=1 S(u, i)Cr(P (u, i))TF (u, i) + βCF (u)

♦! α ❡$ β #♦♥$ ❧❡# ♣♦✐❞# ❞❡# ❞❡✉① ❢❛❝$❡✉*# ❛❞❛♣$❛$✐❢# ❞❡ ❧✬.✈❛❧✉❛$✐♦♥ ❝♦❧✲

❧❡❝$✐✈❡ ❡$ ❧❡ ❝♦♥$❡①$❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉$. *❡#♣❡❝$✐✈❡♠❡♥$✳ ▲❡ ♠♦❞=❧❡ 5❡❡*❚*✉#$

♣*♦♣♦#❡ ❞❡✉① ♠.$❤♦❞❡# ♣♦✉* ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❝*.❞✐❜✐❧✐$.✳ ▲❛ ♣*❡♠✐=*❡ ❝♦♥#✐#$❡

I ❝♦♥#✐❞.*❡* ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ +✉✬♦♥ ❛ ❡♥ ✉♥ ♣❛✐* ❝♦♠♠❡ #❛ ❝*.❞✐❜✐❧✐$.✱ ❞♦♥❝ ✉♥

*❡$♦✉* ❞✬✉♥ ♣❛✐* ❞♦♥$ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡#$ ❣*❛♥❞❡ ❡#$ ♣❧✉# ❝*.❞✐❜❧❡ ❡$ #♦♥ ♣♦✐❞#

❡#$ ♣❧✉# ❣*❛♥❞ ❧♦*# ❞✉ ❝❛❧❝✉❧✳ ▲❛ ❝*.❞✐❜✐❧✐$. ❞❛♥# ❝❡ ❝❛# ❡#$ ❝❛❧❝✉❧.❡ ❝♦♠♠❡

#✉✐$ ✿

Cr(P (u, i)) = T (P (u,i)
∑I(u)

j=1 T (P (u,j))
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▲❛ $❡❝♦♥❞❡ ❢❛+♦♥ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡. ❧❛ ❝./❞✐❜✐❧✐2/ ❞✬✉♥ ♣❛✐. ❝♦♥$✐$2❡ 5 $❡ ❜❛$❡.

$✉. ❧❡$ $✐♠✐❧❛.✐2/$ ❡♥2.❡ ✉♥ ♣❛✐. w ❡2 v ✭2.❛♥$❛❝2✐♦♥$ ❛✈❡❝ ❧❡$ ♠9♠❡$ ♣❛✐.$✮

♣♦✉. /✈❛❧✉❡. ❧❡ ♣♦✐❞$ ;✉✬♦♥ ❞♦✐2 ❞♦♥♥❡. ❛✉① .❡2♦✉.$ ❢❛✐2$ ♣❛. ✉♥ ♣❛✐. v✳ ❙♦✐2
IS(v) ❧✬❡♥$❡♠❜❧❡ ❞❡$ ♣❛✐.$ ;✉✐ ♦♥2 ❡✉ ✉♥❡ ✐♥2❡.❛❝2✐♦♥ ❛✈❡❝ v ❡2 IJS(v, w) ❡$2
❧✬❡♥$❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣❛✐.$ ;✉✐ ♦♥2 ❡✉ ✉♥❡ ✐♥2❡.❛❝2✐♦♥ ❛✈❡❝ v ❡2 w✱ ❧❛ ❝./❞✐❜✐❧✐$/ $❡

❝❛❧❝✉❧❡ ❛❧♦.$ ❝♦♠♠❡ $✉✐2 ✿

Cr(P (u, i)) = Sim(P (u,i),w)
∑I(u)

j=1 (Sim(P (u,i),w))

♦A

Sim(v, w) = 1−

√

√

√

√

∑

x∈IJS(v,w)

(

∑I(x,v)
i=1

S(x,i)

I(x,v)
−

∑I(x,w)
i=1

S(x,i)

I(x,w)

)2

|IJS(v,w)|

▲❡ ❢❛❝2❡✉. ❞❡ ❝♦♥2❡①2❡ ❞❡ ❧❛ 2.❛♥$❛❝2✐♦♥✱ $❡ ♠❡$✉.❡ ❡♥ ♣.❡♥❛♥2 ❡♥ ❝♦♠♣2❡

♣❧✉$✐❡✉.$ ♣❛.❛♠B2.❡$ ❝♦♠♠❡ ❧❛ 2❛✐❧❧❡✱ ❧❛ ❝❛2/❣♦.✐❡✱ ❧✬❤♦.♦❞❛2❛❣❡ ❞❡ ❧❛ 2.❛♥$✲

❛❝2✐♦♥✳ ✳ ✳✳ F❛. ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡$ 2.❛♥$❛❝2✐♦♥$ ./❝❡♥2❡$ ❛✉.♦♥2 ♣❧✉$ ❞❡ ♣♦✐❞$ ;✉❡ ❧❡$

❛♥❝✐❡♥♥❡$✳

❊♥✜♥ ❧❡ ❢❛❝2❡✉. ❞❡ ❝♦♥2❡①2❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉2/ ;✉✐ .❡♣./$❡♥2❡ ❧❡ ♥♦♠❜.❡ ❞❡

.❡2♦✉.$ ;✉✬✉♥ ♣❛✐. ❛ ♣✉ ❢♦✉.♥✐. ❛✉① ❛✉2.❡$ ♣❛✐.$ 5 ♣.♦♣♦$ ❞❡ $❡$ 2.❛♥$❛❝2✐♦♥$

❛✈❡❝ ❧❡$ ❛✉2.❡$ $❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ❝♦♠♠❡ $✉✐2 ✿

CF (u) = F (u)
I(u)

♦A F (u) ❡$2 ❧❡ ♥♦♠❜.❡ 2♦2❛❧ ❞❡ .❡2♦✉.$ ;✉❡ ❧❡ ♣❛✐. ✉ ❛ ❢❛✐2 ❛✉① ❛✉2.❡$

♣❛✐.$✳

✷✳✷✳✼ ❚❆❈❙

❚❆❈❙ ✭❚.✉$2 ❆♥2 ❈♦❧♦♥② ❙②$2❡♠✮ ❬✷✱ ✸✸✱ ✷✷❪✱ ❡$2 ✉♥ ♠♦❞B❧❡ ❞❡ ./♣✉2❛2✐♦♥

♣♦✉. ❧❡$ ./$❡❛✉① ♣❛✐.✲5✲♣❛✐. ❜❛$/ $✉. ❧❡ ♠♦❞B❧❡ ❜✐♦❧♦❣✐;✉❡ ❞❡$ ❝♦❧♦♥✐❡$ ❞❡

❢♦✉.♠✐$ ❆❈❙ ✭❆♥2 ❈♦❧♦♥② ❙②$2❡♠✮✳ ❉❛♥$ ❝❡ ♠♦❞B❧❡ ♦♥ ❛$$✐♠✐❧❡ ❧❛ 2.❛❝❡

❞❡ ♣❤/.♦♠♦♥❡ ❛✉ 2❛✉① ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ;✉✬✉♥ ♣❛✐. ♣❡✉2 ❛✈♦✐. ❡♥ $♦♥ ✈♦✐$✐♥✳

▲✬♦❜❥❡❝2✐❢ ❞✉ ♠♦❞B❧❡ ❡$2 ♥♦♥ $❡✉❧❡♠❡♥2 ❞❡ 2.♦✉✈❡. ❧❡ ♣❛✐. ❧❡ ♣❧✉$ ✜❛❜❧❡ ♠❛✐$

❛✉$$✐ ❞❡ ❞/2❡.♠✐♥❡. ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❧❡ ♣❧✉$ ✜❛❜❧❡ ♣♦✉. ② ❛..✐✈❡.✳ ▲❛ ♣.♦❝/❞✉.❡ ❞❡

❧♦❝❛❧✐$❛2✐♦♥ ❞✉ ♣❛✐. ❧❡ ♣❧✉$ ✜❛❜❧❡ ❡2 ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❧❡ ♣❧✉$ ✜❛❜❧❡ ;✉✐ ♠B♥❡ 5 ❧✉✐

❡$2 ❧❛ $✉✐✈❛♥2❡ ✿

✕ ▲❡ ❝❧✐❡♥2 ❚❆❈❙ C ❡①/❝✉2❡ ❧✬❛❧❣♦.✐2❤♠❡ ♣♦✉. ❧♦❝❛❧✐$❡. ❧❡ $❡.✈❡✉. ♦♣2✐♠❛❧

S ;✉✐ ❢♦✉.♥✐ ❧❡ $❡.✈✐❝❡ s ❀
✕ ❚❆❈❙ ❧❛♥❝❡ ❧✬❛❧❣♦.✐2❤♠❡ ❆❈❙ ♣♦✉. ♠❡22.❡ 5 ❥♦✉. ❧❛ 2.❛❝❡ ❞❡ ♣❤/.♦♠♦♥❡

❞✉ ./$❡❛✉ ❀
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✕ ❯♥❡ ❢♦✐) ❧✬❛❧❣♦.✐/❤♠❡ ✜♥✐ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ♦♣/✐♠❛❧ ♠❡♥❛♥/ 6 S ′ 7✉✐ ❢♦✉.♥✐ ❧❡
)❡.✈✐❝❡ s ❡)/ ✐❞❡♥/✐✜: ❡/ C ❡♥ ❡)/ ✐♥❢♦.♠: ❀

✕ ▲❡ ❝❧✐❡♥/ ❡♥✈♦✐❡ ✉♥❡ .❡7✉=/❡ ❛✉ )❡.✈❡✉. S ′ ❀
✕ ❆ ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧❛ /.❛♥)❛❝/✐♦♥ ✭)❡.✈✐❝❡ s ❢♦✉.♥✐✮✱ C :✈❛❧✉❡ ❧❛ 7✉❛❧✐/: ❞❡ ❧❛

/.❛♥)❛❝/✐♦♥ ❛✈❡❝ S ′ ❀
✕ ❙✐ ❧❡ C ❡)/ ♣❛) )❛/✐)❢❛✐/ ✐❧ ♣✉♥✐ S ′ ❡♥ )✉♣♣.✐♠❛♥/ ❧❛ /.❛❝❡ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ 7✉✐

♠C♥❡ 6 ❧✉✐✳

❈❤❛7✉❡ ♣❛✐. ♣♦))C❞❡ )❛ ♣.♦♣.❡ /.❛❝❡ ♣♦✉. ❝❤❛7✉❡ ❝❤❡♠✐♥ 7✉✬✐❧ ❝♦♥♥❛✐/ ❞✉

.:)❡❛✉✳ ❆✈❛♥/ ❝❤❛7✉❡ /.❛♥)❛❝/✐♦♥ ✉♥ ♣❛✐. ❞♦✐/ ❧❛♥❝❡. ❧✬❛❧❣♦.✐/❤♠❡ ❚❆❈❙ ♣♦✉.

❝❤❡.❝❤❡. ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉. ❝❤❡♠✐♥ ❡♥ ❢♦♥❝/✐♦♥ ❞❡) ♠✐)❡) 6 ❥♦✉. ❢❛✐/❡) ♣❛. ❧❡) ❛✉/.❡)

♣❛✐.)✳ ❆✉ ♣❛.❝♦✉.) ❞✉ .:)❡❛✉ 6 ❧❛ .❡❝❤❡.❝❤❡ ❞✉ ♠❡✐❧❧❡✉. ❝❤❡♠✐♥✱ ❧❡) ❢♦✉.♠✐)

♣.❡♥♥❡♥/ ✉♥❡ ❞:❝✐)✐♦♥ 6 ❝❤❛7✉❡ ♥H✉❞ ❞✬❛..=/❡. ♦✉ ❞❡ ❝♦♥/✐♥✉❡. ❧✬❡①♣❧♦.❛/✐♦♥

❞❡) ❛✉/.❡) ❝❤❡♠✐♥)✳ ❡❧❧❡) )✬❛..=/❡♥/ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬✉♥ ♥H✉❞ ♦✛.❛♥/ ❧❡ )❡.✈✐❝❡

❞❡♠❛♥❞: )✐ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ♠❡♥❛♥/ 6 ❝❡ ♥H✉❞ ❡)/ )✉♣:.✐❡✉.

❛✉ :❣❛❧ 6 ✉♥ )❡✉✐❧ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✜①: )✐♥♦♥ ❡❧❧❡) ❝❤♦✐)✐))❡♥/ ✉♥ ❛✉/.❡

♥H✉❞ ❥❛♠❛✐) ✈✐)✐/: ❡♥ ✉/✐❧✐)❛♥/ ❧❛ ♣.♦❜❛❜✐❧✐/: )✉✐✈❛♥/❡ ✿

pk(c, s) =
τcs

∑

u∈Jk(c) τcu

♦M τcs ❡)/ ❧❛ /.❛❝❡ ❞❡ ♣❤:.♦♠♦♥❡ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❝♦♥♥❡❝/❛♥/ c ❡/ s✱ Jk(c) ❡)/

❧✬❡♥)❡♠❜❧❡ ❞❡) ✈♦✐)✐♥) ❞❡ ❝ 7✉✐ ♥✬♦♥/ ♣❛) ❡♥❝♦.❡ :/: ✈✐)✐/:) ♣❛. ❧❡) ❢♦✉.♠✐)

❦✳ ❙✐ ❛✉❝✉♥ ♥H✉❞ ❝♦♥♥✉ ♥✬❡)/ .❡♥❝♦♥/.: ❡/ ❛✉❝✉♥ ❞❡) ♥♦❡✉❞) ✈♦✐)✐♥) ♥✬❛✐/

❛//❡✐♥/ ❧❡ )❡✉✐❧ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠✉♠ qo ∈ [0, 1] ❛❧♦.) ❝❡❧✉✐ 7✉✐ ❛ ❧❛ ♣❧✉)

❣.❛♥❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ q ∈ [0, 1] ❡)/ ❝❤♦✐)✐✳ ❆ ❝❤❛7✉❡ ♣❛.❝♦✉.) ❞✬✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❧❛ /.❛❝❡

❞❡ ♣❤:.♦♠♦♥❡ ❡)/ ♠✐)❡ 6 ❥♦✉. ♣❛. ❧❡) ❢♦✉.♠✐) ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐C.❡ )✉✐✈❛♥/❡ ✿

τcs = τcs + (1− ϕ)× ϕ× (1− τcs)× τcs

♦M ϕ ∈ [0, 1] ❡)/ ✉♥❡ ❝♦♥)/❛♥/❡ ✉/✐❧✐):❡ ♣♦✉. ❝♦♥/.O❧❡. ❧❛ ♠✐)❡ 6 ❥♦✉.

❧♦❝❛❧❡ ❞❡ ♣❤:.♦♠♦♥❡✳ ❆ ❝❤❛7✉❡ ❡①♣❧♦.❛/✐♦♥ ❞❡) ❝❤❡♠✐♥) ♣❛. ❧❡) ❢♦✉.♠✐)✱ ❡❧❧❡)

.❡♠♦♥/❡♥/ ❧✬✐♥❢♦.♠❛/✐♦♥ ❛✉ ❝❧✐❡♥/ 7✉✐ ❞♦✐/ ❢❛✐.❡ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❣❛.❞❡. ❧❡ ❝❤❡♠✐♥

):❧❡❝/✐♦♥♥❡ ♣❛. ❧❡) ❢♦✉.♠✐) ♦✉ ❜✐❡♥ ❝❤♦✐)✐. ✉♥ ❛✉/.❡ 7✉✬✐❧ ❥✉❣❡.❛ ♠❡✐❧❧❡✉.✳ P♦✉.

♣♦✉✈♦✐. :✈❛❧✉❡. 7✉❡❧ ❝❤❡♠✐♥ ❡)/ ♠❡✐❧❧❡✉.✱ ❧❡ ❝❧✐❡♥/ ✉/✐❧✐)❡ ❧✬:7✉❛/✐♦♥ )✉✐✈❛♥/❡ ✿

Q(Sk) =
%Ak√

Length(Sk)
× τ k

♦M Sk ❡)/ ❧❛ )♦❧✉/✐♦♥ /.♦✉✈:❡ ♣❛. ❧❛ ❢♦✉.♠✐ ❦✱ %Ak ❡)/ ❧❡ ♣♦✉.❝❡♥/❛❣❡ ❞❡

❢♦✉.♠✐) 7✉✐ ♦♥/ ):❧❡❝/✐♦♥♥: ❧❡ ♠=♠❡ ❝❤❡♠✐♥ 7✉❡ ❧❛ ❢♦✉.♠✐ ❦✱ Length(Sk) ❡)/
❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉. ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ Sk✱ ❡/ τ k ❡)/ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ♣❤:.♦♠♦♥❡) ❞❡ ❧❛ )♦❧✉/✐♦♥✳

▲❛ ♠✐)❡ 6 ❥♦✉. ❞❡ ♣❤:.♦♠♦♥❡) )❡ ❢❛✐/ ❡♥ ❝❤♦✐)✐))❛♥/ ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉. ❝❤❡♠✐♥

❝♦♠♠❡ )✉✐/ ✿
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τcs = τcs + ρτ 2csQ(SBest)

♦✉ ρ ∈ [0, 1] ❡%& ✉♥❡ ❝♦♥%&❛♥&❡ ✉&✐❧✐%,❡ ♣♦✉. ❧❡ ❝♦♥&./❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠✐%❡ 2 ❥♦✉.

❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡ ❧❛ &.❛❝❡ ❞❡ ♣❤,.♦♠♦♥❡%✳ ❈❡ ♣.♦❝❡%%✉% ❞❡ ❧❛♥❝❡♠❡♥& ❞❡ ❧✬❛❧❣♦.✐&❤♠❡

❆❈❙ ❡& ❧❛ ♠✐%❡ 2 ❥♦✉. ❞❡% &.❛❝❡% ❞❡ ♣❤,.♦♠♦♥❡% %❡ .,♣<&❡ ❞❡ ♥♦♠❜.❡✉%❡% ❢♦✐%

❡♥ ❢♦♥❝&✐♦♥ ❞❡ ❧❛ &❛✐❧❧❡ ❞✉ .,%❡❛✉✳ ❯♥❡ ❢♦✐% ❧✬❛❧❣♦.✐&❤♠❡ &❡.♠✐♥,✱ ❧❡ ❝❧✐❡♥&

❡♥✈♦✐❡ ✉♥❡ .❡A✉B&❡ ❞❡ %❡.✈✐❝❡ ♣♦✉. ❧❡ ♥C✉❞ %,❧❡❝&✐♦♥♥, ♣❛. ❚❆❈❙✳ ▲❛ ♥♦♥

%❛&✐%❢❛❝&✐♦♥ ❞✉ ❝❧✐❡♥& %❡ &.❛❞✉✐& ♣❛. ❧✬❡✛❛❝❡♠❡♥& ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❡♥&.❡ ❧❡ ❝❧✐❡♥& ❡&

❧❡ %❡.✈❡✉. ❡♥ A✉❡%&✐♦♥ ✭,✈❛♣♦.❛&✐♦♥ ❞❡ ♣❤,.♦♠♦♥❡%✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥&✱ %✐ ❧❛ %❛&✐%✲

❢❛❝&✐♦♥ ❞✉ ❝❧✐❡♥& ❡%& %✉♣,.✐❡✉.❡ ♦✉ ,❣❛❧❡ 2 ✵✱✺ ✭❞❛♥% [0, 1] ❛❧♦.% ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛

%❛&✐%❢❛❝&✐♦♥ %❡ ❢❛✐& ❝♦♠♠❡ %✉✐& ✿

τcs ← τcs − ϕ(1− Sat)2dfcs

%✐♥♦♥✱ %✐ ❧❛ %❛&✐%❢❛❝&✐♦♥ ❞✉ ❝❧✐❡♥& ❡%& ✐♥❢,.✐❡✉.❡ 2 ✵✱✺ ❛❧♦.% ❧❛ ❢♦.♠✉❧❡ ✉&✐❧✐%,❡

❡%& ❧❛ %✉✐✈❛♥&❡ ✿

τcs ← ( τcs
dfcs
− ϕ)Sat

♦M dfcs ❡%& ❧❛ ❢♦♥❝&✐♦♥ A✉✐ ❛%%✐❣♥❡ ❞❡% ✈❛❧❡✉.% ❞❛♥% [0, 1] 2 &♦✉% ❧❡% ❝❤❡♠✐♥%

❡& ❡%& ❞,✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ %✉✐& ✿

dfcs =
√

dcs
L(L−dcs+1)′

&A✱ dcs ∈ {1, 2, ...L}

♦M L ❡%& ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉. ❛❝&✉❡❧❧❡ ❞❡ &♦✉& ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❡& dcs ❧❛ ❞✐%&❛♥❝❡ ❡♥&.❡ ❧❡

❝❧✐❡♥& ❡& ❧❡ %❡.✈❡✉. ✭♥♦♠❜.❡ ❞❡ %❛✉&%✮✳

✷✳✸ ❉$%❡❝%✐♦♥ ❞❡, ♣❛✐/, ♠❛❧✈❡✐❧❧❛♥%,

❈♦♠♠❡ ♦♥ ❧❡ ✈❡..❛ ❞❛♥% ❧❡% ❝❤❛♣✐&.❡% %✉✐✈❛♥&%✱ ❧❛ ♣.,%❡♥❝❡ ❞❡ ♣❛✐.%

♠❛❧✈❡✐❧❧❛♥&% ✭A✉✐ ♦♥& ✉♥ ♦✉ ♣❧✉%✐❡✉.% ❞❡% ❝♦♠♣♦.&❡♠❡♥&% ♠❛❧✈❡✐❧❧❛♥&% ❞,❝.✐&

❝✐✲❞❡%%♦✉%✮✱ ✐♥❞✉✐& ❧❛ ♣❡.&❡ ❞❡ ❞♦♥♥,❡%✳ ❆✜♥ ❞✬,✈✐&❡. ❝❡&&❡ ♣❡.&❡ ❞❡ ❞♦♥♥,❡%✱

♥♦✉% ❛✈♦♥% ♣.♦♣♦%, ❞❡ ♠❡&&.❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ✉♥ %②%&<♠❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❜❛%, %✉.

❧❛ .,♣✉&❛&✐♦♥ ♣♦✉. ❞,&❡❝&❡. ❧❡% ♣❛✐.% ♠❛❧✈❡✐❧❧❛♥&% ❛✈❛♥& A✉✬✐❧% ♥❡ ♣✉✐%%❡♥&

❝❛✉%❡. ❧❛ ♣❡.&❡ ❞❡ ❞♦♥♥,❡%✳ ▲❡ %②%&<♠❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ♣.♦♣♦%, ❡%& ❜❛%, %✉. ❧❛

.,♣✉&❛&✐♦♥ ❞❡% ♣❛✐.%✱ ❝❤❛A✉❡ &.❛♥%❛❝&✐♦♥ ❡♥&.❡ ❞❡✉① ♣❛✐.% ❡%& ,✈❛❧✉,❡ ❡& ❧❡%

❛♣♣.,❝✐❛&✐♦♥% ❞❡% ♣❛✐.% %♦♥& ,❝❤❛♥❣,% ❡♥&.❡ ❡✉① ♣♦✉. ❛✈♦✐. ✉♥❡ ✈✉❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡

❧✬,&❛& ❞✉ %②%&<♠❡✳ ❉❛♥% ❝❡&&❡ %❡❝&✐♦♥ ♥♦✉% ❛❧❧♦♥% ❞,❝.✐.❡ ❡♥ ❞,&❛✐❧ ✉♥ %②%&<♠❡

❞❡ .,♣✉&❛&✐♦♥ A✉✐ ❛ ,&, ❞,✈❡❧♦♣♣, ♣♦✉. ❧❡% .,%❡❛✉① ❆❞✲❍♦❝✳ ❈❡ %②%&<♠❡ 2

,&, ✈❛❧✐❞, ♣❛. %✐♠✉❧❛&✐♦♥% ❡& ❛ ♠♦♥&., %♦♥ ❡✣❝❛❝✐&, ❡♥ ❧❛ ♣.,%❡♥❝❡ ❞❡ ♣❛✐.%

♠❛❧✈❡✐❧❧❛♥&% ❞❛♥% ❧❡% .,%❡❛✉① ❆❞✲❍♦❝ ❬✸✾✱ ✹✽❪✳



✹✵ ❈❍❆#■❚❘❊ ✷✳ ❊❚❆❚ ❉❊ ▲✬❆❘❚

✷✳✸✳✶ ▲❡ ♣'♦)♦❝♦❧❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡

▲❡ ♣%✐♥❝✐♣❡ ❣*♥*%❛❧ ❞✉ ♣%♦0♦❝♦❧❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ✈✐3❡ 4 ❢❛✐%❡ *✈♦❧✉❡% ❛✉ ❝♦✉%3

❞✉ 0❡♠♣3 ❧❛ %❡❧❛0✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥0%❡ ❧❡3 ♥♦❡✉❞3 ❞✬✉♥ %*3❡❛✉✱ ❜❛3*❡ 4 ❧❛

❢♦✐3 3✉% ❧❡✉%3 ♣%♦♣%❡3 ❝♦♥♥❛✐33❛♥❝❡3 ❡0 3✉% ❧❡3 ❝♦♥♥❛✐33❛♥❝❡3 ❞❡3 ❛✉0%❡3✳ ▲❡

♣%♦0♦❝♦❧❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ %❡♣♦3❡ 3✉% 0%♦✐3 ♣%✐♥❝✐♣❡3 ✿ ❧❛ ❞*❝❡♥0%❛❧✐3❛0✐♦♥ ❞❡3

✐♥❢♦%♠❛0✐♦♥3✱ ❧❡✉% ❞✐✛✉3✐♦♥ ❡0 ❧❛ ♠❛✐♥0❡♥❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❤✐30♦%✐>✉❡ ❞❡3 0%❛♥3❛❝0✐♦♥3✳

✷✳✸✳✷ ▲✬❛'❝❤✐)❡❝)✉'❡ ❞✉ ♠♦❞5❧❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡

❚♦"❛❧❡ ❞'❝❡♥"*❛❧✐,❛"✐♦♥

▲✬❛%❝❤✐0❡❝0✉%❡ ❞✉ 3②30@♠❡✱ ❡0 ❧✬❛❜3❡♥❝❡ ❞❡ 3❡%✈❡✉% ❝❡♥0%❛❧✐3* ❛ ❢❛✐0 >✉❡

❧❡ ♠♦❞@❧❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡30 ❝♦♠♣❧*0❡♠❡♥0 ❞*❝❡♥0%❛❧✐3*✳ ❯♥ ♥B✉❞ ❞✉ %*3❡❛✉

0%❛✐0❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥0 ❧❡3 ✐♥❢♦%♠❛0✐♦♥3 ❝♦♥❝❡%♥❛♥0 ❧❛ >✉❛❧✐0* ❞❡ 3❡3 0%❛♥3❛❝0✐♦♥3

❛✈❡❝ ❧❡ %❡30❡ ❞❡3 ♥♦❡✉❞3✱ ❡♥ ✉0✐❧✐3❛♥0 ❧❡3 ✐♥❢♦%♠❛0✐♦♥3 ❧♦❝❛❧❡3 ❡0 ❝❡❧❧❡3 %❡C✉❡3
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❧❡3>✉❡❧3 ✐❧ ❛ ✐♥0❡%❛❣✐ ✿ ❧❡ j ♠❡

*❧*♠❡♥0 Vi[j] ❞✉ ✈❡❝0❡✉% ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡✱ ❛✈❡❝

i 6= j✱ ❝♦♥0✐❡♥0 ❧❡3 ✐♥❢♦%♠❛0✐♦♥3 ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ >✉❡ ❧❡ ♥B✉❞ i ♣♦33@❞❡ ❞✉ ♥B✉❞
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0✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ 3✉% ❧✉✐✲♠E♠❡✮✳
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❧❡3 ♥♦❡✉❞3✳ ▲♦%3>✉✬✉♥ ♥B✉❞ 3❡ ❞*❝♦♥♥❡❝0❡ ❞✉ %*3❡❛✉✱ ✐❧ ♠❛✐♥0✐❡♥0 ❧❡3 %❡♥✲
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❧❡ ♣❛%0❛❣❡ ❞✬✐♥❢♦%♠❛0✐♦♥3✳ ▲✬❡♥✈♦✐ %*❣✉❧✐❡% ❞❡ ♠❡33❛❣❡3 ❡30 ✉♥ ♣♦✐♥0 ❡33❡♥0✐❡❧

♣♦✉% ❢❛✐%❡ *✈♦❧✉❡% ❧❡ 3②30@♠❡✳

▲❡, ❝*✐".*❡, ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡

❈♦♠♠❡ ♦♥ ❧✬❛ ✈✉ ❞❛♥3 ❧❡ ❝❤❛♣✐0%❡ ✷✱ ❝❤❛>✉❡ 3②30@♠❡ ❞❡ %*♣✉0❛0✐♦♥ 3❡ ❜❛3❡

3✉% ♣❧✉3✐❡✉%3 ❝%✐0@%❡3 ❡0 ♣❧✉3✐❡✉%3 ✐♥❢♦%♠❛0✐♦♥3 ♣♦✉% ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡✳

◆♦✉3 ❛❧❧♦♥3 ✈♦✐% ❞❛♥3 ❝❡ >✉✐ 3✉✐0✱ ❧❡3 ❝%✐0@%❡3 3✉% ❧❡3>✉❡❧3 3❡ ❜❛3❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡



✷✳✸✳ ❉➱❚❊❈❚■❖◆ ❉❊❙ ,❆■❘❙ ▼❆▲❱❊■▲▲❆◆❚❙ ✹✶

❝♦♥✜❛♥❝❡ ❛✐♥)✐ *✉❡ ❧❡) ✐♥❢♦.♠❛0✐♦♥) *✉✐ )♦♥0 ♠❛✐♥0❡♥✉❡) ♣❛. ❝❤❛*✉❡ ♥3✉❞

❞✉ .5)❡❛✉ ✭❞❛♥) ❧❡ ✈❡❝0❡✉. Vi✮✳ ❆✈❛♥0 *✉✬✉♥ ♥3✉❞ ♥❡ ❞5❝✐❞❡ ❞✬✐♥0❡.❛❣✐. ❛✈❡❝

✉♥ ❛✉0.❡ ♥♦❡✉❞ ✐❧ ♠❡)✉.❡ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ *✉✬✐❧ ♣❡✉0 ❛✈♦✐. ❡♥ ❧✉✐✱ ❡♥ )❡ ❜❛)❛♥0

)✉. ❞❡✉① ✐♥❢♦.♠❛0✐♦♥) ❡))❡♥0✐❡❧❧❡) ✿ )❛ ♣.♦♣.❡ ❡①♣5.✐❡♥❝❡ ❡0 ❧✬❡①♣5.✐❡♥❝❡ ❞❡)

❛✉0.❡) ♣❛✐.)✳ ●.B❝❡ C ❝❡) ✐♥❢♦.♠❛0✐♦♥) ✐❧ ♣❡✉0 *✉❛♥0✐✜❡. ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ *✉✬✐❧

♣❡✉0 ❛✈♦✐. ❡♥ ✉♥ ♥3✉❞✱ ❡0 ❝❡00❡ ♠❡)✉.❡ *✉✐ ❡)0 ❧❛ ❜❛)❡ ❞❡ 0♦✉0 ❧❡ ♣.♦0♦❝♦❧❡

❡)0 ❛♣♣❡❧5❡ ✿ ♥♦"❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡✳ ▲❡) ❝.✐0E.❡) )✉. ❧❡)*✉❡❧) ❡)0 ❜❛)5 ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡

❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ )♦♥0 ❧❡) )✉✐✈❛♥0) ✿

•▲❛ ❧✐$%❡ ❞❡$ ♥♦%❡$ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❛♥%,-✐❡✉-❡$

▲♦.)*✉❡ ❧❡ ♥3✉❞ i )♦✉❤❛✐0❡ ✐♥0❡.❛❣✐. C ❧✬✐♥)0❛♥0 t ❛✈❡❝ ❧❡ ♥3✉❞ j✱ ✐❧ ♣♦))E❞❡
✉♥ ❝❡.0❛✐♥ ♥♦♠❜.❡ ❞✬✐♥❢♦.♠❛0✐♦♥) C )♦♥ )✉❥❡0✱ *✉✬✐❧ ❛ ❧✉✐ ♠G♠❡ .❛))❡♠❜❧5❡)

❞✉.❛♥0 ❧✬✐♥0❡.✈❛❧❧❡ ❞❡ 0❡♠♣) [0..t − 1]✳ ❈❡) ✐♥❢♦.♠❛0✐♦♥) ♣.♦✈✐❡♥♥❡♥0 ❞❡) ✐♥✲

0❡.❛❝0✐♦♥) ♣❛))5❡) ❞✉ ♥3✉❞ i ❛✈❡❝ ❧❡ ♥3✉❞ j✳ ▲❡ ♥3✉❞ i ♣❡✉0 )❡ ❜❛)❡. )✉.
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j ♣♦✉..❛✐0 )❡ ❝♦♠♣♦.0❡. ❞❡ ♠❛♥✐E.❡ ❝♦..❡❝0❡ ♣❡♥❞❛♥0 0.E) ❧♦♥❣0❡♠♣)✱ ❥✉)*✉✬C
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♥3✉❞ i ❛ ❞5❥C ✐♥0❡.❛❣✐ ❞❛♥) ❧❡ ♣❛))5✳ ▲❡) ✐♥❢♦.♠❛0✐♦♥) ❞50❡♥✉❡) ♣❛. ❝❤❛*✉❡
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✉♥ ♥3✉❞ ❞♦♥♥5✱ *✉✐ .5❝✉♣E.❡ ♣❛. ❧❛ ♠G♠❡ ♦❝❝❛)✐♦♥ ❧❡) ❝♦♥♥❛✐))❛♥❝❡) ❞✉

♥3✉❞ ❛✈❡❝ ❧❡*✉❡❧ ✐❧ ❝♦♠♠✉♥✐*✉❡ ✭5❝❤❛♥❣❡ ❞❡) ♥♦0❡) ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡✮✳ ❯♥❡ ❢♦✐)

.5❝✉♣5.5❡✱ ❧❛ ❧✐)0❡ ❞❡) ♥♦0❡) ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡)0 ❛❧♦.) ❛♣♣❡❧5❡ ❧✐)0❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡✳

•▲❡$ ❝-✐%/-❡$ ❛❞❥❛❝❡♥%$



✹✷ ❈❍❆#■❚❘❊ ✷✳ ❊❚❆❚ ❉❊ ▲✬❆❘❚

❏✉$%✉❡ ❧( ♦♥ ❛ ,❡❝❡♥$. /,♦✐$ ❝,✐/1,❡$ ✿ ❧❡$ ♥♦/❡$ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡✱ ❧❛ ❧✐$/❡ ❞❡$

♥♦/❡$ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡$ ❛♥/.,✐❡✉,❡$ ❡/ ❧❛ ❧✐$/❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡✳ ❆ ❝❡✉① ❧( $✬❛❥♦✉/❡♥/

/,♦✐$ ❛✉/,❡$ ❛//,✐❜✉/$ %✉✐ ♣❡,♠❡//❡♥/ ❞✬❛✣♥❡, ❧❡$ ,❡❧❛/✐♦♥$ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥/,❡

❧❡$ ♥♦❡✉❞$✳ ❖♥ ❢❛✐/ ❝♦,,❡$♣♦♥❞,❡ ( ❝❤❛%✉❡ ♥♦/❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ✉♥ ✐♥❞✐❝❡ ❞❡

❝♦♥✜❛♥❝❡✱ %✉✐ ♣❡,♠❡/ ❞❡ ❞✐$/✐♥❣✉❡, ❡♥/,❡ ❞❡✉① ♥♦/❡$ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡$ ✐❞❡♥/✐%✉❡$✳

❯♥ ♥D✉❞ A ♣♦✉,,❛ ❞♦♥❝ ❞✐$/✐♥❣✉❡, ❧❛ %✉❛❧✐/. ❞✬✉♥ ♥D✉❞ B ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞✬✉♥

♥D✉❞ C ♠E♠❡ $✐ ✐❧$ ♦♥/ ✉♥❡ ♥♦/❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ✐❞❡♥/✐%✉❡✳ ❈❡❝✐ ❡♥ ✉/✐❧✐$❛♥/ ❧❡$

♥♦/❡$ ❞✬✐♥/❡,❛❝/✐♦♥$ ❛♥/.,✐❡✉,❡$✱ ❡♥ ❡✛❡/ $✐ ♦♥ ✜①❡✱ ♣❛, ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ ♥♦♠❜,❡

❞✬✐♥/❡,❛❝/✐♦♥$ ♣,.❝.❞❡♥/❡$ ( ❝✐♥%✱ ❡/ %✉✬♦♥ ♥♦/❡ ❝❤❛❝✉♥❡ $✉, ✉♥❡ .❝❤❡❧❧❡ ❞❡ ✵

( ✶ ✭✵ ♣♦✉, ❧❡$ ♠❛✉✈❛✐$ .❝❤❛♥❣❡$✱ ✶ ♣♦✉, ❧❡$ ❜♦♥$ ❡/ ✵✳✺ ❡$/ ❧❡ $❡✉✐❧ ( ♣❛,/✐,

❞✉%✉❡❧ ♦♥ ♣❡✉/ ❢❛✐,❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ( ✉♥ ♥D✉❞✮✱ ♦♥ ♣❡✉/ ❡$/✐♠❡, %✉✬✉♥ ♥D✉❞

%✉✐ ❛ /♦✉❥♦✉,$ ♦❜/❡♥✉ ❧❛ ♠E♠❡ ♥♦/❡ ✵✳✼ ❡/ ❞♦♥❝ .✈❛❧✉. ( ✵✳✼ ❡$/ ♣❧✉$ ✜❛❜❧❡

%✉✬✉♥ ♥D✉❞ %✉✐ ❡$/ .✈❛❧✉. ( ✵✳✼ ❡/ %✉✐ ♦❜/❡♥✉ ❧❡$ ♥♦/❡$ $✉✐✈❛♥/❡$ ✿ ✶ ❀ ✵✳✷ ❀

✵✳✽ ❀ ✶ ❀ ✵✳✺✱ ❡♥ ❡✛❡/✱ ❝❡/ ❤✐$/♦,✐%✉❡ ♠♦♥/,❡ %✉✬✐❧ ❛ ❞.❥( ./. ♠❛❧❤♦♥♥E/❡✳ ❉❡

♠E♠❡✱ ✐❧ ❡①✐$/❡ ✉♥ ✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ♣♦✉, ❧❛ ❧✐$/❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ %✉✐ ♣❡,♠❡/

❞❡ ❞./❡,♠✐♥❡, $✐ ❧❡$ ❧✐$/❡$ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ,❡R✉❡$ $♦♥/ ❝,.❞✐❜❧❡$ ♦✉ ♥♦♥✳ ❆ ❝❤❛%✉❡

❞✐✛✉$✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧✐$/❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❧❛ ❧✐$/❡ ❞❡$ ✐♥❞✐❝❡$ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡$/ /,❛♥$❢.,.❡

❛✉$$✐✳

✷✳✸✳✸ ●❡%&✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐/✉❡ ❞✉ ♣2♦&♦❝♦❧❡ ❞❡ ❝♦♥✜✲

❛♥❝❡

❈♦♠♠❡ ♥♦✉$ ❧✬❛✈♦♥$ ✈✉ ♣,.❝.❞❡♠♠❡♥/ ✉♥ ♥D✉❞ i ❞./✐❡♥/ $✐① ❛//,✐❜✉/$

$✉, ❧❡ ♥D✉❞ j✱ %✉❡ ♥♦✉$ ,.$✉♠♦♥$ ❞❛♥$ ❝❡ %✉✐ $✉✐/ ✿

✕ ❧❛ ♥♦/❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ✿ Vi[j].NC ∈ [0, 1]
✕ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ❧❛ ♥♦/❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ✿ Vi[j].NCNC ∈ [0, 1]
✕ ❧❛ ❧✐$/❡ ❞❡$ ♥♦/❡$ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❛♥/.,✐❡✉,❡$ ✿ Vi[j].LNCA ❛✈❡❝ Vi[j].LNCA[k] ∈
[0, 1] ❡/ k ∈ [0,Θmax]

✕ ❧❛ ❧✐$/❡ ❞❡$ ♥♦/❡$ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❞❡ ❥ ✿ Vi[j].LC ❛✈❡❝ Vi[j].LC[k] ∈ [0, 1]
❡/ k ∈ [0,Θmax]

✕ ❧❛ ❧✐$/❡ ❞❡$ ✐♥❞✐❝❡$ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ %✉❡ ❥ ♣♦$$1❞❡ ❡♥ $❡$ ♥♦/❡$ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ✿

Vi[j].ILC ❛✈❡❝ Vi[j].ILC[k] ∈ [0, 1] ❡/ k ∈ [0,Θmax]
✕ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ❧❛ ❧✐$/❡ ❞❡ ♥♦/❡$ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❞❡ ❥ ✿ Vi[j].NCLC ∈
[0, 1]

❆✈❛♥/ ❞❡ ❞.❝,✐,❡ ❧❡ ❢♦♥❝/✐♦♥♥❡♠❡♥/ ❞✉ ♠♦❞1❧❡ ❡/ $♦♥ ✐♥✐/✐❛❧✐$❛/✐♦♥✱ ✐❧ ❡$/

✐♠♣♦,/❛♥/ ❞❡ ♥♦/❡, %✉❡ ❧❡$ ❛//,✐❜✉/$ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❞♦♥♥.$ ❝✐✲❞❡$$✉$ ♦♥/ /♦✉$

✉♥❡ ✈❛❧❡✉, ,.❡❧❧❡ ❝♦♠♣,✐$❡ ❡♥/,❡ ✵ ❡/ ✶✳ ❙❡✉❧❡$ ❧❡$ ✐♥/❡,❛❝/✐♦♥$ $♦♥/ .✈❛❧✉.❡$

❞❡ ♠❛♥✐1,❡ ❜✐♥❛✐,❡ ✭✵ $✐ ♠❛✉✈❛✐$❡ ❡/ ✶ $✐ ❜♦♥♥❡✮✳ ▲❡$ ♥♦/❡$ ❞♦♥♥.❡$ $♦♥/ ❞♦♥❝

❞✐✛.,❡♥/❡$ ❞❡$ ♥♦/❡$ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡✱ ♠❛✐$ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♥♦/❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ $❡

❜❛$❡ $✉, ❧❡$ ♥♦/❡$ ❞♦♥♥.❡$ ❛✉① ✐♥/❡,❛❝/✐♦♥$✳ ❯♥❡ ♥♦/❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡$/ ♥.❣❛✲



✷✳✸✳ ❉➱❚❊❈❚■❖◆ ❉❊❙ ,❆■❘❙ ▼❆▲❱❊■▲▲❆◆❚❙ ✹✸

"✐✈❡ &✐ ❡❧❧❡ ❛♣♣❛*"✐❡♥" , ❧✬✐♥"❡*✈❛❧❧❡ [0; 0.5[ ❡" ❡❧❧❡ ❡&" ♣♦&✐"✐✈❡ &✐ ❡❧❧❡ ❛♣♣❛*"✐❡♥"
, ❧✬✐♥"❡*✈❛❧❧❡ [0.5; 1]

▲♦*&0✉❡ ❧❡ *2&❡❛✉ ❡&" ❝♦♥&"*✉✐"✱ ❧❡ ♠♦❞7❧❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡&" ✐♥✐"✐❛❧✐&2 ❡♥

❢♦♥❝"✐♦♥ ❞❡& ❝♦♥♥❡①✐♦♥& ❡♥"*❡ ❧❡& ♥♦❡✉❞&✳ ❆✐♥&✐✱ ❧♦*&0✉❡ ❞❡✉① ♥♦❡✉❞& i ❡" j
&♦♥" ✈♦✐&✐♥&✱ ❛❧♦*& ❧❡& ♥♦"❡& ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡✱ ❧❡& ✐♥❞✐❝❡& ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ❧❡& ♥♦"❡&

❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡" ❡♥ ❧❡& ❧✐&"❡& ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ &♦♥" "♦✉"❡& ✐♥✐"✐❛❧✐&2❡& , ❧❛ ♣*❡♠✐7*❡

♥♦"❡ ♣♦&✐"✐✈❡✱ &♦✐" ✿ ✵✳✺✳ ▲❡& ❛✉"*❡& ❛""*✐❜✉"& ♥❡ &♦♥" ✐♥✐"✐❛❧✐&2& 0✉✬❛♣*7& ❧❛

♣*❡♠✐7*❡ ✐♥"❡*❛❝"✐♦♥ ❞❡ ✐ ❡" ❥✳

▲❡ ♠❛✐♥&✐❡♥ ❞❡( ❞♦♥♥*❡( ❡& ❧❡✉- *✈♦❧✉&✐♦♥

❚♦✉& ❧❡& ❛""*✐❜✉"& 0✉✐ ❝♦♠♣♦&❡♥" ❧❡ ✈❡❝"❡✉* ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡✱ &♦♥" ♠✐& , ❥♦✉*

❛✉ ✜❧ ❞✉ "❡♠♣& ❡" ❡♥ ❢♦♥❝"✐♦♥ ❞❡& ✐♥"❡*❛❝"✐♦♥&✳ ◆♦✉& ❛❧❧♦♥& ✈♦✐* ❞❛♥& ❝❡""❡

♣❛*"✐❡ ❧✬2✈♦❧✉"✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡& ❛""*✐❜✉"& ❞✉ ♠♦❞7❧❡ , ❧❛ &✉✐"❡ ❞✬✉♥❡ ✐♥"❡*✲

❛❝"✐♦♥✱ ✐✳❡✱ ❧✬2✈♦❧✉"✐♦♥ ❞❡& ❛""*✐❜✉"& ❛♣*7& ❧❡ ♣❛&&❛❣❡ ❞✉ &②&"7♠❡ ❞❡ &♦♥ 2"❛"

, ❧✬✐♥&"❛♥" t , ✉♥ ♥♦✉✈❡❧ 2"❛" , ❧✬✐♥&"❛♥" t+ 1✳
•▲❡( ♥♦&❡( ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ▲❡& ♥♦"❡& ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ *❡♣*2&❡♥"❡♥" ❧❡ ♣♦✐♥"

❝*✐"✐0✉❡ ❞✉ ♠♦❞7❧❡✱ ♣✉✐&0✉❡ ❝✬❡&" ✉♥✐0✉❡♠❡♥" ❡♥ &❡ ❜❛&❛♥" &✉* ❝❡""❡ ♥♦"❡

0✉✬✉♥ ♥H✉❞ ❞2❝✐❞❡ &✐ ♦✉✐ ♦✉ ♥♦♥ ✐❧ ✈❛ ❡✛❡❝"✉❡* ✉♥❡ "*❛♥&❛❝"✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥ ❛✉"*❡

♥H✉❞✳ ❖♥ ❞2✜♥✐" ❧❛ ❢♦♥❝"✐♦♥ Inter 0✉✐ *❡♥✈♦✐❡ ✈*❛✐ &✐ ✉♥ ♥H✉❞ i ❞2❝✐❞❡

❞✬✐♥"❡*❛❣✐* ❛✈❡❝ ✉♥ ♥H✉❞ j ❡" ❢❛✉① &✐♥♦♥ ✿

Intert(i, j) = ✈*❛✐⇔ Vi,t[j].NC ≥ 0.5

❈♦♠♠❡ ♥♦✉& ❧✬❛✈♦♥& ✈✉ ♣❧✉& ❤❛✉"✱ ❧❛ ♥♦"❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡&" ❜❛&2❡ &✉*

❧❡& ❝♦♥♥❛✐&&❛♥❝❡& ❞❡ ❝❤❛0✉❡ ♥H✉❞ ❞✉ *2&❡❛✉✳ ▲♦*&0✉✬✉♥ ♥H✉❞ i &♦✉❤❛✐"❡

✐♥"❡*❛❣✐* ❛✈❡❝ ✉♥ ♥H✉❞ j✱ ✐❧ ✈❛ &❡ ✜❡* ❡♥ ♣❧✉& ❞❡ &❡& ❝♦♥♥❛✐&&❛♥❝❡& ♣❡*&♦♥♥❡❧❧❡&

❛✉① ❝♦♥♥❛✐&&❛♥❝❡& 0✉✬✐❧ ❛ *❡L✉❡& ❞❡& ♥♦❡✉❞& ❛✈❡❝ ❧❡&0✉❡❧& ✐❧ ❛ ✐♥"❡*❛❣✐" ✭♥♦❡✉❞&

❞✐✛2*❡♥"& ❞❡ j✮✳ ■❧ ✈❛ ❞♦♥❝ 2✈❛❧✉❡* &❡& ♣*♦♣*❡& ❝♦♥♥❛✐&&❛♥❝❡& ❡♥ &❡ ❜❛&❛♥" &✉*

❧❛ ♥♦"❡ ❞♦♥♥2❡ ❛✉ ❞❡*♥✐❡* 2❝❤❛♥❣❡✱ 0✉✬♦♥ ♥♦"❡*❛ α✱ ♠❛✐& ❛✉&&✐ &✉* ❧❡& ❧❡& Θ
♥♦"❡& ❞❡& ❞❡*♥✐7*❡& ✐♥"❡*❛❝"✐♦♥&✱ ❛✈❡❝ Θ ≤ Θmax✳ ▲❛ ♠♦②❡♥♥❡ ♥♦"2❡ PK ♣♦✉*

♣❡$%♦♥❛❧ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡% ❞❡ ❝❡& Θ+ 1 ♥♦"❡& ❡&" ❝❛❧❝✉❧2❡ ❝♦♠♠❡ &✉✐" ✿

PKt+1 =
α+
∑Θ

k=1 Vi,t[j].LNCAk

Θ+1

❈❡""❡ 2✈❛❧✉❛"✐♦♥ ♣❡*&♦♥♥❡❧❧❡ ❞✉ ♥H✉❞ j ♥✬❡&" ♣❛& &✉✣&❛♥"❡✱ ❝✬❡&" ♣♦✉*0✉♦✐

♥♦✉& ❛❧❧♦♥& ❛❥♦✉"❡* ❧❡& ❝♦♥♥❛✐&&❛♥❝❡& ❞❡& ❛✉"*❡& ♥♦❡✉❞& ❡♥ ❧❡&0✉❡❧& i ❛ ✉♥❡

❢♦*"❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ✭80% ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ❧❡& ❧✐&"❡& ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡& *2❝✉♣2*2❡& ❝❤❡③

&❡& ♥♦❡✉❞&✮✱ 0✉✐ ♦♥" ✉♥❡ ♥♦"❡ ♥2❣❛"✐✈❡ ❛✉ &✉❥❡" ❞❡ j ❡" 0✉✐ ♦♥" &✉✣&❛♠✲

♠❡♥" ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ❝❡""❡ ♥♦"❡ ♥2❣❛"✐✈❡ ✭60%✮✳ ❖♥ ♣*♦❝7❞❡ ❛❧♦*& ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡&

❝♦♥♥❛✐&&❛♥❝❡& ❡①"2*✐❡✉*❡& ♥♦"2❡& EK ♣♦✉* ✐♥.❡$♥❛❧ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡% ❝♦♠♠❡ &✉✐" ✿
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EPKt+1 =
1
p

∑

k=1 S∗
nVi,t[k].LC[j]

♦" S∗ ❡$% ❧✬❡♥$❡♠❜❧❡ ❞❡$ ❝♦♥❞✐%✐♦♥$ ♣❛0❛♠1%0❛❜❧❡$ 2✉❡ Vi,t[k] ❞♦✐% 0❡✲

$♣❡❝%❡0✱ ❞1✜♥✐ ❝♦♠♠❡ $✉✐% ✿

S∗ =















k 6= i, j
Vi,t[k].NCLC > 0.8
Vi,t[k].LC[j] < 0.5
Vi,t[k].ILC[j] ≥ 0.6

Vi,t+1[j] =
ǫ.[Θ×IKt+1]+ζ.[Θmax×EKt+1]

ǫ.Θ+ζ.Θmax

♦" ǫ ❡% ζ $♦♥% ❞❡✉① ❢❛❝%❡✉0$ ♣❡0♠❡%%❛♥% ❞❡ ♣❛0❛♠1%0❡0 ❧❡ ♣♦✐❞$ ❛❝❝♦0❞1

❛✉① ❝♦♥♥❛✐$$❛♥❝❡$ ❞❡$ ❛✉%0❡$ ♣❛0 0❛♣♣♦0% ❛✉① ❝♦♥♥❛✐$$❛♥❝❡$ ♣❡0$♦♥♥❡❧❧❡$✳

;❧✉$ ❧❡ ❢❛❝%❡✉0 ζ $❡0❛ ❣0❛♥❞ ♣❛0 0❛♣♣♦0% ❛✉ ❢❛❝%❡✉0 ǫ ♣❧✉$ ✈✐%❡ ❧❛ ♣❡0❝❡♣%✐♦♥

❞❡ ❧❛ ♠❛❧❤♦♥♥?%❡%1 $❡ ❢❡0❛ ✭②✬❛ ♥1❛♥♠♦✐♥$ ✉♥ ❝❡0%❛✐♥ 12✉✐❧✐❜0❡ B %0♦✉✈❡0✱ ❝❛0

❛✉ ❜♦✉% ❞✬✉♥❡ ❝❡0%❛✐♥$ ✈❛❧❡✉0 ❞❡ ζ ❧❛ ♣❡0❝❡♣%✐♦♥ $❡0❛ ❢❛✉$$1❡✮✳ ▲✬♦❜❥❡❝%✐❢ ❡$%

❞❡ %0♦✉✈❡0 ✉♥ ❜♦♥ 12✉✐❧✐❜0❡ ♣♦✉0 1✈✐%❡0 ❞❡ ♥1❣❧✐❣❡0 ❞❡$ ❝♦♥♥❛✐$$❛♥❝❡$ ♣❛0

0❛♣♣♦0% ❛✉① ❛✉%0❡$✳

•▲❡" ✐♥❞✐❝❡" ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ❧❡" ♥♦+❡" ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ▲✬1✈♦❧✉%✐♦♥

❞❡$ ✐♥❞✐❝❡$ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ❧❡$ ♥♦%❡$ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡$% ❞1%❡0♠✐♥1❡ ♣❛0 ❞❡✉① ❛%✲

%0✐❜✉%$ ✿ ❧❛ ♥♦%❡ α ❛%%0✐❜✉1❡ B ❧✬✐♥%❡0❛❝%✐♦♥ 2✉✐ ❛ ❡✉ ❧✐❡✉ B ❧✬✐♥$%❛♥% t ❡% ❧❛ ❧✐$%❡

❞❡$ ♥♦%❡$ ❞❡$ ✐♥%❡0❛❝%✐♦♥$ ❛♥%10✐❡✉0❡$✳ ❈❡$ ✐♥❞✐❝❡$ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ $♦♥% ❧✬❛✈✐$ ♣❡0✲

$♦♥♥❡❧ $✉0 ❧❛ 2✉❛❧✐%1 ❞❡ ❧❛ ♥♦%❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡✳ ❈♦♥$✐❞10♦♥$ ❧❡$ ❞❡✉① ❢♦♥❝%✐♦♥$

E ❡% σ 2✉✐ ❝❛❧❝✉❧❡♥% ❧✬❡$♣10❛♥❝❡ ❡% ❧✬1❝❛0%✲%②♣❡ ✉$✉❡❧$ ✭✉%✐❧✐$1❡$ ❞❛♥$ ❧✬❛♥❛❧②$❡

❞❡ ❞♦♥♥1❡$ $%❛%✐$%✐2✉❡$✮✱ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ E(Vi,t[j].LNCA) ❡% σ(Vi,t[j].LNCA)✳ ❖♥

✜①❡ ✉♥ $❡✉✐❧ ωNCNC ❡% ♦♥ ✈10✐✜❡ $✐ ❧❛ ♥♦%❡ α ❛♣♣❛0%✐❡♥% B ❧✬✐♥%❡0✈❛❧❧❡ ✿

]E(Vi,t[j].LNCA)− ωNCNC . . . E(Vi,t[j].LNCA) + ωNCNC [

❊♥ ❝❛$ ❞✬❛♣♣❛0%❡♥❛♥❝❡✱ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡$% ❛❧♦0$ ✐♥❝01♠❡♥%1 ❛✈❡❝

✉♥❡ ✈❛❧❡✉0 X ♣0♦♣♦0%✐♦♥♥❡❧❧❡ B σ(Vi,t[j].LNCA)✳ ❉❛♥$ ❧❡ ❝❛$ ❝♦♥%0❛✐0❡✱ $✐ α
♥✬❛♣♣❛0%✐❡♥% ♣❛$ B ❧✬✐♥%❡0✈❛❧❧❡✱ ❛❧♦0$ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡$% ❞1❝01♠❡♥%1 ❞✬✉♥

✈❛❧❡✉0 Y ❛✉$$✐ ♣0♦♣♦0%✐♦♥♥❡❧❧❡ B σ(Vi,t[j].LNCA)✳
X ❡% Y $♦♥% ❝❛❧❝✉❧1$ ❝♦♠♠❡ $✉✐% ✿

X = (1− σ(Vi,t[j].LNCA))× (ωNCNC − |α− E(Vi,t[j].LNCA)|)

Y = (1− σ(Vi,t[j].LNCA))× (η|α− E(Vi,t[j].LNCA)|)
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•▲❡" ✐♥❞✐❝❡" ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ❧❡" ❧✐"+❡" ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ▲❡$ ✐♥❞✐❝❡$ ❞❡

❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ❧❡$ ❧✐$-❡$ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ $♦♥- ♠✐$ / ❥♦✉2 ❞❡ ♠❛♥✐32❡ ❞✐✛52❡♥-❡✱ ❛♣23$

✉♥❡ ✐♥-❡2❛❝-✐♦♥ ❝❡ ♥✬❡$- ♣❧✉$ ❧✬❛--2✐❜✉- Vi,t+1[j].NCLC 2❡❧❛-✐❢ / j ;✉✐ ❡$- ♠✐$ /

❥♦✉2✱ ♠❛✐$ -♦✉$ ❧❡$ ❛✉-2❡$ Vi,t+1[k].NCLC -❡❧ ;✉❡ k ∈ [1..n] ❡- k 6= i, j✳ ❆ ❝❡--❡

$❡✉❧❡ ❞✐✛52❡♥❝❡✱ ❧❛ ♠5-❤♦❞❡ ❞❡ ♠✐$❡ / ❥♦✉2 ❡$- ♣2♦❝❤❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❡①♣❧✐;✉5❡ ♣❧✉$

❤❛✉-✳ ❖♥ ✜①❡ ✉♥ $❡✉✐❧ ❞✬5✈❛❧✉❛-✐♦♥ ♥♦-5 ωNCLC ✱ ❡- ♦♥ ✈52✐✜❡ ❧✬❛♣♣❛2-❡♥❛♥❝❡

❞❡ ❝❤❛;✉❡ Vi,t+1[k].LC[j] / ❧✬✐♥-❡2✈❛❧❧❡ $✉✐✈❛♥- ✿

]α− ωNCLC . . . α + ωNCLC [

❙✐ Vi,t+1[k].LC[j] ❛♣♣❛2-✐❡♥- / ❝❡- ✐♥-❡2✈❛❧❧❡✱ ♦♥ ❛✉❣♠❡♥-❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❝♦♥✲

✜❛♥❝❡ ;✉❡ ♣♦2-❡ i ❡♥ ❧❛ ❧✐$-❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❞✉ ♥F✉❞ k ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉2 X
❝❛❧❝✉❧5❡ ❝♦♠♠❡ $✉✐- ✿

X = ωNCLC − (|Vi,t+1[k].LC[j]− α|)

❙✐♥♦♥ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❡$- ❞5❝25♠❡♥-5 ❞✬✉♥❡ ✈❛❧❡✉2 ❝♦♠♣2✐$❡ ❡♥-2❡ 0, 1 ❡- 0.2 ❡♥

❢♦♥❝-✐♦♥ ❞✉ 25$✉❧-❛- ❞❡ X ✭❡✳❣✳✐❧ ❡$- ❛❜❛✐$$5 ❞❡ 0.1 $✐ X = 0✱ ❞❡ 0.2 $✐ X = 1✮✳

✷✳✹ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥

❈❡ ❝❤❛♣✐-2❡ ❡$- ✉♥ 5-❛- ❞❡ ❧✬❛2- ❞❡$ ❞✐✛52❡♥-$ $②$-3♠❡$ ❞❡ $-♦❝❦❛❣❡ ❞✐$✲

-2✐❜✉5$ ❡- ❞❡$ ❞✐✛52❡♥-$ $②$-3♠❡$ ❞❡ 25♣✉-❛-✐♦♥ ❡①✐$-❛♥-$✳ ◆♦✉$ ❛✈♦♥$ ♣25$❡♥-5

❧❡$ ❛♥❝M-2❡$ ❞❡$ $②$-3♠❡$ ❞❡ $-♦❝❦❛❣❡ ♣❛✐2✲/✲♣❛✐2✱ ❡- ❝✐-5 ;✉❡❧;✉❡$ $②$-3♠❡$

❞❡ $-♦❝❦❛❣❡ ♦♣52❛-✐♦♥♥❡❧$ ❡①✐$-❛♥-$✳ ❯♥ ❡♥$❡♠❜❧❡ ❞❡ $②$-3♠❡$ ❞❡ 25♣✉-❛-✐♦♥$

♣❡2♠❡--❛♥- ❧❛ ❞5-❡❝-✐♦♥ ❞❡$ ♣❛✐2$ ♠❛❧✈❡✐❧❧❛♥-$ ♦♥- 5-5 ❛❜♦2❞5$ ❛✐♥$✐ ;✉❡ ❧❡✉2$

♠5❝❛♥✐$♠❡$ ❞❡ ❢♦♥❝-✐♦♥♥❡♠❡♥-✳ ❉❛♥$ ❧❡ ♣2♦❝❤❛✐♥ ❝❤❛♣✐-2❡ ♥♦✉$ ❛❧❧♦♥$ ♣25$❡♥✲

-❡2 ❧❡ $②$-3♠❡ ♣❛✐2✲/✲♣❛✐2 ;✉✐ ❛ ❢❛✐- ❧✬♦❜❥❡- ❞❡ ♥♦-2❡ 5-✉❞❡ ;✉✐ ❡$- ❧❡ $②$-3♠❡

❞❡ $-♦❝❦❛❣❡ ♣❛✐2✲/✲♣❛✐2 ❞5✈❡❧♦♣♣5 ♣❛2 ❧❛ $♦❝✐5-5 ❯❜✐❙-♦2❛❣❡✳
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❈❤❛♣✐%&❡ ✸

▲❡ "②"$%♠❡ ❯❜✐❙$♦,❛❣❡

✸✳✶ ❆$❝❤✐(❡❝(✉$❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧❧❡

▲❡ "②"$%♠❡ ❞❡ "$♦❝❦❛❣❡ ♣❛✐/✲1✲♣❛✐/ ❡"$ ❞2✈❡❧♦♣♣2 ❡$ ❞✐"$/✐❜✉2 ♣❛/ ❧❛ "♦✲

❝✐2$2 ❯❜✐❙$♦/❛❣❡✳ ▲❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ✉$✐❧✐"❡ ❧❛ $❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ ♣❛✐/✲1✲♣❛✐/ ❀ ❝❤❛=✉❡ ♣❛✐/ ❞✉

"②"$%♠❡ ❡"$ ✉♥ ♥>✉❞ ❞✉ /2"❡❛✉ =✉✐ ❝♦//❡"♣♦♥❞ 1 ✉♥ ❜♦?$✐❡/ ♣❤②"✐=✉❡ ❛""✐❣♥2❡

❛✉ ❝❧✐❡♥$ ❞✬❯❜✐❙$♦/❛❣❡ ✭❛♣♣❡❧2 ◆♦❡❇♦①✮✳ ❉✐✛2/❡♥$" "❡/✈✐❝❡" =✉✐ ❝♦♠♣♦"❡♥$ ❧❡

"②"$%♠❡ "♦♥$ ❡①2❝✉$2" ❞❛♥" ✉♥ ❡♥✈✐/♦♥♥❡♠❡♥$ ▲✐♥✉①✳ ▲❡ "②"$%♠❡ ❡"$ "$/✉❝$✉/2

❡♥ $/♦✐" ❝♦✉❝❤❡" ♣/✐♥❝✐♣❛❧❡" ✿

✕ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛$✐♦♥ ✿ ❝✬❡"$ ❧✬✐♥$❡/♠2❞✐❛✐/❡ ❡♥$/❡ ✐♥$❡/❢❛❝❡ ✉$✐❧✐"❛$❡✉/

❡$ ❧❡ "②"$%♠❡✱ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛$✐♦♥ ♦✛/❡ $/♦✐" ♣/✐♠✐$✐✈❡" 1 ❧✬✉$✐❧✐"❛$❡✉/

=✉✐ ❧✉✐ ♣❡/♠❡$$❡♥$ ❞❡ "$♦❝❦❡/✱ /2❝✉♣2/❡/ ❡$ "✉♣♣/✐♠❡/ "❡" ❞♦♥♥2❡" ❞❛♥"

❧❡ "②"$%♠❡ ✿ ❧❛ ♣/✐♠✐$✐✈❡  ✉" =✉✐ ♣❡/♠❡$ ❞❡ "$♦❝❦❡/ ❞❡" ✜❝❤✐❡/" ❞❛♥" ❧❡

"②"$%♠❡✱ ❧❛ ♣/✐♠✐$✐✈❡ ●❡" =✉✐ ♣❡/♠❡$ ❞❡ /2❝✉♣2/❡/ ❞❡" ✜❝❤✐❡/" "$♦❝❦2"

❞❛♥" ❧❡ "②"$%♠❡ ❡$ ❧❛ ♣/✐♠✐$✐✈❡ ❉❡❧❡"❡ =✉✐ ♣❡/♠❡$ ❞❡ "✉♣♣/✐♠❡/ ❧❡"

✜❝❤✐❡/" "$♦❝❦2" ❞❛♥" ❧❡ "②"$%♠❡✳

✕ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛$✐♦♥ ✿ ❝♦♥"✐"$❡ ❡♥ ✉♥❡ $❛❜❧❡ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ❞✐"✲

$/✐❜✉2❡ ✭❉❍❚✮✱ =✉✐ "$♦❝❦❡ ❧❡" ✐♥❢♦/♠❛$✐♦♥" ♥2❝❡""❛✐/❡" ♣♦✉/ ❧♦❝❛❧✐"❡/

❧❡" ♥♦❡✉❞" ❞✉ /2"❡❛✉✳

✕ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❞❡ /♦✉$❛❣❡ ✿ ✉$✐❧✐"❡ ✉♥ ♣/♦$♦❝♦❧❡ ❞❡ /♦✉$❛❣❡ ❜❛"2 "✉/ ❧❡"

❝❧2" ✭✐❞❡♥$✐✜❛♥$" ❞❡" ♣❛✐/"✮ =✉✐ ♣❡/♠❡$ ❞❡ ❞✐✛✉"❡/ ❧❡" ♠❡""❛❣❡" ❞❛♥"

❧❡ /2"❡❛✉✳

❈❤❛=✉❡ ♣❛✐/ ❡"$ ✐❞❡♥$✐✜2 ♣❛/ ✉♥ ✐❞❡♥$✐✜❛♥$ ✉♥✐=✉❡ "✉/ ✶✷✽ ❜✐$" ❛♣♣❡❧2  ❡❡'■❞✱

❡$ ❝❤❛=✉❡ ♣❛✐/ ❡"$ /❡"♣♦♥"❛❜❧❡ ❞✬✉♥ ❝❡/$❛✐♥ ♥♦♠❜/❡ ❞✬✐❞❡♥$✐✜❛♥$" ❞❡ ✜❝❤✐❡/"

❛♣♣❡❧2" ❋✐❧❡■❉, "✉/ ✭✶✷✽ ❜✐$"✮✳ ❯♥ ♣❛✐/ ❛ ❛✉""✐ 1 "❛ ❞✐"♣♦"✐$✐♦♥ ✉♥ ♥♦♠❜/❡

❞✬✐❞❡♥$✐✜❛♥$" ❞❡ ✜❝❤✐❡/" =✉✬✐❧ ❞♦✐$ ❝❤♦✐"✐/ ❞❛♥" ❧❛ ❧✐"$❡ ❞❡" ✐❞❡♥$✐✜❛♥$" ♥♦♥

❛❧❧♦✉2" =✉✬✐❧ ♣❡✉$ ❛$$/✐❜✉❡/ 1 "❡" ♣/♦♣/❡" ✜❝❤✐❡/"✳ ◗✉❛♥❞ ✉♥ ♣❛✐/ "♦✉❤❛✐$❡

"$♦❝❦❡/ ✉♥ ✜❝❤✐❡/ ✐❞❡♥$✐✜2 ♣❛/ ❋✐❧❡■❉✱ ✐❧ ❡♥✈♦✐❡ ✉♥❡ /❡=✉V$❡ ❞❡ "$♦❝❦❛❣❡ ❛✉

♣❛✐/ =✉✐ ❡"$ /❡"♣♦♥"❛❜❧❡ ❞❡ ❝❡ ❋✐❧❡■❉ ✭"❡/✈✐❝❡ ❞❡ ♠2$❛✲✐♥❢♦/♠❛$✐♦♥✮✳

✸✳✶✳✶ ▲❛ ❝♦✉❝❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛-✐♦♥

▲❛ ❝♦✉❝❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛$✐♦♥ ♦✛/❡ $/♦✐" ♣/✐♠✐$✐✈❡" 1 ❧✬✉$✐❧✐"❛$❡✉/ ♣♦✉/ ❧✉✐ ♣❡/✲

♠❡$$/❡ ❞❡ ❣2/❡/ "❡" ❞♦♥♥2❡" "$♦❝❦2❡" ❞❛♥" ❧❡ "②"$%♠❡✳ ▲❛ ♣/✐♠✐$✐✈❡  ✉" ❡"$

✹✼
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♣❛✐#$

❋✐❣✉$❡ ✸✳✶ ✕ ❖'❣❛♥✐,❛-✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛3✉❡ ♣❛✐' ❡- ❧❡ ♣'♦-♦❝♦❧❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛-✐♦♥

❛✈❡❝ ❧❡, ❛✉-'❡, ♣❛✐',✳

❛♣♣❡❧9❡ 3✉❛♥❞ ✉♥ ✉-✐❧✐,❛-❡✉' ✈❡✉- ,-♦❝❦❡' ✉♥ ✜❝❤✐❡' ❞❛♥, ❧❡ ,②,-=♠❡✳ ▲❛

♣'♦❝9❞✉'❡ ❞❡ ,-♦❝❦❛❣❡ ,❡ ❞9'♦✉❧❡ ❝♦♠♠❡ ,✉✐- ✿ ❞✬❛❜♦'❞ ❧❡ ✜❝❤✐❡' ❡,- ❢'❛❣✲

♠❡♥-9 ❡♥ ♣❧✉,✐❡✉', ❜❧♦❝, ❞❡ ❞♦♥♥9❡,✱ ❝❤❛3✉❡ ❜❧♦❝ ❡,- E ,♦♥ -♦✉' ❢'❛❣♠❡♥-9

❡♥ ♣❡-✐-, ❢'❛❣♠❡♥-, ❡♥ ✉-✐❧✐,❛♥- ❧❡ ❝♦❞❡ ❝♦''❡❝-❡✉' ❘❡❡❞✲❙♦❧♦♠♦♥ ❬✹✸❪✳ ▲✬✉-✐❧✲

✐,❛-✐♦♥ ❞❡, ❝♦❞❡, ❝♦''❡❝-❡✉',✱ ♣❡'♠❡- ❝♦♥-'❛✐'❡♠❡♥- E ❧❛ ❞✉♣❧✐❝❛-✐♦♥ ,✐♠♣❧❡✱

❞❡ ❣❛❣♥❡' ❞❡ ❧✬❡,♣❛❝❡ ❞❡ ,-♦❝❦❛❣❡ ❡- ❧❡ -❡♠♣, ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛-✐♦♥ '9,❡❛✉✱ -♦✉-

❡♥ ❣❛'❛♥-✐,,❛♥- ❧❛ ❞✐,♣♦♥✐❜✐❧✐-9 ❞❡, ❞♦♥♥9❡,✳ ▲❡, ❢'❛❣♠❡♥-, '9,✉❧-❛♥- ❞❡ ❝❡--❡

♣❤❛,❡ ❝♦♥,-✐-✉❡ ❧✬✉♥✐-9 ❞❡ ❜❛,❡ ❞❡ ❞♦♥♥9❡, 3✉✐ ,♦♥- 9❝❤❛♥❣9❡, ❡♥-'❡ ❧❡, ♣❛✐',✳

▲❡ ❝♦❞❡ ❘❡❡❞✲❙♦❧♦♠♦♥ ❡,- ♣❛'❛♠9-'9 ❛✈❡❝ ❞❡✉① ♥♦♠❜'❡, ❡♥-✐❡', ♣♦,✐-✐❢, s
❡- r✱ ❧✬❛❧❣♦'✐-❤♠❡ ❣9♥='❡ s + r ❢'❛❣♠❡♥-, ❞❡ ❝❤❛3✉❡ ❜❧♦❝ ❞❡ ✜❝❤✐❡'✱ ❡- ❧✬❛❧✲

❣♦'✐-❤♠❡ ❛,,✉'❡ ❧❛ '❡❝♦♥,-'✉❝-✐♦♥ ❞✉ ❜❧♦❝ ❞❡ ✜❝❤✐❡' E ♣❛'-✐' ❞❡ ,❡✉❧❡♠❡♥-

s ❢'❛❣♠❡♥-,✳ ❈❤❛3✉❡ ✜❝❤✐❡' ❡♥'❡❣✐,-'9 ,❡ ✈♦✐- ❛✐♥,✐ ❛--'✐❜✉❡' ✉♥ ✐❞❡♥-✐✜❛♥-

✉♥✐3✉❡ 3✉✐ ❡,- ❛✉,,✐ ❧✬✐❞❡♥-✐✜❛♥- ❞❡ ❝❤❛3✉❡ ❢'❛❣♠❡♥- ❞❡ ❝❡ ✜❝❤✐❡'✳ ▲❡, ✐♥❢♦'✲

♠❛-✐♦♥, ,✉' ❧✬❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥- ❞❡, ❢'❛❣♠❡♥-, ❞❡ ❝❤❛3✉❡ ✜❝❤✐❡'✱ ❝❡ 3✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡

♠!"❛✲✐♥❢♦)♠❛"✐♦♥ ❞❡ ✜❝❤✐❡) ♦✉ ❋✐❧❡▼■✱ ,♦♥- ♠❛✐♥-❡♥✉❡, ❞❛♥, ❧❡ '9,❡❛✉ ❛✜♥

❞✬L-'❡ ❡♥ ♠❡,✉'❡ ❞❡ '9❝✉♣9'❡' ❞❡, ✜❝❤✐❡',✱ ,♦✐- ♣♦✉' '❡❝♦♥,-'✉✐'❡ ✉♥ ✜❝❤✐❡'

❞❡♠❛♥❞9 ♣❛' ✉♥ ✉-✐❧✐,❛-❡✉' ❧♦',3✉❡ ❧❛ ♣'✐♠✐-✐✈❡ ❣❡" ❡,- ✐♥✈♦3✉9❡✱ ♦✉ ♣♦✉'

❛,,✉'❡' 3✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜'❡ ❞❡ ❢'❛❣♠❡♥-, ♥9❝❡,,❛✐'❡, E ❧❛ '❡❝♦♥,-'✉❝-✐♦♥ ❞✬✉♥ ❜❧♦❝

❞❡ ✜❝❤✐❡' ❡,- -♦✉❥♦✉', ❞✐,♣♦♥✐❜❧❡ ❞❛♥, ❧❡ ,②,-=♠❡✳ ❈❡ ❞❡'♥✐❡' ❛,♣❡❝- ♥9❝❡,,✐-❡

✉♥❡ ,✉'✈❡✐❧❧❛♥❝❡ ❝♦♥,-❛♥-❡ ❛✜♥ ❞❡ ❞9-❡❝-❡' ❧❛ ❞✐,♣❛'✐-✐♦♥ ♣♦,,✐❜❧❡ ❞❡ ♣❛✐', ❡-

❞❡ ❞9❝❧❡♥❝❤❡' ❧❛ '❡❝♦♥,-'✉❝-✐♦♥ ❡- ❧❛ '❡❞✐,-'✐❜✉-✐♦♥ ❞❡, ❢'❛❣♠❡♥-, ❞❡ ✜❝❤✐❡'

❛✈❛♥- 3✉✬✐❧, ♥❡ ❞❡✈✐❡♥♥❡♥- ✐♥❞✐,♣♦♥✐❜❧❡,✳

❈❤❛3✉❡ ♣❛✐' ❡,- ♦'❣❛♥✐,9 ❝♦♠♠❡ ✐❧❧✉,-'9 ❞❛♥, ❧❛ ✜❣✉'❡ ✸✳✶ ♣♦✉' ❢♦✉'♥✐'

❞❡✉① ♣'✐♥❝✐♣❛✉① ,❡'✈✐❝❡, ✿ ❣❡,-✐♦♥ ❞❡, ❢'❛❣♠❡♥-, ❡- ❣❡,-✐♦♥ ❞❡, ♠9-❛✲✐♥❢♦'♠❛-✐♦♥,

❞❡, ❞♦♥♥9❡,✳ ▲❡, ❞✐✛9'❡♥-, ,❡'✈✐❝❡, ❢♦✉'♥✐, ♣❛' ✉♥ ♣❛✐' ,♦♥- ❧❡, ,✉✐✈❛♥-, ✿
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❛✉)'❡ ♣❛✐' 8✉✐ 3❡ )'♦✉✈❡ 1 ❧❛ ♣♦3✐)✐♦♥ P ✱ ♣♦✉' ❧✉✐ ❞❡♠❛♥❞❡' ✉♥❡ ❧✐3)❡ ❞❡ 3)♦'❡'3
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♣♦✉% ✉♥ ✜❝❤✐❡% ❞♦♥- ❧✬✐❞❡♥-✐✜❛♥- ❡1- ❋✐❧❡■❉✳ ■❧ ② ❛ ❞❡✉① ❝❛1 ❞❡ ✜❣✉%❡1 ♣♦✉%

❧✬❛❝❤❡♠✐♥❡♠❡♥- ❞✉ ♠❡11❛❣❡ ❞✉ ♣❛✐% : ❧❛ ♣♦1✐-✐♦♥ X ❛✉ ♣❛✐% : ❧❛ ♣♦1✐-✐♦♥ X ✿

▲❡ ♣%❡♠✐❡% ❝❛1 ✭♥♦♥ ✐❧❧✉1-%>✮✱ ❧❡ ♥A✉❞ : ❧❛ ♣♦1✐-✐♦♥ P ❡1- ❞❛♥1 ❧✬✉♥❡ ❞❡1 -❛❜❧❡1

❞✉ ♥A✉❞ : ❧❛ ♣♦1✐-✐♦♥ P ✱ ❧✬❡①♣>❞✐-❡✉% ❧✉✐ ❡♥✈♦✐❡ ❛❧♦%1 ❞✐%❡❝-❡♠❡♥- ❧❡ ♠❡11❛❣❡

❡♥ 1❡ 1❡%✈❛♥- ❞❡ ❧✬✉♥❡ ❞❡ 1❡1 -❛❜❧❡1 ❞❡ %♦✉-❛❣❡✳ ▲❡ ❞❡✉①✐D♠❡ ❝❛1✱ E✉❛♥❞ ❧❡

♣❛✐% ❞❡1-✐♥❛-✐♦♥ ♥✬❡1- ♣❛1 %>❢>%❡♥❝> ❝❤❡③ ❧❡ ♣❛✐% X✱ ❝❡ ❞❡%♥✐❡% 1❡ 1❡%✈✐%❛ ❞❡1

-❛❜❧❡1 ❞❡ %♦✉-❛❣❡ ♣♦✉% ❛❝❤❡♠✐♥❡% ❧❡ ♠❡11❛❣❡ : -%❛✈❡%1 ❧❛ ❉❍❚ ✿ X ❡♥✈♦✐❡ ❧❡

♠❡11❛❣❡ ❛✉ ♣❛✐% ❧❡ ♣❧✉1 ♣%♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦1✐-✐♦♥ P ❞♦♥- ✐❧ ❛ ❧❛ ✈✐1✐❜✐❧✐-> ❞❛♥1

1❛ -❛❜❧❡ ❞❡ 1❛✉-1✱ ♣✉✐1 ❝❡1 ♣❛✐%1 ✐♥-❡%♠>❞✐❛✐%❡1 -%❛♥1♠❡--%♦♥- ❧❡ ♠❡11❛❣❡ ❡♥

1❡ ❜❛1❛♥- 1✉% ❧❡ ♠J♠❡ ♣%✐♥❝✐♣❡ ❥✉1E✉✬: ❧✬❛%%✐✈>❡ ❞✉ ♠❡11❛❣❡ : ❞❡1-✐♥❛-✐♦♥✳

◆♦-❡% E✉❡ 1✐ ❧❡ ♣❛✐% ❝❡♥1> J-%❡ : ❧❛ ♣♦1✐-✐♦♥ P ❡1- ❤♦%1 ❧✐❣♥❡ ❧❡ ♠❡11❛❣❡ 1❡%❛

❛❝❤❡♠✐♥> ❛✉ ♣❛✐% ❡♥ ❧✐❣♥❡ ❞♦♥- ❧❛ ♣♦1✐-✐♦♥ ❡1- ❧❛ ♣❧✉1 ♣%♦❝❤❡ ❞❡ P ✳ ▲❛ -❛❜❧❡

❞❡ %♦✉-❛❣❡ ❛❣✐- ❡♥ -❛♥- E✉❡ ♠>♠♦✐%❡ ❝❛❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ❉❍❚✱ -❛♥❞✐1 E✉❡ ❧❛ -❛❜❧❡ ❞❡

1❛✉-1 ♣❡%♠❡- ❞✬❛❝❝>❧>%❡% ❧❡ %♦✉-❛❣❡ ❡♥ ❢♦✉%♥✐11❛♥- ❞❡1 %❛❝❝♦✉%❝✐1 : -%❛✈❡%1 ❧❛

❉❍❚

✸✳✷ ▲❡ ❝♦❞❡ ❛✉*♦✲❝♦,,❡❝*❡✉, ❘❡❡❞✲❙♦❧♦♠♦♥

✸✳✷✳✶ $%✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧✬❡♥❝♦❞❛❣❡

▲❡ ❝♦❞❡ ❘❡❡❞✲❙♦❧♦♠♦♥ ❡1- ✉♥ ❝♦❞❡ ❝♦%%❡❝-❡✉% ♣❛% ❜❧♦❝✱ ✐✳❡✱ ❧✬❡♥❝♦❞❛❣❡

❞✬✉♥ ❜❧♦❝ ❞❡ ❞♦♥♥>❡1 ❞❡ -❛✐❧❧❡ ✜①❡✱ -%❛♥1❢♦%♠❡ ❡♥ ✉♥ ❛✉-%❡ ❜❧♦❝ ❞❡ -❛✐❧❧❡

>❣❛❧❡♠❡♥- ✜①>❡✳ ▲❡ ♣%✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❜❛1❡ ❞❡ ❝❡1 ❝♦❞❡1 ❝♦%%❡❝-❡✉%1 %❡♣♦1❡ 1✉% ❧❛

-❤>♦%✐❡ ❞❡1 ❝♦%♣1 ❞❡ ●❛❧♦✐1✳ ■❧ 1✬❛❣✐- ❞❡ ❝♦♥1-%✉✐%❡ ✉♥ ♣♦❧②♥Q♠❡ ❢♦%♠❡❧ : ♣❛%-✐%

❞❡1 ❞♦♥♥>❡1 : -%❛♥1♠❡--%❡ ❡- ❞❡ ❧❡ 1✉%✲>❝❤❛♥-✐❧❧♦♥♥❡%✳ ▲❛ %❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡

1✉%✲>❝❤❛♥-✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ♣❡%♠❡- ❛✉ %>❝❡♣-❡✉% ❞✉ ♠❡11❛❣❡ ❡♥❝♦❞> ❞❡ %❡❝♦♥1-%✉✐%❡

❧❡ ♣♦❧②♥Q♠❡ ♠J♠❡ 1✬✐❧ ② ❛ ❡✉ ❞❡1 ❡%%❡✉%1 ♣❡♥❞❛♥- ❧❛ -%❛♥1♠✐11✐♦♥✳ ▲❡1 ❝♦❞❡1

❘❡❡❞✲❙♦❧♦♠♦♥ ♣❡%♠❡--❡♥- ❛✐♥1✐ ❞❡ ❝♦%%✐❣❡% ❞❡✉① -②♣❡1 ❞✬❡%%❡✉%1 ✿

✕ ❧❡1 ❡%%❡✉%1 ✐♥❞✉✐1❛♥- ❧❛ ♠♦❞✐✜❝❛-✐♦♥ ❞❡1 ❞♦♥♥>❡1 ✭❝❡%-❛✐♥1 ❜✐-1 ♣❛11❡♥-

❞❡ ✵ : ✶ ♦✉ ✈✐❝❡ ✈❡%1❛✮ ❀

✕ ❧❡1 ❡%%❡✉%1 ❞✬❡✛❛❝❡♠❡♥-1 ✭✐✳❡✱ ❧❡1 ♣❡%-❡1 ❞✬✐♥❢♦%♠❛-✐♦♥1✮✳

▲❡1 ❝♦❞❡1 ❞❡ ❘❡❡❞✲❙♦❧♦♠♦♥ 1♦♥- ❢♦%♠>1 ❞❡ n 1②♠❜♦❧❡1✱ ❝❤❛❝✉♥ ❛♣♣❛%✲

-❡♥❛♥- ❛✉ ❝♦%♣1 ❞❡ ●❛❧♦✐1 GF (q) : q = 2m >❧>♠❡♥-1✱ ❛✈❡❝ ♠ ❧❡ ♥♦♠❜%❡ ❞❡

❜✐-1 ♣❛% 1②♠❜♦❧❡✱ ❞♦♥- ❧❛ ✈❛❧❡✉% ❡1- ❣>♥>%❛❧❡♠❡♥- ✽ ✭✉♥ ♦❝-❡-✮ ♦✉ ✶✻✳ ▲❡ ♥♦♠✲

❜%❡ ❞❡ ❜✐-1 ♣❛% 1②♠❜♦❧❡ ❛ -❡♥❞❛♥❝❡ : 1✉✐✈%❡ ❧✬❛✉❣♠❡♥-❛-✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉%

❞❡1 ♠♦-1 -%❛✐->1 ♣❛% ❧❡1 ♣%♦❝❡11❡✉%1✳ ❖♥ -%♦✉✈❡ ❞❡1 ✐♠♣❧>♠❡♥-❛-✐♦♥1 ❛✈❡❝ ♠

❂ ✸✷ ♦✉ ♠ ❂ ✻✹✳ ❙♦✐❡♥- 2 × t✱ ❧❡ ♥♦♠❜%❡ ❞❡ 1②♠❜♦❧❡1 ❞❡ ❝♦♥-%Q❧❡ ❡- k✱ ❧❡
♥♦♠❜%❡ ❞❡ 1②♠❜♦❧❡1 ❞✬✐♥❢♦%♠❛-✐♦♥ ✭❧❛ ❝❤❛%❣❡ ✉-✐❧❡✮✳ ❆❧♦%1✱ ❧❡ ♥♦♠❜%❡ ❞❡ 1②♠✲

❜♦❧❡1 -%❛♥1♠✐1 n ✭❝❤❛%❣❡ ✉-✐❧❡ ❡- ❝♦%%❡❝-✐♦♥ ❞✬❡%%❡✉%✮ ❡1- >❣❛❧ : k+(2× t)✱ -❡❧
E✉❡ t %❡♣%>1❡♥-❡ ❧❡ ♥♦♠❜%❡ ❞❡ 1②♠❜♦❧❡1 ❞✬❡%%❡✉%1 E✉❡ ❝❡ ❝♦❞❡ 1❡%❛ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡
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❝♦$$✐❣❡$✳ ▲❡ ❝♦❞❛❣❡ ❘❡❡❞✲❙♦❧♦♠♦♥ ❛✐♥2✐ ❞3❝$✐4 ♣❡$♠❡4 ❞❡ ❝♦$$✐❣❡$ (n − k)/2
❡$$❡✉$2 ❬✹✶❪✳

✸✳✷✳✷ ❙❝❤&♠❛ ❞❡ +❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❡. ❡♥❝♦❞❛❣❡

❉❛♥2 ❧❡ ❝♦❞❡ ❘❡❡❞✲❙♦❧♦♠♦♥✱ ❧❡2 ❜❧♦❝2 ❞❡ ❞♦♥♥3❡2 ❞❡ 4❛✐❧❧❡ T 2♦♥4 ❞3❝♦✉♣32

❡♥ s ❢$❛❣♠❡♥42 ❞❡ 4❛✐❧❧❡ T/s✳ ❆ ♣❛$4✐$ ❞❡ ❝❡2 ❢$❛❣♠❡♥42 2♦♥4 ❝❛❧❝✉❧32 r ❢$❛❣✲

♠❡♥42 ❞❡ $❡❞♦♥❞❛♥❝❡✱ 3❣❛❧❡♠❡♥4 ❞❡ 4❛✐❧❧❡ T/s✳ ▲❡2 r ❢$❛❣♠❡♥42 2♦♥4 4❡❧2 @✉✬B

♣❛$4✐$ ❞❡ s ❢$❛❣♠❡♥42 @✉❡❧❝♦♥@✉❡2 ♣❛$♠✐ ❧❡2 s+r ✐❧ ❡24 ♣♦22✐❜❧❡ ❞❡ $❡❝♦♥24✐4✉❡$
❧❡ ❜❧♦❝ ✐♥✐4✐❛❧ ✭❞❡ 4❛✐❧❧❡ ❚✮✳ ❙♦✐4 ❧❡ ❜❧♦❝ ❞❡ ❞♦♥♥3❡2 ❇ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ✈❡❝4❡✉$

❞❡ ❞✐♠❡♥2✐♦♥ 2 B = (bj), j ∈ [1..s] ♦H ❧❡2 bj 2♦♥4 ❧❡2 ❢$❛❣♠❡♥42 ❝♦♥24$✉✐42 B

♣❛$4✐$ ❞❡ ❇✳ ❆ ♣❛$4✐$ ❞❡ ❇ ♦♥ ❝♦♠♣♦2❡ ✉♥ ✈❡❝4❡✉$ E = ei, i ∈ [1..(s + r)] ❞❡
❞✐♠❡♥2✐♦♥ s + r ❞♦♥4 ❧❡2 3❧3♠❡♥42 2❡$♦♥4 ❧❡2 ❢$❛❣♠❡♥42 B ❞✐24$✐❜✉❡$ ❞❛♥2 ❧❡

$32❡❛✉ ✭✐♥❝❧✉❛♥4 ❧❡2 $ ❢$❛❣♠❡♥42 ♥3❝❡22❛✐$❡2 B ❧❛ $❡❞♦♥❞❛♥❝❡✮✳ ▲✬❡♥❝♦❞❛❣❡ 2❡

❢❛✐4 ❝♦♠♠❡ 2✉✐4 ✿

▲❡ ✈❡❝4❡✉$ ❊ ❡24 ❝$33 B ♣❛$4✐$ ❞✬✉♥❡ ♠❛4$✐❝❡ ❆ ❞❡ ❞✐♠❡♥2✐♦♥ (s+ r)× s✱ 4❡❧❧❡
@✉❡ s ❧✐❣♥❡2 ❞❡ ❧❛ ♠❛4$✐❝❡ ❆ 2♦♥4 ❧✐♥3❛✐$❡♠❡♥4 ✐♥❞3♣❡♥❞❛♥4❡2✳

❙♦✐4 A = ai,j 4@ i ∈ [1..(s + r)] ❡4 j ∈ [1..s]✱ ✉♥❡ ♠❛4$✐❝❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥2✐♦♥

(s + r) × s ❞♦♥4 s ❧✐❣♥❡2 2♦♥4 ❧✐♥3❛✐$❡♠❡♥4 ✐♥❞3♣❡♥❞❛♥4❡2✳ ❆❧♦$2 ❧❡ ♣$♦❞✉✐4

E = AB ❞♦♥♥❡ ✉♥ ✈❡❝4❡✉$ ❞❡ ❞✐♠❡♥2✐♦♥ s + r✱ ❡4 ❞♦♥4 ❧❡2 3❧3♠❡♥42 ei 2♦♥4
❧❡2 ❢$❛❣♠❡♥42 B ❞✐2♣❡$2❡$ ❞❛♥2 ❧❡ $32❡❛✉✳
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✸✳✷✳✸ ❘❡❝♦♥1.+✉❝.✐♦♥ ❞✉ ❜❧♦❝

▲❡ ✈❡❝4❡✉$ ❇ ♣❡✉4 L4$❡ $❡❝♦♥24$✉✐4 B ♣❛$4✐$ ❞❡ s ❢$❛❣♠❡♥42 @✉❡❧❝♦♥@✉❡2

❞❡ ❊✳ ❙♦✐4 E ′ ❧❡ ✈❡❝4❡✉$ ❞❡2 s ❢$❛❣♠❡♥42 ✉4✐❧✐232 ♣♦✉$ ❧❛ $❡❝♦♥24$✉❝4✐♦♥✳ ❖♥

❝♦♥24$✉✐4 ❧❛ ♠❛4$✐❝❡ A′ B ♣❛$4✐$ ❞❡2 ❧✐❣♥❡2 ❞❡ A @✉✐ ❝♦$$❡2♣♦♥❞❡♥4 ❛✉① ❢$❛❣✲

♠❡♥42 ❞❡ E ′ ✭A′ ❡24 ✉♥❡ ♠❛4$✐❝❡ ❝❛$$3❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥2✐♦♥ s× s✮✳ O❛$ ❝♦♥24$✉❝4✐♦♥
❞❡ ❊✱ ♦♥ ❞3❞✉✐4 @✉❡ ✿

A′B = E ′

❈❡ @✉✐ ♥♦✉2 ✐♥43$❡22❡✱ ❡24 ❞❡ $❡4$♦✉✈❡$ B B ♣❛$4✐$ ❞❡ A′ ❡4 ❞❡ E ′✳ O❛$
❤②♣♦4❤S2❡✱ ♦♥ ❛ s ❧✐❣♥❡2 ❞❡ ❆ 2♦♥4 ❧✐♥3❛✐$❡♠❡♥4 ✐♥❞3♣❡♥❞❛♥4❡2✱ ✐❧ ❡♥ ❡24 ❞♦♥❝

❞❡ ♠L♠❡ ♣♦✉$ A′✳ A′ ❡24 ✐♥✈❡$2✐❜❧❡ ❞♦♥❝ ♥♦✉2 ❛✈♦♥2 ✿
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A′−1E ′ = B











a′11 a′12 · · · a′1s
a′21 a′22 · · · a′2s
✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

a′s1 a′s2 · · · a′ss











−1 









e′1
e′2
✳

✳

✳

e′s











❂











b1
b2
✳

✳

✳

bs











✸✳✸ ▲❛ $%♣❧✐❝❛*✐♦♥ ❞❛♥. ❧❛ ❉❍❚

❉❛♥' ✉♥❡ ❉❍❚✱ ✉♥ ✐❞❡♥/✐✜❛♥/ ✭❝❧4✮ ❡'/ ❛''♦❝✐4 7 ❝❤❛9✉❡ ♣❛✐; ❡/ 7 ❝❤❛9✉❡

❜❧♦❝ ❞❡ ❞♦♥♥4❡'✳ ▲❛ ❝❧4 ❞✬✉♥ ❜❧♦❝ ❞❡ ❞♦♥♥4❡' ❡'/ ♦❜/❡♥✉❡ ♣❛; ❧✬❛♣♣❧✐❝❛/✐♦♥

❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝/✐♦♥ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ '✉; ❧❡ ❝♦♥/❡♥✉ ❞✉ ❜❧♦❝✳ ▲❡ ♣❛✐; ❞♦♥/ ❧✬✐❞❡♥/✐✜❛♥/

❡'/ ❧❡ ♣❧✉' ♣;♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧4 ❞✉ ❜❧♦❝ ❡'/ ❛♣♣❡❧4 ;❛❝✐♥❡ ❞✉ ❜❧♦❝ ✭❝✬❡'/ ❧❡ ♣❛✐;

9✉✐ ❡'/ ❡♥ ❝❤❛;❣❡ ❞✉ '/♦❝❦❛❣❡ ❞✉ ❜❧♦❝ ❡/ ❞❡ '❛ '✉;✈❡✐❧❧❛♥❝❡✮✳ ❈❤❛9✉❡ ♣❛✐;

❛ ✉♥❡ ❝♦♥♥❛✐''❛♥❝❡ ❧♦❝❛❧❡ ❞✉ ;4'❡❛✉✱ ✐✳❡❧✬❡♥'❡♠❜❧❡ ❞❡' ♣❛✐;' 9✉✐ ❝♦♥'/✐/✉❡♥/

'♦♥ ✈♦✐'✐♥❛❣❡ ❞❛♥' ❧✬❛♥♥❡❛✉ ❡/ 9✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❧❡❛❢'❡/✳ ❯♥ ❧❡❛❢'❡/ ❛ ✉♥❡ /❛✐❧❧❡

✜①❡ L✱ ❝❤❛9✉❡ ♣❛✐; ;❛❝✐♥❡ ❛ ❞♦♥❝ L/2 ✈♦✐'✐♥' ❞❛♥' ❧❡ '❡♥' ♣♦'✐/✐❢ ❞❡ ❧✬❛♥♥❡❛✉

❡/ L/2 ✈♦✐'✐♥' ❞❛♥' ❧❡ '❡♥' ♥4❣❛/✐❢✳ ❯♥ ♣❛✐; ♠❛✐♥/✐❡♥ 7 ❥♦✉; '♦♥ ❧❡❛❢'❡/ ❡♥

'✉♣♣;✐♠❛♥/ ❧❡' ♣❛✐;' ❞4❝♦♥♥❡❝/4' ❡/ ❡♥ ❛❥♦✉/❛♥/ ❧❡' ♥♦✉✈❡❛✉① ♣❛✐;'✳ ❈❤❛9✉❡

♣❛✐; ♣♦''H❞❡ ✉♥ ❧❡❛❢'❡/✱ ❡/ ❢❛✐/ ♣❛;/✐❡ ❞❡ ♣❧✉'✐❡✉;' ❧❡❛❢'❡/'✳ ❆✜♥ ❞❛✉❣♠❡♥/❡;

❧❛ ❞✐'♣♦♥✐❜✐❧✐/4 ❞❡' ❞♦♥♥4❡' ❞❛♥' ❧❡' ;4'❡❛✉① ♣❛✐;✲7✲♣❛✐; ❞♦♥/ ❧❡ ❞4♣❛;/ ❡/

❧✬❛;;✐✈4❡ ❞❡' ♣❛✐;' ❡'/ ❛❧4❛/♦✐;❡✱ ❧❡' ❜❧♦❝' ❞❡ ❞♦♥♥4❡' '♦♥/ ❢;❛❣♠❡♥/4' ❡/ ;4✲

♣❧✐9✉4' ❡♥ ✉/✐❧✐'❛♥/ ❧❡' ❝♦❞❡✲❝♦;;❡❝/❡✉; ;❡❡❞✲'♦❧♦♠♦♥ ❡/ ❡♥'✉✐/❡ ❞✐'/;✐❜✉4 '✉;

❧❡ ;4'❡❛✉✳ ❈❤❛9✉❡ ❢;❛❣♠❡♥/ ❞❡ ❞♦♥♥4❡ ❡'/ ✐❞❡♥/✐✜4 ♣❛; ✉♥ ✐❞❡♥/✐✜❛♥/ ✉♥✐9✉❡

♣;♦♣;❡ 7 ❧✉✐ ❛✐♥'✐ 9✉❡ ❧✬✐❞❡♥/✐✜❛♥/ ❞✉ ❜❧♦❝ ❛✉9✉❡❧ ✐❧ ❛♣♣❛;/✐❡♥/✳ ▲❡' k ✭s+ r✮
❢;❛❣♠❡♥/' ❣4♥4;4' '❡;♦♥/ '/♦❝❦4' '✉; k ♣❛✐;' ❞✉ ❧❡❛❢'❡/ ❞✉ ♣❛✐; ;❛❝✐♥❡ 9✉✐

❡'/ ❡♥ ❝❤❛;❣❡ ❞❡ ❧✬✐❞❡♥/✐✜❛♥/ ❞✉ ❜❧♦❝ ✭❞♦♥/ ❧✬✐❞❡♥/✐✜❛♥/ ❡'/ ❧❡ ♣❧✉' ♣;♦❝❤❡ ❞❡

❧✬✐❞❡♥/✐✜❛♥/ ❞✉ ❜❧♦❝✮✳ ▲❡ ♣❛✐; ;❛❝✐♥❡ ❡'/ ;❡'♣♦♥'❛❜❧❡ ❞✉ ♣❧❛❝❡♠❡♥/ ✐♥✐/✐❛❧ ❞❡'

❢;❛❣♠❡♥/' ❞❛♥' '♦♥ ❧❡❛❢'❡/ ❡/ ❞❡ ❧❡✉; ♠❛✐♥/❡♥❛♥❝❡✳ ▲❡ '②'/H♠❡ ❯❜✐❙/♦;❛❣❡ ❛

❞❡✉① '/;❛/4❣✐❡' ❞❛♥' ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡' ♣❛✐;' ❞✉ ❧❡❛❢'❡/ ♦M '/♦❝❦❡; ❧❡' ❢;❛❣♠❡♥/' ✿

❝❤♦✐① ❞❡ ♣❛✐;' ❞❡ ♠❛♥✐H;❡ ❛❧4❛/♦✐;❡ ♦✉ ❜✐❡♥ ❞❡' ♣❛✐;' ❝♦♥/✐❣O'✳ ❈❤❛9✉❡ ♣❛✐; ❞✉

❧❡❛❢'❡/ 9✉✐ '/♦❝❦❡ ✉♥ ❢;❛❣♠❡♥/ ❞❡ ❧❛ ❞♦♥♥4❡✱ ❡♥✈♦✐❡ ❧❡' ♠4/❛✲✐♥❢♦;♠❛/✐♦♥' ;❡❧✲

❛/✐✈❡' ❛✉ ❢;❛❣♠❡♥/ 9✉✬✐❧ ❛ '/♦❝❦4 ❛✉ ♣❛✐; ;❛❝✐♥❡ ✭ 9✉✐ ❥♦✉❡ ❧❡ ;P❧❡ ❞✬✉♥ '❡;✈✐❝❡

❞❡ ♠4/❛✲✐♥❢♦;♠❛/✐♦♥✮ ❡♥ ② ✐♥❞✐9✉❛♥/ '♦♥ ✐❞❡♥/✐✜❛♥/ ❛✐♥'✐ 9✉✬✐❞❡♥/✐✜❛♥/ ❞✉

❢;❛❣♠❡♥/ '/♦❝❦4 ❡/ '♦♥ ;❛♥❣ ❞❛♥' ❧❡ ❜❧♦❝✳ ❈❡' ♠4/❛✲✐♥❢♦;♠❛/✐♦♥' '♦♥/ ♠✐'❡'

7 ❥♦✉; ❡♥ ❢♦♥❝/✐♦♥ ❞❡' ❞4♣❛;/' ❡/ ❛;;✐✈4❡' ❞❡' ♣❛✐;' ❞❛♥' ❧❡ ❧❡❛❢'❡/✳ ◗✉❛♥❞ ❧❡

'❡;✈✐❝❡ ❞❡ ♠♦♥✐/♦;✐♥❣ ❝♦♥'/❛/❡ 9✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜;❡ ❞❡ ❢;❛❣♠❡♥/' ;❡'/❛♥/' ❞❛♥' ❧❡

'②'/H♠❡ ❛ ❛//❡✐♥/ ✉♥ ♥♦♠❜;❡ ❝;✐/✐9✉❡✱ ✐❧ '♦❧❧✐❝✐/❡ ❧❡ '❡;✈✐❝❡ ❞❡ ;❡❝♦♥'/;✉❝/✐♦♥

♣♦✉; ;❡❝♦♥'/;✉✐;❡ ❧❡ ❜❧♦❝ ❞❡ ❞♦♥♥4❡' ❡/ ❧❡ ;❡❞✐'/;✐❜✉❡; ❞❛♥' ❧❡ '②'/H♠❡✳ ▲❛

;❡❝♦♥'/;✉❝/✐♦♥ ♣❡;♠❡/ ❞❡ ;4❝✉♣4;❡; ❧❡ ❜❧♦❝ ♦;✐❣✐♥❛❧ 7 ♣❛;/✐; ❞❡ s ❢;❛❣♠❡♥/'
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"❡✉❧❡♠❡♥(✱ ❡( ❛✈❡❝ ❧❡ ❝♦❞❡ ❝♦//❡❝(❡✉/ /❡❡❞✲"♦❧♦♠♦♥ s + r ❢/❛❣♠❡♥(" "♦♥( ❞❡

♥♦✉✈❡❛✉ ❣3♥3/3" ❡( ♣✉✐" /❡❞✐"(/✐❜✉3" "✉/ ❧❡ ❧❡❛❢"❡(✳

✸✳✹ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥

❉❛♥" ❝❡ ❝❤❛♣✐(/❡✱ ♦♥ ❛ ♣/3"❡♥(3 ❧❡ "②"(;♠❡ ❞❡ "(♦❝❦❛❣❡ ♣❛✐/✲=✲♣❛✐/ ❯❜✐❙✲

(♦/❛❣❡ ❡( "♦♥ ❢♦♥❝(✐♦♥♥❡♠❡♥(✳ ❖♥ ❛✉""✐ ♣/3"❡♥(3 ✉♥ "②"(;♠❡ ❞❡ ♥♦(❛(✐♦♥

"✉/ ❧❡A✉❡❧ ♦♥ "✬❡"( /❡♣♦"3 ♣♦✉/ ❧❛ ♣/♦♣♦"✐(✐♦♥ ❞✬✉♥ "②"(;♠❡ ❞❡ ❞3(❡❝(✐♦♥ ❞❡

♣❛✐/" ♠❛❧✈❡✐❧❧❛♥("✳ ❉❛♥" ❧❡ ♣/♦❝❤❛✐♥ ❝❤❛♣✐(/❡ ♥♦✉" ❛❧❧♦♥" ❞3❝/✐/❡ ❞❡" ❛((❛A✉❡"

✐♠♣❧3♠❡♥(3❡" ♣♦✉/ ❧✬❛♥❛❧②"❡ ❞❡ ❧❛ /♦❜✉"(❡""❡ ❞✉ "②"(;♠❡ ❞❡ "(♦❝❦❛❣❡ ❡♥ ❧❛

♣/3"❡♥❝❡ ❞❡ ♣❛✐/" ♠❛❧✈❡✐❧❧❛♥("✱ ❛✐♥"✐ A✉❡ ❧❛ "♦❧✉(✐♦♥ ♣/♦♣♦"3❡ ♣♦✉/ ❧❛ ❞3(❡❝(✐♦♥

❞❡ ❝❡" ❞❡/♥✐❡/"✳
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❈♦♥#$✐❜✉#✐♦♥( ) ❧❛ (,❝✉$✐#,

✹✳✶ ■♥%&♦❞✉❝%✐♦♥ ❞❡- ♣❛✐&- ♠❛❧✈❡✐❧❧❛♥%-

❉❛♥# ❝❡&&❡ #❡❝&✐♦♥✱ ♥♦✉# ❛❧❧♦♥# ♣-.#❡♥&❡- ♣❧✉#✐❡✉-# ❝♦♠♣♦-&❡♠❡♥&# ♠❛❧✈❡✐❧✲

❧❛♥&# 2✉❡ ♣❡✉& ❛✈♦✐- ✉♥ ♣❛✐- ❞❛♥# ❧❡ #②#&5♠❡✳ ❈❡# ❛&&❛2✉❡# #♦♥& ♣♦##✐❜❧❡#

♣❛- ❡①❡♠♣❧❡✱ 2✉❛♥❞ ✉♥ ❝❧✐❡♥& ❛--✐✈❡ : ♣-❡♥❞-❡ ❧❡ ❝♦♥&-;❧❡ #✉- #❛ ◆♦❡❇♦①✱

❛✐♥#✐ ❞❛♥# ❝❡ 2✉✐ #✉✐& ♥♦✉# ❛❧❧♦♥# ✈♦✐- ❝♦♠♠❡♥& ✉♥❡ ♦✉ ♣❧✉#✐❡✉-# ◆♦❡❇♦①❡#
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♠❛♥✐5-❡ : ❝❡ 2✉✬✐❧ ❡#& #&❛&✐#&✐2✉❡♠❡♥& ❞✐✣❝✐❧❡ ❞✬❡♥ ♦❜&❡♥✐- ❛##❡③ ♣♦✉- &❡♥&❡-
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♠❛❧✈❡✐❧❧❛♥) ✿ ♣(1)❡♥❞(❡ 6✉✬✐❧ ❛ .)♦❝❦1 ✉♥ ❢(❛❣♠❡♥) ❛❧♦(. 6✉✬✐❧ ♥❡ ❧✬❛ ♣❛. ❢❛✐)✱
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♣(❡♠✐❡( ❝❛.✱ ❧❡ .)♦(❡( ♣❡✉) ❛✉..✐ .)♦❝❦❡( ❧❡ ❢(❛❣♠❡♥) ❡) ❧♦(.6✉❡ .♦♥ ♣(♦♣(✐1✲

)❛✐(❡ ❞❡♠❛♥❞❡ = ❧❡ (1❝✉♣1(❡(✱ ❧❡ .)♦(❡( (❡♠♣❧❛❝❡ ❧❡ ✈(❛✐ ❢(❛❣♠❡♥) ❞✉ ✜❝❤✐❡(

♣❛( ✉♥ ❢❛✉① ❢(❛❣♠❡♥) 6✉✬✐❧ ❣1♥@(❡ ❧✉✐ ♠,♠❡ ❡) ❧❡ (❡♥✈♦✐❡ ❛✉ ❝❧✐❡♥)✳ ❉❛♥. ❧❡.

❞❡✉① ❝❛.✱ ❧❡ .)♦(❡( ♣❡✉) ❡..❛②❡( ❞❡ (❛..❡♠❜❧❡( ❞❡. ❢(❛❣♠❡♥). ♣♦✉( ❧❛ (❡❝♦♥✲
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❞❡. ♣❡()❡. ❞❡ ✜❝❤✐❡(.✳ ▲♦(.6✉✬✉♥ .)♦(❡( ❡.) .♦❧❧✐❝✐)1 ♣♦✉( .)♦❝❦❡( ✉♥ ❢(❛❣✲

♠❡♥)✱ ❧❡ .❡(✈✐❝❡ ❞❡ .)♦❝❦❛❣❡ ♣(1)❡♥❞ 6✉✬✐❧ ❛ (1✉..✐✱ ♠❛✐. ❡♥ ❢❛✐) ❧❡ ❢(❛❣♠❡♥)

❡.) .)♦❝❦1 ❞❛♥. ✉♥❡ ♠1♠♦✐(❡ .❡❝♦♥❞❛✐(❡ ✭❤♦(. ❞❡ ❧✬❡.♣❛❝❡ ❞❡ .)♦❝❦❛❣❡ ❞1❞✐1

❛✉① ✜❝❤✐❡(. ❝❧✐❡♥).✮✱ ♠❛✐. ♥❡ .❡(❛ ❥❛♠❛✐. (❡♥✈♦②1 = ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡✱ ♦✉✱ ❞❡ ❢❛J♦♥

16✉✐✈❛❧❡♥)❡✱ ✉♥ ❢(❛❣♠❡♥) ♥♦♥ ✈❛❧✐❞❡ ❡.) (❡♥✈♦②1 = ❧❛ ♣❧❛❝❡ ✭❝❡ 6✉✐ ❡.) ♣❧✉.

❞✐✣❝✐❧❡ = ❞1)❡❝)❡( ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❝♦♠♣♦()❡♠❡♥) ♠❛❧✈❡✐❧❧❛♥)✱ ❞♦♥❝ ♥♦✉. ❧✬❛✈♦♥.

❝❤♦✐.✐ ❝♦♠♠❡ ❝❛. = ♠❡))(❡ ❡♥ L✉✈(❡✮✳ ❙✐ ❛✉ ♠♦✐♥. r + 1 .)♦(❡(. )(✐❝❤❡♥) ❞❡
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❝❡$$❡ ❢❛'♦♥ ♣♦✉, ✉♥ ✜❝❤✐❡, ❞♦♥♥1✱ ✐❧ ♥❡ 4❡,❛ ❥❛♠❛✐4 ♣♦44✐❜❧❡ ❞❡ ,❡❝♦♥4$✐$✉❡,

❧❡ ✜❝❤✐❡,✱ ❝❛, ♦♥ ❛✉,❛ 8 ❞✐4♣♦4✐$✐♦♥ ♠♦✐♥4 9✉❡ ❧❡4 s ❢,❛❣♠❡♥$4 ♥1❝❡44❛✐,❡4 8

♠❛✐♥$❡♥✐, ❧❡ ✜❝❤✐❡, ❞✐4♣♦♥✐❜❧❡ ❞❛♥4 ❧❡ 4②4$<♠❡✳ ■❧ ❡4$ ❛44❡③ ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ♣,♦$1❣❡,

❧❡ 4②4$<♠❡ ❝♦♥$,❡ ✉♥❡ $❡❧❧❡ ❛$$❛9✉❡✱ ❡♥ ♣❛,$✐❝✉❧✐❡, 4✐ ❡❧❧❡ 4❡ ♣,♦❞✉✐$ ❛✉ ❝♦✉,4

❞✬✉♥❡ ,❡❝♦♥4$,✉❝$✐♦♥ ❞1❝❧❡♥❝❤1❡ ♣❛, ❧❡ 4❡,✈✐❝❡ ❞❡ ♠♦♥✐$♦,✐♥❣✳ ❊♥ ❡✛❡$✱ ♦♥

♣❡✉$ ✐♠❛❣✐♥❡, 9✉✬❛♣,<4 ✉♥❡ ❛❝$✐♦♥ ❞❡ ✧F✉$✧✱ ❧❡ ❝❧✐❡♥$ ♣❡✉$ ❣❛,❞❡, ❧❡ ✜❝❤✐❡,

✉♥ ❝❡,$❛✐♥ $❡♠♣4 ❡$✱ ❛✈❛♥$ ❞❡ ❞1❝❧❛,❡, ✉♥ 4✉❝❝<4✱ ✐❧ ♣❡✉$ ❡♥✈♦②❡, ❞❡4 ❝❤❛❧✲

❧❡♥❣❡( ✭❞1✜4✮ ❛✉① 4$♦,❡,4 ♣♦✉, 4✬❛44✉,❡, 9✉❡ ❧❡4 ❢,❛❣♠❡♥$4 4♦♥$ ❡✛❡❝$✐✈❡♠❡♥$

4$♦❝❦14 ❀ ♣❛, ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ❝❧✐❡♥$ ❡♥✈♦✐❡ ❛✉① 4$♦,❡,4 ❞❡4 ,❡9✉L$❡4 ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥

♥♦✉✈❡❛✉ ❤❛❝❤❛❣❡ ❞✉ ❢,❛❣♠❡♥$ 4$♦❝❦1 ❛44♦❝✐1 8 ✉♥ ♥♦♥❝❡ ❛❧1❛$♦✐,❡♠❡♥$ ❝❤♦✐4✐

♣❛, ❧❡ ❝❧✐❡♥$ ❀ ❧❡4 ❢♦♥❝$✐♦♥4 ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ♥✬1$❛♥$ ♣❛4 ❜✐❥❡❝$✐✈❡4 ❧❡ 4$♦,❡, ♥❡ ♣❡✉$

♣❛4 ,1✉$✐❧✐4❡, ✉♥ ❤❛❝❤❛❣❡ ♣,1❝1❞❡♥$ ❞✉ ❢,❛❣♠❡♥$ ❞❡ ❞♦♥♥1❡4 ♣♦✉, ❣1♥1,❡,

❧❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ❞❡♠❛♥❞1✳ ▼❛✐4 ❛♣,<4 9✉❡ ❧✬❛❝$✐♦♥ ✧F✉$✧ ❛ ,1✉44✐✱ ❧❡ ✜❝❤✐❡, ❡4$

4✉♣♣♦41 L$,❡ 4$♦❝❦1 ❡♥ $♦✉$❡ 41❝✉,✐$1 4✉, ❧❡ 4②4$<♠❡ ❡$ ❡4$ 4✉4❝❡♣$✐❜❧❡ ❞✬L$,❡

4✉♣♣,✐♠1 ❞❡ ❧✬♦,❞✐♥❛$❡✉, ❞❡ ❧✬✉$✐❧✐4❛$❡✉,✳ ❆✐♥4✐ ❧❡ ❝❧✐❡♥$ ❛$$❛❝❤❡ ❛✉① ❢,❛❣♠❡♥$4

✉♥ ❡♥4❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡4 ♣,1✲❝❛❧❝✉❧14 9✉✐ ♣♦✉,,♦♥$ L$,❡ ✉$✐❧✐414 ♣❛, ❧❡ 4❡,✲

✈✐❝❡ ❞❡ ♠1$❛✲✐♥❢♦,♠❛$✐♦♥ ♣♦✉, ✈1,✐✜❡, 9✉❡ ❧❡4 ❜♦♥4 ❢,❛❣♠❡♥$4 4♦♥$ $♦✉❥♦✉,4

4$♦❝❦14 ♣❛, ❧❡4 4$♦,❡,4✳

❋❛✉① $❝❤❡❝ ❧♦*+ ❞✉ +-♦❝❦❛❣❡ ✭❛--❛1✉❡ ❆✷✮

▲♦,49✉✬✉♥ 4$♦,❡, ❡4$ 4♦❧❧✐❝✐$1 ♣♦✉, ❧❡ 4$♦❝❦❛❣❡ ❞✬✉♥ ❢,❛❣♠❡♥$ ❞✬✉♥ ✜❝❤✐❡,

❞♦♥♥1✱ ❧❡ 4❡,✈✐❝❡ ❞❡ 4$♦❝❦❛❣❡ ♣❡✉$✱ ❞❡ ♠❛♥✐<,❡ ♠❛❧✈❡✐❧❧❛♥$❡✱ ♣,1$❡♥❞,❡ 9✉❡

❧❡ 4$♦❝❦❛❣❡ ❛ 1❝❤♦✉1✳ F❛, ❝♦♥419✉❡♥$ ♦♥ ❞❡♠❛♥❞❡,❛ ❥❛♠❛✐4 ❞❡ ❢,❛❣♠❡♥$ 8 ❝❡

4$♦,❡,✱ ❝❛, ✐❧ ♥✬❡4$ ♣❛4 4✉♣♣♦41 ❧❡ ❞1$❡♥✐,✳ ❙✐ ✉♥ ❣,❛♥❞ ♥♦♠❜,❡ ❞❡ 4❡,✈✐❝❡4 ❞❡

4$♦❝❦❛❣❡ 4❡ ❝♦♠♣♦,$❡♥$ ❞❡ ❧❛ 4♦,$❡✱ ✉♥❡ ❛❝$✐♦♥ ❞❡ 4$♦❝❦❛❣❡ ✧F✉$✧ 1❝❤♦✉❡,❛

♥1❝❡44❛✐,❡♠❡♥$ ❝❛, ✐❧ ♥✬② ❛✉,❛ ♣❛4 ❛44❡③ ❞❡ 4$♦,❡,4 ♥1❝❡44❛✐,❡4 ♣♦✉, 4$♦❝❦❡, ✉♥

✜❝❤✐❡,✳ ❈❡❧❛ ♥❡ ❝♦♥4$✐$✉❡ ♣❛4 ❡♥ 4♦✐ ✉♥ ♣,♦❜❧<♠❡ ❞❡ 41❝✉,✐$1✱ ♠❛✐4 4✐ ❝❡ ❝♦♠✲

♣♦,$❡♠❡♥$ ♠❛❧✈❡✐❧❧❛♥$ 4❡ ♣,♦❞✉✐$ ❧♦,4 ❞❡ ❧❛ ,❡❝♦♥4$,✉❝$✐♦♥ ❞✬✉♥ ✜❝❤✐❡,✱ ❡❧❧❡

1❝❤♦✉❡,❛ ❡$ ❝❡❧❛ ♠<♥❡,❛ 8 ❧❛ ♣❡,$❡ ❞✉ ✜❝❤✐❡,✱ ❝❤♦4❡ 9✉✐ ❡4$ ❞14♦,♠❛✐4 ♥♦$,❡

♣,✐♥❝✐♣❛❧❡ ♣,1♦❝❝✉♣❛$✐♦♥✳ ◆♦$❡, 9✉❡ ❝❡ ❝♦♠♣♦,$❡♠❡♥$ ♠❛❧✈❡✐❧❧❛♥$ ❡4$ ❛44❡③

❞✐✛1,❡♥$ ❞❡4 1❝❤❡❝4 ❞❡ 4$♦❝❦❛❣❡ 9✉✐ ♣❡✉✈❡♥$ 4❡ ♣,♦❞✉✐,❡ 8 ❝❛✉4❡ ❞✬✉♥ ❞✐49✉❡

♣❧❡✐♥ ♦✉ ❞✬✉♥❡ ♣❛♥♥❡ ❞❡ ❞✐49✉❡✳ ▲✬1❝❤❡❝ ❧✐1 8 ❞❡4 ♣,♦❜❧<♠❡4 ❞❡ ❞✐49✉❡ ♣❡✉$

L$,❡ ,14♦❧✉✱ ❡♥ ❛✉❣♠❡♥$❛♥$ ❧✬❡4♣❛❝❡ ❞❡ 4$♦❝❦❛❣❡ $♦$❛❧✱ 9✉✐ ❧✉✐ ♣❡✉$ L$,❡ ❝♦♥✲

$,T❧1 8 ♣❛,$✐, ❞✬✉♥ ♣♦✐♥$ ❞❡ ✈✉❡ ❣❧♦❜❛❧✳ ❖♥ ♣❡✉$ ❛✉44✐ ❛❥♦✉$❡, ❞❡4 ◆♦❡❇♦①❡4

❞❛♥4 ❧❡ 4②4$<♠❡ 9✉✐ ♣♦✉,,♦♥$ 4❡,✈✐, ❛✉ 4$♦❝❦❛❣❡ ♦✉ ❜✐❡♥ ❛❥♦✉$❡, ❞❡4 ❞✐49✉❡4

4✉♣♣❧1♠❡♥$❛✐,❡4 4✉, ❧❡4 ◆♦❡❇♦①❡4 ❞1❥8 ❡①✐4$❛♥$❡4✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦,$❡♠❡♥$

♠❛❧✈❡✐❧❧❛♥$ ♣,1❝1❞❡♥$✱ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❡4$ ❞✐✣❝✐❧❡ 8 ❝♦♠❜❛$$,❡ ❝❛, ✐❧ ♥❡ ♣❡✉$ L$,❡

❞1$❡❝$1 9✉❡ ❧♦,49✉✬✐❧ ❡4$ $,♦♣ $❛,❞ ✭♣❡,$❡ ❞❡ ✜❝❤✐❡,4 ♣,♦❞✉✐$❡✮✳ ❆✐♥4✐✱ ❞❛♥4

❧❡4 ❞❡✉① ❝❛4 ✐❧ ❡4$ ✐♠♣♦,$❛♥$ ❞❡ ♠❡4✉,❡, ❧❛ ,14✐4$❛♥❝❡ ❞✉ 4②4$<♠❡ ❝♦♥$,❡ ❧❡4

❛$$❛9✉❡4 ❞✉ 4❡,✈✐❝❡ ❞❡ 4$♦❝❦❛❣❡✳
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✹✳✶✳✷ ❙❡&✈✐❝❡ ❞❡ ♠,-❛✲✐♥❢♦&♠❛-✐♦♥ ♠❛❧✈❡✐❧❧❛♥- ✭❛--❛5✉❡ ❇✮

❯♥ $❡&✈✐❝❡ ❞❡ ♠,-❛✲✐♥❢♦&♠❛-✐♦♥ ❡$- &❡$♣♦♥$❛❜❧❡ ❞✉ $-♦❝❦❛❣❡ ❡- ❞✉ ♠❛✐♥✲

-✐❡♥- ❞❡$ ✐♥❢♦&♠❛-✐♦♥$ &❡❧❛-✐✈❡$ 8 ❧❛ ❧♦❝❛❧✐$❛-✐♦♥ ❞❡$ ❢&❛❣♠❡♥-$ ❞✬✉♥ ✜❝❤✐❡&

❞♦♥♥, ❞❛♥$ ❧❡ $②$-=♠❡ ✭?✉❡❧ $-♦&❡& $-♦❝❦❡ ?✉❡❧ ❢&❛❣♠❡♥-✮✳ ❯♥ $❡&✈✐❝❡ ❞❡

♠,-❛✲✐♥❢♦&♠❛-✐♦♥ ♠❛❧✈❡✐❧❧❛♥- ♣❡✉- ✐♥-❡♥-✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥- ❞,-&✉✐&❡ ♦✉ ❝♦&&♦♠♣&❡

❝❡$ ✐♥❢♦&♠❛-✐♦♥$ ✭❧♦&$ ❞✉ $-♦❝❦❛❣❡ ♦✉ ❧♦&$?✉❡ ❧❡ ❝❧✐❡♥- $♦❧❧✐❝✐-❡ ❧❡$ ♠,-❛✲

✐♥❢♦&♠❛-✐♦♥$✮✳ ◆♦✉$ ❛✈♦♥$ ♠✐$ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ✉♥ $❡&✈✐❝❡ ❞❡ ♠,-❛✲✐♥❢♦&♠❛-✐♦♥ ♠❛❧✈❡✐❧✲

❧❛♥- ?✉✐ &❡♥✈♦✐❡ ❞❡$ ♠,-❛✲✐♥❢♦&♠❛-✐♦♥$ ✭❋✐❧❡▼■✮ ❝♦&&♦♠♣✉❡$ 8 ❝❤❛?✉❡ &❡?✉F-❡

❞✉ ❝❧✐❡♥-✳ ❈❡ ❝♦♠♣♦&-❡♠❡♥- ❡$- ♣&♦❜❛❜❧❡♠❡♥- ❧❡ ♣❧✉$ ❞✐✣❝✐❧❡ 8 ❞,-❡❝-❡& ❝❛&

♦♥ ❛ -♦✉❥♦✉&$ ❧❛ ✈✐$✐♦♥ ❞✬✉♥❡ $❡&✈✐❝❡ ❞❡ ♠,-❛✲✐♥❢♦&♠❛-✐♦♥ ?✉✐ $❡ ❝♦♠♣♦&-❡✲

♠❡♥- ❝♦&&❡❝-❡♠❡♥-✳ ❇✐❡♥ $K&✱ ❝❡ ❝♦♠♣♦&-❡♠❡♥- ❝♦♥❞✉✐- 8 ❧❛ ♣❡&-❡ ❞✬❛❝❝=$

✐♠♠,❞✐❛-❡ ❛✉① ✜❝❤✐❡&$ ✿ ❧❡$ ❢&❛❣♠❡♥-$ ❞✉ ✜❝❤✐❡& $♦♥- $✉& ❧❡ $②$-=♠❡ ♠❛✐$

✐♠♣♦$$✐❜❧❡ 8 ❧♦❝❛❧✐$❡&✳

❈❡ ❝♦♠♣♦&-❡♠❡♥- ♠❛❧✈❡✐❧❧❛♥- ❡$- ❡♥ ?✉❡❧?✉❡ $♦&-❡ ♠♦✐♥$ ❝&✐-✐?✉❡ ?✉❡

❧❡$ ♣&,❝,❞❡♥-$✱ ❝❛& ❧❡$ ♠,-❛✲✐♥❢♦&♠❛-✐♦♥$ ♥❡ &❡♣&,$❡♥-❡♥- ♣❛$ ✉♥❡ ❣&❛♥❞❡

?✉❛♥-✐-, ❞❡ ❞♦♥♥,❡$ ❡- ♣❡✉✈❡♥- F-&❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥- ❞✉♣❧✐?✉,❡$✳ ❊♥ ❢❛✐-✱ ❝✬❡$-

❞,❥8 ❧❡ ❝❛$ ❡♥ ?✉❡❧?✉❡ $♦&-❡✱ ❝❛& ✉♥❡ ❡①♣❧♦&❛-✐♦♥ ❞✉ $②$-=♠❡ ♣❡✉- ♣❡&♠❡--&❡

❞❡ &❡-&♦✉✈❡& ❧❡$ ❢&❛❣♠❡♥-$ ♣❡&❞✉$ ❡- ❞❡ &❡❝♦♥$-&✉✐&❡ ❧❛ ♠,-❛✲✐♥❢♦&♠❛-✐♦♥✳

❊♥ ❡✛❡-✱ ❝❤❛?✉❡ $❡&✈✐❝❡ ❞❡ $-♦❝❦❛❣❡ ❞,-✐❡♥- ✉♥ ❢&❛❣♠❡♥- ❞❡ ❞♦♥♥,❡ ❡- ✉♥

❢&❛❣♠❡♥- ❞❡ ❧❛ ♠,-❛✲✐♥❢♦&♠❛-✐♦♥ ?✉✐ ❧❡ ❝♦♥❝❡&♥❡ ✭❋&❛❣▼■✮✱ ✐❧ ❡$- ❞♦♥❝ ♣♦$$✐❜❧❡

❞❡ &,❝✉♣,&❡& ❧❡$ ❢&❛❣♠❡♥-$ ❞❡ ♠,-❛✲✐♥❢♦&♠❛-✐♦♥ ❡- &❡❝♦♥$-&✉✐&❡ ❧❡ ❋✐❧❡▼■

❝♦♠♣❧❡- ?✉✐ ♣❡&♠❡- ❧❛ &,❝✉♣,&❛-✐♦♥ ❞✉ ✜❝❤✐❡& ❀ ♠❛✐$ ❝❡--❡ ❝♦♥-&❡✲♠❡$✉&❡ ❛

✉♥ ❝♦K- -&=$ ✐♠♣♦&-❛♥- ?✉✐ ❞♦✐- F-&❡ ❝♦♥$✐❞,&,✳ ❖♥ ♥❡ ♣❡✉- ,✈❛❧✉❡& ❝❡ ❝♦K-

?✉✬✉♥❡ ❢♦✐$ ?✉❡ ❧❛ &,$✐$-❛♥❝❡ ❞✉ $②$-=♠❡ 8 ❝❡ ❝♦♠♣♦&-❡♠❡♥- ♠❛❧✈❡✐❧❧❛♥- ❡$-

❝♦♥♥✉❡✳

✹✳✶✳✸ ❙❡&✈✐❝❡ ❞❡ &❡❝♦♥:-&✉❝-✐♦♥ ♠❛❧✈❡✐❧❧❛♥- ✭❛--❛5✉❡ ❈✮

▲❛ &❡❝♦♥$-&✉❝-✐♦♥ ❞❡ ✜❝❤✐❡& $✉&✈✐❡♥- ❧♦&$?✉✬✉♥ ♥♦♠❜&❡ ❞❡ ♣❛✐&$ ❞,-❡♥-❡✉&

❞✬✉♥ ❢&❛❣♠❡♥- ❞✬✉♥ ✜❝❤✐❡& ❞♦♥♥, $♦♥- ❞,❝♦♥♥❡❝-,$ ✭✉♥ ♥♦♠❜&❡ ❞❡ ❢&❛❣♠❡♥-$

✐♥$✉✣$❛♥- ❞❛♥$ ❧❡ $②$-=♠❡✮✱ ❝❡ ♥♦♠❜&❡ ❞❡ ❢&❛❣♠❡♥-$ ❡$- ❞,-❡&♠✐♥, ❛✉ ❞,♣❛&-

❡- ✜①,✱ ✐❧ ❡$- ❛♣♣❡❧, $❡✉✐❧ ❞❡ ❝&✐-✐❝✐-,✳ ▲❡ ♥♦♠❜&❡ ❞❡ ❢&❛❣♠❡♥-$ &❡$-❛♥- ♣♦✉&

❧❡ ✜❝❤✐❡& ❡$- $✉&✈❡✐❧❧, ♣❛& ❧❡ $❡&✈✐❝❡ ❞❡ ♠♦♥✐-♦&✐♥❣✱ ❝❡ ❞❡&♥✐❡& ❢❛✐- ❞❡$ -❡$-$

&,❣✉❧✐❡&$ ❡- ❞=$ ?✉✬✐❧ ❝♦♥$-❛-❡ ?✉✬✉♥ ✜❝❤✐❡& ❛ ❛--❡✐♥- ✉♥ ,-❛- ❝&✐-✐?✉❡ ✐❧ ❧❡

$✐❣♥❛❧❡ ❛✉ $❡&✈✐❝❡ ❞❡ &❡❝♦♥$-&✉❝-✐♦♥ ?✉✐ $❡ ❝❤❛&❣❡ ❞❡ &❡❝♦♥$-&✉✐&❡ ❧❡ ✜❝❤✐❡&

✭8 ♣❛&-✐& ❞❡$ ❢&❛❣♠❡♥-$ &❡$-❛♥-$✮ ❡- ❞❡ ❧❡ &❡❞✐$-&✐❜✉❡& 8 ❞✬❛✉-&❡$ $❡&✈✐❝❡$ ❞❡

$-♦❝❦❛❣❡✳ ❈❡$ ❞❡✉① $❡&✈✐❝❡$ $♦♥- ❝♦♠♣❧,♠❡♥-❛✐&❡$✱ ❡- $♦♥- ❞✬✉♥❡ ✐♠♣♦&-❛♥❝❡

❝❛♣✐-❛❧❡ ❞❛♥$ ❧❡ $②$-=♠❡✳ ❙✐ ❧✬✉♥ ❞❡ ❝❡$ $❡&✈✐❝❡$ ❡$- ♠❛❧✈❡✐❧❧❛♥- ❡- ♥❡ ❢❛✐- ♣❛$

$♦♥ -&❛✈❛✐❧ ❝♦&&❡❝-❡♠❡♥-✱ ❧❡$ ✜❝❤✐❡&$ $❡&♦♥- ✐♥,✈✐-❛❜❧❡♠❡♥- ♣❡&❞✉$✳ U♦✉& ❧✉--❡&

❝♦♥-&❡ ❞❡ -❡❧❧❡$ ❛--❛?✉❡$✱ ❧❛ $✉&✈❡✐❧❧❛♥❝❡ ❡- ❧❛ &❡❝♦♥$-&✉❝-✐♦♥ ♣❡✉✈❡♥- F-&❡



✹✳✷✳ ❉➱❚❊❈❚■❖◆ ❉❊❙ ,❆■❘❙ ▼❆▲❱❊■▲▲❆◆❚❙ ✺✾

❞✉♣❧✐'✉()✱ ✐✳❡✱ ♣❧✉)✐❡✉,) ♣❛✐,) ❞❛♥) ✉♥ ❧❡❛❢✲)❡1 ♣❡✉✈❡♥1 31,❡ )✐♠✉❧1❛♥(♠❡♥1

,❡)♣♦♥)❛❜❧❡) ❞❡ ❧✬❡①(❝✉1✐♦♥ ❞❡ ❝❡) 1:❝❤❡)✳ ▼❛✐)✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥) ❧❡ ❝❛) ♣,(❝(❞❡♥1✱

❝❡❧❛ ✐♥❞✉✐1 ✉♥ ❝♦>1 ❡1 ✉♥❡ ❝♦♦,❞✐♥❛1✐♦♥ )✉♣♣❧(♠❡♥1❛✐,❡) ❡♥1,❡ ❧❡) )❡,✈✐❝❡)

,❡❞♦♥❞❛♥1)✱ ❝❡ '✉✐ ❛✉❣♠❡♥1❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐1( ❞✉ )②)1A♠❡✳

✹✳✷ ❉$%❡❝%✐♦♥ ❞❡, ♣❛✐/, ♠❛❧✈❡✐❧❧❛♥%,

❉❛♥) ❝❡11❡ )❡❝1✐♦♥ ♥♦✉) ❛❧❧♦♥) ♣,()❡♥1❡, ❧❡ )②)1A♠❡ ❞❡ ,(♣✉1❛1✐♦♥ '✉✐ )❡,❛

✐♠♣❧(♠❡♥1( ❞❛♥) ❧❡ )②)1A♠❡ ❞❡ )1♦❝❦❛❣❡ ❯❜✐❙1♦,❛❣❡ ♣♦✉, ❧❛ ❞(1❡❝1✐♦♥ ❞❡)

♣❛✐,) ♠❛❧✈❡✐❧❧❛♥1)✳ ▲❛ )♦❧✉1✐♦♥ '✉❡ ♥♦✉) ❛✈♦♥) ♣,♦♣♦)(❡ ❡)1 ❧✬✐♠♣❧(♠❡♥1❛1✐♦♥

❞✬✉♥ )②)1A♠❡ ❞❡ ❞(1❡❝1✐♦♥ ❞❡ ♣❛✐,) ♠❛❧✈❡✐❧❧❛♥1) ❜❛)( )✉, ❧❛ ,(♣✉1❛1✐♦♥ ❞❡)

♣❛✐,) ❞❛♥) ❧❡ )②)1A♠❡✳❆✈❛♥1 ❞❡ )❡ ❧❛♥❝❡, ❞❛♥) ✉♥❡ ✐♠♣❧(♠❡♥1❛1✐♦♥ ❝♦>1❡✉)❡

❞✬✉♥ 1❡❧ )②)1A♠❡✱ ♥♦✉) ❛✈♦♥) ❞✬❛❜♦,❞ ❛♥❛❧②)( ♣❛, )✐♠✉❧❛1✐♦♥ ❝❡ '✉❡ ♣♦✉,,❛✐

❛♣♣♦,1❡, ✉♥ )②)1A♠❡ ❞❡ ♥♦1❛1✐♦♥ )✐♠♣❧❡ H ♥♦1,❡ )②)1A♠❡ ❀ ❡1 ❧❡) ,()✉❧1❛1) ♦♥1

(1( ❛))❡③ ❝♦♥❝❧✉❛♥1) ✺✳ ❉❛♥) ✉♥ ♣,❡♠✐❡, 1❡♠♣) ♥♦✉) ❛❧❧♦♥) ✐♠♣❧(♠❡♥1❡, ❡1

(✈❛❧✉❡, ♣❛, )✐♠✉❧❛1✐♦♥ ❡1 ♠♦❞❡❧✲❝❤❡❝❦✐♥❣✳✉♥ )②)1A♠❡ ❞❡ ♥♦1❛1✐♦♥ ✭(✈❛❧✉❛1✐♦♥

❞❡) 1,❛♥)❛❝1✐♦♥) ❡♥1,❡ ♣❛✐,)✮ H ✉♥ )❡✉❧ ♥✐✈❡❛✉✳ ◆♦✉) ❛❧❧♦♥) (1❡♥❞,❡ ❧❡ )②)1A♠❡

❞❡ ♥♦1❛1✐♦♥ ♣♦✉, '✉✬✐❧ ❞❡✈✐❡♥♥❡ ✉♥ )②)1A♠❡ ❞❡ ,(♣✉1❛1✐♦♥✱ ❡♥ ❛❥♦✉1❛♥1 ✉♥

❞❡✉①✐A♠❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ♥♦1❛1✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥) ❬✸✾✱ ✹✽❪ ✿ ❧❡ ♣,❡♠✐❡, ♥✐✈❡❛✉ ♣❡,♠❡1

❞❡ ❝♦♥)1,✉✐,❡ ✉♥❡ ,(♣✉1❛1✐♦♥ ❡♥ ❛11,✐❜✉❛♥1 ❞❡) ♥♦1❡) ❛✉① 1,❛♥)❛❝1✐♦♥) ❢❛✐1❡)

❡♥1,❡ ❧❡) ♣❛✐,)✱ ❡1 ❧❡ )❡❝♦♥❞ ♥✐✈❡❛✉ ❛11,✐❜✉1 ❞❡) ♥♦1❡) ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❛✉① ♥♦1❡)

❞❡) 1,❛♥)❛❝1✐♦♥)✳ V♦✉, ❧❛ ❝♦♥)1,✉❝1✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ,(♣✉1❛1✐♦♥ ✉♥ ♣❛✐, )❡ ❜❛)❡,❛

)✉, )❛ ❝♦♥♥❛✐))❛♥❝❡ ♣❡,)♦♥♥❡❧❧❡ ❛✐♥)✐ '✉❡ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐))❛♥❝❡ ❞❡) ❛✉1,❡) ♣❛✐,)✳

❈♦♠♠❡ ♠♦♥1,( ❞❛♥) ❬✸✾✱ ✹✽❪✱ ❧✬✉1✐❧✐)❛1✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ,(♣✉1❛1✐♦♥

♣❡,♠❡1 ✉♥❡ ❞(1❡❝1✐♦♥ ,❛♣✐❞❡ ❞❡) ❝♦♠♣♦,1❡♠❡♥1) ♠❛❧✈❡✐❧❧❛♥1) ❛✐♥)✐ '✉❡ ❧❡)

♣❛✐,) '✉✐ ♣,♦1A❣❡♥1 ❞❡) ♣❛✐,) ♠❛❧✈❡✐❧❧❛♥1)✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉) ❛❧❧♦♥) ❧❡ ✈♦✐, ❞❛♥)

❧❡) ♣,♦❝❤❛✐♥) ❝❤❛♣✐1,❡)✱ ❧❛ ♣,()❡♥❝❡ ❞❡ ♣❛✐,) ♠❛❧✈❡✐❧❧❛♥1) ❞❛♥) ❧❡ )②)1A♠❡

♣,♦✈♦'✉❡ ♥♦♥ )❡✉❧❡♠❡♥1 ❧❛ ♣❡,1❡ ❞❡ ❞♦♥♥(❡)✱ ♠❛✐) ❝❡,1❛✐♥) ❝♦♠♣♦,1❡♠❡♥1)

✭❛11❛'✉❡ ❇✮ ♣,♦✈♦'✉❡♥1 ✉♥❡ ❡①❝❧✉)✐♦♥ ❞❡ ♣❛✐,) ❤♦♥♥31❡) ✐♥❥✉)1❡♠❡♥1 ❡♥ ❧❡)

❢❛✐)❛♥1 ♣❛))❡, ♣♦✉, ❞❡) ♣❛✐,) ♠❛❧✈❡✐❧❧❛♥1) ❛✉ ♣,A) ❞❡) ❝❧✐❡♥1)✳ ▲✬✉1✐❧✐)❛1✐♦♥

❞❡ ❞❡✉① ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ♥♦✉) ♣❡,♠❡11,❛ ❞❡ ♣❛❧✐❡, H ❝❡ ♣,♦❜❧A♠❡ ❞❡

❢❛✉① ♣♦)✐1✐❢) H ✉♥ ❝❡,1❛✐♥ ♥✐✈❡❛✉ ✭✐♥1✉✐1✐♦♥ H ❝♦♥✜,♠❡, ♣❛, ♠♦❞❡❧✲❝❤❡❝❦✐♥❣✮✳

◆♦✉) ♣,♦♣♦)♦♥) ❞❡✉① )♦❧✉1✐♦♥) ❛❞❞✐1✐♦♥♥❡❧❧❡)✱ ♣♦✉, ,()♦✉❞,❡ ❧❡ ♣,♦❜❧A♠❡ ❞❡)

❢❛✉① ♣♦)✐1✐❢)✳ ▲❛ ♣,❡♠✐A,❡ ❝♦♥)✐)1❡ H ♣❛,1❛❣❡, ❧❡) ♠❛✉✈❛✐)❡) ♥♦1❡) ❡♥1,❡ 1♦✉)

❧❡) ♣❛✐,) ♣❛,1✐❝✐♣❛♥1) H ✉♥❡ ♦♣(,❛1✐♦♥ ❞❡ ✧●❡1✧✱ )♦✐❡♥1 ✿ 1♦✉) ❧❡) )❡,✈✐❝❡)

❞❡ )1♦❝❦❛❣❡ ❡1 ❧❡ )❡,✈✐❝❡ ❞❡ ♠(1❛✲✐♥❢♦,♠❛1✐♦♥✳ ▲✬❛11,✐❜✉1✐♦♥ ❞❡) ♥♦1❡) )❡,❛

❡♥ ❢♦♥❝1✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ,(♣✉1❛1✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡) ❛❝1❡✉,) ✐♥❝,✐♠✐♥()✱ ♣♦✉, (✈✐1❡,

'✉✬✉♥❡ ❝♦❛❧✐1✐♦♥ ❞❡ )❡,✈✐❝❡) ❞❡ )1♦❝❦❛❣❡) ♠❛❧✈❡✐❧❧❛♥1) ♠A♥❡♥1 H ❧✬❡①❝❧✉)✐♦♥

❞✬✉♥ )❡,✈✐❝❡ ❞❡ ♠(1❛✲✐♥❢♦,♠❛1✐♦♥ ❤♦♥♥31❡ ❡1 ✐♥✈❡,)❡♠❡♥1✳ ▲❛ ❞❡✉①✐A♠❡ )♦❧✉✲

1✐♦♥✱ )❡,❛✐1 ❞❡ ♠♦❞✐✜❡, ❧❡ ♣,♦1♦❝♦❧❡ ❞❡ ❧✬♦♣(,❛1✐♦♥ ✧●❡1✧ ❞❡ ♠❛♥✐A,❡ H ❝❡ '✉❡
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❧❡ $❡%✈✐❝❡ ❞❡ ♠+,❛✲✐♥❢♦%♠❛,✐♦♥ ♣✉✐$$❡ ❢♦✉%♥✐% ✉♥❡ ♣%❡✉✈❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ✜❝❤✐❡% ❞❡

♠+,❛✲✐♥❢♦%♠❛,✐♦♥ ,%❛♥$♠✐$ ❛✉ ❝❧✐❡♥,✳ ▲❡ $❡%✈✐❝❡ ❞❡ ♠+,❛✲✐♥❢♦%♠❛,✐♦♥ ❞❡✈%❛

♣%♦✉✈❡% 8✉❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡$ $,♦%❡%$ ❝♦♥,❡♥✉ ❞❛♥$ ❧❛ ❧✐$,❡ ❢♦✉%♥✐❡ ❛✉ ❝❧✐❡♥, $,♦❝❦❡

✉♥ ❢%❛❣♠❡♥, ❞❡ ❧❛ ❞♦♥♥+❡ ; %❡$,❛✉%❡%✳ ❈❡,,❡ ♣%❡✉✈❡ ♣♦✉% =,%❡ ♦❜,❡♥✉❡ ❡♥

✉,✐❧✐$❛♥, ❧❛ $✐❣♥❛,✉%❡ ❞❡ ❝❤❛8✉❡ ❢%❛❣♠❡♥, $,♦❝❦+ ♣❛% ❧❡ $,♦%❡% 8✉✐ ❧❡ $,♦❝❦❡✳ ❆

❝❤❛8✉❡ ♣✉❜❧✐❝❛,✐♦♥ ❞❡$ ♠+,❛✲✐♥❢♦%♠❛,✐♦♥$ ❧❡ $,♦%❡% ❞❡✈%❛ $✐❣♥❡% ❧✬✐♥❢♦%♠❛,✐♦♥

,%❛♥$♠✐$❡✳ ❈❡ ♠+❝❛♥✐$♠❡ +✈✐,❡%❛ ❛✉ $❡%✈✐❝❡ ❞❡ ♠+,❛✲✐♥❢♦%♠❛,✐♦♥ ❞❡ ,%❛♥$♠❡,✲

,%❡ ✉♥❡ ❢❛✉$$❡ ❧✐$,❡ ❞❡ $,♦%❡%$ $♦✉$ ♣❡✐♥❡ ❞✬=,%❡ ❞+,❡❝,+✱ ❝❛% ✐❧ ✐♠♣♦$$✐❜❧❡ ❞❡

♣%♦❞✉✐%❡ ❞❡ ❢❛✉$$❡ $✐❣♥❛,✉%❡$✳

✹✳✸ ❋♦%♠❛❧✐*♠❡ ❆❇❈❉

❉❛♥$ ❝❡,,❡ $❡❝,✐♦♥ ♥♦✉$ ❛❧❧♦♥$ ❞+❝%✐%❡ ❧❡ ❢♦%♠❛❧✐$♠❡ ✉,✐❧✐$+ ♣♦✉% ❧❛ ♠♦❞✲

+❧✐$❛,✐♦♥ ❞✉ $②$,D♠❡ ❯❜✐❙,♦%❛❣❡✳ ▲❡ ❢♦%♠❛❧✐$♠❡ ❆❇❈❉ ❬✶✶ $❡❝ ✺✳✷❪ ❡$, ✉♥❡

❛❧❣D❜%❡ ❞❡ %+$❡❛✉① ❞❡ N❡,%✐ ❝♦❧♦%+$ ✐✳❡✱ ✉♥❡ ❛❧❣D❜%❡ ❞❡ ✲♣%♦❝❡$$✉$ ❛✈❡❝ ✉♥❡

$+♠❛♥,✐8✉❡ ❜❛$+❡ $✉% ❧❡$ %+$❡❛✉① ❞❡ N❡,%✐ ❝♦❧♦%+$✳ ❉❛♥$ ♥♦,%❡ ❝❛$ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡

❞❡ ❝♦✉❧❡✉%$ ❡$, ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ N②,❤♦♥ ❬✶✷❪ ✐✳❡✱ ❧❡$ ❞♦♥♥+❡$ ❡, ❧❡$ ❝❛❧❝✉❧$ $♦♥,

❡①♣%✐♠+$ ❡♥ ✉,✐❧✐$❛♥, ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ N②,❤♦♥✳

❯♥ ♠♦❞D❧❡ ❆❇❈❉ ♣❡✉, =,%❡ ❝♦♠♣♦$+ ❞❡ ♣❧✉$✐❡✉%$ +❧+♠❡♥,$ 8✉✐ $♦♥, ✿

✶✳ ✉♥❡ $+%✐❡ ✭+✈❡♥,✉❡❧❧❡♠❡♥, ✈✐❞❡✮ ❞❡ ❞+❝❧❛%❛,✐♦♥$✱ ❝❤❛8✉❡ ❞+❝❧❛%❛,✐♦♥ ♣❡✉,

=,%❡ ✿

✕ ❞+✜♥✐,✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝,✐♦♥ N②,❤♦♥

✕ ❧✬✐♥$,%✉❝,✐♦♥ N②,❤♦♥ ✧✐♠♣♦%,✧ ❞✬✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ♦✉ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝,✐♦♥

✕ ❧❛ ❞+✜♥✐,✐♦♥ ❞✬✉♥ ❜✉✛❡% ❆❇❈❉ ✭❝♦♥,❡♥❡✉% ❞❡ ❞♦♥♥+❡$✮

✕ ❧❛ ❞+✜♥✐,✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦✉ ♣❧✉$✐❡✉%$ ✧$✉❜✲♥❡,✧ ❆❇❈❉ ✭$✐♠✐❧❛✐%❡ ; ❞❡$ $♦✉$

♣%♦❣%❛♠♠❡$✮

✷✳ ✉♥ ♣%♦❝❡$$✉$ ❆❇❈❉ ✭$✐♠✐❧❛✐%❡ ; ❧❛ ❢♦♥❝,✐♦♥ ✧♠❛✐♥✧ ❞✬✉♥ ♣%♦❣%❛♠♠❡

❡♥ ❈✮✳

❈♦♠♠❡ ❞❛♥$ ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ N②,❤♦♥✱ ✉♥ ♠♦❞D❧❡ ❆❇❈❉ ❡$, ✉♥❡ ✐♠❜%✐❝❛,✐♦♥ ❞❡

❜❧♦❝$ ❡, ❞❡ $♦✉$ ❜❧♦❝$ ✭♥❡, ❡, $✉❜✲♥❡,✮✱ ❞♦♥, ❧❛ ❤✐+%❛%❝❤✐❡ ❡$, ♠✐$❡ ❡♥ +✈✐❞❡♥❝❡

❡♥ ✉,✐❧✐$❛♥, ❧✬✐♥❞❡♥,❛,✐♦♥✳

✹✳✸✳✶ ❙②♥'❛①❡ ❞✉ ❢♦/♠❛❧✐3♠❡ ❆❇❈❉

▲❛ $②♥,❛①❡ ❞✬❆❇❈❉ ❡$, ✉♥ ♠+❧❛♥❣❡ ❡♥,%❡ ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ N②,❤♦♥ ❡, ✉♥❡ ❛❧❣D❜%❡

❞❡ ✲♣%♦❝❡$$✉$✳

✶✳ ❉+✜♥✐,✐♦♥$ ❡♥ N②,❤♦♥ ▲❡$ ❞+❝❧❛%❛,✐♦♥$ ❞❡ ❢♦♥❝,✐♦♥ ❡, ❧❡$ ✐♥$,%✉❝,✐♦♥$

❞✬✐♠♣♦%,❛,✐♦♥$ $♦♥, $✐♠✐❧❛✐%❡$ ; ❝❡❧❧❡$ ❞❡ N②,❤♦♥✳ ▲❛ ❞+✜♥✐,✐♦♥ ❞❡$

❝❧❛$$❡$ ♥✬+,❛♥, ♣❛$ ♣♦$$✐❜❧❡✱ ✐❧ ❡$, ♥+❝❡$$❛✐%❡ ❞❡ ❝%+❡% ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ N②,❤♦♥
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✶

✷ ❢!♦♠ ❢♦♦ ✐♠♣♦!& ✯

✸ ❢!♦♠ ❢♦♦ ✐♠♣♦!& &♦♦

✹ ✐♠♣♦!& ♠❛&❤

✺ ❞❡❢ ,-!&✭①✮✿

✻ !❡&✉!♥ ✐♥& ✭♠❛&❤✳,-!&✭①✮✮

✷✳ ❉.✜♥✐'✐♦♥ ❞❡ ❜✉✛❡( ❯♥ ❜✉✛❡( ❡♥ ❆❇❈❉ ❡%' ❧❛ %❡✉❧❡ %'(✉❝'✉(❡ ❞❡ ❞♦♥♥.❡

✉'✐❧✐%.❡✱ ✐❧ ❥♦✉❡ ❧❡ (?❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠.♠♦✐(❡✳ ❯♥ ❜✉✛❡( ❡♥ ❆❇❈❉ ❡%' (❡♣(.%❡♥'.

❞❛♥% ❧❛ %.♠❛♥'✐@✉❡ ❞❡% (.%❡❛✉① ❞❡ B❡'(✐ ♣❛( ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ ❯♥ ❜✉✛❡( ❡%' ✿

✕ '②♣. ✿ ❧❡% .❧.♠❡♥'% ❝♦♥'❡♥✉% ❞❛♥% ✉♥ ❜✉✛❡( ♣❡✉✈❡♥' G'(❡ ❞❡ ♣❧✉%✐❡✉(%

'②♣❡% ✭❡♥'✐❡(✱ (.❡❧✱ ❜♦♦❧.❡♥✱ ❝❤❛I♥❡ ❞❡ ❝❛(❛❝'3(❡%✳✳✳❡'❝✮✱ ❧❡ '②♣❡ ♦❜❥❡'

✭❧❡ '②♣❡ ✉♥✐✈❡(%❡❧ ❡♥ B②'❤♦♥✮ ♣❡(♠❡' ♠❡''(❡ ❞❡% ❝♦♥'❡♥✉% ❞❡ ♥✬✐♠✲

♣♦('❡ @✉❡❧ '②♣❡ ❞❛♥% ✉♥ ❜✉✛❡(✳
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❝♦♣✐❡% ❞✬✉♥ ♠G♠❡ .❧.♠❡♥' ❝♦♥'❡♥✉ ❞❛♥% ✉♥ ❜✉✛❡(✳

✕ ♥♦♥ ♦(❞♦♥♥. ✿ ❧✬♦(❞(❡ ❞❛♥% ❧❡@✉❡❧ ❧❡% ✈❛❧❡✉(% ❞✬✉♥ ❜✉✛❡( %♦♥' (.❝✉♣.(.❡%

♥✬❡%' ♣❛% ❞.'❡(♠✐♥✐%'❡ ❡' ♥✬❡%' ❡♥ ❛✉❝✉♥ ❧✐. M ❧✬♦(❞(❡ ❞❛♥% ❧❡@✉❡❧ ❝❡%

.❧.♠❡♥'% ♦♥' .'. ♠✐% ❞❛♥% ❧❡ ❜✉✛❡(✳

❊①❡♠♣❧❡& ❞❡ ❞(✜♥✐,✐♦♥ ❞❡ ❜✉✛❡1 ✿ ▲❛ %②♥'❛①❡ ❞❡ ❧❛ ❞.❝❧❛(❛'✐♦♥ ❞✬✉♥

❜✉✛❡( ❡%' ❧❛ %✉✐✈❛♥'❡ ✿
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♦O Name ❡%' ❧❡ ♥♦♠ ❞✉ ❜✉✛❡( ✱ Type ❡%' ❧❡ '②♣❡ ❞❡ %♦♥ ❝♦♥'❡♥✉ ❡'

initialisation ❡%' ❧❛ ✈❛❧❡✉( ✐♥✐'✐❛❧❡ ❞✉ ❜✉✛❡(✳

✶ ❜✉❢❢❡! ❝♦✉♥& ✿ ✐♥& ❂ ✵

✷ ❜✉❢❢❡! ❝♦✉♥& ✿ ✐♥✐& ❂ ✭✮ ★ ✐♥✐#✐❛❧✐&❭✬❡ ❭❵❛ ❧✬❡♥&❡♠❜❧❡ ✈✐❞❡

✸✳ ❉.✜♥✐'✐♦♥ ❞❡% %♦✉%✲❜❧♦❝% ✧%✉❜✲♥❡'✧ ✉♥ ✧%✉❜✲♥❡'✧ ♣❡✉' G'(❡ ❛%%✐♠✐❧. M

✉♥ %♦✉% ♣(♦❣(❛♠♠❡ ❞❛♥% ❧❡% ❧❛♥❣❛❣❡% ❞❡ ♣(♦❣(❛♠♠❛'✐♦♥% ❝❧❛%%✐@✉❡%

✭❧❛ ❞✐✛.(❡♥❝❡ (.%✐❞❡ ❞❛♥% ❧❡ ❢❛✐' @✉❡ ❧✬❡①.❝✉'✐♦♥ ❞✬✉♥ %♦✉%✲♣(♦❣(❛♠♠❡

❢♦♥' ❛♣♣❡❧ M ❧❛ ♠G♠❡ ✐♥%'❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❡' ❡①.❝✉'❡♥' ❧❡% ♠G♠❡% ✐♥✲

%'(✉❝'✐♦♥%✱ @✉❛♥❞ M ✉♥ %✉❜✲♥❡' M ❝❤❛@✉❡ ❛♣♣❡❧ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧ ✐♥%'❛♥❝❡ ❡%'

❝(..❡✮✱ ❧❛ %②♥'❛①❡ ❞❡ ❧❛ ❞.❝❧❛(❛'✐♦♥ ❞✬✉♥ ✧%✉❜✲♥❡'✧ ❡%' ❧❛ %✉✐✈❛♥'❡ ✿

✶ ♥❡& ◆❛♠❡ ✭>❛!❛♠,✮

✷ ❇❧♦❝

❖O Name ❡%' ❧❡ ♥♦♠ ❞✉ ✧%✉❜✲♥❡'✧✱ Param% ✉♥❡ ❧✐%'❡ ❞❡ ♣❛(❛♠3'(❡%

❡' Bloc ❡%' ✉♥❡ %♣.❝✐✜❝❛'✐♦♥ ❆❇❈❉ @✉✐ ♣❡✉' ❝♦♥'❡♥✐( ✉♥ ♦✉ ♣❧✉%✐❡✉(%

Blocs ❡' ❞❡% ❞.✜♥✐'✐♦♥% ♦♣'✐♦♥♥❡❧❧❡% ❡' ❞❡% ✲♣(♦❝❡%%✉% ✳



✻✷ ❈❍❆#■❚❘❊ ✹✳ ❈❖◆❚❘■❇❯❚■❖◆❙ ➚ ▲❆ ❙➱❈❯❘■❚➱

✹✳ ❉%✜♥✐)✐♦♥ ❞❡ ✲♣/♦❝❡11✉1 ❯♥ ✲♣/♦❝❡11✉1 ❆❇❈❉ ❡1) ❞%✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ✉♥

)❡/♠❡ ❞✬✉♥❡ ❛❧❣<❜/❡ ❞❡ ✲♣/♦❝❡11✉1 ❞♦♥) ❧❡1 ♦♣%/❛)❡✉/1 1♦♥) ❞❡1 ♦♣%/❛✲

)❡✉/1 ❞❡ ❝♦♥)/>❧❡ ❞❡ ✢♦)✳ ▲❡1 ✲♣/♦❝❡11✉1 1♦♥) ❝♦♠♣♦1%1 ❞✬❛❝)✐♦♥1 ❛)♦♠✲

✐A✉❡1 ❡)✴♦✉ ❞❡1 ❛❝)✐♦♥1 ❝♦♠♣♦1%❡1 ♣❛/ ❧❡1 ❞✐✛%/❡♥)1 ♦♣%/❛)❡✉/1 ❞❡ ❝♦♥✲

)/>❧❡ ❞❡ ✢♦) ✿ ✭✬ ❀✬ ♣♦✉/ ❧❛ 1%A✉❡♥❝❡ ✱ ✬✯✬ ♣♦✉/ ❧✬✐)%/❛)✐♦♥ ✱ ✬✰✬ ♣♦✉/ ❧❡

❝❤♦✐① ❡) ✬⑤✬ ♣♦✉/ ❧❡ ♣❛/❛❧❧%❧✐1♠❡✮✳ ❯♥❡ ❛❝)✐♦♥ ❛)♦♠✐A✉❡ ❡1) ❝♦♠♣♦1%❡

❞✬✉♥❡ 1✉✐)❡ ❞✬❛❝❝<1 ❛✉① ❜✉✛❡/1 ❡) ❞❡ ❣❛/❞❡1✳

❊①❡♠♣❧❡& ❞✬❛❝+✐♦♥& ❛+♦♠✐/✉❡& ✿

✶

✷ ❬❝♦♠♠❛♥❞ ✲✭✬✉♣✬✮✱ ./❛/❡ ✲✭✬❝❧♦.❡❞ ✬✮✱ ./❛/❡✰✭✬♠♦✈✐♥❣ ✬✮❪

✸

✹ ❬❝♦✉♥/ ✲✭①✮✱ ❝♦✉♥/✰✭①✰✶✮✱ .❤✐❢/ ❄✭❥✮✱ ❜✉❢✰✭❥✰①✮ ✐❢ ①❁✶✵❪

▲❛ ✜❣✉/❡ ✹✳✶ ♠♦♥)/❡ ✉♥ ❢/❛❣♠❡♥) ❞❡ ♥♦)/❡ ♠♦❞<❧❡✳ ▲❡ 1②♠❜♦❧❡ ✧• • •✧
♠♦♥)/❡ ❞❡1 ♣❛/)✐❡1 A✉❡ ♥♦✉1 ❛✈♦♥1 ♦♠✐1 ❞❡ ♠♦♥)/❡/ ❞❛♥1 ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉/ ✉♥❡

♠❡✐❧❧❡✉/❡ ❝❧❛/)%✳ ❈♦♠♠❡♥S♦♥1 ♣❛/ ❧❡1 ❞%❝❧❛/❛)✐♦♥ ❞❡ ♥❡/✱ ✉♥ ✏♥❡)✏ ♠♦❞%❧✐1❡ ✉♥

✲♣/♦❝❡11✉1 ✭♣/♦❣/❛♠♠❡✱ ❢♦♥❝)✐♦♥✱ 1♦✉1 ♣/♦❣/❛♠♠❡✳✳✳❡)❝✮✳ ❈♦♠♠❡ ❡♥ U②)❤♦♥

❧❛ ❤✐%/❛/❝❤✐❡ ❞❛♥1 ❧❡ ❝♦❞❡ ❡1) /❡♣/%1❡♥)% ♣❛/ ❧✬✉)✐❧✐1❛)✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠❜/✐❝❛)✐♦♥✱ ♦♥

♣❡✉) ❛✐♥1✐ ❢❛✐/❡ ❧❛ ❞%❝❧❛/❛)✐♦♥ ❞✉ ♣/♦❣/❛♠♠❡ ♣/✐♥❝✐♣❛❧ ❯❜✐❙②./❡♠ ✭%A✉✐✈❛❧❡♥)

❞✉ ♠❛✐♥ ❧✐❣♥❡1 ✸✕✻✾✮ ✱ ❝♦♠♣♦1% ♣❛/ ❞❡✉① 1♦✉1 ♣/♦❣/❛♠♠❡1 ❞%❝❧❛/%1 ♣❛/ ✿

C❡❡D ✭❧✐❣♥❡1 ✾✕✻✻✮ ❛♥❞ ❯.❡D ✭❧✐❣♥❡1 ✻✽✕✻✾✮✳ ▲❡1 ✧♥❡)1✧ C❡❡D ❡) ❯.❡D 1♦♥) ✉)✐❧✐1%

♣♦✉/ ♠♦❞%❧✐1❡/ ✉♥ ♥Z✉❞ ❞✉ /%1❡❛✉ U✷U ❛✐♥1✐ A✉❡ 1♦♥ ✉)✐❧✐1❛)❡✉/✳ ❆ ❧❛ ✜♥

❞✉ ✏♥❡)✏ ❯❜✐❙②./❡♠✱ ✉♥❡ 1❡✉❧❡ ✐♥1)❛♥❝❡ ❞❡ C❡❡D ❡) ✉♥❡ 1❡✉❧❡ ✐♥1)❛♥❝❡ ❞❡ ❯.❡D 1♦♥)

❝♦♠♣♦1%❡ ❡♥ ♣❛/❛❧❧<❧❡ ✭❧✐❣♥❡ ✼✶✮ ♣♦✉/ ❞%✜♥✐/ ❧❡ ❝♦♠♣♦/)❡♠❡♥) ❞✉ ✲♣/♦❝❡11✉1

❯❜✐❙②./❡♠✳ ▲❛ ❞%❝❧❛/❛)✐♦♥ ❞✉ C❡❡D ❡1) ❝♦♠♣♦1%❡ ❞✬✉♥ ❡♥1❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞%❝❧❛/❛)✐♦♥1

❞❡1 ❞✐✛%/❡♥)1 1❡/✈✐❝❡1 A✉✐ )♦✉/♥❡♥) ❛✉ 1❡✐♥ ❞✬✉♥ ♣❛✐/ ✭1❡/✈✐❝❡1 ♣/%1❡♥)%1 ❞❛♥1

❧❛ ✜❣✉/❡ ✸✳✶✮✱ ❡①❝❡♣)% ❧❡1 1❡/✈✐❝❡1 ❞❡ /❡❝♦♥1)/✉❝)✐♦♥ ❡) ❞❡ ♠♦♥✐)♦/✐♥❣ A✉✐ ♥✬♦♥)

♣❛1 %)% ♣/✐1 ❡♥ ❝♦♠♣)❡ ❝❛/ ♦♥ ❛ ♠✐1 ❝♦♠♠❡ ❤②♣♦)❤<1❡ A✉❡ ❧❡ /%1❡❛✉ ❡1) 1)❛❜❧❡

❡) A✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛1 ❞❡ ❞%♣❛/)1✴❛//✐✈%❡1 ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ♣❛✐/1 ❝❡ A✉✐ ✐♠♣❧✐A✉❡ A✉❡ ❧❛

/❡❝♦♥1)/✉❝)✐♦♥ ❡) ❧❡ ♠♦♥✐)♦/✐♥❣ ♥✬❡1) ♣❛1 ♥%❝❡11❛✐/❡✳ ▼❛✐1 ❝♦♠♠❡ ♦♥ ♣❡✉) ✈♦✐/

❞❛♥1 ❧❡ ♠♦❞<❧❡ ❧❡ ✲♣/♦❝❡11✉1 ❞❡ /♦✉)❛❣❡ ] %)% ♠♦❞%❧✐1% ♣❛/ ❧❡ ✧♥❡)✧ ❘♦✉/❡D✱ ❝✬❡1)

❧❡ ♠♦❞<❧❡ A✉✐ /❡♣/%1❡♥)❡ ❧❡ 1♦✉1 ♣/♦❣/❛♠♠❡ /❡1♣♦♥1❛❜❧❡ ❞❡ ❧✬❛❝❤❡♠✐♥❡♠❡♥)

❞❡1 ♠❡11❛❣❡1 ❞❛♥1 ❧❡ /%1❡❛✉ U✷U✳ ❯♥ ❛✉)/❡ 1❡/✈✐❝❡ A✉✬♦♥ ♥✬❛ ♣❛1 ♣/✐1 ❡♥

❝♦♥1✐❞%/❛)✐♦♥ ❡1) ❧❡ 1❡/✈✐❝❡ ❞❡ 1✉♣♣/❡11✐♦♥ ❞❡1 ✜❝❤✐❡/1✱ 1❛ 1✐♠✐❧✐)✉❞❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ✲

♣/♦❝❡11✉1 ❞❡ /%❝✉♣%/❛)✐♦♥ ❞❡ ✜❝❤✐❡/1 ❢❛✐) A✉✬♦♥ ♥❡ ❧✬❛ ♣❛1 ♠♦❞%❧✐1%✳ ❊♥ ❡✛❡) ❧❡

✲♣/♦❝❡11✉1 ❞❡ 1✉♣♣/❡11✐♦♥ ❝♦♥1✐1)❡ ] ❢❛✐/❡ ✉♥❡ /❡A✉_)❡ /❡❝❤❡/❝❤❡ ❞❡ /❡❝❤❡/❝❤❡

❞❡ ❢/❛❣♠❡♥)1 ❞❡ ❞♦♥♥%❡1✱ ❧❛ 1❡✉❧❡ ❞✐✛%/❡♥❝❡ ❡♥)/❡ ❧❡1 ❞❡✉① ✲♣/♦❝❡11✉1 ❡) A✉❡

❝♦♥)/❛✐/❡♠❡♥) ] ❧❛ /%❝✉♣%/❛)✐♦♥ ❧❡1 ❢/❛❣♠❡♥)1 ❞❡ ❞♦♥♥%❡1 1♦♥) 1✉♣♣/✐♠%1 ❛✉

❧✐❡✉ ❞✬_)/❡ /❡♥✈♦②%1 ] ❧✬✉)✐❧✐1❛)❡✉/✳

❯♥ C❡❡D ❡1) ❝♦♠♣♦1% ❞❡ ❞❡✉① 1♦✉1✲♣/♦❝❡11✉1 ✿ ❧❡ ✲♣/♦❝❡11✉1 ❞❡ /♦✉)❛❣❡ ❘♦✉/❡D

❡) ❞✬✉♥ ✲♣/♦❝❡11✉1 ❝❧✐❡♥) ❈❧✐❡♥/✳ ▲❡ ✲♣/♦❝❡11✉1 ❞❡ /♦✉)❛❣❡ ❛ %)% ♠♦❞%❧✐1% ❝♦♠♠❡



✹✳✸✳ ❋❖❘▼❆▲■❙▼❊ ❆❇❈❉ ✻✸

✶ ❜✉❢❢❡$ ♥✇ ✿ ♦❜❥❡❝+ ❂ ✭✮

✷

✸ ♥❡+ ❯❜✐❙②3+❡♠✭♥✱+❤✐3 ✱ ✐♥✐+❢✐❧❡3 ✱ ✐♥✐+♠❡+❛

✹ ✱ ✐♥✐+❞❛+❛ ✱ ✐♥✐+3+♦$❡$3 ✱ +❛3❦3 ✱33+②♣❡ ✱♠✐3+②♣❡ ✮✿

✺ ❜✉❢❢❡$ ♣❛$❛♠3 ✿ 3+$✯✐♥+ ❂ ✭✮

✻ ❜✉❢❢❡$ ♥♦+❡3 ✿ ✭✐♥+✯✐♥+✯❢❧♦❛+✮ ❂

✼ ❬✭+❤✐3 ✱②✱✵✳✺✮ ❢♦$ ② ✐♥ $❛♥❣❡ ✭✻✮❪

✽

✾ ♥❡+ D❡❡$ ✭✮ ✿

✶✵ ❜✉❢❢❡$ 3❡33✐♦♥✐❞ ✿ ✐♥+ ❂ ✵

✶✶

✶✷ ♥❡+ ❘♦✉+❡$ ✭✮ ✿

✶✸ ❬♥✇ ✲✭3✱+❤✐3 ✱❞✱♠✮✱ ♥✇✰✭3✱❞✱♠✮❪

✶✹

✶✺ ♥❡+ ❈❧✐❡♥+ ✭✮ ✿

✶✻

✶✼ ❜✉❢❢❡$ ❢✐❧❡3 ✿ ✐♥+✯+✉♣❧❡✭3+$✮ ❂ ✐♥✐+❢✐❧❡3

✶✽ ❜✉❢❢❡$ ❋✐❧❡✐❞ ✿ ✐♥+ ❂ ✭✮

✶✾

✷✵ ♥❡+ ●❡+❈❧✐❡♥+ ✭✮✿

✷✶ ❜✉❢❢❡$ 3+♦$❡$3 ✿ +✉♣❧❡✭✐♥+✮ ❂ ✭✮

✷✷ ❜✉❢❢❡$ ✇❛✐+ ✿ ✐♥+ ❂ ✭✮

✷✸ ❜✉❢❢❡$ ❝♣+$ ✿ ✐♥+ ❂ ✭✮

✷✹ ❜✉❢❢❡$ ❢$❛❣3 ✿ ✐♥+✯

✷✺ ✭+✉♣❧❡✭✭3+$✮⑤❡♥✉♠✭◆♦♥❡ ✮✮✮ ❂ ✭✮

✷✻ ❜✉❢❢❡$ ❢✐❞ ✿ ✐♥+ ❂ ✭✮

✷✼ ❜✉❢❢❡$ ❣❡+3❡33✐♦♥ ✿ ✐♥+ ❂ ✭✮

✷✽

✷✾

✸✵ ❬♣❛$❛♠3 ✲✭✭✧●❡+✧✱❋✐❞✮✮✱

✸✶ ❢✐❞✰✭❋✐❞✮✱

✸✷ 3❡33✐♦♥✐❞ ✲✭✐❞3✮✱❣❡+3❡33✐♦♥ ✰✭✐❞3✮✱

✸✸ 3❡33✐♦♥✐❞ ✰✭✐❞3✰✶✮✱

✸✹ ❢$❛❣3✰✭❋✐❞ ✱✭◆♦♥❡ ✱✮✮✱

✸✺ ♥✇✰✭+❤✐3 ✱✭❋✐❞ ✲✶✮✪ ♥ ✱❋✐❞✪♥

✸✻ ✱✭❋✐❞ ✱✐❞3 ✱✧●❡+❋✐❧❡▼■♠❡33❛❣❡✧✮✮❪

✸✼

✸✽ ❀ ❬❣❡+3❡33✐♦♥ ❄✭✐❞3✮✱❢✐❞❄✭❋✐❞✮✱

✸✾ ♥✇ ✲✭3$❝ ✱+❤✐3 ✱✭❋✐❞ ✱✐❞3 ✱3+$3✮✮✱

✹✵ 3+♦$❡$3 ✰✭3+$3✮❪

✹✶

✹✷ ❀ ❬❣❡+3❡33✐♦♥ ❄✭✐❞3✮✱❢✐❞❄✭❋✐❞✮✱

✹✸ 3+♦$❡$3 ✲✭3+$3✮✱

✹✹ ✇❛✐+ ❁❁✭3+$3✮✱

✹✺ ❝♣+$✰✭❧❡♥✭3+$3✮✮✱

✹✻ ♥✇ ❁❁✭❬✭+❤✐3 ✱3✱✭❋✐❞ ✱✐❞3

✹✼ ✱✧●❡+❋✐❧❡▼❡33❛❣❡✧✮✮ ❢♦$ 3 ✐♥ 3+$3 ❪✮❪

✹✽

✹✾ ❀❬❢✐❞ ✲✭❋✐❞✮✱❋✐❧❡✐❞ ✰✭❋✐❞✮❪

✺✵ ❀ • • •
✺✶ ♥❡+ D✉+❈❧✐❡♥+ ✭✮ ✿

✺✷ • • •
✺✸ ✭●❡+❈❧✐❡♥+ ✭✮ ✰ D✉+❈❧✐❡♥+ ✭✮✮ ✯ ❬❋❛❧3❡❪

✺✹

✺✺ ♥❡+ ❙+♦$❡$ ✭✮ ✿

✺✻ • • •
✺✼ ♥❡+ ▼■❙❡$✈✐❝❡ ✭✮ ✿

✺✽ • • •
✺✾ ✭❈❧✐❡♥+ ✭✮ ✯ ❬❋❛❧3❡❪✮

✻✵ ⑤ ✭❙+♦$❡$ ✭✮ ✯ ❬❋❛❧3❡❪✮

✻✶ ⑤ ✭▼■❙❡$✈✐❝❡ ✭✮ ✯ ❬❋❛❧3❡❪✮

✻✷ ⑤ ✭❘♦✉+❡$ ✭✮ ✯ ❬❋❛❧3❡❪✮

✻✸

✻✹ ♥❡+ ❯3❡$ ✭✮ ✿

✻✺ ❬♣❛$❛♠3 ❁❁✭❬+ ❢♦$ + ✐♥ +❛3❦3 ✐❢ +❬✵❪ ✦❂ ✧◆❖D✧❪✮

✻✻ ✐❢ ❬+ ❢♦$ + ✐♥ +❛3❦3 ✐❢ +❬✵❪ ✦❂ ✧◆❖D✧❪❪

✻✼

✻✽ D❡❡$✭✮ ⑤ ❯3❡$✭✮

✻✾

✼✵ ❯❜✐✵✿✿ ❯❜✐❙②3+❡♠ ✭✻✱✵✱

✼✶ ✭✮✱

✼✷ ✭✮✱

✼✸ ✭✭✶✱✧✶✳✶✧✮✱✮✱

✼✹ ✭✭✶✱✺✮✱✮✱

✼✺ ✭✭✧◆❖D✧ ✱✵✮✱✮✱

✼✻ ✭✵✮✱

✼✼ ✭✵✮

✼✽ ✮

✼✾ ⑤❯❜✐✶✿✿ ❯❜✐❙②3+❡♠✭• • •✮

❋✐❣✉$❡ ✹✳✶ ✕ ❊①()❛✐( ❞✉ ♠♦❞0❧❡ ❆❇❈❉ ❞✉ 7②7(0♠❡ ❯❜✐❙(♦)❛❣❡✳



✻✹ ❈❍❆#■❚❘❊ ✹✳ ❈❖◆❚❘■❇❯❚■❖◆❙ ➚ ▲❆ ❙➱❈❯❘■❚➱

✉♥❡ ❛❜'()❛❝(✐♦♥ ❞✉ )♦✉(❛❣❡ )/❡❧ ✿ ❝♦♠♠❡ ♠♦♥()/ ❞❛♥' ❧❡ ♠♦❞3❧❡ ✭❧✐❣♥❡ ✶✸✮✱ ✉♥

♠❡''❛❣❡ ❞❡'(✐♥/ 9 ✉♥ ♣❛✐) k ❡'( ❡♥✈♦②/ ✈✐❛ ❧❡ ♣❛✐) k−1 =✉✐ ❧✉✐ ❧❡ ()❛♥'♠❡(()❛

❛✉ ♣❛✐) k✱ ❞❡ ❝❡ ❢❛✐( ♦♥ ❛ ❥✉'(❡ ♣)✐' ❡♥ ❝♦♠♣(❡ ✉♥❡ '❡✉❧❡ /(❛♣❡ ❞❡ )♦✉(❛❣❡ ❛❧♦)'

=✉❛♥❞ ❞❛♥' ❧❡ )♦✉(❛❣❡ )/❡❧ ❧❡ ♥♦♠❜)❡ ❞✬✐♥(❡)♠/❞✐❛✐)❡' ♣❡✉( A()❡ =✉❡❧❝♦♥=✉❡✳

▲✬❛❜'()❛❝(✐♦♥ ♣❡)♠❡( ❡♥ ❡✛❡( ❞❡ )/❞✉✐)❡ ❧❡ ♥♦♠❜)❡ ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐'♦♥' ♣♦''✐❜❧❡'

❧♦)' ❞❡ ❧❛ ❣/♥/)❛(✐♦♥ ❞❡ ❧✬/'♣❛❝❡ ❞✬/(❛( ✭❞✐✛/)❡♥(' ♥E✉❞' ♣♦''✐❜❧❡' ♣♦✉) ❧❡

)♦✉(❛❣❡✮ ❀ ❛✐♥'✐ ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛(♦✐)❡ ❡'( )/❞✉✐(❡ ❡( ♦♥ /✈✐(❡ ✉♥❡ ❡①♣❧♦'✐♦♥✳ ▲❡ ✲

♣)♦❝❡''✉' ❝❧✐❡♥( ❈❧✐❡♥% ❡'( ❧✉✐ ♠A♠❡ ❝♦♠♣♦'/ ❞❡ ♣❧✉'✐❡✉)' '♦✉'✲♣)♦❝❡''✉' ✿

●❡%❈❧✐❡♥% ❡( '✉%❈❧✐❡♥% =✉✐ ♠♦❞/❧✐'❡♥( )❡'♣❡❝(✐✈❡♠❡♥( ❧❡' ♣)✐♠✐(✐✈❡' ✧●❡(✧ ❡(

✧K✉(✧✱ ❡( ❧❛ ♣)✐♠✐(✐✈❡ ✧❉❡❧❡(❡✧ ❛ /(/ ✐❣♥♦)/❡ ♣♦✉) ❧❡' )❛✐'♦♥' ❡①♣❧✐=✉/❡'

♣)/❝/❞❡♠♠❡♥(✳ ▲❡ ✑♠❛✐♥✑ ❞✉ ✲♣)♦❝❡''✉' ❝❧✐❡♥( ❡'( ✉♥❡ ❝❤♦✐① ❡♥()❡ ❧❡' ❞❡✉①

'♦✉'✲♣)♦❝❡''✉' ✧●❡(❈❧✐❡♥(✧ ❡( ✧K✉(❈❧✐❡♥(✧ =✉✐ '♦♥( ❡①/❝✉(/' ✐♥✜♥✐♠❡♥(✳

❆ ❧❛ ✜♥ ❞✉ ✲♣)♦❝❡''✉' '❡❡) ✭❧✐❣♥❡' ✻✸✕✻✻✮ '♦♥( ✐♥'(❛♥❝✐/' '❡' '♦✉'✲♣)♦❝❡''✉'✱

❝❤❛❝✉♥ ❡'( ❡①/❝✉(/ ❞❛♥' ✉♥❡ ❜♦✉❝❧❡ ✐♥✜♥✐❡ ❡( ❝❡' ❜♦✉❝❧❡' '♦♥( ❝♦♠♣♦'/❡' ❡♥

♣❛)❛❧❧3❧❡✳ K❛) ❡①❡♠♣❧❡✱ Client() ∗ [False] ❡'( ✉♥❡ ❜♦✉❝❧❡ =✉✐ ♣❡)♠❡( ❞✬❡①/✲

❝✉(❡) ✉♥❡ ✐♥'(❛♥❝❡ ❞✉ ✲♣)♦❝❡''✉' ❈❧✐❡♥( ✐♥✜♥✐♠❡♥(✱ ❧❛ '♦)(✐❡ ❞❡ ❜♦✉❝❧❡ ♥✬/(❛♥(

♣♦''✐❜❧❡ =✉❡ ❧♦)'=✉❡ ❧✬❛❝(✐♦♥ ❬❋❛❧'❡❪ ❡'( ❡①/❝✉(/❡ ✱ ❝❡ =✉✐ ♥✬❡'( ♣❛' ♣♦''✐❜❧❡ ❡♥

❆❇❈❉ ❝❛) ❧✬❛❝(✐♦♥ ❬❋❛❧'❡❪ ❡'( ❜❧♦=✉❛♥(❡✳

▼❛✐♥(❡♥❛♥( ✐♥(/)❡''♦♥' ♥♦✉' ❛✉① ♣❛)❛♠3()❡' ❞❡' ✲♣)♦❝❡''✉' ❛✐♥'✐ =✉✬9 ❧❛

❞/❝❧❛)❛(✐♦♥ ❞❡' ❜✉✛❡)'✳ ▲❡ ✲♣)♦❝❡''✉' ❯❜✐❙②.%❡♠ ❛ ✉♥❡ ❧✐'(❡ ❞❡ ♣❛)❛♠3()❡' =✉✐

'♦♥( ✿ ♥ ❧❡ ♥♦♠❜)❡ ❞❡ ♣❛✐)' ❞❛♥' ❧❡ '②'(3♠❡✱ %❤✐. ❧✬✐❞❡♥(✐(/ ❞✉ ♣❛✐) =✉✐ ❡'( ✐♥✲

'(❛♥❝✐/ ❞❛♥' ❧❛ ❞/❝❧❛)❛(✐♦♥✱ ✐♥✐%❢✐❧❡. ❧❡' ✜❝❤✐❡)' ♣)/'❡♥(' ❞❛♥' ❧❡ '②'(3♠❡ ❛✈❛♥(

❧✬❡①/❝✉(✐♦♥ ✱ ✐♥✐%♠❡%❛ ❧❡' ♠/(❛✲❞♦♥♥/❡' ✐♥✐(✐❛❧❡♠❡♥( ♣♦''/❞/❡' ♣❛) ❧❡ '❡)✈✐❝❡ ❞❡

♠/(❛✲✐♥❢♦)♠❛(✐♦♥ ♣❛✐)✱ ✐♥✐%❞❛%❛ ❧❡' ❞♦♥♥/❡' '❛✉✈❡❣❛)❞/❡' ✐♥✐(✐❛❧❡♠❡♥( ♣❛) ❧❡

'❡)✈✐❝❡ ❞❡ '(♦❝❦❛❣❡✱ ✐♥✐%.%♦)❡). ❧❛ ❧✐'(❡ ❞❡ '(♦)❡)' ❞❛♥' ❧❡ ❧❡❛❢✲'❡( ❞✉ ♣❛✐) ✐♥✲

'(❛♥❝✐/✱ %❛.❦. ❧❛ ❧✐'(❡ ❞❡' ❛❝(✐♦♥' ❞❡ ✧●❡(✧ ❡( ✧K✉(✧ =✉❡ ✈❛ ✐♥✐(✐❡) ❧✬✉(✐❧✐'❛(❡✉)

❧♦)' ❞❡ ❧✬❡①/❝✉(✐♦♥✱ ..%②♣❡ ❧❡ (②♣❡ ❞✉ '❡)✈✐❝❡ ❞❡ '(♦❝❦❛❣❡ ❝♦))❡❝(✴♠❛❧✈❡✐❧❧❛♥( ❡(

♠✐.%②♣❡ ❧❡ (②♣❡ ❞✉ '❡)✈✐❝❡ ❞❡ ♠/(❛✲✐♥❢♦)♠❛(✐♦♥✳ ❆ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ✺✱ ✉♥ ❜✉✛❡) ♣❛)❛♠. ❡'(

❞/❝❧❛)/✱ ✐❧ ❡'( ❞❡ (②♣❡ .%)✯✐♥✐% =✉✐ ✐♥❞✐=✉❡ ❧❡ ♣)♦❞✉✐( ❝❛)(/'✐❡♥ ❡♥()❡ ❧✬❡♥'❡♠❜❧❡

❞❡' ❝❤❛[♥❡' ❞❡ ❝❛)❛❝(3)❡' .%) ❡( ❧✬❡♥'❡♠❜❧❡ ❞❡' ❡♥(✐❡)' ✐♥%✱ ✐✳❡✱ ❧❡ ❜✉✛❡) ♣❛)❛♠.

❝♦♥(✐❡♥❞)❛ ❞❡' ♣❛✐)' ❞♦♥( ❧❡ ♣)❡♠✐❡) /❧/♠❡♥( ❡'( ✉♥❡ ❝❤❛[♥❡ ❞❡ ❝❛)❛❝(3)❡' ❡(

❞♦♥( ❧❡ '❡❝♦♥❞ /❧/♠❡♥( ❡'( ✉♥ ❡♥(✐❡) ♥❛(✉)❡❧✳ ▲❡ ❜✉✛❡) ♣❛)❛♠. ❡'( ✐♥✐(✐❛❧❡♠❡♥(

✈✐❞❡ ✭❝♦♠♠❡ ♠♦♥()/ ♣❛) ❧✬❛✛❡❝(❛(✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥'❡♠❜❧❡ ✈✐❞❡ ✧❂✭✮✧✮✳ ▲❡ ❜✉✛❡) ❞❡

♣❛)❛♠3()❡' ❡'( )❡♠♣❧✐ ♣❛) ❧❡ ✲♣)♦❝❡''✉' ❯.❡) ❧✐❣♥❡ ✻✾ ✿ ✉♥❡ ❛❝(✐♦♥ ❛(♦♠✐=✉❡

params ≪ tasks '♦✉♠✐'❡ 9 ✉♥❡ ❝♦♥❞✐(✐♦♥ ift[0]! = ”NOP” =✉✐ )❡♠♣❧✐ ❧❡

❜✉✛❡) ♣❛) (♦✉(❡' ❧❡' ♣❛✐)' ❞♦♥( ❧❡ ♣)❡♠✐❡) /❧/♠❡♥( ❡'( ❞✐✛/)❡♥( ❞❡ ❧✬❛❝(✐♦♥

♠✉❡((❡ ✏◆♦♣✑ ✭♥♦(❡) =✐❡ ✏◆♦♣✑ ♥✬❡'( ♣❛' ✉♥❡ ❛❝(✐♦♥ ❞✉ ❢♦)♠❛❧✐'♠❡ ❆❇❈❉✱

♠❛✐' ✉♥❡ ❝♦♥✈❡♥(✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞3❧❡ ♣♦✉) ♠♦❞/❧✐'❡) ❧✬❛❝(✐♦♥ ✈✐❞❡✮✳
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❝❤❛5✉❡ ❜✉✛❡" ❛ ✉♥❡ ✉*✐❧✐.❛*✐♦♥ ❜✐❡♥ .♣:❝✐✜5✉❡ ✿
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✭✐✳❡✱ ❝#❛)❤ ❞✬✉♥❡ ◆♦$❜♦①✮ ❡+ ❧❛ ❞$❝♦♥♥❡①✐♦♥ +❡♠♣♦#❛✐#❡ ❞✬✉♥ ♣❛✐# ✭✐✳❡✱ ❧❡

#❡❞$♠❛##❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ❜♦O+❡ ❛##?+$❡ ♣❡♥❞❛♥+ ❧❛ ♥✉✐+✱ ♦✉ ✉♥❡ ❡##❡✉# +❡♠♣♦#❛✐#❡

❞✉ #$)❡❛✉✮✳ ▲❡ ♠♦+❡✉# ❞❡ )✐♠✉❧❛+✐♦♥ )✉✐+ ❧❛ ✧❝❤✉#♥ +#❛❝❡✧✱ 8✉✐ ❞$❝❧❡♥❝❤❡ ❞❡)

#$❛❝+✐♦♥) ❞❡) ♣❛✐#) ❝♦♠♠❡ ❞❛♥) ❧❡ )②)+0♠❡ #$❡❧✳ ◆♦+❡③ 8✉❡ ♥♦✉) ♥✬❛✈♦♥) ♣❛)

❝♦♥)✐❞$#$ ❧❡) ❝❧✐❡♥+) ❞❛♥) ❧❛ )✐♠✉❧❛+✐♦♥✱ ♠❛✐) ♥♦✉) ❛✈♦♥) ❝♦♥)✐❞$#$ ✉♥ )②)✲

+0♠❡ ✐♥✐+✐❛❧✐)$ ❛✈❡❝ ✉♥ ❝❡#+❛✐♥ ♥♦♠❜#❡ ❞❡ ✜❝❤✐❡#✳ ❊♥ ❡✛❡+✱ ❝♦♠♠❡ ❡①♣❧✐8✉$

❞❛♥) ❧✬✐♥+#♦❞✉❝+✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐+#❡✱ ♥♦+#❡ ♦❜❥❡❝+✐❢ ♣#✐♥❝✐♣❛❧ ❡)+ ❞✬$✈❛❧✉❡# ❧❛

#$)✐)+❛♥❝❡ ❞✉ )②)+0♠❡ ❞❡ )+♦❝❦❛❣❡ ❡♥ +❡#♠❡ ❞❡ ♣❡#+❡) ❞❡ ✜❝❤✐❡#)✳

❉✉#❛♥+ ❧❛ )✐♠✉❧❛+✐♦♥ ✉♥ )②)+0♠❡ ❞❡ ♠♦♥✐+♦#✐♥❣ )✉#✈❡✐❧❧❡ ❧✉ )②)+0♠❡ ❡+

)♦♥ ❡①$❝✉+✐♦♥✱ ❡+ ♥♦✉) ❞♦♥♥❡ ❞❡) ✐♥❢♦#♠❛+✐♦♥) )✉# )♦♥ $+❛+✳ ❊♥ ♣❛#+✐❝✉❧✐❡#✱ ✐❧

✐♥❞✐8✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜#❡ ❞❡ ✜❝❤✐❡#) ❡♥❝♦#❡ )+♦❝❦$❡) ❞❛♥) ❧❡ )②)+0♠❡ ✭✐✳❡✱ 8✉✐ ♣❡✉✈❡♥+

?+#❡ #❡❝♦♥)+#✉✐+❡✮✱ ❡+ ❧❡ ♥♦♠❜#❡ ❞❡ ✜❝❤✐❡#) ♣❡#❞✉) ✭✐✳❡✱ ♣♦✉# ❧❡)8✉❡❧) ❧❡) ♠$+❛✲

✐♥❢♦#♠❛+✐♦♥) ♦♥+ ❞✐)♣❛#✉ ♦✉ ✐❧ ♥✬❡①✐)+❡ ♣❛) ❛))❡③ ❞❡ ❢#❛❣♠❡♥+) ♣♦✉# ♣❡#♠❡++#❡

❧❛ #❡❝♦♥)+#✉❝+✐♦♥✮✳ ◆♦✉) ❛✈♦♥) ❡✛❡❝+✉$ ✉♥ ❝❡#+❛✐♥ ♥♦♠❜#❡ ❞❡ )✐♠✉❧❛+✐♦♥)

✼✺



✼✻ ❈❍❆#■❚❘❊ ✺✳ ■▼#▲➱▼❊◆❚❆❚■❖◆ ❊❚ ❙■▼❯▲❆❚■❖◆

❛✈❡❝ ❝♦♠♠❡ ❝♦♥✜❣✉,❛-✐♦♥ ✐♥✐-✐❛❧❡ ❞❡1 ♣❛,❛♠3-,❡1 ❞✐✛5,❡♥-1✱ ❡♥ ♣❛,-✐❝✉❧✐❡, ❧❡

♣♦✉,❝❡♥-❛❣❡ ❞❡ ♣❛✐,1 ♠❛❧✈❡✐❧❧❛♥-1 ❞❡ ❝❤❛8✉❡ -②♣❡✳

✺✳✷ ❘$%✉❧(❛(% ❡①♣$-✐♠❡♥(❛✉①

❉❛♥1 ❝❡--❡ 1❡❝-✐♦♥✱ ♥♦✉1 ♣,51❡♥-❡,♦♥1 ❧❡1 ♦❜1❡,✈❛-✐♦♥1 -✐,5❡1 ❛♣,31 ✉♥❡

15,✐❡1 ❞❡ 1✐♠✉❧❛-✐♦♥1 ❞✬✉♥ ,51❡❛✉ ❝♦♠♣♦15 ❞❡ ✷✵✵ ♣❛✐,1✱ ❛✈❡❝ ✉♥ ♥♦♠❜,❡

❞❡ 10 000 ✜❝❤✐❡,1 1-♦❝❦51 ❡- ❞♦♥- ❧❡1 ❢,❛❣♠❡♥-1 1♦♥- ✉♥✐❢♦,♠5♠❡♥- ,5♣❛,-✐1

1✉, ❧❡1 ♣❛✐,1 ❞✉ 1②1-3♠❡✱✉♥ 1❡✉✐❧ ❞❡ ,❡❝♦♥1-,✉❝-✐♦♥ ✜①5 C ✺✵ ✪ ✭✐✳❡❞31 8✉❡

r/2 ❢,❛❣♠❡♥-1 ♥❡ 1♦♥- ♣❧✉1 ❞✐1♣♦♥✐❜❧❡1✱ ✉♥❡ ,❡❝♦♥1-,✉❝-✐♦♥ ❡1- -❡♥-5❡✮✳ ❈❡

♣❛,❛♠3-,❡ ♣❡✉- I-,❡ ,5❣❧5 ❢❛❝✐❧❡♠❡♥- ♣♦✉, ♣❡,♠❡--,❡ ❞✬❛♠5❧✐♦,❡, ❧❛ ,51✐1-❛♥❝❡

❞✉ 1②1-3♠❡ ❛✉① ❛--❛8✉❡1 ❆✶ ❡- ❆✷✱ ♠❛✐1 ❡♥ ♠I♠❡ -❡♠♣1 ❝❡❧❛ ❝♦♥❞✉✐- C

✉♥❡ 8✉❛♥-✐-5 ❛❝❝,✉❡ ❞✬♦♣5,❛-✐♦♥1 ❞❡ ,❡❝♦♥1-,✉❝-✐♦♥ -,31 ❝♦L-❡✉1❡1 ♣♦✉, ❧❡

1②1-3♠❡✳ ▲❛ -❛✐❧❧❡ ❞✉ ❧❡❛❢✲1❡- ❡1- ✜①5❡ ❛ ✶✻ ♥O✉❞1 ❡- ❧❛ ❞✉,5❡ ❞❡ 1✐♠✉❧❛-✐♦♥ ❛

5-5 ✜①5❡ C ✶ ❛♥ ❡- ✷✸ ❥♦✉,1 ✭❧❛ ❞✉,5❡ ❞❡ ❞5,♦✉❧❡, ♣,31 ❞❡ 16 000 5✈5♥❡♠❡♥-1✮✳

❊♥ ♠♦②❡♥♥❡✱ ❝❤❛8✉❡ 1✐♠✉❧❛-✐♦♥ ❛ ❝♦L-5 ❡♥✈✐,♦♥ ✼✺ ♠✐♥✉-❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧1 1✉, ✉♥

S❈ ❛✈❡❝ ✉♥ ♣,♦❝❡11❡✉, ■♥-❡❧

❘© ❈♦,❡

❚▼

✐✺✲✺✷✵▼ ❈S❯ ❛- ✷✳✹✵●❍③ 58✉✐♣5❡

❛✈❡❝ ✹●❜ ♦❢ ❘❆▼✳ ❈❡1 ❝❤♦✐① ❞❡1 ♣❛,❛♠3-,❡1 ♣❡,♠❡- ✉♥ -❡♠♣1 ❞❡ ❝❛❧❝✉❧

,❛✐1♦♥♥❛❜❧❡✱ -♦✉- ❡♥ ♣❡,♠❡--❛♥- ❞✬❡①❤✐❜❡, ❞❡1 ❝♦♠♣♦,-❡♠❡♥-1 ✐♥-5,❡11❛♥-1✳

◆♦✉1 ❛✈♦♥1 5❣❛❧❡♠❡♥- ❡①5❝✉-5 ❞❡1 1✐♠✉❧❛-✐♦♥1 ❛✈❡❝ ✉♥ ♥♦♠❜,❡ ♣❧✉1 5❧❡✈5

♦✉ ❞❡ ♣❛✐,1 ❡- ❞❡ ✜❝❤✐❡,1✱ ❝❡ 8✉✐ ❛ ❡♥-,❛]♥5 ❞❡1 ,51✉❧-❛-1 1✐♠✐❧❛✐,❡1✳ ❈❡❧❛

❛ 5❣❛❧❡♠❡♥- ♣❡,♠✐1 ❞❡ ✈5,✐✜❡, 8✉❡✱ ♣♦✉, ✉♥ ♥♦♠❜,❡ ❞♦♥♥5 ❞❡ ✜❝❤✐❡,1✱ ❧❡

♥♦♠❜,❡ ❞❡ ✜❝❤✐❡,1 ♣❡,❞✉1 ❞✐♠✐♥✉❡ ❛✈❡❝ ❧✬❛✉❣♠❡♥-❛-✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜,❡ ❞❡ ♣❛✐,1 ✿

❧❡ 1②1-3♠❡ ❡1- ♣❧✉1 ,51✐1-❛♥- ❧♦,18✉❡ ❝❤❛8✉❡ ♣♦1-❡ ❡1- ❡♥ ❝❤❛,❣❡ ❞❡ ♠♦✐♥1 ❞❡

✜❝❤✐❡,1✳

▲❛ ✜❣✉,❡ ✺✳✶ ❡- ❧❛ ✜❣✉,❡ ✺✳✷ ,51✉♠❡♥- ❧❡1 ,51✉❧-❛-1 ❞❡ ❝❡1 1✐♠✉❧❛-✐♦♥1✳

✭❛--❛8✉❡1 ❆✶✱ ❆✷✱ ❇ ❡- ❈ 1♦♥- ♥♦♠♠51 ❞❡ ❢❛`♦♥ ❝♦❤5,❡♥-❡ C ❧✬5❣❛,❞ ❞❡1

♣❛,❛❣,❛♣❤❡1 ❝♦,,❡1♣♦♥❞❛♥-1 ❞❛♥1 ❧❡ ❝❤❛♣✐-,❡ ✹✳

❈♦♠♠❡ ♦♥ ♣❡✉- ❧❡ ✈♦✐, ❞❛♥1 ❧❛ ✜❣✉,❡ ✺✳✷✱ ❧❡1 ❛--❛8✉❡1 ❇ ❡- ❈ ♣,♦✈♦8✉❡♥-

❞❡1 ♣❡,-❡1 ❞❡ ❞♦♥♥5❡1 ♣❧✉1 -a- 8✉❡ ❧❡1 ❛--❛8✉❡1 ❆✶ ❡- ❆✷✳ ❈❡❧❛ ♥✬❡1- ♣❛1

1✉,♣,❡♥❛♥- ❝❛, ❧❡1 ❛--❛8✉❡1 ❆✶ ❡- ❆✷ ❝♦♥❝❡,♥❡♥- ❧❡1 ❢,❛❣♠❡♥-1 ❞❡ ❞♦♥♥5❡1✱

❛❧♦,1 8✉❡ ❧❡1 ❛--❛8✉❡♥- ❇ ❡- ❈ ❝♦♥❝❡,♥❡♥- ❞✐,❡❝-❡♠❡♥- ❧❡1 ✜❝❤✐❡,1✱ 8✉❡ ❝❡

1♦✐- ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡1 ♠5-❛✲✐♥❢♦,♠❛-✐♦♥1 ✭❛--❛8✉❡ ❇✮ ♦✉ ❡♥ ❧❛✐11❛♥- ❞✐1♣❛,❛]-,❡

✭❛--❛8✉❡ ❈✮✳ ❈♦♠♠❡ ✐❧ ❡1- ❡①♣❧✐8✉5 ❝✐✲❞❡11✉1✱ ❧❡1 ❞♦♠♠❛❣❡1 ❞❡ ❧✬❛--❛8✉❡ ❇

♣❡✉✈❡♥- I-,❡ ❛--5♥✉51 ♣❛, ❧❡ ♠❛✐♥-✐❡♥ ❞✬✉♥❡ ♦✉ ♣❧✉1✐❡✉,1 ❝♦♣✐❡1 ❞❡1 ❧❛ ♠5-❛✲

✐♥❢♦,♠❛-✐♦♥1 ✭❞❡ ♠❛♥✐3,❡ ❝❡♥-,❛❧✐15❡ ♦✉ ❞✐1-,✐❜✉5❡✮✳ ❉❡ ♠I♠❡✱ ❧❡1 ❞♦♠♠❛❣❡1

❞❡ ❧✬❛--❛8✉❡ ❈ ♣❡✉✈❡♥- I-,❡ ❛--5♥✉51 ❡♥ ❞✉♣❧✐8✉❛♥- ❧❡1 ♣,♦❝❡11✉1 ❞❡ 1✉✐✈✐

❡- ❞❡ ❧❛ ,❡❝♦♥1-,✉❝-✐♦♥✱ ❝❡ 8✉✐ ♥5❝❡11✐-❡ 5❣❛❧❡♠❡♥- ❞❡ ❞✉♣❧✐8✉❡, ❞❡1 ♠5-❛✲

✐♥❢♦,♠❛-✐♦♥1 ✭❝❤❛8✉❡ 1❡,✈✐❝❡ ❞❡ 1✉,✈❡✐❧❧❛♥❝❡ ❛ ❜❡1♦✐♥ ❞❡1 ♠5-❛✲✐♥❢♦,♠❛-✐♦♥1

❋✐❧❡▼■✮ ♣♦✉, -♦✉1 ❧❡1 ✜❝❤✐❡,1 8✉✬✐❧ ❡1- ❡♥ ❝❤❛,❣❡ ❞❡ 1✉,✈❡✐❧❧❡,✮✳ ❆✐♥1✐✱ ❧❡1 ❞❡✉①



✺✳✷✳ ❘➱❙❯▲❚❆❚❙ ❊❳,➱❘■▼❊◆❚❆❯❳ ✼✼

❛!!❛"✉❡ ❆✶ ✿ ❢❛✉① *✉❝❝,* ❧♦/* ❞✉ *!♦❝❦❛❣❡

✪ ♠❛❧✈❡✐❧❧❛♥() ≤ ✺ ✻ ✼ ✶✵ ✶✺ ✷✵

✪ ✜❝❤✐❡3) ♣❡3❞✉) ✵ ✵ ✵ ✵✳✻✼ ✶✳✷✾ ✸✳✻✹

❛!!❛"✉❡ ❆✷ ✿ ❢❛✉① ,❝❤❡❝ ❧♦/* ❞✉ *!♦❝❦❛❣❡

✪ ♠❛❧✈❡✐❧❧❛♥() ≤ ✺ ✻ ✼ ✶✵ ✶✺ ✷✵

✪ ✜❝❤✐❡3) ♣❡3❞✉) ✵ ✵ ✵ ✵ ✶✳✼✶ ✺✳✸✺

❛!!❛"✉❡ ❇ ✿ *❡/✈✐❝❡ ❞❡ ♠,!❛✲✐♥❢♦/♠❛!✐♦♥ ♠❛❧✈❡✐❧❧❛♥!

✪ ♠❛❧✈❡✐❧❧❛♥() ✵ ✶ ✷ ✸ ✺ ✼

✪ ✜❝❤✐❡3) ♣❡3❞✉) ✵ ✶✳✺✼ ✸✳✾✷ ✹✳✵✽ ✹✳✺✶ ✺✳✼✶

❛!!❛"✉❡ ❈ ✿ *❡/✈✐❝❡ ❞❡ /❡❝♦♥*!/✉❝!✐♦♥ ♠❛❧✈❡✐❧❧❛♥!

✪ ♠❛❧✈❡✐❧❧❛♥() ✵ ✶ ✷ ✸ ✹ ✺

✪ ✜❝❤✐❡3) ♣❡3❞✉) ✵ ✶✳✻✻ ✷✳✵✶ ✷✳✻✵ ✹✳✷✻ ✺✳✾✹

❋✐❣✉$❡ ✺✳✶ ✕ ❘&'✉❧*❛*' ❞❡ ❧❛ '✐♠✉❧❛*✐♦♥' ❞❡' ❛**❛2✉❡' ✐♠♣❧&♠❡♥*&❡'✳

2✉❡'*✐♦♥' '♦♥* ❝❧❛✐5❡♠❡♥* ❧✐&❡' ❡* 5❡♣♦'❡♥* '✉5 ✉♥❡ ❞✉♣❧✐❝❛*✐♦♥ ❝♦❤&5❡♥*❡ ❞❡'

♠&*❛✲✐♥❢♦5♠❛*✐♦♥'✳ ❯♥❡ ♣❛5*✐❡ ❞❡ ❝❡ ♣5♦❜❧;♠❡ ❛ &*& ❞&❥= 5&'♦❧✉❡ ❝❛5 ❝✬❡'* ✉♥❡

❡①✐❣❡♥❝❡ ❝5✉❝✐❛❧❡ ❞❛♥' ✉♥ 5&'❡❛✉ ♦A ❧❡' ♣❛✐5' ♣❡✉✈❡♥* C*5❡ ❞&❝♦♥♥❡❝*&' = *♦✉*

♠♦♠❡♥* ✭❡* 5❡❝♦♥♥❡❝*&' ♣❧✉' *❛5❞✮ ✿ ❡♥ ❡✛❡*✱ 2✉❛♥❞ ✉♥ ♣❛✐5 '❡ ❞&❝♦♥♥❡❝*❡

✉♥ ♦✉ ♣❧✉'✐❡✉5' ❛✉*5❡' ♣❛✐5' ❧❡ 5❡♠♣❧❛❝❡♥* ❞❛♥' '❛ ❢♦♥❝*✐♦♥ ❞❡ '❡5✈✐❝❡ ❞❡

♠&*❛✲✐♥❢♦5♠❛*✐♦♥✱ ❝❛5 ✐❧ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉* '❡ ♣❡5♠❡**5❡ ❞✬❛**❡♥❞5❡ 2✉✬✐❧ '♦✐* ❞❡

♥♦✉✈❡❛✉ ❡♥ ❧✐❣♥❡ ♣♦✉5 ♣♦✉✈♦✐5 5&❝✉♣&5❡5 ❧❡' ✜❝❤✐❡5' 2✉✬✐❧' ❣;5❡♥*✱ ❡* ❞❛♥'

❧❡ ❝❛' ♦✉ ❧❡ ♣❛✐5 ❡'* ❞&✜♥✐*✐✈❡♠❡♥* ❞&❝♦♥♥❡❝*& ♦✉ ❡♥ ♣❛♥♥❡ ✐❧ ❢❛✉* 2✉✬✉♥

❛✉*5❡ ♣❛✐5 ♣✉✐''❡ ❧❡ 5❡♠♣❧❛❝❡5 ❢❛❝✐❧❡♠❡♥* ❡* 5&❝✉♣&5❡5 ❧❡' ✐♥❢♦5♠❛*✐♦♥' 2✉✬✐❧'

'*♦❝❦❛✐❡♥* ❛✉♣❛5❛✈❛♥*✳ K♦✉5 ❢❛❝✐❧✐*❡5 ❝❡**❡ ♦♣&5❛*✐♦♥ ♥♦✉' ❡①♣❧♦✐*♦♥' ❧❡ ❢❛✐*

2✉❡ ❧❡' ❋✐❧❡▼■ ♣❡✉✈❡♥* C*5❡ 5❡❝♦♥'*✐*✉&' = ♣❛5*✐5 ❞❡' ❋5❛❣▼■' '*♦❝❦&' ♣❛5

❧❡' '❡5✈✐❝❡ ❞❡ '*♦❝❦❛❣❡ ❞❛♥' ❧❡ ❧❡❛❢✲'❡*✳ ◗✉❛♥❞ ✉♥ ♣❛✐5 '❡ ❞&❝♦♥♥❡❝*❡✱ *♦✉*❡'

❧❡' ♠&*❛✲✐♥❢♦5♠❛*✐♦♥' ❞♦♥* ✐❧ &*❛✐* ❝❤❛5❣&' ❞♦✐✈❡♥* C*5❡ ❣&5&❡' ♣❛5 ❞✬❛✉*5❡'

♣❛✐5' ❞❛♥' '♦♥ ❧❡❛❢✲'❡*✱ = ❧✬✐♥✈❡5'❡✱ 2✉❛♥❞ ✉♥ ♣❛✐5 5❡✈✐❡♥* ❡♥ ❧✐❣♥❡ ✐❧ ❞❡✈✐❡♥*

5❡'♣♦♥'❛❜❧❡ ❞✬✉♥ ❝❡5*❛✐♥ ♥♦♠❜5❡ ❞❡ ♠&*❛ ✐♥❢♦5♠❛*✐♦♥' 2✉✬✐❧ ♥❡ ❣&5❛✐* ♣❛'

❢♦5❝❡♠❡♥* ❛✈❛♥* ❞❡ '❡ ❞&❝♦♥♥❡❝*❡5 ✭✜❝❤✐❡5' ❛❥♦✉*&' ❧♦5' ❞❡ '❛ ❞&❝♦♥♥❡①✐♦♥✮✳

❉❛♥' ❝❡**❡ '✐*✉❛*✐♦♥✱ ❧❡' ❋✐❧❡▼■' '♦♥* 5❡❝♦♥'*5✉✐*' ❡♥ ✉*✐❧✐'❛♥* ❧❡' ❋5❛❣▼■'

❛**❛❝❤&' = ❝❤❛2✉❡ ❢5❛❣♠❡♥* ❞❡ ❞♦♥♥&❡ '❛✉✈❡❣❛5❞& ♣❛5 ✉♥ '*♦5❡5✳ K♦✉5 ❝❡

❢❛✐5❡ ✱ ❧❡ '❡5✈✐❝❡ ❞❡ ♠&*❛✲✐♥❢♦5♠❛*✐♦♥ ❡♥✈♦✐❡ ❞❡' 5❡2✉C*❡' = ❝❤❛2✉❡ ♣❛✐5 ❞❡

'♦♥ ❧❡❛❢✲'❡* ❛✈❡❝ ❧❛ ❧✐'*❡ ❞❡' ✐❞❡♥*✐✜❛♥*' ❞♦♥* ✐❧ ❡'* 5❡'♣♦♥'❛❜❧❡ ✱ ❡* *♦✉' ❧❡'

'*♦5❡5' ❧✉✐ 5❡♥✈♦✐❡♥* ❧❡' ❋5❛❣▼■' ❝♦55❡'♣♦♥❞❛♥*'✱ ❝✬❡'* ❛✐♥'✐ 2✉❡ ❧❡' ♠&*❛✲

✐♥❢♦5♠❛*✐♦♥' ♣❡✉✈❡♥* C*5❡ ❛❝❝❡''✐❜❧❡' ❛✉① ❝❧✐❡♥*'✳ ❉♦♥❝✱ ❧❡' ❞&❣Q*' ❝❛✉'&' ♣❛5

❧❡' ❛**❛2✉❡' ❇ ❡* ❈ ♣❡✉✈❡♥* C*5❡ ❛**&♥✉&' ♣❛5 ❧✬❡①♣❧♦✐*❛*✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♠&❝❛♥✐'♠❡

❡♥ ✈✉❡ ❞❡ 5❡❝❤❡5❝❤❡5 ✉♥ ❋✐❧❡▼■ ✐♥✈❛❧✐❞❡ ♦✉ ♠❛♥2✉❛♥* '✉5 ❧❡' ♣❛✐5' ✈♦✐'✐♥' ❞✉
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✪ ❞❡ ♣❛✐'( ♠❛❧✈❡✐❧❧❛♥0(

✭❆✶✮

✭❆✷✮

✭❇✮

✭❈✮

❋✐❣✉$❡ ✺✳✷ ✕ ❚❛✉① ❞❡ ♣❡-.❡ ❞❡ ✜❝❤✐❡-3 ♣❛- -❛♣♣♦-. ❛✉ .❛✉① ❞❡ ♣❛✐-3 ♠❛❧✈❡✐❧✲

❧❛♥.3 ❞❛♥3 ❧❡ 3②3.;♠❡✳

♣❛✐- ♠❛❧✈❡✐❧❧❛♥.✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥.✱ ❝❡❧❛ ♣❡✉. ❝♦♥❞✉✐-❡ > ✉♥ ♣-♦❜❧;♠❡ ❞❡ ❝♦♥3❡♥3✉3

@✉✐ ❡3. ❝♦♥♥✉ ♣♦✉- A.-❡ ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❛♥3 ❧❡3 3②3.;♠❡3 ❞✐3.-✐❜✉C3 ❬✻❪✳ ❆❥♦✉.C >

❝❡❧❛✱ ❧❡ -♦✉.❛❣❡ 3♦✉3✲❥❛❝❡♥. ♥❡ ♣❡-♠❡. ♣❛3 ❞❡ ❝❤♦✐3✐- @✉❡❧ ♣❛✐- 3❡-❛ ❝♦♥.❛❝.C

♣❛- ✉♥ ❛✉.-❡ ♣❛✐- ❛✉ ❝♦✉-3 ❞❡3 ❝♦♠♠✉♥✐❝❛.✐♦♥3 ✿ ❞❡ ♣❛- 3❛ 3.-✉❝.✉-❡ ❧❛ ❉❍❚

♣❡-♠❡. ✉♥✐@✉❡♠❡♥. ❛✉ ♥M✉❞ ❡♥ ❧✐❣♥❡ ❞♦♥. ❧✬✐❞❡♥.✐✜❛♥. ❡3. ❧❡ ♣❧✉3 ♣-♦❝❤❡ ❞❡

❧✬■❉ ❞❡♠❛♥❞C ❞✬A.-❡ ❞✐-❡❝.❡♠❡♥. ❝♦♥.❛❝.C✳ ❆♣♣♦-.❡- ❞❡3 ❝❤❛♥❣❡♠❡♥.3 > ❝❡

♥✐✈❡❛✉ ❡3. ✉♥❡ ❡①.❡♥3✐♦♥ .-;3 ❝♦♠♣❧❡①❡ @✉✬✐❧ 3❡-❛✐. ♣-C❢C-❛❜❧❡ ❞✬C✈✐.❡-✳

■❧ ❡3. C❣❛❧❡♠❡♥. ✐♥.C-❡33❛♥. ❞❡ ♥♦.❡- @✉❡ ❧❡ 3②3.;♠❡ ❯❜✐❙.♦-❛❣❡ ❡①✐3.❡ ❡♥

❞❡✉① ✈❡-3✐♦♥3 ✭❝❡♥.-❛❧✐3C❡ ❡. ❞✐3.-✐❜✉C❡✮✳ ▲❛ ✈❡-3✐♦♥ ❡♥.✐;-❡♠❡♥. ❞✐3.-✐❜✉C❡ ❡.

❝❡❧❧❡ @✉✐ ❛ C.C C.✉❞✐C❡ ❞❛♥3 ❧❡ ♣-C3❡♥. ❞♦❝✉♠❡♥.✱ ✉♥❡ ✈❡-3✐♦♥ ❛♥.C-✐❡✉-❡ ❡3.

❜❛3C❡ 3✉- ✉♥ 3❡-✈✐❝❡ ❝❡♥.-❛❧ ❞❡ ♠C.❛✲✐♥❢♦-♠❛.✐♦♥3 ❛ C.C ♣-✐3 ❡♥ ❝♦♠♣.❡ ❞❛♥3

❬✸❪✳ ▲❛ ✈✉❧♥C-❛❜✐❧✐.C ❛✉① ❛..❛@✉❡3 ❇ ❡. ❈ ❡3. > ♣-✐♦-✐ ✉♥ ❛-❣✉♠❡♥. ❡♥ ❢❛✈❡✉-

❞❡ ❧❛ ✈❡-3✐♦♥ ❝❡♥.-❛❧✐3C❡✳ ▼❛✐3 ❝❡❧❛ ♣❡✉. A.-❡ ❝♦♥.-♦✈❡-3C ❡♥ ❝♦♥3✐❞C-❛♥. @✉❡

.♦✉.❡3 ❧❡3 ♠C.❛✲✐♥❢♦-♠❛.✐♦♥3 ♣♦✉- ❧✬❡♥3❡♠❜❧❡ ❞✉ 3②3.;♠❡ ♣❡✉✈❡♥. A.-❡ ♣❡-✲

❞✉❡3 ❡♥ ♠A♠❡ .❡♠♣3 ❞❛♥3 ❧❡ ❝❛3 ❞✬✉♥❡ ❛..❛@✉❡ ❞✉ 3❡-✈❡✉- ❝❡♥.-❛❧ ✭❞C♥✐ ❞❡

3❡-✈✐❝❡✳✳✳✮ @✉✐ ❞❡✈✐❡♥. ✉♥ ♣♦✐♥. ❞❡ ❞C❢❛✐❧❧❛♥❝❡ ✉♥✐@✉❡✳ ◆♦✉3 ❝-♦②♦♥3 ❞♦♥❝ @✉❡

❧❛ ✈❡-3✐♦♥ ❞✐3.-✐❜✉C❡ ♣-✐3❡ ❡♥ ❝♦♠♣.❡ ❞❛♥3 ❝❡ ❞♦❝✉♠❡♥. ❡3. ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉-❡

❜❛3❡ ♣♦✉- ❝♦♥3.-✉✐-❡ ✉♥ 3②3.;♠❡ 3C❝✉-✐3C✳ ❯♥ ❝♦♠♣-♦♠✐3 ♣♦33✐❜❧❡ ❝♦♥3✐3.❡

> ✐♥.-♦❞✉✐-❡ ❞❛♥3 ❧❡ 3②3.;♠❡ ❞✐3.-✐❜✉C ✉♥ 3❡-✈✐❝❡ ❞❡ ♠C.❛✲✐♥❢♦-♠❛.✐♦♥3 ❝❡♥✲

.-❛❧✐3C ♣♦✉- 3❡-✈✐- ❞❡ 3♦❧✉.✐♦♥ ❞❡ -❡♣❧✐ ❞❛♥3 ❧❡ ❝❛3 ❞❡ ❞C❢❛✐❧❧❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬✉♥ ❞❡3

3❡-✈✐❝❡3 ❞❡ ♠C.❛✲✐♥❢♦-♠❛.✐♦♥ 3✐.✉C3 3✉- ❧❡3 ♣❛✐-3✳ ■❞C❛❧❡♠❡♥.✱ ✉♥ .❡❧ 3❡-✈✐❝❡

❝❡♥.-❛❧ ♣♦✉--❛✐. A.-❡ ❞❛♥3 ❧❡ ❈❧♦✉❞ ♣♦✉- ♣❡-♠❡..-❡ ❧✬❛♠C❧✐♦-❛.✐♦♥ ❞❡ 3❛ -C❛❝✲

.✐✈✐.C ❡. 3❛ -C3✐3.❛♥❝❡ ❛✉① ❛..❛@✉❡3✳ ◆♦.♦♥3 @✉❡ ❝❡..❡ ❛♣♣-♦❝❤❡ ♣❡-♠❡. ❞❡



✺✳✸✳ ❘➱❙❯▲❚❆❚❙ ❉❊ ▲❆ ❙■▼❯▲❆❚■❖◆ ❉❯ ❙❨❙❚➮▼❊❉❊ ❘➱2❯❚❆❚■❖◆✼✾

❛!!❛"✉❡ ❆✶ ✿ ❢❛✉① *✉❝❝,* ❧♦/* ❞✉ *!♦❝❦❛❣❡

✪ ♠❛❧✈❡✐❧❧❛♥() ≤ ✷✵ ✷✺ ✸✵ ✹✵ ✺✵
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'❧❡✈' ♦♥+ ♠♦♥+5' :✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜5❡ ❞❡ ✜❝❤✐❡5( ♣❡5❞✉( ❞✐♠✐♥✉❡ ❧♦5(:✉❡ ❧❡ (❡✉✐❧
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❧❛♥❝❡ ❞✉ 5'(❡❛✉ ❞❡ ♣❛✐5( ♣❡✉+ ❡✣❝❛❝❡♠❡♥+ ♣5'✈❡♥✐5 ❧❛ ♠✉❧+✐♣❧✐❝❛+✐♦♥ ❞❡( ♣❛✐5(
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❛✈❛♥+ :✉❡ ❧❡( ♣❡5+❡( ❞❡ ✜❝❤✐❡5( ♥❡ (❡ ♣5♦❞✉✐(❡♥+ 5'❡❧❧❡♠❡♥+✳

✺✳✸ ❘$%✉❧(❛(% ❞❡ ❧❛ %✐♠✉❧❛(✐♦♥ ❞✉ %②%(1♠❡ ❞❡
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✈'5✐✜' ❞❛♥( ❧❡ ❝❤❛♣✐+5❡ ♣5'❝'❞❡♥+ ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞❡❧✲❝❤❡❝❦✐♥❣✮✳
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▲❡ ♣5♦+♦❝♦❧❡ ❞❡ ❞✐✛✉(✐♦♥ ❞❡( ♥♦+❡( ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❛ '+' '♠✉❧' ❡♥ ✉+✐❧✐(❛♥+ ✉♥❡
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✐♥❡✣❝❛❝❡ ❡♥ ❧❛ ♣-=0❡♥❝❡ ❞❡ ♥♦)-❡ 0②0)?♠❡ ❞❡ ♥♦)❛)✐♦♥✳ ❖♥ ❛ ♣✉ ❢❛✐-❡ ❞❡0
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❧✬❛ ✈✉ ❞❛♥0 ❧❡ ❝❤❛♣✐)-❡ ♣-=❝=❞❡♥)✳

✺✳✹ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥
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✉♥ *②*-/♠❡ ❞❡ ♥♦-❛-✐♦♥ ❜❛*✐<✉❡ <✉❡ ♥♦✉* ✈♦✉* ♣%1*❡♥-❡%♦♥* ❞❛♥* ❧❛ *❡❝-✐♦♥

*✉✐✈❛♥-❡✳



✻✳✷✳ ▲❊ ❙❨❙❚➮▼❊ ❉❊ ◆❖❚❆❚■❖◆ ✽✼

✻✳✷ ▲❡ %②%'(♠❡ ❞❡ ♥♦'❛'✐♦♥

❈♦♠♠❡ ❧✬❛ ♠♦♥*+, ❧✬❛♥❛❧②.❡ ♣+,❝,❞❡♥*❡✱ ❧❡. ❝♦♠♣♦+*❡♠❡♥*. ♠❛❧✈❡✐❧❧❛♥*.

❝♦♥❞✉✐.❡♥* 6 ❧❛ ♣❡+*❡ ❞❡ ❞♦♥♥,❡.✱ ✉♥❡ .♦❧✉*✐♦♥ ♣+♦♣♦.,❡ ♣♦✉+ ♣❛❧✐❡+ ❛ ❝❡**❡

♣❡+*❡ ❞❡ ❞♦♥♥,❡. ❡.* ❞❡ ♠❡**+❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ✉♥ .②.*7♠❡ ❞❡ +,♣✉*❛*✐♦♥ ❜❛., .✉+

✉♥ .②.*7♠❡ ❞❡ ♥♦*❛*✐♦♥ 6 ♣❧✉.✐❡✉+. ♥✐✈❡❛✉① ❀ ✐❧ ,✈❛❧✉❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦+*❡♠❡♥* ❞❡.

❞✐✛,+❡♥*. ♣❛✐+. ❛✐♥.✐ <✉❡ ❧❡. ,❝❤❛♥❣❡. ❡♥*+❡ ❧❡. ♣❛✐+.✳ ❊♥ .❡ ❜❛.❛♥* .✉+ ❧❡.

♥♦*❡. ❧❡ .②.*7♠❡ ❞❡ +,♣✉*❛*✐♦♥ ♣❡✉① ❞,*❡❝*❡+ ❧♦+.<✉✬✉♥ ♣❛✐+ ❡.* ♠❛❧✈❡✐❧❧❛♥*

❡* ♣♦✉✈♦✐+ ❧✬❡①❝❧✉+❡ ❛✈❛♥* <✉✬✐❧ ♥❡ ♥✉✐.❡ 6 ❧❛ ❞✐.♣♦♥✐❜✐❧✐*, ❞❡. ❞♦♥♥,❡.✳ ❉❛♥.

✉♥ ♣+❡♠✐❡+ *❡♠♣. ♥♦✉. ♥♦✉. .♦♠♠❡. ❝♦♥*❡♥*, ❞✬✉♥ .❡✉❧ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ♥♦*❛*✐♦♥✱

❝❛+ ❧❡ ♣+❡♠✐❡+ ♦❜❥❡❝*✐❢ ❡.* ❞❡ ✈,+✐✜❡+ ❧✬❡✣❝❛❝✐*, ❞✬✉♥ *❡❧ .②.*7♠❡ ❛✈❛♥* ❞❡ .❡

❧❛♥❝❡+ ❞❛♥. ❧✬✐♠♣❧,♠❡♥*❛*✐♦♥ ❞✬✉♥ .②.*7♠❡ ❝♦F*❡✉① <✉✐ +✐.<✉❡ ❞❡ ♥❡ ♣❛. G*+❡

*+7. ❡✣❝❛❝❡✳

✻✳✷✳✶ $%✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❢♦♥❝.✐♦♥♥❡♠❡♥.

▲❡. ♣❛✐+. .♦♥* ,*❡♥❞✉. ❛✈❡❝ ✉♥ .②.*7♠❡ ❞❡ ♥♦*❛*✐♦♥ <✉✐ ,✈❛❧✉❡ *♦✉. ❧❡.

,❝❤❛♥❣❡. ❛✈❡❝ ❧❡. ❛✉*+❡. ♣❛✐+. ❞✉ .②.*7♠❡ ♣❡+♠❡**❛♥* ❛✐♥.✐ ❞❡ ❝♦♥.*+✉✐+❡ ✉♥

.②.*7♠❡ ❞❡ +,♣✉*❛*✐♦♥✳ ❈❤❛<✉❡ ♣❛✐+ ,✈❛❧✉❡ ❧❡. ❛✉*+❡. ♣❛✐+. ❡♥ ❧❡✉+ ❛❝❝♦+❞❛♥*

❞❡. ♥♦*❡. ❝♦♠♣+✐.❡. ❞❛♥. ❧✬✐♥*❡+✈❛❧❧❡ [0, 1] ❡* ♠❡* 6 ❥♦✉+ ❝❡. ♥♦*❡. 6 ❝❤❛<✉❡

❝♦♠♠✉♥✐❝❛*✐♦♥✳ ▲❛ ♥♦*❡ 0, 5 ,*❛♥* ❧❛ ♥♦*❡ ♠♦②❡♥♥❡ 6 ♣❛+*✐+ ❞❡ ❧❛<✉❡❧❧❡ ✉♥

♣❛✐+ ♣❡✉* G*+❡ ❝♦♥.✐❞,+, ❝♦++❡❝*✱ ❡* .✐ ❧❛ ♥♦*❡ ❞✉ ♣❛✐+ ❡.* ❡♥ ❞❡..♦✉. ❞❡ 0, 5
❧❡ ♣❛✐+ ❡.* ❛✐♥.✐ ❝♦♥.✐❞,+, ❝♦♠♠❡ ♣♦*❡♥*✐❡❧❧❡♠❡♥* ♠❛❧✈❡✐❧❧❛♥*✱ ❡* ✐♥✈❡+.❡♠❡♥*

❧❡. ♣❛✐+. ❞♦♥* ❧❡. ♥♦*❡. .♦♥* .✉♣,+✐❡✉+. 6 0, 5 .♦♥* ❝♦♥.✐❞,+,. ❝♦♠♠❡ ♣+♦❜❛✲

❜❧❡♠❡♥* ❤♦♥♥G*❡.✳

❉❡✉① ,❝❤❛♥❣❡. .♦♥* ,✈❛❧✉,. ❞❛♥. ❧❡ ♣+♦*♦❝♦❧❡ ❞❡ .*♦❝❦❛❣❡✱ ❧❡. ❝♦♠♠✉♥✐❝❛✲

*✐♦♥. ♥♦*,❡. .♦♥* ❝❡❧❧❡. <✉✐ ♦♥* ❧✐❡✉① ❧♦+. ❞❡. ❞❡✉① ♦♣,+❛*✐♦♥. ✧●❡*✧ ❡* ✧M✉*✧

<✉✬❡❧❧❡. .♦✐* ✐♥✐*✐,❡. ♣❛+ ❧❡ ❝❧✐❡♥* ♦✉ ♣❛+ ❧❡ .❡+✈✐❝❡ ❞❡ +❡❝♦♥.*+✉❝*✐♦♥✳ ▲❡. ✐.✲

.✉❡. ❞❡ ❝❡. ❞❡✉① ♦♣,+❛*✐♦♥ ♣❡✉✈❡♥* G*+❡ ,✈❛❧✉,❡. .♦✐* ❡❧❧❡. .♦♥* .❛*✐.❢❛✐.❛♥*❡.

♦✉ ♥♦♥ ✿ ❧❡ +,.✉❧*❛* ❛**❡♥❞✉ ❛♣+7. ✉♥ ✧●❡*✧ ❡.* ❧❡ ❢+❛❣♠❡♥* ❞❡ ❞♦♥♥,❡ ✐♥✐✲

*✐❛❧❡♠❡♥* .*♦❝❦, ❡* ❧❡ +,.✉❧*❛* ❛**❡♥❞✉ ❛♣+7. ✉♥ ✧M✉*✧ ❡.* ✉♥ ❛❝<✉✐**❡♠❡♥*

❞❡ .✉❝❝7. ❞❡ .*♦❝❦❛❣❡ ❞✉ ❢+❛❣♠❡♥* ❞❡ ❞♦♥♥,❡✳ ❙✐ ❧❡. ✐♥❢♦+♠❛*✐♦♥. ❛**❡♥❞✉❡.

.♦♥* ❝♦++❡❝*❡. ❛❧♦+. ❧❛ ♥♦*❡ ❞✉ ♣❛✐+ .♦✉+❝❡ ❡.* ✐♥❝+,♠❡♥*, ❞❡ 0, 1✱ .✐ ✉♥ *♦✉*

❛✉*+❡ +,.✉❧*❛* ❡.* +❡P✉✱ ❧❡ ♣❛✐+ .♦✉+❝❡ .❡ ✈♦✐* .❛ ♥♦*❡ ❞,❝+,♠❡♥*,❡ ❞❡ 0, 1 ♣❛+

❧❡ ♣❛✐+ ❞❡.*✐♥❛*❛✐+❡ ✳

▲✬,✈❛❧✉❛*✐♦♥ ❞❡. ✐♥❢♦+♠❛*✐♦♥. ❡♥✈♦②,❡. ♣❛+ ❧❡ .❡+✈✐❝❡ ❞❡ ♠,*❛✲✐♥❢♦+♠❛*✐♦♥

.♦♥* ♣❧✉. ❞✐✣❝✐❧❡. 6 ,✈❛❧✉❡+✳ ▲❡ .❡+✈✐❝❡ ❞❡ ♠,*❛✲✐♥❢♦+♠❛*✐♦♥ ❡♥✈♦✐❡ ✉♥❡ ❧✐.*❡

❞❡ .*♦+❡+. ❛✉ ❝❧✐❡♥*✴.❡+✈✐❝❡ ❞❡ +❡❝♦♥.*+✉❝*✐♦♥ ♣♦✉+ ❧❡. ❞❡✉① ♦♣,+❛*✐♦♥. ❞❡

✧●❡*✧ ❡* ❞❡ ✧M✉*✧✱ ❞❛♥. ❧❡. ❞❡✉① ❝❛. .✐ ❧❡. .*♦+❡+. ♥❡ +,❛❣✐..❡♥* ♣❛. ❞❡ ❧❛

❢❛P♦♥ ❛**❡♥❞✉❡ ❞❡✉① ❝❛. .♦♥* ♣♦..✐❜❧❡. ✿ .♦✐* ❧❡. .❡+✈✐❝❡. ❞❡ .*♦❝❦❛❣❡ .♦♥* ❤♦♥✲

♥G*❡. ❡* ❧❡ .❡+✈✐❝❡ ❞❡ ♠,*❛✲✐♥❢♦+♠❛*✐♦♥. ❛ ♠❡♥*✐ ♦✉ ✐♥✈❡+.❡♠❡♥* ❧❡. .❡+✈✐❝❡.



✽✽ ❈❍❆#■❚❘❊ ✻✳ ▼❖❉➱▲■❙❆❚■❖◆ ❋❖❘▼❊▲▲❊ ❊❚ ❱➱❘■❋■❈❆❚■❖◆

❞❡ #$♦❝❦❛❣❡# #♦♥$ ♠❛❧✈❡✐❧❧❛♥$# ❡$ ❧❡ #❡/✈✐❝❡ ❞❡ ♠0$❛✲✐♥❢♦/♠❛$✐♦♥ ❡#$ ❤♦♥♥4$❡✳

❱✉ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐$0 ❞❡ ❧✬0✈❛❧✉❛$✐♦♥ ❞✉ #②#$<♠❡ ❞❡ ♠0$❛✲✐♥❢♦/♠❛$✐♦♥ ❡$ ❞❡ /❡✲

❝♦♥#$/✉❝$✐♦♥ ♦♥ #✬❡#$ ❝♦♥$❡♥$0 ❞❛♥# ✉♥ ♣/❡♠✐❡/ $❡♠♣# ❞❡ = ❧✬0✈❛❧✉❛$✐♦♥ ❞❡#

♦♣0/❛$✐♦♥# ✧●❡$✧ ❡$ ✧@✉$✧✳

✻✳✷✳✷ ▼♦❞&❧❡ ❞✉ *②*,&♠❡ ❞❡ ♥♦,❛,✐♦♥

▲❛ ♠♦❞0❧✐#❛$✐♦♥ ❞✉ #②#$<♠❡ ❞❡ ♥♦$❛$✐♦♥ ♥0❝❡##✐$❡ ❧✬❛❥♦✉$ ❞✬✉♥ ❜✉✛❡/ ♥♦"❡$

♣♦✉/ ❝❤❛E✉❡ ♣❛✐/ ❡$ ❧✬✐♥✐$✐❛❧✐#❡/ ❛✈❡❝ ❞❡# ♥♦$❡# ❞❡ 0, 5 ♣♦✉/ ❝❤❛E✉❡ ♣❛✐/✱

❝❡# ♥♦$❡# #♦♥$ ❡♥#✉✐$❡ #$♦❝❦0❡# #♦✉# ❢♦/♠❡# ❞❡ $/✐♣❧❡$# (i, j, k) ❞♦♥$ ❧❡# ❞❡✉①

♣/❡♠✐❡/# 0❧0♠❡♥$# #♦♥$ ❞❡ $②♣❡ ❡♥$✐❡/ ❡$ ❧❡ ❞❡/♥✐❡/ 0❧0♠❡♥$ ❡#$ ❞❡ $②♣❡ /0❡❧✳

❈❤❛E✉❡ ♥♦$❡ #$♦❝❦0❡ ❛✉/❛ ❞♦♥❝ ❧❛ ❢♦/♠❡ (i, j, k) $❡❧ E✉❡ ✿ i /❡♣/0#❡♥$❡ ❧✬✐❞❡♥$✐$0
❞✉ ♣❛✐/ E✉✐ ❞0$✐❡♥$ ❧❛ ♥♦$❡✱ j /❡♣/0#❡♥$❡ ❧✬✐❞❡♥$✐$0 ❞✉ ♣❛✐/ ♥♦$0 ♣❛/ i ❡$ k ❡#$

❧❛ ♥♦$❡ ❞♦♥♥0❡ ♣❛/ i ❛✉ ♣❛✐/ j✳
▲❛ ✜❣✉/❡✳ ✻✳✺ /❡♣/0#❡♥$❡ ❧❡ ♠♦❞<❧❡ ❞✉ #②#$<♠❡ ❞❡ ♥♦$❛$✐♦♥ ✐♠♣❧0♠❡♥$0

❞❛♥# ❧❡ #❡/✈✐❝❡ ❝❧✐❡♥$✱ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ❧❡ ✈♦✐$ ❧✬0✈❛❧✉❛$✐♦♥ ❝♦♥❝❡/♥❡ ❧❛ /0❝❡♣$✐♦♥ ❞❡

❢/❛❣♠❡♥$# ❞❡ ❞♦♥♥0❡# ❧♦/# ❞❡ ❧✬♦♣0/❛$✐♦♥ ✧●❡$✧ ✭❧✐❣♥❡ ✶✾✕✷✾✮ ❡$ ❧❛ /0❝❡♣$✐♦♥

❞✬❛❝E✉✐$$❡♠❡♥$ ❞❡ #✉❝❝<# ♦✉ ❞✬0❝❤❡❝ ❧♦/# ❞❡ ❧✬♦♣0/❛$✐♦♥ ✧@✉$✧✭❧✐❣♥❡# ✸✸✕✸✾✮✳

✕ ❧✐❣♥❡# ✶✾✕✷✶✱ ❧❡ ♠❡##❛❣❡ /❡S✉ ❡#$ ❧❡ ❢/❛❣♠❡♥$ ❛$$❡♥❞✉ ❛❧♦/# ❧❛ ♥♦$❡ ❞✉

♣❛✐/ #♦✉/❝❡ ❡#$ ✐♥❝/0♠❡♥$0 ❞❡ 0, 1✳ ❈❡ ❝❛# ❧= ❧❛✐##❡ #✉♣♣♦#❡/ E✉❡ ❧❡ ♣❛✐/

❡#$ ❤♦♥♥4$❡✳

✕ ❧✐❣♥❡# ✷✸✕✷✺✱ ❧❡ ♠❡##❛❣❡ /❡S✉ ❡#$ ✉♥ ❢/❛❣♠❡♥$ ❛❧$0/0 E✉✐ ♥❡ ❝♦//❡#♣♦♥❞

♣❛# = ❝❡❧✉✐ #$♦❝❦0 ✐♥✐$✐❛❧❡♠❡♥$ ♣❛/ ❧❡ ❝❧✐❡♥$ ✭✐❝✐ ♠♦❞0❧✐#0 ♣❛/ ”X.X”✮✱
❧❛ ♥♦$❡ ❞✉ ♣❛✐/ #♦✉/❝❡ ❡#$ ❛❧♦/# ❞0❝/0♠❡♥$0❡ ❞❡ 0, 1✳ ❈❡ ❝❛# ❧= ❧❛✐##❡

#✉♣♣♦#❡/ E✉❡ ❧❡ ♣❛✐/ #♦✉/❝❡ ❡#$ ♣♦$❡♥$✐❡❧❧❡♠❡♥$ ❤♦♥♥4$❡ ♦✉ ✐❧ ❛ ❞❡#

♣/♦❜❧<♠❡# #✉/ ❧❡ ❞✐#E✉❡✳ ❉❛♥# ❝❡ ❝❛# ❧= ❝❡❧❛ ♥0❝❡##✐$❡/❛ ❞❡ $♦✉$❡ ♠❛♥✐</❡

✉♥❡ ✐♥$❡/✈❡♥$✐♦♥ ❞✬❯❜✐❙$♦/❛❣❡ ♣♦✉/ ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥$ ❞❡ ♠❛$0/✐❡❧✳

✕ ❧✐❣♥❡# ✷✼✕✷✾✱ ❧❡ ❝❧✐❡♥$ /❡S♦✐$ ✉♥ ♠❡##❛❣❡ ❞✉ #❡/✈✐❝❡ ❞❡ #$♦❝❦❛❣❡ ❞✐#✲

❛♥$ E✉✬✐❧ ♥❡ ❞0$✐❡♥$ ♣❛# ❧❡ ❢/❛❣♠❡♥$ ❛$$❡♥❞✉ ♣❛/ ❧❡ ❝❧✐❡♥$✱ ❝❡ ❞❡/♥✐❡/

❞0❝/0♠❡♥$❡ ❛❧♦/# ❧❛ ♥♦$❡ ❞✉ ♣❛✐/✳

✕ ❧✐❣♥❡# ✸✸✕✸✺✱ ❧❡ ♠❡##❛❣❡ /❡S✉ ❛♣/<# ❧❡ #$♦❝❦❛❣❡ ❞✬✉♥ ❢/❛❣♠❡♥$ ❞❡ ❞♦♥♥0❡

❡#$ ✉♥ ❛❝E✉✐$$❡♠❡♥$ ❞❡ #✉❝❝<#✱ ❧❛ ♥♦$❡ ❞✉ ♣❛✐/ ❡#$ ❛❧♦/# ✐♥❝/0♠❡♥$0❡✳

✕ ❧✐❣♥❡# ✸✼✕✸✾✱ ❧❡ ♠❡##❛❣❡ /❡S✉ ❛♣/<# ❧❡ #$♦❝❦❛❣❡ ❞✬✉♥ ❢/❛❣♠❡♥$ ❞❡ ❞♦♥♥0❡

❡#$ ✉♥ ❛❝E✉✐$$❡♠❡♥$ ❞✬0❝❤❡❝✱ ❧❛ ♥♦$❡ ❞✉ ♣❛✐/ ❡#$ ❛❧♦/# ❞0❝/0♠❡♥$0❡✳ ❈❡

❝❛# ❧= ❧❛✐##❡ = #✉♣♣♦#❡/ ❞❡✉① #✐$✉❛$✐♦♥# ✿ E✉❡ ❧❛ ♣❛✐/ ❡#$ ♠❛❧✈❡✐❧❧❛♥$

❞♦♥❝ #❛ ♥♦$❡ ❡#$ ♠0/✐$0❡ ♦✉ E✉❡ ❧❡ ♣❛✐/ = ❞❡# ♣/♦❜❧<♠❡ ❞✐#E✉❡✳

▲✬0✈❛❧✉❛$✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣0/❛$✐♦♥ ✧●❡$✧ ❡#$ ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉# ❝♦♠♣❧❡①❡✱ ❝❛/ ❧❡ ❝❧✐❡♥$

❡##❛✐❡ ❞❡ /❡❝♦♥#$✐$✉❡/ ❧❡ ✜❝❤✐❡/ ❞<# /0❝❡♣$✐♦♥ ❞❡# S ❢/❛❣♠❡♥$# ♥0❝❡##❛✐/❡# #❛♥#

✈0/✐✜❡/ ❧❡# ❢/❛❣♠❡♥$# /❡S✉# ❀ ❝❡ ♥✬❡#$ E✉✬❛♣/<# ❧✬0❝❤❡❝ ❞❡ ❧❛ /❡❝♦♥#$/✉❝$✐♦♥ ❞✉

✜❝❤✐❡/ E✉❡ ❧❡ ❝❧✐❡♥$ #❡ /❡♥❞ ❝♦♠♣$❡ E✉❡ ❧✬✉♥ ❞❡# #❡/✈✐❝❡ ❞❡ #$♦❝❦❛❣❡ ❡#$ ♠❛❧✈❡✐❧✲

❧❛♥$✳ ❉❡# ♣❛✐/# ♠❛❧✈❡✐❧❧❛♥$# ♣❡✉✈❡♥$ ❛✐♥#✐ ♥❡ ♣❛# 4$/❡ ❞0$❡❝$0# ❝❛/ ❧❡ ❝❧✐❡♥$
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✶ ❜✉❢❢❡$ ♥✇ ✿ ♦❜❥❡❝+ ❂ ✭✮

✷

✸ ♥❡+ ❯❜✐❙②3+❡♠✭♥✱+❤✐3 ✱ ✐♥✐+❢✐❧❡3 ✱ ✐♥✐+♠❡+❛

✹ ✱ ✐♥✐+❞❛+❛ ✱ ✐♥✐+3+♦$❡$3 ✱ +❛3❦3 ✱33+②♣❡ ✱♠✐3+②♣❡ ✮✿

✺ ❜✉❢❢❡$ ♣❛$❛♠3 ✿ 3+$✯✐♥+ ❂ ✭✮

✻ ❜✉❢❢❡$ ♥♦+❡3 ✿ ✭✐♥+✯✐♥+✯❢❧♦❛+✮ ❂

✼ ❬✭+❤✐3 ✱②✱✵✳✺✮ ❢♦$ ② ✐♥ $❛♥❣❡✭♥✮❪

✽

✾ ♥❡+ C❡❡$ ✭✮ ✿

✶✵ ❜✉❢❢❡$ 3❡33✐♦♥✐❞ ✿ ✐♥+ ❂ ✵

✶✶

✶✷ ♥❡+ ❈❧✐❡♥+ ✭✮ ✿

✶✸

✶✹ ❜✉❢❢❡$ ❢✐❧❡3 ✿ ✐♥+✯+✉♣❧❡✭3+$✮ ❂ ✐♥✐+❢✐❧❡3

✶✺ ❜✉❢❢❡$ ❋✐❧❡✐❞ ✿ ✐♥+ ❂ ✭✮

✶✻

✶✼ ♥❡+ ●❡+❈❧✐❡♥+ ✭✮✿

✶✽ • • •
✶✾ ❀✭✭❬♥✇ ✲✭3$❝ ✱+❤✐3 ✱✭❋✐❞ ✱✐❞3 ✱❢$❛❣✮✮✱

✷✵ ♥♦+❡3 ✲✭+❤✐3 ✱3$❝ ✱①✮✱

✷✶ ♥♦+❡3✰✭+❤✐3 ✱3$❝ ✱①✰✵✳✶✮✱• • •❪✮
✷✷

✷✸ ✰✭❬♥✇ ✲✭3$❝ ✱+❤✐3 ✱✭❋✐❞ ✱✐❞3 ✱✭✧❳✳❳✧✮✮✮✱

✷✹ ♥♦+❡3 ✲✭+❤✐3 ✱3$❝ ✱①✮✱

✷✺ ♥♦+❡3✰✭+❤✐3 ✱3$❝ ✱①✲✵✳✶✮✱• • •❪✮
✷✻

✷✼ ✰✭❬♥✇ ✲✭3$❝ ✱+❤✐3 ✱✭❋✐❞ ✱✐❞3 ✱✧❑❖✧✮✮✱

✷✽ ♥♦+❡3 ✲✭+❤✐3 ✱3$❝ ✱①✮✱

✷✾ ♥♦+❡3✰✭+❤✐3 ✱3$❝ ✱①✲✵✳✶✮✱• • •❪✮✮
✸✵

✸✶ ♥❡+ C✉+❈❧✐❡♥+ ✭✮ ✿

✸✷ • • •
✸✸ ❀✭✭❬♥✇ ✲✭3$❝ ✱+❤✐3 ✱✭❋✐❞ ✱✐❞3 ✱✧❖❑✧✮✮✱

✸✹ ♥♦+❡3 ✲✭+❤✐3 ✱3$❝ ✱①✮✱

✸✺ ♥♦+❡3✰✭+❤✐3 ✱3$❝ ✱①✰✵✳✶✮✱• • •❪
✸✻

✸✼ ✰❬♥✇ ✲✭3$❝ ✱+❤✐3 ✱✭❋✐❞ ✱✐❞3 ✱✧❑❖✧✮✮✱

✸✽ ♥♦+❡3 ✲✭+❤✐3 ✱3$❝ ✱①✮✱

✸✾ ♥♦+❡3✰✭+❤✐3 ✱3$❝ ✱①✲✵✳✶✮✱• • •❪
✹✵

✹✶

✹✷ ✭●❡+❈❧✐❡♥+ ✭✮ ✰ C✉+❈❧✐❡♥+ ✭✮✮ ✯ ❬❋❛❧3❡❪

✹✸

✹✹

✹✺

✹✻ ❯❜✐✵✿✿ ❯❜✐❙②3+❡♠✭• • •✮

❋✐❣✉$❡ ✻✳✺ ✕ ▼♦❞)❧❡ ❞✉ -②-/)♠❡ ❞❡ ♥♦/❛/✐♦♥ ♣♦✉5 ❧❡- ♦♣65❛/✐♦♥- ✧●❡/✧ ❡/

✧9✉/✧✳

♥✬❛✉5❛ ♣❛- ✉/✐❧✐-6 ❧❡ ❢5❛❣♠❡♥/ =✉✬✐❧- ♦♥/ ❡♥✈♦②6- ♣♦✉5 5❡❝♦♥-/5✉✐5❡ ❧❡ ✜❝❤✐❡5✳

■❧ ❡-/ ❛✉--✐ C ♥♦/❡5 =✉✬✉♥❡ ♣❛♥♥❡ ❞✐-=✉❡ ♦✉ /♦✉/ ❛✉/5❡ ♣5♦❜❧)♠❡ ♠❛/65✐❡❧ ♦✉

❧♦❣✐❝✐❡❧ ❞✬✉♥ ♣❛✐5 ❡♥/5❛E♥❡ ❧✬❛❜❛✐--❡♠❡♥/ ❞❡ -❛ ♥♦/❡ ❀ ♠❛✐- ❤❡✉5❡✉-❡♠❡♥/✱ ❝❡

♥✬❡-/ ♣❛- ✉♥ ♣5♦❜❧)♠❡ ❞❛♥- ❧❡ ❝❛- ❞✬✉♥❡ ❞6❢❛✐❧❧❛♥❝❡ /❡♠♣♦5❛✐5❡✱ ❝❛5 ❧❛ ♥♦/❡

❞✉ ♣❛✐5 -❡5❛ ♥6❝❡--❛✐5❡♠❡♥/ ❛✉❣♠❡♥/6 ❧♦5- ❞❡- 6❝❤❛♥❣❡- -✉✐✈❛♥/-✳ ❉❛♥- ❧❡

❝❛- ❞✬✉♥❡ ❞6❢❛✐❧❧❛♥❝❡ ♣❡5♠❛♥❡♥/❡✱ ❧❡ ♣❛✐5 ✈❛ I/5❡ ❡①❝❧✉ ❝❛5 ✐❧ -❡5❛ ❝♦♥-✐❞656

❝♦♠♠❡ ♠❛❧✈❡✐❧❧❛♥/ ❛❧♦5- =✉✬✐❧ ❡-/ 56❡❧❧❡♠❡♥/ ❡♥ ♣❛♥♥❡ ♦✉ ❡♥❞♦♠♠❛❣6✳ ▼❛✐-

❧❡- ❞❡✉① -✐/✉❛/✐♦♥- ♥6❝❡--✐/❡♥/ ✉♥❡ ✐♥/❡5✈❡♥/✐♦♥ ♠❛♥✉❡❧❧❡ ❞✬❯❜✐❙/♦5❛❣❡ ♣♦✉5

❧❛ ✈65✐✜❝❛/✐♦♥ ❞❡ ❧✬6/❛/ ❞❡ ❧❛ ◆♦❡❇♦① ❡/ 6✈❡♥/✉❡❧❧❡♠❡♥/ -♦♥ 5❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥/✳



✾✵ ❈❍❆#■❚❘❊ ✻✳ ▼❖❉➱▲■❙❆❚■❖◆ ❋❖❘▼❊▲▲❊ ❊❚ ❱➱❘■❋■❈❆❚■❖◆

✻✳✷✳✸ ❱%&✐✜❝❛+✐♦♥ ❢♦&♠❡❧❧❡ ❡+ ❛♥❛❧②3❡

❉❡ ❧❛ ♠'♠❡ ♠❛♥✐*+❡ ,✉❡ ♣♦✉+ ❧❛ ✈1+✐✜❝❛4✐♦♥ ❞❡ ❧❛ +♦❜✉74❡77❡ ❞✉ 7②74*♠❡

❞❡ 74♦❝❦❛❣❡ ❡4 7❛ +17✐74❛♥❝❡ ; ❧❛ ♣+17❡♥❝❡ ❞❡ ♣❛✐+7 ♠❛❧✈❡✐❧❧❛♥47✱ ♥♦✉7 ❛✈♦♥7

✈1+✐✜1 ♣❛+ ♠♦❞❡❧ ❝❤❡❝❦✐♥❣ ❧✬❡✣❝❛❝✐41 ❞✉ 7②74*♠❡ ❞❡ ♥♦4❛4✐♦♥ ♠✐7 ❡♥ ♣❧❛❝❡✳

A♦✉+ ❝❤❛,✉❡ ❝❛7✱ ♦♥ ❛ ♣✉ ✈1+✐✜❡+ ,✉✬✉♥ 7❡+✈✐❝❡ ❞❡ 74♦❝❦❛❣❡ ♠❛❧✈❡✐❧❧❛♥4 ♥❡

♣❡✉4 1✈✐4❡+ ✉♥❡ 1✈❛❧✉❛4✐♦♥ ♥1❣❛4✐✈❡ ❡4 7❛ ♥♦4❡ ❡74 4♦✉❥♦✉+7 ❞1❝+1♠❡♥41❡ ❛♣+*7

❝❤❛,✉❡ 1❝❤❛♥❣❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❝❧✐❡♥4 ❀ ✐✳❡❛ ❝❤❛,✉❡ 1❝❤❛♥❣❡✱ ,✉❡ ❧❡ 7❡+✈✐❝❡ ❞❡ 74♦❝❦❛❣❡

+❡♥✈♦✐❡ ✉♥ ♠❛✉✈❛✐7 ❢+❛❣♠❡♥4 ♦✉ ♥❡ +❡♥✈♦✐❡ ♣❛7 ❞❡ ❢+❛❣♠❡♥4 7❛ ♥♦4❡ ❡74 ❛✉✲

4♦♠❛4✐,✉❡♠❡♥4 ❜❛✐771❡✳ ❈❡ +17✉❧4❛4 ♥♦✉7 ♣❡+♠❡4 ❞✬❛✣+♠❡+ ,✉✬✉♥ 7❡+✈✐❝❡ ❞❡

74♦❝❦❛❣❡ ♠❛❧✈❡✐❧❧❛♥4 ❡74 4♦✉❥♦✉+7 ❞14❡❝41 ❀ ♥1❛♥♠♦✐♥7 ✉♥ 7❡+✈✐❝❡ ❞❡ 74♦❝❦❛❣❡

,✉✐ ❛❧4❡+♥❡ ❡♥4+❡ ✉♥ 14❛4 ❝♦++❡❝4 ❡4 ✉♥ 14❛4 ♠❛❧✈❡✐❧❧❛♥4 ❛++✐✈❡+❛ 4♦✉❥♦✉+7 ;

♠❛✐♥4❡♥✐+ 7❛ ♥♦4❡ 1❣❛❧❡ ; ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ♠❛✐7 ❝❡❧❛ +1❞✉✐4 ❧❛ ❝❤❛♥❝❡ ❞❡ ♣❡+4❡ ❞❡

❞♦♥♥1❡7✳

▲❡7 +17✉❧4❛47 ♦❜4❡♥✉7 ♣❛+ ❧❛ ✈1+✐✜❝❛4✐♦♥ ❢♦+♠❡❧❧❡ ❞✉ ♠♦❞*❧❡ ❛❜74+❛✐4 ♦♥4
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♥❡:✇♦<❦5✳ ■♥  !♦❝✳ ♦❢ &❤❡ ✼&❤ ■♥&❡!♥❛&✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡!❡♥❝❡ ♦♥ ◆❡&✇♦!❦✐♥❣✳

■❊❊❊ ❈♦♠♣✉:❡< ❙♦❝✐❡:②✱ ✷✵✵✽✳

❬✷✶❪ ▼✳ ❑❛❛5❤♦❡❦ ❋✳ ❉❛❜❡❦ ❀ ❏✳ ▲✐ ❀ ❊✳ ❙✐: ❀ ❏✳ ❘♦❜❡<:5♦♥ ❀ ❛♥❞ ❘✳ ▼♦<<✐5✳

❉❡5✐❣♥✐♥❣ ❛ ❞❤: ❢♦< ❧♦✇ ❧❛:❡♥❝② ❛♥❞ ❤✐❣❤ :❤<♦✉❣❤♣✉:✳ ■♥ ❙②♠♣♦8✐✉♠ ♦♥

◆❡&✇♦!❦❡❞ ❙②8&❡♠8 ❉❡8✐❣♥ ❛♥❞ ■♠♣❧❡♠❡♥&❛&✐♦♥✱ ✷✵✵✹✳

❬✷✷❪ ❋✳ ●♦♠❡③ ❛♥❞ ●✳ ▼❛<:✐♥❡③✳ ❙&❛&❡ ♦❢ &❤❡ ❆!& ✐♥ ❚!✉8& ❛♥❞ ❘❡♣✉&❛&✐♦♥

▼♦❞❡❧8 ✐♥  ✷ ♥❡&✇♦!❦8✳ ❙♣<✐♥❣❡<✳

❬✷✸❪ ❨✳ ❲❛♥❣ ❀ ❱✳ ❈❛❤✐❧❧ ❀ ❊✳ ●<❛② ❀ ❈✳ ❍❛<<✐5 ❛♥❞ ▲✳ ▲✐❛♦✳ ❇❛②❡5✐❛♥ ♥❡:✇♦<❦

❜❛5❡❞ :<✉5: ♠❛♥❛❣❡♠❡♥:✳ ✷✵✵✻ ❀ ❙♣<✐♥❣❡<✳

❬✷✹❪ ❘✳ ❈❤❡♥ ❀ ❳✳ ❈❤❛♦ ❀ ▲✳ ❚❛♥❣ ❀ ❏✳ ❍✉ ❛♥❞ ❩✳ ❈❤❡♥✳ ❈✉❜♦✐❞:<✉5: ✿ ❆ ❣❧♦❜❛❧

<❡♣✉:❛:✐♦♥✲❜❛5❡❞ :<✉5: ♠♦❞❡❧ ✐♥ ♣❡❡<✲:♦✲♣❡❡< ♥❡:✇♦<❦5✳ ✷✵✵✼ ❀ ❙♣<✐♥❣❡<✳

❬✷✺❪ ▲❛✢❛_✉✐`<❡ ❏✉❧✐❡♥✳ ▲❡5 ✓ ❛✉:<❡5 ✔ ❛♣♣❧✐❝❛:✐♦♥5 ❞❡5 :❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡5 ♣❡❡<✲:♦✲

♣❡❡<✳ ♥❡✇#✳❝♥❡&✳❝♦♠✴✷✶✵✵✲✼✸✹✹✲✺✶✻✾✽✾✹✳❤&♠❧ ✳

❬✷✻❪ ■✳ ❙:♦✐❝❛ ❀ ❘✳ ▼♦<<✐5 ❀ ❉✳ ❑❛<❣❡< ❀ ▼✳ ❑❛❛5❤♦❝❦ ❀ ❛♥❞ ❍✳ ❇❛❧❛❦<✐5❤♠❛♥✳

❈❤♦<❞ ✿ ❆ 5❝❛❧❛❜❧❡ ♣❡❡<✲:♦✲♣❡❡< ❧♦♦❦✉♣ ♣<♦:♦❝♦❧ ❢♦< ✐♥:❡<♥❡: ❛♣♣❧✐❝❛:✐♦♥5✳

✷✵✵✶✳

❬✷✼❪ ❉✳ ▼❛③✐`<❡5 ❀ ▼✳ ❑❛♠✐♥5❦② ❀ ❋✳ ❑❛❛5❤♦❡❦ ❀ ❛♥❞ ❊✳ ❲✐:❝❤❡❧✳ ❙❡♣❛<❛:✐♥❣

❦❡② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥: ❢<♦♠ ✜❧❡ 5②5:❡♠ 5❡❝✉<✐:②✳ ■♥ ❆❈▼ ❙❖❙ ✱ ✶✾✾✾✳

❬✷✽❪ ❑✳ ❋✉ ❀ ▼✳ ❋✳ ❑❛❛5❤♦❡❦ ❀ ❛♥❞ ❉✳ ▼❛③✐`<❡5✳ ❋❛5: ❛♥❞ 5❡❝✉<❡ ❞✐5:<✐❜✉:❡❞

<❡❛❞✲♦♥❧② ✜❧❡ 5②5:❡♠✳ ■♥ ■♥  !♦❝❡❡❞✐♥❣8 ♦❢ &❤❡ ✹&❤ ❯❙❊◆■❳ ❙②♠♣♦8✐✉♠

♦♥ ❖♣❡!❛&✐♥❣ ❙②8&❡♠8 ❉❡8✐❣♥ ❛♥❞ ■♠♣❧❡♠❡♥&❛&✐♦♥✱ ✷✵✵✵✳

❬✷✾❪ ❙②❧✈✐❛ ❘❛:♥❛5❛♠② ❀ H❛✉❧ ❋<❛♥❝✐5 ❀ ▼❛<❦ ❍❡:❧❡② ❀ ❘✐❝❤❛<❞ ❑❛<♣ ❛♥❞ ❙❝♦::

❙❤❡♥❦❡<✳ ❆ 5❝❛❧❛❜❧❡ ❝♦♥:❡♥: ❛❞❞<❡55❛❜❧❡ ♥❡:✇♦<❦✳ ■♥  !♦❝❡❡❞✐♥❣8 ❆❈▼

❙■●❈❖▼▼ ✷✵✵✱ ✷✵✵✶✳

❬✸✵❪ ❏✐❛♥ ▲✐❛♥❣ ❀ ❘❛❦❡5❤ ❑✉♠❛< ❀ ❛♥❞ ❑❡✐:❤ ❲✳ ❘♦55✳ ❯♥❞❡<5:❛♥❞✐♥❣ ❦❛③❛❛

❤&&♣✿✴✴❝✐#✳♣♦❧②✳❡❞✉✴⑦>♦##✴♣❛♣❡>#✴❯♥❞❡>#&❛♥❞✐♥❣❑❛❩❛❆✳♣❞❢ ✱

✷✵✵✹✳

❬✸✶❪ ▲❡5✉❡✉< ❛♥❞ ❛❧✳ ❉❡:❡❝:✐♥❣ ❛♥❞ ❡①❝❧✉❞✐♥❣ ♠✐5❜❡❤❛✈✐♥❣ ♥♦❞❡5 ✐♥ ❛ H✷H

♥❡:✇♦<❦✳ ❙&✉❞✐❛ ■♥❢♦!♠❛&✐❝❛ ❯♥✐✈❡!8❛❧✐8✱ ✼✭✶✮✱ ✷✵✵✾✳

❬✸✷❪ ❘✳ ▼❛❤❛❥❛♥✱ ▼✳ ❈❛5:<♦✱ ❛♥❞ ❆✳ ❘♦✇5:<♦♥✳ ❈♦♥:<♦❧❧✐♥❣ :❤❡ ❝♦5: ♦❢ <❡❧✐✲

❛❜✐❧✐:② ✐♥ ♣❡❡<✲:♦✲♣❡❡< ♦✈❡<❧❛②5✳ ■♥  !♦❝✳ ♦❢ ■ ❚ ❙✬✵✸✱ ✷✵✵✸✳

❬✸✸❪ ❋✳ ●♦♠❡③ ❀ ●✳ ▼❛<:✐♥❡③ ❛♥❞ ❆✳ ❋✳ ❙❦❛<♠❡:❛✳ ❚❛❝5✱ ❛ :<✉5: ♠♦❞❡❧ ❢♦<

H✷H ♥❡:✇♦<❦5✳ ✷✵✵✼ ❀ ❙♣<✐♥❣❡<✳



❇■❇▲■❖●❘❆'❍■❊ ✶✵✾

❬✸✹❪ ❖❧✐✈❡, ❍❡❝❦♠❛♥♥ ❀ ❆①❡❧ ❇♦❝❦ ❀ ❆♥❞,❡❛9 ▼❛✉<❤❡ ❀ ❛♥❞ ❘❛❧❢ ❙<❡✐♥♠❡<③✳

❚❤❡ ❡❞♦♥❦❡② ✜❧❡✲9❤❛,✐♥❣ ♥❡<✇♦,❦✳ ■♥ J❡<❡, ❉❛❞❛♠ ❛♥❞ ▼❛♥❢,❡❞ ❘❡✲
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