@‘z

UNIVERSITE d’EVRY-VAL d’ESSONNE

Ecole Doctorale S&I (Sciences et Ingénierie)
THESE
présentée par :
Fadi Kacem

pour obtenir :

LE GRADE DE DOCTEUR EN SCIENCES DE L' UNIVERSITE D’ EVRY-VAL D’ ESSONNE

Spécialité : Informatique

VJ

Algorithmes Exacts et Approchés pour des

problemes d’Ordonnancement et de Placement

Thése soutenue le 27 juin 2012 devant le jury composé de :

Rapporteurs : M. DenisTRYSTRAM Professeur a TENSIMAG, Grenoble

Mme. Johanneosen  Chargée de Recherche CNRS au PRiSM, Versailles

Examinateurs : M. Christophpirr Directeur de Recherche CNRS au LIP6, Paris
M. Jean-MarmeLosme  Professeur a lTUEVE, Evry

Directeur de these : M. Evripidis Bampis Professeur a 'UPMC, Paris

Co-encadrant : M. Eric ANGEL Professeur a 'UEVE, Evry

Thése préparée au sein de I'équipe OPAL du Laboratoire IBISC

EA 4526 - Université d’Evry-Val d’Essonne






Table des matieres

Liste des tableaux
Table des figures
Introduction

1 Ordonnancer pour économiser I'énergie : cas de plusieurs athines identiques
1.1 Introduction . . . . . . . . . .
1.1.1 Contribution et organisation du chapitre . . . . . . . ... ... ..
1.2 Définitionduprobleme . . . ... ... ... ..

1.3 Criteresdoptimalité . . . . .. .. ... ... ...

1.3.1 Unprogramme CONVEXE . . . . . . . v v v v v v et e

1.3.2 Lesconditions KKT . . .. ... ... ... . . . ... .. ...,
1.4 Un algorithme combinatoire basé sur le calcul deflots .. .... . . . .. .. ..
1.4.1 Le probléme de flot-mgoupe-min . . . . . .. ... ... ... ...,
1.4.2 Le probleme df#ectation a vitesse constant&veC' . . . ... ... ..
1.4.3 VLalgorithmeSSM . . . . . . . . . . ... .

1.5 Conclusion . . . . . . . . e e

2 Ordonnancer pour économiser I'énergie : cas d’'une seule nchine
2.1 Introduction . . . . . . . .. e

2.2 Deéfinitionduprobleme . . . . . ...

Vi

viii



2.3 TravauX CONNEXES . . . . . v v vt e e e e e e e e e e e e e e 48

2.4 Structure de 'ordonnancement optimal . . . . . . . . ... ... ... .. 49
2.5 SdfixesetPréfixes . . . . . . . . 52
2.6 Leprogrammedynamique . . . . . . . . . . .. e e 56
2.7 Analysedelacomplexité . . ... ... ... ... ... 58
2.8 Conclusion . . . ... 26
Ordonnancer pour économiser I'énergie : cas de plusieurs athines hétérogenes 63
3.1 Introduction . . . . . . ... 63
3.2 Travaux connexes et contributions . . . . . ... ... L 64
3.3 Relaxationlinéaire . . . . . . . .. .. ... 67
3.4 Algorithme randomiseé pour le problerRS rij|[E+ X w;Cj . ... ... .... 70
3.4.1 Dérandomisation . . . . . . . . ... 77
3.5 Extension au problen®RSrij, EI > wiCj . . . .. ... ..o 82
3.6 Conclusion . . . ... 58

Ordonnancement avec des contraintes de précédence et desips de communication 87

4.1 IntroduCtion . . . . . . . .. 87
4.2 DéfinitionsetNotations . . . . . . . . . ... 90
4.2.1 Formulatondumodéle . . . . .. ... ... .. 90
4.2.2 Temps de communication monotones . . . . ... .. .. ... ... 91
4.2.3 Algorithmesdeliste .. .. ... ... ... .. .. ... .. .. .... 92
4.3 Travaux connexes et contributions . . . . . ... ... L 93
4.4 Complexité du probleme général . . . . . .. ... ... ... .. ..., 95
4.5 Extension de I'algorithmePP sur des machines dédiées . . . . . . ... .. .. 97
4.5.1 Une borne supérieure sur les temps de complétudeaesta. . . . . . 98
4.5.2 Modification des dates d’échéance . . . . .. ... .. ... ... . 100
4.5.3 Optimalité de I'extension de l'algorithméP . . . . . . .. .. .. .. 104
4.6 Non optimalité des algorithmes de liste pour des mashiohentiques . . . . . . 106



47 Conclusion . . . . . . e e 071

5 Algorithmes optimaux pour le probléeme de placement de donées 111
5.1 Introduction . . . . . . . . . . 111
5.2 Définitionduprobleme . . . . .. ... 112
5.3 Travaux connexes et contributions . . . . . ... ... L 113
5.4 Algorithme de programmation dynamique . . . . . . ... .. .......... 114

5.4.1 Placement de données surunechaine . ................. 114

5.4.2 Placementdedonnéessurunanneau . . . . . .. ... ... ....... 116

5.4.3 Placement de données sur un graphe en étoile géééralis. . . . . . . 120

5.5 Placement de données sur un graphe quelconque . . . . . . ... ..... 121
5.6 Conclusion . . . . ... 251
Conclusion 127
Bibliographie 131






Liste des tableaux

3.1

4.1

4.2

4.3

4.4

4.5

Exemple d'application de l'algorithme rounbing . . . . . . . . . .. ...

Temps de communication monotones pour le graphe d'ofdreervalles

Dates d’'arrivée et d’échéance et types des taches pfiguta 4.4

Dates d’arrivée, dates d’échéance et dates de débétatiéan d’'une solution . .

Dates d’arrivée* améliorées et une nouvelle numérotation des taches . . . .

Dates d’échéance amélioré@gi), (i.k) € {1,...,8}2

Vi

92

99

99



Vii



Table des figures

11

1.2

1.3

14

15

2.1

2.2

2.3

2.4

3.1

3.2

3.3

3.4

4.1

4.2

4.3

4.4

4.5

4.6

Influence du choix des vitesses sur I'énergie consommée. . . . . . . .. .. 11

Exemple d’ordonnancement sans préemption durant ervaite | sur 3 machines. 19

Réduction de l'instancgf(, 7, V) du problémeAVCen un probléme de flotmax . 26
Exemple d’instance du probleme de minimisation d'éeéagec migration. . . . 34
Exemple d’'application de l'algorithm@&SM . . . . .. ... ... ... .... 36
Ordonnancement d’'une instance composée de 5taches . ... ...... 46
Exemple d’'ordonnancement sans augmentation d’énergie . . . . . . . . .. 47
Structure d’un ordonnancement optimal pour une ingt@omposée de 11 taches 54

Les diférents événements durant la procédure de compression . ........ . 61
L'ensemble des intervalles géométriques déduits dstéince du probléme . .. 71
Solution optimale du programme linéaire appliqué snstance du probleme . . 72
Solution retournée suite a I'exécution de I'algorithmeounpine sur I'instance . 72
Solution retournée suite a I'exécution de I'algorithmeounping modifié . . .. 79
Ordonnancement d’'un graphe de précédence avec 4 taukases . . . . . . . 88
Ordonnancement d’'un graphe de précédence avec desdernpsimunication . 88
Ordonnancement d’'un graphe de précédence avec 3 taulkeseg typées . . . . 89
Un graphe d’ordre d’intervalles et les intervalles espondants . . . . . .. .. 90
Transformation d’'une instance du probléme SCL en urtaniee du probleme SBC 97

Extension diLPP pour I'exemple de la figure 4.4 avec des échéances modifiée94 1

viii



4.7

4.8

5.1

5.2

5.3

Les algorithmes de liste ne sont pas optimaux pour 2 mashdentiques

L'algorithmeLPP risque de retourner un ordonnancement non réalisable . .

Probléme de placement de données sur une chaine.

Probléme de placement de données sur une topologieedtann. . . . . . . . .

Probléme de placement de données sur une topologieiengéoéralisée . . . .

107

.108

115

118

120



Introduction

L'optimisation combinatoire est une branche de l'inforigae dans laquelle on cherche a
obtenir des solutionsfigcaces pour des problémes discrets. Ces problémes sontalgémeént,
caractérisés par un ensemble de contraintes que doitasaisbute solution réalisable et une
fonction, dite fonction objectif, qui définit la notion de itheure solution. En #et, pour chaque
solution réalisable, la fonction objectif renvoie un enti@ un réel et la meilleure solution (ou
solution optimale) est celle qui minimise ou maximise ladion objectif. Il est, toutefois,
possible qu'un probléme d’optimisation combinatoire attmplusieurs solutions optimales.

Par ailleurs, un algorithme est difficace si son temps d’exécution est polynomial en la taille
de l'instancej.e.le nombre d’opérations élémentaires requises par I'algme est polynomial.

Il est ainsi possible de classifier lesfdrents problémes d’'optimisation en problémes simples
et difficiles selon I'existence ou non d’algorithmes polynomiaaxiyant les résoudre. Stephen
Cook [36] a formalisé cette classification en introduisant les @daste complexité® et NP, et la
notion deNP-djficulté La classe de complexité contient tous les problémes pour lesquels il
existe des algorithmes polynomiaux pouvant les résoudreaieurs, un probléme appartient a
la classe de complexitdP s'il existe un algorithme polynomial capable de validertéosiolution
du probléme de décision correspondant. Il est clair que lesiproblémes dar8 sont aussi dans
NP, et on a donc l'inclusion suivanteP. € NP.

Maintenant, un probléme d’optimisation est qualifié MB-djficile s'il est au moins aussi

difficile que tous les problémes de la clasid@. Dans ce cas ou on ne peut pas espérer trouver un

10n utilise la notion de l&Réduction polynomialpour montrer qu’un problémHE est au moins aussifiiicile que

tous les probléemes d’'une classe de complexité (la cldEsgar exemple).



algorithme polynomial pour le résoudre, sauPsiNP. Cook [36] et Karp [53] ont prouvé qu'un
large éventail de problemes d’optimisation naturels d@Rtdjficile et depuis, la complexité
de la plupart des problémes d’optimisation combinatoirgéad@&terminéej.e. soit dansP, ou
NP-djficile. Cependant, il est a noter que la plupart des probléemegjpesgtisonNP-djficiles

Dans l'impossibilité d’une résolution optimale d'un prebie en temps polynomial, on a
souvent recours a des solutions approchées qui sont feyrarades algorithmes d’approximation.
Une stratégie classique pour obtenir de tels algorithmesiste a relacher quelques contraintes
du probleme de fagcon a obtenir une relaxation du problémegihe pour laquelle on est capable
de construire une solution optimale en un temps polynonmaaeaille de I'instance. Il faut donc
ensuite tranformer la solution obtenue de la relaxation @ solution réalisable du probléme
original. La solution optimale du probleme original n’étgras connue, toute lafticulté réside
dans l'analyse visant a garantir que la solution obtenuertir pi@ I'approximation ne s’'éloigne
pas trop de I'optimum original.

Dans ce contexte, nous nous intéressons a la résolutionedigugs problémes d’optimisation
combinatoires que nous avons choisi de traiter en deuxsvol®ns un premier temps, nous
étudions des problemes d'optimisation issus de l'ordonearent d’'un ensemble de téaches
sur des machines de calcul et ou on cherche a minimiser figméotale consommée par ces
machines tout en préservant une qualité de service acéepdéns un deuxiéme temps, nous
traitons deux problémes d’optimisation classiques a sawoprobléeme d’ordonnancement dans
une architecture de machines paralléles avec des tempsntmwucation, et un probléme de
placement de données dans des graphes modélisant dexrpagaatpair et visant a minimiser

le co(t total d’accés aux données.

Ordonnancement avec minimisation de I'énergie
Bien que l'informatique occupe aujourd’hui une place prégrante dans notre vie dans
le sens ou elle facilite la gestion de hombreuses activitegidiennes, il n'est cependant plus

possible de négliger les conséquences indésirables géiseftent. La consommation d’'énergie



par les appareils informatiques fait partie des plus ingug des fets secondaires. Erffet,
selon une étude menée en 2007 par 'agence de protectioremigrénnement des Etats-Unis
"EPA", on a prédit qu’en 2010, environ 2% de I'énergie produitesdarmonde sera consommeée
par les centres de données contre 1% en 2005 et 0.5% en 200@rahde partie de cette énergie
est consommée alors que les serveurs sont inactifs et attesdns rien faire. Si des grands
efforts, aussi bien du point de vue matériel que logiciel, oat afiectués dans la conception
des appareils portatifs (téléphones, ordinateurs pasaldtc.) pour frir une grande autonomie
énergétique et donc un gaspillage d’énergie aussi faildepgssible, peu de choses ont été faites
pour la minimisation de I'énergie consommée par les sesv@formatiques et encore moins
pour les centres de données. Dans ce contexte, on peutestprdpos d’Eric Schmidt, directeur
executif de Google, qui dit": What matters most to the computer designers at Google ispesd
but power - low power, because data centers can consume dsaswcity "

Néanmoins, étant donné I'impact néfaste sur I'environr@naénsi que le colt important de
I'énergie, de plus en plus d'acteurs prennent consciencgraliéme. Dans un rapport qui date
d’Aolt 2011, Jonathan G. Koome¥] a montré que contrairement aux prédictions dePA
la consommation mondiale en énergie dans les centres deéée®mma pas doublé en 2010 par
rapport a 2005 mais elle a plutéffishé un taux d’environ 1.3% de la consommation mondiale. Ce
ralentissement dans le rythme de croissance de la conséonnd&inergie est dd, en grande partie
a des politiques et mécanismes de maitrise de I'énergie ldarcentres de données. D’un point
de vue algorithmique, ceci inclut I'étude de problémes dibiomancement ayant comme objectif
la minimisation de I'énergie consommeée par les process€@etie consommation d’énergie est
causée principalement par I'exécution deffédentes tadches qui sont soumises aux machines.
Cependant, une partie non négligeable de la dépense éqeeg@rovient aussi de linactivité
des machines puisque méme en 'absence de programmes d@ieeguexecuter, une machine
dépense une quantité constante d’énergie que nous apgelertge statique (ou énergie de base).

Nous considérons, donc, deux modéles pour caractérigderagisommation d’énergie.



Le premier modéle connu sous le nonAdaptation des vitess€Speed Scalingn anglais)
considere des machines capables de modifier leurs vite&sexcdtion des taches d'une fagon
dynamique et a tout moment. L'idée consiste a adapter lasdtele chaque machine suivant le
profil des taches qui lui sont soumises de facon a présereecentaine qualité de service requise.
Cette adaptation des vitesses influe considérablementsuaieaux de consommation d’énergie
étant donnée que, dans le cas général, moins la vitesse diankine est importante moins
d’énergie sera consommée.

Le deuxiéme modele que nous considérons est connu sous la@@uastion des états de
veille (Power Down Managemergn anglais). Dans ce modéle, les machines tournent a des
vitesses constantes et donc les durées des taches sontt@uleconstantes. Cependant, chaque
machine est caractérisée par un ou plusieurs états de dailie lesquels elle peut transiter dans
le cas ou I'ensemble des taches a exécuter devient videnDera états de veille, les machines
passent a des niveaux de consommation d’énergie bas, wolise Par contre, une gquantité
d’'énergie fixe est nécessaire si une machine passe danstuac#ftgour reprendre I'exécution
des taches. Dans ce cas, la question est de déterminer angoiglents il serait intéressant de
changer les états des machines et comment ordonnanceches §@our profiter au mieux de ces
états de basse consommation. Une idée intuitive consistriiser le nombre de passages entre
états actifs et états de veille et maximiser la durée desvaites ou le systéme est au repos.

Il s’agit donc de concevoir des algorithmes qufrent des compromis entre la qualité de

services demandée par les utilisateurs et I'énergie comgnpar les machines.

Des problémes d’optimisation classiques

Comme nous l'avons mentionné précédemment, nous nougsstrs a deux problemes
classiques d'optimisation combinatoire.

Le premier probléme est un probléme d’'ordonnancement teségur des machines paralléles
non identiques, et en présence de contraintes de précédedeetemps de communication. En

effet, I'étude de ce type de problémes présente un intéret dansdure ou les architectures avec



plusieurs machines ou entités de calcul ne cessent de sepiéee

Au cours de I'exécution d’un programme sur une telle arciites, dite paralléle, il est néces-
saire de prévoir des délais supplémentaires entre lessa#Eendantes qui s’exécutent sur des
machines diérentes. Ces délais de communication sont nécessairesdraosferer les résultats
fournis par une tache a une autre tache dépendante afin deelestiere puisse commencer son
exécution sur une machinefiiirente. L'exécution de ces taches sur la méme machine inapliq
I'absence des temps de communication du fait que ceux-éaleent négligeable comparés aux
durées d’exécution des taches.

Notons, par ailleurs, que dans les calculs paralléles, taredg partie de la complexité est due
a la communication entre les machines. Il s’agit, donc, @ieir un probleme d’ordonnancement
avec des contraintes classiques de dépendance entre,tacixesielles s’ajoutent des délais
supplémentaires appelé communémiemps de communicatiobans le monde informatique,
ce type de probleme est souvent rencontré lorsqu’il esttiquesie modéliser I'exécution
d'applications sur un réseau de processeurs tel que léssglié calcul.

Le deuxiéme probléme est connu sous le nhom du problemplateement de donnéest
consiste a répliquer un ensemble de fichiers sur des mactomectées par un réseau de fagon
a minimiser le colt d’accés desfldirents utilisateurs aux fiérentes données demandées. Ce
type de probleme est posé essentiellement dans le contegteéseaux de partage distribués a
grande échelle tels que les réseaux pair-a-pair. L'int@ggeur de la réplication des données dans
ce type de réseau réside dans I'amélioration de la qualitéeddce caractérisée par un acces
rapide aux données en plus de la fiabilité et de la tolérancéaaies du service. Par conséquent,
la consommation de la bande passante au niveau des serestesant les données originales

diminue d’'une fagon considérable.

Organisation de la thése
Cette thése est divisée en deux parties indépendantes.ebaidpe partie s’étend sur les trois

premiers chapitres et traite des problémes d'ordonnancemeésc minimisation de I'énergie



consommeée. La deuxiéme partie considére des problémetndisgtion classiques : un probléme
d’'ordonnancement sur des machines non identiques avecodésiotes de précédence et des

temps de communication, et un probleme de placement de dsmiads un réseau pair-a-pair.

Dans le chapitre 1, nous considérons le modéle d’adaptdisrvitessesSpeed Scalirjget
nous traitons le probléme d’ordonnancement d'un ensenebtéahes sur des machines paralléles
et identiques. Nous supposons que la préemption et la nagrdés taches sont autorisées, c’est
a dire que I'exécution d’'une tache peut étre interrompueoatiguée plus tard sur la méme ou
une autre machine. Nous supposons aussi que chaque tacesigase date d'arrivée et une
date d’échéance. L'objectif consiste donc a minimiserdiéie totale consommeée par toutes les
machines tout en respectant les contraintes d’échéansdaaes.

Nous proposons un algorithme polynomial capable de résoadrprobleme d’'une facon
optimale. Notre approche consiste a déduire la structuréodee solution optimale a l'aide
d'une formulation convexe du probléme, et de le réduire empnabléme de recherche de flots
maximums dans un graphe construit a partir d’'une instancprdboléme original. Notons que
d’'une maniére indépendante Albers et ). gnt également proposé un algorithme optimal pour

ce probléme.

Dans le chapitre 2, nous étudions un cas plus élaboré ou lélmdthdaptation des vitesses
(Speed Scalinget le modéle de gestion des états de veifewier Down Managemensont
considérés a la fois. Dans ce chapitre, nous considéronsseme machine pouvant changer
dynamiquement sa vitesse d’exécution et pouvant ausseipdans un état de veille ou I'énergie
consommeée est nulle. Le probléme consiste a ordonnancarseméble de taches avec des dates
drarrivée et d’échéancagréable$ dans le but de minimiser I'énergie consommée par la machine
en question. Nous proposons ainsi une solution optimaléebsisr la programmation dynamique.

Notons que Albers et al/] ont prouvé recemment que le probléme généraNgzdifficile.

2Dans un probléme d’ordonnancement, une instance est dialalg si pour chaque paire de tachie$)(avec des

dates d'arrivéergsp.d’échéance); etr; (resp. d etd;), r; < r; si et seulement & < d;.



Dans le chapitre 3, le probléme étudié consiste a ordonnanctensemble de taches sur
des machines paralléles non uniformes sans préemptiongnatiain. Dans le modéle que I'on
considére, chague machine peut modifier sa vitesse qui stretisnnée parmi un ensemble
fini de vitesses possibles et chaque tache est caractédséme pondération qui indique son
importance, une date d'arrivée qui dépend de la machinelglizgelle est fiectée et une durée
d’exécution et une quantité d'énergie qui sont fonctiona #ls de la machine dffectation et
de la vitesse d’exécution de la tache. Par ailleurs, nougasgms que chaque tache est exécutée
a une vitesse constante. Le but est, donc, la minimisatida gdemme des temps de complétude
pondérés plus I'énergie totale consommée par les mach@egrobleme étanNP-djificile,
nous présentons une extension d’un algorithme d’apprdidémaroposé par Andreas Schulz et
Martin Skutella pour résoudre le problen®r;| > w;C; [75]. La technique utilisée repose sur
I'arrondi aléatoire d’une solution optimale d’une reldgratlinéaire du probléme et elle permet
de construire une solution approchée. De plus, nous utdis® méme technique pour approcher
le probléme de minimisation de la somme des temps de corndplgiondérés avec un budget

d’énergie fixe & ne pas dépasser.

Dans le chapitre 4, nous étudions un probléme classique ausiste a construire un
ordonnancement réalisable sur un ensemble de macHidiges Les taches considérées sont
de durées unitaires et elles sont reliées par un graphe d@gédméce ayant la structudtun
ordre d'intervalles Nous supposons que chaque tache posséde une date d'atiuée date
d'échéance, et nous considérons des délais de communicatioe les taches reliées par des
contraintes de précédence et s’exécutant sur des machifiewtes. De plus, nous considérons
des tachegypéedgdans le sens ou chaque tache ne peut étre exécutée que paswemsemble de
machines spécialisées. Notons par ailleurs qu’'une madsnditedédiéelorsqu’elle est la seule

étre spécialisée dans I'exécution d’'un type donné de $ache

Nous montrons, tout d'abord, que le probléme MBtcomplet dans le cas ou les délais de



communication sont quelconques. Ensuite, nous faisogpdthése que ces délais de communi-
cation sont monotones et nous construisons une extensimnadjorithme de liste présenté par

Leung et al. Z]. Nous prouvons que, sous cette hypothese, I'extensiotalg@tithme de Leung

et al. résout notre probléme de décision en un temps polalomi

Finalement, nous montrons par un simple contre exemple gold cas de grands temps de com-
munication, il n'est pas possible de construire un algoréhde liste pour résoudre la variante du
probléme ou il existe plusieurs machines identiques sfi&&is pour I'exécution d’'un type donné

de taches. Néanmoins, la question reste ouverte lorsqtenigs de communication sont unitaires.

Dans le chapitre 5, nous nous consacrons a I'étude du preldieérplacement de données dans
un réseau de partage de type pair-a-pair. Ce probleme t®rsigpliquer au niveau de chaque
noeud du réseau un ensemble de fichiers de facon a minimiseited’acces total de tous les
noeuds a I'ensemble des données requises par chacun defsnBau ailleurs, nous supposons
gue la capacité de stockage de chaque noeud du réseau &= |liDans sa forme la plus générale,
Baev et al. ont montré dansq] qu'il n'existe pas de schéma d'approximation polynomialip
ce probléme a moins que g = NP. Nous nous limitons alors & des topologies particuliéres
du réseau (les chaines, les anneaux et les étoiles gééésaligour lesquelles nous décrivons des
algorithmes optimaux baseés sur la programmation dynamigaas montrons ensuite qu'il n’est
pas possible d’étendre cette approche dans le cas d'ungipauelconque avec un nombre

constant de noeuds de degré supérieur ou égal a 3.

Enfin dans la conclusion, nous résumons I'ensemble desittaffectués et nous présentons

quelques perspectives qui nous semblent intéressantes.



CHAPITRE 1

ORDONNANCER POUR ECONOMISER L ENERGIE .
CAS DE PLUSIEURS MACHINES IDENTIQUES AVEC

MIGRATION

] ] | NTRODUCTION
| |

L'efficacité énergétique des systemes informatiques est deveraes de recherche
important durant ces derniéres années. Des mécanismesgfpeans ont été mis en place dans le
but de réduire ficacement I'énergie consommeée par les unités de calcut dimmpetits appareils
portatifs jusqu’aux grands centres de données. D'un pa@nvuk algorithmique, de nouveaux
problémes d’optimisation apparaissent ol la consommatiémergie est prise en compte en tant
gue contrainte du probléme ou en tant que fonction objeg}if Cette derniere approche a été
adoptée par Yao et al. dans un papier précurséty gu il s'agit d’'ordonnancer un ensemble
de taches indépendantes caractérisées par leurs dategéd'at leurs dates d’échéance sur une
machine unique qui peut faire varier sa vitesse de maniémardigue dans le but de minimiser
I'énergie totale consommée. Ce modéle est connu sous le eddpekbd Scalingu adaptation
de la vitesse. Dans ce modeéle, si la machine fonctionne a atie itesse alors I'énergie
consommeée est faible, mais la qualité de I'ordonnancenmenumé risque d'étre mauvaise. Il
s’agit donc d’adapter d’'une fagcon dynamique la vitesse aitrauver un compromis permettant

de réduire I'énergie dépensée tout en préservant une baratiéecde I'ordonnancement.



Le modéle de calcul de I'énergie le plus étudié dans ladittée est défini comme suit : si la
vitesse d’'une machine est égale a une valependant une durée donnde alors la puissance
de consommation d’énergie est donnée yampour une constante > 1, et I'énergie totale
consommeée est® x A [39). Si nous supposons, maintenant, que la vitesse de la neaelsin
donnée par une fonction du temp#t), alors I'énergie totale consommeée pendant la durésst
calculée par intégration de la puissance sur la dlzlrégfA v(t)*dt. Il faut noter que la forme de la
fonction de la puissance de consommation d'énergie imeliguiune petite augmentation de la
vitesse peut causer une croissance importante dans laségeiénergie par le systeme.

Dans un probléme d'ordonnancement, chaque tache est édsaet par une quantité de
travail qui modélise le nombre de cycles processeur reqois pexécuter en entier. La durée
totale de cette tache dépend, donc, de la vitesse du sysEmiteine tache et notons paw; sa
quantité de travail. Si cette tache est exécutée sur uneineaghi tourne a une vitesse alors
elle aura besoin dei/v unités de temps pour finir et I'énergie consommée par la machst
E = v".%. La figure 1.1 montre l'influence du choix de la vitesse sundigie consommeée.
Dans cet exemple nous considérons deux tachets avec des quantités de travail = 6 et
w; = 24, des dates d’arrivég = 0 etrj = 5, et des dates d’échéande= 4 etd; = 13. Nous
considérons aussi une fonction de puissaP@g = V°. Par ailleurs, nous supposons que chaque
tache est exécutée a une vitesse constante et nous présdatonordonnancements réalisables
dans lesquels nous modifions les vitesses d’exécution ddeséet nous montrons que le
systéme économise d’avantage d'énergie en diminuant iesseis d’exécution. Notons que dans

cet exemple, la quantité de travail de chaque tache est@&gmtrirface du rectangle correspondant.

Cas d’'une seule machineDans B3], Yao et al. ont proposé un algorithme fondamental connu
sous le nom d&YDS"selon les initiales des auteurs. Cet algorithme résout ¢armaps polynomial
et d'une facon optimale le probléemdtfdine de minimisation d'énergie sur une seule machine
avec préemptioni.e. 'exécution d’'une tache quelconque peut étre interrompueegise plus

tard. lls ont également considéré dans le méme papier lerctiseopour lequel ils ont proposé
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w=6,r=0,d=4
Wj =24,I’j =5,dj =13

vitesse

. P(V) = V3
2 : ] Ordonnancement 1
| vi=2etvij=4
b ' h } Energie= 24+ 384= 408
0 3 5 11 temps
vitesse
3 Ordonnancement 2
3 ' j vi=32etv;=3
' Energie= 135 + 216= 2295
0 4 5 13 temps

Fic. 1.1 — Influence du choix des vitesses sur I'énergie cons@nmmé

deux algorithmes : le premier notédVVR" (Average Rate) est®2'a-compétitif par rapport a
I'énergie, et le deuxieme, notdOA" (Optimal Available). Dans 18], Bansal et al. ont prouvé
a l'aide d'une fonction de potentiel que I'algorithn@®A esta®-compétitif, et ils ont décrit un
nouvel algorithme on-lin€éBKP" avec un rapport de compétitivité égal 3-2()*€* et améliorant

ainsi la qualité déA pour des grandes valeurs de

Cas de plusieurs machinesDans ce cas, il est possible de distinguer deux varianfé&reintes
du modéle d'adaptation de la vitessgp€ed Scaling La premiére variante notéeriante sans
migration, autorise la préemption des taches mais n'autorise pasgeatiun. Ceci implique que
I'exécution de toute tache peut étre interrompue et repigs tard sur la méme machine et il
n'est pas autorisé que cette reprise ait lieu sur une autohima Dans la seconde variarseec
migration, la préemption et la migration des taches sont toutes lesalgorisées. Il faut noter ce-
pendant que, dans tous les cas, I'exécution paralléle dhegdn’est permiseé.e. a chaque instant
aucune tache ne peut étre exécutée simultanement sur dehinemdiférentes.

Dans [/], Albers et al. ont considéré la variansans migrationdu probléeme de minimisa-

tion de I'énergie. Dans le cas ou les taches possédent desitgeade travail unitaires et des
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dates d'arrivée et d’échéance agréables, les auteurs opbg# un algorithme polynomial basé
sur la politigueRound Robirpour I'affectation des taches aux machines. Par ailleurs, si les dates
d’'arrivée et d’échéance sont quelconques, alors le prabl@evientN P-difficile méme pour des
quantités de travail unitaires. Dans ce dernier cas, Alberl. ont décrit I'algorithme approché
"CRR" (Classified Round Robin) qui a un rapport d’approximatioal@yp?2*. Dans le cas ol
toutes les taches partagent la méme date d’arrivée ou @achgles auteurs ont proposé un autre
algorithme d’approximatioiEDL" (Earliest Deadline and List scheduling) pour des quanttés
travail quelconques ou le rapport d’approximation est—Z@)“, m étant le nombre de machines
de l'instance. Dang/[3], Greiner et al. présentent une réduction générique toamstnt tout algo-
rithmeg-approché pour le probléme sur une seule machine en unthlg@BB,,-approché pour le
probleme sur plusieurs machines sans migratiorBpest lea®™enombre de Bel. Ils ont montré
également qu’ung-approximation pour le probléme a plusieurs machines avugcation conduit

a unesB,-approximation pour le probléme a plusieurs machines sagisation.

Maintenant, dans le contexte de plusieurs machines aveatioig, Chen et al.34] ont initié
I'étude du probléme de minimisation de I'énergie consommils ont décrit un algorithmme
optimal simple dans le cas ou toutes les tdches sont didperdn méme instant et partagent la
méme date d’échéance. Dan<]| Bingham et al. ont montré que la versiofi-bne du probléme
peut étre résolu d’'une fagon polynomiale. Cependant,diétigme gu’ils ont proposé est basé sur
la programmation linéaire et selon les auteurs sa compl@eut étre assez élevée. Au moment
de I'achévement de cette étude, un papier de Albers €iJatsf apparu ou les auteurs ont consi-
déré le méme probléme a savoir I'ordonnancement de tacleesdas dates d’arrivées et des dates
d’échéances quelconques sur un ensemble de machinesjigenéivec migration et dans le but de
minimiser I'énergie totale consommeée. Albers et al. orlisétiune approche combinatoire simi-
laire & la notre basée sur le calcul de flots maximums et ilpaygosé un algorithme polynomial

dont la complexité est e@(n’C(n, n?)), avecC(x, y) est la complexité nécessaire pour calculer un

1Si on considére un ensemidiede cardinah, alors len®*™ nombre de Bell, not&,, est le nombre de partitions de
E. Les nombres de Bell satisfont la formule de récurrenBg.i = Yz, CKBy. Le premier nombre de Bell correspond

al'ensemble vide et il est égalgy = 1.
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flot maximum dans un graphe en couche amesommets ey arcs. Par ailleurs, les auteurs ont
étendu l'analyse des algorithmes on-line sur une seule imaétVRet OA [83] dans le cas de

plusieurs machines avec migration.

1.1.1 Contribution et organisation du chapitre

Dans ce chapitre, nous considérons le modele d’adaptagda glitesse gpeed scalinget
nous étudions le probléme d’ordonnancement sur plusieachimes identiques avec comme ob-
jectif la minimisation d’énergie lorsque la migration déshes est autorisée. Dans la section 1.3,
nous formulons le probléeme en programme convexe et nougjappk, ensuite, les conditions de
Karush-Kuhn-Tuckerdonditions KK [54, 57] afin d’obtenir des propriétés nécessaires a I'op-
timalité de toute solution du probléme. Ensuite, nous &@éns dans la section 1.4 un algorithme

combinatoire optimal basé sur le calcul de flots maximum®uasmétaillons sa compléxité.

] 2 DEFINITION DU PROBLEME
| |

Nous considérons I'ensemble des tachies {Ji,..., Jn}, tel que chaque tachg

soit caractérisée par une quantité de travgjlune date d'arrivée; et une date d’échéanak.
Notons que toutes ces valeurs sont positives et non nuliasi,Aine tachel; est ditedisponible

a linstantt sit € [r;, di) et nous définissons sa denské= % Nous considérons, aussi
machines homogeénes telles que chaque machine soit cagatdeiel dynamiquement sa vitesse
d’exécution. Nous supposons que sur chaque machine lesplestvitesses autorisées est continu
et non borné et que la consommation d’'énergie est donnéenpdbnction de puissance convexe
P(v) = v*, v étant la vitesse d’exécution et une constante strictement supérieure a 1. Plus
précisément, si une taclldge J est exécutée sur une machine qui tourne a une vitesse canstan
v; durant un intervalle de temps de longuéduralors la quantité de travailffiéctuée esv;.¢ et
P(s).£ unités d’énergie sont consommées. D’'une facon plus généralst clair que I'énergie est

la puissance intégrée sur le temps. Ainsi si nous considégora chaque instaritcorrespond

une vitesse/(t) sur une machine quelcongliealors le travail total fflectué est égal iﬂ v(t)dt

et I'énergie totale consommée eﬁ;{l v(t)@dt, ou |o| représente la durée d’'un ordonnancement
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quelconquer sur la machine.

Dans notre modéle, nous supposons que la préemption et katioigsont autorisées.e.
I'exécution d’'une tache peut étre suspendue et reprisgaltément sur la méme machine ou sur
une autre machine. Cependant, I'exécution parralele pastautorisée dans le sens ou aucune
tache ne peut étre exécutée simultanément sur deux ou ylusigachines diérentes. Notre
objectif est de construire un ordonnancement réalisakilenqimise I'énergie totale consommée

par toutes les machines.

Nous définisson®= {to, ..., t.} comme étant 'ensemble des dates d’arrivée et d’échéarsce de
taches dang considérées dans I'ordre croissant et sans doublons.dlastuety = ming ¢4 {ri}
et quet, = maxycs{di}. Pour tout 1< j < L, nous considérons lintervallg = [tj_1,t;), et soit
I'ensembleZ= {l4,...,I_}. Nous notons pal;| la longueur de l'intervalld;. D’autre part, pour
tout 1< j < L, soitDj 'ensemble de toutes les taches disponibles durant Riatler|, i.e. toutes
les tachesg telles qud; < [rj, d;), et soit|Dj| sa cardinalite. Etant donné un ordonnancenoerin
définitt; j(o) la durée totale d’exécution de la tachelurant I'intervallel ; dans I'ordonnancement

o.

] 3 CRITERES D’ OPTIMALITE
| |

Le but de cette partie est de déduire les propriétés d’'unnm@aecement optimal

pour le probléeme de minimisation de I'énergie sur des mashparalléles avec migration.

1.3.1 Un programme convexe

Nous formulons notre probléme par un programme convexe tedis permettra, ensuite,
d’appliquer les conditions de KarusKuhn-Tucker KKT) afin d’obtenir des conditions néces-
saires d’optimalité. Nous montrons, par la suite, que cesliions sont sffisantes pour qu’un

ordonnancement réalisable soit optimal.
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Pour chaque tachg € J et pour chaque intervallg tel queJ; € Dj nous introduisons les
variablesy; ett; ; et qui definissent respectivement la vitesse de la tdchela durée d’exécution

totale de la tachg; pendant l'intervalld j. Le programme convexe est décrit comme suit :

min WiV )
. V(Il 1 1.1
Jeg
ﬁ_ Z ti ] <0 Jeyg (1.2)
Vi lj: JeD;
> tj-m-li<0 1<j<L 1.3)
JieDj
2 6= IDjl- N1 <0 Lejst -
JieDj
tij—1ljl<0 1<j<L JeD; (1.5)
<0 1<j<L JeD, (L6)
-vi <0 JeJg 1.7

Il faut noter que le temps d’exécution total et la consomomade I'énergie totale de chaque
tache J; est donné, respectivement p%.{'* et wiv;"l. Il s’agit donc de minimiser la fonction
objectif : 'énergie totale consommée par toutes les tobiegui est exprimee dans la ligne 1.1
du programme convexe. Les contraintes 1.2 expriment lgtatchaque tache doit étre exécutée
entierementj.e. une quantité de travaiv; doit étre exécutée pour chaque taches J a une
vitesse constante. Les contraintes 1.3 et 1.4 garantissent que durant chatevallel; € 7
au plusmin{m, |D;|} machines peuvent étre utilisées. D’autre part, 'enserdbiecontraintes 1.5
empéchent toute tach d’étre exécutée pendant plus glig unités de temps durant tous les
intervallesl; C [r;, d;) afin d’éviter le risque d’exécution parallele. Finalemdes contraintes 1.6

et 1.7 impliquent que les variables du programme convexepssitives.
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Précisons qu'il s’agit bien d’'un programme convexe étaming@ que la fonction objectif dans
la ligne 1.1, ainsi que le premier ensemble de contraintes taligne 1.2 sont convexes. Toutes
les autres contraintes sont linéaires. De ce fait, il essiptesde résoudre ce programme convexe
en utilisant la méthode de I'Ellipsoidéd]. Cependant, nous nous proposons de construire un

algorithme combinatoire plus simple et surtout plé#cace.

1.3.2 Les conditions KKT

Nous appliquons les condition6éKT au programme convexe décrit ci-dessus afin d’obtenir
des conditions nécessaires d'optimalité de toute solugafisable. Nous montrons, par la suite,
que ces conditions fiisent pour qu’un ordonnancement donné soit optimal. Nousahs) tout

d’abord, une définition concise des conditidoKT.

La formulation générale d’'un programme convexe est donaée p

min f(x)

g(x¥) <0 1<i<q

hj(x) =0 1I<j<r
xeR"

Supposons que ce programme soit strictement réalisabfeléaens ou il existe une solution
x* € R" telle quegi(x*) < 0 eth;(x*) = O pour tout 1< i < getl< j <r, oug eth;sont
différentiables ex*. Soit 4; et u; les variables duales associées, respectivement, awacdag
gi(x) < 0 ethj(x) = 0. Dans ce cas, les conditions de Karustuhn-Tucker (KKT) sont données

par :
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g(x) <0 1<i<q (1.8)

hj(x) =0 1I<j<r (1.9)

>0 1<i<q (1.10)

Aigi(x) =0 1<i<q (1.11)

Vf(X)+Zq:/lngi(X)+Zm:,uthj(X) =0 (1.12)
i=1 =1

Ces conditions sont nécessaires effisantes pour que des solutions € R", A*
(A, 45, g) € RYetu” = (uj, 15, ...,u5) € R" soient primales et duales optimales. Les condi-
tions 1.8 et 1.9 garantissent I'admissibilité de la solutitu probléme primal et 'ensemble des
conditions 1.10 garantissent I'admissibilité de la soltdu probléme dual. Les conditions 1.11
sont dites conditions de complémentarité et les conditloh2 représentent les conditions station-
naires.

Le lemme suivant résulte de I'application des conditi&isT a la formulation convexe de

notre probléme.

Lemme 1 Chaque ordonnancement optimal du probléme de minimisati&mergie sur des ma-
chines paralléles avec migration satisfait les propriésés/antes :
1. Chaque tache; &st exécutée a une vitesse constante v
2. Pour tout intervalle §, on aX.yep; tij = min{|Djl, m}.|1].
3. Si|Dj| < mdurantun intervalle |, alors § ; = |I;|, pour chaque tache, felle que | C [r;, d;).
4. Si|Dj| > m alors
i Toutes les taches; disponibles durant;l avecO < t; < |Ij], sont exécutées a la méme
vitesse.
i Si une tache Jn’est pas exécutée durant un intervalled [r,d;), i.e. {; = O, alors
Vi < Vi pour chaque tacheylelle que | C [ry, dy) et t; > 0.
iii Si une tache Jveérifie t; = |I;| pour un intervalle | donné, alors v> vy pour chaque

tache { disponible durant javec ;j < [I].
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Preuve Soit une instance du probléme avec migration et supposansgpptradiction, qu'il existe

un ordonnancemment optimal tel que au moins une tache est exécutée avec plusieursegtess
différentes. Soiflk une telle tache et supposons gu’il existe un ensemble deseitq, ..., v } et

un ensemble de durégs, ..., £} tel que la tachel soit exécutée a la vitessgpendant/; unités

de temps pour tout X i < L. Ainsi, I'énergie totale dépensée par I'exécution de ld¢al est
donnée paEq(J) = Siq v?.6.

Soito’ un ordonnancement identiqueraavec la seule diérence que la tach# est exécutée

Sh i
ZiL:]_ 4

un ordonnancement réalisable étant donnéXjligvi.£; constitue la quantité de travail de la tache

a la vitesse constantg = pendant les mémes intervalles de temps. Il est claigueste

Jk. Par ailleurs, la nouvelle énergie consomméefpast donnée pat, (J) = V. Zi';l .
Etant donnée que la fonction de puissafte) = v*, poura > 1, est strictement convexe, il

en découle que pour toute ensemile ..., 4.}, tel qued, € [0,1]V1<i<L etZi';l g=1,0na:

P(@]_Vl +...+ 9|_V|_) < 91P(V1) +...+6L P(VL)

Ceci implique que :

4 .. 4 4 Pvy) +...+ &

i - Pw) =
j=1"] =1

L
Z Cj P(w) < 62P(v1) + ... + {LP(v)) =
=

Es (J) < Ex(J)

D’ou une contradiction vis a vis de I'optimalité de et la premiére propriété est donc vérifiée.

Considérons, maintenant un intervalle quelcontjue 7. Etant donné que pour toute tache
JieDj, tij <l ilest cIairqueZJieDj ti,j < min{|Dj|, m}.|l;l.

Supposons par contradiction qu'il existe un ordonnanceroptimal o tel que} jep, tij <
min{|D;|, m}.|I;|. Il est possible de transformer la partie de I'ordonnanagmequi est réstreinte a

l'intervalle 1; de fagon a ce que toutes les taches soient exécutées dargreigeelconque sans
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préemption et sans période d'inactivité entre la fin d'urehédet le début de la tAche suivantes.
Au niveau de chaque machine, s'il existe des taches a exgaldrs I'exécution commence tou-
jours au début de l'intervallé; et on a recours a la migration des taches a chaque fois que c’es
neceéssairei,e. a chaque fois que la taille de la partie encore disponibleinterdvalle I sur une
machine donnémy ne permet pas d’exécuter une tachen sa totalité. Dans ce cak,débute sur

la machinem, et se termine sur la maching,, ;. La forme de cet ordonnancement est schématisée

dans I'exemple de la figure 1.2.

Jl | Jz | J3 | J4 my
Js [ J | Mg

|
|
|
|
! Ja [ 3 |
1
|
|
|
I

3

Fic. 1.2 — Exemple d’ordonnancement sans préemption duramttervallel; sur 3 machines.

Etant donné quejep; tij < min{|D;|, m}.|I;], alors il existe au moins une taclig dans
I'ordonnancement obtenu qui commence son exécution aut diebliintervalle I; et telle que
tyj < [ljl. Pour le méme argument, il existe aussi au moins une machiraicune tache n'est
exécutée durant un intervalle = [tj — €,t;) pour une valeur > O arbitrairement petitet
est la borne supérieure dg). Il est donc possible de réduire la vitesse de la takhen faisant
étendre son exécution sur l'intervalie pour une valeur adéquate deOn obtient ainsi un nouvel
ordonnancement avec une consommation d’énergie moingtampe. D'ou une contradiction de

I'optimalité de I'ordonnancemernt et ceci valide la deuxiéme propriéte.

La troisieme propriété est une conséquence de la deuxicopeige. En et, si|Dj| < m,
alors ¥ 5¢p, ti,j = IDjllljl. Supposons donc par contradiction qu'il existe une takhe Dj telle

quety; < [lj. Dans ce cas, onB;.p, tij < IDjllljl, ce qui contredit la deuxiéme propriété.

Nous nous proposons maintenant d'appliquer les conditid®$ au programme convexe dé-
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fini précédemment pour prouver les propriétég, (i) et 4(ii). Ainsi, nous associons les va-
riables dualeg;, y;, ¢j, &.j, £, etni respectivement aux ensembles des contraintes allant de 1.2

1.7. Par les conditions stationnaires 1.12 on a:

v  wete Y aev(So Y 1)

JeJ Jeg Vi lj: JieD;
Z V(3 t-melyl)+ Zav(Zt.,—m 1)
JieDj JieDj
+Z PG —||j|)+z DGVt + ) mV(w) = 0
j=1 JieD; j=1 JieD; Jieg

Cette equation peut étre reformulée comme suit :

L
Z Z( Bit+vyj+oj+ea;j— {lJ)Vtu

j=1 JeD;
Biwi

+ ((a Tw g2 ———n.)Vs =0 (1.13)
Jeg |

De plus, les conditions de complémentarité 1.11 impliqugermt :

ﬂi-( t ,) -0 JeT (1.14)
lj: J.eDJ

71'(Zt'l m- IIJI) 1<j<L (1.15)

JieDj
(Zt.J |D||||)= 1<j<L (1.16)
J,eDJ

RS 1<j<L, JeD; (1.17)

gGij - (-tij) =0 1<j<L, JeD; (1.18)

ni-(-vi) =0 JeJg (1.19)

Il est possible de supposer qu'il n'existe aucune tache amequantité de travail nulle. Ainsi,
pour toute tacheJ;, il est vrai quev; > 0 et quey i, qytij > 0. De ce fait, 'équation 1.19

implique quen; = 0,Y1 < i < n. En annulant les dérivés partiell&s; et Vt; ; dans 1.13, nous
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obtenongs; = (a — 1)V pour chaque tacha € J et
(@ =1V =yj+0j+6,j—dij (1.20)

pour chaque tachg € 7 etl; C [rj, d;). Pour chaque intervallg, Dj > m. A partir de I'équation
1.16 et de la deuxieme propriété, on déduit gye- 0. Considérons maintenant les cas suivants
obtenus en fonction de la durée d’exécution de chaque thch®; :
1 Casl:0tij<]|ljl
Les conditions complémentaires 1.17 et 1.18 impliquent gye= ¢ ; = 0. Ainsi, 1.20
devient :
(@ -1V =,
La variabley; est specifique pour chaque intervalleet donc, toutes les taches dans ce
cas possédent la méme vitesse durant tout I'ordonnancerhkenpropriété 4(i) est vérifiée.
Nous allons noté cette vitesse pélj) pour chaque intervallg;.
2. Cas2t;=0

Ceciimplique, par 1.17, que;j = 0 et 1.20 peut étre exprimee par :

(-1 =vj-4ij

de ce fait, commé;; > O, nous avons; < V(lj) pour toute tache); de ce type. D'ou la
propriété 4(ii) est vérifiée.

3. Cas 3t =lj
Dans ce cas, par 1.18, nous obtengns= 0. Ainsi, 1.20 devient :

(@-1V' =7 +6

A cause des conditions d’admissibilité duales 14.,> 0. D’ou, toutes les taches de ce

type ont des vitesses verifiant> v(1;), et la propriété 4(iii) est donc valide.
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Lemme 2 Les propriétés énumérées dans le lemme 1 sgfisantes pour I'optimalité d’'une so-

lution du probléme.

Preuve Supposons, par contradiction, qu’il existe un ordonnaresgrA non optimal et qui sa-
tisfait les propriétés du lemme 1 et considérons, aussiutne ardonnancement optimBlsatis-
faisant les mémes propriétés. Notons Bar v et ti’fj, respectivement, I'énergie consommeée, la
vitesse de la tachg et le temps d’exécution total di durant l'intervallel; dans un ordonnance-
ment donnéX. Ainsi, on aE* > EP. SoitS I'ensemble de toutes les tachggelles quev > V2.

Il est clair qu'il existe au moins une tacki telle quevi® > v car sinon I'ordonnancemer ne

consommerait pas plus d'énergie que I'ordonnancenBertinsi, S # 0 et par définition deS

nous avons :

IDIRARDIDIN

JieS 1j:JieD; JieS 1j:JieD;

Il existe, donc, au moins un intervallg tel que :

Z tfp < Z ti?p

JeS JeS

.. . A B . . A B . .

Ceci implique quetk’p < tk,p pour Jx € S. Ainsi, tk,p < [lpl et tk,p > 0. Soit un intervalle
quelconqud j, la somme des temps d’exécution de toutes les tached gasisconstante pour tout
ordonnancement vérifiant les propriétés du lemme 1. Aihskiste forcément une tachk ¢ S
telle quet?’p > tEp. Donc,tﬁp >0 ettEp < |Ipl. Par la propriété 4if) du lemme 1, nous concluons

quev? > vt > vB > V2, or ceci contredit le fait qué, ¢ S. O

Il reste a remarquer que les propriétés des solutions opkiro@ées dans le lemme 1 ne per-
mettent pas d’aboutir directement a la solution optimalésmauvent, en revanche, nous guider
pour construire un ordonnancement optimal. Il s'agit, ffeted’attribuer & chaque tache une vi-
tesse constante et de spécifier I'ensemble des taches gqot sxécutées dans chaque intervalle

de temps et sur chaque machine.
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] 1 UN ALGORITHME COMBINATOIRE BASE SUR LE CALCUL DE FLOTS ___
|

Dans cette partie, nous proposons un algorihme combieapaiur résoudre le probléme de
minimisation d’énergie sur des machines identiques avecatibn. Cet algorithme construit tou-
jours un ordonnancement qui satisfait les propriétés durlerh pour toute instance du probléme.
Comme nous l'avons déja mentionné précédement, ces pépEént nécessaires effisantes

pour I'optimalité, ce qui impliquerait que notre algoritbrretourne toujours une solution optimale.

Cet algorithme, basé sur la notion d&ches critiquesque nous allons définir par la suite,
procéde par étapes. Il s’agit, a chacune des étapes, deugintintaille de 'ensemble des taches
a ordonnancer en détectant un sous ensemble de tachesexitigxquelles nous attribuons une
unigue vitesse constante diteitésse critiqu& Au terme de cette boucle, une vitesse constante
s est attribuée a chaque tacheLa recherche des vitesses (et des taches) critiques repose
calcul de flot maximum dans un graphe orienté correspondBinstance en cours de résolution.
Cette procédure correspond a la résolution d’une instancprobléeme noté AVC' et qui sera
décrit en détail dans cette partie. A ce stade de I'algosthiadurée d’exécution de chaque tache
Ji est donnée pak;/s et finalement nous obtenons une instance du probleme d'oati@ement
classiquePri, d;, pmtri— dans lequel on doit décider s'il existe un ordonnancemealisable
avec préemption et migration d’'un ensemble de taches éais@xts par leurs durées, leurs dates
d’arrivée et leurs dates d’échéance sur un ensemble a@eachines identiques. Ce probleme

peut étre résolu en temps polynomial en le reformulant commaobléme de flot maximung §].

1.4.1 Le probleme de flot-maycoupe-min

Dans ce qui suit, nous présentons, brievement, quelquators et définitions concernant les
problémes de flot maximum et de coupe minimale. Soit un gr&pke(V, A) orienté dans lequel

chaque arcy, v) € A posséde une capacitéu, v), et soit deux noeuds p € V. Une (s, p)-coupe
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deG est une partition des noeuds du graphe en 2 sous-ensenmdjtaatdiX etY tels ques € X et

p € Y et tels que la suppression de tous les amncg)(avecu € X etv € Y entraine la suppression
de tous les chemins entre les noegdd p. Une (s, p)-coupe K, Y) est dite minimale si la somme
des capacités de tous les anasvf avecu € X etv € Y est minimale. Dans la suite, si nous parlons

d’une coupe alors il sera fait référence a 'ensemble desqucla forme.

Un (s p)-flot # dans le graph& est tout simplement une quantité de méme unité que la
capacité des arcs a faire passer du nogad noeudp a travers le graph&. Nous notons# | le
colt du flot¥ et qui n'est autre que le flot sortant d¢égal au flot entrant ep). Nous utilisons,
aussi, le termd (u, v) pour représenter la quantité du flot passant par I'eyg)(e A. Par ailleurs,

chaque flotF doit satisfaire les propriétés suivantes :
i f(u,v) <c(u,v), pourtout arcg,v) € A,
i f(u,v) = —f(v,u), pour tout arcy,v) € A,

i >, f(uv)= Y f(w,u), pourtout noeud €V,
veV weV
(uv)eA (w,u)eA

v 3 f(sv)= ZV f(w, p) = [F].

veV we
(sv)eA (w,p)eA

Etant donné un graph& et un flot ¥, nous définissons également, le graphe résiduel
correspondanG; comme suit :

i Gt posséede le méme ensemble de noeuds que le g@&phe

i pour chaque arcy,v) € A, tel quef(u,v) < ¢(u,Vv), on rajoute &G; I'arc (u,Vv) avec une

capacité égale &u, V) — f(u, V),
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iii Pour chaque arcy, v) avecf(u,v) > 0, nous incluons &: I'arc (v, u) auquel on attribue la

capacitéf (u, v).

Soit un flotF. On dit que ce flot sature un arg, ¢) si f(u,Vv) = c(u, V). De plus, on considére

gu’un cheminr est saturé par s'il existe au moins un arai(v) dansr qui soit sature.

1.4.2 Le probleme d'dfectation a vitesse constante AVC"

Nous présentons dans ce paragraphe le problénmf@edtation a vitesse constantdVvcC',

ainsi que la notion d&ches crititque®t d'instance critique

Le problémeAVC peut étre vu comme une variante du problér, d;, pmtri— et il peut étre
décrit comme suit : soit une instance du probléme initiahctrisée par 'ensemble des taclhges
I'ensemble den machines et I'ensemble d’intervallgs Nous rappelons que chaque tache g
peut étre disponible dans un ou plusieurs intervalled det nous supposons que durant chaque
intervallelj € 7, mj < mmachines peuvent étre utilisées. Par ailleurs, soit unstaotev > 0.

Le problemeAVC consiste donc a répondre a la question suivante : existe-drdonnancement
réalisable qui exécute toutes les taches darssla vitesser ? Rappelons qu’un ordonnancement
est dit réalisable si et seulement si chaque tache est éeddutant ses intervalles de disponibilité
et par au plus une machine a chaque instalNbus précisons, également, que la préemption et la
migration des taches sont autorisées.

Notons que le problemAVC est similaire au probleme de décisi@fr, d;, pmtri— avec la
seule diférence que, dans le problem®'C, le nombre de machine®; pouvant étre utilisées

durant chaque intervallg € 7 n’est pas constant.

Réduction de AVC en un probleme de flot. Chaque instance du problenf®/C peut étre
réduite en une instance du probléeme de flot maximum comme swiit une instancé7, 7,v) du

problemeAVC. Nous définissons le graphe correspondant (V, E) qui contient un noeudx()
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associé a chaque tachiec 7, un noeudy;) pour chaque intervallg € 7, un noeud sources) et

un noeud puitsyf). Ces noeuds sont reliés comme suit :

- Un arc (s X;) de capacitév;/v relie la source §) a chaque noeud), 1 <i < |J1.

- Un arc (x,y;) de capacitél| relie le noeud X;) au noeudYj;) si la tacheJ; est disponible

durant l'intervallel j, i.e. J € Dj.

- Un arc /, p) de capacitén;|l ;| relie chaque noeud/() au noeud puits).

Ce graphe est schématisé dans la figure 1.3.

L4l
@<

Fic. 1.3 — Réduction de l'instanceJ(7,Vv) du problémeAVC en un probléme de flot maxi-
mum. Dans cet exemple, les ensemiles= {Ji,...,Jn} et 7 = {ly,..., 1.} représentent les en-
sembles de taches et d'intervalles correspondant au pneb&iginal de minimisation d’énergie
avec migration. Initialement, toutes les machines sorgatible durant chaque intervallg, i.e.

Mp=...=MmM=m

Nous définissons, a ce stade, les notiontadhes critique®t d'instance critique
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Définition 1 Soit(7, 7, V) une instance réalisable du probleme AVC. Une tache J est dite
critique, si et seulement si, pour chaque solution réalisab et pour chaque intervallejl

[re. dc), on a soit g (o) = [lj], Soit X jep, tij(o) = milljl.

Définition 2 Une instance(, 7, v) du probléme AVC est critique, si et seulement si, v est la
vitesse minimale qui garantit que cette instance est rébles Dans ce cas, la vitesse v est appelée

vitesse critique pour l'instance en question.

Dans la suite, nous allons présenter une suite de proprtives au problemAvC, et le but
final sera de trouver les conditions d’existence de tachidquas pour une instance quelconque

de AVC, et de concevoir un moyerfEace pour les repérer.

Théoreme 1 [69] Soit une instanc€¥, 7, v) du probleme AVC. Il existe un ordonnancement réali-

sable d€.7, 7, V), si et seulement si, il existe (8 p)—flot maximum dans le graphe correspondant

T w

de valeur égale &7, 7

En se basant sur le théoréme 1, il est possible d’énoncerddiaice suivant,

Corollaire 1 Soit(7, Z,v) une instance réalisable du probléme AVC et soit @V, E) le graphe
correspondant. Une tache ést critique, si et seulement si, sur chaque chemin(x., y;, p) avec

lj € 7, un des deux arc&, y;j) ou (y;, p) est saturé dans tout flot maximum dans G.

Les lemmes suivants impliquent les notions de tache ettdinigg critique et ils sont trés utiles

dans la recherche d’'un outil pratique de détection des tactitiques.

Lemme 3 Si (7, 7,V) est une instance critique du probleme AVC, alors il existarains une

tache critique Je 9.

Preuve SoitG = (V,E) le graphe correspondant a l'instanGg, 7, v). Etant donné qu'il s’agit
d’'une instance critique, il existe ung @)-coupe minimaleC du graphes qui contient soit un arc

(xi,yj) ou un arc ¥;, p), pour une certaine tachg € 7 et un certain intervallé; € 7. En dfet,
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dans le cas contraire la seuk [f)-coupe minimale serait celle constituée de tous les artgpde
(s xi), et toutes lesg p)-coupes contenant des arcs de tygey() ou de type ¥j, p) auront des
capacités strictement supérieures a la coupe minimalsfrictement supérieuresxy c s % Or,
ceci implique la possibilité de réduire la vitess@ une vitess& — ¢, pour une certaine valeur
€ > 0 bien choisie, et telle que le graphe correspondant adist( 7, 7, v — €) admet un § p)-
flot maximum égal &’ ;. s & ce qui contredit le fait que I'instandgr, 7, v) est critique.

Considérons maintenant la cougaléfinie précédemment. Cette coupe contient au moins un
arc de typeX;, y;) ou de typeY;, p) et elle ne peut donc pas contenir tous les arcs de gpg Car
dans ce cas elle aura une capacité strictement supérieai(s, @)}-coupe qui contient uniquement
les arcs § X)) ce qui contredit la minimalité de. Il existe donc au moins un ars, ;) ne faisant
pas partie de la coupe.

En se basant donc sur la définition d’ursef)-coupe, on conclut que la cougkcontient un
arc appartenant a chaque chemin de tygey, p), pourlj € 7. Ainsi, puisque tout g p)-flot
maximum sature la coup@ et par définition, la taché, représentée par le noeud est critique.

O

Remarquons que $i7, 7, V) est une instance critique, alors tout instafge 7, v — €) pour
€ > 0 quelconque n’est pas réalisable dans le sens ou la vitessen’est pas sfiisante pour
exécuter toutes les taches entierement. Bien que les tadkigaes ont été définies dans le cas
d’'instances réalisables, nous nous proposons d’'étenthes rogtion dans le cas d’instances non
réalisables et pour lesquelles nous définissons les tadligaes exactement de la méme maniére

que pour les instances réalisables.

Soit une instance critiqug’, 7, v) du problemeAVC et soitG le graphe correspondant. Nous
allons proposer, par la suite, un moyen simple fetace pour identifier les taches critiques de
cette instance en utilisant le grapBé qui correspond a l'instancgy, 7,V — €) pour une valeur
€ > 0 bien choisie. Enféet, cette valeue est définie de fagon a ce que les deux instaqgeqd, v)

et (J,7,v — €) possédent exactement les mémes taches critiques. Damarteelguivant, nous
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prouvons I'existence d’'une telle valeur.

Lemme 4 Soit une instance critiqu€7, 7, v) du probleme AVC. Il existe une constaate O telle
gue l'instance non réalisable7, 7, v - €) et I'instance critique( 7, 7, V) possédent exactement les

mémes taches critiques.

Preuve Dans le but de prouver ce lemme, nous allons construire engnie de valeurs possibles
de e tel qu’'une tacheJ; soit critique dans l'instanc€7, 7, V) si et seulement si elle est critique

dans l'instanc€ 7, 7,V — €).

Linstance (7, 7, V) étant critique, d’apres le lemme 3, elle contient au moins tacthe
critique. Dans le cas ou toutes les taches sont critiguesjste dans le graph® correspondant
a l'instance(7, Z,v) une ( p)-coupe minimaleC contenant exactement un arc pour chaque
chemin de typex;, y;, p). Pour toute > 0, la coupeC est aussi minimale dans le grapBéqui
correspond a l'instanc€T, I, v — €). En dfet, la seule dférence entre les graph€s et G réside
dans l'augmentation des capacités des arcs de typg flans le graph&’, i.e. la capacité passe
dew;/vaw;/v — e pour chaque tachd € 7. Ainsi, toutes les taches dayssont aussi critiques

dans l'instancé.7, 7,V — €), et le lemme est prouvé dans ce premier cas.

Supposons maintenant qu'il existe au moins une tache noguey; dans l'instancé 7, 7, v).
Ainsi, il existe au moins ung p)-flot maximum dans le graph® correspondant a la tachk et
que I'on note pafF; tel qu’il existe au moins un chemin = (x;, y;, p) non saturé pag; pour un
intervallelj < [rj,d;) (dans le cas contraire tous, (p)-flot maximum sature tous les chemins de
type (xi,Yj, p), ce qui implique que la tach& est critique). Pour chaque tache non critighe
nous allons considérer us, (p)-flot maximum correspondarfiy tel qu’il existe au moins un che-
min non saturéx, yj, p) que I'on appeller,-chemin Il faut remarquer que pour deux taches non
critiques Ji et Jy il est parfois possible que les flots correspondafit®t Fi soient identiques.
Ensuite, nous définissong = min{c(Xx, ¥j) — fk(X«, ¥j), c(y;. p) — fk(yj, p)} pour chaque tache non

critique Ji, ou fk(€) est la quantité de flot qui passe par '&rdans¥. En dfet, nx est la quantité
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supplémentaire qui peut saturerdgchemin
Considérons, maintenant, l'instan€g’,7,v — ¢€) ou la valeur dee > 0 vérifie ZJiej& -
Ve o= Yey V(f/—"i"e) < ming{ny}, et soitG’ le graphe correspondant.

Nous allons, tout d’abord, montrer que le passage de liest&7, 7, v) a l'instance(J, 7, v—
€) conserve I'ensemble des taches non critiques. Pour tocte 8 non critique dans l'instance
(J,1,v), nous définissons les(p)-flot 7, dans le graph&’ tel que f (s, x) = % pour chaque
tacheJ; dont tous les chemins de type,(y;, p) sont saturés dans le flg§, et f; (s x) = & pour
les taches restantes, df(€) est la quantité de flot traversant I'adansy,. Remarquons que la

seule diférence entre les flots, et #, consiste dans le fait que pour chagtrehemir= (x;, yj, p)

_ew;
V(v—e)

non sature dans le flofx on a : f (x.y;) = f(x.y;) + V(V_E) et f.(yj. p) = f(yj. p) +
Il est clair que le flotF, est réalisable et maximum. Pour la tache non critigueest le my-
chemir= (X, yj, p), et par definition de la valeus, on af; (X, yj) < c(x. Y;) et f (yj, p) < c(yj, p).
Donc pour chaque tache non critiqug le ri-cheminreste non saturé dans le figf dansG’.
Rappelons que pour prouver qu'une tachest non critique, il sfiit de trouver un flot maximum

qui ne sature pas un chemin de typg ¥;j, p). D’ou le fait que le passage de l'instanGg, 7, v) a
I'instance(, 7,V — €) conserve les taches non critiques.

Considérons, maintenant, une tache critiudans l'instancé 7, 7, v) et montrons que cette
tache est également critique dans linstaqge 7, v — ¢€). Par définition d’'une tache critique, il
existe une ¢ p)-coupe minimaleC dans le graph& contenant soit un arcx( y;), soit un arc
(yj» p) pour tout cheminx;, y;, p). D’autre part, puisque l'instandgf, 7, v) est réalisable, il existe
une @ p)-coupe minimaleC’ dans le graphé& constituée de tous les arcs %;). Notons que
les coupeC et C’ ont la méme valeur. Etant donné que le grafieorrespondant a l'instance
(J,71,v - ¢) differe du graph& uniquement par des capacités plus grandes sur les arcsale typ
(s, %), il est possible de conclure que la coupeeste une ¢ p)-coupe minimale pour le graphe
G’ mais pas la coup€’. Ainsi, pour chaque tachg critique danss, chaque cheminy, y;, p) est
saturé par toutq p)-flot dans le graph&’. Finalement, si une tache est critique dans l'instance

(T, I,v) alors elle reste critique dans l'instanGg, 7, v — €). i
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Lemme 5 Soit(7, Z, V) une instance critique du probléme AVC et sdité€graphe correspondant
al'instance(J, 7,V — €), pour une valeue > 0 syfisamment petite (conformément au lemme 4).
Dans ce cas, toutgs, p)-coupe minimal&€’ dans le graphe Gest composée de :

(i) un arc de chaque chemitx;, y;, p) pour chaque tache critiqug & 7,

(i) larc (s x) pour chaque tache non critique.J

Preuve Rappelons tout d’abord que d’apres le lemme 4 les instaff¢e$,v) et (7, 7,V — ¢€)
possédent le méme ensemble de taches critiques. Congdérertache critiqud;. Chaque che-
min (X, yj, p) est saturé par touts(p)—flot maximum dans le graph® ou G’. Soit donc#” un
(s, p)-flot maximum dans le graph@’. Pour la tache critiqud;, le flot 7’ ne sature pas I'arcs(x;)
car sinon il existe au moins un chemiq,fy;, p) qui n’est pas saturé par au moins un flot maximum
dans le graphé&. Ainsi, I'arc (s, X)) n'appartient a aucunes,(p)-coupe minimale dang’ et donc
chaque coupe minimale contient exactement un seul arc aguehchemin, yj, p).

Soit maintenant une tachlk non critique dans les deux instances du probl&ve€. Il existe
donc un § p)-flot maximum¥” dans le graph&’ et un cheminX;, y;, p), |j € [ri,d;), qui n'est
pas saturé paf’. Ainsi, les arcs X, y;) et (yj, p) n"appartiennent a aucuns, f)-coupe minimale

dansG’ et c’est donc I'arc §, x;) qui appartient a toute coupe minimale d&is m]

A partir du lemme 5, il est possible de déduire dans le cdrellsuivant un moyen simple pour

déterminer I'ensemble des taches critiques étant donré@stance critique du problenf®/C.

Corollaire 2 Soit une instance critiqué.J, 7,v) du probléeme AVC. L'ensemble des taches

critiques est entierement défini en suivant les deux étapearges :

i Calculer une(s, p)-coupe minimal€ dans le graphe correspondant a I'instancg, 7, v—e)
pour une valeuk > 0 infiniment petite.
i Retourner 'ensemble des tachestdl que la coup& contienne un arc sur chaque chemin

partant du noeud pcorrespondant a;jusqu’au noeud puits p.
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1.4.3 Lalgorithme SSM

Nous nous proposons a présent de donner une descriptioalgierithme combinatoire qu’on
note 'SSM (Speed Scaling avec Migration) pour résoudre d'une faguimtale le probléme de

minimisation de I'énergie consommeée sur des machinesiglesg avec migration.

Initialement, nous définissons la vitesggelle gu'il existe un ordonnancement réalisable ou
toutes les taches d’'une instance du probleme initial sigeét a cette vitesse. L'idée consiste a
décroitre cette vitesse jusqu'a ne plus étre capable desgoinaun ordonnancement réalisable
ou toutes les taches sont exécutées a une vitesse commuypmeldtes que pour une vitesse
donnée, un ordonnancement réalisable est retourné erlaralcun flot maximum pour l'instance
du problémeAVC correspondante. La derniére vitesse garantissant un wagcement réalisable
est une vitesse critique et il existe au moins une tachejgatui ne peut étre exécutée qu'a une
vitesse au moins égale a cette vitesse critique dans toohoahcement réalisable. A chaque
étape de l'algorithm&SM I'ensemble des taches critiques est détécté en utilisacdrbllaire 2.
Ensuite, I'algorithme attribue la vitesse critique a ceh&s et met a jour le nombre de machines
disponibles pour chaque intervallee 7. Cette mise a jour est réalisée a I'aide la coupe minimale
décrite dans le corollaire 2 : si cette coupe contient un gty;) alors nous considérons qu’une
machine est utilisée pendant l'intervalle pour I'exécution de la tache critique correspondante
Ji. Par contre, si la coupe minimale contient un ayg ) alors, durant l'intervallel;, toutes
les machines disponibles seront résérvées a l'exécutient@ighes critiques. Finalement en
supprimant les taches critiques de I'ensemble initial dbda, nous obtenons un sous-probléme

et nous définissons pour chaque vitesse l'instance du pnet C correspondante.

Le pseudo-code de I'algorithn&SMpeut étre décrit comme suit,
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Algorithme 1: SSM

Données: Une instance du probleme de minimisation d’énergie suntishines

identiques avec migration.

Résultat: Un ordonnancement optimal.

début

ZJiEDj Wi .
Ve = Maxyeg{6il, Vu = MaX;er{—p—1;

tant que g # 0 faire
Rechercher par dichotomie sur l'intervall [v,] la vitesse minimale™* telle que

l'instance(J, 7, v*) du problemeAVC soit réalisable. Calculer un flot maximum

dans le graphe correspondant pour vérifier la faisabilitBimgance ;

Déterminer I'ensemble de taches critiqu€$ en utilisant I'instancé. 7, 7, v* — ¢)

pour un réek > 0 infiniment petit (corollaire 2) ;

Vi := V* pour toute tache critiqué € J*;

Mettre & jour 'ensemble des tacheg = J\J9*;

Mettre a jour le nombren; de machines disponibles pour chaque intenvgliz

I'aide de la coupe minimale dans le graphe de l'insta@fel, v* —¢);

Vu = V¥, Vp = maxgeq{di};

fin

Résoudre d’'une facon optimale I'instance obtenue du pnobHRir;, d;, pmtri— avec

une durée d’exécution égalejapour toute tachd; € 7 ;

fin

A chaque itération de I'algorithm&SM la vitesse critique et 'ensemble des taches cri-
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tigues sont représentées, respectivement, par les \asiablet J*. Afin de déterminer la
vitesse critique a chaque itération, l'algorithmé&eetue une recherche binaire en supposant
gue toutes les taches non encore traitées seront exécutéemé@me vitesse. |l est possible
de déterminer les bornes inférieure et supérieure de Riatle de recherche d'une facon
simple. En &et, la vitesse qui sera attribuée a chaque tache ne peut rgag#rieure a sa
densité si elle doit étre exécutée en sa totalité. Ainsiptédmnné un ensemble de tach&s

il n'existe aucun ordonnancement réalisable pouvant @égédoutes les taches a une vitesse
v < maxjeq{di}. D'autre part, observons que pour le méme enserpghlé est toujours possible

de construire un ordonnancement réalisable qui exécutesdas tadches a une vitesse unique

23 epj Wi

égale av = manjej{T} et qui constitue donc une borne supérieure dans I'interved
recherche. Dans I'étape suivante de I'algorith&f#&\ ces bornes seront mis a jour et la valeur de

la borne supérieure de l'intervalle sera substituée paitdase critique calculée a I'étape courante.

Soit I'exemple suivant : nous considérons I'ensemble deadg = {J1, Jo, J3, Js, Js, Jg} €t
I'ensemble d'intervallesl = {l4, 15, 13}. La figure 1.4 détaille les parameétres de cette instance
(dates d’arrivée, dates d’échéance et quantités de fradaiksi nous supposons que deux ma-

chinesM; et M, sont a disposition pour I'exécution des taches.

[ J3 (W3 = 6) |
| Js (We = 4)
Jp (Wp = 3) |
| Js (W5 = 4)
Ji (wy = 8) |
| Ja (Wa = 6) |
| | | |
temps
0 2 3 6
I 1 I 2 I 3

Fic. 1.4 — Exemple d’'instance du probléme de minimisation dgeré&vec migration.
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En appliguant I'algorithm&SM celui-ci résout le probleme en trois itérations et nougnbhs
I'ensemble de vitesses critiques suivarfas= 4,v, = 3,v3 = 2}, ol chaque valew; représente
la vitesse critique retournée a l'issue dé¥&¢itération. Dans la figure 1.5, nous résumons le dé-
roulement de I'algorithme sur I'instance en question : lafigl.5(a) modélise l'instancgf( 7, v)
du problémeAVCen terme de flots powr > 0. Les figures 1.5(b), 1.5(c) et 1.5(d) présentent les
différentes itérations de I'algorithme. Dans chacun des fletssémble des arcs colorés en rouge
représentent la coupe minimale dans le graphe correspoadamstance (J, 7,v — €) poure > 0
infiniment petit, et 'ensemble des noeudsolorés en bleu représentent 'ensemble des taghes
critiques trouvées a la fin de l'itération courante. |l faoter aussi que suite a la mise a jour du
nombre de machines disponibles durant chaque intervaliguton passe d’une itération a la sui-
vante, la capacité des arcs de typg ) est susceptible de changer. Par exemple lors du passage
de la premiére itération (figure 1.5(b)) a la deuxieme itératfigure 1.5(c)), la machin&, ou
M- est utilisée durant I'intervallé; par la tache critique dévoiléd, et ainsi une seule machine
est désormais disponible pendantce qui fait passer la capacité de I'akg,(p) de la valeur 4 a
la valeur 2.
A la fin, l'algorithme attribue la vitesse, a la tachel;, la vitessev, aux taches), et J; et la vi-
tessevz aux taches,, Js et Jg. Ensuite, il sifit de résoudre I'instance du problérg;, d;, pmtn—
correspondante.

Dans le théoreme suivant, nous allons prouver que I'algm@SSMretourne un ordonnance-

ment vérifiant les propriétés énumérées dans le lemme lstdomc optimal d’aprés le lemme 2.

Théoreme 2 L'algorithme SSM retourne un ordonnancement optimal poutd instance du pro-

bleme.

Preuve Tout d’abord, il est clair que I'algorithm&SMattribue une vitesse constante a chaque
tache en une seule itération avant que celle-ci soit sugeride I'instance. Ainsi, la premiére pro-
priété du lemme 1 est vérifié.

A chaque itération de I'algorithme, une vitesse constasteattribuée & un sous ensemble
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Fic. 1.5 — Exemple d’application de I'algorithn&SM
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de taches. En plus, durant un certain nombre d’intervallesiombre de machines disponibles
sera réduit puisqu’elles seront consacrées a I'exécutidoes taches. Soit €™ itération de
lalgorithme, nous allons noter paf® et 7 respectivement I'ensemble des taches auquelles
I'algorithme n’a pas encore attribué de vitesse, et I'ertdlendes intervalles pendant lesquels au
moins une machine est encore disponildle, non utilisée par d’autres taches critiques pendant
les itérations précédentes. On note, égalemenﬁ(ﬁaﬁt sﬁ") les bornes inférieure et supérieure de
lintervalle de recherche de la vitesse critique au courtadé™eitération. Par ailleurs, pour une
vitesse donnée € [, s], on note paG® le graphe correspondant & I'instangg®, 74, v)
du problémeAvVC.

Considérons maintenant la propriété)4{u lemme 1. Soit un ordonnancement retourné par
I'algorithme SSMet supposons gu’il existe deux tachgst J, disponibles durant un intervalle
lj ettelles que &< tij < [ljl et 0 < t,; < [l;. Il S'agit donc de prouver que ces deux taches sont
executées a la méme vitesse ce qui revient a prouver quevitetse leur a été attribuée a la fin
d’'une unique itération. Supposons donc que la taghdevient critique a la fin de [l'itératiok,
ce qui implique qu'il existe unes( p)-coupeC dans le graph&® contenant I'arc X;, yj) ou l'arc
(Vj, p). Du fait que 0< tj < |Ij], il existe un & p)-flot maximum dans le graph&® tel que
0 < f(x,y;) < Iljl. L'arc (x;,y;) nest donc pas sature, et on déduit que I'aig |f) fait partie de
la coupeC. Ainsi, tout flot maximum sature I'argy(, p), ce qui implique qu’a la fin de l'itération
k, aucune machine ne sera disponible durant l'intervigliau cours des itérations suivantes,
k+1,k+2, etc Puisque < t¢j < |Ij], I'attribution d’une vitesse a la tachig ne peut pas avoir lieu
pendant une itération postérieure a l'itératloe la méme fagon, nous montrons que l'attribution
d’'une vitesse a la tach& ne peut pas se faire a une itération postérieure a l'itérdtice qui fait
que l'algorithme attribue la méme vitesse aux tachest J, a la fin de I'itérationk.

Considérons maintenant la propriétéi¥@u lemme 1 et soit une tachi et un intervalle
lj c [ri,di) tels quet;j = 0. Supposons que la tacldedevient critique durant |&™me jtération
dans I'algorithmeSSM Dans le graph&® correspondant, il y a deux cas possibles : soit que le

noeudy; ne fait pas partie des noeuds du graphe, ce qui implique qureumachine n’est dispo-
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nibles durant l'intervalld j au début de litératiork (la totalité des machines utilisées pendant les
itérations précedentes), ou alors que I'arg ) appartient a unes( p)-coupe minimale dang®.
Dans I'hypothése qu'aucun de ces deux cas n’était vrag (ig¢ p) aurait fait partie de 'ensemble
des arcs du graph8® sans qu'il appartienne & une, p)-coupe minimale. Dans ce cas, tous les
arcs &, y;) tels quel; c [r;,d;) feront partie d’'une § p)-coupe minimale, et en particulier I'arc
(xi,yj) sera saturé par tous,(p)-flot maximum. Or ceci est une contradiction étant donnél qu’
existe au moins uns( p)-flot maximum tel quef (x;, y;) = O puisquetj j = 0. Ainsi, dans les deux
cas {/; n'appartient pas &X ou (j, p) appartient a une coupe minimale), aucune machine ne
sera diponible durant I'intervallg aprés la&ke™ejtération de I'algorithme, ce qui fait que toutes les
tachesJ, avect, ; > 0 possédent des vitesses d’exécution supérieures ou égialedtesse de la
tacheJ;.

Nous considérons a présent la propriétié 4du lemme 1 et soit une taclietelle quet; j = |1
et telle que I'algorithme lui attribue une vitesse &f&*itération. Il est clair que d’aprés la pro-
priété 4(), I'itération k ne peut pas avoir lieu aprés une itératidra la suite de laquelle I'algo-
rithme attribue une vitesse a une tachequi vérifie 0 < t,; < |Ij]. En dfet, il a été démontré
qu'a la fin d’'une telle itératiork’, aucune machine n’est encore disponible durant I'intéavl
Ainsi la vitesses attribuée a la tachd est au moins égale a la vitesseaattribuée a toute tachk
verifiant 0< t.j < [Ij|. Dans le cas ofy; = 0, d'apres la proprieté 4§, I'algorithme n’attribue
pas une vitesse a la tacieapres avoir traiter la tachd. Donc, la vitesses est aussi dans ce cas
supérieure ou égales.

Afin de montrer maintenant que toute solution retournée 'pliydrithme SSMvérifie la 3me
propriété du lemme 1, nous considérons une instance telileegiste un intervallel; veérifiant
IDj| < met soit une tache quelconque telle dyec [r;, d;) et telle que la tache devient critique a
la k®™Meitération de I'algorithme. Montrer qugg; = |1j| dans la solution retournée revient & montrer
que dans le graphd®, tout (s, p)-flot maximum sature I'arcx, Yj)- Supposons, par contradiction
qu'il existe un § p)-flot maximum# dansG® tel que f(x.,y;) < Il et tel quef(x.,y;) < Iljl

pour toutJ, € Dj\{J}. Dans ce cas, on &yj, p) = Xy.ep; f(XYj) < IDjllljI < milj|, et donc le
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flot # ne sature ni l'arcyj, p) ni 'arc (x;,y;), ce qui contredit le fait que la tachi est critique.
On conclut que le temps d’exécution de toute tache dispppihdant I'intervalld; est egal al j|.
Nous prouvons finalement que l'algorithm®&SM retourne des solutions qui vérifient la
deuxiéme propriété du lemme 1. Tout d’abord, étant donnéntemvalle quelconqué; tel que
IDjl < m, d’aprés la 8™ propriété il est clair ques jep, ti,j = IDjlllj| et la proprieté est prouvee
dans ce cas. Ensuite, supposons que{|djhm} = m. Dans ce cas il n'est pas possible d’avoir
23ep; tij > milj| puisque l'algorithmeSSMest basé sur le calcul de flots dans des graphes ou
la capacité de chaque arc de typg, p) ne peut pas dépasseil;|. Maintenant, supposons par
contradiction que sep; tij < mil;|. Il existe donc au moins une taclige D; telle quet,j < |1j|.
Il existe aussi au moins une machine qui n’est pas utilisées tiasolution au cours de l'intervalle
lj, ainsi I'arc {y;, p) est présent dans tout grapB&) pour toute itératiork de I'algorithme. Soit
litération h pendant laquelle la tachk devient critique. Etant donné quie; < |15 et qu'il existe
au moins une machine non utilisée durgnalors aucun flot maximum dai@&™ ne peut saturer
le chemin &, y;, p) ce qui contredit le fait que la tachlk est critique.
Finalement, I'algorithme identifie correctement les t&chatiques a chaque itération a cause du

lemme 5. O

Complexité deSSM.  Nous analysons maintenant la complexité de I'algorittf8&& A chaque
itération, I'algorithme attribue la vitesse critique tk@e par recherche binaire a au moins une
tache. Ceci est garanti par le lemme 3 qui stipule que pouguEhénstance critique, il existe au
moins une tache critique. Ainsi, l'algorithn&SMeffectue au plus itérations pour une instance
J du probléme, o(l7] = n.

Il s’agit de réaliser dans chacune des itérations une rebbdrinaire pour trouver la vitesse
critique courante. Cette recherche est basée sur le caad(ldg(P)) flots maximums, otP re-
présente le nombre de vitesses candidates. fEat, éa valeurP peut étre calculée en divisant
la taille de l'intervalle de rechercher] v,] par la précision désirée. Il est clair que cette valeur
est majorée paPmax qui correspond a la valeur calculée de la méme maniére suemialle

Z G Wi
[Maxg e {61}, maxer(=—11
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Par ailleurs, notons pat(x,y) le temps nécessaire pour calculer un flot maximum dans un
graphe en couche contenansommets ey arcs. Ainsi, la complexité totale de I'algorithn&M
est enO(nC(n, n?)log(Pmay) étant donné que dans les graphes correspondants fiépedtes ins-

tances du problémavc, le nombre de sommets est@(n) et le nombre d’arcs est e(n?).

] 5 CONCLUSION
| |

Ce chapitre a été dédié a I'étude du probléeme d’ordonnantese des machines

paralléles avec préemption et migration des taches dansg lgebminimiser la consommation de
I'énergie dans le modele d’adaptation de la viteSgeed Scaling

Tout d’abord, il était question de trouver la structure detécsolution optimale du probléme. Nous
avons donc déduit des conditions nécessaires d’optimalitbrmulant le probleme en terme de
progarmme convexe et en appliqguant les conditions de Kdftusim-Tucker (conditions KKT).
Ensuite, nous avons montré que ces critéres étaiditates pour I'optimalité.

Guidés par cette structure optimale, nous avons défini lasnmsod’instance et de tache critiques
et nous avons fait usage d'une réduction du probléme en uslgone@ de flot maximum pour
construire un algorithme combinatoire qu’on a n8®Met qui retourne une solution optimale a

toute instance du probleme en un temps polynomial.

Dans le chapitre 3, nous allons étudié un probléme d'opéitiie avec un double objectif
a savoir la minimisation de I'énergie et du temps de comgetmoyen des taches. Dans ce
contexte, il semble que l'algorithm®&SMpeut étre exploité pour résoudrieacement quelques
problémes d’ordonnancement multi-critéres dont I'un dgjediifs est la minimisation de I'éner-
gie consommeée. Nous citons par exemple le probléme quistergsiordonnancer sous le modéle
d'adaptation de la vitess&peed Scalingun ensemble de taches avec des dates d'arriyéets
des quantités de travail positifg surm machines identiques dans le but de minimiser le temps
d’exécution total fnakespansans que I'enérgie consommée ne dépasse unséui a I'avance.
Si la migration et la préemption sont autorisées, alorstilpessible de résoudre ce probleme

comme suit : supposons g et C, représentent respectivement une borne inférieure et une

40



borne supérieure sur le temps d’exécution total. En fixaetwateur quelconqu€ € [C,, C], il

est possible de savoir s'il existe un ordonnancement edaésdont le temps d’exécution total soit
égal aC et tel que I'énergie consommeée ne dépasse pas la Boriesuffit, en dfet, d’attribuer

a toutes les taches une date d’échéance fictive commune&gadede lancer I'algorithmé&SM
sur l'instance obtenue. Si I'ordonnancement construitedép une énergiessy < E alors |l
constitue une solution réalisable du probléme. Il s'agihade réaliser une recherche binaire
dans lintervalle €., C,] pour trouver la plus petite valeur dumakespartelle gu'’il existe une
solution réalisable du probléme. Pour une instance donmé&eborne inférieure sur imakespan

peut étre définie pat, = 1(%)%1 ouW = }; w;. Cette borne est obtenue en fixant la vitesse

~m
d’exécution de toutes les técheﬁ;LV‘Q et en utilisant chaque machine pendant une durée égale a
Par ailleurs, la borne supérieure sur le temps d’exécutitad peut étre définie simplement par
Cu = maxg {ri} + (W),
D’autre part, il est possible d'utiliser la méme techniquiprésoudre le probléme de minimi-
sation du retard maximum avec un bud@etl’énergie. Dans ce probléme, on attribue a chaque
tdcheJ; une date de livraiso; > O et étant donné un ordonnancement quelconque le retard
de J; est donné pak; = C; + g; ou C; est le temps de fin d’exécution de la tachePour une
valeur quelconqué > 0, il est possible d'utiliser I'algorithm&SMen attribuant a chaque tache
Ji une date d’échéanah = L — g pour savoir s'il existe ou non un ordonnancement réalisable
dont I'énergie consommée ne dépasse pas le &Hn dfet, dans I'ordonnancement retourné
par I'algorithmeSSM le retard relatif a chaque tachle vérifieli = Ci+q < di+q = L. |l
sufit donc de définir un intervalle de recherchg,|L ] et d’effectuer une recherche binaire pour
trouver la plus petite valeur possibletelle qu'il existe un ordonnancement rélaisable respéctan

le budget d’énergie. Les bornes de l'intervalle de rechengbuvent étre définies pay = 0 et

Lu = maxy {ri} + (%) 71 + maxy (g},

Une perspective intéressante de ce travail serait d’auggnénmodéle d’adaptation de la vi-

tesse $peed Scalingpar l'introduction d’'un ou plusieurs états de veille (veimapitre 2) ou le
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systéme pourrait passer en un mode de basse consommatiangies voire un mode d’hiberna-

tion ou la consommation est nulle.
Finalement, il serait intéressant de savoir si la formalagn terme de flots pourrait conduire a

résoudre fiicacement d’'autres problémes faisant intervenir I'énergigsommée.
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CHAPITRE 2

ORDONNANCER POUR ECONOMISER L ENERGIE .
CAS D’ UNE SEULE MACHINE AVEC GESTION DE

L' ETAT DU SYSTEME

2 ] | NTRODUCTION
| |

Comme nous I'avons vu dans le chapitre précédent, le méoard&adaptation dyna-
migue de la vitesse d’'une machin&peed Scaling"permet de conserver I'énergie consommée
qui dépend de la vitesse d’exécution : plus la vitesse estdgrplus I'énergie consommeée est
importante. Il est ainsi possible d'imaginer des modelesdinnancement visant & minimiser

I'énergie tout en garantissant une certaine qualité decgerv

Dans le modéle étudié dans le chapitre précédent, nous aupEEsé que si la vitesse
d’'une machine est nulle pendant une période donnée, atarerjie dépensée par cette machine
pendant cette période est aussi nulle. Cependant, dans délenus réaliste, il existe toujours
une consommation d’'énergie au niveau de la machine mémdelaas ou la vitesse est nulle. Il
s’agit d’une puissance statique dissipée, constammesemie et ce en présence ou en absence
de taches en exécution. Par ailleurs, un ou plusieurs étateitle ou le systéme d’exploitation
peut choisir de suspendre l'activité de la machine sonti aliggonibles. Le passage a un état de

veille a lieu si la machine reste inactife. n'exécute pas des taches, pendant une certaine période
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seuil que le systeme peut modifier et fixer a I'avance. Pendesitétats de veille, le taux de
consommation de I'énergie statique est minimal, voire naisthe retour a un état actif nécessite

une quantité fixe d’énergie.

Dans le but de minimiser I'énergie consommeée, une apprdgogithmique consiste a utiliser
le mécanisme de passage dans un état de veille en essayaestdiyle plus longtemps possible
et de minimiser le nombre de passage dans |'état adijf [Jne autre approche combine ce mé-
canisme avec la technique d’adaptation de la vitesse dedaing(Speed Scaling' Dans cette
approche, il est parfois plus utile d'accélérer I'exécntites taches afin de basculer plus rapide-

ment dans un état de veille et dépenser ainsi une énergienaigbu nulle.

2 2 DEFINITION DU PROBLEME
| |

Une instance du probléme de minimisation d'énergie sur entesnmachine avec un

état de veille consiste en un ensemble de taghegJs, ..., Ju}, tel que chaque tachk, 1 <i <n
soit caractérisée par une quantité de travgjlune date d'arrivée; et une date d’échéandak,

et tel que la tachd; ne puisse étre ordonnancée que dans l'intervajlel). Une instance de ce
probléme est dite agréable s'il est possible de rénumélesetaches de telle sorte a ce que les
dates d'arrivée et les dates d’échéance soient donnéesidandre croissani,e. étant données
deux tachesk et J¢, k < k' implique queryg < rp etdg < de. Nous introduisons, dans ce cas un

ordre total'<" tel que pour tout couple de tachek,(Jx ), Jk < Jv Si et seulement % < k'.

Un ordonnancement est défini par 3 fonctions :

mode : R — {On Off}
vitesse : R —» R*
tache : R — {vidg Ji,...,Jn},
ou les fonctionsnode vitesseettachedéterminent respectivement I'état du systéme, la vitesse
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de la machine et la tAche en cours d'exécution a chaque irdgalfordonnancement. Ces trois

fonctions vérifient les propriétés suivantes :

1. Vt : vitesse() > 0 = mode() = On.

2. VYt : vitesse() = 0 & tachef) = vide

3. Vt: tachef) = J;, J # vide= t € [}, di).

4. VJ; # vide: fvitesse()dt = w; ou l'intégrale est appliquée sur tous les instartls que
tachef) = J.

5. pour tout instant, il existe un intervalle de longueur non nulleel quet € | et durant

lequel 'ordonnancement est constaing. la vitesse reste constante. De plugst de la

forme (~oo, u), [t’, u) ou [t’, +o0) pour des instants donné&setu.

La derniére propriété est une hypothese simplificatricgpguinet d’éviter qu’un ordonnance-

ment ne dégéneére. Un exemple d’un tel ordonnancement geuwdddrit comme suit :

0 sitg¢[0,1)
vitesse() ={ 1 site[0,1)NR\Q

2 site[0,1)NQ.

Les diférents états du systéme peuvent étre resumés comme suiin gaistant donnéon a
tachef) = vide, alors on dit que la machine est au repos. Dans ce cas, lamegobiit étre soit en
état de marche et dans ce cas mde(On, soit éteinte et dans ce cas mdjle{ Off. Dans le cas
ou tachet) # vide alors la machine, dite dans ce cas active, exécute la tachef) et elle est,
ainsi, en état de marchiee. mode¢) = On.

Le colt de I'énergie consommeée d'un ordonnancement quelmorest caractérisé par trois
parametres : un exposaamt> 1, un colt de mise en marche de la macHine O et un codt de

dissipation d’'énergie statigue ou de fonctionnement T par un taux de consommation
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g > 0. Par ailleurs, ce co(t d'énergie posséde deux composantes

() Le colt d’exécutiona savoir I'énergie consommeée pendant tous les instatgs que
tachef) = J, # vide i.e. machine active. Ce colt est défini pafesse = fvitesse()"dt, ou

I'intégrale est appliquée sur toute la durée de I'ordoneament.

(ii) Le colt du mode du systémies’agit du colt de I'énergie statique dépensée lorsque le
systeme est en état de marche, pour tout instant tel que mode= On, plus le co(t de I'énergie
nécessaire pour la mise en marche de la machine a chaquauole gystéme passe d’un mode
Off a un modeOn. Un ordonnancement avec la propriété (5) partitionne l'dugemps en une
séquences d'intervalles disjoints et maximaux au sens de l'inclusitel que modej = On si
et seulement & € US = U cslk. La séquencé est dite lesupportde I'ordonnancement, et la
consommation d’énergie générée par ce support constitceliedu mode du systeme défini par
Cmode= L-(IS|+1)+g-|U S| Il est a noter que dans ce calcul, nous comptons le co(t de mis
en marchel pour les deux intervalles semi-infinis qui bornent le supg@rDans I'exemple de
la figure 2.1 nous présentons un ordonnancement de 5 tdchasesmachine ainsi que le colt

correspondant en terme d’énergie consommeée.

J
Off Off 3 Off
——————— . 4 Jo Fmmmmmmmm— === =4 A J5 F-—---

th t, ts ty ts te tz ts temps

Fic. 2.1 — Ordonnancement d’une instance composée de 5 tachas. fdpposons que chaque
tacheJ; est exécutée a une vitesse fixd.a machine est en mod@ndurant les intervalleg{, t4) et
[ts, tg), et elle est en mod@ff ailleurs. Ainsi I'énergie totale consommée dans cet ordogement
se decompose enGiitesse = V{-(t2 — t1) + V5.(ta — t3) + V5.(ts — t5) + Vi1.(t7 — ) + V£.(tg — t7) €t

Cmode = 3.L + 9.((ta — ta) + (ts — t5)).

Ainsi, le colt total de I'énergie consommeée est donné Qadsse + Cmode €t l€ probleme
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étudié consiste a trouver un ordonnancement réalisablenguimise le colt d'énergie pour une
instance agréable. Notons que pour minimiser I'énergies d@modeéle, il n'est pas toujours
optimal de minimiser les vitesses d’exécution des tach@duke possible mais il s'agit plutét de
trouver un compromis entre le colt d'exécutifiesse€t le codt relatif au mode du systémgoge
Cette situation est illustrée dans la figure 2.2 ou le modélealit de I'énergie consommeée est
caractérisé par les paramétres suivanis= 3, L = 50 etg = 16. Nous considérons par ailleurs
une instance avec 2 taches : la tadpevecw; = 4,r; = 0 etd; = 4, et la tachel, avecw, = 4,

r, = 7 etd, = 9, et nous montrons deux ordonnancementgiints tels que le deuxieme soit

meilleur que le premier en terme d'énergie dépensée.

Vo =2
J
vi=1
(W2 = 4)
Ji (wy = 4) On Ordonnancement 1
== -
colt = 164
0 4 7 9 temps
Vi = 2 Vo = 2
Jl Jz
w, =4 Wy = 4
W= Off Wz =4) Ordonnancement 2
Tttt ) codit = 146
0 2 7 9 temps

Fic. 2.2 — Exemple d’'ordonnancement ou I'augmentation de &ss# d'exécution n’entraine pas
une augmentation dans la consommation d'énergie. Nousosapp que toutes les taches sont
exécutées a des vitesses constantes. Dans le premier ardenment la dépense d’énergie dans
I'intervalle [4, 7) est égale a.§ < L, donc le systéme reste en mdde, alors que dans le deuxiéme
ordonnancement cette dépense deviegtsL, d'ou le passage en modgf serait plus écono-

mique.
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2 3 T RAVAUX CONNEXES
| |

Notre probleme d’ordonnancement pour des instances déaérmn agréablesh
été étudié dansAf], ou les auteurs ont fait référence a deux sous problémetéétet résolus
indépendamment. Le premier sous probleme ne considereepasgdanisme d’adaptation de
la vitesse en se limitant a des vitesses nulles ou unitaime®rection du mode dans lequel se
trouve le systéme. Dans ce cas, il est clair que le but essestide minimisecyoqe UNiquement.
Ce premier sous probléme a été résolun®) en utilisant la programmation dynamique dans
[20]. Pour les instances agréables la complexité a été amélem&(n?) [9]. Le second sous
probleme, en revanche, ne considere qu'un seul état dunsgseesavoir I'étaDn, et restreint le
co(t de dissipation d’énergie statique de fonctionnement®. L objectif ici étant de minimiser
uniguementyiiesse C€ sous probléme correspond au probléme résolu par lereéddprithme
glouton de Yao, Demers et Shenkér] en O(n°). La complexité de cet algorithme que nous
notons paly DS a passé ®(n’logn) dans (3] avant d'étre améliorée e@(n?) pour des instances

agréables{1].

Afin d’étre exhaustif, nous résumons ici l'algorithny®S[83] . A chaque étape de I'algo-
rithme, on séléctionne l'intervalle* de densité maximale parmi l€¥n?) intervalles de la forme
[ri,d;]. La densité d’un intervalle est définie par le ratie= W/(d; - ri), ouW est la quantité de
travail totale de toutes les tachdstelles que iy, dq] C [ri,d;]. Ensuite, toutes ces taches sont
ordonnancées dar¢ a la vitessev en donnant la priorité a la tache ayant la plus courte date
d’échéance. Il faut préciser qu'aucune tache ne rate sadtithéance étant donné que la densité
v est maximale. Dans la suite de 'algorithme, I'intervalteest supprimé de I'axe du temps, ce
qui revient a exclure cet intervalle lors du calcul de la d&nsiaximale a l'itération suivante. Cet
intervalle est aussi exclut lors de I'ordonnancement delse& restantes. L'algorithméDSprend

fin lorsque toutes les taches auraient été ordonnancees.
La question d'existence d'un algorithme polynomial pourpl®bléme d'ordonnancement
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avec un état de veille et vitesse variable a été posée pardrddruhs dans/[] ou les auteurs
ont évoqué une fliculté particuliere pour déterminer la complexité du proidebaptisé' Speed
Scaling with Sleep StateDans [19], Irani et al. ont initié I'étude de ce probléme en présentan
un algorithme polynomial 2-approché. Cet algorithme esélmur la partition des taches en deux
sous ensembledes taches rapidest les taches lentedJne tacheJ; est diterapide si sa vitesse
critique définie paw;/(di — r;) dépasse une vitesse bien défimig et I'ensemble de ces taches
sont ordonnancées en utilisant I'algorithif®S Toutes les taches restantes sont digegeset

sont ordonnancées a la vitesgg.

Récemment, et pendant la rédaction de ce travail, Alberk gt]ant réussi a prouver que le
probleme général e P-difficile a I'aide d’une réduction a partir du probleme de 2-piarti Ce
résultat est valable méme pour des instances ayant unéusératarbre,i.e. pour 2 tachesg; et j;
quelconques, on a soitj[d;) < [rj,d;) ou [rj,d;) C [ri,di) ou [rj,d) U [r;,d;j) = 0. lls ont, par
ailleurs, présenté un algorithme générique pouvant ieddés rapports d’'approximation intéres-
sants dans le cas de fonctions de puissance convexes géretralissi dans le cas de fonctions de

puissance de la form(v) = Bv* + g, ouv est la vitesse d’exécution, et paur> 1, et3,g > 0.

2 1 STRUCTURE DE L ORDONNANCEMENT OPTI-
[ ] MAL

Nous nous proposons dans cette partie de déduire quelqogsiégbés d'optimalité du

probleme décrit ci-dessus. Nous rappelons, tout d’aband, 9jj une tache; est exécutée a une

vitesse constantg alors w;/v unités de temps seraient nécessaires afin d'achever la fache
L'énergie consommée dans ce cas est égal&-ag)w; /v et cette quantité d'énergie est minimisée
lorsque la vitesse prend une valeur particuligte= (g/(a — 1)) que nous appelons la vitesse
critique. Cette vitesse est obtenue en annulant la dérivée’de )w;/v et ne dépend pas de la
tache en question puisqu’elle est indépendante de la t@iaetitravailw;.

La densité d'un intervallé étant définie pa w;i/|l| sur toutes les tache} avec [i,d) C I,
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un intervalle est ditlensesi sa densité est au moins égaletall est ditéparsdans le cas contraire.

Dans la suite, nous supposons que toute instance du proleignagréable et que les taches
sont numérotées en respectant l'ordre totdl précédemment défini. Le lemme suivant montre
I'existence d’'un ordonnancement optimal avec quelquegr@tes intéressantes permettant de

déduire la structure de I'ordonnancement optimal.

Lemme 6 [49] Soit une instance du probléme de minimisation d’énergicawn état de veille. |l

existe un ordonnancement optinfaiode vitessetache vérifiant les propriétés suivantes.

Job Span : pour chaque instant t, si tacft® = J; # vide alors pour tout instant & [r;, d;) avec
moddu) = On, on a vitesg@) > vitessét).
Earliest Deadline First : pour tout couple d'instants k u si tachét), tachdu) # vide, alors

tachgt) < tachgu).

Intervalles Denses :tout intervalle dense | est ordonnancé selon l'algorithyfieS.

En particulier, la premiére propriété impligue que chagaehé est exécutée a une vitesse
constante. Les deux autres propriétés impliquent que tesvalles divisent le probléme en des

sous problémes indépendants, comme il sera décrit danida su

Définition 3 Une sous-instancéle notre probleme est spécifiée par une paire d’erfiigj) avec
ief{l,...,nfetje{i—1,...,n}. Pourplus de clarté, nous notong & r; —L/g etr,,1 = d,+L/g.
Il s’agit, donc, d’'unintervalle I= [di_1,rj.1) et d’'un ensemble de taches J. Sij+1, alors J= 0,
sinon J={J;,..., Jj}. Lesintervalles constitués par les dates d’arrivée et ktesid’échéance de

ces taches sont restreints par intersection avec |.

Notons que dans le cas dii1 > rj.; oudi_y = d ourj = rj,1, la sous-instance,(j) n’est pas
réalisable puisque l'intervalle de disponibilit¢ d’au m®une des tachel, . . ., J; sera restreint a

I'intervalle vide.
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Par ailleurs, nous étendons la définition de la fonction dét cafin d’englober les
sous-instances définies ci-dessus. L'ordonnancement ed’'sous-instance i,(j), com-
posée d'un ensemble de tachds et d'un intervalle I, est définie par les fonctions
vitesse :I — R*,mode :1 — {On Off} et tache :I — {vidg} U J. Ainsi, le colt d’exécu-
tion est donné payiesse= fvitesse()“dt ou l'integrale est calculée sur I'intervalle Pour le codt
du mode du systéeme, on note [gar= {t € | : mode() = On} le support de I'ordonnancement, ket
le nombre d'intervalles dang U S. Dans ce caSimode := KL+ gl U S| et si le systéme est en mode
Onimmédiatement avant et aprés l'intervallealors l'interprétation consiste & comptabiliser le
co(t de mise en marcHe pour les intervalleOff sur les extrémités des'il en existe dans un

ordonnancement optimal.

Nous fixons la valeudy a une distance iisante der; telle que, sans perte de généralité,
I'ordonnancement optimal de toute sous-instance de laddiyk) débute par un intervall©f.
La propriété symétrique concernant la date; est aussi valable pour toute sous-instance de la
forme (,n). De ce fait, le colt de la sous-instancenlest cohérent avec la définition de la
fonction du co(t pour l'instance entiere.
Notons, par ailleurs, que le colt d’'une solution optimaleng’ sous-instance de la forniei - 1)

est égal a mifL, g(ri — di_1)}.

Considérons maintenant tous les intervalles denses etmaaxiau sens de l'inclusion. Ces in-
tervalles partitionnent I'axe du temps en une séquenceefialles alternant entre des intervalles
denses et des intervalles épars.

Le lemme suivant est une conséquence directe de la définiéissous-instancedNous insistons
ici sur le fait que I'nypothese des dates d’échéance agegamipliquent I'indépendance des sous-
instances. Comme il a été précisé dans le lemme 6, il exisbedomnancement optimal obéissant
a la disciplineEDF (earliest deadline first), ce qui veut dire que si une taghest ordonnanceée,

alors toutes les tachel < J; ont déja terminé leurs exécutions. Ainsi, I'hypothese desainces
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agréables est assez forte et donne une décomposition diémpmlgui permet de suivre une ap-
proche de programmation dynamique. Cependant, le probtendevient pas trivial étant donné
gu'il reste a décider des modes du systengeguand est ce qu’on éteint la machine et quand est

ce gu'on laréveille.

Lemme 7 Les intervalles épars | sont associés a des pdirg3, telles que la partie d’un ordon-
nancement optimal pour I'instance originale qu’on restited I'intervalle | soit aussi un ordon-
nancement optimal pour la sous-instar{cg). De plus, aucune de ces sous-instances ne contient

des intervalles denses.

2 5 SUFFIXES ET PREFIXES
| |

Dans cette partie du chapitre, nous considérons un ordoenant optimal pour une sous-

instance arbitraire composée par un ensemble de tathtsun intervallel tel que tout sous
intervalle del soit épars. Tout au long de cette section, a chaque fois quefaisons référence a

des dates d’'arrivéd’échéancey, d;, ceux-ci sont restreintes a l'intervalle

Lemme 8 Pour chaque instant¢ |, vitessét) < v*.

Preuve Soitt un instant dans l'intervallé qui maximise vitesse¢), et supposons, par contradic-
tion, que vitessé) > v*.

Considérons un intervalle maximal au sens de l'inclusfors t pendant lequel la vitesse est
constamment égale a vitesBeGoit J;, ..., J, Ji < tachef) < J, les tdches ordonnancées dans
cet intervalle.

Si A = [rj,dy), alors A est un intervalle dense et ceci contredit le Lemme 7. Airisicllsion

A C [r;, dk) est stricte.

Supposons quék > u avecu = maxA ('autre cas est symétrique). Par la propridtgbh Span
évoguée dans le Lemme 6, nous avons made(Off, et il existe un instant’ tel que la tachely
soit ordonnancée pendartt, ). Ainsi, pour une valeus > 1 sufisamment petite, il est possible

d’étirer I'exécution de la tachéy a l'intervalle |t’, u’) pouru’ = t’ + 6(u—t’) et diminuer sa vitesse
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d’exécution jusqu’a vitessg(s. Ceci donne une solution avec un codt total strictementiaié

ce qui contredit I'optimalité de I'ordonnancement. m]

Le support de I'ordonnancement est composeé de blocs s@paréles intervalles d'arréie.
systeme en étd@d;f. Nous nous proposons, maintenant, de montrer que les berdssiblocs ont

une structure particuliere (Figure 2.3).

Définition 4 Un sufixe est une paire de tachdg,, Jy) telle que d < Jp et telle que toutes les
taches 4, ..., J, soient exécutées a la vitesse critiqifeantre les datesyret u avec u= ro + (Wa +
...+ Wp)/Vv*, et modéu) = Off. La définition d’unpréfixeest symétrique,e. il s’agit d'une paire
de tacheg J,, Jp) telle que d < Jp et oul les taches,). . ., J, sont exécutées a la vitesse critique
v* entre les dates s epdvec s= dp — (Wa + ... +Wp)/V*, et le systéme passe de I'étgf @1'état

On alinstant s (modés — §) = Off pour une valeus > 0 syfisament petite).

Lemme 9 Soit [t,u) un intervalle d’arrét maximal au sens de l'inclusion dansclgst a dire
moddt’) = Off pour tout t € [t,u). Si t ne représente pas la borne inférieure de l'intervalle |
alors il existe un sgixe(a, b) se terminant a I'instant £ ry+ (Wa +. . . +Wp)/V*. Si U ne représente
pas la borne supérieure de l'intervalle |, alors il existe préfixe (b+ 1, c) qui débute a I'instant
U= de—(Wh,1+...+W)/Vv*. De plus, si ces deux conditions sont vérifiégesjnf| <t < u < supl,

alors, sans perte de généralité, onat > t.

Preuve Supposons, par contradiction, qu'il existe un intervatigt) ou le systéme est en état
de marche et tel qu’une tacldg = tachefp) soit ordonnancée a la vitesse vitesgek v*. Pour
une valeur sfiisamment petite > 0, soitt’ ;= ty + (t — tp)/(1 + £). Considérons, maintenant, un
nouvel ordonnancement ou l'intervallg,[t) est compressé a l'intervalléy[t’) et ou la vitesse de
la machine est augmentée par un facteur-de.Dans ce cas l'intervalle d’arrét, u) sera étendu a
[t',u) et il est clair que le colt total induit par ce nouvel ordomrement est strictement inférieur,
ce qui contredit I'optimalité de la solution initiale.

Ceci montre que gin’est pas la date de début de l'intervallealors il existe une taché, s’exécu-

tant juste avant l'instartt c'est-a-dire dans l'intervallet, t), a la vitesse critique*. Nous allons,
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-
Wy =2
Ws = 2
W = 3

1 wr =3 ]

Wg =2
L Wao = 3 1
wpp =3

Fic. 2.3 — Structure d’'un ordonnancement optimal pour une mgta&omposée de 11 taches (les
segments d’intervalles représentent les disponibilitsstdches et indiquent leurs dates d’'arrivée et
d’échéance ainsi que leurs quantités de travail). L'ordmeement optimal résultant est composé
de 2 blocs séparés par un intervalle d'arrét ou le systémenestodeOjf (limité par la fin de la
tache 6 et le début de la tache 7). Les taches 5 et 6 formenffigesdu premier bloc. Les taches
1,5,6,7 et 11 sont exécutées a la vitesse critifuealors que la tdche 9 est ordonnancée a une

vitesse supérieure, puisque,[dg) est un intervalle dense.

a présent, montrer qu'il existe une tachgtelle que toutes les tachdg < ... < Jy soient ordon-
nancées a la vitesse critique entre les datett. Dans le cas oty = ry,, nous avons = b. Sinon,
admettons que, < tg. Dans I'ordonnancement considéré, si le systeme, justet dirsstant tp,
est en mod@yf, alors il sera possible de décaler |égérement I'exécutmtadachel, dans l'in-
tervalle ffp — &, t — £) afin d’obtenir un ordonnancement de méme codt, mais en &x#da tache
au plutét possible. Sans perte de généralité, nous pouvpeser que, juste avatgt une tache
Jo_1 est ordonnancée dans un intervatlieth). Par la propriété ddob Spardans le lemme 6 et par
le lemme 8, la tachd,,_; est exécutée a la vitesse critique Il suffit, donc, d'itérer ces mémes
arguments pout; et J,_; jusqu’a obtenir une tacha, avec les propriétés requises.

Le méme argument est appliqué d’'une fagcon symétrique pountrarol’existence d'un préfixe

(b + 1,¢) sil'instantu n’est pas la borne supérieure de l'intervalldVaintenant, si le dixe et
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le préfixe existent tous les deuxrgt 1 < t, alors il est possible de décaler I'exécution de la tache
Jb:1 de l'intervalle u, wy,1/v*) a l'intervalle [t, wp,1/v*) donnant lieu a un ordonnancement avec
un codQt qui peut étre soit le méme, soit réduitldesi J,, 1 €tait la seule tache dans le bloc corres-

pondant. Nous pouvons, ainsi, supposer gue .1 sans perte de généralité. |

Avant de passer a la description de notre algorithme basta qarogrammation dynamique,
nous avons besoin d’'une derniére propriété sur |@sxes et les préfixes et qui peut étre déduite

de la définition suivante.

Définition 5 Soit une sous-instancg, j). Nous définissons deux fonctionsh f: f{i,...,j} —
{i,...,]j} comme suit : fa) est le plus grand indice de tdche @ b < j tel que pour tout
kefa...,b—1}, rg+ (Wa+ ... +W)/V" > re1, tandis que k) est le plus grand indice de
tache k< c < jtel que pourtout? € {k+1,...,c}, dc — (Wp + ... +W)/V* < d;,_1. Dans le cas ou
il n'existe pas un indice krésp.c) vérifiant les conditions décrites ci-dessus, alofg) & a (resp.

h(k) = k).

Lemme 10 Chaque sffixe(a, b) satisfait b= f(a) et chaque préfixék, c) satisfait c= h(k).

La fonction f requiert un peu plus d’attention afin de pouvoir décrire eciement notre algo-
rithme de programmation dynamique. Hfieg, fixons une taché, appartenant a la sous-instance
(i, j) et supposons qu'il existe plusieurs tachls=< ... < J telles quef(¢) = b pour tout
¢ € {a,...,k}. Dans ce cas, étant donné que, par le lemme 8, aucune de bes té peut dé-
passer la vitesse critique, il est possible de supposemndatliixe (a, b) est tel quea soit le plus
petit indice de tache vérifiari(a) = b. Ainsi, nous limitons, pour la suite, le domaine de défimitio
de la fonctionf a ces taches. Ceci permef &l'étre inversible,.e. a= f~1(b). Notons que par

deéfinition def, la taheJ; est dans le codomaine dgce qui implique que ~1(j) est bien définie.
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2 6 L E PROGRAMME DYNAMIQUE
| ]

Pour chaque sous-instandejj, nous désignons paf j le colt d’exécutiortyjgesseminimum
plus g(rj+1 — di-1), et parQ;; le colt d’'une solution optimale donnée par le minimum de
Ciitesse + Cmode Dans le cas ou la sous-instanégj) n'est pas réalisabld,e. si di_; > rj,1 ou
di_1 = di ourj = rj,1, alors nous fixons les valeurs dg; et O; j a+co. Pour plus de simplicite,

nous définissong* := (g + (V*)®)/v*.

Théoreme 3 La valeur donnée par ( satisfait la récursion suivante :

Sij=i-1,alors Q= min{L,g(rj;1 — di_1)}, sinon, soit k= 1)),

Yii

L+ g*(Wi + ... + Wh()) + On(i)+1.j
01 = min ! R @2.1)

Yik-1+ g (Wi +...+wj)+L

MiNYia-1+0*Wa+...+Wp) + L+ 0" (Wpe1 + ... + W) + Oci1j,
ou la minimisation dans le dernier cas porte sur toutes lehé¢d ac {i + 1,..., j} et{b,c}
avec b= f(a),b < jetc = h(b+ 1). S'il n'existe pas de telles taches, alors la valeur de cette

minimisation sera égale @co.

Preuve Le cas oUj = i —1 est simple, puisque si 'ordonnancement est vide alors @asolution
optimale le systéme sera soit en mdda mais n’exécutant aucune tache, ou tout simplement
éteint,i.e. en modeQf. Il est clair que le choix du mode dépend uniqguement de lauengde

I'intervalle [rj.1, di-1).

Considérons, maintenant, une sous-instange telle quei < j. Il est possible de montrer, par
induction surj — i, que pour chacun des quatre cas décrits dans (2.1) il existedonnancement
réalisable ayant le colt correspondant. Dans la suite de petuve, nous considérons un

ordonnancemerfs qui MiniMiseCyiiesse+ Cmode POUr Cette sous-instance, et Nous NouUs proposons

56



gue ce codt est donné par un parmi les quatre cas dans (2.1).

Si I'ordonnancemen$ ne met jamais le systéme en madg, alors la contribution d€mnode
dans le co(t total est equivalentg(@;.1 — di_1). Par ailleurs, la contribution d&jtessecorrespond

a la valeur minimale donnée pdy;. Ainsi, le premier cas s’applique.

Supposons maintenant qu'’il existe un intervatlel] pendant lequel la machine est en mode
Off dans l'ordonnancemer, et considérons qud,) est le premier intervalle maximal par
rapport a l'inclusion. Il existe dans ce cas quelques casnaidérer en fonction des conditions

t =minl, u=maxl, oul estl'intervalle associé a la sous-instanig)(

Tout d’abord, il n'est pas possible que les deux conditianerg vraies car ceci implique que
I'ordonnancement est vide ce qui contredit I'hypothése;.
Maintenant, st = minl etu < maxl, alors le Lemme 9 implique I'existance d'un préfixed]
tel quec = h(i). La portion de I'ordonnancemer8 qui s'étale de l'instant jusqu’a l'instant
d. contribue au colt total de la solution par+ g*(w + ... + Wy)), et par composition des
ordonnancements, la suite e i.e. la portion sur l'intervalle fic, maxl) contribue au co(t par

Oni)+1j- Ainsi, le second cas de (2.1) s’applique.

Sit > minl etu = maxl, d'une facon similaire il existe un fiixe (, j) et le colt de
'ordonnancement du début dgusqu’ary est donné pa; k-1, puisque la machine n’est jamais
éteinte durant cet intervallée. [min |, ry). Le reste de I'ordonnancement s’étalantrggusqu’a
u = maxl contribue au colt pay* (Wx + ... +wj) + L. Dans ce cas la troisieme alternative de (2.1)

est appliquée.

Finalement, st > minl etu < maxl|, de nouveau a cause du Lemme 9, il existe ufi>e

(a,b) et un préfixe I + 1, ¢) entourant l'intervalle , u) ou la machine est éteinte. Par le Lemme
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10 nous avond = f(a),c = h(b + 1). Ainsi, le colt de I'ordonnancement est décomposé en
Yi.a—1 pour la portion qui précede, et qui ne contient pas d’intervalle ou le mode @t le colt
g*(Wa + ... + W) + L pour la portion représentée par l'intervallg,[dc), et, enfin,Oc.1j qui
correspond au codt du reste de lI'ordonnancement par cotigrodi s’agit, donc, d’appliquer le

dernier cas de (2.1). i

2 7 ANALYSE DE LA COMPLEXITE
n

Le programme dynamique décrit dans la section précédeilige®(n?) variablesO; j, et

pour chacune de ces variables une minimisation sur un ernsetel®(n) valeurs est requise.

Ainsi, ce programme peut étre exécuté(n).

Pour une sous-instance fixéejj, il est possible de calculer les fonctiofi®t h indépendam-

ment du programme dynamique a l'aide de simples procédurésngps linéaire comme suit :

- Initialement,£ ;=i ett ;= rj. Pour chaqu& = i,i +1,..., ) :sit <rgalorsf ;= k, t ;= ry.

Sinon, f(€) 1= kett ==t + {£.

dj. Pourchaqué& = j, j—1,...,i:sit> d¢alorst ;= Kk, t := dk.

- Initialement,¢ := j ett :

Sinon,h(k) := ¢ ett 1=t — Z«.

La déetermination des valeurg ; est, cependant, cruciale puisque il en exig@?) et le
meilleur algorithme d’ordonnancement pour résoudre ceblpmes retourne la solution optimale
eno(n?) [81]. Ceci méne & un temps total &n*) pour calculer ces valeurs. Nous décrivons, dans
la suite, une procédure permettant de calcigrd’une fagon itérative a partir dg_, j en O(n),
ce qui permettra de calculer tous les sous-ordonnanceogeRisoptimaux en un temps total en

o(nd).
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Calcul desY; |

Nous présentons le schema général pour le calcul des va¥uyrsTout d'abord, nous
déterminonsyy , enO(?) en utilisant I'algorithme décrit dans {]. Ensuite, nous calculons toutes
les valeursyyj pour j = n-1,...,1 enun premier passage de droite a gauche. Finalement, pour
chaquej = 2,...,nfixé, nous &ectuons un passage de gauche a droite pour calculer tostes le

valeursY; j pouri = 2,..., j. Ce dernier passage de gauche a droite est calculé de lasaiyante.

Soit en entrée I'ordonnancemenesseOptimal S pour la sous-instance (). L'ordonnance-
mentS consiste en une séquence de blocs telle que chaque blole sétaun certain intervalle
[t,u) et contienne une séquence de taches qui s’exécutent a t@sseviconstante dépendante
du bloc en question. Nous appliquonsSala procédure de compression que nous décrivons

maintenant.

Durant cette procédure, nous gardons la trace du premierdbloous supposons que ce bloc

s’étale sur un intervallet[u) durant lequel les tachel, . . ., J, sont exécutées a une vitesse

e Initialement,i = 2, et nous considérons I'opération qui consiste a accriaitvitessev dans

le but de compresser le bloc de taches a l'intervalle [, u), avect := u— (W; + ...+ Wp)/V.

e Tant quei < j et au fur et & mesure que 'opération de compression estop@aj nous
décidons du premier événement qui survient parmi les événtmsuivants (figure 2.4), et

appliqons les actions correspondantes :

Evénement de Non Faisabilité :Cet événement a lieu si_; = d,. Etant donné que dans la
sous-instancei (j) toutes les taches sont restreintes a l'intervalles[ rj,1], il s’en suit que

la tAcheJ; serait restreinte a un intervalle vide et de ce fait, ne pgat@donnancée a une
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vitesse finie. Dans ce cas, I'action consiste a annonceraseus-instancd,(j) n'est pas
réalisable, fixerYjj = +oo, et incrémenter. Notons que si cet événement se réalise, alors
¢a sera le premier événement puisqu’il ne dépend pas du etrerg de la vitesse mais

uniquement de la structure de l'instance.

Evénement de Fusion :Cet événement a lieu quand la vitessgevient égale a vitesag( Dans
ce cas, I'action consiste a fusionner les deux premierssbidotons que gi = d,, alors cet
événement sera immédiatement suivi par un événement dexiépappliqgué au nouveau

bloc résultant de la fusion.

Evénement de Séparation :A un moment donné, la fin d’exécution d’une tache< Je < Jp
appartenant au premier bloc pourrait coincider avec sa diéthéance. Ceci peut arriver
lorsque la vitesse& atteint une vitesse définie pafk;'b,u) = (W1 + ... + Wp)/(U — dy).
Dans ce cas, le bloc sera scindé en deux nouveaux blocs apeenhéer bloc restreint a
lintervalle [t, dy) et les taches;, ..., Jk. Onfixeb := k, u := di et on continue & compresser

le premier bloc obtenu.

Evénement d’Echéance :Quandv = (W + ... + Wp)/(u — di_1), 'ordonnancement obtenu
sera I'ordonnancemerti;sseOptimal pour la sous-instance {). Dans ce cas la procédure
retourneS comme étant 'ordonnancement qui correspony @ élimine la tacheJ; de S,

et incrémente la valeur de

Il faut préciser qu'a chaque instant, I'algorithme maintisun ordonnancemen$ pour
la sous-instance composée de toutes les tadpes , J; dont les dates d’'arrivée et les dates
d’échéance sont restreintes a l'intervalle{ ¢, rj.1]. Comme il a ét¢ mentionné, précédemment,
le calcul des valeur¥y j pour j = n—1,...,1 se fait par un premier passage de droite a gauche.

En dfet, lors de ce passage, il s'agit d’appliquer la méme pragéda compression mais d’'une
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compressi0r1i i+l ‘b
t u
fusion i
1
u-£ u
séparation B K
l 4
dk
échéance i
1
di_1

Fic. 2.4 — Les dtérents événements durant la procédure de compression

facon totalement symétrique. Ainsi, I'événement lden Faisabilité par exemple aura lieu si

rj =rjs1 etdans ce cas on fixf ; = +co et on décréementg

Il reste a spécifier la fagon avec laquelle leS&tents événements sont détérminés en un temps
constant. Les événements Basion et d’Echéancesont détérminés chacun par une expression
unigue et simple donnant la valetra laquelle ces événements ont lieu. Cependant, en ce qui

concerne I'événement dgéparation la situation est plus subtile.

En dfet, il existeb — i candidatss(k, b, u), i.e. un pour chaque tachg < J < Jp. Ainsi,
un pré-calcul de ces valeurs est nécessaire. Notons queupeuéche donnéd,, il existe O(n)
instants diférentsu a consideérer, et ils sont tous de la forahg rp,1 etrj,.1 pour tout 1< j < n.
Ceci est d0 au fait que chaque bloc dans un ordonnancemeéntabige termine soit a la fin de
I'intervalle | s'il s’agit du dernier bloc, soit a 'une des valeudis .1, selon que le bloc suivant

possede une plus grande ou plus petite vitesse.
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Ainsi, il existeO(n®) valeurs de la formey(R, b, u) & calculer, et pour chaque paite (), ceci peut
étre réalisé en un temps linéaire en faisant vigeb— 1 a 1. Dans la procédure de compression,
nous avons besoin de déterminer la tékhe< k < b, qui minimises(k, b, u). Il est clair que cette
tachek peut étre calculée en un temps constant pour chaque tripheti en faisant itérer de

b—1 a1 pour chaque paibfu).

Finalement, dans la procédure de compression décrite gegu@ent, chaque tache peut en-
gendrer au plus 3 événements. Ainsi, pour une tagligzée, la complexité est d@(n). Ceci induit

un temps d’exécution total ed(n3).

2 8 CONCLUSION
| |

Nous avons considéré dans ce chapitre le probleme qui tedsisdonnancer sur une

seule machine un ensemble de taches caractérisées pateted'daivée, des dates d'échéance et
des quantités de travail. L'objectif est de minimiser I'Egie consommee en adaptant non seule-
ment la vitesse mais aussi I'état de la machine. Il est ainestipn d'éteindre la machine aux
moments opportuns et de choisir des vitesses d'exécutiproppées permettant de minimiser le
nombre d’alternance entre les périodes de veille et d'ié&tet de favoriser des périodes de veille
longues.

Nous avons donc proposé un algorithme polynomial lorsgsield¢es d’échéance des taches sont
agréables. Cette hypothése nous a aidé a déduire des pFesiaucturelles des solutions opti-
males faisant apparaitre une décomposition possible duigone et permettant ainsi de construire
un algorithme de programmation dynamique qui retourne désnmancements sans préemption
des taches. Nous concluons donc qu'il n’est pas possibléuiérgliser cet algorithme pour traiter
des instances avec des dates d’'échéance arbitraires. da@penous pensons que la procédure
de compression qui permet de calculer les ordonnancerggtssoptimaux peut étre améliorée
d'avantage afin d’aboutir a une complexité en temps plusasgante.

Finalement, une perspective intéressante de ce travasistera étendre ce modele dans le cas de

plusieurs machines avec ou sans migratigawepréemption des taches.
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CHAPITRE 3

ORDONNANCER POUR ECONOMISER L ENERGIE .
CAS DE PLUSIEURS MACHINES HETEROGENES
AVEC MINIMISATION DES TEMPS DE COMPLETUDE

PONDERES

3 ] | NTRODUCTION
| |

Dans la littérature, la pluspart des travaux sur les probkerd'ordonnancement
en rapport avec la minimisation d’énergie ont considéré etedgronnements avec une machine
unique [/2, 6], ou des environnements avec des machines homogénesfemdib, 61, 73, 7].
Cependant, le recours aux systémes composés de processdérsgénes semble étre une

tendance dominante dans les architectures futi@sp, 65, 66].

Dans ce contexte, l'utilisation de dispositifs de calcuBihdgénes a la place d'un unique sys-
teme composé de processeurs homogenes paralléles resdaigegintroduction de modéles qui
tiennent compte de I'hétérogénéité des processeurs.

Nous présentons dans ce chapitre un modéle basé sur unsiertaaturelle du modéle d’or-
donnancement classique sur des machines non unifoimééérggends[15]. Nous considérons,

ainsi, un ensemblg/ de n taches{Js,..., Jy} et un ensemble dm machines non uniformes ou
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chaque machine peut changer sa vitesse d'exécution en isissamt parmi un ensemble fini
de vitessesV. Chaque tachd; est caractérisee par une pondératw) une date d'arrivee qui
dépend de la machine, un temps d’exécution et une énergeonée fonctions de la machine
et de la vitesse. Plus précisémeny, est la date d'arrivée de la tachl si elle est exécutée
sur la machind, tandis quepij, et Ej représentent, respectivement, le temps d’exécution et
I'énergie consommée par la tackig si elle est exécutée sur la machina la vitessev € V.
Nous supposons que toutes ces valeurs sont entieres avgmsite modéle est bien adapté a
des architectures composées de machines spécialiséezéguient &icacement des taches de
types particuliers. La dépendance des dates d'arrivée achimes est une hypothése pertinente
dans le cas ou les machines sont connectées par un réseammeication. Dans ce cas, nous
supposons que toutes les taches sont disponibles a lin@tanr une machine particuliére, et
qu'une duréer;; doit s’écouler pour qu’une tache quelcongidiemigre sur une maching Ce
modeéle d’ordonnancement dans les réseaux a été introdst [d& 3. Par ailleurs, les temps
d’exécution ainsi que I'énergie consommée sont pré-aaécpbur tout triplet de machine, tache
et vitesse. Il est clair que le choix des vitesses des mashigpend des taches en exécution
et la puissance de consommation d’énergie n'obeit pas aairgaitticuliere comme il était le
cas dans les chapitres précédents. De plus, la préemptlamégration des tadches ne sont pas
autorisées. Le but est de trouver un ordonnancement rglgisainimisant la somme des temps
de complétude pondérés plus I'énergie consomrimé;eZTZl w;C; + E, ouC;j représente le temps
de complétudedu temps de fin d’exécutipale la tachel; et E I'énergie totale consommée par
'ordonnancement. Si on étend la notation classique es tbamps de Graham et ail], ce

probleme peut étre noté pRIS| r;j|E + 3, wiC;.

3 2 T RAVAUX CONNEXES ET CONTRIBUTIONS
n

Généralement, la minimisation de la consommation d’éeedgins les systémes

informatiques est en opposition avec les critéres d’o@tidn classiques qui traduisent la qualité
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d'un ordonnancement donné. Dans ce contexte, une multitegoblémes ont été étudiés. Dans
[77], Pruhs et al. ont initié I'étude des problemes ou un budgergetique est donné, le but
étant d’optimiser une fonction objectif classique a sawitemps de réponse totaftotal flow
time) sans dépasser ce budget. Dans le cas ou les quantitésaledesvtaches sont unitaires, les
auteurs ont présenté un algorithme polynomial lorsqueileses sont a ordonnancer sur une seule
machine. L'optimalité de cet algorithme a été prouvé en risaldt le probléme sous la forme d’'un
programme convexe et en appliquant les conditions de Kafusim-Tucker ¢onditions KKT)
[54, 57] pour déduire les conditions d’optimalité. Par aileurshés et Fujiwara se sont intéressés
dans [] au probleme de minimisation du temps de réponse total {Bneilgie consommée. En
utilisant une approche de programmation dynamique, lesugsiont décrit un algorithme optimal
dans le casft-line. Dans le cas on-line ils ont présenté une solution citiye si les quantités
de travail sont unitaires. lls ont également montré qu’auagorithme on-line ne peut réaliser un
rapport de compétitivité constant si les quantités de traeat arbitraires. Dans3[)], Chan et al.
considérent le modéle d’adaptation de la vitesgg€d scalinget imposent une borne maximale
sur la vitesse des machines. Etant données des taches awaatee d’échéance, I'objectif est de
maximiser le débitj.e. le nombre de taches exécutées, tout en minimisant I'éneayisommeée
lorsque la fonction de puissance est cubique. Il s’agit ewttés termes de choisir parmi tous
les ordonnancements qui maximisent le débit, ceux qui degmerle moins d’énergie. Dans ce

contexte, Chan et al. présentent un algorithme on-line léaapport de compétitivité est constant.

Dans le modele classique sur plusieurs machines et saoglustion de I'énergie, il existe
un nombre important de travaux sur les problémes d'ordoceraent visant a minimiser la
somme des temps de complétude pondéres Pans le cas ou les machines sont homogénes
(related et en présence de dates d’arrivee, Chekuri et Khagoh dnt présenté un shéma
d’approximation polynomialRTAS pour le problemeQ)| rj | 2, w;C;. Dans le cas des machines

hétérogénesufirelated, la situation est la suivante : si le nombre de machinesresiconstante

!Etant donné un ordonnancement quelconque, le temps deseégame tache; est le temps qui s’écoule entre sa

date d'arrivée; et sa date de complétuds.
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fixée, Rmj| 3 w;Cj, un shéma d’approximation polynomial a été présenté paatiAét al. dans
[1]. Dans le cas général ou le nombre de machines fait partieedegde du probléme, il existe
une (32 + e)-approximation pour le problem|| 3> w;C; et une (2+ €)-approximation pour le
problemeR| r; | 3 w;C;j proposées par Shulz et Skutelle]. Ces derniers résultats sont basés sur

I'approche de IArrondi Aléatoire[ 74].

L'approche de l'arrondi aléatoire présentée par Shulz e{7l] consiste a proposer une
relaxation du probléme en utilisant un programme linéaoetdes variables sont indexées sur le
temps. Ensuite, en se basant sur la solution fractionnaifeLgon construit une solution entiére
a l'aide de I'arrondi aléatoire qui méne a une 2-approxioratiDans le cas ou toutes les taches
sont relachées simultanément, cette technique donne /@saproximation. Etant donné que le
nombre de variables indexées sur le temps est exponentiglaaelaxation linéaire du probléme,
les auteurs ont proposé un aulé de taille polynomial dont les variables sont indexées par de

intervalles de tailles géomériques.

En utilisant la méme technique délrondi Aléatoire nous sommes capables de proposer un
algorithme randomisé donnant une 2(k)-approximation pour le probléme qui tient compte de
I'énergie consommeée. Avec cette méme technique, nousdnsule méme rapport d’approxima-
tion pour le probléme d’ordonnancement avec minimisat®tadsomme des temps de complétude
pondérés avec un budget d’énergie fixe & ne pas dépasseidd dla la notation de Graham, ce
dernier probleme peut étre noté i8rij, E| 3 w;C;.

Indépendamment, Carrasco et al9[ont considéré un modéle proche au notre mais dans le cas
d’'une machine unique. Plus précisément, ils ont décrit tgsgithmes d’approximation avec des
facteurs constants pour le probléme d’ordonnancementrsamachine unique et visant a mini-
miser la somme des temps de complétude pondérés plus iémemsommeée. Dans ce probléme,
la préemption n’est pas autorisée et les fonctions de comsdion d’énergie sont dépendantes des

taches qui possédent des dates d'arrivée et d’'échéanoat Hsissi étendu ces algorithmes pour le
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probléme de minimisation de la somme des retards pondéuéd’'@hergie (le retard d'une tache
est nul si sa date de complétude ne dépasse pas sa date dighetdl est égal a la durée de dé-
passement sinon). Pour établir ces résultats, les autatiesigecours a la technique degpoints

basée sur la programmation linéaire entiére.

3 3 RELAXATION LINEAIRE
| |

Dans cette partie du chapitre, nous présentons une rajaxiatiéaire de taille polynomiale

du problemeRSIrjj|E + Y w;Cj. Soit T = max; rij + ZJJ.EJ maxy pijy I’nhorizon du temps. On
discrétise l'intervalle [0T] en des intervalles de tailles géométrigues comme suitt:usoréel
e > 0 et soitL le plus petit entier tel que ( €)- > T. On définit, ainsi, 'ensemble des intervalles

l,, 0< £ <L, par:

[0,1] sit¢ =0,
I, =
(L+e) 1 (1+ef] sil<e<L.

Pour tout¢ € {0,...,L}, on note parll,| la taille de l'intervallel,, et on alg = 1 et
l; = e(1+ €)L pour 1< ¢ < L. Par ailleurs, notons que puisque la taille de ces intevailg-

mente d’une fagon géométrique, leur nombre est polynomitd &ille de I'instance du probleme.

Soityjjeypourtouti = 1,...,m, Jj€ 7,0 =0,...,Letve VIensemble des variables tel que
Vijes-lle| SOit la durée de temps que prend I'exécution de la télgheendant l'intervallgl,| sur la
machinei si celle-ci tourne a la vitesse Ainsi, la variabley;j,, peut étre considérée comme étant
la fraction de l'intervallgl| occupée par la tachg sur la machine lorsqu’elle tourne a la vitesse
v. D’'une fagon équivalenté’i"lgi“T'V'"'"| est la fraction de la tachd exécutée pendaiz sur la machine
i a la vitessev. Nous considérons, également, un second ensemble delearieﬁ%—P pour tout
j=1...,nou chaqueC'j-P correspond a la date de complétude de la takhaans la relaxation.

Finalement, poue > 0, le programme linéaire que nous notons pAf est décrit comme suit :
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L L Y|J€v||t’|

C Vijeullel
s.C. Z Z 1=,
2 covey Piv
Z Z Yijev < 1,
JieJ veV
C'-‘P>Zm: EYijOv||0|(1+i)+
i = -
i=1 veV 2 Pijv
m L
Yijev [l el 1
Z Z ( Im,/, Ca+ets Eyijfv“ﬂ ,
-1 civer  Piv
m L
Z Z Yijeullel,
i=1 (=0 veV
Yijew =0
Yijev = 0,
ctP >0,

2, wicy’

L

pour tout |,

pour touti et ¢,

pour tout |,

pour tout |,
pour touti,j , (L+e€) <rij, Vv,
pour touti, j ,¢, et v,

pour tout j.

(3.1)

(3.2)

(3.3)

(3.4)
(3.5)
(3.6)

(3.7)
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Proposition 1 Le programme linéaire LPest une relaxation du probleme RG|E + 3 w;C;.

Preuve L'ensemble des égalités 3.1 garantissent que chaque tachexecutée en sa totalité.
Les inégalités 3.2 expriment le fait que la durée d’exécutidale sur une machirieet pendant un
intervallel, ne dépasse jamais sa durée,|l,|. En d’autres termes, chaque machine peut exécuter
au plus une seule tache a chaque instant. Lensemble deaioted 3.3 donne une borne inférieure
sur le temps de complétude de chaque tache dans tout ordmmaent réalisables. L'exactitude
de cet ensemble de contraintes découle du lemme 11 qu’om déas la suite. La partie droite de
chaque inégalité dans 3.4 represente le temps d’exécutiainde la tachd; € J correspondante,

et il s’agit, ainsi, d'une borne inférieure sur son temps dmplétude. Finalement, les contraintes

3.5 impliquent que chaque taclgpeut étre exécutée dans n'importe quel intervalle a canditi




que sa date d'arrivée sur une machine quelconque ne dégaskselqorne supérieure de l'intervalle
en question.

Notons que dankP¢, le nombre de variables est polynomial en la taille de lanse du probleme.
Notons, aussi, que le programme linédife* est en et une relaxation du probleniS rj;|E +

2. W;C;j, puisqu’il autorise la préemption et I'exécution paradléles taches.e. une tache peut étre
exécutée simultanément sur deux machiné®mintes. Finalement, le lemme suivant termine la

preuve. O

Lemme 11 Pour chaque tache;x 7, l'inégalite

LP gm § - 1 SRS Yijev el r1 1
C:" > Zviovlol 11+ + MV L a1 L Syl

veV i=1 (=1 veV

est une contrainte valide dans la relaxation donnée par tg@mme linéaire LP.

Preuve Dans [/5], les auteurs ont présenté, dans un premier temps, unatieiaxdu probleme
RIrij| X w;C; ou les variables sont indéxées sur le temps et ou la cordrajut correspond a

I'inégalité (3.3) deLP¢ a été donnée par :

m T Viit 1 1
LP ijtv - . P
CJ > E E (_pijv (t+ 2) + 2y.,tv), pourtout j=1,...,n, (3.8)

ou la variabley;j, représente la durée de temps octroyée a I'exécution de li@ thalurant

I'intervalle de tempst(t + 1] et sur la machinelorsque celle-ci tourne a la vitesses V.

Considérons, par la suite, un ordonnancement quelconalisaiéles dans lequel la tacha
est totalement exécutée et sans interruption sur une meakhéntre les dateé:‘jf - Pkjs €t C‘jf :
C{ étant la date de fin de la taclig dans I'ordonnancement. Dans ce cas, la partie droite de
I'inégalité (3.8) correspond a la date de fin exa@fede la tachel; si on attribue des valeurs aux

variablesyjj,, comme suit yjjy = 1sii =k, v=sett e {C]’ — Pkjs - - - ,C‘j’— 1}, etyjjy = 0 sinon.
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Finalement, nous remarquons que la partie droite de 'ilitég8.8) domine celle de I'inégalité
(3.3) puisque la borne inférieutede tout intervaller = (t,t + 1] dans la relaxation indéxée sur le
temps est avancée a la borne inférieure €'~* de 'intervallel, tel quet € |, dans le programme

linéaire LP¢. O

3 1 ALGORITHME RANDOMISE POUR LE PROBLEME RY§ rj|E +
] > WjC i

Dans cette partie, nous nous inspirons ddg gfin de proposer un algorithme randomisé basé
sur la relaxation linéaire décrite dans la section préceéddbet algorithme, notér ROUNDING,
tente de minimiser la somme des temps de complétude ponglé@sesénergie consommeée et il

est décrit comme suit,

ALGORITHME vLP ROUNDING
(1) Calculer une solution optimalede LP<.

(2) Attribuer chaque tachd; a un triplet machine-intervalle-vitessg I¢, v) d'une
facon indépendante et aléatoire en utilisant la probat ij'y'", fixer, ensuite,

tj & la valeur maij, (1 + €)1}

(3) Ordonnancer sur chaque machinies taches qui lui ont étéfectées sans pré
emption et dans 'ordre croissant des valetyrsen cas d’'egalité la sélection de

la tAche se fait d’'une fagon indépendante et aléatoire. @htighe est ordon

nancée le plus tét possible en tenant compte sa date darrivé

Considérons par exemple l'instance suivante : soit 4 tached,, Jz et J; et soit deux
machinesM; et M, telles que chaque machine puisse fonctionner avec dewsseialiérentes,

i.e.V = {v1,»}. Le tableau 3.1 donne lesftérents paramétres relatifs a cette instance.

Dans I'exemple du tableau 3.1, I'horizon du tempsEst 24 et si nous fixong = 1 alors
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Ji | Wi | rai | rai | Puvy | Piivo | Poiv; | Poive | Etivi | Etiv, | E2ivy | Eaiv,

h|6] 42| 3 | 5| 1| 2| 6 | 3| 7|5

Tas. 3.1 — Exemple d'application de I'algorithme rounpinG : instance avec 4 taches, 2 machines

et 2 vitesses dliérentes pour chaque machine.

nous obtenons six intervalles de tailles géométriquestdétans la figure 3.1.

Ly I I I3 I, Is

Fic. 3.1 — L'ensemble des intervalles geometriques déduitdretdnce du problem®&S| rj;|E +

2. W;Cj résumée dans le tableau 3.1.

En appliquant, étape par étape, I'algorithorerounpinG a cette instance, nous obtenons une
solution optimale du programme linéaité®® donnée pay = {y1121 = g;yzmz = 1;y1212 =
1;V1220= £Y1232 = 5;¥2311 = LiY2321 = 3;¥2421 = 3).Cette solution est schématisée dans la

figure 3.2.

Ensuite, une fiectation aléatoire suivant les probabilit@ﬁ'v'—’| peut conduire a placer :

la tachelJ; sur la machinéM,, dans l'intervallelg et a la vitesses,.

la tAcheld, sur la machinéVl; dans l'intervallel; et a la vitessans.

la tAcheJs sur la machinéMl, dans l'intervallel; et a la vitesse.

la tachel, sur la machinéVl, dans l'intervallel, et a la vitesse;.

Ainsi, les valeurd; fixées pour chaque tache sont données fiar= O;t; = 1;t3 = 1,44 = 2}
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Vo —s
2 IT' J1 P T,

Fic. 3.2 — Solution optimale du programme linéaire appliqud’sstance du problem&S|rj;|[E+

2. W;Cj résumée dans le tableau 3.1.

et I'ordonnancement final est décrit dans la figure 3.3.

—
J2 I Machine 1
Vi,
Vo I T B N Machine 2
Io Iy I, I3 I,
Lol oo . R R Loyt .
0 1 5 6 8 9

Fic. 3.3 — Solution retournée suite a I'exécution de l'algorithLe rRounpinGg Sur l'instance du

problemeRS| rj;|E + > w;C; du tableau 3.1.

Dans la suite, nous étendons I'analyse présentée dahpgdur inclure I'énergie consommée.

Lemme 12 L’epérance sur le temps de complétude de chaque tackeJ0 dans I'ordonnance-
ment construit par I'algorithmep rounbinG est au plu2(1 + e)C:-P pour toute > 0. Dans le cas

ou toutes les taches sont disponibles a la dateette espérance est majorée (32(1 + e)C}-P.

Preuve Soit une instance quelconque du probléiRfg ri;|[E + 3 w;C;j, et soit une taché; € J.

Notons par i h, vj) le triplet machine-intervalle-vitesse auquel la tachest dtectée dans I'or-
donnancement construit par I'algorithme rounpinG et soitt; = maxrij, (1 + €)1} la valeur
attribuée aJ;. Par ailleurs, soiK I'ensemble des taches exécutées sur la madhdoeant l'inter-

valle de temps+( C|], 7 étant la date au plutét telle qu’il n’existe pas de périodaattivite dans
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I'ordonnancement construit durant C;]. Supposons aussi que chaque tadhe K est exécutée

a une vitess®&y. Ainsi, nous avons :

> Piu =Cj -7 (3.9)

JkeK

Etant donné qu'aucune des tichikse K ne commence aprés la tacg alors elles ont
forcément été trices suivant les valetysattribuées par I'algorithmep rounpING tel quety < t;
VJk € K. En particulier,rg < tx < tj YJx € K, et puisqu’il n’existe pas de période d’inactivite
durant l'intervalle ¢, Cj], on ar < tj (si tj < r alors il existerait une période d’inactivité durant
[tj,7), or ceci n'est pas possible étant donné que les taches séntigdes au plus tot et qu’on
aurait dans ce casy < 7 pout toute tache k K). Avec I'égalité (3.9) nous obtenons :

Cj <tj+ Z Pikv -
keK

Afin d'analyser I'espérance sur le temps de compléB[&;] de la tachel;, nous commencons
par fixer I'affectation del; au triplet machine-intervalle-vitessg I, vj), et prouvons, par la suite,

I'existence d’'une borne supérieure sur I'espérance camielleE; ,[C] :

Eihy[Cjl < tj+Einyl[ Z Pikv ] < tj+Pij; + Z Z pikv-Pr[Jx affectée d avantJ; a la vitesse/]

JeK J#dj veV
o Yikevilel 1 YiknvlInl
=1+ Py, + Pio( Y| TR 4 SV (3.10)
J J;jv;‘v ;o Pkv 2 Pikv

Notons que le facteu% qui précéde le termé’% résulte de la séléction aléatoire en cas d’égalité

des valeurs;. Ensuite, en utilisant les contraintes (3.2), nous obtenon

h-1
1
Einy[Cjl <tj + pijy; + leel + §||h|
=0

Dans le cas ot = 0, en utilisant les contraintes 3.5 ¢ et comme les dates d'arrivée sont

entiéres positives, nous avong= 0, donct; = maxrij, 0} = 0. Ainsi,

&1 1
t+ Py, + ) llel + S l1nl = Py, + 5ol
=0
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sinon f > 1), nous avons :

h-1

1 € _

tj + Pijy; + Z el + 51Tnl =t + Pijy; + 1+ 5)(1+ ot
=0

(commet; < (1 + ¢)" pour touth = 0, ..., L)

Ei,O,vJ- [Cj] < Bij; t

etsih > 0,

€ _
Einv[Cil < pijy, + X+ 6"+ (1 + 5L+ " < pijy, +2(1+ )"

Finalement, I'espérance sur le temps de complétude deha tapeut étre formulée comme

suit ;

U yva ||€|
B[Cjl=> > Ein[Cjl
i1 tzovev Piv
m m L
Yijov-llol Yijev-llel
= Eiov[Ci] + EievCi]

3y Yol Sy g Vil o)
_ZZ Pijv IJVJ +ZZZ Pijv Piy <

i=1 ¢=1veV

— N . | 1 11 SRy | 2(1 ™ yij[v-“fll -1
—ZZVIJOV-| ol-( +§-m)+zzzyufv|fl+ ( +€)ZZ pi—jv( +€)

eV J i=1 (=1 veV i=1 ¢=1veV

I
=
<

m m L m L
- 2010 ), ), s Horloh (e —>+z DI RN Yuoelld g ey
i=1 veV i=1 £=1 veV i1 civey Piv

m m L m L
< 2(1+e)(z Z 20 y.,o\,l al- (1+—)+ZZ Z 2(1+ 9 y.m,,||[|+ZZ yljév ||€|(1 o' 1)
1veV

i=1 ve'V i=1 (= i=1 t=1vey MWV



=

NI

m m L m L
§2(1+€)(ZZ§y|10v||0|(1+—)+zz Yol + >33 Tooelld g 4 ey

i=1 veV i=1 (=1 veV -1 =ivey Piv
Cette derniéere inégalité est valide étant donné que0. En utilisant les contraintes (3.3) de

LP¢, on obtient :

E[Cj] < 2(1+€)C".

Maintenant, notons que si toutes les taches sont relachaegaie 0 alors = 0. En utilisant
les mémes arguments, nous avons :

1

Ei,O,vJ- [Cj] < Bij; t >

dans le cas oh > 0,

€ _
Einy[Cjl < pijy; + (1 + )1+ " < piy, + L+ )"

Ensuite, I'espérance sur le temps de complétude peut anédpar :

_ | O Y|J€v||€| 1+ -1
l+ o) Yijev| £|+ZZ ———(1+e) )

21 (Civey  Piv

m m L
B[C] < (1 D) Y g Yiovlol (1+— —)+ZZ
i=1 (=

i=1 veV 1veV (

¢ 0 & < Yij €v|€|
= (1+e€) Z;\;Vz(l+ )Y|10v||0| (2+_)+Z;V€(V 1+ )Y|J€v||€|+;;vq/ : P (1+ )f 1)

1
1+ 1+e Hijevl f|+z Z 2(1+ 5 Y|jm-||o|.(1+F)+

i=1 veV "

m L m L
D3 mrg i+ 30 5 B 9

i=1 i=1 (=1 veV

étant donné que > 0,
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L
MJ[V“KH‘ZZ Yijov-llol. (l"'_)"'zmlz Y|Jt’v||£|+

M-

= (1"'6) Z Z Yijov- ||0|+% Z

i=1 veV i=1 ¢=1veV i=1 ve(V i=1 (=1 ve(V
i ZL: Z yva ||€| 6)5_1)
i=1 ¢=1veV p'JV
1 O o O o 1 O o Y|J€v||€| -1
= (W52, D D Yiew |If|+z Z Yijovlol- (1+—)+Z I LDIDID N o9
i=1 (=0 veV i= 1ve(v i=1 (=1 veV i=1 ¢=1veV

Finalement, les contraintes (3.4) et (3.3) conduisent & :

1 3
E[Cj] < (1+ e)(EC:-‘P +CJ7) = S+ ¥

Notons parOPT la valeur optimale de la fonction objective définie @@PT = E* +
XyeT W,-C]-‘, ou E* est la consommation d’énergie optimalecqt est le temps de complétude

optimal pour chaque tachg € 7.

Théoréme 4 Etant donnée une instance du problemd RFE + 3, w;C; et un réele > 0, I'algo-

rithmeLp rRouNDING cONstruit un ordonnancement tel gBEE + 3 wiCj] < 2(1+ €)OPT.

Preuve Par le lemme 12, nous avoB$C;] < 2(1+ e)C'j-P. Par ailleurs, étant donné que les poids

w; sont positifs, il s'en suit QUE[ Y5, WiCjl < 2(1+€) Xjcq ij}-P.

Rappelons queg;j, représente la quantité d’énergie que la machir@nsomme si elle
exécute la tachd; a la vitessev. Soit Ej I'énergie totale consommée suite a I'exécution de
la tache J; dans I'ordonnancement retourné par I'algorithmerounping. Nous avons alors,
E[Ej] = X, Xy Pr[J; affectée a la machinea la vitessev] Eij, avec Pr[J; affectée a la
machinei & la vitessey] = Y5 Oy””“" Ainsi, B[Ej] = 3T Do Svey 25 y'””“" Eij. Lespérance

sur I'énergie totale consommée par toutes les machinesldadsnnancement est donnée par :
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E[E] = ¥j,cs E[Ej]. Donc, E[E] = E'” ou E est la consommation de I'énergie calculée par le

programme linéairé.P<.

Comme le programme linéaire est une relaxation du problgmg|E + 3 w;C;, la solution
optimale delLP¢ représente une borne inférieure pour la solution d’un andogement optimal.
Donc :

B[E+ ) wiC]<E¥+2(1+¢) > wCiP
JieJ Jieg

<2(1+e[EP+ > wiCH] <2(1+ )[E" + > wiCi].
JijeJ JieJ

Pour le problem&S||E + 3] w;C; ol toutes les taches sont disponibles a la date 0, I'algoeth
LP ROUNDING retourne une solution qui Vérifig[ ey wiCjl < 3(1+€) Xy e w;CHP. Ce résultat
peut étre prouvé d’'une maniére simple en utilisant le leméhetlles mémes arguments dans la

preuve du théoréme 4.

3.4.1 Dérandomisation

L'algorithme Lp rounDING, décrit préalablement, est un algorithme randomisé gauree une
solution réalisable dont la valeur de I'espérance de latfonoobjectif est bornée en fonction
de la solution optimale. Ainsip rounping Ne fournit pas une garantie ferme sur la qualité de la
solution retournée. Il est donc intéressant de concevoialgarithme déterministe dans le but
d’avoir une performance fixe dans le pire cas. Ceci peut éiteafl'aide de la dérandomisation
qui consiste a séléctionner le meilleur choix des valeuribaées aux variables aléatoires qui
minimise le colt global de la solution. Une méthode classide dérandomisation appelée la
méthode deprobabilités conditionnellesonsidére les décisions aléatoires une a une et choisit
toujours l'alternative la plus intéressante. Une altémeagst dite plus intéressante si I'espérance
conditionnelle sur la valeur de la solution correspondastda plus petite possible.

Dans la suite, nous allons utiliser cette méthode pour démrser I'algorithmerr RounbiNG OU
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I'objectif est de minimiser la somme des temps de complépmtelérés plus I'énergie.

Afin d'utiliser la technique degrobabilités conditionnellesnous avons besoin de calculer
a chaque étape les valeurs exactes des espérances comdliégrdéfinies plus loin dans cette
section. Nous avons, donc, besoin de faire une légére maiitficsur I'algorithmerp rRounpING

en remplacant sa derniére étape par :

(3) Ordonnancer sur chague machires taches qui lui ont étéfactées sans préemption et dans
I'ordre croissant des valeuts; en cas d’égalité la sélection de la tache se fait d'une fagon
dépendante et aléatoire. Chaque tache est ordonnancés igbossible en tenant compte
de sa date d'arrivée et de telle maniére a ce que, sur la neagHa période d'inactivité

totale avant le début d’exécution d’une tacheaftectée a cette machine, soit égalg.a

Afin d’expliquer brievement cette modification, supposons an afecte un ensemble de
tachesJy, ..., Jp a une maching et aux vitessesy, ..., Vv, avec une valeut; attribuée a chaque
tacheJ;. Supposons, aussi que ces taches sont données dans lmideact des;. L'étape (3),
stipule qu’au debut de I'exécution de chaque taghda période totale d’inactivité sur la machine

est egale &;. Ainsi 'ordonnancement retourné respecte les réglesastes :

1. Exécuter la premiere taclle a la datet; a la vitessev;. Cette tache se termine donc a la
datet; + pi1y, .

2. Supposons, qu’a la fin d’'une taclg la période totale d’inactivité sur la machinest
égale & et soitf; la date de fin de la tachl. Maintenant, pour ordonnancer la taches,

il faut considérer deux casftiérents :

e sitj;1 < fj, alors exécuter la tachg, a la datefj + (tj,1 - t;).

e sitj,1 > fj, alors exécuter la tachg,; a la datetj, 1 + pijy,-

Si on appliqgue cette modification sur I'ordonnancement ugté parLp ROUNDING pOUr
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52— Machine 1

Machine 2

Fic. 3.4 — Solution retournée suite a I'exécution de I'algarithie rounping modifié sur I'instance

du problemeRS| rjj|E + 3 w;C; du tableau 3.1.

l'instance du tableau 3.1 décrite dans les sections prét&slenous obtenons un second or-
donnancement qui, dans ce cas, s'écarte légérement dugprédri nouvel ordonnancement est

schématisé dans la figure 3.4.

Dans la preuve du lemme 12, nous avons borné le temps diiiiacéivant la date de début
de la tachel; part;. Donc, cette analyse reste valable dans le cas de la moaificgtportée sur
I'algorithme Lp rouNDING. L'avantage principal de la modification de I'étape (3) espbssibilité
d’exprimer d’'une fagon précise les espérances sur les tempsemplétude des taches.

Soity une solution optimale du programme linéalrBc retournée par la premiére étape de l'al-
gorithmevrp rounpiNG. En utilisant les mémes arguments que dans la preuve du letg@m&l-
gorithme modifié construit une solution pour laquelle I'ésmce sur le temps de complétude de

chaque tachd; est égale a :

m L -1
Yijev-llel 1
BICl= > > > == (tj+pw+ Y, > ) Vil + > > S Yikevllel)
-1 =ovev Piv Je#Jj veV h=0 2 veV

Rappelons, aussi, I'espérance sur la consommation diénpayr chaque taché; donnée

dans la preuve du théoréme 4 est :

T Vijeullel
[E1=2,2, ), =5 —Ein

Par ailleurs, nous définissons I'espérance conditionrselide temps de complétude et sur la

consommation d'énergie d'une tachgsi les taches dans un sous ensenfle 7 ont déja éte
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affectées a des triplets de machine-intervalle-vitesse. Blmague tachdy € K on associe une
variable binaire (01) vikev qui indique si la tAchdy a été &ectée a un triplet machine-intervalle-
vitesse {, £, V) ( xikev = 1) ou pas (vikev = 0). Ceci nous permet de donner les expressions sui-
vantes pour formuler les espérances conditionnelles senips de complétude et la consomma-
tion d’énergie des tachek.

Dans le cas od; ¢ K nous avons :

m L
Vij €v| €|

Eg([C]l = Z 2 + Bijv + Z Z Z/hkhv Pikv + Z Z 2/\/|k€v Pikv

i=1 (=0 veV Jke‘K veV h=0 JkeK veV

c 1

+ Z Z Z Yikhv-ln| + Z Z EYikt’v-“fD,

Jkej\(‘KU{Jj D veV h=0 JkEJ\('KU{Jj ) veV

et,

Ex[Ej] = E[Ej].

Dans le cas odj € K, alorson a:

Eg [CJ] = tj + pijy + Z Z Z){lkhv Pikv + Z Z %Xikt’v- Pikv

JeK\(Jj} veV h=0 JeK\{Jj} veV
- 1
Sy Zyikhv.uhl + D D el
eI \K veV h=0 IeT\K veV
et,
Ex[Ejl = Eijv.

ou (i, ¢,v) est le triplet machine-intervalle-vitesse auquel la &ghest dtectée, i.exijn = 1,
ettj = maxrij, (1 + €)"1}. Notons que I'espérance conditionnelle sur I'énergie oonaée est
égale a I'espérance non conditionnelle puisque la consdimmde I'énergie d’une tache dépend

uniguement de sorfiectaion a une machine et une vitesse. Finalement, I'espgmditionnelle

80



sur le temps de complétude plus I'énergie pour une tachecopglieJ; peut étre calculée par

E‘K,,y[cj + Ej] = E«’X[Cj] + EfK,,\g[Ej]-

Etant donnée une tacll ¢ K, le lemme suivant montre qu'il existe toujours urfBeatation

déterministe ded; qui améliore 'espérance conditionnelle correspondante.

Lemme 13 Soit une solution optimale y du programme linéairecle® soitX C 7. Soit, aussi,
une gfectation fixey des taches dank a des triplets de machine-intervalle-vitesse. Considgron
par ailleurs, une tache Je J\K. Il existe, alors, une fectation de la tache jJa un triplet de
machine-intervalle-vitess@, ¢, V) (i.e. xijov = 1) avec tj < (1 + e)~Ltel que:

Excugal Y WCk + Bx] < Bxcy[ ) WiCi+ Ei]. (3.11)

IeT XeT
Preuve L'espérance conditionnelle dans la partie droite de I'adé#§ (3.11) peut étre formulée
comme étant une combinaison convexe des espérances conéllesExj, ,X[Jijka + Ex]
ke

sur toutes lesféectations possibles de la tachea des triplets de machine-intervalle-vitessé, )

comme suit ;

m L ‘
Egc o[ Z Wi Cy + Ex] = Z Z (E‘KU{JJ},X[ Z Wi Cy + Ek]'Yka\‘/-“d).

Pikv

keJ i=1 ¢=0 veV eT

Finalement, la version dérandomisée de I'algorithmeounpine peut étre décrite par :
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ALGORITHM LP ROUNDING DERANDOMISE
(1) Calculer une solution optimalede LP<.

(2) FixerK =0,y =0,¥J; € J faire

i) pour toute #ectation possible de la taclga un triplet machine-intervalle
vitesse (, £, V) (i.e., xijev = 1) caIcuIerEq(U{Jj},X[Jk%jwkck + Ex];

i) attribuer la tachel; au triplet machine-intervalle-vitesse 4, v) qui minimise
'espérance conditionneIIEq(U{Jj},X[Jgjwkck + Ex];

i) fixer K := % U {J;}.

(3) Ordonnancer sur chaque machinies taches qui lui ont étéfectées sans pré

emption et dans I'ordre croissant des valetjrsen cas d’égalite, la sélection de

la tAche se fait d’'une fagon indépendante et aléatoire. @ghtighe est ordon
nancée le plus tét possible en tenant compte sa date daivde maniére a
ce que, sur la machiriela période d’inactivité totale avant le début d’exécution

d’une tachel;, affectée a cette machine, soit égalg.a

Nous obtenons ainsi une version déterministe de I'algorithe rounpiNG €t qui préserve la

qualité des solutions retournées.

Théoréme 5 L'algorithmerp RounpING DERANDOMISE €St un algorithme déterministe et polynomial
dont la garantie de performance est au moins aussi bien qgatantie de performance espérée

de l'algorithme probabiliste.r RounDING.

Preuve Le théoreme découle directement du lemme 13 et du théoréme 4. O

3 5 EXTENSION AU PROBLEME RS, E| > W;C;
| ]

Dans cette partie, nous montrons qu'il est possible d'éwelidpproche précédente

pour approcher le problen®Sfrij, E| 3, w;C;. Ce probleme consiste a ordonnancer, sous le méme
modéle, un ensemble des tacliEpour minimiser la somme des temps de complétude pondérés

sans que I'énergie consommée ne dépasse une borri fixe
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Il est possible de relaxer ce probléme en considérant urggdégodification du programme

linéaire LP¢ précédemment décrit :

min > w;C}P
Jjeg

m L
s.t. Z Z Z y”f—VM =1 pour tout j, (3.12)

71 (Cowey  Piv

Z Zyu‘(v <1, pourtouti et ¢, (3.13)
JjeJ veV
oo 1 1
CtP > Yijovllol (1+ —)"‘
j = ] .
m L
iiev |l 1 .
Z Z (M(l +e) 1y Eyijg\/“d), pour tout |, (3.14)
i1 miwer ' Piv
m L
Cifz > > > Minll pour fout j, (3.15)
i=1 ¢=0 veV
m L
Z Z Eijvy|JfY| t’| <B (3.16)
i=1 JjeJ (=0 veV Pijv

Yijw =0, pourtouti,j, (1+e€)<rj, etv, (3.17)
Yijev 2 0, pourtouti, j ,¢, et v, (3.18)

CctP >0, pour tout j. (3.19)

Tout d’abord, notons ce programme linéaire p&¢(B) et remarquons que la contrainte sup-
plémentaire 3.16 a été ajoutée pour exprimer le fait queda@mmation globale d’énergie ne doit
pas dépasser un budget doriBéDans la suite, nous allons appliquer 'algorithme prolistei
LP ROUNDING décrit précédemment et exhibons une borne probabilisttassomme des temps de
complétude pondérés avec un dépassement du seuil d’éaetgigsé.

SoitOPT(B) la valeur optimale de la fonction objectigéw;C; pour un seuil d’énergie fixe.

Théoreme 6 Soit une instance du probleme R§, E | X w;C; et un réele > 0. L’algorithme
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LP ROUNDING CONSstruit un ordonnancement réalisable tel géfg, w;C;] < 2(1 + €)OPT(B) et

E[E] < B.

Preuve Nous montrons, de la méme fagcon que dans la preuve du théofenuue

E[ X35 WiCijl < 2(1+€)OPT(E) et qUeE[E] = 35 c 5 E[Ej] = Y3y 20y Yo Yoy yusxlvlflE”

Nous concluons a I'aide de la contrainte 3.15 GJE] < B. i

Il faut noter que le théoréme 6 ne garantit pas que ces bommelsa somme des temps de
complétude pondérés et sur I'énergie sont respectées tamdatent pour toute instance du
probléme. Dans le but de pallier a cet inconvénient, noupgsons une garantie probabiliste sur

les deux critéres pour toute instance du probleme.

Théoreme 7 Soit une instance du probleme R, E | 3 w;C; et soit deux réels,wv > O tels que

1_1] v_lv < letunréele > 0. L'algorithmerr rounpinGg construit un ordonnancement réalisable qui
vérifie :
Pr[)_ wiCj < 2u(1 + )OPT(B) et E<wB] > 1- 11
i > ~ W

j
Preuve Rappelons qu’étant donnée une variable aléadieeun réel > 0, I'inégalité de Markov

stipule quePr[X > a] < E(X)/a. Ainsi, nous avons :

Pr[z w;Cj > uE(Z w;Cj)] < 1/u
j j

et

Pr[E > wE(E)] < 1/w.

Dans le théoreme 4 nous avons montré que,

E() WiCj) < 2(1+ e)OPT(B)
j
et

E(E) < B,
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dou, Pr[¥; wijCj > 2u(1 + e)OPT(B)] < 1/uetPr[E > wB] < 1/v. En utilisant I'inégalité de
Boole[27], nous avons :
Pr[)_ wiCj > 2u(1 + )OPT(B) ou E > wB] < 1/u+ 1/w,

j
et finalement,

Pr[ ) wiCj < 2u(1 + )OPT(B) etE <wB] > 1- 1/u—-1/w,
j

3 6 CONCLUSION
| |

Dans ce chapitre nous avons introduit une extension néguialprobléme d’ordon-
nancement classique sur des machines hétérogénes en cengrte de I'énergie consommee.
Nous avons, donc, considéré le modeéle qui consiste a ordoanaur des machines hétérogénes,
sans préemption, des taches caractérisées par des dateste ades durées d’exécution et des
quantités d'énergie consommeées. Dans ce modéle, nous awnoduit un ensemble fini de
vitesses auxquelles les machines peuvent tourner et tellgpie tache soit exécutée d’'une fagon
non-préemptive et a une vitesse constante. L'hétérogédess machines réside dans le fait que
pour chaque tache la durée d'exécution ainsi que la quatiétéergie consommée dépendent de
la machine et de la vitesse d’exécution. En revanche, lessdiarrivées des taches dépendent

uniquement des machines auxquelles elles sbattes.

Dans un premier temps, nous avons considéré le problemes®®&Sri;|E + > w;C; qui
consiste a minimiser la somme des temps de complétude gengdlrs I'énergie totale consom-
mée par toutes les machines. Nous avons prouve que I'anddylseperformance de 'algorithme
randomisé.r rROUNDING présenté dans’p] et base sur la technique de I'arrondi aléatoire peut étre
étendue pour le probléme en question et que la qualité ddutiaoretournée reste préservée
avec ou sans des dates d'arrivée. Nous avons aussi déraddoati algorithme en utilisant la

méthode deprobabilités conditionnelles
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Dans un deuxieme temps, nous avons condidéré le probishg, E| > w;C; dans lequel
nous fixons un seuil d’énergie total & ne pas dépasser et heoshons a minimiser la somme des
temps de complétude pondérés. En utilisant le méme algweittandomisé, nous avons proposé

une borne probabiliste intéressante sur la fonction olb@otc un dépassement du seuil d'énergie.

Pour ce dernier problemég. RSrij, E| Y w;C; et d'un point de vue pratique, une question
intéressante serait de savoir s'il est possible de concevoimoyen icace de dérandomisation
permettant de préserver les bornes obtenues. Dans ce mpritexificulté réside dans I'aspect
antagoniste entre la minimisation du temps de complétutiéretrgie consommeée, et aussi dans
I'absence de corrélation entre ces deux criteres dans letimcgtudié. Ainsi, la méthode de
dérandomisation basée sur f@sbabilités conditionnelles’avere indficace étant donné que pour

faire un choix a une étape donnée, la notion de solutionaaséinte n'est pas définie.

Par ailleurs, nous soulignons que Skutella a proposé dahsifie approche alternative basée
sur la relaxation quadratique et sur la méme technique afidiraléatoire pouvant améliorer
la qualité de la solution du probléme de minimisation de lms@ des temps de complétude
pondérés. Ainsi, une autre question intéressante est ddér savcette approche pourrait étre

adaptée dans le cas des problemes traités dans ce chapitre.

Finalement, une perspective de cette étude consiste aéomsie cas ol chaque machine peut
choisir sa vitesse dans un spectre continu de valeurs sésllgositives. Il serait, ainsi nécessaire
de définir des fonctions continues de la vitesse décrivambedpart, I'évolution des temps d’exé-
cution des taches, et, d’autre part, I'évolution des qudstd’'énergie consommées par chaque

tache.
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CHAPITRE 4

ORDONNANCEMENT AVEC DES CONTRAINTES DE

PRECEDENCE ET DES TEMPS DE COMMUNICATION

1 ] | NTRODUCTION
| |

Le déploiement élargi des architectures paralleles a fatlgs problemes d’ordon-
nancement sur des machines paralléles soient au coeur dloppement et de IfEcacité de ces
architectures. Ce type de problemes a été sujet de reclseirtieasives depuis plusieurs années
[46]. En particulier, les problémes d’'ordonnancement quinigeminimiser le temps d’exécution
total (makespa)) sur des machines identiques et en présence de contrdmf@gcédence ont été
largement étudiés. Dans ce type de problemes, les cortsailet précédence sont modélisées par
un graphe orienté et acycligu2AG dont les sommets représentent les taches a ordonnancer et
les arcs représentent les contraintes de précédence, Aihsixiste un arc partant d’'une tacle
vers une tache dans le graphe de précédenee— b, alors I'exécution dd ne peut commencer
gue si I'exécution de prend fin. Généralement, les contraintes de précédencassoms de la
parallélisation d'un programme séquentiel et traduisess dépendances de données entre les
taches,i.e. une tache ne peut commencer que si ses prédecesseurs hisfeat des données
nécessaires pour son exécution. La figure 4.1 montre un path@ement possible sur deux
machines dans un graphe de précédence avec 4 taches anitiitens que cet ordonnancement

est optimal par rapport a la minimisation thakespan
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b
a o\ a b d M1
c M,

C

Fic. 4.1 — Ordonnancement d’un graphe de précédence avec 4 tacit@res : les tdches b etd

s’exécutent sur la machirid; et la tachec sur la machinév,.

Un modele plus réaliste considére des délais supplémesta@icessaires au tranfert des don-
nées entre deux taches dans le cas ou elles sont reliéesgaontnainte de précédence et sont
exécutées sur deux machineffélientes. Il s’agit enféet d’'un délai qui doit s’écouler a la suite
de I'exécution d'une tache et avant que I'exécution de s@cesseur ne puisse commencer sur
une autre machine. La valeur de ce délai, connu sous le ndenges de communicatipdépend
de la paire des taches considérée et elle est nulle si lesst&clccessives s’exécutent sur la méme
machine. Dans la figure 4.2, nous reprenons I'exemple de Umefigrécédente en imposant des
temps de communication unitaires pour les paires des tahies (b, d) et (c, d), et un temps de
communication égal a 2 pour la paire de tacles)( Nous considérons la minimisation chakes-
panet présentons deux solutions : une solution optimale et utie aon optimale. Notons, aussi,
gue ces temps de communication sont giemdssi leurs valeurs dépassent les durées d’exécution

des taches.

M>

0O 1 2 3 4

Ordonnancement optimal

alb d M,

0O 1 2 3 4 5 6
Ordonnancement non optimal

Fic. 4.2 — Ordonnancement d’'un graphe de précédence en prédentemps de communication

entre les taches. Les arcs sont pondérés par les temps deucication.
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Par ailleurs, nous considérons un systéme de taches typé&hague tache est caractérisée par
un type fixé a l'avance et qui détermine une seule machineaguelle la tache peut s’exécuter. On
parle alors d’'un modéle de machines dédiées ou chaque reaestispécialisée dans I'exécution
d'un seul type de tache et tel qu'il existe une seule macharetype. Dans ce cas, tfectation
des tdches aux machines est connue au préalable ce qui plersetoir a I'avance si les temps de
communication s’appliqueront ou non entre toute paire dedg reliées par un arc de précédence.
La figure 4.3 montre deux exemples d’ordonnancement de g$agpées sur 2 machines dédiées
avec des temps de communication unitaires. Dans le preméenm@e, les tdchea et b sont de

type 1 et la tache est de type 2. Dans le second exemple, la t@obst de type 1 et les tachbst

c de type 2.
b (type 1) alb M3
a(typel) 1
d M2
b (type 2) 5
a(typel) 1 My
b |C M,
¢ (type2) 0 1 2 3 4

Fic. 4.3 — Ordonnancement d’'un graphe de précédence avec 3 tachaires typées, des temps
de communication unitaires et 2 machines dédiées : la madhirexécute les taches de type 1, et

la machinedVl, exécute les taches de type 2.

Nous nous intéressons, dans ce chapitre au probléme dimdoement d'un ensemble de
taches unitaires et typées sur des machines dédiées aveomegintes de précédence et des
grands temps de communication entre les taches. Aussi, allmms nous focaliser sur un type
particulier de graphe de précédence, a savoiptdges d’intervalles A notre connaissance, cette
classe de graphes a été introduite par Papadimitriou etakais dans{1]. En efet, un graphe
est un ordre d'intervalles s'il est possible d’associerctimade ses sommets a un intervalle de

réels de telle sorte a ce que deux sommets soient reliés Eac et seulement si les intervalles
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correspondants ne se chevauchent pas. En d’autres tefiniggessalle [a;, ap) (resp.[bi, b))
est associé a la tacle(resp. b, alors la tAche précede la tachk dans le graphe de précédence
si et seulement sb, < b;. Un exemple montrant un ensemble d'intervalles et le grapbedre

d'intervalles correspondant est illustré dans la figure 4.4

a b C
d e f
g h

Fic. 4.4 — Un graphe d'ordre d'intervalles et les intervallesrespondants. Les arcs transitifs ne

sont pas représentés.

Pour un ensemble de taches caractérisées par des datéged @trdes dates d’échéance, le

but sera, donc, de construire un ordonnancement réalisable

1 2 DEFINITIONS ET NOTATIONS
| |

4.2.1 Formulation du modeéle

Nous considérons un ensemijeconstitué den taches typées avec des durées d’exécution
unitaires, des dates d'arrivée € N et des dates d'échéande € N, pour toute tache); € 7.
D’autre part, nous considéromé types de taches tels que chaque taghe J soit caractérisée
par un type notén; € {1,...,K}. Nous limitons cette étude a un graphe de précédence ogénté
acycliqueG = (7, A) ayant la structure d’ordre d'intervalles : a chaque tddhe J on associe
un intervalle non vidd; = [a,b;) avec &,b) € R? a < b. Comme il a été expliqué dans
I'introduction de ce chapitre, il existe une relation degé@ence entre deux tach&sJ; € 7, i.e.

(Ji, Jj) € A, siby < aj (voir figure 4.4). Dans ce cas, un temps de communicatioregfic N
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est associé a l'arc](, J;).

Nous considérons, égalemeHt,classes de machines telles que chaque clpssél, ..., K}
contienne exactement une seule machine dédiée a I'exécdéis taches de typp. Ainsi, un
ordonnancement est défini uniguement par le veateur (t), out; représente la date de début

d’exécution de la tachg,. et il est réalisable si les trois conditions suivantes seérifiées :

1. Les dates de début d’exécution des taches respectent ¢éesdiatrivée et les dates d’échéance

correspondantes.e. VJ € 7,1 <t < d.

2. Lesrelations de préceédence entre les taches sont aussttésgi.e. V(J;, Jj) € A, soitx; =0
sim = m;, etx; = 1 sinon Linégalité suivante doit étre vérifieg,+ 1 + xjGj < t;.

3. A chaque instant, au plus une tache est exécutée par chaque machine.

Le probléme général que nous considérons consiste a cioasiruordonnancement réalisable
pour un graphe de précédence ayant la structure d’'ordréedialles avec des temps de commu-
nication, des dates d’arrivée, des dates d’échéance etaldsmas dédiees.

4.2.2 Temps de communication monotones

Pour chaque tachg € g, on note pal™ (i) (resp.I'"(i)) 'ensemble des successeurssp.

prédécesseurs) de la tachalans le graph&.

Propriété 1 [71] Soit un graphe de précédence £ (7, A) ayant la structure d’ordre d’inter-

valles. Pour toute paire de taches J; € 7, I (i) I (j) ouT~(j) € I (i).

Définition 6 Soit un graphe de précédence=(7, A) ayant la structure d’ordre d’intervalles.

Les temps de communication associés a G sont dits monotones s
V(i J)) (3, K)) € A%, T(j) < T°(K) = Gj < Cik.
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Il faut noter quel'~(j) ¢ I'"(k) est équivalent @&; < ax, donc aa; — by < ax — by. Ainsi, la
monotonie des temps de communication implique que pourtaud;, J;) € 7, le temps de com-
municationc;j est croissant en fonction de la distance entre la borne isupeb; de l'intervallel;
et la borne inférieura; de l'intervallel;.

En reprenant 'exemple du graphe d’ordre d'intervallesstté dans la figure 4.4, nous présentons
dans le tableau 4.1 des temps de communication monotonsiblessentre les taches avec des

contraintes de précédence.

CGj|bjcle|lf|h

Tas. 4.1 — Temps de communication monotones pour le graphere'ofthtervalles présenté dans

la figure 4.4

4.2.3 Algorithmes de liste

Les algorithmes de liste sont des algorithmes gloutons lgopitincipe est assez intuitif. Une
liste de priorité est une bijectioh : 9 — {1,...,n}. Pour les problémes d'ordonnancement,
cette liste est souvent construite a I'aide de la structiue graphe, des dates d’arrivée, des dates
d'échéance et des contraintes de ressources. La déteoninitine liste de priorité pour notre
probleme d’ordonnancement utilise une extension de litlyoe LPP [67] et sera abordée dans
la Section 4.5.

Supposons qu’une liste de prioritéest fixée. Un ordonnancement de liste avec des temps de
communication peut étre construit comme il est décrit dérik:[soit une tache), € J telle que

sa date de début d’exécutigme soit pas encore fixée a l'instant.a tacheJ; est dite préte a étre
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exécutée a l'instaritpar la machiner de classe si :

1L.t>r;

2. Chaque tachg; € I'"(i) est ordonnancee avant la datdar ailleurs, si une tachi € I'(i)
n'est pas exécutée sur la machinalors le temps de communication enfkeet Ji est pris
en compte si la tachd est ordonnancée a I'instant

3. La machiner est inactive a l'instant

Pour chaque couple de valeutsy), pourt e Netp € {1,...,K}, I'algorithme de liste ordon-
nance, sur la machine de la clagsda tache préte de type possédant la plus haute prioritée(
la valeurL(J;) est minimale) en fixant; = t si une telle tache existe. Le déroulement de I'algo-
rithme débute a l'instartt = 0 et incrémente la valeur dedés qu’aucune tache n'est prétgoat
dés qu'aucune machine n’est disponible a l'instant
Il faut noter que si le pas du temps est unitaire alors I'atgore de liste, décrit ci-dessus, posséde
une complexité non polynomiale egal®@&nK. maxy, j,)e#{Cij}). Cependant, il a été prouvé dans
[47] que les valeurs prises pampeuvent étre limitées de fagon a obtenir un algorithme de lis

polynomiale dont la complexité est égal©@fnK?).

1 3 T RAVAUX CONNEXES ET CONTRIBUTIONS
|

Il existe beaucoup de travaux dans la littérature portant'stdonnancement d’'un

ensemble de taches partiellement ordonnées et modéliaéem mraphe de précédence orienté
acyclique p9, 25, 40]. Pour un graphe de précédence quelconque, le problemenilisation du
makesparsur des machines identiques BER-djficile [40]. Cependant, Papadimitriou et al.]]

ont construit une solution optimale dans le cas ou le gragherécédence possede une structure
d'ordre d'intervalles. Plus récemment, Jansén][a étendu ce résultat pour des systemes de
taches typées. Dans le modeéle le plus général des taches typ&machines sont partitionnées en
plusieurs classes, chaque tache doit étre exécutée suracténa d’'une classe fixée, et chacune
de ces classes peut contenir plusieurs machines. Il ested goun systéme de taches typées

inclut les modéles de machines identiques (une seule di@ssechines) et de machines dédiées
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(une seule machine par classe).

Par ailleurs, l'introduction des temps de communicatiotmesies taches rajoute une couche de
complexité supplémentaire au probleme méme dans le casagbag de précédence particuliers
tels que les ordres d'intervalles. Rappelons dans ce centpxe les temps de communication
sont dits grands s'ils sont plus grands que les temps d'¢écuaes taches. Les problemes
d’'ordonnancement sous cette hypothése sont trégildis a résoudre de facons exactes. Par
exemple, pour des temps d’exécution unitaires et un délabdemunication fixe égale @> 3,
Giroudeau et al. ont prouvé dan&l] que I'existence d’'un ordonnancement de taille inférieare
¢ + 4 estNP-completpour un graphe de précédence général sans limitation deurees. Dans
la littérature, des articles de synthése sur les problénmsgahnancement avec des temps de
communication peuvent étre trouvés dans, B0)]. Il faut noter que les temps de communication
monotones incluent les délais constants.

Dans ce contexte, la plupart des auteurs limitent leursestaddes durées d’exécution et des
temps de communication unitaires. Ali et Rewifi] pnt développé un algorithme polynomial
pour la minimisation dumakespanpour un graphe de précédence d'ordre dintervalles,
machines identiqgues et des temps de communication usitaiferriet B0] a développé un
algorithme polynomial dans le but de résoudre le problémdédermination d’'ordonnancements
réalisables pour un graphe de précédence d’ordre d’iftesvavec des dates d'arrivée, des dates

d’échéance, des temps de communication unitairesreichines identiques.

Dans ce chapitre, nous étudions le probléme de détermindtim ordonnancement réalisable
pour un graphe de précédence d'ordre d’intervalles aveogdmsds temps de communication,
des dates d’arrivée, des dates d’échéance et des taches.tijmis montrons dans la section 4.4
que le probléme eftiP-complet au sens fort pour deux machines dédiées et des tangEm-
munication quelconques. Dans la suite du chapitre, nousidé@mns uniquement des temps de

communication monotones. Dans la section 4.5, nous noéiesgons au probléme d'ordonnan-
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cement d'un ensemble de tdches modélisées par un graphéatence d'ordre d'intervalles
avec des dates d’arrivée, des dates d’échéance, des tengpsndeunication monotones et des
machines dédiées. Pour cela, nous présentons une extelesi@gorithme décrit danssp] par
Leung, Palem et Pnuelli (algorithnilePP" en abréviation) ou les auteurs décrivent un algorithme
générique capable de détermingficacement un ordonnancement pour un ensemble de taches
avec des dates d'arrivée et d’échéance,nsaunachines identiques et en présence d'un graphe de
précédence d'ordre d'intervalles avec des délais de latdhtaut noter, dans ce contexte, que le
délai de latence est une quantité de temps qui doit s’éceuliee la fin d’'une tache et le début
de son successeur et que sa valeur est indépendante desaesaslni lesquelles les deux taches
sont exécutée<[]. En dfet, l'algorithme d’ordonnancememtPP est un algorithme de liste qui
calcule ses priorités en fonction des dates d’échéancédesd. Dans cette perspective, la priorité
est donnée a la tache qui possede la date d'échéance la plts. d¢étape de construction de la
liste des priorités sera précédée par une étape de modificdeis dates d’échéance qui consiste a
relaxer le probléme d’origine et a résoudre un sous-probldmmaximisation des dates de début
d’exécution des taches. Il s'agit, effat, de calculer et d’'attribuer une nouvelle date d’échéance
a chaque tache, moyennant une procédure de calcul au plud éaschéma de modification des
dates d'échéance présenté daiig hinsi que les preuves seront aussi simplifiés. Dans lacsecti
4.6, nous prouvons brievement que l'algorithireP ne peut pas s’étendre pammachines iden-
tiques puisque, dans ce cas, les algorithmes de listes nemtqras fournir des solutions optimales

pour de grands temps de communication.

1 1 COMPLEXITE DU PROBLEME GENERAL
| |

Dans cette section, nous prouvons que le probléme d’'orcmenaent sur deux

machines dédiées d'un graphe d'ordre d'intervalles avex tdenps de communication quel-
conques edi P-complet au sens fort. Ce résultat justifie la limitation dére@ étude aux temps de

communication monotones. Ainsi, nous considérons les geabiémes définis comme suit :
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SCHEDULING BIPARTITE GRAPH WITH COMM. DELAYS (SBC)
Entrée : SoientA = {J1,..., Xk} et B = {Jk;1,..., dx}, k € N* deux ensembles detaches de
durées unitaires?(J;, J;) € Ax B, un délaic; € N. VJ, € AU B, my € {1, 2}. 2 machines dediees.
Un entierD > 0.
Question : Existe-il un vecteut = (t;), VJ € AU Btel que,V(J;, Jj) € (AU B)?, sim = m; alors

ti # tj, maxyeausiti} < D, et¥(J;, Jj) € AxB, xj = 0sim = m;, Xij = Lsinon, etj+x;cj+1<t;?

SEQUENCING COUPLES WITH LATENCIES (SCL) [84]
Entrée : SoientA = {J1,..., )} et B = {J1,..., J}, k € N* deux ensembles detaches de
durées unitairek valeurs?; € N, i € {1, ...,k}. Une seule machine. Un entiEr> 0.
Question : Existe-il un vecteut = (t), VJ € AU Btel que,¥(J,J)) € (AUB)? t # t,

maxjcausiti) <DetVie{l,... .k ti+ 1+ 6 <tk ?
Théoreme 8 Il existe une réduction polynomiale du probléme SCL versdblpme SBC.

Preuve SoitIT une instance du probleme SCL. Une instani&) du probleme SBC est construite
en fixant,V(J;, Jj) € Ax B, c¢j = {i sij = k+ietgj = 0sinon. En plusyJ; € Am = 1et
¥Ji € B,m = 2. Cette transformation est illustrée dans la figure 4.5.
1. Soitt = (tj), YJ € AU B une solution de l'instancH. Nous montrons que toutes les taches
dansA peuvent étre exécutées entierement et sans interruptios lilatervalle de temps

[0,K] :

e Supposons qu'il existe deux taches successlyest Jj avecJ; € BetJ; € A Etant
données les relations de précédence entre les taclfestdes taches dB, il est possible
de permuter les tachek et J; sans influencer I'exécution des autres taches. Ainsi, nous
pouvons supposer que toutes les taches de I'ensefrideivent étre exécutées avant les
taches de I'ensembBB. Au pire cas, le nombre de permutations est bornépar

e Lestaches de 'ensembien’ont pas de prédécesseurs. |l est donc possible de lestexécu
sans interruption.

Ainsit = (1), YJ; € AU B, est aussi une solution d€IT).
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InstancdT du probleme SCL Instancef (IT) du probléme SBC

Fic. 4.5 — Transformation d’'une instance du probléme SCL ennstamce du probléme SBC avec

des temps de communication.

2. Inversement, supposons dque (), YJ; € AU B est une solution dé&(IT). Par construction
du graphe, la premiéere tache de I'ensemBlest exécutée a la suite de la derniére tache
de I'ensembleA. Ainsi, pour tout couple de tacheg (J;) € (AU B)?, t; # tj ett = (t;),

¥Ji € AU B est aussi une solution réalisable poLr

O

Finalement, il faut noter gu'un graphe biparti complet d¢idns clairement un ordre d’inter-
valles tel que chaque tache dafgresp.dansB) soit associée a un intervalle= [a, b) (resp.
I” = [&,b")) avecb < & . D’autre part, le probléeme SBC est clairement d&ra Du fait que le

problémeS CLestN P-complet au sens forBf], on a le corollaire suivant :

Corollaire 3 Le probléme d’ordonnancement pour des graphes de précéddinadre d'inter-
valles, avec des temps de communication quelconques 2isachines dédiées est NP-complet

au sens fort.

1 5 EXTENSION DU LPP SUR DES MACHINES DEDIEES AVEC DES TEMPS DE
| |

COMMUNICATION MONOTONES
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L'objectif de cette section est de présenter une extensobatyorithme LPP [62] pour un
graphe de précédence d’ordre d’intervalles avec des temg®mmunication monotones et des
machines dédiées. Nous présentons, tout d’abord, un gilg@ipolynomial simple pour calculer
une borne supérieure sur le temps de complétude d’'une t@eth@lgorithme est basé sur la régle
de Jackson [50, 46], et sera par la suite appliqué d’une fagon itérative darmsited’améliorer la
date d’échéance de chaque tache. Finalement, nous progwamsalgorithme de liste basé sur la
priorité EDF (Earliest Deadline First) ainsi que sur les dates d’éch&anadifiées méne a une

solution réalisable si elle existe.

4.5.1 Une borne supérieure sur les temps de complétude desltis

Soit Jx € J et Sk = T'*(k) U indegk), ouinde k) représente I'ensemble des taches dgns
sans relations de précédence avec la tadgh8upposons que chaque taches Sy U {Jk} possede
une date d’arrivée, et une date d’échéanak. D’autre part, étant donné gu'il existe une seule
machine par type de taches, nous fixons, pour chaquelag)(e A, xj = 0sim = mj, xj; =1
sinon.

Soitt € {rx + 1,...,dk}. Nous considérons, alors, le probleme de décigsistencé, k, r, d) ou

r (resp. g représente le vecteur des dates d'arrivéesyg. d’échéance) de I'ensemble des taches
Sk U {Jk}. Ce probléme est défini comme suit : il s’agit de fixer un ordgoruement de la tachk

a l'instantt — 1 et de retourner la valetivrai" s'il existe un ordonnancement réalisable des taches
de 'ensembleSy U {J} en considérant les dates d’'arrivée, les dates d'échéaxeohtraintes de

ressources et les relations de précédence entre la Jaeteses successeurs.

Existence(t,k,r,d) :
Entrée : L'ensemble des tacheSy U {J} avec des durées d'exécution unitaires, des dates

d'écheance définies paf = t etvJ; € Sy, d] = d;. Chaque tachd; € S U {J} doit étre

1Dans la régle ddacksonles taches sont ordonnées selon leurs dates d’échéarnssacttes et sont ordonnancées

par un algorithme de liste qui suit la discipline Earliestibkne FirstEDF)
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exécutée par la machine de la clasgelLes dates d’'arrivée des taches sont calculées comme suit :
[ . . i /.
L rg=t-1;vJjeindedk).r; =rj;

2. ¥Jj eI (K), 1} = max(, t + XcjCj)-

Question : Existe-il un ordonnancement des taches de I'enser8ple {J} respectant les

dates d’arrivée, les dates d'échéance et les contraintessdeurces ?

Soit I'exemple suivant : considérons le probleme&istencés, e, r, d) pour I'instance définie
par 'ensemble des taches illustrées précédement dansuta figd avec les temps de commu-
nication reportés dans le tableau 4.1. Les dates d'arriviéiales ainsi que les dates d’échéance

initiales et les types des taches sont donnés dans le tah2au

JegJ|la b ¢ d e

—
«
=)

rr |01 2 0 4 1 0 1

d |3 3 7 3 6 6 3 6

m |2 1 1 1 2 2 1 2

Tas. 4.2 — Dates d’arrivée, dates d’échéance et types des thobesexemple de la figure 4.4

Ainsi, Se = {c, f} U {b, h} et Existencé, e, r,d) consiste a trouver un ordonnancement des
tachesy’ = {b,c, e, f, h} avec des dates d'arrivée et des dates d'échéance préealcUlés dates
sont résumées dans le tableau 4.3. La réponse a cette guestticlairement positive. Nous don-

nons un exemple de solution réalisable dans la derniére ligrtableau 4.3.

JegJ |b c¢c e f h

r |1 6 4 5 1

d |3 7 5 6 6

t |1 6 4 5 1

Tas. 4.3 — Dates d’arrivée, dates d’échéance et dates de dé&xdtadition d’une solution réalisable

pour le probleme de décisidaxistencés, e, r, d).
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Si un problémeE xistencé, k, r, d) retourne une réponse négative alors il n'est pas possible
d’exécuter la tachéy a l'instantt — 1 sans violer une contrainte de précédence ou de ressource du
probléme initial. Ainsi, la valeur maximal® € {ry + 1, ..., dy} telle queExistencé&*, k, r, d) soit
vrai constitue une borne supérieure sur le temps de conggéta la tacheéy. Dans la suite, ces
valeurst* seront calculées pour chaque tacheafin d'améliorer les dates d’échéance des taches,
i.e.la date d'échéance de chaque tach& sera remplacée pgf, d* := t*.

D’un point de vue algorithmique, nous notons [&®8(k,r,d) un algorithme qui calcule la
valeurt* si elle existe. Le problémE xistencé, k, r, d) peut étre résolu simplement é{n log n)
par un algorithme utilisant la régle dackson Cependant, comme il a été expliqué dans 7],
deux recherches binaires sur l'intervalig, |dx — 1] basées sur la régle dacksorsont nécessaires
pour calculer la dat¢*. Ceci méne a un algorithme dont la complexité en temps esiébagpar
O(log(dk — rk) x n log n). Une propriété intéressante de la foncti®8 est décrite dans le lemme

suivant :

Lemme 14 Soit d et ¢ deux éléments d&" avec d < d? (i.e.VJ, € J,d! < d?). Pour chaque

vecteur re N" tel que r< d! et pour chaque tache & 7, BS(i,r, d%) < BS(i, r, d?).

Preuve Pour chaque valeur entiére e [ri,dil], si Existencé,i,r,d') est vrai alors
Existencé, i, r, d?) est aussi vrai. Ainsi, puisqugS est un algorithme de maximisation on conclut

queBS(i,r,d) < BS(i,r, d?). O

4.5.2 Modification des dates d’échéance

L'idée dans cette partie est d'améliorer les dates d'éatetae toutes les taches en calculant
d'une fagon successive des bornes supérieures sur les tenpamplétude a l'aide de I'algo-

rithme 2.

Si un appel a la fonctiorBS ne retourne pas de solution, alors I'Algorithme 2 s’arréte.
Dans la suite, nous supposons qu'il est possible de caltileecteurd*. Pour chaque couple

(i,K) € {1,...,n}% on note pad; (i) la date d’échéance modifiée de la tadge la fin de lai®me
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Algorithme 2: Modification des dates d’échéance des taches

Données: Un graphe de précédenGeavec des temps de communication, dates d’arnyée
dates d’échéanaget K machines dédiées.
Résultat: Des dates d'arrivée* et des dates d’échéand& modifiées.

début
CalculerVie {1,...,n}, 1 = maxg,er-() (T, rj* + 1+ XjiCji) suivant un ordre

topologique;

Renumeéroter les taches telles qiie>r} > ... > rp;

CalculerVi e {1,...,n},d* = ming; er+ i) (d, dj* — 1 - x;jG;j) suivant un ordre
topologique inverse;

pour i = 1 anfaire

d* = BS(i,r*,d*),

Calculervk e {1,...,n}, d¥ = ming, er-+x) (dk djf‘ — 1 — XjCx;j) suivant un ordre

topologique inverse;

fin

fin

itération de la bouclgour.

Nous considérons comme exemple I'exécution de I'AlgorghPnsur I'instance du probleme
d’ordonnancement présentée dans la figure 4.4. Le tabldgordsente le vecteu® et une nou-
velle numeérotation possible des taches. Les valdfi(, (i,k) € {1,..., n} sont rapportées dans

le tableau 4.5.

Jegla b c¢c d e f g h

rx 0 2 6 0 4 5 0 3

i |8 51 7 3 2 6 4

Tas. 4.4 — Dates d'arrivée* améliorées et une nouvelle numérotation des taches.
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Jeg |1 2 3 4 5 6 7 8

d*© |7 6 5 5 3 2 3 1

d*(1) |7 6 5 5 3 2 3 1

(2 |7 6 5 5 3 2 3 1

&*@) |7 6 5 5 3 2 3 1

&4 |7 6 5 4 3 1 1 1

d*(6) |7 6 5 4 3 1 1 1

d*6) |7 6 5 4 3 1 1 1

&(7) |7 6 5 4 3 1 1 1

d*@8 |7 6 5 4 3 1 1 1

Tas. 4.5 — Dates d’échéance ameélioréigsi), (i, k) € {1,..., 8)2.

Les lemmes suivants caractérisent les vectei(§) = (d; (i), d5(i),...,dy(i)), pour toute

itérationi € {1,...,n}:

Lemme 15 Pour chaque tacheyJ 7, la fonction i— dy (i) est décroissante pourd {1,...,n}.

De plus, pour chaque valeura {k, ..., n}, df (i) = d3 (K) = BS(k,r*, d*(k - 1)).

Preuve Par definition de la fonctioBS, BS(k, r*,d*(k — 1)) € {rg +1,...,ds(k - 1)}, d’'ou
BS(k,r*,d*(k — 1)) < d¥(k — 1). Par ailleurs, I'ajustement des valeursdfeen suivant un ordre
topologique inverse ne fait que décroitre le vectdtir Ainsi, d* ne peut que décroitre et la pre-
miére partie du lemme est prouvée.

Maintenant, par I'Algorithme 2, pour chaqées {1,...,n}, dg(k) = BS(k,r*,d*(k - 1)). Comme

< ... < 1y, la tacheJ n'admet pas de successeur dans I'ensemble des taches
Jii1s - .-, Jdn. Ainsi, la modification dedj?‘, j € {k+1,...,n} ninfluence pas la valeur de; et

dy (i) = d¢ (k) pour toute valeur € {k,...,n}. |

Lemme 16 Pour chaque ar¢J, Jj) € A et pour chaque & {1,...,n}, dg(i) < dj*(i).

Preuve Ce lemme découle de la procédure d’ajustement appelée aelidgpe en suivant un
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ordre topologique inverse. m]

Le lemme suivant prouve qu'a la fin de I'Algorithme 2, il n'esas possible d’améliorer

d'avantage les valeu;', pourJ, € J en utilisant la fonctiorBS :

Lemme 17 Soit r* et d* les vecteurs des dates d’'arrivée et des dates d’échéanmarnés par

I'Algorithme 2. Si un ordonnancement réalisable existes {1,...,n}, di = BS(k,r*,d*).

Preuve Supposons, par I'absurde, qu'il existe une tadpe 7 telle quedy # BS(k,r*,d*) ou
r* etd* sont les veteurs des dates d’arrivée et des dates d’échéaluciés par I'algorithme 2.
Par le lemme 15, ondy = dr (k) = BS(k,r*,d*(k — 1)) etd*(k — 1) > d*. Ainsi, par le lemme
14,d¥ = BS(k,r*,d*(k - 1)) > BS(k, r*, d*).

Par conséquenE xistencédy , k, r*, d*) est fausse. Soit etd’ les dates d'arrivée et les dates
d’échéance définies pour cet appel de la foncEoistenceY J; € SxU{J}, soitt, la date de début
d’exécution de la taché définie par un ordonnancement de liste régi par la réglésdé son Soit
t le premier instant tel qu’une tacllp € Sy rate sa date d’échéandﬁa, ie.t= d].

1. Sit < d, alors il n’existe pas d’'ordonnancement réalisable poemdembleA = {J; €

SkU{dd}, d; < t}avec les dates d'arrivaé et les dates d’échéande Il est clair quely ¢ A.
De plus chaque tachg € A verified, < d,, ainsi, par le lemme 16, ¢ I'*(k).

La conseéquence est glec inde(k) et doncvJ; € A, r; = ry. Nous pouvons deduire qu'il
n'existe pas d’ordonnancement réalisable pour le probl@m@&onnancement initial.

2. Sinon,;t > df(- Soit A la plus petite valeur dans-1,0,.. d] — 1} telle que la machine de

la classam; soit occupée durant chaque slot de temps dansT, d;] par une tachel, avec

d; < d]. SoitB = {Jj} U {Jr € Sk U {IdIm, = mj etA < t, < d]}. Il est clair queB| = d] - A.

De plus,¥J; € B,r, > A+ 1etd, < d].

Nous prouvons, dans la suite, qué, € B,r; > A + 1 etdy <d.

e Chaque taché, € B\{J} vérifier, = r} etd, = d>. Ainsi, par définition deB, r > A+1
etdy <di.

e Maintenant, sik € B, dy = d; < d]. Supposons, par I'absurde, qe < A + 1. Alors,

par I'Algorithme 2,ry <r> < ...<rg <A+1letdoncVJ, € B—{J},{ <k Parle
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lemme 15d7 (k- 1) = d} = d;. Ainsi, Existenced;, k, r*, d*(k— 1)) doit exécuter toutes
les taches de 'ensembRdurant l'intervalle de temps\ + 1, d]], ce qui est impossible.
D’ou, Existencéd; , k, r*, d* (k—1)) est fausse, et ceci constitue une contradiction puisque
dy (K) = BS(k, r*,d*(k - 1)). Nous concluons quef > A + 1.
Donc, toutes les taches daBsavec les dates d'arrivée et les dates d’échéanc doivent
étre executées sur la machimg durant l'intervalle de tempsy[+ 1, d]], ce qui est impossible en

considérantB|. Ainsi, il n'existe pas d’'ordonnancement réalisable peypriobléme initial. O

4.5.3 Optimalité de I'extension de I'algorithmelLPP

L'extension de I'algorithme.PP consiste a modifier les dates d'échéance des taches en utili-
sant I'’Algorithme 2 puis a construire un ordonnancemenélsas une liste de priorité telle que
pour chaque couple de tacheg 0;) € 72, L(J) < L(Jj) = d* < dj*.

Nous considérons, comme exemple, 'ordonnancement olpenul’'instance illustrée par la
figure 4.4 avec les dates d’échéance modifiées listées dtaiddau 4.5. Cet ordonnancement est
présenté dans la figure 4.6. Nous montrons dans le théoréuwamsque dans le cas de machines
dédiées et de temps de communication monotones, il exissrdamnancement réalisable si et

seulement si 'ordonnancement retourné par I'extensiobatporithme LPP est réalisable.

@gdb c
@a h el ¢

Fic. 4.6 — Extension dlLtPP pour I'exemple de la figure 4.4 avec les dates d’échéancefibesli

reportées dans le tableau 4.5.

Théoréme 9 La version étendue de I'algorithme LPP résout d’'une facdgmamiale le probléme

de la détermination d’'un ordonnancement réalisable pouensemble de taches unitaires et ty-

pées avec des dates d’arrivée et d’échéance arbitrairestetaps de communication monotones,
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des contraintes de précédence définies par un graphe d'ofdrervalles et un nombre limité de

machines typées avec une seule machine par type.

Preuve Supposons, par contradiction, que I'extension de I'athare LPP retourne un ordon-
nancementr = {t;,...,ty} qui ne soit pas réalisable. Salt la premiére tache qui rate sa date
d’échéance modifiée dans I'ordonnancemeyite. § > d*. Nous nous proposons de montrer dans
la suite qu'il doit exister une tachd antérieure aJ, danso qui rate aussi sa date d'échéance
modifieed .

Une tachel; € 7 est dite saturée si; = m etdj* < d*. Soit [A, A+1], pourA < d*, le dernier
slot de temps qui ne soit pas occupé par une tache saturéensachine de typmy. Nous considé-
rons alors les ensembles de taches {J; saturée ‘A <t, <d*} U {Jj} et ={J e X: r€* < A}.

Nous prouvons, tout d’abord et par contradiction, gilex @ et A > 0. En dfet, si¥’ = 0
alors¥J; € X, ry > A. On alX| = d* — A > 0 et il existe exactememt* — (A + 1) slots de temps
disponibles entre\ + 1 etd* sur la machinemn. Ainsi, le probleme d’ordonnancement n’est pas
réalisable et, par conséquené# 0 et, doncA > 0.

Etant donné que I'ensemb = 0 est fini, il existe une tachd; € ¥’ telle que|l(j)| est
minimal dans le sens de l'inclusion. Du fait qugn’est pas ordonnancée a la dateu avant,

il existe nécessairement une tache critiges I'"(j) qui empéchel; d’étre exécutée avarn.

Notons queyJ, € X', on aJx € I'"(£). De plus, a la suite du calcul @&, on ar; < rjf‘. Comme

Jj €X', alorsrf < A. Ainsi, it < A.

La tacheJy est soit de typen ou d’un type ditérent dem :

Cas 1 Supposons qog = m;. Dans ce cas, il n’existe pas de délai de communication dgtre

et les taches dar¥. En outre, la tachéy contraint la tachel; a étre exécutée aprés la date
A, ainsity > A. Nous prouvons quéy ¢ X : puisqueJx € I (), alorson d~ (k) c T (j) et,
ainsi, Jx ¢ ¥'. Etant donne que; < A, nous avonsk ¢ X.
Maintenant, puisquey < d}* < d*, alorsJ, est une tache saturée. Aussi le fait gluez =
implique quety < A et doncty = A, or ceci est impossible par définition de

Cas 2 Supposons maintenant gque+ m. Dans ce cas, un delai de communication addition-
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nel entre les tached et J; sera pris en comptége. f + 1 + ccj > A.
Maintenant, nous nous proposons de prouverXjueSg. En dfet, par la structure de graphe

d’ordre d’'intervalles, on a:

J =T (K U (I UT*K) Uindefk) = Sk U {JJ UT(K)

Nous montrons qué&~(k) N £ = 0. Pour chaque taché& e I'"(k), linégalité r} < r7 est
valide. Etant donné que’ < A, nous avons que; < A. Ainsi, siJ; € Z, alorsJ, € ¥'.
Cependant, si; € ¥’, alorsJx € I~ (¢) et, donc, il existe un circuit dans le grapBece qui
est impossible. AinsE c S.

Maintenant, en utilisant le lemme 17, odja= BS(k, r*, d*) et Existencéd;, k, r*, d*) est
vrai. Etant donné quE c Sy, un algorithme de liste suivant la régle dmcksorcalcule des
dates de début d’execution réalisables pouidfes A taches de& avant la datel*. Ainsi,

il existe au moins une tachl € X’ exécutée a la daté < A par ce dernier algorithme. De
ce fait, on ady + ¢y < t" < A. Maintenant, le fait qué&™(j) < I'"(j’) et que les temps de
communication sont monotones impliquent que< cyj, d’ou dy + Ckj < A.

Finalement, puisqui + 1 + Cj > A etA > df + Cj, alors on &y + 1 > d et ainsi la tache

Ji rate son échéance, d'oul une contradiction.

1 6 NON OPTIMALITE DES ALGORITHMES DE LISTE POUR DES MACHINES
|

IDENTIQUES

Dans cette section, nous nous proposons d’étudier l'infleelu nombre de machines de chaque
classefl,...,K} sur la résolution du probléme d’'ordonnancement. Hetgtous les résultats
précédents ont été établis sous I'hypothése d'une seulbineapar classe (machines dédiées),
l.e.Vpe{l,...,K},7p =1 ourpreprésente le nombre de machines dans la classe

La figure 4.7 montre qu’aucun algorithme de liste ne peutureter une solution optimale pouan

machines identiques. Ainsi, I'extension de I'algorithini@P a plusieurs machines identiques par
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J 3 J
' 3 i s

J Ja

2 Ja Un ordonnancement de liste non optimal

\Jl \]2 J3 J4

Un ordonnancement optimal

Fic. 4.7 — Les algorithmes de liste ne sont pas optimaux pour himeg identiques : exemple
d’ordonnancement de taches unitaires sur 2 machinesdgestavec des temps de communication

grands.

classe n’est pas optimale méme en absence des dates datid&chéance.

La question reste, néanmoins, ouverte dans le cas ou lds dél@ommunication sont uni-
taires,i.e. g; = 1,Y(J;,Jj) € A. Dans ce cas, Jacques Verriet]] a présenté un algorithme
polynomial pour le probléme de faisabilité avec des machidentiques. Cependant, la modifica-
tion des dates d’échéance vue dans ce chapitre ne conduditypessolution réalisable comme le
montre la figure 4.8. Enfet, I'algorithme de modification des dates d’échéance niianeépas
les dates d’échéance fixées initialement, et ainsi I'allgove LPP pourrait retourner un ordonnan-

cement non réalisable.

1 7 CONCLUSION
| |

Nous avons montré dans ce chapitre que l'algoritiR® introduit par Leung et al.

[62] pouvait bien s’étendre pour résoudre le probléme d’ordmmement sur des graphes de pré-
cédence ayant la structure d'ordre d'intervalles avec é&isilde communication monotones, des
taches unitaires caractérisées par des dates d'arrivéesatades d’échéance et exécutées sur des

machines dédiées (une seule machine par type).
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J
2 cj =LV(J,J)eA

N J3 d=1
dh=dz=ds=1
ds =4
Ja Js
V3edg, di"r =d;
\]1 \]2 J3 J5 Jl J4 J3 J5
J4 \]2
Un ordonnancement LPP non réalisable Un ordonnancement réalisable

Fic. 4.8 — L'algorithmeL PP risque de retourner un ordonnancement non réalisable tigss de

communication sont unitaires.

Dans le cas ou I'hypothése sur la monotonie des temps de coitation est relachée, nous avons
exhibé une réduction polynomiale a partir du problé8@L et nous avons ainsi montré que le
probléme devienN P-complet au sens fort.

Dans le cas monotone, la construction d’un ordonnancenéatisable repose sur une procé-
dure de modification des dates d’échéance a travers un cicoéssif de bornes supérieures sur
le temps de complétude de chaque tache. Ensuite une listiodédhasée sur les nouvelle dates
d’échéance est constituée et conduit & la construction difdonnancement réalisable a I'aide
d’'un algorithme de liste classique. Nous avons finalementtrégue I'extension obtenue de I'al-
gorithme LPP résout d’'une facon polynomiale le probléme avec des tempsodenunication
monotones.

Enfin, nous nous sommes intéressés au nombre de machinetagse et I'éventuelle in-
fluence sur la résolution du probléme par un algorithme de.li&insi, nous avons construit un
contre exemple avec deux machines du méme type permettanhdkire qu'il n’existe pas d’al-

gorithme de liste qui retourne une solution optimale du [inoie. La question reste donc ouverte
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gquant a la résolutionféicace du probléme avec un nombre quelconque de machinewjitdensur
des ordres d'intervalles en présence de délais de comntiamicaonotones et des taches a durées
d’exécution unitaires.

Nous avons aussi montré a travers un exemple simple que ¢&guwee de modification des
dates d’échéance n’améliore pas les dates d’échéancecties tdans le cas ou les temps de com-
munication sont unitaires. Ceci nous conduit vers une et intéressante qui consiste en
I'extension de ce travail au cas du systéme de taches typéeslas délais de communication uni-
taires. Nous sommes, eff@t, convaincus qu’une légére modification dans la procéderealcul

des dates d’'échéance peut donner lieu a un algorithme puligho
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CHAPITRE 5

ALGORITHMES OPTIMAUX POUR LE PROBLEME

DE PLACEMENT DE DONNEES

5 ] | NTRODUCTION
| |

Les réseaux de partage de fichiers pair-a-pair sont devenusaspect trés populaire de

I'utilisation quotidienne de l'internet. Le succés de t&)stémes est basé sur I'exploitation d'une
nouvelle ressource : le stockage distribué. L'utilisatioassive de cette nouvelle ressource est
dde au fait que des capacités de stockage plus importantésaciellement disponibles avec
un codt trés faible et avec des temps d'accés trés rapidesi lis utilisateurs réagissent entre
eux en installant un stockage locab¢hg, en répliquant les contenus les plus populaires et en
les mettant a disposition des utilisateurs du voisinagei €enduit a une diminution dans la
consommation de la bande passante nécessaire pour acog&ddoraées a partir des serveurs
originaux qui les hébergent.
Le probléme dplacement de donné€®%) offre un modele abstrait approprié pour modéliser
cette situation : un ensemble de clients (machines ou attliss) reliés par une topologie est
considéré ou chaque client dispose d’'une capacité de gfecktannée. Pour un ensemble de
données (objets) disponibles et étant donnée la préfémaashaque client pour chague sous
ensemble d'objets, le but est de proposer un schéma deatimticd’objets, autrement dit un

placement d'objets (et de leurs copies) sur les machinemqiimise le co(t total d’accés pour
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tous les clients et tous les objets.

Dans un modéle général du probléme de placement de donrees(ttotal d’acces est une
fonction des colts d'installation des objets et de leurdesopur les noeuds utilisateurs et des
co(ts de transfert des données entre |&8udints utilisateurs du réseato(it de communication

Or dans un réseau étendu, ce colt de communication estdoraxi divers paramétres incluant
les délais et les capacités des liens de connexion, lesstails mémoires tampons et des entétes
de communication et les profils d'utilisation du réseau pear diférents noeuds. Cependant, il
faut noter que tous ces parametres du réseau interagissdata@h complexe ce qui rend non

réalisable leur introduction dans le modéle]

5 2 DEFINITION DU PROBLEME
| |

On considere un réseau constitué d’'un ensenMilde M utilisateurs, reliés entre eux selon
une certaine topologi#/, ainsi qu’un ensemblé® de N objets de tailles unitaires qui peuvent étre

répliqués.

Chaque utilisateur € M demande & accéder a un ensemRlec O d'objets selon une
certaine fréquence. On notg, la fréquence d'accés de l'utilisateuira un objeto € R. Le
colt d’'acces d'un utilisateura un objeto € R est nul dans le cas ou celui-ci a été répliqué
dans le cache de Sinon, si I'objeto est stocké dans le cache d’'un utilisateur voigiselon
la topologie N), alors le colt d’acces est defini comme étant égali @i, avecd;; la distance
entre l'utilisateur j et l'utilisateuri. Si, par contre, I'objeto n'est pas stocké localement, ni
dans le cache d'un utilisateur voisin, alors l'utilisatdéudoit faire appel a un serveur distant

de capacité non bornée avec un colt d'act@s,, oud est une constante qui peut étre égalea

Il existe plusieurs variantes du modele en fonction desadcsts entre les utilisateurs. Nous

pouvons ainsi citer le modele d’espace métrique ou lesrdisgentre les noeuds sont non néga-
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tives, symetriques et respectent l'inégalité triangelgie. d; < dix + dcj. Nous pouvons citer,
également, I'espace ultramétrique ou, en plus des prégrif la non négativité et de la symétrie,
les distances respectent l'inégalité ultratriangulaire, d j < maxdk, d j}. Dans notre étude,
nous considérons le modeéle général ou les distances enttedeids utilisateurs sont quelconques.
Par ailleurs, chaque utilisateure M peut stocker au maximui@; objets dans son cache. L'ob-
jectif est de déterminer un placement optimal minimisartoét total d’acces des utilisateurs aux

objets.

5 3 T RAVAUX CONNEXES ET CONTRIBUTIONS
n

Le probléme du placement de données a été largement étutkdaléittérature. Dansl[/],

Baev et al. ont considéré des distances métriquesyeérifiant I'inégalité triangulaire, entre
les noeuds utilisateurs et ont montré que le probléeme est AR-dificile, c’est a dire qu'il
n'existe de schéma d’approximation polynomi®TAS. Par ailleurs, ils ont proposé un algo-
rithme 20.5-approché dans le cas ou les objets sont destaifiéormesj.e. la taille est identique
pour tous les objets. Ce résultat a été obtenu en se basaddarsomdi d’'une solution optimale
d'un programme linéaire approprié. Dans le cas d'objetsailees non uniformes, les auteurs
ont prouvé que le probléeme de décision est NP-complet etamiédl un algorithme polynomial
20.5-approché qui fournit une solution dans laquelle laacag de stockage de chaque utilisateur
dépasse sa capacité dans la solution optimale par au plasldéa‘t,ax du plus grand objet. Ces
résultats ont été améliorés dan<si][ ou un algorithme 10-approché a été proposé dans le cas
d’'objets de tailles uniformes et 10-approché avec dépamsiede capacité de stockage dans le cas

d’objets de tailles non uniformes.

Plus récemment, un algorithme optimal a été proposé darisdans le cas ou tous les
objets sont de tailles uniformes et le nombre de clients estépar une constante. Les auteurs
de [L3] ont également proposé un algorithme optimal dans le cag®tallles des objets sont

non-uniformes a condition d’autoriser un dépassement dagacité des clients par au pkfsax
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ol e > 0 est un réel arbitrairement petit.

Nous décrivons, dans ce chapitre, un algorithme optimade lsar la programmation dyna-
migue, dans le cas ou la topologie du réseau est une lignestvialation de la capacité des
clients. Nous étendons ce résultat lorsque la topologieiestnneau et une étoile généralisée.
Ces résultats restent valides dans le cas ou le nombre aésclist une entrée du probléme(
non-borné par une constante). Finalement, nous prouvoilsnigst pas possible d’'étendre cet
algorithme dans le cas d’'une topologie quelconque ou le n@ads noeuds de degré supérieur ou

égal a 3 est constant.

5 ALGORITHME DE PROGRAMMATION DYNA-
. I MIQUE

Dans cette partie, nous présentons un algorithme de progation dynamique optimal dans

le cas d’'un réseau de connexion dont la topologie est unaehidbus étendons, par la suite, cet

algorithme dans le cas d’une topologie en anneau puis de gtméralisée.

5.4.1 Placement de données sur une chaine

Notons parP; un placement d'objets sur 'utilisateuri.e. B est un sous-ensemble d'objets
gu’on choisit de répliquer localement guPour simplifier la présentation, nous introduisons deux
utilisateurs fictifs 0 e + 1 avec des placements vides sur chacun d’euxPges Py = 0,
et nous supposons que les utilisateurs sont répartis le damge chaine, avec I'utilisateur

(1 <i < M) voisin des utilisateurs— 1 eti + 1 (voir la figure 5.1).

SoitP; 'ensemble de tous les placements d’objets réalisableusilisateur i. Pour un uti-
lisateur donné, nous avong?i| < N& < NC, avecC = maxcp((Ci). Pour 1< k < M, nous

notonsCy(Pk_1, Pk, Pk:1) le colt d’acces induit par le placemdpy sur l'utilisateurk, quand ses
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Serveur distant(s)

Fic. 5.1 — Probleme de placement de données sur une chaine.

utilisateurs voisink — 1 etk + 1 ont recu des placemerfg_; et Px,1 respectivement. La fonction

Ck est définie comme suit :

Ck(Px-1, Pk, Pks1) = Z min{dk_1k, Akt 1.k} - Wko + Z O—1,k-Wio+

0eRNPx_1NPk;1 0eRNPy_1
o¢Py 0¢PUPk.1

Z O+-1,k-Wio + Z d.Wieo

0eRNPys1 0eR
0¢PUPK_1 0¢ PUPK-1UPk: 1
Linterprétation de la fonctiorCy pour des placements donnés sur les utilisat&ursl, k et

k + 1 consiste a classer les objets requises par l'utilisateue. R en 4 classes selon I'endroit
ou ces objets sont répliqués. Nous considérons, ainsi,emipr sous ensemble d’objets qui sont
répliqués sur les utilisateuds— 1 etk + 1 mais pas suk et dans ce cas, ce dernier accédent
a chacun de ces objets en sollicitant doit 1, soitk + 1 selon la proximité de ces utilisateurs
voisins. Le deuxieme et le troisieme sous ensembles camegnmt au cas ou l'objet est répliqué
uniquement sur le voisik — 1 ou le voisink + 1, et le dernier sous ensemble d’objets Rie
correspond aux objets qui ne se répliqués sur aucun desitiligateurs. Dans ce cas, I'utilisateur
k fait appel au serveur distant pour récupérer les objetsisefje cas ou les objets sont répliqués

localement sur l'utilisateuk n’est pas pris en compte car le codt d’'un accés local est nul.

Pourk € {1,..., M}, étant donné le placemeRt_; (resp.Py) sur l'utilisateurk — 1 (resp.k),

nous notonsCy(Pk-1, Py) le colt d'une solution optimale minimisant la somme destsalac-
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cés des utilisateurk, k + 1,... jusqu’'a M. Le codt total optimal recherché est alors donné par

minp,cp, C](Po, P1), €t nous avons les relations de récurrences suivantes :

Minp,,, ey, {Ck(Pi-1, Pk, Pks1) + Cp 1 (Pk, Pri1)} Vke{l,...,M -1},

Cr(Px-1, Py) =

Ck(Pk-1, Pk, Px+1) sik = M.

Afin de calculerCy(Px-1, Pk) pour des placements fixés sur les utilisatekirs 1 etk, nous

supposons que toutes les vale@s , (P, Pk:1) sont déterminées pour tous les placements
possiblespx.1 sur l'utilisateur k + 1. Il suffit donc de rajouter le colt d’'accés induit par le
placemen®y surk et de minimiser la somme résultante par rapport aux placen®am € Pyi1.

Le cas initial correspond & = M et doncCy,(Pu-1, Pm) = Ck(Pwm-1.Pwm. Pum+1). Rappelons,
aussi, quePy.1 = 0. A partir de ces relations il est possible d’en déduire urodtigme de

programmation dynamique, donné pgdgorithme3.

La complexité deAlgorithme3 est déduite a partir du deuxieme ensemble de boucles imbri-
guées et qui consiste &ectuerM — 1 étapes de calcul. Dans chacune de ces étapes, il s’agit pour
chaque combinaison possible de placements d’objets sumieuds voising—1 etk, i.e. O(N*°)
combinaisons, de minimis€}, (Pk-1, P«) par rapport a tous les placements possibles sur le noeud
k+ 1,i.e.O(N°) possibilités de placement. AingiJgorithme3 retourne une solution optimale en

tempsO(MNZ).

5.4.2 Placement de données sur un anneau

De maniere similaire, il est possible d’obtenir un algarith de programmation dynamique
pour une topologie en anneau. On n@®T(Py, P1) le colt d'une solution optimale sous
réserve d’avoir choisi le placemeR4, (resp.P1) pour l'utilisateur M (resp. 1). L'idée consiste
a construire une instance du probléme de placement de dosnéene chaine en ajoutant deux

noeuds fictifs 1et M’, respectivement voisins des utilisatellset 1 et en éliminant I'arci, 1).
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Algorithme 3: Le programme dynamique pour le probléme de placement deégsnsur

une chaine

Données. Une instance du probleme de placement de données sur @ rd'seilisateurs
reliés suivant une chaine.

Résultat: Un placement de données optimal.

début

Po = {Po}, Pm+1 = {Pm+1} avecPg = Pyi1 = 0;
pour chaquePy_1 € Pu-1 faire

pour chaque Py € P faire

Cu(Pm-1, Pm) = Cm(Pm-1, Pm, Pm+1)

fin

fin

pour k=M — 1 a1l par pas de-1faire
pour chaque Py_; € Py, faire
pour chaque Py € P faire

Ci(Pk-1, Pi) = minp, e, . {Ck(Pk-1, Pk, Pk+1) + Cp, 1 (P, Prs)}

fin

fin

fin

Retourner minp,ep, C;(Po, P1);

fin
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Le contenu de Il'utilisateur Irésp. M) est répliqué sur le noeud fictif {resp. M). Cette nouvelle

instance est illustrée par la figure 5.2.

Serveur distant(s)

Fic. 5.2 — Probléme de placement de données sur une topologieedia.

Etant donné les placements sur les noeuds utilisateurdVl, dtest possible de trouver une
facon optimale de placer les objets sur les utilisateuantltiu noeud 2 jusqu’au noeld — 1
et de calculer ainsi son co@PT(Pw, P1). En dfet, cette solution est donnée par I'application
du programme dynamique décrit dans la section précédenta swuvelle instance construite
pour le probléme sur une chaine. La solution optimale sumkau est donnée simplement par

mianepM,plepl OPT(PM s Pl).

Nous décrivons ci-dessous un algorithme polynomial, Adg@rithme4, et qui pour chaque
instance du probléme de placement de données sur un réseauneau, retourne une solution

optimale en temp&(MNX).
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Algorithme 4: Le programme dynamique pour le probléme de placement deéésrsur un

anneau

Données. Une instance du probleme de placement de données sur @ rd'sdilisateurs
reliés suivant une topologie d’anneau.

Résultat: Un placement de données optimal.

début
pour chaquePy € Py faire
pour chaque P; € P, faire
pour chagquePy_1 € Pm-1 faire
| C:(Pum-1, Pm) := Cm(Pm-1, Pum, P1);
fin
pour k=M — 1 &3 par pas de-1 faire
pour chaquePy_1 € Pk, faire

pour chaque Py € P faire
| Ci(Py1, PW) = Minp, ey, {Ck(Pi-1. P, Pist) + Cp, 1 (Pis Pir)};
fin

fin

fin

pour chaqueP, € P, faire
| C3(P1. P2) = Minpyep, (Ca(P1. P2, P3) + Cy(P2, Pa)};

fin

OPT(Pwm, P1) = Minp,ep,{C1(Pwm, P1, P2) + C5(P1, P2)};

fin

fin

Retourner minp,,cp,, p,ep; OPT(Pwm, P1) ;

fin
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5.4.3 Placement de données sur un graphe en étoile généraés

Dans cette partie, nous nous proposons de résoudre le preldlé placement d’objets lorsque
la topologie du résealy considéré est en étoile généralisée. Dans une telle tapoleg noeuds
utilisateurs sont répartis sur un nombre fixe de chainesegoogpent en un unique noeud central.
Le nombre total de chaines constituant le réseau est dédinielegré du noeud central. Ainsi,
pour identifier ces chaines, il serait utile de les numéretedéfinissant une chaine de départ et
un sens de parcours. Une idée intuitive est de considéresrédecfictif formé par le voisinage
immédiat du noeud central, et de parcourir ce cerle dansedes aiguilles d’'une montre (figure

5.3).

chaine 5 chaine 1

chaine 4

chaine 2

chaine 3

Fic. 5.3 — Probléme de placement de données sur une topologimiEngenéralisée : exemple

d’étoile avec 5 chaines.

Nous supposons que, sur chaque chaine, les noeuds sontotésnén partant du noeud

central dont le degré est noté parAinsi, le graphe sera constitué dechaines numérotées de
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1 aA, et chaque noeud du réseau est identifié par le numéro deileechdaquelle il appartient
et son ordre au sein de cette chaine en partant du noeudlc@niraote pari)l j € {1...A}le
i®Me noeud de la chaine numéjo On note, aussi, pav; la taille de laj*™ chaine. L'objectif
est de placer les objets sur les noeuds du réseau de faconiriseinle co(t total d'accés des

utilisateurs aux objets.

En utilisant le programme dynamique, définie précédementr palculer un placement
optimal sur une chaineA({gorithme 3), l'idée consiste a minimiser la somme des codts op-
timaux sur chaque chaing j € {1...A}. Cette minimisation estffectuée par rapport aux
différents placements réalisablBs € #1 sur le noeud central. On définit, ainsi, la fonction
CotChaingj, My, P(1)i) qui, étant donnée un placeme®y) sur le premier noeud de la chaine
j (qui correspond au noeud central du réseau), retourne letotdl d'accés optimal de pla-
cement d’objets sur la chainede taille M; (Algorithme5). On définit, également, la fonction
TailleChainéj) qui, pour une chaing donnée, retourne la taille correspondante. A l'aide de ces
fonctions, nous présentons l'algorithme de minimisati@encd(t d’accés sur une topologie en

étoile généralisée de complex@M-N3C) (Algorithme6).

5 5 PLACEMENT DE DONNEES SUR UN GRAPHE QUEL-
. CONQUE

Nous nous intéressons dans cette partie au probléme denmatele données dans un

contexte plus général dans lequel nous considérons un bieseratilisateurs reliés suivant une
topologie quelconque et telle que le nombre d'utilisatewusc un degré supérieur ou égal a 3 est

constant.

Une idée naturelle pour résoudre ce probléme consiste angaser le réseau en un ensemble

de sous graphes connexes ne contenant que des chaines esindasx et d'appliquer le
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Algorithme 5: CoGtChaind{, My, P;yn) "Calcul d’un placement optimal sur une chaine dans

un réseau en étoile généralisée”

Données h, My, P(l)h.

Résultat: Codlt total d’'un placement de données optimal sur la chisine

début
P(o)h = {P(O)h}, P(Mh+1)° = {P(Mh+l)h} aveCP(o)h = P(Mh+1)h =0;

pour chaque Py, _1y € P(m,—1y» faire
pour chaque P(y,yn € P,y faire

C iy Pevn-2> Povin) = Comn (P2 P Pt 1)

fin

fin

pour k = M — 1 a2 par pas de-1 faire
pour chaque P_1y € Py 1y faire

pour chaque Py € Py faire

Con (P2 Pgon) =
Mine, neP e Con (P Pagns Paceay) + C 10 (Pagns Paeray) s

fin

fin

fin

Retourner minp(z)hep(z)h Cayp(Poys Py Piyp) + Cz‘z)h(P(l)h, Pey);

fin

122



Algorithme 6: Algorithme de placement de données optimal sur une étoiiérgéisée”

Données. Une instance du probleme de placement de données sur @ rd'seilisateurs
reliés suivant une topologie d'étoile généralisée. Le demntral est notg.

Résultat: Un placement de données optimal.

début

pour chaqueP, € P, faire

CodtTotal@,) = 0;

pour j = 1a A faire

M; =TailleChainef) ;

CotTota(P,) =CodtTotalP,)+CoutChainej, Mj, P,) ;

fin

fin

Retourner minp <p ColtTotalP,);

fin
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programme dynamique défini précédement pour tous les plamsnpossibles sur les noeuds

supprimés.

Le probléme de suppression de noeuds
A partir d’'une propriété de graphes, le probléme de suppression de noeuds est défini de la
maniére suivante : il s'agit, dans d’'un graphe donné, de siapgr un minimum de noeuds afin de

trouver un sous-graphe vérifiant la propriété

Dans la suite, nous allons considérer le probleme de sugiprede noeuds pour des propriétés

de graphes vérifiant les hypotheses suivantes :

hérédité : sir est vraie pour un graph@, alors elle reste vraie également pour tous les

sous-graphes induits par la suppression de certains noeuds

non triviale :z est vraie pour un noeud isolé, mais ne I'est pas pour tousigshgs.

Facile : le probléme de décision pour savoir si un grapheémérifier ou non est danB.

Intéressante : les taille des graphes vérifiant la praptiéte sont pas bornées.

Théoreme 10 (BZ]) Le probléme de suppression de noeuds pour une proprigééditaire, non

triviale, facile et intéressante, est NP-complet.

Corollaire 4 Soitr la propriété sur les graphes contenant uniguement des esaihdes anneaux.

Le probleme de suppression de noeuds pour la propriétst N P— complet.

Preuve Il suffit de remarquer que la propriétéest héréditaire, non triviale, facile et intéressante.

O

124



5 6 CONCLUSION
| |

Nous nous sommes intéressés dans ce chapitre au problérzeement de données
sur un nombre quelconques d'utilisateurs connectés eatrear un réseau et ou les données sont
modélisées par un ensemble d'objets de tailles uniformassin premier temps, nous avons
construit un algorithme polynomial basé sur la programamatlynamique pour résoudre d'une
facon optimale le probléme lorsque les utilisateurs sdiig@ar une chaine.

Ensuite, nous avons adapté cette approche pour résatideecement le cas ou la topologie du
réseau de connexion est un anneau puis une étoile générdisdlement, nous avons considéré
un cas plus général ou la topologie du réseau est quelcondgekeegue le nombre d'utilisateurs
avec un degré au moins égal a 3 est constant. Nous avons pdamgéce cas qu'il n’est pas
possible d'utiliser I'algorithme de placement de donnégsige chaine pour aboutir a une solution
optimale. Nous avons erffet montré que le probleme de suppression de noeuds pouriradout
un graphe ne contenant que des chaines et des anneauX &amplet. Ainsi, le probléme de
placement de données reste ouvert dans le cas de topologiesiogues.

Il serait, aussi, intéressant de considérer d’autres ma@sadu problémes ou par exemple on
rajoute une contrainte économique qui consiste a alloukague utilisateur un budget limité pour

convaincre les autres utilisateurs de répliquer localérdes données spécifiques.
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Conclusion

Dans cette thése, nous avons étudié, en deux parties, yhigeoblémes d’optimisation
combinatoire posés dans le contexte des architecturefighesaainsi que dans le contexte des

réseaux informatiques.

Problémes de minimisation de I'énergie

La premiére partie de la thése a été consacrée a I'étude ddepres d’ordonnancement
dans le but de minimiser I'énergie consommée. Dans ce cantbardonnancement constitue
un moyen parmi d’'autres pour tenter de maitriser la consdaioma’énergie dans les systemes
informatiques. En fet, I'efficacité énergétique devient de plus en plus un paramétreriamo

dans la conception des protocoles et des mécanismes deataddéchange des données.

Dans un premier temps, nous avons considéré le modele d&apde la vitesseSpeed
Scaling. Nous avons proposé un algorithme optimal basé sur unestiéduen un probléme de
maximisation de flot pour calculer un ordonnancement quiimise I'énergie consommée par
un ensemble de machines identiques tout en respectantiéesdiarrivée et les dates d'échéance
des taches. Notons que le passage d'un probléme d'ordosmant a un probléme de flot
maximum constitue une technique qui a été longtemps dilg@ur résoudre des problemes
d’'ordonnancement classiques dans le contexte de machamakefes. Nous avons donc montré
gu'il est possible d’adapter cette approche pour résoudee nouvelle catégorie de problémes
d’'ordonnancement ou, en plus des objectifs classiques,hercloe a optimiser le critere de

I'énergie. Ceci nous conduit a poser comme perspectivdidation des flots pour tenter de
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résoudre d’autres variantes du probléme de minimisatidi€édergie consommée sous le modéle
d’adaptation de la vitesse ou sous d’autres modeles del acliénergie comme ceux ou on

introduit des états de veilles.

Dans un deuxieme temps, nous NOUs sommes intéressés auarasagoute un état de veille
au modéle d’adaptation de la vitesse. Dans ce cas, le preld@mient plus compliqué car il faut
fixer a tout instant I'état de chaque machine, en activité ou en veille, en plus de sa vitesse et de
la tAche en exécution. Nous avons donc proposé, dans lewsss iiachine unique et d’instances
agréables, un programme dynamique permettant de retouneesolution optimale qui minimise
la consommation d’énergie. Une extension naturelle de aaitrserait donc de considérer le
cas de plusieurs machines identiques ou hétérogénes. Uheedinection a explorer consiste a

étudier d’autres modéles ou on autorise plusieurs ételints de basse consommation d'énergie.

Finalement, nous avons considéré le cas ou les machinehé@mogénes dans le sens ou,
la date d'arrivée et la durée d’exécution de chaque tach® qire I'énergie consommée suite a
son exécution dépendent de la machingtd@ation. Nous avons aussi supposé qu'il existe un
ensemble fini de vitesses pour les machines et que chaque déatkexécutée sans préemption a
une vitesse constante. Dans ce modele, en plus de la machifecthtion, la durée d’exécution
et I'énergie pour chaque tache sont aussi fonctions dedasatd’exécution.

Notons que par rapport aux probléemes précédents, nousnsanoposé aucun modeéle de
calcul de I'énergie consommée dans ce probleme. Par ajleous avons adapté un algorithme
d’approximation randomisé basé sur la technique de I'aliral®atoire pour résoudre le probleme
de minimisation de I'énergie plus la somme des temps de cdoge pondérés ainsi que le
probléme de minimisation de la somme des temps de compl@omnidérés avec un budget fixe
d’énergie qu’on ne souhaite pas dépasser.

Ayant réussi a proposer une version dérandomisée de liligee pour le premier probléme, la

question reste ouverte quant a la dérandomisation pournlgéme avec budget d'énergie. Une
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autre question intéressante consiste a étendre ce trawvalld cas ou les vitesses des machines
forment un spectre continu de valeurs positives. Enfin, gméaence des dates d’arrivée pour les
taches, il semble judicieux d’étudier le cas ou on chercherénmser une fonction objectif qui,

en plus de I'énergie, tient compte des temps de réponse desstae. le temps total passé par

une tache dans le systéme entre sa date d’'arrivée et sa daaengétude.

Problémes d’optimisation classiques
Dans la deuxieme partie de cette these nous avons étudiépdebbemes d’optimisation clas-
siques.

Nous avons considéré, en premier lieu, le probleme d’ordnoement dans un graphe d’ordre
d’intervalles sur des machines dédiées et en présence dis dél communication. Nous avons
aussi considéré des taches unitaires avec des dates ékaetivl’échéance.

Tout d’'abord, nous avons montré que le probleme Btcomplet au sens fort dans le
cas ou les temps de communication sont quelconques. Ensigites le cas des temps de
communication monotones, nous avons présenté une exteddin algorithme de liste de
la littérature et nous avons montré qu'elle est capable tumeer une solution réalisable en
un temps polynomial. Enfin, nous avons montré a travers umpbe simple qu'il n’existe
pas d'algorithme de liste pour résoudre le probléme avecndgshines typéed,e. plusieurs
machines identiques pour chaque type de taches. On en dknhgtune premiere perspective
qui consiste a étudier le probléme dans le cas des machipésset concevoir des algorithmes
efficaces pour le résoudre. Par ailleurs, en essayant d'appligotre algorithme dans le cas
des machines typées et des temps de communication unita@s nous sommes apergus que
la procédure de modification des dates d’échéance n’'aredtias forcément celles des taches.
Ainsi, I'algorithme risque de retourner des solutions néalisables. Il serait donc intéressant

d’adapter cet algorithme dans le cas des machines typées ttrdps de communication unitaires.

Le dernier probléme que nous avons étudié est le probléeméaderpent de données dans un
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réseau pair-a-pair. Le but étant de minimiser le colt d'sa®@s utilisateurs aux données, nous
avons décrit un algorithme de programmation dynamique péwudre ce probleme lorsque la
topologie du réseau est une chaine et lorsque les donnéesedélisées par des objets de tailles
uniformes. Nous avons adapté, par la suite, cet algorithoue gsoudre le probléme pour des
topologies en anneau et en étoile généralisée. Finalemaus, n'avons pas réussi a étendre cette
approche pour des graphes quelconques avec un nombrerdafstzoeuds de degré supérieur ou
égal a 3. En fiet, nous avons prouveé que le probléme de suppression despeuddécomposer
le graphe en des sous graphes connexes en chaines et erxaestddrcomplet.

Pour poursuivre ce travail, il serait intéressant d'étuliie cas ou le probléme de placement de
données peut étre résolu pour des graphes plus générauautiagerspective consiste a rajouter
une dimension économique au probleme comme par exempiéblgion d’'un budget a chaque

utilisateur pour convaincre les autres noeuds de répliqasrdonnées spécifiques.
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