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Chapitre 1 : Introduction Générale






I. Objectif

Les interfaces entre milieux fluides sont présentes dans de nombreux problemes de mécanique
des fluides. Selon I’écoulement étudié, cette interface est amenée a évoluer et est souvent le siege
d’instabilités. On peut citer les problemes d’écoulements a ‘surface libre’ comme par exemple
I’écoulement d’une riviere. Dans ce cas, l'interface entre 'eau et l'air peut changer de forme a
cause d’une perturbation locale comme la présence d’un obstacle.

Les explosions entrainent de fortes perturbations de linterface séparant les produits de
détonation et 'air. Ces instabilités d’interface jouent un réle dominant dans la détermination du
volume de la ‘boule de feu’. Un calcul unidimensionnel sphérique classique conduit a un volume
de cette sphere 5 fois inférieur a celui mesuré | De plus, des réactions de postcombustion peuvent
se produire dans la zone de mélange, libérant une énergie deux fois supérieure a I’énergie de
détonation, déja considérable. En effet, le TNT libere dans la zone de réaction de la détonation
environ 5 MJ/kg et fournit une énergie de 10 MJ/kg lors de la postcombustion des produits de
détonation avec lair.

Le contenu énergétique de ces produits a longtemps été négligé alors qu’il est prépondérant.

La zone de mélange gaz-gaz qui se produit dans les explosions aériennes peut présenter un
caractere encore plus extréme si des particules sont disposées autour de la charge, comme on
peut le voir sur la Figure 1.1.

Figure 1.1 A gauche, explosion sphérique formant une boule de feu. A droite, explosion d’une charge entourée d’un
lit de sable. Dans les deux cas I'interface présente des perturbations, ‘émoussées’ dans le cas de gauche ou en forme
de véritables jets dans le cas de droite. Ces instabilités d’interface forment des zones de mélange qui augmentent
considérablement la zone affectée par les effets de 'explosion.

A une échelle suffisamment petite, on distingue les longueurs d’ondes des instabilités et les tailles
de jets. Mais a une échelle plus globale, on observe une zone de mélange, ou la forme précise de
I'interface n’est plus visible. On dira que les deux phases (produits de détonation et air)
sinterpénétrent et on ne parlera donc plus d’interface, mais plutdét de zone de mélange. En
d’autres termes, linterface séparant deux phases se transforme en une zone de mélange
lorsqu’elle est perturbée a cause du phénomene d’interpénétration des deux phases.

On peut observer ce phénomene dans le cas, par exemple, des instabilités de Richtmyer-Meshkov
(Figure 1.2). Elles apparaissent lorsqu’une interface initialement perturbée est accélérée par une
impulsion (une onde de choc par exemple). La différence de densité des phases est a I'origine de
Pamplification de ces instabilités. En effet, lorsqu’'une onde de choc traverse une interface le
gradient de pression n’est pas colinéaire au gradient de densité deés quune perturbation
quelconque est présente. Il s’ensuit une production de vorticité qui se traduit en Papparition
d’effets multidimensionnels qui sont a I'origine de la formation de ‘jets’, ‘bulles’, ‘champignons’ et
formes diverses.



Figure 1.2 Instabilité de Richtmyer-Meshkov.

Pour traiter correctement chacune des structures des instabilités, une approche
multidimensionnelle s’impose. Dans la modélisation des écoulements a interfaces, il existe deux
approches numériques bien distinctes.

La premicre est appelée méthode a ‘interfaces raides’. Chaque phase possede en principe sa
propre loi d’état, distincte d’un fluide a Iautre, et évolue avec son propre systeme d’équations
(équations d’Euler généralement) de part et d’autre de I'interface que 'on repére précisément. On
peut citer les méthodes de reconstruction d’interface (Hirt and Nichols, 1981), les méthodes
« Level set» (Fedkiw et al., 1999) et les méthodes de Front-Tracking (Glimm et al., 1998). Les
phases sont alors considérées comme pures, ce qui exclut totalement le cas des zones de mélange
a I’échelle locale.

La deuxiéme méthode consiste a résoudre le méme systéme d’équations en chaque point de
I’écoulement, c'est-a-dire aussi bien les phases pures que les mélanges, de mani¢re routinicre.
C’est la méthode des ‘interfaces diffuses’, dont les premiers travaux sont dus a Karni (1994) et
qui, dans un formalisme multiphasique, est développée depuis maintenant environ 15 ans dans
I’équipe SMASH (Saurel and Abgrall, 1999).

On distingue un grand nombre de modeles d’écoulements diphasiques. Nous allons discuter de
deux classes de modeles.

La premicre catégorie considere les mélanges diphasiques d’un point de vue macroscopique par
des équations moyennées, formant des descriptions d’écoulements hors d’équilibres. Les mode¢les
a 6 et 7 équations aux dérivées partielles font partie de cette catégorie. Ils décrivent I’évolution de
chaque phase dans leur volume associé. Les phases ont chacune une vitesse, densité et
température et éventuellement une pression. Comme exemple de modéle a 6 équations on peut
citer ceux d’Ishii (1975), Drew (1983) et Ishii and Hibiki (2006) et comme mod¢le a 7 équations,
on peut citer celui de Baer and Nunziato (19806). La principale différence entre ces approches
porte sur Phyperbolicité des équations. Les modeles a 6 équations ne sont en général pas
hyperboliques, alors que le modele a 7 équations est hyperbolique de facon inconditionnelle. Ceci
a de sérieuses conséquences sur la propagation des ondes dans ces milieux, ainsi que sur la
construction de schémas numériques.

La seconde catégorie considere la dynamique de linterface a I’échelle locale. On estime
maintenant que les phases sont en permanence en équilibre mécanique, c'est-a-dire qu’elles ont la
méme vitesse et la méme pression. Le modele de Kapila et al. (2001) fait partie de cette catégorie
de modeles et joue un rdle particuliecrement important dans I'approche ‘interfaces diffuses’. 1l
peut étre considéré comme une extension des équations d’Euler pour deux phases en déséquilibre
de température. Il a déja permis de simuler efficacement des problémes a interfaces (Murrone and
Guillard, 2005, Abgrall and Perrier, 2006, Saurel et al, 2009). Cette approche, robuste et précise,
est extensible a divers phénomenes physiques comme les réactions chimiques dans les fronts de
détonation (Chinnayya et al, 2004), les effets de tension de surface dans les fluides compressibles
(Perigaud and Saurel 2005), la transition de phase dans les liquides métastables (Saurel, Petitpas
and Abgrall 2008), et les couplages solides-fluides (Favrie et al. 2009). L’objectif de cette these est
d’introduire les effets d’interpénétration entre deux fluides dans ce type de formulation.



La simulation des problémes d’instabilités, comme celles de Richtmyer-Meshkov ou Rayleigh-
Taylor, est réalisée sur la base de modeles a une seule vitesse (Euler ou Navier-Stokes) lorsque les
fluides ont la méme équation d’état, ou a l'aide d’'un modele d’interface diffuses lorsque les
équations d’état sont différentes. Un maillage fin a été utilisé pour résoudre les instabilités de
Richtmyer-Meshkov (RMI) sur la Figure 1.3. sur la base du dernier de ces modeles. Un grand
nombre de mailles est nécessaire pour résoudre correctement une seule structure de la zone de
mélange. Ainsi, dans des applications concretes comme les explosions dans lesquelles le nombre
d’instabilités est trés grand, il faudrait un nombre tres élevé de mailles pour traiter correctement le
probléme. Ceci peut s’avérer prohibitif.

Figure 1.3 Simulation des instabilités de Richtmyer-Meshkov avec le modele de Kapila (2001).

De plus, méme pour une instabilité isolée le maillage provoque des perturbations parasites
apparaissant dans les mailles proches de l'interface, ce qui entraine des instabilités sur les petites
¢échelles. Ces perturbations dépendent fortement de la viscosité numérique du schéma utilisé
(Liska and Wendroff, 2004) (Figure 1.4). Si la viscosité numérique est suffisamment grande,
I'instabilité physique aura une forme convenable. Mais si le maillage est trop grossier, la viscosité
numérique augmentant, les résultats ne convergeront pas vers la solution réelle.

CFLFh ‘ JT LL CLAW

WAFT WENO

1 1.2 1.4

Figure 1.4 Résultats de simulation de linstabilité de Rayleigh-Taylor avec 8 schémas différents. Le maillage utilisé est
le méme pour chaque test. Les contours de densité sont représentés sur 'image de gauche. A droite, on trace la limite
externe de la zone de diffusion artificielle a I'interface (traits bleus) qui est comparée a la ligne rouge, correspondant
aux résultats obtenus avec une méthode de front-tracking (interface raide).



L’approche multidimensionnelle basée sur la simulation numérique directe possede donc ses
propres difficultés, dont les principales sont liées d’une part aux ressources informatiques
nécessaires et d’autre part aux oscillations parasites et autres incertitudes numériques bien
illustrées par la Figure 1.4.

Une approche monodimensionnelle présente donc certains avantages, avec bien évidemment
d’autres difficultés, assez sérieuses aussi. La principale porte sur la traduction et la réduction
d’effets multidimensionnels en 1D. On patle alors de modéles d’interpénétration.

Etat de Part
Plusieurs modélisations de I'interpénétration ont été proposées dans le passé.
Andronov et al. (19706) tentent de modéliser ces effets par des termes de diffusion turbulente. Le
flux de masse, pour chacune des deux phases s’écrit :

FE=-p Dﬁ (1.1)

ox

Ou o est la masse volumique du mélange, D est le coefficient de diffusion, C, la concentration,
par unité de masse, de la phase k.
Youngs (1884) considére que dans la zone de mélange, un gradient de pression géneére une
accélération différente aux deux fluides présents a cause de leur différence de densité. Les deux
fluides ne se déplacent donc pas a la méme vitesse, ce qui entraine 'épaississement de l'interface.
Youngs propose alors un modele a deux vitesses (chacune des deux phases a sa propre vitesse)
avec une loi empirique pour modéliser la trainée (frottements entre les deux phases dans la zone
de mélange) qui ralentit 'interpénétration des deux fluides. Ce modele est amélioré (Youngs et al,
1989) par I'ajout de termes de diffusion turbulente. D’apres Cheng (2009) ce modele contient 7
parametres.
Besnard and Harlow (1988) puis Besnard et al. (1992) proposent une approche diphasique
turbulente tres compléte pour traiter le phénomeéne d’interpénétration. La difficulté repose alors
sur les lois de fermeture, qui d’apres Cheng (2009) font intervenir 16 parametres.
Glimm et al. (1999) utilisent un modcle diphasique de type Baer and Nunziato (1986) dans lequel
apparaissent les moyennes de vitesse et pression d’interface dans les termes non conservatifs.
Dans ce modele, chaque phase a sa propre vitesse et pression et obéit a sa propre loi d’état. Les
effets de relaxation sont supprimés et essentiel du processus d’interpénétration repose sur la
modélisation des paramctres interfaciaux. Afin de produire des effets déstabilisants, une
modélisation antisymétrique de la vitesse d’interface est adoptée :

u = py (tog) u +p,(to,) u (12)
Avec [, (t, Gl) +U, (t,d 2) =1. Une expression analogue est adoptée pout la pression d’interface.

D’apres Cheng (2009), ce modéle comporte seulement 1 ou 2 parameétres. Cependant, ce modele
n’est pas physiquement admissible car il ne garantit pas la seconde loi de la thermodynamique.
Saurel et al. (2003) proposent une autre expression de la pression et de la vitesse de Iinterface

notées respectivement P, et U, :

Zquy +7Z,u, +Sgn(aalj P2 "P:1

u, = —_— | =
7,47, ox )Z,+7Z, -
Z.,p,+7 da,\ Z.Z '
= 2P1 T 44Po +sgn(—lj 22y, —u,)
Z,+7, ox )7Z,+7,

Ou Z, =p,c, estl'impédance acoustique de la phase k.

Cette modélisation assure une production d’entropie dans chaque phase et par voie de
conséquence dans le systeme, ce qui assure le respect de la seconde loi de la thermodynamique.
Ces formules viennent en fait de la solution locale du probléme de Riemann sur linterface qui
sépare deux fluides dans un volume de controle mixte.

Ce mode¢le, venant clore une formulation de type Baer et Nunziato (1986) permet de traiter des
mélanges hors d’équilibre, comme les liquides a bulles, ainsi que les problémes a interfaces,
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comme ceux illustrés sur les Figures (1.3)-(1.4). Cependant, il ne permet pas de traiter Papparition
d’une zone de mélange a partir de fluides initialement bien séparés (Abgrall and Saurel, 2003). Or,
C’est précisément cette application qui nous intéresse ici.

Guillard and Duval (2007) proposent un modele diphasique a faibles écarts de vitesses et en
¢équilibre des pressions. Celui-ci est obtenu par un développement asymptotique du modcle de
Baer and Nunziato (1986) a 'ordre 1, et est restreint aux cas des fluides barotropes. L’écart de
vitesse entre phases découle du développement asymptotique et s’apparente a la loi de Darcy
(1850):

y 200 P =Py

Ap

Ou A représente le coefficient de relaxation de vitesses (frottements).
Ce modecle et son extension non barotrope (Saurel et al., 2010) seront examinés dans le présent
mémoire.
Les tentatives de modeles réduits pour traiter linterpénétration sont donc assez nombreuses,
d’autres exemples pouvant étre trouvés dans Cheng (2009).
Notre objectif est de construire un modele faisant intervenir le plus petit nombre de parameétres
et sinsérant dans la formulation d’interfaces diffuses de type Kapila et al. (2001). Bien
évidemment, le modele devra aussi reproduire les expériences, ou pouvoir étre facilement ajusté
pour atteindre ce but.
Le modele qui se rapproche le plus de cet objectif a ce stade est le modele de Guillard and Duval
(2007). Nous verrons un peu plus tard qu’il présente malheureusement aussi certains défauts pour
P'application qui nous intéresse.

P (1.4

I1. Organisation de I’é¢tude

L’objectif de cette these est donc d’établir un modele permettant de traiter le phénomene
d’interpénétration en une seule dimension. On décrira les différentes démarches qui ont été
entreprises afin de présenter les différents modeles établis durant cette thése. Les avantages, les
inconvénients et les limites de ces modeles seront étudiés. Ces démarches auront pour point de
départ le modele hors d’équilibre a 7 équations (Baer and Nunziato, 1986) (1.5) et auront pour
but lenrichissement du modéle en équilibre mécanique a 5 équations (Kapila et al, 2001) (1.6) par
des termes supplémentaires qui devront traiter 'interpénétration. Cela permettra de différencier la
partie hydrodynamique, c'est-a-dire celle qui gere le déplacement moyen de interface, et la partie
d’interpénétration qui modélise I'épaississement de l'interface.

Le modéle de Baer et Nunziato (1986) considere chaque phase comme étant compressible,
évoluant avec sa propre vitesse, température et pression. Ce systeme est hyperbolique. Il s’écrit de
la facon suivante :



Ja Ja
atl tu, 6X1 =H(p; ~p2)
0 (ap), + 0 (apu), =0
ot Ox
0 (apu), _I_(3(O(puz+o(p)1 _ 00(1_”\(u )
Ot 0x ' ox 2
0(0pE), , 0(a(pE + a , ,
(OPT:) + (X(PE ¥ p)u) =pu,— - A (u, —u) ~Hp (P, ~p,) (1.5
ot Ox 0x
d (ap), , 9 (apu), _,
ot Ox
a (apu)z + a (apuz +ap)2 — GZ _)\(u -u )
ot 0x "o 2
a G E a C( E+ I !
( (;)t ) + @ ox D), =P aXZ =Au;(u, —u,)+Hp(p, —Pp,)

Ou «, et a, sont les fractions volumiques des phases 1 et 2, g, et g, les masses volumiques, u, et
. s . 2 .
u, les vitesses, E; et E, les énergies totales. (E, =€, +§uk ,k=12), p, et U, sont la pression

et la vitesse de I'interface , A et p sont respectivement les coefficients de relaxation des vitesses et
des pressions.

Chaque mode¢le d’interpénétration sera présenté comme une extension du modéle a 5 équations
de Kapila et al. (2001). L’étude débutera donc par une présentation de I'analyse asymptotique a
Pordre 0 permettant d’obtenir le modele de Kapila (2001) (1 vitesse et 1 pression) a partir du
modele de Baer and Nunziato (1986) (2 vitesses et 2 pressions). On présentera une formulation
étendue de ce mode¢le utile pour sa résolution numérique, par une méthode de relaxation (Saurel
et al, 2009). Il est important de s’imprégner de cette stratégie a ce stade, car cette approche jouera
un role central dans la construction des modeles qui suivront.

On exposera successivement ensuite les différents modeles d’interpénétration construits et
étudiés. Des méthodes de résolutions numériques seront proposées pour chacun d’eux. Les
résultats obtenus sur des cas tests analytiques et expérimentaux seront présentés, ce qui permettra
de discuter de la viabilité des modéles.

L’étude se terminera par un modele présentant des caractéristiques satisfaisantes pour les
applications liées aux explosions sphériques (Figure 1.1). Le modele présente un seul parametre,
qui sera ajusté sur la base de quelques expériences en tube a choc et quelques expériences
d’explosions aériennes. On décrira alors la méthode adoptée pour traiter les effets de
postcombustion, qui n’introduit aucun parametre supplémentaire.

ITI. Résumé des modéles réduits

Le premier modele réduit est celui de Kapila et al. (2001). Il permet de décrire le champ
d’écoulement moyen. Ce modele est obtenu par analyse asymptotique a 'ordre 0 du modele de
Baer and Nunziato (1986) en faisant tendre les parametres de relaxation (4 pour les pressions et

A pour les vitesses) vers infini.

III.1 Mode¢le d’interfaces diffuses sans interpénétration

Le modele a 5 équations considere que les phases ont la méme vitesse et la méme pression
(équilibre mécanique) mais qu’elles sont en déséquilibre thermique et chimique. Il s’écrit de la
manicre suivante :



dC(l _ pcfx; 2 2 au
dt 142 p1c12p2c22 (pzcz Pic, )ax
o@p), , 9@p)u _
Ot 0x
d(ap), , 9(@p),u 0 16
Ot 0x
2
opu , dpu’ +p+p,) =0
ot Ox
0PE , APE+p+pu _
ot Ox

Ce modele est hyperbolique et ses vitesses d’ondes sont A, =u—C,,, A, =U et A, =u+cC,,
ou ¢, est la vitesse du son de Wood (1930).

Les modeles d’interpénétration présentés dans la suite de ce manuscrit seront des extensions de
ce modcle.

II1.2 Modé¢le d’interpénétration de type Darcy

Le premier mod¢le d'interpénétration fait apparaitre une vitesse relative donnée par la loi de
Darcy. 1l s’agit d’une extension non barotrope (Saurel et al., 2010) du mod¢le de Guillard and
Duval (2007).

Ces modeles font intervenir la vitesse du mélange que 'on note u=Y.U, +Y,u, et la vitesse
ge q U T YU,

relative, notée W=uU, — U, .

L’analyse asymptotique a l'ordre 1 du modéle de Baer and Nunziato (1986) dans la limite des
forts coefficients de relaxation de pression conduit au systéme suivant :

1 1 |au 1 (a, , a,)dpY,Y,w
e P A R B
PG PG PP,

2
da, 2 G G

at = Py

a,a r os , I 0s,
+—2172 L epY, Y, WT, —=+-—2¢£0Y, Y, WT, —=%
I ,01012,0205(0'11012 1 o9x 0,2:012 26XJ
d(ap), , 9(@p)u _ depY, Y,w _
& X X
d(ap), . d(ap),u LI Y, W
& X X (1.7)
2
aﬂ+—dw il =0
ot X
0pE +a(pE+ p)u +0£,0Y1Y2 UR(hz _h1) -0
ot 0Xx 0x

Avec w :ipY1Y2 (i—ij@
A, P, P, )0x

0

Ou A, est le parameétre de relaxation des vitesses (coefficient de trainée).



pe _(a1y1poo1 + azyzpwzJ
Y: -1 Y, -1

a, , a,

Y,~1 vy, ~1
Ce modele est séduisant mais il présente un défaut rédhibitoire. L'interpénétration n’est active
quen présence de gradients de pression. Or, des fluides mis en mouvement de fagon
impulsionnelle continuent a interpénétrer méme lorsque I'impulsion a cessé. En effet, la quantité
de mouvement accumulée dans chacun des fluides permet 'entretien de ce mouvement. En
d’autres termes, les effets inertiels sont importants dans linterpénétration: une couche de
mélange générée par choc continue a s’épaissir longtemps apres le passage du choc, en absence
de tout gradient de pression.
Le systeme (1.7) n’est donc pas adapté car la loi de Darcy exclue les effets inertiels.
Ce constat conduit a la construction d’'un modele ou les effets inertiels sont présents.

Le systeme est fermé par la loi d’état p(p,e,0,,0,) =

Mod¢le d’interpénétration a vitesse relative
Avec les mémes notations que précédemment et quelques définitions complémentaires,

. . ) 1
- énergie totale de mélange E =Y e, +Y,e, te, +Eu2 ,

- débit massique relatif m =pY,Y,w,

- énergie de turbulence ¢ = lYle w2 =L
2

2p
- pression turbulente p, =pY,Y,w’,

ZiZ, |09,
Z,+7,| 0x

Ou a est un parametre, qu’on appelle coefficient de perméabilité de 'interface, compris entre O et

1, il s’écrit :
(p pcl) u_c’ ¢ — om (N _ Ty JZZA o
o2 2 PG Ty a, o aZ, a,Z,)Z,+Z,

dt ' p1C1p2 I 6781 r_l_a
a, ° Ox
_dn

d(ap), , 2(ap),u

- coefficient de trainée A=\ +a

—=0
a oX oX
d(ap), , 9(@p).u o _ 0
a oX 17,4
g, ol +p+p)_
a X (1.8)
v o"KYngw+u W} P A
T T R i
oYY,
1
0 h, - =Y, =Y, )wW?
o [(pE+p+pt>u+w(2 R\ z)wjjzo
ot 0x
Avec )\0 p1 pz Ox
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Ce mode¢le ressemble beaucoup au précédent, mais quelques changements majeurs apparaissent.
Premierement, une équation sur la vitesse relative est présente. On remarque que lorsque le
gradient de pression est nul, la vitesse relative obéit a une loi de conservation. La vitesse relative
pourra donc étre non nulle méme lorsque le gradient de pression sera nul. Deuxi¢mement, on
observe I'apparition de termes de turbulence : I’énergie e, et la pression p, de turbulence. Enfin,
ce modéle contient deux paramétres, le coefficient de relaxation de vitesse A et le coefficient
d’interpénétration ‘a’ .

Ce modcle présente deux défauts :

- D’une part ’hyperbolicité n’est assurée que pour de faibles écarts de vitesses. Nous
verrons que des stratégies ont été mises en place pour élargir son domaine
d’hyperbolicité.

- Drautres part, il ne permet pas de traiter /znversion d’instabilités d’interface. Lorsqu’un
fluide lourd est en contact d’un fluide léger et qu'un gradient de pression est présent, la
perturbation initiale s’amplifie : les sommets deviennent des ‘pics’, les creux deviennent
des ‘bulles’. Lorsque I'ordre des fluides est inversé, les sommets deviennent des ‘bulles’ et
les ‘creux’ deviennent des pics. Ce processus d’inversion est treés problématique et s’est
avéré bloquant pour ce modele, alors que la plupart des tests avaient été franchis avec
succes.

ITI.3 Modé¢le d’interpénétration diffusif

Ces ‘échecs’ successifs ont conduit a un modele ‘diffusif’, qui constitue une certaine limite du
Systeme (1.8). Sans entrer dans les détails qui seront exposés plus loin, le modele diffusif va
consister en un schéma de viscosité artificielle appliqué au modéle de Kapila et al. (2001).

Le Systeme (1.8) va permettre d’assurer la validité du modele limite (diffusif) par rapport a la
seconde loi de la thermodynamique. En effet, il est bien connu en CFD que le raidissement
numérique des interfaces est un sujet tres difficile alors que leur épaississement est un défaut de
tous les schémas numériques. Dés lors, on peut étre tenté d’augmenter cette viscosité artificielle.
Une difficulté apparait cependant. Si on calcule la production d’entropie du systeme en présence
des termes de viscosité artificielle, aucune garantie n’apparait sur la positivité de la production.
Pourtant, ces méthodes fonctionnent, bien que présentant des défauts.

On montre ici que le modele de viscosité artificielle qui est appliqué au mod¢le de Kapila et al.
(2001) respecte I'inégalité d’entropie (au moins d’un point de vue global) car il constitue un
modele limite (un modele de relaxation) d’'un modele plus général respectant I'inégalité d’entropie
locale.

Le modele diffusif finalement obtenu contient un seul parameétre de viscosité artificielle, qu’il
n’est pas tres difficile d’ajuster a Paide de quelques expériences. Une fonction de ‘viscosité
artificielle générale’ est ainsi obtenue en examinant I’épaississement d’interfaces dans des
configurations en tube a choc et Iépaississement de zones de postcombustion dans des
explosions aériennes. Cette fonction étant déterminée, le modele ne contient plus de parametre.
On termine ces travaux de these par la modélisation des effets de postcombustion dans la zone
de mélange ainsi créée. L’approche simplifiée ‘mixed is burnt’ est utilisée et ne conduit a
I'introduction d’aucun nouveau parametre.

Les résultats sont validés de fagon trés favorable par rapport a des expériences d’explosions
sphériques réalisées au CEA Gramat. La zone de mélange est correctement reproduite, ce qui
n’est pas surprenant puisque le modéle a été construit dans ce but, mais il permet aussi de
reproduire les effets de souffle mesurés indépendamment, sans avoir recours a un quelconque
ajustement supplémentaire.
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Chapitre 2 : Modé¢le d’interfaces
diffuses sans interpénétration
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I. Introduction

Avant de présenter les modeles d'interpénétration, on présente dans ce chapitre le modele de
Kapila et al. (2001) qui est ’élément essentiel de 'approche ‘interfaces diffuses’ car sa résolution
permet le calcul du champ moyen d’écoulement, en particulier la détermination de la position
moyenne de linterface.

Le mod¢le de Kapila et al. (2001) est a la base un mod¢le d’écoulement diphasique pour des
milieux en équilibre mécaniques, c'est-a-dire des situations assez marginales. Cependant, de part
et d’autres d’une interface, les conditions a respecter sont précisément I'égalité des vitesses
normales et des pressions. Le modele de Kapila et al. (2001) va forcer I’équilibre mécanique en
tout point de I’écoulement et en particulier dans la zone diffuse d’interface. Ceci va permettre le
raccord parfait entre la pression a droite et la pression a gauche de linterface, c'est-a-dire de part
et d’autre de la zone diffuse. Il en est de méme pour les vitesses normales.

Cette stratégie de ‘forcage’ ou ‘relaxation raide’ dans la zone de mélange est due a Saurel et
Abgrall (1999).

Dans ce chapitre, on présente dans un premier temps I’établissement du modele de Kapila et al.
(2001) a partir d’'un modele de type Baer and Nunziato (1986). Dans un second temps, on décrit
une stratégie de résolution numérique proposée par Saurel et al. (2009) pour résoudre le modele
de Kapila et al. (2001). En effet, les idées de base de cette méthode seront réutilisées pour la
résolution des différents modeles d’interpénétration.

I1. Construction du modé¢le de Kapila et al. (2001)

Le modele de Kapila et al. (2001) est un modele d’écoulement diphasique dans lequel les deux
phases sont en équilibre de vitesse et de pression. Il est obtenu par un développement
asymptotique a 'ordre 0 du modele de Baer and Nunziato (1986) dans la limite des forts effets de
relaxation des vitesses et des pressions. Ce dernier modele décrit les écoulements hors d’équilibre
des vitesses et des pressions. Il s’écrit :

oa, oa,
— 4+ - - = —_
el hrw H(P, —P2)
d (ap), , 0 (apu), _,,
ot ox
0 (apu), , 9 (apu’+ap), _ da,
= AU, —
ot ox P ox U, ~u)
d(apE), oJ(a(pE+p)u da ) . 2.1
(CEE). | SAOELPIO: -y, Thri (U, - ) - bl () b
J (ap), 9 (apu), _,
ot 0x
d (apu), , @ (apu”+ap), _  da,
= -A -
ot ox Piax MU
0(apE), o(a(pE+p)u oa . '
( (;)t )2 + ( (pax PY), =Py 6X2 =AU, (U, —uy) +up; (P, —p,)

1 . . . .
Oua,0,u,p, E=€+ E u? et e sont respectivement la fraction volumique, la densité de mélange,

la vitesse, la pression de mélange, ’énergie totale de mélange et I’énergie interne.
L’énergie interne du mélange est définie par

e=Y,e (pl , p) +Y.,e, (pz ,IO)
a,Py

Avec Y, = , la fraction massique de la phase k.

Des expressions de la pression et de la vitesse d’interface sont proposées dans Saurel et al.(2003) :
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y _Zu, +Zu, ’_(%j
! z+z ox z+z
(o

p, = 2p1 + Z1p2 +s {Lj (U2 _ ul) ’
Z,+Z, ox )Z, +Z 2.2)
o = 2P+ 2Py
Z,+7Z,
U = Zu, +Z,u,
' z,+2,

Ces expressions ont au moins deux avantages :

- D’une part le modele de Baer and Nunziato (1986) respecte la seconde loi de la
thermodynamique, avec ces relations de fermeture, comme vont le montrer les
expressions (2.3).

- Drautre part, le modele devient symétrique, ce qui n’est pas le cas de la version de base du
modele de ces auteurs. En d’autres termes, la phase 1 n’est pas privilégiée par rapport a la
phase 2 et inversement. Dans la version de base de ces auteurs, la pression d’interface
¢tait celle du gaz et la vitesse d’interface était celle du liquide. Ces estimations deviennent
un cas limite des formules (2.2) plus générales.

Par ailleurs, Saurel et al. (2003) déterminent des formules explicites pour les coefficients de
relaxation dans la limite de fluides non dissipatifs :

A,
Z,+7Z,

interfaciale spécifique.

représente le coefficient de relaxation de pression dans lequel A, représente l'aire

=

1 . . . .
A= Epzlzz représente le coefficient de relaxation des vitesses.

Les équations d’entropies des phases s’écrivent alors :

= oa,
(aps), , d(apsy), _ 1 )(Z,+Z )2(002 H)Sgl'( )+Z u, - l)J
ot o0Xx T, N 1 2
+ - + _
Z, Z (uz —u ) H Z,+2, (P, = p,) .
Zs oa,
o(aps), |, d(apsy), _ 1 (zl+zz)2[zl(”1 Uz) = (p; msgr( D o
ot ox T,

z
+A——2—(u,-u,)’+
zl+zz(2 2 ”z z

On se place dans la limite de tres grands coefficients de relaxation de vitesse et de pression :

(P, = P,)?

Ho )\_)\0 -_1 A -1 ZZ =
= = = =— € =A
M= c . avecl, 7,47, 0 2“0 142 > 1

Avec e qui tend vers 0.

Le développement asymptotique consiste a écrire chaque variable de ’écoulement sous la forme
suivante :

f=f%+ef!

Ou f est la valeur moyenne de la variable f et f' représente les fluctuations de cette variable
autour de f'. ¢ est un parametre qui tend vers 0. Par la suite, on négligera les termes a 'ordre 1 et
supérieurs.

Equations de masse
Les équations de masse s’écrivent :
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da,p, + oa, p,
ot 0X

En développant chaque variable on obtient
olory +eary Jo? +ept ), ala +ear oo +epl fup +eut) _

u
K =0 avec k=1,2

ot ox
En ne gardant que les termes d’ordre O on obtient :
00py , 9Pl _ 4
ot ox

Equation de quantité de mouvement
On cherche a écrire un modele a 1 vitesse. Le modele ne doit donc contenir qu’une seule
équation sur la quantité de mouvement. Les équations de quantités de mouvement s’écrivent :
0 (apu), 9 (apu®+ap), da,
+ =P +A (U, —uy)
ot ox ox
9 (apu), , 0 (apu®+ap), _ 9

a,
= -\ —
ot X P, ox (U, —u,)

On réalise I'analyse asymptotique sur ’équation de quantité de mouvement de la phase 1.
ofas +eai)p? +epi)up +eu), ofod +eaio? +ept)ul +eutf +(af +ect ot + )
ot ox
-p, A0 2] 2 (i) o+t

! 0Xx

Avec, p, = Z,(p? +e§11):2(p§ +5plz)+sgr(aailj Zfizzz (g +eut)-(uo +eut))

En négligeant les termes d’ordre 1 et supérieurs, on obtient

0.0,,0 0.0,,02 0,~0 0 0 25
oo Py Uy +6 a;p.u; +o,p; _ P oa, +)\o(u12 —ui)+)\—(u(2’ —uf) 25)
ot ox ox €
Z.p°+2Z.p? oaa Z.7Z
Avec, plo :M+Sg —1 #(ug—uf)
Z,+Z, ox )Z,+Z,
Pour € - 0,0na
)\0
= (u2-up)=0
€
Ce qui donne immédiatement
uy =ud =u° 2.6)

Cette relation est tres importante car elle nous informe que la vitesse moyenne de chacune des
phases est la méme. En se servant de ce résultat dans I’équation (2.5), on obtient

0.0, ,0 0.0 .02 0,,0
da, p,u + 0 a;p,u” +a;p; — IO|0 aaf _|_)\o(ul2 _ Ui)
ot 16)4 16)4
Pour la phase 2, le calcul est le méme, et on a
dasplu®  dadpou +adpl  aa’ o(s
+ =-pi— —A (uz_ul)
ot ox [6)4

En sommant les deux équations précédentes, on a
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apouo . apouoz +po
ot oX

-0 @.7)

Avec,
0 — 40~0 4 40A0
P =0a.py +a;P,
0_ 0= ,0
w=u'=u
A ce stade,
0 — 40n0 4 OO
P =a.p; +azp;
On retrouve sans surprise 'équation de quantité de mouvement du mélange.

Equation d’énergie
Les équations d’énergies s’écrivent

d(apE). 9(a(oE+ pu oa . ,
(apE), , 9(a(PE+p) )1:plula_xum,(uz—ul)-up.(pl-pz)

ot ox
d(apE), . d(a(pE+p)u da : ,
( ; )2 + ( (an PU). = by, 6X2 — AU (Up —uy) +Hp; (P~ P2)

On souhaite obtenir un mode¢le a une seule pression. Pour cela, on effectue le développement
asymptotique des équations d’énergies.
0 0[O0 4 0} 0
d05p?E; aal?pl Ep +pp ug
ot ox

2.8)
da’
piuy ==+ A u(ug - uk)-p S Zpl 1p2 (P2~ P2) — P, (|Oi—|oé)——|oI ®° -p2)
Avec, Ul = Z,u° + Z,u° et pl° = Z,p, +Z.p,
o Z +Z, Z +Z ! Z,+Z,
Pour € - 0.0na
pe
Y P!° Py —p3) =0, c'est-a-dire
p; =p, =p° 2.9)

On obtient un deuxieme résultat trées important. La pression moyenne de chacune des phases est
la méme.

En se servant de P’égalité des pressions (2.9) dans I’équation (2.8), on a

50° EO OO(O(pOEO+pO)UO 9g° '
1;1 — =puy X1+A° u(ut - ut)-1Cp;° (ot - p)

Pour la phase 2, on obtient

aa Eo aao pOEO +p0 UO aao ,
thz d s ) = —pup 1 AU - )+ 1P () - )

En sommant ces deux équations, on obtient alors
9p°E° O(pOEO + po)uo
+
ot ox

=0 (2.10)

On retrouve I’équation d’énergie du mélange.

Equation de fraction volumique
Dans le modele de Baer and Nunziato (1986), I’équation de fraction volumique s’écrit
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60(1 6

m a =H(PL —P2)

Avee, U, = 21+ ZaU; +Sg,{aa j P, —Ps
Z,+2, ox )Z,+Z,

En lui appliquant le développement asymptotique a ordre 0, et en se servant de I'égalité des
vitesses (2.6) et de celle des pressions (2.9), on obtient

da) 00 oo
P10 - - @.11)
p x M Py —P3)

Les termes de fluctuations de pression peuvent s’exprimer en faisant un développement
asymptotique des équations de pressions, que I'on calcule.
La pression de chaque phase peut s’écrire comme une fonction de la densité et de Pentropie de
cette phase : p, =p, (pk »S) )
En calculant la différentielle de cette fonction (dans le cas de la phase 1), on a
% = C12 % + p1r1T1 dlsl ,

dt dt

oul, = (y1 —1) est le coefficient de Grineisen.

En utilisant ’équation de masse de la phase 1, on obtient

dp, :id1a1p1 _p1C12 d,a, + T (60@151 +aa1p151u1j.
dt o, dt a, dt a, Ot Ox

En se servant maintenant de ’équation d’entropie de la phase 1, on a

‘[ (p,-p) [aa j+Z< )
—_— SoN u
dp, _¢ dap _pe’da Tz, +Z> Pr PO s o
dt o, dt o, dt 0(1

+A

(u, = 1)2 tH (p; =Pp2)?

Z+Z Z+Z

Enfin, on utilise ’équation de fraction volumique pour faire apparaitre le terme de relaxation de
pression :

2 ((p ~p)s n(a“ j+z ( >j
- u
d,p, :‘:12 d,a,p, _p1c12 IJ(P ~p )+ r(Z,+7,)? 2P Ox 2t
de o, dt o, o

7 +ZZ (uz‘u1)2+uz +1Z (py =p,)?

1 2 1 2

a *l9at
2j+z1(uz _ul)j ‘6_;‘

—| ( )s n(
_dzpz —CZ2 d,a,p, +p2C22 (P - )+ r (Z, +Z 2)? [Pz P8 Ox
de H\P;, P
t GZ dt GZ GZ +)\

Par un calcul analogue, on obtient pour la phase 2 :

(u, _u1>2 +HZ +ZZ (P —Pp2)?

1
Z +ZZ 1 2

1
Apres développement asymptotique, ces équations deviennent :

Pour la phase 1 :
dp’ 2 au p c
C£1)t __p1c? T 1 lJ- (P )

Pour la phase 2:
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=Pyc,

dt Ox

Comme, p; =p, =p', on obtient finalement deux équations sur la pression de mélange qui font

dp" Jou’ plc”
P 5 —+—p;02 W (pt-p3)
2

apparaitre les termes de fluctuations de pression.
En calculant la différence de ces deux équations, on obtient finalement,

0. 2_ 0.2 2.0
0(P1_ 1)_ P,c,” —Pic,” Ou
H 1~ P2/~ 0 2 0o 2 d .

P,c, +p1C1 X
0 0
GZ al
L’équation de fraction volumique s’écrit donc finalement,
0 002 _ 0.2 A0
dal — P,C,” —P;C, du
0.2 0.2
dt  pdc, L PG 16)4 2.12)
0 0
a; ay

Résumé du modeéle a 5 équations de Kapila et al. (2001)
Les équations établies ne font apparaitre que les termes d’ordre 0. Pour simplifier écriture du
modele, on retire 'exposant 0 des variables. Le mode¢le de Kapila et al. (2001) s’écrit donc ainst :

da, — p2022 _p1C12 @
dt  pyc,” , piC° O

aZ al
oa,p, N oa,p,u ~0
ot 0X
2.13)
0a,p, , 00,PU _ g
ot 0x
dpu  9pu®+p _
ot ()4
OpE , O(PE +p)u _ 0
ot 0X
Il admet les deux équations d’entropies
ds _
C?_Stz _ 2.14)
dt

On a ainsi un modele diphasique a une vitesse et une pression.

Equation d’état de mélange

On ferme le modele de Kapila et al. (2001) avec une loi d’état permettant de calculer la pression
de mélange. Cette loi dépend de celles qui sont utilisées pour chacune des phases. On lobtient a
partir de Pexpression de I'énergie interne de mélange :

Pe=0a,pe, +a,P,e,

Sila loi d’état utilisé par chacune des phases est stiffened-gaz, on a

pP.e, = P = ViPes k :1,2‘

k
Ainsi,
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P1 T YiPew, +a, P2 7 YoPwy
Y. -1 Y, -1

Comme les pressions des deux phases sont les mémes, on obtient finalement

pe _(alylpwl + A,YoPws ]

Pe=0a,

-1 -1
plp,e,a,)= Yi Y, (2.15)
al a 2
+
Y, -1 vy,~1
Hyperbolicité
Le modele de Kapila et al. (2001) peut s’écrire en variables primitives sous la forme suivante :
ow + A(W)O_W =0
ot ox

avec,

u 0 0 0 0

0 u 0 0 0

S
0 0 u 0 -K
S
- - 0 0 0 u P
W=la, | AW)=
' ( ) alplrlTl GZpZFZTZ
2 2
G ) (pz - pl) 1 u
o Sunt) o] f Gals) of T
¢, ¢, ¢ ¢, ¢

Ce mode¢le est hyperbolique et admet les vitesses d’ondes suivantes :
A =u-c,
A = U de multiplicité 3
A" =u+c,
Ou ¢, est la vitesse du son de Wood (1930)
1 = a, 4 a, i
PCw PG P2C;

I1I. Résolution numérique

On résume dans ce paragraphe, la méthode de résolution numérique proposée par Saurel et
al.(2009) pour résoudre le modele de Kapila et al. (2001). Les idées de base de cette méthode
seront largement utilisées par la suite pour la résolution des modéles d’interpénétration.

I11.1 Difficultés de la résolution numérique du modé¢le de Kapila et al. (2001)

Du point de vue de la résolution numérique, le mode¢le diphasique a 5 équations de Kapila et al.
(2001) pose quelques difficultés.

1 _a o

wpeT Pt

Cette vitesse du son de mélange n’est pas monotone par rapport a la fraction volumique (Figure
2.1). Or, la résolution numérique qui est adoptée entraine la diffusion numérique de I'interface.
Cette zone de mélange est purement artificielle et n’a pas de sens physique. Par conséquent,
d’apres lallure de la vitesse du son de Wood (Figure 2.1), lorsqu’une onde va se propager dans
cette zone de diffusion, sa vitesse sera nettement inférieure et un retard dans la transmission de
I'onde sera enregistré.

La premiere difficulté est liée a la vitesse du son de Wood (1930) :
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Vitesse de Wood dans un melange eau/air (m/s)
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1000 | |

100 | H
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Fraction volumique air
igure 2.1 Vitesse du son dans u élange eau/air. La vitesse du son de Wood a un comportement non monotone
Figure 2.1 Vit d nd n mél ir. LLa vit d de Wood mportement non mMonot
par rapport a la fraction volumique de Dair.

Ce modeéle présente une deuxieme difficulté non négligeable. En effet, dans ’équation sur la

. . ou o
fraction volumique, le terme en Ka— peut devenir trés grand dans les chocs et dans les fortes

détentes. D’un point de vue numérique, il est tres difficile de garantir la positivité des fractions
volumiques dans de telles situations. C’est la principale difficulté de ce modele. Une premiere
méthode permettant de résoudre ce probleme a été présentée dans Saurel et al. (2007) et Petitpas
et al. (2007). Cependant, cette méthode reste complexe et couteuse. D’autres schémas ont été
proposés par Murrone and Guillard (2005) et Abgrall and Perrier (2006), aucun des deux
n’apportant de solution simultanée aux deux problémes signalés au dessus.

Une méthode de résolution efficace permettant de contourner ces difficultés est présentée dans
Saurel et al. (2009) et est résumée ci-apres.

III.2 Mode¢le a 6 équations (hors d’équilibre des pressions)

Le mode¢le a 5 équations est délicat a résoudre a cause des raisons mentionnées plus haut. Il est
plus facile de résoudre le modéle en déséquilibre de pression. Celui-ci s’obtient par le méme
raisonnement que pour le modele de Kapila (2001), c'est-a-dire par un développement
asymptotique du modele de Baer and Nunziato (1986), mais sans faire I'hypothése dun
coefficient de relaxation des pressions infini. On obtient donc le modéle a 1 vitesse et 2 pressions
constitué de 6 équations :

do,  0d,

LU =u(p, - p,)

0a,p, , 90,p,U _
ot 1)
00 ,P, | 00 ,P,U _
ot [)4
dpu + apuz +a,p, +a,p,
ot )4
oa,p.e, , 00,p,&u ou
+ +a,p,—=- -
p " P> =P, (p, - p,)
0a 0,8, + 00l ,P,&,U +a,p, ou
ot 0x 0x
OpE , A(pE+pu _
ot ()4

0

=0 (2.16)

=Hp, (pl - pz)
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Les équations d’entropies sont :

ds, _ _ > Z,
@i =ulo e )

ds, _ Y z,
Gpﬂzdt—Mm m)EFEZ

Ce mod¢le présente un premier avantage. Le terme non conservatif qui posait probleme pour la
positivité de la fraction de I'équation de fraction volumique a été remplacé par un terme de
relaxation de pression. La solution du modéle a 6 équations (2.16) tend vers celle du modele a 5
¢quations de Kapila (2001) (2.13) lorsque le parametre de relaxation des pressions u tend vers
I'infini. Iidée de la résolution numérique est alors de résoudre le modele a 6 équations (2.16) en
deux étapes successives.

Premic¢rement, on résout le modele (2.16) sans les termes de relaxation, c'est-a-dire avec p=0.
Dans ce cas, la fraction volumique obéit a une simple équation de transport.

Ensuite, on résout les termes de relaxation de pressions en faisant tendre p vers linfini. La
solution retourne alors a ’équilibre des pressions et correspond donc a celle du modele de Kapila
et al. (2001). Ces deux étapes seront détaillées par la suite. Avant cela, quelques remarques
s’imposent sur les propriétés du Systeme (2.106) lorsque les effets de relaxation sont omis.

Hyperbolicité du modéle a 6 équations
On écrit le Systéme (2.16) en variables primitives afin d’étudier son hyperbolicité :

ow

QM+AWW——:0
ot ()4
u 00 O 0O O a
1
0 u 0 0 0O O s,
0 Ou O 0O O s,
A AlW)= - a a W =
vec, ( ) pl p2 00 u Y1 Y2 et u
Y p P
0 00 pc® u O Py
0 00 pgc, 0 u P
Ce systeme est hyperbolique et admet les ondes
A =u-c
A = U de multiplicité 4
A =u+c
Avec, C; =YC +Y,C, (2.17)

oavkzafkkzlz

Les vitesses d’ondes dépendent maintenant de la vitesse du son figée ¢, qui a un comportement
tres différent de la vitesse du son de Wood c. Contrairement a cette derniere, la vitesse du son
figée a un comportement monotone par rapport a la fraction volumique, comme représenté sur la
Figure 2.2, ce qui permet une meilleure transmission des ondes aux travers des interfaces diffuses.
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Vitesse figee dans un melange eau/air (m/s)
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Figure 2.2 Vitesse du son figée en fonction de la fonction volumique d’air dans un mélange eau/ait. Le
comportement est monotone.

ITI.3 Méthode de résolution numérique

Ce systeme est résolu en deux étapes principales, suivies d’une troisieme étape de réinitialisation,
qui a aussi une grande importance. La premicre étape, décrite ci-apres, consiste a résoudre le
modele a 6 équations, complété par ’équation d’énergie totale (7 équations en tout) en absence de
termes de relaxation.

Etape hyperbolique
On doit donc résoudre dans un premier temps le systeme suivant :
aal + U% =0
ot ox
o0a,p, . 0a,p,u
ot ox
00 ,P, , 00,P,U _
ot ox
dpu , dpu® +p _
ot * ox 0 218)
0a .p.e, N da p,eu ro,p ou -0

=0

0

ot o T ox
00 ,P,€, , 00 ,P,8,U
ot 0X
OpE , 9(pE + p)u -0
ot ox

ou
azpza_xzo

Ou p=a,p, +a,p,

Ce modele est surdéterminé par la présence de I'équation d’énergie totale du mélange.
Contrairement aux équations d’énergies des phases, celle-ci est sous forme conservative et donc
sa résolution numérique sera exempte de défaut. Nous verrons par la suite que la résolution de
cette équation permettra de calculer correctement la pression des phases et de corriger certaines
approximations des équations d’énergie internes non-conservatives.
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Dans ce paragraphe, on décrit une méthode de résolution du modele (2.18). On utilise un schéma
de type Godunov, mais pour cela on a besoin de calculer les flux sur chacun des bords de mailles.

Pour chaque bord de mailles, on résout le probleme de Riemann avec un solveur de type HLLC

(Toro et al., 1994).

A
t

Sw
S S

L* R*

X

Ll

Figure 2.3 Probleme de Riemann suivant 'approximation HLLC. On doit calculer I’état L* et R* a partir des états LL
etR.

Les vitesses des ondes de gauche S, et de droite Sy sont calculées par 'approximation de Davis
(1988) :

Sy =max(u,_ +¢ ,ug +¢Cg),

Sz =min(u, —¢_,u; —Cg).
Ou les vitesses du son ¢, et ¢ sont calculées par la relation (2.17)
A travers 'onde de contact, on doit vérifier la relation :

u, =ug, =S,. (2.20)

Ainsi, la vitesse et la pression de mélange sont constantes au travers de 'onde de contact. Cela
n’est pas surprenant car les équations de mélange forment le systeme d’équations d’Euler pour
lequel ce résultat est déja connu.

A Taide de Papproximation HLL (Harten et al., 1983), il est possible de déterminer une estimation
de ces grandeurs :

2.19)

s v’ +p) ~(pu” +p), -5 (pu). +S;(pu)e
" (pu)L _(pU)R ~S.PL *+SkPr

(2.21)
Ou Z, =p,C, et Zy =PRCg

Par ailleurs, les fractions volumiques obéissent a une équation de transport a la vitesse u. De ce
faiton a:

Oy =0y,
Agr =0g-
Les équations de masse des phases nous donnent les relations de saut :
[akpk (u =S, )L =0 avec k=12 et
i SL,R

En se servant de ces relations a travers les ondes extérieures, on éctit :
Ur- SL,R
SM - SL,R

Prir =Prir , k=1,2 (2.22)
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Les équations d’énergies des phases ne permettent pas de déterminer des relations de passage car
elles sont non conservatives. Cependant, on peut utiliser la relation d’Hugoniot pour chacune des
phases :

Coo+
phLRZPKLR(V;LR_VkLR):O’kzlg (2.23)

Dans le cas ou I'on utilise ’équation d’état stiffened gas, on peut exprimer les pressions des
phases :

.
err " Crr T

\(yk _1)pk,L,R B (yk + 1)p1,L,R _
I(yk - 1)p1,L,R - (yk + 1)pk,L,R

La pression de mélange s’en déduit par la relation suivante :

Prr =0 kP TO, L rP2LR (2.25)
On calcule en plus Iénergie totale de mélange par les relations de passages données par I’équation
d’énergie du mélange a travers les ondes extérieures :

E = pL,REL,R (UL,R _SL,R)+ PLrULR _p*SM
o pT_,R (SM _SL,R)

k=12 (2.24)

ok > 5

p;,L,R (p:,L,R ) = (pk,L,R * Poo

(2.26)

Schéma numérique
Le schéma numérique utilisé est de type Godunov. Pour les variables obéissant a une équation
sous forme conservative on utilise :

Uin+1:Uin _%(F"(UP’U?H)—F*( ?_1,Uin)) (2.27)
a,p, a,pu
Ou U= a,pP, ot F= azzpzu
pu pu”+p
PE (PE +p)u

Avec F* déterminé par la solution du probleme de Riemann pour chaque bord de maille.

Pour I’équation d’évolution de la fraction volumique, on utilise la méthode de Godunov pour les
équations d’advection, c'est-a-dire :

At ( * * * * )
ntl _ o n n
Oy =0y _E (ual)i+1/2 - (ua1)i—1/2 — 0y (U w12 ui—1/2) (2.28)

Cette méthode garantit la positivité de la fraction volumique.

Les équations d’énergies posent probleme car elles sont non conservatives. En présence de choc,
il n’est pas possible de les résoudre correctement (Hou and Le Floch, 1994). Cependant, on
rappelle que, par la suite, on résoudra les termes de relaxations de pression qui interviennent
notamment dans ces équations. Cette étape de relaxation apportera une premicre correction. Une
deuxi¢me correction interviendra en utilisant ’équation d’énergie totale du mélange qui obéit a
une équation de conservation. Les erreurs introduites par équations d’énergies seront ainsi
compensées. On utilise alors le schéma suivant :

n+ n At * * n [ * x
(ape); = (ape);, " Ax ((apeu)k,i+1/2 - (apeu); .y, +(ap), (U w2 Ui—l/z)) (2.29)
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Etape de relaxation
11 reste maintenant a résoudre les termes de relaxations qui forment le systeme (2.30),

o0, _

i H(pl - pz)

g
ot

aa 2p2 = O
ot

opu _

o=

oap.e _
ot

aa ZpZeZ

T =HB, (pl - pz)

(2.30)
0

—HPp, (pl - pz)

Z 2p1 + leZ

avec Py =———F—-—¢c¢tHd - ®

Z,+7Z,

En se servant de 'équation d’évolution de la fraction volumique, les équations d’énergies peuvent
57 :
s’écrire:

dape _ 0a,
ot Lot
da,p.e, __ 0a,
ot Lot
On les simplifie grace aux équations de masse des phases :
@
2.31
de, , v, _ o
ot ' ot
Ou v, =—,k =12est le volume massique de la phase k.
k
On peut écrire les équations d’énergies (2.31) sous la forme intégrale,
e, —€) +p v -vp)=0
A 1 At avk
avec = dt
pl,k (Vk _Vg) 0p| at
Pour déterminer les P, , on somme les deux équations d’énergies :
Yie - Ylef +Y8, - Yzeg + p|,1(Y1V1 - Ylvf)-'- P2 (Y2V2 - szg) =0 (2.32)

I’équation de la masse du mélange, obtenue en sommant les équations de masse des phases
57 .
sécrit :

op _

ot
On peut aussi écrire :
vy

ot

avec V=YV, +Y,V,.
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En intégrant cette équation, on obtient :
(Yov, = Yv2)+ (Y,v, - Y,v8) =0
On peut alors simplifier I’équation (2.32) :

e-e’+ Yl(pl,l_ p|,2j(vl _Vf): 0

L'équation d'énergie du mélange s’écrit en sommant les équations d’énergie des phases :

%o
ot

Donc, nécessairement, il en résulte que €= €°, et I'équation (2.32) impose :

n

Pi1=P =B 2.33)

N

Des estimations possibles sont p, = p° ou encore p, = p?. Elles sont toutes les deux compatibles

avec le second principe de la thermodynamique (Saurel et al., 2007a). Ces deux estimations
donnent pratiquement les mémes résultats (Saurel et al., 2009).

On revient aux équations d’énergies de chaque phase :

0(n0 \,0 0)—
ek(p’vk)_ek(p ’Vk)+ Py (Vk _Vk)_o
On a 3 inconnues qui sont V, (k=1,2) et p. On dispose déja des deux équations d’énergies et on
ferme le systeme avec la contrainte de saturation :

Sa,=1
k
Qui peut s’écrire aussi :

> (apy v =1.

k
D’apres les équations de masse, on a :

— ~0A0
APy = 0Py (2.34)
La contrainte de saturation devient donc :
0 —
> (ap)iv, =1.
k
On a maintenant un systeme de 3 équations a 3 inconnues a résoudre qui est :

ek(plvk)_eg(pO:VE)+EJ|(Vk —Vg)=0,k =12

Z(ap)ﬁvk =1

k
A Taide de léquation d’état stiffened-gas P, :(yk —1)pkek ~YP.x, les équations d’énergies

peuvent s’écrire

A

0 _
)=v? DL+ P + Ve l)E)' (2.35)

P *Y«Pox +(Vk _1)p|

On obtient donc une équation a une seule inconnue qui est p :
0 —

z (ap)k Vi (p) =1

k
Dans le cas général, on peut résoudre cette équation numériquement avec un algorithme itératif
de type Newton-Raphson. Cependant, dans le cas d’un écoulement diphasique il s’agit d’une
¢quation du second degré. Une fois la pression de relaxation déterminée, on calcule les volumes
spécifiques a l'aide des équations (2.35) et les fractions volumiques de chacune des phases a I'aide
des équations (2.34).

Vi (p
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Il est important de noter que la pression obtenue a la fin du processus de relaxation n’est pas
nécessairement en accord avec la conservation de I’énergie. En effet, la pression de relaxation est
calculée a partir des énergies internes qui ne sont pas correctement calculées a cause du schéma
numérique utilisé (2.29). On doit donc corriger cette pression en recalculant correctement les
énergies de chacune des phases.

Réinitialisation des énergies

L’équation d’énergie du mélange est résolue a partir d’'un schéma conservatif. On obtient la
pression du mélange grace a la loi d’état de mélange (2.15).Le point essentiel a ce niveau est de
remarquer que le calcul de la pression est basé sur Iénergie interne de mélange, elle-méme
déterminée a partir de I’équation d’énergie totale et de la fraction volumique, qui a été estimée
lors de I’étape de relaxation des pressions.

On calcule ensuite sans difficulté les énergies de chacune des phases, en accord avec la pression
du mélange, grace a la loi d’état €, =€, (p,akpk,ak). Ces énergies viennent remplacer celles

¢évaluées lors de la résolution des deux équations d’énergie non-conservatives.

Résumé de la méthode de résolution numérique
Pour chaque pas de temps :

* Résoudre le probléme de Riemann a chaque bord de mailles pour le modéle a (6+1)
équations avec le solveur HLLC.

* Faire évoluer chacune des variables avec le schéma numérique (2.27)-(2.28)-(2.29)
*  Déterminer la pression de relaxation puis en déduire les fractions volumiques des phases.

* Réinitialiser les énergies avec la pression de mélange calculée a partir de I’énergie de
mélange et des fractions volumiques de Iétape précédente.

IV. Tests et validations

IV.1 Tube a choc Air-Hélium

Un tube a choc d’'un meétre de long est divisé en deux chambres séparées par une interface a la
position x=0.5m. On cherche a traiter une situation ou l’air est initialement a gauche dans la
chambre haute pression et ’hélium a droite dans la chambre basse pression.

La densité initiale de lair est de 1 kg.m™ et les paramétres de 'équation d’état stiffened gas sont
V=14 ct p, . =0Pa. La densité initiale de Ihélium est 0.2 kg.m™ et les paramétres de I'équation

d’état stiffened gas sont y,4,,=1.667 €t Py, o = O0Pa. Les deux chambres sont remplies de gaz

pratiquement purs. La chambre de gauche est a la pression initiale de 10 bars et contient une tres

faible fraction volumique d’hélium O =10". La chambre de droite contient les mémes gaz

hélium
mais les fractions volumiques sont inversées. Sa pression initiale est de 1 bar. Dans tout le tube, la
vitesse initiale du mélange est nulle.

On compare les solutions numériques du modele de Kapila et al. (2001) calculées avec la
méthode présentée dans ce chapitre avec la solution exacte des équations d’Euler. Le maillage

utilisé comporte 1000 cellules. On montre les résultats au temps t=272pus.
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Figure 2.4 Pression, vitesse et densité du mélange et fraction volumique de I’air au temps t=272us. Les résultats
calculés avec le modele de Kapila et al. (2001) sont représentés par des symboles. La solution exacte est représentée
en traits pleins. Les résultats sont en excellent accord.

La précision des résultats peut étre améliorée en étendant a des ordres supérieurs la méthode.
Ceci a été réalis¢ dans Saurel et al. (2009).

IV.2 Tube a choc Eau-Air

On se place maintenant dans un cas plus difficile pour montrer la robustesse de la méthode
numérique. Comme précédemment, un tube a choc d’'un metre de long est divisé en deux
chambres séparées par une interface qui est maintenant a la position x=0.75m. La densité initiale
de lair est 1 kgm’, et les paramétres de Iéquation d’état stiffened gas sont y,=1.4 et

Poy =0Pa. La densité initiale de I'eau est 1000 kg.m™, et les paramétres de Iéquation d’état

b

stiffened gas sont y,,,=1.667 et p,, ., = 6.10°Pa. La chambre de gauche contient une trés faible

fraction volumique d’air o, =107 et sa pression initiale est de 1 GPa. La chambre de droite

contient les mémes gaz mais les fractions volumiques sont inversées, et sa pression initiale est de
1 bar soit 0.1MPa. Dans tout le tube, la vitesse initiale du mélange est nulle.

Encore une fois, on compare les solutions numériques du modele de Kapila et al. (2001) avec la
solution exacte des équations d’Euler. Le maillage utilis¢é comporte 1000 cellules. On montre les
résultats au temps t=240ps.
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Figure 2.5 Pression, vitesse et densité du mélange et fraction volumique de I’air au temps t=240us. Les résultats
calculés avec le modele de Kapila (2001) sont représentés par des symboles. La solution exacte est représentée en
traits pleins. Les résultats sont en excellent accord.

0.2

V. Conclusion

Dans ce chapitre, le modele de Kapila et al. (2001) a été établi en tant que limite asymptotique a
Pordre 0 du mode¢le de Baer and Nunziato (1986), dans la limite de tres grands coefficients de
relaxation des vitesses et des pressions.

On a aussi décrit dans ce chapitre une méthode de résolution numérique relativement simple et
efficace. Elle est également robuste. Cette méthode consiste a résoudre dans un premier temps un
modele hors d’équilibre des pressions, puis de relaxer les pressions pour revenir a la solution du
mode¢le en équilibre de pression. Des tests de validation sont présentés dans Saurel et al. (2009).
IIs montrent que cette méthode de résolution donne de trés bons résultats sur les problemes a
interfaces, mais aussi sur des problemes a physique variée, tels que des écoulements cavitants ou

I I
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des problémes de propagation de choc dans les mélanges diphasiques.
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Chapitre 3 : Mode¢le d’interpénétration

de type Darcy
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I. Introduction

The drift effect result of velocity differences between the two phases in the mixing layer. In this
chapter, we introduce a first drift model. The idea is to use the same method as the Kapila et al.
model (2001) building, but by retaining the velocity fluctuation terms. Recall that, each variable
can be written as the sum of an average term and a fluctuation term by the Chapman-Enskog
development (see Chen et al. (1994) and Natalini (1997) for details).

Restoration of drift effects in the Kapila et al. (2001) model has already been addressed by
Guillard and Duval (2007) for barotropic fluids and Ambroso et al. (2008). We now address the
non barotropic case. Pionneer work in this direction has been done by Labois (2008).

First, we begin with the asymptotic analysis that enables model’s building. Drift effects in the
non-barotropic case induce extra difficulties. These effects induce energy and entropy transport.
In this frame a thermodynamically consistent formulation is mandatory, in particular with
respect to the entropy inequality. To achieve such a construction, recent results in phase
transition modelling are used (Saurel et al., 2008). Indeed, drift effects correspond to mass
transfers that present under differential form. Generalized heat fluxes, due to the entropy
transport are also present. By analysing the entropy production in each phase and in the mixture,
Saurel et al. (2008) proposed closure relations for the volume fraction rate of change due to heat
and mass transfer. An extension is done here for the modelling of differential mass transfer and
generalized heat fluxes. This guarantees a thermodynamically consistent model.

Secondly, we present a numerical method for the resolution of the drift model. At the numerical
level, extra difficulties are present. The new model is of hyperbolic-elliptic type and non-
conservative terms are still present in the volume fraction equation. The non-conservative terms
present in the Kapila et al. (2001) model have been addressed in a simple and efficient relaxation
formulation recently (Saurel et al., 2009). This method, explained in the previous chapter, uses a
3-step strategy, based on an extended system with pressure non-equilibrium effects. Let us
mention that improvement of this method was done in Petitpas et al. (2009) for the computation
of shock in multiphase mixtures. The use of an extended system simplifies indeed numerical
resolution. The same philosophy is reused here for drift terms, and another 3-step method is
built for the treatment of interpenetration effects. The method remains simple and efficient.
Finally, we test the drift model with some classical problems processing exact solutions, showing
the capabilities to solve interfacial flows and two velocities flows. Thereafter, we will check the
model ability to reproduce the evolution of the mixing layer created by a shock wave interacting
with an interface (Richtmyer-Meshkov instability).

I1. Asymptotic analysis and drift model

The Kapila et al. (2001) model is a temperature non-equilibrium two phase flow model with a
single velocity and pressure. It corresponds to the asymptotic limit at zero-order of the Baer and
Nunziato (1986) model. A generalized formulation of this last model regarding the interfacial
variables and relaxation parameter was given in Saurel et al. (2003). This last model consists in
the starting point of the present analysis. This analysis is necessary to determine the drift force
model, to be included in the Kapila et al. (2001) model.

I1.1 Non equilibrium model

The Baer and Nunziato (1986) model consider each phase as compressible, evolving with its own
velocity, temperature and pressure. The system is hyperbolic and involves 7 partial differential
equations. It reads in 1D:
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Phase 1

a

Hu =u(p, —p,)
a(ap)l + 0 (apu)l =0

ot oX
d (apu), dlopu®+a da

(af )1 + ( p aX p)l :pl axl +)\(u2 _U1)+a1plg
dlapE o\a(pE + . '

(O((;) )1 + ( (p p)u)1 =pIuI a1 +)\u1(u2_u1)_HPI(P1_Pz)+a1p1u1g (3.1)

t ax aX

Phase 2
o(ap), , alapu), _

ot oX
dlapu), olopu®+a 0a

(apt ), + ( P ~ p)Z =p, 0x2 ~Mu, —u,)+a,p,9
olapE 0 E+ 0 , '

(agt )2 " (a(p ox p)u)z =pu (:(2 _)\UI(UZ —U1)+HIO| (pl_p2)+a2p2u29

Here mass transfer, heat exchanges and body forces have been omitted. The notations are
conventional in multiphase flow literature. The O variable represents volume fraction, P

represents density, u means velocity, p represents pressure, E means total energy with
1 .

(E=e +Eu2) and e represents the internal energy.

Interfacial variables are modelled as (Saurel et al., 2003):

Zquy +7Z,u, +Sgn(aalj P2 "P:1

U

Z,+7Z, Ox )2, +7,"
Z..p, +7. oa 7.7

= 2P1 P2 +sgn( 1) 140 (U, —uy),
Z,+7, ox )7,+7,

where Z, =, c, represents the acoustic impedance of phase k.
They correspond to velocity and pressure that exert at locations where volume fraction gradients
are present. They play a particularly important role at material interface where the volume
fraction is discontinuous. These formulas are only valid when waves of weak amplitude are
present. When waves of strong amplitude appear, these estimates can be replaced by those of
exact Riemann solvers for the FEuler equations. It was shown in Abgrall and Saurel (2003) that
when properly solved, non-conservative terms were responsible for the fulfilment of interface
conditions (equal normal velocities and equal pressures) when two pure fluids were separated by
an interface and modelled by this multi-velocity description (see Figures 12 and 13 of that
reference). This remark is important for the present application where interpenetration effects at
interfaces are under consideration. As shown in this reference, non-conservative terms are
responsible for the respect of interface conditions and as a consequence they forbid phases
interpenetration as soon as a volume fraction discontinuity separates two pure fluids.
Average interfacial pressure and velocity that exert in a two-phase control volume are given by:
p = Z,p, *Zp,
1
Z,+7,
y = Zu, t7Z,u,
1
Z,+7,
The equilibrium state is reached with the help of relaxation processes controlled by rates:
AI
Z,+7Z

1 2

, pressure relaxation rate, where A, represents the specific interfacial area

° “:
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1
s A= 3 MWZ,Z, ,velocity relaxation rate

From System (3.1) phase’s entropy equations are obtained:

Zl - n % u, —u Z
daps), , 0(@psw), _ 1 <z1+zz>2((pz p1>sg(axj+z2<2 ”)

o0,
Ox

Ot 0x T, o 7

Z
2 —(u,-u,)’ + - -p,)?
Zl+zz( 2 1) HZH_ZZ (Py = P2)

It appears that closure relations for u, , p,, u; and p, express entropy production in this phase.
These expressions being symmetric, similar result is obtained for phase 2.

Z, 6azj ’ oa,
— Z -u,)—(p, — =2
d(aps), _{_a(Olpsu)2 _ 1 (Z1+Zz)2( 1(uy =uy) = (ps Pl)Sgn( . o
Ot Ox T2 Z1 , Zz ]
+)\Z1 +7, (uy ~u,) +“m(P1 P.)
Consequently, the mixture entropy inequality reads:
3(aps), +(aps), , A(Apsu), +(apsu), _
ot Ox
1 Z, a(Lj 2|001| Z 2 7
=\ vy | P —L |+ Z,y(u, - AL —u P p—(p —p Y
Tl {(Zl +Zz)2 ((pz P1)Sgﬂ( Ox 2(112 U1) | Ox | Zl +Zz (uz ul) uZl +ZZ (pl p2>
L 2 da, \Y|aa| v 7
e | AT w) (e T : HA+A ! —u,)’ + 2 -5 )24>0
T, {(21 +Zz>2( ((uy —u,) = (p, Pl)sgn( Py jj | % | 7.+7, (u, —uy) HZ1 +Zz (P1 ~P2) }

System (3.1) is thus thermodynamically consistent. It can be shown that it is hyperbolic with

seven wave’s speeds: u, *c,, u, and u,; (k=1,2).

I1.2 Stiff mechanical relaxation limit at zero order

From the preceding model, we intend to determine a flow model with single velocity and a single
pressure, but two temperatures and entropies. Such reduced model was proposed by Kapila et al.
(2001). Details for asymptotic reduction may be found for example in the precedent chapter and
in Murrone and Guillard (2005).

Each flow variable f is assumed to obey first order expansion of the form f =f° +¢&f' where f°

represents the equilibrium state and f' a small perturbation around it.

Contrarily to perturbations, both pressure and velocity relaxation are assumed stiff: [ = a1 and
A 1 1 727 .

A=—" with y, = , A, =——=2-and €' = A, that is supposed to tend to infinity.
€ Z,+7, 27,+7,

Inserting these expressions in System (3.1) the resulting zero-order reduced Kapila et al. (2001)
model is obtained:
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1 00Uy _ o
tu =0 a0 cy 02

da’ da’ o0 el 1 1 |ou’
ot 0x p?c1
d(ap); , d(ap);u’ _
ot Ox
d(ap), , oap)u’ _
ot Ox
opu)’ , O(pu” +p)’ _
o o P8
OPE)" , du"(PE+p)" _
ot Ox
With the following definitions:
p=(ap), +(ap),, mixture density,

2
PE =(ap),e, +(ap),e, + pu? , mixture total energy.

0

0 (3.2)

p{)u()g

1 _ q a,

+
2

— =
Pew  pic P,c,

_, the non-monotonic Wood (1930) mixture sound speed.

1 .
At the order — the associated system reads:
€

0 — 0 —-_0
u —u, —u

3.3
P =p> =p’ -

This last relation closes System (3.2). For the sake of simplicity, let us assume that each fluid is

governed by the stiffened gas (SG) equation of state (EOS):

Py = (yk - 1)pkek ~ YiPook s

where each material is characterized by two thermodynamic parameters (y andp,) (see for

example Harlow and Amsden (1971), Le Metayer et al. (2003) for parameters determination). The

resulting mixture EOS that closes System (3.2) reads:

pe _(a1y1poo1 + azyzpwzJ

-1 -1
p(p,e,O(1, az) = y1 y2 34
a, + a,
Y,-1 vy,-1

The mixture equation of state (3.4) closes System (3.2). Obviously, the formulation is valid for
any pure fluid convex EOS.

Let us mention that the volume fraction equation of System (3.2), when heat transfer and mass
transfer are added to the relaxation processes reads (Saurel et al., 2008):

da? oa’ 1 1 |ou®
atl U 6X1 :afa§p°c35{ 002 002 ox
plCl pZCZ (35)
0,02 a](_)ag rl 0 0 r2 0 0 0,02 1 a](_) ag :
w5 or| o (T —T) — 5 H (TP = To) | +pcw 5|~ 5 M
p,C, P,C, \ Oy o, PiP2\C G

where H, and H,, heat exchanges coefficients and m, is the mass transfer term present in the

oap), , d@p)u’ _ .

Ot Ox '
The opposite term is obviously present in the second mass equation. The structure of Equation
(3.5) will be helpful to interpret the various terms which appear during interpenetration effects
modelling.

mass equation of phase 1:
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The Kapila model (2001) is able to deal with material interfaces computation, without using any
interface reconstruction scheme or front tracking technique. It also deals efficiently with mixtures
of materials evolving with a unique velocity and unique pressure, in the presence of thermal
disequilibrium. With the help of equation (3.5), it is able to deal with evaporation/cavitation
fronts (Saurel et al., 2008) as well as detonation waves (Petitpas et al., 2009).

I1.3 Drift force and velocity fluctuations
The phases’ momentum equations resulting of the preceding asymptotic analysis read:

0 oduo apo _ 1 1 0.0
a, | P t— _)‘o(uz —u )ta, P g

dt Ox
4 . 5 . (3.6)
azo(pzo Clllt + aij=—)\o(u21—u11)+dzop20g

As only the mixture momentum equation is needed in System (3.2) these two equations are
summed up and the fluctuation terms u,' and u,' vanish. Following Guillard and Duval (2007)

determination of these fluctuations is however possible. Let us make the difference of these two
equations:

0
u21 _ u11 - )\i pnYloY; (LO - Lj% 3.7
0

0

P Py
. a

Where the mass fraction are defined by: Y, = 9Py .
In the following we will denote by W = U} —U; the relative velocity.
We now express some conservation constraints. System (3.2) enables determination of variables:
al, (ap);, (@p)y, p'u’and P"E". In the first-order model we are going to develop, we will
determine the same variables with better accuracy. To do this, we ask that conservative mixture

variables be strictly conserved between the model without approximation (3.1) and the first-order
model. In other words, we ask:

p =p
(Pu)" =pu (3.8)
(oE) =pE

The reduced variables are indexed by a r’.

System (3.8) can be understood in the following way. Variable on right of the sign ‘= are those
without approximation. Variable on the left will be those obtained with the first order reduced
model. We ask strict equality between these variables for all variables that must conserve.

System (3.8) implies some constraints on the fluctuations:

p=p° +ep', implyingp' =0,
pu = (pu)’ +€(pu)', implyingu' =0,
PE = (pE)" +€(pE)’, implying E' = 0.

Expanding the left hand side of the second condition, with the help of the mass conservation,
this constraint yields:

pu = ,p,u, +0 .U, = ((0,0,)° +ea,p, ) S +eud) + ((a,p,)° +&(@,p,) Jus +eud)
= ((0100)° + (a1,0,)° Ju® +£((cr,p, )0 U + (a0, )°ut )+ €2((a,p, ) Ul + (a0, ) )

Neglecting the second order term and identifying with the momentum conservation constraint,
the following identity is obtained:

(G1p1)0u1 + (azpz)ou}z =0,
Besides,
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Yloui + Yzoul2 =0. 3-9)
Combining (3.7) and (3.9), velocity fluctuations are obtained:

1 0
u =-Y, w
11_ N (3.10)
u, =Y, w
0
With w :ipOY;’Y;(iO _io)m.
Ao P Py 0x

These velocity fluctuations are now used for the building of the first order model, with
interpenetration (or drift) effects.

ITI. Derivation of the flow model with interpenetration effects
The starting point of the following derivation corresponds to a system made of mass equations of
System (3.1), associated mixture momentum and mixture energy equations:

o(@p), , 9(@pu), _

Ot Ox
a(ap)z +6(0(pu)2 =0

ot 0x ; i (3.1
d(apu), +(apu), , d(@pu’ +ap), +(@pu’ +ap), _

=pg
Ot Ox

0(apE), +(apE 0(a(pE + + (0(pE +

(ap )1at( pE), + (a(p p)u)1ax( (P pu), :((O(pu)1+(0(pu)2)g

Using the expansion for the velocities (u, =u’ +€u; , u, =u’ +€u}) as well as the conservation

constraints (3.8) and the equilibrium constraints (3.3) and neglecting second-order terms, the
following first-order system is obtained:

o(ap), , 9(@p).u _ depY, Y,w _

0

ot 0x 0x
o(ap), , 0(aP)U  dep Y, Y,w _ 0

ot 0x 0Xx 5.12)
Jpu apu2 +p

+ =

o ax ™
OpE ,O(E +p)u  dep¥ Yow(h,—hy)_ o

ot 0X 0X

Closure of this system requires an evolution equation for the volume fraction equation. Such
volume fraction equation, when combined with System (3.12) has to be in agreement with the
entropy inequality. This requirement will serve as a guide for the derivation.

I11.1 Volume fraction and entropy equations
Following Saurel et al. (2008), determination of the entropy equations can be done on the basis of
a system composed of:

- the mixture energy equation,

- the pressure equilibrium constraint.
Let us examine the mixture energy equation. Combination of mass, momentum and energy
equation of System (3.12) yield the following equation:

d_e+pd_\/+105p Y1Y2W(h2 _hl)
dt dt p 0x

Masses equations can be written as:

=0
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dy, _lasp Y, Y,w

dt p 0x
dy, 1 oep Y, Y, w
dt p 0x

The mixture energy thus becomes:

N SV s SV U LY
dt dt 0X

It is worth to mention that this equation can also be written as:

y1 98y T % +£Y1Y2W(0h2 1% _(ah1 T ale 0

=0

Yodt ox ox | ox tox
d 0 0
Where —~=—+u, —, k=0,1,2.
e dt ot e Ox
Using, — L 9 _0h, kﬁ and W pYY 1 1% , we get
b Ox  Ox ok Ao Py Py )OX
YT, as, +Y,T, s, :%Wz (3.13)

dt dt p

On another hand, the pressure equilibrium constraint,

p: (01,5 )=, (ps.5,),

under differential form becomes:

pl +p1r Tl d51 = dpz +p2r2T2 di’
dt dt
With,
i =p, I, T, and 9p. =c;.
Os, op, ),
Pi1 Sk
With the help of the mass equations it becomes:
2 2
p,M T, —* ds, -p,,T, AS, [ PGy | PCa | p (3.14)
dt dt a, a,
i depY, Y, w |
a,q, 12_ 1 gu 1 (&Jra_;j epal LW
_da, pc.? P.C,  P,C, JOX PiP: C, X
t w
r,
+& —epY Y,ugT, LY +—spY Y,wT, —= 95,
plclpZCZ ox o, aX i

Determination of the entropy equations results in solving the system composed of equations
(3.13) and (3.14):

v 08y T, &8 B e
dt dt p

2 2
p1r T d _pzr T dzsz —| P:C +p2Cz x A
dt dt a, a,

It results in:

2 2
alplﬁ_L_l engw? + 22 PiG P 1 )
dt T 0 , a, o, pc,
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ap, 2522 %2y oy O PiCr PG L «a
d T,T, L o, o, pc,
wit l—&"'&.
r r, T,

Therefore, the mixture entropy equation reads:
009,58, +00,5, , 9(0pS +a,p,S,)u , 0ep Y, Y, WG, —S) _
ot ox ox
r al +_—2 GZ S)\ W +T i_'_ 1 a_&plcl pZCZ 1 —— _xA
rT TI,T, T T,)I, I, a, o, pc
In order that the entropy inequality be fulfilled the term A must be positive or zero. Let us
assume it is zero. The corresponding volume fraction equation reads:

0(10(2( 1 1 Jau 1 (& azjaspYYw

plC12 pzcz ox p,p, Cl Cz 0x

da, - pc?
dt W

(3.15)

+&[r—spY Y,wT, Sl spY Y,wT, a—J
P1CIP,C) 0X 02 0X
The right-hand side of this last equation has to be compared with Equation (IL.5). Two terms
need interpretation:

“ oc2 1 (a_;+&jaspY1Y2w
P1P: ) ox
* pc2, &[—spY vouT, 8 Lo oy vowT, as?j.
P1CIPC; 0x az 0X
The first term is similar to the term p 2, 1(0(21 + % Jm in (3.5). This term represents the rate
P.P, c;
of volume fraction change in the presence of mass transfer. In the present model, the mass
transfer appears in differential form (aspYaﬂ) , but the meaning of the multiplying factor is
X

the same as in (3.5). It represents the inverse of an interfacial density. As detailed in Saurel et al.
(2008) in the context of phase transition modelling, the mechanical relaxation process that occurs
during mass transfer is isentropic. Indeed, mass transfer produces pressure fluctuations in the
phases, inducing acoustic wave propagation, which is responsible for pressure equilibration.
These acoustic waves being isentropic, the corresponding volume fraction change is an isentropic

process.
0~ 0

aa,

0 020 02
1€1 P26y
In the present context, the fluids are assumed inviscid and non heat conductive. Thus,

Os

conventional heat exchanges are absent. But, generalized heat fluxes epY, Y,u,T, a—l and
X

The second term is the analogue of p’c\?
1

(Ia_; H1(T10 _TIO) _(I;%)HZ(TIO _Tzo)J in (3'5)'
1

epY, Y, WT, % are present. They correspond to the heat transported by the relative motion,
producing phases’ dilatation. The mechanical relaxation process that occurs during dilatation is
also achieved, as previously by acoustic wave propagation. Therefore, it is isentropic too.

The assumption of vanishing coefficient A in the mixture entropy equation is thus justified on
the basis of the acoustic processes that occur during pressure relaxation accompanying
differential mass transfer and generalized heat fluxes.

The entropy equations become:
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0a ,p,S; + dap,Su _ 0EpY, Y, Ws, — i& el 0W2
ot ox ox T

00 ,p,S, +6(] PLSU +65pY1 Y,ws, :i&rs)\ w2
ot X X T,

And the mixture entropy agrees with the second law of thermodynamics:
0a,p,S, +0 .S, + a(a PsS A 2p252)u + 0ep Y, Y, WS, —sy) | 1 oy +i& FeA W2 20
ot ox ox P R P

Therefore, the overall system summarized hereafter is thermodynamically consistent:

1 1 jou, 1 (0o, a, asleYzw_
RERP 2 7 o T PUIMIPCI R —
da, o2 P.C P,C, JOX PP \C G 0x
da
o, I os, I 0s
+—172 | “Legy Y,wT, —=+—2¢pY, Y,wT, —2
] plcfpzé(alsp 1 VoWl X azgp 1 Yo,Wih X j_
o), , O@P)U__depY, Yow _
ot ox ox (3.16)
o(@p), , d(ap),u LOEp Y, YW —o
ot 0X 0X
opu 0pu2+p
+ =
o o ¥
OpE , 0(PE + p)u _ depY, Y, w(h, —h,) _ bug
ot 0X 0X

Pe _(G1y1pw1 + azyzpwzj

With w :ileYz(i—ij@ and p(p,e,0,,0,) = v 7l Y. 71

)‘o P P2 0X a, + a,

y,—-1 vy,-1

System (3.16) constitutes the interpenetration/drift model. This model can also be used to
describe multiphase mixtures evolving in velocity and temperature disequilibrium. In this context,
conventional heat exchanges, as well as mass transfer modelling have to be addressed. This
extension in done in the Annex A.
System (3.16) is of mixed type. It contains hyperbolic contributions as well as elliptic ones. The
hyperbolic type terms exactly correspond to the Kapila model (2001), that is to say the model
presented in the previous chapter. Elliptic type terms appear as a consequence of the drift
velocity W that involves a pressure gradient.
For the sake of numerical resolution, in particular regarding stability requirements, it is important
to determine the pressure evolution equation.

II1.2 Pressure equation
The mixture internal energy equation can be derived from System (3.16):

a(a lplel +a 2p2e2) + a(a lplel +a 2p2e2 )u + p@ + asle YZW(hZ B hl

=0
ot ox ox ox
With the help of the mass equations it becomes:
de, de, du oep Y, Y,w  0epY, Yzw(h2 - hl)
a,p,—+a.p,—+p—+( —¢e + =0
1p1 dt 2p2 dt an ( 1 2) OX aX
Thus,
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a, 0y |dp ((GPp_a,c; \dp, (0P _oycy |dp,
r, I,)dt P, I, dt P, r, )dt
TR R A AT dp Y, Y,w(h, -h,)

0X 0X 0X

Using once more the mass equations under the form:

dp, _ 1 0epY,Y,w _p, do, _ Ou

=0

dt  a ox a, dt 1 ox
do, _ 1 oepY,Y,w p,da, du
dt o,  ox a, dt 7ox
We obtain :

a2+ dp,(C; _c|0ep Y, Y,w (PG p.C; |day
r, dt rz ) ox L, )d

N azpzcﬁ 0,P,C? au+epY Y, Wa(h _hl):o
r, r, )ox ox

Inserting the volume fraction equation it becomes:
dp )aep Y,Y,w
dt T ax

+pc;, 2 U pc(
ox

bon) ot et ” o e o)
+r8p Ylew a hz_hl +[plcl _pzczj al X az X :O

ox nr PiC: , P
al GZ
, in O = O . O a,a, ap
Using again —% = +T, — and W = e obtain:
8% Ox ax Ox PA, [p2 pl]a v

dp , 0u 2 oep Y, Y, w
—+pc, —+pCc;\V, -V, |————=—
dt P ax pW(2 1) X

2
€ 0
= r)\_o(p Y. Y, (Vz - Vl)(a_st

The term pcf\,a—u is conventional in the Kapila et al. (2001) model and corresponds to the
X

compressibility effects due to the velocity divergence.
oep Y, Y, w
ox

+ep Y, Yzwpcfv(rz-r2 9s, Il a—le

PL; OX  PiC; OX
(3.17)

The term pc, (Vz_V1) is analogous to the preceding term in zones of

interpenetration.
(2T, 05, 4T, 05
PoC; OX  piC; OX

The term gp Y, YZWpCﬁ,( j corresponds to compression effects due to

dilatation ones, induced by heat fluxes transported by the diffused mass: ep Y, Y, wT, ai

2
The last term [ )\i(p Y, Y, (v , =V 1)(%)) is a creation one, due to interphase friction.

0 X

Hyperbolic character of the model appears in the term pci,? while its diffusive character
X

. Time step restrictions will be linked to these two terms.

oep Y, Y, w
_Vl) 1'2

appears in pc, (V2 3
X
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Extra terms are present and involve mixed products of first order derivatives. They will pose
numerical difficulties. To circumvent them a relaxation strategy will be adopted. Such a strategy
was proposed in Saurel et al. (2009) for the numerical approximation of the non-conservative

p1C12 P.c, 0x

summarized in the previous chapter. The same type of strategy will be adopted in the following
for both hyperbolic and diffusive part of the equations. This method needs the phases internal
energy equations that we are going to determine.

term pcfx,ala{;— ! ZJa—u in the volume fraction equation. This method is also

I11.3 Internal energy equations
We start from a given phase entropy equation under the form:

O(lpldl—Sl :iﬁrs)\ow2
d T, I,

With the help of Gibbs identity it becomes:
0(191( de,_p dlplj S0 ey w2

dt p2> dt ) T,
The mass equation for phase 1 can be written as:
dlpl = —&(% — ngwﬁ] — pl a(u B sYZW)
dt a, \ dt ox ox
The internal energy equation becomes:
aphe; , dapheu _dep Y, Yowhy 0 Tp o\ \D
ot 0X 0X ox p, 0X
= —p% +&Fs)\ow2
d T,
Similarly for phase 2 we obtain: (3.18)
d(ap),e, + d(ap),eu + dep Y, Y, wh, +o zp@ 21 (sp Y, YZW)@
ot 0X 0X ox p, 0X
= —p% + %2 FeA w2
dt »

It can be checked easily that the mixture total energy conservation is preserved.
Equations (3.18) will be particularly useful for the numerical approximation of System (3.16).

IV. Numerical method
The system to solve can be written as:

ofap).&  o(ap)eu_oep Y,Y,wh, p@+i(sp Y W)@ _ _p%Jr&m W2
ot ox ox Tox p, Y2 ax d r, °
o(ap)e, , 0(ap)&u  9ep Y Y Why o nOU_ L (eh vy v,w) P = p ey Bz ey 2
ot ox ox ox p, Y2 ax d r, °
o(ap), , o(ap),u _ depY, Y,w _ 0 (3.19)
ot 0X 0X
d(ap), , 0(@P),U  dep Y, Y,w _
ot 0X 0X
dpu , dpu’ +p
+ =
o ox %

45



The right hand side of the internal energy equations can be expanded with the help of the volume
fraction equation:

a.q 1 1 a_u+ 1 (ﬁ+&JaSleY2W
T’ pc, 0K pips\ G G 0x

da,
dt

— A2
=PCw

2 2
P1C1PC, \ Oy ox a,
However, as we will see later, such expansion is not convenient.

An extra equation results of System (3.19), as a consequence of internal energy equations and
mixture momentum one:

OpE N O(PE +p)u N 0epY, Y, w(h,
ot 0x 0x
System (3.19) is consequently over-determined by the total energy equation. This last equation
will be helpful especially to solve non-conservative terms and terms involving products of first

order derivatives.
The method to solve System (3.19) deals with operator splitting. Hyperbolic transport is first
solved, followed by a diffusion step.

+ &[r—l ePY, Y, WT, %5 +r—28pY1 Y,wT, %}
X

_hl)=pug

IV.1 Hydrodynamic step
During this step, the aim is to solve:

a(ap), e, + d(ap),e,u +aq P@ = da,

ot Ox ™ ox dt
a(ag)zez +a(dp)2€2u+a2pa_u:_pddz
t Ox 0x dt
o(ap), oap),u
+ =0 3.20
o os 20
o@p), , 9@p),u _
Ot Ox
opu _'_(3pu2 +p ~0
ot Ox
With:
Cki:pczqu SRS S (]
de e plclz pzczz Ox
and,
OpE | 9(PE +pju _ 0.
ot Ox

System (3.20) is precisely the Kapila et al. (2001) model. Its numerical approximation has been
addressed by Murrone and Guillard (2005), Abgrall and Perrier (2006) and Saurel et al. (2009).
We summarize hereafter the method of this last reference, as the same strategy will be used for
both hyperbolic and diffusion steps.

The main difficulty with System (3.20) comes from the non conservative term in the volume
fraction equation. To circumvent this difficulty, an extended system is used where the non
conservative term is replaced by a relaxation one.

Extended system
System (3.20) is replaced by the following extended system:
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with o

aal +uaa1 =H(p;, —p,)
at aX Py P
Ja da du
laptlel + 1;);6111 +d,p,— . pI“(P1 )
oa oo} du
3‘:262 + zg);ezu +a2p2§ =p,H(p, =p,)
da . p, + 0a,p,u -0 oa,p, N da,p,u (3.21)
Ot 0x Ot Ox
dpu N dpu’ +(a,p, +0a,p,) .
ot Ox
OpE N O(PE +p)u _
Ot Ox
= 2P *Zips
7, +7,

The solutions of (3.20) will be reached by considering that the relaxation parameter tends to
infinity: | — 400 . The asymptotic limit of (3.21) in the limit )l — +o0 corresponds indeed to
(3.20) (see for example Saurel et al., 2009).

The extended system (3.21) is solved with a 3-step strategy:

Hyperbolic step: Relaxation terms are removed and the hyperbolic System (3.21) is
solved with a Godunov type method, with HLLC type Riemann solver (Toro et al,,

1994). The details are given in Saurel et al., (2009) or in the previous chapter.

Pressure relaxation step: Relaxation terms are restored and associated differential
system is solved in the limit )l — +o0 . It consists in solving:

0
B = up, —ps)

ot
oa,p.e, -
ot
aaZpZ 2 —_
ot
9a,p,
Ot
oa,p,
Ot
0&
ot

—p:H(p; ~P,)

=piH(p; —Pp2)
=0
=0

=0

Combination of the volume fraction equation, internal energy equations and mass
equations results in internal energy ordinary differential equations that can be integrated
between the end of the hyperbolic step to the pressure relaxed state. These equations
read:

e.(p »vi)—e (P, Vi) Fp(vy —v)) =0 k=12 (3.22)
Where the state with superscript ‘0’ corresponds to the hyperbolic step solution.
System (3.22) involves 3 unknowns, v, (k=12) and p . Its closure is achieved using

the saturation constraint,Zak =1, or Z(ap)kvk =1.
K K
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Here the (ap), are constants during the relaxation process. This system can be replaced
by a single equation with a single unknown (p). With the help of the SG EOS,
P = (yk - 1)pkek ~ VP
Equations (3.4) become:
0 + . + -1 0
vy (p ) = v0 PP * (i~ Dby
P *ViPu + (Vi =DP1

and thus the only equation to solve (for p) is:

D (@p) v (p)=1,k=12 (3.23)
k

- Reset step
Solving equation (3.23) provides the relaxed pressure as well as volume fractions at
mechanical equilibrium. Using these volume fractions, the pressure can be recomputed
with the help of the mixture energy conservation equation and mixture equation of

state (3.4):
pe_(o‘lylpiol + Gszpiozj
Y1~ Yo~
pP.eay,0,)= : 2
Vi1 y,-1

This pressure is slightly different from the relaxed one obtained at the preceding relaxation step.
The reason is that there is no hope to have accurate resolution of the non-conservative terms

du

0% in the internal energy equations of System (3.21), particularly when shocks are present.
Internal energy equations in the hyperbolic step are used just to predict the solution before
pressure relaxation. The pressure relaxation step allows determination of volume fractions from
this predicted solution. Correction of the solution is done with the mixture equation of state,
based on mixture energy coming from the mixture total energy conservation law, solved
unambiguously even when shocks are present.

Once the mixture pressure is determined from (3.4) the internal energies of the phases are reset
with the help of their respective EOS before going to the next time step:

e, = e (P, AP, 0,)

This 3-step algorithm is particularly efficient for interface problems (multifluid computations). It
is able to predict dynamic appearance of interfaces, that result of strong expansion (cavitation
effect). It has been extended to the computation of evaporation fronts in Saurel et al. (2008).
Computation of shock propagation in multiphase mixtures as well as detonation waves in
heterogenous materials has been addressed in Petitpas et al. (2009). Elastic solid-fluid coupling in
extreme interface deformations has been addressed in Favrie et al. (2009) following the same
strategy.

We now examine extension of the algorithm for the treatment of drift effects.

a.p,

IV.2 Drift step
In this step, the aim is to solve:
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With,

ot

OpE , d£pY, Y, w(h, —h,)

aap), e, _asp Y, Y,wh, +i(sp % W)@:—p%"'a—rs)\ w?
Ot Ox P, P ot T, !

aap),e, +6£p Y, Y, wh, —i(ﬁp Y Y W)@ :_paa_z_'_&rg)\ w?
ot Ox P, P2 ok ot T, !

o(ap), _0epY, Y,w _ (3.24)
ot Ox

o(ap), 0P Y, Y,w ~0
ot Ox

@ :O

ot

ai:pca{ : [&+&jasleY2W+ %4 (r—lsleYszla—sl+r—28leY2WTz%ﬂ
X

2 2 2 2
PP\ C G ox P.CP,C5 1\ Oy ox a,

=0

ot

and,

0X

w :O(plTO(Oz[pz _p1]%-

As seen previously with System (3.20) during the hydrodynamic step, the present system contains
difficulties, due to the formulation of the drift velocity W that involves a pressure gradient. This
term being multiplied by other pressure and entropy gradients, numerical difficulties appear.

The resolution method follows the same three steps as previously:

Diffusion step and solution prediction.
During this step the various diffusion terms are considered but only part of the volume
fraction equation is solved:

da, o2 L (al +a2JaspY1Y2w -0

w 2 2 -
ot PP\ C G 0X

Pressure relaxation step
Remaining volume fraction equation terms are addressed with a relaxation method.
Reset step and solution correction
Correction is done to preserve mixture total energy.

(3.25)

The two last steps are quite the same as those used during the hyperbolic step.

Diffusion step
The subsystem considered during this step reads:
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oo, _ , 1 (o, o,)|0-gpY,Y,w
=-pC — = — 1 <
ot P P.P> [Cf c; 0x
aap), e, +a_8p Y, Y, wh, _i(_sp Y. Y W)a_P:_p%
ot Ox 0, P ok ot
a(ap)zez + dep Y, Y,wh, 1 ap — aaZ
—_ Y Y = —_—y—
at dx 0. leo . ZW)OX P o
o(ap), , 0—epY, Y,w _ (3.26)
ot 0Xx
o(ap), N 0ep Y, Y,w _o
ot [0)4
@ =0
ot
OpE _ 0 —¢&pY, Y, w(h, —h,) _ 0
ot 0x

. a,0 op
With, w =—-2[p, —p, |—.
1t > p)\o [p2 pl]ax

With the help of the mass equation the energy equation of phase 1 becomes:

3 3 d —isp Y, Y,w 3
el el pl —_ al
ap), —+-€p Y, Y,w—+ ==
(p)lat Y. YWt F™ P
The mass equation can also be written as:

do, _ o, 0p, +iasleYzw

at p, ot p, ox
Thus the internal energy equation becomes:

de, _p 0dp, de, _pop, |_
ap),| - PPl Cep vy, v,w] Z2-P %P -g
( p)l( ot o ot ( P Y. Y Wi — o7 ox (3.27)

0s, €pY,Y,wo0s _
e Tap), % (3.28)
And for the phase 2, we have
0s, N PY, Y, W 0s, _
ot (ap), o0x

The entropies equations are thus transport equations.

(3.29)

Mass equations

Explicit space and time integration is considered. Let’s consider the mass equation for phase 1:

a(ap), LO-EPY, YW _
ot ox

With:

0

= o4, op
W =< —_ —_
oA, [pz pl] ax

Let us denote the mass flux by:

0 . €
SH :Ba_i with B:_)\_Y1 Yzalaz[pz _pl]

0
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Space and time integration of the mass equation becomes:
n+l At

ap),; = (ap)ii _E(q;ﬂ/z _q;—l/z)

Where the mass fluxes at cell boundaries i+1/2 have to be determined. The following
conditions are used.

At a given cell boundary flux conservation must be preserved: q,” =q," =q;.

The diffusive character of the mass equation guarantees continuity of the pressure:

p*_ : p*+ : p* .
Expressed at cell boundary 1 —1 /2 the first condition reads:
P =Pt _, PP
BL % - BR %
2 2
It results in the intercell pressure determination:

o Brpi +Bipis

Pi-1/2 B, +B, (3.30)
And the corresponding flux is readily obtained:
. 2 i ~DPi-
_ 2BBx pi ~Pi 63D

9ii-1/2 BL +BR Ax
The pressure difference appearing in this formula uses the pressures determined at the end of the
hydrodynamic step, composed of three sub-steps.
The mass equation for phase 2 is updated with:

n+l _

(ap)z,i = (ap)gl _%(_ (q:m/z _q:i—uz))

Energy equations

Let us consider the internal energy equation for phase 1. It reads:
o(ap).e N 0-¢gp Y, Y,wh, —i(—sp Y, YZW)% _ —p%
ot ox o} ox ot

The entropy equation (3.28) is particularly interesting. It means that when the intercell pressure

p  is determined from (3.30) and when the mass flux q, is determined from (3.31), the entropy
is also determined at the cell boundary. At cell boundary i-1/2 it reads:
* _ {Sl,i—l if q:,i—l/z 20
Sti-t/2 = .
s,; otherwise

In the context of the stiffened gas EOS it becomes:

1
i F Pt |V e
) ) pl,i—l(ﬁj if qLi—1/2 20
Privz = 1 (3.32)

oy {Pi-m—%j"l otherwise
pi + pml

From the intercell pressure and density, there is no difficulty to determine the remaining

thermodynamic variables eii_l /, and h;_l /2
For the second phase, symmetric calculations are done with the help of the mass flux q;i_l /o Let

us remark that ¢, =—Q, .
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x _ Pisa + Paa
Poi-u2 = 1 (3.33)

P, (—p, 12 pmzj otherwise

1
p2,i—l[Mj if Q1| 1/2 = <0

pl + poo2

The total energy evolution is thus approximated by:

a+l n At * * * * * *
(pE)ul = (pE)l,i _E(quﬂ/z(huﬂ/z _hzm/z) _qli—l/2<hli—1/2 _h21—1/2))

The internal energy equations contain extra terms that cannot be expressed under divergence
form. Their accurate integration is thus an issue. The same type of issue was present with the
non-conservative terms of the internal energy equations during the hydrodynamic step. The
simplest approximation was retained for these terms, keeping in mind that these equations were
just used to predict the solution. We adopt here the same strategy with the following simple
approximation based on (3.27) and the volume fraction equation of (3.26). They read:

1 (a, o))
n+l . ~n 1 2 * _ U *
a,; =a; (p Cyw plpz( +ij (q11+1/2 qli—l/Z)

n+l

_ At ( . . )
(Gpe)“ (Otpe)“ q11+1/ze11+1/2 DQ1i-1/2%1i-1/2

At Qii+1/2 q11—1/z At , 1 (a1 a, ' * *
__pi * T T— ppC / —t (q i+ _q i— )
Ax (pu“/z Piici/n Ax h PP, C12 Cz ; e e
Similar approximation is done for the second phase.

ot _ R At( * * * . )
(ape),; =(ape),; _E 92i+1/2€2i+1/2 ~ D2i-1/2C2i-1/2

AV qziﬂ/z qzi—l/z At 1 (Gl sz n ) *
__pi * - * p + —= (q i+ _q o )
Ax (p2i+1/2 Poicy/n AX W P,P, ci i 2i+1/2 — D2i-1/2

The evolution during the diffusion step is thus achieved by:

vt _ e O[5 1 (a,  a, ( . )
a,; _al,i_E Pcy C_2+_2 Diiv1/2 ~ Y1i-1/2
1

PP, C,
ot At (. .
(ap)ul (O‘p)u Ax (qli+1/2 _qli—l/Z)
- At (. *
(ap)211 = (ap)m A (qli+l/2 _qli—l/Z)
X
e n At . . .
(ape);; t= =(ape);, _&(qliﬂlzeliﬂ/z _qli—llzeli—llz)

At n q1i+1/2 qzi—l/zJ At 2 1 (Gl GZJ ) * *
L i e i Y S — v || Wiz i
Ax [pmm 0, ) DX wplpz Clz Cg ( 12~ 1/2)
e At . . .
(ape)s; t= (ape)z, Ax (q2|+1lzezu+1/2 q2i—1/282i—1/2)

At n q;i+1/2 q;i_l/zJ 1 (Gl sz n ) *
_—pi * T pp = 4= q . _q N
AX [p2i+1/2 P2i1/2 AX W PP, Clz Cg | ( 2i+1/2 2 1/2)

At ( * * * * )
q11+1/z( 11+1/z 21+1/2) _qu—uz(hu—uz _h2i—1/z)

(PE);T =(pE);; -
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With:
p* - Bep: +BLpis
i-1/2 >
B, +Bx

n | 0,0, " p*i+1/2 - p?—1/2
w! = — il TFirlie
i ( p)\o [pZ pl]j AX )

B: _)\iY1 Yzalaz[pz _pl],

0

* _ ZBLBR Pi T Piu

9Qii-1/2 BL +BR Ax

. 1
Piciy2 T Pet |V .. -

[ + if Qymy2 20

. _ Pi-1 T Pet

p1,i—1/2 - 1 >

* o+ v
P [—pl_l/z Peoy j otherwise
pi + pml

. * *
and corresponding e, and h;;_, ,.

. a a . .
The two entropy production terms r—1rg)\ ,w and r—zrs)\ oW? have been added in the discrete
1 2
internal energy equations as these terms are present in (3.24).

From the pressure evolution equation (3.17) the following stability criterion is obtained:
Ax?
< .
Max, (pc;, (Vz Vi X?’>1
As only part of the full volume fraction equation is solved during this step, pressures become out
of equilibrium at the end of the time step.

At

Pressure relaxation and reset steps
It now remains to solve:

9%, _ pc, % r—lele Y,wT, 95, +r—28le Y,wT, 9,
ot P,CiP,C5 1\ Oy ox a, 0X

o(ap),e, :_paal
ot ot

a(ap)zez =—p aaz
ot ot

o@p), _ 0 (3.34)
Ot
o@p), _,,
Ot
Ot
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Under the constraint p, =p,. System (3.34) resolution is the same as those used during the
pressure relaxation step of the hyperbolic step. The resolution procedure is exactly the same. The
same remark holds for the reset step.

The present method thus contains two pressure relaxation steps and two resets steps based on
mixture energy conservation and mixture equation of state.

IV.3 Gravity step
When gravity effects are considered, we have to solve now this system:
o(ap), e, =0
ot
a(ap)z €, =0
ot
o@p), _ (335)
Ot

The mixture energy equation is:

T_pug

Time integration of the momentum and energy equations becomes:
(pu)i™ =(pu); +Ae(p)'g
(PE)™ =(PE); +Ac(pu);'g.

V. Test problems
We address in this section model and method validation with academic test problems having
exact solutions. Both single velocity and multi velocities test problems are considered.

V.1. Fluid separation under gravity

Situations involving interpenetration effects are considered by taking € >0 in System (3.16). The
first test problem considers phase separation under gravity effects. Let’s consider a tube filled
with mixed air and water. The tube is vertical and closed on top and bottom. Its length is 1 m and
the mesh has 100 cells. At initial time, the volume fraction of each phase is uniform and is equal

to 0.5. The initial velocity is 0 m/s, the initial pressure of both phases is10°Pa . The air density is

p.. =1kg.m™, that of water is p_,_. =1000 kg.m . At t=0, we set up the gravity (g =10ms ")

water

so that the heavy fluid falls down, and the light one moves up. At steady state, the tube should be
filled with pure air in the upper half domain and with water on the remaining half tube. We show
in Figure 3.1 the volume fraction at time 2 seconds, then at time 8 seconds, 32s and last at time
250 seconds. The pressure field is also shown at last time 250s (Figure 3.2).
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Volume fraction of water Volume fraction of water

1 1
0.75 0.75 A
05 1 0.5 1
0.25 1 0.25F 1
0 . . . 0 . . .
0 2 4 6 8 0 2 4 6 8
abscissa (m) abscissa (m)
Volume fraction of water Volume fraction of water
1
0.75 A
051 1
0.25 1
L 0 L L
6 8 0 2 4 6 8
abscissa (m) abscissa (m)

Figure 3.1 Sedimentation test. Computed volume fraction is shown at times 2, 8, 32 and 250 seconds and. These results
show that the method is able to separate fluids under body forces and fulfils interface conditions when steady state is
reached, starting from an ideal mixture.

Obviously, sedimentation effects occur very slowly than in real situations. A larger e parameter
should be used for more realistic results, but the computation time would be very long. The aim of
this test is only to observe model’s capability to separate fluids under gravity.

Gravity effects result in a pressure gradient as shown in the next figure:

Mixture Pressure (bar)
3.25

2.75

25

0 2 4 6 8
abscissa (m)
Figure 3.2 Sedimentation test. Pressure field at time 250 seconds

V.2. Water faucet

The water faucet problem consists in a 12 m length vertical tube. The top has a fixed liquid velocity
(10 m/s) and a liquid volume fraction of 0.8. The bottom of the tube is opened to atmosphetic
conditions. Inlet and outlet pressures are set to the atmospheric one. Initially, the tube is filled with a
uniform column of liquid water at a velocity of 10 m/s surrounded by a gas whose volume fraction
1s 0.2. From these initial conditions, gravity effects are considered and provoke liquid jet lengthening.
The gas and liquid are treated as compressible fluids with the same parameters and equation of state
as for the liquid-gas shock tube test problem. Approximate exact solution (3.36) and numerical
results are shown in the Figure 3.3.
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Several computations are done. First interpenetration effects are removed (€ =0) and the solution is
shown as very different of the exact one. Then drift effects are increased successively: € = 0.1, € =1
and € =10. With increasing values of the interpenetration coefficient, the results become closer to
the exact solution. This is not surprising as in the water faucet problem the drag force is very weak,
the flow being stratified. Indeed, when € increases, the drag force decreases and drift increases.

Volume fraction of air
0.45 T T T

Anélytical solution

abscissa (m)

Figure 3.3 Water faucet test problem. The exact solution is shown with full lines and numerical solution with increasing
values for the interpenetration coefficient are shown with symbols: € = 0,€=0.1,€=1 and €=10. A 400 cells
mesh is used and high order extension of the model (hydrodynamic step) is used with a Minmod Limiter. We observe
results at time t=0.4s.

The ‘exact’ solution under the approximation of incompressible fluids is given by:

_ 2
1 _ (1 aair,inlet )Uinlet 1f x < u t+ g t

inlet

a, = V2gs +ul, 2, (3.36)

0.2 otherwise

where u., and O

inlet
0.2).
The numerical solution shows excellent agreement with the exact one even if the fluid
compressibility necessitates the use of small time steps. Under mesh refinement, the solution
converges to the exact one, contrarily to models involving pressure equality between phases and
having a conditional domain of hyperbolicity. To illustrate this behaviour, the drift parameter is kept
constant (€ =1) and meshes involving increasing numbers of cells are considered in the Figure 3.4.

are respectively the inlet velocity (10 m/s) and the inlet air volume fraction

air,inlet
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Figure 3.4. Mesh convergence study for the water faucet problem. Interpenetration parameter e is set equal to 1. The
exact solution is shown with full lines and numerical solutions with increasing mesh points (100, 400 and 1600) are
shown with symbols. The numerical solution tends to the exact one. High order extension of the model (hydrodynamic
step) is used with the Minmod limiter. We results are shown at time t=0.4s.

It is worth to mention that for the two preceding test problems, the interpenetration flow model
(3.16) produces accurate results. This is also the case for the total non-equilibrium flow model (3.1)
as shown in Abgrall and Saurel (2003). This remark no longer holds for the next test problems,
involving interface instabilities and mixing zones.

VI. Unstable interface in a shock tube

We now address difficult test problems of compressible turbulent mixing induced by hydrodynamic
instabilities such as Richtmyer-Meshkov instability (RMI). The considered flow situations are of
major interest in the turbulent flows community, and have important applications in specific
situations occurring in combustion and astrophysics. RMI occurs when perturbations on an interface
separating two different gases grow due to the acceleration by a shock wave. Commonly, shock tube
experiments are effective tools to provide a database for validation of such a situation. In the present
work, we use results issued from shock tube experiments undertaken in our laboratory. Experiments

were performed in 7 m horizontal shock tube with a 20x 20cm’ square cross section. It was coupled
with a high speed laser sheet device (1 frame = 100 us) which allowed a 2D visualization of the
interface. The imaging technique was based on the Mie scattering of a copper vapour laser light
source (532 nm) by small smoke particles seeded in one of the two test gases (air). To achieve
experimentally the materialization of the initial interface, a thin nitrocellulosic membrane (0.5 um
thick) was deposited on a stereolithographed grid support, computer-aided designed and constructed
with chosen shape and dimensions. Generally, sinusoidal shape is adopted in order to have well
defined initial conditions. The experimental device was described in more details in the papers of
Houas et al. (2003) and Mariani et al. (2008).

A shock tube containing a light fluid (air) on the left and a heavy one (Sulphur hexafluoride - SF0)
on the right, separated by a perturbed interface is considered, as shown in the Figure 3.5.
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High pressure region filled Low pressure region filled Low pressure region filled
with air with air with SF6

Figure 3.5 A shock tube containing a light fluid on the left and a heavy one on the right is considered. The two fluids are
separated by a perturbed interface having a sinusoidal shape.

The light gas (air seeded with smoke of incense) and the heavy gas (Sulfur hexafluoride - SF6) were
introduced on each side of the membrane by a constant circulation. The initial perturbation imposed
by the grid was a sine line of wavelength 80 mm and amplitude 3 mm. RMI was produced by the
interaction of a weak shock wave (M=1.15 in air) with the ait/SF6 interface. When the shock wave
interacts with the interface, a mixing zone is produced, as shown in the Figure 3.6.

t=0 ms t=1 ms

t=2 ms t=3.5 ms

Figure 3.6 Laser sheet pictures showing the interaction of a shock wave (M=1.15), moving from left to right, with a
stereolithographed sinusoidal interface (A, =80mm and n, =3mm) in the light/heavy configuration (air on the left

and SF6 on the right).

The aim of the present test is to examine model capability for the computation of this mixture zone.
Our goal is not to perform multi-D computations but to reproduce this mixing layer with a one-
dimensional model, summarizing multi-dimensional interpenetration effects. The same goal was
attempted by several research groups: Besnard and Harlow (1988), Youngs (1989), Chen et al.
(1996), Glimm et al. (1999), Saurel et al. (2003) to cite a few.

To do this, experimental mixing layer width is recorded versus time and model predictions are
compared with experimental data.

The experimental configuration consists in a shock tube with a high pressure chamber filled with air
at the pressure of 4.78 atm and density 5.69kg/m’. The low pressure chamber is divided in two parts
separated by the sinusoidal membrane. The left part is filled with air (y=1.4) at the pressure of 1 atm
and at density 1.19 kg/m’. The right part is filled with SF6 (y=1.09) at the same pressure and at
density 5.99kg/m”’. The sinusoidal membrane is located at 48 cm from the tube end.

The shock-interface interaction sets to motion the interface that thickens. The shock reflects on the
tube end and part of this reflected wave is transmitted through the mixing zone, another part being
reflected. The corresponding wave diagram is schematized in the Figure 3.7.

58



Time

reflected

fan

<

expansion

shock wave

contact surface

R

-
| 2

Position

High pressure region
filled with air

Low pressure region (_Low pressure region filled with
filled with air SF6

Figure 3.7 Wave diagram for the heavy-light fluid shock tube configuration.

In order to simplify, we consider a linear volume fraction evolution in the initial mixing zone. Several
are done by varying the drift parameter (&€). The corresponding results are shown in

computations

the Figure 3.8.
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Figure 3.8 Experimental (crosses) and numerical (dash line) interface thickness versus time. The parameter € is set equal

t0 11072, 1251072 and then 151072. The results without drift (=0) but with numerical diffusion are shown in solid
line. A mesh with 1000 cells is used with higher order extension of the method.

We observe that the mixture zone thickness increases with €. But, the numerical and experimental
dynamics are very different. Indeed, the interface thickness in the experiments grows almost linearly,
whereas the thickness of the numerical mixing layer first grows very fast and decreases dramatically
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later. In fact, during the slow growth stage, the interface thickness growth matches the numerical
diffusion one. Thus, drift effects are zero during the second stage. Examining the relative velocity
definition, we understand it is zero in the pure phases as a consequence of the two volume fraction
product presence. In addition, the pressure gradient must be non zero in order that the relative
velocity be non zero too. So, the relative velocity is non zero only in the mixing layer when it is
crossed by the shock wave. This corresponds to the stiff growth stage.

The relative velocity definition does not consider the fluids inertial effects. The model is thus
incomplete. It must be completed in order to correctly calculate the mixing layer thickening in the
RMI problem.

The computed variables are shown in the Figure 3.9 at two instants. The first instant, t=0.3ms, is just
after the passage of the shock wave through the mixing zone. At the second instant, t=1.5ms, the

shock wave is far from the mixing zone.
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Figure 3.9 Pressure, velocity, volume fraction and mixture density computed profiles at times 0.3 ms 1.5 ms. The phase 1
corresponds to the air.

Comparison with results computed with the Kapila et al. (2001) model are shown at time t=0.3ms in
the Figure 3.10.
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Figure 3.10 Volume fraction and density profiles at times 0.3 ms. The computation with e=1.25 is shown in solid line,

the one without drift is shown in dash line. The mixing layer is thicker when it’s computed with the interpenetration
model but irregularities are observed.
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VII. Conclusion

The model with interpenetration effects of Darcy type is able to reproduce some drift effects, but is
unable to reproduce Richtmyer-Meshkov type mixing layers. After the shock wave crossing, the
pressure gradient goes to zero and the relative velocity vanishes. Thus, interface thickening stops,

while in the experiments it grows linearly. Another model has to be built, considering inertial drift
effects.
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Chapitre 4 : Modele d’interpénétration
par déséquilibre de vitesses
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I. Introduction

In the drift model of the previous chapter, the relative velocity was nonzero only when the pressure
gradient was nonzero in the mixing zone. That is to say, the drift effects had no inertia.
Consequently, in the Rychtmyer-Meshkov test problem, the mixing layer thickness didn’t grow with
the correct dynamics. So the relative velocity must be nonzero even after the shock wave passage
through the mixing layer.

A new model is built, on the basis of the non-equilibrium Baer and Nunziato (1986) model and
asymptotic reduction, but with slight changes compared to the model of the previous section.

I1. Conventional two-phase hyperbolic model

The Baer and Nunziato (1986) model is a total non-equilibrium two-phase flow model. As
previously, it corresponds to the starting point of the present analysis, as the new model will be a
reduction, in the limit of stiff pressure relaxation of Baer-Nunziato one.

I1.1 Non equilibrium model
Baer and Nunziato (1986) model consider each phase as compressible, evolving with its own
velocity, temperature and pressure. It reads:

Phase 1
oa oa
0_t1+u10_xlzu(pl_p2)
9 (ap), , 0 (Apw), _ 4
ot Ox
2
0 (0pu), N 0 (apu’ +ap), —p, da, FAw, —u)
Ot Ox X
0(0pE), , 0(a(pE + da ' '
(OPT) + (X(PE ¥ pu), pruy —— +Aui(u, —uy) ~Hp,(p, ~p,) “1)
ot Ox Ox
Phase 2
9 (ap), , 9 (Apu), _
ot Ox
d (apu), . 0 (apu’ +ap), da,
+ =p,—A(u, -
o ox P TAt )
0(0pE), , 0(a(pE + oa ' '
(OPE), + (X(PE ¥ p)u); pru; ——= = Auy(u, —u,) +Hp(p, ~p,)
Ot Ox X

Interfacial variables are modelled as (Saurel et al., 2003):

Zyuy +7Z,u, +Sgn(aalj P2 "P:1

Uy

Z,+7, Ox )2, +7,"
P _Zpr+7Zipy +Sgn(aalj 2,2, (8, —uy)
7,47, ox JZ,+7, >

where Z, =p,c, represents the acoustic impedance of phase k.

The equilibrium state is reached with the help of relaxation processes controlled by rates:

U= L | pressure relaxation rate, where A, represents the specific interfacial area,

Z,+7

1 2

A= 5 UWZ.,7Z., , velocity relaxation rate,
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I1.2 Supplementary equations

The following equations are important for the derivation of the new model. System (4.1) implies
conservation equations for mixture variables, such as mixture mass, mixture momentum and mixture
energy.

0 (ap), +(ap), , 9 (Apw), +(Apw), _

ot Ox
a (apu)l +(apu)2 + a (apuz + ap)1 +(apu2 +ap)2 =0 (42)
ot 0x
0(apE), +(apE), , 9(A(PE +p)u), +(APE+pju), _
ot 0x
It is more convenient to express this system with the following variables:
@ +aﬁ = O ,
ot 0x
dpu , dlpu” +p+p,) ~0
ot Ox ’ (*3)
1
dpE . a((pE +p+p)u +m(h1 —h, +E(Y2 _Y1)WZJJ .
ot 0x ’

where,
p=a,p, +0a,p, is the mixture density,

p=0a,p, +a,p, is the mixture pressure,
p, =PY,Y,w" is the ‘turbulent’ pressure,

u=Yu, +Y,u, is the mixture velocity,
1. .

E=Ye, +Y,e, te, +—u?, is the mixture total energy,
2

e, = lYle w? =P is the ‘turbulent’ energy,

2 2p

h, =e, + P , is the enthalpy for phase k,
P
. . . . u; SutY,w
W =u, —u,, is the relative velocity, implying ,
u, =u—-Y,w
m =pY,Y,w, is the relative mass flow rate,

and,
Y = akpk
k

, are the mass fractions, Y, +Y, =1.

The ‘turbulent’” energy and pressure are associated to relative motion. There is no assumption made
in System (4.3). Turbulent terms appear just as a consequence of relative velocity consideration.
With these notations, the mass equations of the phases can be written as:

a(ap)l + O(Gp)lu + apY1 Y,w -

0
Ot Ox Ox
P (4.4
oap), , ALy _0p Y, Vv _
ot ox Ox

Taking the difference of the two momentum equations of System (4.1) an evolution equation for the
relative velocity is readily obtained:
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ap[(Yl —Y, )u _ ZYleW] + ap[(Yl —Y, )u2 + (Yz —Y, )YlYZWZ — 4Y1Yzwu]
Ot Ox
+ 0a,p, —0,p, =2p, oa, —Aw
Ox 0x
System (4.3)-(4.5) thus involves 5 equations and two pressures. Closure of System (4.3)-(4.5) can be
achieved by the volume fraction equation of System (4.1) and one entropy or energy equation for a
given phase.

(4.5)

III. Reduced model in pressure equilibrium

From the preceding model, we intend to determine a flow model with a single pressure, but two
velocities and temperatures. To do this, an asymptotic analysis is carried out in the limit of stiff

L) with J, = 1 >
€ Z,+7Z,

The zero-order corresponding limit system reads:

pressure relaxation: [ = €' = A, that is supposed to tend to infinity.

a(ap)1 +6(ap)1u +0pY1 YZW:

0,
ot Ox Ox
aap), , 0@Pu 9 Y Vv _
Ot 0x 0x ’
0pu +0(pu2 +p+p,) —0,
Ot Ox
(4.6)
op[(y, - Y, Ju+2y,Y,w]  opl(y, =Y Juz + (¥, - V,)Y, Y, w2 +4Y,Y, wu
Ot Ox
+ a(al _GZ)p - 2p1 aal _2)\W
aX X
1
dpE. 6((pE tptpout m(h1 ~hy (Y, ‘Yl)WZD .
+ =0,
ot Ox
under the constraint p, =p, =p and with E=Ye, +Y,e, t+e, +%u2 .
Associated entropy equations read:
o(@ps), , 0@psuw), _ 1 Z, , > ,
Ot Ox T Z,+Z,
4.7
o(aps), + o(apsu), :L Z, Aw?,
dt dx T, Z,+7,

with w =u, —u,, u=Yu, +Y,u,, u, =u+Y,w and u, =u—-Y,w .
The extended drag coefficient reads:

Z,Z, |0a,
7, %7,| 0x
Taking the momentum equations difference of System (4.6), each equation being expressed in terms
of velocity evolution and considering the pressure equilibrium limit, an alternative form of the
relative momentum equation is obtained as:

A=A+
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N a|:( Yz ;Yl W +ujw:| 5 A
+(V1 - 2)_}) ="

—+ v w
ot Ox Ox pY,Y,

b

where v, :i.

k
Thermodynamic compatibility of the entropy equations and System (4.6) is demonstrated in Annex
B.
Closure of System (4.6) can be achieved with one of the entropy equations (4.7) or with the volume
fraction evolution equation determined hereafter.

Volume fraction equation

The volume fraction equation is obtained by differentiating the pressure equilibrium
condition (p,(p,,s,) =p,(P,,s,)) along the mixture mass trajectory:

dp,(Py,s,) — dp,(P,,s,)

dt dt
With the help of sound speed and Griineisen coefficient definitions,
0 0
Ci :PJ ’ PJ =pMT,>
ap, 5 Os, o
it becomes:
dp ds, _ dp ds
C12 ditl +p,IT, ditl - sz dt2 +p,0,T, ditz
Using mass and entropy equations of Systems (4.1) and (4.2), the volume fraction equation is readily
obtained:
ou (¢  c,”)om r_.os, I,_ 0s
2 (92022—01012)*_ e I _m[1T151+2T22j
da, pc, ox (a, o, |ox a, ox o, °ox
T g o » )
t P.C,"P,C, N o, \Z,Z,A w2
a 121 a 222 Zl + ZZ
where the Wood (1930) sound speed is defined by:
1 _ q a,

= +
pcy p1c12 p2C22

This evolution equation can be compared with the one of Saurel et al. (2008) where mass transfer
effects are considered in the pressure equilibrium model of Kapila et al. (2001) and with Saurel et al.
(2010) where gas permeation effects obeying Darcy’s law are considered in a pressure equilibrium
model. The new evolution equation (4.8) is in perfect analogy.

In the right hand side of (4.8), the three first terms were already obtained in the previous chapter
model:

du , - .
. (p2c22 —plclz)— expresses volume fraction variations in zones where the
0x
velocity divergence is non-zero, typically in pressure waves,

2 2

Cc Cc 'm . .. . .

. (1 +2]6 expresses volume fraction variations in locations where the
a, o, )ox

‘differential mass transfer’ (%m) is present,
X

* m LT1 9, + LT2 95, expresses also phase dilatation due to heat transport,
a, ox 5 Ox

68



w? expresses dilatation effects

* the term (which is new) [ M - I, JZlZZA

alzl GZZZ Zl+ZZ

due to interfacial friction.

Summary
The velocity non-equilibrium flow model can be summarized as follows,

2 2
brc. —pe?)2 _(cl +ch Om _m[rlT O, Ty OSJ

da, _ pcy o (a, a,)ox a, 'ox o, ok
B e AN
dr Pici P,c, r, r, YAV AN
+ - W
Glzl GZZZ Zl +ZZ
oap), , @) u  9m _ 0.
ot 0x Ox
o(ap), N a(ap),u _Om o
ot 0x 0x ’ 49
apu+a(pu2+p+pt)zo’ .
ot Ox
a|:( Y.~ Y, W +ujw}
Oow 2 op _ N
-t +(V1_V2)___ w
ot Ox Ox pY,Y,

1
dpE 6((pE+p+pt)u+m(hl—h2+2(Y2—Y1)W2jj B
+ —O,
Ot Ox

With the following definitions,
- mixture density P =0 ,p, +0,p,,
- mixture velocity u = Y,u, + Y,u,,

. 1
- mixture total energy E=Y,e, +Y,e, +e, +Eu2 ,

- relative velocity w =u, —u,,

- relative mass flow rate m = pY,Y,w,

- phase k enthalpy h, =e, +& ,
k
a
- phase k mass fraction Y, = 9Py ,
p
13 5 1 .
- ‘turbulent’ energy e, =EY1Y2 w? = gp

- ‘turbulent’ pressure p, =pY,Y,w".

And the following extended drag coefficient:

A=A+ 22, |09,
Z,+7,| 0x

where A is the product of the conventional drag coefficient by the interfacial area.

Compared to the non-equilibrium system (4.1), System (4.6) requires the same closure relations

(phases equations of state and drag correlation), except regarding the interfacial velocity (u,) and

bl
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pressure relaxation coefficient W, that are no longer needed. The mixture evolving under pressure
equilibrium, a mixture equation of state is needed.

The most important difference between this new interpenetration model and that of the previous
chapter is the presence of a partial differential equation for the relative velocity linking:

0

J e the inertial term, previously absent.

op

. (Vl - Vz)_ a creation term, present in the model of the previous chapter.
ox

R

0x

a transport term.

- w a drag relaxation term.

pY.Y,
When the gradient pressure is zero, this equation still has a flux term and keeps inertia.
Consequently, the relative velocity can be non-zero even if the gradient pressure is zero.

Thermodynamic closure

For the sake of simplicity, let us assume that each fluid is governed by the stiffened gas (SG)
equation of state (EOS):

Py = (yk _1)pkek ~ YiPook >

where each material is characterized by two thermodynamic parameters (Y andp,, ) (see for example

Harlow and Amsden (1971), Le Metayer et al. (2004) for parameters determination). The resulting
mixture EOS that closes System (4.9) reads:

pe — (Glylpwl + GZVZPOOZ j
y, ~1 Y, —1
a, ., a, ’
Y,—1 vy,-1
It is obtained from the resolution of an algebraic system composed of:
- The mixture energy definition: Pe = ,P,e, (P, P, ) +0,p,¢, (pz,pz).
- The pressure equilibrium condition: p, = p,.

p(pae’a1>a2) = (4.10)

This algebraic system can be solved for any pair of convex EOS.

IV. Hyperbolic subsystems

System (4.9) is split in two subsystems, as done currently with Strang (1968) or Yanenko (1971)
splitting. The two subsystems must respect the entropy inequality and be hyperbolic, as far as
possible.

Subsystem 1: Interface dynamics
The first system is obtained by imposing vanishing relative mass flow rate (m =0). The system reads:
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Ou

da; pcf\? ou
Ox

dt - p1C12p2C22 (p2C22 _p1C12)
o(ap), , 9(p),u
ot Ox
a@p), , o@p),u _
Ot 0x (4.11)
apu , dlpw’ +p+p,)_
ot Ox
Ow  Owu _
T+ =0
Ot 0x
OpE , APE+p+p)u _
ot Ox
This system is closed with an equation of state for each phase, such as the stiffened-gas EOS.
Entropies equation of system (4.11) read
ds,

b

=0,k=1,2
dt
so this system is isentropic for each phase.
1
The mixture total energy definition remains unchanged (E=Ye, +Y,e, te, +Eu2 ), as well as the

turbulent energy and turbulent pressure definitions.

System (4.11) can be expressed alternatively in the following form, more convenient to determine
wave’s speeds:

dY, _,
dt
d_W + W@ =0
dt Ox
2
da, =a,a, p2 LA (pzczz p1clz)07u
dt P.c, P,c, Ox
4.12)
dp _Ou
—+ p_ =0
dt Ox
1%y y oI Loy y, Py, oy o D
dt pox ox p Ox Ox
dp , Ou
s S = =0
dt Pew Ox
Therefore, System (4.12) can be expressed in reduced form as:
aiw + A(W)aﬂ =0,
ot Ox
with,
W= (Y, w,0,,p,u,p)"
and

gl
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0 0 0 0
0 u 0 0 , v
Pcy
0 0 u 0 o0, — (pzcz2 —plclz) 0
A(W) = P.ci Poc,

0 0 0 u p 0
1 1
(Y, =Y )w? Y,Y,w 0 =w?Y,Y, u -
P P
0 0 0 0 pcy, u

Corresponding wave’s speeds are A, =u and A, =uz ’sz +28
’ p

Therefore System (4.11) is hyperbolic and isentropic.

Subsystem 2: Interpenetration

The second subsystem is obtained by taking the difference of Systems (4.9) and (4.11):

%:—a o F)(:\Z,V[{CJ_Z_'_CZZjam-'_m([_:lT 67314_&_[_ OSZJ]
1

ot 2pclp.ci oy o, Jax Lo, tox a, ‘ox
a<ap)l +a_m:0’

Ot Ox
a(ap)z _a_m:O

Ot Ox ’
%:O’

ot

a(Yz -, sz

@"'2—"'(\7 -v )@2
ot Ox b ok

1
6m(h1 —h, +—(Y, —Y1)w2j
O0pE 4 2

=0,
ot Ox
Under the constraintp, =p, =p.
This system admits the following entropy equations:
a(aps)l + aleYZWSl =0 ie. %'FYZW% =
ot Ox ot Ox
o(aps), 0pY,Y,ws, 20 e % v Wai _
ot 0x o | Ox

(4.13)

(4.14)

Thermodynamic compatibility of System (4.13)-(4.14) can be demonstrated following the same
method as the one used previously in Annex B. However, this system is not hyperbolic and the
volume fraction equation is rather complex. Therefore the following pressure non-equilibrium

system is considered:
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a, _

ac (P, —p2)
a(ap)l +a_m :O

ot Ox
a(ap)z _a_m :O

ot Ox
opu _,
Ot (4.15)
o(aps), , dms, _ o M(p; ~py)°

Ot 0x T,
a(aps)z _ amsz — (l _e) H(p, _pz)z

ot Ox T,

O(Yz -Y, sz

&+2—+V1 apl _Vz% =0
ot Ox ox Ox

Where parameter 8 must fulfil the condition: 0<8<1.
This system is supplemented by the mixture total energy conservation equation.

1

6m(h1 —h, +—(Y, —Y1)w2j
OpE N 2
ot Ox

System (4.15) is thermodynamically compatible as shown in Annex C and in agreement with the
entropy inequality. As will be shown later, there is no need to know precisely parameters 6 and p as

=0

stiff pressure relaxation is considered (u M - +oo). Also, in the limit of stiff pressure relaxation
System (4.15) has for asymptotic limit System (4.13) (see Annex D for the details). As shown
hereafter, this system is hyperbolic under certain conditions. Let us chose the following set of
variables: W = ((X 1 PLUS S, Yl,W)T . With these variables, System (4.15) expresses as:

oq,

=0
ot
op _
ot
@
ot
0s, Ywasl
ot 0x

(4.16)
3 % g
ot 0x
9Y, (Yz—Yl)aY ey, W ow  WY,Y, dp _
ot ox ax p  Ox
2 2 2 2
a—W+w(Y2—Yl)a_w+ T S oY, _ 42 %"'l(cf—c;)@
Ot Ox Y, Y, Ox a, a, ox p Ox
e 2o % =g
X

In condensed form, this system reads, 0(;X/ + A(W>(?3W =0 with:
t X
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0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 Y,w 0 0 0

A(W) = 0 0 0 0 -Yw 0 0
0 LACLER 0 w(Y,-Y,) Y.Y,

—(Cf +°§j e-¢2) o 1 -rm, S wly,-Y,)
a, o,) p Y, Y,

Therefore, the wave’s speeds are:

A,=0

A, =Y,w

A =-Y,w

Ao =w(Y, —Yl)—\/Ylv{Clz+C§—w2J

Yl 2

ci | C

A, =w(Y, =Y, )+ Y)Y, 2+ =2 —w?

=l ) o o
System (4.15) is hyperbolic if the relative velocity fulfils the following condition:
if + 073 > w?

1 YZ
For most applications with multiphase mixtures, this condition is not very restrictive.
Moreover, the waves are ordered from the minimum speed to the maximum one if the following

condjition is satisfied:

2 2
C71 +& > WZMaX[l,lj

1 2 Yl YZ
In order that both conditions be fulfilled, it is sufficient that:
¢, >|w]
(4.17)
c, >[w|

Therefore, if the relative flow velocity is subsonic with respect to both phases sound speed, System
(4.15) is hyperbolic.

The solution thus evolves with the help of Systems (4.11) and (4.13). To assess model’s validity with
comparisons against exact and experimental solutions, a numerical scheme is needed to solve these
two systems.

V. Numerical approximation
Two solvers have to be built, one for System (4.11) and another one for System (4.13).

V.1 Interface dynamics solver

In this section we address numerical resolution of System (4.11). This system is very close to the
Kapila et al. (2001) model for which simple and efficient scheme has been proposed in Saurel et al.
(2009). The method is also presented in Chapter 2. We adopt here the same strategy, based on three

successive steps.

Extended system
System (4.11) is replaced by the following extended system:
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oa,

Ja
+u— =W, —p2)

Ot Ox
ow 0w _
Ot Ox
da a ch
g:e“ + ”:;”1 0P — = PPy TP2)
do.,p,e ar,p,e,u a
Zaptz =+ 2‘;2{ =P, — = PP TP
4.18
oa.p, +60(1p1u ~0 (4.18)
ot Ox
0a,p, , 00,p,u ~0
ot Ox
0pu +6pu2 +(0,p, +A,p,) =0
ot 0x
OpE L O(PE+p+pJu _,
ot 0x
with p, :% and E=Y.e +Y,e, +e +%u2.
l+ 2

The solutions of (4.11) will be reached by considering that the relaxation parameter tends to infinity:
M — +oo. The asymptotic limit of (4.18) in the limit p — 400 corresponds indeed to (4.11) (see for
example Saurel et al., 2009).

The extended system (4.18) is solved with a 3-step strategy:

a) Hyperbolic step: Relaxation terms are removed and the hyperbolic system (4.18) is solved with a
Godunov type method, using HLLC type Riemann solver (Toro et al., 1994). The details are given in
Saurel et al., (2009), and in chapter 2. The only difference compared to the system considered in that
reference rely in the total energy definition, the extra equation for the relative velocity and the sound

speed that appear in the HLLC speeds, now based on _[c,” + 2P Gith ¢’ =Y, +Y,e,’.

p

b) Pressure relaxation and reset steps: They are exactly the same as those of the chapter 2.

V.2 Interpenetration solver
We now address numerical resolution of System (4.15). As shown previously, this system is strictly
hyperbolic if |w| < Min (¢, ,c,) . In the following, we assume this condition is satisfied.

The subsequent method follows the same 3-step strategy as the one used previously for System
(4.18), the hyperbolic step requiring special care, as detailed below. Two approximation methods are
examined, the first one being based on the HLL solver while the second is based on a quasi-exact
solver.

a) Hyperbolic step with HLL solver
The Riemann problem is solved under the HLL approximation (Harten et al., 1983), based on
wave’s speeds:

2 2
A= w(y, —Yz)+\/yly{;1 +C2—w2J,

1 YZ

2 2
A= w(y, —Yz)—\/Yle[; +C2—w2j-

1 2

System (4.15) is expressed in the absence of source terms under the following form:
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C’(agsh + CbY1;izWS1 -0 (4.19)

ot Ox
Compared to system (4.15) some changes have been done:
- The volume fraction and mixture momentum equations have been expressed as conservation
laws by the addition of a zero flux. This extension is done for a convenient use of the HLL

formulas.
- 'The relative velocity equation has been expressed in conservation form instead of,
6( Y, ~Y, Wz}
Ow, N2 ) O O
Ot 0x 0x 0x
of,
o a(;(vz _Yl)wuhl_hz) ds,  _ 0
=4 ~T, 4T, 2 =0,
ot ox ox ox

Indeed, across extreme left and right facing waves (A” and A") under HLL approximation there is a
unique solution state. Thus there is no entropy gradient in the HLL solution state. Therefore, the last
formulation of the relative velocity equation corresponds to the one used in System (4.19). This is
true only for the Riemann problem solution under HLL approximation.

It is also important to note that the mixture energy equation is redundant with the entropy
equations. But as done previously with System (4.11), we are going to use this supplementary
equation to do corrections to the approximate Riemann problem solution.

System (4.19) can be written as:

U=(a, (ap)y, (ap),, pu, (aps),, (aps),, w, pE)".
At a given cell boundary separating a left (L) state and a right (R) state, the waves speeds are
computed with Davis (1988) estimates:
S, = MIn(AL M%),
Sk =Max(A] AR).
The approximate Riemann problem solution is obtained as:
Fe —F +S U -SUq

U = 4.20
S, -, (4.20)
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We thus have in hand: a,, p,, Y, ,s,, w,p, E (k=212).

But we have to complete this state by the determination of the phases’ pressure, internal energies
and enthalpies.
As the entropy equations can be written as,

6_31+Y2W6_S]-:O’

ot ()4
ﬁ - Ylwﬁ =0 ,
ot ()4

The phases’ pressure is determined with the help of isentropic paths.
If W' >0 the phases pressure are computed as,

* \ 1
p; = (&J (plL + pool) ~ P

PaL
p* Y2

P, =( : J (Po +Pw) = Pas-
Par

Otherwise,
* \ 1

pi = (&j (le + pool)_poola
Pir
p* Y2

PZ :( : j (pZL +Pw2)_Poo2'
Par.

Then the internal energies e, (p,,P,), €,(p,,0,) and the enthalpies h,(p,,p,), h,(p,,p,) are
readily deduced from the equations of state.

With the help of the Riemann problem solution, the following Godunov type scheme is used to
update the solution at computational cells.

Godunov type scheme

The entropy equations of System (V.4) are replaced by internal energy equations and the following
system is solved:

oo, _
T
opu _
i
o(@p), , IpYLY,W _

ot ox
o(ap), _9pY,Y,w _

ot ox
o(ap)e . dpY,Y,we, 1 0a,Y,W _ @21)

ot ox ox

0a P, _0pY,Y,e, - 00,Y,W _ 0

ot ox 2 ox

0( Y, Y, sz

a_W+2—+V1%_V2% =0
ot ox ox ox
dpE . aleYzw((hl - hz) + % (Yz - Yl)Wz) o
ot ox
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Internal energy equations are preferred to entropy ones as they avoid spurious pressure oscillations
in flows evolving in uniform pressure and uniform relative velocity fields (see Saurel et al. 2009, in
the context of a slightly different flow model).

The conservative part of System (4.21) is updated with the conventional Godunov scheme:

+ At * *

U =07 - (F (U7, W) - F U, u0), 42)
where

U=(a,, pu, (ap), (ap), PE),

T
f={0 0 v e v ()2, v e ]

The numerical fluxes in (4.22) are obtained as solutions of the Riemann problem under HLL

approximation:

— S R ~SF -S5,5:(Ug -U,) )
S, —Sq

The zero fluxes used in the first two equations of (4.21) thus have the same numerical viscosity as

the others, in particular the same as the mass equations.

The non-conservative equations are evolved with:

o DA
VALERY) —E(F (V" V) —F (VL V. ))—EH(U,V)

= (4.23)

where,

V=((O(pe)1, (GDE)Z, W)T’

T
F(V) = (leYzwep - pY1Yzwez’ (YZ ;Yl WZJJ .

Here, the mass flux PY,Y,W is computed with (4.23) as previously. Let us note that there is two

expressions for calculate m =pY,Y,w:

with the phase 1: m| = Simy ~Sem,, _?SRé(alpl)R ~(op.).)
L~ Or

with the phase 2. rn; — S mp=Sym, _SSLSR(S(G 2p2)R - (Gzp2 )L)
L~ °r

The problem is m; # m,. For the computation of the energies flux we use m, for the phase 1 and

m, for the phase 2. Then, the internal energies (€, €,) and relative velocity (W’) are computed

with the procedure described previously, based on (4.19)-(4.20). The non-conservative terms are
computed with the following approximation,

pzi [ia;Y;W* )i+1/2 - (GIY;W* )i—l/2]
H(U,V)=| -p3; (orzYlw )_ﬂ/2 —-la,Y, w )i_m] ,

V1 Py ~ pl,i—l/Z)_vg,i P2 ~ p21i—1/2)
where the ‘star’ variables are again issued from (4.19)-(4.20).
This method can be extended to higher order with conventional ingredients. See for example Toro
(1997) or Saurel et al. (2009) in the context of a non-conservative flow model.
The use of the preceding Godunov type scheme in conjunction with the approximate Riemann
solver, using alternatively formulations (4.19) and (4.21), allows the update of the pressure non-

equilibrium hyperbolic System (4.21). It is then followed by two extra steps: pressure relaxation and
reset steps.
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Nevertheless, some inaccuracies appeared as well as lack of robustness. It is why a more
sophisticated solver is built hereafter.

b) Quasi-exact Riemann solver
A Riemann solver involving all five waves is considered. The corresponding wave pattern is
schematized hereafter:

t
A
=— A5 =0
As ==Y W A, =Y,w
2 2 2 2
As =W(Y2_Yl)_ Yle[&"'&_sz * * A :W(Y —Y)+ YY(i+&—W2j
Y, Y 7 2 172
P WLint WRint Yo Ye
: W,
VVLext Rext
W, W,

> X
Figure 4.1 Wave pattern for the Riemann problem solution of the interpenetration subsystem (V.5). The states W, and

COW LWL W

Lext’ Lint> Rext?

W, are separated by an initial discontinuity that splits in 5 waves, creating 4 new states W, R:nt'
The presence of 5 waves instead of 3 in most fluid mechanics flow solvers does not represent a
major difficulty as linearized Riemann solver can be used in many applications (Andrianov et al.,
2003). Here, extra difficulties are present:
- One of the waves is steady and it is well known that major difficulties appear in such
circumstance, see for example Greenberg and Leroux (1996). The steady wave A,_, here plays

a major rule as the relative mass flow rate (leYZW) and the total enthalpy difference

((hl -h,)+ ; (v, - Yl)wz) have to be preserved. These two jump conditions are direct

consequences of formulation (4.21).
- According to the sign of the relative velocity w, the waves A, and A, can be in reverse

order. This feature is important when the relative velocity changes sign.
System (4.21) is considered again under the form:
oa, _
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%_YlY_ZW@.F(Y NV )W%_yy a_W:O

ot p ox ' Poax Y ?ox

a_W.|.C22 __012@— i+i %—py1_1%+p VZ_l%— (;—12+C—22—W2 %+(Y -Y )Wa—w
ot p ox |a, a,)ox - ax o ax Y, Y, ox P ox

, Py P,
ith ¢, =—-an = .
with ¢, ,-and ¢, ”
1 2
The entropy equations have been expressed with these variables, the extension to more sophisticated

equations of state being possible.

ou 0 oa
In the left and right half planes of Figure 4.1, as ot = O,—p =0 and a—tl =0, the flow variables

ot

U,pand 0, are constant in each half plane.
The following system is thus considered in each half plane:

%—Y Wa;% =
a1 ox
ag)tZ +Y1Wa(_j)2 -

X
aY, aY, ow _ #29
?-’-(Yl_YZ)WE_Yle&_O

2 2

a_W+ply1_1%_p2y2_1%_ i+i_wz %+(Y1—Y2)W6—W:O.
ot ox 0X Y, Y, 0X 0X

The left and right subsystems are coupled at the vertical discontinuity by the non-linear relations
1
pY,Y,w =cstand h, —h, +§(Yl -Y,)w? =cst.

Subsystem (4.24) can be written as:
oW

W, A(w)=—=0,
ot ox
-Y,w 0 0 0

$1 0 ‘A 0 0

with W=|'?land A=| O 0 (Y, -vY,)w AL
1 c 2 c 2
-1 ,-1
w -0 p, [TY—W] (Y, = Yo )w

It obviously has the following eigenvalues:

¢’ . ¢’
)‘1:(Y1_Y2)W_ Yle(L'*'L_WZj

Yl Y2
A, ==Y, w
A, =Y,w
2 2
C Cc
A, =(Y, Y, )w +\/Y1Y2(YL1+YLZ—WZJ

The left eigenvectors read:
yi-1

y2-1
L,=|- Py ;= P2 ;Z; 1)
YW-Y.Y,Z ' Y,w+Y,Y,Z
L,=(1 0 0 0),
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L,=(0 1 0 0),

Y1 y2-1
L, =|-—F S — , —Z; 1,
Yw+YY,z'  (Y,w-Y,Y,2)

1 > ¢,
with the ‘acoustic impedance’ Z = Y. Y (— + == Wz] .

Y.Y, Y, Y,
The associated linearized Riemann invariants read:
p v.-1 p y,-1
X,z P g - Pe g ezv,w

LY w-YY,ZTN Y wHYY,Z
=9,
=9,

X, =~

Y21

plyl_l q) p
Yw+Y,Y,Zz " (Y,w-Y,Y,Z)

Two instances have now to be considered, according to the the relative velocity sign.

b, ~ZY, +W

Case w>0

Determination of the Riemann problem solution consists in solving the following set of algebraic

equations.

Jump relations at left:

Wi ~W, ~Z, (Y:ITLext Yy ) =0,
Pu

YlLW +Y1LY2LZ

vi-1

WT_int -w, -7, (Y;Lint _YlL) (¢1R ¢1L)

yi-1

* * P
W ~Wiee FZ Y =Y - dr—0, )=
Lint Lext ( 1L int Lext ) Y1|_ ) Y1|_ Y2|_ 7 ) ( 1R 1L )

Jump relations at right:
Wiex “Wg tZ5 (YlRext _YlR): 0,
Y21

o _ _ Par _ —
Wrint +Z (Ylle YlR) YZRWR+Y1RY2RZR (¢2|_ ¢2R) 0,

) ) . \ Par
Rint Rext R ( 1Rint Rext ) (Y2RWR ~YrYrZg

Jump relations across the steady discontinuity:

Y21

)( 2L _¢2R):O‘

*

PLY 1L ine (1 Ylet Lint =Pr Y Rint (1 YlR int YV Rint >
. 1 1 . . 2
hZLint - hlet 2 (2Y1L int 1)WL|nt = h2R|nt - thlnt E(ZYlRint _1)WRint .

*

It forms a set of 8 equations with 8 unknowns: Y, _ ., Y1 ints Yirint> Y 1Rext > W iext s W Lint s Wrine a0d

W;ext . Its solution is obtained with the Newton-Raphson method as detailed in the Annex E.

Case w<0
Another set of equations has to be solved.
Jump relations at left:

WT_ext _WL _ZL(Y]TLext _YlL):O’

. . P

=W, =Z Yo — Yo ) - =0
Wi ~Wo L( 1L int 1L) Y2LWL _YlLYZLZL (¢2R ¢2L)

s ( VL )_ szyz_l _ _
W int Lext+Z YlLlnt YlLext (¢'2R ¢2L)_0

Yo W +Y, Yy Zy
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Jump relations at right:
W*Rext —Wp t ZR (YIRext _YlR) =0,

yi-1

W;{im_WR-'-ZR(YlRint_YlR)_Y W p_'l_RY Y. 7 (¢1L_¢1R)=O’
RVWR 1R T 2RER

y;-1

_ P 6 )=
) (YlRWR_YlRYZRZR)(¢lL ¢1R) o

The jump relations across the steady discontinuity are unchanged:

pLYl*L int (1_ Y1*L int T_int = pRY;Rint (1_ Y::R int )\N;int >
* * 1 * * 2 * * 1 * * 2
Notine = Nitin +§(2Y1Lint _1)WLint = Porine = Piring +§(2Y1Rint _1)WRint :
The corresponding system of 8 equations with 8 unknowns is solved again with the Newton-
Raphson. Details are given in Appendix D.

* * *

Wgint = W Rext _ZR(YlRint _YlRext

Godunov type scheme
It now remains to update the numerical solution of System (VI.6). It is considered under the form:

oa, ~0
ot
@ =0
ot
2(ap); , Y.V W _
ot ox
o(ap), _9pY,Y,w _
ot 0x
a(apd), + opY,Y,9,w -0 (4.25)
ot Ox
a(Gp¢)2 _ apY1Yz¢2W =0
ot 0x
o Y25 o)
a_W+2—+V1%—V2% =
ot ox 0x 0x
1
o0k . aleYzw((hl —h,)+ 5 (v, - Yl)wzj .
ot l)4

It contains both conservative and a non conservative equation.
The two first equations,

ot
@:O’
ot

do not need any update as the steady wave is now present in the Riemann solver. More precisely,
n+l _ n
a,; =0y,
n+el _ n
(pu)™ =(pu)".
Then, three conservative equations are updated:
o(ap), , 9pY,Y,w _ o
ot ox
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d(ap), dpY,Y,w _

ot 0x 0
o(apd), + opY, Y, ¢, w -0
ot 0x
a(ap(p)z _ apY1Y2(I)2W =0
ot Ox
opE . aleYzw((hl —h,)+ % (v, - Yl)wzj .
ot 0x

The conventional Godunov method is used:

n+l _ n_ﬁ * n ny_* n n
U =07 = (F (U7 W) - F (U7, uD),
with,

U=((p), (ap), (apd), (apd), pE)",
and

gl

T
F(U):(pY1Y2W -pY,Y,w leYz¢1W _pY1Y2¢1W leYzW((h1_h2)+%(Y2_Y1)W2jJ-

These fluxes are sampled without difficulty along the time axis of Figure 1 as the mass flux, the
energy fluxes and entropies are constant across the steady wave.
It remains to update the non-conservative equation:

a(Yz _Ylwzj
0_W+2— op, ., 0p, _
ot 16)4 ox

The Riemann problem is solved at each cell boundary and two waves are entering the computational
cell from each boundary, as shown in the Figure 4.2.

I+1

»
»

Figure 4.2 Two waves emerge from each cell boundary delimiting five sub-volumes used for cell average of the non-
conservative equation.

From the Riemann problem solution at each cell boundary there is no difficulty to compute the

wave speeds as well as the 5 sub-volumes of Figure 4.2.
The solution of the relative velocity equation is then updated by the following average:
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1 5
n+l _ *
W, =— E Low,,
Ax

=
where L, denote the sub-volume length and w, the state in the corresponding sub-volume. Except

regarding the center sub-volume in which w, =w/, the other states are issued for the Riemann

problem solutions.

b) Pressure relaxation
System (4.21) has now to be complemented by the relaxation terms of System (4.18). As the
transport part has already been considered during the hyperbolic step, the remaining system to solve
1s:
Ja
aitl =H(P, —P,)
apu
Ot
a(a p)l — O
ot
a(a p)2 — 0

ot (4.26)
= =pu(py ~P2)

o(ape), _
ot
w_g
ot
9pPE _
ot

. System (4.26) being exactly the same as previously, the relaxation

=0

PP, —P,)

0
_Z.p*t7Zip,
! Z,+7,

procedure described in Section V.1 is used a second time.

Where p

c) Reset step
Again, the same procedure as in Section V.1 applies.

V.3 Test of the interpenetration solver

In this test, only the frozen interpenetration System (4.21) is considered. We want to observe the
waves propagation of the hyperbolic interpenetration system (4.21).

A 1 m long shock tube divided in two chambers is filled with air and helium. The initial volume

fractions of helium and air are 0.5 in all the tube. The initial density is Oy, = 0.2 Kg.M 2and the
stiffened gas EOS parameters are Yigim = 1667 and P, peium = OPa. The initial density of air is
P =1kgm™ and BEOS parameters are Y, =14 and p, , =0Pa. The initial pressure of the left

chamber is set equal to 0.15 MPa, and the pressure of the right one to 0.1 MPa. In both chambers,
the initial velocity is equal to 0. We observe the pressure, and the relative velocity at time t=0.3ms. A
500 cells mesh is used.
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Mixture pressure (Bar) Relative velocity (m/s)
1.6 T T T 140 T T

0.9 . . . . . . . . . 0 . . . . . . . .
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

abscissa (m) abscissa (m)

Figure 4.3 Gas/Gas shock tube with the frozen intetpenetration system only. Mixture pressure and relative velocity at
time t=0.3ms.

Recall that the interpenetration model owns five waves. In the above figure, the external waves A,

and A_ are cleatly highlighted. In order to see distinctly the three other waves, pressutre and relative
velocity profiles are shown at time t=4ms.

Mixture pressure (Bar) Relative velocity (m/s)
1.6 T T T T T T T T T 115 T T T T T T T T T

0.9 I I I I I I I I I 105 I
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

abscissa (m) abscissa (m)

Figure 44 Gas/Gas shock tube with the frozen interpenetration system only. Mixture pressure and relative velocity
profiles at time t=4ms.

The waves propagating at speeds —Y;W,Y,W and the stationary wave (in the mixture pressure graph

at x=0.5m) are visible. We observe in Figure 4.5 that the relative mass flow rate is constant through
the stationary wave.

Relative Mass Flow Rate (kgm'z.s’l)
10.5 T T

8 . . . . . . . . .
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

abscissa (m)

Figure 4.5 Gas/Gas shock tube with the frozen interpenetration system only. Relative mass flow rate at time t=4ms.

In order to observe better the stationary wave, the same test is performed by changing the volume
fraction of the gas in order to have a volume fraction discontinuity between the two chambers. Now,
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in the left chamber the volume fraction of air is set equal to 0.3 and the helium one to 0.7. In the
right one, they are reversed.

The conclusions are the same as in the previous test, we observe the waves propagation, but now the
stationary wave is highlighted.

Mixture pressure (Bar) Relative velocity (m/s)
1.6 T T T T T T T T T 160 T T T T T T T T T

0.9 I I I I I I I I I 0 I L I I I I
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

abscissa (m) abscissa (m)

Figute 4.6 Gas/Gas shock tube with the frozen intetpenetration system only. Mixture pressure and relative velocity at
time t=0.3ms.

Mixture pressure (Bar) Relative velocity (m/s)

1.6 T T T T T T T T T 140 T T T T T T T T T
J
130 4
120 - 1
110 4
100 - 1
90 4
80 | 4

A

0.9 . . . . . . . . . 70 N N N N . . . . .

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
abscissa (m) abscissa (m)

Figure 4.7 Gas/Gas shock tube with the frozen intetrpenetration system only. Mixture pressure and relative velocity at
time t=3ms.

The relative mass flow rate stays constant through the stationary wave.

Relative Mass Flow Rate (kgm'z.s’l)
8.8 T T

6.6 . . . . . . . . .
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

abscissa (m)

Figure 4.8 Gas/Gas shock tube with the frozen interpenetration system only. Relative mass flow rate at time t=3ms.

VI. Test problems

We address in this section model (4.9) and method validation, first with academic test problems
having exact solutions. Then, comparisons with results of the pressure non equilibrium system (4.1)
resolution, in the case of infinite pressure relaxation coefficient, are presented.
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For all of the test problems, the pressure non-equilibrium interpenetration subsystem (4.19) is solved
by the quasi-exact Riemann solver.

VI.1. Fluid separation under gravity

This test problem is the same as in the previous chapter, but with two gases: helium (phase 1) and air
(phase 2). The tube is still vertical and closed on top and bottom. Its length is 10 m and the mesh
has 100 cells. High order extension of the method is used with Superbee limiter. The air density is

.. =1kg.m™, that of water is 0,4, = 02Kg.M™>. At t=0, gravity (g =100m.s™) is set up. High
gravity acceleration is used in order to fasten computations. At steady state, the tube should be filled

with pure helium in the upper half domain and with air in the lower half. We show in Figure 2 the
volume fraction at time 0.1s, 0.3s, 0.5s and 2 s. The pressure field is also shown at time 2 s.
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Figure 4.9 Sedimentation test. Computed volume fraction is shown at times 0.1 s (a), 0.3 s (b), 0.5 s (c) and 2 s (d). The
pressure profile at final time is shown in graph (e). These results show that the method is able to separate fluids under
body forces and fulfils interface conditions when steady state is reached, starting from an ideal mixture.
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VI.2. Water faucet
The test is described in the previous chapter. Several computations are done. First, we compare
solutions when drift effects are omitted and when they are considered.
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abscissa (m)

Figure 4.10 Water faucet test. The numerical solution is shown with symbols in two limit cases while the exact one is
shown with full lines. The numerical solution with drift is shown with points, and the numerical solution without drift is
shown with dashed lines. All solutions are shown at time 0.4s. A computational mesh involving 1000 cells is used.

The numerical solution with drift effects is in better agreement with the exact one than the one

without drift. Solution convergence is studied by mesh refinement. Results are shown in the Figure
4.11.
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Figure 4.11 Mesh convergence for the water faucet problem. The exact solution is shown with full lines and numerical
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solutions are shown with dashed lines successively with 200, 1000 and 8000 computational cells.
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When the mesh is refined, the numerical solution seems to have convergence difficulties. Instabilities
appear for the 8000 cells mesh. It is not obvious to treat correctly the injection boundary condition
at the tube inlet as 5 waves are present in the Riemann problem. For this reason, the same test is
performed by solving the pressure non equilibrium interpenetration (4.19) with the HLL solver.
Results are shown in Figure 4.12.
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0. 45
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3 4 5 6 7 8
absci ssa (m

Figure 4.12 Mesh convergence for the water faucet problem with HLL solver. The exact solution is shown with full lines
and numerical solutions are shown with dashed lines successively with 200, 1000 and 8000 computational cells. The
numerical solution tends to converge to the exact one.

As mentioned before, the total non-equilibrium model (4.1) is also able to address these two first test
problems.

VI.3 Comparison with the DEM on two-phase shock tube test problems

We now compare the results of the interpenetration model with those of the non-equilibrium model
(4.1), that is to say the Baer and Nunziato model (19806), solved with a discrete equations method
(DEM). This method is detailed in Abgrall and Saurel (2003). Compared to previous tests, the

subsequent ones involve intense pressure waves.

A preliminary discussion is needed regarding the non-conservative term W in the relative

AP
velocity equation of System (4.9). This term was obtained with the interfacial pressure definition:
- da,\ Z,Z,

P =P Sg’{a_xj Z,+2, w
But there is some freedom in this variable modelling. Indeed, if

p,=p- asgr(%jiw with 0<a<l, (4.27)

ox )Z,+Z,

the entropy inequality remains fulfilled.
We now examine the interpenetration model behaviour in the two limit cases of a=0 and a=1
and compare corresponding solutions with the DEM, where System (4.1) is solved with no freedom
for the choice of this parameter. Indeed, the DEM imposes @ =1 (Saurel et al., 2003).
A 1 m long shock tube containing two chambers separated by an intetface at the location X=0.7m
is considered. Both chambers contain two separated phases, helium and air. The initial density of
helium is Ppgyy = 02 KgM ™ and the stiffened gas EOS parameters are Yo, = 1667 and
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P peium = OPa. The initial density of air is P, =1 kgm™ and EOS parameters are Y, = 14and

Pw ar = OPa. The left chamber contains a volume fraction of air @y =0.99999%nd the initial

pressure is set equal to 0.2 MPa. The right chamber contains the same fluids but the volume
fractions are reversed. The initial pressure is set equal to 0.1 MPa. In both chambers the fluids are
initially at rest.

In the first numerical experiment, the parameter ‘a’ is set to 1 and the new model solution is
compared to the Baer and Nunziato model (4.1) solution at time t=500 ps in Figure 4.13.
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Figure 4.13 Helium/Air shock tube. The interpenetration model results are shown with full lines an the Baer and
Nunziato model (1986) results are shown with dash lines. A 1000 cell mesh is used. Parameter @’ of the interfacial
pressure model is set to 1 in the interpenetration model.

It is worth to note that the two models are very different, but the solutions are in perfect agreement.
The most important remark is related to the relative mass flow rate behaviour that is almost zero at
the interface.

We now consider the opposite limit case with parameter a’ taken equal to zero. Corresponding
results are shown in Figure 4.14 at the same time with the same mesh.
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Figure 4.14 Helium/Air shock tube. The interpenetration model results are shown with full lines and the Baer and
Nunziato model (1986) results are shown with dash lines. A 1000 cell mesh is used. Parameter ‘a’ of the interfacial
pressure model is set to 0 in the interpenetration model. Results are now very different.

The main difference lies in the relative mass flow rate that is now non-zero at the volume fraction
discontinuity. It is small because there is no mixture zone, the interface being initially stiff. Thus,
when a=1, interpenetration across the interface is forbidden while when a<1, interpenetration
occurs. In the remaining we will call ‘a’ the interpenetration parameter.

We now consider the same test, but with a mixing zone between the two pure phases. In the mixing

zone, the volume fraction is a linear function of the position (x) defined to be continuous with the
two pure phases. The others variables are initialised as previously.
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Figure 4.15 Helium/Air shock tube. Initial volume fraction of helium.

We observe the results a time t=0.5ms with two different values of interpenetration parameter ‘a’, set
to 0 in the Figure 4.16 and set to 1 in the Figure 4.17.
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Figure 4.16 Helium/Air shock tube. The intetpenetration model results are shown with full lines and the Baer and
Nunziato model (1986) results are shown with dash lines. A 1000 cell mesh is used. Parameter @’ of the interfacial
pressure model is set to 0 in the interpenetration model.
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The relative mass flow rate is zero in the Baer and Nunziato model (4.1), and not for the
interpenetration model. That is why the interface is more diffused with the interpenetration model
than with the Baer and Nunziato one.
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Figure 4.17 Helium/Air shock tube. The interpenetration model results are shown with full lines and the Baer and
Nunziato model (1986) results are shown with dash lines. A 1000 cell mesh is used. Parameter ‘a’ of the interfacial
pressure model is set to 1 in the interpenetration model.

When ‘@’ is set equal to 1, the relative mass flow rate is smaller, but not zero like the Baer and
Nunziato model (1980).

Now, the helium volume fraction is set equal to 0.5 in all the tube. The pressure of the left chamber

1s 0.13 MPa, and the pressure of the right one is 0.1 MPa. The others variables are the same as in the
previous test. Results are shown in Figure 4.18 at time t=0.5ms.
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Figure 4.18 Helium/Air shock tube. The interpenetration model results are shown with full lines and the Baer and
Nunziato model results are shown with dash lines. A 1000 cell mesh is used. Parameter ‘@’ of the interfacial pressure
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model is set to 0 in the interpenetration model.

Results are in good agreement for the shocks. But, differences can be observed at the middle of the

tube.

To conclude, the interpenetration parameter ‘a’ in the interface pressure definition (4.27) allows
controlling the interpenetration phases rate. Nevertheless, the model needs the presence of an initial
mixing layer as the relative mass flow rate m =pY,Y,w involves the productY,Y,. Indeed, in the

case of an interface separated by two pure fluids, Y,Y, is nearly zero in each cell, so that the relative
mass flow rate is nearly zero too. Contrarily, when an initial mixing layer is present, Y,Y, is not
zero in the mixing zone, and if w is non zero interpenetration occurs.

VII. Unstable interface in a shock tube

VII.1. Light/heavy fluid configuration
The description is given in the previous chapter.
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t=0 ms t=1 ms

t=2 ms t=3.5 ms

Figure 4.19 Laser sheet pictures showing the interaction of a shock wave (M=1.15), moving from left to right, with a
stereolithographed sinusoidal interface (A, =80mm and ), =3mm) in the light/heavy configuration (air on the left

and SF6 on the right).

In this case, the interface grows significantly in the shock propagation direction. Then the shock
wave is reflected from the tube end wall. Its interaction with the mixing layer leads to the beginning
of a reversal phase (not shown hereafter).

We only examine the interface growth before the interaction with the reflected wave.
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Figure 4.20 Experimental (squares) and numerical interface thickness versus time. Excellent agreement is obtained with
the interpenetration parameter “a” set to O (crosses). The numerical diffusion is shown in dash line. The mesh has 500
cells and high order extension of the method is used with Van Leer limiter.

The interpenetration parameter “a” is set equal to 0 in order to considering that the interface is
p p q g

permeable. In order to control the relative velocity production, we use the following relaxation

function:

a—W:—AW with A= 4
ot oYY,

A = 0otherwise. For this test, A, is set equal to 10000 s™.

when the incident shock wave is in the mixture zone, and

The interface thickness is not a consequence of numerical diffusion as shown by the bottom curve
of Figure 4.20, corresponding to results obtained with the interface model in absence of
interpenetration effects. This is a consequence of the fine mesh that has been used (500 cells for 50
cm) and second order algorithm (Saurel et al., 2009) with van Albada et al. (1982) limiter.
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It is worth to mention that for such test problem, conventional multi-velocity flow models (Saurel et
al., 2003) fail to reproduce dynamic appearance of such mixing layer. Non-conservative terms

oa,
' ox

interface conditions (u =cst.,, p =cst.) when the volume fraction varies from zero to one,

a,

u and p, 4 present in System (4.1) are responsible for the fulfilment of non-permeable

forbidding interpenetration. The effects of these terms, when correctly solved in the presence of
large volume fraction discontinuities are explained in Abgrall and Saurel (2003), Figures 12 and 13 of
that reference.

The computed flow variables are shown in the Figure 4.21 at two instants, 1 ms and 2 ms, both after
shock interface interaction. The pressure, velocity, volume fraction and mixture density profiles are
reported. The volume fraction field appears more and more diffused, as expected.
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Figure 4.21 Pressure, velocity, volume fraction and mixture density computed profiles at times 1 ms and 2.8 ms. The
phase 1 is air.

In the light/heavy case, the one-dimensional interpenetration model reproduces the mixing layer
with a well chosen relaxation parameter. The mixing layer thickness grows and a volume fraction
plateau appears. With this model, inertia drift effects are correctly taken into account, allowing the
mixing layer thickness to evolve correctly.

VII.2. Heavy/light fluid configuration

In the present configuration, we consider a shock tube containing a heavy fluid (air) on the left and a
light one (Helium - He) (y=1.4) on the right at density 0.164 kg/m’, separated by a sinusoidal
perturbed interface, as shown in the Figure 4.22. Experimentally, the same protocol as the previous
configuration was used. Furthermore, in order to keep the incident shock wave Mach number
constant, air was conserved on the left, and another gas (He) lighter than air was used on the right.

t=0ms

i ..;,,i ,:.; tZZmS | s Bl Ve N t:3mS
Figure 4.22 Laser sheet pictures showing the interaction of a shock wave (M=1.15), moving from left to right, with a
stereolithographed sinusoidal interface ()\0 =80mm and N, = 3mm ) in the heavy/light configuration (air on the left

and He on the right).
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As we can see in the present configuration, the heavy/light interface overturns immediately
following the incident shock acceleration. Later, we observe a quick distortion of the interface into
mushroom structures.

In this case, the interface perturbations decreases and then grows significantly in the shock
propagation direction, even after the coming back of the reflected shock wave from the shock tube
end wall (not shown hereafter). Here also, we only examine the interface growth before the
interaction with the reflected wave.

The interpenetration model is unable to deal with the interface inversion phenomenon. Indeed, with
the one-dimensional model, information is missing. The model first sharpens the interface, as
predicted in the experiments, then the product Y,Y, goes to zero everywhere. Interpenetration is
thus interrupted by the inversion process.

To restore interpenetration, the relative velocity w=-18m.s" is set everywhere is the tube at latter
time t=1.10".
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Figure 4.23 Experimental (squares) and numerical interface thickness versus time. Excellent agreement is obtained with
the interpenetration parameter “a” set to O (crosses). The numerical diffusion is shown in dash line. The mesh has 1000
cells and high order extension of the method is used with Van Leer limiter. At time t=1.10%s, the relative velocity is set
arbitrarily to w=-18m.s"! everywhere.

The computed flow variables are shown in the Figure 4.24 at two instants, 0.1 ms and 0.7 ms, both
after shock interface interaction, and after the overturning of the interface. The pressure, velocity,
volume fraction and mixture density profiles are reported. The volume fraction field appears more
and more diffused.
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Figure 4.24 Pressure, velocity, volume fraction

phase 1 is air.

and mixture density computed profiles at times 0.1 ms and 0.7 ms. The
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VIII. Conclusion
A multiphase hyperbolic flow model for stable and unstable fluid-fluid interfaces has been built.
Compared to existing two-phase flow models, the new model is able to predict dynamic creation of
multidimensional mixing zones with a one-dimensional approach. The model presents some nice
features:

- it fits the frame of diffuse interface modelling,

- it is able to model multi-velocity mixtures.
However, at present, the algorithm used for the second system (interpenetration) is not robust
enough to consider explosion situations that involve strong pressure waves and large density ratios.
Another fundamental difficulty is related to the limited range of hyperbolicity (|w| < Min (c,,c,)) that

poses computational difficulties. But the most important difficulty lies in the model limitation to
reproduce the interfaces inversion phenomenon in the heavy-light case.
In the next chapter, we introduce another approach to overcome this difficulty.
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Chapitre 5 : Modéele de diffusion
d’interface
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I. Introduction

Dans les chapitres précédents, deux modeles permettant de résoudre des problemes a deux vitesses
(sédimentation par exemple) ont été présentés. Le premier modele (Chapitre 3) est cependant
incapable de reproduire correctement I’épaississement d’une interface traversée par une onde de
choc. Il n’épaissit 'interface qu’au passage de 'onde. Cela est du a I'absence de termes d’inertie dans
I’équation sur la vitesse relative. Le second modele (Chapitre 4), prenant en compte cette inertie, est
capable de simuler cet épaississement, mais uniquement dans la configuration fluide 1éger / fluide
lourd. En effet, dans le cas lourd/1éger, au passage de 'onde de choc, la forme de linterface s’inverse
et une description monodimensionnelle est insuffisante pour rendre compte de ce phénomene. Ces
modeles a deux vitesses présentent donc des défauts pour un traitement efficace de
Iinterpénétration.

Dans ce chapitre, on introduit un mode¢le d’interpénétration par diffusion artificielle. Pour établir ce
mode¢le et s’assurer de sa compatibilité avec la seconde loi de la thermodynamique, on part du
modele a deux vitesses du chapitre précédent que on transforme progressivement. Ce mode¢le est
d’abord modifié de mani¢re a ce qu’il devienne inconditionnellement hyperbolique. On examine
ensuite sa formulation discréte et on montre, qu’en présence de relaxation rapide de la vitesse
relative, le modéle limite associé contient des termes diffusifs supplémentaires dont on se servira
pour modéliser épaississement de linterface. Les effets d’interpénétration sont alors modélisés au
travers d’une viscosité artificielle qui résumerait les effets multidimensionnels apparaissant durant
I’évolution instable de linterface. La détermination du parameétre de diffusion est traitée dans le
prochain chapitre.

I1. Etablissement d’un modéle d’interpénétration simplifié
Dans le chapitre précédent, le modéle suivant a été obtenu

2 2
(p2C22 - plclz)al +(Cl + Czj Im
Ox

o ot o, T, Jox
MY T
dt P.ci P,Cy + . _n \ZzZA w? —m LT1%+QT2&
oz, 0,Z,)72,+7Z, a, Ox a, ~ 0Ok

d@p), , 9@P)u  dm .

ot Ox Ox
o@p), , 9@p),u  om _ 0

ot Ox Ox (5.1)
apu +6(pu2 +p+pt) —0
ot Ox
; a|:(Y2 ;Yl W +ujw:| 5 A
Al +(V1_V2)7p:_7
ot Ox Ox PY Y,

1
dpE . a((pE+p+Pt)u+m(h1 ~h, +E(Y2 _Y1)W2jj

ot Ox
Avec
m =pY,Y,w

=0

1
E=VYe +VY,e, +Eu2 +e,

1
L = E Y1Y2W2

p, =pY,Y,wW?
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Z,Z, |0a,
Z,+Z,|0x
On va considérer dans la suite que 2" est nul.

On a vu que ce systeme peut se décomposer en deux sous-systemes. Le premier correspond a
I’évolution du champ d’écoulement moyen. Les phases se déplacent alors a la méme vitesse.

ad; _ o pcy lp.c,’ _plclz)@
dt o p1C12p2C22 aX
a(ap), +6(0(p)lu _

A=A+a°

ot 0X
d(ap), , 0@p)u _
ot 0X (5.2)
opu , dpu” +p+p) _
ot ox
ot ox
OpE , O(PE+p+pJu _
ot 0x

Le second sous-systeme correspond a linterpénétration, c'est-a-dire qu’il tient compte de la
différence de vitesse entre les deux phases. Dans le cas d’un probléme a interfaces, cela revient a se
placer dans le référentiel de I'interface et observer le transfert de masse des deux phases au travers de
celle-ci. On peut écrire ce systeme de la maniere suivante :

o(ap), , Om

=0
ot 0x
Ot Ox
a& = 0
ot
0(aps), | Oms, _ 0 (5.3)
ot Ox
o(aps), _6m52 ~0
ot Ox
Y,-Y
9l =2 1.2
Ow ( 2 v ) Op _ A
57 + (V1 - 2)7 -
ot Ox Ox pPYY,

Avec m=pY,Y,w
L’équation d’énergie totale du mélange s’écrit
1
am(h1 —h, +—(Y, - Y1)w2j
OpE N 2
ot Ox

1 1
On rappelle que E=Ye, +Y,e, +Eu2 +EY1YZW2

=0

On va dégrader le sous-systeme (5.3), pour obtenir un nouveau sous-systeme d’interpénétration qui
devra :
- respecter les principes de conservation,
- respecter I'inégalité d’entropie,
- étre inconditionnellement hyperbolique,
- permettre lajustement du modele par rapport aux expériences avec le minimum de
parametres (un seul en 'occurrence).
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Cette nouvelle approche va étre décrite ci-apres.
Dans la suite, on omet volontairement les termes de relaxations de vitesse par soucis de
simplification. On les rajoutera par la suite.

I1.1 Modgé¢le en équilibre de pression
Le sous-systeme d’interpénétration (5.3), en absence d’équation d’évolution sur I’écart de vitesses,
s’écrit:
o@p), , Om _
ot Ox
d(ap), Om
ot 0x
opu

=0

=0
Ot (5.4)
da,p;s, +m =0
ot Ox
0a,p,s, Oms,
ot ox
OpE N O0mH _
ot Ox

=0

0

1
Oy, E=Ye, +Y,e, +Eu2 +e, .

Avec,
m =pY,Y,w

1
H :h1 _hz +E(Y2 _Y1)W2

1 2
e =—Y. Y w
t 2 12

La fermeture du systéme est assurée par les lois d’états des fluides, et en donnant les expressions de
M, H et €,. Cette formulation respecte les principes de conservation.

On propose dans un premier temps, les simplifications suivantes:

m = paw
H =(hl _hz)

.y (5.5)
e =—aw

2

ou ‘a’ est une constante réelle dont on ne précise pas le signe pour l'instant, qui remplace le produit
Y,Y, dans le flux de masse du mode¢le (5.3).

om(Y, - Y, Jw?
Ox

responsable de Phyperbolicité conditionnelle du systeme.

On a retiré le terme de ’équation d’énergie du systeme (5.3) car on sait qu’il est

Equation de vitesse relative

On détermine la nouvelle équation de vitesse relative a partir de I'équation d’énergie totale du

mélange:

00 p.e, +0,p,¢ +1pu2 +1paw2
o 2 2 +6paw(h1—h2)

ot Ox
A Taide des équations d’entropies et des équations de masse, on peut écrire les équations d’énergie
de chacune des phases.

=0
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0a ,p.e N omh, op , oJa, _ 0

-mv,_—+p—==
ot 0x 0x ot 5.6)
da,p.e, Omh, +mv2@—p% i
ot 0x 0x ot

On soustrait ces deux équations a I’équation d’énergie totale de mélange et apres développement on
obtient.

_+(V1 _Vz)_: (6.7

Le terme de flux

{5
2
0x

0

création (v1 _Vz)a—p reste présent.
X

n’apparait plus dans ’équation de vitesse relative. Seul le terme de

Equation de fraction volumique
On détermine I’équation de fraction volumique, a I’aide de la condition d’équilibre des pressions des
phases: p1(p1 151) =P, (pz 152)-

En différentiant cette identité, on obtient :

I

Et en utilisant les équations de masse et d’entropie, on obtient alors

9,

op
C1Za_tl+p1r1T1 +p,I,T, Py

i+£ m T, 0s N r,T,0s,
do, _ o, a, Oom_ (O 0x O, OX 59
at p1C]_2 + p2C22 aX p1C]_2 + pZCZ2
al a 2 al a 2
Résumé du modele simplifié
Le systeme s’écrit donc :
a(ap), + om -
ot ox
o(@p), _om _,
ot 0X
dpu_
ot (5.9)
0a,p,s, . oms, -0
ot ox
da ,p,s, Oms, _ 0
ot ox
ow op
—+(v,-Vv,)—=0
o TV ve) =

Ce systeme n’est pas hyperbolique. C’était déja le cas dans le modéle complet d’interpénétration
(5.3). On va alors proposer un modele hors d’équilibre de pression avec le méme raisonnement que
dans les chapitres précédents.

I1.2 Modg¢le hors d’équilibre de pression
Le sous-systeme d’interpénétration hors d’équilibre des pressions s’écrit :
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0(1
=P ~P2)
51191 L an
a &
dp, _ dn
a X
du _
R (5.10)
a,ps, + dns, =0 (P _Pz)z
a & T,
Aupys, _ s, gy Py =pa)°
a &
OpE N OmH
ot Ox
Ou le parametre 0 doit vérifier la condition : 0 <0<1. Les définitions de m, H et g sont celles de

(5.5).

=0

=0

2

=0

Equation sur la vitesse relative
Les équations d’énergies internes s’écrivent maintenant

allplel + &nh1 q)l 2
—_ 9 —_
da,p,e, omh, dp, da, 2 ’
- +mv 1-6 -
po ™ 2o ~Pa = (1=6)u(p, - p,)

On somme ces deux équations,

d0p.e, +a,p.e, . dam(h, —h,) o,  op, aa, )
+ +m v -V -p,)—== - .
o ~ Vo2 mvi S+ (p—p,) = ey )
Et en utilisant ’équation de la fraction volumique, I’équation devient
0a.,pe, +0,p,e, N 0rr1(hl -hz) m Vza&_m % —0.
Ot 0x 0x
On substitue cette équation a 'équation d’énergie totale et on obtient 'équation de vitesse relative
sutvante :

aW_I_ dp, _ Op, _
vy Vo -
ot 0x 0x

(5.12)

Résumé du modéle hors d’équilibre des pressions
Le systeme hors d’équilibre des pressions s’écrit donc :
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a,

o =H(p, —Ppl)
o(ap), , Om _
at ax
Ot Ox
opu _
?—0 (5.13)
0(aps), , Oms, _ H(p, ~p,)°
ot Ox T,
o(aps), _amsz =(1—9) H(p, _P2>2
at ax 2
aﬂ+ dp, _ dp, =0

Vi Vo =
ot Ox Ox
Ce systeme peut s’écrire, en omettant les termes de relaxation, en variables primitives,

a_W + A(\X/)a—w =0.
Ot Ox
Avec,
B T
W_(al ,ul§_ ,Szip11p2’w) >
ct
0 0
Y,
AW)=| (o, -p)) ;
= _ a
p1 pz aw 0 0 0 aw —Zaw &
a, a, a,
- a
(p1 pz)aw 0 0 0 -—law —aw - b
a, a, a,
C ? CZZ
0 0o T -T,T, pll e 0

Ce systeme est hyperbolique et admet pour vitesses d’ondes:

2 2
)\1 =- a(i+c_2j
Yl Y2

w
A, =-a—
2 Y,
Ay s=0
)\6 = aﬂ
Yl

Le systeme est hyperbolique a condition que le parametre ‘a’ soit positif. Mais il n’y a plus aucune
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condition sur la valeur de la vitesse relative.
I1.3 Sous-systéme pour le champ d’écoulement moyen

Définition de la pression turbulente

On a fixé 'expression de I'énergie turbulente e, , mais il reste a déterminer 'expression de la pression
turbulente pP,. Cette dernicre n’apparait pas dans le sous-systeme d’interpénétration mais
uniquement dans le sous-systeme utilisé pour le champ d’écoulement moyen (5.14). On revient
donc sur ce sous-systeme. On cherche a exprimer P, de manicre a ce que pour que le sous-systeme

hydrodynamique (5.14) reste isentropique et hyperbolique.

& —a.a DC%\(; (p2C22 _p1C12)@
de o plclzpzczz Ox
a(ap), +0(ap)1u _
ot ox
dap), , 9@p),u _
ot dx - (5.14)
dpu a(pu2 +P+Pt) o
Ot Ox
aiw + Owu —0
ot Ok
OpE , APE+p+pJu _
ot Ox

On réécrit le systeme (5.14) en remplagant les équations de vitesse relative et de fraction volumique
par les deux équations d’entropie, on obtient le systeme (5.15). On détermine I'expression de P, de
maniére a ce que le systeme (5.15) soit strictement équivalent au sous-systeme (5.14). C'est-a-dire que
I'on cherche a retrouver exactement ’équation de vitesse relative et ’équation de fraction volumique.
De cette manicére, le sous-systeme hydrodynamique (5.14) respectera I'inégalité s’entropie.

oap), a(ap),u

ot Ox
op), , 0@P)u _
ot ox
ﬁ =0
de (5.15)
& =0
dt
opu , alpu* +p+p,) —0
ot 0x
OpE , APE+p+pJu _
Ot Ox

L’équation sur la fraction volumique s’obtient a partir de I’égalité des pressions et des équations
d’entropies. On retrouve alors ,

& —a.a pCiU (pzcz2 ~ p1C12)@
p1¢12p2cz2 Ox’

12
dt

mais le calcul ne fait intervenir ni expression de ’énergie ni celle de la pression turbulente.
11 reste a retrouver I’équation de vitesse relative.
Grace a I'identité de Gibbs et des équations d’entropie, on écrit :
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ﬂ + de
dt dt
A Taide des équations de masse on obtient :
0a,p, e, N da,p.e.u p oa, p oa,u _
ot Ox ot 0x

Et en sommant les deux équations d’énergie, on a :
0a p,e, + 00 p.eu N 0a,p,e, N 0a,p,e,u N pa_u 0.
ot Ox ot Ox Ox

On soustrait cette équation a ’énergie totale :

1
aipuzﬂ)et+a(zpu2+p€t+P+Ptju du _
-p—=0.
ot Ox Ox

Enfin, a 'aide de I’équation sur la vitesse du mélange on obtient :
Ope, N Ope,u +pt0_u —0.
ot Ox 0x

Cette équation doit donc étre équivalente a I’équation de vitesse relative. On a alors une relation
entre 'énergie et la pression turbulente.

=0, k=12.

0.

: N — 2
On remplace e, par son expression, c'est-a-dire e, = an :

Ow , Owu Ou , p, Ou
+ -w—+

E Ox Ox Paw &

En posant, P, = paw?’, on retrouve I’équation de vitesse relative du systéme (5.14) :
ow owu
_t =
o ox
Le premier sous-systeme (5.14) respecte le second principe de la thermodynamique avec les
définitions :

=0

m = paw

H= (hl - hz)

o =1aw2 (5.16)
t2

p, = paw’

Ses vitesses d’ondes sont alots :

A, =u-—+4c,” +3aw?

Aoy =U
Ag =U+4/c,” +3aw?

I1.4 Résumé du modé¢le simplifié

Le mode¢le d’interpénétration s’écrit donc comme la somme du sous-systeme hydrodynamique (5.14)
et du sous-systeme d’interpénétration (5.4). On inscre aussi le terme de relaxations des vitesses
(trainée) dans I’équation de vitesse relative.
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da pc, ou (¢’ ¢,”)0m I, 0s, TI,, . 0s
e [(pp)a( PR P e

2 2
dt Py P,C, o, 0, a,

dap), , Aop),u
a &

dop), , dup),u

+2=0

aIl =
&
@ :O

& (5.17)

- w
a & &  pYY,
OpE , ((pE+p+p Ju+tm(h, —h,))
ot Ox
A Pexception de I’équation sur la vitesse relative et de celle sur la fraction volumique, les équations
sont sous forme conservative. Ce modele présente en outre deux parametres, ‘a’ et A.
Sa structure s’éloignant peu de celle du modele du Chapitre 4, le probleme de I'inversion d’interfaces
subsistera (cas lourd/léger des instabilités de Richtmyer-Meshkov). En effet, pout cela il faudrait que
la vitesse relative change de signe au moment de cette inversion, ce qui ne semble pas possible avec
le Systeme (5.17).
En raison de ces difficultés, on va chercher a réduire ce modele afin d’atteindre les deux objectifs
suivants :
- traitement du phénomene d’inversion,
- obtention d’'un mode¢le a un seul parametre.

=0

III. Limites asymptotiques

La réduction du modele (5.17) va étre entreprise par analyse asymptotique. Cependant, nous allons
voir que selon la méthode utilisée, deux modeles limites distincts peuvent étre obtenus. Le premier
mode¢le limite est obtenu par la méthode classique d’analyse asymptotique. Le second modéle est
obtenu par une analyse semi-discréte et conduit a un modele limite trés différent.

I1I.1 Limite asymptotique ‘classique’
On considere la limite A — 400 et on examine la limite asymptotique de I’équation sur la vitesse
relative du Systeme (5.17).

Par soucis de simplification, on pose K = , et on considere la limite K — 400

1-2
0

K .
On pose K=—et w =w' +&w' . On obtient
€

a(WO+SW1)+a(W0+€W1)u+( B )@=—KO (w°+swl)
ot dx YV £
C’est a dire

0 1 0 1
Ow +£6W + Ow u _I_Saw u +(V2 _Vl)%:_—KOWO — KOy
Ot Ot Ox Ox Ox €
A Tordre 1 on obtient W, =0.
€

1 1

A Tordre € on obtient: ow + 6\(/3v u_ 0
X
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0
A Pordre 0 on obtient : (v1 _VZ)—p =—K'w'

0x

o € 0
Ainsi, w =w, +ew! =—O(v2 _V1)—p
K

Ox

Le modele limite correspondant s’écrit donc

0
(p2C22 _p1c12)a_z
£ op
dw, e | (e Py
dt e p1c12p2c22 a, a, ox
€ op(l, .. 0s T, Os,
_ — /| —T —+—=T —=
K" pa(vz Vl)ax((]l 10X a, Zax
€ Op
F; P —v £
o(ap), , d@p),u_ "' paly Vl)axzo 519
ot Ox Ox
£ op
9. —v £
0@p), , 0@p),u "’ pals Vl)axzo
ot Ox Ox
opu , alpu’ +p):0
ot Ox
€ 0
a((pE+p)u+0 pa(Vz _Vl)(hl _hz)pj
0pE+ K Ox -0
ot Ox

Maintenant, ’énergie totale est définie par :
1
E=Ye+Y,e +§u2

En effet, I’énergie turbulente fait intervenir un terme en €7, qui devient négligeable. La pression
turbulente a disparu pour les mémes raisons.

Ainsi le modele limite (5.17) n’est rien d’autre que le systeme d’interpénétration de type Darcy déja
établi dans le Chapitre 3 (le produit Y,Y, a été remplacé par le parameétre ‘a’). On a déja vu que ce
mode¢le ne permet pas de simuler correctement le phénomeéne d’interpénétration car il ne prend pas
en compte les effets d’inertie.

Cependant, bien que cette limite mathématique soit correcte, on peut trouver une autre limite,
admissible par rapport a la seconde loi de la thermodynamique, qui sera plus adaptée au traitement
du phénomene d’interpénétration.

III.2 Limite asymptotique ‘discrete’

On s’intéresse maintenant a la limite semi-discréte produite par un schéma numérique classique
procédant par un découpage d’opérateurs (méthode de ‘splitting’), basée sur la résolution des sous
systemes hyperboliques d’une part et celle des sous systemes de relaxation d’autre part. Il est ainsi
nécessaire d’entrer un peu plus dans le détail des formulations discretes associées.

A chaque pas de temps, on calculera le terme de relaxation de vitesse présent dans I’équation de
vitesse relative :
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v A
— == W
a pY,Y,

Si on considere cette équation dans le cadre de la limite A — 400, on obtient en tout point et a
chaque instant w(x,t)=0.

I1I1.2.1 Sous-systéme hydrodynamique pour le champ d’écoulement moyen

Si la condition initiale pour la résolution du systeme (5.17) est telle que w=0 en tout point, alors ce
systeme se réduit au modele de Kapila (2001) dont la méthode de résolution numérique est décrite
en détail dans le Chapitre 2 et dans Saurel et al. (2009). Nous ne revenons donc pas plus en détail sur
la résolution de I’écoulement moyen.

ITI.2.2 Systeme d’interpénétration
On doit maintenant résoudre le second sous-systeme :

2 2 2
aaa“+a1a2 PCw [[Q+C2Jal’n+m(r‘1'r %+&T aszjjzo

t pe’pe i lay o, ) ox o, ' Ox o, O
a &
a & (5.19)
Pu_,
a
av
&+(V1_Vz)§:0
OpE Gm(hl—hz):o
Ot Ox

avec,
E=Ye+Y.e +%u2+et.

L’équation sur la fraction volumique étant complexe, on préfere considérer le systeme hors
d’équilibre des pressions:

oo, _
F‘H(I%_Pz)
aup,  dn _
a &
WP, _ dn _
a &
e,
a

(5.20)
ow ., %, _ %, _,

= Yy Vo
ot Ox 0x
a11p151 + ans1 :6“@1 _pz)Z

a & T,

@apssy sy )P =P2)]
& & )

OpE , 0m(h, —h,) _ 0

Ot 0x

Avec la méme définition de I’énergie totale. Le systeme (5.20) contient des redondances, puisque 8
équations sont présentes au lieu de 7, mais nous savons qu’une formulation surdéterminée du
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systeme peut étre utile pour la résolution numérique (Saurel et al., 2009), en particulier lors de étape
de réinitialisation des énergies.

Comme d’habitude on résout ce systeme en deux étapes : étape hyperbolique (sans les termes de
relaxation) puis étape de relaxation des pressions.

Etape hyperbolique
On considere le systeme suivant :
L
ot
Hp, , @,
a &
dp, _dn _
a &
e,
a (5.21)

Ow O O
ot Ox Ox
axps, +%
a 3
a,p,s, _ﬁ
a &
OpE , om(h, —h,)
Ot Ox
On résout le Systeme (5.21) par un schéma de Godunov classique (5.22) avec un solveur a deux
ondes (5.23) (Harten et al., 1983) :

=0

=0

=0

. At
Uin t= Uin _E(Firlllz - Firlllz) (5.22)
Avec,
S i+ Fi _S i+ Fi+ +S i+ S i+ Ui+ _Ui
Fm/z — ORii+1/2 L,i+1/2% i+1 L,i+1/2°R, 1/2( 1 ) (5.23)

SR,i+1/2 _SL,i+l/2

N — T — T
ouU =(a,,a,p,,0,p,,pu,d,0s,,0,0,5,,pE)" et F=(0,m,~m,0,ms,,~ms,,paw(h, —h,))".
Les vitesses d’ondes sont :

C2 C2 C2 C2
S, == la| L +2 | et S, =+ [a] - +2 |,
Yl Y2 Yl YZ

Sous forme condensée, ce systeme s’écrit :

U oF

4+ = 0’

ot ox

avec,
U=(a,,a,p,,0,0,,pu,0,0,s,,0,0,,,PE)"
et

b
— T
F= (O,rn,—rn,O,rn'51,rnsz,rn(h1 —hz)) .
Si on considere maintenant la limite w=0 en tout point, 'expression des flux (5.23) sur chaque bord
de maille se réduit alors a:

F =3 (U1+1 _Ui)

i+1/2 L,i+1/29R,i/2 S

(5.24)
R,i+1/2 SL,i+1/2

II ne reste donc plus que les termes liés a la diffusion numérique du schéma.
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Comme la vitesse d’onde contient le parametre d’interpénétration ’a’, on peut choisir ce parametre
tel que :

— — qref
Stz =S =S
: ref A . . . .
La vitesse d’onde S~ poutra étre choisie constante durant tout le calcul pour tout point, ou variable
en fonction du temps si nécessaire et éventuellement aussi en fonction de espace. Pour des raisons

. .. S 1 ref 4 1
de simplicité, on considere S comme une constante pure. Le schéma de Godunov devient :

ref
" At
urt = up+= S un, 207 +u)
On peut présenter cette formule de la fagon suivante,
" AxS®' At
urt=ur +TF( " -20r +Ur).
Cette expression montre que nous avons en fait résolu un systeme de diffusion avec le coefficient de
ref
diffusion D = AXTS
Le modele limite continu s’écrit :
oa
oD+
aa1 + aX _ 0
ot Ox
Ja.p
aD 1M1
aa 1pl aX — O
ot Ox
oa,p
aD 22
aa ZpZ + aX - O
Ot 0x
Jopu
opu N ox _ 0 (5.25)
ot Ox
oD oa 1Ps8,
aa 1 plsl aX = 0
ot Ox
da,p,s
aD 21272
0a,P,s, + 0x =0
ot Ox
op 2PE
ot Ox

La solution du systeme d’interpénétration est donc obtenue par un schéma de viscosité artificielle

dont la diffusion est controlée par S . Cette viscosité artificielle est bien évidemment différente de
celle utilisée pour le solveur hyperbolique, qui utilise des vitesses d’ondes physiques.

Malheureusement dans le systeme (5.25), les équations d’entropies ne sont pas compatibles a
I’équation d’énergie totale. Pour assurer la compatibilité du systeme, il est nécessaire de travailler avec
les énergies totales des phases plutot que les entropies.

On va donc reprendre le raisonnement, mais en travaillant avec d’autres variables. Le systeme (5.21)
est strictement équivalent au systéme suivant dans lequel on a remplacé les équations d’entropies par
les équations d’énergies totales.
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6(a’p)l +@ - O
a &
&ap)z _@ — O
a &
Py,
a
v, % b
Ot ' 0x 0
. (5.26)
)
arp,E, N dnH, . 2 —0
a ok &k
u2
)
aw,p,E, dnH, rm 2 —0
a &k ok
OpE | Om(h, —h,) _,
ot Ox

2 2
u u
Avec Ek:ek +7+aW2 et Hk:hk +?+aW2

En se placant dans le cadre de la limite A — 400 la relaxation de vitesse décrit par ’équation

oy _ A

w
a pY,Y,

entrainera que w=0 et donc m=0.

Les termes non conservatifs des équations d’énergies des phases disparaissent. On est donc ramené a
considérer le systeme :

dap)l +@ - O
a &
dap)z @ — O
a ok
Pu _
a
alelEﬂ + éth1 =0
a ok
a)szzEz &nHz =0
a ok
OpE. | Om(h, ~h,) _,
at X

u2
Avec Ek :ek +?

On montre par le méme raisonnement que précédemment que la résolution numérique de ce
systeme avec le solveur de Rusanov, en considérant la limite w=0, revient a résoudre :
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(5.27)

oD——=>—=
0a,p,E, + Ox —

ot 0x
0pE
0D
ot Ox

. At
Avec le schéma numérique U™ = U” + D~ (U7, - 207" + U7, )
Ax

ou U =(ay,0,p,,0,0,,pU,0,0,E,,a,0,E,,pE)

Cette fois-ci, le systeme est compatible. En effet, il suffit de sommer les équations d’énergies des
deux phases pour retrouver I’équation d’énergie du mélange.

On discute maintenant de laccord du Systeme (5.27) avec le second principe de la
thermodynamique. Il n’est pas possible de montrer a partir des équations d’entropies relatives a ce
systeme que la seconde loi est respectée localenent. Cependant, il est important de se rappeler que le
Systeme (5.27) est une limite du sous-systtme d’interpénétration, hors d’équilibre des vitesses,
présenté en début de chapitre. Or, il a été démontré que celui respecte la seconde loi de la
thermodynamique. Par conséquent, on est assuré que le systeme de diffusion (5.27) est lui aussi en
accord avec cette loi, au moins globalement.
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Etape de relaxation des pressions
11 reste ensuite a résoudre le systeme de relaxation des pressions :
=, -p,)

at 1 2
o(ap), _

ot
o(ap), _

ot (5.28)
@ =0

ot
oa,p;s, _ ) (p1 _p2)2
=9l
Ot T,

aazpzsz — (l _ e)u (p1 “ P2 )2
ot N
11 s’agit du systeme de relaxation de pression habituel dont la résolution est détaillée au Chapitre 2 de
ce manuscrit. On voit trés clairement qu’il respecte le second principe de la thermodynamique.

IV. Modc¢le de diffusion d’interface
Le sous modele d’interpénétration (ou de diffusion d’interface) ayant maintenant été obtenu, il est
intéressant de déterminer le modele complet qui est réellement résolu.
Dans un premier temps, on revient sur le sous-systeme d’interpénétration qui a été considéré en
deux étapes :

- diffusion,

- relaxation des pressions.
Déterminons d’abord le systeme assemblant ces deux sous-systemes, qui ne sont pas écrits dans le
méme jeu de variables.

IV.1 Sous-systéme d’interpénétration hors d’équilibre des pressions
On calcule les équations d’énergies totales du systeme de relaxation des pressions (5.28) a partir des
¢quations d’entropies. Le calcul est détaillé pour la phase 1 :
% -9 (P1 P )2
=B
Ot T,
En utilisant la relation de Gibbs on a:
Oe, ov )
14y 2 1=9 —
PY P PY U(P1 Pz)
Grace a I’équation de masse on obtient :
oa.p,e Ja
S = 0up )
t Ot
On simplifie avec I’équation de fraction volumique :

Ja
éplq = eupz(pl _pz)
t

Les vitesses étant constantes durant cette étape, on a:

Jda p.E

% =u((®-1)p, —6p,)p, ~p.)
Par analogie, on a pour la phase 2 :
oa.p,E

% = u(— (9 - 1)p1 + epz)(P1 - pz)
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k=1,2

b

u
Avec, E, =e +—,
Ainsi, le systeme d’interpénétration hors d’équilibre des pressions s’obtient en ajoutant les termes de
relaxation de pressions au systeme (5.206):

oa,

%,,aD Ox -

Ot Ox

ot Ox (5.29)

= I"l((e_l)pl _epz)(pl _pz)

P o= B 1)p ~6p.)p, ~p2)

Il admet comme équation d’énergie totale du mélange,

OopE
obD——
apE+ [1)4 =0.

ot 0X

IV.2 Sous-systéme en équilibre de pression

Le modeéle hors d’équilibre de pression (5.29) est résolu en faisant tendre le coefficient de relaxation
des pressions u vers l'infini. On veut savoir quel est le modéle correspondant a cette limite. On
obtient alors le mode¢le suivant (les détails sont donnés en Annexe F):

oa, _ : 1 _o
ot PGy | P2Co
al a2
oa.p
aD 1M1
aalp1+ 0X -0
ot 0x
oa.p
aD 202
005, X _g (5.30)
ot 0x
o p dpu
L+—6X =0
ot 0x
opE
oD——
ap_E+—aX =0
ot 0x
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oD %Py oa P, 90 %P2 oa,p,
( rl H C ] 6X ( r2 H C J ax
a, a, oX a, a, oX

aD aa 2p2E2 aD aa lplEl
I

Avec © = +_2—6X -t 0x
a, 0X a, ox
op opu
oD— oDb——
+ (pzrz _plrl) u2 ox (pzrz _plrl) [1)4
p ()4 p ox

C’est ainsi le systeme (5.30) qui est effectivement résolu pour modéliser linterpénétration. En
d’autres termes, résoudre le systeme d’interpénétration simplifié (5.9), en faisant tendre le coefficient
de relaxation des vitesses A vers l'infini, par le schéma numérique de Rusanov revient a résoudre le
systeme (5.30).

L’équation sur la fraction volumique est assez complexe, mais on ne la résout jamais sous cette
forme. 1l faut se rappeler quelle est équivalente a I’égalité des pressions : p, =p, = p (voir Annexe
Les équations de masse des phases, de la quantité de mouvement du mélange, et de I'énergie totale
du mélange sont de simples équations de diffusion.

Pour les mémes raisons qui ont été données pour le Systeme (5.27), ce modele est en accord global
avec la seconde loi de la thermodynamique.

IV.3 Mod¢le complet d’interpénétration par diffusion d’interface
Le modele complet est obtenu en sommant le sous-systeme hydrodynamique (Kapila et al. (2001)),
et le sous-systeme d’interpénétration. On obtient alors :

do, _ 1 ((p c, ) +@j

dt  (pgc’ , p.c,’
al GZ

oa.p
aD 1M1
da,p, +6a1p1u + ()4 -0
ot 0x 0X
dap
oD -—22 5.31
da ,p, +a(12pzu+ ()4 -0 -31)
ot 0X 0X
 spdeu
opu , 0pu”+p " ox _j
ot 0X 0x
opE
oD——
OpE L 0(pE+plu, ™ ax _,
ot ot 1)
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V. Résumé de la résolution numérique
L’analyse semi-discréte décrite dans le Paragraphe III a permis de préciser essentiel du schéma
numérique, que 'on résume ci-apres.

Etape hydrodynamique
Il s’agit de résoudre le modele de Kapila (2001). Sa méthode de résolution est décrite dans le
Chapitre 2 et dans Saurel et al. (2009).

Etape d’interpénétration
On doit ensuite résoudre le systeme d’interpénétration (5.30). Pour cela, on résout le systeme hors
d’équilibre des pressions correspondant (5.29) en faisant tendre le coefficient de relaxation des
pressions p vers I'infini. Ceci est réalisé en deux étapes :

*  On résout d’abord le systéme sans termes de relaxation des pressions (5.27).

* On résout ensuite les termes de relaxation de pression (5.28), puis on réinitialise les énergies.
Ces deux étapes suivent la méme stratégie que celle décrite dans le Chapitre 2 et Saurel et al.
(2009).

Si un schéma explicite est employé pour la résolution du systeme d’interpénétration, le pas de temps
2

doit vérifier la condition At < >0 Cette restriction fait intervenir une dépendance au carré du pas

d’espace. Pour éviter de travailler avec des pas de temps trop petits, on utilise un schéma implicite,
comme décrit dans ’Annexe G.

Par ailleurs, I'interpénétration diffusive ne doit étre présente qu'au niveau de I'interface. En effet, on
ne veut pas ajouter de viscosité artificielle sur les ondes de choc et de détente. Il faut donc utiliser un
coefficient de diffusion variable de sorte qu’il soit maximum dans la zone de mélange et tres faible
dans les phases pures. On propose alors D =Y,Y,D,.

VI. Illustrations sur les expériences en tube a choc
On s’intéresse a nouveau au cas test de ’épaississement d’une interface traversée par une onde de
choc. Ce test est décrit en détail au Chapitre 3. On rappelle qu’il y a deux configurations possibles :

* Le cas léger/lourd : 'onde de choc passe du gaz léger au gaz lourd. La zone de mélange
s’épaissit des le passage du choc. Ce cas avait été simulé correctement par le modele du
chapitre précédent.

* Le cas lourd/léger : 'onde de choc passe du gaz lourd au gaz léger. Au passage de 'onde de
choc, I’épaisseur de la zone de mélange diminue jusqu’a étre nulle puis augmente. L’interface
subit ainsi une inversion. Les modeles des chapitres précédents se sont avérés incapables de
traiter ce cas.
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Configuration léger/lourd

On fixe le coefficient de diffusion a D,=0.2 m?/s. On observe Iépaississement de linterface sur la

Figure 5.1.

60

Mixture Thickness (mm)

50 |-

40 |-

30

20 -

10

15
time (ms)

2

25 3

Figure 5.1 Epaisseur expérimentale (carrés) et numérique (croix) en fonction du temps. L’épaississement du a la diffusion
numérique de la partie hydrodynamique est représenté en ligne discontinue (courbe du bas). Le coefficient de diffusion
étant fixé a Dp=0.2 m?/s.

Numériquement, le taux d’épaississement de l'interface ralentit Iégérement en fonction du temps
alors qu’expérimentalement il reste constant. Cependant, ’'accord est trés correct. Les variables de

I’écoulement sont représentées sur la

Figure 5.2.
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Mixture Density (kg/m3)
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Figure 5.2 Profils de pression, vitesse, fraction volumique de I'air

La phase 1 est Iair.

025
abscissa (m)

et densité du mélange calculés au temps Ims et 2.8ms.

On voit nettement que la fraction volumique est diffusée.
Le modele de diffusion convient donc tres bien dans cette configuration. On observe maintenant les
résultats dans la configuration lourd/léger.

Configuration lourd/léger

On étudie maintenant le cas d’une onde de choc traversant une interface dans le sens lourd/léger.
On rappelle que les modeles présentés dans les chapitres précédents n’étaient pas capables de
reproduire I'épaississement de la zone de mélange. On présente I’évolution de I’épaisseur de la zone

de mélange sur la Figure 5.3.
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Figure 5.3 Epaisseur expérimentale (carrés) et numérique (croix) en fonction du temps. L’épaississement du a la diffusion
numérique de la partie hydrodynamique est représenté en lignes discontinues (courbe du bas). Le coefficient de diffusion

est fixé 2 Dp=0.2 m?/s.
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Le modéle de diffusion épaissit I'interface sans passer par la phase d’amincissement. Il ne reproduit
pas linversion de linterface. Comme dans la configuration précédente, on s’apercoit que
numériquement I’épaississement de linterface a tendance a ralentir. Cela pourrait se corriger en
utilisant un coefficient de diffusion variable, mais les résultats sont déja tres satisfaisants. On observe
les variables de I’écoulement sur la Figure 5.4.
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Figure 5.4 Profils de pression, vitesse, fraction volumique de I'air et densité du mélange calculés au temps 0.1ms et 0.7ms.
La phase 1 est Iair.

Ainsi, le modele de diffusion est capable de simuler correctement Iépaississement d’une interface
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traversée par une onde de choc aussi bien dans la configuration léger/lourd que dans la
configuration lourd/léger. Cependant, il est important de noter que contrairement aux modeles
d’interpénétration des chapitres précédents, ’épaississement de l'interface n’est pas déclenché par le
passage de 'onde de choc. La diffusion prend effet lieu des le début du calcul.

IX. Conclusion

Dans ce chapitre, une méthode de diffusion artificielle de linterface a été décrite. Sa résolution
numérique est relativement simple et présente comme avantage de contourner le probléme de
linversion de la forme de linterface pour le cas lourd/léger des instabilités de Richtmyer-Meshkov.
On est donc maintenant en mesure de simuler I'épaississement d’une interface traversée par une
onde de choc dans n’importe quelle configuration.

Cependant, la diffusion du modele est régie par un parameétre. Sa valeur ne peut étre connue que si
l'on dispose des données expérimentales permettant d’ajuster les résultats numériques. Il s’est avéré
que le méme parametre a été utilisé pour les deux configurations léger/lourd et lourd/léger, mais
cela ne permet pas de présumer que cette valeur demeure valide dans d’autres cas.

Dans le chapitre suivant, on utilise ce mode¢le de diffusion pour traiter des problémes plus complexes
d’explosions sphériques. On reviendra dans ce dernier chapitre sur la détermination du parameétre de
diffusion.
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Chapitre 6 : Explosions sphériques
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I. Introduction

Le mode¢le d'interpénétration par diffusion d’interface a été testé sur des problemes a interface dans
des tubes a choc dans lesquels le rapport de pression est faible (de 'ordre de 2 a 5). Dans ce chapitre,
on veut s’assurer que ce modele est capable de traiter le phénomeéne d’interpénétration sur des
applications plus concrétes d’explosions sphériques pour lesquels le rapport de pression est plutot de
Pordre de 10°.

Lors d’une explosion (de TNT par exemple), les produits de détonation réagissent chimiquement
avec l'air. C’est ce que l'on appelle la post-combustion. On détaille dans ce chapitre une méthode
permettant de modéliser cette réaction de post combustion.

Les variations des variables d’état (pressions, densités) des gaz intervenant dans I'explosion varient
considérablement, en particulier au centre de I'explosion ou 'onde de détente est réfléchie.

On observera aussi que ’équation d’état des gaz parfait n’est pas précise pour traiter ce type
d’écoulement, et que I’équation d’état JWL (Lee, Hornig and Kury, 1968) est bien plus adaptée.

On dispose de données expérimentales d’explosion de TNT et de HMX fournies par Laurent
Munier (CEA, Gramat). On validera donc le modele d’interpénétration par diffusion d’interface en
comparant les résultats numériques aux résultats expérimentaux.

I1. Résultats et illustrations

La méthode permettant de résoudre le modele d’interpénétration par diffusion d’interface a été
utilisée pour traiter des problémes d’écoulements en tubes a choc dans lesquels le différentiel de
pression est relativement faible. Afin de s’assurer de son aptitude a traiter des écoulements dans des
situations d’explosions de matériaux hautement énergétiques, une série de cas tests de difficultés
croissantes est réalisée.

I1.1 Tube a choc TNT-Air en ’absence d’interpénétration

Le code Cheetah 2.0 prédit pour une explosion a volume constant de TNT la pression initiale de
85 578 atm 2 la densité de 1654 kg/m’. Les produits de détonation du TNT sont considérés comme
un gaz parfait 2 Y =3. L’air est traité également comme un gaz parfait 2 Y =14 et a la densité
initiale de 1 kg/ m’. L’interface séparant ces deux matériaux est positionnée initialement en x=0.5 m.
Comme le modele diphasique est résolu en tout point par le méme schéma numérique, chaque
chambre contient un fluide majoritaire et un volume infime de I'autre phase (fraction volumique
initiale égale 2 107°).

La solution numérique sur un maillage a 7000 points est comparée a la solution exacte sur les
graphes suivants a 'instant 0.1015 ms (Figure 6.1) Un maillage de finesse analogue sera utilisé pour
les cas sphériques qui suivront.

9e+009 1800
Be+000 |\ 600
7e+009 1400 |
= 6e+009 | 1200 |
o
< 5e+009 | 2 1000 f
° 2
§ 4e+009 | & 800
[
a 3e+009 | 600 |
2e+009 | 400
1e+009 200 F S
0 ‘ 0 L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Length (m) Length (m)
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Figure 6.1 Tube a choc TNT-Air sans interpénétration. Les courbes en traits rouges correspondent a la solution exacte et
celles en traits verts a la solution numérique. On observe un parfait calcul de la détente ainsi que le respect des conditions

d’interface (égalité des vitesses et des pressions). Cependant la vitesse du choc est légerement surestimée comme I'illustre
le dernier graphe. Ceci est une conséquence de I'extréme rapport de densité initial.

Ce test illustre les difficultés numériques de ce type de simulation. Cependant, 'imprécision sur la
dynamique du choc ne semble pas préjudiciable pour la présente application.

I1.2 Tube a choc TNT-Air avec interpénétration
On renouvelle le méme test que précédemment en tenant compte cette fois des effets

d’interpénétration. Le coefficient de diffusion a été pris égale a D= ;mz /s . Il est constant dans tout

le domaine de calcul.
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Figure 6.2 Tube a choc TNT-air avec interpénétration. Les courbes en traits verts correspondent a la solution numérique
en P'absence d’interpénétration tandis que les courbes en traits bleus correspondent a la prise en compte de ces effets.

Les champs de vitesse et pression sont peu modifiés. La densité de mélange subit de plus
importantes modifications, essentiellement aux abords de l'interface. Les fractions massiques et
volumiques sont davantage diffusées.

I1.3 Explosion sphérique TNT-Air sans interpénétration

On se penche maintenant sur des problemes d’explosions sphériques. Les schémas numériques
permettant de résoudre le modele d’interpénétration en géométrie sphériques sont détaillés en
Annexe H.

Les mémes données que précédemment pour le TNT et I'air sont utilisées. Un maillage a 7000 points
est utilisé. Le rayon initial de la charge est de 7.5 cm, et la pression initiale est toujours 85 578 atm et
la densité de 1654 kg/m’. Les champs de pression, vitesse, densité de mélange ainsi que la fraction
volumique du TNT et sa fraction massique sont représentés ci-apreés en fonction de I'espace a 8
instants équi-répartis entre 0 et 3.36 ms.
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Figure 6.3 Explosion sphérique TNT-Air sans interpénétration.

On observe une atténuation du choc trés rapide. Les profils de fraction volumique du TNT dans les
produits de détonation montrent un gonflement mécanique de Iair pourtant en proportion faible

initialement (0, =10™°). Un phénoméne de type ‘cavitation’ apparait dans les produits de
détonation proche de I'axe.

On peut représenter la position de Iinterface produits de détonation — air a I'aide de la fraction
massique du TNT dans le plan r/R, en abscisse et t/R, en ordonnée, R, étant le rayon initiale de la
charge, c'est-a-dire 7.5 cm dans notre cas.

0.12

1 0.08
1 0.06
1 0.04
1 0.02

— 0
0 10 20 30 40 50 60 70

Figure 6.4 Evolution de l'intetface sans interpénétration dans le plan (R=r/Ro, T=t/Ry). Le temps t est en secondes, et les
rayons r et Ro en métres. Chaque courbe (40 au total) représente une ligne de niveau de la fraction massique des produits
de détonation.

L’interface est bien sur diffusée ici, puisque le schéma de résolution est Eulérien.

I1.4 Explosion sphérique TNT-Air avec interpénétration
On réalise strictement le méme test que précédemment mais en rajoutant linterpénétration. Le

5
coefficient de diffusion est fixé a DZ;m2 /s.
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Figure 6.5 Explosion sphérique TNT-Air avec interpénétration.

Le graphe des fractions massiques met en évidence le phénomene d’interpénétration. Les champs de
vitesse et de pression présentent peu de variations par rapport au cas précédent a I'exception d’effets
excessifs de diffusion numérique du choc.

On peut de nouveau représenter la position de l'interface produits de détonation — air (ici une zone
de mélange) a l'aide de la fraction massique du TNT dans le plan r/R, en abscisse et t/R, en
ordonnée.
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Figure 6.6 Evolution de Tlinterface (qui devient une zone de mélange) avec interpénétration dans le plan
R=t/R,T=t/Ry). Le temps t est en secondes, et les rayons t et Ry en métres.

L’interface a nettement dépassé l'abscisse adimensionnée de 20, alors qu’elle était en retrait
précédemment. Ce dernier graphe montre clairement ’épaississement de la zone de mélange.

Afin de ne pas préjudicier a la capture du choc tout en autorisant Iépaississement de la zone de
mélange, le coefficient d’interpénétration a été modifié en faisant intervenir le produit des fractions
massiques : D =Y, Y,D,.

Les résultats correspondants sont représentés ci-apres.

133



Vol. fraction 1 Mass fractions

0.2r
0.1r
0
1 1.5 2 2.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5
x (m) X (m)
Fluid pressures (Pa) Mixture density (kg/m3)
600000
500000
400000
300000
200000
100000
0
0 0.5 1 1.5 2 2.5 2.5
X (m)
Velocity (m/s)
800
600
400
200 ‘
0 an [
-200
-400
0 0.5 1 15 2 25

x (m)

Figure 6.7 Explosion sphérique TNT-Air avec interpénétration (coefficient de diffusion D variable).

La capture du choc ne subit ainsi plus aucune détérioration, tandis que 'interface subit toujours une
importante diffusion, ce que nous pouvons vérifier sur le graphe suivant.
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Figure 6.8 Evolution de linterface (qui devient une zone de mélange) avec interpénétration dans le plan
(R=1/Ro,T=t/Ry). Le temps t est en secondes et les rayons r et Rg en metres.

ITI. Modélisation de la post combustion

Le mélange des produits de détonation avec I'air permet une réaction de post-combustion. D’apres
Munier (2011), cette réaction s’écrit :
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1kg Produits de TNT + 3,16 kg Air > 4,16 kg Produits finaux
Cette réaction libeére la quantité de chaleur q égale 2 9,963 MJ/kg de TNT.
On note par les indices :
1 = produits de TNT

2 = mélange de gaz contenant l'air et les produits finaux.

A Tissue des étapes hyperboliques et interpénétration, on aura a considérer le systéme suivant :

2 2
S 4%
oa, _ _ a; a, i,
ot Py + P,c;
al GZ
oap), __
ot !
Ot !

Cependant, la phase 2 contient maintenant plusieurs espéces chimiques (air et produits finaux) et la
réaction n’est possible que si les produits de TNT et l'air sont en proportions suffisantes. Plusieurs
¢équations de masse sont donc nécessaires pour décrire les évolutions des concentrations du mélange
de gaz dans la phase 2 :

a(ap)z Yair e _316(0

ot
o(a .
( p)Z medults TNT — rh1 _ Q)
Ot
a<ap)2 meduits finaux — 4 16(1)
ot '

Ou & est le taux de disparition du réactif.

Dans cette modélisation, les produits de TNT (réactif) ont d’abord été transférés dans le mélange de
gaz, puis une réaction de combustion entre I'air et ces produits est réalisée avec le taux &.

En supposant cette réaction infiniment rapide, les produits de TNT dans le mélange de gaz seront

toujours absents : Yy oqustnr = 0. BEn dautres termes, dés que le réactif est transféré au mélange de

gaz contenant l’air, la réaction se produit instantanément.

On en déduit :

G =m,.

Le suivi de deux concentrations est alors suffisant dans le mélange de gaz :

a(ap)z Yair e _3 16m
‘ 1

ot
6(0( p)2 yproduitsﬂnaux — 416m1
ot
La somme de ces deux équations est bien compatible avec 'équation de masse du mélange de gaz :
a(ap)Z - rh1 .
ot

Le modele de post-combustion se résume alors a :
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Y
oa, __ a a .
O  per P,
al az

a<ap)1 :_rh1

ot
o(a

( p)Z :rh1

ot
o(a . )

( p)ZYalr :_3.161'1'11

ot
Une possibilité, efficace sur le plan numérique consiste a considérer que la réaction est instantanée
entre le réactif et Iair.
Pour ce faire, on compare les masses de réactif et d’air dans chaque maille pour déterminer quelle est
le milieu chimique limitant dans la réaction de post-combustion :

* Si(ap),>(ap),y,, /3.16, lair est le milieu limitant, donc
dm= (ap),y,, /3.16

* Sinon, les produits de TNT sont limitant, donc
dm= (ap),

On fait évoluer les masses de la facon suivante :
new old

(ap);*" = (ap);* —dm
(ap)5* = (ap)3” +dm

((Gp)z Y air )ﬂcw = ((Gp)z Y air )Old —3.16dm

Cette étape d’évolution des masses des phases et des constituants est suivie d’une étape de relaxation
des pressions pour déterminer la nouvelle fraction volumique.

Cette méthode présente deux avantages: elle est robuste et elle ne présente pas de cinétique
réactionnelle. La post-combustion est ainsi gouvernée uniquement par l'interpénétration des phases.
Le précédent test d’explosion sphérique avec interpénétration et post-combustion a ainsi été
reconsidéré. Les résultats sont présentés ci-apres.
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Figure 6.9 Explosion sphérique TNT-Air avec interpénétration et post-combustion.

Il apparait clairement que 'onde de choc incidente est plus intense. Les pics de pression sont
supérieurs aux cas précédents en raison de Iénergie libérée par la post-combustion dans la zone de
mélange.

On compare ci-apres la dynamique de la zone de mélange, avec interpénétration et sans post-
combustion, puis avec interpénétration et post-combustion
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Avec post-combustion

Figure 6.10 Evolution de l'interface avec interpénétration et post-combustion dans le plan (R=t/R0,T=t/R0). Le temps t
est en secondes, et les rayons r et RO en metres.

Les contours de fraction massique du TINT sont plus raides en raison de la consommation de cette
variable au contact de Dair.
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IV. Résultats qualitatifs

On représente sur les graphes suivants :

- la position de I'interface au cours du temps,

- les signaux de pression calculés et enregistrés par 7 capteurs Eulériens, positionnés a
10, 20, 30, 40, 50, 60 et 70 rayons de charge.

IV.1 Calcul sans interpénétration et sans post-combustion
2.5e+006

‘capteurs.out' u 1:2 ——
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Figure 6.11 A gauche, évolution de I'interface dans le plan (R=t/R0,T=t/R0), le temps t est en secondes, et les rayons t
et RO en metres. A droite, sighaux de pressions en fonction du temps.

Ici, interface atteint la position max de 17 a 18 RO avant de se contracter, pour un pic de pression
sur le premier capteur d’environ 24 bars. Ce cas test correspond a la situation de référence par
rapport aux cas qui vont suivre.

IV.2 Calculs avec interpénétration et sans post-combustion

Plusieurs simulations sont réalisées avec des parameétres d’interpénétration croissants. On utilise un
coefficient de diffusion de la forme D =Y,Y,D, afin qu’il soit maximum au niveau de I'interface et
quasi-nul dans les phases pures. Cela permet de ne pas faire diffuser les ondes de choc et de détente
comme on I’a vu précédemment.

e D, =1
0
2:5e+006 ‘capteurs.out' u 1:2 ——
‘capteurs.out' u 1:3
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Figure 6.12 A gauche, évolution de I'interface dans le plan (R=t/R0,T=t/R0), le temps t est en secondes, et les rayons t
et RO en metres. A droite, sighaux de pressions en fonction du temps.

Les résultats different peu du cas de référence.

e D,=10
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Figure 6.13 A gauche, évolution de l'interface dans le plan (R=t/R0,T=t/R0), le temps t est en secondes, et les rayons
et RO en meétres. A droite, sighaux de pressions en fonction du temps.

Le premier pic de pression apparait ici comme légérement atténué, mais surtout le recul de l'interface
est considérablement réduit. Celle-ci se stabilise aux alentours de 17-18 R0, sa position maximale
avoisinant les 20 RO.
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Figure 6.14 A gauche, évolution de l'interface dans le plan (R=t/R0,T=t/R0), le temps t est en secondes, et les rayons t
et RO en meétres. A droite, sighaux de pressions en fonction du temps.

Le premier pic de pression est de nouveau un peu plus atténué. L’interface devient maintenant une
zone de mélange prononcée dont Pextrémité dépasse 20 RO et croit 1égerement avec le temps.

On observe maintenant les effets de la post combustion pour ces trois valeurs du parametre
d’interpénétration.

IV.3 Calculs avec interpénétration et post-combustion
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Figure 6.15 A gauche, évolution de l'interface dans le plan (R=t/R0,T=t/R0), le temps t est en secondes, et les rayons t

et RO en meétres. A droite, sighaux de pressions en fonction du temps.
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Par rapport au cas précédent ou la post combustion était absente, la dynamique de l'interface a peu
varié. Le premier pic de pression est passé de 24 bars a 25 bars a cause de I'énergie dégagée par la
post-combustion.
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Figure 6.16 A gauche, évolution de I'interface dans le plan (R=t/R0,T=t/R0), le temps t est en secondes, et les rayons
et RO en metres. A droite, sighaux de pressions en fonction du temps.

Le premier pic de pression avoisine maintenant les 28 bars. En effet, la post-combustion est
favorisée par une interpénétration de I'air et des produits de détonation du TNT plus importante.
L’énergie libérée est donc plus grande.

Pour le méme coefficient d’interpénétration, l'interface se stabilisait précédemment aux alentours de
17-18 RO. Elle atteint maintenant les 20 RO. L’énergie dégagée par la post-combustion entraine une
augmentation de I'intensité du choc, et par conséquent une plus grande diffusion de I'interface.
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Figure 6.17 A gauche, évolution de l'interface dans le plan (R=t/R0,T=t/R0), le temps t est en secondes, et les rayons t
et RO en meétres. A droite, sighaux de pressions en fonction du temps.

Le premier pic de pression atteint maintenant pratiquement 35 bars. On rappelle qu’il était d’environ
24 bars pour le premier capteur lorsque ni linterpénétration, ni la post-combustion n’étaient
considérés. L’interface atteint maintenant un rayon quasi-stationnaire d’environ 25 R0, a comparer
aux 15 RO résultant du premier calcul, sans interpénétration ni post combustion.

Les effets liés a la post combustion sont donc considérables, autant en ce qui concerne la taille de la
boule de feu que les signaux de pressions.

V. Comparaison avec les expériences

On réalise maintenant des tests de comparaisons avec des résultats expérimentaux d’explosions de
TNT et de HMX. Ces expériences ont été réalisées au Centre d’Etude de Gramat (CEG) par Laurent
Munier. Les données expérimentales fournies sont le rayon de I'explosion en fonction du temps et
les signaux de pressions mesurées par 3 capteurs disposés a 3 distances différentes de la charge
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explosive. Pour valider le mod¢le d’interpénétration, il faut ajuster le parametre de diffusion D,

permettant d’avoir des résultats numériques les plus proches possibles des résultats expérimentaux
aussi bien au niveau du rayon de I'explosion que des signaux des pressions.

Les rayons maxima des boules de feu observées varient entre 23 et 26 fois le rayon de la charge
initiale.

Pour l'instant, on se focalise sur I’étude du TNT, qui pose déja un certain nombre de questions. On
examinera plus tard le cas du HMX.

V.1 Conditions initiales

Toutes les simulations réalisées par la suite et comparées aux expériences utilisent une condition
initiale correspondant a la propagation dune détonation CJ] (Chapman-Jouguet) sphérique
divergente. Les conditions de pression dans ’état CJ et la vitesse du front associé sont obtenues a
I'aide d’un code thermochimique tel que Cheetah 2.0 par exemple qui prédit la pression de 85 578
bars au point C] pour une charge de TNT de densité initiale 1645 kg/m’.

Pour calculer correctement les profils initiaux, on utilise I’algorithme publié par Massoni et al. (2000)
que 'on décrit dans ’Annexe K. Il s’agit d’'une méthode de ‘suivi de détonation’ en coordonnées
sphériques. Les profils de pression, vitesse et densité correspondants sont représentés ci-apres. Le
rayon de la charge est de 75 mm.
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Figure 6.18 Profil initiaux de pression, vitesse et densité dans une charge de 75 mm de TNT. L’équation d’état utilisée est
celle des gaz parfaits.

L’équation d’état qui a été employée ici est celle du gaz parfait, avec le coefficient polytropique
calculé au point CJ, c'est-a-dire y=3.

V.2 TNT traité en gaz parfait, sans interpénétration et sans post combustion

On compare tout d’abord les résultats du code d’explosion sphérique avec les résultats
expérimentaux en n’utilisant aucun effet d’interpénétration ni de post-combustion.

141



16

14 - \ ]

Pressure (atm)

0 00005 0.001 0.0015 0.002 0.0025 0.003 0.0035 0.004
t(s) ?

Figure 6.19 Comparaisons des sighaux de pressions expérimentaux et simulés sans interpénétration a 3 distances
différentes du centre de la charge. Le premier est a Im (résultat numériques en rouge, résultats expérimentaux en vert), le
second a 2m (numérique en bleu, expérimental en rose), et le troisieme a 3m (numérique en bleu foncé, expérimental en
marron). Les signaux expérimentaux sont faciles a repérer car les profils sont bruités tandis que ceux calculés ont des
profils lisses.

Pour le premier capteur, 'accord est excellent. Pour le deuxieme capteur, le signal simulé est retardé
et présente une amplitude insuffisante. Pour le troisieme capteur, l'accord est correct mais Iarrivée
du choc est retardée.

On compare maintenant ’évolution du rayon de lexplosion calculée numérique aux résultats
expérimentaux.
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Figure 6.20 A gauche, évolution de Iinterface dans le diagramme (X,T) calculée numériquement. I’explosion atteint un
rayon max d’environ 18R0. A droite, rayon expérimental de I'explosion dans le diagramme (X,T). Le maximum du rayon
est 24 RO. Il n’est pas surprenant que le rayon maximal simulé soit bien inférieur au rayon maximal expérimental.

On rajoute maintenant a notre simulation linterpénétration ainsi que la post-combustion. On
sattend a ce que les résultats sur le rayon de I'explosion soient meilleurs, et que les quelques
différences sur les sighaux de pressions soient corrigées.

V.3 TNT traité en gaz parfait avec interpénétration et post combustion

On rappelle qu’un seul parametre est utilisé dans le modéle d’interpénétration Il s’agit du parametre
de diffusion D,. On choisit ce paramétre de manicre a obtenir un rayon maximal de I'explosion
proche de celui qui est mesuré expérimentalement.

Sur le graphe suivant on représente le rayon de la boule de feu avec et sans effet d’interpénétration.
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Figure 6.21 Evolution de linterface dans le diagramme (X,T) avec et sans interpénétration. Le rayon maximal de
I'explosion avec interpénétration (23 RO) est plus proche du rayon maximal mesuré expérimentalement (24 RO).

Avec D, fixé a 100, on parvient 2 modéliser correctement I’évolution du rayon de I'explosion. On

s’'intéresse maintenant aux signaux de pression.
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Figure 6.22 Comparaisons des signaux de pressions expérimentaux et simulés avec interpénétration a 3 distances
différentes du centre de la charge. Le premier est a 1m (résultat numériques en rouge, résultats expérimentaux en vert), le
second 2m (numérique en bleu, expérimental en rose), et le troisiéme a 3m (numérique en bleu foncé, expérimental en
marron). Les signaux expérimentaux sont faciles a repérer car les profils sont bruités tandis que ceux calculés ont des
profils lisses.
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On remarque que le pic de pression calculé au niveau du second capteur présente un accord
nettement meilleur avec les résultats expérimentaux que précédemment. En revanche, au niveau du
premier capteur, la pression dépasse la valeur expérimentale mais reste dans erreur de mesure. En
effet, le signal expérimental ne présente pas une montée franche. Sur le troisi¢me capteur, 'onde de
pression calculée, légerement trop forte, est trop rapide par rapport a celle mesurée.

Ceci est peut étre une conséquence du parametre d’interpénétration qui est pris constant durant
toute la simulation et qui conduit a des réactions retardées assez intenses. On peut aussi imaginer que
la réaction de post-combustion doive étre interrompue lorsque le mélange de gaz présente une
température inférieure a un certain seuil. Le calcul d’'une température de gaz réaliste avec une
¢équation d’état simplifiée n’étant pas trivial, ce probleme a été laissé de coté pour I'instant.

Si on revient sur le premier capteur, on peut noter que la décroissance de pression est assez
nettement au dessus de la mesure. On peut donc penser que la post combustion augmente trop
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fortement la pression mesurée sur le premier capteur et vient ainsi améliorer les prédictions sur le
deuxi¢me capteur.

Ces remarques nous amenent aux conclusions suivantes : Les effets d’interpénétration et de post-
combustion permettent de calculer convenablement le rayon de I'explosion, mais la précision est
peut étre perfectible en ce qui concerne les signaux de pression.

On peut alors remettre en question le choix de I'utilisation de I’équation d’état des gaz parfaits pour
les produits de détonation du TNT. Dans le paragraphe suivant, on utilise 'équation d’état de Jones-
Wilkins-Lee (Lee, Hornig, and Kury, 1968) plus adaptée pour traiter des problemes d’explosions
(Annexes I et ])

V.4 TNT traité avec I’équation d’état JWL sans interpénétration ni post combustion
L’utilisation de 'équation d’état JWL est délicate pour les raisons suivantes :
- I’écoulement que 'on modélise est diphasique.
- Les solveurs de relaxation de pressions doivent étre adaptées (on rappelle que jusqu’a
présent ils ont été construits en utilisant ’équation d’état stiffened-gas). De plus, I'équation
d’état JWL doit étre prolongée en dehors de son domaine de validité pour ne pas conduire a
un blocage lors de T'emploi de la méthode de Newton utilisée dans la relaxation des
pressions.
-La modélisation du transfert de masse a du étre adaptée, car 'équation d’état JWL contient
des fonctions de la densité qui transférent (ou retranchent) artificiellement de ’énergie lors
du transfert de masse.

En préalable, la condition initiale a été recalculée avec la méthode décrite dans Massoni et al. (2000),
cette fois en tenant compte de 'équation d’état JWL. Les graphes sont présentés sur la Figure 6.23.
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Figure 6.23 Profil initiaux de pression, vitesse et densité dans une charge de 75 mm de TNT, en utilisant deux équations

d’états différentes : JWL en rouge, gaz parfait en vert. On constate que les différences sont infimes.

On simule maintenant la détonation et on trace I’évolution du rayon de la boule de feu. Les résultats
sont représentés ci-apres :
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Figure 6.24 En haut, évolution de linterface dans le diagramme (X,T) en utilisant ’équation d’état des gaz parfait a
gauche et JWL a droite. En bas, comparaisons des signaux de pressions expérimentaux et simulés sans interpénétration
ni post-combustion a 3 distances différentes du centre de la charge. Le premier est 2 Im (résultat numériques en rouge,
résultats expérimentaux en vert), le second 2m (numérique en bleu, expérimental en rose), et le troisieme a 3m
(numérique en bleu foncé, expérimental en marron). A gauche, on a utilisé ’équation d’état des gaz parfait, a droite
Iéquation d’état JWL. Cette derniere donne de bien meilleurs résultats.

Le premier signal de pression est maintenant parfaitement reproduit avec 'équation d’état JWL. Le
deuxiéme signal est reproduit avec un trés bon niveau de fidélité. Le troisiéme signal est un peu trop
rapide.

Un désaccord subsiste toujours sur le troisiéme capteur, y compris avec 'équation d’état JWL, mais
cette derni¢re ne peut pas étre considérée comme une équation d’état parfaite.

Cependant, on rappelle que la post-combustion n’était pas considérée, et en observant les résultats
calculés avec équation d’état JWL, il semble que la post-combustion ne doive rien apporter.

On compare le rayon de Texplosion calculé avec I'équation d’état JWIL avec les données
expérimentales (Figure 6.25).
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Figure 6.25 Rayon expérimental (en rouge) et simulé sans interpénétration, sans post-combustion et avec ’équation d’état
JWL (en vert) de explosion dans le diagramme (X,T).

Les deux trajectoires du rayon de I'explosion (Figure 6.25) sont quasiment confondues sur la durée
0 — 0.01 t/RO. Ceci signifie que sur cette durée, l'interpénétration est absente. Par conséquence, la
post combustion ne peut s’y produire.

En revenant aux graphes de pressions, on s’apercoit que les pics de pressions apparaissent a des
temps bien inférieur 2 0.01 t/RO : le temps maximum des obsetvations est de 'ordre de la moitié de
ce temps. Cela signifie que durant la durée totale d’observation des signaux de pression,
Iinterpénétration est absente. Si un effet doit se produire sur les signaux de pression, il se produira
sur des échelles de temps nettement supérieures.

Pour confirmer cette conclusion, on réalise le méme test en ajoutant maintenant les effets

d’interpénétration et de post-combustion.

V.5 TNT traité en JWL avec interpénétration et post combustion
On renouvelle la simulation avec interpénétration et post-combustion, de nouveau avec ’équation

d’état JWL ainsi que le profil de détonation initial approprié. Le paramétre de diffusion D est

toujours pris égal a 100, comme pour la simulation en gaz parfaits.
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Figure 6.26 Comparaisons des signaux de pressions expérimentaux et simulés avec interpénétration et post-combustion a
3 distances différentes du centre de la charge. Le premier est a 1m (résultat numériques en rouge, résultats expérimentaux
en vert), le second 2m (numérique en bleu, expérimental en rose), et le troisitme a 3m (numérique en bleu foncé,

Pressure (atm)

expérimental en marron).

Le signal sur le premier capteur de pression présente un pic et une décroissance largement
surestimés. Le deuxieme signal est en bon accord et le troisieme en trés mauvais accord.
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On voit donc tres clairement les effets de la post combustion sur le premier capteur. Cependant, ces

effets non négligeables ne sont pas ceux observés expérimentalement.
Par contre, I'interface présente une trajectoire en meilleur accord avec les expériences, du moins au

temps longs. Ci-apres, sont comparées les trajectoires numériques avec et sans interpénétration (et
post combustion).

0.08
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-1 0.06
4 0.05
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4 0.03
4 0.02

4 0.01

Figure 6.27 Evolution de I'interface dans le diagramme (X, T) avec et sans interpénétration.

Il est clair que les effets d’interpénétration sont favorables. On compare I’évolution du rayon de

I'explosion simulée avec les données expérimentales.
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Figure 6.28 Rayon expérimental (en rouge) et simulé avec interpénétration, post-combustion et avec JWL (en vert) de

I'explosion dans le diagramme (X, T).

On s’apercoit qu’avec le paramétre de diffusion D, fixé a 100 m?/s, I'expansion de I’explosion est

surestimée sur les temps court (<0.01t/R0), mais est correcte sur les temps longs. En d’autres
termes, I'interpénétration est exagérée aux temps courts alors qu’elle est correcte aux temps longs.

On rappelle que sur les temps courts, lorsqu'on utilise I’équation d’état JWL, on n’a pas besoin de
Iinterpénétration et de la post-combustion pour reproduire correctement le premier pic de pression
(Figure 6.24). 11 semble donc qu’on ne doit pas utiliser un parametre de diffusion D constant. Pour

vérifier ce scénario, on n’active I'interpénétration (et donc la post-combustion) qu’a partir du temps

0.01 t/RO c'est-a-dire 0.75ms.

V.6 TNT en JWL avec interpénétration et post combustion au-dela de 0.01 t/R0
Les trois figures caractéristiques sont représentées ci-apres :
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Figure 6.29 Comparaisons des signaux de pressions expérimentaux et simulés avec interpénétration et post-combustion
(a partit de t/R0=0.01) a 3 distances différentes du centre de la charge. Le premier est 4 1m (tésultat numériques en
rouge, résultats expérimentaux en vert), le second 2m (numérique en bleu, expérimental en rose), et le troisieme a 3m
(numérique en bleu foncé, expérimental en marron).

L’accord est excellent sur les deux premiers capteurs. L’erreur sur le troisieme capteur semble étre un
probléme de loi d’état JWL aux basses densités.
La trajectoire de la zone de mélange est comparée au cas sans interpénétration ci-apres :
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Figure 6.30 Evolution de Iinterface dans le diagramme (X,T) avec et sans interpénétration.

Durant la période 0-0.01 t/RO, les deux trajectoires sont confondues. Au dela, le modéle
d’interpénétration produit une zone de mélange.
On compare enfin les trajectoires expérimentales et numériques :

Figure 6.31 Rayon expérimental (en rouge) et simulé avec interpénétration, post-combustion et avec JWL (en vert) de
Pexplosion dans le diagramme (X,T). I’accord est trés acceptable.
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V.7 Conclusions sur le TNT
Les précédentes analyses sur le cas de lexplosion de TNT nous conduisent aux conclusions
suivantes :

- Une équation d’état de gaz réel doit étre utilisée. JWL est une option, mais sa formulation est
mal adaptée aux modeles multiphasiques. Par ailleurs, elle semble manquer de précision aux
basses densités. Une procédure de fitting des parametres JWL utilisant un nombre de points
beaucoup plus important pourrait étre utile pour ce dernier défaut.

- Le profil initial de la détonation doit étre calculé (Massoni et al., 2000)

- Dlinterpénétration ne peut pas étre introduite tant que le mouvement de linterface est
accéléré. En effet, le fluide lourd a lintérieur de la charge est séparé du fluide léger a
Pextérieur par une interface stable au sens de Rayleigh-Taylor. L’interpénétration n’a pas lieu
lorsque 'onde de choc franchit l'interface dans le sens lourd-léger. En revanche, 'onde de
détente réfléchie entraine I'accélération de l'interface dans le sens léger-lourd, et ce n’est pas
qu’a partir de cet instant que 'interpénétration (et par conséquent la post-combustion), entre

en jeu.

Les effets de post-combustion peuvent résulter en quelque effet de souffle, au méme titre qu'une
déflagration gazeuse. Ils résultent assurément en une expansion de la boule de feu.

VI. Vérification du scénario sur le HMX

Dans cette partie, nous allons vérifier que les conclusions sur le TNT sont aussi valables pour un
autre explosif : le HMX. On utilise donc I’équation d’état JWL et on calcule les profils initiaux de
détonation sphérique. Le code Cheetah 2.0 prédit pour une explosion a volume constant de TNT la
pression initiale de 171 900 atm 2 la densité de 1905 kg/ m’. Les produits de détonation du TIN'T sont
considérés comme un gaz parfaita Y =3.2414. La charge sphérique a un rayon initial RO=63 mm.

VI.1 Simulation sans interpénétration et sans post-combustion
On commence par simuler Pexplosion sans considérer I'interpénétration, ni la post-combustion. Des
capteurs de pression sont disposés a 31,72 RO et 47,27 RO.
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Figure 6.32 Comparaisons des signaux de pressions expérimentaux et simulés sans interpénétration ni post-combustion.
Deux signaux expérimentaux sont fournis pour le premier capteur (vert et rose) et un pour le second capteur (marron).
La pression simulée du premier capteur est en rouge, celle du second capteur est en bleu.

Pour le premier capteur, il apparait que la pression simulée est inférieure a la mesure. Il en est de
méme pour le deuxieme capteur, ou la courbe bleue est inférieure a la mesure.

Le choc secondaire, mesuté par le premier capteur a 0.0037 t/RO environ est obtenu avec une
amplitude plus faible et est assez retardé, puisqu’il apparait a environ 0.0048 t/RO.
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La position de linterface est représentée sur la figure suivante. Elle atteint un maximum de 19 RO
alors que la mesure expérimentale dépasse 25 RO.
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Figure 6.33 Evolution de Iinterface dans le diagramme (X,T) avec et sans interpénétration.

VI.2 HMX avec interpénétration et post combustion
On effectue maintenant les mémes simulations, mais en tenant compte de l'interpénétration et de la
post-combustion dés le début de la simulation. Le coefficient de diffusion D, est fixé a 100 m?/s.

La réaction de post-combustion s’écrit maintenant :

1kg Produits de HMX + 0.93 kg Air => 1,93 kg Produits finaux
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Figure 6.34 Comparaisons des signaux de pressions expérimentaux et simulés avec interpénétration et post-combustion.

L’amplitude du premier signal de pression semble maintenant parfaite, mais on observe toutefois que
le pic ne pression est légerement en avance. Le choc secondaire enregistré par le premier capteur est
maintenant davantage en phase, mais il est maintenant lui aussi en avance.

Le deuxieme signal est encore plus précoce que le premier et son amplitude est exagérée par rapport
aux mesures.

On observe I’évolution de I'interface au cours du temps.
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Figure 6.35 Evolution de I'interface dans le diagramme (X, T) avec et sans interpénétration.

Les effets de I'interpénétration sont nets. Cependant, la position maximale de I'interface est exagérée,
car elle atteint un rayon adimensionné de l'ordre de 30, ce qui signifie que le parametre
d’interpénétration a été surestimé. Cela importe peu pour la suite.

VI.3 Analyse des résultats du HMX

Les signaux de pressions qui viennent d’étre obtenus semblent en meilleur accord lorsque la post-
combustion est considérée que lorsqu’elle ne I'est pas. Ceci vient contredire les conclusions établies
lors de I’étude du TNT.

Cependant, la position des capteurs dans les deux tests ne permet pas de comparer les résultats pour
les deux explosifs (TNT et HMX). On rappelle que les positions des capteurs de pression pour le
TNT sont 13.58 R0, 27.16R0 et 40.75 RO alors que celles des capteurs pour le HMX sont 31.72R0 et
47.27R0.

Ainsi, le premier capteur du HMX se situe entre le deuxiéme et le troisiecme du TINT. Le deuxiéme
capteur du HMX est encore plus loin. Or, dans le cas du TNT, on a observé pour les capteurs
¢loignés un manque de précision certainement du aux limites de ’équation d’état dans les basses
densités.

Pour comparer les résultats du HMX a ceux du TNT, on reproduit les signaux expérimentaux du
HMX sur la figure suivante ainsi que ceux calculés en I'absence de post-combustion. On ajoute sur
ce graphe le signal de pression du premier capteur du TNT. Ce signal devrait étre assez proche de
celui mesuré pour le HMX puisque cet explosif est plus énergétique que le TNT et la masse de la
charge légerement inférieure.
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Figure 6.36 Comparaisons des signaux de pressions expérimentaux et simulés avec interpénétration et post-combustion.

Pressure (atm)

Sur cette échelle, on voit ainsi que les erreurs commises sur le HMX ne sont pas si grandes. Elles
sont de 'ordre de grandeurs de celles observées pour les signaux de pressions du TINT.
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Pour s’en assurer, on compare les résultats obtenus précédemment pour le TNT avec ceux du HMX.

I’accord obtenu pour les capteurs 2 et 3 du TNT est proche de celui obtenu pour les capteurs 1 et 2
du HMX.
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Figure 6.37 Comparaisons des signaux de pressions expérimentaux et simulés avec interpénétration et post-combustion.
En haut, I'explosif est le HMX, en bas, c’est le TNT.

Ainsi, il semble que 'amélioration de ces simulations, si elle est nécessaire, passe avant tout par
Pamélioration de la loi d’état et plus accessoirement par lintroduction d’effets physiques
supplémentaires.

VII. Loi empirique pour le coefficient de diffusion
Nous avons vu que, pour les deux exemples d’explosions sphériques traités, le parametre
d’interpénétration D, est de Pordre de 100 m*/s. Le rapport de pression est de Pordre de 100 000.
Dans le chapitre précédent, pour les deux cas des instabilités de Richtmyer-Meshkov, le parametre
D, était de I'ordre de 0.1 m*/s. Le rapport de pression entre les chambres ‘haute pression’ et ‘basse
pression’ dans cette expérience est de 4,35 pour le cas lourd/léger et 4,78 pour le cas léger/lourd.
On retient donc que pour des rapports de pression initiaux de lordre de 4 a 5, le coefficient
d’interpénétration est de 'ordre de 0.1. Lorsque le rapport de pression est de 'ordre de 100 000, ce
méme coefficient est de 'ordre de 100. On déduit de ces quelques tests la loi suivant sur le
coefficient d’interpénétration :
0.7
— PHP
D=Y,Y,0.03 —

BP
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VIII. Conclusion

Le mélange des produits de détonation avec lair et les effets de post-combustion ont été traités avec
succes a I'aide d’'un modele innovant comportant un seul parametre, controlant la taille de la zone
d’interpénétration. Une loi générale a été obtenue pour ce parametre, sur la base d’expériences en
tube a choc et sur des explosions sphériques aériennes. Cette loi pourra étre améliorer avec d’autres
tests d’explosions sphériques.

Ce modcle a été obtenu grace a une nouvelle interprétation de la viscosité artificielle, couramment
employée dans les méthodes de capture de discontinuités dans les écoulements compressibles. Nous
avons démontré que les méthodes de viscosité artificielle étaient cohérentes par rapport a la seconde
loi de la thermodynamique, ceci grace a 'utilisation d’un systeme hyperbolique augmenté.
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Conclusion générale
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Le phénomeéne d’interpénétration de deux fluides au niveau d’une interface est da aux instabilités
multidimensionnelles qui se développent a son voisinage. Un modéle unidimensionnel a été
recherché pour traduire I'effet d’interpénétration au travers du déséquilibre de vitesse de ces phases.
A partir de cette considération, trois modecles d’interpénétration ont été construits avec pour point
de départ le modele diphasique de Baer and Nunziato (1986).

Le premier modele (Chapitre 3) de type Darcy est obtenu par un développement asymptotique a
Pordre 1 du modele de Baer and Nunziato (1986) dans la limite des forts coefficients de relaxation
des pressions et des vitesses. Il possede un seul parametre et permet de reproduire I'épaississement
d’une interface. Cependant, celle-ci doit se situer dans un gradient de pression. Sur le plan numérique
la présence des termes de diffusion conduit a de fortes restrictions sur le pas de temps et par
conséquent a des temps de calcul conséquents. Les phénomenes inertiels d’interpénétration étant
absents, le modéle n’a pas permis de simuler correctement linterpénétration de fluides lors
d’instabilités de type Richtmyer-Meshkov.

Un second modele d’interpénétration, prenant en compte les effets inertiels, a alors été construit. Il
est obtenu par un développement asymptotique a 'ordre 0 du modele de Baer and Nunziato (19806)
dans la limite des forts coefficients de relaxation des pressions mais pas des vitesses. Il fait intervenir
deux paramctres : le coefficient de relaxation des vitesses et un coefficient de ‘perméabilité¢’ de
I'interface. La zone de mélange peut maintenant évoluer aprés passage d’une onde de pression, sur la
base de la quantité de mouvement relative accumulée. Le modcle ne faisant pas apparaitre de terme
diffusif, les restrictions numériques rencontrées précédemment avec le modele de type Darcy sont
supprimées. Néanmoins, la méthode de résolution numérique proposée est complexe : sur chaque
bord de maille on doit résoudre un probleme de Riemann a cinq ondes, une d’elles étant stationnaire.
Ce modcle a toutefois permis de simuler de fagon trés satisfaisante 'interpénétration de fluides par
instabilités de type Richtmyer-Meshkov dans le cas léger/lourd. Malheureusement, dans le cas
lourd/léger, les résultats expérimentaux montrent que la forme de Pinterface s’inverse lorsqu’elle est
traversée par londe de choc. Ce processus difficile a traduire dans une approche
monodimensionnelle s’est avéré bloquant. C’est la difficulté essentielle rencontrée durant ce travail
de these. Ce modele s’est donc avéré plus complet que le précédent, mais encore insuffisant.

Afin de contourner le probleme de retournement de I'interface, un modele de diffusion artificielle a
été construit dans le Chapitre 5. Il s’agit d’une autre limite admissible au sens thermodynamique du
modele d’interpénétration du Chapitre 4. Le nouveau modele ne fait intervenir qu’un seul parametre
qui est le coefficient de diffusion artificielle. Comme le modele de type Darcy, il fait apparaitre des
termes de diffusion. Cependant, la méthode de résolution numérique peut se formuler de facon
implicite, permettant I'emploi de pas de temps tout a fait raisonnables. Ce modecle permet de
contourner le probleme d’inversion de la forme de linterface, produisant ainsi des résultats tres
satisfaisants dans les deux cas léger/lourd et lourd/léger des instabilités de Richtmyer-Meshkov.

Ce dernier modele a pu étre validé sur des problématiques plus complexes d’explosions sphériques.
Il a alors fallu modéliser les réactions chimiques de post-combustion et utiliser des lois d’état
adaptées pour calculer correctement le champ de pression. L.a comparaison des résultats numériques
et expérimentaux sur plusieurs cas tests a permis d’établir une loi empirique sur le coefficient de
diffusion, grace a laquelle le mod¢le de diffusion ne possede plus aucun parametre.

Plusieurs perspectives sont désormais envisageables.

La premicére serait de vérifier la loi empirique du parametre de diffusion sur davantage de cas tests et
éventuellement d’accroitre sa précision. Le modele de diffusion d’interface pourra ainsi étre un outil
permettant de calculer avec précision le rayon d’une explosion sphérique sans nécessiter
d’expérience préalable. On peut aussi envisager d’améliorer les simulations d’explosions sphériques
en prenant en compte les effets de particules solides noyées dans I'explosif qui viendraient traverser
I'interface.
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Ensuite, il serait intéressant de revenir au mod¢cle d’interpénétration par déséquilibre de vitesse
(Chapitre 4) qui pour I'instant ne possede pas toute les caractéristiques nécessaires pour traiter le
probléeme d’inversion d’interface. Il faudrait pour cela que la vitesse relative change de signe au
moment de 'inversion. Cette voie reste a approfondir.

Enfin, méme si actuellement ce modéle ne permet pas de simuler tous les cas d’épaississement
d’interface, il peut toutefois s’avérer utile pour traiter des problémes d’écoulements diphasiques en
déséquilibre de vitesses. Cette perspective intéressante est aussi a approfondir.
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Annexe A. General two-phase flow model with velocity drift, heat and mass transfer
In the presence of mass transfer, System (II1.2) becomes:

o(ap), , 0(ap)u _ depY, Y,w _

ot ox X o
o(ap), , 0(aP)U  dep Y, Y,w _ N (A1)
ot ox ox
opu 6pu2 +p
+ =
o s e
dp E +6(p E +p)u +6sp Y, Y,w(h,-h,) - pug
ot ox 16)4 '

where admissible forms of the mass transfer term m, have to be determined.
As previously volume fraction and entropy equations have to be determined, first for system closure
and second to check thermodynamic compatibility.
These equations are determined on the basis of a system composed of:
- the mixture energy equation,
- the pressure equilibrium constraint.
Combination of mass, momentum and energy equation of System (A.1) yield to the following
equation:
de, dv_ 10epY,Y,w(h,~h)_
dt P dt p 0X

Masses equations can be written as:

dy, zlasp Y, Y,w A

dt p 0X p
dy, __108p Y, YoW rhy
dt p 0X p
The mixture energy equation thus becomes:
d d ath, —h,) M
YlTld_? +Y,T, d_stz +eY, Yz“’# =(h, - hl)Fl
It is worth to mention that this equation can also be written as:
ds, dss, oh, 0s, (dh, 0s,
Y TI,—+Y,T,—==+&Y Y,w -T - -T h,—h)—
Pldt %7 dt VoW o T Tk T ax )T 1)
d
Where —= :i+uk i, k =0,1,2
t Ot Ox
1 0p_0h, Os, _1 1_1)op
N h —& and W=—pY,Y,| ——— |—, :
oting that, o, 3 e =T, PN an A, pY,; 2(p1 0, | ox we get
dlsl dzsz ey 2 m,
Y. T, +Y,T. =—w"+(h,-h)— A2

On the other hand, the pressure equilibrium constraint,
pl (pl ’Sl ) = pZ(pZ’SZ)’
under differential form becomes:

ds, _ dp2 ds
= +p,I, T, —2,
dt dt pZ 272

dp
c; d1+p1r T,

with,



s =p, [, T, and 9 =c,.
Os o ap, ).

s,
This identity can be written as:

dp ds, 651 2 dp d,s 0s
ci—L+p, I T, | 2t +eY,w—2 —24p,,T,| —22-gY,w—2
T P l( dt ox ) dr P d ' ox
Le.
ds, d,s r,T os ,I,T,0s ,dp ,dp
rT 2-p T, 2 2+gpY,Y,w| 11 L4222 —2_cz L
Prah gy TR ey plz(alax azaxj “dt *odt
Masses equations imply:
dp, _ 1 3epY,Yow _p, da, _du
dt a ox a, dox a,
dp, _ 1 o0epY,Y,w p,da, ou m,
e e — _— 2 _— =
dt a, 0x a, dt ox da,
Thus :
2 2 2 2 2
Cg dp, _Clz dp, :_asp Y, Y,wW G LG | PG PG da, +(p1012 _pzcg)%_ G, G
dt dt 0X a, 0, a, a, ) dt ox a,
The pressure equilibrium condition becomes:
d,s p,C;  P.C
r T lsl _ r T 252 — 1 1 + 22 X
I S s
o, 12_ 1 Jou, 1 (ul+a_§j(asp Y1Y2w_mlj
da, o2 p.c’” p,c, )X PP G € 0x
dt
&(r—spY Y,WT, 9, I, epyY, Y, wT, a—J
| plc pzcz ox a, 0X |
Thanks to the analysis conducted in Section (III.1) the volume fraction equation reads:
o, 1 2_ 1 Jou, 1 (al +0(_22J(asp Y, Y,w _mlj
P.Cy pZC2 OX P1P2 Cl C; 0x
dat, =pc, | +—22%2 r—spY Y,WT, 95, T epY, Y, WwT, —2 95, (A.3)
dt P.CP,C) ox a, ax
a,a I
+ 1¥2 _1Q 2 Q j
plcfpz(:S(al ta,
And the pressure equilibrium equation becomes:
pIy T, Sop,rr, S22 =i, - 2, (A4
dt a, a,
. . H, T, +H,T,
Wlth Q1=H1(T _Tl) 5 QZ_ (T T)andT W

Determination of the phases’ entropy equations consists in solving system composed of (A.2) and

(A4).

alplﬁ-T—{ﬁraAow%ﬁr(h
1

-h,)m, +
dt I—l I—l 2 1) 1 Ql}
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&8 - 1% g w - %21
d T,|r, ° r,

They can also be expressed as:

a0, — = - hz)m1 +Q2}

oap,s , dapus depY Y,ws _ 1 |a, , [ @ .
+ - == % w?+| S, -h) +T,s, |m, +
ot ox ox T r (N =h)* s, i+ Q,
da ,p,S 00( u 0g YY S a :
3‘:2 2 25; % &P 2== { 2 eA W [FZZ r(h, _h2)+T252jm1+Q2}Th
erefore the mixture entropy equation reads:
a(alplsl +(12p282)+ a(alplsl +(}2p282)u + asleYZW(Sz _51) — o, + a, Feh . w2
ot Ox X rT, TI,T, °
1 2 a a, :
+—H(T,-T) +| —+ h,-h)-T (s m
=T (rm = ](( )T 6 -s))m,
LI
. rbr
with,i:L‘FL and T =——"—2
H, H, a, + a,
rlTl |—2T2

In order to fulfil the inequality entropy, the mass transfer term has to be modelled as:

m; =V(g, —g)

Where V is a relaxation parameter that controls the rate at which generalized Gibbs free energies
become equals. Generalized Gibbs free energies are defined by:

-T’s,

This modelling ensures system relaxation to thermodynamic equilibrium.

Finally, when topological information are known, as for example with bubbly or droplet flows, in
which the assumption of spherical inclusions is valid, conservation equations for the number of
particles or bubbles per unit volume can be added to the system to determine the parameter

eE=1/A:

gk = hk

ON, N ON,u _ ON.eY,w _ N
ot ox 0x !

oN, N oON,u N ONEY,W _ N,
ot ox ox

Kinetic laws regarding N, are usually based on the Weber number.

From O, =—TR;N, the inclusions radius is determined and the specific interfacial area is given by:
A, =4TRN, .
To summarise, the new two-phase flow model, in three dimensions reads:
a,0, 1 5 1 5 (div(u) + [0(21 + 92 j(dlvs(p Y, Y W) )
PiC  PL, 1P2 \ & CZ
oa, | . . a,0,
+ugrada,) =pcy | +———= —spY Y,DT, grad(sl)+—spY Y,DT,grad(s,)
at plcl p ZCZ a 2
o0, (I
plcl p ZCZ a 2
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a(gtp)l + div((O(p)1 u-epY, Yz\Tv) =m,

% + div((cntp)1 u+epy, Yz\Tv) =-m,

aaﬁ+div(pa><ﬁ +pl)=pg

t

op E _ - _ e
+divi(p E +p)i+ep Y, Y, W(h, ~h,))=plig

And if necessary:

aaNtl +div(N,0 - N,gY,W) = N,
Or,

N , div(N,O+ NeY,W)=N,.

Closure relations are:

.o oa,
bt 1 d(p),
Ugr p)\“ [pz p1]gm (p)

“ “ . H, T, +H,T
Q,=H,(T —-T)), Q,=H,(T _Tz>andT :W’
m, :V(gz_gl):

pe_(a1y1poo1 +a2y2pw2j
_ Y, —1 Y, —1
p(pae’a1>a2)_ C; a -
(I 2
y1_1 yz_l

The model is able to deal with two-phase mixtures evolving in temperature and velocity
disequilibrium, as well as material interfaces, chemical and physical transformation fronts when

€ =0 and permeable interfaces when € >0.
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Annexe B. Thermodynamic compatibility of the pressure equilibrium model

System (4.6) and phase’s entropy equations must form a compatible system. From the mixture total
energy,

1
dpE . a((pE +p+pu +m(h1 —h, +E(Y2 _Y1)W2jj
ot Ox

with the help of the mixture momentum and mixture mass equations, the following identity is
obtained:

=0

b

am(h1 ~h, +;(Y2 —Y1)w2)

de
—+ t+ + =0
P p (P p) PN

With the help of the ‘turbulent’ equation of state (p, = 2P e, ) and mixture internal energy definition
(e=Ye, +Y,e,) we get:

o v, (98 4 ),y (Ao v )] by —h,)
dt dt dt dt 0x

) ®.1)
((Y -Y )Wsz
dpt N 30 ou 202t o
dt ox
But,
d dpy,Y,w’ dw dY d
P PHLY ooy vow Yt pwr(y, - v, ) 4y v, w2 3P
dt dt dt dt dt
Also, phase 1 mass equation can be expressed as:
dY, __10m
dt p Ox
Inserting these expressions in (A.1) the compatibility condition becomes:
a( Loy, —vw 2]
PR 1 _
pYTdS_I.+YT dSZ +m — W W@"‘ 2 +a(hl h2) =0 (BZ)
dt dt dt ox ox ox
The entropy equations can be written as,
LTI D L
dt T, Z,+7, Ox
B Sy WY
dt T, Z +7Z, 0x
Inserting again these expressions in the compatibility condition (A.2) and rearranging we get:
1
aw[(Y -Y, ) )w+ u]
TR CR +a(h1—h2)+Tlﬁ_ LT, W
ot Ox Ox Ox Ox pY.Y,
With the help of the Gibbs identity and enthalpy definition,
GO N
Ox Ox * ox

The relative velocity evolution equation is recovered:
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1
owl —(Y, - Y +
ow (2“ R j »__ A

ot Ox Ox pY.Y,
Thus System (4.6) is compatible with the entropy equations.

+(V1 _Vz)
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Annexe C. Thermodynamic compatibility of System (4.15)
Starting from the mixture total energy,

1

6m(h1 —h, +—(Y, —Y1)w2j
O0pE 4 2
ot 0x

and using the definition of mixture energy and mixture momentum and mass equations of System
(IV.5), we obtain:

:0’

=0

1
0 h, —h, +—(Y, - Y,)w’
a(e+e) ( 1 zjam ( b
—— 4| h, —h, +—(Y, - Y,)w’ |—+m
p at 1 2 2 ( 2 1 ) aX aX
Using the mixture energy definition and turbulent energy one,

a(h1 —h, +1(Yz _Y1)W2j
+(h ~h +1(Y —Y)sza—m+m 2 =
R A 0x Ox

1
0-Y,Y,w’
2

p a(Y1el + Yzez) +
ot ot

Expanding this equation we get:

Ow a(h1 _hz +;(Yz _Yl)wzj

Oe Oe Om
Y, —+y —2 |+ - —+m| —+ =0
p( o 2 atj (P1V1 pzvz)ax m PY o
Or,
1
o h —h,+—(Y, =Y w’
p(Y Oc, , aezJJr( oa p, aazpzjﬂn ow , ( 1 The (Y 1)Wj 0
— — - A% - AV — — -
o o P TPy, at dx
But,
%:T ﬁ+v a&
Ox * ox £ dx
Thus,
Je da.p Oe da,p
(lea_tl_pr1 alt ' +pY, atz “PoVv, azt 2)
1
6((3{2 -Y, )sz
v O 4 A2 e O 08 O Opa |
ot Ox Ox Ox Ox Ox

Taking into account the relative motion equation:
a( Y, —Y, sz
ow, \ 2 by, 01 0Py
Ot 0x 0x 0x

The compatibility condition reduces to:

(leﬁ_pﬂﬂ aa1p1 +pYz%_p \ aazpzj_'_m(,r %_T aﬁj=0

=0

ot Ot Ot ot "ox 7 ok
Or again,
Os Os Os Os oa
pPY T, (a_tl + Yzwa_xlj +PY, T, (a_tz - Y1W6_X2j = (Pl P2 )0_'51
As the volume fraction equation reads,
o
atl =H(p; ~p2)
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The compatibility condition becomes,

Os Os 0Os Os
PY, T, (a_; + Yzwa_le +pY, T, (a_tz - Y1W6_X2J =Hp, - pz)z

This identity is fulfilled by the entropy equations expressed as:
0(aps), , Oms, _ o H(p; ~ps)°

Ot 0x T,
0Aps), _Oms; _ ()P, ~p2)’
Ot 0x T,
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Annexe D. Asymptotic analysis of System (4.13) in the limit of stiff pressure relaxation

The aim is to show that System (4.13) corresponds to System (4.11) in the limit of stiff pressure
relaxation.

Masses and mixture momentum equations are unchanged by the asymptotic analysis:

Ot 0x
a(ap)Z _a_m —_ O
Ot 0x
aﬁ =0
ot
Volume fraction and entropy equations have to be considered:
(0}
at1 =H(p; —p2)
o(aps), , dms, _ o M(p; ~py)°
Ot 0x T,
0Aps), _Oms; _ ()P =p2)’
Ot 0x T,

The entropy equations are transformed to pressure equations with the help of mass and volume
fraction equations:

0Py, 0P, PiCE 00, Y,W _ Bu(p, —p,)° _ paCi

a o Ta, o e, q, H(p, —P,)
(ap)li
op, ),
2 2 2
D, _y 0P _ P 00w _ (=B, —P.)* 0
ot ox o, OX de, a,
(ap)zi
ap, 6

Taking the difference of these two equations, an evolution equation for the relative pressure is
obtained:

apl - P, apl

7P,y Py P2 P1Cr 00, Y,W | P,C; 00,Y,W _
ot Toax !

ox a, 0x a, ox

0 1-06 c? c?
- ( ) U(pl_pz)z_ pl_l"'m U(pl_pz)
oe, oe, a, 2

(ap), — (ap), —=
op, )., op, ),

We now consider the asymptotic limit of this equation.

- The relaxation parameter is assumed stiff: p = 1 with e[ - 0.
€

- The pressure is assumed to have small variations around the pressure equilibrium
state: P, = pY +EpP;. .
With these notations, the leading order relative pressure equation becomes:
002 320\ 00 0.02 3 0\/ 0 0 0.02 0,02
p.C;” 00, Y, w + p,C, 00, Y, W - _[plcl + P,C,

0 v, P jm;—pz)

0 0
Yzowoaﬁ_'_YloWo op, +
ox

ox  af ox a) ox al a;
Or again,
0 0 002 0,,0 002 0 002 002
v O op; +Y WO op, + PG om'v, + P2C2 omv, — | PG | PGy )
27 oax Y ax o ol ox al  ox al  ad )
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COZ am COZ apo COZ apo 1 apo 1 apo pO 02 p°C°2
(1 +a2j +m0[_ 01O 1 _ 2 2+ l+ 2 1 202 (pi_plz)

a; ox alpy Ox  adpd ax ap; ax  adp) Ax a; a;
But,
op _ 2 0P 0s,
— X =cc—=+p I T —&
ox  ox Pk gy
Thus

ioz+c_(2)2 amo +m l TO asl T asz p](.)](.) pgcgz (pl )
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Consequently,

cj‘fﬂ_cj‘f 6m°+ FOToasl F°T0652
oy af ) ox a; X o) ° ox

1 1

P =Pz =

s [

oy a3

Inserting this result in the volume fraction equation,

a

at1 =H(p, —Pp2)>
that becomes at leading order,

007 _ 4 1

ot =P1 =P
we obtain :

ﬁ+i€2)2 am0+ r()Toasl rOT Lsg
oa  \a; o)) ox a; ~ x aj " ox )
ot - po 02 po 02
1 2
( ay a; J

By dropping superscript ‘0°, the volume fraction of System (4.11) is recovered:

2 2
oa, -—aa, pzcW : i+7 om cm T as1 r, as
ot P.C, P,C, (L Oy ox a, ax 0(2 2 ox
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Annexe E. Newton-Raphson method for the 5-wave approximate Riemann solver

The aim is to determine the Riemann problem solution variables Y;_ ., Y1 it > Yirints Y 1Rext s

W ext > WL int > Wrine a0d W g, . It is obtained when the following set of functions is zero.

Case w>0
f1 :WT_ext —W, _ZL(Y::Lext _YlL)
-1

o . Py
fo=w, .. -w, =-Z\{Y,..— Y, )~ -
2 Lint L L( 1L int lL) YlLWL +Y1|_Y2|_ZL (¢1R ¢1L)

-1

. . . . "

f3 =W = Wiex +ZL(Y1Lint _Y:U_ext)_ * (¢1R _¢1L)

YlLWL _YlLYZLZL
f4 = Weey ~Wg + ZR(YlRext _YlR)

Y21

— P
f5_WRint_WR+ZR(YlRim_YlR)_Y W j_RY Y. 7 (¢2L_¢2R)
RVWR 1R T 2RER

szyz_l
YZRWR _YlRYZRZR
f7 :pLYlLint (1_Y1Lint)W|_int _pRYlRint (1_Y1Rint)WRint

* * * * 1 * * 2 1 * * 2
fs :hZLint _hlLint _h2Rint + thint +§(2Y1Lint _1)WLint _E(ZYlRint _1)WRint
With,

fo =Wgin = Wgex _ZR(YlRint _YlRext)_(

)( 2L _¢2R)

y2-1
* _ y p * Y2-1
h2Lint - 2 1¢2L( - j Y2Lint

y2-1
* Y P * ,-1
thint - y 2—1¢2L(G i j YzRinty

2 2R

It can be written under the form:

AX -B =0

with,
-z, 0 0 0 1 0 0 0
0 -z, 0 0 O 1 0 0
-z, z, 0 0 -1 1 0 0
o 0 o0 2z, O 0 0 1

A=l o 0 z, 0 0 0 1 0 |
0o o0 -z, z, O 0 1 -1
0 0 0 0 0 pYil-Yy) -pYrl-Yi) ©
0 K, K, 0 0 %(2\(;—1)\/\/1 —%(2Y;R “wl, 0

where,
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(V
K. =

v, (o)
2 L ¢ a8 V2—2
2L T1Lin
2 _1(GZL J t

y:-1
Y1 PL * Y2
- | = Y. .
Vl—l(alLJ ¢1R 1Lint ]

*
YlL int

v2-1
\Z Pr V272
-T2 Y. +
) { y2 _1(GZR j ¢2L 2Rint

bl

v, (pe )"
1 R v V1-2
yl_l(amj ¢1R 1Rint ]

K, = * |
R YlRint
and,
2 W =2 Yy,
* p]_l_yl_ )
- w, -ZY
Yl*LeXt YlLWL +Y1|_Y2|_ZL (¢1R ¢1L) L L'
Yl*Lint plLyl_l (q) y )
R L
YiRim Yow, -Y, Y, Z
X = YlRext B = ) WR _ZRY]_R
. > Y2~
W ext DZR _ Y
WT_int Y rWe +Y1RY2RZR1( 2L ¢2R) R o
* yz_
W rint Por ( N _¢2R)
W Yo rWe =YY rZg
Rext 0
0

The Newton-Raphson iteration reads:
X n+l - Xn +Jn_l(AX n _ B)

It uses the following Jacobian matrix:

-7, 0 0 0o 1 0 0 0
0 -7, 0 0 0 1 0 0
-Z Z 0 0 -1 1 0 0
0 0 0 Z, O 0 0 1

J=| o 0 Z. 0 0 0 1 0
0 0 -7y Zy 0 0 1 -1
0 pLWT_g;C_ZYl*L) _pRW*F:a](cl_ZYl*R) 0 0 pLYl*L(l_Yl*L) _pRYJTR(l_Y]TR) 0
0 ? f 0 0 2Y, —1w, -2y, 1w 0

LA R
with,

ats _ ahZ*Lint _ ahl*Lint + WT_intZ

aY1L int aY1L int aY1L int

o M M,
1Rint 1Rint 1Rint
* 1_1

ahlL‘t PL ! * V172
*ln = - Y in

aYlLint yl¢1R(alL -
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ah* in i * 172
— R = V1¢1R(§_Rj YlRinty

aYlRint 1R

* 2—1
ahZLint (pL Jy V272
— = Y,0,, Youi
aY2Lint o, "

* 2_1
ahZRint = (pR ]y Y2
f_y2¢2L — Y2Ri

aYzRint QP "

Case w<0

The same method is used with the same matrix A except,

Y1 v;-1
Y | PL s vz Y1 | PL B
o -1 Yo
) [yz _1(GZL J ¢2R 1Lint yl _1(0(:”- J ¢1L 1L int J

L *
Y1Lint
y p y2-1 5 y p y,-1 5
_72 R Y* ) \F + 1 7R Y* ‘ e
K _{ y2 _1(G2Rj ¢2R 2Rint yl_l(amj ¢1L IRint
" YIRint

The same vector of variables X is used, but the vector B is different:

. vt Wy —Z Yy
Y, w, iLYlLYZLZL ( 2R _¢2L)+WL —Z Yy
P ( —0 )
Yo W =Yy Yy Z, = -
B= lev1—1 Wg = ZgYr
Y We + YooY Zs ( L _¢1R)+WR +Zp YR
P (s —9,)
YRWg =YY rZg N "
0
0
The Jacobian matrix | is the same as previously, except:
of — 0N} L in _ 0Ny i +wC

aY1*L int aY1*L int aY1*L int -
0y _ O , M _ - 2

*

aY;R int aYlR int aY;R int

oh’, R
—nt = AN (p_LJ YiLint "

aY1Lint alL
* _l
N’ Pr )y w2
* = Y in '
aYlRint yld:’ll_(alR o
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. -1
ah2Lint (pL Jy * Y2m2
* = _V2¢ 2R Y2|_in
aY2Lint L t
* 2_1
athint (pR ]v * Y2
* = —V2¢ 2R Y2Rin
aYzRint L t
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Annexe F. Analyse asymptotique du Systéme (5.28) dans la limite des forts coefficients de

relaxation de pressions

Le modele de diffusion d’interface hors d’équilibre des pressions s’écrit

oa,
oa, dx
— 14 UX = -
o u(p, - p,)
Ja.p
aD 1M1
aa]pl + aX :O
Ot Ox
oa,p
aD 22
00,0, "~ ax _,,
at ax
b dpu
a&+—ax :0
at ax
oa,p,E,
6D ™1
da,p,E, Ox
0-1
> . =u((6-1)p,
0a,p,E,
aD 22
aazszz aX
0-1
> . =-p((6-1)p,

epz)( pz)

~6p, )(p, —p.)

On écrit ’équation d’entropie de la phase 1. Pour cela on commence par réécrire I’équation d’énergie
de la phase 1 :

oD M 0 l a.p uz
0a,p,e, Ox 2 M
By, T i N R R
Apres calcul, ’équation peut s’écrire :
a aD aa1p1El a a a
¢ Ox a.,p, op Pu _
a,p,—t+ +E ~Yu —+Yu—=pu{0-1)p, -6
1P ot ox PN 1Y ot u ot l.l(( ) pz)( Pz)
En utilisant la relation de Gibbs, on fait apparaitre Uentropie :
aD aa 1p1E1
0,1, G pip 5+ O, Sy 2y T = (0, ~p, ), )
ot Ox ot ot ot
On simplifie cette équation avec I’équation de masse de la phase 1, et on obtient :
a a aD aa1p1El a
a Ox ap, . 0p opu _
a - -+ +H -Y +Yu——=p((6-1)p, -6
P T N Pi ot Ox PN u’ ot u ot l.l(( ) P> )(P Pz)
Grace a I’équation sur la fraction volumique, on peut écrire :
54 aDm GD% ap 2P op ap PY Opu
a1p1T1_1+ Ox —H, Ox +Y1 Ox ~Yu Ox :ue(pl _Pz)z
0x 0x 0x 0x

On considére la limite asymptotique de I’équation d’entropie de la phase 1. Le coefficient de
0

relaxation des pressions s’écrit L =~ et on considere que les pressions de chaque phase varient
€

légerement autour d’une pression d’équilibre :p, =p; +€p, . On ne gardera que les termes d’ordre 0.
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L’équation d’entropie de la phase 1 devient alors :

0 0 0 0
34 D a(a1g1E1) D a(a5p1) 0 aDaap D a(gu)
(a1p1T1 )0 a_tl + Ox = - H? % = + (Yluz) Ox x - (Ylu)o % =

p’ 2
— 0 0 1 1
__G(P1 P2 +€(P1 _Pz))
€
Pour € - 0, on obtient p; =p) =p".
L’équation d’entropie devient donc en enlevant les indices 0 :

B GDM GDM aD@ aDaﬂ
a,p,T, 20+ Ox  _p — Ox 4y,2 Ox_y, 0Ox -
ot Ox 0x 0x Ox
Par analogie pour la phase 2 on a:
o aDao‘Zaszz aDaO(‘;pz ODgp aDaap“
a,p, T, —=+ X __-H X +Yu’ Xy X =
P, ox T ok M e g

Pour déterminer I’équation sur la fraction volumique, on part de 'égalité des pressions

P1 (pl’sl): P (pzasz)
En différentiant cette identité, on a :

c,’ r c,’ r

—a,dp, +—a,p,T,ds, =—=0a,dp, +—=a,p,T,ds,

a 1 a 1 a 2 a 2
En développant et en isolant la différentielle sur la fraction volumique, on a :

2 2 2 2
Pic, + P,c,” |0a, :iaa1p1 _S oa,p, +La1p1T1 Os, _Lazpsz Os,
a, a, Jot a, odt o, Ot a, ot q,

Pour ne plus faire apparaitre les dérivées temporelles sur les autres variables, on se sert des équations
de masses et d’entropies, et apres simplification on obtient :

- L .y oD %P2
+|—L1H _S | ox 2y S Ox
a, = a 0x a, > a, Ox
J0a,p.E oa.p.E
aD 222 aD 1711
0o, _ 1 e ox _Iv Ox
ot (plq2 N pzczzj a, Ox (Xa1 Ox ;
al az 6D£ aDﬁ
+ (pzrz _p1r1) 2 0x + (pzrz _p1r1)u 0x
P Ox P 0x
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Annexe G. Schéma implicite pour le modéle d’interpénétration
Le systeme d’interpénétration correspond finalement a un systeme de diffusion non-linéaire du type :

ou _ 0 ouU
— =—| D(U)— 1
o o ( Mo j oy

ou D(U) correspond au coefficient d’interpénétration, qui ne peut pas étre pris constant, au risque
d’avoir une diffusion excessive de 'onde de choc. On prendra donc :

D(U)=YYD,,

ou D, est une constante positive.

Considérons le bord de maille i+1/2 séparant les centres de mailles i et i+1. La continuité du flux au
bord de maille et la continuité de la solution, pour un maillage a pas constant conduit a :
U U U, -U

D 1H/AZX ~= D — 1 Ax -
2 2
Ainsi,
Uipp = Di% :_%HUM .
i i+

On en déduit le flux,
U1+1/2 -U, _ 2 DD, U,-U

1 1

. =D. =
qi 1/2 i Ax Di +Di+1 Ax

2
Le schéma d’intégration de ’équation (B.1) est donc :
U -uf — iz = Qicar2
At AX

(B.2)

C'est-a-dire :

ntl _ 710
U U, _ 2 [ D.D,,, (Um_Ui)_&(Ui—UH)J

2
At Ax*\ D, +D,,, D, +D,
Précisons maintenant I'instant auquel les flux sont calculés. Si la formule suivante est employée :

U?“ -U; - 2 ( D,D,,, jn(Uxii+l _U?)_(&jn([f; —U?_l) 5

At Ax?2| (D, +D,,, D; +D,,

le schéma est alors explicite en temps et la limitation précédemment mentionnée apparait sur le pas
de temps.
Afin de s’affranchir de cette contrainte, effectuons un développement limité du flux,

Ui+1_Ui

Qisr2 = Qjuayz A
D.D.
avec a,,, = 22— ——1—.
D;+D,
Ainsi,

n+ — AN aqi+ n+: n aQi+ n+ n
Qi+11/2 =i +Tl_/2(ui 1_Ui )+W_1/2(Ui+11 _Ui+1)

1 i+1
C'est-a-dire :

a. a.
ntl _ ~n +1/2 +1/2
Qivrz = Qivasz ~ IAX AUi + IAX AU,

i+1>

avec, AU, = U™ -U.
Reportons ce résultat dans la formule (B.2). On obtient :
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n Q2 Qi n ) )
n 8wz gy g Bz gy (o g, - Bz Ay Sz gy
uroun [q| 12" " py Ax 1j (q 12 " py 1 Ay j
At AX
C'est-a-dire :

At At At At ( R
_Eam/zAUm +(I +§(ai+l/2 +ai—1/2)jAUi _Eai—l/zAUi—l :E(qiﬂ/z _qi—l/z)

On a alors a résoudre un systeme tridiagonal. Ceci est réalisé pour chaque composante du vecteur U
a I'aide de la méthode de Thomas.

On peut remarquer que le membre de droite correspond a la contribution explicite, le membre de
gauche permettant la stabilisation implicite.

, sy . . 1
Lorsque les AU, sont déterminés, on détermine les U™ par :

UM = Ul +AU, .
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Annexe H. Schémas numériques sphériques pour le modéle d’interpénétration

Schéma sphérique pour le sous-systéme hydrodynamique (hors d’équilibre des pressions)
On rappelle le schéma numérique utilisé de type Godunov dans le cas Cartésien.
Pour les variables obéissant a une équation sous forme conservative on utilise :

Ut = =2 (e, v, )-F (U, ut))
Ax

i-1»

N — — T
OuU=(op, o, pu pE) et F=(apu oa,pu pu’+p (PE+p))
Avec F* déterminé par la solution du probleme de Riemann pour chaque bord de maille.
Pour I’équation de fraction volumique, on utilise :

At N .
n+l n n * *
a,; =a; _E((ua1)i+1/2 _(ua1)i—l/2 —ay; (ui+1/z _ui—1/2))

Et pour les équations d’énergies :

n+ . A . . - .
(ape)k,il = (ape)k,i _Et((apeu)k,m/z _(apeu)k,i—l/z +(ap)k,i (ui+1/2 _ui—l/z))

Dans le cas d’un maillage sphérique monodimensionnel, le schéma s’écrit
n+l n At * n n * n n
U, 1 =U; _V(Siﬂ/ZF (Ui 3Ui+1)_Si—1/ZF ( - U ))

Ou U =(a1p1 a.,pP, pE)T ct F=(G1p1u a,p,u (pE+p)u)

Avec V, représentant le volume de la maille sphérique et S,,;,, les sections de passage aux bords de

mailles.
Pour I’équation de fraction volumique, on utilise :
At ( . . )
n+l __ n _ =4 _ _ n * _ *
a,, =a; Si+1/2(ua1)i+1/2 Si—1/2(ua1)i—l/2 a,; (Si+1/2ui+1/2 Si—1/2u1—1/2)

i
Pour les équations d’énergies :

At . .
n+l __ n n y *
(ape)k,i - (ape)k,i _7(8i+1/2 (apeu)k,m/z - Si-l/z (Gpeu)k,i-uz + (ap)k,i (Si+1/2ui+1/2 - Si—l/zui-l/Z ))
Et enfin pour la quantité de mouvement du mélange

At

ot R JAN X .
(pu)i '= (pu)i _€(Si+1/2 (puZ +p)i+1/z _Si—1/z(puZ +p)i—1/z)+7

1 1

P(S1+1/z - Si—1/2)

Schéma sphérique implicite du sous-systéme d’interpénétration (hors d’équilibre des
pressions)
Dans le chapitre précédent, on a écrit que le schéma cartésien s’écrit :

U -uf — iz ~Qicar2
At AX
Uin —U,

DD
Avec Q; =a —I,Ct a. :Zl—lﬂ
q|+1/2 i+1/2 AX i+1/2 Di +Di+1

Ou D est le coefficient de diffusion.

6.1)

L’analogue de la formule (6.1) s’écrit en géométrie sphérique :

At
AU, = VA ((Sq)i+1/2 - (Sq)i—1/2) (6.2)

1
Ou V, représente le volume de la maille sphérique et S,,,, les sections de passage aux bords de

mailles.
On rappelle que le développement limité des flux aux bords de mailles s’écrit :
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n++1 rj+ _ |+1/2 AU 4 _i+l/2 |+1/2 AU
ql 1/2 ql 1/2 AX AX

Ce qui conduit a :

. \A/t {(s .- (Sz);l,z au, + 83z j ((Sq)?_llz—(sz)%AUi_l+(SZ)¢AUi]}

i AX X

C'est-a-dire :

At (Sa)l 12 Bz gy [I LAt At ((Sa)|+1/2 (Sa)| -1/2 j]AU V. (Sa)|+1/z Yz gy _ At {(SQ).+1/2 (Sq)I 1/2}

AX AX AX AX VI

On obtient de nouveau un systeme tridiagonal, résolu avec la méthode de Thomas. On peut vérifier
que si les sections de passage sont constantes, S,,;,, =S et que le volume est égal 2 V, = SAX, alors

le précédent schéma implicite Cartésien est retrouvé.
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Annexe I. Utilisation de ’équation d’état de Jones-Wilkins-Lee (Lee, Hornig and Kury, 1968)

I’équation d’état JWL, qui est empirique, est souvent utilisée pour traiter les produits de détonations
gazeux. Elle sécrit :

p=(y-1)ple—e.)*p.

Avec,

v
- Py Py p
Pw = Aexp[— R —j + Bexp[R —j + K(—j
P P P,

et

y-1
€, = A exp(—R1&j+—B exp{Rz&J+—K (Rj +C
R0, pP) R,p, p) (v-1)p, p,

Ou A,B,R,R, Ky et C sont des constantes.

Les constantes K et C sont calculées a partir des relations suivantes :

Y
K= (PCJ -P, (pCJ )_ Pay(V=1)C, T, {p—p”J

et

P, =P/ \pc
C=-e, (pCJ )_ ZJ\/—ll)F()qCJ ) Teg
Avec,

P,(p)= Aexp(— R, &j + Bexp(Rz &j
p P
A p() B p()
e, \p)= exp| =R —]+—exp{R —J
)= o - 2 B v, 2
2
1 1 1
—=—-P, | ——
Py P ”[p&DqJ

(Lot
€q = — ———|te
T2 %p, py)

Les constantes y,A,B,R; et R, sont délivrées par le code CHEETAH.

R

TNT HMX
r 1,35 1,408
A (en Pa) 353,91.10° 1218.10°
B (en Pa) 3,45.10° 12,31.10°
R, 415 477
R, 0,9 1,10

Les parametres CJ peuvent étre obtenus a 'aide d’un code thermochimique comme CHEETAH 2.0.
Pour le TNT et le HMX, on donne leurs valeurs : P,

TNT HMX
P, (en Pa) 19,56.10° 38,8.10°
D, (en m/s) 6885.8 9300
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Annexe J. Relations thermodynamiques avec la loi d’état JWL

Relation de saut d’Hugoniot
On utilise cette relation pour calculer la pression de la phase obéissant a la loi d’état JWL (produits
de détonation), lors de la résolution du probléeme de Riemann du sous-systeme hydrodynamique.

A travers une onde de choc, on rappelle que chaque phase vérifie la relation suivante :

p, *p. 0

e, e, +—2 (V_Vk):().

Ou les termes ayant un exposant 0 représentent ’état du fluide au repos, et les autres I’état choqué.
Dans le cas ou équation d’état utilisé est stiffened-gas

Pr = (Vk - 1)pk (ek “Cok )+ YiPeoy>
e, €tant I'énergie de formation de la phase k,la relation d’Hugoniot peut s’écrire :
= (yk +1)p1< _ (yk —1)[3;: p.
' (yk +1)p2 _(yk _1)pk '
Dans le cas ou on l'on utilise la loi d’état JWL
Px = (yk - 1)p1< (ek - eOO,k)+ P>
la relation d’Hugoniot s’écrit
((v. + 1o, (v =UpLJp" +2{p"p., — i, = (v, o0’ e <2 )
(v, +1)p = (v, =1)e,

k

Relaxation des pressions
On rappelle que lors de chaque étape de relaxation des pressions, on doit résoudre le systeme suivant
(voir Chapitre 2) :

e (oo )=t (" vt )+ p, (v, —v! ) =0,k =12

g(ap)ivk =1

Des estimations possibles sont p, = p° ou encore p, = p?.
Si on considére que la phase 2 est air, qui est traité par la loi d’état stiffened gas, son équation
d’énergie peut s’écrire

VZ(P) =" P{zl *Y:Pw +(yk _1)131 .

2
P tYiPuo +(yk _1)p1
Les produits de détonation (phase 1), obéissent a la loi d’état JWL. Leur équation d’énergie peut
donc s’écrire

Bl )l -p, et -
v, = ~
P tYpo,t (yk _l)pl

Ainsi, on doit finalement résoudre une équation a une inconnue qui est p :

Z(ap)ivk =1

k
Cette équation peut se résoudre avec un algorithme itératif de type Newton-Raphson.

Pression de mélange
Apres chaque étape de relaxation des pressions, lors de la réinitialisation des énergies, on calcule la
pression de mélange. Pour exprimer, on rappelle que I’énergie de mélange peut s’écrire :
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Pe=0,p,e, +A,P,e,
En considérant que la phase 1 représente les produits de détonation (loi d’état JWL), et la phase 2
Pair (loi d’état stiffened gas), on a
P = (V1 - 1)p1 (61 - em,1)+ Pw,
Et
P, = (yz - l)pz (ez - e2,0)+ Y:Pw
L’énergie de mélange devient donc
yfxi1 (pl " Pwi )+ ape,,; t Y
On est en équilibre de pression donc p, =p, =p. On obtient donc

a,

Pe=

2

1 (Pz “Y2Pw2 )+ a,P,¢,

pe+[ 4 pml_,_azyzpsz_q
p= y,-1 " y,~1 ’

a, , o

Y,—1 vy,-1

Avecq = APe,,; Ta,P,e,

189



Annexe K. Calcul des profils de détonations initiaux
On explique dans cette annexe la méthode permettant de calculer le profil de détonation dans la
charge d’explosif. Cette méthode est décrite plus en détails dans Massoni et al. (2000).

On rappelle que les équations d’Euler sont :

% +0(r)=0

Ot
Avec,

U=(p pu pB) ecF=lpu pu’+p (pE+pla)

Ce systeme est strictement hyperbolique est admet les 3 vitesses d’ondes suivantes :

A, =u—c,A=u, A, =u+tc

Ou c désigne la vitesse du son.

On résout ce systéme par un schéma de type Godunov dans un maillage 1D sphérique dont la taille
de chaque cellule est variable en fonction du temps.

La construction d’'un schéma de résolution par volumes finis du systeme d’Euler consiste a
approximer l'intégration sur espace et le temps de ce systeme :

[ L (_ +0(F ))dth =0

Apres calcul, le schéma s’écrit :
G 2 (VU) ~nd{(Fs)., . - (F's),)
i V~n+l

1
L’exposant * désigne la solution du probléme de Riemann que 'on détaille apres.
V; représente le volume de maille 1, et S,,,, la surface de contact entre la maille i et i+1. En appelant
1; la distance séparant le centre de la maille et 'origine du repere, on a

4T| 3 n 4TI n+l 2 n+l _n n 2
V= 1+1/2 _ri—l/z et Sy =\

3 w72 Tl otisg Yl
p*(u* - rj

Avec F' = p*(u* —fju* +p —p,

p*(u* _rjE* +p*u*
.- _dr L. ) e oy
Ou r =— et p,; désigne la pression moyenne a I'intérieur de la maille 1.

dt

Al

AL AR

L* R*

v

Figure 6.38 Représentation du probleme de Riemann.

Sur chaque bord de maille, la solution du probleme de Riemann est donnée par
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1
S k=L,R

m > >

" Px
E _+S,-u )S, +—F——
' ( ul)[ pk(sk _uk)j

Sy (pu)R -5, (pu)L + (pu2 + p)L _ (pu2 + p)R
SiPr = 8.0, *(pu), = (pu);
Ainsi, le flux au bord de chaque maille se calcule par
F ,0<S,
- JFu)s, <oss,
“1E(Uy) s, <o0s<s,
Fr,0= S,

On impose comme condition aux limites, pour le bord de maille mobile le plus éloigné du centre du
repere sphérique:

P (uq _DCJ)
F = P \ug —D, +pq ~ P
Pglug =Dy jECj tpgug
Les variables CJ sont obtenues a partir d’un code thermochimique (Cheetah 2.0 par exemple).

Avec, S =

Pour calculer les profils de détonation, on initialise le domaine de calcul avec un rayon total inférieur
au rayon de la charge (généralement 20 fois plus petit). Dans chaque maille, la pression, la masse
volumique et la vitesse sont initialement celles d’une explosion a volume constant. On résout le
systeme d’Euler avec la méthode décrite ci-dessus et on arréte le calcul lorsque la taille du domaine a
atteint le rayon de la charge.
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