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Karl OELJEKLAUS Professeur, Aix-Marseille Université - LATP Directeur de thèse
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(( Your time is limited, so don’t waste it
living someone else’s life. Don’t be trap-
ped by dogma — which is living with
the results of other people’s thinking.
Don’t let the noise of others’ opinions
drown out your own inner voice. And
most important, have the courage to
follow your heart and intuition. They
somehow already know what you truly
want to become. Everything else is se-
condary. ))

(S. Jobs, 2005)
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4.2.1 La construction de Bosio . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

5



6 TABLE DES MATIÈRES
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6.2.1.1 Préliminaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83
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Introduction

Présentation

Les premiers objets de la géométrie algébrique et de la géométrie différentielle ont été
introduits indépendamment par Fermat et Descartes avec la notion de “coordonnées car-
tésiennes”. Cependant, les découvertes en géométrie durant l’Antiquité avaient d’une cer-
taine façon préparé la voie à l’étude des variétés algébriques, avec par exemple l’étude des
coniques, et de nombreuses courbes planes.

La géométrie algébrique constitue néanmoins un domaine de recherche actuellement
encore très actif. Ces dernières années, de nouvelles méthodes de géométrie algébrique ont
mené à des progrès inattendus et significatifs dans d’autres branches des mathématiques
comme la théorie des nombres, la cryptographie, les codes correcteurs, la combinatoire,
les statistiques et la robotique.

Les interactions entre la géométrie algébrique et d’autres domaines lui confèrent un
intérêt tout particulier même si, bien évidemment, de très nombreux autres sujets mathé-
matiques bénéficient également de cette qualité essentielle.

La théorie des variétés toriques trouve son origine dans les travaux de Demazure,
Mumford, Satake et Oda. Ce sont des variétés algébriques pour lesquelles on peut relier
des propriétés géométriques importantes à des propriétés combinatoires portant sur des
cônes dans des espaces vectoriels réels.

Les variétés toriques présentent l’avantage de fournir un moyen relativement com-
mode et concret d’étudier de nombreux phénomènes et propriétés en géométrie algébrique.
Certains problèmes de géométrie algébrique ont une solution particulièrement simple et
élégante dans cette classe de variétés.

La classe des variétés toriques est également à la base de la construction de nombreuses
variétés complexes, par exemple certaines surfaces de la classe VII de Kodaira, les variétés
LVMB (dues à López de Medrano, Verjovsky, Meersseman et Bosio, voir [26], [27], [5])
ou encore les variétés obtenues par G. K. Sankaran dans [33]. L’objet du chapitre 5 est
notamment d’étendre cette dernière construction.

*
* *

Cette thèse est organisée comme suit. Dans le premier chapitre, on démontre un résultat
concernant les surfaces de Kato intermédiaires. Ce sont des surfaces de la classe VII de
Kodaira, c’est-à-dire les surfaces complexes compactes dont le premier nombre de Betti
vaut 1. On montre que le revêtement universel S̃ d’une surface de Kato S privé de la
pré-image D̃ des courbes rationnelles D de S est de Stein.
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Dans le second chapitre, on rappelle brièvement les notions de base sur les groupes de
Cousin et les variétés toriques, qui serviront aux chapitres suivants.

Dans le troisième chapitre, on généralise la notion de “variété à coins” associée à un
éventail et on en donne quelques propriétés de base que nous utiliserons par la suite. La
variété à coins d’une variété torique X∆ est le quotient de cette variété par le sous-groupe
(S1)n de (C∗)n qui agit sur X∆. On peut donner une description de nature plus “combi-
natoire” de cet espace en le construisant directement à partir de l’éventail ∆. Il se trouve
que cette construction ne fait pas appel à la rationalité des vecteurs qui engendrent les
cônes de ∆ ; on ôte donc cette hypothèse de rationalité dans ce chapitre et, étant donné un
éventail ∆, on construit un espace topologique Mc(∆) qui nous sera utile dans les deux
chapitres suivants pour comprendre l’action de certains sous-groupes fermés de (C∗)n sur
des variétés toriques.

Dans le quatrième chapitre, on donne une nouvelle présentation de la construction
des variétés LVMB. Bosio a généralisé dans [5] une construction de variétés complexes
compactes due à López de Medrano, Verjovsky et Meersseman (appelées variétés LVM) :
étant donné un ouvert U de Pn(C) et le choix d’une famille L de formes linéaires sur
Cm, on construit une action propre de Cm sur U qui donne un quotient compact. Notre
objectif est de substituer à l’ouvert U la donnée d’un sous-éventail ∆ de l’éventail de
Pn(C) et à la famille L un sous-espace vectoriel de Rn dont la projection π associée est
injective sur le support de ∆. Ensuite, on “détecte” les variétés LVM parmi les variétés
LVMB à l’aide d’un critère sur l’éventail π(∆), à savoir sa polytopalité. Enfin on montre
que la construction de Bosio est la plus générale, dans le sens où un ouvert de l’espace
projectif dont le quotient par un sous-groupe fermé de (C∗)n isomorphe à Cm est compact
est nécessairement stable par (C∗)n. Dans ce chapitre on fait appel à la variété à coins
Mc(π(∆)), notamment pour comprendre l’action de Cm sur U .

Le chapitre suivant est consacré à la construction de nouvelles variétés complexes com-
pactes, en utilisant une méthode due à Sankaran ([33]), qui consiste à faire agir un groupe
discret sur un ouvert U d’une variété torique, afin d’obtenir un quotient compact. L’idée
ici est de remplacer l’ouvert U par le quotient d’une variété torique par un sous-groupe de
Lie fermé de (C∗)n. Ici encore, l’étude des variétés à coins “sans rationalité” s’avère très
importante.

Le dernier chapitre est consacré à la démonstration d’un résultat concernant les va-
riétés Oeljeklaus-Toma, à savoir qu’on établit que la dimension algébrique de ces variétés
est nulle. La première partie de ce chapitre est consacrée à l’extension d’un résultat de
Vogt concernant les groupes de Cousin à certains ouverts de groupes de Cousin ; ensuite
on utilise cette généralisation pour démontrer le résultat annoncé.
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Chapitre 1

Un résultat sur les surfaces de Kato

1.1 Introduction

Les surfaces de la classe VII de Kodaira sont les surfaces complexes compactes dont le
premier nombre de Betti vaut 1 et de dimension de Kodaira égale à−∞ ; on appelle surface
de la classe VII0 une surface de la classe VII qui est minimale. Le cas de ces surfaces dont
le second nombre de Betti b2 est nul est entièrement compris, il s’agit nécessairement
d’une surface de Hopf ou d’une surface d’Inoue et le cas b2 > 0 est toujours étudié
actuellement ; il a été conjecturé qu’elles contiennent toutes une coquille sphérique globale.
La preuve de ce résultat terminerait la classification des surfaces complexes compactes
non-Kählériennes.

Les surfaces à coquille sphérique globale, qui nous intéressent ici, peuvent être obtenues
selon un procédé dû à Kato (voir [23]), que l’on rappelle dans la section suivante. Ces
surfaces se divisent en trois classes, les surfaces d’Enoki, d’Inoue-Hirzebruch et enfin les
surfaces intermédiaires.

Étant donnés une surface minimale S à coquille sphérique globale, D le diviseur maxi-
mal de S formé des b2(S) courbes rationnelles de S et $ : S̃ → S le revêtement universel

de S, nous allons démontrer que S̃ \ D̃ (où D̃ = $−1(D)) est une variété de Stein. Ce
résultat était déjà connu pour les surfaces d’Enoki et d’Inoue-Hirzebruch ; nous allons le
montrer dans le cas des surfaces intermédiaires. Dans la dernière partie et toujours dans
le cas des surfaces intermédiaires, on donne une condition pour que le fibré tangent holo-
morphe de la variété S̃ \ D̃ soit holomorphiquement trivialisable, à savoir que la surface
S soit d’indice 1.

1.2 Préliminaires

On dit qu’une surface compacte S contient une coquille sphérique globale s’il existe
une application qui envoie biholomorphiquement un voisinage de la sphère S3 ⊂ C2 \ {0}
dans S et telle que le complémentaire dans S de l’image de la sphère par cette application
soit connexe.
Toute surface contenant une coquille sphérique globale peut être obtenue de la façon
suivante : étant données une succession finie d’éclatements π1, ..., πn de la boule unité B
de C2 au-dessus de 0 et π := π1 ◦ · · · ◦ πn : Bπ → B la composée de ces éclatements, ainsi
qu’une application σ : B → Bπ biholomorphe sur un voisinage de B, on recolle les deux

11



12 CHAPITRE 1. UN RÉSULTAT SUR LES SURFACES DE KATO

bords de Ann(π, σ) := Bπ \ σ(B) à l’aide de l’application σ ◦ π :
La surface obtenue possède un groupe fondamental isomorphe à Z et son second

nombre de Betti est égal à n (voir [10]). Il s’agit d’une construction due à Kato [23].
Dans la suite, on appellera surface de Kato une surface complexe compacte minimale
contenant une coquille sphérique globale, dont le second nombre de Betti est non nul.

Dans [10], Dloussky étudie le germe contractant d’application holomorphe ϕ = π ◦ σ :
B → B associé à la construction précédente. Ce germe détermine à isomorphisme près la
surface étudiée (proposition 3.16 loc. cit.).

Soit S une surface de Kato ; on note D le diviseur maximal de S formé des b2(S)

courbes de S, S̃ le revêtement universel de S et D̃ la préimage de D dans S̃.
Suivant les notations de [10], on obtient la surface S̃ en recollant une infinité d’anneaux

Ai (i ∈ Z) isomorphes à Ann(π, σ), en identifiant le bord pseudo-concave de Ai au bord

pseudo-convexe de Ai+1 via l’application σ ◦ π. La surface S̃ possède deux bouts, notés 0
et∞, le bout 0 possédant une base de voisinages ouverts strictement pseudo-convexes (les⋃
i>j Ai pour j ∈ Z) et le second une base de voisinages strictement pseudo-concaves (les⋃
i6j Ai pour j ∈ Z). Enfin on définit un automorphisme G de S̃ en posant G(zi) := zi+1 où

zi et zi+1 sont les images dans Ai et Ai+1 respectivement d’un même point z ∈ Ann(π, σ).

Fixons une courbe compacte C de S̃ avec C ⊂ A0. On note (ŜC , pC) l’effondrement
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de S̃ sur la courbe C, c’est-à-dire la donnée d’une surface ŜC n’ayant qu’un bout, d’une
application holomorphe pC de S̃ dans ŜC , biholomorphe sur un voisinage du bout∞ dans
S̃ sur un voisinage du bout de ŜC , telles que Ĉ = pC(C) soit une courbe d’auto-intersection
−1.

La proposition 3.4 de [10] nous assure l’existence d’une telle application pC pour toute

courbe compacte C de S̃, et d’un point 0̂C ∈ Ĉ tel que pC soit également biholomorphe
entre S̃ \ p−1

C (0̂C) et ŜC \ {0̂C}.
De plus, la restriction de pC au complémentaire de D̃ est un biholomorphisme entre

S̃ \ D̃ et ŜC \ pC(D̃). Enfin, il existe une application holomorphe FC de ŜC \ {0̂C} dans

lui-même, contractante en 0̂C , conjuguée à ϕ et biholomorphe sur ŜC \ pC(D̃).

1.3 La variété S̃ \ D̃ est de Stein

Les surfaces de Kato se divisent en trois classes : les surfaces d’Enoki, d’Inoue - Hir-
zebruch et enfin les surfaces intermédiaires (voir [13]).

Dans le cas des surfaces d’Inoue-Hirzebruch et celles d’Enoki, le fait que S̃ \ D̃ soit

de Stein est déjà connu : pour une surface d’Inoue-Hirzebruch, la variété S̃ \ D̃ est un
domaine de Reinhardt holomorphiquement convexe (voir [37], proposition 2.2) tandis que

pour une surface d’Enoki, on a S̃ \ D̃ ∼= C∗×C qui sont bien dans chaque cas des variétés
de Stein. Il reste donc à étudier le cas des surfaces intermédiaires.

Favre a donné dans [16] des formes normales pour les germes contractants d’applica-
tions holomorphes et on peut en particulier donner la forme du germe associé à une surface
intermédiaire, à savoir qu’une telle surface est associée au germe ϕ de (C2, 0) → (C2, 0)
donné par

(z, ζ) 7→ (λζsz + P (ζ) + c sk
k−1
ζ

sk
k−1 , ζk) (1.1)

où λ ∈ C∗, k, s ∈ N avec k > 1 et s > 0, et P (ζ) = cjζ
j + ... + csζ

s avec les condi-
tions suivantes : 0 < j < k, j 6 s, cj = 1, c sk

k−1
= 0 quand sk

k−1
6∈ Z ou λ 6= 1 et enfin

pgcd{k,m | cm 6= 0} = 1. On trouve dans [30] une condition pour que deux tels germes
soient conjugués (et déterminent donc deux surfaces isomorphes).

L’objectif de cette section est de démontrer, dans le cas de surfaces intermédiaires, le

Théorème 1.3.1 La surface S̃ \ D̃ est de Stein.

Dans un premier temps (section 1.3.1), on montre qu’il est suffisant de se ramener à la
situation du théorème 1.3.2 énoncé ci-dessous. Pour cela, nous allons écrire notre surface
comme réunion croissante d’ouverts et nous verrons que seule une hypothèse manque
a priori pour pouvoir effectivement appliquer ce théorème, à savoir que chaque paire
constituée de deux tels ouverts consécutifs est de Runge. C’est dans la section 1.3.2 qu’on
prouve que cette hypothèse est bien vérifiée.

1.3.1 Réduction du problème.

Reprenons les notations précédentes et donnons-nous un germe de la forme (1.1). On

regarde la surface intermédiaire S associée et on choisit une courbe C de S̃ donnée par



14 CHAPITRE 1. UN RÉSULTAT SUR LES SURFACES DE KATO

la proposition 3.16 de [10] ; quitte à renuméroter les Ai on suppose que C ⊂ A0. Notre

objectif est de prouver que la variété ŜC \ pC(D̃) est de Stein, en utilisant le théorème
suivant (voir [22], théorème 10 p. 215) :

Théorème 1.3.2 Soient X un espace analytique complexe et (Xi)i∈N une suite croissante
de sous-espaces de X qui soient de Stein. Supposons que X =

⋃
Xi et que chaque paire

(Xi+1, Xi) est de Runge, i.e. l’ensemble O(Xi+1)|Xi des restrictions à Xi des applications
holomorphes sur Xi+1 est dense dans O(Xi). Alors X est de Stein.

Notons :
- Âi := pC(Ai) pour tout i ∈ Z et
- Ai := pC(

⋃
j>iAj) pour i 6 0,

de sorte qu’on a Ai ⊂ Ai−1 et ŜC \ pC(D̃) =
⋃
i60

Ai \ pC(D̃).

Chaque Ai \ pC(D̃) est strictement pseudo-convexe, donc de Stein. De plus, on a

FC(Âi) = Âi+1 pour i 6 −1, car le diagramme

S̃
G //

pC
��

S̃

pC
��

ŜC FC
// ŜC

est commutatif (c.f. [10], proposition 3.9). Ainsi, on a

FC(Ai−1 \ pC(D̃)) = Ai \ pC(D̃) (1.2)

Supposons établi le fait que la paire (A0 \pC(D̃), FC(A0 \pC(D̃))) est de Runge. Alors

la paire (A−1 \ pC(D̃),A0 \ pC(D̃)) est automatiquement de Runge par l’égalité (1.2) ci-

dessus, et par récurrence chaque paire (Ai−1 \ pC(D̃),Ai \ pC(D̃)) est de Runge. Nous
sommes alors en mesure d’appliquer le théorème 1.3.2 qui nous dit que la réunion des
Ai \ pC(D̃) est de Stein.

Le problème est donc ramené à montrer que le couple (A0 \ pC(D̃), FC(A0 \ pC(D̃)))
est de Runge.

Remarque 1.3.3 L’ensemble A0\pC(D̃) est biholomorphe à une boule ouverte centrée en
0 privée d’une droite complexe. En effet, on peut écrire ϕ = π ◦ σ où π est une succession
d’éclatements de la boule au-dessus de 0 ∈ C2, σ : B → π−1(B) est une application définie
sur un voisinage de B et biholomorphe sur son image, et ϕ est de la forme normale (1.1).
Par le choix de la courbe C, la proposition 3.16 p. 33 de [10] nous donne l’isomorphisme

A0 \ pC(D̃) ∼= B \ ϕ−1(0) et en utilisant la forme de ϕ, on voit que ϕ−1(0) = {ζ = 0}.

Finalement, démontrer que (A0 \ pC(D̃), FC(A0 \ pC(D̃))) est de Runge revient à
prouver que c’est le cas de la paire (B \ {ζ = 0}, ϕ(B \ {ζ = 0})) pour une boule B ⊂ C2

centrée en 0 (en notant (z, ζ) les coordonnées de C2). C’est l’objet de la section suivante.

1.3.2 La paire (B \ {ζ = 0}, ϕ(B \ {ζ = 0})) est de Runge

Etant donné un germe ϕ de la forme (1.1), introduisons en premier lieu quelques notations :
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1. Remarquons tout d’abord que chaque point de C × ∆∗ possède exactement k an-
técédents par ϕ, où ∆∗ est le disque unité ouvert de C privé de 0. Notons g l’auto-
morphisme de C×∆∗ suivant :

g : (z, ζ) 7→
(
ε−sz +

P (ζ)− P (εζ)

λεsζs
, εζ

)
où ε est une racine primitive k-ième de l’unité, de sorte que ϕ ◦ g = ϕ. Pour tout
` ∈ Z, on a

g`(z, ζ) =

(
(ε`)−sz +

P (ζ)− P (ε`ζ)

λ(ε`)sζs
, ε`ζ

)
et gZ ∼= Z/kZ. L’automorphisme g permute les antécédents d’un même point de
l’application ϕ.

2. On notera également q(z, ζ) le polynôme z

k−1∏
`=1

a`(z, ζ)ζn` où a`(z, ζ) est la pre-

mière composante de g`(z, ζ) et n` = s − min{n|cn(1 − (ε`)n) 6= 0}, qui est bien
défini et positif ou nul vu la dernière hypothèse sur les coefficients de P , à sa-
voir pgcd{k,m | cm 6= 0} = 1. Le polynôme q(z, ζ) est en particulier de la forme
q(z, ζ) = z(c+ ε(z, ζ)) où ε(z, ζ) −−−−→

(z,ζ)→(0,0)
0 et c 6= 0.

3. Pour η > 0, on note Uη l’ouvert {(z, ζ) ∈ C2 | |q(z, ζ)| < η}. Soient a, b et c trois
réels strictement positifs, on définit les ensembles

Ka,b := {(z, ζ) ∈ C2 | |z|2 + |ζ|2 6 a2, |ζ| > b} = B(0, a) ∩ {|ζ| > b}

et
La,b,c := D(0, a)× Ab,c

(où Ab,c est l’anneau ouvert centré en 0 de rayons b < c). Enfin, on pose

Ka,b :=
k−1⋃
`=0

g`(Ka,b)

et

La,b,c :=
k−1⋃
`=0

g`(La,b,c).

Remarque 1.3.4 Pour a, b et c assez petits, les compacts g`(La,b,c) (resp. g`(Ka,b)) sont
disjoints deux à deux : ceci est une conséquence du fait que la fonction ϕ est localement
injective autour de l’origine de C2, ce qui est démontré, par exemple, dans [13], section 5.
En particulier, les ensembles La,b,c et Ka,b possèdent chacun k composantes connexes.
D’autre part, on a Ka′,b′ ⊂ La,b,c pour b′ > b et a′ 6 min{a, c}, ce qui entrâıne notamment
Ka′,b′ ⊂ La,b,c.

Enfin, pour η > 0 fixé, il existe Aη > 0 tel que pour tous réels t et δ avec 0 < t < δ < Aη,
on ait Lδ,t,δ ⊂ Uη : en calculant |q(z, ζ)| pour (z, ζ) ∈ Lδ,t,δ on voit qu’il suffit de choisir δ
assez petit pour avoir

|δ|
k−1∏
`=1

(|δn`+1|+ 2(|cs−n` |+ |cs−n`+1|δ + ...+ |cs|δn`)/λ) < η. (1.3)
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On appelle Vη,δ l’ensemble Uη ∩ {|ζ| 6 δ}.

Proposition 1.3.5 Pour δ > 0 assez petit et pour tout ε1 ∈]0, δ[, le compact Kδ,ε1 est
holomorphiquement convexe.

Preuve : En premier lieu, remarquons que l’enveloppe holomorphiquement convexe de
Vη,δ est l’adhérence V η,δ de cet ensemble. On note :

- K̂δ,ε1 l’enveloppe holomorphiquement convexe de Kδ,ε1 ,
- K̂`δ,ε1 (resp. V `

η,δ) la composante connexe de K̂δ,ε1 (resp. V η,δ) qui contient g`(Kδ,ε1),
pour ` ∈ {0, ..., k − 1}.

Étape 1 : Montrons tout d’abord que pour η et δ assez petits et pour tout ε1 < δ, on a
V 0
η,δ ∩ Kδ,ε1 = Kδ,ε1 , autrement dit que la composante connexe de V η,δ qui contient Kδ,ε1

ne rencontre aucune autre composante de Kδ,ε1 .

Soient δ > ε1 > 0. Pour ` ∈ {1, ..., k − 1}, on a

g`(Kδ,ε1) ⊂ g`(Lδ,ε1,δ) = (gk−`)−1(Lδ,ε1,δ) = {(z, ζ) ∈ C2 | |ak−`(z, ζ)| 6 δ, |ζ| ∈ [ε1, δ]}.

En particulier, pour (z, ζ) ∈ g`(Lδ,ε1,δ), on a z =
P (εk−`ζ)− P (ζ)

λζs
+ w où |w| 6 δ. En

développant, cette égalité devient

z = λ−1ζ−n`
(
cs−n`((ε

−`)s−n` − 1)+cs−n`+1((ε−`)s−n`+1 − 1)ζ + ...
...+ cs((ε

−`)s − 1)ζn`
)

+ w.

Autrement dit, si n` > 0, z est de la forme

λ−1ζ−n`((cs−n`((ε
−`)s−n` − 1) + ζR`(ζ, w))

où R` est un polynôme et par définition de n`, le terme cs−n`((ε
−`)s−n` − 1) est non nul.

Grâce à cette dernière expression de z, on voit que lorsque n` > 0, pour n’importe
quelle constante C > 0 et lorsque δ est assez petit, tout élément (z, ζ) ∈ g`(Lδ,ε1,δ) vérifie
|z| > C.

Dans le cas où n` = 0 (donc cs 6= 0), on a |z| = |λ−1(cs((ε
−`)s − 1)) +w| est supérieur

à une constante non nulle pour δ assez petit.
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Posons alors α := 1
2
min
`
{|cs((ε`)s−1)| | `s 6≡ 0[k]} si cs 6= 0 et α := 1 sinon. Par ce qui

précède, il existe une constante A > 0 telle que pour tous δ < A et ε1 < δ on ait, pour
chaque ` ∈ {1, ..., k − 1} et tout élément (z, ζ) de g`(Lδ,ε1,δ), l’inégalité

|z| > α. (1.4)

Fixons désormais η > 0 vérifiant les deux conditions suivantes :
1. 2η/|c| < α (où c 6= 0 est le facteur de z dans le développement limité de q en (0, 0),

à savoir q(z, ζ) = z(c+ ε(z, ζ))), et
2. |c+ ε(z, ζ)| > |c|/2 pour tout (z, ζ) ∈ D(0, 3η/|c|)× D(0, 3η/|c|).

Choisissons maintenant δ < min{A,Aη, 2η/|c|} et ε1 ∈]0, δ[. Alors on a Lδ,ε1,δ ⊂ Uη (re-
marque 1.3.4) et l’inégalité (1.4) ci-dessus est vérifiée.

Pour tout |z| 6 δ et |ζ| ∈ [ε1, δ] on a (z, ζ) ∈ Kδ,ε1 ⊂ V
0

η,δ. Soit maintenant
` ∈ {1, ..., k−1} et (z, ζ) un point de g`(K), on a |z| > α et ceci entrâıne que (z, ζ) 6∈ V 0

η,δ.

En effet, supposons le contraire : la projection de V 0
η,δ sur la première coordonnée

étant connexe, et comme δ < 2η/|c| < α, il devrait exister un élément (z′, ζ ′) ∈ V 0
η,δ avec

|z′| = 2η/|c|, ce qui est impossible puisque dans ce cas |q(z′, ζ ′)| > 2η

|c|
(|c|/2) = η.

Ainsi, la composante connexe V 0
η,δ de V η,δ qui contient Kδ,ε1 ne rencontre aucune autre

composante de Kδ,ε1 , ce qu’il fallait démontrer.

À partir de maintenant, on omet les indices δ, ε1.

Étape 2 : Montrons à présent que K̂0 = K. Par l’étape 1, et comme K̂0 ⊂ V 0, on sait
que K̂0 ne rencontre pas d’autre composante de K que l’ensemble K lui-même.
Soit (z0, ζ0) ∈ K̂0 \K. On suppose que |ζ0| > ε1 (sinon (z0, ζ0) 6∈ K̂), donc nécessairement
|z0|2 + |ζ0|2 > δ2. Comme la boule fermée B := B(0, δ) est holomorphiquement convexe
dans C2, il existe une fonction h holomorphe sur C2 telle que |h(z0, ζ0)| > ‖h‖B. Notons
respectivement m0 et mB les quantités |h(z0, ζ0)| et ‖h‖B, ainsi que mK̂ la quantité ‖h‖K̂,

qui est finie puisque K̂ est compact.

Considérons la fonction χK̂0 définie sur K̂ valant 1 sur K̂0 (en particulier sur K) et 0

sur K̂ \ K̂0 (en particulier sur g`(K) pour ` 6≡ 0[k]).

Le théorème 6’ p. 213 de [22] nous dit que la fonction χK̂0 est limite uniforme sur

K̂ de fonctions holomorphes sur C × ∆∗. Soit donc f une fonction holomorphe véri-

fiant ‖f − χK̂0‖K̂ < ε′ avec ε′ < min

{
m0

mK̂ +m0

,
m0 −mB

m0 +mB

}
et appelons F l’application

(z, ζ) 7→ h(z, ζ)f(z, ζ).

Pour (z`, ζ`) ∈ g`(K) (avec ` ∈ {1, ..., k − 1}), on a l’inégalité

|F (z`, ζ`)| 6 ‖F − hχK̂0‖K̂ + |h(z`, ζ`)χK̂0(z`, ζ`)|.

Le second terme du membre de droite est nul ; quant au premier, il est majoré par mK̂ε
′.

De plus, on a |F (z0, ζ0)| = m0|f(z0, ζ0)| > m0(1− ε′) d’une part, et pour tout (z, ζ) ∈ K
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on a
|F (z, ζ)| 6 |h(z, ζ)

(
f(z, ζ)− χK̂0(z, ζ)

)
|+ |h(z, ζ)χK̂0(z, ζ)|

donc |F (z, ζ)| 6 mBε
′+mB d’autre part. Le choix de ε′ nous assure que l’on a l’inégalité

max{mK̂ε′,mB(ε′+ 1)} < m0(1− ε′). Autrement dit, nous avons montré que (z0, ζ0) 6∈ K̂,

d’où une contradiction. Ainsi, on a bien établi que K̂0 = K.

Étape 3 : Il nous reste à conclure. Remarquons que l’enveloppe holomorphe convexe K̂
de K est également stable par g et supposons qu’il existe `0 ∈ {1, ..., k − 1} et un point

(z`0 , ζ`0) ∈ K̂`0 \ g`0(K). Alors on a les inclusions suivantes :

K ⊂ g−`0(K̂`0) ⊂ K̂0,

la dernière inclusion provenant du fait que la continuité de g entrâıne la connexité de
g−`0(K̂`0). On a donc g−`0(z`0 , ζ`0) ∈ K̂0 = K, d’où une contradiction.

Finalement, on a établi que
k−1⋃
`=0

K̂` = K. Comme K est une réunion de composantes

connexes de K̂, c’est un sous-ensemble ouvert et fermé de K̂, donc holomorphiquement
convexe par le corollaire 8 p. 214 de [22]. Finalement on a établi K = K̂. �

Notons O(C×∆∗) l’algèbre des fonctions holomorphes sur C×∆∗ et ϕ∗(O(C×∆∗))
l’algèbre des éléments de O(C × ∆∗) invariants par le groupe gZ. Si A est une algèbre

de fonctions holomorphes, on note K̂A l’enveloppe de K par rapport à l’algèbre A. On a
montré que K̂O(C×∆∗) = K.

Corollaire 1.3.6 On a K̂ϕ∗(O(C×∆∗)) = K.

Preuve : En effet, pour x 6∈ K, on a :

̂(gZ.x) ∪ K
O(C×∆∗)

= (gZ.x) ∪ K. (1.5)

Ceci découle du fait que si p 6∈ K, pour q 6∈ {p} ∪ K, il existe f1 ∈ O(C × ∆∗) telle
que ‖f1‖K < f1(q). Après avoir éventuellement multiplié f1 par une constante, on peut
supposer que f1(q) = 1. Comme p 6= q, il existe également une fonction f2 ∈ O(C×∆∗) qui
vérifie f2(p) = 0, f2(q) 6= 0 et ‖f2‖K 6 1/2 ; quitte à remplacer f1 par des puissances d’elle-
même, on peut supposer que ‖f1‖K 6 |f2(q)| et dans ce cas on a ‖f1f2‖K∪{p} < |f1(q)f2(q)|.

Ainsi, on a ̂{p} ∪ K
O(C×∆∗)

= {p} ∪ K ; par conséquent, en ajoutant un nombre fini de
points à K l’ensemble obtenu reste holomorphiquement convexe, et on a bien l’égalité
(1.5).

On considère alors la fonction f qui vaut 1 sur gZ.x et 0 sur K, qui est holomorphe
sur (gZ.x) ∪ K. Alors (théorème 6’ p. 213 de [22]) il existe une fonction h ∈ O(C × ∆∗)
telle que ‖f − h‖ < 1/2.

En définissant la fonction holomorphe H :=
1

k

k−1∑
j=0

(h ◦ gj), il sort que l’on a

|H(x)− 1| < 1/2

tandis que pour tout y ∈ K, on a |H(y)| < 1/2, donc x 6∈ K̂ϕ∗(O(C×∆∗)). �
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Corollaire 1.3.7 Soit δ un réel positif donné par la proposition 1.3.5. Alors, la paire

(B(0, δ) \ {ζ = 0}, ϕ(B(0, δ) \ {ζ = 0}))

est de Runge.

Preuve : On se donne un compact A de ϕ(B(0, δ) \ {ζ = 0}), il est inclus dans un
certain ϕ(Kδ−1/p,1/q) (pour p et q assez grands et avec δ > 1/p + 1/q). L’enveloppe de
A par rapport à l’algèbre des fonctions holomorphes sur B(0, δ) \ {ζ = 0} est incluse
dans ϕ(Kδ−1/p,1/q) par le corollaire 1.3.6, donc compacte. Ainsi ϕ(B(0, δ) \ {ζ = 0}) est
holomorphiquement convexe par rapport aux fonctions holomorphes de B(0, δ) \ {ζ = 0},
ce qui nous donne la conclusion ([22], corollaire 9 p. 214). �

1.3.3 Une généralisation

Soit ϕ un germe de (C3, 0) dans (C3, 0) donné par

(z, ζ, ξ) 7→ (λζrξsz + P (ζ, ξ), ζk, ξ`) (1.6)

où λ ∈ C∗, k, `, r, s ∈ N avec k, ` > 1, pgcd(k, `) = 1 et r, s > 0, et

P (ζ, ξ) =
r∑

i1=j1

s∑
i2=j2

ci1,i2ζ
i1ξi2

avec les conditions suivantes : 0 < j1 < k, 0 < j2 < `, j1 6 r, j2 6 s et cj1,j2 6= 0.

Nous ajoutons une hypothèse supplémentaire, à savoir que pour tout ε ∈ Uk (racines
k-ièmes de l’unité) et τ ∈ U` avec ετ 6= 1 1, il existe des entiers n et m et un polynôme Q
avec Q(0, 0) 6= 0, tels que l’on ait l’égalité :

P (ζ, ξ)− P (εζ, τξ) = ζnξmQ(ζ, ξ). (1.7)

Donnons quelques classes d’exemples de polynômes vérifiant cette dernière condition :

1. P (ζ, ξ) =

min(r,s)∑
p=1

apζ
pξp avec ou bien pgcd{k, p | ap 6= 0} = 1, ou bien pgcd{`, p | ap 6=

0} = 1,

2. P (ζ, ξ) = ζs
′

r∑
p=1

apξ
p avec pgcd{`, p | ap 6= 0} = 1 et 1 6 s′ 6 s,

3. P de la forme précédente, mais en intervertissant les rôles de ζ et ξ.

Etant données εk et τ` deux racines primitives k-ième et `-ième de l’unité respective-
ment, notons g l’automorphisme de C× (∆∗)2 qui à (z, ζ, ξ) associe

(ε−rk τ−s` z +
P (ζ, ξ)− P (εkζ, τ`ξ)

λεrkτ
s
` ζ

rξs︸ ︷︷ ︸
ak,l(z, ζ, ξ)

, εkζ, τ`ξ),

1. Comme k et ` sont premiers entre eux, ceci revient à dire que ε et τ ne sont pas simultanément
égaux à 1.
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et X l’ensemble B(0, 1) \ {ζξ = 0}. La condition (1.7) permet d’adapter le raisonnement
de la preuve de la proposition 1.3.5 et de ses deux corollaires dans cette situation, en
posant cette fois-ci

q(z, ζ, ξ) = z
k−1∏
i=1

`−1∏
j=1

ak,`(z, ζ, ξ)ζ
nkξm` .

Ainsi la paire (X,ϕ(X)) est de Runge. On obtient alors une variété de Stein en recollant
une infinité dénombrable de copies de X \ ϕ(X) grâce à l’application ϕ. Il est possible
de généraliser cette dernière construction en prenant un germe de (Cn+1, 0) dans lui-
même, défini cette fois par (z, ζ1, ..., ζn) 7→ (λζs11 ...ζ

sn
n z+P (ζ1, ..., ζn), ζk11 , ..., ζ

kn
n ) avec des

conditions directement analogues à celles données ci-dessus.

1.4 Invariants

Revenons à présent à notre situation de départ. On note désormais X la variété S̃ \ D̃.
Etant donné un groupe G, on appelle espace K(G, 1) tout espace topologique connexe
dont le groupe fondamental est isomorphe à G et qui possède un revêtement universel
contractile.

Exemple 1.4.1 Le cercle unité S1 est un espace K(Z, 1).

Remarquons tout d’abord que la variété X est un espace K(Z[ 1
k
], 1). En effet, π1(X) ∼=

Z[ 1
k
] et son revêtement universel C×H (c.f. [11] et [17]) est contractile.
Le théorème I de [14] (pp. 482-483) nous dit alors que les groupes de cohomologie de

X sont isomorphes à ceux du groupe Z[ 1
k
], c’est-à-dire que pour tout n ∈ N et pour tout

groupe G, on a un isomorphisme entre Hn(X,G) et Hn(Z[ 1
k
], G). De plus, on sait (loc. cit.

pp. 488-489) que le groupe H2(Z[ 1
k
], G) est isomorphe au groupe des extensions centrales

de Z[ 1
k
] par G. Une extension centrale est la donnée d’une extension de groupe

0→ G
i→ E

p→ Z[ 1
k
]→ 0

où E est un groupe avec i(G) ⊂ Z(E), le centre de E.

Nous sommes maintenant en mesure de prouver la

Proposition 1.4.2 Le groupe H2(X,C) est trivial.

Preuve : Par ce qui précède, il suffit de montrer qu’une extension centrale E de Z[ 1
k
] par

C est nécessairement triviale, i.e. isomorphe au produit cartésien C × Z[ 1
k
]. Soit donc E

une telle extension :
0→ C i→ E

p→ Z[ 1
k
]→ 0.

Montrons que E est abélien. Soient x, y ∈ E et a ∈ N tels que p(x) et p(y) appartiennent
tous deux à 1

ka
Z := { n

ka
, n ∈ Z} qui est un sous-groupe de Z[ 1

k
] isomorphe à Z.

L’extension E induit une extension F := p−1( 1
ka
Z) de 1

ka
Z par C, donc une extension de

Z par C :

0→ C i′→ F
p′→ Z→ 0

Il existe une section s : Z → F (on choisit s(1) ∈ p′−1(1) et on pose s(n) = ns(1)
pour n ∈ Z) donc F est produit semi-direct de Z par C, donné par σ ∈ Hom(Z,Aut(C)).



1.4. INVARIANTS 21

L’extension F étant elle aussi centrale, σ ≡ 1 est l’unique possibilité, i.e. F est abélien (il
est isomorphe à C× Z) donc x et y commutent. Ainsi, E est abélien.

Il existe des sections s : Z[ 1
k
] 7→ E. Pour construire l’une d’elles, fixons x0 ∈ p−1(1).

Comme Z[ 1
k
] ∼= E/i(C), il existe x′1 ∈ p−1(1/k) tel que kx′1 = x0 + i(w) avec w ∈ C.

On pose alors x1 := x′1 − i(w/k) et on a kx1 = x0 ; on définit ainsi par récurrence les
xi ∈ p−1(1/ki) vérifiant kxi+1 = xi, et notre section est donnée par s(n/ka) = nxa pour
n ∈ Z et a ∈ N. L’existence d’une telle section nous dit que E est isomorphe au produit
semi-direct Co Z[ 1

k
] donné par σ ∈ Hom(Z[ 1

k
],Aut(C)). Le groupe E étant abélien, on a

nécessairement σ ≡ 1, i.e. E est isomorphe au produit C× Z[ 1
k
]. �

Remarque 1.4.3 Le groupe H2(X,Z) n’est pas trivial ; il contient des éléments de torsion
et des éléments qui ne sont pas d’ordre fini. Le morphisme ρ de la preuve du lemme 1.4.8
ci-après fournit un exemple d’élément de torsion, puisqu’on peut voir que ρk−1 admet un
logarithme (voir définition 1.4.7 ci-dessous). Pour ce qui est des éléments qui ne sont pas
d’ordre fini, donnons-en un exemple. Considérons le groupe Z[1

6
]. On a un isomorphisme

de groupes ϕ : Z[1
6
]/Z[1

2
] ∼= Z[1

3
]/Z et une injection i de ce groupe (le 3-groupe de Prüfer)

dans S1. Alors on peut voir que ρ := i ◦ ϕ n’est pas d’ordre fini dans H2(X,Z). Ainsi, le
groupe H2(X,Z) possède des éléments d’ordre infini dont l’image est nulle dans H2(X,Q),
ceci est conséquence du fait que le groupe H1(X,Z) ∼= Z[ 1

k
] n’est pas finiment engendré

(voir [6], théorème 4 p. 144).

Étant donnée une surface intermédiaire S et son germe associé sous la forme normale
(1.1), on définit l’indice de S comme le plus petit entier m tel que k − 1 divise ms (voir
[30]).

Il existe un feuilletage holomorphe F sur X défini par la 1-forme holomorphe ω =
dζ

ζ
,

qui ne s’annule nulle part (c.f. [12]). De façon équivalente, les feuilles de ce feuilletage sont
les ensembles {ζ = const.}. Dans le cas où S est d’indice 1, i.e. lorsque k − 1 divise s, il
existe un champ de vecteurs tangent à ce feuilletage qui ne s’annule nulle part, autrement
dit on a le

Lemme 1.4.4 Lorsque la surface S est d’indice 1, le fibré tangent au feuilletage TF est
holomorphiquement trivialisable.

Preuve : Pour prouver cela, nous montrons qu’il suffit de considérer le champ de vecteurs
V sur X induit par le champ de vecteurs Ṽ = ζ

s
k−1 ∂

∂z
sur C×∆∗, tangent au feuilletage

de C×∆∗ défini par ω.

En effet, d’une part on remarque que X est le quotient de C×∆∗ par G où G ∼= Z[ 1
k
]/Z

est le groupe formé des automorphismes de C×∆∗ de la forme g`kn(z, ζ) = (zε
−`s k

n−1
k−1

kn +

n−1∑
i=0

λn−i−1ζsk
i+1 k

n−i−1−1
k−1 (P (ζk

i

)−ε−`sk
i+1 k

n−i−1−1
k−1

kn P ((ε`knζ)k
i

))

λn(ε`knζ)s
kn−1
k−1

, ε`knζ)

pour n ∈ N, ` ∈ {0, ..., kn − 1} et avec εkn = e
2iπ
kn . Ceci provient du fait que X est le quo-

tient de C×Hg par le groupe {γnγ`1γ−n | n, ` ∈ Z} ∼= Z[ 1
k
] où Hg = {w ∈ C | <(w) < 0},

γ(z, w) = (λzesw + P (ew), kw) et γ1(z, w) = (z, w + 2iπ) (voir [12], proposition 2.3 et
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section 4). On considère alors le quotient par le sous-groupe {γnγkn`1 γ−n | n, ` ∈ Z} ∼= Z
ce qui nous donne bien X = (C×∆∗)/G.

D’autre part, un champ de vecteurs Ṽ défini sur C×∆∗ induit un champ de vecteurs
tangent à X lorsqu’il est invariant par le groupe G, i.e. s’il vérifie :

D(g`kn)
z,ζ

(Ṽ (z, ζ)) = Ṽ (g`kn(z, ζ)). (1.8)

Cette condition est bien vérifiée par Ṽ puisque l’on a l’égalité ε
−`s k

n−1
k−1

kn ζ
s

k−1 = (ε`knζ)
s

k−1 .

Comme ω(Ṽ ) = 0, on a bien montré que V ∈ H0(X,TF). �

Remarque 1.4.5 On peut montrer qu’un champ de vecteurs sur X de la forme f(z, ζ) ∂
∂z

(où f est une holomorphe ne s’annulant nulle part) existe bien si et seulement si la surface
S est d’indice 1, autrement dit on a une équivalence dans le lemme précédent. C’est une
conséquence de la condition (1.8) et le raisonnement est analogue à celui qui sera fait dans
le lemme 1.4.8.

La trivialité du fibré TF entraine celle du fibré tangent TX, ce que nous voyons à
présent.

Lemme 1.4.6 Lorsque le fibré TF est holomorphiquement trivialisable, le fibré tangent
holomorphe TX de X l’est aussi.

Preuve : Étant donné que nous avons une section holomorphe globale V de TF , il nous
suffit d’exhiber un deuxième champ de vecteurs global, linéairement indépendant de V
en chaque point. Par définition, on peut trouver un recouvrement de X par des ouverts
Ui et sur chacun d’eux un champ de vecteurs Wi qui soit linéairement indépendant de V
sur Ui. Quitte à remplacer Wi par Wi/ω(Wi) on peut supposer que ω(Wi) ≡ 1 sur Ui, de
sorte que ω(Wi,j) = 0 sur Ui,j := Ui∩Uj, où l’on a posé Wi,j := Wi−Wj. La famille (Wi,j)
forme donc un cocyle de H1(X,TF) qui est aussi un cobord par le théorème B de Cartan.
Ainsi il existe un champ de vecteurs Zi sur chaque Ui tel que Zi − Zj = Wi,j. Posons

Ỹi := Wi − Zi, de sorte que Ỹi = Ỹj sur Ui,j, i.e. les Ỹi se recollent en une section holo-

morphe globale de TX. Nous avons deux champs de vecteurs V et Ỹ vérifiant ω(V ) ≡ 0

et ω(Ỹ ) ≡ 1, ce qui nous assure qu’ils sont linéairement indépendants en chaque point de
la variété étudiée. �

Nous voulons à présent établir un lien entre le fait que S soit d’indice 1 et la trivialité
du fibré canonique de X.

On considère la suite exacte courte 0→ Z→ C→ C∗ → 0 de faisceaux, qui donne lieu
à la suite exacte longue de cohomologie · · · → H1(X,Z) → H1(X,C) → H1(X,C∗) →
H2(X,Z) → H2(X,C) → · · · . Toujours d’après le théorème I de [14], on a les isomor-
phismes

H1(X,Z) ∼= Hom(Z
[

1
k

]
,Z) = 0,

H1(X,C∗) ∼= Hom(Z
[

1
k

]
,C∗) = C∗

et
H1(X,C) ∼= Hom(Z

[
1
k

]
,C) ∼= C.

D’autre part le groupe H2(X,C) est trivial, d’où l’on tire finalement la suite exacte courte

0→ H1(X,C)
e2iπ·→ H1(X,C∗) c→ H2(X,Z)→ 0.
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Définition 1.4.7 On dira qu’un élément ρ de H1(X,C∗) admet un logarithme lorsqu’il
existe un morphisme ρ′ de Z[ 1

k
] dans C tel que e2iπρ′ = ρ.

Ainsi, l’image par c d’un élément ρ ∈ H1(X,C∗) est triviale dans H2(X,Z) si et
seulement si ρ admet un logarithme ρ′.

Lemme 1.4.8 Si le fibré canonique de X est holomorphiquement trivialisable, alors la
surface S est d’indice 1.

Preuve : Le fibré canonique de X est le fibré des 2-formes holomorphes sur X ; raisonnons
par l’absurde et supposons qu’il est holomorphiquement trivialisable et que la surface S
n’est pas d’indice 1. Alors il existe une 2-forme holomorphe globale sur X qui ne s’annule
nulle part. Une telle forme provient d’une 2-forme holomorphe sur le revêtement C×∆∗

de X donnée par f(z, ζ)dz ∧ dζ (où f est une fonction holomorphe sur C × ∆∗ qui ne
s’annule nulle part) qui soit stable par le groupe G = {gαkn | n ∈ N, α ∈ {0, ..., kn − 1}},
i.e. vérifie l’équation

(gαkn)∗(f(z, ζ)dz ∧ dζ) = f(z, ζ)dz ∧ dζ

(pour tout n ∈ N et α ∈ {0, ..., kn − 1}). Ceci donne la condition suivante sur la fonction
f :

e2iπ α
kn

(s k
n−1
k−1

−1)f(z, ζ) = f(gαkn(z, ζ)). (1.9)

Considérons l’homomorphisme de groupes

ρ : Z[ 1
k
] −→ S1.

α
kn

7−→ e2iπ α
kn

(s k
n−1
k−1

−1)

Il induit un fibré plat 2 Lρ au-dessus de X, qui est holomorphiquement trivialisable si et
seulement si ρ admet un logarithme, puisque H1(X,O∗) ∼= H2(X,Z) car X est de Stein.
Étant donné que la fonction f vérifie la condition (1.9) ci-dessus, elle définit une section
holomorphe du fibré plat Lρ au-dessus de X.

Ainsi pour pouvoir aboutir à une contradiction, il nous reste à voir que ρ n’admet pas
de logarithme (et donc qu’une telle fonction f n’existe pas).

Remarquons tout d’abord que l’application σ : α
kn
7→ e2iπ−α

kn
( s
k−1

+1) est un homomor-
phisme de Z[ 1

k
] dans S1 qui admet un logarithme. Ainsi, ρ admet un logarithme si et

seulement si l’homomorphisme ϕ := ρ/σ : α
kn
7→ e2iπ αs

k−1 admet un logarithme.
Soit m l’indice de la surface S. Comme k−1 n’est pas un diviseur de s, le noyau de ϕ est

précisément mZ[ 1
k
] et cet homomorphisme n’admet donc pas de logarithme. En effet, si un

tel morphisme ρ′ existait, sa restriction à mZ[ 1
k
] serait un homomorphisme à valeurs dans

Z, nécessairement trivial. On aurait alors m.ρ
(

1
kn

)
= 0, i.e. ρ

(
1
kn

)
= 0 pour tout n ∈ N. �

Remarque 1.4.9 On a en fait une équivalence dans le lemme précédent. Lorsque la
surface S est d’indice 1, on considère la forme ζ−( s

k−1
+1)dz ∧ dζ, qui trivialise le fibré

canonique.

Les trois lemmes précédents ont en particulier comme conséquence la

2. Ce fibré est la projection par rapport à la première coordonnée du quotient de X̃×C par l’action de
π1(X) sur cet espace (définie par g.(x, z) := (g.x, ρ(g).z) pour g ∈ π1(X), x ∈ X̃ et z ∈ C, où X̃ = C×∆∗

est le revêtement universel de X).
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Proposition 1.4.10 Soient S une surface intermédiaire et X = S̃\D̃. Les trois assertions
suivantes sont équivalentes :

1. La surface S est d’indice 1,
2. Le fibré tangent au feuilletage TF de X est holomorphiquement trivialisable,
3. Le fibré tangent holomorphe TX de X est holomorphiquement trivialisable.

Preuve : Vu les lemmes 1.4.4 et 1.4.6, il suffit de montrer que la troisième assertion
entraine la première. C’est une conséquence du lemme 1.4.8, car si S n’est pas d’indice 1,
le fibré canonique de X n’est pas holomorphiquement trivialisable. Dans ce cas, le fibré
cotangent de X et donc le fibré tangent TX ne le sont pas non plus. �

Remarque 1.4.11 Le problème suivant demeure non résolu actuellement (voir [19]) : une
variété de Stein de dimension n dont le fibré tangent holomorphe est holomorphiquement
trivialisable est-elle nécessairement un domaine de Riemann au-dessus de Cn ? Nous ne
connaissons pas la réponse pour les surfaces de Stein que l’on vient de considérer.



Chapitre 2

Rappels

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, on effectue de brefs rappels sur des groupes de Lie particuliers, appelés
(( groupes de Cousin )) et les variétés toriques. Les preuves sont omises, sauf lorsqu’elles
seront utilisées par la suite.

2.2 Groupes de Cousin

Pour commencer, on rappelle les définitions et résultats essentiels concernant les groupes
de Cousin. Ces groupes sont appelés ainsi en l’honneur de Pierre Cousin qui, le premier,
a étudié ces groupes dans son article de 1910 ([8]). Pour les détails des démonstrations en
particulier, en renvoie à [1].

Définition 2.2.1 On appelle groupe de Cousin un groupe de Lie complexe connexe
commutatif qui n’admet pas de fonction holomorphe non constante.

Définition 2.2.2 Un réseau Λ ⊂ Rm est un sous-groupe discret de Rm.

Proposition 2.2.3 Tout groupe de Lie complexe commutatif connexe est isomorphe au
quotient Cn/Λ où Λ est un réseau de Cn.

Soit Cn/Λ un groupe de Lie complexe commutatif connexe et π : Cn → Cn/Λ l’appli-
cation quotient. On note :
· RΛ le sous-espace vectoriel réel de Cn engendré par Λ,
· CΛ := RΛ + iRΛ,
· MCΛ := RΛ ∩ iRΛ,
· KΛ := π(RΛ) (le sous-groupe maximal compact de Cn/Λ) et
· K0,Λ := π(MCΛ) (le sous-groupe maximal connexe complexe de KΛ).

Avec ces notations, on énonce les deux propositions suivantes :

Proposition 2.2.4 Soit Λ ⊂ Cn un réseau.
1. Si le rang complexe de Λ, qu’on note m, est strictement inférieur à n, alors

Cn/Λ ∼= Cn−m ⊕ Cm/Λ.

25
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2. Si m = n et si K0,Λ n’est pas dense dans KΛ, alors il existe m′ < n tel que

Cn/Λ ∼= (C∗)m′ ⊕ (Cn−m′/Γ),

où Γ ⊂ Cn−m′ est un réseau de rang complexe n − m′ et le sous-groupe K0,Γ est
dense dans KΓ.

Proposition 2.2.5 Soit Λ ⊂ Cn un réseau de rang complexe n. Alors les assertions
suivantes sont équivalentes :

1. Cn/Λ est un groupe de Cousin ;
2. Il n’existe pas d’élément σ ∈ Cn \ {0} tel que que le produit scalaire 〈σ, λ〉 ∈ Z pour

tout λ ∈ Λ ;
3. Le sous-groupe K0,Λ est dense dans KΛ.

Ces propositions ont comme conséquence l’unicité dans le théorème suivant :

Théorème 2.2.6 (Remmert-Morimoto) Tout groupe de Lie complexe abélien connexe est
isomorphe à un produit C`×(C∗)m×C où C est un groupe de Cousin et cette décomposition
est unique à isomorphisme près.

Notons le lemme suivant, dont la preuve est une conséquence de celle de l’implication
“3.⇒ 1.” de la proposition 2.2.5 ci-dessus :

Lemme 2.2.7 Soit U un ouvert d’un groupe de Cousin Cn/Λ qui est stable sous l’action
du sous-groupe maximal compact KΛ, alors U n’admet pas de fonction holomorphe non
constante.

Preuve : Soit π : Cn → Cn/Λ la projection et soit Ũ := π−1(U) ⊂ Cn. Soit f une fonction
holomorphe sur U et soient x0 ∈ U et x̃0 ∈ π−1(x0). La fonction f est bornée sur KΛ.x0

donc f ◦ π est constante sur MCΛ + x̃0 ⊂ RΛ + x̃0, ce qui implique que f est constante
sur KΛ.x0 car Cn/Λ est de Cousin donc K0,Λ est dense dans KΛ. Finalement, f ◦ π est

constante sur RΛ + x̃0 donc aussi sur l’intersection de Ũ et de l’espace vectoriel complexe
engendré par RΛ + x̃0, c’est-à-dire sur Ũ ∩ Cn = Ũ . �

2.3 Rappels sur les variétés toriques

2.3.1 Préliminaires

Nous rappelons brièvement quelques propriétés fondamentales en géométrie algébrique
qui servent à la construction des variétés toriques.

Soit C[T ] = C[T1, ..., Tn] l’anneau des polynômes à n indéterminées à coefficients dans C.

Définition 2.3.1 Si A = {f1, ..., fr} ⊂ C[T ], alors l’ensemble

V (A) := {x ∈ Cn | f1(x) = ... = fr(x) = 0}

est l’ensemble algébrique défini par A.
Inversement, si X ⊂ Cn alors l’ensemble I(X) := {f ∈ C[T ] | f|X ≡ 0} est un idéal,
c’est l’idéal annulateur de X.
Si I est un idéal de C[T ] et IV est l’idéal annulateur de V (I), alors on appelle l’anneau
RV := C[T ]/IV l’anneau de coordonnées de V (I).
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Si on note I l’idéal de C[T ] engendré par A, alors on a V (I) = V (A).

Remarque 2.3.2 Soit f ∈ RV , alors deux polynômes g ∈ f et g′ ∈ f définissent la même
application g|V : V → C. On peut interpréter les éléments de RV comme les restrictions
des fonctions polynomiales de Cn (et inversement). En particulier, les T j (c’est-à-dire les
classes des monômes Tj) sont les restrictions des fonctions coordonnées, ce qui explique le
nom d’anneau de coordonnées.

Théorème 2.3.3 (Nullstellensatz de Hilbert) Avec les notations précédentes on a l’égalité
I(V (J )) =

√
J pour tout idéal J de C[T ].

Ce théorème a comme corollaire

Corollaire 2.3.4 (Version faible du Nullstellensatz) Tout idéal maximal de C[T ] est de
la forme mx = C[T ](T1 − x1) + ... + C[T ](Tn − xn) pour un unique point x = (x1, ..., xn)
de Cn et réciproquement tout idéal de cette forme est maximal. En particulier, les idéaux
maximaux de C[T ] sont finiment engendrés.
Il existe une bijection entre les points x ∈ Cn, les idéaux maximaux mx de C[T ] et les
homomorphismes d’évaluation ϕx : C[T ] −→ C.

f 7−→ f(x)

Remarque 2.3.5 En particulier, Cn est en bijection avec les homomorphismes de C-
algèbres de C[T ] dans C, puisque ceux-ci sont uniquement déterminés par leurs noyaux,
qui sont des idéaux maximaux.

On a également le théorème :

Théorème 2.3.6 Si V est un ensemble algébrique d’anneau de coordonnées RV , alors
il existe des bijections entre V , les idéaux maximaux de RV et les homomorphismes de
C-algèbre de RV dans C.

Définition 2.3.7 L’ensemble des idéaux maximaux d’un anneau R est appelé le spectre
maximal de R et on le notera spec(R).

On peut définir une topologie sur un ensemble algébrique, la topologie de Zariski.

Définition 2.3.8 Un sous-ensemble d’un ensemble algébrique X est un fermé de Za-
riski de X si c’est un sous-ensemble algébrique de X. Un ouvert de Zariski sera le
complémentaire d’un fermé de Zariski, et on définit une topologie sur X, appelée topo-
logie de Zariski de X.

Enfin, et pour fixer les conventions, notons les deux définitions suivantes :

Définition 2.3.9 Un semi-groupe est un ensemble S non vide muni d’une loi interne
associative, et c’est un monöıde si cette loi est commutative, possède un élément neutre
et si tout élément est régulier par rapport à cette loi (i.e. s + x = t + x entrâıne s = t
pour tous s, x et t ∈ S, si on a noté + la loi de S).

Dans la suite, N désigne un Z-module libre de dimension finie, NR est l’espace vectoriel
N ⊗Z R, MR désigne le dual de NR et M désigne le Z-module dual de N , i.e. M =
HomZ(N,Z).
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2.3.2 Variétés affines toriques

2.3.2.1 Cônes

Les cônes sont très importants pour l’étude des variétés toriques notamment parce
qu’ils sont à la base de leur définition. Nous énonçons ici quelques propriétés relativement
“classiques” des cônes, souvent héritées de l’étude des ensembles convexes. On se rendra
compte par la suite que des propriétés au niveau des variétés toriques seront étroitement
liées aux propriétés des cônes qui servent à les définir.

Définition 2.3.10 Un sous-ensemble σ d’un espace vectoriel réel NR de dimension n est
un cône s’il est invariant par toute homothétie centrée en 0 et de rapport positif, i.e.
s’il vérifie : ∀x ∈ σ, ∀λ > 0, λ.x ∈ σ. On appelle dimension de σ et on note dimσ la
dimension du sous-espace vectoriel de NR engendré par σ.

Définition 2.3.11 Un cône est polyédral convexe s’il s’écrit

σ = {λ1v1 + ...+ λrvr | λ1, ..., λr > 0},

avec v1, ..., vr ∈ NR, et il est dit simplicial si les v1, ..., vr sont linéairement indépendants.
Un cône est dit saillant s’il ne contient aucun sous-espace vectoriel de NR. Enfin, un
cône est rationnel s’il est polyédral convexe avec v1, ..., vr ∈ N .

Exemple 2.3.12 Soit (e1, e2) la base canonique de R2. Alors les ensembles σ1 = R>0e1 +
R>0e2, σ2 = R>0e1 et σ3 = R>0e1 + R>0(e1 + 2e2) sont des cônes polyédraux de Z2.

σ1

σ2

σ3

Sauf mention contraire, les cônes que nous utiliserons dans la suite seront toujours
polyédraux convexes.

Définition 2.3.13 Le dual d’un cône σ, noté σ̌, est l’ensemble {u ∈ MR | 〈u, v〉 >
0 pour tout v ∈ σ}.

Définition 2.3.14 Une face d’un cône σ est un ensemble de la forme σ ∩ u⊥ pour un
élément u de σ̌. Si τ est une face de σ, on écrira τ < σ.

Remarque 2.3.15 Si σ est un cône, c’est également une face de lui-même (il suffit de
prendre u = 0 dans la définition). S’il est saillant, {0} en est aussi une face.

Listons maintenant quelques propriétés des cônes que nous réutiliserons dans la suite.

Proposition 2.3.16 1. Si σ est un cône (resp. rationnel), σ̌ est un cône (resp. ra-
tionnel).
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σ̌1 σ̌2 σ̌3

2. Si σ est un cône, on a ˇ̌σ = σ.
3. Si σ = σ1 + σ2, alors σ̌ = σ̌1 ∩ σ̌2.

Exemple 2.3.17 En reprenant les notations de l’exemple 2.3.12, (et en notant (e∗1, e
∗
2) la

base duale de (e1, e2)) on a : σ̌1 = R>0e
∗
1 + R>0e

∗
2, σ̌2 = R>0e

∗
1 + Re∗2 et σ̌3 = R>0(2e∗1 −

e∗2) + R>0e
∗
2.

Lemme 2.3.18
1. Si τ < σ alors σ̌ < τ̌ . L’intersection de deux faces d’un même cône est une face de

ce cône, et toute face d’une face d’un cône est une face de ce cône.
2. Si τ = σ ∩ u⊥ est une face de σ, alors τ̌ = σ̌ + R>0(−u).
3. Si τ est une face de σ, alors σ̌∩τ⊥ est une face de σ̌ avec dim(τ)+dim(σ̌∩τ⊥) = n.

Définition 2.3.19 L’intérieur relatif d’un cône σ est l’intérieur topologique de σ vu
comme sous-ensemble de l’espace affine engendré par σ. On note relint(σ) cet ensemble.

Théorème 2.3.20 Soient σ et σ′ deux cônes convexes dans un espace vectoriel NR. Alors
relint(σ) et relint(σ′) sont disjoints si et seulement si il existe une forme linéaire u 6= 0
sur NR telle que σ soit contenu dans le demi-espace {x ∈ NR | u(x) > 0} et σ′ ⊂ {x ∈
NR | u(x) 6 0}, et telle qu’on n’ait pas simultanément σ et σ′ ⊂ u⊥.

Il s’agit d’une conséquence du théorème de séparation d’ensembles convexes.

Théorème 2.3.21 Soit σ un cône polyédral convexe saillant dans NR. Alors on a les
propriétés suivantes :

i) l’ensemble Sσ := M ∩ σ̌ est un sous-semi-groupe additif de M , contenant 0.
ii) Sσ est engendré comme semi-groupe par un nombre fini d’éléments (c’est le
lemme de Gordan)

iii) le groupe engendré par Sσ est M tout entier
iv) Sσ est saturé, c’est-à-dire : ∀c ∈ N\{0}, ∀m ∈M , si cm ∈ Sσ alors m ∈ Sσ

De plus, tout sous-semi-groupe additif de M vérifiant les propriétés i) à iv) ci-dessus est
de la forme Sσ pour un cône σ de NR.

Les assertions i) et ii) sont conséquences immédiates des définitions. Pour les points
ii) et iii) on renvoie à [28].

Si Sσ est engendré par (a1, ..., ak), alors les éléments ui := zai engendrent l’algèbre
C[Sσ] := C[u1, ..., uk].

Exemple 2.3.22 Avec les notations de l’exemple 2.3.12, Sσ1 est engendré par (e∗1, e
∗
2),

Sσ2 par (e∗1, e
∗
2,−e∗2) et Sσ3 par (2e∗1 − e∗2, e∗1, e∗2).
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σ̌1
σ̌2 σ̌3

Proposition 2.3.23 L’ensemble des faces d’une cône polyédral convexe σ de NR est un
ensemble fini. La plus petite face de σ est σ ∩ (−σ), qui est le plus grand R-sous-espace
vectoriel de NR contenu dans σ.

Lemme 2.3.24 Soit σ un cône de dimension n (dans un espace NR de dimension n).
Alors σ = σ0 +U où σ0 est un cône saillant et U est un sous-espace vectoriel de NR, avec
dim(σ) = dim(σ0) + dim(U). Si de plus σ est rationnel, on peut choisir σ0 et U rationnels
(i.e. il existe une base de U formée d’éléments de N). On notera cospan(σ) := U .

2.3.2.2 Variété affine torique associée à un cône

Soit R := C[T1, ..., T2n] l’anneau des polynômes à 2n indéterminées à coefficients dans
C, pour n un entier supérieur ou égal à 1. Alors l’ensemble a := R(T1Tn+1 − 1) + ... +
R(TnT2n − 1) est un idéal de R. Notons zi la classe de Ti modulo a (et 1 la classe de 1
modulo a). On a alors pour i ∈ [[1, n]] : zizn+i = 1, i.e. zi est inversible pour i ∈ [[1, n]],
d’inverse z−1

i = zn+i.

Définition 2.3.25 On appelle polynômes de Laurent les éléments de

C[z1, ...zn, z
−1
1 , ..., z−1

n ] = R/a

et on note C[z, z−1] = R/a. Les polynômes de Laurent de la forme λzα1
1 ...zαnn pour

α1, ..., αn ∈ Z et λ ∈ C∗ sont appelés monômes de Laurent, et on les note λza avec
a = (α1, ..., αn) ∈ Zn.

Remarque 2.3.26 L’ensemble des monômes de Laurent unitaires (i.e. avec λ = 1) est
un groupe pour la multiplication.

Lemme 2.3.27 Avec les notations précédentes, l’application θ : Zn −→ C[z, z−1]
a 7−→ za

est un isomorphisme de groupes entre (Zn,+) et le groupe multiplicatif des monômes de
Laurent unitaires.

Définition 2.3.28 Le support d’un polynôme de Laurent f =
∑
λaz

a est l’ensemble
supp(f) := {a ∈ Zn | λa 6= 0}.

On appellera algèbre monomiale un anneau de polynômes de Laurent qui est une
C-algèbre engendrée par des monômes de Laurent.

Lemme 2.3.29 L’anneau Rσ = {f ∈ C[z, z−1] | supp(f) ⊂ σ} est une algèbre monomiale
engendrée par une famille finie d’éléments.
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Définition 2.3.30 Pour un cône σ, le spectre maximal Xσ de Rσ est appelé la variété
affine torique (abstraite) associée au cône σ.

Exemple 2.3.31 Pour le cône σ = Rn (avec N = Zn et NR = Rn) on trouve Rσ =
C[z, z−1], qu’on peut réaliser comme l’ensemble {(z1, ..., zn) ∈ Cn | ∀i, zi 6= 0} = (C∗)n.
On appelle cet ensemble le tore (complexe) de dimension n.

Définition 2.3.32 On munit le tore (C∗)n d’une loi de groupe, à savoir le produit com-
posante par composante.

Le lemme suivant nous sera utile à plusieurs reprises, toujours dans l’idée d’utiliser la
correspondance entre points de Cn et homomorphismes de C-algèbres (remarque 2.3.5).

Lemme 2.3.33 Soit r = dimN . Les groupes TN := HomZ(M,C∗) et (C∗)r sont iso-
morphes.

Théorème 2.3.34 Soit σ un cône dans Rn et A = (a1, ..., ak) un système de générateurs
du monöıde σ∩Zn. La variété affine torique abstraite Xσ est réalisée comme variété algé-
brique par V (aA) dans Ck, où aA est un idéal (dépendant de A) de C[T1, ..., Tk], engendré
par un nombre fini d’éléments de la forme T ν − T µ.

Remarque 2.3.35 Si on prend le cône dual σ̌, on remarque que Rσ̌ = C[Sσ].

Nous avons vu que l’ensemble V (aA) est en bijection avec l’ensemble des idéaux maxi-
maux m de l’anneau C[T ] qui contiennent aA et aussi avec l’ensemble des idéaux m/aA de
l’anneau Rσ, qui est l’anneau de coordonnées RV (aA). Ainsi les générateurs u1, ..., uk de Rσ

sont les fonctions coordonnées de Xσ dans Ck. Un point x = (x1, ..., xk) ∈ Ck appartient
à V (aA), donc à la réalisation géométrique de Xσ, si et seulement si x vérifie P (x) = 0
pour chaque générateur P de aA, dont on a donné la forme.

Remarque 2.3.36 Nous verrons (lemme 2.3.40) qu’à isomorphisme torique près (voir la
définition un peu plus loin), la réalisation géométrique de Xσ est en fait indépendante du
choix des générateurs de σ ∩ Zn, i.e. indépendante de A.

Exemple 2.3.37 Donnons quelques exemples dans R2. Soit (e1, e2) la base canonique de
R2.
α) Considérons le cône σ = pos({e1, e2}) = R>0e1 + R>0e2 dans Z2. Le monöıde σ ∩ Z2

est engendré par A = (e1, e2), et ces deux vecteurs sont linéairement indépendants, donc
aA = 0, et V (aA) (“=”Xσ) = C2.
β) Regardons maintenant le cône σ = R>0e1 + Re2. Le monöıde σ ∩ Z2 est engendré par
A = (e1, e2,−e2), donc aA = 〈T2T3−1〉 et V (aA) = {(z1, z2, z3) ∈ C3 | z2z3 = 1} ∼= C×C∗.
γ) Enfin, si σ = R>0(2e1 − e2) + R>0e2, on prend A = (e1, e2, 2e1 − e2) et l’idéal aA est
〈T 2

1 − T2T3〉, d’où V (aA) = {(z1, z2, z3) ∈ C3 | z2
1 = z2z3}.

δ) Pour illustrer la remarque précédente, considérons enfin à nouveau le cône σ = R>0e1 +
R>0e2 et choisissons A = (e1, e2, e1 + e2) comme système de générateurs. Dans ce cas, on
trouve aA = 〈T1T2− T3〉 et V (aA) = {(z1, z2, z3) ∈ C3 | z1z2 = z3} qui est isomorphe à C2

via l’application ϕ(z1, z2) = (z1, z2, z1z2) d’inverse ψ(z1, z2, z3) = (z1, z2).

Avant de continuer, énonçons le théorème suivant, qui nous dit que tout variété affine
torique de dimension n contient le tore (C∗)n comme sous-ensemble ouvert et qu’il agit de
façon naturelle sur cette variété. Cette action est très importante, et nous y reviendrons
un peu plus tard.
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Théorème 2.3.38 Soit A = (a1, ..., an) un système de générateurs du monöıde σ ∩Zn et
posons V = V (aA) (et T = (C∗)n). Alors :

i) l’application γ : T −→ V
(t1, ..., tn) 7−→ (ta1 , ..., tak)

est une bijection entre T et le sous-

ensemble ouvert V ∩ (C∗)k de V .
ii) pour tout x ∈ V et tout t ∈ T , le point t.x := (ta1x1, ..., t

akxk) appartient à V .

Définition 2.3.39 Soit Φ : Ck → Cm une application monomiale (i.e. chaque composante
non nulle de Φ(x) est un monôme en les coordonnées de x) et soient Xσ ⊂ Ck et Xσ′ ⊂ Cm

deux variétés affines toriques. Si Φ(Xσ) ⊂ Xσ′, alors la restriction ϕ de Φ à Xσ est un
morphisme (de variétés algébriques), qu’on appelle un morphisme affine torique. Si ϕ
est bijective d’inverse un morphisme affine torique, on dit que ϕ est un isomorphisme
affine torique, et on dit que Xσ et Xσ′ sont isomorphes. Si σ = σ′, on appelle ϕ un
changement de coordonnées.

Remarquons qu’un morphisme torique est continu (et même holomorphe) pour la
topologie induite par l’espace ambiant, puisque ses coordonnées sont polynomiales. En
particulier, deux variétés affines toriques isomorphes sont homéomorphes (et même biho-
lomorphes).

Lemme 2.3.40 Soient Rσ
∼= C[u1, ..., uk] = C[ξ]/a et Rσ

∼= C[v1, ..., v`] = C[η]/a′ deux
représentations de Rσ comme anneau de coordonnées (sur deux réalisations géométriques
de Xσ), alors il existe un changement de coordonnées entre (u1, ...uk) et (v1, ..., v`), qui
rend isomorphes (au sens de la définition précédente) les deux réalisations géométriques
de Xσ.

Remarque 2.3.41 Dorénavant, on appellera “variété affine torique” toute réalisation
d’une variété affine torique abstraite Xσ et on la notera également Xσ.

Remarque 2.3.42 On a une propriété analogue à celle énoncée dans le lemme précédent
pour les morphismes toriques, à savoir qu’un morphisme torique entre deux variétés affines
toriques ϕ : Xσ → Xσ′ détermine de façon unique un homomorphisme monomial ϕ∗ :
Rσ′ → Rσ.

Enfin nous avons un théorème que nous réutiliserons au moment de l’étude des singu-
larités des variétés toriques :

Théorème 2.3.43 Soit σ un cône rationnel de dimension n dans Rn. On décompose
σ = σ0 + U (lemme 2.3.24), et on pose d := n − dim(σ0). Alors la variété torique affine
Xσ a la structure de produit cartésien suivante : Xσ

∼= Xσ0 × (C∗)d ; en particulier si σ
est régulier (déf. 2.3.68) alors Xσ

∼= Cn−d × (C∗)d.

Remarque 2.3.44 En utilisant ce théorème, on retrouve bien les résultats obtenus à
l’exemple 2.3.37.

2.3.3 Variété torique associée à un éventail

Pour construire une variété torique, nous allons recoller des variétés affines toriques.
Pour ce faire, il nous faut une notion supplémentaire, celle d’éventail. Ici encore, N désigne
un Z-module libre de rang n fini. Rappelons qu’on note Sσ = M ∩ σ̌.
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Définition 2.3.45 Un ensemble (non vide) ∆ de cônes polyédraux convexes rationnels
saillants dans NR est un éventail de N s’il vérifie les deux propriétés suivantes :

1. toute face d’un cône de ∆ est élément de ∆
2. l’intersection de deux cônes de ∆ est une face commune de ces cônes

Exemple 2.3.46 L’ensemble des faces d’un cône est un éventail.

Des éventails dans R2

Remarque 2.3.47 Soulignons ici qu’on ne demande pas qu’un éventail compte nécessai-
rement un nombre fini de cônes, comme c’était le cas à l’origine (voir [24] par exemple).

Définition 2.3.48 On appelle support d’un éventail ∆ de N l’ensemble
⋃
σ∈∆

σ, qu’on

note |∆|. Un éventail est dit complet si son support est NR tout entier et simplicial si
tous ses cônes sont simpliciaux.

Le principe de construction est le suivant. On se donne un éventail ∆, et on considère
la variété Xσ̌ associée au dual de chaque cône σ de l’éventail. Le fait que les cônes soient
saillants assure que leurs cônes duaux sont tous de même dimension n. Si τ est une face
de σ, alors σ̌ est une face de τ̌ . L’inclusion canonique iτ,σ : Rσ̌ → Rτ̌ induit un morphisme
torique ϕτ,σ : Xτ̌ → Xσ̌ (voir la remarque 2.3.42). La restriction de cette application
au tore inclus dans chacune des deux variétés est un isomorphisme (c’est l’application
(x1, ..., xk, xk+1) 7→ (x1, ..., xk) de (C∗)k+1 dans (C∗)k). Nous voulons montrer que ϕτ,σ est
injective et ouverte, ce qui nous permettra de “recoller” deux variétés affines toriques Xσ̌

et Xσ̌′ le long de l’ouvert correspondant à la face commune τ := σ ∩ σ′.

Pour montrer qu’il s’agit bien d’une application ouverte, prenons m dans σ̌ tel que
τ = σ ∩ m⊥ (c’est la définition d’une face). Ainsi (lemme 2.3.18) τ̌ = σ̌ + R>0(−m),
ce qui donne Sτ = Sσ + Z>0(−m). Le monöıde Sτ est donc obtenu à partir de Sσ en
lui adjoignant un générateur, −m. Choisissons une famille (a1, ..., ak) génératrice de Sσ ;
quitte à ajouter un élément à cette famille, on peut supposer que m = ak. Le monöıde
Sτ est engendré par la famille (a1, ..., ak, ak+1) avec ak+1 = −m. Les relations entre ces
générateurs sont donc : d’une part, les relations entre les générateurs a1, ..., ak et la relation
supplémentaire ak + ak+1 = 0 d’autre part. Cela se traduit dans Rσ̌ = C[u1, ..., uk] et
Rτ̌ = C[u1, ..., uk, uk+1] par la relation supplémentaire ukuk+1 = 1 dans Rτ̌ . Comme les
ui sont les fonctions coordonnées sur Xσ̌ et Xτ̌ , cela signifie que l’application pk+1 :

Ck+1 −→ Ck

(x1, ..., xk, xk+1) 7−→ (x1, ..., xk)
identifie Xτ̌ à l’ouvert {uk 6= 0} de Xσ̌.

Avec les notations précédentes, on a montré :

Lemme 2.3.49 Xτ̌
∼= Xσ̌\{uk = 0}
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Ainsi, étant donnés deux cônes σ, σ′ ayant une face commune τ , si on note (v1, ..., v`)
un système de coordonnées sur Xσ̌′ , on a deux isomorphismes Xτ̌

∼= Xσ̌\{uk = 0} et
Xτ̌
∼= Xσ̌′\{v` = 0} qui donnent un isomorphisme ϕσ,σ′ : Xσ̌\{uk = 0} ∼= Xσ̌′\{v` = 0}.

Définition 2.3.50 Soit ∆ un éventail de N . La variété torique associée à ∆, notée

X∆,N (ou X∆ quand il n’y a pas d’ambigüıté sur N), est le quotient de l’ensemble
⊔
σ∈∆

Xσ̌

pour la relation qui identifie deux points x ∈ Xσ̌ et x′ ∈ Xσ̌′ lorsque ϕσ,σ′(x) = x′.

On munit chaque Xσ̌ de la topologie induite par Cn (dite “complexe”) et X∆ de la
topologie quotient. En particulier, les (quotients de) Xσ̌ sont des ouverts de X∆.

Théorème 2.3.51 Soit ∆ un éventail. La variété torique X∆ associée est séparée.

Exemple 2.3.52 L’espace projectif P1(C) : on considère l’éventail ∆ = {σ1, {0}, σ2} dans
R, où e1 = 1, σ1 = R>0e1 et σ2 = R>0(−e1).

σ10σ2

On trouve Rσ̌1 = C[z], Rσ̌2 = C[z−1] et R ˇ{0} = C[z, z−1]. On a Xσ̌1
∼= C, Xσ̌2

∼= C
et X ˇ{0}

∼= C∗. L’isomorphisme entre Xσ̌1\{z = 0} et Xσ̌2\{z−1 = 0} est donné par

ϕ(z) = z−1. La variété obtenue est donc le quotient de CtC = C× {1, 2} par la relation
d’équivalence qui identifie (x, 1) à (1/x, 2) lorsque x 6= 0. Notons cl(x, i) la classe de (x, i)
pour cette relation d’équivalence. Pour voir que X∆ est bien la droite projective complexe,
on regarde l’application

f : X∆ −→ P1(C)

cl(x, i) 7−→
{

[x : 1] si i = 1
[1 : x] si i = 2

qui est un homéomorphisme.

Exemple 2.3.53 Regardons l’éventail ∆ := {σ, τ, {0}} dans R2 avec σ = R>0e1 et τ =
R>0e2.

σ

τ

σ̌

τ̌

On a Rσ̌ = C[z1, z2, z
−1
2 ] et Rτ̌ = C[z1, z

−1
1 , z2]. L’isomorphisme entre Xσ̌\{z1 = 0} et

Xτ̌\{z2 = 0} est donné par ϕ(z1, z2) = (z1, z2). La variété X∆ est obtenue en recollant
Xσ̌
∼= C × C∗ et Xτ̌

∼= C∗ × C le long de leur ouvert commun C∗ × C∗. Ainsi X∆ est le
quotient de (C×C∗)t (C∗×C) par la relation d’équivalence qui identifie (z1, z2) ∈ C×C∗
avec (z1, z2) ∈ C∗ × C, i.e. c’est (C∗ × C∗) t ({0} × C) t (C× {0}) = C2\{(0, 0)}.
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Exemple 2.3.54 On obtient la variété P1(C) × P1(C) avec l’éventail ∆ engendré par
les cônes σ1 = R>0e1 + R>0e2, σ2 = R>0e2 + R>0(−e1), σ3 = R>0(−e1) + R>0(−e2), et
σ4 = R>0(−e2) + R>0e1.

Exemple 2.3.55 On construit la surface Hirzebruch Hk, pour k ∈ Z en considérant
l’éventail engendré par les cônes σ1 = R>0e1 + R>0e2, σ2 = R>0e2 + R>0(−e1), σ3 =
R>0(−e1) + R>0(ke1 − e2) et σ4 = R>0(ke1 − e2) + R>0e1. C’est une hypersurface de
P1(C)× P2(C) = {([η0, η1], [ζ0, ζ1, ζ2])} donnée par l’équation ηk0ζ0 = ηk1ζ1.

L’éventail de P1(C)× P1(C)...

σ1σ2

σ3 σ4

... et celui de Hk.

σ1σ2

σ3
σ4

Exemple 2.3.56 On obtient l’espace Pn(C) en considérant la variété torique associée à
l’éventail formé des cônes σ0 = R>0e1+...+R>0en, et σi = R>0e1+...+R>0ei−1+R>0ei+1+
...+ R>0en + R>0(−(e1 + ...+ en)) et de leurs faces.

Lemme 2.3.57 Chaque variété affine torique Xσ̌ contient le tore T comme ensemble
ouvert dense, pour la topologie usuelle ou la topologie de Zariski.

De plus, tous ces tores plongés sont identifiés via les applications de recollement. Par
conséquent, on a le lemme suivant, toujours dans le cas d’un éventail ∆ de (N ∼=)Zn :

Lemme 2.3.58 Il existe une injection ouverte du tore T dans X∆, et T (identifié à son
image) est dense dans X∆.

2.3.4 Action du tore

Soit σ un cône saillant dans Rn (de sorte que σ̌ est de dimension n) et soit A =
(a1, ..., ak) un système de générateurs de Sσ. Le choix de A détermine une réalisation géo-
métrique V de Xσ̌ comme sous-variété algébrique de Ck, et on sait (théorème 2.3.38) que
l’application de (C∗)n dans Ck qui à t associe (ta1 , ..., tak) est une bijection entre (C∗)n
et l’ouvert dense V ∩ (C∗)k de V . On sait également (encore par le théorème 2.3.38) que
pour tout élément t ∈ (C∗)n et tout x = (x1, ..., xk) ∈ V , on a t.x := (ta1x1, ..., t

akxk) ∈ V .
L’application de (C∗)n×V → V qui à (x, t) associe t.x définit donc une action du groupe
(C∗)n sur V , qui étend l’action naturelle du groupe (C∗)n sur lui-même. Le tore plongé
V ∩ (C∗)k est une orbite pour cette action, on l’appelle la “grande” orbite.

Cette action est indépendante du choix de A. En effet, si (u1, ..., uk) et (v1, ..., v`) sont
deux systèmes de coordonnées de deux réalisations V et V ′ de Xσ̌ correspondant à deux
systèmes de générateurs de Sσ, il existe un isomorphisme torique ϕ : V → V ′ (avec
vj = λju

αj,1
1 ...u

αj,k
k ).
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Alors on voit que pour tout x = (x1, ..., xk) ∈ V , si on note ϕ(x) = (y1, ..., y`) ∈ V ′, pour
tout t ∈ (C∗)n, la i-ème coordonnée de ϕ(ta1x1, ..., t

akxk) est λit
a1αi,1x

αi,1
1 ...takαi,kx

αi,k
k =

ta
′
iyi, i.e. finalement on trouve ϕ(ta1x1, ..., t

akxk) = (ta
′
1y1, ..., t

a′`y`), c’est-à-dire ϕ(t.x) =
t.ϕ(x).

Théorème 2.3.59 Avec les notations précédentes, l’application

T ×Xσ̌ −→ Xσ̌

(t, x) 7−→ t.x := (ta1x1, ..., t
akxk)

définit une action du tore sur la variété affine torique Xσ̌, appelée action naturelle du
tore. Elle étend l’action du tore sur lui-même. Le tore plongé est une orbite pour cette
action, c’est la grande orbite.

Théorème 2.3.60 Soit ∆ un éventail dans Rn. L’action naturelle du tore sur chaque
variété affine torique Xσ̌ pour σ ∈ ∆ est compatible avec les applications de recollement
et fournit ainsi une action (encore appelée “naturelle”) du tore sur la variété torique X∆.
Encore une fois, cette action étend celle du tore sur lui-même, et le tore plongé est une
orbite pour cette action, encore appelée la grande orbite.
De plus, pour les deux topologies dont on a muni X∆, l’action du tore est continue, la
grande orbite est un sous-ensemble ouvert, dense.

2.3.5 Premières propriétés des variétés toriques

Rappelons que nous avons une correspondance

Ck ↔ specC[ξ]↔ HomC−alg.(C[ξ],C)

Ainsi, chaque point x = (x1, ..., xn) correspond à un (unique) idéal maximal mx de C[ξ] et
à un unique homomorphisme d’algèbres ϕ : C[ξ]→ C tel que kerϕ = mx, c’est-à-dire que
ϕ(P ) = P (x). De plus, pour un cône σ donné, le spectre maximal specC[Sσ] = specRσ̌

est en bijection avec l’ensemble Homs.g.(Sσ,C) des homomorphismes de semi-groupes de
Sσ dans C (où l’on voit C comme un semi-groupe pour la multiplication). Dans ce cas, si
ϕ ∈ Homs.g.(Sσ,C) le point x ∈ Xσ̌ correspondant vérifie ϕ(a) = za(x) pour tout a ∈ Sσ.
En particulier, si (a1, ..., ak) est une famille génératrice de Sσ, alors ϕ(ai) est la i-ème
coordonnée de x.

Définition 2.3.61 Soit σ un cône et Xσ̌ la variété affine torique associée à son cône dual.
À chaque face τ de σ correspond un point noté xτ , appelé point distingué, correspondant
à l’homomorphisme de semi-groupes suivant, défini sur les générateurs a de Sσ par :

ϕτ (a) =

{
1 si a ∈ τ⊥
0 sinon

Définition 2.3.62 Soient σ un cône et τ une face de celui-ci. Alors l’orbite du point
distingué xτ pour l’action du tore sur Xσ̌ est notée orb(τ).

On a le théorème suivant (une preuve figure dans [28]), qui caractérise les orbites d’une
variété torique sous l’action du tore :
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Théorème 2.3.63 Soit ∆ un éventail et X∆ la variété torique associée. Chaque orbite
de X∆ sous l’action de TN est de la forme orb(σ) pour un certain σ ∈ ∆, et ∆ est en
bijection avec l’ensemble des orbites de X∆ pour cette action. De plus, on a :

i) orb({0}) = U{0} = TN
ii) Pour tout σ ∈ ∆, dim orb(σ) = dimNR − dimσ et orb(σ) ∼= (C∗)dimNR−dimσ

iii) Pour σ, τ ∈ ∆, τ est une face de σ si et seulement si orb(σ) ⊂ orb(τ)
iv) Pour σ ∈ ∆, orb(σ) est l’unique orbite fermée pour l’action de TN dans Xσ̌ et on

a Xσ̌ =
⊔
τ<σ

orb(τ)

Remarque 2.3.64 En particulier, un point fixe de X∆ pour l’action du tore correspond
à un cône de dimension n (et réciproquement).

Exemple 2.3.65 L’espace projectif P2(C) (vu comme variété torique, voir l’exemple
2.3.56) est ainsi constitué de 7 orbites sous l’action du tore : la grande orbite, trois orbites
homéomorphes à C∗, correspondant aux trois cônes de dimension 1, et trois points fixes,
correspondant aux trois cônes de dimension 2.

Théorème 2.3.66 Soit ∆ un éventail d’un R-espace vectoriel NR de dimension n, et X∆

la variété torique associée. Alors X∆ est compacte si et seulement si ∆ est fini et complet.

Théorème 2.3.67 Soit ∆ un éventail dans N . Le groupe fondamental de la variété torique
associée X∆ est canoniquement isomorphe à N/N ′ où N ′ est le sous-groupe de N engendré

par
⋃
σ∈∆

σ ∩N .

Définition 2.3.68 Un cône est dit régulier s’il existe une Z-base {n1, ..., nr} de N et
s 6 r tel que σ = R>0n1 + ... + R>0ns. Si tous les cônes d’un éventail sont réguliers, on
dit également que l’éventail est régulier.

Définition 2.3.69 Un point x ∈ X∆ est dit singulier si pour un certain σ ∈ ∆ avec
x ∈ Xσ̌, on n’a pas Xσ̌

∼= Ck × (C∗)n−k pour un certain k. La variété X∆ est lisse si elle
n’a pas de point singulier.

Remarquons que si x est singulier, alors tous les points de l’orbite de ce point sous
l’action du tore sont singuliers.

Théorème 2.3.70 La variété torique X∆ associée à un éventail ∆ dans un réseau N est
lisse si et seulement si l’éventail ∆ est régulier. Dans ce cas, l’adhérence de chaque orbite
orb(σ) (sous l’action du tore) est également lisse.

La condition suffisante est une conséquence du théorème 2.3.43. La condition nécessaire
est prouvée dans [28].

Exemple 2.3.71 Par exemple, la surface de Hirzebruch Hk (pour |k| > 1) n’est pas lisse.

2.3.6 Morphismes toriques

Théorème 2.3.72 Soient ∆ un éventail de Rn et ∆′ un éventail de Rr, et soit L0 :
Rn −→ Rr une application linéaire qui envoie Zn dans Zr, et qui induise une ap-

plication entre éventails L : ∆ −→ ∆′ (i.e. telle que ∀σ ∈ ∆, ∃σ′ ∈ ∆′ vérifiant
L(σ) ⊂ σ′). Alors L s’étend de façon naturelle en une application ψ : X∆ −→ X∆′

dont la restriction à chaque Xσ̌ est un morphisme affine torique. En particulier, cette ap-
plication est continue pour la topologie de Zariski et holomorphe pour la topologie standard
de X∆ et X∆′



38 CHAPITRE 2. RAPPELS

Définition 2.3.73 On appelle ψ un morphisme torique et L une application entre
éventails.

Théorème 2.3.74 Soit L : ∆′ → ∆ une application entre éventails. Le morphisme torique
associé est propre si et seulement si pour tout σ ∈ ∆, l’ensemble ∆′σ := {σ′ ∈ ∆′ | L(σ′) ⊂
σ} est fini et L−1(σ) = |∆′σ|.

Ce théorème est démontré dans [28]. On peut le voir comme une généralisation du
théorème 2.3.66.

2.3.7 Sous-variétés d’une variété torique

Soient ∆ ⊂ Rn un éventail, X∆ la variété torique associée à cet éventail et σ ∈ ∆ un
cône. Nous pouvons décrire l’ensemble orb(σ) comme variété torique ; en effet, on obtient
son éventail de la façon suivante : on note ∆′ l’ensemble des cônes de ∆ qui contiennent
σ comme face (en particulier σ ∈ ∆′), puis on projette ∆′ par le plus petit sous-espace
vectoriel de Rn qui contient σ. On obtient alors un éventail qu’on note Σ et XΣ

∼= orb(σ).



Chapitre 3

Variétés à coins généralisées

3.1 Introduction

La définition principale de cette section (la variété à coins d’un éventail et sa topologie)
est une définition de base dans la théorie des variétés toriques (voir le chapitre 2, ou encore
[2] et [28] par exemple). Ici nous étendons cette définition à un éventail en omettant la
condition de rationalité, c’est-à-dire que les vecteurs engendrant les cônes avec lesquels
on travaille ne sont pas nécessairement situés dans un réseau d’un espace vectoriel. Nous
allons également donner des propriétés basiques de la topologie de la variété à coins
associée à un éventail, propriétés qui se révéleront utiles dans les chapitres suivants.

3.2 La variété à coins d’un éventail

3.2.1 Définition de la variété à coins associée à un éventail

Soit NR un espace vectoriel réel de dimension n. On rappelle que les définitions de
cône et d’éventail dans NR (voir la section 2.3) en omettant la condition de rationnalité
sont toujours valides.

Soit ∆ un éventail de NR. Pour chaque cône σ ∈ ∆, L(σ) est le sous-espace vectoriel
de NR engendré par σ et on notera Nσ

R n’importe quel supplémentaire de L(σ) dans NR
(c’est-à-dire NR = Nσ

R ⊕ L(σ)). Soit (xn)n∈N une suite de points de NR et écrivons la
décomposition xn = yn + zn ∈ Nσ

R ⊕ L(σ) pour tout n ∈ N.

Définition 3.2.1 Étant donné un éventail ∆, on appelleN∆ l’ensemble des suites (xn)n∈N
de points de NR telles qu’il existe un cône σ((xn)n∈N) ∈ ∆ vérifiant :

- il existe un point y ∈ Nσ
R tel que lim

n→∞
yn = y et

- pour tout w ∈ L(σ), il existe un entier p tel que zn ∈ w + σ pour tout n > p.

À ce stade, nous pouvons formuler deux remarques :

Remarque 3.2.2 L’ensemble N∆ est bien défini, c’est-à-dire que sa définition ne dépend
pas du choix d’un sous-espace supplémentaire Nσ

R de L(σ) pour chaque σ ∈ ∆. En effet,
étant donné un cône σ, soient Nσ

R et N
′σ
R deux espaces supplémentaires de L(σ). Écrivons

les deux décompositions xn = yn+zn ∈ Nσ
R⊕L(σ) et xn = y′n+z′n ∈ N

′σ
R ⊕L(σ) pour une

suite (xn)n∈N de NR. Un calcul direct montre que si les suites (yn)n∈N et (zn)n∈N satisfont
aux conditions de la définition précédente, alors (y′n)n∈N et (z′n)n∈N les vérifient également.

39
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Remarque 3.2.3 Si (xn)n∈N ∈ N∆ est une suite bornée de NR, alors nécessairement
σ((xn)n∈N) = {0}.

Le lemme qui suit montre l’unicité de σ ∈ ∆ satisfaisant aux conditions de la définition
précédente.

Lemme 3.2.4 Soit (xn)n∈N ∈ N∆. Alors, le cône σ((xn)n∈N) est unique.

Preuve : Supposons qu’il existe deux cônes distincts σ, σ′ ∈ ∆ qui vérifient tous les deux
les conditions de la définition 3.2.1. Leur intersection τ est une face de chacun de ces deux
cônes et on peut supposer que c’est une face propre d’au moins l’un d’entre eux, disons
τ 6= σ, car sinon τ = σ = σ′ et on a terminé.

Écrivons les deux décompositions xn = yn+zn = y′n+z′n pour tout n ∈ N correspondant
à σ et σ′ respectivement. La condition sur la suite (xn)n∈N pour σ signifie que (yn)n∈N
converge, ainsi elle est bornée ; par conséquent, il existe un ensemble compact Kσ et un
entier p tel que la suite (xn)n∈N soit à valeurs dans Kσ +σ pour n > p ; de même, il existe
un ensemble compact Kσ′ et un entier p′ tel que les éléments de la suite (xn)n∈N soit tous
situés dans Kσ′ + σ′ dès que n > p′.

Ainsi, il existe un compact K tel que tous les éléments de (xn)n∈N soient (pour
n > max(p, p′)) dans l’intersection de K+σ et K+σ′. Choisissons w dans un supplémen-
taire V de L(τ) dans L(σ) tel que les ensembles w + σ et σ′ aient une intersection vide.
C’est toujours possible puisque τ est une face propre de σ, donc dimL(τ) +1 6 dimL(σ).
À présent, choisissons λ > 0 assez grand pour que les ensembles K + λw + σ et K + σ′

aient aussi une intersection vide. Par définition de N∆, il existe un entier p′′ tel que les
éléments de (xn)n∈N soient aussi tous dans K + λw + σ et K + σ′ pour n > p′′. C’est une
contradiction. �

À présent on définit une relation d’équivalence sur N∆. En conservant les notations
précédentes, on donne la définition suivante :

Définition 3.2.5 Deux suites (xn)n∈N et (x′n)n∈N dans N∆ sont équivalentes lorsque
σ((xn)n∈N) = σ((x′n)n∈N) et y − y′ ∈ L(σ). Dans ce cas, nous écrirons (xn)n∈N ∼ (x′n)n∈N
et on notera y +∞ · σ la classe d’équivalence de (xn)n∈N.
La variété à coins de ∆ est le quotient de N∆ par cette relation d’équivalence. On note
Mc(∆) cet espace.

À chaque x ∈ NR et chaque cône σ ∈ ∆, on associe un élément de Mc(∆), noté
x+∞· σ. C’est la classe d’équivalence de toute suite (xn)n∈N ∈ N∆ telle que y = p(x) où
p(x) est la projection de x sur un sous-espace supplémentaire de L(σ).

On utilisera les conventions x+∞·{0} = x et x+∞·σ = x′+∞·σ pour deux points
x, x′ ∈ NR avec x− x′ ∈ L(σ).

Remarque 3.2.6 L’espace vectoriel NR est un sous-ensemble de la variété à coins de
∆. Pour x ∈ NR, on considère simplement la suite constante (xn)n∈N avec xn = x. On
note encore NR l’image de NR dans Mc(∆) = N∆/ ∼ et on spécifiera NR ⊂ Mc(∆) si
nécessaire. Remarquons que tout cône σ, vu comme sous-ensemble de NR, est alors aussi
un sous-ensemble de Mc(∆).

Remarque 3.2.7 Comme on peut s’y attendre, si ∆ est un éventail rationnel et X∆ est
la variété torique associée, l’ensemble Mc(∆) est homéomorphe au quotient X∆/(S1)n,
i.e. la variété à coins de X∆. Pour ce fait, on renvoie à [2], section I.1.
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3.2.2 La topologie d’une variété à coins

À présent que nous avons défini la variété à coins associée à un éventail dans notre cadre,
nous munissons cet espace d’une topologie et nous démontrons ensuite quelques proprié-
tés de cette topologie que nous utiliserons par la suite. Certaines de ces propriétés ont un
énoncé très proche de ce que l’on connâıt déjà pour les variétés toriques : par exemple, il
existe une action (naturelle) de NR sur la variété à coins d’un éventail qui étend l’action
de NR sur lui-même et cette variété à coins est compacte si et seulement si l’éventail
considéré est fini et complet.

Comme précédemment, on fixe un éventail ∆ (non nécessairement rationnel) d’un
espace vectoriel réel NR.

Définition 3.2.8 On munit Mc(∆) d’une topologie de la façon suivante : une base de
voisinages d’un point y +∞ · σ ∈Mc(∆) est la collection des ensembles

Uε,w(y +∞ · σ) :=
⋃
τ<σ

(y + w +Bε + σ +∞ · τ),

pour ε > 0 et w ∈ L(σ) (Bε désigne la boule ouverte de rayon ε centrée en 0 dans NR).

La figure 3.1 représente un éventail ∆ = {{0}, τ, τ1, τ2, σ} de R2, la variété à coins
associée et le voisinage de l’un des points de cette variété à coins.

Figure 3.1 – Un éventail et sa variété à coins

Lemme 3.2.9 L’espace Mc(∆) possède une action continue naturelle de NR qui étend
l’action de NR sur lui-même.
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Preuve : Soit y +∞ · σ ∈Mc(∆) (ce point étant y si σ = {0} ou 0 +∞ · σ si σ est de
dimension n) et x ∈ NR. Posons

x.(y +∞ · σ) := p(x) + y +∞ · σ,

où p(x) est la projection de x sur le sous-espace vectoriel Nσ
R . Cette action est clairement

continue. �

Le lemme suivant est clair et c’est encore une fois l’analogue du cas d’une variété
torique :

Lemme 3.2.10 L’espace Mc(∆) se décompose comme réunion d’orbites sous l’action de
NR et chaque orbite est de la forme Nσ

R +∞ · σ pour un cône σ ∈ ∆.

Remarque 3.2.11 Soient (xn)n∈N un élément de N∆ et y+∞· σ sa classe d’équivalence
dans Mc(∆). Il est aisé de remarquer que si l’on considère (xn)n∈N comme une suite de
points dans Mc(∆), alors elle converge vers y +∞ · σ.

Lemme 3.2.12 Soit σ un cône d’un éventail ∆. Alors l’adhérence S de σ ⊂Mc(∆) dans
Mc(∆) est un compact.

Preuve : On considère une suite d’éléments de S, notée (xn)n∈N. Appelons S := S \ σ
et écrivons S comme l’union disjointe S = σ t S. Nous pouvons distinguer deux cas.

α) En premier lieu, supposons que la suite (xn)n∈N possède une infinité d’éléments
dans σ. Après une éventuelle extraction de sous-suite, nous pouvons supposer que la suite
(xn)n∈N a tous ses termes dans cet ensemble. Alors, ou bien la suite (xn)n∈N est bornée
et on a terminé, ou bien elle n’est pas bornée. Dans ce cas, après une autre extraction
de sous-suite si nécessaire, on peut supposer que (‖xn‖)n∈N est strictement croissante, où
‖ · ‖ est une norme sur NR. Notons τ1, ..., τr une famille de vecteurs générateurs de σ, et
écrivons pour tout n ∈ N :

xn = x1,nτ1 + ...+ xr,nτr. (3.1)

Remarquons que cette décomposition n’est pas nécessairement unique (en fait ce n’est
le cas que lorsque σ est simplicial). Puisque la suite (xn)n∈N n’est pas bornée, l’une au
moins des suites (xi,n)n∈N (pour i ∈ {1, ..., r}) est également non bornée. Supposons
(pour simplifier l’écriture) que les j premières suites (x1,n)n∈N, ..., (xj,n)n∈N sont bornées
et que les r − j dernières (xj+1,n)n∈N, ..., (xr,n)n∈N ne le sont pas. Considérons le cône
engendré par τj+1, ..., τr. On appelle ce cône κ s’il s’agit d’une face propre de σ, sinon
on pose κ := σ. La suite (x1,n)n∈N est bornée donc admet une sous-suite convergente,
disons (x1,ϕ(n))n∈N. De la même façon, la suite (x2,ϕ(n))n∈N est bornée, donc on peut en
extraire une sous-suite convergente, et ainsi de suite. Après avoir extrait des sous-suites
un nombre fini de fois, on peut ainsi supposer que (x1,n)n∈N, ..., (xj,n)n∈N sont convergentes
et que (xj+1,n)n∈N, ..., (xr,n)n∈N sont strictement croissantes.

Posons yn := π(x1,nτ1 + ... + xj,nτj) pour tout n ∈ N où π est la projection sur un
supplémentaire Nκ

R de L(κ) et notons y la limite de cette suite. Remarquons que si κ = σ,
on a yn = 0 pour tout n ∈ N. Écrivons, pour tout n ∈ N, xn = yn + zn with zn = xn− yn.
On voit que pour chaque n ∈ N, zn ∈ L(κ) ainsi la suite (xn)n∈N est un élément de N∆.
En effet, la suite (yn)n∈N est convergente, à valeurs dans un supplémentaire Nκ

R de L(κ)
et la suite (zn)n∈N vérifie, pour tout w ∈ L(κ), l’existence d’un rang p tel que pour tout
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n > p, on ait zn ∈ w + κ. Le lemme 3.2.4 nous dit que κ est unique, ainsi le fait que la
décomposition (3.1) ci-dessus ne soit pas unique est sans conséquence sur notre raisonne-
ment. D’après la remarque 3.2.11, nous avons démontré que la suite (xn)n∈N admet une
sous-suite convergente de limite y +∞ · κ ∈ S.

β) À présent, supposons que (xn)n∈N ait une infinité de termes dans S. Comme pré-
cédemment, après une éventuelle extraction de sous-suite, on peut supposer que tous les
termes de la suite (xn)n∈N se trouvent dans S. De la partie α) de la preuve nous déduisons
que chaque élément de S est de la forme π(y)+∞·κ où y ∈ σ, κ est une face de σ et π est
la projection sur un supplémentaire Nκ

R de L(κ) (en particulier, y = 0 si κ = σ). Puisque
σ ne possède qu’un nombre fini de faces, après une éventuelle extraction de sous-suite si
nécessaire, on peut supposer qu’il y a une unique face κ de σ telle que pour tout n ∈ N,
on ait xn = yn +∞· κ avec yn ∈ π(σ). Si κ = σ, la suite est constante donc le résultat est
démontré. À présent, supposons que κ soit une face propre de σ. Comme précédemment,
on note τ1, ..., τr une famille de générateurs de σ, la face κ étant engendrée sur R>0 par
τj+1, ..., τr. Nous utilisons à présent le même raisonnement que dans la partie α), cette
fois-ci appliqué à la la suite

yn = y1,nπ(τ1) + ...+ yj,nπ(τj)

(remarquons que puisque κ est une face de σ, π(σ) est un cône de Nκ
R). Comme pré-

cédemment, il existe un entier ` ∈ {1, ..., j + 1} tel que les suites (y1,n)n∈N, ..., (y`,n)n∈N
soient convergentes (aucune d’entre elles n’étant convergente si ` = j+ 1 par convention),
(y`+1,n)n∈N, ..., (yj,n)n∈N sont strictement croissantes et on voit que (xn)n∈N converge dans
Mc(∆) vers un point y′ +∞ · κ′ où κ′ est ou bien la face propre de σ engendrée par
τ`, ..., τr, ou bien le cône σ lui-même (et κ est une face de κ′ dans chaque cas). Ceci ter-
mine la preuve. �

Nous démontrons à présent la proposition suivante, qui étend simplement ce que l’on
connait déjà dans le cas d’une variété torique :

Proposition 3.2.13 La variété à coins associée à un éventail ∆ de NR est compacte si
et seulement si ∆ est fini et complet.

Preuve : Si l’on suppose que ∆ est fini et complet, le résultat est une conséquence du
lemme 3.2.12.
Supposons à présent que Mc(∆) soit compacte. D’abord, supposons que ∆ ne soit pas
fini et fixons une suite (xn)n∈N de points de Mc(∆) avec xn ∈ NR +∞ · σn et σn 6= σp
pour n 6= p. La définition de la topologie de Mc(∆) nous dit que si une sous-suite de
(xn)n∈N était convergente, alors une sous-suite de (σn)n∈N deviendrait constante à partir
d’un certain rang, une contradiction.

À présent que nous savons que ∆ est fini, supposons qu’il ne soit pas complet. Il existe
alors un vecteur v ∈ NR tel que l’on ait R>0v ⊂ NR \ |∆|. Nous pouvons affirmer que
la suite (nv)n∈N ne possède aucune sous-suite convergente dans Mc(∆). Si c’était le cas,
sa limite serait un élément de Mc(∆) \ NR, i.e. il existerait σ ∈ ∆ et y ∈ Nσ

R tels que
lim

n→+∞
nv = y +∞ · σ. La définition de la topologie nous dit que pour tout ε > 0, il existe

un entier p tel que pour n > p, nv ∈
⋃
τ<σ

(y + Bε + σ +∞ · τ) , i.e. nv ∈ y + Bε + σ.

C’est impossible puisque pour tous y ∈ Nσ
R et ε > 0, l’ensemble (y + Bε + σ) ∩ R>0v
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est borné. En effet, c’est un ensemble convexe (comme intersection de convexes) donc
connexe, ce qui signifie que c’est un intervalle de R>0v. Si c’était un ensemble non borné,
ceci signifierait que R>av ⊂ y + Bε + σ pour un réel a > 0 convenable. Alors, on aurait
av ∈ (y+Bε +σ) \σ (puisque v 6∈ σ) et on aboutirait à une contradiction puisque chaque
point de (y + Bε + σ) \ σ est envoyé en dehors de y + Bε + σ par des homothéties de
centre 0 et de rapport assez grand. Nous avons donc établi que (nv)n∈N ne possède pas de
sous-suite convergente et que Mc(∆) n’est pas compacte si ∆ n’est pas complet. �

De la même façon, les lemmes suivants sont des analogues du cas torique :

Lemme 3.2.14 Soient ∆ un éventail de NR, σ ∈ ∆ et x ∈ NR. Alors on a

x ∈ relint(σ)⇔ nx −→
n→+∞

0 +∞ · σ ∈Mc(∆).

Preuve : Pour la condition nécessaire, on considère un voisinage

Uε,w(0 +∞ · σ) =
⋃
τ<σ

(w +Bε + σ +∞ · τ)

de 0 +∞·σ avec ε > 0 et w ∈ L(σ). Comme x ∈ relint(σ) il est clair que nx ∈ w+Bε +σ
pour n ∈ N assez grand. Pour la condition suffisante, on remarque que pour tout ε > 0,
on doit avoir nx ∈ Bε +σ à partir d’un certain rang, i.e. x ∈ Bε +σ, donc x ∈ σ. Ou bien
x ∈ relint(σ) et on a terminé, ou bien x ∈ relint(τ) où τ est une face propre de σ. Alors
(nx)n∈N converge vers 0 +∞ · τ par la première partie et on obtient une contradiction
puisque τ 6= σ. �

Ce lemme a pour conséquence le critère suivant :

Lemme 3.2.15 Soient ∆ un éventail de NR, σ un cône de ∆ et x ∈ NR. Alors on a

x ∈ σ ⇔ il existe une face τ < σ avec nx −→
n→+∞

0 +∞ · τ ∈Mc(∆).

Preuve : On remarque que σ =
⋃
τ<σ

relint(τ). �

En outre, on a :

Lemme 3.2.16 Soient ∆ un éventail de NR et σ, τ ∈ ∆ deux cônes. Alors τ est une face
de σ si et seulement si l’adhérence de NR +∞ · τ contient NR +∞ · σ.

Preuve : Supposons que τ soit une face de σ et soit p = x + ∞ · σ ∈ NR + ∞ · σ.
Soit a ∈ relint(σ), alors la suite (na + x)n∈N converge vers p dans Mc(∆) par le lemme
précédent. Ceci signifie que pour tout ε > 0 et tout w ∈ L(σ), il existe un entier N tel
que l’on ait na+ x ∈ x+ w + Bε + σ pour n > N . En particulier, on a na+ x+∞ · τ ∈
x+w+Bε+σ+∞·τ pour n > N , i.e. la suite (na+x+∞·τ)n∈N d’éléments de NR+∞·τ
converge vers p.

Réciproquement, si l’adhérence de NR +∞· τ contient NR +∞·σ, soit p = x+∞·σ ∈
NR +∞ · σ ; il existe une suite d’éléments de la forme pn = xn +∞ · τ qui converge
vers p. Par définition de la topologie de Mc(∆), ceci signifie que pour ε > 0, il existe
une face µ de σ et un entier N tels que pn ∈ Bε + x + σ +∞ · µ pour n > N . Comme
pn = xn+∞·τ , on a nécessairement τ = µ par le lemme 3.2.4, donc τ est une face de σ. �
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Définition 3.2.17 Soit ∆ un éventail (constitué de cônes non nécessairement rationnels)
et G un groupe discret admettant une représentation fidèle dans NR. On dira que G
agit sur ∆ si pour tout cône σ ∈ ∆ et tout g ∈ G, g(σ) ∈ ∆ ; cette action sera dite
libre si g(σ) 6= σ lorsque g n’est pas l’élément neutre de G et σ est un cône de ∆,
différent du cône trivial, et proprement discontinue si pour tout σ ∈ ∆, l’ensemble
{g ∈ G | (g(σ) ∩ σ) \ {0} 6= ∅} est fini.

Définition 3.2.18 Pour un éventail ∆ on note |∆| le support de ∆, c’est-à-dire la
réunion (dans NR) de tous ses cônes). On note également |∆|∗ l’ensemble |∆| \ {0} et
|∆|∗c le complémentaire de cet ensemble dans NR.

Théorème 3.2.19 Soit ∆ un éventail (constitué de cônes non nécessairement rationnels)
et G un groupe discret agissant sur ∆ de façon libre et proprement discontinue, alors cette
action induit sur l’ensemble X := Mc(∆) \ |∆|∗c une action de G libre et proprement
discontinue.

Preuve : Soit x ∈ X ; si x ∈ |∆|∗ ⊂Mc(∆), on pose g.x := g(x) ; si x = y +∞ · σ pour
un cône σ ∈ ∆ et y ∈ Nσ

R , dans ce cas on pose g.x = p(g(y)) +∞ · g(σ) où p désigne la

projection NR → N
g(σ)
R parallèlement à L(g(σ)).

Vérifions tout d’abord que cette action est libre : si x ∈ |∆|∗, il existe un cône σ ∈ ∆
tel que x ∈ σ ; par hypothèse sur l’action du groupe, on a g(σ) 6= σ lorsque g est non
trivial, donc si g.x = x on a x ∈ g(σ) ∩ σ, c’est-à-dire x ∈ τ1 où τ1 est une face propre
de σ ; on alors x ∈ g(τ1) ∩ τ1 = τ2 où τ2 est une face propre de τ1, on ne peut itérer
ce raisonnement qu’un nombre fini de fois et on obtient nécessairement que x = 0, une
contradiction.

Pour un élément g non trivial, si x = y +∞ · σ et σ 6= {0}, g(σ) 6= σ et on a né-
cessairement g.x 6= x (par l’unicité donnée dans le lemme 3.2.4). Le fait que l’action est
proprement discontinue est clair sur |∆|∗ et par suite sur X tout entier. �

Remarque 3.2.20 On peut affaiblir les hypothèses du théorème précédent, à savoir que
l’on peut autoriser g(σ) = σ pour un élément non trivial du groupe G ; dans ce cas il faut
rajouter l’hypothèse que g est sans point fixe sur l’intersection d’un supplémentaire de
L(σ) et de |∆|∗, et l’action sera libre surMc(∆) \ (|∆|∗ \ σ)c. On généralise ceci pour un
nombre quelconque de cônes σ qui seraient fixes sous l’action d’éléments non triviaux du
groupe G.

3.2.3 Lien avec les variétés à coins au sens usuel

Avant de continuer, on rappelle ici la définition d’une variété à coins topologique donnée
dans [25] et on voit qu’avec une hypothèse technique sur ∆, l’espace Mc(∆) est une
variété à coins topologique (i.e. au sens de [25]).

Définition 3.2.21 ([25], chap. 10) On appelle Rn
+ le sous-ensemble de Rn formé des

vecteurs ayant toutes leurs coordonnées positives. Soit M un espace topologique. Une
carte à coins est une paire (U,ϕ) où U est un ouvert de M et ϕ est un homéomorphisme
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entre U et un ouvert Ũ de Rn
+ (pour la topologie induite). Deux cartes à coins (U,ϕ) et

(V, ψ) seront dites compatibles si la composition ϕ ◦ ψ−1 : ψ(U ∩ V ) → ϕ(U ∩ V ) est
la restriction à ψ(U ∩ V ) d’une application continue définie sur un ouvert de Rn. Nous
appellerons variété à coins topologique tout espace topologique muni d’un atlas de
cartes à coins compatibles.

Proposition 3.2.22 Soit ∆ un éventail simplicial. L’espace Mc(∆) muni de la topologie
définie en 3.2.8 est une variété à coins topologique.

Preuve : Pour un point de NR ⊂ N / ∼, une base de voisinages est simplement donnée
par y + Bε pour ε > 0. Il suffit donc d’étudier ce qui se passe pour les points “rajoutés
à l’infini”. Soit donc σ = R>0v1 + ... + R>0vm un cône non nul de ∆ et y ∈ Nσ

R . Fixons
w ∈ L(σ) et ε > 0. Définissons une application

ϕ : Uε,w(y +∞ · σ)→ Rn
+

qui sera notre carte. Remarquons d’abord que l’hypothèse sur ∆ nous dit que (v1, ..., vm)
est une famille libre, donc il existe des vecteurs vm+1, ..., vn ∈ NR tels que (v1, ..., vn) soit
une base de NR. Notons Nσ

R l’espace vectoriel engendré par la famille (vm+1, ..., vn), c’est
un supplémentaire de L(σ). Pour un élément x ∈ NR on notera xi la i-ème composante
de x dans la base (v1, ..., vn). Notons (e1, ..., en) la base canonique de Rn.

Pour τ < σ et x ∈ y+w+Bε +σ+∞· τ , on a τ = R>0vi1 + ...+R>0vik (avec k 6 m)
et x = y + w + δ + k +∞ · τ avec δ ∈ Bε et k ∈ σ, donc

x =
n∑
i=1

zivi +∞ · τ

où z = y + w + δ + k. On pose alors :

ϕ(x) =
∑

i 6∈{i1,...,ik}

e−ziei.

En utilisant le lemme 3.2.4, il est aisé de remarquer que deux ouverts Uε,w(y +∞ · σ)
et Vε′,w′(y

′ +∞ · σ′) ne peuvent avoir une intersection non vide que dans NR et dans
N τ

R +∞ · τ pour τ une face commune de σ et σ′. En effet, si x+∞ · τ = x′ +∞ · τ ′ avec
τ < σ et τ ′ < σ′, on doit avoir τ = τ ′, et x− x′ ∈ L(τ).

Alors, si σ = R>0v1 + ...+ R>0vm (et (vm+1, ..., vn) permet d’obtenir une base de NR)
et σ′ = R>0v

′
1 + ...+R>0v

′
m′ (et (v′m′+1, ..., v

′
n) permet d’obtenir une base de NR), on note :

- τ le cône R>0vi1 + ...+R>0vik = R>0v
′
j1

+ ...+R>0v
′
jk

, qui est une face commune de
ces deux cônes,

- ϕ et ψ les cartes respectives,
- ε une permutation de {1, ..., n} qui envoie i` sur j` pour ` = 1, ..., k et qui est

l’identité sur {1, ..., n} \ {i1, ..., ik, j1, ..., jk}.
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On a alors, pour x = x1e1 + ...+ xnen dans ψ(U ∩ V ) :

ϕ ◦ ψ−1(x) = ϕ

 ∑
i 6∈{j1,...,jk}

− log(xi)v
′
i +∞ · τ


= ϕ

 ∑
i 6∈{i1,...,ik}

(
n∑
j=1

− log(x
ai,j
j )

)
vi +∞ · τ


=

∑
i 6∈{i1,...,ik}

exp

(
n∑
j=1

log(x
ai,j
j )

)
ei =

∑
i 6∈{i1,...,ik}

(
n∏
j=1

x
ai,j
j

)
ei,

où les ai,j sont les coefficients de la matrice de passage de (v1, ..., vn) à (v′ε(1), ..., v
′
ε(n)).

Cette application est bien la restriction d’une application continue d’un ouvert de Rn. �
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Chapitre 4

Variétés LVMB et quotients de
variétés toriques

4.1 Introduction

Dans leur article [26], López de Medrano et Verjovsky on découvert une famille de variétés
complexes compactes, obtenues comme quotient d’un ouvert dense U de Pn(C) par l’action
d’un groupe de Lie complexe isomorphe à C. Cette construction a ensuite été étendue au
cas d’une action de Cm (où m est un entier non nul) par Meersseman dans [27] et ces
nouvelles variétés sont appelées variétés LVM.

Ensuite, Bosio a généralisé dans [5] la construction de Meersseman en autorisant
d’autres actions de Cm sur certains ouverts denses de Pn(C) et les variétés qu’il ob-
tient sont appelées variétés LVMB. En résumé, étant donné une famille Em,n de sous-
ensembles de {0, ..., n} à 2m + 1 éléments (on suppose que n et m sont des entiers non
nuls avec 2m 6 n) et une famille L de n + 1 formes linéaires sur Cm satisfaisant cer-
taines conditions, Bosio associe à Em,n un ouvert U de Pn(C) et à L une action de Cm sur
Pn(C), de telle sorte que le quotient U/Cm soit une variété complexe compacte. On dit
que la paire (Em,n,L) est une donnée LVMB et que c’est une donnée LVM si la variété
obtenue est une variété LVM. Nous rappellerons les détails de cette construction plus tard.

Le premier objectif de ce chapitre est de décrire la construction de Bosio en termes de
géométrie torique. Nous voyons comment déterminer un éventail ∆ de Rn tel que la va-
riété torique associée soit l’ouvert U et nous voyons ensuite comment la projection de cet
éventail par un sous-espace vectoriel de Rn de dimension 2m aide à comprendre l’action de
Cm sur U . Grossièrement parlant, l’ensemble Em,n correspondra à l’éventail ∆ et le choix
des formes linéaires sur Cm “donnera” le sous-espace R2m de Rn. Nous allons voir que la
réciproque fonctionne également, i.e. avec des conditions adaptées sur un éventail ∆ et le
choix d’un sous-espace de dimension 2m de Rn, nous obtiendrons une donnée LVMB. Au
final, on a l’énoncé suivant :

Théorème 4.2.2. i) Soit (L, En,m) une donnée LVMB. Alors il existe une paire (E,∆)
où E est un sous-espace vectoriel de dimension 2m de Rn et ∆ est un sous-éventail de
l’éventail ∆Pn(C) de Pn(C), vérifiant les deux propriétés suivantes :

a) la projection π : Rn → Rn/E ∼= Rn−2m est injective sur le support |∆| de ∆,
b) l’éventail π(∆) est complet dans Rn/E, i.e. |π(∆)| = Rn/E.

ii) Réciproquement, étant donné une paire (E,∆) ayant les deux propriétés ci-dessus, on
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obtient une donnée LVMB.

Pour la preuve de ce théorème, nous allons utiliser la notion de variété à coins géné-
ralisée du chapitre 3.

Dans [38], [31] and [35], d’autres descriptions de la construction des variétés LVMB
sont données. Voyons brièvement comment ces constructions et celle présentée ici sont
liées. On garde les notations précédentes. Dans [38], à partir d’une famille de vecteurs
de Rn−2m et d’une configuration triangulable (qu’on peut voir comme un encodage com-
binatoire d’un éventail), on obtient un éventail simplicial complet (non nécessairement
rationnel) avec lequel on peut récupérer l’action de Cm sur U . Dans [31], on munit une
variété moment-angle provenant d’un éventail simplicial complet (non nécessairement ra-
tionnel) d’une structure complexe, qui cöıncide au cas LVM si l’éventail est polytopal.
Finalement dans [35], on part de la remarque qu’il existe une action naturelle d’un tore
compact réel sur une variété LVM ; ensuite on associe à cette variété un polytope en re-
gardant le quotient de la variété par cette action. Dans le cas d’une variété LVMB, on
associe un objet plus général (a rationally starshaped sphere), qui se trouve être le po-
lytope précédemment défini si la variété est LVM. Dans ces trois descriptions, l’éventail
considéré correspond à l’éventail projeté π(∆) du théorème 4.2.2. Un avantage de voir cet
éventail comme l’éventail projeté d’un sous-éventail convenable de Pn(C) est qu’avec ce
point de vue, il est plus naturel de récupérer l’action de Cm sur U .

Dans son article [5], Bosio fournit également un critère pour décider lorsqu’une don-
née LVMB est une donnée LVM ou pas. Le second objectif de ce chapitre est de traduire
ce critère dans notre“version”torique de la construction, ce qui mène au théorème suivant :

Théorème 4.3.13. Soient (L, Em,n) une donnée LVMB et (E,∆) la paire obtenue par le
théorème 4.2.2. Alors, (L, Em,n) est une donnée LVM si et seulement si la projection par
rapport à E de l’éventail ∆ est un éventail polytopal.

Finalement, nous utiliserons ce critère pour montrer que si deux variétés LVMB, disons
X et Y , sont biholomorphes et si X est une variété LVM, alors Y est aussi une variété
LVM. Cette question a été posée par Cupit-Foutou et Zaffran dans [9], où une réponse
partielle est fournie (remarque (ii), p. 786). Nous y répondons avec le théorème 4.4.2 :

Théorème 4.4.2. Soient (L1, Em,n) et (L2, E ′m′,n′) deux données LVMB qui donnent lieu
a deux variétés LVMB biholomorphes, alors n = n′, m = m′ et (L1, Em,n) est une donnée
LVM si et seulement si (L2, E ′m,n) est une donnée LVM.

Ce chapitre est organisé comme suit : dans la première partie, nous utilisons la théorie
des variétés à coins “généralisées” du chapitre 3 pour démontrer le théorème 4.2.2 après
avoir rappelé en détails la construction de Bosio. Nous étudions également le cas où
deux données LVMB donnent la même paire (E,∆). Ceci nous mène à un énoncé de
correspondance entre l’ensemble de ces paires (E,∆) et le quotient de l’ensemble des
données LVMB par une relation d’équivalence convenable. Dans la seconde partie nous
détectons les données LVM parmi les données LVMB en démontrant le théorème 4.3.13
et dans la troisième partie nous utilisons ce critère pour obtenir le théorème 4.4.2.
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4.2 Description des variétés LVMB en termes de géo-

métrie torique

Dans cette section nous donnons une description en termes de géométrie torique de la
construction de Bosio. Pour cette construction, nous avons besoin d’un ouvert U de Pn(C)
et d’un groupe de Lie complexe G de dimension m (où 2m 6 n) tels que le quotient U/G
soit une variété complexe compacte. Nous rappelons en premier lieu cette construction,
ensuite nous voyons comment associer un éventail ∆ à l’ouvert U , un sous-espace vectoriel
E de Rn au groupe G et nous voyons comment la variété à coins de l’éventail ∆ permet
d’obtenir des informations sur l’action de G et l’application quotient U → U/G.

4.2.1 La construction de Bosio

Le procédé de construction que nous décrivons ici est dû à Bosio et il étend les travaux
de Meersseman (voir [5] et [27] respectivement).

Soient m,n des entiers naturels non nuls tels que 2m 6 n ; soit L := (`0, ..., `n) une
famille de n+ 1 formes linéaires de Cm telle que chaque sous-famille à 2m+ 1 éléments de
L forme une base affine réelle de (Cm)∗, où (Cm)∗ désigne le dual de Cm. Appelons Em,n
une famille de sous-ensembles de {0, ..., n}, chacun de ces ensembles comptant 2m + 1
éléments. Pour tout P ∈ Em,n, soit LP la sous-famille de L correspondante. Nous nous
intéressons aux deux conditions suivantes sur L et Em,n :

– si pour tout P ∈ Em,n et tout i ∈ {0, ..., n}, il existe j ∈ P tel que (P \ {j}) ∪ {i} ∈
Em,n, on dit que (L, Em,n) vérifie le PEUR (pour principe d’existence et d’unicité
du remplaçant),

– si pour tous P,Q ∈ Em,n, les intérieurs des enveloppes convexes de LP et LQ pos-
sèdent une intersection non vide, on dit que (L, Em,n) vérifie la condition d’imbri-
cation.

Une donnée LVMB est une paire (L, Em,n) satisfaisant à ces deux conditions. Suivant
la notation de Bosio, on dit qu’un entier i ∈ {0, ..., n} est indispensable si i ∈ P pour
tout P ∈ Em,n. Si i est indispensable, on dira aussi que `i est indispensable.

Étant donné une paire (L, Em,n) (i.e. non nécessairement une donnée LVMB, c’est-à-
dire ne satisfaisant pas nécessairement le PEUR et la condition d’imbrication), on définit
un sous-ensemble ouvert U de Pn(C) ainsi qu’une action sur cet ouvert par un groupe de
Lie complexe G isomorphe à Cm et on voit sous quelle condition le quotient U/G existe
et est une variété complexe compacte :

En premier lieu, appelons U l’ensemble (ouvert) des points z = [z0 : ... : zn] ∈ Pn(C)
tels qu’il existe Pz ∈ Em,n satisfaisant la condition : pour tout i ∈ Pz, zi 6= 0.

La seconde étape consiste à définir une action de G ∼= Cm sur U par :

Cm × U −→ U
(Z, [z0 : ... : zn]) 7−→ [exp(`0(Z))z0 : ... : exp(`n(Z))zn].

Bosio caractérise la cocompacité de cette action sur U et le fait qu’elle soit propre à
l’aide du PEUR et de la condition d’imbrication, c’est le lemme suivant :
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Lemme 4.2.1 L’action de G sur U est propre si et seulement si (L, Em,n) satisfait la
condition d’imbrication.
Si cette action est propre, elle est cocompacte 1 si et seulement si (L, Em,n) vérifie le PEUR.

Autrement dit, le quotient Xn,m := U/G est une variété complexe compacte si et
seulement si (L, Em,n) est une donnée LVMB. Dans ce cas, la variété Xn,m est de dimension
complexe n−m et on dit que c’est une variété LVMB.

4.2.2 Le point de vue torique

Il est bien connu que l’espace projectif complexe Pn(C) est une variété torique donnée
par l’éventail ∆Pn(C) de Rn constitué des n + 1 cônes engendrés par n des n + 1 vecteurs
e1, ..., en,−(e1 + ...+en) (où (e1, ..., en) est la base canonique de Rn) et leurs faces (voir les
rappels au chapitre 2). On dit qu’un éventail ∆ est un sous-éventail de ∆Pn(C) si chaque
cône σ ∈ ∆ est un cône de ∆Pn(C).

L’objectif de cette section est de démontrer le théorème suivant :

Théorème 4.2.2 i) Soit (L, En,m) une donnée LVMB. Alors il existe une paire (E,∆)
où E est un sous-espace vectoriel de dimension 2m de Rn et ∆ est un sous-éventail de
l’éventail ∆Pn(C) de Pn(C), vérifiant les deux propriétés suivantes :

a) la projection π : Rn → Rn/E ∼= Rn−2m est injective sur le support |∆| de ∆,
b) l’éventail π(∆) est complet dans Rn/E, i.e. |π(∆)| = Rn/E.

ii) Réciproquement, étant donné une paire (E,∆) ayant les deux propriétés ci-dessus, on
obtient une donnée LVMB.

4.2.2.1 Résultats préliminaires

Nous allons démontrer les deux points de ce théorème séparément dans les deux pro-
chaines sous-sections, mais avant cela nous devons donner quelques énoncés préliminaires.
Nous voyons comment les deux conditions de la première partie de l’énoncé de ce théorème
sont reliées au PEUR et à la condition d’imbrication.

Les deux lemmes qui suivent sont respectivement des traductions de la première et
de la seconde partie du lemme 4.2.1 dans notre contexte torique, dans le sens où ils
caractérisent la propreté et la cocompacité de l’action d’un sous-espace vectoriel E de Rn

sur une variété à coins par des conditions sur l’éventail qui définit cette variété à coins :

Lemme 4.2.3 (Propreté) Soient ∆ un éventail de Rn et E ∼= Rk un sous-espace vectoriel
de Rn. Alors l’espace E agit sur Mc(∆) et cette action est propre si et seulement si la
restriction de l’application quotient π : Rn → Rn/E au support |∆| de ∆ est injective.

Preuve : D’abord, supposons que π ne soit pas injective sur |∆|, i.e. il existe deux cônes
σ1 et σ2 ∈ ∆ et x ∈ σ1, y ∈ σ2 tels que y − x ∈ E. On sait que les adhérences K1 et K2

1. On dit qu’un groupe topologique G agit sur un espace X de façon cocompacte si l’espace topolo-
gique quotient X/G est compact.
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dansMc(∆) de σ1 et σ2 respectivement sont des sous-ensembles compacts (lemme 3.2.12).
Écrivons alors, pour λ > 1, l’égalité λ(y− x) +λx = λy. Le premier terme est un élément
de E, le second appartient à K1 et le troisième à K2, ce qui nous dit que l’ensemble
{t ∈ E | tK1 ∩ K2 6= ∅} n’est pas borné et ceci entrâıne que l’action de E sur Mc(∆)
n’est pas propre.

Réciproquement, supposons à présent que E n’agisse pas proprement surMc(∆). Cela
signifie qu’il existe deux sous-ensembles compacts K1 et K2 deMc(∆) tels que l’ensemble
E := {t ∈ E | tK1 ∩K2 6= ∅} ne soit pas borné. Introduisons la notation suivante, pour
σ ∈ ∆ et i = 1, 2 :

Uσ
i := Ki ∩ (Rn +∞ · σ).

Puisque les ensembles Ki sont compacts, il existe seulement un nombre fini de cônes
σ ∈ ∆ vérifiant Uσ

i 6= ∅. On appelle ∆′ la collection de ces cônes.

Nous avons alors Ki =
⊔
σ∈∆′

Uσ
i . L’action de E induit une action sur chaque composante

Rn +∞ · σ pour σ ∈ ∆, ce qui mène à la décomposition suivante :

E =
⋃
σ∈∆′

{t ∈ E | tUσ
1 ∩ Uσ

1 6= ∅}.

Puisque l’ensemble ∆′ est fini, il existe un cône σ ∈ ∆′ tel que l’ensemble

Eσ := {t ∈ E | tUσ
1 ∩ Uσ

1 6= ∅}

ne soit pas borné. En conséquence de quoi il existe une suite (tn)n∈N de Eσ avec ‖tn‖ →
+∞.

Si E ∩ L(σ) 6= {0}, nous avons terminé. En effet, dans ce cas il existe x = λ1τ1 + ...+
λkτk ∈ E où les τi’s sont des vecteurs générateurs de σ.

On écrit alors

x =
∑
λi>0

λiτi −
∑
λj<0

(−λj)τj = x+ − x−,

où les vecteurs x+ et x− sont tous deux dans |∆|, ce qui montre que l’application
quotient π n’est pas injective sur |∆|.

Supposons à présent que E∩L(σ) = {0}. On s’intéresse à la composante Rn+∞·σ ∼=
Rn/L(σ) = Nσ

R .

Soient (xn)n∈N et (yn)n∈N deux suites de Uσ
1 et Uσ

1 respectivement (l’une d’entre elles
au moins étant non bornée, lorsque ces suites sont vues comme sous-ensembles de Nσ

R)
vérifiant tn + xn = yn. Quitte à extraire une sous-suite, on peut supposer qu’elles sont
convergentes (K1 étant K2 des ensembles compacts), de limites respectives x0 +∞· σ̃1 et
y0 +∞· σ̃2 où σ < σ̃i pour i = 1, 2 (avec éventuellement σ̃i = σ pour au plus un indice i).
La définition de la topologie de Mc(∆) nous dit alors que pour tout ε > 0, il existe un
rang N tel que pour n > N , on ait xn ∈ x0 +Bε + σ̃1 +∞·σ et yn ∈ y0 +Bε + σ̃2 +∞·σ.

On peut alors écrire xn = x0 + xε,n + xσ̃1n +∞ · σ et yn = y0 + yε,n + yσ̃2n +∞ · σ où
xε,n, yε,n ∈ Bε et xσ̃1n ∈ σ̃1, yσ̃2n ∈ σ̃2.

La relation tn + xn = yn signifie

tn = p(tn) = p(y0 − x0 + yε,n − xε,n) + p(yσ̃2n − xσ̃1n ),



54 CHAPITRE 4. VARIÉTÉS LVMB ET QUOTIENTS DE VARIÉTÉS TORIQUES

où p est la projection de Rn = E⊕F⊕L(σ) sur E⊕F parallèlement à L(σ). Rappelons
que ‖tn‖ → +∞. On écrit à présent

tn
‖tn‖

=
p(y0 − x0 + yε,n − xε,n)

‖tn‖
+
p(yσ̃2n − xσ̃1n )

‖tn‖
.

Remarquons d’abord que la suite tn/‖tn‖ est bornée, donc on peut supposer qu’elle
converge vers un certain élément t ∈ Rk \ {0}. Remarquons également que la suite
(p(y0 − x0 + yε,n − xε,n))/‖tn‖ converge vers 0, ce qui a pour conséquence le fait que
la suite (p(yσ̃2n − xσ̃1n ))/‖tn‖ soit également convergente vers t. Puisque la somme de Min-
kowski de deux cônes fermés est fermée, on sait que t ∈ p(σ̃2 − σ̃1). Ainsi t = y − x avec
x ∈ p(σ̃1) et y ∈ p(σ̃2). De plus, il existe z1 = λ1τ1 + ...+ λkτk ∈ L(σ) tel que x+ z1 ∈ σ̃1.
Alors pour tout z′1 = µ1τ1 + ... + µkτk avec µi > λi, on a x + z′1 ∈ σ̃1. De même, il existe
z2 ∈ L(σ) vérifiant y+z2 ∈ σ̃2 et pour tout z′2 = µ′1τ1 + ...+µ′kτk avec µ′i > λi, nous aurons
y+ z′2 ∈ σ̃2. Finalement, ceci entrâıne qu’il existe w ∈ σ tel que y+w ∈ σ̃2 et x+w ∈ σ̃1.
Ceci nous mène à t = (y +w)− (x+w) ∈ σ̃2 − σ̃1, ce qui entraine la non-injectivité de π
sur |∆|. �

Pour le second lemme, nous devons définir le PEUR pour un ensemble de cônes :

Définition 4.2.4 Soit ∆ un ensemble de cônes dans un espace vectoriel Rn (ici on ne
suppose pas nécessairement que ∆ soit un éventail) et V := {v1, ..., vp} un ensemble de
vecteurs générateurs de ∆ (c’est-à-dire, chaque cône de ∆ est engendré sur R>0 par une
sous-famille de V ). On dit que ∆ vérifie le PEUR si pour chaque cône σ = R>0vi1 +
... + R>0vik ∈ ∆ et chaque ` ∈ {1, ..., k}, il existe j ∈ {1, ..., p} \ {i1, ..., ik} tel que

σ′ := R>0vi1 + ...+ R̂>0vi` + ...+ R>0vik + R>0vj ∈ ∆.

Remarque 4.2.5 Comme on peut le voir, le PEUR est la même condition que celle
donnée dans la proposition 2.2 de [35].

Lemme 4.2.6 (Cocompacité) Soient ∆ un éventail simplicial de Rn (i.e. tous ses cônes
sont simpliciaux) et E ∼= Rk un sous-espace vectoriel de Rn. Supposons que l’application
quotient π : Rn → Rn/E soit injective sur |∆|. Considérons l’ensemble ∆max de tous les
cônes de ∆ de dimension maximale. Alors π(∆) est complet si et seulement si les cônes
de ∆max sont de dimension n− k et ∆max vérifie le PEUR.

Preuve : L’assertion est claire. �

4.2.2.2 Passage d’une donnée LVMB à une donnée torique

Dans cette sous-section nous démontrons la partie i) du théorème 4.2.2. Nous voyons
comment il est possible de récupérer une information torique à partir d’une donnée LVMB.

Soient (L, Em,n) une donnée LVMB et U l’ouvert de Pn(C) correspondant (voir sec-
tion 4.2.1). Nous voulons trouver un couple (E,∆) (où E est un sous-espace vectoriel
de Rn de dimension 2m et ∆ est un éventail de Rn) satisfaisant aux conditions a) et b)
du théorème 4.2.2. Considérons l’éventail ∆Pn(C) dans Rn définissant la variété torique
Pn(C) : ses rayons générateurs sont les vecteurs {e1, ..., en,−(e1 + ...+ en)} où (e1, ..., en)
est la base canonique de Rn. On appelle e0 := −(e1 + ... + en) et à chaque P ∈ Em,n on
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associe le cône simplicial σP de dimension n − 2m engendré par les n − 2m vecteurs ei
vérifiant i 6∈ P . Un calcul direct permet de voir que l’ouvert U est la variété torique définie
par le sous-éventail de ∆Pn(C) formé des cônes {σP , P ∈ E} et leurs faces. Appelons ∆ cet
éventail.

À présent que nous avons un candidat pour notre éventail ∆, nous devons détecter le
sous-espace vectoriel E ∼= R2m ⊂ Rn. Pour ce faire, nous avons besoin d’un lemme prélimi-
naire. Puisque Cm agit sur Pn(C) par Z.[z0 : ... : zn] = [exp(`0(Z))z0 : ... : exp(`n(Z))zn],
nous voyons Cm comme un sous-groupe fermé de (C∗)n via l’injection

Z 7→ (exp(`1(Z)− `0(Z)), ..., exp(`n(Z)− `0(Z))).

Lemme 4.2.7 L’intersection des deux sous-groupes Cm et (S1)n de (C∗)n est triviale.

Preuve : Choisissons P ∈ Em,n. Un élément Z de Cm ∩ (S1)n doit satisfaire à

`k(Z)− `0(Z) ∈ iR, pour tout k ∈ P ;

ainsi nous avons <(`0(Z)) = <(`k(Z)) pour tout k ∈ P . Ceci signifie que Z = 0 puisque
{`k, k ∈ P} est une R-base affine de (Cm)∗. �

À présent nous appelons E ∼= R2m ⊂ Rn l’image de Cm ⊂ (C∗)n par l’application ord :

ord : (C∗)n → Rn

(z1, ..., zn) 7→ (− log |z1|, ...,− log |zn|),

qui est injective sur Cm par le lemme précédent. Un calcul aisé montre qu’une base de ce
sous-espace de Rn est donnée par les 2m vecteurs suivants :

Xk =

 <(`1,k − `0,k)
...

<(`n,k − `0,k)

, Yk =

 =(`1,k − `0,k)
...

=(`n,k − `0,k)

, k ∈ {1, ...,m}, (4.1)

où `i,k est la k-ème composante de `i.

À présent que nous avons à notre disposition un couple candidat (E,∆), il nous reste
à montrer qu’il vérifie les propriétés désirées. Pour cela, remarquons d’abord que, comme
conséquence de (4.1), nous avons le diagramme commutatif suivant :

U = X∆

(S1)n
//

Cm

��

Mc(∆)

E = ord(Cm) ∼= R2m

��
X

q((S1)n) ∼= (S1)n
//Mc(π(∆)),

(4.2)

où ord : (C∗)n → (C∗)n/(S1)n et q : (C∗)n → (C∗)n/Cm sont les applications quotient.

Appelons π : Rn → Rn/E ∼= Rn−2m l’application quotient par rapport à E. Le fait
que le quotient Mc(∆)/E soit homéomorphe à Mc(π(∆)) se vérifie aisément. En effet,
l’homéomorphisme est l’application π̃ qui envoie l’orbite de y+∞· σ sur π(y) +∞· π(σ).



56 CHAPITRE 4. VARIÉTÉS LVMB ET QUOTIENTS DE VARIÉTÉS TORIQUES

La bijectivité est une conséquence de l’injectivité de π sur |∆|. Pour montrer que cette
application est ouverte, on considère un ouvert U de Mc(∆)/E et un point π̃(x) = x̃ ∈
π̃(U). Alors, il existe σ ∈ ∆, z + ∞ · σ ∈ Mc(∆), ε > 0 et w ∈ L(σ) tels que l’on
ait p(z +∞ · σ) = x et Uε,w(z +∞ · σ) ⊂ p−1(U) (voir la définition 3.2.8). L’ensemble
V := p(Uε,w(z +∞ · σ)) contient x, c’est un sous-ensemble de U et on a

π̃(V ) = π̃(p(
⋃
τ<σ

z + w +Bε + σ +∞ · τ))

=
⋃
τ<σ

π(z) + π(w) + π(Bε) + π(σ) +∞ · π(τ)

=
⋃

π(τ)<π(σ)

π(z) + π(w) + π(Bε) + π(σ) +∞ · π(τ).

La dernière union est indexée sur π(τ) < π(σ) puisque π est injective sur |∆|. Ainsi, nous
avons prouvé que pour tout δ > 0 assez petit, l’ouvert Uδ,π(w)(π(z) +∞ · π(σ)) est un
sous-ensemble de π̃(V ) ⊂ π̃(U) qui contient π(z) +∞ · π(σ) = x̃.

Puisque le sous-groupe (S1)n de (C∗)n est compact, la propreté de l’action de Cm sur U
est équivalente à la propreté de l’action de E surMc(∆), qui à son tour est équivalente au
fait que π soit injective sur |∆| d’après le lemme 4.2.3. De plus, Mc(π(∆)) est compacte
puisque X l’est, et la complétude de l’éventail π(∆) est à présent une conséquence de la
proposition 3.2.13. Par le lemme 4.2.6, on voit à présent que les conditions a) et b) du
théorème 4.2.2 sont satisfaites par la paire (E,∆), ainsi la partie i) de ce théorème est
démontrée.

Exemple 4.2.8 Les tores complexes sont obtenus comme variétés LVMB, ils corres-
pondent au “cas limite” où n = 2m. On voit qu’à toute donnée LVMB donnant lieu à
un tore complexe on ne peut qu’associer une seule paire (E,∆), à savoir (Rn, {0}).

4.2.2.3 Passage d’une donnée torique à une donnée LVMB

Nous démontrons à présent la partie ii) du théorème 4.2.2. Supposons donnés un sous-
éventail ∆ de ∆Pn(C) et un sous-espace vectoriel E ∼= R2m ⊂ Rn vérifiant les conditions a)
et b) du théorème 4.2.2. Pour récupérer une donnée LVMB, nous devons d’abord choisir
U = X∆. Pour σ = R>0ei1 + ...+R>0ein−2m ∈ ∆ un cône de dimension maximale n− 2m,
définissons Pσ := {0, ..., n} \ {i1, ..., in−2m} et Em,n := {Pσ, σ ∈ ∆ de dimension n− 2m}.
Il est clair que U est l’ouvert correspondant à Em,n (comme défini à la section 4.2.1).

Nous devons à présent voir comment l’on retrouve l’ensemble des formes linéaires L
et vérifier si la paire (L, Em,n) est bien une donnée LVMB.

Dans ce but, nous fixons tout d’abord une base de E ∼= R2m ⊂ Rn que l’on écrit
sous la forme d’une matrice A = (ai,j) ∈Mn,2m(R). On définit ensuite n + 1 vecteurs de
Cm en prenant chacune des n lignes de A et en les envoyant vers Cm via l’application
(x1, ..., x2m) 7→ (x1, ..., xm)+ i(xm+1, ..., x2m) (appelons ces vecteurs `1, ..., `n), auxquels on
adjoint le vecteur nul de Cm. Appelons ce dernier vecteur `0 et posons L = {`0, ..., `n}.

On considère à présent la paire (L, Em,n). D’après le lemme 4.2.3 on sait que l’action
de Cm est propre sur X∆, ce qui signifie que la condition d’imbrication est satisfaite.
Puisque π(∆) est complet, le lemme 4.2.6 nous dit que l’ensemble de tous les cônes de
dimension n− 2m de ∆ vérifie le PEUR, donc c’est aussi le cas de Em,n. Finalement, les
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deux conditions de Bosio sont satisfaites, i.e. la paire (L, Em,n) est une donnée LVMB.

4.2.3 Une correspondance entre les données LVMB et toriques

Soit (L, Em,n) une donnée LVMB. Dans la preuve du théorème 4.2.2, nous avons associé à
cette donnée un unique couple (E,∆) où E est un sous-espace vectoriel de Rn de dimension
2m et ∆ est un éventail de Rn.

Comme le montre la preuve du théorème 4.2.2, il est possible que deux données LVMB
différentes donnent la même paire (E,∆) (par exemple, en prenant les conjugués des
formes linéaires). Nous discutons de ce fait à présent.

Soient (L, Em,n) et (L′, E ′m′,n′) deux données LVMB et soient (E,∆), (E ′,∆′) leurs
paires associées par le théorème 4.2.2. Si (E,∆) = (E ′,∆′), on a n = n′ et m = m′ puisque
les dimensions de E et E ′ et de leurs espaces ambiants sont égales respectivement. De
plus, on voit que Em,n = E ′m′,n′ puisqu’il est clair au vu de la preuve du théorème 4.2.2 que
pour un sous-éventail ∆ de l’éventail de Pn(C), il existe un unique ensemble associé Em,n.
D’un autre côté, le fait que E = E ′ n’implique pas que l’ont ait nécessairement L = L′,
mais cela nous dit qu’il existe un automorphisme affine réel de R2m ∼= (Cm)∗ envoyant
chaque `i ∈ L sur un élément `′i′ ∈ L′.

Appelons P l’ensemble des couples (E,∆) tels que E et ∆ satisfont aux conditions a) et
b) du théorème 4.2.2. Définissons une relation d’équivalence (qu’on note ≈) sur l’ensemble
des données LVMB, en posant (L, Em,n) ≈ (L′, E ′m′,n′) si et seulement si Em,n = E ′m′,n′ et
s’il existe un automorphisme affine réel de R2m ∼= (Cm)∗ tel que sa restriction à L soit
une bijection avec L′. La discussion qui précède nous conduit naturellement à l’énoncé
suivant :

Proposition 4.2.9 Il existe une correspondance bijective

{Données LVMB}/ ≈ ←→ P .

Il est à présent très naturel de se demander quand est-ce que deux données LVMB
donnent lieu à la même variété (à biholomorphisme près). L’objet de la section 4.4 sera
de discuter cette question.

4.3 Détecter les données LVM parmi les données LVMB

Dans [27], Meersseman exhibe une méthode de construction de variétés complexes com-
pactes, appelées variétés LVM. Bosio montre que ces variétés peuvent être obtenues par
sa procédure et il donne un critère pour détecter lorsqu’une donnée LVMB conduit à une
variété LVM. C’est la proposition 1.3 dans [5], dont nous rappelons à présent l’énoncé.

Soit (L, Em,n) une donnée LVMB et définissons O comme étant l’ensemble des points
de (Cm)∗ (l’espace vectoriel dual de Cm) qui ne sont dans l’enveloppe convexe d’aucune
famille de 2m éléments de L.

Proposition 4.3.1 Soit (L, Em,n) une donnée LVMB, on obtient une variété LVM si et
seulement s’il existe une composante connexe bornée Ode O telle que Em,n est la collection
des sous-ensembles P de {1, ..., n} à 2m + 1 éléments ayant la propriété que l’enveloppe
convexe de LP contienne O.
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Définition 4.3.2 On dit qu’une donnée LVMB est une donnée LVM si elle satisfait à
la condition précédente.

Remarquons que la proposition 4.3.1 peut être reformulée comme suit :

Proposition 4.3.3 Une donnée LVMB (L, Em,n) est une donnée LVM si et seulement si⋂
P∈Em,n

C̊P 6= ∅,

où C̊P est l’intérieur de l’enveloppe convexe de LP .

Dans [9], Cupit-Foutou et Zaffran donnent une autre caractérisation des données LVM
parmi les données LVMB avec une hypothèse supplémentaire, appelée “condition (K)”,
voir pour cela la proposition 3.2 dans [9]. (On dit qu’une donnée LVMB (L, Em,n) vérifie
la condition (K) s’il existe un automorphisme affine de (Cm)∗ qui envoie chaque `i ∈ L
sur un vecteur à coefficients entiers.) La théorème 4.3.13 ci-dessous peut être considéré
comme une généralisation de leur résultat. Avant de l’énoncer et d’en donner une preuve,
nous devons rappeler quelques définitions et énoncés préliminaires.

Définition 4.3.4 Un éventail ∆ est appelé fortement polytopal (pour alléger l’écriture,
dans la suite on écrira simplement polytopal) s’il existe un polytope P contenant 0 dans
on intérieur, tel que l’éventail ∆ soit l’ensemble des cônes engendrés par les faces de P .

Exemple 4.3.5 Tout éventail complet de R2 est polytopal.

Exemple 4.3.6 Pour une variété torique compacte, la projectivité de celle-ci est équiva-
lente à la polytopalité de son éventail. Fulton fournit dans [20] (exercice de la page 71)
un exemple dû à Demazure de variété torique non projective de dimension 3, ce qui nous
fournit ainsi un exemple d’éventail (rationnel) de R3 qui ne soit pas polytopal. On prend
l’éventail complet simplicial ∆ dont les rayons sont v1 := −e1, v2 := −e2, v3 := −e3,
v4 := e1 + e2 + e3, v5 := 1

2
(e1 + e2), v6 := 1

2
(e2 + e3), v7 := 1

2
(e1 + e3) où (e1, e2, e3) est la

base canonique de R3 (voir la figure 4.1).

v  1

v  3

v  2

v  4

v  6
v  7

v  5

Figure 4.1 – Un éventail non polytopal dans R3
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Remarque 4.3.7 Le logiciel Macaulay (http://www.math.uiuc.edu/Macaulay2/) pos-
sède une fonction isPolytopal qui permet de déterminer si un éventail rationnel est
polytopal ou non.

Shephard a donné dans [34] un critère de polytopalité pour un éventail, nous le rap-
pelons à présent.

Définition 4.3.8 (Voir par exemple [21] ou [15].) Soit X = (x1, ..., xr) ∈ Rn une famille
de vecteurs et A la matrice dont les colonnes sont les éléments de X (ainsi, A est une
matrice avec r colonnes et n lignes). Supposons également que dim Aff X = n où Aff X
est l’enveloppe affine de X. Soient (α1, ..., αr−n) une base du noyau de la matrice A et
B la matrice à r − n colonnes et r lignes dont les colonnes sont les vecteurs αi. La
famille X = (x1, ..., xr) ⊂ Rr−n de vecteurs donnée par les lignes de B est appelée une
transformée de Gale de X.

Remarquons qu’on ne peut pas parler de la transformée de Gale d’une famille X,
puisque la construction dépend du choix de la base du noyau de A.

Nous avons le lemme suivant (voir par exemple [15]) :

Lemme 4.3.9 Soit X = (x1, ..., xr) une famille de vecteurs comme dans la définition
précédente et soit X = (x1, ..., xr) une transformée de Gale de X. Remarquons que X est

une transformée de Gale de X. Alors
r∑
i=1

xi = 0 (resp.
r∑
i=1

xi = 0) si et seulement si les

vecteurs xi (resp. xi) sont tous situés dans un même hyperplan H ⊂ Rn (resp. ⊂ Rr−n)
ne contenant pas 0.

Définition 4.3.10 Soit X = (x1, ..., xr) une famille de vecteurs dans Rn qui engendre
positivement l’espace Rn tout entier (i.e. R>0x1 + ... + R>0xr = Rn). Choisissons une
famille convenable λi > 0 telle que

∑
λixi = 0 (ceci est toujours possible, voir [34],

p. 258). Choisissons une transformée de Gale de la famille (λ1x1, ..., λrxr) dont la dernière
coordonnée soit toujours égale à 1 et appelons une telle famille une transformée de
Shephard of X. On la note X̂ = (x̂1, ..., x̂r).

Considérons à présent un éventail complet ∆ de Rn et supposons que X = (x1, ..., xr)
est une famille de vecteurs qui engendre les rayons de ∆. Si σ = R>0xi1 + · · ·+R>0xip est

un cône de ∆ de dimension (maximale) n, on note C̊(σ) l’intérieur relatif de l’envelope

convexe de X̂ \ {x̂i1 , ..., x̂ip}. Alors, on a le théorème suivant :

Théorème 4.3.11 (Critère de Shephard) Avec les notations ci-dessus, l’éventail ∆ est
polytopal si et seulement si ⋂

σ∈∆max

C̊(σ) 6= ∅,

où ∆max est l’ensemble des cônes de ∆ de dimension maximale n.

Exemple 4.3.12 On peut appliquer ce critère à l’exemple 4.3.6. Une transformée de
Shephard des vecteurs 2v1, 2v2, 2v3, v4, v5, v6 est par exemple donnée par les vec-
teurs v̂1 := (1, 0, 0), v̂2 := (0, 1, 0), v̂3 := (0, 0, 1), v̂4 := (2,−2, 2), v̂5 := (0, 4,−4),
v̂6 := (−4, 4, 0) et v̂7 := (0, 0, 0). Si on appelle σ1, σ2 et σ3 les cônes engendrés par
(v1, v5, v6), (v1, v2, v6), (v2, v3, v7) respectivement, on peut voir que l’intersection

C̊(σ1) ∩ C̊(σ2) ∩ C̊(σ3) ⊂ R3

est vide.

http://www.math.uiuc.edu/Macaulay2/
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Figure 4.2 – Les enveloppes convexes C̊(σ1), C̊(σ2), et C̊(σ3) (dans R3).

Pour la définition et le théorème précédents, on renvoie à [34]. Nous sommes à présent
en mesure de démontrer :

Théorème 4.3.13 Soient (L, Em,n) une donnée LVMB et (E,∆) la paire obtenue par le
théorème 4.2.2. Alors, (L, Em,n) est une donnée LVM si et seulement si la projection par
rapport à E de l’éventail ∆ est un éventail polytopal.

Preuve : Formons une base de Rn dont les 2m premiers vecteurs sont les vecteurs Xk, Yk
définis dans l’équation (4.1) qui engendrent E et, comme n− 2m derniers vecteurs, n’im-
porte lesquels de la base canonique. Appelons B′ cette base et B la base canonique de
Rn :

B′ = (X1, ..., Y2m, ei1 , ..., ein−2m).

Nous avons la décomposition en somme directe Rn = E⊕F où F ∼= Rn−2m. La projection
sur F parallèlement à E est donnée par la matrice Π := Jn,mP

−1 où P est la matrice
inversible dont les colonnes sont les vecteurs de B′ et

Jn,m =
(

0n−2m,2m In−2m

)
.

(Ici, 0n−2m,2m est la matrice nulle à n−2m lignes et 2m colonnes, et In−2m est la matrice
identité de taille n−2m.) On voit à présent que les vecteurs e1, ..., en et e0 = −(e1+...+en)
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sont envoyés par Π respectivement sur les n colonnes de Π et l’opposé de leur somme.

On sépare à présent les cas, selon le nombre d’éléments indispensables `i (remarquons
qu’il peut y avoir entre 0 et 2m éléments `i indispensables).

D’abord, supposons qu’il n’y a aucun élément indispensable `i. Il est clair que les vec-
teurs (Π.e0,Π.e1, ...,Π.en) engendrent les rayons de l’éventail (complet) projeté π(∆) de
F ∼= Rn−2m. Il est également direct de vérifier qu’une transformée de Shephard de cette
famille de vecteurs est donnée par les vecteurs ̂̀i := (`i, 1) ∈ R2m+1, pour i = 0, ..., n.
À présent, l’utilisation consécutive des critères de Shephard et Bosio (théorème 4.3.11 et
proposition 4.3.1) donne l’équivalence entre la polytopalité de π(∆) et le fait que (L, Em,n)
soit LVM.

Supposons à présent qu’il y ait exactement un élément indispensable, disons `0. Tout
d’abord, remarquons que ceci entraine que les cônes de dimension 1 de l’éventail ∆ sont
engendrés par l’un des vecteurs e1, ..., en (et jamais e0). Ensuite, pour caractériser la
polytopalité de π(∆), on doit calculer une transformée de Shephard de (Π.e1, ...,Π.en),

ce que l’on fait en deux étapes. D’abord, on projette les vecteurs ̂̀i (pour i = 1, .., n)

par rapport à R.̂̀0. Cette procédure donne une transformée de Gale de (Π.e1, ...,Π.en).

Rappelons que les vecteurs ̂̀i appartiennent tous à l’hyperplan affine

H := {(x1, ..., x2m+1) ∈ R2m+1 | x2m+1 = 1},

donc on peut définir H0 comme étant l’hyperplan H− ̂̀0, alors on voit que H0 est un sous-
espace vectoriel de R2m+1 et que ̂̀0 6∈ H0. Appelons π0 : R2m+1 → H0 la projection par
rapport à R.̂̀0. Munissons H d’une structure d’espace vectoriel en choisissant ̂̀0 comme
origine, alors la restriction de π0 entre H et H0 est un isomorphisme. Remarquons que
si `0 est indispensable, il est impossible que `0 soit un élément de l’enveloppe convexe de
{`1, ..., `n}. En effet, puisque (Π.e1, ...,Π.en) engendre positivement Rn−2m, on a π0(̂̀0) 6∈
conv(π0(̂̀1), ..., π0(̂̀n)) (voir [34]). Ainsi, il existe un hyperplan H ′0 of H0 contenant 2m

éléments de {π0(̂̀1), ..., π0(̂̀n)}, séparant π0(̂̀0) = 0 ∈ H0 et {π0(̂̀1), ..., π0(̂̀n)}. Voir la
figure 4.3 pour une image de cette situation.

La seconde étape à suivre pour obtenir une transformée de Shephard de (Π.e1, ...,Π.en)

est de multiplier chaque vecteur de (π0(̂̀1), ..., π0(̂̀n)) par des scalaires convenables de sorte
qu’ils soient tous situés dans H ′0. Appelons L′ := (`′1, ..., `

′
n) les vecteurs obtenus de cette

façon-. Remarquons que toute famille de 2m vecteurs de cet ensemble forme une base
affine de H ′0. Pour P = (0, i1, ..., i2m) ∈ Em,n, appelons P ′ := (i1, ..., i2m) et notons E ′m,n
l’ensemble {P ′ | P ∈ Em,n}. Il est clair que E ′m,n vérifie encore le PEUR (avec {1, ..., n}
à la place de {0, ..., n}). Montrons qu’à un point dans l’enveloppe convexe d’une famille
de points de LP il est possible d’associer un point dans l’enveloppe convexe de L′P ′ et
réciproquement ; ceci prouve que la condition d’imbrication est également satisfaite par
(L′, E ′m,n). Supposons que x0 ∈ conv(L′P ′) pour P ′ ∈ E ′m,n, alors le point 1

2
x0 est un

élément de conv(LP ). Réciproquement si x0 ∈ conv(LP ) (pour P ∈ Em,n), il exist un

unique λ > 0 (qui ne dépend pas de P ) tel que λx0 ∈ H ′0. Écrivons x0 =
2m∑
j=1

λjβij`
′
ij

(où
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0

Figure 4.3 – La projection π0

pour tout j ∈ {1, ..., 2m}, on a βij`
′
ij

= π0(̂̀ij), λj > 0 et
∑

j λj = 1) et λx0 =
2m∑
j=1

αj`
′
ij

avec
∑

j αj = 1. Puisque tout sous-famille de L′ à 2m éléments est une R-base affine de
H ′0, on a λλjβij = αj, ainsi αj > 0 pour tout j, c’est-à-dire λx0 ∈ conv(L′P ′).

Une conséquence importante de cette remarque est également que
⋂

P ′∈E ′m,n

conv(L′P ′) 6= ∅

si et seulement si
⋂

P∈Em,n

conv(LP ) 6= ∅.

À présent, les critères de Shephard et Bosio appliqués successivement à la transformée
de Shephard que nous avons calculée nous donne que π(∆) est polytopal si et seulement
si (L, Em,n) est LVM.

Le même raisonnement s’applique à présent s’il y a jusqu’à 2m − 1 indispensable
`i’s, disons `0, ..., `k, en appliquant la méthode précédente “recursivement” : pour calculer
une transformée de Shephard de (Π.ek+1, ...,Π.en), on peut calculer une transformée de

Shephard de (Π.e1, ...,Π.en) comme ci-dessus, ensuite la projeter par rapport à R.Π̂.e1

et multiplier par les scalaires convenables, ce qui donne une transformée de Shephard de
(Π.e2, ...,Π.en) et ainsi de suite. Appelons (L(j), E (j)

m,n) les familles obtenues à chaque étape

(for j = 1, ..., k + 1) et (L(0), E (0)
m,n) := (L, Em,n). Remarquons (tout comme ci-dessus)

que pour j = 1, ..., k + 1, l’intersection
⋂

P∈E(j)m,n

conv(L(j)
P ) est non vide si et seulement si

⋂
P∈E(j−1)

m,n

conv(L(j−1)
P ) est non vide. Alors, en utilisant les critères de Shephard et Bosio à

nouveau, on obtient le résultat.
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Finalement, supposons qu’il y ait 2m éléments indispensables, disons {0, ..., 2m− 1} pour
alléger l’écriture. Le PEUR force alors que

Em,n = {(0, ..., 2m− 1, j) | j ∈ {2m, ..., n}}.

La seconde condition de Bosio (imbrication) entraine que l’hyperplan H contenant l’en-
semble {`0, ..., `2m−1} est un hyperplan supportant le polytope obtenu comme enveloppe
convexe de L. Comme on peut aisément le voir, il y a exactement une composante connexe
bornée O de O telle que Aff(O ∩ H) = H, et cette composante se trouve dans l’inter-
section de toutes les enveloppes convexes de {LP , P ∈ Em,n}, ainsi la donnée LVMB que
l’on considère est une donnée LVM par la proposition 4.3.1. De plus, le fait qu’il y ait 2m
éléments indispensables nous dit que l’éventail projeté possède exactement n + 1 − 2m
rayons générateurs et chaque cône de dimension maximale est engendré par n− 2m vec-
teurs. Un tel éventail complet de Rn−2m est toujours polytopal (c’est l’éventail associé à
un n− 2m-simplexe de Rn−2m). �

4.4 Quand deux variétés LVMB sont-elles

biholomorphes ?

Il est possible que deux données LVMB différentes donnent lieu à deux variétés biho-
lomorphes, c’est pourquoi nous faisons la distinction entre donnée et variété LVMB. Dans
cette section, on démontre que si une variété LVMB Xn,m construite à partir d’une donnée
LVMB (L, Em,n) est biholomorphe à une variété LVM, alors la donnée (L, Em,n) elle-même
est LVM. Ce problème a été posé (et résolu en partie) par Cupit-Foutou et Zaffran dans
[9]. Pour la preuve, nous allons avoir recours au critère fourni par le théorème 4.3.13.

Nous étudions à présent le cas où deux données LVMB (L1, Em1,n1) et (L2, E ′m2,n2
)

donnent lieu à la même variété (à biholomorphisme près).

Soit X une variété LVMB. Appelons A := AutO(X)o la composante connexe de l’élé-
ment neutre du groupe des automorphismes holomorphes de X, qui est un groupe de Lie
complexe car X est compacte (c’est un résultat de Bochner et Montgomery, voir [4]).

Nous démontrons en premier lieu le lemme suivant :

Lemme 4.4.1 Soient (L1, Em1,n1) et (L2, E ′m2,n2
) deux données LVMB telles que les va-

riétés LVMB associées soient biholomorphes. Alors on a m1 = m2 et n1 = n2.

Preuve : Supposons que X1 et X2 soient deux variétés LVMB biholomorphes, obtenues
comme quotient de deux ouverts U1 ⊂ Pn1(C) et U2 ⊂ Pn2(C) par deux sous-groupes
fermés H1

∼= Cm1 ⊂ (C∗)n1 et H2
∼= Cm2 ⊂ (C∗)n2 . Appelons ϕ un biholomorphisme entre

X1 et X2. Il induit un isomorphisme

ϕ∗ : AutO(X2)o =: A2 → A1 := AutO(X1)o,

donné par ϕ∗(g) = ϕ−1 ◦ g ◦ ϕ.
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Alors, Gi := (C∗)ni/Hi est un sous-groupe de Ai et possède une orbite ouverte dense
Gi.xi ⊂ Xi pour i = 1, 2 (voir [5], proposition 2.4). Appelons πi : (C∗)ni → (C∗)ni/Hi

les deux applications quotient. À présent le sous-groupe T1 := π1((S1)n1) ⊂ G1 (resp.
T2 = π2((S1)n2) ⊂ G2) est contenu dans un tore maximal compact A1 (resp. A2), disons

T̃1 (resp. T̃2). Les deux tores maximaux T̃1 et ϕ∗(T̃2) de A1 sont conjugués (voir, par
exemple, [7]) donc, à conjugaison près, on peut supposer que T1 et ϕ∗(T2) sont contenus

dans le même tore maximal compact T̃ de A1. À présent on note T̃C la complexification
de T̃ , et G1 et ϕ∗(G2) sont tous deux des sous-groupes de Lie de T̃C (puisque TC

i = Gi

pour i = 1, 2).

Supposons que l’on ait dimC T̃
C > dimCG1 = dimCX1, alors l’action de A1 n’est plus

effective (en effet, dans ce cas il existe un élément non trivial f ∈ T̃C tel que f(x1) = x1 et

puisque T̃C est abélien (et contient G1), f est l’application identité sur tout G1.x1, donc
sur tout X1 par prolongement analytique), une contradiction. Donc on a nécessairement

dimC T̃
C = dimCG1 = dimC ϕ

∗(G2) et G1 = ϕ∗(G2). En particulier, ces deux groupes de
Lie possèdent des groupes fondamentaux isomorphes, Zn1 et Zn2 respectivement, ce qui
conduit à n1 = n2 et puisque n1 −m2 = n2 −m2, on a également m1 = m2. �

À présent on démontre le théorème suivant :

Théorème 4.4.2 Soient (L1, Em,n) et (L2, E ′m′,n′) deux données LVMB menant à deux
variétés LVMB biholomorphes, alors on a n = n′, m = m′ et (L1, Em,n) est une donnée
LVM si et seulement si (L2, E ′m,n) est une donnée LVM.

Preuve : On garde les notations de la preuve précédente. À conjugaison près, on peut
supposer que (ϕ−1)∗(G1) = G2 et ϕ(G1.x1) = G2.x2, où Gi.xi est l’orbite ouverte dense
de l’action de Gi sur Xi. Appelons (E,∆) et (E ′,∆′) les données toriques associées res-
pectivement à ces deux données LVMB et soient π : Rn → Rn/E et π′ : Rn → Rn/E ′ les
projections correspondantes.

Les tores compacts maximaux des groupes G1 et G2 sont isomorphes à (S1)n, donc la
restriction de (ϕ−1)∗ à ces tores maximaux est donnée par une matrice A ∈ GL(n,Z) et
elle s’étend en un isomorphisme de (C∗)n que nous appellerons ϕ̃.

En passant aux algèbres de Lie, on voit aisément que le diagramme suivant est com-
mutatif :

(C∗)n
ϕ̃ //

� _

ι1
��

(C∗)n� _

ι2
��

U1

p1
��

U2

p2
��

X1 ϕ
// X2,

(4.3)

où ι1 et ι2 sont les injections canoniques.
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En considérant le quotient par (S1)n, on obtient le diagramme commutatif suivant :

Rn A //
� _

ι1
��

Rn
� _

ι2
��

Mc(∆)

p1
��

Mc(∆′)

p2
��

Mc(π(∆))
ϕ̂

//Mc(π′(∆′)),

(4.4)

où ϕ̂ est un homéomorphisme (voir le diagramme 4.2 de la section 4.2.2.2). La com-
mutativité de ce diagramme nous dit que la restriction de A entre Rn/E ⊂ Mc(π(∆))
et Rn/E ′ ⊂ Mc(π′(∆′)) est linéaire. On note A′ cette application linéaire. Montrons
alors que ϕ̂ est équivariante par rapport à l’action de Rn/E, c’est-à-dire que pour tout
p ∈ Mc(π(∆)) et tout t ∈ Rn/E, on a ϕ̂(t + p) = A′.t + ϕ̂(p). Cette égalité est claire si
p ∈ Rn/E puisque l’on sait que ϕ̂ = A′ sur Rn/E. Si p = x+∞ · σ pour un cône σ ∈ ∆,
alors il existe une suite (xn)n∈N d’éléments de Rn/E telle que xn −→

n→+∞
p et dans ce cas,

pour t ∈ Rn/E, la suite (t + xn)n∈N converge vers t + p dans Mc(π(∆)). Comme pour
tout n ∈ N, on a ϕ̂(t + xn) = A′.t + ϕ̂(xn) et comme ϕ̂ est continue, on obtient bien le
résultat souhaité.

De l’équivariance de ϕ̂ par rapport à A′, on déduit que pour chaque cône σ ∈ π(∆), il
existe σ′ ∈ π′(∆′) tel que ϕ̂(Rn/E +∞ · σ) ⊂ Rn/E ′ +∞ · σ′. Si τ est une face de σ, on
note τ ′ le cône de π′(∆′) correspondant. Alors, le lemme 3.2.16 nous dit que l’adhérence
de Rn/E +∞ · τ contient Rn/E +∞ · σ ; la continuité de ϕ̂ nous dit qu’alors l’adhérence
de Rn/E ′ +∞ · τ ′ contient Rn/E ′ +∞ · σ′, i.e. τ ′ est une face de σ′.

Soit σ un cône de π(∆), on note encore σ′ le cône de π′(∆′) tel que ϕ̂(Rn/E+∞·σ) ⊂
Rn/E ′+∞·σ′. Pour tout x ∈ σ, le lemme 3.2.15 nous dit que (nx)n∈N converge vers 0+∞·τ
dansMc(π(∆)) pour une face τ de σ ; comme ϕ̂ est continue, la suite (ϕ̂(nx))n∈N converge
vers ϕ̂(0 +∞ · τ) = 0 +∞ · τ ′ pour un certain cône τ ′ ∈ π′(∆′) (qui ne dépend que de
τ). Comme ϕ̂(nx) = nϕ̂(x) pour tout n ∈ N par linéarité de ϕ̂ sur Rn/E, le lemme 3.2.15
nous dit que ϕ̂(x) ∈ τ ′ ⊂ σ′.

Au final, l’application linéaire inversible A′ entre Rn/E ∼= Rn−2m et Rn/E ′ ∼= Rn−2m

envoie π(∆) sur π′(∆′). Ceci signifie que ces deux éventails sont polytopaux simultané-
ment et la conclusion découle à présent du théorème 4.3.13. �

4.5 Une généralisation de la construction de Bosio

4.5.1 Détecter tous les ouverts à quotient compact

Le théorème suivant nous dit que la construction de Bosio est la plus générale dans
ce contexte, dans le sens où tout ouvert U ⊂ Pn(C) muni d’une action d’un sous-groupe
fermé de (C∗)n isomorphe à Cm tel que le quotient soit une variété complexe compacte
est en fait donné par un sous-éventail de ∆Pn(C).

Théorème 4.5.1 Soient G ∼= Cm ⊂ (C∗)n un sous-groupe fermé et U ⊂ Pn(C) un ouvert
tel que U/G soit une variété complexe compacte. Alors U est stable sous l’action de (C∗)n,
donc donné par un sous-éventail de l’éventail de Pn(C).
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Preuve : Soit π l’application quotient π : U → U/G et soit v1, ..., vn une base de l’algèbre
de Lie de (C∗)n telle que v1, ..., vm soit une base de l’algèbre de Lie de G. On définit les
champs de vecteurs v∗1, ..., v

∗
n sur U/G par v∗i (x) := dπy(vi(y)) pour x ∈ U/G et y ∈ π−1(x).

Le vecteur v∗i (x) est bien défini : en effet, si y′ = g.y ∈ π−1(x) (pour g ∈ G), on a :

dπy′(vi(y
′)) = dπg.y(vi(g.y))

= d(π ◦ g)y(vi(y))

= dπy(vi(y))

= v∗i (x).

Puisque U est stable par G, il suffit de montrer que U est invariant sous l’action de
vm+1, ..., vn ; ceci nous assurera qu’il est invariant sous l’action de (C∗)n.

Écrivons Pn(C) comme réunion (finie) disjointe d’orbites sous l’action du groupe (C∗)n
à l’aide du théorème 2.3.63 :

Pn(C) =
⊔

σ∈∆Pn(C)

orb(σ).

Pour chaque σ ∈ ∆Pn(C) on note U(σ) := orb(σ)∩ U , ce qui nous donne une partition
de U . Rappelons que orb(σ) ∼= (C∗)n−dimσ et que pour x ∈ orb(σ), le sous-groupe Tσ
stabilisateur de x pour l’action de (C∗)n est isomorphe à (C∗)dim(σ). Comme l’action de
G ∼= Cm est propre sur U , elle est libre donc si U(σ) 6= ∅ on a nécessairement G∩Tσ = {1}
et G est un sous-groupe de (C∗)n−dim(σ).

À présent on fixe un cône σ ∈ ∆Pn(C) tel que U(σ) 6= ∅ et on note k := n−dim(σ). On
appelle p : (C∗)k → (C∗)k/G l’application quotient et on définit les champs de vecteurs v•i
sur (C∗)k/G de façon analogue aux v∗i , i.e. on pose v•i (x) := dpy(vi(y)) pour x ∈ (C∗)k/G
et y ∈ p−1(x). Les ouverts p(U(σ)) ⊂ (C∗)k/G et π(U(σ)) ⊂ U/G sont biholomorphes
et les champs de vecteurs v∗i et v•i cöıncident sur ces ouverts. Comme la variété U/G est
compacte, les champs de vecteurs v∗i sont intégrables sur U/G.
Pour tout σ et tout x ∈ U(σ), l’espace tangent Tx(U(σ)) est engendré par les vecteurs
vi(x), i = 1, ..., n. En particulier, l’action de G sur U respecte cette partition (i.e. chaque
U(σ) est localement stable sous l’action de G) et induit une partition de X = U/G
donnée par les π(U(σ)) : pour tout σ et tout x ∈ π(U(σ)), l’espace Tx(π(U(σ))) est
engendré par les vecteurs v∗i (x), i = m+ 1, ..., n (car les m premiers s’annulent). Puisque
π(U(σ)) est localement stable sous l’action des champs de vecteurs v∗i , ils sont intégrables
sur π(U(σ)). Ainsi, les champs de vecteurs v•i sont intégrables sur l’ouvert (non vide)
p(U(σ)) ⊂ (C∗)k/G pour i = m + 1, ..., n et comme ils engendrent l’algèbre de Lie de
(C∗)k/G, on a p(U(σ)) = (C∗)k/G. Ainsi, U(σ) = orb(σ) puisque U(σ) est stable sous
l’action de G et pour tout x ∈ orb(σ) il existe y ∈ U(σ) et g ∈ G tels que g.y = x.

�

4.5.2 Une généralisation

À la lumière de la preuve du théorème 4.5.1, où l’unique propriété de Pn(C) utilisée
est le fait qu’il s’agit d’une variété torique compacte, on peut étudier un ouvert “torique”
de n’importe quelle variété torique compacte :
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Théorème 4.5.2 Soit ∆ un éventail rationnel fini de Rn et E ∼= R2m un sous-espace
vectoriel de Rn tel que :

- l’application quotient π : Rn → Rn/E ∼= Rn−2m soit injective sur |∆|,
- l’éventail π(∆) soit complet dans Rn/E, i.e. |π(∆)| = Rn/E.
On définit un sous-groupe fermé G ∼= Cm de (C∗)n de la même façon qu’à la sec-

tion 4.2.2.3. Alors, le quotient X∆/G existe c’est une variété complexe compacte.

Preuve : Puisque ∆ est fini on peut construire un éventail rationnel complet ∆′ conte-
nant ∆ comme sous-éventail. Le groupe G agit proprement et librement sur X∆ par le
lemme 4.2.3 donc on sait que le quotient X∆/G est une variété complexe. La compacité
est une conséquence de la complétude de π(∆). �
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Chapitre 5

Une nouvelle classe de variétés
complexes compactes non
kählériennes

5.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous construisons de nouvelles variétés complexes compactes non-
Kählériennes en utilisant à la fois l’approche de Sankaran ([33]) et de Bosio ([5]). Pour
construire ses variétés, Sankaran fait agir de façon libre et proprement discontinue un
groupe W sur un ouvert U d’une variété torique, de sorte que le quotient soit compact.
Bosio fait, lui, agir un sous-groupe de Lie G de (C∗)n sur un ouvert V de Pn(C).

Nous allons “combiner” les deux méthodes de la façon suivante : en premier lieu, on
munit une certaine variété torique X∆ de l’action d’un sous-groupe de Lie G de (C∗)n
de sorte que le quotient X de X∆ par G existe, puis on fait agir sur un ouvert de X un
groupe discret W .

Ce chapitre est organisé comme suit : dans la section 5.2.1, on introduit des notations
et des résultats qui serviront à la construction des variétés, qui fait l’objet de la section
suivante. On établit dans la section 5.2.3 que les variétés obtenues ont leur dimension de
Kodaira égale à −∞ ; on obtient également une minoration pour la dimension de l’espace
H1(O) de celles-ci, minoration qui nous permet d’établir qu’elles sont non-Kählériennes.
Enfin, on donne un exemple dans la section 5.2.4.

5.2 Construction de nouvelles variétés

5.2.1 Préliminaires

Pour commencer, on introduit des notations et des résultats que nous réutiliserons par la
suite. Plusieurs résultats sont dus à Sankaran ([33]) et on n’en redonne les démonstrations
que s’il est nécessaire de les adapter à notre contexte.

Soit x un nombre réel algébrique de degré n. On note P (X) = Xn+an−1X
n−1 + ...+a0

le polynôme minimal (unitaire, à coefficients rationnels) de x.

Le corps K := Q[X]/〈P 〉 admet n = s + 2t plongements distincts dans C et on note
σ1, ..., σs les plongements réels et σs+1, ..., σn les plongements complexes, ordonnés de telle
sorte que l’on ait σs+i = σ̄s+t+i pour 1 6 i 6 t. On suppose que s et t sont strictement
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positifs.

Nous allons noter σ l’application

σ : K −→ Rs × C2t

k 7−→ (σ1(k), ..., σs(k), σs+1(k), ..., σn(k)).

On note OK les entiers algébriques de K et on désignera encore par OK le réseau
σ(OK) ⊂ Cn lorsqu’il n’y aura pas de confusion possible. Notons O∗K l’ensemble des
unités de K, le théorème de Dirichlet nous dit que O∗K ∼= Zs+t−1. On fait agir chaque
élément η ∈ O∗K sur Cn comme suit :

η · (z1, ..., zn) := (σ1(η)z1, ..., σn(η)zn).

On considère le sous-espace vectoriel H := {(0, ..., 0, z1, ..., zt) | z1, ..., zt ∈ C} ∼= Ct de
Cn et on appelle πH la projection πH : Cn → Cs+t de noyau H donnée par

πH : Cn −→ Cs+t

(z1, ..., zs+t, zs+t+1, ..., zn) 7−→ (z1, ..., zs+t).

Lemme 5.2.1 L’application πH est injective sur σ(OK).

Preuve : Il suffit de vérifier que H ∩ σ(OK) = {0}, ce qui est clair car les σi sont des
plongements. �

Appelons πOK la projection Cn → Cn/σ(OK), alors on a :

Corollaire 5.2.2 Le quotient du groupe de Lie (C∗)n = Cn/σ(OK) par πOK (H) est un
groupe de Cousin qu’on notera C0. On appellera p l’application quotient p : (C∗)n → C0.

Preuve : Par le lemme 5.2.1 précédent, le quotient de (C∗)n = Cn/σ(OK) par πOK (H)
est isomorphe au quotient de Cs+t = Cn/H par πH(σ(OK)). Ce dernier est un groupe de
Cousin par le lemme 2.4 de [29]. �

Pour η ∈ O∗K , on pose ηi := σi(η) si i ∈ {1, ..., s} et ηi := |τi(η)| si i ∈ {s+ 1, ..., s+ t}.
On a alors le théorème suivant, dû à Sankaran (théorème 2.1, [33]) :

Théorème 5.2.3 Pour b ∈ {1, ..., s}, il existe un sous-groupe W < O∗,+K de rang b véri-
fiant la condition suivante, qu’on appelle “hypothèse C” : pour tout η 6= 1 ∈ W , il existe
i 6 b tel que ηi > ηj pour tout j > b, ou bien ηi < ηj pour tout j > b.

Preuve : On pose g := s+ t− b et à chaque η ∈ O∗,+K on associe un point de Rbg grâce à
l’application :

ϕb : O∗,+K −→ Rbg

η 7−→


log(η1/ηb+1) · · · log(η1/ηs+t)

... log(ηi/ηb+j)
...

log(ηb/ηb+1) · · · log(ηb/ηs+t)
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et on appelle πi,b (pour i ∈ {1, ..., b}) les b projections

πi,b : Rbg −→ Rg

(ti,j) 7−→ (ti,j)j=1..g

(i.e. πi associe à un élément de Rbg écrit sous forme de matrice sa i-ème ligne).

L’hypothèse C signifie que pour tout η 6= 1 ∈ W , il existe i ∈ {1, ..., b} tel que
πi(η) ∈ Q := {(x1, ..., xg) ∈ Rg | les xi sont tous de même signe et non nuls}.

On notera Ub l’espace ϕb(O∗,+K )⊗ R ∼= Rs+t−1 ⊂ Rbg.

Pour démontrer l’existence de W de rang b vérifiant l’hypothèse C, il suffit de trouver
un sous-espace A de Ub de dimension b : pour b = 1 c’est clair, on prend pour A une droite
passant par n’importe quel point de Q.

Supposons le résultat établi au rang b− 1, il existe alors un sous-espace A′ de Ub−1 de
dimension b− 1 vérifiant la condition :

∀x ∈ A′, il existe i ∈ {1, ..., b− 1} tel que πi,b−1(x) ∈ Qb−1.

Pour chaque x ∈ A′, l’entier i satisfait alors à πi,b(x) ∈ Qb.
Fixons à présent une projection parallèlement à A′, πA′ : Ub → Rg ; il existe une application
L ∈ GLg(R) qui fasse commuter le diagramme suivant :

Ub

πb,b

������������������

πA′

��===============

Rg ∼= πb,b(Ub)
L

//_______ Ub/A
′ ∼= Rg.

On regarde alors QA′ := L(Qb) ; on prend une droite ` ⊂ QA′∪{0}, et l’espace A := π−1
A′ (`)

convient. En effet, soit x ∈ A. Ou bien x ∈ A′, et dans ce cas, il existe un entier i ∈ {1, ..., b}
tel que πi,b(x) ∈ Qb ; sinon, πA′(x) ∈ ` ⊂ QA′ et comme πA′(x) = L(πb,b(x)), ceci signifie
que πb,b(x) ∈ Qb, d’où la conclusion. �

Soit b ∈ {1, ..., s} et W comme dans le théorème précédent ; ce groupe agit alors sur Cn

en stabilisant le réseau σ(OK), et il agit aussi sur Cs+t en stabilisant l’image πH(σ(OK))
du réseau σ(OK).

On fixe une base d’entiers de K et on appelle BK := (v1, ..., vn) la base de Cn correspon-
dante. On note E l’espace vectoriel engendré sur R par les vecteurs de BK , B := (e1, ..., en)
la base canonique de Cn et B′ la base

(e1, ..., es, es+1 + es+t+1,−i(es+1 − es+t+1), ..., es+t + es+2t,−i(es+t − es+2t)).
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Dans cette dernière base, la matrice d’un élément η ∈ O∗K s’écrit

σ1(η) 0
. . .

σs(η)
<(σs+t+1(η)) −=(σs+t+1(η))
=(σs+t+1(η)) <(σs+t+1(η))

. . .

<(σn(η)) −=(σn(η))
0 =(σn(η)) <(σn(η))


.

De plus, l’espace E est l’espace vectoriel engendré (sur R) par les vecteurs de la base
B′. Pour le voir, il suffit de montrer le

Lemme 5.2.4 Soit PBK ,B′ la matrice de passage de la base BK à la base B′. Alors tous
les coefficients de PBK ,B′ sont réels, autrement dit, on a PBK ,B′ ∈ GLn(R).

Preuve : Remarquons que PBK ,B′ = PBK ,BPB,B′ et que les 2t dernières colonnes de PBK ,B
sont conjuguées deux à deux tandis que les s premières sont réelles. Ainsi, les coefficients
des vecteurs PBK ,Bej pour j ∈ {1, ..., s} sont réels. À présent, notons h1, ..., ht, h1, ..., ht
les 2t dernières colonnes de PBK ,B. On trouve alors que PBK ,B(es+j + es+t+j) = 2<(hj) et
PBK ,B(−i(es+j − es+t+j)) = −2=(hj) pour j ∈ {1, ..., t}. Le lemme est ainsi démontré. �

On notera H̃ l’espace vectoriel réel engendré par les 2t derniers vecteurs de la base B′.
C’est un sous-espace vectoriel de E, de dimension 2t.

Remarque 5.2.5 L’écriture de la matrice d’un élément η ∈ W dans la base B′ montre
qu’un tel élément induit une application linéaire de l’espace vectoriel réel E ∼= Rn engendré
par les vecteurs de BK , et que cette application induit une application linéaire sur le
quotient E/H̃ ∼= Rs, donnée par η : (x1, ..., xs) 7→ (σ1(η)x1, ..., σs(η)xs). D’autre part, on

a H̃ ∩ σ(OK) = {0}.

À présent, nous écrivons le sous-espace vectoriel H dans la base BK ; il est engendré
par la famille de t vecteurs qu’on note (h1, ..., ht), où hi est le vecteur es+t+i de la base
canonique écrit dans la base BK (en suivant les notations du lemme 5.2.4).

On regarde alors le groupe H comme sous-groupe fermé du groupe Cn/σ(OK) ∼= (C∗)n,
via l’application :

ι : H −→ (C∗)n

(z1, ..., zt) 7−→ (exp(2iπ
t∑
i=1

hi,1zi), ..., exp(2iπ
t∑
i=1

hi,nzi)),

(5.1)

où hi,j est la j-ème coordonnée du vecteur hi. On notera encore H l’image du sous-espace
H par cette application.

Lemme 5.2.6 Les sous-groupes H et (S1)n de (C∗)n ont une intersection triviale.
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Preuve : Un élément de cette intersection correspond à un élément du sous-espace vec-
toriel H satisfaisant à l’équation matricielle

PB,BK



x1

...

xn


=



0
...
0
z1
...
zt


où PB,BK est la matrice de passage de la base canonique à la base BK et les xi sont des
réels. Chaque vecteur de la base BK a ses i-ème et (i + t)-ème composantes conjuguées
(pour i ∈ {s + 1, ..., s + t}). Comme les xi sont réels, ce doit être encore le cas pour le
vecteur (0, ..., 0, z1, ..., zt) donc z1 = ... = zt = 0. �

Le quotient de (C∗)n par (S1)n est donné par l’application

ord : (C∗)n −→ Rn

(z1, ..., zn) 7−→ (− log |z1|, ...,− log |zn|).

À l’aide de l’équation (5.1), on voit que l’espace ord(H) ∼= R2t est engendré par les 2t
vecteurs <(hj) et =(hj) (pour j ∈ {1, ..., t}), c’est-à-dire que cet espace est le sous-espace

H̃ de E.

5.2.2 Début de la construction

Dans l’espace vectoriel E, nous désirons construire un éventail (relativement au réseau
OK ⊂ E) qui soit W -invariant, dont l’image du support par la projection πH̃ soit incluse
(on précisera par la suite) dans un cône ouvert dégénéré propre Ω ⊂ πH̃(E) ∼= Rs stable
par W (dégénéré ici signifie que l’adhérence de ce cône contient un sous-espace vectoriel).
Comme la projection πH̃ est injective sur le réseau et W -équivariante, il suffit de trouver
un éventail dans πH̃(E) relativement à πH̃(OK) vérifiant ces conditions et le relever via
l’application πH̃ .

Pour ce faire, nous reprenons le cheminement de Sankaran (voir [33]). Les résultats
non démontrés sont ceux dont la preuve s’adapte sans aucune modification.

Appelons Ω un cône ouvert remplissant les conditions ci-dessus, nous allons le décrire :

Lemme 5.2.7 L’espace vectoriel N de dimension maximale contenu dans l’adhérence de
Ω est de la forme

N = {x ∈ Rs | σi1(x) = · · · = σis−h(x) = 0},

avec h > 0.

Remarque 5.2.8 Quitte à renuméroter les σi, on peut supposer que N est en fait l’en-
semble

{x ∈ Rs | σ1(x) = · · · = σs−h(x) = 0}.

Ceci nous permet de décrire précisément l’ensemble Ω :
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Lemme 5.2.9 On a l’égalité Ω = N × L+ avec

L = {x ∈ Rs | σs−h+1(x) = ... = σs(x) = 0}

et
L+ = {x ∈ L | ± σi(x) > 0, i ∈ {1, ..., s− h}}.

Quitte à composer par un élément convenable de O∗K , on peut supposer que L+ = {x ∈
L | σi(x) > 0, i ∈ {1, ..., s− h}}.
À présent, on choisit un entier h ∈ {1, ..., s − 1} et on regarde le cône Ω donné par le
lemme 5.2.9. Afin que L+/W puisse être une variété compacte, nous allons imposer que
le rang de W , à savoir b, soit égal à la dimension de L, à savoir s− h. En particulier, on
a donc 1 6 b < s. Ainsi, étant donné un entier b ∈ {1, ..., s − 1}, le théorème 5.2.3 nous
assure de l’existence d’un sous-groupe W de O∗,+K vérifiant la condition donnée dans ce
même théorème.

Proposition 5.2.10 L’action du groupe W sur Ω est libre et proprement discontinue.

Proposition 5.2.11 Si C ⊂ Ω ∪ {0} est un cône non dégénéré fermé, pour tout η ∈ W
on a :

⋂
a∈Z

ηaC ⊂ L+.

Remarque 5.2.12 On rappelle le principe de la preuve donnée par Sankaran : il existe
un réel δ > 0 tel que

C ⊂ Cδ := {v ∈ Ω |
b∑
i=1

v2
i > δ

∑
j>b

v2
j}. (5.2)

Alors on a terminé si l’on établit la proposition pour Cδ, et ceci s’obtient en remarquant
qu’il existe N > 1 et a ∈ N tels que ηkCδ ⊂ CNkδ pour k > a. Une remarque cruciale
pour la suite de notre construction est que l’on peut choisir les constantes a et N indé-
pendamment de η ∈ W . On renvoie pour cela à la démonstration du théorème 2.4 de
[33].

Remarque 5.2.13 Ici l’hypothèse C et le fait que b < s sont nécessaires pour la preuve.

Théorème 5.2.14 Il existe un éventail infini ∆′ de Rs stable sous l’action de W dont le
support |∆′| est (Ω \ L+) ∪ {0} et tel que ∆′/W soit un ensemble fini de cônes.

On pose alors ∆ := π−1

H̃
(∆′). C’est un éventail de E relativement à OK , et on considère

la variété torique associée à ∆, qu’on note X∆.

Lemme 5.2.15 L’action du groupe H sur X∆ est libre et propre.

Preuve : Afin de voir que l’action de H sur X∆ est propre, on observe tout d’abord que
l’action du groupe H̃ = ord(H) ∼= H surMc(∆) est propre (c’est le lemme 5.2.6 qui nous

dit que ord(H) ∼= H̃). Ceci découle du lemme 4.2.3 et du fait que la projection π de E

par rapport à H̃ est injective sur |∆|. Il est clair que l’action de H sur X∆ est propre si

et seulement si l’action de H̃ sur Mc(∆) est propre car (S1)n est compact.
À présent, le fait que l’action est libre est clair, puisque le stabilisateur sous l’action

de H d’un point x ∈ X∆ est un compact (c’est l’ensemble {z ∈ H | z.{x} ∩ {x} 6= ∅}), et



5.2. CONSTRUCTION DE NOUVELLES VARIÉTÉS 75

un sous-groupe compact de H ∼= Ct est nécessairement trivial. �

Par conséquent, le quotient X := X∆/H est une variété et le diagramme suivant est
commutatif :

X∆

(S1)n
//

H ∼= Ct

��

Mc(∆)

ord(H) = H̃ ∼= R2t

��
X

p((S1)n) ∼= (S1)n
//Mc(πH̃(∆))

(5.3)

Le fait que le quotient Mc(∆)/H̃ soit homéomorphe à Mc(πH̃(∆)) se vérifie de la
même façon qu’à la section 4.2.2.2, page 55.

Lemme 5.2.16 Le groupe W ∼= Zb agit sur X.

Preuve : Pour cela, nous allons voir que le groupe W “normalise” le sous-groupe H ∼= Ct

de (C∗)n, c’est-à-dire qu’une orbite de X∆ sous l’action de H est envoyée par un élément
de W sur une orbite sous l’action de H.
Un calcul montre que, pour un élément η ∈ W , l’isomorphisme torique associé (encore
noté η) vérifie, pour tout élément x ∈ X∆ et z = (z1, ..., zt) ∈ Ct :

η(ι(z) · x) = ι(σs+t+1(η)z1, ..., σs+t+t(η)zt) · η(x).

En effet, l’application η est équivariante par rapport à l’application :

η̃ : (C∗)n −→ (C∗)n
(t1, ..., tn) 7−→ (t

a1,1
1 · · · ta1,nn , ..., t

ai,1
1 · · · tai,nn , ..., t

an,1
1 · · · tan,nn )

où ai,j est l’élément (i, j) de la matrice de η dans la base BK (voir par exemple [15],
théorème 6.4 page 244). Ceci signifie qu’on a l’égalité η(ι(z) · x) = η̃(ι(z)) · η(x). Le fait
que η̃(ι(z)) = ι(σs+t+1(η)z1, ..., σs+t+t(η)zt) est clair vu la définition de ι (équation 5.1). �

Le groupe p((S1)n) ∼= (S1)n agit sur X et on note q : X →Mc(πH̃(∆)) l’application
quotient pour cette action.

Lemme 5.2.17 L’application q est équivariante par rapport à l’action du groupe W .

Preuve : Il nous faut montrer qu’il existe une application ϕ telle que pour tout η ∈ W
et x ∈ X, q(η · x) = ϕ(η) · q(x). Pour un élément x ∈ X∆, on notera [x] := H.x et pour

x ∈ Mc(∆) on notera [x]′ := H̃.x l’orbite de x. Soient donc x := [x0] un élément de
X = X∆/H et η ∈ W ; on a : q(η · [x0]) = q([ηx0]) = [ord(ηx0)]′ par le lemme 5.2.16 et
la commutativité du diagramme (5.3), où ord : X∆ →Mc(∆) est l’application quotient
correspondant à l’action de (S1)n sur X∆.
Vérifions la propriété sur le grand ouvert (C∗)n de X∆. La projection de E ⊂Mc(∆) par

l’espace H̃ s’écrit, dans la base B′, comme la projection sur les s premières coordonnées.
On a :

ord(x0) = − 1

2π
(log |x1|, ..., log |xn|) ,
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et

ord(ηx0) = − 1

2π
(log(|xa1,11 · · ·xa1,nn |), ..., log(|xan,11 · · ·xan,nn |))

= − 1

2π

(
n∑
i=1

a1,i log |xi|, ...,
n∑
i=1

an,i log |xi|

)
= η · ord(x0).

Par densité du grand ouvert (C∗)n dans la variété X∆, ceci est encore vrai sur tout X∆.
On en déduit alors que q(η · [x0]) = q([ηx0]) = [ord(ηx0)]′ = [η ord(x0)]′ = η[ord(x0)]′ =
ηq([x0]), ce qu’il fallait démontrer. �

Notons η1, ..., ηb une famille de générateurs de W . Quitte à prendre leurs inverses
si nécessaire, on peut supposer que chacun d’entre eux vérifie ce qui nous appellerons
l’hypothèse C+, à savoir

⋂
a∈N

ηai C ⊂ L+ pour tout i ∈ {1, ..., b} et tout cône C ⊂ Ω∪{0}

non dégénéré fermé (voir la remarque 5.2.12 qui suit la proposition 5.2.11). Considérons
le sous-espace affine

H0(∼= Rs−b) := {(1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
b fois

, x1, ..., xs−b) | x1, ..., xs−b ∈ R} ⊂ E/H̃ ∼= Rs,

et notons Hi := ηi(H0) pour i compris entre 1 et b. On appelle alors B l’enveloppe convexe
de H0, H1, ..., Hb.

Lemme 5.2.18 Notons Bb la projection de l’ensemble B défini ci-dessus sur les b pre-

mières coordonnées. Alors on a l’égalité d’ensembles
⋃
η∈W

η(Bb) = (R+
∗ )b et l’ensemble⋃

η∈W\W 1

η(Bb) est borné, où W 1 désigne l’ensemble des éléments de W dont l’une au moins

des b premières composantes est supérieure ou égale à 1.

Preuve : La première assertion est simplement une conséquence du fait que W est un
réseau dans Rb. Quant à la seconde, elle découle du fait que tout élément η de W \W 1

vérifie ηi < 1 pour tout i ∈ {1, ..., b}. �

Lemme 5.2.19 L’action de W sur U :=Mc(πH̃(∆)) \ |Ω|∗c est libre, proprement discon-
tinue et possède un domaine fondamental compact. C’est donc aussi le cas pour l’action
de W sur la préimage U := q−1(U) dans X.

Preuve : Le fait que l’action soit libre et proprement discontinue découle du théo-
rème 3.2.19. Par le théorème 5.2.14, il existe un ensemble fini de cônes Σ := {σ1, ..., σd}
tel que W · Σ = ∆′. On garde les notations introduites précédemment, c’est-à-dire que
η1, ..., ηb est une famille de générateurs de W vérifiant l’hypothèse C+ et B est le même
ensemble que celui défini ci-dessus. On considère l’adhérence D (dans Mc(πH̃(∆))) de
l’ensemble

D :=

 ⋃
η∈W+

η(|Σ|) ∩B


︸ ︷︷ ︸

D1

∪

|Σ| ∩ ⋃
η∈W 1

η(B)


︸ ︷︷ ︸

D2
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où |Σ| désigne la réunion des cônes de Σ, W+ est l’ensemble des éléments η de W véri-
fiant l’hypothèse C+ auquel on ajoute l’élément neutre de W et W 1 est l’ensemble des
éléments de W dont l’une au moins des b premières composantes est supérieure ou égale
à 1. Remarquons en particulier qu’on a W+ ⊂ W 1. La figure 5.1 est une illustration de
l’ensemble D pour s = 2 et b = 1.
Pour conclure la preuve de ce lemme, il suffit de démontrer que D est un domaine fon-

H0 H1

B

F

D

b

b

Figure 5.1 – Le domaine fondamental D.

damental compact pour l’action de W .

Pour la compacité, remarquons en premier lieu que l’ensemble D1 est borné. C’est une
conséquence de la preuve de la proposition 5.2.11. En effet, en les b premières coordonnées
un élément de D1 est clairement borné vu la définition de B, tandis que pour les s − b
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dernières coordonnées, on observe (voir la remarque 5.2.12) que ηaCδ ⊂ CNaδ pour a ∈ N
assez grand, δ > 0 et N > 1. Ainsi, les éléments de D1 sont situés dans un cône Cδ pour
un δ > 0 bien choisi. La forme de Cδ (voir l’égalité (5.2)) montre que si les b premières
coordonnées sont bornées (ce qui est le cas), nécessairement les s − b dernières le sont
également.

Intéressons-nous à présent à l’ensemble D2. Son adhérence est la réunion des adhérences
des ensembles σ∩

⋃
η∈W 1 η(B) pour σ ∈ Σ. Un tel ensemble est alors inclus dans σ\B(0, C)

pour une constante C > 0. En effet, soient x = (x1, ..., xs) ∈ B et η ∈ W 1. Supposons
que η1 > 1 (pour chaque η ∈ W 1, il existe un entier i 6 b tel que ηi > 1) ; on a alors les
inégalités suivantes :

‖η(x)‖2 =
s∑
i=1

η2
i x

2
i > η2

1x
2
1 > x2

1 > min
y∈B

y2
1 > 0.

La dernière inégalité provient du fait que la projection de l’ensemble B sur les b premières
coordonnées est un compact de Rb ne contenant aucun point dont l’une des coordonnées
est nulle. Ainsi les constantes Ci := miny∈B y

2
i pour i ∈ {1, ..., b} sont toutes strictement

positives ; si l’on note C la racine carrée de la plus petite de ces constantes, on obtient fina-
lement l’inégalité : ‖η(x)‖ > C. Ainsi l’adhérence de D2 est compacte, par le lemme 3.2.12.

Montrons à présent qu’il s’agit bien d’un domaine fondamental.
Pour le voir, on remarque tout d’abord que pour tout x ∈ Ω \ L+, il existe deux

éléments η et η′ ∈ W tels que x ∈ η(|Σ|) ∩ η′(B). À présent (et si η 6= η′), on a ou bien
η−1η′ ∈ W+ ⊂ W 1 ou bien ηη′−1 ∈ W+. On a alors respectivement ou bien η−1(x) ∈
|Σ| ∩ η−1η′(B) ou bien η′−1(x) ∈ ηη′−1(|Σ|) ∩ B. Si x ∈ L+, c’est le lemme 5.2.18 qui
permet de conclure, car B ∩ L+ ⊂ D.

Il reste à traiter le cas des points situés sur les composantes “à l’infini”. Par la seconde
conclusion du lemme 5.2.18, on sait qu’il existe une constante C ′ > C telle que pour tout
cône σ de notre éventail, on ait

σ \B(0, C ′) =

σ ∩ ⋃
η∈W 1

η(B)

 \B(0, C ′).

Soit x = y+∞· τ un élément d’une telle composante à l’infini. Introduisons quelques
notations : soit π la projection de Rs sur (Rs)τ parallèlement à L(τ), soit σ le cône de
dimension s comprenant τ comme face et tel que π(y) ∈ π(σ), et soit g ∈ W tel que
g(σ) ∈ Σ (l’existence d’un tel g provient de la définition de Σ). On a :

g(x) = g(y) +∞ · g(τ).

Quitte à remplacer y par y + w avec w ∈ L(τ), on peut supposer que y ∈ σ, donc
g(y) ∈ g(σ) et on obtient la conclusion. Il reste simplement à prouver l’existence de σ.
Pour cela, on considère un ensemble de générateurs {v1, ..., vk} du cône τ , de sorte que
l’on ait

τ = R>0v1 + · · ·+ R>0vk.

On s’intéresse alors à la boule ouverte de rayon ε > 0 centrée autour du point v0 :=
v1+· · ·+vk ∈ τ . Étant donné que le support de notre éventail est l’ensemble (Ω\L+)∪{0},
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il existe un ε > 0 assez petit pour que B(v0, ε) ⊂ Ω \ L+. Ensuite, quitte à choisir un
ε > 0 plus petit, on peut supposer que B(v0, ε) n’a d’intersection non vide qu’avec des
cônes contenant τ comme face. Ceci provient du fait que l’action de W est libre. On a
terminé, puisqu’alors

B(v0, ε) = B(v0, ε) ∩
⋃
σ>τ

dimσ=s

σ.

L’image de B(v0, ε) par la projection π est un voisinage ouvert de 0 ∈ π(Rs) et l’ensemble

π(
⋃
σ>τ

dimσ=s

σ) est une union de cônes, donc il est préservé par les homothéties de rapport

positif. Par conséquent π(
⋃
σ>τ

dimσ=s

σ) = π(Rs) et il existe un cône σ ∈ Σ contenant τ comme

face et tel que l’on ait π(y) ∈ π(σ). �

Comme conséquence du lemme précédent, nous obtenons la

Proposition 5.2.20 Le quotient Y := U/W est une variété complexe compacte de dimen-
sion s+ t.

Remarque 5.2.21 Avant de conclure cette section, regardons de plus près l’ensemble U .
Il contient une partie du groupe de Cousin C0 comme ouvert dense (on note U0 := U ∩C0

cet ouvert) et on lui rajoute des diviseurs à l’infini pour“compactifier”le quotient de U0 par
W . En fait, ces diviseurs sont des variétés LVMB “généralisées” au sens du théorème 4.5.2.

En effet, la préimage de U \ U0 dans X∆ est l’ensemble
⋃

σ∈∆\{0}

ord(σ). Soit σ = R>0v un

cône de dimension 1 de ∆, avec v ∈ σ(OK). Alors, la variété torique orb(σ) est obtenue
en projetant l’ensemble des cônes de ∆ qui contiennent σ comme face (on note ∆′ cet
ensemble) par L(σ) (voir section 2.3.7). On note πσ : E ∼= Rn → E/L(σ) ∼= Rn−1

cette projection. Ceci nous donne un éventail fini πσ(∆′) de E/L(σ) et comme l’espace H
intersecte trivialement σ(OK), les images de H et σ(OK) par πσ ont aussi une intersection
triviale dans E/L(σ). Notons πH̃,1 la projection de E/L(σ) par rapport à πσ(H) ; elle est
injective sur |πσ(∆′)|. On sait que l’éventail πH̃,1(πσ(∆′)) est complet car l’adhérence de σ
dansMc(π(∆)) est compacte par le lemme 3.2.12. Toutes les hypothèses du théorème 4.5.2
sont donc bien satisfaites.

5.2.3 Invariants

Lemme 5.2.22 L’ouvert U n’admet pas de fonction holomorphe non constante.

Preuve : La variété X contient le groupe de Lie C0 comme ouvert dense (voir corol-
laire 5.2.2). Comme U0 = U ∩ C0 est un ouvert du groupe de Cousin C0 stable par le
sous-groupe maximal compact de C0 (isomorphe à (S1)n), il ne possède pas de fonction
holomorphe non constante par le lemme 2.2.7. �

Proposition 5.2.23 La dimension de Kodaira de Y est −∞.

Preuve : On appelle ρ l’application de W dans C∗ qui à γ ∈ W associe le produit
σ1(γ)×· · ·×σm(γ) oùm = s+t. SoientX1, ...,Xm les champs de vecteurs surX qui forment
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une base de TX et qui vérifient, pour tout γ ∈ W , l’égalité γ∗(Xi) = σi(γ)Xi. On appelle
ω1, ..., ωm leurs 1-formes duales respectives. Pour un élément γ ∈ W et i ∈ {1, ...,m}, on
a alors γ∗(ωi) = σ−1

i (γ)ωi car γ : X → X est holomorphe donc γ∗(ωi) reste la 1-forme
duale de γ∗(Xi). On a en particulier

γ∗(X1 ∧ · · · ∧Xm) = ρ(γ).X1 ∧ · · · ∧Xm

et
γ∗(ω1 ∧ · · · ∧ ωm) = ρ(γ)−1.ω1 ∧ · · · ∧ ωm.

On appelle τ le pushforward sur Y deX1∧· · ·∧Xm, c’est un élément de ΓO(Y,K−1
Y ⊗Lρ)

où Lρ est le fibré plat au-dessus de Y associé à ρ.
Raisonnons par l’absurde et supposons que kod(Y ) > −1, i.e. qu’il existe une section

holomorphe du fibré Kk
Y pour un entier k > 1, qu’on appelle ω. Alors τ k est un élément

de ΓO(Y,K−kY ⊗Lkρ) et f := ω(τ k) ∈ ΓO(Y, Lkρ) est une fonction holomorphe, qui se relève

en une fonction holomorphe f̃ : U → C vérifiant f̃(γ(p)) = ρ(γ)kf̃(p) pour tout p ∈ U et

γ ∈ W . Comme U n’admet pas de fonction holomorphe non constante, la fonction f̃ est
nécessairement constante égale à 0 et f aussi. De plus, τ k n’est pas identiquement nul sur
un ouvert dense de Y , ω est également non nulle sur un ouvert de Y , donc ω(τ k) = f ne
peut pas être identiquement nulle, une contradiction. �

Proposition 5.2.24 On a la minoration suivante : dimH1(Y,O) > b.

Preuve : Soit ρ : W → C un morphisme de groupes. Nous allons construire un C-fibré
principal au-dessus de Y à partir de ρ et montrer que la trivialité de ce fibré entrâıne celle
de ρ, ce qui donnera l’inégalité souhaitée. On considère l’action de W sur le produit U×C
définie par

σ.(u,w) := (σ(u), w + ρ(σ))

pour σ ∈ W , u ∈ U et w ∈ C. Le quotient F := (U × C)/W est un C-fibré principal
au-dessus de Y , l’action de C sur un élément [u,w] := W.(u,w) ∈ F étant donnée par
z.[u,w] := [u,w + z]. Si le fibré F est trivial, il possède une section globale, c’est-à-dire
qu’il existe une fonction holomorphe f : U → C vérifiant l’égalité f(σ(u)) = f(u)− ρ(σ)
pour tout σ ∈ W et u ∈ U . La fonction f étant constante, on trouve que ρ ≡ 0. �

Corollaire 5.2.25 La variété Y est non-kählérienne.

Preuve : Si Y était de Kähler, on aurait une contradiction avec la proposition précédente,
car cela entrainerait b1(Y ) = b > 2b. �

5.2.4 Un exemple

Nous allons reprendre la constructions précédente avec un exemple concret ; le corps K
choisi est de degré 4 sur Q et est associé à un nombre algébrique α qui est un nombre de
Salem.

Définition 5.2.26 On appelle nombre de Salem tout nombre réel algébrique γ > 1
tel que tous ses conjugués (les autres racines de son polynôme minimal) aient un module
inférieur ou égal à 1, avec égalité pour au moins l’un d’entre eux.
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Remarque 5.2.27 En utilisant le fait qu’il possède une racine de module 1, on démontre
aisément que le polynôme minimal P d’un nombre de Salem γ est un palindrome, c’est-
à-dire qu’il vérifie l’égalité XdegPP (1/X) = P (X), ce qui entrâıne que les racines de P
sont γ, 1/γ et des nombres complexes de module 1. En particulier, le polynôme minimal
d’un nombre de Salem est de degré supérieur ou égal à 4 et un nombre de Salem est
nécessairement une unité de degré pair.

Exemple 5.2.28 (Voir [3], p. 85) On peut décrire tous les polynômes de degré 4 qui
sont polynômes minimaux d’un nombre de Salem ; ce sont les polynômes de la forme
X4 + q1X

3 + q2X
2 + q1X + 1 avec 2(q1 − 1) < q2 < −2(q1 + 1). Le plus petit nombre de

Salem de degré 4 a pour polynôme minimal X4 −X3 −X2 −X + 1.

On considère le polynôme P (X) := X4−X3−X2−X+ 1. Ses racines sont α ≈ 1,722
(il s’agit d’une valeur tronquée), α−1, β et β̄ où β est un nombre complexe de module 1.
On note σ1, σ2, τ1 et τ2 les plongements associés du corps K := Q[X]/〈P 〉 dans R (pour
les deux premiers) et C pour les deux derniers (qui sont conjugués).

Une base d’entiers de K est (1, α, α2, α3), ce qui nous donne (via l’application σ) la

base de C4 suivante : BK =




1
1
1
1

 ,


α
α−1

β

β

 ,


α2

α−2

β2

β
2

 ,


α3

α−3

β3

β
3


 .

De plus, le groupe O∗K est engendré par les deux unités α et 1 − α. Comme s = 2,
on a nécessairement Ω = N × L+ avec h = dimN = 1 = dimL = b (on renvoie au

lemme 5.2.7 pour les notations). On vérifie aisément que le sous-groupe W = 〈α〉Z de

O∗K vérifie l’hypothèse C (et est de rang b = 1 ).

On note M la matrice diagonale


α 0 0 0
0 α−1 0 0
0 0 β 0

0 0 0 β

. L’action de W sur C4 est donnée

par cette matrice.

Dans la base BK , l’application associée à la matrice M s’écrit

C :=


0 0 0 −1
1 0 0 1
0 1 0 1
0 0 1 1

 .

Il s’agit de la matrice compagnon associée au polynôme P .

On considère le sous-groupe H := {(0, 0, 0, z) ∈ C4 | z ∈ C} de C4 agissant additive-
ment (donné dans la base canonique).

La matrice de passage de la base canonique à la base BK est une matrice de Vander-
monde. Par conséquent, on sait facilement l’inverser :
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Lemme 5.2.29 L’inverse d’une matrice de Vandermonde
1 x0 x2

0 · · · xn−1
0

1 x1 x2
1 · · · xn−1

1
...

...
...

...
...

1 xn−1 x2
n−1 xn−1

n−1


(avec les xi différents deux à deux) est la matrice dont l’élément (i, j) est donné par :

(−1)(n−1)−ie(n−1)−i(x0, x1, ..., x̂j, ..., xn−1)

(xj − x0)(xj − x1)... ̂(xj − xj)...(xj − xn−1)
,

où ek est la k-ème fonction symétrique élémentaire à n− 1 variables.

Ainsi, dans la base BK , le groupe H s’écrit {(−βz, β(1− β)z, (β − 1)z, z) | z ∈ C} et
le plongement ι : H → (C∗)n est donné par

ι(z) = (e−2iπβz, e2iπβ(1−β)z, e2iπ(β−1)z, e2iπz) .

On cherche un éventail de R2 dont les cônes sont engendrés par des éléments de πH̃(OK)
et qui soit invariant sous l’action de W . Le cône Ω ⊂ R2 est le demi-plan ouvert R>0×R.

On prend par exemple les cônes σ1 et σ2 engendrés respectivement (sur R>0) par les
vecteurs (1, 1), (α, α−1) pour le premier et (1,−1), (α,−α−1) pour le second. Pour une
illustration de la situation dans R2 on renvoie à la figure 5.1.

Pour conclure, remarquons que les diviseurs rajoutés à U0 pour que le quotient par
W soit compact sont des châınes de surfaces de Hopf. En effet, soit σ ∈ ∆ ⊂ E ∼= R4 un
cône de dimension 1. On remarque que le quotient de orb(σ) par H est nécessairement
une surface de Hopf par le théorème de Potters concernant la classification des surfaces
complexes compactes presque homogènes ([32]).



Chapitre 6

Dimension algébrique des variétés
OT

6.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons généraliser les résultats d’un article de C. Vogt (voir [36]).
Son article traite des fibrés en droites au-dessus de groupes Cousin et nous allons nous
restreindre au cas d’un ouvert d’un groupe de Cousin dont le relevé dans Cn est un
domaine convexe. La plupart des preuves données ici sont des adaptations directes de [36]
et [1] et on signalera les modifications importantes des démonstrations originales au fur
et à mesure. L’objectif est ensuite d’utiliser les résultats obtenus au cas des variétés OT,
pour montrer que leur dimension algébrique est nulle.

6.2 Un résultat de Vogt

6.2.1 Généralisation

6.2.1.1 Préliminaires

Dans la suite, on étudie un domaine (i.e. un ouvert connexe) U d’un groupe de Cousin

X ∼= Cn/Λ dont la préimage Ũ = π−1(U) dans Cn est un domaine convexe (où π : Cn →
Cn/Λ est l’application quotient). En particulier, U n’admet pas de fonction holomorphe

non constante (c’est le lemme 2.2.7) et Ũ est stable par RΛ et est de Stein.

Définition 6.2.1 Un facteur d’automorphie sur Ũ est une application α : Λ×Ũ → C∗
qui vérifie :

a) αλ : Ũ → C∗ (où αλ(z) := α(λ, z)) est holomorphe pour tout λ ∈ Λ,

b) α(0, z) = 1 pour tout z ∈ Ũ ,

c) α(λ+ λ′, z) = α(λ, z + λ′)α(λ′, z) pour tous λ, λ′ ∈ Λ, z ∈ Ũ .

Si α est un facteur d’automorphie, il existe pour chaque λ ∈ Λ une fonction holomorphe
aλ : Ũ → C (unique à une constante 2iπkλ près, avec kλ ∈ Z) telle que α(λ, z) =
exp(aλ(z)). On notera a(λ, z) := aλ(z).

Définition 6.2.2 Une application a : Λ× Ũ → C est appelée un sommant d’automor-
phie si les trois conditions suivantes sont vérifiées :

83
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a) aλ : Ũ → C est holomorphe pour tout λ ∈ Λ,

b) a(0, z) = 0 pour tout z ∈ Ũ ,

c) a(λ+ λ′, z) = a(λ, z + λ′) + a(λ′, z) pour tous λ, λ′ ∈ Λ et z ∈ Ũ .

Si L
p→ U est un fibré en droites holomorphe, alors le pull-back

π∗L := Ũ ×U L = {(z, v) ∈ Ũ × L | π(z) = p(v)}

est un fibré en droites holomorphe au-dessus de Ũ et donc analytiquement trivial car Ũ est
de Stein. Soit ϕ : π∗L −→ Ũ × C

(z, v) 7−→ (z, ϕz(v))
une trivialisation de π∗L. Alors l’application α

définie par α : Λ× Ũ −→ C∗
(λ, z) 7−→ ϕz+λϕ

−1
z

est un facteur d’automorphie.

Si ψ : π∗L −→ Ũ × C
(z, v) 7−→ (z, ψz(v))

est une autre trivialisation de π∗L, l’application h :

Ũ → C∗ qui à z associe ψzϕ
−1
z est holomorphe. Si β est le facteur d’automorphie associé

à ψ, alors on a l’égalité
β(λ, z) = h(z + λ)α(λ, z)h−1(z). (6.1)

Ceci nous amène à introduire la définition suivante :

Définition 6.2.3 Deux facteurs d’automorphie α et β sont dits équivalents s’il existe
une fonction holomorphe h : Ũ → C∗ telle que l’équation (6.1) soit satisfaite.

À chaque fibré en droites L sur U on a associé une unique classe d’équivalence de
facteurs d’automorphie. Si α : Λ × Ũ → C∗ est un facteur d’automorphie, on construit
un fibré en droites L sur U en regardant le quotient de Ũ × C par l’action de Λ définit
comme suit :

λ.(z, v) := (z + λ, α(λ, z)v)

pour λ ∈ Λ, z ∈ Ũ et v ∈ C.
Alors on a la proposition suivante :

Proposition 6.2.4 Il existe une bijection entre les classes d’équivalence de facteurs d’au-
tomorphie et les classes d’isomorphismes de fibrés en droites au-dessus de U .

Enfin, nous allons utiliser deux formes“normales”pour le réseau définissant les groupes
de Cousin qu’on étudie (voir [36], propositions 1 et 2) :

Proposition 6.2.5 Soit X = Cn/Λ un groupe de Cousin. Alors r = n+m avec 1 6 m 6 n
et :

1. Le groupe de Cousin X possède une base de périodes (i.e. une base de Λ) de la
forme P = (In S) ; un réseau Λ défini par une telle matrice donne un groupe de
Cousin si et seulement si tσS 6∈ Zm pour tout σ ∈ Zn \ {0}.

2. Le groupe de Cousin X possède une base de périodes de la forme P =

(
0 T
In−m R

)
où T = (Im S) est la base de périodes d’un tore complexe de dimension m et R est
une matrice réelle ; un réseau Λ défini par une telle matrice donne un groupe de
Cousin si et seulement si tσR 6∈ Z2m pour tout σ ∈ Zn−m \ {0}.
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6.2.1.2 Généralisation des résultats de Vogt

Proposition 6.2.6 Soit L
p→ U un fibré en droites décrit par un facteur d’automorphie

α : Λ× Ũ → C∗ et pour tout λ ∈ Λ, soit

aλ : Ũ −→ C
z 7−→ a(λ, z)

une fonction holomorphe telle que α(λ, z) = exp(a(λ, z)). Les conditions suivantes sont
équivalentes :

a) Le fibré en droites L est topologiquement trivial,

b) il existe un sommant d’automorphie b : Λ× Ũ → C tel que α(λ, z) = exp(b(λ, z)).

Preuve : Montrons l’implication a)⇒ b) : comme L est topologiquement trivial, il existe

une section continue s : U → L qui ne s’annule jamais. Alors il existe une fonction conti-
nue f : Ũ → C∗ telle que f(z + λ) = αλ(z)f(z) pour tous λ ∈ Λ, z ∈ Ũ . Soit h : Ũ → C
une fonction continue avec f = exp(h). On a alors h(z + λ) = aλ(z) + h(z) + 2iπkλ où
kλ ∈ Z. En posant b(λ, z) := aλ(z) + 2iπkλ, on obtient un sommant d’automorphie qui
définit le même facteur d’automorphie que a.

À présent, démontrons l’implication b)⇒ a) : il suffit de montrer qu’il existe une fonc-

tion continue h : Ũ → C vérifiant h(z + λ) = aλ(z) + h(z). Soit (Uj)j∈J un recouvrement

localement fini de U tel que π−1(Uj) =
⊔
λ∈Λ

Vj + λ, avec la condition que la restriction de

π à chaque Vj + λ soit un biholomorphisme avec Uj. On pose τj : (π|Vj)−1 : Uj → Vj et on
appelle (pj)j∈J une partition de l’unité subordonnée au recouvrement Uj. On définit alors

hj sur Ũ de la façon suivante : soit z ∈ Ũ . S’il existe un élément λ ∈ Λ tel que z ∈ Vj +λ,
alors on définit u := τ−1

j (z) et on pose hj(z) := pj(u)aλ(τj(u)), sinon on pose hj(z) := 0.
Comme a est un sommant d’automorphie, on obtient que h :=

∑
j hj vérifie la condition

voulue. �

Proposition 6.2.7 Soit Λ ⊂ Cn un réseau dont la base est donnée sous la forme (In S).

Alors tout sommant d’automorphie b : Λ × Ũ → C est équivalent à un sommant d’auto-
morphie a : Λ× Ũ → C avec les propriétés suivantes :

a) a(σ, z) = 0 pour tout σ ∈ Zn,

b) pour tout λ ∈ Λ la fonction holomorphe aλ : Ũ −→ C
z 7−→ a(λ, z)

est Zn-périodique.

Preuve : La projection π : Cn → X se factorise via Cn/Zn :

Cn π2−→ Cn/Zn π1−→ X,

avec π = π1 ◦ π2. Remarquons que π2(Ũ) est de Stein (par le théorème de Grauert-
Docquier). Soit L le fibré en droites défini par le sommant d’automorphie b. Par la pro-
position précédente, L est topologiquement trivial et donc π∗1L aussi. Puisque tout fibré
en droites topologiquement trivial sur une variété de Stein est holomorphiquement trivial,
on peut choisir une trivialisation de π∗L comme le pullback d’une trivialisation de π∗1L.

Le sommant d’automorphie a : Λ× Ũ → C défini en utilisant cette trivialisation est équi-
valent à b et vérifie la condition a). La condition b) découle de a) en utilisant la définition
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d’un sommant d’automorphie. �

Remarque 6.2.8 Afin que la preuve de Vogt soit toujours valide, il est important de
remarquer que π2(Ũ) est de Stein.

Proposition 6.2.9 Soit Λ ⊂ Cn un réseau dont la base est donnée sous la forme

P =

(
0 T
In−m R

)
,

et tel que X = Cn/Λ soit un groupe de Cousin. Alors tout sommant d’automorphie b :

Λ×Ũ → C est équivalent à un sommant d’automorphie a : Λ×Ũ → C ayant les propriétés
suivantes :

a) a(λ, z) = a(λ, zm+1, ..., zn) pour tout λ ∈ Λ,

b) a(λ, z) = 0 pour λ ∈
(

0
Zn−m

)
,

c) Pour tout λ ∈ Λ, la fonction holomorphe aλ : Ũ −→ C
z 7−→ a(λ, z)

est

(
0

Zn−m
)

-

périodique.

Preuve : Il suffit de construire une fonction holomorphe g : Ũ → C avec b(λ, z) =
g(z+λ)+a(λ, z)−g(z) (par définition de l’équivalence de deux sommants d’automorphie).
Pour avoir la condition a), la fonction g doit vérifier

∂g

∂zj
(z + λ)− ∂g

∂zj
(z) =

∂b

∂zj
(λ, z), pour j ∈ {1, ...,m}.

L’existence d’une telle fonction g découle de celle d’une application holomorphe

h = (h1, ..., hm) : Ũ → Cm

vérifiant

hj(z + λ)− hj(z) =
∂b

∂zj
(λ, z),

∂hj
∂zi

=
∂hi
∂zj

, pour i, j ∈ {1, ...,m}.
(6.2)

Pour construire ces fonctions hj, on se ramène à une base de Λ sous la forme (In S1) par
un changement de coordonnées linéaire. Dans les nouvelles coordonnées, on peut supposer
que b est comme dans la proposition précédente. À l’aide des conditions données par (6.2),
on obtient h comme une série de Fourier formelle dans les nouvelles coordonnées, puis nous
devrons montrer qu’elle converge sur Ũ .

Soit T = (Im S) et R = (R1 R2). On pose

A :=

(
Im 0
−R1 In−m

)
, et A1 :=

(
Im
−R1

)
.

Dans les coordonnées w := Az, une base de Λ est donnée par

AP =

(
0 Im S

In−m 0 −R1S +R2

)
.
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Le sommant d’automorphie b correspond au sommant d’automorphie

b∗ : AΛ× Ũ −→ C.
(Aλ,w) 7−→ b(λ,A−1w)

On peut encore supposer que b∗ est comme dans la proposition précédente et alors ces
conditions s’expriment comme suit pour b :

a) b(λ, z) = 0 pour λ ∈ A−1Zn où A−1 =

(
Im 0
R1 In−m

)
,

b) la fonction bλ : Ũ −→ C
z 7−→ b(λ, z)

est A−1Zn-périodique (en particulier cette fonc-

tion est

(
0

Zn−m
)

-périodique) pour tout λ ∈ Λ.

Ainsi, on peut supposer que les conditions b) et c) de la proposition sont déjà vérifiées
par le facteur d’automorphie donné b. Nous allons construire une fonction holomorphe
Zn-périodique

h∗ = (h∗1, ..., h
∗
m) : Ũ → Cm

telle que

h∗(w + qj)− h∗(w) = (grad b∗)(qj, w)A1, pour j ∈ {1, ...,m}
Dh∗ · A1 est symétrique,

(6.3)

où Q := (q1, ..., qm) =

(
S

−R1S +R2

)
sont les m dernières colonnes de AP , et où Dh∗

est la matrice jacobienne (complexe) de h∗.

La fonction h : Ũ −→ C,
z 7−→ h∗(Az)

est alors holomorphe, A−1Zn-périodique et vérifie (6.2).

En développant en série de Fourier

b∗(qj, w) =
∑
σ∈Zn

bj,σ exp(2iπtσw),

h∗(w) =
∑
σ∈Zn

hσ exp(2iπtσw), où hσ = (h1,σ, ..., hm,σ),

en reportant dans (6.3) et en identifiant les coefficients, on obtient :

hσ(exp(2iπtσqj)− 1) = 2iπtσA1bj,σ, pour σ ∈ Zn et j ∈ {1, ...,m}.

Pour σ = 0, ceci est vérifié pour tout h0. Pour σ 6= 0, il existe un certain j = jσ tel que
exp(2iπtσqjσ)− 1 6= 0 par la proposition 2.2.5. Posons

hσ :=
2iπtσA1bj,σ

exp(2iπtσqj)− 1

pour un tel j (c’est un vecteur à 1 ligne et m colonnes). Il découle de la partie c) de la
définition d’un sommant d’automorphie (définition 6.2.2) que hσ ne dépend pas du choix
de j. En effet, b∗ étant un sommant d’automorphie, on a

b∗(qi + qj, w) = b∗(qi, w + qj) + b∗(qj, w)

= b∗(qj, w + qi) + b∗(qi, w);
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en identifiant les coefficients du développement en série de Fourier de b∗ on obtient bien
l’indépendance de hσ en fonction de j.
Ainsi,

h∗(w) :=
∑

σ∈Zn\{0}

hσ exp(2iπtσw)

(avec les hσ que l’on vient de définir) est une solution formelle de (6.3), qui vérifie aussi la
condition que Dh∗A1 soit symétrique. Il reste à prouver la convergence de cette série sur
Ũ . Pour cela nous allons majorer les coefficients hσ (en norme) par les coefficients d’une
série de Fourier convergente. On considère la matrice

hσ=(S) =
2iπbj,σ

exp(2iπtσqj)− 1
tσA1=(S)

=
2iπbj,σ

exp(2iπtσqj)− 1
tσ

(
=(S)
−R1=(S)

)
=

2iπbj,σ
exp(2iπtσqj)− 1

tσ=(Q).

Finalement, on a l’égalité de matrices suivantes :

hσ=(S) =
2iπtσ=(Q)bj,σ

exp(2iπtσqj)− 1
.

Si exp(2iπtσqk)− 1 est nul pour un certain k alors c’est aussi le cas de tσ=(qk) qui est
la k-ème composante (hσ=(S))k du vecteur hσ=(S).

Si exp(2iπtσqj)− 1 6= 0, alors

(hσ=(S))j =
2iπtσ=(qj)bj,σ

exp(2iπtσqj)− 1
.

Les nombres cj,σ := tσ=(qj)bj,σ sont les coefficients de la série de Fourier de la fonction

(grad b∗)(qj, w)=(qj), qui converge sur Ũ . Fixons 0 < ε < 1, si | exp(2iπtσqj) − 1| > ε,
alors

|(hσ=(S))j| 6 C1|cj,σ|,

avec C1 = 2πε−1. Si | exp(2iπtσqj)− 1| < ε, alors

ln(1− ε) < 2πtσ=(qj) < ln(1 + ε).

Ainsi |(hσ=(S))j| 6
∣∣∣∣ 2πtσ=(qj)

exp(−2πtσ=(qj))− 1

∣∣∣∣ |bj,σ| 6 C2|bj,σ|, puisque la fonction x 7→

−x/(exp(x)− 1) est bornée sur [ln(1− ε), ln(1 + ε)]. Si on pose

dσ := max
j∈{1,...,m}

{|cj,σ|, |bj,σ|},

alors les dσ sont les coefficients d’une série de Fourier qui converge sur Ũ et puisque
=(S) ∈ GL(m,C) on a

‖hσ‖ 6 C3‖hσ=(S)‖ 6 Cdσ.
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Ainsi la série de Fourier de h∗ converge sur Ũ ; nous avons donc construit une fonction

h : Ũ → Cm qui est

(
0

Zn−m
)

-périodique et qui vérifie (6.3). On définit alors la fonction

g : Ũ → C par

g(z) :=
m∑
j=1

(∫ 1

0

hj(tz1, ..., tzm, zm+1, ..., zn)dt

)
zj.

Cette fonction est bien définie sur Ũ puisque Ũ est stable par RΛ, donc en particulier
par RΛ ∩ iRΛ = Cm

Λ (qui est égal à {(z1, ..., zm, 0, ..., 0) ∈ Cn} pour ces coordonnées). La

fonction g est holomorphe,

(
0

Zn−m
)

-périodique et on a
∂g

∂zk
= hk pour k ∈ {1, ...,m}

donc

∂

∂zk
(g(z + λ)− g(z)) = hk(z + λ)− hk(z)

=
∂b

∂zk
(λ, z) pour λ ∈ P et k ∈ {1, ...,m}.

On en déduit que a(λ, z) := −g(z + λ) + b(λ, z) + g(z) ne dépend pas des m premières
coordonnées ; le sommant d’automorphie a ainsi défini est donc équivalent à b et vérifie
les propriétés voulues. �

Théorème 6.2.10 Soit U un ouvert d’un groupe de Cousin X ∼= Cn/Λ dont la préimage

Ũ dans Cn est un domaine convexe ; alors si L est un fibré en droites topologiquement
trivial sur U , on a H0(U,L) 6= 0 si et seulement si L est holomorphiquement trivial.

Preuve : La condition suffisante est claire, on regarde donc la condition nécessaire. On
choisit la “seconde forme normale” du réseau . Puisque L est topologiquement trivial, la
proposition 6.2.6 nous dit qu’il provient d’un sommant d’automorphie a : Λ× Ũ → C. Par
la proposition 6.2.9 ci-dessus, on peut supposer que l’on a les deux conditions suivantes :
· a(λ, z) = a(λ, zm+1, ..., zn) pour tout λ ∈ Λ et

· aλ : Ũ → C, z 7→ a(λ, z) est

(
0

Zn−m
)

–périodique pour tout λ.

Alors on développe aλ en série de Fourier :

aλ(z) =
∑

σ∈Zn−m
aλ,σe

2iπtσ.(zm+1,...,zn).

Puisque a est un sommant d’automorphie, nous avons (pour tous λ, λ′ ∈ Λ et tout
z ∈ Cn) :

aλ(z + λ′) + aλ′(z) = aλ′(z + λ) + aλ(z)

d’où :
aλ,σ(1− e2iπtσλ′2) = aλ′,σ(1− e2iπtσλ2)

pour λ, λ′ ∈ Λ (et où λ2 [resp. λ′2] désigne le (n − m)-uplet formé des n − m dernières
coordonnées de λ [resp. λ′]).

On veut étendre l’application a à RΛ× Ũ , de sorte qu’elle vérifie

a(x+ x′, z) = a(x, z + x′) + a(x′, z) pour x, x′ ∈ RΛ, z ∈ Cn. (6.4)
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Pour un élément de RΛ de la forme x = rλ, on définit

a(x, z) :=
∑

σ∈Zn−m
aλ,σ

1− e2iπrtσλ2

1− e2iπtσλ2
e2iπtσ(zm+1,...,zn).

Si tσλ2 ∈ Z, alors le quotient dans cette définition est remplacé par la quantité

lim
t→0

1− eirt

1− eit
= r.

On voit alors que la série définissant a(x, z) est convergente car pour un réel r fixé,
les facteurs par lesquels on a multiplié les coefficients de la série de Fourier de aλ sont
uniformément bornés (par r).

À présent pour un élément quelconque x =
n+m∑
j=1

rjλj de RΛ, on définit a(x, z) à l’aide

de l’équation (6.4). L’application a ainsi construite est différentiable.
Considérons à présent une section s de L. Nous allons montrer que si s s’annule

en un point, alors elle est identiquement nulle. Cette section correspond à une fonction
holomorphe f : Ũ → C, vérifiant

f(z + λ) = ea(λ,z)f(z) (6.5)

pour tout λ ∈ Λ.
Soit à présent z0 ∈ Ũ , on s’intéresse à l’application suivante :

tz0 : RΛ −→ C.
x 7−→ f(z0 + x)e−a(x,z0)

Alors, pour λ ∈ Λ, on a :

tz0(x+ λ) = f(z0 + x+ λ)e−a(x+λ,z0)

= f(z0 + x)ea(λ,z0+x)−a(x+λ,z0)

= f(z0 + x)e−a(x,z0)

= tz0(x).

Ainsi tz0 est une fonction Λ-périodique donc bornée par une constante Cz0 . Il en découle
que pour x ∈ RΛ,

|f(z0 + x)| 6 Cz0|ea(x,z0)| = Cz0e
<a(x,z0). (6.6)

On veut que sur Cm
Λ , le sous-espace complexe maximal contenu dans RΛ, la fonction

x 7→ <a(x, z0) soit bornée. Pour cela nous allons modifier quelque peu l’application a. Il
existe une unique application linéaire gz0 : Cm

Λ → C qui vérifie <(gz0(λ1)) = <(a(λ1, z0))
pour tout λ ∈ Λ.

On considère alors le sommant d’automorphie ãz0 : Λ× Ũ → C défini par :

ãz0(λ, z) = a(λ, z)− gz0(z + λ) + gz0(z) = a(λ, z)− gz0(λ),

il définit le même fibré en droites que a. Ainsi, quitte à remplacer a par ãz0 , on peut à
présent supposer que <(a(λ1, z0)) = 0 pour tout λ ∈ Λ. Pour x ∈ Cm

Λ et λ ∈ P , on a

a(x+ λ1, z0) = a(x, z0 + λ1) + a(λ1, z0)

= a(x, z0) + a(λ1, z0)
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(puisque par hypothèse sur a, en son second argument elle ne dépend que des n − m

dernières coordonnées), donc la restriction de <a à Cm
Λ ×{z0} est T̃ .Z2m-périodique donc

bornée. Ainsi, la restriction de f(z0 + · ) à Cm
Λ est une fonction holomorphe bornée donc

constante et ceci pour tout élément z0 de Ũ . On en déduit alors que f est indépendante
des m premières coordonnées ; on peut donc voir f comme une fonction holomorphe sur
Ũ2 = {z2 | z ∈ Ũ}. Les zéros de f sont (In−mR)-invariants, vu la condition (6.5). Comme
Cn/Λ est un groupe de Cousin, il n’existe pas d’élément σ ∈ Zn−m \ {0} avec tσR ∈ Z2m

donc le groupe engendré par (In−mR) est dense dans Rn−m. Il en découle que si f(w) = 0

pour un élément w ∈ Ũ2, f est nulle sur w + Rn−m donc sur l’intersection de Ũ2 et du
sous-espace vectoriel complexe de Cn−m engendré par w + Rn−m, i.e. Ũ2 ∩ Cn−m = Ũ2.
Ainsi, si s est une section non identiquement nulle de L, elle ne s’annule jamais et donc
L est holomorphiquement trivial. �

Pour terminer, nous démontrons un lemme qui est une traduction de la proposition
précédente et qui nous sera utile dans la section suivante :

Lemme 6.2.11 Soit U un ouvert d’un groupe de Cousin X ∼= Cn/Λ dont la préimage Ũ
dans Cn est un domaine convexe et soit D un diviseur de U . Soit L le fibré en droites
au-dessus de U associé à D. Alors L n’est pas topologiquement trivial, i.e. sa première
classe de Chern c1(L) ∈ H2(U,Z) est non nulle.

Preuve : Supposons que L soit topologiquement trivial. Par le théorème 6.2.10, comme
il possède une section (non identiquement nulle) s1 donnée par D, il est holomorphique-
ment trivial. Cela signifie qu’il possède une section holomorphe s2 qui ne s’annule jamais.
Le quotient s1/s2 est une fonction holomorphe non constante sur U (puisque s1 s’annule
sur D et pas en dehors de D), une contradiction. On peut également remarquer que s1

s’annule sur D donc est identiquement nulle par la preuve du théorème précédent, ce qui
mène directement à une contradiction. �
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6.2.2 Application aux variétés OT.

L’objectif de cette section est de démontrer que la dimension algébrique d’une variété OT
est nulle. On rappelle d’abord brièvement la construction de ces variétés, puis on démontre
ce résultat en mettant en applications ceux de la section précédente : le théorème 6.2.10
en particulier.

6.2.2.1 Préliminaires

Soit K un corps de nombres de degré n sur Q ; on reprend les notations de la section 5.2.1
(en particulier, s désigne le nombre de plongements réels de K et 2t est le nombre de
plongements complexes de K, de sorte que n = s + 2t). On suppose que s et t sont non
nuls. Alors σ(OK) est un réseau de rang n dans Cm (où l’on a posé m := s+ t) donc on a
une action proprement discontinue de σ(OK) sur Cm. On définit également l : O∗,+K → Rm

par

l(a) = (log |σ1(a)|, ..., log |σs(a)|, 2 log |σs+1(a)|, ..., 2 log |σm(a)|).

Par le théorème des unités de Dirichlet, l(O∗,+K ) est un réseau dans l’espace vectoriel
L := {x ∈ Rm |

∑m
i=1 xi = 0}. La projection pr : L→ Rs donnée par les s premières coor-

données est surjective donc il existe des sous-groupes A de rang s de O∗,+K tels que pr(l(A))
soit un réseau dans Rs de rang s. On dira qu’un tel A est admissible. On regarde alors le
quotient X := X(K,A) = (Hs × Ct)/(AnOK) ; c’est une variété complexe compacte de
dimension m. On dira que c’est une variété d’Oeljeklaus-Toma, ou encore variété OT.

On sait ([29], lemme 2.4) que Cm/σ(OK) n’admet pas de fonctions holomorphes non
constantes. Autrement dit, le groupe de Lie C := Cm/σ(OK) est un groupe de Cousin.

Avant de conclure cette partie préliminaire, nous avons également besoin de l’énoncé
de deux lemmes (démontrés dans [29]), ainsi que d’une définition :

Lemme 6.2.12 Soit A un sous-groupe de O∗,+K qui n’est pas contenu dans Z. Alors les
deux conditions suivantes sont équivalentes :

1. L’action de A sur OK admet un sous-module propre (non trivial) invariant de rang
plus petit,

2. Il existe une extension de corps intermédiaire Q ⊂ K ′ ⊂ K avec A ⊂ O∗,+K′ .

Ce lemme mène à la définition suivante :

Définition 6.2.13 On dit que X(K,A) est de type simple si A ne vérifie pas l’une des
deux conditions équivalentes du lemme précédent.

Enfin, énonçons un lemme qui nous servira dans la section suivante :

Lemme 6.2.14 Soit Q ⊂ K ′ ⊂ K une extension intermédiaire avec A ⊂ O∗,+K′ un sous-
groupe admissible pour K. Soient s′, 2t′ le nombre de plongements réels et complexes de
K ′. Alors s = s′, t′ > 0 et A est admissible pour K ′.

Pour de plus amples détails, on renvoie à [29].
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6.2.2.2 Dimension algébrique

Pour commencer on démontre le résultat annoncé dans le cas où la variété considérée est
de type simple. Nous utiliserons ce résultat pour la preuve dans le cas général.

Proposition 6.2.15 Soit X une variété OT de type simple. Alors la dimension algébrique
de X est nulle.

Preuve : Nous allons montrer que X ne possède aucun diviseur irréductible. Soit D un
diviseur irréductible de X, de multiplicité 1. On regarde X = X(K,A) comme le quotient
de U := (Hs × Ct)/σ(OK) (qui est difféomorphe à (R>0)s × (S1)n) par A ∼= Zs. On a le
diagramme commutatif suivant :

U
A ∼= Zs

p
//

(S1)s+2t q

��

X

(S1)s+2tq′

��
(R>0)s

Zs
p′ // (S1)s

(6.7)

Comme X est simple, dimH2(X) =

(
s

2

)
= dimH2((S1)s). Ainsi la première classe de

Chern c1(L(D)) du fibré en droites L(D) au-dessus de X associé à D est le pull-back par
q′ d’un élément ω ∈ H2((S1)s,Z) (le fait que l’application (q′)∗ : H2((S1)s,Z)→ H2(X,Z)
soit injective est établi dans la preuve de la proposition 2.3 de [29]). La commutativité du
diagramme (6.7) entrâıne que le pull-back ω̃ au-dessus de U de ω par q′ ◦ p est le même
que le pull-back par p′ ◦ q de ω. Or, (p′)∗(ω) est nul puisque H2((R>0)s,Z) = 0, donc c’est

aussi le cas de ω̃. Ceci est une contradiction avec le lemme 6.2.11, puisque ω̃ = c1(L̃(D))

où L̃(D) est le fibré associé au diviseur p−1(D) de U . �

À présent on peut ôter l’hypothèse sur X d’être simple :

Théorème 6.2.16 Soit X une variété OT. Alors la dimension algébrique de X est nulle.

Preuve : Par la proposition 6.2.15, on peut supposer que X n’est pas de type simple.
Ainsi il existe une extension de corps Q ⊂ K ′ ⊂ K avec A ⊂ O∗,+K′ et on note s′ (respec-
tivement 2t′) le nombre de plongements réels (respectivement complexes) de K ′. Comme
A est admissible pour K, on a s = s′ et A est admissible pour K ′ (c’est le lemme 6.2.14
qui nous l’assure). On peut, sans restreindre la généralité, supposer que K ′ est le plus
petit sous-corps de K qui vérifie A ⊂ O∗,+K′ . Notons σ1, ..., σs, σs+1, ..., σs+t, σ̄s+1, ..., σ̄s+t
les s+2t plongements de K et σ′1, ..., σ

′
s, σ
′
s+1, ..., σ

′
s+t′ , σ̄

′
s+1, ..., σ̄

′
s+t′ les s+2t′ plongements

de K ′.

Comme précédemment, on note

σ : OK −→ Cs+t

a 7−→ (σ1(a), ..., σs+t(a)).

On regarde le sous-espace vectoriel VK′ de Cs+t engendré par σ(OK′)
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On note également C (resp. C ′) le groupe de Cousin Cs+t/σ(OK) (resp. VK′/σ(OK′)).
Le groupe C ′ est un sous-groupe de Lie de C. Nous allons étudier les deux ouverts
U := (Hs × Ct)/σ(OK) et U ′ := ((Hs × Ct) ∩ VK′)/σ(OK′). Les quotients U/A et U ′/A
sont deux variétés OT, qu’on appelle X et X ′ respectivement ; de plus, X ′ est de type
simple par l’hypothèse que l’on a faite sur K ′ et c’est une sous-variété de X.

Regardons le diagramme suivant :

0 // C ′
� // C

q // // C/C ′ // 0

U ′ � //
?

OO

p′

��

U
?

OO

p

��

// q(U)
?

OO

X ′
� i // X

(6.8)

Soit D un diviseur irréductible (de multiplicité 1) de X, on regarde L(D) le fibré en
droites holomorphe associé ; il induit par restriction un fibré L′ := i∗L(D) sur X ′.

Comme X ′ est de type simple, le fibré (p′)∗(L′) au-dessus de U ′ est topologiquement
trivial (ceci se démontre comme dans la preuve de la proposition 6.2.15). Le sous-groupe
maximal complexe H ′ ∼= Ct′ du tore maximal compact T ′ ∼= (S1)s+2t′ de C ′ est un sous-
groupe du sous-groupe maximal complexe H ∼= Ct du tore maximal compact T ∼= (S1)s+2t

de C. On note B un sous-groupe connexe complexe de dimension complexe t− t′ de T tel
que B×H ′ ∼= H. Comme B est un sous-groupe de T il agit sur U et il agit transitivement
sur les feuilles du U ′-feuilletage de U , ce feuilletage est induit par le C ′-feuilletage de C.
On a également une action de B sur H2(U,Z) qui est triviale car ce groupe est discret et
B est connexe. En particulier, on a b∗c1(L) = c1(L) pour tout fibré en droites L au-dessus
de U et tout b ∈ B.

Notons D̃ := p−1(D), c’est un diviseur de U . On veut montrer un “résultat intermé-

diaire” qui est que le diviseur D̃ est saturé par les feuilles du U ′-feuilletage de U :
On a c1(L(D̃)) = p∗(c1(L(D))) ∈ H2(U,Z). Comme le diagramme (6.8) commute, on a

c1(L(D̃)|U ′) = c1(L(D̃))|U ′ = c1(p∗L′) = 0 = c1(b∗L(D̃))|U ′ . On regarde alors b(D̃) ∩ U ′,
trois cas sont possibles. Ou bien cette intersection est U ′, ou bien vide (ces deux cas nous
conviennent), ou bien c’est un diviseur de U ′. Cette dernière possibilité est exclue, car

dans ce cas c1(b∗L(D̃))|U ′ est non nul par le lemme 6.2.11, ce qui est en contradiction

avec le calcul précédent. Nous avons bien démontré que D̃ est saturé par les feuilles du
U ′-feuilletage de U .

Soit f ∈M(X) une fonction méromorphe sur X, alors f se relève en une fonction mé-
romorphe sur U invariante par A (encore notée f ∈ MA(U)). Le “résultat intermédiaire”
du paragraphe précédent nous dit que les ensembles de niveau de f sont saturés par le
U ′-feuilletage de U donc f est constante sur les feuilles du U ′-feuilletage de U . Ainsi, f
induit une application sur q(U) = C/C ′ (cette égalité provient du fait que les feuilles du
U ′-feuilletage de U sont en correspondance biunivoque avec celles du C ′-feuilletage de C)
donc se relève en une fonction méromorphe sur C, qui est invariante par le groupe AnC ′ ;
on note encore f ∈MAnC′(C) cette fonction ; on a en fait établi queM(X) =MAnC′(C).

Comme le groupe O∗,+K est commutatif, l’action de O∗,+K sur U induit une action de
O∗,+K sur X ; l’action de O∗,+K sur M(X) correspond à celle sur MAnC′(C). On voit f
comme élément deMAnC′(C) : pour tout η ∈ O∗,+K on pose fη(x) := f(η−1x). Alors pour



6.2. UN RÉSULTAT DE VOGT 95

tout x ∈ C, on a fη(x+C ′) = fη(x) i.e. f est stable par C ′ et par η−1C ′. Soit J le plus petit
sous-groupe complexe connexe de C contenant C ′ et ηC ′ pour tout η ∈ O∗,+K . Si J est un
sous-groupe propre de C, son sous-groupe maximal compact est défini par un sous-réseau
de OK qui est stable par O∗,+K , ce qui est impossible car il n’existe aucun sous-réseau de
OK stable par O∗,+K . En effet, si c’était le cas, comme O∗,+K contient un élément primi-
tif de K, cet élément devrait avoir un polynôme minimal de degré strictement inférieur
à celui de K, une contradiction. Finalement, J = C et f est constante sur C tout entier. �

6.2.3 Une classe spéciale de groupes de Cousin

6.2.3.1 Introduction

Dans son article [36], Vogt exhibe une classe spéciale de groupes de Cousin X, plus
précisément il démontre 1 :

Théorème 6.2.17 Soit X = Cn/Λ un groupe de Cousin. Alors les conditions suivantes
sont équivalentes :

1. L’espace H1(X,O) est de dimension finie.
2. Soit P = (In S) une base de périodes pour Λ. Alors il existe des constantes C > 0

et a > 0 telles que ‖tσS+t τ‖ > C exp(−a|σ|) pour tout σ ∈ Zn\{0} et tout τ ∈ Zm,
où n+m est le rang de Λ.

Soit α un nombre algébrique irrationnel. Vogt a démontré dans son article que le réseau

donné par P =

(
0 1 i
1 α 0

)
définit un groupe de Cousin qui vérifie la condition n°2.

L’objectif de cette section est d’établir que si un groupe de Cousin est défini par un réseau
dont tous les vecteurs ont des nombres algébriques comme coordonnées, il appartient à
cette classe (car il vérifie la condition n°2). Comme conséquence de ce résultat, les groupes
de Cousin qui apparaissent dans la construction des variétés OT font partie de cette classe
de groupes de Cousin.

6.2.3.2 Préliminaires

On rappelle un énoncé de généralisation du théorème de Liouville qui figure dans [18]
(théorème 1.5, page 27) :

Théorème 6.2.18 Soient α1, ..., αm des nombres algébriques, de degrés respectifs nk, avec
degQ(α1, ..., αm) = n, et soit

P (z1, ..., zm) =

N1∑
k1=0

· · ·
Nm∑
km=0

ak1,...,kmz
k1
1 · · · zkmm ∈ Z[z1, ..., zm].

Si P (α1, ..., αm) est non nul, alors on a l’inégalité

|P (α1, ..., αm)| > L(P )1−δn
m∏
k=1

L(αk)
−δNkn/nk ,

1. Le théorème qu’il énonce (voir [36], p. 208) comporte en tout 8 assertions qui sont équivalentes, on
n’en cite ici que deux.
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avec δ = 1 si tous les αi sont réels, δ = 1/2 sinon et où L(P ) désigne la somme des
valeurs absolues des coefficients de P (et L(α) est la quantité L(µ), le polynôme µ étant
le polynôme minimal de α).

6.2.3.3 Une classe de groupes de Cousin vérifiant la condition n°2

Nous allons démontrer :

Théorème 6.2.19 Soit Λ ⊂ Cn un réseau tel que X = Cn/Λ soit un groupe de Cousin
et admettant une base de périodes dont tous les coefficients sont des nombres algébriques,
alors X vérifie la condition 2 du théorème 6.2.17.

Preuve : Choisissons une base (x1, ..., xn+m) de Λ dont tous les coefficients sont des
nombres algébriques, qu’on écrit sous forme de vecteurs : α1,1

...
α1,n

 , ...,

 αn+m,1
...

αn+m,n

 .

Une base de périodes de X est donnée par la matrice

P =

 α1,1
...

α1,n

...

αn+m,1
...

αn+m,n

 .

Soit A la matrice définie comme suit :

A :=

 α1,1
...

α1,n

...

αn,1
...

αn,n

 .

Cette matrice est inversible et la matrice A−1P définit un groupe de Cousin isomorphe
à X. La nouvelle base de périodes est alors

P ′ := A−1P = (In S)

où In est la matrice identité de taille n et S = (si,j) est une matrice à n lignes et m
colonnes dont tous les coefficients sont des nombres algébriques sur Q.

Pour vérifier la condition 2 du théorème 6.2.17, il nous faut vérifier qu’il existe des
constantes C > 0 et a > 0 telles que pour tous µ ∈ Zn \ {0} et ν ∈ Zm, on ait

‖tµS + tν‖ > C exp(−a|µ|).

Il est suffisant d’établir cette inégalité pour une composante quelconque (non nulle)
du vecteur tµS + tν (car on considère ensuite la norme infinie de ce vecteur, qui est non
nul car on sait que tµS 6∈ Zm). Notons tµ = (µ1, ..., µn) et tν = (ν1, ..., νm), alors la k-ème
composante du vecteur tµS +tν (pour k ∈ {1, ...,m}) est

µ1s1,k + · · ·+ µnsn,k + νk.
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Nous allons à présent distinguer les deux cas suivants : ou bien |νk| 6 2|µ1s1,k+· · ·+µnsn,k|,
ou bien on a l’inégalité contraire.

Étudions le premier cas, à savoir |νk| 6 2|µ1s1,k + · · ·+µnsn,k|. Par le théorème 6.2.18,
nous avons l’inégalité

|µ1s1,k + · · ·+ µnsn,k + νk| > C(|µ1|+ · · ·+ |µn|+ |νk|)p,

où C > 0 et p < 0 sont des constantes indépendantes de µ et τ . (Rappelons qu’on a
supposé que µ1s1,k + · · ·+ µnsn,k + νk est non nul). Par hypothèse sur νk, on a alors

(|µ1|+ · · ·+ |µn|+ |νk|)p > (|µ1|+ · · ·+ |µn|+ 2|µ1s1,k + · · ·+ µnsn,k|)p

> C ′(|µ1|+ · · ·+ |µn|)p

> C ′ exp(−|p|(|µ1|+ · · ·+ |µn|)),

où C ′ ne dépend pas de µ ni de ν, ce qu’il fallait démontrer.

Reste à étudier le second cas, à savoir |νk| > 2|µ1s1,k+· · ·+µnsn,k|. La seconde inégalité
triangulaire s’écrit :

|µ1s1,k + · · ·+ µnsn,k + νk| >
∣∣∣|νk| − |µ1s1,k + · · ·+ µnsn,k|

∣∣∣
= |νk| − |µ1s1,k + · · ·+ µnsn,k|
> |µ1s1,k + · · ·+ µnsn,k|.

Si µ1s1,k + · · ·+µnsn,k est nul, on a alors |νk| > 1 et on a terminé ; sinon, on peut minorer
à nouveau la quantité |µ1s1,k + · · ·+ µnsn,k| à l’aide du théorème 6.2.18 :

|µ1s1,k + · · ·+ µnsn,k| > C(|µ1|+ · · ·+ |µn|)q

> C exp(−|q|(|µ1|+ · · · |µn|))

où C > 0 et q < 0 sont des constantes indépendantes de µ et τ . �

Application
On rappelle que dans le cadre de la construction d’une variété OT, le groupe C =
Cm/σ(OK) est un groupe de Cousin. Comme corollaire du théorème 6.2.19, on a :

Corollaire 6.2.20 Le groupe de Cousin C vérifie la condition 2 du théorème 6.2.17.



98



Conclusion

Le travail effectué dans cette thèse amène des pistes de recherche qui en sont un prolon-
gement possible, nous les proposons ici.

Pour ce qui est du premier chapitre, rappelons que nous avons évoqué une question
laissée ouverte qui est de savoir si les surfaces de Stein que l’on a considérées sont un
domaine de Riemann au-dessus de C2. Une autre voie d’exploration possible est d’étudier
plus en détails les variétés construites dans la section 1.3.3.

Concernant les variétés à coins“généralisées”, il est possible d’établir d’autres résultats
concernant leur topologie en continuant de prolonger le cas torique. Il serait également
intéressant de faire le lien avec d’autres définitions de variété à coins comme on l’a fait
dans la section 3.2.3.

On sait que toute variété LVM possède un feuilletage transversalement Kähler et c’est,
avec la condition (K), une caractérisation des variétés LVM parmi les variétés LVMB dé-
montrée dans [9]. Dans ce même article, il est conjecturé que la généralisation de cette
caractérisation sans la condition (K) est vraie. Battaglia et Zaffran ont annoncé dans
[38] un résultat dont ils espèrent qu’il mènera à la preuve de cette conjecture. Avec la
nouvelle description donnée ici, il est sans doute possible d’aborder le problème sous un
autre angle. Il serait également intéressant d’étudier la“généralisation”des variétés LVMB
(reprenant la même construction, mais en remplaçant l’espace projectif complexe Pn(C)
par une autre variété torique compacte) ; on peut se demander quelles sont les propriétés
vérifiées par ces variétés et si ce sont déjà d’autres variétés connues.

Pour ce qui est des variétés construites dans le chapitre 5, il reste de nombreux in-
variants à déterminer (la dimension algébrique, la dimension de H1(O), les groupes de
cohomologie...) et des propriétés à explorer.

À propos des variétés OT, une piste intéressante à explorer est le calcul du second
nombre de Betti de ces variétés, dans le cas non simple (le résultat est établi dans le cas
simple, voir [29]) ; le problème semble pouvoir être réduit à un résultat de théorie des
nombres.

99



100



Bibliographie

[1] Y. Abe and K. Kopfermann, Toroidal groups, Lecture Notes in Mathematics, vol.
1759, Springer-Verlag, Berlin, 2001, Line bundles, cohomology and quasi-abelian va-
rieties.

[2] A. Ash, D. Mumford, M. Rapoport, and Y.-S. Tai, Smooth compactifications of lo-
cally symmetric varieties, second ed., Cambridge Mathematical Library, Cambridge
University Press, Cambridge, 2010.

[3] M.-J. Bertin, A. Decomps-Guilloux, M. Grandet-Hugot, M. Pathiaux-Delefosse, and
J.-P. Schreiber, Pisot and Salem numbers, Birkhäuser Verlag, Basel, 1992.
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de Meersseman et López de Medrano-Verjovsky, Ann. Inst. Fourier (Grenoble) 51
(2001), no. 5, 1259–1297.

[6] R. Bott and J. Heitsch, A remark on the integral cohomology of bγq, Topology 11
(1972), 141–146.
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carte à coins, 45
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Résumé

L’objet de cette thèse est l’étude de certaines classes de variétés complexes compactes non
kählériennes.

On regarde d’abord la classe des surfaces de Kato. Étant donnés une surface de Kato
minimale S, D le diviseur maximal de S formé des courbes rationnelles de S et $ : S̃ → S
le revêtement universel de S, on démontre que S̃ \$−1(D) est une variété de Stein.

Les variétés LVMB sont la seconde classe de variétés non kählériennes étudiées. Ces
variétés complexes sont obtenues en quotientant un ouvert U de Pn(C) par un sous-groupe
de Lie fermé G de (C∗)n de dimension m. On reformule ce procédé en remplaçant U par
la donnée d’un sous-éventail de celui de Pn(C) et G par un sous-espace vectoriel de Rn

convenable.
On construit ensuite de nouvelles variétés complexes compactes non kählériennes en

combinant une méthode due à Sankaran et celle donnant les variétés LVMB. Sankaran
considère un ouvert U d’une variété torique dont le quotient par un groupe W discret
est une variété compacte. Ici, on munit une certaine variété torique Y de l’action d’un
sous-groupe de Lie G de (C∗)n de sorte que le quotient X de Y par G soit une variété,
puis on quotiente un ouvert de X par un groupe discret W analogue à celui de Sankaran.

Enfin, on étudie les variétés OT, une autre classe de variétés non kählériennes, dont
on démontre que leur dimension algébrique est nulle. Ces variétés sont obtenues comme
quotient d’un ouvert de Cm par le produit semi-direct du réseau des entiers d’une extension
de corps finie K de Q et d’un sous-groupe des unités de K bien choisi.

Summary

In this thesis we study certain classes of complex compact non-Kähler manifolds.
We first look at the class of Kato surfaces. Given a minimal Kato surface S, D the

divisor consisting of all rational curves of S and $ : S̃ → S the universal covering of S,
we show that S̃ \$−1(D) is a Stein manifold.

LVMB manifolds are the second class of non-Kähler manifolds that we study here.
These complex compact manifolds are obtained as quotient of an open subset U of Pn(C)
by a closed Lie subgroup G of (C∗)n of dimension m. We reformulate this procedure by
replacing U by the choice of a subfan of the fan of Pn(C) and G by a suitable vector
subspace of Rn.

We then build new complex compact non Kähler manifolds by combining a method of
Sankaran and the one giving LVMB manifolds. Sankaran considers an open subset U of
a toric manifold whose quotient by a discrete group W is a compact manifold. Here, we
endow some toric manifold Y with the action of a Lie subgroup G of (C∗)n such that the
quotient X of Y by G is a manifold, and we take the quotient of an open subset of X by
a discrete group W similar to Sankaran’s one.

Finally, we consider OT manifolds, another class of non-Kähler manifolds, and we
show that their algebraic dimension is 0. These manifolds are obtained as quotient of an
open subset of Cm by the semi-direct product of the lattice of integers of a finite field
extension K over Q and a subgroup of units of K well-chosen.
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