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Nota-Note

Este trabajo estd escrito en tres idiomas: espafiol, francés e inglés. La parte principal estd escrita
en espafiol, pero se puede encontrar un resumen escrito en francés en los Capitulos 4 y 5. Todos los
detalles matematicos son presentados en la parte escrita en espafiol.

En adicién, en el Apéndice, se encuentran los articulos, escritos en inglés, que corresponden a
este trabajo y que también contienen todos los puntos omitidos en el resumen en francés. El articulo
correspondiente al Apéndice A, se encuentra sometido para publicacién mientras que el articulo del
Apéndice B estd en prensa.

Ce manuscrit est écrit dans trois langues : 1’espagnol, le francais et 1’anglais. Le corps principal
est écrit en espagnol mais il y a un résumé écrit en frangais dans les Chapitres 4 et 5. Tous les détails
mathématiques sont donnés dans la partie espagnole.

De plus, dans I’ Annexe (deux derniers chapitres), sont les articles écrits en anglais, qui correspon-
dent a ce travail et aussi contiennent eux aussi tous les points omis dans le résumé frangais. L article
correspondant a I’ Annexe A, est soumis a publication tandis que 1’article de I’ Annexe B est en cours
de publication.

This manuscript is written in three languages: Spanish, French and English. The main body is
written in Spanish but there is a summary in French in the Chapters 4 and 5. All the mathematical
details are given in the Spanish part.

In addition, in the Appendix (two last chapters), are the articles written in English which corres-
pond to this work and which also contain all the points omitted in the French summary. The article that
corresponds to Appendix A, is submitted for publication whereas article of Appendix B is in press.
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Introduccion general

Los problemas de interaccion fluido—estructura aparecen en una gran diversidad de fendmenos
fisicos de diferente naturaleza. Por ejemplo, en ingenieria civil, aparecen estos tipos de problemas
cuando se considera la interaccién de grandes estructuras, como por ejemplo de puentes, con corrientes
de agua o aire; en el marco de la aviacion, en el disefio de aviones donde se debe tener en cuenta la
interaccion del ala o de otros anexos de un avién con el aire. También podemos citar el caso de la
bioingenieria, donde surgen problemas de interaccién fluido—estructura de diferentes indoles, muchos
de ellos aplicados a la medicina. Como es el caso de la hemodindmica, que estudia el flujo sanguineo
al interior de las venas o el flujo de ciertas células sanguineas, como los glébulos blancos o rojos, en
los vasos sanguineos. Otro ejemplo importante es el estudio del nado de los microorganismos y los
peces y del vuelo de aves e insectos.

Todos estos ejemplos son situaciones particulares donde una estructura rigida o eldstica interactia
con un fluido (en estado liquido o gaseoso).

En gran parte de los problemas de interaccion fluido—estructura, el dominio del fluido es descono-
cido y depende del movimiento de la estructura, el cual a su vez se produce a causa de la tensién
aplicada por el fluido sobre este por efecto de la viscosidad y la presion. Esto genera uno de los prin-
cipales inconvenientes en el estudio de este tipo de problemas: la interfaz fluido—estructura varia en el
tiempo, por lo que estamos en presencia de un problema de frontera libre.

Otro desventaja que aparece en el estudio de este tipo de sistemas acoplados, es que las ecuaciones
para la estructura son escritas respecto a la configuracion de referencia (ver Seccién 1.5); esto es,
desde un punto de vista lagrangiano, el cual consiste en seguir la trayectoria de cada particula, de
la configuracién de referencia, en el transcurso del tiempo; aqui el sistema de coordenadas esta fijo;
mientras que las ecuaciones del fluido son escritas bajo un punto de vista euleriano, donde fijado
un punto en la configuraciéon deformada (ver Seccion 1.5) se observan las particulas que han pasado o
pasan por este punto en un intervalo de tiempo; y, a diferencia de lo anterior, el sistema de coordenadas
sigue el movimiento de la particula. Por lo que debemos hacer mucho cuidado al momento de definir
las condiciones sobre la interfaz para evitar todo eventual perjuicio por el pase de coordenadas.

En esta tesis se abordan dos problemas diferentes de interaccién fluido—estructura en el caso tridi-
mensional: en el primero de ellos realizamos un estudio tedrico de un problema de interaccion entre
una estructura deformable y un fluido (Capitulo 2), luego presentamos el segundo problema, donde
consideramos un problema inverso asociado a un sistema fluido—cuerpo rigido (Capitulo 3).

En el primer problema consideramos la interaccién entre un fluido Newtoniano viscoso e incom-
presible y una estructura eldstica inmersa en el fluido, asumimos ademas, que tanto el fluido como la
estructura estan contenidos en un dominio fijo y acotado que denotaremos por 2. Nuestro principal
objetivo es demostrar la existencia y unicidad de una solucion fuerte para este problema, donde por
solucién fuerte entendemos aquella que satisface la ecuacién en casi todo punto o en el sentido de las
trazas y las derivadas involucradas son de cuadrado integrable.

El movimiento del fluido estd gobernado por las ecuaciones de Navier—Stokes, mientras que para la
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estructura, asumiremos que las deformaciones permanecen pequeiias, por lo que podemos considerar
el modelo de elasticidad lineal. Esta suposicion adicional sobre la estructura se realiza de manera que
tal que es posible construir un cambio de variable lo suficientemente regular. Como lo mencionamos
anteriormente, el dominio del fluido es desconocido y su movimiento depende del movimiento de la
estructura, asi que para poder aplicar los “cldsicos” procedimientos en dominios cilindricos (método
de Galerkin, por ejemplo) es necesario introducir un cambio de variable para las ecuaciones del fluido,
pues las ecuaciones para la estructura ya estdn escritas en dominio fijo. Como este cambio de variable
es construido a partir del desplazamiento eldstico, que denotamos por &, necesitaremos que la solucién
& sea lo suficientemente regular. En adicién, el cambio de variable aqui construido nos permite obtener
la nueva velocidad del fluido (en coordenadas lagrangianas) conservando la propiedad de divergencia
nula, lo cual serd un punto clave en la demostracién de nuestro teorema principal. Un cambio de
variable similar fue considerado en [8] para la obtencidn de soluciones débiles.

Otro de los problemas viene del acoplamiento de dos sistemas de naturaleza diferente (sistema
parabdlico para el fluido e hiperbdlico para la estructura), esto trae consigo la pérdida de regularidad
de las soluciones, como podemos ver en [20], para obtener mayor regularidad de las soluciones débiles
al problema linealizado (velocidad del fluido L? en tiempo con valores H* en espacio) es necesario
partir de una condicién inicial H® en espacio.

Con el fin de evitar esta pérdida de regularidad, vamos a considerar una aproximacién del sistema
anterior teniendo en cuenta la importancia de obtener cierta regularidad para la deformacién eléstica,
que es quien define el dominio fluido. Algunas aproximaciones ya han sido abordadas en particular,
para obtener existencia de soluciones débiles. Dentro de la literatura existente, podemos citar las si-
guientes dos estrategias: afiadir un término extra de regularizacién en las ecuaciones de elasticidad
lineal (ver [8]) o aproximar las ecuaciones de elasticidad lineal por un sistema finito dimensional (ver
[22, 40, 54]). En cada caso, los autores de [8, 22, 54], han obtenido la existencia de soluciones débiles
para el sistema acoplado (hasta un contacto).

El estudio del buen planteamiento (well-posedness) de estos sistemas acoplados, fue anteriormente
estudiado en [25] para el caso lineal y en [20] para el caso general.

El resultado principal del Capitulo 2 es la existencia y unicidad de una solucién fuerte para un
sistema acoplado de Navier—Stokes con una aproximacion de dimension finita para la ecuacién de la
estructura.

Asumiremos la condicion de adherencia del fluido a la pared exterior Of2 esto es,

w =0 sobre 0.

Las condiciones de acoplamiento estardn dadas por dos condiciones, una de caracter cinematico y otra
dindmico: la condicién cinematica viene dada por la continuidad de las velocidades a la interfaz (fluido
viscoso y {2 fijo) y la condicién dindmica viene dada por la ley de accién y reaccidn, que en este caso,
se traduce a la igualdad sobre la interfaz de las componentes normales de los tensores de tension del
fluido y de la estructura.

Para poder acoplar ambos sistemas de ecuaciones (ver (2.20)-(2.21)) es necesario introducir una
familia de funciones (funciones test) {Ei}fvzol las cuales construimos a partir de la aproximacion finito
dimensional del desplazamiento de la estructura.
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Luego, construimos el cambio de variable para transformar las ecuaciones del fluido sobre un
dominio fijo. Una vez obtenido este sistema (ver (2.41)), introducimos una familia finita de funciones
{(W;,m) ZN=O1 que nos permitirdn hacer un relevamiento de la condicion de continuidad sobre la
interfaz en (2.41) y obtener asi un nuevo sistema de ecuaciones, (2.51), sobre un dominio fijo con una
“condicién amigable” sobre la interfaz, lo que ayudard a abordar un problema lineal, asociado con la
teoria de semigrupos (ver Seccién 2.7) y obtener una Unica solucién regular del sistema lineal (ver
Proposicién 2.17) con una estimacidén que nos permitird, mediante un argumento de punto fijo (ver
Secciones 2.8-2.10), obtener una tnica solucién fuerte, local en tiempo, del sistema fluido—estructura
del que partimos.

En los udltimos afios el interés por los problemas de interaccién fluido—estructura ha ido en cons-
tante crecimiento y al dia de hoy, son numerosos los trabajos relacionados a este tipo de problemas.

Para el caso de un fluido viscoso y estructuras rigidas, podemos citar [9, 19, 21, 29, 30, 41, 48,
64, 67, 62, 69, 70], en todos estos trabajos se han obtenido diferentes resultados de regularidad en
dimension 2 y 3: los autores de [9] estudiaron el caso de un fluido compresible y una estructura rigida
en dimensién 3 y obtuvieron, bajo la suposicién de datos pequefios, la existencia y unicidad de una
solucidn, global en tiempo (hasta el contacto); en [19] se obtuvo la existencia de soluciones débiles,
globales en tiempo (hasta el contacto), para el caso de un fluido incompresible y una bola, mediante
un método de penalizacidn, aplicacion del método de Galerkin y principios de compacidad; en [21] se
obtiene la existencia de soluciones débiles, globales en tiempo, para el caso de un fluido compresible
e incompresible y varias estructuras rigidas, mediante la construccién de soluciones aproximadas y un
argumento de punto fijo; en [29, 30] se estudia la existencia de soluciones para un fluido compresible e
incompresible y varias estructuras rigidas, el resultado global en tiempo es gracias a la eleccién de una
“condicién apropiada” de continuacién después del choque; los autores de [41] prueban la existencia
de soluciones débiles globales para un fluido incompresible y una estructura rigida mediante la cons-
truccidn de soluciones aproximadas de problemas discretizados en tiempo y aplicacion del método de
Galerkin; en [48, 62] consideran el caso bidimensional de un fluido incompresible y varios cuerpos
rigidos utilizando un método de aproximacion de los cuerpos rigidos por fluidos altamente viscosos
y principios de compacidad; en [64] se estudia el problema de interaccidén entre un cuerpo rigido
cuya forma y distribucién de masa es conocido y un fluido incompresible, la existencia de soluciones
débiles es probada mediante el uso de un sistema de referencia ligado al cuerpo (un argumento similar
fue usado en [19]) y aplicacién del método de Galerkin; en [69] se considera la interaccién de un fluido
incompresible y un sélido rigido y se obtiene un resultado de existencia y unicidad de solucidn fuerte,
global en dimensién 2 (hasta el contacto) y en el caso de dimensién 3, local en tiempo y global para
datos pequefios. Hasta aqui todos los trabajos fueron hechos bajo la hipétesis de un dominio global €2
acotado y de frontera regular. En el caso de [67], se considera la interaccién entre un cuerpo rigido
auto-propulsado y un fluido incompresible no acotado y se prueba la existencia de una tnica solucién
fuerte mediante teoria de semigrupo, estimaciones del tipo L? y estudio asintético de la solucion; en
[70], los autores obtienen soluciones globales en dimensién dos para el caso particular de un fluido
incompresible y un cilindro infinito.

Para el caso de fluidos viscosos y estructuras deformables, podemos citar [7, 8, 10, 20, 22, 38, 54].
Para el caso de un fluido compresible, ver [7, 10]; en [7], se prueba la existencia de soluciones débiles
local en tiempo, mediante la adicién de un término extra de regularizacién para las ecuaciones de
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elasticidad (tensor de Green—Saint-Venant); en [10], los autores prueban la existencia local y unicidad
de una solucién regular considerando el modelo de elasticidad lineal para la estructura. Para el caso
de fluidos incompresibles ver [8, 20, 22, 38, 54]. En [8], se realiza un estudio similar al hecho en
[7] para el caso de un fluido incompresible. Los autores de [20] obtienen la existencia de soluciones
débiles y, gracias a fuertes hipétesis de regularidad de los datos, deducen la regularidad y unicidad
de la solucién débil, aqui se considera un modelo de elasticidad lineal para la estructura; en [22], se
prueba la existencia de soluciones débiles usando una descomposicién en un nimero finito de modos
propios del operador de elasticidad lineal, método de Galerkin, argumento de punto fijo, estimaciones
integrales tipo L? y principios de compacidad; en [38], es probada la existencia de soluciones débiles
considerando para la estructura la ley constitutiva de un material St. Venant—Kirchhoff; finalmente, en
[54], se prueba un resultado de existencia de soluciones débiles para el caso bidimensional, usando un
modelo de aproximacién por modos para la ecuacién de la estructura.

Para el caso de fluidos perfectos podemos citar [49, 50, 55].

En todos estos trabajos se realizaron estudios mas bien tedricos sobre problemas de interaccién
fluido—estructura, pero, también podemos citar algunos otros trabajos relacionados a este tipo de pro-
blemas donde se obtuvieron importantes resultados. En teoria de control, por ejemplo, podemos citar
[11, 23, 32, 52, 59, 58, 63, 66] y para un andlisis numérico ver [31, 39, 53, 54, 60, 61].

En el Capitulo 3, abordamos un problema inverso asociado a un sistema fluido—estructura.

El interés por el estudio de problemas inversos se ha incrementado en los dltimos afios y la mo-
tivacion de estos estudios son de naturaleza muy diversa. Los cuales tienen aplicaciones en varios
campos de la ingenieria, la geofisica, la astronomia y la medicina; por ejemplo, en la deteccion de
cuerpos extrafios en un torrente sanguineo o en el diagndstico por imagenes de tumores cerebrales
como lo es la tomografia axial computarizada.

Supongamos que un cuerpo desconocido estd inmerso en un fluido y ambos estdn contenidos
por un dominio fijo que denotaremos por 2. Nuestro principal objetivo serd recuperar la maxima
informacién sobre el cuerpo (posicion, forma, etc), “midiendo” cierta informacién del flujo del fluido
sobre un subconjunto abierto I', de la frontera exterior 0f).

La modelacién matemaética de estos problemas, depende del contexto en el que se sitden, por lo
que varia de acuerdo a las suposiciones que se efectien sobre el fluido y el cuerpo.

Asumiendo que nos es dada cierta informacién sobre el comportamiento del fluido en la frontera
exterior fija, mediante una funcién u,, y ademas que es posible medir sobre I' el flujo del fluido,
podemos introducir un operador, llamado el operador de Poincaré—Steklov, definido por

As(uy) :=o(u,p)n  sobreT,

donde S denota el dominio del cuerpo, u, el dato sobre la frontera exterior (en general, u,. € H?®(0f2)
para el caso estacionario o u, € C*([0, T]; H*(9S2)) para el caso de evolucién; s > 0, k € N), (u, p)
la velocidad y presion del fluido, o (u, p) el tensor de esfuerzos internos del fluido (o depende de u y
p por la ecuacién constitutiva dada por la Ley de Stokes, ver Definicién 1.23) y n la normal exterior a
.

Aparecen diversos andlisis que pueden hacerse desde un punto de vista tedrico y numérico. Entre
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ellos podemos citar:

= Identificabilidad: para todo dato u. # O fijo, probar la inyectividad del operador de Poincaré—
Steklov, en el sentido

SV 252 & & (uu), pu)) np# o (u<2>7 p<2>) o
o equivalentemente

o (uu)’p(l)) nr=o <u(2>’ p(2>) np = 8V = 5@,

= Estabilidad: dado w. fijo, de manera un poco imprecisa, podemos decir que aqui se busca pro-
bar que dos mediciones “similares” o “préximas”, del flujo del fluido sobre I', necesariamente
provienen de sistemas con cuerpos “‘similares”’; es decir,

o (u(l),p(l)) nr~o (u(Q),p@)) nip = S ~ 8@,

donde la nocién de “similitud” o “proximidad” estd dada por cierta norma introducida via la
teoria de derivacion respecto al dominio (ver [43, 68]).

= Reconstruccion numérica: este estudio normalmente se restringe a la clase de cuerpos admisi-
bles (ver (3.13)).

= Sobreyectividad: estudiar esta propiedad para el operador de Poincaré—Steklov.

En nuestro caso vamos a centrarnos en los dos primeros items para el caso de un cuerpo rigido
inmerso en un fluido Newtoniano viscoso e incompresible, lo que implica trabajar con un sistema
acoplado de ecuaciones de Navier—Stokes para el fluido, con las leyes de Newton para el cuerpo
rigido. Sin embargo, este caso es bastante dificil de tratar directamente, como ya lo hemos mencionado
al comienzo de esta introduccion, detallando los problemas asociados a los sistemas acoplados. Por
lo tanto, consideraremos solo un caso simplificado, donde asumimos que el nimero de Reynolds es
muy pequefio de manera que podemos prescindir de las fuerzas de inercia. Asi, podemos considerar
al fluido como estacionario y suponer que su movimiento se rige por las ecuaciones de Stokes (li-
nealizacién de las ecuaciones de Navier—Stokes). Cabe destacar que esta hipotesis de simplificacién
para las ecuaciones del fluido, no lo hacen un caso particular del sistema completo (ecuaciones de
Navier—Stokes con las leyes de Newton) por lo que es necesario probar que el sistema considerado
estd bien planteado (well-posedness) (ver Teorema 3.1). A la interfaz asumiremos continuidad de las
velocidades del fluido y el cuerpo rigido.

Los resultados principales del Capitulo 3 estan dados por el Teorema 3.1 y el resultado de identifi-
cabilidad (Teorema 3.2). En este tltimo, se prueba que bajo ciertas hipétesis sobre los cuerpos rigidos
y el dato sobre la frontera, el sistema es detectable, en el sentido de que probamos la unicidad, salvo
rotacion, de los cuerpos rigidos. También un resultado de estabilidad es abordado usando un enfoque
similar al utilizado en [4] (ver Seccién 3.7).
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Para probar el Teorema 3.1, en primer lugar, se introduce la nocién de posiciones admisibles (ver
(3.13)) y para cada posicién (a, Q) admisible se estudia un sistema de interaccion fluido-estructura
dado por las ecuaciones (3.14)-(3.19). Para resolver este sistema, se busca una solucién que pueda
descomponerse como combinacion lineal de la solucién de ciertos sistemas de Stokes apropiados
((3.20)-(3.22)). De esta manera, logramos obtener una solucién que depende de la posicién (admisible)
del cuerpo rigido. Esto nos permite reducir nuestro sistema de ecuaciones a un sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias y asi, gracias al Teorema de Cauchy-Lipschitz-Picard (ver Teorema 1.10),
obtener el resultado para el sistema acoplado inicial. Un cambio de variable es introducido para probar
la dependencia suave de la solucién respecto a la posicion.

El método para probar el resultado de identificabilidad (ver Seccién 3.6) es similar al método
desarrollado, para el caso de obstaculos “fijos”en [4]. La demostracion estd basada en las propiedades
de continuacién unica para las ecuaciones de Stokes (ver [28]), el resultado dado por la Proposicién
3.11, las hipoétesis sobre los cuerpos rigidos (suaves y convexos) y el dato en la frontera exterior (.,
no es la traza de una velocidad rigida sobre I'). Esta dltima hipdtesis sobre el dato en la frontera es
clave para la demostracidn de nuestro resultado.

Podemos citar diversos resultados que ya han sido demostrados; entre los resultados de identifica-
bilidad podemos citar [2, 3, 4, 13, 17, 18, 24]; para resultados de estabilidad ver [4, 5, 17]; por dltimo,
resultados de reconstruccién pueden ser hallados en [42, 51].

Por ejemplo, en [4] los autores demostraron un resultado de identificabilidad en el caso de un
obsticulo fijo convexo y suave inmerso en un fluido viscoso, a través de la observacién del tensor de
Cauchy en cierta parte de la frontera exterior 0f2, la prueba se basa en la propiedad de continuacién
Unica para las ecuaciones de Stokes, debido a Fabre-Lebeau [28] y en la hipdtesis que la velocidad
del fluido sobre la frontera exterior no es idénticamente nula. Ellos también obtuvieron un resultado
de estabilidad débil (continuidad direccional); en [17] los autores prueban, para el caso bidimensional,
un resultado de identificabilidad para el caso particular cuando el obstdculo es una bola y se mueve
en un fluido ideal, midiendo la velocidad del fluido en una parte de la frontera. Algunos resultados
de estabilidad (estimaciones de estabilidad lineal) son demostrados en este caso utilizando técnicas de
diferenciacién de forma debido a Simon [68]. En [24] los autores consideran el problema inverso para
detectar la forma de un obsticulo rigido sumergido en un fluido regido por las ecuaciones de Navier—
Stokes estacionario, en el supuesto de que las fuerzas de friccién son conocidas sobre una parte de la
frontera exterior. Ellos prueban un resultado de unicidad cuando el obstdculo es un conjunto abierto
simplemente conexo. En [42] los autores estiman la distancia entre un punto dado sobre la frontera
exterior y el obsticulo, en el caso de un fluido estacionario. En los trabajos citados anteriormente,
el obsticulo y el fluido ocupan un dominio acotado. Mientras que en [18] es probado un resultado
de identificabilidad para el caso de un sélido rigido que se mueve en un fluido potencial que ocupa
todo el plano, aqui se asume que el fluido permanece en reposo en el infinito (caso bidimensional); en
el supuesto de que la funcion potencial es conocido en algin tiempo dado, los autores muestran que
cuando el sélido rigido tiene ciertas propiedades de simetria, es posible detectar ciertos pardmetros del
solido: la velocidad angular, la velocidad del desplazamiento, entre otros.
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Introduction générale

Les problemes d’interaction fluide—structure apparaissent dans une grande variété de phénome-
nes physiques de nature différente. Par exemple, dans 1’ingénierie civile, ces types de problemes
apparaissent lorsque 1’on considére I’interaction des grandes structures comme les ponts, avec des
écoulements d’eau ou d’air; dans le contexte de 1’aviation, dans la construction aéronautique ol on
doit prendre en compte I’interaction d’aile ou d’autres structures d’un avion avec I’air. Nous pouvons
également citer le cas de la bio-ingénierie, ol apparaissent les problemes d’interaction fluide—structure
de différents types, beaucoup d’entre eux appliqués a la médecine. C’est le cas de ’hémodynamique,
qui étudie le flux sanguin dans les veines ou les mouvements de certaines cellules sanguines telles que
les globules blancs ou rouges dans les vaisseaux sanguins. Un autre exemple important est 1’étude de
la nage des micro-organismes et des poissons et le vol des oiseaux et des insectes.

Tous ces exemples sont des situations ou une structure rigide ou élastique interagit avec un fluide
(a I’état liquide ou gazeux).

Dans la plupart des problemes d’interaction fluide—structure, le domaine du fluide est inconnu et
dépend du mouvement de la structure, qui a son tour se produit en raison de la tension appliquée par
le fluide sur la structure via sa pression et sa viscosité. Cela crée une difficulté majeure dans I’étude de
ces problemes: I’interface fluide—structure varie au fil du temps et dépend de la solution, nous sommes
donc en présence d’un probléme a frontiere libre.

Une autre difficulté apparaissant dans I’étude de tels systemes couplés, est que les équations de
la structure sont écrites par rapport a la configuration de référence (voir Section 1.5), ¢’est-a-dire,
d’un point de vue lagrangien: 1’idée est de suivre la trajectoire de chaque point de la configuration de
référence, durant un intervalle de temps. Dans ce cas, le systeme de coordennées est fixe. Au contraire,
les équations du fluide son écrites d’un point de vue eulérien: I’'idée, dans ce cas, est de regarder les
points qui passent durant un intervalle de temps, par un point fixe de la configuration déformée. Pour
ce point de vue, le systtme de coordonnées suit le mouvement de la particule. Par conséquent, il est
important de préter une attention particuliere aux conditions a I’interface fluide—structure du fait du
changement de coordonnées.

Cette these aborde deux problemes différents d’interaction fluide—structure dans le cas tridimensio-
nnel: dans le premier probleme on effectue une étude théorique d’un probleme d’interaction entre une
structure déformable et un fluide (Chapitre 2); dans le deuxieéme probléme, on considere un probleme
inverse associé a un systeme fluide—corps rigide (Chapitre 3).

Dans le premier probléme on va considérer 1’interaction entre un fluide Newtonien visqueux in-
compressible et une structure élastique immergée dans le fluide. De plus, nous supposons que le fluide
et la structure sont contenus dans un domaine fixe borné que 1’on va noter par €. Notre objectif princi-
pal est de démontrer 1’existence et I’unicité d’une solution forte pour ce probleme, ol nous entendons
par solution forte, une solution qui satisfait les équations presque partout ou dans le sens des traces et
dont les dérivées impliquées sont de carré intégrable.

Le mouvement du fluide est régi par les équations Navier—Stokes, tandis que pour la structure, on

19



suppose que les déformations restent petites, de sorte que 1’on peut considérer le modele d’élastici-
té linéaire. Cette hypothese supplémentaire sur la structure est faite de sorte qu’il est possible de cons-
truire un changement de variable suffisamment réguliere. Comme mentionné ci-dessus, le domaine
du fluide est inconnue et son mouvement dépend du mouvement de la structure, ainsi pour appliquer
des procédures “classique” dans les domaines cylindriques (méthode de Galerkin, par exemple) il est
nécessaire d’utiliser un changement de variable pour les équations du fluide, parce que les équations
de la structure sont déja écrites dans le domaine fixe. Comme ce changement de variable est construit
a partir du déplacement élastique, que 1’on va noter par &£, nous avons besoin que la solution £ soit
suffisamment réguliere. En outre, le changement de variable construit ici nous permet d’obtenir la
nouvelle vitesse du fluide (en coordonnées lagrangiennes) en conservant la propriété de divergence
nulle, ce qui est un point clé dans la preuve de notre théoreme principal. Un changement de variable
similaire a été considéré dans [8] pour I’obtention de solutions faibles.

Un autre probleme vient du couplage de deux systemes de nature différente (systeme paraboli-
que pour le fluide et hyperbolique pour la structure), cela entraine la perte de régularité des solutions,
comme nous pouvons le voir dans [20], ot pour obtenir plus de régularité des solutions faibles du
probléme linéarisé (vitesse du fluide L? en temps a valeurs H? en espace) il est nécessaire de partir
d’un état initial H> en I’espace.

Pour éviter cette perte de régularité, on va considérer une approximation du systeéme précédent
en tenant compte de 'importance d’obtenir une certaine régularité de la déformation élastique, qui
définit le domaine du fluide. Certaines approches ont déja été abordées, en particulier pour obtenir
I’existence de solutions faibles. Dans la littérature existante, nous pouvons citer les deux stratégies
suivantes: ajouter un terme de régularisation supplémentaire dans les équations de 1’élasticité linéaire
(voir [8]) ou approcher les équations de I’€lasticité linéaire par un systeme de dimension finie (voir
[22, 40, 54]). Dans chaque cas, les auteurs de [8, 22, 54] ont obtenu 1’existence de solutions faibles
pour le systeme couplé (jusqu’a un contact).

L’étude du caractere bien-posé (well-posedness) de ces systemes couplés, a été abordé précéde-
mment dans [25] dans le cas linéaire et dans [20] dans le cas général.

Le résultat principal du Chapitre 2 est I’existence et I'unicité d’une solution forte pour un systeme
couplé d’équations de Navier—Stokes avec une approximation de dimension finie pour I’équation de la
structure.

Nous supposons la condition de 1’adhésion du fluide sur la paroi extérieure 0f2; ¢’est-a-dire,
u =0 sur0fd.

Les conditions de couplage sont données par deux conditions, I’une cinématique et I’ autre dynamique:
la condition cinématique est donnée par la continuité des vitesses a la interface (fluide visqueux et €2
fixe) et la condition dynamique est donnée par la loi d’action et de réaction, qui, dans ce cas, se
traduit par 1’égalité a I’interface des composantes normales du tenseur des contraintes du fluide et de
la structure.

Pour coupler les deux systemes d’équations (voir (2.20)-(2.21)) il est nécessaire d’introduire une
famille de fonctions {ﬁi}f-v:ol, avec laquelle nous construisons 1’approximation de dimension finie du
déplacement de la structure.
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Puis nous construisons le changement de variable pour transformer les équations du fluide sur un
domaine fixe. Une fois ce systéme obtenu (voir (2.41)), nous introduisons une famille finie de fonctions
{(W,m;)}0,, qui nous permet de faire un rélevement de la condition de continuité a I'interface dans
(2.41) et d’obtenir un nouveau systeme d’équations (2.51), sur un domaine fixe avec une condition
“amicale” a I’interface, ce qui permet de résoudre un probléme linéaire associé en utilisant la théorie
des semigroupes (voir Section 2.7) et d’obtenir une solution unique réguliere du systeme linéaire (voir
Proposition 2.17) avec une estimation qui nous permet, grace a un argument de point fixe (voir Sections
2.8-2.10), d’obtenir une unique solution forte, locale en temps, du systeéme fluide—structure de départ.

Ces dernieres années, 1’intérét pour les problémes d’interaction fluide—structure a été en croissance
constante et actuellement, il y a beaucoup de travaux liés a de tels problemes.

Dans le cas d’un fluide visqueux et des structures rigides, on peut citer [9, 19, 21, 29, 30, 41, 48,
62, 64, 67, 69, 70]. Dans tous ces travaux les auteurs ont obtenu différents résultats de régularité en
dimension 2 et 3: les auteurs de [9] ont étudié le cas d’un fluide compressible et d’une structure rigide
3-dimensionnel et ils ont obtenu, sous 1I’hypothése de données petites, I’existence et 1’unicité d’une
solution, globale en temps (jusqu’a un contact); dans [19] I’existence des solutions faibles, globale en
temps (jusqu’a un contact) a été obtenue, dans le cas d’un fluide incompressible et d’une boule via une
méthode de pénalisation, et en utilisant la méthode de Galerkin et des résultats de compacité; dans [21]
I’existence de solutions faibles, globale en temps, est obtenue dans le cas d’un fluide compressible et
incompressible et plusieurs structures rigides, en construisant des solutions approchées et en utilisant
un argument de point fixe; dans [29, 30] I’existence de solutions est étudiée pour un fluide compre-
ssible ou incompressible et pour plusieurs structures rigides, le résultat global en temps est dii au
choix d’une “condition appropriée” apres une collision; les auteurs de [41] prouvent I’existence de
solutions faibles globales pour un fluide incompressible et une structure rigide en construisant des
solutions approchées au probleme discrétisé en temps et en appliquant la méthode de Galerkin; les
auteurs [48, 62] considerent le cas bidimensionnel d’un fluide incompressible et de plusieurs corps
rigides en utilisant une méthode d’approximation des corps rigides par des fluides trés visqueux et des
arguments de compacité; dans [64] un probléeme d’interaction entre un corps rigide dont la forme et la
distribution de masse est connue et un fluide incompressible est étudié, 1’existence de solutions faibles
est prouvée en utilisant un systeme de référence li€ au corps (un argument similaire a été utilisé dans
[19]) et en appliquant la méthode de Galerkin ; dans [69] I’interaction d’un fluide incompressible
et une structure rigide est considérée et un résultat d’existence et d’unicité de solution, globale en
temps, en dimension 2 (jusqu’a un contact) est démontré et dans le cas de la dimension 3, un résultat
d’existence et d’unicité de solution, locale en temps et globale pour les données petites est donné.
Jusqu’ici, tous les travaux cités sont faits sous ’hypothése d’un domaine global §2 borné et d’une
frontiere réguliere. Dans le cas de [67] I'interaction entre un corps rigide d’auto-propulsé et d’un
fluide incompressible non borné est considéré, 1’existence d’une unique solution forte est prouvée par
la théorie des semigroupes, des estimations de type LP et une étude asymptotique de la solution; dans
[70], les auteurs ont obtenu des solutions globales en dimension deux, dans le cas particulier d’un
fluide incompressible et d’un cylindre infini.

Dans le cas des fluides visqueux et des structures déformables, on peut citer [7, 8, 10, 20, 22,
38, 54]. Dans [7, 10], le cas d’un fluide compressible est considéré. Dans [7], 1’existence de solu-
tions faibles locale en temps, est prouvée, en ajoutant un terme de régularisation supplémentaires dans
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les équations de I’élasticité (tenseur de Green—St.Venant); dans [10], les auteurs prouvent I’existence
locale et unicité d’une solution réguliere, ils considerent un modele d’élasticité linéaire pour la struc-
ture. Dans [8, 20, 22, 38, 54] le cas des fluides incompressibles est considéré. Dans [8], une étude
similaire faite dans [7] est menée dans le cas de un fluide incompressible. Les auteurs de [20] obtie-
nnent I’existence de solutions faibles et, grace a des hypotheses fortes de la régularité des données,
ils déduisent la régularité et I’unicité de une solution forte, ici un modele d’élasticité linéaire pour la
structure est considérée; dans [22], I’existence de solutions faibles est prouvée en utilisant une décom-
position en un nombre fini de modes propres de 1’opérateur de 1’élasticité linéaire, la méthode de
Galerkin, un argument de point fixe, des estimations a priori et des arguments de compacité; dans
[38] I’existence de solutions faibles est prouvée en considérant pour la structure, la loi constitutive
d’un matériau élastique de type St.Venant—Kirchhoff; finalement, 1’auteur de [54] démontre un résul-
tat d’existence de solutions faibles pour le cas bidimensionnel, en utilisant un modele approché pour
I’équation de la structure via une décomposition en modes propres.

Dans le cas des fluides parfaits on peut citer [49, 50, 55].

La plupart des travaux précédents porte sur des études théoriques des problemes d’interaction
fluide—structure, mais nous pouvons aussi mentionner quelques autres travaux liés a d’autres types de
problémes, ol des résultats significatifs ont été obtenus. En théorie du contrdle, par exemple, nous
citons [11, 23, 32, 52, 59, 58, 63, 66] et, en analyse numérique voir [31, 39, 53, 54, 60, 61].

Dans le Chapitre 3, nous abordons un probléme inverse associé a un systeme fluide—structure.

L’intérét pour I’étude des problemes inverses en fluide—structure a augmenté ces dernieres années
et la motivation de ces études peut €tre de nature trés diverse. On rencontre des applications dans
divers domaines de 1’ingénierie, la géophysique, I’astronomie et la médecine; par exemple, dans la
détection de corps étrangers dans I’écoulement sanguin ou dans le diagnostic par images pour étudier
les tumeurs du cerveau, telles que la tomographie axiale informatisée.

Supposons qu’un corps inconnu est immergé dans un fluide et que, le corps et le fluide sont con-
tenues dans un domaine fixe notée €). Notre principal objectif est de récupérer le maximum d’infor-
mations sur le corps (position, forme, etc), “mesurant” certains informations relatives au écoulement
du fluide sur un sous-ensemble ouvert non vide I de la frontiere extérieure 0.

La modélisation mathématique de ces problemes dépend du contexte dans lequel ils sont situés et
varie selon les hypotheses faites sur le fluide et le corps.

Supposons que 1’on connaisse le comportement du fluide sur la frontiere extérieure. Cette infor-
mation est donnée par une fonction u.. Supposons que I’on puisse de plus mesurer sur I' I’écoulement
du fluide. Alors nous pouvons introduire un opérateur appelé opérateur de Poincaré—Steklov, défini
par

As(uy) :=o(u,p)n surT,

ol § désigne le domaine du corps, u. la donnée sur la frontiere extérieure (généralement, u, €
H?*(9Q) pour le cas stationnaire ou u, € C¥([0,T], H*(0Q)) pour le cas de 1’évolution; s > 0,
k € N), (u,p) la vitesse et la pression du fluide, o (u, p) le tenseur des contraintes internes du fluide
(o dépend de u et p par la loi constitutive donnée par la loi de Stokes, voir Définition 1.23) et n est la
normale extérieure a I'.
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Différentes analyses peuvent étre faites d’un point de vue théorique et numérique. Parmi celles-ci
nous pouvons citer:

= I identifiabilité: pour toute donnée u, #* O fixée, prouver I'injectivité de I’opérateur de
Poincaré—Steklov, dans le sens

SV £ 52 & & (u(1>7 p<1>) nr# o (u@), p(2>) np
ou de facon équivalente

o (uu),p(l)) nr=o (u@)?p(z)) np = 80 = 5@,

= La stabilité: étant donnée u, fixe, I’idée est de démontrer que si I’on obtient deux mesures
“similaires” ou “proches” de 1’écoulement du fluide sur I', nécessairement les corps rigides
associés a ces mesures ont des formes “similaires”; ¢’est-a-dire,

o (uu)’p(l)) nr~o (u@)’p(z)) np = 8O ~ S@),
ou la notion de “similitude”ou “proximité” est donnée par certaine norme introduite par la
théorie de la différenciation par rapport au domaine (voir [43, 68]).

= La reconstruction numérique: cette étude est normalement restreinte a la classe des corps
admissibles (voir (3.13)).

= La surjectivité: I’étude de cette propriété concerne 1’opérateur de Poincaré—Steklov.

Dans notre cas, nous nous concentrons sur les deux premiers points pour le cas d’un corps rigide
immergé dans un fluide newtonien visqueux et incompressible, ce qui implique de travailler avec un
systeéme couplé des équations de Navier—Stokes par le fluide, avec les lois de Newton pour le corps
rigide. Toutefois, ce cas est assez difficile a traiter directement, comme nous avons mentionné au
début de cette introduction, détaillant les problémes associés aux systémes couplés. Par conséquent,
on va considérer seulement un cas simplifié ol nous supposons que le nombre de Reynolds est tres
petit de sorte que nous pouvons négliger les forces d’inertie. Ainsi, le fluide peut étre considéré comme
stationnaire et son mouvement est régi par les équations de Stokes (linéarisation des équations Navier—
Stokes). On peut noter que cette hypothese simplificatrice pour les équations du fluide, ne transforme
pas le systetme obtenu en un cas particulier du systeme complet (équations de Navier—Stokes avec
les lois de Newton) il est donc nécessaire de prouver que le systeme considéré est bien-posé (well-
posedness) (voir Théoreme 3.1). A I'interface, nous supposons la continuité des vitesses du fluide et
du corps rigide.

Les principaux résultats du Chapitre 3 sont donnés par le Théoreéme 3.1 et le résultat d’identifiabi-
lité (Théoreme 3.2). Dans ce dernier résiltat, il est prouvé que, sous certaines hypotheses sur les corps
rigides et sur les données a la fronticre, le systeme est détectable dans le sens que nous démontrons
I’unicité, a rotation pres, des corps rigides. Un résultat de stabilité est aussi abordé en utilisant une
approche similaire a celle utilisée dans [4] (voir la Section 3.7).
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Pour démontrer le Théoréeme 3.1, nous introduisons, d’abord, la notion de positions admissibles
(voir (3.13)) et pour chaque position admissible (a, Q) nous étudions un systeme d’interaction fluide-
structure donnée par les équations (3.14)-(3.19). Pour résoudre ce systeme, on cherche une solution
qui peut étre décomposée comme combinaison linéaire de solutions de certains systemes de Stokes
appropriés ((3.20)-(3.22)). Ainsi, nous obtenons une solution dépendant de la position (admissible)
du corps rigide. Cela nous permet de réduire notre systeme d’équations a un systeme d’équations
différentielles ordinaires et, par conséquent, grace au Théoreme de Cauchy-Lipschitz—Picard (voir
Théoréeme 1.10), d’obtenir le résultat pour le systeme couplé original. Un changement de variable est
introduit afin de pouvoir démontrer la dépendance réguliere de la solution par rapport a la position.

La méthode pour démontrer le résultat d’identifiabilité (voir Section 3.6) est similaire a la méthode
développée dans le cas de “obstacles fixes” dans [4]. La preuve est basée sur les propriétés de conti-
nuation unique pour les équations de Stokes (voir [28]), le résultat donné par la Proposition 3.11, les
hypotheses sur les corps rigides (régulier et convexe) et la donnée a la frontiere extérieure (u, n’est
pas la trace d’une vitesse rigide sur I'). Cette derniere hypothese sur les données a la frontiere est la
clé de la preuve de notre résultat.

Nous pouvons citer plusieurs résultats qui ont déja été démontrés; pour les résultats d’identifiabi-
lité on peut citer [2, 3, 4, 13, 17, 18, 24]; pour des résultats la stabilité voir [4, 5, 17] et, finalement,
des résultats reconstruction peuvent étre trouvés dans [42, 51].

Par exemple, dans [4] les auteurs ont démontré un résultat d’identifiabilité pour un obstacle con-
vexe régulier fixe entouré par un fluide visqueux en utilisant 1’observation du tenseur de Cauchy sur
une certaine partie de la frontiere, la méthode de la preuve est basée sur la propriété de prolongement
unique pour les équations de Stokes due a Fabre—Lebeau [28] et sur I’hypothese que la vitesse du
fluide a la frontiere extérieure n’est pas identiquement nulle. Ils ont également obtenu un résultat de
stabilité faible (continuité directionnelle); dans [17] les auteurs ont fourni, pour le cas bidimensionnel,
un résultat d’identifiabilité lorsque 1’obstacle est une boule et cela dans le cas d’un fluide parfait via la
mesure de la vitesse du fluide sur une partie de la frontiere. Quelques résultats de stabilité (estimations
de stabilité linéaire) sont prouvés pour ce cas en utilisant des techniques de différenciation de forme
due a Simon [68]. Dans [24] les auteurs ont considéré le probléme inverse consistant a détecter la forme
d’un seul obstacle rigide immergé dans un fluide régi par les équations de Navier—Stokes stationnaire
en supposant que les forces de frottement sont connues sur une partie de la frontiére extérieure. Ils ont
prouvé un résultat d’unicité lorsque 1’obstacle est un ensemble ouvert simplement connexe. Dans [42]
les auteurs estiment la distance entre un point donné de la frontie¢re extérieure et 1’obstacle dans le cas
d’un fluide stationnaire. Dans les travaux cités ci-dessus, a la fois I’obstacle et le fluide occupant un
domaine borné, tandis que dans [18] un résultat d’identifiabilité est démontré dans le cas d’un solide
rigide se déplacant dans un fluide potentiel qui occupe R? et le fluide est supposé étre au repos a
I’infini; en supposant que la fonction potentielle est connue a un moment donné, les auteurs ont mon-
tré que lorsque le solide possede certaines propriétés de symétrie (invariant sous une rotation), il est
possible de détecter certains parametres du solide: la vitesse angulaire, la vitesse de translation, entre
autres.
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Preliminares

En este capitulo introduciremos algunas definiciones importantes que usaremos a lo largo de todo
este trabajo, como asi también hacemos un repaso de los principios matematicos de la mecdnica de
fluidos para deducir asi las ecuaciones de Navier—Stokes, con las cuales trabajaremos en el desarrollo
de esta tesis. Bdsicamente, para este capitulo hemos seguido los libros de P. Ciarlet [15] y J. Serrin
[65].

1.1. Notacion

Dado n € N, denotaremos por R" el espacio euclideano real n-dimensional y por {e(i) }?:1 la
base candnica de R™.
Para dos vectores en R", x = (z1,...,2,) ey = (y1,-..,Yn), definimos el producto escalar

canonico como
n
T -Yy= E Tili,
i=1

y por ||| denotaremos la norma euclidiana asociada. Para el caso n = 3, definimos el producto
vectorial x X y como el vector cuya ¢-ésima componente estd definida por

3

[ X y|; = Z TR iyp (1=1,2,3),
k=1

donde € es el simbolo de permutacién, dado por
- 0 iz 0i3
€Ik = det (5j 5j (5j3 ,
Ok1 Ok2  Oks

S — 1 sit=y
Yl 0 sid# g

con
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Para una funcién escalar u :  C R3 — Ry una funcién vectorial w : Q@ C R* — R”, u =

(u1,...,up),conn € Nyn > 2, definimos el operador gradiente de u y de u como el vector
u (0 Ou
81'1 (9:132 61’3
y la matriz

Ou;  Qui  Ow
ox1 Oxo Ox3
Vu=1| : : :
Oup  Oup  Ous
aﬂm 81’2 (9$3

respectivamente. Definimos ademas, para el caso n = 3, el operador divergencia de u como

Por id denotaremos la funcién identidad (id : © C R3 — Q C R3) y por u o v la composicién de la
funcién u con v, andlogamente usaremos esta notacion para la composicién de funciones vectoriales.

Por M,,(R) denotaremos el conjunto de todas las matrices de niimeros reales de orden n, por Id
la matriz identidad de orden n (n, segin el contexto), por G L, (R) el conjunto de todas las matrices
invertibles de orden n y por SO,,(R) el conjunto de todas las matrices de rotacion de orden n, es decir

SOn(R) = {Q € Ma(R): Q" = Q7" y det(Q) =1}, (1.1)
conn € N, QT la matriz transpuesta de Q, Q' la matriz inversa de Q y det(Q) el determinante de

la matriz Q.

Para una matriz M (z) = (m;(2)); je{1,2,3}> definimos la divergencia de M como el vector cuyas
componentes son la divergencia de las filas de M

3
omj
iv M]; =) =
[div M] 2 oz,

Por Cof M denotaremos la matriz de cofactores de M ; recordemos, ademas, que si M es invertible,

entonces
Cof(M) = (det M)M T, (1.2)

Por A : B denotaremos el producto escalar matricial, definido por
A: B =tr(ATB),

donde tr(A) denota la traza de la matriz A. Por dltimo, definimos el producto tensorial entre dos
vectores = (x1,x2,23) e y = (y1, Y2, y3), como la matriz o tensor de segundo orden

T @Y = (Tiyj)ij=1.23-
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1.2. Marco funcional

En esta seccién introducimos los espacios de funciones que usaremos durante el desarrollo de la
tesis. Introducimos, en primer lugar, los clasicos espacios de Sobolev. Sea €2 un subconjunto abierto
de R? y u : Q C R3 — R una funcién integrable.

Definicion 1.1 Un vector A = (A1, A2, A3), donde cada componente \; es un entero no negativo, es
llamado un multi-indice de orden 3 y se denota

‘)\’ = A + A2+ As.

Dado un multi-indice A, definimos

HIAl
VAu(x) := VI v v z(xz .
0710320z
Para 1 < p < oo definimos:

Definicion 1.2 El espacio de Sobolev W’”’(Q) es el conjunto de todas las funciones integrables es-
calares u : Q2 — R tal que para cada multi-indice X, con |\| < k, V> u existe en el sentido débil y
pertenece a LP(X).

En el caso particular de p = 2, escribiremos
H*(Q) = wk2(Q).

Definicién 1.3 Si u € W*P(Q) definimos su norma por

1/p )
(Z|)\|§k Jo V2P dx) sil<p<oo (1.3)

lellwren ) =
2_|n[<k €SS SUPg |V A || sip = o0.

Por Wg” P(€2) denotaremos la clausura de C2°(£2) en W*P(Q), con C°(Q) el conjunto de todas las
funciones de clase C'°°(£2) a soporte compacto.

Para una funcién u : @ C R® — R”, u = (uy,...,u,),conn € Nyn > 2, definimos
VAul
VA = :
Vu,

para cada multi-indice A. Claramente, para el caso particular |[A| = 1 se tiene el operador gradiente
como lo definimos en la seccidn anterior. Por otro lado, para el caso n = 3, es decir; u : 2 C R? — R3,
se tiene

div(u) = tr(Vu).

En analogia a la Definicién 1.2 introducimos la siguiente definicién para funciones vectoriales:
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Definicién 1.4 El espacio de Sobolev WP (Q) es el conjunto de todas las funciones integrables
vectoriales u : ) — R" tal que para cada multi-indice A, con |A| < k, V2 u existe en el sentido débil
y pertenece a LP ().

La norma del espacio W*P () se define de manera similar a la norma definida en (1.3).

Recordemos que para k € Ny 1 < p < oo, los espacios de Sobolev W*?(Q) y W¥P(Q) resultan
ser espacios de Banach, con la norma definida por (1.3). Mds atin, los espacios H*(Q) y H* () son
espacios de Hilbert. Mas detalles y propiedades de los espacios de Sobolev pueden ser encontradas en
[1, 27].

Observacion 1.5 De aqui en mas, usaremos la distincion de notacién en negrita, para las funciones
vectoriales, como asi también para los espacios de funciones vectoriales.

Debido a que trabajaremos con funciones u = u(t, ), debemos hacer cuidado con la dependencia
en tiempo de las mismas. Por ello para la dependencia en tiempo, haremos la siguiente convencion: si
(t,z) — u(t, z) es una funcién de ¢ y de =, miraremos esta funcién simplemente como

u(t) = “z— u(t,z)”,

esto es, u(t) es a su vez una funcién de x, y asi u(t) toma valores en un espacio de funciones de z.

Sea X un espacio de Banach, y sea || - || x la norma correspondiente. Definimos, para
1 < p < o0, el espacio
L7(0,T; X)

como el espacio de todas las (clases de) funciones medibles u : [0,7] — X tal que
T 1/p
lullro,1:x) = </0 [|u||% dt) < 00

|| oo (0,7 x) = ess sup [Jul|x < oo.
0<t<T

y parap = o0,

También introducimos el espacio
c([o,T]; X),

como el conjunto de todas las funciones continuas « : [0, 7] — X tal que

N A < 00.
Julleqomx = i lullx < oo

Similarmente, se definen los espacios de funciones LP(0,7; X) (1 < p < o0),y C([0,T]; X ) para
u = u(t,x).
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1.3. Repaso de algunos resultados importantes

En esta seccidon haremos un repaso por la literatura, recordando algunos resultados importantes,
los cuales utilizaremos ampliamente en el desarrollo de este trabajo. Ellos pueden ser encontrados en
[12, 15, 34, 57].

Comenzamos por introducir la nocién de conjuntos regulares o “suaves”dada en [57]:

Definiciéon 1.6 Sea m € N, diremos que un subconjunto abierto Q@ C R? es m-regular si ) es acotado
y su frontera 0X) es una variedad de clase C™ de dimension 2 lo que implica que ) estd localmente
de un sdlo lado de Of).

A lo largo de la tesis, muchas veces trabajaremos con conjuntos “suaves”, los cuales serdn conjuntos
m-regulares en el sentido de la Definicién 1.6, donde no fijaremos m y este tomara el valor necesario
segtin el contexto.

Definicion 1.7 Sea H un espacio de Hilbert sobre R de producto escalar (-,-) y norma || - ||. Se dice
que una forma bilineal a : H x H — R es

= continua, si existe una constante C tal que

|a(h1, ho)| < Cllalll[h2l| ¥ hi, by € H,

= coerciva o H-eliptica; si existe una constante o« > 0 tal que
a(h,h) > a|h||?> VheH.

Lema 1.8 (Lema de Lax-Milgram) Sea a(-, -) una forma bilineal,continua y coerciva. Entonces para
todo o € H' existe hy € H, unico, tal que

a(ho,h) = (o, h) Vh € H.

En el lema anterior hemos denotado por H' el espacio dual de H:
H' = {u: H — R, u es lineal y continua}
y por (-, -) el producto de dualidad entre H y H'.

Teorema 1.9 (Teorema del punto fijo de Banach) Sea (E, d) un espacio métrico completo y sea
[+ E — E una aplicacion contractiva, es decir, existe K < 1 tal que para todo €1, €2 € E,

dist(f(e1), f(e2)) < K dist(eq,e2).

Entonces, existe un vinico punto fijo de f.
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Teorema 1.10 (Teorema de Cauchy-Lipschitz—Picard) Sea E un espacio de Banach y sea
[ E — FE una aplicacion tal que

[f(e1) — fle2)|| < Lller —e2f| Ver,e2 € X (L >0).

Entonces, para todo € € X existe ¢ € C([0,00); X) tinica tal que

de
{ == () en(0,00)
e(0) = eo.

Lema 1.11 Sean € Ny M : R"*" — M,,(R) derivable. Entonces se tiene la siguiente identidad

aij(det M) = (Cof M) : (&M) .

La demostracién sigue de la definicién del determinante de una matriz y de la matriz de cofactores.
Gracias a (1.2) se tiene que si M es invertible, entonces

9 _ v, (9
a—%(detM)_(detM)M ( aij>

= det M tr <M16M> )
c%zj

Lema 1.12 Sea X un espacio de Banach'y A un operador lineal acotado, tal que || A|| < 1. Entonces

existe (Id + A)~! y estd dado por la férmula (serie de Neumann)

[e.9]

(Id+A4)"" =) (-1)" A%,
k=0

donde la serie converge absolutamente (con la norma usual).
Dem. Para ver que Id + A es invertible, basta considerar para cada € X fijo, el mapeo
yr—x— Ay

el cual gracias a la hipétesis de || A|| < 1, resulta ser una contraccion, lo que nos permite aplicar el
Teorema de punto fijo de Banach para deducir que para cada € X existe un tnico y € X tal que
(Id + A)y = z. Esto concluye la existencia de (Id + A)~!. Para probar la férmula, basta calcular la
composicion de estos operadores. M4s precisamente,

(Id + A)o 3 (-1)FAr = i(—l)’mk + i(—umkﬂ
k=0 k=0 k=0
— Z(_l)kAk _ Z(_l)k+1Ak+1
k=0 k=0
= (1Al
=1Id.
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Andlogamente se obtiene

i(—nuk o(Id + A) =1d.
k=0

A continuaciéon damos algunos resultados practicos, los cuales utilizaremos principalmente en las
Secciones 2.5, 2.9-2.10 para establecer la regularidad de ciertas aplicaciones que definiremos en los
capitulos siguientes. Sean u, v : R?* — R3 dos funciones vectoriales y sea £ C R? un abierto, acotado,
1-regular tal que (u o v)(x) estd bien definida para todo « € 2. Entonces, dado k£ € N, se tienen los
siguientes resultados:

Lema 1.13 Sea k > 3yu € H*(R?), v € H*(Q). Entonces wov € H*(Q).

Dem. Sean i, j = 1,2, 3, y escribamos & = v(y), por la Regla de la cadena se tiene

9 >, (O v
(00w =3 (52 00w ) 5 )

=1

Del Teorema de inyeccién de Sobolev (ver [57, Teorema 1.6-4, pag. 33]) y del Teorema de cambio de
variable se deduce que % ov € H1(Q) (4,1 =1,2,3). Como k > 3y de las hipétesis sobre O se
tiene que H*~1(Q) es un lgebra (ver [1, Teorema 5.23, pag. 115]). Por lo tanto

0
gy oV EHTHR) (5 =1,2,3),

lo que concluye la demostracion. (I

Lema 1.14 Sean u € H*(R3) yv € H**2(Q). Entonces u o v € H¥(9).
Dem. Realizaremos la prueba por induccioén:

= Caso base: veamos que el resultado es valido para k = 1; esto es,
siw € H'(R*) yv € H*(Q), entonces wov € H'(Q).

Nuevamente del Teorema de inyeccion de Sobolev y del Teorema de cambio de variable deduci-
mos que u o v € L?(Q). Por otro lado, para i, j = 1,2, 3 por la Regla de la cadena tenemos

3
2, B Ju; vy 9
0 (ujov) = ; (8:6‘1 ov) 0 e L*(Q).

En efecto, por el Teorema de cambio de variable g%{ owv € L*() (j,l = 1,2,3), y por el
Teorema de inyeccién de Sobolev g—; € CY(1,i=1,2,3). Luego, u o v € H*(Q).
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= Hipétesis inductiva:

siu € H¥(R?) yv € H*2(Q), entonces uov € H¥(Q).

= Tesis inductiva:
siuw € HMY(R?) y v € H¥3(Q), entonces u o v € H¥1(Q).
Probemos que parai,j = 1,2,3, a%i(“j ow) € H*(Q). Aplicando la Regla de la cadena

3

0 8Uj ) 61)[
u; ov) = —=ow ,
Gyi( i°v) ; <5$l Oy
gracias a la hipétesis inductiva, el primer factor % owv € H*¥Q) (4,1 = 1,2,3) y por otro

lado g—;? € H*2(Q) (I,i = 1,2,3), asi del lema siguiente (ver Lema 1.15) obtenenos para
i,j=1,2,3, a%(uj owv) € HF(Q).

Esto finaliza la prueba. ([l

Lema 1.15 Consideremos u,v : 2 C R? — R dos funciones escalares y asumamos
u € H*(Q) yv € H*(Q). Entonces uv € H* ().

Lema 1.16 Sean uw € H*(R3) yv € H*Y(Q). Si k > 2, u € H*(Q) yv € H*(Q). Entonces
wowv € H*Q).

Lema 1.17 Sean u € H*(R3) y v € W5>®(Q). Entonces wov € H*(Q).

Las demostraciones de estos tres altimos lemas son obtenidas mediante un razonamiento similar a lo
hecho en los Lemas 1.13 y 1.14.

1.4. Cinematica y dinamica de movimiento de fluidos

La cinemdtica es la rama de la mecdnica cldsica que estudia las leyes del movimiento de los cuerpos
sin tener en cuenta las causas que lo producen, limitindose, esencialmente, al estudio de la trayectoria
en funcién del tiempo. Mientras que la dindmica es la parte de la fisica que describe la evolucién en
el tiempo de un sistema fisico en relacion con las causas que provocan los cambios de estado fisico
y/o estado de movimiento. El objetivo de la dindmica es describir los factores capaces de producir
alteraciones de un sistema fisico, cuantificarlos y plantear ecuaciones de movimiento o ecuaciones de
evolucidén para dicho sistema de operacién. El estudio de la dindmica es prominente en los sistemas
mecanicos (clasicos, relativistas o cudnticos), pero también en la termodindmica y electrodindmica.
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El flujo de un medio continuo en el espacio (por ejemplo, un fluido) es una nocién intuitiva fisica
que matemadticamente podemos representar mediante una biyeccion entre las particulas del fluido y los
puntos de R3.

Sea P una particula de fluido que seguimos en su movimiento y denotemos por xq la posicién de
P al instante inicial, digamos ¢ = 0, y denotemos por &(t) su posicién al instante ¢ > 0. Asumimos
que el estado del sistema en t es determinable a partir de su estado inicial, a través de una funcién
regular Y. Esto es, suponemos que existe Y tal que

x(t) = Y(t,xp),

asumimos ademads, que puntos inicialmente distintos siguen siendo diferentes a lo largo de todo el
movimiento, es decir, que Y es invertible en x(. Esta hip6tesis recibe el nombre de hipdtesis de no-
penetracion de la materia.

Definicion 1.18 Se llama velocidad del medio continuo o fluido al vector
0T _dz
oot dt’
En principio, v = v(t, (), sin embargo, gracias a que Y es invertible, podemos escribir
v = v(t, z(t)) (note el abuso de notacién).
Teorema 1.19 (Teorema del transporte) Sea V = V(t) un volumen arbitrario el cual se mueve con
el fluido y sea F una funcion escalar o vectorial de la posicion. Entonces,
d 0

- F(t,m(t))d:v:/ ) da:+/ Fo-ndy,
V(t) V(t) oV(t)

La demostracién de este teorema puede ser consultada en [65].
Cabe destacar que este es un teorema de carécter cinemdtico, independiente de cualquier signifi-

cado atribuido a la funcion F'.

Definicion 1.20 Un medio continuo o fluido es incompresible si sus deformaciones no implican cam-
bio de volumen.

Aplicando el Teorema del tranporte junto con el Teorema de la divergencia, obtenemos que un fluido
es incompresible si y s6lo si para todo volumen V(¢) se tiene

0= / div(lv) de.
V(t)

Por lo tanto, el medio es incompresible si y s6lo si div(v) = 0.

Ahora enunciaremos algunos de los principios fundamentales de la mecénica de fluidos, los cuales
nos permitirdn deducir un sistema de ecuaciones, mds precisamente el sistema de Navier—Stokes, cuyo
sistema utilizaremos a lo largo de todo este trabajo.

33



Capitulo 1. Preliminares

En primer lugar, enunciamos el principio de conservacién de masa. Sea p = p(¢, ) la densidad
del medio, asi la masa m de un volumen V(¢) de un medio continuo viene dada por la férmula

m(t) = /V . p(t, z(t)) de.

La ley de conservacion de masa establece que la masa del medio en un volumen ¥V = V(t) no cambia
cuando el volumen se mueve con el fluido, lo que matematicamente puede ser expresado como

dm d

T 0 p(t,x(t)) de.

dt Jy

Aplicando el Teorema del transporte con F' = p, deducimos que en todo (¢, z(t))

p | . _
5 + div(pv) = 0.

Esta identidad se conoce como la ecuacion de continuidad. Asi, si el medio es incompresible, la
ecuacion de continuidad se reduce a:

ot z(0) =0,

lo que implica que la densidad del medio depende s6lo de la condicion inicial; es decir,

p(t, (1) = p(0,20) = po(ao).

Mais atn, si el medio es homogéneo
po(xo) = po > 0,
la densidad del medio no depende de x.

Ahora introducimos la ley de conservacion del momento lineal. Todas las fuerzas externas actuan-
do sobre el medio continuo las agrupamos en un sélo término, que suponemos conocido y representado
por una densidad de fuerza externa que mide esta fuerza por unidad de volumen y de masa. Asi, la
fuerza tiene la forma

F(V(t)) = /v Pl

donde f es la densidad de fuerza conocida. Por ejemplo f = —ge®), con g la fuerza gravitatoria
especifica.

Postulado de Cauchy: Sobre la frontera de V(t) existe una densidad de fuerza superficial que re-
presenta los esfuerzos internos que ejerce el complemento de V(t) sobre V(t). Mas aun, esta densidad
de fuerza depende exclusivamente de (¢, x(t)) y de la geometria de 0V (t) a través del vector normal
exterior, 12, a V() en el punto (¢, z(t)). Si denotamos por T los esfuerzos internos, entonces

T="T( x(t),n).

El principio de conservacion de momento lineal establece que

d pu(t,z(t)) de = /

— pf(t,x(t)) de + / T(t,z(t),n) dvyy. (1.4)
dt Jyq) V(1)

V(1)
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Lema 1.21 Si (1.4) vale, entonces T es lineal en n.

Asi, gracias al lema anterior podemos concluir que existe o = o (¢, x(t)), matriz de orden 3 tal que
T =on;

o se denomina la matriz o tensor de esfuerzo interno y es conocido como el tensor de Cauchy. Luego,
usando el Teorema del transporte, la ecuacién de continuidad, el lema anterior y el Teorema de la
divergencia deducimos que todo medio continuo o fluido debe satisfacer las siguientes ecuaciones

p W a0 ) @) (= 1,2,3),

conocidas como las ecuaciones de movimiento; lo que en notacion vectorial podemos escribir como

dv

P = pf(x(t),t) + div(o). (1.5)
El término ‘é—;’ puede ser expandido como
dv  Ov
E = a + (’U . V)’U,
con
3 8uz

(v V)ul; = Zvj% (i=1,2,3).
7=1 /

Por dltimo, enunciamos la ley de conservacion de momento angular la cual establece la siguiente

identidad
d

— prxwv dm:/

p(r x f) de —I—/ (r x T) dv,, (1.6)
V(t)

V(1)
donde r es el vector Ox, siendo O un punto de referencia fijo. Finalmente enunciamos un teorema
debido a Boltzmann y Cauchy:

Teorema 1.22 (1.6) es equivalente a que el tensor o sea simétrico, para todo punto (t,x(t)).

Definicion 1.23 Un fluido se dice Newtoniano viscoso si su tensor de esfuerzos satisface la ley de
Stokes, es decir:
o= —pld +2uD,

donde 1 es el coeficiente de viscosidad cinemdtica del fluido, D es el tensor de deformaciones definido
por

D(v) = % (Vo + (Vo)T),

yp = p(t,x(t)) es la presion estdtica del fluido.
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De este modo, podemos concluir que las ecuaciones que rigen la dindmica de un fluido Newtoniano,
viscoso, incompresible y homogéneo (p = pg) son:

ot

@—VA’U—FV(]-F(U'V)U:f
div(v) =0

conv = p%’ q = %. Estas ecuaciones son conocidas como las ecuaciones de Navier—Stokes incom-

presibles.

1.5. Deformaciones en R?

En esta seccién haremos una breve introduccidn a las deformaciones en el espacio euclidiano. La
literatura seguida fue basicamente [15].

Sea O un subconjunto abierto, conexo y suave de R?, y sea O su clausura, la cual representa el
volumen ocupado por un cuerpo “antes de su deformacién”. El conjunto O es llamado la configuracion
de referencia.

Una deformacién de la configuracion de referencia O es un campo vectorial
. 6 R3
p: U= Ry

tal que ¢ es suficientemente suave, inyectiva, excepto posiblemente en los puntos de la frontera, y
preserva la orientacidn, es decir

det Vp(z) >0, VzxeO.

El conjunto ¢ (O), que denotaremos por 0%, es llamado la configuracion deformada.

Ahora, enunciamos un resultado muy importante. Los detalles de la demostracién pueden ser con-
sultados en [15].

Dada ¢ una deformacién y u : 0¥ — R3 una funcién vectorial integrable definida sobre la
configuracion deformada. Entonces tenemos la siguiente identidad

| @) nedye = | (@etVel@)ule@)(Ve@) T n dy

lels 20 (1.7)

= [ (Cot Vet@) uip(a) -n v

donde ¥ denota el vector normal exterior unitario a lo largo de 0O%, n es el vector normal exterior
unitario a lo largo de 0O y d~y, dv*¥ son los elementos de drea en los puntos € 00y ¥ = p(x) €
0O%, respectivamente.
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Capitulo 2

Existencia de soluciones fuertes para la
interaccion de un fluido viscoso e
incompresible y una estructura elastica

En este primer capitulo introducimos un problema de interaccién fluido—estructura, en el caso
particular de un fluido Newtoniano viscoso e incompresible y una estructura deformable. Estamos in-
teresados en estudiar la existencia, unicidad y regularidad de su solucion. Mas precisamente, queremos
asegurar la existencia de una tnica solucién fuerte al sistema de ecuaciones que rige el movimiento
del sistema fluido-estructura.

Un modelo clasico para el fluido es el sistema de Navier—Stokes, mientras que para la estruc-
tura, asumiremos que las deformaciones permanecen pequefias y por lo tanto, podemos considerar el
modelo de elasticidad lineal.

Enla Seccién 2.1 damos una breve introduccion a los materiales eldsticos que consideramos en este
capitulo y sus leyes constitutivas. En la Seccién 2.2 se introducen las ecuaciones de movimiento para
el fluido y la estructura, y luego se realiza el acoplamiento de ambos sistemas para obtener finalmente
el sistema de ecuaciones que rige el movimiento del sistema completo fluido—estructura. En la Seccién
2.3 efectuamos el balance de energia para el sistema acoplado. En la Seccién 2.4 se enuncia el resultado
principal de este capitulo (Teorema 2.5), el cual asegura la existencia, local en tiempo, de una Unica
solucidn fuerte al sistema acoplado. Las dos siguientes secciones estan dedicadas a escribir el sistema
de ecuaciones sobre dominios fijos mediante un cambio de variable. En la Seccién 2.7 se introduce un
problema lineal asociado al sistema acoplado y se prueba la existencia y unicidad de la solucién para
este problema. Luego, gracias a un argumento de punto fijo, en las secciones 2.8-2.10, se prueba el
resultado principal.
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2.1. Elasticidad lineal

Aqui daremos una breve introduccion a los sélidos elasticos, enunciando los resultados mas im-
portantes. Se puede consultar [15, Cap.3, 6] o [33, Cap. 38-39] para un estudio més detallado.

Gracias a la ley de Hooke, se dice que un material es eldstico, isotropico, homogéneo y lineal si
su tensor de esfuerzos estd dado por la siguiente ecuacion constitutiva

o =Atr(D)Id + 2uD,
donde A, 1 son llamadas las constantes de Lamé del material, que verifican

A>0, p>0,

D =D(&) =5 (Ve +(VE)"),

es el tensor de deformaciones del desplazamiento eldstico &, el cual es la expansion de primer orden
del tensor de tensiéon de Green-St Venant (ver [15, Cap. 6]). Las constantes de Lamé son determinadas
de manera experimental y varfan de un material a otro (ver [15, Seccion 3.8]).

De la ecuacion vectorial de movimiento (ver (1.5)) con v = %, se tiene que nuestro material
eléstico debe satisfacer la siguiente ecuacion:
%€ )
i f+div(o),

conocida como la ecuacién fundamental de la elasticidad.

2.2. Formulacion del problema

En este capitulo estudiaremos un problema de interaccién de una estructura elastica que se mueve
al interior de un fluido viscoso e incompresible. Asumiremos que el fluido y la estructura estdn con-
tenidos en un subconjunto fijo, abierto y acotado de R? al que denotaremos por 2. Por 2(¢), respec-
tivamente {2g(¢), denotaremos el dominio del fluido, respectivamente de la estructura al tiempo t. Asi,
2 serd la regi6n fluido—estructura; es decir, el interior de
Qp(t) UQs(t) y suponemos ademds que 25(0) C €.

Por simplicidad de notacion, de aqui en mds, denotaremos
Qp :=Qp(0),
Qg = Qg(0).

Asumimos que el movimiento del fluido se rige por el cldsico sistema de ecuaciones de Navier—
Stokes incompresibles, el cual fue introducido en el capitulo anterior, a saber

%—?—VAu+Vp+(u-V)u:O en Qp(t),t € (0,7 (2.1)
div(u) =0 enQp(t),t € (0,7) (2.2)
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Qp ()

Figura 2.1: Region fluido—estructura

aqui, v = (u1,u2,us) denota la velocidad del fluido y p la presiéon. Asumimos, ademads, la condicién
de adherencia del fluido a la pared exterior, es decir

u =0 sobre Of).

Para el movimiento de la estructura, suponemos que el desplazamiento elastico es lo suficiente-
mente pequefio de manera que podemos considerar las ecuaciones de elasticidad lineal:

52 div(D(€)) =0 enQg,t e (0,7). (2.3)

A través de la interfaz fija 92 asumimos la continuidad de las velocidades del fluido y la estructura
y de las componentes normales de los tensores:

gf(t, y) = u(t,p(t,y)) sobre g (2.4)
(D(&))(t,y) ny = o(u,p)(t, ¢(t,y)) Cof(Ve) ny  sobre 92g (2.5)

donde ¢ es la deformacidn eléstica definida por (ver Figura 2.2)

P(t,-) : Qg — Qs(1)
y—y+E&(t )

Por n, denotamos el vector normal unitario exterior a lo largo de d1g, n, el vector normal
unitario exterior a lo largo de 9Qg(t) y

1
D(v) = 5 (Vv + Vol), o(u,p) = —pId + 24 D(w),

como se defini6 en el Capitulo 1. Este sistema es completado por las condiciones iniciales

0
Up_y = u’ enQp, §,,=0 enfg, a—f o =¢! enQg. (2.6)

Como ya lo mencionamos en la introduccidn general, al acoplar estos dos sistemas de ecuaciones
en derivadas parciales obtenemos un sistema bastante complejo, uno de los problemas ligado a este
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P=y+E(ty)

A\

Figura 2.2: Deformacién eldstica

acoplamiento es la pérdida de regularidad que se obtiene en la solucién, para evitar esta pérdida de re-
gularidad, vamos a considerar una aproximacion del sistema de elasticidad lineal (2.3), por un sistema
de dimension finita.

Sea&,...,&y,. con Ny > 1, una familia ortonormal de L*({2g) satisfaciendo
€ € H3(Qg), & nydy,=0 =12 N,. 2.7)
g
Entonces, asumimos que el desplazamiento eldstico es generado por esta familia §;, ..., &y, :

No
£t y) =Y (D& (y).
=1

La segunda condicién de (2.7) se hace de manera tal que es posible obtener una solucién u satisfa-
ciendo
%3

div(u) =0 enQp(t), u=0 sobred) y a(t, y) = u(t,x) sobre dQg, (2.8)

con & = ¢(t,y). Lo que implica que £ debe satisfacer la siguiente condicién no lineal

/ O (1o (1, 2)) - i g = 0. (2.9)
20s(t) Ot

Si bien esta combinacién lineal de &, . . ., &, satisface (2.9) en el tiempo inicial, no hay razén para
que esta condicién sea verdadera para ¢ > 0. Esto se debe al hecho que el dominio del fluido esta
en movimiento y por lo tanto depende del tiempo. Para superar esta dificultad, adicionamos en la
definicién del desplazamiento eldstico un término extra. Mds precisamente, sea &, € H3(Qg) un
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relevamiento del vector normal unitario exterior sobre 0€)g. Entonces, redefinimos

No
Ety) =) ai(t)&(y), (2.10)
=0

con «(t) tal que

No
/Q det(Ve(t,y)) dy = /Q det (Id +) (Ve (y) + ao(t)Vﬁo(y)> dy

=1
= |Qs].

La condicién anterior es equivalente a la ley de conservacién de volumen, la cual implica que la de-
formacion de la estructura no modifica el volumen de la misma, lo que es compatible con la condicién
de incompresibilidad del fluido ({2 fijo).

Gracias al siguiente lema, para cada tiempo ¢ el pardmetro o (t) estd bien definido para (v (¢), . .., an, (1))
suficientemente pequefio.

Lema 2.1 Existen ry > 0, o > 0y un mapeo de clase C*

¢:B(0,r) c RNo — B(0,7) C R,

tal que, para todo (o, ...,an,) € B(0,71), existe un vnico oy = ¢(aq,...,an,) € B(0,12)
satisfaciendo
No
/ det <Id + ZaiV£i(y) + aoV£0(y)> dy = |Qg]. (2.11)
Qs i=1

Dem. (Ver también Lema 4.1 en [8]). Sea
f:RxRM LR
No
(a0, ) = [ det (Id +) Vg (y) + agVﬁg(@/)) dy.
Qs i=1

Entonces se tiene f(0,0) = |Q2g|. Aplicando el Lema 1.11 tenemos

ﬁ( a)—/ Cof Id+§ VE(y)+ aoVEy(y) | : VEy(y) d
8a0a0’ = . o i:1041 i\Y aoVEolY) | - oly) ay.
Asi,
of B .
0.0 = [ divigy) dy
- aQséo‘ny d7y
= [Qs] # 0.
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Por el Teorema de la funcién implicita, existen r; > 0, ro > 0 y una aplicacién ¢, con
ap = ¢(aq,...,an,) definida para todo (v (),...,an,(t)) € B(0,71). Ademds, ¢ € C pues
f € C por ser un polinomio en (g, a). Esto concluye la demostracion. (]

Observacion 2.2 Del hecho que ¢(0) = 0y ¢ es, en particular, una funcién Lipschitz, existe una
constante x tal que
[¢(e) = ¢(0)| Lo (0,1) < Kl — Of (00 0,1y M0
Entonces,
ol oo 0,7y < Kl {po0 0,7y M

Asi, derivando (2.11) respecto al tiempo, y usando el Lema 1.11 se tiene
0—/ —det (Ve(t,y)) dy
Qs

_ v (%
= o Cof(Ve) : V <8t> dy.

Por otro lado, gracias al Teorema de la divergencia y al Teorema de cambio de variable sigue que

o | B o (as>
/ms<)at<“" (t,2)) - ng dvs /Q AeTeITe TV () iy

0
= Cof(Vy) : V ((;) dy.

Qg

Por lo tanto,

[ e e madr =0,
oag(t) O

lo que puede ser escrito de manera equivalente como

No
D si(®)Bi(t) + so(t)Bo(t) =0, (2.12)
con

Bi(t) = (1), (2.13)

Gi(t) = / L7 (t®)) g dv,
895 (t) 2.14)
= /89 det(Ve) (V) LE, - Ty Ay,

parai =0,1,..., Ny. La dltima igualdad es obtenida gracias a (1.7).
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Reduciendo la constante r; del Lema 2.1 es posible probar que
co(t) > 0. (2.15)

En efecto, podemos asumir que para r; suficientemente pequefio

1

Entonces,

wl(t) = /8 (Cof(Ve) €y my d,

= 1095/ + [ (Col(Ve))” ~T)my -y i,
S

|0Qs|
2

2
> 0.

Asfi, definimos la siguiente familia de funciones:

2 _ s

so(?)
las cuales satisfacen
| &t ta)) nedy, =0 @.18)
005 (1)
Luego, de (2.10) y (2.12) podemos escribir la velocidad del desplazamiento eldstico como sigue
No
0€
o =D albE(ty)
i=1
No R (2.19)
= Bi(1)E(t,y)
=1

N
Proposicion 2.3 La familia de funciones {Q}?@O y, para todo t, la familia {Sl(t)} 01 definida por

(2.17), son linealmente independientes. .

Dem. Sea {a;}1X%, C R tal que
No
Z aiEi = Oa
=0

entonces de (2.7) y la definicion de &,

No
0= Zai/ & - my dy, = |0Qs]ao.
=0 J9%s
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Esto implica ap = 0y asi, de la ortogonalidad de {&, ..., &, }, obtenemos el resultado. La indepen-
~ N,

dencia lineal de {ﬁi(t) } _ 01 se deduce del hecho que {& i}zN:Oo son linealmente independientes. O
1=

Abhora estamos en condicion de acoplar nuestros dos sistemas de ecuaciones para obtener:

%—'t‘—z/Au—i-Vp—i-(u-V)u:O en Qp(t)

div(uw) =0 en Qp(t)
u=0 sobre 02 (2.20)
%(t7 y) = U(t, QO(t, y)) sobre 0€2g
y
%€ - ~
92 & dy + D(¢): D(&;) dy
o ” 2.21)

= / o(u,p)ng -gi(t, cpfl(t,zc)) dvy 4 (i=1,2,...,Np),
Qs (t)

con &(t, y) satisfaciendo (2.11) y asi % (t,y) satisfaciendo (2.19). Este sistema es completado con las

condiciones iniciales (2.6) con

No
gy =) By, (2.22)
i=1
donde 39 = 3;(0).
Proposicion 2.4 Para cadai = 1,..., Ny, se tiene

~

£:(0,y) = &(y).

Dem. De (2.7) y la definicién de (2.14) tenemos que

paratodo¢ = 1,..., Ng. Luego de (2.17) tenemos el resultado. O

2.3. Estimacion de la energia

Multiplicando la primer ecuacién de (2.20) por u, integrando sobre Qx(t), integrando por partes
y usando el Teorema del transporte (ver Teorema 1.19), se tiene

d 1
Sl SuPde) v [ puwPde- [ otupna-udy, =0
dt Qp(t) 2 Qp(t) 0Np (1)
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Multiplicando (2.21) por f3;, sumando sobre i € {1,2,..., Ny}, usando (2.19) y la condicién sobre la
interfaz (2.4), se tiene

¢ 9 : %3
B o dy + Q$D(§).D<at) dy

[ otwsina i
00s(t)

Del hecho que u = 0 sobre 052, y de las dos identidades de arriba, deducimos que

d/ L de +21// D () dz
dt \ Jap@) 2 Qp (1)

1d [ |0 1d
2dt Jo |0t 2dt

ID(€)? dy = 0.
Qg

Integrando respecto al tiempo y usando las condiciones iniciales (2.6), tenemos el siguiente balance

de energia para el sistema acoplado:
1 2 1 )2 1 2
= |ul d:c—i— dy—l—ZV u)|* dx dt + = |D(&)]° dy
2 Jar) Qp(t 2 Jos
1
=2 (HuOH s FIE N2y ) -

8t

Lo que se puede escribir como

Ec(t) + Ep(t) + Ev(t) = Ec(0) + Eg(0),

con
2 1 o€ 2 . . . .
» Bo(t) =3 fQ |u\ dx + 5 fQS ‘W‘ dy, la energfa cinética instantdnea del sistema acopla-
do,
» Ep(t) =3 fQ |D(&)|? dy, la energia mecdnica instantdnea asociada a la elasticidad de la es-
tructura y
w Ey(t) =2 fo fQ 2 dz dt, 1a energia de disipacién viscosa.

2.4. Resultado principal. Existencia y unicidad

Para I = [0, T'], introducimos el siguiente espacio de funciones

D(I) := L*(0, T H*(Qr(1))) N C((0,T); H' (Qr (1)) N H'(0,T; L*(Qr (1)),
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donde los espacios de funciones L%(0,T; H?*(Qp(1))), C([0,T]; H*(Qr(I))) y

H'(0,T; L*(Qr(I))), estan definidos como sigue. Asumamos que existe una funcién

W € H?0,T; H*(Qp)) tal que ¥(t,-) : Qp — Qp(t) es un difeomorfismo. Para todo funcién
w(t,-) : Qp(t) — R3, denotamos W(t,y) = w(t, 1 (t,y)). Entonces,

L*(0,T; H*(Qp(1))) := {w: W € L*(0,T; H*(Qr)) }
C ([0,7); H' (Qr(1))) :=={w: W € C([0,T}; H' (r)) } ,
H'Y0,T; L*(p(1))) == {w: W € H'(0,T; L*(p)) } .
En particular, para el intervalo I = [0, 0], se tiene el espacio de funciones ya introducido en la Seccién
1.2 y que denotaremos por
D := D([0,0])
— L%(0,T; H*(2p)) N C((0,T); H'(2p)) N H' (0, T; L*(Qr)).

El principal resultado de este capitulo es el siguiente:

Teorema 2.5 Asumamos u® € H'(QF), { 5?}?2’1 C R junto con las siguientes condiciones de com-
patibilidad:
div(u®) =0 enQp
u’ =0 sobre 052 (2.23)
ud = ¢! sobre Qg
ademds, suponemos que al tiempo inicial la estructura estd completamente inmersa en el fluido, es

decir, dist(Q2g, 0Q) > 0. Entonces, existe T > 0 tal que (2.20), (2.21), (2.6) y (2.22) admite una vnica
solucion

(u,p) € DI) x 2 (0, T; H'(2(1))/R)
al,...,an, € H*(0,T).

Observacion 2.6 Tal como lo afirma el Teorema 2.5, la presion del fluido esta definida, salvo cons-
tante aditiva. Sin embargo, debido a las hipdtesis sobre el fluido en nuestro sistema fluido—estructura
(ver (2.8)), la presion “real”del fluido estd determinada de manera Unica.

2.5. Cambio de variable

Para la demostracién del resultado principal, debemos introducir un cambio de variable debido a
que el dominio del fluido estd en movimiento y es una de las incégnitas del problema. Asi, para poder
aplicar los procedimientos cldsicos en dominios cilindricos debemos realizar un cambio de variable
para las ecuaciones del fluido (las ecuaciones de la estructura ya estdn escritas en dominio fijo). Este
cambio de variable depende de la solucién £ y por lo tanto esta debe ser lo suficientemente regular. De
ah, la eleccién de la familia de funciones &; € H?>(Qg) (ver (2.7)).

46



Capitulo 2. Existencia de soluciones fuertes para la interaccién de un fluido viscoso e incompresible
y una estructura eléstica

En lo que sigue, consideraremos la deformacidn eldstica ¢ (ver Seccion 2.2)
p(t,-) : Qs — Qs(t)
y—y+&ty)

asociada con &, donde £ es el desplazamiento de la estructura definida por (2.10) y es la solucién de
(2.21). De aqui en adelante asumiremos

(a1(t),...,an,(t)) € B(0,ry1), (2.24)

donde r; es suficientemente pequefio para poder aplicar el Lema 2.1 y tener ¢(t) y Ve (t) invertible
para todo t (ver Lema 1.12) y ademads satisfaciendo (2.16) lo que implica ¢y(¢) > 0.

Construimos un cambio de variable X : 2 — Q el cual transforma Qg en Qg(t) y Qp en Qp(t).
Usaremos este cambio de variable para tranformar el sistema de ecuaciones (2.20)-(2.21) en un sistema
escrito en dominios fijos. Para ello extendemos la deformacién elastica definida con anterioridad sobre
el dominio del fluido. Consideremos el operador de extensién lineal £:

£: H3Qs) — H3(Q) N H)(Q)
tal que para toda funcién w € H3(Qg):

» &(w) =wec.tp.enQg,
» &(w) tiene el soporte en [Qg]° 1= {y € Q : dist(y, Qs) < €} (0 < e < dist(2g,09)),
= [EW)lae (o) < Cllwllus @),

donde la constante C' depende de 2y Q)g.

Usando este operador, podemos definir para cada ¢t € [0, 77:
X(ty)=y+E(pty) —y)=y+E(ELy) Yy (2.25)

Asi, gracias a las propiedades del operador £, sigue que X (¢, -) es una extensién de ¢ en todo 2
y deja los puntos de Of2 invariantes.

En lo que sigue, suponemos (av, ..., an,) € [H?(0,T)]No. Gracias a los teoremas de inyeccién
de Sobolev (ver, por ejemplo, [57, pag. 33]), podemos considerar las siguientes normas para H2(0,T')
y H(0,T) (las cuales son equivalentes a las normas usuales):

1 fllrz0,m) = If oo,y + 1f Nzoo o,y + 1 220y (f € H?(0,7))

1fl32 0.0y = I f oo,y + 1 N 20y (f € H'(0,T)).
Andlogamente, consideraremos las normas || f{|442(o 1) ¥ || fll2¢1(0,r) para funciones vectoriales f €
H?(0,T)y f € H*(0,T), respectivamente.
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Notemos que, como ¢ € C®(B(0,r1)), se tiene ag = ¢(ay,...,an,) € H?(0,T). Por lo
tanto, deducimos que & € H?(0,T; H?(fs)) y asi, usando nuevamente los teoremas de inyeccién de
Sobolev (ver [57]), obtenemos

E(&) € C([0, T Wh>()).
Mas aun,

1€ Lo (0.7: w1 () < Celléll oo (0, wr (05))
< CéCﬂstHLw(o,T;Hi”(QS))
< CECQSCH(O@? Qp, ... O‘No)H[LOO(O,T)]NO'*‘1

< CeCagCllale 0,7y Mo
donde la tltima desigualdad se obtiene de la Observacién 2.2.

Observacion 2.7 Notar que aqui hemos utilizado la notacién de supra-indice para los espacios de
funciones vectoriales, con el fin de evitar cualquier confusion respecto a la dimensién de los espacios.
Se adopatard este criterio cada vez que se estime conveniente.

En consecuencia, si («, . . ., ay, ) satisface para todo ¢ la condicion (2.24) con 7 suficientemente
pequeiio (dependiendo de la geometria de €2g y de las funciones {EZ}) podemos aplicar el Lema 1.12,
con A = £(&), y deducir que X (t, -) es biyectiva de 2 en 2. Ademads, su inversa Y (¢,-) : 2 —

satisface
1

I <
1= [[E&) Lo (wree (@)
Por consiguiente, Y € L (0, T; W1°°(Q)) (ver, por ejemplo, [27, pag.279]).

||Y(t,$1) —Y(t,mz) H$1 —QZQH. (226)
Esta regularidad puede ser mejorada:

Lema 2.8 Sea o; € H*(0,T), &, € H*(Qs) paratodoi € {0,1,..., Ny} y asumamos (2.24) con r;
suficientemente pequerio. Entonces X € H?(0,T; H*(Q2)), (VX)~' € H?(0,T; H*(Q)) y

Y € L*>(0,T; H3(Q)) n Wh>(0,T; H*(Q)) N H*(0,T; H (Q)).
Dem. De (2.25) y de la regularidad de o; y &;, tenemos que X € H?(0,T; H?(Q)).
Usando el hecho que H?(0,T; H?(f2)) es un 4lgebra (ver [1, pag. 115]), deducimos que
det VX € H*(0,T; H*(Q)) y Cof(VX) € H*0,T; H*(Q)).

Como Y € L>(0,T; W*°(Q)), tenemos det VX # 0y asi la ecuacién anterior implica

€ H*(0,T; H*(Q)).

det VX
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Por lo tanto, de (1.2) tenemos (VX)™' € H?(0,T; H*(Q)). Si denotamos por M = (VX)!,
tenemos que VY = M oY . Puesto que VY € L°((0,T) x ), aplicando los teoremas de inyeccion
de Sobolev y los Lema 1.13-Lema 1.17 se tiene la siguiente regularidad para Y':
VY = (VM)(Y)(VY) € L>(0,T; L5(Q)), (2.27)
VY = (VAM)(Y)(VY)? + (VM)(Y)(V?Y) € L™=(0,T; L*(Q)). (2.28)
Por lo tanto,
Y € L™(0,T; H3(Q)).

Derivando la identidad X (¢, Y (¢, ¢)) = @« respecto al tiempo, obtenemos

oY 0X
E(t,a:) = —VY(t,X)W(t,Y(t, x)). (2.29)
Probemos que
B(t,x) := %)f(t,Y(t,x)) e L°(0,T; H*(Q)). (2.30)

En efecto, de la regularidad de X, ya sabemos que %—)f € C([0,T); H*(Q)) y por la primera parte de
la demostracién tenemos que Y € L°°(0,T; H?(f)). Derivando (2.30) respecto a &, tenemos

3 3

PBX; aY, dY; 92X, 0%y,
¢ Y p¥ii iy
Z 8758:1/[ 8xj8xk

OB,

O0x,0x; _lp=1 0toy 0y, Oxy, 0x; —

€ L*>(0,T; L*(Q)).

Luego, se tiene (2.30) lo que junto con (2.29), implica
Y € Wheo(0,T; H*(Q)).
Derivando (2.29) respecto al tiempo, tenemos

Y B X
Sz = 5 (VY) 5 (¥) - VY (

02X VX))  0Y

o )+ g mm) L0, T H'(©).

Por lo tanto,
Y € H*(0,T; H'(Q)).

Esto concluye la demostracion. U

A continuacion establecemos, bajo las hip6tesis del Lema 2.8, tres identidades ttiles para la deriva-
da del determinante de las matrices que mas utilizaremos en este capitulo:

Lema 2.9 Sea o; € H*(0,T), &, € H*(Qs) paratodoi € {0,1,..., Ny} y asumamos (2.24) con
suficientemente pequerio. Entonces,

9 5 (
—(detVX) = —det VX
o ) .

PYy ) 0X, 0X,,

S dx0x) Oy Oyq’
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N 3 3 9’°X, Y,

1 _ _
—-—— tr((VX) HVEX[(VX) ),

0 ’ 0°X, ad
[at(detvy)} (%) =- detVX Z (axp <8t8yq lzayqayl ot )>>

1 L (OVX  _, Y
- detVXtr<(VX) (675 VX (X)>>'

Aqui, hemos denotado por (VX )Y ; la j-ésima fila de la matriz (VX) ™!

Dem. Del Lema 1.11 tenemos

0
Oy

9 (det VX) = (det VX) [(VX)

0 (VX)] .

Escribiendo ¢ = X (t, y), usando el hecho que VY (X (t,y)) = (VX (t,y)) ! y aplicando la Regla
de Leibniz en el segundo factor, se deduce

3 2
X1 wx) = 3 (5h0) 55

v p.a=1 Ay 0yq0y;
3
= — X el R vx) 7T vXx).
p,;lﬂ <8x18xp( ) Qyi Oyq Oy ((vX) )

Del hecho que a%, (tr((VX)~'VX)) = 0, deducimos la primera identidad.

La demostracién de la segunda y tercera identidad sigue del hecho que det VY = Wx(y)’ del

Lema 1.11 y de la definicién de producto escalar matricial. (]

El siguiente lema establece la regularidad de las funciones EZ definidas por (2.17):

Lema 2.10 Sean {Si}fvzoo c H?*(Qg), {al} Y% C H?*(0,T) y asumamos (2.24) con ry suficiente-
mente pequerio. Entonces

& € H*(0.T: H(Q)).
Dem. De la regularidad de &, y «; sigue que ¢ € H?(0,T; H?(s)), lo que implica
G € H%(0,T). De (2.15), se deduce que % € H?(0,T). Esto permite obtener la regularidad deseada

para las funciones EZ (]
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2.6. Las ecuaciones en dominios fijos

En esta seccién usaremos el cambio de variable construido en la Seccion 2.5 para escribir nuestro
sistema de ecuaciones (2.20)-(2.21) en dominios fijos.

Sean
v(t,y) = det(VX (ty)) (VX (t,y)) " u(t, X(ty)) 2.31)
dfty) = det (VX (6, 9))olt X (1)) @.32)
V(t.y) = det(VX (1)) (VX (1,9)) 7 00 (1) 2.33)

Observacion 2.11 Notar que no se utiliza el cambio de variable
v(t, y) = u(t, X(t,v)),

debido a la condicién sobre la divergencia en el sistema (2.20).

Mais precisamente, se tiene el siguiente resultado:

Lema 2.12 Sea v definida por (2.31). Entonces

(divw)(t,y) = det VX (t,y)(divu)(t, X (t,y)).

Dem. Por simplicidad, en la demostracién no escribiremos la dependencia en tiempo de las variables.
Poniendo = X (y), se tiene

divo(y) = div[det(VX (y)) VY (X (y))u(X (y))]

3 .
=2 [ai (det VX (y)) gY (X () (X (1))
> %, X,
+ det VX (y) ; 520 X W) G, Wy (X (w)
3 .
+detVX(y)Zg§(Xy g;‘Jl(Xy %jz(w .
=1 J %
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Del Lema 2.9, se tiene

0
3yz (det VX (y 2 u; (X (y))
3 3
B 0%Y, 0X;, [ 0X, Y;
— det(VX () Y ( . aggp(X(y))) o) 5, ) S G (X )y (X )
p,q,l=1 j=1
0%Y, 0X,
- —de(VX ) 3 (Gpe X))y G, 2 s (X )
3
0%Y, 0X,
- —deUvXw) 3 (G (X)) Gk (X )
Entonces,
3
. . 6Yz au]‘ aXl
voly) =X W) 3 G X ) Z LKW G, )
3 du;
=det VX(y) > (X (y))
=1 9
= det(VX (y))(divu)(X (y)).
Esto finaliza la demostracion. ]
Ahora, escribimos la transformacion de la derivada en tiempo de u.
De (2.31) se tiene que para i € {1,2,3}:
8X
i =det VY Y) 2.34
ui = de Z 5y (VU (Y) (234
Luego,
du; D 0X; & 0X; . v, Y]
= Y Y Y Y Y) —(Y)—
TR o (A gL g) EXCOR IR setoti gkt gl

(2.35)

3
+ (det VY) %Zi (Y)+ det VY <‘9X’i (V) — 5ik> Ok (3.
k=1

Calculemos ahora, la transformacion del gradiente de w. Como en la demostracion del Lema 2.12, no
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escribimos la dependencia en tiempo de las variables. De (2.34) tenemos

3 3
Oui 5~ 0 [det vy 24 (Y)} 0(Y) + det VY 22 (Y)Z% o
Ox; P 0 o o — oy 0z (2.36)
Ovi
=:det VY a0, (Y) + Ejj[v],
con
3
Eylv] =) [ o] ((det VY) o (Y)) ve(Y) + det VY ( i (Y) 5Zk> 5y, (Y)
k=1
5 (2.37)
8X1 a’Uk; -1
e VY G S G (19307, (1 i)
Entonces,
0%u; 0%v; 2 9
' =(det VY) = (Y) + (det VY —(Y) ([(VX)™'],.(Y) -4
o7 (V) Ga (V) + (@t V) 35 55 ([(vx)™],(¥) o) .
0 ov; 0
— Y)—(Y)+ — (FE;;
Para el término no lineal se tiene:
3 3
81}2' 8X
[(w-V)u], = Z (det VY)? @(Y) Z TJ(Y)Um(Y)
T ] — m
= ' (2.39)
3 39X
YA VY)Byfe] 3 5 (Y pun(Y)
j=1 m=1 <M
Por ultimo, de (2.32) tenemos
p=(det VY)q(Y')
Entonces,
Op 0 dq
oz, oz, (det VY) ¢(Y) + (det VY)@yi (Y)
3 94 (2.40)
+(det VY) > E(Y) ([(vXx)™],, (¥) — o)
I=1
De este modo, podemos reescribir (2.20) como sigue
Z + [Mv] — v[Lv] + [Nv] + [Ggl =0 enQp, t € (0,7)
div(v) =0 enQp, t € (0,7) (2.41)
v=0 sobre 992, t € (0,T)
v=V sobre 002, t € (0,T)
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donde [Lv], [Mwv], [Nv], [Gqg], estin definidas por

3
0 0X; 0X,; Ovy, JY]
Mwv); :=det VX — Y) )| (X X
Ml =dery ;3'5( By )>( )””,; Ay 1 815(
. ’ (2.42)
0X; vy,
3 (G )
k=1
3 3
0%v; 0%v;
[Lv]; :Z [6y2 —i—Z 3y 9m ([(VX) ] (51])
j=1 -7 = (2.43)
+ (det VX) [8 (det VY)] X) 2% 4 (et VX)L (B l0]) (X)} :
8 _] y] a J
3 3 3 3
1 Ov; 0X, 0X,;
Nvj; = ! L o, E;:[v](X —Lom, 2.44
[Nv] detVX;Oyjmz::l@ymv +JZ} lvl( )mzzjlaymv (2.44)
d 89 < g
Gql; == (det VX det VY)| (X — X)), - ). 2.45
Gal= (et V) | 7| K)o+ G S G0 (907, —00). @49
De (2.33) y gracias a (2.19) y (1.2), V puede ser escrito como
Zﬁz 7;(t,y) Zﬂza + H(B) (2.46)
=1
donde R
Mi(t.y) = (Cof VX)' &(t,y) (2.47)
y
No
= Bi(@; — &)
i=1
Usando (1.7), (2.7) y (2.18) se prueba que la funcién H (3) satisface
H(B) ndy,=0.
0Qs
Luego, paracadai = 1,2, ..., Ny, podemos considerar el siguiente problema de Stokes
—vAW,; +Vm; =0 enQp
div(W;) =0 en Qp
W,=0 sobre 9f) (2.48)
W;=mn,-§ sobre 082,

el cual sabemos que admite una tdnica solucion (W;, ;) € HQ(QF) x HY(QF) (ver [14, 71]). La
regularidad en tiempo de la solucién de estos sistemas serd demostrada luego en el Lema 2.21.
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Consideremos ahora las funciones

No
w=v-Y BW, (2.49)
y
No
T=q- Y Bim. (2.50)
Entonces, de (2.41) deducimos que (w, 7) satisface
ow
B + [Mw] —v[Lw]+ [Gr]=K  enQp, t € (0,T)
d1v( )=0 enQp, t € (0,7) .51
=0 sobre 99, t € (0,T)
w = Zz | Bi€ sobre 0Q2g, t € (0,7)

con

No
Zﬁ’W Z@W’ Z M(BW)]+v ) [LGW)]

1= ivo (2.52)
- [N (w +)° 51W2>] =Y 1GBim)).
i=1 i=1

Abhora, transformamos la ecuacién para la estructura de modo de trabajar en dominios fijos en
las integrales que aparecen debido al acoplamiento entre los dos sistemas de ecuaciones (fluido—
estructura) y para poder escribir el desplazamiento eldstico usando sélo las funciones &, (i = 1,. .., Ny),
las cuales no dependen del tiempo.

De la ecuacion para la velocidad del desplazamiento elstico (2.19), tenemos

825 l /e 9 2
w2 Zﬁjﬁj =+ ﬂja(fj)-
j=1
Entonces, parai = 1, ..., Np, podemos escribir
625 No —~ 0 /~ ~
S &= ;ﬂ (6+E-€)) (6+@-&)+8i5 (&) &

Asi, obtenemos

LS Zﬂ/ - €Zdy+Zﬁ/ (&-¢) &ay

No
+Zﬁa/ ;<A> Eidy‘f';ﬁ}/S)SZj'(gi—Ei) dy.
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Por otro lado, de (2.36), (2.49) y (2.50) se tiene la siguiente igualdad

No
o(u,p)(X) :ﬁ (a(w, ) + Za(Wi,m)> +2v (E[w] + (E[w])") (X)
i=1

No
+20) 6 (EW,] + (E[W])") (X),
i=1
donde E[w] estd definida por (2.37). De la anterior igualdad y gracias a la identidad (1.7) deducimos
| otwpne &) dr= [ olwmn, & v,
0Ns(t) Ng

- /895 o(w,m)(VX) "y (gz - 5i> dyy + Golw,] - & dyy,

Qs
con
No
Golw, 7] =o(w,7) (VX) " —Id) ny + Y Bioc(W;,m)(VX) ny
=1
+ 2v(E[w] + (E[w])T)(X) Cof (VX )n,, (2.53)

+2u %03 Bi(E[W;] + (E[W,])T)(X) Cof (VX )n,,.
i=1
Asf, podemos escribir (2.21) como sigue
éﬂé /QS §-&idy= /ans o (w, TNy - &; dvyy + fi, (2.54)
donde f € [L?(0,T)]™° esta dada por
fiz—iﬁg/gs (&-¢) -sidy—sz;ﬂj/ngt(Ej) Edy
- iﬁ} /Q GHGEOLS /Q (&) dy 53

b olwmX) Try (& &) dvy + [ Golw,r]-& dv,,
0Ng s
i=1,2,...,No.

Entonces, tenemos la siguiente proposicién:
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Proposicion 2.13 Sea (w, ) definido por (2.31)-(2.32) y (2.49)-(2.50). Entonces
(u,p, B) € D(I) x L*(0,T; H (Qp(t))) x [H' (0, T))™ (2.56)

si y solo si
(w,m,B) € D x L*(0,T; H (Qr)) x [H'(0,T)]o. (2.57)

Mas aiin, si (u,p,3) satisface (2.56) entonces (u,p,3) es solucion de (2.20)-(2.21) junto con las
condiciones iniciales (2.6) si 'y sélo si (w, , 3) es solucion de (2.51), (2.54) con (2.42)-(2.45), (2.52),
(2.53), (2.55) y las condiciones iniciales

No
w,_,=w’=u’ =Y W, enQp, (2.58)
i=1
y 3 = Bi(0) dadas, satisfaciendo
No
D BE =€ enQs. (2.59)
i=1

En lo que resta del Capitulo 2, estudiaremos el problema (2.51), (2.54). Para probar la existencia
de una solucién local en tiempo de tal sistema, usaremos un enfoque similar al realizado en [69]. M4s
precisamente, escribimos (2.51), (2.54) como

%l: —vAw+Vr=F enQp, te(0,T)

div(w) =0 enQp, t € (0,7)

w =0 sobre 0%, t € (0,7)

w =Y B, sobre 9Qg, t € (0,7)
y

S8l = [ atwmny & dv,+ 5
g

con S definida por

Sij = / € & dy, (2.60)
Qg
fi dada por (2.55) (¢, =1,2,...,Ng)y

F =K - [Mw]|+v|[(L-A)w|+[(V-G)n]. (2.61)
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2.7. Problema lineal asociado

En esta seccidn, consideramos el siguiente problema lineal

88—1: —vAw+Va=F enQp, te(0,T)
div(w) = enQp, t € (0,T) (2.62)
w=0 sobre 99, t € (0,7)
w =N B, sobre g, t € (0,7)
y
~77
8B = [ ol@Rmy g dn s G=1 ), (2.63)
J a0g
junto con las condiciones iniciales
w(0)=w’ y B(0)=p" (2.64)

donde F € L?(0,T; L*(QF)), f € [L?(0,T)]™° son funciones dadas, 3° = (37, ... , B%,) dado y la
matriz S definida por (2.60). Aqui, w, T, B son las incognitas del problema.

Para estudiar (2.62)-(2.63), utilizaremos técnicas de la teoria de semigrupos (ver [56]). Para ello
comencemos por introducir el siguiente espacio de funciones

H(div; Qr) := {u € L*(QF) : div(u) € L*(QF)}
dotado con la norma
: /2
lull o) = (Il g2 + I div@)lzen ) -

Claramente, H (div;Qr) con la norma definida arriba, es un espacio de Hilbert. Para mds detalles
sobre este espacio y sus propiedades, consultar [26, 36].

Ahora, consideremos los siguientes conjuntos

H = {(w,B) € H(div; Qr) x R : div(w) = 0en Qp
w - n = 0 sobre 9f)

No
w-n — (Z ﬂi&i) -m sobre 9Qg},
i=1

D(A) = {(w,B) € H:w < H*(QF)
w = 0 sobre 912

No
w = Zﬁifi sobre 02},
i=1
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y definamos el operador

A:D(A)—-H
(w,B) — P ((—vAw,S™'B(w)))

donde

B](’LU>:2V 50 D(’LU)’)’L£J d7y (j:1727"'7N0>7
S

y P : L?(Qp) x RNo — H es la proyeccién ortogonal sobre H . Esta proyeccién estd bien definida
por ser H un subespacio vectorial cerrado de L?(Q) x R™o. Esto implica, ademds, que H es un
espacio vectorial de Hilbert por si mismo.

Aqui hemos utilizado el siguiente producto escalar para L*(Qr) x RNo:
(w,B), (u,0)) := w-udy+SB-« (2.65)
Qp
cuya norma asociada es equivalente a la norma usual.

Para X un espacio de Banach, denotaremos por X’ su dual y definimos la aplicacién de dualidad
por

J:X 92X
x— {ye X :Re((y,x)) = |z[I%, lylx = =]x}-

Definicion 2.14 Un operador lineal en X, (A, D(A)), es disipativo si 'y sélo si para todo
x € D(A) existey € J(x) tal que Re((y, Ax)) > 0.

Observacion 2.15 En el caso particular que X es un espacio de Hilbert, podemos identificarlo con su
dual y entonces J(x) = {x}.

Proposicion 2.16 El operador A : D(A) — H es disipativo. En particular, — A es el generador
infinitésimal de un semigrupo de contraccion sobre H.

Dem. En primer lugar, observemos que gracias al Teorema de Hahn-Banach (segunda forma geométri-
ca,ver [12]) es posible deducir que el conjunto D(A) es denso en H.
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Veamos ahora que el operador A es disipativo. Sean (u, a) € D(A). Entonces,

(A(u, ), (u, @) :/Q —vAu-udy+ SS'B(u) - a

=2v D(u) : D(u) dy — 2v D(u)n - u dv,

Qp Ng
No
+22V D(u)n - §; dv, a;
2 [ D) dy
Qp

Asi, gracias a la Definicién 2.14 y la Observacion 2.15, se tiene que el operador (A, D(A)) es disi-
pativo.

Ademais, Id + A es sobreyectivo. En efecto,

((Id—i—A)(u,a),(w,,@'))—/Q u-wdy+ 2v A D(u): D(w) dy + Sa - 3.

Ahora consideremos el siguiente espacio de Hilbert
V={(w,8) € H:wec H(Qy)
w = 0 sobre 012

No
w = Z B;€; sobre 00},

=1

y la forma bilineal a : V' x V' — R definida por
a((u, a), (w,B)) :/ u-wdy + 2v D(u): D(w) dy+ Sa - 3.
Qp Qp

Gracias a la desigualdad de Cauchy-Schwarz y la desigualdad de Korn (ver [57, Teorema 2.4-1,
péag.50]) es posible probar que a(-, -) es continua y coerciva (ver Definicién 1.7).

Dado (v, ) € H, el funcional L : V' — R definido por

L((u, @) = {(v,¢), (u, )

es una forma lineal y continua sobre V. Asi, aplicando el Lema de Lax-Milgram (Lema 1.8) podemos
asegurar la existencia de una unica solucion (w, 3) € V tal que

/Q u-wdy + 2v A D(u) : D(w) dy+ Sac- 8 = ((v,¢), (u,a)) V(u,a) € V.
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Poniendo a« = 0 en la ecuacién de arriba, se puede probar que w es solucién de un sistema tipo

Stokes:
w—vAw+Vr=v enQp

div(w) =0 enQp
w=0 sobre 0} (2.66)
w=3M g, sobre 0€)g.

Ya que {fi}fv:ol C H3(Qg) y 00 € C?, obtenemos que w € H?(2r). Por lo tanto, el operador
Id + A es sobreyectivo.

Luego, gracias al Teorema de Lumer-Phillips, — A es el generador infinitésimal de un semigrupo
de contraccion sobre H (ver [56, Teorema 4.3, pag.14]). O

Usando Proposicién 2.16 y resultados cldsicos de ecuaciones parabdlicas (ver, por ejemplo, [69])
deducimos el siguiente resultado para (2.62)-(2.64):

Proposicién 2.17 Para todo (w°, 3°) € V, para todo (F, f) € L* (0,T; L*(2p) x RN0) existe
una tinica solucion de (2.62)-(2.64) tal que

w e D, Vi € L*(0,T; L*(Qp)), B € [H'(0,T)]™.

Ademds, se tiene la siguiente estimacion

lwllp + IV7ll 20,7 22(00)) T H'BH[HI(QT)]NO

<C <||FHL2(0,T;L2(QF)) 1l z2 om0 + [0 gey) + HﬂOH) ;

donde C' es una constante que depende del tiempo T de manera no decreciente.

2.8. Demostracion del resultado principal

Esta seccién estd dedicada a la demostracion del Teorema 3.1. M4s precisamente, probaremos este
teorema usando dos resultados técnicos (Teorema 2.18 y Teorema 2.19) los cuales seran probados en
las secciones siguientes.

En primer lugar, fijemos (w, 7, 3) con

lwllp + V7l L20,1;02(00)) + 1Bl 00 < R, (2.67)
donde R > 0 es una constante positiva fija que determinaremos luego.

Entonces, definimos «; (i = 1,..., Np) por

t
a;(t) :/0 Bi(s) ds. (2.68)
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En particular, si tomamos

1
T=_— 2.69
R’ (2.69)
se tiene que para todo ¢, (a1 (t),...,an,(t)) € B(0,71), con r; tal que podemos aplicar el Lema 2.1

y el Lema 2.8 y asf tener (2.16). Usando estas funciones, podemos definir &, @-, X, n;, (W, ;) por
las féormulas (2.10), (2.17), (2.25), (2.47), y (2.48). Por ultimo definimos F'y f por (2.61) y (2.55).
Entonces se tienen los dos siguientes resultados:

Teorema 2.18 Supongamos que (w,, 3) satisface (2.67) y asumamos (2.69). Entonces existe una
constante positiva C(R) tal que

IFl 2o rz2py) + 1 Fllz20.myme < CRYTHA. (2.70)

Teorema 2.19 Supongamos que (w(l), ), ,8(1)> , (w(2),7r(2), ,6(2)) satisfacen (2.67) y asumamos
(2.69). Para k = 1,2, construimos F® and f(k) por las formulas (2.61) y (2.55) con (w(k), W(k), ,B(k)>

en lugar de (w, 7, 3). Entonces existe una constante positiva C(R) tal que

HF(l) _ F(Q)‘

L2(0,T;L?(QF)) * Hf(l) B f(Q)H[

<o () -]+ (5 )

L2(0,T)]No

yt Hﬁ(l) a ﬁ(Z)H[Hl(O,T)}NO) '

(2.71)

L2(0,T;L*(Qp

Estos dos resultados son de cardcter técnico y serdn probados en las dos siguientes secciones. Admi-
tiendo estos resultados, estamos en posicion de probar el resultado principal. La demostracion esta
basada en el Teorema del punto fijo de Banach (Teorema 1.9):

Dem.(Demostracion del Teorema 3.1)

ParaT > 0y R > 0, definimos
K =D x L*0,T; H(Qp)) x [H'(0,T)]™
dotado con la norma

[(w, 7, 8)llx == wlp + 17l L200,1,11 @p)) + I1Blp2 0,973 »

C= {(waﬂvﬁ) eEK: ||('UJ,7T,,3)||K; < R}

Claramente C es un subconjunto cerrado de K. Ahora introducimos la aplicacion Z de la cual bus-
caremos un punto fijo:
Z (o - K

(w,m,B8) — (@,78) 2.72)
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donde (17), M, B) es la solucién de (2.62)-(2.64), con F'y f definidas por (2.61) y (2.55) con (w, 7, B)

(como en el comienzo de esta seccion). De la Proposicion 2.17 y el Teorema 2.18 sigue que Z mapea
C en IKC. Mas precisamente, aplicando la Proposicion 2.17, obtenemos la siguiente estimacion

|(w.7.8)|| < c<uF||Lz(o,T;Lsz» 1 F lzomyo + 10° ggrpy + 118°] ) 2.73)
Combinando (2.70) con (2.73), deducimos
|2@w,7.8)lx < CRITY +C (0| g, + 18°]) - (2.74)

Tomando en la anterior desigualdad R lo suficientemente grande de manera que

0 0
1% 210y + 18°] < 55 (2.75)
y T suficientemente pequefio de manera que, en adicién a (2.69), se tenga
C(R)TY* < g. (2.76)
Deducimos que Z(C) C C.
Por ultimo, probemos que Z : C — C es una contraccién estricta. Sean (w(l) FaON ﬂ(l)) ,
('w(Q), @), ,8(2)) € C. Entonces, de acuerdo a la Proposicién 2.17,
1) () g _ (2) ;(2) H _ H a3 = (22,72 ¥ H
o a0, 20,80) - 2 5, = | (a0,50.5") - (@.50.5),
HF - + [l -]
L2(0,T;L?(QF)) [L2(0,T)]No

donde, para k = 1,2, F®) y f(k) estan definidas por (2.61) y (2.55) con (w(k), TF(k),,B(k)>. Asf,
gracias al Teorema 2.19, tenemos

HZ (wu)m(l),ﬂ(l)) _z (w(2>,7r(2),6(2)) HK

< CRITY | (w®, 20, 80) — (w7, 52|
K

Asi, para T" suficientemente pequefio, Z es una contraccién sobre C de lo que se deduce, gracias al
Teorema 1.9, la existencia de un punto fijo para la aplicacién Z y asi, de una solucién local de (2.51),
(2.54). Por lo tanto, gracias a la Proposicién 2.13, obtenemos una solucién local de (2.20)-(2.21). Esto
completa la demostracion. ]
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2.9. Estimacion de los coeficientes

Esta seccion estd dedicada a la demostracion del Teorema 2.18. Mds precisamente, aqui estimare-
mos la norma de las funciones f y F' definidas por (2.55) y (2.61). Durante esta seccidn, fijamos
(w, m,3) con

lwllp + IV7ll L2010 02(0p)) T 1Bl 030 < R, (2.77)
donde R es una constante positiva fija (ver (2.75)). Asumimos (2.69) y definimos «;
(i=0,..., Ny por (2.68). Asi podemos definir &, Ei, X, n;, (W, ;) por las férmulas (2.10), (2.17),
(2.25), (2.47), y (2.48) como al comienzo de la Seccién 2.8.

En las estimaciones siguientes, las constantes C'(R) pueden depender de R, de la geometria de
los dominios, de v, Ny, {Ei}f\i’o, y de T'. Si existe una dependencia en tiempo, esta es de manera no
decreciente. Las constantes C' son independientes de R, pero, pueden depender de la geometria, de v,
No, {&; ZN:OO, y de T'. Nuevamente, si ellas dependen de 7', lo hacen de manera no decreciente.

Recordemos que de las suposiciones anteriores y del Lema 2.8, X € H?*(0,T; H3(%)),
Y € L®(0,T; H3(Q))nWhe(0,T; H*(Q))NH?*(0,T; H'(Q)) y (VX)~! € H*(0,T; H*(Q)).

Lema 2.20 Con las suposiciones anteriores, Cof (VX)) € H?(0,T; H*(Q)) y para todo
1 <4< Ny, m; € H*(0,T; H*(Qg)). Ademds, se tienen las siguientes estimaciones

IX —id| g1 0 a0y < C(R)TY?. (2.78)

ICof (VX) = Td|| oo o 1 1r2(y) < C(R)TY?, [ Cof (VXD 20 1 pr2 () < C(R),  (2.79)

1 1
< C(R), ' —1 < C(R)TY?, (2.80)
‘ det VX Lo°(0,T;H2(Qs)) det VX L (0,T;H2(Qs))
—1 -1 1/2
H(VX) HLOO(O,T;H2(QS)) < C(R), H(VX) o IdHLOO(o,T;HZ(QS)) <CR)T / ’ (2.8D)
oY
1 X &2 0,103 0)) T 1Y Lo o.mm30)) + || 57
8t L>® (0 T.H2 (Q))
Sy - (2.82)
+ H2 < C(R).
O Nl 2. (@)
1M = &ill L (0.0, 12(026)) < C(R)T'?, |, - Eillwr= o, m2(04)) < C(R). (2.83)

Dem. En primer lugar, observemos que ya que las entradas de la matriz Cof (VX)) son de la forma
0X; 0Xy  0Xm 0Xp
dyj Oyi Oy Oyg’

(2.84)

coni,j, k,l,m,n,p,q € {1,2,3}, laregularidad de Cof (VX)) es una consecuencia de la regularidad
de X y del hecho que H?(0,T; H%(Q2)) es un dlgebra, como ya lo vimos en la demostracién del Lema
2.8. Por otro lado, usando las definiciones (2.17) y (2.47) se tiene

f; = (Cof VX)" <§i - Z)fo) ) (2.85)
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donde ¢;, recordemos que, viene dado por la férmula
G = / (Cof VX)TE, - my dvy-
s

Estas dos tltimas relaciones implican 7j; € H*(0,T; H?(Qs)).
Usando la definicién (2.25) de X, tenemos

| X — id||H1(07T;H3(Q)) = ||5(5)||H1(0,T;H3(Q))
< Cllel g 0,00

< C(R)T"?,
lo que implica (2.78).
Similarmente,
%] e (5
el —lle (=
Ot || g 0.1, H% () Ot ) || e 0.1 83 (02)) (2.86)
< C(R).
Esto implica
1 X 22 0,7, 113 (00)) < C(R). (2.87)

Combinando (2.84) con (2.78) y (2.86), deducimos (2.79).

Probemos (2.80). De (2.26), existe una constante positiva C' tal que
IVY || oo (0,10, ()) < C-

Del hecho que det(VX (Y')) det(VY') = 1, se tiene

|

Si consideramos h € H2(Q) con h > ¢ > 0, se tiene
1
h

Luego, gracias a la desigualdad (2.88) tenemos que | det(VX )| > 1/C. De este modo, tomando en
(2.89) h = | det(V X))|, obtenemos la siguiente estimacion

1

det(VX)

1
LT (Q) ‘ det(VX(Y))
<C.

Lo (0,T;L>(2)) (2.88)

‘9’1/2
+—.

1 2 1
< 67||h”H2(Q) + CT;HhHHl(Q) + cﬁ”h’\Hl(Q) (2.89)

H2(Q)

1

2
det(VX) < CUVXI e~ orsmz@) T

Lo (0.T5H2(2)
< C(R).
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Asf, del hecho que L>°(0,T; H?(2)) es un élgebra, de (2.78) y de la dltima estimacin, se tiene

1 1
-1 < C||det VX — 1| oo (g 7. 112 ’
' det VX Lo (0,T;H2(Q)) EROTHAO) [ det VX Lo=(0,T5:H%(Q))
< CR)IVX —Id| g 0.1, m52(0))
< C(R)T?.
Esto prueba (2.80).

De (1.2), (2.79) y (2.80) se deduce (2.81).

Probemos (2.82). Para obtener la estimacién sobre Y, seguimos la demostracién del Lema 2.8.
Mas precisamente, de (2.26) existe una constante positiva C' tal que

IVY || o< (0,7, ()) < C-
De (2.27), (2.80) y (2.81) se tiene

HV2Y(X)HL°°(O,T;L6(Q)) < C(R).

Andlogamente, de (2.28), (2.80) y (2.81) deducimos

VY X e 0 75120 < C(R).

Asi, obtenemos
1Y || oo (0,75 127 (0)) < C(R).
Por consiguiente, usando (2.29) y las estimaciones previas sobre X e Y, obtenemos la estimacion para

%’. Un razonamiento similar nos permite obtener la estimacidn para la segunda derivada en tiempo
deY.

Por dltimo, probemos (2.83). De (2.85) deducimos que

12:(0) ~ &ll sz <[ (Cot VI T el

sit) l
so(t) |

De la definicién de ¢; y de la condicidn (2.7) impuesta sobre la familia &,, para todo
i€ {1,...,No}, podemos escribir

2(Qs

+ H(Cof VX)THH2(QS) 1€0ll mr2(2s)

G = / [(Cof vx)t - Id] &; - ny dvy,
MNg

y asi, usando (2.79), se tiene que
si(t)| < C(R)TY2. (2.90)

Combinando esta estimacion con (2.15) y (2.79), concluimos

Im; — SiHLOO((),T;H?(QS)) < C(R)T1/2.
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Para obtener la estimacion para la derivada en tiempo, escribimos

0, . 0 0 Si 0 (<
—~ (1) = — fvx)He — = fvx)H)2te — rvx) T2 (>
8t (Th) 8t((co \Y ) )52 at((co \4 ) )§0£0 (CO \Y ) at (§0> 50
y usando (2.14), (2.79), deducimos el resultado. U

Lema 2.21 Asumamos (2.69) y (2.77). Entonces para todo i € {1,..., Ny}, la solucion del sistema
de Stokes (2.48) satisface

(Wi, m;) € HY(0,T; H*(Qr)) x HY(0,T; H (QF))/R.
Ademds, existe una constante C(R) > 0 tal que

Wil o 1err2(00)) + I1Till3e 0,751 (2)) < CRYT2. (2.91)
Dem. Usando resultados clasicos (ver, por ejemplo, [14, 71]), deducimos que

IWill 20y + Imill ) < ClNG = &ill gor2 oy

. (2.92)
< Clmn; — €iHH2(QS)~
De acuerdo a (2.83), esto implica
IWill Lo 0.1 b2(600)) + 1Tl Lo 073101 00y Ry < CR)T2. (2.93)
Derivando (2.48) con respecto al tiempo obtenemos un sistema de Stokes similar, a saber:
( oW, om;
—vA : L) = QO
14 ( ot > +V < ot ) 0 en F
w;
div (8(% ) =0 en Qp
OW (2.94)
L) = sobre Of)
ot
oW, on;
= ‘ Qs.
5 < ot ) sobre 02 g

Usando nuevamente el resultado de [14] o [71], deducimos que

EIREe
0t llm2ap 19t llap — I 08 llEerz(ons)
e
(9t HZ(QS)
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Asi, gracias a la estimacion (2.83), obtenemos la desigualdad (2.91) deseada. Mds atin, de la desigual-
dad anterior y de (2.83), se tiene

IWillwoo 0,0 m2(00)) + [ITillwio 0,151 () < C(R). (2.95)

O
Usando el Lema 2.20 es posible probar el siguiente resultado:

Lema 2.22 Sean v € Dy E;;[v] definido por (2.37). Entonces existe una constante positiva C(R)
tal que

1245 [0)(X) | 20,71 (0) < C(R)YTH ||,

Dem. Pongamos = X (t,y) y al igual que en las demostraciones anteriores, por simplicidad, omi-
tiremos la dependencia de las variables respecto al tiempo. De (2.37) y del Lema 2.9 podemos escribir

3
1 _ _ 0X;
Ej)(X) =Y [— wrox T (VX) HVEX[(VX) 1) g "
=1
3
1 9’X; Y, 1 0X; vy,
+ det VX — Oykﬁg/l@?j()()vk—F det VX (8yk 0 ) 0y,

det1VX ?)i Z?L’f ([(VX) il ’_5lj>]’

donde recordemos que [(VX)™!] ; denota la j-ésima fila de la matriz [(VX)™!]. Del Lema 2.20 es
posible concluir que

1Eij [0} (X) || z20.7:22(005)) < C(R)TY?||v|p.

Calculemos ahora

) 9 0X,
%(Ezj [v](X)) = ; aTcn(Ezj[’U])(X) O
De la definicién de E;;[v] dada por (2.37) se tiene
9 0 ([ 0 0X; 22X, 0,
aT%(Eij[v]) _6%(2 [8% (det VY) T (Y)w (Y)+detVYZ D, Y 87] ve(Y)
BX a?}k
+det VY Y)-—di | —(Y
¢ (ayk< = ayj( )
(3’Uk
6yk Z 3yz X) 1Y) —5Zj)])

_ ) 2@ (3) @)
=:E) +EY + B + B
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Aplicando el Lema 2.9 se tiene

W_ 9 ([ 4 N 2 ) 2 vy,
B = o ( det VY tr (VY (V2X(Y)(VY),)) i (Y) k(Y)>-

Asf, aplicando una vez més el Lema 2.9 y usando la linealidad del operador traza deducimos

£y (X) ~det 1VX tr (VX)"H(V2X[(VX)T )" ?)y)iivk
- o (TY OPXVX) ) o
- detlvx tr (VX) T (VX (VX)) (VX)) g;ivk
- det1VX tr (VX)"(VX)(V[VY];(X))) (z)y)ii”k
. - - 02X, oY,
T davx " (VX)"H(VIX[(VX) I]J))gﬁyp@ykw Uk

1

- 0X; Qo 0y
det VX

OYx = 0yp Oz,

tr (VX)) H(V2X[(VX)™'])

Calculos similares nos permiten obtener

(2) _ —1/o2 -1 X, Y,
Eij (X) = iU X tr((VX) (VZX[(VX) ]m)) D00 —axj (X )vg
3 v 2y 2
1 0°X; 8YQX8Y}’(X) 1 0°X; 0%,

=— X
* det VX 0y,0y,0y), Oxy, Ox; R det VX 0y,0yy, 0x,0x; Jor
1 82XZ' 81/},, X (%k % X

+ det VX 9y, dyp 0 Oyq On ’

(3) 1 12 O 0X; dvy,
EV(X)=— t X X[(VX n) | =— — 0 | =—
i (X =~ qox 0 (VX T(VXIVX)], )<8yk '“) dy;
2y . 2
n 1 0°X; OYPX%+ 1 %_5“9 avk% ’
det VX 0y,0y;, Oxy, Oy;  det VX \ Oy 0yp0y; Oxy,
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3

1 ov

EW(X)=- ooy (VXN (VEX((vx) m y’; ( o 5lj>
=1 J

1 9X; oY, >\ v [0V

YR oxy s

+ det VX 0y,0yi, Oxp, ; oy <6xj( ) lj)
10X~ 0% Y, Y,

X)) | —(X)—9,,

det VX 8yk 8yp8yl oz, <(9:rj( ) l’]>

1 8?}k 8 Yl
det VX 8yk Z oy, c')mnﬁxj X).

. Del Lema 2.8, los Lemas 1.13-1.17 y del hecho que

Estimemos ahora HE’S)‘ @)
F

1Bl 20y < T2l o) (h € L(0,T)), (2.96)

deducimos

2 6XZ
ok
Oy

det VX tr ((VX)il(VQX[(VX) ]7]))

L2(L2(QF))
2 aXl’U
dyr, "

1

< /2
det VX

o (VX)) (V2X[(VX)],)

L (L2(Q))

Usando nuevamente los Lemas 2.8, 1.13-1.17 y aplicando el Lema 2.20

Aplicando la desigualdad de Holder, el hecho que v € D y una vez més el Lema 2.20 obtenemos la

1
det VX

< C(R)TV2[(VEX )| oo (1202

2 aX,
Vg
Ok

tr((VX)_l(Vz (VX)~ ]J))

L2(L2(2F))

estimacion buscada para el primer sumando de Ei(;) (X):

|

La estimacion para el segundo sumando de Ei(jl) (X)) se obtiene de manera similar a lo hecho anterior-
mente. Para el tercer sumando tenemos que hacer un poco de cuidado ya que no nos es posible utilizar
la estimacion (2.96). En efecto, de los Lemas 2.8, 1.13-1.17 y 2.20 se deduce

1
det VX

Oy, F

tr (VX)"(V2X[(VX) ;) < C(R)T'?|]v|p

L2(L2(Q2F))

1
det VX

< CR)(V?X)vl g2(z2(0p)-

tr (VX)TH (VX [(VX) )V X)) ijik

L2(L*(QF))

70



Capitulo 2. Existencia de soluciones fuertes para la interaccién de un fluido viscoso e incompresible
y una estructura eléstica

Del Teorema fundamental del célculo sigue que
T o
ViX = / —(V3X) ds.
o Ot
Aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz, integrando sobre €2 y usando el Lema 2.20 se tiene
/ |V3X|? de < C(R)T.
Q

Esto nos permite conluir que

1
det VX

< C(RTY?||vl| 2 ()
< C(R)TY?||v|p.

0X;

tr (VX)) (VPX[(VX) T )I(VX) ) T

L2(L2(92r))

Las estimaciones para los otros sumandos de El-(j ) (X)) se obtienen utilizando técnicas similares a las
expuestas para el primer y tercer sumando. Andlogamente se realizan los célculos de las estimaciones

para Ei(]?), EZ(]B) y Ef;l). De este modo, concluimos que

5p (Eilv])(X) < C(R)T" ||,
n L2(0,T;L?(QF))
lo que implica
0
Fo (Eig[v](X)) < C(R)T"? ||| p.
Ym L2(0.T5L2 ()
Esto concluye la demostracién del Lema 2.22. O

Lema 2.23 Supongamos que v € Dy q € L*(0,T; H' (Q)). Entonces existe una constante positiva
C(R) tal que

@ [ [M]]| g20 72200y < CRITV?||v| D,

) [[[Lv] = Av|| 20,7, 22(0p) < CR)T?||v]|p,

@i [NVl 2072200 < CRITY 0|5,

() [[[Gd) = Vdll 2020y < CRT2|lall 201501 (00

™ [[Go, Dl 205 (0py) < CRITHZ [1+ |[0llD + [lall 20,7311 (020 )-
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Donde M, L, N, G y Gy estdn definidos por (2.42)-(2.45) y (2.53), respectivamente; y aparecen,
en el lado derecho de nuestro problema lineal asociado (2.62)-(2.63), en la definicion de f y F (ver
(2.55),(2.52) y (2.61)).

Dem. Por simplicidad de notacién las normas de los espacios L"(0,7; L*(2r)) y L"(0,T; L*(Q2Fr))
las denotaremos por

| - HL’“(LS(QF)) y |- HLT(LS(QF))

respectivamente. Similarmente, escribiremos las normas de los otros espacios de funciones que depen-
den de la variable tiempo y de la variable espacial, omitiendo el dominio de la variable tiempo.

Usando la definicién de M dada por (2.42), y realizando algunos célculos, tenemos

VX oY 0X; °L 92X,
R -1 2 i i
M) =~ (V) ( s HTRG0)) e S g
L0 oY 0X; Ouy, OY & 78X P
i z v 0Y] i Vg,
(X S
* 2 opou a1 Z oy o 00 )+ 2 (c‘m 5”“) ot
Estimemos el primer término de [Mv];:
tr ((VX)l (WX (VQX)aY (X))) 0Xi
ot ot Ovk llr22(p))
OVX oY 0X;
<72 ||(vX)! <+(v2X)(X)> d [0 | oo (1 (00 -
ot ot (@ | 0k ey )

La desigualdad de arriba combinada con el Lema 2.20 establecen que

o (0207 (T30 + (2050 ) ) Gt

< C(R)T||v||p.
L2(12(0)

Los tres términos siguientes de (2.97) son estimados de manera similar. Para el tltimo sumando,
escribimos

aXz &)k

Ay ok | B

donde la dltima desigualdad es obtenida gracias al Lema 2.20. Todas estas estimaciones implican (i).

vk
ot

< |IVX —1Id| ooz (0,)) '

L2(L*(QF)) L2(L*(QF))

< C(R)T|v|p,

Ahora, estimamos los términos que aparecen en la expresion (2.43) de [Lv]. En primer lugar,

H 821}1‘
Oy 0y

([(vx)7],; =)

< (VX)) = 1d]| L ) Vil L2 2y
L2(L2(QF))

< CRT?||v]p
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Para el segundo término de [Lwv], un corto calculo muestra que

(det VY)] (X)g“i — —tr (VX)) Y(V2X) (VX)) ov

Y ayj 7

0
detVX) | —
(et 7 X) |5
y entonces estimamos este término como el primer término de [Mv]. Usando los Lemas 2.20 y 2.22
obtenemos la siguiente estimacion para el dltimo término de [Lv]:

< C(R)T?|Jv|p. (2.98)

J@erv0 |G oo

Estas estimaciones permiten obtener (ii).
A continuacion, estimamos cada término en la expresion (2.44) de [Nv]. Ya que

81),-

By, e L>®(0,T; L*(Qr)) N L2(0,T; HY(QF)),
J

podemos aplicar el teorema de interpolacién de Ehrling-Browder (ver [1, pag. 79]), para obtener

9v; 1/2 1/2

Jy;

)

|5
dy;

o

’ 8’Ui
y;

HY2(Qp) H1(QF) L2(QF)

de lo que se deduce 8”2 e L* 0,7 H 1/2(Q)). Lue, 0, usando los teoremas de inyeccion de Sobolev
q Dy, g y

(ver [1, pag.217]), podemos concluir que 3 6”’ € L*0,T; L?(Qr)). Ademds,

8@,-
H < Cllvllo.

0y,

LA(L3(QF))

Por lo tanto, usando la desigualdad Holder y el Lema 2.20, deducimos

3
ov; 1
? < Tl/4 o
det VX VX Z < y; Z aym = det VX z_:l P aym”
L2(12(2r)) - - LA(L2(2))
ov;
<y T llvmll o
Z s |y | L)

< C( )T [0l

Aplicando los Lemas 2.20 y 2.22, se tiene

3 3
> Ej; Z < C(R)||Es 0] (X)) 23 1ol oo (25 (00
=t m=1 L2(L2(QF))

< C(R)TY?|v|%.

Asi, hemos probado (iii).
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Ahora, estimamos ||[Gq] — Vq[| 1212 (q,.)) (para la definicién de G, ver (2.45)). Algunos cdlculos
nos permiten obtener la siguiente desigualdad

(det VY) (X)g = [|tr (VX)"H(V2X) (VX))
L2(12(2))

< C(R)T?|qll 21 ()

)
H(det VX) 3 qHLQ(LQ(QF»

T

(2.99)
Finalmente, usando nuevamente el Lema 2.20

<[(VX) ™ = 1d| e e (0 Nl 201 20
L2(12(2))

< C(RT?|qll 21 )

: dq -1
Z@([(VX) ]li_éli)
=1

Por lo tanto,
1G4l = Vallz2(z2(0,) < CRTlall 2 -

Para concluir con la demostracién, probemos la desigualdad (v) (ver (2.53)). Estimemos el primer
sumando. Del Lema 2.20 deducimos

o (v, ) (VX) ™ = 1d)| g2zt (o)) < VX)) ™ = 1A poo (22 0,0 |7 (03 Dl 22 (111 (001
< CR)TY* (|vllp + ldll z2(m1 ) -

Para el segundo término, usando el Lema 2.21 y la desigualdad (2.95), tenemos
lo (Wi, i)l g2 (o) < C(R)T?.

De manera similar a lo hecho para estimar los términos de [Lv], usando el Lema 2.20 y la estimacion
(2.98), deducimos

|120(Ev] + (E[0])")(X) Cof (VX )| 2 (11 () < C(R)TY? 0| p.
Aplicando el Lema 2.21, usando (2.77) y célculos similares como en los términos anteriores, se obtiene

< C(R)TY2.
L2(H'(2r))

No
20 BI(E[W] + (E[W,))")(X) Cof(VX)
=1

Esto completa la demostracion del Lema 2.23. U

Abhora estamos en posicién de probar el Teorema 2.18.

Dem.(Demostracion del Teorema 2.18)
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Recordemos que

No No No No No
F=-3 BWi=Y BW;= > IM@BW)|+v) [LBEW) - Y [G(Bm))
=1 =1 =1 =1 =1
No
— [N (’w + Z@W@-)] — [Mw] + v[(L — A)w]+ [(V — G)7l.
=1
Primero, notemos que de (2.77) y (2.93) se tiene
No NO
AL <1Bllpe oy D IWill oo (mr200)
=1 L*(L*(92r)) i=1

< C(R)TV?.

El segundo término de F' es acotado de manera similar aplicando (2.77) y (2.91)

No NO
> BW; <IBllzeeo.myv0 Y IWillag (2260
=1 L*(L*(92r)) i=1
< C(R)T2.
Gracias al Lema 2.23 (i), (2.77) y (2.91), tenemos
NO NO
> [M(B;W5)] <CR)TV? > W,
i=1 L*(L*(Q2r)) i=1 D
No
< CRT?Blpaoryve P IWillza z2ipm)
i=1
< C(R)T.

Del Lema 2.23 (ii) y (iv), y las estimaciones (2.77) y (2.91), se tiene

No No
v Y ILBW)] = 3 [G(Gim)

=1 L*(L*(Qr))

No

> (V(Bim) — [G(Bim)))

i=1

<

No
v Z ([L(ﬁzwz)] - ﬁlAWZ) +
= L2(12(Qp))

No
> Bimi
=1

L(L*(Qr))

< C(R)T'? + C(R)T/?

D

No
> BW;
i—1

L2(H (25))
< C(R)T.
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De manera andloga, usando el Lema 2.23 (iii), (2.77) y (2.91) deducimos
2

No No
H [N <w+25iwi>] < C(R)TY* w+ZﬂiW¢
=1 L2(L2 () =1 D

No
< C(R)TA (ku% 1B a0y S Wil ez
i=1

< C(R)TV*.
Mais ain, usando una vez més el Lema 2.23 (i), (ii), (iv) y (2.77), obtenemos
|=[Mw] + v[(L — A)w] + [(V = G)lll 21200y < CRTY2 (Jwllp + 7] (a1 (1)
< C(R)T?.
Todas estas desigualdades implican que
1P|l 2o 7z < CR)THA, (2.100)

Calculemos ahora la estimacion para f que esta definida por (2.55). En primer lugar, notar que por
(2.17), el Lema 2.10 y la desigualdad (2.90) se tiene que

£ ¢ < 1/2.
& & . e, = CORT
Asi, deducimos las siguientes desigualdades
No 3
S0 [ (&-¢) € < CRT?B o1y
j=1 s L2(0,T)
< C(R)T'/?,
No A
Zﬁ;/ £ (51’ - 5@’) dy < C(R)T?||B |l 20y
J=1 s L2(0,T)
< C(R)T'?,
y
|[ otwmm, E-&) o < C@PHotwmlpm
00Ng L2(0,T)
< C(R)T2.
Para el segundo sumando se tiene
No 9 n -
>0 [ 5&) Ew|  <c@IBlmonm
g=1 s L2(0,T)
< C(R)T?.
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Por otro lado,

Finalmente, usando el Lema 2.23 (v)

[ e (&)

R)T(|Bllir20,ryM
L2(0,T)

< C(R)T%/?.

Go [wa 7T] ) gz d7y
005

< C(R)TV?,

L2(0,T)

y asi
1 Flliz20,mm0 < C(R)T'?.

La demostracién del Teorema 2.18 se concluye combinando la ecuacién de arriba con (2.100). [l

2.10. Estimacion de la diferencia de los coeficientes
Esta seccion estd dedicada a la demostracion del Teorema 2.19. Mas precisamente, estimamos
las diferencias F() — F®) y f(l) — f(z). Durante toda esta seccion, para k € {1,2} fijamos

('w(k), k), ,3("‘)> satisfaciendo

[l + [

Hﬁ H <R, (2.101)

L%(0,T;L?(QF)) [H1(0,17)]No

donde R es una constante positiva fija (ver (2.75)). Aqui f (k) y F®) estan definidas por (2.55) y

(2.61). Mas precisamente, asumimos (2 69) y usando estas familias de funciones podemos definir al(k)

(i = 0,...,No) por 2.68) y ¢®), & ;%) (ng),ﬂi(k)) por las formulas (2.10), (2.17),
(2.25), (2.47), y (2.48) como en el comienzo de la Seccmn 2.8.

En las estimaciones siguientes, las constantes C'(R) que aparecen pueden depender de R, de la
geometria del dominio, de v, Np, {gi}f.V:OO, y de T'. Si ellas dependen del tiempo 7', esta dependencia
es de manera no decreciente. Similarmente, las constantes C' son independientes de R, pero, pueden

depender de la geometria, de v, Ny, {Ei}fvzoo, y de T'. Si ellas dependen de 7', lo hacen de manera no
decreciente.

Recordemos que de las suposiciones anteriores y del Lema 2.8, para k € {1, 2},
X®) e H?(0,T; H3(Q)), YH) € L®0,T; H*(Q))nWh®(0,T; H*(Q)) N H?*(0,T; H'(Q)) y

(vxﬂﬁ))*l e H2(0,T : HX(Q)).

Primero estimamos las diferencias de las aplicaciones X e Y:
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N,
Lema 2.24 Sean { ﬁi(k) } 01, (k € {1,2}) satisfaciendo las condiciones de arriba. Entonces tenemos
1=

las siguientes estimaciones

HX(l) _ X<2)H 4 Hy(l) (2>H
W (0,T;H?(Q)) L>(0,T; H3(Q))
9 (Y(l) — Y(2)> N 92 ( vy _ Y(2))

ot ot?
L>(0,T;H?()) L2(0,T;H' (Q2))

+

< cmr2 g H{HRO’TWO

Dem. La demostracion es bastante similar a la demostracion del Lema 2.20 de manera que sélo preci-
saremos los principales cambios. Usando que la aplicacion ¢ del Lema 2.1 es de clase C'°°, deducimos
que existe una constante positiva C' tal que

Hagn <2>H <C Ha(n _ a<2>H

H2(0,T) [H2(0,T)]No

Por consiguiente, ya que o) (0) = a(?)(0)

e (67) =& () mmmian = €12 = oy

S L P

Por lo tanto, escribiendo

Y (z) = —& (E(k)) (Y(k)(m)) +x,
para k = 1, 2; podemos estimar Yy —y®:.

(€)= )], g
HY(l) (2)HL°° (0,T;L°(Q)) — 1<f 2 <£(2)§£H ) T
L (0,T; W (Q))
P A
1= Hg ( )HLOO(O,T;WW(Q))
Las otras estimaciones para Y son probadas usando la estimacién anterior. U

Finalmente, usando el lema anterior, podemos probar los siguientes resultados. Ya que sus de-
mostraciones son similares a la demostraciones de los Lemas 2.20 y 2.23 (ver también [69]), las
omitimos.
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Lema 2.25 Con las suposiciones de arriba, tenemos el siguiente resultado de regularidad: existe una
constante positiva C(R) tal que

HCof (VX<1>) — Cof (VX@)) H < C(R)TY? Hﬂ(l) 2>H

WL (0,7, H2(Q)) — [+ (0,1)]No ’
ypara todo 1 <1 < Ny se tiene
g _g? 1/2 2)
‘52 HWlOO(OTH?’(QS)) C(R)T Hﬁ -8 H[HI(O,T)]NO’
' (1) (2)
A0 _ 4 T2 - 5| |
" i le 20,7, H2(Qg)) < C(R) B - [H1(0,T)]No

Lema 2.26 Sean v € Dy q € L*(0,T; H(Qr)). Entonces existe una constante positiva C(R) tal
que

0 |[3r0] -]

 [[200] - 2]

< C(RT o) |80 - 82|

L2(0,T;L%(Qp)) — [H1(0,T)No’

< C(RT|vllp |8 - 82|

L2(0,T;L%(Qp)) [H1(0,T)]No’

o] - ]

< C(R)TY?||qll 20,711 () HB(I) Q)H

L2(0,T;L?(QF)) [H1(0 T)]No

@) |G .0 - G v.q)

L?(0,T;H"(2r))
< C(R)TV? (uv\D Flalzoramn ey +]|80 -8 T)]NO)-

Ademéds se tiene la siguiente consecuencia del Lema 2.24:

Lema 2.27 Sean vV, v(?) € D. Entonces existe una constante positiva C(R) tal que

H [N(l)”(l)] - [N(%@)} ‘ L2(0,T:L2 ()

<t (o o) (o) 7 o)

Abhora estamos en condiciones de realizar la prueba del Teorema 2.19.

Dem.(Demostracion del Teorema 2.19)
Sean ('w(l),ﬁ(l),,@(l)>, <'w(2),7r(2),,8(2)) satisfaciendo (2.101). Para k = 1, 2, definimos f(k) y
F®) por (2.55) y (2.61) respectivamente; esto es,
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No NO
*) _ wy [ (2P Edy—S g™ [ D (gEY g®
=3 | & -¢) 3.4 oo @) &

NO / Ak Ak /\k
S [ 8 (@ ) - [ e(e) e (@) ay
i=1 s

S
+ /a O ('w(k),ﬂ(k)> (vx<k>)_T ny - (Egk) - gi) dyy +
cont=1,2,..., Nosy

F) _ k) _ [M(mw(k)} iy [(Luf) _ A) 'w(k)] + [(v _ G(k)) 7T<k>] 7

6 [, ] &2,
Ng

respectivamente. Usando el hecho que es posible factorizar la diferencia de productos como
aWpW 1) _ 252 .2) — (au) _ a(z)) bW ) 4 o (2) (bu) _ b<2>> Y

+a@p®@ (C(n _ C<2>) :

podemos escribir las diferencias como siguen:

=12 = (8 o) [ (&7 -¢) s [ (67-8) ca
(o -0?) [ &) @ [ D& -8 8 a
o [ S G &) @) ay+ | (e ) e (&)
[ e () (€ -8) ay

o ) ()] (5] T ()
T
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F(l)_F(2)2<K(1)_K ) ({Mm 1)] [M@) ])
- [M® (0 - w )} v ([0wt] - [£0w)])
v ([20 (w0 - w®)] -8 (0 - u®))
(oo - ([ (=) (o)

donde, de la definiciéon de K (k) (ver (2.52)), se tiene

K(l)_K@):—Z(@W ) wh Zﬁ ( (1) W(2)>
=1
No NO
- W @) @ S 4@ (D
S (40wt 55 w7
N (Tar® (e O] - Tar@ (40w OV - N> (@ (a0 _ 4@y @)
> ([pa0 (P wn)] - [m® (55wi0)]) = 3o [M® (40w - sP )

e (0 ).

De las desigualdades anteriores y de los Lemas 2.20-2.21, 2.23, 2.24-2.27, deducimos (2.71). Esto
concluye la demostracién del Teorema 2.19. (I
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Capitulo 3

Deteccion de un cuerpo rigido en un
fluido Newtoniano viscoso

En este capitulo consideramos un problema inverso asociado a un sistema fluido—estructura, en el
caso particular de un fluido Newtoniano viscoso e incompresible y un sélido rigido. Mds precisamente,
deseamos identificar la forma del cuerpo rigido y su posicién inicial.

En el caso mds general, esto implica trabajar con un sistema acoplado de ecuaciones de Navier—
Stokes con las leyes de Newton para el cuerpo rigido. Sin embargo, este caso es bastante dificil de
tratar directamente y por ello en este trabajo, sélo consideraremos un modelo simplificado, donde
asumiremos que el nimero de Reynolds es muy pequefio de manera que podemos prescindir de las
fuerzas de inercia.

En la Seccién 3.1 hacemos un repaso de las ecuaciones de movimiento para un cuerpo rigido. En
la Seccién 3.2 se introducen las ecuaciones que gobiernan el movimiento de nuestro sistema fluido—
estructura. En la Seccién 3.3, enunciamos los dos resultados mds importantes de este capitulo: el
primero de ellos, dado por el Teorema 3.1, que asegura la buena posicién (well-posedness) del sistema
fluido—estructura considerado, en el sentido de que admite una solucién la que, ademds, es dnica, y el
Teorema 3.2 que establece el resultado de identificabilidad.

Las secciones 3.4-3.5 estdn consagradas a la demostracién del Teorema 3.1, introduciendo un sis-
tema de ecuaciones auxiliar, el que nos permite reducir el sistema original a un sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias para la posicién.

En la seccién 3.5 mostramos que la solucién del sistema auxiliar depende suavemente de la posi-
cién y aplicando el Teorema de Cauchy—Lipschitz—Picard deducimos el Teorema 3.1.

La seccidn 3.6 esta dedicada a la demostracion del Teorema 3.2.

Para finalizar, en la Seccién 3.7, abordamos el problema de estabilidad utilizando un planteo simi-
lar al hecho en [4].
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3.1. Ecuaciones de movimiento de un sélido rigido

A grandes rasgos podemos definir un sélido rigido como un sistema de particulas, donde las dis-
tancias entre las particulas son fijas y no varian con el tiempo.

Un cambio arbitrario de posicién de un cuerpo rigido puede siempre ser reducido a una rotacién
seguida de una traslacién; es decir, existen funciones

ta(t) R t Q(t) € SO3(R)
de manera que la posicién al tiempo ¢ de un punto que estaba en y al tiempo inicial es
x = a(t) + Qt)y.
La relacién entre @ y la velocidad angular w es la siguiente
Q =5w)Q (weR),

donde S(w) es la matriz antisimétrica

0 —ws3 w2
S(w) = | ws 0 —w
—wy Wi 0

que satisface S(w)z = w x z, para todo z € R3; se ha utilizado la notacién Q' para la derivada en
tiempo.

Gracias al principio de conservacion de momento lineal y de momento angular obtenemos las
siguientes leyes de la dindmica de un sélido rigido inmerso en un fluido Newtoniano viscoso

wa' = [ faa+ [ olupnr,.
() =p [@-a)x fdot [ (@-a)x olupndy,.
S oS

donde S denota el sdlido rigido, m la masa del sélido, p su densidad, J es la matriz del momento de
inercia y f la densidad de fuerza.

Para un estudio méas exhaustivo sobre el movimiento de cuerpos rigidos consultar [37, Cap. 4-5].

3.2. Presentacion del problema

Consideraremos un dominio acotado € de R? (donde por dominio entenderemos un subconjunto
abierto y conexo) el cual contiene una estructura cuyo dominio es denotado por S(¢) y un fluido

viscoso e incompresible que denotaremos por F(t) = Q \ S(¢). Asumimos que el movimiento de la
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estructura estd regido por las ecuaciones de movimiento de un sélido rigido, de manera que este puede
ser descrito por su centro de masa a(t) € R? y por su orientacién Q(t) € SO3(R) como sigue:

S(t) := S(a(t), Q(t)),

con

S(a,Q) :=a+ QSy, (3.1

donde Sy es un dominio no vacio suave dado (en el sentido de la Definicién 1.6). Podemos asumir, sin
pérdida de generalidad, que el centro de masa de Sy es el origen y en este caso, a es el centro de masa

de S(a, Q). Ademés suponemos que existe (a, Q) € R3 x SO3(R) tal que S(a, Q) C Ny tal que

F(a, Q) =2\ S(a,Q)

es un dominio no vacio suave (ver Figura 3.1).

A

S(a, Q

Figura 3.1: Dominio de referencia

En lo que sigue, escribiremos
F(t) := F(a(t), Q(1)).

Ahora introducimos nuestro sistema acoplado de ecuaciones para el sistema fluido—estructura. Como
mencionamos al comienzo del capitulo, vamos a asumir que el nimero de Reynolds es muy pequefio
de manera que el sistema puede ser escrito como
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—div(o(u,p)) =0 enF(t), t € (0,7) (3.2)
div(u) =0 enF(t), t € (0,T) (3.3)
u=£€+wX(x—a) sobredS(t), t € (0,T) (3.4)
u=wu, sobredQ, te (0,T) (3.5)
/ o(u,p)ndy, =0 te(0,7) (3.6)
aS(t)
/ (x —a) xo(u,p)ndy,=0 te(0,7) (3.7)
aS(t)
=€ te(0,7) (3.8)
Q =Sw)Q te(0,T) (3.9)
a(0) = ay (3.10)
Q(0) = Q, 3.11)

En el sistema de arriba, (u,p) son la velocidad y presion del fluido, mientras que £ y w son
respectivamente la velocidad lineal y angular del sélido. Ademas, hemos denotado por o (u,p) el
tensor de esfuerzos de Cauchy, el cual esta definido por

o(u,p) = —pld + 2p D(u),
donde Id es la matriz identidad de M3(R) y D(u) es el tensor de deformacion definido por
1 [ 0Ouy ouy
D = (22 2T
D= (G + o)
La constante positiva y es la viscosidad cinemadtica del fluido.

La velocidad w., es una velocidad dada que satisface la condicién de compatibilidad con la condi-
cién de incompresibilidad del fluido,

/ uy -ndy=0. 3.12)
0N

3.3. Resultados principales

Nuestro objetivo es probar algunos resultados de detectabilidad para el sistema (3.2)-(3.11), aunque
este sistema es mas sencillo que el sistema acoplado “completo” de las ecuaciones de Navier—Stokes
con las leyes de Newton, no es un caso particular del mismo. Por lo tanto, primero necesitamos probar
que el sistema (3.2)-(3.11) estd bien puesto para una forma dada Sy del cuerpo rigido.
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Teorema 3.1 Asumamos u, € H>/ 2(8(2) satisfaciendo (3.12), Sy un dominio no vacio suave y
supongamos (ag, Q,) € R3 x SO3(R) tal que S(ag,Q,) C 'y F(ao, Q) es un dominio no
vacio suave. Entonces existe un tiempo maximal T, > 0y una tinica solucion

(a,Q) € C'([0,T.);R® x SO3(R)), (£,w) € C([0,T%);R® x R?),
(u,p) € C ([0, T2); H*(F(a(t),Q(t))) x H'(F(a(t), Q(t)))/R)
satisfaciendo el sistema (3.2)-(3.11). Mds atin, una de las siguientes alternativas vale:
s T, = 400;
= limy 7, dist (S(a(t), Q(t)), Q) = 0.

La demostracion del teorema de arriba es dada en la Seccién 3.5.

Ahora describimos el problema inverso que consideraremos en este capitulo. Sea I' un subconjunto
no vacio abierto de 92 donde es posible medir o (u, p) np, para algin tiempo ¢y > 0. ;Es posible
recuperar la forma de Sp?. En este trabajo mostramos la unicidad de Sp. Mds precisamente, tomamos
dos dominio no vacios suaves S(()l), 862). Consideramos (a(()l), Q(()l)), (a((f), QéQ)) € R3 x SO3(R)
tal que

S (ag),QgU) cQy 8@ («;9,@9) cQ.

Aplicando el Teorema 3.1, deducimos que para toda funcién w,. € H 3/2 (092) que satisface (3.12),
existe Til) >0 (respectivamente Tf) > 0) y una tnica solucién (a(l), Q(l),£(1)7w(l)’u(l)jp(1)>

(respectivamente (a@),Q(Q),E(Q),w@),u@),p(z))) de (3.2)-(3.11) en {O,Ti1)> (respectivamente

en ()T*(z) .
0.77)

Entoces tenemos el siguiente resultado:

Teorema 3.2 Con las notaciones del Teorema 3.1, sea w, € H>/? (0Q) satisfaciendo (3.12) y su-
pongamos que U, no es la traza de una velocidad rigida sobre ', y asumamos que S (1), 862) son

conjuntos convexos no vacios. Si existe 0 < tg < min (Tfl), T*(2)) tal que

o (uM(t0),pM(t0)) myr = o (w(t0),p?(10) ) mpe

entonces existe R € SO3(R) tal que
RS =58

)=o), Q) QPR
En particular, T*(l) = T*(Q) y

SO(t) = S@(1) (t e [o,T*(”)) .
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Recordemos que v es un desplazamiento rigido en (2 si existen dos vectores K1, k2 € R3 tal que
v(x) = K1 + Ko X @, paratodo x € .

En particular, si v € H'() y Q2 es un dominio acotado, se tiene que v es un desplazamiento rigido si
y s6lo si
D(v) =0

(ver [57, pag. 51]).

Observacion 3.3 En el teorema anterior, la hipétesis de convexidad para los obstaculos es meramen-
te técnica y podria probablemente ser eliminada. La hipétesis g < min (T*(l),Tﬂf?)> significa que
observamos nuestro dato antes de cualquier contacto entre el cuerpo rigido y la frontera exterior 0f2.

Para evitar esta hipétesis, deberiamos primero modelar lo que sucede cuando existe contacto entre
el cuerpo y la pared exterior. Desafortunadamente, este problema es bastante complejo (ver [44, 45,
46, 47]), en particular puede ser probado que si 2 y Sy son esferas, Ti = o0; es decir, no hay contacto
a tiempo finito.

3.4. Un sistema auxiliar

En esta seccidn, consideramos y estudiamos un sistema auxiliar el cual es esencial en la de-
mostracién del Teorema 3.1.

Fijemos u. € H 3/2 (09) satisfaciendo (3.12) y sea Sp un dominio no vacio suave y asumamos
(ap, Q) € R? x SO3(R) tal que S(ap,Qy) C Qy F(ap,Q,) es un dominio no vacio suave.
Consideremos el subconjunto A de posiciones admisibles del cuerpo rigido en €2

A= {(a,Q) € R® x SO3(R) ; S(a, Q) C Q} , (3.13)

donde S(a, Q) esta definido por (3.1).

Para todo (a, Q) € A, el siguiente problema estd bien puesto:

—div(o(u,p)) =0 enF(a,Q), (3.14)
div(u) =0 en F(a,Q), (3.15)
u=~L+wx (x—a) sobredS(a,Q), (3.16)
u = uy sobre OS2, (3.17)
/ o(u,p)n dy, =0, (3.18)
05(a,Q)
/ (x —a) x o(u,p)ndy, = 0. (3.19)
95(a,Q)

Mas precisamente, tenemos el siguiente resultado:
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Proposicion 3.4 Sea u, € H*/%(0Q) satisfacie
una unica solucion

ndo (3.12) y asumamos (a, Q) € A. Entonces existe

(u,p, 8, w) € H*(F(a,Q)) x H(F(a,Q))/R x R? x R?

del sistema (3.14)-(3.19).

Para probar esta proposicion, introducimos para todo (a, Q) € A los siguientes sistemas de Stokes:

—div (a (u(i),p(i))) =0 en F(a, Q)
div (u(i)) =0 en F(a,Q) (i=1,2,3) (3.20)
u® = e sobre 9S(a, Q) .
u® =0 sobre OS2,
—div (0' (U(i), P(Z))) =0 en F(a, Q)
div (U@) —0 en 7 (a, Q) (i=1,2,3) 3.21)
U = el x (- a) sobre 9S(a, Q)
U9 =o sobre 02,
y
—div(e(V*, P*)) = en F(a,Q)
div (V*) =0 en F(a, Q)
V=0 sobre 9S(a, Q) (3-22)
V* = u, sobre OS2,
donde recordemos que {e(? }?:1 denota la base canénica de R>.
Usando el hecho que para todo i = 1, 2, 3;
85(a,Q) 8S(a,Q) o0

se deduce que los sistemas (3.20), (3.21), (3.22) admiten una tnica solucién (u(i),p(i)), (U(i), P(i)) ,
(V*, P*) € H*(F(a,Q)) x H'(F(a,Q))/R (ver, por ejemplo, [35, Teorema 6.1 pag.231] o [71]).

Para resolver (3.14)-(3.19), buscamos (u, p) como

3
u = Z&u(l) + wZU(l) +V* (3.23)
i=1
3 . .
pi= Z&p(z) + wiP(z) + P*. (3.24)
=1

Es ficil chequear que (u,p) € H*(F(a,Q)) x H'(F(a,Q))/Ry satisface

—div(e(u,p)) =0 en F(a,Q)
div(u) =0 en F(a,Q)
u=~0+wx(x—a) sobre S (a, Q)
U = U, sobre Of).
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Asi, (u,p) es solucion de (3.14)-(3.19) si y sélo si (3.18)-(3.19) valen; es decir, si y solo si (£, w)
satisface

|

U@ P@) n dv,
=1 g

w® p®) n d /
sa@a( )n 7w+2w 95(a,Q) (3.25)

+/ o (V*, P)ndy, =0
85(a.Q)

3
gi/ _ 0, iy + / _ U, P n dvy,
z; aS(a’Q)(az a)xo-( )n ~ Zw 5(a0) (x—a ><cr< )n ~

1=

—i—/ (x—a)xo (VP )ndy, =0.
05(a,Q)
(3.26)

Podemos reescribir el sistema lineal (3.25)-(3.26) en (£,w) de manera matricial. Para hacer esto,
observemos que gracias a la condicion sobre la frontera en (3.20), se tiene

( / o <u<z’>7 pu)) nd%) el) — / o (uu)’ p(n) - ul) dy,
9S(a,Q) 05(a,Q)
'y / D(u®):D(u) de  (1j=1.2.3)
Fla.Q)
Similarmente,
(/ (x—a)xo (U(i)yp(i)> n d’m) el = / o (u(i),p(i)> n- UV AV
85(a,Q) 05(a,Q)

— 9 /f oD (u®):D (V) da.

coni,j =1,2,3.

Estas relaciones y sus contrapartes para (U (i), P(i)> y (V*, P*) nos permiten escribir (3.25)-
(3.26) como

donde A € Mg (R) esta definida por

Aij = /
Fl(a

Ay = /ﬂa o D <u<i—3>> . D (U(j)) dr (4<i<6,1<j<3) (3.28)

o D (u(">> :D( (ﬂ>) de (1<i,j<3) (3.27)

)
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Ay = /F(%Q) D (U@) . D (u(ﬂ'*i”)) de (1<i<3,4<j<6) (3.29)

Ay = /f (W)D (U<i—3>) . D (U(j_?’)) de (4<i,j<6) (3.30)

y b € RS estd definido por

bj:_/ D(V*):D(u(j)> de (1<j<3)
F(a,Q)

b = —/ D(V*):D (U(j_3)) dr (4<j<6).
F(a,Q)
Lema 3.5 La matriz A definida por (3.27)-(3.30) es invertible.

Dem. Ya que A es una matriz simétrica, es suficiente probar que A es definida positiva, es decir,

(4(&)- (€)7o (0)# )

Aqui, (-, -) denota el producto escalar canénico en R®. Un pequefio cdlculo muestra que

() (D) = L (G o) =0 () <)

Supongamos que (f) € RO satisface

fiva

Entonces, de la desigualdad de Korn (ver, por ejemplo, [57, Teorema 2.4-2, pdg.51]) deducimos

2
dx = 0.

3

i=1

3
Z D + 0, UD =0 en F(a,Q).
i=1

De las condiciones sobre la frontera en (3.20), (3.21), deducimos £ + w x (x — a) = 0 para todo
x € 0L). Usando el Lema 3.6 (ver lema a continuacién), se tiene que £ = w = 0. O

Lema 3.6 Sea O un subconjunto no vacio, abierto, acotado y suave de R3. Entonces,

Ki+kexy=0 (yeodO) = k; =k =0.
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Dem. Si ko = 0, entonces claramente k1 = 0. Asumamos ko # 0. Entonces el conjunto
{y: k1 +K2 xy=0}

esta siempre incluido en un hiperplano afin de R? y asi este es el caso de OO lo cual es una contradic-
cién. U

Gracias al Lema 3.5, (u,p,£,w) satisface (3.14)-(3.19) si y s6lo si (u,p) estdn definidas por
(3.23), (3.24) y (€, w) estd dado por
A
<w> — A b (3.31)

Esto asegura la existencia y unicidad de una solucién (u, p, £, w) satisfaciendo (3.14)-(3.19) lo que
concluye la demostracién de la Proposicion 3.4.

3.5. Demostracion del teorema de existencia y unicidad

Usando el sistema auxiliar (3.14)-(3.19) introducido en la seccidn previa, facilmente chequeamos
que
(a,Q) € C([0,T);R? x SO3(R)), (£,w) € C([0,T.); R* x R?),

(u,p) € C ([0, T); H*(F(a(t), Q1)) x H'(F(a(t),Q(1))/R)
es solucidn del sistema (3.2)-(3.11) si y sélo si paratodo ¢ € (0,7, (a(t), Q(t)) € A,
(L(t),w(t),u(t),p(t)) € R? x R3 x H*(F(a(t),Q(t))) x H'(F(a(t),Q(t)))/R satisface (3.14)-
(3.19) y
a =¢, Q' =S(w)Q en (0,7),
a(0) =ao, Q(0)=Q.

Por lo tanto, para probar el Teorema 3.1, es suficiente probar que la solucién
(u[mQ],p[a’Q],E[a’Q],w[mQ]) de (3.14)-(3.19) depende suavemente de a y Q. Mas precisamente,
la siguiente proposicion y el Teorema de Cauchy-Lipschitz—Picard (ver Teorema 1.10), implican la
demostracion del Teorema 3.1.

Proposicion 3.7 La aplicacion

T: A—RS
(@,Q) = (Yia,q) ¥la.q))

es de clase C.
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Para probar la Proposicién 3.7, usamos el siguiente resultado clasico introducido por J. Simon (ver
[68]), el cual recordamos a continuacién.

Asumamos que W es un espacio de Banach, que B y C son espacios de Banach reflexivos, y que
W es un subconjunto no vacio, abierto de W. Consideremos g, : W x B — C, g, : W — By
gs : W — (' tal que paratodo w € W,

gi1(w,-) € L(B,C), g1(w,gy(w)) = gz(w).
Entonces se tiene el siguiente resultado:

Teorema 3.8 (Simon) Asumamos que w — g,(w, ) es de clase C* en wq en L(B, C), que g5 es de
clase C' en wyq y que existe una constante o > 0 tal que

lg1(wo, @) = o], Ve e B.
Entonces g, es de clase C'* en wy,.
Observacion 3.9 Gracias a (3.31), 1a Proposicion 3.7 se reduce a probar que las aplicaciones
(@.Q)— A (a,Q) y (a.Q) b(a,Q)

son de clase C.

3.5.1. Cambio de variable

Para aplicar el Teorema 3.8, primero necesitamos considerar una carta local de A alrededor de un
punto arbitrario (ag, Q) € A.

Consideremos las siguientes matrices antisimétricas:

00 O 0 01 0 -1 0
A =100 -1], Ay=|10 0 0], A3=1|1 0 0],
01 0 -1 0 0 0 0 O

y para toda matriz R € SO3(R), definamos la aplicacién:

‘I’R : Uu — SOg(R)
0= (91, 92, 93) = eXp(elAl) eXp<92A2) eXp(HgAg)R
cond = (—m,7) X (—=m/2,7/2)x (—m, ). Es facil probar que ¥ g es un difeomorfismo infinitamente

diferenciable de U en una vecindad de R € SO3(R) (ver, por ejemplo, [37, pag. 150 and pdg. 603] y
[49], para mas detalles).

Fijemos un punto arbitrario (ag, Q) € Ay consideremos el siguiente C'°°-difeomorfismo

P (a0,Q,) : R x U — R x SO3(R)
(h.0) — (ao + h,Tq,(0)) .
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Este satisface
(I)(U'O;Qo) (07 0) = (a07 QO)
y ademds, podemos probar que existe r > 0 tal que Bs(0,7) C R3 x U, y
P (a0,Qo) (Brs(0,7)) C A. (3.32)

Usando la carta local introducida arriba, la demostracién de la Proposicion 3.7 se reduce a probar que
la siguiente aplicacién

T (a0.Qy) * Bro(0.7) — R (3.33)
(h,6) — (e[‘lﬂao@m(hvo)] ’ w[‘l’(ao@m(hv")])

es C' en el punto (0, 0).

Para probar esto, combinamos el Teorema 3.8 con un cambio de variable. Mds precisamente,
construimos una aplicacion X : © — € la cual transforma S(ag, Qy) en S (®(q,.q,)(h,0)) ¥
F(ao,Qy) en F (<I>(a07QO) (h,)). Usamos este cambio de variable (su inverso) para transformar los
sistemas (3.20), (3.21) y (3.22) en sistemas escritos sobre dominios fijos.

Para construir nuestro cambio de variable, comencemos por considerar S un dominio no vacio
suave de R3. Asumiremos, sin pérdida de generalidad, que el centro de masa de S es el origen. Sea
(ao, Q) € A de manera que

S(a07 QO) g Q7
con S(ag, Q) como lo definimos en (3.1); es decir,

S(ap, Q) = ap + Q,S.

Sean (h,0) € Bgs(0,r), con r de manera tal que (3.32) vale. Seax € S (@(GO,QO)(h, 6)), entonces
de la definicién de @ tenemos

x=Vq (0)y+ (ap+h), yes. (3.34)
Pero, por otro lado, podemos escribir
y:QOg_'_a’Oa yES(aO7QO)7

lo que nos permite escribir
7=Q; ' (y —ao).

Reemplazando en (3.34) se tiene
z=Tq (0)Q;" (y —ap) + (ao + h), y € S(ag, Q).

Esto nos motiva a introducir la siguiente aplicacién ¢ : R?> — R? definida por

¢(h,0;y) = ¥q,(0)Qy " (y — ao) + (a0 + h)
= ¥14(0)(y — aog) + (ap + h)
= exp(01A1) exp(02A2) exp(03As)(y — ao) + (ao + h).
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Es fécil ver que ¢(h,0;-) mapea S(ap, Q) en S (Q(aonO)(h, 0)) y ademds, de la regularidad de
® (4,,q,)» deducimos que (h,0) — ¢(h,0;-) es una aplicacién C* de Bgs(0,7) en C* (R3), para
todo k > 0.

Fijemos dos subconjuntos abiertos O, O3 de {2 tal que
S(ag, Q) C Oy, O C Oy 0OyCQ
y consideremos una funcién Z € C2°(12) tal que
Z=1len0;, Z=0enQ\Os.
Entonces, para y € R? pongamos
X (h,0;y) =y + (p(h,0;y) —y) Z(y). (3.35)
Para todo y € R3, tenemos

1 X (R, 0;y) =yl = || (p(h,8;y) —y) Z(y)|
= [[(¥1a(0) — Id)(y — ao) + h) Z(y)]|
< C(Q)]I(h, )]-

Mis atn, para todo y € R3
[Vy(X (h,0;y)) - 1d|| < C(Q)||(h, 0)]|,

donde Id es la matriz identidad de M3(R) y hemos denotado por || - || la norma euclideana de R3 y
R® indistintamente.

En particular, para r suficientemente pequeio, se tiene que para todo (h, 8) € Bgs(0,7), X (h,0;-)
es un difeomorfismo C* de  en ( tal que

X(h‘v 07 S(G’O, QO)) =S ((I’(ao,QO)(ha 0)) :
Ademds, la aplicacion

Bgs(0,7) — C*(Q)
(h,0) — X (h,0;")

es de clase C'*° paratodo k > 0.

Mas aun, para r suficientemente pequeio, es bien conocido que
X X!

es una aplicacién C> del conjunto de difeomorfismos de clase C* de Q en si mismo (ver Lema 1.12).
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Por consiguiente, si para todo (h,8) € Bgs(0, 1), denotamos por Y (h, 0; -) la aplicacion inversa
de X (h,8; ), entonces

Bgs(0,7) — Ck(ﬁ)
(h,0) — Y (h,0;-)

es también de clase C™ para todo k& > 0.

Abhora, usaremos el cambio de variable construido para escribir los sistemas de ecuaciones (3.20),
(3.21) y (3.22) en dominios fijos. En efecto, s6lo detallamos esta transformacién para el sistema (3.20),
los cdlculos son similares para los sistemas (3.21) y (3.22).

Ya que e € H3/2(99) satisface la condicién

/ eV .ndy=0,
o0N

existe A®) € H?(Q) (ver, por ejemplo, [14, 71]) tal que
(a) A® = —e@ gobre
(b) div (AD) =0en @
© AD(x)=0siz e Q). :={zcQ:dist(z,00) > ¢}

para algin € > 0 tal que Oy C [Q)]..

Sea '
2V = u® — ) — A0 (3.36)

entonces (u®), p(¥)) satisface (3.20) si y sélo si (ﬁ(i),p(i)> satisface

—div (o (@,p0)) = —vAAD  en F (@(a.q,)(h.6))

div (@) =0 en F (®(qy.q,) (7. 0)) (3.37)
a® —o sobre 9S (®(q0,q,) (h:0))
a9 —o sobre 0.

Ahora, definimos
vV (h,0;y) = det(VX (h,0;y)) (VX (h,0;y)) ' ) (h,0; X(h,0;y))  (3.38)
¢ (h,0;y) = det(VX (h,8;y))p" (h,0; X (h,0;y)). (3.39)

Observar que al igual que en el Capitulo 2, no usamos el cambio de variable
v (h,8;y) =4 (h,0; X (h,6;y))

a causa de la condicion sobre la divergencia en (3.20). Mdés precisamente, tenemos el siguiente resul-
tado, andlogo al Lema 2.12:
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Lema 3.10 Sea v definida por (3.38). Entonces

(div 'v(i)) (h,0;y) = det (VX (h,0;y)) (div a@)) (h,0; X (h,0;y)).

El célculo de las derivadas de a” y p¥) es andlogo al ya realizado en el Capitulo 2 (ver Secci6n 2.6).

La dependencia de h y € de las variables es omitida.

aud) ) .
mo_ m [y
5e = (At VY) TV ) 4 B [v }
con
3
)l 0 0Xm ()
i [0] = 32 g, ((@er o) G0 ) o)
0X 81)@)
+detVY | =—2(Y - k (y
(aykm k)ayjm
0Xm > 8111(:) _1
+ (det VY) (Y ZZ;M(Y)G(VX) ], () 5@]
Entonces,
82~(Z) 821}() 3 82U(i)
— " —(det VY Yy det VY " (Y X)), (Y
et~ VY) Gn (V) + (@ vY) 3 ) ([(9X)7),, (V) — )

+ a‘ij (det VY) a;f (Y) + aij (Emj ["’(i)D '

Por otro lado, de (3.39) se tiene

ap) o Q) g™
Do = (At VYY) + (det VY) G (Y)
3 8 ()
+(det VY)Y ([(VvX)™Y],,. (V) = 6m) -

-1 891

De este modo, (u®), p(¥) satisface (3.20) siy sélo si (v, ¢¥) satisface

—v [Lo®] + [Gq< ] =-vAAYD  en F(ao, Q)

div (v(z)) en F(ao, Qo)
o) — sobre 9S8 (ag, Q)
v = sobre OS2
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con
[Lv(")}m ::jz?); [a;;};”? + 123; g;;}a%jl ([(VX)JLJ‘ - 5lj>
+ (det VX) [a‘; (det VY)] (X) a;f s
y
[un)}m :=(det VX) [&in (det VY)] (X)q") + Z(;(:

)

3 9q0) .
22, (VX7 = dm).
=1

+ (det VX)aa (Emj [U(i)D (X)}

(3.45)

(3.46)

Notemos que el lado derecho de la primera ecuacién de (3.44) es el mismo que en (3.37) puesto que
en Q\ Oy, X(h,0;-) = id (ver (3.35)) y ya que, por definicién, el soporte de A®) estd incluido en

Q\ Oy (ver (¢)). En particular, este lado derecho es independiente de h y 6.

3.5.2. Regularidad de la solucion respecto al centro de masa y la orientacion del cuerpo

rigido

Ahora estamos en posicidn de probar la Proposicidn 3.7. Recordemos que la Proposicién 3.7 im-

plica el Teorema 3.1.
Dem. (Demostracion de Proposicion 3.7)

Apliquemos el Teorema 3.8; tomemos

W =R3>xR3 W = Bge(0,r),

B = (H*(F(a, Qy)) N Hy(F(ao,Qp))) x H'(F(ao, Qo))/R,

C= L2(~7:<¢10, Qo));

donde
H ,(F(ao,Qy)) = {w € Hy(F(ag, Qp)) : div(w) = 0}

y r suficientemente pequefio (ver (3.32) y la construccién de X).

Ademas, consideremos

g,: WxB—C
(h,0,v,q) — —v |[L(h,0)v] + [G(h,0)q],

g,: W—B
(h,0) = (v (h.0),4"(h,0)) .
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gs: W-—=C
(h,0) — —vAAD,
Asi, gracias a la regularidad de las aplicaciones X e Y, deducimos que
Bgrs(0,7) — L(B,C)
(h,0) — g(h,6;-)

es C! en (0,0). Ademis, ya que g5(h, @) no depende de (h, 0), se tiene que g5 es C! en (0,0).
Finalmente,
91(0,0;(u,p)) = —vAu+Vp  V(u,p)e B

entonces, gracias a la regularidad eliptica de los sistemas de Stokes (ver, por ejemplo, [14, 71]), tene-
mos

191(0,0; (u,p))c = Kol|(u, p)| B,

donde la constante K depende de v y de la geometria del dominio.

Por lo tanto, aplicando el Teorema 3.8 concluimos que la aplicaciéon
92 : Bro(0,7) = (H*(F(a0, Qo)) N Ho(F (a0, Q) x H' (F(ao, Qo))/R
(h,0) — (v,4?)
es Clen (0,0).

De la definicién de (ver (3.36)), del Teorema de cambio de variable y (3.40)-(3.41), podemos
reescribir (3.27) como sigue

Ay = / [D (a@+A<i>) (X)} : [D (ﬂ(j)JrA(j)) (X)} (det VX) dy
-7:(0'07Q0)

_ / 7O (v, A0, X,¥) - T (v, A9, X, Y) (det VX) dy,
F(a0,Qo)

donde T'") esta dado por
4 . . 1 4 1 4 1T .
(@) (@& A — (4) - (4) (%) (4)
T ('v A ,X,Y). deWXD(v )+2 <E ['v }+E[v ] >(X)+D(A )
Esto prueba que para 1 < ¢, 7 < 3, las aplicaciones
BR6 (O, 7") — R
(h, 0) — Aij = Aij (@(GO,QO) (h, 0))

son C' en (0, 0). Mediante cdlculos similares obtenemos que para todo 1 < 7, 7 < 6, las aplicaciones
anteriores son C'! en (0,0). De igual manera, para todo 1 < j < 6, las aplicaciones

BR6 (0, ’I”) —R
(h, 0) [ bj = bj ((I)(CLO7Q0)(h7 0))
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son C' en (0,0).

Por dltimo, ya que la aplicacién

GL3(R) — GL3(R)
A— AL

es de clase C' y gracias a la Observacién 3.9, deducimos que la aplicacién T definida por (3.33) es
C"' en (0,0). Esto concluye la demostracién de la Proposicién 3.7. |

3.6. Demostracion del resultado de identificabilidad

En primer lugar, recordaremos un resultado clave, para la demostracién del Teorema 2.

Proposicion 3.11 Sean SV y S dos conjuntos no vacios, abiertos, convexos y suaves tal que satis-
facen

SOHca y s@caq. (3.47)
Asumamos w,, € H>/? (0Q2) satisfaciendo (3.12) y consideremos
(u<1>,p<1>) c H? (Q \ @) x H' (Q \ @) /R,
(u@), p(2)) € H? (Q \@) x HY (Q \ﬁ) /R

satisfaciendo
—diva(u(i),p(i)) =0 enﬁ\m
div (u®) =0 en Q\ SO (i=1,2) (3.48)
u = u, sobre 0.

Si ' es un subconjunto abierto no vacio de 0€) y si

o (u(l),p(l)) nr=o (u(2),p(2)) n|r (3.49)

entonces

uD =u® en Q) (W U S<2>> . (3.50)

Dem. Escribimos

w = u) — 4@

= p — @,
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Combinando (3.48) y (3.49), deducimos que (u, p) satisface

—div(e(u,p)) =0  enQ\ (SHUSE
div (u) =0 enQ\ (S SO us®
u=0 sobre 0f)

o(u,p)n =0 sobre I

Aplicando el principio de continuacion tnica para las ecuaciones de Stokes debido a Fabre y Lebeau
[28] (ver también [4]), deducimos que u = 0 en la componente conexa de 0€2. Ya que €2 es conexo y

S, 83 son convexos y satisfacen (3.47), se tiene que Q \ ( Hys@ )> es conexo y asi

w® —u® enQ)\ ( SO u 3(2))

Esto finaliza la demostracion. |

Dem.(Demostracion del Teorema 3.2)

Para probar el Teorema 3.2, supongamos por el absurdo, que existe 0 < tg < min (T*(l), T*(2>),
tal que

o (u®(t0).p " (1)) mr = & (u®(10).p? (t0) ) myr

y SW(tg) # SP(t).

En tal caso, ya que S (¢9) y S@(ty) son conjuntos convexos, tenemos que

= 0SW (tg) N ASP (tp) estd incluido en una recta

= 0SMW(ty) N ASP(ty) contiene al menos 3 puntos no colineales.

Q Q
E0) o

Sl
Sy S0 ©

Q

Figura 3.2: La interseccion de las fronteras estd contenida en una recta
El primer caso puede ser dividio en los siguientes 3 subcasos (ver Figura 3.2):
SW(t)NSPD(te) =0 o SV(tg) € SP(ty) o SP(ty) ¢ SW(to).

Mostraremos que ninguno de estos 4 casos puede ser posible.
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)

- J

Figura 3.3: La interseccion de las fronteras contiene al menos tres puntos no colineales (dimension 3)

Caso 1.1: SM(ty) N S®@)(ty) = 0. Entonces, de (3.50), deducimos que en S (tg) ¢ FD(ty), se
tiene
—div (0’ (’u(l)(to),p(l)(to))) =0 en 8(2) (to)
div (u(l)(to)) =0 en @ (tg)
uD(tg) = LD (tg) + wP(to) x (x —a@(ty))  sobre ISP (to).
En particular,
v =ul(tg) - <e<2) (to) +w®(to) x (“’ - a(2)(to)))
satisface el siguiente sistema de Stokes
—div (o (v,p(l)(to))) =0 enSW(tg)
div (v) =0 en S@ (1)
v=0 sobre S (t).

Multiplicando por v la primera ecuacion del sistema anterior, deducimos

/ |D(v)|? dx =0
S@)(tg)

y asi, v = 0 en S (ty). Por consiguiente, ya que v satisface el sistema de Stokes en F (I (tg),
podemos aplicar nuevamente el resultado de Fabre-Lebau [28] para obtener

v=0 inFW(t).
Esto implica que
ws(z) = £ (tg) + w® (ty) x (m —a® (to)) (x € 0Q),
lo cual contradice que u, no es la traza de una velocidad rigida sobre I'.

Caso 1.2: SW(ty) & SP(to) (el Caso 1.3: SP) (1) & SW (o) es idéntico). Entonces, tenemos en
S®(to) \ SW(to) C F(to)

—div (o (’u,(l)(to),p(l)(tg))) =0 enSA(t
div (uM(tg)) =0

)\ SU(

0) \ SW(to)
en S@ (tg) \ SM(to)
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y usando (3.50) se tiene que

u(tg) = €W (tg) + wD(ty) x (x —aM(ty))  sobre dSW(ty)
uD(tg) = L@ (ty) + wP(tg) x (x —aP(tg))  sobre ISP (ty).

Escribimos v = w1 (¢y) — <£(2) (to) + wP (tg) x (z— a® (to))), entonces

_div (a (v,p<1>(to))) —0 en FWO (1) (3.51)
div(v) =0 en FW(t) (3.52)
V= U, — (5(2) (to) + w® (tog) x (:13 —a® (to))) sobre 0} (3.53)
v=a+bx (x - a<1>(to)) sobre S (o) (3.54)
/ o (v,p(l)(to)) ndy, =0 (3.55)
a5M (to)
/ (a: — a(l)(to)) X o ('U,p(l)(to)> ndy, =0, (3.56)
83(1)(t0)
donde

a = (£0(to) — €2 (t0) ) + 0P (to) x (aV(t0) — al? (1)) (3.57)

y ~
b= (w(l) (to) — w® (t0)> . (3.58)

Ademds, gracias a la Proposicién 3.11, tenemos
v=0 sobre dS?(tp). (3.59)

Multiplicamos la primera ecuacion, (3.51), por v

0=-— div (o (v, M (¢ -vdx
/<5<2)(t0)\5(1>(t0) ' < ( - 0)>>
:2y/ |D(v)|* doe — / o (v,p(l)(to)) n-vdy,
5@ (to\SMD (to) (@ (t)\SM (ko))
:21// |D(v)|* do — / o (v,p(l)(t0)> n-vdy,
S@ (to)\SM (to) S (to)

+ / o (U,p(l)(t0)> n-vdy,.
SM (to)

De (3.59) y (3.54)-(3.56) tenemos

[ (o) nvan =0y [ - o(opw)n v =0,
853 (to) s (to)
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respectivamente. Luego, deducimos

2y/ D) dz = 0.
8@ (t)\SM (to)

Por consiguiente, D(v) = 0 en S (t5) \ S (t), lo que implica que existen
K1, Ko € R3 tal que
v=ri+koxy en SP(t)\SD(ty). (3.60)

En particular, de (3.59) y del Lema 3.6, obtenemos

K1 = Rg = 0. (361)

Por lo tanto, se tiene v = 0 en S (t9) \ S (tg) y asi usando nuevamente [28],
v=0 en FW(t).

La ecuacién de arriba y (3.53) contradicen la hipdtesis que w. no es la traza de una velocidad
rigida sobre I

Caso 2 0SW(tg) N 0S@(ty) D {zo, 21,22} donde zg, z1, 23 son tres puntos no colineales (ver
Figura 3.3).

De la Proposicion 3.11 se tiene que

u =u® en Q\ (SW(t)) USA(tg))
y
€D (1) +w D (20) x (:1: - a<1>(t0)) = 02 (tg)+w® (to) x (m —a® (to)) sobre  OSM (£5)N9S@ (t)

o equivalentemente
a+bx (ac — a(l)(tg))

conay b definidas por (3.57)-(3.58). Pero si (6, 5) # (0,0), el conjunto

{y:a+bxy=0}

estd incluido en una linea recta, lo que contradice nuestra suposicién. Entonces concluimos que

<£(1)(t0) — @ (to)) +w®(tg) x (a<1> (to) — a® (tg)) - (w(l)(to) —w® (t0)>

(3.62)

Luego, de (3.50) and (3.62), tenemos que

v — u(l)(to) _ (3(2)@0) + w(2)(t0) X <cc — a(2)(t0>>>
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satisface el siguiente sistema de Stokes
—div (o (v,pM(t))) =0 enSP(to) \ SW(to)

div (v) =0 en S (o) \ SW(t)
v=20 sobre 0 (S(2)( 0) \8(1)(t0)>

Argumentando como en el Caso 1.1 obtenemos nuevamente una contradicciéon. Guardando los
Caso 1.1-Caso 1.3 y Caso 2, deducimos que

SW (tg) = SP(ty).
La relacion de arriba y (3.1) implican

aM(to) = a'? (t)

y
QW (t0)S" = QP (ty)SS. (3.63)
Pongamos
—1
Rz[Q(Q)(to)} QW (to) (3.64)
y

No es dificil ver que
(alto). Q(tw) = (a (t0). V(1)) . (3:65)

Mas atn, (3.63) y (3.64) implican
Rrs{V = s

y asi
5Oty = QP ()sEY + a®(t)
= Q)8 +alt)
=5 (a(t), Q(1))
y
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En particular, ya que

—div (o’ (u(Q),p(Z))) =0 en f(l)(a(t), Q1))
div (u<2>) =0 enFW(a(t),Q(t)
u® =02 1 w® x (x —a) sobre 0SM (a(t),Q(1))

u? = u, sobre 0N)

/ o (u®.p?) ndy, =0
a8 (a(t),Q(t))

/ (x—a)xo (u(2),p(2)> ndy, =0,
a8M (a(t),Q(t))

deducimos que

(1)

2) _ p() 2) _
2 =y ;Y w()—w[a,Q].

[a.Q

Por lo tanto, (a, Q) es solucién de

_
a' =L g

Q=5 (vq) @

De (3.65) y del Teorema de Cauchy—Lipschitz—Picard, deducimos

La relacién de arriba implica

aél) _ a(()z)
Q)" - Q'R

Esto finaliza la demostracién del Teorema 3.2. O

3.7. Discusion y resultados de estabilidad

Del resultado de identificabilidad obtenido en el Teorema 3.2, es posible deducir algunos resulta-

dos de estabilidad. Mdas precisamente, con la notacién del Teorema 3.2, nos gustaria estimar a partir
de la diferencia

HU (wM(t0),pV(t0) ) m — & () (t0),p (t0) ) "Hmn(r) ’

las diferencias entre RS(SI), a(()l), Q(()l) y 382)7 062)7 62)R-

106



Capitulo 3. Deteccioén de un cuerpo rigido en un fluido Newtoniano viscoso

Siguiendo el método de [4] y la teoria cldsica sobre diferenciaciéon respecto al dominio (ver, por
ejemplo, [43]), para estimar las diferencias entre los dominios, podemos considerar deformaciones
particulares de Sy como sigue: consideremos ¥ € C?(RR?) de manera que ¥ = 0 en una vecindad de
00y ¥ # 0 en Sy. Entonces, para 7 pequeiio, las aplicaciones W.. = id + 7W, con id la aplicacién
identidad, son difeomorfismos de clase C? y podemos considerar los dominios So.r =¥, (So).

Fijando ag y Q, podemos considerar la aplicacién
Ar:T—o (uT<t0)7pT(t0)) nr,

donde (u,, p,) es la solucién de (3.2)-(3.11) asociado con Sp .

Usando el cambio de variable introducido en la Subseccion 3.5.1 (con X = W), y usando el
Teorema de la funcién implicita para funciones analiticas (ver, [6, 72]), es posible mostrar que 7 €
(0,71)— A € H 1/ 2(T") es analitica. Entonces la idea es usar el Teorema 3.2 para obtener que este
no es constante. Sin embargo, necesitamos en tal caso que Sy ~ sea convexo, lo cual implica imponer
algunas condiciones sobre W. Con estas condiciones y el Teorema 3.2, podemos obtener como en [4]
la existencia de una constante positiva ¢ y de un entero m > 1 tal que para todo 7 € (0, 7),

[ A7 = Aoll g2y = c|7|™.

En lo que sigue, consideraremos otra alternativa a la anterior: Fijemos la forma del cuerpo rigido
So y usemos la diferencia

(40570) 0 (620, 70) 1,

(1)
0

para estimar la diferencia de los centros de masa a; ' — aé ) y la diferencia de las orientaciones

Qél) — QE)Z). Para realizar esto, primero notemos que podemos mejorar el resultado de la Proposicion
3.7.

Proposicion 3.12 La aplicacion
T: A—R®
(@,Q) = (Ya.q) “a.q)

es analitica.

Para probar esta proposicién, podemos seguir la demostracién de la Proposicién 3.7. Mads precisa-
mente, para (ag, Q) € A fijo, podemos considerar la carta local (h,0) — @, q,)(h,0) de A.
Usando esta carta, podemos construir el cambio de variable X introducido en la Subseccién 3.5.1 y
notar que

Bgs(0,7) — C*(Q)
(h,0) — X (h,0;")

107



Capitulo 3. Deteccioén de un cuerpo rigido en un fluido Newtoniano viscoso

es analitica para todo & > 0. Entonces, podemos transformar la solucién (u(®, p() de (3.20) usando
este cambio de variable y considerar ('v(i), q(i)) definido por (3.38)-(3.39). Entonces en lugar de aplicar
el Teorema 3.8, usamos el Teorema de la funcién implicita para funciones analiticas (ver, por ejemplo,
[6, 72]) y deducir que

95t Bro(0,7) — (H*(F(a0,Qy)) N Hy(F(a0,Q))) x H' (F(ao, Qp))/R

(h,0) — (U(i)7 q(i)) (3.66)

es analitica. Lo cual implica la Proposicién 3.12.

De la Proposicién 3.12 y resultados clasicos sobre ecuaciones diferenciales ordinarias (ver, por
ejemplo, [16]), deducimos que la trayectoria (a, Q) del cuerpo rigido es analitica en tiempo. Mds atin,
usando la dependencia analitica de las condiciones iniciales, obtenemos también que

(a0, Q) — (a(to), Q(to))

es analitica. Combinando esto con la Proposicién 3.12 y con la analiticidad de la aplicacién m definida
en (3.66) deducimos que las aplicaciones

(a0. Qo) > (Elt0). (1)) € B, (a0, Qo) & (w5 mp(to) € HV(D)

son también analiticas. Usando que la solucién (u, p) de (3.2)-(3.11) puede ser descompuesto como
en (3.23) y (3.24); deducimos que

A (a0, Q) € A o (u,p)nyr(to) € H'Y2(I)

es analitica. En la definicién de arriba de A, (u, p) es la solucién de (3.2)-(3.11) asociado a las condi-
ciones iniciales (ag, Q). Entonces podemos proceder como al comienzo de esta seccién: fijamos
h € R3; luego para 7 suficientemente pequefio, 7 +— A(ag + Th, Q) estd bien definida, es analitica
y gracias al Teorema 3.2 no constante. Como consecuencia, existe una constante positiva c y un entero
m > 1 tal que para todo 7 € (0, 71),

||A(a0 + th, QO) - A(“Ov QO)”Hl/Q(F) > C|T’m‘

) - . . . . . . 1 2
Calculos similares nos permiten estimar la diferencia entre las orientaciones Q(() ), Q(() ),
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Capitulo 4

Existence de solutions fortes pour
Pinteraction d’un fluide visqueux et
incompressible avec une structure
élastique

Ce chapitre correspond a un résumé du Chapitre 2 (écrit en espagnol). Il correspond au premier
article de la these (cf Annexe A). Nous introduisons un probléme d’interaction fluide—structure, dans
le cas particulier d’un fluide Newtonien visqueux et incompressible et d’une structure déformable.
Nous sommes intéressés par I’étude de I’existence, de I'unicité et de la régularité de ses solutions.
Plus précisément, nous voulons démontrer 1’existence locale (en temps) et 1’unicité d’une solution
forte pour le systeme d’équations qui régit le mouvement fluide—structure.

Un modele classique pour le fluide est le systeme de Navier—Stokes, tandis que pour la structure,
nous supposerons que les déformations restent petites et que par conséquent, nous pouvons considérer
un modele d’élasticité linéaire.

4.1. Elasticité linéaire
Nous donnons ici une breve introduction aux solides élastiques en énoncant les résultats plus

importants. Le lecteur pourra consulter [15, Cap.3, 6] ou [33, Cap. 38-39] pour une étude plus détaillée.

Grace a la loi de Hooke, on dit qu’un matériau est élastique, isotrope, homogene et linéaire si son
tenseur des forces est donné par 1’équation constitutive suivante

o =Atr(D)Id + 2uD,
ou )\, u sont appelées les constantes de Lamé du matériau et vérifient

A>0, p>0,

109



Capitulo 4. Existence de solutions fortes

et
D=D() = % (VE+ (VE)T),

est le tenseur des déformations du déplacement élastique &, ce dernier étant le développement au pre-
mier ordre du tenseur de Green—St Venant (voir [15, Cap. 6]). Les constantes de Lamé sont déterminées
de maniere expérimentale et varient d’un matériau a 1’autre (ver [15, Seccién 3.8]).

En utilisant I’équation vectorielle du mouvement (voir (1.5)) avec v = %, on obtient que notre

matériau élastique doit satisfaire I’équation suivante
0%¢

dite équation fondamentale de l’élasticité.

4.2. Formulation du probléme

Nous décrivons ici notre probléme et notamment les équations du systeme. Nous supposons que le
fluide et la structure sont contenues dans un ouvert fixe, borné de R3 que nous notons 2. Nous notons
par Qp(t), respectivement par 2g(¢), le domaine du fluide, respectivement de la structure, au temps ¢.

Ainsi,  est I'intérieur de Qp(t) U Qg(t) et I’on suppose dans la suite que Q25(0) C €.

( N

Qe () @

Figura 4.1: Systéme fluide—structure
Pour simplifier les notations nous noterons ici

QF = QF(O),
Qg = Q5(0).

Nous supposons que le mouvement du fluide est régi par le systeme classique des équations de
Navier—Stokes dans le cas incompressible, c’est-a-dire
Ju
E—yAu—i-Vp—i-(u-V)u:O dans Qp(t),t € (0,T) 4.1)
div(u) =0 dans Qp(t),t € (0,7) 4.2)
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ot u = (u1,uz,us) représente vitesse du fluide et p la pression. Nous supposons de plus la condition
d’adhérence du fluide a la paroi extérieure, c’est-a-dire

w=0 surof.

Pour le mouvement de la structure, nous supposons que le déplacement élastique reste suffi-
samment petit pour que I’on puisse considérer les équations de I’élasticité linéaire :

92e
o5~ dv(D(©) =0 dans Qs.t € (0.7). 4.3)

A T’interface fixe 99g, nous supposons la continuité des vitesses du fluide et de la structure et des
composantes normales des tenseurs :

0
% (1) = ult plty) surds @

(D(&))(t,y) ny = o(u,p)(t,p(t,y)) Cof (V) ngy  sur 9Qg (4.5)

ou ¢ est la déformation élastique définie par (voir figure 4.2)

go(t, ) Qg — Qs(t)
y =y + & p).

A\

Figura 4.2: Déformation élastique

Nous utilisons la notation n,, pour le vecteur unitaire extérieur de d€1g, n4 pour le vecteur unitaire
extérieur de 9Qs(t) et

D)= (Vo+Vv'),  o(u,p)=—pld+2u D(u).

N
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Ce systeme est complété par les conditions initiales

23

- =& 4 Qgq. 4.6
ot & dans Qg (4.6)

Uj,_, = u’  dans Qp, S\t:o =0 dans Qg,

Comme nous I’avons mentionné dans I’introduction, en couplant ces deux systemes d’équations
aux dérivées partielles, nous obtenons un systeme complexe et pour lequel I’analyse conduit actuelle-
ment a une perte de régularité de la solution a I’instant initial. Par conséquent, nous allons considérer
dans la suite une approximation du systeme d’élasticité linéaire par un systeéme de dimension finie.

Soit &y, ..., &N, avec Ng > 1, une famille orthonormale de L?(Qg) satisfaisant
£ € H3(Qyg), £ nydy,=0 =12, N. 4.7
Qs
Nous supposons dans la suite que le déplacement €lastique est généré par la famille &y, ..., &y, :

No
elty) = S aiDE ().
=1

L’intérét de la seconde condition de (4.7) est que notre déplacement élastique & doit étre compatible
avec les conditions de la vitesse w :

%3

div(u) =0 dans Qp(t), w=0 surdQ vy 5t

(t,y) = u(t,x) surdfg, 4.8)

avec * = ¢(t,y). En particulier, cela implique que & doit vérifier la condition non linéaire suivante
0 _
/ 8—E(t, e Nt ) ng dy, = 0. (4.9)
aas(t) J

Grace a la seconde condition de (4.7), une déformation élastique qui est combinaison linéaire des
&1, .-, &, vérifie bien (4.9) au temps initial (pour une déformation nulle), mais malheureusement
il n’y a aucune raison pour que cette condition reste vérifiée pour tout ¢ > 0. Cela provient du fait
que le domaine du fluide est en mouvement et par conséquent évolue avec le temps. Pour surmonter
cette difficulté, nous ajoutons a la définition ci-dessus de la déformation élastique un terme en plus.
Plus précisément, soit £, € H3(Qs) un relévement de la normal extérieure sur 9Qg. Alors, notre
déformation sera définie par

No
Ety) = ai(H)&(y), (4.10)
=0

avec ag(t) tal que

No
/ det(Ve(t,y)) dy = / det (Id +) (Ve (y) + ao(t)Vﬁo(y)> dy
Qs s i=1
= |Qs].
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Cette condition est équivalente a la conservation du volume de la structure, ce qui est bien compatible
avec la condition d’incompressibilité du fluide (rappelons que €2 est fixe et borné).

L’existence de a(t) pour tout temps ¢ est donné par le lemme suivant en supposant que (i (t), ..., an, (%))
est suffisamment petit.

Lemme 4.1 ] existe r1 > 0, ro > 0 et une application de classe C™

¢:B(0,r) c RM — B(0,7) CR,

tel que, pour tout (o, ...,an,) € B(0,71), il existe un unique ag = ¢(aq,...,an,) € B(0,72)
vérifiant
No
/Q det (Id +) Vg (y) + a0V£0(y)> dy = |Qg]. (4.11)
s i=1

Observation 4.2 Du fait que ¢(0) = 0 et ¢, est en particulier, une fonction lipschitzienne, il existe
une constante « telle que

[¢(c) = ¢(0)| Lo (0,) < Kllow = Of (00 (0 7y M0 -

Donc,
ol Lo 0,1) < Ellellfree 0,0

En dérivant (4.11) par rapport au temps, et en utilisant le Lemme 1.11, on obtient
0—/ —det (Veo(t,y)) dy
Qs

_ v (%
= . Cof(Ve) : V (815) dy.

Or, en utilisant le Théoréeme de la divergence et le Théoréme de changement de variables, il suit

que
0€ B -T %3
/893() o Lo (@) mg dy, = /Qs det(Vp) V™™ = V <8t> dy

_ v (28
= . Cof(Vg) : V <8t> dy.

Par conséquent,

o0s(t) O

ce qui peut s’écrire de maniere équivalente sous la forme

No
> a®)Bi(t) +so(t)Bo(t) =0, (4.12)
=1
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avec
Bi(t) = ai(t), (4.13)
et
G0 = [ &le @) nadv,
60s() (4.14)
— [ detTe)(Te) ey vy,
Ng
pouri = 0,1,..., Ng. La dernicre égalité est obtenue grace a (1.7).
En réduisant la constante r; du Lemme 4.1, il est possible de démontrer que
so(t) > 0. 4.15)
En effet, nous pouvons supposer que pour r; suffisamment petit
1
Par conséquent,
o(t) = [ (Cot(Ve) ey my v,
s
— 100s] + | (Cof(Ve)) ~Ta)my - my d,
0s
o 109s]
-2
> 0.
Ainsi nous pouvons définir la famille suivante de fonctions
-~ o Gi(t) .
so(t)
qui vérifient
/ Ei(t, o Nt ) - ng dvy, = 0. (4.18)
9Q5(1)

Par suite, en utilisant (4.10) et (4.12), nous pouvons écrire la vitesse de déplacement élastique sous la
forme

4.19)
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~ N
Proposition 4.3 La famille de fonctions {&; ZJ-\QO et, pour tout t, la famille {&(t)} 01 définie par
1=

(4.17), sont linéairement indépendantes.

Nous sommes maintenant en position de coupler les deux systemes d’équations et nous obtenons

94 _ yAu+Vp+ (u-V)u=0 dansQp(t)

div(u) =0 dans Qp(¢)
v dans € (4.20)
%(t,y) = ult. (t,y)) sur 082
et
0%¢ - £
w.gi dy + D(&): D(;) dy
N o, @21)

:/ U(u’p)nw'gi(tvso_l(t7m)) d’)Ia: (Z: 1¢27'--7N0)7
005(t)

avec &(t,y) satisfaisant (4.11) y ainsi avec %(t, y) satisfaisant (4.19). On compléte ce systeme avec
les conditions initiales (4.6) et avec

No
gy =D By, (4.22)
i=1
ou 620 = ,BZ(O)
Proposition 4.4 Pour touti =1, ..., Ny, nous avons

~

£:(0,y) = &(y).

4.3. Estimation d’énergie

Multipliant la premiére équation de (4.20) par w, intégrant sur (2 (t), intégrant par partie et en
utilisant le Théoréme du transport (voir Théoréeme 1.19), on obtient

d 1
— / “|uf? dx | + 21// |D(u)|? dx — / o(u,p)ng - udy, =0.
dt \ Jap) 2 Qp(t) o (1)
En multipliant (4.21) par 3;, en sommant sur i € {1,2,..., Ny}, en utilisant (4.19) et la condition sur

I’interface (4.4), on déduit

0%¢ o€ _ %3

= / o(u,p)ng - u dyy.
o0s(t)
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A partir de la condition w = 0 sobre 052, et des deux identités ci-dessus, nous obtenons

d /r 2 2
— f|u] dx +21// |D(u)|* dx
dt ( Qr (1) 2 Qp (1)

1d ot |? 1d

2
e s dy = 0.
2t Jo, |ot| T zar Jo, PO =0

En intégrant par rapport au temps et en utilisant les conditions initiales (4.6), nous déduisons I’égalité sui-

vante d’énergie pour le systeme couplé
1 2 1 )2 1 2
= |ul d:c—l— dy+2u u)|* dx dt + = |D(&)]° dy
2 Jarw QF(t 2 Jas
1
=2 (Hu°\|L2(QF) + 1612 0))

8t

Cette égalité peut se réécrire sous la forme

Ec(t) + Ep(t) + Ev(t) = Ec(0) + Ep(0),

avec

» Eo(t) = % fQ |u|2 de+ 1 fQ ‘ oe* dy, I’énergie cinétique instantanée du systéme couplé,

[ |

&y
S|
=
I

5 st |D(&)|? dy, I’énergie mécanique instantanée associée a 1’élasticité de la struc-

=2v [5 fQ 2 dx dt, 1’énergie de dissipation visqueuse.

4.4. Résultat principal. Existence et unicité

Pour I = [0, T'], nous introduisons I’espace suivant de fonctions
D(I) == L*(0, T; H2(Qp (1)) N C([0, T); H (Q(I))) N H' (0, T; L*(Qp(1)),

ot les espaces de fonctions L?(0, T; H*(Qr(1))), C([0, T); H*(Qr(I))) y
H'(0,T; L*(Qr(I))), sont définis comme suit. Nous supposons qu’il existe une fonction
W€ H*0,T; H3(Qr)) telle que 3 (t, -) : Qp — Qp(t) est un difféomorphisme. Pour toute fonction
w(t,-) : Qp(t) — R3, nous notons W(t,y) = w(t,v(t,y)). Alors, nous posons
L*(0,T; H*(Qp (1)) == {w : W € L*(0,T; H*(r))},
C (0, 7); H' (1)) :== {w: W e C([0,T); H ()},
HY0,T; L*(Qp(1))) == {w: W € H'(0,T; L*(QF))} .
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En particulier, pour 'intervalle I = [0, 0], on obtient I’espace de fonctions déja introduit dans la
Section 1.2 et que nous noterons par

D :=D([0,0])
= L*(0,T; H*(Qp)) N C([0, T|; H' () N H'(0,T; L*(Qr)).

Le résultat principal de ce chapitre est

Théoreme 4.5 Soit v’ € H'(Qp), {ﬂ?}fiol C R tels que les conditions suivantes de compa-
tibilité soient vérifiées
div(u®) =0 dans Qp
u’=0 sur 09 (4.23)
ud = ¢! sur 0€g.

Supposons qu’au temps initial, la structure est complétement immergée dans le fluide, ¢’ est-a-dire
dist(2g,0Q) > 0. Alors il existe T' > 0 tel que (4.20), (4.21), (4.6) y (4.22) admet une unique solution

(w,p) € D(I) x L* (0, T; H(Qr (1)) /R) ,
al,...,an, € H*0,T).

Observation 4.6 Comme il est indiqué par le Théoreme 4.5, la pression du fluide est définie, a une
constante additive. Néanmoins, en raison d’hypotheses sur I’écoulement du fluide dans notre systéme
fluide—structure (voir (4.8)), la pression “véritable”du fluide est déterminée de maniere unique.

4.5. Changement de variables

Pour démontrer le résultat principal, nous devons introduire un changement de variables ; en effet,
le domaine du fluide étant variable en temps, nous ne pouvons pas appliquer directement les procédés
classiques utilisés dans des domaines cylindriques. Ce changement de variables, comme le domaine
du fluide, dépend de la solution £ et par conséquent doit étre suffisamment régulier. C’est cela qui
explique notre choix d’une famille de fonctions &, € H?(Qg) (ver (4.7)).

Dans ce qui suit, nous considérons une déformation élastique (voir Section 4.2)

P(t,-) : Qg — Qs(1)
y—y+E&(ty)

associé a &, o £ est le déplacement de las structure définie par (4.10) et solution de (4.21). A partir
d’ici, nous supposons
(al(t),...,aNO(t)) S B(O,T’l), 4.24)

ou 7 est suffisamment petit pour pouvoir appliquer le Lemme 4.1, avoir () et V(t) inversibles
pour tout ¢ (voir le Lemme 1.12) et de plus que la condition (4.16) soit vérifiée, ce qui implique en
particulier ¢o(¢) > 0.
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Nous construisons un changement de variables X : 2 — ( transformant Qg en Qg(¢) et Qr en
Qp(t). Nous utiliserons ce changement de variables pour transformer le systeme d’équations (4.20)-
(4.21) en un systeme écrit sur des domaines fixes. Pour pouvoir construire ce changement de variables,
nous étendons la déformation élastique sur le domaine fluide. Considérons un opérateur d’extension
linéaire &:

E: H?*(Qg) — H?(Q) N H(Q)

tel que pour toute fonction w € H?(Qg):

» &(w) = w p.p. dans g,
» &£(w) a son support dans [Qg]° := {y € Q : dist(y,2s) < e} (0 < e < dist(Qg,00)),
= [EW)llae (o) < Cllwllgs @),

ou la constante C' dépend de (2 et (2.

En utilisant cet opérateur, nous pouvons définir pour tout ¢ € [0, T
X(t,y)=y+E&(pt,y)—y) =y+EEty) YVyec (4.25)

Ainsi, grice aux propriétés de ’opérateur £, il suit que X (¢, -) est une extension de ¢ & tout 2 qui
laisse les points de 02 invariants.

Dans ce qui suit nous supposons (a1, . .., ay,) € [H2(0,T)]No. Grace aux théorémes d’injection
de Sobolev (voir, par exemple, [57, p. 33]), nous pouvons considérer les normes suivantes pour
H?2(0,T) et H(0,T) (ces normes sont équivalents aux normes usuelles) :

I fllzor) = 1 flzeor) + 1 Ieom + 1" l20r  (f € H*(0,T))
et
I fllraory = I fleory + 1 20 (f € HY(0,T)).

Nous considérons de maniére analogue les normes || f{|342( 7) €t || |44 (o) pour des fonctions vec-
torielles f € H?(0,T) et f € H'(0,T), respectivement.

Notons que comme ¢ € C*®(B(0,71)), nous avons g = ¢(ay,...,ay,) € H?(0,T). Par
conséquent, nous déduisons que & € H?(0,T; H3(Qgs)) et ainsi, utilisant de nouveau les théorémes
d’injection de Sobolev (voir [57]), nous obtenons

£(¢) € C'([0,T); Wh>()).
Et de plus,

1€ Lo (0,7, (0)) < Celléll oo (0, wr (2s))
< CeCasll€ll Lo (0,75 1% (05))
< CeCayCll(ao, o, - -, O‘NO)H[Lw(O,T)]NOH

< CeCagCllalpe oy Mo
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ou la derniere inégalité est obtenue a partir de I’Observation 4.2.

Par conséquent, si (o, . .., an,) vérifie pour tout ¢ la condition (4.24) pour 71 suffisamment petit
(dépendant de la géométrie de 25 et des fonctions {51}), nous pouvons appliquer le Lemme 1.12, avec
A = £(€), et en déduire que X (¢, -) est bijective de 2 sur 2. De plus son inverse Y (¢,-) : Q@ — Q
vérifie 1

<
1= [[E@) ] e (wr= (o))
Cela implique en particulier que Y € L°°(0, T; W1°(Q)) (voir, par exemple, [27, p.279]).

HY(t,:cl) — Y(t, .’132)” le — wQH (4.26)

On peut améliorer cette régularité :

Lemme 4.7 Soit o; € H*(0,T), &, € H?(Qg) pour touti € {0,1,..., Ny} et supposons (4.24) avec
r1 suffisamment petit. Alors X € H?(0,T; H3(Q)), (VX)™' € H*(0,T; H*(Q)) et

Y € L*>(0,T; H*(Q)) n Wh>(0,T; H*(Q)) N H*(0,T; H(Q)).

Le Lemme suivant établit la régularité des fonctions é définies par (4.17):

Lemme 4.8 Soit {&}ZN:OO C H3(Qs), {ai}ivzoo C H?(0,T) et supposons (4.24) avec 71 suffisamment
petit. Alors R
§ € H(0,T; H'(Qs)).

4.6. Les équations écrites sur des domaines fixes

Dans cette section, nous utilisons le changement de variables construit dans la section 4.5 pour
réécrire notre systéme d’équations (4.20)-(4.21) sur des domaines fixes.

Posons
o(t,y) = det(VX (t,y)) (VX (t,y)) ' ult, X (t,y)) (4.27)
q(t,y) = det(VX (L, y))p(t, X (t,y)) (4.28)
Vity) = det(VX (1,9) (VX (1) 5 (0). “29)

On peut noter que nous ne faisons pas le changement de variable suivant

v(t,y) = u(t, X(t,y)).

Cela vient de la condition divergence pour le champ de vitesse que nous voulons garder apres change-
ment de variables (voir (4.20)). Plus précisément, nous avons le résultat suivant :

Lema 4.1 Soit v définie par (4.27). Alors

(divw)(t,y) = det VX (¢, y)(divu)(t, X (t,y)).
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Pour obtenir le systeme vérifié par v, nous réécrivons déja (4.27) sous la forme suivante

°L0X;
u; =det VY ) ay’(Y)vk(Y), (4.30)
— k

aveci € {1,2,3}.

Puis nous dérivons 1’équation précédente par rapport au temps et aux variables d’espaces. Pour
simplifier I’exposition, nous n’écrivons pas la variable temporelle.

du; o~ D 0X, ’ dug, . DY
o =20 <<det TG 00) )+ 3 e VY G
A= 4.31)
ov; 0X; Ovy,
+ (det VY) (V) + Zdet vY <ayk (Y) - 5Z,€> S,
Puis
Ou; o~ D [ 0X, Ok (1 OV
-y 2 )| wl¥)
6xj 1 8$j 6yk Gyk Z 8:1/[ 8.%'j (4.32)
ov;
— det VY 22 (V) + Eyi[v],
8y]( ) ][ ]
avec
3
0 0X; 0X; Ovy,
Eiilv| = det VY Y + det VY Y)—6i | — (Y
1o kz[@(( )G ) 01() (50 =) Gcw)
= (4.33)
7’“ -1
(et VY) 2;8 ) (1001, (0) - )|
D’autre part,
32’&,‘ 62% 3 32%, )
o —(det VY) 2 (Y) + (det VY) Ly ([(VX) Y, () — &y
Oz; 0y; = Qi ( ’ ) (4.34)
0 ov; 0
+ oz, (det VY') dy; (Y)+ oz, (Eij[v])
De ce qui précede, on peut réécrire le terme non linéaire :
5 ov; 50X
(e P, =3 (@t VY P 52 (%) 3 S (Y)
T gl — m
I=t ! (4.35)
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Finalement, a partir de (4.28) on déduit

p = (det VY )q(Y).

Ainsi
ap 9 dq
Fo; =51 (det VY) (Y) + (det VY) ayz(Y)
3
i -1 — 5
+ (det VY) Z;a X)), (Y) = du).

En utilisant les expressions précédentes, nous pouvons réécrire (4.20) comme suit

g” + [Mv] — v[Lv] + [Nv] + [Gg) =0 dans Qp, t € (0,T)
div(v) =0 dans Qp, t € (0,7)
v=0 sur 99, t € (0,T)

v=V sur g, t € (0,7)

ou [Lv|, [Mv], [Nv], [Ggl, sont définis par

3
B d X, dX; Ay, BY;
[Mv]; .—detVXzat< ayk( ) o + Z Sur T It (X)
k=1 k,l=1
3
8Xi avk
+kz1 (3% Zk> ot

0
[Gql; := (det VX)) [8
En combinant (4.29), (4.19) y (1.2), V peut se réécrire sous la forme

Zﬂz )7 (t, y) Zﬂzmﬂ B)
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7;(t,y) = (Cof VX)T &,(t,y) (4.43)
et
No
H(B) =Y Bi@; — &)
=1

En utilisant (1.7), (4.7) et (4.18) on démontre que H ((3) vérifie

H(B) ndy,=0.
0Ng

Ainsi, pour tout 7 = 1,2, ..., Np, on peut considérer le probleme de Stokes suivant

—vAW,; +Vm; =0 dans Qp

div(W;) =0 dans Qp
W,=0 sur 0f) (.44
Wi = ﬁl — 51 sur 695,

qui admet une solution unique (W, m;) € H2(QF) x HY(Qp) (ver [14, 71]). La régularité en temps
de la solution de ces systemes est donné plus tard dans le Lemme 2.21.

Considérons maintenant les fonctions

No
w =7 — Z ﬁiWi, (4-45)
i=1
et
No
T=q- ) Bim. (4.46)
i=1

A partir de (4.37) on déduit que (w, 7) vérifie
ow

B T [Mw] —v[Lw] + [Gr] = K dans Qp, t € (0,7)
div(w) =0 dans Qp, t € (0,7) (4.47)
w=0 sur 9, t € (0,7
w= g, sur 0Qg, t € (0,T")
avec
No No NO NO
K== BW;=Y BW;=> [M@BW)] +v) [LGW;)]
=1 =1 i=1 =1 (448)
No NO
- [N ('w + Z ﬁzwz>] - Z[G(ﬂﬂrz)]
i=1 i=1
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Maintenant, nous transformons 1’équation pour la structure de maniere a travailler avec des intégrales
écrites sur des domaines fixes et d’écrire le déplacement élastique en utilisant seulement les fonctions
& (i=1,..., Ny), qui ne dépendent pas du temps.

A partir de I’équation de la vitesse du déplacement élastique (4.19), on obtient
N
825 - /e 0 ~
e Zﬁjfj + ﬁja(fj)-
j=1
Par conséquent, pour ¢ = 1, ..., Ny, nous pouvons écrire

(a;g El - i():ﬂ; <€j + (E] - Sj)) : (Ei + (Ez - 51)) +ﬂj§t (%) /5\1
j=1

Ainsi, nous obtenons

20 No N )
ngé.gidy:;ﬁ;/gsﬁjfidij;ﬁ;/Qs(§jEj)'«iidy
No o N -

+;ﬂj/gsgt<£j)'£idy+;ﬂ}/ﬂsgj'(Ei—€i> dy.

D’autre part, on obtient a partir de (4.32), (4.45) y (4.46) I’égalité suivante

No
o(un)(X) = o (a(wm +Za<wi,m>> + 20 (Bfw] + (Bfw)") (X)
i=1

No
+2 ) B (EWi]+ (EW)") (X),
i=1
ou E[w] est définie par (4.33). En combinant I’égalité ci-dessus avec (1.7) on en déduit
[ otwpne &) dv= [ olwmn, & v,
0Ns(t) s

[ olwm(X) Try (& -€) dvy+ [ Golw,n]-& dy,,
00

o0g
No
Golw, 7] =0 (w,m) (VX) " —Id) ny + > _ Bic(Wi,m)(VX) "ny
=1
+ 2v(E[w] + (E[w])T)(X) Cof (VX )n,, (4.49)

No
120y B(EW] + (BIW)T)(X) Cof(VX )y,
=1
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Ainsi nous pouvons réécrire (4.21) comme suit

iﬁé /QS §-&dy = /msd(wm)ny-& dvy + fi, (4.50)
ou f € [L%(0,T)]"o est donné par
No » No 3 R
fiz—;ﬁ;/gs (& -¢) ‘ﬁidy—j;ﬁj/gsgt@j) Edy
o [ E (e z 4.51)
;@/stj'(ﬁigi) dy/ggd&):e(&i) dy (

v ot m X Ty (€ €) dv [ Gofr]-E o,

1=1,2,..., Np.
Finalement nous avons obtenu la proposition suivante :
Proposition 4.9 Soit (w, 7) défini par (4.27)-(4.28) et (4.45)-(4.46). Alors
(u,p,B) € D(I) x L*(0,T; H (Qp(t))) x [H(0,T)])"° (4.52)

si et seulement si
(w,m,B) € Dx L*0,T; H'(Qr)) x [H*(0,T)]"°. (4.53)

De plus, si (u,p, ) vérifie (4.52) alors (u,p,3) est solution de (4.20)-(4.21) avec les conditions
initiales (4.6) si et seulement si (w,,3) est solution de (4.47), (4.50) avec (4.38)-(4.41), (4.48),
(4.49), (4.51) et les conditions initiales

No
w),_, =w’ =u’ =Y FHW; dansQp, (4.54)
=1
et B0 = B3;(0) tel que
No
> ple =€ dans Q. (4.55)
=1

Dans le reste de ce chapitre, nous étudions le probleme (4.47), (4.50). Pour démontrer 1’existence
d’une solution locale en temps pour un tel systeéme, nous utiliserons une approche similaire a celle
considérée dans [69]. Plus précisément, nous écrirons (4.47), (4.50) sous la forme

aaltu—yAw—i—Vﬂ:F dans Qp, t € (0,7")
div(w) =0 dans Qp, t € (0,T)
w=0 sur 992, t € (0,7)

w = Ef@l Bi&; sur 00g, t € (0,T)
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et
(SB]; = /BQS o(w,m)ny - & dvy, + fi,

avec S défini par
Sij = / £z : fj dy, (4.56)
Qs
fi donné par (4.51) (2,5 =1,2,..., Np) et

F =K — [Mw]+v[(L - Aw]+[(V - G)rl. 4.57)

4.7. Probléeme linéaire associé

Dans cette section, nous considérons le probleme linéaire suivant

ow

S ~VA®+VE=F dansQp, t € (0,7)
div(w) =0 dans Qp, t € (0,7) (4.58)
w=0 sur 99, t € (0,T)
w =N B, sur g, t € (0,7)
et
~17
[55] = / o(@, F)ny - & dyy+ f; G =1,...,Np), (4.59)
J 0Ng
avec les conditions initiales _
w(0) =w" y B(0)=p" (4.60)

ot F € L*(0,T; L*(Qp)), f € [L*(0,T)N0 sont des fonctions données, 8° = (67,...,0%,)
donné et la matrice S définie par (4.56). Ici, w, T, ,@ sont les inconnues du probleme.

Pour étudier (4.58)-(4.59), nous utiliserons des techniques de la théorie des semi-groupes (voir
[56]). Pour cela nous commencons par introduire les espaces fonctionnels suivants

H(div; Qr) := {u € L*(QF) : div(u) € L*(Qr)}

muni de la norme
. 1/2
lullraivor = (Il + I divi)lze,) )

L’espace H (div; Q) avec la norme précédente est un espace de Hilbert. Pour plus de détails sur cet
espace et ses propriétés, on pourra consulter [26, 36].
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Maintenant, on définit les espaces suivants

H = {(w,B) € H(div; Qp) x R™ : div(w) = 0 dans Qp

w - n = 0 sur 0N

No
w-n — <Z @fi) -n sur g},
i=1

D(A) = {(w,B) € H:w < H*(Qr)
w = 0 sur 0f2

No
w = Z@-Ei sur 0€g},

i=1
et on considere 1’ opérateur
A:DA) - H
(w,B) — P ((—vAw, S_IB('w)))

S

et P: L*(Qp) x RNo — H est la projection orthogonale sur H. Il est important de noter que nous
utilisons pour L%(Qr) x R0 le produit scalaire:

(w,B), (u, o)) := w-udy+S6-« (4.61)
Qp

dont la norme associées est équivalente a la norme usuelle.

Proposition 4.10 L’opérateur A : D(A) — H est dissipatif. En particulier, — A est le générateur
infinitésimal d’un semi-groupe de contractions sur H.

On note dans la suite

V={(w,B8) € H:wec H(Qr)
w = 0 sur 0f)
No

w = Z Bi&; sur 0g}.
i=1

En utilisant la Proposition 4.10 et les résultats classiques sur les systemes paraboliques (voir par
exemple [69]) nous en déduisons le résultat suivant pour (4.58)-(4.60) :
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Proposition 4.11 Pour tout (w®,3°) € V, pour tout (F, f) € L* (0, T; L*(QF) x RNO) il existe
une unique solution de (4.58)-(4.60) telle que

w e D, V7 € L*0,T; L*(0)), B € [H*(0,T)]™.

De plus, nous avons I’estimation suivante

1%l + 197 z2(0.7:22020) *|[B] 1050

<C <||FHL2(O,T;L2(QF)) 1 20,0 + H""OHHl(QF) + Hﬂow ;

ot C est une constante dépendant de T de maniére croissante.

4.8. Démonstration du résultat principal

Cette section est dédiée a la démonstration du Théoreme 4.5. Plus précisément nous démontrons
ce théoreme en utilisant deux résultats techniques (Théoréme 4.12 et Théoreme 4.13) qui ne seront
pas démontrés dans ce résumé.

Pour commencer, nous fixons (w, 7, 3) avec

lwllp + V7l 20,02 ) + 1Bl 0,970 < R, (4.62)

ou R > 0 est une constante strictement positive que nous déterminerons plus tard.

On peut définir o; (¢ = 1,..., Np) par la formule

t
a;(t) :/ Bi(s) ds. (4.63)
0
En particulier, si I’on prend

1
T = — 4.64
oR’ (4.64)
nous avons pour tout ¢, (ai(t),...,an,(t)) € B(0,71), avec 71 tel que ’on puisse appliquer le

I:emme 4.1 et le Lemme 4.7 et ainsi avoir (4.16). En utilisant ces fonctions, nous pouvons définir &,
&, X, n;, (W, m;) par les formules (4.10), (4.17), (4.25), (4.43), y (4.44). Pour finir, on définit F' et
f par (4.57) et (4.51). Dans ce cas, nous avons les deux résultats suivants :

Théoreme 4.12 Supposons que (w, m, (3) vérifie (4.62) et supposons (4.64). Alors il existe une cons-
tante strictement positive C(R) tel que

1F 2070205 + 1 li2200,m)%0 < C(R)T*. (4.65)
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Théoreme 4.13 Supposons que ('w(l), Tr(l),ﬁ(l)) , ('w(Q), 72, ﬁ(2)> vérifient (4.62) et supposons
(4.64). Pour k = 1, 2, nous construisons F&) g f(k) via les formules (4.57) et (4.51) avec ('w(k) k), ,B(k))

au lieu de (w, w, 3). Alors il existe une constante strictement positive C(R) tel que

HFu) _ F(2>‘

y Hf(l) B f(Q)H

L?(0,1;L*(Qp [£2(0,7)]No

< C(R)TYV! (Hw(l) - w(Q)HD+ HV <7T(1) - 7r(2)>‘

) + Hﬁ(l) B B(Q)H[Hl(O,T)}NO) '
(4.66)

L2(0,T;L2(QF)

Ces résultats sont techniques et sont démontrés dans le Chapitre 2 (ou Annexe A). En admettant ces
résultats, nous sommes en position de démontrer le résultat principal. La démonstration est basé sur le
Théoréme du point fixe de Banach.

Dem.(Démonstration du Théoreme 4.5)

Pour 7' > 0 et R > 0, on définit
K =D x L*(0,T; H'(Qp)) x [H'(0,T)]™
muni de la norme

[(w, 7, 8)|x = ||’w||1> + ||7T||L2(0,T;H1(QF)) + ||5H[H1(0,T)]No J
et
C={(w,mpB)eK:|(w,mPB)lx <R}

L’ensemble C est clairement fermé dans /C. Maintenant, nous introduisons I’application Z dont nous

cherchons un point fixe :
Z: C - K

(w,m,8) — (ﬂ),%,é)

ol (ﬂ), T, ,@) est la solution de (4.58)-(4.60), avec F' et f définis par (4.57) et (4.51) et par (w, 7, 3).
En appliquant la Proposition 4.11 et le Théoreme 4.12, on obtient que Z va de C dans K. Plus
précisément, en appliquant la Proposition 4.11, on obtient I’estimation suivante

(4.67)

|(w.7.8)|| < 0<HF||L2(0,T;L2<QF» 1 2oy + 10| g + 16°] ) (4.68)
En combinant (4.65) avec (4.68), nous en déduisons
|2, 7, B)lIx < CRITY +C ([|[w]| g o, + 118°]]) - (4.69)

On prend maintenant R suffisamment grand de maniére a avoir

R

| < 5 (4.70)

10| sy + 118°]
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et T suffisamment petit de maniere a avoir, en plus de (4.64),

C(R)TY* < ? 4.71)

Avec ces choix, on déduit de (4.69) que Z(C) C C.
Finalement, nous démontrons que Z : C — C est une contraction stricte. Soit (w(l), M, ,6(1)>,

(w@), 72, ,6(2)> € C. Alors, en utilisant la Proposition 4.11,

o (0 5) - (%19, | (0,20, 3) - (57,5 5°)
K

-

|
< HFu) _F<2>‘ N

L2(0,T;L%(QFp [L2(0,T)]No

ou, pour k = 1,2, F®) et f(k) sont définis par (4.57) et (4.51) et par ('w(k), W(k),ﬁ(k)>. Ainsi, grace
au Théoreme 4.13, nous obtenons

HZ (wu)m(l),ﬂ(l)) _z (w@)m(?),ﬁ(m) HK

< C(R)TY H (w(l) ey 5(1)> _ (w(2) ) 5(2)) H

— b b ) ) ’C *

Ainsi, pour 7" suffisamment petit, Z est une contraction sur C et donc en utilisant le Théoreme 1.9,
on en déduit I’existence d’un point fixe pour 1’application Z et ainsi d’une solution locale en temps
de (4.47), (4.50). En appliquant la Proposition 4.9, nous obtenons une solution locale de (4.20)-(4.21).
Cela termine la démonstration. ]

129



Capitulo 4. Existence de solutions fortes

130



Capitulo 5

Détection d’un corps rigide dans un fluide
Newtonien visqueux

Dans ce chapitre, nous considérons un probléme inverse associé a un systeme fluide—structure,
dans le cas d’un fluide Newtonien, visqueux et incompressible et dans le cas d’une structure rigide.
Plus précisément, nous voulons identifier la forme du solide rigide et sa position initiale.

Dans le cas général, cela implique de travailler avec une systeéme couplant les équations de Navier—
Stokes avec les lois de Newton pour le corps rigide. Cependant, ce cas est assez difficile a traiter di-
rectement et par conséquent dans ce travail, nous considérons un modele simplifié ot nous supposerons
que le nombre de Reynolds est tres petit de maniere a négliger les forces d’inertie.

5.1. Equations du mouvement d’un solide rigide

Un changement arbitraire de position d’un corps rigide peut toujours se réduire a une rotation
suivie d’une translation, ¢’est-a-dire il existe deux fonctions

ta(t) Rt Q(t) € SO3(R)
de sorte que la position au temps ¢ d’un point qui était en y au temps initial est
r=a(t) +Q[)y.
La relation entre @ et la vitesse angulaire w est donnée par
Q' =Sw)Q (weR’,

ol S(w) est la matrice antisymétrique

0 —w3 Wy
S(w) = | ws 0  —w
—Ww?2 w1 0

qui vérifie S(w)z = w x z, pour tout z € R3.
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5.2. Présentation du probleme

Considérons un domaine borné 2 de R? (ot par domaine on entend un sous-ensemble ouvert et
connexe) contenant la structure dont le domaine est noté par S(¢) et un fluide visqueux et incom-

pressible que nous noterons par F(t) = 2\ S(t). Nous supposons que le domaine de la structure est
entierement déterminé par a(t) € R? et par son orientation Q(t) € SO3(R) comme suit

S(t) := S(a(t), Q(t)),

avece

S(a,Q) :=a+ QSy, 5.1

ol Sy est un domaine régulier non vide donné. Nous pouvons supposons, sans perte de généralité que
le centre de masse de Sy est I’origine du repére et dans ce cas a est le centre de masse de S(a, Q). De

plus, nous supposons qu’il existe (a, Q) € R? x SO3(R) tel que S(a, Q) C Q et tel que

Fla,Q) =0\ S5(a,Q)

est un domaine non vide régulier (voir la figure 5.1).

A

S(a, Q

Figura 5.1: Domaine de référence

Dans ce qui suit, nous écrivons

Maintenant, nous introduisons les équations du mouvement du systeme fluide—structure. Comme
dit précédemment, ce systeme est écrit en négligeant tous les termes inertiels (en supposant le nombre
de Reynolds tres petit).
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—div(e(u,p)) =0 dans F(t), t € (0,T) (5.2)
div(u) =0 dans F(t), t € (0,7) (5.3)
u=~L+wXx (x—a) surdS(t), te (0,7) (5.4)
u=mwu, surdQ,te(0,7) (5.5)
/ o(u,p)ndy, =0 te(0,7) (5.6)
aS(t)
/ (x —a) xo(u,p)ndy,=0 te(0,7) (5.7)
aS(t)
=€ te(0,7T) (5.8)
Q =Sw)Q te(0,T) (5.9)
a(0) = ay (5.10)
Q(0) = Q, (5.11)

Dans le systéme ci-dessus, (u, p) est le couple vitesse—pression du fluide, tandis que £ et w sont
respectivement la vitesse linéaire et angulaire du solide. De plus, nous avons noté par o(u,p) le
tenseur des forces de Cauchy qui est défini par

o(u,p) = —pld + 2p D(u),

ou Id est la matrice identité de M3(R) et D(u) est le tenseur de déformation défini par

1 [ 0Ouy ouy
Dwlgy==—+=—1.
[D(w)lu = 5 <a$l +(%k)
La constante positive y est la viscosité cinématique du fluide.

La vitesse w., est une vitesse donnée qui vérifie la condition de compatibilité liée a I’incompressibilité du
fluide

/ uy -ndy=0. (5.12)
0N

5.3. Résultats principaux

Notre objectif est de démontrer quelques résultats de détectabilité pour le systeme (5.2)-(5.11).
Ce systeme bien que plus simple que le systeme “complet” couplant les équations de Navier—Stokes
avec les lois de Newton, n’est pas un cas particulier du systeme précédent. Par conséquent, nous avons
besoin dans un premier temps de démontrer que le systeme (5.2)-(5.11) est bien posé pour une forme
donnée Sy du corps rigide.
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Théoreme 5.1 Soit u, € H>/? (0Q2) vérifiant (5.12), soit Sy un domaine non vide régulier y sup-
posons que (ag, Q) € R3 x SO3(R) est tel que S(ag, Q) C L et F(ao, Q) est un domaine non
vide régulier. Alors il existe un temps maximal T, > 0 et une unique solution

(a,Q) € C([0,T.); R* x SO3(R)), (£,w) € C([0,T%);R* x R?),
(u,p) € C ([0, T2); H*(F(a(t), Q1)) x H' (F(a(t),Q(t)))/R)
vérifiant le systeme (5.2)-(5.11). De plus I'une des conditions suivantes est vérifiée
» T = +o0;
v limy_, 7, dist (S(a(t), Q(t)),00) = 0.
Maintenant, nous décrivons le probleme inverse que nous considérons dans ce chapitre. Soit I" un

sous-ensemble ouvert non vide de 952 o il est possible de mesurer o (u, p) 71, pour un certain temps
to > 0. Est-ce possible de retrouver la forme Sy ? Dans ce travail, nous montrons 1’unicité de Sp.

Plus précisément, prenons deux domaines non vides réguliers S(()l), 8(52). Considérons (a(()l), Q(()l)),

(af?.QF") € R x SO4(R) tel que

s (af’. @) co y 5@ (o, Q) ca.

En appliquant le Théoreme 5.1, nous déduisons que pour toute fonction u, € H 3/ 2(09) qui vérifie
(5.12), il existe T*(l) >0 (respectivement T*(z) > 0) et une unique solution (a(l), Q(l),ﬁ(l), w(l), u(l),p(l))

(respectivement (a@), Q¥ 02 @) u(Q),p(2)>) de (5.2)-(5.11) sur {O, T*(l)) <respectivement sur

[0, T*(2)>>.

Avec ces hypotheses, nous avons le résultat suivant.

Théoreme 5.2 Avec les notations du Théoréme 5.1, soit u, € H>/? (0Q2) vérifiant (5.12) et supposons
(2)

que u, n’est pas la trace d’une vitesse rigide sur I, et supposons que S, (1), Sy’ sont des convexes non
. e , 1 2
vides. S’il existe 0 < tyg < min (T,f ), T*( )> tel que

o (w(to). P (t0) ) mp = & (u(t0),p?(t0)) myr

alors il existe R € SO3(R) tel que
Rrs{V = s
et
A Q) — QPR
En particulier, T*(l) = T*(Q)

SO(t) = S (1) (t e [o,ﬂ(”)) :
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Nous rappelons que v est un déplacement rigide dans € s’il existe deux vecteurs k1, ko € R3 tel que
v(x) = K1 + Ko X &, pourtoutx € Q.
En particulier, si v € H'(Q) et 2 est domaine borné, v est une vitesse rigide si et seulement si
D(v)=0
(voir [57, p. 51]).

Observation 5.3 Dans le Théoreme précédent, I’hypothese de convexité pour les obstacles est prin-

)

cipalement technique et pourrait étre éliminée. L’hypothese ¢y < min <T*(1 ,T,EQ)> signifie que nous

observons nos données avant un éventuel contact entre le corps rigide et la frontiere extérieure 0f2.
Pour éviter cette hypothese, nous devrions d’abord modéliser ce qui se passe lors d’un contact en-
tre le solide rigide et la paroi extérieure. Malheureusement ce probleme est assez complexe (voir
[44, 45, 46, 47]), en particulier il est possible de montrer que si €2 et Sy sont des spheres, T, = oo,
c’est-a-dire il n’y pas de contact en temps fini.

5.4. Un systeme auxiliaire

Dans cette section, nous considérons et étudions un systeme auxiliaire essentiel dans la démon-
stration du Théoréme 5.1.

Fixons u, € H®/ 2(0€)) vérifiant (5.12) et soit Sy un domaine non vide, régulier et supposons
qu’il existe (ag, Qy) € R3 x SO3(R) tel que S(aop, Qy) C Q et F(ap, Q) est un domaine non vide
et régulier. Nous considérons 1’ensemble A des positions admissibles du corps rigide dans 2 :

A= {(a,Q) € R® x SO3(R) ; S(a, Q) C Q} , (5.13)

ou S(a, Q) est défini par (5.1).

Pour tout (a, Q) € ‘A, le probleme suivant est bien posé

—div(o(u,p)) =0 dans F(a,Q), (5.14)
div(u) =0 dans F(a,Q), (5.15)
u=~L+wx(x—a) surdS(a,Q), (5.16)
u = u, sur 0f), (5.17)
/ o(u,p)n dy, =0, (5.18)
95(a,Q)
/ (x —a) x o(u,p)n dvy, = 0. (5.19)
05(a,Q)

Plus précisément, nous avons le résultat suivant :
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Proposition 5.4 Soit w, € H*?(9Q) vérifiant (5.12) et supposons (a, Q) € A. Alors il existe une
unique solution

(u.p.£,w) € HY(F(a,Q)) x H'(F(a,Q))/R x R x R’
du systeme (5.14)-(5.19).

Pour démontrer cette proposition, nous introduisons pour tout (a, Q) € A les systemes suivants de

Stokes : o
—div (0 (u(’),p(z))) =0 dans F(a, Q)

div (u(i)) =0 dans F(a, Q) (i=1,2,3) (5.20)
u® = el sur 0S(a, Q) '
u® =0 sur OS2,
_ div (a’ (U@'), P<i>)) —0  dans F(a,Q)
div (U(i)> —0 dans F(a, Q) (i1=1,2,3) (5.21)
U9 =e x (x—a) sur 9S(a, Q)
U® =0 sur OS2,
et
—div(e(V*,P*))=0  dans F(a,Q)
div (V*) =0 dans F(a, Q)
V¥=0 sur S(a, Q) (5:22)
V* = u, sur 0f),

ot {el® }?:1 est la base canonique de R?.

En utilisant le fait que pour tout: = 1,2, 3

/ e(i)-nd'ym:/ [e(i)x(m—a)}~nd'yw:/ Uy - dy, =0,
08(a,Q) 0S(a,Q) o0

on en déduit que les systemes (5.20), (5.21), (5.22) admettent une unique solution (u(?, p(*)), (U(i), P(i)> ,
(V*, P*) € H (F(a,Q)) x H'(F(a, Q))/R (voir, par exemple [35, Théoréme 6.1 p.231] ou [71]).

Pour résoudre (5.14)-(5.19), nous cherchons (u, p) comme

3
u = Zmﬁ“ +w U+ v (5.23)
pi= Z&p +w; P 4 P, (5.24)
Il est facile de vérifier que (u,p) € H2( (a, Q)) x H'(F(a,Q))/R et que
—div(o(u,p)) =0 dans F(a, Q)
div(u) =0 dans F(a, Q)
u=£L+wx(xr—a) sur S(a, Q)

U = Uy sur 092.
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Ainsi, (u, p) est solution de (5.14)-(5.19) si et seulement si (5.18)-(5.19) sont vérifiées c’est-a-dire si
et seulement si (£, w) satisfont
U@ P@) n dv,

g/ u® o)y, + Z/
Z SaQ)a( )n7 Zw 98(a,Q) (5.25)

i=1 o
+/ oV P')ndy,=0
95(a,Q)

(:c—a)xa( @) )nd’yw—l—ZwZ/

+/ (x—a)xo (VP )ndy,=0.
95(a,Q)
(5.26)

e (x—a)xo (U(i),P(i)> n dy,

On peut réécrire le systeme linéaire (5.25)-(5.26) en (€, w) de maniere matricielle. Pour faire cela,
nous observons que grace a la condition au bord de (5.20), nous avons

/ o (u(i),p(i)> ndy, | -e¥ = / o (u(i),p(i)) n-ul dy,
05(a,Q) 0S8(a,Q)
:21// D (u?): D (u) dz (i,j =1,2,3).
e COEACY)
De méme,
(/ (x—a)xo (u(i),p(i)) n d’7w> el) = / o (u(i),p(i)> n-UY dvy,
8(a,Q) 08(a,Q)

— % /j’-‘(a,Q)D (u@) . D (U(j)) de,

pouri,j =1,2 3.

Ces relations et les relations correspondantes pour (U(i), P(i)> et (V*, P*) nous permettent
d’écrire (5.25)-(5.26) comme
A<£>:b
w

Ay = /f(aQ)D (u@')) ;D( (])) de (1<i,j<3) (5.27)

olt A € Mg(R) est définie par
Ay = /ﬂ Q)D <u<i—3>> . D (U(j)) dr (4<i<6,1<j<3) (5.28)
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Ay = / o D (U@) . D (u(ﬂ'*i”)) de (1<i<3,4<j<6) (5.29)

Ay = / D (U<i—3>) . D (U(j‘?’)) de (4<i,j<6) (5.30)
(a,Q)
et b € RO est défini par

bj:_/ D(V*):D(u(j)> de (1<j<3)
F(a,Q)

b = —/ D(V*):D (U(j_3)) de (4<j<6).
F(a,Q)
Lemme 5.5 La matrice A définie par (5.27)-(5.30) est inversible.

Le lemme précédent se déduit du résultat suivant
Lemme 5.6 Soit O un ouvert borné non vide régulier de R3. Alors,

Ki+kexy=0 (yedO) = k1 =ky=0.

Gréce au Lemme 5.5, (u, p, £, w) vérifie (5.14)-(5.19) si et seulement si (u, p) est défini par (5.23),

(5.24) et (£, w) est donné par
AN
<w> — A . (5.31)

Cela donne I’existence et I’unicité de la solution (u, p, £, w) de (5.14)-(5.19) ce qui conclut la démons-
tration de la Proposition 5.4.

5.5. Démonstration du théoreme d’existence et d’unicité

En utilisant le systeme auxiliaire (5.14)-(5.19) introduit dans la section précédente, nous vérifions
facilement que

(a,Q) € CH[0,T,);R3 x SO3(R)), (£, w) e C([0,T});R® x R?),

(u,p) € C ([0, T2); H*(F(a(t),Q(t))) x H'(F(a(t), Q(t)))/R)
est solution du systeme (5.2)-(5.11) si et seulement si pour tout ¢ € (0,7")

(a(t), Q1)) € A, (£(t),w(t), u(t), p(t)) € R? x R? x H*(F(a(t ),Q(t)’)) x H'(F(a(t),Q(1)))/R
vérifie (5.14)-(5.19) et

a =¢, Q' =S(w)Q dans (0,7,
a(0) = ayp, Q(0) = Q,.
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Par conséquent pour démontrer le Théoreme 5.1, il suffit de démontrer que la solution

(“[a,Q] s Pla,qQ]s E[a,Q] , w[a,Q]) de (5.14)-(5.19) dépend de maniere réguliere de a et de Q. Plus précisément,
la proposition suivante et le Théoréeme de Cauchy—Lipschitz—Picard permettent de conclure la démons-
tration du Théoréme 5.1.

Proposition 5.7 L’application

T: A—-RS
(@, Q) — ({la,q) ¥[a.q))

est de classe C".

Pour démontrer la Proposition 5.7, nous utilisons le résultat classique suivant introduit par J. Simon
(voir [68]).

Soit W un espace de Banach, B et C' deux espaces de Banach réflexifs et V un ouvert non vide
de W. Considérons g, : W x B — C, gy : W — Bygs: W — C tel que pour tout w € W,

gl(w7') EE(B,C), gl(wqu(w)) :gS(w)
Alors nous avons le résultat suivant :

Théoréme 5.8 (Simon) Supposons que w — g, (w, -) est de classe C* enwq a valeurs dans L(B, C),
que g5 est de classe C en wq et qu’il existe une constante o > 0 tel que

g1 (wo, ®)||c > aflz|p  Va e B.
Alors g, est de classe C* en wy.
Observation 5.9 Grace a (5.31), la Proposition 5.7 se réduit a démontrer que les applications
(@,Q)— A (a,Q) y (a,Q) b(a,Q)

sont de classe C'.

Pour démontrer cela, étant donné la définition de A et de b, on fait un changement de variables sur
les systemes (5.20), (5.21), (5.22) de maniere a écrire des systémes écrits sur des domaines indépen-
dants de (a, Q).

5.6. Démonstration du résultat d’identifiabilité

Pour commencer, nous rappelons un résultat clé pour la démonstration du Théoréme 5.2.

Proposition 5.10 Soit SU) er S@) deux convexes ouverts non vides et réguliers tel que

SO cQ e S®cq. (5.32)
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Soit w, € H?(0Q) vérifiant (5.12) et considérons
(u(l),p(1)> c H? (Q \ @) x HY (Q \ ﬁ) /R,
(u<2>, p(2)) c H? <Q \ﬁ) x H' (Q \@) /R

satisfaisant
—dive (u(i),p(i)) =0 dans Q \ S0
div (u?) =0 dans Q0 \ () (i=1,2) (5.33)
ul) = Uy sur 0S).

Si I est un ouvert non vide de OS2 et si
o (u(l),p(1)> nr=o (u(2),p(2)) nyr (5.34)
alors

u® =u®  dans Q\ (@Uﬁ) . (5.35)

Cette proposition se déduit d’un résultat de Fabre-Lebau [28].

Dem.(Démonstration du Théoréme 5.2)

Pour démontrer le Théoréme 5.2, nous supposons par I’absurde qu’il existe 0 < 5 < min (Tfl) , Tg) > ,
tel que

o (uV(to). "V (t0) i = o (u®(t0),p?(t0) )
et SW(tg) # SO (to).

Dans ce cas, comme SV (tg) et S©)(t() sont convexes, nous avons

» 9SW(tg) N dSP)(ty) inclus dans une droite

n dSW(tg) N ASP)(ty) contient au moins trois points non colinéaires.

Q Q
) o

5
S0 5C) ©

Q

Figura 5.2: L’intersection des frontieres est contenue dans une droite

Le premier cas peut étre divisé en 3 sous-cas (voir la figure 5.2):
SW(t)NSD(tg) =0 o SW(tg) € SP(tg) o SP(ty) ¢ SW(to).

Nous allons montrer qu’aucun de ces cas n’est possible.
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)

- )

Figura 5.3: L’intersection des frontieres contient au moins trois points non colinéaires

Cas 1.1: SW(t5) N S@(tg) = 0. On déduit de (5.35) que dans S (tg) ¢ F(tg), ona

—div (o (u )(to), p(l)(tg))) 0 dans S@ (tg)
div (u (1)(250)) =0 dans S@ (1)
uD(tg) = £ (tg) + wP(tg) x (x —aP(tg))  surdSP(tp).

En particulier,

v =uD(ty) (e@) (to) + w® (to) x (a: - a(2)(t0)))
satisfait le systeéme suivante de Stokes

—div (o (0,5 (0)) =0 dans (1)
div (v) =0 dans S®)(t)
v=0 sur IS ().

En multipliant par v la premiere équation du systeme précédent, nous en déduisons

/ |D(v)|? dx =0
S@)(tg)

et ainsi, v = 0 dans S@)(ty). Par conséquent, comme v est solution de Stokes dans F()(t),
nous pouvons appliquer de nouveau le résultat de Fabre-Lebau [28] pour obtenir

v=0 inFW(t).
Cela implique que
u(z) = £ (ty) + w® (to) x (x —a® (t0)> (z € 99),

qui est une contradiction avec le fait que u, n’est pas la trace d’une vitesse rigide sur I'.
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Cas 1.2: SW(tg) ¢ SP(tg) (le Cas 1.3: S@)(ty) ¢ S (ty) est identique). Dans ce cas, nous avons
(2)

dans S( (t)\?( 0) C Fl(to)

—div (o (u(l) to),p(l)(to))) =0  dans S@(t) \E( 0)
div (u(l)(to)) =0 dans S (t9) \ SM(t)

uW(tg) = £V (tg) + wW(tg) x (x —aM(tg))  surdSM(to)
{ (x—a@(ty)  suraSP ().

La fonction v = u() (o) — <£(2) (to) + w@(to) x (x —a®@ (to))) vérifie donc

—div (o- (v,p(l)(to))) =0 dans FY (tg)
div (v) =0 dans FM (tg)

V=Uy — (E(Q) (to) + wP(tg) x (a: —a® (to))) sur OS2
v=a+bx (a: aM(t )) sur 8SW (¢o)

/88(1)“0) ( M (t )) ndy, =

/a:sm(t ) (m - a(l)(tO)) X o ( ,pI(t )) ndy, =0,

ou
6 = (£0(t) = €2 (t0) ) +w? (t0) x (aW(to) — a? (t0))
et B
b= (w<1>(t0) ~w® (t0)> .
De plus, grace a la Proposition 5.10, nous obtenons

v=0 surdS@(ty).

Multipliant (5.36) par v on déduit

0=— /S<2) 0 T div (a (v,p(l)(to))) ‘v dx

(5.36)
(5.37)
(5.38)

(5.39)

(5.40)

(5.41)

(5.42)

(5.43)

(5.44)

:21// D(v)|? dx — / o (v,p(l)(to)) n-vdy,
s® to)\s<1><to> (S (t)\SD (t0) )

[ DPde— [ o (op)n-vir,
5@ (t0)\SM (10) 25 (to)
+ )

><to>) v dy,
S(l)(to
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De (5.44) et (5.39)-(5.41) on obtient

85 (to) s (to)

respectivement. On en déduit

2y/ |D(v)]? dx = 0.
S@ (to)\SM (to)

Par conséquent, D(v) = 0 dans S (t9) \ SW(ty), ce qui implique qu’il existe k1, ko € R3
tel que

v=k1+ ko xy dans SP(t)\ SO(ty). (5.45)
En particulier, de (5.44) et du Lemme 5.6, nous obtenons
K1 =Ky =0. (5.46)
Ainsi, on a v = 0 dans S@ (to) \ SM(t0) et ainsi en utilisant de nouveau [28], on en déduit
v=0 dans FW(t).

L’équation précédente et (5.38) contredisent le fait que w, n’est pas la trace d’une vitesse rigide
surI'.

Cas2 dSW(ty) N dS®(tg) D {z0, 21,22} ol zg, 21, 22 sont trois points non colinéaires (voir la
figure 5.3).

De la Proposition 5.10 on déduit

u =u® dans Q\ (SW(ty) US@ ()
et
€0 (t0) +w D (tg) x (w - a(l)(tg)) = @) (tg) +w® (to) x (m —a® (t0)> sur - ASW (t9)naS (o)

ou de maniere équivalente
a4 bx (a: - a<1>(t0))

avec @ et b définis par (5.42)-(5.43). Mais si (6, E) # (0,0), ’ensemble

{y:a+bxy=0}

est inclus dans une droite ce qui contredit notre hypothése. On en conclut que

(60(t0) - € (t0) ) + w P (to) x (aW(to) — a®(t0) ) = (wV(t0) — w? (t0))

(5.47)
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Ainsi, de (5.35) et (5.47), on déduit que

vi=ub () — (E(Q) (to) + w® (to) x <w —a® (%)))

vérifie le systeme de Stokes

—div (o (v,pM(tg))) =0  dans SP(t) \ S SM(tg)
div(v) =0 dans S@ (1) \ SM(to)
v=0 sur 9 (S(t0) \ SV (t0))

Argumentant comme dans le Cas 1.1 nous obtenons une contradiction. Rassemblant les Cas
1.1-Cas 1.3 et le Cas 2, nous en déduisons que

SW(tg) = S@(to).
La relation précédente et (5.1) impliquent

et

QW (10)SS" = Q@ (t0)S57. (5.48)
Posons ;)

R= [Q@) (to)} QW (to) (5.49)
et

QM) =QPMR,  a(t)=a? ().
Il n’est pas difficile de voir que
(alto). Q(t0)) = (aM(t0). @M(t0) ). (5.50)

De plus, (5.48) et (5.49) impliquent
Rrs{V = s

et ainsi
§O(1) = QP18 +a® ()
= Q15" +a(t)
=5 (a(). Q(1)
et
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En particulier, nous avons

_div(a(u<2>,p<2>))—o dans 7O (a(t), Q(t))
div (u( >)—0 dans F1 (a(t), Q(t))

u? = €® + @ x (2 —a) surdsV(a(t), Q(1))

2)

u! =u, surdf)

/ o (u(Q),p(2)> ndy,=0
98M(a(t),Q(t))

/ (x—a)xo (u(Z),p(2)> ndy, =0,
95 (a(t),Q(1))

ce qui permet de déduire que

@ _ ) (
E7=Lq v w7 =w,qr

Par conséquent, (a, Q) est solution de

La relation précédente implique
aV) — @
0o = %o
1 2
Q(() ) _ Qé 'R

Cela termine la démonstration du Théoreme 5.2.
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Abstract

In this paper we study a three-dimensional fluid—structure interaction problem. The motion
of the fluid is modeled by the Navier—Stokes equations and we consider for the elastic structure a
finite-dimensional approximation of the equation of linear elasticity. The time variation of the fluid
domain is not known a priori, so we deal with a free boundary value problem. Our main result
yields the local in time existence and uniqueness of strong solutions for this system.

1 Introduction

We consider the interaction between a viscous incompressible fluid and an elastic structure immersed
in the fluid. We aim to study the coupled system of equations modeling the motions of the fluid
and of the structure. A classical model for the fluid is the Navier-Stokes equations (see system (5));
for the elastic structure, assuming that the deformation remains small, we can consider the model
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of linear elasticity. When we couple these two systems of partial differential equations, we obtain a
complex system and the study of its well-posedness contains several difficulties. One of them is coming
from the fact that we gather two systems of different natures. This could be observed by linearizing
the system: we obtain a system coupling a parabolic system with an hyperbolic system. Another
general difficulty to study this fluid-structure interaction problem comes from the fact that the fluid
domain is moving and unknown (it is a free boundary problem). In particular, to apply “classical”
procedures on cylindrical domain, it is convenient to use a change of variables for the fluid equations
(the structure equations are already written in Lagrangian coordinates). But these change of variables
are constructed from the solution and thus this solution needs to be regular enough to get convenient
change of variables.

The well-posedness for the coupling of these two systems is studied in [8] (for the linear case) and
in [5] (for the general case). The combination of the two problems leads the authors of [5] to consider
the existence of regular solutions for the linearized problem (the velocity of the fluid is L? in time
with value in H? in space). In that case, they need more regularity for the initial data: the initial
condition is for instance H® in space. This lost of regularity is not very satisfactory but is inherent to
this coupling between two systems of different natures.

In order to avoid this loss of regularity, one has to consider an approximation of the previous system.
Some approximations were already tackled in the literature in particular to obtain existence of weak
solutions. In that case, it is very important to obtain some regularity on the elastic deformations
which define the fluid domain, at least to give a sense to the equations of the fluid. Two strategies
have been considered: we could add a regularizing term in the equations of linear elasticity (see [1])
or we could approximate the equations of linear elasticity by a finite dimensional system (see [7]). In
each case, the authors of [1] and of [7] have obtained the existence of weak solutions (up to a contact).

In this article, our main result is the existence and uniqueness of strong solution for a system
coupling the Navier-Stokes system with a finite dimensional approximation of the linear elasticity (i.e.
a system similar to the one considered in [7]).

Let us present here the system we consider. We denote by w and p the velocity and the pressure
of the fluid, and by £ the elastic deformation of the structure. We also denote by € the domain
containing the fluid and the structure, by Qp(t) the fluid domain and by Qg(¢) the structure domain
at time t. These three domains are assumed to be bounded, open and connected subset of R3. We
also suppose that 9 is of class C? and that at initial time, 9Qg(0) is of class C3. Finally, we assume
that the elastic body is immersed into the fluid: Qg(t) C Q and Qp(t) = Q\ Qg(t). For the equations
of the structure, it is worth noting that we cannot consider any finite dimensional approximation of
the linear elasticity. Indeed, at the interface between the fluid and the structure, we assume a non
slip boundary condition: the velocity of the fluid and of the structure are equal. Combined with the
incompressibility of the fluid, it yields

%9

div(u) =0 in Qg(t), a(t,y) =u(t,z) on 0Qg(0),

where x = (t,y) := y + &(t,y). Assuming that v = 0 on 01, it implies the following non linear
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condition on &:

o,
[ e o) =0 (1)
aqs(t) Jt
Assuming, to simplify, that at initial time, there is no deformation, we have ¢(0,y) = y and we
could thus consider that the deformation is a linear combination of an orthonormal family &;,..., &N,

(No > 1) of L?(Q5(0)) satisfying
& € H*(Qs(0)), / & nydy =0 i=1,2..., No. (2)
00s(0)

However, if this linear combination of &1, ..., &y, satisfies (1) at initial time, there is no reason that it
should be true for ¢ > 0. This is due to the fact that the domain of the fluid is moving. A remedy to
this problem is to add an extra function & in order to satisfy (1). More precisely, let & € H3(25(0))
be a lifting of the unit outward normal on 0€2g(0). Then, it can been proved (see Lemma 2.1 below)
that there exists a ball B(0,7r1) of R¥ and a function ¢ : B(0,71) — R such that for any function
(regular enough) (aq(t),...,an,(t)) € B(0,r1),

No
Ety) =D at)ly), with ag(t) = ¢lar(t), ..., an (1)), (3)
1=0

satisfies (1). Using this construction, we can also define a family (gl(t), L& No (t)) where for all 7, &

is a linear combination of & and & (see (18)) so that if we write
o¢ AL
5 (L) = ;@-(t)&i(t,y), with i = o, (4)

then (1) is always satisfied.
We are now in position to introduce the system we study in this article:

@—VAu—f—Vp-i-(er)u:O in Qp(t)

v =0 n (1)
u=0 on 8?2 (5)
%@,y) = u(t o(t.y)) on 99s(0)

and

¢ ¢  e(F
foo Gt [ el <@ ay

= / o(u,p)(t, x)n, - gi(t, w_l(t,x)) dve, i=1,...,Ng
395(t)
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with ¢ satisfying (3) and thus with % satisfying (4). We recall that ¢(t,y) = y + &(¢,y) and we
assume that () is invertible (which is the case for r; small enough). This system is completed by
the initial conditions

u,_, =u’ inQp(0), §,_, =0 inQg(0), % =¢b i Qg(0), (7)
t=0
with
No
¢ =Y ps, (8)
i=1

where 30 = 3;(0). Note that

Ei((),y) =¢&(y) forallie{l,...,Np}.

In the above system, we have used the following notation: n, is the outward-pointing unit normal
vector along 0Qs(0), n, is the outward-pointing unit normal vector along 0Qg(t) and

e(v) = %(VU +Vo') and o(u,p) = —pld +2v e(u). (9)

For simplicity of notation, in all what follows, we set

QF = QF(O),
Qg := Ng(0).
Now, we define the function spaces L2(0, T; H2(Qr(t))), C([0, T); HY(Qp(t))) and H' (0, T; L2(Qr(1))),
which will be extensively used in the sequel. Suppose there exists a function v € H?(0,T; H?(QF))

such that 9(t,-) : Qp — Qp(t) is a diffeomorphism. For all functions w(t,-) : Qr(t) — R3, we denote
W(t,y) = w(t,¥(t,y)). Then the function spaces introduced above are defined by

L*0,T; H*(Qp(t)) = {w: W € L*(0,T; H*(Qr))},
C([0,T]; H' (Qp(t)) = {w : W € C([0,T]; H(Qr))},
HY0,T; L*(Qp(t)) = {w: W € HY(0,T; L*(QF))}.
Set
D(t) := L*(0,T; H*(Qp(t)) N C([0, T]; H(Qp(t))) N H'(0,T; L* (2 (1)),

and
D = D(0).

Our main result is the following:
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Theorem 1.1. Assume u’ € H'(Qf) and {ﬂ?}fﬁl C R with the following compatibility conditions:

div(u®) =0 in Qp
u® =0 on 0N
u’ = ¢! on g (10)

dist(Qg, 0Q) > 0.

Then, there exists a time T > 0 such that the system (5), (6), (7) and (8) admits a unique solution
(up to a constant for p)

(u,p) € D(t) x L*(0,T; H (e (1)),
a1,...,an, € HX0,T).

As already mentioned above, there are few results concerning the well-posedness of a system
modeling the motion of an elastic structure in a viscous incompressible fluid. The existence of weak
solutions for our system was obtained by [7] whereas the existence of weak solutions when adding a
regularizing term in the equation of elasticity was proved in [1]. Concerning strong solutions, we only
know [5] (and [8] for the linear case). In [5], a local in time result is obtained for strong solution. They
also obtained uniqueness by considering more regular solutions. In this latter paper, the hypotheses on
the initial data to get existence are quite strong: the initial velocity of the fluid must be in H?(Qz(0))
and the initial velocity of the elastic structure must be in H?({2g(0)). This implies in particular many
compatibility conditions at t = 0. Moreover, to obtain also the uniqueness, the authors have to add
more hypotheses on the regularity of the initial conditions: the initial velocity of the fluid must be
in H'(Qp(0)) and the initial velocity of the elastic structure must be in H*(Qg(0)). In the case,
where we consider a rigid body instead of an elastic structure, the corresponding system was studied
in many papers: see, for instance, [4,6,8,10-12,14,15]. The existence of weak and strong solutions
was proved with similar regularity hypotheses as in the case of the Navier-Stokes system. Here as
in the case of a rigid body, the velocity of the deformation is assumed to be finite-dimensional, but
at the contrary to the case of a rigid body, the generators of the velocity of deformation depends on
time (the family (é\i(t))lgig No)- Moreover, the change of variables used to transform the problem on
a cylindrical domain is more technical: in the case of a rigid body, the idea was only to extend (and
truncate) the translation and the rotation of the rigid body.

Our strategy is to construct a change of variables to transform Qp(t) onto Qp (Section 2) and to
use this change of variables to write the system (5), (6), (7) and (8) on a cylindrical domain (Section
3). We obtain a nonlinear coupled system with variable coefficients. The idea is to write it in the form

7' = AZ + R(Z),

where Z is (u, 3), with 8 = (81, ..., On,). Here we have put in R(Z) all the coefficients coming from
the change of variables and the nonlinear terms coming from the Navier-Stokes system. Then as in
other proofs of existence of strong solutions (see [5,6,15]), we study a linear system associated to our
problem (Section 4):

Z = AZ+ F.
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We use a semi-group approach in this step as in [15], we could also have used a Galerkin method as
in [5]. Then we use the Banach fixed point theorem to prove the main result in Section 5. In order to
prove it, we need two technical results: estimates on R(Z) (Section 6) and estimates on the difference

RY(Z') — R?(Z?) (Section 7).

2 Preliminaries and change of variables

Let us first begin by introducing some notations and an important identity for the change of variables
of surface integrals.
For a tensor M (x) = (m;;()); jef1,2,3) we use the notation

3
[div M]; Z m”

and we denote by M?! the transpose of M, Cof M the cofactor matrix of the matrix M and recall that
if M is invertible then
Cof(M) = (det M)M . (11)

A deformation ¢ is a smooth vector field
0:Q— 07 cR3
such that ¢ : Q2 — Q¥ is one-to-one, and orientation-preserving, i.e
det Vip(z) >0, VaeQ.

Assume ¢ is a deformation and assume f : 2 — R is an integrable function, then we have:

/ (f o Hn? dI'¥ = / (det Vi) f(V) 'n dl (12)
o0¥ o0

where n¥ denotes the unit outer normal vector along the boundary of ¥ and n is the outward-pointing
unit normal vector along 0% (see [3, p.40] for details).

Let us prove the existence a ball B(0,r;) of RNo and a function ¢ : B(0,7r1) — R such that for any
function (regular enough) (aq(t),...,an,(t)) € B(0,71), any function ¢ defined by (3) satisfies (1).
More precisely, let us consider

£(ty) Zaxt &y

we search a(t) such that

No
fo Tt o= [ (Id +3 @l VE() + ao<t>veo<y>) oy

£ (13)

= |Q25(0)|.

156



Apéndice A. Existence of Strong Solutions for the Motion of an Elastic Structure in an
Incompressible Viscous Fluid

The above condition is equivalent to the fact that the deformation of the structure does not modify
its volume which is compatible with the incompressibility of the fluid. Using the theorem of implicit
functions, we can prove the following result.

Lemma 2.1. There exist r1 > 0 and ro > 0 and a mapping of class C*
¢ : B(0,71) C RM — B(0,79) C R,

such that, for all (au,...,an,) € B(0,71), there ezists a unique ag = ¢(aq,...,an,) € B(0,r2)
satisfying

No
/Q o det (Id +3aiVey) + aovﬁo(y)> dy = |Q2s(0)].
S =1

For the proof, see [1] Lemma 4.1 (see also [7] for a similar result). We recall that ¢(t) : Qg — Qg(t),
o(t,y) = y+&(t, y). Let us remark that taking r; small enough, we also have ¢(t) and V() invertible.
From (13) some calculations give

No
Z Gi(t)Bi(t) +so(t)Bo(t) =0 (14)

with
Bilt) = o (1)

for any 0 < ¢ < Vg, and

G t) = / (det V) (Vo) 1&i(y) - my
002s5(0)

(15)
= / &(‘P_l(tam)) g dyy
005 (t)
where the last equality is obtained thanks to (12).
Up to reducing the constant r; in Lemma 2.1, we can assume
1
||COfV(P_Id||LOO(6QS) < 5 (16)
and thus we can prove that
1
so(t) > 51095(0)] > 0. a7)
Then we can define )
—~ S
&ityy) = &i(y) — —x6o(y) (18)
<o(t)
which satisfies (from (12) and (15))
/ gi(t, 0 Yt x)) - ng dy, = 0. (19)
N (1)
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Then, (3) and (14) imply that the velocity of deformation is spanned by the family {21, 3 No }:

%@>—§ﬂw@<wﬂ@sw);fﬁmat> (20)
ot Y 2 i i\Y §0(t) oy -i:1 i i\t,Yy)-
Remark 2.2. Let us remark that the family {fi}ZN:OO and, for all t, the family {g(t)}]\i defined as

above, are linearly independent families.
In what follows, let us consider the elastic deformation ¢
o(t, ) : Qs — Qg(t)
y—y+E&ty)

associated with ¢ which is the elastic displacement of the structure defined by (3) and which is the
solution of (6). We will always assume that

(01(t),. .., an, (1)) € B(0,r1), (21)

where 71 is small enough to apply Lemma 2.1 and to have ¢(t) and V(t) invertible for all ¢ and (16).
Recall that the latter condition implies (17).

We construct a change of variables X : Q — Q which transforms Qg onto Qg(t) and Qp onto
Qp(t). We will use this change of variables to transform systems (5)- (6) into a system written in
fixed domains. The idea is to extend the elastic deformation defined above on the domain of the fluid.
Thus, we consider a linear extension operator &:

£:H3(Qg) — H}(Q) N HH Q)
such that for any w € H3(Qg):
i) £(w) =w a.ein g,
ii) &£(w) has support within [Qg]° := {y € Q : dist(y, Qg) < €}, with 0 < e < dist(Q2g, 9Q)
i) €000y < Cllwllasas)-
Using this operator, we can define an extension of ¢ on 2 as follows: for each ¢t € [0,7] we set
X(t,y) =y +E(e(t,y) —y) =y +E(E(1,y)), Yy € Q. (22)

In what follows, we assume (a,...,ay,) € [H?(0,T)]No. Using the Sobolev embedding theorem,
we will consider the following norms for H2(0,T) and H'(0,T) (which are equivalent to the usual
norms):

I fllrzo,ry = I flLeeo,ry + 1 e oy + 1 2oy (f € H*(0,T))
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and
1320y = ooy + 1 20y (f € H'(0,T)).
Let us note, that, since ¢ € C*(B(0,71)), we have ag = ¢(a,...,an,) € H?(0,T). Hence, we
deduce £ € H2(0, T; H3(Qs)) and by using Sobolev embedding theorems, we obtain

£(€) € CH([0,T]; W ())

and
IEON oe (0w 100 (62)) < Celléll oo (001 (25
< C'SCS||§||L<>°(O,T;1T1’3(Qs))
< CeCsClle| oo 0,1y Mo -
Consequently if (aq,...,an,) satisfies for all ¢ the condition (21) with 7 small enough (depending on

the geometry and on the family {¢;}), then X (¢,-) is bijective from € onto .
Moreover its inverse Y (¢,-) : Q —  satisfies

1

Y(t,xz1) = Y(t,22)| <
Y (o) =Yt 2l S T o)

|1 — @2, (23)
As a consequence, (see, for instance, [9, p.279]) Y € L>(0,T; Wh*°(2)). We can improve this regu-
larity:

Lemma 2.3. Assume o; € H*(0,T), & € H3(Qg) for all i € {0,1,..., No} and assume (21) with
small enough. Then X € H?(0,T; H3(2)), (VX)™! € H2(0,T; H*(Q)) and

Y € L®(0,T; H3(Q)) nWh*(0,T; H*(Q)) N H*(0,T; H(Q)).

Proof. From (22) and from the regularity of a; and &;, we have X € H?(0,T; H3(52)).
Using the fact that H?(0,7; H?(f2)) is an algebra, we deduce that

det VX € H%(0,T; H*(Q)) and Cof(VX) e H?(0,T; H*(Q)).

AsY € L>®(0,T; Wh>(€)), we have det VX # 0 and thus the above equation implies

€ H*(0,T; H*(Q)).

det VX

Therefore, from (11) we have (VX)~! € H?(0,T; H*>(Q)). If we denote by A = (VX)~!, we have
VY =AoY. Since VY € L*>((0,T) x Q),

VY = (VA)(Y)(VY) € L>(0,T; L°(Q)), (24)
V3Y = (V2A)(Y)(VY)? 4+ (VA)(Y) (VYY) € L°(0,T; L*()). (25)
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Hence,
Y € L>(0,T; H3(Q)).

Differentiating the identity X (¢,Y (¢,x)) = « with respect to time, we have

)4 0X
5 —(t,x) = VY(t,m)E(t,Y(t,x)). (26)
Let us show that
B(t,z) = —X(t,Y(t,x)) € L>(0,T; HQ(Q)) (27)

ot

From the regularity of X, we already know that %—)t( € C([0,T); H3(Q)) and from the first part of the
proof we have that Y € L>(0,T; H3(f2)). Differentiating (27) with respect to x, we obtain

9*B; PX; yy Yo OV a2yl
— = Z L0, T: L2(92)).
ax;ﬁxj Z 8taylay 8gz;k ax Z 8t8yl 8$]8$k S (07 ’ ( ))

Therefore (27) holds true and, combined with (26), it implies
Y € Whe(0,T; H*(Q)).

Differentiating (26) with respect to time, we have

0%y 0 0*°X oVX), 0Y ) L
T =TG- vy (G0 + CTEm T € roT @)
Consequently,
Y € H*(0,T; H*(2)).
This concludes the proof. 1

Let us also give the regularity of the 5: defined by (18):

Lemma 2.4. Assume {&}N C H3(Qg), {al}N C H*(0,T) and (21) holds with r1 small enough.
Then R
& € H*(0,T; H*(Qs)).

Proof. From the regularity of & and «; it follows that ¢ € H?(0,T; H*(2s)) and consequently, ¢; €
H?(0,T). From (17), we deduce that % € H?(0,T). This allows to deduce the desired regularity of

&. u

160



Apéndice A. Existence of Strong Solutions for the Motion of an Elastic Structure in an
Incompressible Viscous Fluid

3 Writing the equations in fixed domains

In this section, we use the change of variables constructed in Section 2 to write our system of equations
(5)-(6) in fixed domains. We set

o(t,y) = det(VX(t,y)) (VX (t,y) " ult, X(t,y)) (28)
q(t,y) = det(VX(t,y))p(t, X (t,y)) (29)
V(1) = det(VX () (VX (1)) O (1,0, (30)

Let us remark that we do not use the change of variables
u(t,y) = u(t, X(t,y))
because of the divergence equation in (5). More precisely we have the following result:
Lemma 3.1. Assume (28). Then
(divo)(t,y) = det VX (¢, y)(divu)(t, X(t,y)).

Proof. To simplify the notation, we do not write in the proof the dependence in time of the variables.
We have

divo(y) = div[det(VX(y)) VY(X(y))u(X (y))]

=3 | e X ) G (X ) (X ()

RAO)S S () Gk s (X )

et VX() Y 08 (XD 32 (X0 )]
! J ’
Using that .
det(VX) m
we have
d 1 B
7T TR
1 o
= ~ TR <Z Cof (VY ( ))pqayi(VY(X))pq>
= —det VX (y) (Z ayp aiq?;l (X (y))%‘;il (y)) .
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Then
8u3 8Xl

divo(y) = (y)

o W)

i,

= det VX (y) Z 6“3

= det(VX(y))(divu)(X(y))-

O

Now, we write the transformation of the derivative in time of w. From (28) we have that for
ie{l,2,3}:

AR

ot :gat(

+ (det VY)

Y Y)+ det VY Y)—(Y)—
a0 )+ S oY)
’ (31)

81)1' 8X1 ov
875(Y)+zk:detvy<8yk (Y) = b ) k(Y)

We calculate the transformation of the gradient of u. As in the proof of Lemma 3.1, we do not write
the dependence in time of the variables.

8ui 8vi

oz, = (det VY) dy, (Y) + Ej [v] (32)
with,
o 0 . 0Xi <\ O
malel =3 5 L0 ) 1) et T (o) ) GE) .
0X; ov _
VY GO S G (193070 ) |
Then,
2u 0%v 5’21)1 _
3 ~(det VY) ang( + (det VY) Z 50 v) (V) 1) - a1y -
+ 9 (et vy) vy + i (Ei[v)) .
a$j 8yj 8£Uj
For the nonlinear term we have:
(- V)l =3 (et VY)? a“l Z 6ym
’ (35)

+3 (det VY)Eylv] Y W]

J
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Finally, from (29) we have:

dp Jq
o0x; _8 0y;

+ (det VY) Z ( VX)NY) - 51,1') .

v ) (det VY)

(Y)

Thereby, we can rewrite (5) as follows

% + [Mo] = v[Lv] + [No] + [Gd =0 in Qp, ¢ € (0,T),
div(v) =0 in Qp, t € (0,7),
v=20 on 09, t € (0,7),
v=V on 00Ng, t € (0,T),

where [Lv], [Mv], [Nv], [Gq], are defined by

0
[Mv]; :=det Vsz: En (
0X
" zk: <<9y

0X; Ou, 8Yl
(X
) Joi + Zaykayz 8t X)

+ (det VX)% (det VY') (X) 6y )88 (Eijv]) (X)} ,

. 81}@ aXJ
[NUz : detVXzayj m m+ZEU — aym'Umv
L 0 9 9 1
(Gali = (det TX) 5 - (det V) (X)g + +y° o ((VX)M 5171).

From (30) and thanks to (20) and (11), V' can be written as

Z /82 771 (t y Z Bi&i +

where

Mi(t,y) = (Cof VX)'&(t,y) and [HB) = Z@ M — &),
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Using (2), (12) and (19) we can prove that the function [H f] satisfies

/ms[Hﬁ].n:o.

Consequently, for each i = 1,2,..., Ny, we can consider the following Stokes problem

—vAW; +Vm; =0 in Qp

le(Wl) =0 in QF
W =0 on 0N
= 772 &i on dQg,

and we can write
No
w=7v— E ﬁiWi,
i=1
and
No
T=q—» Bim.
i=1

Then, from (37), we deduce that (w, ) satisfies

O g (M) vlLw) +[Gr] = K inQr, t€(0,7)
div(w) =0 in Qp, te(0,7)
w =0 on 99, t € (0,T)
w = Zi\fzol Bi&i on g, t € (0,7)

with

=1

=1

(44)

(47)

No No Ny No
== AWi- Z@W Z im»wiﬁ%mwlN@+Z@mﬂ—wamy

(48)

Now, we transform also the equation for the structure in order to have fixed domains in the
integrals coming from the fluid and in order to decompose the elastic displacement only by using &;,

i=1,...,No.
From (4) we have

8t2 &dy Zﬁ/ & fldy—i_zﬂ/ (53 §)-&idy

+Z@/8ﬁﬂ&@+26/§
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On the other hand, from (12), (32) and (45)
| otumne &) = [ ot gyt [ otwmn, @G-8
AN (t) Ns Qg
+ GO[wv 77] : é\l d’)/y
0Ngs

with

No
Golw, 7] =0 (w,7) (VX)~t —1d) ny + Z Bioc(Wi, m)(VX)tn

No
+20(Ew] + (E[w]))(X) Cof (VX )ny + 20> Bi(E[W;] + (E[Wi])")(X) Cof (VX )ny,
i=1
(49)
and with E[w] is defined by (33).
Thus, we can write (6) as follows
No
; - &ody = o(w,m)ny - & d i
;@/QS@ Gy = [ oty &y (50)
where f € [L2(0,T)]° is given by
Ny 6 N . No )
Zﬂ/ - &) & dy—;ﬁj/gsat@j)-fi dy—jzlﬂj/%@ @& dy
—/ £() : (&) dy+/ o(w,mny - (& — &) d%ﬂr/ Golw, ] - & dyy, i €{1,2,..., No}.
Qg 895 8QS
(51)
Then we have the following proposition:
Proposition 3.2. Assume (w, ) is defined by (28)-(29) and (45)-(46). Then
(u,p, B) € D(t) x L*(0,T; H (Qp(¢))) x [H'(0,T)]™ (52)
if and only if
(w,m,3) € D x L*(0,T; H (Qp)) x [H*(0,T)]™°. (53)

Moreover, if (u,p, 3) satisfies (52) then (u,p, 3) is solution of (5)-(6) along with the initial conditions
(7) if and only if (w,, ) is solution of (47), (50) with (38)-(41), (48), (49) and (51) and with the
initial conditions

No
Wyymo = w’ =’ — ZIB?WZ in Qp (54)
i=1

and 3 = B;(0).
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In the remaining part of the article, we study the problem (47), (50). To prove the local in time
existence of such a system we use a similar approach as in [15]. More precisely we write (47), (50) as

%—VAU)—I—VTFZF in Qp, t€(0,7)
div(w) =0 in Qp, te(0,7)
w =0 on 99, t € (0,7)
w =310 Bi; on 90g, t € (0,7)
and
48 = [ otw,mn, & duy + £
s
with A defined by
(is= [ &g (53)
Qg
with f; given by (51) and with
F=K—-[Mw]+v[(L—-A)w]+[(V-G)n]. (56)

4 Linear Problem associated to (47), (50)

In this section, we consider the following linear problem

E—VAU)—FVTF:F in Qp, t € (0,7)
div(w) =0 in Qp, t€(0,7) (57)
w=0 on 09, t € (0,T)
W= YN Big; on Qg, t € (0,7)
and
A8 = [ o@ R, v+ 5 59
90
along with the initial conditions
@(0) =w’, and B(0) =8, (59)

where F', f; are given functions, and 6;-) are given real numbers. Recall that A is defined by (55).
In order to study (57)-(58), we use a semigroup approach. More precisely, let us set

H = {(w,B) € L*(Qr) x RN : div(w) =0 in Qp
w-n =0 on 0f

No
wen = (Zﬁ,&) -n on 0Qg},
i=1
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D(A) = {(w,p) € H: we H*(QF)
w =0 on 9N

No
w = Zﬁi&‘ on 05},

i=1
A:D(A) — L*(Qp) x RNo
(w, B) — (—vAw, (Ale(w))) ,
and
A:D(A)— H
(w, B) = P(A(w, 3))
where B;(w) = fBQs 2v e(w)n - & dy, and P : L2(Qp) x RN — H is the orthogonal projection.
Here we have used the following scalar product for L?(Qg) x RNo:
((w, B), (u,a)) = / w-udy+ AS - a.
Qr

Its associated norm is equivalent to the usual one. Let us also remark that H is a closed subspace of
the Hilbert space L?(Qp) x RN,
To study the operator A, we also need the following function space

V={(w,3) € H:we HY(Qp)
w = 0 on 9N

No
w=> P& on INg}.
i=1

Proposition 4.1. The operator A : D(A) — H is positive and self-adjoint. In particular, —A is the
generator of a contraction semigroup on H.

Proof. Assume (u, ), (w, ) € D(A). Then

(A(w, B), (u, @) = (A(w, B), (u, a))
= / —vAw-u dy + AAT'B(w) -
Qp

=2v /QF e(w) : e(u) dy —2v /895 e(w)n - u dyy

No
+ Z 21// e(w)n - & dyy o
o Joas

=2 /QF e(w) : e(u) dy.
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Thus
(A(w, B), (u, ) = 2V/ e(w) :e(u) dy, Y(u,a),(w,B) € D(A). (60)

Qp
In particular, A is symmetric. Moreover, I 4+ A is onto: let us take (v,v) € H. The equation

I+ A)(w,B) = (v,7)

is equivalent to

(w, B8), (u; @) + (A(w, B), (u, @) = ((v,7), (u, @), V(u,a) € H. (61)
If (u,«) € V, then, (61) can be transformed in
((w, B), (u,a)) + 2V/ e(w):e(u) dy = ((v,7), (u, @), V(u,a) € V. (62)
Qp

Using the Korn inequality (see [13, Theorem 2.4-2, p.51]) and the Riesz theorem we deduce the
existence and uniqueness of (w, 3) € V satisfying (62).
Taking ov = 0 in (62), it is not difficult to see that w is solution of a Stokes-type system

w—vAw+Vr=F in Qp

div(w) =0 in Qp
w=0 on 02 (63)
w =37 Bi& on Q.

Since {&}X°, € H3(Q5) and 9Q € C2, we obtain w € H?*(Qp). Therefore I + A is onto.
This concludes that the operator A is self-adjoint (see, for instance [16, Proposition 3.2.4, p.74]).
Furthermore, A is non-negative, since from (60) we have

(A(w, B), (w, B)) = 20 / e(w)]? dy > 0.

QF
Hence, thanks to Lumer-Phillips theorem, A is the generator of a contraction semigroup on H (see
Proposition 3.3.5 and Proposition 3.8.4 in [16]). O]

Using Proposition 4.1 and classical results on parabolic equations (see, for instance, [15]) we deduce
the following result on (57)-(58):

Proposition 4.2. For any (w°,°) € V, for any (F,f) € L? (O,T;LQ(QF) X RNO) there exists a
unique solution of (57)-(59) such that

w e D, Vi € L*(0,T; L*(Qp)), 8 € [H'(0,T)]"o.
Moreover, we have the following estimate
lwllp + V7|l 2 0,7522(05)) + ||5H[H1(0,T)]No
< C (IFllzzo 2@ + 1oy + 100lmi e + 18Nz )

where C is a constant depending of T in a non-decreasing way.
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5 Proof of the main result

This section is devoted to the proof of Theorem 1.1. More precisely, we prove this theorem by using
two technical results (Theorem 5.1 and Theorem 5.2) which will be proved in the next sections.
First let us fix (w, 7, 3) with

|wllp + HV7T||L2(0,T;L2(QF)) + ||5H[H1(0,T)]No <R, (64)

where R > 0 is a fixed positive constant.
Then we define o; (i = 1,...,Ny) by

alt) = [ 5s) .

In particular, if we take
r
T=_L
o (65)
we have for all ¢, (ai(t),...,an,(t)) € B(0,71), with r; such that we can apply Lemmata 2.1 and
2.3 and so that (16) holds true. By using these functions, we can define &, &;, X, n;, (W;,m;) by the
formulas (3), (18), (22), (43), and (44). Finally we can define F' and f; by (56) and (51). Then we

have the two following results.

Theorem 5.1. Assume that (w,m,3) satisfies (64) and assume (65). Then there erists a positive
constant C'(R) such that

1E (| 20,7 22(00)) T 1 220,70 < C(R)T*. (66)

Theorem 5.2. Assume that (w(l),ﬂ(l),ﬁ(l)) , (w(2),7'('(2),ﬂ(2)) satisfies (64) and assume (65). For
k=1,2, we can construct F®) and f*) as above from (56) and (51) with (w(k),w(k),ﬁ(k)) instead of
(w,m,3). Then there exists a positive constant C'(R) such that

H O _ F(z)‘

sl

L2(0,T5L2(2F))

< C(R)TV* <Hw(1) — w(Q)HD + HV (W(l) — 7r(2)>‘

[£2(0,1)]No

(67)

=5 )
v v [H*(0,)]No
These two results are technical and will be proved in the next two sections. Admitting these results,
we are in position to prove the main result. The proof is based on the Banach fixed point theorem.
More precisely, let 7' > 0, R > 0, and let us define

L2(0,T5L2(Q2r))

K =D x L*0,T; H'(Qp)) x [H'(0,T)]"°,
endowed with the norm

[(w, 7, Bk = [lwllp + HWHL2(0,T;H1(QF)) + ||ﬁ||[H1(o,T)}No )
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and

C={(w,mp)ek:||(w,mpB)|x<R}.
Clearly, C is a closed subset of K. Let us define the mapping

Z C — K

(w,m,B8) — (a, 7, B) (68)

where (@,%,B) is the solution of (57)-(59), with F' and f defined by (56) and (51) from (w,r, 3) (as

in the beginning of this section). The fact that Z maps C into K comes from Proposition 4.2 and
Theorem 5.1. More precisely, applying Proposition 4.2, we obtain

|(@.7.8)], < c(nFan(o,T;La(gF» + 1z rpo + el + 16" ) (69)
Combining the above estimate with (66), we deduce
12(w, 7, B) | < CRTY* + C (|0l ) +16°]) - (70)

With the constant C' and C(R) of the above inequality, we take R big enough so that
R

1l ) +18°1 < 55 (71)
and T small enough so that (in addition to (65))
C(R)TY < g. (72)

Gathering (70), (71) and (72), we deduce Z(C) C C.
Lastly, we prove that Z : C — C is a contraction.
Let (w(l),ﬂ(l),ﬁ(l)), (w@),ﬂ(2),5(2)) € C. Then, according to Proposition 4.2

HZ (wu),ﬂ(l)’/g(l)) _z (w@)’”(Q)’B(Q))HK _ H ({5(1)’%(1)’5(1)) _ <@<2>7%<2>,5<2>>“K

<= - )

L2(0,T;L2(Qr)) [L2(0,T)]No

where, for k = 1,2, F®) and f*) are defined by (56) and (51) with (w(k),ﬂ(k),ﬂ(k)). Thus, according
to Theorem 5.2, we have

HZ (wu)m(l),ﬁ(l)) _z (w@)m(z)’ﬁ(z)) HK < C(R)TVA H (wu)m(l)’ﬁ(l)) _ (w@)m(z),ﬁ(z)) HK

Thus for 7" small enough, Z is a contraction on C and we deduce the local in time existence of a
solution of (47), (50) and thus of a solution of (5)-(6) by using Proposition 3.2. This completes the
proof.
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6 Estimates on the coefficients

This section is devoted to the proof of Theorem 5.1; more precisely, we estimate here f and F' defined
by (51) and (56). Throughout this section, we fix (w,m, 3) with

|wllp + ||V7T||L2(0,T;L2(QF)) + ||5H[H1(0,T)]No <R, (73)

where R is a fixed positive constant (see Section 5). We assume (65) and we define a;, (i = 0,..., No),
&, &, X, ni, (W;,m;) by the formulas (3), (18), (22), (43), and (44) as in the beginning of Section 5.

In the estimates below, the constants C'(R) at stake may depend on R, the geometry, v, Ny, {fi}f\i’o,
and on 7. If they depend on T, it is in a nondecreasing way. Similarly the constants C' at stake are
independent on R but may depend on the geometry, v, Ny, {ﬁi}fvzoo, and on T. If they depend on T,
it is in a nondecreasing way.

We recall that from the above assumptions and from Lemma 2.3, X € H2(0,T; H3(Q)), Y €
L>(0,T; H3(Q)) N Whee(0,T; H*(Q)) N H2(0,T; H(Q)) and (VX)~! € H%(0,T : H?(Q2)).

Lemma 6.1. With the above assumptions, Cof(VX) € H?(0,T; H?(?)) and for all 1 < i < N,
n; € H*(0,T; H*(Qg)). Moreover, we have the following estimates

X = idl| Lo (0,713 ) < C(R)T. (74)
ICof (VX) = Td|| o (o 12 () < CRTM?, [ Cof (VX) | 20,1 112(0) < C(R), (75)
1 1

L <o, | 1 <CRT, (1)

’detVX L (0.T;H2(2s)) det VAl 0,102 (2))
1OV X) " ] e o 112026y < CR), (V)™ =1 0 ez gy < CLRITY?, (77)

)% 8%y
1X N 200 7m0 + 1Y oo (0 71 +H +‘ <C(R). (78)
B FROBIE) T ot o iz | 0P 2o o o)

17 = &ill Lo 0.7 12 (029)) < CRYTY2, |17 = &llwros (o120 < C(R). (79)
Proof. First, we remark that since the entries of Cof (VX)) are of the form

0X; 0Xp  0Xm 0X,
0y; Oy OYyn Oyq

(80)

with i, j, k,1,m,n,p,q € {1,2,3}, the regularity of Cof (VX) is a consequence of the fact that H2(0, T; H?(12))
is an algebra. On the other hand, by using the definitions (18) and (43),

i = (Cof V)" (@- - j;so) , (81)

with (see (15))
G = / (Cof VX)'&; - ny dry,. (82)
Qg
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These two last relations imply 7; € H2(0,T; H?(Qs)).
By using the definition (22) of X, we have

1X = 1dll oo (0,73 (0)) S N€E) oo 0,713 (0) < C lle¥ll 0o 0,130 < C(R)T,

%] -t (3)]
O | (0,713 (02)) ot

||XHH2(07T;H3(Q)) < C(R) (84)

Combining (80) with (74) and (83), we deduce (75).
Let us prove (76). From (23), there exists a positive constant C' such that

which yields (74).
Similarly,

< C(R). (83)
HY(0,T3H3(%)

This implies

[det(VY ) Lo 0,710 (02)) < C

and thus
1

< Cl
det(VX) sC

L>2(0,T;L°°(2))

Combining the above estimate with (84) yields

On the other hand, from (74) and from the above estimate, we obtain

This proves (76).

From (11), (75) and (76) we deduce (77).

Let us prove (78). To obtain the estimates on Y, we follow the proof of Lemma 2.3. More precisely,
from (23), there exists a positive constant C' such that

1

2
det(VX) < CUIVX|Zoo 0,120 + 1) < C(R).

Lo (0,T3H?(Q))

1

1/2
detvx ! < CR)IVX —1d || 00,72 ()) < C(R)TY2.

L2o(0,T5H(Q))

VY| Lo (0,000 (02)) < C-
From (24),(76) and (77) we have

VY (X ) S CO(R).

M e (0,T;L5(2)
Analogously, from (25),(76) and (77) we deduce

IV*Y (]| o 0 73120 < C(R):
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Thus, we obtain

Y\l L (07 13(02)) < C(R).

Then using (26) and the previous estimates on X and Y, we obtain the estimates on %—);. We use the
same kind of reasoning for the second derivative in time of Y.
Lastly, we show (79), from (81) we deduce that

17:(8) = &ill g2 () < ||(Cof VX)* — 1d||H2(QS) 1€ill 2 (g + || (Cof VX)tHHz(QS) €oll 2 (26)

i) ‘
()]
From (82) and (2), we have for all i € {1,..., Ny},

cz:/ [(Cof V) —1d] & - ny dyy
Ng

and thus, by using (75), we have for all i € {1,..., Np},
[si(t)] < C(R)T?. (85)
Combining the above estimate with (17), (75), we conclude
17 = &ill oo 0.1 12025y < CRYTM.
To obtain the estimates on the time derivative, we write

0iy=9 e 2 Wie 0 (s
510 = 5 (COTVX))6 = Z(Cot ) 26— (Cof V)1 31 (£ ) 0

and we use (75), (82) to deduce the result. O

Lemma 6.2. Assume (73) and (65). Then for alli € {1,..., Ny}, the solution of (44) satisfies
(Wi, m) € H'(0,T; H*(Qp)) x H'(0,T; H'(Qp))
and there exists a constant C(R) > 0 such that
Wil 0,7;12(020)) + Iillzer 07301 2y < C(R)TM. (86)
Proof. Using classical results (see [2]), we deduce that
Wil trz@p) + Imill i@y < Cli = &ill gsr2(006) < ClINi — &ill 2 as)- (87)
According to (79), this yields

IWill oo 0,152 () + I17ill Lo 0.7 111 (02 /) < C(R)T2. (88)

173



Apéndice A. Existence of Strong Solutions for the Motion of an Elastic Structure in an
Incompressible Viscous Fluid

Differentiating (44) with respect to time

8Wi 87r,- o .
—vA 3t>+v<8t>_0 in Qp
div (aavtvi) =0 in Qp
o (89)
‘) =0 on 02
ot
ow; on;
= Q
at ( at ) on ds,
Using again the result of [2], we deduce
1 112, <12,
O llazp) 11 Ol ap)e O Wl /2 (005) O L2 (0s)
Thus, thanks to (79), we have
||Wi||W1’°°(O,T;H2(QF)) + ||7Ti||W1’°°(O,T;H1(QF)) < C(R). (90)
This inequality implies (86). O

Using Lemma 6.1 it can be proved the following result. We skip the proof since it is similar to the
proof of next lemma.

Lemma 6.3. Let v € D and E;;[v] defined by (33). Then there exists a positive constant C(R) such
that

1B (0] 2 0,72 (02)) < CR)T 0]l

Lemma 6.4. Suppose that v € D and q € L*(0,T; H'(Qr)). Then there exists a positive constant
C(R) such that

@) M) 202,220 < CRYTV|J0]lo,

(if) [[v([Lo] = M)l 207220y < CRIT?|0llp,

(i) [NVl 20 752(00)) < CORIT 0],

(iv) [[[Gq] - vq||L2(o,T;L2(QF)) < C(R)T1/2HQHLQ(O,T;Hl(QF)):

(V) Go(v, Dl 20,710y < CRITY? [1+ [[vllp + llall 20,7, (0] -
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Proof. By using the definition (38) and by performing some calculations, we have

avx Yy X X X, 8Y
X, Oy, BY) 0X; dvy
Z Ay Oy, Ot )+; (5% - 6Z’k> ot
(91)

where tr(A) denotes the trace of the matrix A.
We estimate the first term in the above expression of [Mv];:

o (7207 (T + (P05 ) ) St

Oyl L201:02(00))
_, (OVX oY X
<1||vx) ( A <X>) - il 0,131 (20
Leo(0,75>(p)) Il Yk Nl Lo (0,751 ()

The above inequality combined with Lemma 6.1 yields

o (9207 (5 + (05 0) ) S

< C(R)TV?|v|p.
L2(0,T5L2(Q))

The three next terms in (91) are estimated in a similar way. For the last term, we write

s ) 2o
8yk %k ) Bt

where the last inequality is obtained thanks to Lemma 6.1. All these estimates imply ().
Now, we estimate the terms appearing in the expression (39) of [Lv]. First,

H ajjg;l (v - o)

6vk

—_— <
o <CBTolo,

L2(0,T5L2(Qp))

<|IVX = 1d || oo 0,715 (1)) ‘
L2(0,T;L%(QF))

< N(VX) ™ = 1d || oo 0,320 () 103l 200,712 001
L2(0.7:L2(Qp)

<SCRTY vllp

For the second term of [Lv], a short calculation shows that

0 ov;
(det VX) 7 (det VY) (X) 50

8’UZ‘
8yj ’

= —tr ((VX) H(V2X)(VX) )

and then we estimate this term as the first term of [Mv]. Using Lemmata 6.1 and 6.3 we obtain the
following estimate for the last term of [Luv]:

H(det V)5 (Byl]) ()

< C(RIT|lv]lp. (92)
L2(0,T5L2(QF))




Apéndice A. Existence of Strong Solutions for the Motion of an Elastic Structure in an
Incompressible Viscous Fluid

These estimates allow to obtain (ii).
Next, we estimate each term in the expression (40) of [Nv]. Since g;’; € L>(0,T; L*(Qp)) N

L*(0,T; H'(QF)) and since

1/2 1/2

81)1'
0y

|5
0y,

<]

‘ 81}1-
0y

HY/2(Qp) H1(QF) L2(QF) 7

we deduce that 2% ¢ [4 0,7; H/2(Q)) and thus, using the Sobolev embedding theorem, that du;
9y; y;
L40,T; L3(QF)) with

Hence, using the Hélder inequality and Lemma 6.1, we deduce

0v;
Jy;

< Clollp.
L4(0,T;L3(2r))

ov; 1 ov;
) < T1/4 1
det VX VX Z 0y, Z aym det VX <~ Oy; Z 8ym
" L2(0,T;L2(QF)) J " LA0,T5L2(QF))
ov;
< T lvmll Lo 0726 (2
; sl pioran@ey T OO

< ORIV vl

Applying Lemmata 6.1 and 6.3, it can be shown that

0X;
Eilo)(X) ) v < CRT?|jo]l3.
, aym
J L2(0,T;L2(Qp))
Hence, we have proved (iii).

Now, we estimate ||[Gq] — Vql r2(0102(,)) (see (41)). Some calculations give us the following
inequalities

(det VY) (X)q = [|tr (VX)"H(V2X)(VX)~

L2(0,T;L%(QF))
< C(R)T1/2HQHL2(O,T;H1(QF))'

0
H(detVX) )qHL2(0TL2(QF))

8:ci

(93)
Finally, using Lemma 6.1 again

-1
< H(VX) - IdHLoo(o,T;Loo(QF)) ||q”L2(07T;H1(QF))
L2(0,T:L%(QF))

< C(R)TY?|q)| 20 7111 () -

‘Z o1 (vt =)
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Therefore,
11Gq] - v(JHL2(0,T;L2(QF)) < C(R)T1/2HCJHL2(0,T;H1(QF))~

Lastly, let us prove inequality (v) (see (49)). We estimate the first term, from Lemma 6.1 we
deduce

llo (v, ) (VX) ™ = 1) [ 20,7 0y < N(VX) ™" = 1d ]| oo 0,752 00 1 (v, D) 2007101 (2

<
< ORIV (|[vllp + llall 20,721 (2 )))-

For the second term, from Lemma 6.2 and (90), we have:
HU(Wiv7Ti>||L2(O,T;H1(QF)) < C(R)T1/2-
In a similar way to the estimates of the terms of [Lv] and thanks to Lemma 6.1 and (92), we deduce
120(E 0] + (E)")(X) Cof (VX) | 2012111 (g ) < CCRITY21[o]l,
Applying Lemma 6.2, using (73) and similar calculations as in the term above, we obtain

< C(R)TY?.
L2(0,T;H (2F))

No
2> Bi(BIWi] + (BIWi))')(X) Cof (VX)

This completes the proof of Lemma 6.4. O
We are now in position to prove Theorem 5.1.

Proof. We recall that

No
Zﬁ’W Z@W’ ZM(@W)—!—VZ =Y [G(Bm)] - [ <w+2@ )}

=1

— [Muw] 4+ v[(L = A)w] +[(V - G)7].
First, we notice that

No

< Blunoryoe O IWill Lo rir2(0r)) < CR)TY?,
L2(0,T5L2(2)) i=1

/

according to (73) and (86). The second term of F' is bounded in the same way:

No

< Bllzoo om0 > Wil 0.7 22(050) < C(R)T'/?.
L2(0,T;L%(QF)) =1

V!
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Thanks to Lemma 6.4 (i), (73) and (86), we have

No No No
Z[M(@Wi)] < C(R)T'? ZﬂiWi < C(R)T1/2||5||[H1(0,T)]No Z Wil e 0,7;52 (900))
=1 L2(0,T;L2(QF)) =1 D =1

< C(R)T.

According to Lemma 6.4 (ii) and (iv), (73) and (86), we have

No No
v [LBW)] = Y _[G(Bim)]
i=1 i=1 L2(0,T;L%(Qr))
NQ NO
< v (LBW)] = B:AW;) + > (V(Bim) — [G(Bim)))
i=1 L2(0,T;L2(Qp)) =1 L2(0,T;L2(QF))
No No
SCRITVE|S i)+ C(RIT2 | pim <C(RT.
i=1 D i=1 L2(0,T:HY (Q2r)))
Using Lemma 6.4 (iii), (73) and (86)
No NO 2
H{N (w—kZﬁﬂ/Vi)} < C(R)TY* w+2ﬁiWi
=1 L2(0,T5L2(2F)) =1 D
No
<CRT' (”“’”% 181 om0 D HM/Z'H%{l(O,T;HQ(QF))) < C(R)TV.
i=1

Moreover, using again Lemma 6.4 (i), (ii) and (iv), we have
I=[Mw] + v[(L = A)yw] + [(V = Gl 2o iz, < CRTY? ([0l + 17 20 301 (0))) < C(R)TH2.
All these inequalities imply that

1PN 220, 22(00)) < C(R)TH™, (94)

On the other hand, f is defined by (51). First, note that by (18), Lemma 2.4 and (85) we have

&~ & < T2,
G-t L>=(0,T5H?(Qs)) ClE)

Thereby, we deduce

No
Zﬁ;/g (& —&) & dy < CR)TY2||B || 20y < C(R)T'?,
j=1 s

L2(0,T)

178



Apéndice A. Existence of Strong Solutions for the Motion of an Elastic Structure in an
Incompressible Viscous Fluid

Zﬂ / & E—6)d < CRITV2|F | oy < CLR)T2,
L2(0,T)

and

/an o(w, m)ny - (& — &) dyy < CR)T|lo(w, m)l| 2 07:7 () < C(R)T.
S

12(0,T)
For the second term, we have
No
9 ~  ~
S [ 5& G| <O®IBlaer < CERTY
=1 9 L2(0,7)

On the other hand,

H | @@ a|  <cmmislinon < T

12(0,T)

Finally, using Lemma 6.4 (v)

Golw, 7] - & dry, < C(R)TY?,

Qg L2(0,T)
and thus
| liz2o.mywo < CR)TY?.
The proof of Theorem 5.1 concludes by combining the above equation and (94). O

7 Estimates on the differences of the operators

This section is devoted to the proof of Theorem 5.2; more precisely, we estimate the differences
FO — F®@ and fO — @) Throughout this section, for k € {1,2} we fix (w(k),w(k),,@(k)) with

[« + 9=

N — o

L2(0,T;L%(QF)) [H1(0,T)] N

where R is a fixed positive constant (see Section 5). Here f*) and F*) are defined by (51) and
(k)

. ore precisely, we assuine an y using these families o unctions we can define o, s

56). M isel 65 db i h famili ff i defi i
~(k

(=0, Ny, ¢® &P x50, (W}’“),wzﬁ’“)) by the formulas (3), (18), (22), (43), and (44) as

in the beginning of Section 5.

In the estimates below, the constants C'(R) at stake may depend on R, the geometry, v, Ny, {fi}fv:oo,
and on 7. If they depend on T, it is in a nondecreasing way. Similarly the constants C' at stake are
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independent on R but may depend on the geometry, v, Ny, {&}ZN:%? and on T'. If they depend on T,
it is in a nondecreasing way.
We recall that from the above assumptions and from Lemma 2.3, for n € {1, 2}, X*) ¢ H?(0,T; H3()),

Y e £o°(0, T H3(Q)) N Whe2(0, T; HX(Q)) N H2(0,T; H'(Q)) and (VX®)) ™' € H2(0,T : HX(2)).
We first estimate the differences of the functions X and Y:
N
Lemma 7.1. Assume {ﬁfn)} 01, (n € {1,2}) satisfy the above conditions. Then we have the following
1=

estimates

HX(I) - X HWLOO(O,T;H?’(Q))
) (y(l) _ y(2))
N at

4 Hy(l) (2>H
Lo (0,T;H3(S2))
92 (y(l) — y(2))
- or

< C(R)T'? Hﬁ(l) - ﬁ(Q)H[Hl(O,T)]NO '

(96)

Loo(0,T;H2(Q)) L2(0,T;H(Q))

Proof. The proof is quite similar to the proof of Lemma 6.1 so we only precise the main changes. First
using that the mapping ¢ in Lemma 2.1 is of class C'*°, there exists a positive constant C' such that

o = 087 o, < O = 0]

H2(0,T) [H2(0,T)]N

Consequently, since a1 (0) = a()(0)

Hg(g(l)) _ g(§<2>)H <C Ham (2)“ < oTY/? Hﬁ(l) _ 5(2)“

L2(0,T3L () (Lo (0,1)] (1 (01} No

Therefore, by writing

Y (2) = —£(€")(Y ™ (@) + o,
for n = 1,2, we can estimate Y — Y (2);

ooy 260 - £
p=O2L=@) 1= [[EEO) oo zywre o
cr Hﬂ(l) - 5(2) H[Hl(o,T)]No
I G

The other estimates on Y are proved by using the above estimate. 1

Finally, using the above lemma, we can prove the following results. Since their proofs are similar
to the proofs of Lemma 6.1 and Lemma 6.4 (see also [15]), we skip them.

Lemma 7.2. With the above assumptions, we have the following regularity results: there exist a
positive constant C(R) such that

Hcof(vx<1>) — COf(VX@))H R)T?2 “ 5 5(2)“

Whoo (0,T3H2(Q)) [H1(0,1)) N0’
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and for all 1 < 1 < Ny we have

&u_ 32)“W1,w(o,T;H3(Qs)) C(R)T'/? Hﬁ(l) 5(2)“ .
and | 5
A( ) 7/75 )HWLOO(U,T;HQ(QS)) <CRTY” H’B(D - ﬁ(Q)H[HI(OvT)]NO '

Lemma 7.3. Suppose that v € D and q € L*(0,T; H (Qr)). Then there exists a positive constant
C(R) such that

(i) || M(2 HL2(0,T;L2(QF)) < C(R)TI/QHUHD ||ﬂ(1) - 5(2)H[H1(0,T)]N07
(11) || L(l)v [L(Q)v HL2(0TL2(QF)) C( )T1/2||U||D ||/8(1) - 6(2)”[7{1(0 T)]NO’
(iii) H[G(l)q] - [G(Q)q]|}L2(07T;L2(QF)) < C(R)T1/2||qHL2(O,T;H1(QF)) Hﬁ(l) - ﬂ(Q)H[Hl(QT)]NoJ

. 1 2
(iv) 168”10, a=GE v, 20 7m0y < CRITY2 (I0llo + gl 2o mien ) + 189 = 8@y o290 )-
We also have the following consequence of Lemma 7.1:

Lemma 7.4. Suppose v(l), v € D. Then there exists a positive constant C(R) such that

“[N(l)v(n] _ [N@)U@)]‘

L2(0,T5L2(2rF))

<t (60, o) (0 =) 15 g 101,

Now we will prove Theorem 5.2.

Proof. Let (w(l),w(l),ﬁ(l)), (w(2),7r(2),ﬁ(2)) satisfying (95). For k = 1,2, we define F®) and f*) by
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(56) and (51) respectively. Then, we have:

PO p@ % (B — ) Wi - %03 52 (W —w®)

=1 i=1

No
_ ) @) 1y @ (W _ @
2;( -8 w, -2 (W —w)
No No
_ ) (WD) M@ (gD (2) (1) @)y (2)
3 ([ (W) = s (s wi)]) = o [ar® (7w - )|

No No
_ LO (30w O] Z (1@ (300 bSO L@ (0w _ g@p@
> ([ (tw)] - (29 (o)) 3 [0 (o )
_ { N (wu) Y @(1)) 4 |Nv@ <w<2> L Z 5(2))
=1

_f([Gm (51(1)7%(1))} [G(2> (5(1> m)D [(;(2) (5(1) W _ 5@ (2))}
i(:[lM(l) (1)} [M(z) <1)} [M@)( 1 _ (21)}
D)) -

([L(nw(l)] [L@) [L 2) (wu) w@))] A<w<1>_w<2>)>
2

(0060 (00 (-0 #)] - o0 5)).

£ — D = (8 - 5 /Q (€9 &) & dy+ 5 / (€0 - &2) & ay
) [ D) e [ L (-8
e [ 5 (67)- (€0 -8) e [ o (e ) 1= (&) ay
+/ E(f(Q)) (A(l) AQ)) dy+/ [0 (w(l),w(l)) —a(w(z),ﬂ(Q)ﬂny' <E£1)*§i) dry
Qg o0Ng
o (o) (B8 s [ (=) [, 5]

+ /a . Go [(wm?w(l)) _ (w(Q),ﬂ(Q)ﬂ D dry, + /a N G [w@),w@)} . (gﬂ _51@)) dv,.

From the above equalities and Lemmata 6.1-6.2, 6.4, 7.1-7.4, we deduce (67). This concludes the proof
of Theorem 5.2. O

)-
)
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Abstract

This article is devoted to a geometrical inverse problem associated to a fluid—structure system.
More precisely, we consider the interaction between a moving rigid body and a viscous and incom-
pressible fluid. Assuming a low Reynolds regime, the inertial forces can be neglected and therefore,
the fluid motion is modelled by the Stokes system. We first prove the well-posedness of the corre-
sponding system. Then we show an identifiability result: with one measure of the Cauchy forces of
the fluid on one given part of the boundary and at some positive time, the shape of a convex body
and its initial position is identified.
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1 Introduction

The aim of this article is to consider a geometrical inverse problem associated with a fluid-structure
system. More precisely, we want to identify the shape of a moving rigid body and its initial position.
Geometrical inverse problems are frequent models in several applied areas, such as medical imaging
and non destructive evaluation of materials.

In this work, we are interested in identifying an inaccessible solid structure, denoted by S(t), which
is moving in a viscous incompressible fluid occupying a region denoted by F(t). We assume that both
the fluid and the structure are contained in a bounded fixed domain (i.e. connected and open set)
of R3 so that F(t) = Q\ S(t).

We assume that the structure is a rigid body so that it can be described by its center of mass
a(t) € R? and by its orientation Q(t) € SO3(R) as follows:

S(t) := S(af(t), Q(1)),

with
S(a,Q):=QSy+a, (a,Q)cR®xS03R). (1)

Here, Sy is a smooth non empty domain which is given and SO3(R) is the set of all rotation real
square matrices of order 3. We can assume, without loss of generality, that the center of mass of Sy
is at the origin and in that case, a is the center of mass of S(a, Q). We also assume that there exists

(a,Q) € R? x SO3(R) such that S(a, Q) C Q and such that

Fla,Q) =2\ S(a,Q),

is a smooth non empty domain (see Figure 1). In what follows, we will write

To write the equations governing the motion of this fluid—structure system, it is natural to model
the fluid motion through classical Navier—Stokes equations and next apply Newton’s laws to obtain
the equations for the rigid body. The resulting system has been extensively studied in the last few
years (see e.g. [9,10,13,16,20,23,26-28,31] for a non exhaustive list of articles on this subject). A large
part of the literature associated to this system is devoted to its well-posedness and in particular, up to
our knowledge, there is no result for the geometrical inverse problems we will consider in this paper.
Indeed, this general case is quite difficult to handle directly and we will therefore limit ourselves to
only consider a simplified version where it will be assumed that the Reynolds number is very small so
that inertial forces can be neglected. In that case, the dynamics of the whole fluid-rigid solid body
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e R Q
)
T S(a,0)
0
R
Figure 1: Domain of reference
interaction writes as follows
—div(e(u,p)) =0 in F(t), te(0,T), (2)
div(u) =0 in F(t), te(0,7), (3)
u=~L+wx (x—a) ondS(t), te(0,T), (4)
u=wu, ondQ, te(0,7), (5)
/ o(u,p)ndy, =0 te (0,7), (6)
aS(t)
| @-a)xo(upndr, =0 te D), (7)
aS(t)
a=¢ te(0,7), (8)
Q' =S(w)Q te(0,7), 9)
a(0) = aq, (10)
Q(0) = Q. (11)

Here, S(w) is the skew symmetric matrix

0 —Ww3  Wo
S(w)=| ws 0 —w (w € R?)
—wy Wi 0

which satisfies that S(w)z = w x z, for every z € R3.
In the above system, (u,p) are the velocity and the pressure of the fluid, whereas £ and w are
respectively the linear and angular velocity of the solid. Moreover, we have denoted by o (u,p) the

189



Apéndice B. On the identifiability of a rigid body moving in a stationary viscous fluid

Cauchy stress tensor, which is defined by Stokes law
o(u,p) = —pld + 2v D(u)

where Id is the identity matrix of M3(R), with M3(R) is the set of all real square matrices of order
3, and D(u) is the strain tensor defined by

1 0uk 8ul
DW=z =—+—].
Dl = (G + 5
The positive constant v is the kinematic viscosity of the fluid.
The velocity u, is a given velocity satisfying the compatibility condition

/ U, -ndy, =0. (12)
oN

Despite the equations (2)—(11) are simpler than the more general system which couples Navier—Stokes
equations with Newton’s laws, they do not represent a particular case of this one. Therefore, we first
need to consider the well-posedness of this system for a given shape Sy of the rigid body (see Theorem
1).

Let us now give a more detailed description of the inverse problem we consider in this article.
Assume I is a non empty open subset of 92 where we can measure o (u,p) nr, at some time o > 0.
Is it possible to recover Sy? In this article, we show the identifiability of Sy, proving that to each
measurement of the Cauchy forces on I', there is a corresponding shape Sy, which is unique up to

(1) g2

a rotation matrix. More precisely, let us take two non empty open sets S5, §;. We prove that
under certain assumptions on the rigid bodies and the function u., we can identify the structure (see
Theorem 2).

Similar problems have been studied in the recent years. For example, in [1] the authors proved
an identifiability result for a fixed smooth convex obstacle surrounded by a viscous fluid via the
observation of the Cauchy forces on one given part of the boundary. Their method of proof is based
on the unique continuation property for the Stokes equations due to Fabre-Lebeau [12]. They also
obtained a weak stability result (directional continuity). In the case of a perfect fluid, the authors
of [7] prove, in the two-dimensional case, an identifiability result when the obstacle is a ball which is
moving around in an irrotational fluid by measuring the velocity of the fluid on a given subregion of
the boundary. Precise stability results (linear stability estimates) are proved for this case using shape
differentiation techniques due to Simon [29]. In [11] the authors considered the inverse problem of
detecting the shape of a single rigid obstacle immersed in a fluid governed by the stationary Navier—
Stokes equations by assuming that friction forces are known on one part of the outer boundary. They
proved a uniqueness result when the obstacle is a simply connected open set. In this article, we obtain,
under some conditions, an identifiability result for moving obstacles in a viscous fluid. This is a first
step towards detection results for the same problem. In the case of fixed obstacle in a viscous fluid, the
authors of [17] give a method to reconstruct obstacles. More precisely, using the geometrical optics
solutions due to Silvester and Uhlmann [30], they can estimate the distance from a given point to
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an obstacle by means of boundary measurements. Another method was considered in [2] where the
authors use the shape differentiation in a numerical method in order to recover a finite number of
parameters of the obstacle.

In the papers cited above, both the obstacle and the fluid occupy a bounded domain. While in [§]
an identifiability result for the case of a rigid solid moving around in a potential fluid filling R? is
proved. By assuming that the potential function is known at a given time, the authors showed that
when the solid enjoys some symmetry properties, it is possible to detect certain parameters of the
solid: the angular velocity, the translational velocity, among others.

The paper is outlined as follows. In Section 2 we state the main results of this article given by
Theorems 1-2. In Section 3 we consider an auxiliary system which is used to prove the well-posedness
of the system (2)-(11). More precisely, we can reduce the system (2)-(11) to a system of ODE for the
position. Therefore, we show in Section 4 that the solutions of the auxiliary system depend smoothly
of the position and by applying the Cauchy—Lipschitz—Picard Theorem we deduce Theorem 1. Section
5 is devoted to the proof of Theorem 2. The method to prove the identifiability result is similar to
the one developed in [1] for the case of a “fixed” body. In the last section, Section 6, we tackle the
problem of stability by using the same approach as in [1].

2 Main results

The aim of this paper is to prove some results of identifiability for the system (2)-(11), but we first
need to consider its well-posedness for a given shape Sy of the rigid body:

Theorem 1. Assume u, € H*?(0Q) satisfies (12), assume Sy is a smooth non empty domain and
assume (ag, Qy) € R3 x SO3(R) is such that S(ag, Qy) C Q and F(ao, Q) is a smooth non empty
domain. Then there exist a maximal time Ty > 0 and a unique solution

(a,Q) € C'([0,T.);R* x SO(3)), (L,w) € C([0,T:); R® x R?),
(u,p) € C ([0,T2); H*(F(a(t), Q1)) x H'(F(a(t),Q(t)))/R)
satisfying the system (2)-(11). Moreover one of the following alternatives holds:
o T, = +oo;
e limy .7, dist (S(a(t),Q(t)),00) = 0.
Now, let us take two smooth non empty domains S((]l), S(()z). Let us also consider (aél), él)>,

(a((f), Q82)> € R? x SO3(R) such that

S (ag”,Qg”) cQ and SO (ag2>,Qg2>) c.
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Applying Theorem 1, we deduce that for any u, € H>/?(9Q) such that (12) holds, there exist 7 >0
(respectively Tp) > 0) and a unique solution (a(l), Q(l),f(l), w(l), u(l),p(l)) (respectively

(a(z),Q(z),E(Q),w(z),u(2),p(2)>> of (2)-(11) in [O,T*(l)> <respectively in [O,Tg))).
Then we have the following result:

Theorem 2. With the above notations, assume that w, € H/?(0Q) satisfies (12) and that w, is not

the trace of a rigid velocity on I'. Assume also that Sél), 882) are convex. If there exists 0 < ty <

min (T*(l),T*(Q)) such that

o (u(t0).pV(t0)) mr = (u®(t0), 0 (t0)) myr

then there exists R € SO3(R) such that
RS = 5§

and
aél) _ aéz)7 Qél) _ QéQ)R.
In particular, T*(l) = T*(2) and
SW(t) = s (1) (t c [O,T,E”)) .
We recall that v is a rigid displacement in € if there exist two vectors k1, ko € R? such that
v(x) =K1+ Ky xx, foralxze.
In particular, if v € H'(Q) and Q is a bounded domain, we have that v is a rigid displacement if and
only if
D(v) =0.

Remark 1. In the above theorem, the hypothesis of convexity for the obstacle is technical and could
probably be removed. The hypothesis ty < min (Tf”,T,@) means that we observe our data before any

contact between the rigid body and the exterior boundary OS).

To avoid this hypothesis, we should first model what happens when there is a contact. Unfortunately,
this problem is quite complez: in particular, it can be proved (see [19, 21, 22]) that if Q and Sy are
balls, T\, = oo, that is, there is no contact in finite time.
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3 An auxiliary system

In this section, we consider and study an auxiliary system which is essential in the proof of Theorem
1.

Let us fix u, € H*?(99Q) satisfying (12) and let us consider Sy a non empty smooth domain and
assume (ag, Q) € R? x SO3(R) is such that S(ag,Qy) C Q and F(ag, Q) is a non empty smooth
domain. Let us consider the subset A of admissible positions of the rigid body in Q:

A= {(a,Q) € R® x SO3(R) : S(a,Q) C Q} (13)

where S(a, Q) is defined by (1).
For all (a, Q) € A, the following problem is well-posed

—div(e(u,p)) =0 in F(a,Q), (14)
div(u) =0 in F(a,Q), (15)
u=~L+wx(x—a) onddS(a,qQ), (16)
u =u, on 0, (17)
| otupndy,=o (18)
05(a,Q)
/ (x —a) X o(u,p)nd~v, = 0. (19)
05(a,Q)

More precisely, we have the following result

Proposition 3. Assume u, € H*?(8Q) satisfying (12) and assume (a,Q) € A. Then there exists a
unique solution (u,p,£,w) € H*(F(a,Q)) x H(F(a,Q))/R x R* x R? of (14)-(19).

In order to prove the above proposition, we introduce for all (a,Q) € A the following Stokes
systems:

—div (0' (u(i),p(i))) =0 in F(a,Q)

div (u(i)) =0 in F(a, Q) (i=1,2,3) (20)
w® = () on 9S(a, Q)
u® =0 on 0f),
~div (o (U9, P0)) =0 in F(a,Q)
div(U®D) =0 in F(a,Q) (i=1,2,3) (21)
UY = e x (z —a) on 9S(a, Q)
U® =0 on 012,
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where {e(i) }?:1 is the canonical basis of R3, and

—div(e(V*,P*))=0 in F(a,Q)
div(V*) =0 in F(a,Q)
V*=0 on 9S(a, Q)
V* =u, on Of).

(22)

Using that for all 1 = 1,2, 3,

/ e . n d'YmZ/ [e(i)x(w—a)]-ndva/ Uy - dy, =0,
95(a,Q) 8S(a,Q) o

it is well-known (see, for instance, [14, Theorem 6.1 p.231]) that the systems (20), (21), (22) admit
unique solutions (u®, p@)), (U(i),P(i)>, (V*, P*) € H*(F(a,Q)) x H'(F(a,Q))/R.
To solve (14)-(19) we search (u,p) as

3
w:=Y lu® + U 4+ v (23)
=1
3 . .
pi=> Lp" +w P4 P, (24)
=1

It is easy to check that (u,p) € H*(F(a,Q)) x H'(F(a,Q))/R and satisfies

—div(o(u,p)) =0 in F(a, Q)
div(u) =0 in F(a,Q)
u=L+wx (x—a) on 0S(a, @),
U = Uy on 0f).

Thus, (u,p) is solution of (14)-(19) if and only if (18)-(19) hold; i.e. if and only if (£, w) satisfies
U(’ P(Z)) ndvy,

3
Z&‘/ (u(’) (1>nd’7 +Zw, /S(aQ) )

i=1 05(a,Q)
—|—/ oc(V* P )ndvy,=0
05(a,Q)

r—a xa(U(’) ())nd’yw

;Ei/ (x—a) x ( (@) pli >nd’yw—|—2wl/$(a@ o)

—I—/ (x—a)xo (V" P')ndy,=0
95(a,Q)
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We can rewrite the linear system (25)-(26) in (£,w) in a matricial way. In order to do this we remark
that from the boundary condition of (20),

/ o (uu)’ p(i)> ndvy, | el = / o (u@), pu)) nul dry,
08 (a,Q) 0S8(a,Q)

- ZV/.%'(a,Q)D (u(i)) . D (u(j)) dz (i,7 =1,2,3).

Similarly,

(/ (@—a)xo (u@),p(i)) nd%) el) — / o (u“),p(i)) n U9 dry,
8S(a,Q) 05(a,Q)
— % /]—'(a,Q) D (u@)) . D (UU’)) da (i,§ = 1,2,3).

These relations and their counterparts for (U(i),P(i)> and (V*, P*) allow us to write (25)-(26) as

a(t) -0

where A € Mg(R) is defined by

Aijz/f(&Q)D(u(”) D (u9) da, 1<ij<3 (27)
Aijz/f(ayQ)D(u“?’)) D (UY) de, 4<i<6,1</<3 (28)
Ay :/f(a,Q)D<U(i)> D () da, 1<i<3,4<5<6 (29)

A= /f (%Q)D(U(H)) D (UV) de, 4<ij<o (30)

and b € RY is defined by

bj——/ D(V*):D(u(j)> dz, 1<j<3
Fla,Q)

bj——/ D(V*):D(UU—S)) dz, 4<j<6.
F(a.Q)

Lemma 4. The matriz A defined by (27)-(30) is invertible.
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Proof. Since A is a symmetric matrix, it suffices to check that A is positive-definite; i.e.,

@) ()=o) )

Here, (-,-) denotes the canonical scalar product in RS. A short calculation shows that

(a(2)-(2) :/ﬂa,@ (St +uv0) aezo ((£)er).

Suppose that (i) € RS satisfies

/f(a,Q) ’D (Z tut + “’iU(i)) ‘2 dz=0.

Then, from Korn’s inequality (see, for instance, [25, Theorem 2.4-2, p.51]) we deduce
3 . .
St 4ol =0 in Fla,Q).
i=1

From the boundary conditions in (20), (21), it follows £ + w X (x —a) = 0 for all € 9. Lemma 5
(see below), yields £ = w = 0. O

Lemma 5. Let O be a non empty bounded open smooth subset of R®. Then
Ki+kexy=0 (ye€edO) = k1 =ky=0.

Thanks to Lemma 4, (u,p, £, w) satisfies (14)-(19) if and only if (u,p) are defined by (23), (24)

and (€,w) is given by
e _
()= an o

This ensures the existence and uniqueness of a solution (u,p, £, w) satisfying (14)-(19) and this ends
the proof of Proposition 3.

4 Proof of Theorem 1

Using the auxiliary system (14)-(19) introduced in the previous section, we easily check that
(a7 Q) € Cl([O,T*)7R3 X 80(3))7 (sz) € C([OvT*)vRé X R5)7

(u,p) € C ([0, T.); H*(F(a(t), Q(1))) x H' (F(a(t), Q(1)))/R)
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is solution of system (2)~(11) if and only if for all £ € (0,T), (a(t), Q(t)) € A,
(£(t), w(t), u(t), p(t)) € R> x R® x H*(F(a(t),Q(t))) x H'(F(a(t),Q(t)))/R
satisfies (14)~(19) and
a=0 Q=SwQ n(0T),
a(0) =ap,  Q(0) = Q.

Therefore, to prove Theorem 1, it suffices to prove that the solution (u[a’Q},p[a,Q]E[a,Q],w[a’Q}) of
(14)—(19) depends smoothly on a and Q. More precisely, the following proposition and the Cauchy—
Lipschitz—Picard theorem allow to conclude the proof of Theorem 1.

Proposition 6. The mapping
T: A—RS
(@,Q) = (¢la.) wla.ql)
is of class C*.

In order to prove Proposition 6, we use the following classical result introduced by Simon (see [29)]):

Assume that W is a Banach space, that B and C are reflexive Banach spaces, and that WV is a
nonempty open subset of W. We also consider g; : W x B — C, gy : W — B and g5 : W — C such
that for all w e W,

gi(w,-) € L(B,C), gi(w,gs(w)) = g3(w).

Then we have the following result

Theorem 7 (Simon). Assume that w — g,(w,-) is C* at wg into L(B,C), that g5 is C' at wy and
that there exists o > 0 such that

g1 (wo, )|l = e|lzllp Vo € B.
Then g, is Ct at wo.
Remark 2. Thanks to (31), Proposition 6 is reduced to prove that the mappings
(@,Q) — A (a,Q) and (a,Q)+ b(a,Q)

are of class C'.
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4.1 Change of variables

In order to apply Theorem 7, we first need to consider a local chart of A around an arbitrary (ag, Q) €
A.

Let us consider the skew-symmetric matrices:

00 0 0 0 1 0 -1 0
Ar=[00 -1|, As=|0 0 0], A3;=(1 0 o],
01 0 -1 0 0 0 0 0

and for any given matrix R € SO3(R), let us define the mapping:

Up: u — SO3(R)
0= (01, 92, (93) = exp(«91A1) exp(92A2) eXp(GgAg)R
with U = (—m,m) X (—=7/2,7/2) x (—m, 7). It is easy to check that W g is an infinitely differentiable
diffeomorphism from U onto a neighborhood of R € SO3(R) (see, for example, [15, p. 150 and p. 603]

and [24], for more details).
Let us fix an arbitrary (ao, Q) € A and let us consider the following C*°- diffeomorphism

P (a0,q,)  R? x U — R x SO3(R)
(h,0) — (ag +h,¥q, (0)) .
It satisfies
?(40,Q,)(0,0) = (aop, Q)
and there exists r > 0 such that Bge(0,7) C R? x U and
‘I’(aonO) (BR6 (0, 7’)) c A. (32)
Using the local chart introduced above, the proof of Proposition 6 is reduced to prove that the mapping
%(QO,QQ) : BRe (0,7") — RG (33)
(h,6) = (E[‘I’(aqum(hﬂﬂ ’ w[‘l’mo,oo)(hﬂ)])
is C' in (0,0).
To prove this, we combine Theorem 7 with a change of variables. More precisely, let us construct
a mapping X : Q — Q which transforms S(ag, Q,) onto S (‘I>(QO7QO)(h,0)) and F(ap, Q) onto
f(@(ao,QO)(h,B)). We use this change of variables to transform systems (20), (21) and (22) in

systems written in fixed domains. To construct our change of variables, we start with the mapping
¢ : R3 — R3 defined by

Lp(hﬁ 07 y) = ‘IJQO (G)Qal(y - a()) + (ao + h’)
= W1q(0)(y — ao) + (ao + h)
= exp(f1 A1) exp(62A2) exp(f3As)(y — ao) + (ao + h).
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It is easy to check that ¢(h,0;-) maps S(ag, Q) onto S (@(QO’QO)(h, 0)) and, from the regularity of
®(4,,Q,), We deduce that (h,0) — ¢(h, ;) is a C*°- mapping from Bgs(0,7) into ct (R?’), for all
k> 0.

We fix two open subsets O1, Oy of 2 such that

S(ap,Qp) C 01, 01 C Oy, Oy CQ
and we consider a function Z € C2°(Q),
Z=1in0;, Z=0inQ\ 0.

Then we set for y € R?
X (h,0;y) =y + (¢(h,0;y) —y) Z(y). (34)
For all y € R?, we have

| X (h,6;y) -yl

| (e(h,0;y) —y) Z(y)|
|((P1a(6) — 1d)(y — ao) + h) Z(y)|
C(Q)|(h,0)|.

| /\

Moreover, for all y € R3
Vy(X(h,8;y)) — 1d| < C(Q)|(h,0)],

where Id is the identity matrix of M3(R) and where we have denoted by | - | the euclidean norm of
R¥ for k = 3 or 6.

In particular for r small enough, for all (h,0) € Bgre(0,r), X (h,0;-) is a C*°- diffeomorphism
from Q onto € such that

X(h, 0, S(a’07 QO)) =S8 ((I)(ao,QO)(hv 0)) .

Furthermore, the mapping

Bgs(0,7) — C*(Q)
(h,0) — X (h,6;)

is of class C*° for all £ > 0.
It is well-known that

X— X!

is a C*° mapping from the Ck—diffeomorphisms of Q onto itself.
Consequently, if we denote for all (h,0) € Bgs(0,7), Y (h, ;) the inverse of X (h,8;-), then

Bgs(0,7) — C*(@Q)
(h,0) — Y (h,0;)
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is also of class C* for all k£ > 0.

Now, we use the change of variables constructed above to write the systems of equations (20), (21)
and (22) in fixed domains. In fact, we only detail this transformation for systems (20), the calculation
is similar for systems (21), (22).

Since e € H?/2(9Q) satisfies

/ e .ndy=0
N
there exists A®¥ € H?(Q) (see, for instance [5]) such that
1. AW = —e® on 99,
2. divA® =0 in Q,
3. AD(@)=0ifz € [Q). :={z € Q: dist (2,0Q) > €},

for some € > 0 such that Oy C [Q].

Let us set ‘
Py C) RPN () A(i), (35)

then (u(i),p(i)) satisfies (20) if and only if (ﬂ(i),p(i)> satisfies

—div (o' <ﬂ(i),p(i)>) = —vAAW in F ((I)(ao,Qo) )

div (@) =0 in F (®(ap.0y) (7, 0)) (36)
a@:o on 9S (®(q,.0,) (. 0))
a® =0 on ON.
We set
v (h,0;y) = det(VX (h,0;y)) (VX (h,0;9))"" 4 (h,0; X (h,0;y)) (37)
¢V (h,8;y) = det(VX (h,0;9))p" (h, 8; X (h, 0; y)). (38)

Let us remark that we do not use the change of variables
v(h.0:y) =l (h,0: X (. 6:y))
because of the divergence equation in (20). More precisely we have the following result:

Lemma 8. Assume v is defined by (37). Then

(divv@) (h,0;y) = det (VX (h,;y)) (dw al® ) (h,0; X (h,0;y)).
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The proof can be found in [4] (see Lemma 3.1).
Now, we calculate the transformation of the gradient of al. Here, we do not write the dependence
on the variables h and 6.

(0 0
T — (@ VY) () + By [0l (39)
with
> X, 0X,, o0\”
[ ] ;[ ((detVY) o (Y)) v )+detVY( o (Y)—(Smk> s () "
3
+ V)3 e (9%, 0 - 8,) |
Then,
82~(1) 82’1}%) 3 82’0%) 1
Tt V)T (Y) + (det VY)Y ayjayl(Y)<[(VX) ], (Y) = )

(i) - .
gy TV G 4 1 (o))

On the other hand, from (38) we have:

ap 9 dg®
95~ On (det VY) ¢ (Y) + (det VY) )
3 (1) ) (42)
et TY) S W) (92071, (¥) = i)
=1
Thereby, (u(i),p(i)) satisfies (20) if and only if (v(i),q(i)) satisfies
—v [Lv(i)] + [Gq(i)] = —vAAWY) in F(ag, Q)
div (v®) =0 in F(ao, Q) (43)
v =0 on 9S(ap, Q)
v =0 on Jf)
with
82 (1) 3 a?,u(i)
@ .= Zm x) 1 5
=, g §r 3+ 2 G (VX)) = )
=1 o (44)
0 Uy 0 »
@
+ (At VX) - (det VY) (X) G+ (det V) 5 (Emj ['U D (X)},
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and

) (@) 3 (4)
(et VY) () + 51+ S (X)), 6. (45)

[Gq@)} = (det VX)

m 8xm

Let us remark that the right-hand side of the first equation of (43) is the same as in (36) since in
Q\ Oy, X(h,0;-) =id (see (34)) and since, by definition, the support of A is included in \ Oy
(see property 3.). In particular, this right-hand side is independent of h and 6.

4.2 Proof of Proposition 6

We are now in position to prove Proposition 6. We recall that Proposition 6 yields Theorem 1.
Proof of Proposition 6. We apply Theorem 7: let us take
W =R3>xR3 W = Bgs0,r),

B = (H*(F(ao, Q) N Hy(F(ao,Qy))) x H'(F(ao, Qy))/R,
C = L*(F(ao, Qy)),

where
H((F (a0, Q) = {w € Hy(F(ao,Qy)) : div(w) = 0}

and r is small enough (see (32) and the construction of X).

We also set
g: WxB-=C
(h,0,v,9) — —v[L(h,0)v] + [G(h,0)q],
g2: W—B
(h.0) — (v (h.0),4"(h.0)).
and

g3 : W — C
(h,0) — —vAAD.
Thus thanks to the regularity of the mappings X and Y we have that (h,0) — g,(h,0;-) is C' at
(0,0) into £(B, C). Moreover, since gs(h,8) does not depend on (h,8), we deduce that g5 is C* at

(0,0). Lastly,
9:(0,0; (u,p)) = —vAu+Vp, V(u,p) € B

then, thanks to the ellipticity regularity for Stokes systems (see, for instance, [5]) we have

191(0,0; (w, p))lc = Koll(u,p)l|lB
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where the constant Ky depends on v and the geometry of the domain.
Therefore, applying Theorem 7 we conclude that the mapping

9o : Brs(0,7) — (H*(F(ao, Qy)) N Hy(F(ao, Q) x H' (F(ao, Qy))/R
(h,8) — (U(w’q(i))
is C' in (0,0).

From the definition of &¥ (see (35)), from the theorem of change of variables and (39)-(40), we
can rewrite (27) as follows

Aij _/ [D (a(i) +A(i)) (X)} : [D (aU) +A(j)) (X)] (det VX) dy
}—(a()vQO)

:/ () (v@),A(i),X,Y) .7 (v(j),A(j),X,Y> (det VX) duy,
-7:(0‘07Q0)

where T® is given by

T (v@,A(i),X,Y) -1 p (v@) + % (E [v@)} +E [MD (X)+D (A@)) .

~det VX
This proves that for 1 <4, < 3, the mappings
Bgrs(0,7) — R
(h,0) = Aij = Aij (®(a0,0,) (7, 0))

are C' in (0,0). By similar calculations we obtain that for all 1 < ,j < 6, the previous mappings are
C' in (0,0). Likewise for all 1 < j < 6, the mappings
BRG (0, ’f’) — R
(h,0) = bj = bj (®(ay.q,)(h-0))
are C' in (0,0).
Since the mapping
Gl3(R) — Gl3(R)
A A7!
is of class C! and thanks to Remark 2 we deduce that the mapping T defined by (33) is C* in (0, 0).

Here, Gl3(R) denotes the set of all real invertible matrices of order 3. This concludes the proof of
Proposition 6. O
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5 Proof of Theorem 2

First, we recall a key result. We prove it for sake of completeness

Proposition 9. Assume SW and 8@ are two convex smooth non empty open sets such that

SO cQ and S cq. (46)
Suppose w, € H3?(9Q) satisfies (12) and consider
(u(l),p(l)) € H? (Q \ W) x H (Q \m) /R,
(u(2>,p<2>) € H? (Q \W) x H1 (Q \ @) /R

satisfying L
—dive (u(i),p(i)) =0 in Q\ SO
div (u®) =0 in Q\ SO (i=1,2) (47)
u® = u, on 99.
If T is a non empty open subset of O and if
o (u(l),p(l)) nr=o (u(Q),p(Q)) np (48)
then -
u =u® inQ\ (SHUSH). (49)

Proof. We write
ui=u) -y
pi=ph —p®.

Combining (47) and (48), we deduce that (u,p) satisfies

—div(e(u,p)) =0  in Q) SU)US(Q)%

div (u) =0 in Q\ (SHuUS®
u=0 on 02
o(u,p)n =0 on I

Applying the unique continuation property for the Stokes equations due to Fabre and Lebeau [12],
(see also [1]) we deduce u = 0 in the connected component of 9. Since 2 is connected and S and
S® are convex and satisfy (46), we have that Q \ (S(l) U 5(2)) is connected and thus

uld =@ in Q\ (Wuﬁ) .
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Proof of Theorem 2. In order to prove Theorem 2, we reason by contradiction and we assume that
there exists 0 < tp < min (T*(l), T*(2)), such that
o (uM(t0). PV (t0)) mir = o (u@(t0), P (t0)) mpr

and SW(tg) # S@(ty).
In that case, since SU)(tg) and S (ty) are convex sets, we have

o dSW(t5) N SP(ty) is included in a line

o dSW(t5) N dSP(ty) contains 3 noncolinear points.

s 7 s

0@
5

2),
) £ty st

- J

Figure 2: The intersection of the boundaries is contained in a straight line

8lto)

Figure 3: The intersection of the boundaries contains at least three noncollinear points

The first case can be split into the 3 following subcases (see Figure 2)
SW(tg) 18P (te) =0 or SW(te) @ SP(te) or SP(to) ¢ SW(to).
We will show that neither of these 4 cases are possible.
Case 1.1: SW(t5) NS®(ty) = @. Then, from (49), we deduce that in S®(ty) ¢ FM(tg), we have

—div (o (u(l)(to),p(l)(tg))) =0 in S@(ty)
div (uM(t9)) =0 in S@(ty)
uD(tg) = £ (t) + wP(tg) x (z —aP(ty))  on dSA ().
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In particular,
v = uD(ty) <e<2> (to) + w® (tg) x (m - a<2>(t0)))

satisfies the following Stokes system

—div (o- (v,p(l) (to))) =0 in S (tg)
div (v) =0 in S@(tg)
v=0 on 8@ ().

Multiplying by v the first equation of the above system, we deduce

/ ID()> dz =0
SO (tg)

and thus v = 0 in S@)(ty). Consequently, since v satisfies the Stokes system in F(I(ty), we can
apply again the result of Fabre and Lebeau [12] and we obtain

v=0 in FO(L).
This yields that
u(z) = £ (1) + w?(tg) x (a: —a® (tg)) (z € 09)
which contradicts that w, is not the trace of a rigid velocity on I

Case 1.2: SW(tg) ¢ SP(ty) (the Case 1.3: S@(tg) & SW(ty) is identical).
Then, we have in S® (ty) \ SW(ty) € F'(to),

—div (o (uW(te), pV(t0))) =0 in S@(to) \ S (to)
div (u(l) (to)) =0 in 8(2) (to) \8(1) (to)

and using (49)

uM(tg) = W (tg) + wD(tg) x (x — a(l)(to)) on SM (tg)
{ uM(tg) = £ () + wP(to) x (x —a@(ty))  on ISP (ty).
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Let us write v = u()(ty) — (E(z)(to) +w@(tg) x (z — a? (to))>7 then

—div (0’ (v,p(l)(to)>) =0 in FD(t) (50)
div (v) =0 in FO (L) (51)
V= Uy — (£(2) (to) + w® () x (ac —a® (to))) on 0f) (52)
v=a+bx (a: - a(l)(to)) on 88(1)(150) (53)
[ o (o) ndv, =0, (54
S (tg)
[ (e=a) <o (v.p00) ndv, = o, (55)
a8M (to)
where
a— (g(l) (to) — €2 (t0)> + w@(tg) x (a(l)(to) —a® (750)) (56)
and _
b= (w(to) - w(ty)) (57)
Also, thanks to Proposition 9, we have
v=0 ondS?(t). (58)

Let us multiply the first equation, (50), by v

0__mewwm®4”@mm%wy”dm

:%/) \D@de/
SO (to\SD(to) (S (t)\SD (t0))

= 21// |ID()|? do — / o (’U,p(l)(to)> n-v dy, +/ o (’U,p(l)(to)) n-v dy,.
5@ 1)\ (t0) 98 (to) 98 (1)

From (58) and (53)-(55) we have

/ o (v,p(l)(to)) n-vdy,=0 and / o (v,p(l)(t0)> n-vdy,=0
953 (to) aSW (to)

respectively. Thereby, we deduce

2V/ |ID(v)> dz = 0.
S@ (t0)\SW((to)

o (vm(l)(to)) n-vdy,
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Consequently, D(v) = 0 in S®)(9)\SM (), this implies that there exist two vectors k1, kg € R3
such that
v=rk1+r xy inSH(tg)\ SD (). (59)

In particular, from (58) and Lemma 5, we deduce
K1 =Ko =0. (60)
Therefore, we have v = 0 in S@ (tg) \ SM(ty) and thus using again [12],
v=0 in FD(L).

The above equation and (52) contradict that w, is not the trace of a rigid velocity on T'.

Case 2 88(1)(t0) Nnos® (to) D {=z0, 21,22} where zq, 21, 22 are three noncolinear points (see Figure
3).

From Proposition 9 we have

u =u® 0 Q\ (SO () USP(ty))
and

£ (o) +w M (tg) x (:13 - a<1>(to)) = @) (tg) +w® (tg) x (m —a® (to)) on 8SW (t)NASA (to).

or equivalently
a+bx (a: - a(l)(to)) =0 on dSW(ty) NS (t)

with @ and b defined by (56)-(57). But, if (6,5) £ (0,0), the set

{y:a+bxy=0}

is included in a straight line and since dS™M (tg) N S (ty) is not included in a straight line, we
deduce

(€0(t0) = €2 (20) ) +wP(t0) x (alt0) = a®(t0) ) = (wW(t0) —wP(t0)) = 0. (61)
Then, from (49) and (61), the function defined by
v =uD(ty) - (e<2> (to) + w® (tg) x (a: . a(2)(t0)>)

satisfies the following Stokes system

—div (o (v,p(t))) =0 in S (ty) \ SW(to)
div (v) =0 in S@ (o) \ SW(tg)
v=0 on 9 (5<2>(t0) \s<1>(t0)) .
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Arguing as in Case 1.1 we obtain a contradiction. Gathering Cases 1.1, 1.2, 1.3 and 2, we
deduce that
SW(tg) = SPto).

The above relation and (1) imply
aM(ty) = a® (o)

and

QW (to)Ss" = QP (to)St”. (62)
We set

R=[Q%w)] Q1) (63)
and

Q) =QPWR,  a(t)=a?(1).
It is not difficult to see that
(a(to), Q(to)) = (a(l)(to)a Q(l)(to)) : (64)

Moreover (62) and (63) yield
RSV = st

and thus
() = QP 1)SP +a? (1)
=Q)S +af(t)
=5W (a(1),Q(1))
and

FO@) = FY (at), Q1)) .

In particular, since

~div (o (u®.p?)) =0 in FV(a(0).Q(1)),
div (u®) =0 in FO(a(t), Q).
u® =02 4 L@ x (z—a) ondSV(a(t),Q(1)),

u® = uy on 0f,

/ o (u(Q),p(Q)) ndvy, =0,
a8M (a(t),Q(1))

/ (x—a) xa(u@),p(z))ndvmzo,
a8 (a(t),Q(t))
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we deduce that
(1)

2) _ p(1)
£\ =2 2.Q)"

a.Q] and w® =w

Consequently, (a, Q) is solution of
r_ p(1)
@ = e[a,Q](l)

r_
Q' =5(wllg) @

and from (64) and the Cauchy-Lipschitz—Picard theorem, we deduce
a(0) = a(0),  Q(0)=QM(0).

The above relation implies
1) _ 4@

a
Q" = Q'R
This concludes the proof of Theorem 2.

6 Discussions and stability results

From the identifiability result we have obtained in Theorem 2, it is possible to deduce several stability
results. More precisely, with the notation of Theorem 2, we would like to estimate from the difference

o (w0002 00)) 7= (w00).500)

the differences between RSSI), a(()l), Q[()l) and 852), aé2), (()2)R.

Following the method of [1] and the classical theory on shape differentiation (see, for instance, [18]),
in order to estimate the difference between the domains, one can consider particular deformations of
So as follows: let us consider ¥ € C%(R?) so that ¥ = 0 in a neighborhood of 92 and ¥ # 0 in
So. Then, for 7 small, the mappings ¥, = id + 7¥ are C? diffeomorphism and one can consider the
domains Sp ; := ¥, (Sp). By fixing ag and Q, one can then consider the mapping

As 7 o (ur(to), pr(to)) mr,

where (u,,p;) are the solutions of (2)-(11) associated with Sp ;.

Using the change of variables introduced in Subsection 4.1 (with X = W), and using the Implicit
Function Theorem for analytic functions (see, for instance, [3]), one can show that 7 € (0,71) — A, €
HY 2(T") is analytic. Then the idea is to use Theorem 2 to get that it is a non constant mapping.
However, we need in that case that Sp; is convex which implies to impose some conditions on W.
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With these conditions and Theorem 2, we can obtain as in [1] the existence of a positive constant ¢
and of an integer m > 1 such that for all 7 € (0,77),

||AT — AOHHI/Q(F) Z C|T|m.

In what follows, we consider another alternative to the above one: we fix the shape of the rigid
body Sg and we use the difference

(5050) e (40 570) o .,

to estimate the difference of the centers of mass a(()l) —aé2) and the difference of orientations Q(()l) —QE)2).
In order to achieve this, we first notice that we can improve the result of Proposition 6.
Proposition 10. The mapping
T: A—-RS
(@,Q) = (fa.q)wiaql)

s analytic.

In order to prove the above proposition, we can follow the proof of Proposition 6. More precisely,
for a fix (ao, Q) € A, we can consider the local chart (h,0) — ®(4, q,)(h,0) of A. Using this chart,
we can construct the change of variables X introduced in Subsection 4.1 and notice that

Bgs(0,7) — C*(Q)
(hu 0) = X(ha 0; )
is analytic for all k > 0. Then, we can transform the solutions (u(®, p(®) of (20) by using this change

of variables and consider (v, ¢()) defined by (37)-(38). Then instead of applying Theorem 7, we use
the Implicit Function Theorem for analytic functions (see, for instance, [3]) and we deduce that

g BRG(Oﬂ“) - (Hz(}—(aoaQo)) N H%r(f(a())QO))) X Hl(}"(aO,QO))/]R

(h,6) > (v, 4)

is analytic which implies Proposition 10.
From Proposition 10 and classical results on ordinary differential equations (see, for instance, [6]),

we deduce that the trajectory (a, Q) of the rigid body is analytic in time. Moreover, using the analytic
dependence on the initial conditions, we also obtain that

(a‘Uv QO) = (a(t0)7 Q(to))

is analytic. Combining this with Proposition 10 and with the analyticity of the mapping m defined in
(65) we deduce that the mappings

(65)

(a0, Qp) — (£(to),w(to)) €R®, (a0, Q) — & (u(“,p(i)) np(to) € HY2(T)
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are also analytic. Using that the solution (u,p) of (2)—(11) can be decomposed as in (23) and (24),
we deduce that
A: (a9, Q) € A o (u,p)nyp(ty) € H*(T)

is analytic. In the above definition of A, (u,p) is the solution of (2)—(11) associated to the initial
conditions (ag, Qg). Then, we can proceed as in the beginning of this section: let us fix h € R3. Then
for 7 small enough, 7 +— A(ao + 7h, Q) is well-defined, analytic and non constant by using Theorem
2. Consequently, there exist a positive constant ¢ and an integer m > 1 such that for all 7 € (0, 7),

|Aao + h, Qy) — Alag, Qy)ll g 2qr) > clr|™

Similar calculations allow us to estimate the difference between the orientations Qél), QSQ).
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Resumen

Esta tesis se abordan dos problemas diferentes de interaccion fluido—estructura en el caso tridimen-
sional: en el primero de ellos realizamos un estudio tedrico de un problema de interaccion entre una
estructura deformable y un fluido Newtoniano incompresible (Capitulo 2), y en el segundo problema,
consideramos un problema inverso geométrico asociado a un sistema fluido—cuerpo rigido (Capitulo
3).

Para el primer problema probamos un resultado de existencia y unicidad de soluciones fuertes con-
siderando para la estructura eldstica una aproximacion finito-dimensional de la ecuacion de elasticidad
lineal.

En el segundo problema, demostramos el buen planteamiento del correspondiente sistema fluido—
estructura rigida y probamos un resultado de identificabilidad: la forma de un cuerpo convexo y su
posicidn inicial son identificadas, via la medicién, en algin tiempo positivo, del tensor de Cauchy
del fluido sobre un subconjunto abierto de la frontera exterior. También un resultado de estabilidad es
estudiado para este problema.

Palabras claves: interaccion fluido—estructura, ecuaciones de Navier-Stokes, elasticidad lineal,
problemas inversos geométricos, dindmica de cuerpos rigidos.

Résumé

Cette these porte sur deux problemes différents d’interaction fluide—structure dans le cas tridi-
mensionnel: dans le premier probleme, on effectue une étude théorique d’un probleme d’interaction
entre une structure déformable et un fluide Newtonien incompressible (Chapitre 2); dans le deuxieme
probléme, on considére un probleme inverse géométrique associé a un systeme fluide—corps rigide
(Chapitre 3).

Pour le premier probleme nous démontrons un résultat d’existence et d’unicité des solutions fortes,
en utilisant, pour la structure élastique, une approximation des équations de 1’élasticité linéaire par un
systéme de dimension finie.

Dans le deuxieme probleme, nous démontrons le caractere bien-posé du systeme associé et nous
montrons un résultat d’identifiabilité: 1a forme d’un corps convexe et sa position initiale sont identifiées
par la mesure, en un temps positif, du tenseur de Cauchy du fluide sur une partie ouverte de la fronticre
extérieure. De plus, un résultat de stabilité pour ce probléme est abordé.

Mots-clés: interaction fluide—structure, équations de Navier-Stokes, élasticité linéaire, problemes
inverses géométriques, dynamique des corps rigides.
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Abstract

This thesis deals with two different fluid—structure interaction problems in the three dimension-
al case: in the first problem, we make a theoretical analysis of a problem of interaction between a
deformable structure and an incompressible Newtonian fluid (Chapter 2); in the second problem, we
consider a geometrical inverse problem associated to a fluid—rigid body system (Chapter 3).

For the first problem, we prove a result of existence and uniqueness of strong solutions by using,
for the elastic structure, an approximation of the equations of linear elasticity by a finite-dimensional
system.

In the second problem, we prove the well-posedness of the corresponding system and we show
an identifiability result: the form of a convex body and its initial position are identified by the mea-
surement, at a positive time, of the Cauchy force of the fluid on an open part of the exterior boundary.
Moreover, a stability result for this system is tackled.

Keywords: fluid—structure interaction, Navier-Stokes equations, linear elasticity, geometric in-
verse problems, rigid body dynamics.
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