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Introduction générale

Pendant longtemps, les systèmes pluridisciplinaires ont consisté en une juxtaposition de dif-
férentes technologies issues de di�érents domaines physiques sans qu'il y ait une réelle synergie
entre ces domaines. L'absence de transversalité était l'origine de la faiblesse de ces systèmes qui
ne pouvaient plus répondre à l'exigence accrue du marché en termes de performances, confort,
sécurité, consommation d'énergie et d'innovation. Les systèmes à concevoir doivent apporter une
réponse toujours plus imaginative et plus adaptée aux problématiques qui lui sont soumises : gain
de poids et une sécurité accrue en aéronautique, souplesse dans les machines textiles, précision
dans les outils d'usinage etc... A�n de faire face à la complexité des cahiers des charges actuels, les
systèmes mécatroniques sont apparus. Composés d'une chaîne d'actionnement (partie opérative
pluridisciplinaire) contrôlée par des algorithmes de commande, ces systèmes ont la particularité
de combiner des technologies concourantes et de réduire la distance entre les di�érentes disci-
plines par un intégration en synergie. Leur apparition a fait franchir une nouvelle étape dans
l'optimisation des fonctions et dans la capacité d'adaptation des systèmes.

L'approche classique de conception qui consistait à adopter une démarche d'ingénierie séquen-
tielle n'est plus adaptée pour les systèmes mécatroniques puisque cette démarche décompose le
système en plusieurs sous-systèmes (selon sa discipline) et étudie ces sous-systèmes de manière
séparée. Par son interactivité entre les di�érentes technologies, la mécatronique exige de concevoir
le système de manière transverse en gardant une vue d'ensemble sur le produit. Dans ce contexte,
les concepts d'ingénierie concourante et de cycle de conception en V sont apparus. L'ingénierie
concourante permet de décomposer le système en sous-systèmes (pluridisciplinaires cette fois) et
vise à améliorer la communication et l'échange entre les di�érents partenaires du projet. Le cycle
de conception en V permet de décomposer le travail de conception en deux phases : descendante
(spéci�cation des besoins et développement) et ascendante (intégration et validation) telles qu'à
la base de ce cycle on trouve la réalisation de prototypes physiques. Ce cycle de conception est
parcouru plusieurs fois totalement ou partiellement jusqu'à trouver une solution optimale : c'est
une démarche itérative. En fonction du nombre d'itérations et de la durée de chacune d'entre
elles, cette démarche peut être coûteuse en temps d'étude et par conséquent, les délais de mise
sur le marché peuvent être importants. A�n de réduire au mieux la durée de chaque itération et
par conséquent, de suivre l'évolution du marché et faire face à la concurrence, les concepteurs
ont recours au prototypage virtuel au lieu du prototypage physique et ce, en modélisant et en
simulant le comportement du système à chaque itération.

Cette thèse s'inscrit dans ce contexte de conception des systèmes mécatroniques et porte, plus
particulièrement, sur le dimensionnement de chaînes d'actionnement et les méthodes à mettre
en ÷uvre pour réduire au mieux le temps de développement.
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Motivations

La conception d'une chaîne d'actionnement peut être réalisée à di�érents niveaux :
� synthèse d'architecture (niveau système) : elle consiste à choisir l'architecture du système
conformément au cahier des charges ;

� sélection de sous-systèmes ou de composants sur étagère (niveau sous-système) : elle consiste
à déterminer dans un catalogue les sous-systèmes adéquats pour satisfaire le cahier des
charges imposé ;

� synthèse paramétrique (niveau composant) : elle consiste à déterminer, pour des spéci�ca-
tions données, un ou plusieurs paramètres du modèle de la chaîne d'actionnement.

Une fois l'architecture du système a priori dé�nie, le dimensionnement consiste à choisir les di�é-
rents composants de la chaîne d'actionnement tout en respectant les spéci�cations imposées par
le cahier des charges. Deux approches peuvent être envisagées pour aborder ce problème de di-
mensionnement : l'approche par modèle direct et l'approche par modèle inverse. Sur l'exemple du
dimensionnement d'un actionneur, l'approche par modèle direct consiste, de manière simpli�ée,
à :

� sélectionner un actionneur dans un catalogue d'actionneurs disponibles :
� modéliser l'actionneur sélectionné ;
� spéci�er l'entrée du modèle (actionneur+charge) ;
� lancer une simulation a�n de calculer la trajectoire en sortie ;
� comparer la trajectoire obtenue avec la trajectoire spéci�ée dans le cahier des charges ;
� recommencer la procédure si la trajectoire obtenue ne satisfait pas les critères �xés dans le
cahier des charges.

Le nombre d'itérations de cette démarche dépend de la pertinence du choix a priori de l'action-
neur. C'est pour cette raison que Newton Jr [New50] et C÷uillet [Coe69] ont proposé des
méthodes de sélection de composants sur étagère. Ces méthodes sont basées sur des critères sta-
tiques obtenus en considérant des situations dites critiques. Bien qu'elles permettent d'a�ner la
sélection initiale, ces méthodes ne garantissent pas, si elle existe, une solution idéale au problème
posé.

D'une manière générale, les données du problème de dimensionnement sont les spéci�cations
sur les sorties du modèle retenu et les grandeurs recherchées sont les entrées de ce modèle. Ainsi,
la formulation du problème correspond plus à la formulation d'un modèle inverse qu'à celle d'un
modèle direct. L'approche par modèle inverse a été utilisée pour des problèmes de sélection en
robotique dans les travaux de Potkonjak et Jaksic [Pot86], de Vukobratovi¢ et al. [Vuk87]
et de Dequidt [Deq98,Deq00]. Ensuite, dans le Laboratoire d'Automatique Industrielle (LAI),
devenu aujourd'hui le laboratoire Ampère, Scavarda et al. [Sca91, Ama91] ont introduit une
méthodologie de dimensionnement des systèmes mécatroniques sur des critères dynamiques et
énergétiques se basant sur l'inversion du modèle. Cette méthodologie a été formalisée par la suite
par Ngwompo et al. [Ngw96,Ngw97]. Elle repose sur l'inversion des modèles bond graph en
exploitant la notion de bicausalité introduite par Gawthrop [Gaw95]. Elle consiste à :

� véri�er l'inversibilité du modèle et l'adéquation des spéci�cations du cahier des charges à
la structure retenue pour le modèle de conception (phase d'analyse structurelle),

� construire le modèle bond graph inverse,
� exploiter le modèle bond graph inverse obtenu pour déterminer les inconnues du problème
de dimensionnement à partir des spéci�cations imposées.

Par rapport à l'approche classique, cette méthodologie présente les avantages suivants :
� réduction du nombre d'itérations,
� dimensionnement des composants sur des critères dynamiques,
� spéci�cation du gabarit d'un nouvel actionneur si aucun des existants ne répond aux exi-
gences,



Introduction générale vii

� évaluation des marges de sur- ou sous-dimensionnement,
� aide à la rédaction du cahier des charges, notamment pendant la phase d'analyse structu-
relle.

La méthodologie de dimensionnement peut être utilisée dans plusieurs aspects de la concep-
tion des systèmes mécatroniques :

� dimensionnement/sélection de composants consistant à sélectionner puis valider un ou plu-
sieurs composants de la chaîne d'actionnement (cf. les travaux de Amara [Ama91], Ng-
wompo [Ngw97,Ngw01a,Ngw01b] et de Gandanegara et al. [Gan03,Gan07]),

� comparaison d'architectures di�érentes soumises au même cahier des charges selon des
critères bien spéci�ques sur leurs performances (cf. les travaux de Laffite [Laf04]),

� véri�cation de l'adéquation du cahier des charges avec la structure retenue pour le modèle
de conception et ce, en menant une analyse structurelle puis comportementale. En cas
d'inadéquation, la méthodologie peut apporter une aide à la rédaction du cahier des charges
et/ou à la synthèse d'architecture,

� détermination de la commande en boucle ouverte à partir de la remontée des spéci�cations
tout le long de la structure du modèle de conception (cf. les travaux deNgwompo [Ngw01a,
Ngw01b] et Jardin [Jar10]),

� synthèse paramétrique qui consiste à dimensionner, à partir des spéci�cations des sorties,
un ou plusieurs paramètres du modèle de la chaîne d'actionnement (cf. les travaux de Ng-
wompo [Ngw98] et Laffite [Laf04]).

Pour qu'elle soit exploitable dans les bureaux d'étude, certains aspects de la méthodologie
doivent être améliorés et/ou développés. En e�et, il peut être intéressant d'approfondir l'étape
de véri�cation de l'adéquation du cahier des charges à la structure retenue pour envisager au
plus tôt la reconception du système lorsque l'adéquation n'est pas véri�ée et pour donner des
pistes pour cette reconception. Le développement de cette étape peut apporter un gain de temps
considérable dans le travail de conception. Comme elle est formulée actuellement, la méthodo-
logie de dimensionnement nécessite de pouvoir exprimer les spéci�cations sur les sorties comme
des fonctions temporelles. Cependant, cette formulation du cahier des charges peut constituer
une contrainte forte car d'une part, le concepteur doit spéci�er précisément le comportement des
sorties du modèle de conception (dans ce contexte, certains travaux se basant sur l'optimisation
dynamique ont permis de relâcher cette contrainte [Che06,Jar08b,Jar10]), et d'autre part, cette
manière de procéder ne permet pas de prendre en compte les incertitudes de fabrication et le
vieillissement de certains composants qui peuvent entraîner une dégradation considérable des
performances du système par rapport aux performances nominales prévues initialement. Ainsi,
la considération de ces incertitudes dans la phase de conception et du dimensionnement doit
permettre d'anticiper cette dégradation et ce, dans le problème de remontée des spéci�cations
pour déterminer des entrées de commande ou dans le problème de synthèse paramétrique.

Dans ce contexte, ce mémoire tente de contribuer à ces problématiques en visant les objectifs
énoncés ci-dessous.

Objectifs

Depuis quelques années, une méthodologie de dimensionnement des systèmes mécatroniques
se basant sur des critères dynamiques et énergétiques est développée au sein du laboratoire Am-
père dans l'objectif de répondre aux attentes des industriels en termes d'optimisation de la durée
d'étude et de robustesse de la solution. Dans ce contexte, le travail de recherche proposé a les
objectifs suivants :

� une contribution à la modélisation des incertitudes paramétriques par le formalisme bond
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graph, formalisme à la base de la méthodologie de dimensionnement, dans le but de prendre
en compte ces incertitudes dans la démarche de dimensionnement par inversion,

� le développement de la phase de véri�cation de l'adéquation du cahier des charges à la
structure retenue pour le modèle de conception dans le contexte d'analyse structurelle et
comportementale. En cas d'inadéquation, cette phase doit apporter une aide à la rédac-
tion du cahier des charges, en premier lieu, à un niveau d'analyse purement structurel (en
tenant compte uniquement de la structure du modèle), ensuite à un niveau d'analyse com-
portemental (en tenant compte des di�érentes lois physiques intervenant dans le système)
et en�n, à un niveau d'analyse numérique.

� la prise en compte des incertitudes sur les spéci�cations des sorties a�n de remonter aux to-
lérances sur les entrées (dans un problème de remontée des spéci�cations) ou aux tolérances
sur certains paramètres (dans un problème de synthèse de tolérance sur les paramètres).

Plan du mémoire

Pour répondre aux objectifs �xés, ce mémoire s'articule autour de quatre chapitres.

Le premier chapitre, essentiellement bibliographique, présente le contexte général de nos
travaux de recherche. Une brève introduction aux systèmes mécatroniques, à leur architecture
générique d'un point de vue énergétique et aux di�érents facteurs d'incertitude a�ectant ces
systèmes est établie. Di�érents outils de modélisation et d'étude des systèmes (mécatroniques)
incertains sont rappelés, notamment la représentation d'état des systèmes incertains, l'analyse
de sensibilité, l'arithmétique par intervalles et l'approche probabiliste. Ensuite, le problème de
conception et de dimensionnement des systèmes mécatroniques est abordé. Di�érentes méthodes
et approches de la littérature élaborées pour réaliser cette tâche sont présentées, en particulier, la
méthodologie de dimensionnement sur des critères dynamiques et énergétiques développée par le
laboratoire Ampère. La synthèse paramétrique par cette méthodologie de dimensionnement est
ensuite évoquée. En�n, l'analyse structurelle et l'analyse comportementale, qui font entre autres
l'originalité de cette méthodologie de dimensionnement, sont également présentées.

Les chapitres suivants sont principalement dédiés à la présentation de nos contributions à la
méthodologie de dimensionnement des systèmes mécatroniques par modèles bond graph inverses.
Ces contributions portent sur la modélisation des incertitudes paramétriques par approche bond
graph (chapitre 2), sur la phase d'analyse structurelle et comportementale notamment pour la
véri�cation de l'adéquation des spéci�cations à la structure retenue pour le modèle de conception
(chapitre 3), et sur la prise en compte des incertitudes dans la démarche de dimensionnement
par une approche probabiliste (chapitre 4).

Dans le deuxième chapitre, di�érents aspects de l'analyse et de la modélisation des incerti-
tudes paramétriques sont abordés. Tout d'abord, une étude bibliographique est menée sur les
di�érents travaux qui ont été réalisés sur la représentation des incertitudes paramétriques dans
le formalisme bond graph. Plus précisément, cette étude concerne :

� les travaux de Gawthrop et Ronco [Gaw99,Gaw00] qui permettent l'analyse de sensibi-
lité, dans le domaine temporel, du comportement d'un système par rapport à la variation
de certains paramètres et ce, à partir du modèle bond graph de sensibilité,

� les travaux de Borutzky et al. [Bor01,Bor02,Bor04,Bor06] qui permettent la construction
du modèle bond graph incrémental a�n d'établir l'analyse de sensibilité dans le domaine
de Laplace,

� et les travaux de Dauphin-Tanguy et Kam [Dau99b,Kam01,Kam05] qui permettent la
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détermination des modèles d'état des systèmes linéaires incertains adaptés à l'analyse de
la robustesse et à la commande robuste à partir du bond graph incertain. Ce dernier est
dé�ni pour les éléments 1-port et les transducteurs 2-ports.

Ensuite, nous proposons des contributions à l'exploitation du bond graph incertain. Ces
contributions consistent en des procédures alternatives pour la détermination graphique du mo-
dèle d'état canonique et du modèle standard d'interconnexion (représentations d'état adaptées
aux systèmes linéaires incertains). En�n, nous proposons une modélisation standard d'inter-
connexion pour les éléments bond graph (R, I et C) multiport. La représentation bond graph
standard d'interconnexion de ces éléments repose sur une procédure de décomposition. Ainsi,
deux nouvelles procédures de décomposition sont proposées.

Le troisième chapitre est consacré à la véri�cation de l'adéquation du cahier des charges à la
structure retenue pour le modèle de conception. Cette véri�cation représente une des phases clés
de la méthodologie de dimensionnement et fait appel aux di�érents niveaux de description et
d'analyse introduits par Rahmani [Rah93,Rah97] et précisés par Jardin [Jar10]. Dans une pre-
mière partie, nous proposons de nouvelles procédures graphiques permettant la détermination
des di�érents invariants caractérisant la structure d'un modèle (pôles à l'in�ni, ordres relatifs
et ordres d'essentialité) à partir du modèle bond graph bicausal. Ces invariants permettent de
véri�er si les spéci�cations peuvent être portées par la structure retenue. Dans une seconde
partie, nous approfondissons davantage cette étape en proposant une procédure, tenant compte
des di�érents niveaux d'analyse, pour la véri�cation de l'adéquation des spéci�cations, dé�nies
sous forme de comportement type, à la structure retenue pour le modèle de conception dans
le contexte de la synthèse paramétrique. En cas d'inadéquation, des recommandations pour la
remise en question des spéci�cations ou de la structure du modèle de conception sont proposées.
En�n, nous établissons la relation entre la véri�cation de l'adéquation au niveau de l'analyse
numérique (le niveau d'analyse le plus bas) et la synthèse paramétrique qui peut être utilisée
pour la synthèse des tolérances.

Dans le dernier chapitre, l'approche probabiliste est utilisée pour la prise en compte des in-
certitudes dans la démarche de dimensionnement des systèmes dynamiques basée sur l'inversion
des modèles bond graph. Nous commençons ce chapitre par rappeler certaines notions de base
de l'approche probabiliste telles que la fonction de densité de probabilité et les grandeurs carac-
téristiques (espérance et variance). Ensuite, nous nous intéressons à l'évolution de la densité de
probabilité au sein d'un système stochastique dynamique : la formulation stochastique proposée
dans la littérature par Li et Chen [Li 06b, Li 08,Che09b, Li 09] pour un modèle physique dy-
namique incertain est présentée. Une adaptation de cette formulation à un modèle dynamique
inverse est établie : les deux cas d'inversion entrées/sorties (pour la remontée de spéci�cations) et
paramètres/sorties (pour la synthèse de tolérances paramétriques) sont abordés. En�n, les règles
d'exploitation d'un modèle bond graph probabiliste sont proposées et illustrées par un exemple.
Ces règles permettent d'associer à un système incertain un modèle bond graph permettant la
propagation des fonctions de densité de probabilité et des grandeurs caractéristiques (espérance
et variance) tout le long de la structure énergétique du système.

La conclusion de ce mémoire présente une synthèse de nos contributions proposées dans les
di�érents chapitres ainsi que plusieurs perspectives de recherche qu'il serait intéressant de déve-
lopper pour compléter et élargir ces travaux.

En�n, nous complétons ce mémoire par un certain nombre d'annexes dont certaines peuvent
être lues de manière indépendante et d'autres viennent en appui de certains chapitres. L'annexe A
présente des notions de base sur le langage bond graph. En complément du premier chapitre,
l'annexe B traite un exemple de synthèse de tolérance paramétrique par inversion du modèle et
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par analyse par intervalles. L'annexe C permet de rappeler les travaux de Kam et Dauphin-
Tanguy [Kam01,Kam05] portant sur la détermination graphique du modèle d'état canonique
(modèle pour représenter les systèmes linéaires présentant des incertitudes paramétriques). L'an-
nexe D rappelle quelques généralités sur les éléments bond graph multiport dissipatifs et de sto-
ckage d'énergie qui font l'objet d'une partie du deuxième chapitre. Les annexes E, F, G et H
sont rattachées au chapitre 3. L'annexe E a pour objectif de présenter un certain nombre de
dé�nitions et de concepts de base de l'analyse structurelle et comportementale que ce soit par
une approche modèle d'état (représentation matricielle et représentation graphique), ou bien par
une approche bond graph. L'annexe F présente l'extension au niveau d'analyse comportemental
des résultats proposés dans le chapitre 3 sur la détermination graphique de certains invariants au
niveau d'analyse structurel. L'annexe G propose une extension aux systèmes multivariables de la
procédure dé�nie dans le chapitre 3 pour la véri�cation de l'adéquation spéci�cations/structure
dans le cas de systèmes monovariabes. Dans le chapitre 3 et dans l'annexe G, la véri�cation de
l'adéquation du cahier des charges est établie par rapport à la structure d'un composant 1-port.
Dans l'annexe H, la véri�cation de l'adéquation est établie par rapport à un composant n-ports.
En�n, l'annexe I représente un complément au dernier chapitre en rappelant un certain nombre
de dé�nitions et de concepts de base nécessaires pour la compréhension et la mise en ÷uvre de
l'approche probabiliste.
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2 Chapitre 1. Le dimensionnement des systèmes mécatroniques..incertitudes paramétriques

Introduction

Les systèmes mécatroniques sont apparus a�n de répondre aux nouvelles exigences en terme
de performance, confort, sécurité et consommation d'énergie. Néanmoins, la conception de ces
systèmes demeure un vrai dé� malgré l'apparition de nouvelles méthodes. En e�et, la pluridisci-
plinarité de ces systèmes conduit au constat suivant : envisager des solutions innovatrices exige
une synergie entre les di�érentes disciplines pour optimiser les fonctions du système. De plus,
les incertitudes de construction et le vieillissement de certains composants peuvent entraîner une
dégradation considérable des performances des systèmes dans le temps. Ainsi, la considération de
ces incertitudes dans la phase de la conception et du dimensionnement doit permettre de limiter
et surtout d'anticiper cette dégradation.

Dans ce chapitre, le contexte général de nos travaux de recherche est présenté. Tout d'abord,
une brève introduction aux systèmes mécatroniques et aux di�érents facteurs d'incertitude a�ec-
tant ces systèmes est établie. Par la suite, di�érents outils de modélisation et d'étude des systèmes
incertains sont présentés. Dans une troisième section, les di�érentes méthodes et approches de
conception et de dimensionnement des systèmes mécatroniques sont rappelées et notamment
une méthodologie de dimensionnement sur des critères dynamiques et énergétiques. L'aspect
de synthèse paramétrique par la méthodologie de dimensionnement est ensuite abordé. En�n,
l'analyse structurelle et l'analyse comportementale, qui font l'originalité de la méthodologie de
dimensionnement, sont présentées.

1.1 Les systèmes mécatroniques vus comme des systèmes incer-
tains

Dans cette section, nous proposons une introduction à la mécatronique. L'architecture généri-
que et énergétique d'un système mécatronique est présentée et les di�érents facteurs incertains
qui peuvent a�ecter ce système sont cités.

1.1.1 Les systèmes mécatroniques : historique et dé�nition

Le terme MECHATRONICS a été vraisemblablement introduit par un ingénieur de l'en-
treprise japonaise �Yaskawa Electric Corporation� en 1969 [Mor69,Kyu96] pour caractériser un
système intégrant une partie mécanique et une partie électronique, et ce, en concaténant les
termes MECHAnics et elecTRONICS. Récemment, la dé�nition de la mécatronique a évolué
avec la complexi�cation des systèmes [Ise05,Ise08]. En e�et, plusieurs dé�nitions existent dans la
littérature : la dé�nition du journalMechatronics [Dan91], ou celle du journal IEEE Transactions
on Mechatronics [Kyu96] ou encore celle choisie en 2000 par l'IFAC Technical Committee on Me-
chatronics Systems [IFA10]. Ces références dé�nissent la mécatronique comme étant l'intégration
de systèmes mécaniques et électromécanique (éléments mécaniques, machines, mécanique de pré-
cision) avec des systèmes électroniques (microélectronique, électronique de puissance, capteurs,
actionneurs) et la technologie d'information (théorie des systèmes, modélisation, automatique,
logiciels, intelligence arti�cielle) (�gure 1.1). En France, le terme � mécatronique � est apparu
o�ciellement en 2005. L'association Française de Normalisation (AFNOR) a proposé en 2008 une
dé�nition de la mécatronique pour la communauté scienti�que et industrielle [AFN08] : � Une
démarche visant l'intégration en synergie de la mécanique, l'électronique, l'automatique et l'in-
formation dans la conception et la fabrication d'un produit en vue d'augmenter et/ou d'optimiser
sa fonctionnalité �.
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Fig. 1.1 � La mécatronique : synergie de di�érentes disciplines [Ise05, Ise08].

Aujourd'hui, la mécatronique est très présente dans notre vie quotidienne ainsi que dans le
milieu industriel. Elle touche de nombreuses applications dans des domaines variés :

� la consommation grand public (�gure 1.2) : appareil photo et vidéo, robot aspirateur,...
� la production (�gure 1.3) : machines-outils, robots industriels,...
� le transport (�gure 1.4) : véhicule hybride, transporteur personnel,...
� le médical (�gure 1.5) : aussi bien dans le matériel (robot de chirurgie par exemple) que dans
l'assistance ou le remplacement d'organes humains (prothèse � intelligente � par exemple),
on parle alors de biomécatronique ;

� la recherche spatiale (�gure 1.6) : satellite, robot explorateur,...

(a) Appareil photo numérique (b) Robot Aspirateur

Fig. 1.2 � Systèmes mécatroniques pour la consommation grand public.

(a) Fraiseuse (b) Robot industriel

Fig. 1.3 � Systèmes mécatroniques pour la production.
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(a) Véhicule hybride (b) Transpor-
teur personnel

Fig. 1.4 � Systèmes mécatroniques pour le transport.

(a) Robot de chirurgie (b) Prothèse

Fig. 1.5 � Systèmes mécatroniques pour le domaine médical.

(a) Satellite (b) Robot explorateur

Fig. 1.6 � Systèmes mécatroniques pour la recherche spatiale.

1.1.2 Architecture énergétique d'un système mécatronique

Un système mécatronique peut être vu comme des chaînes d'actionnement (partie opéra-
tive) contrôlées par des algorithmes de commande et le tout, éventuellement, piloté par une
interface Homme-Machine (�gure 1.7). Une chaîne d'actionnement regroupe les fonctions sui-
vantes [Laf04] :

� l'alimentation énergétique du système représentée par le sous-système dispositifs de four-
niture d'énergie,

� la modulation de puissance, permettant de piloter le transfert d'énergie entre les dispositifs
de fourniture d'énergie et les actionneurs, représentée par le sous-système modulateurs de
puissance,

� la conversion et la transmission de l'énergie pour l'adapter aux besoins de la charge repré-
sentées par les sous-systèmes actionneurs et éléments d'adaptation d'énergie,

� l'objet de l'actionnement caractérisé par ses degrés de liberté énergétiques et représenté
par le sous-système charge.

Remarque : L'architecture présentée sur la �gure 1.7 est une architecture simple. D'autres con�-
gurations, décrites dans la thèse de Laffite [Laf04], peuvent exister comme par exemple l'as-
sociation de plusieurs chaînes d'actionnement. Néanmoins, la cascade des di�érents dispositifs
(dispositifs de fourniture d'énergie, modulateurs de puissance, etc.) est supposée toujours véri�ée.
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Fig. 1.7 � Architecture générique d'un système mécatronique d'un point de vue énergé-
tique [Jar10].

1.1.3 Les facteurs incertains dans un système mécatronique

Les systèmes mécatroniques connaissent aujourd'hui des innovations importantes qui per-
mettent de faire face aux nouvelles exigences en terme de performance, confort, sécurité et en-
vironnement. Malgré ces avancées technologiques, des dégradations considérables sur les perfor-
mances des systèmes sont observées par rapport aux performances optimales prévues théorique-
ment. Ces dégradations sont dues aux incertitudes qui modi�ent le comportement du système. On
distingue deux classes de facteurs incertains [Ala99] : les perturbations externes et les variations
du modèle dynamique.

Les perturbations externes

Les perturbations externes regroupent tous les signaux et les actions qui viennent du milieu
environnant pour perturber le système : perturbations de la commande pour les systèmes bouclés
(actions parasites sur les actionneurs, erreurs de discrétisation de la commande...) ; perturbations
en sortie (actions extérieures imprévisibles) et les bruits de mesure au niveau des capteurs. Ces
actions externes ne modi�ent pas les caractéristiques internes du système (temps de réponse,
dépassement etc.) mais seulement la trajectoire de ses sorties. Dans le cadre de ce travail nous
ne nous intéressons pas à cette classe de facteurs incertains.

Les variations du modèle dynamique

Un modèle dynamique est utilisé pour représenter les phénomènes physiques mis en jeu dans
un système1. Il peut ensuite servir à la détermination et l'implémentation des lois de commande.
On distingue deux types d'incertitudes qui peuvent causer des variations au niveau du modèle
dynamique du système :

1Dans ce contexte, le terme � système � désigne la partie opérative ou encore la chaîne d'actionnement.
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Les incertitudes non structurées
Ces incertitudes sont dites aussi incertitudes dynamiques ou encore fréquentielles. Elles ras-
semblent les dynamiques négligées du modèle. En e�et, le modèle dynamique n'est qu'une ap-
proximation de la réalité, ses carences peuvent être multiples et les plus importantes sont issues
des hypothèses simpli�catrices et des dynamiques négligées. Ces dernières représentent les dyna-
miques rapides du système. Les incertitudes non structurées s'expriment bien dans le cas d'une
représentation fréquentielle du modèle linéaire ou linéarisé et décrit par une matrice de transfert
G(s) soumise à des variations ∆G(s). La seule information disponible sur l'incertitude fréquen-
tielle ∆G(s) est une borne supérieure sur sa norme dans chaque bande de fréquence. Aux basses
fréquences, cette borne est relativement faible et croit dans les hautes fréquences où les dyna-
miques (rapides) négligées deviennent considérables.

Les incertitudes paramétriques
Les incertitudes paramétriques, ou encore incertitudes structurées, sont dues aux erreurs d'iden-
ti�cation ou aux variations de certains paramètres physiques du système. En fait, certains para-
mètres du système peuvent varier sensiblement avec le temps ou avec les conditions de fonction-
nement. Il existe trois types d'incertitudes paramétriques [Fra78] :

� Incertitudes de type α : ce sont des variations autour de la valeur nominale αn qui doit être
non nulle (αn 6= 0). Ces variations ne doivent pas a�ecter l'ordre du modèle. Les causes
de ces incertitudes sont généralement les incertitudes de fabrication : tolérances dans des
cotations de pièces ou dans des valeurs de composants électroniques.

� Incertitudes de type β : elles consistent en des variations des conditions initiales autour de
leurs valeurs nominales βn. Les origines de ces variations sont principalement les erreurs
de mesures.

� Incertitude de type γ : ce sont des variations autour d'une valeur nominale nulle (γn = 0).
A�ectant l'ordre du modèle, ces incertitudes proviennent essentiellement d'une idéalisation
dans le développement mathématique des modèles (dynamiques négligées) ou des erreurs
d'identi�cation de l'ordre du modèle.

Dans la suite de ce mémoire, nous nous intéressons aux systèmes mécatroniques présentant
des incertitudes paramétriques de type α.

1.2 Outils de modélisation et d'étude des incertitudes paramétri-
ques

Le comportement du modèle dynamique, représentant les phénomènes physiques d'un sys-
tème mécatronique, peut s'écarter du comportement nominal désiré théoriquement et ce, à cause
des variations des valeurs numériques de certains paramètres caractérisant les composants du
système. Plusieurs outils de modélisation et d'étude ont été développés dans la littérature pour
la caractérisation de ce type de système et pour la mesure de l'impact de ces imprécisions sur son
comportement ainsi que sur sa durée de vie. Avant d'aborder le problème du dimensionnement,
nous citons dans cette section, et sans être exhaustif, ces outils.

1.2.1 Représentation d'état des systèmes incertains

En automatique, une représentation d'état permet de modéliser un système dynamique sous
la forme matricielle suivante :

Σ :

{
ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t) + Du(t)

(1.1)
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x(t) ∈ Rn est le vecteur d'état, u(t) ∈ Rm (resp. y(t) ∈ Rp) est le vecteur d'entrée (resp. de sor-
tie). La représentation d'état permet de fournir des informations liées aux grandeurs physiques
des systèmes. De ce fait, elle est un bon outil pour l'analyse et la commande des systèmes. La
description des systèmes incertains par une représentation d'état adaptée permet l'étude de la
robustesse du système ainsi que la synthèse de lois de commande robustes. En e�et, la robustesse
re�ète la résistance du comportement du système à un certain nombre de phénomènes pertur-
bateurs d'origine interne comme les variations paramétriques ou externes. Plusieurs travaux ont
été réalisés sur ce sujet, (cf. par exemple les références [Doy82,Mor85,Cas94,Lu,97,Had03]). Les
di�érentes représentations d'état établies dans la littérature permettent la séparation de la partie
nominale du modèle de la partie incertaine pour pouvoir décrire l'écart entre le comportement
nominal et le comportement réel. Dans le cadre de nos travaux, nous nous sommes intéressés
uniquement à la représentation d'état des systèmes linéaires incertains car d'une part, les sys-
tèmes non linéaires sont souvent linéarisés et d'autre part, les travaux réalisés sur le sujet par
l'approche bond graph concernent ce type de systèmes (cf. chapitre 2). Deux principales formes
de représentation d'état existent dans la littérature pour modéliser les systèmes linéaires incer-
tains : le modèle canonique et le modèle standard d'interconnexion (ou boucle de retour interne).
Ces deux formes servent à l'étude de la robustesse ainsi qu'à la synthèse de la commande robuste
des systèmes linéaires présentant des incertitudes paramétriques.

Modèle d'état canonique

Le modèle d'état canonique est une représentation d'état permettant la séparation des valeurs
nominales des paramètres dans des matrices nominales et les incertitudes dans des matrices incer-
taines [Mor85,Gu,89,Mar96,Liu97,Xie98]. Il représente les incertitudes comme des incertitudes
additives (absolues). Le modèle canonique s'écrit comme suit :

{
ẋ(t) = (An + ∆A)x(t) + (Bn + ∆B)u(t)
y(t) = (Cn + ∆C)x(t) + (Dn + ∆D)u(t)

(1.2)

Les matrices An, Bn, Cn et Dn contiennent uniquement les valeurs nominales tandis que les
matrices ∆A, ∆B, ∆C et ∆D regroupent des expressions en fonction des incertitudes ainsi que
des valeurs nominales.

Modèle standard d'interconnexion

Le modèle standard d'interconnexion est un cas particulier de la transformation linéaire
fractionnaire (ou fractionnelle selon certaines références �Linear Fractionnel Transformation�
(LFT)). Cette dernière est une représentation mathématique utilisée dans de nombreux pro-
blèmes de modélisation et de commande des systèmes dynamiques. Pour les systèmes présentant
des incertitudes paramétriques, le modèle standard d'interconnexion permet de séparer les va-
leurs nominales des paramètres du modèle dans une matrice M , dite augmentée, et toutes les
incertitudes relatives dans une matrice diagonale ∆ (�gure 2.10). Des entrées w et des sorties
z auxiliaires sont ajoutées a�n de faire apparaître les incertitudes sous la forme d'un retour
interne [Doy82,Saf82,Mor85].

Fig. 1.8 � Modèle standard d'interconnexion.
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Le modèle standard d'interconnexion d'un système linéaire incertain non commandé (en
boucle ouverte) est décrit par le système d'équations suivant, avec ∆ = diag(δiIni) :

ẋ(t) = Anx(t) + B1w(t) + B2nu(t)
z(t) = C1x(t) + D11w(t) + D12u(t)
y(t) = C2nx(t) + D21w(t) + D22nu(t)
w(t) = ∆z(t)

(1.3)

w(t) ∈ Rl (resp. z(t) ∈ Rl) est le vecteur d'entrée (resp. sortie) auxiliaire. δi représente l'ième

incertitude relative (|δi| ≤ 1) et ni est la dimension de cette incertitude à savoir le nombre de
paires d'entrée/sortie auxiliaires associées à cette incertitude.

Avant d'exprimer le modèle standard d'interconnexion, certaines conditions doivent être vé-
ri�ées sur ce modèle d'état initial (système d'équations 1.1) :

� Le modèle doit être propre : la véri�cation de la propreté du modèle revient à démontrer que
le degré du dénominateur de chaque transmittance de la matrice de transfert est supérieur
ou égal au degré de son numérateur.

� Le modèle doit être stabilisable : si le système est commandable alors nous pouvons déduire
directement qu'il est stabilisable sinon il faut véri�er que les pôles non commandables sont
stables.

� Le modèle doit être détectable : si le système est observable alors nous pouvons déduire
directement qu'il est détectable sinon il faut véri�er que les pôles non observables sont
stables.

1.2.2 L'analyse de sensibilité pour l'étude des incertitudes paramétriques

La problématique posée dans ce mémoire est la synthèse des incertitudes paramétriques des
systèmes mécatroniques. Néanmoins l'analyse de ces incertitudes représente un outil complémen-
taire. En fait, les bonnes pratiques de la modélisation d'un système incertain exige une évaluation
du niveau de con�ance dans le modèle dynamique. Cette évaluation peut être établie à travers
une analyse de sensibilité qui permet de prédire l'e�et de variation de chaque paramètre incertain
sur la dispersion du comportement du modèle. D'une part, la complexité du modèle peut être
réduite en éliminant les paramètres pour lesquels l'analyse de sensibilité a montré qu'ils n'avaient
pas d'e�et signi�catif sur le comportement du système ; d'autre part, cette analyse permet de
juger l'impact de la variation d'un paramètre sur le comportement du système et notamment sur
sa durée de vie [Cod98].

L'analyse de sensibilité a été introduite par Distefano [DiS67], Tomovi¢ et Vukobra-
tovi¢ [Tom68, Tom72], Director et Rohrer [Dir68], Dorato [Dor68], Frank [Fra78] et
Wierzbicki [Wie84]. Dans la littérature, il n'existe pas une dé�nition standard de l'analyse de
sensibilité. Les dé�nitions varient selon l'objectif : soit identi�er un jeu de paramètres pour le
calibrage du modèle, soit juger la qualité du modèle, soit identi�er parmi plusieurs modèles celui
ou ceux qui décrivent le mieux le système réel etc... Kam [Kam01] a proposé dans sa thèse la dé-
�nition suivante pour la sensibilité paramétrique : � Un système est sensible aux variations d'un
paramètre p si ses propriétés ou son comportement sont a�ectés par ses variations �. Plusieurs
recommandations de modélisation (celle de l'agence de protection environnementale des Etats-
Unis par exemple) ou d'évaluation (celle de la Commission Européenne par exemple) décrivent
l'analyse de sensibilité comme un outil pour assurer la qualité du modèle dynamique et décrivent
l'analyse d'incertitude comme un outil qui permet de quanti�er les incertitudes par exemple sous
la forme de distributions probabilistes2. L'analyse de sensibilité et l'analyse d'incertitude sont

2L'analyse d'incertitude par l'approche probabiliste sera développée dans la section 1.2.4 et dans le chapitre 4.
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deux outils complémentaires qui permettent la caractérisation de l'incertitude.

L'analyse de sensibilité a été utilisée dans plusieurs domaines d'ingénierie : l'analyse de sta-
bilité d'une commande d'un robot [Kaz88], l'estimation de paramètre [Eyk74, Gaw00], l'opti-
misation [Cab95], ainsi que dans d'autres domaines d'application comme la chimie, l'écologie,
la médecine et l'économie. De nos jours, di�érentes méthodes existent pour établir l'analyse de
sensibilité d'un modèle mathématique et dynamique. Il est possible de grouper ces méthodes
en trois classes : les méthodes de Screening appelé aussi méthode de criblage, l'analyse de sen-
sibilité globale et l'analyse de sensibilité locale. Ces méthodes sont largement décrites dans le
livre de Saltelli et al. [Sal00]. La méthode de criblage3 est une méthode qualitative qui permet
d'établir une hiérarchie au sein des paramètres en fonction de leur in�uence sur la variabilité de
la réponse du modèle [Sal00, Jac05]. L'analyse de sensibilité globale est une méthode quantita-
tive qui permet d'estimer l'e�et de chaque paramètre sur la variance de la réponse du modèle.
Les techniques statistiques comme l'étude de la variance et les coe�cients de corrélation sont
utilisées pour la mise en ÷uvre de cette méthode. L'analyse de sensibilité locale consiste en la
détermination des coe�cients (ou encore des fonctions) de sensibilité [Tom72]. Deux principales
fonctions de sensibilité sont utilisées dans la littérature : les fonctions de sensibilité absolue et
relative. La fonction de sensibilité absolue est dé�nie par la dérivée partielle d'une variable (la
sortie y par exemple) par rapport à un paramètre p : ∂y∂p . Elle permet de quanti�er la variation
de la variable par rapport à la variation du paramètre. Cette fonction est utilisée dans le cas
où les paramètres sont indépendants. La fonction de sensibilité relative est dé�nie comme suit :
∂y
∂p

p
y . Elle est utilisée quand les paramètres sont dépendants. Pour faciliter la détermination des

fonctions de sensibilité, di�érentes approches bond graph ont été développées dans la littérature
(cf. chapitre 2).

1.2.3 Arithmétique par intervalles

L'arithmétique par intervalles [Moo66,Moo79, Neu90, Han92, Jau01] est l'un des outils uti-
lisés pour la caractérisation et la prise en compte des incertitudes paramétriques apparaissant
dans un modèle dynamique. Elle permet de manipuler les incertitudes comme des enveloppes
tenant compte des plages de variation et de dé�nir les frontières du comportement du modèle
dynamique. Ainsi, on ne parle plus d'un comportement de référence, mais d'un ensemble de
comportements possibles.

Contrairement aux idées reçues, l'arithmétique par intervalles est un concept assez ancien. En
e�et, au 3ème siècle avant J.C., Archimède a eu l'idée d'encadrer π entre une borne supérieure
et une borne inférieure [Hea53,Ram05]. Pourtant, il faut attendre les années trente pour que la
première opération réalisée sur un ensemble soit introduite par Young [You31]. Une trentaine
d'années plus tard, les bases de la théorie de l'arithmétique par intervalles4 ont été établies par
Moore [Moo59,Moo66]. La première application de l'arithmétique par intervalles était la prise
en compte des erreurs de quanti�cation introduites par la représentation en virgule �ottante5 des
nombres réels. Aujourd'hui, cet outil est utilisé pour résoudre de nombreux problèmes : la locali-
sation de robot ou de véhicule mobile [Jau01,Dro02,Bou02], la commande robuste [Lho04,Vil05],
le diagnostic [Adr00, Sai02, Fag04], l'optimisation [Hen04b, Raï04, Bra05], l'estimation paramé-
trique [Mil96,Bra02], etc...

Malgré la diversi�cation des domaines d'application, l'arithmétique par intervalles peut géné-

3La méthode de criblage se base sur les techniques des plans d'expériences.
4Dans certaines références bibliographiques, on appelle cet outil l'approche ensembliste parce qu'il permet de

réaliser des opérations sur des ensembles.
5La représentation en virgule �ottante est la représentation utilisée dans un ordinateur pour dé�nir des valeurs

non entières : c'est une approximation des nombres réels.
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rer des résultats insatisfaisants. En e�et, l'inconvénient majeur de cet outil est la surestimation
(ou l'encadrement trop large) des résultats [Rev01]. Deux phénomènes sont à l'origine de ce pro-
blème :

� L'e�et enveloppant �wrapping e�ect� : cet e�et est dû à une propriété fondamentale
de cette arithmétique qui est la fonction d'inclusion [f ]([x]), telle que [x] est un vecteur
intervalle. En e�et, cette fonction est un surencadrement de la fonction intervalle réelle6

f([x]) (�gure 1.9) : f([x]) ⊂ [f ]([x]). On parle alors de résultat pessimiste. La fonction
d'inclusion [f ]([x]), dite naturelle7, n'est pas toujours optimale en terme de longueur des
intervalles. Ainsi, une fonction d'inclusion minimale [f ]∗([x]) peut être dé�nie8. L'arith-
métique par intervalles ne garantit pas comme résultat l'intervalle le plus petit, au sens de
l'inclusion, mais simplement une enveloppe du résultat exacte.

Fig. 1.9 � Fonction d'inclusion naturelle [f ] et minimale [f ]∗ d'une fonction intervalle réelle f
de dimension deux [Jau01,Alh05].

� dépendance des données �data dependency� : l'e�et enveloppant devient plus impor-
tant lorsqu'il y a des paramètres à occurrences multiples9 ou lorsqu'il y a des dépendances
entre les paramètres dans le modèle. Considérons comme exemple la fonction f(x) = x−x.
Pour [x] = [0, 1] et en appliquant les règles de l'arithmétique par intervalles, le résultat
[f ]([x]) = [−1, 1] véri�e la propriété d'inclusion mais il est plus large que le résultat réel at-
tendu f([x]) = 0. Néanmoins, dans certains cas, les occurrences multiples d'un paramètre
peuvent être réduites en manipulant l'expression formelle de la fonction f . Considérons
comme exemple la fonction f(x) = x2 + x qui peut s'écrire sous les di�érentes formes
suivantes : 

f1(x) = x2 + x

f2(x) = x× x+ x

f3(x) = x(x+ 1)
f4(x) = (x+ 1

2)2 − 1
4

(1.4)

Pour [x] = [−1, 1], [f1]([x]) = [−1, 2], [f2]([x]) = [f3]([x]) = [−2, 2], et [f4]([x]) = [−1
4 , 2].

Ainsi, [f4]([x]), où il n'apparait qu'une seule occurrence de x, correspond à la fonction d'in-
clusion minimale [f ]∗ qui est égale, dans ce cas, à la fonction réel f([x]).

Plusieurs solutions ont été proposées pour améliorer la précision dans le cas de paramètres
dépendants (ou encore à occurrences multiples de paramètres) : arithmétique généralisée par in-

6La fonction intervalle réelle f([x]) désigne l'image de [x] par la fonction f et elle correspond à la solution
exacte.

7La fonction d'inclusion naturelle d'une fonction f peut être obtenue en remplaçant dans l'expression de f
chaque variable incertaine xi par sa variable intervalle correspondante [xi] et chaque opération arithmétique par
son équivalente intervalle.

8Il n'existe pas de méthode systématique pour retrouver la fonction d'inclusion minimale.
9Deux occurrences d'un même paramètre sont considérées comme deux paramètres indépendants l'un de l'autre.

Ainsi, les incertitudes se combinent pour donner un résultat plus pessimiste.
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tervalles [Han75,Krä06,El-06], modèles de Taylor intervalles [Rob83,Loh87,Rih94], arithmétique
a�ne [Hen04a,Com93a], la librairie ALIAS [Mer00,Cha04,Lee04], etc... La pluspart des méthodes
proposées ne garantit pas la solution exacte. Les algorithmes de la librairie ALIAS garantissent
cette solution avec une précision �xée à l'avance mais ils peuvent être couteux en temps de calcul.
Autre faiblesse de l'arithmétique par intervalles : les opérations sur les intervalles ne véri�ent pas
les propriétés algébriques des opérations sur les scalaires, en particulier, la soustraction n'est pas
la réciproque de l'addition et la division n'est pas la réciproque de la multiplication. Par exemple :
[1, 3]+[−2, 5] = [−1, 8] mais [−1, 8]−[−2, 5] = [−6, 10] 6= [1, 3] sachant que [1, 3] ⊂ [−6, 10].

L'analyse par intervalle, qui s'appuie sur l'arithmétique par intervalles, a été utilisée dans le
contexte du dimensionnement tolérant par approche inverse [Hoc02,Ly,04], (cf. section 1.4).

1.2.4 Approche probabiliste

Dans les traductions d'Aristote, le mot probabilité ne désigne pas une quanti�cation du
caractère aléatoire d'une variable mais le fait qu'une idée est admise par tous. Au cours du
moyen âge puis à la renaissance, la probabilité �nit par désigner la vraisemblance d'une idée. Il
faut attendre le 17ème siècle pour que ce mot prenne son sens actuel avec sa formulation ma-
thématique par Blaise Pascal et Pierre de Fermat. Vers la �n du 19ème siècle et le début
du 20ème siècle, la théorie moderne des probabilités fait son apparition en mathématiques grâce
aux travaux de Borel, Lebesgue, Lévy et Markov. La théorie des probabilités atteint sa
maturité au cours de la seconde moitié du 20ème siècle et depuis, les domaines d'application de
la théorie des probabilités sont variés : chimie, mécanique, théorie des jeux, biologie moléculaire,
�nance, etc...

La théorie des probabilités peut être dé�nie comme étant l'étude mathématique des phénomè-
nes caractérisés par le hasard et l'incertitude. Elle permet de dé�nir des variables non détermi-
nistes, appelées aussi variables aléatoires (section I.2, annexe I), qui peuvent parfois évoluer dans
le temps d'une manière aléatoire. Initialement, la théorie des probabilités ne considérait que
des variables discrètes et ses méthodes étaient principalement combinatoires. Mais les concepts
analytiques introduits par Kolmogorov [Kol60] ont favorisé l'apparition des variables aléa-
toires continues dans la théorie. Ces variables permettent de représenter tout type de facteur
incertain (cf. section 1.1.3). Dans la littérature, il existe deux représentations probabilistes des
incertitudes [Soi09] : le modèle probabiliste a priori et le modèle probabiliste a posteriori.

� le modèle probabiliste a priori, appelé aussi modèle probabiliste mathématique, est une
représentation qui ne nécessite aucune expérience pour déterminer les probabilités sur les
variables aléatoires. Ce modèle a priori peut être utilisé pour étudier la propagation des
incertitudes dans le système incertain analysé.

� le modèle probabiliste a posteriori, appelé aussi modèle probabiliste statistique, est une
représentation qui permet de calculer les probabilités des variables aléatoires à partir des
mesures expérimentales.

Dans nos travaux, nous cherchons à quanti�er les incertitudes paramétriques présentes dans
un système mécatronique et ce, dès la phase de conception et sans mesure expérimentale. Ainsi,
nous nous intéressons uniquement à la modélisation probabiliste a priori. L'approche probabiliste
paramétrique [Soi09], qui est une représentation a priori permettant la modélisation des para-
mètres incertains d'un modèle continu par des variables aléatoires continues10, o�re des outils
analytiques performants pour caractériser la propagation des incertitudes dans le système. Les
notions de base de cette approche sont présentées dans l'annexe I. Dans le chapitre 4, l'approche
probabiliste paramétrique est utilisée dans une formulation inverse pour le dimensionnement

10Chaque variable aléatoire continue est caractérisée par une loi de probabilité (dé�nition 63, annexe I).
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tolérant.

1.3 Le dimensionnement par inversion

Les di�érents outils présentés dans la section précédente permettent de travailler, qualita-
tivement ou quantitativement, avec les incertitudes présentes dans un système. Ils permettent
d'étudier, après la conception du système, les e�ets de ces incertitudes sur les trajectoires des
sorties. Ces e�ets ne peuvent être évités. Par contre, ils peuvent être maîtrisés grâce à des com-
mandes robustes qui permettent de réduire, en boucle fermée, la sensibilité du comportement du
système aux variations paramétriques [Arz03]. Néanmoins, si nous souhaitons limiter l'impact
des incertitudes en boucle ouverte en dé�nissant une zone de fonctionnement admissible, il faut
tenir compte des incertitudes dans le cycle de conception.

Fig. 1.10 � Le cycle de conception en V [Ise05, Ise08,Jar10].

1.3.1 La conception des systèmes mécatroniques

L'approche classique de conception était de décomposer le système en plusieurs sous-systèmes
(selon la discipline) et d'étudier chaque sous-système séparément : c'est l'ingénierie séquentielle
ou encore l'approche métier. L'évolution des systèmes à concevoir (notamment l'apparition des
systèmes mécatroniques) a entraîné l'évolution de la méthode de conception car l'ingénierie sé-
quentielle ne répondait pas aux exigences de ces systèmes (le découplage lors de la conception fait
que les di�érents sous-systèmes au �nal, n'interagissent pas de façon optimale). Ainsi, l'ingénierie
concourante (appelée encore ingénierie simultanée, approche mécatronique ou approche système)
a fait son apparition. Cette approche se base sur la communication et l'échange entre les concep-
teurs des sous-systèmes. Aujourd'hui, la conception d'un système mécatronique se base sur un
cycle en V qui est constitué de deux branches (�gure 1.10) : la branche descendante correspond
aux phases de spéci�cation et de développement ; la branche ascendante correspond aux étapes
d'intégration et de validation des di�érentes technologies. Le niveau système correspond à toute
l'architecture générique du système mécatronique décrite par la �gure 1.7. Les dispositifs de
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fourniture d'énergie, les actionneurs, les capteurs, la charge etc... représentent chacun un sous-
système. Chaque sous-système est un ensemble de composants. Le cycle en V est successivement
parcouru plusieurs fois totalement ou partiellement jusqu'à trouver une solution optimale : c'est
une démarche itérative. Pour plus de détails, le lecteur peut se référencer aux travaux de Lebrun
[Leb03] et de Isermann [Ise08].

Deux phases principales existent dans le cycle de conception [Dau99a] : la phase de concep-
tion de la partie opérative (la chaîne d'actionnement) du système et la phase de détermination et
d'implémentation des lois de commande. Conformément au cycle de conception en V, ces deux
phases peuvent être menées en parallèle. Dans le cadre de nos travaux, nous nous intéressons
uniquement à la conception de la chaîne d'actionnement d'un système mécatronique aux niveaux
système, sous-système et composant (cf. �gure 1.10).

La conception d'une chaîne d'actionnement peut prendre plusieurs aspects :
� synthèse d'architecture (niveau système) : elle consiste à choisir l'architecture du système
conformément au cahier des charges , cet aspect a été traité par exemple dans la thèse de
Lichiardopol [Lic07a] ;

� sélection de sous-systèmes ou de composants sur étagère (niveau sous-système) : elle consiste
à déterminer dans un catalogue les sous-systèmes adéquats pour satisfaire le cahier des
charges imposé [Ull92,Ngw97] ;

� synthèse paramétrique : elle consiste à déterminer, pour des spéci�cations données, un ou
plusieurs paramètres du modèle de la chaîne d'actionnement [Laf04]. Dans ce cas, pour
des spéci�cations données, nous nous intéressons non seulement à la détermination d'un
actionneur en tant que sous-système préexistant mais aussi à la détermination des compo-
sants élémentaires de cet actionneur à concevoir [Ngw98]. Ceci revient à situer le problème
à un niveau hiérarchique plus bas : niveau composant.

Ces aspects seront approfondis dans ce mémoire et plus précisément dans les chapitres 3 et 4.

1.3.2 Le dimensionnement selon la formulation du problème

Une fois l'architecture du système dé�nie, le dimensionnement consiste à choisir les di�é-
rents composants de la chaîne d'actionnement tout en respectant les spéci�cations imposées par
le cahier des charges. Deux approches peuvent être envisagées pour aborder ce problème de
dimensionnement : l'approche par modèle direct et l'approche par modèle inverse (�gure 1.11).

(a) (b)

Fig. 1.11 � Exploitation d'un modèle direct (a) et d'un modèle inverse (b) pour le dimensionne-
ment.

Approche par modèle direct : méthode essai-erreur-correction

Sur l'exemple du dimensionnement d'un actionneur, cette approche consiste à [Jar08c] :

1. sélectionner un actionneur dans un catalogue d'actionneurs disponibles,

2. modéliser l'actionneur sélectionné,
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3. spéci�er l'entrée du modèle (actionneur+charge),

4. lancer une simulation a�n de calculer la trajectoire en sortie,

5. comparer la trajectoire obtenue avec la trajectoire spéci�ée dans le cahier des charges,

6. recommencer la procédure si la trajectoire obtenue ne satisfait pas les critères �xés dans le
cahier des charges.

Le modèle utilisé dans cette approche, le modèle direct, est un modèle qui respecte le principe
de la causalité physique11 entre les entrées et les sorties du système physique. Cette approche
aboutit très rarement à une solution acceptable dès la première simulation, ce qui fait qu'elle est
coûteuse en temps.

Approche par modèle inverse

Dans un problème de synthèse d'architecture et/ou de sélection de sous-systèmes, les don-
nées du problème de conception sont les spéci�cations sur les sorties et les valeurs des di�érents
paramètres. Ainsi, il est plus judicieux de poser ce problème comme étant un problème inverse
(�gure 1.13(b)). Dans cette approche, les modèles ne respectent plus le principe de causalité et
une inversion entrées/sorties du modèle physique est nécessaire. Cette opération n'est possible
que si le modèle est inversible et les critères d'inversibilité sont présentés dans la section suivante.

Sur la �gure 1.11, seuls les aspects synthèse d'architecture et/ou sélection de sous-systèmes
ont été considérés. En e�et, dans un problème de synthèse paramétrique, les entrées et les sorties
sont des données et l'objectif est de déterminer un ou plusieurs paramètres. Dans une formulation
directe, les mêmes étapes citées ci-dessus seront reproduites à la seule di�érence que dans l'étape
3, ce sont les valeurs des paramètres qui sont choisies (les trajectoires des entrées sont données
dans le cahier des charges). Dans ce cas, la �gure 1.13(a) reste inchangée.

Pour un problème de synthèse paramétrique dans une approche par modèle inverse, le schéma
d'exploitation est donné �gure 1.12 et, dans ce cas, l'inversibilité paramètres/sorties doit égale-
ment être véri�ée.

Fig. 1.12 � Problème de synthèse paramétrique par modèle inverse.

Remarque : Dans le cahier des charges, les spéci�cations des sorties sont exprimées soit sous la
forme de fonctions temporelles (domaine temporel) pour les systèmes linéaires et non linéaires,
soit sous la forme de fonctions rationnelles en � s � (domaine fréquentiel) pour les systèmes
linéaires (cf. chapitre 3).

1.3.3 Inversion d'un modèle bond graph

La méthodologie de dimensionnement élaborée au sein du laboratoire Ampère et basée sur des
critères dynamiques et énergétiques repose sur l'inversion des modèles bond graph (section 1.3.4).

11Le principe de la causalité physique traduit les relations de cause à e�et : si un phénomène cause produit un
autre phénomène e�et, alors l'e�et ne peut précéder (chronologiquement) la cause.
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Avant d'aborder cette méthodologie, l'inversion d'un modèle bond graph est donc décrite dans
cette section.

En sciences, poser un problème par l'approche conventionnelle revient à donner les causes
et le modèle décrivant l'évolution de ces causes en e�ets observables expérimentalement (�-
gure 1.13(a)), c'est ce qu'on appelle un problème direct. Néanmoins certaines problématiques
en ingénierie favorisent le problème inverse qui revient à déterminer les causes d'un phénomène
à partir des observations expérimentales de ses e�ets (�gure 1.13(b)). La résolution mathéma-
tique de ce problème a toujours été quali�ée de di�cile car le problème peut être mal posé
(les observations expérimentales disponibles ne su�sent pas à déterminer tous les phénomènes
causes) [Gro99]. Dans ce cas, il est donc nécessaire d'ajouter des contraintes qui permettent de
réduire l'espace des possibilités de façon à aboutir à une solution unique.

(a) (b)

Fig. 1.13 � Problème direct (a) et problème inverse (b) en sciences [Gro99].

Dans le cadre de représentation algebro-di�érentielle qui ne repose pas sur les mesures ex-
périmentales et qui est fortement utilisée en automatique, le problème d'inversion d'un modèle
a fait son apparition en 1963 avec Zadeh et Desoer [Zad63] et Weiss [Wei64]. Brockett
et Mesarovi¢ [Bro65a] introduisent en 1965 le premier algorithme d'inversion des systèmes
linéaires monovariables à temps invariant. Youla et Dorato [You66, Dor69] proposent une
extension de cet algorithme aux cas multivariables. En 1969, Silverman [Sil69] généralise l'al-
gorithme de Brockett et Mesarovi¢ [Bro65a,Bro65c] aux systèmes discrets et aux systèmes
linéaires à temps variant. Depuis, l'inversion des modèles physiques a fait l'objet de plusieurs tra-
vaux : Sain et Massey [Sai69], Porter [Por69], Willsky [Wil74], Rosenbrock et Van Der
Weiden [Ros77]. L'inversion des modèles non linéaires a été traitée par Hirschorn [Hir79],
Singh [Sin81], Nijmeijer [Nij82, Nij86] et Fliess [Fli86] et celle des modèles singuliers, par
Tan et Vandewalle [Tan88].

Avant de présenter les critères d'inversibilité et la procédure d'inversion d'un modèle physique
par approche bond graph, une brève présentation de ce langage et de ses di�érents concepts est
donnée.

Le langage Bond Graph

Le langage bond graph, appelé aussi graphe à liens, a été fondé par Paynter en 1959 et
publié pour la première fois en 1961 [Pay61]. Le livre de Karnopp et Rosenberg [Kar68] paru
en 1968 est le premier livre de référence sur ce langage. Depuis, plusieurs autres éditions ont
paru [Kar75, Kar90, Kar00, Kar06]. Cet outil a fait son apparition en Europe à la �n des an-
nées soixante-dix notamment aux Pays-Bas (université Twente) et en France (société Alstom).
Le langage bond graph est un outil de modélisation pluridisciplinaire basé sur la description
graphique des transferts d'énergie au sein d'un système, ce qui fait de lui un formalisme adapté
pour la modélisation des systèmes mécatroniques. Plusieurs travaux l'ont con�rmé, le lecteur peut
se référencer à ceux de Gawthrop [Gaw91], Dauphin-Tanguy [Dau99a], Dami¢ et Mont-
gomery [Dam03] et Van Amerongen [Van03]. De plus, cet outil a fait ses preuves dans de
nombreux problèmes de conception et d'analyse [Jar10] et ce, en :
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� facilitant l'interprétation physique vu qu'un modèle bond graph par construction est for-
tement lié aux phénomènes physiques impliqués dans le système,

� o�rant la possibilité de traiter di�érents problèmes relatifs aux di�érents niveaux du cycle
de conception en V.

Le concept de causalité en bond graph permet d'orienter les équations d'un modèle bond
graph pour le transformer en un modèle de simulation. Ce concept rejoint le principe physique
de la causalité dans le sens où un phénomène cause produit un autre phénomène e�et. Néan-
moins, contrairement à la causalité physique, ce concept ne respecte pas nécessairement l'ordre
chronologique d'apparition des phénomènes physiques. Le concept de bicausalité, introduit par
Gawthrop [Gaw95] en 1995, permet d'envisager de nouveaux schémas de calcul qui non pas de
sens physiques. En se basant sur ce concept, Ngwompo [Ngw96,Ngw97,Ngw05] a développé la
procédure SCAPI (i.e. Sequential Causality Assignment Procedure for Inversion) permettant la
construction du modèle bond graph inverse (modèle bond graph bicausal). Plus de détails sur le
langage bond graph et ses di�érents concepts (causalité, bicausalité, procédure SCAPI,...) sont
donnés dans l'annexe A.

Critères d'inversibilité

Avant de procéder aux tests d'inversibilité, considérons dans cette section et jusqu'à la �n de
ce chapitre l'hypothèse suivante :

hypothèse 1. Les systèmes sont carrés : le nombre d'entrées du modèle est égal au nombre de
sorties.

Approche algébrique
A�n de tester l'inversibilité d'un modèle par approche algébrique, plusieurs critères directs12

d'inversibilité ont été établis dans la littérature : critère de Brockett et Mesarovi¢ [Bro65c],
celui de Sain et Massey [Sai69] ou encore celui de Respondek [Res90]. Ces critères ont été
dé�nis uniquement pour les systèmes linéaires. Pour les systèmes non linéaires, les conditions
nécessaires et su�santes d'inversibilité se déduisent au cours de la construction du modèle inverse,
on parle de critères indirects. Ainsi, dé�nissons une deuxième hypothèse :

hypothèse 2. Les systèmes sont linéaires et invariants dans le temps.

Malgré la diversi�cation des critères directs, le critère d'inversibilité le plus utilisé reste le suivant :

Critère d'inversibilité 1. Soit Σ le système dé�ni par l'équation 1.1 véri�ant l'hypothèse 2.
De plus, le système Σ est supposé véri�er l'hypothèse 1 (m = p). La matrice de transfert associée
est donnée par T(s) = C(sI − A)−1B + D. La matrice système associée P(s) est donnée par
la dé�nition 29 de l'annexe E. Le système Σ est inversible si et seulement si l'une des deux
conditions suivantes est véri�ée :

1. det(T(s)) 6= 0,

2. det(P(s)) 6= 0.

Approche bond graph
Rahmani a dé�ni, dans sa thèse [Rah93], le premier critère bond graph direct d'inversibilité qui
repose sur les notions des chemins causaux E/S di�érents (dé�nitions 17, 19 de l'annexe A et
dé�nition 43 de l'annexeE) :

Critère d'inversibilité 2. Soit un modèle bond graph qui véri�e les hypothèses 1 et 2

12Les critères directs d'inversibilité permettent de tester directement, à partir de la représentation d'état ou de
la matrice de transfert ou encore à partir de la matrice système, l'inversibilité du modèle sans la détermination
du modèle inverse.
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1. Si le modèle bond graph ne contient pas m chemins causaux E/S di�érents, alors le système
est non inversible.

2. Si le modèle bond graph contient un seul choix possible dem chemins causaux E/S di�érents,
alors le système est inversible.

3. Si le modèle bond graph contient plusieurs choix possibles de m chemins causaux E/S dif-
férents, alors il faut calculer le déterminant de la matrice système (procédures 27 et 29,
annexe E) pour conclure sur l'inversibilité du système.

Ngwompo [Ngw97,Ngw01a,Ngw01b,Ngw05] a dé�ni, par la suite, un autre critère d'inver-
sibilité qui repose sur les notions des lignes de puissances E/S disjointes (dé�nitions 14, 15 et 16
de l'annexe A) et les chemins causaux E/S disjoints. Ce critère est applicable pour des systèmes
linéaires et non linéaires :

Critère d'inversibilité 3. Soit un modèle bond graph qui véri�e l'hypothèse 1, le modèle est
inversible si les conditions suivantes sont véri�ées :

� Condition nécessaire 1 : il existe au moins un ensemble de m lignes de puissance (E/S)
disjointes sur le modèle bond graph acausal. Si cette condition n'est pas véri�ée alors le
système n'est pas inversible.

� Condition nécessaire 2 : il existe au moins un ensemble de chemins causaux E/S dis-
joints sur le modèle bond graph causal. Si cette condition n'est pas véri�ée alors le système
n'est pas inversible.

� Si le modèle contient plusieurs ensembles de m chemins causaux E/S disjoints, alors :
� choisir un ensemble de m lignes de puissance E/S disjointes associé à un ensemble de
m chemins causaux E/S disjoints (dé�nition 20, annexe A) ;

� construire le modèle bond graph bicausal correspondant en propageant la bicausalité le
long des m lignes de puissance E/S disjointes choisies.

� Condition nécessaire 3 : La structure de jonction du modèle bond graph bicausal ré-
sultant doit être résoluble13. Si quel que soit l'ensemble de m lignes de puissance E/S
disjointes choisi et quelles que soient les a�ectations causales retenues pour le modèle bond
graph bicausal une structure de jonction non résoluble apparaît alors le système n'est pas
inversible.

Remarques :
� Ce critère peut être considéré comme un critère semi-indirect car nous ne pouvons conclure
sur l'inversibilité du modèle que si le modèle inverse (le modèle bond graph bicausal) est
construit graphiquement. Il peut être résumé par l'organigramme illustré sur la �gure 1.14.

� Ce critère reste valable même pour les systèmes non linéaires à condition que les relations
caractéristiques des éléments soient inversibles et permettent donc toutes les possibilités
d'a�ectation de la causalité sur les élements14.

13La résolubilité d'une structure de jonction d'un modèle bond graph a été traitée dans les références [Ros79,
Wla91,Van94]

14Les éléments à caractéristiques non inversibles sont des élements à causalité obligatoire qui peuvent, de ce
fait, empêcher la propagation de la bicausalité rendant ainsi un système non inversible.



18 Chapitre 1. Le dimensionnement des systèmes mécatroniques..incertitudes paramétriques

Fig. 1.14 � Organigramme illustrant le critère d'inversibilité 3.

Interprétations :

� condition nécessaire 1 : Cette première condition est nécessaire mais non su�sante.
En e�et, la disjonction des lignes de puissance E/S n'implique pas nécessairement une
propagation correcte de la bicausalité lors de la construction du modèle inverse et donc à
ce stade, nous ne pouvons pas conclure sur l'inversibilité du modèle. Néanmoins, en cas de
non inversiblité, l'analyse acausale permet d'arrêter l'étude de l'inversibilité à un niveau
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plus simple qui ne nécessite pas l'orientation des équations.
� condition nécessaire 2 : Bien que cette deuxième condition soit plus complète que la
première (puisqu'elle élimine un certain nombre de cas qui ne peuvent pas être détectés par
l'analyse des lignes de puissance), elle n'est pas su�sante pour conclure sur l'inversibilité
du modèle. En e�et, l'existence d'un ensemble de chemins causaux E/S disjoints assure
seulement la propagation de la bicausalité le long des lignes de puissance E/S lors de la
construction du modèle inverse. Mais ceci ne garantie pas que l'a�ectation de la causalité
au reste du modèle n'aboutisse pas à une boucle causale non résoluble.

� condition nécessaire 3 : Cette condition d'inversibilité est toujours véri�ée sur des mo-
dèles bond graph présentant une structure arborescente (sans cycle de liens bond graph)
[Ngw97].

Modèle bond graph d'ordre minimal

L'inversion d'un modèle d'état (linéaire ou non linéaire) permet l'obtention d'un modèle
inverse d'ordre plein qui possède un espace d'état de même dimension que celui du modèle
direct. Néanmoins, Silverman [Sil68] a démontré que la dimension de l'espace d'état du modèle
inverse peut être réduite. Cette réduction permet l'obtention du modèle inverse d'ordre minimal
dont toutes ses variables d'état sont indépendantes. Ce type de modèle permet la simpli�cation
des di�érentes manipulations comme la commande découplante ou la synthèse paramétrique
(section 1.4). Ngwompo [Ngw97, Ngw05] a dé�nit une procédure bond graph (procédure 1)
permettant de retrouver directement le modèle inverse d'ordre minimal à partir de la notion
d'ordre d'un ensemble de chemins causaux disjoints (dé�nition 42, annexe E).

Procédure 1. Soit un modèle bond graph véri�ant l'hypothèse 1 et inversible (véri�ant le cri-
tère d'inversibilité 3). Un modèle inverse d'ordre minimal peut être obtenu comme suit [Ngw97,
Ngw05] :

1. Choisir un ensemble de m chemins causaux E/S disjoints d'ordre minimal ;

2. Déterminer l'ensemble de m lignes de puissance E/S disjointes associé à cet ensemble de
chemins causaux E/S disjoints ;

3. Construire le modèle bicausal en propageant la bicausalité le long des lignes de puissance
appartenant à l'ensemble déterminé à l'étape précédente.

Remarque : n − ωmin représente la dimension minimal que l'espace d'état du modèle inverse
peut avoir [Ngw97], où n est la dimension de l'espace d'état du modèle direct et ωmin est l'ordre
minimal qu'un ensemble de m chemins causaux E/S disjoints peut avoir.

1.3.4 Le dimensionnement sur des critères dynamiques et énergétiques

L'approche directe, présentée dans la section 1.3.2, a été la première approche utilisée pour
résoudre le problème de dimensionnement, en particulier, le problème de sélection de composants
sur étagère avec les méthodes de Newton Jr [New50] et de C÷uillet [Coe69]. Ces méthodes
sont basées sur des critères statiques obtenus en considérant des situations dites critiques. L'ap-
proche inverse a été utilisée, par la suite, pour des problèmes de sélection en robotique dans
les travaux de Potkonjak et Jaksic [Pot86], de Vukobratovi¢ et al. [Vuk87] et de De-
quidt [Deq98,Deq00].

Les premiers travaux réalisés au sein du Laboratoire d'Automatique Industrielle (LAI), de-
venu aujourd'hui le laboratoire Ampère, sur le dimensionnement des systèmes mécatroniques
s'inscrivent dans le cadre des travaux de Scavarda et al. [Sca91,Ama91]. Ensuite, Ngwompo
et al. [Ngw96,Ngw97] proposent une méthodologie de dimensionnement des systèmes mécatro-
niques en se basant sur des critères dynamiques et énergétiques. Cette méthodologie repose sur
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l'inversion des modèles bond graph (cf. section 1.3.3 et annexe A). Elle se restreint aux systèmes
à paramètres localisés : le niveau géométrique, où les comportements dynamiques sont in�uencés
par la dimension spatiale des composants, n'est pas considéré. Néanmoins, une extension aux sys-
tèmes à paramètres répartis a été établie dans la thèse de Derkaoui [Der05]. Dans le cadre de
nos travaux, nous nous intéressons uniquement au dimensionnement des systèmes à paramètres
localisés.

Fig. 1.15 � Dimensionnement par modèles bond graph inverses : dimensionnement étage par
étage [Jar10].

Les di�érentes étapes de la méthodologie

Dans le cas d'une chaîne d'actionnement simple, les étapes décrites ci-dessous permettent
de dimensionner l'actionneur. Dans le cas d'une chaîne d'actionnement complète (cascade de
plusieurs chaînes d'actionnement par exemple), les spéci�cations sont remontées tout le long de
la structure grâce à des inversions successives (inversion du modèle de la charge puis inversion
du modèle (charge+actionneur) et ainsi de suite) a�n de dimensionner les di�érents composants
(�gure 1.15). Ainsi, les di�érentes étapes de la méthodologie sont appliquées pour chaque étage.
Finalement, la commande en boucle ouverte du système peut être déterminée.

1. Adéquation : Cette étape consiste à véri�er l'inversibilité du modèle de l'étage en question
(charge par exemple) et le bon choix des spéci�cations des trajectoires dans le cahier des
charges : le concepteur s'assure qu'il y a une adéquation entre la structure du modèle et
les spéci�cations.

2. Spéci�cation : Cette étape consiste à construire le modèle bond graph inverse (cf. an-
nexe A) du modèle de l'étage et à calculer ses variables de puissance en entrée qui per-
mettent d'obtenir les trajectoires spéci�ées en sortie.

3. Sélection : Cette étape consiste à exploiter les résultats obtenus lors de l'étape précédente
a�n de choisir un actionneur dans le catalogue des actionneurs disponibles. En e�et, les
variables de puissance en entrée (eout(t) et fout(t)) de l'étage en aval correspondent aux
variables de puissance que doit fournir en sortie l'étage en amont. Seuls les actionneurs ca-
pables de fournir les valeurs maximales de eout(t), de fout(t) et de la puissance eout(t)fout(t)
sont sélectionnés. Des critères supplémentaires, comme le prix, l'encombrement ou encore
la consommation d'énergie par exemple, peuvent a�ner la sélection.
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4. Validation : Cette étape consiste à valider le choix de l'actionneur réalisé à l'étape précé-
dente. Pour ce faire, il faut :

(a) modéliser l'actionneur choisi ;

(b) coupler le modèle de l'actionneur aux modèles des sous-systèmes en aval (la charge
dans le cas d'une chaîne d'actionnement simple) ;

(c) véri�er, pour le modèle ainsi obtenu l'adéquation entre la structure et le cahier des
charges (étape 1) ;

(d) si le modèle obtenu est inversible alors construire le modèle bond graph inverse corres-
pondant et déduire les évolutions des variables de puissance ein(t) et fin(t) en entrée
de l'actionneur pour que la charge satisfasse les spéci�cations du cahier des charges ;

(e) tracer les évolutions de ein(t) et fin(t) dans un plan (e�ort, �ux), superposer le gabarit
d'entrée15 de l'actionneur sélectionné et valider ou refuser le choix de l'actionneur
(�gure 1.16).

Remarque : L'étape de validation de l'actionneur correspond également à l'étape de spéci�cation
pour l'étage en amont.

(a) Cas d'un actionneur validé

(b) Cas d'un actionneur refusé

Fig. 1.16 � Méthodologie de dimensionnement : étape de validation.

Avantages par rapport à l'approche classique

Comparée aux méthodes de l'approche classique, cette méthodologie permet de :

15Le gabarit d'entrée (resp. de sortie) d'un actionneur correspond aux variables d'e�ort et de �ux ainsi qu'à
la puissance maximales que cet actionneur peut accepter en entrée (resp. fournir en sortie). Ces grandeurs sont
déterminées par le constructeur.
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� réduire le nombre d'itérations de simulation,
� sélectionner les composants sur des critères dynamiques,
� spéci�er le gabarit d'un nouvel actionneur si aucun des existants ne répond aux exigences,
� évaluer les marges de sur- ou sous-dimensionnement, (�gure 1.16),
� aider à la rédaction du cahier des charges.

La méthodologie a été utilisée, dans un contexte académique notamment pour résoudre un
problème de conception de systèmes actifs (cf. travaux de Miled [Mil03]) et dans un contexte
plus industriel pour :

� l'étude d'une chaîne de traction ferroviaire (cf. travaux de Gandanegara et al. [Gan03,
Gan07]),

� dimensionnement d'une direction assistée électrique (cf. travauxMechin [Mec03a,Mec03b]),
� et dimensionnement d'une chaîne de traction automobile (cf. travaux Laffite [Laf04]).

1.4 La méthodologie de dimensionnement pour la synthèse para-
métrique

La méthodologie de dimensionnement présentée dans la section précédente peut être utilisée
dans plusieurs aspects de la conception des systèmes mécatroniques :

1. Dimensionnement/Sélection de composant : Cet aspect consiste à sélectionner puis
valider un ou plusieurs composants de la chaîne d'actionnement (cf. section 1.3.4).

2. Détermination de la commande en boucle ouverte : Cet aspect consiste à remonter
les spéci�cations tout le long de la structure jusqu'à déterminer la commande en boucle
ouverte (�gure 1.17).

3. Comparaison d'architectures : Cet aspect consiste à imposer le même cahier des charges
à des architectures di�érentes et à comparer, après leur inversion, leurs performances selon
des critères de comparaison (cf. [Laf04]).

4. Véri�cation de l'adéquation cahier des charges/structure : Cet aspect consiste à
e�ectuer une analyse structurelle16 a�n de véri�er si les spéci�cations du cahier des charges
peuvent être supportées par la structure modélisée du système. En cas d'inadéquation, la
méthodologie peut apporter une aide à la rédaction du cahier des charges et/ou à la synthèse
d'architecture.

5. Synthèse paramétrique : Comme il a été précisé dans la section 1.3.1, la synthèse pa-
ramétrique consiste à dimensionner, à partir des spéci�cations des sorties, un ou plusieurs
paramètres du modèle de la chaîne d'actionnement [Ngw98, Laf04]. Cet aspect de la mé-
thodologie sera développé dans la suite de cette section.

Fig. 1.17 � Détermination de la commande en boucle ouverte par la méthodologie de dimension-
nement sur des critères dynamiques et énergétiques.

La véri�cation de l'adéquation cahier des charges/structure et la synthèse paramétrique seront
approfondies dans le chapitre 3.

16L'analyse structurelle sera abordée dans la section 1.5 et détaillée dans le chapitre 3.
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1.4.1 Problème de synthèse paramétrique

Il existe une grande di�érence entre un problème de synthèse paramétrique et un problème
d'identi�cation paramétrique. Un problème d'identi�cation permet la détermination des para-
mètres inconnus d'une structure, choisie a priori, en exploitant des résultats de mesures ou de
simulations obtenus pour des entrées données [Wal94]. Ces entrées sont compatibles (au bruit
près) avec les sorties puisque les évolutions de ces sorties ont été obtenues pour ces entrées [Dec02].
En revanche, un problème de synthèse paramétrique (�gure 1.18) vise la détermination des pa-
ramètres inconnus d'une structure donnée à partir de la connaissance des spéci�cations sur les
sorties et des commandes [Ngw98]. Ces données, spéci�ques à un problème de synthèse paramé-
trique, exigent la compatibilité des commandes et des spéci�cations avec la structure du modèle.

Fig. 1.18 � Synthèse paramétrique d'un élément dissipatif R.

Dans un problème de sélection/validation d'un composant de la chaîne d'actionnement, les va-
riables de puissance de ce composant, obtenues par inversion, sont superposées dans un plan
(e�ort, �ux) à des gabarits d'actionneurs disponibles (�gure 1.16). Dans un problème de synthèse
paramétrique, où il existe des relations entres les variables de puissance obtenues par inversion,
l'étude est menée dans ce type de plan en fonction de la nature du composant bond graph en
question. Par exemple pour la synthèse paramétrique du composant dissipatif R (�gure 1.18), les
variables de puissance obtenues par inversion (eR(t) et fR(t)) sont tracées dans un plan (e�ort,
�ux)17. Pour un élément bond graph linéaire, la loi d'évolution obtenue dans le plan (e�ort, �ux)
est une droite dont la pente correspond à la valeur du paramètre. Par contre, une incompatibilité
des commandes et des spéci�cations avec la structure du système se traduit par une caracté-
ristique non linéique. Dans ce cas, le tracé dans le plan (e�ort, �ux) peut correspondre à une
caractéristique d'un sous-système.

Remarque : Pour assurer la compatibilité des commandes et des spéci�cations avec la structure
du modèle, Laffite [Laf04] propose un bouclage E/S qui consiste en une fonction de transfert
dans le cas linéaire et une relation temporelle dans le cas non linéaire traduisant le comportement
E/S désiré18 (�gure 1.19).

1.4.2 Synthèse de tolérance paramétrique par analyse par intervalles

Les travaux de Ngwompo [Ngw98] et de Laffite [Laf04] sur la synthèse paramétrique par
la méthodologie de dimensionnement ne tiennent pas compte des incertitudes paramétriques. En
e�et, dans ces travaux, les spéci�cations des sorties sont des trajectoires temporelles nominales.
Cependant, ces spéci�cations sont des contraintes assez fortes parce qu'elles ne tiennent pas
compte des incertitudes admissibles sur les trajectoires des sorties. Dé�nir un domaine de fonc-
tionnement admissible pour chaque sortie permettra de déterminer les tolérances paramétriques
dans la phase du dimensionnement appelée dans ce cas synthèse de tolérance paramétrique. Dans

17Pour un élément C (resp. I), l'inversion permet de déterminer les variables eC(t) et qC(t) (resp. pI(t) et fI(t))
qui seront tracées dans un plan (e, q) (resp. (p, f)).

18Le comportement E/S désiré, éventuellement spéci�é dans le cahier des charges, doit être di�érent du modèle
inverse de la structure du système sinon nous risquons d'imposer a priori la valeur du paramètre recherchée.
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Fig. 1.19 � Compatibilité des commandes avec les spéci�cations dans un problème de synthèse
paramétrique.

ce contexte, l'analyse par intervalles19 a été utilisée pour caractériser les tolérances sur les para-
mètres à partir des incertitudes spéci�ées sur les sorties [Hoc02,Ly,04]. Ainsi, les trajectoires des
sorties et de leurs dérivées successives20 sont caractérisées par une marge de variation : chaque
sortie et chaque dérivée est décrite par un intervalle et ce, pour chaque instant ti. La procé-
dure alors proposée pour la synthèse de tolérance paramétrique peut être résumée par les étapes
suivantes :

1. Remonter les spéci�cations, par inversion, au niveau de l'élément portant le paramètre
incertain comme il a été expliqué dans la section précédente.

2. Exprimer les variables de puissance et/ou les variables d'énergie en fonction des entrées,
des sorties, de leurs dérivées successives et des paramètres connus.

3. Déduire l'expression de la loi caractéristique de l'élément en fonction des entrées, des sorties,
de leurs dérivées successives et des paramètres connus.

4. A partir des intervalles de tolérance imposés sur les sorties et sur leurs dérivées successives
pour chaque instant ti et à partir de la connaissance des entrées et des autres paramètres,
calculer par arithmétique par intervalles l'intervalle de variation du paramètre inconnu pour
chaque instant ti.

5. L'intervalle résultat est obtenu par l'union de tous les intervalles calculés.

Cette procédure a été appliquée dans l'annexe B pour la synthèse paramétrique de la résistance
électrique d'un moteur à courant continu.

Remarque : Les enveloppes sur les trajectoires nominales des sorties et sur les dérivées succes-
sives peuvent être dé�nies par des courbes ayant des formes di�érentes de celles nominales. Ces
enveloppes représentent des intervalles fonctions du temps.

1.5 L'analyse structurelle et comportementale

Les méthodes classiques de conception et de dimensionnement reposent le plus souvent sur
une analyse dépendante des valeurs numériques des di�érents paramètres. Cependant, en pré-
sence d'incertitudes paramétriques, ce type d'analyse doit être mené pour chaque valeur possible

19L'analyse par intervalles, basée sur l'arithmétique par intervalles, permet de caractériser les domaines de
variation des variables de sortie d'un modèle lorsque les variables d'entrée varient dans des ensembles ou des
intervalles donnés a priori [Kie99].

20L'inversion d'un modèle entraîne l'apparition des dérivées successives des di�érentes sorties. Pour plus de
détails, voir chapitre 3.
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de chaque paramètre, ce qui peut faire augmenter considérablement le temps de conception.
L'une des originalités de la méthodologie de dimensionnement sur des critères énergétiques et
dynamiques, développée au sein du laboratoire Ampère, est sa phase d'analyse structurelle. Cette
analyse permet au concepteur, indépendamment des valeurs numériques, de véri�er si les spéci-
�cations du cahier des charges sont en adéquation avec la structure du modèle de conception et
si ce dernier est inversible. Rahmani [Rah93] a proposé la dé�nition suivante pour une propriété
dite structurelle et ce, dans le contexte d'une représentation bond graph :

Dé�nition 1. Une propriété d'un système est dite structurelle si [Rah93] :
� elle ne dépend que du type d'éléments bond graph qui composent le modèle du système et de
la façon dont ils sont interconnectés, non pas des valeurs numériques de ses paramètres ;

� elle est véri�ée pour toutes les valeurs des paramètres sauf éventuellement pour quelques
valeurs particulières.

1.5.1 Les outils de l'analyse structurelle

Plusieurs travaux ont été réalisés sur l'analyse structurelle des systèmes. Les premiers [Lin74,
Shi76,Glo76, Fra79a, Fra79b, Sch81] portent sur l'étude de la commandabilité et l'observabilité
structurelles. Par la suite, plusieurs approches ont été développées pour mener cette analyse :
approche modèle d'état [Dio82,Var82,Com86,Laf90,Her93], approche matrice système [Ros70],
approche géométrique [Des82,Com82,Des85,Des88], approche système structuré [Van91,Dio93,
Kar05,Kar07,Com10], approche digraphe [Eva79,Yam85,Rei88] et récemment l'approche bond
graph [Sud86,Sue91,Rah93,Ngw97,Jar10]. À travers ces di�érentes approches, l'analyse structu-
relle a permis d'étudier et de résoudre plusieurs problèmes comme l'analyse de la structure �nie
et in�nie, l'inversion, le découplage, le placement de pôles, le rejet de perturbations, l'étude de la
dualité, la commandabilité et l'observabilité. En respectant les hypothèses 1 et 2, Jardin [Jar10]
a établi une comparaison entre di�érentes approches de l'analyse structurelle a�n de déterminer
le domaine de validité de chacune d'entre elles. Les approches concernées par cette comparaison
sont : l'approche modèle d'état, l'approche système structuré et l'approche bond graph. Avant de
présenter cette étude comparative, nous proposons une brève présentation de chaque approche.

Approche modèle d'état

Un modèle d'état d'un système Σ linéaire et invariant dans le temps peut s'exprimer sous
une forme matricielle (système d'équations 1.1) ou sous une forme graphique par l'intermédiaire
d'un digraphe qui est un graphe dont les arcs sont orientés. Le digraphe associé au système Σ
comprend [Yam85,Rah97] :

� un ensemble de sommets V = U ∪ X ∪ Y où U = {u1, ..., um}, X = {x1, ..., xn} et
Y = {y1, ..., ym} sont les ensembles de sommets associés respectivement aux variables
d'entrée, d'état et de sortie du modèle ;

� un ensemble d'arcs E = EA ∪ EB ∪ EC ∪ ED avec :

EA = {(xj , xi)|aij 6= 0}
EB = {(uj , xi)|bij 6= 0}
EC = {(xj , yi)|cij 6= 0}
ED = {(uj , yi)|dij 6= 0}

(xj , xi) représente l'arc orienté partant du sommet xj ∈ X vers xi ∈ X et aij correspond au
coe�cient situé sur la ième ligne et la jème colonne de la matrice A. Il en est de même pour EB,
EC et ED avec respectivement la matrice B (sommets uj ∈ U et xi ∈ X, bij coe�cient de B),
la matrice C (sommets xj ∈ X et yi ∈ Y , cij coe�cient de C) et la matrice D (sommets uj ∈ U
et yi ∈ Y , dij coe�cient de D).
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Approche système structuré

Comme pour le modèle d'état, un système structurée peut s'exprimer sous la forme d'une
représentation matricielle ou sous la forme d'une représentation graphique.

Représentation matricielle
Un système structuré Σλ est décrit par le modèle suivant :

Σλ :

{
ẋ(t) = Aλx(t) + Bλu(t)
y(t) = Cλx(t) + Dλu(t)

(1.5)

Les coe�cients nuls des matrices Aλ, Bλ, Cλ et Dλ sont connus. Les valeurs des autres coe�-
cients qui sont supposés indépendants21 sont inconnus. Ils sont représentés par λi.

Représentation graphique
Un système structuré Σλ peut être représenté par un digraphe structuré qui comprend [Dio03] :

� un ensemble de sommets V = U ∪X ∪ Y ;
� un ensemble d'arcs Eλ = EAλ

∪ EBλ
∪ ECλ

∪ EDλ
;

Les ensembles V et Eλ sont dé�nis de la même manière que pour un digraphe classique à la seule
di�érence que chaque arc orienté (xj , xi) (resp. (uj , xi), (xj , yi), (uj , yi)) d'un digraphe structuré
a un poids égal au coe�cient non nul situé sur la ième ligne et la jème colonne de la matrice Aλ

(resp. Bλ, Cλ, Dλ).

Approche bond graph

Le modèle bond graph consiste en une représentation graphique des transferts d'énergie au
sein d'un système. Cependant, le modèle mathématique associé peut être déduit à partir de
l'exploitation cette représentation (procédure 25, annexe E). Contrairement aux deux autres
approches qui sont des représentations causales (issues d'équations orientées), un modèle bond
graph peut être une représentation tantôt acausale et tantôt causale. Par exemple, pour l'étude de
l'inversibilité d'un modèle bond graph (section 1.3.3), le modèle bond graph acausal est analysé
avant de passer au modèle causal et ce, pour assurer une analyse du modèle par niveau. Cet
aspect est développé dans ce qui suit.

1.5.2 Di�érentes approches...di�érents niveaux d'analyse

Les trois approches décrites ci-dessus se distinguent entre elles par un niveau d'information
et un niveau de description di�érents sur le comportement du système (�gure 1.20) :

� L'approche système structuré est une représentation globale où seule la structure mathéma-
tique du modèle d'état correspondant est modélisée. Le niveau d'information associé est
structurel.

� L'approche modèle d'état est une représentation globale où les dépendances entre les di�é-
rents coe�cients matriciels (liés au comportement physique du système) sont considérées
en plus de la structure mathématique. Le niveau d'information associé est le niveau d'infor-
mation comportemental si les valeurs numériques des coe�cients ne sont pas considérées.

� L'approche bond graph est une représentation locale qui tient compte d'une part de la
structure du système (niveau d'information structurel) et d'autre part des lois caractéris-
tiques des phénomènes physiques mis en jeu (niveau d'information comportemental).

� Une résolution numérique à partir du modèle d'état ou du modèle bond graph peut être
menée, ce qui n'est pas le cas pour un modèle structuré. Le niveau d'information associé
est alors numérique.

21Les coe�cients des di�érentes matrices sont tous indépendants entre eux.
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Remarque : Un modèle bond graph est un modèle de connaissance qui permet de décrire la
structure énergétique du système de manière locale notamment par la représentation des di�é-
rents phénomènes physiques (dissipation et stockage d'énergie etc...). Par contre, les approches
systèmes structurés et modèle d'état o�rent une vision plus globale du système et ce, en élimi-
nant implicitement certaines variables de puissance locales. En e�et, un coe�cient d'une matrice
�gurant dans une représentation d'état correspond à la somme des gains de certains chemins
causaux (cf. procédure 25, annexe E). Ainsi, en analysant une représentation d'état, il est di�-
cile d'identi�er que tel paramètre est associé à tel phénomène physique. C'est pour cette raison
que l'approche bond graph facilite l'interprétation physique des systèmes.

L'utilisation d'une approche plutôt qu'une autre dépend de l'objectif de l'étude et des in-
formations disponibles sur le système étudié. L'approche modèle d'état peut être préférée parce
qu'elle facilite les manipulations mathématiques et l'implémentation des lois de commande. L'ap-
proche bond graph peut être choisie pour ses caractéristiques graphiques et parce qu'elle favorise
les interprétations physiques. Pour l'approche système structuré, bien qu'elle couvre un niveau
d'information plus restreint, elle peut s'avérer appropriée pour la synthèse d'architecture.

Fig. 1.20 � Niveaux de description et d'information des di�érentes approches [Jar10].

Ces di�érences aux niveaux information et description impliquent di�érents niveaux d'analyse
qui ont été évoqués, pour la première fois, par Rahmani [Rah93,Rah97] et qui ont été précisés
par Jardin [Jar10] :

� le niveau d'analyse structuré où seule la structure du modèle est considérée. Les coef-
�cients matriciels du modèle sont supposés indépendants.

� le niveau d'analyse BG-structurel où seule la structure locale énergétique du modèle
est considérée. Les dépendances entre les phénomènes physiques ne sont prises en compte.

� le niveau d'analyse comportemental où non seulement la structure du modèle est prise
en compte mais aussi certaines dépendances phénoménologiques.

� le niveau d'analyse numérique où les paramètres sont remplacés par leur valeur numé-
rique.

Ainsi, l'approche système structuré peut conduire au niveau d'analyse structuré, l'approche mo-
dèle d'état permet d'établir trois niveaux d'analyse : le niveau structuré, le niveau comporte-
mental et le niveau numérique. En�n, l'approche bond graph permet d'établir également trois
niveaux d'analyse : le niveau BG-structurel, le niveau comportemental et le niveau numérique.



28 Chapitre 1. Le dimensionnement des systèmes mécatroniques..incertitudes paramétriques

Remarques :
� Le critère d'inversibilité 3 (cf. section 1.3.3) répond à di�érents niveaux d'analyse : le niveau
BG-structurel en analysant les lignes de puissance E/S sur le modèle bond graph acausal et
les chemins causaux E/S sur le modèle bond graph causal et ce, sans tenir compte de leur
gain. L'étude de la résolubilité de la structure de jonction du modèle bond graph inverse
implique un niveau d'analyse comportemental. Le critère d'inversibilité 2 relève quant à
lui d'un niveau d'analyse comportemental.

� Dans la suite de ce mémoire, on appellera une propriété comportementale toute propriété
déduite analytiquement d'un modèle d'état ou d'un modèle bond graph par considération
des gains des chemins causaux.

� Le niveau d'analyse structurel fera référence au niveau structuré pour une représentation
non énergétique et au niveau BG-structurel pour une représentation bond graph.

Fig. 1.21 � Classi�cation des niveaux d'analyse par ordre d'inclusion.

Une classi�cation des di�érents niveaux d'analyse par ordre d'inclusion est donnée �gure 1.21.
Cette classi�cation permet l'analyse globale suivante :

� si une propriété est fausse à un certain niveau d'analyse alors il est inutile de passer au
niveau d'analyse inférieur,

� si une propriété n'est pas véri�ée au niveau d'analyse structurel alors le concepteur doit
revoir la structure du système,

� si une propriété est véri�ée au niveau d'analyse structurel et non véri�ée au niveau d'analyse
comportemental alors le concepteur doit revoir les lois phénoménologiques mises en jeu,

� si une propriété est véri�ée aux niveaux d'analyse structurel et comportemental et non
véri�ée au niveau d'analyse numérique alors le concepteur doit revoir les valeurs numériques
des di�érents paramètres.

� une propriété véri�ée au niveau d'analyse numérique est nécessairement véri�ée aux niveaux
d'analyse structurel et comportemental.

L'intérêt de ces niveaux d'analyse réside dans la possibilité de mettre en place une démarche
chronologique dans le travail de conception ou de reconception. Cette démarche sera détaillée
dans le chapitre 3.

Conclusion

Dans ce premier chapitre, une brève présentation de la mécatronique et de ses di�érents
domaines d'application a été établie. Ensuite, l'architecture d'un système mécatronique a été
présentée de manière simple comme l'association d'une chaîne d'actionnement et d'une partie
commande. Malgré les avancées technologiques, le comportement du système mécatronique peut
s'écarter du comportement nominal désiré théoriquement et ce, à cause des facteurs incertains
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qui ont été cités dans ce chapitre. Nos travaux se restreignent aux variations des valeurs numé-
riques de certains paramètres du système. Plusieurs outils de modélisation et d'étude ont été
développés dans la littérature pour la caractérisation des systèmes incertains et pour la mesure
de l'impact de ces incertitudes sur le comportement du système. Ainsi, un état de l'art sur ces
outils, et plus précisément sur l'étude de sensibilité, la représentation d'état, l'approche ensem-
bliste et l'approche probabiliste, a été établi. Cependant, la prise en compte des incertitudes
paramétriques dans le cycle de conception permet de limiter et de prévoir la zone de fonctionne-
ment admissible. Dans ce contexte, le cycle de conception et le dimensionnement d'un système
mécatronique ont été présentés. Puisque la méthodologie de dimensionnement par inversion des
modèles bond graph a montré un intérêt et comme nos travaux de recherche représentent une
contribution à cette méthodologie, ses di�érentes étapes et ses di�érents aspects ont donc été
développés. Ensuite, la synthèse paramétrique contribuant au dimensionnement a fait l'objet de
la section suivante. Des travaux récents sur la synthèse paramétrique par inversion du modèle
bond graph et faisant appel à l'analyse par intervalles ont également été discutés. L'analyse struc-
turelle et l'analyse comportementale qui représentent l'une des originalités de la méthodologie de
dimensionnement ont fait l'objet de la dernière section. Ces aspects permettent au concepteur de
véri�er, indépendamment des valeurs numériques, si les spéci�cations du cahier des charges sont
en adéquation avec la structure du modèle de conception. Di�érentes approches utilisées pour
établir ces analyses ont été brièvement présentées. Ces approches se distinguent entre elles par
un niveau d'information et un niveau de description di�érents sur le comportement du système,
ce qui implique di�érents niveaux d'analyse. L'analyse structurelle et comportementale seront
reprises et illustrées dans le chapitre 3.

Dans le chapitre suivant, di�érents aspects de l'analyse et de la modélisation des incertitudes
paramétriques sont abordés. Tout d'abord, un état de l'art est établi sur les di�érents travaux
qui ont été réalisés sur la représentation bond graph des incertitudes paramétriques. Ensuite,
nous proposons des contributions au bond graph incertain (l'une des approches développées).
Ces contributions consistent en des procédures alternatives pour la détermination graphique du
modèle d'état canonique et du modèle standard d'interconnexion. En�n, une modélisation stan-
dard d'interconnexion est proposée pour les éléments bond graph multiport. La représentation
bond graph standard d'interconnexion de ces éléments fait appel à une procédure de décompo-
sition. Dans ce contexte, deux nouvelles procédures de décomposition sont proposées.

Le troisième chapitre est consacré principalement à l'étape de la véri�cation de l'adéquation
des spéci�cations du cahier des charges à la structure retenue pour le modèle de conception. Dans
une première partie, nous proposons de nouvelles procédures graphiques permettant la détermi-
nation des di�érents invariants caractérisant la structure d'un modèle à partir du modèle bond
graph bicausal a�n de véri�er si les spéci�cations peuvent être portées par la structure retenue
notamment en terme de dérivabilité. Dans une seconde partie, nous cherchons à approfondir
davantage cette étape de véri�cation de l'adéquation. Ainsi, nous proposons une procédure de
véri�cation de l'adéquation pour des spéci�cations des sorties dé�nies sous forme de comporte-
ment type. Dans cette étude, les di�érents niveaux d'analyse sont considérés. Si cette adéquation
n'est pas véri�ée alors des recommandations pour la remise en question des spéci�cations ou de
la structure du modèle de conception sont proposées. En�n, nous établissons la relation entre la
véri�cation de l'adéquation au niveau d'analyse numérique et la synthèse paramétrique qui peut
être déployée pour la synthèse des tolérances.

Dans le dernier chapitre, nous nous intéressons de plus près à la prise en compte des incerti-
tudes dans la démarche de dimensionnement des systèmes mécatroniques par inversion et ce, en
utilisant une approche probabiliste. Tout d'abord, certaines notions de base de l'approche pro-
babiliste, utilisées dans ce travail, telles que la fonction de densité de probabilité et les grandeurs
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caractéristiques sont rappelées. Ensuite, nous reformulons les travaux de Li et Chen [Li 06b,Li
08,Che09b,Li 09], sur la description de l'évolution de la densité de probabilité au sein d'un sys-
tème stochastique dynamique, pour un modèle dynamique inverse. Cette reformulation permet
la détermination des tolérances sur les entrées et sur les paramètres à partir des spéci�cations
des incertitudes sur les sorties. En�n, les règles de construction et d'exploitation d'un modèle
bond graph probabiliste sont proposées.

Ce travail est une contribution à la méthodologie de dimensionnement des systèmes mécatroni-
ques se basant sur des critères dynamiques et énergétiques et, plus précisément, à :

� la phase d'analyse structurelle et comportementale permettant, en premier lieu, la véri�ca-
tion de l'adéquation des spéci�cations du cahier des charges avec la structure retenue pour
le modèle de conception et en deuxième lieu, l'aide à la rédaction du cahier des charges en
cas d'inadéquation,

� la prise en compte des spéci�cations des incertitudes sur les sorties pour la synthèse des
tolérances paramétriques ou pour la détermination des tolérances sur les entrées.
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Introduction

Dans ce chapitre, nous nous intéressons aux aspects de l'analyse et de la modélisation des
incertitudes paramétriques. En e�et, certains travaux ont été réalisés sur la représentation des
incertitudes paramétriques tenant compte de critères énergétiques et dynamiques et utilisant
le formalisme bond graph. Les travaux de Gawthrop et Ronco [Gaw99,Gaw00] permettent
d'analyser dans le domaine temporel la sensibilité du comportement du système à la variation de
certains paramètres et ce, à partir du modèle bond graph de sensibilité. Par ailleurs, les travaux
de Borutzky et al. [Bor01,Bor02,Bor04,Bor06] permettent de construire le modèle bond graph
incrémental qui sert à l'analyse de sensibilité dans le domaine de Laplace. En�n, les travaux
de Dauphin-Tanguy et Kam [Dau99b,Kam01,Kam05] permettent d'établir des modèles d'état
des systèmes linéaires incertains adaptés pour l'analyse de la robustesse et pour la commande
robuste et ce, à partir du bond graph incertain. Ce dernier a été établi pour les éléments 1-port
et les transducteurs 2-ports.

L'objectif de ce chapitre est de rappeler ces approches et d'apporter des contributions au
bond graph incertain. Ces contributions peuvent se résumer en des procédures alternatives (cf.
procédure 2 et section 2.2) pour la détermination graphique du modèle d'état canonique et du
modèle standard d'interconnexion (représentations d'état adaptées aux systèmes linéaires incer-
tains). Pour la modélisation standard d'interconnexion et en plus des éléments 1-port et des
transducteurs 2-ports, le cas des éléments multiport est traité (contributions introduites dans
la section 2.3 notamment par les procédures 5 et 6). La représentation bond graph standard
d'interconnexion de ces éléments multiport (R, I et C) repose sur une procédure de décomposi-
tion. Dans ce sens, deux nouvelles procédures de décomposition sont proposées dans ce chapitre
(procédures 3 et 4).

Les contributions de ce chapitre portent sur la représentation bond graph des incertitudes
paramétriques et ce, dans l'objectif d'utiliser cette représentation dans la méthodologie du di-
mensionnement (qui se base sur le formalisme bond graph) notamment pour la synthèse des
tolérances.

2.1 Modélisation des incertitudes paramétriques par l'approche
bond graph

Trois approches di�érentes ont été principalement développées pour la modélisation et l'étude
des incertitudes paramétriques par le formalisme bond graph : bond graph de sensibilité, bond
graph incrémental et bond graph incertain. Le bond graph de sensibilité et le bond graph incré-
mental permettent d'établir graphiquement les fonctions de sensibilité respectivement dans le
domaine temporel et dans le domaine de Laplace. L'analyse de sensibilité permet ensuite de
prédire l'e�et de la variation de chaque paramètre incertain sur le comportement du modèle (cf.
section 1.2.2, chapitre 1). Le bond graph incertain permet d'établir graphiquement un modèle
d'état adapté pour l'analyse et la commande des systèmes incertains. Deux principales formes de
représentation d'état existent dans la littérature pour la modélisation des systèmes incertains :
le modèle canonique et le modèle standard d'interconnexion. Ces formes permettent de simpli�er
l'étude de la robustesse et la synthèse de lois de commande robustes.

Dans cette section, ces trois approches sont détaillées et nous proposons une procédure al-
ternative pour la détermination graphique du modèle d'état canonique (cf. procédure 2, sec-
tion 2.1.3). Cette procédure permet d'éviter certains calculs intermédiaires de la procédure bond
graph existante.
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2.1.1 Bond graph de sensibilité

L'analyse de sensibilité est l'un des outils pour l'étude de l'impact des incertitudes para-
métriques sur le comportement d'un modèle dynamique (cf. section 1.2.2, chapitre 1). Cette
analyse permet d'évaluer l'e�et de la variation des paramètres sur la variation de l'état et de la
sortie et donc, sur le comportement du système (résultat qualitatif) tandis que l'analyse d'incer-
titude permet de quanti�er l'incertitude induite sur la sortie du modèle en tenant compte des
incertitudes a�ectant les paramètres et les entrées du modèle (résultat quantitatif). L'analyse
de sensibilité locale des systèmes dynamiques a été développée par Tomovi¢ et Vukobrato-
vi¢ [Tom68,Tom72]. Elle consiste en la détermination des fonctions de sensibilité. Deux fonctions
de sensibilité principales sont utilisées dans la littérature : la fonction de sensibilité absolue dé-
�nie par la dérivée partielle de la sortie par rapport à un paramètre p : ∂y∂p (cas de paramètres

indépendants) et la fonction de sensibilité relative dé�nie par ∂y
∂p

p
y (cas de paramètres dépen-

dants).

Pour faciliter la détermination des fonctions de sensibilité, deux approches bond graph ont
été développées de manière indépendante : le bond graph de sensibilité ou encore sensitivity bond
graph permettant le calcul des fonctions de sensibilité dans le domaine temporel et le bond graph
incrémental ou encore Incremental bond graph permettant le calcul des fonctions de sensibilité
dans le domaine de Laplace. Ce dernier sera présenté dans la section 2.1.2.

Pour établir l'analyse de sensibilité d'un modèle bond graph dans le domaine temporel, Ca-
banellas et al [Cab95] et Roe et Thomas [Roe00] ont utilisé les pseudo bond graphs1 où les
variables associées aux liens ne sont pas des variables de puissance mais des dérivées partielles
du premier ordre de l'e�ort et du �ux. Le bond graph de sensibilité proposé par Gawthrop et
Ronco [Gaw99,Gaw00] est une amélioration du pseudo bond graph. Sur le modèle bond graph,
on associe aux liens, en plus des variables de puissance, les dérivées partielles (par rapport aux
paramètres) de ces variables. Ainsi, le modèle bond graph de sensibilité est un modèle bond
graph multi-liens qui est utilisé principalement pour l'optimisation, l'identi�cation temps réel et
l'estimation d'état. Cette approche tient compte des deux hypothèses suivantes :

hypothèse 3. Les incertitudes considérées sont des incertitudes paramétriques (structurées).

hypothèse 4. Les di�érents paramètres sont indépendants.

Principe

Sur un modèle bond graph, la relation constitutive d'un élément peut s'écrire sous la forme
suivante :

Φ(υ(t),θ) = 0

où υ(t) =
[
e(t) f(t)

]T
et θ est le vecteur contenant les paramètres du système. Pour les

éléments linéaires, cette relation constitutive peut s'écrire sous la forme suivante :

AT(θ)υ(t) = 0

La sensibilité du vecteur υ(t) par rapport au jème paramètre θj est donnée par :

jυ(t) =
∂υ(t)
∂θj

1Le pseudo bond graph a également été dé�ni dans un tout autre contexte pour modéliser les systèmes thermo-
dynamiques où les variables associées aux liens bond graph ne sont pas des variables de puissance [Tho00,Kar06].
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La relation constitutive de sensibilité de l'élément par rapport au jème paramètre θj s'écrit comme
suit :

jΦ(jυ(t),υ(t),θ) =
∂Φ(υ(t),θ)T

∂υ(t)
jυ(t) +

∂Φ(υ(t),θ)
∂θj

= 0

Pour les éléments linéaires, cette relation constitutive de sensibilité peut s'écrire sous la forme
suivante :

AT(θ)jυ(t) +
∂AT(θ)
∂θj

υ(t) = 0

Considérons comme exemple l'élément dissipatif R ayant la loi caractéristique linéaire suivante :

Φ(υ(t),θ) = ATυ(t) = eR −RfR = 0

où υ(t) =
[
eR(t) fR(t)

]T
et A(θ) =

[
1 −R

]T
.

La relation constitutive de sensibilité par rapport au paramètre R peut être écrite comme suit :

∂eR
∂R
−R∂fR

∂R
− fR = 0

La relation constitutive de sensibilité par rapport à un paramètre θj di�érent de R peut être
exprimée comme suit :

∂eR
∂θj
−R∂fR

∂θj
= 0

Considérons à présent, un élément R ayant la loi caractéristique non linéaire suivante :

eR −RfαR = 0

La relation constitutive de sensibilité par rapport au paramètre α est la suivante :

∂eR
∂α
−Rαfα−1

R

∂fR
∂α
−Rln (fR) fαR = 0

La relation constitutive de sensibilité par rapport à un autre paramètre θj est la suivante :

∂eR
∂θj
− αRfα−1

R

∂fR
∂θj

= 0

La propagation de la sensibilité tout le long du modèle bond graph se fait exactement de la même
manière que la propagation de la puissance (tableau 2.1).
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Tab. 2.1 � Propagation de la sensibilité dans la structure de jonction du modèle bond graph.

Élément de structure Propagation de la puissance Propagation de la sensibilité
de jonction

Jonction 0


n∑
i=1

εifi = 0

e1 = . . . = en


n∑
i=1

εi
∂fi
∂θj

= 0

∂e1
∂θj

= . . . = ∂en
∂θj

∀j

Jonction 1


n∑
i=1

εiei = 0

f1 = . . . = fn


n∑
i=1

εi
∂ei
∂θj

= 0

∂f1

∂θj
= . . . = ∂fn

∂θj

∀j

Élément TF

{
e1 = me2

f2 = mf1



∂e1
∂θj

= m∂e2
∂θj

∂f2

∂θj
= m∂f1

∂θj
∀j

∂e1
∂m = e2 +m∂e2

∂m
∂f2

∂m = f1 +m∂f1

∂m

Élément GY

{
e1 = rf2

e2 = rf1



∂e1
∂θj

= r ∂f2

∂θj
∂e2
∂θj

= r ∂f1

∂θj
∀j

∂e1
∂r = f2 + r ∂f2

∂r
∂e2
∂r = f1 + r ∂f1

∂r

Exemple

Considérons comme exemple le circuit électrique de la �gure 2.1(a). Le modèle bond graph de
sensibilité associé est donné �gure 2.1(b) : c'est un modèle multi-bond graph ou encore modèle
bond graph vectoriel (cf. section A.4 de l'annexe A). Ce modèle représente la juxtaposition du
modèle bond graph initial (où des variables de puissance sont associées aux liens) et de di�érents
modèles bond graph découplés tel que chaque modèle permet de propager les dérivées partielles
par rapport à un paramètre incertain donné. La lettre � s � rajoutée devant les di�érents éléments
bond graph permet de faire la di�érence avec un modèle bond graph classique et par conséquent
d'exploiter le modèle bond graph autrement (en utilisant les règles expliquées ci-dessus).

Les di�érents paramètres étant supposés incertains et indépendants, les fonctions de sensibi-
lité de la sortie par rapport aux di�érents paramètres sont données par les équations 2.1, 2.2, 2.3
et 2.4. Ces équations sont obtenues en exploitant le modèle bond graph de sensibilité.

∂y

∂R
=
∂e5

∂R
= R

∂f5

∂R
+ f5 = R

(
∂f3

∂R
− ∂f6

∂R

)
+
p1

L1
− p2

L2

=
R

L1

∂p1

∂R
− R

L2

∂p2

∂R
+
p1

L1
− p2

L2

(2.1)

∂y

∂L1
=
∂e5

∂L1
= R

∂f5

∂L1
= R

(
∂f3

∂L1
− ∂f6

∂L1

)
=

R

L1

∂p1

∂L1
− R

L2

∂p2

∂L1
− R

L2
1

p1

(2.2)



36 Chapitre 2. Contribution à la modélisation des incertitudes...par approche bond graph

∂y

∂L2
=
∂e5

∂L2
= R

∂f5

∂L2
= R

(
∂f3

∂L2
− ∂f6

∂L2

)
=

R

L1

∂p1

∂L2
− R

L2

∂p2

∂L2
+
R

L2
2

p2

(2.3)

∂y

∂C
=
∂e5

∂C
= R

∂f5

∂C
= R

(
∂f3

∂C
− ∂f6

∂C

)
=

R

L1

∂p1

∂C
− R

L2

∂p2

∂C

(2.4)

(a) (b)

Fig. 2.1 � (a) Circuit électrique et (b) le modèle bond graph de sensibilité associé.

2.1.2 Bond graph incrémental

Le bond graph incrémental a été développé par Borutzky et al. [Bor01,Bor02,Bor04,Bor06]
a�n de déterminer la fonction de sensibilité absolue du premier ordre dans le domaine de Laplace
et ce, à partir du modèle bond graph. Cette approche s'applique pour des systèmes linéaires et
invariants dans le temps (hypothèse 2, page 16) dont les di�érents paramètres sont indépendants
(hypothèse 4, page 33) et dont les incertitudes sont des incertitudes paramétriques (hypothèse 3,
page 33).

Principe

Le bond graph incrémental permet de modéliser les variations ∆e et ∆f des variables de
puissance e et f dues à des petites variations des paramètres du système. Les variations paramé-
triques sont représentées sur le modèle bond graph incrémental par le biais de sources modulées
par une variable de puissance nominale provenant du bond graph initial (où les variations pa-
ramétriques sont supposées nulles). Ainsi, le bond graph incrémental fait appel au bond graph
initial. Dans ce qui suit, les modèles bond graph incrémental d'éléments passifs 1-port (R et I)
sont présentés. Le principe de modélisation reste inchangé pour l'élément de stockage C. Cette
représentation bond graph est similaire à celle présentée par Karnopp [Kar77a].

Cas d'un élément dissipatif R. La relation constitutive de l'élément dissipatif R dont le paramètre
varie de ∆R par rapport à sa valeur nominale Rn s'écrit comme suit :

eR + ∆eR − (Rn + ∆R) (fR + ∆fR) = 0

où ∆eR (resp. ∆fR) est la variation de la variable de puissance eR (resp. fR). Après une ap-
proximation du premier ordre, la relation constitutive variationnelle peut être déduite :

∆eR −Rn∆fR −∆RfR = 0
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Le modèle bond graph incrémental de l'élément R est donné �gure 2.2(a).

Cas d'un élément de stockage I. La relation constitutive de l'élément I dont le paramètre varie
de ∆I par rapport à sa valeur nominale In est donnée par :

(p+ ∆p)− (In + ∆I) (fI + ∆fI) = 0

où ∆fI (resp. ∆p) est la variation de la variable de puissance fI (resp. du moment généralisé
p). Après une approximation du premier ordre, la relation constitutive variationnelle peut être
déduite :

∆p− In∆fI −∆IfI = 0

Le modèle bond graph incrémental de l'élément I est donné �gure 2.2(b).

(a) (b)

Fig. 2.2 � Modèles bond graph incrémental (a) d'un élément R et (b) d'un élément I.

La représentation d'état du modèle bond graph nominal (les variations paramétriques sont
supposées nulles) est donnée par :{

ẋ(t) = An(θ)x(t) + Bn(θ)u(t)
y(t) = Cn(θ)x(t) + Dn(θ)u(t)

(2.5)

où :
� x(t) est le vecteur d'état constitué des variables d'énergie associées aux éléments de sto-
ckage d'énergie en causalité intégrale (x(t) ∈ RnI(I) où nI(I) est le nombre d'éléments de
stockage d'énergie en causalité intégrale sur le modèle bond graph en causalité préférentielle
intégrale) ;

� u(t) (resp. y(t)) est constitué des variables d'entrée (resp. de sortie) associées aux éléments
sources (resp. détecteurs).

� Les matrices An, Bn, Cn et Dn dépendent du vecteur θ invariant dans le temps et re-
groupent les di�érents paramètres du modèle.

À partir du bond graph incrémental, la représentation d'état suivante peut être déduite :{
∆ẋ(t) = An(θ)∆x(t) + B̃(x(t),u(t), θ)∆θ

∆y(t) = Cn(θ)∆x(t) + D̃(x(t),u(t), θ)∆θ
(2.6)

où :
� ∆x(t) est le vecteur constitué des variations des variables d'énergie associées aux éléments
de stockage d'énergie en causalité intégrale (∆x(t) ∈ RnI(I) où nI(I) est le nombre d'élé-
ments de stockage d'énergie en causalité intégrale sur le modèle bond graph en causalité
préférentielle intégrale) ;

� ∆y(t) est constitué des variations des variables de sortie associées aux détecteurs ;
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� ∆θ est le vecteur regroupant les variations des paramètres ;
� B̃(x(t),u(t), θ) = ∂

∂θ (Anx(t) + Bnu(t)) et D̃(x(t),u(t), θ) = ∂
∂θ (Cnx(t) + Dnu(t)).

Une fois les di�érentes matrices (An, Cn, B̃ et D̃) déterminées à partir du modèle bond graph
incrémental, la matrice des fonctions de sensibilité peut être calculée dans le domaine de Laplace
où L désigne la transformée de Laplace :

S(s) =
∂Ly
∂θ

=
(
Cn (sI −An)−1 LB̃ + LD̃

)
(s) (2.7)

Remarques :
� Le bond graph incrémental est indépendant de la causalité.
� La faiblesse du bond graph incrémental par rapport au bond graph de sensibilité est due
au fait que la matrice décrite par l'équation 2.7 n'est pas déductible directement du modèle
bond graph car il est nécessaire de faire des calculs matriciels a posteriori ce qui n'est pas
le cas pour le bond graph de sensibilité.

� Les commandes en boucle ouverte sont des grandeurs nominales et ainsi, sur le modèle
bond graph incrémental qui est un modèle variationnel, les variations de ces commandes
sont nulles.

� À partir du modèle bond graph de sensibilité, nous pouvons retrouver la variation de la
sortie (directement générée par ailleurs avec le bond graph incrémental) en appliquant la
relation suivante :

∆y =
nθ∑
i=1

∂y

∂θi
∆θi

où θi, i = {1, . . . , nθ}, sont les paramètres incertains du système. ∆θi, i = {1, . . . , nθ}, sont
les variations de ces paramètres et ∂y

∂θi
, i = {1, . . . , nθ}, sont les fonctions de sensibilité de

la sortie par rapport aux paramètres.

Exemple

Considérons comme exemple le circuit RLC (�gure 2.3) tel que les di�érents paramètres sont
supposés indépendants. Le modèle bond graph incrémental associé est construit en remplaçant
les éléments bond graph incertains par les modèles bond graph incrémentaux correspondants
(�gure 2.4). La représentation d'état associée au modèle bond graph nominal (resp. incrémental)
est obtenue par l'exploitation du modèle bond graph. Elle est dé�nie par le système d'équa-
tions 2.5 (resp. système d'équations 2.6) où :

x =
[
p q

]T
; ∆θ =

[
∆R ∆L ∆C

]T
; An =

[
−Rn
Ln

− 1
Cn

1
Ln

0

]
; Bn =

[
1
0

]
; Cn =

[
0 1

Cn

]
; Dn = 0 ; B̃ =

[
− 1
Ln
p Rn

L2
n
p 1

C2
n
q

0 − 1
L2
n
p 0

]
et D̃ =

[
0 0 − 1

C2
n
q
]
. La matrice des

fonctions de sensibilité est donnée par :

S(s) =
1

s
(
s+ Rn

Ln

)
+ 1

LnCn

[
− 1
CnL2

n
p(s) − s

CnL2
n
p(s) 1

C2
n

(
1

CnLn
− 1

)
q(s)

]
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Fig. 2.3 � Circuit RLC.

Fig. 2.4 � Modèles bond graph nominal et incrémental associés au circuit RLC.

2.1.3 Bond graph incertain

En automatique, la représentation d'état représente un bon outil pour l'analyse et la com-
mande des systèmes. Dans la section 1.2 du chapitre 1, nous avons vu que la description des
systèmes incertains se fait à travers une représentation d'état adaptée. Généralement, cette re-
présentation d'état est établie de sorte que la partie nominale et la partie incertaine du modèle
soient séparées a�n de pouvoir décrire l'écart entre le comportement nominal et le comportement
tenant compte des incertitudes. Deux principales formes de représentation d'état existent pour
modéliser les systèmes linéaires incertains : le modèle canonique et le modèle standard d'inter-
connexion (cf. section 1.2, chapitre 1). Ces deux formes permettent l'étude de la robustesse ainsi
que la synthèse de lois de commande robustes des systèmes linéaires présentant des incertitudes
paramétriques. Bien que l'objectif de ce travail s'inscrive dans le cadre de la conception et non
dans celui de la synthèse de commande, nous nous intéressons à ces deux formes car elles per-
mettent de séparer la partie nominale de la partie incertaine ce qui peut être une bonne approche
pour la synthèse de tolérance.

A�n de faciliter la détermination du modèle canonique et du modèle standard d'intercon-
nexion, le bond graph incertain ou encore uncertain bond graph a été développé par Dauphin-
Tanguy, Kam et Niesner [Dau99b,Kam01,Kam05,Nie05]. Dans ce contexte, seuls les systèmes
linéaires et invariants dans le temps sont considérés (hypothèse 2, page 16) dont les paramètres
sont indépendants (hypothèse 4, page 33) et tel que les incertitudes prises en compte sont uni-
quement des incertitudes paramétriques (hypothèse 3). De plus, les deux hypothèses suivantes
sont prises en considération.
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hypothèse 5. Les incertitudes considérées sont des incertitudes paramétriques de type α (cf.
section 1.1.3, chapitre 1). Ainsi l'ordre du modèle reste inchangé.

hypothèse 6. Les incertitudes considérées sont uniquement des incertitudes sur les paramètres
des éléments bond graph passifs.

Modèle canonique

Le modèle d'état canonique est une représentation d'état permettant la séparation des valeurs
nominales des paramètres dans des matrices nominales et les incertitudes dans des matrices in-
certaines [Mor85,Gu,89,Mar96,Liu97,Xie98]. Il manipule les incertitudes comme des incertitudes
additives (absolues) et s'écrit comme suit :

{
ẋ(t) = (An + ∆A)x(t) + (Bn + ∆B)u(t)
y(t) = (Cn + ∆C)x(t) + (Dn + ∆D)u(t)

(2.8)

Les matrices An, Bn, Cn et Dn contiennent uniquement les valeurs nominales tandis que les
matrices ∆A, ∆B, ∆C et ∆D regroupent des expressions en fonction des incertitudes ainsi que
des valeurs nominales.

Le modèle d'état canonique peut être déterminé graphiquement à partir du modèle bond
graph [Dau99b,Kam01,Dau03,Kam05]. Pour ce faire, chaque élément bond graph présentant une
incertitude paramétrique est remplacé par le modèle bond graph correspondant qui tient compte
de l'incertitude additive. Les modèles bond graph canoniques sont déterminés en respectant les
règles suivantes :

� chaque élément bond graph incertain est dissocié en deux éléments de même type connectés
par une structure de jonction simple (jonctions 0 et 1),

� les éléments nominaux gardent leur causalité,
� les éléments de stockage incertains caractérisés par les incertitudes ∆I et ∆C ont une
causalité dérivée imposée quelle que soit la causalité des éléments de stockage nominaux
caractérisés par les valeurs nominales In et Cn,

� les éléments incertains sont causalement liés aux éléments nominaux qui leur sont associés
mais n'auront aucun autre couplage possible avec le reste du modèle bond graph.

Pour les éléments TF et GY 2-ports incertains, le paramètre associé à l'élément bond graph
incertain dépend de la causalité a�ectée.

À titre d'illustration, deux exemples de bond graph canonique sont maintenant présentés
pour l'élément I et l'élément TF .

Cas d'un élément I 1-port : le paramètre caractérisant cet élément est la somme d'une valeur
nominale In et d'une incertitude ∆I (�gure 2.5(a)). La relation acausal caractérisant cet élément
est donnée par : p− (In+ ∆I)fI = 0. Le modèle bond graph canonique acausal associé est donné
�gure 2.5(b).

Cas d'un élément TF 2-ports : Soit un élément TF présentant une incertitude paramétrique sur
son module. Les relations décrivant cet élément en causalité m (�gure 2.6(a)) s'écrivent comme
suit : {

e1 = (mn + ∆m) e2

f2 = (mn + ∆m) f1

(2.9)

Le modèle bond graph canonique associé est donné �gure 2.6(b). Les équations mathématiques
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associées à l'élément TF incertain en causalité 1
m (�gure 2.7(a)) sont données par :{

e2 = 1
mn+∆me1

f1 = 1
mn+∆mf2

(2.10)

⇔

e2 =
(

1
mn

+ 1
∆TF

)
e1

f1 =
(

1
mn

+ 1
∆TF

)
f2

où ∆TF = −mn(mn+∆m)
∆m . Le modèle bond graph canonique associé est donné �gure 2.7(b).

(a) Élément I incer-
tain

(b) Modèle bond graph canonique
acausal

Fig. 2.5 � Élément I incertain et le modèle bond graph canonique acausal associé.

(a) (b)

Fig. 2.6 � (a) Élément TF incertain en causalité m et (b) le modèle bond graph canonique
associé.

(a) (b)

Fig. 2.7 � (a) Élément TF incertain en causalité 1
m et (b) le modèle bond graph canonique

associé.

Une fois le modèle bond graph canonique construit (en remplaçant tous les éléments incertains
par leur modèle bond graph canonique), la représentation d'état canonique peut être déduite gra-
phiquement (cf. les travaux de Kam et Dauphin-Tanguy [Kam01,Kam05]). Dans ces travaux,
les matrices de la représentation d'état canonique sont exprimées en fonction d'autres matrices
dont les valeurs sont calculées à partir des gains des chemins causaux (dé�nition 46, annexe E)
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et à partir de la règle de Mason (procédure 23, annexe C, page 229). Le principe de détermina-
tion de ces matrices est donné en annexe C. La détermination de ces matrices semble fastidieuse
et ce, à cause de la détermination des matrices intermédiaires qui permettent de prendre en
compte les boucles algébriques et la dépendance entrainées par la dissociation de l'élément bond
graph initial en un élément nominal et un autre incertain. En se basant sur les travaux de Ng-
wompo [Ngw97] et Jardin [Jar10] qui permettent la prise en compte des boucles algébriques
lors de la détermination graphique de la représentation d'état, nous proposons la procédure 2 qui
permet la simpli�cation de la détermination graphique de la représentation d'état canonique.

Procédure 2. Soit un modèle bond graph canonique en causalité préférentielle intégrale représen-
tant un système linéaire incertain. Le modèle d'état canonique associé s'écrit sous la forme sui-
vante : {

ẋ(t) = (An + ∆A)x(t) + (Bn + ∆B)u(t)
y(t) = (Cn + ∆C)x(t) + (Dn + ∆D)u(t)

(2.11)

où :
� x(t) est le vecteur d'état constitué des variables d'énergie associées aux éléments de sto-
ckage d'énergie en causalité intégrale (x(t) ∈ RnI(I) où nI(I) est le nombre d'éléments de
stockage d'énergie en causalité intégrale sur le modèle bond graph en causalité préférentielle
intégrale) ;

� u(t) (resp. y(t)) est constitué des variables d'entrée (resp. de sortie) associées aux éléments
sources (resp. détecteurs).

À partir du modèle bond graph nominal associé (modèle bond graph où toutes les incertitudes
paramétriques sont supposées nulles), les coe�cients des matrices An, Bn, Cn et Dn sont calculés
comme suit : 

anij =
∑

kO|ωk(ẋj ,ẋi)=1

G̃nk(ẋj , ẋi)∏
i

(
1−

(
G̃nk0

)
i

)
bnij =

∑
kO|ωk(uj ,ẋi)=0

G̃nk(uj , ẋi)∏
i

(
1−

(
G̃nk0

)
i

)
cnij =

∑
kO|ωk(ẋj ,yi)=1

G̃nk(ẋj , yi)∏
i

(
1−

(
G̃nk0

)
i

)
dnij =

∑
kO|ωk(uj ,yi)=0

G̃nk(uj , yi)∏
i

(
1−

(
G̃nk0

)
i

)

où sur le modèle bond graph nominal, G̃nk(υi, υj) correspond au gain statique du chemin causal

kO existant entre les variables υi et υj et dont l'ordre est ωk(υi, υj) et
(
G̃nk0

)
i
correspond au gain

statique de la ième boucle algébrique possédant une variable commune (autre que la variable d'ar-
rivée υj)2 avec le chemin causal kO. Si le modèle bond graph en causalité préférentielle intégrale

ne présente pas de boucle algébrique alors pour ∀ i
(
G̃nk0

)
i

= 0.

À partir du modèle bond graph incertain canonique (modèle bond graph où les incertitudes pa-
ramétriques sont considérées), les coe�cients des matrices ∆A, ∆B, ∆C et ∆D sont calculés

2Si seule la variable d'arrivée υj est une variable commune avec une boucle algébrique alors cette dernière n'est
pas considérée car sa prise en compte correspond à un chemin causal généralisé (cf. dé�nition 48, annexe E) qui
passe une in�nité de fois par cette boucle et ne s'arrête pas à la variable υj .
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comme suit :

∆aij =
∑

kO|ωk(ẋj ,ẋi)=1

G̃k(ẋj , ẋi)∏
i

(
1−

(
G̃k0

)
i

) − ∑
kO|ωk(ẋj ,ẋi)=1

G̃nk(ẋj , ẋi)∏
i

(
1−

(
G̃nk0

)
i

)
∆bij =

∑
kO|ωk(uj ,ẋi)=0

G̃k(uj , ẋi)∏
i

(
1−

(
G̃k0

)
i

) − ∑
kO|ωk(uj ,ẋi)=0

G̃nk(uj , ẋi)∏
i

(
1−

(
G̃nk0

)
i

)
∆cij =

∑
kO|ωk(ẋj ,yi)=1

G̃k(ẋj , yi)∏
i

(
1−

(
G̃k0

)
i

) − ∑
kO|ωk(ẋj ,yi)=1

G̃nk(ẋj , yi)∏
i

(
1−

(
G̃nk0

)
i

)
∆dij =

∑
kO|ωk(uj ,yi)=0

G̃k(uj , yi)∏
i

(
1−

(
G̃k0

)
i

) − ∑
kO|ωk(uj ,yi)=0

G̃nk(uj , yi)∏
i

(
1−

(
G̃nk0

)
i

)
où sur le modèle bond graph incertain, G̃k(υi, υj) correspond au gain statique du chemin causal

kO existant entre les variables υi et υj et dont l'ordre est ωk(υi, υj) et
(
G̃k0

)
i
correspond au

gain statique de la ième boucle algébrique possédant une variable commune (autre que la variable
d'arrivée υj) avec le chemin causal kO.

Démonstration. La représentation d'état associée à un modèle bond graph nominal (modèle
ne présentant pas d'incertitudes paramétriques) s'écrit sous la forme :{

ẋ(t) = Anx(t) + Bnu(t)
y(t) = Cnx(t) + Dnu(t)

(2.12)

où les coe�cients des matrices An, Bn, Cn et Dn sont calculés à partir du modèle bond graph
nominal suivant la procédure 25 (annexe E) étendue aux modèles présentant des boucles al-
gébriques et/ou des éléments de stockage en causalité dérivée quand la causalité préférentielle
intégrale est a�ectée : 

anij =
∑

kO|ωk(ẋj ,ẋi)=1

G̃nk(ẋj , ẋi)∏
i

(
1−

(
G̃nk0

)
i

)
bnij =

∑
kO|ωk(uj ,ẋi)=0

G̃nk(uj , ẋi)∏
i

(
1−

(
G̃nk0

)
i

)
cnij =

∑
kO|ωk(ẋj ,yi)=1

G̃nk(ẋj , yi)∏
i

(
1−

(
G̃nk0

)
i

)
dnij =

∑
kO|ωk(uj ,yi)=0

G̃nk(uj , yi)∏
i

(
1−

(
G̃nk0

)
i

)
tels que sur le modèle bond graph nominal, G̃nk(υi, υj) correspond au gain statique du chemin

causal kO entre les variables υi et υj et dont l'ordre est ωk(υi, υj) et
(
G̃nk0

)
i
correspond au gain

statique du ième boucle algébrique possédant une variable commune (autre que la variable d'arri-
vée υj) avec le chemin causal kO. Les matrices An, Bn, Cn et Dn ne contiennent que les valeurs
nominales des di�érents paramètres du système.

Si les incertitudes paramétriques sont considérées alors la représentation d'état associée au modèle
bond graph incertain correspondant est donnée par :{

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t) + Du(t)

(2.13)



44 Chapitre 2. Contribution à la modélisation des incertitudes...par approche bond graph

où les coe�cients des matrices A, B, C et D sont calculés à partir du modèle bond graph incertain
suivant la procédure 25 (annexe E) étendue aux modèles présentant des boucles algébriques
et/ou des éléments de stockage en causalité dérivée quand la causalité préférentielle intégrale est
a�ectée : 

aij =
∑

kO|ωk(ẋj ,ẋi)=1

G̃k(ẋj , ẋi)∏
i

(
1−

(
G̃k0

)
i

)
bij =

∑
kO|ωk(uj ,ẋi)=0

G̃k(uj , ẋi)∏
i

(
1−

(
G̃k0

)
i

)
cij =

∑
kO|ωk(ẋj ,yi)=1

G̃k(ẋj , yi)∏
i

(
1−

(
G̃k0

)
i

)
dij =

∑
kO|ωk(uj ,yi)=0

G̃k(uj , yi)∏
i

(
1−

(
G̃k0

)
i

)
tels que sur le modèle bond graph incertain, G̃k(υi, υj) correspond au gain statique du chemin

causal kO existant entre les variables υi et υj et dont l'ordre est ωk(υi, υj) et
(
G̃k0

)
i
correspond

au gain statique de la ième boucle algébrique possédant une variable commune (autre que la
variable d'arrivée υj) avec le chemin causal kO.

Les matrices A, B, C et D peuvent s'écrire sous la forme canonique suivante :
A = An + ∆A
B = Bn + ∆B
C = Cn + ∆C
D = Dn + ∆D

⇒


∆A = A−An

∆B = B−Bn

∆C = C−Cn

∆D = D−Dn

Ce qui permet de démontrer le bien fondé de la procédure 2 : les coe�cients des matrices ∆A,
∆B, ∆C et ∆D peuvent être déterminés comme suit :

∆aij = aij − anij =
∑

kO|ωk(ẋj ,ẋi)=1

G̃k(ẋj , ẋi)∏
i

(
1−

(
G̃k0

)
i

) − ∑
kO|ωk(ẋj ,ẋi)=1

G̃nk(ẋj , ẋi)∏
i

(
1−

(
G̃nk0

)
i

)
∆bij = bij − bnij =

∑
kO|ωk(uj ,ẋi)=0

G̃k(uj , ẋi)∏
i

(
1−

(
G̃k0

)
i

) − ∑
kO|ωk(uj ,ẋi)=0

G̃nk(uj , ẋi)∏
i

(
1−

(
G̃nk0

)
i

)
∆cij = cij − cnij =

∑
kO|ωk(ẋj ,yi)=1

G̃k(ẋj , yi)∏
i

(
1−

(
G̃k0

)
i

) − ∑
kO|ωk(ẋj ,yi)=1

G̃nk(ẋj , yi)∏
i

(
1−

(
G̃nk0

)
i

)
∆dij = dij − dnij =

∑
kO|ωk(uj ,yi)=0

G̃k(uj , yi)∏
i

(
1−

(
G̃k0

)
i

) − ∑
kO|ωk(uj ,yi)=0

G̃nk(uj , yi)∏
i

(
1−

(
G̃nk0

)
i

)
Fin de la démonstration.

La procédure 2 est formulée de telle façon qu'elle peut être appliquée sur des modèles bond
graph en causalité préférentielle intégrale présentant des boucles algébriques et/ou des éléments
de stockage en causalité dérivée. Elle se base sur les travaux de Ngwompo [Ngw97] et Jar-
din [Jar10] (abordés brièvement dans l'annexe E) qui permettent la prise en compte des boucles
algébriques (en absence d'élément de stockage d'énergie en causalité dérivée) lors de la détermi-
nation graphique de la représentation d'état. Néanmoins, ces travaux peuvent être généralisés
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pour la détermination d'un modèle d'état associé à un modèle bond graph en causalité préféren-
tielle intégrale présentant des éléments de stockage d'énergie en causalité dérivée.

Exemple. Considérons comme exemple le circuit électrique de la �gure 2.8(a) dont le modèle

bond graph initial est donné �gure 2.8(b). Le vecteur d'état x =
[
p q

]T
regroupe les variables

d'énergie �ux magnétique total associé à la bobine d'inductance L et charge associée au conden-
sateur de capacité C. Nous supposons que la résistance, l'inductance et la capacité présentent
des incertitudes paramétriques : R = Rn + ∆R, L = Ln + ∆L et C = Cn + ∆C. Le mo-
dèle bond graph incertain permettant la détermination de la représentation d'état canonique est
donné �gure 2.9. La représentation d'état canonique est donnée par le système d'équations 2.8.
Les matrices intervenant dans cette représentation d'état sont déterminées, tout d'abord, par la
procédure existante et ensuite par la procédure proposée (procédure 2).

(a) (b)

Fig. 2.8 � (a) Circuit électrique et (b) le modèle bond graph associé.

Fig. 2.9 � Modèle bond graph canonique associé au circuit électrique.

Détermination de la représentation canonique par la procédure existante
Selon les travaux de Kam et Dauphin-Tanguy [Kam01,Kam05], les matrices incertaines de la
représentation d'état canonique s'expriment en fonction d'autres matrices (cf. annexe C) :

An = A1

∆A = A1[W − I] + KAMQAW
Bn = B1

∆B = KBMQB

Cn = C1

∆C = C1[W − I] + KCMQCW
Dn = D1

∆D = KDMQD

(2.14)

À partir de l'analyse des gains des di�érents chemins causaux sur le modèle bond graph de la

�gure 2.9, il peut être déduit que : An = A1 =

[
−R1n

Ln
− 1
Cn

1
Ln

− 1
R2nCn

]
; Bn = B1 =

[
1
0

]
; Cn =
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C1 =
[

0 1
Cn

]
; Dn = D1 = 0 ; W =

[
Ln

Ln+∆L 0
0 Cn

Cn+∆C

]
; M = 1

1+
∆R2
R2n

[
1 + ∆R2

R2n
0

0 1

]
;

KA = KB =

[
−∆R1 0

0 ∆R2
R2n

]
; KC = KD = 0 ; QA = QC =

[
1
Ln

0
0 1

R2nCn

]
et QB = QD = 0.

Ainsi, les matrices ∆A, ∆B, ∆C et ∆D sont données par :

∆A =

[ ∆LR1n−∆R1Ln
Ln(Ln+∆L)

∆C
Cn(Cn+∆C)

− ∆L
Ln(Ln+∆L)

∆C(R2n+∆R2)+∆R2Cn
R2nCn(R2n+∆R2)(Cn+∆C)

]
; ∆B = 0 ; ∆C =

[
0 − ∆C

Cn(Cn+∆C)

]
et

∆D = 0.

Détermination de la représentation canonique par la procédure 2
En appliquant la procédure 2, les matrices nominales (An, Bn, Cn et Dn) peuvent être retrouvées
à partir du modèle bond graph de la �gure 2.9 si les variations paramétriques ∆R, ∆L et ∆C sont
supposées nulles. Par rapport à la procédure existante (procédure 24, annexe C), ces matrices
sont déterminées de la même manière (en analysant les mêmes chemins causaux). Les matrices
incertaines sont calculées suivant la procédure 2 :

∆A =


−R1n

Ln
−∆R1

Ln

1+ ∆L
Ln

+ R1n
Ln

− 1
Cn

1+ ∆C
Cn

+ 1
Cn

1
Ln

1+ ∆L
Ln

− 1
Ln

− 1
R2nCn(

1+
∆R2
R2n

)(
1+ ∆C

Cn

) + 1
R2nCn


=

[ ∆LR1n−∆R1Ln
Ln(Ln+∆L)

∆C
Cn(Cn+∆C)

− ∆L
Ln(Ln+∆L)

∆C(R2n+∆R2)+∆R2Cn
R2nCn(R2n+∆R2)(Cn+∆C)

]
;

∆B = 0 ; ∆C =
[

0
1
Cn

1+ ∆C
Cn

− 1
Cn

]
=
[

0 − ∆C
Cn(Cn+∆C)

]
et ∆D = 0.

Modèle standard d'interconnexion

Le modèle standard d'interconnexion (SIM) permet de séparer les valeurs nominales des pa-
ramètres du modèle dans une matrice M, dite augmentée, et toutes les incertitudes relatives dans
une matrice diagonale ∆ (�gure 2.10). Des entrées w et des sorties z auxiliaires sont ajoutées
a�n de faire apparaître les incertitudes sous la forme d'un retour interne [Doy82,Saf82,Mor85].

Fig. 2.10 � Modèle standard d'interconnexion.

Le modèle standard d'interconnexion d'un système linéaire incertain en boucle ouverte est
décrit par le système d'équations suivant, avec ∆ = diag(δiIni) :

ẋ(t) = Anx(t) + B1w(t) + B2nu(t)
z(t) = C1x(t) + D11w(t) + D12u(t)
y(t) = C2nx(t) + D21w(t) + D22nu(t)
w(t) = ∆z(t)

(2.15)

w(t) ∈ Rl (resp. z(t) ∈ Rl) est le vecteur d'entrée (resp. sortie) auxiliaire. δi représente l'ième

incertitude relative (|δi| ≤ 1) et ni est la dimension de cette incertitude à savoir le nombre de
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paires d'entrée/sortie auxiliaires associées à cette incertitude.

Le modèle standard d'interconnexion peut être déterminé à partir d'une représentation bond
graph associée [Dau99b,Kam01,Kam05]. Avant d'établir le modèle standard d'interconnexion, il
est nécessaire de véri�er si le système en question est propre, stabilisable et détectable. Sur une
représentation bond graph, il est possible de véri�er graphiquement la propreté, la commanda-
bilité et l'observabilité3 des systèmes linéaires (procédures 30, 31 et 32 de l'annexe E). Ensuite,
si la commandabilité et l'observabilité du système sont véri�ées alors il peut être déduit que le
système est stabilisable et détectable [Bor93].

La modélisation d'un élément bond graph sous forme standard d'interconnexion dépend de
la relation associée qui dépend elle-même de la causalité a�ectée. Ainsi, pour un même élément
bond graph, le modèle standard d'interconnexion change quand on change sa causalité. Dans les
travaux de Dauphin-Tanguy et Kam [Dau99b,Kam01,Kam05], il a été montré que le principe
de la modélisation de tous les éléments bond graph est le même : il su�t de faire apparaître
explicitement les incertitudes relatives dans l'expression de l'élément et de traduire cette relation
en modèle bond graph. Pour ce faire, il faut rajouter des sources modulées (MSe et MSf ) et des
détecteurs (De et Df ). Les sources rajoutées sont associées à des entrées de signal et représentent
la part de puissance liée à l'incertitude relative. Le SIM décrit par le système d'équations 2.15 peut
être déduit du modèle bond graph incertain en remplaçant tous éléments bond graph présentant
des incertitudes paramétriques par les modèles bond graph standard d'interconnexion (BG-SIM)
associés. Les matrices An, B2n, C2n et D22n sont calculées de la même manière que celles d'un
modèle bond graph nominal (cf. procédure 25, annexe E). En particulier, les coe�cients des
matrices B1, C1, D11, D12 et D21 sont calculés comme suit4 :

b1ij =
∑

kO|ωk(ωj ,ẋi)=0

G̃k(ωj , ẋi)

c1ij =
∑

kO|ωk(ẋj ,zi)=1

G̃k(ẋj , zi)

d11ij =
∑

kO|ωk(ωj ,zi)=0

G̃k(ωj , zi)

d12ij =
∑

kO|ωk(uj ,zi)=0

G̃k(uj , zi)

d21ij =
∑

kO|ωk(ωj ,yi)=0

G̃k(ωj , yi)

où G̃k(υi, υj) correspond au gain statique du chemin causal kO existant entre les variables υi
et υj et dont l'ordre est ωk(υi, υj). La matrice ∆ est une matrice diagonale contenant toutes
les incertitudes relatives exprimées dans la partie signal du modèle bond graph incertain. La
dimension de cette matrice est égale au nombre de paires de source/détecteur présents dans le
modèle bond graph incertain.

Dans ce qui suit, les BG-SIM de certains éléments sont présentés. Pour plus de détails, le
lecteur peut se reporter aux travaux de Dauphin-Tanguy et Kam [Dau99b,Kam01,Kam05].

3Sur un modèle bond graph, la propreté, la commandabilité et l'observabilité sont véri�ées au niveau d'analyse
BG-structurel.

4Dans ce calcul, il est supposé que le modèle bond graph incertain ne présente ni boucle algébrique, ni élément
de stockage en causalité dérivée. Néanmoins, ce calcul peut être étendu à ces cas en appliquant les résultats de
Ngwompo [Ngw97] et Jardin [Jar10] (abordés dans la section 2.1.3 et dans l'annexe E) et ce, en tenant compte
des boucles d'ordre 0.
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BG-SIM d'un élément R 1-port en causalité résistance : Considérons l'élément incertain R en
causalité résistance dont le paramètre associé est la somme d'une valeur nominale Rn et d'une
incertitude ∆R. La relation caractérisant cet élément est donnée par :

eR = (Rn + ∆R) fR = Rn (1 + δR) fR (2.16)

où δR = ∆R
Rn

est l'incertitude relative. Le BG-SIM associé est donné �gure 2.11(a).

BG-SIM d'un élément I 1-port en causalité intégrale : Considérons l'élément incertain I en causa-
lité intégrale dont le paramètre associé est la somme d'une valeur nominale In et d'une incertitude
∆I. La relation associée s'écrit sous la forme suivante :

fI =
1

In + ∆I
p =

1
In

(
1 + δ1/I

)
p (2.17)

où δ1/I = − ∆I
In+∆I est l'incertitude relative. Le BG-SIM associé est donné �gure 2.11(b).

(a) (b)

Fig. 2.11 � BG-SIM (a) d'un élément R en causalité résistance et (b) d'un élément I en causalité
intégrale.

BG-SIM d'un élément TF 2-ports en causalité m : Considérons l'élément incertain TF 2-ports
en causalité m caractérisé par le système d'équations 2.9. Ces relations peuvent s'écrire sous la
forme suivante : {

e1 = mn (1 + δTF ) e2

f2 = mn (1 + δTF ) f1

(2.18)

où δTF = ∆m
mn

est l'incertitude relative. Le BG-SIM associé est donné �gure 2.12.

Fig. 2.12 � BG-SIM d'un élément TF 2-ports en causalité m.

Il peut être déduit, à partir de ces représentations bond graph, que la matrice ∆ contient des
signes (-) ce qui a�ecte les matrices B1, C1, D11, D12 et D21 par rapport à l'approche classique
(représentation d'état).

Remarque : Il est à noter que pour le même système, la somme y + ∆y trouvée à partir du
modèle bond graph incrémental est di�érente de la sortie du modèle bond graph incertain (modèle
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canonique ou modèle standard d'interconnexion). Ceci est dû au fait que le modèle bond graph
incrémental est une approximation du premier ordre alors que le modèle bond graph incertain
est un modèle exact.

2.2 Contribution à la représentation bond graph du Modèle Stan-
dard d'Interconnexion : éléments 1-port et éléments TF et
GY 2-ports

Dans cette section, nous proposons une procédure alternative pour retrouver graphiquement le
modèle standard d'interconnexion [El 10]. Par rapport à la méthode décrite dans la section 2.1.3,
l'avantage de cette procédure alternative est la simpli�cation graphique du modèle bond graph
incertain résultant. Ce travail concerne des systèmes linéaires et invariants dans le temps (hypo-
thèse 2, page 16) à paramètres indépendants (hypothèse 4, page 33) et dont les facteurs incertains
sont des incertitudes paramétriques (hypothèse 3, page 33) qui n'a�ectent pas l'ordre du modèle
(hypothèse 5, page 40). Ainsi, sur le modèle bond graph associé, les incertitudes considérées sont
uniquement des incertitudes sur les éléments bond graph passifs (hypothèse 6, page 40).

2.2.1 Éléments 1-port

La représentation bond graph alternative du modèle standard d'interconnexion associée aux
éléments bond graph 1-port est traitée élément par élément :

� Pour un élément R incertain en causalité résistance, l'incertitude relative est donnée par
δR = w

z = ∆R
Rn

(équation 2.16) et le BG-SIM associé est présenté �gure 2.13(a). Pour un
élément R incertain en causalité conductance, la relation associée peut être écrite sous la
forme suivante :

fR =
1

Rn + ∆R
eR =

1
Rn

(
1 + δ1/R

)
eR

où δ1/R = w
z = − ∆R

Rn+∆R est l'incertitude relative. Le BG-SIM associé est donné �-
gure 2.13(b).

(a) (b)

Fig. 2.13 � BG-SIM d'un élément R en causalité (a) résistance et (b) conductance.

� Pour un élément I incertain en causalité intégrale, l'incertitude relative est égale à δ1/I =
w
z = − ∆I

In+∆I (équation 2.17) et le BG-SIM associé est donné �gure 2.14(a). Un élément I
incertain en causalité dérivée est caractérisé par la relation suivante :

p = (In + ∆I)fI = In (1 + δI) fI

où δI = w
z = ∆I

In
est l'incertitude relative. Le BG-SIM associé est donné �gure 2.14(b).

� Pour un élément C incertain en causalité intégrale dont le paramètre associé est la somme
d'une valeur nominale Cn et d'une incertitude ∆C, la relation associée est dé�nie par :

eC =
1

Cn + ∆C
q =

1
Cn

(
1 + δ1/C

)
q
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(a) (b)

Fig. 2.14 � BG-SIM d'un élément I en causalité (a) intégrale et (b) dérivée.

où δ1/C = w
z = − ∆C

Cn+∆C est l'incertitude relative. Le BG-SIM associé est donné �-
gure 2.15(a). L'équation mathématique décrivant un élément C incertain en causalité dé-
rivée peut être écrite comme suit :

q = (Cn + ∆C)eC = Cn (1 + δC) eC

où δC = w
z = ∆C

Cn
est l'incertitude relative. Le BG-SIM associé est donné �gure 2.15(b).

(a) (b)

Fig. 2.15 � BG-SIM d'un élément C en causalité (a) intégrale et (b) dérivée.

Comparée à l'approche existante (section 2.1.3), la première étape est inchangée : faire ap-
paraître les incertitudes relatives dans les relations mathématiques. Néanmoins, l'entrée/sortie
auxiliaire est une variable interne qu'il su�t de faire apparaître sur le modèle bond graph. Elle
apparaît quand l'élément bond graph est dissocié en un élément nominal et un élément incertain
(de même nature que l'élément initial). La sortie (resp. l'entrée) auxiliaire correspond à une va-
riable de puissance associée à l'élément nominal (resp. incertain) : c'est la variable de puissance
sortante de l'élément nominal (resp. incertain). Le BG-SIM de chaque élément bond graph doit
véri�er la relation associée à l'élément initial. Ainsi, le BG-SIM dépend de la causalité a�ectée à
l'élément initial. Les deux éléments (nominal et incertain) ont la même causalité qui correspond à
la causalité de l'élément initial. L'incertitude relative n'apparaît pas explicitement sur le modèle
bond graph du fait qu'une seule jonction est considérée sur le BG-SIM mais elle reste égale à
la fraction w

z . Considérons comme exemple un élément dissipatif R en causalité résistance. Cet
élément peut être représenté par deux schémas bloc (�gure 2.16(a) et �gure 2.16(b)). Le premier
schéma bloc (�gure 2.16(a)) fait apparaître explicitement l'incertitude relative. Le modèle bond
graph équivalent contient nécessairement deux joncions et l'incertitude relative est représentée
par une partie signal parce qu'elle correspond à une relation entre deux variables de puissance de
même nature (variables d'e�ort dans ce cas). Ainsi, le modèle bond graph équivalent correspond
au BG-SIM trouvé par la procédure décrite dans la section 2.1.3. Sur le second schéma bloc,
l'incertitude relative n'apparaît pas explicitement. Le modèle bond graph équivalent ne contient
qu'une seule jonction mais la relation entre w et z ne peut être exprimée directement à partir du
modèle bond graph causal. Ainsi, le modèle bond graph équivalent correspond au BG-SIM trouvé
par la procédure alternative proposée ci-dessus. Il peut donc être déduit que la simpli�cation de
la structure du modèle engendre la perte de la lecture directe de l'incertitude relative à partir du
modèle bond graph. Néanmoins, comme l'incertitude relative est connue dès la première étape
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de la procédure, ce résultat demeure intéressant.

(a) (b)

Fig. 2.16 � Schémas bloc associés à un élément dissipatif R en causalité résistance.

Remarque : Cette nouvelle procédure duplique les éléments de stockage d'énergie (I et C) en
causalité intégrale. Néanmoins, si la causalité dérivée est a�ectée au BG-SIM des éléments de
stockage d'énergie en causalité intégrale (�gures 2.14(a) et 2.15(a)), il peut être remarqué qu'un
seul élément de stockage d'énergie passe en causalité dérivée (�gures 2.17). Ainsi, il peut être
conclu que l'élément nominal et l'élément incertain sont dépendants dynamiquement.

(a) (b)

Fig. 2.17 � A�ectation de la causalité dérivée aux éléments de stockage d'énergie (a) I et (b) C
initialement en causalité intégrale.

2.2.2 Éléments TF et GY 2-ports

Comme pour les éléments 1-port, la représentation bond graph du modèle standard d'inter-
connexion associée aux éléments TF et GY 2-ports est traitée élément par élément et selon la
causalité a�ectée :

� Pour l'élément TF incertain en causalité m, l'incertitude relative est égale à δTF = ω1
z1

=
ω2
z2

= ∆m
mn

(déduite à partir du système d'équations 2.18) et le BG-SIM associé donné

�gure 2.18(a). Pour un élément TF incertain en causalité 1
m , les relations associées sont

dé�nies par : e2 = 1
mn+∆me1 = 1

mn

(
1 + δ1/TF

)
e1

f1 = 1
mn+∆mf2 = 1

mn

(
1 + δ1/TF

)
f2

où δ1/TF = ω1
z1

= ω2
z2

= − ∆m
mn+∆m est l'incertitude relative. Le BG-SIM associé est donné

�gure 2.18(b).
� Pour un élément GY incertain en causalité r, les relations mathématiques associées sont
dé�nies par : {

e1 = (rn + ∆r)f2 = rn (1 + δGY ) f2

e2 = (rn + ∆r)f1 = rn (1 + δGY ) f1

Le BG-SIM associé est donné �gure 2.19(a) où δGY = ω1
z1

= ω2
z2

= ∆r
rn

est l'incertitude
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relative. Un élément GY incertain en causalité 1
m peut être décrit par les relations suivantes :f1 = 1

rn+∆re2 = rn
(
1 + δ1/GY

)
e2

f2 = 1
rn+∆re1 = rn

(
1 + δ1/GY

)
e1

Le BG-SIM associé est donné �gure 2.19(b) où δ1/GY = ω1
z1

= ω2
z2

= − ∆r
rn+∆r est l'incerti-

tude relative.

(a) (b)

Fig. 2.18 � BG-SIM d'un élément TF en causalité (a) m et (b) 1
m .

(a) (b)

Fig. 2.19 � BG-SIM d'un élément GY en causalité (a) r et (b) 1
r .

Comme pour les éléments 1-port, un élément TF ou un élément GY est dissocié en un élément
nominal et un élément incertain. Cependant, pour ces éléments, malgré le fait qu'ils sont carac-
térisés par un seul paramètre incertain, une unique paire d'E/S auxiliaires ne sera pas su�sante.
En e�et, si une unique paire d'E/S auxiliaires est considérée, la valeur incertaine apparaîtra
dans la matrice d'interconnexion M et par conséquent, le principe de modélisation standard
d'interconnexion ne sera pas respecté. Ainsi, les BG-SIM des éléments TF et GY contiennent
nécessairement chacun deux paires d'E/S auxiliaires. Les variables de puissance sortantes de l'élé-
ment nominal (resp. incertain) correspondent aux sorties z (resp. entrées w) auxiliaires. L'élément
nominal et l'élément incertain ont la même causalité qui correspond à la causalité de l'élément
initial. L'incertitude relative n'est pas déduite en exploitant la causalité mais elle est égale aux
fractions ω1

z1
= ω2

z2
. Le type des jonctions rajoutées dépend de la causalité a�ectée et est tel que

le BG-SIM résultant véri�e les relations associées à l'élément non décomposé.

Remarque : Le modèle standard d'interconnexion décrit par le système d'équations 2.15 peut
être déduit directement à partir du modèle bond graph incertain après la substitution de tous
les éléments dont les paramètres présentent une incertitude par les modèles bond graph standard
d'interconnexion associés comme il a été expliqué dans la section 2.1.3. La dimension de la ma-
trice ∆ correspond au nombre de paires d'E/S auxiliaires associées aux incertitudes relatives.

Exemple. Considérons le moteur à courant continu donné �gure 2.20. Le vecteur d'état
x = [p1 p2]T est constitué des variables d'énergie associées à la bobine d'inductance L et à
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l'inertie J . Nous supposons que tous les paramètres du système (R, L, k, J et b) sont des para-
mètres incertains : R = Rn + ∆R ; L = Ln + ∆L ; k = kn + ∆k ; J = Jn + ∆J et b = bn + ∆b. Le
modèle bond graph nominal associé est donné �gure 2.21. La propreté, la commandabilité (et par
conséquent la stabilisabilité) et l'observabilité (et par conséquent la détectabilité) de ce modèle
bond graph sont véri�ées avec les procédures 30, 31 et 32 (cf. section E.3.4 de l'annexe E). Ainsi,
le modèle standard d'interconnexion peut être construit. La procédure existante (section 2.1.3)
et la nouvelle procédure sont appliquées pour déterminer le modèle standard d'interconnexion.

Fig. 2.20 � Schéma technologique du moteur à courant continu.

Fig. 2.21 � Modèle bond graph nominal causal associé au moteur à courant continu.

Modèle bond graph incertain selon l'approche existante : En appliquant la procédure existante, le
modèle bond graph obtenu est donné par la �gure 2.22. Les vecteurs d'E/S auxiliaires sont dé-

�nis par : ω =
[
ωR ωb ωL ωJ ω1 ω2

]T
et z =

[
zR zb zL zJ z1 z2

]T
. Le modèle

standard d'interconnexion est décrit par le système d'équations 2.15, où :

An =

[
−Rn
Ln

−kn
Jn

kn
Ln

− bn
Jn

]
; B1 =

[
1 0 Rn kn 0 kn
0 1 −kn bn kn 0

]
; B2n =

[
1
0

]
; C2n =

[
0 1

Jn

]
;

C1 =



Rn
Ln

0
0 bn

Jn
1
Ln

0
0 1

Jn
1
Ln

0
0 1

Jn


; D11 =



0 0 −Rn 0 0 0
0 0 0 −bn 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 −1 0 0 0
0 0 0 −1 0 0


; D21 =

[
0 0 0 −1 0 0

]
et

D12 = D22n = 0. ∆ = diag
(
−δR,−δb,−δ1/L,−δ1/J , δGY ,−δGY

)
; tel que : δR = ∆R

Rn
; δb = ∆b

bn
;

δ1/L = − ∆L
Ln+∆L ; δ1/J = − ∆J

Jn+∆J ; δGY = ∆k
kn

.

Modèle bond graph incertain selon la nouvelle procédure : En appliquant la nouvelle procédure, le
modèle bond graph obtenu est donné �gure 2.23. Les vecteurs d'E/S auxiliaires sont donnés par

ω′ =
[
ω′R ω′b ω′L ω′J ω′1 ω′2

]T
et z′ =

[
z′R z′b z′L z′J z′1 z′2

]T
. Le modèle standard

d'interconnexion associé est décrit par le système d'équations 2.15, où :
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B1 =

[
−1 0 −Rn −kn −1 0
0 −1 kn −bn 0 1

]
; D11 =



0 0 Rn 0 0 0
0 0 0 bn 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 kn 0 0
0 0 kn 0 0 0


; C1 =



Rn
Ln

0
0 bn

Jn
1
Ln

0
0 1

Jn
0 kn

Jn
kn
Ln

0


;

D21 =
[

0 0 0 1 0 0
]
. ∆ = diag (δR, δb, δL, δJ , δ1, δ2) ; tel que : δR = ∆R

Rn
; δb = ∆b

bn
;

δL = − ∆L
Ln+∆L ; δJ = − ∆J

Jn+∆J ; δ1 = δ2 = ∆k
kn

. Les matrices An, B2n, C2n, D12, D22n sont
inchangées.

Fig. 2.22 � Modèle bond graph incertain du moteur à courant continu selon la procédure exis-
tante.

Fig. 2.23 � Le modèle bond graph incertain du moteur à courant continu selon la nouvelle
procédure.
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(a)

(b)

Fig. 2.24 � Schémas bloc du moteur à courant continu présentant des incertitudes paramétriques.

Si les résultats trouvés par les deux procédures sont comparés alors quelques di�érences dans
les matrices B1, C1, D11 et D21 peuvent être observées. Ces di�érences sont dues à des schémas
de calcul di�érents illustrés par les schémas bloc associés aux modèles bond graph (�gure 2.22
et 2.23). Le modèle bond graph causal trouvé par la procédure existante est équivalent au schéma
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bloc illustré par la �gure 2.24(a) avec ∆ = diag
(
−∆R
Rn
,−∆b

bn
, ∆L
Ln+∆L ,

∆J
Jn+∆J ,

∆k
kn
,−∆k

kn

)
et le

modèle bond graph causal trouvé par la nouvelle procédure est équivalent au schéma bloc illustré
par la �gure 2.24(b) avec ∆ = diag

(
∆R
Rn
, ∆b
bn
,− ∆L

Ln+∆L ,−
∆J

Jn+∆J ,
∆k
kn
, ∆k
kn

)
. Les di�érences résident

en des schémas bloc di�érents représentant le couplage électromécanique de paramètre k : en e�et,
sur la �gure 2.24(a) si nous observons de près la partie représentant le couplage électromécanique
(caractérisé par le paramètre k) alors nous remarquons que le sommateur apparaît avant le bloc
de paramètre kn contrairement au second schéma bloc (�gure 2.24(b)) où le bloc de paramètre
kn intervient après le sommateur. Cette di�érence revient à des choix di�érents d'E/S auxiliaires.
Comme il a été suggéré par un membre du jury, en permutant les entrées (resp. sorties) auxiliaires
ω′1 et ω

′
2 (resp. z

′
1 et z

′
2) associées à l'incertitude paramétrique sur le gyrateur, les matrices B1, C1

et D11 des deux modèles standard d'interconnexion ont une structure complètement équivalente
en terme de position des éléments nuls.

2.3 Contribution à la représentation bond graph du Modèle Stan-
dard d'Interconnexion : éléments multiport

Dans le contexte de la représentation bond graph du modèle standard d'interconnexion et
à l'exception des transducteurs (TF et GY) 2-ports, le cas des éléments multiport n'a pas été
traité. Ainsi, dans cette section, nous proposons d'établir les BG-SIM des éléments multiport5

dissipatifs (R) et de stockage d'énergie (I et C). Plus de détails sur ces éléments multiport et sur
leurs propriétés liées à la physique sont fournis dans l'annexe D.

En présence d'incertitudes paramétriques, un élément multiport linéaire est caractérisé par
une matrice constitutive contenant les paramètres incertains. Ainsi, en procédant de la même
manière que pour les éléments 1-port et les transducteurs 2-ports, le BG-SIM associé doit faire
apparaître une ou plusieurs paire(s) d'entrée(s)/sortie(s) auxiliaire(s) associée(s) à chaque para-
mètre incertain �gurant dans la matrice constitutive. Néanmoins, l'identi�cation de ces E/S auxi-
liaires s'est avérée di�cile. Pour cette raison, nous proposons que la détermination du BG-SIM
d'un élément multiport soit basée sur une décomposition de ce dernier. Ainsi, dans une première
partie, nous abordons la décomposition des éléments multiport tout en proposant deux nouvelles
procédures de décomposition (procédures 3 et 4). Ensuite, la détermination des BG-SIM des
éléments multiport est établie par deux procédures : une procédure basée sur la décomposition
canonique (procédure 5) et une autre basée sur la décomposition dite auxiliaire (procédure 6).

2.3.1 Décomposition des éléments multiport

Dans cette section, nous montrons dans une première partie le besoin de procéder à une
décomposition de l'élément multiport (R, I ou C) pour faire apparaître les E/S auxiliaires sur le
BG-SIM. Dans une seconde partie, nous rappelons les décompositions existantes dans la littéra-
ture [Bre84b,Bre84a,Bre95,Kub96b,Kub96a] et nous proposons deux nouvelles décompotions :
la décomposition canonique congruente étendue et la décomposition auxiliaire.

La décomposition : étape préliminaire pour la modélisation standard d'intercon-
nexion

La décomposition des éléments multiport est un outil pour diverses exploitations des mo-
dèles bond graph comme la simpli�cation, l'analyse structurelle, etc... Dans le contexte de la
représentation bond graph du modèle standard d'interconnexion, le besoin de décomposer l'élé-
ment multiport vient du fait qu'il ne semble pas évident d'identi�er, sur le modèle bond graph,

5Les éléments multiport (R, I et C) sont désignés aussi par les champs dissipatifs (R) et les champs de stockage
d'énergie (I et C).
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les E/S auxiliaires associées à chaque paramètre incertain apparaissant dans les relations asso-
ciées à l'élément multiport. A�n d'illustrer ce fait, considérons l'élément R 2-ports en causalité
résistance donné �gure 2.25(a). Pour cet élément, les paramètres rij ; i, j = {1, 2} ; �gurant dans
les relations mathématiques sont des paramètres incertains : rij = rijn+∆rij , où rijn est la valeur
nominale et ∆rij est la valeur incertaine. Ainsi, en appliquant les étapes de la modélisation bond
graph standard d'interconnexion des éléments 1-port et des transducteurs 2-ports (section 2.2),
l'élément multiport est dissocié en un élément nominal et un élément incertain (�gure 2.25(b))
et il peut être déduit que : 

e3 = r11nf1 + r12nf2

e5 = r21nf1 + r22nf2

e4 = ∆r11f1 + ∆r12f2

e6 = ∆r21f1 + ∆r22f2

où e3 et e5 (resp. e4 et e6) représentent les variables de puissance sortantes de l'élément R 2-ports
nominal (resp. incertain). Ces variables dépendent chacune de deux paramètres nominaux (resp.
incertains) et par conséquent, les fractions e4

e3
et e6

e5
sont di�érentes des incertitudes relatives

des paramètres. Par ailleurs, il ne semble pas systématique de trouver des combinaisons de
variables de puissance qui correspondent à des E/S auxiliaires. Le même problème est observé
pour di�érents éléments multiport en di�érentes con�gurations causales d'où le besoin d'une
décomposition pour résoudre le problème.

(a) (b)

Fig. 2.25 � Élément R 2-ports en causalité résistance.

Procédures de décomposition

Dans le contexte de la représentation bond graph du modèle standard d'interconnexion, nous
avons noté le besoin d'une décomposition des éléments multiport (R, I et C) a�n d'associer un
couple d'E/S auxiliaires à chaque paramètre incertain et par conséquent, de traiter chaque para-
mètre incertain indépendamment les uns des autres : associer une incertitude relative à chaque
paramètre. Dans la littérature, deux types de décomposition existent : décompositions canoniques
et décomposotion récurrente.

Décompositions canoniques
Il a été démontré dans les travaux de Breedveld [Bre84b] que dans le cas linéaire, un élément
multiport peut toujours être décomposé en des éléments 1-port connectés par une structure de
jonction. La décomposition est désignée par décomposition canonique si le nombre de paramètres
indépendants nécessaires pour caractériser l'élément multiport est égal au nombre d'éléments
obtenus par la décomposition [Bre95, Bre08]. Deux types de décomposition canonique ont été
établis [Bre95,Bre84b] :

� Décomposition canonique directe ou immédiate : L'élément multiport est décomposé en des
éléments 1-port connectés par une structure de jonction simple (jonctions 0 ou 1).

� Décomposition canonique congruente : L'élément multiport est décomposé en des éléments
1-port connectés par une structure de jonction généralisée et plus précisément via un trans-
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formateur multiport linéaire (�gure 2.26) où T est une matrice symétrique triangulaire :

T =


1 0
t12 1
...

. . . . . .
t1m . . . t(m−1)m 1


Le transformateur multiport linéaire (�gure 2.26) peut être décomposé en des transforma-
teurs 2-ports connectés par une structure de jonction simple [Bre84b]. La décomposition
canonique congruente sera utilisée dans la section 2.3.2 pour déterminer les BG-SIM des
éléments multiport.

Fig. 2.26 � Décomposition canonique congruente des éléments multiport (R, I ou C).

Décomposition récurrente
L'élément n-ports peut être décomposé, dans une première étape, en un élément (n-1)-ports
connecté à un élément 1-port par une structure de jonction généralisée [Kub96b,Kub96a]. Dans
une deuxième étape, l'élément (n-1)-ports résultant de l'étape précédente peut être décomposé
en un élément (n-2)-ports connecté à un élément 1-port par une structure de jonction généralisée.
Cette opération peut être reproduite jusqu'à ce que l'élément multiport doit être décomposé en
n éléments 1-port. Des conditions mathématiques doivent être respectées à chaque étape de la
décomposition : la transition d'une étape à la suivante est caractérisée par le rajout de conditions
supplémentaires.

Remarque : Une décomposition d'un élément multiport dépend de la causalité a�ectée à cet élé-
ment.

À présent, nous proposons deux nouvelles décompositions (décomposition canonique congruen-
te étendue et décomposition auxiliaire) a�n de pouvoir associer un couple d'E/S auxiliaires à
chaque paramètre �gurant dans la matrice constitutive de l'élément multiport. Dans la suite, on
désignera par :

� causalité simple (resp. mixte) une même causalité (resp. une causalité di�érente) a�ectée
aux di�érents ports d'un élément multiport,

� R{R,C,M} la matrice résultante de l'écriture causale de la relation constitutive de l'élé-
ment multiport R : RR (resp. RC, RM) pour l'a�ectation d'une causalité résistance (resp.
conductance, mixte) à l'élément multiport R.

Fig. 2.27 � Elément multiport R.

Décomposition canonique congruente étendue
Cette décomposition ne concerne que les éléments R multiport (�gure 2.27). Comme pour la
décomposition canonique congruente, la version étendue permet de décomposer l'élément R mul-
tiport en des éléments 1-port connectés par une structure de jonction généralisée. Néanmoins,
quand une causalité simple est a�ectée à l'élément R multiport, les gyrateurs sont utilisés dans
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cette version étendue, ce qui n'est pas le cas pour la décomposition classique qui n'utilise que
des transformateurs.

Procédure 3. La décomposition d'un élément R multiport peut être établie comme suit :
� Étape 1 : connecter l'ième lien de l'élément R multiport initial à une jonction Ji. Le type
de cette jonction dépend de la causalité a�ectée à l'ième lien (cf. tableau 2.2).

� Étape 2 : connecter un élément R 1-port à chaque jonction Ji. Le paramètre associé dépend
de la causalité a�ectée à l'ième lien (cf. tableau 2.2). r{R,C,M}ii correspond au paramètre
apparaissant sur l'ième ligne et l'ième colonne de la matrice R{R,C,M} (matrice résultante
de l'écriture causale de la relation constitutive).

� Étape 3 : a�ecter à l'ième élément R 1-port la même causalité que celle a�ectée à l'ième

lien de l'élément R multiport initial.
� Étape 4 : connecter chaque jonction Ji à chaque jonction Jj (j > i) avec un transducteur
tel que le lien est orienté de Ji à Jj. Le type du transducteur dépend de la causalité a�ectée
aux ième et jème liens (cf. tableau 2.3).

Tab. 2.2 � Décomposition canonique congruente étendue : éléments R

Causalité Jonction Ji paramètre associé
i = {1, . . . ,m} de l'ième élément R 1-port

Résistance 1 r{R,C,M}ii
Conductance 0 1

r{R,C,M}ii

Tab. 2.3 � Décomposition canonique congruente étendue : transducteurs.

Couplage entre Transducteur Paramètre Relations
les jonctions i et j associé mathématiques

Même causalité

Résistance r{R,C,M}ij

{
ei = r{R,C,M}ijfj

−ej = r{R,C,M}ijfi

sur les liens
i et j

Conductance − 1
r{R,C,M}ij

{
fi = r{R,C,M}ijej

fj = −r{R,C,M}ijei

Causalités di�érentes r{R,C,M}ij

{
ei = r{R,C,M}ijej

fj = r{R,C,M}ijfisur les liens i et j

Démonstration. A�n de démontrer cette procédure de décomposition, il est nécessaire et suf-
�sant de démontrer que la relation associée à la décomposition obtenue est équivalente à celle
de l'élément multiport initial. Pour ce faire, considérons un élément R multiport illustré par la
�gure 2.27 et décrit par l'équation suivante :

υO = R{R,C,M}υI (2.19)
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où υO (resp. υI) est le vecteur de sortie (resp. d'entrée)6 et R{R,C,M} est la matrice associée à la
con�guration causale7 de l'élément R multiport (RR (resp. RC, RM) si la causalité résistance
(resp. conductance, mixte) est a�ectée). Une fois que les di�érentes étapes de la décomposition
canonique congruente étendue sont appliquées, la relation mathématique associée au modèle
bond graph obtenu peut être écrite comme suit :

υO = υOR
+ υOT

où :
� υOR

est le vecteur des variables de puissance sortantes associé aux éléments R 1-port :

υOR
=


r{R,C,M}11

. . .
r{R,C,M}mm

 υI

� υOT
est le vecteur somme des variables de puissance sortantes associé aux transducteurs :

υOT
=



∑
j 6=1

σ1jυOT1j

...∑
j 6=i
σijυOTij

...∑
j 6=m

σmjυOTmj


(2.20)

où σij = −σji = 1 (i < j) selon l'orientation des liens des transducteurs et υOTij
est le

vecteur des variables de puissance sortantes associé aux transducteurs entre les jonctions
Ji et Jj . À partir de l'équation 2.20 et du tableau 2.3, l'équation 2.21 peut être déduite
telle que, dans le cas d'une causalité simple : εij = εji = 1 (i < j) ; i, j = {1, . . . ,m} et
dans le cas d'une causalité mixte : εij = 1 et εji = −1.

υOT
=



0 ε12r{R,C,M}12
. . . ε1mr{R,C,M}1m

ε21r{R,C,M}12
0

. . .

ε(m−1)mr{R,C,M}(m−1)m

εm1r{R,C,M}1m . . . εm(m−1)r{R,C,M}(m−1)m
0


υI

(2.21)
Ainsi, il peut être déduit que la relation associée au modèle bond graph obtenu correspond à
celle associée à l'élément R multiport initial (équation 2.19). Fin de la démonstration.

Remarque : pour la causalité mixte, la décomposition obtenue correspond à la décomposition
canonique congruente.

Exemple 1. Considérons un élément R 3-ports en causalité résistance donné �gure 2.28(a).
Le modèle bond graph obtenu par la décomposition canonique congruente étendue est donné
�gure 2.28(b).

6υO et υI sont composés des variables de puissance.
7Les matrices RR et RC sont des matrices symétriques et la matrice RM possède des termes antisymétriques

et ce, grâce aux propriétés physiques de l'élément R (cf. annexe D).
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(a) Élément R 3-ports

(b) Décomposition canonique congruente étendue de l'élément R

Fig. 2.28 � Décomposition canonique congruente étendue de l'élément R 3-ports en causalité
résistance.

Exemple 2. Considérons l'élément R 2-ports en causalité mixte donné �gure 2.29(a). Le modèle
bond graph obtenu par la décomposition canonique congruente étendue est donné �gure 2.29(b).

(a) Élément R 2-ports en cau-
salité mixte

(b) Décomposition canonique
congruente étendue

Fig. 2.29 � Décomposition canonique congruente étendue d'un élément R 2-ports en causalité
mixte.

Décomposition auxiliaire
La décomposition canonique congruente étendue ne concerne que les éléments R multiport parce
que dans le cas des éléments de stockage d'énergie, cette décomposition ne conserve pas les
opérations d'intégration et de dérivation. Ainsi, une nouvelle procédure de décomposition est
proposée. Cette procédure permet de décomposer un élément m-ports (R, I ou C) en m éléments
m-ports connectés par une structure de jonction simple.

Procédure 4. La décomposition d'un élément multiport (R, I ou C) peut être établie comme
suit (�gure 2.30) :

� Étape 1 : décomposer l'élément m-ports en m éléments multiport tels que dans la matrice
de chaque élément multiport, apparaisse un et un seul paramètre par ligne et par colonne.
Cette matrice correspond à la con�guration causale de l'élément multiport ;

� Étape 2 : connecter les ième liens des nouveaux éléments multiport à une jonction commune
Ji. Le type de la jonction Ji dépend de la causalité a�ectée à l'élément multiport initial (cf.
tableau 2.4) ;

� Étape 3 : a�ecter la même causalité aux ième liens des nouveaux éléments multiport que
celle a�ectée à l'ième lien de l'élément multiport initial.
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Fig. 2.30 � Décomposition auxiliaire d'un élément multiport (R, I ou C).

Tab. 2.4 � Décomposition auxiliaire : type de jonctions.

Élément Causalité a�ectée Jonction Ji
à l'ième lien i = {1, . . . ,m}

R Résistance 1
Conductance 0

C Intégrale 1
Dérivée 0

I Intégrale 0
Dérivée 1

Démonstration. A�n de démontrer cette procédure de décomposition, il est nécessaire et suf-
�sant de démontrer que la relation associée à la décomposition obtenue est équivalente à celle
associée à l'élément multiport initial. Pour ce faire, considérons un élément multiport (R, I ou
C) caractérisé par la relation suivante :

υO = M

 O11 · · · O1m
...

. . .
...

Om1 · · · Omm

 (υI) (2.22)

où
� M la matrice associée à la con�guration causale de l'élément multiport (R, I ou C) : RR,

RC, RM, II, ID, IM, CI, CD ou CM (cf. annexe D),
� υI (resp. υO) le vecteur de variables de puissance entrantes (resp. sortantes),
� Oij l'opérateur dépendant du type d'élément en question (R, I ou C) et de la causalité
a�ectée aux liens i et j (cf. tableau 2.5).

Une fois que les di�érentes étapes de la procédure de la décomposition auxiliaire sont appliquées,
le modèle bond graph donné �gure 2.30 est obtenu où MP désigne un élément bond graph
multiport dissipatif (R) ou de stockage d'énergie (I ou C). L'équation associée à ce modèle bond
graph peut être écrite comme suit :

υO = υO1 + . . .+ υOm
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où υOk
; k = {1, . . . ,m} ; est le vecteur des variables de puissance sortantes associé au kème

élément multiport. Chaque composante υOki ; i = {1, . . . ,m} ; du vecteur υOk
dépend d'un

et un seul paramètre mij d'après la première étape de la procédure de décomposition et où
j ∈ {1, . . . ,m} est l'indice de la colonne sur laquelle cet unique paramètre apparaît. Ainsi, il
peut être déduit que υOki = mijOij(υIkj ) où υIkj est la variable de puissance entrante associée
au jème lien du kème élément multiport. υOki peut être nul dans le cas où sur l'ième ligne de la
matrice du kème élément multiport aucun paramètre n'apparaît : cas où un zéro apparaît dans
la matrice associée à la con�guration causale.

Tab. 2.5 � Opérateur suivant l'élément et la causalité a�ectée.

Élément Causalité a�ectée Oij
aux liens i et j

R Résistance Id
Conductance Id

mixte Id
C Intégrale

∫
dt

Dérivée d
dt

mixte Id
C Intégrale

∫
dt

Dérivée d
dt

mixte Id

À partir de l'étape 2 et à partir du type de jonction qui dépend de la causalité a�ectée à l'élément
initial, il peut être déduit que υIk

= υI , alors υOki = mijOij(υIj ) où υIj est la jème composante
du vecteur υI. L'expression de υO peut être alors donnée par :

υO =

 m11 · · · m1m
...

. . .
...

mm1 · · · mmm


 O11(υI1) · · · O1m(υIm)

...
. . .

...
Om1(υI1) · · · Omm(υIm)


Ainsi, il peut être déduit que l'équation associée au modèle bond graph obtenu correspond à celle
associée à l'élément multiport initial (équation 2.22).

Fin de la démonstration.

Exemple 1. Considérons l'élément R 3-ports en causalité résistance donné �gure 2.28(a). Le
modèle bond graph obtenu à partir de la décomposition auxiliaire est donné �gure 2.31.

Exemple 2. Considérons l'élément R 2-ports en causalité mixte donné �gure 2.29(a). Le mo-
dèle bond graph obtenu à partir de la décomposition auxiliaire est donné �gure 2.32 où rM11 =
r11 −

r2
12
r22

, rM12 = r12
r22

et rM22 = 1
r22

. Comme l'élément R 2-ports est en causalité mixte alors
rM21 = −rM12 (cf. annexe D pour plus de détails sur les propriétés des éléments multiport).

Exemple 3. Considérons l'élément C 2-ports en causalité dérivée donné �gure 2.33(a). Le mo-
dèle bond graph obtenu à partir de la décomposition auxiliaire est donné �gure 2.33(b).

Remarques :
� Pour le même élément multiport, di�érents modèles bond graph peuvent être obtenus à
partir de la décomposition auxiliaire car il existe di�érentes méthodes pour accomplir la
première étape de la procédure 4.
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Fig. 2.31 � Décomposition auxiliaire d'un élément R 3-ports en causalité résistance.

Fig. 2.32 � Décomposition auxiliaire d'un élément R 2-ports en causalité mixte.

(a) Élément C 2-ports (b) Décomposition auxiliaire

Fig. 2.33 � Décomposition auxiliaire de l'élément C 2-ports en causalité dérivée.

� Certains paramètres mij (i 6= j) de la matrice constitutive de l'élément R, I ou C peuvent
être nuls. Dans ce cas, l'élément multiport initial est décomposé en un nombre inférieur àm
d'éléments multiport. Le nombre d'éléments multiport obtenus à partir de la décomposition
auxiliaire est égal au plus grand nombre de paramètres apparaissant sur une même ligne ou
sur une même colonne de la matrice. Au minimum, ce nombre est égal à 1 (ce qui correspond
à des éléments 1-port découplés) et au maximum, il est égal au nombre de ports. Comme
exemple, considérons un élément I 3-ports en causalité intégrale donné �gure 2.34(a). Le
modèle bond graph obtenu à partir de la décomposition auxiliaire est donné �gure 2.34(b).
Cet élément 3-ports est décomposé en deux éléments 3-ports parce que le plus grand nombre
de paramètres apparaissant sur une même ligne ou colonne correspond à 2.

� Pour les transducteurs multiport (TF et GY), la décomposition canonique [Bre84b] per-
met de décomposer ces éléments en des transducteurs 2-ports connectés par une structure
de jonction simple. Chaque transducteur 2-ports est caractérisé par un seul paramètre.
Ainsi, la décomposition canonique des transducteurs multiport permet de découpler les
paramètres ce qui n'est pas le cas pour les éléments multiport dissipatifs et de stockage
d'énergie.



2.3. Contribution à la représentation bond graph..éléments multiport 65

(a) Élément I 3-ports (b) Décomposition auxiliaire

Fig. 2.34 � Décomposition auxiliaire d'un élément I 3-ports en causalité intégrale.

2.3.2 Modèle standard d'interconnexion des éléments multiport

Dans cette section, la procédure énoncée dans la section 2.2 pour la détermination du mo-
dèle standard d'interconnexion des éléments 1-port et des transducteurs 2-ports est étendue aux
éléments multiport R, I et C. Cette modélisation dépend de la causalité a�ectée à l'élément mul-
tiport et nécessite une procédure de décomposition comme il a été expliqué dans la section 2.3.1.
Ainsi, pour la détermination du BG-SIM d'un élément multiport (R, I ou C), nous proposons
tout d'abord une première procédure basée sur la décomposition canonique congruente classique
ou étendue et ensuite, une deuxième procédure basée sur la décomposition auxiliaire (décom-
position proposée dans la section 2.3.1). En�n, la détermination graphique du modèle standard
d'interconnexion d'un exemple électrique est établie suivant les deux procédures proposées.

BG-SIM basé sur la décomposition canonique congruente (étendue)

Considérons un élément multiport (R, I ou C) incertain dont les paramètres associés mij ,
i, j = {1, . . . ,m}, sont la somme de valeurs nominales mijn et de valeurs incertaines ∆mij :
mij = mijn + ∆mij . Le BG-SIM associé à cet élément multiport peut être déterminé après sa
décomposition canonique congruente classique (dans le cas d'un élément R, I ou C) ou étendue
(dans le cas d'un élément multiport dissipatif R) :

Procédure 5. La détermination du BG-SIM d'un élément multiport (R, I ou C) est établie
comme suit :

� Étape 1 : appliquer la décomposition canonique congruente pour les éléments I ou C et la
version étendue pour les éléments R ;

� Étape 2 : appliquer l'approche énoncée dans la section 2.2 à chaque élément8 (élément
1-port ou transducteur 2-ports) pour dissocier cet élément en un élément nominal et un
élément incertain.

� Étape 3 : a�ecter la même causalité aux éléments nominal et incertain que celle a�ectée
à l'élément initial (élément 1-port ou transducteur 2-ports obtenu après décomposition) ;

� Étape 4 : identi�er sur le modèle bond graph les variables d'E/S auxiliaires, qui sont des
variables de puissance internes. La sortie (resp. entrée) auxiliaire zij (resp. wij) associée au
paramètre mij correspond à la variable de puissance sortante de l'élément nominal (resp.
incertain).

Démonstration. Dans les travaux de Breedveld [Bre95,Bre84b] et dans la section 2.3.1, il a
été démontré que les relations mathématiques décrivant la décomposition canonique congruente
classique et étendue sont équivalentes à celles décrivant l'élément multiport initial. Par ailleurs,
il a été démontré dans la section 2.2 que la ou les relation(s) associée(s) à un élément présentant
une incertitude paramétrique (élément 1-port et transducteur 2-ports) correspond(ent) à celle(s)
du BG-SIM de celui-ci. Ainsi, il peut être conclu que les relations associées au BG-SIM basé sur
la décomposition canonique congruente (classique ou étendue) correspondent à celles de l'élément

8Le paramètre associé à cet élément dépend de la con�guration causale de l'élément initial.
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multiport initial. Fin de la démonstration.

Exemple 1. Considérons l'élément R 3-ports en causalité résistance donné �gure 2.28(a). Le
BG-SIM basé sur la décomposition canonique congruente étendue est donné �gure 2.35. Les pa-
ramètres r12, r13 et r23 possèdent chacun deux paires d'E/S auxiliaires.

Exemple 2. Le BG-SIM de l'élément R 2-ports en causalité mixte (�gure 2.29(a)) obtenu à
partir de la procédure 5 est donné �gure 2.36 où δ1/rM22

= − ∆rM22
rM22n+∆rM22

.

Fig. 2.35 � BG-SIM basé sur la décomposition canonique congruente étendue d'un élément R
3-ports en causalité résistance.

Fig. 2.36 � BG-SIM basé sur la décomposition canonique congruente de l'élément R 2-ports en
causalité mixte.

BG-SIM basé sur la décomposition auxiliaire

Considérons un élément multiport incertain (R, I ou C), noté MP , dont les paramètres
associés à une con�guration causale mij , i, j = {1, . . . ,m}, sont les sommes de valeurs nominales
mijn et de valeurs incertaines ∆mij : mij = mijn + ∆mij . Le BG-SIM associé à cet élément peut
être déterminé après la décomposition auxiliaire de ce dernier :

Procédure 6. La détermination du BG-SIM d'un élément multiport (R, I ou C) est établie
comme suit (�gure 2.37) :

� Étape 1 : appliquer la décomposition auxiliaire (cf. section 2.3.1, procédure 4) ;
� Étape 2 : dissocier chaque élément multiport MPk du modèle bong graph obtenu9 en un
élément multiport nominal MPkn et en un élément multiport incertain MPku . La matrice

9À cette étape, aucune jonction n'est rajoutée car l'ième lien de l'élément nominal (resp. incertain) est connecté
à la jonction Ji qui a été rajoutée lors de la décomposition auxiliaire (procédure 4).



2.3. Contribution à la représentation bond graph..éléments multiport 67

associée au kème élément multiport nominal MPkn (resp. incertain MPku) contient les
valeurs nominales mijn (resp. incertaines ∆mij) ;

� Étape 3 : a�ecter la même causalité aux éléments muliports (nominaux et incertains) que
celle a�ectée à l'élément multiport initial ;

� Étape 4 : identi�er sur le modèle bond graph les variables d'E/S auxiliaires, qui sont des
variables de puissance internes. La sortie (resp. entrée) auxiliaire zij (resp. wij) associée
au paramètre mij correspond à la variable de puissance sortante sur l'ième lien de l'élément
multiport nominal MPkn (resp. incertain MPku).

La démonstration de la procédure 6 est analogue à celle de la procédure 4 sauf qu'il faut
tenir compte de termes nominaux et de termes incertains dus à la dissociation de chaque élément
multiport en deux éléments (nominal et incertain).

Remarque : Le BG-SIM d'un élément multiport (R, I ou C) est une représentation causale. Néan-
moins, sur la �gure 2.37, la causalité n'est pas a�ectée pour ne pas prendre d'option a priori sur
le positionnement des traits causaux..

Fig. 2.37 � BG-SIM basé sur la décomposition auxiliaire d'un élément multiport (R, I ou C).

Exemple 1. Considérons l'élément R 3-ports en causalité résistance donné �gure 2.28(a). Le
BG-SIM basé sur la décomposition auxiliaire est donné �gure 2.38.

Exemple 2. Le BG-SIM de l'élément R 2-ports en causalité mixte (�gure 2.29(a)) obtenu à
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partir de la procédure 6 est donné �gure 2.39. Comme l'élément R 2-ports est en causalité mixte
alors rM21n

= −rM12n
et ∆rM21 = −∆rM12 (termes antisymétriques).

Fig. 2.38 � BG-SIM basé sur la décomposition auxiliaire d'un élément R 3-ports en causalité
résistance.

Fig. 2.39 � BG-SIM basé sur la décomposition auxiliaire d'un élément R 2-port en causalité
mixte.

Exemple 3. Considérons l'élément C 2-ports en causalité dérivée donné �gure 2.33(a). Le BG-
SIM basé sur la décomposition auxiliaire associé à cet élément est donné �gure 2.40.

Le modèle standard d'interconnexion décrit par le système d'équations 2.15 peut être déduit
directement à partir du modèle bond graph incertain après la substitution de tous les éléments
incertains (1-port et multiport) par les modèles bond graph standard d'interconnexion associés
comme il a été expliqué dans la section 2.1.3.
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Fig. 2.40 � BG-SIM basé sur la décomposition auxiliaire d'un élément C 2-ports en causalité
dérivée.

Remarques :
� Rappelons que la matrice caractérisant une con�guration causale d'un élément multiport
(R, I ou C) peut avoir des termes symétriques ou antisymétriques selon la causalité a�ectée
(cf. annexe D). Ainsi, certains paramètres �gurant dans cette matrice peuvent avoir deux
paires d'E/S auxiliaires. Par exemple sur la �gure 2.37, m1m = ±mm1 selon la condition
de symétrie/antisymétrie. Ainsi, deux paires d'E/S auxiliaires sont associées au paramètre
m1m ou au paramètre mm1.

� A�n d'établir le BG-SIM d'un transducteur multiport, la première étape est d'appliquer la
décomposition canonique congruente a�n de décomposer l'élément en des transducteurs 2-
ports connectés avec une structure de jonction simple. Ensuite, chaque transducteur 2-ports
est remplacé par le BG-SIM correspondant établi dans la section 2.2.2.

Exemple

A�n d'illustrer la détermination du modèle standard d'interconnexion à partir d'un modèle
bond graph contenant un élément multiport, considérons le circuit électrique de la �gure 2.41(a)
contenant une inductance mutuelle M . Le modèle bond graph associé en causalité préférentielle
intégrale est donné �gure 2.41(b). Seuls les paramètres L1, L2 etM sont supposés des paramètres
incertains.

(a) (b)

Fig. 2.41 � (a) Circuit électrique avec une inductance mutuelle et (b) le modèle bond graph en
causalité intégrale associé.

D'une part, le BG-SIM basé sur la décomposition canonique congruente est établi (�gure 2.42)
où I11 = L1, I12 = M

L1
et I22 = L22 − M2

L1
. Les vecteurs d'E/S auxiliaires sont dé�nis par :

ω =
[
ωI11 ωI22 ωI12(1)

ωI12(2)

]T
et z =

[
zI11 zI22 zI12(1)

zI12(2)

]T
. La représentation
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d'état associée peut se mettre sous la forme standard d'interconnexion (système d'équations 2.15)
où :

An =


− R
I11n

RI12n
I22n

0
RI12n
I11n

−RI2
12n

I22n
− 1
C

0 1
I22n

0

 ; B1 =

 −R RI12n R 0
RI12n −RI2

12n −RI12n −1
0 1 0 0

 ; B2n =

 1
−I12n

0

 ;

C1 =


1

I11n
0 0

0 1
I22n

0

0 I12n
I22n

0

−RI12n
I11n

RI2
12n

I22n
0

 ; D11 =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 I22n 0 0

−RI12n RI2
12n RI12n 0

 ; D12 =


0
0
0
I12n

 ;
C2n =

[
0 0 1

C

]
et D21 = D22n = 0. La matrice diagonale d'incertitude est donnée par :

∆ = diag
(
δ1/I11

, δ1/I22
, δI12 , δI12

)
, où δ1/I11

= − ∆I11
I11n+∆I11

; δ1/I22
= − ∆I22

I22n+∆I22
et δI12 = ∆I12

I12n
.

Fig. 2.42 � BG-SIM basé sur la décomposition canonique congruente du circuit électrique de la
�gure 2.41(a).

Fig. 2.43 � BG-SIM basé sur la décomposition auxiliaire du circuit électrique de la �gure 2.41(a).

D'autre part, le BG-SIM basé sur la décomposition auxiliaire est établi (�gure 2.43) où
II11 = L2

L1L2−M2 , II12 = − M
L1L2−M2 et II22 = L1

L1L2−M2 . Les vecteurs d'E/S auxiliaires ω et z
sont inchangés. Le modèle standard d'interconnexion (système d'équations 2.15) est dé�ni par
les matrices suivantes :
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An =

 −RII11n −RII12n 0
0 0 − 1

C
II12n II22n 0

 ; B1 =

 −R 0 −R 0
0 0 0 0
0 1 1 0

 ; B2n =

 1
0
0

 ; D11 = D12 =

D21 = D22n = 0 ; C1 =


II11n 0 0

0 II22n 0
0 II12n 0

II12n 0 0

 et C2n =
[

0 0 1
C

]
. La matrice d'incertitude est

donnée par : ∆ = diag (δII11
, δII22

, δII12
, δII12

), où : δII11
= ∆II11

II11n
, δII22

= ∆II22
II22n

et δII12
= ∆II12

II12n
.

Conclusion

Dans le chapitre précédent, les di�érents facteurs incertains a�ectant les systèmes mécatroni-
ques ont été présentés. Ensuite, di�érents outils de modélisation et d'étude de ces systèmes
incertains ont été rappelés. En�n, di�érentes approches de conception et de dimensionnement
des systèmes mécatroniques ont été abordées et plus précisément la méthodologie de dimen-
sionnement sur des critères dynamiques et énergétiques . Dans ce chapitre, nous nous sommes
focalisés sur la prise en compte de ces incertitudes dans un modèle bond graph (outil support de
la méthodologie de dimensionnement). Ainsi, un état de l'art sur les di�érentes approches bond
graph pour l'analyse et la modélisation des incertitudes paramétriques a été établi. Les contri-
butions de ce chapitre portent sur l'une de ces approches : le bond graph incertain qui permet
de retrouver graphiquement le modèle d'état canonique et le modèle standard d'interconnexion.
Plus précisément :

� Au niveau de la représentation d'état canonique : une procédure alternative à celle
existante dans la littérature pour la détermination graphique du modèle d'état canonique
(procédure 2, page 42). Cette procédure permet d'éviter des calculs intermédiaires néces-
saires par ailleurs dans la procédure existante.

� Au niveau de la représentation bond graph standard d'interconnexion des élé-
ments 1-port et des transducteurs 2-ports : une procédure alternative pour la dé-
termination graphique du modèle standard d'interconnexion (section 2.2, page 49). Elle
concerne les modèles bond graph linéaires comportant des éléments 1-port et des transduc-
teurs 2-ports. Par rapport à la procédure existante, cette procédure permet la simpli�cation
graphique du modèle bond graph incertain.

� Au niveau de la décomposition des éléments multiport : deux nouvelles décomposi-
tions des éléments multiport (R, I ou C) : décomposition canonique congruente étendue
(procédure 3, page 59) et décomposition auxiliaire (procédure 4, page 61). La procédure 3,
qui concerne uniquement les éléments multiport dissipatifs, permet de décomposer l'élé-
ment multiport en éléments R 1-port connectés par une structure de jonction généralisée.
La procédure 4 permet de décomposer l'élément multiport en un ensemble d'éléments mul-
tiport connectés par une structure de jonction simple.

� Au niveau de la représentation bond graph standard d'interconnexion des élé-
ments multiport (R, I et C) : une procédure basée sur la décomposition canonique
congruente étendue (procédure 5, page 65) et une procédure basée sur la décomposition
auxiliaire (procédure 6, page 66). Ainsi, le BG-SIM de l'élément multiport (R, I ou C) peut
être déterminé selon deux procédures di�érentes.

Ces contributions s'inscrivent dans le contexte de la méthodologie de dimensionnement basée
sur le formalisme bond graph. En e�et, l'intérêt que nous portons pour la modélisation bond
graph des incertitudes paramétriques a pour objectif d'utiliser cette modélisation dans la dé-
marche de dimensionnement par inversion des modèles bond graph. L'inversion d'un modèle
bond graph qui met en évidence l'incertitude (absolue ou relative) permet de remonter à cette
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incertitude à partir de la connaissance des spéci�cations des incertitudes sur les sorties.

Le chapitre suivant est consacré aux contributions à la phase d'analyse structurelle et compor-
tementale qui fait l'originalité de la méthodologie de dimensionnement reposant sur des critères
énergétiques et dynamiques.
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Introduction

Lors du premier chapitre, nous avons vu que l'originalité de la méthodologie de dimensionne-
ment reposant sur des critères dynamiques et énergétiques consiste en sa phase d'analyse structu-
relle et comportementale [Ngw97,Ngw01a,Ngw01b,Ngw05,Jar08a,Jar10]. Cette phase est établie
lors de l'étape de véri�cation de l'adéquation (cf. section 1.3.4, chapitre 1) a�n de véri�er, d'une
part l'inversibilité du modèle de conception (cf. section 1.3.3, chapitre 1), et d'autre part, si les
spéci�cations peuvent être portées par la structure retenue. Pour mener cette dernière véri�ca-
tion, il s'avère nécessaire de déterminer les di�érents invariants caractérisant la structure d'un sys-
tème (ordres des zéros1/pôles à l'in�ni, ordres relatifs2 et ordres d'essentialité3) qui sont habituel-
lement utilisés pour résoudre des problèmes de commande [Fal67,Des82,Com82,Com86,Com93b].
En e�et, connaissant ces ordres, les sorties peuvent être spéci�ées correctement : les spéci�ca-
tions sont en adéquation avec la structure du système si et seulement si, pour toute sortie yi,
la spéci�cation correspondante est au moins nie fois dérivable (car l'ordre d'essentialité nie peut
être interprété comme étant l'ordre maximal de dérivation de la sortie yi apparaissant dans le
modèle inverse d'ordre minimal [Com86,Glu92]).

Dans la littérature, des procédures graphiques pour la détermination de ces invariants ont
été établies sur le modèle bond graph causal4. Formulées selon le niveau d'analyse souhaité (BG-
structurel ou comportemental), elles permettent de mettre en place une démarche chronologique
dans le travail de conception ou de reconception. Dans ce chapitre, nous proposons dans une
première partie, de nouvelles procédures graphiques (procédures 16, 17 et 18) permettant la dé-
termination des di�érents invariants à partir du modèle bond graph bicausal a�n de simpli�er
l'analyse structurelle et comportementale du modèle de conception. Les démonstrations de ces
procédures reposent sur un certain nombre de résultats intermédiaires qui sont énoncés et démon-
trés (théorèmes 2 et 4, proposition 1, équation 3.22, procédures 13, 14, 15 et 36 de l'annexe F).
Indépendamment des valeurs numériques attribuées aux paramètres du modèle (valeurs qui sont
sujettes aux incertitudes), les propriétés structurelles et comportementales ainsi déterminées se
révèlent d'une grande aide lors de la conception des systèmes mécatroniques.

Dans une seconde partie de ce chapitre, nous nous intéressons plus particulièrement à la véri-
�cation de l'adéquation des spéci�cations dans le contexte de la synthèse paramétrique. En e�et,
dans un problème de conception par modèles inverses, il faut s'assurer que le comportement dé-
siré en sortie pour une entrée donnée peut être assuré par la structure retenue pour le composant
à concevoir. Comme les sorties peuvent être spéci�ées sous forme de comportements type (fonc-
tion ou matrice de transfert), nous proposons alors d'étudier l'adéquation spéci�cations/structure
pour ce cas (procédure 19 page 113 pour les systèmes monovariables, procédure 40 de l'annexe G
pour les systèmes multivariables et l'annexe H pour le cas d'un composant multiport). Si cette
adéquation n'est pas véri�ée alors des recommandations pour la remise en question des spéci-
�cations ou de la structure du système sont proposées. Dans cette étude, les di�érents niveaux
d'analyse sont dégagés. En particulier, nous établissons le lien entre la véri�cation de l'adéquation
au niveau de l'analyse numérique (le niveau d'analyse le plus bas) et la synthèse paramétrique
qui représente l'un des aspects de la méthodologie de dimensionnement (cf. section 1.4, chapitre
1). En présence d'incertitudes, la procédure proposée (procédure 19) permet d'établir la synthèse
de tolérances paramétriques.

1les ordres des zéros à l'in�ni sont également désignés par ordres des zéros globaux.
2Les ordres relatifs sont également désignés par degrés relatifs,ordres de zéros à l'in�ni par ligne ou encore

indices caractéristiques.
3Les ordres d'essentialité sont également désignés par ordres essentiels.
4Dans la suite, le modèle bond graph causal fera référence au modèle bond graph modélisant le système

physique et auquel la causalité a été a�ectée (cf. section A.5.1, annexe A).
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3.1 Analyse du cahier des charges : éléments théoriques

Le but de cette section est de rajouter à l'étape de véri�cation de l'adéquation (cf. sec-
tion 1.3.4), de nouvelles procédures graphiques permettant la détermination des invariants (ordres
des zéros/pôles à l'in�ni, ordres relatifs et ordres d'essentialité) à partir du modèle bond graph
inverse bicausal, notamment, a�n de simpli�er l'analyse structurelle et comportementale du mo-
dèle de conception retenue pour le système à concevoir. En e�et, dans [El 08a], une procédure
permettant la détermination des ordres d'essentialité à partir du modèle bond graph bicausal
a été proposée. La détermination de ces ordres s'avère en e�et plus simple sur le modèle bond
graph inverse que sur le modèle direct (du fait de leur interprétation sur le modèle inverse).
En�n, une discussion sur les procédures causales (appliquées sur le modèle bond graph direct)
et bicausales (appliquées sur le modèle bond graph inverse) est établie.

Tout le long de cette section, les systèmes étudiés sont des systèmes carrés (hypothèse 1, page 16)
et linéaires (hypothèse 2, page 16) supposés inversibles et nous nous intéressons aux modèles
inverses d'ordre minimal.

3.1.1 Résultats de référence de l'approche modèle d'état

Plusieurs outils ont été développés pour mener l'analyse structurelle et comportementale (cf.
section 1.5, chapitre 1). Dans le cadre de ce mémoire, nous nous intéressons principalement à
l'approche modèle d'état et l'approche bond graph. L'approche modèle d'état tient compte des
lois physiques et de leur paramétrage. Le niveau d'analyse associé est le niveau d'analyse com-
portemental.

La structure à l'in�ni, les ordres relatifs et les ordres d'essentialité ont été dé�nis par l'ap-
proche modèle d'état5 et des procédures bond graph ont été mises en place pour les déterminer
graphiquement. De ce fait, les résultats obtenus par l'approche modèle d'état seront désignés
résultats de référence.

Dans une première partie, nous rappelons les dé�nitions algébriques des propriétés structu-
relles recherchées. Une relation entre les ordres des pôles à l'in�ni de la matrice de transfert du
modèle inverse et les degrés des mineurs de la matrice système du modèle inverse est proposée.
De plus, nous proposons une procédure algébrique pour calculer les ordres relatifs à partir de
la structure à l'in�ni du modèle inverse. Dans une seconde partie, nous nous intéressons à la
représentation graphique d'un modèle d'état inverse en dé�nissant un digraphe représentant ce
modèle. Une procédure digraphe est établie pour calculer le déterminant de la matrice système
du modèle inverse. Les contributions proposées seront utilisées pour faciliter la mise en place des
procédures bond graph (cf. section 3.1.3).

Représentation matricielle

Considérons Σ le système linéaire carré (hypothèse 1, page 16) et invariant dans le temps
décrit par :

Σ :

{
ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t)

(3.1)

Rappelons que la matrice de transfert associée est strictement propre et dé�nie par :

T(s) = C(sI−A)−1B (3.2)

5Ces invariants ont été dé�nis par d'autres approches comme l'approche géométrique [Des82,Com82,Des85,
Des88].
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Le modèle inverse est obtenu à partir du modèle direct par les dérivations successives de chaque
sortie a�n d'exprimer la commande en boucle ouverte u en fonction du vecteur d'état et des
dérivées des composantes de y. Ainsi, le modèle inverse d'ordre minimal peut être exprimé
comme suit [Ngw97] : {

ẋinv(t) = Ainvxinv(t) + Binvu(α)inv(t)
yinv(t) = Cinvxinv(t) + Dinvu(α)inv(t)

(3.3)

où xinv(t) ∈ Rninv est le vecteur d'état, u(α)inv(t) = y(α)(t) ∈ Rα (resp. yinv(t) = u(t) ∈ Rm) est
le vecteur d'entrée (resp. de sortie). Le vecteur u(α)inv(t) = y(α)(t) regroupe les composantes du
vecteur de sortie y(t) du modèle direct Σ (système d'équations 3.1) et de leurs dérivées succes-
sives apparaissant lors de la construction du modèle inverse6. Les matrices Ainv, Binv, Cinv et
Dinv sont des matrices constantes de dimensions respectives (ninv×ninv), (ninv×α), (m×ninv)
et (m× α).

Dans le domaine de Laplace, le modèle inverse (équation 3.3) peut être écrit comme suit :{
sXinv(s)− xinv(0) = AinvXinv(s) + Binv(s)Uinv(s)
Yinv(s) = CinvXinv(s) + Dinv(s)Uinv(s)

(3.4)

où Uinv(s) = Y(s) (resp. Yinv(s) = U(s)) ∈ Rm. Binv(s) et Dinv(s) sont des matrices polyno-
miales7 en s de dimensions respectives (ninv ×m) et (m ×m). xinv(0) est supposé nul dans la
suite des développements.

La matrice de transfert Tinv(s) du modèle inverse est une matrice rationnelle non propre8 dé�nie
par :

Tinv(s) = Cinv(sI−Ainv)−1Binv(s) + Dinv(s) (3.5)

Le polynôme caractéristique de la matrice Ainv ∈ Rninv×ninv est égale à det(sI − Ainv). Ce
polynôme peut être écrit sous la forme suivante :

PAinv
(s) = sninv +

ninv∑
i=1

αis
ninv−i (3.6)

La matrice système Pinv(s) ∈ R(ninv+m)×(ninv+m) du modèle inverse (équation 3.4) est dé�nie
par9 :

Pinv(s) =

[
sI−Ainv Binv(s)
−Cinv Dinv(s)

]
(3.7)

Ordres des zéros/pôles à l'in�ni
La structure à l'in�ni d'un système propre Σ est caractérisée par les ordres des zéros à l'in�ni
qui sont dé�nis et calculés grâce à la factorisation de Smith-McMillan à l'in�ni [Var82].

6Le vecteur y(α)(t) peut s'écrire sous la forme suivante : y(α)(t) =[
y1(t) dy1(t)

dt
d2y1(t)

dt2
· · · y2(t) dy2(t)

dt
· · · ym(t) dym(t)

dt
· · ·
]T

7Le vecteur Y(s) est obtenu par la transformation de Laplace du vecteur y(t) qui représente le vecteur
regroupant les sorties du système physique (représenté par le modèle direct 3.1). En passant dans le domaine
de Laplace, les opérations de dérivations �gurant dans le vecteur y(α)(t) sont transformées et reportés dans la
matrice Binv(s).

8La dé�nition 25 de l'annexe E présente les caractéristiques d'une matrice rationnelle propre.
9Cette matrice est obtenue en écrivant le système d'équations 3.4, caractérisant le modèle inverse dans le

domaine de Laplace, sous la forme suivante :[
sI−Ainv Binv(s)
−Cinv Dinv(s)

][
Xinv(s)
−Uinv(s)

]
=

[
xinv(0)
−Yinv(s)

]
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Théorème 1. Pour toute matrice rationnelle G(s) de dimension (p×m) (qui n'est pas nécessaire-
ment strictement propre ou même propre) de rang r, la factorisation de Smith-McMillan à
l'in�ni est dé�nie par [Var82,Mur00] :

G(s) = B1(s)

[
∆(s) 0

0 0

]
B2(s) (3.8)

avec B1(s) et B2(s) des matrices bipropres10 (propre et d'inverse propre) : det
(

lim
s→∞

Bi(s)
)
6= 0 ;

i = {1, 2} ; et ∆(s) = diag
(
st1 , . . . , str

)
, t1 ≥ . . . ≥ tr. ti ; i = {1, . . . , r} ; peut être calculé à

partir des mineurs de G(s) :
ti = δi − δi−1

où δi est le degré11 le plus élevé des mineurs d'ordre i de G(s), δ0 = 0.
� Si ti > 0 alors ni = ti est un ordre de pôle à l'in�ni ;
� Si ti < 0 alors ni = −ti est un ordre de zéro à l'in�ni.

La matrice de transfert T(s) du système Σ ne possède que des zéros à l'in�ni [Dio82]. Par
conséquent, la matrice de transfert Tinv(s) du modèle inverse ne possède que des pôles à l'in�ni12.

Remarque : Dans certaines références [Des82,Com86,Des88,Ber97b], l'ordre de zéro à l'in�ni est
noté n′i et l'ordre relatif est noté ni. Dans d'autres références [Dio93,Rah96,Dau00], la notation
est inversée. Dans ce mémoire, nous avons adopté cette dernière pour être cohérent avec les tra-
vaux du laboratoire.

Dans ce qui suit, nous proposons de dé�nir la relation entre les degrés des mineurs de la
matrice de transfert Tinv(s) (resp. d'une sous-matrice de la matrice de transfert Tinv(s)) et les
degrés des mineurs de la matrice système Pinv(s) (resp. d'une sous-matrice de la matrice système
Pinv(s)). Cette relation peut être vue comme une procédure algébrique pour la détermination des
ordres des pôles à l'in�ni à partir de la matrice système Pinv(s) du modèle inverse (équation 3.4).

Théorème 2. Considérons Tinv(s)j1,...,jih1,...,hi
∈ Ri×i une sous-matrice déduite de la matrice Tinv(s)

en sélectionnant les lignes h1, . . . , hi et les colonnes j1, . . . , ji tel que det(Tinv(s)j1,...,jih1,...,hi
) 6= 0. Soit

δ
i
j1,...,ji
h1,...,hi

le degré de ce déterminant13, alors :

δ
i
j1,...,ji
h1,...,hi

= β
i
j1,...,ji
h1,...,hi

− ninv (3.9)

où :
� ninv est la dimension de l'état du modèle inverse ;
� β

i
j1,...,ji
h1,...,hi

est le degré de det
(
Pinv(s)1,...,ninv ,ninv+j1,...,ninv+ji

1,...,ninv ,ninv+h1,...,ninv+hi

)
;

� Pinv(s)1,...,ninv ,ninv+j1,...,ninv+ji
1,...,ninv ,ninv+h1,...,ninv+hi

∈ R(ninv+i)×(ninv+i) est déduit de la matrice système Pinv(s)
en ne sélectionnant que les lignes 1, . . . , ninv, ninv+h1, . . . , ninv+hi et les colonnes 1, . . . , ninv,
ninv + j1, . . . , ninv + ji (les ninv premières lignes des ninv premières colonnes de Pinv(s)
sont conservées).

De plus, δ
i
j1,...,ji
h1,...,hi

est nécessairement maximal pour β
i
j1,...,ji
h1,...,hi

maximal, alors

δi = βi − ninv (3.10)

10Les propriétés d'une matrice bipropre sont données par la dé�nition 27 de l'annexe E.
11Le degré d'une fonction rationnelle est donné par la dé�nition 24 (Annexe E).
12Ce résultat peut être déduit directement à partir de la factorisation de Smith-McMillan à l'in�ni de la

matrice de transfert du modèle direct Σ.
13Les mineurs nuls de Tinv(s) n'ont pas d'e�et sur la structure à l'in�ni.



78 Chapitre 3. Contribution à à l'analyse...systèmes incertains

où δi = max
j1, . . . , ji ∈ (J1,mK)i

h1, . . . , hi ∈ (J1,mK)i

{δ
i
j1,...,ji
h1,...,hi

} le plus haut degré des mineurs d'ordre i de Tinv(s) et βi =

max
j1, . . . , ji ∈ (J1,mK)i

h1, . . . , hi ∈ (J1,mK)i

{β
i
j1,...,ji
h1,...,hi

} le plus haut degré des mineurs d'ordre i de Pinv(s).

Démonstration. En appliquant la formule de Schur (cf. dé�nition 22, section E.1, annexe E),
le déterminant de la matrice système peut être exprimé comme suit :

det(Pinv(s)) = PAinv
(s) det(Tinv(s))

où PAinv
(s) est le polynôme caractéristique du modèle inverse dé�ni par l'équation 3.6. Ainsi,

en généralisant aux mineurs, le résultat suivant est obtenu :

det
(
Pinv(s)1,...,ninv ,ninv+j1,...,ninv+ji

1,...,ninv ,ninv+h1,...,ninv+hi

)
= PAinv

(s) det
(
Tinv(s)j1,...,jih1,...,hi

)
Pinv(s) est une matrice polynomiale alors det

(
Pinv(s)1,...,ninv ,ninv+j1,...,ninv+ji

1,...,ninv ,ninv+h1,...,ninv+hi

)
est polynomial

en s. Comme det
(
Tinv(s)j1,...,jih1,...,hi

)
6= 0, alors

det
(
Tinv(s)j1,...,jih1,...,hi

)
∼

s−→+∞
s
−ninv+deg

(
det

(
Pinv(s)

1,...,ninv,ninv+j1,...,ninv+ji
1,...,ninv,ninv+h1,...,ninv+hi

))
puisque14 PAinv

(s) ∼
s−→+∞

sninv (équation 3.6). Ainsi, il peut être déduit que : δ
i
j1,...,ji
h1,...,hi

=

β
i
j1,...,ji
h1,...,hi

− ninv et pour les maxima δi = βi − ninv. Fin de la démonstration.

Exemple. Considérons le modèle inverse suivant :
ẋ1 = 1

C1
x2 − y2

ẋ2 = − 1
I2

x1 + y1

u1 = 1
C1

x2 + I1ẏ1

u2 = I3
C1I2

x2 − (1 + I3
I2

)y2 − C2I3ÿ2

Dans le domaine de Laplace, ce modèle est caractérisé par les matrices : Ainv =

[
0 1

C1

− 1
I2

0

]
,

Binv(s) =

[
0 −1
1 0

]
, Cinv =

[
0 1

C1

0 I3
C1I2

]
et Dinv(s) =

[
I1s 0
0 −(1 + I3

I2
+ C2I3s

2)

]
. La ma-

trice de transfert Tinv(s) et la matrice système Pinv(s) correspondantes sont données par :

Tinv(s) =

[
I2s

C1I2s2+1
+ I1s

1
C1I2s2+1

I3s
C1I2s2+1

I3
I2(C1I2s2+1)

− (1 + I3
I2

+ C2I3s
2)

]
et

Pinv(s) =


s − 1

C1
0 −1

1
I2

s 1 0
0 − 1

C1
I1s 0

0 − I3
C1I2

0 −(1 + I3
I2

+ C2I3s
2)

 .
Calculons le plus haut degré δ1 des mineurs d'ordre 1 de Tinv(s) à partir du plus haut degré β1

des mineurs d'ordre ninv + 1 de Pinv(s). En e�et, pour calculer β1, il est nécessaire d'étudier les
sous-matrices d'ordre ninv + 1 de la matrice Pinv(s). En respectant les notations précédentes,

14La notation ∼
s−→+∞

représente la limite quand s tend vers +∞.
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nous obtenons alors le tableau 3.1. Ainsi, β1 = max{β
11,2,3

1,2,3
, β

11,2,4
1,2,3

, β
11,2,3

1,2,4
, β

11,2,4
1,2,4
} = 4 et par consé-

quent : δ1 = β1 − ninv = 4− 2 = 2.

Calculons, à présent, le plus haut degré δ2 des mineurs d'ordre 2 de Tinv(s) à partir du plus haut
degré β2 des mineurs d'ordre ninv+2 de Pinv(s). Pour ce faire, il su�t de calculer le déterminant
de Pinv(s) qui est l'unique mineur d'ordre ninv + 2 :

det(Pinv(s)) = −C2I1I3s
5 −

(
I1 +

I1I3

I2
+
C2I3

C1
+
C2I1I3

C1I2

)
s3 −

(
1
C1

+
I3

C1I2
+

I1

C1I2

)
s

Ainsi, β2 = 5 et par conséquent : δ2 = β2 − ninv = 5− 2 = 3.

Tab. 3.1 � Détermination des degrés des mineurs de Pinv(s).

Sous-matrice Déterminant Le degré du déterminant correspondant

Pinv(s)1,2,3
1,2,3 I1s

3 + 1
C1

(1 + I1
I2

)s β
11,2,3

1,2,3
= 3

Pinv(s)1,2,4
1,2,3

1
C1I2

β
11,2,4

1,2,3
= 0

Pinv(s)1,2,3
1,2,4

I3s
C1I2

β
11,2,3

1,2,4
= 1

Pinv(s)1,2,4
1,2,4 −C2I3s

4 − (1 + I3
I2

+ C2I3
C1I2

)s2 − 1
C1I2

β
11,2,4

1,2,4
= 4

À travers cet exemple, nous remarquons que le passage par la matrice système est fastidieux,
néanmoins cet outil algébrique facilite l'interprétation graphique et reste utile pour les démons-
trations des procédures bond graph. Plus particulièrement, le théorème 2 sera utilisé pour énoncer
les procédures bicausales 16 et 37 pour la détermination des ordres des pôles à l'in�ni (cf. sec-
tion 3.1.3).

Ordre relatif
L'ordre relatif n′i de la sortie yi correspond au nombre minimal de dérivations de la sortie yi
nécessaire pour faire apparaître une des composantes du vecteur d'entrée dans l'expression y

(n′i)
i .

Dans le problème de conception, l'ordre relatif d'une sortie yi peut être imposé par le cahier
des charges. Dans ce cas, la structure ainsi retenue doit répondre à cette spéci�cation. Plusieurs
méthodes de calcul algébrique ont été proposées dans la littérature pour déterminer les ordres
relatifs à partir d'un modèle linéaire et invariant dans le temps décrit par la représentation
d'état 3.1.

Théorème 3. L'ordre relatif peut être calculé par l'une de ces trois méthodes :
� n′i est égal au minimum des degrés des transmittances composant la ligne ti(s) de la matrice
de transfert T(s) [Bro65b,Dau00].

� n′i peut être calculé de sorte que [Bro65b,Des82,Com86] :

n′i = inf
k∈N∗

{k | ciAk−1B 6= 0} (3.11)

� n′i est égal à l'ordre du zéro à l'in�ni de (A,B, ci) (ou zéro à l'in�ni par ligne) tel que
[Bro65b,Des82] :

n′i = inf
k∈N
{k | lim

s→∞
skti(s) 6= 0} (3.12)

où ci est l'ième ligne de C et ti(s) = ci(sI−A)−1B.
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Dans la suite, nous proposons une procédure algébrique pour la détermination de l'ordre
relatif n′i associé à la sortie yi (du modèle physique direct Σ) à partir des ordres des pôles à
l'in�ni du modèle inverse décrit dans le domaine de Laplace par le système d'équations 3.4.
Cette procédure algébrique servira par la suite, notamment dans la section 3.1.3, pour établir
une procédure bond graph permettant la détermination des ordres relatifs à partir du modèle
bond graph inverse.

Théorème 4. Pour un système carré inversible, l'ordre relatif n′i de la sortie yi peut être
exprimé par :

n′i =
m∑
j=1

nj −
m−1∑
j=1

nij (3.13)

où :
� nj est l'ordre du jème pôle à l'in�ni du système (Ainv,Binv(s),Cinv,Dinv(s)) ;
� nij est l'ordre du jème pôle à l'in�ni du système

(
Ainv,Binvi

(s),Cinv,Dinvi
(s)
)
avec :

Binvi
(s) =

[
binv1(s) . . . binvi−1(s) binvi+1(s) . . . binvm(s)

]

Dinvi
(s) =

[
dinv1(s) . . . dinvi−1(s) dinvi+1(s) . . . dinvm(s)

]
et ∀k ∈ {1, . . . , i− 1, i+ 1, . . . ,m}, binvk(s) (resp. dinvk(s)) est la kème colonne de Binv(s)
(resp. Dinv(s)).

Démonstration.15 La matrice de transfert du modèle inverse Tinv(s) peut être factorisée comme
suit :

Tinv(s) = [Tinv1(s)|tinvi(s)|Tinv2(s)]

avec tinvi(s) l'i
ème colonne de Tinv(s).

La première étape de cette démonstration consiste en une permutation de colonnes a�n de sim-
pli�er les manipulations de la matrice Tinv(s). Ainsi, il peut être écrit que :

Tinv(s) = Tinv(s)M
= [tinvi(s)|Tinv1(s)|Tinv2(s)]

où M est la matrice de permutation dé�nie par :

M =



0
...

0

1
. . .

1

0 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · 0

1 0 · · · 0 0 · · · 0

0
...

0

0 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · 0

1
. . .

1


15Cette démonstration est similaire à celle du théorème pour la détermination de l'ordre d'essentialité (théo-

rème 5) présentée dans [Com86]. La seule di�érence est que cette démonstration est appliquée au modèle inverse
(système d'équations 3.4) tandis que la démonstration des ordres d'essentialité est appliquée au modèle direct Σ.
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Ainsi, Tinv(s) et Tinv(s) ont la même structure à l'in�ni et l'ordre du pôle à l'in�ni de la pre-
mière colonne de Tinv(s) correspond à l'ordre du pôle à l'in�ni de l'ième colonne de Tinv(s). Par
conséquent, l'ordre du zéro à l'in�ni de l'ième ligne de T(s) = T−1

inv(s) correspond à l'ordre du

zéro à l'in�ni de la première ligne de T−1
inv(s).

La deuxième étape de cette démonstration est d'exprimer la relation entre Tinv(s) et la factori-

sation de Smith-McMillan à l'in�ni du sous-système
(
Ainv,Binvi

(s),Cinv,Dinvi
(s)
)
où :

Binvi
(s) =

[
binv1(s) . . . binvi−1(s) binvi+1(s) . . . binvm(s)

]

Dinvi
(s) =

[
dinv1(s) . . . dinvi−1(s) dinvi+1(s) . . . dinvm(s)

]
et ∀ k ∈ {1, . . . , i− 1, i+ 1, . . . ,m}, binvk(s) (resp. dinvk(s)) est la kème colonne de Binv(s) (resp.
Dinv(s)).

La factorisation de Smith-McMillan à l'in�ni du sous-système
(
Ainv,Binvi

(s),Cinv,Dinvi
(s)
)
,

caractérisé par la matrice de transfert [Tinv1(s)|Tinv2(s)], est dé�nie par :

[Tinv1(s)|Tinv2(s)] = B1(s)Λ(s)B2(s)

avec B1(s) et B2(s) des matrices bipropres de dimensions respectives (m×m) et (m-1×m-1) et

Λ(s) =

 ∆(s)

0

, où ∆(s) = diag
(
sni1 , . . . , sni(m−1)

)
. ni1, . . . , ni(m−1) sont les ordres des pôles

à l'in�ni du sous-système
(
Ainv,Binvi

(s),Cinv,Dinvi
(s)
)
. Ainsi Tinv(s) peut être exprimée sous

la forme suivante :

Tinv(s) =
[
tinvi(s) B1(s)Λ(s)B2(s)

]
= B1(s)

[
B−1

1 (s)tinvi(s) Λ(s)B2(s)
] (3.14)

Sous l'action gauche de la transformation bipropre, la structure à l'in�ni des colonnes de Tinv(s)
correspond à celle de

[
B−1

1 (s)tinvi(s) Λ(s)B2(s)
]
. Ce résultat peut être démontré grâce aux

propriétés de la matrice bipropre et grâce à la dé�nition suivante de l'ordre du pôle à l'in�ni de
la colonne gi(s) [Com90] :

inf
k∈N∗

{k | lim
s→∞

s−kgi(s) 6= 0} (3.15)

Il peut être déduit que, sous l'action droite de la matrice bipropre B−1
1 (s), la structure à l'in�ni

des lignes de T−1
inv(s) correspond à celle de

[
B−1

1 (s)tinvi(s) Λ(s)B2(s)
]−1

.

De plus,

[
B−1

1 (s)tinvi(s) Λ(s)B2(s)
]

= T(s)



1 0 . . . 0

0
...

0

B2(s)


(3.16)

avec T(s) =
[

B−1
1 (s)tinvi(s) Λ(s)

]
. Ainsi,
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[
B−1

1 (s)tinvi(s) Λ(s)B2(s)
]−1

=



1 0 . . . 0

0
...

0

B−1
2 (s)


T−1(s) (3.17)

Grâce à la forme particulière de la matrice bipropre �gurant dans l'équation 3.17, la première

ligne de
[
B−1

1 (s)tinvi(s) Λ(s)B2(s)
]−1

correspond à la première ligne de T−1(s). Ainsi, il peut

être déduit que les premières lignes de T−1
inv(s) et T−1(s) ont le même ordre du zéro à l'in�ni et

par conséquent, l'ième ligne de T(s) possède le même ordre du zéro à l'in�ni.

À présent, déterminons la première ligne de T−1(s). En e�et, l'inverse de la matrice T(s) est
dé�nie par :

T−1(s) =
1

det
(
T(s)

)adj (T(s)
)

La première ligne d' adj
(
T(s)

)
est dé�nie par :

 0 . . . 0 (−1)(m−1)
m−1∏
j=1

snij


Par ailleurs, d'après les équations 3.14 et 3.16 :

T(s) = B−1
1 (s)Tinv(s)



1 0 . . . 0

0
...

0

B−1
2 (s)


La factorisation de Smith-McMillan à l'in�ni de Tinv(s) quant à elle, peut être exprimée sous
la forme suivante :

Tinv(s) = B1(s)Λ(s)B2(s)

avec B1(s) et B2(s) des matrices bipropres et Λ(s) = diag (sn1 , . . . , snm) où {n1, . . . , nm} sont
les ordres des pôles à l'in�ni de Tinv(s). Ainsi,

T(s) = B−1
1 (s)B1(s)Λ(s)B2(s)M



1 0 . . . 0

0
...

0

B−1
2 (s)


(3.18)

Le déterminant de T(s) peut donc s'écrire :

det
(
T(s)

)
= b(s)

m∏
j=1

snj
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où b(s) est une fonction bipropre provenant des déterminants des matrices bipropres B1(s),
B2(s), B−1

1 (s) et B−1
2 (s) (équation 3.18). Par conséquent, la première ligne de T−1(s) est dé�nie

par :  0 . . . 0

(−1)(m−1)

m−1∏
j=1

snij

b(s)

m∏
j=1

snj


Nous pouvons en déduire alors que l'ordre du zéro à l'in�ni de la première ligne de T−1(s), et

par conséquent de l'ième ligne de T(s) correspond à : n′i = −

m−1∑
j=1

nij −
m∑
j=1

nj

. L'ordre du zéro

à l'in�ni de l'ième ligne de T(s) est dé�ni comme étant l'ordre relatif de yi. Alors, l'ordre relatif
associé à yi est dé�ni par :

n′i =
m∑
j=1

nj −
m−1∑
j=1

nij

Fin de la démonstration.

Le théorème 4 sera utilisé dans la section 3.1.3 pour dé�nir la procédure bond graph pour la
détermination des ordres relatifs à partir du modèle bond graph bicausal (cf. procédures 17 et 38).

Ordre d'essentialité
À partir de la notion de la ligne essentielle introduite par Cremer en 1971 [Cre71], l'ordre d'es-
sentialité nie associé à une sortie du système Σ a été introduit pour la première fois en 1986 par
Commault et al. [Com86] pour résoudre le problème de découplage ligne par ligne et ce en ap-
pliquant un retour d'état statique. En outre, l'ordre d'essentialité nie peut être interprété comme
étant l'ordre maximal de dérivation de la sortie yi apparaissant dans le modèle inverse d'ordre
minimal. Cette interprétation est d'un grand intérêt dans le contexte du dimensionnement des
systèmes mécatroniques par modèles inverses. En e�et, la détermination de ces ordres permettent
de véri�er si le cahier des charges est bien rédigé et notamment, de donner les conditions de dé-
rivabilité à imposer aux trajectoires spéci�ées. A�n de déterminer ces ordres d'essentialité, le
théorème suivant, faisant appel aux ordres des zéros à l'in�ni du système Σ (cf. théorème 1), a
été établi.

Théorème 5. Pour un système inversible16 (A,B,C), l'ordre d'essentialité nie de la sortie
yi est dé�ni par [Com86] :

nie =
m∑
j=1

nj −
m−1∑
j=1

nij (3.19)

où :
� nj est l'ordre du jème zéro à l'in�ni du système (A,B,C) ;
� nij est l'ordre du jème zéro à l'in�ni du système (A,B,Ci) avec :

Ci =
[
cT1 . . . cTi−1 cTi+1 . . . cTm

]T
et ∀k ∈ {1, . . . , i− 1, i+ 1, . . . ,m}, ck est la kème ligne de C.

16À l'origine, cette proposition a été énoncée par Commault et al. [Com86] pour les systèmes inversibles à
droite.
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Représentation graphique

Nous proposons de dé�nir, dans un premier temps, un modèle digraphe � digraphe de La-
place �représentant un modèle inverse décrit dans le domaine de Laplace par le système
d'équations 3.4 et, dans un second temps, de dé�nir une procédure permettant la détermination
graphique du déterminant de la matrice système du modèle inverse à partir du � digraphe de
Laplace �. Ces résultats sont utiles pour les démonstrations des procédures bond graph énon-
cées dans la section 3.1.3.

Le � digraphe de Laplace �
Un modèle d'état direct Σ peut s'exprimer sous une forme matricielle ou sous une forme gra-
phique par l'intermédiaire d'un digraphe. Nous dé�nissons le � digraphe de Laplace � comme
l'adaptation d'une représentation digraphe classique [Yam85,Rei88] (cf. chapitre1, section 1.5.1)
dans le domaine de Laplace où les poids de certains arcs peuvent être fonction de l'opérateur
de Laplace s. Quelques notions de base d'une représentation digraphe sont détaillées dans la
section E.2.2 de l'annexe E.

Proposition 1. Considérons le modèle inverse décrit par le système d'équations 3.4, le digraphe
associé est caractérisé par :

� Un ensemble de sommets V = Uinv∪Xinv∪Yinv où Uinv = {y1, ..., ym}, Xinv = {x1, ..., xninv}
et Yinv = {u1, ..., um} sont respectivement les ensembles des sommets d'entrée, d'état et de
sortie ;

� Un ensemble d'arcs E = EAinv
∪ EBinv

∪ ECinv
∪ EDinv

avec :

EAinv
= {(xj , xi)|aij 6= 0}

EBinv
= {(yj , xi)|bij(s) 6= 0}

ECinv
= {(xj , ui)|cij 6= 0}

EDinv
= {(yj , ui)|dij(s) 6= 0}

où (xj , xi) représente l'arc orienté partant du sommet xj ∈ Xinv vers le sommet xi ∈ Xinv

et aij 6= 0 signi�e que le coe�cient de la matrice Ainv, situé sur l'ième ligne et la jème

colonne est di�érent de zéro (le même type de convention s'applique aux autres ensembles
EBinv

, ECinv
et EDinv

). Chaque arc (xj , xi) (resp. (yj , xi), (xj , ui), (yj , ui)) a un poids égal
à l'élément (i, j) de la matrice Ainv (resp. Binv(s), Cinv, Dinv(s)). Par conséquent, les
poids des arcs (yj , xi) et (yj , ui) sont des polynômes de l'opérateur de Laplace s.

Les règles d'exploitation du � digraphe de Laplace � représentant le modèle inverse (système
d'équations 3.4) sont les mêmes que celles du digraphe classique (cf. section 1.5.1, chapitre 1 et
annexe E). Pour plus de détails sur ces règles, le lecteur peut consulter [Yam85,Rei88].

Exemple. Considérons le modèle inverse suivant :
q̇ = y1 − y2

u1 = 1
Cq + I1ẏ1 +Ry1 −Ry2

u2 = − 1
Cq + I2ẏ2 −Ry1 +Ry2

(3.20)

Dans le domaine de Laplace, ce modèle est caractérisé par les matrices suivantes : Ainv = 0,

Binv(s) =
[

1 −1
]
, Cinv =

 1
C

− 1
C

 et Dinv(s) =

 I1s+R −R

−R I2s+R

.
Le digraphe associé est donné �gure 3.1.



3.1. Analyse du cahier des charges : éléments théoriques 85

Fig. 3.1 � Exemple de représentation digraphe d'un modèle inverse.

Détermination du déterminant de la matrice système Pinv(s) du modèle inverse à
partir du � digraphe de Laplace �

La matrice système P(s) (cf. dé�nition 29, annexe E) du modèle direct Σ a été utilisée
dans l'analyse structurelle des systèmes linéaires et invariant dans le temps notamment dans les
travaux de Rosenbrock [Ros70]. Cette matrice a servi ensuite à démontrer certaines procédures
bond graph pour l'analyse structurelle, par exemple celle de la détermination des ordres des
zéros à l'in�ni (cf. procédure 10, section 3.1.2). Ainsi, deux procédures bond graph existent pour
calculer le déterminant de la matrice système P(s) du modèle direct Σ (cf. procédures 27 et 29,
annexe E). Ces dernières ont été dé�nies en se basant sur l'analogie bond graph-digraphe et les
travaux de Reinschke [Rei88] qui a établi une procédure digraphe pour la détermination de la
matrice système P(s) du modèle direct Σ. Nous rappelons ici cette procédure.

Procédure 7. Considérons G(Σ) le digraphe associé au système Σ. Le déterminant de la matrice
système P(s) est donné par l'expression suivante [Rei88] :

det(P(s)) =
n∑
k=0

ρ
{m}
k sn−k (3.21)

où :
� n correspond au nombre de sommets d'état et m correspond au nombre des sommets d'en-
trée ;

� G(Σ′) est le digraphe obtenu à partir du digraphe G(Σ) en ajoutant un arc de poids (-1)
entre chaque sommet de sortie et chaque sommet d'entrée ;

� ρ
{m}
k correspond, sur le digraphe G(Σ′), à la somme des poids des familles de cycles conte-
nant k sommets d'état et au moins m arcs de retour. Dans ce calcul, le poids de chaque
famille doit être multiplié par (−1)d où d étant le nombre de cycles disjoints contenus dans
la famille. Le poids doit également être multiplié par (−1)σk où σk est le nombre de permu-
tations nécessaires pour ordonner les sommets de sortie de la famille de cycles dans l'ordre
initial des sommets de sortie lorsque les cycles de la famille sont ordonnés dans l'ordre
initial des sommets d'entrée.

Remarque : La procédure 7 a été dé�nie dans le cas où D = 0 mais la démonstration est facile-
ment généralisable dans le cas contraire.

L'équation 3.21 peut être adaptée à un modèle inverse décrit par le système d'équations 3.4
et par conséquent, le déterminant de la matrice système Pinv(s) du modèle inverse peut être
donné par l'expression suivante :

det(Pinv(s)) =
ninv∑
k=0

ρ
{m}
k (s)sninv−k (3.22)

où :
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� ninv est le nombre de sommets d'état et m correspond au nombre des sommets d'entrée ;
� la somme des poids de chaque famille de cycles contenant k sommets d'état et au moins
m arcs de retour dépend de l'opérateur de Laplace s.

Cette déduction directe est possible parce que la seule di�érence entre le digraphe représentant
le modèle inverse et le digraphe représentant le modèle direct est l'apparition de l'opérateur de
Laplace dans les poids de certains arcs ((yj , xi) et (yj , ui)) sur le � digraphe de Laplace �.
Cela ne change rien dans le calcul du déterminant d'une matrice (cf. [Rei88]) et par conséquent
dans le calcul du déterminant de la matrice système Pinv(s).

Exemple. Le déterminant de la matrice système du modèle inverse (équation 3.20) retrouvé
par l'approche modèle d'état est donné par :

det (Pinv(s)) = I1I2s
3 +R(I1 + I2)s2 +

(I1 + I2)
C

s (3.23)

Calculons maintenant ce déterminant en appliquant la procédure digraphe (équation 3.22).
Le digraphe G(Σ′) (digraphe avec des arcs de retour) est donné �gure 3.2. L'analyse des familles
de cycles est illustrée par la �gure 3.3 et peut être résumée par le tableau 3.2. Ainsi, l'expres-
sion du déterminant de la matrice système Pinv(s) (équation 3.23) est déterminée graphiquement.

Fig. 3.2 � Le digraphe G(Σ′) pour la détermination du déterminant de la matrice système Pinv(s).

Tab. 3.2 � Détermination du déterminant de la matrice système Pinv(s) à partir du digraphe
G(Σ′) : analyse des familles de cycles.

Famille ρ
{m}
k (s) · sninv−k d σk

F1 (−(I1s+R)) · (−(I2s+R)) · s(1−0) 2 0

F2 (−(I1s+R)) · (− 1
C ) · s(1−1) 2 0

F3 (− 1
C ) · (−(I2s+R)) · s(1−1) 2 0

F4 ( 1
C ) · (R) · s(1−1) 2 1

F5 (R) · (R) · s(1−0) 2 1

F6 (R) · ( 1
C ) · s(1−1) 2 1
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(a) Famille F1

(b) Famillle F2

(c) Famille F3

(d) Famille F4

(e) Famille F5

(f) Famille F6

Fig. 3.3 � Analyse des familles de cycles.

L'équation 3.22 est utilisée dans la section 3.1.3 pour démontrer la procédure bond graph du
calcul du déterminant de la matrice système Pinv(s) du modèle inverse. Cette démonstration
repose sur l'analogie bond graph-digraphe (cf. procédure 26, annexe E).

3.1.2 L'analyse structurelle et comportementale à partir du modèle bond
graph direct

Dans la méthodologie du dimensionnement par modèles bond graph inverses, l'étape de l'adé-
quation consiste à véri�er d'une part l'inversibilité du modèle considéré (cf. section 1.3.3) et,
d'autre part, que les spéci�cations imposées par le cahier des charges permettent de trouver une
solution physiquement réalisable (une entrée dans le cas de la remontée de spéci�cations et de
la détermination de la commande en boucle ouverte ou un paramètre dans le cas de la syn-
thèse paramétrique). Dans ce mémoire, nous nous intéressons uniquement à ce deuxième aspect
de l'étape de l'adéquation qui repose sur la détermination graphique de propriétés structurelles
(ordres des zéros à l'in�ni, ordres relatifs et ordres d'essentialité) du système à concevoir. Des
procédures graphiques ont été établies pour déterminer ces propriétés à partir d'un modèle bond
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graph en causalité préférentielle intégrale. Par rapport à l'approche modèle d'état qui relève
d'un niveau d'analyse comportemental, l'approche bond graph tient compte d'une part, de la
structure du système (niveau d'analyse BG-structurel), et d'autre part, des lois caractéristiques
des phénomènes physiques mis en jeu (niveau d'analyse comportemental). Pour ce faire, la dé-
termination de toute propriété structurelle à partir d'un modèle bond graph est formulée selon
le niveau d'analyse souhaité et par conséquent, une démarche chronologique dans le travail de
conception peut être mise en place. Dans cette section, nous rappelons ces procédures bond graph
pour l'analyse structurelle relevant du niveau d'analyse BG-structurel. Celles relevant du niveau
d'analyse comportemental sont présentées dans l'annexe F.

Zéros à l'in�ni

Sur un modèle bond graph en causalité préférentielle intégrale, la détermination du nombre
et des ordres des zéros à l'in�ni repose sur l'analyse des chemins causaux E/S disjoints (cf. dé�-
nitions 17, 19 et 20, annexe A).

Le nombre de zéros à l'in�ni
Le nombre de zéros à l'in�ni d'un système linéaire et invariant dans le temps Σ est égal au

rang r de sa matrice de transfert T(s) (cf. théorème 1). Ceci peut être interprété par le fait :
� qu'au moins un mineur d'ordre r est non nul ;
� et que tout mineur d'ordre strictement supérieur à r est nécessairement nul.

L'existence d'un mineur d'ordre r non nul peut être interprété, sur un modèle bond graph, par
l'existence d'un sous-système de dimension r inversible et donc l'existence d'au moins un ensemble
de r chemins causaux E/S disjoints assurant cette inversibilité (cf. section 1.3.3, chapitre 1). Au
contraire, si tout mineur d'ordre supérieur à r est nul alors tout sous-système de dimension
strictement supérieure à r est non inversible et ce, soit parce qu'il n'existe aucun ensemble
contenant plus de r chemins causaux E/S disjoints (non inversibilité BG-structurelle), soit parce
qu'il existe plusieurs ensembles contenant plus de r chemins causaux E/S disjoints mais que la
somme signée de leurs gains s'annule (non inversibilité comportementale). Ainsi, le nombre de
zéros à l'in�ni peut être calculé par approche bond graph selon le niveau d'analyse considéré.

Procédure 8. niveau d'analyse BG-structurel
Sur le modèle bond graph en causalité préférentielle intégrale, le nombre de zéros à l'in�ni
du système est égal au nombre maximal de chemins qu'un ensemble de chemins causaux d'E/S
disjoints puisse contenir [Dau00,Jar10].

Procédure 9. niveau d'analyse comportemental
Sur le modèle bond graph en causalité préférentielle intégrale, le nombre de zéros à l'in�ni
du système est égal au nombre maximal de chemins qu'un ensemble de chemins causaux E/S
disjoints puisse contenir pour assurer l'inversibilité d'un sous-système de dimension
r [Jar10].

Remarque : Dans la littérature, certaines références préconisent l'étude des chemins causaux
E/S di�érents (cf. dé�nition 43, annexe E) tandis que d'autres parlent de chemins causaux E/S
disjoints. Les deux approches ont été discutées dans les travaux de Jardin [Jar10] :

� Pour le niveau d'analyse BG-structurel, il faut considérer les chemins causaux E/S disjoints
(chemins qui assurent l'inversibilité structurelle17 du modèle).

� Pour le niveau d'analyse comportemental, la considération des chemins causaux E/S di�é-
rents ou disjoints conduit au même résultat. Néanmoins, les chemins causaux E/S di�érents

17L'inversibilité structurelle est véri�ée en analysant les lignes de puissance E/S et les chemins causaux E/S
associés et ce, sans tenir compte de leurs gains (cf. conditions nécessaires 1 et 2 du critère d'inversibilité 3,
section 1.3.3, chapitre 1). La condition 3 relève d'un niveau d'analyse comportemental puisqu'elle permet d'étudier
la résolubilité de la structure de jonction obtenue et ce, en étudiant les gains des chemins causaux.
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peuvent entraîner un temps d'analyse plus important.

Ordres des zéros à l'in�ni
Les ordres des zéros à l'in�ni du modèle direct Σ sont calculés par l'approche bond graph selon
le niveau d'analyse considéré.

Procédure 10. niveau analyse BG-structurel
Les ordres des zéros à l'in�ni peuvent être calculés comme suit [Ber97b,Ber00,Jar10] :

{
n1 = L1

ni = Li − Li−1

(3.24)

où, sur le modèle bond graph en causalité préférentielle intégrale, Li représente la longueur18

minimale qu'un ensemble de i chemins causaux E/S di�érents puisse avoir.

La procédure relevant du niveau d'analyse comportemental est donnée dans l'annexe F.

Remarques :
� Cette procédure permet de classer les ordres des zéros à l'in�ni dans l'ordre croissant.
� Le calcul des ordres des zéros à l'in�ni implique les chemins causaux E/S di�érents et non
uniquement les chemins causaux E/S disjoints (que ce soit au niveau BG-structurel ou
comportemental) [Jar10].

Ordre relatif

Le cahier des charges peut imposer les ordres relatifs des sorties. Sur un modèle bond graph en
causalité préférentielle intégrale, l'ordre relatif est déterminé en analysant les ordres des chemins
causaux (cf. dé�nition 40, annexe E).

Procédure 11. niveau d'analyse BG-structurel
Sur un modèle bond graph en causalité préférentielle intégrale, l'ordre relatif de la sortie yi
est égal l'ordre minimal qu'un chemin causal peut avoir entre la sortie yi et n'importe quelle
entrée [Wu 95,Ngw99,Jar10].

Cependant Wu et Youcef-Toumi [Wu 95] ont souligné que cette procédure présente une
exception. En e�et, s'il existe deux chemins causaux E/S entre une entrée uj et une sortie yi de
même ordre minimal ωmini et dont la somme des gains est nulle, alors l'ordre relatif de la sortie
associée (l'ordre relatif au sens de l'approche algébrique) est plus grand que ωmini . Ainsi, la pro-
cédure bond graph pour la détermination des ordres relatifs a été reformulée par Jardin [Jar10]
pour tenir compte des di�érents niveaux d'analyse. Elle permet ainsi une reconception plus pré-
cise et au plus tôt du système lorsque les ordres relatifs imposés par le cahier des charges ne
sont pas obtenus. Cette procédure relevant du niveau d'analyse comportemental englobe le cas
particulier énoncé par Wu et Youcef-Toumi [Wu 95] et est donnée dans l'annexe F.

Remarque : S'il existe un unique chemin causal entre les variables uj et yi, une analyse de niveau
BG-structurel su�t à obtenir un résultat identique à l'approche algébrique : le cas d'une somme
de gains statiques nulles n'est pas envisageable dans ce cas. Ainsi, la prise en compte des di�érents
niveaux d'analyse permet dans certains cas de diminuer le temps d'analyse.

18La notion de longueur d'un chemin causal est introduite dans la dé�nition 40 de l'annexe E.
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Ordre d'essentialité

Par l'approche modèle d'état, les ordres d'essentialité sont dé�nis en fonction des ordres des
zéros à l'in�ni nj (j = 1, . . . ,m) du système (A,B,C) et des ordres des zéros à l'in�ni nij
(j = 1, . . . ,m − 1) du sous-système (A,B,Ci) (cf. théorème 5). Dans le contexte bond graph,
les ordres des zéros à l'in�ni nj (j = 1, . . . ,m) et nij (j = 1, . . . ,m− 1) sont déterminés respec-
tivement sur le modèle bond graph initial (cf. procédure 10) et sur le modèle bond graph obtenu
en supprimant l'ième détecteur du modèle bond graph initial.

Remarque : La suppression d'un détecteur ne change pas la causalité a�ectée au reste du modèle.
De plus, si le système (A,B,C) admets m zéros à l'in�ni alors chaque sous-système (A,B,Ci)
admets m− 1 zéros à l'in�ni.

Cas particulier
Dans les références [El 08a,El 08b], il a été énoncé que pour un modèle bond graph en causalité
préférentielle intégrale, l'ordre d'essentialité nie de la sortie yi peut être déterminé comme suit :

nie = Lm −
m∑
j=1
j 6=i

n′j (3.25)

où :
� Lm est la longueur minimale qu'un ensemble de m chemins causaux E/S di�érents puisse
avoir sur le modèle bond graph initial ;

� n′j est l'ordre relatif de la sortie yj .

L'équation 3.25 est valable uniquement dans le cas où le sous-système (A,B,Ci) est découplable
par retour statique19.

Démonstration. À partir de la procédure de calcul des ordres des zéros à l'in�ni sur un modèle
bond graph (procédure 10), il peut être déduit :

m∑
j=1

nj = L1 +
m∑
j=2

(Lj − Lj−1)

=
m∑
j=1

Lj −
m−1∑
j=1

Lj

= Lm (3.26)

Ainsi, les équations 3.19 et 3.25 sont équivalentes si et seulement si
m−1∑
j=1

nij =
m∑
j=1
j 6=i

n′j .

Considérons le sous-système (A,B,Ci) (i ∈ {1, . . . ,m}) déduit d'un système inversible (A,B,C)
à m entrées et m sorties :

� Comme le système (A,B,C) admet m zéros à l'in�ni, le sous-système (A,B,Ci) possède
m− 1 zéros à l'in�ni. Leurs ordres sont notés {ni1, . . . , ni(m−1)}.

� L'ordre relatif d'une sortie yj avec j ∈ {1, . . . , i − 1, i + 1, . . . ,m} demeure inchangé en
passant du système (A,B,C) au sous-système (A,B,Ci).

19La section 3.1.1 de l'annexe E présente plus de détails sur le découplage par retour d'état statique.
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Écrire
m−1∑
j=1

nij =
m∑
j=1
j 6=i

n′j implique l'égalité entre la somme des m − 1 ordres des zéros à l'in�ni

du sous-système (A,B,Ci) et la somme des ordres relatifs de ses m − 1 sorties. Ainsi d'après
le critère de découplabilité (critère 1, Annexe E), le sous-système (A,B,Ci) est découplable par
retour d'état statique. Fin de la démonstration.

Exemple 1. Considérons le système composé de trois masses en série (�gure 3.4). La liaison
entre les masses m1 et m2 est modélisée par un ressort et un amortisseur en parallèle. La liaison
entre les masses m2 et m3 est modélisée par un ressort. Deux e�orts F1 et F2 sont imposés
respectivement sur les masses m1 et m3 et les vitesses V1 et V2 des masses m1 et m2 sont me-
surées. Ainsi, les vecteurs d'état, d'entrée et de sortie sont donnés par x = [p1, p2, p3, q1, q2]T ,
u = [F1, F2]T et y = [V1, V2]T où pi, i = {1, 2, 3}, et qj , j = {1, 2}, sont respectivement la
quantité de mouvement de l'ième masse et l'élongation du jème ressort.

Fig. 3.4 � Trois masses en série.

Fig. 3.5 � Modèle bond graph causal associé.

Le modèle bond graph correspondant peut être construit (�gure 3.5) et la causalité préférentielle
intégrale est a�ectée suivant la procédure SCAP (cf. procédure 21, annexe A). La représentation
d'état correspondante est caractérisée par les matrices suivantes :

A =



− b
m1

b
m2

0 k1 0
b
m1

− b
m2

0 −k1 k2

0 0 0 0 −k2

− 1
m1

1
m2

0 0 0

0 − 1
m2

1
m3

0 0


, B =



1 0

0 0

0 1

0 0

0 0


et C =

 1
m1

0 0 0 0

0 1
m2

0 0 0

.

L'application du théorème 5 (approche modèle d'état) permet la détermination des ordres d'es-
sentialité du système : n1e = 2 et n2e = 3. Ceci représente le résultat de référence auquel le
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résultat bond graph sera comparé.

Pour cet exemple, les sous-systèmes (A,B,C1) et (A,B,C2) contiennent chacun une seule sortie
et par conséquent, ils sont nécessairement découplables par retour statique : la détermination
des ordres d'essentialité à partir de l'équation 3.25 peut être réalisée.

(a) Ensemble de chemins causaux E/S di�érents

(b) Détermination des ordres relatifs

Fig. 3.6 � Modèle bond graph causal : analyse des chemins causaux E/S.

A�n de déterminer les ordres d'essentialité, l'analyse des chemins causaux E/S est établie (�-
gure 3.6). La longueur (resp. l'ordre) du chemin causal kO reliant la variable υi à la variable υj
est notée `k(υi → υj) (resp. ωk(υi → υj)). Ainsi, nous remarquons que :

� Un ensemble unique S1 = { 1O, 2O} de deux chemins causaux E/S di�érents existe entre la
paire d'entrées (F1, F2) et la paire de sorties (V1, V2) (�gure 3.6(a)). Ainsi L2 = `1(F1 →
V1) + `2(F2 → V2) = 1 + 3 = 4.

� Le plus court chemin causal entre la sortie V1 (resp. V2) et n'importe quelle entrée cor-
respond au chemin 1O (resp. 3O) entre V1 (resp. V2) et F1 comme il est indiqué sur la
�gure 3.6(b). Ainsi n′1 = ω1(F1 → V1) = 1 et n′2 = ω3(F1 → V2) = 2.

Par conséquent, conformément à l'équation 3.25 (la procédure énoncée dans [El 08a,El 08b]) :
n1e = L2 − n′2 = 2 et n2e = L2 − n′1 = 3. Ce résultat correspond à celui trouvé par l'approche
modèle d'état (théorème 5).
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Cas général
Une procédure bond graph est proposée pour le cas général. À travers un exemple, il est mon-
tré que par rapport à la procédure 10, la procédure proposée permet de réduire le temps de calcul.

Procédure 12. niveau d'analyse BG-structurel
Sur un modèle bond graph en causalité préférentielle intégrale, l'ordre d'essentialité nie de la
sortie yi peut être calculé comme suit [Jar10,El 11a] :

nie = Lm − L(i)
m−1 (3.27)

où :
� Lm est la longueur minimale qu'un ensemble de m chemins causaux E/S di�érents puisse
avoir sur le modèle bond graph initial ;

� L
(i)
m−1 est la longueur minimale qu'un ensemble de m − 1 chemins causaux E/S di�érents

puisse avoir sur le modèle bond graph obtenu en supprimant du modèle bond graph initial
son ième détecteur.

Démonstration. Cette procédure substitue simplement l'équation 3.26 dans l'équation 3.19
pour le calcul de la somme des ordres des zéros à l'in�ni respectivement pour (A,B,C) et
(A,B,Ci). Fin de la démonstration.

(a) Pour le sous-système (A,B,C1).

(b) Pour le sous-système (A,B,C2).

Fig. 3.7 � Analyse causale : détermination des ordres d'essentialité.

Exemple 1. Considérons le système illustré par la �gure 3.4. A�n de déterminer l'ordre minimal
que le sous-système (A,B,C1) (resp. (A,B,C2)) puisse avoir, considérons le modèle bond graph
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donné par la �gure 3.7(a) (resp. �gure 3.7(b)), où l'élément Df : V1 (resp. Df : V2) a été supprimé
à partir du modèle bond graph initial. L'analyse causale permet de déduire que :L

(1)
1 = `3(F1 → V2) = 2

L
(2)
1 = `1(F1 → V1) = 1

⇒

n1e = L2 − L(1)
1 = 2

n2e = L2 − L(2)
1 = 3

Fig. 3.8 � Quatre masses en série.

Fig. 3.9 � Modèle bond graph causal.

Exemple 2. Considérons le système composé de quatre masses en série (�gure 3.8). Les liai-
sons entre les masses (m1, m2) et (m2, m3) sont modélisées par un ressort et un amortisseur en
parallèle. La liaison entre les masses m3 et m4 est modélisée par un ressort. Les e�orts F1, F2 et
F3 sont imposés aux masses m1, m2 et m4 respectivement et les vitesses V1, V2 et V3 des masses
m1, m2 et m3 sont mesurées. Ainsi, les vecteurs d'état, d'entrée et de sortie sont donnés par
x = [p1, p2, p3, p4, q1, q2, q3]T , u = [F1, F2, F3]T et y = [V1, V2, V3]T où pi, i = {1, . . . , 4}, et qj ,
j = {1, 2, 3}, sont respectivement la quantité de mouvement de l'ième masse et l'élongation du
jème ressort. Après la construction du modèle bond graph associé (�gure 3.9), le modèle d'état
décrit par les matrices suivantes peut être déduit :

A =



− b1
m1

b1
m2

0 0 k1 0 0
b1
m1

− b1+b2
m2

b2
m3

0 −k1 k2 0

0 b2
m2

− b2
m3

0 0 −k2 k3

0 0 0 0 0 0 −k3

− 1
m1

1
m2

0 0 0 0 0

0 − 1
m2

1
m3

0 0 0 0

0 0 − 1
m3

1
m4

0 0 0



, B =



1 0 0

0 1 0

0 0 0

0 0 1

0 0 0

0 0 0

0 0 0
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et C =


1
m1

0 0 0 0 0 0

0 1
m2

0 0 0 0 0

0 0 1
m3

0 0 0 0

.
Par l'approche modèle d'état, l'application du théorème 5 permet de déduire les ordres d'essen-
tialité du système : n1e = 1, n2e = 2 et n3e = 3. Ces ordres représentent le résultat de référence
auquel les résultats trouvés par l'approche bond graph seront comparés.

Une première analyse des chemins causaux E/S du modèle bond graph conduit à déduire qu'un
unique ensemble S1 = { 1O, 2O, 3O} de chemins causaux E/S di�érents existe entre les entrées
(F1, F2, F3) et les sorties (V1, V2, V3) (�gure 3.10).
Ainsi L3 = `1(F1 → V1) + `2(F2 → V2) + `3(F3 → V3) = 1 + 1 + 3 = 5.

Fig. 3.10 � Analyse causale : ensemble de chemins causaux E/S di�érents.

L'analyse causale des sous-systèmes (A,B,C1) (�gure. 3.11(a)), (A,B,C2) (�gure 3.11(b)) et
(A,B,C3) (�gure 3.11(c)) conduit au résultats suivants :

L
(1)
2 = `2(F2 → V2) + `3(F3 → V3) = 1 + 3 = 4

L
(2)
2 = `1(F1 → V1) + `4(F2 → V3) = 1 + 2 = 3

L
(3)
2 = `1(F1 → V1) + `2(F2 → V2) = 1 + 1 = 2

Ainsi, à partir de la procédure 12, il peut être déduit que :
n1e = L3 − L(1)

2 = 1
n2e = L3 − L(2)

2 = 2
n3e = L3 − L(3)

2 = 3

Ces résultats correspondent bien à ceux trouvés par l'approche modèle d'état (théorème 5).

Si la procédure donnée pour le cas particulier est appliquée à cet exemple alors le plus court che-
min causal entre la sortie V1 et n'importe quelle entrée correspond au chemin causal 3O entre V1

et F1 : ainsi n′1 = ω1(F1 → V1) = 1. De même, n′2 = ω2(F2 → V2) = 1 et n′3 = ω4(F2 → V3) = 2
(�gure 3.12). Nous pouvons conclure alors que L3−n′2−n′3 = 2 6= n1e, L3−n′1−n′3 = 2 = n2e et
L3−n′1−n′2 = 3 = n3e ; et puisque n11 +n12 6= n′2 +n′3 alors le sous-système (A,B,C1) n'est pas
découplable par retour d'état statique et par conséquent le deuxième exemple représente bien un
cas où l'équation 3.25 ne peut pas être appliquée.
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(a) Pour le sous-système (A,B,C1).

(b) Pour le sous-système (A,B,C2).

(c) Pour le sous-système (A,B,C3).

Fig. 3.11 � Analyse causale : détermination des ordres d'essentialité.
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Fig. 3.12 � Détermination des ordres relatifs.

À présent, déterminons les ordres d'essentialité en appliquant la procédure 10. Une analyse
causale conduit aux résultats suivants :

� dans le cas du modèle bond graph représentant le système (A,B,C) (�gure 3.10) :
L1 = `1(F1 → V1) = 1
L2 = `1(F1 → V1) + `2(F2 → V2) = 2
L3 = `1(F1 → V1) + `2(F2 → V2) + `3(F3 → V3) = 5

⇒


n1 = L1 = 1
n2 = L2 − L1 = 1
n3 = L3 − L2 = 3

� dans le cas du modèle bond graph représentant le sous-système (A,B,C1) (�gure 3.11(a)) :{
L1 = `2(F2 → V2) = 1
L2 = `2(F2 → V2) + `3(F3 → V3) = 1 + 3 = 4

⇒
{
n11 = L1 = 1
n12 = L2 − L1 = 3

� dans le cas du modèle bond graph représentant le sous-système (A,B,C2) (�gure 3.11(b)) :{
L1 = `1(F1 → V1) = 1
L2 = `1(F1 → V1) + `4(F2 → V3) = 1 + 2 = 3

⇒
{
n21 = L1 = 1
n22 = L2 − L1 = 2

� dans le cas du modèle bond graph du sous-système (A,B,C3) (�gure 3.11(c)) :{
L1 = `1(F1 → V1) = 1
L2 = `1(F1 → V1) + `2(F2 → V2) = 1 + 1 = 2

⇒
{
n31 = L1 = 1
n32 = L2 − L1 = 1
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Ainsi, nous pouvons déduire que n1e = n1+n2+n3−n11−n12 = 1, n2e = n1+n2+n3−n21−n22 =
2 et n3e = n1 + n2 + n3 − n31 − n32 = 3. Ces résultats sont en accord avec ceux de référence
(trouvés par l'approche modèle d'état). Cependant, d'un point de vue bond graph, ils impliquent
des manipulations causales supplémentaires par rapport à la procédure 12.

Ces résultats relèvent d'un niveau d'analyse BG-structurel. Une procédure relevant d'un
niveau d'analyse comportemental a également été proposée dans [Jar10] et est donnée dans
l'annexe F.

3.1.3 L'analyse structurelle et comportementale à partir du modèle bond
graph inverse

Dans la méthodologie du dimensionnement par modèles bond graph inverses, les propriétés
structurelles (structure à l'in�ni, ordres relatifs et ordres d'essentialité) représentent une aide à
la rédaction du cahier des charges. Dans la section 3.1.1, les dé�nitions (par approche modèle
d'état) de ces propriétés ont été rappelées. Dans la section 3.1.2, des procédures graphiques pour
la détermination de ces propriétés à partir d'un modèle bond graph causal ont été présentées
suivant le niveau d'analyse souhaité. Le but de cette section est de rajouter à la méthodologie
de dimensionnement, de nouvelles procédures graphiques permettant la détermination de ces
propriétés à partir du modèle bond graph bicausal. Certaines simpli�ent l'analyse structurelle et
comportementale de la structure retenue pour le modèle de conception. En e�et, une procédure
permettant la détermination des ordres d'essentialité à partir du modèle bond graph bicausal,
est proposée. Le calcul de ces ordres s'avère plus simple sur le modèle inverse que sur le modèle
direct grâce à leur interprétation sur le modèle inverse. Les procédures proposées dans cette
section sont formulées selon le niveau d'analyse BG-structurel. Cependant, d'autres procédures
proposées dans l'annexe F sont formulées selon le niveau d'analyse comportemental a�n de fa-
voriser la démarche chronologique de conception (ou de reconception). En�n, une discussion sur
les procédures causales et bicausales est établie.

Ordres des pôles à l'in�ni

Rappelons que le modèle Σ (système d'équations 3.1) est supposé être un modèle propre qui
ne possède que des zéros à l'in�ni. Ainsi, le modèle inverse décrit dans le domaine de Laplace
par le système d'équations 3.4 ne possède que des pôles à l'in�ni. Le nombre de ces pôles à l'in�ni
correspond au nombre des zéros à l'in�ni du modèle Σ et, pour un modèle inversible, à m, le
nombre de paires E/S.

L'analyse structurelle et comportementale établie sur le modèle bond graph direct a montré
que le calcul des mineurs de la matrice système, ainsi que le calcul de leur degré est d'un grand
intérêt dans les démonstrations des procédures bond graph. A�n de procéder de la même manière
avec le modèle inverse, une procédure bond graph permettant la détermination du déterminant
de la matrice système Pinv(s) du modèle inverse est proposée et démontrée.

Procédure 13. Sur un modèle bond graph bicausal, le déterminant de la matrice système Pinv(s)
est donné par l'expression suivante :

det(Pinv(s)) =
ninv∑

k=−nD

ρ
{m}
k sninv−k (3.28)

où :
� ninv (resp. nD) correspond au nombre d'éléments de stockage en causalité intégral (resp.
en causalité dérivée) et m correspond au nombre d'entrées/sorties.
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� ρ
{m}
k correspond à la somme des gains statiques des familles bond graph d'ordre k et conte-
nant m chemins causaux E/S di�érents. Dans ce calcul, le gain de chaque famille bond
graph doit être multiplié par (−1)d, d étant le nombre de cycles contenus dans la famille
bond graph. De plus, le gain statique de chaque famille doit être multiplié par (−1)σk , où
σk est le nombre de permutations nécessaires a�n d'ordonner les sorties dans l'ordre du
vecteur de sortie initial quand les m chemins causaux E/S de la famille sont ordonnés dans
l'ordre du vecteur d'entrée initial20.

Démonstration. Considérons l'équation 3.22 dé�nie pour le calcul du déterminant de la matrice
système Pinv(s) à partir d'un digraphe. En exploitant la correspondance entre les cycles disjoints
présentant des arcs de retour sur un digraphe et les chemins causaux E/S di�érents sur le modèle
bons graph [Rah93], le résultat suivant peut être déduit :

det(Pinv(s)) =
ninv∑
j=0

ρ
{m}
j (s)sninv−j (3.29)

où sur le modèle bond graph bicausal, ρ{m}j (s) correspond à la somme des gains des familles
contenant j éléments de stockage d'énergie en causalité intégrale et m chemins causaux E/S
di�érents. Le gain de chaque famille est calculé comme suit : si l'élément de stockage traversé
est en causalité intégrale alors le gain statique est considéré et si l'élément de stockage traversé
est en causalité dérivée alors le gain est considéré. Ainsi, l'apparition de l'opérateur de Laplace
dans le gain de la famille est due aux éléments de stockage en causalité dérivée rencontrés tout
le long de la famille bond graph. Pour cette raison, il est plus intéressant de considérer l'ordre
k de la famille bond graph. Dans ce cas, les gains statiques ρ{m}k des familles bond graph sont
considérés. Néanmoins, l'ordre minimal qu'une famille puisse avoir est égal à −nD (la famille
considérée ne contient que des éléments de stockage en causalité dérivée) et l'ordre maximal est
égal à ninv (la famille considérée ne contient que des éléments de stockage en causalité intégrale).
Ainsi, l'équation 3.29 est équivalente à l'équation 3.28. Fin de la démonstration.

Exemple. Considérons le bond graph bicausal illustré par la �gure 3.13 et correspondant au
système d'équations 3.20. L'analyse des familles bond graph est illustrée par les �gures 3.14
et 3.15 et peut être résumée par le tableau 3.3. Ainsi, le déterminant de la matrice système
Pinv(s) (équation. 3.23) est déterminé à partir du modèle bond graph bicausal.

Fig. 3.13 � Exemple d'un modèle bond graph bicausal.

20Le vecteur de sortie fait référence à u1, . . . , um qui représente les sorties du modèle bond graph bicausal et
non pas les sorties du système physique Σ. De même le vecteur d'entrée fait référence à y1, . . . , ym.
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Tab. 3.3 � Analyse des familles bond graph

Famille k ρ
{m}
k (s) · sninv−k d σk

F1 -2 I1I2 · s1−(−2) 0 0

F2 -1 RI2 · s1−(−1) 0 0

F3 -1 RI1 · s1−(−1) 0 0

F4 0 I1
C · s

1−0 0 0

F5 0 R2 · s1−0 0 0

F6 0 R2 · s1−0 0 1

F7 0 I2
C · s

1−0 0 0

F8 1 R
C · s

1−1 0 0

F9 1 R
C · s

1−1 0 0

F10 1 R
C · s

1−0 0 1

F11 1 R
C · s

1−0 0 1

(a) Famille F1 (b) Famille F2

(c) Famille F3 (d) Famille F4

Fig. 3.14 � Analyse des familles bond graph F1 à F4.
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(a) Famille F5 (b) Famille F6

(c) Famille F7 (d) Famille F8

(e) Famille F9 (f) Famille F10

(g) Famille F11

Fig. 3.15 � Analyse des familles bond graph F5 à F11.
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En généralisant le résultat obtenu à tous les mineurs de la matrice système Pinv(s) du modèle
inverse, la procédure 14 peut être déduite.

Procédure 14. Sur le modèle bond graph bicausal, les mineurs de la matrice système Pinv(s)
sont donnés par l'expression suivante :

det
(
Pinv(s)1,...,ninv ,ninv+j1,...,ninv+ji

1,...,ninv ,ninv+h1,...,ninv+hi

)
=

ninv∑
k=−nD

ρ

{
i
j1,...,ji
h1,...,hi

}
k sninv−k (3.30)

où :
� ninv (resp. nD) correspond au nombre d'éléments de stockage d'énergie en causalité inté-
grale (resp. en causalité dérivée) et m correspond au nombre d'entrées/sorties ;

� ρ

{
i
j1,...,ji
h1,...,hi

}
k correspond à la somme des gains statiques des familles bond graph d'ordre k et
contenant uniquement i chemins causaux E/S di�érents entre yj1 , . . . , yji et uh1 , . . . , uhi .
Dans ce calcul, le gain statique de chaque famille bond graph doit être multiplié par (−1)d,
d étant le nombre de cycles contenus dans la famille bond graph. Le gain statique de chaque
famille doit être multiplié aussi par (−1)σk où σk est le nombre des permutations nécessaires
pour ordonner les sorties dans l'ordre du vecteur de sortie initial quand les i chemins
causaux E/S de la famille sont ordonnés dans l'ordre du vecteur d'entrée initial.

Remarque : det
(
Pinv(s)1,...,ninv ,ninv+j1,...,ninv+ji

1,...,ninv ,ninv+h1,...,ninv+hi

)
est calculé à partir du bond graph bicausal

où uniquement les doubles sources associées à yj1 , . . . , yji et les doubles détecteurs associés à
ui1 , . . . , uii sont considérés dans ce calcul. Les autres double sources et double détecteurs ne sont
pas supprimés a�n de ne pas changer l'a�ectation de la causalité.

D'après le théorème 1, les ordres des pôles à l'in�ni peuvent être calculés en fonction des
degrés des mineurs de la matrice de transfert Tinv(s). Ainsi, une procédure bond graph per-
mettant la détermination graphique du plus haut degré des mineurs d'ordre i de la matrice de
transfert Tinv(s) du modèle inverse est proposée et démontrée et ce, selon le niveau d'analyse
BG-structurel.

Procédure 15. niveau d'analyse BG-structurel
Soit δi le plus haut degré des mineurs d'ordre i de Tinv(s), alors

∀i ∈ {1 . . .m}, δi = −Li (3.31)

où, sur le modèle bond graph bicausal, Li correspond à l'ordre minimal qu'un ensemble de i
chemins causaux E/S di�érents puisse avoir.

Démonstration. Soit δi le plus haut degré des mineurs d'ordre i de Tinv(s), βi le plus haut
degré des mineurs d'ordre i de Pinv(s) et Li l'ordre minimal qu'un ensemble de i chemins cau-
saux E/S di�érents puisse avoir sur le modèle bond graph bicausal.

À partir du théorème 2, on a δi = βi − ninv. Chaque βi peut être calculé comme suit :

βi = max
j1, . . . , ji ∈ (J1,mK)i

h1, . . . , hi ∈ (J1,mK)i

{β
i
j1,...,ji
h1,...,hi

}

où β
i
j1,...,ji
h1,...,hi

= deg
(
det

(
Pinv(s)1,...,ninv ,ninv+j1,...,ninv+ji

1,...,ninv ,ninv+h1,...,ninv+hi

))
.

Si det
(
Pinv(s)1,...,ninv ,ninv+j1,...,ninv+ji

1,...,ninv ,ninv+h1,...,ninv+hi

)
= 0 alors ce déterminant n'est pas à considérer pour le

calcul des ordres des zéros à l'in�ni.
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Si det
(
Pinv(s)1,...,ninv ,ninv+j1,...,ninv+ji

1,...,ninv ,ninv+h1,...,ninv+hi

)
6= 0 , alors à partir de la procédure 14 :

det
(
Pinv(s)1,...,ninv ,ninv+j1,...,ninv+ji

1,...,ninv ,ninv+h1,...,ninv+hi

)
=

ninv∑
k=−nD

ρ

{
i
j1,...,ji
h1,...,hi

}
k sninv−k

Ainsi :

det
(
Pinv(s)1,...,ninv ,ninv+j1,...,ninv+ji

1,...,ninv ,ninv+h1,...,ninv+hi

)
∼

+∞
ρ

{
i
j1,...,ji
h1,...,hi

}
ω
j1,...,ji
h1,...,hi

s
ninv−Li

j1,...,ji
h1,...,hi

où ρ

{
i
j1,...,ji
h1,...,hi

}
ω
j1,...,ji
h1,...,hi

est la somme des gains statiques des familles bond graph d'ordre ωj1,...,jih1,...,hi
et

contenant uniquement i chemins causaux E/S di�érents entre yj1 , . . . , yji et uh1 , . . . , uhi . Li
j1,...,ji
h1,...,hi

est l'ordre minimal qu'une famille bond graph puisse avoir :

Li
j1,...,ji
h1,...,hi

= min
ω
j1,...,ji
h1,...,hi

∈(J−nD,ninvK)

{
ωj1,...,jih1,...,hi

}

Au niveau d'analyse BG-structurel, ρ

{
i
j1,...,ji
h1,...,hi

}
ω
j1,...,ji
h1,...,hi

est a priori di�érent de zéro donc dans ce

cas β
i
j1,...,ji
h1,...,hi

= deg
(
det

(
P(s)1,...,ninv ,ninv+j1,...,ninv+ji

1,...,ninv ,ninv+h1,...,ninv+hi

))
= ninv − Li

j1,...,ji
h1,...,hi

et par conséquent

δ
i
j1,...,ji
h1,...,hi

= −Lij1,...,jih1,...,hi
. Puisque δi = max

j1, . . . , ji ∈ (J1,mK)i

h1, . . . , hi ∈ (J1,mK)i

{δ
i
j1,...,ji
h1,...,hi

} et Li = min
ω
j1,...,ji
h1,...,hi

∈(J−nD,ninvK){
Li
j1,...,ji
h1,...,hi

}
alors δi = −Li. Fin de la démonstration.

Au niveau d'analyse comportemental, une procédure bond graph permettant la détermina-
tion graphique du plus haut degré des mineurs d'ordre i de la matrice de transfert Tinv(s) du
modèle inverse est proposée et démontrée dans l'annexe F (procédure 36). Au niveau d'analyse
BG-structurel et à partir de la procédure 15, une procédure bond graph permettant la détermi-
nation graphique des ordres des pôles à l'in�ni du modèle inverse est maintenant déduite. Dans
l'annexe F, une procédure bond graph au niveau d'analyse comportemental (procédure 37) pour
la détermination de ces ordres à partir du modèle inverse est donnée et illustrée par un exemple.

Procédure 16. niveau d'analyse BG-structurel
Le nombre des pôles à l'in�ni est égal à m et chaque ordre d'un pôle à l'in�ni ni peut être
calculé de sorte que [El 11b] : {

n1 = −L1

ni = Li−1 − Li
(3.32)

où, sur le modèle bond graph bicausal, Li est l'ordre minimal qu'un ensemble de i chemins causaux
E/S di�érents puisse avoir.

Démonstration.
� Pour i = 1, à partir du théorème 1, nous avons : n1 = δ1. De plus, il a été démontré dans
la procédure 15 que δi = −Li. Ainsi, le résultat n1 = −L1 est immédiatement déduit.

� Pour i ≥ 2 et à partir du théorème 1 et de la procédure 15 :

ni = −δi−1 + δi

= Li−1 − Li

Fin de la démonstration.
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Remarque : Cette procédure permet de classer les ordres des pôles à l'in�ni dans l'ordre décrois-
sant.

Exemple. A�n d'illustrer la procédure 16, considérons le système composé de trois masses en
série (�gure 3.4). Le critère d'inversibilité 3 (section 1.3.3, chapitre 1) est véri�é et le modèle
bond graph bicausal (�gure 3.16) peut être construit grâce à la procédure SCAPI (procédure 22,
section A.5, annexe A). À partir du modèle bond graph bicausal, le modèle inverse d'ordre
minimal peut être déduit :

q̇1 = V2 −V1

F1 = −k1q1 +m1V̇1 + b(V1 −V2)
F2 = k1q1 + m2m3

k2

...
V2 + m3b

k2
(V̈2 − V̈1)− m3k1

k2
V̇1 + (m2 +m3(1 + k1

k2
))V̇2 + b(V2 −V1)

(3.33)
Dans le domaine de Laplace, ce modèle est caractérisé par les matrices suivantes :

Ainv = 0, Binv(s) =
[
−1 1

]
, Cinv =

 −k1

k1

 et

Dinv(s) =

 m1s+ b −b

−m3b
k2
s2 − m3k1

k2
s− b m2m3

k2
s3 + m3b

k2
s2 +

(
m2 +m3

(
1 + k1

k2

))
s+ b

 .
La matrice de transfert du modèle inverse est donnée par :

Tinv(s) =

 m1s+ b+ k1
s −b− k1

s

−m3b
k2
s2 − m3k1

k2
s− b− k1

s
m2m3
k2

s3 + m3b
k2
s2 +

(
m2 +m3

(
1 + k1

k2

))
s+ b+ k1

s


Par l'approche modèle d'état et d'après le théorème 1, les ordres des pôles à l'in�ni sont calculés :{

n1 = δ1 = 3
n2 = δ2 − δ1 = 4− 3 = 1

(3.34)

L'équation 3.34 représente le résultat de référence auquel le résultat bond graph sera comparé.

Fig. 3.16 � Modèle bond graph bicausal.

A�n de déterminer les ordres des pôles à l'in�ni à partir du modèle bond graph bicausal, l'analyse
des chemins causaux E/S est établie (�gure 3.17) : S2 = { 4O, 5O} est l'unique ensemble d'ordre
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minimal des chemins causaux E/S di�érents entre la paire (V1, V2) et la paire (F1, F2). Ainsi :{
L1 = ω4(V2 → F2) = −3
L2 = ω4(V2 → F2) + ω5(V1 → F1) = −3− 1 = −4

(3.35)

Alors, nous pouvons déduire que :{
n1 = −L1 = 3
n2 = L1 − L2 = −3 + 4 = 1

Ce résultat correspond bien au résultat trouvé par l'approche modèle d'état (équation 3.34).

Fig. 3.17 � Détermination des ordres des pôles à l'in�ni.

Remarque : La procédure 37 (page 253) pour la détermination des ordres des pôles à l'in�ni à
un niveau d'analyse comportemental donne le même résultat.

Ordre relatif

Plusieurs méthodes algébriques existent pour calculer l'ordre relatif (cf. théorème 3, sec-
tion 3.1.1). Une nouvelle méthode (théorème 4) a été proposée dans la même section permettant
de calculer ces ordres à partir du modèle inverse et plus précisément, à partir des ordres des
pôles à l'in�ni du modèle inverse. À partir du théorème 4 et à partir de la procédure 16, une
procédure permettant la détermination des ordres relatifs sur le modèle bond graph bicausal est
dé�nie et ce, selon le niveau d'analyse BG-structurel. Au niveau d'analyse comportemental, la
procédure 38 de l'annexe F permet la détermination de ces ordres sur le modèle bond graph
bicausal.

Procédure 17. niveau d'analyse BG-structurel
L'ordre relatif n′i de yi peut être calculé de sorte que [El 11b] :

n′i = L
(i)
m−1 − Lm (3.36)

où :
� Lm est l'ordre minimal qu'un ensemble de m chemins causaux E/S di�érents puisse avoir
sur le modèle bond graph bicausal ;

� L
(i)
m−1 est l'ordre minimal qu'un ensemble de m− 1 chemins causaux E/S di�érents puisse

avoir et obtenu sans la considération, sur le modèle bond graph bicausal, de l'ième double
source21.

21L'ième double source n'est pas supprimée du modèle bond graph bicausal a�n de pas changer l'a�ectation de
la causalité.
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Démonstration. À partir de la procédure 16, il peut être déduit que
m∑
j=1

nj = −Lm et

m−1∑
j=1

nij = −L(i)
m−1. Ainsi, à partir de ces résultats et à partir du théorème 4, cette procédure 17

en est déduite. Fin de la démonstration.

Exemple. Considérons le système composé de trois masses en série (�gure 3.4) dont la re-
présentation d'état du modèle direct a été présentée dans la section 3.1.2. À partir de cette
représentation, nous pouvons déduire les ordres relatifs par approche algébrique :

� c1B 6= 0 alors n′1 = 1.
� c2B = 0 alors n′2 > 1.
� c2AB 6= 0 alors n′2 = 2.

Ce résultat correspond bien au résultat bond graph trouvé par analyse des chemins causaux E/S
sur le modèle bond graph en causalité préférentielle intégrale (cf. section 3.1.2).

(a) Pour le sous-système
(
Ainv,Binv1(s),Cinv,Dinv1(s)

)

(b) Pour le sous-système
(
Ainv,Binv2(s),Cinv,Dinv2(s)

)
Fig. 3.18 � Détermination des ordres relatifs.

Le modèle bond graph bicausal associé au système étudié est donné �gure 3.16. A�n de calculer
les ordres relatifs à partir du modèle bond graph bicausal, l'ordre minimal que le sous-système(
Ainv,Binv1(s),Cinv,Dinv1(s)

)
(resp.

(
Ainv,Binv2(s),Cinv,Dinv2(s)

)
) puisse avoir doit être

déterminé. Pour ce faire, considérons les modèles bond graph respectivement des �gures 3.18(a)
et 3.18(b) où les éléments SeSf : V1 et SeSf : V2 sont respectivement ignorés. À partir de cette



3.1. Analyse du cahier des charges : éléments théoriques 107

analyse causale, nous pouvons déduire que :
L2 = −4 (�gure 3.17 et équation 3.35)

L
(1)
1 = ω4(V2 → F2) = −3

L
(2)
1 = ω4(V1 → F2) = −2

Ainsi, d'après la procédure 17, il peut être déduit que :n′1 = L
(1)
1 − L2 = −3 + 4 = 1

n′2 = L
(2)
1 − L2 = −2 + 4 = 2

Ce résultat correspond bien au résultat trouvé par l'approche modèle d'état et par la procédure
causale (procédure 11). Pour cet exemple, il n'y a pas de dépendance phénoménologique ainsi la
procédure 38 qui relève d'un niveau d'analyse comportemental donne le même résultat.

Ordres d'essentialité

Par l'approche modèle d'état, la détermination des ordres d'essentialité repose sur la détermi-
nation des ordres des zéros à l'in�ni du système étudié et des sous-systèmes associés (cf. théorème
5). Par l'approche bond graph, la détermination des ordres d'essentialité peut se faire de manière
graphique. Cependant, les procédures causales (procédures 12 et 35), dé�nies pour le cas général,
repose sur la détermination de l'ordre minimal qu'un ensemble de m (resp. m − 1) chemins
causaux E/S di�érents puisse avoir sur le modèle bond graph initial (resp. sur le modèle bond
graph obtenu en supprimant un détecteur). Dans la section 3.1.2, il a été montré, à travers un
exemple, que ces procédures permettent de réduire les manipulations causales par rapport aux
manipulations nécessaires si les ordres des zéros à l'in�ni du système et de sous-systèmes sont
déterminés. Par ailleurs, dans [El 08a], une procédure graphique permettant la détermination
des ordres d'essentialité à partir du modèle bond graph bicausal a été proposée et s'est avérée
simpli�er davantage les manipulations causales. Dans ce qui suit, cette procédure est dé�nie
et démontrée selon le niveau d'analyse BG-structurel. La procédure 39 de l'annexe F est une
reformulation de la procédure 18 au niveau d'analyse comportemental.

Procédure 18. niveau d'analyse BG-structurel
Sur le modèle bond graph bicausal, l'ordre d'essentialité nie de la sortie yi peut être calculé
de sorte que [El 11a] :

nie = −min
k,j
{ωk(yi → uj)} (3.37)

où ωk(yi → uj) est l'ordre du chemin causal kO entre la double source associée à yi et le double
détecteur associée à uj.

Démonstration. Premièrement, l'ième colonne de la matrice de transfert Tinv(s) du modèle
inverse correspond aux transmittances associées à yi. Deuxièmement, l'ordre d'essentialité nie,
par dé�nition, correspond à l'ordre de dérivation maximal de yi apparaissant dans le modèle
inverse d'ordre minimal. Ainsi, il peut être déduit que pour j ∈ J1, . . . ,mK, deg

{
tinvji(s)

}
≤ nie.

De plus, il existe nécessairement un ordre d'essentialité nie associé à yi tel que :

nie = max
j∈J1,...,mK

{
deg(tinvji(s))

}
Notons que sur un modèle bond graph bicausal, tinvji est déterminé à partir des gains des chemins
causaux entre yi et uj . Ainsi, on a :

tinvji ∼+∞
∑

lO|ωl(yi→uj)=ωk(yi→uj)

G̃l(yi → uj)s−ωk(yi→uj)
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où G̃l(yi → uj) est le gain statique du chemin causal lO d'ordre ωl(yi → uj) = ωk(yi → uj),
ωk(yi → uj) est l'ordre minimal qu'un chemin causal entre yi et uj puisse avoir. Au niveau d'ana-
lyse BG-structurel,

∑
lO|ωl(yi→uj)=ωk(yi→uj)

G̃l(yi → uj) 6= 0 a priori. Dans ce cas, deg(tinvji(s))

est égal à l'opposé de l'ordre minimal qu'un chemin causal puisse avoir entre yi et uj .

Rappelons que la matrice de transfert du modèle direct ne possède que des zéros à l'in�ni [Com86]
et par conséquent la matrice de transfert du modèle inverse ne possède que des pôles à l'in�ni.
Ce fait garantit que max

j∈J1,...,mK

{
deg(tinvji(s))

}
est ≥ 0. Ainsi, il existe nécessairement un chemin

causal entre yi et un double détecteur uj d'ordre ≤ 0.

Comme nie = max
j∈J1,...,mK

{
deg(tinvji(s))

}
, l'ordre d'essentialité de yi est alors déduit :

nie = −min
k,j
{ωk(yi → uj)}

Fin de la démonstration.

Remarque : Il est important de signaler que les procédures bicausales (procédures 18 et 39) pour
la détermination des ordres d'essentialité doivent être appliquées uniquement sur un modèle
bond graph bicausal d'ordre minimal. En e�et, dans le cas où l'inversion du modèle bond graph
peut engendrer la construction de plusieurs modèles bicausaux, seuls les modèles d'ordre minimal
sont retenus pour établir l'analyse structurelle et comportementale. L'analyse des autres modèles
bicausaux permet d'obtenir des ordres di�érents de ceux trouvés par l'approche modèle d'état.
Dans les travaux de Jardin [Jar10], le lecteur peut trouver un exemple illustrant cette remarque.

Exemple. Considérons le système composé de trois masses en série (�gure 3.4). Sur le mo-
dèle bond graph bicausal (�gure 3.16), le chemin causal d'ordre minimal entre V1 (resp. V2)
et un double détecteur correspond au chemin causal 6O (resp. 4O) entre V1 (resp. V2) et F2

(�gure 3.18(b) (resp. �gure 3.18(a))). Ainsi, d'après la procédure 18, il peut être conclu que :{
n1e = −ω6(V1 → F2) = 2
n2e = −ω4(V2 → F2) = 3

Ces résultats sont en accord avec ceux trouvés par l'approche modèle d'état (cf. section 3.1.2) et
avec le nombre de dérivations de chaque sortie �gurant dans le modèle inverse d'ordre minimal
(système d'équations 3.33).

3.1.4 Interprétations

A propos de la structure à l'in�ni

Les procédures causales (procédures 10 et 33) permettent de déterminer graphiquement les
ordres des zéros à l'in�ni à partir du modèle bond graph en causalité préférentielle intégrale. Les
procédures bicausales (procédures 16 et 37) permettent de déterminer graphiquement les ordres
des pôles à l'in�ni à partir du modèle bond graph bicausal. Les procédures causales et bicausales
se basent sur l'analyse des chemins causaux E/S di�érents tout en tenant compte du niveau
d'analyse souhaité. La détermination des ordres des zéros à l'in�ni se base sur l'analyse des lon-
gueurs des chemins causaux E/S di�érents sur le bond graph causal tandis que la détermination
des ordres des pôles à l'in�ni se base sur l'analyse des ordres de ces chemins sur le bond graph
bicausal.
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Importance des ordres d'essentialité dans la méthodologie du dimensionnement

Par dé�nition, l'ordre d'essentialité nie associé à une sortie yi correspond au nombre de
dérivations maximal de cette sortie apparaissant dans le modèle inverse d'ordre minimal. Ainsi,
spéci�er correctement une sortie yi est donc indispensable pour simuler le modèle inverse. Si une
sortie spéci�ée yi n'est pas au moins nie fois dérivable par rapport au temps, alors les grandeurs
calculées par inversion ne seront pas physiquement réalisables. Ce fait a mené au critère suivant :

Critère 1. Simulation d'un modèle inverse
Pour simuler un modèle inverse, chaque sortie spéci�ée yi doit être au moins nie fois dérivable
par rapport au temps [Jar08a].

Dans la méthodologie de dimensionnement des systèmes mécatroniques, les ordres d'essen-
tialité interviennent lors de la rédaction du cahier des charges indiquant au concepteur si ses
spéci�cations sont en adéquation avec la structure du modèle de conception retenue et de les
reformuler si elles ne sont pas su�samment dérivables.

A propos des ordres relatifs et des ordres d'essentialité

Les procédures causales et bicausales pour la détermination graphique des ordres relatifs et
des ordres d'essentialité sont fondées sur l'analyse des chemins causaux E/S et tiennent compte
du niveau d'analyse considéré. D'une part :

� les procédures causales (procédures 11 et 34) permettent la détermination des ordres relatifs
à partir du modèle bond graph en causalité préférentielle intégrale par analyse des ordres
des chemins causaux E/S,

� les procédures bicausales (procédures 17 et 38) permettent la détermination des ordres re-
latifs à partir du modèle bond graph bicausal et par analyse des ordres des pôles à l'in�ni du
système (Ainv,Binv(s),Cinv,Dinv(s)) et des sous-systèmes (Ainv,Binvi

(s),Cinv,Dinvi
(s)).

D'autre part :
� les procédures causales (procédures 12 et 35) permettent la détermination des ordres d'es-
sentialité à partir du modèle bond graph en causalité préférentielle intégrale par analyse
des ordres des zéros à l'in�ni du système (A,B,C) et des sous-systèmes (A,B,Ci),

� les procédures bicausales (procédures 18 et 39) permettent la détermination des ordres
d'essentialité à partir du modèle bond graph bicausal par analyse des ordres des chemins
causaux E/S.

Ainsi, les procédures causales pour la détermination des ordres relatifs sont les duales des procé-
dures bicausales pour la détermination des ordres d'essentialité et les procédures causales pour
la détermination des ordres d'essentialité sont les duales des procédures bicausales pour la déter-
mination des ordres relatifs. Dans ce contexte, la dualité s'inscrit dans le cadre de l'inversion et
non pas dans le cadre du système dual. Par dualité, nous faisons référence à la correspondance
réciproque entre deux catégories d'objets mathématiques O1 et O2, permettant de déduire d'une
relation entre certains objets de O1 et de O2, une relation analogue entre leurs correspondants
respectifs dans O2 et O1. Dans ce cas, les objets O1 et O2 correspondent respectivement aux pro-
cédures causales et bicausales pour la détermination des invariants. Par approche modèle d'état
et comme il a été suggéré par l'un des rapporteurs, cette correspondance est facilement détectée
grâce à la notion d'intéracteur [Laf90,Her93].

Toutefois, il est à noter que :
� les procédures causales pour la détermination des ordres relatifs sont plus simples à mettre
en ÷uvre que les procédures bicausales tandis que les procédures bicausales pour la déter-
mination des ordres d'essentialité sont plus simples à mettre en ÷uvre que les procédures
causales. Ainsi, le choix d'un modèle bond graph plutôt qu'un autre dépend du but de
l'analyse ;
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� quelle que soit la représentation bond graph (causale ou bicausale), la sortie yi fait toujours
référence à la même grandeur physique. Le fait de calculer les ordres relatifs et les ordres
d'essentialité sur le modèle bond graph bicausal n'implique pas les sorties du modèle inverse
qui sont en fait les entrées du système physique.

3.2 Analyse de l'adéquation spéci�cations/structure du modèle
et synthèse de tolérance

L'étape de véri�cation de l'adéquation est l'une des étapes clés de la méthodologie de dimen-
sionnement par inversion des modèles bond graph (cf. section 1.3.3). Cependant, le problème de
la spéci�cation des sorties, qui consiste à traduire les objectifs du cahier des charges, n'a pas été
abordé. En e�et, les sorties désirées peuvent être décrites soit sous forme de réponse temporelle
(trajectoire désirée) ou fréquentielle (bande passante désirée), soit sous forme d'un comportement
type (comportement d'un second ordre par exemple). La spéci�cation des sorties est une tâche
qui n'est pas évidente à mettre en ÷uvre car il s'agit dans certains cas de traduire des notions
qualitatives voire subjectives (le confort du passager dans le cas d'une suspension de véhicule
par exemple).

Les contributions de cette section consistent en l'approfondissement de cette étape de vé-
ri�cation de l'adéquation a�n de nous intéresser de plus près à la spéci�cation des sorties et
de véri�er si ces spéci�cations peuvent être portées par la structure retenue. Ainsi, les sorties
sont spéci�ées sous forme de comportements type dans le domaine de Laplace (pour les sys-
tèmes linéaires (hypothèse 2, page 16)) et nous proposons des procédures permettant de véri�er
l'adéquation de ces spéci�cations à une sous-structure du système (désignée dans la suite par
composant). La considération d'une sous-structure au lieu de toute la structure revient au fait
que dans une démarche de conception, certains sous-systèmes (désignés dans la suite par charge)
ne peuvent être remis en question (par exemple la masse du véhicule pour une suspension). Dans
les travaux de Smaoui [Sma01], cette véri�cation de l'adéquation a été proposée dans le cas où
les sorties sont spéci�ées sous forme de trajectoires temporelles et dans le cas où la sous-structure
en question est une sous-structure R-C ou R-I-C.

Dans la section 3.2.1, nous traitons le cas des systèmes linéaires monovariables et plus pré-
cisément la véri�cation de l'adéquation des spéci�cations à la structure retenue pour un com-
posant 1-port (procédure 19). Dans l'annexe G (resp. H), l'analyse de l'adéquation spéci�ca-
tions/composant 1-port (resp. spéci�cations/composant n-ports) est menée pour des systèmes
linéaires multivariables. Dans la section 3.2.2, nous proposons d'exploiter le travail d'analyse de
l'adéquation spéci�cations/structure et de le rapprocher du travail de synthèse paramétrique et
de synthèse de tolérance pour une suspension quart de véhicule.

3.2.1 Véri�cation de l'adéquation par niveaux d'analyse

La véri�cation de l'adéquation spéci�cations/structure est établie par niveaux d'analyse (cf.
section 1.5, chapitre 1). Tout d'abord, l'analyse de l'adéquation est réalisée au niveau d'ana-
lyse BG-structurel où seule la structure énergétique du modèle de conception est considérée. Si
l'adéquation n'est pas véri�ée à ce niveau alors il est inutile de véri�er l'adéquation aux niveaux
d'analyse inférieurs et la remise en question du cahier des charges peut avoir lieu en se basant sur
les aspects structurels. Si l'adéquation est véri�ée au niveau d'analyse BG-structurel alors l'ana-
lyse peut ensuite être menée au niveau d'analyse comportemental où les lois phénoménologiques
sont prises en considération. Si l'adéquation n'est pas véri�ée à ce niveau alors il est inutile de
véri�er l'adéquation au niveau d'analyse inférieur et la remise en question du cahier des charges
doit se baser sur les aspects phénoménologiques. Si l'adéquation est véri�ée au niveau d'ana-
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lyse comportemental alors l'analyse peut être menée au niveau numérique. Si l'adéquation n'est
pas véri�ée à ce niveau alors la remise en question du cahier des charges concerne les valeurs
numériques. Cette démarche permet d'identi�er au plus tôt l'origine de l'inadéquation ce qui
représente une aide à la rédaction du cahier des charges : le concepteur saura si l'inadéquation
est due à une incompatibilité structurelle, comportementale ou numérique et par conséquent, la
remise en question du cahier des charges est réalisée au niveau d'analyse qui pose problème. Dans
cette démarche, le formalisme bond graph o�re la possibilité d'une lecture graphique de certaines
propriétés structurelles et comportementales et permet d'établir les trois niveaux d'analyse.

La véri�cation de l'adéquation au niveau d'analyse numérique est étroitement liée à la syn-
thèse paramétrique qui peut être traitée par la méthodologie du dimensionnement des systèmes
mécatroniques basée sur l'inversion des modèles bond graph (cf. section 1.4, chapitre 1). La
synthèse paramétrique vise à déterminer un ou plusieurs paramètres inconnus du modèle de
conception à partir des spéci�cations. Néanmoins, elle exige l'adéquation de ces spéci�cations à
la structure du modèle. Dans cette section, le lien entre adéquation et synthèse paramétrique est
étudié.

Position du problème et outils

Nous proposons dans cette partie de rappeler certains outils et d'introduire la notion de
famille de Mason a�n d'établir dans la suite la véri�cation d'adéquation. Cette véri�cation de
l'adéquation spéci�cations/structure vise à étudier le choix a priori d'un composant. Sur un
modèle bond graph, représentant la structure retenue pour le modèle de conception, les variables
de puissance entrante et sortante d'un composant 1-port illustré par la �gure 3.19(a) sont dé�nies
suivant l'a�ectation de la causalité. En e�et, si nous considérons l'a�ectation causale donnée par
la �gure 3.20(a), la fonction de transfert de ce composant s'écrit F(s)

E(s) car E(s) est la transformée
de Laplace de la variable de puissance entrante (variable d'e�ort e) du composant et F(s) est la
transformée de Laplace de la variable de puissance sortante du composant (variable de �ux f).
Par contre, si nous considérons l'a�ectation causale donnée par la �gure 3.20(b), f est la variable
de puissance entrante au composant et e est la variable de puissance sortante du composant.
Par conséquent, la fonction de transfert s'écrit dans ce cas E(s)

F(s) . Dans le présent mémoire, nous
adoptons la convention suivante [Red93] :

� le rapport E(s)
F(s) correspond à l'impédance du composant,

� le rapport F(s)
E(s) correspond à l'admittance du composant.

Remarque : pour les composants multiports (�gure 3.19(b)), il ne s'agit plus de fonction de
transfert mais de matrice de transfert puisque ce type de composant possède plusieurs variables
d'entrée et de sortie.

(a) (b)

Fig. 3.19 � Composants (a) 1-port et (b) n-ports.
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(a) (b)

Fig. 3.20 � A�ectation causale d'un composant : composants caractérisés par une (a) admittance,
(b) impédance.

La procédure proposée pour analyser l'adéquation se base sur la règle de Mason (procé-
dure 23, annexe C) appliquée à un modèle bond graph [Bro72] permettant la détermination des
transmittances caractérisant un système linéaire. La règle de Mason peut être appliquée à un
modèle bond graph causal ou bicausal. Dans les deux cas, une causalité préférentielle dérivée est
privilégiée a�n d'éviter des manipulations supplémentaires de l'expression ainsi déterminée. En
e�et, la causalité préférentielle dérivée permet d'obtenir des expressions polynomiales contraire-
ment à la causalité préférentielle intégrale qui entraîne des expressions fractionnelles.

A�n de pouvoir étudier l'adéquation des spéci�cations à un composant 1-port au niveau
d'analyse BG-structurel (cf. procédure 19), nous proposons de dé�nir la notion de famille de
Mason.

Dé�nition 2. Une famille de Mason dans une représentation bond graph causale ou bicausale
est constituée de boucles causales et d'un chemin causal E/S disjoint de ces boucles.

La notion de famille bond graph donnée par la dé�nition 52 (annexe E) et utilisée dans la sec-
tion 3.1 pour démontrer certaines propriétés structurelles ne peut être utilisée dans ce contexte
car elle est composée de cycles causaux et de chemins causaux E/S di�érents, or la véri�cation
de l'adéquation des spéci�cations à un composant se base sur la règle de Mason qui exploite
les notions de boucles causales et chemins causaux E/S disjoints. L'exploitation de la famille de
Mason se fait de la même manière que celle d'une famille bond graph : calcul de gain, ordre, etc...

Dans l'analyse de l'adéquation des spéci�cations à un composant 1-port, deux cas de �gure
sont présentés : le cas des systèmes monovariables et le cas des systèmes multivariables. Dans ce
qui suit, nous présentons le cas des systèmes monovariables. Le cas des systèmes multivariables
est traité dans l'annexe G.

Véri�cation de l'adéquation : cas des systèmes monovariables

Considérons des systèmes linéaires mono-entrée mono-sortie qui peuvent être représentés par
la �gure 3.21 où S représente une source d'e�ort ou de �ux et D représente un détecteur d'e�ort
ou de �ux. La procédure 19 permet de véri�er l'adéquation spéci�cations/composant 1-port pour
les systèmes linéaires monovariables.



3.2. Analyse de l'adéquation...et la synthèse paramétrique 113

Fig. 3.21 � Structure d'un système monovariable avec un composant 1-port.

Procédure 19. Dans le cas d'un système linéaire monovariable, l'analyse de l'adéquation des
spéci�cations à la structure retenue pour un composant 1-port est constituée de 6 étapes :

� Étape 1 : Véri�cation de l'inversibilité entre l'ième composant et la sortie
Les trois conditions nécessaires du critère 3 (section 1.3.3, chapitre 1) sont à véri�er pour
conclure sur l'inversibilité22 entre l'ième composant et la sortie y. Dans ce cas, le critère
demeure le même à l'exception qu'il faut :
� analyser les lignes de puissance et les chemins causaux entre le composant en question
et la sortie y,

� remplacer le composant par un double détecteur DeDf . La commande u reste une entrée
sur le modèle inverse,

� après la propagation de la bicausalité, a�ecter la causalité préférentielle dérivée a�n d'évi-
ter des manipulations ultérieures sur les expressions déterminées à partir de la règle de
Mason.

Si l'inversibilité n'est pas véri�ée alors la remise en question de la structure du modèle du
système peut avoir lieu.

� Étape 2 : Analyse de la structure du composant à partir du modèle bond graph
causal
Considérer uniquement le composant et en appliquant la règle de Mason, déterminer l'ex-
pression de l'impédance/admittance (Id(s)/Ad(s)) du composant à partir du modèle bond
graph en causalité préférentielle dérivée associé au modèle physique. Si le composant peut
être caractérisé par une impédance ou une admittance (cas de causalité arbitraire) alors le
choix de la nature de la fonction de transfert est lui aussi arbitraire.

� Étape 3 : Véri�cation de l'adéquation au niveau d'analyse BG-structurel
Soient :
� n{Nd} (resp. n{Dd}) est le degré du numérateur de l'impédance (resp. admittance) de
la structure retenue pour le composant 1-port et n{Dd} (resp. n{Nd}) est le degré du
dénominateur de l'impédance (resp. admittance) de cette structure,

� n{Ny} (resp. n{Dy}) est le degré du numérateur (resp. dénominateur) de Y(s),
� n{Nu} (resp. n{Du}) est le degré du numérateur (resp. dénominateur) de U(s),
� ny−→f (resp. ny−→e) est l'opposé de l'ordre minimal qu'une famille de Mason, contenant
un chemin causal entre y et la variable de puissance f (resp. e) du composant, puisse
avoir,

� nu−→f (resp. nu−→e) est l'opposé de l'ordre minimal qu'une famille de Mason, conte-
nant un chemin causal entre u et la variable de puissance f (resp. e) du composant,
puisse avoir23.

22Le critère d'inversibilité 3 permet de véri�er l'inversibilité entrée/sortie. Ce critère s'applique également dans
cette section en considérant comme entrée une variable d'e�ort ou de �ux sur le lien du composant déterminée
par l'a�ectation causale.

23S'il n'existe pas de famille de Mason contenant un chemin causal entre deux variables υi et υj tel que υi est
l'entrée u ou la sortie y et υj est la variable d'e�ort e ou de �ux f alors le terme nυi−→υj + n{N.} + n{D.} n'est
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Si

n{Dd} + max
{(
ny−→e + n{Ny} + n{Du}

)
;
(
nu−→e + n{Nu} + n{Dy}

)}
>

n{Nd} + max
{(
ny−→f + n{Ny} + n{Du}

)
;
(
nu−→f + n{Nu} + n{Dy}

)}
resp.

n{Dd} + max
{(
ny−→e + n{Ny} + n{Du}

)
;
(
nu−→e + n{Nu} + n{Dy}

)}
<

n{Nd} + max
{(
ny−→f + n{Ny} + n{Du}

)
;
(
nu−→f + n{Nu} + n{Dy}

)}
et si

ny−→e + n{Ny} + n{Du} 6= nu−→e + n{Nu} + n{Dy}

resp.

ny−→f + n{Ny} + n{Du} 6= nu−→f + n{Nu} + n{Dy}

et si pour l'argument de la fonction max du membre à gauche (resp. droite) prenant la
valeur du maximum, une seule famille de Mason est impliquée dans la détermination du
degré n.−→e (resp. n.−→f ) qui lui est associé alors l'adéquation ne peut être véri�ée au
niveau d'analyse inférieur et la remise en question de la structure des spéci�cations ou de
la structure du composant doit avoir lieu (étape 5).
Sinon les spéci�cations (de l'entrée et de la sortie) et la structure du composant sont a priori
en adéquation (condition nécessaire) et par conséquent, l'adéquation doit être véri�ée au
niveau d'analyse comportemental (étape 4).

� Étape 4 : Véri�cation de l'adéquation au niveau d'analyse comportemental
Les spéci�cations (de l'entrée et de la sortie) et la structure du composant sont en adéqua-
tion au niveau d'analyse comportemental si :

[Ny→e(s)Ny(s)Du(s) + Nu→e(s)Nu(s)Dy(s)] Dd(s)
= [Ny→f (s)Ny(s)Du(s) + Nu→f (s)Nu(s)Dy(s)] Nd(s)

(3.38)

où :
� Nd(s) et Dd(s) dépendent de la nature de la fonction de transfert caractérisant le compo-
sant (cf. étape 2) : s'il est caractérisé par une impédance (resp. admittance) alors Nd(s)
(resp. Dd(s)) est le numérateur et Dd(s) (resp. Nd(s)) est le dénominateur de cette
impédance (resp. admittance) ;

� Nu(s) (resp. Du(s)) est le numérateur (resp. dénominateur) de la spéci�cation de l'entrée
U(s) ;

� Ny(s) (resp. Dy(s)) est le numérateur (resp. dénominateur) de la spéci�cation de la
sortie Y(s) ;

� Ny→e(s) (resp. Ny→f (s)) est le numérateur de la transmittance entre Y(s) et la variable
de puissance E(s) (resp. F(s)) du composant ;

� Nu→e(s) (resp. Nu→f (s)) est le numérateur de la transmittance entre U(s) et la variable
de puissance E(s) (resp. F(s)) du composant.

� Étape 5 : Remise en question de la structure des spéci�cations ou de la structure
du composant (niveaux d'analyse BG-structurel et comportemental)
Si l'adéquation des spéci�cations à la structure du composant n'est pas véri�ée alors la

pas considéré.
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structure des spéci�cations ou la structure du composant peuvent être remises en question
(selon la �exibilité donnée par le cahier des charges)24 :
� Remise en question de la structure des spéci�cations : La structure du composant
est supposée inchangée. La structure de l'une des spéci�cations (l'entrée U(s) ou la sortie
Y(s)) est remise en question :
� Remise en question de la structure de l'entrée U(s)25 : La structure de la sortie spé-
ci�ée est supposée inchangée. Une première analyse permet de calculer a priori le
degré26 de U(s) et par conséquent de conclure sur sa réalisabilité (niveau d'analyse
BG-structurel) :

deg (U(s)) =
(
n{Ny} + max

{(
ny−→f + n{Nd}

)
;
(
ny−→e + n{Dd}

)})
−
(
n{Dy} + max

{(
nu−→e + n{Dd}

)
;
(
nu−→f + n{Nd}

)}) (3.39)

Si
deg (U(s)) > 0

et si
ny−→f + n{Nd} 6= ny−→e + n{Dd}

et si pour l'argument de la fonction max du premier terme de l'équation 3.39 prenant la
valeur du maximum, une seule famille de Mason est impliquée dans la détermination
du degré ny−→. qui lui est associé, alors la structure n'est pas causale.
Si deg (U(s)) ≤ 0 et Nu→e(s)Dd(s)−Nu→f (s)Nd(s) 6= 0 alors la structure de l'entrée
U(s) qui satisfait le cahier des charges peut être calculée à partir de la sortie Y(s)
et de la structure de l'impédance/admittance du composant et du modèle du système
(niveau d'analyse comportemental) :

U(s) =
Ny→f (s)Nd(s)−Ny→e(s)Dd(s)
Nu→e(s)Dd(s)−Nu→f (s)Nd(s)

Y(s) (3.40)

� Remise en question de la structure de la sortie Y(s) : La structure de l'entrée spé-
ci�ée est supposée inchangée. Une première analyse permet de calculer le degré a
priori de Y(s) et par conséquent de conclure sur sa réalisabilité (niveau d'analyse
BG-structurel) :

deg (Y(s)) =
(
n{Nu} + max

{(
nu−→f + n{Nd}

)
;
(
nu−→e + n{Dd}

)})
−(

n{Du} + max
{(
ny−→e + n{Dd}

)
;
(
ny−→f + n{Nd}

)}) (3.41)

Si
deg (Y(s)) > 0

et si
nu−→f + n{Nd} 6= nu−→e + n{Dd}

et si pour l'argument de la fonction max du premier terme de l'équation 3.41 prenant la
valeur du maximum, une seule famille de Mason est impliquée dans la détermination

24Cette étape permet de redé�nir un nouveau couple d'entrée/sortie si la structure du composant ne peut pas
être remise en question (spéci�cation ferme dans le cahier des charges) ou de redé�nir une nouvelle structure du
composant si le couple d'entrée/sortie n'est pas modi�able.

25La remise en question de la structure de l'entrée U(s) (resp. sortie Y(s)) correspond à exploiter un modèle
inverse entrée/sortie (resp. direct). Néanmoins, l'exploitation du modèle inverse composant/sortie présente les
deux avantages suivants : d'une part les di�érents polynômes N.−→., Nd(s) et Dd(s) sont déjà calculés, et d'autre
part, cette façon de procéder met en évidence le composant et la charge ce qui n'est pas le cas des autres modèles.

26Le degré d'une fonction rationnelle est donné par la dé�nition 24 et la notion de fraction rationnelle propre
ou causale est donnée par la dé�ntion 23 (annexe E).
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du degré nu−→. qui lui est associé, alors la structure n'est pas causale.
Si deg (Y(s)) ≤ 0 et Ny→e(s)Dd(s) −Ny→f (s)Nd(s) 6= 0, la structure de la sortie
Y(s) qui satisfait le cahier des charges peut être calculée à partir de la structure de
l'entrée U(s) et de la structure de l'impédance/admittance du composant et du modèle
du système (niveau d'analyse comportemental) :

Y(s) =
Nu→f (s)Nd(s)−Nu→e(s)Dd(s)
Ny→e(s)Dd(s)−Ny→f (s)Nd(s)

U(s) (3.42)

� Remise en question de la structure du composant : Les spéci�cations structurelles
(u(s) et y(s)) sont supposées inchangées. Une première information sur la réalisabilité
de l'impédance/admittance Ii(s) = Ni(s)

Di(s)
/Ai(s) = Di(s)

Ni(s)
peut être obtenue comme suit

(niveau d'analyse BG-structurel) :

deg(Ii(s)) = max
{(
ny−→e + n{Ny} + n{Du}

)
;
(
nu−→e + n{Nu} + n{Dy}

)}
−max

{(
ny−→f + n{Ny} + n{Du}

)
;
(
nu−→f + n{Nu} + n{Dy}

)}
deg(Ai(s)) = max

{(
ny−→f + n{Ny} + n{Du}

)
;
(
nu−→f + n{Nu} + n{Dy}

)}
−max

{(
ny−→e + n{Ny} + n{Du}

)
;
(
nu−→e + n{Nu} + n{Dy}

)} (3.43)

Si
deg(Ii(s)) > 0

resp.
deg(Ai(s)) > 0

et si
ny−→e + n{Ny} + n{Du} 6= nu−→e + n{Nu} + n{Dy}

resp.
ny−→f + n{Ny} + n{Du} 6= nu−→f + n{Nu} + n{Dy}

et si pour l'argument de la fonction max du premier terme de la soustraction prenant la
valeur du maximum, une seule famille de Mason est impliquée dans la détermination
du degré n.−→. qui lui est associé, alors la structure n'est pas causale.
Si deg(Ii(s)) ≤ 0 (resp. deg(Ai(s)) ≤ 0 alors la structure du composant qui répond au
cahier des charges est caractérisée par l'impédance/admittance Ii(s) = Nd(s)

Dd(s) / Ai(s) =
Dd(s)
Nd(s) telle que (niveau d'analyse comportemental) :

{
Nd(s) = Ny→e(s)Ny(s)Du(s) + Nu→e(s)Nu(s)Dy(s)
Dd(s) = Ny→f (s)Ny(s)Du(s) + Nu→f (s)Nu(s)Dy(s)

(3.44)

� Étape 6 : Véri�cation de l'adéquation au niveau d'analyse numérique et syn-
thèse paramétrique
La véri�cation d'adéquation au niveau d'analyse comportemental (étape 4) permet d'établir
un système d'équations polynomiales en termes des paramètres à synthétiser (linéaires ou
non linéaires). Si les solutions trouvées suite à la résolution de ce système d'équation sont
acceptables (répondent aux contraintes physiques) alors l'adéquation est véri�ée et la syn-
thèse paramétrique des paramètres du composant peut être entreprise. Dans le cas contraire,
il faut remettre en question les spéci�cations numériques.

Démonstration. Nous proposons dans ce qui suit, une démonstration des étapes 3 et 4 pour la
véri�cation de l'adéquation aux niveaux d'analyse BG-structurel et comportemental.
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Les variables de puissance E(s) et F(s), déterminées à partir du modèle bond graph bicausal,
sont calculées comme suit :{

E(s) = Ty→e(s)Y(s) + Tu→e(s)U(s)
F(s) = Ty→f (s)Y(s) + Tu→f (s)U(s)

(3.45)

où
� Ty→e(s) (resp. Ty→f (s)) est la transmittance entre Y(s) et la variable de puissance E(s)
(resp. F(s)) du composant,

� Tu→e(s) (resp. Tu→f (s)) est la transmittance entre U(s) et la variable de puissance E(s)
(resp. F(s)) du composant.

Le système d'équations 3.45 peut s'écrire sous la forme suivante :E(s) = Ny→e(s)
D(s) Y(s) + Nu→e(s)

D(s) U(s)

F(s) = Ny→f (s)
D(s) Y(s) + Nu→f (s)

D(s) U(s)

où :
� Ny→e(s) (resp. Ny→f (s)) est le numérateur de la transmittance entre Y(s) et la variable
de puissance E(s) (resp. F(s)) sur le port du composant,

� Nu→e(s) (resp. Nu→f (s)) est le numérateur de la transmittance entre U(s) et la variable
de puissance E(s) (resp. F(s)) sur le port du composant,

� D(s) est le dénominateur commun.
Ainsi l'expression de l'impédance/admittance (Ii(s)/Ai(s)) du composant déterminée à partir
du modèle bond graph inverse s'écrit :Ii(s) = E(s)

F(s) = Ny→e(s)y(s)+Nu→e(s)u(s)
Ny→f (s)y(s)+Nu→f (s)u(s)

Ai(s) = F(s)
E(s) = Ny→f (s)y(s)+Nu→f (s)u(s)

Ny→e(s)y(s)+Nu→e(s)u(s)

Les spéci�cations (de l'entrée et de la sortie) et la structure du composant sont en adéquation si
et seulement si :

Ii(s) = Id(s)

ou (suivant la causalité a�ectée au composant)

Ai(s) = Ad(s)

où Id(s)/Ad(s) est l'impédance/admittance associée au composant et déterminée à l'étape 2 à
partir du modèle bond graph causal. Ainsi, les spéci�cations (de l'entrée et de la sortie) et la
structure du composant sont en adéquation si et seulement si :

[Ny→e(s)y(s) + Nu→e(s)u(s)] Dd(s) = [Ny→f (s)y(s) + Nu→f (s)u(s)] Nd(s) (3.46)

où Nd(s) et Dd(s) dépendent de la nature de la fonction de transfert caractérisant le compo-
sant : s'il est caractérisé par une impédance (resp. admittance) alors Nd(s) (resp. Dd(s)) est
le numérateur et Dd(s) (resp. Nd(s)) est le dénominateur de cette impédance (resp. admittance).

L'équation 3.46 peut s'écrire sous la forme suivante :

[Ny→e(s)Ny(s)Du(s) + Nu→e(s)Nu(s)Dy(s)] Dd(s)
= [Ny→f (s)Ny(s)Du(s) + Nu→f (s)Nu(s)Dy(s)] Nd(s)

(3.47)

où :
� Nu(s) (resp. Du(s)) est le numérateur (resp. dénominateur) de la spéci�cation de l'entrée

U(s),
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� et Ny(s) (resp. Dy(s)) est le numérateur (resp. dénominateur) de la spéci�cation de la
sortie Y(s).

Les polynômes Ny→f (s), Ny→e(s), Nu→f (s), Nu→e(s), Ny(s), Dy(s), Nu(s), Du(s), Nd(s) et
Dd(s) peuvent s'écrire sous la forme suivante :

Ny→f (s) =
∑
k1

ρk1(y −→ f)s−k1 ; Ny→e(s) =
∑
k2

ρk2(y −→ e)s−k2 ;

Nu→f (s) =
∑
k3

ρk3(u −→ f)s−k3 ; Nu→e(s) =
∑
k4

ρk4(u −→ e)s−k4 ;

Ny(s) =

n{Ny}∑
k5=0

α
{Ny}
k5

sk5 ; Dy(s) =

n{Dy}∑
k6=0

α
{Dy}
k6

sk6 ;

Nu(s) =
n{Nu}∑
k7=0

α
{Nu}
k7

sk7 ; Du(s) =
n{Du}∑
k8=0

α
{Du}
k8

sk8 .

Nd(s) =

n{Nd}∑
k9=0

α
{Nd}
k9

sk9 ; Dd(s) =

n{Dd}∑
k10=0

α
{Dd}
k10

sk10 .

où
� ρki(υi → υj), i = {1, . . . , 4} est la somme des gains statiques des familles deMason d'ordre
ki et comportant un chemin causal E/S entre la variable υi et la variable υj ;

� n{Ny} (resp. n{Dy}, n{Nu}, n{Du}, n{Nd}, n{Dy}) est le degré du polynôme Ny(s) (resp.
Dy(s), Nu(s), Du(s), Nd(s), Dd(s)) ;

� α
{.}
ki
, i = {5, . . . , 10} est le coe�cient du monôme de degré ki. Le polynôme correspondant

est soit donné par le cahier des charges (cas de Ny(s), Dy(s), Nu(s) et Du(s)), soit déter-
miné à partir du modèle bond graph causal (cas de Nd(s) et de Dd(s)).

Ainsi, les spéci�cations et la structure du composant sont en adéquation si et seulement si :

n{Nd}∑
k9=0

α
{Nd}
k9

sk9

∑
k2

ρk2(y −→ e)s−k2

n{Ny}∑
k5=0

α
{Ny}
k5

sk5

n{Du}∑
k8=0

α
{Du}
k8

sk8 +
∑
k4

ρk4(u −→ e)s−k4

n{Nu}∑
k7=0

α
{Nu}
k7

sk7

n{Dy}∑
k6=0

α
{Dy}
k6

sk6

 =

n{Dd}∑
k10=0

α
{Dd}
k10

sk10

∑
k1

ρk1(y −→ f)s−k1

n{Ny}∑
k5=0

α
{Ny}
k5

sk5

n{Du}∑
k8=0

α
{Du}
k8

sk8 +
∑
k3

ρk3(u −→ f)s−k3

n{Nu}∑
k7=0

α
{Nu}
k7

sk7

n{Dy}∑
k6=0

α
{Dy}
k6

sk6


(3.48)

Si

n{Dd} + max
{(
ny−→e + n{Ny} + n{Du}

)
;
(
nu−→e + n{Nu} + n{Dy}

)}
>

n{Nd} + max
{(
ny−→f + n{Ny} + n{Du}

)
;
(
nu−→f + n{Nu} + n{Dy}

)}
respectivement

n{Dd} + max
{(
ny−→e + n{Ny} + n{Du}

)
;
(
nu−→e + n{Nu} + n{Dy}

)}
<

n{Nd} + max
{(
ny−→f + n{Ny} + n{Du}

)
;
(
nu−→f + n{Nu} + n{Dy}

)}
où ny−→f (resp. nu−→f , ny−→e, nu−→e) est égal à l'opposé de l'ordre minimal qu'une famille de
Mason contenant un chemin causal entre y et f (resp. u et f , y et e, u et e) puisse avoir, alors
deux cas de �gure peuvent se présenter :
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� cas où dans le polynôme de plus haut degré, le monôme de plus haut degré ne présente pas
de somme signée dans son coe�cient. Ce qui revient à véri�er que ny−→e+n{Ny}+n{Du} 6=
nu−→e + n{Nu} + n{Dy} (resp. ny−→f + n{Ny} + n{Du} 6= nu−→f + n{Nu} + n{Dy}) et que
pour l'argument de la fonction max du membre de gauche (resp. droite) prenant la valeur
du maximum, une seule famille de Mason est impliquée dans la détermination du degré
n.−→e (resp. n.−→f ) qui lui est associé. Dans ce cas l'adéquation ne peut être véri�ée et
l'analyse s'arrête à ce niveau (niveau d'analyse BG-structurel).

� cas où dans le polynôme de plus haut degré, le monôme de plus haut degré présente
une somme signée dans son coe�cient. Dans ce cas, l'adéquation ne peut être véri�ée au
niveau d'analyse BG-structurel et la véri�cation de l'adéquation doit être réalisée au niveau
d'analyse inférieur : l'équation 3.47 ou encore l'équation 3.48 doit être véri�ée.

Fin de la démonstration.

L'organigramme de la �gure 3.22 permet de résumer la procédure 19. Au niveau d'analyse
numérique (étape 6), les valeurs numériques de certains paramètres intervenant dans la charge
ou dans les spéci�cations d'entrée/sortie peuvent être données par le retour d'expérience du
concepteur. Les valeurs des autres paramètres peuvent être synthétisées à cette étape.

Une implémentation logicielle de la procédure 19 permet d'automatiser les di�érentes étapes
et d'assurer un gain de temps important dans la démarche de conception.
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Fig. 3.22 � Procédure 19 : organigramme récapitulatif.
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3.2.2 De la véri�cation de l'adéquation à la synthèse de tolérance : cas d'une
suspension quart de véhicule

Dans cette section et dans une première partie, nous proposons d'analyser l'adéquation spé-
ci�cations/structure pour une suspension quart de véhicule et ce, à partir de la procédure 19. La
véri�cation de l'adéquation au niveau d'analyse numérique (étape 6 de la procédure 19) débouche
tout naturellement sur une synthèse paramétrique. Ce travail est ensuite approfondi dans une
seconde partie où le rapprochement avec les travaux de Ngwompo [Ngw98] est établi.

Considérons une suspension quart de véhicule (�gure 3.23(a)), avec :

� ks : raideur de la suspension,
� bs : coe�cient de frottement visqueux de l'amortisseur,
� kr : raideur du pneumatique,
� mv : masse de la caisse (masse suspendue),
� mr : masse de la roue (masse non suspendue),
� Vr : vitesse de débattement vertical du point de contact roue/sol,
� Vv : vitesse de pompage du véhicule.

(a) (b)

Fig. 3.23 � (a) Suspension quart de véhicule et (b) son modèle bond graph acausal.

Le modèle bond graph acausal associé est donné �gure 3.23(b). Il représente un modèle linéarisé
autour de la position d'équilibre du véhicule : c'est pour cette raison que les sources d'e�ort liées
au poids ne sont pas considérées.
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Véri�cation de l'adéquation et aide à la rédaction du cahier des charges

Dans le contexte industriel, le composant objet de la conception est la suspension caractérisée
par les paramètres ks et bs. La �gure 3.23(b) met en évidence le composant en question. Nous
souhaitons véri�er l'adéquation de la structure choisie pour ce composant avec les spéci�cations
d'entrée et de sortie suivantes :

Vr(s) =
k1

s+ α
(3.49)

Vv(s) =
1

k3s2 + k2s+ 1
(3.50)

avec k1, k2, k3 et α sont non nuls.

� Étape 1 : L'inversibilité est véri�ée :
� sur le modèle bond graph acausal, il existe une ligne de puissance entre le composant et
la sortie (�gure 3.24(a)),

� sur le modèle bond graph en causalité préférentielle intégrale, il existe un chemin causal
entre la variable de puissance sortante (e�ort) du composant et la sortie (�gure 3.24(b)),

� le modèle bond graph bicausal est construit (�gure 3.25). La structure de jonction du
modèle inverse est résoluble.

(a) (b)

Fig. 3.24 � Analyse (a) des lignes de puissance sur le modèle bond graph acausal et (b) des
chemins causaux sur le modèle bond graph en causalité intégrale.

� Étape 2 : Seul le composant � suspension � est considéré auquel la causalité préférentielle
dérivée a été a�ectée (�gure 3.26). L'admittance associée est donnée par :

Ad(s) =
Dd(s)
Nd(s)

=
s

bss+ ks
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Fig. 3.25 � Modèle bond graph bicausal de la suspension.

Fig. 3.26 � Le modèle bond graph du composant � suspension � en causalité préférentielle
dérivée.

� Étape 3 : À partir de l'étape 2 et à partir des spéci�cations données par les équations 3.49
et 3.50, il peut être déduit que : n{Dd} = n{Nd} = 1, n{Nu} = n{Ny} = 0, n{Du} = 1 et
n{Dy} = 2. Sur le modèle bond graph bicausal, l'analyse des familles de Mason contenant
un chemin causal entre Vv et la variable d'e�ort e (resp. de �ux f) du composant permet
de déduire qu'il existe deux (resp. trois) familles de Mason d'ordre -1 et -3 (resp. 0, -2 et
-2) (�gure 3.27 (resp. �gure 3.28)). Ainsi, ny−→e = 3 et ny−→f = 2. L'analyse des familles
de Mason contenant un chemin causal entre Vr et la variable de �ux f du composant
permet de déduire qu'il existe une seule famille de Mason d'ordre 0 (�gure 3.29) et donc
nu−→f = 0. Il n'existe pas de famille de Mason qui contient un chemin causal entre Vr et
la variable d'e�ort e. Ainsi, il peut être déduit que :

1 + max {3 + 0 + 1} > 1 + max {(2 + 0 + 1) ; (0 + 0 + 2)}

et tel que dans le calcul du degré 5 (à gauche de l'inégalité), une seule famille de Mason
d'ordre minimal est impliquée : c'est la seule famille deMason contenant un chemin causal
entre Vv et la variable d'e�ort e du composant (�gure 3.27(b)). Ainsi, il peut être conclu
que l'adéquation des spéci�cations imposées à la structure retenue pour le composant
� suspension � n'est pas véri�ée au niveau d'analyse BG-structurel et par conséquent, elle
ne sera pas véri�ée au niveau d'analyse inférieur. Nous passons alors à la remise en question
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des spéci�cations ou de la structure du composant (étape 5) pour apporter une aide à la
rédaction du cahier des charges.

� Étape 5 :
� Remise en question de la structure de l'entrée Vr(s) : calculons, tout d'abord, le degré
de l'entrée qui permet a priori de satisfaire le cahier des charges :

deg(Vr(s)) = (0 + max {(2 + 1); (3 + 1)})− (2 + max {0 + 1}) = 4− 3

deg(Vr(s)) > 0, (2+1) 6= (3+1) et il existe une seule famille deMason pour déterminer
ny−→e = 3 (�gure 3.27). Les conditions de réalisabilité ne sont pas remplies alors il est
inutile de déterminer sa structure complète et nous pouvons conclure que l'entrée ne
peut être remise en question sans remettre en question autre chose d'abord.

� Remise en question de la structure de la sortie Vv(s) : calculons, tout d'abord, le degré
de la sortie qui permet a priori de satisfaire le cahier des charges :

deg(Vv(s)) = (0 + max {0 + 1})− (1 + max {(3 + 1); (2 + 1)}) = 1− 5

La transmittance est causale et elle a la structure suivante :

Vv(s) =
krk1(bss+ ks)

(s+ α) [mrmvs4 + bs(mv +mr)s3 + (ks(mv +mr) +mvkr)s2 + krbss+ kskr]

(a) (b)

Fig. 3.27 � Analyse des familles de Mason contenant un chemin causal entre Vv et la variable
d'e�ort e.
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(a) (b)

(c)

Fig. 3.28 � Analyse des familles de Mason contenant un chemin causal entre Vv et la variable
de �ux f .
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Fig. 3.29 � Analyse des familles de Mason contenant un chemin causal entre Vr et la variable
de �ux f .

� Remise en question de la structure du composant � suspension � : calculons, tout d'abord,
les degrés du numérateur Di(s) et dénominateur Ni(s) de l'admittance Ai(s) qui per-
mettent de satisfaire le cahier des charges :{

n{Di} = max {(2 + 0 + 1); (0 + 0 + 2)} = 3
n{Ni} = max {3 + 0 + 1} = 4

L'admittance est causale et la structure du composant � suspension � qui répond aux
spéci�cations (équations 3.49 et 3.50) est donnée par :

Ai(s) =
−(mr +mv)s3 + (k1k3kr − α(mr +mv))s2 + kr(k1k2 − 1)s+ kr(k1 − α)

mvs (mrs3 + αmrs2 + krs+ αkr)

Considérons maintenant la spéci�cation structurelle de sortie suivante (la spéci�cation d'en-
trée et la structure du composant restent inchangées) :

Vv(s) =
k10(k11s+ k12)

k4s5 + k5s4 + k6s3 + k7s2 + k8s+ k9
(3.51)

avec k4, . . . , k12 6= 0. Cette spéci�cation structurelle a été déduite de la remise en question de la
sortie établie à l'étape 5. Ainsi k4 est connu et égal à mrmv. Reprenons alors la procédure :

� Étape 3 : nous avons n{Dd} = n{Nd} = 1, n{Nu} = 0, n{Ny} = 1, n{Du} = 1, n{Dy} = 5,
ny−→e = 3, ny−→f = 2 et nu−→f = 0. Alors :

1 + max {3 + 1 + 1} = 1 + max {(2 + 1 + 1); (0 + 0 + 5)}

Ainsi, il peut être conclu que l'adéquation est véri�ée au niveau d'analyse BG-structurel
et que l'analyse peut être menée au niveau d'analyse inférieur.

� Étape 4 : il y a adéquation au niveau d'analyse comportemental si :
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mvmrk10k11s
6 +mvmrk10(k12 + αk11)s5 +mvk10(αmrk12 + krk11)s4 +mvkrk10(k12 + αk11)s3

+ αmvkrk10k12s
2 = bskrk1k4s

6 + [bs(krk1k5 − k10k11(mv +mr)) + kskrk1k4] s5+

+ [bs(krk1k6 − k10(mv +mr)(k12 + αk11)) + ks(krk1k5 − k10k11(mv +mr))] s4+

[bs(kr(k1k7 − k10k11)− αk10k12(mr +mv)) + ks(krk1k6 − k10(mr +mv)(k12 + αk11))] s3

+ [bskr(k1k8 − k10(αk11 + k12)) + ks(kr(k1k7 − k10k12)− αk10k12(mr +mv))] s2

+ kr [bs(k1k9 − αk10k12) + ks(k1k8 − k10(αk11 + k12))] s+ kskr(k1k9 − αk10k12)

Ainsi, il faut et il su�t de véri�er le système d'équations 3.52 :



mvmrk10k11 = bskrk1k4

mvmrk10(k12 + αk11) = bs(krk1k5 − k10k11(mv +mr)) + kskrk1k4

mvk10(αmrk12 + krk11) = bs(krk1k6 − k10(mv +mr)(k12 + αk11)) + ks(krk1k5 − k10k11(mv +mr))

mvkrk10(k12 + αk11) = bs(kr(k1k7 − k10k11)− αk10k12(mr +mv)) + ks(krk1k6 − k10(mr +mv)(k12 + αk11))

αmvkrk10k12 = bskr(k1k8 − k10(αk11 + k12)) + ks(kr(k1k7 − k10k12)− αk10k12(mr +mv))

kr [bs(k1k9 − αk10k12) + ks(k1k8 − k10(αk11 + k12))] = 0

kskr(k1k9 − αk10k12) = 0

(3.52)

L'analyse du système d'équations 3.52 revient à véri�er que les conditions supposées sur les
paramètres sont respectées quelles que soient les valeurs de ces paramètres, ce qui revient
à véri�er que le problème est bien posé. Dans notre cas, il n' y a pas de conditions parti-
culières à l'exception qu'ils soient non nuls, par conséquent l'adéquation est a priori véri�ée.

� Étape 6 : Les paramètres de valeurs connues sont : mr, mv, kr et k4 = mrmv. Nous
supposons que l'industriel est capable de spéci�er les valeurs numériques de certains coef-
�cients (α, k1, k9, k10, k11, k12) intervenant dans les spéci�cations. Ainsi, les valeurs des
paramètres k5, k6, k7, k8, bs et ks peuvent être déterminées par la résolution du système
d'équations 3.52. La résolution de ce type de système d'équations (polynomiales et pas né-
cessairement linéaires) peut faire appel par exemple à la base de Gröbner (ou base stan-
dard, ou base de Buchberger), utilisée par plusieurs outils informatiques comme Maple
et Matlab. S'il existe des solutions acceptables (physiquement) à ces paramètres alors nous
avons simultanément véri�é l'adéquation et déterminé les valeurs des paramètres. Sinon,
l'adéquation n'est pas véri�ée et il faut remettre en question les spéci�cations numériques.

Les spéci�cations données par les équations 3.49 et 3.50 ne peuvent être portées par la struc-
ture retenue pour le composant � suspension � et ce, indépendamment des paramètres choisis.
En e�et, ces spéci�cations ne sont pas compatibles avec la structure retenue quelles que soient
les lois phénoménologiques considérées. Ainsi, l'adéquation n'est pas véri�ée à un niveau d'ana-
lyse BG-structurel donc il n'y a pas d'intérêt à véri�er cette adéquation à des niveaux d'analyse
inférieurs car elle ne sera pas véri�ée à ces niveaux.

Les spéci�cations données par les équations 3.49 et 3.51 peuvent être compatibles avec la
structure retenue pour le composant � suspension � s'il y a adéquation des lois phénoménolo-
giques intervenant dans le système aux paramètres caractérisant les spéci�cations imposées (ce
qui revient à véri�er formellement le système d'équations 3.52). Dans ce cas, l'adéquation est
analysée à un niveau d'analyse comportemental. En�n, si l'adéquation est véri�ée à ce niveau,
l'étude peut être approfondie à un niveau d'analyse numérique pour s'assurer de la compatibilité
de la structure retenue avec les spéci�cations au niveau le plus bas.

Cet exemple illustre bien l'intérêt d'adopter une démarche chronologique dans le problème
de conception et du dimensionnement, notamment dans l'étape de véri�cation de l'adéquation.
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Synthèse paramétrique

Dans les travaux de Ngwompo [Ngw98], la synthèse paramétrique d'une suspension quart
de véhicule (�gure 3.23(a)) a été mise en place27. L'objectif était de déterminer les valeurs des
paramètres du composant � suspension � pour des spéci�cations adéquates de la vitesse de dé-
battement vertical du point de contact roue/sol (entrée) et de la vitesse de pompage de la caisse
(sortie). Dans cette section, nous reprenons ces travaux a�n d'établir le lien avec l'étape 6 de la
procédure de véri�cation de l'adéquation spéci�cations/structure (procédure 19).

Fig. 3.30 � Spéci�cation de la vitesse de débattement vertical du point de contact roue/sol.

Fig. 3.31 � Spéci�cation de la vitesse de pompage du véhicule.

Rappelons que dans le contexte industriel, le composant objet du dimensionnement est la
suspension caractérisée par les paramètres ks et bs. Les valeurs des di�érents paramètres de la
suspension (à l'exception des paramètres du composant � suspension �) sont données :

27La suspension traitée dans ces travaux est une suspension hydropneumatique.
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mc = 203 kg
mr = 25 kg
kp = 170000 N/m

La trajectoire spéci�ée pour la vitesse de débattement vertical du point de contact roue/sol
(resp. vitesse de pompage du véhicule) est donnée �gure 3.30 (resp. �gure 3.31). La spéci�cation
de la vitesse de pompage du véhicule est su�samment dérivable pour l'inversion du modèle. Nous
supposons que ces spéci�cations du cahier des charges sont en adéquation avec la structure rete-
nue pour le modèle de conception. Nous proposons de mettre en ÷uvre la synthèse paramétrique
du composant � suspension � et donc de déterminer les valeurs des paramètres ks et bs caractéri-
sant respectivement la raideur du ressort et le coe�cient de frottement visqueux de l'amortisseur.

(a) (b)

Fig. 3.32 � Analyse (a) des lignes de puissance sur le modèle bond graph acausal et (b) des
chemins causaux sur le modèle bond graph en causalité préférentielle intégrale reliant l'élément
R du composant en question et le détecteur portant la sortie Vv.

Sur le modèle bond graph acausal (resp. en causalité préférentielle intégrale), il existe une
ligne de puissance (resp. un chemin causal) reliant l'élément R du composant en question et
le détecteur portant la sortie Vv (�gure 3.32(a) (resp. �gure 3.32(b))). Ainsi, le modèle bond
graph bicausal pour la synthèse paramétrique de l'élément R (caractérisé par le paramètre bs)
est construit en propageant la bicausalité tout le long de la ligne de puissance et en a�ectant
la causalité préférentielle intégrale au reste du modèle (�gure 3.33). Ensuite, nous a�ectons une
valeur quelconque au paramètre ks (ks = 30000 N/m) et nous procédons à une simulation du
modèle inverse en tenant compte du cahier des charges imposé. Les variables de puissance ob-
tenues par inversion (eR(t) et fR(t)) sont tracées dans un plan (�ux, e�ort) (�gure 3.34). La
caractéristique ainsi trouvée, pour ks = 30000 N/m, est di�érente d'une caractéristique d'un
élément dissipatif puisqu'elle ne demeure pas uniquement dans le 1er et dans le 3ème quadrants
du plan (�ux, e�ort). En faisant varier la valeur de ks dans un large intervalle et en observant
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l'évolution des variables de puissance dans le plan (�ux, e�ort), nous remarquons que la courbe
(�gure 3.35) sous forme de spirale s'aplatit jusqu'à devenir linéique pour une valeur donnée de
ks (ks = 60000 N/m). En dépassant cette valeur, la spirale s'élargit tout en changeant de sens
d'évolution. La courbe linéique correspond bien à une caractéristique d'un élément dissipatif li-
néaire. La valeur de la pente dé�nit la valeur du paramètre : bs = 5000 Ns/m. Ainsi, en faisant
varier la valeur de l'élément de stockage C et en observant la caractéristique de l'élément R, la
synthèse paramétrique du composant � suspension � est établie : le couple de paramètres qui
permet de répondre au cahier des charges est (bs = 5000 Ns/m, ks = 60000 N/m). Nous arri-
vons à trouver une solution (un couple de valeurs pour bs et ks) car les spéci�cations imposées
dans le cahier des charges et la structure retenue pour le modèle de conception sont en adéquation.

Fig. 3.33 � Bond graph bicausal pour la synthèse paramétrique.
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Fig. 3.34 � Tracé des variables de puissance de l'élément R du composant � suspension �.

Fig. 3.35 � Caractéristique de l'élément R du composant � suspension � pour di�érentes valeurs
de ks.

Sous condition d'adéquation spéci�cations/structure, les caractéristiques obtenues pour ks 6=
60000 N/m peuvent être interprétées par le fait qu'elles ne correspondent pas seulement à une
caractéristique d'un élément dissipatif mais aussi à un élément de stockage de type C qui com-
penserait l'écart par rapport à la valeur de ks. Si ks < 60000 N/m alors cet écart est positif
et l'élément C correspondant est caractérisé par un paramètre de valeur positive. Par contre, si
ks > 60000 N/m alors l'écart est négatif et l'élément C correspondant est caractérisé par un
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paramètre de valeur négative. Ainsi, le signe de l'écart par rapport à la valeur de ks explique le
changement de sens d'évolution de la spirale.

La forme spirale obtenue peut être expliquée par le fait que les variables de puissance associées
à l'élément dissipatif R, qui représentent les coordonnées cartésiennes de cette caractéristique,
ont un comportement pseudo-périodique. Ainsi, au lieu de faire varier ks (et par conséquent faire
un certain nombre de simulations), il est possible à partir d'une unique simulation et à partir
des expressions temporelles de ces variables de puissance (qu'il faut établir à partir des expres-
sions temporelles des spéci�cations) d'exploiter les caractéristiques de la spirale (les di�érentes
tangentes par exemple) pour établir la synthèse paramétrique.

Dans ce qui suit, nous présentons un résumé de la procédure décrite ci-dessus et établie dans
les travaux deNgwompo [Ngw98]. En e�et, sous condition d'adéquation spéci�cations/structure,
la synthèse paramétrique d'un composant passif composé de deux éléments de type R, I ou C
peut se faire comme suit :

� Inversion du modèle bond graph a�n de remonter à l'un des éléments du composant en
question.

� Faire varier la valeur du paramètre du second élément du composant.
� Tracer la caractéristique de l'élément en question dans le plan (�ux, e�ort) (resp. (déplace-
ment généralisé,e�ort), (moment généralisé, �ux)) s'il s'agit d'un élément R (resp. C, I).

� Dans le cas particulier où la caractéristique prend la forme d'une spirale (cas où les variables
associées à l'élément en question ont un comportement pseudo-périodique) alors l'évolution
de la spirale en fonction de la variation du paramètre du second élément permet de guider
le concepteur dans la synthèse paramétrique : plus la spirale s'aplatit plus on se rapproche
de la valeur recherchée ; si la spirale change de sens alors la valeur recherchée est dépassée
et il faut changer le sens de variation du paramètre.

� Lorsqu'une caractéristique linéique est obtenue alors relever la pente associée et retenir
la valeur du second paramètre qui permet d'avoir cette caractéristique. Ainsi, la synthèse
paramétrique du composant est réalisée.

� Si aucune caractéristique linéique n'est obtenue alors si pour une valeur donnée du second
élément, la caractéristique évolue dans le 1er et dans le 3ème quadrants alors l'élément en
question est non linéaire et décrit par cette caractéristique non linéique et la valeur du
second paramètre est retenue. Si l'évolution de la caractéristique sort du 1er et 3ème qua-
drants, alors l'adéquation spéci�cations/structure n'est pas véri�ée.

La synthèse paramétrique présentée dans cette section est analogue à la procédure de véri�ca-
tion de l'adéquation spéci�cations/structure (procédure 19) proposée dans la section 3.2.1. En
e�et, la procédure 19 permet à la fois de véri�er si les spéci�cations peuvent être portées par la
structure du modèle et de synthétiser les valeurs des paramètres qui permettent de satisfaire le
cahier des charges. Ainsi, s'il existe des valeurs de paramètres qui répondent au cahier des charges
alors nous pouvons conclure sur l'adéquation spéci�cations/structure. Par contre, l'approche dé-
crite dans cette section suppose que cette adéquation soit véri�ée et s'intéresse uniquement à la
synthèse paramétrique. S'il n'existe pas de solution alors l'adéquation n'est pas véri�ée. Dans
ce qui suit, nous proposons d'e�ectuer le rapprochement entre ces deux approches à travers le
système traité (la suspension quart de véhicule).

Les spéci�cations du cahier des charges (�gures 3.30 et 3.31) peuvent être exprimées par les
fonctions de transfert des équations 3.49 et 3.51. Pour ces spéci�cations, l'adéquation est véri�ée
aux niveaux d'analyse BG-structurel et comportemental. Nous choisissons les valeurs suivantes
pour les di�érents paramètres intervenant dans les fonctions de transfert (équations 3.49 et 3.51) :
k1 = α = 20, k4 = 5075, k5 = 12.415 105, k6 = 70, 99 106, k7 = 1.8138 109 k8 = 2.72 1010,
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k9 = 2.04 1011, k10 = 34 105, k11 = 5 103 et k12 = 6 104. Ces valeurs véri�ent bien les deux
dernières relations du système d'équations 3.52 (système d'équations établi pour la véri�cation
de l'adéquation au niveau d'analyse numérique et pour la synthèse paramétrique). À partir de
la première relation, la valeur associée au paramètre bs peut être déduite :

bs =
mvmrk10k11

krk1k4
= 5000 Ns/m

Pour cette valeur de bs et à partir de la deuxième relation du système d'équations 3.52, la valeur
associée au paramètre ks peut être déduite :

ks =
mvmrk10(k12 + αk11)− bs(krk1k5 − k10k11(mv +mr))

krk1k4
= 60000 N/m

L'ensemble des valeurs spéci�ées et calculées véri�e la troisième, quatrième et cinquième
équations du système 3.52. Alors l'adéquation spéci�cations/structure est véri�ée et la synthèse
paramétrique du couple (bs, ks) est établie. Il est à noter que par les deux approches (celle
proposée par Ngwompo [Ngw98] et celle dé�nie par la procédure 19), la même solution (bs =
5000 Ns/m, ks = 60000 N/m) est retrouvée.

La synthèse paramétrique pour la synthèse des tolérances

Dans les deux paragraphes précédents (sections 3.2.2 et 3.2.2), l'adéquation des spéci�ca-
tions du cahier des charges (données par les équations 3.49 et 3.51) à la structure retenue pour le
composant � suspension � (�gure 3.23) a été véri�ée au niveau de l'analyse BG-structurel et com-
portemental. Nous avons vu qu'au niveau de l'analyse numérique, la véri�cation de l'adéquation
coïncide avec la synthèse des paramètres bs et ks caractérisant le composant � suspension � et
ce, à partir du système d'équations 3.52 (résultant de l'étape 6 de la procédure 19). Dans ce
paragraphe, nous supposons une incertitude sur la spéci�cation de la sortie (vitesse de pompage
du véhicule) et nous proposons de déterminer les tolérances sur les paramètres bs et ks. L'in-
certitude sur la spéci�cation de la sortie peut être traduite en termes d'incertitudes sur certains
paramètres (paramètres intervenant dans l'équation 3.51) :

� k5 = k5n + ∆k5 où k5n = 12.415 105 et ∆k5 = 1.14 105. Ainsi k5 = 13.555 105,
� k6 = k6n + ∆k6 où k6n = 70, 99 106 et ∆k6 = 4.56 105. Ainsi k6 = 75.55 106,
� k7 = k7n + ∆k7 où k7n = 1.8138 109 et ∆k7 = 0.1306 109. Ainsi k7 = 1.9444 109,
� k8 = k8n + ∆k8 où k8n = 2.72 1010 et ∆k8 = 0.36 109. Ainsi k8 = 3.06 1010,
� k9 = k9n + ∆k9 où k9n = 2.04 1011 et ∆k9 = 0.34 1011. Ainsi k9 = 2.38 1011,
� k11 = k11n + ∆k11 où k11n = 5 103 et ∆k11 = 5 102. Ainsi k11 = 5.5 103,
� k12 = k12n + ∆k12 où k12n = 6 104 et ∆k12 = 1 104. Ainsi k12 = 7 104.

Les valeurs des paramètres k4 et k10 sont inchangées : k4 = k4n = 5075 et k10 = k10n = 34 105.
Aucune incertitude n'est considérée sur la spéci�cation de l'entrée (vitesse de débattement ver-
tical du point de contact roue/sol) : k1 = α = 20.

Ces valeurs véri�ent bien les deux dernières relations du système d'équations 3.52. À partir de
la première relation, la valeur associée au paramètre bs (qui est la somme d'une valeur nominale
égale à bsn = 5000 Ns/m et d'une tolérance ∆bs) peut être déduite :

bs = bsn + ∆bs =
mvmrk10n (k11n + ∆k11)

krk1nk4n

= 5500 Ns/m

ainsi ∆bs = 500 Ns/m. Pour cette valeur de bs et à partir de la deuxième relation du système
d'équations 3.52, la valeur associée au paramètre ks (qui est la somme d'une valeur nominale
égale à ksn = 60000 Ns/m et d'une tolérance ∆ks) peut être déduite :

ks = ksn + ∆ks =
mvmrk10n(k12 + αk11)− bs(krk1k5 − k10nk11(mv +mr))

krk1k4n

= 70000 N/m
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et par conséquent ∆ks = 10000 N/m. L'ensemble des valeurs spéci�ées et calculées véri�e la
troisième, quatrième et cinquième équations du système 3.52. Alors l'adéquation spéci�cations/
structure est véri�ée et la synthèse des tolérances paramétriques du couple (bs, ks) est établie.
Ainsi, la véri�cation de l'adéquation spéci�cations/structure au niveau de l'analyse numérique
(étape 6 de la procédure 19) peut peut également servir à un problème de synthèse de tolérances
paramétriques dans le cas où les valeurs nominales sont données ou déterminées a priori.

Conclusion

Dans le premier chapitre, nous avons vu que les méthodes classiques de conception et de
dimensionnement reposent le plus souvent sur une analyse dépendante des valeurs numériques
des di�érents paramètres. En présence d'incertitudes paramétriques, ce type d'analyse doit être
mené pour chaque valeur possible de chaque paramètre. L'une des originalités de la méthodologie
de dimensionnement reposant sur des critères énergétiques et dynamiques, développée au sein du
laboratoire Ampère, est sa phase d'analyse structurelle et comportementale. Basée sur l'étude
de la structure et/ou des lois phénoménologiques du modèle, cette analyse permet au concep-
teur de véri�er si les spéci�cations du cahier des charges sont en adéquation avec la structure
du modèle de conception et ce, suivant le niveau d'analyse considéré. En e�et, la considération
des di�érents niveaux d'analyse permet de mettre en place une démarche chronologique dans le
travail de conception ou de reconception. La connaissance du niveau d'analyse où la propriété
recherchée n'est pas véri�ée permet d'identi�er à quel niveau le problème se pose (la structure
du modèle, les lois phénoménologiques intervenant dans le modèle ou les valeurs numériques
des di�érents paramètres). Ainsi, en amont de toute simulation numérique, l'intérêt de l'analyse
structurelle et comportementale est de détecter au plus tôt tout problème de conception mal
posé et de proposer une aide dans la rédaction du cahier des charges. Dans ce chapitre (et dans
les annexes support E, F, G et H), cette phase d'analyse structurelle et comportementale a été
approfondie en proposant d'une part des procédures graphiques permettant la détermination des
propriétés structurelles et comportementales à partir du modèle bond graph inverse, et d'autre
part, des procédures visant plus particulièrement à véri�er l'adéquation spéci�cations/structure
de modèle dans le contexte de la synthèse paramétrique et de tolérance.

Les contributions de ce chapitre peuvent être résumées comme suit :
� Au niveau représentation d'état : ces contributions algébriques et graphiques ont servi
à énoncer et à démontrer les procédures bond graph pour la détermination de certaines
propriétés structurelles et comportementales. Elles consistent en :
� une procédure algébrique permettant la détermination des ordres des pôles à l'in�ni à
partir de la matrice système du modèle inverse (théorème 2, page 78),

� une procédure algébrique permettant la détermination des ordres relatifs à partir des
ordres des pôles à l'in�ni du modèle inverse (théorème 4, page 80),

� une adaptation de la représentation digraphe au modèle inverse (digraphe de Laplace)
telle que les règles d'exploitation sont les mêmes que celles du digraphe classique (pro-
position 1, page 84) et une adaptation de la procédure digraphe pour la détermination
du déterminant de la matrice système du modèle inverse (équation 3.22, page 85).

� Au niveau de la rédaction du cahier des charges : ces contributions bond graph
représentent une aide à la l'analyse du cahier des charges dans la méthodologie de dimen-
sionnement par modèles bond graph inverses. Elles consistent en :
� des procédures bond graph permettant la détermination des ordres d'essentialité à partir
de l'analyse du modèle bond graph en causalité préférentielle intégrale. L'équation 3.25
(page 90) est énoncée pour des cas particuliers de systèmes linéaires [El 08a,El 08b] et
la procédure 12 (page 93) est énoncée pour tout système linéaire [Jar10,El 11a].

� une procédure bond graph permettant le calcul du déterminant (ainsi que des mineurs)
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de la matrice système du modèle inverse est proposée et démontrée (procédures 13 et 14,
page 98 et page 102). En e�et, l'analyse structurelle et comportementale établie sur le
modèle bond graph inverse a montré que le calcul des mineurs de la matrice système
ainsi que le calcul de leur degré (procédures 15 et 36, page 102 et page 251) est d'un
grand intérêt dans les démonstrations des procédures bond graph. Ces procédures ont
été présentées selon les niveaux d'analyse (BG-structurel et comportemental),

� une procédure par niveau d'analyse pour la détermination des ordres des pôles à l'in�ni
(resp. ordres relatifs, ordres d'essentialité) du modèle inverse à partir du modèle bond
graph bicausal,

� des procédures permettant la véri�cation de l'adéquation entre le modèle d'un compo-
sant 1-port et les spéci�cations imposées dans le domaine de Laplace (spéci�cations
sous forme de comportement type) et ce, selon le niveau d'analyse (procédure 19 (page
113) pour les systèmes monovariables et procédure 40 (annexe G) pour les systèmes
multivariables). L'annexe H traite le cas d'un composant multiport.

� Au niveau de la synthèse paramétrique et des tolérances : ces contributions
concernent la détermination des paramètres et de leurs tolérances dans la méthodologie
du dimensionnement. Elles consistent en la procédure 19, 40 et 41 permettant non seule-
ment la véri�cation de l'adéquation spéci�cations/structure mais aussi la détermination
des valeurs numériques des paramètres qui permettent de garantir cette adéquation. Ainsi,
cette procédure peut être utilisée pour la synthèse paramétrique ou encore pour la synthèse
des tolérances.

Dans le chapitre suivant, nous adoptons l'approche probabiliste pour la propagation des
tolérances dans la structure du modèle. Ainsi, nous proposons d'étudier la propagation des incer-
titudes, décrites par des fonctions de densité de probabilité ou par des grandeurs caractéristiques,
dans la structure du modèle et ce, en dé�nissant un bond graph probabiliste.
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Introduction

Dans ce chapitre, nous nous intéressons à la synthèse de tolérances par l'approche probabi-
liste. Cette approche permet l'étude mathématique des phénomènes caractérisés par le hasard et
l'incertitude. Elle permet de dé�nir des variables non déterministes, appelées aussi variables aléa-
toires (section I.2, annexe I) qui peuvent, dans certains cas, évoluer dans le temps d'une manière
aléatoire : on parle alors de processus stochastiques (section I.3, annexe I). Comme il a été évoqué
dans la section 1.2.4 du chapitre 1, il existe dans la littérature deux représentations probabilistes
des incertitudes : le modèle probabiliste a priori et le modèle probabiliste a posteriori. Dans le
cadre de ce travail, nous nous intéressons uniquement au modèle probabiliste a priori, appelé
aussi modèle probabiliste mathématique, qui permet la modélisation des paramètres incertains
d'un système continu par des variables aléatoires continues réelles et o�re des outils analytiques
performants pour caractériser la propagation des incertitudes dans le système stochastique.

Les systèmes mécatroniques présentant des incertitudes peuvent être vus comme étant des
systèmes dynamiques stochastiques. L'approche probabiliste est fortement utilisée dans plusieurs
domaines de l'ingénierie (génie mécanique, génie civil..) pour analyser ces systèmes. Cette ap-
proche s'avère e�cace pour quanti�er l'impact des incertitudes sur le comportement du système.
Dans les systèmes dynamiques stochastiques, l'aléa est classé en trois types selon sa source :

� aléa dû aux conditions initiales,
� aléa dû aux excitations externes (entrées de commande et de perturbation),
� aléa dû aux variations des paramètres du système (incertitudes paramétriques).

Dans le cadre de ce travail, nous nous intéressons au cas des systèmes dynamiques stochas-
tiques dont l'aléa est dû uniquement aux excitations externes et/ou aux incertitudes paramé-
triques.Ces incertitudes doivent être dé�nies en terme stochastique. Les types de paramètres
incertains que l'on peut dé�nir dans les modèles stochastiques sont les suivants [Pue04] :

� Les variables aléatoires réelles, à valeurs dans R, sont caractérisées chacune par une fonction
de densité de probabilité (FDP) ou une fonction de répartition (cf. section I.2, annexe I).
Une description complète de ces variables est caractérisée par la donnée d'une loi conjointe
de probabilité (dé�nition 3, page 140).

� Les champs stochastiques sont des fonctions à valeurs dans R, dépendant à la fois de l'aléa
θ et de l'espace. Ces champs sont caractérisés chacun par des grandeurs caractéristiques
(espérance et variance) dépendant de l'espace et par une fonction de covariance entre
deux points de l'espace. Par exemple, les champs stochastiques peuvent représenter les
paramètres mécaniques incertains pour lesquels la prise en compte de la variabilité spatiale
est nécessaire.

� Les processus aléatoires ou processus stochastiques sont des fonctions dépendant de l'aléa
θ et du temps t (cf. section I.3, annexe I). Ces processus sont au temps ce que les champs
stochastiques sont à l'espace, ce qui permet des traitements analogues.

Dans un système dynamique stochastique (système mécatronique par exemple), les variables
aléatoires réelles représentent les incertitudes paramétriques et les processus stochastiques per-
mettent de dé�nir la variabilité de l'état et des sorties du modèle suite aux e�ets des incertitudes
paramétriques et des aléas des entrées. Dans la littérature, les aléas dus aux excitations externes
sont représentés par des processus stochastiques. À partir de cette description stochastique des
di�érentes grandeurs et paramètres intervenant dans le système dynamique, un traitement pro-
babiliste peut être e�ectué en manipulant par exemple des fonctions de densité de probabilité ou
des grandeurs caractéristiques (espérance, variance, etc...) associées à ces variables et processus
aléatoires1. Ainsi, à partir de la connaissance des fonctions de densité de probabilité associées aux

1En plus des fonctions de densité de probabilité et des grandeurs caractéristiques, les variables et les processus
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variables aléatoires intervenant dans le système (variables aléatoires associées aux incertitudes
paramétriques et aux aléas dus aux excitations externes), les fonctions de densité de probabilité
associées aux di�érentes sorties du système peuvent être déterminées grâce aux di�érents outils
de l'approche probabiliste.

Dans ce chapitre, l'approche probabiliste est utilisée pour la prise en compte des incertitudes
dans la démarche du dimensionnement des systèmes dynamiques basée sur l'inversion de modèle,
démarche détaillée dans la section 1.3.4 du chapitre 1. Cette démarche inverse permet la remontée
des incertitudes spéci�ées sur les sorties. Tout d'abord, la formulation stochastique d'un modèle
dynamique inverse (incertain) est présentée. Indépendamment du formalisme bond graph, la ré-
solution de cette formulation stochastique est e�ectuée de manière globale : l'information est
globalisée en calculant la FDP conjointe (cf. dé�nition 3) à toutes les variables aléatoires. En-
suite, des règles d'exploitation d'un modèle bond graph probabiliste sont proposées. Ces règles
associent à un système incertain, un modèle bond graph permettant la propagation des fonctions
de densité de probabilité et des grandeurs caractéristiques (espérance et variance) tout le long
de sa structure énergétique. L'exploitation du modèle bond graph probabiliste, par rapport à
la démarche de formulation globale, consiste en un traitement local de l'incertitude où la FDP
(resp. grandeurs caractéristiques) associée(s) à chaque variable de puissance est (resp. sont) dé-
terminée(s). De plus, le modèle bond graph probabiliste o�re la possibilité d'e�ectuer l'analyse
structurelle associée aux incertitudes par l'analyse structurelle de la propagation des fonctions
de densité de probabilité (resp. grandeurs caractéristiques) tout le long du modèle bond graph
bicausal probabiliste. Ce chapitre représente une première prise en main de l'approche probabi-
liste dans la démarche du dimensionnement par inversion de modèles bond graph.

Dans une première section, certains concepts de base de l'approche probabiliste sont rappelés
tels que la fonction de densité de probabilité et les grandeurs caractéristiques. Cette section ne
prétend pas l'exhaustivité : certains aspects sont traités très rapidement (comme la fonction de
répartition) et d'autres passés sous silence malgré leur importance (comme la fonction carac-
téristique, médiane etc...). L'annexe I propose un complément à cette section en rappelant un
certain nombre de dé�nitions et de concepts de base nécessaires pour la compréhension et la mise
en ÷uvre de l'approche probabiliste. Dans une seconde section, nous nous intéressons à l'évolu-
tion (ou encore la propagation) de la densité de probabilité au sein d'un système stochastique
dynamique. Ce principe représente l'une des formulations possibles du problème stochastique sa-
chant que d'autres formulations peuvent exister comme les processus de Markov2. Ainsi, dans
cette section, la formulation stochastique proposée dans la littérature par Li et Chen [Li 06b,Li
08,Che09b,Li 09] pour un modèle physique (direct) dynamique incertain est présentée. Ensuite,
nous proposons une adaptation de cette formulation à un modèle dynamique inverse : les deux
cas d'inversion entrées/sorties (pour la remontée de spéci�cations) et paramètres/sorties (pour
la synthèse de tolérance) sont traités. Dans la section 4.3, les règles d'exploitation d'un modèle
bond graph probabiliste sont proposées et illustrées par un exemple. Dans la conclusion, nous
proposons di�érentes perspectives à ce travail.

4.1 Approche probabiliste : théorie

La théorie des probabilités a connu une maturation progressive surtout après la mise en place
de plusieurs concepts analytiques par Kolmogorov [Kol60]. Ainsi, de nombreux outils ont été
développés au cours de la seconde moitié du vingtième siècle avec la forte émergence des moyens
informatiques. Ces outils sont utilisés dans plusieurs domaines de la physique pour l'étude de

aléatoires peuvent être caractérisés par des fonctions de répartition, des fonctions caractéristiques, etc...
2Un processus stochastique est dit processus de Markov s'il véri�e la propriété suivante connue sous le nom

propriété de Markov : la prédiction du � futur �, sachant le � présent �, est indépendante du � passé �.
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grandeurs mal connues ou sujettes aux incertitudes.

Dans cette section, nous proposons de rappeler certaines notions de l'approche probabiliste
qui sont utilisées dans la suite du chapitre pour mettre en place une démarche de synthèse de tolé-
rances pour les systèmes mécatroniques. Tout d'abord, les di�érents types de fonctions de densité
de probabilité sont présentés ainsi que l'utilité de chacune d'entre elles. Ensuite, les di�érentes
opérations qui peuvent être réalisées sur des fonctions de variables/processus aléatoires sont pré-
sentées. En�n, nous rappelons certaines grandeurs caractéristiques notamment l'espérance et la
variance qui peuvent être associées à des variables/processus aléatoires.

4.1.1 Fonction de densité de probabilité pour la description de l'incertitude

Une variable aléatoire réelle absolument continue (que l'on désignera dans la suite du chapitre
par variable aléatoire continue ou variable aléatoire) peut être caractérisée par sa fonction de
densité de probabilité. Dans le cas d'un ensemble de variables aléatoires, la caractérisation séparée
de chacune des variables ne permet pas de prendre en compte les liens pouvant exister entre elles.
La fonction de densité de probabilité conjointe3 permet de remédier à ce problème.

Dé�nition 3. Fonction de densité de probabilité conjointe
Soit un ensemble de variables aléatoires {Θ1, . . . ,Θn}, la fonction de densité de probabilité
conjointe φΘ1,...,Θn(θ1, . . . , θn) décrit la probabilité d'événements dé�nis en terme de Θ1, . . . ,Θn.
Dans le cas de deux variables aléatoires, on parle de distribution bivariable. Pour n variables
aléatoires, il s'agit d'une distribution multivariable [Bré97,Ros07,Dal08].

Dé�nition 4. Fonction de densité de probabilité marginale
Les fonctions de densité de probabilité marginales sont les fonctions de densité de probabilité
des variables aléatoires {Θ1, . . . ,Θn} prises séparément. La fonction de densité de probabilité
marginale associée à Θi est notée φΘi(θi) [Sap90].

À partir de la FDP conjointe, la FDP marginale de chaque variable aléatoire peut être déduite.
Par contre, la FDP conjointe ne peut être obtenue à partir des FDP marginales sauf dans le cas
où les variables sont indépendantes4 (cf. équation 4.4).

Théorème 6. La fonction de densité de probabilité marginale de la variable aléatoire Θi peut
être calculée à partir de la FDP conjointe φΘ1,...,Θn(θ1, . . . , θn) comme suit [Bré97,Ros07,Dal08] :

φΘi(θi) =
∫

ΩΘ1

· · ·
∫

ΩΘi−1

∫
ΩΘi+1

· · ·
∫

ΩΘn

φΘ1,...,Θn(θ1, . . . , θn)dθ1 . . . dθi−1dθi+1 . . . dθn (4.1)

Dé�nir un ensemble de variables aléatoires ainsi que les grandeurs associées permet de déduire
des informations sur l'une des variables lorsqu'on dispose d'informations sur les autres variables
et ce, en exploitant le lien existant entre elles. La fonction de densité de probabilité conditionnelle
s'inscrit dans ce contexte.

Dé�nition 5. Fonction de densité de probabilité conditionnelle
Pour un couple de variables aléatoires (Θ1,Θ2), la fonction de densité de probabilité condi-
tionnelle φΘ1|Θ2=θ2(θ1|θ2) (resp. φΘ2|Θ1=θ1(θ2|θ1)) est la fonction de densité de probabilité de
la variable aléatoire Θ1 (resp. Θ2) conditionnée par la réalisation de l'événement Θ2 = θ2

(resp. Θ1 = θ1). Pour un ensemble de variables aléatoires {Θ1, . . . ,Θn}, la fonction de densité
de probabilité conditionnelle φΘi|Θ1=θ1,...,Θi−1=θi−1,Θi+1=θi+1,...,Θn=θn(θi|θ1, . . . , θi−1, θi+1, . . . , θn)
est la fonction de densité de probabilité de Θi conditionnée par la réalisation des événements
Θ1 = θ1, . . . ,Θi−1 = θi−1,Θi+1 = θi+1, . . . ,Θn = θn [Bog06].

3La FDP conjointe peut être désignée dans certaines références par FDP simultanée ou FDP jointe.
4La notion d'indépendance a été introduite dans l'annexe I.
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Les fonctions de densité de probabilité marginale, conjointe et conditionnelle peuvent être
déduites les unes à partir des autres et ce, grâce au théorème 7.

Théorème 7. Soit deux variables aléatoires Θ1 et Θ2, la FDP conjointe associée φΘ1,Θ2 peut
s'écrire en fonction des FDP conditionnelles (φΘ1|Θ2=θ2 et φΘ2|Θ1=θ1) et des FDP marginales
(φΘ1 et φΘ2) [Bré97,Ros07,Dal08] :

φΘ1,Θ2(θ1, θ2) = φΘ1|Θ2=θ2(θ1|θ2)φΘ2(θ2) = φΘ2|Θ1=θ1(θ2|θ1)φΘ1(θ1) (4.2)

Pour des variables aléatoires multiples {Θ1, . . . ,Θn}, la relation entre les FDP conjointe, condi-
tionnelle et marginale est donnée par :

φΘ1,...,Θn(θ1, . . . , θn) = φΘn|Θ1=θ1,...,Θn−1=θn−1
(θn|θ1, . . . , θn−1)φΘ1,...,Θn−1(θ1, . . . , θn−1)

= φΘn|Θ1=θ1,...,Θn−1=θn−1
(θn|θ1, . . . , θn−1)

· φΘn−1|Θ1=θ1,...,Θn−2=θn−2
(θn−1|θ1, . . . , θn−2)

· . . .
· φΘ2|Θ1=θ1(θ1|θ2)

· φΘ1(θ1)

(4.3)

Fig. 4.1 � Interprétation de la fonction de densité de probabilité conditionnelle.

Pour un couple de variables aléatoires, chacune des fonctions de densité de probabilité condi-
tionnelles correspond à une coupe e�ectuée dans la fonction de densité de probabilité conjointe
à laquelle a été appliquée une normalisation par la fonction de densité de probabilité margi-
nale [Bog06] (exemple �gure 4.1 pour la FDP φΘ2|Θ1=θ1(θ2|θ1) telle que

∫+∞
−∞ φΘ2|Θ1=θ1(θ2|θ1)dθ2

= 1). Cette interprétation de la fonction de densité de probabilité conditionnelle peut s'étendre à
n variables aléatoires. Dans le cas où les variables aléatoires Θ1, . . . ,Θn sont indépendantes (ou
encore orthogonales) alors pour tout i ∈ {1, . . . , n}, la FDP conditionnelle
φΘi|Θ1=θ1,...,Θi−1=θi−1,Θi+1=θi+1,...,Θn=θn(θi|θ1, . . . , θi−1, θi+1, . . . , θn) correspond à la FDP margi-
nale φΘi(θi). Dans ce cas, la FDP conjointe φΘ1,...,Θn(θ1, . . . , θn) s'écrit comme suit :

φΘ1,...,Θn(θ1, . . . , θn) =
n∏
i=1

φΘi(θi) (4.4)
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Ainsi, nous avons recours à la fonction de densité de probabilité conditionnelle dans le cas où les
variables aléatoires sont dépendantes.

Dans certaines références [Lut04, Li 06a, Zha07, Li 08, Cha08, Khu09] et dans le contexte
de l'analyse des systèmes stochastiques (statiques ou dynamiques), la fonction de densité de
probabilité conditionnelle φΘ1|Θ2=θ2(θ1|θ2), où Θ1 et Θ2 sont deux variables aléatoires telles que
Θ1 = g(Θ2), est caractérisée par la mesure de Dirac δ (cf. dé�nition 66 de l'annexe I) :

φΘ1|Θ2=θ2(θ1|θ2) = δ(θ1 − g(θ2))

La mesure de Dirac traduit bien la FDP conditionnelle dans le sens où :
� l'intégrale sur R de la mesure de Dirac est égal à 1 ;
� elle est égale à 1 quand θ1 est égale à g(θ2) et 0 sinon.

Ainsi, dans le cas de deux vecteurs aléatoires Θ = [Θ1 · · · Θn]T et p = [p1 · · · pn]T où Θ =
g(p), la FDP conditionnelle φΘ|p=p(Θ|p) peut être dé�nie par :

φΘ|p=p(Θ|p) =
n∏
i=1

δ(θi − gi(pi))

Les di�érents types des fonctions de densité de probabilité peuvent être étendus au processus
stochastiques où chaque processus P est dé�ni comme étant une évolution dans le temps d'une
variable aléatoire : P(t). Dans ce cas, toutes les FDP sont paramétrées par le temps. Ainsi pour
les processus aléatoires {P1, . . . ,Pn} :

� la FDP conjointe à ces processus s'écrit φP1,...,Pn(P1, . . . ,Pn, t) où Pi, i = {1, . . . , n} est
une réalisation de Pi ;

� la FDP marginale associée au processus Pi est notée φPi
(Pi, t) ;

� la FDP du processus Pi conditionnée par la réalisation des événements P1 = P1, . . . ,Pi−1

= Pi−1,Pi+1 = Pi+1, . . . ,Pn = Pn s'écrit
φP1=P1,...,Pi−1=Pi−1,Pi+1=Pi+1,...,Pn=Pn(Pi, t|P1, . . . ,Pi−1,Pi+1, . . . ,Pn).

4.1.2 Fonction d'une variable/processus aléatoire

Dans un problème stochastique statique (resp. dynamique) simple, la variable (resp. proces-
sus) aléatoire d'intérêt peut être une variable di�cile à caractériser. Néanmoins, cette variable
(resp. processus) est généralement liée par l'intermédiaire d'une fonction continue à une autre
variable (resp. processus) dont la FDP est donnée ou aisément obtenue. Ceci peut être générali-
sable à un vecteur de variables/processus aléatoires. Cette formulation du problème stochastique
permet de décrire la propagation de la densité de probabilité au sein d'un modèle dans le but de
déterminer la FDP d'une ou plusieurs variables/processus aléatoires à partir de la connaissance
des FDP d'autres variables/processus aléatoires. Dans cette section, nous abordons le cas de
variables aléatoires statiques mais les théorèmes présentés peuvent être généralisés aux processus
stochastiques qui peuvent être vus comme étant des variables aléatoires évoluant dans le temps.

Dans le cas où une variable aléatoire d'intérêt Θ2 s'exprime en fonction d'une autre variable
aléatoire Θ1 dont la FDP associée est donnée, alors la FDP de la variable aléatoire Θ2 peut être
déterminée. Le cas général ainsi que le cas d'une fonction inversible sont exposés.

Cas général

Soit la fonction g qui relie les deux variables aléatoires Θ1 et Θ2 (Θ2 = g(Θ1)) par une
fonction quelconque, alors il est possible de déterminer la FDP et la fonction de répartition (cf.
dé�nition 64, annexe I) associées à Θ2 en identi�ant des événements5 équivalents A dé�ni sur Θ2

5La notion d'événement est introduite dans l'annexe I.
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et B dé�ni sur Θ1 de telle sorte que la probabilité de la réalisation de l'événement A est égale à
la probabilité de la réalisation de l'événement B : P (A) = P (B).

Théorème 8. Si l'événement B est équivalent à l'événement A ≡ (Θ2 ≤ θ2) et donc P (A) =
ΦΘ2(θ2) = P (B) où ΦΘ2 est la fonction de répartition associée à Θ2 alors :

ΦΘ2(θ2) =
∫
B
φΘ1(θ1)dθ1 (4.5)

où φΘ1 est la FDP associée à Θ1. La FDP φΘ2 associée à Θ2 s'obtient ensuite en dérivant la

fonction de répartition par rapport à Θ2 : φΘ2(θ2) = dΦΘ2
(θ2)

dθ2
.

Cas d'une fonction inversible

Si la fonction g qui relie les deux variables aléatoires Θ1 et Θ2 est strictement monotone
croissante ou décroissante alors la fonction réciproque existe. Dans ce cas, il est possible de
dé�nir la FDP associée à la variable aléatoire Θ2 à partir de la connaissance de la FDP associée
à Θ1 et sans passer par la fonction de répartition.

Théorème 9. Soit Θ1 une variable aléatoire ayant φΘ1(θ1) comme fonction de densité de pro-
babilité marginale et soit Θ2 une autre variable aléatoire telle que Θ2 = g(Θ1), alors la fonction
de densité de probabilité associée φΘ2(θ2) peut être calculée comme suit si la fonction g est stric-
tement monotone et inversible [Bré97,Ros07,Dal08] :

φΘ2(θ2) =
∣∣∣∣dθ1

dθ2

∣∣∣∣φΘ1(θ1) =
φΘ1(θ1)
|g′(θ1)|

=
φΘ1(g−1(θ2))
|g′(g−1(θ2))|

(4.6)

où g−1 est la fonction inverse de g et g′ est sa dérivée par rapport à Θ1.

Le cas d'une fonction non inversible ainsi que le cas d'une fonction d'un vecteur de va-
riables/processus aléatoires sont traités dans la section I.4 de l'annexe I.

4.1.3 Grandeurs caractéristiques des variables/processus aléatoires

La section 4.1.1 et l'annexe I présentent les notions de variables et de processus aléatoires
que l'on peut caractériser d'une façon complète à l'aide des fonctions de densité de probabilité. Il
est également possible de dé�nir des grandeurs permettant de spéci�er certaines caractéristiques
de ces variables/processus. Ces grandeurs ne sont pas toujours su�santes pour caractériser les
variables et les processus aléatoires de façon complète mais elles sont très utiles lorsqu'il s'agit
d'en donner un aperçu synthétique. Les principales d'entre elles, à savoir l'espérance, la variance
et la covariance sont présentées dans cette section.

Espérance

L'espérance ou encore moyenne mathématique est une mesure de centralité de la variable
aléatoire. Si elle existe6, elle peut être dé�nie comme suit :

Dé�nition 6. L'espérance est la valeur que l'on s'attend à observer en moyenne pour la variable
aléatoire. Pour une variable aléatoire continue Θ, elle peut être calculée comme suit [Bog06] :

µ = E[Θ] =
∫ +∞

−∞
θφΘ(θ)dθ (4.7)

où φΘ(θ) est la FDP associée à la variable aléatoire Θ.

6L'espérance peut ne pas exister si l'intégrale
∫ +∞
−∞ θφΘ(θ)dθ diverge.
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Dans le cas d'un vecteur de variables aléatoires p = g(Θ) où Θ est un autre vecteur aléatoire,
le vecteur d'espérances associé à p peut être calculé suivant le théorème 10.

Théorème 10. Soient p et Θ deux vecteurs aléatoires tels que p = g(Θ) où g est une fonction
quelconque. Le vecteur d'espérances associé à p est dé�ni par [Bog06] :

µp = E[p] =
∫ +∞

−∞
· · ·
∫ +∞

−∞
g(Θ)φΘ(θ)dθ (4.8)

où φΘ est la FDP conjointe associée à Θ.

Ce théorème reste valable pour deux variables aléatoires où l'une est fonction de l'autre. La
propriété principale de l'espérance est la linéarité :

Propriété 1. Soient p et Θ deux vecteurs aléatoires tels que p = MaΘ + Mb où Ma et Mb

sont des matrices réelles. Le vecteur d'espérances associé à p est dé�ni par [Bog06] :

E[p] = MaE[Θ] + Mb (4.9)

où E[Θ] est le vecteur d'espérances associé à Θ.

Cas particulier : Soient deux variables aléatoires Θ1 et Θ2 telles que Θ2 = aΘ1 + b où a et b ∈ R.
L'espérance associée à Θ2 est donnée par :

E[Θ2] = aE[Θ1] + b

où E[Θ1] est l'espérance associée à la variable aléatoire Θ1.

D'une manière générale, l'espérance du produit de deux variables aléatoires Θ1 et Θ2 est di�érente
du produit des espérances de ces deux variables : E[Θ1Θ2] 6= E[Θ1]E[Θ2]. L'égalité n'est vraie
que pour des variables aléatoires indépendantes. L'absence de la multiplicativité amène à étudier
la covariance et la corrélation (cf. page 146).

Variance

La variance V ar[Θ] (ou encore σ2
Θ) d'une variable aléatoire Θ est une mesure de la dispersion

des valeurs de cette variable autour de sa moyenne. On appelle également écart-type la valeur
σΘ =

√
V ar[Θ]. Plus formellement, la variance est donnée par la dé�nition suivante :

Dé�nition 7. La variance V ar[Θ] ou σ2
Θ associée à une variable aléatoire Θ est dé�nie par

[Bog06] :

V ar[Θ] = σ2
Θ =

∫ +∞

−∞
(θ − µΘ)2φΘ(θ)dθ

=
∫ +∞

−∞
θ2φΘ(θ)dθ − µ2

Θ

(4.10)

où φΘ (resp. µΘ) est la FDP (resp. espérance) associée à Θ.

Pour une variable aléatoire Θ, la variance peut s'exprimer en fonction de l'espérance :

V ar[Θ] = E[Θ2]− E2[Θ]

Dans le cas d'une fonction linéaire, une application directe de la propriété de linéarité pour
l'espérance (propriété 1) permet de montrer la propriété suivante pour la variance :
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Propriété 2. Soient p et Θ deux vecteurs aléatoires tels que p = MaΘ + Mb où Ma et Mb

sont des matrices réelles. Le vecteur de variances associé à p est dé�ni par [Bog06] :

V ar[p] = MaV ar[Θ]MT
a (4.11)

où V ar[Θ] est le vecteur de variances associé à Θ.

Cas particulier : Soient deux variables aléatoires Θ1 et Θ2 telles que Θ2 = aΘ1 + b où a et b ∈ R.
La variance associée à Θ2 est donnée par [Bog06] :

V ar[Θ2] = a2V ar[Θ1]

où V ar[Θ1] est la variance associée à la variable aléatoire Θ1.

La propriété 3 permet d'obtenir la variance d'une fonction d'une variable aléatoire Θ1. Elle peut
être généralisée à une fonction de n variables aléatoires.

Propriété 3. La variance d'une fonction quelconque g d'une variable aléatoire Θ1 peut être
dé�nie par [Bog06] :

V ar[g(Θ1)] = E[g2(Θ1)]− E2[g(Θ1)] (4.12)

Cas particulier : La variance du produit de deux variables aléatoires Θ1 et Θ2 indépendantes
peut s'écrire sous la forme suivante :

V ar[Θ1Θ2] = V ar[Θ1]V ar[Θ2] + V ar[Θ1]E2[Θ2] + V ar[Θ2]E2[Θ1]

Interprétation physique de l'espérance et de la variance

Contrairement aux fonctions de densité de probabilité, l'espérance et la variance ne per-
mettent pas de caractériser les variables/processus aléatoires d'une façon complète. Néanmoins,
elles permettent de donner plus de précision sur la centralité d'une variable/processus aléa-
toire ainsi que la dispersion des valeurs de cette variable/processus autour de sa moyenne. La
détermination des grandeurs caractéristiques doit être complétée par l'interprétation physique
de ces grandeurs, notamment l'interprétation de la dispersion. Cette interprétation passe par la
détermination d'un intervalle de con�ance

Dé�nition 8. On appelle intervalle de con�ance ou encore intervalle de dispersion au niveau p
un intervalle [a, b] tel que P (a ≤ Θ ≤ b) = p où Θ est une variable aléatoire. En d'autres termes,
on peut a�rmer que la valeur θ (réalisation de Θ) peut être observée dans l'intervalle [a, b] à une
probabilité égale à p [Bog06].

Le plus souvent, l'intervalle de con�ance est choisi de telle sorte que la probabilité d'être
à gauche de a est identique à la probabilité d'être à droite de b : on parle alors d'intervalle
de con�ance symétrique. Cependant, il est possible de poser l'une des bornes a ou b comme
étant égale à la plus petite ou à la plus grande valeur possible (intervalle de con�ance unilatéral
inférieur, respectivement supérieur). Pour une variable aléatoire continue et à condition que
p ∈]0, 1[, l'intervalle de con�ance peut être déterminé à partir de la fonction quantile qui n'est
autre que la fonction inverse de la fonction de répartition associée à cette variable aléatoire :
Φ−1.

Théorème 11. L'intervalle de con�ance de niveau p associé à une variable aléatoire Θ peut être
dé�ni par [Yca11] : [

Φ−1
Θ (β) ,Φ−1

Θ (p+ β)
]

avec p ∈]0, 1[ (4.13)

où
� Φ−1

Θ est la fonction inverse de la fonction de répartition ΦΘ associée à la variable aléatoire
Θ ;

� β = 1−p
2 (resp. β = 0, β = 1− p) s'il s'agit d'un intervalle de con�ance symétrique (resp.

unilatéral inférieur, unilatéral supérieur).
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Covariance

Pour deux variables aléatoires, l'espérance et la variance associées à chacune des variables
représentent des grandeurs caractéristiques de ces variables considérées séparément. Par consé-
quent, ces grandeurs n'apportent aucune information quant au lien pouvant exister entre ces
deux variables. Or, étudier un couple de variables aléatoires nécessite d'étudier ce lien. Ainsi,
une grandeur permettant de mesurer � l'intensité � du lien entre les variables est la covariance.

Dé�nition 9. Pour un couple de variables aléatoires (Θ1,Θ2), la covariance σΘ1Θ2 (ou encore
Cov[Θ1,Θ2]) est dé�nie par [Bog06] :

σΘ1Θ2 = Cov[Θ1,Θ2] =
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
(θ1 − µΘ1)(θ2 − µΘ2)φΘ1,Θ2(θ1, θ2)dθ1dθ2

=
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
θ1θ2φΘ1,Θ2(θ1, θ2)dθ1dθ2 − µΘ1µΘ2

(4.14)

où :
� µΘ1 (resp. µΘ2) est l'espérance associée à la variable aléatoire Θ1 (resp. Θ2),
� φΘ1,Θ2 est la FDP conjointe associée au couple aléatoire (Θ1,Θ2).

La covariance peut être dé�nie en fonction de l'espérance [Bog06] :

Cov[Θ1,Θ2] = E[(Θ1 − µΘ1)(Θ2 − µΘ2)] = E[Θ1Θ2]− E[Θ1]E[Θ2]

La covariance est une grandeur qui n'est pas adimensionnelle : elle s'exprime en fonction du
produit des unités des variables aléatoires. Ceci peut rendre peu commode l'interprétation de la
valeur de covariance. Pour remédier à ce problème, le coe�cient de corrélation qui représente la
valeur normalisée de la covariance a été dé�ni :

Dé�nition 10. Pour un couple de variables aléatoires (Θ1, Θ2), le coe�cient de corrélation
ρΘ1Θ2 ou Corr[Θ1,Θ2] est la valeur dé�nie par [Bog06] :

ρΘ1Θ2 =
σΘ1Θ2

σΘ1σΘ2

avec − 1 ≤ ρΘ1Θ2 ≤ 1 (4.15)

où :
� σΘ1Θ2 est la covariance associée aux variables aléatoires Θ1 et Θ2,
� σΘ1 (resp. σΘ2) est l'écart-type associé à la variable aléatoire Θ1 (resp. Θ2).

La covariance et le coe�cient de corrélation permettent de mesurer l'association linéaire
entre deux variables aléatoires, autrement dit l'intensité du lien linéaire pouvant exister entre
deux variables. Une covariance nulle (resp. coe�cient de corrélation nul) correspond à l'absence
d'association linéaire entre les deux variables, ce qui ne veut pas dire pour autant que les variables
sont indépendantes :

Propriété 4. Si deux variables aléatoires Θ1 et Θ2 sont indépendantes (orthogonales) alors la
covariance σΘ1Θ2 et le coe�cient de corrélation sont nuls mais la réciproque n'est pas toujours
vraie.

Remarque : La covariance et le coe�cient de corrélation sont symétriques :{
σΘ1Θ2 = σΘ2Θ1

ρΘ1Θ2 = ρΘ2Θ1
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4.2 Propagation de la densité de probabilité au sein d'un système
dynamique stochastique

Les systèmes mécatroniques présentant des incertitudes peuvent être vus comme des sys-
tèmes dynamiques stochastiques. L'approche probabiliste est fortement utilisée dans plusieurs
domaines de l'ingénierie et notamment en génie mécanique pour analyser ces systèmes stochas-
tiques. Parmi les résultats intéressants pour traiter ces systèmes �gure l'équation de Liouville
qui re�ète la FDP conjointe des états du système où l'aléa est lié exclusivement aux condi-
tions initiales [Koz61, Sys67, Soo73], et l'équation de Fokker-Planck qui est une équation
aux dérivées partielles que doit satisfaire la densité de probabilité d'un processus de Mar-
kov [Str63,Lin67,Gih75, Itô06]. Les travaux de Dostupov et Pugachev [Dos57], permettant
de transformer le modèle comportant des commandes stochastiques en un modèle comportant
des variables aléatoires, dé�nissent une équation aux dérivées partielles (désignée par l'équation
de Dostupov-Pugachev) ayant la même forme que l'équation de Liouville à la di�érence
près qu'elle contient des variables aléatoires.

Les équations de Liouville, de Fokker-Planck et deDostupov-Pugachev représentent
di�érents types d'équation d'évolution ou encore de propagation de la densité de probabilité. Li
et Chen [Li 06b,Li 08,Che09b,Li 09] proposent une équation généralisée d'évolution de la densité
de probabilité (EGEDP) où les aléas peuvent être dus aux conditions initiales, aux excitations
externes ou encore aux incertitudes paramétriques. Ces di�érents outils mathématiques o�rent
une description de la conservation de la probabilité au sein d'un système dynamique stochastique.

Dans cette section, nous proposons de rappeler dans une première partie le principe de conser-
vation de la probabilité suivant ses di�érentes descriptions. Dans une seconde partie, nous pré-
sentons la formulation proposée par Li et Chen [Li 06b,Li 08,Che09b,Li 09] du problème sto-
chastique pour un système physique (modélisé par un modèle direct). Dans une troisième partie,
nous proposons d'adapter cette formulation stochastique au modèle inverse : les cas d'inversion
entrées/sorties et paramètres/sorties sont traités. Cette formulation stochastique du modèle in-
verse représente le c÷ur de la synthèse de tolérances basée sur l'approche probabiliste. En e�et,
à partir des spéci�cations des FDP associées aux sorties, les FDP associées aux entrées (dans le
cas de la détermination des entrées de commande ou de perturbation) ou les FDP associées aux
paramètres (dans le cas de synthèse de tolérances) sont déterminées sur la base de la formulation
stochastique appliquée au modèle inverse.

4.2.1 Principe de conservation de la probabilité

Le principe de conservation de la probabilité traduit le fait que la probabilité totale est
constante dans l'évolution du système. Deux descriptions de ce principe existent dans la lit-
térature : une description eulérienne (description de l'espace d'état) et une autre lagrangienne
(description des événements aléatoires).

Dé�nition 11. Description eulérienne
Dans un domaine arbitraire de l'espace d'état, l'incrément de la probabilité durant un intervalle
de temps est égal à la probabilité propagée à travers la frontière du domaine durant le même
intervalle de temps [Li 08,Che09b].

Dé�nition 12. Description lagrangienne
Dans un système stochastique dynamique, la probabilité est conservée si sur un intervalle de
temps donné, aucun nouveau facteur aléatoire n'apparait et aucun facteur aléatoire existant ne
disparait [Li 08].

La dé�nition 11 est une dé�nition analogue à la description eulérienne de la conservation de
masse en mécanique des milieux continus [Fun94,Bon98,Daf00].Karnopp [Kar76,Kar77b,Kar78]
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a évoqué le fait qu'à un modèle bond graph, il peut être associé une description eulérienne ou
lagrangienne. Ce rapprochement entre le formalisme bond graph et la description du principe
de conservation de la probabilité, nous a motivé pour la construction d'un modèle bond graph
probabiliste (cf. section 4.3).

Les équations de Liouville et de Fokker-Planck o�rent une description eulérienne du
principe de conservation de probabilité. L'équation de Dostupov-Pugachev et l'EGEDP re-
présentent une description lagrangienne du principe de conservation de probabilité7. Dans la suite
de ce chapitre, nous nous intéressons à la description lagrangienne du problème stochastique car
elle prend en compte les di�érentes sources d'aléas.

Dans ce qui suit, nous présentons brièvement les travaux de Li et Chen [Li 06b,Li 08,Che09b,
Li 09] où ils proposent l'EGEDP. Considérons un système physique dynamique stochastique dont
les aléas respectent l'hypothèse suivante :

hypothèse 7. Les aléas dans le système dynamique sont dus aux incertitudes paramétriques
et/ou aux excitations externes (entrées de commande ou de perturbation).

Les conditions initiales sont supposées connues et données par des valeurs déterministes.8. Le
modèle associé au système dynamique stochastique peut être dé�ni par :{

ẋ(Θ, t) = F (u(Θ, t),x(Θ, t),Θ)
y(Θ, t) = G(u(Θ, t),x(Θ, t),Θ)

(4.16)

où x(Θ, t) ∈ Rn est le vecteur d'état, u(Θ, t) ∈ Rm est le vecteur d'entrée, y(Θ, t) ∈ Rm est le
vecteur de sortie et Θ ∈ RnΘ est le vecteur des variables aléatoires. Ce vecteur comprend d'une
part, les incertitudes paramétriques, et d'autre part, les variables aléatoires intervenant dans les
entrées stochastiques (u(Θ, t)). En e�et, les commandes en boucle ouverte sont supposées des
processus stochastiques qui peuvent être exprimés en fonction de variables aléatoires et du temps.
Toutes les variables aléatoires composant le vecteur Θ sont supposées indépendantes. La FDP

conjointe associée est alors donnée par φΘ(θ) =
nΘ∏
i=1

φΘi(θi) où φΘi(θi) est la FDP marginale de

la variable aléatoire Θi (i = 1, . . . , nΘ) et θi est une réalisation de Θi. Les conditions initiales
des variables d'état sont données par :

x(Θ, t0) = x0 (4.17)

Problème stochastique direct : principe de conservation de la densité de probabilité

Si le problème est bien posé, il existe une solution au modèle dynamique décrit par le système
d'équations 4.16. En tenant compte des conditions initiales (équation 4.17), cette solution est
unique. Le vecteur de sortie y dépend de Θ et peut s'écrire sous la forme suivante :

y = H(Θ, t) (4.18)

Ainsi, chaque sortie yj ; j = {1, . . . ,m} ; peut être dé�nie par :

yj = Hj(Θ, t) (4.19)

7Les travaux de Chen et Li [Che09b] décrivent l'équation de Dostupov-Pugachev comme étant une descrip-
tion hybride du principe de conservation de probabilité car d'une part, cette équation représente une description
lagrangienne et d'autre part, la FDP gouvernée par cette équation (FDP conjointe du couple (états, paramètres))
est associée au modèle dynamique qui lui représente une description eulérienne.

8Si les conditions initiales ne sont pas connues avec certitude alors cette formulation du problème stochastique
peut être étendue pour tenir compte de ces incertitudes [Li 08].
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La FDP conditionnelle φy|Θ=θ de y sous la condition Θ = θ s'écrit sous la forme suivante :

φy|Θ=θ(y, t|θ) = δ(y −H(θ, t)) =
m∏
j=1

δ(yj −Hj(θ, t)) (4.20)

En dérivant par rapport au temps l'équation 4.20, on en déduit :

∂φy|Θ=θ(y, t|θ)
∂t

=
∂δ(y −H(θ, t))

∂t

=
∂

∂t

 m∏
j=1

δ(yj −Hj(θ, t))


= −

m∑
j=1

∂Hj(θ, t)
∂t

∂

∂yj

 m∏
j=1

δ(yj −Hj(θ, t))


= −

m∑
j=1

ẏj(t)
∂

∂yj

 m∏
j=1

δ(yj −Hj(θ, t))


Ainsi, il peut être conclu que :

∂φy|Θ=θ(y, t|θ)
∂t

+
m∑
j=1

ẏj(t)
∂φy|Θ=θ(y, t|θ)

∂yj
= 0

D'un autre coté, nous avons :

φy,Θ(y, θ, t) = φy|Θ=θ(y, t|θ)φΘ(θ)

d'où :

φy|Θ=θ(y, t|θ) =
φy,Θ(y, θ, t)
φΘ(θ)

Ainsi la relation suivante peut être déduite :

∂

∂t

(
φy,Θ(y, θ, t)
φΘ(θ)

)
+

m∑
j=1

ẏj(t)
∂

∂yj

(
φy,Θ(y, θ, t)
φΘ(θ)

)
= 0

d'où :
∂φy,Θ(y, θ, t)

∂t
+

m∑
j=1

ẏj(t)
∂φy,Θ(y, θ, t)

∂yj
= 0 (4.21)

Si nous nous intéressons à une seule sortie yj ; j = {1, . . . ,m} ; le même développement permet
de déduire la relation suivante :

∂φyj,Θ(yj , θ, t)
∂t

+ ẏj(t)
∂φyj,Θ(yj , θ, t)

∂yj
= 0 (4.22)

L'équation 4.21 est désignée par l'équation généralisée d'évolution de la densité de probabilité.
Elle re�ète le principe de conservation de la probabilité (description lagrangienne). En e�et, si
à un instant t1, le vecteur de sortie y(θ, t1) dépend de l'aléa θ alors à un deuxième instant t2,
y(θ, t2) dépend du même aléa θ.

Il est à noter que la relation 4.21 suppose implicitement que chaque sortie yj est au
moins une fois dérivable. En e�et, ce développement a été réalisé dans la littérature [Li
06a,Li 06b,Li 08,Che09a] pour des systèmes mécaniques multidimensionnels qui s'écrivent sous
la forme : ẋ(Θ, t) = F (x(Θ, t),u(Θ, t),Θ) où x est le vecteur d'état (et aussi le vecteur sortie du
système) et dans ce cas, la question de la dérivabilité ne se pose pas. Pour généraliser ce concept
aux systèmes 4.16, il faut véri�er que chaque sortie soit au moins une fois dérivable.
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Problème stochastique direct : détermination des fonctions de densité de probabilité

La détermination de la fonction de densité de probabilité (marginale) relative à chaque sortie
yj , j = {1, . . . ,m} passe par la détermination de la FDP conjointe φyj,Θ de la sortie en question
avec les di�érentes variables aléatoires Θ. Ensuite, cette FDP conjointe est intégrée sur le domaine
de distribution de l'aléa Θ pour retrouver la FDP marginale φyj

associée à la sortie yj :
� Étape 1 : détermination de la FDP conjointe φyj,Θ :

φyj,Θ(yj , θ, t) = φyj|Θ=θ(yj , t|θ)φΘ(θ)

= δ(yj −Hj(θ, t))φΘ(θ)

où Hj(θ, t) est la solution unique du système dynamique 4.16 pour la sortie yj en tenant
compte des conditions initiales données par l'équation 4.17.

� Étape 2 : détermination de la FDP marginale φyj
:

φyj
(yj , t) =

∫
· · ·
∫

ΩΘ

φyj,Θ(y, θ, t)dθ

où ΩΘ est le domaine de distribution des aléas Θ.

Remarque : La résolution de l'équation 4.22 qui décrit le principe de conservation de la probabilité
permet de déduire la FDP conjointe φyj,Θ de la sortie en question avec les di�érentes variables
aléatoires. La condition initiale nécessaire pour cette résolution est φyj,Θ(yj , θ, t0) = δ(yj −
Hj(θ, t0))φΘ(θ). Cette résolution9 peut remplacer l'étape 1.

4.2.2 Problème stochastique inverse

Le développement qui a été réalisé dans la section 4.2.1 pour le modèle stochastique phy-
sique 4.16 est étendu, dans cette section, aux modèles dynamiques stochastiques inverses. En fait,
la méthodologie de dimensionnement des systèmes mécatroniques basée sur des critères dyna-
miques et énergétiques (cf. section 1.3.4, chapitre 1) utilise le modèle inverse pour remonter aux
entrées ou aux paramètres (selon l'aspect considéré de cette méthodologie) à partir des spéci�ca-
tions sur les sorties et la structure du système. Dans ce contexte, le tolérancement par l'approche
probabiliste revient à dé�nir un modèle dynamique stochastique inverse associé à la structure
retenue pour le modèle de conception. L'exploitation probabiliste de ce modèle doit viser à di-
mensionner les tolérances sur les entrées ou sur les paramètres et ce, à partir des spéci�cations
probabilistes (fonctions de densité de probabilité) imposées sur les sorties. Ainsi dans cette sec-
tion, nous proposons une démarche stochastique pour la détermination des tolérances sur les
entrées (entrées de commande et de perturbation) dans une première partie et pour la synthèse
des tolérances paramétriques dans une seconde partie. Il est à noter que dans cette section, la
formulation et la résolution du problème de synthèse de tolérances sont données indépendam-
ment du formalisme bond graph (formalisme utilisé dans la méthodologie de dimensionnement
des systèmes mécatroniques basée sur des critères dynamiques et énergétiques (cf. section 1.3.4,
chapitre 1)). Néanmoins, le couplage entre l'approche probabiliste et le bond graph est établie
dans la section 4.3.

Problème stochastique inverse entrées/sorties

Dans cette section, nous nous intéressons à l'aspect détermination des entrées par inversion
du modèle dynamique (l'un des aspects de la démarche de dimensionnement par inversion) et ce,
en tenant compte des incertitudes. En e�et, les sorties y de la structure retenue pour le modèle

9La détermination des fonctions de densité de probabilité par la résolution de l'équation 4.22 peut être coûteuse
en temps de calcul.
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de conception (qui représentent les entrées du modèle inverse) sont spéci�ées par des trajectoires
temporelles qui s'expriment en terme de variables aléatoires Θ1 (des constantes de temps aléa-
toires par exemple) : y(Θ1, t). Les fonctions de densité de probabilité de ces variables aléatoires
sont données par le cahier des charges. Nous supposons que ces variables aléatoires sont indé-
pendantes, la FDP conjointe est donnée alors par φΘ1(θ1) =

∏nΘ1
i=1 φΘ1i

(θ1i) où φΘ1i
(θ1i) est la

FDP de la variable aléatoire Θ1i (i = 1, . . . , nΘ1), θ1i est une réalisation de Θ1i . D'autre part,
le modèle de conception peut renfermer des paramètres internes incertains qui sont représentés
par des variables aléatoires Θ2. Ces variables aléatoires sont supposées indépendantes, la FDP
conjointe est donnée alors par φΘ2(θ2) =

∏nΘ2
i=1 φΘ2i

(θ2i) où φΘ2i
(θ2i) est la FDP de la variable

aléatoire Θ2i (i = 1, . . . , nΘ2), θ2i est une réalisation de Θ2i . Ainsi, nous pouvons dé�nir un seul

vecteur de variables aléatoires indépendantes Θ =
[
Θ1

T Θ2
T
]T
, la FDP conjointe est donnée

alors par φΘ(θ) = φΘ1(θ1)φΘ2(θ2).

Sous condition d'inversibilité entrées/sorties, un modèle dynamique stochastique inverse d'ordre
minimal peut s'écrire sous la forme suivante :{

ẋinv(Θ, t) = Finv(xinv(Θ, t),y(Θ1, t), ẏ(Θ1, t), . . . ,y(α)(Θ1, t),Θ2)
u(Θ, t) = Ginv(xinv(Θ, t),y(Θ1, t), ẏ(Θ1, t), . . . ,y(α)(Θ1, t),Θ2)

(4.23)

où xinv(Θ, t) ∈ Rninv est le vecteur d'état, y(Θ1, t) ∈ Rm est le vecteur d'entrée, u(Θ, t) ∈ Rm

est le vecteur de sortie et Θ =
[
Θ1

T Θ2
T
]T
∈ RnΘ1

+nΘ2 est le vecteur de variables aléa-

toires. y (resp. u) représente le vecteur des sorties (resp. entrées) du modèle stochastique direct
(équation 4.16). ẏ, . . . ,y(α) sont les dérivées successives par rapport au temps de y (dérivées ap-
paraissant lors de la construction du modèle inverse). Pour chaque entrée yi, l'ordre de dérivation
maximal associé correspond à l'ordre d'essentialité nie. Ainsi, la spéci�cation temporelle de yi
doit être au moins nie dérivable.

Les conditions initiales des variables d'état sont données par :

xinv(Θ, t0) = xinv0 (4.24)

Principe de conservation de la probabilité
Si le problème est bien posé, la solution du modèle dynamique inverse 4.23, tenant compte des
conditions initiales (équation 4.24), existe et est unique. Le vecteur de sortie u dépend de Θ et
s'écrit sous la forme suivante :

u = Hinv(Θ, t) (4.25)

Ainsi, chaque sortie du modèle inverse uj ; j = {1, . . . ,m} ; peut être dé�nie par :

uj = Hinvj (Θ, t) (4.26)

Le même développement concernant le principe de conservation de la densité de probabilité
que celui détaillé dans la section 4.2.1 et appliqué au système 4.23 permet d'écrire :

∂φu,Θ(u, θ, t)
∂t

+
m∑
j=1

u̇j(t)
∂φu,Θ(u, θ, t)

∂uj
= 0 (4.27)

Si nous nous intéressons à une seule sortie uj du modèle inverse ; j = {1, . . . ,m} ; ce développe-
ment permet de déduire la relation suivante :

∂φuj,Θ(uj , θ, t)
∂t

+ u̇j(t)
∂φuj,Θ(uj , θ, t)

∂uj
= 0 (4.28)
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L'équation 4.27 représente l'équation généralisée d'évolution de la densité de probabilité pour
le modèle dynamique stochastique inverse 4.23. Elle re�ète le principe de conservation de pro-
babilité pour ce modèle. Néanmoins, les équations 4.27 et 4.28 ne sont valables que si chaque
sortie du modèle inverse uj est au moins une fois dérivable, condition à véri�er lors de
la résolution du modèle dynamique 4.23 et la détermination de l'équation 4.26.

Détermination des fonctions de densité de probabilité
La détermination de la fonction de densité de probabilité relative à chaque sortie uj du modèle
inverse, j = {1, . . . ,m} passe par la détermination de la FDP conjointe φuj,Θ. Ensuite, cette
FDP conjointe est intégrée sur le domaine de distribution de l'aléa Θ pour retrouver la FDP
marginale φuj

associée à uj :
� Étape 1 : détermination de la FDP conjointe φuj,Θ :

φuj,Θ(uj , θ, t) = φuj|Θ=θ(uj , t|θ)φΘ(θ)

= δ(uj −Hinvj (θ, t))φΘ(θ)

où Hinvj (θ, t) est la solution unique du système dynamique 4.23 pour la sortie uj en tenant
compte des conditions initiales données par l'équation 4.24.

� Étape 2 : détermination de la FDP marginale φuj
:

φuj
(uj , t) =

∫
· · ·
∫

ΩΘ

φuj,Θ(uj , θ, t)dθ

où ΩΘ est le domaine de distribution des aléas Θ.

Remarque : La résolution de l'équation 4.28 qui décrit le principe de conservation de la probabi-
lité permet de déduire la FDP conjointe φuj,Θ. Cette résolution peut remplacer l'étape 1.

Le traitement stochastique proposé dans cette section pour le problème de synthèse de to-
lérances permet d'extraire des renseignements signi�catifs sur le tolérancement de l'entrée u du
modèle de conception à partir de sa fonction de densité de probabilité comme :

� les valeurs de l'entrée de plus forte probabilité et ce à chaque instant,
� l'évolution de la valeur moyenne de l'entrée au cours du temps,
� l'évolution de la dispersion (la variance) au cours du temps,
� l'enveloppe probabiliste des réponses possibles.

Problème stochastique inverse paramètres/sorties

Dans cette section, nous nous intéressons à la démarche stochastique de la synthèse de tolé-
rances. Ainsi, nous supposons que nous avons autant de sorties spéci�ées (avec leur fonction de
densité de probabilité) que de paramètres aléatoires à caractériser. Les spéci�cations de y (les
entrées du modèle inverse) sont données en fonction de variables aléatoires Θ et en fonction du
temps : y(Θ, t). Les fonctions de densité de probabilité de ces variables aléatoires sont données
et nous supposons que ces variables sont indépendantes. La FDP conjointe est donnée alors
par φΘ(θ) =

∏nΘ
i=1 φΘi(θi) où φΘi(θi) est la FDP de la variable aléatoire Θi (i = 1, . . . , nΘ) et

θi est une réalisation de Θi. Nous supposons que le modèle de conception ne renferme pas de
paramètres internes incertains (autre que ceux à synthétiser).

Nous rappelons que l'objectif est de retrouver les fonctions de densité de probabilité des pa-
ramètres incertains du modèle de conception à partir des fonctions de densité de probabilité
spéci�ées pour les aléas Θ intervenant dans la spéci�cation temporelle de y. Après la véri�cation
de l'inversibilité, le modèle dynamique stochastique inverse d'ordre minimal obtenu suite à une
inversion paramètres/sorties peut s'écrire sous la forme suivante :
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{
ẋinv(Θ, t) = Finvp(xinv(Θ, t),u(t),y(Θ, t), ẏ(Θ, t), . . . ,y(α)(Θ, t))
p(Θ, t) = Ginvp(xinv(t),u(t),y(Θ, t), ẏ(Θ, t), . . . ,y(α)(Θ, t))

(4.29)

où xinv(Θ, t) ∈ Rninv est le vecteur d'état, y(Θ, t) ∈ Rnp est le vecteur des spéci�cations des
sorties du modèle physique (entrée du modèle inverse), u(t) ∈ Rm est le vecteur des entrées,
p ∈ Rnp est le vecteur des paramètres à synthétiser (sorties du modèle inverse) et Θ ∈ RnΘ est
le vecteur de variables aléatoires. ẏ, . . . ,y(α) sont les dérivées successives par rapport au temps
de y (dérivées apparaissant lors de la construction du modèle inverse). Pour chaque entrée yi,
l'ordre de dérivation maximal associé correspond à l'ordre d'essentialité10 n′ie. Ainsi, la spéci�-
cation temporelle de yi doit être au moins n′ie dérivable.

Les conditions initiales des variables d'état sont données par :

xinv(Θ, t0) = xinv0 (4.30)

Principe de conservation de la probabilité
Si le problème est bien posé, la solution du modèle dynamique inverse 4.29, en tenant compte
des conditions initiales (équation 4.30), existe et elle est unique. Il est à noter que dans cette
démarche de synthèse de tolérance, la dérivée du vecteur de sortie p par rapport au temps doit
être nulle (ṗ = 0) si le cahier des charges est en adéquation avec la structure retenue pour le
modèle de conception. Dans la suite, nous supposons que cette adéquation est préalablement
véri�ée (cf. chapitre 3). La solution du modèle dynamique inverse 4.29 peut s'écrire comme suit :

p = Hinv(Θ, t) (4.31)

Ainsi, chaque sortie du modèle inverse pj ; j = {1, . . . , np} ; peut être dé�nie par :

pj = Hinvj (Θ, t) (4.32)

Le même développement concernant le principe de conservation de la densité de probabilité
que celui détaillé dans la section 4.2.1 et appliqué au système 4.29 permet d'écrire :

∂φp,Θ(p, θ, t)
∂t

= 0 (4.33)

Si nous nous intéressons à une sortie pj ; j = {1, . . . , np} ; ce développement permet de déduire
la relation suivante :

∂φpj,Θ(pj , θ, t)
∂t

= 0 (4.34)

Alors, il peut être conclu que la fonction de densité de probabilité conjointe φpj,Θ est
constante au cours du temps et par conséquent, elle peut s'écrire : φpj,Θ(pj , θ). Les équa-
tions 4.33 et 4.34 re�ètent le principe de conservation de probabilité : la probabilité totale est
préservée au cours du temps.

Détermination des fonctions de densité de probabilité
La détermination de la fonction de densité de probabilité relative à chaque sortie pj du modèle
inverse, j = {1, . . . ,m} passe par la détermination de la FDP conjointe φpj,Θ. Ensuite, cette
FDP conjointe est intégrée sur le domaine de distribution de l'aléa Θ pour retrouver la FDP
marginale φpj

associée à pj :

10L'ordre d'essentialité pour un problème inverse paramètres/sorties , noté n′ie, est di�érent de l'ordre d'essen-
tilialité pour un problème inverse entrées/sorties, noté nie.
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� Étape 1 : détermination de la FDP conjointe φpj,Θ :

φpj,Θ(pj , θ) = φpj|Θ=θ(pj |θ)φΘ(θ)

= δ(pj −Hinvj (θ))φΘ(θ)

où Hinvj (θ) est la solution unique du modèle dynamique 4.29 pour la sortie pj en tenant
compte des conditions initiales données par l'équation 4.30.

� Étape 2 : détermination de la FDP marginale φpj
:

φpj
(pj) =

∫
· · ·
∫

ΩΘ

φpj,Θ(pj , θ)dθ

où ΩΘ est le domaine de distribution des aléas Θ.

Comme la FDP conjointe φpj,Θ est constante au cours du temps, alors l'intégrale de cette
FDP sur le domaine de distribution de Θ est nécessairement constante au cours du temps. Ainsi,
si le problème est bien posé (adéquation spéci�cations/structure véri�ée), la FDP marginale φpj

associée au paramètre pj ne dépend pas du temps. Si ce n'est pas le cas, alors le problème est
mal posé et il faut remettre en question soit le cahier des charges soit la structure retenue pour
le modèle de conception (cf. section 3.2 du chapitre 3).

Le traitement stochastique de la synthèse des incertitudes paramétriques permet d'extraire
des informations signi�catives sur chaque paramètre incertain à partir de sa fonction de densité
de probabilité :

� les valeurs du paramètre de plus forte probabilité,
� l'estimation de la valeur moyenne (l'espérance),
� estimation de la dispersion (écart-type ou variance) autour de la valeur moyenne.

4.3 Bond graph probabiliste pour la synthèse des tolérances

Dans la section 4.2.2 et dans le contexte du dimensionnement des systèmes mécatroniques
par modèles inverses, le tolérancement a été pris en compte en dé�nissant un modèle dynamique
stochastique inverse associé à la structure retenue pour le modèle de conception. L'exploitation
probabiliste de ce modèle inverse vise à synthétiser les tolérances sur les entrées (de commande
ou de perturbation) ou sur les paramètres et ce, à partir des spéci�cations probabilistes imposées
par le cahier des charges sur les sorties. Indépendamment du formalisme bond graph, forma-
lisme sur lequel est basée la méthodologie du dimensionnement des systèmes mécatroniques (cf.
section 1.3.4, chapitre 1), cette démarche représente une analyse d'incertitude globale car l'infor-
mation est globalisée en calculant la FDP conjointe à toutes les variables aléatoires et ensuite, la
FDP marginale associée à une variable ou à un processus aléatoire en particulier est déduite. Une
analogie peut être établie avec l'analyse structurelle et comportementale établie par approche
modèle d'état qui o�re une vision globale et ce, en éliminant implicitement certaines variables
physiques intermédiaires.

En vue d'exploiter le formalisme bond graph de manière probabiliste, nous dé�nissons le bond
graph probabiliste :

Dé�nition 13. Un bond graph probabiliste est un bond graph pour lequel à chaque variable de
puissance et d'énergie et à chaque paramètre incertain sont associées leur fonction de densité de
probabilité, leur espérance et leur variance.

Remarque : Nous verrons dans l'exemple du paragraphe 4.3.4 que l'on peut associer une repré-
sentation multibond graph à un bond graph probabiliste.
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Un modèle bond graph probabiliste permet d'une part de propager des tolérances tout le
long de la structure du modèle de conception, et d'autre part, d'o�rir une description à la fois
énergétique et probabiliste. À ce modèle bond graph, nous associons un schéma de calcul bicau-
sal car il est dé�ni dans le contexte de synthèse de tolérances par approche inverse. Également,
le rapprochement existant entre le principe de conservation de la probabilité et le principe de
conservation de puissance dans un modèle bond graph représente un argument supplémentaire
pour l'exploitation d'un modèle bond graph probabiliste. Ce dernier o�re une description lo-
cale de la tolérance et de sa propagation tout le long de la structure du modèle de conception.
L'intérêt d'une démarche locale est d'associer une description probabiliste (fonction de densité
de probabilité ou une grandeur caractéristique) à chaque variable de puissance et d'énergie du
modèle et par conséquent, de mesurer l'e�et des di�érentes incertitudes prises en compte sur
chaque élément physique et énergétique du système. Une analogie peut être établie avec l'ana-
lyse structurelle et comportementale par approche bond graph qui tient compte de la structure
du système et donne une interprétation physique à cette analyse.

Dans une première partie, nous dé�nissons le cahier des charges commun à un problème de
remontée des spéci�cations probabilistes sur les sorties (pour la détermination des tolérances
sur les entrées de commande/perturbation) et à un problème de synthèse de tolérances sur les
paramètres. Dans une seconde partie, nous traitons le problème de remontée des spéci�cations
probabilistes en proposant des règles de propagation des fonctions de densité de probabilité et
des grandeurs caractéristiques tout le long d'un modèle bond graph probabiliste. En�n, nous
nous intéressons au problème de la synthèse de tolérances sur les paramètres en proposant des
outils bond graph probablistes adaptés.

4.3.1 Cahier des charges

Avant de proposer les règles de construction d'un modèle bond graph probabiliste, il est
nécessaire de dé�nir un cahier des charges adapté. En e�et, les grandeurs sujettes aux incerti-
tudes sont caractérisées dans le cahier des charges par des fonctions de densité de probabilité.
Néanmoins, ces grandeurs ne sont pas toujours directement exploitables par le bond graph proba-
biliste car elles ne représentent pas une variable de puissance. Par exemple, dans la spéci�cation
temporelle d'une sortie, une constante de temps peut être considérée comme étant une variable
aléatoire et par conséquent, caractérisée par une fonction de densité de probabilité. Néanmoins,
la sortie et ses dérivées successives sont exploitées dans le modèle bond graph bicausal (proba-
biliste). Ainsi, il est nécessaire de déterminer les fonctions de densité de probabilité associées à
cette sortie et à ses dérivées pour pouvoir propager l'incertitude le long de la structure du modèle.

Dans la formulation du problème, nous supposons que le cahier des charges spéci�e des tra-
jectoires temporelles pour les sorties y (qui représentent les entrées du modèle inverse) de la
structure retenue pour le modèle de conception. Ces spéci�cations temporelles s'expriment en
fonction de variables aléatoires Θ1 : y(Θ1, t). Les fonctions de densité de probabilité de ces
variables aléatoires sont également données par le cahier des charges. Elles sont supposées indé-
pendantes et donc la FDP conjointe est donnée par φΘ1(θ1) =

∏nΘ1
i=1 φΘ1i

(θ1i) où φΘ1i
(θ1i) est

la FDP de la variable aléatoire Θ1i (i = 1, . . . , nΘ1) et θ1i est une réalisation de Θ1i . La fonction
de densité de probabilité associée à chaque sortie yj peut être déduite selon l'approche décrite
dans la section 4.2.1. Ainsi, à ce niveau, un calcul probabiliste est nécessaire pour la mise en
forme du cahier des charges.

À partir des spéci�cations temporelles des sorties y(Θ1, t), les spéci�cations sur leurs déri-
vées successives peuvent être déduites à condition que la spéci�cation de chaque sortie yi soit au
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moins nie fois dérivable où nie est l'ordre d'essentialité11 associé à cette sortie (cf. section 3.1,

chapitre 3). Ainsi, à partir des expressions temporelles obtenues (ẏi(Θ1, t), . . . , y
(nie)
i (Θ1, t) ;

i = {1, . . . ,m}) et à partir de la FDP conjointe φΘ1 associée aux variables aléatoires, les

FDP marginales (φẏi
(ẏi, t), . . . , φy

(nie)

i

(y(nie)
i , t) ; i = {1, . . . ,m}) associées aux di�érentes dé-

rivées peuvent être calculées selon l'approche décrite dans la section 4.2.1.

D'autre part, le modèle de conception peut renfermer des paramètres internes incertains qui
sont représentés par des variables aléatoires Θ2. Ces variables aléatoires sont supposées indépen-
dantes et chaque FDP marginale φΘ2i

associée à chaque variable aléatoire Θ2i , (i = 1, . . . , nΘ2),
est spéci�ée par le cahier des charges.

Il est à noter que dans un problème de synthèse de tolérances sur les paramètres, les entrées
(entrées de commande ou de perturbation) doivent être spéci�ées. Dans ce travail, ces grandeurs
sont supposées déterministes.

4.3.2 Remontée des spéci�cations probabilistes

Dans cette section, nous proposons les règles d'exploitation du modèle bond graph probabi-
liste pour la remontée étage par étage des spéci�cations considérées sur les sorties. Sur ce modèle
bond graph, une fonction de densité de probabilité et deux grandeurs caractéristiques (espé-
rance et variance) sont associées à chaque variable de puissance et d'énergie et aux paramètres
considérés incertains. Dans la suite, nous partageons le problème en deux cas :

� cas où les paramètres internes du système sont des grandeurs déterministes. Ce cas est un
problème de propagation des incertitudes tout le long de la structure du modèles,

� cas où certains paramètres internes du système sont des grandeurs aléatoires. Dans ce cas,
les aléas apparaissant au fur et à mesure de la propagation des incertitudes le long de la
structure du modèle, doivent être pris en compte.

Tout d'abord, la remontée des fonctions de densité de probabilité et des grandeurs caractéris-
tiques est établie dans le cas où les paramètres internes du système sont considérés comme des
grandeurs déterministes (paragraphes � Remontée des fonctions de densité de probabilité � et
� Remontée des grandeurs caractéristiques �). Ensuite, le cas où certains paramètres internes
du système sont considérés comme des grandeurs aléatoires est évoqué (paragraphe � Prise en
compte des incertitudes paramétriques �).

Remarque : Lors de la remontée des spéci�cations étage par étage, si la variable de puissance
rencontrée est une entrée de commande et/ou de perturbation alors on est dans le cas d'une
synthèse de tolérance sur cette entrée.

Remontée des fonctions de densité de probabilité

Dans ce paragraphe et en tenant compte des a�ectations bicausales, nous proposons les règles
d'exploitation d'un modèle bond graph probabiliste où une fonction de densité de probabilité est
associée à chaque variable de puissance et d'énergie (considérée alors comme des processus aléa-
toires).

Le tableau 4.1 présente les di�érentes FDP associées aux éléments de jonction (jonctions 0 et
1) ainsi que les schémas de calcul associés. Ces schémas de calcul représentent une exploitation
bicausale du modèle bond graph probabiliste. Les FDP associées aux variables de puissance sor-
tantes sont déduites des FDP marginales ou conjointes des variables de puissance entrantes. Dans

11L'ordre d'essentialité nie n'est pas le même selon le problème posé : l'ordre d'essentialité dans un problème
de remontée à une entrée est di�érent de celui d'un problème de synthèse de tolérance paramétrique.
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cette manipulation, ces dernières doivent être données (à partir des spéci�cations par exemple)
ou déterminées (à partir du reste de la représentation bond graph).

Tab. 4.1 � Remontée des FDP à travers des éléments de jonction.

Élément Bicausalité Schémas de
BG possible calcul associés

φe1(e1, t) = φe3(e3, t)
φe2(e2, t) = φe3(e3, t)
φf1(f1, t) =

∫+∞
−∞

∫+∞
−∞ φf1,f2,f3(f1, f2, f3, t)df2df3

=
∫+∞
−∞

∫+∞
−∞ δ(f1 − (f2 + f3))φf2,f3(f2, f3, t)df2df3

Jonction
0

(exemple
à 3 liens)


φf1(f1, t) = φf3(f3, t)
φf2(f2, t) = φf3(f3, t)
φe1(e1, t) =

∫+∞
−∞

∫+∞
−∞ φe1,e2,e3(e1, e2, e3, t)de2de3

=
∫+∞
−∞

∫+∞
−∞ δ(e1 − (e2 + e3))φe2,e3(e2, e3, t)de2de3

Jonction
1

(exemple
à 3 liens)

Le tableau 4.2 présente les FDP intervenant dans les éléments de transduction ainsi que les
règles de propagation de la densité de probabilité et les di�érents schémas de calcul associés. Les
règles de propagation proposées se démontrent aisément en considérant les lois caractéristiques
associées aux di�érentes con�gurations causales de ces éléments et en appliquant le théorème 9.
Sur un modèle bond graph bicausal, ces con�gurations permettent la remontée des spéci�cations
à travers l'élément.

Le tableau 4.3 présente les FDP intervenant dans les éléments passifs (de dissipation et de
stockage d'énergie) ainsi que les règles de propagation de la densité de probabilité et les di�érents
schémas de calcul qui peuvent apparaître sur un modèle inverse pour la remontée des spéci�ca-
tions. Dans le cas d'éléments dissipatifs (en causalité résistance ou conductance), et d'éléments
de stockage d'énergie linéaires en causalité dérivée, les règles de propagation proposées peuvent
être démontrées en considérant les lois caractéristiques associées aux di�érentes con�gurations
causales de ces éléments et en appliquant le théorème 9. Pour les éléments de stockage en causa-
lité intégrale, l'équation d'évolution de la densité de probabilité est établie où φp,e (resp. φq,f )
est la FDP conjointe à la variable d'énergie p pour les éléments I (resp. q pour les éléments C)
avec la variable de puissance entrante. La résolution de cette équation permet de dé�nir φp,e

(resp. φq,f ). Ensuite l'intégration de cette FDP conjointe sur le domaine associé à e (resp. f)
permet de déduire la FDP marginale associée à la variable d'énergie p (resp. q). En�n la FDP
marginale associée à la variable de puissance sortante f (resp. e) peut être déduite en considérant
la loi caractéristique associée et en appliquant le théorème 9.

Remarques :
� Sur le modèle bond graph probabiliste, le produit des FDP associées à un lien de puissance
ne représente pas une puissance. Le fait d'associer une FDP à un lien de puissance doit
être interprété comme une notation conventionnelle.

� L'a�ectation causale/bicausale permet d'identi�er les FDP qui doivent être connues pour
pouvoir propager les incertitudes.
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Tab. 4.2 � Remontée des FDP à travers des éléments de transduction.

Élément Bicausalité Schémas de calcul
bond graph possible associés

TF

φe1(e1, t) = 1
|m|φe2( e1m , t)

φf1(f1, t) = |m|φf2(mf1, t)φe2(e2, t) = |m|φe1(me2, t)
φf2(f2, t) = 1

|m|φf1(f2

m , t)

GY

φe1(e1, t) = 1
|r|φf2( e1r , t)

φf1(f1, t) = |r|φe2(rf1, t)φf2(f2, t) = |r|φe1(rf2, t)
φe2(e2, t) = 1

|r|φf1( e2r , t)
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Tab. 4.3 � Remontée des FDP à travers des éléments passifs.

Élément Causalité Schémas de Schémas de calcul
BG possible calcul associés (cas linéaire)

R

φe(e, t) = φf (Γ−1
R (e),t)

|Γ′R(Γ−1
R (e))|

φe(e, t) = 1
|R|φf ( eR , t)

φf (f, t) = φe(ΓR(f),t)

|(Γ−1
R )′(ΓR(f))| φf (f, t) = |R|φe(Rf, t)

I

φe(e, t) =
∫+∞
−∞ φe,f (e, f, t)df

φe(e, t) = 1
|I|φḟ (

e
I , t)=

∫+∞
−∞ δ(e−HI(f))φf (f, t)df
où e = HI(f)

∂φp,e(p,e,t)
∂t + ṗ

∂φp,e(p,e,t)
∂p = 0

φp(p, t) =
∫+∞
−∞ φp,e(p, e, t)de

φf (f, t) = φp(ΓI(f),t)

|(Γ−1
I )′(ΓI(f))|


∂φp,e(p,e,t)

∂t + ṗ
∂φp,e(p,e,t)

∂p = 0

φp(p, t) =
∫+∞
−∞ φp,e(p, e, t)de

φf (f, t) = |I|φp(If, t)

C

φf (f, t) =
∫+∞
−∞ φe,f (e, f, t)de

φf (f, t) = 1
|C|φė( fC , t)=

∫+∞
−∞ δ(f −HC(e))φe(e, t)de
où f = HC(e)

∂φq,f (q,f,t)
∂t + q̇

∂φq,f (q,f,t)
∂q = 0

φq(q, t) =
∫+∞
−∞ φq,f (q, f, t)df

φe(e, t) = φq(ΓC(e),t)

|(Γ−1
C )′(ΓC(e))|


∂φq,f (q,f,t)

∂t + q̇
∂φq,f (q,f,t)

∂q = 0

φq(q, t) =
∫+∞
−∞ φq,f (q, f, t)df

φe(e, t) = |C|φq(Ce, t)
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Remontée des grandeurs caractéristiques

Dans ce paragraphe et en tenant compte des a�ectations bicausales, nous proposons les
règles d'exploitation d'un modèle bond graph probabiliste où une espérance et une variance sont
associées à chaque variable de puissance et d'énergie (considérées alors comme des processus aléa-
toires). Nous rappelons que dans ce paragraphe les paramètres internes du modèle sont considérés
comme des grandeurs déterministes.

L'interprétation des grandeurs caractéristiques trouvées en sortie du modèle inverse se base
sur la notion d'intervalle de con�ance (cf. dé�nition 8). Dépendant du temps dans le cas d'un
problème de détermination des tolérances sur les entrées (de commande et/ou de perturbation),
l'intervalle de con�ance permet d'a�rmer que la variable ou le processus aléatoire recherché évo-
lue dans cet intervalle à une probabilité donnée. Cet intervalle fait appel à la notion de fonction
de répartition (cf. dé�nition 64 de l'annexe I). En e�et, à partir du modèle bond graph pro-
babiliste, une première analyse causale permet de déduire la fonction de densité de probabilité
associée au processus/variable en question. La fonction de répartition associée à ce processus ou à
cette variable peut être déduite. Une seconde analyse causale du modèle bond graph probabiliste
permet de déduire les grandeurs caractéristiques qui o�rent des informations plus synthétiques.
À partir de la connaissance de ces grandeurs caractéristiques et de la fonction de répartition,
l'intervalle de con�ance peut être dé�ni pour o�rir au concepteur une interprétation plus phy-
sique de l'incertitude quanti�ée.

Dans la section 4.3.1, les FDP associées aux di�érentes sorties du modèle de conception ont
été dé�nies. À partir de ces FDP, il est possible de dé�nir les spéci�cations sur les sorties en
terme d'espérance et de variance (cf. section 4.1.3). En tenant compte de l'a�ectation bicausale,
nous proposons les règles de propagation de ces grandeurs caractéristiques pour les di�érents
éléments bond graph. Le tableau 4.4 présente les di�érentes espérances et variances associées à
des éléments de jonction. Les schémas de calcul associés représentent une exploitation bicausale
du modèle bond graph probabiliste. Les grandeurs caractéristiques associées aux variables de
puissance sortantes sont déduites des grandeurs caractéristiques associées aux variables de puis-
sance entrantes et ce, pour la remontée des grandeurs caractéristiques tout le long de la structure
du modèle de conception.

Le tableau 4.5 (resp. 4.6) présente les espérances (resp. variances) intervenant dans les élé-
ments de transduction ainsi que les règles de propagation de ces grandeurs caractéristiques et les
di�érents schémas de calcul associés. Les règles de propagation proposées peuvent être démon-
trées en considérant les lois caractéristiques associées aux di�érentes con�gurations causales de
ces éléments et en appliquant le théorème 9.

Le tableau 4.7 porte sur les grandeurs caractéristiques intervenant dans les éléments pas-
sifs linéaires (de dissipation et de stockage d'énergie) ainsi que les règles de propagation de ces
grandeurs selon les di�érents schémas de calcul qui peuvent apparaître sur ces éléments dans
un problème de remontée de spéci�cations probabilistes. Dans le cas d'éléments dissipatifs (en
causalité résistance ou conductance), et d'éléments de stockage d'énergie en causalité dérivée, les
règles de propagation proposées peuvent être démontrées en considérant les lois caractéristiques
associées aux di�érentes con�gurations causales de ces éléments et en appliquant le théorème 9.
Pour les éléments de stockage en causalité intégrale, il faut déterminer les grandeurs caractéris-
tiques associées aux variables d'énergie. Ces grandeurs sont données en respectant le théorème 10
et la propriété 3 (section 4.1.3). Ensuite, les grandeurs caractéristiques associées aux variables
de puissance sortantes peuvent en être déduites.
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Tab. 4.4 � Espérances et variances des éléments de jonction.

Élément Bicausalité Schémas de calcul associés
BG possible (espérances et variances)

µe1(t) = µe3(t)
µe2(t) = µe3(t)
µf1(t) = µf2(t) + µf3(t)
σ2

e1
(t) = σ2

e3
(t)

σ2
e2

(t) = σ2
e3

(t)
σ2

f1
(t) = σ2

f2
(t) + σ2

f3
(t) + 2σf2f3(t)

Jonction
0

(exemple
à 3 liens)



µf1(t) = µf3(t)
µf2(t) = µf3(t)
µe1(t) = µe2(t) + µe3(t)
σ2

f1
(t) = σ2

f3
(t)

σ2
f2

(t) = σ2
f3

(t)
σ2

e1
(t) = σ2

e2
(t) + σ2

e3
(t) + 2σe2e3(t)

Jonction
1

(exemple
à 3 liens)

Tab. 4.5 � Remontée des espérances à travers des éléments de transduction.

Élément Bicausalité Schémas de calcul
BG possible associés

TF

{
µe1(t) = mµe2(t)
µf1(t) = 1

mµf2(t){
µe2(t) = 1

mµe1(t)
µf2(t) = mµf1(t)

GY

{
µe1(t) = rµf2(t)
µf1(t) = 1

rµe2(t){
µf2(t) := 1

rµe1(t)
µe2(t) := rµf1(t)

Remarques :
� Sur le modèle bond graph probabiliste, le produit des espérances (resp. variances) asso-
ciées à un lien de puissance ne représente pas une puissance. Le fait d'associer une grandeur
caractéristique à un lien de puissance doit être interprété comme une notation convention-
nelle.

� La propagation des grandeurs caractéristiques nécessite la propagation des FDP également
(cf. tableau 4.7).
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Tab. 4.6 � Remontée des variances à travers des éléments de transduction.

Élément Bicausalité Schémas de calcul
bond graph possible associés

TF

{
σ2

e1
(t) = m2σ2

e2
(t)

σ2
f1

(t) = 1
m2σf22(t){

σ2
e2

(t) = 1
m2σ

2
e1

(t)
σ2

f2
(t) = m2σ2

f1
(t)

GY

{
σ2

e1
(t) = r2σ2

f2
(t)

σ2
f1

(t) = 1
r2σ

2
e2

(t){
σ2

f2
(t) = 1

r2σ
2
e1

(t)
σ2

e2
(t) = r2σ2

f1
(t)
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Tab. 4.7 � Remontée des espérances et des variances à travers des éléments passifs linéaires.

Élément Causalité Schémas de calcul Schémas de calcul
BG possible associés (espérances) associés (variances)

R

µe(t) = Rµf (t) σ2
e(t) = R2σ2

f (t)

µf (t) = 1
Rµe(t) σ2

f (t) = 1
R2σ

2
e(t)

I

{
µe(t) = Iµḟ (t)
µḟ (t) =

∫+∞
−∞ ḟφf (f, t)df

{
σ2

e(t) = I2σ2
ḟ
(t)

σ2
ḟ
(t) =

∫+∞
−∞ (ḟ)2φf (f, t)df − µ2

ḟ
(t)µp(t) =

∫+∞
−∞

(∫ t
0 e(τ)dτ + p0

)
φe(e, t)de

µf (t) = 1
Iµp(t)

σ2
p(t) =

∫+∞
−∞

(∫ t
0 e(τ)dτ + p0

)2
φe(e, t)de− µ2

p(t)

σ2
f (t) = 1

I2σ
2
p(t)

C

{
µf (t) = Cµė(t)
µė(t) =

∫+∞
−∞ ėφe(e, t)de

{
σ2

f (t) = C2σ2
ė(t)

σ2
ė(t) =

∫+∞
−∞ (ė)2φe(e, t)de− µ2

ė(t)µq(t) =
∫+∞
−∞

(∫ t
0 f(τ)dτ + q0

)
φf (f, t)df

µe(t) = 1
Cµq(t)

σ2
q(t) =

∫+∞
−∞

(∫ t
0 f(τ)dτ + q0

)2
φf (f, t)de− µ2

q(t)

σ2
e(t) = 1

C2σ
2
q(t)
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Prise en compte des incertitudes paramétriques

Dans les deux paragraphes précédents, nous avons supposé qu'aucun paramètre interne du
système n'était incertain et que les incertitudes portaient uniquement sur les spéci�cations des
sorties. Néanmoins, il peut être également spéci�é dans le cahier des charges que certains para-
mètres internes (supposés ici indépendants) sont des paramètres incertains caractérisés par des
fonctions de densité de probabilité et des grandeurs caractéristiques. Dans ce cas, il faut tenir
compte de ces incertitudes au fur et à mesure de la propagation des spéci�cations probabilistes
le long de la structure du modèle.

Prise en compte des incertitudes paramétriques dans la remontée des fonctions de
densité de probabilité
Les règles proposées dans le tableau 4.1 pour la propagation de la fonction de densité de probabi-
lité dans une jonction (1 ou 0) restent identiques. Par contre, pour les éléments de transduction,
de dissipation et de stockage d'énergie, les tableaux 4.2 et 4.3 ne sont plus valables. Néanmoins
pour ces éléments bond graph, la FDP associée à la variable de puissance sortante peut être
calculée en intégrant la FDP conjointe associée aux variables de puissance entrante et sortante
et au paramètre incertain. Cette FDP conjointe est égale au produit de la FDP conditionnelle
(de la variable de puissance sortante connaissant la variable de puissance entrante et le para-
mètre) et de la FDP conjointe associée à la variable de puissance entrante et au paramètre. En
tenant compte de l'indépendance entre la variable de puissance entrante et le paramètre, la FDP
conjointe associée à ces deux grandeurs aléatoires est égale au produit de leurs FDP marginales.
Par exemple, pour un élément dissipatif linéaire en causalité résistance, la FDP associée à la
variable d'e�ort peut s'écrire sous la forme suivante :

φe(e, t) =
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
φe,f ,R(e, f,R, t)dfdR

=
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
δ(e−Rf)φf ,R(f,R, t)dfdR

=
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
δ(e−Rf)φf (f, t)φR(R)dfdR

où φR (resp. φf ) est la FDP marginale associée au paramètre R (resp. à la variable de �ux f).
Pour un élément C linéaire en causalité dérivée, la FDP associée à la variable de �ux peut s'écrire
sous la forme suivante :

φf (f, t) =
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
φf ,ė,C(f, ė, C, t)dėdC

=
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
δ(f − Cė)φė,C(ė, C, t)dėdC

=
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
δ(f − Cė)φė(ė, t)φC(C)dėdC

où φC (resp. φė) est la FDP marginale associée au paramètre C (resp. à la dérivée de la variable
d'e�ort e). Pour les éléments de stockage d'énergie en causalité intégrale, les règles proposées
dans le tableau 4.3 restent valables parce que l'incertitude sur la variable d'énergie ne dépend que
de l'incertitude sur la variable de puissance entrante. Par contre, l'incertitude sur la variable de
puissance sortante est due aux aléas considérés sur le paramètre et sur la variable d'énergie. Dans
ce cas, la procédure décrite ci-dessus est appliquée pour retrouver la FDP associée. Par exemple,
pour un élément I linéaire en causalité intégrale, la FDP conjointe à la variable d'énergie et à la
variable d'e�ort satisfait la relation suivante :

∂φp,e(p, e, t)
∂t

+ ṗ
∂φp,e(p, e, t)

∂p
= 0
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La résolution de cette équation permet de déduire φp,e et l'intégration de cette FDP conjointe
sur R permet d'exprimer φp. Ensuite, la FDP associée à la variable de �ux peut être dé�nie
comme suit :

φf (f, t) =
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
φf ,p,I(f, p, I, t)dpdI

=
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
δ(f − p

I
)φp,I(p, I, t)dpdI

=
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
δ(f − p

I
)φp(p, t)φI(I)dpdI

où φI (resp. φp) est la FDP marginale associée au paramètre I (resp. à la variable d'énergie p).

Prise en compte des incertitudes paramétriques dans la remontée des grandeurs ca-
ractéristiques
Les spéci�cations des espérances et des variances associées aux paramètres incertains internes du
modèle de conception peuvent être soit données explicitement soit déduites des fonctions de den-
sité de probabilité (cf. dé�nitions 6 et 7, section 4.1.3). Les règles proposées dans le tableau 4.4
pour la propagation des grandeurs caractéristiques dans une jonction (1 ou 0) restent identiques.
Par contre, les tableaux 4.5, 4.6 et 4.7 ne sont plus valables. Pour les éléments de transduction, de
dissipation et de stockage d'énergie en causalité dérivée, les grandeurs caractéristiques associées
aux variables de puissance sortantes sont calculées à partir des dé�nitions 6 et 7 et ce, en exploi-
tant les FDP associées. Par exemple, pour un élément dissipatif linéaire en causalité résistance,
l'espérance associée à la variable d'e�ort peut s'écrire sous la forme suivante :

µe(t) =
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
(Rf)φR,f (R, f, t)dRdf

=
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
(Rf)φR(R)φf (f, t)dRdf

où φR (resp. φf ) est la FDP marginale associée au paramètre R (resp. à la variable de �ux f).
La variance associée à la variable d'e�ort peut s'écrire sous la forme suivante :

σ2
e(t) =

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
(Rf)2φR(R)φf (f, t)dRdf − µ2

Rµ
2
f (t)

Pour les éléments de stockage d'énergie en causalité intégrale, les règles proposées dans le ta-
bleau 4.7 restent partiellement valables parce que l'incertitude sur la variable d'énergie ne dépend
que de l'incertitude sur la variable de puissance entrante. Par contre, l'incertitude sur la variable
de puissance sortante est due aux aléas considérés sur le paramètre et sur la variable d'énergie
(qui sont deux variables indépendantes). Dans ce cas, la démarche décrite ci-dessus est appliquée
pour retrouver les grandeurs caractéristiques associées. Par exemple, pour un élément I linéaire
en causalité intégrale, l'espérance et la variance associées à la variable d'énergie sont dé�nies
par : µp(t) =

∫+∞
−∞

(∫ t
0 e(τ)dτ + p0

)
φe(e, t)de

σ2
p(t) =

∫+∞
−∞

(∫ t
0 e(τ)dτ + p0

)2
φe(e, t)de− µ2

p(t)

Par contre, l'espérance et la variance associées à la variable de �ux sont dé�nies par :{
µf (t) =

∫+∞
−∞

∫+∞
−∞

(p
I

)
φI(I)φp(p, t)dIdp

σ2
f (t) =

∫+∞
−∞

∫+∞
−∞

(p
I

)2
φI(I)φp(p, t)dIdp− µ2

Iµ
2
p(t)

Cette présentation n'est pas exhaustive car nous avons présenté uniquement certains éléments
bond graph dans une certaine con�guration causale. Néanmoins, l'approche décrite dans ce para-
graphe reste valable pour tous les éléments bond graph et dans toutes les con�gurations causales.
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4.3.3 Synthèse de tolérances paramétriques

Après la remontée des spéci�cations étage par étage décrite dans la section 4.3.2, nous pro-
posons, dans cette section, les règles d'exploitation du modèle bond graph probabiliste pour la
synthèse de tolérances paramétriques.

Remarque : Si les spéci�cations probabilistes sont remontées sur un élément de transduction
modulé en bicausalité débouchante, alors il s'agit d'une synthèse de tolérance sur une entrée de
commande. Dans ce cas, et contrairement à une synthèse de tolérance paramétrique, la FDP et
les grandeurs caractéristiques associées dépendent du temps.

Détermination des fonctions de densité de probabilité

Dans ce paragraphe, nous proposons les règles d'exploitation du modèle bond graph probabi-
liste pour la synthèse des fonctions de densité de probabilité associées au paramètres incertains à
dimensionner. Le tableau 4.8 présente les FDP associées à un élément de transduction en bicau-
salité débouchante. Pour la synthèse de tolérance sur m ou r, il faut déterminer la FDP conjointe
associée à ce paramètre et aux variables de puissance �gurant dans la relation caractéristique et
ensuite, en tenant compte de cette relation, la FDP marginale associée au paramètre en question
peut être déterminée selon la procédure proposée dans la section 4.2.2.

Le tableau 4.9 présente la FDP associée au paramètre d'un élément passif (R, I ou C). À
partir de la remontée de la densité de probabilité et à partir de la relation existante entre les
variables de puissance associées à l'élément en question, la FDP conjointe de ces variables peut
être déduite. Ensuite, à partir de cette FDP conjointe et de la loi caractéristique de l'élément, la
FDP associée au paramètre est calculée.

Détermination des grandeurs caractérisitiques

Dans ce paragraphe, nous proposons les règles d'exploitation du modèle bond graph pro-
babiliste pour la détermination des grandeurs caractéristiques (espérance et variance) associées
aux paramètres incertains. Le tableau 4.10 (resp. 4.11) présente les espérances (resp. variances)
associées à un élément de transduction en bicausalité débouchante. L'espérance (resp. variance)
associée au paramètre m ou r est calculée à partir de la relation constitutive et de la FDP
conjointe des variables de puissance débouchantes. Comme le paramètre m ou r est considéré
comme une variable aléatoire alors la propagation de l'espérance (resp. variance) se fait à partir
du théorème 10 (resp. propriété 3). Ce théorème et cette propriété appliqués à des éléments passifs
linéaires (auxquels un schéma de calcul bicausal est a�ecté) permettent d'établir le tableau 4.12.
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Tab. 4.8 � FDP des éléments de transduction pour la synthèse des tolérances paramétriques.

Élément Bicausalité Schémas de calcul
BG possible associés

TF


φm(m) =

∫+∞
−∞

∫+∞
−∞ φm,f1,f2(m, f1, f2, t)df1df2

=
∫+∞
−∞

∫+∞
−∞ δ(m− f2

f1
)φf1,f2(f1, f2, t)df1df2

φe1(e1, t) =
∫+∞
−∞

∫+∞
−∞ φm,e1,e2(m, e1, e2, t)dmde2

=
∫+∞
−∞

∫+∞
−∞ δ (e1 −me2)φm,e2(m, e2, t)dmde2


φm(m) =

∫+∞
−∞

∫+∞
−∞ φm,e1,e2(m, e1, e2, t)de1de2

=
∫+∞
−∞

∫+∞
−∞ δ(m− e1

e2
)φe1,e2(e1, e2, t)de1de2

φf2(f2, t) =
∫+∞
−∞

∫+∞
−∞ φm,f1,f2(m, f1, f2, t)dmdf1

=
∫+∞
−∞

∫+∞
−∞ δ (f2 −mf1)φm,f1(m, f1, t)dmdf1


φm(m) =

∫+∞
−∞

∫+∞
−∞ φm,e1,e2(m, e1, e2, t)de1de2

=
∫+∞
−∞

∫+∞
−∞ δ(m− e1

e2
)φe1,e2(e1, e2, t)de1de2

φf1(f1, t) =
∫+∞
−∞

∫+∞
−∞ φm,f1,f2(m, f1, f2, t)dmdf2

=
∫+∞
−∞

∫+∞
−∞ δ

(
f1 − f2

m

)
φm,f2(m, f2, t)dmdf2


φm(m) =

∫+∞
−∞

∫+∞
−∞ φm,f1,f2(m, f1, f2, t)df1df2

=
∫+∞
−∞

∫+∞
−∞ δ(m− f2

f1
)φf1,f2(f1, f2, t)df1df2

φe2(e2, t) =
∫+∞
−∞

∫+∞
−∞ φm,e1,e2(m, e1, e2, t)dmde1

=
∫+∞
−∞

∫+∞
−∞ δ

(
e2 − e1

m

)
φm,e1(m, e1, t)dmde1

GY


φr(r) =

∫+∞
−∞

∫+∞
−∞ φr,e2,f1(r, e2, f1, t)de2df1

=
∫+∞
−∞

∫+∞
−∞ δ(r − e2

f1
)φe2,f1(e2, f1, t)de2df1

φe1(e1, t) =
∫+∞
−∞

∫+∞
−∞ φr,e1,f2(r, e1, f2, t)drdf2

=
∫+∞
−∞

∫+∞
−∞ δ (e1 − rf2)φr,f2(r, f2, t)drdf2


φr(r) =

∫+∞
−∞

∫+∞
−∞ φr,e2,f1(r, e2, f1, t)de2df1

=
∫+∞
−∞

∫+∞
−∞ δ(r − e2

f1
)φe2,f1(e2, f1, t)de2df1

φf2(f2, t) =
∫+∞
−∞

∫+∞
−∞ φr,e1,f2(r, e1, f2, t)drde1

=
∫+∞
−∞

∫+∞
−∞ δ

(
f2 − e1

r

)
φr,e1(r, e1, t)drde1


φr(r) =

∫+∞
−∞

∫+∞
−∞ φr,e1,f2(r, e1, f2, t)de1df2

=
∫+∞
−∞

∫+∞
−∞ δ(r − e1

f2
)φe1,f2(e1, f2, t)de1df2

φf1(f1, t) =
∫+∞
−∞

∫+∞
−∞ φr,e2,f1(r, e2, f1, t)drde2

=
∫+∞
−∞

∫+∞
−∞ δ

(
f1 − e2

r

)
φr,e2(r, e2, t)drde2


φr(r) =

∫+∞
−∞

∫+∞
−∞ φr,e1,f2(r, e1, f2, t)de1df2

=
∫+∞
−∞

∫+∞
−∞ δ(r − e1

f2
)φe1,f2(e1, f2, t)de1df2

φe2(e2, t) =
∫+∞
−∞

∫+∞
−∞ φr,e2,f1(r, e2, f1, t)drdf1

=
∫+∞
−∞

∫+∞
−∞ δ (e2 − rf1)φr,f1(r, f1, t)drdf1
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Tab. 4.9 � FDP des éléments passifs pour la synthèse des tolérances paramétriques.

Élément Bicausalité Schémas de Schémas de calcul
BG possible calcul associés (cas linéaire)

R

φR(R) =
∫+∞
−∞

∫+∞
−∞ φR,e,f (R, e, f, t)dedf φR(R) =

∫+∞
−∞

∫+∞
−∞ δ

(
R− e

f

)
φe,f (e, f, t)dedf

=
∫+∞
−∞

∫+∞
−∞ δ(R−ΨR(e, f))φe,f (e, f, t)dedf

où R = ΨR(e, f)

I

φI(I) =
∫+∞
−∞

∫+∞
−∞ φI,e,f (I, e, f, t)dedf φI(I) =

∫+∞
−∞

∫+∞
−∞ δ

(
I − e

ḟ

)
φe,f (e, f, t)dedf

=
∫+∞
−∞

∫+∞
−∞ δ(I −ΨI(e, f))φe,f (e, f, t)dedf =

∫+∞
−∞

∫+∞
−∞ δ

(
I −

∫ t
0
e(τ)dτ+p0

f

)
φe,f (e, f, t)dedf

où I = ΨI(e, f)

C

φC(C) =
∫+∞
−∞

∫+∞
−∞ φC,e,f (C, e, f, t)dedf φC(C) =

∫+∞
−∞

∫+∞
−∞ δ

(
C − f

ė

)
φe,f (e, f, t)dedf

=
∫+∞
−∞

∫+∞
−∞ δ(C −ΨC(e, f))φe,f (e, f, t)dedf =

∫+∞
−∞

∫+∞
−∞ δ

(
C −

∫ t
0
f(τ)dτ+q0

e

)
φe,f (e, f, t)dedf

où C = ΨC(e, f)
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Tab. 4.10 � Espérances des éléments de transduction pour la synthèse des tolérances paramé-
triques.

Élément Bicausalité Schémas de calcul
BG possible associés

TF

{
µm =

∫+∞
−∞

∫+∞
−∞

f2

f1
φf1,f2(f1, f2, t)df1df2

µe1(t) =
∫+∞
−∞

∫+∞
−∞ (me2)φm,e2(m, e2, t)dmde2{

µm =
∫+∞
−∞

∫+∞
−∞

e1
e2
φe1,e2(e1, e2, t)de1de2

µf2(t) =
∫+∞
−∞

∫+∞
−∞ (mf1)φm,f1(m, f1, t)dmdf1µm =

∫+∞
−∞

∫+∞
−∞

e1
e2
φe1,e2(e1, e2, t)de1de2

µf1(t) =
∫+∞
−∞

∫+∞
−∞

(
f2

m

)
φm,f2(m, f2, t)dmdf2{

µm =
∫+∞
−∞

∫+∞
−∞

f2

f1
φf1,f2(f1, f2, t)df1df2

µe2(t) =
∫+∞
−∞

∫+∞
−∞

( e1
m

)
φm,e1(m, e1, t)dmde1

GY

{
µr =

∫+∞
−∞

∫+∞
−∞

e2
f1
φe2,f1(e2, f1, t)de2df1

µe1(t) =
∫+∞
−∞

∫+∞
−∞ (rf2)φr,f2(r, f2, t)drdf2{

µr =
∫+∞
−∞

∫+∞
−∞

e2
f1
φe2,f1(e2, f1, t)de2df1

µf2(t) =
∫+∞
−∞

∫+∞
−∞

( e1
r

)
φr,e1(r, e1, t)drde1{

µr =
∫+∞
−∞

∫+∞
−∞

e1
f2
φe1,f2(e1, f2, t)de1df2

µf1(t) =
∫+∞
−∞

∫+∞
−∞

( e2
r

)
φr,e2(r, e2, t)drde2{

µr =
∫+∞
−∞

∫+∞
−∞

e1
f2
φe1,f2(e1, f2, t)de1df2

µe2(t) =
∫+∞
−∞

∫+∞
−∞ (rf1)φr,f1(r, f1, t)drdf1
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Tab. 4.11 � Variances des éléments de transduction pour la synthèse des tolérances paramé-
triques.

Élément Bicausalité Schémas de calcul
BG possible associés

TF

σ2
m =

∫+∞
−∞

∫+∞
−∞

(
f2

f1

)2
φf1,f2(f1, f2, t)df1df2 − µ2

m

σ2
e1

(t) =
∫+∞
−∞

∫+∞
−∞ (me2)2 φm,e2(m, e2, t)dmde2 − µ2

e1
(t)

σ2
m =

∫+∞
−∞

∫+∞
−∞

(
e1
e2

)2
φe1,e2(e1, e2, t)de1de2 − µ2

m

σ2
f2

(t) =
∫+∞
−∞

∫+∞
−∞ (mf1)2 φm,f1(m, f1, t)dmdf1 − µ2

f2
(t)

σ
2
m =

∫+∞
−∞

∫+∞
−∞

(
e1
e2

)2
φe1,e2(e1, e2, t)de1de2 − µ2

m

σ2
f1

(t) =
∫+∞
−∞

∫+∞
−∞

(
f2

m

)2
φm,f2(m, f2, t)dmdf2 − µ2

f1
(t)

σ2
m =

∫+∞
−∞

∫+∞
−∞

(
f2

f1

)2
φf1,f2(f1, f2, t)df1df2 − µ2

m

σ2
e2

(t) =
∫+∞
−∞

∫+∞
−∞

( e1
m

)2
φm,e1(m, e1, t)dmde1 − µ2

e2
(t)

GY

σ2
r =

∫+∞
−∞

∫+∞
−∞

(
e2
f1

)2
φe2,f1(e2, f1, t)de2df1 − µ2

r

σ2
e1

(t) =
∫+∞
−∞

∫+∞
−∞ (rf2)2 φr,f2(r, f2, t)drdf2 − µ2

e1
(t)

σ2
r =

∫+∞
−∞

∫+∞
−∞

(
e2
f1

)2
φe2,f1(e2, f1, t)de2df1 − µ2

r

σ2
f2

(t) =
∫+∞
−∞

∫+∞
−∞

( e1
r

)2
φr,e1(r, e1, t)drde1 − µ2

f2
(t)

σ2
r =

∫+∞
−∞

∫+∞
−∞

(
e1
f2

)2
φe1,f2(e1, f2, t)de1df2 − µ2

r

σ2
f1

(t) =
∫+∞
−∞

∫+∞
−∞

( e2
r

)2
φr,e2(r, e2, t)drde2 − µ2

f1
(t)

σ2
r =

∫+∞
−∞

∫+∞
−∞

(
e1
f2

)2
φe1,f2(e1, f2, t)de1df2 − µ2

r

σ2
e2

(t) =
∫+∞
−∞

∫+∞
−∞ (rf1)2 φr,f1(r, f1, t)drdf1 − µ2

e2
(t)
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Tab. 4.12 � Espérances et variances des éléments passifs linéaires pour la synthèse des tolérances paramétriques.

Élément Causalité Schémas de calcul Schémas de calcul
BG possible associés (espérances) associés (variances)

R µR =
∫+∞
−∞

∫+∞
−∞

(
e
f

)
φe,f (e, f, t)dedf σ2

R =
∫+∞
−∞

∫+∞
−∞

(
e
f

)2
φe,f (e, f, t)dedf − µ2

R

I

µI =
∫+∞
−∞

∫+∞
−∞

(
e
ḟ

)
φe,f (e, f, t)dedf σ2

I =
∫+∞
−∞

∫+∞
−∞

(
e
ḟ

)2
φe,f (e, f, t)dedf − µ2

I

=
∫+∞
−∞

∫+∞
−∞

(∫ t
0
e(τ)dτ+p0

f

)
φe,f (e, f, t)dedf =

∫+∞
−∞

∫+∞
−∞

(∫ t
0
e(τ)dτ+p0

f

)2

φe,f (e, f, t)dedf − µ2
I

C

µC =
∫+∞
−∞

∫+∞
−∞

(
f
ė

)
φe,f (e, f, t)dedf σ2

C =
∫+∞
−∞

∫+∞
−∞

(
f
ė

)2
φe,f (e, f, t)dedf − µ2

C

=
∫+∞
−∞

∫+∞
−∞

(∫ t
0
f(τ)dτ+q0

e

)
φe,f (e, f, t)dedf =

∫+∞
−∞

∫+∞
−∞

(∫ t
0
f(τ)dτ+q0

e

)2

φe,f (e, f, t)dedf − µ2
C
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4.3.4 Exemple : synthèse de tolérances d'une chaîne d'actionnement

A�n d'illustrer les règles introduites dans les sections 4.3.2 et 4.3.3 et leur utilisation à la
synthèse de tolérance, considérons comme exemple une charge en rotation actionnée par un
moteur à courant continu (�gure 4.2). Le modèle associé est caractérisé par :

� un circuit électrique composé d'une source de tension u, d'une résistance électrique R et
d'une bobine de paramètre constant L en série,

� un couplage électromécanique de constante de couple kc,
� un arbre moteur d'inertie Jm et soumis à des frottements visqueux de coe�cient bm,
� un réducteur de rapport 1

n ,
� un arbre de charge d'inertie Jc et soumis à des frottements visqueux de coe�cient bc.

Nous supposons que les di�érents paramètres (L, kc, Jm, bm, n, Jc et bc) ont des valeurs stricte-
ment positives.

Fig. 4.2 � Charge en rotation actionnée par un moteur à courant continu.

La tension u représente l'entrée du système. La vitesse de rotation de l'arbre de charge repré-
sente la sortie du système. Le modèle bond graph acausal associé à ce système est donné �gure 4.3.

Fig. 4.3 � Modèle bond graph acausal.

Dans le problème de conception par inversion, la trajectoire de la sortie est spéci�ée par
l'évolution temporelle suivante :

Ω(t) = Ae−αtsin(ωt) (4.35)

où A, α et ω sont des paramètres constants au cours du temps. Dans le cadre de la synthèse de
tolérances, nous supposons que le paramètre A est une variable aléatoire caractérisée par une loi
gaussienne : φA(A) = N (µA, σ2

A). À partir du théorème 9, une FDP peut être dé�nie pour la
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sortie Ω(t) :

φΩ(Ω, t) =
1

|e−αtsin(ωt)|
φA

(
Ω

e−αtsin(ωt)

)
(4.36)

Dans la section 1.4 du chapitre 1, nous avons vu que la méthodologie de dimensionnement
basée sur des critères dynamiques et énergétiques peut être utilisée dans plusieurs aspects de
la conception des systèmes mécatroniques. En tenant compte des incertitudes spéci�ées, nous
nous intéressons, dans une première partie à la détermination de la tolérance sur la commande
en boucle ouverte et, dans une seconde partie, à la synthèse de tolérance sur des paramètres du
modèle.

Synthèse de tolérance sur la commande en boucle ouverte

Dans cette section, nous cherchons à déterminer la commande en boucle ouverte et la tolérance
sur cette commande à partir des spéci�cations sur la trajectoire de la sortie et de son incertitude.
Les di�érents paramètres intervenant dans le système sont supposés déterministes.

Fig. 4.4 � Modèle bond graph bicausal pour la détermination de la commande en boucle ouverte.

Le critère d'inversibilité 3 (section 1.3.3, chapitre 1) est véri�é et le modèle bond graph
bicausal (�gure 4.4) peut être construit grâce à la procédure SCAPI (procédure 22, section A.5,
annexe A). L'analyse structurelle du modèle bond graph bicausal permet de déduire l'ordre
d'essentialité n1e = 2 associé à la vitesse de la charge Ω(t) qui est l'ordre de dérivation maximal
nécessaire pour exprimer le modèle inverse d'ordre minimal (cf. procédure 18, page 107). Ainsi,
dans le cadre du dimensionnement par inversion du modèle bond graph, la trajectoire spéci�ée
pour la sortie Ω(t) doit être au moins deux fois dérivable : condition véri�ée par l'équation 4.35.
Les spéci�cations temporelles des dérivées première et seconde de la sortie Ω(t) sont données
par : {

Ω̇(t) = Ae−αt [ωcos(ωt)− αsin(ωt)]
Ω̈(t) = Ae−αt

[
(α2 − ω2)sin(ωt)− 2αωcos(ωt)

]
Puisque la variable A intervenant dans la spéci�cation temporelle de la vitesse Ω(t) (équation

4.35) est une variable aléatoire qui suit la loi gaussienne φA(A) = N (µA, σ2
A), les FDP associées

à l'accélération Ω̇(t) et au jerk Ω̈(t) peuvent être déduites à partir du théorème 9 :

φΩ̇(Ω̇, t) =
1

|e−αt [ωcos(ωt)− αsin(ωt)]|
φA

(
Ω̇

e−αt [ωcos(ωt)− αsin(ωt)]

)
(4.37)

φΩ̈(Ω̈, t) = − 1
|e−αt [(α2 − ω2)sin(ωt)− 2αωcos(ωt)]|

φA

(
Ω̈

e−αt [(α2 − ω2)sin(ωt)− 2αωcos(ωt)]

)
(4.38)

Les espérances mathématiques associées à la vitesse Ω(t), à l'accélération Ω̇(t) et au jerk Ω̈(t)
sont données respectivement par les équations 4.39, 4.40 et 4.41.
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µΩ(t) =
∫ +∞

−∞
Ω(t)φΩ(Ω, t)dΩ (4.39)

µΩ̇(t) =
∫ +∞

−∞
Ω̇(t)φΩ̇(Ω̇, t)dΩ̇ (4.40)

µΩ̈(t) =
∫ +∞

−∞
Ω̈(t)φΩ̈(Ω̈, t)dΩ̈ (4.41)

Les variances associées à la vitesse Ω(t), à l'accélération Ω̇(t) et au jerk Ω̈(t) sont données
respectivement par les équations 4.42, 4.43 et 4.44.

V ar[Ω](t) = σ2
Ω(t) =

∫ +∞

−∞
Ω2(t)φΩ(Ω, t)dΩ− µ2

Ω(t) (4.42)

V ar[Ω̇](t) = σ2
Ω̇

(t) =
∫ +∞

−∞
Ω̇2(t)φΩ̇(Ω̇, t)dΩ̇− µ2

Ω̇
(t) (4.43)

V ar[Ω̈](t) = σ2
Ω̈

(t) =
∫ +∞

−∞
Ω̈2(t)φΩ̈(Ω̈, t)dΩ̈− µ2

Ω̈
(t) (4.44)

Maintenant, le cahier des charges étant dé�ni, le bond graph probabiliste associé au sys-
tème étudié pour la détermination de la tolérance sur la commande en boucle ouverte peut être
construit (�gure 4.5) : c'est un modèle bond graph multiliens qui permet de propager à la fois
la puissance, les variables de puissance, la fonction de densité de probabilité et les grandeurs
caractéristiques (espérances et variances) où Tei

= [ei φei
µei

σ2
ei

]T , Tfi = [fi φfi µfi σ2
fi

]T

et TΩ = [Ω φΩ µΩ σ2
Ω]T .

Fig. 4.5 � Modèle bond graph probabiliste bicausal pour la détermination de la tolérance sur la
commande en boucle ouverte.

Propagation de la densité de probabilité
L'analyse causale du modèle bond graph probabiliste permet d'écrire les relations suivantes
qui gouvernent les di�érentes FDP associées aux variables de puissance (considérées comme
des processus aléatoires) et la manière dont elles sont déduites les unes à partir des autres en
respectant les règles énoncées dans la section 4.3.2 :

� L'analyse causale autour de la jonction 1 qui relie les liens 9-10-11-12 permet d'écrire que :
φf9 = φΩ

φf10 = φΩ

φf11 = φΩ

(4.45)
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et

φe9(e9, t) =
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
δ(e9 − (e10 + e11))φe10,e11(e10, e11, t)de10de11

La FDP conjointe φe10,e11 peut être exprimée comme suit :

φe10,e11(e10, e11, t) = φe10|e11=e11
(e10, t|e11)φe11(e11, t) = φe11|e10=e10

(e11, t|e10)φe10(e10, t)

En exploitant la causalité sur les liens 10 et 11, les FDP associées aux variables d'e�ort e10

et e11 peuvent être déduites des éléments I : JC et R : bc et des relations 4.45 en fonction
des FDP associées à la vitesse Ω(t) et à l'accélération Ω̇(t) de la charge :

φe10(e10, t) =
1
Jc
φḟ10

(
e10

Jc
, t) =

1
Jc
φΩ̇(

e10

Jc
, t)

φe11(e11, t) =
1
bc
φf11(

e11

bc
, t) =

1
bc
φΩ(

e11

bc
, t)

L'exploitation du modèle bond graph bicausal permet de déduire que e10 = JcΩ̇ et que
e11 = bcΩ. Ainsi, une relation mathématique peut être déduite entre e10 et e11 : e10 =
Jc
bc
ė11 = h1(e11). Ensuite la FDP conditionnelle φe10|e11=e11

peut s'écrire : φe10|e11=e11
=

δ(e10 − h1(e11)). Ainsi, la FDP φe9 peut être déduite :

φe9(e9, t) =
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
δ(e9 − (e10 + e11))δ(e10 − h1(e11, t))φe11(e11, t)de10de11

Il est à noter que la détermination de la relation mathématique entre e10 et e11 ne paraît
pas systématique car cette relation n'est pas obtenue en exploitant les relations causales
du modèle bond graph (gains des chemins et des boucles causaux par exemple) mais les
expressions de e10 et de e11 sont d'abord écrites en fonction de la vitesse Ω(t) et de l'ac-
célération Ω̇(t) et ensuite la relation en est déduite. Le choix du sens de la relation a été
arbitraire. La proposition d'une méthode bond graph générique pour la détermination de
ce type de relation servant à exprimer des fonctions de densité de probabilité conjointes
représente l'une des perspectives de ce travail.

Remarque : La variable d'e�ort e9 peut s'écrire : e9 = JcΩ̇+bcΩ. La FDP associée φe9 peut
être également déterminée à partir de cette relation. Néanmoins dans ce cas, la fonction
de densité de probabilité n'est pas déduite du bond graph probabiliste et le bond graph
n'intervient que pour exprimer e9.

L'étape suivante est de passer au calcul numérique pour expliciter la fonction de densité
de probabilité. Pour ce faire, Il faut :

1. discrétiser en sélectionnant des ensembles de points dans les domaines de dé�nition.
Plusieurs méthodes plus ou moins complexes peuvent être utilisées pour dé�nir ce
maillage,

2. évaluer les fonctions intervenant dans les mesures de Dirac pour chaque point du
maillage,

3. approcher chaque mesure de Dirac δ par une distribution δλ (qui peut être uniforme,
normale ou harmonique.) tel que lim

λ−→0
δλ = δ. Par exemple la mesure de Dirac

δ(e10 − h1(e11, t)) apparaissant dans l'expression de φe9 peut être approchée par une

distribution normale : δλ(e10−h1(e11, t)) = 1√
2π
exp

(
− 1

2λ2 (e10 − h1)2
)
. Le paramètre

λ doit être su�samment petit,
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4. utiliser une méthode d'intégration numérique pour évaluer la densité de probabilité
φe9 .

� L'analyse causale du transformateur permet de déduire que :{
φe8 = nφe9(ne8, t)
φf8 = 1

nφf9(f8

n , t)

� L'analyse causale autour de la jonction 1 qui relie les liens 5-6-7-8 permet d'écrire :
φf5 = φf8

φf6 = φf8

φf7 = φf8

et

φe5(e5, t) =
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
δ(e5 − (e6 + e7 + e8))φe6,e7,e8(e6, e7, e8, t)de6de7de8

La FDP conjointe φe6,e7,e8 peut être exprimée par exemple comme suit (cf. théorème 7) :

φe6,e7,e8(e6, e7, e8, t) = φe8|e6=e6,e7=e7(e8, t|e6, e7)φe6|e7=e7(e6, t|e7)φe7(e7, t)

L'analyse causale sur les liens 6 et 7 permet d'écrire :{
φe6 = 1

Jm
φḟ6

φe7 = 1
bm
φf7

(4.46)

L'exploitation du modèle bond graph bicausal permet d'écrire :
e6 = Jmḟ8 = nJmḟ9 = nJmΩ̇
e7 = nbmΩ
e8 = 1

ne9 = Jc
n Ω̇ + bc

n Ω

(4.47)

Ainsi, il peut être déduit que :
� e8 = k1e6 + k2e7 = h2(e6, e7) où k1 = Jc

n2Jm
et k2 = bc

n2bm
et par conséquent, la FDP

conditionnelle φe8|e6=e6,e7=e7 = δ(e8 − h2(e6, e7)),
� e6 = Jm

bm
ė7 = h3(e7) et par conséquent, la FDP conditionnelle φe6|e7=e7(e6, t|e7) =

δ(e6 − h3(e7)).
Par conséquent, la FDP φe5 peut s'écrire :

φe5(e5, t) =
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
δ(e5−(e6+e7+e8))δ(e8−h2(e6, e7))δ(e6−h3(e7))φe7(e7, t)de6de7de8

(4.48)
� L'analyse causale du gyrateur permet de déduire que :{

φe4 = 1
kc
φf5

φf4 = kcφe5

� Pour la jonction 1 qui relie les liens 1-2-3-4, l'analyse causale permet d'écrire :
φf1 = φf4

φf2 = φf4

φf3 = φf4
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et

φe1(e1, t) =
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
δ(e1−(e2+e3+e4))φe2,e3|e4=e4(e2, e3, t|e4)φe4(e4, t)de2de3de4

L'exploitation du modèle bond graph bicausal permet d'écrire :
e2 = L

kc

(
(nJm + Jc

n )Ω̈ + (nbm + bc
n )Ω̇

)
e3 = R

kc

(
(nJm + Jc

n )Ω̇ + (nbm + bc
n )Ω

)
e4 = nkcΩ

Ainsi, il peut être déduit que :
� e2 = L

nk2
c

(
(nJm + Jc

n )ë4 + (nbm + bc
n )ė4

)
= h4(e4)

� e3 = R
nk2
c

(
(nJm + Jc

n )ė4 + (nbm + bc
n )e4

)
= h5(e4)

Par conséquent la FDP conditionnelle φe2,e3|e4=e4 peut s'écrire : φe2,e3|e4+e4(e2, e3, t|e4) =
δ(e2 − h4(e4))δ(e3 − h5(e4)). Ainsi, la FDP φe1 = φu peut être déduite :

φu(u, t) =
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
δ(u−(e2+e3+e4))δ(e2−h4(e4))δ(e3−h5(e4))φe4(e4, t)de2de3de4

(4.49)
Les relations décrites ci-dessus assurent la propagation de l'incertitude caractérisée par une

fonction de densité de probabilité tout le long de la structure du modèle et ce, de la double
source associée à la vitesse de la charge au double détecteur associée à la tension d'alimentation
du système. Néanmoins, la propagation de l'incertitude peut également être décrite en utilisant
des grandeurs caractéristiques à savoir l'espérance et la variance.

Propagation des grandeurs caractéristiques (espérance et variance)
Pour la propagation de l'espérance tout le long de la structure du système, l'analyse causale
du modèle bond graph probabiliste (�gure 4.5) permet d'écrire les relations qui gouvernent les
di�érentes espérances associées aux di�érentes variables de puissance :

� L'analyse causale autour de la jonction 1 qui relie les liens 9-10-11-12 permet d'écrire que :
µf9(t) = µΩ(t)
µf10(t) = µΩ(t)
µf11(t) = µΩ(t)

et

µe9(t) = µe10(t) + µe11(t)

En exploitant la causalité sur les liens 10 et 11, les espérances associées aux variables d'e�ort
e10 et e11 peuvent être déduites à partir de la connaissance des espérances associées à la
vitesse Ω(t) et à l'accélération Ω̇(t) de la charge :

µe10(t) = Jcµḟ10
(t) = JcµΩ̇(t)

µe11(t) = bcµf10(t) = bcµΩ(t)

Par conséquent, l'espérance associée à la variable de puissance e9 peut s'écrire :

µe9(t) = JcµΩ̇(t) + bcµΩ(t)
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� L'analyse causale du transformateur permet de déduire que :{
µe8(t) = 1

nµe9(t) = 1
n

(
JcµΩ̇(t) + bcµΩ(t)

)
µf8(t) = nµf9(t) = nµΩ(t)

� L'analyse causale autour de la jonction 1 qui relie les liens 5-6-7-8 permet d'écrire que :
µf5(t) = µf8(t) = nµΩ(t)
µf7(t) = µf8(t) = nµΩ(t)
µf6(t) = µf8(t) = nµΩ(t)

et

µe5(t) = µe6(t) + µe7(t) + µe8(t)

Les espérances associées aux variables d'e�ort e6 et e7 peuvent être déduites en exploitant
la causalité sur les liens 6 et 7 :{

µe6(t) = Jmµḟ6
(t) = Jmµḟ8

(t) = nJmµΩ̇(t)
µe7(t) = bmµf7(t) = nbmµΩ(t)

Ainsi, l'espérance associée à e5 est donnée par :

µe5(t) =
(
nJm +

Jc
n

)
µΩ̇(t) +

(
nbm +

bc
n

)
µΩ(t)

� L'analyse causale du gyrateur permet d'écrire :µe4(t) = kcµf5(t) = nkcµΩ(t)
µf4(t) = 1

kc
µe5(t) = 1

kc

(
nJm + Jc

n

)
µΩ̇(t) + 1

kc

(
nbm + bc

n

)
µΩ(t)

� L'analyse causale autour de la jonction 1 interconnectant les liens 1-2-3-4 permet d'écrire :
µf1(t) = µf4(t)
µf2(t) = µf4(t)
µf3(t) = µf4(t)

et

µu(t) = µe1(t) = µe2(t) + µe3(t) + µe4(t)

En exploitant la causalité sur le lien 3, l'espérance associée au processus aléatoire e3 peut
être déduite :

µe3(t) = Rµf3(t) = R

[
1
kc

(
nJm +

Jc
n

)
µΩ̇(t) +

1
kc

(
nbm +

bc
n

)
µΩ(t)

]
En exploitant la causalité sur le lien 2, l'espérance associée au processus aléatoire e2 peut
être déduite :

µe2(t) = Lµḟ2
(t) = Lµḟ4

(t) =
L

kc
µė5(t) =

L

kc
(µė6(t) + µė7(t) + µė8(t))

Or 
µė6(t) = Jmµf̈6

(t) = nJmµΩ̈(t)
µė7(t) = bmµḟ7

(t) = nbmµΩ̇(t)
µė8(t) = 1

n

(
JcµΩ̈(t) + bcµΩ̇(t)

)
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Ainsi,

µe2(t) =
L

kc

[(
nJm +

Jc
n

)
µΩ̈(t) +

(
nbm +

bc
n

)
µΩ̇(t)

]
et par conséquent, l'espérance associée à la tension d'alimentation u peut être déduite :

µu(t) =
L

kc

(
nJm +

Jc
n

)
µΩ̈(t) +

1
kc

[
L

(
nbm +

bc
n

)
+R

(
nJm +

Jc
n

)]
µΩ̇(t)

+
[
R

kc

(
nbm +

bc
n

)
µR + nkc

]
µΩ(t)

Nous remarquons que dans un système linéaire, l'espérance se propage comme des valeurs nomi-
nales déterministes et ce grâce, à sa propriété de linéarité (propriété 1).

Pour la propagation de la variance, l'analyse causale du modèle bond graph probabiliste
permet d'écrire les relations suivantes :

� L'analyse causale autour de la jonction 1 reliant les liens 9-10-11-12 permet d'écrire :
σ2

f9
(t) = σ2

Ω(t)
σ2

f10
(t) = σ2

Ω(t)
σ2

f11
(t) = σ2

Ω(t)

et
σ2

e9
(t) = σ2

e10
(t) + σ2

e11
(t) + 2σe10e11(t)

Les variances associées aux processus aléatoires e10 et e11 peuvent être déduites en exploi-
tant la causalité sur les liens 10 et 11 :

σ2
e10

(t) = J2
c σ

2
Ω̇

(t)

σ2
e11

(t) = b2cσ
2
Ω(t)

et la covariance σe10e11(t) s'exprime comme suit :

σe10e11(t) =
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
e10e11φe10,e11(e10, e11, t)de10de11 − µe10(t)µe11(t)

=
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
e10e11φe10|e11=e11

(e10, t|e11)φe11(e11, t)de10de11 − µe10(t)µe11(t)

=
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
e10e11δ(e10 − h1(e11))φe11(e11, t)de10de11 − µe10(t)µe11(t)

Ainsi
σ2

e9
(t) = J2

c σ
2
Ω̇

(t) + b2cσ
2
Ω(t) + 2σe10e11(t)

� L'analyse causale du transformateur permet d'écrire :σ2
e8

(t) = 1
n2σ

2
e9

(t) = 1
n2

(
J2
c σ

2
Ω̇

(t) + b2cσ
2
Ω(t) + 2σe10e11(t)

)
σ2

f8
(t) = n2σ2

f9
(t) = n2σ2

Ω(t)

� Pour la jonction 1 reliant les liens 5-6-7-8, l'analyse causale permet d'écrire :
σ2

f5
(t) = σ2

f8
(t) = n2σ2

Ω(t)
σ2

f6
(t) = σ2

f8
(t) = n2σ2

Ω(t)
σ2

f7
(t) = σ2

f8
(t) = n2σ2

Ω(t)
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et
σ2

e5
(t) = σ2

e6
(t) + σ2

e7
(t) + σ2

e8
(t) + 2σe6e7(t) + 2σe6e8(t) + 2σe7e8(t)

où σ2
e6

(t) = J2
mσ

2
ḟ6

(t) = n2J2
mσ

2
Ω̇

(t)

σ2
e7

(t) = b2mσ
2
f7

(t) = n2b2mσ
2
Ω(t)

Les covariances σe6e7(t), σe6e8(t) et σe7e8(t) sont dé�nies par :

σe6e7(t) =
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
e6e7φe6,e7(e6, e7, t)de6de7 − µe6(t)µe7(t)

=
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
e6e7δ(e6 − h3(e7))φe7(e7, t)de6de7 − µe6(t)µe7(t)

σe6e8(t) =
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
e6e8φe6,e8(e6, e8, t)de6de8 − µe6(t)µe8(t)

σe7e8(t) =
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
e7e8φe7,e8(e7, e8, t)de7de8 − µe7(t)µe8(t)

où φe6,e8(e6, e8, t) = φe8|e6=e6(e8, t|e6)φe6(e6, t) et φe7,e8(e7, e8, t) = φe8|e7=e7(e8, t|e7)
φe7(e7, t). À partir du système d'équations 4.47 exprimé à partir du modèle bond graph bi-
causal, il peut être déduit12 que e8 = k1e6 +k3

∫
e6dt = h6(e6) et e8 = k2e7 +k4ė7 = h7(e7)

où k1 = Jc
n2Jm

, k2 = bc
n2bm

, k3 = bc
n2Jm

et k4 = Jc
n2bm

. Ainsi, les FDP conditionnelles
φe8|e6=e6 et φe8|e7=e7 peuvent être exprimées comme suit : φe8|e6=e6 = δ(e8 − h6(e6)) et
φe8|e7=e7 = δ(e8−h7(e7)). Les FDP marginales φe6 et φe7 sont données par l'équation 4.46.
Ensuite, les covariances σe6e8(t) et σe7e8(t) peuvent s'écrire sous la forme suivante :

σe6e8(t) =
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
e6e8δ(e8 − h6(e6))φe6(e6, t)de6de8 − µe6(t)µe8(t)

σe7e8(t) =
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
e7e8δ(e8 − h7(e7))φe7(e7, t)de7de8 − µe7(t)µe8(t)

� L'analyse causale du gyrateur permet d'écrire :σ2
e4

(t) = k2
cσ

2
f5

(t) = n2k2
cσ

2
Ω(t)

σ2
f4

(t) = 1
k2
c
σ2

e5
(t)

(4.50)

� L'analyse causale autour de la jonction 1 reliant les liens 1-2-3-4 permet d'écrire :
σ2

f1
(t) = σ2

f4
(t)

σ2
f2

(t) = σ2
f4

(t)
σ2

f3
(t) = σ2

f4
(t)

et

σ2
u(t) = σ2

e1
(t) = σ2

e2
(t) + σ2

e3
(t) + σ2

e4
(t) + 2σe2e3(t) + 2σe2e4(t) + 2σe3e4(t) (4.51)

La variance σ2
e3

(t) associée à la variable de puissance e3 est donnée par

σ2
e3

(t) = R2σ2
f3(t) =

R2

k2
c

σ2
e5

(t)

12Par abus de notation, nous désignerons la primitive par
∫
dt.
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La variance σ2
e2

(t) associée à la variable de puissance e2 est donnée par

σ2
e2

(t) = L2σ2
ḟ2

(t) = L2σ2
ḟ4

(t) =
L2

k2
c

σ2
ė5

(t) (4.52)

Or, la variance associée à la dérivée de la variable de puissance e5(t) est donnée par :

σ2
ė5

(t) = σ2
ė6

(t) + σ2
ė7

(t) + σ2
ė8

(t) + 2σė6ė7(t) + 2σė6ė8(t) + 2σė7ė8(t)

= n2J2
mσ

2
Ω̈

(t) + n2b2mσ
2
Ω̇

(t) +
b2c
n2
σ2

Ω̇
(t) +

J2
c

n2
σ2

Ω̈
(t) +

2
n2
σė10ė11(t) + 2σė6ė7(t)

+ 2σė6ė8(t) + 2σė7ė8(t)

Les covariances σė10ė11(t), σė6ė7(t), σė6ė8(t) et σė7ė8(t) sont données par :

σė10ė11(t) =
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
ė10ė11φė10ė11(ė10, ė11, t)dė10dė11 − µė10(t)µė11(t)

=
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
ė10ė11δ(ė10 − h8(ė11))φė11(ė11, t)dė10dė11 − µė10(t)µė11(t)

où h1(ė11) = Jc
bc
ë11, φė11(ė11, t) = 1

bc
φΩ̇( ė11

bc
, t), µė10(t) = JcµΩ̈(t) et µė11(t) = bcµΩ̇(t).

σė6ė7(t) =
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
ė6ė7φė6ė7(ė6, ė7, t)dė6dė7 − µė6(t)µė7(t)

=
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
ė6ė7δ(ė6 − h3(ė7))φė7(ė7, t)dė6dė7 − µė6(t)µė7(t)

où h3(ė7) = Jm
bm
ë7, φė7(ė7, t) = 1

nbm
φΩ̇( ė7

nbm
, t), µė6(t) = nJmµΩ̈(t) et µė7(t) = nbmµΩ̇(t).

σė6ė8(t) =
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
ė6ė8φė6ė8(ė6, ė8, t)dė6dė8 − µė6(t)µė8(t)

=
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
ė6ė8δ(ė8 − h6(ė6))φė6(ė6, t)dė6dė8 − µė6(t)µė8(t)

où h6(ė6) = Jc
n2Jm

ė6 + bc
n2Jm

∫
ė6dt, φė6(ė6, t) = 1

nJm
φΩ̈( ė6

nJm
, t), µė6(t) = nJmµΩ̈(t) et

µė8(t) = 1
n

(
JcµΩ̈(t) + bcµΩ̇(t)

)
.

σė7ė8(t) =
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
ė7ė8φė7ė8(ė7, ė8, t)dė7dė8 − µė7(t)µė8(t)

=
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
ė7ė8δ(ė8 − h7(ė7))φė7(ė7, t)dė7dė8 − µė7(t)µė8(t)

où h7(ė7) = bc
n2bm

ė7 + Jc
n2bm

ë7, φė7(ė7, t) = 1
nbm

φΩ̇( ė7
nbm

, t) et µė7(t) = nJmµΩ̇(t).

Les covariances σe2e3(t), σe2e4(t) et σe3e4(t) �gurant dans l'équation 4.51 sont dé�nies
par :

σe2e3(t) =
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
e2e2φe2,e3(e2, e3, t)de2de3 − µe2(t)µe3(t)

=
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
e2e3δ(e2 − h8)(e3)φe3(e3, t)de2de3 − µe2(t)µe3(t)
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σe2e4(t) =
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
e2e4φe2,e4(e2, e4, t)de2de4 − µe2(t)µe4(t)

=
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
e2e4δ(e2 − h4(e4))φe4(e4, t)de2de4 − µe2(t)µe4(t)

(4.53)

σe3e4(t) =
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
e3e4φe3,e4(e3, e4, t)de3de4 − µe3(t)µe4(t)

=
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
e3e4δ(e3 − h5(e4))φe4(e4, t)de3de4 − µe3(t)µe4(t)

où h8(e3) = L
R ė3(t), h4(e4) = L

nk2
c

(
(nJm + Jc

n )ë4 + (nbm + bc
n )ė4

)
et

h5(e4) = R
nk2
c

(
(nJm + Jc

n )ė4 + (nbm + bc
n )e4

)
.

En complément des grandeurs caractéristiques (µu(t) et σ2
u(t)) associée à la tension d'alimen-

tation u, la notion d'intervalle de con�ance peut être utilisée (cf. section 4.1.3). Pour déterminer
l'intervalle de con�ance à un certain niveau (c'est-à-dire pour donner un intervalle de solutions
garanti à un certain pourcentage), il faut calculer la fonction de répartition associée à la com-
mande u qui n'est d'autre que la primitive de la fonction de densité de probabilité marginale
associée à u dé�nie par l'équation 4.49.

Synthèse de tolérance sur la résistance R

Dans cette section, nous cherchons à déterminer la tolérance sur la résistance R du système
étudié (�gure 4.2) en tenant compte des spéci�cations sur la trajectoire de la sortie et de son in-
certitude. Le critère d'inversibilité 3 (section 1.3.3, chapitre 1) est véri�é et le modèle bond graph
bicausal associé à cet aspect du dimensionnement est donné �gure 4.6. L'analyse structurelle du
modèle bond graph bicausal permet de déduire l'ordre l'essentialité n′1e = 2 associé à a vitesse
de la charge qui est l'ordre de dérivation maximal nécessaire pour exprimer le modèle inverse
d'ordre minimal. Ainsi la trajectoire spéci�ée (équation 4.35) pour la sortie est su�samment
dérivable.

Fig. 4.6 � Modèle bond graph bicausal pour la synthèse paramétrique de la résistance R.

Nous supposons que la source de tension délivre une tension u constante au cours du temps.
Dans le cadre de la synthèse de tolérance, cette entrée représente une donnée déterministe du
cahier des charges. La vitesse de la charge est considérée comme un processus stochastique dont
l'évolution au cours du temps dépend d'une variable aléatoire A (équation 4.35). Nous suppo-
sons que le cahier des charges est en adéquation avec la structure retenue pour le modèle de
conception. Les FDP associées à ce processus et aux dérivées première et seconde sont données
par les équations 4.36, 4.37 et 4.38. La �gure 4.7 présente le modèle bond graph probabiliste
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associé à ce problème de synthèse de tolérance : c'est un modèle bond graph multiliens qui per-
met de propager à la fois la puissance, les variables de puissance, les FDP et les deux grandeurs
caractéristiques (espérance et variance) où Tei

= [ei φei
µei

σ2
ei

]T , Tfi = [fi φfi µfi σ2
fi

]T et
TΩ = [Ω φΩ µΩ σ2

Ω]T .

Fig. 4.7 � Modèle bond graph probabiliste pour la synthèse de tolérance sur la résistance R.

Détermination de la fonction de densité de probabilité
L'analyse causale des jonctions 1 reliant les liens 9-10-11-12 et les liens 5-6-7-8, du transformateur
et du gyrateur donne les mêmes équations que celles obtenues pour la synthèse de tolérance sur
la commande en boucle ouverte. L'analyse causale de la jonction 1 reliant les liens 1-2-3-4 permet
d'écrire :

φf3 = φf4 = kcφe5

où φe5 est la FDP dé�nie par l'équation 4.48 et

φe3(e3, t) =
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
φe2,e3,e4(e2, e3, e4, t)de2de4

=
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
δ(e3 − (u− e2 − e4))φe2,e4(e2, e4, t)de2de4

=
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
δ(e3 − (u− e2 − e4))δ(e2 − h4(e4))φe4(e4, t)de2de4

où h4(e4) = L
nk2
c

(
(nJm + Jc

n )ë4 + (nbm + bc
n )ė4

)
.

La détermination de la fonction de densité de probabilité associée à la résistance R passe par
la détermination de la fonction de densité de probabilité conjointe φe3,f3 qui est di�érente du
produit des deux FDP marginales φe3 et φf3 (car les deux processus aléatoires sont dépendants) :

φR(R) =
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
φR,e3,f3(R, e3, f3, t)de3df3

=
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
δ

(
R−

(
e3

f3

))
φe3,f3(e3, f3, t)de3df3

L'exploitation du modèle bond graph bicausal permet d'écrire :f3 = 1
kc

[(
nJm + Jc

n

)
Ω̇ +

(
nbm + bc

n

)
Ω
]

e3 = u− kcf5 − Lf3
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Or f3 = 1
kc

[(
nJm + Jc

n

)
1
n ḟ5 +

(
nbm + bc

n

)
1
nf5

]
= h9(f5). Par conséquent, e3 = u− kch−1

9 (f3)−
Lf3 = h10(f3). Ainsi, φR peut être donnée par :

φR(R) =
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
δ

(
R−

(
e3

f3

))
δ(e3 − h10(f3))φf3(f3, t)de3df3

Détermination des grandeurs caractéristiques (espérance et variance)
L'analyse causale des jonctions 1 reliant les liens 9-10-11-12 et les liens 5-6-7-8, du transformateur
et du gyrateur donne les mêmes équations que celles obtenues pour la synthèse de tolérance sur
la commande en boucle ouverte. L'analyse causale de la jonction 1 reliant les liens 1-2-3-4 permet
d'écrire :

µf3(t) = µf4(t) =
1
kc
µe5(t) =

1
kc

[(
nJm +

Jc
n

)
µΩ̇(t) +

(
nbm +

bc
n

)
µΩ(t)

]
et

µe3(t) = µe1(t)− µe2(t)− µe4(t)

= u− L

kc

[(
nJm +

Jc
n

)
µΩ̈(t) +

(
nbm +

bc
n

)
µΩ̇(t)

]
− nkcµΩ(t)

L'analyse causale des variances autour de la jonction 1 reliant les liens 1-2-3-4 permet de déduire :

σ2
f3(t) = σ2

f4(t)

avec σ2
f4

(t) dé�nie par l'équation 4.50 et

σ2
e3

(t) = σ2
e1

(t) + σ2
e2

(t) + σ2
e4

(t) + 2σe1e2(t) + 2σe1e4(t) + 2σe2e4(t)

avec σ2
e1

(t) = σe1e2(t) = σe1e4(t) = 0 parce que e1(t) = u(t) est une grandeur déterministe,
σ2

e2
(t) (resp. σ2

e4
(t), σe2e4(t)) est dé�nie par l'équation 4.52 (resp. équation 4.50, équation 4.53).

La détermination des grandeurs caractéristiques associées à la résistance R se fait à partir de
la fonction de densité de probabilité conjointe φe3,f3 :

µR =
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

(
e3

f3

)
φe3,f3de3df3

=
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

(
e3

f3

)
δ(e3 − h10(f3))φf3(f3, t)de3df3

σ2
R =

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

(
e3

f3

)2

φe3,f3de3df3 − µ2
R

=
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

(
e3

f3

)2

δ(e3 − h10(f3))φf3(f3, t)de3df3 − µ2
R

Conclusion

Dans le chapitre 2, nous nous sommes intéressés à la modélisation bond graph (outil sup-
port de la méthodologie de dimensionnement) des incertitudes paramétriques qui peuvent être
présentes dans les systèmes mécatroniques. Dans le chapitre 3, nous nous sommes intéressés à
l'aspect synthèse paramétrique de la méthodologie, notamment pour la prise en compte des in-
certitudes (synthèse de tolérances). Dans ce chapitre, le travail de synthèse est approfondi en
utilisant les outils probabilistes. Les contributions de ce chapitre peuvent être résumées comme
suit :
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� Présentation du problème stochastique dynamique inverse : le principe de conservation de
probabilité a été établi pour un modèle dynamique stochastique inverse (inversion entrées
/sorties et inversion paramètres/sorties) et une méthode générique pour la détermination
des fonctions de densité de probabilité a été mise en place (ce travail est une adaptation des
travaux de Li et Chen [Li 06b,Li 08,Che09b,Li 09] portant sur des systèmes dynamiques
stochastiques directs). Indépendamment du formalisme bond graph, cette formulation re-
présente un traitement global du problème.

� Proposition d'un modèle bond graph probabiliste qui permet d'établir la propagation des
fonctions de densité de probabilité et des grandeurs caractéristiques (espérance et variance)
tout le long de la structure du modèle. Ce modèle bond graph o�re une description éner-
gétique et probabiliste à la fois. En e�et, une fonction de densité de probabilité et des
grandeurs caractéristiques sont associées à chaque variable d'énergie et de puissance du
modèle bond graph. La propagation de ces grandeurs le long du modèle bond graph pro-
babiliste repose en grande partie sur une analyse causale : c'est la causalité/bicausalité qui
permet d'orienter cette propagation de l'incertitude. Ainsi, par rapport à la démarche glo-
bale, le modèle bond graph probabiliste permet une démarche locale dans la propagation
de l'aléa tout le long de la structure du modèle de conception. Cette démarche peut être
avantageuse dans le cas où le concepteur veut synthétiser l'impact de l'incertitude consi-
dérée en entrée du modèle inverse sur les di�érents composants du système à concevoir.

Ce travail représente une première ré�exion sur l'approche probabiliste dans la démarche du
dimensionnement sur des critères dynamiques et énergétiques.
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Le premier chapitre, essentiellement bibliographique, a présenté le contexte général dans
lequel s'inscrit cette thèse. Après une brève introduction aux systèmes mécatroniques et à leur
architecture générique d'un point de vue énergétique, les di�érents facteurs d'incertitude a�ectant
ces systèmes ont été présentés. Dans ce contexte de la prise en compte des incertitudes, di�érents
outils de modélisation et d'étude des systèmes mécatroniques incertains ont été rappelés, notam-
ment la représentation d'état des systèmes incertains, l'analyse de sensibilité, l'arithmétique par
intervalles et l'approche probabiliste. Ensuite, le problème de conception et de dimensionnement
des systèmes mécatroniques a été abordé de manière générale. Aujourd'hui, l'approche classique
de conception qui consistait à adopter une démarche d'ingénierie séquentielle n'est plus adaptée
pour les systèmes mécatroniques. Par contre, les concepts d'ingénierie concourante, de cycle de
conception en V et de prototypage virtuel permettent de réduire les coûts et les temps d'étude de
la phase de conception. Puisque la méthodologie de dimensionnement par inversion des modèles
bond graph a montré un intérêt et comme nos travaux représentent une contribution à cette
méthodologie, ses di�érentes étapes et ses di�érents aspects, notamment pour la synthèse para-
métrique, ont donc été développés. En�n, l'analyse structurelle et l'analyse comportementale qui
représentent l'une des originalités de la méthodologie de dimensionnement ont été présentées.
Ces aspects permettent au concepteur de véri�er si les spéci�cations du cahier des charges sont
en adéquation avec la structure du modèle de conception.

Dans le deuxième chapitre, nous nous sommes intéressés à la prise en compte des incertitudes
paramétriques dans un modèle bond graph (outil support de la méthodologie de dimensionne-
ment). Ainsi, un état de l'art sur les di�érentes approches bond graph (bond graph de sensibilité,
bond graph incrémental et bond graph incertain) pour la modélisation et l'analyse des incerti-
tudes paramétriques a été établi. Ensuite, nous avons proposé des contributions au bond graph
incertain qui permettent de retrouver graphiquement le modèle d'état canonique et le modèle
standard d'interconnexion. Adaptées aux systèmes incertains, ces représentations d'état sont éta-
blies de sorte que la partie nominale et la partie incertaine du modèle soient séparées a�n de
pouvoir décrire l'écart entre le comportement nominal et le comportement tenant compte des
incertitudes. Ces contributions ont concerné non seulement les éléments bond graph 1-port et les
transducteurs 2-ports mais aussi les éléments bond graph multiport (R, I et C) en mettant en
place une représentation bond graph standard d'interconnexion adaptée à ces éléments. Comme
cette représentation fait appel à une procédure de décomposition, des contributions sur ce sujet
ont également été proposées.

Le troisième chapitre a été dédié à l'approfondissement de la phase d'analyse structurelle et
comportementale en proposant un ensemble de procédures permettant la véri�cation de l'adé-
quation du cahier des charges à la structure retenue pour le modèle de conception. Tout d'abord,
des procédures graphiques ont été proposées pour analyser le cahier des charges et pour véri-
�er si les spéci�cations des sorties sont su�samment dérivables pour inverser le modèle et pour
remonter ces spéci�cations tout le long de la structure du modèle de conception. Ensuite, nous
nous sommes intéressés à un autre aspect de l'analyse du problème de conception qui consiste à
véri�er si les spéci�cations données sous forme de comportement type peuvent être portées par
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la structure retenue. En cas d'inadéquation, des recommandations pour la remise en question des
spéci�cations ou de la structure d'un composant à concevoir ont été proposées. Cette véri�cation
a été établie par niveau d'analyse : du niveau d'analyse BG-structurel au niveau d'analyse numé-
rique où cette véri�cation peut être utilisée pour la synthèse paramétrique ou pour la synthèse
de tolérance.

Le quatrième chapitre constitue une première ré�exion sur la synthèse de tolérance par l'ap-
proche probabiliste où un couplage entre cette approche et la méthodologie de dimensionnement
par inversion des modèles bond graph a été proposée. Tout d'abord, certains concepts de base
de l'approche probabiliste utilisés dans ce travail ont été rappelés. Ensuite, nous nous sommes
intéressés à l'évolution de la densité de probabilité dans un système stochastique dynamique
direct ainsi qu'au principe de conservation de la probabilité. Nous avons proposé une adaptation
de ce principe au problème stochastique dynamique inverse ainsi que les étapes nécessaires pour
la détermination des fonctions de densité de probabilité de la sortie du modèle inverse à partir de
la connaissance des spéci�cations probabilistes sur ses entrées. En�n, un modèle bond graph pro-
babiliste permettant la propagation de la densité de probabilité et des grandeurs caractéristiques
(espérance et variance) tout le long du modèle inverse a été proposé.

Résumé des contributions

Dans le deuxième chapitre et après une brève présentation de l'état de l'art sur la modélisation
bond graph des incertitudes paramétriques, nos contributions ont porté sur l'approche bond
graph incertain et plus particulièrement sur l'obtention graphique du modèle d'état canonique
et du modèle standard d'interconnexion. Ainsi :

� au niveau de la représentation d'état canonique, une procédure alternative à celle existante
dans l'état de l'art est proposée pour la détermination graphique du modèle d'état cano-
nique (procédure 2, page 42). Cette procédure permet d'éviter des calculs intermédiaires
nécessaires par ailleurs dans la procédure existante.

� au niveau de la représentation bond graph standard d'interconnexion des éléments 1-port
et des transducteurs 2-ports, une approche alternative est proposée pour la détermination
graphique du modèle standard d'interconnexion (section 2.2, page 49). Par rapport à l'ap-
proche existante, cette procédure permet la simpli�cation graphique du modèle bond graph
incertain associé.

Ensuite, nous nous sommes intéressés à la représentation standard d'interconnexion des éléments
bond graph multiport (R, I ou C). Dans une représentation standard d'interconnexion, des en-
trées/sorties auxiliaires doivent être identi�ées pour représenter les incertitudes relatives sous
forme de retours internes. Cette identi�cation s'est avérée di�cile dans le cas des éléments bond
graph multiport. Pour cette raison, nous avons proposé que la détermination de la représentation
bond graph standard d'interconnexion d'un élément multiport soit basée sur une décomposition
de ce dernier. Ainsi :

� au niveau de la décomposition des éléments multiport, deux nouvelles décompositions des
éléments multiport (R, I ou C) ont été proposées : la décomposition canonique congruente
étendue (procédure 3, page 59) et la décomposition auxiliaire (procédure 4, page 61).

� au niveau de la représentation bond graph standard d'interconnexion des éléments multi-
port (R, I et C), la procédure 5 (page 65) basée sur la décomposition canonique congruente
étendue et la procédure 6 (page 66) basée sur la décomposition auxiliaire ont été proposées.
Ainsi, la représentation standard d'interconnexion d'un élément multiport (R, I ou C) peut
être déterminé selon deux procédures.

Ces contributions avaient pour objectif d'exploiter la modélisation bond graph des incertitudes
paramétriques dans la démarche de dimensionnement par inversion. L'inversion d'un modèle
bond graph qui met en évidence l'incertitude (absolue ou relative) doit ainsi permettre la remon-
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tée des spéci�cations des sorties et leur incertitude sur les entrées et les tolérances paramétriques.

Dans le troisième chapitre (et dans les annexes support F, G et H), la phase d'analyse struc-
turelle et comportementale a été approfondie en proposant des procédures permettant la véri�-
cation de l'adéquation du cahier des charges à la structure retenue pour le modèle de conception.
En cas d'inadéquation, ces procédures permettent d'apporter une aide à la rédaction du cahier
des charges. Dans une première partie, nous avons proposé des procédures graphiques pour la
détermination de di�érents invariants (ordres de zéros/pôles à l'in�ni, ordres relatifs et ordres
d'essentialité) dont l'utilisation s'est avérée intéressante dans la démarche dimensionnement des
systèmes mécatroniques. Tout d'abord, des contributions (algébriques et graphiques) au niveau
représentation d'état ont été énoncées pour pouvoir démontrer par la suite les procédures bond
graph comme par exemple une procédure algébrique permettant la détermination des ordres
relatifs à partir des ordres des pôles à l'in�ni du modèle inverse (théorème 4, page 80).

Ensuite :

� des procédures bond graph permettant le calcul du déterminant (ainsi que des mineurs)
de la matrice système du modèle inverse sont proposées et démontrées (procédures 13
et 14, page 98 et page 102). En e�et, l'analyse structurelle et comportementale établie sur
le modèle bond graph inverse a montré que le calcul des mineurs de la matrice système
ainsi que le calcul de leur degré (procédures 15 et 36, page 102 et page 251) est d'un
grand intérêt dans les démonstrations des procédures bond graph. Ces procédures ont été
présentées selon les niveaux d'analyse (BG-structurel et comportemental),

� une procédure par niveau d'analyse pour la détermination des ordres des pôles à l'in�ni
(resp. ordres relatifs, ordres d'essentialité) du modèle inverse à partir du modèle bond graph
bicausal (procédures 16, 17 et 18 (pages 103, 105 et 107) et annexe F) [El 11b].

Dans une deuxième partie du troisième chapitre (ainsi que dans les annexes support G et H),
des procédures permettant la véri�cation de l'adéquation entre le modèle d'un composant 1-port
et les spéci�cations imposées en entrée et en sortie dans le domaine de Laplace (spéci�cations
sous forme de comportements type) ont été établies (procédure 19 (page 113) pour les systèmes
monovariables et procédure 40 (annexe G) pour les systèmes multivariables). L'annexe H traite
le cas d'un composant multiport. Dans ces procédures, les di�érents niveaux d'analyse ont été
mis en évidence. En cas d'inadéquation, les résultats énoncés permettent d'identi�er le niveau
d'analyse auquel le problème se pose et o�rent une aide à la rédaction du cahier des charges. Au
niveau de l'analyse numérique (le niveau d'analyse le plus bas), la véri�cation de l'adéquation
structure/spéci�cations coïncide avec la synthèse paramétrique ou encore la synthèse de tolé-
rances.

Dans le quatrième chapitre, une ré�exion sur la synthèse de tolérances a été engagée en
utilisant l'approche probabiliste. Nous avons commencé par formuler le problème stochastique
dynamique inverse puis le principe de conservation de probabilité a été établi pour un modèle
dynamique stochastique inverse. Ensuite, une méthode générique pour la détermination des fonc-
tions de densité de probabilité des sorties du modèle inverse (i.e. les entrées de commande ou de
perturbation ou les paramètres) à partir de la connaissance des fonctions de densité de probabi-
lité des entrées (i.e. les sorties du modèle physique) a été mise en place. Les deux cas d'inversion
entrées/sorties et paramètres/sorties ont été traités. Ce travail représente une adaptation des
travaux de Li et Chen [Li 06b,Li 08,Che09b,Li 09] portant sur des systèmes dynamiques sto-
chastiques directs. Indépendamment du formalisme bond graph, cette formulation correspond
à un traitement global du problème probabiliste. Ensuite, nous avons proposé un modèle bond
graph probabiliste qui permet la propagation des fonctions de densité de probabilité et des gran-
deurs caractéristiques (espérance et variance) tout le long de la structure du modèle. Ce modèle
bond graph o�re une description énergétique et probabiliste à la fois car une fonction de densité
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de probabilité et des grandeurs caractéristiques sont associées à chaque variable d'énergie et de
puissance du modèle bond graph. La propagation de ces grandeurs le long du modèle bond graph
probabiliste repose en grande partie sur une analyse causale puisque c'est la causalité/bicausalité
qui permet d'orienter cette propagation. Ainsi, par rapport à la démarche globale, le modèle bond
graph probabiliste permet une démarche locale dans la propagation des tolérances tout le long de
la structure du modèle de conception. Cette démarche trouve son intérêt dans le cas où le concep-
teur veut synthétiser, à partir des incertitudes considérées sur les sorties du modèle physique, les
tolérances admissibles sur les di�érents composants du système à concevoir.

Perspectives

Les travaux présentés dans ce mémoire contribuent au développement de la méthodologie
de dimensionnement des systèmes mécatroniques par modèles bons graph inverses. Néanmoins,
certaines questions restent sans réponses et certains points sont à approfondir, ainsi plusieurs
perspectives peuvent être envisagées.

Au niveau de la représentation bond graph des incertitudes paramétriques, une comparai-
son des di�érentes approches (bond graph de sensibilité, bond graph incrémental et bond graph
incertain avec ses deux représentations : canonique et standard d'interconnexion) serait intéres-
sante dans un contexte de synthèse de tolérances par inversion. L'utilisation de l'approche bond
graph incertain dans ce contexte permettrait de distinguer les avantages et les inconvénients des
procédures existantes et alternatives. En�n, cette étude comparative permettrait de quanti�er
l'impact de l'approximation opérée dans les bond graphs incrémental et de sensibilité ce qui n'est
pas le cas dans le bond graph incertain qui tient compte de l'incertitude de manière exacte. Cette
comparaison n'a pas été réalisée dans ces travaux parce qu'il fallait tout d'abord trouver l'outil
e�cace pour mettre en ÷uvre la synthèse de tolérances. En premier lieu, nous nous sommes inté-
ressés à l'arithmétique par intervalles qui a été abandonnée pour son e�et enveloppant. Ensuite,
nous avons abordé l'approche probabiliste qui s'est avérée un outil intéressant pour la synthèse
de tolérances. La représentation bond graph des incertitudes paramétriques et le problème de
synthèse de tolérances ont été développés simultanément et faute de temps, la comparaison n'a
pas eu lieu.

Au niveau de la véri�cation de l'adéquation du cahier des charges à la structure retenue pour
le modèle de conception et plus précisément au niveau d'analyse BG-structurel, la détermination
graphique des invariants caractérisant la structure (ordres des zéros/pôles à l'in�ni, ordres rela-
tifs et ordres d'essentialité) reste inchangée par conjecture pour les systèmes non linéaires. Cette
conjecture repose sur le fait que l'analyse des chemins causaux est inchangée pour les systèmes
non linéaires vu que la non linéarité dans les modèles bon graphs surgit sur les lois caractéristiques
associées aux di�érents éléments. Néanmoins, la démonstration de cette conjecture reste à faire.
Sans être exhaustifs, nous pouvons citer les travaux de Lichiardopol et Sueur [Lic07a,Lic07b]
sur l'extension de certaines propriétés bond graph dans le cas de systèmes linéaires à paramètres
variants dans le temps ou bien les travaux de Glumineau et Moog [Glu89] sur les ordres d'es-
sentialité des systèmes non linéaires a�nes en la commande qui pourront être mis à pro�t pour
cette démonstration. Dans la démarche de conception, ces invariants permettent de conclure sur
l'ordre de dérivation minimal nécessaire pour pouvoir inverser le modèle et sur la découplabilité
du modèle de conception. Dans ce contexte, une étude de la platitude semble être intéressante.
Les travaux de Gil et al. [Gil97] et de Richard et al. [Ric02] pourront être mis à pro�t.

Toujours au niveau de la véri�cation de l'adéquation du cahier des charges à la structure
retenue pour le modèle de conception, l'implémentation logicielle des procédures 19, 40 et 41
semble nécessaire a�n d'automatiser les di�érentes étapes et d'assurer un gain de temps impor-
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tant dans la démarche de conception. Cette implémentation fera appel en premier lieu à l'analyse
des chemins et des boucles causaux (comme celle déjà proposée par le logiciel MS1) pour le niveau
d'analyse BG-structurel et en second lieu à un solveur de calcul formel pour le niveau d'analyse
comportemental et en�n à un solveur de calcul numérique pour le niveau d'analyse numérique
et pour la synthèse paramétrique/de tolérances.

Au niveau de la synthèse de tolérances par approche probabiliste, cette première ré�exion doit
être approfondie notamment au niveau de la détermination générique des fonctions de densité
de probabilité conjointes associées à des variables/processus aléatoires sur le modèle bond graph
probabiliste car dans les travaux présentés, ces fonctions sont supposées connues ou pouvant
être déterminées de manière plus ou moins heuristique à partir de l'exploitation du modèle bond
graph. En e�et, la fonction de densité de probabilité conjointe associée à deux variables de puis-
sance par exemple (variables qui sont dépendantes) s'exprime en fonction d'une mesure de Dirac
qui fait appel à la relation existante entre ces deux variables. Dans l'exemple du chapitre 4, cette
relation a été déduite en exprimant chaque variable de puissance en fonction de la sortie et de ses
dérivées successives et en établissant le lien entre ces deux expressions. Néanmoins, l'analyse de
certains chemins et boucles causaux impliquant ces deux variables de puissance pourrait dé�nir
une méthode générique pour déterminer cette relation et par conséquent pour déterminer la fonc-
tion de densité de probabilité associée aux variables de puissance. Outre le fait qu'une méthode
générique permette une détermination systématique de ces fonctions de densité de probabilité,
elle contribuerait également à pouvoir s'intéresser aux aspects d'analyse structurelle dans le do-
maine probabiliste a�n d'exprimer éventuellement des invariants associés au modèle stochastique.

Pour la prise en compte des incertitudes paramétriques rencontrées en remontant les tolé-
rances (sur les spéci�cations) tout le long de la structure du modèle bond graph probabiliste,
une méthode générale pour prendre en compte ces incertitudes paramétriques a été évoquée et
illustrée sur un exemple mais sans être détaillée pour les di�érents éléments bond graph et les
di�érentes con�gurations causales. Cette prise en compte fait appel à la fonction de densité de
probabilité conjointe ce qui fait que la détermination de cette distribution représente un point
clé pour le développement du bond graph probabiliste.

Le bond graph probabiliste proposé s'intéresse à la densité de probabilité et aux grandeurs
caractéristiques associées aux variables de puissance. Néanmoins, il serait intéressant de détermi-
ner la densité de probabilité associée à la puissance qui est di�érente du produit des densités de
probabilité des variables d'e�ort et de �ux. En�n, une implémentation logicielle du modèle bond
graph probabiliste est également nécessaire a�n d'automatiser le calcul des fonctions de densité
de probabilité et des grandeurs caractéristiques associées aux di�érentes variables de puissance et
d'énergie. Le calcul numérique d'une fonction de densité de probabilité associée à une variable de
puissance fait appel en premier lieu à une méthode de discrétisation a�n de dé�nir un maillage et
à une méthode d'intégration numérique. Si cette fonction de densité de probabilité s'exprime en
fonction d'une densité de probabilité conjointe alors il est nécessaire d'approcher chaque mesure
de Dirac par une distribution.
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Annexe A

Le langage Bond Graph

Cette annexe présente les notions de base sur le langage bond graph. Comme compléments
d'information, le lecteur pourra consulter les références suivantes [Dau00,Kar06].

Le langage bond graph est un outil de modélisation basé sur la description graphique des
transferts d'énergie au sein d'un système physique. Une représentation uniforme par rapport
aux di�érents domaines de la physique fait de lui un langage pluridisciplinaire qui permet de
modéliser les di�érents phénomènes énergétiques ainsi que la manière dont ces phénomènes sont
interconnectés. Un modèle bond graph peut être vu comme un modèle intermédiaire entre une
représentation technologique et un modèle analytique.

A.1 Variables de puissance et d'énergie

Les transferts d'énergie au sein d'un modèle bond graph sont caractérisés par deux variables
de puissance et une puissance. L'état du système est représenté par les variables d'énergie du
modèle bond graph.

A.1.1 Variables de puissance

Sur un modèle bond graph, le transfert d'énergie entre deux sous-systèmes ΣA et ΣB est
représenté par une demi-�èche appelée � lien de puissance � ou � bond � (�gure A.1). Ce transfert
est caractérisé par deux variables de puissance : une variable dite d'e�ort e(t) et l'autre de �ux
f(t) dont le produit est la puissance instantanée P (t) associée au transfert d'énergie :

P (t) = e(t)f(t) (A.1)

Par convention :

� le sens de la demi-�èche du lien de puissance indique l'orientation positive du �ux d'énergie ;
� la variable de �ux f(t) est placée du côté de la demi-�èche et par conséquent, la variable
d'e�ort est placée de l'autre côté du lien.

Fig. A.1 � Flux d'énergie entre deux sous-systèmes.



210 Annexe A. Le langage Bond Graph

A.1.2 Variables d'énergie

L'énergie transférée entre les deux sous-systèmes ΣA et ΣB (�gure A.1) peut être calculée
par intégration de la puissance instantanée P (t) par rapport au temps :

E(t) = E(t0) +
∫ t

t0
e(τ)f(τ)dτ (A.2)

Les variables d'énergie, associées aux phénomènes de stockage d'énergie dans un système, carac-
térisent son état énergétique et sont dé�nies par les intégrales des variables de puissance :

p(t) = p(t0) +
∫ t

t0
e(τ)dτ (A.3)

q(t) = q(t0) +
∫ t

t0
f(τ)dτ (A.4)

Les variables p(t) et q(t) sont appelées respectivement moment généralisé et déplacement géné-
ralisé. À partir des équations A.3 et A.4, les relations suivantes sont déduites directement :

ṗ(t) = e(t) (A.5)

q̇(t) = f(t) (A.6)

Le tableau A.1 présente la nature des variables d'énergie et de puissance dans di�érents domaines
de la physique.

Tab. A.1 � Les variables de puissance et d'énergie associées à di�érents domaines de la physique.

Domaine Variables de puissance Variables d'énergie
physique E�ort Flux Moment Déplacement

généralisé généralisé
Mécanique Force Vitesse Quantité de Déplacement

de (N) (m/s) mouvement (m)
translation (kg.m/s)
Mécanique Couple Vitesse Moment Angle

de (N.m) angulaire cinétique (rad)
rotation (rad/s) (kg.m2/s)

Hydraulique Pression Débit Moment de Volume
(Pa) volumique pression (m3)

(m3/s) (Pa.s)
Électrique Tension Courant Flux magnétique Charge

(V ) (A) (Wb) (C)
Magnétique Force Dérivée du �ux Flux magnétique

magnétomotrice magnétique (Wb)
(A) (Wb/s)

Chimie Potentiel Débit molaire Mole
chimique (mol/s) (mol)
(J/mol)

Thermo- Température Débit Entropie
dynamique (K) d'entropie (J/K)

(W/K)
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A.2 Éléments bond graph

Dans cette section, les principaux éléments bond graph sont présentés. Ces éléments peuvent
être classés en quatre catégories : les éléments passifs, les éléments actifs, les éléments de jonction
et de transduction et les éléments d'analyse1. Les relations associées appelées lois caractéristiques
ou encore lois constitutives caractérisent ces éléments et sont utilisées pour la mise en équation du
système. Par ailleurs, ces relations restent acausales malgré leur écriture orientée (une expression
à droite et une expression à gauche du signe � = �), autrement dit, elles ne préjugent pas d'un
schéma de calcul particulier.

A.2.1 Éléments passifs

Les éléments passifs correspondent à des phénomènes physiques qui transforment l'énergie
fournie en énergie stockée (éléments bond graph I ou C) ou dissipée (élément bond graph R).
Par convention, les liens de puissance associés sont orientés vers les éléments (Tableau A.2). Pour
les éléments de stockage d'énergie (I et C), l'énergie stockée s'exprime en fonction du moment
généralisé p(t) (pour un élément I) et du déplacement généralisé q(t) (pour un élément C).

Remarque : Les lois caractéristiques inverses existent à condition que les fonctions Φ soient
inversibles.

Tab. A.2 � Éléments bond graph passifs.

Élément Représentation graphique, Exemples physiques
bond graph loi caractéristique et énergie

C Ressort,
Stockage d'énergie q(t)− ΦC(e(t)) = 0 capacité électrique,
sans dissipation q(t)− Ce(t) = 0 (linéaire) réservoir hydraulique,...

E(q) = E(q0) +
∫ q
q0
e(τ)dτ

I Masse, inertie,
Stockage d'énergie p(t)− ΦI(f(t)) = 0 inductance électrique,...
sans dissipation p(t)− If(t) = 0 (linéaire)

E(p) = E(p0) +
∫ p
p0
f(τ)dτ

R Frottements secs, visqueux,
dissipation e(t)− ΦR(f(t)) = 0 résistance électrique,
d'énergie e(t)−Rf(t) = 0 (linéaire) restriction hydraulique,...

E(t) = E(t0) +
∫ t
t0
e(τ)f(τ)dτ

A.2.2 Éléments actifs

Les éléments actifs correspondent à une source idéale d'énergie capable d'imposer une variable
d'e�ort (élément bond graph Se) ou une variable de �ux (élément bond graph Sf ). Par convention,

1Les éléments d'analyse peuvent représenter des capteurs.
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les liens de puissance associés sont sortants (Tableau A.3).

Tab. A.3 � Éléments bond graph actifs2.

Élément bond graph Représentation graphique Exemples physiques

Se
Source d'énergie Source de pression,
imposant l'e�ort e(t) est imposé au système source de tension,...

Sf
Source d'énergie Source de courant,...
imposant le �ux f(t) est imposé au système

A.2.3 Éléments de jonction et de transduction

Les éléments de jonction et de transduction permettent de décrire l'interconnexion et les cou-
plages entre les di�érents phénomènes énergétiques présents dans un système tout en respectant
le principe de conservation de puissance.

Éléments de jonction

Les éléments de jonction permettent d'interconnecter des phénomènes énergétiques qui par-
tagent la même variable d'e�ort (jonction 0) ou la même variable de �ux (jonction 1). Les signes
apparaissant dans les lois caractéristiques de ces éléments dépendent de l'orientation des liens
de puissance connectés : une variable est pondérée par un signe + si le lien correspondant est
entrant et par un signe - si le lien est sortant. Le tableau A.4 présente une jonction avec trois
liens de puissance. Néanmoins le principe est généralisable à n liens de puissance.

Tab. A.4 � Éléments de jonction.

Élément Représentation graphique Exemples physiques
bond graph et lois caractéristiques

Jonction 0 Contrainte cinématique,
de conservation e1(t) = e2(t) = e3(t) loi des mailles,...
de puissance f1(t) + f2(t) + f3(t) = 0

Jonction 1 Équation de
de conservation e1(t) + e2(t) + e3(t) = 0 Newton-Euler

de puissance f1(t) = f2(t) = f3(t) loi des n÷uds,...
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Éléments de transduction

Les éléments de transduction permettent de coupler des phénomènes énergétiques apparte-
nant à des domaines physiques di�érents. Ces couplages peuvent s'exprimer sous la forme de
relations entre deux variables de puissance de même nature (élément bond graph TF) ou sous la
forme de relations entre deux variables de puissance de natures di�érentes (élément bond graph
GY) (tableau A.5).

Tab. A.5 � Éléments de transduction.

Élément bond graph Représentation graphique Exemples physiques
et lois caractéristiques

TF réducteur mécanique,
transformateur, e1(t)−me2(t) = 0 bras de levier,

transducteur instantané mf1(t)− f2(t) = 0 système de poulies,
et sans dissipation où m est le module transformateur électrique,...

d'énergie du transformateur

GY gyroscope, capteur
gyrateur, e1(t)− rf2(t) = 0 à e�et Hall, conversion

transducteur instantané rf1(t)− e2(t) = 0 électromécanique d'un moteur
et sans dissipation où r est le module à courant continu,...

d'énergie du gyrateur

Tab. A.6 � Éléments bond graph d'analyse.

Élément bond graph Représentation graphique Exemples physiques
et loi caractéristique

De Voltmètre,
Détecteur d'e�ort f(t) = 0 dynamomètre,...

imposant un �ux nul

Df Ampèremètre,
Détecteur de �ux e(t) = 0 débitmètre,...

imposant un e�ort nul



214 Annexe A. Le langage Bond Graph

A.2.4 Éléments d'analyse

Pour des besoins d'analyse3, il peut être utile de faire apparaître les sorties du système. Pour
cela, des éléments passifs ont été introduits : le détecteur d'e�ort (élément bon graph De) et
le détecteur de �ux (élément bond graph Df ) (tableau A.6). Ces éléments sont placés dans le
modèle bond graph pour indiquer la présence d'un capteur ou d'un instrument de mesure sup-
posé idéal (qui ne consomme pas de puissance). Placés sur des jonctions adéquates, leur ajout
ne modi�e pas le comportement dynamique du modèle.

Remarques :
� Le tétraèdre de Paynter (�gure A.2) résume les relations entre les variables de puissance
et d'énergie associées aux éléments passifs (R, I et C).

Fig. A.2 � Tétraèdre de Paynter.

� Les éléments actifs, les éléments de dissipation (R) et les éléments de transduction peuvent
être modulés par un signal. Leur symbole est alors précédé par � M � et leur loi caracté-
ristique est fonction d'un signal de modulation.

A.3 Construction d'un modèle bond graph

La construction d'un modèle bond graph d'un système physique se fait en trois étapes :

1. La première étape consiste en une approche systémique : décomposer le système en sous-
systèmes et chaque sous-système en composants. L'interconnexion de ces di�érents com-
posants est modélisée par des liens de puissance. L'ensemble forme le modèle bond graph à
mots ou word bond graph.

2. La deuxième étape consiste en le principe fondamental de conservation d'énergie : l'énergie
absorbée est la somme de l'énergie stockée et de l'énergie dissipée. Cette conservation est
représentée par les jonctions 1 et 0 et par les couplages entre les domaines.

3. La troisième étape consiste en une approche phénoménologique : identi�er les phénomènes
énergétiques et associer à chaque phénomène (dissipation ou stockage d'énergie) une loi
caractéristique décrivant la relation entre les variables de puissance.

La procédure 20 permet de reprendre ces trois étapes a�n de construire un modèle bond
graph d'un système à paramètres localisés issu des domaines de l'électrique, de l'hydraulique et
de la mécanique (de translation ou de rotation).

Procédure 20. Construction du modèle bond graph
Pour les systèmes à paramètres localisés des domaines de l'électrique, de l'hydraulique, de la
mécanique de translation et de la mécanique de rotation [Fav97] :

1. Identi�er les di�érents domaines de la physique présents dans le système.

3Notamment pour établir une analyse structurelle et comportementale (cf. chapitre 3).



A.3. Construction d'un modèle bond graph 215

2. Choisir une référence de potentiel, de pression, de vitesse de translation et de rotation.

3. À chaque n÷ud distinct de potentiel, de pression, attacher une jonction 0 et, à chaque
vitesse de translation et de rotation, attacher une jonction 1. Nommer les variables liées à
ces potentiels et ces vitesses.

4. Insérer une jonction 1 entre les jonctions 0 et inversement pour les domaines de la méca-
nique.

5. Placer les liens de puissance faisant alors apparaître les di�érences de potentiels, de pres-
sions, de vitesses de translation et de rotation (Figure A.3).

(a) (b)

Fig. A.3 � Jonctions et liens de puissance faisant apparaître (a) les di�érences de potentiels et
de pressions, (b) les di�érences de vitesses.

6. Placer les éléments de transduction appropriés entre les di�érents domaines du système.

7. Connecter les éléments dissipatifs R et les éléments de stockage d'énergie I et C aux liens
libres correspondant aux phénomènes modélisés et en indiquant leur paramètre ou leur loi
caractéristique.

8. Rajouter les sources et les éléments d'analyse.

9. Éliminer les liens de puissance nulle et simpli�er la structure de jonction selon le ta-
bleau A.7.

Tab. A.7 � Règles de simpli�cation d'un modèle bond graph.

Règle Structure partielle structure partielle simpli�ée

1

2

3

4

Remarque : Pour les systèmes mécaniques multicorps, des procédures plus complexes ont été
établies [Kar06,Fav97].
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A.4 Multi-bond graph

Le multi-bond graph ou le bond graph multi-liens ou encore le bond graph vectoriel a été in-
troduit par Bonderson [Bon75] et formalisé par Breedveld [Bre82a,Bre85]. Il représente une
version vectorielle du bond graph. le multilien bond graph (�gure A.4) est la juxtaposition de
plusieurs liens. La puissance associé à ce multilien est égale à la somme des puissances indivi-
duelles sur chaque lien. La dimension n est indiquée sur le multilien et les variables d'e�ort et
de �ux associées se présentent sous forme vectorielle. Les jonctions tableaux (�gure A.5) sont
aussi la juxtaposition de jonctions possédant chacune leurs relations caractéristiques. De même,
les éléments de transduction peuvent se présenter sous forme multiport : la �gure A.6 présente
un transformateur multiport.

Fig. A.4 � Multilien bond graph.

Fig. A.5 � Jonction tableau (jonction 0 ou 1).

Les éléments de stockage et de dissipation d'énergie multiport (�gure A.7) ne représentent
une juxtaposition d'éléments 1-port que dans le cas où il n'existe pas de couplage entre les
di�érents ports. Aux éléments de stockage, il peut être associé un vecteur moment généralisé ou
déplacement généralisé. L'annexe D est réservé à ces éléments multiports.

A.5 Schémas de calcul associés à un modèle bond graph

Chaque élément bond graph est associé à une (ou plusieurs) relation(s) mathématique(s) :
on parle alors de loi(s) caractéristique(s). Ces relations ont été présentées dans la section A.2
sans tenir compte d'aucune orientation. Le modèle bond graph ainsi construit est appelé modèle
acausal : il ne re�ète que les phénomènes énergétiques impliqués dans le système et la manière
dont ils sont interconnectés. Cependant, pour des besoins de simulation et d'analyse, l'orienta-
tion des équations est également nécessaire. Dans ce cas, les grandeurs inconnues peuvent être
déterminées à partir des grandeurs connues. Cette section présente deux schémas de calcul qui
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Fig. A.6 � Un transformateur multiport.

(a) Élément
dissipatif
multiport R

(b) Élément
de stockage
multiport C

(c) Élément
de stockage
multiport I

Fig. A.7 � Éléments dissipatif et de stockage multiports.

peuvent être associés à un modèle bond graph : le schéma causal et le schéma bicausal. La cau-
salité (resp. la bicausalité) permet d'aboutir à un modèle bond graph causal (resp. bicausal). Le
symbole � := � utilisé dans cette section indique un sens précis de calcul, à savoir, l'expression
à gauche est déterminée par l'évaluation de l'expression à droite.

A.5.1 Causalité

Considérons les deux sous-systèmes ΣA et ΣB de la �gure A.8 avec leurs variables d'e�ort et
de �ux associées (eA, fA) et (eB, fB). Ces variables respectent les relations suivantes :{

eA − eB = 0
fA − fB = 0

(A.7)

Fig. A.8 � Sous-systèmes ΣA et ΣB avec leurs variables d'e�ort et de �ux associées.

Selon le principe de la causalité physique, deux scénarios peuvent avoir lieu :
� soit le sous-système ΣA impose l'e�ort au sous-système ΣB qui réagit à son tour en imposant
le �ux à ΣA. {

eB := eA

fA := fB
(A.8)

� soit le sous-système ΣA impose le �ux au sous-système ΣB qui réagit à son tour en imposant
l'e�ort à ΣA. {

eA := eB

fB := fA
(A.9)
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La causalité au sens des bond graphs rejoint le principe de la causalité physique dans le sens
où un phénomène cause produit un autre phénomène e�et. Ces relations de cause à e�et sont
représentées par l'ajout d'un trait causal sur le lien de puissance placé, par convention, du coté
du sous-système auquel l'e�ort est imposé (�gure A.9).

(a) correspondant au
schéma de calcul A.8

(b) correspondant au
schéma de calcul A.9

Fig. A.9 � Représentation bond graph de la causalité.

Causalité des éléments bond graph

L'a�ectation de la causalité aux éléments bond graph respecte les règles suivantes :
� les éléments bond graph Se, Sf , De et Df ont une causalité imposée (e.g. un capteur
d'e�ort impose un �ux nul et le trait causal associé est donc nécessairement placé du côté
de l'élément De),

� un et un seul trait causal doit être placé près d'une jonction 0,
� un et un seul trait causal doit être placé éloigné d'une jonction 1,
� pour les éléments dissipatifs R, l'existence de certaines causalités dépend de l'inversibilité
de leurs lois caractéristiques.

Les tableaux A.8 et A.9 récapitulent les di�érents schémas de calcul possibles pour chacun des
éléments bond graph.

Tab. A.8 � Causalité des éléments passifs.

Élément Causalité Représentation Schéma de
bond graph possible graphique calcul associé

C

Causalité intégrale e(t) := Φ−1
C

(∫ t
t0
f(τ)dτ + q(t0)

)

Causalité dérivée f(t) := d
dt (ΦC(e(t)))

I

Causalité intégrale f(t) := Φ−1
I

(∫ t
t0
e(τ)dτ + p(t0)

)

Causalité dérivée e(t) := d
dt (ΦI(f(t)))

R

Causalité résistance e(t) := ΦR(f(t))

Causalité conductance f(t) := Φ−1
R (e(t))
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Tab. A.9 � Causalité des éléments actifs, d'analyse, de jonction et de transduction.

Élément Causalité possible Représentation Schéma de
bond graph graphique calcul associé

Se Causalité unique e(t) := E(t)
et imposée

Sf Causalité unique f(t) := F (t)
et imposée

De Causalité unique f(t) := 0
et imposée

Df Causalité unique e(t) := 0
et imposée

TF

Causalité m

{
e1(t) := me2(t)
f2(t) := mf1(t)

Causalité 1
m

{
e2(t) := 1

me1(t)
f1(t) := 1

mf2(t)

GY

Causalité r

{
e1(t) := rf2(t)
e2(t) := rf1(t)

Causalité 1
r

{
f2(t) := 1

re1(t)
f1(t) := 1

re2(t)

Jonction 0

Un seul et unique trait exemple : 
e2(t) := e1(t)
e3(t) := e1(t)
f1(t) := −f2(t)− f3(t)

causal près de la
jonction (un seul et
unique e�ort est

imposé sur la jonction)

Jonction 1

Un seul et unique trait exemple : 
e1(t) := −e2(t)− e3(t)
f2(t) := f1(t)
f3(t) := f1(t)

causal éloigné de la
jonction (un seul et
unique �ux est

imposé sur la jonction)

A�ectation de la causalité à un modèle bond graph

L'a�ectation de la causalité à un modèle bond graph revient à attribuer un trait causal à
chaque lien de puissance. La propagation de la causalité tout le long d'un modèle est guidée
en partie par les éléments bond graph qui le composent. Le reste de la causalité est propagé
par des choix intermédiaires sur les liens où la causalité est indéterminée a priori. La procédure
SCAP4 (procédure 21) permet d'obtenir un modèle bond graph causal. Par la suite, l'exploitation

4i.e. Sequential Causality Assignement Procedure.
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de ce modèle permettra soit de déterminer le modèle d'état associé5, soit d'établir une analyse
structurelle et comportementale du modèle (cf. chapitre 3).

Procédure 21. A�ectation de la causalité préférentielle intégrale (procédure SCAP)

1. Pour chaque élément à causalité imposée (sources, détecteurs et éléments non inversibles),
a�ecter la causalité obligatoire et la propager tout le long du modèle bond graph en respectant
les contraintes de causalité des éléments de jonction 0 et 1 et des éléments TF et GY.

2. Pour chaque élément de stockage d'énergie, a�ecter une causalité préférentielle intégrale
si possible. Propager la causalité tout le long du modèle bond graph comme décrit précé-
demment.

3. S'il reste des éléments dissipatifs R non déterminés causalement, a�ecter une causalité
arbitraire à l'un de ces éléments et la propager comme précédemment.

4. Répéter l'étape 3 jusqu'à ce que tous les éléments R soient causalement déterminés.

5. Si le modèle bond graph n'est pas entièrement causal, a�ecter une causalité arbitraire et la
propager comme précédemment.

6. Répéter l'étape 5 juqu'à ce que le modèle bond graph soit entièrement déterminé causale-
ment.

Remarques :
� Si des con�its de causalité apparaissent, les causalités arbitraires ou non obligatoires doivent
être changées avant de propager à nouveau la causalité tout le long du modèle bond graph6.
Cette procédure aboutit à des modèles bond graph contenant éventuellement des éléments
de stockage d'énergie en causalité dérivée. Dans ce cas, le modèle d'état du système présente
des équations algébriques.

� La procédure MSCAP7 proposée par Van Dijk [Van94] permet d'anticiper l'apparition
des con�its de causalité.

A.5.2 Bicausalité

Du point de vue mathématique, deux autres schémas de calcul peuvent être déduits des
relations A.7 :

� le sous-système ΣA impose à la fois l'e�ort et le �ux au sous-système ΣB :{
eB := eA

fB := fA
(A.10)

� le sous-système ΣB impose à la fois l'e�ort et le �ux au sous-système ΣA :{
eA := eB

fA := fB
(A.11)

Ces schémas de calcul ne re�ètent pas une réalité physique. Néanmoins, ils peuvent être utilisés
pour exprimer le modèle inverse. Ces nouvelles possibilités de calcul ont été introduites en langage
bond graph par Gawthrop [Gaw95] grâce au concept de bicausalité. Le trait causal est coupé en
deux demi-traits causaux a�n de dissocier l'a�ectation des variables d'e�ort de celle des variables
de �ux (�gure A.10)8.

5Une causalité préférentielle intégrale est a�ectée aux éléments de stockage d'énergie a�n de simpli�er la dé-
termination du modèle d'état. Une causalité préférentielle dérivée peut être a�ectée dans certains cas, notamment
pour déterminer la fonction de transfert grâce à la règle de Mason [Bro72].

6Si, malgré tous les changements possibles, les con�its persistent alors il faut changer le modèle.
7i.e. Modi�ed Sequential Causality Assignment Procedure.
8Une autre notation de la bicausalité a été proposée par Junco [Jun01].
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(a) correspondant au
schéma de calcul A.10

(b) correspondant au
schéma de calcul A.11

Fig. A.10 � Représentation bond graph de la bicausalité.

Bicausalité des éléments bond graph

Les sources (resp. détecteurs) introduits dans la section A.2.2 (resp. section A.2.4) sont in-
capables d'imposer (resp. d'analyser) à la fois la variable d'e�ort et la variable de �ux. Ainsi,
de nouveaux éléments bond graph sont introduits : les double sources et les double détecteurs
(tableau A.10).

Tab. A.10 � Eléments bond graph pour la propagation de la bicausalité.

Élément Représentation Schéma de Utilisation
bond graph graphique calcul associé

SeSf {
e(t) := E(t)
f(t) := F (t)

double source Départ d'a�ectation
imposant l'e�ort bicausale

et le �ux
DeDf

double détecteur e(t)?, f(t)? Arrivée d'a�ectation
d'e�ort et bicausale
de �ux

Les tableaux A.11, A.12 et A.13 récapitulent les di�érentes a�ectations possibles de la bicau-
salité pour chacun des éléments bond graph ainsi que leurs éventuelles utilisations.

Tab. A.11 � Bicausalité des éléments passifs.

Élément Bicausalité Schéma de Utilisations
bond graph possible calcul associé

C e(t), f(t)→ ΦC()?

I e(t), f(t)→ ΦI()?
Synthèse paramétrique,

identi�cation,
caractérisation

R e(t), f(t)→ ΦR()?
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Tab. A.12 � Biausalité des éléments de transduction.

Élément Bicausalité Schémas de Utilisations
bond graph possible calcul associé

TF

{
e1(t) := me2(t)
f1(t) := 1

mf2(t)
Propagation de
la bicausalité{

e2(t) := 1
me1(t)

f2(t) := mf1(t)

(bicausalité
traversante)

m := f2(t)
f1(t)

e1(t) := me2(t)
Synthèse

paramétrique,m := e1(t)
e2(t)

f2(t) := mf1(t)

identi�cation,
caractérisation,
synthèse de loim := e1(t)

e2(t)

f1(t) := 1
mf2(t)

de commande en
boucle ouverte
(bicausalitém := f2(t)

f1(t)

e2(t) := 1
me1(t)

débouchante)

GY

{
e1(t) := rf2(t)
f1(t) := 1

re2(t)
Propagation de
la bicausalité{

f2(t) := 1
re1(t)

e2(t) := rf1(t)

(bicausalité
traversante)

r := e2(t)
f1(t)

e1(t) := rf2(t)
Synthèse

paramétrique,r := e2(t)
f1(t)

f2(t) := 1
re1(t)

identi�cation,
caractérisation,
synthèse de loir := e1(t)

f2(t)

f1(t) := 1
re2(t)

de commande en
boucle ouverte
(bicausalitér := e1(t)

f2(t)

e2(t) := rf1(t)

débouchante)
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Tab. A.13 � Bicausalité des éléments de jonction.

Élément Bicausalité Schémas de Utilisations
bond graph possible calcul associé

Jonction 0


e2(t) := e3(t)
e1(t) := e3(t)
f1(t) := −f2(t)− f3(t) Propagation de

la bicausalité

Jonction 1


e1(t) := −e2(t)− e3(t)
f2(t) := f3(t)
f1(t) := f3(t)

(bicausalité
traversante)

A�ectation de la bicausalité à un modèle bond graph

L'a�ectation de la bicausalité à un modèle bond graph revient à propager la bicausalité des
éléments double sources SeSf vers les éléments double détecteurs DeDf . Une causalité (au sens
classique) est a�ectée aux autres éléments du modèle. La procédure SCAPI9 (procédure 22)
permet d'obtenir un modèle bond graph bicausal. Cette procédure repose sur les notions de ligne
de puissance et de chemin causal. L'exploitation du modèle ainsi obtenu permettra de déterminer
le modèle d'état inverse associé.

Dé�nition 14. Sur un modèle bond graph acausal, une ligne de puissance est une série de
liens bond graph et d'éléments multiports connectant deux composants. Elle représente le chemin
de transmission d'énergie entre deux points du système [Wu 95,Ngw05].

Dé�nition 15. Une ligne de puissance entrée/sortie (E/S) est une ligne de puissance entre
un élément portant une variable d'entrée et un élément portant une variable de sortie du modèle.

Dé�nition 16. Deux lignes de puissance sont dites disjointes si et seulement si elles ne
possèdent aucune puissance en commun [Ngw01a].

Dé�nition 17. Sur un modèle bond graph causal, un chemin causal reliant deux éléments
bond graph est une suite de variables (d'e�ort et/ou de �ux) ordonnée suivant l'a�ectation de la
causalité [Wu 95,Ngw01a].

Dé�nition 18. Une boucle causale est un chemin causal fermé entre deux éléments de type
R, I ou C. Par dé�nition, une boucle causale ne peut pas passer deux fois par la même va-
riable de puissance et traverse au maximum deux éléments de stockage d'énergie en causalité
intégrale10 [Rah93,Dau00].

Dé�nition 19. Un chemin causal entrée/sortie (E/S) est un chemin causal entre une
variable d'entrée et une variable de sortie du modèle.

9i.e. Sequential Causality Assignment Procedure for Inversion
10La boucle causale est un cas particulier de la notion du cycle causal (dé�nition 49, page 244) qui lui peut

contenir plusieurs éléments de stockage d'énergie distincts. Cette dé�nition du cycle causal rejoint celle de Van
Dijk [Van94] le dé�nit comme étant un chemin causal fermé le long d'une boucle de liens c'est à dire le long d'une
cascade alternée de liens et d'éléments bond graph constituant une chaîne fermée. Ainsi, la boucle causale est un
cas particulier de la boucle de liens dé�nie par Van Dijk.
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Dé�nition 20. Deux chemins causaux (resp. deux boucles causales) sont dits disjoints si
et seulement s'ils ne possèdent aucune variable (d'e�ort ou de �ux) en commun [Ngw01a].

Dé�nition 21. Un ensemble dem chemins causaux E/S disjoints est dit associé à un ensemble de
m lignes de puissance E/S disjointes si chaque jonction appartenant à une des lignes de puissance
de ce dernier est également traversée par au moins un des chemins causaux de l'ensemble des
chemins causaux disjoints [Ngw05].

Procédure 22. A�ectation de la bicausalité (procédure SCAPI) [Ngw97,Ngw05]

1. Sur le modèle bond graph en causalité préférentielle intégrale, choisir un ensemble de lignes
de puissance E/S disjointes associées à des chemins causaux E/S disjoints. S'il n'existe pas
de tel ensemble alors le modèle n'est pas inversible et la procédure s'arrête.

2. Sur le modèle bond graph acausal, remplacer les éléments de modulation (resp. les détec-
teurs) associées aux entrées (resp. aux sorties) par des double détecteurs DeDf (resp. des
double sources SeSf ).

3. Pour chaque élément dont la causalité est imposée (source, détecteur), a�ecter cette cau-
salité obligatoire et propager cette causalité à travers la structure de jonction en respectant
les contraintes de causalité des jonctions 0 et 1 et des éléments TF et GY.

4. Le long de chaque ligne de puissance choisie à l'étape 1, propager la bicausalité de la double
source vers le double détecteur. Puis, propager la causalité tout le long du modèle bond
graph en respectant les contraintes de causalité des jonctions 0 et 1 et des éléments TF
et GY. Si des con�its de causalité ou des boucles causales non résolubles apparaissent,
recommencer les étapes précédentes avec un autre ensemble de lignes de puissance E/S
disjointes. Si aucun de ces ensembles ne résout les con�its de causalité, alors le système
n'est pas inversible et la procédure s'arrête.

5. Pour les éléments de stockage d'énergie, a�ecter une causalité préférentielle intégrale si
possible et la propager à travers le modèle bond graph comme à l'étape précédente.

6. S'il reste des éléments dissipatifs R non déterminés causalement, a�ecter une causalité
arbitraire sur un de ces éléments et la propager comme précédemment.

7. Répéter l'étape 6 jusqu'à ce que chaque élément R soit déterminé causalement.

8. Si le modèle bond graph n'est pas complètement déterminé causalement, a�ecter une causa-
lité arbitraire sur un lien bond graph sans trait causal et la propager comme précédemment.

9. Répéter l'étape 8 jusqu'à ce que le modèle bond graph soit complètement déterminé causa-
lement.

Remarque : Inspirée de la procédure MSCAP [Van94], la procédure MSCAPI11 [Ngw97] permet
d'éviter l'apparition de con�its de causalité sur le modèle bond graph inverse lorsque le modèle
considéré contient des cycles de liens.

11i.e. Modi�ed Sequential Causality Assignment Procedure for Inversion



Annexe B

Synthèse de tolérance paramétrique par
analyse par intervalles : Exemple

Pour illustrer la procédure décrite dans la section 1.4.2, considérons comme exemple un mo-
teur à courant continu (�gure B.1) alimenté par une source de tension u. Il est caractérisé par
une résistance électrique R, une inductance L et un couplage électromécanique de paramètre k.
L'arbre moteur d'inertie J est soumis à un frottement visqueux b. La vitesse de rotation Ω(t) de
l'arbre moteur représente la sortie du système.

Fig. B.1 � Schéma technologique du moteur à courant continu.

Le cahier des charges impose les spéci�cations nominales présentées sur la �gure B.3. Ωn(t) est la
trajectoire nominale de la vitesse de l'arbre moteur, Ω̇n(t) est la trajectoire nominale de l'accélé-
ration angulaire et Ω̈n(t) est la trajectoire nominale du jerk angulaire. Les enveloppes spéci�ées
sur ces grandeurs sont des variations de ±5% par rapport aux trajectoires nominales.

Nous souhaitons estimer la marge de variation de la résistance R pour les spéci�cations données
et pour les caractéristiques suivantes du système : u = 24 V , L = 0.001 H, k = 0.031 N.m/A,
J = 18 10−6 kg.m2 et b = 1, 656 10−3 N.m/(rad/s).

1. L'adéquation entre le cahier des charges et la structure du modèle est véri�ée. Le modèle
bond graph bicausal qui permet de remonter à la résistance R est donné �gure B.2.

2. Cette inversion permet d'écrire les expressions des variables de puissance eR(t) et fR(t) :{
eR(t) = u− kΩ(t)− Lb

k Ω̇(t)− LJ
k Ω̈(t)

fR(t) = b
kΩ(t) + J

k Ω̇(t)
(B.1)

3. Si pour tout instant ti, Ω(ti) et Ω̇(ti) sont di�érents de zéro alors l'expression de R peut
être déduite :

eR(t)
fR(t)

=
u− kΩ(t)− Lb

k Ω̇(t)− LJ
k Ω̈(t)

b
kΩ(t) + J

k Ω̇(t)
(B.2)
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Fig. B.2 � Modèle bond graph bicausal du moteur à courant continu pour la synthèse paramé-
trique.

4. Pour di�érents instants ti, nous relevons à partir des spéci�cations (�gure B.3) les intervalles
sur la sortie Ω(t) et sur ses dérivées Ω̇(t) et Ω̈(t) :

ti(s) [Ω(ti)](rad/s) [Ω̇(ti)](rad/s2) [Ω̈(ti)](rad/s3)
0.01 [30.98, 34.24] [1852.69, 2047.71] [-202226, -182967]
0.02 [42.75, 47.25] [690.09, 762.73] [-75325.4, -68151.5]
0.03 [47.14, 52.1] [257.04, 284.10] [-28057.2, -25385.1]

Pour tout instant ti, l'intervalle de tolérance sur le paramètre R peut être déterminé par
la division de l'intervalle de tolérance sur eR par l'intervalle de tolérance sur fR :

ti(s) [R](Ω)
0.01 [7.6, 8.44]
0.02 [7.59, 8.45]
0.03 [7.61,8.45]

5. L'union de ces intervalles donne : [R] = [7.59, 8.45] Ω.

L'équation B.2 peut être réécrite sous la forme suivante :

eR(t)
fR(t)

=
u

D
− kΩ(t)

D
−

LJ
k Ω̈(t)
D

−
LJ
k Ω̇(t)
D

(B.3)

avec D = b
kΩ(t) + J

k Ω̇(t). Pour tout instant ti, chaque terme de l'équation B.3 est calculé
séparément puis l'intervalle de tolérance sur le paramètre R est déduit :

ti(s) [R](Ω)
0.01 [7.56, 8.48]
0.02 [7.54, 8.49]
0.03 [7.55,8.5]

L'union de ces intervalles donne : [R] = [7.54, 8.5] Ω. Ainsi, il peut être conclu que la première
méthode de calcul (la division de l'intervalle de tolérance sur eR par l'intervalle de tolérance sur
fR) garantit un intervalle résultat moins large.

Comme il a été expliqué dans la section 1.2.3, l'arithmétique par intervalles ne garantit
pas la solution exacte dû à un e�et enveloppant ainsi, il n'y a aucune certitude que toutes les
valeurs de R comprises dans l'intervalle résultat assurent un fonctionnement dans l'enveloppe
spéci�ée dans le cahier des charges. De plus, le problème de dimensionnement par inversion fait
apparaître plusieurs variables dépendantes comme la sortie et ses dérivées ce qui peut favoriser
cet e�et enveloppant surtout pour les systèmes complexes. En�n, �xer les spéci�cations sur les
trajectoires des dérivées successives des sorties peut s'avérer une tâche heuristique surtout si ces
grandeurs ne permettent pas une interprétation physique claire (exemple : dérivée du jerk,...).
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(a) Spéci�cations de Ω(t)

(b) Spéci�cations de Ω̇(t)

(c) Spéci�cations de Ω̈n(t)

Fig. B.3 � Spéci�cations pour la synthèse paramétrique du moteur à courant continu.





Annexe C

Détermination de la représentation
d'état canonique à partir du modèle
bond graph incertain

Dans cette annexe, nous rappelons la procédure graphique proposée dans les travaux de
Kam et Dauphin-Tanguy [Kam01,Kam05] pour la détermination du modèle d'état canonique
(modèle pour représenter les systèmes linéaires présentant des incertitudes paramétriques) donné
par : {

ẋ(t) = (An + ∆A)x(t) + (Bn + ∆B)u(t)
y(t) = (Cn + ∆C)x(t) + (Dn + ∆D)u(t)

(C.1)

où les matrices An, Bn, Cn et Dn contiennent uniquement les valeurs nominales tandis que les
matrices ∆A, ∆B, ∆C et ∆D regroupent des expressions en fonction des incertitudes ainsi que
des valeurs nominales.

La procédure proposée par Kam et Dauphin-Tanguy [Kam01,Kam05] pour la détermina-
tion graphique du modèle d'état canonique fait appel à la règle de Mason.

Procédure 23. Règle de Mason
Chaque transmittance de la matrice de transfert associée à un modèle bond graph reliant une
variable d'entrée uj et une variable de sortie yi peut être calculée comme suit [Bro72,Dau00] :

tij(s) =

∑
i

Ti(s)Di(s)

D(s)
(C.2)

telle que D(s) = 1−
∑
i

Bi +
∑
i,j

BiBj −
∑
i,j,k

BiBjBk + · · ·

où :
�
∑
i

Bi est la somme des gains des boucles causales entre deux éléments R, C ou I et des

gains des mailles ;
�
∑
i,j

BiBj,
∑
i,j,k

BiBjBk,· · · est la somme des produits 2 à 2, 3 à 3, etc... des gains des boucles

causales disjointes (cf. dé�nition 20, annexe A) ;
� Ti(s) est le gain de l'ième chemin causal E/S ;
� Di(s) se calcule de la même manière que D(s) mais en ne considérant que les boucles
causales disjointes de l'ième chemin causal E/S.

D(s) et Di(s) sont désignés respectivement par le déterminant et le déterminant réduit de Ma-
son.
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La détermination graphique du modèle d'état canonique se fait à partir de la représentation
bond graph canonique décrite dans la section 2.1.3 du chapitre 2 et ce, à partir de la procédure
suivante :

Procédure 24. Les di�érentes matrices de la représentation d'état canonique C.1 sont détermi-
nées à partir de la représentation bond graph canonique comme suit [Kam01,Kam05] :

An = A1

∆A = A1[W − I] + KAMQAW

Bn = B1

∆B = KBMQB

Cn = C1

∆C = C1[W − I] + KCMQCW

Dn = D1

∆D = KDMQD

(C.3)

où :
� les coe�cients a1ij (resp. b1ij , c1ij , d1ij ) de la matrice de A1 (resp. B1, C1, D1) sont
calculés de sorte que seuls les éléments nominaux sont considérés et tels que :

a1ij =
∑

kO|ωk(ẋj ,ẋi)=1

G̃nk(xj , ẋi)

b1ij =
∑

kO|ωk(uj ,ẋi)=0

G̃nk(uj , ẋi)

c1ij =
∑

kO|ωk(ẋj ,yi)=1

G̃nk(ẋj , yi)

d1ij =
∑

kO|ωk(uj ,yi)=0

G̃nk(uj , yi)

avec G̃nk(υi, υj) correspond au gain statique du chemin causal kO existant entre les variables
υi et υj et dont l'ordre est ωk(υi, υj).

� pour le calcul des coe�cients des autres matrices, les incertitudes sont prises en considé-
ration :

� les coe�cients mij (resp. wij) de la matrice de M (resp. W) sont calculés de sorte que :mii = detRii
detR

mij = 0 pour i 6= jwii = detdii
detd

wij = 0 pour i 6= j

avec detR (resp. detd) le déterminant de Mason calculé sur le modèle avec les boucles
causales1 uniquement entre les éléments Rn (resp. In ou Cn en causalité intégrale) et

1Il est à noter que les boucles causales impliquées dans ce calcul sont des boucles algébriques et par conséquent
l'opérateur de Laplace n'intervient pas dans le calcul.
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les éléments ∆R (resp. ∆I ou ∆C), detRii (resp. det
d
ii) le déterminant réduit calculé en

supprimant de detR (resp. detd) les termes associés à ∆Ri (resp. ∆Ci ou ∆Ii) impliqués
dans le chemin causal.

� Les coe�cients kAij (resp. kCij ) de la matrice de KA (resp. KC) sont calculés de sorte
que : 

kAij =
∑
kO

G̃k(∆Rj , xni)g̃(∆Rj)

kCij =
∑
kO

G̃k(∆Rj , yi)g̃(∆Rj)

avec G̃k(∆Rj , xni) (resp. G̃k(∆Rj , yi)) le gain statique du kème chemin causal (passant
par des éléments Rn) allant de l'élément ∆Rj à l'élément de stockage In ou Cn associé
à xni (resp. un détecteur d'e�ort ou de �ux associé à yi), g̃(∆Rj) le gain statique de
l'élément bond graph associé à ∆Rj.

� Les coe�cients qAij (resp. qBij ) de la matrice de QA (resp. QB) sont calculés de sorte
que : 

qAij =
∑
kO

G̃k(xnj ,∆Ri)g̃(xnj )

qBij =
∑
kO

G̃k(uj ,∆Ri)

avec G̃k(xnj ,∆Ri) (resp. G̃k(uj ,∆Ri)) le gain statique du kème chemin causal (passant
par un élément dissipatif Rn) allant de l'élément de stockage In ou Cn associé à xnj
(resp. une source d'e�ort ou de �ux associée à uj) à l'élément associé à ∆Ri. g̃(xnj ) le
gain statique de l'élément bond graph nominal (In ou Cn) associé à xnj .

� KB = KA, KD = KC, QC = QA et QD = QB.





Annexe D

Généralités sur les éléments bond graph
multiport linéaires

Dans cette annexe, nous rappelons quelques généralités sur les éléments multiport dissipatifs
(R) et de stockage d'énergie (I ou C).

D.1 Élément multiport dissipatif linéaire

La relation constitutive d'un élément R linéaire multiport est dé�nie sous la forme suivante :

e−R · f = 0 (D.1)

où R est la matrice constitutive et, e et f sont respectivement les vecteurs d'e�ort et de �ux de
dimension m. Si la causalité résistance est a�ectée à l'élément R multiport (�gure D.1(a)) alors
l'équation D.1 peut s'écrire sous la forme suivante :

e = RR · f

où RR = R. Si une causalité conductance est a�ectée à l'élément R multiport (�gure D.1(b)) et si
la matrice constitutive R est inversible alors l'équation D.1 peut s'écrite sous la forme suivante :

f = RC · e

où RC = R−1. Si la causalité mixte est a�ectée à l'élément R multiport (�gure D.1(c)) alors
l'équation D.1 peut s'écrire comme suit :[

eR

fC

]
= RM ·

[
fR
eC

]

où eR et eC (resp. fR et fC) sont les vecteurs d'e�ort (resp. de �ux) de dimensions l et m − l
respectivement sur les multiports en causalité résistance et conductance.

Dans ce travail, seuls les champs R explicites1 sont considérés, et donc, un élément R multiport
en causalité simple (causalité résistance ou conductance) ou en causalité mixte, obéit au principe
de réciprocité d'Onsager [Ons31, Kar06, Bre82b, Bre08]. Ainsi, quand il est exprimé sous sa
forme résistance ou conductance, RR et RC sont des matrices symétriques (RT

{R,C} = R{R,C})
et, quand une causalité mixte est a�ectée, la matrice RM possède des termes extradiagonaux
antisymétriques. Dans ce dernier cas, la réciprocité d'Onsager peut être désignée par la forme
de Casimir [Kar06]. Les matrices RR, RC et RM sont dé�nies positives selon le second principe
de la thermodynamique.

1Un champ R, I ou C explicite est décrit par un ensemble de n relations. Par contre, un champ R, I ou C implicite
est un ensemble d'éléments 1-port interconnectés par une structure de jonction simple ou généralisée [Kar06].
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(a) (b) (c)

Fig. D.1 � Élément R multiport en causalité (a) résistance, (b) conductance et (c) mixte.

D.2 Élément multiport de stockage d'énergie (I et C) linéaire

La relation constitutive d'un élément C multiport linéaire est dé�nie comme suit :

q−C · e = 0 (D.2)

où C est la matrice constitutive et, e et q sont les vecteurs d'e�ort et de déplacement généralisé
de dimension m. Si la causalité dérivée est a�ectée à l'élément C multiport (�gure D.2(a)), alors
l'équation D.2 peut s'écrire sous la forme suivante :

q = CD · e

où CD = C. Si la causalité intégrale est a�ectée à l'élément C multiport (�gure D.2(b)), alors
l'équation D.2 peut s'écrire sous la forme suivante :

e = CI · q

où CI = C−1. Si une causalité mixte est a�ectée à l'élément C multiport (�gure D.2(c)) alors
l'équation D.2 peut s'écrire sous la forme suivante :[

eI

qD

]
= CM ·

[
qI

eD

]
où eI et eD (resp. qI et qD) sont les vecteurs d'e�ort (resp. de déplacement généralisé) de di-
mensions l et m− l respectivement sur les ports en causalité intégrale et dérivée.

(a) (b) (c)

Fig. D.2 � Élément C multiport en causalité (a) dérivée, (b) intégrale et (c) mixte.

La relation constitutive d'un élément I multiport linéaire peut s'écrire comme suit :

p− I · f = 0 (D.3)

où I est la matrice constitutive et f et p sont respectivement les vecteurs de �ux et de moment gé-
néralisé de dimensionm. Si la causalité dérivée est a�ectée à l'élément I multiport (�gure D.3(a)),
alors l'équation D.3 peut s'écrire sous la forme suivante :

p = ID · f

où ID = I. L'a�ectation de la causalité intégrale à l'élément I multiport (�gure D.3(b)) permet
d'écrire :

f = II · p
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où II = I−1. Si l'élément multiport est en causalité mixte (�gure D.3(c)), alors l'équation D.3
peut s'écrire sous la forme suivante :[

fI
pD

]
= IM ·

[
pI

fD

]

où fI et fD (resp. pI et pD) sont les vecteurs de �ux (resp. de moment généralisé) de dimensions
l et m− l respectivement sur les ports en causalité intégrale et dérivée.

Les relations constitutives des éléments multiport de stockage d'énergie obéissent à la condi-
tion de réciprocité deMaxwell [Bre82b,Bre08] a�n de satisfaire le principe de réversibilité d'un
phénomène de stockage d'énergie. Ainsi, si la causalité simple (causalité dérivée ou intégrale) est
a�ectée à l'élément multiport de stockage d'énergie, alors les matrices C{I,D} et I{I,D} sont symé-
triques. Sinon, si une causalité mixte est a�ectée à l'élément multiport, alors les matrices C{M}
et I{M} possèdent des termes extradiagonaux antisymétriques. Les matrices CD, CI, CM, ID,
II et IM sont dé�nies positives [Bre08].

(a) (b) (c)

Fig. D.3 � Élément I multiport en causalité (a) dérivée, (b) intégrale et (c) mixte.

Remarques :
� le nombre de variables d'état d'un élément multiport de stockage d'énergie est égal au
nombre de ports en causalité intégrale de cet élément,

� dans les travaux de Bideaux et al. [Bid01], les conditions d'existence d'une con�guration
causale ou bicausale d'un élément multiport linéaire ont été établies.





Annexe E

Outils de l'analyse structurelle et
comportementale

Cette annexe a pour objectif de présenter un certain nombre de dé�nitions et de concepts
nécessaires pour la compréhension et la mise en ÷uvre de l'analyse structurelle et comportemen-
tale1 que ce soit par une approche modèle d'état (représentation matricielle et représentation
graphique), ou bien par une approche bond graph.

Hypothèses : De même qu'au chapitre 3 et sauf mention contraire, les hypothèses suivantes
sont posées :

� système linéaire et invariant dans le temps (hypothèse 2, page 16) ;
� système carré (hypothèse 1, page 16) ;

E.1 Algèbre pour l'analyse structurelle et comportementale

Dans cette section, nous proposons quelques notions de base de l'algèbre auxquelles nous
avons fait appel pour établir l'analyse structurelle et comportementale.

La formule de Schur est utilisée pour démontrer le théorème 2 (page 78) permettant le calcul
des ordres des pôles à l'in�ni du modèle inverse à partir des degrés des mineurs de la matrice
système du modèle inverse.

Dé�nition 22. Formule de Schur
Soit une matrice M dé�nie par bloc :

M =

[
M11 M12

M21 M22

]
où M11 et M22 sont des matrices carrées. Si en plus, la matrice M11 est régulière alors le
déterminant de la matrice M peut s'écrire sous la forme suivante :

det(M) = det(M11)det(M22 −M21M11
−1M12)

Les notions de fraction/matrice rationnelle propre permettent la représentation de tout sys-
tème physique et elles sont évoquées tout le long de ce mémoire notamment dans le chapitre 3.

Dé�nition 23. Une fraction rationnelle F(s) = N(s)
D(s) est propre ou encore causale (resp.

strictement propre ou encore strictement causale) si deg(D(s)) ≥ deg(N(s)) (resp. deg(D(s)) >
deg(N(s))) [Ric01].

1L'analyse structurelle et comportementale est évoquée dans le chapitre 1 et développée dans le chapitre 3.
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Dé�nition 24. Le degré d'une fraction rationnelle F(s) = N(s)
D(s) est dé�ni par [Mur00] :

deg(F(s)) = deg(N(s))− deg(D(s)) (E.1)

Dé�nition 25. Une matrice rationnelle (resp. rationnelle propre, rationnelle stricte-
ment propre) est une matrice dont les éléments sont des fractions rationnelles (resp. rationnelles
propres, rationnelles strictement propres) [Ric01].

La factorisation de Smith-McMillan à l'in�ni (théorème 1, page 77) d'une matrice ration-
nelle est utilisée dans le chapitre 3 pour caractériser la structure à l'in�ni d'un modèle donné.
Cette factorisation fait appel aux notions de fraction/matrice rationnelle bipropre.

Dé�nition 26. Une fraction rationnelle est bipropre (ou bicausale) si elle est propre et
d'inverse propre ce qui revient à dire que deg(D(s)) = deg(N(s)) [Ric01].

Dé�nition 27. une matrice bipropre (ou encore bicausale) B(s) est caractérisée par les pro-
priétés équivalentes suivantes [Ric01] :

- det (B(s)) est une fraction rationnelle bicausale non nulle,

- det
(

lim
s→∞

B(s)
)

= lim
s→∞

det (B(s)) est une constante non nulle,

- B(s) = B0 + P(s) avec B0 matrice constante inversible et P(s) strictement propre.

Les matrices bipropres sont utilisées dans la section 3.1.1 du chapitre 3 pour proposer une nouvelle
méthode de calcul des ordres relatifs.

E.2 Approche modèle d'état

Dans cette section, nous rappelons quelques outils de base pour établir l'analyse structurelle
et comportementale par approche modèle d'état sous forme matricielle et graphique.

E.2.1 Représentation matricielle

Considérons Σ le système linéaire, carré et invariant dans le temps suivant :

Σ :

{
ẋ = Ax + Bu
y = Cx

(E.2)

où x ∈ Rn est le vecteur d'état et u ∈ Rm (resp. y ∈ Rm) est le vecteur d'entrée (resp. de sortie) .

Dé�nition 28. Le polynôme caractéristique d'une matrice A ∈ Rn×n est égal à det(sI−A).
Il peut s'écrire sous la forme [Gan66,Ric01] :

PA(s) = sn +
n∑
i=1

αis
n−i (E.3)
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Dé�nition 29. La matrice système P(s) associée au système Σ (système d'équations E.2) est
une matrice polynomiale de dimension (n+m)× (n+m) et dé�nie par2 :

P(s) =

[
sI−A −B

C 0

]
(E.4)

La notion de découplabilité du système linéaire Σ par retour d'état statique est abordée dans
le chapitre 3. Un problème de découplage par retour d'état consiste à trouver un contrôleur
régi, dans le domaine de Laplace, par l'équation u(t) = Kx(t) + Lv(t) (K est une matrice
constante et L est une matrice constante non singulière) telle que chaque variable d'entrée ui
commande une variable de sortie yj sans a�ecter les autres variables de sortie. Dans ce qui suit,
nous présentons deux critères permettant la véri�cation de la découplabilité d'un système linéaire
et invariant dans le temps.

Critère de découplabilité 1. Le système linéaire Σ dé�ni par le triplet (A,B,C) est découp-
lable par un retour d'état statique de la forme u(t) = Kx(t) + Lv(t) (L est une matrice non
singulière) si et seulement si [Dio93] :

m∑
j=1

nj =
m∑
j=1

n′j (E.5)

où :
� {n1, . . . , nm} sont les m ordres des zéros à l'in�ni de (A,B,C),
� n′j est l'ordre du zéro à l'in�ni de (A,B, cj) où cj est la jème ligne de C. n′j désigne l'ordre
relatif associé à la sortie yj.

Critère de découplabilité 2. Le système linéaire Σ dé�ni par le triplet (A,B,C) est découp-
lable par un retour d'état statique de la forme u(t) = Kx(t) + Lv(t) (L est une matrice non
singulière) si et seulement si [Com86] :

nje = n′j ∀ j = {1, . . . ,m} (E.6)

où nje (resp. n′j) est l'ordre d'essentialité (resp. ordre relatif) associé à la sortie yj.

Le découplage et l'inversibilité sont deux concepts étroitement liés. En e�et l'inversibilité
d'un modèle est une condition nécessaire mais non su�sante de la découplabilité du système.
Gilbert [Gil69] a montré qu'il existe une classe de systèmes inversibles et non découplables par
retour d'état statique. Une extension dynamique est nécessaire pour assurer la découplabilité de
ce type de systèmes. On parle alors de découplage par retour d'état dynamique. Dans ce cas, la
matrice K dépend de l'opérateur de Laplace s et l'ordre d'essentialité associé à la sortie yj est
strictement supérieur au degré relatif associé. Pour plus de détails sur le problème de découplage,
le lecteur peut consulter les références [Fal67,Des82,Com82,Com86,Com93b,Dio93].

2Cette matrice est obtenue en écrivant le système d'équations E.2, caractérisant le modèle Σ, dans le domaine
de Laplace : {

sX(s)− x(0) = AX(s) + BU(s)

Y(s) = CX(s)

et en l'exprimant, ensuite, sous la forme suivante :[
sI−A B
−C 0

][
X(s)
−U(s)

]
=

[
x(0)
−Y(s)

]
D'autres références dé�nissent la matrice système (appelée aussi matrice de Rosenbrock) telle que P(s) =[
sI−A B
−C 0

]
. Cependant, ceci ne change rien quant à la valeur de son déterminant.
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E.2.2 Représentation graphique : digraphe

Un modèle d'état linéaire et invariant dans le temps peut s'exprimer sous une forme matricielle
ou sous une forme graphique grâce à une représentation digraphe (cf. section 1.5.1 du chapitre
1). Dans ce paragraphe, nous présentons les notions de base de cette représentation qui servent
dans la section 3.1 du chapitre 3 pour exploiter un modèle digraphe associé à un modèle inverse.

Dé�nition 30. Un chemin (orienté) est une séquence d'arcs orientés dans le même sens et où
le sommet de départ de l'arc suivant correspond au sommet d'arrivée de l'arc précédent [Yam85,
Rei88].

Dé�nition 31. Un chemin orienté entrée/sortie (E/S) est un chemin orienté dont le som-
met de départ correspond à une entrée du modèle et le sommet d'arrivée correspond à une sor-
tie [Yam85,Com93b].

Dé�nition 32. Le poids d'un chemin est égal au produit des poids de tous les arcs composant
la séquence [Yam85].

A�n de calculer graphiquement le déterminant d'une matrice et notamment le déterminant
de la matrice système, Reinschke [Rei88] a également introduit des arcs de retour sur la repré-
sentation digraphe et a proposé d'étudier ensuite les familles de cycles comportant ces arcs de
retour.

Dé�nition 33. Un arc de retour est un arc de poids (-1) entre un sommet associé à une sortie
et un sommet associé à une entrée [Rei88].

Dé�nition 34. Un cycle digraphe est un chemin dont les sommets de départ et d'arrivée
coïncident [Rei88].

Dé�nition 35. Le poids d'un cycle est égal au poids du chemin orienté fermé correspon-
dant. [Rei88].

Dé�nition 36. Deux cycles sont dits disjoints s'ils n'ont aucun sommet ni arc en com-
mun [Rei88].

Dé�nition 37. Une famille de cycles est un ensemble de cycles disjoints [Rei88].

Dé�nition 38. Le poids d'une famille de cycles est égal au produit des poids des cycles
digraphes composant la famille considérée [Rei88].

E.3 Approche bond graph

Dans cette section, nous proposons de donner les outils nécessaires pour l'analyse d'un modèle
bond graph puis de présenter les procédures permettant le passage d'un modèle bond graph à
une représentation d'état (sous forme matricielle ou graphique). Ensuite, nous rappelons les
concepts nécessaires pour déterminer à partir d'un modèle bond graph (causal ou bicausal) le
déterminant de la matrice système associée. En�n, nous présentons des procédures graphiques
pour la détermination de certaines propriétés structurelles (la commandabilité et l'observabilité).

E.3.1 Analyse d'un modèle bond graph

Dans ce paragraphe, nous présentons les propriétés d'un modèle bond graph qui permettent
de mener l'analyse structurelle et comportementale. La notion de chemin causal a été présentée
dans l'annexe A.
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Dé�nition 39. Sur un modèle bond graph causal ou bicausal, la longueur l(υi, υj) d'un chemin
causal entre les variables υi et υj est égale au nombre d'éléments de stockage d'énergie en
causalité intégrale rencontrés le long de ce chemin. L'existence d'éléments de stockage d'énergie
en causalité dérivée laisse la longueur inchangée [Rah92].

Dé�nition 40. L'ordre ω(υi, υj) d'un chemin causal entre deux variables υi et υj est dé�ni
par [Wu 95,Ngw97] :

ω(υi, υj) = nI − nD

où nI (resp. nD) est le nombre d'éléments de stockage d'énergie en causalité intégrale (resp.
dérivée) rencontrés le long de ce chemin.

Dans les travaux de Bertrand et al. [Ber97b, Ber97a], cet ordre a été désigné par longueur
généralisée.

Dé�nition 41. Sur un modèle bond graph, la longueur d'un ensemble de chemins causaux
est égal à la somme des longueurs de tous les chemins constituant cet ensemble [Rah93].

Dé�nition 42. Sur un modèle bond graph, l'ordre d'un ensemble de chemins causaux
disjoints est égal à la somme des ordres de tous les chemins constituant cet ensemble [Ngw97].

Dé�nition 43. Deux chemins causaux sont dits di�érents si et seulement s'ils ne possèdent
aucun élément de stockage d'énergie en causalité intégrale en commun [Rah92,Rah93].

Ainsi, deux chemins causaux disjoints (cf. dé�nition 20, annexe A) sont nécessairement di�érents.
Cependant, la réciproque n'est pas toujours véri�ée.

L'ordre d'un système d'équations associé à un modèle bond graph est donné par la dé�ni-
tion 44 et l'ordre d'un modèle bond graph est donné par la dé�nition 45.

Dé�nition 44. L'ordre d'un système d'équations représenté par un modèle bond graph est
donné par nI(I)−nI(D) où nI(I) (resp. nI(D)) représente le nombre d'éléments de stockage d'éner-
gie en causalité intégrale lorsque le modèle bond graph est en causalité préférentielle intégrale
(resp. dérivée). Cet ordre correspond au nombre de variables d'état dynamiquement indépen-
dantes. Ainsi, il correspond également au rang de la matrice d'état correspondante A pour un
modèle associé à un système linéaire et invariant dans le temps [Ngw97,Van94].

Dé�nition 45. L'ordre d'un modèle bond graph est égal au nombre nI(I) d'éléments de
stockage d'énergie en causalité intégrale lorsque le modèle est en causalité préférentielle intégrale.
Ce nombre correspond à la dimension du vecteur d'état et donc au nombre de conditions initiales
pour la solution du modèle d'état associé. Il est égal au nombre de variables d'état qui sont
statiquement indépendantes [Ngw97].

L'analyse comportementale par approche bond graph tient compte des gains des chemins
causaux. Ces gains se calculent en fonction des transmittances des éléments bond graph passifs.
Le tableau E.1 présente ces transmittances selon la causalité a�ectée et ce, dans le cas linéaire.

Dé�nition 46. Le gain Gk(s) (resp. gain statique G̃k) d'un chemin causal est dé�ni par [Bor92,
Rah93,Rah96,Dau00] :

Gk(s) = (−1)n0+n1
∏
i

(mi)ki
∏
j

(rj)lj
∏
e

ge(s) (E.7)

où :
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Tab. E.1 � Transmittances des éléments passifs linéaires 1-port.

Élément bond graph Causalité Gain Gain statique

R Résistance R R

Conductance 1
R

1
R

I Intégrale 1
Is

1
I

Dérivée Is I

C Intégrale 1
Cs

1
C

Dérivée Cs C

� n0 (resp. n1) correspond au nombre total de changement d'orientation des liens au niveau
des jonctions 0 (resp. des jonctions 1) quand la variable de �ux (resp. d'e�ort) est suivie,

� mi (resp. rj) correspond au module du ième élément TF (resp. jème élément GY ) rencontré
le long du chemin causal, avec ki = ±1 (resp. li = ±1) suivant la causalité du ième élément
TF (resp. jème élément GY ) rencontré le long du chemin causal,

�
∏
e ge(s) correspond au produit des gains ge(s) (resp. gains statiques ge) des éléments R, I

et C rencontrés le long du chemin causal3. Si aucun de ces éléments n'intervient dans ce
chemin causal alors ge(s) (resp. ge) vaut 1.

E.3.2 Détermination du modèle d'état à partir du modèle bond graph

La détermination du modèle d'état associé à un modèle bond graph est possible que ce soit
sous forme d'une représentation matricielle ou bien d'un digraphe.

Représentation matricielle

Une fois que la causalité préférentielle intégrale est a�ectée au modèle bond graph (procédure
SCAP, annexe A), le modèle d'état peut être obtenu par calcul des gains des chemins causaux.

Procédure 25. Soit un modèle bond graph en causalité préférentielle intégrale représentant un
système linéaire et invariant dans le temps et qui ne présente ni boucle algébrique4, ni élément
de stockage en causalité dérivée. Le modèle d'état associé s'écrit sous la forme suivante [Ngw97,
Dau00,Kar06] :

Σ :

{
ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t) + Du(t)

(E.8)

où :
� x(t) est le vecteur d'état constitué des variables d'énergie associées aux éléments de stockage
d'énergie en causalité intégrale (x(t) ∈ RnI(I)) ;

� u(t) (resp. y(t)) est constitué des variables d'entrée (resp. de sortie) associées aux éléments
sources (resp. détecteurs).

Les coe�cients des matrices A, B, C et D sont calculés comme suit :

3Le tableau E.1 présente les valeurs des gains selon la causalité a�ectée.
4Une boucle algébrique correspond sur un modèle bond graph à une boucle causale d'ordre 0.
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aij =
∑

kO|ωk(ẋj ,ẋi)=1

G̃k(ẋj , ẋi)

bij =
∑

kO|ωk(uj ,ẋi)=0

G̃k(uj , ẋi)

cij =
∑

kO|ωk(ẋj ,yi)=1

G̃k(ẋj , yi)

dij =
∑

kO|ωk(uj ,yi)=0

G̃k(uj , yi)

où G̃k(υi, υj) correspond au gain statique du chemin causal kO existant entre les variables υi et
υj et dont l'ordre est ωk(υi, υj).

Remarques :
� Rahmani et Dauphin-Tanguy [Rah98] ont montré que la procédure précédente peut être
étendue aux modèles bond graph présentant des éléments de stockage d'énergie en causalité
dérivée (lorsque les modèles sont en causalité préférentielle intégrale).

� La procédure 25 a été énoncée dans le cas de modèles bond graph ne présentant pas de
boucle algébrique. Cependant, pour préciser les ré�exions de Ngwompo [Ngw97], Jar-
din [Jar10] a proposé une extension de cette procédure pour tenir compte de l'existence
de boucles algébriques résolubles (l'hypothèse d'absence d'éléments de stockage d'énergie
en causalité dérivée est conservée). En e�et, la di�érence réside dans l'étude de chemins
causaux qui ne sont plus uniquement des chemins élémentaires (dé�nition 47) mais aussi
des chemins généralisés (dé�nition 48) : la détermination des coe�cients matriciels doit
tenir compte des chemins causaux passant une in�nité de fois dans les boucles algébriques.
Dans ce cas, la limite de la série des gains statiques de ces chemins est calculée. Considérons
comme exemple un chemin causal élémentaire kO entre deux variables υi et υj d'ordre ωk,
de gain statique G̃k et possédant une variable commune (autre que la variable d'arrivée
υj) avec une boucle algébrique de gain G̃0. Il existe alors une in�nité de chemins causaux
entre les variables υi et υj telle que la somme des gains statiques associés est donnée par
∞∑
l=0

G̃k
(
G̃0

)l
=

G̃k

1− G̃0

.

Dé�nition 47. Un chemin causal (resp. un cycle causal) est dit élémentaire si et seulement
si, dans la suite ordonnée de variables qui le caractérise, chaque variable (d'e�ort ou de �ux)
n'apparaît qu'une seule et unique fois [Jar10].

Dé�nition 48. Un chemin causal (resp. un cycle causal) est dit généralisé si et seulement
si, dans la suite ordonnée de variables qui le caractérise, au moins une variable (d'e�ort ou de
�ux) apparaît plusieurs fois [Jar10].

Représentation graphique

Deux procédures ont été présentées par Rahmani [Rah93] pour e�ectuer le passage d'un
modèle bond graph à un modèle digraphe :

� la première procédure consiste à déterminer le modèle d'état à partir du modèle bond
graph (cf. procédure 25) et à en déduire ensuite le digraphe correspondant (cf. section 1.5.1,
chapitre 1),

� la seconde procédure consiste à déterminer le digraphe correspondant directement à partir
du modèle bond graph en étudiant les chemins causaux appropriés et leurs gains statiques
(procédure 26).
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Procédure 26. Soit un modèle bond graph en causalité préférentielle intégrale représentant un
système linéaire et invariant dans le temps, et qui ne présente ni boucle causale entre deux
éléments R, ni élément de stockage en causalité dérivée. Le digraphe correspondant est obtenu en
appliquant les règles suivantes [Rah93] :

1. Chaque variable d'énergie associée à un élément de stockage d'énergie en causalité intégrale,
chaque variable d'entrée associée à une source d'e�ort ou de �ux et chaque variable de sortie
associée à un détecteur d'e�ort ou de �ux sont respectivement représentées par un sommet
d'état xi, d'entrée ui et de sortie yi sur le digraphe.

2. Un chemin causal d'ordre 1 reliant une variable d'énergie xi associée à un élément de
stockage d'énergie en causalité intégrale à une autre variable d'énergie xj associée à un
élément distinct de stockage d'énergie en causalité intégrale est représenté par un arc reliant
le sommet d'état xi au sommet d'état xj.

3. Un chemin causal d'ordre 1 reliant une variable d'énergie xi associée à un élément de
stockage d'énergie en causalité intégrale à elle-même (boucle causale) est représenté par un
arc reliant le sommet d'état correspondant xi à lui-même (boucle).

4. Un chemin causal d'ordre 0 reliant une variable d'entrée ui associée à une source à une
variable d'énergie xj associée à un élément de stockage d'énergie en causalité intégrale est
représenté par un arc reliant le sommet d'entrée ui au sommet d'état xj.

5. Un chemin causal d'ordre 0 reliant une variable d'énergie xi associée à un élément de
stockage d'énergie en causalité intégrale à une variable de sortie yj associée à un détecteur
est représenté par un arc reliant le sommet d'état xi au sommet de sortie yj.

6. Un chemin causal d'ordre 0 reliant une variable d'entrée ui associée à une source à une
variable de sortie yj associée à un détecteur est représenté par un arc reliant le sommet
d'entrée ui au sommet de sortie yj.

7. Chaque arc a un poids égal au gain statique du chemin causal à partir duquel il a été
construit.

Remarques :
� Lorsque plusieurs chemins causaux existent entre deux variables υi et υj , deux cas de �gure
peuvent se présenter :
� soit la somme de leurs gains statiques est nulle et dans ce cas, aucun arc n'est à ajouter
sur le digraphe correspondant,

� soit la somme de leurs gains statiques est non nulle et dans ce cas, le poids de cet arc
est égal à cette somme.

� La détermination du modèle bond graph à partir d'un modèle digraphe n'est pas aussi évi-
dente parce que la représentation digraphe (ainsi que la représentation matricielle) globalise
un certain nombre d'informations telles que les phénomènes énergétiques apparaissant dans
le système et la manière dont ils sont interconnectés. Par conséquent, si aucune autre in-
formation n'est ajoutée, la traduction de cette représentation d'état en un modèle bond
graph peut aboutir à plusieurs modèles bond graph possibles.

E.3.3 Détermination graphique du déterminant de la matrice système

Dans cette section, nous présentons les concepts bond graph qui permettent de calculer le
déterminant de la matrice système (du modèle direct ou inverse) à partir d'un modèle bond
graph (causal ou bicausal). Ces concepts sont utilisés dans la section 3.1 du chapitre 3.

Dé�nition 49. Un cycle causal est un chemin causal fermé qui peut contenir plusieurs éléments
de stockage d'énergie distincts [Rah93,Van94].

Dé�nition 50. Le gain (resp. gain statique) d'un cycle causal est égal au gain (resp. gain
statique) du chemin causal fermé correspondant [Rah93].
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Dé�nition 51. Deux cycles causaux sont dits di�érents s'ils ne possèdent aucun élément de
stockage d'énergie en causalité intégrale en commun [Rah93].

Dé�nition 52. Une famille bond graph est un ensemble de cycles causaux et de chemins
causaux E/S di�érents [Jar10].

Dé�nition 53. Le gain (resp. gain statique) d'une famille bond graph est égal au produit
des gains (resp. des gains statiques) des cycles et des chemins causaux contenus dans la famille
en question [Jar10].

Dé�nition 54. La longueur d'un cycle causal (resp. d'une famille bond graph) est égal au
nombre d'éléments de stockage d'énergie en causalité intégrale rencontrés le long de ce cycle (resp.
contenus dans cette famille) [Rah93].

Dé�nition 55. L'ordre d'un cycle causal (resp. d'une famille bond graph) est égal à la di�é-
rence entre le nombre d'éléments de stockage d'énergie en causalité intégrale et le nombre d'élé-
ments de stockage d'énergie en causalité dérivée rencontrés le long de ce cycle (resp. contenus
dans cette famille) [Rah93].

Remarque : la notion de cycle causal est une généralisation de la notion de boucle causale qui
elle, ne pouvait contenir au maximum que deux éléments de stockage d'énergie (dé�nition 18,
annexe A).

Deux procédures (procédures 27 et 29) existent dans la littérature pour déterminer, à partir
d'un modèle bond graph causal, le déterminant de la matrice système du modèle d'état Σ. Ces
procédures ont été évoquées dans la section 3.1, du chapitre 3.

Procédure 27. Le déterminant de la matrice système P (s) est donné par l'expression sui-
vante [Rah93,Ber97a] :

det(P(s)) =
q∑
i=1

(−1)σEi G̃EiPR,Ei(s) (E.9)

où, sur le modèle bond graph en causalité préférentielle intégrale :
� q est le nombre d'ensembles de m chemins causaux E/S di�érents,
� G̃Ei est le produit des gains statiques des m chemins causaux appartenant à l'ensemble εi,
� PR,Ei(s) est le polynôme caractéristique du bond graph réduit associé à l'ensemble Ei,
� σEi est le nombre de permutations nécessaires pour ordonner les sorties de l'ensemble Ei
dans l'ordre du vecteur de sortie initial quand les m chemins causaux de l'ensemble Ei sont
ordonnés dans l'ordre du vecteur d'entrée initial.

Un résultat identique est obtenu quelle que soit la numérotation choisie pour les ensembles Ei de
m chemins causaux E/S di�érents. La notion de modèle bong graph réduit a été introduite par
Rahmani [Rah93] et détaillée par Bertrand [Ber97a].

Dé�nition 56. Soit un modèle bond graph possédant un ensemble Ek de chemins causaux E/S
di�érents. Le modèle bond graph réduit est le modèle bond graph obtenu en supprimant tous
les éléments en causalité intégrale contenus dans cet ensemble Ek [Rah93,Ber97a].

Le polynôme caractéristique du modèle bond graph réduit est calculé suivant la procédure 28.

Procédure 28. La valeur de chaque coe�cient αi (1 ≤ i ≤ n) du polynôme caractéristique
PA(s) peut être déterminée à partir du modèle bond graph comme suit [Rah93] :

αi =
nFi∑
k=1

(−1)dkG̃Fik (E.10)

où sur le modèle bond graph en causalité préférentielle intégrale :
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� Fik est la kème famille de cycles causaux de longueur i,
� nFi est le nombre des familles de cycles causaux de longueur i,
� G̃Fik est le gain statique de la famille de cycles causaux Fik ,
� dk est le nombre de cycles causaux di�érents contenus dans la famille Fik .

Pour plus de détails sur la construction du modèle bond graph réduit, le lecteur peut consulter
la référence [Ber97a].

La procédure 29 permet d'écrire le déterminant directement sous la forme d'un polynôme en s,
ce qui peut être avantageux dans certains cas et permet d'éviter une manipulation supplémentaire
dans certains développements..

Procédure 29. Sur le modèle bond graph en causalité préférentielle intégrale, le déterminant de
la matrice système P(s) est donné par l'expression suivante [Jar10] :

det(P(s)) =
n∑
k=0

ρ
{m}
k sn−k (E.11)

où :
� n et m correspondent respectivement au nombre d'éléments de stockage d'énergie en cau-
salité intégrale et au nombre d'entrées,

� ρ
{m}
k correspond à la somme des gains statiques des familles bond graph d'ordre k et conte-
nant m chemins causaux E/S BG-di�érents. Dans ce calcul, le gain statique de chaque
famille bond graph doit être multiplié par (−1)d où d est le nombre de cycles contenus
dans la famille bond graph. Le gain statique de chaque famille doit également être multiplié
par (−1)σk où σk est le nombre de permutations nécessaires pour ordonner les sorties dans
l'ordre du vecteur de sortie initial quand les m chemins causaux de la famille sont ordonnés
dans l'ordre du vecteur d'entrée initial.

E.3.4 Commandabilité et observabilité structurelles

Dans cette section, nous proposons de rappeler les procédures graphiques permettant de
conclure sur certaines propriétés structurelles d'un modèle : propreté, commandabilité et obser-
vabilité. Ces propriétés sont évoquées dans le chapitre 2.

Procédure 30. Un système linéaire invariant dans le temps est propre si le modèle bond graph
associé ne contient aucun élément de stockage d'énergie en causalité dérivée lorsque le modèle
bond graph est en causalité préférentielle intégrale et réciproquement [Sue89,Sue91,Dau00].

Procédure 31. Un modèle bond graph est structurellement commandable en état si et seulement
si les deux conditions suivantes sont respectées [Sue89,Sue91,Dau00] :

1. Sur le modèle bond graph en causalité intégrale, il existe un chemin causal entre tous les
éléments de stockage d'énergie (I et C) en causalité intégrale et une source de commande
MSe ou MSf . Cette condition est équivalente à la condition d'atteignabilité.

2. Tous les éléments de stockage d'énergie (I et C) admettent une causalité dérivée sur le
modèle bond graph en causalité dérivée. Si des éléments de stockage d'énergie (I ou C)
restent en causalité intégrale, la dualisation des sources de commande MSe et MSf doit
permettre de les mettre en causalité dérivée.

Procédure 32. Un modèle bond graph est structurellement observable en état si et seulement si
les deux conditions suivantes sont respectées [Sue89,Sue91,Dau00] :

1. Sur le modèle bond graph en causalité intégrale, il existe un chemin causal entre tous les
éléments de stockage d'énergie (I et C) en causalité intégrale et un détecteur (De ou Df ).
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2. Tous les éléments de stockage d'énergie (I et C) admettent une causalité dérivée sur le
modèle bond graph en causalité dérivée. Si des éléments de stockage d'énergie (I ou C)
restent en causalité intégrale, la dualisation des détecteurs De et Df doit permettre de les
mettre en causalité dérivée.

Remarques :
� Dualiser une source ou un détecteur consiste à inverser sa causalité. Par exemple, dualiser
une source d'e�ort MSe revient à la rendre une source de �ux MSf .

� Pour les procédures 31 et 32, nous supposons que la commande apparaît uniquement comme
une modulation sur les sources de commande MSe et MSf du modèle bond graph et non
comme une modulation d'éléments R par exemple.

� Les procédures 30, 31 et 32 représentent des conditions su�santes.





Annexe F

Analyse comportementale à partir du
modèle bond graph

Dans le troisième chapitre, des contributions à l'analyse structurelle, notamment à la détermi-
nation graphique des ordres des pôles à l'in�ni, des ordres relatifs et des ordres d'essentialité,
établies à partir du modèle bond graph inverse ont été présentées. Après un rappel sur les
résultats de l'analyse comportementale menée sur le modèle bond graph direct, cette annexe
présente l'extension de ces contributions au niveau de l'analyse comportemental.

F.1 Analyse comportementale à partir du modèle bond graph
direct

Nous proposons dans cette section de rappeler les procédures graphiques établies au niveau
de l'analyse comportemental pour la détermination des ordres des zéros à l'in�ni, des ordres
relatifs et des ordres d'essentialité à partir du modèle bond graph direct.

F.1.1 Ordres des zéros à l'in�ni

Le nombre des zéros à l'in�ni peut être calculé au niveau d'analyse comportemental selon
la procédure 9 (page 88). À ce niveau d'analyse, les ordres de ces zéros sont donnés par la
procédure 33.

Procédure 33. niveau d'analyse comportemental
Les ordres des zéros à l'in�ni peuvent être calculés de sorte que [Jar10] :{

n1 = L1

ni = Li − Li−1

(F.1)

et tels que, sur le modèle bond graph en causalité préférentielle intégrale :

Li = min
j1, . . . , ji ∈ (J1,mK)i

h1, . . . , hi ∈ (J1,mK)i

 min
l
j1,...,ji
h1,...,hi

∈(J0,nK)

lj1,...,jih1,...,hi
| ρ

{
i
j1,...,ji
h1,...,hi

}
l
j1,...,ji
h1,...,hi

6= 0




où :
� n et m sont respectivement le nombre d'éléments de stockage d'énergie en causalité intégrale
et le nombre d'entrées ;

� ρ

{
i
j1,...,ji
h1,...,hi

}
l
j1,...,ji
h1,...,hi

correspond à la somme des gains statiques des familles bond graph de longueur

`j1,...,jih1,...,hi
et contenant comme chemins causaux uniquement i chemins causaux E/S di�é-

rents entre les variables d'entrée uj1 , . . . , uji et des variables de sortie yh1 , . . . , yhi . Dans ce
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calcul, le gain statique de chaque famille bond graph doit être multiplié par (−1)d où d étant
le nombre de cycles contenus dans la famille bond graph. Le gain statique doit également
être multiplié par (−1)σk où σk est le nombre de permutations nécessaires pour ordonner
les sorties yh1 , . . . , yhi dans l'ordre du vecteur de sortie initial quand les i chemins causaux
de la famille bond graph sont ordonnés dans l'ordre du vecteur d'entrée initial.

Remarques :
� Cette procédure permet de classer les ordres des zéros à l'in�ni dans l'ordre croissant.
� Les notions de cycle causal, de famille bond graph etc... utilisées dans la procédure 33 ont
été présentées dans la section E.3 de l'annexe E.

� Le calcul des ordres des zéros à l'in�ni implique les chemins causaux E/S di�érents et non
uniquement les chemins causaux E/S disjoints (que ce soit au niveau BG-structurel ou
comportemental) [Jar10].

F.1.2 Ordre relatif

Au niveau de l'analyse comportemental, les ordres relatifs peuvent être déduits du modèle
bond graph en causalité préférentielle intégrale et ce, en appliquant la procédure 34.

Procédure 34. niveau d'analyse comportemental
Sur un modèle bond graph en causalité préférentielle intégrale, l'ordre relatif n′i de la sortie yi
peut être calculé de sorte que [Jar10] :

n′i = min

ωk |
∑

lO|ωl(uj ,yi)=ωk

G̃l(uj , yi) 6= 0

 (F.2)

où G̃l(uj , yi) est le gain statique du chemin causal lO d'ordre ωl entre une entrée uj et la sortie
yi.

F.1.3 Odres d'essentialité

Au niveau de l'analyse comportemental, les ordres d'essentialité peuvent être déterminés à
partir du du modèle bond graph en causalité préférentielle intégrale et ce, en appliquant la
procédure 35.

Procédure 35. niveau d'analyse comportemental
Sur un modèle bond graph en causalité préférentielle intégrale, l'ordre d'essentialité nie de la
sortie yi peut être calculé comme suit [Jar10] :

nie = Lm − L(i)
m−1 (F.3)

où :
� sur le modèle bond graph initial :

Lm = min
j1, . . . , jm ∈ (J1,mK)m

h1, . . . , hm ∈ (J1,mK)m

 min
`
j1,...,jm
h1,...,hm

∈(J0,nK)

`j1,...,jmh1,...,hm
| ρ

{
i
j1,...,jm
h1,...,hm

}
`
j1,...,jm
h1,...,hm

6= 0




� sur le modèle bond graph obtenu en supprimant du modèle bond graph initial son ième

détecteur :

L
(i)
m−1 = min

j1, . . . , jm−1 ∈ (J1,mK \ {i})m−1

h1, . . . , hm−1 ∈ (J1,mK \ {i})m−1

 min
`
j1,...,jm−1
h1,...,hm−1

∈(J0,nK)

`j1,...,jm−1

h1,...,hm−1
| ρ

{
i
j1,...,jm−1
h1,...,hm−1

}
`
j1,...,jm−1
h1,...,hm−1

6= 0
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où :
� n et m sont respectivement le nombre d'éléments de stockage d'énergie en causalité intégrale
et le nombre d'entrées ;

� ρ

{
i
j1,...,jm
h1,...,hm

}
`
j1,...,jm
h1,...,hm

(resp. ρ

{
i
j1,...,jm−1
h1,...,hm−1

}
`
j1,...,jm−1
h1,...,hm−1

) correspond à la somme des gains statiques des familles

bond graph de longueur `j1,...,jm−1

h1,...,hm−1
(resp. `j1,...,jm−1

h1,...,hm−1
) et contenant m (resp. m−1) chemins

causaux E/S di�érents entre les variables d'entrée uj1 , . . . , ujm (resp. uj1 , . . . , ujm−1) et les
variables de sortie yh1 , . . . , yhm (resp. yh1 , . . . , yhm−1). Dans ce calcul, le gain statique de
chaque famille bond graph doit être multiplié par (−1)d où d étant le nombre de cycles conte-
nus dans la famille bond graph. Le gain statique doit également être multiplié par (−1)σk où
σk est le nombre de permutations nécessaires pour ordonner les sorties yh1 , . . . , yhm (resp.
yh1 , . . . , yhm−1) dans l'ordre du vecteur de sortie initial quand les m (resp. m− 1) chemins
causaux de la famille bond graph sont ordonnés dans l'ordre du vecteur d'entrée initial.

Remarque : les résultats sur les exemples étudiés dans la section 3.1.2 pour illustrer les procédures
bond graph pour la détermination des ordres d'essentialité à partir du modèle direct Σ restent
valables puisqu'ils concernent des cas où les ensembles des chemins causaux étudiés correspondent

à des coe�cients ρ

{
i
j1,...,jm
h1,...,hm

}
`
j1,...,jm
h1,...,hm

et ρ

{
i
j1,...,jm−1
h1,...,hm−1

}
`
j1,...,jm−1
h1,...,hm−1

di�érents de 0.

F.2 Analyse comportementale à partir du modèle bond graph
inverse

Dans cette section, nous proposons l'extension, au niveau de l'analyse comportemental, les
procédures données dans le troisième chapitre pour la détermination graphique des ordres des
pôles à l'in�ni, des ordres relatifs et des ordres d'essentialité.

F.2.1 Ordres des pôles à l'in�ni

D'après le théorème 1 (page 77), les ordres des pôles à l'in�ni peuvent être calculés en fonction
des degrés des mineurs de la matrice de transfert Tinv(s). La procédure 15 du chapitre 2 permet
la détermination graphique du plus haut degré des mineurs d'ordre i de la matrice de trans-
fert Tinv(s) du modèle inverse et ce, au niveau d'analyse BG-structurel. Au niveau d'analyse
comportemental, ce degré est déterminé graphiquement par la procédure 36.

Procédure 36. niveau d'analyse Comportemental
Soit δi le plus haut degré des mineurs d'ordre i de Tinv(s), alors

∀i ∈ {1 . . .m}, δi = −Li (F.4)

tel que sur le modèle bond graph bicausal :

Li = min
j1, . . . , ji ∈ (J1,mK)i

h1, . . . , hi ∈ (J1,mK)i

 min
ω
j1,...,ji
h1,...,hi

∈(J−nD,ninvK)

ωj1,...,jih1,...,hi
| ρ

{
i
j1,...,ji
h1,...,hi

}
ω
j1,...,ji
h1,...,hi

6= 0




où :
� m est le nombre d'entrées ;
� ninv et nD sont respectivement le nombre d'éléments de stockage d'énergie en causalité
intégrale et le nombre d'éléments de stockage d'énergie en causalité dérivée ;
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� ρ

{
i
j1,...,ji
h1,...,hi

}
ω
j1,...,ji
h1,...,hi

correspond à la somme des gains statiques des familles bond graph d'ordre

ωj1,...,jih1,...,hi
et contenant uniquement i chemins causaux E/S di�érents entre yj1 , . . . , yji et

uh1 , . . . , uhi . Dans ce calcul, le gain statique de chaque famille bond graph doit être multi-
plié par (−1)d, d étant le nombre de cycles contenus dans la famille bond graph. Le gain
statique de chaque famille doit être multiplié aussi par (−1)σk où σk est le nombre de
permutations nécessaires pour ordonner les sorties dans l'ordre du vecteur de sortie ini-
tial quand les i chemins causaux E/S de la famille sont ordonnés dans l'ordre du vecteur
d'entrée initial.

Démonstration. Soit δi le plus haut degré des mineurs d'ordre i de Tinv(s), βi le plus haut
degré des mineurs d'ordre i de Pinv(s) et Li l'ordre minimal qu'un ensemble de i chemins cau-
saux E/S di�érents puisse avoir sur le modèle bond graph bicausal.

À partir du théorème 2, on a δi = βi − ninv. Chaque βi peut être calculé comme suit :

βi = max
j1, . . . , ji ∈ (J1,mK)i

h1, . . . , hi ∈ (J1,mK)i

{β
i
j1,...,ji
h1,...,hi

}

où β
i
j1,...,ji
h1,...,hi

= deg
(
det

(
Pinv(s)1,...,ninv ,ninv+j1,...,ninv+ji

1,...,ninv ,ninv+h1,...,ninv+hi

))
.

Si det
(
Pinv(s)1,...,ninv ,ninv+j1,...,ninv+ji

1,...,ninv ,ninv+h1,...,ninv+hi

)
= 0 alors ce déterminant n'est pas à considérer pour le

calcul des ordres des zéros à l'in�ni.

Si det
(
Pinv(s)1,...,ninv ,ninv+j1,...,ninv+ji

1,...,ninv ,ninv+h1,...,ninv+hi

)
6= 0 , alors à partir de la procédure 14 :

det
(
Pinv(s)1,...,ninv ,ninv+j1,...,ninv+ji

1,...,ninv ,ninv+h1,...,ninv+hi

)
=

ninv∑
k=−nD

ρ

{
i
j1,...,ji
h1,...,hi

}
k sninv−k

Ainsi :

det
(
Pinv(s)1,...,ninv ,ninv+j1,...,ninv+ji

1,...,ninv ,ninv+h1,...,ninv+hi

)
∼

+∞
ρ

{
i
j1,...,ji
h1,...,hi

}
ω
j1,...,ji
h1,...,hi

s
ninv−Li

j1,...,ji
h1,...,hi

où Li
j1,...,ji
h1,...,hi

est l'ordre minimal qu'une famille bond graph puisse avoir :

Li
j1,...,ji
h1,...,hi

= min
ω
j1,...,ji
h1,...,hi

∈(J−nD,ninvK)

{
ωj1,...,jih1,...,hi

}

avec ωj1,...,jih1,...,hi
l'ordre d'une famille bond graph contenant contient i chemins causaux E/S di�érents

entre yj1 , . . . , yji et uh1 , . . . , uhi . Deux cas de �gure peuvent alors se présenter :

� cas 1 : ρ

{
i
j1,...,ji
h1,...,hi

}
ω
j1,...,ji
h1,...,hi

6= 0

Dans ce cas, β
i
j1,...,ji
h1,...,hi

= deg
(
det

(
P(s)1,...,ninv ,ninv+j1,...,ninv+ji

1,...,ninv ,ninv+h1,...,ninv+hi

))
= ninv − Li

j1,...,ji
h1,...,hi

et

par conséquent δ
i
j1,...,ji
h1,...,hi

= −Lij1,...,jih1,...,hi
. Puisque δi = max

j1, . . . , ji ∈ (J1,mK)i

h1, . . . , hi ∈ (J1,mK)i

{δ
i
j1,...,ji
h1,...,hi

} et Li =

min
ω
j1,...,ji
h1,...,hi

∈(J−nD,ninvK)

{
Li
j1,...,ji
h1,...,hi

}
alors δi = −Li.

� cas 2 : ρ

{
i
j1,...,ji
h1,...,hi

}
ω
j1,...,ji
h1,...,hi

= 0

Dans ce cas, les familles bond graph d'ordre ωj1,...,jih1,...,hi
+ 1 doivent être considérées et le
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coe�cient correspondant ρ

{
i
j1,...,ji
h1,...,hi

}
ω
j1,...,ji
h1,...,hi

+1
est testé. Si ce coe�cient est égal à zéro alors l'ordre

ωj1,...,jih1,...,hi
doit être incrémenté de manière récursive de 1 jusqu'à ce que le coe�cient corres-

pondant soit di�érent de zéro. Alors :

Li
j1,...,ji
h1,...,hi

= min
ω
j1,...,ji
h1,...,hi

∈(J−nD,ninvK)

ωj1,...,jih1,...,hi
| ρ

{
i
j1,...,ji
h1,...,hi

}
ω
j1,...,ji
h1,...,hi

6= 0


et par conséquent δi = −Li où :

Li = min
j1, . . . , ji ∈ (J1,mK)i

h1, . . . , hi ∈ (J1,mK)i

 min
ω
j1,...,ji
h1,...,hi

∈(J−nD,ninvK)

ωj1,...,jih1,...,hi
| ρ

{
i
j1,...,ji
h1,...,hi

}
ω
j1,...,ji
h1,...,hi

6= 0




Ainsi, soit nous restreignons l'étude au niveau d'analyse BG-structurel où les gains des fa-
milles sont supposés indépendants et nous considérons le cas 1 (cf. procédure 15, page 102).
Soit l'étude se place au niveau d'analyse comportementale et le cas 2 est considéré.

Fin de la démonstration.

À partir de la procédure 36 et au niveau d'analyse comportemental, une procédure bond
graph permettant la détermination graphique des ordres des pôles à l'in�ni du modèle inverse
est maintenant déduite.

Procédure 37. niveau d'analyse Comportemental
Le nombre des pôles à l'in�ni est égal à m et chaque ordre d'un pôle à l'in�ni ni peut être
calculé de sorte que : {

n1 = −L1

ni = Li−1 − Li
(F.5)

tel que sur le modèle bond graph bicausal :

Li = min
j1, . . . , ji ∈ (J1,mK)i

h1, . . . , hi ∈ (J1,mK)i

 min
ω
j1,...,ji
h1,...,hi

∈(J−nD,ninvK)

ωj1,...,jih1,...,hi
| ρ

{
i
j1,...,ji
h1,...,hi

}
ω
j1,...,ji
h1,...,hi

6= 0




où :
� m est le nombre d'entrées ;
� ninv et nD sont respectivement le nombre d'éléments de stockage d'énergie en causalité
intégrale et le nombre d'éléments de stockage d'énergie en causalité dérivée ;

� ρ

{
i
j1,...,ji
h1,...,hi

}
ω
j1,...,ji
h1,...,hi

correspond à la somme des gains statiques des familles bond graph d'ordre

ωj1,...,jih1,...,hi
et contenant uniquement i chemins causaux E/S di�érents entre yj1 , . . . , yji et

uh1 , . . . , uhi . Dans ce calcul, le gain statique de chaque famille bond graph doit être mul-
tiplié par (−1)d, où d étant le nombre de cycles contenus dans la famille bond graph. Le
gain statique de chaque famille doit être multiplié aussi par (−1)σk où σk est le nombre
de permutations nécessaires pour ordonner les sorties dans l'ordre du vecteur de sortie ini-
tial quand les i chemins causaux E/S de la famille sont ordonnés dans l'ordre du vecteur
d'entrée initial.
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Démonstration.
� Pour i = 1, à partir du théorème 1, nous avons : n1 = δ1. De plus, il a été démontré dans
la procédure 36 que δi = −Li où :

Li = min
j1, . . . , ji ∈ (J1,mK)i

h1, . . . , hi ∈ (J1,mK)i

 min
ω
j1,...,ji
h1,...,hi

∈(J−nD,ninvK)

ωj1,...,jih1,...,hi
| ρ

{
i
j1,...,ji
h1,...,hi

}
ω
j1,...,ji
h1,...,hi

6= 0


 (F.6)

Ainsi, le résultat n1 = −L1 est immédiatement déduit.
� Pour i ≥ 2 et à partir du théorème 1 et de la procédure 36, nous avons :

ni = −δi−1 + δi

= Li−1 − Li

où Li est dé�ni par l'équation F.6. Fin de la démonstration.

Remarque : Cette procédure permet de classer les ordres des pôles à l'in�ni dans l'ordre décrois-
sant.

Exemple. A�n d'illustrer la procédure 37, considérons le circuit électrique de la �gure F.1 où
les deux résistances ont la même valeur R. Les sorties y1 et y2 sont respectivement les intensités
traversant la bobine d'inductance L2 et L4. Le modèle bond graph acausal associé est donné
�gure F.2. Le critère d'inversibilité 3 (section 1.3.3, chapitre 1) est véri�é et le modèle bond graph
bicausal (�gure F.3) peut être construit grâce à la procédure SCAPI (procédure 22, section A.5.2,
annexe A). Le modèle inverse d'ordre minimal s'écrit sous la forme suivante :u1 = I1I2

(
1
R1

+ 1
R2

)
ÿ1 + I1I4

(
1
R1

+ 1
R2

)
ÿ2 + (I1 + I2) ẏ1

u2 = I2I3

(
1
R1

+ 1
R2

)
ÿ1 + I3I4

(
1
R1

+ 1
R2

)
ÿ2 + (I3 + I4) ẏ2

Dans le domaine de Laplace, le modèle est caractérisé par les matrices suivantes : Ainv = 0,
Binv(s) = 0, Cinv = 0 et

Dinv(s) =

 I1I2

(
1
R1

+ 1
R2

)
s2 + (I1 + I2) s I1I4

(
1
R1

+ 1
R2

)
s2

I2I3

(
1
R1

+ 1
R2

)
s2 I3I4

(
1
R1

+ 1
R2

)
s2 + (I3 + I4) s

 . La matrice de

transfert du modèle inverse est donnée par :

Tinv(s) = Dinv(s)

Fig. F.1 � Circuit électrique.
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Fig. F.2 � Modèle bond graph acausal.

Fig. F.3 � Modèle bond graph bicausal.

Par l'approche modèle d'état et d'après le théorème 1, les ordres des pôles à l'in�ni sont calculés :{
n1 = δ1 = 2
n2 = δ2 − δ1 = 3− 2 = 1

(F.7)

L'équation F.7 représente le résultat de référence auquel le résultat bond graph sera comparé.

A�n de déterminer les ordres des pôles à l'in�ni à partir du modèle bond graph bicausal, l'analyse
des chemins causaux E/S est menée (�gures F.4, F.5 et F.6) : huit ensembles de chemins causaux
E/S di�érents d'ordre minimal (-4) existent entre la paire (y1, y2) et la paire (u1, u2). Si nous
restreignons notre étude à un niveau d'analyse BG-structurel en considérant l'un des ensembles
(par exemple l'ensemble S1 donné �gure F.4(a)), on a :{

L1 = ω1(y1 → u1) = −2
L2 = ω1(y1 → u1) + ω2(y2 → u2) = −2− 2 = −4

Alors, nous pouvons déduire que :{
n1 = −L1 = 2
n2 = L1 − L2 = −2 + 4 = 2
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Ce résultat, qui ne correspond pas au résultat trouvé par l'approche modèle d'état (équation F.7),
n'est valide qu'au niveau d'analyse BG-structurel.

Maintenant, reprenons l'analyse précédente mais en considérant les gains des chemins causaux
E/S (niveau d'analyse comportemental). Nous pouvons constater alors que la somme des gains

statiques des huit familles bond graph d'ordre -4 s'annule : ρ{2}−4 = I1I2I3I4
R2

1
− I1I2I3I4

R2
1

+ I1I2I3I4
R2

2
−

I1I2I3I4
R2

2
+ I1I2I3I4

R1R2
− I1I2I3I4

R1R2
+ I1I2I3I4

R1R2
− I1I2I3I4

R1R2
= 0. Ainsi, pour calculer les ordres des pôles

à l'in�ni, il faut considérer les familles bond graph d'ordre -3 et véri�er que la somme signée
de leurs gains statiques est di�érente de zéro. Huit familles d'ordre -3 existent (�gures F.7, F.8
et F.9). La somme des gains statiques des familles bond graph d'ordre -3 est di�érente de zéro :

ρ
{2}
−3 = I1I2I3

R1
+ I1I2I3

R2
+ I1I2I4

R1
+ I1I2I4

R2
+ I2I3I4

R1
+ I1I3I4

R2
+ I1I3I4

R1
+ I2I3I4

R2
6= 0. Ainsi, nous pouvons

déduire que : {
L1 = ω1(y1 → u1) = −2
L2 = ω1(y1 → u1) + ω9(y2 → u2) = −2− 1 = −3

et par conséquent : {
n1 = −L1 = 2
n2 = L1 − L2 = −2 + 3 = 1

Ce résultat au niveau d'analyse comportemental correspond bien au résultat trouvé par l'ap-
proche modèle d'état (équation F.7).
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(a) Ensemble S1 de chemins causaux E/S di�érents

(b) Ensemble S2 de chemins causaux E/S di�érents

Fig. F.4 � Analyse des chemins causaux E/S di�érents d'ordre -4 : ensembles S1 et S2.

F.2.2 Ordres relatifs

Une nouvelle méthode (théorème 4) a été proposée dans la section 3.1.1 permettant le calcul
des ordres relatifs à partir du modèle inverse et plus précisément, à partir des ordres des pôles à
l'in�ni du modèle inverse. À partir du théorème 4 et à partir de la procédure 37, la procédure 38
permettant la détermination des ordres relatifs sur le modèle bond graph bicausal est dé�nie et
ce, au niveau d'analyse comportemental. La procédure 17 (section 3.1.3, chapitre 3) permet la
détermination de ces ordres sur le modèle bond graph bicausal au niveau d'analyse BG-structurel.

Procédure 38. niveau d'analyse comportememtal
L'ordre relatif n′i de yi peut être calculé de sorte que :

n′i = L
(i)
m−1 − Lm (F.8)

tel que sur le modèle bond graph bicausal :

Lm = min
j1, . . . , jm ∈ (J1,mK)m

h1, . . . , hm ∈ (J1,mK)m

 min
ω
j1,...,jm
h1,...,hm

∈(J−nD,ninvK)

ωj1,...,jmh1,...,hm
| ρ

{
i
j1,...,jm
h1,...,hm

}
ω
j1,...,jm
h1,...,hm

6= 0
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(a) Ensemble S3 de chemins causaux E/S di�érents

(b) Ensemble S4 de chemins causaux E/S di�érents

(c) Ensemble S5 de chemins causaux E/S di�érents

Fig. F.5 � Analyse des chemins causaux E/S di�érents d'ordre -4 : ensembles S3, S4 et S5.



F.2. Analyse comportementale à partir du modèle bond graph inverse 259

(a) Ensemble S6 de chemins causaux E/S di�érents

(b) Ensemble S7 de chemins causaux E/S di�érents

(c) Ensemble S8 de chemins causaux E/S di�érents

Fig. F.6 � Analyse des chemins causaux E/S di�érents d'ordre -4 : ensembles S7, S6 et S8.



260 Annexe F. Analyse comportementale à partir du modèle bond graph

(a) Ensemble S9 de chemins causaux E/S di�érents

(b) Ensemble S10 de chemins causaux E/S di�érents

(c) Ensemble S11 de chemins causaux E/S di�érents

Fig. F.7 � Analyse des chemins causaux E/S di�érents d'ordre -3 : ensembles S9, S10 et S11.
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(a) Ensemble S12 de chemins causaux E/S di�érents

(b) Ensemble S13 de chemins causaux E/S di�érents

(c) Ensemble S14 de chemins causaux E/S di�érents

Fig. F.8 � Analyse des chemins causaux E/S di�érents d'ordre -3 : ensembles S12, S13 et S14.
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(a) Ensemble S15 de chemins causaux E/S di�érents

(b) Ensemble S16 de chemins causaux E/S di�érents

Fig. F.9 � Analyse des chemins causaux E/S di�érents d'ordre -3 : ensembles S15 et S16.

et sur le modèle bond graph bicausal sans la considération de l'ième double source :

L
(i)
m−1 = min

j1, . . . , jm−1 ∈ (J1,mK \ {i})m−1

h1, . . . , hm−1 ∈ (J1,mK \ {i})m−1

 min
ω
j1,...,jm−1
h1,...,hm−1

∈(J−nD,ninvK)

ωj1,...,jm−1

h1,...,hm−1
| ρ

{
i
j1,...,jm−1
h1,...,hm−1

}
ω
j1,...,jm−1
h1,...,hm−1

6= 0




où :
� m est le nombre d'entrées ;
� ninv et nD sont respectivement le nombre d'éléments de stockage d'énergie en causalité
intégrale et le nombre d'éléments de stockage d'énergie en causalité dérivée ;

� ρ

{
i
j1,...,jm
h1,...,hm

}
ω
j1,...,jm
h1,...,hm

(resp. ρ

{
i
j1,...,jm−1
h1,...,hm−1

}
ω
j1,...,jm−1
h1,...,hm−1

) correspond à la somme des gains statiques des familles

bond graph d'ordre ωj1,...,jmh1,...,hm
(resp. ωj1,...,jm−1

h1,...,hm−1
) et contenant uniquement m (resp. m − 1)

chemins causaux E/S di�érents entre yh1 , . . . , yhm (resp. yh1 , . . . , yhm−1) et uj1 , . . . , ujm
(resp. uj1 , . . . , ujm−1). Dans ce calcul, le gain statique de chaque famille bond graph doit
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être multiplié par (−1)d où d étant le nombre de cycles contenus dans la famille bond
graph. Le gain statique doit également être multiplié par (−1)σk où σk est le nombre de
permutations nécessaires pour ordonner uj1 , . . . , ujm (resp. uj1 , . . . , ujm−1) dans l'ordre du
vecteur de sortie initial quand les m (resp. m−1) chemins causaux de la famille bond graph
sont ordonnés dans l'ordre du vecteur d'entrée initial.

Démonstration. À partir de la procédure 37, il peut être déduit que
m∑
j=1

nj = −Lm et
m−1∑
j=1

nij =

−L(i)
m−1 tel que :

Lm = min
j1, . . . , jm ∈ (J1,mK)m

h1, . . . , hm ∈ (J1,mK)m

 min
ω
j1,...,jm
h1,...,hm

∈(J−nD,ninvK)

ωj1,...,jmh1,...,hm
| ρ

{
i
j1,...,jm
h1,...,hm

}
ω
j1,...,jm
h1,...,hm

6= 0




et

L
(i)
m−1 = min

j1, . . . , jm−1 ∈ (J1,mK \ {i})m−1

h1, . . . , hm−1 ∈ (J1,mK \ {i})m−1

 min
ω
j1,...,jm−1
h1,...,hm−1

∈(J−nD,ninvK)

ωj1,...,jm−1

h1,...,hm−1
| ρ

{
i
j1,...,jm−1
h1,...,hm−1

}
ω
j1,...,jm−1
h1,...,hm−1

6= 0




Ainsi, à partir de ces résultats et à partir du théorème 4, cette procédure 38 en est déduite. Fin
de la démonstration.

Exemple. Considérons le circuit électrique de la �gure F.10. Le modèle bond graph acausal
associé est donné �gure F.11. Nous supposons que le cahier des charges impose un ordre relatif
égal à 1 pour la première sortie y1 et égal à 0 pour la deuxième sortie y2. Nous cherchons à valider
cette spéci�cation. Le critère d'inversibilité 3 (section 1.3.3, chapitre 1) est véri�é et le modèle
bond graph bicausal (�gure F.12) peut être construit grâce à la procédure SCAPI (procédure 22,
section A.5.2, annexe A).
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Fig. F.10 � Circuit électrique.

Fig. F.11 � Modèle bond graph acausal.

Fig. F.12 � Modèle bond graph acausal.

A�n de déterminer les ordres relatifs à partir du modèle bond graph bicausal, l'analyse des
chemins causaux E/S est e�ectuée (�gure F.13) : trois ensembles de chemins causaux E/S dif-
férents d'ordre minimal (égal à -2) existent : S1 = { 1O, 2O} (�gure F.13(a)), S2 = { 3O, 4O}
(�gure F.13(b)) et S3 = { 1O, 5O} (�gure F.13(c)). La somme signée des gains statiques de

ces familles bond graph est di�érente de zéro : ρ{2}−2 = RLC1 + RLC1 − RLC1 6= 0, ainsi
L2 = −2. Par ailleurs, l'analyse causale des sous-systèmes

(
Ainv,Binv1(s),Cinv,Dinv1(s)

)
et(

Ainv,Binv2(s),Cinv,Dinv2(s)
)
est e�ectuée respectivement sur les �gures F.14(a) et F.14(b))

où les éléments SeSf : y1 et SeSf : y2 sont respectivement ignorés. Si nous restreignons notre
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étude à un niveau d'analyse BG-structurel, on a :L
(1)
1 = ω2(y2 → u2) = −1

L
(2)
1 = ω3(y1 → u2) = −2

(a) Ensemble S1 de chemins causaux E/S di�érents

(b) Ensemble S2 de chemins causaux E/S di�érents

(c) Ensemble S3 de chemins causaux E/S di�érents

Fig. F.13 � Analyse des chemins causaux E/S di�érents.

En e�et, pour la détermination de L(1)
1 , deux chemins causaux d'ordre minimal (égal à -1) existent

entre y2 et un double détecteur. Au niveau d'analyse BG-structurel, il su�t de retenir l'ordre de
l'un des deux chemins sans tenir compte des gains statiques associés. Pour la détermination de
L

(2)
1 , un seul chemin causal d'ordre minimal existe entre y1 et un double détecteur. Que ce soit
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au niveau d'analyse BG-structurel ou comportemental, il su�t de retenir l'ordre de ce chemin.
Ainsi, d'après la procédure 17, il peut être déduit que :n′1 = L

(1)
1 − L2 = −1 + 2 = 1

n′2 = L
(2)
1 − L2 = −2 + 2 = 0

Ce résultat correspond bien aux spéci�cations données par le cahier des charges. Ainsi, la struc-
ture retenue pour le système à concevoir répond a priori au cahier des charges et l'analyse
comportementale peut être menée.

(a) sous-système
(
Ainv,Binv1(s),Cinv,Dinv1(s)

)

(b) sous-système
(
Ainv,Binv2(s),Cinv,Dinv2(s)

)
Fig. F.14 � Analyse causale des sous-systèmes

(
Ainv,Binv1(s),Cinv,Dinv1(s)

)
et(

Ainv,Binv2(s),Cinv,Dinv2(s)
)
au niveau BG-structurel.

En considérant les gains des chemins causaux E/S (niveau d'analyse comportemental), nous pou-
vons constater alors que la somme des gains statiques des deux chemins causaux d'ordre minimal
existant entre y2 et le même double détecteur s'annule : ρ{1}−1 = L− L = 0. Ainsi, pour calculer
L

(1)
1 , et par conséquent, pour calculer les ordres relatifs, les familles bond graph contenant un

unique chemin causal et d'ordre 0 doivent être considérées.

Une seule famille d'ordre 0 existe : elle est constituée du chemin causal 4O (�gure F.13(b)). Nous

pouvons déduire alors que L(1)
1 = 0 et par conséquent n′1 = L

(1)
1 − L2 = 0 + 2 = 2.
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Ce résultat ne correspond pas aux spéci�cations données par le cahier des charges et par consé-
quent, le modèle retenu n'est donc pas adéquate pour satisfaire la spéci�cation n′1 = 1. Ainsi,
il faut remettre en question soit le cahier des charges, soit le modèle retenu pour le système à
concevoir.

Remarque : Le modèle inverse d'ordre minimal associé au modèle bond graph bicausal (�-
gure F.12) s'écrit sous la forme suivante :

q̇2 = y2

u1 = 1
C2
q2 +RC1ẏ1 +Ry2

u2 = 1
C2
q2 − LC1ÿ1 − y1

(F.9)

Dans le domaine de Laplace, le modèle est caractérisé par les matrices suivantes : Ainv = 0,

Binv(s) =
[

0 1
]
, Cinv =

 1
C2

1
C2

 et Dinv(s) =

 RC1s R

−LC1s
2 − 1 0

 .
La matrice de transfert du modèle inverse est donnée par :

Tinv(s) =

 RC1s R+ 1
C2s

−LC1s
2 − 1 1

C2s


Nous proposons de calculer les ordres relatifs par l'approche modèle d'état (théorème 4). Pour ce
faire, calculons tout d'abord les ordres des pôles à l'in�ni du système (Ainv,Binv(s),Cinv,Dinv(s))
et des sous-systèmes

(
Ainv,Binv1(s),Cinv,Dinv1(s)

)
et
(
Ainv,Binv2(s),Cinv,Dinv2(s)

)
:

{
n1 = δ1 = 2
n2 = δ2 − δ1 = 2− 2 = 0

et

{
n11 = 0
n21 = 2

Ainsi d'après le théorème 4 :{
n′1 = n1 + n2 − n11 = 2 + 0− 0 = 2
n′2 = n1 + n2 − n21 = 2 + 0− 2 = 0

(F.10)

Ce résultat correspond bien au résultat trouvé par l'approche bond graph au niveau d'analyse
comportemental.

F.2.3 Odres d'essentialité

Dans la section 3.1.3 du chapitre 3, une procédure graphique permettant la détermination
des ordres d'essentialité à partir du modèle bond graph bicausal a été proposée et démontrée au
niveau d'analyse BG-structurel. Par rapport à la procédure causale (procédure 12, section 3.1.2,
chapitre 3), la procédure bicausale permet de simpli�er davantage les manipulations causales.
Dans cette section, nous proposons la procédure 39 qui est une reformulation de la procédure 18
au niveau d'analyse comportemental.
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Procédure 39. niveau d'analyse comportemental
Sur le modèle bond graph bicausal, l'ordre d'essentialité nie de la sortie yi peut être calculé
de sorte que :

nie = −min
k,j

ωk(yi → uj) |
∑

lO|ωl(yi→uj)=ωk(yi→uj)

G̃l(yi → uj) 6= 0

 (F.11)

où G̃l(yi → uj) est le gain statique du chemin causal lO d'ordre ωl(yi → uj) entre la double
source associée à yi et le double détecteur associé à uj.

Démonstration. Premièrement, l'ième colonne de la matrice de transfert Tinv(s) du modèle
inverse correspond aux transmittances associées à yi. Deuxièmement, l'ordre d'essentialité nie,
par dé�nition, correspond à l'ordre de dérivation maximal de yi apparaissant dans le modèle
inverse d'ordre minimal. Ainsi, il peut être déduit que pour j ∈ J1, . . . ,mK, deg

{
tinvji(s)

}
≤ nie.

De plus, il existe nécessairement un ordre d'essentialité nie associé à yi tel que :

nie = max
j∈J1,...,mK

{
deg(tinvji(s))

}
Notons que sur un modèle bond graph bicausal, tinvji est déterminé à partir des gains des chemins
causaux entre yi et uj . Ainsi, on a :

tinvji ∼+∞
∑

lO|ωl(yi→uj)=ωk(yi→uj)

G̃l(yi → uj)s−ωk(yi→uj)

où G̃l(yi → uj) est le gain statique du chemin causal lO d'ordre ωl(yi → uj) = ωk(yi → uj),
ωk(yi → uj) est l'ordre minimal qu'un chemin causal entre yi et uj puisse avoir. Deux cas de
�gure peuvent alors se présenter :

� cas 1 :
∑

lO|ωl(yi→uj)=ωk(yi→uj)

G̃l(yi → uj) 6= 0

Dans ce cas, deg(tinvji(s)) est égal à l'opposé de l'ordre minimal qu'un chemin causal puisse
avoir entre yi et uj .

� cas 2 :
∑

lO|ωl(yi→uj)=ωk(yi→uj)

G̃l(yi → uj) = 0

Dans ce cas, les chemins causaux E/S entre yi et uj d'ordre ωk + 1 sont à considérer et
la somme des gains statiques associée est analysée. Si cette somme est égale à zéro alors
l'ordre des chemins analysés est incrémenté de manière récursive de 1 jusqu'à ce que la
somme des gains statiques associée à ces chemins soit di�érente de zéro. Alors :

deg(tinvji(s)) = −min
k

ωk(yi → uj) |
∑

lO|ωl(yi→uj)=ωk(yi→uj)

G̃l(yi → uj) 6= 0


Rappelons que la matrice de transfert du modèle direct ne possède que des zéros à l'in�ni [Com86]
et par conséquent, la matrice de transfert du modèle inverse ne possède que des pôles à l'in�ni.
Ce fait garantit que max

j∈J1,...,mK

{
deg(tinvji(s))

}
est ≥ 0. Ainsi, il existe nécessairement un chemin

causal entre yi et uj d'ordre ≤ 0.

Comme nie = max
j∈J1,...,mK

{
deg(tinvji(s))

}
, l'ordre d'essentialité de yi est alors déduit selon le niveau

d'analyse souhaité :
� niveau d'analyse BG-structurel : nie = −min

k,j
{ωk(yi → uj)} (cf. procédure 18, page 107)
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� niveau d'analyse Comportemental :

nie = −min
k,j

ωk(yi → uj) |
∑

lO|ωl(yi→uj)=ωk(yi→uj)

G̃l(yi → uj) 6= 0


Fin de la démonstration.

Exemple. Considérons le modèle bond graph acausal illustré par la �gure F.11 et qui correspond
à une structure retenue dans la phase de conception. Nous supposons que le cahier des charges
impose un nombre de dérivations maximal égal à 2 pour la première sortie y1 et égal à 1 pour
la deuxième sortie y2. Nous cherchons à valider cette spéci�cation par l'analyse du modèle bond
graph bicausal associé (�gure F.12). L'analyse causale menée sur cette représentation permet de
déduire que :

� Le chemin causal 3O est l'unique chemin causal d'ordre minimal entre y1 et un double dé-
tecteur (�gure F.14(b)). Que ce soit au niveau d'analyse BG-structurel ou comportemental,
il su�t de retenir l'ordre de ce chemin.

� Les deux chemin causaux 2O et 5O sont les chemins causaux d'ordre minimal entre y2 et
un double détecteur (�gure F.14(a)). Au niveau d'analyse BG-structurel, il su�t de retenir
l'ordre de ces chemins sans tenir compte des gains statiques associés.

Ainsi, au niveau d'analyse BG-structurel et d'après la procédure 18, on a :{
n1e = ω3(y1 → u2) = 2
n2e = ω2(y2 → u2) = ω5(y2 → u2) = 1

Ce résultat correspond bien aux spéci�cations données par le cahier des charges. Ainsi, la struc-
ture retenue du modèle de conception répond a priori au cahier des charges et l'analyse com-
portementale peut être établie.

La considération des gains des chemins causaux E/S (niveau d'analyse comportemental) permet
de constater que la somme des gains statiques des deux chemins causaux d'ordre minimal (égal
à -1) existant entre y2 et le même double détecteur s'annule. Ainsi, pour déterminer l'ordre d'es-
sentialité associé à y2, une analyse des gains statiques des chemins causaux d'ordre supérieur
s'impose. Le modèle bond graph bicausal présente un seul chemin causal d'ordre 0 entre y2 et un
double détecteur qui correspond au chemin causal 4O (�gure F.13(b)). Ainsi, n2e = 0. Le modèle
retenu n'est donc pas adéquate pour satisfaire la spéci�cation n2e = 1. Ainsi, il faut remettre en
question soit le cahier des charges, soit le modèle de conception du système à concevoir. Cepen-
dant, il est à noter que d'après le critère de découplabilité (critère 2, section E.2, annexe E), le
modèle retenu est découplable par retour d'état statique.

Remarque : L'analyse du modèle inverse d'ordre minimal (système d'équations F.9) permet de
déduire les ordres d'essentialité : n1e = 2 et n2e = 0. Ainsi, nous pouvons conclure que le résultat
obtenu par l'approche bond graph au niveau d'analyse comportemental correspond bien à celui
obtenu par l'approche modèle d'état.





Annexe G

Analyse de l'adéquation
spéci�cations/structure du modèle : cas
des systèmes multivariables

Dans cette annexe, nous proposons une procédure permettant de véri�er l'adéquation spéci�-
cations/structure du modèle pour les systèmes linéaires multivariables et d'apporter une aide à
la rédaction du cahier des charges dans le cas d'inadéquation.

G.1 Véri�cation de l'adéquation par niveaux d'analyse

La procédure 40 permet de véri�er l'adéquation des spéci�cations des entrées et des sorties
à la structure de l'ième composant 1-port. De plus, si cette adéquation n'est pas véri�ée et si
le cahier des charges l'autorise, cette procédure permet de remettre en question la structure du
composant ou les spéci�cations. Dans ce cas de �gure, le cahier des charges spéci�e toutes les
entrées (u1, . . . , um) et la sortie y1.

Procédure 40. Dans le cas d'un système linéaire multivariable, l'analyse de l'adéquation des
spéci�cations à la structure retenue pour un composant 1-port est constituée de 6 étapes :

� Étape 1 : Véri�cation de l'inversibilité structurelle entre l'ième composant et la
sortie y1

Les trois conditions nécessaires du critère 3 (section 1.3.3, chapitre 1) sont à véri�er pour
conclure sur l'inversibilité entre l'ième composant et la sortie y1. Dans ce cas, le critère
demeure le même à l'exception qu'il faut :
� analyser les lignes de puissance et les chemins causaux entre le composant en question
et la sortie y1,

� remplacer le composant par un double détecteur DeDf . La commande u reste une entrée
sur le modèle inverse,

� après la propagation de la bicausalité, a�ecter la causalité préférentielle dérivée a�n d'évi-
ter des manipulations ultérieures sur les expressions déterminées à partir de la règle de
Mason (procédure 23, page 229).

Si l'inversibilité n'est pas véri�ée alors cette procédure ne peut être appliquée.
� Étape 2 : Analyse de la structure du composant à partir du modèle bond graph
causal
Considérer uniquement le composant et en appliquant la règle de Mason, déterminer l'ex-
pression de l'impédance/admittance (Id(s)/Ad(s)) du composant à partir du modèle bond
graph en causalité préférentielle dérivée. Si le composant peut être caractérisé par une im-
pédance ou une admittance (cas de causalité arbitraire) alors le choix de la nature de la
fonction de transfert est lui aussi arbitraire.
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� Étape 3 : Véri�cation de l'adéquation au niveau d'analyse BG-structurel
Soient :
� n{Nd} (resp. n{Dd}) est le degré du numérateur de l'impédance (resp. admittance) de
la structure retenue pour le composant 1-port et n{Dd} (resp. n{Nd}) est le degré du
dénominateur de l'impédance (resp. admittance) de cette structure,

� n{y1} est le degré1 de la spéci�cation Y1(s),
� n{uj} est le degré de la spéci�cation Uj(s), j = {1, . . . ,m},
� ny1−→f (resp. ny1−→e) est l'opposé de l'ordre minimal qu'une famille de Mason2, conte-
nant un chemin causal entre y1 et la variable de puissance f (resp. e) du composant,
puisse avoir,

� nuj−→f (resp. nuj−→e) est l'opposé de l'ordre minimal qu'une famille de Mason, conte-
nant un chemin causal entre uj ; j = {1, . . . ,m} ; et la variable de puissance f (resp. e)
du composant, puisse avoir3.

Si

n{Dd} + max
{
ny1−→e + n{y1};nu1−→e + n{u1}; · · · ;num−→e + n{um}

}
>

n{Nd} + max
{
ny1−→f + n{y1};nu1−→f + n{u1}; · · · ;num−→f + n{um}

}
resp.

n{Dd} + max
{
ny1−→e + n{y1};nu1−→e + n{u1}; · · · ;num−→e + n{um}

}
<

n{Nd} + max
{
ny1−→f + n{y1};nu1−→f + n{u1}; · · · ;num−→f + n{um}

}
et si pour le membre majorant de cette inégalité, il existe un seul argument de la fonction
max égal à ce maximum
et si pour cet argument, une seule famille de Mason est impliquée dans la détermination
du degré n.−→e (resp. n.−→f ) qui lui est associé, alors l'adéquation ne peut être véri�ée au
niveau d'analyse inférieur et la remise en question de la structure des spéci�cations ou de
la structure du composant doit avoir lieu (étape 5).
Sinon, les spéci�cations (de l'entrée et de la sortie) et la structure du composant sont a
priori en adéquation (condition nécessaire) et par conséquent, l'adéquation doit être véri�ée
au niveau d'analyse comportemental (étape 4).

� Étape 4 : Véri�cation de l'adéquation au niveau d'analyse comportemental
Les spéci�cations (des entrées et de la sortie) et la structure du composant sont en adéqua-
tion au niveau d'analyse comportemental si :[

Ny1→eY1 +
m∑
k=1

Nuk→eUk

]
Dd(s) =

[
Ny1→fY1 +

m∑
k=1

Nuk→fUk

]
Nd(s) (G.1)

où :
� Nd = Nd(s) et Dd = Dd(s) dépendent de la nature de la fonction de transfert carac-
térisant le composant : s'il est caractérisé par une impédance (resp. admittance) alors
Nd(s) (resp. Dd(s)) est le numérateur et Dd(s) (resp. Nd(s)) est le dénominateur de
cette impédance (resp. admittance),

� Y1 = Y1(s) est la spéci�cation de la sortie y1,
� Ny1→e = Ny1→e(s) (resp. Ny1→f = Ny1→f (s)) est le numérateur de la transmittance
entre y1 et la variable de puissance e (resp. f) du composant,

1Le degré d'une fonction rationnelle est donné par la dé�nition 24 de l'annexe E.
2La famille de Mason est introduite dans dé�nition 2, page 112.
3S'il n'existe pas de famille de Mason contenant un chemin causal entre deux variables υl et υk tel que

υl est l'entrée uj ; j = {1, . . . ,m} ; ou la sortie y1 et υk est la variable d'e�ort e ou de �ux f alors le terme
nυl−→υk + n{N.} + n{D.} + · · ·+ n{D.} n'est pas considéré.
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� Uj = Uj(s) est la spéci�cation de l'entrée uj ; j = {1, . . . ,m},
� Nuj→e = Nuj→e(s) (resp. Nuj→f = Nuj→f (s)) ; j = {1, . . . ,m} ; est le numérateur de
la transmittance entre uj et la variable de puissance e (resp. f) du composant.

� Étape 5 : Remise en question de la structure des spéci�cations ou de la structure
du composant (niveaux d'analyse BG-structurel et comportemental)
Si l'adéquation des spéci�cations à la structure du composant n'est pas véri�ée alors la
structure des spéci�cations ou la structure du composant peuvent être remises en question
(selon la �exibilité donnée par le cahier des charges) :
� Remise en question de la structure des spéci�cations : La structure du composant
est supposée inchangée. L'une des spéci�cations est remise en question :
� Remise en question de la structure de l'entrée uj : les spéci�cations de y1 et de uk ;
k = {1, . . . , j − 1, j + 1, . . . ,m} ; sont supposées inchangées. Une première analyse
permet de calculer le degré de Uj(s) et par conséquent de conclure sur sa réalisabilité
(niveau d'analyse BG-structurel) :

deg(Uj(s)) = max
{(
n{y1} + max

{
n{Dd} + ny1−→e;n{Nd} + ny1−→f

})
;

max
k∈J1,mK/j

{
n{uk} + max

{
n{Dd} + nuk−→e;n{Nd} + nuk−→f

}}}
−max

{
n{Dd} + nuj−→e;n{Nd} + nuj−→f

} (G.2)

Si deg (Uj(s)) > 0
et si pour le premier terme de la soustraction, un seul argument de la fonction max
est égal à ce maximum
et si pour la fonction max dans cet argument, un seul argument est égal à ce maximum
et si pour ce dernier argument, une seule famille de Mason est impliquée dans la dé-
termination du degré n.−→. qui lui est associé, alors la structure n'est pas causale.
Si deg(Uj(s)) ≤ 0 et Dd(s)Nuj→e(s)−Nd(s)Nuj→f (s) 6= 0 alors la structure de l'en-
trée uj qui satisfait le cahier des charges peut être calculée à partir de l'impédance/ ad-
mittance Id(s)/Ad(s), de la sortie Y1(s) et des entrées U1(s), . . . , Uj−1(s),Uj+1(s),
. . . ,Um(s) (niveau d'analyse comportemental)4 :

Uj(s) =
[
DdNuj→e −NdNuj→f

]−1
[(NdNy1→f −DdNy1→e) Y1+Nd

m∑
k=1
k 6=j

Nuk→fUk −Dd

m∑
k=1
k 6=j

Nuk→eUk


 (G.3)

� Remise en question de la structure de la sortie y1 : la structure des entrées spéci�ées est
supposée inchangée. Une première analyse permet de calculer le degré de Y1(s) et par
conséquent de conclure sur sa réalisabilité (niveau d'analyse BG-structurel) :

deg(Y1(s)) = max
k∈J1,mK

{
n{uk} + max

{
n{Dd} + nuk−→en{Nd} + nuk−→f

}}
−max

{
n{Dd} + ny1−→e;n{Nd} + ny1−→f

} (G.4)

Si deg (Y1(s)) > 0
et si pour le premier terme de la soustraction, un seul argument de la fonction max est

4Pour des raisons de simpli�cation, nous faisons abstraction de l'opérateur de Laplace dans les expressions
de Uj(s) et de Y1(s).
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égal à ce maximum
et si pour la fonction max dans cet argument un seul argument est égal à ce maximum
et si pour ce dernier argument une seule famille Mason est impliquée dans la détermina-
tion du degré nuk−→. qui lui est associé, alors la structure n'est pas causale.
Si deg(Y1(s)) ≤ 0 et si Dd(s)Ny1→e(s) − Nd(s)Ny1→f (s) 6= 0 alors la structure de
la sortie y1 qui satisfait le cahier des charges peut être calculée en fonction de l'impé-
dance/admittance Id(s)/Ad(s) et des spéci�cations des entrées U1(s), . . . ,Um(s) (ni-
veau d'analyse comportemental) :

Y1(s) = [DdNy1→e −NdNy1→f ]
−1

m∑
k=1

(NdNuk→f −DdNuk→e) Uk (G.5)

� Remise en question de la structure du composant : Les spéci�cations des entrées
et de la sortie étant inchangées, une première information sur la réalisabilité de l'impé-
dance/admittance Ii(s) = Ni(s)

Di(s)
/Ai(s) = Di(s)

Ni(s)
peut être obtenue comme suit (niveau

d'analyse BG-structurel) :

deg(Ii(s)) = max

{
ny1−→e + n{y1}; max

k∈J1,mK

{
nuk−→e + n{uk}

}}

−max

{
ny1−→f + n{y1}; max

k∈J1,mK

{
nuk−→f + n{uk}

}}

deg(Ai(s)) = max

{
ny1−→f + n{y1}; max

k∈J1,mK

{
nuk−→f + n{uk}

}}

−max

{
ny1−→e + n{y1}; max

k∈J1,mK

{
nuk−→e + n{uk}

}}
(G.6)

Si deg(Ii(s)) > 0 (resp. deg(Ai(s)) > 0) et si pour le premier terme de la soustraction, un
seul argument de la fonction max est égal à ce maximum et si pour la fonction max dans
cet argument un seul argument est égal à ce maximum et si pour ce dernier argument une
seule famille Mason est impliquée dans la détermination du degré n.−→e (resp. n.−→f )
qui lui est associé, alors la structure n'est pas causale.
Si deg(Ii(s)) ≤ 0 (resp. deg(Ai(s)) ≤ 0) alors la structure du composant qui répond à
ces spéci�cations est caractérisée par les polynômes suivants tels que Ii(s) = Ni(s)

Di(s)
ou

Ai(s) = Di(s)
Ni(s)

(niveau d'analyse comportemental) :
Ni(s) = Ny1→e(s)Y1(s) +

m∑
k=1

Nuk→e(s)Uk(s)

Di(s) = Ny1→f (s)Y1(s) +
m∑
k=1

Nuk→f (s)Uk(s)
(G.7)

� Étape 6 : Véri�cation de l'adéquation au niveau d'analyse numérique et synthè-
se paramétrique
La véri�cation de l'adéquation au niveau d'analyse comportemental (étape 4) permet d'éta-
blir un système d'équations polynomiales (linéaires ou non linéaires). Si les solutions trou-
vées suite à la résolution numérique de ce système d'équations sont acceptables (répondent
aux contraintes physiques) alors l'adéquation est véri�ée et la synthèse paramétrique de
certains paramètres du composant peut être entreprise. Sinon, il faut remettre en question
les spéci�cations numériques.

La démonstration de cette procédure est la même que celle donnée pour la procédure 19
(page 113, chapitre 3) dé�nie pour les systèmes monovariables sauf que pour les systèmes multi-
variables, il faut tenir compte des termes supplémentaires correspondants aux di�érentes entrées.
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G.2 Exemple

Considérons comme exemple le système académique composé de deux masses reliées par une
raideur et un amortisseur, permettant de caractériser les propriétés d'un matériau par exemple,
(�gure G.1) avec :

� F1 (resp. F2) est la force exercée sur la masse m1 (resp. m2),
� v2 est la vitesse de la masse m2.

Fig. G.1 � Système académique : deux masses en série.

Fig. G.2 � Modèle bond graph acausal.

Le modèle bond graph acausal associé est donné �gure G.2. Le composant susceptible d'être
remis en question est celui qui représente les caractéristiques du matériau : � ressort-amortisseur �.
La �gure G.2 met en évidence le composant en question. Nous souhaitons véri�er l'adéquation
de la structure choisie pour ce composant avec les spéci�cations suivantes :

F1(s) =
k1

s+ α1
(G.8)

F2(s) =
k2

s+ α2
(G.9)

V2(s) =
1

k3s2 + k4s+ 1
(G.10)

avec ki et αj non nuls, i = {1, . . . , 4} et j = {1, 2}.

� Étape 1 : L'inversibilité entre v2 et le composant en question est véri�ée :
� sur le modèle bond graph acausal, il existe une ligne de puissance entre le composant et
v2 (�gure G.3(a)),

� sur le modèle bond graph en causalité préférentielle intégrale, il existe un chemin causal
entre le composant et v2 (�gure G.3(b)),

� le modèle bond graph bicausal est construit (�gure G.4). La structure de jonction du
modèle inverse est résoluble.
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� Étape 2 : Considérons le composant � ressort-amortisseur � auquel nous avons a�ecté la
causalité préférentielle dérivée (�gure G.5). Le composant en question est caractérisé par
une admittance donnée par :

Ad(s) =
s

b1s+ k1

(a)

(b)

Fig. G.3 � Analyse (a) des lignes de puissance sur le modèle bond graph acausal et (b) des
chemins causaux sur le modèle bond graph en causalité préférentielle intégrale.

Fig. G.4 � Modèle bond graph bicausal.
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Fig. G.5 � Le modèle bond graph du composant � ressort-amortisseur � en causalité préférentielle
dérivée.

� Étape 3 : À partir de l'étape 2 et à partir des spéci�cations données par les équations G.8, G.9
et G.10, il peut être déduit que : n{Dd} = n{Nd} = 1, n{F1} = n{F2} = −1 et n{v2} = −2.
L'analyse des familles de Mason sur le modèle bond graph bicausal permet de déduire
que :
� il existe une seule famille de Mason (resp. deux familles de Mason) contenant un
chemin causal entre v2 et la variable d'e�ort e (resp. de �ux f) du composant d'ordre -1
(resp. 0) (�gure G.6 (resp. �gure G.7)),

� il existe une seule famille de Mason contenant un chemin causal entre F1 et la variable
de �ux f du composant d'ordre 1 (�gure G.8). Par contre, il n'existe aucune famille de
Mason contenant un chemin causal entre F1 et la variable d'e�ort e.

� il existe une seule famille de Mason contenant un chemin causal entre F2 et la va-
riable d'e�ort e (resp. de �ux f) du composant d'ordre 0 (resp. 1) (�gure G.9 (resp.
�gure G.10)).

Ainsi, il peut être déduit que :

1 + max {(1− 2); (0− 1)} > 1 + max {(0− 2); (−1− 1); (−1− 1)}

et tel que pour le degré supérieur de cette inégalité, les deux arguments de la fonction max
sont égaux. Les conditions de l'étape 3 ne sont donc pas remplies et l'analyse doit être
menée au niveau comportemental (étape 4).

Fig. G.6 � Analyse des familles de Mason contenant un chemin causal entre v2 et la variable
d'e�ort e du composant.
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(a)

(b)

Fig. G.7 � Analyse des familles de Mason contenant un chemin causal entre v2 et la variable
d'e�ort f du composant.

Fig. G.8 � Analyse des familles de Mason contenant un chemin causal entre F1 et la variable
d'e�ort f du composant.

Fig. G.9 � Analyse des familles de Mason contenant un chemin causal entre F2 et la variable
d'e�ort e du composant.
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Fig. G.10 � Analyse des familles de Mason contenant un chemin causal entre F2 et la variable
d'e�ort f du composant.

� Étape 4 : Au niveau d'analyse comportemental, la structure du composant � ressort-
amortisseur � est en adéquation avec les spéci�cations si et seulement si :

Dd [Nv2→eV2 + NF1→eF1 + NF2→eF2] = Nd [Nv2→fV2 + NF1→fF1 + NF2→fF2]

Ce qui revient à écrire :

(m2 − k2k3)s4 + (m2(α1 + α2)− k2(k4 + α1k3))s3 + (α1(α2m2 − k2k4)− k2)s2

− α1k2s = b

(
k3

m1
(k1 + k2)−

(
1 +

m2

m1

))
s3 +

[
b

(
k3(α2k1 + α1k2) + k4(k1 + k2)

m1

−(α1 + α2)
(

1 +
m2

m1

))
+ k

(
k3

m1
(k1 + k2)−

(
1 +

m2

m1

))]
s2+[

b

(
k4(α2k1 + α1k2) + k1 + k2

m1
− α1α2

(
1 +

m2

m1

))
+ k

(
k3(α2k1 + α1k2) + k4(k1 + k2)

m1

−(α1 + α2)
(

1 +
m2

m1

))]
s+ k

[
k4(α2k1 + α1k2) + k1 + k2

m1
− α1α2

(
1 +

m2

m1

)]
(
α2k1 + α1k2

m1

)
k

s

A�n de véri�er l'adéquation au niveau d'analyse comportemental, il est nécessaire de véri�er
le système d'équations suivant :

m2 − k2k3 = 0
m2(α1 + α2)− k2(k4 + α1k3) = b

(
k3
m1

(k1 + k2)−
(
1 + m2

m1

))
α1(α2m2 − k2k4)− k2 = b

(
k3(α2k1+α1k2)+k4(k1+k2)

m1
− (α1 + α2)

(
1 + m2

m1

))
+k

(
k3
m1

(k1 + k2)−
(
1 + m2

m1

))
−α1k2 = b

(
k4(α2k1+α1k2)+k1+k2

m1
− α1α2

(
1 + m2

m1

))
+ k

(
k3(α2k1+α1k2)+k4(k1+k2)

m1

−(α1 + α2)
(
1 + m2

m1

))
k
[
k4(α2k1+α1k2)+k1+k2

m1
− α1α2

(
1 + m2

m1

)]
= 0

k
(
α2k1+α1k2

m1

)
= 0

(G.11)
L'analyse du système d'équations G.11 revient à véri�er si les conditions supposées sur les
paramètres (dans ce cas paramètres non nuls) sont respectées indépendamment des valeurs
des paramètres. Dans notre cas, le système d'équations G.11 ne présente apparemment
pas d'incohérence par rapport aux conditions sur les paramètres et donc l'adéquation est
a priori véri�ée.

� Étape 6 : Au niveau d'analyse numérique, l'industriel doit spéci�er les valeurs de certains
paramètres. La résolution du système d'équations G.11 permet de déterminer 6 autres
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paramètres dont les paramètres k et b caractérisant le composant à dimensionner et 4
autres paramètres que le concepteur n'arriverait pas à spéci�er en posant son problème
de conception. La résolution de ce type de systèmes d'équations (polynomiale) peut faire
appel à la base de Gröbner (ou base standard, ou base de Buchberger), utilisée par
plusieurs outils informatiques comme Maple et Matlab. S'il existe des solutions acceptables
(physiquement) à ces paramètres alors nous avons simultanément véri�é l'adéquation et
déterminé les valeurs des paramètres. Sinon l'adéquation n'est pas véri�ée et il faut re-
mettre en question les spéci�cations numériques.

Considérons maintenant que la spéci�cation de v2 est dé�nie par V2(s) = 1
k3s+1 et reprenons

la procédure de véri�cation de l'adéquation spéci�cations/structure du modèle :

� Étape 3 : nous avons n{Dd} = n{Nd} = nv2→e = 1, nv2→f = nF2→e = 0 et n{F1} = n{F2} =
n{v2} = nF1→f = nF2→f = −1. Alors :

1 + max {(1− 1); (0− 1)} > 1 + max {(0− 1); (−1− 1); (−1− 1)}

et tel que pour le degré supérieur de cette inégalité, un seul argument de la fonction max
(le premier) est égal à ce maximum et pour cet argument, une seule famille de Mason
est impliquée dans le calcul du degré nv2→e qui lui est associé. Les conditions de l'étape
3 sont donc remplies. Ainsi, il peut être conclu que l'adéquation structure/spéci�cations
n'est pas véri�ée au niveau d'analyse BG-structurel et par conséquent, elle ne le sera pas
au niveau d'analyse inférieur. Nous passons alors à la remise en question des spéci�cations
ou de la structure du composant (étape 5) pour apporter une aide à la rédaction du cahier
des charges.

� Étape 5 :
� Remise en question de l'entrée F1

Calculons tout d'abord le degré de F1 qui permet de satisfaire le cahier des charges :

deg(F1(s)) = max
{(
n{v2} + max

{
(n{Dd} + nv2→e); (n{Nd} + nv2→f )

})
;(

n{F2} + max
{(
n{Nd} + nF2→f

)
;
(
n{Dd} + nF2→e

)})}
−max

{
n{Nd} + nF1→f

}
= max {(−1 + max {(1 + 1); (1 + 0)}) ; (−1 + max {(1− 1); (1 + 0)})}
−max {1− 1} = 1

deg(F1(s)) > 0 et, pour le premier terme de la soustraction, seul le premier argument
de la fonction max est égal à ce maximum. De même, pour la fonction max dans cet
argument, seul le premier argument est égal au maximum (2). En�n, pour cet argument,
une seule famille deMason est impliquée dans le calcul du degré nv2→e qui lui est associé.
Par conséquent, le résultat du degré de F1(s) ne peut pas être modi�é au niveau d'analyse
inférieur. Donc la transmittance n'est pas causal et alors il est inutile de déterminer sa
structure complète et nous pouvons conclure que l'entrée F1 ne peut être remise en
question.

� Remise en question de l'entrée F2
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Calculons tout d'abord le degré de F2 qui permet de satisfaire le cahier des charges :

deg(F2(s)) = max
{(
n{v2} + max

{
(n{Dd} + nv2→e); (n{Nd} + nv2→f )

})
;(

n{F1} + max
{
n{Nd} + nF1→f

})}
−max

{
(n{Dd} + nF2→e);

(n{Nd} + nF2→f )
}

= max {(−1 + max {(1 + 1); (1 + 0)}) ; (−1 + max {1− 1})}
−max {(1 + 0); (1− 1)} = 0

La transmittance est a priori causale et la structure de l'entrée F2 est donnée par

F2(s) = NF2
(s)

DF2
(s) où :

NF2(s) = m2s
3 +
(
α1m2 + b

(
1 + m2

m1

))
s2 +

(
(k + α1b)

(
1 + m2

m1

)
− bk1k3

m1

)
s− k1(b+kk3)

m1
−

kk1
m1s

et

DF2(s) = k3s
3 +

(
1 + α1k3 + bk3

m1

)
s2 +

(
α1 + kk3

m1

)
s+ b(1+α1+α1k3)

m1
+ k(1+α1k3)+α1k

m1s

� Remise en question de la sortie v2

Calculons tout d'abord le degré de v2 qui permet de satisfaire le cahier des charges :

deg(V2(s)) = max
{(
n{F1} + max

{
n{Nd} + nF1→f

})
;(

n{F2} + max
{

(n{Dd} + nF2→e); (n{Nd} + nF2→f )
})}

−max
{

(n{Dd} + nv2→e); (n{Nd} + nv2→f )
}

= max {(−1 + max {1− 1}) ; (−1 + max {(1 + 0); (1− 1)})}
−max {(1 + 1); (1 + 0)} = −2

La transmittance donc causale au niveau d'analyse BG-structurel et la structure de la

sortie v2 est donnée par V2(s) = Nv2 (s)
Dv2 (s) où :

Nv2(s) = k2s
2 +

(
α1k2 + b

m1
(k1 + k2)

)
s+ k(k1+k2)+b(α1k2+α2k1)

m1
+ k(α1k2+α2k1)

m1s

et

Dv2(s) = m2s
4 +

(
m2(α1 + α2) + b

(
1 + m2

m1

))
s3 + (α1α2m2 + (k + b(α1 + α2))(

1 + m2
m1

))
s2 + (α1α2b+ k(α1 + α2))

(
1 + m2

m1

)
s+ α1α2k

(
1 + m2

m1

)
� Remise en question de la structure du composant
Calculons tout d'abord le degré de l'admittance Ai(s) qui permet de satisfaire le cahier
des charges (le composant est caractérisé par une admittance comme le montre l'étape
2) :

deg(Ai(s)) = max
{(
nv2→f + n{v2}

)
;
(
nF1→f + n{F1}

)
;
(
nF2→f + n{F2}

)}
−max

{(
nv2→e + n{v2}

)
;
(
nF2→e + n{F2}

)}
= max {(0− 1); (−1− 1); (−1− 1)} −max {(1− 1); (0− 1)} = −1

(G.12)
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L'admittance est a priori causale (deg(Ai(s)) ≤ 0) alors la structure du composant
qui répond aux spéci�cations du cahier des charges est caractérisée par l'admittance
Ai(s) = Di(s)

Ni(s)
où :

Di(s) = −
(
1 + m2

m1

)
s2 +

(
k3(k1+k2)

m1
− (α1 + α2)

(
1 + m2

m1

))
s+

(
k3(α1k2+α2k1)+k1+k2

m1

−α1α2

(
1 + m2

m1

))
+ α1k2+α2k1

m1s

et

Ni(s) = m2s
3 + (m2(α1 + α2)− k2k3) s2 + (α1α2m2 − k2(1 + α2k3)) s− α2k2

Cet exemple illustre bien l'intérêt d'adopter une démarche chronologique dans la véri�ca-
tion de l'adéquation spéci�cations/structure du modèle.



Annexe H

Analyse de l'adéquation
spéci�cations/structure : composant
n-ports

Dans la section 3.2.1 du chapitre 3, nous proposons une procédure permettant de véri�er
l'adéquation des spéci�cations à la structure retenue pour un composant passif 1-port et
ce, dans le cas d'un système linéaire monovariable. Dans l'annexe G, le cas des systèmes
multivariables est traité. Dans cette annexe, nous proposons l'extension de ce travail aux
sous-systèmes n-ports (�gure 3.19(b), page 111). Dans ce cas, l'adéquation ne peut pas
être véri�ée sur un modèle mono-sortie. En e�et, a�n de pouvoir inverser le système, il
faut avoir autant de sorties que de nombre de ports du composant et il faut que
chaque port soit atteignable par une sortie.

H.1 Véri�cation de l'adéquation par niveaux d'analyse

La procédure 41 présente les di�érentes étapes de la véri�cation de l'adéquation spéci�ca-
tions/structure et de la remise en question du cahier des charges si cette dernière n'est pas
véri�ée.
Procédure 41. L'analyse de l'adéquation des spéci�cations avec la structure retenue pour
un composant n-ports est constituée de 6 étapes :
� Étape 1 : Véri�cation de l'inversibilité
Le critère d'inversiblité 3 (section 1.3.3, chapitre 1) est à véri�er pour conclure sur
l'inversibilité entre les ports du composant et les sorties. Dans ce cas, le critère demeure
inchangé à l'exception qu'il faut :
� analyser les lignes de puissance et les chemins causaux entre les ports du composant
et les sorties,

� remplacer chaque port du composant par un double détecteur DeDf ,
� après la propagation de la bicausalité, a�ecter la causalité préférentielle dérivée au
reste du modèle.

Si l'inversibilité n'est pas véri�ée alors cette procédure ne peut être appliquée.
� Étape 2 : Analyse de la structure du composant à partir du modèle bond graph
causal
Considérer uniquement le composant et en appliquant la règle de Mason (procédure 23,
page 229), déterminer la matrice de transfert reliant les di�érentes variables de puissance
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entrantes et sortantes :
Vs1(s)

...

Vsn(s)

 =


M11(s) · · · M1n(s)

...
...

Mn1(s) · · · Mnn(s)




Ve1(s)
...

Ven(s)

 (H.1)

où Vs1 ; · · · ; Vsn (resp. Ve1 ; · · · ; Ven) sont les variables de puissance sortantes (resp.
entrantes).

� Étape 3 : Véri�cation de l'adéquation au niveau d'analyse BG-structurel
Soient :
� n{yj} est le degré1 de la spéci�cation Yj(s) ;j = {1, . . . , n},
� n{uj} est le degré de la spéci�cation Uj(s) ; j = {1, . . . ,m},
� nmik est le degré de la transmittance Mik(s) déterminée à l'étape 2,
� nyj−→υsi (resp. nyj−→υek ) est l'opposé de l'ordre minimal qu'une famille de Mason2

, contenant un chemin causal entre yj ; j = {1, . . . , n} ; et la variable de puissance
sortante υsi (resp. entrante υek) du composant, puisse avoir,

� nuj−→υsi (resp. nuj−→υek ) est l'opposé de l'ordre minimal qu'une famille de Mason,
contenant un chemin causal entre uj ; j = {1, . . . ,m} ; et la variable de puissance
sortante υsi (resp. entrante υek) du composant, puisse avoir3.

∀ i ∈ {1, . . . , n} où n est le nombre de ports du composant,
Si

max
k∈J1,mK
l∈J1,nK

{
(nuk−→υsi + n{uk}); (nyl−→υsi + n{yl})

}
>

max
k∈J1,mK
l∈J1,nK

{(
n{uk} + max

l′∈J1,nK

{
nmil′ + nuk−→υel′

)}
;

(
n{yl} + max

l′∈J1,nK

{
nmil′ + nyl−→υel′

})}

resp.

max
k∈J1,mK
l∈J1,nK

{
(nuk−→υsi + n{uk}); (nyl−→υsi + n{yl})

}
<

max
k∈J1,mK
l∈J1,nK

{(
n{uk} + max

l′∈J1,nK

{
nmil′ + nuk−→υel′

)}
;

(
n{yl} + max

l′∈J1,nK

{
nmil′ + nyl−→υel′

})}

et si pour le membre majorant de cette inégalité, il existe un seul argument de la fonction
max égal à ce maximum
et si pour cet argument (resp. et que pour la fonction max de cet argument, il n'existe
également qu'un seul argument égal à ce maximum), une seule famille de Mason est
impliquée dans la détermination du degré n.−→υsi (resp. n.−→υel′ ) qui lui est associé,
alors l'adéquation ne peut être véri�ée au niveau d'analyse inférieur et la remise en
question de la structure des spéci�cations ou de la structure du composant doit avoir lieu
(étape 5).
Sinon, les spéci�cations (de l'entrée et de la sortie) et la structure du composant sont
a priori en adéquation (condition nécessaire) et par conséquent, l'adéquation doit être
véri�ée au niveau d'analyse comportemental (étape 4).

1Le degré d'une fonction rationnelle est donné par la dé�nition 24 de l'annexe E.
2La famille de Mason est introduite dans la dé�nition 2, page 112.
3S'il n'existe pas de famille de Mason contenant un chemin causal entre deux variables alors tout le terme

correspondant n'est pas considéré dans l'équation 41.
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� Étape 4 : Véri�cation de l'adéquation au niveau d'analyse comportemental
Les spéci�cations et la structure du composant en question sont en adéquation au niveau
d'analyse comportemental4 si et seulement si ∀i ∈ {1, . . . , n} :

m∑
k=1

Nuk→υsi
Uk +

n∑
l=1

Nyl→υsi
Yl =

m∑
k=1

n∑
l′=1

Mil′Nuk→υel′
Uk +

n∑
l=1

n∑
l′=1

Mil′Nyl→υel′
Yl

(H.2)
où :
� Yj = Yj(s) est la spéci�cation de la sortie yj ; j = {1, . . . , n},
� Nyj→υsi

= Nyj→υsi
(s) (resp. Nyj→υek

= Nyj→υek
(s)) est le numérateur de la trans-

mittance entre yj ; j = {1, . . . , n} ; et la variable de puissance sortante υsi (resp.
entrante υek) du composant,

� Uj = Uj(s) est la spéci�cation de l'entrée uj ; j = {1, . . . ,m},
� Nuj→υsi

= Nuj→υsi
(s) (resp. Nyj→υek

= Nyj→υek
(s)) est le numérateur de la trans-

mittance entre uj ; j = {1, . . . ,m} ; et la variable de puissance sortante υsi (resp.
entrante υek) du composant.

� Étape 5 : Remise en question de la structure des spéci�cations ou de la struc-
ture du composant (niveaux d'analyse BG-structurel et comportemental)
Si l'adéquation des spéci�cations à la structure du composant n'est pas véri�ée alors la
structure des spéci�cations ou la structure du composant peut être remise en question :
� Remise en question de la structure des spéci�cations : La structure du com-
posant est supposée inchangée. L'une des spéci�cations est remise en question :
� Remise en question de l'entrée uj à partir de la tème relation de H.2 : les autres
spéci�cations sont supposées inchangées. Une première analyse permet de calculer le
degré de Uj(s) qui doit satisfaire le cahier des charges et par conséquent, de conclure
sur sa réalisabilité (niveau d'analyse BG-structurel) :

deg(Uj(s)) = max
k∈J1,mK/j
l∈J1,nK

{
n{uk} + max

{
nuk−→υst ; max

l′∈J1,nK

{
nmtl′ + nuk−→υel′

}}
;

n{yl} + max

{
nyl−→υst ; max

l′∈J1,nK

{
nmtl′ + nyl−→υel′

}}}

−max

{
nuj−→υst ; max

l∈J1,nK

{
nmtl + nuj−→υel

}}
(H.3)

Si deg(Uj(s)) > 0
et si dans le premier terme de l'équation H.3, il n'existe qu'un seul argument de la
fonction max égal à ce maximum
et que pour la fonction max de cet argument, il n'existe également qu'un seul argu-
ment égal à ce maximum
et si pour ce dernier argument, une seule famille de Mason est impliquée dans la
détermination du degré n.−→. qui lui est associé alors la structure n'est pas causale.
Si deg(Uj(s)) ≤ 0
et si pour les n-1 (i ∈ J1, nK/t) conditions de l'étape 3 ne sont pas véri�ées

et si Nuj→υst
(s) −

n∑
k=1

Mtk(s)Nuj→υek
(s) 6= 0 alors la structure de l'entrée uj qui

satisfait le cahier des charges peut être calculée comme suit (niveau d'analyse com-
portemental) :

4Pour des raisons de simpli�cation, nous faisons abstraction de l'opérateur de Laplace.
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Uj(s) =

[
Nuj→υst

−
n∑
l=1

MtlNuj→υel

]−1

 m∑
k=1
k 6=j

(
n∑
l=1

MtlNuk→υel
−Nuk→υst

)
Uk +

n∑
l=1

(
n∑
l′=1

Mtl′Nyl→υel′
−Nyl→υst

)
Yl


(H.4)

Cette nouvelle spéci�cation doit véri�er les (n-1) autres relations données à l'étape
4 (équation H.2) : relations 1, . . . , t− 1, t+ 1, . . . , n.

� Remise en question de la structure de la sortie yj à partir de la tème relation de H.2 :
Les autres spéci�cations sont supposées inchangées. Une première analyse permet de
calculer le degré de Yj(s) qui doit de satisfaire le cahier des charges et par consé-
quent, de conclure sur sa réalisabilité (niveau d'analyse BG-structurel) :

deg(Yj(s)) = max
k∈J1,mK
l∈J1,nK/j

{
n{uk} + max

{
nuk−→υst ; max

l′∈J1,nK

{
nmtl′ + nuk−→υel′

}}
;

n{yl} + max

{
nyl−→υst ; max

l′∈J1,nK

{
nmtl′ + nyl−→υel′

}}}

−max

{
nyj−→υst ; max

l∈J1,nK

{
nmtl + nyj−→υel

}}
(H.5)

Si deg(Yj(s)) > 0
et si dans le premier terme de l'équation H.5, il n'existe qu'un seul argument de la
fonction max égal à ce maximum
et que pour la fonction max de cet argument, il n'existe également qu'un seul argu-
ment égal à ce maximum
et si pour ce dernier argument, une seule famille de Mason est impliquée dans la
détermination du degré n.−→. qui lui est associé, alors la structure n'est pas causale.
Si deg(Yj(s)) ≤ 0
et si pour les n-1 (i ∈ J1, nK/t) conditions de l'étape 3 ne sont pas véri�ées

et si Nyj→υst
(s)−

n∑
k=1

Mtk(s)Nyj→υek
(s) 6= 0, la structure de l'entrée yj qui satisfait

le cahier des charges peut être calculée comme suit (niveau d'analyse comportemen-
tal) :

Yj(s) =

[
Nyj→υst

−
n∑
l=1

MtlNyj→υel

]−1

 m∑
k=1

(
n∑
l=1

MtlNuk→υel
−Nuk→υst

)
Uk +

n∑
l=1
l 6=j

(
n∑
l′=1

Mtl′Nyl→υel′
−Nyl→υst

)
Yl


(H.6)

Cette nouvelle spéci�cation doit véri�er les (n-1) autres relations données à l'étape
4 : relations 1, . . . , t− 1, t+ 1, . . . , n.
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� Remise en question de la structure du composant : La structure du compo-
sant qui répond aux spéci�cations est caractérisée par les transmittances Mij(s) qui
véri�ent le système d'équations de l'étape 4 (équation H.2).

� Étape 6 : Véri�cation de l'adéquation au niveau d'analyse numérique et
synthèse paramétrique
La véri�cation d'adéquation au niveau d'analyse comportemental (étape 4) permet d'éta-
blir un système d'équations polynomiale. Si les solutions trouvées suite à la résolution
numérique de ce système d'équation sont acceptables (répondent aux contraintes phy-
siques) alors l'adéquation est véri�ée et la synthèse paramétrique de certains paramètres
a été établie. Sinon, il faut remettre en question les spéci�cations numériques.

H.2 Exemple

Considérons comme exemple le système électrique de la �gure H.1 possédant deux entrées
u1 et u2 et deux sorties y1 et y2, avec :
� i est le courant imposé par la source de courant ;
� u est la tension imposée par la source de tension ;
� iR1 (resp. iR2) est le courant qui traverse la résistance R1 (resp. R2).

Fig. H.1 � Système électrique.

Le modèle bond graph acausal associé mettant en évidence le composant 2-ports (indiqué
dans le cadre rouge sur la �gure H.1) à étudier est donné (�gure H.2).

Nous souhaitons véri�er l'adéquation de la structure choisie pour ce composant avec les
spéci�cations des entrées et des sorties suivantes :

I(s) =
k1

s
(H.7)

U(s) =
k2

s
(H.8)

IR1(s) =
k3s+ k4

k5s2 + k6s+ 1
(H.9)

IR2(s) =
1

k7s2 + k8s+ 1
(H.10)

avec ki non nuls, i = {1, . . . , 8}. Nous supposons que seules les spéci�cations de iR2 et la
structure du composant à l'étude peuvent être remises en cause.

� Étape 1 :
Sur le modèle bond graph acausal, il existe une ligne de puissance entre le premier port du
composant et la sortie iR1 et une ligne de puissance entre le deuxième port du composant
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Fig. H.2 � Modèle bond graph acausal du système électrique.

(a)

(b)

Fig. H.3 � Analyse (a) des lignes de puissance et (b) des chemins causaux du modèle bond graph
du système électrique.

et la sortie iR2 (�gure H.3(a)). Sur le modèle en causalité préférentielle intégrale, il existe
un chemin causal entre le premier port du composant et la sortie iR1 et un chemin causal
entre le deuxième port du composant et la sortie iR2 (�gure H.3(b)). Le modèle bond
graph bicausal est donné (�gure H.4). La structure de jonction du modèle inverse est
soluble.

Fig. H.4 � Modèle bond graph bicausal du système électrique.

� Étape 2 :
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Considérons le composant 2-ports auquel nous a�ectons une causalité préférentielle dé-
rivée. Deux a�ectations de causalité préférentielle dérivée sont possibles, le choix est
fait arbitrairement. Les variables de puissance entrantes sont f1 et e2 et les variables de
puissance sortantes sont e1 et f2. Les expressions des transmittances sont données par
la relation matricielle suivante : E1(s)

F2(s)

 =

 0 1

1 −C2s


 F1(s)

E2(s)



Fig. H.5 � Modèle bond graph du composant 2-ports en causalité préférentielle dérivée.

� Étape 3 :
À partir de l'étape 2 et à partir des spéci�cations données par les équations H.7, H.8, H.9
et H.10, il peut être déduit que : nm12 = nm21 = 0, nm22 = 1, n{i} = n{u} = n{iR1} = −1
et n{iR2} = −2. L'analyse des familles de Mason sur le modèle bond graph bicausal
permet de déduire que :
� il existe une seule famille de Mason contenant un chemin causal entre i (resp. u) et
la variable d'e�ort e1 (resp. e2) du composant d'ordre -1 (resp. 0) (�gure H.6 (resp.
�gure H.7)),

� il existe deux familles (resp. une seule famille) de Mason contenant un chemin causal
entre iR1 et la variable d'e�ort e1 (resp. de �ux f1) du composant d'ordre 0 (�gure H.8
(resp. H.9)).

� il existe une seule famille deMason contenant un chemin causal entre iR2 et la variable
d'e�ort e2 (resp. de �ux f2) du composant d'ordre 0 (�gure H.10 (resp. �gure H.11)).

Ainsi, il peut être déduit que :

max
{

(ni→e1 + n{i}); (niR1→e1 + n{iR1})
}
> max

{(
n{u} + max {nm12 + nu→e2}

)
;(

n{iR2} + max {nm12 + niR2→e2}
)}

max
{
niR2→f2 + n{iR2}

}
< max

{(
n{u} + max {nm22 + nu→e2}

)
;(

n{iR1} + max {nm21 + niR1→f1}
)

;(
n{iR2} + max {nm22 + niR2→e2}

)}
et par conséquent,

{
max {1− 1); (0− 1)} > max {(−1 + max {0 + 0}) ; (−2 + max {0 + 0})}
max {0− 2} < max {(−1 + max {1 + 0}) ; (−1 + max {0 + 0}) ; (−2 + max {1 + 0})}

et tel que :
� dans le calcul du degré (ni→e1 + n{i}) (à gauche de la première inégalité), une seule
famille de Mason d'ordre minimal est impliquée,

� dans le calcul du degré
(
n{u} + max {nm22 + nu→e2}

)
(à droite de la deuxième inéga-

lité), une seule famille de Mason d'ordre minimal est impliquée.
Ainsi, il peut être conclu que l'adéquation des spéci�cations à la structure du composant
n'est pas véri�ée au niveau d'analyse BG-structurel et par conséquent, aux niveaux
d'analyse inférieurs.
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Fig. H.6 � Analyse des familles de Mason contenant un chemin causal entre i et la variable
d'e�ort e1 du composant.

Fig. H.7 � Analyse des familles de Mason contenant un chemin causal entre u et la variable
d'e�ort e2 du composant.

Fig. H.8 � Analyse des familles de Mason contenant un chemin causal entre iR1 et la variable
d'e�ort e1 du composant.

Fig. H.9 � Analyse des familles de Mason contenant un chemin causal entre iR1 et la variable
d'e�ort f1 du composant.

� Étape 5 :
� Remise en question de la structure de la sortie iR2

Les spéci�cations de i, u et de iR1 et la structure du composant sont inchangées. Nous
calculons le degré de la nouvelle spéci�cation de iR2 à partir de la deuxième variable
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Fig. H.10 � Analyse des familles de Mason contenant un chemin causal entre iR2 et la variable
d'e�ort e2 du composant.

Fig. H.11 � Analyse des familles de Mason contenant un chemin causal entre iR2 et la variable
d'e�ort f2 du composant.

sortante f2 :

deg(IR2(s)) = max
{(
n{u} + max {nu→e2 ; (nm22 + niR2→e2)}

)
;(

n{iR1}; max {nm21 + niR1→f1}
)}
−max {niR2→f2 ; (nm22 + niR2→e2)}

= max {(1 + 0− 1); (0 + 0− 1)} −max {0; (1 + 0)}
= 0− 1 = −1 = n{y2}

et tel que pour les spéci�cations H.7, H.8 et H.9 et pour n{y2} = −1, on a :

max
{

(nu1→e1 + n{u1}); (ny1→e1 + n{y1})
}

= max
{(
n{u2} + max {nm12 + nu2→e2}

)
;(

n{y2} + max {nm12 + ny2→e2}
)}

(H.11)

Ainsi la première condition de l'étape 3 n'est pas véri�ée et la remise en question
de la sortie iR2 peut être établie au niveau d'analyse comportemental (à partir de la
deuxième variable sortante f2) :

Y2(s) =
M22(s)Nu→e2(s)U(s) + M21(s)NiR1→f1(s)IR2(s)

NiR2→f2(s)−m22(s)NiR2→e2(s)

=
k2C2(k5s

2 + k6s+ 1) + k3s+ k4

(R2C2s+ 1)(k5s2 + k6s+ 1)

tel que la relation suivante doit être véri�ée pour cette nouvelle spéci�cation :

1
C1s

I(s)−
(
R1 +

1
C1s

)
IR1(s) = −U(s)−R2IR2(s)
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Ce qui revient à véri�er :

R2C1C2(k1k5 − k3)s4 + [C1 (R2C2(k1k6 − k4)− k3 + k1k5)− k3R1R2C2] s3

+ [C1 (k1R2C2 + k1k6 − k4)−R1 (k3 + k4R2C2)] s2 + (k1C1 − k4R1) s =

− 2k2k5R2C1C2s
4 − C1 [k2 (k5 + 2k6R2C2) + k3R2] s3 − C1 [k2 (k6 +R2C2) + k4R2] s2

− k2C1 (1 +R2C2) s

et par conséquent, véri�er :


R2C1C2(k1k5 − k3) = −2k2k5R2C1C2

C1 (R2C2(k1k6 − k4)− k3 + k1k5)− k3R1R2C2 = −C1 [k2 (k5 + 2k6R2C2) + k3R2]
C1 (k1R2C2 + k1k6 − k4)−R1 (k3 + k4R2C2) = −C1 [k2 (k6 +R2C2) + k4R2]
k1C1 − k4R1 = −k2C1 (1 +R2C2)

� Remise en question de la structure du composant 2-ports
Les spéci�cations des di�érentes entrées et sorties sont inchangées. La structure du
composant est dé�nie par un ensemble de transmittances qui véri�ent les deux relations
suivantes :

1
C1s

I(s)−
(
R1 + 1

C1s

)
IR1(s) = M11(s)IR1(s) + M12(s)(R2IR2(s)−U(s))

IR2(s) = M21(s)IR1(s) + M22(s)(R2IR2(s)−U(s))

L'une des solutions causales possibles permettant de satisfaire ces deux relations est :
M11(s) = −

(
R1 + 1

C1s

)
M12(s) (R2IR2(s)−U(s)) = 1

C1s
I(s)

R2M22(s) = 1
−M22(s)U(s) + M21(s)IR1(s) = 0

Ainsi, les transmittances sont dé�nies par :

M11(s) = −
(
R1 + 1

C1s

)
M12(s) = k1(k7s2+k8s+1)

C1s(R2s−k2(k7s2+k8s+1)

M21(s) = k2(k5s2+k6s+1)
R2s(k3s+k4)

M22(s) = 1
R2



Annexe I

Notions de base sur l'approche
probabiliste

Cette annexe a pour objectif de présenter un certain nombre de dé�nitions et de concepts
de base nécessaires pour la compréhension et la mise en ÷uvre de l'approche probabiliste
qui fait l'objet du chapitre 4.

I.1 Espace probabilisé

Nous proposons dans cette section de rappeler les notions d'univers, d'espace probabili-
sable et probabilisé et ce, à travers la formalisation d'une expérience aléatoire où intervient
le � hasard �. En e�et, une expérience aléatoire est une expérience dont le résultat est
imprévisible. Répétée dans des conditions identiques, elle peut donner lieu à des résul-
tats di�érents. Le résultat de cette expérience peut être représenté par un élément ω de
l'ensemble Ω de tous les résultats possibles. L'ensemble Ω est désigné par l'ensemble fon-
damental ou encore l'univers. Par exemple, si l'expérience aléatoire consiste à lancer deux
dés parfaitement équilibrés alors l'ensemble Ω comprend tous les couples de chi�res de 1 à
6 : Ω = {(1, 1), (1, 2), (1, 3), . . .}. La somme des points marqués par les deux dés peut être
dé�nie par l'ensemble E = {2, 3, 4, . . . , 12}.

Un événement A est un sous-ensemble de l'univers Ω tel qu'à l'issue de l'expérience aléa-
toire, il est possible de déterminer si l'événement A s'est produit ou non. Par exemple dans
le cas de l'expérience des deux dés, l'événement � la somme des points est supérieure à
10 � est réalisé quand les résultats suivants (qui représentent une partie de Ω) sont obte-
nus : {(4, 6), (5, 6), (6, 4), (6, 5)}. L'événement élémentaire est une partie de Ω réduite à un
seul élément.
Dé�nition 57. Le couple (Ω, ϕ) forme l'espace probabilisable où ϕ constitue une tribu
de parties de Ω [Sap90].
Dé�nition 58. La probabilité sur (Ω, ϕ) est dé�nie par l'application P de ϕ dans [0, 1]
telle que [Sap90] :
� P(Ω) = 1,
� pour tout ensemble dénombrable d'événements incompatibles ou encore disjoints (l'in-
tersection de ces événements forme l'ensemble vide) A1, A2, . . . , An, on a P(∪Ai) =∑

P(Ai).
Dé�nition 59. Le triplet (Ω, ϕ,P) forme l'espace probabilisé [Sap90].
Ces dé�nitions trouvent leur origine dans la théorie de la mesure car cette dernière repré-
sente la théorie � mère � des probabilités.
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I.2 Loi de probabilité d'une variable aléatoire réelle

Dans plusieurs cas, les événements élémentaires ω s'expriment naturellement sous la forme
de nombres comme dans le cas du jet d'un dé ou dans le cas de la mesure d'une grandeur
physique (température, poids, pression etc...). De ce fait, il est apparu l'intérêt d'associer à
chaque événement ω ∈ Ω un nombre θ ∈ R. Spéci�er une règle associant les événements ω
et les nombres θ revient à dé�nir une variable aléatoire réelle. Dans le cadre de ces travaux,
nous nous intéressons exclusivement aux variables aléatoires réelles.
Dé�nition 60. Une variable aléatoire réelle Θ est une application de Ω dans R telle qu'à
tout ω correspond une valeur Θ(ω) = θ ∈ R [Bog06].
Plus formellement, une variable aléatoire réelle peut être dé�nie par :
Dé�nition 61. Une variable aléatoire réelle est une application mesurable de (Ω, ϕ,P)
dans R muni de sa tribu borélienne [Sap90].
Dé�nition 62. L'ensemble des valeurs que peut prendre la variable aléatoire réelle Θ est
désigné par le domaine de variation ou le support de Θ [Bog06].
Exemple. Considérons l'expérience aléatoire qui consiste à lancer deux dés parfaitement
équilibrés décrite dans la section précédente. L'application de Ω dans l'ensemble des points
marqués E = {2, 3, 4, . . . , 12} tel que E ⊆ R dé�nie une variable aléatoire réelle Θ (�-
gure I.1). Le domaine de variation de la variable aléatoire Θ est {2, 3, 4, . . . , 12}. Il peut
être remarqué que cette application n'est pas forcément bijective, tout événement élémen-
taire ω est associé à une seule valeur θ mais à une même valeur θ peut correspondre
plusieurs événements élémentaires.

Fig. I.1 � Variable aléatoire réelle Θ - Application de Ω dans E ⊆ R.

La variable aléatoire présentée dans l'exemple ci-dessus est dé�nie sur un domaine composé
de nombre �ni de valeurs possibles. Cependant, il existe d'autres situations où la variable
est continue par nature et par conséquent, pouvant prendre une in�nité de valeurs réelles
(par exemple la température de l'air ambiant) : on parle alors de variable aléatoire continue.
La notion de variable aléatoire continue se confond avec celle de variable admettant une
densité de probabilité.
Dé�nition 63. Soit Θ une variable aléatoire continue, une loi de probabilité ou une fonc-
tion de densité de probabilité (FDP) associée est une fonction φΘ telle que [Bré97,Ros07,
Dal08] :
� φΘ(θ) ≥ 0 ;
�
∫+∞
−∞ φΘ(θ)dθ = 1 ; c'est-à-dire l'aire totale sous la courbe est égale à 1.

La probabilité que Θ prenne des valeurs comprises entre a et b (a, b ∈ R) est donnée par :
P (a ≤ Θ ≤ b) =

∫ b
a φΘ(θ)dθ ce qui correspond à l'aire sous la courbe entre a et b (�gure I.2).

Remarque : Il n' y a pas de limite à la valeur que peut prendre une fonction de densité de
probabilité du moment que son intégrale reste égale à 1.
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Fig. I.2 � La probabilité que la variable aléatoire Θ prenne des valeurs comprises entre a et b

L'attribution des lois de probabilité aux paramètres incertains d'un système physique vus
alors comme des variables aléatoires repose sur plusieurs critères : la considération de
symétries, l'étude des fréquences d'apparition, etc... Toutefois, la loi normale1 reste la loi
de probabilité la plus utilisée. Une variable aléatoire réelle suit une loi normale d'espérance
(moyenne) µ et d'écart-type σ strictement positif (donc de variance σ2) si cette variable
aléatoire réelle Θ admet pour densité de probabilité la fonction φΘ(θ) dé�nie, pour tout
nombre réel θ, par :

φΘ(θ) =
1√
2πσ

exp

(
−(θ − µ)2

2σ2

)
(I.1)

Une telle variable aléatoire est alors dite variable gaussienne. Cette loi, notée N (µ, σ2), est
a�ectée à une variable aléatoire Θ si les causes de variation de Θ sont nombreuses et si
aucune d'elles n'est prépondérante.

Une variable aléatoire peut être caractérisée non seulement par une fonction de densité
de probabilité, mais aussi par une fonction de répartition. Cette fonction associe à chaque
réalisation (événement élémentaire) de la variable aléatoire la probabilité de ne pas excéder
cette valeur. La fonction de densité de probabilité représente la dérivée par rapport à la
variable aléatoire de la fonction de répartition. Ainsi, cette dernière peut être dé�nie comme
suit :
Dé�nition 64. La fonction de répartition ΦΘ d'une variable aléatoire Θ peut être dé�nie
par :

ΦΘ = P (Θ ≤ θ) (I.2)

où θ est une réalisation de Θ. La fonction de répartition ΦΘ peut être dé�nie à partir de
la fonction de densité de probabilité φΘ associée à la variable aléatoire Θ :

ΦΘ(θ) =
∫ θ

−∞
φΘ(τ)dτ (I.3)

Si nous nous intéressons à un ensemble de variables aléatoires, il est important d'identi�er le
lien existant entre ces variables avant de commencer une analyse probabiliste car le niveau
de di�culté de cette analyse dépend de la dépendance/indépendance entre ces variables
aléatoires. En e�et, la notion d'indépendance est un concept clé en théorie des probabilités :
Dé�nition 65. Deux variables aléatoires Θ1 et Θ2 sont indépendantes ou encore orthogo-
nales (Θ1⊥Θ2) si l'une n'a aucune in�uence sur l'autre.
Dans le cas où les variables aléatoires sont dépendantes, étudier l'ensemble des variables
au lieu de considérer chaque variable indépendamment permet de déduire des informations
sur l'une des variables lorqu'on dispose d'informations sur les autres variables et ce, en
exploitant le lien existant entre elles. La fonction de densité de probabilité conditionnelle
(dé�nition 5, chapitre 4) s'inscrit dans ce contexte. Cette FDP est généralement caractérisée
par la mesure de Dirac δ dé�nie par :

1La loi normale est désignée aussi par la loi de Gauss ou la loi de Laplace-Gauss.
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Dé�nition 66. La mesure de Dirac ou la masse de Dirac est une mesure supportée par
le singleton {0} et de masse totale 1 :{

δ({0}) = 1
δ(Q) = 0

où Q est une tribu borélienne dé�nie sur Rn

Remarque. La mesure de Dirac d'un vecteur Θ de n composants s'écrit sous la forme
suivante :

δ(Θ) =
n∏
i=1

δ(Θi) (I.4)

I.3 Processus stochastique

L'analyse et l'étude des variables aléatoires et des grandeurs qui s'y rattachent : fonction de
répartition, fonction de densité de probabilité, etc..., se font souvent en statique. Ceci est
souvent insu�sant dans la pratique car ces variables (et par conséquent les grandeurs qui
s'y rattachent) peuvent dépendre du temps. Par exemple, si la tension électrique du réseau
est observée sur une période de temps T, il peut être constaté que cette tension varie. Cette
variation est due aux di�érentes sources de perturbation électrique dans l'environnement du
système de mesure. Si l'ensemble de ces sources de perturbation est décrit par l'événement
aléatoire ω, alors la tension électrique peut s'écrire u(ω, t). Cet exemple illustre bien le
concept de base des processus stochastiques.
Dé�nition 67. Un processus stochastique est une fonction de deux arguments (ω, t) :
(ω, t)→ Θ(ω, t) où ω est un élément de l'espace probabilisé (Ω, ϕ,P) et t est le temps [Sol06].
La réalisation du processus Θ(ω, t) associée à un événement ωi est une fonction non aléatoire
du temps : t→ Θ(ωi, t). Cette réalisation est appelée la trajectoire associée à l'événement
ωi. La réalisation du processus Θ(ω, t) associée à un instant donné ti est une variable
aléatoire dé�nie par : ω → Θ(ω, ti).

I.4 Fonctions de variables/processus aléatoires

Dans un problème stochastique statique (resp. dynamique), la variable (resp. processus)
aléatoire d'intérêt peut être une variable di�cile à caractériser. Néanmoins, cette va-
riable (resp. processus) est généralement liée par l'intermédiaire d'une fonction conti-
nue à une autre variable (resp. processus) dont la FDP est donnée ou aisément obte-
nue. Cette formulation du problème stochastique permet de décrire la propagation de la
densité de probabilité au sein d'un modèle dans le but de déterminer la FDP d'une ou
plusieurs variables/processus aléatoires à partir de la connaissance des FDP d'autres va-
riables/processus aléatoires. Dans la section 4.1.2 du chapitre 4, le cas d'une fonction de
variable/processus aléatoire (le cas général ainsi que le cas d'une fonction inversible) est
présenté. Dans cette section, nous rappelons le cas d'une fonction non inversible ainsi que
le cas multivariable (fonction de vecteur de variables/processus aléatoires). Nous nous foca-
lisons sur le cas de variables aléatoires statiques mais les théorèmes présentés peuvent être
généralisés aux processus stochastiques qui peuvent être vus comme étant des variables
aléatoires évoluant dans le temps.

I.4.1 Fonction de variable/processus aléatoire : cas d'une fonction non
inversible

Si la fonction g qui relie les deux variables aléatoires Θ1 et Θ2 n'est pas bijective alors
la FDP associée à Θ2 peut être déterminée à partir de la FDP associée à Θ1 selon le
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théorème 12 et ce, sans passer par la détermination de la fonction de répartition.
Théorème 12. Soit Θ1 une variable aléatoire ayant φΘ1(θ1) comme fonction de densité
de probabilité et soit Θ2 une autre variable aléatoire telle que Θ2 = g(Θ1). Si la fonction g
n'est pas bijective alors la fonction de densité de probabilité φΘ2(θ2) associée à la variable
Θ2 est calculée comme suit [Bré97] :

φΘ2(θ2) =
k∑
i=1

φΘ1(g−1
i (θ2))∣∣∣g′(g−1
i (θ2))

∣∣∣ (I.5)

où k est le nombre de morceaux continus en Θ1 pour l'équation Θ2 = g(Θ1) et g−1
i (Θ2),

i = {1, . . . , k}, sont les solutions.

I.4.2 Fonction d'un vecteur de variables/processus aléatoires

Dans le cas où un vecteur de variables aléatoires p s'exprime en fonction d'un autre vec-
teur de variables aléatoires Θ dont la FDP conjointe associée est donnée, alors la FDP
conjointe associée au vecteur p peut être déterminée. Le cas général est exposé, certains
cas particuliers sont ensuite examinés.

Cas général

La fonction de répartition associée au vecteur aléatoire p =
(
p1, . . . ,pnp

)
peut être déter-

minée en associant à tout événement A dé�ni sur ce vecteur un événement B équivalent
dé�ni sur le vecteur Θ = (Θ1, . . . ,ΘnΘ) (avec en général np ≤ nΘ) tel que la probabilité
de la réalisation de l'événement A est égale à la probabilité de la réalisation de l'événement
B : P (A) = P (B).
Théorème 13. Si l'événement B est équivalent à l'événement A ≡ (p1 ≤ p1 ∩ · · · ∩pnp ≤
pnp) et donc P (A) = Φp(p) = P (B) où Φp est la fonction de répartition associée au vecteur
p alors :

Φp(p) =
∫
· · ·
∫
B
φΘ(θ)dθ (I.6)

où φΘ est la FDP conjointe associée à Θ. La FDP conjointe φp associée à p s'obtient

ensuite en dérivant la fonction de répartition : φp(p) = ∂npΦp(p)
∂p1···∂pnp

.

Cas d'une application inversible

Si l'application g qui relie les deux vecteurs aléatoires Θ et p est inversible alors la FDP
conjointe associée au vecteur p peut être déterminée à partir du théorème 14.
Théorème 14. Soit Θ = (Θ1, . . . ,Θn) et p = (p1, . . . ,pn) deux vecteurs de n variables
aléatoires chacun tels que p = g(Θ) et h = g−1 (Θ = h(p)). Connaissant la FDP conjointe
φΘ de Θ, il est possible de déduire la FDP conjointe φp de p, si h est continûment di�é-
rentiable, comme suit [Bré97,Ros07] :

φp(p) = |Jg|−1 φΘ(θ) = |Jg|−1 φΘ(h(p))
= |Jh|φΘ(θ) = |Jh|φΘ(h(p))

(I.7)

où Jg = det


∂g1(θ)
∂θ1

. . . ∂g1(θ)
∂θn

...
. . .

...
∂gn(θ)
∂θ1

. . . ∂gn(θ)
∂θn


resp. Jh = det


∂h1(p)
∂p1

. . . ∂h1(p)
∂pn

...
. . .

...
∂hn(p)
∂p1

. . . ∂hn(p)
∂pn


 est le Ja-

cobien (ou encore le déterminant Jacobien) de g (resp. de h).
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Cas d'une application non inversible

Si l'application g n'est pas bijective alors la FDP conjointe associée à p peut être déter-
minée à partir de la FDP conjointe associée à Θ selon le théorème 15 (sans passer par la
détermination de la fonction de répartition).
Théorème 15. Soit Θ = (Θ1, . . . ,Θn) et p = (p1, . . . ,pn) deux vecteurs de n variables
aléatoires chacun tels que p = g(Θ). Si l'application g n'est pas bijective alors le domaine
U sur lequel est dé�ni g est supposé pouvoir être partitionné comme suit [Bré97] :

U =
k∑
i=1

Ui (I.8)

où Ui sont les domaines sur lesquels ĝi (les restrictions de g) sont dé�nies et bijectives
(Figure I.3). Soit Vi l'image de Ui par g (ou, ce qui revient au même, par ĝi). Les di�érents
Vi ne sont pas nécessairement disjoints. Dans ce cas, la FDP conjointe φp de p est dé�nie
par :

φp(p) =
k∑
i=1

φΘ(ĝ−1
i (p)) |Jhi | =

k∑
i=1

φΘ(ĝ−1
i (p))
|Jgi |

(I.9)

où φΘ est la FDP conjointe associée à Θ et ĝ−1
1 (p), . . . , ĝ−1

k (p) sont les k morceaux continus
en Θ associés à p = g(Θ).

Fig. I.3 � Application non inversible : partition du domaine U.

Remarque : Les théorèmes 14 et 15 exigent que les vecteurs de variables aléatoires Θ et p
soient de même dimension. Dans leur forme, ces théorèmes ne permettent pas d'obtenir la
FDP conjointe associée à p si le nombre de variables aléatoires contenues dans ce vecteur
est inférieur à celui des variables aléatoires contenues dans le vecteur Θ, ce qui est un cas
rencontré fréquemment. Pour remédier à ce problème, des variables � �ctives � peuvent
être rajoutées de manière à obtenir des dimensions identiques pour les vecteurs aléatoires.
Supposons que p = g(Θ) est de dimension np et Θ est de dimension nΘ (avec np < nΘ)
alors nous pouvons dé�nir le système carré suivant où les (nΘ − np) sorties rajoutées
représentent les (nΘ − np) dernières variables de Θ :

p1 = g1 (Θ1, . . . ,ΘnΘ)
...

pnp = gnp (Θ1, . . . ,ΘnΘ)
pnp+1 = Θnp+1

...

pnΘ = ΘnΘ

(I.10)



I.4. Fonctions de variables/processus aléatoires 299

Ensuite, la propagation de densité de probabilité le long de ce modèle peut être établie à
partir du théorème 14 ou du théorème 15 selon l'inversibilité de l'application g.

Dans la littérature, certaines opérations classiques sur les fonctions de densité de probabilité
ont été établies comme la somme de deux variables aléatoires indépendantes : la FDP
marginale de la somme de deux variables aléatoires indépendantes est égale au produit de
convolution des FDP marginales de ces variables aléatoires [Bré97].
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