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Jeux de coloration de graphes

Résumé

Partie 1 : Le jeu de Domination et ses variantes

Le jeu de Domination un jeu combinatoire qui consiste a marquer les sommets d’un
graphe de telle sorte qu'un sommet marqué n’ait aucun voisin marqué. Le premier joueur
ne pouvant plus marquer de sommet est déclaré perdant.

Le calcul des stratégies gagnantes étant NP-difficile pour un graphe quelconque, nous
avons étudié des familles particulieres de graphes comme les graphes bipartis complets, les
chemins ou les scies. Pour ces familles I'ensemble des graphes perdants a été déterminé.
Pour d’autres familles comme les chenilles nous avons démontré 'existence d'un algo-
rithme polynomial donnant les stratégies gagnantes a adopter ou, le cas échéant, affirmant
que le graphe est perdant. Mais concernant des familles plus générales comme les arbres,
aucun algorithme polynomial n’est a ce jour connu, et on ne sait guere faire mieux que
d’explorer le graphe des configurations. Nous avons également étudié 28 variantes du jeu
de domination, dont les 12 variantes définies par J. Conway sur un jeu combinatoire quel-
conque. En utilisant la notion de fonction de jeu, nous avons donné ’ensemble des chemins
perdants pour 10 de ces douze variantes. Nous avons également obtenu des résultats sur
16 variantes dites diametre, ou la regle impose par exemple aux joueurs de jouer sur la
composante de plus grand diametre.

Partie 2 : Le nombre chromatique ludique des arbres

Ce parametre est calculé a partir d’un jeu de coloration : Alice et Bob colorient alter-
nativement et proprement un sommet d’un graphe G avec I'une des k couleurs. L’objectif
d’Alice est de colorier completement le graphe alors que Bob doit I’en empécher. Concer-
nant les arbres Faigle et al. on démontré que le nombre chromatique ludique d'une arbre
est au plus 4. Nous souhaitions donc caractériser les arbres ayant un nombre chroma-
tique ludique 3, soit ceux pour lesquels Alice a une stratégie gagnante avec 3 couleurs.
Ce probleme semblant difficile a résoudre sur les arbres, nous avons considéré des sous-
familles : les 1-chenilles puis les chenilles sans trous. Pour ces deux familles, nous avons
effectué la caractérisation et avons également donné les stratégies gagnantes pour Alice
si le nombre chromatique ludique est 3, ou pour Bob s’il vaut 4. Nous avons pour cela
défini la notion de bitype qui associe a tout graphe partiellement colorié G deux lettres
indiquant qui a une stratégie gagnante sur G et de méme sur G avec un sommet isolé
supplémentaire. Ce parametre permet de démontrer plusieurs propriétés, notamment le
calcul du nombre chromatique ludique d’un graphe en fonction de ceux de ses composantes
connexes.

Mots-clés : Jeu combinatoire, Jeu de Domination, stratégie gagnante, coloration de
graphes, nombre chromatique ludique, arbre, chenille
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Graphs coloring games

Abstract

Part 1 : Domination Game and its variants

Domination game is a combinatorial game that consists in marking vertices of a graph
so that a marked vertex has no marked neighbors. The first player unable to mark a vertex
loses the game.

Since the computing of winning strategies is an NP-hard problem for any graphs,
we examine some specific families of graphs such as complete k-partite graphs, paths or
saws. For these families, we establish the set of losing elements. For other families, such as
caterpillars, we prove that exists a polynomial algorithm for the computation of outcome
and winning strategies. No polynomial algorithm has been found to date for more general
families, such as trees.

We also study 28 variants of Domination game, including the 12 variants defined by J.
Conway for any combinatorial game. Using game functions, we find the set of losing paths
for 10 of these 12 variants. We also investigate 16 variants called diameter, for instance
when rules require to play on the component that has the largest diameter.

Part 2 : The game chromatic number of trees

This parameter is computed from a coloring game : Alice and Bob alternatively color
the vertices of a graph (G, using one of the k colors in the color set. Alice has to achieve
the coloring of the entire graph whereas Bob has to prevent this. Faigle and al. proved
that the game chromatic number of a tree is at most 4. We undertake characterization of
trees with a game chromatic number of 3. Since this problem seems difficult for general
trees, we focus on sub-families : 1-caterpillars and caterpillars without holes.

For these families we provide the characterization and also compute winning strategies
for Alice and Bob. In order to do so, we are led to define a new notion, the bitype, that for
a partially-colored graph GG associates two letters indicating who has a winning strategy
respectively on G and G + K;. Bitypes allow us to demonstrate several properties, in
particular to compute the game chromatic number of a graph from the bitypes of its
connected components.

Keywords : Combinatorial game, Domination game, winning strategy, graph coloring,
game chromatic number, tree, caterpillar
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Introduction

C’est généralement pendant I'enfance que notre esprit ludique se développe. Durant
cette période nous cherchons a mettre en place des stratégies gagnantes sur les jeux que
nous pratiquons avec nos camarades.

Pour ma part, a cette époque je me suis intéressé au jeu du morpion 3 x 3 ou Tic-
Tac-Toe en analysant tous les coups possibles, recherchant une méthode me permettant
de gagner a coup sur. Quelle ne fut pas ma déception quand je me suis apercu que 'on
ne pouvait faire mieux qu’un match nul... Avec mes sceurs nous jouions beaucoup au
morpion 8 x 8. La aussi j'avais essayé de rechercher une stratégie gagnante, mais je me
rendis compte que ce jeu était bien trop complexe pour que 'on puisse étudier toutes les
configurations.

L’existence des jeux combinatoires est avérée depuis I’Antiquité, et ceci dans la plupart
des civilisations. L’Awalé en Afrique, le Go en Asie et les Echecs en Europe sont des
jeux sans hasard qui existent depuis de nombreux siecles. Toutefois malgré la puissance
de calcul des machines modernes ces jeux restent a ce jour non résolus, parfois méme
certains joueurs humains parviennent encore a battre les meilleurs ordinateurs qui peuvent
pourtant effectuer plusieurs milliards d’opérations par seconde.

Les premieres études mathématiques des jeux combinatoires datent du début du
XX¢ siecle, avec la mise en évidence par C.L. Bouton dans [6]d une stratégie gagnante
sur le jeu de Nim, un jeu constitué de plusieurs tas d’allumettes ou les joueurs retirent
tour a tour une ou plusieurs allumettes de 1'un de tas. La recherche d’'une stratégie
gagnante pour 'un des deux joueurs est ’enjeu principal de I’étude d'un jeu. Depuis plus
d’un siecle la théorie des jeux combinatoires s’est considérablement étoffée. Ainsi nous
pouvons classer un jeu donné dans un domaine précis, parfois trouver des équivalences
avec d’autres jeux préalablement étudiés, et ainsi démontrer 1'existence d’une stratégie
gagnante pour certaines positions de jeu. Néanmoins pour un grand nombre de jeux
connus et étudiés depuis des décennies I'ensemble des positions perdantes reste inconnu.
Il est souvent déconcertant de comparer la simplicité de la définition d’un jeu avec la
complexité de la recherche d'une stratégie gagnante pour une position donnée. C’est par
exemple le cas pour le jeu de Kayles Misere. De plus, la plupart des jeux connus du grand
public sont des problemes difficiles. Le Go les Echecs ou le Reversi ont jusqu’ici résisté
aux efforts de la communauté scientifique.
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Comprenant la richesse et la complexité de ce domaine, j’ai choisi de faire une these
sur les jeux combinatoires, plus précisément sur les jeux de coloration de graphes. Tant
pour le jeu de Domination que pour le jeu aboutissant au calcul du nombre chromatique
ludique, démontrer I'existence d’une stratégie gagnante sur un graphe quelconque est un
probleme si complexe que nous n’avons pu l'effectuer que sur des familles tres restreintes
comme les chemins ou les chenilles.

Apres quelques définitions de théorie des graphes, nous aborderons la premiere partie
de cette these qui porte sur un jeu combinatoire consistant a marquer les sommets d’un
graphe, le jeu de domination. Partant d’un graphe G, les deux joueurs marquent tour a
tour un sommet de GG de telle sorte qu’a tout moment de la partie un sommet marqué n’ait
aucun voisin marqué. Le perdant est le joueur ne pouvant plus marquer aucun sommet
de G.

Dans le Chapitre 1 nous présenterons ce qu’est un jeu combinatoire et proposerons
un bref historique de la théorie des jeux combinatoires. Nous introduirons les principales
notions utiles I’étude des jeux combinatoires, notamment la fonction de Sprague-Grundy
qui permet entre-autres de savoir si le joueur Suivant a une stratégie gagnante. Nous
introduirons également les jeux octaux, une famille de jeux combinatoires ayant fait 'objet
de nombreuses publications et dont les résultats sont utiles a 1’étude du jeu de domination.

Dans le Chapitre 2 nous présenterons nos résultats sur le jeu de domination pour
quelques familles de graphes. Lorsqu’une famille de graphes vérifie certaines propriétés
nous dirons qu’elle est jouable, et dans ce cas nous verrons qu’il existe un algorithme
quadratique permettant de déterminer les valeurs de Sprague-Grundy des éléments des
cette famille. Pour certaines familles jouables comme les chemins et les grilles 2 X n, nous
découvrirons une période qui nous permettra de déduire I’ensemble des éléments perdants.
Cependant pour d’autres familles comme les 2-chemins ou les scies trapézoidales aucune
période dans la séquence des valeurs de Sprague-Grundy n’a été découverte, nous n’avons
donc pas pu déterminer I’ensemble des éléments perdants. Nous démontrerons ensuite que
pour une chenille de diametre d il existe un algorithme en O(d?) calculant la valeur de
Sprague-Grundy de cette chenille, et déduirons ainsi un certain nombre de résultats sur
des familles particulieres de chenilles.

Dans le Chapitre 3, nous étudierons douze variantes du jeu de domination, les douze
variantes de J.H. Conway [7] qui peuvent s’appliquer a tout jeu combinatoire. Elles sont
basées sur 3 variations possibles. Premierement, plutot que de déclarer perdant le joueur
ne pouvant plus jouer on peut le déclarer gagnant. Il s’agit de la variante misére. Ensuite,
plutot que de déclarer la partie terminée lorsque toutes les composantes le sont, on peut
la déclarer terminée des qu’une composante 1’est. Il s’agit de la terminaison rapide. Enfin,
plutdt que de jouer sur une seule composante (disjonctif) on peut imposer de jouer sur
toutes les composantes (conjonctif), ou sur certaines composantes (sélectif). Cela abou-
tit a douze variantes que nous étudierons pour le jeu de domination sur la famille des
chemins. Pour dix d’entre-elles nous déterminerons les chemins perdants. Concernant les
deux dernieres, le jeu disjonctif misere est un jeu célebre pour lequel nous ne connais-
sons a ce jour aucun algorithme polynomial, et pour le jeu disjonctif rapide misere nous
donnerons un algorithme quadratique.
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Dans le Chapitre 4 nous nous sommes intéressés a d’autres variantes du jeu de do-
mination. Plutot que de pouvoir jouer sur n’importe quelle composante, on peut obliger
les joueurs a jouer sur la (ou les en sélectif) composante(s) de plus grand (ou plus petit)
diametre. En combinant avec les deux terminaisons lente/rapide et avec les versions nor-
male/misere on obtient seize nouvelles variantes. Nous présenterons nos résultats sur ces
variantes, notamment des périodes géométriques sur I’ensemble des positions perdantes.

En conclusion nous remarquerons que 1’on peut construire une infinité de variantes du
jeu de domination. Pour certaines d’entres-elles, la caractérisation des chemins perdants
semble étre tres difficile puisque nous n’avons pas découvert de période sur les réunions
de chemins de diametre au plus quatre.

Dans la seconde partie de cette these nous nous intéresserons au probleme de ca-
ractérisation du nombre chromatique ludique des arbres. Le nombre chromatique ludique
est basé sur le jeu partisan J dont voici la définition. Partant d’'un graphe G et d'un
entier k, les deux joueurs Alice et Bob colorient tour a tour un sommet de G avec I'une
des k couleurs de telle sorte que deux sommets voisins n’aient pas la méme couleur. La
partie est terminée lorsqu’on ne peut plus colorier de sommet. Si tous les sommets sont
coloriés alors Alice gagne la partie et sinon Bob gagne. Le nombre chromatique ludique
d’un graphe G est le plus petit entier k tel qu’Alice ait une stratégie gagnante sur G en
commencant a jouer. Puisque pour les arbres de diametre au moins 3 le nombre chroma-
tique ludique vaut 3 ou 4, nous nous sommes intéressés au probleme de caractérisation
des arbres de nombre chromatique ludique 3.

Dans le Chapitre 6 nous introduirons les définitions et outils utiles au calcul du nombre
chromatique ludique, notamment la notion de bitype qui associe a tout graphe G partiel-
lement 3-colorié un couple XY indiquant qui gagne avec 3 couleurs (entre Alice, Bob, le
joueur Suivant ou le joueur Précédent) sur G et sur G+ K. Le fait de savoir qui gagne sur
G + K correspond a autoriser un et un seul joueur a passer son tour une et une seule fois
dans la partie. Cette définition des bitypes permet entre autres d’obtenir une propriété
d’addition, c’est-a-dire de calculer le bitype de G + H connaissant les bitypes de G et de
H. Nous démontrerons également un théoreme d’inclusion permettant dans certains cas
d’étendre une stratégie gagnante de Bob (resp. Alice) sur G a un sur-graphe de G (resp.
un sous-graphe de G).

Dans le Chapitre 7 nous étudierons quelques familles de graphes. Nous déterminerons
les bitypes des chenilles sans trous (sommets de degré 2) et des 1-chenilles circulaires. Nous
donnerons également quelques outils pour les chenilles avec trous mais on ne connait a ce
jour aucun algorithme polynomial permettant de déterminer le bitype de ces chenilles.

Enfin, dans le Chapitre 8, nous verrons qu'’il existe des arbres non coloriés de n’importe
quel bitype . Une des conséquences est que contrairement a 'intuition il existe des arbres
ou le joueur Précédent gagne, c’est-a-dire ou ni Alice ni Bob n’ont intérét a commencer a
jouer. Pour certains bitypes nous démontrerons que les exemples découverts sont les plus
petits en nombre de sommets.

Nous conclurons cette partie par quelques questions ouvertes et prolongements.
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xviii CHAPITRE 0. DEFINITIONS ET NOTATIONS

Dans cette these nous manipulerons des objets mathématiques : les graphes. Com-
mencons par définir ces objets et leurs principaux attributs.

0.1 Définitions générales

Un graphe, orienté ou non, est une représentation abstraite d’un réseau.

Un graphe non orienté simple sans boucles G, par la suite simplement appelé
graphe, est un couple G = (V, E) ou V est 'ensemble des sommets du graphe G et E
I’ensemble des arétes du graphe. Pour un graphe G donné, son ensemble de sommets est
noté V(G). Un sommet v, également appelé noeud, constitue un point d’intersection du
réseau. L’ensemble des arétes de G est noté E(G). Une aréte e = {u,v} est une paire de
sommets. Elle constitue un lien entre les deux sommets u et v qui sont les extrémités
de e. Elle est plus simplement notée e = uv.

Un graphe orienté simple sans boucles 8, par la suite simplement appelé graphe
orienté, est également un couple = (V,A), ou V est I'ensemble des sommets est A
I’ensemble des arcs de 8 Un arc a = b est un couple (u,v) de sommets avec u # v.
L’arc a représente un lien de u vers v. L’ensemble des arcs A est donc un ensemble de
couples de sommets distincts.

Définissons maintenant les principaux attributs concernant les graphes non orientés.

L’ordre d’'un graphe G est le nombre de sommets de G.

Soit v un sommet d’un graphe G. Un voisin de v est un sommet u tel que uv € E(G).
Le voisinage d’un sommet v dans G, noté Ng(v) ou N(v) s’il n’y a pas d’ambiguité sur
le graphe considéré, est ’ensemble des voisins de v dans G :

Ne(v) ={u e V(G),uv € E(G)}.

Le voisinage fermé d’un sommet v dans G, noté N (v), est le voisinage de v plus le
sommet v lui méme : N/ (v) = Ng(v) U {v}.

Le degré d’un sommet v dans G, noté dege(v) est le nombre d’arétes incidentes a v,
c’est-a-dire le nombre d’arétes ayant une extrémité égale a v. On a donc degg(v) = |Ng(v)].
Le degré de v est parfois noté deg(v) s’il n’y a pas d’ambiguité sur le graphe considéré.

Un chemin d’un graphe G est une suite non vide de sommets C' = uguus . .. uy telle
que pour tout 1 < ¢ < k, u;_qu; est une aréte de G. Un chemin constitue un parcours
dans le graphe G. Un chemin C' = wugujus ... u; est un cycle si et seulement si & > 3 et
ug = ug. Un cycle est donc un parcours dans lequel on revient au point de départ. La
longueur d’un chemin ou d’un cycle est le nombre k d’arétes de celui-ci.

Soit G un graphe et u et v deux sommets de G. La distance entre u et v dans G,
notée dg(u,v) ou d(u,v) s’il n’y a pas d’ambiguité sur le graphe considéré, est la longueur
d’un plus court chemin reliant u a v. Si un tel chemin n’existe pas la distance est infinie :
dg(u,v) = 400.

Le diameétre de G, noté diam(G) est la plus grande distance entre deux sommets de
G :

diam(G) = max{dg(u,v) , (u,v) € V*(G)}.
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Une clique est un ensemble de sommets K C V(G) tel que pour tous sommets u et v
de K une aréte relie u et v.

Un stable est un ensemble non vide de sommets S C V(G) non voisins deux a deux.
Autrement dit, pour tous sommets s et t de S, st ¢ E(G).

Soit F' C F(G) un sous-ensemble de 'ensemble des arétes de G. Le graphe partiel
de G engendré par F est le graphe G' = (V(G), F) et est noté G|F. Si F = E(G) —{e},
alors le graphe partiel de G engendré par F' est noté G — e.

Soit S C V(@) un sous-ensemble de I'ensemble des sommets de G. Le sous-graphe
de G engendré par S, noté G[S], est le graphe G[S] = (S, E’) ou E’ est I'ensemble des
arétes de GG ayant leurs deux extrémités dans S.

Un graphe G’ est un sous-graphe partiel de G s'il existe S C V(G) et F' C E(G)
tels que G' = (S, F). Cette relation entre G et G’ est notée G' C G.

Un graphe G’ est un sous-graphe induit de G si et seulement s’il existe un ensemble
S de sommets de G tel que G' = G[S].

Soient G et H deux graphes. On dit que G et H sont isomorphes et on note G = H
s'il existe une bijection ¢ : V(G) — V(H) telle que pour tous sommets u et v de G on
a:

w € BE(G) & p(u)p(v) € E(H).

Soient G' et H deux graphes vérifiant V(G) N V(H) = (. La réunion disjointe
des deux graphes G et H, notée G + H, est définie par V(G + H) = V(G) UV (H) et
E(G+ H) = E(G)U E(H). On dira aussi qu’il s’agit de la réunion ou de la somme de
G et H.

On note G 4+ G ou 2.G la somme G + G5 ou G et G5 sont deux copies disjointes de
G. On définit récursivement pour tout k£ > 3 le graphe k.G comme suit :

kG=(k—1).G+G

Un graphe G est dit connexe si pour toute paire de sommets distincts il existe un
chemin reliant ces sommets. Par convention le graphe vide, noté ), est également connexe.

Une composante connexe d’'un graphe G est un sous-graphe connexe maximal G’
de G, c’est-a-dire tel que pour tout v € V(G)\V(G'), G[V(G") U {v}] n’est pas connexe.
L’ensemble des composantes connexes de G est noté C(G).

Le diametre sur les composantes connexes, noté diame est le maximum des
diametres des composantes connexes de G :

diame(G) = max{diam(C) , C € C(G)}.

Le complémentaire d'un graphe G, noté G, est le graphe formé des mémes sommets
et o1 'on place une aréte si et seulement s’il n’y en a pas dans G. Formellement, G =
(V(G),E), on E = {uv ¢ E(G)}.

Le produit cartésien de deux graphes G et H, noté GO H est le graphe K contenant
|[V(G)|.|]V(H)| sommets et construit comme suit :

- V(K) ={(u,u),u e V(G),u € V(H)};

- B(K) = {(u,u)(v,v"),u = vetuv € E(H)} U {(u,u)(v,v), v/ = v etuv €
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Soit G un graphe et k un entier strictement positif. Une k-coloration de G est une
assignation de couleurs aux sommets de G, c’est-a-dire une fonction ¢ de V(G) dans
I'intervalle entier [1,k] = {1,2,...,k}. Une k-coloration propre est une k-coloration ¢
telle que si wv € E(G) alors c(u) # ¢(v).

Terminons ce paragraphe par quelques définitions concernant les graphes orientés.

Soit un graphe orienté. Un chemin C' dans 8 est une suite C' = uguqusy . . . uy de
sommets de G telle que pour tout 1 <17 < k, Uit € A(G). Un circuit est un chemin
C = uguquy . . . uy vérifiant k > 3 et ug = uy,.

Un graphe orienté est dit acyclique s’il ne contient pas de circuit. Soit © un sommet de

. Le sommet u est un sommet source si et se%ement si u ne contient aucun arc entrant.
Autrement dit, pour tout v € V(é—l), vl ¢ A(G). Le sommet u est un sommet puits
si et seulement si u ne contient aucun arc sortant. Autrement dit, pour tout v € V(a),

ub ¢ A(a) Un noyau de G est un ensemble S de sommets vérifiant :
1. Pour tous sommets s et ¢t de S, st ¢ A(a) et 14 ¢ A(a);
2. Pour tout sommet u ¢ S il existe un sommet s € S tel que ué € A(ﬁ)

Dans le cas d'un graphe acyclique, Berge [3] a démontré la propriété suivante :

Théoréme 0.1.1 (Berge [3]) Si G est un graphe orienté acyclique, alors le noyau de

8 existe et est unique.

0.2 Principales familles de graphes

Dans cette section nous allons définir les familles de graphes que nous allons utiliser
par la suite.

Un graphe complet est un graphe K dans lequel toutes les arétes sont présentes. On
a B(K) = {uw, u,v € V(K),u # v}. Pour n > 0, le graphe complet d’ordre n est noté
K,,. Le graphe complet K35, d’ordre 5, est représenté en Figure 1.

FIGURE 1 — Le graphe complet Kj5

Le chemin P, d’ordre n est un graphe a n sommets uy, us,...,u, et a n — 1 arétes
reliant les sommets successifs : F(P,) = {uu;41 , 1 <i<n—1}. Le chemin P;, d’ordre
7, est représenté sur la Figure 2.

Pour tout n > 3, le cycle C,, de longueur n est un graphe a n sommets uy, us, ..., Uy,
et a n arétes vérifiant E(C,) = {upui} U {wuipy , 1 <i <mn—1}. Le cycle Cy, d’ordre
8, est représenté sur la Figure 3.
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FIGURE 2 — Le chemin P

FIGURE 3 — Le cycle Cy

Un graphe G est dit biparti sl existe une partition de V(G) en deux ensembles non
vides A et B telle que toute aréte de GG relie un sommet de A avec un sommet de B. Un
graphe G est biparti complet si GG est biparti en deux ensembles A et B, et si pour tous
u € Aetv e B il existe une aréte entre u et v. On note K, , le graphe biparti complet
tel que n = |A] et p = |B|. La Figure 4 est un exemple de graphe biparti complet.

FIGURE 4 — Le graphe biparti complet K33

On peut généraliser cette notion a k ensembles disjoints. Un graphe G est dit k-parti
sl existe une partition de V(G) en k ensembles non vides Ay, As, ..., A telle que toute
arete de G relie deux sommets appartenant a des parties distinctes. Le graphe G est k-
parti complet s’il est k-parti en k ensembles Ay, Ag, ..., Ay et sipourtous 1 <i<j <k
pour tous u € A; et v € a; il y a une aréte entre u et v. On note K, n, ., le graphe
k-parti complet de tailles n; = |A;| pour 1 <i < k.

Un graphe régulier (resp. k-régulier) est un graphe ot tous les sommets ont le méme
degré (resp. degré k). Le graphe de la Figure 5 est un graphe 4-régulier.

Un arbre A est une graphe connexe sans cycle. Une forét est un graphe non connexe
dont les composantes connexes sont toutes des arbres. Le graphe de la Figure 6 est un
arbre.

Une étoile généralisée E (appelée simplement étoile) est un arbre ot au plus un
sommet, est de degré supérieur ou égal a 3. Le degré de ce sommet est le nombre de
branches de E. Le graphe de la Figure 7 est une étoile a six branches car c’est un arbre
et un seul sommet est de degré 6, tous les autres sont de degré 1 ou 2.

Une chenille C' est une arbre pour lequel il existe un chemin P = ugujus ... uy tel
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FI1GURE 5 — Un graphe 4-régulier
FI1GURE 6 — Un arbre

FIGURE 7 — Une étoile a six branches

que pour tout sommet v il existe un sommet u; de P tel que d¢(v,u;) < 1. Une chenille
est représentée sur la Figure 8, avec le chemin P constitué par les sommets du haut de la
Figure. On observe que ce chemin n’est généralement pas unique.

A

F1GURE &8 — Une chenille

Un graphe planaire est un graphe pouvant étre dessiné de fagon planaire, c’est-a-dire
dessiné sur le plan de telle sorte qu’aucune aréte n’en croise une autre.

Un exemple de graphe planaire est la grille n x p avec n > 0 et p > 0, notée G, ,,
et définie par le produit cartésien de deux chemins : G, = P, O F,. La grille 3 x 4 est

représentée sur la Figure 9.
Soit G un graphe planaire dessiné sur le plan P. Une face F' de G est une région du
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FIGURE 9 — La grille 3 x 4 notée G34

plan P délimitée par des arétes de G tel que pour tous points z et y de F' il existe une
courbe reliant = et y ne rencontrant ni sommet ni aréte. La face extérieure de G est la
face de G d’aire infinie.

Un graphe planaire extérieur est un graphe planaire qui peut étre dessiné sur le
plan sans croisements d’arétes et de telle sorte que tous les sommets soient incidents a la
face extérieure. Le graphe de la Figure 10 est un graphe planaire extérieur.

F1GURE 10 — Un graphe planaire extérieur.

Pour tout entier g > 0, un graphe de genre g est un graphe pouvant étre dessiné
sans croisements d’arétes sur une surface de genre g. Les graphes K5 et K33 représentés
respectivement sur les Figures 1 et 4 sont de genre 1.
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Chapitre 1

Les jeux combinatoires



4 CHAPITRE 1. LES JEUX COMBINATOIRES

Les jeux, que l'on rencontre dans toutes les sociétés humaines, ont depuis toujours
eu une certaine importance que ce soit pour se divertir ou afin de confronter ses capa-
cités intellectuelles. Ainsi, I'étude de ces jeux existe depuis tres longtemps méme si les
mathématiciens ne s’y sont réellement intéressés que depuis la fin du X7X°¢ siecle. Dans
ce Chapitre, nous introduirons une famille particuliere de jeux : les jeux combinatoires.
Apres un bref historique de ces jeux, nous définirons les notions principales et donnerons
les outils majeurs permettant d’étudier ces jeux.

1.1 Définitions, historique

Commencons par définir ce qu’est un jeu combinatoire.

La notion de jeu combinatoire correspond a une définition précise adoptée par 'en-
semble de la communauté scientifique du domaine. Formée de huit points, elle a été
donnée par Berlekamp, Conway et Guy dans leur célebre livre Winning ways for your
mathematical plays [4] :

1. Il y a exactement deux joueurs.

2. Le nombre de positions de jeu possibles est fini, et la position de départ est
donnée.

3. Les déplacements permettant d’aller d’une position a une autre sont définis par
des regles. Celles-ci peuvent étre communes aux deux joueurs (jeu impartial) ou
spécifiques a chaque joueur (jeu partisan).

4. Les joueurs jouent alternativement, et on ne peut passer son tour.

5. L’information est totale, c’est-a-dire que les joueurs connaissent la position cou-
rante et I'ensemble des regles.

6. Le hasard n’intervient pas dans le déroulement du jeu.
7. Le perdant est le joueur qui ne peut plus jouer (en version dite normale).

8. Le jeu doit se terminer en un nombre de coups fini, on ne doit pas pouvoir revenir
a une position antérieure. Le jeu est dit acyclique.

L’exemple de jeu combinatoire le plus connu est certainement le jeu de Nim. Pour faire
une partie il suffit d’avoir une collection d’objets similaires comme des jetons, des cailloux,
des allumettes... La position de départ est un ensemble de n tas d’allumettes. Un coup
consiste a enlever une ou plusieurs allumettes de I'un des tas. Les deux joueurs jouent
alternativement et le gagnant de la partie est le joueur retirant la derniere allumette. On
peut remarquer que chacun des huit points de la définition est vérifié pour le jeu de Nim.

Précisons maintenant les définitions usuelles communes a ’ensemble des jeux combi-
natoires. Ces définitions seront illustrées par des exemples d’un jeu de Nim a deux tas ou
la position de départ est deux tas de 3 et 2 allumettes, qui sera notée 32.

Une position (ou configuration) P d’un jeu combinatoire J est un état de J. Par
exemple il s’agit d’un placement des pieces sur un damier pour le jeu de dames.

La position initiale est I’état du jeu au départ de la partie, définie dans 7.

Une position terminale (ou finale) est une position ou l'on ne peut plus jouer de
coup (par exemple le mat aux échecs).
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FI1GURE 1.1 — Le graphe des configurations pour le jeu de Nim 32, ol les arcs sont orientés
vers le bas ou vers la droite s’il sont horizontaux.

Pour notre exemple, la position initiale est 32, une position courante est par exemple
21, et la position finale est par définition du jeu lorsqu’il n’y a plus d’allumettes, notée 0.

Un coup est un choix du joueur qui modifie la position P en une nouvelle position P’.
Un coup peut étre vu comme une paire (P, P’) pour laquelle le déplacement de P vers P’
doit étre autorisé. Pour notre exemple, (32,21) est le coup ou 'on enleve deux allumettes
du tas en contenant trois. Par contre, (32, 11) n’est pas un coup car on ne peut pas enlever
des allumettes de plusieurs tas simultanément.

Une option d’une position P est une position P’ atteignable en un coup depuis P.
L’ensemble des options de P est noté Opt(P), il s’agit de I'ensemble des choix possibles
proposés au joueur qui doit jouer. Pour le jeu de Nim 32, ’ensemble des options est
Opt(32) = {22,21, 2,31, 3}.

Une partie est une suite de coups qui aboutit a une position terminale. Sur le jeu de
Nim 32, voici un exemple de partie :

32 —22—21 —>11—1—0.

Les regles du jeu J correspondent donc a la donnée de la fonction r; qui associe a
toute position P de I’ensemble des positions P(J) un ensemble A C P(J) qui correspond
aux positions atteignables en un coup depuis P. Pour le jeu de Nim a deux tas, la valeur
de la fonction 7y;,, pour une position nin, vaut :

rNim(ning) = {p1n2,0 < p; < ny} U{nips, 0 < py < no}.

Le graphe des configurations d’'un jeu J est un graphe orienté acyclique G; =
(V7,E7) ou les sommets sont les positions de jeu (V; = P(J)) et ou il y a un arc de
P vers P’ si et seulement si P’ est une option de P. Les positions finales sont donc les
sommets puits de G 7 (sans arcs sortants). La Figure 1.1 est un exemple de graphe des
configurations : celui du jeu de Nim avec la position de départ 32.

Les deux joueurs, communément appelés Alice et Bob, jouent a tour de role. C’est
par courtoisie (bien que cela ne la favorise pas systématiquement) toujours Alice qui
commence la partie. Pour une position intermédiaire de jeu, le joueur qui doit jouer est
appelé le Suivant (et est noté N pour "Next”), et le joueur qui vient de jouer est le
Précédent (noté P).
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Une stratégie gagnante pour le joueur A est un choix de coups qui assure le gain
de la partie quel que soit les choix de I'adversaire.

Le type (outcome en anglais) d’une position P, noté o(P), correspond au joueur qui
peut gagner la partie sur cette position :

~ o(P) = N si le Suivant a une stratégie gagnante. On dit que P est une A/-position

ou une position gagnante.

— o(P) = P si le Précédent a une stratégie gagnante quel que soit le choix du Suivant.

On dit que P est une P-position ou position perdante.

— o(P) = A si Alice a une stratégie gagnante qu’elle commence ou non.

— o(P) = B si Bob a une stratégie gagnante qu’il commence ou non.

Un jeu J est dit acyclique si 'on ne peut revenir a une position antérieure déja
rencontrée au cours de la partie. Le terme provient du fait que 1’on ne rencontre pas de
cycle dans le graphe des configurations.

Dans le cas d'un jeu non acyclique, la fin de la partie n’est pas assurée. C’est par
exemple le cas pour le jeu d’échecs lorsque il ne reste que les deux rois sur 1’échiquier.
Dans ces conditions, on décide la plupart du temps que la partie se termine sur un match
nul.

Dans cette these, nous n’aborderons pas ce type de jeu. Nous n’étudierons que des
jeux combinatoires qui sont tous par définition acycliques.

Un jeu J est dit impartial si les deux joueurs sont soumis aux mémes regles. A
I'opposé, J est un jeu partisan si les deux joueurs ont chacun leur ensemble de regles
spécifiques.

Pour un jeu impartial, comme Alice et Bob doivent respecter les mémes regles, seuls
les types N et P apparaissent dans les positions. A I'opposé, pour un jeu partisan, les
quatre types B, P, N et A peuvent étre rencontrés.

Dans le cas d’un jeu impartial acyclique, le graphe de configurations est lui aussi
acyclique. De plus, ’ensemble des P-positions de J constitue le noyau de G ;.

Remarquons que la recherche des stratégies gagnantes dans un jeu combinatoire peut
s’effectuer en construisant son graphe des configurations et son noyau. Dans la pratique, la
taille du graphe des configurations étant exponentielle par rapport au nombre maximal de
choix possibles max{|Opt(P)| , P € V;}, il n’est en pratique jamais réellement construit,
et la plupart du temps n’est utilisé qu’en vue de démonstrations structurelles.

Deux jeux J; et Jy sont dits isomorphes s’il existe une application ¢ allant de I'en-
semble des positions de J; dans celles de J; et telle que si P est une position non terminale
de J; alors on doit avoir ¢(Opt(P)) = Opt(p(P)). Si une position P de J; est terminale il
faut que ¢(P) soit également une position terminale de .J5. Cette notion d’isomorphisme
entre deux jeux est fréquemment utilisée pour étudier un jeu combinatoire J;. En effet,
si 'on découvre un isomorphisme avec un jeu Jo déja résolu, ces résultats peuvent étre
utilisés sur le jeu J;. Dans ce cas les graphes de configurations sont également isomorphes.

Regardons maintenant a quel jeux connus du grand public peut s’appliquer la définition
des jeux combinatoires. Le jeu de dames ne satisfait pas le point numéro 8. En effet des
que I'on possede une dame on peut lui faire faire des aller-retours indéfiniment. La partie
peut donc ne jamais se terminer.

Ce point 8 est également non vérifié pour les variantes du jeu de dames : dames
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anglaises, turques, chinoises.

De méme, l'existence du pat au jeu d’échecs entraine qu’il peut y avoir des parties
sans perdant.

Pour des jeux tels que le morpion ou le puissance 4, on peut remplir la grille sans
toutefois aligner k jetons de méme couleur. Il peut donc y avoir des positions ”égalité”
(sans gagnant), ce qui ne satisfait pas le point numéro 7.

Le jeu des dominos et une grande partie des jeux de cartes comme le tarot, le poker
ou la belote contiennent une part de hasard concernant la distribution et le tirage.

Le Chi-Fou-Mi également connu sous le nom Pierre-Feuille-Ciseaux ne vérifie pas
le point 4 car les joueurs jouent simultanément. En outre, I'information n’est pas totale.

Enfin pour des jeux comme le réversi, 'awalé ou le go, le gain de la partie est
déterminé par un comptage de points. Il peut y avoir égalité et le point numéro 7 n’est
pas vérifié.

On observe donc que cette définition tres restrictive quant a la condition de gain (point
7) ne s’applique qu’a tres peu de jeux connus du grand public. Citons néanmoins le jeu
de Nim ou sa version misere plus connue sous le nom de Marienbad.

Ces définitions ont été proposées dans le but de donner un cadre a un certain nombre
de problemes posés par les mathématiciens depuis la fin du X7X¢ siecle. Les premiers
jeux combinatoires ayant intéresse ceux-ci sont les jeux de type Nim. Le jeu est formé de
plusieurs tas d’allumettes et un coup consiste a retirer des allumettes d’un ou plusieurs tas
selon un ensemble de regles. Le joueur retirant la derniere allumette est déclaré gagnant.
Pour le jeu de de Nim classique la regle précise que 'on peut enlever autant d’allumettes
que l'on veut mais sur un seul tas a la fois. Ce jeu a été résolu par C.L. Bouton dans [6] en
utilisant le ou exclusif (xor), nommé dans ce domaine nim-somme. En ce qui concerne sa
version misere, le jeu de Marienbad, les stratégies gagnantes sont également connues. Elle
sont les mémes que pour le jeu de Nim, excepté pour la position contenant uniquement
des tas d’'une allumette. Dans ce cas on doit enlever une allumette de plus ou de moins
suivant la parité du nombre de tas.

Introduisons maintenant une fonction qui associe a toute position d'un jeu combina-
toire un entier positif ou nul. Cette valeur est nulle si et seulement s’il s’agit d'une P-
position. Le calcul de cette fonction, toujours réalisable, permet également de connaitre
les stratégies gagnantes. Il s’agit de la fonction de Sprague-Grundy.

1.2 La fonction de Sprague-Grundy

La fonction de Sprague-Grundy, notée p s’il n’y a aucune ambiguité sur le jeu considéré,
associe a toute position d’un jeu combinatoire un entier positif ou nul, et est a la base de
la théorie des jeux combinatoires impartiaux. Elle a été introduite indépendamment par
R. Sprague dans [29] et par P.M. Grundy dans [12].

Elle permet non seulement de savoir si le premier joueur a une stratégie gagnante,
mais également de connaitre cette stratégie, c’est a dire le coup que doit jouer ce joueur
pour gagner la partie.

Définition 1.2.1 (Fonction de Sprague-Grundy, notée p) Elle est définie de
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FIGURE 1.2 — Nimbers (en rouge) des positions du jeu de Nim 32.

maniere récursive :

— p(P) =0 si P est une position terminale du jeu;
— sinon p(P) = mex({p(P'), P' € Opt(P)}), ot mex(E) est le plus petit entier
n’apparaissant pas dans I'ensemble E.

La valeur de Grundy p(P) d’une position P est aussi appelée nimber de P. Cette
dénomination provient du fait qu'une pile de hauteur k& dans le jeu de Nim a pour nimber
k. Nous dirons que deux positions P; et P, sont équivalentes si elles ont le méme nim-
ber. Ainsi une position P de valeur de Grundy k correspond (en termes d’équivalences
de jeux) a un jeu de Nim a un tas de taille exactement k. Revenons a notre exemple du
jeu de Nim 32. On peut calculer la valeur de Grundy de la position initiale en s’aidant
du graphe des configurations, comme on peut ’observer sur la Figure 1.2. On part de la
position terminale qui a par définition un nimber nul. Ensuite on remonte peu a peu dans
le graphe en calculant le mez lorsque I’ensemble des options ont des nimbers connus. On
obtient ainsi le nimber de la position initiale : 1 pour cet exemple.

Ce calcul permet également de trouver les stratégies gagnantes. En effet, une premiere
propriété de la fonction de Sprague-Grundy est que les positions perdantes sont exacte-
ment celles dont le nimber est nul.

Proposition 1.2.2 Soit P une position d’un jeu combinatoire. On a o(P) = P si et
seulement si p(P) = 0.

Cette propriété se montre aisément par induction. Elle est vraie pour une position termi-
nale par définition et, pour P non terminale, la définition du mex entraine qu’il n’existe
pas d’option de nimber nul. Il n’y a donc pas d’option perdante. On en déduit que P est
perdante.

D’autre part, si p(P) > 0 alors il suffit de trouver une option de nimber nul (qui
existe par définition du mex) pour connaitre la stratégie gagnante. On en conclut que la
connaissance des nimbers permet également de déterminer les stratégies gagnantes.

Cette fonction vérifie également une propriété d’addition dans le contexte de compo-
sition de jeux, tres utile pour I’étude du jeu de domination (c.f Chapitre 2), et d'un grand
nombre de jeux combinatoires basés sur la composition de jeux plus petits comme le jeu
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de Nim a n tas qui correspond a n jeux de Nim a un tas. Commencons par définir la
notion d’addition de jeux.

Définition 1.2.3 Soient J; et J, deux jeux combinatoires. La somme des deux jeux .J;
et .Jo, notée J; + Jo est un nouveau jeu .J respectant les regles suivantes :

— A tour de role, chaque joueur choisit un des deux jeux et joue sur ce jeu.

— Le premier joueur ne pouvant plus jouer sur aucun des deux jeux est déclaré perdant.

Une propriété fondamentale pour les jeux formés d’une somme est que le nimber d’une
position du jeu J = J; + Jo peut s’exprimer en fonction des nimbers des positions des
jeux Jy et Jy :

Théoréme 1.2.4 (Addition des jeux combinatoires [12]) Soient J; et Jy deux
jeux combinatoires et Py et Py deux positions de Jy et Jo respectivement. Soit P = Py + Py
la position du jeu J = J; + Jo formée des deux positions Py et Py. On a :

p(Pr+ Py) = p(P1) @ p(Py),
ou & est le “ou exclusif” bit a bit ou XOR, souvent appelé nim-somme.

Pour I'exemple du jeu de Nim, la valeur de Grundy du jeu de Nim a n tas est exacte-
ment la nim-somme de la taille de chacun des tas.

Remarquons que cette somme de jeux est une maniere parmi d’autres de composer
des jeux combinatoires. Il s’agit ici de la somme disjonctive, mais il existe d’autres types
de compositions comme la somme conjonctive ou encore sélective [7].

Définissons maintenant la notion de période pour un jeu combinatoire.

Définition 1.2.5 Soit J un jeu combinatoire et E = {PyPy ... P, ...} un sous-ensemble
ordonné de l’ensemble des positions de J. On appelle séquence de grundy ou nim-
séquence de E la suite des nimbers des positions de E : S(FE) = (p(Pi))po' On dit que
l’ensemble E est périodique s’il existe deux entiers p > 0 et ¢ > 0 tels que pour tout
n>q, on ap(Pny) = p(F).

L’étude d'un jeu combinatoire, dans la plupart des cas, se résume a la recherche d’une
période sur sa nim-séquence. Cette recherche passe bien entendu par une numérotation
judicieuse des positions de jeu. Notons que pour certains jeux la période peut étre
arithmétique de raison «, c’est-a-dire qu’a partir d’un certain rang ¢ on observe que
pour tout n > g on a p(P,1p) = p(Pn) + a.

Nous allons a présent définir une famille de jeux qui nous sera utile pour 1’étude du
jeu de domination : les jeux octaux.

1.3 Les jeux octaux

La famille des jeux combinatoires de type Nim, dont certains ont fait I'objet de nom-
breux articles [16] [10], a été formalisée sous la dénomination de jeux octaux. Un jeu
octal est défini de la fagon suivante [4] :
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— La position initiale doit étre équivalente a des tas de jetons, et la position courante
également.
— Un joueur ne peut jouer que sur un seul tas a la fois.
— Il peut, soit vider le tas, soit enlever une partie des jetons, soit diviser le tas en deux
en enlevant ou non des jetons.
Soit J un jeu octal. Alors les regles du jeu de J sont définies par un (k + 1)-uplet
J = dyedyds...dy (k peut étre infini), dont on tire les regles ainsi : pour tout 7 (0 < i < k),
d; indique dans quelles conditions et de quelle fagcon on peut enlever ¢ jetons d'un tas.
Comme 0 < d; <7, on peut écrire d; en binaire sur 3 bits : d; = asajag. On a :
— ap = 1 si et seulement si on peut enlever ¢ jetons en vidant le tas;
— ay = 1 si et seulement si on peut enlever 7 jetons sans ni vider ni diviser le tas;
— ag = 1 si et seulement si on peut enlever ¢ jetons en divisant le tas en deux tas non
vides.
Par conséquent, suivant les valeurs de d; on sait de quelle maniére on est autorisé a
retirer ¢ jetons d’'un tas.
Si d;
— 0 : c’est impossible.
: le tas contient exactement ¢ jetons, on les enleve tous.
. le tas contient strictement plus de ¢ jetons, on ne divise pas le tas.
: le tas contient au moins ¢ jetons, on ne divise pas le tas.
: le tas contient au moins ¢ 4+ 2 jetons, on divise le tas en deux tas non vides.
: on peut soit diviser le tas en deux tas non vides, soit enlever tous les jetons.
: on peut, sans enlever tous les jetons, soit diviser le tas soit ne pas le faire.
: on peut tout faire (enlever le tas entier, le diviser en deux, ou le diminuer).

|
N U W~ o

Remarquons que comme dans un jeu combinatoire on ne peut passer son tour, les
valeurs possibles pour dy (losque 'on n’enléve aucun jeton) sont seulement 0 (interdit) ou
4 (séparation du tas).

Le jeu de Nim est évidemment un jeu octal. Comme 1’on ne peut séparer les tas et que
I'on peut enlever autant de jetons qu’il en contient, il s’agit du jeu octal 0 @ 333333 - - - =
0e 3.

Simples dans leur définition et pouvant se jouer par le grand public avec de simples
allumettes, les jeux octaux sont une des familles de jeux combinatoires les plus étudiées

[4] [1] [10].

Etudiés depuis de nombreuses années, certains d’entre-eux ont jusqu’ici résisté a la
puissance de calcul des processeurs. A. Flammenkamp [10] met a disposition I'état de
ses recherches sur les jeux octaux a 2 et 3 chiffres. On peut observer que plusieurs jeux
octaux ont des périodes tres grandes, comme c’est le cas pour le jeu octal 0 @ 106 qui a
une période 328226140474 (de 'ordre de 23%), ou que d’autres jeux octaux n’ont aucune
période en deca de 2%,

Cette famille de jeux a également été étudiée dans sa version misere, c¢’est a dire ou le
joueur retirant le dernier jeton perd la partie [2].

Cette famille de jeux va nous intéresser pour la résolution du jeu de domination sur
des familles de graphes de taille linéaire telles que les chemins, les puissances de chemins,
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ou encore les 1-chenilles.

Soit J un jeu octal a k chiffres. Soit P une position de J dont le plus grand tas contient
n jetons. Toute option de P est constituée de tas dont le plus grand contient au minimum
["T_’ﬂ jetons. Par conséquent, si pour un jeu octal J on observe une période jusqu’a un
certain rang n, alors cette période est répétée a l'infini. Plus formellement :

Théoreme 1.3.1 (Répétition de la période des jeux octaux [4]) Soit J un jeu
octal a k chiffres J = dg e didsy...dy (k fini) et Q, un tas de taille n. S’il existe p > 0
(période) et q > 0 (pré-période) tels que

p1(Qnip) = ps(Qn) pour tout n avec g <n <2q+p+k.

Alors
0(Qnip) = ps(Qn) pour tout n > q.

Preuve: Par récurrence sur n. Si n < 2q + k, 'égalité est vraie. Posons maintenant
n > 2qg + k. Comme on ne peut retirer plus de k jetons en un seul coup, Les options
de Qn+p sont des réunions d’au plus deux tas dont la taille du plus grand est au moins

ey,

Soit Q; U @, une option de @4, avec t > v. Comme n > 2¢+k on a t > f%},
soit t > ¢ + p. On en déduit que p(Q;) = p(Qs—p). Par conséquent :

p(Qr U Qy) = p(Qr) ® p(Qu) = p(Qi—p) ® p(Qu) = p(Qr—p UQy)

Mais Q;—, U @, est une option de @),,. On peut donc identifier les nimbers des options de
Qn+p €t de @,. On en conclut que p(Qnip) = p(Qn) |

Ce théoreme nous permet d’arréter le calcul des nimbers a 2q + p + k lorsque une
période p a été découverte apres une pré-période g, en sachant que celle-ci est répétée a
I'infini.

Néanmoins, rien ne permet a ce jour de savoir si les jeux octaux sont tous périodiques.
Plus précisément, aucun jeu octal non périodique n’a été découvert a ce jour, et la plupart
des chercheurs du domaine pensent qu’il n’en n’existe pas :

Conjecture 1.3.2 (Périodicité des Jeux Octaux) Soit J un jeu octal et Q, un tas
de taille n € IN. 1l existe ¢ > 0 (pré-période) et p > 0 (période) tel que pour tout k > q,
ps(Qr) = ps(Qrtp)-
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Dans ce chapitre, nous étudierons un jeu combinatoire consistant a marquer les som-
mets d'un graphe G, le jeu de domination également appelé Node-Kayles.

La connaissance du type d'un graphe G pour le jeu de domination étant un probleme
difficile, nous nous intéresserons a des familles particulieres de graphes. Nous donnerons
une caractérisation des éléments perdants ou, le cas échéant, un algorithme polynomial
permettant de connaitre le type d’un élément de cette famille.

2.1 Définitions

Le jeu de domination tient son nom du fait qu’a la fin de la partie les sommets marqués
forment un ensemble dominant du graphe, c’est a dire que tout sommet est marqué ou est
voisin d'un sommet marqué. C’est le cas particulier a une couleur d’un jeu combinatoire
de coloration propre |G, k] d'un graphe G avec k couleurs :

— Chaque joueur colorie proprement et alternativement un sommet de GG avec une des

k couleurs ;

— Le premier joueur ne pouvant pas colorier de sommet est déclaré perdant.

La position C courante du jeu (a n'importe quel moment de la partie) est donc un graphe
G et une k-coloration partielle de ses sommets : C = (G, ¢). Nous dirons que I’ensemble
des positions atteignables depuis une position C sont les options de C, et cet ensemble
sera noté Opt(C).

Le jeu de domination est le cas a une couleur de ce jeu. Toutefois, la résolution du jeu
de domination suffirait pour connaitre les nimbers du jeu de coloration pour tout k > 2 :

Proposition 2.1.1 Le jeu de coloration |G, k| est isomorphe au jeu de domination sur
GO Ky

Ou O est le produit cartésien de graphes.

Preuve: Premierement, le nombre de choix possibles y est identique, car V(G O Kj) =
k x|V (G)|. Dans le jeu de domination, on observe que tout sommet v de G est représenté
par une clique de k sommets vy, vs, ..., v;. Montrons que dans le jeu [G, k] le coup (v, 1)
(colorier v avec la couleur i) est équivalent au marquage de v; dans le jeu de domination,
c’est a dire que chaque couche du produit cartésien représente une couleur.

Remarquons que dans le jeu [G, k| le coup (v, i) interdit de recolorier v et de colorier
ses voisins avec la couleur 7. De plus, ce sont les seules contraintes amenées par ce coup.

Jouons maintenant sur v; dans le jeu de domination. On observe que ce coup empéche
le marquage de tous les v; (pour 1 < j < k), ce qui est équivalent & U'interdiction de
recolorier v, et empéche aussi le marquage des voisins de v; dans la méme couche 1,
soit dans |G, k] I'interdiction de colorier les voisins de v avec i. Comme ces équivalences
peuvent également étre vérifiées a tout moment de la partie, on en déduit la proposition.

Nous allons donc dans cette partie nous intéresser uniquement au jeu de domination car
sur certaines familles de graphes il est équivalent non seulement a notre jeu de coloration,
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mais également a des jeux octaux ou d’autres jeux connus comme Dawson Chess ou le
jeu Node-Kayles [8].

D’autre part la version orientée du jeu de domination existe également. Le graphe
de départ G est orienté, et on ne peut marquer un sommet ayant un sucesseur déja
marqué. Pour cette version plusieurs équivalences existent la aussi avec d’autres jeux
combinatoires connus comme le jeu octal 0 @ 37 qui correspond au jeu de domination sur
un chemin orienté. De plus, le jeu de domination orienté peut modéliser I'ensembles des
jeux combinatoires impartiaux acycliques. En effet, jouer a un jeu impartial acyclique Z
est équivalent a jouer au jeu de domination sur son graphe de coups H = (V, E'), orienté
[9].

Le graphe de coups H = (V, E) d’un jeu Z est un graphe orienté ou chaque sommet
v € V correspond a un coup possible. Par exemple pour notre jeu de coloration [G, k]
on a v = (s,i) ou s est un sommet de G et ¢ une couleur (1 < i < k). Il y a un arc
e = (u,v) € E ds le graphe de coups si et seulement si 'exécution du coup u interdit par
la suite le coup v. Pour notre exemple [G, k| il y a un arc entre (s,7) et (s,j) ou entre
(s,1) et (t,1) sit € Ng(s).

Dans cette partie nous étudierons uniquement la version non orientée du jeu de domi-
nation.

Nous allons, pour faciliter les notations, redéfinir le jeu de domination comme un jeu
D basé sur le retrait de sommets dans un graphe G :

— Chaque joueur choisit alternativement un sommet v de G et retire le voisinage fermé

de v : N (G)

— Le joueur retirant le dernier sommet est déclaré gagnant.

Dans le jeu D le graphe considéré varie a chaque coup, il s’agit pour une position donnée
d’un sous-graphe G’ du graphe de départ G (soit G' C @) et la position courante C est
entierement définie par le graphe G’. On peut effectivement écrire C = G'. Comme le fait
de marquer le sommet v dans le jeu de domination empéche, pour le reste de la partie,
de marquer le sommet v ainsi que ses voisins, on remarque que le choix de v a le méme
impact dans D que dans le jeu de domination. Ces deux jeux sont donc bien isomorphes.
Par conséquent, nous allons par la suite étudier le jeu D plutot que le jeu de domination
au sens strict, étant donné que toute position C est plus facilement exprimable dans D
(un graphe G’ au lieu d’un couple (G, A)).

Par abus de langage, nous dirons que D est le jeu de domination.

Cette simplification nous permet d’obtenir une expression des options de GG sous forme
de sous-graphes de G :

Proposition 2.1.2 Opt(G) = {G[V(G)\Ng(u)},u € V(G)}. Ou N (u) est le voisi-
nage de u dans G, u compris.

Prenons I'exemple d'un chemin P, (n > 3). Ses options dans le jeu de domination sont
des réunions d’au plus deux chemins :

Opt(Pn):{Pn—27 Pn—37 Pi+Pn—i—3a 1§Z§n_4}
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que 'on peut réécrire par symétrie et en posant P_; = Py = () :

Opt(P) = { P+ Pocics , —1 S0 < |7 )}

Pour connaitre le type d'un graphe G et également les stratégies gagnantes (s’il en
existe), nous utiliserons la fonction de Sprague-Grundy notée p et son calcul récursif par
minimum exclu (mex), en partant de p(G) = 0 pour le graphe vide G = (). Comme il existe
évidemment un grand nombre de jeux sur les graphes, précisons que dans tout le chapitre
nous parlerons de nimber d’un graphe G noté p(G), G étant formellement la position G
dans le jeu de domination D. Toutefois lorsqu’on est amené a comparer différents jeux
comme c’est le cas dans les deux chapitres suivants, nous noterons p7(G) le nimber de G
dans le jeu J.

En utilisant la formule de I'expression des options (Proposition 2.1.2), on obtient :

Proposition 2.1.3 (Calcul récursif des nimbers) Soit G un graphe non vide. On a :
p(G) = mex{p(G[V(G)\N¢ (u)] , ueV(G)}.

Grace a cette formule, on peut calculer la valeur de Grundy de n’importe quel graphe
de facon récursive.
Le probleme est qu’il faut connaitre la valeur de Grundy d’un grand nombre de sous-
graphes de G pour calculer celle de GG. En effet, pour un graphe G a n sommets le nombre
d’options de GG est au plus n. D’autre part, une option de GG a au plus n — 1 sommets. Si
I'on note C'(n) la complexité au pire du calcul du nimber d’un graphe a n sommets, on
obtient la formule

C(n) =n.C(n—1) =nl

On en déduit donc que la complexité du calcul est la plupart du temps exponentielle en
fonction du nombre de sommets de G.

Nous allons donc tenter, pour des familles particulieres de graphes, de réduire la
complexité du calcul pour la rendre polynomiale.

Nous avons vu que la fonction de Grundy permet de déterminer les graphes perdants
ainsi que les stratégies gagnantes. Elle vérifie également une propriété d’additivité en &
pour deux jeux J; et Js.

Or lorsque l'on joue au jeu de domination sur un graphe formé de deux composantes
connexes GG = (1 + (5, on peut considérer qu’il s’agit de deux jeux indépendants C; et (.
On peut donc y appliquer la propriété d’additivité des nimbers et on obtient la formule
suivante :

Proposition 2.1.4 (Addition des nimbers) Pour tous graphes Cy et Cy on a p(Cy +
C2) = p(C1) ® p(C2).
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On en déduit que si un coup sépare le graphe de départ en k composantes connexes alors le
nimber de cette option peut se calculer a partir des nimbers de ses composantes connexes.
Il suffira donc de connaitre les nimbers des composantes connexes des options de G pour
calculer p(G).

Cette propriété va nous aider a rendre le probleme de recherche des positions perdantes
polynomial pour certaines familles de graphes que nous appelerons familles jouables.

2.2 Familles jouables : généralités

Définition 2.2.1 (Famille Jouable) On appelle famille jouable une famille F de
graphes contenant le graphe vide et vérifiant :
— L’emistence d’une bijection ¢ de F dans IN, c’est a dire une numérotation de cette
famille. Autrement dit, la famille F doit étre dénombrable.
— Pour tout élément G € F (G # () et pour toute option H de G constituée de p
composantes connexes Cy,Cy, ..., C,, il faut que toute composante C; soit dans F
et de numéro inférieur a G. Autrement dit :

p
VG e F\{0}.V| JCi € Opt(G).V1 <i < p,Ci € F et o(Cy) < o(G).

=1

On appelle tatlle de F et on note I'r la fonction de IN dans IN qui a n associe
I'r(n) = {G € F,|V(G)| < n}|, c’est-a-dire le nombre de graphes de F a au plus n
sommets.

Notons que la taille 'z est une fonction de IN dans IN; elle permet de donner un ordre
de grandeur pour la famille considérée. On parlera de familles jouables de taille linéaire,
polynomiale ou exponentielle si I'(n) est respectivement en O(n), O(n*) avec k borné, ou
en O(2").

Le premier point correspond a la nécessité d’ordonner les éléments de F. Elle sera
indispensable pour calculer les nimbers avec 'algorithme A pésenté ci-dessous. Remar-
quons que dans certains cas il est difficile de ne pas recompter un méme graphe plusieurs
fois. Par exemple, pour la famille des arbres il est plus aisé de numéroter les arbres en-
racinés et ordonnés que les arbres simples. Par conséquent, pour un grand nombre de
problemes algorithmiques sur les arbres, ils sont artificiellement enracinés, ordonnés et
parfois étiquetés. Ainsi on résout le probleme sur une famille plus grande mais mieux
organisée pour trouver une solution pour les arbres simples. C’est par exemple le cas
pour un grand nombre de probleme de bioinformatique, notamment en ce qui concerne le
codage de ’ADN ou d’autres mollécules [21].

Le second point impose qu'une famille jouable soit ”close par jeu”, c’est a dire qu’a
tout moment de la partie chaque composante connexe du graphe courant appartient a la
famille. Il faut en outre que les options de GG aient un numéro inférieur a celui de G. Dans
la pratique on prend une numérotation ¢ qui respecte l'ordre sur la taille des graphes :

VG H , [V(G)] > [V(H)| = ¢(G) > ¢(H)
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Pour qu’une famille de graphes F soit jouable, il faut que pour tout graphe G € F et
pour tout v € V(G) le retrait du voisinage fermé de v aboutisse a un graphe appartenant
a la famille. Le retrait simple d’'un sommet de G étant une opération plus faible, toutes
les familles closes par retrait de sommets sont des familles jouables. Un grand nombre de
familles usuelles sont donc jouables :

Exemples de familles jouables : 1. Les chemins, avec I'(n) = n;

2. Les cycles et les chemins, avec I'(n) = 2n;

Les grilles 2 x n avec ou sans feuilles au bord, avec I'(n) = 3n (c.f. Section 2.4.3);

n(n—1)(n—2) .

Les Triades ou étoiles a trois branches, avec I'(n) = 5 ;

Les arbres binaires, avec I'(n) = O(2") ;
Les graphes de maille m > 4;

Les graphes planaires extérieurs, planaires (taille exponentielle) ;

® N o o W

Plus généralement toute famille définie par un ensemble de mineurs exclus.

Nous détaillerons certains de ces exemples dans la suite du chapitre.

On peut également construire une famille jouable a partir d’un graphe G' a n sommets,
il s’agit de la famille induite de G qui est un sous-ensemble de l’ensemble des sous-
graphes connexes de (G. Mais comme on peut l'observer sur des exemples de graphes
planaires, la taille de la famille induite de G est en O(2"), excepté pour des cas particuliers
présentant un grand nombre de symétries comme par exemple le graphe de Petersen.
Par conséquent, cette méthode ne permet pas d’aboutir a des résultats meilleurs qu’en
explorant le graphe des configurations du jeu de domination sur G.

Regardons maintenant quelles propriétés ont de telles familles.

Les nimbers des instances d’une famille jouable F peuvent étre calculés en temps
polynomial, grace a I’additivité de la fonction de Sprague-Grundy (Proposition 2.1.4) :

Proposition 2.2.2 Si F est une famille de graphes jouable et G € F, alors on peut
calculer p(G) en O(p(G) * |V (G)[P/?).

Autrement dit, si F est finie et jouable, alors on peut calculer le nimber de tous les
éléments de F en O(|F| * ni’f/z), ou nr est le nombre de sommets du plus grand graphe
de F.

Preuve: Posons n = [V(G)|. Observons que pour calculer p(G), il faut calculer le mex
des nimbers de ses options. On sait que |Opt(G)| = O(n).

De plus une option de GG a au pire un nombre de composante connexes distinctes en
O(y/n). En effet 81l existe un coup sur v constituant £ = O(n) composantes, alors le jeu
dans I'une de ces composantes ne peut créer qu'un nombre constant de composantes, car v
et au moins k — 1 de ses voisins seront conservés. La borne y/n est atteinte avec I'exemple
du graphe K formé de p cliques disjointes de tailles 1, 2, ... | p reliées par un sommet
universel u. On a |V (K)| = O(p?) et tout jeu sur z # u enléve u ainsi que sa clique; on
obtient bien p — 1 composantes connexes distinctes pour chaque option excepté le jeu sur
u.
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1: Input : n >0 and F = (G;)o<i<n
2: Output : p(G,

3: R[O] ~0

4: fort=1ton—1do

5: A[ ] =0

6: for j =1 to|G;| do
8: g+ 0

9: for k=0 to |B| do
10: g < 9 ® Rlor(Bk])
11: end for

12: Alg] < Alg] +1

13:  end for

14: r<0

15: while A[r] #0 do
16: r<—r+1

17:  end while
18:  R[i] < r
19: end for

20: return R[n]

FIGURE 2.1 — Algorithme A, calcule p(G,,) pour une famille jouable F = (G;)o<i<n

Enfin comme mex(F) se calcule en O(|E|), on en déduit que p(G) peut étre calculé
en O(n?/?).

Toutefois ce calcul ne peut étre effectué que si 'on connait déja les nimbers des com-
posantes connexes des options de GG. Par définition d’une famille jouable, une telle com-
posante C' vérifie p(C') < ¢(G). Dans le pire des cas il faut donc connaitre les nimbers de
tous les graphes H vérifiant ¢(H) < ¢(G). Par calculs successifs des nimbers des graphes
H de numéros inférieurs & G, on obtient un algorithme en O(p(G) * n*/?) |

Remarque: Si F est telle que pour tout G € F la moyenne du nombre de composantes
connexes de ses options est borné alors la complexité du calcul de p(G) devient O(¢(G) *
|V (G)]). Dans la pratique nous n’étudierons que des familles ou ce nombre est borné.

Si F est une famille de taille linéaire (par exemple les chemins), la complexité de
I'algorithme devient O(n?) pour calculer le nimber d'un graphe de F & n sommets.

Comme illustration, nous proposons 'algorithme itératif A de la Figure 2.1.

On note R|[0..n] le tableau contenant les valeurs de nimbers des graphes de F, ou
p(G) = Rlpx(G)]. Les éléments de la famille sont indicés F = (G;)o<i<n, avec i = px(G;)
pour tout i. Pour 1 < j < |V(G;)], on note Opt(G;, j) la j-éme option de G; correspondant
au jeu sur le j-eme sommet de G;. Opt(Gy,j) est dans l'algorithme sous la forme d'un
tableau ou chaque case contient une composante connexe.

Cet algorithme n’est bien entendu utilisable que s’il est polynomial en fonction de
|[V(G)|. Par conséquent, lorsque I'on veut calculer le nimber d'un graphe G avec ’algo-
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rithme A, toute la difficulté réside dans la construction d’une famille jouable de taille po-
lynomiale contenant G. Mais comme on peut l'observer sur quelques exemples de graphes
planaires comme les grilles n x p (n,p > 3), généralement une telle famille n’existe pas.
Néammoins dans certains cas des structures réapparaissent dans les options du graphe G
et ’on peut ainsi construire une famille contenant G sans créer le graphe des configurations
de G. C’est par exemple le cas des grilles 2 X n, ou des chenilles.

Dans ce chapitre nous allons étudier le jeu de domination sur des familles jouables de
taille polynomiale en commencant par le cas des chemins (P")n>0'

Débutons cette étude par quelques résultats sur des familles pour lesquelles la forte
densité d’arétes (rapport E(V)/V(G) important) nous permet de déduire des stratégies
gagnantes pour le jeu de domination.

2.3 Premiers résultats

Pour certaines familles de graphes comme les graphes n-partis complets, les nimbers
sont calculables en temps constant. Comencons par donner une propriété triviale qui nous
sera utile dans tout le chapitre.

Proposition 2.3.1 Soit G un graphe formé de k composante connexes. Si elles sont
toutes des graphes complets, alors p(G) =k mod 2.

Preuve: Jouons au jeu de domination sur G. Si I’on joue un coup sur un sommet v d’une
composante K, alors cette composante est vidée car tout sommet de K, est ou est voisin
de v. Par conséquent, a chaque coup on retirera une composante. Comme le gagnant est
celui qui retire le dernier sommet, on en déduit la proposition. [

2.3.1 Graphes possédant un sommet universel

Proposition 2.3.2 (Graphes Universels) Si G posséde un sommet universel u (relié
a tous les autres sommets de G ), alors p(G) > 0.

Preuve: On observe que le jeu sur u aboutit a 'option G[V (G)\NZ (u)] = G[0] = 0 qui a
pour nimber 0 par définition. La partie est donc terminée en un coup et le Suivant gagne.

Cette famillle de graphes contient par exemple les graphes complets K, (n > 0) et les
étoiles a branches de longueur 1 Ky, (n > 0).

Cette propriété peut étre utile pour éliminer certains choix de coups. En effet partant
d’'une position G, §’il existe une option G’ possédant un sommet universel alors cette
option G’ n’est pas intéréssante pour le Suivant et peut donc étre écartée en vue de la
recherche d'une stratégie gagnante.
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2.3.2 Graphes n-partis complets

Commencons par traiter le cas n = 2. Soit K, , un graphe biparti complet avec p > 2
et ¢ > 2 (les autres cas étant des graphes universels).

Si Alice choisit de jouer sur I'un des p sommets, il restera le graphe réduit a une
réunion disjointe de p — 1 sommets isolés (p — 1)K, qui a pour nimber 1 & 1@ --- B 1
(p — 1 fois), soit py = p— 1 (en posant @ = a mod 2). Il en est de méme pour le jeu sur
I'un des ¢ sommets : py = ¢ — 1. Comme p(K,,) = mex{p1, p2} on obtient des nimbers
dépendant de la parité de p et q : p(Kopy o) = 0, p(Kopi12¢) = 2, p(Kop 2g+1) = 2, et
p(Kapi124+1) = 1. On obtient la formule générale suivante :

Proposition 2.3.3 p(K,,) =2p+q+pj=2—pg—2.p+q.

Passons maintenant au cas ou n vaut 3. Soit K, ,, un graphe triparti complet avec
p,q et r non nuls. On a :

Proposition 2.3.4 p(K,,,) =2—pgr —2.(p+1)(¢+ 1)(r + 1).

Preuve: Les options possibles de K, ,, sont p— 1 sommets isolés (s'il joue sur un sommet
de la partie de taille p), ¢ — 1, ou r — 1 sommets isolés. Le nimber de ces graphes est
respectivement p — 1, ¢ — 1, et » — 1. La valeur de Grundy sera donc nulle si les trois
entiers sont pairs (les trois nimbers des options valent 1), un si les trois entiers sont
impairs (les trois nimbers sont 0), et deux s’il y a parmi p ,q et r des nombres pairs et des
nombres impairs (car les nimbers des options seront 0 et 1 suivant les cas).

On en déduit la formule de la Proposition 2.3.4. [

Donc Alice ne perd que si toutes les parties sont de taille paire.

Pour traiter le cas général, nous utiliserons la notation Kq, ot = (w;)1<i<, est la
suite de n entiers strictements positifs représentant les tailles des différentes parties.
On peut écrire, en s’inspirant de la formule de la Proposition 2.3.4 pour les graphes
tripartis, que :

Proposition 2.3.5 ¥n > 2, VQ = (w;)1<i<n, p(Ko)=2— ] wi — 2], (w; +1).

Preuve: Comme pour toute partie P; de Kgq, pour tout sommet = de P;, Ng,(x) =
Uj 2 P les options possibles de Kq sont les réunions de w; — 1 sommets isolés, pour
1<t <n.

Si les w; sont tous pairs, les nimbers des options valent tous 1; ce qui entraine que
p(Kq) = 0.

S’ils sont tous impairs, les nimbers des options sont tous nuls; ce qui implique que p(Kq) =
1.

Enfin, dans tous les autres cas, on a p(Kgq) = 2, puisque les nombres 0 et 1 apparaissent
dans les nimbers des options du graphe.

On en conclut que la formule est vraie pour tout n et pour toute suite €. |

Les graphes n-partis complets sont donc la plupart du temps gagnants (il suffit de
jouer sur une partie de taille impaire) et les joueurs devront donc généralement éviter de
produire un graphe de cette famille.
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2.3.3 Graphes réguliers de haut degré

Un graphe régulier R est un graphe dont tous les sommets ont le méme nombre p de
voisins. Nous dirons que R est régulier de degré p.
Si le jeu est un graphe régulier a n sommets R de degré n — 2, alors quel que soit le choix
d’Alice il ne restera qu’un seul sommet, donc Bob le supprimera et Alice perdra. On en
déduit que :

Proposition 2.3.6 Pour tout graphe R régulier a n sommets de degré n — 2, p(R) = 0.

Passons maitenant aux graphes réguliers de degré n — 3.

Proposition 2.3.7 Soit R un graphe régulier a n sommets et de degré n — 3. Notons R
son complémentaire.

p(R) > 0 si et seulement si R contient au moins un triangle.

Preuve: Comme R est régulier, un coup supprime exactement [N} (v)| =1+ (n —3) =
n — 2 sommets. Ses options ne sont donc que des graphes a 2 sommets, soit Opt(R) C
{2K1, Kg} .

— Si Opt(R) = {K>}, alors p(R) = mex{1l} = 0 et R ne contient aucun triangle. En
effet, s’il en contenait un, alors R contiendrait un stable de taille 3, et en jouant sur
I'un de ces trois sommets, on obtiendrait le graphe 2K, qui n’est pas une option de
R par hypothese.

— Si 2K; € Opt(R), alors R contient un stable de taille 3, puisque les deux sommets
de 2K ont un non-voisin commun (celui sur lequel on a joué pour obtenir 'option
2K1). On en déduit que R contient un triangle. En outre, p(2K;) = 0, et comme
Opt(R) C {2K,, Ks} on en déduit que p(R) € {1, 2}.

Réciproquement, si R ne contenait pas de triangle, alors les stables de R seraient tous de
taille au plus 2 et donc p(R) = 0. |

Terminons par le cas des graphes (n — 4)-réguliers.

Proposition 2.3.8 Soit R un graphe régulier a n sommets et de degré n—4. Nous avons
alors :

p(R) > 0 si et seulement si Ky — e est un sous-graphe de R,

ou K4 — e le graphe complet K4 moins une aréte.

Preuve: Supposons qu'un tel ensemble V' = {uy, us, v, v9} existe, en posant u; et uy de
degré 3 dans R[V] = K, — e.

I1 suffit & A de jouer (dans le jeu R) sur u; pour gagner. En effet, il reste a B le graphe
R[{ug,v1,v9}] = Ko + K; qui est perdant. On en déduit que p(R) > 0.

Réciproquement, si p(R) > 0, alors il existe un graphe H parmi les options de R qui est
perdant. Or tous les graphes de Opt(R) sont de taille 3, soit Opt(G) C {Kj, P3, Ky +
Ky,3K;}. De plus le seul graphe de nimber nul parmi ces quatre possibilités est Ky + K7,
donc H = Ky + K;. Or H = P;. On en déduit que dans R, il existe un sommet z tel que
Ng(x) = P, soit }_%[N%L (x)] = Ky —e. |
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FIGURE 2.2 — Un graphe régulier (a) et son complémentaire (b)

[Mlustrons cette proposition par 'exemple du graphe G a huit sommets et de degré
4 de la Figure 2.2. Nous avons dessiné & sa droite son complémentaire G. Voyant
que G contient deux sous-graphes K, — e (G[{1,3,5,7}] et G[{2,4,6,8}]), il suffit
au joueur A de jouer sur le sommet 1, 4, 5 ou 8 pour gagner le jeu. On vérifie (en
observant le dessin de G) que si A choisit une de ces options, le graphe résultant est
bien Ks+ K7, qui a un nimber nul. On en conclut que le joueur A a une stratégie gagnante.

Cette méthode pourrait nous permettre de continuer I’étude des graphes (|V(G)| — k)-
réguliers pour k£ = 5,6,7..., mais il faut pour cela connaitre I’ensemble Pj_; des graphes
perdants a k — 1 sommets qui grandit exponentiellement par rapport a k. On a [Ps| = 1
et

Pi={Cs, P, 2K, , K3+ K, , 4K, }.

On ne peut donc envisager d’utiliser cette méthode pour des grandes valeurs de k.

2.4 Familles jouables de taille linéaire

Dans cette section, nous allons etudier des familles F de graphes jouables de taille
linéaire, c’est a dire que le nombre de graphes de F a au plus n sommets est en O(n)
(pour tout n > 0).

Pour ces familles de graphes 1'algorithme A est quadratique (en O(|V(G)]?) = O(n?)),
nous pourrons donc aisément effectuer les calculs jusqu'a n = 22 dans loptique de
découvrir une période éventuelle.

Dans certains cas, des équivalences ou des isomorphismes avec des jeux combinatoires
connus comme les jeux octaux nous permettront de connaitre les séquences de Grundy
comme c’est le cas pour les chemins.

2.4.1 Les chemins et les cycles

Pour cette famille de graphes, la numérotation est triviale, et c¢’est pourquoi nous al-
lons commencer par traiter ce cas.
La famille des chemins est une famille jouable. En effet, rappelons la formule de I'expres-



24 CHAPITRE 2. LE JEU DE DOMINATION

FIGURE 2.3 — Le chemin de longueur n : P,

sion des options d'un chemin P, (n > 0) :
, n—3

Rappelons que 1'on pose P_; = Py = (). On observe que toute option est une réunion d’au
plus 2 chemins. Donc les composantes connexes d’une option de P, sont des chemins, et
il en est de méme a tout instant de la partie. On peut donc y appliquer I’algorithme A
et on découvre une période p = 34, apres une préperiode ¢ = 52. Voici la séquence de
Gundy (p(Pn))n>0 obtenue (les points sur les chiffres indiquent le début et la fin de la
séquence répétée a l'infini) :

0112031103322405223301130211045274 (de 0 a 33)
0112031103322445523301130211045374 (de 34 a 67)
8112031103322445593301130211045374 (de 68 & 101)

On obtient donc facilement les nimbers des cycles, car pour tout n > 3,
Opt(Cy) = {Pa-s}
xxx1000100010000010000010001000100 (de 0 & 33)
0001000100010000000000010001000100 (de 34 & 67)
0000000100010000000000010001000100 (de 68 & 101)

Co, C1 et Cy ne sont pas définis.

On peut également obtenir de cet algorithme la stratégie a appliquer pour pouvoir
gagner a coup sur la partie (sauf si le nimber est nul).
En effet, si n > 102 chercher une option perdante de P, revient a chercher une option
perdante de P, avec n’ = n — 34k et 68 < n’ < 101. Grace a la périodicité de la séquence,
si P, + P; (avec i > 52) est une option perdante de P, alors P34 + P; est une option
perdante de P,. En étudiant au cas par cas, on obseve que sur Uintevalle [68;101] une
telle option perdante existe toujours si le nimber est non nul.

Ces valeurs peuvent étre retrouvées a 1’aide d’un isomophisme avec un autre jeu com-
binatoire.

Proposition 2.4.1 Le jeu de domination sur les chemins est isomorphe au jeu octal
0e137.

Preuve: Les chemins peuvent étre représentées comme des tas ou chaque jeton est un
sommet de la chemin.

Comme le jeu courant H est un graphe dont les composantes connexes sont des chemins,
il sera représenté par plusieurs tas, un pour chacune des composantes connexes.
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Ainsi, on ne peut ni enlever zero jeton, ni plus de trois. Donc le jeu sera de la forme
0ed dsds. Sil’on n’enleve qu'un sommet en jouant, c’est que ce sommet n’a pas de voisin
et donc il appartient a une pile de taille 1, soit d; = 1. Si on retire deux sommets de
la chemin alos il s’agit du jeu sur une extémité; pa conséquent on ne peut couper la
chemin en deux parties, donc dy = 3. Enfin retirer 3 sommets peut se faire aussi bien
en coupant la chemin (sommet a distance au moins 2 d’une extrémité) qu’en la gardant
connexe (sommet voisin d'une extrémité), d’ou dz = 7.

Notre jeu sur les chemins porte donc le numéro 0 e 137, et c¢’est exactement le Dawson’s
Chess qui est résolu dans [8] et les auteurs trouvent effectivement les valeurs citées plus
haut.

2.4.2 Les puissances de chemins ou k-chemins

L’étude de cette famille de graphes permettra de mettre en valeur le rapprochement
entre le jeu de domination et une famille infinie de jeux octaux. D’autre part, nous pour-
rons observer les singularités qu’engendre le calcul récursif des nimbers dans certains cas
comme celui des puissances k-iemes de chemins.

FIGURE 2.4 — La puissance de chemin P?

Une puissance k-ieme de chemin (ou k-chemin) est un graphe construit a partir d’'un
chemin et dans lequel on rajoute toutes les arétes entre les sommets étant a distance au
plus k sur le chemin de départ. On notera P le k-chemin de longueur n. Par exemple le
graphe de la Figure 2.4 est noté PZ.

Pour k fixé, une telle famille est aisément numérotable (avec la longueur du chemin) et
est close par retrait de tout sommet avec son voisinage. La famille des k-chemins Py est
donc jouable pour tout & > 0.

Démontrons maintenant I'existence d'un isomorphisme entre P; et un jeu octal.

Proposition 2.4.2 Pour tout entier k > 0, le jeu de domination sur Py est isomorphe
au jeu octal 0 @ 10307 (1 et 3 répétés k fois).

Preuve: Soit £ € IN*. D’abord, le fait de jouer sur un k-chemin divise le graphe en au
plus 2 composantes connexes, et ces composantes sont également des k-chemins. Donc
P correspond a un jeu octal.

Ensuite, pour tout 1 < i < k, Opt(PF) = {0}. On en déduit que les d; (pour i € [1, k])
sont tous impairs (c.f. Section 1.3 pour les définitions concernant les jeux octaux).
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De plus, pour tout n > k, on ne peut enlever moins de k£ + 1 sommets en jouant sur le
graphe P*. On en déduit que pour tout i € [1,k], d; = 1.

Quel que soit i € [k + 1,2k + 1], ) fait partie des options du graphe PF, car il suffit de
jouer au milieu du chemin, sur un sommet universel. On en déduit que les d; sont impairs.
Soit n > 2k + 1. Le jeu sur le premier sommet de P* enléve k + 1 sommets au graphe, et
on obtient P* , . Donc dy,; = 3 [4]. Plus généralement, pour tout i € [1,k + 1], le jeu
sur le i-eme sommet de P* enleve i — 1 sommets & sa gauche, k & sa droite et lui-méme.
On obtient donc le graphe P¥ , .. On en conclut que dy; = 3 [4].

Enfin, le partage en deux du graphe n’est possible qu’en retirant 2k + 1 sommets (k a
gauche, k a droite et lui-méme). On en conclut que Vi € [k + 1,2k], d; = 3, et que
dop1 =T. i

Des études pour k£ = 2 et 3 ont montré qu’il n’exitstait pas de période connue en deca de
2% (pour les jeux octaux ”cousins” 0 @ 0*~14) | ni méme de période arithmétique [10].
De plus les 2-chemins et 3-chemins perdants sont en nombre tres limité : 35 pour k£ = 2
et 28 pour k = 3, pour une recherche jusqu’a 22°.

En exécutant l'algorithme A en O(n?) pour 4 < k < 30 on peut observer

quil y a au minimum 13 k-chemins pour lesquelles le nimber est nul, il s’agit de :
0,2k+2,4k+4, 8k+6,12k+8, 16k+12, 20k+14, 28k+20, 32k+22, 40k+30, 48k+36, 64k+46
et 68k + 50.
De plus, les autres valeurs de n pour lesquelles p,(P*) = 0, s’il en existe, sont tres
éloignées des 13 premieres et sont spécifiques a la valeur de k. Par exemple, pour k = 7,
I'algorithme trouve (en plus des treize valeurs classiques) 924196, 924874 et 930300
comme 7-chemins perdantes de taille inférieure & 10°.

Dans cette section nous allons démontrer, avec 'assistance de l'ordinateur, que ces
13 k-chemins perdantes le sont pour tout £ > 4, les cas £ = 2 et 3 ne vérifiant pas
cette hypothese. Pour par exemple, prouver que pour tout k& > 4, pp(8k +6) = 0, il
faut connaitre toutes les valeurs prises par la fonction de Grundy sur U'intervalle entier
[0, 8k + 5].

La preuve se fait en trois étapes :

1. Recherche d’intervalles du type [a.k+b; c.k+d] ou le nombre de Grundy est constant,

et ce pour tout k > 4.

Plus précisément, on cherchera une succesion de N intervalles consécutifs I, =

lim-k + Jm; ims1-K + jme1 — 1] tels que pour tout 0 < m < N, il existe p,, € IN tel

que VYn € I, pr(P,) = Dm.

On cherchera donc une suite de N triplets (im,jm,pm)OSmSN (avec ig = Jo = po =0
par convention). Cette recherche peut s’effectuer en comparant les séquences de
Grundy des k-chemins et des k + 1-chemins, calculées avec I'algorithme A. Il faudra
prendre k suffisemment grand (k > v/N) car on remarque que certains intervalles
ne sont non vides qu’a partir d'un certain rang ky (il s’agit des intervalles de largeur

k—ko+1).
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2. Ensuite il faudra prouver que ces hypotheses d’intervalles sont vraies pour tout k.
On commence par montrer que tous les nombres inférieurs a p,, sont parmi les
nimbers des options de toutes les k-chemins de longueur comprise dans I, (pour
tout k > 4).

3. Enfin, on montre que pour tou k > 4, pour tout n € I,,, Opt(P¥) ne contient pas
de graphe de nimber p,,.

4. Puis on utilise ces résultats pour poursuivre la démonstration au rang m + 1, et
cela jusqu’au rang N.

La découverte des intervalles est donc en O(n?) (ot n est la plus grande k-chemin dont
le nimber est calculé) et on démontre 'hypothese d’intervalles (avec l'assistance de
I'ordinateur) en O(N?3) (ot N est le nombre d’intervalles).

L’implémentation de cette méthode nous permet de découvrir et démontrer les 210
premiers intervalles nécessaires a la démonstration de 'existence des treize zéros cités plus
haut :

Théoréme 2.4.3 (k-chemins perdantes) Pour tout k > 4, la famille Py des k-
chemins de longueur 0 < n < 68k+50 a ezactement 13 k-chemins perdantes, aux positions
0,2k+2,4k+4, 8k+6, 12k+8, 16k+12, 20k+14, 28k+20, 32k+22, 40k+30, 48k+36, 64k+46
et 68k + 50.

Les certificats de preuve fournis par 'ordinateur étant dépourvus d’intérét, ils ne seront
pas détaillés ici. Il en est de méme des 210 intervalles qui peuvent facilement étre retrouvés
avec la comparaison des résultats de I’algorithme A sur les k et k + 1-chemins, en prenant
toutefois k suffisamment grand (k > 80).

2.4.3 Les grilles 2 xn

Les grilles de hauteur 2 constituent une famille de graphes qui s’étudie aisément, car
elle est "presque” close par jeu.
En effet si 'on joue a la ligne 7 d’une grille 2 x n, le graphe obtenu est constitué de deux
grilles 2 X n avec en plus une feuille pendante a une des extrémités.
Notons pour tout n > 0 :

— (G, la grille de hauteur 2 et de longueur n.
— H, la méme grille dont une extrémité a un sommet voisin supplémentaire.
— I, la meéme grille dont les deux extrémités ont un voisin supplémentaire, tous deux
sur la méme ligne.
— J, la méme grille dont les deux extrémités ont un voisin supplémentaire, sur des
lignes différentes.
Les premiers graphes de ces familles sont précisés dans la Figure 2.5. Les familles ont été
définies ainsi dans le but de simplifier au maximum les formules de récurrence permettant
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FIGURE 2.5 — Les 4 familles de graphes nécéssaires a I’étude des grilles 2 x n
le calcul des nimbers. Commencons par établir les formules de récurrence pour le calcul
des nimbers. En posant H_; = (), on a :

Proposition 2.4.4 Pour tout entiern >3 on a :

n—3
2

p(Grn) = mex{p(Hy) ® p(Hn—k-3), —1 <k < | i

p(Hyn) = mex{p(Hp-1), p(Hn-2), p(Hn—2)®L, p(Jo—2)Bp(Hp—r-1), p(Lp—2)Bp(Hn-k-1),2 < k < n}.

p(1,) = mex{p(Jn), p(Ji-1) ® p(Jut), p(Ix—2) ® p(Ln_1),2 < k < LgJ},

p(Jn) = mex{p(In-1), p(Ix—2) © p(Jn-t); P(Jh—2) ® p(In-1),2 < k < LgJ}-

Preuve: Pour toutes les familles nous noterons u; (resp. v;) le sommet du haut (resp. du
bas) en position 7 sur la grille principale. Les éventuelles feuilles attachées aux extrémités
seront notées = (a gauche) et y (a droite).

Commengons par démontrer 1'expression de p(G,,). Dans G,, les jeux sur u; et v; sont
isomorphes, et c’est également le cas pour les jeux sur u; et u,, ;1. Il suffit donc de regarder
les options constituées par le jeu sur u; pour 1 <1 < 7. Le jeu sur u; enleve les 3 sommets
uy, us et v1. La longueur de la grille est réduite de 2 et une feuille supplémentaire gauche
x est constituée. On obtient I'option H,_». Le jeu sur le i-eme sommet u; (2 < i < 3)
coupe le graphe en deux parties : a gauche H; 5 et a droite H,,_; 1. En effet, sur la gauche
il reste une grille de longueur 7 — 1 avec une feuille y = v;_;. Et sur la droite il reste une
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grille de longueur n — (i +2) + 1 =n —i — 1 avec une feuille gauche = v; ;1. En posant
H_; = () et en éliminant les options identiques on obtient I'expression suivante :

n—3
Opt(G) = {Hy + Hy gy, =1 <k < [——}.

On en déduit immédiatement la premiere formule de la Proposition 2.4.4

Passons maintenant a H, pour n > 3. Ici la feuille supplémentaire x élimine les
symétries que I'on avait sur G,,. Il faut donc regarder toutes les options de H,,, soit 2n+ 1
options a priori toutes distinctes. Le jeu sur x supprime x ainsi que son voisin vy, et
constitue donc 'option H,, ;. Le jeu sur u; (resp. vy) constitue option H,,_o + K7 (resp.
H,_5). Ensuite le jeu sur u; pour 2 < i < n coupe la grille en deux parties de tailles i — 2
et n —i — 1 en laissant deux feuilles pendantes v;_; et v;.1. Comme v;_; et x sont tous
les deux en bas, on obtient une grille de type I a gauche, et de type H a droite.

Pour I,, on observe une symétrie entre les sommets u; et u,_;, il suffit donc de regarder
les jeux sur u; et v; pour @ < 7, et le jeu sur z. En jouant sur x on obtient une option de
type J et de taille n — 1. En jouant sur u; on coupe la grille en deux parties de tailles 7 — 2
et n —¢ — 1 en laissant deux feuilles pendantes v;_; et v;11, qui sont en bas tout comme x
et y. On obtient donc deux grilles de type I. Enfin en jouant sur v; on coupe la grille en
laissant deux feuilles pendantes u; 1 et u;.1, qui cette fois-ci sont en haut a 'opposé de x
et y qui sont en bas. On aboutit donc a deux grilles de type J.

Finalement, pour .J,, on observe une symétrie entre les sommets u; et v,_;, il suffit
donc de regarder les jeux sur u; et v; pour 1+ < 7, et le jeu sur x. En jouant sur x on
obtient une option de type I et de taille n — 1. En jouant sur u; on coupe la grille en deux
parties de tailles i — 2 et n — 7 — 1 en laissant deux feuilles pendantes v; 1 et v; ;1. Comme
x est en bas elle est du méme coté que v;_1. On a donc un graphe de type I a gauche. A
I'opposé, y est en haut, on a donc un graphe de type J a droite. Enfin en jouant sur v;
on coupe la grille en laissant deux feuilles pendantes u; 1 et u; ;. Cette fois-ci u;_; est a
I'opposé de x et u; 1 est du méme coté que y. On aboutit donc a une grille de type J a
gauche et de type I & droite. |

On obtient donc une famille jouable :

Corollaire 2.4.5 Pour tout n > 0, la famille F = (G, Hy, Iy, Jk)o<k<n €St jouable et est
de taille Tg(n) = 4 % n.

On peut donc appliquer & F Dalgoritme A en O(n?). On peut montrer la proposition
suivante :

Proposition 2.4.6 Vn > 0, p(G,) =7, p(H,) =n+1, p(I,) =1, et p(J,) = 0.

Preuve: Par induction sur n.

Supposons les propriétés vraies pour tout ¢ < n. On a alors :
p(Jn) =mex{l,100,05 1} =0.

p(I,) = mex{0,05 0,1 1} = 1.

p(H,) =mex{n,0® (n—1i),1® (n—1i),1 <i<n}
=mex{0,1,n,i,i®d1,1<i<n-—1}.
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FIGURE 2.6 — Les trois types de scies triangulaires, notées S,,, S, et S/.

De plus, comme V1 <i<n—1,i® 1 <n, on obtient p(H,) =n+ 1.
Enfin, sin =2p, p(Gap) ={(i®d (2p—i—1),0<i<p—1}.

— Si i est pair, alors ¢ @ (2p — i — 1) est impair.
— Si i est impair, alors i @ (2p — ¢ — 1) est impair.
On en conclut que p(Gay,) = 0.
D’autre part, sin =2p+ 1, p(Gapy1) = {0 & (2p —1),0 < i < p}.

— Si i est pair, alors ¢ @ (2p — i) est pair.
— Si i est impair, alors i & (2p — @) est pair.
On en conclut que p(Gopy1) = 1.

Le probléme qui se pose pour les grilles plus grandes (a partir de 3 x n) est que le jeu sur

certains sommets ne coupe pas le graphe et forme des grilles a "trous”.

La famille de graphes jouable pour les grilles (n,p) a donc une taille pouvant atteindre
O(2"P) (ensemble des parties de [1,n] x [1,p]). A 'heure actuelle il n’existe pas d’autre

solution qu'une étude au cas par cas a I’aide du graphe des configurations.

2.4.4 Les scies triangulaires

Continuons 1’étude de familles jouables de taille linéaire avec la famille des scies. Une
scie triangulaire S, est formée d’un chemin ujus . . . u,, sur lequel sont attachés des sommets

v; (1 <i<n-—1),les "pointes” (c.f. Figure 2.6). Pour tout i on a N(v;) = {u;, w11}

La famille des scies triangulaires S = (.5, ),>0 n’est pas jouable. En effet, le jeu (dans
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Sy) sur le nceud wy fournit le graphe S!,_, : une scie triangulaire de longueur n — 2 avec
un nouveau sommet voisin de U'extrémité gauche. On remarque que les ”pointes” (noeuds
du haut sur le schéma) de la scie peuvent devenir des feuilles lorsque 1'on joue sur une
pointe adjacente. On remarque toutefois que ces feuilles sont toujours positionnées aux
extrémités de la scie. C’est pourquoi (comme cela a été fait pour les grilles 2 x n) il faut
ajouter a cette famille deux nouveaux types de graphes : les scies a une feuille notées .S/,
et les scies a deux feuilles notées S).

On prend comme conventions S_; = 5", = 5", = Sy =5 = () et S = K;. Etablis-
sons les formules de récurrence pour le calcul des nimbers :

Proposition 2.4.7 Pour tout entiern > 1 on a
n—3

p(Sn) = mex{p(S;) ® p(S,,_;_s), p(S;) © p(S},_;_3),0 <i < | 51

p(Sy,) = mex{p(S,_1), p(Si_s) ® p(Sp_i_1),p(Si_1) ® p(Sp_i1), 1 < i <mn—1}
p(S1) = mex{p(S!) & p(Si_i1) p(SV) @ p(Si_i-2), 0 < i < | T] — 1},

Preuve: Sur S, le jeu sur la i-eme pointe v; (1 < ¢ < n —1) supprime wu;, u;11 et v;. On
obtient donc a gauche 'option S;_; et a droite Uoption S/, _, ;. D’autre part, le jeu sur u;
(1 <i<n—1) coupe la scie en deux parties : a gauche la scie S/_; ou le graphe vide si
i <2, et a droite la scie S/,_, ; (ou () si i =n — 1. Comme le jeu sur u,, est identique au
jeu sur v,_1, on en déduit que :

Opt( ) { +STI7,—’i—17 i— 24‘5; i1y L Sig”_l}-

Avec le changement de variable i <— ¢ — 1 et en remarquant que la scie S, est symétrique,
on obtient la formule de la Proposition.

Passons maintenant aux scies S,. Le jeu sur la feuille  fournti l'option S!,_;. Le jeu
sur le sommet v; (1 < i <n — 1) coupe la scie en deux parties : S/’ | a gauche et S/ .
a droite. Enfin le jeu sur le sommet u; constitue 'option S , + S/ .

Finalement, pour la scie S}/, les jeux sur x, u,, u; (1 <i<n—1ety; (1<i<n-—1)
constituent respectivement les options S/, S/ , S/, + S/ . et S/, + S/ . ;. On

remarque que le graphe possde des symétries : le jeu sur w; (resp. v;, x) est identique au
jeu sur u, ;1 (resp. v,_;, ). On en déduit I'expression suivante :

OpH(Sy) = {S! +Si_i1, S/ + Si_ia),—1 < i < 5] — 1),

On a ajouté le cas i« = —1 ou on retrouve les options S!_; et S)_, issues du jeu sur z et
u, respectivement. [ |

On observe que toute option est formée de graphes appartenant a une des trois familles.

Donc la famille § = (Sn, Sy, S,’{) est jouable et de taille linéaire I's(n) = 3 x n.
n>0
De plus, on remarque que toute option de S! est constituée de scies uniquement du

type SI. La famille 8" = (S/),>0 est donc a elle seule jouable.
Elle parait donc répondre a toute les caractéristiques d'un jeu octal. Montrons que
c’est effectivement le cas :
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Proposition 2.4.8 Le jeu de domination sur la famille de graphes 8" = (SI)n,>o est
1somorphe au jeu octal O @ 77.

Preuve: Voir la Section 1.3 pour les définitions et propriétés des jeux octaux.

Soit J = dy e dydads ... le jeu octal en isomorphisme avec le jeu de domination sur
S”, en supposant qu'il existe. Prenons comme isomorphisme la correspondance entre un
tas de n jetons et le graphe S!.

On a vu que 8" etait jouable, et que les options sont au plus la réunion de deux
graphes. Il reste a montrer que :

1. On ne peut enlever plus de deux jetons du tas;
2. On peut ou séparer le tas ou le laisser entier si I’on enleve un ou deux jetons du tas.

Rappelons la formule de I'expression des options de S! (pour n > 1)

P(Sb = mem{p(SZ{’) @ p( 'Z—i—l)v P(Sz{/) @ p( 'Z—z’—2)’ 0<i<n-— 2}'-

On observe que le nombre de ”jetons” qu’il reste apres avoir joué sur S est soit i + (n —
i—1)=n—1,so0it i+ (n—1i—2) =n—2. On peut donc enlever uniquement 1 ou 2 jetons
du tas, soit dg =ds =d, =--- = 0.

De plus, dans les deux cas, on observe que 'on peut laisser le tas entier (i = 0), ou
le séparer de toutes les manieres possibles : on construit le couple (i,n — ¢ — 1) (avec
1 <i<n—2)sil’on enléve un jeton et le couple (i,n —i—2) (avec 1 <i <n—3)sil'on
en enleve 2. On en déduit que d; et dy valent 6 ou 7.

Finalement, comme () € Opt(SY) et 0 € Opt(SY), les deux entiers d; et ds sont bien
impairs. On en conclut qu’il s’agit du jeu octal 0 e 77 |

On en déduit, a I'aide des travaux sur les jeux octaux dans le tome 1 de l'ouvrage
Winning Ways [4], que ce jeu a une période de 12 et une préperiode de 70, et a pour
séquence de Grundy :

012314321426412714321467412854721867 (de 0 a 35)
412314721827412814721427412814721867 (de 36 a 71)

412814721827 (de 72 & 83).

Revenons maintenant aux scies .S, et /..

Proposition 2.4.9 Vn > 2, on a :
1. p(Sy,) = p(Sy) ;
2. p(Sn> - p( 1,;—1)'

Preuve: Par induction sur n. Au rang 2 On a p(S5) = mex{1,0,1,1} = 2 = p(5Y) et
p(S5) = p(K) = 1 = p(S)).

Supposons la proposition vraie jusqu’au rang n— 1, et réécrivons la formule de ’expression
des options de S, :

/ / . n—3
p(Sn) = me:z:{p(SZ{) D p(Sn7i72>)p(Si) @ p( ;H'—:z): 0<:< L 5

1}
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FIGURE 2.7 — Les scies trapézoidales W,,, W/ et W/

Par induction on remplace S}, par S;_;. On obtient :

p(8,) = me {p(S]) & p(Stysy 1) (S © oSy )0 < i < [P 1)

C’est exactement la formule des options de S/,

De méme, pour S/ on a :

p(S!) =mex{p(S!) @ p(S._,_1),p(S!) @ p(S!,_;_5),0 <i<n—1}, done, par induction
p(Sy) = mex{p(S}) & p(Sy_i_1), p(S7) @ p(S)_;_5),0 < i < n—1}, soit p(S),) = p(Sy). B
Par conséquent, les familles des scies de types S et S’ ont également une période 12 apres
une pré-période 70 et 71 respectivement.

2.4.5 Les scies trapézoidales

S’inspirant des scies triangulaires, on peut remplacer les ”dents” par une paire de
sommets pour obtenir une autre famille jouable : les scies trapézoidales.

Soit W, le graphe nommé "scie trapézoidale de longueur n” et représenté sur la Figure
2.7

Comme pour les scies triangulaires, la famille W = (W,,),>0 est incomplete. Il faut
y ajouter les scies avec un chemin de longueur 2 jointe a une ou deux des extrémités
du graphe, que 'on note respectivement W, et W/. Avec ces trois types de graphes, on
construit une famille jouable W = (Wn, wl Wl )n>0. En effet, toute option d’un élément
de W est une réunion d’au plus deux éléments de cette famille. Plus précisément, on a les
formules de récurrence suivantes :
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FIGURE 2.8 — Les jeux possibles sur une scie trapézoidale

Proposition 2.4.10 Pour toutn >0, on a :

PUVL) = metycieiosn { DV, VL) © L pOVL) @ (W), pVL2) @ (V).
pIV) & (V)|

p<wz>—mexogign_l{pwv;’l)eap( o (W) & (W), p(W) & (W, n}

VL) = ez o {PUVL) @ POV 2)op (V) @ (W), WD) © 9V

Preuve: Nous avons dessiné sur la Figure 2.8 les graphes obtenus apres le jeu sur les
somets u;, s; et t; pour 2 <1 <n—1.

Premierement, regardons 'option issue du jeu sur u; avec 2 < i < n — 1. Comme on
peut I'observer sur la Figure 2.8, ce coup isole deux sommets que 1’'on peut ignorer car ils
ont un nimber total nul p(2K;) = 1@ 1 = 0. Les deux autres composantes connexes sont
de tailles respectives i —2 et n—i—1, et sont de type W” ou W’ suivant la présence ou non
d’une 2-chemin a l'extrémité opposée. On obtient donc pour ¢ fixé 'option W/ ,+W, . |
W+ W/, _ .y ouW/,+ W/ ., pour W,, W/ ou W/ respectivement.

Ensuite le jeu sur s; constitue a gauche 'option VV;L L ou W/, suivant la présence ou
non d'une 2-chemin a l'extrémité opposée, et a droite 'option W,,_; (ou W/ _. pour les
mémes raisons). On obtient donc 'option W/ | +W,,_;, W/, +W,_; ou W/, + W/ _. pour
W, W) ou W/ respectivement.

Enfin, comme on peut 'observer sur la Figure 2.8, le jeu sur ¢; constitue a gauche
l'option W/ ou W; suivant la présence ou non d’une 2-chemin a l'extrémité opposée, et
a droite 'option W) . | (ou W/ _. , pour les mémes raisons). On obtient donc 'option
Wi+ W, _, W+ W, _._, ou W+ W) ., pour W,, W ou W, respectivement.

Les six plus petits graphes d’indice n < 1 ont été choisis pour que ces options soient
les mémes lorsque 1'on joue au bord, soit sur u; s; ou ¢; lorsque i € {{1,n}. On peut par
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exemple vérifier que le jeu sur s; dans W/ fournit I'option Ky + W,,_; qui est exactement
W/, + W,_; pour i = 1 car on a pos¢ WJ = K.

II reste a regarder le jeu sur les sommets = et y (les 2-chemins des extrémités, c.f.
Figure 2.7). Le jeu sur y supprime uniquement les deux sommets z et y. On obtient donc
Voption W,, ou W/ de W/ ou W/ respectivement. Enfin le jeu sur x supprime z y et u;.
Par conséquent, on obtient 'option W, _, ou W/, de W, ou W, respectivement. Les
options ayant toutes été décrites, on peut a présent établir les formules de 'expression
des options pour les trois graphes. Elles sont écrites dans 1'ordre suivant : jeu sur w;, sur

s;, sur t;, et éventuellement sur x et enfin sur .

Opt(W,,) = {WiI—Q + erz—i—lv Wz’/—l +Woi, Wi + W;z—z'—lﬁ 1<e< n};

Opt(erz) = {VV;LQ + W/lfifh Wi/L1 + Wi, Wi/ + W?ifl?l? W, Wé,l, 1<:< "};
Opt(WT/L/) = {WiILQ + WT/LLFD Wi/LI + WT/Lf’L'J Wi/ + Wq;/ﬂeh erw 1/1/717 I1<:i< n};

En effectuant des changements de variables et en utilisant les propriétés de symétries sur
W, et W on obtient les formules de la Proposition 2.4.10. [

est jouable.

Corollaire 2.4.11 La famille WW = (Wn,W,’l, w

n)n>0

Preuve: En regardant les formules de la Proposition 2.4.10, on s’apercoit qu’aucune
option n’a de composante connexe n’étant pas dans V. De plus, par définition () = W, €

W. |

La taille de cette famille est bien linéaire : I')y(n) = 3 * n + 1. De plus, le nombre
de composantes connexes de toute option de G € W est au plus 2. L’algoritme A sur
cette famille est donc 14 aussi en O(n?) pour calculer le nimber de W,,. L’exécution de
I'agorithme A n’a donné ici aucune période ”courte”. On trouve, pour n = 10° :

Nombre Max Indice

de zéros | Nimber | MaxNimber
W 65 5437 97234
W’ 1 5176 99201
W” 35 3277 98432

On remarque que la croissance des nimbers est importante (de 'ordre de 5% pour W et
W’ et 3% pour W), comme c’est le cas pour certains jeux octaux pour lesquels la aussi
aucune période n’a été découverte [10].

2.5 Familles non polynomiales

Pour un graphe GG non contenu dans une famille jouable de taille polynomiale, le temps
de calcul du nimber de G est la plupart du temps exponnentiel en fonction de |V(G)].
C’est par exemple le cas pour les graphes planaires ou méme pour un arbre A a n sommets
ol l'on ne peut guere faire mieux que de calculer les nimbers de tous les arbres a k < n—2
sommets.



36 CHAPITRE 2. LE JEU DE DOMINATION

4 o @

FIGURE 2.9 — La réduction de feuilles

Toutefois certaines structures locales du graphe G étudié peuvent parfois étre réduites
pour obtenir un graphe G’ plus petit ayant la méme valeur de Grundy que G a une
constante k pres : p(G') = p(G) & k.

Dans cette section, nous démontrerons I'existence de plusieurs réductions et en conjec-
turerons d’autres. Nous utiliserons ces résultats pour calculer le nimber d’une chenille en
temps cubique.

2.5.1 Réductions sur les arbres

Une réduction est une équivalence entre deux structures locales. Elle permet de
réduire le nombre de sommets d’un arbre sans modifier son nimber. Plus formellement on
définit une réduction de la fagon suivante :

Définition 2.5.1 (Collage) Soit G et H deux graphes, u € V(G) et v € V(H). On
appelle collage de G et H en (u,v) le graphe K résultant de la fusion des sommets u et
v dans le graphe G + H. Autrement dit, le collage K est défini par :

- V(K) =V(G)UV(H)\{v};

- BE(K) = E(G)U E(H\{v}) U{(u,z),z € Nu(v)}.

Ainsi dans un collage les voisins de v et de u deviennent voisins d’un nouveau sommet x, et
le reste du graphe reste semblable a G+ H . Cet outil nous permet de définir rigoureusement
une loi de réduction :

Définition 2.5.2 (Loi de réduction) Une loi de réduction est un couple (A, Ay) tel
que :
— Ap et Ay sont deux arbres enracinés respectivement en 1 et ro;
— Pour tout arbre T et tout sommet u € V(T'), les collages T} de T et A; en (u,r;) et
Ty de T' et Ag en (u,ry) vérifient p(T) = p(13).

Présentons maintenant la premiere réduction dite réduction de feuilles.

Proposition 2.5.3 Si K3 est enraciné en son sommet de degré 3, alors (K3, Ks) est
une lot de réduction.

Autrement dit, si un arbre 7' possede un sommet ayant au moins trois feuilles dans son
voisinnage, alors on peut en enlever deux sans modifier le nimber de I'arbre.

Preuve: Soit T un arbre enraciné en r. Notons T le collage de Ty et K13 en r, et 7" le
collage de Ty et Ky également en r. Il faut démontrer que p(T) = p(T"). La preuve est
réalisée par récurrence sur |V (7p)|.
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Pour Ty = K, alors on a bien p(T') = p(K13) = 1 = p(K3) = p(T").

Posons maintenant |V (7y)| > 2, et comparons les options de T" et de 7".

Premierement, le jeu sur le sommet r supprime les feuilles et aboutit donc a la méme
option sur 7" et 7". Ensuite, le jeu sur v € N(r) supprime le sommet r et isole donc les
feuilles de K7 5. Or qu’il y ait un ou trois sommets isolés ne change pas le nimber (c’est
la parité qui compte). Donc les options sur 7" et 77 ont le méme nimber. Enfin, le jeu sur
v € V(T)N™*(r) a par induction méme nimber que le jeu sur le méme sommet v dans 7".
On en conclut que (K 3, K3) est une loi de réduction. [ |

En comparant les nimbers des arbres, d’autres réductions plus complexes ont pu étre
conjecturées, mais leur démonstration reste a ce jour un probleme ouvert. La Figure 2.10
présente trois exemples de réductions probables de hauteur 2.

La réduction de feuilles Ry nous permet de retirer deux a deux les feuilles voisines
d’un méme sommet u, jusqu’a ce qu’il n’en reste qu'une ou deux. Cette réduction nous
permet de réduire la taille de certaines familles d’arbres comme les chenilles, et ainsi de
faciliter le calcul des nimbers.

2.5.2 Les chenilles

Une chenille (caterpillar tree en Anglais) est un arbre 7' dans lequel il existe une
épine dorsale s;5; ... s, qui est un chemin induit de 7" et telle que tout sommet de T est
a distance au plus 1 de ce chemin. Une chenille C' est donc entierement définie par deux
parametres :

1. La longueur ¢ de I’épine dorsale.

2. La donnée, pour tout 1 < i < ¢ du nombre de feuilles attachées au i-eme sommet
de I’épine dorsale.

Il est ainsi possible de coder une chenille sous la forme d’un mot sur I'alphabet des entiers
naturels IN :
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Définition 2.5.4 Soit C une chenille. Le mot de C, noté w(C') = ajas . . . a,, est un mot
sur l'alphabet IN vérifiant :

1. Si C' =0 alors w(C) =€ et si C = K; alors w(C) = 0.
2. La longueur ¢ de w(C) est le nombre de sommets de degré au moins 2 de C'.

3. Pour 1 < ¢ < ¥, a; est le nombre de feuilles reliées au i-eme sommet de 1’épine
dorsale de C.

4. ap et a, sont non nuls.

On choisit comme convention a; et a, non nuls pour éviter d’avoir des feuilles dans ’épine
dorsale. En effet, si a; = 0, le sommet correspondant s; n’a aucune feuille pendante et
n’a qu'un voisin dans I’épine dorsale. C’est donc une feuille et elle peut étre considérée
comme une feuille pendante de s,. Il en est de méme pour ay.

Cette convention permet donc non seulement de réduire la taille des mots mais aussi
d’éviter d’avoir plusieurs mots distincts pour une méme chenille. Il reste tout de méme
deux mots possibles pour une méme chenille : ajas ... ay et son palindrome asa,_1 ... a;.

La loi de réduction de feuilles ¢ présentée dans la section précédente permet de retirer
les feuilles voisines d'un méme sommet deux a deux sans toutefois modifier le nimber de
la chenille. Cette réduction est tres utile dans le cas des chenilles et permet de limiter
le nombre de feuilles pendantes. En effet, si un sommet s; de 1’épine dorsale possede
a; > 0 feuilles pendantes, les applications successives de la réduction R; permettent de
n’en conserver qu’'une (si a; est impair) ou 2 (si a; est pair) sans modifier le nimber de C'.
De telles chenilles seront appelées chenilles réduites.

Définition 2.5.5 Une chenille C' est dite réduite si tout sommmet de la chaine princi-
pale possede au plus 2 feuilles.

Ainsi il suffira de connaitre les nimbers des chenilles réduites pour connaitre ceux de toutes
les chenilles.

Définition 2.5.6 Le mot réduit d’une chenille C' sur I'alphabet {0, 1,2}, noté w'(C) =
ayaly . .. ay, est construit a partir du mot de C' w(C') = ajas ... ay. Pour tout 1 <i <n on
pose :

a; =0 sia; =0,

a; =1 sl a; est impair,

a; = 2 sinon.
Inversement, pour un mot u = ay ...a, sur l'alphabet {0, 1,2}, on définit la chenille de u
C(u) comme suit :

1. Si u est le mot vide € on pose C = 0.

2. L’épine dorsale de C'(u) possede ¢ sommets s . .. s;.

3. Sur chaque s; on ajoute a; feuilles pendantes.
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VNIV, eI,

Chenille C, w(C)=50314  Chenille réduite C', w'(C")=10012

FIGURE 2.11 — Une chenille et sa chenille réduite associée

Ces définitions sont illustrées par 'exemple de la Figure 2.11, ot une chenille a été dessinée,
ainsi que sa chenille réduite associée. LLe mot des chenilles sont calculés en comptant le
nombre de feuilles reliées a chaque sommet de 1’épine dorsale, ici de taille ¢ = 5.

On observe qu’il y a une bijection entre ’ensemble des chenilles réduites et ’ensemble
des mots de {0,1,2} (sans 0 au début et a la fin sauf le mot 0), si toutefois on impose
aux chenilles de ne pas pouvoir étre "retournées”. Pour cela on enracine a gauche les
chenilles : on prend comme racine le premier sommet de I’épine dorsale s;. Ainsi le mot
u et son palindrome @ ne correspondent pas a la méme chenille enracinée, sauf si u = .

Le nombre de mots sur {0, 1,2} de longueur au plus n étant 3" — 1, la famille C des
chenilles réduites est de taille exponentielle. Néammoins, le calcul du nimber d’une chenille
C' peut s’effectuer en temps polynomial en limitant ’étude aux facteurs de w'(C).

Un facteur de u est une partie du mot u. Plus formellement, on a :

Définition 2.5.7 Soient u et v deux mots non vides. On dit que u est un facteur de v
s’il existe deux mots uy et uy tels que v = uyuus.

Soit u = ajas . ..a, un mot sur un alphabet A. Pour 1 < i < j </, le facteur de u
d’intervalle [¢, j] (avec 1 <4 < j < /) est le mot v’ = a;a;11 ... a; et est noté uy j.

Cette notion nous permet, pour une chenille C', de construire une famille jouable de taille
polynomiale contenant C'. On note K le graphe vide pour éviter les confusions possibles
avec I’ensemble vide ().

Théoreme 2.5.8 Soit C' une chenille dont l’épine dorsale comprend n sommets. La fa-
mille Fe des chenilles des facteurs du mot réduit de C w'(C) = ajdy . ..al, définie par :

est jouable et de taille O(n?).

Preuve: La taille de F¢ est le nombre de couples (i, j) vérifiant 1 < i < j7 < n plus 2
pour Ky et K, soit @ +2 = 0(n?). Posons w'(C) = dyd} .. .a,.

Il reste a démontrer que tout élément de la famille est tel que toutes les composantes
connexes de chacune de ses options sont également dans F¢. Prenons donc G un élément
de Fe. Si G € {Ky, K1} le résultat est immédiat. Si G correspond a un facteur non vide
de w((C), il existe par définition deux entiers p et ¢, vérifiant 1 < p < ¢ < n et tels que
w(G) = apapsq ... a,

Regardons maintenant quelle forme prennent les options de G.
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Famille Période NbZeros | MaxG | Séquence
(pré-période)
2* 4 25% 3 0213
121 2 50% 2 02
1* 2 50% 1 01
21* 2 0 3 ]23
(10)*2 2 50% 2 |20
(10)*1 2 0 3 13
(20)*2 2 (89) 1 8 02121212131214526312. ..
0(20)* 2 (14) 0 ) 1212321212121512
(20)* 30 (117) 2 44 010468ACEST3GDFJKMGP. . .
(21)* 2 50% 3 03
(21)"2 2 0 2 [ 2d
1Rk 4 25% 3 0312
1%2% 2 50% 1 01
1%22r+1 2 0 3 23

TABLE 2.1 — Exemples de familles de chenilles, résultats de I’algorithme A en O(n?)

— Pour p < i < g, si a; > 0 le jeu sur une feuille pendante f; (reliée au sommet
principal s;) donne 'option C(ay, . ..a;—1) + C(aiyq - .. aq) + (a; — 1).K; formée d’au
plus 3 composantes connexes distinctes toutes dans Fe.

— Le jeu sur un sommet principal s; donne loption C(a,...a;—2) + C(aiya...an) +
(a;—1+a;1) K7 qui a également toutes ses composantes connexes dans F¢. Précisons
que le dernier terme (a;_1+a;41)K; est remplacé par a;,1 K7 (resp. (a;_1 K1) sii=p
(resp. i = q).

Cette famille est donc close par jeu, c’est a dire que toute composante connexe d’une
option de G' € F¢ est également dans F¢.

Enfin, la numérotation peut étre faite en fonction de la longueur du mot, puis s’il y

a égalité en fonction du rang de la premiere lettre. Ainsi, toute composante d’une option
de G a un numéro plus petit que celui de G. On en conclut que pour toute chenille C', la
famille F¢ est jouable. [

L’option K; pouvant apparaitre si 'on joue sur une feuille ayant une autre feuille a
distance 2, il faut I’ajouter a la famille méme si 0 n’est pas un facteur de w'(C'). Il en est
de méme pour le graphe vide Ky qui ne correspond a aucun facteur d’intervalle [z, j| de
w'(C).

Comme le nombre d’options d'une chenille C' a n sommets de degré au moins 2 est au
plus 2n, on en conclut que le nimber de C' peut étre calculé en O(n?) avec 1'algorithme
A.

Cet algorithme général a ’ensemble des chenilles peut étre utilisé pour des familles
particulieres de chenilles. Dans la Table 2.1 nous présentons quelques exemples de ces
familles, avec les périodes éventuellement découvertes.
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Lorsqu'une valeur p apparait elle est fixée, alors que k est variable. En colonne période,
le nombre entre parentheses correspond a la pré-période éventuelle. En colonne Séquence,
des lettres peuvent étre rencontées, il s’agit de nombres en hexadécimal étendu : A = 10,
B =11, etc. Notons qu’ici aussi on rencontre un nouveau jeu octal. Il s’agit de la famille
1* qui correspond au jeu octal 0 e 707.

Bien entendu ces exemples de familles sont tous de taille polynomiale. Pour une famille
de taille exponentielle comme par exemple les chenilles de degré maximal 3, la notion de
période n’a pas de sens. En effet une période est recherchée sur une séquence de nimbers,
soit sur une suite de graphes G = (Gg, Gy,...Gy). 1l faut donc trier la famille selon
certains criteres et calculer les nimbers de toute la séquence. On ne peut faire mieux
que 'algorithme A qui calculera les nimbers de la séquence en O(k * |V (Gy)|). Comme
k= O(2V(E@]) on retrouve un algorithme exponentiel.

Le Théoreme 2.5.8 peut toutefois étre utilisé pour rechercher une période sur une
famille de chenilles non jouable, comme cela a été fait pour F = {1¥2% &k > 0} ou pour
F' = {2k0k2% k& > 0}, pour lesquelles la famille jouable contenant F (resp F') est de taille
quadratique (resp. cubique).

On peut également constituer des jeux combinatoires qui sont des cas particuliers du
jeu de domination, et qui peuvent étre résolus en temps cubique grace a un algorithme
issu du Théoreme 2.5.8. En voici un exemple.

Le jeu du grand nombre : Choisir un ”grand” entier positif N. Son écriture décimale
est un mot w de longueur k = log;,(V). Faisons correspondre a w une chenille C'(w) (c.f.
Définition 2.5.4), et jouons au jeu de domination sur cette chenille.

Pour le jeu du grand nombre, le Théoreme 2.5.8 peut étre utilisé pour trouver un coup
gagnant en O(k3), ou & défaut pour savoir que I'on a perdu.

2.6 Conclusion et perspectives

Dans ce chapitre nous avons étudié¢ un jeu de marquage sur les graphes : le jeu de
domination. Pour trouver les positions perdantes et les stratégies gagnantes d’une position
de départ donnée sur ce jeu, ’algorithme naif consistant a calculer le noyau du graphe des
configurations est exponentiel en fonction du nombre de sommets du graphe de départ.

Toutefois, pour certaines familles de graphes que nous avons appelé familles jouables,
nous avons mis en évidence I'existence d’un algorithme polynomial, ’algorithme A. Pour
des familles de taille linéaire comme les chemins ou les grilles 2 x n, cet algorithme est
quadratique.

Nous avons démontré que ces séquences sont périodiques pour les chemins, les cycles,
les grilles 2 X n et les scies triangulaires. Par contre, pour les puissances de chemins et les
scies trapézoidales aucune période n’a pu étre mise en évidence. Des travaux sur les jeux
octaux [10] ont permis de démontrer que les carrés et les cubes de chemins n’ont pas de
période en deca de 2%.

Le calcul des séquences de Grundy permet non seulement de connaitre ’ensemble
des éléments perdants mais également les stratégies gagnantes, en temps constant si une
période a été démontrée et en O(|V(G)|?) sinon. On s’apergoit donc de I'importance de
la découverte d'une période en terme de complexité de recherche d’un coup gagnant.
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Nous avons étudié d’autres familles jouable de taille linéaire : des familles de chenilles
comme par exemple les chemins P, ou on ajoute une feuille pendante sur chaque sommet,
nommés I1-chenilles. Les résultats concernants les chenilles font I'objet d’'une section par-
ticuliere car cette famille, de taille non polynomiale, est traitée dans son intégralité (c.f.
Section 2.5.2).

On pourrait également construire un grand nombre de familles de tailles linéaires a
partir d'une de ces familles de base et d'un graphe fixé G (de taille raisonnable). Soit F
une famillle jouable de taille linéaire I'z(n) = an 4 b. Pour tout élément G,, non vide de
F, on appelle racine de (G, un sommet constituant un point de repere commun a tous
les graphes de F. Par exemple pour les chemins on prend le premier sommet a gauche,
ou pour les grilles 2 x n le sommet de coordonnées (1, 1).

Proposition 2.6.1 Soit F une famillle jouable de taille linéaire I'x(n) = axn+b. Pour
tout élément G, non vide de F, on note z, la racine de G,. Soit H un graphe et r un
sommet de H. L’ensemble H(F) des graphes issus du collage entre un sous-graphe de H
et un élément G,, de F en (r, z,) est une famille jouable de taille linéaire. De plus on a
Dory(n) < 2V T 2(n).

Preuve: Soit A l'édlément de H(F) issu du collage entre H' C H et G,,. Montrons que
Opt(A) n’est constitué que d’élements de H(F). Soit A’ € Opt(A) une option issue du
jeu sur un sommet v.

1. Siv € Nj(r), alors ce coup "coupe” le collage. On obtient donc une option H; UG'.
Or G' € Fet HH C H. On a bien A" € H(F).

2. Sinon si v € V(H’) alors 'option A’ est un collage entre un sous-graphe H;, de H’
et G,,. Comme H' C H on a bien Hy C H. par définition, A’ est dans H(F).

3. Sinon v € V(G,), donc l'option A" est un collage entre H' et G’ d'un coté, et
éventuellement une autre composante connexes GG; € F de 'autre coté. Ces deux
composantes connexes étant dans H(F), on en conclut que H(F) est close par jeu.

La taille de H(F) est calculée en plagant tous les sous graphes possibles de H contenant
le sommet r & gauche, et tous les éléments possibles de F & droite. Il y en a 2/VUDI=1 3
gauche et T'z(n) & droite. |

Par exemple un cas simple est de prendre un chemin P, et de lui ajouter sur une extrémité
k feuilles pendantes.

Cette construction permet de créer des familles jouables de taille linéaire autant qu’on
le souhaite. Cela pourrait étre utile par exemple pour étudier plus en détail les raisons
de la périodicité ou non des séquences de Grundy, et peut-étre d’obtenir une nouvelle
approche de la conjecture de périodicité des jeux combinatoires, extension de la question
posée sur les jeux octaux (Conjecture 1.3.2).

Cette proposition permet également, dans le cas de I’étude d’un graphe G possédant
une structure particuliere, de construire une famille jouable de taille linéaire autour de
G. C’est par exemple le cas si G est un collage entre un graphe GGy et un chemin P,, avec

[V(Go)| < n.
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Pour les chenilles, une famille jouable de taille non polynomiale, nous avons démontré
que le nimber d'une chenille de diametre n peut étre calculé en O(n?), en calculant les
nimbers des facteurs du mot réduit associé a cette chenille.

D’autres familles jouables ont été étudiées ou font I'objet de travaux en cours. Nous
nous sommes notamment intéressés a une famille jouable de taille polynomiale : les étoiles
a au plus k branches pour k > 3 fixé, noté &;. La taille de cette famille est en O(nF).
Pour k£ € {3,4}, nous avons démontré I'existence d'une multi-période, c’est-a-dire qu’il
existe ¢ > 0 et p > 0 tels que pour toute suite d’entiers (ay, as, . .., ax) tous supérieurs ou
égaux a g l'étoile E(ay,as,...,a;) a le méme nimber que I'étoile ' = FE(a; + agp,as +
agp, ..., a, + agp), ou pour tout 1 < i < k, o; € IN. Ces résultats n’ont pu étre étendus
a de grandes valeurs de k car la pré-période ¢, si elle existe, est trop importante pour
pouvoir étre découverte avec un ordinateur classique. En effet, la complexité de calcul,
avec l'algorithme A, des nimbers de toutes les étoiles a au plus k branches (k > 3) et dont
les branches sont de longueur au plus n est O(n?*).

D’autre part, les résultats obtenus sur la famille non polynomiale des chenilles peuvent
étre étendus a d’autre familles possédant certaines propriétés. C’est notamment le cas des
chenilles circulaires, des graphes d’intervalles, ou encore des graphes circulaires
d’intervalles. Les travaux concernant ces familles sont en cours.

Enfin, on peut s’intéresser au probleme suivant :

Pour un entier £ > 0 donné, quel est le plus petit graphe de nimber k7

Pour k < 4, ces graphes ont été découverts. Il s’agit de K, P, P3+ K1, et d'un arbre
T a sept sommets pour k égal a 1, 2, 3 et 4 respectivement. Cependant la question reste
ouverte pour k > 5.
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’ Nom de la variante \ Coup joué sur \ fin de partie \ gagnant ‘
Disjonctif lent un jeu tous les jeux terminés | normal/misere
Disjonctif rapide un jeu un jeu terminé normal /misere
Conjonctif lent tous les jeux tous les jeux terminés | normal/misere
Conjonctif rapide tous les jeux un jeu terminé normal /misere
Sélectif lent certains jeux | tous les jeux terminés | normal/misere
Sélectif rapide certains jeux un jeu terminé normal /misére

TABLE 3.1 — Regles des douze variantes de John H. Conway

Les résultats présentés dans ce Chapitre ont été publiés dans [15] en 2009.

Dans son célebre livre On numbers and games (Academic Press, N.Y., 1976) J. H.
Conway a proposé 12 variantes sur la maniere de composer les jeux combinatoires.

Considérons un jeu .J construit a partir d'un ensemble de n jeux Ji, J> ... J, qui sont
indépendants, autrement dit tels qu'un coup sur un des jeux ne modifie pas les positions
des autres jeux. Par exemple, décidons que 'on joue aux dames et aux échecs en méme
temps. Il y a plusieurs choix de regles possibles. On pourrait imposer de jouer sur un des
jeux a chaque coup, ou sur les deux simultanémant, ou encore de choisir de jouer soit
sur un soit sur les deux. D’autre part le gagnant peut étre celui qui gagne le dernier jeu
terminé, ou alors le premier gagnant sur un des jeux.

Remarquons que pour n jeux indépendants on peut définir un grand nombre de regles
de composition pour ces jeux. Nous nous sommes dans un premier temps intéréssés a des
compositions connues, a savoir celles de J. Conway basées sur 3 variations possibles.

La premiere a été présentée en introduction : il s’agit de la variante misere ou ”qui
perd gagne”, accordant la victoire a celui qui ne peut plus jouer plutot qu’a celui qui
effectue le dernier déplacement. On parlera par la suite de version normale ou misere.

La seconde considere la terminaison générale des n jeux indépendants. On dit que
I'on joue en terminaison rapide si la partie est déclarée terminée des que I'un des n
jeux l'est. Par opposition, la regle de terminaison lente impose que tous les jeux soient
terminés pour que la partie générale le soit.

Enfin on regarde les regles de composition proprement dites, c’est a dire que ’'on définit
ce que signifie jouer un coup sur un jeu constitué de n jeux indépendants. Premierement
la regle disjonctive impose de choisir un des jeux et de jouer uniquement sur celui-ci.
Ensuite la regle conjonctive nous force a jouer sur tous les jeux simultanément. Enfin la
regle sélective laisse le choix de jouer sur un, plusieurs ou la totalité des jeux.

On obtient alors par combinaison de ces regles les douze variantes de la Table 3.1.

Par extension, ces regles peuvent s’appliquer a des jeux combinatoires ”divisibles”,
c’est a dire partant d’un jeu en un seul morceau on peut séparer celui-ci en deux ou
plusieurs morceaux comme c’est le cas des jeux octaux ou hexadécimaux. Cette extension
nous permet d’appliquer ces douze versions au jeu de domination et ainsi de constituer
11 nouveaux jeux.

Dans cette partie, nous allons étudier ces 12 variantes exclusivement sur la famille
des chemins. Nos résultats pourraient dans certains cas étre étendus a d’autres familles
jouables de taille linéaire comme les grilles 2 X n ou les scies.
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3.1 Fonction de jeu

Dans ce Chapitre nous allons rechercher pour chaque variante une fonction de jeu
qui nous permettra de calculer les positions perdantes pour une famille jouable en temps
quadratique. Une fonction de jeu f associe a toute position P une valeur f(P) € 7, et
est définie comme suit :

Définition 3.1.1 Une fonction de jeu [ d’un jeu J est une fonction de ’ensemble P(J)
des positions de J dans Z vérifiant les propriétés suivantes :

1. Calculabilité : Il existe une fonction ¢ de 7N dans 7 telle que pour toute po-
sition P non terminale on a f(P) = o(f(P), f(P),..., f(Py)), avec Opt(P) =
{P, Py, ... P}.

2. Séparabilité : Il existe une fonction o de Z dans {0,1} vérifiant : P est perdant
si et seulement si o(f(P)) = 0.

3. Additivité : Il existe une fonction § de Z* dans Z vérifiant, pour toutes positions
Pyet Py, f(Py+ P) =6(f(P1), f(P%)).

On dira qu’une fonction est calculable, séparable ou additive si elle vérifie les conditions
1, 2, ou 8 respectivement.

Par exemple, pour le jeu de domination classique lla fonction de Sprague-Grundy p est
une fonction de jeu, et ses trois applications associées sont ¢ = mex, o = Idpy et § = @.

Pour une variante donnée, la découverte d’une telle fonction nous permettra d’appli-
quer un algorithme quadratique s’inspirant de 'algoritme A de la Figure 2.1, en rem-
placant p et son calcul par minimum exclu par la fonction de jeu f et son calcul récursif
©.

La fonction de jeu est dite éclairée si elle permet également de trouver les stratégies
gagnantes, c’est a dire s’il existe une fonction 7 de I’ensemble des graphes dans IN, ou v(G)
correspond au(x) sommet(s) sur lequel il faut jouer pour obtenir une position perdante,
avec 7(G) = 0 si G est perdant. Dans la pratique, une telle fonction sera rarement
recherchée car elle nécéssite une numérotation des options. Nous donnerons, pour chacune
des douze variantes, une procédure permettant de rechercher un coup gagnant.

Regardons le cas de la famille des chemins P = (P,),>0 que nous allons étudier
en détail dans la suite du Chapitre. La connaissance, pour une variante donnée, d’une
fonction de jeu f et de ses trois applications ¢, o et d supposées calculables en temps
constant, ainsi que la donnée de la valeur initiale o« = f()) = f(P,) nous permet de
calculer le type de P, en temps quadratique et espace linéaire. Cette propriété est mise
en évidence par l'algorithme A" (Figure 3.1).

Dans cet algorithme A’, on peut remarquer que que mis a part la valeur initiale
a = f(Fy), les valeurs f(Py) sont calculées uniquement a 1’aide des applications § et (.
La fonction o n’est utilisée que pour donner le résultat final, c’est la valeur f(Py) qui
est importante dans les calculs et non le type de P;. Le tableau A stocke les valeurs des
options de Py, donc sa taille est O(k). Par conséquent le calcul de ¢(A) n’est bien entendu
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W
Qo

Input : Fonctions ¢, o et 0 ; valeur initiale o = f(Fp) ; taille maximale n.
Output : Type de P,
f(P()) — «
for =1 ton do
Al]+ 0 ‘
for j = —1to | 52| do
Alj +1] < 6( f(F), [(Pi—j-3))
end for
f(P) < ¢(A)
end for
: return o(f(P,))

— =
= O

FIGURE 3.1 — L’algorithme A’ calcule le type du chemin P, en O(n?) a l’aide de la fonction
de jeu f

pas constant. Pour chacune des variantes, il faudra trouver une fonction de jeu f pour
laquelle ¢;(A) soit calculable en temps linéaire. Dans le cas contraire la complexité de
I'algorithme ne serait plus quadratique. En ce qui concerne o(a) et d(a,b), le calcul doit
se faire en temps constant. Dans la pratique, on s’autorise une complexité logarithmique
comme c’est le cas pour la nim-somme @. Comme pour une simple addition ou multiplica-
tion, I'opération & ne se fait pas réellement en temps constant. Toutefois comme il s’agit
d’opérations de base elles sont considérées comme étant en O(1). Néammoins des mesures
de complexités plus fines existent : si ces opérations sont prises en considération, on parle
alors de bit-complexité. Pour I'algoritme A', les calculs [52] et 6( f(P;), f(P—j-3))
sont généralement en O(log(i)), mais dépendent de l'ordinateur et du langage de pro-
grammation utilisés.

Dans ce Chapitre, nous allons pour chacune des douze variantes rechercher une fonction
de jeu. Lorsque celle-ci aura été découverte (dans dix cas sur douze), nous donnerons
I'expression de ses trois applications associées permettant la calculabilité, la séparabilité
et I'additivité. Ensuite nous utiliserons ces fonctions pour édudier le cas des chemins.

Nous utiliserons, lorsqu’il existe une fonction de jeu (dans 10 des 12 variantes), ’al-
gorithme A’ en O(n?). Une fois la fonction f découverte et son triplet d’application
(pf,0¢,0¢), il suffira d'implémenter le calcul récursif par la fonction ¢y, de réunir les
valeurs des composantes connexes avec dy, et d’obtenir les types des chemins en utilisant
af.

Nous donnerons pour chacune des variantes 'expression de l'ensemble des tailles
des chemins perdants £ ou, a défaut, un algorithme s’inspirant de 'algorithme A’ qui
permettra de connaitre le type d’un chemin donné. Nous estimerons également la com-
plexité de recherche d’une stratégie gagnante sur une somme de chemins G = Zle P,
en donnant une méthode permettant de trouver une option perdante G'.

L’algorithme A" de la Figure 3.1 nous permet sans difficulté de calculer les valeurs
de la fonction de jeu pour l'ensemble des chemins de taille inférieure & 10°. De plus,
dans le cas ou I'ensemble des positions gagnantes est connu, nous donnerons les stratégies
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gagnantes a adopter sur une réunion de chemins, ou un algorithme permettant de les
trouver. Dans tous les paragraphes, la réunion de chemins considérée sera notée GG, aura
k > 2 composantes et la plus grande d’entre-elles sera P,, soit diam(G) = n.

3.2 Jeu disjonctif lent

Il s’agit des regles normales du jeu de domination.

3.2.1 Version normale

Pour la version normale on utilise la fonction de Sprague-Grundy p et son calcul par
récurrence utilisant le minimum exclu (mex) :

L p(0) = 0;

2. Pour tout G # 0, p(G) = mex{p(G') , G' € Opt(G)}.
Pour la réunion disjointe de graphes, la fonction est additive en @& (XOR bit a bit, souvent
appelée nim-somme) :

Pour tous graphes G, H p(G+ H) = p(G) & p(H).

Ce jeu a été étudié en détail dans le Chapitre 2 Section 2.4.1.

L’implémentation de lalgorithme A (c.f. Chapitre 2) en O(n?) nous permet de
découvrir une période 34 (apres une préperiode valant 52) pour les valaurs de Grundy
des chemins, probleme étudié en détail dans le Chapitre précédent (Chapitre 2 Section
2.4.1)), et résolu depuis de nombreuses années car il s’agit du jeu octal 0 @ 137.

Il reste a trouver les stratégies gagnantes sur une reunion de p chemins G' de nimber
p(G)=a1 ®as®---Pa, =k >0.Soit r le plus grand entier tel que 2" < k. Alors par
définition du ou exclusif @, le nombre d’entiers a; (1 <14 < p) vérifiant a; > 2" est impair.
Iy en a donc au moins un que I'on note a;. Comme @ est le "ou exclusif bit a bit”, et
comme a; et k sont compris entre 2" et 2" on a :

aj69k<2rgaj.

Par conséquent, en notant P le chemin de nimber a;, il existe une option H de P de
nimber a; @ k. Or le graphe G’ = G\ P a pour nimber k' = k & a;. On en déduit que :

p(G'+H)=p(G)®p(H)=(a; Dk)® (a; ® k) =0.

Finalement comme G’ + H est une option de G on en conclut que la stratégie gagnante
pour le suivant est :

1. Trouver une composante P de G vérifiant p(P) > 2'82(0(&)
2. Choisir une option H de P de nimber p(H) = p(P) & p(G).

En supposant les composantes non triées, la complexité de la premiere étape est en O(k).
Celle de la seconde peut valoir O(1). En effet, on peut avoir préalablement construit des
tables permettant d’atteindre pour un chemin P de nimber a un option H de nimber
b < a. Ces tables sont de taille finie car a partir de n = 102 = 34 * 3 ces options sont
périodiques, c’est a dire que pour tous x et y positifs, Pioo 3421y €t Pig24y ont la "méme”
option H (modulo 34) de nimber b.
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3.2.2 Version misere

En ce qui concerne la version misere, les fonctions usuelles utilisées pour les jeux
combinatoires en version normale n’ont pas d’équivalent dans cette variante. Aucune
fonction de jeu n’ayant été découverte a ce jour, la recherche des stratégies gagnantes
ne peut s’effectuer qu’en temps exponnentiel, et souvent on ne peut guere faire mieux
que d’explorer le graphe des configurations. Ainsi, le jeu de Kayles a été résolu en 1956
indépendemment par Guy and Smith [16] et par Adams et Benson [1] (la séquence de
Grundy a une période de longueur 12 apres une pré-période de longueur 70), alors que la
solution de Kayles version misere n’a été donnée qu’en 1973 par Sibert et publiée en 1992
[26].

Dans la littérature, trois méthodes sont utilisées pour résoudre les jeux combinatoires
impartiaux misere : genus theory [2, 4], Sibert-Conway decomposition [26] et misére quo-
tient semigroup [24]. Ces techniques ne peuvent étre décrites en quelques lignes, le lecteur
intéressé pourra consulter ces articles ainsi que [23].

Dans le cas particulier de notre jeu sur les chemins, le probleme reste a ce jour ou-
vert. La principale difficulté vient du fait qu’aucune fonction du type Sprague-Grundy
n’existe, et donc que le calcul des stratégies gagnantes pour P, s’effectue sur le graphe
des configurations, I'algorithme est donc exponnentiel.

Comme aucune fonction de jeu additive n’est connue a ce jour, on ne connailt pas
I’ensemble des positions gagnantes. Cependant, ce probleme a été étudié dans de nombreux
articles ou l'on peut trouver des résultats tant sur les positions perdantes que sur les
stratégies gagnantes [2, 4], [26] [24].

Le calcul d’une stratégie gagnante sur GG ne peut donc pour le moment que s’effectuer
sur le graphe des configurations. Or sa taille est du méme ordre que I’ensemble des sous-
graphes de G, soit 2*". De plus, une fois les valeur de Sprague-Grundy misere calculées,
il faudra rechercher sur quelle composante il faut jouer pour gagner. On peut l'effectuer
avec la méme méthode qu’en version normale, soit en O(k).

3.3 Jeu disjonctif rapide

Rappelons que dans cette version un coup s’effectue sur une seule composante (dis-
jonctif ) et la partie est terminée des qu'une composante est vide. Par exemple en version
normale on a évidemment G + K; gagnant car il suffit au joueur de jouer sur le som-
met isolé pour terminer la partie. Pour la version normale comme pour la version misere,
des fonctions additives existent et sont nommées par J. Conway les fonctions Foreclo-
sed Sprague-Grundy. Notées F'" en version normale et F'~ en version misere, elles sont
calculées comme suit :

1. Si une position est illégale, c’est a dire que le jeu est terminé ou peut se terminer
par un unique coup gagnant, son Foreclosed nimber (normale et misere) vaut —1.

2. Sinon le calcul s’effectue de fagon récursive et vaut le minimum exclu des valeurs de
ses options, exactement comme pour la fonction de Sprague-Grundy habituelle.

3. Si G =G+ Gy, ona F(G) = F(Gy) @ F(Gs) si F(Gy) et F(G2) sont positifs ou
nuls, et F(G) = —1 sinon.
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Comme on dispose bien de I'additivité en @ et de la séparabilité (position perdante si et
seulement si le foreclosed nimber est nul), il s’agit d’une fonction de jeu. On remarque que
la définition est sensiblement la méme que pour la fonction de Sprague-Grundy a la seule
différence du point de départ du calcul récursif, ce qui met en évidence la proximité des
deux versions lente et rapide. D’autre part, la notion de position illégale se retrouve bien
dans Node-Kayles avec les chaines Py, P, et P3 qui promettent une victoire en un coup
pour le prochain joueur quelles que soient les autres composantes connexes qu’il puisse y
avoir.

Cette fonction pourrait permettre de résoudre le jeu a I'aide du théoreme de périodicité
des jeux octaux qui peut également se démontrer dans le cas des terminaisons rapides :

Théoréme 3.3.1 (Périodicité des jeux octaux rapides) S’il existe p > 0 et ¢ > 0
tels que
FY(P,.,) = F*(P,) pour tout n avec ¢ <n <2q+p+ 2.

Alors
F*(P,.,) = F*(P,) pour tout n > q.

Preuve: Par récurrence sur n. Si n < 2q + p + 2, I’égalité est vraie. Posons maintenant
n > 2q + p + 3. On peut écrire :

Opt(Pn+P) = {Pn+pf2apn+p73}U{B+Pj7 ]Z i > 17 Z+.] :n+p_3}'
Par conséquent, on a :

FH(Poyp) =mex ( {FT(Pup-2), FT(Puyp-3)}
U{FT(P)®F"(P), j>i>1,i+j=n+p—3}).

Comme n — 2 < n et n — 3 < n, par récurrence on obtient : F'* (P, o) = F"(P,,-2)
et F*(P,_3) = F*(P,4p_3). De méme, comme g+ p < [“2=2| —p<j—p<n—3,on
obtient F*(P;_,) = F*(P;) et donc F*(P,;,) = F*(P,). [

Le méme théoreme peut étre démontré en version misere (F~). On peut également adapter
cette preuve a d’autres familles jouables, particulierement a toutes celles qui sont de taille
linéaire ou a la famille des chenilles. Il suffirait donc de découvrir, pour une telle famille
jouable F (c.f. Chapitre 2, Définition 2.2.1), une période vérifiée de ¢ a 2q + p + a pour
qu’elle soit répétée a l'infini, nous permettant ainsi de connaitre ’ensemble des positions
perdantes. La valeur « variera suivant la famille considérée.

Traitons maintenant le cas des chemins.

3.3.1 Version normale

Regardons les options de P,. Le joueur suivant n’a aucun intérét a choisir de créer Py,
P, ou Pj car alors I'autre joueur gagne immédiatement. On peut donc éliminer les options
P+ P,_;_3 pour i € {1,2,3} des choix possibles. On en déduit le calcul récursif suivant
(pour n >7) :

F+(Pn) = mex{F*(Pn2),F+(Pn3),F+(PZ-) @D F+(Pn,i,3),4 S 1 S n — 7}
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HX%00112001120311223112334105341553425532255322550225042253442334425344553415534285 ;[0 ;83
322853428544280442834422344253345533125332253322534225342253422334223342533445334255 ;[84 ;167]
322553425544255442534422344253345533125342253322534225342253422334223342533445334255 ;{168 ;251
322553425344255442534425344253345533425342253322534225342253422334223342533425334255 ;252 ;335]

TABLE 3.2 — La séquence de Sprague-Grundy foreclosed en version normale

Comme pour le jeu initial, on 'implémente en espérant découvrir une période qui, a l'aide
du Théoreme 3.3.1, permettrait de connaitre I’ensemble des positions perdantes.

En calculant la séquence de Grundy F*(n),n > 0, on trouve qu'il y a un nombre fini
de positions perdantes, et a I’aide du Théoreme 3.3.1, on remarque que cette séquence est
périodique, de période 84 apres une préperiode 245 (voir Table 3.2)

Cette table nous permet de caractériser les chemins perdants et de déduire les stratégies
gagnantes :

Proposition 3.3.2 L’ensemble des chemins perdants L est fini et vaut :
L ={4,5,9,10,14, 28,50, 54,94}
Sin & L alors on peut trouver une option perdante de P, en O(1).

Preuve: La séquence S = (F +(Pn)) et les entiers ¢ = 245 et p = 84 vérifient les condi-
tions du Théoreme 3.3.1. On en déduit que tout entier n > 336 n’appartient pas a L.
D’autre part, si n > 408, alors posons ng = 324 +r avec 0 < r < 83 et n = ng
mod 84. Pour P,, on peut trouver une option perdante P; + P; en s’aidant de la table
3.2. Comme ng > 324 alors ¢+ > 161. Comme la séquence est périodique de période 84
a partir de du rang 161, on a F*(P;) = FT(Piyp_n,). Or comme i + j + 3 = ng on a
(i+n—ng)+j+3=n—ng+mng=n.Donc P, _,, + P; est bien une option de P,, et
est perdante grace a la période de S. [

Calculer le nimber et une stratégie gagnante sur une réunion de k chaines s’effectue donc
en O(k) avec la méme méthode que pour le jeu de domination classique (c.f. Section
3.2.1).

3.3.2 Version misere

Dans ce cas seul Py est une position illégale. On a donc F~(P;) = F~(P,) = 0 et pour
tout n > 5 :

FH(P,) = mex{F_(Pn_g), F(Pos), F (P)®F (Ppis),1<i<n-— 4}

Nous aidant de cette formule, nous avons calculé les valeurs de Sprague-Grundy fo-
reclosed misere pour n < 10% avec un algorithme en O(n?), sans toutefois découvrir de
période. Dans la Table 3.3, nous donnons quelques statistiques qui permettent notam-
ment de remarquer que la croissance des nimbers parait approximativement linéaire et
que la probabilité qu’'une position soit perdante tend vers 0 lorsque n tend vers l'infini.
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n | Zéros | Max Moy Ecart-type | FreqG | % FreqG | DernZ | PosMaxG
10 3 4 1.4 1.08 0 30% 8 9
10° | 8 11 4.23 2.4114 2 15% 98 61
108 | 11 43 13.629 7.537448 16 6.8% 148 999
100 | 12 163 58.5556 30.621093 33 2.73% 1526 9977
10° | 13 907 | 275.95915 | 177.355129 128 0.795% 12758 94680
109 | 16 4600 | 1357.37834 | 780.786047 | 4096 | 0.256% | 235086 979501
222 26 | 11529 | 3483.82599 | 3085.415376 | 8192 | 0.176% | 2235172 | 3787086

Les différentes colonnes correspondent a :

1. n est l'intervalle étudié, il vaut I = [1,n];
2. Zéros est le nombre de chaines perdantes sur [ ;
3. Max est la plus grande valeur de Grundy présente sur [ ;
4. Moy est la moyenne des nimbers sur [ ;
5. Ecart-type est I'écart-type des nimbers sur [ ;
6. FreqG est la valeur de Grundy la plus fréquente ;
7. % FreqG est la proportion de ces valeurs sur I ;
8. DernZ est la position de la plus grande chaine perdante;
9. PosMazG est la position du plus grand nimber.
TABLE 3.3 — Statistiques de la séquence (F‘(Pn))n>0

On observe également que le nimber le plus fréquent est toujours soit 2 soit 28! et,
fait intriguant, cette propriété est vérifiée sur tout intervale du type [1,n]. Notons, pour
k€ IN et n € IN, pg(n) le nombre de chemins de nimber k et taille comprise entre 0 et n.
On peut observer un ”saut” entre p,_1 et pi lorsque k est un multiple de 128. Le rapport
P128a—1/P12sa €st toujours inférieur a 25%, et dans certains cas il peut étre inférieur a 1%.

Par exemple, pour n = 2?2, on a pgig; = 24 et pgigo = 7352.

Ces statistiques ne permettent en aucun cas d’affirmer ou d’infirmer la périodicité de
ce jeu. En effet A. Flammenkamp [10], dans ses travaux sur les jeux octaux, a découvert
que certains jeux combinatoires impartiaux avaient une période tres grande, comme c’est
le cas pour le jeu octal 0 @ 106 qui a une période de longueur 328226140474 (de 'ordre de
238). ou pour d’autres jeux octaux pour lesquels aucune période de longueur inférieure &

240 1y’ été découverte.

Voici I'ensemble des chemins perdants de taille inférieure & 222 :

Lo = {1,2,8,22,44,84,90, 98, 118, 140, 148, 1526, 12758, 202420, 206710, 235086, 1205768 }U

{1403900, 2200252, 2232686, 2232846, 2233222, 2233626, 2233786, 2235116, 2235172}

Regardons maitenant la complexité de trouver une stratégie gagnante sur une réunion
de chemins G. Il faut tout d’abord calculer la séquence (F'~(P;))o<i<n, pour connaitre le
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foreclosed nimber de toutes les composantes de G. Cette étape est en O(n?). Ensuite,
comme les valeurs des fonctions de jeu s’additionnent la aussi avec @, on procede de la
méme maniere que pour le jeu disjonctif lent normal. Cette méthode a une complexité en
O(k+n) : O(k) pour trouver la composante P vérifiant F~(P) @& F~(G) < 2" < F~(G),
et O(n) pour trouver I'option H de P de nimber F~(H) = F~(P) & F~(G).

La complexité de trouver un coup gagnant sur G est donc C(n, k) = O(n? + k).

Néammoins si ’on considere que G est un instant d’une partie ayant commencé sur un
chemin P,,, il a d’abord fallu calculer une stratégie gagnante sur P,,. Cela a été effectué
en O(m?) en calculant les nimbers de tous les chemins de taille & < m. Par conséquent
le calcul d’une stratégie gagnante sur G' ne nécessite plus la premiere étape en O(n?), car
m > nk > n. Dans ce cas, on obtient donc une complexité en O(n + k) pour trouver un
coup gagnant.

3.4 Jeu conjonctif lent

La regle conjonctive force chaque joueur a jouer sur toutes les composantes connexes
du graphe. Ainsi, I'expression des options de G + H est la suivante :

Opt(G+ H)={G'+H' , G' € Opt(G) , H' € Opt(H)}

De plus la terminaison est lente, c¢’est a dire que toutes les composantes doivent étre vides
pour que le jeu soit terminé.

De ces deux regles découle I'idée intuitive que seules les plus grandes composantes (en
diametre) de J auront une importance sur le type de la position J. Par exemple si G est
un graphe connexe de diametre au moins 4, on a évidemment o(G + K;) = o(G) puisque
tout coup joué sur K le supprime.

Pour cette variante il existe également une fonction de jeu additive que J. Conway a
nommeé suspense number.

Commencons par définir les notations maxyey, MaXimpqir, Milpg;r €6 Milypq,. Pour
un ensemble d’entiers naturels £, max,q;,(E£) (resp. mazmpqir(E)) est le plus grand entier
pair (resp. impair) de I'ensemble E. De méme, min,;, (E) (resp. minmpqir(£)) est le plus
petit entier pair (resp. impair) de ’ensemble E.

3.4.1 Version normale

La fonction de suspense normale S*(G) de G est définie par :

STG)=0 si Opt(G) =10

ST(G) = 1+ maxp,; {ST(G"),G" € Opt(G)} st 3 Gy € Opt(G) t.q. ST(Gp) est pair,
SHG) = 1+ mingmpan {SH(E'), G’ € Opt(G)} sinon.

Avec cette définition, on observe qu’un graphe G est perdant si et seulement si ST(G) est
pair. En effet, par récurrence on remarque que si GG a une option de fonction de suspense
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pair (donc perdante), alors sa valeur est impaire (donc gagnante); par contre si aucune
option n’a un suspence pair, alors ST(G) est pair et donc G est perdant.
A cette définition est associée la stratégie de jeu suivante :

1. Sachant que ’on a une stratégie gagnante, on va faire durer le plus possible la partie
(donc faire durer le suspense, d’ou le nom de la fonction) en choisissant une option
perdante ayant le plus grand S possible.

2. Par contre, si aucune stratégie gagnante n’existe (la position est donc perdante), on
va chercher a en finir au plus vite en choisissant une option de plus petit suspense
possible.

On en déduit que la valeur ST(G) est exactement la durée (en nombre de coups) de la
partie dans le cas ou les deux joueurs appliquent cette stratégie.
De plus, on démontre que cette fonction est additive via 'opérateur max :

Proposition 3.4.1 Pour tous graphes G et H on a : ST(G+H) = max{ST(G), ST (H)}.

Preuve: On utilise la formule de I'expression des options de G + H :
Opt(G+ H)={G'+H' , G' € Opt(G) , H' € Opt(H) }.

La preuve est réalisée par récurrence sur |V (G + H)|. Nous supposerons, sans perte de
généralité, que ST(G) < ST(H).
1. Si ST(G) et ST(H) sont pairs, alors par définition toute option de G ou H a une
valeur de suspense impaire. On a donc par récurrence :
ST(G+ H) =1+ max {max{ST(G"),ST(H")}, G' € Opt(G), H' € Opt(H)}
impair

Comme ST(G) < ST(H), il existe une option de H qui a une valeur de suspense
supérieure a celle de toute option de G. On en déduit que :

SHG+ H) =1+ mazimpair {ST(H'), H € Opt(H)} = ST(H).

2. Si ST(G) est pair et ST(H) est impair, alors il existe une option Hy de H de valeur
de suspense exactement ST(H) — 1. Comme S*(G) < ST(H) — 1, on en déduit a
I’'aide de I'hypothese de récurrence qu’il existe une option K de G + H vérifiant
ST(K) = max{S*(G"), ST(Hy)} = ST(H)— 1. Comme aucune option de G' n’a une
valeur de suspense paire, on conclut que ST(G + H) =1+ ST(Hy) = ST(H).

3. Si ST(G) est impair et ST(H) est pair, toute option G’ de G de valeur de suspense
paire vérifie VH' € Opt(H), ST(G") < ST(H') (car ST(H) est un minimum sur les
valeurs de suspense impaires de ses options). On a donc ST(G + H) = ST(H).

4. Enfin si ST(G) et ST(H) sont impairs, alors par définition il existe une option de
H ayant une valeur de suspense paire et supérieure a ST(G’) pour toute option G’
de G. On en déduit donc la propriété.
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En ce qui concerne les chemins, on a :

Théoréme 3.4.2 La valeur de suspense normale ST des chemins est une fonction crois-
sante et vaut, pour tout n >0 :

1. S+(P5(2n_1)) =2n N
2. ST(P.) =2n+ 1, pour tout k € [5(2" — 1) + 1;5(2" — 1) — 2| ;
3. S+(P5(2n+1_1)_1> =2n + 2.

Preuve: La preuve est réalisée par récurrence sur n. Pour n = 0, on peut facilement
calculer les valeurs suivantes : ST(FPy) =0, ST(P) = ST(P) = ST(P3) =1 et ST(P)) =
S+ (P5) - 2
Supposons maintenant la propriété vraie pout tout p, 0 < p < n et posons k €
[5(2" —1);5(2"*! — 1) — 1]. On considere trois cas.
1. k=5(2"—1).
Comme |%2] = 52771 —4 > 5(2"! — 1), & l'aide de I'hypotheése de récurrence,
on obtient ST(P;) = 2n — 1 pour tout j, [52] < j < k — 4, et donc
mazx(ST(P;),ST(P;)) = 2n — 1 pour tous 4,7, j > i > 1, i+ j = k — 3. Enfin,
comme ST(P,_5) = ST(Py_3) = 2n — 1, P, n’a pas d’option de valeur de suspense
paire, donc :

S+(Pk) = 1+ minimpair( {S+(Pk_2),s+<Pk_3)}
U {maz($*(P),S*(P), j>i>1, i+j=k—3} )
= 1 4+ minimpair ( {2n—1} U {2n—1} )
= 2n

2. ke [5(2"— 1)+ ;52 — 1) — 2.
Tout d’abord observons que pour un tel &, Psin_1) + Pr_3_5(2n—1) est une option de
Py, de valeur de suspense paire, car k —3 —5(2" —1) < 5(2" "' —1) =2 -3 —5(2" —
1) = 52" —1) — 10 < 5(2" — 1) et donc, max(S*(Ps@an_1)), ST (Pr_s_s2n_1))) =
S*(Psian_1)) = 2n (en utilisant 'hypothese de récurrence et le cas 1 ci-dessus). On
en déduit 'expression suivante :

ST(P) = 1 + mazper ( {S*(Piz), S*(Pis)}
U {max(ST(P), ST(Fy)), j=zi=1, i+j=k=3} ).

Procédons maintenant par récurrence sur k. On a :

ST(Psn-1y41) = 1 4+ mazper ( {ST(Ps@n-1)-1), ST (Ps@n—1)-2)}
U {maz(S(F),57(F)), j=i>1,i+j=502"—-1) -2} )
= 1 + mazper ({2n,2n -1} U {2n—1,2n} )
= 2n+1.
De méme, ST(Pson_1)4+2) = ST(Ps@2n—1)43) = 2n + 1. Enfin, a I'aide de I'hypothese
de récurrence, on obtient
S+(Pk) =1 -+ maxpair ( {S+(P]€,2),S+(P]€,3)}
U {maz(ST(P),ST(P;)), j>i>1,i+j=k—3} )
= 1 + mazpr ( {2n—1} U {2n—1,2n} )
= 2n+1.



3.4. JEU CONJONCTIF LENT o7

3. k=52 —1) - L.
Les résultats obtenus au cas 2 nous permettent d’écrire ST (P,_2) = ST(Py_3) =
k=3

2n + 1. De plus, comme [*52]| = 5.2" — 3 > 5(2" — 1), on obtient par récurrence

et a laide du cas 2 ST(P;) = 2n + 1 pout tout j, L%J < j < k—4, et donc
max(St(P;), S*T(P;)) = 2n+ 1 pour tout ¢,7, j > i > 1,i+j = k—3. On en déduit

que P, n’a pas d’option de valeur de suspense paire et donc que :

S+(Pk) = 1+ mz’nimpm;r ( {S+<P]€,2),S+(Pk,3)}
U {mazx(ST(P,),ST(F;)), j>i>1,i+j=k—3} )
= 1 + MiNimpair ( {2n+1} U {2n+1} )
= 2n+2

On peut remarquer que le Théoreme 3.4.2 montre que la séquence des valeurs de
suspence normale des chaines a une période géométrique de raison 2.

Soit G = P;, + P, +- - -+ P;, une union disjointe de chaines. Posons i1 < iy < --- < 4.
La position GG est perdante si et seulement si la plus grande des chaines est perdante, soit
§'il existe k > 0 tel que i, € {5(2F — 1),5(2F — 1) — 1}. En effet, comme la séquence est
croissante, la valeur de suspense sera maximale sur la plus grande des chaines de G, et
donc S*(G) = ST(P;,). Si au contraire G est une position gagnante, il existe un entier
r tel que t = 5(2" — 1) < 4;. Un coup gagnant pour le prochain joueur peut donc étre
obtenu en jouant sur chaque composante de longueur p >t vers P,_; sip=1t+1, vers P,
sip=1t+2, ouvers P, 4+ P, ;,_3 sinon. Comme p —t — 3 < t, il s’agit bien d'une option
perdante. Le calcul du coup gagnant se fait donc en O(k). Mais il faut avoir préalablement
calculé la valeur de r, qui peut s’effectuer en O(log(n)). On en conclut que la complexité
du calcul des stratégies gagnantes est en O(k + log(n)).

3.4.2 Version misere

La fonction de suspense misere S™(G) de G est définie par :

S7(G)=0 st Opt(G) =0

ST(G) = 1+ maZimpair {S™(G'),G" € Opt(G)} si I Gy € Opt(G) t.q. S™(Gy) est pair,
ST(G) =14+ ming;,; {5~ (G"),G" € Opt(G)}  sinon.

A I'opposé de la version normale, le jeu terminal (le graphe vide) est gagnant. Donc
tout joueur doit chercher a éviter une option de valeur de suspense paire. Chaque joueur
doit donc, pour trouver une stratégie gagnante, choisir une option de valeur de suspense
impaire. Dans ce cas on choisit la plus grande valeur de S~ (H ) pour faire durer le suspense
comme en version normale.

Cette fonction est bien entendu également additive en max :

Proposition 3.4.3 Pour tous graphes G et H on a : S~ (G+ H) = max(S™(G), S~ (H)).
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Preuve: La preuve est similaire a celle de la Proposition 3.4.1, il suffit d’échanger ” pair”
et "impair”. [ |

Pour la version misere, on démontre la propriété suivante :

Théoreme 3.4.4 La séquence des valeurs de suspense misére S~ de chemins est crois-
sante et vérifie, pour tout n >0 :

2. S+(P7.2n_5)) — Zn + 17
3. ST(Py) =2n+ 2 pour tout k, 7.2" —4 < k < 7o+l 7

Preuve: La preuve étant similaire a celle du Théoreme 3.4.2 elle ne sera pas détaillée ici.

Comme pour la version normale, le type d’une réunion disjointe de chemins G est
donné par celui de sa plus grande composante, et trouver un coup gagnant pour G' peut
s’effectuer de la méme maniere en O(k + log(n)).

3.5 Jeu conjonctif rapide

A I'opposé de la variante précédente, la terminaison rapide entraine que ce sont les
composantes les plus petites qui auront la plus grande importance dans la résolution de ce
jeu. Tout laisse donc a penser que la connaissance et des types et des stratégies gagnantes
sera plus aisée que pour les quatre jeux disjonctifs ou les deux versions conjonctives lentes.
Par exemple, on s’apercoit qu’en version misere G + K est toujours perdant car le joueur
est forcé de jouer sur K, vidant ainsi une composante. Dans ce contexte, J. Conway
a défini une fonction de jeu s’adaptant parfaitement a ces observations et qu’il appelle
remoteness function. Nous traduirons cette appellation par temps de jeu, notée R pour
la version normale et R~ pour la version misere.

3.5.1 Version normale

Définition 3.5.1 Soit G un graphe. Le temps de jeu version normale RT(G) est donné
par :

RY(G)=0 si Opt(G) =10
RT(G) = 14+ miny,{RT(G"),G € Opt(G)}  si3 G € Opt(G) t.q. RT(G') est pair,
RT(G) = 14+ mazimpair{ RT(G"), G’ € Opt(G)} sinon.

Avec cette définition on observe qu’un graphe est perdant si et seulement si son temps de
jeu est pair.
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Cette définition formalise I'idée suivante : sachant que I'on peut gagner on décide de
terminer la partie au plus vite, donc en recherchant une option perdante de temps de jeu
minimal. Inversement, si I’on sait que I'on a perdu on fait durer la partie le plus longtemps
possible (espérant une erreur de la part de l'autre joueur...).

R* est bien une fonction de jeu pour cette variante car elle vérifie 'additivité en min :

Proposition 3.5.2 Pour tous graphes G et H non vides on a :
RT(G+ H) = min{R"(G),R"(H)}.

Preuve: Il suffit de remarquer que le temps de jeu décroit strictement a chaque coup.
On en déduit que la composante de temps de jeu minimal sera vidée en premier si I'on
suit les stratégies décrites ci-dessus. [

En ce qui concerne le jeu de domination sur les chemins, les temps de jeu sont les
suivants :

Théoréme 3.5.3

1. RY(P) = RY(P) =R"(P3) =1;
2. RY(Py) = R*(Ps) = 2;

3. RY(Ps) = RT(P;) = RT(Ps) = 3;
4. RT(Py) = Rt (Pyo) =4,

5. RT(P,) =3, pour tout n > 11.

Preuve: Les quatre premiers points peuvent étre facilement vérifiés en utilisant la
définition et la propriété d’additivité. En effet, P, P, et P53 ayant le graphe vide comme
option, leur temps de jeu vaut 1. Py et P5 n’ayant que des options de temps de jeu 1, le
leur vaut 2. Ensuite, comme P, € Opt(Fs), Py € Opt(P;) et Ps € Opt(Ps), Ps P; et Ps ont
une option de temps de jeu pair, donc le leur vaut 2+ 1 = 3. Enfin, a I'aide de I'additivité
en min, on remarque que Py et Py n’ont que des options de temps de jeu impair. Leur
option commune P; entraine que R (Py) = R*(Py) = 4.

Posons donc n > 11. On remarque que P,_7 + P, € Opt(P,). Par récurrence sur n, et
conaissant les temps de jeu des petits chemins, on a :

RY(P_7+ Py) = ming{ RY(P_7), RT(Py)} = mingei-{R"(P,_7),2} = 2.

En effet, comme n — 7 > 4 on a RT(P,_7) > 2. Par conséquent on obtient R (P,)
1+2=3.

Les graphes perdants étant ceux qui ont un temps de jeu pair, on en déduit I’ensemble
des chemins perdants L :

£ =1{4,5,9,10}

On peut remarquer qu'un réunion de chemins G (avec diam(G) > 11) est perdante si et
seulement si son plus petit chemin P, est de taille a € {4,5}. Cette propriété se démontre
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aisément par récurrence sur |V (G)|. Une stratégie gagnante sur G est donc de fournir un
graphe H de plus petite composante P, ou P5. Premierement si G' contient une composante
de taille au plus 3 alors le joueur Suivant peut vider celle-ci et donc gagne. Supposons
maintenant que G' n’a que des composantes de taille a > 6. Il applique la stratégie suivante
sur chaque P, :

1. Si 6 <a <8 alors il choisit 'option P, ou Ps;
2. Sia € {9,10} alors il choisit 'option P, .
3. Sur la plus grande composante P, (n > 11), il choisit P, 7 + P.

Ainsi I'option H a sa plus petite composante de taille 4 ou 5, donc elle est perdante. Cette
stratégie est réalisable en O(k). On ne pourrait faire mieux car on est forcés de choisir k
coups, un pour chaque composante de G.

3.5.2 Version misere

Pour la version misere, la fonction de jeu est similaire celle de la version classique, mis
a part qu’ici ce sont les graphes de temps de jeu pair qui sont gagnants.

Définition 3.5.4 Soit G un graphe. Le temps de jeu version misére R~ (G) est donné
par :

R (G)=0 si Opt(G) =10
RT(G) = 1+ minmpai { R (G"),G" € Opt(G)} si 3 G’ € Opt(G) t.q. RY(G") est pair,

RT(G) = 14+ maxp,;, {RT(G"),G" € Opt(G)}  sinon.

Ici aussi on démontre avec des arguments similaires a la version normale la méme propriété
sur les réunions de graphes :

Proposition 3.5.5 Pour tous graphes G et H non vides on a :
R (G+ H)=min{R (G),R (H)}.

Les types et les stratégies gagnantes de notre jeu sur les chaines sont facilement expri-
mables. En effet, si n > 3 on peut toujours couper le chemin P, pour laisser un sommet
isolé d’un coté et P,_4 de I'autre, et ainsi étre certain de gagner la partie en 2 coups. Plus
formellement on a :

Proposition 3.5.6

1. R7<P1) = Ri(PQ) =1;

2. ¥n >3, R (P,) = 2.
L’ensemble des chemins perdants est donc £ = {1,2}. Une réunion disjointe G de chemins
est perdante si et seulement si le plus petit chemin est P; ou P,. Par conséquent sur tout

autre réunion G’ gagnante la stratégie consiste a choisir 'option P, + P,_4 pour chacune
des chaines P, de G’ (et P, comme option de Pj). Cette méthode est également en O(k).
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3.6 Jeu sélectif lent

Cette nouvelle regle laisse un plus grand choix a chacun des deux joueurs. En effet,
le Suivant peut choisir de jouer sur n’importe quelle sélection (non vide) de composantes
connexes du graphe. Si GG est un graphe comprenant k& composantes connexes et n som-
mets, le nombre d’options est maximal si chaque composante possede O(%) sommets.

Dans ce cas on a 7 + 1 possibilités de coups sur chaque composante (le jeu sur un sommet

RAR | options possibles (il faut retirer 1 car on ne peut passer

son tour). Au pire avec k = y/n, G peut avoir O(n 2+1) options.

En ce qui concerne les réunions de chemins, le nombre d’options peut étre également
tres important. Par conséquent, nous devrons trouver une alternative a la méthode naive
qui consiste a regarder les types de I'ensemble des options.

ou ne rien faire), soit (%)

3.6.1 Version normale

Comme 'a suggéré J. Conway [7], nous utiliserons uniquement le booléen de jeu o™

défini par :
— 07 (G) =0 & G est perdant.
- 0"(G) =1 & G est gagnant.
Le calcul de cette fonction se fait récursivement a ’aide des booléens de jeu de ses options :
1. o7(0) =0;
2. Si G est non vide alors ot(G) = min{ot(G,), G, € Opt(G)} = 1 —
min; {o " (Opt(G))}
En effet, si G est gagnant c’est qu’il existe une option perdante, c’est a dire une option
G’ vérifiant o7 (G") = 0, soit min(c™(Opt(G))) = 0. Inversement, si G est perdant toutes
les options sont gagnantes, soit min(ct(Opt(G))) = 1. Pour cette version, le booléen de

jeu est bien une fonction de jeu car elle admet une additivité en V, (V désignant le ”ou”
logique ou disjonction) :

Proposition 3.6.1 Pour tous graphes G et H non vides, on a :
o(G+H)=0(G)Vo(H).

Preuve: Utilisons la formule de 'expression des options (qui est valable pour les deux
versions) :

Opt(G+H)={G+H,, Gi+H, G +H, G €Opt(G), H € Opt(H)}.

La preuve est réalisée par récurrence sur n = |V(G + H)|. On vérifie aisément que si
G = H = K1, la proposition est vraie.
1. Si 0(G) = o(H) = 1, alors il existe G; € Opt(G) tel que o(G1) = 0, et il existe
également H, € Opt(H) tel que o(H;) = 0.
Par récurrence on en déduit que o(Gy + Hy) = 0, et comme Gy + Hy, € Opt(G+ H),
on en déduit que (G + H) = 1.
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2. Sio(G) =1eto(H) =0, alors il existe G; € Opt(G) tel que o(Gy) = 0. On en
déduit que o(G1 + H) =0, soit o(G + H) = 1.

3. Sio(G) =0et o(H) =1, alors il existe H; € Opt(H) tel que o(H;) = 0. On en
déduit que o(G + Hy) = 0, soit o(G + H) = 1.

4. Sio(G) = o(H) = 0, alors pour toutes options G et Hy de G et H respectivement,
0(Gy) = o(Hy) = 1. Donc o(Opt(G+ H)) ={0Vv1, 1v0, 1Vv1}={1}, ce qui
entraine que o(G + H) = 0.

Disposant d'une fonction de jeu additive (& valeurs dans {0, 1}), le calcul récursif peut
s'effectuer en O(n?).
On démontre que la séquence des booléens de jeu des chemins est périodique de période
5 pour cette variante :

Proposition 3.6.2 Pour toutn >0 on a :
1. 0'+<P5n) = 0'+(P5n+4> = O,’
2. 0 (Psni1) = 07 (Pspya) = 0 (Psngs) = 1.

Preuve: La preuve est réalisée par récurrence sur n. La propriété est vérifiée pour n = 0.
Soit n > 1.

1. Calculons les booléens de jeu des options de P, :

5n — 3
Opt(Psy,) = {P5n—27 P+ Ps,i3,0 <1 < L n2 J}

Par conséquent, on peut écrire :

on — 3
o (Ps,) =1— min{l,aﬂﬂ) Vol (Psp_i3),0<i< { n2 J }

En séparant les valeurs de 7 par congruences modulo 5, on obtient :
ot (Ps,) =1 —min{1,0" (Psjx) V 0 (Psy_5j-3),0 < k < 4},
soit par hypothese de récurrence :
ot (Ps) =1—=min{1,0v1,1V1,1V0,1V0,0V1} =0

2. Pour Ps,. 1, comme Ps, 1 € Opt(Ps,y1) et 07 (Ps,—1) = 0 par hypotheése de
récurrence, on en conclut que ot (Ps,41) = 1.

3. De méme, Ps,, € Opt(Ps,12), et puisque o1 (Ps,) = 0, on en déduit que o (Ps,,12) =
1.

4. La encore, puisque P, € Opt(Ps,43) on a 07 (Ps,.3) = 1.
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5. Il reste & montrer que o7 (Ps,14) = 0. On a :

5 1
O'+(P5n+4) =1- min{0+(P5n+2),a+(Pi) \/0'+(P5n_2'+1),0 S 1 S \‘ n;— J }

Comme ci-dessus, on sépare ces options en fonction des congruences de ¢ modulo 5 :
O'+(P5n+4) =1 min{1,0+(P5j+k) \V4 O'+(p5n,5j,k+1),0 S k § 4}
Par récurrence, on en déduit que :

ot (Pspia) =1 —min{1,0V 1,1V 0,1V 0,1V1,0V1} =0.

On a donc pour cette variante :
L={bn,n>0}U{bn+4,n >0}

Avec la méme méthode que pour la preuve de la Proposition 3.6.2, on peut montrer
qu'une réunion de chemins G est perdante si et seulement si tous ses chemins ont une
taille congrue a 0 ou 4 modulo 5. Par conséquent, si G n’est pas perdant, un coup gagnant
consiste a jouer sur toutes les composantes de tailles non congrues a 0 ou 4 modulo 5, vers
une option dont les deux composantes sont de tailles congrues a 0 ou 4 modulo 5. C’est
toujours possible car cela a été démontré dans la preuve de la Proposition 3.6.2. On en
conclut que la complexité de recherche d’un coup gagnant est O(k).

3.6.2 Version misere

Nous serions tentés la aussi d’utiliser le booléen de jeu o~. Mais quelques essais
nous montrent que pour la version misere cette fonction n’est pas additive. Par exemple
o (P)=0etVn>2 0 (nP) =1 Deplus, 0 (P) =0 (FP5) =0 (F%) =1 alors que
O'_(P5—|—P4):O7£1:O'_<P8+P4).

Comme I’a observé J. Conway, la version misere est ici bien plus difficile a traiter que
la version normale, comme c’est le cas pour le jeu de domination normal (disjonctif lent)
ou 'on dispose d’un fonction de jeu en version normale mais pas en version misere.

Néammoins, nous allons utiliser le booléen de jeu o~ car, dans I'exemple des chaines
ou pour d’autres familles jouables de taille linéaire, nous pouvons observer certaines
propriétés utiles pour la description des stratégies de jeu, et donc pour la connaissance
des stratégies gagnantes.

Nous devrons, pour connaitre la valeur 0~ (FP,), effectuer le calcul récursif pour toutes
les réunions de chaines G = P, + P, + - + P, (avec X5_ji; <n —2).
Commencons par déterminer les réunions d’au moins deux chemins qui sont perdantes.
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Lemme 3.6.3 Soit G = P, + P, + --- + P;, une réunion de chemins (avec { > 2),
et soit \i(G), 0 < i <4, le nombre de chemins de G de taille congrue a i modulo 5. On a :

0 (G) =0 si et seulement si A\ (G) + Xa(G) + A3(G) = 0.

Preuve: La preuve est réalisée par récurrence sur le nombre n de sommets de G. La
propriété est vraie pour n = 2, car le seul graphe possible est G = 2.P; et on a bien
o (G)=1.

Supposons maintenant qu’elle est vérifiée pour tout entier p < n et démontrons-la au
rang n. Rappelons I'expression des options d'une chaine a k sommets :

Opt(Py) = {Py—2, Pe—s}U{P,+P;, j>i1>1, i+j=k—3}

On remarque que si k est congru a 0 ou 4 modulo 5, alors toute option de P, contient un
chemin de taille m congrue a 1, 2 ou 3 modulo 5. En effet regardons le cas k = 5a. On a :

Opt(Psq) = {Psa—2, Psa—s} U{P,+ P;, j>i>1, i+j=>b5a—3}

On observe que si i = 0[5] alors j = 2[5], et que si i = 4[5] alors j = 3[5]. La propriété écrite
ci-dessus est bien vérifiée, et il en est de méme pour k = 5a+4. Par conséquent, si G est tel
que A1 (G)+ X2 (G)+A3(G) = 0, alors toute option G’ de G vérifie A1 (G)+A2(G)+A3(G) #
0. A l’aide de 'hypothese de récurrence, on en déduit que o~ (G") = 1 pour toute option
G’ de G, et donc que 0~ (G) = 0.

Supposons maintenant que A (G) + A2(G) 4+ A3(G) > 0. On remarque que tout chemin
Py de taille & = 1, 2 ou 3[5] a soit comme option le graphe vide (si k& < 3) soit une
option P, avec m = 0 ou 4[5] (en retirant 2 ou 3 sommets sur une extrémité de Py). Par
conséquent, une stratégie gagnante consiste a jouer uniquement sur tous les chemins de
tailles congrues a 1, 2 ou 3 modulo 5 pour obtenir une option P, vérifiant m = 0 ou 4[5].
Ainsi on obtient un graphe G’ vérifiant A\ (G) + X\2(G) + A3(G) = 0, soit ¢~ (G') = 0. On
en conclut que o~ (G) = 1. |

Ce lemme ne peut étre étendu aux graphes connexes Pj,. Néammoins il nous permet
de démontrer le théoreme suivant :

Théoreme 3.6.4 La fonction booléene o~ vérifie :
1.o7(P) =0 (P) =0 (P) =0 (P) =0,
2. 0= (P;) =1 pour tout i € {3,4,5,6,7,10,11,12,13, 14},
3. 07 (Psn) = 0 (Pspya) = 0 pour tout n > 3,
4. 0 (Pspy1) = 0 (Pspya) = 0 (Pspys) = 1 pour tout n > 3.

Preuve: Les deux premiers points peuvent étre vérifiés par le calcul.
Pour les points 3 et 4, on procede par récurrence sur n. Premierement, a 1’aide des
points 1 et 2 et du Lemme 3.6.3 on vérifie la propriété pour n = 3. En effet, Pi5 et Pjg
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n’ont aucune option G & deux composantes vérifiant \;(G) + A2(G) + A3(G) = 0, et leurs
options connexes sont gagnantes par le point 2. Par contre, par le Lemme 3.6.3, Py + Py,
Py + P5 et Pig + Ps sont des options perdantes de Pig, Pi7 et Pig respectivement.

Ensuite, posons n > 4 et recherchons une option perdante pour les chemins FPs,, .,
i € {1,2,3}. On observe que Ps,, 1 € Opt(Ps,11), Psy € Opt(Pspyi2) et Ps, € Opt(Ps,ys).
D’autre part, par I'hypothese de récurrence, 0~ (Ps,_1) = 0~ (Ps,) = 0. On en déduit que
0" (Psp41) = 0 (Psnya) = 0 (Prny3) = 1.

Enfin, comme pour la preuve du Lemme 3.6.3, on remarque que toute option de P,
ou Ps, 4 contient au moins un chemin de taille m congrue a 1, 2 ou 3 modulo 5. Par
conséquent, par le Lemme 3.6.3, toute option est une position gagnante. On en conclut
que 0 (Ps,) = 07 (Ps,14) = 0. |

On obtient 'ensemble perdant £ pour cette variante :
L£=1{1,2,89}U{bn,5n+4,n > 3}

Remarquons également que du Lemme 3.6.3 découlent les stratégies gagnantes pour
une réunion de chaines G vérifiant \(G) + A\o(G) + A3(G) > 0 :
— Si G contient un chemin de taille m > 5 et congrue a 1, 2 ou 3 modulo 5, alors il
existe une option G’ non connexe vérifiant A;(G) + A\2(G) + A3(G) = 0.
— Sinon §’il y a au moins deux composantes de GG de taille congrue a 0 ou 4 modulo
5, on obtient une option perdante en jouant uniquement sur toutes les composantes
Py, P, et P3 (en choisissant 'option ().
— Sinon le graphe est du type P,,+G’, ou G’ est une réunion de chemins de taille au plus
3. il faut regarder le type de P, : s’il est gagnant on joue dessus en choisissant une
option perdante H et on supprime G’. On obtient ainsi I'option perdante H. Enfin
si P, est perdant on se contente de supprimer G’ pour optenir I'option perdante P,.
Cette stratégie gagnante est la aussi en O(k).

3.7 Jeu sélectif rapide

Il s’agit du méme jeu que précédemment sauf que la partie est considérée comme
terminée des qu'une composante connexe est vidée. Nous utiliserons également le booléen
de jeu o que nous noterons 1 pour la version normale et ¢~ pour la version misere, par
opposition aux ot et 0~ des deux jeux en terminaison lente.

3.7.1 Version normale

Théoreme 3.7.1 Le jeu sélectif rapide version normale est équivalent au jeu sélectif lent
version normale. Autrement dit :

Pour tout graphe G , ¢7(G) = o™ (G).
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Preuve: La preuve est réalisée par récurrence sur |V (G)|. On observe que le théoreme
est vrai pour les graphes dont toute composante a un diametre au plus 2. En effet, de
tels graphes peuvent étre vidés en un coup gagnant. Soit maintenant G possédant au
moins une composante de diametre 3. Supposons le théoreme vrai pour tout H de taille
inférieure a n = |V (G)].
1. Si le jeu G en terminaison rapide peut étre terminé en un coup, alors G contient
au moins une composante connexe U; avec un sommet universel. Soient Uy, Us,
... Uy l'ensemble des composantes de G possédant un sommet universel. Posons
G=G+U + - +U.
Considérons ce méme graphe dans le jeu sélectif lent.
— Si ot (G") =0, alors comme G’ est une option de G on en déduit que 67 (G) = 1.
— Si o (G") = 1, alors il existe une option H de G’ qui est perdante. Or H est
également une option de G. On en conclut que 64 (G) = 1.

2. Si G ne contient aucune composante connexe ayant un sommet universel, alors
par application directe de 1’hypotheése de récurrence, on obtient ¢ (Opt(G)) =
ot (Opt(@)), soit 67 (G) = o™ (QG).

|

Remarquons cependant que méme si ’ensemble des graphes perdants est le méme pour
la terminaison rapide et pour la terminaison lente, la partie est souvent beaucoup plus
longue (temps minimal de jeu) en terminaison lente.

Par exemple le graphe G = Py + P3 est gagnant pour les deux variantes en choisissant 1'op-
tion Ps+ () qui est terminale en terminaison rapide et perdante en 2 coups en terminaison
lente.

Cette variante ne sera donc pas étudiée car elle fournit les mémes ensembles de graphes
perdants. De plus, les stratégies de jeu peuvent étre directement déduites de celles de la
version lente, en séparant les deux cas ”jeu pouvant étre terminé en un coup” ou non.

Pour le cas des chemins, la version normale étant équivalente a celle du jeu sélectif
lent, on retrouve les mémes valeurs du booléen de jeu.

Remarquons tout de méme que si ’ensemble des graphes perdants est le méme pour
les deux variantes lente et rapide, les stratégies gagnantes a adopter ne sont pas forcément
identiques, et la partie est la plupart du temps beaucoup plus longue (en nombre de coups)
en terminaison lente.

Jouons par exemple sur P; 4 P;. En terminaison rapide, le joueur joue sur P; et gagne
donc directement. En terminaison lente, s’il joue uniquement sur P; il perd, la stratégie
gagnante n’est donc pas la méme. Il doit choisir 'option P5 qui est perdante en 2 coups.
Le temps de jeu vaut donc 3 contre 1 en terminaison rapide. On peut toutefois réutiliser la
stratégie gagnante du jeu sélectif lent normal, car elle est également gagnante pour cette
version. On déduit que la complexité de recherche d'un coup gagnant est en O(k).

3.7.2 Version misere

En ce qui concerne la version misere, les jeux lent et rapide sont différents. On peut
par exemple 'observer avec le graphe nP; (avec n > 2) qui est gagnant en terminaison
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lente (option P;) et perdant en terminaison rapide (fin du jeu en un coup). Dans ce cas,
le booléen de jeu 6~ est bien une fonction de jeu. La séparabilité est vraie par définition
et additivité en V peut étre démontrée avec exactement la méme méthode que pour o+.

Proposition 3.7.2 Pour tous graphes G' et H non vides 6 (G+ H)=6¢"(G)V ¢ (H).

Preuve: La preuve est exactement la méme que celle qui a été réalisée pour o™ (Propo-
sition 3.6.1).
La formule étant vérifiée pour G = H = K, on la démontre par récurrence sur |V (G+H)].

Disposant d’'une fonction de jeu additive en V, I’Algorithme A’ permet de trouver le
type de P, en O(n?). On découvre et démontre une période de longueur 7 sur la séquence
des 6 (P,) pour n > 0.

Proposition 3.7.3 Pour tout entiern >0 on a :
1. 5-_<P7n+1> = 6-_(P7n+2) =0 ;
2. Va € [3;7], 6 (Prpya) = 1.

Preuve: Elle est réalisée par récurrence sur n. Pour n = 0, on remarque que P; et P, sont
perdants puisque leur seule option est le graphe vide. Par conséquent, P3, P, et Ps sont
gagnants puisque ils ont P, ou P, comme option. Enfin, Py et P; ont une option perdante :
P, + Py et 2P; respectivement (perdant car on est forcé de vider une composante).
Supposons maintenant la proposition vraie pour tout p < n et démontrons-la au rang

1. Pour P;,,q, étudions les types de ses options. On a :

n — 2

Opt(Prny1) = { Prn—1, P2, Py + Prpi2,1 <0 < |

I}

Comme 67 (G) = - yreopi(c) 0 (H), on en déduit que :

-3

n—3
6’7<P7n+1):T+T—|— 6’7(Pi)—|—6'7(P7n,i,2).

i=1

Maintenant séparons les termes de la somme par méme valeurs de congruence mo-
dulo 7. On peut ne garder qu’un terme car il ont le méme type par récurrence. On
obtient :

7
5-_(P7n+1> =040+ Z&‘(Pj) + 5-_(P7n—j—2)-
j=1

6 (Prnp1)=1+14+04+14+0+1+1+0+140+1+1+1+1=0.
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2. De méme, on écrit I'expression des options de Pr,.o :

m—1

Opt(P7n+2> = {P7n7 P?n—l; Pz + P?n—i—h 1 S l S L

I}

Ce qui implique que :

™m—2
6 (Prno) =141+ 07 (P) 4+ 6= (Prp—i-1).

i=

—_

Ici aussi, I’hypothese de récurrence nous permet de séparer les termes ayant méme
congruence modulo 7.

7
6 (Pry2) =04+ 04> 6 (P) + 6 (Pra—j1)-
j=1

0 (Prpy2)=1+140+1+0+14+14+1+1+0+1+0+1+1=0.

Comme Pr, 1 € Opt(Pryy3), on obtient 6~ (Pr,i3) = 1.
De méme, Pr, 1 € Opt(Py,44), on obtient donc 6~ (Pryq) = 1.

Ensuite, on a Py, 9 € Opt(Pry5), soit 6 (Pruys) = 1.

SIS AR

On remarque que Py, 2 + P, € Opt(Pryi6). De plus, comme Pr,.o et P, sont per-
dants, on en déduit que 6~ (Pryi2 + P1) = 6 (Pras2) Va (P1) =0V 0 =0, ce qui
entraine que 6~ (Pr,16) = 1.

7. De méme, on observe que Py, o+ Py € Opt(Pr,17), et que cette option est perdante.
On en conclut que 6~ (Pr,y7) = 1.

[
Par conséquent 'ensemble £ est infini et vaut :
L={Tn+1,n>0}U{Tn+2,n>0}
Sur une réunion disjointe de chemins G, I'additivité en V entraine que G est perdant

si et seulement si toutes ses composantes connexes sont de taille congrue a 1 ou 2 modulo
7. En effet on a

6 (G)=6 (P, +P,+--+P,)=06 (P,)Vo (Py,)V---Va (P).

On en déduit la stratégie gagnante pour G : Sélectionner les composantes de G de taille
non congrues a 1 ou 2 modulo 7 (il y en a puisque G est gagnant) et y jouer en choisissant
une option perdante (on pourra prendre celles de la preuve de la Proposition 3.7.3). On
retombe bien sur un graphe G’ perdant, et le calcul s’effectue en O(k).
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Variante C(n

k) Ensemble perdant £
disj. lent normal O(k)

10, 4,8, 14,19, 24, 28, 34, 38, 42}
U {54 + 344, 58 + 344,62 + 344,72 + 344,76 + 341, i > 0}
disj. lent misere O(2F) non résolu
disj. rapide normal O(k) {0,4,5,9,10, 14, 28, 50, 54, 98}

disj. rapide misere | O(n2 + &) | {1,2,8,22, 44,84, 90,98, 118, 140, 148, 1526, 12578, 202420}
U {206710, 235086, 1403900, 2200252, 2232686, 22328546 }
U {2233222, 2233626, 2233786, 2235116, 2235172} C L
conj. lent normal | O(k +log(n)) | {5(2" — 1), n >0} U {5(2"* —1) -1, n >0}

conj. lent misere | O(k + log(n)) | {7.2" -6, n >0} U {7.2" =5, n >0}

conj. rapide normal O(k) {0,4,5,9,10}
conj. rapide misere O(k) {1,2}
sél. lent normal O(k) {5n, n>0}uU{dn+4, n> 0}
sél. lent misere O(k) {1,2,8,9} U {bn, n >3} U{bn+4, n >3}
sél. rapide normal O(k) {5n, n >0} U{bn +4, n >0}
sél. rapide misere O(k) {Tn+1, n>0}U{Tn+2, n>0}

TABLE 3.4 — Positions perdantes pour les 12 variantes du jeu de domination sur les chemins

3.8 Conclusion et perspectives

Récapitulons les résultats obtenus dans le tableau 3.4. La colonne C(n, k) correspond
a la complexité de trouver un coup gagnant sur une réunion G de k chemins, de diametre
diam(G) = n.

On peut remarquer que la découverte d’une fonction de jeu permet dans neuf cas sur
dix de connaitre ’ensemble des chemins perdants L, et également d’obtenir une complexité
C'(n, k) de recherche des stratégies gagnantes linéaire.

De plus, méme lorque cette fonction n’a pas permis de mettre en évidence une période
(comme c’est le cas pour le jeu disjonctif rapide misere), elle reste d'une grande utilité
pour calculer les stratégies gagnantes. Dans ce cas la complexité C'(n, k) est quadratique
en n.

Remarquons également qu’en I'absence de fonction de jeu, dans certains cas on peut
tout de méme connaitre L et calculer les stratégies gagnantes en temps linéaire. C’est le
cas pour le jeu sélectif lent misere.

Parmi ces douze variantes, la plus complexe est sans aucun doute le jeu disjonctif
lent misere qui a été I'objet d’'un grand nombre de recherches et dont la connaissance des
stratégies gagnantes reste a ce jour un probleme difficile [24].

D’autres types de compositions, comme les compositions séquentielles introduites
par W. Stromquist et D. Ullman [30], pourraient également étre étudiées pour le jeu de
domination sur les chemins.

S’inspirant des douze variantes de John H. Conway, nous nous sommes intéréssés a la
maniere de faire varier un jeu combinatoire sur les graphes. Nous avons ainsi introduit des
nouvelles regles de composition utilisant un parametre du graphe considéré : le diametre
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de chacune de ses composantes connexes. Ces nouvelles variantes sont I’objet du Chapitre
suivant.



Chapitre 4

Autres variantes du jeu de
domination

71
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Commme l'a fait J. Conway dans son célebre livre On numbers and games, nous
pouvons imaginer d’autres variantes sur la maniere de jouer sur une réunion de jeux.

Par exemple, au lieu de permettre au joueur de choisir de jouer sur un ou plusieurs
jeux (jeu sélectif), on pourrait lui interdire de jouer sur un seul des jeux excepté s’il n’y
en a qu’'un seul. De la méme maniere, on peut généraliser cette regle : pour k fixé, le
joueur doit jouer sur au moins k composantes s’il y en a plus de k£ et sur toutes sinon.
Nous étudierons dans cette partie quelques-unes de ces variantes, notamment le jeu 2-
maximum lent, ou I'on peut jouer au maximum sur deux composantes dans un méme
coup, et en terminaison lente.

D’autre part, si 'on dispose d’une fonction injective f de I’ensemble des positions de
jeu dans 7, on peut trier les composantes et donc forcer le joueur a jouer sur celle qui a la
plus grande valeur, ou la plus petite, ou encore une valeur donnée. Dans notre cas, comme
il s’agit d'un jeu sur les graphes, on peut choisir comme fonction le diametre, le nombre
de sommets, le degré moyen maximum, l’existence de telle ou telle structure, etc...

Ainsi nous pouvons a partir d'un jeu se jouant sur des graphes, constituer un nombre
infini de variantes en modifiant les regles de composition, c¢’est a dire la maniere de jouer
sur plusieurs composantes connexes. Quelques-unes de ces variantes seront présentées
en fin de Chapitre. Sans toutefois donner de théoreme a propos de la complexité, nous
donnerons des exemples de variantes pour lesquelles la résolution sur la famille des chemins
est un probleme difficile. Pour certaines variantes, la connaissance des types semble etre un
probleme NP-difficile. Par exemple, pour le jeu 2-exact lent normal (jeu sur exactement
2 composantes) une réunion de chemins de diametre 3 s’écrivant G = i3.P; + i;.P; a un
type périodique de période 16 sur i3 et 8 sur 7, alors que le graphe G est tres simple et
n’a au plus que quatre options...

Dans ce chapitre, nous allons commencer par regarder des variantes faisant intervenir le
diameétre du graphe. Les deux joueurs seront obligés de jouer sur la (ou les) composante(s)
ayant un plus grand (ou plus petit) diametre.

En composant les différentes possibilités, on obtient 2* = 16 nouvelles variantes, s’ins-
pirant largement des 12 déja étudiées et énoncées par J. Conway. Elles se distinguent
suivant 4 regles :

1. La regle diamétre maximal (resp. diametre minimal) force les joueurs a choisir la

(ou les) composante(s) possédant un plus grand (resp. plus petit) diametre.

2. La regle disjonctive oblige d’effectuer le coup sur une unique composante, alors que
la regle sélective permet de jouer sur n’importe quel nombre de composantes en un
méme coup.

3. La regle de terminaison lente (resp terminaison rapide) : La partie est terminée
lorsque toutes les (resp. une des) composantes sont vides.

4. Version normale (resp. misére) : le perdant (resp. gagnant) est le premier joueur ne
pouvant plus jouer.

Remarquons qu’ici la regle conjonctive n’est pas utilisée. En effet, comme elle force
les joueurs a jouer sur toutes les composantes, favoriser celles qui ont plus petit ou plus
grand diametre n’a aucun sens.

Dans cette partie nous étudierons ces variantes du jeu de domination sur la famille des
chemins, mais souvent il faudra connaitre les types de I’ensemble des réunions disjointes de
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chemins. Nous pourrions par ailleurs étudier toute autre famille jouable de taille linéaire
avec, a priori, la méme complexité en temps et espace.

Le fonctions découvertes par Conway pour les jeux disjonctifs et sélectifs [7, Chap-
ter 14] ne peuvent étre réutilisées pour ces nouvelles variantes, car elles s’appuient sur le
fait que 1'on peut jouer librement sur n’importe laquelle des composantes.

Par conséquent, nous allons simplement nous intéresser au booléen de jeu o calculable
pour tout graphe G et défini par : o(G) = 1 si et seulement si o(G) = N (G gagnant pour
le prochain joueur), ou symétriquement par : o(G) = 0 si et seulement si o(G) = P (G
gagnant pour le précédent joueur). Ce calcul pour certaines réunions disjointes de chemins
G nous permettra peut-etre de découvrir une période dans la séquence (O’(Pn))n>0, et
éventuellement de démontrer que cette séquence est periodique. B

Pour différencier cette fonction entre les versions normale et misere, on notera o™
(resp. 07) le booléen de jeu pour la version normale (resp. misere).

Si GG est une rénunion disjointe de chemins dont la plus grande est P,, alors elle sera
généralement notée

G:ZZij221P1+22P2++ZnPn>
j=1

ol les entiers positifs ou nuls 4, (pour 1 < j < n) désignent le nombre d’occurences du
chemin P; dans G. De plus lorsqu’on utilisera cette notation on aura toujours i, > 0.

4.1 Jeux disjonctifs a diametre maximal

Dans cette section nous allons étudier 4 variantes du jeu de domination ou 1’on joue
sur une seule composante, parmi celles qui ont le plus grand diametre.

Comme nous étudions les chemins, le diametre correspond a un seul graphe de cette
famille, et donc on pourra dire que l'on doit jouer sur la plus grande composante a
isomorphisme pres.

L’ensemble des options d’une réunion de chemins G' = i1. Py +i9.Po + - - - +14,,.P, (avec
in > 0etn>3)est donc :

n—3

Opt(G) ={n.Pi+is.Po+ -+ (i,—1).P,+P+P,_j5, -1<j5<]| 5

I}

Rappelons que par convention P_; = Py = ().

Le nombre d’options de G est donc en O(diam(G)) qui est négligeable devant |V (G)|
dans le cas d'une réunion contenant un grand nombre de chemins.

Il s’agit en effet parmi toutes les variantes déja étudiées et a venir de celles qui
bénéficient d’'un petit nombre d’options possibles. La résolution du jeu semblerait donc
plus facile ici. Or, comme nous allons le voir dans cette section, pour un certain nombre
de chemins, la question de la périodicité (au sens large) de la séquence (o(Py))r>o reste
un probleme ouvert.
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Notation :
Dans tout le Chapitre, lorsque nous parlerons du diametre d'un graphe GG, que nous note-
rons diam™(G), il s’agira du plus grand diameétre parmi les composantes connexes
plus 1, défini par :

diam*(G) = 1 + max{max{dc(u,v) , (u,v) € V*(C)}, C € C(G)}.

Comme nous ne travaillerons que sur des réunions de chemins G, diam*(G) sera simple-
ment la taille du plus grand chemin de G. Pour simplifier les notations nous remplacerons
diam™ par diam.

4.1.1 Jeu disjonctif maximal lent

Commencons par nous pencher sur la version en terminaison lente. Rappelons qu’avec
la regle dite "lente”, la partie est terminée si et seulement si toutes les composantes sont
vides, autrement dit si 'option choisie est le graphe vide.

Version normale

Le booléen de jeu n’est pas une fonction additive. En effet, on observe que pour la
version normale ot (P;) = ot (P3) = o1 (Fs) = 1 alors que ot(P, + P3) =1 # o7(P, +
Ps) = 0. 11 faut donc, pour connaitre le type de P,, calculer récursivement les types des
réunions de chaines G avec V(G) < n — 3 sommets. Autrement dit, il faut construire
I’ensemble du graphe des configurations qui est évidemment de taille exponentielle par
rapport a n.

Nous devons donc rechercher des propriétés qui nous permettraient de connaitre des
positions gagnantes sans aucun calcul récursif, comme par exemple :

O'+(7:1.P1 + ig.PQ) = ’il + ig

En effet, comme P; et P, n’ont que () comme option, on retire les composantes une par
une et celui qui enleve la derniere a gagné, d’ou la valeur du booléen de jeu suivant la
parité du nombre de chemins.

Ce premier exemple nous invite a en rechercher d’autres, probablement moins triviaux.
S’aidant d’une implémentation récursive des calculs, on remarque que 1'on peut, d'une
certaine maniere, généraliser la propriété précédente :

Théoreme 4.1.1 Soit G = 2?21 i;.P; une réunion disjointe de chemins. St pour tout
1 <j <[5, ig5 +izj_1 est pair, alors o+ (G) = 0.

Preuve: Soit G une réunion de chemins telle que pour tout 1 < j < [5], ig; + dgj—1 est
pair. Soit G’ la réunion des chemins de G présents une seule fois dans G. Il existe donc G
tel que G = 2.Gy + G'. Posons G' = Z;lel i;.P;. On a donc pour tout j < n, i} € {0,1}.
De plus, la construction de G’ ainsi que I’hypothese sur G entraine que

Vi<j< (51 ’ Z/2j = Z/2j—1'

La preuve est réalisée par récurrence sur |V (G)].
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1. La formule o (i1. Py +1i5.P,) = i1 + io entraine que la propriété est vraie si |V(G)| <
2.

2. Si diam(Gy) > diam(G") alors Opt(G) = {Go + Gy + G', G, € Opt(Gyp)}. Soit
K = Gy + G{ + G’ une option de G. Comme Gj, est une option de Gy son diametre
est inférieur a celui de Gy. Donc dans K le joueur doit jouer sur Gy. S’il choisit
2.G, + G’ € Opt(K), comme par récurrence ot (2.Gy UG’) = 0, on en déduit qu’il
existe une option perdante de K. Ceci étant vrai pour toute option K de GG, on en
conclut que o (G) = 0.

3. Si diam(Go) < diam(G'), soit k = max{j > 0 t.q. iy; = 1}. Comme pour tout j,
in; = iy;_; on a 2k = diam(G') = n. Autrement dit, Py, est le plus grand chemin
de G. On en déduit I'expression des options de G :

Opt(G) = {2.Go + G + Pog—1 + P, + Poyp_i—3,—1 < i < k — 2},

avec G| = G'\(Py; + Py;—1). On note H; la i-eme option de G.

Si i est pair, posons i = 2¢. Comme 2k — 1 > diam(Gy), le diametre de H; est
exactement 2k — 1. On en déduit que (dans H;) le joueur peut jouer sur Pa,_y
pour créer Py_; + P93, on obtient donc 'option générale H] = 2.Gy + G| +
Poy_1 + Poy + 2. Py _9p_3 qui vérifie la condition du théoreme, et est donc perdante
par hypothese de récurrence. Soit o (Hyp) = 1.

Si ¢ est impair, on pose i = 2¢ + 1. Comme i < 2k — 1, on peut jouer (dans H;)
sur Poi_q de telle sorte que I'on crée un chemin Py, 1. On obtient 'option générale
H! =2.Gy+ G+ 2. Py 1+ Pog—o1— 4+ Por—21—5, qui vérifie les conditions du théoreme,
et est donc perdante. On a donc o (H;) = 1.

Comme pour tout i 'option H; est gagnante, on en conclut que o*(G) = 0.

4. Enfin si diam(Gy) = diam(G’) alors le plus grand chemin P, appartient a G et a
Gy. Il y a donc au moins deux chemins P, dans G. Il suffit au second joueur de
choisir la méme option de P, que celle qu’a choisi le premier. Ainsi on obtient un
graphe G” qui vérifie les conditions du théoreme. Par hypothese de récurrence on
en conclut que 0™ (G) = o™ (G") = 0.

|
Corollaire 4.1.2 Pour tout n >0, 0" (Pyy1) = 07 (Piya2) = 07 (Ppuas) = 1.
Preuve: Il suffit de rechercher des options vérifiant les conditions du Théoreme 4.1.1 :
~ 2.Py, 1 € Opt(Pypy1) et, par le Théoreme 4.1.1, 67 (2. Py, 1) = 0, donc o (Pyy1) =
1.
— Pgn + P2n—1 < Opt(P4n+2) et O—+(P2n + P2n—1) = 0, donc O'+(P4n+2) = 1.
- 2P, € Opt(P4n+3) et J+(2.P2n) = 0, donc U+(P4n+3) =1.
|

Il reste a traiter le cas des chemins de taille divisible par 4. Comme aucune option de
Py, n’entre dans les conditions du Théoreme 4.1.1, il faut a priori connaitre les types de
toutes les réunions de chemins appartenant au graphe des configurations.
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n|(4|!8|12116 20|24 |28 |32 36|40 |44 |48 |52 |56 |60 |64 | 68| 72|76
o001 1 1 1 0 1 1 1 1 1 0 1 0 1 1 1 1
plOjO] 1 3 1 2 0 2 3 5 7 4 0 1 0 2 4 | 11
w| 0[O0 O 0 0 0 0 0 0 1 2 3 6 |10 |16 | 26| 42 | 69 | 94
n| 8 | 8 | 8 | 92 | 96 | 100 | 104 | 108 | 112 | 116 | 120 | 124 | 128 | 132 | 136 | 140 | 144
o 1 1 0 1 1 1 1 1 0 0 0 1 1 1 1 0
) 0 1 3 13 0 0 0 5 7 17
w|[02]03[04/06|08] 1319|2739 56 8 11 16 23 33

ou :

— o est la valeur du booléen de jeu ot (P,);

— p est le nombre d’options perdantes;

— w est le nombre d’appels récursifs nécéssaires a chaque calcul (en milliers pour la
premiere ligne et millions pour la seconde).

TABLE 4.1 — Types des chemins dont la taille est multiple de 4

L’implémentation du calcul récursif de la séquence o (FPy,) (pour n > 0) jusqu’a
4n = 144 nous permet d’obtenir les valeurs de la table 4.1. Les calculs n’ont pas permis de
mettre en évidence une période dans la séquence o (Py,) (pour n > 0). Méme les options
perdantes (non précisées ici) sont rarement similaires et leur nombre varie fortement d'un
chemin a ’autre. On pourrait éventuellement espérer une période 116 sans préperiode car
la suite (0,0,0,1,1,1,1,0) est répétée sur les intervalles [0; 28] et [116; 144].

Mais comme on peut l'obsever dans le tableau, la puissance de calcul requise pour
confirmer cette période est tres importante. En effet, on peut remarquer que le nombre
d’appels récursifs w est approximativement multiplié par 2 lorsque n augmente de 8. On
en déduit que pour atteindre n = 228 il faudrait environ 10! appels récursifs, ce qui est
évidemment irréalisable avec une machine classique.

Une implémentation plus affinée et I'utilisation du calcul parallele pourrait néammoins
permettre d’aller plus loin dans la recherche des chemins perdants, et éventuellement de
déduire une période.

Ces recherches nous ont tout de méme permis d’observer un certain nombre de pro-
priétés concernant les types des réunions de chemins. Voici la principale d’entre-elles :

Conjecture 4.1.3

2n
Pour tout G = Zz]PJ tel que igy + i1 >3 on a o (Q) =g, + G2, 1
=1

On pourrait naturellement penser a une preuve par récurrence, mais c’est le point de
départ de cell/e—ci qui pose probleme. En effet, lorsque iy, + 29,1 = 3, toute option
G = Ufil Pj(lj) de G vérifie i, + 1}, | = 2, et savoir si G’ est perdant ou non n’entre
plus dans le cadre de cette conjecture. Il faudrait également savoir ce qui se passe lorsque
lon + 12,1 = 2 pour démontrer cette propriété, qui serait évidemment d’une grande utilité
pour limiter le nombre d’appels récursifs pour le calcul de ot (Py,).
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Une autre approche est également intéressante pour réduire la masse des calculs. Elle
consiste a étudier les réunions de chemins en commencant par celles qui ont le plus petit
diametre n = diam(G).

Il s’agit de rechercher les cas particuliers pour un diametre n donné.

Définition 4.1.4 Soit G une réunion de chemins de diametre n. On dira que G est un
cas particulier lorsque o (G) est différent de la valeur triviale notée v(G) et définie
comme suil :

In +lp_1 SL N pair

G =9
In st n impair
On a par exemple déja observé que si n < 2 alors 0" (G) = i; +iy. Pour n = 3,

regardons d’abord le cas i3 = 1. Comme Opt(Ps) = {P;,0}, on peut ajuster la parité de
11 + io pour obtenir une option perdante, donc G est gagnant. Si i3 = 2 on n’a que des
options vérifiant i = 1, donc gagnantes. On généralise cette situation par I’équation :

n:3:>a+(G):i3

Pour n = 4, on serait tentés de dire que P, peut étre remplacé par 2P;, puisque I'unique op-
tion de Py est P (du a I’équivalence entre les positions Py et P). Mais la regle du diametre
maximal interdit cette réduction comme on peut I’'observer avec le contre-exemple P, + P3
qui est perdant alors que P3 + 2P; est gagnant. Apres étude de quelques exemples, on
peut aisément démontrer que pour n =4 :

21+Z2+1 Sii3:0
ot (G) =

1 3+ i4 sinon

En poursuivant cette méthode, on peut obtenir des formules de taille raisonnable jusqu’a
n = 12. Au dela, les cas particuliers se multiplient et il devient difficile d’obtenir des
équations, et surtout de prouver qu’elles sont justes. Pour a € 7Z un entier relatif on pose
a =1 si et seulement si a = 0 et @ = 0 si et seulement si a # 0. On dit que a est le nul
de a. Par ailleurs on pose a =1 — a.

Pour simplifier les formules, on supposera que G ne contient aucun chemin P,, car P,
est équivalent a P, dans toutes les variantes étudiées dans ce chapitre. Soit 1 <n < 9 et
(&,, une réunion de chemins de diametre n. On a :

Proposition 4.1.5

~
9
+
)
=
Il

| =

Gr AN W
Q

+ +  +
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N
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6. o o
’i5i3(i4 + il + 1) + ’i6 + i5(i5 + 23) 5t iﬁ =1
ot (Ge) = isisiy + ig + i5(i5 + 13) St g =2
i6 + i5 St iﬁ > 3
7. S
i6i5i3(i4 + il + 1) + i7(i6 + i5 + 23) 81 i7 =1
ot (Gr) =< igisigiy + i7(ig + 15 + i3) Siin =2
ir siiy >3
8. 0'+(G8) =
isig ({7({3@+£ %11) + igia + 13) + dairis % iy + 1) + g + ir(is 4 1) Sidg +iy <2
18 + 17 sinon
9.
11+ 1 Sitg <2, 17 =1¢etizg+15+1ic+1g =0

Z4+1+a 8219:1, 28§16t23+l5+26+l720
ia+1xiy siig=2, ig <1 etis+is—+ig+ir=0
iy sinon

o (Gy) =

On remarque que le nombre de cas particuliers augmente avec n : aucun pour G, deux
pour G et Gy, trois pour Gg et Gy et une dizaine pour Gig, G11 et G1o, dont les formules
ne sont pas détaillées ici. Intuitivement, on peut penser que cette situation continue en
faisant croitre n. Par conséquent, il deviendrait de plus en plus difficile de découvrir des
formules, et encore plus de les démontrer.

Par ailleurs, on peut s’apercevoir qu’il n’est pas aisé d’'implémenter de telles recherches.
En effet elles s’appuient sur des petites démonstrations par récurrence que 1’on doit ef-
fectuer a chaque étape. De plus, le calcul des booléens de jeu n’aboutit pas a un résultat
numérique 0 ou 1 mais & une formule o™ (G,,) = ®(ip,9p_1, ..., 11) dont 'expression dépend
d’autres formules...

Ces résultats nous permettent tout de méme de diminuer sensiblement le nombre
d’appels récursifs dans le calcul de la séquence o¥(Py,) (pour n > 1). Les résultats
obtenus au tableau 4.1 utilisent ces formules.

Les formules de la Proposition 4.1.5 nous ont également permis de remarquer que si
(G est un cas particulier de diametre n > 5 alors :

1. Si n est impair alors G a au plus deux occurrences de P,,.
2. Sin est pair alors i, + 1,1 < 2.

3. Il existe un entier impair 1 <r < 2[%] (le rang de G) tel que :
— Sir =1 alors le type de GG dépend de la parité de 7; et iy.
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— Sinon le type de GG dépend de la parité de i, + 7,4 1.
— (G contient au plus deux chemins de tailles comprises entre r + 2 et n — 2.

Ces observations nous ont conduit a démontrer que pour toute réunion de chemins G il
existe un sous-graphe G’ formé d’au plus cinq composantes et ayant le méme type que G.

Théoréme 4.1.6 Soit G = 77 | i;.P; (avec i, > 0 et n > 5) une réunion de k > 5
chemins. Soit r le plus grand entier impair tel que Z?:r i; > 5. Le graphe G a le méme
type qu’un certain sous-graphe G' de G :

1. Sir=1ou (r=3etiz=0) alors G' =iy + 2P, +ZP4+Z?:,~+2%'-PJ‘;

2. Sinon G' = (.P. + Z;’L=7“+2 1.5, avec € =2 si i, + 1,4 est pair et { =1 sinon.

Preuve: La preuve est réalisée par récurrence sur le nombre total de sommets du graphe
[V(G)| = > j_,i;. Pour les réunions de diametre au plus 9, les formules de la Proposi-
tion 4.1.5 nous permettent d’observer que chaque cas particulier vérifie le Théoreme. Par
exemple, pour 7 = 3 et n = 8 G = P + Z?:l i;.Pj vérifie 0(G) = iy + 11, = o(G)
siig = 0, et 0(G) = i3+1i4 = o(G') sinon, ou G’ est le graphe construit a partir
du théoreme. On observe également pour n = 12 un cas particulier de rang r = 5 :
o(Pia+ 35 i;.P)) =5 + ig.

Soit maintenant GG une réunion de k£ > 5 chemins de diametre n > 10 et de rang
r <2z,

Soient Gy et Gy les deux options de G obtenues a partir des choix respectifs P, o et
P,_3. Les rangs de G et GG; sont les mémes que celui de G, car n > 10. On peut donc
par hypothese de récurrence réduire Gy et GG de la méme maniere que G, pour obtenir
des options de G'.

Soit maintenant G, une option de G issue du choix de P, + P, option de P,. Posons
a<bonab=n-—a—3.

Si a < r, alors le nombre de chemins de diametre au moins r 4+ 2 ne change pas, donc
le rang de G, est également r. Le théoreme nous permet de réduire G, en un graphe G,
qui s’identifie avec 'option P, + P, de P, dans G'.

Sia € {r,r+ 1} alors le rang de G, est le méme que celui de G et G, peut se réduire
en une option G, qui est exactement l'option de G’ issue de choix P, + P.

Enfin si @ > r + 2, alors le rang r, de G, peut étre strictement supérieur a celui de
GG. Mais c’est également le cas pour le méme coup dans G’, on retrouve le méme nouveau

rang r,.
Dans tous les cas, on observe que les options de G et de G’ s’identifient par hypothese
de récurrence. On en conclut que o (G) = o™ (G"). |

Le nombre de cas particuliers de diametre n est donc au pire en O(n’). On en déduit que
le calcul des types des chemins peut s’effectuer en temps polynomial :

Corollaire 4.1.7 Soit G une réunion de chemins de diamétre n. Il existe un algorithme
qui calcule o (G) en O(nf).

Preuve: Commencons par réduire G en G' comme indiqué dans le Théoreme 4.1.6. Cette
étape s’effectue en O(n). Ensuite regardons chacune des O(n) options de G’. Ces options
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sont soit déja réduites soit réductibles en temps constant. La connaissance des types de
tous les graphes réduits de diametre inférieur ou égal a n suffit donc pour calculer o™ (G).
Le nombre de graphes réduits étant en O(n®), on en déduit que Palgorithme est en O(nf).

L’implémentation de cet algorithme n’a pas permis de mettre en évidence une période
éventuelle sur la séquence (07 (Py,))n>0. Néammoins, nous avons pu remarquer que pour
n = 100 la plupart des graphes réduits avec le Théoreme 4.1.6 vérifient o+ (G) = v(G).
Le nombre de cas particuliers est donc probablement tres inférieur a n°, mais leur ca-
ractérisation reste a ce jour un probléeme ouvert.

Version misere

Les difficultés rencontrées pour la version normale se retrouvent également pour la
version misere.

Toutefois, la connaissance des types des réunions de graphes pour la version normale
entralnerait la résolution de la version misere, comme le montre la proposition suivante :

Proposition 4.1.8 Soit G un graphe. On a 0~ (G) = 0 (G + P)

Preuve: On procede par récurrence sur n = |V (G)|. La proposition est vraie si G = (). Po-
sons donc maintenant diam(G) > 1. Par définition de 0, 0~ (G) = 1 —min{o~ (H) , H €
Opt(G)}. Par hypothese de récurrence, on peut écrire :

0 (G)=1—min{c"(H+ ), H € Opt(G)}.

De plus, comme diam(Py) < diam(G), on est forcés de jouer sur G dans G + P;. On en
déduit que :

o (G)=1-—min{c"(H'), H € Opt(G+ P)} =" (G+ P)

Par conséquent, on retrouve le méme type de problemes que pour la version normale. On
peut remarquer que la plupart du temps on a 0" (G) = o (G + P;). Autrement dit, le
sommet isolé P; n’a que rarement une influence sur le type du graphe, comme on peut
I'observer avec les formules pour les réunions de chemins de diametre au plus 12.

4.1.2 Jeu disjonctif maximal rapide

Cette variante est soumise aux mémes regles que la précédente sauf que la partie est
déclarée terminée des qu'une seule des composantes est vidée. Mais comme ce jeu est
soumis a la regle du diametre maximal, on est forcé de jouer sur la composante de plus
grand diameétre, donc la partie ne peut se terminer que lorsque diam(G) < 3 si G est une
réunion de chemins. Nous allons donc observer ce que ¢a entraine pour chacune des deux
versions et a quel point ce jeu se rapproche du jeu disjonctif maximal lent.
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Version normale

Rappelons qu’ici le joueur jouant en dernier gagne la partie. On en déduit que pour
une réunion de chemins G = ¢;.P, + - -+ + i,,.P, non vide, on a :

n<3 = o"(G)=1.

En effet, le joueur peut vider la chaine sur laquelle il est autorisé a jouer. Il gagne donc
en un coup. Par conséquent, pour n € {4,5} la durée de la partie (temps de jeu) est
exactement le nombre de chemins de taille 4 et 5 plus 1. On peut donc écrire :

ne{4,5} = o7 (G)=1i4+1i5+ 1.

Continuons avec n € {6,7}. Si ig + i7 = 1, le joueur s’arrange pour obtenir un nombre
impair de chemins de taille 4 et 5 (en chosissant une option contenant un P, ou non), et
donc gagne. On en déduit que pour ig + 17 = 2 le joueur perd, etc... On a donc :

n € {6,7} = O+(G) = 1g + i7.

Le méme raisonnement nous conduit a la méme expression pour n € {8,9} :

ne {89} = o"(G) =75+ is.

On pourrait espérer pouvoir généraliser cette expression pour tout n > 6. Malheureuse-
ment, ¢a ne fonctionne plus pour n = 10 car on ne peut plus créer d’option de diametre
inférieur a 3 si la parité de iy 4 i5 doit étre conservée. On rencontre ici un premier cas
particulier lorsque i19 € {1,2} et ig = ig =iy =i =0 :

O’+(G10) :Z4+Z5—|—1 si ilO SZet 16+Z7+28+29:0
0'+(G10) = ilO sinon

On retrouve ici le méme type d’expressions que pour la terminaison lente, avec des cas
particuliers lorsque iox + i9x11 € {1,2}, et sinon :

Conjecture 4.1.9 Soitn > 2 et G = Z?f{l 1;.P; une réunion de chemins.
Si ign + dons1 > 3 alors o (G) =gy + G2na1-

On remarque que toutefois les chemins sont rassemblés entre 2n et 2n+1 au lieu de 2n—1
et 2n pour la terminaison lente. Ceci est dii au fait que le jeu sur les chemins P, P, et
P entraine immédiatement la victoire du joueur en un coup, car il s’agit d’une position
illégale comme cela a été observé pour le jeu disjonctif rapide misere (c.f. Section 3.3.2)
pour lequel pour toute réunion de chemins G telle que 1 < diam(G) < 3, F*(G) = —1
et le suivant gagne. On peut donc, pour un réunion de chemins G, omettre les petites
chaines de taille au plus 3 :

Proposition 4.1.10 Soitn >4 et G =" 4;.P; avec i, >0. On a

n

o (G) =0T (> _i;.P) = 0" (Gy).

=4
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Preuve: Par récurrence sur [V(G)|. Ona Opt(G) = {G+Pi+Pj—P,,i > j > —1,i+j =
n— 3}. On peut donc écrire :

ot (G)=1—min{o(G+ P+ P;j—P,),i >j>—1,i+j=n—3}.
Posons G’ = Z;L: 4 4. P; — P,. Par hypothese de récurrence on a :
c"(G) =1—=min{o(G'+ P+ P}),i >j>—1,i+j=n—3} =0(Gp).
|

S’appuyant sur cette proposition et sur les propriétés précédentes concernant les réunions
de chemins de diametre au plus 10, on peut implémenter un algorithme calculant la
séquence (0 (P,))n>10- En notant £, 'ensemble des tailles des chemins perdants de taille
inférieure a n, on obtient les résultats suivants :

L1 = {0,4,5,12,13,22,23,30,37, 53,72, 73, 82,90, 137}

On observe qu’il n’y a pas de période en deca de n = 170, et que le nombre d’options
perdantes (non détaillé ici) varie fortement d'un chemin a l'autre (de 0 a 10) et sont
généralement spécifiques au chemin considéré. Il n’y a de plus aucune corrélation appa-
rente entre ces options perdantes et donc on ne peut déduire de résultat général.

Comme 'algorithme est exponentiel en temps et en espace, on ne peut guere poursuivre
les calculs de la séquence. On peut néammoins remarquer que la proportion de chemins
perdants est assez faible (de 'ordre de 10% pour n = 170) et parait décroitre lorsque n
augmente.

Malgré I'apparente apériodicité de ’ensemble des chemins perdants, certaines pro-
priétés comme la Conjecture 4.1.9, observées sur le graphe des configurations de Py,
nous laissent penser qu’il existe un certain rang K au dela duquel les types des réunions
de k > K chemins sont calculables en O(k). On observe que pour k > 4, une réunion
de k chemins a le méme type qu'un certain graphe G, comprenant 4 ou 5 composantes
connexes. Pour G une réunion de chemins et 7 un entier on note s,(G) le nombre de
chemins de G de diametre r ou r + 1 si r pair, et r ou r — 1 si r impair. Par ailleurs pour
tout entier n on appelle rang de n et on note rg(n) la valeur rg(n) = QL”T_zj

Théoréme 4.1.11 Soient a1 > ay > az > r > 4 quatre entiers avec r pair. Pour 1 <i <
3 posons G; = 23:1 P,,. Soit H une réunion de chemins de diametre diam(H) <1 + 1.
Posons s = s,(H). Soit 1 <i <3, posons G =G;+ H. Si s+1i>4 alors on a :

1. Sirg(ay) > r alors
o (G) =0T (G; +t.P),
avect =4 —1 st s et 4 —1 ont méme parité et t =5 — 1 sinon.
2. Sinon ot (G) = s4,(G).

Autrement dit, pour une réunion de chemins GG, on sélectionne les quatre plus grands,
on regarde la taille a4, du plus petit de ceux-ci, on pose r le plus grand entier pair tel que
r < a4, et on construit G’ en enlevant et tous les chemins de taille strictement inférieure
a r et deux a deux les chemins de taille 7 ou r + 1 tant que G’ a plus de 5 composantes.
Le graphe G’ ainsi obtenu vérifie 07 (G) = o (G").
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Preuve: La preuve est réalisée par double récurrence sur a; = diam(G) et s,,(G) le
nombre de chemins de longueur a; — @y ou a; — ay + 1.
Le théoreme est vérifié si diam(G) < 10 avec les formules établies en début de Section.
Supposons maintenant le théoreme vrai pour tout graphe G’ de diametre d < aq, et
également pour tout graphe G’ de diametre a; vérifiant s,, (G’) < s4,(G).

Opt(G):{Pbl+Pb2+Pa2+Pa3+S.PT+H/, —1§b1§b2§(11—2, b1+b2:(11—3}

Pour le premier point, on remarque que toute option G’ de G a un diametre inférieur
a G ou vérifie 0 < s,,(G') < s4,(G). Par conséquent G’ vérifie I'hypotheése de récurrence.
Comme de plus r < rg(a;) toute option P. + P; de P, a un diametre d > r. Donc le
nombre de chemins de diametre au moins r dans G’ est supérieur ou égal a celui de G.
On en déduit que I'on peut supprimer H' et les P, et P,,; deux a deux jusqu’a ce qu’on
atteigne la valeur t définie dans le théoreme. On s’apercoit qu’il s’agit exactement de
I’ensemble des options de G; + t.P,, on en conclut donc le premier point.

Pour le second point, il faut étudier séparément les cas s,,(G) = 1 et s,,(G) > 2.
Premierement si s,,(G) > 2 alors toute option G’ vérifie s,,(G’) = s4,(G) —1 > 0 et
vérifie la condition du point 2. Par hypothese de récurrence on a donc o (G') = s,,(G') =
Sq, (G) — 1 pour toute option G'. On en déduit que o (G) = 1—min{s,, (G) — 1} = s,,(G).

Il reste a traiter le cas s,,(G) = 1. Toute option G’ a un diametre inférieur a celui de
G. Sii =1, comme rg(a;) <ronaa; —r—2<r. Ilsuffit donc au joueur de choisir soit
l'option P, + P,, _,_3 (on a bien a; —r —3 < r) si s est impair soit 'option P._; + P,, o
si s est pair. On obtient ainsi une option G’ vérifiant les conditions du second point et
telle que s,(G’) = 0, donc perdante car de diametre 7.

Enfin si ¢ > 2 suivant si s,, est impair ou pair le joueur choisit I'option P, + Py, —a,-3
ou P,, 2+ P,, 4,1 respectivement. Comme r > rg(a;) et ag > ronaa; —as—1 < as—2,
donc ces options vérifient les conditions du point 2 et sont perdantes. [

Remarquons qu’une réunion de chemins G est fréquemment un cas trivial, c’est a dire
vérifie 07 (G) = s,,(G). Les conditions pour lequelles G est un cas particulier (point 1 du
Théoreme 4.1.11) semblent plus restrictives que rg(a;) > r. Notamment si rg(a;) < r (avec
i > 2) alors jusqu’a n = 30 on ne rencontre qu’'un unique cas particulier : Pys + Pjo + 2k Py
de type P , alors que l'ordre de grandeur est O(n?).

Ce Théoreme nous permet de calculer le type d'une réunion de chemins en temps
polynomial :

Proposition 4.1.12 Soit G une réunion disjointe de chemins tel que diam(G) = n > 10.
On peut calculer o (G) en O(n®).

Preuve: Tout d’abord si G peut étre écrit sous la forme P, + P,+ FP,+ H avec diam(H) >
rg(n) + 2, alors G vérifie les conditions du point 2 du Théoreme 4.1.11. On en déduit que
0t(G) =3,. Dans le cas contraire G est de la forme P, + P, + P, + H avec diam(H) <
rg(n) + 1. Par le point 1 du Théoreme 4.1.11 o (G) peut étre calculé en connaissant
uniquement Go = o™ (P, + P, + F,) et Gy = 0" (P,+ P, + P, + Fy) (avec d = diam(H) —
diam(H)). Or les booléens de jeu de ces deux graphes peuvent étre calculés en O(n) (le
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nombre d’options) si l'on connait tous les booléens de jeu de P,y + Py + Py + Py avec
(n',p',q) < (n,p,q) dans Pordre lexicographique et 0 < d’ < rg(¢’). 1y en a O(n*) On en
conclut que o (Gy) et 07 (G1) sont calculables en O(n®) et donc o (G) également. C’est
également le cas si G est constitué de ¢ < 3 composantes : il faut connaitre les types de
O(n*) réunions de diametre inférieur & n. |

Néanmoins I'implémentation de cet algorithme polynomial n’a pas permis de mettre
en valeur une période éventuelle. Le nombre théorique de cas particuliers, bien que poly-
nomial, reste trop important. Il faudrait affiner les conditions du Théoreme 4.1.11 pour
mieux caractériser ’ensemble des cas particuliers.

Version misere

La version misere est par contre ici assez éloignée de la version normale. On ne peut
trouver de lien direct entre les deux versions comme cela a été démontré pour le jeu
disjonctif maximal lent. En effet, la regle version misere en terminaison rapide signifie que
c¢’est le joueur qui vide une composante qui est déclaré perdant. Donc personne n’a intéret
a vider une composante comme on le voit avec P; ou l'on doit choisir 'option P;. Cette
remarque entraine donc que pour une réunion de chemins G de diametre au moins 3, les
chemins P; et P, n’ont aucune influence sur le typre de G :

Proposition 4.1.13 Soit n > 3 et G = > 7 i;.P; avec i, > 0. On a 07 (G) =
o (Xjms iy Py) = 0 (Go).

Cette version bénéficie de la méme propriété que pour le jeu disjonctif maximal lent version
normale :

Théoréme 4.1.14 Soit G = Y77 i;. P}, avec i, > 0 (soit n = diam(G)) et n > 3. Si
V1 < j < [8], 425 +idgj—1 est pair, alors o~ (G) = 0.

Preuve: La preuve est réalisée par récurrence sur n = diam(G).
— Le théoreme est vrai pour n € {3,4}.
— La démonstration au rang n + 1 est construite de la méme maniere que pour le jeu
disjonctif lent en version normale (Théoreme 4.1.1).

|
On en déduit que % des chemins sont a coup sur gagnants :
Corollaire 4.1.15 Vn >0, 07 (Pyy11) = 07 (Piyy2) = 07 (Ppyas) = 1

Preuve: Pour chaque cas on peut trouver une option vérifiant les conditions du Théoreme
4.1.14 [

Mais en ce qui concerne la famille (P4”)n>o’ les calculs ne nous ont pas permis d’extraire
une période éventuelle. De plus, comme ici I'algorithme est exponentiel, nous n’avons pas
pu poursuivre au dela de n = 172.
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4.2 Jeux sélectifs a diametre maximal

Pour les quatre variantes du type sélectif maximal, la regle de composition permet
aux joueurs de jouer sur autant de composantes connexes qu’ils le souhaitent, avec la
contrainte que les composantes sur lesquelles ils ne jouent pas doivent avoir un diametre
inférieur a chacune de celles sur lesquelles ils jouent.

Comme nous n’allons étudier que les cas du jeu de domination sur les chemins, une
position de jeu est une réunion de chemins G = P,, + P,, + --- + P,, (avec pour tout
1<i<{¢-—1,a; > ay1). Un coup sur GG consiste donc & choisir un indice &k (1 < k < ¢)
et a choisir un coup sur chacun des chemins F,, vérifiant ¢ < k.

On peut remarquer qu’il y a un grand nombre de choix possibles pour les joueurs. Plus
formellement, pour une réunion de chemins G de diametre n et formé de ¢ composantes,
le nombre d’options est au pire O(n +n? +n® + - - +nf) = O(nf).

Toutefois, pour chacune des quatre variantes, nous verrons qu’il existe des méthodes
permettant de connaitre le type de G sans avoir a étudier toutes les options de G.

4.2.1 Jeu sélectif maximal lent

Rappelons qu’ici la partie est en terminaison lente, ¢’est-a-dire que le jeu est terminé
lorsqu’on atteint le graphe vide.

Commencons par définir quelques notions qui nous permettront de connaitre les types
et les stratégies gagnantes tant pour la version normale que pour la version misere.

Définition 4.2.1 Soit G = P,, + P,, + --- + P,, une réunion de chemins de diamétre
a; > 0.
— Le niveau de G, noté r(G) est le plus grand entier r qui vérifie 3.2" —2 < diam(G).
— Soit P, un chemin et r > 0 . Posons v, = 3.2" — 2. On appelle r-poids de P, et on
note v,.(P,) la valeur suivante :

([ 7.(P,) =0 sin < v,

Y (Py,) = 00 Stn > Vpyq

v (Pp) = {%J +1 sinon.

— Par extension on appelle r-poids de G et on note v.(G) la somme ~.(G) =

Zﬁ:l 7T<Paj ) :

Cette définition va nous permettre d’exprimer aisément I’ensemble des chemins perdants et
les stratégies gagnantes le cas échéant, tant en version normale que misere. Afin d’effectuer
les preuves, il nous faut démontrer certaines propriétés quant aux r-poids des options d’un
graphe G :

Lemme 4.2.2 Soit G une réunion non vide de chemins, de niveau n = r(G) > 0. Soit
O<p<wv,1+2 Ona:
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1. Pour toute option H de G, v,(H) < 7.(G).

2. Pour toute option H de G, vp—1(H) > v,(G) ;

3. Siv,(G) > p, alors il existe H € Opt(G) tel que v,(H) = p;
4. St v, (G) < p, alors il existe H € Opt(G) tel que v,—1(H) = p.

Preuve: Tout d’abord, comme 7(G) = n, on a 0 < 7,(G) < oco. Pour tout n > 0, on
note v, = 3.2" — 2. On a v,41 = 2v, + 2. Commencons par démontrer le premier point.
Soit H une option de G issue du jeu sur une seule composante (donc la plus grande
P,): P+ P € Opt(P,,), avec i +j = a1 — 3 et i > j. Si j < vy, le n-poids de H
vaudra v,(H) = Y(G) — ¥ (Pay) + 70 (P;). Or a3 > i+ 2, donc v, (Py,) > Yu(P;), soit
Y(H) < v,(G). Si par contre j > v, alors comme ¢ > j, a1 = i+ j+ 3 > 2v, + 3.
Ceci est impossible car G est de niveau n, c’est-a-dire a; = diam(G) < vp41 = 2v, + 2.
Si maintenant H est une option de G issue du jeu sur £ > 2 composantes, on démontre
la proposition par récurrence sur le nombre k de composantes choisies. H est également
une option (en jouant sur une seule composante) d’un graphe Hj issu de jeu sur k — 1
composantes dans G. On a donc v,(H) < v,(Hp) < 7,(G) par hypothese de récurrence.

Démontrons maintenant le second point avec la méme méthode : on suppose tout
d’abord que H est issue du jeu sur une seule composante, on démontre que v, _1(H) >
Yn(G), puis en itérant ce résultat on en conclut que la propriété est vraie pour toute option
H de G issue du jeu sur k > 2 composantes.

Soit H = P, + P; + G — P,, une telle option, avec ¢ > j > —l et i+ j = a; — 3. Si
i > vy, alors v, _1(F;) = co. Donc 7,,_1(H) = co4+2 = 00 > 7,(G). Si i < v,, alors comme
ay > vy eti> %] —1,ona:

Up, 20,1+ 2

Donc le niveau de H est au moins n — 1. Comparons maintenant v, (P,,) et v,_1(P;) +
Yn—1(P;) afin de déduire I'inégalité du second point du lemme. Si j < v,y alors v,,_1(P;) =
0. Mais dans ce cas on a :

71— Up_ aL— 7] —3— Up_ ar— (V1 — 1) —3—v,_
Joa(P) = [0 g o | 2 g1z | 2t o) S
2 2 2

a; — (2v,-1 + 2) a; — vy,
Vo1 (P) > | — (2 i )

Si par contre j > v,_1, comparons la somme des deux (n — 1)-poids avec le n-poids de
départ :

1 | 1= ) L 2

Y (P) + (P = | .

On peut rassembler ¢ et j dans une méme partie entiere sauf s’ils sont tous les deux

impairs, auquel cas il faut retrancher 1. On a donc |£] 4+ |1 > [“=1] ce qui entraine

que :

itj—1
2

i4+j—1— 20,142

J_Un—1+2:L 9

]+ 1.

Yn1(Fi) + Y1 (P5) > |
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Yn-1(F3) + Yn1(Pj) > LZ+] ’ 2(20n1+2)J +1= ]+ 1= (Fa).

Passons maintenant a la preuve du troisieme point. Si G a un n-poids supérieur a
p > 0, il faut trouver une option H de G de poids exactement p. Soit G = G + G, avec
Yn(Go) = 0 et G' = Py + -+ + Py, tel que pour tout 1 < i < n, v,(Fy) > 0. On joue
sur G de la fagon suivante : tant que 7,(G’) > p, choisir la plus grande composante C'
de G'. Si 1,(G") — 7,(C) > p, choisir pour C' une option de niveau n — 1 et continuer
(c’est possible car diam(C) < v,41 = 2v, + 2, donc il existe C" € Opt(C) telle que
diam(C") < diam(C')/2 — 1 = v, — 1). Sinon choisir une option C’ de n-poids 7, (G') — p
et retourner H = Go + G'. Notons qu'il s’agit d'une procédure, donc G’ et C' varient a
chaque étape.

Enfin pour le quatrieme point utilisons la méme méthode que précédemment : donnons
une procédure permettant de construire un tel graphe H.

— Jouer sur tous les chemins de niveau n — 1 pour obtenir des options de niveau n — 2

— Excepté le plus grand chemin P,,, jouer sur chaque chemin P, de niveau n pour

obtenir une option de (n — 1)-poids minimal.
— Calculer le (n — 1)-poids total s et compléter en jouant sur P, pour obtenir une
option de (n — 1)-poids valant p — s.

Il reste a démontrer qu’une telle option existe pour P,,. Evaluons la valeur de s. Notons
G = Go+ G + P, ou G regroupe les chemins de niveau au plus n — 1, G’ ceux de niveau
n excepté le plus grand P,,. Soit P, € G’ un chemin de niveau n. On montre aisément que
si 'on prend une option P, + P; de diametre impair minimal, alors v, (FP;+ P;) < 7, (Py).
En ajoutant tous les poids des options choisies des P, € G, on obtient une réunion H’
vérifiant v,_1(H') < 7,(G"). Comme 7,(G) < p, on a bien s < p — 7, (F,,) 1l suffit donc
de compléter H' par une option de P,, de (n — 1)-poids p — s. C’est toujours possible car
Vn(Pm)Sp_Setpgvn—l"_z |

a1 — Up

Version normale

En ce qui concerne la version normale, une étude de tous les chemins de petit diametre
comme cela a été effectué pour les variantes disjonctives nous permet d’observer que peu
de réunions de chemins sont perdantes.

Par exemple, sur la famille des réunions de niveau 2, Hy = {G = Z§:1 Py, r(G) = 2},
on démontre que I’ensemble des réunions perdantes est :

52:{2P10+G1, Py + P+ Gy, 2Py + Gy, P2+ Gy, P13+G1,7"(G1)<2},

ou (&7 est une réunion quelconque de niveau au plus 1, ou le graphe vide.
Ces observations nous permettent d’établir le théoreme suivant :

Théoréme 4.2.3 Pour toute réunion de chemins G de niveau n on a :
0" (G) =04 (G) =n.

Preuve: La preuve est réalisée par récurrence sur |V(G)|. On peut aisément vérifier
qu’elle est vraie pour l'ensemble H, des graphes de niveau 2. Soit G une réunion de
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chemins vérifiant +,,(G) = n. Par le premier point du Lemme 4.2.2, on sait que toute
option H de G de niveau n a un poids strictement inférieur a celui de G, et est donc par
hypothese de récurrence gagnante. De plus, par le second point de ce méme lemme, toute
option H de niveau n—1 vérifie v,,_1(H) > v,(G) = n, donc 7,1 (H) # n—1. On en déduit
que H est également une option gagnante. On en conclut que 7,(G) =n = o*(G) = 0.
Montrons maintenant que 7, (G) # n = ot (G) = 1. Il faut pour cela trouver une
option perdante pour G. Si 7,(G) > n alors par le troisieme point du Lemme 4.2.2 (en
prenant p = n) il existe une option H de G de niveau n et de poids n. H est perdante par
hypothese de récurrence, on en déduit que G est gagnant. Enfin si v,(G) < n, on choisira
une option perdante de niveau n — 1. Par le quatrieme point du lemme avec p = n — 1,
comme 7,(G) < n — 1, il existe une option H de G vérifiant v,_1(H) =n — 1. Or H est
perdante par hypothese de récurrence. On en conclut que o*(G) = 1. [

En ce qui concerne les chemins seuls, pour tout n > 0 les chemins de niveau n et de poids
n sont P, yon €t P, ionp11. On en déduit a 'aide du Théoreme 4.2.3 que I'ensemble £ des
chemins perdants est :

Corollaire 4.2.4

£={3.2"+2n—4, 3.2"+2n—3 | nZO}

Version misere

L’étude des réunions de chemins de petit diametre pour la version misere donne a peu
de choses pres les mémes résultats que pour la version normale. En effet on peut réutiliser
les définitions de niveau et de poids pour établir la propriété suivante :

Théoréme 4.2.5 Pour toute réunion de chemins G de niveau n on a : 0 (G) = 0 &
W(G) =n+ 1.

Preuve: La preuve est réalisée par récurrence sur |V(G)|. On peut aisément vérifier
qu’elle est vraie pour de petits graphes, par exemple pour I'ensemble H; des graphes de
niveau 1. Soit G une réunion de chemins vérifiant 7,,(G) = n + 1. Par le premier point du
Lemme 4.2.2, on sait que toute option H de G de niveau n a un poids strictement inférieur
a celui de G, et est donc par hypothese de récurrence gagnante. De plus, par le second
point de ce méme lemme, toute option H de niveau n— 1 vérifie v, 1(H) > 7,(G) = n+1.
donc 7y,—1(H) # n, on en déduit que H est également une option gagnante. On en conclut
que 7,(G) =n= 0" (G) =0.

Montrons maintenant que si v,(G) # n+ 1 alors 0~ (G) = 1. Il faut pour cela trouver
une option perdante pour G. Si 7,(G) > n + 1 alors par le troisitme point du Lemme
4.2.2, en prenant p = n + 1, il existe une option H de G de niveau n et de poids n + 1.
H est perdante par hypothese de récurrence, on en déduit que G est gagnant. Enfin si
Y(G) < n, par le quatrieme point du lemme avec p = n — 1, il existe une option H de
G vérifiant 7,_1(H) = n. Or H est perdante par hypothese de récurrence. On en conclut

que o~ (G) = 1. |
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De ce théoreme caractérisant 1’ensemble des réunions de chemins perdants, on déduit
I’ensemble des chemins perdants L :

Corollaire 4.2.6

L={32"+2n—-2n>0}U{3.2" +2n—1,n > 0}.

4.2.2 Jeu sélectif maximal rapide

Les deux variantes étudiées ici sont soumises a la méme regle de composition : jeu
sélectif a diametre maximal, mais on se place en terminaison rapide, c¢’est-a-dire que la
partie est teminée des qu’'une composante est vidée.

Regardons dans quelle mesure les résultats obtenus pour le jeu sélectif maximal lent
peuvent etre étendus a ces deux nouvelles variantes.

Version normale

Comme pour le jeu disjonctif maximal rapide, la regle de terminaison rapide n’a que
peu d’influence sur la durée de la partie (nombre de coups). En effet, pour terminer le
jeu il faut jouer sur une composante P, P, ou P3; dans le cas ou G est une réunion de
chemins. Mais si aucun de ces trois chemins n’est présent dans GG, personne n’aura intéret
a les constituer car alors ce sera 'autre joueur qui gagnera en un coup. Par conséquent,
on évitera de jouer sur les petits chemins P, et Ps, ou de couper Py trop pres du bord.
Plus formellement, on a :

Proposition 4.2.7 Pour toute réunion de chemins G = Zle P,,, st ap < 3 alors
ot(G) =1.

On en déduit que pour un chemin Py de taille £ > 10, les options P| + Py_4, Po + Py_5 et
P3; + P,_g sont forcément gagnantes, et c’est également le cas si P, est une composante
d’un jeu G a plusieurs chemins. Par conséquent, lors de I’étude des réunions de chemins,
nous regarderons uniquement l’ensemble des options potentiellement perdantes de GG, noté
Opto(G), et défini sur chacun de ses chemins de taille k£ > 10 par :

. k—1
Opto(Py) = {Pi—2, Py—s, Pavi + Pyi7,0 <i < LTJ — 5}

Une option potentiellement perdante de G est issue du choix de Opty(P) pour un certain
nombre de chemins P de G, respectant la regle sélective maximale.

On retrouve le méme type de structures que pour les deux variantes disjonctives maxi-
males lentes : des niveaux avec v,, = 11.2""! —2, et des poids pour les chemins de niveau
n, ¢’est-a-dire de longueur k vérifiant v, < k <wv,.; — 1. On trouve par exemple sur Ho,
I’ensemble des réunions de chemins de niveau 2, que I’ensemble des réunions de chemins

perdantes est :
Ly = {2Ps, Pag + Pa1,2Ps1, Pa7, Pag, Pso, Ps3 }

U{ Z?izo 0P}, io5 + 196 = 1 €t igg + G21 + lo2 + Go3 + 124 = 1}.
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Précisons que l'on peut ajouter a ces réunions toute réunion de chemins G’ de niveau au
plus 1 sans en changer le type.

Par la suite, pour deux entiers positifs a et b avec a < b, nous noterons s,;(G) ou Sq
s’'il n’y a pas d’ambiguité sur le graphe considéré le nombre de composantes de diametre
compris entre a et b, a et b inclus.

Dans deux cas nous dirons que P, a un poids infini. Premierement s’il existe une
stratégie gagnante triviale, on dira que P, est de poids infini. On trouvera également des
chemins P, ou il existe un entier k tel que P, ait une option de (n—1)-poids k et également
une option de n-poids strictement supérieur a k. Dans ce cas P, sera également de poids
infini.

Au vu de I'exemple pour les graphes de niveau 2 et de ce qui a été calculé jusqu’au
niveau 5, on peut remarquer trois choses :

1. Le poids d’'un chemin P, dépend des autres chemins du graphe G. Par exemple au
niveau 2 on a yo(FPas) = 1 si et seulement si sg506 = 1 €t Sy24 > 1. Dans le cas
contraire, on a yo(Pas) > 2.

2. Un chemin P, de niveau n a son poids minoré par le quotient de la division eucli-
dienne de z + 7 — v, par 7 : v, (Py, y7xri) > k + 1;

3. Si le chemin P, ,7x4,; est seul dans le niveau n de G, alors son poids est soit k + 1
soit +o00.

Bien entendu ces observations doivent étre démontrées (ou infirmées par un contre-
exemple) dans le cadre général, lorsque le niveau de G est supérieur a 6. Par la suite,
le poids d’un chemin P, plongé dans une réunion G ou G-poids sera noté v (P,). Par
extension, pour tout H sous-ensemble de composantes de G, son poids sera noté vo(H)
et vaudra la somme des G-poids de ses composantes connexes.

La fonction de poids, construction abstraite utilisée pour caractériser les réunions per-
dantes, devra vérifier comme dans la Section précédente les quatre propriétés nécessaires
pour déduire les stratégies gagnantes ou, le cas échéant, pour certifier que la réunion est
perdante. Il s’agit des quatre points du Lemme 4.2.2 adaptées a cette variante.

Pour tout graphe G de niveau n et de poids vérifiant 0 < 7, (G) < 400, et pour tout
entier positif p < v,,_; + 2 on doit avoir :

1. VH € Opt(Q), v(H) < 7(G) ou 7, (H) = +00;

2. VH € Opl(G), 3 r(H) > 7(G)

3. Si v, (G) > p, alors il existe H € Opt(G) tel que v, (H) = p;
4. Si,(G) < p, alors il existe H € Opt(G) tel que v,—1(H) = p.

Ces quatre propriétés seront appelées propriétés de poids.
Commencgons par trouver un encadrement pour le poids d’une réunion de deux chemins
de méme niveau :

Proposition 4.2.8 Soit n > 2 et P, et P, deux chemins de niveau n. Si les poids de P,
et P, ne sont pas infinis alors on a :

’Yn(Pa) + %L(Pb> < ’Vn(Pa + Pb) < 27n(Pa) + 27n(Pb) —1
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Preuve: Prenons P, et P, deux chemins de niveau n et de poids fini. La preuve est
réalisée par récurrence sur (a,b), en posant a > b. La propriété est vérifiée au niveau 2,
pour tout couple (a,b). Commengons par démontrer la premiere inégalité, en supposant
par Pabsurde que v, (P, + P) < Yu(Py) + Yn(B)-

La propriété de poids numéro 4 entraine qu’il existe H = P, + P,_,_3 une option de
P, de niveau n et de poids 7, (P,) — 1. Or comme P, et P, sont de niveau n, P, ,_3 a un
niveau inférieur & n— 1. Donc v, (H) = 7, (Py) = v, (P,) — 1. Par hypothese de récurrence,
on & u(Pyr + Py) = 7a(Pa) — 1+ 7a(B). Mais comme 7a(Ps + B) < a(Pa) +7(B3), on
en déduit que :

Yo Par + By) 2 y(Pa + B).

Par la propriété de poids 1 la seule possibilité est donc 7, (P, + B,) = 400 Or c’est
impossible car par hypothese de récurrence v,(Py + By) < 2v,(Py) + 27,(B) — 1, on
aboutit donc a une contradiction.

I reste a montrer que le poids de P, + P, est inférieur a 2v,(P,) + 2v,(F,) — 1.
Soit H une option de P, + P, de niveau n. On peut négliger les composantes de niveau
inférieur ou égal a n — 1, comme H a au plus deux composantes de niveau n on peut
écrire H = Py + Py, avec a’ # a. Comme P, est une option de P,, on a par la propriété
de poids 1 v,(Py) < vn(P,) — 1. Par hypothese de récurrence on peut donc écrire :

’YH(H> < 27n(Pa’> + 27n(Pb’> —-1< 27n(Pa> + 27n<Pb) - 3.

On observe que toute option de P, + P, a un poids valant au plus 27, (P,) + 2v,(5) — 3.
Par la propriété de poids 3 on en conclut la deuxieme inégalité. |

Remarque: Cette propriété peut étre étendue a une réunion G = Zle P, de k chemins
de niveau n. On peut prouver que :

k k
D 7alPu) S (G) < —1423 qu(Pa)-
i=1 =1

Mais comme par la suite nous ne nous intéresserons qu’aux chemins seuls P,, les réunions
de trois chemins ou plus n’ont pas besoin d’étre étudiées.

Cette propriété nous permet de démontrer le théoreme suivant :

Théoréeme 4.2.9 Soit P, un chemin de niveau n > 2. Posons z = v,, + 7k +1i avec k > 0
et 0 <i<6. Onay,(P,) =400 sii€{3,4} et v,(P,) =k + 1 sinon.

Preuve: La preuve est réalisée par récurrence sur le niveau n de P,. La propriété est
vérifiée pour n = 2 comme on peut I'observer avec I'ensemble L, des réunions perdantes
de niveau 2. Soit n > 3. Supposons la propriété vraie pour tout p < n et démontrons-la au
rang n. On effectue une deuxieme récurrence sur k. Pour £ = 0, si i < 1 alors toute option
de P, est de niveau n — 1, car pour toute option H de P, on a 5] —1 < diam(H) < z—2,
soit v, 1 < diam(H) < v,. On remarque que les quatre propriétés des poids ne peuvent
étre vérifiées que si 7, (P,) = 1. Plus précisément, le point 3 ne pourrait étre vérifié si 'on
prenait tout autre poids que 1. Et la valeur 1 fonctionne pour les points 2 et 4.
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Sii e {2,3,4} alors P, ou P, .; est dans Opty(P,). Comme ces options sont de poids
1, on en déduit que v,(P,) > 2. Toutefois on observe que pour n = 2 le poids 2 n’est pas
possible car Py, Ps3 et Poy ne sont pas dans L. Plus précisément, P, ; possede 'option
de niveau n — 1 et de poids 1 suivante : P, 16+ P, ,+i—7- Le point 2 des propriétés de
poids ne peut donc étre vérifié que si le poids de P, est inférieur a 1. On aboutit a une
contradiction : 2 < 7, (P,) < 1. On en conclut que le poids de P, est infini.

Enfin si ¢ € {5,6}, les options potentiellement perdantes Opto(P.) de niveau n
sont P, +; pour j € {2,3,4}. Or ces options sont de poids infini comme on vient de
le démontrer. Or le point numéro 3 doit étre vérifié, c’est-a-dire que pour tout entier
0 < p < v.(P.) il doit exister une option de niveau n et de poids p. On en déduit que
Yu(P2) € {1, +oo}.

Supposons maintenant la propriété vraie pour tout &’ < k et démontrons-la au rang
k.

Si ¢ € {0,1}, il faut démontrer que le poids de P, n’est pas infini et que les quatre
propriétés de poids ne sont vérifiées que pour 7,(P,) = k + 1. Les points 1 et 3 sont
évidents par hypothese de récurrence, et on peut remarquer qu’ils ne sont vérifiés que si
Yn(P,) = k+1. Il reste & démontrer que toute option de niveau n—1 est de poids supérieur
ou égal a k+1. Pour les options n’ayant qu'une composante de niveau n— 1, 'option ayant
le plus petit poids est H = P, _, 1+ P, _, .71+ qui par induction vérifie v, _1(H) = k+1.
Enfin si H est une option ayant deux composantes de niveau n—1, il existe 4 entiers positifs
ou nuls ki, ko, i1 < 7 et ig <Ttelsque H= P, | i7k,+i, + Po,_,+7ky+i,- De plus on doit
avoir v,y + Tky 411 +vp1 + Tha + iy = v, + Tk +1i— 3, soit 7(ky + ko) +i1 +iy = Th+i— 1.
On en déduit que ki + ko € {k — 1,k}, soit ky + ko > k — 1. D’apres la Proposition
4.2.8 on peut minorer le poids de H : 7, 1(H) > ki + 1+ ky + 1 On en conclut que
Mmo1(H) > k—142=Fk+1

Sii € {2,3,4}, alors soit P, 7 soit P, 7,41 est une option potentiellement perdante
de P.. Or elle est de poids £+ 1 on en déduit que le poids de P, est au moins k+2. D’autre
part, regardons l'option de niveau n —1 H = P, _,1+;—¢ + Py, _,+7%+5. Comme ¢ < 4 la
premiere composante est de niveau n — 2; la seconde quant a elle est de niveau n — 1 et
son poids vaut par récurrence k + 1. On en déduit que v,(P,) < k+ 1. On aboutit a une
contradiction. On en conclut que v,(P,) = +o0.

Enfin si ¢ € {5,6}, par la Proposition 4.2.7, ni P, .7 ni P, 71 ne sont des options
intéressantes. En effet, le coup qui les construit isole un chemin de diametre inférieur
a 3. On en déduit en utilisant I’hypothese de récurrence que toute option de niveau n
a un poids inférieur ou égal a k. Il reste donc a prouver que toute option de niveau
n — 1 a un poids supérieur ou égal a k£ + 1. L’option H de niveau n — 1, n’ayant qu'une
composante dans ce niveau, est de poids minimal H = P, _, 1+ P, _,+7x+: par hypothese
de récurrence. Or 7,1 (H) = k + 1. Si H a deux composantes de niveau n — 1, alors elle
peut s’écrire H = P, |17k, +i, + o, 1 +7ky+is, avec i1 < 6 et 49 < 6. De plus on doit avoir
Un_1—|—7/{71—|-i1 +Un_1+7l£2+’i2 = Un+7k’+i—3, soit 7(/{71+k?2)+i1+i2 = 7]<?—|—i—1. On
en déduit que ky + ko € {k—1,k}, soit k; + ks > k — 1. En outre la Proposition 4.2.8 nous
permet de minorer le poids de H par k; + ks + 2. On en conclut que v, 1(H) > k+1. B
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Ce théoreme nous permet de connaitre I’ensemble des chemins perdants, c¢’est-a-dire ceux
dont le poids est égal a leur niveau :

Corollaire 4.2.10 L’ensemble L des tailles des chemins perdants pour cette variante est :
L£={0,4,5 U{11.2" + 7Tk -2, 112"+ 7k -1, 11.2"+ 7k +3, 11.2° + 7k +4, k > 0}

Preuve: Au niveau 0 on sait que le graphe vide F, est perdant et que P, et P; n’ont
que des options contenant Py, P, ou P5 et sont donc également perdantes. Pour les autres
chemins de niveau 0 Fs, P; et Fg, les chemins Py ou Ps en sont des options perdantes.
Pour un niveau n > 1 donné, les chemins perdants sont ceux qui dont le poids est
exactement n. Par le Théoreme 4.2.9, on sait qu’il s’agit des chemins de taille z; =
Vp+T(n—1)+iaveci € {0,1,5,6}. En posant k = n—1 on obtient : z; = 11.28+7k+i—2.
Comme i € {0,1,5,6} on trouve I'expression de I’ensemble L. [

Nous savons donc quels sont les chemins perdants et également quelle stratégie adopter
si P est gagnant : choisir une option de niveau n et de poids n si le poids de P est supérieur
a n, et choisir une option de niveau n — 1 et de poids n — 1 sinon.

Toutefois, nous avons seulement démontré que cette option de niveau n —1 et de poids
n — 1 existe, mais nous ne savons pas la trouver pour un chemin P donné. Les stratégies
gagnantes ne sont donc pas connues.

Il en est de méme a un instant ¢ de la partie lorsque la position courante est une
réunion de chemins GG. La Proposition 4.2.8 peut étre étendue pour donner un encadrement
du poids de @, mais si I'on veut connaitre son type il faudrait avoir le poids exact.
Par conséquent, il reste a démontrer une éventuelle collection de formules permettant de
donner le poids d’une réunion G de k£ chemins de niveau n. Les recherches que nous avons
effectuées jusqu’a n = 6 ne permettent pas de mettre en évidence une expression du poids
de toute réunion G, hormis pour quelques cas particuliers comme lorsqu’il n’y a qu'un
chemin de niveau n (Théoreme 4.2.9) ou lorsque le diametre de G est inférieur ou égal a
v, +6:

Conjecture 4.2.11 Soit G = Zle P,,, avec v, +6 > a; > ay > -+ > ap > vy.
1. Sl existe 1 <1 < k tel que a; € {v, + 2,v, + 3,0, + 4} alors v,(G) = +00 ;
2. Sinon si ay < v, + 1 alors v,(G) =k ;

Vv

3. Sinon soit j > 0 le plus petit entier tel que a; < v, +1. On a v,(G) =k+7—2;

Version misere

A I'opposé de la version normale, le jeu selectif maximal rapide misere est tres proche
du jeu selectif maximal lent misere. En effet, on retrouve un systeme de niveaux. Plus
précisément, pour une réunion de chemins G, le type de G est le méme que celui du
graphe Gy issu de G et dont on a retiré tous les chemins n’étant pas de niveau maximal
n = n(G). La valeur de niveau v, est ici v, = 5.2" — 2 et, comme pour les deux premieéres
versions, 1’expression du poids d'une réunion G se fait par simple addition des poids de
ses composantes :
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Définition 4.2.12 Soit G = Zle P,, une réunion de chemins, avec a; > ay > -+ > ay,.
On appelle niveau de G et on note n(G) le plus grand entier n tel que v, = 52" —2 <
a; = diam(G). Soit P, un chemin et n > 1. On appelle n-poids de P, et on note v, (P,)

la valeur suivante :
(7. (P.) =0 stz < vy,

Yn(Pz) = 00 i 2> Upin

Yo (Py) = {%J +1 sinon.

\

On appelle n-poids de G (ou poids de G si n =n(G)) et on note v,(G) la somme
k
Vn(G) = Z’Yn(Pal)
i=1

A Paide de cette définition, on peut exprimer les types des réunions de chemins :

Théoréme 4.2.13 Soit G une réunion de chemins de niveau n. On a :
o(G) =P & 7(G)=n

Preuve: La preuve est la méme que pour les deux variantes ”jeu sélectif maximal lent”
mis a part le point de départ de I'induction. [ |

On en déduit I'ensemble £ des chemins perdants :

Corollaire 4.2.14

£:{1,2}U{5.2”+2n—4, 5.2" +2n—3 nZl}
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4.3 Jeux disjonctifs a diametre minimal

Pour les variantes disjonctives a diametre minimal, la regle de composition impose que
les joueurs jouent sur la composante de plus petit diametre. Donc pour une réunion de
chemins G = P,, + P,, + - - -+ P,, le nombre d’options de G est en O(ay) = O(@) au
pire, mais dans la pratique comme P, est le plus petit chemin de G, a; est négligeable
devant |V (G)|, et donc le nombre d’options de G est le plus petit de toutes les variantes
déja étudiées.

On peut donc s’attendre a découvrir plus facilement une période pour la séquence des
types des chemins. C’est effectivement le cas pour les huit variantes a diametre minimal.

4.3.1 Jeu disjonctif minimal lent

Etant donné que les versions normale et misere sont semblables, elles seront traitées
dans la méme section. Dans cette section, une réunion de chemins G sera notée G =
Z?Zl 1 P; en posant i, = 0 car les graphes P, et P sont isomorphes pour ’ensemble des
variantes a diametre minimal. Pour plus de clarté, posons Rt = 07 (G) et R~ = 07 (G)
s'il n’y a pas d’ambiguité sur la réunion G considérée. Rappelons que ot (G) (resp. 0~ (G))
est le booléen de jeu de G et vaut 1 si et seulement si o(G) = N pour la version normale
(resp. misere).

Théoréeme 4.3.1

1. Sin <7 alors :
~ Siis+i3=0alors Rt =iy +ig et R~ =11 +ig+1;
~ Sinon Rt = R~ =i, + 1.

2. Sin>7 alors :
~ Siig>0etis+ig=0alors Rt =R =i, +1i5+1;
~ Sinon Rt = R~ =i, + 1.

Démontrons tout d’abord le fait que les chemins de taille au moins 7 sont tous gagnants
pour les deux versions :

Lemme 4.3.2
VYn>T7, o*(Pn) =0 (P,)=1

Preuve: Par récurrence sur n. Vérifions tout d’abord que le lemme est vrai pour n < 10.
Comme Pj3 et P; sont gagnants pour les deux versions, P3 + Py, P3 + P, Ps + P, et
Ps + P, sont des options perdantes pour respectivement Pr, P, Py, et Pjg. En effet, sur
ces options le joueur n’a d’autre choix que de jouer sur P, (ou P, suivant les cas) et forme
donc l'option P ou Ps.
Posons maintenant n > 11. Par hypothese de récurrence, P, 4 est gagnant.

Or Opt(P,—4+ P1) = {P,_4}, donc P,_4 + P, est perdant. Comme il s’agit d’'une option
de P, on en déduit que P, est gagnant. |
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Preuve du Théoréme 4.3.1 : La preuve est réalisée par récurrence sur |V(G).
Démontrons d’abord la partie concernant les graphes de petit diametre n < 7. On vérifie
que les formules sont vraies lorsque G est le graphe vide ou lorsque G = P;.
Premierement, si i5 + i3 = 0 et ig > 0, alors G = i1 P} + 14 Py + i¢Fs. Si i1 > 0 alors
Opt(G) = {G — P, }, donc par hypothese de récurrence on a Rt =1 —min{i; — 1 +ig} =
i1 +16, et R~ =1 —min{i; — 1446+ 1} = i3 + i+ 1. Sinon si 74 > 0 alors 'unique
option de G est G + P, — P,. Par hypothese de récurrence on retrouve les formules du
théoreme pour G. Sinon G = i5Fs. Par hypothese de récurrence on peut écrire :

Rt =1—-min{is — 1,1, 2+1i5— 1} =g

R =1-min{ig—1+1,1,2+ig—1+1} =i+ 1
Ensuite regardons le cas ou i5+1i3 > 0. Tout d’abord, si ¢; > 0 alors I'unique option est
G — Py,. On en déduit par hypothese de récurrence que RT = R~ = 1—min{i; + 1 — 1} =
i1 + 1. Sinon si i3 > 0 alors le joueur peut soit supprimer P3 soit constituer un sommet
isolé P;. Suivant la version considérée, il choisira I'une ou 'autre des options pour gagner
la partie. Sinon si iy > 0 alors on peut écrire R* = R~ =1 —min{i; + 1 + 1} =iy + 1.
Enfin si ¢y + i3 +i4 = 0 alors Opt(G) = {G + P; — P5s,G+ P, — P5s,G + 2P, — Ps}. Si

15 = 1 alors on a

Rt =1—min{i; + 1,4, +ig + 1,4, +i6 +2} =1 =R".
Sinon (i5 > 1) par hypothese de récurrence on peut écrire :

Rt =R =1-min{i; + 1,4 + 2,75, + 3} = 1.

Passons maintenant aux réunions de diametre n > 7. Tout d’abord, remarquons que
le chemin P, est inévitablement vidé en deux coups successifs. Par conséquent, pour toute
réunion de chemins H on a o (H + Py) = o (H) et 0~ (H + Py) = 0~ (H). On peut
donc par la suite poser iy = 0. Si 71 + i3 + 15 + ig = 0, alors le Lemme 4.3.2 entraine que
RT™ = R~ = 1. En effet, Alice applique successivement sur chaque composante Py (par
ordre croissant de diametre) la stratégie gagnante misere qui consiste a choisir 'option
P._4 + P, tant que k > 11, puis a jouer de telle sorte que 'autre joueur retire le dernier
sommet. Ainsi, c’est a Alice de jouer lorsqu’il ne reste qu’une composante P,. Par le
Lemme 4.3.2, on en conclut que R™ = R~ = 1.

Siiz+i5+is = 0 et iy > 0, par hypothese de récurrence o(G) = 1 —min{o(G—P,)} =
1—min{i; —1+1} =4 + L.

Siis+ i3 = 0 et ig > 0, la propriété est vraie par hypothese de récurrence si 7; > 0.
Posons donc i; = 0. Comme les options de Py sont Py, Ps et P, + P;, on peut écrire par
hypothese de récurrence :

o(G) =1 —min{ig, 1,6 + 2} = is + 1.

Finalement si i3 + i5 > 0, la propriété est vraie par hypothese de récurrence si 2; > 0.
Posons donc i1 = 0. Comme toutes les expressions du théoreme dépendent de la parité
du nombre de sommets isolés, le Suivant choisira option () ou P; de P3 (ou bien P; ou
2P, de Ps) en fonction de la parité du nombre de somets isolés qu’il lui faut obtenir pour
gagner la partie. |
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Du Théoreme 4.3.1 et du Lemme 4.3.2 on déduit les ensembles des tailles des chemins
perdants : £1 en version normale et £~ en version misere :

LT ={0,4} et L= ={1,2,6}.

Le Théoreme 4.3.1 sert principalement a élaborer des stratégies gagnantes lorsque l'on
joue sur une réunion quelconque de chemins. Dans la pratique si I'on part d’un chemin
P, et que la stratégie gagnante y est a tout moment de la partie appliquée, la position
courante sera toujours de la forme Py (position gagnante) ou P, U P; (position perdante),
excepté a la fin du jeu lorsque diam(G) < 7.

4.3.2 Jeu disjonctif minimal rapide

Les trois dernieres variantes du jeu a diametre minimal sont triviales pour les réunions
de chemins. En effet, on s’apercoit que c’est le plus petit chemin qui détermine le type de
la réunion G

Théoréme 4.3.3
1.Vn>11, 07 (P,) = 1;
2.¥n>3,0 (P,) =1.

Preuve: Par récurrence sur n.

1. Pour la version normale, on remarque que pour tout 4 < k <n, o (P, + P;) = 0.
En effet, 'unique option de P, + Py est P, + P, qui est gagnant en un coup par
hypothese de récurrence. Comme P, 7 + Py € Opt(P,) et k=n—7> 11 -7 = 4,
on en conclut que ot (P,) = 1.

2. Pour la version misere, l'option P,_4 + P, de P, est perdante en un coup par hy-
pothese de récurrence, on en déduit que o~ (P,) = 1.

Ce théoréme entraine que les ensembles £1 et £~ sont finis. Plus précisément, on a :

LT =1{0,4,5,9,10} et L~ = {1,2}.

4.4 Jeux sélectifs a diametre minimal

Terminons ce Chapitre par les variantes sélectives a diametre minimal. Les joueurs
peuvent jouer sur une sélection de une ou plusieurs composantes connexes parmi celles de
plus petit diametre.
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4.4.1 Jeu sélectif minimal lent
Version normale

Commencgons par démontrer que si le plus petit chemin d’une réunion est de taille 4,
alors la réunion est perdante.

Proposition 4.4.1 VYn >4, ot (P,+ P;) =0

Preuve: Au vu des regles de composition de cette version, écrivons l’expression des op-
tions de P, + Py :

Opt(P,+Py)={P,+P, P+P+P,i>j>—-1li+j=n—3}

Montrons que chacune de ces options est gagnante. Toute option de P, + Py s’écrit G+ P;
ol G est une réunion non vide d’au plus 2 chemins.
— Si o™ (G) =0, alors comme G € Opt(G + P;) on en déduit que o7 (G + Pp) = 1;
— Si 07(G) = 1, alors il existe une option perdante H de G. Mais H est également
une option de G + P;. Par conséquent o+ (G + P;) = 1.
On en conclut que toute option G + Py est gagnante, donc que ot (P, + P;) = 0. [

Comme pour tout n > 11, P,_7+ P, est une option perdante de P,, par la Proposition
4.4.1 on en déduit I'ensemble £ :

Corollaire 4.4.2
LT = {0,4,5,9,10}.

Version misere

Commencons par démontrer la propriété suivante :

Proposition 4.4.3 Soit G =}, ;P; non conneze avec i, > 0. On a :
1. Siiy+is+i3 >0 alors o (G) =1;
2. Siiy+ig+iz =0 etiy+i5 >0 alors o~ (G) = 0.

Preuve: Posons G/ = 2?24 i;P;. La stratégie gagnante dans le cas ol 7; + i + i3 > 0
dépend du type de G’ :

— Sio(G") =P alors comme G’ € Opt(G), G est gagnant.

— Si o(G") = N alors il existe une option perdante H de G'. Mais H est également

une option de GG. Par conséquent, GG est gagnant.

Démontrons maintenant le second point par récurrence sur |V (G)|. Sur G, le joueur Sui-
vant est obligé de jouer sur le plus petit chemin. Comme il est de taille 4 ou 5, on en
déduit que toute option G’ de G contient au moins un chemin Py, P ou Ps. Par hypothese
de récurrence et en utilisant le premier point on en conclut que toute option de G est
gagnante, donc que G est est perdant. [

Cette propriété nous permet de déduire ’ensemble des tailles des chemins perdants £~ :
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Corollaire 4.4.4
L~ ={1,2,6,7}.

Preuve: Sachant que P; et P, sont perdants pour cette variante, on en déduit que Ps,
P, et P5 sont gagnants. C’est également le cas pour 2P, qui contient 'option perdante
P,. Par conséquent, Ps et P; n’ont que des options gagnantes et sont donc perdants. Pour
n € {8,9,10}, Ps (ou P;) est une option perdante de P,. Enfin, pour n > 11, il suffit de
choisir 'option P,_7 4+ P,. Comme n —7 > 4, cette option vérifie les conditions du second
point de la Proposition 4.4.3, elle est donc perdante. On en conclut qu’au dela de n = 8
les chemins P, sont tous gagnants. |

4.4.2 Jeu sélectif minimal rapide

Pour les deux dernieres versions a diametre minimal, les stratégies gagnantes sur les
réunions de chemins sont faciles a découvrir. En effet, si la plus petite composante connexe
est gagnante alors on applique une stratégie gagnante sur cette composante sans toucher
au reste du graphe. Dans le cas contraire nous allons prouver que le graphe général est
lui aussi perdant.

Version normale

Proposition 4.4.5 Soit G =} " | P, aveca; < ay < -+ < ap.

G est perdant si et seulement si ay € {4,5} ou si pour tout 1 <i <n, a; € {9,10}

Preuve: Par récurrence sur |V(G)|. On observe que Py et Ps sont perdants car ils n’ont

que des options gagnantes en un coup.

Comme le joueur suivant doit jouer sur la plus petite composante P, (et

éventuellement sur d’autres composantes), on peut écrire :

— Sia; € {1,2,3} alors le suivant peut gagner en un coup car le jeu est en terminaison
rapide.

— Siay, € {4,5} alors pour toute option H = Z?:l Py de G, la plus petite composante
est de longueur ) € {1,2,3}. Par hypotheése de récurrence on en déduit que H est
gagnant et donc que o(G) = P.

— Siay € {6,7,8}, le joueur suivant joue uniquement sur P,, pour obtenir P, ou Ps.

L’option H de GG ainsi construite est perdante par hypothese de récurrence.

Si pour tout 1 < i <mn, a; € {9,10}, on remarque que toute option de G a sa plus

petite composante de taille a} € {1,2,3,6,7,8}, et est donc perdante par hypothese

de récurrence.

— Si a; € {9,10} mais qu’il existe une composante P, avec a; > 11, alors le suivant
joue sur toutes les composantes F,, pour ¢ < k vers 'option P, _o, et choisit 'option
P,,_7+ P, de P,, . Il obtient ainsi une option de diametre minimal 4, donc perdante
par hypothese de récurrence.

— Enfin si a; > 11, le suivant joue uniquement sur F,, pour obtenir F,, 7+ P,. Comme
a; — 7 > 4, par hypothese de récurrence cette option est perdante.
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O O

Version normale Version miséere

FIGURE 4.1 — Situation ou le type differe entre les variantes conjonctives et disjonctives
minimales

De cette proposition on déduit immédiatement ’ensemble des chemins perdants L :

Corollaire 4.4.6
L =1{0,4,5,9,10}.

Version misere

Pour la version misere, les stratégies gagnantes sont tres faciles a exprimer :
Proposition 4.4.7 Soit G =" | P, avec a;y < ay < -+ < ay,.

G est perdant si et seulement si ay € {1,2}.

Preuve: Si a; € {1,2}, la partie se termine forcément en un coup, donc o(G) = P. Si
a; = 3 le suivant gagne en jouant uniquement sur P,, vers l'option P,, o = P;. Enfin si
aj > 4, alors Poption P,, 4 + P, de P,, est perdante, soit o(G) = N. [ |

On observe que les types des réunions de chemins pour cette variante sont les mémes que
pour le jeu disjonctif minimal rapide et également pour le jeu conjonctif rapide.

Néammoins, ces variantes ne sont pas équivalentes pour le jeu de domination tant en
version normale que misere.

Premierement, entre les jeux disjonctif minimal et sélectif minimal en version normale,
regardons 'exemple Pj; + Py. En jeu disjonctif, le suivant est obligé de jouer seulement
sur Py qui fournit une option gagnante. Par contre, en jeu sélectif, le suivant peut jouer
sur les deux composantes et choisira par exemple 'option Py + P, + P7, qui est perdante
par la Proposition 4.4.5.

Ensuite on peut observer la distinction entre le jeu conjonctif et le jeu disjonctif mi-
nimal sur la famille des graphes planaires, par exemple lorsque le graphe G est constitué
de deux composantes de méme diametre. Dans ce cas, il est parfois utile de jouer sur une
seule des composantes, si ce coup n’en modifie pas le diametre. Les exemples de la Figure
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4.1 illustrent le fait qu'une stratégie gagnante peut exister en disjonctif minimal rapide
ou en sélectif minimal rapide mais pas en conjonctif rapide.

Pour la version normale, le graphe G est formé de Cg et d'un cycle de taille 5 avec
une feuille supplémentaire, noté Cf. L'unique option de Cg est P5 qui est gagnante pour
les trois variantes. D’autre part, on a :

Opt(Cé) = {P4,P3,P2+P1}

Les options Ps et Po+ P; sont gagnantes alors que Py est perdante (pour les trois variantes).
On en déduit qu’en jeu disjonctif minimal ou sélectif minimal le Suivant pourra choisir
I'option Cg+ P4 qui est perdante car toute option H de Cg+ P, a au moins une composante
de diametre inférieur ou égal a 2.

Par contre, en jeu conjonctif, toute option de G contient la composante P; (unique
option de Cg) qui est gagnante en un coup, donc G est perdant.

Il en est de méme pour la version misere avec 1’exemple de la Figure 4.1, en posant
G = H, + Cg avec G le graphe général formé de deux composantes et H; le graphe a 10
sommets a gauche sur la Figure. En jeu disjonctif minimal ou sélectif minimal, le suivant
jouera uniquement sur H; pour obtenir 'option H = Cg + Cg, de méme diametre que G.
Comme toute option de H a au moins une composante Ps, les options de H sont toutes
gagnantes. Par conséquent H est une option perdante de G.

Par contre en jeu conjonctif, le suivant est obligé de jouer sur Cg pour former 1'option
P;3 (qui a une option perdante P;). Et comme le jeu sur H; n’a aucune option de diametre
1 ou 2, on en déduit que G est perdant.

4.5 Conclusion

Nous avons étudié dans ce Chapitre seize nouvelles variantes du jeu de domination sur
les chemins.

Les jeux disjonctifs maximaux sont certainement parmi celles-ci les variantes les plus
difficile a résoudre. Aucune période n’a été découverte dans la séquence des booléens de
jeu des chemins, et les algorithmes permettant de trouver les types des chemins et par
la méme occasion les stratégies gagnantes sont polynomiaux mais en O(n°) ou O(n%), ce
qui dans la pratique n’est guere mieux que 'algorithme exponentiel naif. Cependant nous
avons pu démontrer certaines propriétés permettant de trouver les stratégies gagnantes
en temps linéaire pour des réunions de chemins particulieres.

Pour les quatre jeux sélectifs maximaux nous avons au contraire pu mettre en évidence
une structure récurrente dans la séquence des booléens de jeu. Une période géométrique
a été découverte en affectant des niveaux et des poids aux chemins. Ces parametres
ont permis également pour trois des quatre variantes de trouver les stratégies gagnantes
pour une réunion de k£ chemins en O(k), mais le probleme d’existence d’un algorithme
polynomial pour les stratégies gagnantes reste ouvert pour le jeu sélectif maximal rapide
normal.

Pour les huit jeux a diametre minimal, 'ensemble des réunions de chemins perdantes
est aisément caractérisable, et par conséquent on peut trouver une stratégie gagnante
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en temps linéaire. Ces versions faciles a résoudre sur la famille des chemins deviennent
difficiles sur des familles plus complexes comme les graphes planaires.

Nous pourrions a loisir constituer de nouvelles variantes du jeu de domination en
modifiant la maniere de jouer lorsqu’il y a plusieurs composantes connexes. Outre les jeux
disjonctif, sélectif et conjonctif, pour un entier £ > 2 donné, nous pourrions envisager le jeu
k-exact, k-minimal et k-maximal qui imposent aux joueurs de jouer sur, respectivement,
exactement, au moins et au plus k composantes connexes si le graphe en contient au moins
k, et, respectivement, en conjonctif, conjonctif et sélectif sinon.

La caractérisation des réunions perdantes parait étre un probleme difficile pour ces
nouvelles variantes. Par exemple, pour le jeu 2-exact lent normal les réunions de chemins
de diametre au plus 3 ont un type périodique de période 4 sur 7; + iy et de période 16
sur i3, et aucune période n’a été découverte pour les réunions de diametre 4! A titre de
comparaison, pour la variante la plus difficile qui a été traitée en détail dans la Section
4.1.1, les types des réunions G de diametre au plus 4 sont simplement donnés par la
formule

ot (G) = isiy + i3i3 + 14.
Pour ces variantes méme la famille des chemins parait trop complexe, est sa résolution
est probablement un probleme NP-difficile.

D’autre part on peut constituer en s’inspirant des variantes diametre une infinité de
jeux. Au lieu du diametre, prenons une fonction f de I’ensemble des graphes connexes
dans IN. Les joueurs seront forcés de jouer sur la (ou les) composante(s) maximisant la
valeur de la fonction f. Par exemple en prenant comme fonction le reste de la division
euclidienne par un entier k, on forme les jeux a congruences.

Jeu de marquage tres simple dans sa définition, le jeu de domination permet de
constituer une bibliotheque infinie de jeux combinatoires. En ce qui concerne les che-
mins, pour certains d’entre-eux quelques minutes suffisent pour découvrir une stratégie
gagnante, alors que pour d’autres variantes paraissant pourtant similaires, le probleme de
caractérisation des chemins perdants est ouvert et nécessiterait une puissance de calcul
considérable pour espérer découvrir une période...



Chapitre 5

Conclusion et perspectives

Dans cette partie, apres avoir introduit les principales notions sur les jeux combina-
toires, nous avons présenté une célebre famille de jeux combinatoires : les jeux octaux.

Ensuite nous avons étudié un jeu de marquage sur les graphes : le jeu de domination.
La conclusion ainsi que les perspectives sont présentées en Section 2.6. En résumé, ’étude
de familles jouables nous a permis d’obtenir des résultats sur de "petites” familles de
graphes, mais l'existence d’un algorithme polynomial calculant le nimber d'un graphe
d’un famille plus grande comme les arbres ou les graphes planaires reste un probleme
ouvert.

D’autre part nous avons étudié 28 variantes du jeu de domination sur la famille des
chemins. Pour les douze premieres, définies par John H. Conway [7], nous avons recherché
I’ensemble £ des chemins perdants ainsi qu’'un algorithme donnant les stratégies gagnantes
sur une réunion de chemins. Dans dix cas I’ensemble £ a pu étre déterminé, mais pour
les deux dernieres le calcul du type d'un chemin P, est effectué par un algorithme, qua-
dratique pour le jeu disjonctif rapide misere et exponentiel pour le jeu disjonctif lent
misere.

En ce qui concerne les quatre variantes disjonctives a diametre maximal, I’ensemble
des chemins perdants n’a pu étre déterminé mais un algorithme polynomial en O(n°) ou
O(nb) suivant les cas permet de calculer les types de chemins. Pour les quatre variantes
sélectives a diametre maximal, une période géométrique a pu étre mise en évidence dans
la séquence des types des chemins. Nous avons pour trois des quatre variantes, donné un
algorithme en O(k) calculant un coup gagnant sur une réunion de k chemins. Pour la
derniere, le jeu sélectif maximal rapide normal, 'existence d’un algorithme polynomial
calculant les stratégies gagnantes d’une réunion de chemins reste un probleme ouvert.
Enfin nous avons terminé cette étude par les huit variantes a diametre minimal. Pour
toutes ces variantes, I’ensemble des chemins perdants £ a pu étre déterminé et le calcul
d’un coup gagnant sur une réunion de k chemins s’effectue en O(k).

En fin de Chapitre 4 (c.f. Section 4.5) nous avons donné plusieurs autres exemples de
variantes dont les regles sont basées sur la maniere de jouer lorsque le graphe est formé
de plusieurs composantes connexes. On peut constituer un nombre infini de variantes du
jeu de domination. Deux questions se posent naturellement :

1. Existe-t-il une variante du jeu de domination telle que le calcul du type d’un chemin
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soit un probleme NP-complet ?

2. Peut-on établir une classification des variantes selon la complexité du probleme
de détermination du type d'un chemin P,, ou selon la complexité du probleme de
recherche d’un coup gagnant sur une réunion de chemins ?

D’autre part, les 28 variantes ont été uniquement étudiées sur la familles des chemins.
On pourrait également étudier ces variantes sur d’autres familles jouables. Pour certaines
variantes comme le jeu conjonctif rapide misere on observe que certains graphes bénéficient
d’une stratégie gagnante en deux coups. C’est par exemple le cas si le graphe G possede
une feuille z avec au moins un sommet s a distance 2. Le jeu sur s isole la feuille . Comme
on est en jeu conjonctif rapide misere, l'autre joueur est obligé de supprimer z, ainsi il
perd. Pour les huit jeux a diametre minimal on peut également trouver des coups gagnants
localement, ¢’est-a-dire dont le type de I'option ne dépend pas de toute la composante GG
mais seulement d’une structure locale.

Pour les six variantes pour lesquelles la caractérisation des chemins perdants reste
un probleme ouvert, I’étude d’autres familles jouables de taille linéaire commme les scies
ou des familles de chenilles pourrait aboutir a la caractérisation des élements perdants.
Ces écarts de complexité entre deux familles de taille linéaire ont pu étre observés pour
le jeu de domination classique D, par exemple entre les scies triangulaires et les scies
trapézoidales.

En ce qui concerne le jeu de domination classique, d’autres familles ont été étudiées
ou font l'objet de travaux en cours. C’est le cas des Etoiles a k& branches (k fixé) pour
lesquelles une période dans la séquence de Grundy a été démontrée pour k € {3,4}.
Cependant la question de la périodicité pour k > 5 reste ouverte. Enfin, comme cela a
été éffectué pour les chenilles, on peut calculer le nimber d’une chenille circulaire, d'un
graphe d’intervalle, ou encore d'un graphe circulaire d’intervalle de diametre d en
O(d?).

Pour conclure, citons quelques autres perspectives concernant d’autres jeux de mar-
quage proches du jeu de domination D :

1. Jeu D sur les graphes orientés ;

Jeu D a trois joueurs ou plus;

Jeu D ou chaque joueur joue k fois de suite;

Jeu D ou chaque joueur est autorisé a passer son tour au plus k fois (k fixé).

Jeux partisans basés sur D : par exemple Alice joue deux fois et Bob une seule fois;

Alice doit maximiser le nombre de sommets marqués alors que Bob doit le minimiser ;

NS e N

Pour un entier £ > 0 donné, on peut marquer un sommet v si le nombre de voisins
qui sont marqués est inférieur ou égal a k.

8. etc...
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6.1 Introduction

Proposé par Brams en 1981 (publié par Martin Gardner dans [11]) puis réinventé par
Bodlaender dix ans plus tard [5], le nombre chromatique ludique est basé sur un jeu de
coloration de graphes. Il s’agit d’un jeu qui n’est pas combinatoire, car le gagnant de la
partie n’est pas celui qui joue le dernier coup. C’est pour cette raison que cette étude est
réalisée dans une partie séparée. Néanmoins, certaines notions sur les jeux combinatoires
seront utilisées ici sans étre redéfinies, voir le début du Chapitre 1 pour les définitions
générales de la théorie des jeux combinatoires.

Commencons par définir ce jeu de coloration qui sera noté J dans toute la partie. Au
départ la position initiale est constituée d’un graphe non orienté GG et d’'un nombre k£ > 0
de couleurs. Les deux joueurs, toujours nommés Alice et Bob, colorient alternativement
et proprement un sommet du graphe avec 'une des k couleurs. Alice commence a jouer
et la partie s’arréte lorsque plus aucun sommet n’est proprement coloriable. Si le graphe
G est completement colorié alors Alice gagne, et sinon c’est Bob qui gagne. L’objectif
d’Alice est donc de colorier tout le graphe alors que Bob doit tenter de I’en empécher.
On dit qu’il s’agit d’un jeu de type constructeur/destructeur. Le nombre chromatique
ludique est un parametre de graphe se calculant a partir de 7 de la maniere suivante :

Définition 6.1.1 Soit G un graphe. Le nombre chromatique ludique de G, noté
Xy(G), est le plus petit nombre k de couleurs pour lequel Alice a une stratégie gagnante
sur G dans le jeu de coloration 7.

Il existe une variante de 7 ot Bob commence & jouer que nous noterons 7 2. Le parametre
correspondant, calculé comme pour 7, est le nombre chromatique B-ludique et est
noté Xf , par opposition au nombre chromatique ludique classique, parfois dit A-ludique
et noté X‘; = Xg-

Notons qu’il existe plusieurs autres jeux de coloration ou de marquage portant sur
les graphes. Citons le jeu de coloration d’arétes et le jeu de marquage de sommets, qui
permettent également de calculer des parametres de graphes. Le jeu de marquage de
sommets est assez proche de J et est a 'origine du game coloring number, fréquemment
étudié en méme temps que le nombre chromatique ludique comme dans [27] ou [20].

Il existe également une version du jeu de coloration sur les graphes orientés, introduite
par Nesetril et Sopena [22], & l'origine du nombre chromatique ludique orienté.

Depuis la fin des années 90, le nombre chromatique ludique a fait 'objet d'un grand
nombre de publications. Les chercheurs ont notamment recherché un encadrement de la
valeur de ce parametre sur des familles particulieres de graphes. Donnons-en quelques
exemples. Nous invitons le lecteur intéressé a consulter [20] pour un récent état de 'art
ainsi que l'exposé de plusieurs méthodes permettant de borner le nombre chromatique lu-
dique. Pour les graphes planaires, les premiers résultats [19] ont été plusieurs fois améliorés
jusqu’a la majoration de Zhu [31] qui démontre I'existence d’une ”stratégie d’activation”
qui permet a Alice de colorier tout graphe planaire avec 17 couleurs. D’autre part, un
graphe planaire de nombre chromatique ludique 8 a été découvert. La question de I'exis-
tence d'un graphe planaire P vérifiant 9 < y,(P) < 16 reste un probleme ouvert.

En ce qui concerne les graphes planaires extérieurs, le ”saut” est moins important. La
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stratégie d’activation permet a Alice d’avoir une stratégie gagnante avec 7 couleurs [14],
et il existe un exemple pour lequel 6 couleurs sont nécessaires.

Citons également d’autres résultats sur certaines familles de graphes. Le nombre chro-
matique ludique d'un produit cartésien peut s’exprimer en fonction de ceux des deux
graphes de départ [13].

Pour les graphes de genre g, X. Zhu a démontré que le nombre chromatique ludique
vaut au plus :

3 1
Xo(G) < L§\/1 +48g + 11 + §J.

Dans [18], Faigle et al. ont démontré que le nombre chromatique ludique de tout arbre
est au plus 4, et que cette borne est atteinte. Rappelons la démonstration de ce théoreme.
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.

FIGURE 6.1 — Stratégie gagnante pour Alice avec 4 couleurs sur un arbre.

Théoréme 6.1.2 (Faigle et al. [18], 1993) Pour tout arbre T, x,(T) < 4 et cette
borne est atteinte.

Preuve: Mettons en évidence une stratégie gagnante pour Alice qui lui permet d’aboutir
a la coloration complete de T avec 4 couleurs. Le principe est qu’Alice peut toujours faire
en sorte qu’apres son coup toute composante connexe ait au plus deux feuilles coloriées.
Démontrons cette propriété par induction. Elle est trivialement vraie au début de la partie.
Soit 7" un arbre vérifiant ces conditions. Si c¢’est a Alice de jouer elle colorie un sommet
du chemin reliant deux feuilles coloriées, ou n’importe quel sommet si toute composante
a au plus une feuille coloriée. Toute composante aura ainsi au plus deux feuilles coloriées.

Si c’est a Bob de jouer, s’il colorie un sommet du chemin reliant deux feuilles coloriées,
ou n’importe quel sommet d’'une composante ayant au plus une feuille coloriée, alors
Alice joue comme précédemment et la propriété est conservée. Si Bob choisit de colorier
un sommet x dans une composante possédant 2 feuilles coloriées y et z, la composante
contenant y et z possede dorénavant 3 feuilles coloriées (si x n’appartient pas au chemin
reliant y et z). Dans ce cas il suffit a Alice de jouer a I'intersection u des 3 chemins reliant
x ety xetz etyetz Ainsi elle divise la composante en trois nouvelles composantes
ayant chacune 2 feuilles coloriées, comme c’est illustré sur la Figure 6.1. Comme Alice a
toujours au plus trois couleurs interdites, on en conclut que pour tout arbre T', x,(T") < 4.



110 CHAPITRE 6. INTRODUCTION ET OUTILS GENERAUX

WYYV, Y,

FIGURE 6.2 — Arbre de nombre chromatique ludique 4 a gauche; a droite coup gagnant
de Bob.

Un exemple pour lequel cette borne est atteinte est représenté en Figure 6.2.
Démontrons que 'arbre de gauche est de nombre chromatique ludique 4. Alice commence
a jouer. On observe que quel que soit son choix, en jouant sur un sommet a distance 3 avec
la méme couleur a, Bob constitue un arbre partiellement colorié contenant la configuration
de droite. Comme il reste six sommets en dehors de cette configuration, Bob peut forcer
Alice a y jouer en premier. Sur cette configuration, si Alice joue sur un sommet de degré
4 c’est avec une couleur différente de a, donc Bob peut placer une 3e couleur au voisinage
de l'autre sommet de degré 4. Ainsi il faudra une 4e couleur pour colorier ce sommet. Si
Alice colorie une des feuilles de cette configuration, alors Bob colorie une feuille voisine
de l'autre 4-sommet avec une couleur b # a. On observe qu’avec 3 couleurs Alice ne peut
terminer cette coloration. [

Une question naturelle est donc de caractériser les arbres de nombre chromatique
ludique &, pour 1 < k£ < 4. Comme la réponse est triviale pour £ = 1,2, elle se réduit a
caractériser I’ensemble des arbres qui ont un nombre chromatique ludique 3. Dans cette
partie nous nous intéresserons a cette question de la caractérisation des arbres de nombre
chromatique ludique 3. Comme ce probleme semble difficile pour 'ensemble des arbres,
nous étudierons une sous-famille déja définie dans la premiere partie : les chenilles.

Par conséquent, par la suite nous étudierons uniquement les jeux J et J? avec 3
couleurs, et tenterons de déterminer lequel des deux joueurs a une stratégie gagnante.

Nous commencerons par introduire les notions nécessaires a la caractérisation des
arbres de nombre chromatique ludique 3, notamment la notion de bitype.

Ensuite nous étudierons la famille des chenilles sans trous pour laquelle la ca-
ractérisation sera complete, et donnerons quelques outils pour 1’étude des chenilles avec
trous.

Nous terminerons par la recherche de plus petits exemples d’arbres non coloriés de
bitype donné, notamment un arbre 7" vérifiant x,(7) = 4 et Xf(T ) = 3, c’est a dire ou
les joueurs gagnent si et seulement s’ils ne commencent pas.

6.2 Cinqg réductions de graphes

Afin de déterminer le nombre chromatique ludique d'un graphe G' donné, nous allons
jouer sur GG avec trois couleurs et essayer de déterminer lequel des deux joueurs a une
stratégie gagnante. Le graphe GG considéré appartiendra a une famille de graphes dont
tous les éléments ont un nombre chromatique ludique au plus 4, comme c’est le cas pour
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les arbres. Une position courante de jeu est donc une 3-coloration partielle des sommets
de GG. Mais certaines configurations locales nous permettent de retirer des sommets de G
ou de déconnecter certaines composantes sans modifier 'issue de la partie quel que soit
le joueur Suivant. Nous appellerons ces modifications des réductions. Nous avons pour
cela besoin d’une notion d’équivalence entre deux positions de jeu.

Définition 6.2.1 Soient GG et H deux positions de jeu, c’est a dire deux graphes partiel-
lement 3-coloriés. On dit que G est équivalent a H si quel que soit le joueur Suivant
Iissue de la partie est la méme partant de G ou de H, ou autrement dit le joueur a une

stratégie gagnante sur G si et seulement s’il en a une sur H. On note cette équivalence
G=H.

Les cinq réductions suivantes peuvent aisément étre démontrées :
Proposition 6.2.2 Soit G un graphe partiellement 3-colorié. Les cing opérations Ry, Ry,

Ry, R3 et Ry définies ci apres sont des réductions de graphes.

Ry : Si une composante C' de G est compléetement coloriée alors le graphe G' vérifiant
G'+ C = G est équivalent a G.

Ry : Si G a un sommet colorié s de degré d > 2, le graphe G' obtenu a partir de G en
changeant s en d feuilles coloriées, chacune reliée a un voisin de s, est équivalent a

G.

Ry : SiG aun sommet s possédant 3 feuilles voisines coloriées avec des couleurs distinctes
deuz a deuz, alors G est équivalent a KT 5, c’est-a-dire le graphe K 3 avec les trois
couleurs sur ses feuilles, et est donc toujours gagnant pour Bob.

R3 : Si G a un sommet s possédant deux feuilles voisines x et y coloriées avec la méme
couleur, alors G' = G\{z} est équivalent a G.

Ry S1G a un sommet s ayant deux feuilles voisines coloriées avec des couleurs distinctes
a et b, et si tout voisin non colorié de s posséde une feuille voisine coloriée avec la
troisieme couleur ¢, alors le graphe G' = G\{s} + K est équivalent d G.

Ces cinq réductions sont représentées dans les figures 6.3, 6.4, 6.5, 6.6 et 6.7 respective-

ment.
. =

G

FIGURE 6.3 — Réduction Ry : retrait d’'une composante coloriée.

Preuve: Pour les réductions Ry, R; et R3, I’ensemble des colorations possibles est exac-
tement le méme. La structure de la partie non coloriée de GG n’est pas modifiée par le
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I

G G'

FI1GURE 6.4 — Réduction R; : changement des sommets coloriés en feuilles coloriées.

o

G Kis

112

S

FI1GURE 6.5 — Réduction R, : retrait du reste du graphe si un sommet a les 3 couleurs
dans son voisinage.

FIGURE 6.6 — Réduction Rj : retrait des feuilles coloriées possédant un sommet de méme
couleur a distance 2.

FIGURE 6.7 — Réduction Ry : coloration de s par anticipation.

passage a G, donc le joueur ayant une stratégie gagnante dans G I'a forcément aussi dans
G’ et réciproquement, donc G = G

Pour la réduction Ry, le sommet s ne pourra jamais étre colorié puisque I'on ne dispose
que de 3 couleurs. Par conséquent, Bob a déja gagné la partie et les coups restant a jouer
ne peuvent modifier cette issue, donc G = K7 3.

Pour la derniere réduction R4, le sommet s ne pourra étre colorié qu’avec la couleur
c. De plus, comme tous ses voisins non coloriés ont la couleur ¢ dans leur voisinage, il ne
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pourra jamais avoir 3 feuilles voisines coloriées avec des couleurs distinctes deux a deux
(ses voisins ne sont pas coloriables avec ¢). Par conséquent, le sommet s sera forcément
colorié avec ¢ a un moment donné de la partie. On peut donc considérer qu’il est déja
colorié avec ¢, en ajoutant un sommet isolé pour que le changement de Suivant dia au
coup (s, c) soit pris en compte. En appliquant la réduction Ry sur s et la réduction Rj
sur les voisins de s on aboutit au graphe G' = G\{s} + K qui est équivalent a G. |

Remarque: Ces réductions seront utiles pour réduire la taille de la famille étudiée. Les
graphes pour lesquels nous souhaiterons calculer les stratégies gagnantes ne seront donc
coloriés que sur leurs feuilles, et n’auront ni deux feuilles voisines avec la méme couleur,
ni trois feuilles voisines de couleurs deux a deux distinctes (excepté KT ), ni de structure
pouvant étre réduite par Ry.

6.3 Familles de graphes étudiées : définitions, nota-
tions, propriétés

Commencons par donner quelques définitions et notations spécifiques a ce chapitre.

Nous serons amenés a étudier des parties du jeu J avec 3 couleurs sur un graphe G.
Nous noterons J .(G) le graphe (partiellement 3-colorié¢) issu de la coloration du sommet
s avec la couleur ¢ dans (. Cette option sera plus simplement notée J. s’il n’y a pas
d’ambiguité sur le graphe considéré.Un coup dans le jeu J de position initiale G est défini
par un sommet et une couleur. Il sera également noté J, . par souci de simplification.

Un grand nombre de preuves de ce Chapitre sont réalisées par récurrence sur le nombre
de sommets coloriables d’un graphe G partiellement 3-colorié :

Définition 6.3.1 Soit G un graphe partiellement 3-colorié. On appelle nombre de som-
mets coloriables de G et on note u(G) 'entier défini par :

1. Si G est réductible par Ry alors u(G) = 0;

2. sinon u(G) est le nombre de sommets non coloriés de G.

Le premier cas correspond a un graphe dans lequel Bob a déja gagné la partie, donc on
considere que la partie est terminée en posant u(G) = 0.

Un graphe T tel que u(T) = 0 sera donc soit totalement colorié, donc gagnant pour
Alice, soit équivalent a K7 3, et donc gagnant pour Bob. Un tel graphe sera appelé graphe
terminal.

Comme pour tout G vérifiant u(G) > 0 toute option G’ de G est soit réductible par
Ry soit vérifie u(G') = u(G) — 1, nous pourrons appliquer I'hypothese de récurrence a
toute option G’ de G (en ayant démontré le cas de base u(G) = 0).

6.3.1 Les Ic-graphes

Dans tout le Chapitre, lorsque nous parlerons d’une structure de graphe, il s’agira
d’un graphe partiellement 3-colorié sur ses feuilles. Plus formellement on définit
un le-graphe (lc pour leaves colored) de la maniére suivante :
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Définition 6.3.2 Un lc-graphe G est un triplet (V, E,c¢) ou V est ’ensemble des som-
mets, I/ 'ensemble des arétes et ¢ une fonction partielle de ’ensemble des sommets de
degré 1 de G dans {1, 2, 3}.

Un sommet = de degré 1 est une feuille de G. Si la feuille x n’est pas coloriée alors la
fonction ¢ n’est pas définie en z. Sinon la valeur ¢(z) est la couleur de la feuille x.

De méme, lorsque nous parlerons d’arbres (resp. chenilles) partiellement 3-coloriés sur
leurs feuilles nous parlerons de lc-arbres (resp. lc-chenilles).

Dans ce Chapitre nous étudierons le probleme de caractérisation des arbres de nombre
chromatique ludique 3. Par conséquent nous allons, pour un arbre non colorié¢ T, jouer a
J avec 3 couleurs et rechercher quel joueur a une stratégie gagnante. Donc une position
courante de la partie est ’arbre T' partiellement 3-colorié, il s’agit donc dun lc-arbre.
De méme lorsque nous étudierons la familles des chenilles ou des chenilles circulaires, les
positions de jeu seront des lc-chenilles ou des lc-chenilles circulaires.

En effet, la réduction R; nous permet de n’avoir qu’a considérer les colorations de
feuilles. On peut observer cette réduction dans le cas d’un arbre sur la Figure 6.1.

6.3.2 Les chenilles

Définissons maintenant la famille des chenilles et les notations qui lui sont associées.

La famille des chenilles, nommeées caterpillar graphs en anglais, est une sous-famille des
arbres ayant déja fait 'objet d’une étude pour la question de détermination du nombre
chromatique ludique, et les auteurs on découvert une chenille de degré maximal 3 dont le
nombre chromatique ludique vaut 4 [25]. Nous allons améliorer ce résultat en caractérisant
completement la famille des chenilles sans sommets de degré 2 (qui seront appelés trous).
Commencons par rappeler la définition d'une chenille, et donnons les notations qui seront
utilisées dans tout le Chapitre.

Définition 6.3.3 Une chenille C est un arbre formé a partir d’un chemin P = s185... 8y
de longueur ¢ > 0 appelé ’épine dorsale de C, et tel que tout sommet n’appartenant
pas a P soit une feuille. Par convention s; et s, doivent avoir au moins une feuille voisine,
sauf pour le cas particulier C' = Kj.

Dans cette partie, nous souhaiterions déterminer I’ensemble des chenilles de nombre
chromatique ludique 3. Nous commencerons par étudier les chenilles de degré maxi-
mal 4, et ensuite nous déduirons le nombre chromatique ludique des autres chenilles
en démontrant que si une chenille C' a un sommet s de degré d > 5, alors la chenille
C" dans laquelle on a retiré des feuilles voisines de s de telle sorte que dege/(s) = 4 est
équivalente a C'. Ainsi, mis a part de rares cas particuliers, nous n’étudierons en détail
que les chenilles de degré maximal 4 qui seront appelées 2-chenilles, le 2 correspondant
au nombre maximal de feuilles voisines d’un sommet de 1’épine dorsale.

Lorsque les 2-chenilles seront partiellement coloriées nous parlerons de lc-2-chenilles.
Afin de faciliter ’étude des lc-2-chenilles, nous allons utiliser un codage par mots.

Définition 6.3.4 Soit C' une lc-2-chenille a au moins deux sommets et d’épine dorsale
$182 ... 54, €t s (resp. sp41) une des feuilles reliées a s; (resp s¢). Le mot de C' est un mot
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a ;: ‘ | | a | | | b
a b
aD,0zbz az0zzb

F1GURE 6.8 — Exemples de lc-chenilles avec leurs mots associés.

w(C) = wowy ... weyq sur Palphabet {0, z,1,2,3, D, Dy, Dy, D3, D19, D13, Da3} tel que wy
(resp. wyi1) est la couleur du sommet so (resp. spp1) s’il est colorié et z sinon. D’autre
part, pour tout 1 < i </ on pose :
— si deg(s;) = 2 alors w; = 0;
— si deg(s;) = 3 alors w; est la couleur de la feuille voisine de s; et z si elle n’est pas
coloriée ;
— si deg(s;) = 4 alors w; = D4, o A est ’'ensemble des couleurs présentes sur les
feuilles voisines de s;, avec la convention D = Dy.
Lorsque I'on parle de feuilles voisines, les deux cas particuliers sg et sy 1 sont exclus. Ces
deux sommets sont appelés les extrémités de C'.

La Figure 6.8 présente deux exemples de lc-chenilles associées aux mots aD,0zbz et
az0zzb. La seconde chenille est équivalente a la premiere. Nous avons seulement disposé
les couleurs sur les extrémités et supprimé les feuilles coloriées ayant une feuille voisine
coloriée avec la méme couleur. Le mot de la seconde lc-chenille est en forme normale,
c’est a dire qu’aucune de ces réductions ne peut plus étre effectuée.

Ainsi, lorsque nous jouerons un coup sur une lc-chenille, les options obtenues seront
toujours notées en forme normale, afin d’éviter de multiplier inutilement les éléments a
étudier.

Comme il y a bijection (& palindrome pres) entre les lc-chenilles et les mots par la
transformation décrite dans la définition 6.3.4, on nommera une lc-chenille directement par
son mot w(C'). D’autre part, nous avons utilisé sur 'exemple de la Figure 6.8 les variables
a et b représentant des couleurs quelconques. Dans la pratique la précision a,b € {1, 2,3}
sera omise. Les variables a, b et ¢ seront exclusivement utilisées pour des couleurs. De plus,
comme on peut échanger ou changer les couleurs d’une chenille en préservent les égalités
et différences, on ne rencontrera jamais les couleurs 1, 2 ou 3 dans le mot d’une chenille.
On utilisera les variables a, b et ¢ en précisant si elles sont distinctes ou quelconques.
Des conditions éventuelles sur les variables a, b et ¢ seront indiquées en indice a la fin du
mot. Par exemple az0z2b,4, indique que les couleurs a et b sont distinctes, a I'opposé de
az0zzb ou elles sont quelconques. La notation azDc0zzb,x. indique que a # c et que a
et b (resp. b et ¢) peuvent étre distinctes ou non. Si plusieurs conditions sont nécessaires,
elle seront parfois séparées par une virgule. Par exemple, on note azDc022bqzp,p-£e,ca (OU
plus simplement azDc022bgp-£c24) lorsque les trois variables a, b et ¢ sont distinctes deux
a deux.

Cette notation nous permet d’exprimer toute lc-chenille sous forme de mot, plus par-
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azOc+cza+z z+az0zc 4,

F1GURE 6.9 — Coloration de I’épine dorsale de az0zza, avant et apres réduction

ticulierement les options d’une lc-chenille C'. Par exemple pour C' la chenille de droite de
la Figure 6.8, de mot w(C') = az0zzb, il faut regarder les deux cas a =bet a # b :

Opt(az0zza) = {z4+c022a42., azc+czza, az0c+cza+z, 2+az02¢42., ac0zza, az0cza, az0zca}.

Opt(az0zzb,zp) = {2+c022b, azc+czzb, az0c+z+czb, az0zc+z, ac0z2bgp, a20¢2bg2p, a202Cbasp }.

Nous avons ici directement remplacé les lc-chenilles par leurs mots associés. Les quatre
premiéres options correspondent a la coloration avec ¢ d'un sommet de 1’épine dorsale (de
gauche a droite), les trois dernieres a la coloration avec ¢ d'une feuille de C' (de gauche
a droite). Les options issues d’un coup sur 1’épine dorsale de az0zza sont représentées
Figure 6.9, avant et apres réduction en forme normale.

Lorsque l'on colorie avec ¢ un sommet voisin d’une feuille coloriée avec a, on a
forcément a # c. Par conséquent la premiere et la 4e option de az0zza ont une condition
supplémentaire sur les couleurs.

Dans l'expression de Opt(az0zzb,4), la condition a # b peut disparaitre si les feuilles
coloriées avec a d’une part et avec b d’autre part sont déconnectées. En effet dans ce cas
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la condition a # b n’a plus aucune importance. C’est le cas pour les quatre premieres
options de az0z2bgp.

Enfin, lorsque 1'on écrira des options, les composantes completement coloriées seront
omises (par la réduction Ry), et les composantes de la forme az seront remplacées par
z. C’est le cas dans l'expression de Opt(az0zzb,z,) ou l'on a écrit z 4+ c0zzb au lieu
de ac + cz + c0zzb, la composante ac étant completement coloriée et la composante cz,
étant de la forme az, est remplacée par z. A titre d’exemple, donnons 'expression de
Opt(az0zzb,zp) avant l'application de ces réductions. Seule la réduction R, nécessaire
pour obtenir une notation par mots, est appliquée.

Opt(az0zzb,zp) = {acCerq + cz + c022b, azc + cz2b, a20c + cz + czb, az0z¢ + ¢z + cbegy JU

{ac0zzbyzp, az0c2by sy, a202¢bq2p -

6.3.3 Les chenilles circulaires et les arbres circulaires

Définissons maintenant une nouvelle famille de graphes : les lc-chenilles circulaires,
qui seront également étudiées dans ce Chapitre et serviront a donner des exemples de
positions de jeu.

Définition 6.3.5 Une lc-chenille circulaire C' est constituée d'un cycle sis5... 5,51,
tel que tout sommet n’appartenant pas a ce cycle est une feuille. Le mot d’une lc-chenille
circulaire C' est noté w(C) = [wy ... w,), les crochets indiquant la cyclicité du mot. Chaque
lettre w; appartient a I'alphabet {0, z,1,2,3, D, Dy, Dy, D3, D12, D13, Da3} et vaut, comme
pour les lc-chenilles :
— si deg(s;) = 2 alors w; = 0;
— si deg(s;) = 3 alors w; est la couleur de la feuille voisine de s; et z si elle n’est pas
coloriée ;
— si deg(s;) = 4 alors w; = Dy, ou A est 'ensemble des couleurs présentes sur les
feuilles voisines de s;, avec la convention D = Djy.
La taille d'une lc-chenille circulaire est la longueur de son cycle, ou encore la longueur
de son mot.

[D,0za]

FI1GURE 6.10 — Exemple de lc-chenille circulaire avec son mot associé.

Un exemple de lc-chenille circulaire de taille 4 est représenté Figure 6.10. En regle
générale, pour écrire le mot de C' on prendra le sommet en haut a gauche et on parcourra
le cycle dans le sens trigonométrique. Mais on pourrait prendre n’importe quel point de
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départ et n’importe quel sens. Par conséquent, pour une lc-chenille circulaire de taille n,
il y a au plus 2n mots distincts correspondant a C'. On parlera toutefois de 1'unique
mot de C, en supposant que la lc-chenille circulaire est enracinée en un sommet s; du
cycle, et que le parcours s’effectue toujours dans le sens trigonométrique. Bien entendu
dans la pratique on pourra prendre n’importe lequel des 2n mots, selon la structure que
I’'on cherchera a mettre en évidence.

Un graphe U est un arbre circulaire s’il existe deux sommets voisins u et v tels que
T = U — {uv} est un arbre.

La famille des arbres circulaires, contenant celle des chenilles circulaires est elle aussi
de nombre chromatique ludique au plus 4 :

Proposition 6.3.6 Soit U un arbre circulaire. On a alors :

3<x,(U) <4

Preuve: Soient u et v deux sommets voisins de U et tels que 7' = U — {uv} soit un arbre.
Commencons par démontrer que x,(U) > 3. L’arbre circulaire U contient un unique cycle
de longueur 1+ dp(u,v) > 3. Donc comme U est connexe tout sommet s de U appartient
au cycle ou a au moins un sommet a distance 2. Par conséquent comme Alice commence
Bob peut jouer a distance 2 du coup d’Alice avec une autre couleur, ou sur le cycle si Alice
a joué sur le cycle et g’il est de longueur 3. Ainsi il faudra une 3e couleur pour colorier le
sommet placé entre ces deux sommets coloriés (ou le 3e sommet du cycle si ce cycle est
un triangle). Par conséquent y,(U) > 3.

Démontrons maintenant qu’Alice a une stratégie gagnante avec quatre couleurs. Il lui
suffit de commencer par colorier un sommet s du cycle pour gagner avec 4 couleurs. En
effet, elle coupe le cycle et constitue deg(s) — 1 composantes dont une a deux feuilles
coloriées (celle qui contient les autres sommets de ’ancien cycle) et les autres une feuille
coloriée. Chacune de ces composantes étant des arbres, Alice pourra toujours s’arran-
ger pour que toute composante ait au plus deux feuilles coloriées. On retombe sur la
configuration d’arbre, utilisée par Faigle et al. [18] dans la preuve du Théoreme 6.1.2. B

Remarquons que si U n’est pas connexe, alors il peut avoir un nombre chromatique ludique
2 dans le cas particulier U = Cy + F, ou F est une forét vérifiant |V (F')| impair et
diam(F') < 3. En effet, Alice joue sur F' jusqu’a ce que Bob joue sur Cj. Elle colorie alors
le sommet opposé du cycle avec la méme couleur et donc gagne avec 2 couleurs car F' est
de nombre chromatique ludique 2. Comme par la suite nous considérerons le jeu J avec
3 couleurs, ce cas particulier sera gagnant pour Alice.

Les chenilles circulaires ne sont pas des arbres. Toutefois, comme toute chenille circu-
laire est de nombre chromatique ludique 3 ou 4, cette famille sera étudiée en méme temps
que les arbres, et toutes les propriétés que nous allons démontrer sur les arbres pourront
étre étendues aux chenilles circulaires.
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6.4 Types, types signés et bitypes

Dans le but de calculer le nombre chromatique ludique d’arbres non coloriés nous
aurons besoin de savoir qui peut gagner sur un lc-arbre donné dans deux situations : (i)
le Suivant est Alice (ii) le Suivant est Bob. Nous pourrons ainsi connaitre également le
nombre chromatique B-ludique.

Nous utiliserons pour cela une définition inspirée du domaine des jeux combinatoires :
les types (outcome en anglais). Comme notre jeu J a 3 couleurs n’est pas un jeu combi-
natoire, il nous faudra adapter cette définition. Nous introduirons la notion de bitype.

La réduction R; nous permet de n’avoir qu’a considérer les 3-colorations partielles de
feuilles. Mais cette réduction peut déconnecter des composantes reliées dans 'arbre de
départ. Nous devrons donc étudier des foréts de lc-arbres. Par conséquent, nous aurons
besoin d’une propriété permettant de déterminer le gagnant sur une forét connaissant le
gagnant de chacune de ses composantes connexes. Nous utiliserons pour cela la notion de
bitype signé étendu.

6.4.1 Définitions et propriétés des types

Dans ce Chapitre nous allons calculer le nombre chromatique ludique de graphes non
coloriés. Pour cela, il faudra savoir qui a une stratégie gagnante a tout instant de la partie,
soit sur un lc-graphe T'. Nous devons donc non seulement savoir qui gagne sur 7' si Alice
commence, mais aussi si Bob commence. C’est pourquoi nous définissons le type d'un
lc-graphe T de la maniere suivante :

Définition 6.4.1 Le type d’un lc-graphe T', noté o(T'), est défini comme suit :

1. o(T) = B si Bob gagne quel que soit celui qui commence ;

2. o(T) =P sile joueur Suivant (celui qui doit jouer) perd, c¢’est a dire si le précédent
(Previous) gagne ;

3. o(T) = N si le joueur Suivant gagne (Next);
4. o(T) = A si Alice gagne quel que soit celui qui commence.

Par extension, pour une famille F de lc-graphes on note o(F) l'ensemble des types des
éléments de F.

Nous notons Opt(T") I'ensemble des options de T, c’est a dire I'ensemble des lc-graphes
qui peuvent étre obtenus depuis 7" en un coup. Si un le-graphe 7' contient une option de
type X on dit que T contient une X-option. Un lc-graphe T est dit terminal si aucun
coup n’est possible sur T, autrement dit si tout sommet non colorié de T a les trois
couleurs dans son voisinage.

On remarque que o(T') peut étre déterminé de la maniere suivante :

Proposition 6.4.2 Soit T un lc-graphe tel que u(T) > 0.
1. o(T) =B < o(Opt(T)) € {{B} . AN, B}} ;
2. o(T) =P < o(Opt(T)) ={N};
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3. o(T) =N < {P} Co(Opt(T)) ou {A,B} C o(Opt(T)) ;
4. 0o(T) =A< o(Opt(T)) € {{A} , {A,N}}.

Preuve: Ces formules découlent de la définition des types. Les sens ”<" se démontrent
aisément :

1. Si les types des options sont tous B ou sont dans { /N, B} alors Alice n’a aucun coup
gagnant si elle commence, et Bob en a un s’il commence (il choisit une B-option).
On en déduit que Bob gagne toujours.

2. Sio(Opt(T)) = {N}, alors le Suivant n’a que des N-options, il ne peut donc gagner.
On en déduit que o(T) = P.

3. Si{P} C o(Opt(T)), alors si le Suivant choisit une P-option il gagne. Par conséquent
il a un coup gagnant, donc o(T) = N.
De méme si {A,B} C o(Opt(T)) alors Alice et Bob ont un coup gagnant s'ils
commencent. On en déduit que o(T) = N.

4. Si les types des options sont tous A ou dans {A, N} alors Bob n’a aucun coup
gagnant s’il commence, et Alice en a un si elle commence (elle choisit une A-option).
On en déduit qu’Alice gagne toujours.

Pour les sens =" regardons les possibilités pour I’ensemble o(Opt(T") conduisant au type
désiré.

1. Supposons o(T') = B. Si o(Opt(T)) ne contient ni B ni P alors Bob n’a aucun coup
gagnant, et si o(Opt(T) contient A ou P alors Alice a un coup gagnant. On en
déduit que A et P ne peuvent appartenir a o(Opt(T)) et que B doit appartenir a
o(Opt(T)) si o(T) = B

2. Si o(T) = P alors quel que soit le Suivant il n’a aucun coup gagnant. Donc 7" ne
peut contenir ni A ni P ni B-option.

3. Si o(T) = N, quel que soit le Suivant il doit avoir un coup gagnant. Si 7' a une
P-option alors Alice et Bob gagnent en choisissant cette P-option. Si 7' n’a pas de
P-option, alors comme Alice et Bob doivent avoir un coup gagnant, on en déduit
qu'il existe une A-option et une B-option.

4. Supposons o(7') = A. Si T ne contenait ni A-option ni P-option alors Alice n’aurait
aucun coup gagnant. Or c’est impossible donc o(Opt(T')) contient A ou P. D’autre
part, si T avait une B-option ou une P-option alors Bob aurait un coup gagnant,
ce qui est impossible. Donc B et P ne peuvent appartenir a o(Opt(T)), et T a une
B-option et peut avoir ou non une N -option.

Il y a une correspondance entre les types et les deux nombres chromatiques ludiques
(A-ludique et B-ludique) :

Proposition 6.4.3 Soit T' un Ilc-graphe.
1. o(T) = B signifie que x4(T) = xJ(T) = 4;
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2. o(T) = P signifie que x4(T) =4 et xJ}(T') <
3. o(T) = N signifie que x4(T) <3 et xJ(T)
4. o(T) = A signifie que x,(T) < 3 et Xf(T) <

3;
4;
3;

Preuve: Les types des lc-graphes ont été définis dans le cadre du jeu de coloration J avec
trois couleurs. Or comme le Suivant peut étre Alice ou Bob, cette définition s’applique
également sur le jeu J5.

1. o(T) = B signifie qu’Alice ne peut gagner qu’elle commence ou non. Par conséquent
les deux nombres chromatiques sont égaux a 4.

2. o(T) = P signifie qu’Alice gagne si et seulement si elle ne commence pas. Donc avec
3 couleurs elle gagne dans J” mais perd dans J.

3. o(T) = N signifie qu’Alice gagne si et seulement si elle commence. Donc avec 3
couleurs elle gagne dans J mais perd dans J75.

4. o(T) = A signifie qu’Alice gagne qu’elle commence ou non, donc avec 3 couleurs elle
gagne dans J et dans JP5.

La Proposition 6.4.2 nous permet de calculer récursivement le type dun lc-graphe
donné. Mais il faut regarder I’ensemble des colorations partielles de T, il y en a au pire
AV Cette méthode est donc inutilisable dans la pratique pour un le-graphe de taille
conséquente. Néanmoins, en utilisant ces propriétés, on peut remarquer qu’aucun lc-arbre
T vérifiant u(7T) < 6 n’est de type P, excepté la lc-chenille a gauche de la Figure 6.18
notée a® (ou des cas isomorphes).

Néanmoins il existe des exemples d’arbres non coloriés de type P (voir Chapitre 8),
cest & dire un arbre T vérifiant x,(T) = 4 et xJ(T) < 3. Ils semblent toutefois peu
nombreux par rapport aux arbres de type A, A ou B.

Cependant, pour des familles de graphes contenant des cycles, on peut trouver un
grand nombre d’exemples pour lesquels x,(G) = 4 et Xf (G) = 3. Le cas le plus simple est
certainement G = [2] : le cycle C}y avec une feuille voisine pour chaque sommet du cycle.
Le graphe [z%] appartient & la famille des chenilles circulaires qui sera étudiée dans la
Section 7.6.

Il existe méme des familles de graphes pour lesquelles le rapport y,/ XgB n’est pas
borné, comme par exemple certains graphes bipartis [20].

Continuons avec d’autres propriétés sur les types des le-graphes. Puisque nous allons
étudier les types des lec-graphes non connexes, nous avons besoin d'une propriété pour
calculer (en temps constant) o(T} +75) en fonction de o(17) et o(13) (ot Ty +T5 est 'union
disjointe de T} et T3). Ainsi nous aurons seulement besoin de connaitre les types des lc-
graphes connexes pour calculer en temps linéaire les types des le-graphes non connexes.

Mais la définition de type telle qu’elle a été donnée est insuffisante pour apporter
I'unicité d’un type Z2 = X @ Y = o(1} + Tz) avec X = o(T}) et Y = o(13). Mettons en
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évidence un cas de figure pour lequel le type d'une réunion disjointe differe de celui d'une
autre réunion disjointe.
On peut observer que K7 et Ky sont tous deux de type A. Mais on a

o(a® + Ki) = N # o(a® + Ky) = P.

En effet, la chenille a® est perdante pour celui qui commence (type P). Donc sur a® + K,
le Suivant colorie le sommet isolé K et gagne car I'autre joueur est forcé de jouer dans
a%. Mais sur a® + K, on peut jouer deux fois en dehors de a®. Par conséquent c’est le
précédent qui gagne.

Par conséquent, il ne peut exister de fonction calculant o(7y + T5) avec les seules
informations o(77) et o(7%). Il nous faut enrichir la définition des types.

6.4.2 Types signés

L’exemple précédent permet de mettre en évidence I'importance du nombre de som-
mets coloriables (7). Plus précisément, c’est la parité de u(7) qui compte, notée
o(T) = u(T). On appelle signe de T" et on note o(7') la valeur u(7"), ou pour tout entier
a > 0, a = a mod 2. Précisons que o(T') n’est pas seulement important dans le cas ou
I'on est en présence d'une composante de type P, comme nous allons le voir par la suite.

Nous sommes donc amenés a introduire la notion de type signé.

Définition 6.4.4 On appelle type signé de T' le type X de T signé par la parité de u(7T),
noté o'(T') = &, ou Aj.

Le type signé o’ d’un le-graphe 7" est donc un couple o (T') = (o(T'), o(7T)), mais pour plus
de clarté nous utiliserons la notation indicielle : o'(T") = o(T), (7).

Cette premiere extension du type n’est pas suffisante pour obtenir I'unicité de la valeur
X @ ). En effet, dans certains cas on a N @ N =P ou N & N = N alors que la plupart
du temps N @& N = B. Prenons un exemple avec la famille des chenilles. La chenille
C, = a*za® (voir Figure 6.15) est de type signé Ny car elle contient une P-option. La
chenille Cy = azb (voir Figure 6.12) est également de type signé Ny car elle contient des
options de type A et B. Or on a :

0(01 +01) = P 7£ O(Cl +02) :N% 0(02+02) == B

Ces types sont aisément calculables. Pour C; + C} quel que soit le choix du Suivant, le
précédent choisit 'option a® de type P de I'autre composante, et gagne puisqu’il reste
4 sommets & colorier hors de a®. Pour C) + (s, si Bob commence il choisit la B-option
de Cy et gagne, et si Alice commence elle choisit la A-option de C5 pour obtenir une
configuration de type P. Enfin pour Cs + C5 Bob gagne immédiatement du coté ou Alice
n’a pas joué, ou s’il commence.

6.4.3 Définition des bitypes, exemples

Ces divers exemples nous ont conduit a prendre en compte non seulement le type du
lc-graphe T considéré mais aussi celui de T'+ K : le méme graphe avec un sommet isolé
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supplémentaire. L’idée est que dans certains cas les joueurs ont intérét a ”passer leur
tour” pour gagner la partie, alors que dans d’autres cas cette possibilité ne leur permet
pas d’avoir une stratégie gagnante. Ce sommet isolé K; modélise en terme de graphe le
fait qu’au cours de la partie, un joueur (Alice ou Bob) peut décider de passer son tour,
et qu’apres ce choix aucun des deux joueurs ne peut plus passer son tour.

Cette idée d’ajouter a un jeu un coup permettant de passer son tour une et une seule
fois a été proposée par Nowakowski et al. [17]. Le jeu Gp défini par 'ajout de ce pass
move a un jeu G est parfois périodique alors que l'on ne sait pas si le jeu G l'est. C’est
par exemple le cas pour certains jeux octaux ou hexadécimaux a ce jour non résolus (c.f.
Chapitre 1 pour la définition des jeux octaux). Bien entendu, I’ajout du pass move modifie
les regles du jeu, il ne s’agit donc pas du méme jeu combinatoire.

Sur l'exemple précédent, 1'ajout d'un sommet isolé a C; en modifie le type (on a
o(C1) = N et o(C1+ K;) = A) alors qu’il ne modifie pas le type de Cy (on a o(Cy+ K7) =
O(Cg) — N )

Ce nouveau parametre, appelé bitype, est défini comme suit :

Définition 6.4.5 Soit T' un le-graphe. Le bitype de T est un couple oo(T) = (X,)),
plus simplement noté oo(T) = XY, et tel que X = o(T) et Y = o(T + K;).

On appelle bitype signé de T le bitype XY de T signé par u(T'), noté 0o’ (T) = XYy
ou X).

Remarquons que cette définition entraine les deux propriétés suivantes :

Proposition 6.4.6 Soit T" un lc-graphe.
1. 00(T) = 0o(T + 2K3) ;
2. Sioo(T) = XY alors oo(T + K,) = YX.

On dit que Y X est le bitype miroir de X').

Preuve: Procédons par récurrence sur u(7). Si u(7) = 0 alors soit 7" = K7, donc
00(T + 2K1) = 0o(T + K) = 0o(K{ 3) = BB, soit par la réduction Ry on sait que 7" = ),
donc 0o(T) = AA. Par conséquent oo(T + 2K,) = 00(2K,) = AA et oo(T + K;) =
oo(K;) = AA. Supposons maintenant la propriété vraie pour tout le-graphe 7" vérifiant
uw(T") < uw(T) et démontrons la pour 7T'. Si le Suivant a dans 7" un coup gagnant 7", alors
par hypothese de récurrence 7" + 2K est également un coup gagnant. S’il n’a aucun coup
gagnant dans T alors toute option de T+ 2K de la forme 7" + 2K est par hypothese de
récurrence perdante. De plus, I'option T+ K ne peut étre gagnante car I’autre joueur peut
choisir 'option 7" qui est perdante. On en conclut que pour tout 7', 0o(T') = oo(T + 2K7).
Pour le second point, revenons a la définition du bitype de T : 0o(T') = XY signifie que
o(T) = X et o(T + K1) = ). Or par le premier point o(T 4+ 2K;) = X. Donc en posant
T'=T+KionaolT)=YetoT'+ K;y) =X, soit oo(T") = YX. [

Eliminons maintenant quelques bitypes ne pouvant apparaitre dans la famille de lc-
graphes.
Proposition 6.4.7 Soit T' un lc-graphe. Le bitype de T" appartient a [’ensemble suivant :

[AA NN, BB, AN, N A, BN, NB, PN/, N'P}



124 CHAPITRE 6. INTRODUCTION ET OUTILS GENERAUX

Preuve: Par la Proposition 6.4.6 on sait que oo(T + K;) = Y& si oo(T) = XY. 1l
suffit donc de démontrer que T ne peut étre de bitype AB, AP, BP ou PP. En effet
il restera a éliminer leurs miroirs Y X', mais s’ils étaient présents cela entrainerait que
oT + Ky) =X).

Soit T" un le-graphe de bitype AX. Sur T+ K7 Alice bénéficie de la A-option T', donc
elle gagne si elle commence. On en déduit que X € {A, N'}. De méme, si T est de type
BY, sur T+ Ky Bob peut choisir la B-option T', donc gagne s’il commence. On en déduit
que Y € {B,N}. Enfin si T est de type PZ, sur T+ K le Suivant bénéficie de la P-option
T, donc il gagne. On en déduit que Z = N. |

Il reste donc 9 bitypes possibles pour la familles des lec-graphes. Ils sont classés en deux
catégories :

1. Les bitypes constants de la forme ZZ : AA, NN et BB.

2. Les bitypes variables de la forme XY avec X # Y : AN N A, BN, NB,PN et
NP.

Dans les figures 6.11 a 6.19 nous allons donner deux exemples pour chacune de ces
classes : celui de gauche est de signe 0 et celui de droite de signe 1. Comme il s’agit
de chenilles ou chenilles circulaires, nous utiliserons la notation par mots pour désigner
chacun de ces exemples. Lorsqu’il a été aisé d’en découvrir, nous avons donné des exemples
connexes. Pour certains bitypes signés, aucun exemple connexe n’a été découvert dans la
famille des chenilles (circulaires ou linéaires). Ces exemples sont résumés dans la table

i A

aza Z

FIGURE 6.11 — Exemples de graphes de bitype AA de signes respectifs 0 et 1.

a | b a ;(\} | a
azb aDza

FIGURE 6.12 — Exemples de graphes de bitype NN de signes respectifs 0 et 1.

Dans la table 6.1, les couleurs a b et ¢ sont distinctes deux a deux. Le bitype de ces
exemples peut se calculer aisément en répondant aux quatre questions suivantes :
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YT RS

aDDa

FIGURE 6.13 — Exemples de graphes de bitype BB de signes respectifs 0 et 1.

aI i -]—E i -]—E a a %ét‘g
a a b

a?zaza [abD]

FIGURE 6.14 — Exemples de graphes de bitype AN de signes respectifs 0 et 1.

a é é a | ’ | ’ a
b a a a
[abz] adza?

FIGURE 6.15 — Exemples de graphes de bitype N A de signes respectifs 0 et 1.

666040 U0

a°D,b [abD,]+z

FIGURE 6.16 — Exemples de graphes de bitype BN de signes respectifs 0 et 1.

1. Qui gagne sur T si Alice commence ?
2. Qui gagne sur T si Bob commence ?

3. Qui gagne sur T+ K si Alice commence ?

125
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b a a a
[abDc] a'za

FIGURE 6.17 — Exemples de graphes de bitype N'B de signes respectifs 0 et 1.

a ’ ’ | | a a % é c
a a a a b
ab [abc]

FIGURE 6.18 — Exemples de graphes de bitype PN de signes respectifs 0 et 1.

b O a a a a c
[abc]+z acb

FIGURE 6.19 — Exemples de graphes de bitype NP de signes respectifs 0 et 1.

4. Qui gagne sur T' + K; si Bob commence ?

La réponse aux deux premieres questions fournit la premiere lettre du bitype X)), et la
réponse aux deux autres la seconde lettre.

Remarquons que dans certains cas il suffit de répondre a deux ou trois de ces quatre
questions. En effet, la réponse aux deux premieres questions fournit la premiere lettre du
bitype. Or par la Proposition 6.4.7, on a :

1. Sio(T) =P alors o(T + K;) = N ;

2. Sio(T) = A alors o(T + K;) € {A,N};

3. Sio(T) = B alors o(T + K;) € {N, B}.
(

Donc si o(T') = P on connait le bitype de T, et si o(T) = A (resp. B) la réponse a la 4e
question (resp. la 3e) suffit pour connaitre le bitype de 7.
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bitype | signe 0 signe 1
AA aza z
NN azb aDza
BB ach aDDa
AN | a*zaza l[abD)|
NA [abz] a’za®
BN a’D.b | [abD.] + =z
NB [abD,] a'za
PN a® [abc]
NP | [abc] + z a’ch

TABLE 6.1 — Exemples de chenilles linéaires ou circulaires pour chaque bitype signé

Nous allons détailler la démonstration du bitype de quelques-uns de ces exemples.
Commengons par les bitypes constants, basés sur I'observation que oo(ach) = BB, car le
sommet du milieu n’est pas coloriable.

AA : Pour les deux exemples de bitype AA, on observe que quel que soit le Suivant il
est impossible pour Bob d’empécher la 3-coloration de graphe.

NN : Sur azbgap, si Bob commence alors il choisit la BB-option acbazptetq, €t si Alice
commence elle colorie le sommet du milieu pour obtenir I'option ¢z de bitype AA.
Pour aDza, on démontre aisément que aDaa est une A.A-option. De plus on observe
que aDyzaqz, est une BB-option (car toute option de aDyza,, contient la structure
azba#)

BB : Pour la chenille acbyzpze4q le sommet central ne pourra plus étre colorié, donc
00(acbgsppetqa) = BB. Pour la chenille aDDa nous avons démontré dans la preuve
du Théoreme 6.1.2 que si Alice commencait Bob gagnait. Si Bob commence il choisit
aDyDa,z, et gagne car comme pour aDyzaq., toute option contient la structure
azbozp.

En ce qui concerne les exemples de bitype variable, ils sont tous construits a partir des
deux le-graphes de bitype PN de la Figure 6.18. Démontrons que le bitype de ces deux
lc-graphes est bien PN. Regardons I'expression des options de a® :

Opt(a®) = {ca;éa, aQCC# + cai’#}.

Ces deux options sont de bitype NN car elles contiennent une option réductible par R, en
Ki, (donc de bitype BB) et une AA-option : cac.., —l—caz#a pour ca 2> €t a?Cota + CACera
POUT a°Cq + Ca)y,. On en déduit que oo(a®) = PN.

Pour [abclqzprezq toute option est isomorphe a la le-chenille acee,. qui est de bitype
NN puisqu’elle contient une AA et une BB-option. Par conséquent oo([abc]asprera) =
PN.

En utilisant la Proposition 6.4.2, on en déduit que les le-graphes de la Figure 6.15 sont
de bitype N' A puisqu’ils ont une PA -option et également une AA-option : acchosprera+2
pour [abz],z et a* + 2z + a® pour a®za®. On vérifie aisément qu’avec un sommet isolé
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supplémentaire ces deux lc-graphes n’ont ni P ni B-option, on conclut donc que leur
bitype est bien N A.

Il en est de méme pour les lc-graphes de la Figure 6.17. Ils sont de bitype N'B
car [abDc]osbzera (vesp. a*za) a une PN-option [abclasprerza (vesp. a®), une BB-option
[abD el atbreta (r€SP. a*bosy+bza,zp) et aucune A-option que ce soit avec ou sans sommet
isolé supplémentaire.

Les deux le-graphes de bitype AN de la Figure 6.14 ont chacun une N B-option, mais
n’ont ni BN ni BB ni PN-option. Comme ils ont de plus une AA-option ( a® + aza et
acChapbpera + Z + 2 respectivement), on en conclut que leur bitype est bien AN

Finalement pour les exemples de bitype BN et NP, lapplication de la réduction
R4 et de la Proposition 6.4.6 lorsque les graphes contiennent une composante K; nous
permettent de déduire le bitype des 4 lc-graphes des figures 6.16 et 6.19.

6.4.4 Bitypes des options

Passons maintenant a l’expression des options d’un lc-graphe 7" non terminal de bitype
XY. Suivant les valeurs de X et ), certains bitypes doivent ou peuvent apparaitre, ou
bien sont interdits, dans les bitypes de I’ensemble des options de 7. Commengons par
caractériser I'ensemble des bitypes potentiellement présents parmi les options d'un lc-
graphe de bitype donné.

Proposition 6.4.8 Soit T un lc-graphe de bitype XY. L’ensemble 0o(Opt(T)) des bitypes
des options de T est inclus dans un certain ensemble E(X)) donné par la table 6.2.

XYy EXY)

AA| NN | BB | AN | NA | BN | NB | PN | AP
AA ° ° ° °
NN || o ° o o o .
BB ° °
AN ° ° ° ° °
NA ° ° °
BN ° ° ° ° °
NB ° ° ° ° ° °
PN ° ° ° °
NP ° ° ° °

TABLE 6.2 — Ensembles F(X')) des bitypes potentiellement présents dans les options d'un
lc-graphe de bitype XY

Preuve: Pour chaque bitype XY, nous allons démontrer que l'ajout dun bitype
supplémentaire dans E(X)) aboutit a une contradiction. Soit Z un type quelconque.

1. Si E(AA) contenait un élément de bitype PN, NP, BZ ou ZB alors Bob aurait
un coup gagnant sur 7" et/ou sur 7'+ K, ce qui est impossible car oo(T) = AA.
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2. Pour E(NN), tous les bitypes sont possibles, il n’y a donc rien a démontrer.

3. Si E(BB) contenait un élément de bitype PN, NP, AZ ou ZA alors Alice aurait
un coup gagnant sur 7" et/ou sur 7'+ K, ce qui est impossible car oo(T") = BBS.

4. Si E(AN) contenait un élément de bitype PN ou BZ alors Bob aurait un coup
gagnant sur 7', ce qui est impossible car o(T') = A.

5. Si E(NA) contenait un élément de bitype NP ou ZB alors Bob aurait un coup
gagnant sur 7'+ K, ce qui est impossible car o(T + K;) = A.

6. Si E(BN) contenait un élément de bitype PN ou AZ alors Alice aurait un coup
gagnant sur 7', ce qui est impossible car o(T") = B.

7. Si E(NB) contenait un élément de bitype NP ou ZA alors Alice aurait un coup
gagnant sur 7'+ K, ce qui est impossible car o(T + K;) = B.

8. Si E(PN) contenait un élément de bitype PN, AZ ou BZ alors Alice et/ou Bob
aurait un coup gagnant sur 7', ce qui est impossible car o(T) = P.

9. Si E(N'P) contenait un élément de bitype NP, ZA ou ZB alors Alice et/ou Bob
aurait un coup gagnant sur 7'+ K7, ce qui est impossible car o(T + K;) = P.

Dans cette table on observe que NN peut étre présent partout. En effet une telle option
n’est jamais intéressante pour le Suivant, elle n’a donc aucun impact sur la valeur du bitype
de T. Une N N-option pourra toutefois constituer un coup gagnant sur une composante
connexe C' plongée dans une forét comme nous allons le voir par la suite.

Cette table met en évidence les bitypes ne pouvant apparaitre parmi les options,
c’est a dire les coups gagnants pouvant modifier le type XY voulu. Par contre, elle ne
permet pas de voir quelles options sont nécessaires pour que le joueur ayant une stratégie
gagnante sur 7" et/ou T + K puisse effectivement gagner. Par exemple pour le bitype
AA, il faut absolument avoir une option du type AX. Ces conditions sont données par la
proposition suivante.

Proposition 6.4.9 Soit T' un lc-graphe non terminal, Notons S = 0o(Opt(T)). On a
alors :

1. Sioo(T) = AA, alors S contient AX ;

2. Si 0o(T) = NN, alors S contient (PN et NP) ou (PN, XA et YB) ou (NP,
AX" et BY') ou (AX", X" A, BY" et Y"B);

Si 0o(T) = BB, alors S contient BY ;

Si 00o(T) = AN, alors S contient AX et (NP ou NB);

Si 0o(T) = N A, alors S contient (PN et XA) ou (BN, AX" et X" A);
, 00(T) = BN, alors S contient BYy et (NP ou NA);

St 0o(T) = NB, alors S contient (PN et YB ) ou ( AN, BY et Y'B);
Si 00o(T) = PN, alors S contient N Z ;

(T) = NP, alors S contient PN ou (AN et BN).
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Ou les variables X, X', X" et X" correspondent d un élément de 'ensemble { A, N}, les
variables Y, V', V" et V" correspondent a un élément de 'ensemble {B, N}, et ot Z est
un type quelconque. Ainsi par exemple AX signifie "AA ou AN 7.

Preuve: Pour chaque cas on regardera qui doit gagner sur 1" puis sur 7'+ K, selon que
le Suivant est Alice ou Bob. On utilisera la Table 6.2 pour en déduire les éléments devant
étre présents dans S. Il faudra préter attention a 'option T de T+ K; qui peut parfois
constituer un coup gagnant. La Proposition 6.4.7 permettra de caractériser les valeurs
possibles de X et ). L’ensemble S sera toujours non vide car T n’est pas terminal, c’est-
a~dire u(7") > 0.
1. Sioo(T) = AA, quel que soit le Suivant Alice gagne sur T" et sur T+ K. Sur T+ K,
il lui suffit de choisir 'option T'. Sur 7', par la table 6.2, S ne contient aucun élément
de bitype PN, par conséquent il existe une option de bitype AA ou AN.

2. Si 00o(T) = NN, que le Suivant soit Alice ou Bob il gagne sur T et sur T + K.
Par la Proposition 6.4.2 o(T) = N entraine que T a une P-option ou une A et
une B-option. En passant aux bitypes, T a une PN -option ou une AX et une BY-
option. De, méme, comme o(T + K;) = N, T + K; a une PN -option ou une AX’
et une BY'-option. Ces options de T+ K; ne pouvant étre 7', on en déduit par
la, Proposition 6.4.6 que T a une NP-option ou une X’ A et une )’B-option. En
rassemblant ces deux propriétés, on peut écrire que S contient :

(PN ou (AX et BY ) ) et (NP ou (X' Aet VB ) )
En développant cette expression on obtient le résultat désiré.

3. Si 0o(T) = BB, Bob gagne sur T et T 4+ K; quel que soit le Suivant. Il faut donc
qu’il ait une B-option sur 7" et sur 7'+ K, ce qui équivaut a dire que S contient
BB ou BN, car sur T + K, T est une B-option.

4. Sioo(T) = AN, si le Suivant est Alice alors elle gagne sur T et T+ K. Sur T + K,
elle peut choisir 'option T, et sur 7' il faut que S contienne AA, AN ou PN. De
plus, si le Suivant est Bob il ne gagne que sur 7'+ K. Donc S contient un élément
de type YB ou N'P. Comme Bob perd sur T on en déduit qu’ici Y = N et PN ¢ S.

5. Si 00o(T) = NA, comme pour le point précédent Alice gagne sur T' et T + K si
elle commence, donc S contient AA, AN ou PN d’une part, et AA, N A ou NP
d’autre part (car T' n’est pas une option de 7'+ K; gagnante pour Alice). Mais si
Bob commence il ne gagne que sur 7', donc S contient B) ou PN. Comme il perd
sur T+ Kj,onaY=Net NP¢S.

6. Si 0o(T) = BN, en remplacant Alice par Bob, le méme raisonnement que pour le
4e point nous conduit a ’expression souhaitée.

7. Si 0o(T) = NB, en remplagant Alice par Bob, le méme raisonnement que pour le
5e point nous conduit a I’expression souhaitée.

8. Si 0o(T) = PN, alors le Suivant n’a aucun coup gagnant sur 7', donc toute option
est de bitype N Z.

9. Si 0o(T) = NP, alors le Suivant a un coup gagnant sur 7. Donc PN € S ou S
contient (AA ou AN) et (BB ou BN). Comme de plus le Suivant n’a aucun coup
gagnant sur 7'+ K1, on en conclut que AA et BB ne sont pas dans S.
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Cette propriété sera tres utile par la suite pour déterminer le bitype d’une chenille C',
connaissant celui de ses options. Comme pour les types simples avec la Proposition 6.4.2,
la présence de certains éléments dans S (Proposition 6.4.9), couplée avec 'absence d’autres
éléments (Proposition 6.4.8) nous permettra de déterminer le bitype d'un le-graphe donné.

Définissons maintenant un ordre partiel sur les bitypes, et, par extension, sur les lc-
graphes.

6.5 Ordre des bitypes

L’objectif de cette Section est de donner un ordre entre les bitypes afin de pouvoir,
pour un le-graphe T" donné, majorer ou minorer son bitype en fonction des coups gagnants
qui sont connus pour 'un ou 'autre des joueurs sur T et/ou sur T + K.

Les bitypes peuvent étre rassemblés en trois "domaines” :

1. Le domaine d’Alice : bitypes AA, AN et NA;
2. Le domaine du Suivant : bitypes NN, NP et PN ;
3. Le domaine de Bob : bitypes BB, BN et NB;

Ce classement est issu du fait que dans le premier domaine, Alice gagne plus souvent que
le Suivant ou que Bob, et ceci sur G et G + K. Les autres domaines ont des propriétés
similaires. Passons maintenant au classement des bitypes signés proprement dits.

Pour tout le-graphe G, quatre cas sont considérés :

1. Le Suivant est Alice et le jeu est G;

2. Le Suivant est Alice et le jeu est G + K ;
3. Le Suivant est Bob et le jeu est G;

4. Le Suivant est Bob et le jeu est G + K7 ;

Le cas dans lequel on se trouve est appelé condition de jeu. Une partie de position
courante G pourra étre considérée suivant 'une ou 'autre de ces conditions de jeu.
Définissons maintenant formellement cet ordre, noté < :

Définition 6.5.1 Soient XY et X'Y' deux bitypes. On dit que XY est inférieur ou égal
a X'Y' et on note XY <X X'Y’ si pour tous G et H de bitypes respectifs XY et X'Y" on
a : pour chacune des quatre conditions de jeu, Bob gagne sur H s’il gagne sur G.

Contrairement a 1'usage dans les jeux combinatoires partisans ou par convention ’ordre
est défini par rapport a Alice (c.f. Chapitre 1), ordre a été ici défini par rapport a Bob
car c’est la plupart du temps pour Bob qu’il est le plus difficile de découvrir un coup
gagnant, ou de démontrer qu’il n’y en a pas. Ainsi un bitype plus grand qu’un autre
sera plus fréquemment gagnant pour Bob, plutot que pour Alice qui est la convention
généralement utilisée.

En notant (X)) le quadruplet (J1, Ja, J3, J4) ou J; € {A, B} est le joueur gagnant la
partie pour la condition de jeu i, on a :
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1. Dans le domaine d’Alice : g(AA) = AAAA, g(AN) = AAAB et g(NA) = AABA;

2. Dans le domaine du Suivant : g(NN) = AABB, g(NP) = ABBA et g(PN) =
BAAB:;

3. Dans le domaine de Bob : ¢(BB) = BBBB, g(BN') = BABB et g(NB) = ABBB;
On note pour tous bitypes XY et X')’ :

XY < X'V si et seulement si XY <X X'V et XY £ X'V

De plus, si XY et X'’ sont incomparables, on note XY <= X').
On a alors les propriétés suivantes :

Proposition 6.5.2 (Ordre < des bitypes)
1. Pour tout bitype XY, AA< XY < BB;

AN < PN < BN ;

AN < NN < NB;

NA<NP <NB;

NA<NN < BN ;

Pour tout type Z, ZN <= NZ ;

NN <~ NP et NN <>~ PN.

NS S e

Preuve: Pour démontrer que XY < X’} il suffit de comparer g(X)) et g(X’)’) et de
vérifier que si un "B” est en position ¢ dans le quadruplet g(X')) alors dans g(X’)") il
y a bien un "B” en position i. Avec la méme méthode on vérifie aisément que pour tout
Z # N, ZN et N Z sont incomparables. C’est également le cas entre NN et NP ou
entre NN et PN. |

Cet ordre des bitypes sera fréquemment utilisé pour majorer ou minorer le bitype d'un
le-graphe donné lorsque la valeur exacte n’est pas connue. Ce sera par exemple le cas pour
les I-chenilles et les P-chenilles (c.f Section 2.5.2).

Mais continuons tout d’abord ce Chapitre avec un théoreme permettant de déterminer
le nombre chromatique ludique d'un ensemble de lc-graphes a partir de la connaissance
du bitype d’'un le-graphe Gy.

6.6 Propriétés des sous-graphes

Nous allons maintenant rechercher des propriétés d’inclusion, c’est-a-dire des pro-
priétés permettant de calculer le type d'un lc-graphe a partir de certaines propriétés d’un
de ses sous-graphes. Pour une certaine définition de I'inclusion ”C”, nous souhaiterions
obtenir la propriété (*) suivante :

Pour tous le-graphes T' et U, si T C U et o(T) = o(U) alors 0o(T) < oo(U). (*)
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V.Y Y

BB NN AA

FIGURE 6.20 — lc-arbre ou I'ajout de feuilles coloriées fait décroitre le bitype.

Nous ajoutons I’hypothese que 7" et U sont de méme signe car dans le cas contraire on
pourrait avoir oo(U) bitype miroir de 7', par exemple si U = T+ K;. Or nous imposons
a I'inclusion I'ajout de sommets isolés, c¢’est-a-dire pour tout T"on aT' C T + Kj.

Regardons quelles conditions sont nécessaires a la relation C pour que (*) puisse étre
vraie.

Commencons par observer que, pour un le-graphe 7' donné, I'ajout de feuilles coloriées
peut favoriser Alice. Par exemple reprenons notre exemple de lc-chenille de bitype signé
BB, de la Figure 6.13. 1l s’agit de T" = aDDa sur laquelle Bob gagne en coloriant une
feuille avec une couleur différente de a, et Alice n’a aucun coup gagnant. Notamment si
elle colorie un 4-sommet s avec une couleur b alors Bob peut colorier une feuille voisine
de 'autre 4-sommet t avec la 3e couleur ¢, et ainsi constituer un lc-graphe équivalent a
K {53) Par conséquent, si on ajoute deux feuilles coloriées avec une couleur ¢ # a sur les
feuilles voisines de ¢, Alice a un coup gagnant sur ce nouveau lc-arbre 7" (Js,(7") avec
b ¢ {a,c}). Comme dans 7" Bob a toujours un coup gagnant en coloriant une feuille
voisine de s avec b, on a oo(T") = NN. Mais on peut lui interdire ce coup en ajoutant a
T deux feuilles coloriées avec b sur les feuilles voisines de s. On vérifie aisément que sur
ce nouveau graphe 7" on a 0o(T") = AA. Les trois lc-arbres T, T" et T" sont représentés
Figure 6.20.

Nous ne pouvons donc dans le cadre général ajouter des feuilles coloriées sans faire
décroitre le bitype. Mis a part les graphes réductibles par Ry en K 52, nous ne savons pas
a I’heure actuelle s’il existe des le-graphes de bitype BB qui restent de bitype BB quelles
que soient les feuilles coloriées qu’on lui ajoute.

Notre définition de I'inclusion doit donc interdire ’ajout de feuilles coloriées au voisi-
nage des sommets de T

Il s’agit du 4e point de la définition suivante :

Définition 6.6.1 Soient T" et U deux lc-graphes. On dit que T est un sous-graphe de
U et on note T C U si et seulement si

- V(1) CV(U);

- BE(T)C EU);

— pour tout v € V(T), si cp(v) est définie alors ¢y (v) également et cr(v) = cy(v);

— pour tout v € V(U)\V(T), si Ny(v) NV (T) # 0 alors v n’est pas colorié.
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FIGURE 6.21 — lc-graphe ou 'ajout d’'une aréte fait décroitre le bitype.

Rappelons que pour un le-graphe 7' et un sommet v € V(T'), cp(v) est la couleur de v
dans T si v est colorié, et n’est pas défini sinon. ¢y est donc une fonction partielle de
sommets de T" dans {1, 2, 3}.

La derniere condition, imposant aux sommets de U voisins d'un sommet de 7" d’étre
non coloriés, permet aux coups dans T d’étre possibles dans U. Autrement dit, la 4e
condition permet d’avoir la propriété suivante :

Proposition 6.6.2 Soient T' et U deux lc-graphes tels que T C U. Alors pour tout v €
V(T) et pour toute couleur ¢ on a :

JoolT) € OpH(T) = Jo(U) € OpH(U).

On pourrait penser que si T C U et o(T) = N alors o(U) € {N, B}. Cette propriété est
effectivement vérifiée pour un grand nombre de chenilles, mais il existe quelques contre-
exemples comme a*0z qui est de bitype N' A alors que a*zz est de bitype AN. De plus
on a toujours 7' C T + K, donc par exemple si T est de bitype NP cette propriété est
trivialement fausse. Comme cela a été proposé dans (*), Il faut donc imposer a T et U
d’avoir le méme signe, ou dans le cas contraire établir une relation entre oo(T + K;) et
oo(U).

Intéressons-nous au cas ou les lc-graphes 7" et U sont de méme ordre, c’est-a-dire
lorsque U est obtenu a partir de T par ajout d’arétes. L’intuition nous laisse suppo-
ser que 'ajout d’arétes ne peut favoriser Alice, en effet plus le le-graphe est dense plus
I’aboutissement de la 3-coloration semble difficile.

Mais ce n’est pas toujours le cas comme on peut I'observer avec ’exemple de la Figure
6.21. Le le-graphe de gauche est noté T' = 2 Dj.aaz0a Observons que dans 7' comme dans
U Bob a un coup gagnant évident : la coloration de = avec a (le rouge de la Figure).
Ainsi le sommet s ne pourra plus étre colorié. Par conséquent, si Alice commence elle
doit empécher ce choix de Bob. Elle n’a que deux possibilités : J,p et J;,. Or Jg; est
réductible par Ry en s et en appliquant cette réduction on obtient exactement J;,. Par
conséquent sur 7' comme sur U son seul coup potentiellement gagnant est Js,. On observe
que J,o(T) = a®za* + z, donc 00(J,4(T)) = AN Ainsi le seul coup intéressant pour Bob
est la coloration de y avec a. Or dans J, ,(U) y a un nouveau voisin s, colorié avec a. Donc
Bob n’a plus aucune option intéressante, ainsi oo(Js .(U)) = AA. On en conclut que

00(T) =NB = NN = oo(U).
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Donc 'ajout d’arétes peut dans certains cas favoriser Alice. Pour que la propriété (*)
soit vérifiée, il faudrait donc que 7' soit un sous graphe induit de U. Nous n’avons a ce
jour découvert aucun contre-exemple a cette propriété, nous conjecturons donc que :

Conjecture 6.6.3 (Conjecture du lc-graphe induit) Soit U wun lc-graphe. Alors
pour tout sous-graphe induit de U tel que T' C U on a :

1. Sio(T) =o(U) alors 0o(T) < 0o(U) ;
2. sinon oo(T + K;) =< oo(U).

La principale difficulté de cette conjecture est qu’il existe des options de U ne vérifiant
plus le 4e point de I'inclusion avec T', ou quelle que soit I'option de T choisie. En effet Alice
peut choisir de colorier un sommet du voisinage de V(7') et ainsi supprimer l’ensemble
des coups gagnants que Bob avait sur 7T'.

Intéressons-nous maintenant au cas des lc-arbres 7' de bitype au moins NAN. Dans
ce cas pour tout lc-arbre U tel que T C U, T est un sous-graphe induit de U. On peut
remarquer que dans ce cas si dans U Alice colorie un sommet du voisinage de V' (7T') alors
il n’y a qu'un sommet v ne vérifiant pas le 4e point de la définition 6.6.1. Par conséquent
si dans T" Bob avait deux coups gagnants distincts alors il lui en reste un dans U. Ainsi
dans ce cas Alice n’a aucun coup gagnant sur V(U)\V(T).

Ces remarques nous on conduit a diviser la famille des lc-graphes de bitype BB en
deux ensembles disjoints BB et BB~ de la maniere suivante :

Définition 6.6.4 Soit T" un lc-graphe de bitype BB. On dit que T est de bitype étendu
BB* et on note ooo(T) = BB" si T = Kl(cg ou si les deux conditions suivantes sont
vérifiées :

1. toute option non équivalente a K 1(2 a une BBT-option ;

2. soit T a deux BB*-options soit pour I'unique BB*-option J,.(T) de T, T * fs. a
une BB -option.

Ou T * fs. est le lc-graphe T" auquel on a rajouté une feuille f, . voisine de s et coloriée
avec c.
Dans le cas contraire on dit que 1" est de bitype étendu BB~.

Commencgons par observer que nous n’avons découvert aucun lc-graphe de bitype
étendu BB~, notamment sur la famille des lc-arbres. Ceci est du au fait que, sur les
exemples étudiés, ’absence de coup gagnant pour Alice sur T entraine la plupart du
temps l'existence d’'un grand nombre de BB-options. Nous n’avons en outre découvert
aucun le-graphe T' de bitype BB n’ayant pas de BB-option, par exemple vérifiant

00(Opt(T)) = {BN,NN}.

Considérant la famille des lc-arbres de bitype étendu BB d’une part, et ayant une
BBt-option d’autre part, une propriété d’inclusion a pu étre établie.

Théoréme 6.6.5 (Théoréme d’inclusion) Soit T' un lc-arbre. Pour tout lc-arbre U tel
que T'CU on a :
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1. Si 000(T) = BB* alors ooo(U) = BB* ;

2. 8i T a une BBT-option alors U également.

Preuve: La preuve est réalisée par récurrence sur u(7"). Si u(7) = 0 alorson a T' = K

(c)
Par définition de 'inclusion on a U = ng, donc ooo(U) = BB™. Soit maintenant 7" un
lc-arbre tel que u(7") > 0.

1. Si 00o(T) = BB* alors deux cas sont a étudier.

— SiT a deux BBT-options distinctes Js o(T) et J;5(T), comme J; o(T) C J54(U) et
Jip(T) C Jip(U), par hypothese de récurrence U a également deux BBT-options
distinctes.

Il reste & démontrer que toute option de U a une BBT-option. Soit J,.(U) une
option de U.

Siv € V(T) alors comme 00o(T') = BB*, J, .(T) a une BB -option. Par hypothese
de récurrence on en déduit que J, .(U) a une BB"-option.

Si v e Ny(V(T)) alors comme T a deux BB*-options distinctes, le le-arbre T, =
Jo(UV(T) U {v}]) a au moins une BB*-option. Or T, C J,.(U), donc par
hypothése de récurrence J, .(U) a une BBT-option.

Enfin si v € V(U)\N; (V(T)) alors on a T C J,.(U). Donc par hypothese de
récurrence J, .(U) a une BBT-option. On en conclut que ooo(U) = BB™.

— Si pour 'unique BB*-option J (1) de T', T" = T'* f, o a une BB -option J;,(1"),
alors posons U’ = U * f, ,. Comme J;,(T") C J, ,(U) par hypothese de récurrence
000(Jsq(U)) = BB*. De plus J;,(T") C J;,(U’) donc U" a comme 7" une BB™*-
option.

Il reste a démontrer que toute option de U a une BBT-option. Soit J, .(U) une
option de U.

Siv € V(T') alors comme 0oo(T') = BB*, J, .(T') aune BB -option. Par hypothese
de récurrence on en déduit que J, .(U) a une BBT-option.

Sinon si v € Ny(s) et a = c alors T C J, .(U), donc par hypothese de récurrence
Jue(U) a une BB*-option.

Sinon si v € Ny(V(T)) alors Jso(T) C Jsa(Jye(U)), donc par hypothese de
récurrence J; ,(J, .(U)) est de bitype BB™.

Enfin si v € V(U)\N;(V(T)) alors on a T' C J, .(U). Donc par hypothese de
récurrence J, .(U) a une BB -option. On en conclut que ooo(U) = BB™.

2. Si T a une BBT-option Js,(T) alors comme J;,(T) C Js,(U), par hypothese de
récurrence J; ,(U) est une BB*-option de U.

Ce théoreme sera utilisé pour étendre une stratégie gagnante de Bob sur un lc-arbre
T a un sur-graphe U de T'. 1l faudra démontrer que la stratégie gagnante de Bob peut
s’appuyer exclusivement sur des BB1-options. Comme nous allons le voir avec la famille
des lc-chenilles, pour une instance donnée 1" la démonstration de ’extension + sera la
plupart du temps facile une fois que l'on aura démontré que 7" est de bitype BB.
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6.7 Propriétés d’addition des lc-graphes

Dans cette Section nous allons mettre en évidence des cas de figure ot ’on peut calculer
00(T + U) connaissant 00’ (T) et 0o’ (U).

Les seuls bitypes signés de T et U n’étant parfois pas suffisants pour connaitre le
bitype de T'+ U, nous partitionnerons la classe AA en sous classes AA' et AA~. Comme
pour la Section précédente nous parlerons de bitypes étendus et nous noterons ooo(T")
le bitype étendu de T', qui sera le bitype de T si la classe n’est pas partitionnée.

6.7.1 Symétries de 'opérateur &

Rappelons que l'opérateur @ sur les bitypes signés étendus est défini par :
Pour tous le-graphes T, U on a 000’ (T + U) = 000 (T') & 000’ (U).

Comme nous allons le voir par la suite, dans le cadre général il n’y a pas unicité du bitype
signé étendu de T'+ U en fonction de ceux de T et de U. Par conséquent 000’ (T') & 000’ (U)
est un ensemble de bitypes qui est parfois réduit a un singleton.

Par la suite, nous dirons qu'un coup ou une option est intéressant(e) pour Alice
(resp. Bob) si son bitype contient A ou P (resp. B ou P) sur l'une de ses deux lettres. En
effet, toute option d’'un autre bitype contient un coup gagnant pour 'autre joueur sur 7'
et sur T'+ K. Les joueurs auront donc intérét a ne choisir que des options intéressantes.

L’existence de 'opérateur & entraine certaines propriétés de symétrie :

Proposition 6.7.1 Supposons qu’il existe un opérateur @ tel que, pour tous lc-graphes
T etU, ona:
000 (T + U) = 000'(T') & 000 (U).

Soient deux bitypes signés étendus XY; et X'Y5. Posons ZZ;, = XY; @ X'V, on a donc
k =1i+7. (les extensions éventuelles sont omises car elle alourdiraient inutilement les
notations). On a les propriétés suivantes :

1. Commutativité : XY; © X' Vi = X'V, & XV; ;

2. Symétrie centrale : XY; ® X/y]‘ =YX _; D yvq_j ;:

3. Antisymétrie axiale gauche : YX\_; ® X’y; =Z'Z_;

4. Antisymétrie axiale droite : XY; & y’;\q’_j =2Z'Z_;

Rappelons que le signe du bitype est toujours 0 ou 1.

Preuve: Soient T' et U deux lc-graphes de bitypes signés étendus X'Y; et X'Y] respec-
tivement. La réunion 7'+ U est donc de bitype ZZ}, avec k = i + j puisque le signe de
T+ U est la parité de u(T'+U) = u(T) +u(U). Ces 4 propriétés découlent de la définition
des bitypes et de la notion de bitype miroir.

Les extensions seront omises car elles sont inchangées par passage au miroir. En effet,
lorsqu'une extension XY;" a été définie par la présence d'une option d’un bitype étendu
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particulier X’Y/¢ . parmi les options, nous avons parallelement défini I’extension sur le bi-
type miroir VX", par la présence d'une )’ X/%-option. Par conséquent si X'Y; a 'extension
+ (resp. —) alors YA _; a également 'extension + (resp. —).

La preuve est immédiate pour la commutativité car la réunion disjointe de deux
graphes est commutative.

Pour la symétrie centrale, on sait que oo(U + K;) = Y'A]_; (bitype miroir). Par la
Proposition 6.4.6, on peut écrire :

VX @YX ;=00 (T+ K +U+K,)=00(T+U)=ZZ.

Le lc-graphe T'+ K a pour bitype signé YX;_;. Par conséquent oo(T + K; + U)
00 (T+ K1) @oo' (U) =YX, ;@ X'Y]. Or comme oo(T+U) = Z2' on a 0o(T+U + K;)
Z'Z. Cela démontre la propriété 3.

Enfin pour la 4éme propriété, le graphe U + K; a pour bitype signé V'A] .. Par
conséquent 0o(T+U+K;) = 00 (T) @00 (U+ K,) = XYV;®Y'X]_;. Or comme oo(T'+U) =
ZZ' onaoo(T+U+ K;)=Z'Z. |

La preuve n’utilise que la Proposition 6.4.6 et la commutativité de la réunion disjointe. Par
conséquent si la somme 000’ (T') @ 000’ (U) est un ensemble de bitypes, alors ces propriétés
restent vérifiées en définissant le miroir d'un ensemble E de bitypes comme 'ensemble
des miroirs des éléments de FE.

Ces propriétés de symétrie vont nous permettre de diminuer le nombre de cas a étudier.
En effet, si une valeur X y;i o X y;e est connue (d et e sont les extensions, éléments de
{—,+}), alors cela entraine la connaissance des valeurs de Y X2 , & X’ yj’.e, xXyioy X{e_j
et VXL @) X{i ;- Plus précisément, pour un bitype ZN (ot Z est un type quelconque),
la connaissance des valeurs ZN® @ Z'N§ pour tous Z', i, j, d et e implique que I'on sait
calculer en temps constant les valeurs N Z{ & Z’/\ff, ZNEON Z]/- cet NZEON Zj/. ¢ cela
pour tous Z’, i, j, d et e.

6.7.2 Ajout de composantes, bitype BB

Commencons par démontrer que l'ajout de composantes a un lc-graphe 7' ne peut
diminuer le bitype, donc préserve I'existence de stratégies gagnantes pour Bob sur chacune
des conditions de jeu.

Proposition 6.7.2 (Ajout de composantes) Soit T un lc-graphe. Alors pour tout lc-
graphe U on a :

1. Sio(U) =0 alors oo(T +U)
2. Sio(U) =1 alors oo(T 4+ U)

= o00(T);
= oo(T + K).
Preuve: Par récurrence sur u(7T). Si u(T) = 0 alors soit on a T' = 0, et 0o(T') = oo(T +

K,) = AA, soit on a T = K(C3 et 0o(T) = oo(T + K,) = BB = oo(T + U) puisque
T+U =K\

Soit maintenant 7' tel que u(7") > 0. Pour chacune des quatre conditions de jeu, il

faut démontrer que si Bob gagne sur T' (ou T + K; pour le second point) alors il gagne
également sur 7'+ U.
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1. Sio(U) =0, regardons chacune des quatre conditions de jeu.

— Jeu sur T, Alice commence : Supposons que sur toute option 7" de T' Bob a
un coup gagnant. Alors par hypothese de récurrence sur toute option de T+ U de
la forme 7"+ U Bob a un coup gagnant. Dans T+ U si Alice joue sur U alors Bob
joue a son tour sur U. S’il obtient un le-graphe U; = K fcg alors il gagne. Sinon on
ao(U;) =o(U) = 0. Itérons ce procédé : tant qu’Alice joue sur U; alors Bob joue
a son tour sur U; pour obtenir U;;; de méme signe que U. Ainsi en u(U) étapes
la composante U sera completement coloriée, donc Alice sera forcée de jouer sur
T et donc perdra la partie.

— Jeu sur 7'+ K7, Alice commence : Supposons que sur toute option (7' + K; )’
de T'+ K, Bob a un coup gagnant. Alors par hypothese de récurrence sur toute
option de T'+ U + K de la forme (7' + K;)' + U Bob a un coup gagnant. Dans
T + U + K; tant qu’Alice joue sur U alors Bob joue a son tour sur U et obtient
soit U; = K g (il a donc gagné) soit U; de signe 0. On iteére ce procédé jusqu’a ce
que U; = (). Ainsi Alice perd car elle est forcée de jouer sur 7' + K.

— Jeu sur T, Bob commence : Supposons que sur 7" il ait un coup gagnant 7”.
Alors par hypothese de récurrence Alice n’a aucun coup gagnant sur 7"+ U. Ainsi
T’ + U est un coup gagnant pour Bob dans T + U.

— Jeu sur T + K;, Bob commence : Supposons que sur 7"+ K il ait un coup
gagnant (T + K7)'. Alors par hypothese de récurrence Alice n’a aucun coup ga-
gnant sur (74 Ky)' +U. Ainsi (T'+ K;)' 4+ U est un coup gagnant pour Bob dans
T+U+ K.

On en conclut que oo(T + U) = oo(T).

2. Si o(U) =1, il suffit de reprendre la preuve du premier point en remplagant U par
U + Ki, on obtient ainsi oo(T + U + K;) = oo(T). Or par définition de 'ordre >,
pour tous le-graphes G et H on a 0o(G + K;) = oo(H + K;) si et seulement si
00(G) = 0o(H), on en conclut que oo(T + U) = oo(T + K).

Commencons par signaler une conséquence directe de la Proposition 6.7.2 :

Corollaire 6.7.3 Pour tous lc-graphes T' et U, si oo(T') = BB alors oo(T + U) = BB.

Cette propriété sera fréquemment utilisée pour rechercher une stratégie gagnante pour
Bob sur un le-graphe non connexe : il suffira de découvrir une BB-option sur 'une des
composantes connexes.

Le Corollaire 6.7.3 peut se réécrire de la maniere suivante :

Pour tout bitype étendu XY¢ on a XY @ BB = BB.

Comme nous allons le voir par la suite, la somme X}Y; © &'V} peut parfois prendre
plusieurs valeurs. En général il s’agit d'un ensemble de bitypes. On utilisera une forme
contractée pour décrire cet ensemble de bitypes X'Y; & X'V}, par exemple AX, YB ou
QY (avec Q € {P,B}).
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6.7.3 Addition pour les bitypes ne contenant pas de type A

Démontrons maintenant quelques résultats sur les lc-graphes contenant une compo-

sante de bitype NN

Théoreme 6.7.4 Soient T et U deux lc-graphes.
1. Si0o(T) = NN et oo(U) = NN alors oo(T + U) = BB.
2. 8100 (T) = NN; et 0oo(U) = PN alors oo(T +U) = BY sii=0 et Y'B sinon.
3. Si 00 (T) =NN; et 0oo(U) = NP alors oo(T +U) = YB sii =0 et BY sinon.

Ou les variables Y et V' correspondent a un élément de l’ensemble {N, B}.

Preuve: La preuve est réalisée par récurrence sur u(7' + U). Si u(T + U) = 0 alors soit
T+ U est completement colorié donc ni 7' ni U ne peuvent étre de bitype NN, soit T (ou
U) est réductible par Ry en K7Y 3. Dans ce cas on a oo(T') = BB, par le Corollaire 6.7.3
on en déduit que oo(T + U) = BB. Supposons maintenant le théoreme vrai pour tous
le-graphes 7" et U’ tels que u(T" + U') < u(T + U).

1. Sans perte de généralité regardons uniquement les coups sur 7'. Soit 7"+U une option

de T+ U. Par la Proposition 6.7.2 on a 0o(T" + U) *= oo(U) = NN, donc toute
option de T + U est de bitype au moins NN, et Alice n’a aucun coup gagnant sur
T+U ouT+U+ K. Il reste & démontrer que T+ U a une BN ou une BB-option. Si
T (ouU) aune NN, NB, BN ou une BB-option alors par hypothese de récurrence
sur le ler point on en déduit que 1"+ U a une BB-option. Dans le cas contraire,
00(T) = NN et par la Proposition 6.4.9 on sait que 7' a une PN et une N'P-option.
Si U est de signe 0, alors la PA-option Ty de T vérifie oo(Ty + U) € {BN, BB} par
hypothese de récurrence sur le second point. Si U est de signe 1 alors c’est la N'P-
option Ty de T qui vérifie oo(Ty + U) € {BN, BB} par hypothese de récurrence sur
le troisitme point. On en conclut que T + U a toujours une BA ou une BB-option,
donc que oo(T + U) = BB.

. Notons o le signe de U. Par la Proposition 6.7.2 on a 0o(T + U) = oo(T + 0.K7) =

NN, donc 0o(T + U) € {NN ,NB,BN,BB}. D’autre part, si i = 0, par la Pro-
position 6.7.2, on a oo(T + U) = oo(U), donc oo(T + U) € {PN,BN,BB}. En
intersectant ces deux ensembles, on en déduit que oo(T + U) est de la forme BY.
Si i = 1 alors par la Proposition 6.7.2 on a 0o(T + U) = oo(U + K;) donc on a
0o(T+U) € {NP,NB,BB}. Par conséquent dans ce cas oo(T + U) est de la forme
VB.

Comme pour le cas précédent, par la Proposition 6.7.2 on a oo(T' + U) = oo(T +
0.Ky) = NN, donc oo(T + U) € {NN,NB,BN,BB}. Si i = 0 alors par la Pro-
position 6.7.2 on a 0o(T 4+ U) = oo(U), donc oo(T + U) € {NP,NB,BB}. Par
conséquent dans ce cas 0o(T + U) est de la forme YB. Finalement si i = 1 alors par
la Proposition 6.7.2, on a 0o(T+U) » 0o(U+ K7) donc oo(T+U) € {PN, BN, BB}.

Par conséquent dans ce cas oo(T + U) est de la forme BY.
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Le premier point du théoreme sera fréquemment utilisé pour mettre en évidence un coup
gagnant pour Bob. En effet, lorsqu’un coup sur I’épine dorsale partage une lc-chenille 7" en
deux composantes de bitype au moins NN, alors par le Théoreéme 6.7.4, le bitype global
de cette option est BB, et constitue donc un coup gagnant pour Bob sur T et T + Kj.

La lecture de la preuve de ce théoreme permet également de mettre en valeur I'im-
portance de la Proposition 6.7.2. Elle permet de limiter considérablement ’ensemble des
bitypes possibles pour 7'+ U connaissant ceux de T' et U. Cette proposition donne des
résultats intéressants pour tous bitypes ne contenant pas de type A.

Théoréme 6.7.5 (Théoréeme d’addition partielle) Soient T et U deux lc-graphes
dont le bitype me contient pas de type A. L’ensemble des bitypes possibles pour T + U
est donné par la table 6.5.

& BN NB PN NP NN
o 1 0o 1]J0 1 o0 1]0 1|

BN, || BB BB BB BB |BY BB BB YB|BB BB
BN, | BB BB BB BB | BB YB BY BB | BB BB
NB, || BB BB BB BB | BB BY YB BB | BB BB
NB, || BB BB BB BB |YB BB BB BY | BB BB
PNy || BY BB BB YB | QY BB BB YQ|BY YB
PN, || BB YB BY BB | BB YQ QY BB |BY YB
NF, | BB BY YB BB | BB QY YQ BB |YB BY
NP ||YB BB BB BY |YQ BB BB QY |YB BY
NNy || BB BB BB BB |BY BY YB YB| BB BB
NN, ||BB BB BB BB |YB YB BY BY | BB BB

TABLE 6.3 — Table d’addition des bitypes ne contenant pas de type A, avec Y € {N, B}
et Q € {P,B}.

Preuve: La preuve est basée sur les propriétés de symétrie (Proposition 6.7.1) et sur la
Proposition 6.7.2. Démontrons les valeurs de la table pour 0o(T) et oo(U) de la forme
ZN . Les symétries centrale et axiale nous permettront de déduire les autres valeurs. De
plus, dans le Théoreme 6.7.4 nous avons déja démontré plusieurs valeurs. Il ne reste donc
qu’a démontrer le valeurs de PN; ® PN, et BN; @ PN, pour tous i et j.

La Proposition 6.7.2 peut se réécrire ainsi : oo(T + U) = oo(T + o(U).K;). En
échangeant les roles de T' et U, on a également oo(T + U) = oo(U + o(T).K;). On a
donc la propriété suivante :

00(T + U) € {XY = 0o(T + o(U).K1)} N {X'Y = 0o(U + o(T). K1)}

Réécrivons maintenant cette expression pour chacun des huit cas a étudier :
1. PNo@® PNy :00(T+U) € {PN,BN,BB}N{PN,BN,BB}, donc oo(T+U) = QY.
2. PNo@® PNy :00(T+U) € {NP,NB,BB}N{PN,BN, BB}, donc oo(T +U) = BBS.
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3. PN1®PNy:00(T+U) € {PN,BN,BB}N{NP,NB,BB}, donc oo(T+U) = BBS.
4. PN1@®PN; :00(T+U) € {INP,NB,BB}N{NP,NB,BB}, donc oo(T+U) = YQ.
5. BNy @® PNy : 0o(T +U) € {BN,BB} N {PN,BN, BB}, donc oo(T + U) = BY.
6. BNg@® PNy :0o(T +U) € {NB,BB} N {PN,BN,BB}, donc oo(T + U) = BB.
7. BN1 & PNy : 0o(T +U) € {BN,BB} N {NP,NB,BB}, donc oo(T + U) = BB.
8. BN1® PN; : 00o(T+U) € {NB,BB} N {NP,NB,BB}, donc oo(T +U) = VB.

Concernant les bitypes AA, AN et N A, cette méthode ne permet pas d’obtenir des
ensembles de deux ou trois bitypes. Par exemple pour 00'(T) = 00'(U) = AN, on obtient
00(T+U) = AN, soit 0oo(U) € { AN, PN , NN, BN ,NB,BB}. Dans ces cas les bitypes de
T et de U ne suffisent pas pour connaitre le bitype de T'+ U. Nous avons pour cela besoin
d’une information supplémentaire sur 7" et U. En partitionnant les classes AA, AN, N A,
NN et BN en sous-classes, nous avons ainsi défini les bitypes étendus : AAT et AA~
pour AA; AN, AN?, et AN~ pour AN ; etc... Le signe — en exposant correspond a des
lc-graphes pour lesquels nous ne savons pas calculer la somme @ : il s’agit de lc-graphes
non conformes. Pour les autres classes, il s’agit des lc-graphes conformes pour lesquels
la somme @ est connue quel que soit le second bitype étendu. Cette méthode permet
d’obtenir une propriété d’addition avec unicité, c’est-a-dire que pour tous bitypes signés
étendus XX/ et YV (sauf extension —), il existe un unique bitype étendu ZZ' vérifiant

ZZ7 =xx e YYr.

Le calcul des sommes pour les bitypes AN, N A, NN et BN sortant du cadre de cette
these, nous nous limiterons ici a la définition de I'extension sur AA, car il nous faudra
fréquemment connaitre le bitype de T'+ U lorsque T est de bitype AA.

6.7.4 Neutralité des composantes de bitype AA"

Définition 6.7.6 Soit T' un lc-graphe de bitype AA. On dit que T est de bitype étendu
AA*T et on note ooo(T) = AAT si w(T) < 1 ou si les deux propriétés suivantes sont
vérifiées :

1. T a une AAT-option ;

2. toute option T' de T a une AAT-option.

Dans le cas contraire on note ooo(T) = AA™.

En d’autres termes, un le-graphe T de bitype AA est de bitype étendu AA™T si Alice peut
toujours choisir des options de bitype AAT quel que soit le Suivant sur 7. Si T est de
bitype étendu AA~, alors il existe au moins une condition de jeu sur laquelle Alice ne
peut éviter & un moment donné dans la partie de choisir une option de bitype PN pour
gagner la partie (ou NP en condition de jeu T+ K7). Autrement dit sur au moins une
condition de jeu Bob a une stratégie gagnante qui force Alice a choisir une option PN
Démontrons maintenant la propriété suivante pour les bitypes signés étendus AA et

AAT.
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Proposition 6.7.7 Soient T et U deux lc-graphes. Posons 000’ (U) = XYV¢.
1. Si 000 (T) = AA§ alors 0o (T +U) = XY¢ ;
2. Si 000 (T) = AAT alors 00d (T +U) = VXL, ;

Preuve: Démontrons cette proposition par récurrence sur u(7 + U). Si w(T' + U) = 0
alors la partie est terminée, on a bien 0o(T' +U) = BB si oo(U) = BB et oo(T'+U) = AA
sinon.

1. Démontrons que si 000’ (T') = AA{ alors 0oo (T+U) = 000’ (U). Grace aux propriétés
de symétrie (Proposition 6.7.1) et comme le cas oo(U) = BB est découle de la
Proposition 6.7.3, il suffit de démontrer I’égalité pour oo(U) € {AA, ZN'} (ou Z
est un type quelconque) pour conclure la preuve du premier point. En effet, si 'on
démontre que AAS @ ZN; = ZN; alors par Pantisymétrie axiale gauche on en déduit
que NZ 1 & AA; = NZipy.

— Sioo(U) = AA alors comme T a une AAT-option T}, par hypothese de récurrence

on a oo(Ty +U) = AAT & AA = AA, donc T + U a une AA-option. D’autre
part, comme 0oo(T) = AA™, pour toute option 7" de T il existe une option 7"
de bitype AA™. Par hypothese de récurrence on en déduit qu’aucun coup sur T
n’est intéressant pour Bob. De plus, dans T'+ U, toute option de la forme 7'+ U’
est de méme bitype que U’. Puisque 0oo(U) = AA il n’est donc pas intéressant
pour Bob. Par conséquent Bob n’a aucun coup gagnant sur 7'+ U ou T+ U + K,
donc oo(T' 4+ U) = AA.
Concernant le cas particulier 0oo(U) = AAT, par définition de I'extension U a une
AAT-option U;. Par hypothese de récurrence ooo(T+U;) = AAT donec T+U a une
AAT-option. D’utre part toute option U’ de U a une AA"-option. Par hypothese
de récurrence on en déduit que toute option de T'+ U a une AA'-option, donc
que 0o(T'+U) = AAT.

— Si 00o(U) = ZN alors le Suivant a un coup gagnant sur U + Ki, noté (U + K;)'.
Par hypothese de récurrence T'+ (U + K1) est un coup gagnant sur 7'+ U + K.
On en déduit qu'il existe Z’ tel que oo(T + U) = Z'N. 1l reste a démontrer que
Z = Z'. Si le Suivant a un coup gagnant U’ dans U, alors par hypothese de
récurrence T+ U’ est un coup gagnant dans T+ U. Si par contre il n’a aucun
coup gagnant sur U alors par hypothese de récurrence dans 7'+ U aucun coup
sur U ne constitue un coup gagnant. Or si le Suivant joue sur 7', I'autre joueur
peut choisir une AA*-option T7”. On a donc 0o(T” 4+ U) = 0o(U), par conséquent
dans ce cas le Suivant n’a aucun coup gagnant sur 7'+ U. Dans tous les cas il a
donc les mémes possibilités sur U et T+ U, ce qui entraine que Z = Z'.

2. Si0o(U) = AA{, par la symétrie centrale (Proposition 6.7.1) on peut écrire :
AAT © XY = AAT © VAL, = VAL,
Ce qui conclut la preuve du second point.

Cette proposition sera fréquemment utilisée pour éliminer une composante de bitype
AA' dans un le-graphe. Ainsi lorsque le Suivant choisira une option G = T + U, si
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000(T) = AAT alors nous considérerons le lc-graphe G’ = U + o(T').K;, équivalent a G
par la Proposition 6.7.7.

6.8 Conclusion

Apres un rapide état de 'art des connaissances sur le nombre chromatique ludique
et ses variantes, nous nous sommes intéressés au probleme de caractérisation des arbres
de nombre chromatique ludique 3. Nous avons démontré cinq réductions de graphes nous
permettant de nous limiter a ’étude des lc-graphes plutot que de 'ensemble des graphes
partiellement 3-coloriés.

Dans le but d’étudier ce probleme de caractérisation, nous avons repris et étendu a
notre jeu J une notion propre aux jeux combinatoires partisans : les types. Cette division
des lc-graphes en quatre classes B, P, N et A permet de faire le parallele avec le nombre
chromatique ludique classique dit A-ludique et le nombre chromatique B-ludique ou Bob
commence a jouer.

Néanmoins cette définition des types n’était pas assez riche pour permettre de calculer
le type d'un le-graphe non connexe uniquement en fonction des types de ses composantes
connexes. C’est pour cette raison que nous avons introduit les bitypes signés étendus
qui nous permettent de calculer le bitype d’un le-graphe non connexe en fonction de ceux
de ses composantes connexes, ou du moins d’en connaitre une expression limitée a deux
ou trois bitypes (c.f. table 6.3).

Nous avons ensuite démontré une propriété sur les sur-graphes d'un lc-graphe donné,
permettant notamment d’étendre une stratégie gagnante de Bob a un sur-graphe : le
théoréeme d’inclusion.

Nous avons également défini un ordre partiel sur les bitypes qui sera fréquemment
utilisé par la suite lorsque sur un le-graphe donné G nous aurons mis en évidence une
stratégie gagnante pour un seul des deux joueurs : nous majorerons ou minorerons le
bitype de G.

Terminons ce chapitre par quelques perspectives et questions ouvertes.

Concernant les réductions de graphes, deux autres réductions portant sur des struc-
tures locales sont conjecturées.

La premiere, dite réduction de feuilles et notée R5 porte sur les sommets de haut
degré possédant plusieurs feuilles voisines.

Conjecture 6.8.1 (Réduction de feuilles R5) Soit G un lc-graphe irréductible par
Ry, Ry, Ry, R3 ou Ry. S’il existe un sommet s de degré d > T possédant 5 feuilles
voisines non coloriées, la suppression de 2 feuilles voisines non coloriées de s aboutit a
un le-graphe G’ équivalent a G.

Cette réduction, représentée Figure 6.22 est facile a démontrer sur des familles particulieres
comme les lc-chenilles ou les arbres non coloriés, mais la démonstration n’a pu étre étendue
a l'ensembles des lc-graphes. La borne de 5 feuilles voisines est la meilleure possible car
en deca on peut avoir des bitypes différents entre s avec 4 feuilles voisines et s avec 2
feuilles voisines. Nous en construirons un exemple dans la Section 8.4. La réduction de
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FIGURE 6.22 — Réduction de feuilles R5 : suppression de deux feuilles voisines d’un sommet
s de degré au moins 7 et possédant au moins 5 feuilles.

feuilles R5 devrait pouvoir étre étendue pour les lc-chenilles & k& = 1 voisin non-feuille
de s (au lieu de k > 2), voire a la déconnexion d’une feuille au lieu du retrait de deux
feuilles. Ces extensions semblent s’appuyer sur la conformité du lc-graphe considéré et sur
une autre propriété : I'absence de le-graphes de cette forme ne possédant que des N A,
NN ou NB-options. Il existe probablement d’autres réductions du méme type que Rs,
c’est a dire portant sur des structures locales d’un graphe connexe. Citons la réduction
de chaine qui permettrait de limiter la longueur des successions de sommets de degré 2
dans un graphe (notamment dans les chenilles avec trous).

Conjecture 6.8.2 (Réduction de chaine Rg) Soit G un graphe possédant une chaine
de 4 sommets uy, us, uz et uy de degré 2. On a :

G=G - {UQUg}.

Pour démontrer cette réduction, il suffirait de prouver que si un graphe G contient une
feuille coloriée f dont le voisin est de degré 2 et a un voisin de degré 2 alors G — {f} est
équivalent a G.

Cette réduction serait utile pour déterminer le nombre chromatique ludique d’une che-
nille avec trous (sommets de degré 2), famille pour laquelle aucun algorithme polynomial
n’est a ce jour connu (c.f Section 7.5).

La réduction de chaine Rg a été vérifiée pour un grand nombre de lc-graphes, notam-
ment des lc-chenilles. Aucun contre-exemple n’est a ce jour connu, on pourrait envisager
de démontrer cette réduction sur une famille de graphes plus restreinte comme les lc-
chenilles.

D’autres réductions on été envisagées, comme la présence d'une composante C'
connectée au reste du graphe en un sommet u appelé lien et tel que la coloration de ce
lien forme une N'NV-option du coté de C' (c.f. Section 8.3). Ces composantes pourraient
etre directement remplacées par le lien colorié. Néanmoins le probleme de la couleur
choisie pour u pose probleme.

Cette notion de bitype pourrait étre adaptée a d’autres jeux partisans, par exemple
lorsque 1'on est autorisé a passer son tour une fois dans la partie :
— La premiere lettre du bitype indiquant qui a un stratégie gagnante s’il commence,
Alice (A), Bob (B), les deux (N) ou aucun (P).
— La seconde lettre du bitype indiquant qui gagne apres que le Suivant ait passé son
tour.
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Néanmoins, en vue de calculer le bitype de la somme disjonctive de plusieurs jeux parti-
sans, il faudra s’assurer de la conformité des positions de jeu étudiées.
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7.1 Introduction

Dans ce Chapitre, nous allons étudier le probleme de caractérisation des lc-graphes
de nombre chromatique ludique 3 sur quelques familles de lc-graphes. Nous étudierons
principalement la famille des chenilles qui a déja fait I'objet de quelques travaux [27, 25].

Concernant les 2-chenilles sans trous, nous établirons une stratégie permettant la
réduction du probleme a 1’étude d’un nombre polynomial de lc-2-chenilles sans trous (en
fonction de la taille). Nous étendrons ensuite la détermination des bitypes des 2-chenilles
sans trous aux chenilles sans trous en démontrant que I'ajout de feuilles supplémentaires
sur les 4-sommets ne modifie pas le bitype. Ceci nous permetrra de déterminer le bitype
de toutes les chenilles sans trous non coloriées.

Nous donnerons également quelques outils pour déterminer le bitype d’une chenille
avec trous, mais on ne connait a ce jour aucun algorithme polynomial résolvant ce
probleme.

Nous étudierons ensuite la familles des 1-chenilles circulaires, et terminerons ce cha-
pitre par quelques perspectives concernant les lc-arbres.

Les définitions et notations propres aux chenilles sont présentées dans le Chapitre
précédent, Section 6.3.2.

Pour I'étude de ces familles de lc-graphes, nous utiliserons la plupart des outils du
Chapitre précédent. L’expression des bitypes des options (Propositions 6.4.8 et 6.4.9)
nous sera utile pour déterminer le bitype d'un lc-graphe donné en fonction de ceux de
ses options. Le théoreme d’inclusion (Théoreme 6.6.5) nous permettra d’étendre notre
caractérisation a des sur-graphes, ou dans certains cas de minorer le bitype d'un lc-arbre
donné a partir de celui de ses sous-graphes.

Enfin les propriétés d’addition (Proposition 6.7.3 et Théoremes 6.7.4 et 6.7.7) nous
permettront dans certains cas de connaitre le bitype de le-graphes non connexes en fonc-
tion de ceux de ses composantes connexes, particulierement lorsqu’une composante est
de bitype étendu AAT, de bitype BB, ou si deux composantes sont de bitype au moins
NN . 11 existe toutefois plusieurs cas de figure oti, connaissant les bitypes signés de T et
U, le bitype de T'+ U peut prendre plusieurs valeurs, il s’agit d'un ensemble de bitypes
noté 00’ (T') @ 0o’ (U). Lorsque les bitypes de T et de U ne contiennent pas de lettre A, ce
ensemble est décrit dans la Table 6.3.

Nous montrerons que le joueur K ayant une stratégie gagnante a une stratégie gagnante
forte, c’est-a-dire qu’il peut tout au long de la partie ne choisir que des options de
bitype étendu KKt quels que soient les choix de lautre joueur. Nous travaillerons donc
exclusivement sur les bitype étendus AAT, NN et BB' dont voici la définition :

Définition 7.1.1 Soit T" un lc-graphe.

1. 000(T) = AAY siT =20 ousiT a une AAT-option et si toute option non équivalente
a0 aune AAT-option.

2. 000(T) = NNT si T a une AAT et une BB -option.

3. 000(T) = BBt si T = K}C?z ou si les deux conditions suivantes sont vérifiées :

— toute option non équivalente a Kg a une BBT -option ;
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— soit T a deuzx BB -options soit pour l'unique BB -option Js (T) de T, T * fs. a
une BB -option.

Ou T * fs. est le le-graphe T auquel on a rajouté une feuille f,. voisine de s et coloriée
avec c.

Seule la définition de NN est nouvelle, les deux autres extensions ont déja été définies
au Chapitre précédent.

Les conditions supplémentaires sur le bitype étendu BB™ ont été définies ainsi pour
pouvoir appliquer le théoreme d’inclusion (c.f. Section 6.6). En effet, I'existence de deux
BBt-options de T entraine que pour tout le-graphe U tel que T' C U, la coloration dans
U d’un sommet de U\T aboutit a un graphe U’ ayant encore au moins une BBT-option.
De méme si T' n’a qu'une BB -option J; (1), et si T * fs . a une BBT-option alors dans
U toute coloration d’un sommet de U\T aboutit a un graphe U’. Si dans U’ la couleur ¢
est présente au voisinage de s alors 7' f, . C U’, donc U’ a une BB*-option. Ainsi Alice
ne peut gagner sur tout le-graphe U tel que 7' C U.

Etablissons maintenant une table d’addition pour ces trois bitypes étendus.

Proposition 7.1.2 Soient K et L deuz bitypes de {A,N,B} et soient T et U deux lc-
graphes de bitypes étendus respectifs KK+ et LLT.

1. Pour tout K € {A,N,B}, BB & KKt = BB* ;

2. Soient T et U deux lc-graphes possédant une BB -option. On a alors ooo(T +U) =
BB*.
3. Pour tout K € {A,N,B}, AAT & KKt = KKT.

La preuve s’appuie sur les principaux résultats de la Section 6.7. Elle est réalisée par
récurrence sur u(7).

Preuve: 1. Soient T et U deux lc-graphes de bitypes étendus respectifs BB™ et K.
Par la Proposition 6.7.2, on sait que si T" est de bitype BB alors oo(T + U) = BB.
Il reste & démontrer extension "+ pour T'+ U. Si T = Kfcg) alors T + U = Kﬁ,{,
donc 0oo(T' + U) = BB™. Sinon soit T a deux BB*-options soit pour 'unique BB -
option Js.(T) de T, T  f;. a une BB*-option. Dans le premier cas par hypothese
de récurrence T + U a également deux BBT-options, et dans le second cas par
hypothese de récurrence la BB*-option 17 de T * f, . vérifie ooo(Ty + U) = BBT,
donc (U +T) * fs. ala BB -option T} + U.

2. Soient T et U deux le-graphes possédant chacun une BB'-option, notées T} et U
respectivement. Soit 1"+ U’ une option de T + U issue d’un coup sur U. Par le
premier point ooo(Ty + U') = BB™, et comme T} + U’ est une option de T+ U’,
on en déduit que toute option de 7'+ U issue d’un coup sur U a une BBT-option.
On procede de méme pour les options de T'+ U issues d'un coup sur 7', ainsi toute
option de T'+ U a bien une BB -option. Finalement comme 77 + U et T + U, sont
deux BB*-options de T'+ U, on en conclut que ooo(T + U) = BB™.

3. Soient T et U deux lc-graphes de bitype étendu respectifs AA' et K. Par la
Proposition 6.7.7, on sait que pour tous le-graphes T et U, si 000 (T) = AA{ alors
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000(T 4+ U) = 000o(U) et si 000 (T) = AAT alors ooo(T + U) est le bitype étendu
miroir de U. Comme le bitype de U est de la forme KIC, le bitype miroir de U est

exactement le bitype de U. On en conclut que ooo(T + U) = ooo(U).
|

Le second point de la Proposition 7.1.2 entraine notamment que :
NNT e NNT = BB*.

Le résultats de cette proposition concernant les trois bitypes étendus AAT, NN et BB
sont rassemblés dans la Table 7.1. Lors des calculs on utilisera fréquemment 1’opérateur
@ pour additionner ces trois bitypes étendus. Nous dirons par exemple que T+ U est de

bitype NN T NN = BB* losque T et U sont de bitype NN,

& AAT NNt BB*
AAT | AAY NNt BB*
NNT* || NNt BBt BB*
BB* | BB BBt BB"

TABLE 7.1 — Table d’addition des bitypes étendus AAT, NN et BB*.

Mettons maintenant en évidence 'existence d’une stratégie gagnante pour Bob sur
une famille particuliere de lc-chenilles : les I-chenilles.

7.2 Les I-chenilles

Dans cette Section, nous allons démontrer que pour certaines structures, Bob a une
stratégie gagnante triviale.

La proposition qui suit sera démontrée sur la famille des lc-1-chenilles, mais pourrait
étre étendue a I'ensemble des lc-chenilles.

Nous réutiliserons les notations de la Section 6.3.2, pour les lc-1-chenilles. Le mot
d’une le-1-chenille appartient a I'alphabet {z, 1,2, 3}. Les couleurs 1, 2 et 3 ne seront pas
utilisées directement. Nous utiliserons des variables a, b et ¢, en indiquant en indice si elle
sont distinctes ou non.

Proposition 7.2.1 (I-chenilles) Soit C' une lc-1-chenille. Si C' = azb,z, ou s’il existe
p > 0 lettres uy,us ... u, telles que w(C) = azujzuszus . ..zuyzb alors C' a une BBT-
option.

Preuve: La preuve est réalisée par récurrence sur p.
1. Si C' = azb,y alors C' a la BB*-option Kf).

2. Sip=Tlalors C' = azuyzb. Sia = bousiu; € {z,a,b} alors Bob choisit 'option C" =
auyc + cugb avec ¢ ¢ {a,b}. Dans ce cas C" a bien deux BB"-options (constitution

de K g des deux cotés) et toute option a une BBT-option (constitution de K g sur
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le coté ou Alice n’a pas joué). Sinon on a u; = ¢ avec a # b # ¢ # a. Dans ce
cas Bob choisit I'option C" = acczb. Montrons que ooo(C") = BB*. C” a bien deux

BBt-options : ach + bzb = K fc?z et acca sur laquelle toute option est équivalente a

K {Cg De plus toute option a une BB -option, car Alice doit choisir entre aca + azb
ou bezb si elle ne veut pas perdre immédiatement. Bob peut choisir respectivement
aca + acb et bea + ab, donc a toujours une BB -option.

3. Sip > 2 alors Bob choisit 'option C" = azc + czuszus . .. zuyzb, avec ¢ ¢ {a,us}.
Montrons que ooo(C”) = BB™. Par hypothese de récurrence la partie droite de C” a
une BBT-option, et la partie gauche également, donc Bob a deux BB*-options. De
plus si Alice commence a jouer sur une des deux composantes alors Bob joue sur
l'autre et obtient ainsi une BB*-option. Ainsi ooo(C") = BB*.

Un lc-chenille vérifiant les conditions de la Proposition 7.2.1 sera appelée I-chenille.
Afin de pouvoir utiliser cette proposition sur une famille plus large, étendons ce résultat
aux lc-arbres contenant une I-chenille.

Corollaire 7.2.2 Soit T un lc-arbre. S’il existe une I-chenille C' telle que C' C U alors
0o(T) = NN.

Preuve: Comme C' a une BB'-option, par le théoreme d’inclusion (Théoreme 6.6.5) on
en déduit que T a également une BB*-option. Ainsi 0o(T) = NN |

Ce corollaire sera principalement utilisé pour éliminer certaines options lorsqu’Alice
est le Suivant. En effet elle n’a aucun intérét a choisir une option contenant une I-chenille.

Il sera également utilisé lorsque Bob est le Suivant, par exemple s’il existe une option
avec deux composantes contenant chacune une I-chenille cette option sera de bitype BB™
par la Proposition 7.1.2.

7.3 Les 1-chenilles

Dans cette Section nous allons déterminer les bitypes de I’ensemble des 1-chenilles
non coloriées. Nous allons pour cela utiliser quelques notations sur les familles des lc-1-
chenilles.

Définition 7.3.1 Soit F une famille de lc-1-chenilles. S’il existe deux mots non vides E
et F' respectivement de {a,z}" et {b,z}" (avec a = b possible) tels que pour tout C' € F il
existen > 0 et une assignation de a et b tel que C' = E2"F, alors F est une L-famille. La
L-famille F d’extrémités E et F' est appelée la (E, F')-famille et est notée F = [E, F.

Chaque L-famille F de lc-1-chenilles est donc définie par ses deux extrémités F et F.
Une L-famille F peut donc étre représentée par celles-ci. Par exemple pour la L-famille
F définie par :

F={az"bjn>0,1<a,b <3},
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on note F = [a, b] ou plus simplement F = az"b lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité sur I'objet
considéré.

Par conséquent un élément C' d’une telle famille F est déterminé par deux parametres :

— Le nombre n de ”z” au milieu du mot, appelé taille de C' (dans F);

— L’égalité ou non entre les deux couleurs a et b
Considérant une telle famille F, un élément C' € F sera donc noté n” avecn > 0 et v €
{=,+#}. Lorsqu’on manipulera un ensemble d’éléments, on notera n I'ensemble {n=,n7}.

Toujours pour une telle L-famille, on note Expan(F) (resp. Eaa(F), Eps(F), et
Ey(F)) 'ensemble des éléments de F de bitype au moins NN (resp. de bitype AA,
de bitype BB, et de bitype variable V). Ces sous-ensembles de F ne sont pas forcément
disjoints. On a :

Epp(F) € Exnn(F) , et

E. vy (F) N Ey(F) pas nécessairement vide.

Ils ont été définis ainsi pour plus de simplicité dans 'écriture des différentes ca-
ractérisations.

Dans les expressions de Ez(F), la notation n™ (resp. n~) désignera l’ensemble des
éléments de F de taille supérieure ou égale a n (resp. inférieure ou égale a n).

7.3.1 Les lc-1-chenilles de base

Par la suite, pour indiquer qu’une lc-chenille C' a la AA*-option (resp. la BB -option)

C', nous noterons C AAT Cy (resp. C BE! Ch).

Pour déterminer le bitype des 1-chenilles, nous avons également besoin de connaitre les
bitypes d’'un certain nombre d’éléments de petit diametre. Les lc-chenilles de cet ensemble
seront de diametre au plus 7 (c’est-a-dire au plus 8 lettres dans leur mot), et seront de

bitype étendu AAT, NN ou BB*.

Lemme 7.3.2 (Chenilles de base) Soient Y4, Ty et Y les trois ensembles de lc-1-
chenilles définis comme suit :

Ta= {ab(Ao) Laz(Ay),abb(As), aza(As), aabb(Ay), azbb(As), azzb(Ag), aab® (A7), azb®(Ag),

azaby_,(Ag), az’bb(Ayg), azbzz(A1r), azazb) 4 (A1), az’b?(Ays), az*b(A1y), azbz’z(Ays),
az’a®(Asg), az*b? (A7), azaz®b?(Arg), az°b?*(Aw), az®b(Ay),

az3baaa¢b(A21), azbzzaa(Ag), azaz’aa(Ass) } :
Ty = {aZba7Ab(N0), abzib(]\ﬁ), azabgzy(N2), azazb(Ns), azabzib(Nél), az’b(Ns), az*b®(Ng),

azaza®(Ny), az3b2¢b(Ng), az"b(Ny), az4b3(N10)};
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Ty = {abca##c#a(Bo), abba,4(By), azazbzib(Bg) }
Tout élément de YT 4 (resp. T, Tg) est de bitype étendu AAT (resp. NN+, BBT).

L’élément en position ¢ dans chaque ensemble est noté A;, N; et B;, en commencant a
I'indice 0.

Preuve: Démontrons le bitype étendu de chacun de ces 38 éléments. La preuve de A;
utilise parfois celle de Nj, il en est de méme entre N; et B;. Formellement il faudrait effec-
tuer la démonstration par valeurs de u(7") croissantes, mais pour des raisons de lisibilité
nous allons démontrer d’abord Y 4, puis Ty et enfin Yp.

Commengons par I’ensemble T 4. Pour tout élément A;, il faut prouver I'existence d’une
AA*-option et le fait que toute option a une AA*-option. Cette AA*-option pourra étre
de la forme A; ou, par la Proposition 7.1.2, de la forme A; + Ay lorsque le bitype de A;
et de A; aura été préalablement démontré. De méme les options de A; pourront étre de
la forme A;, Ny ou, par la Proposition 7.1.2, de la forme A; + A;, ou A; + N, lorsque les
bitypes de A;, de Aj et de Ny, auront été préalablement prouvés.

Nous utiliserons fréquemment la réduction R4 qui sur la familles des lc-1-chenilles,
peut s’écrire ainsi :

Rys: Pour tout mot U # 0, Uabcopprers = Uaa + z.

Le bitype étendu de I'élément considéré sera simplement noté ooo.
Ag=ab: Opt(Ay) =0 = ooo=AA".
Ay =az: Opt(Ay) ={Ay} = ooo=AA".

Ay =abb : Opt(Ay) = {3.4s} = o000 = AAT. Par la suite, les composantes Ag et
Aj seront la plupart du temps omises. Nous pouvons omettre A; car les chenilles
¢tudiées sont toutes de bitype constant.

Az =aza : Opt(A3) = {As, A1} = o000 =AA".

Ay = aabb : Opt(Ayg) = {As} = o0o0o=AAT.

As = azbb : Opt(As) = {A1+ Az, Ay, acbbosc, Az, No}. Soit V' tel que b € {a,c} et b’ # b.
On a acbby. AAT el + Vb= Ay + Ay. Ainsi ooo = AAT.

Ag = azzb : Opt(Ag) = {As, azcbpsc, As, No}. Soit o tel que o’ # a et @’ € {b,c}. On a
azchyzc AAT L +a'ch = Ay + Ay Ainsi ooo = AAT.

A7 = aab® : Opt(A7) = {N1,2.As, aabcysc}. On a aabcys. ALl +d'bc = Ay + Ay avec
a' € {b,c} et a’ # a. Ainsi ooo = AA™T.

As =azb® : Opt(As) = {A1 + Ni, Ay + Ay, Az + As, Ny + Ag,azbcpse, ach®}. On a

+
azbcys. AT + d'be = Ag + Ay avec @’ # a et d € {b,c}. Concernant ach?,
Si ¢ = a alors ach® = Ay, sinon il existe V' # b tel que O € {a,c}, donc

ach® 8" ach + bbb =2.A,. Ainsi ooo = AAT.
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Ag = azab), : Opt(Ag) = {cabl,, No + Az, No, As,acabl_,}. Si ¢ # b alors cab® =

: : : AA*
b* = Ay, sinon cab® = ab}, = Ny. Si ¢ = a alors acab® = Az, sinon acabl . "=

acc + cb®> = 2.A,. Ainsi ooo = AAT.

Ay = az?bb : Opt(Ayy) = {A1 + A5, A3 + Ag, Ny + Ay, Ag, aczbb, azcbb}. On a aczbb AAT
acc + cbb = 2.A5. Si b = ¢ alors azebb = Ag, sinon azcbb Aﬁ; azcc = As. Ainsi
000 = AAT.

Ay = azbzz : Opt(Ay) = {A; + cbzz, A3 + czz, Ny + czz,azbe + 2.Ay, azbze, achzz}.

On a chzz 4 b + 2bz = Ay + 2.A;. Concernant czz, on a Opt(czz) =
{ca + 2.az, cze, czage.y = {Ao + 2.A1, A3, No}, donc ooo(czz) = AAT. Pour azbe,

+
si ¢ = b alors azbc = As, sinon azbc A ad + d'be (avec o’ # a, a' € {b,c}). Pour
+
azbzc si b = c alors azbzc = Ns, sinon azbzcp., AT 2bb 4 be = As. Enfin pour

. AAT . AAT ,
acbzz, sia = b= cacbzz "= acbza = Ag, sinon acbzz "= ach + V'zz (avec b # b,
b € {a,c}). Ainsi ooo = AA™".
Alg = azazbb#b : Opt(Alg) = {CCLbec;éa;éb, Ng + A5, A5 + AQ, NQ + AQ, Ng, a3zbb,
acazbbezazp, 120aabbgsy, azachbesqzy }.
Ais a bien une AAT-option. Il reste a trouver une AA"-option pour les cing options
+ +
restantes. On a cazbbezqp A caa + abb = 2.A,, a®zbb AT + abb = Ay + A,
+ +
acazbbezqtp M e + czbb = Ay + As, azaabbyzp M = Ag et

AAT . N
azacbbesary — azaa + abb = As + Ay. Ainsi ooo = AAT.

Par la suite pour plus de clarté I'expression des options de A; sera donné en deux
phases : dans un premier temps expression avec mots, et dans un second temps
remplacement par A; et N; pour les chenilles de T4 et Ty.

Az = az’bb : Opt(Asz) = {cz?bb, aza+azb?, azc,zc+czbb, azze+cbb, az’c, aczzbb, azazaa,
azczbb, azzb? azzcbbeyy}.
= {Ay, A3 + A5, No + A5, Ag + Aa, N5, aczzbb, azczbb, Ng, azzcbbes } -
AAT AAT AAT
On a aczzbb "= a'zzbb = Ay, azczbb "= azcc+ cbb = As + Ay et azzcbbeyy "=
azzcee = Ajp. Ainsi ooo = AAT.
Ay = az*b : Opt(Ayy) = {Ns, A3 + Ag, Ny + Ag, acz®b, azczzb}.
On a acz®b Ail>+ acc + czzb = Ay + Ag. Pour azczzb si a # c alors azczzbg. Aﬁ>+
aza + azzb = Az + Ag, sinon azazzb Ail)+ azazb? = Ajs. Ainsi ooo = AAT.

Ay = azbz?z : Opt(Ays) = {cb2%2,azc + c2%2,azbc + czz, azbze, azbzzc, achz?z, azbezz }.
Dans la preuve de A;; nous avons vu que ooo(azz) = AA™T, donc la troisieme option
avec ¢ = b est de bitype AAT. Montrons que ooo(azzz) = AAT.

Opt(azzz) = {czz,aza+az,azc+cz,azze,aczz} = {czz, A3+ Ay, No+ Ay, Ag, aczz}.

+
Comme aczz "5 acc+ cz = As + Ay, on en déduit que ooo(azzz) = AAT.
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. 9  AAT 9  AAT 2
Revenons aux options de A5. On a cbz®z "= azzz, azc+cz*z "= accHcz*z = Ay+
. . AAT
azzz, pour azbzc voir cas Aqq, pour azbzzc voir cas Ay, achz’z "5 ach + V' 22z =
. AAT
Ay +azzz (avec ' #bet b € {a,c}), si b # cazbczz ™= azbb+ bzz = Ay + bzz et

. AAT ..
sinon azbczz “5 azb® = As. Ainsi ooo = AAT.

3

A = az’a® + Opt(Ayg) = {cz?a®, aza+ aza®, azc + cza®, azzc + ca®, az’c + ca?, az’ace4q,

acz’a®, azcza®, azzca®}

Opt(Asg) = {Ng, A3+ As, No+As, As+ N1, Ns+Ag, az3acerq, acz?a®, azcza®, azzca®}.

On a az®

AAT . AAT .
azcza® 75 aza + aza® = Az + Ag et sinon azaza® 5 azaa + a* = A; + Ay et si

3

AAT AAT .
ACerq = azcHcca = A5+ Ay, acz?a® "5 acc+ cza® = Ay + As, sia # ¢

AAF . 3 AAY 5
a # cazzea® = azzec+caa = Ajg+ Ay et sia = cazzea® "= aza+a® = Az+ A
Ainsi ooo = AAT.

Az = az'bb : Opt(Arz) = {cz*bb, aza+azzbb, azcq e+ czzbb, azze+ czbb, az*c+ cbb, az'e,

acz3bb, azczzbb, azzczbb, az>cbb}

= {Ay3, As+ Asg, No+ Ayg, Ag+ As, N5+ Ay, A1y, acz3bb, azczzbb, azzczbb, az3cbb}.

On a acz3bb Aﬁ;r acc+czzbb = As+Aqg, azczzbb A£>+ azcctczbb = 2. Ay, azzczbb Aﬁ;r
azzce + cbb = Ay + Ay et az3cbb Ai‘f az’c + ccbb = Ag + Ay. Ainsi ooo = AAT.

Ais = azaz3bb :

Opt(Asg) = {caz’bbesa, azcope + c2°bb, azaa + az*bb, azac,z. + c¢2°bb, azazc + czbb,
azazza+abb, azazzcas.+cbb, azaz’c, acaz’bb, azaczzbb, azazazbb, azazczbbyze, azazzcbb}
= {caz3bbc¢a, No+As, As+ A, No+Avg, Ns+As5, azazza+Ay, azazzcgz.+As, azaz’e,

acaz’bb, azaczzbb, azazazbb, azazczbb, ., azazzchb}.

3 AA+ 5 AAT
On a caz’bbey, ~— caa + az’bb = Ay + Ay, azazza "= azaa + aza = As + As,
+ +
AZAZZCqc gea azazCCqre = Aia, azazdc "8 azaa +az’c = A5 + Ag, sia # ¢
4, AAY 3 . 3,5 AAT AA*
acaz’bb "= acc+ cz°bb et sinon aaaz’bb "= a* + azzbb = Ay + Ay, azaczzbb "=
+
azacc + czbb € {Ag + As, Ag + As}, azazazbb A 4zaa + aazbb = As + aazbb,

+ +
azazczbboze AL azazCCqze + cbb = Ag + Ag, et azazzcbb AT zaa + azcbb =
As + azcbb. 1l reste & montrer que aazbb et azcbb sont de bitype étendu AAT.

Opt(aazbb) = {czbb, aac + cbb, aacbb} = { A5, 2. Ay, aacbb}.

Comme aachb 8" aac’ + bb = 2.A,, on en déduit que ooo(aazbb) = AA". Pour
azcbb, si ¢ € {a,b} alors azcbb € {Ag, Ag}. Sinon regardons I’ensemble des options

de azcbb
Opt(azcbbazers) = {cchb, a'cbby e, azatabb, azc, ,,+c'bb, azce, azeh, .y, aa'cbbyresy}

= { Ay, ' Dby pe, Az 4 Az, No + Ay, As, azeb sy, a0’ chbopess}.
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On a a'cbby 4. 24" Wbb avec ¥/ ¢ {d,c}, azchy .y A" 4l + d'el avee o # a et
+
a € {b,c}, et aa’cbbyresp AT e + dbb = 2.Ay avec ¢ # cet ¢ € {a,d'}. Ainsi
000 = AAT.
Arg = az’bb : Opt(Ayg) = {cz*bb, aza + az3bb, azcqz. + c23bb, azzc + czz2bb, az’c + czbb,
aztc + cbb, az’c, acz*bb, azcz3bb, azzczzbb, azdczbb, aztchb}
= {A17, Ag + Alg, N() —+ A13, A5 -+ AIO; N5 + A5, A14 + Ag, Ng, acz4bb, CLZCZ3bb,

azzczzbb, az3czbb, aztchb}.

+ +

On a acz'th 2 ace + c23bb = Ay + Az, azez®bb M azee + cz2?bb = A; +
+ +

Aqg,azzczzbb AT wzzce + ezbb = A + As, az3czbb AT w23ce + cbb = Agg + Ay, et

+
aziebb ™A az4¢ 4+ ¢bb. Ainsi 000 = AAT.
Asg = a2 :

Opt(As) = {cz°b,aza  +  az'byazcaz.  +  cz'bazze +

c23b, acz®b, azaz*b, azcz by s, azzczb}

= {Ng, A3 + A, No + Au,As + Ns,acz®b,azaz*b,azcz*byse, azzczb}.

AAT AAT
On a acz®b "5 acc + cz*b = Ay + Ay, azaz'b 75 aza’? = A,

+ +
azcz*byze AT za + azth = As + Ay et azzez®b AT wzzce + cazb = A + As.
Ainsi ooo = AA™.

Aoy = azbbaagy, + Opt(az’baa, ) = {cz*baa, azc + czbaa, azze + cbaa, az*c + caa, az*be,

aczzbaa, azczba,s,, azazbaa, azzcbaacyy, azzbbaa}.

AA+ AAF
On a cz?baa ™5 czzb +baa = Ag+ Ay, aze+ czbaa ™= ace + czbaa = Ay + czbaa,
AAT , 3 AAT , 4y AAT
azzce+cbaa "= azze+cba' = Ag+As, az’ctcaa "= azzd4caa = Ag+As, aztbe T
AAT AAT
az*t! = Ay, aczzbaa 5 ace + czbaa = Ay + czbaa, azczbaaes, ~— aza+ azbaa =
AAT AAT
As + azbaa, azazbaags, "= azazbb = Aya, azzcbaacy, "= azzee + caa = Ajg + A

+
et azzbbaagy A azze + cbaagtptera = azze + aaa = Ag + As.
Seules les chenilles de la forme azbcc n’appartiennent pas a la famille T 4.
Démontrons que azbce est de bitype AAT :

Opt(azbee) = {a'bee, azd' + d'ce,azbd’, aa’bec}.

Comme dans aabce un seul sommet est potentiellement non coloriable, on en déduit
que oo(aabec) = AAT, donc la 4e option avec @’ = a est de bitype AAT. De
plus quel que soit 'assignation de couleurs on observe que les trois autres options
appartiennent & T4 ou Yy, donc ont toutes une AAT-option. Pour aa'becy q, si
b & {a,a’'} alors aa’becy+q = bbee = Ay, sinon sans perte de généralité on peut poser
# g
+
a = b, donc ad’accy 14 A wdld + dlec = 2.A,.
Agy = azbzzaa : Opt(azbzzaa) = {cbzzaa, azb + V' zzaa, azbb + bzaa, azbc 4, + czaa,

azbzc + caa, azbzzd  achzzaa, azbczaa, azbzcaa sy, azbza®}.
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Opt(azbzzaa) = {cbzzaa, Ny + Ajg,2.A5, Ny + As (ou = Az + Aj),azbze +
A, azbzzad,

acbzzaa, azbczaa, azbzcaa.q, azbza’}.

Au point précédent on a démontré que ooo(azbce) = AAT quelles que soient les
+ +
couleurs a, b et c. On a donc cbzza AT b + bzaa = Ay + As, azbze A azbce, si

AAT . . AAT
a #bazbzza, "= azatazza' = A3+ Ag sinon si a = a’ azazza*= azaa+aza =

. AAT AAT
As+Ag sinon azazzag ., "= azazd'al, = A, acbzzaa "= ach'+Vzza = Ay +Ag,

AAT . AAT
azbczaa "= azbce + caa = azbec + Ay, si a # b azbzcaacrqezy — aza + azcaa =
. AAT . AAT
As + azcaa sinon azazcalqze — azazCCqx. = Ayg, et enfin si a # b azbzaz#b —

. AAT ..
aza+aza® = Az+Ag sinon azaza® "= azaa+a* = As+ Ay. Ainsi ooo(azbzza,z) =

AAT
Aoz = azaz’bb : Opt(azaz®aa) = {caz’aa, azcope + 2°a0q4c, azac+ cz*aa, azaze + czaa,
4

azazzc+cz’aa, azazdc+czaa, azaz*c+caa, azaz%a#, acaz’aa, azacz*aa, azazczlaa,

azazzczzaa, CLZGZ?)CZCLCL, CLZCLZ4C(ICLC¢Q, CLZ(IZ4CL3}.

5

Opt(azaz®aa) = {caz’aa, Ny + A9, No + A1z, N3 + A3, azazzc + Ay, azaz’c + As,
azaz*c+ As,azaz’coye, acaz’aa, azacz*aa, azazcez*aa, azazzczzaa,

3 4 4,3
azazdczaa, azaz'caa.s,, azaza®}.

Pour les options n’appartenant pas & T4 ou Yy, donnons une AA"-option. On a

AAT . AAT
caz’aa "5 cac+ cztaa = Ay + Ayp. Pour azazze+ Ay sia # con a AzAZ%2Cote —>

. AAT
azazcc = Ay sinon on a azazza = azaa + aza = As + As;. On a azaz’c +

+ +
As AT 1zaa +azze+ Ay = 2. 45 + Ag, azaztc + A, AT wzaiec + Ay = Az + Ao,

5

AAT AAT
azaz’coze " azaa + az'coze = As + A, acaz’aa S acd + d'zPaa = Ay + Ay,

AAT AAT
azacz*aa S azacc+ czaa € {Ag+ Ajz, Ag + Ais}, azazePaagz. TS azazccgpe +

3 AAF 3 4
aa "= azaa + aaz’aa C azaa + az*aa = As + Ay,

3

czzaa = Ais + Ay, azazaz

AAT
czaa "5 azazdcc+ caa = Aig+

AAT
Y03 7S azaa + azPa’® =

AAT
azazzczzaa  — azaa+ azczzaa = As+ Agg, azaz

+
Ay, azaz*caa .y, AL azaa + az’caagz. = As + Ao et azaz
As + Agg. On en conclut que 0oo(Asgs) = AAT.

Passons maintenant aux 11 chenilles de Y. Il faut démontrer ’existence d’une AA™
et d'une BB*-option. Rappelons que par la Proposition 7.1.2, les options de la forme
N; + N;, N; + Bj ou A; + B; sont des BBT-options.

Ny = azbgp : Ny Aﬁ;r abb = Ay ; Ny Bﬁ>+ acbatpreta = Bo. Ainsi ooo = NN
N, = abg;ﬁb : Soit ¢ ¢ {a,b}. On a Ny Ail)+ cbb = Ay et N BE;F abc = By. Donc ooo =
NNT.
AAF BB+ +
Ny = azabgz, : On a Ny ™= bab = Ay et Ny — ¢z + cab = Ay + By. Donc 0oo = NN,
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AAT 4 BB+

N3 =azazb: On a N3 "= a’zb = Ag et N3 "= azcaze + czbeyy, = 2.Ny. Donc ooo =

NNT.
3 AAT BB+t 3

Ny = azab, 4 : Ona Ny"= azaa+abb= A5+ Ay et Ny — azcuze + cbyze = No + Ni.
Donc 000 = NN,

N; =az?b: On a Nj Ai+ azzbb = A9 et Nj Bﬁ; azCqte + C2bery = 2.Ny. Donc ooo =
NNT.

Ng = azzb® : On a Ng AT = Ag et Ng BB! a2Cqpe + b, = No + Ni. Donc 000 =
NNT.

N7 = azaza® : On a Ny AL aa+at = As + Ay et Ny 55 azaCqpe + ca),. = Ny + Ny
Donc 000 = NN,

Ng = azb}, + On a Ng AAT azb 4+ b = Ag + Ay et Ny BB azazb}, = B,. Donc
000 = NNT.

N — as5b - AAF B BBY 4 B

9=az’b: Ona Ny "5 azzc+ czzb = 2. A et N9 — az’c+ czbezpy = N5 + Ny. Donc

000 = NNT.

Nip = az*t? : On a Ny Ail)+ azze + czb® = Ag + Ag et Ny Bg azdc + cbi’#c = N5 + N;.
Donc 000 = NN .

Terminons cette preuve par les trois chenilles de bitype étendu BB™.
By = abcotptera : Bo = Kicg), donc ooo = BB+.
By = abba,yy, : Opt(By) = {Kg, Kg}, donc ooo = BB™.

By = azazbl, : Opt(By) = {cazbl,, .y, a2Cape + c20°, azaa + ab] 4, azabop, + b,

azacCqte + cbi’#, acazbgﬂj, azacbzﬁ}.

Opt(By) = {cazb} oz, No + As, As + N1, No + Ay, Ny + Ny, acazb) 4, azach}_,}. On
observe que By a une BBT-option Ny + N;. Vérifions que toutes les autres options

+ +

ont une BB -option. On a cazb}, % By+d'b®,sic £ a acazb) % Byta/2b et
+ +

sinon a’zb) BB 03Case + bl = 2.Ny, si ¢ € {a,b} alors azach], g azady, 4o +

+
a'by, = Na+ Ny et sic ¢ {a,b} alors azach}, et azbazy + beb?,, (car beb® a
la BB-option By). Il reste a prouver que Bs * fs . a une BB-option, ou J, . est la
BB*-option de By. On a By * fs. = azachf;#b##a, ou D, correspond & un sommet
de degré 4 avec une des deux feuilles coloriée avec c. Comme pour azach) 4y 4..,, O0

+ +
a azaDeb) 4y sesq g\ a2bazy, + OD:by ., car bDb? %5 bDoa = Kl(cg On en conclut

que 000 = BB™.

Ces 38 lc-1-chenilles nous serviront par la suite a mettre en évidence l'existence ou non
d’une stratégie gagnante pour le Suivant.
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7.3.2 Chenilles a deux extrémités coloriées

Passons maintenant a 1’étude de la L-famille F = [a, b] ol a et b peuvent étre distincts
ou non.

Soit az"b un élément de F. Lorsque n est impair il s’agit d’une I-chenille, par
conséquent par la Proposition 7.2.1 le bitype est au moins NN, excepté si n = 1 et
a =0b. On a donc déja effectué une caractérisation partielle de la famille [a, b] :

{17y U {2k + 1,k > 1} C Expnr(az").

De plus, certains éléments de [a, b] appartiennent a Y 4. Il s’agit de Ay = ab, A3 = aza,
Ag = azzb, Ay = az*b et Ayg = a25b. Par le Lemme 7.3.2 on a donc :

{Oa 17,2,4, 6} - EAA(CLan).

Recherchons maintenant un coup gagnant pour Bob sur les éléments de taille paire et
supérieure ou égale a 8.

Lemme 7.3.3

1. Les chenilles az®byp, et az**b pour tout k > 5 ont une BB -option ;
2. La chenille az®a est de bitype AAT.

Preuve:

1. Commengons par démontrer que Cy = az%b,, a une BB -option. La stratégie ga-

gnante de Bob sur az®b,, est représentée Figure 7.1. Parmi ensemble des choix
possibles pour Alice, nous n’avons représenté que ceux n’aboutissant pas a une
I-chenille. Nous n’avons en outre pas représenté les composantes trivialement de
bitype AAT (de la forme Ay ou A;). Par la suite les variables a et b seront celle de
Co, on aura donc toujours a # b.
Bob choisit C} = az®bzb. Sur cette chenille, Alice n’a qu’un seul choix qui ne consti-
tue pas de I-chenille : Oy = a®2°bzb. Sur cette chenille Bob choisit C5 = a®z*bzb.
On observe que les seuls coups ne constituant pas de I-chenille sont T} = a®2*b? et
Ty = a2°b4-bbzb. La premicre chenille Ty possede 'option a®2°cqzetcb), = Ng+Ni.
D’autre part on a T, = Ng + As, donc par le Lemme 7.3.2 toute option de C'3 a une
BB*-option. Comme C3 Bﬁ; a’z3c+cbzb = Ng+ Ny et Cy BE; adz*c+czb = Nyg+ Ny
on en déduit que ooo(C3) = BBT. Ainsi toute option de C; a une BB*-option.
Comme Bg+ az’c + cbzb = Ny + Ny et C} Bg+ az3c + czzbzb = N5 + czzbzb (car
czzbzb BE; CZ0qzc + abzbyz, = No 4+ Na), on en conclut que ooo(Cy) = BB*, donc
que Cy a une BB -option.

Concernant C}) = az?*b avec k > 5, il suffit & Bob de choisir 'option C}] = az8c,. +
cz**%b, 4. La partie droite est une I-chenille, donc a une BBT-option comme la
partie gauche. Ainsi par la Proposition 7.1.2 00(C]) = NNt & NNT = BB™.
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2. Démontrons maintenant que ooo(az®a) = AAT. Si Alice commence elle choisit

az%a+ aza = Ay + As, il reste donc a prouver que Bob n’a aucun coup gagnant sur
Cy = az®a, plus précisément que toute option de az®a a une AAT-option. Si Bob
choisit az’c + cz’/a, alors sans perte de généralité on peut supposer que i est pair et
j est impair. Alice choisit az'c + cb + bz’ ~!a. Par le Lemme 7.3.2 les trois parties
sont de bitype AAT. De méme s’il choisit az’cz?a (en supposant que i est pair) avec
i # 6, alors Alice choisit az'cc+ cz'~1a. Par le Lemme 7.3.2 les deux parties sont de
bitype AAT.

Il reste & traiter le cas i = 6, c’est-a-dire lorsque C, = azcz%a. Si ¢ # a Alice choisit
aza + azba = Az + Ay, de bitype AAT par le Lemme 7.3.2. Enfin si ¢ = a Alice
choisit azaz®aa = Asz. On en conclut que ooo(az®a) = AAT.

La stratégie gagnante de Bob sur az®b,,, (représentée Figure 7.1) est & la base de la
caractérisation des 1-chenilles non coloriées.

Ce lemme permet de conclure quant a la caractérisation des éléments de bitype AA
et de bitype au moins NN de F = az"b :

Corollaire 7.3.4
EAA(CLan) = {O, 1:, 2, 4, 6, 8:}.

BEenn(az"b) = {17,3,5,7,87 9},

Preuve: par le Lemme 7.3.2; on sait que {0,17,2,4,6} C E44(az™b). De plus, par la
Proposition 7.2.1 est par le Lemme 7.3.3, on sait que 8~ € E 4(az"b) et que tout autre
élément de la L-famille az"b n’est pas de bitype AA. Ainsi E 44(az"b) = {0,17,2,4,6,87}.
Puisque les coups gagnants de Bob, s’ils existent, sont toujours de bitype BB, la L-
famille 7 = az"b n’a aucun élément de bitype AN, N A, PN ou N'P. On en conclut que
Eepnn(az™) = {17,3,5,7,87,9%}. |

On en déduit également des coups gagnants pour Alice sur certaines chenilles de la forme
az™b :

Corollaire 7.3.5 Epg(az™b) N{177,15,13,11,10=,97} = (.

Preuve: Sur les chenilles de taille impaire de la forme az?’*'b, Alice peut couper en
deux morceaux de taille paire et inférieure ou égale a 8. En effet, si p > 5 elle choisit
az8a+az*’~8b, qui par le Corollaire 7.3.4 est de bitype AA' si 2p+1 < 15 ousi 2p+1 =17
et a =b. Si 1 <p <4 elle choisit az?c + c¢z** ?b.z, qui par le Lemme 7.3.2 est de bitype
AAT @ AAT = AAT.

Sur les chenilles de taille paire de la forme az?"b, Alice dispose de I’ AA*-option aza +
az?~2b, si et seulement si p <4 oup=>5et a=b. |

Passons maintenant aux stratégies gagnantes d’Alice sur les chenilles de la forme az"b
n’appartenant pas a l'ensemble {17=,15,13,11,107,97} du corollaire précédent.
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FIGURE 7.1 — Stratégie gagnante de Bob sur az%b, 4.
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Lemme 7.3.6

14

1. Les chenilles az'*a, az'?b et az'°b ont une AAT-option.

2. Pour tout k > 0, toute option d’une des chenilles az"*by 4, az'0t2kp, az by, ou
az"*?*h @ une BB -option.

Pour chacune de ces chenilles, on observe que mis a part les options de la forme az"bb,
toute autre option contient une I-chenille ou une chenille ayant une BBT-option par le
Lemme 7.3.3. Le seul coup potentiellement gagnant pour Alice est donc de la forme az"bb.
Il faut donc étudier la L-famille az"™bb, plus précisément déterminer les éléments de bitype
AA*T. Démontrons les deux caractérisations suivantes :

Lemme 7.3.7

1. EENN(CLZ"ZTB) = {0#72,3#,4"'};
2. Eaa(az™bb) ={97,10,11,137}.

Preuve:

1. Etudions la L-famille [a,b%]. On observe que tout élément az%b? de taille paire
non nulle a la BB -option az?'c + cb® avec ¢ ¢ {a,b}, car la partie gauche este
une I-chenille et la partie droite correspond a N;. De plus par le Lemme 7.3.2
ooo(ab®) = NN si a # b et AAT sinon (il s’agit respectivement de Ny et Ay).
Concernant les élément de taille impaire, par le Lemme 7.3.2 on sait que azb®(Ag)
et az’a®(Ag) sont de bitype AA™ et que ooo(az’h),,) = 000o(Ng) = NN*. Par
conséquent, sur az?**1b? avec p > 2, Bob gagne en choisissant az?’~3c + cz3b® avec
¢ ¢ {a,b}, qui est de bitype au moins NN & NNt = BBT par la Proposition
7.1.2. On en conclut que :

BEepn(az"?) = {07,2,37 47}

2. Recherchons maintenant des BBT-options sur les chenilles de la forme az"bb. Si
n < 5, par le Lemme 7.3.2 on sait que oo(az"bb) = AA" (il s'agit de A,, As,
Ay, A1z, Ai7 et Ajg). Soit n le plus petit entier tel que oo(az"bb) # AAT. Posons
Ty = az"bb avec n > 6. Sur Ty, si Bob joue sur I’épine dorsale il aboutit a une option
de la forme az'c + cz7bb. Par définition de n la partie droite est de bitype AAT, et
la partie gauche a la AAT-option az""'cc (ou est isomorphe & ac = Ap). De plus
toute coloration d’une feuille de la forme az'cz7bb avec j # 0 ou ¢ # b n’est pas
un coup gagnant pour Bob. En effet si j # 0 Alice peut choisir az‘cc + cz/~1bb qui
par définition de n est de bitype AAT & AAT = AAT et si j = 0 et ¢ # b Alice
peut choisir az’cc + ¢b qui par définition de n est de bitype AAT. Il ne reste que
Ty = az""'b% qui est donc la seule option de T, n’ayant pas d’ AA*-option puisque
000(Ty) # AAT. Regardons les options de T} = az""'b3. On a :

Opt(Ty) = {a*2" 72 az'c + 2" 720 a2 copp, a2"bCosy, az'cz™ b7}
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Recherchons dans quelles conditions on peut avoir une AA"-option de T;. La seule
chenille pour laquelle aucune stratégie de Bob n’est connue est Tp = a?z"2b3.
Regardons tout d’abord les autres AAT-options potentielles.

— Si n est pair (on a n > 6) alors par le premier point la 2e option ne peut étre de
bitype AAT quesin—i—2 = 0 et ¢ = b, c’est-a-dire az’c+cz" 7263 = az"2b+b*
qui est de bitype AAT sin < 8 ou (n = 10 et a = b), et de bitype au moins NN
sinon par le Corollaire 7.3.4. Dans le cas contraire toutes les options (excepté
éventuellement T5) sont de bitype au moins NN

— Si n est impair alors par le premier point la 2e option ne peut étre de bitype
AAT quesin—i—2=1ou(n—i—2=3etc=0b). Pourn—i—2=1ona
az'c 4+ cz"7 73 = az" 3¢ + czb® qui est de bitype AAT sin < 9ou (n =11 et
a = ¢), et de bitype au moins NN sinon par le Corollaire 7.3.4. Pour n—i—2 = 3
et c =bonaazictcy" 723 = a2z Pb+b23b? qui est de bitype AAT sin < 11 ou
(n =13 et a = b), et de bitype au moins NN sinon par le Corollaire 7.3.4. Dans
le cas contraire toutes les options (excepté éventuellement 75) sont de bitype au

moins NN

De ces coups gagnants d’Alice on en déduit que :
{97,107,11,137} C E4(az"bb).

Il reste & prouver que si Ty ¢ {97,107,11,137} alors Ty = a?2"2b* n’est pas un
coup gagnant pour Alice. Sur T, Bob choisit T3 = a®2"3b3. Regardons les options
de T3 .

Opt(T3) = {d'az"b%,d' 2" 203 a®2'c + c2" b, a2 "%,

La premiére option contient une I-chenille, donc est de bitype au moins NN. Comme
n > 10 par le premier point la 2e option est de bitype au moins NN La 3e n’est pas
de bitype au moins NN si les deux parties ne sont pas dans Ean(az™0?). Il faut donc
avoir (i =0eta =c)oui = 1ou (i = 3 et a = ¢) pour que la partie gauche a*z'c soit
de bitype AA™. Or pour chacun de ces trois cas la partie droite vaut respectivement
az"" 13, 2" 753 et az" V3. Mais Ty ¢ {97,107, 11,137}, donc chacune de ces trois
chenilles est de bitype au moins NA. Enfin la 4e option a®2z'cz"*~'b* contient
forcément une I-chenille, a®z3b, 4, ou a*z°a qui sont de bitype au moins NN par le

premier point. On en conclut que E 4(az"bb) = {97,107, 11,137 }.
|

Preuve du Lemme 7.3.6 : 1. Du Lemme 7.3.7 on déduit que les chenilles az'*a,
az'?b et az'°b ont une AA*-option : az'3aa, az''bb et az’bb respectivement.

2. Pour chacune des quatre chenilles az'*b,, az'72*b, 217, 4, et az'972%b, les options
de la forme az"bb (az'3bb,sp, az'"2bb, az'%bb, 4y, et az'®"2*bb respectivement) sont,
par le Lemme 7.3.7, de bitype au moins NA. Comme de plus toute autre option
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contient une I-chenille ou une chenille gagnante pour Bob par le Corollaire 7.3.4, on
en conclut que ces chenilles sont de bitype BB*.

Des Lemmes 7.3.2, 7.3.3, 7.3.6 et 7.3.7, on déduit la caractérisation des chenilles a
deux extrémités coloriées :

Théoréme 7.3.8
Eaa(az"b) = {07,17,2,4,6,87};

Eepn(az™) = {17,3,5,7,87,9};
Epplaz"b) = {147 16,177 ,18"};
Ey(az"b) = 0.

7.3.3 Chenilles a une extrémité coloriée

Continuons avec les chenilles a une extrémité coloriée, c’est-a-dire la famille az"z sur
laquelle nous allons rechercher une stratégie gagnante pour Bob puis pour Alice. Dans le
cas ou Bob est le Suivant la détermination des bitypes de tous les éléments de la famille
sera inutile. En effet I'existence d’'une BBT-option de az"z entrainera par le théoreme
d’inclusion cette méme existence pour toute chenille az”z avec p > n.

Lemme 7.3.9

1. La chenille az'*

bitype AAT.
2. Pour tout k < 22, az*z a une AA*-option, et la chenille az**z est de bitype BB*.

2 a une BB -option, et pour tout k < 13 la chenille azz est de

Preuve:

1. Pour az'*z, par le Théoreme 7.3.8 on connait une BB -option az'*b, 4.

Démontrons maintenant que pour tout k& < 13, ooo(az'?z) = AAT. Notons ng le
plus petit entier tel que Cy = a2z vérifie ooo(Cy) # AAT. Tl faut démontrer que
ng = 14. Supposons par ’absurde que ng < 13 pour aboutir a une contradiction.

Soit € une option de Cy. Si C) est issue d'un coup sur ’épine dorsale (posons
C) = az'b+b27z), alors par définition de ng la partie droite bz’ 2 est de bitype AAT.
Or comme 7 < n < 13, par le Théoreme 7.3.8 la partie gauche a une AA'-option.
Par conséquent tout coup sur 1’épine dorsale de Cjy a une AAT-option. De plus si
i =6 on a 000(C}) = 000(az%b) ® ooo(bz7z) = AAT & AAT = AAT par définition
de ngy. Donc Cj a une AA'-option.

Si O} = az'bz? 2 est issu d’'un coup sur une feuille centrale (onai < ng—2 < 13—-2 =
11), alors si i # 10 Alice a le coup gagnant Cy = az'bb + bz'~1z. En effet la partie
gauche est de bitype AAT pour toute couleur b si i < 9 ou i = 11 (expression de
E a4(az™bb) dans le Lemme 7.3.7) et la partie droite l'est également par définition de
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no. Enfin si i = 10 alors Alice choisit az8a + azbz’z. Par le Théoréme 7.3.8 la partie
gauche est de bitype AAT. Concernant la partie droite, comme j =n —i—1 < 2
on a azbz’z € {Ay1, A5}, donc par le Lemme 7.3.2 elle est de bitype AAT. On
en conclut que toute option de Cjy a une AAT-option, donc que ooo(Cy) = AA™.
Contradiciton.

2. Soit k < 22. Démontrons que az*z a une AA*-option. Si k < 13 alors par le premier

point on a ooo(az*z) = AAT, donc azFz a bien une AAT-option. Si 14 < k < 22

+
alors on a az"> A az8%a + azb 2. En effet, par le Théoreme 7.3.8 la partie gauche

est de bitype AAT, et comme k& — 9 < 13 par le premier point on sait que la partie
droite est de bitype AA™.

Sur Cy = az?3z, tout coup sur I'épine dorsale az'b + bz/z vérifie i > 9 ou j > 14.
Donc toute option de cette forme a une BBT-option. Regardons un coup sur une
feuille centrale Cy, = az'bz?z avec i > 0. Si ¢ > 8 alors comme az'™'b C O] par le
théoreme d’inclusion et par le Théoreme 7.3.8 C a une BB'-option. Si i < 7 alors
j=22—1i>15. Or b2’z C C}, donc par le théoréme d’inclusion et par le premier
point C7 a une BB*-option.

Il reste & traiter le cas i = 0, c’est-a-dire lorsque C; = abz??z. Si a # b alors C} BE;F
K 1(2 + cz?'z. Finalement si a = b alors démontrons que option Cy = a®22'z de C
est de bitype BBT. Par le Lemme 7.3.7 on sait que Expn(az"0?) = {07,2,37, 47}
Donc si dans Cy Alice joue a distance au moins 6 d’une feuille coloriée, alors elle
perd. En effet dans ce cas l'option obtenue contient a2"b avec n > 4, donc a une
BBt-option. Mais si elle joue a distance au plus 5 d’une feuille coloriée, alors cette
option contient azb,., ou bz"z avec n > 17. Par le Théoreme 7.3.8, la aussi Bob
a un coup gagnant de bitype BB*. On en conclut que toute option de az?*z a une
BB*-option. Comme az?*z a plusieurs BB -options (par exemple az'%a et az'®a),

on en conclut que ooo(az**z) = BB™.

De ce théoréeme on en déduit la caractérisation de la famille az"z :
Corollaire 7.3.10

Eaalaz"z) = {137} ; Eenn(az"z) ={14%} ; Epglazz) = {237} ; Ey(az"z) = 0.

Preuve: Comme pour tout n > 14, az'*z C az"z, par le théoréme d’inclusion on en
déduit que toute chenille az"z avec n > 14 a une BB -option. Il en est de méme pour les
éléments de bitype BBT. Comme ooo(az**z) = BBT, par le théoréme d’inclusion on en

déduit que ooo(az"z) = BB pour tout n > 23. |

7.3.4 Chenilles non coloriées

Démontrons maintenant un des principaux résultats de ce Chapitre : la caractérisation
des 1-chenilles non coloriées.
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Théoreme 7.3.11 Soit C' une 1-chenille non coloriée d’épine dorsale de taille n, c’est-
a-dire de mot z2"z.

1. Sin <22 alors 0oo(C) = AAT ;
2. 8123 < n <27 alors 00o(C) = NN ;
3. Sin > 28 alors ooo(C') = BB*.

Ce théoreme améliore le résultat de S. Tsai et C. Chou [25], ou les auteurs ont démontré
que toute 1-chenille de taille au moins 102 est de nombre chromatique ludique 4.

Pour démontrer ce Théoreme, il nous faut d’abord déterminer le bitype de certains
éléments de la famille aaz"z.

Lemme 7.3.12

1. T = 22'bz™a est de bitype AAT pour tout i € {1,2} et pour tout m € {1,3,5,7},
sauf sim =17 eta#b;

2. Pour tout k < 18, la chenille aaz*z est de bitype AAT.

Preuve: 1. Pour m = 1 on a T = 22'bza € {Ay;, A5}, donc par le Lemme 7.3.2 la
propriété est vraie. Supposons par I'absurde qu’il existe m € {3,5,7} tel que pour
un certain ¢ on ait ooo(T) # AAT. Prenons le plus petit entier m possible.

Si Bob joue a gauche du ”b” central (option de la forme Ubz™a), alors Alice choisit
Ubb + bz"™"ta. Si i = 1 alors Ubb € {czbb,cbb} = {Ay, A5}, et si i = 2 alors
Ubb € {czzbb, czbb, cbb, zzcbb} = {Ayg, As, A, zzcbb}. Concernant zzcbb, on a :

Opt(zzcbb) = {azcbb, acbb, zza + abb, zzca}.

AAT . . AAT
On a azchb "= azce = As si ¢ # b et azebb = Ag sinon, acbb "= acd = Ay (avec

d #betd € {a,c}), ooo(zza + abb) = AAT, et zzca AT e+ cea = Ay + A,
Ainsi ooo(zzcbb) = AAT, donc Ubb est toujours de bitype AAT. Comme de plus
m € {3,5,7} par le Théoreme 7.3.8 on a ooo(bz""'a) = AA".

Si Bob choisit 22'b 4+ bz™a alors Alice gagne avec zz'b + c2™ 'a qui est de bitype
AAT par le Lemme 7.3.9.

Il reste a regarder le cas ou Bob joue a droite du ”b” central. S’il s’agit d’un coup
sur I'épine dorsale posons T} = zz'bz’c + cz¥a. Si j et k sont impairs alors la partie
gauche est de la méme forme que T' = 22'02™a (on a j < m—2), donc par définition
de m cette partie est de bitype AAT. Comme k < 5 par le Théoreme 7.3.8 la partie
droite a une AA"-option. Si j et k sont pairs alors comme k < 6 la partie droite
est de bitype AA*. Alice gagne en choisissant 22'b’ 4 b'2/¢ sur la partie gauche. En
effet comme j < 6 et j est pair par le Théoréme 7.3.8 0o(V'27b) = AA™.

Enfin s’il choisit une option de la forme C3 = zz'bz’cz¥a, si j est pair Alice choisit
Cy = 22'b277'¢c + ccz¥a. Par définition de m la partie gauche est de bitype AAT,
et la partie droite également par le Lemme 7.3.7 puisque £ < 6. Si j est impair
alors si k # 1 ou ¢ # a Alice choisit z2°b2/cc + c2z*"ta. Comme k est impair la
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partie droite est de bitype AAT. La partie gauche vérifie 22°az’bb C zz'az’ b,
donc par le théoreme d’inclusion et par définition de m on a oo(zz'az’/bb) = AAT.
Il reste a traiter l'option C3 = 22'b2™ 2aza. Si m # 3 ou a # b alors par le

Lemme 7.3.2 on a 22%02"2aza 4 221716 + bbz™2aza. En effet m € {3,5} ou
(m =7et a=0), donc bbz"™ 2aza € {Ayz, A1z, Apo}. Enfinsim =3 eta=0bon a

. AAT . . . . .
Cs = zz'azaza ™5 zz'aa + aaza (car zz'aa C zz"a qui est de bitype AAT).

On en déduit que toute option de T" a une AAT-option. Comme de plus T A£>+
2271h 4+ bbz™a (par le Lemme 7.3.7), on en déduit que ooo(T) = AAT.

2. Démontrons par I’absurde que pour tout k& < 18, la chenille aaz*z est de bitype AA™T
en supposant qu’il existe un entier p < 18 tel que ooo(aazfz) # AAT. Prenons le
plus petit entier p possible.

Comme aazPz C azP1z et comme az'z est de bitype AAT, par le théoréme d’in-

clusion on sait que p + 1 > 14, c’est-a-dire p > 13. Commencons par observer que

+
aa?z 8 aada +azp — 10z (par les Lemmes 7.3.7 et 7.3.9). Il reste a prouver que
toute option de T a une AAT-option pour aboutir & une contradiction. Regardons
I’ensemble des options de Tj.

~ a*2P7'z aune AAT-option : a*z%a+azP~°z = Ajg+azP°z (par le Lemme 7.3.9).

— aabzP "z Ail>+ bbzP~'z par définition de p.

— Soit T} = aaz'b+ bz7z un coup sur I’épine dorsale. Si ¢ < 9 alors la partie gauche
est de bitype AA™ par le Lemme 7.3.7 et la partie droite a une AA"-option par le
Lemme 7.3.9 (car j < 18). Sii > 10 alors j < 8, donc la partie droite est de bitype
AAT par le Lemme 7.3.9. Sur la partie gauche aaz’b, Alice choisit aaz’=b + bz%b.
Comme i < 18 par le Lemme 7.3.7 la partie gauche est de bitype AAT, et la
partie droite également par le Théoreme 7.3.8.

— Soit 71 = aaz'bz?z un coup sur une feuille centrale (avec i > 0 et j > 0). Si i < 10
ou i = 12 alors Alice choisit aaz'~'b + ccz’z. Par définition de p la partie droite
est de bitype AAT, et la partie gauche également puisque {97, 11} C E 4 4(az™bb)
(Lemme 7.3.7). Sinon si i > 15 (on a j < 2) alors Alice choisit aaz""%b + b2"b27 2.
La partie gauche est de bitype AAT, est la partie droite également par le premier
point de ce Lemme. Il reste le cas ou i € {11,13,14}. Dans ce cas Alice choisit
aaz'bb + bz’ ~'z. La partie droite est de bitype AAT par le Lemme 7.3.9.
Regardons ’ensemble des options de la partie gauche T = aaz'bb, en posant i
le plus petit entier tel que ooo(Ty) # AA*. Soit Ty = aaz’c + cz*bb un coup sur
I’épine dorsale. On ne peut avoir ¢ > 10 et 5 > 10, donc au plus une composante est
de bitype NN T, donc Alice a un coup gagnant sur 7. Si Bob choisit T3 = a3z~ 1bb,
alors Alice choisit Ty = a*z%a+az""5bb = A5+az*~°bb. Il s’agit d'une AA"-option
puisque i — 5 < 9 (Lemme 7.3.7). Enfin si Bob choisit aaz?cz/bb avec j > k > 0,
alors Alice choisit aaz’cc + ¢z~ 'bb. Par définition de i la partie gauche est de
bitype AAT, et la partie droite également car k < % < 7 (Lemme 7.3.7). On en
déduit qu’un tel i n’existe pas dans {11,13, 14}, donc que ooo(Ty) = AAT.

On en conclut que ooo(aaz*z) = AA* pour tout k < 18.
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Preuve du Théoréme 7.3.11 : Soit C' = 22*z. Pour démonter le théoreme, il suffit de
prouver que :

Si k < 27 alors C' a une AA™-option ;

1
2. si k > 28 alors toute option de C' a une BB -option ;
3.

4. si k < 22 alors toute option de C' a une AAT-option ;

si k > 23 alors C' a une BB"-option ;

Soit k < 27. Montrons que C' a une AA'-option. Si k < 13 alors C' AAT ok par le
Lemme 7.3.9. Si 14 < k < 27 alors C AAT 13, + az¥~1z par le Lemme 7.3.9.

. Soit & > 28. On remarque que toute option de C' contient la chenille az'*z qui a

une BBT-option par le Lemme 7.3.9. Par le théoréme d’inclusion on en déduit que
toute option de C' a une BB'-option.

: BBt
Soit k£ > 23. On a C'"= az"z par le Lemme 7.3.9.

. Soit k < 22. Montrons que toute option de C' a une AAT-option. Soit ng le plus

petit entier tel que ooo(zz"0z) # AAT. 1l faut montrer que ng = 23. Supposons par
I’absurde que ng < 22. Notons Cy = 22™z et regardons les options de Cj.

Soit O} = z2'a + az’z une option de Cj issue du jeu sur 1'épine dorsale. Comme
n < 22 on ne peut avoir ni i > 23 ni (¢ > 14 et j > 14). Par conséquent d’'une part
aucune composante n’est de bitype BB™, et d’autre part au plus une composante
est de bitype NN et I'autre est de bitype AAT. Donc tout coup sur I’épine dorsale
a une AAT-option.

Soit C} = zz'az’z une option issue du jeu sur une feuille centrale (c’est-a-dire avec

+ . .
i >0etj>0). Premierement si i < 13 et j < 13 alors A b bz (par le
Lemme 7.3.9). Sinon sans perte de généralité on peut poser j > 14. Si j < 18 alors

o AL il + a2 par le 2e point du Lemme 7.3.12. Sinon on a 7 > 19 et donc
i <21 —j <2 soit i € {1,2}. Dans ce cas Alice choisit Cy = zz'az"a + az’~82.
Comme ¢ > 0onaj<21—i<20,donc j—8 < 12. Par conséquent la partie droite
est de bitype AAT par le Lemme 7.3.9, et la partie gauche zz'az"a est également
de bitype AAT par le ler point du Lemme 7.3.12. On en conclut que toute option
de Cy a une AA*-option, donc qu'un tel entier ny n’existe pas.

7.3.5 Résultats sur quelques L-familles

L’ensemble des résultats concernant douze L-familles de 1-chenilles est rassemblé en
Table 7.2. Pour certains ensembles Ex(F) la preuve n’a pas été effectuée ici car leur
détermination n’est pas nécessaire pour connaitre les bitypes des 1-chenilles non coloriées.
Ils pourront toutefois étre utiles lors de travaux ultérieurs, par exemple pour l'étude
d’autres familles de graphes comme les chenilles de degré maximal 3 ou les chenilles
circulaires.
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| F ] Eaa(F) | Eoaw(F) | Egp(F) | Ey(F) |
az"b 0,1,2,4,6,8 1#,3,5,7,8%,97 | 147,16, 177, 18" 0
az"b? 9-,10=, 11,13~ 107,12, 137, 14T | 197, 21,227, 237 0
a’2"b? 14=,15=,16,18 157,17,187,19T | 247,26, 277, 28" [}
az"b? 0=,1,3= 07,2,37,47F 97,11,127,13+ 0
a’z"’® | 0,17,2,3,4,5,6,8 57,7,87,9F 147,16,177,18T | 1=
a2’ 07,2 1,27,3% 476,77 ,8% 0=
az"bzb 0= 07,1+ 67,8,97, 107" 0
a’2"bzb 0,17,2=,3,5= 27 4,57 67 117,13,147, 157 | 1=
a®2"bzb 0 0+ 17,3,47 5+ 0=
a’z"z 18~ 197F 28+ 0
az"z 13~ 14+ 23T 0
22"z 22~ 23T 28+ 0

TABLE 7.2 — Bitypes de douze L-familles de 1-chenilles.

7.4 Les chenilles sans trous

La méme méthode peut étre appliquée aux chenilles avec des sommets de degré au
moins 4 (les " D” dans les mots).

Concernant les chenilles avec 1 ou 2 sommets de degré 4, les démonstrations des bitypes
sont complexes et utilisent le calcul par informatique. Nous nous contenterons de donner
les résultats des caractérisations sans preuve.

A Partir de trois sommets de degré 4, Bob a une stratégie gagnante pour certains tres
petits éléments. Nous pouvons donc démontrer les bitypes sans grande difficulté.

7.4.1 Les 2-chenilles avec au plus deux sommets de degré 4

Pour une chenille C' = z2PDz"z, le bitype de C est donné par la Table 7.3, ou un A
(resp. N, B) apparait a la case (n,p) si et seulement si le bitype de C est AAT (resp.
NN, BB*t). On observe que comme pour les 1-chenilles, cette famille ne contient aucun
élément de bitype variable.

Grace au théoreme d’inclusion, une telle table peut étre remplacée par la proposition

suivante :

Proposition 7.4.1 Tout élément de la famille F = {zzPDz"z,p > 0,n > 0} est de bitype
NN ou BB* si et seulement s’il contient 'une des quatre chenilles suivantes :

22'D2 2z, 22°D2M 2z, 222°Dz2Y2, 2D2'%2.

Les éléments de F de bitype BB sont également générés par quatre chenilles.

Proposition 7.4.2 Tout élément de la famille F = {zzPDz"z,p > 0,n > 0} est de bitype
BB" si et seulement s’il contient 'une des quatre chenilles suivantes :

22"DzY2, 225D2'82, 222D2?z, 2Dz%z.
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TABLE 7.3 — Bitypes des chenilles de la forme 22" DzPz.

Remarquons que comme pour les 1-chenilles le plus grand élément de bitype NN (donc
de nombre chromatique ludique 3) est de taille 27, il s’agit de 22'3Dz'3z. Par contre il
existe des éléments de bitype BB de taille inférieure & 27. Le plus petit d’entre-eux est
22"Dz"z de taille 22.

Passons aux 2-chenilles possédant 2 sommets de degré 4. Une telle 2-chenille non
coloriée C est de la forme z2"DzPDz%z, donc est déterminée par un triplet (n,p,q).

La détermination des bitypes s’appuie sur la recherche du plus petit entier ng tel que
sur un élément Ez" F' on ait une stratégie gagnante pour Bob, et dans un second temps
tel qu’on n’ait pas de stratégie gagnante pour Alice. Vu le grand nombre d’éléments a
étudier (I’ensemble des triplets (n, p, q) tels que n + p + ¢ < 28), le calcul par ordinateur
a été nécessaire pour obtenir la caractérisation ci-apres.

Proposition 7.4.3 Tout élément de la famille F = {z2"D2PDz%z,n > 0,p > 0,q > 0}
est de bitype NN ou BB™ (resp. BB" ) si et seulement s’il peut étre obtenu par inclusions
et/ou insertions deuzr a deuz de lettres z dans la partie "zP” a partir d’un élément Cy €
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Enxn(F) (resp. Epp(F)), défini comme suit :
Enn(F) =£(0,0,7);(0,1,7);(0,3,5); (0,6, 2); (0,9,0); (0,10,0); (5,0,5); (2,2,5); (2,5, 2) }-.

Eps(F) ={(0,0,14);(0,1,14); (0,8,7); (0,9, 7); (0,12,5); (0,13, 5); (0, 14, 0); (0, 15,0) }U
{(2,5,7);(2,9,5);(5,2,7);(5,6,5); (7,0,7); (7,1,7)}.

7.4.2 Caractérisation des 2-chenilles avec au moins trois som-
mets de degré 4

Concernant les 2-chenilles avec un grand nombre de 4-sommets, nous allons voir que
Bob a fréquemment une stratégie gagnante simple, ou, le cas échéant, perd rapidement la
partie. Ces résultats s’appuient principalement sur la le-chenille aDDa (de bitype BB™),
et sur une structure particuliere appelée P-chenille.

Proposition 7.4.4 (P-chenilles) Soit C' une lc-chenille de la forme w(C) =
augty . .. ugpb avec p > 0 et u; € {z, D} pour tout 1 < i < 2p. S’il existe 1 < k < 2p tel
que up, = D alors C' a une BB -option.

Preuve: Quitte a étudier le palindrome de w(C') on peut supposer que k est impair.

1. Sip=1alors C € {aDzb,aDDb}. Regardons le cas C' = aDzb. Si a # b Bob choisit

I'option C = aDyzb et gagne car tout option de C'; a une option équivalente a K fc)

Comme d’autre part C a plusieurs options équivalentes a K g, on en déduit que
000(Cy) = BB*. Si a = b, Bob choisit aD.za,x. qui est isomorphe & aDyzb traité
précédemment. Si C' = aDDb Bob choisit C" = aD Db, si a = b et C" = aDyDb
si a # b. Comme C” et C” sont isomorphes, il suffit de montrer que ooo(C") = BB*.
On vérifie aisément qu’Alice ne peut empécher la mise en plce des trois couleurs au
voisinnage de I'un des deux 4-sommets. Donc toute option de C’ ou de C” a une

option équivalente a K 1(03) Comme d’autre part C” a plusieurs options équivalentes
A ng, on en déduit que ooo(C}) = BB™.

2. Sip > 1et k =1 alors Bob choisit I'option C} = aDusc+ cuqus . . . ugpbess. La partie
droite étant une I-chenille, par le ler point chaque partie a une BB'-option. On en
déduit que 000(Cy) = NNT NN = BB,

3. Sip > 1letk > 1alors Bob choisit 'option C) = aujus . . . Ug—2CazetClUpUpy - . . Ugpb.
Comme k est impair la partie gauche est une I-chenille, et la partie droite a été traitée
au point précédent. Par conséquent chaque partie a une BB -option. On en déduit

que 000(Cy) = NNT & NN = BB+,
[ |

Ainsi, comme pour les I-chenilles, par le théoreme d’inclusion Bob a un coup gagnant sur
tout lc-arbre contenant une P-chenille.

De cette propriété sur les P-chenilles on déduit une stratégie gagnante pour Bob sur
certaines lc-chenilles possédant deux 4-sommets.
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Proposition 7.4.5 Pour tousn > 0, p > 0 et ¢ > 0, C = az"Dz’Dz%2 a une BB*-
option.

Preuve:
Cas 1 : n < 1. Bob choisit 'option Cy = az"DzPDc avec ¢ #asin+p >0etc=a
sinon. Montrons que ooo(Cy) = BB*. Premiérement, si n = p = 0 alors Cy = aDDa
qui est de bitype BB* par le Théoreme 6.1.2 (démontré par Faigle et al. dans [18]). Si
n = 0 et p > 0, on observe que toute option est ou contient une P-chenille. De plus
si Bob commence il peut choisir 'option C3 = aDyzPDc,, sur laquelle toute option
contient soit une P-chenille soit azb,.;,. Enfin si n = 1 alors si Bob commenge il choisit
U3 = azbgy, + 02P Deye qui vaut soit 2. Ny soit Ny plus une P-chenille. Si Alice commence
la seule option de Cy n’étant pas une P-chenille est aaDzP Dc. Mais comme ¢ # a Bob
peut choisir cDzPDc si p = 0 et bDzP Dcy. sinon, on se ramene au cas n = 0.

Cas 2 : n > 2. Bob choisit 'option az"flba¢b+szpquz si n est pair et az”*2ba¢b—|—
bzD2zPDz%z sinon. La partie gauche étant une I-chenille, on se ramene au cas n € {0,1}.

Par conséquent méme si Alice peut passer son tour Bob gagne, on en conclut que C' a
toujours une BBT-option. [ |

Cette proposition entraine le corollaire suivant :

Corollaire 7.4.6 Toute chenille non coloriée sans trous C' vérifiant ny(C) > 4 est de
bitype BB™.

Preuve: Sur une telle chenille C' si Alice commence elle ne peut éviter de constituer une
structure de la forme C; = az"DzPDz9z sur laquelle Bob connalt un coup gagnant de
bitype BB*. Par conséquent Alice ne peut gagner si elle commence. Si Bob commence
il joue sur une extrémité. Ainsi, Alice n’a aucune option ne contenant ni I-chenille ni
P-chenille ni une chenille entrant dans les conditions de la Proposition 7.4.5. [

En ce qui concerne les chenilles avec trois 4-sommets, donc de la forme
C = 22"DzPDz1Dz"z, si Alice commence elle n’a qu’'un choix qui ne constitue pas de
structure az"DzPDz%% (perdante par la Proposition 7.4.5) : la coloration du 4-sommet
central. Elle obtient 'option C" = 22" DzPa+az?Dz"z. Or les éléments de bitype au moins
NN de la famille az"DzPz ont été calculés dans l'algorithme aboutissant aux résultats
de la Proposition 7.4.1.

On appelle ensemble des générateurs des éléments de bitype au moins NN (resp.
BB) de la famille F et on note Esxaar(F) (resp. Eps(F)) un ensemble de chenilles tel que
toute chenille de F de bitype au moins NN (resp. BB) peut étre obtenue par inclusion
et/ou insertion de lettres z deux a deux a partir de I'une des chenilles de Expp(F) (resp.
Epp(F)). L'inclusion ne peut étre effectuée qu’a proximité d'une extrémité non coloriée.
Si I'on veut ajouter des z entre deux D ou entre une extrémité coloriée et un D, il faudra
utiliser I'insertion, donc ajouter les z deux & deux. Par exemple la chenille Cy = azDDz3%
génere I'ensemble suivant :

{az""*" D2 D220 > 0,5 > 0,k > 0}.
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Concernant la famille 7 = az"DzPz, on a :
Benn(az"D2P2) = {aDz2"2,a2D2" 2, 02> D"z, a2° D22, az® D=z}
On en déduit que :

Proposition 7.4.7 La famille 22" DzPDz9Dz2"z a les générateurs de bitype BB suivants :
Epp(22"D2*D21D2"2) = {22"D(2)D(2) Dz, 22° D2*D(2) Dz, 22* D2° D(2) Dz, 2 D2* D(2) Dz}.

La notation (z) signifie que z peut étre présent ou non dans le mot. Bien entendu les
palindromes de ces chenilles sont également de bitype BB.

Preuve: Par la Proposition 7.4.5 le seul coup potentiellement gagnant pour Alice est la
coloration du D central. Il suffit d’observer que ce coup aboutit toujours a une chenille de
Evnn(az"DzPz), ou pouvant étre généré a partir d'un élément de Expp(az"D2Pz). 1

Enfin pour les 2-chenilles de bitype au moins NN vérifiant ny(C') = 3, démontrons la
proposition suivante :

Proposition 7.4.8 Soit C' une chenille vérifiant ny(C) = 3. Bob a un coup gagnant si :
1. DDD ¢ w(C), ou
2. zzzD € w(C).

Preuve: Dans le premier cas Bob joue sur une feuille du D qui n’a pas de lettre D voisine
et on observe qu’Alice ne peut éviter de constituer soit une P-chenille soit un élément de
bitype au moins N'A par la Proposition 7.4.5.

Dans le second cas on a C' = 2222*DDDzPz avec k,p > 0. Bob choisit ¢, =
azzz*DDDzPz. Le seul choix non immédiatement perdant pour Alice est Cp =
aazz*DDDzPz. Or Bob choisit C5 = aaaz"*DDDzPz. On observe que toute option de
('3 contient soit une P-chenille soit un élément de bitype au moins NN par la Propo-
sition 7.4.5. On en déduit que Bob a une stratégie gagnante sur une telle chenille C.

On peut aisément démontrer que pour les autres cas Bob n’a aucun coup gagnant. On
peut donc écrire :

Proposition 7.4.9 Sur l’ensemble des 2-chenilles non coloriées sans trous vérifiant
ny(C) = 3, les seuls éléments de bitype AA sont :

Ean(22"D2PD2'Dz2"2) = {2DDDz,22DDDz,22z2DDDzz}.

Cette proposition nous permet de conclure quant a I’absence d’éléments de bitype variable
sur la famille des 2-chenilles non coloriées sans trous.

Proposition 7.4.10 La famille des 2-chenilles non coloriées sans trous ne contient aucun
élément de bitype variable. Le plus petit élément de bitype NN est zDzDDz, et le plus
petit élément de bitype BB est zDDDDz.
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Preuve: Concernant ’absence d’éléments de bitype variable, il suffit d’observer que
lorsque sur une 2-chenille donnée C' nous n’avons trouvé aucun coup gagnant pour le
Suivant, il n’en aurait pas eu non plus sur C' + K;. En effet, dans chacune des preuves,
'existence d’un coup gagnant pour Alice (resp. Bob) entraine I'existence d'une A.A-option
(resp. BB-option). De plus aucune 2-chenille sans trous n’a que des N'N-options, il n’y a
donc aucun élément de bitype PN. [

7.4.3 Extension aux chenilles sans trous

Le calcul des bitypes des 2-chenilles sans trous nous a permis en outre d’observer ces
deux propriétés :
1. Aucune 2-chenille sans trous non coloriée n’est de bitype variable ;

2. Si Alice a une stratégie gagnante, alors pour tout sommet s de degré 4 elle peut
gagner sans colorier les 2 feuilles voisines de s avant de colorier s.

De ces deux propriétés on déduit par exemple que dans C' = zz"DzPz, on peut ajouter k
feuilles voisines au sommet de degré 4 sans modifier le bitype de C.

Par conséquent l’ensemble des chenilles sans trous non coloriées est caractérisé, il
suffit de remplacer les sommets de degré au moins 5 de C' par des sommets de degré 4.
On obtient une 2-chenille sans trous non coloriée C’ qui vérifie C' = C.

Toutefois, cette propriété n’est vérifiée que pour les chenilles sans trous non coloriées.
En ce qui concerne les chenilles coloriées, nous avons découvert un cas ot un ”7” (sommet
de I’épine dorsale avec 3 feuilles voisines non coloriées) a la place d’'un D modifie le bitype
de C :

oo(a*Ta*) = NN alors que oo(a’Da*) = AN .

La preuve des bitypes de ces deux chenilles sera effectuée au Chapitre suivant, Section
8.4.

Terminons I’étude de la famille des chenilles par des questions ouvertes sur les chenilles
avec trous.

75 A propos des chenilles avec trous

Les trous dans une chenille sont les sommets de degré 2 de cette chenille. Pour certaines
chenilles avec trous nous pouvons déterminer le bitype, comme par exemple une extension
des I-chenilles ou I'on permet des trous a distance paire des extrémités. Mais concernant
I’ensemble des chenilles avec trous nous ne bénéficions pas d’un algorithme polynomial
de calcul du bitype. En effet, il est bien plus difficile de prouver l'existence d’un coup
gagnant pour le Suivant avec ces objets, car les joueurs peuvent avoir intérét a jouer sur
des feuilles a distance 2 ou 3 d'un trou. Par conséquent, une partie sur une chenille C'
peut étre engagée par des colorations de feuilles sans que 1'on puisse dire (a priori) si la
stratégie est ou n’est pas optimale.

D’autre part, nous sommes ici en présence d’une famille dont le plut petit élément
de bitype BBT croit avec le nombre de trous ny(C). Par exemple, pour les 1-chenilles le
plus petit élément de bitype BB est 22?z. Par le théoréme d’inclusion, on en déduit
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qu’une 1-chenille avec trous de bitype BB™ a une taille supérieure ou égale a 28. Comme
on l'observe avec 'exemple des chemins, il peut arriver qu'une famille donnée ait tous
ses éléments de bitype AAT. Cela ajoute une difficulté supplémentaire a 1’étude de cette
famille.

Enfin on peut avoir jusqu’a trois trous successifs sans que pour autant les deux cotés
soient indépendants. Par exemple sur C' = a2'°000z'% Bob bénéficie du coup gagnant
az'%0c + c0z'°b avec ¢ ¢ {a,b}. Par contre, la chenille C' = a2'°0z + 202'% est de bitype
AA comme nous I'avons vu pour les 1-chenilles (on a oo(az''z) = AA). A partir de
quatre zéros successifs nous pensons tout de méme que 1'on peut retirer ’aréte centrale
sans modifier le bitype, bien que cette propriété n’a pour I'instant pas pu étre démontrée.
Il s’agit de la conjecture sur la réduction de chaine Rg (Conjecture 6.8.2).

Toutefois les résultats sur les chenilles sans trous nous permettent d’identifier des
structures gagnantes. Par le théoreme d’inclusion, on peut trouver des conditions suffi-
santes pour trouver des coups gagnants pour Bob, ou aucun coup gagnant pour Alice.
Mais il faut se méfier de deux propriétés que l'on ne peut étendre aux chenilles sans
trous : la propriété dite d’accrétion (insertion de lettres z deux a deux), et I’absence d’op-
tions ”déterminantes” de bitype variable, étroitement liées. Ici, a priori des PN -options
peuvent apparaitre a tout moment de la partie, et comme rien n’indique que Bob ou Alice
peuvent gagner en les évitant, les chenilles de départ peuvent étre de bitype variable et on
ne pourra donc pas utiliser le théoreme d’inclusion pour mettre en évidence une stratégie
gagnante pour Bob sur une chenille plus grande.

Néanmoins, si des structures sans trous gagnantes pour Bob mais pas de bitype BB
sont incluses dans une chenille C, on peut parfois s’arranger pour que Bob force Alice a
jouer dedans, ou pour que Bob déconnecte cette structure du reste du graphe.

La caractérisation de cette famille parait donc étre un probleme bien plus difficile que
celle des chenilles sans trous : nous ne pouvons donner pour le moment que des conditions
suffisantes a l'existence d'un coup gagnant pour le Suivant.

Passons maintenant a I’étude d’une autre famille contenant plusieurs éléments de
bitype PN : les 1-chenilles circulaires.

7.6 Les 1-chenilles circulaires

Une 1-chenille circulaire est construite a partir d’une 1-chenille C' = 22"z de taille
n > 3 en supprimant les deux extrémités et en ajoutant une aréte entre les voisins de ces
deux extrémités. Les définitions et notations propres a cette famille ont été présentées en
Section 6.3.3.

Une 1-chenille circulaire non coloriée s’écrit [z"] ot n est la longueur du cycle. L’objectif
de cette section est de déterminer le bitype de [2"] pour tout n > 3.

Cette détermination s’appuie sur la caractérisation de plusieurs L-familles de 1-
chenilles, résultats présentés dans la Table 7.2. En effet, toute coloration d’'un sommet
du cycle aboutit a une 1-chenille partiellement coloriée.

Théoreme 7.6.1 Soit C' = [z"] une 1-chenille circulaire de taille n > 3.

1. Sin € {3,5,7,9} alors oo(C) = AA;
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2. Sin € {4,6,8,10,11,12,13,15} alors 0oo(C) = PN ;
3. Sinon oo(C) = BB.

Preuve: Soit C' = [2"] une 1-chenille circulaire de taille n > 3. Déterminons pour quelles
valeurs de n le Suivant a une stratégie gagnante sur C'. Deux cas sont a étudier.

1)Alice est le Suivant : Commengons par regarder les coups potentiellement ga-
gnants d’Alice sur [2"]. Si elle joue sur le cycle, elle obtient la lc-chenille az" 'a qui
par la Table 7.2 n’est jamais de bitype variable et est de bitype AA si et seulement si
n € {3,5,7,9}.

Montrons que si n ¢ {3,5,7,9} elle n’a aucun coup gagnant sur [2"]. A isomorphisme
pres son seul choix restant est C; = [a2"!]. Mais si n est pair sur ce le-graphe Bob
connait une BB-option : Cy = [azbz""?] avec b # a. La partie ”azb” est une I-chenille.
Par conséquent si n > 6 les seules options potentiellement gagnantes pour Alice sur Cy
sont C5 = [achz""3] avec ¢ & {a,b} et Cy = aazbz""1a. Sur C3 (avec n > 6) Bob choisit
cacbz""*a et gagne car toute option contient une I-chenille. Enfin comme C} contient
une I-chenille on en déduit que Bob a une stratégie gagnante sur C; = [az""!] si n est
pair et supérieur ou égal & 6. Concernant le cas paticulier [2%], la stratégie gagnante du
Précédent est représentée Figure 7.2. Dans ce cas sur Cy Alice a les deux choix [acbz]
(avec a # b # ¢ # a) et [aabz]. Bob choisit respectivement cacbe (ot toute option contient
Kl(g, abba = Ny ou azb,z, = Ny) et [aabb] (ol toute option contient azbyz, = Ny).

Il reste a traiter le cas ou n est impair et supérieur ou égal a 11. Par la Table 7.2,
on sait que Epp(az"bzb) = {67,8,97,10%}. Par conséquent, I'option az" 3aza de O est
de bitype BB pour tout n > 11. On en conclut qu’Alice a un coup gagnant sur [2"] si et
seulement si n € {3,5,7,9}.

2)Bob est le Suivant : Regardons maintenant les coups potentiellement gagnants
de Bob sur [z"]. S’il joue sur le cycle, il obtient la lc-chenille az""'a qui par la Table
7.2 n’est jamais de bitype variable et est de bitype BB si et seulement si n = 17 ou
n > 19. Dans le cas contraire s’il veut espérer gagner il doit colorier une feuille, on obtient
C} = [az""']. Regardons les coups gagnants d’Alice sur C;. Par la Table 7.2, on sait que
Eenoa(az™b) = {107,12,137,147}. Donc l'option Cy = aaz"2a de O est de bitype AA
si et seulement si n = 15 ou n < 13. Il reste a traiter les cas n € {14,16,18}. Comme n
est pair, tout coup sur le cycle (excepté Cy) constitue une I-chenille. Enfin toute coup sur
une autre feuille C3 = [az'b2""""2] admet une BB-option :

— si ¢ est impair C5 contient une ¢ chenille.

— si i est pair sans perte de généralité (entre ¢ et n—i—2) on peut poser ¢ # 0. Si Bob

choisit C; = [aaz'b2z"""72], tout coup d’Alice laisse au moins une I-chenille. Donc
Bob gagne.
On en déduit que Bob a un coup gagnant sur [2"] si et seulement si n € {14,16,18} U
{17,19"}, soit si et seulement si n = 14 ou n > 16, ce qui conclut la preuve du théoreme.

La stratégie gagnante du Précédent sur [z1] est représentée Figure 7.2. Les coups
d’Alice aboutissant a une I-chenille n’ont pas été représentés. Remarquons qu’il s’agit du
plus petit arbre circulaire non colorié de bitype PN. En effet, on peut observer que tout
autre arbre ou arbre circulaire d’ordre au plus 8 est de bitype constant.
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azb+bza azzaa [azbZ] .
Alice Alice

cacbc [aabb]
]

FIGURE 7.2 — Stratégie gagnante du Précédent sur la chenille circulaire [2%].

Les résultats du Théoreme 7.6.1 sont récapitulés dans la Table 7.4. On observe que,

n 3 |4 |5 |6 |7 [8 |9 |10 |11 [12 |13 |14 |15 | > 16
oo([z"]) || AA| PN| AA| PN| AA| PN| AAl PN| PN| PN| PN| BB | PN| BB

TABLE 7.4 — Bitypes des 1-chenilles circulaires

contrairement aux L-familles de 1-chenilles, cette famille ne contient aucun élément de
bitype NN et contient 7 éléments de bitype PN . Cette propriété est due a la présence d’un
cycle, ce qui entraine que toute option est isomorphe a 'une des deux options suivantes :
la coloration d’un sommet du cycle, ou celle d’une feuille.

Nous supposons qu’il en est de méme pour d’autres familles de chenilles circulaires.
Une question intéressante est de savoir s’il existe des chenilles circulaires de bitype
NN. La réponse semble étre négative pour les chenilles circulaires sans trous, mais la
démonstration nécessiterait la détermination des bitypes d’'un grand nombre de L-familles
de lc-chenilles.
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7.7 Perspectives sur les lc-arbres

En ce qui concerne les lc-arbres, nous pouvons, grace a la caractérisation des chenilles
sans trous, donner des conditions suffisantes pour qu'un lc-arbre T soit de bitype NN
ou BB*. En effet, si T' contient une sous-chenille C' de bitype NN et possédant une BB™-
option, alors Bob pourra se concentrer sur les sommets de C' et ignorer le reste de I'arbre.
Il y appliquera sa stratégie gagnante sans se soucier des coups d’Alice en dehors de C.
Le théoreme d’inclusion (Théoreme 6.6.5) est donc tres utile dans le cas des lc-arbres.
De plus, la construction de ’ensemble des sous chenilles d’un lc-arbre donné T se fait en
temps quadratique par un simple parcours en hauteur, en enracinant 7" sur chacun de ses
sommets. On peut donc savoir en temps quadratique s’il I’'on connait une sous-chenille C'
de bitype NN ou BB™.

Mais bien entendu ce ne sont la que des conditions suffisantes : rien ne permet de dire
qu’un arbre 7' n’ayant aucune sous-chenille sans trous de bitype NN T n’est pas de bitype
NN, et il en est de méme pour BB™.

On peut construire des arbres de bitype AN, N A, PN ou NP pour lesquels toute
sous-chenille est de bitype AA. Ces exemples sont présentés au Chapitre suivant, Section
8.3.

Toutefois, en ce qui concerne le bitype étendu BB nous n’avons trouvé aucun contre-
exemple a cette propriété, nous pouvons donc conjecturer que :

Conjecture 7.7.1 Soit T un arbre non colorié. Si'T' n’est pas une chenille et ne contient
aucune sous-chenille de bitype BB™ alors ooo(T) # BB .

L’intuition est qu’il existerait dans tout arbre T de bitype BB une chaine déterminante
qui serait un chemin P tel que la chenille C' = T[NT(P)] (c’est & dire engendrée par
I'ensemble des sommets & distance au plus 1 de P) soit de bitype BB™.

Cette propriété est facile a démontrer si sur C' Bob peut ne choisir que des BB™-
options. C’est le cas si T' contient 4 sommets successifs de degré au moins 4. Il contient
la chenille zD%z qui est de bitype BB™T. Cette conjecture est vérifiée pour 1’ensemble des
arbres qui ont été étudiés, notamment sur des exemples d’arbres non coloriés de la méme
forme que ceux du Chapitre 8.

Une partie du probleme de caractérisaion des arbres est certainement plus facile : la
caractérisation des arbres sans 2-sommets. De la méme maniere que pour les chenilles
sans trous, il semble plus facile de limiter I’ensemble des coups potentiellement gagnants
pour le Suivant lorsque I'arbre ne contient pas de trous.

Une extension de cette caractérisation des chenilles sans trous pourrait étre effectuée
sur les étoiles de chenilles sans trous, c’est a dire un sommet r sur lequel sont attachées
en leurs extrémités des chenilles sans trous. Il faudrait 1a aussi trouver un ensemble borné
£ de L-familles : une sous famille de I’ensemble des colorations partielles tel que toute
option gagnante pour le Suivant puisse étre un élément de £. Il semble que I'on puisse
construire un tel ensemble £ sur les étoiles de chenilles sans trous, avec une propriété
d’accrétion et un ensemble V d’éléments de bitype variable fini.



Chapitre 8

A propos des arbres non coloriés

179



180 CHAPITRE 8. A PROPOS DES ARBRES NON COLORIES

8.1 Introduction

Apres avoir abordé le probleme de caractérisation des le-graphes de nombre chroma-
tique ludique 3, mettons en évidence le bien fondé de notre définition des bitypes en nous
intéressant au probleme de recherche d’arbres connexes non coloriés d'un bitype donné.

Nous construirons le plus petit exemple possible et tenterons de démontrer qu’il s’agit
bien du plus petit.

Cette étude va également nous permettre d’observer quelles caractéristiques ont les
lc-arbres, notamment qu’il est difficile de trouver un lc-arbre sur lequel le Suivant n’a
aucun coup gagnant de bitype constant mais a tout de méme une stratégie gagnante.
Par exemple, le plus petit arbre non colorié connu de bitype AN a 29 sommets, ce qui
renforce I'idée que les le-graphes de bitype variable XY pour X’ # ) sont moins nombreux
que les le-graphes de bitype constants (c’est a dire AA, NN ou BB). Par exemple nous
observerons que tous les arbres d’ordre au plus 14 sont de bitype constant.

Cette étude permettra également de démontrer qu’il existe des arbres de nombre
chromatique ludique 3 mais de nombre chromatique B-ludique 4, c¢’est a dire sur lesquels
Bob a une stratégie gagnante seulement s’il laisse commencer Alice. Pourtant I'intuition
nous aurait laissé penser que sur un arbre Bob ou Alice avaient toujours intérét a
commencer.

Plus généralement, un lc-graphe G de bitype non constant X)) peut étre vu a travers
des variantes du jeu J sur G. Par exemple regardons le jeu J(p) ou la partie se déroule
comme dans J mais ou Bob peut se permettre de passer son tour une ou plusieurs fois
dans la partie. Dans ce cas si Bob est le Suivant il gagne sur tout lc-graphe de bitype
différent de AAT, et si Alice est le Suivant elle ne gagne que sur les bitypes AA, AN,
N A ou NN possédant une AAT-option.

De méme, on peut définir le jeu J(4) ol la partie se déroule comme dans J mais ou
Alice peut se permettre de passer son tour une ou plusieurs fois dans la partie. Dans
ce cas, si Alice est le Suivant elle gagne sur tout graphe de bitype différent de BB, et
méme peut-étre sur certains graphes de bitype BB : ceux dont elle connait une option ne
possédant pas d’option de bitype BB. Il s’agirait d’une nouvelle classe BB* qui ne sera
pas étudiée dans cette these, mais pourrait faire 'objet d’études ultérieures. Dans le jeu
J(4), si Bob est le Suivant alors Alice gagne sur tout graphe n’ayant pas de BB-option.

Mais revenons a notre jeu J et recherchons des exemples d’arbres connexes non co-
loriés, et démontrons qu’il s’agit des plus petits exemples.

Par la suite, les arbres qui seront étudiés seront des arbres non étiquetés et non
enracinés. Les méthodes d’énumération et de génération des éléments de cette famille de
graphes sont présentées dans [28]. Deux arbres T" et U seront donc distincts s’il n’existe
aucun isomorphisme ¢ de V(T') dans V(U) tel que pour tout uv € E(T) on ait p(u)p(v) €
E(U). Ainsi lorsque nous parlerons d’un unique arbre ce sera toujours a isomorphisme
pres. Pour décrire les lc-arbres nous réutiliserons la notation par mots définie pour les lc-
2-chenilles en Section 6.3.2. Nous serons parfois amenés a enrichir cette notation lorsque
les arbres considérés ne seront pas des lc-2-chenilles.
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Commencons par traiter le cas des bitypes constants AA, NN et BB.

8.2 Bitypes constants

Les trois bitypes constants semblent étre les plus fréquents sur la famille des arbres.
Nous allons donc les étudier en premier en commencant par observer que pour les petits
ordres c’est le bitype AA qui domine.

8.2.1 Bitype AA

Bien entendu, le plus petit arbre non colorié de bitype AA est le graphe vide 0.

Démontrons maintenant que les arbres de diametre au plus 4 ont tous AA pour bitype.
Rappelons que le diametre d’un arbre est la longueur maximale (nombre d’arétes) d’un
chemin simple.

Proposition 8.2.1 Soit T un arbre non colorié de diamétre diam(T") < 4. Alors oo(T) =

AA.

Preuve: Il suffit de démontrer I'existence d’une stratégie gagnante pour Alice, qu’elle
commence ou non.

Si diam(T') < 2, alors il existe un sommet u tel que diam(T — {u}) = 0. Des que
c’est a Alice de jouer, elle colorie ce sommet u avec a. Ainsi, tous les autres sommets sont
coloriables avec une couleur différente de a.

Si diam(T') = 3 alors il existe deux sommets u et v tels que diam (T — {u,v}) = 0.
Si Alice commence elle colorie u avec a. Ainsi, quel que soit le coup de Bob, elle peut
toujours colorier v avec une couleur b # a, donc tous les autres sommets sont coloriables
avec une couleur n’appartenant pas a {a,b}. Si Bob commence et s'il colorie u (resp. v)
alors Alice colorie v (resp u). Les autres sommets n’étant plus liés il sont tous coloriables.
S’il colorie un voisin de u (resp. v) avec a alors Alice colorie v (resp. u) avec la méme
couleur a . Ensuite quel que soit le coup de Bob, elle peut toujours colorier u (resp. v)
avec une couleur b # a. Ainsi, tous les autres sommets sont coloriables avec une couleur
n’appartenant pas a {a, b}.

Si diam(T) = 4 alors il existe un sommet u tel que diam(T — {u}) = 1 et diam(T —
N*t(u)) = 0. Dés que c’est a Alice de jouer, elle colorie u avec a (si Bob a commencé elle
doit colorier avec la méme couleur si c¢’est possible et une autre couleur sinon). Ensuite
si Bob colorie un voisin de u elle colorie un autre voisin de u, et s’il colorie un sommet x
a distance 2 de wu, elle colorie v € N(z) N N(u) avec une couleur b ¢ {c(u),c(x)}. Ainsi
apres au plus 2.|N(u)| coups tous les voisins de u seront coloriés. Comme les sommets a
distance 2 de u ne sont que des feuilles, la 3-coloration peut étre terminée.

La méme stratégie pouvant étre appliquée sur 7'+ K7, on en conclut que dans tous

les cas 0o(T') = AA. [

Regardons maintenant une famille particuliere d’arbres.
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F1GURE 8.1 — Arbres d’ordre 11 ou Bob peut a priori avoir une stratégie gagnante.

Proposition 8.2.2 Soit T un arbre non colorié dont tout chemin contient au plus 3
sommets de degré au moins 3. Alors oo(T) = AA.

Preuve: Comme dans 7" tout chemin contient au plus 3 sommets de degré au moins 3, il
existe un sommet v tel que toute composante de T'— {v} ait au plus un sommet de degré
au moins 3. Dés que c’est a Alice de jouer, elle colorie v avec a (si Bob a commencé elle
doit colorier avec la méme couleur, si ¢’est possible). Ainsi, quel que soit le choix de Bob,
elle peut toujours colorier un sommet de degré au moins 3 avec I'une des trois couleurs.
Une fois qu’il ne reste que des sommets de degré 2, la 3-coloration peut étre complétée.
La méme stratégie pouvant étre appliquée sur 7'+ K7, on en conclut que oo(T) = AA.

Par la suite, pour tout arbre 7" et tout entier k£ > 0, nous noterons nsx(7") le nombre de
sommets de 7" de degré au moins k.

Grace a ces deux propositions, le plus petit arbre T ayant un bitype différent de AA
doit vérifier diam(7T) > 5 et n>3(T") > 4. On peut aisément vérifier qu’aucun arbre d’ordre
au plus 9 ne satisfait ces deux conditions, et que le seul arbre d’ordre 10 les satisfaisant
est 2% (& isomorphisme prés). Or dans le Chapitre précédent nous avons démontré que
00(2%) = AA (Théoreme 7.3.11).

Pour n = 11 le nombre d’arbres a étudier est plus important mais reste raisonnable.

L’ensemble Ey; des arbres d’ordre 11 vérifiant diam(7) > 5 et n>3(T") > 4 peut étre
obtenu a partir de 2% par ajout de feuille ou par subdivision d’aréte, c’est-a-dire le
remplacement d’une aréte uv par un sommet w de degré 2 incident a deux nouvelles
arctes ww et vw. En notant H un chemin de longueur 2 rattaché a I’épine dorsale, on a
ainsi :

By = {2Dz* 22Dz 2°0z, 2*022, 2°02%, »* Hz22}.
Seul z2Hzz n’est pas une chenille. Ces six arbres sont représentés Figure 8.1.

On vérifie aisément que sur chacun des 6 arbres de E;;, Bob n’a aucun coup gagnant
et Alice en a un, et qu’il en est de méme en ajoutant un sommet isolé. Ils sont donc tous
de bitype AA.

Avec la méme méthode, on peut également vérifier que I’ensemble des arbres de Fj,
sont de bitype AA. Pour Fi3, on trouve un unique exemple dont le bitype n’est pas AA.
Il s’agit de 2D DzDz qui sera étudié dans la Section suivante.
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NN: 3838 I 32

zDDzDz

FIGURE 8.2 — Plus petit arbre de bitype NN. Ordre 13

Pour des raisons de notations et vu le grand nombre d’arbres a décrire (53 pour Ey
et environ 300 pour Fi3), les expressions de Fis et Ej3 ne seront pas détaillées ici, mais
elles peuvent étre obtenues a partir de 17 par ajout de feuille ou subdivision d’aréte.

On peut observer que pour ces ordres les propositions 8.2.1 et 8.2.2 nous permettent
de réduire considérablement le nombre d’arbres a étudier. En effet, le nombre T'(n)
d’arbres non étiquetés et non enracinés d’ordre exactement n est calculé dans [28] et vaut
47,106, 235,551 et 1301 pour n = 9,10, 11,12 et 13 respectivement. Toutefois, lorsque n
augmente, le nombre d’arbres que l'on peut éliminer par les propositions 8.2.1 et 8.2.2
devient négligeable devant 7'(n). Par conséquent, pour n = 14, il devient difficile d’étudier
I'ensemble des arbres vérifiant diam(T") > 5 et n>3(T") > 4, car sa cardinalité est du méme
ordre que T'(14) qui vaut 3159 par [28].

8.2.2 Bitype NN

Le bitype NN est celui possédant le plus grand nombre de possibilités d’expressions
de 00(Opt(T)). En effet, tous les bitypes peuvent étre présents parmi les options, de plus
il faut seulement que le Suivant ait un coup gagnant sur 7" et 1"+ K;. Nous avons par
exemple découvert des lc-graphes de bitype NN n’ayant ni BB-option ni AA-option.

Mais le plus petit exemple sera ”classique”, c’est-a-dire qu’il aura, comme la plupart
des lc-graphes étudiés dans le Chapitre précédent, des AA et des BB-options.

Grace a I'étude de Fi3 nous connaissons un exemple de chenille a 13 sommets :
2DDzDz représenté en Figure 8.2.

Commencons par démontrer la propriété suivante :

Proposition 8.2.3 Soit T" un lc-arbre d’ordre au plus 8, possédant au plus deuz feuilles
coloriées et non isomorphe ¢ aDDa. On a alors oo(T) € {AA,NN}.

En d’autre termes, aDDa est le seul lc-arbre de bitype BB a deux feuilles coloriées et
d’ordre au plus 8.

Preuve: Il suffit de vérifier que sur un tel lc-arbre 7', Alice a un coup gagnant de bitype
AA. Sin>3(T) = 0, alors la 3-coloration de T" peut toujours étre terminée. Si n>3(7") = 1,
alors il suffit a Alice de colorier le sommet de degré au moins 3. Ainsi la 3-coloration de
T peut étre terminée. Il reste a traiter le cas ou n>3(7") > 2. Pour chacun des 13 arbres
d’ordre au plus 8 vérifiant n>3(7") > 2, on vérifie aisément que pour toutes feuilles f; et
fa coloriées avec a et b respectivement, Alice a un coup gagnant (excepté s’il s’agit du
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lc-arbre aDDa). Ces 13 arbres, décrits par 'ensemble Ag ci-apres, peuvent étre obtenus
A partir de 2% par ajout de feuille ou subdivision d’aréte (en au plus deux opérations).

Ag = {24, 22027, 2°0z, 2°00z, 2020z, 220022, 2020z, 2D2%, D20z, 2D02%, 20D 2% 2D Dz, 2°}.

L’ensemble Ag peut également étre obtenu a partir des 7'(8) = 23 arbres non enracinés
d’ordre 8 (c.f. [28]), en éliminant les éléments vérifiant n>3(7") < 1. [

Proposition 8.2.4 L’arbre T = zDDzDz est le plus petit arbre de bitype NN .

Preuve: Démontrons que oo(zDDzDz) = NN en prouvant I'existence d'une AA-option
et d'une BB-option.

Si Alice commence, elle choisit 'option zDa + azDz sur laquelle Bob n’a aucun coup
gagnant puisque par la Proposition 8.2.3, le plus petit arbre a deux sommets coloriés de
bitype n’appartenant pas a {AA, NN} est aDDa.

Si Bob commence, il choisit 'option T} = zDDzDa. Démontrons qu’elle est de bitype
BB. L’ensemble des options de T} est a isomorphisme pres :

Opt(Ty) = {¢DDzDa, cDzDa, zDc+ czDa, zDDc+ cDa, zDDzc, zDD.zDa}

U{zDDcDa, zDDzD.a}.

Comme oo(aDDa) = BB, on sait que cDDzDa, zDDc+ zDa, zDD.zDa et zDDcDa ont
une BB-option, donc sont de bitype supérieur ou égal & NN

Il reste a regarder les options cDzDa, zDc+ czDa, zDD.zDa et zD DcDa. Elles sont
ou contiennent la I-chenille ¢DzDa (pour ¢DzDa et zDD.zDa) ou la P-chenille czDa
(pour zDc+ czDa et zDDcDa). Par les Propositions 7.2.1, 7.4.4 et par le Théoreme 6.6.5
on en déduit que ces le-graphes on tous une BB-option.

Toutes les options de T} sont donc de bitype au moins NN Par conséquent Alice n’a
aucun coup gagnant sur 77 ou sur 77 + Kj. On en déduit que oo(T}) = BB, donc que
0o(T) = NN.

Puisqu’a la Section précédente nous avons démontré que tout autre arbre (non iso-
morphe a T') de Eyq, Eis ou Ej3 est de bitype AA, on conclut que zDDzDz est le plus
petit arbre non colorié de bitype NN

8.2.3 Bitype BB

L’étude de FEj3 nous permet de dire que tous les arbres d’ordre au plus 13 ont une
AA-option. Donc le plus petit arbre de bitype BB est d’ordre au moins 14.

Or un exemple d’ordre 14 est connu [18] : il s’agit de zDDDDz. On en conclut que
2DDDDz est un plus petit arbre de bitype BB. Cet arbre est représenté en Figure 8.3.
On observe que tout coup d’Alice fabrique une structure de la forme aDDz de bitype
NN. Si Bob commence, il choisit I'option aDDDDz sur laquelle Alice n’a aucun coup
gagnant, puisque toute option contient une I-chenille, une P-chenille ou aDDz.
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BB: 36383?3?

zDDDDz

F1GURE 8.3 — Plus petit arbre de bitype BB. Ordre 14.

8.3 Bitypes variables

Passons maintenant aux bitypes variables pour lesquels il est bien difficile de trouver
une collection de le-graphes d'un bitype variable donné. Nous pensons que le rapport
nombre d’arbres de bitype variable/constant tend vers 0 lorsque la taille de la famille F
étudiée tend vers 'infini, si toutefois F est close par passage au sous-graphe induit.

C’est pourquoi les arbres dont nous allons démontrer le bitype ont un ordre assez élevé
(entre 29 et 38). Ces exemples sont basés sur la présence d’une configuration de méme
bitype mais avec 3 ou 4 sommets coloriés. Cette configuration sera constituée par Bob si
¢’est dans son intérét, et dans le cas contraire nous montrerons qu’il n’a aucun autre coup
gagnant.

Grace a [28], on sait que le nombre d’arbres d’ordre au plus 30 vaut environ 25.10°.
Pour de tels ordres il n’est donc pas envisageable d’étudier 1’ensemble des arbres. Par
conséquent, on ne peut a priori pas savoir s’il s’agit des plus petits exemples.

Ces exemples sont construits a partir de la lc-chenille aDDa qui, par la Proposition
8.2.3, est le plus petit lc-arbre a deux feuilles coloriées de bitype BB, et tout autre arbre
a deux feuilles coloriées d’ordre inférieur ou égal a 8 a une AA-option. Cette proposition
entraine donc que le plus petit lc-arbre & un sommet colorié de bitype NN est la chenille
aDDz.

D’autre part, nous avons besoin d’un exemple de lc-arbre connexe pour chaque bitype
XY souhaité. Nous reprendrons les exemples de la Section 6.4.3 rassemblés dans la Table
6.1 (page 127). En ce qui concerne les bitypes NP et BA/, comme aucun exemple connexe
irréductible n’est a ce jour connu sur la famille des lc-arbres, nous prendrons des lc-
chenilles des bitypes miroirs PA et N'B.

Insistons sur le fait que rien n’indique que ces le-1-chenilles permettent de construire
les plus petit exemples.

8.3.1 Bitype AN

Démontrons que 'arbre Ty de la Figure 8.4 est de bitype AN, en trouvant un coup
gagnant pour Alice sur Tyy et Tay + K7, un coup gagnant pour Bob sur Ty + K, et
aucun coup gagnant pour Bob sur Txy.

Commencons par définir quelques notations qui nous serviront dans toute la Section
sur les bitypes variables.

On appelle branche d’'un arbre 7' un ensemble B de sommets tel que T[B] = zDDz
et tel qu’il existe un sommet u € B tel que son retrait déconnecte le reste de la branche
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FIGURE 8.4 — Plus petit arbre connu de bitype AN Ordre 30.
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FIGURE 8.5 — Branches et liens de 'arbre Tyy.

B qui vaut T'|B — {u}] = zzDz. Le sommet u est le lien de la branche B.

Dans l'arbre T4y, on observe qu’il y a 3 branches notées By, By et Bs de gauche a
droite. Leurs liens sont notés uq, us et us respectivement. Ces notations sont représentées
Figure 8.5.

Proposition 8.3.1 L’arbre Tyy de la Figure 8.4 est de bitype AN .

Preuve: Regardons 'ensemble des coups potentiellement gagnants pour Alice sur Tyy
et Tany + Ky. Si elle joue sur une feuille d'une branche B;, alors elle constitue un graphe
contenant la structure aDDz. 1l suffit a Bob de choisir 'option contenant aDDa pour
gagner la partie. Si elle joue sur un sommet z hors d’une branche B;, alors dans tous les
cas Bob peut jouer sur un lien u; a distance impaire de v, constituant ainsi dans la partie
centrale de T’y 5 une I-chenille. De plus la composante contenant la branche B; est aDDz.
Par conséquent cette option est de bitype NN & NN = BB. On en déduit que les seuls
coups potentiellement gagnants pour Alice sont sur un sommet non-feuille d’'une branche
B;, notés v; et w; sur la Figure 8.5. Soit 7" I'une de ces 6 options de T4y .

Regardons maintenant ’ensemble des coups potentiellement gagnants pour Bob sur
I'un des quatre le-graphes Tan, Tany + K1, T" ou T" + K;.

1. S’il joue sur une feuille f; hors d’une branche, alors Alice colorie le sommet z3 avec
la méme couleur.
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2. S’il joue sur un sommet z; hors d’une branche et de degré au moins 2, alors de méme
il existe un sommet s hors d’une branche, de degré au moins 2 et a distance 2 de z;
tel que la coloration de s avec la méme couleur ne forme ni I-chenille ni structure
aDDz. Pour 1 = 1,2,3 et 4 Alice choisit s = 23, Z4, z1 et 2z, respectivement.

3. S’il joue sur une feuille x d’une branche B;, alors Alice joue sur v; le voisin de u;
dans B; avec la méme couleur si d(v;, z) = 2 et une autre couleur sinon.

4. S'il joue sur v;, Alice joue sur un autre sommet v;.

5. S’il joue sur w; le sommet de B; de degré 4 a distance 2 de u;, alors Alice joue sur
;.

6. S’il joue sur u; le lien de B; alors il constitue une composante aD Dz. Par conséquent
Alice est forcée de jouer dans B;, par exemple sur v;.

De cette stratégie d’Alice face aux coups de Bob on déduit que :

— si Bob joue hors d’'une branche alors il perd (cas 1 et 2). En effet on vérifie aisément

que dans chaque cas toute composante du lc-graphe obtenu est de bitype AA.

— si Bob joue hors d’un lien alors cela aboutit a la coloration d’un nouveau sommet

;.
De plus on peut vérifier que lorsque deux sommets v; et v; sont coloriés alors la composante
C' contenant encore une branche est de bitype AA (si toutefois aucun autre sommet de
C' n’est colorié). On en conclut que Bob n’a aucun intérét a jouer en dehors d'un lien car
cela permettra a Alice de former une telle composante C.

Donc les seuls coups potentiellement gagnants pour Bob sont la coloration d’un lien u;.
Observons que dans le cas ou Alice a déja joué (on est sur 7" ou 7" + K1), Bob n’a aucun
intéret a choisir le lien d’une branche déja coloriée. En effet, si Alice a commencé elle sait
que Bob va choisir un lien. Donc plutot que de choisir w; et laisser la possibilité a Bob
de former une I-chenille en jouant sur u;, elle a tout intérét a choisir v;. Par conséquent
si Bob choisit le lien u;, il laisse a Alice la possibilité d’une coloration d’un autre sommet
vj, voire méme si i # 1 d’'un sommet de degré au moins 2 hors d’une branche.

Donc Bob colorie avec a un lien uw; d’une branche non coloriée. Alice est forcée de
jouer dans cette branche, par exemple sur v;. Ensuite il colorie avec a un autre lien d’une
branche B; non coloriée. Alice est forcée de choisir un sommet de B;. Enfin Bob colorie
avec a le troisieme lien 1y et constitue ainsi la chenille Cy = a0zaza qui est de bitype AN
puisque le seul coup gagnant pour Bob est la N'B-option a0aaza = a*za. Si By, n’était pas
encore coloriée, alors Alice est forcée d’y jouer. Les sommets non coloriés des branches
sont en nombre pair. Par conséquent cette option est de bitype AN. Si Bj était déja
coloriée, Alice choisit une AA-option de a0zaza et gagne.

On en déduit que si Bob a commencé sur Ty sa meilleure stratégie aboutit a 1'ob-
tention d'un lc-graphe de bitype AN sur lequel il est le Suivant. On en conclut que Bob
a une stratégie gagnante sur Ty + K mais pas sur Tay, c'est-a-dire 0o(Tay) = AN
puisque Alice a un coup gagnant sur Tay et Tay + K;. [ |

8.3.2 Bitype N A

Démontrons que I'arbre T' de la Figure 8.6 est de bitype N A, en trouvant un coup
gagnant pour Alice sur T et T+ K7, et un coup gagnant pour Bob sur 7" mais pas sur
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FIGURE 8.6 — Plus petit arbre connu de bitype AN/ A. Ordre 29.

T+ K.

Commencons par remarquer que cet arbre possede une AA-option triviale : la colora-
tion du sommet s de la Figure 8.6 qui déconnecte les trois branches, aboutissant a I’option
Ty = zDD0a+ 2D D00a+ zDD00za. Sur chacune de ces trois composantes Bob n’a aucun
coup gagnant et c’est également le cas sur 7} + K. En effet, quel que soit le coup de Bob
sur 'une de ces trois composantes, Alice colorie le 4-sommet le plus proche du ”a” avec la
méme couleur que Bob si ¢’est possible. Ainsi les sommets de degré au moins 3 sont isolés
dans des composantes et ont au plus une couleur dans leur voisinage. Donc Alice pourra
toujours colorier ces sommets de degré au moins 3. On en déduit que oo(T) = AA.

Il reste a regarder les coups potentiellement gagnants de Bob. De la méme maniere
que pour l'arbre Ty de la Section précédente, on peut montrer que les seuls coups po-
tentiellement gagnants pour Bob sur 7' sont la coloration d'un lien u;, 1 < ¢ < 3. S’il
fait ce choix Alice est forcée de jouer dans la branche B;. Bob joue sur les trois liens et
Alice est forcée de contrer dans les trois branches. On observe que s’il joue sur ces liens
avec des couleurs distinctes, alors une fois les trois liens coloriés la partie centrale est de
bitype AA. Par contre s’il colorie les trois liens avec la méme couleur a, la partie centrale
devient C' = a0az0a. La chenille C' est équivalente a la chenille a®za’qui est de bitype
NA (cf. Section 6.4.3). Comme il reste un nombre pair de sommets non coloriés dans
les branches, on en déduit que Bob a une stratégie gagnante sur 7" mais pas sur 17"+ K;
puisque option T" de T + K, est de type N.

Comme T possede une AA-option, on en conclut que oo(T) = N A.

8.3.3 Bitype PN

Pour cette classe, I'existence d’'un exemple de bitype PN implique qu'un arbre peut
avoir un nombre chromatique B-ludique 3, strictement inférieur & son nombre chromatique
ludique qui est 4.

L’arbre T' de la Figure 8.7 est le plus petit exemple connu. Son ordre est 36. L’arbre T’
de la Figure 8.7 a été construit de la méme maniere que ceux des bitypes AN et N'A : une
structure centrale S dont la coloration de k& sommets (les liens) avec une méme couleur
a est de bitype PN, et k branches B;, chacune connectée & S par un lien u; tel que la
coloration de u; aboutit & un le-graphe de bitype NN du coté de la branche B;.

La démonstration du bitype de T est identique a celles des deux exemples précédents :
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™ <o
PN:

A A

FIGURE 8.7 — Plus petit arbre connu de bitype PAN. Ordre 36.

™

— Les seuls coups potentiellement gagnants pour Alice sont la coloration d’un 4-

sommet v; voisin d'un lien wu;.

— Les seuls coups potentiellement gagnants pour Bob sont la coloration dun lien ;.
Du second point on déduit que la seule stratégie potentiellement gagnante pour Bob est
d’aboutir a la structure centrale a0aaOa, avec des composantes de bitype AA autour. S’il
a commencé alors c’est & lui de jouer sur un graphe de bitype PN, et si Alice a commencé
ce sera & son tour de jouer sur un graphe de bitype NP (si Alice n’a pas joué sur a0aa0a)
ou NN (sinon). On en conclut que 0o(T) = PN

Nous avons choisi pour S et pour les B; les exemples minimisant le nombre de som-
mets : a0aala pour S et aDDz pour les B; (aprés la coloration des liens). Mais nous
aurions pu prendre d’autres lc-arbres : pour S on connait a*0a, a® ou encore a0aa00aaOa
qui sont de bitype PN . Mais c’est surtout pour les branches que 'on connait un grand
nombre d’exemples de bitype NN : az"z pour 14 < n < 22, a0z"z pour 19 < n < 27
ou encore azPDz"z pour certaines valeurs de p et n. Les bitypes de ces chenilles on été
calculés au Chapitre 7.

On peut donc construire un grand nombre d’arbres non coloriés de bitype PN, celui
de la Figure 8.7 étant le plus petit exemple connu. Pour trouver un exemple plus petit
il faudrait découvrir un arbre 7" de bitype PN possédant 3 sommets coloriés et d’ordre
inférieur a 16, le plus petit exemple connu étant a0aa0zDDz.

8.3.4 Bitype NP

Pour cette classe, nous n’avons découvert aucune le-chenille de bitype AP, donc notre
construction avec un systeme de branches ne peut étre effectuée directement.

Mais comme 'ajout d'un sommet isolé a un lc-arbre 7' change le bitype en son bitype
miroir, on connait des lc-chenilles non connexes de bitype N'P. Par exemple si F est
une forét de bitype signé AA; alors on a oo(a0aaOa + F') = N'P. Nous allons utiliser
ce résultat pour construire un arbre 7' sur lequel toute stratégie gagnante du Suivant
conduit a obtenir a0aaOa + F'. L’arbre de la Figure 8.8 en est le plus petit exemple connu,
d’ordre 37. Notons que 'on peut construire d’autres éléments d’ordre 37, (i) en plagant
la ”branche impaire” By = 2D D0z en haut plutot qu’a droite (ii) en prenant une autre
branche impaire de méme ordre, par exemple 27Dz ou 2DT'z, la lettre T" désignant un
sommet de I’épine dorsale possédant trois feuilles voisines.
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FIGURE 8.8 — Plus petit arbre connu de bitype N'P. Ordre 37.

Cette branche B, vérifie la méme propriété que pour les branches étudiées
précédemment :

— Si Bob colorie le lien uy alors la branche devient aD D0z, qui est de bitype NN.

— Apres coloration du lien par Bob, Alice est forcée de jouer dans cette branche. Elle

obtient une option de bitype signé AA;.
Comme pour le bitype AN, on démontre aisément que tant qu’il y a des liens non coloriés
les seul coups potentiellement gagnants pour Bob sont sur ces liens , et pour Alice sur les
voisins de ces liens dans les branches.

Cela entraine qu’au bout de huit coups on obtient un lc-arbre de la forme Ty =
alaal0a + F', ou F est une forét de bitype AA. De plus on a u(F) =646+ 6+ 7 = 25.
Par conséquent oo(Tg) = N'P. Comme toute stratégie gagnante du Suivant aboutit & Ty
on en conclut que 'arbre de départ est également de bitype NP.

8.3.5 Bitype NB

De méme que pour les trois bitypes précédents, nous pouvons construire des arbres
non coloriés de bitype N'B avec toujours la méme méthode : une structure S centrale dont
la coloration de k feuilles aboutit & un lc-arbre de bitype N'B, et k branches attachées & S
par des liens. Le plus petit arbre de bitype N'B est la chenille canonique a*za réduite par
R3 en a0aaza. Par conséquent notre exemple est le plus petit exemple connu est d’ordre
37. La démonstration du bitype de cet arbre ne sera pas effectuée car elle est similaire a
celle de Tan (c.f. Section 8.3.1).

8.3.6 Bitype BN

Comme pour le bitype NP nous n’avons découvert aucune le-chenille de bitype BN, il
faut donc s’appuyer sur une structure centrale S de bitype N'B (nous reprenons aOaaza)
et des branches dont 'ordre total est impair.

L’arbre de la Figure 8.10 en est le plus petit exemple connu, d’ordre 38. La
démonstration du bitype est similaire a celle qui a été effectuée pour le bitype N'P.
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FIGURE 8.9 — Plus petit arbre connu de bitype N'B. Ordre 37.

™

BN:

FIGURE 8.10 — Plus petit arbre connu de bitype BA. Ordre 38.

8.4 Cas des 5-sommets ayant trois feuilles voisines

Cette méthode permettant de construire des arbres non coloriés de bitype variable va
etre utilisée pour démontrer qu’il existe des arbres non coloriés pour lesquels le bitype
change si I'on retire une feuille dont le voisin u est un 5-sommet possédant 3 feuilles. Nous
pensions au commencement de ces travaux sur le nombre chromatique ludique pouvoir
effectuer une réduction de feuilles R5 sur de tels sommets u, cest-a-dire qu’a partir de trois
feuille voisines non coloriées nous pouvions n’en conserver que deux. Il n’en est rien avec
I’exemple de 'arbre T" de la Figure 8.11. Cet arbre T' est construit sur le méme principe que
les exemples d’arbres de bitype variable : une structure centrale S et 3 branches attachées
a S par des liens. La structure S avec les liens coloriés avec la méme couleur a s’écrit
S = a0aT0a, le "T” indiquant un sommet possédant 3 feuilles voisines non coloriées. On
démontre aisément que le bitype de S est NN :

— Bob choisit la BB-option S7 = a0al,0a. En effet, toute option de S; contient soit une
I-chenille soit est isomorphe & a®D,a? qui est de bitype N'B. De plus Bob bénéficie
de la BB-option alaTc.

— Alice joue sur le sommet de degré 5 pour obtenir la A.A-option aOaa + ala + z.
On en conclut par le méme procédé que précédemment que le bitype de T est également
NN.

Or on peut aisément vérifier que a®Da® est de bitype AN. Par R3 on obtient que
oo(a0aD0a) = AN, donc que S’ = a0aD0a + z est de bitype N A. Or S’ peut étre obtenu
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FIGURE 8.11 — Arbre contenant un 5-sommet u avec 3 feuilles voisines, ou le retrait de
I'une de ces feuilles modifie le bitype.

a partir de S en déconnectant une des feuilles voisines de u. On en conclut que 'arbre
T’ obtenu & partir de T en déconnectant une des feuilles voisines de u est de bitype N A,
distinct du bitype de T'.

Cet exemple montre que la Conjecture 6.8.1 de la réduction de feuilles Ry est la
meilleure borne possible.

Par conséquent, dans le cas ou la réduction de feuilles pourra étre démontrée sur la fa-
mille des lc-arbres, lorsque I'on voudra effectuer la caractérisation de ’ensemble des arbres
de nombre chromatique ludique 3 il faudra considérer les sommets internes possédant de
0 a 3 feuilles voisines. Toutefois dans certains cas particuliers comme les chenilles sans
trous, la caractérisation pour au plus 2 feuilles voisines permet de déduire celle pour 3
feuilles voisines, la 3e feuille n’étant a priori que tres rarement nécessaire a Bob.

8.5 Conclusion

Dans cette section nous avons donné les plus petits exemples que nous connaissions
pour chaque bitype.

Pour les bitypes constants nous avons démontré qu’il s’agissait de plus petits exemples
sur la famille des arbres non coloriés. Pour cela nous avons donné des conditions suffisantes
pour que le bitype d'un arbre donné soit AA. Ainsi nous avons pu considérablement
réduire le nombre d’arbres a étudier, ce qui nous a permis de trouver un plus petit arbre
pour les bitypes NN et BB.

Par contre, pour les bitypes variables, I’ordre du plus petit exemple connu est entre 29
et 38. Par conséquent il n’est pas envisageable de regarder I’ensemble des arbres d’ordre
inférieur (de I'ordre de 10" pour n = 38, c.f. [28]), et nous n’avons pu donner de conditions
suffisantes qui élimine un grand nombre d’éléments. Nous n’avons donc pu déterminer s’il
s’agissait de plus petits exemples.

Toutefois ce probleme pourrait étre abordé en s’intéressant au plus petit lc-arbre a &
feuilles coloriées (1 < k < 4) de bitype variable XY donné. En effet un arbre non colorié
de bitype variable a au moins une option de bitype variable, et cette option a une feuille
coloriée. Ce probléme est résolu avec k = 3 pour les bitypes AN et N A, et avec k = 4
pour les bitypes PN et NB.
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Une autre question serait de s’intéresser aux bitypes signés. On remarque que l'en-
semble des exemples que nous avons construit ou que 'on pourrait construire ont leur
bitype signé dans I’ensemble IC suivant :

K= {AA/’OaNAbPNmNPlaBNOvNBl}'

Par conséquent, pour la moitié des bitypes signés, nous ne connaissons aucun exemple
d’arbre non colorié. Il en est de méme pour les lc-chenilles comme on peut l'observer sur
la table 6.1 (page 127) : tous les exemples de bitype signé n’appartenant pas a IC sont des
lc-chenilles circulaires et non des lc-chenilles. Il en est de méme sur les lc-arbres ot aucun
exemple n’a pu étre construit. Nous conjecturons donc que :

Conjecture 8.5.1 (Conjecture des signes) Soit T un lc-arbre de bitype wvariable.
Alors T est de bitype ZNy ou N'Z1 avec Z € { A, P, B}.

La démonstration de la conjecture des signes aurait des conséquences sur le calcul du
bitype d'un arbre non colorié T donné. En effet, comme on connait le signe de 7', on
pourrait éliminer la moitié des possibilités pour les bitypes variables et passer ainsi de
9 a 6 bitypes possibles pour 7. Nous saurions donc, sans connaitre le bitype de T’ si
I’éventuelle stratégie gagnante du suivant est forte, c¢’est a dire s’il peut toujours choisir
des options de bitype constant. Partant d’'un arbre de signe 0, la stratégie gagnante serait
forcément forte, et sur un arbre de signe 1 elle pourrait étre forte ou non.

Pour démontrer la conjecture des signes il suffirait de prouver qu’aucun lc-arbre de
bitype PN n’est de signe 1. En effet, un lc-arbre possédant un autre bitype variable que
PN a forcément une k-option (option en k coups) de bitype PN ou NP que le joueur
perdant la partie ne peut éviter.
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Chapitre 9

Conclusion et perspectives

Dans cette partie, nous nous sommes intéressés au probleme de caractérisation des
arbres de nombre chromatique ludique 3. Afin de déterminer les stratégies gagnantes des
deux joueurs sur un arbre 7', nous avons du étudier des positions courantes de notre jeu
J, c’est-a-dire des lc-arbres.

Dans le Chapitre 6, nous avons introduit la notion de bitype, un parametre de lc-
graphe permettant de déterminer qui gagne sur chacune des quatre conditions de jeu.

Ces bitypes sont également utiles pour calculer le nombre chromatique ludique et
le nombre chromatique B-ludique d’un le-graphe non connexe en fonction des bitypes
signés étendus de ses composantes connexes, si toutefois ces composantes vérifient une
propriété définie récursivement : la conformité.

Concernant les lc-arbres, Les bitypes permettent également dans certains cas d’étendre
une stratégie gagnante a un sous-arbre (pour Alice) ou a un sur-arbre (pour Bob) : il s’agit
du théoreme d’inclusion.

Dans le Chapitre 7, nous avons caractérisé une famille d’arbres, les chenilles sans
trous. Cette caractérisation a été effectuée en donnant une collection T d’exemples de
base et en démontrant que pour toute chenille sans trous un des deux joueurs a une
stratégie gagnante lui permettant d’aboutir a une réunion disjointe d’éléments de T,
ou se ramenant a Y par le Théoreme d’inclusion. Concernant les chenilles sans trous
avec un ou deux 4-sommets, la preuve formelle n’a pas été effectuée au vu du grand
nombre d’éléments a étudier, les résultats ayant été obtenus avec 1’aide de 'ordinateur.
La démonstration pourra étre effectuée lors de travaux ultérieurs.

Nous avons également étudié une famille d’arbres circulaires, les 1-chenilles circu-
laires. Nous avons mis en évidence que pour certaines familles de graphes, il peut y avoir
plusieurs éléments de bitype PN, c’est a dire de nombre chromatique ludique 4 mais de
nombre chromatique B-ludique 3.

Nous avons conclut cette partie par un chapitre sur les arbres non coloriés, en se
demandant si pour chacun des neuf bitypes il existait un arbre non colorié de ce bitype.
La réponse est oui. En ce qui concerne les bitypes constants, nous avons découvert les plus
petits exemples a isomorphisme pres. Par contre, pour les bitypes variables nous n’avons
pu démontrer qu’il s’agissait des plus petits exemples. En effet, étant donné les ordres de
nos exemples (entre 29 et 38), il n’est pas envisageable d’étudier I’ensemble des arbres
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d’ordre inférieur.

Terminons cette seconde Partie par quelques perspectives et questions ouvertes sur le
probleme de caractérisation des arbres de nombre chromatique ludique 3.

Concernant les lc-graphes, la découverte d’autres réductions comme la réduction de
chaine Rg (Conjecture 6.8.2) permettrait de réduire la taille des familles de graphes par-
tiellement 3-coloriés a étudier.

Sur les bitypes, la détermination de ’ensemble des lc-graphes conformes est le probleme
le plus important. Pour un le-graphe G donné, nous ne savons pas a I'’heure actuelle dire
en temps polynomial si G est conforme ou non. Cette complexité est notamment due
a la définition récursive de la conformité. Nous avons toutefois observé que, pour des
familles comme les chenilles sans trous, la conformité n’est pas nécessaire pour effectuer
la caractérisation. FEn effet, vu le peu d’éléments de bitype variable, on peut s’arranger
pour que les coups gagnants du Suivant soient toujours de bitype constant.

Ce modele de bitypes a été choisi dans le cadre du jeu J avec 3 couleurs, noté 7,
mais il pourrait également étre utile pour d’autres jeux partisans, par exemple ceux pour
lesquels les joueurs ont les mémes regles mais pas le méme objectif final (jeu construc-
teur/destructeur).

Il serait également pertinent avec tout autre nombre de couleurs k, par exemple avec
6 couleurs sur un graphe planaire extérieur (car la borne est ici 7 grace a Guan et Zhu
[14]). Mais pour une telle famille O, la caractérisation ne se réduit pas a étudier les
bitypes des lc-graphes dans Jg, mais plutot dans Jg, J5, Js et J3 afin de savoir pour tout
graphe planaire extérieur avec quel nombre minimal de couleurs Alice a une stratégie
gagnante, et pas uniquement si elle en a une avec six couleurs. Une méthode pourrait étre
de diviser la famille O en sous-familles pour lesquelles le nombre chromatique ludique est
borné par un entier £ < 6. Une question naturelle est donc de se demander quels sont les
graphes planaires extérieurs de nombre chromatique ludique et de nombre chromatique
B-ludique au plus 4.

Les arbres en sont des exemples (démontré par Faigle et al. [18]), les arbres circulaires
également (Proposition 6.3.6). Il semble que 1'on puisse étendre ces résultats a une famille
plus générale, les graphes planaires extérieurs a cycles sommets-disjoints. Ainsi, sans pour
autant effectuer une caractérisation totale, on partitionnerait O en sous-familles pour
lesquelles il existe un entier k (3 < k < 6) tel que tout élément ait ses deux nombres
chromatiques ludiques compris entre k et k + 1.

Concernant la famille des chenilles, il reste a caractériser les chenilles avec trous (som-
mets de degré 2). Ces trous rendent la recherche de stratégies gagnantes plus complexe.
On peut toutefois envisager des résultats avec un petit nombre de trous. Par exemple,
pour la famille des 1-chenilles avec au plus 2 trous on pourrait obtenir une caractérisation,
avec la meme méthode que pour les 1-chenilles sans trous.

Concernant les chenilles circulaires, la caractérisation n’a pas été effectuée pour tous
les éléments ne possédant pas de trous. A priori celle-ci devrait étre réalisable puisque
grace au Théoreme d’inclusion on sait que toute chenille circulaire de taille au moins 16
est de bitype BB. Il n’y a donc plus qu’a regarder les éléments de taille comprise entre 3
et 15.

Plus généralement, sur la famille des lc-arbres nous ne pouvons pour l'instant donner



197

que des conditions suffisantes a ’existence d’une stratégie gagnante pour I'un ou l'autre
des deux joueurs.

Puisque pour les chenilles le probleme est plus difficile lorsqu’il y a des trous, il se-
rait intéressant d’étudier le probleme de caractérisation des arbres sans 2-sommets. Par
exemple, pour la famille des étoiles de chenilles sans trous, on pourrait envisager une
caractérisation.

Enfin le probleme de trouver le plus petit arbre non colorié de bitype X') reste ouvert
pour les bitypes variables. Nous pensons que pour les arbres sans trous certains de nos
exemples sont bien les plus petits.
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