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Résumé

Dans cette these nous étudions la bornitude des transformées de Riesz associées
aux opérateurs de Schrodinger avec des potentiels qui admettent des parties négatives.
Cette étude a lieu dans un premier temps sur les espaces de Lebesgue LP(RY, dx), puis
sur les espaces LP (M, dx) ou M est une variété Riemannienne de type homogene et dans
un dernier temps sur les espaces a poids LP(RY, wdx). Nous considérons également,
sur ces espaces a poids, la bornitude du calcul fonctionnel holomorphe associé et la
bornitude des puissances négatives de 'opérateur de Schrodinger.

Tout d’abord nous traitons le cas ou la partie négative du potentiel vérifie la seule
condition “fortement sous-critique”, c.a.d. qu’il existe un a € (0,1) tel que V— <
a(—A+ V™) au sens des formes quadratiques. Dans ce cas, il existe un py € (225, )
tel que le semi-groupe associé a I'opérateur de Schrodinger est uniformement borné sur
LP(dx) pour tout p € (pf, po), et cet intervalle est optimal. Ainsi les méthodes basées sur
les estimations Gaussiennes du noyau de la chaleur associé ne sont pas applicables. Nous
montrons des estimations LP(dx) — L9(dx) hors-diagonale du semi-groupe pour p,q €
(ph, po)- Ces estimations sont 1'outil utilisé pour montrer la bornitude des transformées
de Riesz associées sur LP(dx) pour tout p € (pj, 2]. Nous montrons aussi que U'intervalle
de p trouvé est "optimal'. Sur les variétés, les estimations LP(dx) — L4(dzx) hors-
diagonale démontrées et qui nous permettent d’obtenir la bornitude des transformées

de Riesz sont de la forme:

Vs
ou B(z,r) est la boule de centre x et de rayon r et v(x,r) est le volume de cette boule.

Avec des conditions aditionnelles sur le potentiel, et sur la variété, le semi-groupe est
représenté par un noyau qui admet des estimations Gaussiennes. Ainsi nous montrons
que les transformées de Riesz sont bornés sur LP(dx) pour tout p € (1,N) ou N
est la dimension de la variété considérée. Nous montrons également dans ce cas la
bornitude des transformées de Riesz sur LP(R™ wdz) pour tout p € (N’, N) et tout
w € Ap/ne N RH(n)py ot Ay désigne la classe de Muckenhoupt et RH, désigne la classe
de Holder inverse.

Enfin nous montrons la bornitude sur les espaces a poids des puissances négatives
de l'opérateur de Schrodinger ainsi que du calcul fonctionnel holomorphe associé, avec
la seule condition "V~ fortement sous-critique".

||XB(x,r)

Y

_ C T \/g B 2
—s(=A+VT-V —cd*(B(x,r),B(y,r))/s
e )XB(y,r)Hp_q < U(x’r)%‘q(max( )) e (Bl@,r),Blyn)/

Mots-clés: Transformées de Riesz, opérateur de Schrodinger, opérateur d’intégrale
singuliere, estimations Gaussiennes, estimations hors-diagonales, variétés Riemanni-
ennes, classe de Muckenhoupt, classe de Holder inverse.






Abstract

In this thesis we study the boundedness of Riesz transforms associated to Schrédin-
ger operators with potentials having negative parts. First we consider the boundedness
on LP(RY dx), then on LP(M,dx) where M is a Riemannian manifold of homogeneous
type. Finally we treat the boundedness of Riesz transforms on LP(RM wdxz). As
we consider, on the weighted spaces, the boundedness of the associated holomorphic
functional calculus and the boundedness of the negative powers of the Schrodinger
operator.

We begin with the case where the negative part of the potential is strongly subcriti-
cal, i.e. there exists an a € (0,1) such that V~ < a(—=A+V ™) in the sense of quadratic
forms. In this case, there exists a py € (%, o0) such that the semigroup associated
to the Schrodinger operator is uniformly bounded on LP(dz) for all p € (pg,po), and
this result is sharp. Thus the methods based on the Gaussian estimates of the associ-
ated heat kernel are not appropriate. We prove LP(dx) — L%(dx) off-diagonal estimates
of the semigroup for p,q € (pj,po). These estimates are the tool used to prove the
boundedness of the associated Riesz transforms on LP(dz) for all p € (pj,2]. We also
prove that this range of p is "optimal". On manifolds, the L?(dz) — L?(dz) off-diagonal
estimates, that are proved and allow us to obtain boundedness of Riesz transforms, are
of the form:

Vsor
where B(x,r) is the ball of centre x and radius r and v(z,r) is the volume of this ball.

With additional conditions on the potential and on the manifold, the semigroup is
represented by a kernel that satisfies Gaussian estimates. Thus we prove that Riesz
transforms are bounded on LP(dz) for all p € (1, N) where N is the dimension of the
considered manifold. As we prove in this case that the Riesz transforms are bounded
on LP(RY,wdz) for all p € (N',N) and all w € A,n» N RH(yy,y where A, is the
Muckenhoupt class and RH, is the reverse Holder class.

Finally we prove the boundedness on the weighted spaces of the negative powers of
the Schrodinger operator and of the associated holomorphic functional calculus, with
the sole condition "V~ strongly subcritical".

Y

sV V) ¢ (max( r \/5>>5 o~ (B(wr),Blyr) /s

||XB($,T) XB(y,r) |lp—g < v(z, )

Key-words: Riesz transform, Schrodinger operator, singular integral operator, Gaus-
sian estimates, off-diagonal estimates, Riemannian manifold, Muckenhoupt class, re-
verse Holder class.
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Chapter 1

Introduction

Dans cette these nous étudions la bornitude des transformées de Riesz associées
aux opérateurs de Schrodinger avec des potentiels qui admettent des parties négatives.
Cette étude a lieu dans un premier temps sur les espaces de Lebesgue LP(RY, dx), puis
sur les espaces LP(M,dx) ou M est une variété Riemannienne de type homogene !, et
dans un dernier temps sur les espaces & poids LP(RY, wdz). Nous considérons égale-
ment, sur ces espaces a poids, la bornitude du calcul fonctionnel holomorphe associé
ainsi que la bornitude des puissances négatives de 'opérateur de Schrodinger.

Soit A un opérateur de Schrodinger. Il est défini via la méthode des formes sesquil-
inéaires, comme étant une perturbation de I'opérateur —A par un potentiel V' a valeurs
réelles. Sur (RY,dx), —A est I'opérateur de Laplace positif, et sur les variétés Rieman-
niennes plus générales c’est 'opérateur de Laplace-Beltrami. On note

A=-A+VT-V" Vt V™ >0

lopérateur de Schrodinger A ot VT et V'~ constituent les parties positives et néga-
tives de V, respectivement. On note VA~1/2 les transformées de Riesz associées &
lopérateur de Schrodinger A. Par la méthode des formes sesquilinéaires, 'opérateur
—A est générateur d’un semi-groupe noté (e=*4);~q. Ainsi,

1 o0 dt
Ve AT
(1) f, Ve Vi

On s’intéresse & la bornitude sur L? des transformées de Riesz VA~Y2. 11 s’agit
d’un sujet a l'interface de 'analyse harmonique et des EDP. Les méthodes générale-
ment utilisées pour obtenir cette bornitude sur LP sont issues de I’analyse harmonique
(théorie de Calderon-Zygmund, opérateurs d’intégrale singuliére,...). D’autre part, si
VA~Y2 est borné sur LP, alors le domaine de A'/? est inclu dans I'espace de Sobolev
WP Par conséquent, la solution de I’équation d’évolution associée sur LP, appartient
a WP, (est donc une propriété de régularité par rapport a la variable espace.

VA2 .=

1La définition se trouve dans la section suivante



Chapter 1. Introduction

La bornitude des transformées de Riesz V(—A+V+)~1/2 a été étudiée par plusieurs
chercheurs sous plusieurs conditions. Par contre la situation du cas des potentiels né-
gatifs, c.a.d., V(=A — V)72 n’est pas encore bien comprise. Dans la littérature,
on trouve récemment une seule étude de ce cas sous des conditions de régularité et
d’annulation du potentiel assez fortes. L'un des objectifs de cette theése est de présenter
une étude détaillée de ce cas par d’autres méthodes sans avoir besoin de ces conditions-
la.

1.1 Quelques résultats antérieurs

Commencons par décrire quelques résultats, reliés aux transformées de Riesz, an-
térieurs a cette these.

1.1.1 Transformées de Riesz associées & —A + VT

Nous regroupons les résultats en quatre cas: La bornitude sur LP(RY, dz), puis sur
LP(M,dx) ot M est une variété Riemannienne de type homogene, puis sur LP(RY  wdz)
ol w est un poids de la classe de Muckenhoupt A,, et enfin sur LP(M, wdx).

Sur LP(RY dx)

Shen [29] étudie V(—A+V+)"1/2 sur RN: N > 3. Si V* est dans la classe de Holder
inverse RH, 2 ou N/2 < ¢ < N, il montre que V(—A + VF)71/2 est borné sur LP pour
p € (1, ﬁ—]jq + ) pour un € > 0, et montre que ce résultat est optimal. Si Vt € RHy,
il déduit que V(—=A + V)12 est borné sur LP pour p € (1,00) en montrant qu’il est
un opérateur de Calderon-Zygmund 2.

Soit p(t, x,y) le noyau de la chaleur associé a I'opérateur de Laplace (—A). On dit
que p(t,z,y) admet une estimation Gaussienne si

2 (z,
p(t,z,y) < CtN2e =", (1.1)

pour tout ¢t > 0, et tout z,y € RV,

Ouhabaz [26] puis Duong, Ouhabaz et Yan [20] utilisent des estimations Gaussiennes
du noyau de la chaleur, couplées avec des estimations a poids de son gradient. Celles-ci
forment 1'outil nécessaire pour vérifier le critére de la bornitude L*(RY) — LY (RY) des
opérateurs d’intégrales singulicres *. Ainsi ils déduisent que V(—A 4V +)71/2 est borné
sur les LP(RY) pour tous les p € (1,2], avec la seule condition que VT est localement
intégrable.

On revient au cas p > 2. Auscher et Ben Ali [5] donnent une amélioration du résultat
de Shen cité ci-dessus. Ils supposent que VT appartient & la classe de Holder inverse
RH,,q > 1. Tls utilisent comme outil un critére de Auscher et Martell [8] *. Ceci leur

2La définition est au Chapitre 5 Sous-Section 5.1.1
3Dt & Duong-McIntosh [19)
4Ce critere est une généralisation d’un critére donné par Shen [30] (voir Chapitre 2)



1.1. Quelques résultats antérieurs

permet de montrer que V(—A + V)72 est borné sur les LP(RY); N > 1 pour les
pE (1,max(2q,]3—]jq) +e) pour un € > 0si ¢ < N, et pour les p € (1;00) si ¢ > N.
Récemment, Dragicevi¢ et Volberg [18], en utilisant la technique de la fonction de Bell-
man, montrent que les transformées de Hermite-Riesz sont bornées sur tous les LP(RY)
avec une borne ne dépendant pas de la dimension. Rappelons que ces transformées
sont les transformées de Riesz associées & I'opérateur de Hermite —A + |z|2.

D’autres auteurs se sont intéressés aux transformées de Riesz des opérateurs non-
symétriques de type Ornstein-Uhlenbeck (voir Mauceri et Noselli [25]).

Sur LP(M,dx)

Soit (M, p, p) une variété Riemannienne de type homogene, c.a.d., pour tout = € M
et r>0

p(B(x,2r)) < Cp(B(x, 7))

ou B(z,r) :={y € M tel que p(z,y) < r}. On dit que le volume est polynémial si
w(B(z, 7)) ~ Y pour tout r > 0 et z € M.

Soit p(t,x,y) le noyau de la chaleur associé a l'opérateur de Laplace-Beltrami (—A).
On dit que p(t,x,y) admet une estimation Gaussienne si

7Cd2(zyy)
T

Ce

W(Bla. VD) (12

p(t,z,y) <
pour tout t > 0, et tout x,y € M.

Coulhon et Duong [16] montrent que les transformées de Riesz associées a l'opérateur

de Laplace-Beltrami, V(—A)~'/2  sont bornées sur LP(M) pour tout p € (1,2], o M
est une variété Riemannienne de type homogene ou (1.2) est vérifiée. Ils donnent
aussi un contre-exemple de la bornitude des transformées de Riesz sur LP(M) quand
p > 2. On observe® que leur méthode est applicable en présence d’un potentiel positif
localement intégrable. Ainsi V(—A+V+)~71/2 est borné sur LP(M) pour tout p € (1,2].
Puis Auscher et Coulhon [6] et Auscher et al.[7] montrent que la bornitude de V(—A)~1/2
sur LP(M) pour p > 2 peut avoir lieu avec des conditions aditionnelles sur le noyau de
la chaleur et sur la norme du gradient du semi-groupe.
Carron et al.[14] montrent la bornitude de V(—A)~2 sur LP(M) pour tout p € (1, N)
ou N > 2, si la variété M est C'*° et elle a un nombre fini de bouts Euclidiens. Comme
ils montrent que ces transformées de Riesz ne sont pas bornées pour p > N si M admet
plus qu’un bout.

En présence d'un potentiel positif, récemment Badr et Ben Ali [11] généralisent le
résultat de Auscher et Ben Ali [5] cité dans le paragraphe précédent. Elles étudient les
transformées de Riesz sur les variétés Riemanniennes M de dimension N > 1 & volume
polyndmial, et ou les inégalités de Poincaré ont lieu. Ainsi elles montrent que si V' est
dans la classe de Holder inverse RH,, q > 1, alors V(—A+V*+)~Y2 est borné sur LP(M)
pour tout p € (1, max(2q, ﬁ—ij) +¢) pour un € > 0 si ¢ < N, et pour les p € (1;00)

5Voir [26]



Chapter 1. Introduction

si ¢ > N. Comme elles montrent que ce résultat reste vrai sur un intervalle de p plus
petit lorsque la variété est de type homogene dont le volume n’est pas polynomial.

Sur LP(RY wdx)

Plusieurs auteurs se sont intéressés a la bornitude des transformées de Riesz V(—A)_%
sur les espaces LP(wdzx) ainsi qu’a la recherche de la borne optimale. Soit w un poids de
la classe de Muckenhoupt A,, c.a.d. ||w||la, < oo ol ||w||a, est la A,-charactéristique
de w suivante

||wl|a, = Bsélﬂgf\’ (|;’/Bw(a;)dx) (‘;/Bwlpl(x)dx)p_l. (1.3)

Buckley [13], utilisant des méthodes de fonctions dyadiques, a montré que les
opérateurs de Calderon-Zygmund, en particulier les transformées de Riesz V(—A)~1/2,
sont bornés sur L*(wdz) pour tout w € A,, avec la borne C||lwl|[%,. Ainsi par le
théoréme d’extrapolation de Rubio De Francia®, les transformées de Riesz V(—A)~1/2
sont bornées sur tous les LP(wdz) pour tous les poids w € A,,.

Lerner [23], toujours pour les opérateurs de Calderon-Zygmund, améliore la borne et

3/2 o, : 3+maz(l,p/2) 15
trouve Cl|w|[4, , et plus généralement il trouve la borne C|[w][3 pour les

p € (1;00).

Petermichl [27] (voir aussi [17]) donne la majoration optimale. Elle montre la bornitude
des transformées de Riesz sur L?*(wdz) par C||wl|a,, ce qui lui a permit de déduire la
bornitude sur LP(wdz),1 < p < oo par CHwajx(l’p//p). Pour ce but elle définit les
transformées de Riesz par la méthode des multiplicateurs de Fourier. Puis elle les dé-
compose en opérateurs dyadiques (comme elle explique dans [28]), ensuite elle utilise

une modification de la technique de la fonction de Bellman.

Rappelons que VA~Y2 ol A est I'opérateur de Schrodinger, ne peut pas étre défini

par les multiplicateurs de Fourier (V et A ne commutent pas). Ainsi, ces méthodes
intéressantes pour 1’étude de V(—A)~/2 ne semblent pas utilisables pour VA™/2 ol
A est l'opérateur de Schrodinger.
Nous avons vu ci-dessus que les opérateurs de Calderon-Zygmund sont bornés sur
LP(wdzx) pour tout 1 < p < oo et tout w dans la classe de Muckenhoupt A,. Nous
avons aussi vu que Shen [29] 7 montre que V(—A + V*+)"¥/2 sur R¥; N > 3 est un
opérateur de Calderon-Zygmund si V' est un potentiel de la classe de Holder inverse
RHy. Ainsi les résultats sur la bornitude sur LP(wdx) des opérateurs de Calderon-
Zygmund sont aussi valables pour V(—A + V)2 sur RV; N > 3si V+ € RHy.

La bornitude sur les espaces a poids LP(wdzx) des transformées de Riesz associées a
lopérateur de Schrodinger n’a pas, a notre connaissance, été étudiée en présence de la
partie négative du potentiel. Dans ce cadre, d’autres problémes importants se posent,

6Voir Chapitre 5
"Voir le cas LP(RY, dx)
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notamment ceux des meilleures majorations.

Sur LP(M,wdz)

Auscher et Martell [9] étudient la bornitude des transformées de Riesz V(—A)~1/2
ou —A est 'opérateur de Laplace-Beltrami sur les variétés Riemanniennes M de type
homogene ou l'estimation Gaussienne du noyau de la chaleur associé a e *(=2) est
satisfaite. Soit

¢y = sup{p € (1;00) tel que V(—A)""? est borné sur LF(M,dx)}.

Alors ils montrent que V(—A)~Y/2 est borné sur LP(M,wdx) pour tout p € (1;q,) tel
que w € A, N RH(,, spy- En plus, si w € A N RH(,,y, alors V(—A)~/2 est borné de
LY(M,wdz) dans LY (M, wdx).

1.1.2 Transformées de Riesz associées & —A 4+ V™ -V~

Nous avons rappelé ci-dessus que les transformées de Riesz associées & —A + VT

sont bornées sur les LP(dz) pour tout p € (1,2] et tout potentiel V™ € L. Pour
certains p > 2, les résultats connus supposent V' dans une certaine classe de Holder
inverse.
Des difficultés apparaissent avec les transformées de Riesz associées a A en présence de
la partie négative V'~ du potentiel. En effet, ces opérateurs ne sont pas représentés par
un noyau, donc les méthodes des estimations Gaussiennes et des opérateurs d’intégrales
singulieres ne sont pas applicables, et celles utilisées pour 1'étude des opérateurs de
Calderon-Zygmund ne sont pas applicables non plus. En plus, comme c’est remarqué
ci-dessus, ces opérateurs ne sont pas définis par les multiplicateurs de Fourier. Donc les
méthodes basées sur cette définition des transformées de Riesz ne sont valables pour
les transformées de Riesz associées aux opérateurs de Schrodinger. Et finalement, des
critéres de bornitude des opérateurs sous-linéaires 8, qui donnent des bons résultats
pour les opérateurs de la forme —divBV ou B est une matrice a coefficients bornés et
a valeurs complexes, ne sont applicables aux opérateurs de Schrodinger vu qu’on n’a
pas la propriété de conservation suivante

e 1 =1 pour tout ¢ > 0.

Nous observons que, si V= € L*(RY dx), les arguments de [26] sont valables pour
Iopérateur —A —V =+ ||V "||o. Alors l'opérateur V(—A—V = +||V " ||s)"V/2 est borné
sur LP(RY, dz) pour p € (1;2]. Or c’est un résultat plus faible que celui de la bornitude
de V(—A — V~)~/2 recherchée.

Guillarmou et Hassell [21] et [22] ont étudié récemment les transformées de Riesz
en présence de V. Ils montrent que, si la variété est asymptotiquement conique de

8Voir Théoreme 2.8, Théoreme 2.9 et Théoréme 5.10
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dimension N > 3, alors l'opérateur V(A o P,)~'/2 est borné sur L? pour tous les
p € (1;N) ou Py est la projection dans la partie positive du spectre. Leur méthode
exige que le potentiel V := V' — V'~ soit régulier, et que 0 ne soit ni une valeur propre
ni une résonance. Comme ils montrent que ce résultat est vrai sur un intervalle de p
plus petit quand 0 est une valeur propre.

1.2 Contributions & ’étude de V(—A + V+t — 1 ~)71/2

Dans cette theése, nous étudions la bornitude des transformées de Riesz V(—A+V*—
V~)~1/2. Le Chapitre 3 est consacré a I'étude de cette bornitude sur LP(RY, dz), N >
3 puis sur LP(M,dz) oun M est une variété Riemannienne, de dimension N > 3, a
volume polynomial. Le cas des variétés Riemanniennes, de dimension N > 1, de type
homogene, dont le volume n’est pas nécessairement polynomial est traité au Chapitre
4. L’étude de la bornitude sur les espaces a poids LP(RY, wdz) des transformées de
Riesz V(—A — V7)71/2 est réalisée au Chapitre 5.

Définition 1.1. On dit que V~ est fortement sous-critique s’il existe une constante
a € 0,1) telle que

/ Voutdy < o / |Vul|?dp +/ V+u2du],
M M M
pour tout u € WY2(M) tel que [y, VTuldu < .

Au Chapitre 3 nous étudions VA~Y2 ou A est Uopérateur de Schrodinger —A—V .
Ce Chapitre correspond a 'article [1] a paraitre dans Publicacions Matematiques.
On remarque que VA~/2 est borné sur L?(RY, dz) si et seulement si V'~ est fortement
sous-critique. Puis, utilisant des résultats connus sur la bornitude du semi-groupe as-
socié, nous montrons que si V~ est fortement sous-critique alors VA~/2 est borné sur
LP(RY dx), N > 3, pour p € (pj,2] ol py := W]Xﬂfa) et pf, est son conjugué de
dualité. Nous trouvons aussi que la seule condition "V~ fortement sous-critique' ne
suffit pas pour avoir la bornitude sur LP(RY dz) ot p € (1, pf) U (pos, 00); 2 < pos =

polN
N+po < Po-

Pour obtenir le résultat ci-dessus, nous montrons des estimations LP— L? hors-diagonales
du semi-groupe et de son gradient. Puis nous appliquons le critére’ de la borni-
tude de LP dans LP* des opérateurs sous-linéaires. Comme nous utilisons un contre-
exemple!’de la bornitude du semi-groupe sur LP pour p ¢ (pj, po)-

Si V7~ est fortement sous-critique dans la sous-classe de Kato K3 ', N > 3, alors le
noyau de la chaleur associé admet une estimation Gaussienne. Ainsi, suivant les argu-
ments de [20], nous observons que VA~/2 est borné sur LP(RY dz) pour tout p € (1,2].
Sien plus V— € L%’OO(]RN, dx), N > 3, alors par des méthodes d’interpolation com-
plexe!?, les transformées de Riesz associées sont bornées sur LP(RY, dx) pour tout

9Une version simpifiée par Auscher [4] du critére de Blunck-Kunstmann [12]
OVoir Liskevich et al. [24]

"Voir Section 3.4

12Guivant une idée de Auscher-Ben Ali [5]
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p € (1, N). En particulier, ce dernier résultat est vrai pour 'opérateur de Schrodinger
avec un potentiel V'~ fortement sous-critique qui appartient a L2cN L3+,

Avec les mémes conditions sur V' ~, nous montrons des résultats similaires pour 'opérateur
(V7)Y2A71/2 Par conséquent si V~ est fortement sous-critique et V= € K§ N
L=(RY dz), alors

IVull, + (V) Pull, = [[(=A = V7)Y,
pour tout p € (N'; N).

Comme nous remarquons, dans la section 3.5, que ces résultats restent valables
sur des variétés Riemanniennes de type homogene vérifiant les inégalités de Sobolev
globales

HUH% < C||Vulls Yu € WH(M).

Au Chapitre 4, nous généralisons les résultats du Chapitre 3 aux variétés Rieman-
niennes M de dimension N > 1, de type homogene, ou Iestimation Gaussienne (1.2)
est vraie. Mais le volume n’est pas nécessairement polynomial et I'inégalité de Sobolev
ci-dessus n’est pas nécessairement vraie. Ce Chapitre correspond a l'article [3] écrit en
collaboration avec E. M. Ouhabaz, soumis pour publication.

Nous étudions les transformées de Riesz associées a I'opérateur de Schrodinger —A +

Vi=-A4Vt—V-oa V' e L, (M) et V- fortement sous-critique. Sous ces

conditions, V(—A + V)72 et |V|/2(=A + V)2 sont bornés sur LP(M) pour tout
/

p € (py,2)oupy,=1si N <2 etpy= ((N—2)(21]X1\/fa)) € (1,2) si N > 2. La preuve

est basée sur les mémes techniques que celles du Chapitre 3. Pour cela nous montrons
des LP — L9 estimations hors-diagonale de la forme

8(7A+V) r \/§)>ﬁ6CdQ(B(:E,T‘),B(y,T'))/87

Iotee ™4 Xl i (o (5 7

pour le semi-groupe ainsi que pour 1/sVe ™ *(=2+V) et /5|V[1/2e~5(=A+V)  Pour obtenir
ces estimations, on établie un pont entre une inégalité de Gagliardo-Nirenberg localisée
et la bornitude locale du semi-groupe.

Nous étudions aussi V(—A + V)72 et |V|V2(=A + V)7V2 sur LP(M) ot p > 2.
Supposons que pour ri,ry > 2

/1 VY2 ds +/oo VY2 ds _
— || —& — || ——= < oo
o Iy, ysymllnvs Iy sy e vs

Alors par des arguments de perturbation'®, (—=A)Y2(—A+V) "2 et [V |V/2(—=A4V) 71/
sont bornés sur LP(M) pour tout p € (1,7) si N < 2 et p € (pp, £%7) si N > 2 on
r = inf(ry, 7). Ainsi, dans le cas particulier ot u(B(z,t)) ~ t¥ pour un N > 2
et I'inégalité de Poincaré sur L?(M) est vraie, cette derni¢re condition sur V' devient

V € LN/?=5 0 [N/2+¢ pour un € > 0, et cet intervalle n’est que (1, N).

13Suivant une idée de Coulhon et Dungey [15]
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Le Chapitre 5 est consacré a I'étude de la bornitude sur les espaces LP(RY, wdx)

des transformées de Riesz associées a A := —A — V7, ainsi qu’a ’étude des opérateurs
puissances négatives et du calcul fonctionnel associés a —A — V~. Dans ce dernier
chapitre nous nous limitons & obtenir la bornitude de ces opérateurs sur LP(RN wdz)
sans chercher les majorations optimales de leurs normes. Ce Chapitre correspond a [2],
il est en cours de rédaction sous forme d’article pour publication.
Nous suivons les mémes arguments de perturbation que le chapitre précédent, et nous
utilisons la bornitude sur LP(wdxz) de V(—A)~Y/2 de (—A)~*/2 et du calcul fonctionnel
holomorphe associé a (—A) et a A en présence des estimations Gaussiennes du noyau
de la chaleur. Ainsi nous montrons que, si le potentiel est fortement sous-critique et
appartient & L2 (RY dz) N L2 (RY,dz); N > 3, alors V(—A — V~)~1/2 est borné
sur LP(RY, wdz) pour tout p € (N'; N) tel que w € A,/n' N RH(nypy -

1.3 Etude de (—A —V7)™2%a > 0 et p(A) ol ¢ est
holomorphe borné

Au Chapitre 5, nous étudions aussi les opérateurs (—A — V7)"%2;a > 0 et o(A)
ou ¢ est holomorphe borné, avec la seule condition V'~ est fortement sous-critique.
Rappelons que sous cette condition sur V~, le semi-groupe e *(=2~V") ne s’exprime
pas en fonction d’un noyau'“. Ainsi les méthodes utilisant les estimations Gaussiennes
du noyau de la chaleur ne sont pas valables.

Nous montrons que si V'~ est fortement sous-critique, alors (—A—V‘)_O‘/ 2 est borné
de LP(RY, wPdr) dans LY(RN widz) ot 1/p — 1/q = a/N pour tous les p,q € (ph; po)
(ou pg := % et py son exposant de dualité) tels que w € Ajyy/p 1/ N
RH(py/qy- Notre preuve est basée sur des techniques de Auscher et Martell [10] et sur
des estimations LP” — L9 hors-diagonale du semi-groupe de la forme

3 _ﬂ(l ) _d*(B,F)
Ixre *xEfllg < Clz| 2\ e E | £l

pour tous les sous-ensembles fermés E et F' de RY, tout z dans le secteur S(u);u €
(0,7/2) et toute fonction f € LP N L? & support dans E.

Utilisant ces mémes estimations et des techniques de Auscher et Martell [8] nous
montrons que si V'~ est fortement sous-critique, alors le calcul fonctionnel holomorphe
associé est borné sur LP(RY wdx) pour tout p € (pf; po) tel que w € Apspy, OV RH (g 1y
Bibliographie

[1] Assaad J., Riesz transforms associated to Schrodinger operators with negative
potentials, to appear in Publicacions Matematiques.

14Voir Chapitre 3



Bibliographie

2]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

Assaad J., Weighted norm inequalities for Riesz transforms, fractional power op-
erators and functional calculus of Schrodinger operators with negative potentials,
in preparation.

Assaad J., Ouhabaz E. M., Riesz transforms associated of Schrodinger operators
on manifolds, submitted.

Auscher P., On necessary and sufficient conditions for LP-estimates of Riesz trans-
forms associated to elliptic operators on R" and related estimates, Mem. Amer.
Math. Soc.186 no 871, (2007).

Auscher P., Ben Ali B., Maximal inequalities and Riesz transform estimates on LP
spaces for Schrodinger operators with nonnegative potentials, Ann. Inst. Fourier,
Grenoble 57 no 6, 1975-2013, (2007).

Auscher P., Coulhon T., Riesz transform on manifolds and Poincaré inequalities,
Ann. Sc. Norm. Super. Pisa Cl. Sci. (5) 4 no. 3, 531-555, (2005).

Auscher P.,Coulhon T., Duong X.T., Hofmann S., Riesz transforms on manifolds
and heat kernel regularity, Ann. Scient. ENS 37 no 6, 911-957, (2004).

Auscher P, Martell J.M., Weighted norm inequalities, off-diagonal estimates and
elliptic operators. Part I: General operator theory and weights. Adv. Math. 212
no 1, 225-276, (2007).

Auscher P, Martell J.M., Weighted norm inequalities, off-diagonal estimates and
elliptic operators. Part IV: Riesz transforms on manifolds and weights. Math. Z.
260 no 3, 527-539, (2008).

Auscher P, Martell J.M., Weighted norm inequalities for fractional operators, Ind.
univ. Math. J. 57 no 4, 1845-1869, (2008).

Badr N., Ben Ali B., LP-boundedness of Riesz transform related to Schrodinger
operators on a manifold, To appear in Scuola Norm. Sup. di Pisa.

Blunck S., Kunstmann P., Calderon-Zygmund theory for non-integral operators
and the H>-functional calculus, Rev. Mat. Iberoamericana 19 no 3, 919-942,
(2003).

Buckley S., Summation conditions on weights, Michigan Math. J. 40 no. 1, 153—
170, (1993).

Carron G., Coulhon T., Hassell A., Riesz transform and LP-cohomology for man-
ifolds with Euclidean ends, Duke Math. J. 133 no. 1, 59-93, (2006).

Coulhon T., Dungey N., Riesz transform and perturbation, J. Geom. Anal. 17 no
2, 213-226, (2007).

Coulhon T., Duong X. T., Riesz transforms for 1 < p < 2, Trans. Amer. Math.
Soc. 351 no. 3, 1151-1169, (1999).



Chapter 1. Introduction

[17]

[24]

[25]

[26]

[27]

28]

10

Dragicevic O., Grafakos L., Pereyra M. C., Petermichl S., Extrapolation and sharp
norm estimates for classical operators on weighted Lebesgue spaces Publ. Mat. 49
no. 1, 73-91,(2005).

Dragicevi¢ O., Volberg A., Linear dimension-free estimates for the Hermite-Riesz
transforms, preprint.

Duong X. T., McIntosh A., Singular integral operators with non-smooth kernels
on irregular domains, Rev. Mat. Iberoamericana 15 no. 2, 233-265, (1999).

Duong X.T., Ouhabaz E.M., Yan L., Endpoint estimates for Riesz transforms of
magnetic Schrodinger operators, Ark. Mat. 44, 261-275, (2006).

Guillarmou C., Hassell A., Resolvent at low energy and Riesz transform for
Schrodinger operators on asymptotically conic manifolds.I, Math. Ann 341 no
4, 859-896, (2008).

Guillarmou C., Hassell A., Resolvent at low energy and Riesz transform for

Schrodinger operators on asymptotically conic manifolds.II, Ann. Inst. Fourier
59 no 4, 1553-1610, (2009).

Lerner, A. K., On some weighted norm inequalities for Littlewood-Paley operators,
Mlinois J. Math. 52 no. 2, 653-666, (2008).

Liskevich V., Sobol Z., Vogt H., On the L theory of C%-semigroups associated
with second-order elliptic operators 11, J. Funct. Anal. 193, 55-76, (2002).

Mauceri G., Noselli L., Riesz transforms for a non-symmetric Ornstein-Uhlenbeck
semigroup, Semigroup Forum 77 no. 3, 380-398, (2008).

Ouhabaz E.M., Analysis of heat equations on domains, London Math. Soc. Mono.
31, Princ. Univ. Press. (2004).

Petermichl S., The sharp weighted bound for the Riesz transforms, Proc. Amer.
Math. Soc. 136 no. 4, 1237-1249, (2008).

Petermichl S., Treil S., Volberg, A., Why the Riesz transforms are averages of
the dyadic shifts? Proceedings of the 6th International Conference on Harmonic
Analysis and Partial Differential Equations (El Escorial, 2000). Publ. Mat. Vol.
Extra, 209-228, (2002).

Shen Z., LP estimates for Schrodinger operators with certain potentials, Ann. Inst.
Fourier Grenoble 45 no. 2, 513-546, (1995).

Shen Z., Bounds of Riesz transforms on LP spaces for second order elliptic opera-
tors, Ann. Inst. Fourier (Grenoble) 55 no. 1, 173-197, (2005).



Chapter 2
Préliminaires

Dans ce chapitre nous rappelons quelques propriétés des formes sesquilinéaires.
Ensuite nous expliquons comment on utilise ces formes pour définir 'opérateur de
Schrodinger A := —A+V+ -V~ sur RY ainsi que sur des variétés Riemanniennes plus
générales. Nous exposons aussi les résultats déja connus sur le semi-groupe associé
e *4. Finalement, nous expliquons l'intérét de 1’étude des transformées de Riesz et
donnons les criteres habituellement utilisés pour montrer qu’elles sont bornés.

2.1 Formes sesquilinéaires

Soit H un espace de Hilbert sur K = Cou R, (.,.) son produit scalaire et ||.||* = (.,.)
la norme associée. (Pour plus de détails sur cette section voir [13].)

Une forme sesquilinéaire est une application a définie sur un sous-espace vectoriel
de H, noté D(a), et appelé le domaine de a, telle que:

a: D(a) x D(a) — K
et Yo € D(a), I'application u — a(u,v) est linéaire

et Yu € D(a), I'application v — a(u,v) est antilinéaire.
On dit que:

a) a est & domaine dense si D(a) est dense dans H.

b) a est accrétive si: Rea(u,u) >0, Vu € D(a).

c) a est continue si: IM constante > 0 telle que

|a(u, )] < M[ulla[v]la (2.1)
ou ully = (Rea(u,u) + [|u?)?.
d) a est fermée si: (D(a),||.||o) est complet.

11
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e) a est sectorielle (ot K = C) si: 33 € [0, §) tel que

a(uvu) < (6) = {Z € C, ’CLT’gZ| < 6}

pour tout u € D(a) ot S(B) est le secteur ouvert d’angle 3. Ceci est equivalent
a: 3C > 0 tel que

|Tma(u, u)| < CRea(u,u) (2.2)

alors |a(u, v)| < (14 C)(FRea(u, )2 (Rea(v,v))2 Yu,v € D(a).
En particulier a est continue.

On appelle forme adjointe de a, notée a*, la forme sesquilinéaire a* : D(a)x D(a) — K
telle que a*(u,v) = a(v, u).

On dit que a est symétrique si a* = a (a(u, v) = a(v,u) Yu,v € D(a)).

Si a est symétrique accrétive, alors par l'inégalité de Cauchy-Schwarz on trouve que a
est continue.

On appelle partie symétrique de a, la forme sesquilinéaire b définie par b = %(a + a*)
avec D(b) = D(a).

La forme b est symétrique et [a symétrique < a = b].

Si a n’est pas accrétive mais Rea(u, u) > —v||ul|* Yu € D(a), on se ramene a une forme
accrétive en considérant la forme sesquilinéaire a++ telle que D(a++) = D(a) et ||u/|q

sera remplacée par (Rea(u, ) + |ul/ + [[ul[?)z.

2.2 Opérateurs et semi-groupes associés

Soit a une forme sesquilinéaire a domaine dense, accrétive, continue et fermée. Alors
on associe & a un opérateur A de la fagon suivante:

D(A) ={u € D(a), 3¢ € H, a(u,v) = (¢,v) Vv € D(a)}
et Au = ¢.

Comme référence pour cette section voir [1], [11] et [13].

On peut définir un opérateur comme étant une perturbation d’un autre. On utilise
le théoreme KLMN suivant pour cet objectif.

Théoréme 2.1. Soit A un opérateur auto-adjoint positif défini par une forme sesquil-
inéaire a, et soit b une forme sesquiliéaire sur D(a) telle que pour tout u € D(a)

[6(u,u)| < aa(u,u) + c(u,u)

ot a € (0,1) et ¢ une constante réelle. Alors la forme somme a + b est fermée et
minorée, par suite on peut lui associer un opérateur auto-adjoint, vu comme étant une
perturbation de l’opérateur A.

La proposition suivante s’obtient facilement en appliquant le lemme de Lax-Milgram.

12



2.2. Opérateurs et semi-groupes associés

Proposition 2.2. Soit A lopérateur associé a une forme sesquilinéaire a, alors A est
a domaine dense et YA > 0, (A + A) est un opérateur inversible et (\[+ A)~* € L(H)
avec

IMA + A) Y <1 YA > 0.

D’apres le théoreme de Hille-Yosida, — A est générateur d’un semi-groupe fortement
continu et de contraction sur H, noté (e7*),>¢. En particulier le probléme de Cauchy

Z‘+Au:osz, u(0) = f € D(A)

admet une solution unique u(t) = e~*4f.
Si K = C, alors —A est générateur d'un semi-groupe analytique sur H d’angle (5 —
arctanM) o M est la constante de continuité qui apparait dans (2.1), de plus

||e_ze_ZA||L(H) <1 Vze S(g — arctanM).

Si la forme est sectorielle alors (—A) est générateur d’un semi-groupe analytique sur

H d’angle (3 — arctanC'), ot C' est la constante de (2.2), et

le e <1 Vze S(g — arctanC’).

Si a est symétrique alors C' = 0, donc (—A) est générateur d’un semi-groupe analytique
sur H d’angle 7, et

—zA m
le™* o <1 Vz e 5(5).
Par suite le probleme de Cauchy

a@?+Au:0Vt>O, u(0)=feH

admet une solution unique u(t) = e 4 f.

Définition 2.3. Un opérateur A est de type 3 si les deux conditions suivantes sont
vraies:

e 0(A) C S(B) pour 0 < B < m ot o(A) est le spectre de A et S(3) est le secteur
d’angle 3,

e Pour tout v > 3, il existe une constante c, telle que pour A\ ¢ S(v)

C

(A= XDz < =
(H) |/\|

Soit A 'opérateur associé a une forme sesquilinéaire a, alors A*, I'adjoint de A, est
I'opérateur associé a la forme a*.

13
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Proposition 2.4. Supposons que a est symétrique, accrétive, a domaine dense et fer-
mée, alors son opérateur associé A est auto-adjoint et

(Au,u) :== /Au.udx >0

pour tout u € D(A). Par suite A est de type 0.

Supposons que a est symétrique, accrétive, a domaine dense et fermée, alors le calcul
fonctionnel holomorphe associé a A est borné sur H. Par suite on a

lo(A)lcemy < llellos

pour toute fonction ¢ holomorphe bornée sur le secteur S(u) pour tout p € (0, 7).

Quand l'opérateur A est auto-adjoint accrétif, il existe un unique opérateur B auto-
adjoint, accrétif tel que B2 = A, c.a.d. D(A) = D(B?) on B? = B.B et Au = B%u
pour tout u € D(A).

On note B = A2, Popérateur B est appelé la racine carrée de A. Alors D(Az) = D(a)
et a(u,v) = (Azu, A2v) Vu,v € D(a) = D(Az)

2.3 Définition de Popérateur de Schrodinger —A +
Vt—V-

Soit —A l'opérateur de Laplace positif sur RY. Il est défini comme étant I'opérateur

—A:=—divoV
ou N
_of . OF
(Vf):= oz, et divF := ; oz,

Soit A l'opérateur de Schrodinger —A +V ou —A est 'opérateur de Laplace positif
et le potentiel V : RN — R est tel que V = V+ — V= (ou V* et V= sont les parties
positives et négatives de V', respectivement). Cet opérateur est défini par la méthode
des formes sesquilinéaires. On définit

a(u,v) = /RN Vu(x)Vou(z)dr + /RN VT (z)u(z)v(z)dz — /]RN V7 (z)u(x)v(x)dx
D(a) = {u e WH2(RN), /RN V@)l (z)de < oo} ,
ot on suppose que V* € L} (RY) et V™ satisfait (pour tout u € D(a)):
/RN V™ (2)u?(x)dr <

a {/RN \Vul?(z)dz + /RN VH(x)u?(x)dz

+ B/RN u?(z)dx (2.3)

14
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ou a € (0,1) et 5 € R. Par le théoreme KLMN cité dans la section précédente, nous
observons que I'opérateur associé est I'opérateur de Schrodinger A qui est bien défini
et auto-adjoint.

Si en plus # < 0, alors A est positif, et le calcul fonctionnel holomorphe associé¢ a A
est borné sur L2(RY).

Sur des variétés Riemanniennes, 'opérateur de Schrodinger est défini aussi par la
méthode des formes sesquilinéaires. Cet opérateur s’écrit —A + VT — V~ ou —A
est U'opérateur de Laplace-Beltrami: Si g est la métrique Riemannienne, on définit le
gradient Riemannien par

-
j i

et la divergence par

1 0
divF := Y ————(y/detgF}).
v Zi:\/detgaxi( ctgfi)
Alors I'opérateur
—A:=—divoV

est I'opérateur de Laplace-Beltrami de la variété Riemannienne.

2.4 Bornitude du semi-groupe associé a —A+ V™' —
V-

Soit A I'opérateur de Schrédinger —A + V+ — V= défini sur RY par la méthode des
formes sesquilinéaires, ot V' est localement intégrable et V'~ vérifie (2.3) ou 5 < 0.
Ainsi —A est générateur d’'un semi-groupe fortement continu (méme analytique) et de
contraction sur L2.

Pour étudier la bornitude du semi-groupe sur LP pour p # 2 il existe plusieurs
méthodes:

Si V7~ =0, en utilisant la formule de Trotter-Kato, on a la domination suivante
e 4] < e ).

Cette domination par le semi-groupe de Gauss donne 'estimation Gaussienne du noyau
de la chaleur associé. Par suite le semi-groupe associé a A est uniformement borné sur
LP pour tous les p € [1,00]. Alors pour tout ¢ > 0 et tout 1 < p < g < o0

_N(1_1
et} < o () (2.4)

Si VT =0et V™ radial tel que V™~ = ¢/r? lorsque r — oo o1 0 < ¢ < %, Davies
et Simon [8], par une étude de la résonance radiale, montrent que le semi-groupe est

uniformement borné pour tout p € ((N/7)’, N/v) ot 0 <  est I'indice de la résonance.
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tA

Comme ils montrent, pour p ¢ ((N/7v)', N/v), que e ** n’est pas uniformement borné

sur LP.

Liskevich, Sobol et Vogt [12] étudient le cas ou V' est localement intégrable et V~

vérifie (2.3). Ils montrent que si § < 0 dans (2.3), alors le semi-groupe associé est

uniformement borné sur LP pour tout p € (py, po) tel que py := ﬁﬁ ol « est

celle de (2.3). Ils obtiennent ce résultat en étudiant la condition sur p telle que

(Apu, uP™t) = -, Apua e >0

ou A, est 'opérateur associé a A sur LP, puis en utilisant I'inégalité de Sobolev

[ lon/(v—p) < CIIV ]

Ils montrent aussi que, si V™ :=r? et V=~ = —a% ou r(zx) := |z| et a est celle

de (2.3), alors pour p ¢ (py,po) le semi-groupe ne s’extrapole pas a un semi-groupe
fortement continu sur LP.

2.5 Transformées de Riesz: définition et motivation

Nous avons vu dans Section 2.2 que si un opérateur A est auto-adjoint positif, on
peut définir sa racine carrée, et pour tout u € D(a) = D(AY/?)

a(u,u) = (AY2u, AY?y).

On peut aussi définir les opérateurs associés de la forme A~ (voir [10]):
AT — L /OO tafleftAdt
- I'(a) Jo
ou I est la fonction d’Euler.

Ainsi, Vopérateur VA~/2, appelé les transformées de Riesz associées a A, est défini

par
1

00 dt
VAT = s [ Vet
b Vi

Expliquons l'intérét de I'étude de la bornitude des transformées de Riesz.

La solution v d’une équation d’évolution, par exemple du probleme de Cauchy
suivant

§;+AU:OVt>O, u(0) = f € L”,

appartient a LP, plus précisemment a D(A). Si l'inégalité suivante est vraie
[Vull, < CllAY2ull,, (2.5)
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alors la solution est dans l'espace de Sobolev W'?. Ceci est vrai vu que D(A) C
D(AY?),

Ainsi, étudier la bornitude sur L? des transformées de Riesz VA2, nous imforme sur
la régularité de la solution de ’équation d’évolution associée.

Nous étudions aussi la bornitude de I'opérateur

1 00 dt
V1/2A-1/2 . / V12—t 0t
(%) Jo Vi

2
Ainsi, si cet opérateur et borné sur LP alors I'inégalité suivante est vraie
1/2 1/2
[V ull, < CllAYull.

Dans ce cas, si V24 ¢ LP, alors la fonction u ne peut pas étre dans le domaine de
A2,

2.6 Criteres pour montrer la bornitude des trans-
formées de Riesz

Soit M une variété Riemannienne et p la distance géodésique sur M. Supposons
que M est de type homogene, c.a.d., pour tout z € M et r > 0

p(B(x,2r)) < Cu(B(z, 7))

ou B(z,r) :={y € M tel que p(z,y) <r}.
Ceci implique qu’il existe un N > 0 tel que

u(B(x, Ar)) < ONYp(B(x, 1))

pour tout A > 1.

Définition 2.5. o On dit que T est un opérateur d’intégrale singuliere s’il admet
un noyau associé k(x,y). C.a.d., si k est une fonction mesurable sur M x M
telle que

Tu(@) = [ k.y)uly)duty) ppa ¢ suppu
pour tout u € L*(M, p, ) a support compact dans M.

e On dit qu’un opérateur linéaire est de type faible (p,p) s’il est borné de LP dans
LPee,

Duong et McIntosh [9] donnent le théoréeme suivant. C’est un critére sous lequel un
opérateur d’intégrale singuliere, borné sur L?(M, p, 1), est de type faible (1,1). Leur
condition généralise la céleébre condition presque L' de Hérmander. Ce critére consiste
I'outil utilisé par Coulhon-Duong [7] pour les transformées de Riesz sur les variétés, et
également par Ouhabaz [13] pour les transformées de Riesz associées a l'opérateur de
Schrodinger avec un potentiel positif.
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Théoréme 2.6. Soit T un opérateur linéaire borné sur L*(M, p,p) ayant un noyau
associé k(x,y) . Soit (e7*);>0 un semi-groupe fortement continu et pi(x,y) son noyau
de la chaleur qui vérifie l’estimation Gaussienne:

C _cple.w)?
ez, y)| < me : vt>0, pp.(z,y) €M x M.

Supposons que les opérateurs composés Te ' ont des noyaur associés ki(x,y) et qu’il
existe des constantes W et y positives telles que:

/ k(2. y) — k(2 y)du(z) <W ppye M V>0,
p(z,y) >Vt

Alors Uopérateur T est de type faible (1,1) et il existe une constante C, indépendante
de T, telle que
1Tl 2 vty oo (a gy < CW + [T £22))-

Or, il existe des opérateurs qui ne sont pas représentés par un noyau. Blunck et
Kunstmann [6] généralisent le théoréme précédent et donnent la version suivante. Nous
utilisons ce critére (une version simplifiée) au Chapitre 3 et Chapitre 4.

Théoréme 2.7. Soient 1 < p < 2 < q < oo, et (St)i>0 une famille d’opérateurs
linéaires bornés sur L*(M, p, 1) satisfaisant Sy = I et l'estimation hors-diagonale suiv-
ante

XAty SiX B llo—a < 1(Bla, V)P g, (k)

pour tout v € M, t >0, k € NO, et pour des fonctions g, : R>g — Ry telles que, pour
toutt >0, S (k+1)g:(k) < C. Ici A(z,V/t, k) est Uanneau B(x, (k+1)vVt)\B(x, kv/t).
Soit T un opérateur linéaire de type faible (2,2) qui satisfait

M )(TZ ( ) i) Xeteavn || < OMASP) @)

pour tout t >0, f € LP'(M,p,pn), 2 € M, x € B(2,v/t/2) et un n € N, ot

1 1/2
s s (L[ )
(1@ s=sup (s [ 1
Alors T est de type faible (p,p).

Shen [14] montre la bornitude des transformées de Riesz associées a l'opérateur
—divBV ou B est une matrice a coefficients bornés et a valeurs réelles. Pour cet
objectif, il montre le critére suivant en utilisant des méthodes "Good-\ inequalities".

Théoréme 2.8. Soit T' un opérateur sous-linéaire borné sur L*(RY™). Soit p > 2.
Supposons qu’il existe des constantes ap > ap > 1,C' > 1, telles que

()" < (o Lo m0) g (g 1)}

pour toute boule B C RY et toute fonction f € L™ a support compact dans RY < apB.
Alors T est borné sur LY pour tout 2 < q < p.
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Bibliographie

Le théoreme ci-dessus est généralisé par Auscher et Martell [5]. Auscher et Ben
Ali [3] utilisent cette généralisation pour étudier les transformées de Riesz associées a
I'opérateur de Schodinger avec un potentiel positif.

Toujours en utilisant des méthodes "Good-\ inequalities" Auscher, Coulhon, Duong
et Hofmann [4] donnent le criteére suivant. Auscher [2] I'utilise pour montrer la borni-
tude des transformées de Riesz associés a 'opérateur —divBV ou B est une matrice a
coefficients bornés et a valeurs complexes.

Théoréme 2.9. Soit g € (2,00|. Supposons que T est un opérateur sous-linéaire borné
sur L2(RY), et soit (A,),so une famille d’opérateurs linéaires sur L*(RN). Supposons
que

1/2

1/2
(g 1T =aanst) < cusP) "

L iramsle) < c(uirrm) o)

1B| /s r(B) = x
pour tout f € L*(RY), toute boule B qui contient x ou r(B) est le rayon de B. Ici M
est l'opérateur maximal de Hardy-Littlewood

1
Mf(x) = su —/ .
) = s i [ 1
Si2<p<qetTfe LP(RY) quand f € LP(RY), alors T est borné sur LP(RN). On a
ainsi, pour toute f € L*(RN) N LP(RY), | Tf|l, < cllfll, ot ¢ dépend seulement de la
dimension N,p,q et C.

Le théoreme ci-dessus est généralisé par Auscher et Martell [5] aux espaces a poids
LP(wdx). Au Chapitre 5 nous utilisons cette généralisation pour montrer la bornitude
sur LP(wdz) du calcul fonctionnel associé a —A —V, V > 0.

Observons que les théoremes prouvés par les méthodes "Good-\ inequalities" sont
applicables méme si 'opérateur T' n’est pas représenté par un noyau.
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Chapter 3

Riesz transforms associated to
Schrodinger operators with
negative potentials

The goal of this paper is to study the Riesz transforms VA2 where A is the
Schrodinger operator —A — V, V' > 0, under different conditions on the poten-
tial V. We prove that if V is strongly subcritical and N > 3, then there exists a

po € (£, 00) such that VA~'/? is bounded on LP(RY) for all p € (p{, 2] where pj is

the dual exponent of py, and we give a counterexample to the boundedness on LP(RY)
for p € (1, p}) U (po«, o0) where pg, = ]\I;SFJXO is the reverse Sobolev exponent of py. If

the potential is strongly subcritical in the Kato subclass K5, then VA~/2 is bounded
on LP(RN) for all p € (1,2], moreover if it is in L2*°(RY) then VA~'/2 is bounded
on LP(RN) for all p € (1, N). We prove also boundedness of V/2A71/2 with the same
conditions on the same spaces. Finally we study these operators on manifolds. We
prove that our results hold on a class of Riemannian manifolds.

3.1 Introduction and definitions

Let A be a Schrodinger operator —A + V' where —A is the nonnegative Laplace
operator and the potential V : RY — R such that V =V — V= (where V* and V~
are the positive and negative parts of V', respectively). The operator is defined via the
sesquilinear form method as explained in the previous chapter Section 2.3. If § < 0
in (2.3), then A is nonnegative. Thus, as explained in Section 2.5, we can define the
Riesz transforms associated to A by

1

VA2 .=
r'(3)

/OO \/%Ve_tA@
0 t’

The boundedness of Riesz transforms on LP(RY) implies that the domain of A'/2
is included in the Sobolev space W'P(RY). Thus the solution of the corresponding
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evolution equation will be in the Sobolev space WP(RY) for initial data in LP(R").

It is our aim to study the boundedness on LP(RY) of the Riesz transforms VA~1/2,
We are also interested in the boundedness of the operator V/24-%2, If VA~/2 and
V1/2A=12 are bounded on LP(RY), we obtain for some positive constant C

IVull, + VY 2ull, < Cll(=A + V)2l
By a duality argument, we obtain
I(=2+ V)Y 2ully < CIVully + [IV2ul,)

where p’ is the dual exponent of p.

Riesz transforms associated to Schrodinger operators with nonnegative potentials were
studied by Ouhabaz [25], Shen [28], and Auscher and Ben Ali [2]. Ouhabaz proved that
Riesz transforms are bounded on LP(RY) for all p € (1,2], for all potential V locally
integrable. Shen and Auscher and Ben Ali proved that if the potential V is in the
reverse Holder class RH,', then the Riesz transforms are bounded on LP(RY) for all
p € (1,p1) where 2 < p; < oo depends on ¢. The result of Auscher and Ben Ali gener-
alizes that of Shen because Shen has restrictions on the dimension N and on the class
RH,. Recently, Badr and Ben Ali [5] extended the result of Auscher and Ben Ali [2]
to Riemannian manifolds with polynomial volume growth where Poincaré inequalities
hold and Riesz transforms associated to the Laplace-Beltrami operator are bounded.
For manifolds of homogeneous type (without polynomial volume growth condition),
they proved similar results for a smaller range of p.

With negative potentials new difficulties appear. If we take V € L*(R¥), and
apply the method in [25] to the operator A + ||V, we obtain boundedness of V(A +
|V ]|so)™*/% on LP(RN) for all p € (1,2]. This is weaker than the boundedness of
VA2 on the same spaces. Guillarmou and Hassell [19] studied Riesz transforms
V(Ao P.)~'/2 where A is the Schrodinger operator with negative potential and P, is
the spectral projection on the positive spectrum. They prove that, on asymptotically
conic manifolds M of dimension N > 3, if V' is smooth and satisfies decay conditions,
and the Schrodinger operator has no zero-modes nor zero-resonances, then Riesz trans-
forms V(A o P,)~/2 are bounded on LP(M) for all p € (1, N). They also prove (see
[20]) that when zero-modes are present, Riesz transforms V(A o P;)~/2 are bounded
on LP(M) for all p € (555, &), with bigger range possible if the zero modes have extra
decay at infinity.

In this paper we consider only negative potentials. From now on, we denote by A
the Schrodinger operator with negative potential,

A=—-A-V, V>0.

Our purpose is, first, to find optimal conditions on V' allowing the boundedness of Riesz
transforms VA2 and that of V24712 on LP(RY) second, to find the best possible

!Definition in Chapter 5 SubSection 5.1.1
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range of p’s.
Let us make the following definition

Definition 3.1. We say that the potential V' is strongly subcritical if for some € > 0,
A > eV. This means that for all u € WH2(RY)

Va2 < [ IVl
RN 1+4+¢ Jry
Let N > 3. The potential V(z) = ¢/|z|* where 0 < ¢ < % is an example of
strongly subcritical potentials, thanks to the Hardy inequality. Let V(z) =~ ¢/|z|* for
a > 2 when z tends to infinity. This potential is strongly subcritical if V € LN/%>
and ||V||% o 15 small enough (see the example at the end of Section 3.4). For more

information on strongly subcritical potentials see [16] and [34].

With this condition, V' satisfies assumption (2.3) where § = 0 and o = ﬁ Thus

A is well defined, nonnegative and —A generates an analytic contraction semigroup
(e_tA)tZO on LQ(RN)

[e.e]

Since —A —V > eV we have (1 +¢)(—=A — V) > ¢(—A). Therefore
1
[IVul[5 < (1+ )| AY2ul3. (3.1)

Thus, VA~2 is bounded on L?(RY). Conversely, it is clear that if VA~1/2 is bounded
on L?(RY) then V is strongly subcritical.

We observe also that —A — V' > €V is equivalent to
V203 < 214723 (32
Thus, V12472 is bounded on L*(RY) if and only if V is strongly subcritical.
So we can conclude that
IVulls + [V2ulls < Oll(=A = V) 2ull;
if and only if V' is strongly subcritical. Then by a duality argument we have
IVullz + [V 2ullo = (A = V) 2ull5
if and only if V is strongly subcritical.
To study Riesz transforms on LP(RY) for 1 < p < oo with p # 2 we use the results
on the uniform boundedness of the semigroup on LP(RY). Taking central potentials

which are equivalent to ¢/|z|* as |z| tends to infinity where 0 < ¢ < (¥52)2, N > 3,
Davies and Simon [16] proved that for all ¢ > 0 and all p € (p{, po),

le™Hp-p < C
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where 2 < ]\%VQ < po < oo and pj its dual exponent. Next Liskevich, Sobol, and Vogt
[24] proved the uniform boundedness on LP(R™) for all p € (p), po) where 2 < 25 <

2N
Po =

(N-2) (1— -1

), for general strongly subcritical potentials. They also proved

that the range (p),po) is optimal and the semigroup does not even act on LP(RY) for
p ¢ (ph,po). Under additional condition on V', Takeda [32] used stochastic methods
to prove a Gaussian estimate of the associated heat kernel. Thus the semigroup acts
boundedly on LP(R¥) for all p € [1, o0].

In this paper we prove that when V is strongly subcritical and N > 3, Riesz
transforms are bounded on LP(RY) for all p € (pf,2]. We also give a counterexample
to the boundedness of Riesz transforms on LP(RY) when p € (1,p)) U (po«, 00) where

2 < poy = ]{;ﬂo < po < oo. It V is strongly subcritical in the Kato subclass K3, N > 3

(see Section 3.4), then VA~'/? is bounded on LP(RY) for all p € (1,2]. If, in addition,
V € L2°(RY) then it is bounded on LP(RYM) for all p € (1, N). With the same
conditions, we prove similar results for the operator V1/2471/2. Hence if V is strongly
subcritical and V € K¢ N L2*°(RY), N > 3, then

IVl + [V 2ull, = [[(=A = V) 2ul, (3.3)

for all p € (N', N).

For Schrédinger operator —A + V' with nonnegative V', these results hold under the
sole assumption V € L3,

In the last section, we extend our results to a class of Riemannian manifolds. We
denote by —A the Laplace-Beltrami operator on a complete non-compact Riemannian
manifold M of dimension N > 3. We prove that when M is of homogeneous type
and the Sobolev inequality holds on M, V(—=A — V)~2 and V/2(—A — V)72 are
bounded on LP(M) for all p € (pj, 2] provided that V' is strongly subcritical on M. If
in addition Poincaré inequalities hold on M and V' belongs to the Kato class K (M),
then V(—A — V)~Y2 and V/2(—A — V)~!/2 are bounded on LP(M) for all p € (1,2].
Assume now that the volume of balls B, of M is equivalent to "V, and Poincaré inequal-
ities hold on M. If V is strongly subcritical in Koo(M) N L2°°(M) and V(—A)"2 is
bounded on L"(M) for some r > 2, then V(—A — V)™/2 and V¥/2(=A — V)72 are
bounded on LP(M) for all p € (1,inf(r, N)). We deduce that this last result holds for
Schrodinger operators with potentials in L>sN L5+,

For the proof of the boundedness of Riesz transforms we use off-diagonal estimates
(for properties and more details see [4]). These estimates are a generalization of the
Gaussian estimates used by Coulhon and Duong in [13] to study the Riesz transforms
associated to the Laplace-Beltrami operator on Riemannian manifolds, and by Duong,
Ouhabaz and Yan in [17] to study the magnetic Schrédinger operator on RY. We also
use the approach of Blunck and Kunstmann in [8] and [9] to weak type (p, p)-estimates.
In [1], Auscher used these tools to divergence-form operators with complex coefficients.
For p € (2, N) we use a complex interpolation method (following an idea in Auscher
and Ben Ali [2]).
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In contrast to [19] and [20], we do not assume decay nor smoothness conditions on V.

In the following sections, we denote by LP the Lebesgue space LP(RY) with the
Lebesgue measure dz, ||.||, its usual norm, (.,.) the inner product of L?, ||.]|,—, the norm
of operators acting from LP to L?. We denote by L”> the weak Lebesgue space. We

/.

denote by p’ the dual exponent to p, p' := z%' We denote by C| ¢ the positive constants

even if their values change at each occurrence. Throughout this paper, VA~'/2 denotes
one of the partial derivative %A_lm for any fixed k € {1, ..., N}.

3.2 Off-diagonal estimates

In this section, we show that (e7')isq, (VIVe ™ )n0 and (VEV1/2e7t4), satisfy
LP — L? off-diagonal estimates provided that V' is strongly subcritical.

Definition 3.2. Let (T})io be a family of uniformly bounded operators on L?. We say
that (Ty)i>o0 satisfies LP — L1 off-diagonal estimates for p,q € [1,00] with p < q if there
exist positive constants C' and ¢ such that for all closed sets E and F of RN and all
h € LP(RY) N LARYN) with support in E, we have for all t > 0:

cd(E,F)2

1Tl pagry < CE e | A,

where d is the Euclidean distance and 7y, := %(% — i)

Proposition 3.3. Let A= —A —V where V>0 and V is strongly subcritical. Then
(™m0, (VEVEe ™) 0, and (VEV2e7) g satisfy L? — L? off-diagonal estimates,
and we have for all t > 0 and all f € L? supported in E:

(i) lle™ A fllr2r) < e DM £l

(ii) |IWEVe A fllr2m) < Cem B f]l2,

(iii) ||V fl|agry < Cem®ERIS ],

Proof: The estimate (7) is proved in [14] Theorem 3.3. Nevertheless, to prove estimates
(74) and (#ii) we use the classical Davies perturbation technique, and the estimate of the
perturbed semigroup. Therefore we give details of the proof of (i) with this method,
as of (i1) and (7).

Let A, := e”® Ae="? where p > 0 and ¢ is a Lipschitz function with [V¢| < 1 a.e.. Here
A, is the associated operator to the sesquilinear form a, defined by

a,(u,v) == a(e "u, e’v)
for all u,v € D(a).

25



Chapter 3. Riesz transforms associated to Schrodinger operators with negative
potentials

By the strong subcriticality property of V we have for all v € W12
(@, + o) = = [ PIVoP? + [19uf = [Va? + 2l

> /|Vu|2 - /Vu2

> max {el|V2ullf, I Vullg}
In particular (A4, + p?) is a maximal accretive operator on L?, and this implies
e A0 ully < €| [ul]a.
Now we want to estimate
(A, + 2p%)e A2,

First, let us prove that A, + 2p* is a sectorial operator.
For u complex-valued,

ap(u,u) == a(u,u) + p/quﬁW — p/ﬂngﬁVu — ,02/ IV o|?|ul?.
Then
apu,u) + 202l = alw,w)+p [uVoVu - p [aV6Tu+ plul}
= a(u,u) + Qipjm/qubW + p?||ulf3.
This implies that
Re(ap(u, u) + 20" ullz) > alu, u),
and
Re(a,(u,u) + 20" ullz) = p*|lull3.
On the other hand,
a,(u,u) = a(u,u) +p/uV¢W—p/ﬂV¢VU - p2/|ngb|2|u|2
= a(u,u) +2ip3m/uV¢W—p2/]V¢|2|u|2.
S0
Im(a,(u,u) + 202 ulB)] < 2p [ |ullVo|[Vul
< 2pull2[[ Vel
Using (3.1) we obtain that

1
2plullac-az (u, u)

|Im(a,(u, u) +20%|ull3)] <
< cla(u,u) + p*flull,
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3.2. Off-diagonal estimates

where ¢, = (1 + %)% Now using estimates (3.6) and (3.7), we deduce that there exists
a constant C' > 0 depending only on ¢ such that

|m(at, (u, w) + 20%[[ul[5)] < CRe(ay(u, u) + 20°|ull3).
We conclude that (see [22] or [25])

He—z(Ap-l—2p2)H272 <1

for all z in the open sector of angle arctan(1/C'). Hence by the Cauchy formula

2 C

1A, +2p%)e ety < - (3.8)
The constant C' is independent of p.
Setting u = e~ +20") f By estimate (3.4) we have

g y
((Ap + 267, 0) > (A + p2Jusu) > max { [V 20l B, ——|Vul3}
Then using (3.8) and (3.5)
we obtain
[VEVET™ 0 £y < Ce™||f]2. (3.9)

and

[VEVH e flly < Ce7||f|2. (3.10)

Let E and F be two closed subsets of RY, f € L2(RY) supported in E, and let
¢(x) = d(z,E) where d is the Euclidean distance. Since e’?f = f, we have the

following relation
eftAf — equﬁeftApf.

Then
Ve A f = —pVpe Poe o f 4 e POV e f,

and
Vl/Qe—tAf — €_p¢vl/2€_tApf.

Now taking the norm on L*(F'), we obtain from (3.5), (3.9) and (3.10)
[le™ fllzaqry < e B0 f]l2, (3.11)

- _ 2 ¢ _ 2
Ve fllragmy < pe? B | flly + —ze P UED27| | £, (3.12)

Vit

and

C
V27 £ 2y < —ze P EDE| ]|, (3.13)

Vit
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We set p = d(FE, F)/2t in (3.11) and p = d(F, F')/4t in (3.13), then we get the L? — L?
off-diagonal estimates (i) and (ii).
We set p=d(E, F)/4t in (3.12), we get

C/ dEF
||V€_tAf||L2(F) S (1—{— ( )

Vi NG

This gives estimate (ii). O

)e ED )

Now, we study the LP — L? boundedness of the semigroup, of its gradient, and of
(V1/26_t’4)t>0.

Proposition 3.4. Let A be the Schridinger operator —A — V. Assume that V is
strongly subcritical. Then (e7')1s0, (VIVe ™) no and (VtVV2e 4)oo are LP — L?

!/
bounded for all p € (p,2]. Here p, = N >> ,where € is that of the

((N—2)(1—, [1-1=

strongly subcritical property, and the dimension N > 3. More precisely we have for all
t>0:

i) e fllz < Ct ) £y,

i) |VEVe A fllo < Ctw || f]l
iii) [VIV2e A fll < O | fl,,

where 7, = %(% - %)

Proof: i) We apply the Gagliardo-Nirenberg inequality (see for instance [1] p. 16 or
25] p. 158)
[lulls < CopllVull3*||ull;’,

where a +b =1 and (1 + 27y,)a = 27,, tou = e A f for all f € L> N LP, all t > 0, and
all p € (pp, 2]. We obtain
e 113 < Capl Ve  Fl13 e FI15-

At present we use the boundedness of the semigroup on L? for all p € (p),2] proved
n [24], and the fact that ||[Vu|]3 < (1 + 1/¢)(Au,u) from the strong subcriticality
condition, then we obtain that

le A fI < —Cw (I FIIp

where 1(t) = ||e7*4 f||2. This implies

1

1F1I,7 < C ()= ).

L and & = —%, integration between 0 and ¢ yields
Tp a T

Since 2 =
a
tlIfI Y < Clle A g1,
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3.2. Off-diagonal estimates

which gives 7).
We obtain i) by using the following decomposition:

ViVe A = \/EvA—l/QAl/Ze—tA/Qe—tAﬂ?

the boundedness of VA™'/2 and of (v/tAY2e7*),~¢ on L?, and the fact that (e7*4),~
is LP — L? bounded for all p € (p, 2] proved in 7).
We prove i) by using the following decomposition:

VIV 2etA — \/ZV1/2A71/2A1/2eftA/267tA/2’

the boundedness of V¥/2A~1/2 and of (v/tAY/2e7*),o on L?, and the fact that (e7*4),5¢
is LP — L? bounded for all p € (p{, 2] proved in 7). O

We invest the previous results to obtain :

Theorem 3.5. Let A be the Schridinger operator —A —V'. Assume that V' is strongly
subcritical. Then (e=*);s0, (VIVe ™)iso  and  (VIVY2e7)og satisfy LP — L?
off-diagonal estimates for all p € (py,2]|. Here pj is that of the previous proposition.
Then we have for all t > 0, all p € (p},2], all closed sets E and F of RN and all
f € L*N LP with suppf C E

i)

_ _ _ cd?(B,F)
le ™ fllrzmy < Ct e 0 || £l (3.14)
_ - _cd?(B,F)
IVEVe ™ fllrary < Ct7e 5 || flps (3.15)
cd?(E,F)
IVEV e A f| oy < C e 0 || £, (3.16)

where 7y, = %(% — %) and C, ¢ are positive constants.

Remark 3.6. 1) By duality, we deduce from (5.14) a L?> — LP off-diagonal estimate
of the norm of the semigroup for all p € [2,po), but we cannot deduce from (3.15) and
(3.16) the same estimate of the norm of V/tVe A f and of VtV'/2e tAf because they
are not selfadjoint. This affects the boundedness of Riesz transforms and of V1/2A~1/2
on LP forp > 2.

2) If V(x) == c|z|™ where 0 < ¢ < (Nf)z, assertion i) is proved in [14] Example 4.17.

The previous theorem follows from [14] Theorem 4.15 using our Proposition 3.3
and Proposition 3.4, and setting Wy (., v/t) := Ct>G ) and Wa(., /1) := Ct= =2 for
some 7 € (p,2).

Note also that i) follows from Proposition 3.4 and Riesz-Thorin interpolation theorem
since

Ixpe X flla < e ED £,

by Proposition 3.3. Similar arguments hold for 4) and 7iz).
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potentials

3.3 Boundedness of VA 12 and V24712 on L for
p € (pp, 2]

This section is devoted to the study of the boundedness of V2472 and Riesz
transforms associated to Schrodinger operators with negative strongly subcritical po-
tentials. We prove that VA~Y/2 and V24712 are bounded on LP(RY), N > 3, for all
p € (pg, 2], where pj, is the exponent mentioned in Theorem 3.5.

Theorem 3.7. Assume that A > eV, then VA™Y? is bounded on LP(RY) for N > 3,

!/
for all p € (py, 2] where py = < 2N > .
(N72)(17 17&5)

To prove Theorem 3.7, we prove that VA2 is of weak type (p,p) for all p €
(py,2) by using the following theorem of Blunck and Kunstmann [8]2. Then by the
boundedness of VA~/2 on L?, and the Marcinkiewicz interpolation theorem, we obtain
boundedness on L? for all p € (pj, 2]. This result can also be deduced from an extension
to complex time of Theorem 3.5 together with Theorem 1.1 of [9)].

Theorem 3.8. Let p € [1,2). Suppose that T is sublinear operator of strong type (2, 2),
and let (A,),>o be a family of linear operators acting on L*.
Assume that for j > 2

1 , 1/2 N 1/p
(g Loy 10— 2ai?) <o) (g f10) 0

and for j > 1

1 1/2 1 1/p
—_— A 2 <g(j) | —= p 1
(igroeg [ e ) <0 (i 1) (3.8

for all ball B with radius r(B) and all f supported in B. If ¥ := " g(j)2V7 < oo, then
T is of weak type (p,p), with a bound depending only on the strong type (2,2) bound of
T, p, and X.

Here Cy = 4B and Cj(B) = 297" B\ 2B for j > 2, where AB is the ball of radius
Ar(B) with the same center as B, and |AB| its Lebesque measure.

Proof of Theorem 3.7: Let T = VA~Y/2. We prove assumptions (3.17) and (3.18) with
A, =1—(I—e 4™ for some m > N/4 — ~,, using arguments similar to Auscher [1]
Theorem 4.2.

Let us prove (3.18). For f supported in a ball B (with radius ),

1 1 (™ k+1,—kr2A
’2j+1B|1/2HArf”LQ(Cj(B)) - |2j+1B|1/2 ;<k>(_1) € f

1 m B —cd?(B,C;(B))
= 21 B[1/2 > <k>C(l€r2) e R 1£1l5-
k

=1

L2(C5(B))

2We use a simplified version of this theorem due to Auscher [1]

30



3.3. Boundedness of VA~ and V24712 on LP for p € (p}, 2]

for all p € (p),2) and all f € L* N LP supported in B. Here we use the LF — L?

off-diagonal estimates (3.14) for p € (p}, 2]. Since 7, = %(% — 1) we obtain
1 1/2 Cr=2w  —cd®(B,0;(B))
s L AE) S e
(|2J+1B| C,(B) | 'rf| — |2]+1B|1/26 ||f||P

A —cd®(B,C;(B) / ] 1/p
< 02N = <]B\/B|f|p>

This yields, for j =1,

1 S\ 172 N 1 1/p
= < /2< p)
(i f,1401) <2 fue)

and for j > 2

1 1/2 . 1 1/p
- A'r 2) < 2—]N/2 —c4 < p) )
( JAfP) s ca e (o [

|2j+1B| C;(B

Thus assumption (3.18) of Theorem 3.8 holds with 3,5, ¢(j)2/" < oco.
It remains to check the assumption (3.17):
We know that

varp=c " VetAfjl/tE
0

then, using the Newton binomial, we get

VAV —emf = C / T Vet (] — e Ay \CZ
0

= C / ” g (t)Ve 1 fdt
0
where
o (m X(t—kr2>0)
-5 (1)t
kz:%) k t — kr?

Hence, using the LP — L? off-diagonal estimate (3.15), we obtain for all p € (pj,2), all
j >2,and all f € L?> N L? supported in B

_ —r2A\m - T —cdr?
VA = e sy < © [ g0l ],

We observe that (see [1] p. 27)

C
(1) < ———

if kr®<t<(k+1r><(m+1)r

and
g2 ()] < CrPme=™= Y2 if > (m+ 1)
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potentials

This yields

(k4+1)r? t*Wp*1/2 4l r

VAT = e < CY / N I ¥
Foof e S

< L+ 1 (3.19)

We have

< Cr- 2vp9—2j(m+7p) ||fH

L=C P
(m+1)r2

by the Laplace transform formula, and

+0r2 w12 e

TR o (g
=y [
m (k+1)r2 t*’}’pfl/2 cad 2 r? cad r?
L[ [ i)
171 ]; A Ay s 0

- J1—|—J2.

In the preceding equation

2 t—'Yp—l/2 c4d 2

no= ey [ E
b pk:l kr2? t—k"l“ze

L (k+1)r?
< Ol 3ty [T (e ) o
< C,,f2vp272j(m+vp)||pr,
and
r? oad 2
Jy = C/ e = gt £,

S CHfH e 2(m+1 / t Tp— 1 7(‘42: d
; C "l‘2
< Ol [ e et S
0
; T2 c4j1”2
< C’HprZ*Q](mJF'Yp)r*Q'VP t e "m dt

< Crf2wp272j(m+vp)”f‘|p.

Here, for the last inequality, we use the fact that 7 > 2 to obtain the convergence of

the integral without dependence on r nor on j.
We can therefore employ these estimates in (3.19) to conclude that

IVATYV2(I — e 4™ f|| 20, my) < O~ 227204 £,
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3.3. Boundedness of VA~ and V24712 on LP for p € (p}, 2]

which implies

1 -1 —r2A\m ¢|2 3 2j(mtrpt Xy (1 P Z
(|QB| [y [VATH =) fr) <02 ; (W/Bm)

where 3" g(7)27" < 0o because we set m > N/4 — ,,. O

Proposition 3.9. Assume that A > €V, then VY/2A7Y2 s bounded on LP(RN) for
N >3, forallp € (pj, 2] where pj, is the dual exponent of py with py = 2N .
-2 (1-\/1- )

Proof: We have seen in (3.2) that the operator V''/2A471/2 is bounded on L2. To prove
its boundedness on L? for all p € (pj, 2] we prove that it is of weak type (p, p) for all p €
(ph,2) by checking assumptions (3.17) and (3.18) of Theorem 3.8, where T' = V1/2A4~1/2,
Then, using the Marcinkiewicz interpolation theorem, we deduce boundedness on LP
for all p € (py, 2].

We check assumptions of Theorem 3.8 similarly as we did in the proof of Theorem 3.7,
using the LP — L? off-diagonal estimate (3.16) instead of (3.15). O

Let us now move on, setting V = ¢|z|™ where 0 < ¢ < (¥52)?, which is strongly
subcritical thanks to the Hardy inequality, we prove that the assomated Riesz trans-
forms are not bounded on L? for p € (1, p;) neither for p € (po., 00). Here pg. = ]5?:;0
is the reverse Sobolev exponent of py.

Proposition 3.10. Set V strongly subcritical and N > 3. Assume that VA™Y? is
bounded on LP for some p € (1,p). Then there exists an exponent ¢ € [p,p}) such
that (e=*4)sq is bounded on L" for all v € (q1,2).

Consider now V = ¢|z|™? where 0 < ¢ < (¥52)2. It is proved in [24] that the semi-
group does not act on L? for p ¢ (pj, po). Therefore we obtain from this proposition
that the Riesz transform VA~1/2 is not bounded on L for p € (1, p}).

Proof: Assume that VA~/2 is bounded on LP for some p € (1,p)). By the boundedness
on L? and the Riesz-Thorin interpolation theorem, we get the boundedness of VA~1/2
on L1 for all ¢ € [p,2]. Now we apply the Sobolev inequality

+ < ClIV g (3.20)

where ¢* = NN—fq if ¢ < N to f:= A~2u, so we get

1A~

ully < CIIVA™V2ul|, < Cllull,

for all ¢ € [p,2]. In particular, ||A_1/2||q1_qf < C where p < ¢; < pf, such that ¢ > pj,.
Decomposing the semigroup as follows

—tA — A1/26_tA/26_tA/2A_1/2 (321)
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where A7Y2 is L® — L% bounded , e7*/? has L% — L? norm bounded by Ct 4
(Proposition 3.4) and A'/2e7*4/2 is L2 —L? bounded by Ct~'/2 because of the analyticity
of the semigroup on L2. Therefore, we obtain

le ™l < Ct 572 = Ot
We now interpolate this norm with the L? — L? off-diagonal estimate of the norm of
et as we did in the proof of Theorem 3.5, so we get a L" — L? off-diagonal estimate
for all r € (q1,2). Then Lemma 3.3 of [1] yields that (e7*4);s¢ is bounded on L" for all
r € (q1,2) for g1 € [p,pp) such that ¢i > py. O

Proposition 3.11. Set V strongly subcritical and N > 3. Assume that VA~Y? is
bounded on LP for some p € (pox,0). Then there exists an exponent qa > po. such that
the semigroup (e *4);sq is bounded on L* for all s € (2,q3). Here ¢ > po.

Consider now V = ¢|z|™? where 0 < ¢ < (¥52)2. It is proved in [24] that the semi-

group does not act on L? for p ¢ (pj, po). Therefore we obtain from this proposition
that the Riesz transforms VA~'/2 are not bounded on LP for p € (po,, 00).

Proof: Assume that VA~Y2 is bounded on L? for some p € (pg.,00). Then by inter-
polation we obtain the boundedness of VA~Y2 on L9 for all ¢ € [2,p]. In particular,

VAT 2|y < C

where po. < g2 < po, G2 < p, @2 < N. Using the Sobolev inequality (3.20), we obtain
that A='/2 is L% — L% bounded where ¢ > po.
Now we decompose the semigroup as follows

o tA — AT1/2tA/2 g1/2,~tA)2. (3.22)

Thus we remark that it is L? — L% bounded where g5 > py.
Then, using similar arguments as in the previous proof, we conclude that (e7'4),5¢ is
bounded on L* for all s € (2,¢;) for po. < ¢2 < inf(po,p, N). O

3.4 Boundedness of VA 12 and V24712 on L for
all p € (1, N)

In this section we assume that V is strongly subcritical in the Kato subclass
K, N > 3. Following Zhao [34], we define

. V(y)] 1 }
K :={V e K% lim | su / |7d =0,
N { N l N Dwizn Ty — o2

Teo | zeRN

where K% is the class of potentials that are locally in the Kato class K.
For the necessary background on the Kato class see [30] and references therein.
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3.4. Boundedness of VA~Y/2 and V24712 on LP for all p € (1, N)

We use results proved by stochastic methods to deduce a L' — L> off-diagonal es-
timate of the norm of the semigroup which leads to the boundedness of VA~1/2 and
V/2A=Y2 on LP for all p € (1, N).

First, we recall the following

Lemma 3.12. For two functions f and g defined on a metric space M, such that
fe L™ and g € LY, for some r,q € (1,00) we have the following Holder inequality

1£-9llp < Cprall Fllrcollglle: (3.23)
where || f||r.o0 = SUppao(t" iz, | f(x)] > tHY" and p € (1,00) is such that
1,11
L, 1_1
r g p

Proof: For r,q € (1,00) and p such that % - é = ]% it is known that (see [18] p.15)
1F-9llpoo < Cprgllfllrocllgllg.00-
In particular,
1f-llpoc < Cprall fllroollglly:
Let p;, ¢; and r (i = 1,2) such that  + i = 1%' Then

/-9 fllroollg

This means that the operator T¢(g) := f.g is bounded from L% to LP**°. Now using
the Marcinkiewicz interpolation theorem we deduce (3.23).

pi,00 S Cpi,T,Qi qi*

O

Theorem 3.13. Let A be the Schrodinger operator —A — V.V > 0. Assume that V is
strongly subcritical in the class K5, (N > 3), then VA™Y2 and VY/2A~Y2 are of weak
type (1,1), they are bounded on LP for all p € (1,2]. If in addition V € L%"X’, then
VA2 and VY2A~Y2 are bounded on LP for all p € (1,N).

Proof: We assume that V' is strongly subcritical in the class K3’. Therefore V' satisfies
assumptions of Theorem 2 of [32]. Thus the heat kernel associated to (e=*4); satisfies
a Gaussian estimate. Therefore using Theorem 5 of [29] we conclude that VA~1/2 and
V1/2A712 are of weak type (1,1) and they are bounded on LP for all p € (1,2].

To prove the boundedness of VA~Y2 on LP for higher p we use the Stein complex
interpolation theorem (see [31] Section V.4).
Let us first mention that D := R(A)NL'NL> is dense in L? for all p € (1, c0) provided
that V' is strongly subcritical in K37, N > 3. We prove the density as in [2], where in
our case we have the following estimate

i = JI < k(e(=A) + &)~ f (3.24)

where fp := A(A+ k)~'f and c is a positive constant. This estimate holds from the

Gaussian estimate of the heat kernel associated to the semigroup (e=*);o.
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Set F(z) :=< (—=A)*A™*f,g > where f € D, g € C(RY) and 2z € S := {z +
iy such that z € [0,1] and y € RY}. F(z) is admissible. Indeed, the function
z +— F(z) is continuous in S and analytic in its interior. In addition

[F(2)] = | < A7 f, (=A)°g > | < [JAT fl2[I(=2)7gll2. (3.25)
For Rez € (0,1), D(—A) C D((—A)F), so
1(=2)%gll2 < Cllgllw=2 (3.26)

for all z € S.

When V is strongly subcritical, A is non-negative self-adjoint operator on L?, hence
[|A%||o_o < 1 for all y € R. Therefore for all 2 = x +iy € S and f = Au € R(A) we
have

Ao |[ATu]|
C([|ull2 + [[Aul]2). (3.27)

AT f]l2 <
<

Here we use D(A) C D(A™%) because (1 —z) € (0,1).

Now we employ (3.26) and (3.27) in (3.25) to deduce the admissibility of F'(z) in S.
Thus we can apply the Stein complex interpolation theorem to F'(z).

Since V' is strongly subcritical and belongs to the class K3, N > 3, we obtain a
Gaussian estimate of the heat kernel of A. Thus A has a H*°-bounded calculus on LP
for all p € (1,00) (see e.g. [8] Theorem 2.2). Hence

[E ()] < AT Ll (=2) gl < oo™ Fllnol 1911
for all v > 0, all py € (1, 00).

Let us now estimate ||[VA™!|,,_,,. By the Holder’s inequality (3.23) of the previous
lemma, we have

VA ull,, < ClVI|y ol Al (3.28)

where p; < N and p% = % + % As mentioned above we have a Gaussian upper bound
for the heat kernel. In particular

le™li-0 < CE7M2

for all £ > 0. Therefore A~! extends to a bounded operator from L* to L? such that
3<% and%:%+%,andwehave

1A ullg < Cllull,.
(see Coulhon [12]). Thus s = p;, D(A) € D(V) and (3.28) implies
VA lpy—p < C
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3.4. Boundedness of VA~Y/2 and V24712 on LP for all p € (1, N)

where C' depends on ||V~ ... Hence we can estimate

(=A)A  ull,, = [[(—A =V +V)A |,
< ||U||p1 + ||VA_1U||p1
< Cllullp, (3.29)

where C' depends on HVH%OO We return to F(z),

[F(L+iy)| < [[(=2)AT AT fllp [I(=2) gl
< =2 A lpy s AT Fllpa (=) gl
<

Comiviy €71l ll9lly,

, OO

for all p; € (1, N/2) and all v > 0.
From the Stein interpolation theorem it follows that for all ¢ € [0, 1] there exists a
constant M, such that

[E@] < M| llpe 191y,
1

where o = 1_t + i. Setting t = % and using a density argument we conclude that

VA2 s bounded on L? for all p € (1, N).
To prove boundedness of V2472 on LP we use the following decomposition
V2212 — U2 A) 2 A) 2 A2,
Assuming V € L2, by the Holder’s inequality (3.23) we have

IV 2ull, < CIVY2] |y ol full

where p < N and ! —1 = % Then by Sobolev inequality and the boundedness of

Riesz transforms associated to the Laplace operator we obtain

IV 2ully < Conpviny IVl < Covpvig NI(=2)2ull,

for all p € (1, N). Thus if V € L= we have for all p € (1, N)
[VH2(=2) 2]y < C. (3.30)

Using the boundedness of Riesz transforms associated to the Schrodinger operator A
we have

1(=2)2A7Y 2], < Cllull,

for all p € (1, N).
Therefore V/2A71/2 is bounded on L? for all p € (1, N) provided that V is strongly
subcritical in the class K3 N L2 N > 3. O
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Remark 3.14. 1) The proof of the previous theorem shows that
[Vullp, < CllAu]l,

and
[Aul[,, < C|[Aullp,

for all py € (1,N/2).
2) If we consider H = —A + V' a Schrédinger operator with non-negative potential

Ve L%’Oo, we obtain by the previous arguments the LP'-boundedness of VH ™' and
AH™! for all p; € (1, N/2), and the LP-boundedness of VY/2H=2 and VH~/? for all
pe(LN).

Corollary 3.15. Let A be the Schrodinger operator —A —V,V > 0. Assume that V is

strongly subcritical belongs to L>=N L%JFE, N > 3, for some e > 0. Then VA Y2 and
V2A=Y2 are bounded on LP for all p € (1, N).

Proof: Taking N > 3 and € > 0, we show that LY cNL3% C K%. Thus we deduce
this result using the previous theorem.

Assume V € L2~ N L%“, then V € LP for all p € (% — &, % + 6), in particular,

V e LP for all p € (%, 2+ 6). Therefore V' belongs to the Kato class Ky(see [30]

Section A). We recall that

. V)l
N { alo Lselgl)v je—yl<a |y — z[N 72 ’

Now

[ - | WMoy, V()ldy

y=B |y — x|V -2 {ly|>B,lo—y|<a} |y — x| N2 ly|>B,Jz—y|>a} |y — | N2

where the first integral tends to zero because L2 NL** C K ~. The second one, by
the Holder inequality,

1
7

V(y)| ( dy »
Oy < Wi )
/{yIZB,Im—ylza} ly —z|N-2 Y IVllzeuizn) {la—y|>a} |y — |(N=2P

where we choose p € (% — &, %) Thus

J i
{la=y[>a} |y — x|V =2
converges and ||V'||z»(jy>p) tends to zero. Therefore V' belongs to K35. O

Example: Set N > 3, and let us take potentials V' in the Kato subclass KNHL%’OO
such that V' ~ ¢|z|~* when x tends to infinity, where a > 2. Suppose that HVH%OO is
small enough. Let us prove that these potentials are strongly subcritical, so we should

prove that
1VY2ull3 < C||Vull3
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where C' < 1. This is (3.30) where p = 2, and C' < 1 for ||V||%Oo is small enough. Hence
these potentials are strongly subcritical. Z.Zhao [34] proved that they are in the sub-
class K§°. Hence they satisfy the assumptions of Theorem 3.13. Then V(—A —V)~1/2
and VY/2(—A — V)~/2 are bounded on LP for all p € (1, N).

3.5 Schrodinger operators on Riemannian manifolds

Let M be a non-compact complete Riemannian manifold of dimension N > 3.
Denote by dp the Riemannian measure, p the geodesic distance on M and V the
Riemannian gradient. Denote by [.| the length in the tangent space, and by ||.||, the
norm in LP(M,du). Let —A be the positive self-adjoint Laplace-Beltrami operator on
M. Take V a strongly subcritical positive potential on M, which means that there
exists an € > 0 such that

1
Vuld <—/ 24, 3.31
J v p< [ IVuPdu (3.31)

and set A := —A — V the associated Schrodinger operator on M. By the sesquilinear
form method A is well defined, non-negative, and —A generates a bounded analytic
semigroup (e~*4);- on L2(M).

As in RY, we have the L?*(M)-boundedness of V124712 and of the Riesz trans-
forms VA~/2 if and only if V is strongly subcritical.

We remark that the methods used in [24] hold on manifolds.
The semigroup (e~*4);~o can be extrapolated to LP(M), and it is uniformly bounded

for p € <<1\/f - )/, (1\/3 - )) If in addition the Sobolev inequality

T 1+e

T 14e

I, 22, o < CHIV Flllz2an (3.32)

N2 (M)
for all f € C§°(M) holds on M, then we obtain for all ¢ > 0

le=* ] ay, SO
LP(M)~LN=Z (M)

/
for all p € <(1—\/i—1ig) : (1—\/3—1i5>) Using the L2(M) — L?>(M) off-diagonal esti-
mate we obtain as in [24] the fact that (e7*4),~ is bounded on LP(M) for all p € (p}, po)
where py == %%

1- /11
For classes of manifolds satisfying (3.32) see [27]. Note that (3.32) is equivalent to the
following Gaussian upper bound of the heat kernel p(¢,x,y) of the Laplace-Beltrami

operator (see [33] and [15])

p(t,z,y) < Ot N2e=cr* @)/t Ve, y € M,t > 0. (3.33)
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We say that M is of homogeneous type if for all x € M and r > 0

u(B(a,2r)) < Cu(B(z,r)) (3.34)

where B(z,r) :={y € M such that p(z,y) <r}.
We say that the L?-Poincaré inequalities hold on M if there exists a positive constant
C' such that

/BW) () = fi(@)Pdp(y) < Cr* /B !V Fy)Pduly) (3.35)

for all f € C°(M),x € M,r > 0, where f,.(z) := M(B(“) S f(W)du(y).
Saloff-Coste [26] proved that (3.34) and (3.35) hold if and only if the heat kernel
p(t, z,y) mentioned above satisfies the following Li-Yau estimate

Cle—cr’(@y)/t ( ) Cle—cm"’(r,y)/t
=, < S p t,l‘,y S YA
u(B(z, V1)) pu(B(x, V1))

Arguing as in the Euclidean case we obtain the following theorem

(3.36)

Theorem 3.16. Let M be a non-compact complete Riemannian manifold of dimen-

sion N Z 3. Assume (3.31) and (3.32). Then (e7)s0, (ViVe ™)no  and

(\/_Vl/2 —tY,o0 satisfy LP(M) — L2(M) off-diagonal estimates for all p € (p),2]. Here

Py is the dual exponent of py where py = 2N . Then we have for all
-2 (1-y/1- )

t >0, all p € (p},2], all closed sets E and F of M, and all f € L*(M) N LP(M) with
suppf C E

p(EF)

i) lle™ fllp2qry < Ctwe” Hsz»
i) |VEVe A fll 2y < Ctre 0 | £l
ZZZ) ||\/%V1/26_tAf||L2(F) S C,t_7 o cp (E F) Hpr,

where vy, = %G) — %) and C, ¢ are positive constants.

We invest these off-diagonal estimates as in the proof of Theorem 3.7 to obtain the
following result

Theorem 3.17. Let M be a non-compact complete Riemannian manifold of dimension
N > 3. Assume (3.81), (3.32) and (3.34). Then VY/2A7Y% and VA=Y are bounded

/
on LP(M) for all p € (p}, 2] where pf, = ( 2N ) :
v-2)(1-\/1-%)

We say that the potential V' is in the class K. (M), if for any € > 0 there exists a
compact set K C M and ¢ > 0 such that

sup | G(x,y)|V(y)|du(y) < e

xeM J K¢
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where K¢ := M \ K, and for all measurable sets B C K with u(B) < 0,

sup [ Gz, )|V (y)lduly) <e.

zeM

Here G(z,y) := [;° p(t,z,y)dt is the Green function, and p(¢,x,y) is the heat kernel
of the Laplace-Beltrami operator. This class is the generalization of K3 to manifolds
(see [11] Section 2).

Since (3.34) and (3.35) imply the Li-Yau estimate (3.36), we can use Theorem 2 of
[32] and obtain a Gaussian upper bound of the heat kernel of —A — V. Thus arguing
as in the Euclidean case, we obtain the following result

Theorem 3.18. Let M be a non-compact complete Riemannian manifold of dimension
N >3, and let 0 < V € L2°(M) N Ko (M). Assume that for each ball B(x,r),
w(B(x,r) =~ rN. Assume (3.31) and (3.35). Then A(—A — V)L and V(-A - V)~!
are bounded on LP(M) for all p € (1, N/2).

Now using Theorem 2 of [32] then Theorem 5 of [29], we obtain the following

Theorem 3.19. Let M be a non-compact complete Riemannian manifold of dimension
N >3, and let A be the Schrodinger operator —A—=V,0 <V € K(M). Assume (3.31),
(3.34) and (3.85). Then VA™Y2 and VY2A~Y2 are of weak type (1,1), thus they are
bounded on LP(M) for all p € (1,2].

Using Theorem 2 of [32] then arguing as in the Euclidean case, we obtain the
following

Theorem 3.20. Let M be a non-compact complete Riemannian manifold of dimension
N > 3 where pu(B(x,r)) ~ rV for all ball B. Let A be the Schrédinger operator
—A=V,0<V € Koo(M)NL=>(M) satisfying (3.51). Assume (3.35). If for some r >
2, the Riesz transforms V(—A)~Y2 are bounded on L"(M) then VA™Y2 and V'/2A~1/2
are bounded on LP(M) for all p € (1,inf(r, N)).

We notice that Theorem 3.18 and Theorem 3.20 hold with conditions (3.34) and
w(B(z,r)) > Cr" instead of u(B(z,r)) ~rV.

Remark 3.21. Let M be a non-compact complete Riemannian manifold of dimension
N > 3 which satisfies the Sobolev inequality (5.32). Let H = —A+V be a Schrodinger
operator with non-negative potential V & L%’OO(M). Assume that for some r > 2, the
Riesz transforms ¥V (—A)~Y2 are bounded on LP(M) for all p € (2,r). Then the heat
kernel associated to H satisfies (3.33). Hence we obtain by the previous argument the
LP-boundedness of VV2?H=Y/% and VH=Y2 for all p € (1, inf(r, N)).

Note that (3.34) and (3.35) hold on manifolds with non-negative Ricci curvature
(see [23]) as well as the boundedness on LP(M) for all p € (1,00) of Riesz transforms
associated to the Laplace-Beltrami operator (see [6]).
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We mention that Carron, Coulhon and Hassell [10] proved that the Riesz transforms
V(—A)"'% are bounded on LP(M) for all p € (2, N) on smooth complete Riemannian
manifolds of dimension N > 3 which are the union of a compact part and a finite num-
ber of Euclidean ends. Ji, Kunstmann and Weber [21] proved that this boundedness
holds for all p € (1,00), on the complete connected Riemannian manifolds whose Ricci
curvature is bounded from below, if there is a constant a > 0 with o(—A) C {0}U]a, 00).
They also give examples of manifolds that satisfy their conditions. Auscher, Coulhon,
Duong and Hofmann [3] proved that on complete non-compact Riemannian manifolds
satisfying assumption (3.36), the uniform boundedness of (v/tVe ™ =2),o4 on L? for
some ¢ € (2, 00| implies the boundedness on LP(M) of V(—A)~/2 for all p € (2,q).

Therefore we deduce the following propositions using our previous theorem and
the previously mentioned criterion of [3]. We also use the fact that the semigroup
(e7"=2=V)),. is bounded analytic on LP(M) for all p € (1,00). This is true on
manifolds where assumptions (3.34) and (3.35) hold and when V € K, satisfying
(3.31) (see e.g. [7] Theorem 1.1).

Proposition 3.22. Let M be a non-compact complete Riemannian manifold of di-
mension N > 3 where u(B(z,r)) ~ rv for all ball B. Assume (3.31), (3.35), and
V € Koo(M) N L=>(M). If for some r > 2

Ve N rary—rany < C/VE

for allt > 0, then
Ve 2N oany-Loan) < C/VE

for allt >0, all p € (1,inf(r, N)).
Once again, we notice that the previous proposition holds with conditions (3.34)

and p(B(z,r)) > Cr" instead of u(B(z,r)) ~ rV.

Proposition 3.23. Let M be a non-compact complete Riemannian manifold of dimen-
sion N > 3. Assume (3.32) and assume that V € L=°(M). If for some > 2

Ve N rary—rany < C/VE

for allt > 0, then
Ve A oany - Loan) < C/VE

for allt >0, all p € (1,inf(r, N)).
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Chapter 4

Riesz transforms of Schrodinger
operators on manifolds

We consider Schrodinger operators A = —A 4V on LP(M) where M is a complete
Riemannian manifold of homogeneous type and V = V* — V= is a signed poten-
tial. We study boundedness of Riesz transform type operators VA~: and \V\%A*%
on LP(M). When V~ is strongly subcritical with constant o € (0,1) we prove that
such operators are bounded on LP(M) for p € (pf,2] where pj = 1 if N < 2, and

!/
Py = ((N2)(21NIW> € (1,2) if N > 2. We also study the case p > 2. With addi-

tional conditions on V and M we obtain boundedness of VA™"/2 and |V|"/2A71/2 on
LP(M) for p € (1,inf(q1, N)) where ¢, is such that V(—A)~z is bounded on L"(M) for
re [27 Q1)

4.1 Introduction

Let M be a non-compact complete Riemannian manifold. Denote by du the Rie-
mannian measure, d the geodesic distance on M and V the Riemannian gradient. By
—A we denote the positive Laplace-Beltrami operator. We say that M is of homoge-
neous type if for all x € M and r > 0

v(x,2r) < Cu(x,r) (4.1)
where v(z,r) := p(B(z,r)) and B(x,r) :={y € M such that d(z,y) < r}.
This is equivalent to the fact that for some constants C' and N,
v(x, Ar) < CA\Nv(x,r) (4.2)

for all A > 1.
Let p(t,z,y) be the heat kernel of the Laplace-Beltrami operator A. We say that
p(t, z,y) satisfies a Gaussian upper bound if

ch(;c,y)

Ce™

P(t,ﬂi,y) < W (43)
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forall t > 0, and all z,y € M.
Let us define the Riesz transform V(—A)~'/2 of the operator —A. Since by inte-
gration by parts

IVulls = [(=2)ull2,  Vu € WH(M),

it follows obviously that V(—A)~'/2 acts as a bounded operator on L?. It is of interest
to know if the Riesz transform extends to a bounded operator on LP for p # 2. When
this is the case, we can identify the domain of (—A)'/? with the Sobolev space W'?,
and obtain WP —regularity of the solution of the heat equation with initial data in L?.
We can draw the same conclusions if —A is replaced by another self-adjoint differential
operator A for which VA~/2 acts as a bounded operator on LP.

Under the assumptions (4.1) and (4.3)! it was proved by Coulhon and Duong [12]
that V(—A)~1/2 is of weak type (1,1) and hence bounded on L? for all p € (1,2]. This
quite general result does not hold for other values of p ; a counter-example is given
there showing that the Riesz transform is unbounded on L for p > 2. One needs then
additional conditions (on the manifold or its heat kernel) to guarantee boundedness of
V(—-A)"'2 on LP for some p > 2. For this, we refer the reader to Auscher et al. [4],
Carron, Coulhon and Hassell [11], Guillarmou and Hassell [17], [18] and the references
therein. Let us also mention the following works of Auscher [2], Blunck and Kunstmann
[8], Sikora [26] and Ouhabaz [24] (Chapter 7) dealing with Riesz transforms of elliptic
differential operators.

Let us now move to Schrodinger operators on the Euclidean case M = RY. The
classical Riesz transform V(—A)~/2 is of course bounded on L? for all p € (1,00). If V
is a non-negative potential, then V(—A+V)~'/2 is bounded on L? for all p € (1,2] (see
Ouhabaz [24], Chapter 7 or more general case in Duong, Ouhabaz and Yan [15]) but
it may be unbounded on L? for some p > 2, see Shen [27] for a counter-example. Shen
[27], and Auscher and Ben Ali [3] proved that if the non-negative potential V' is in the
reverse Holder class RH,?, then the Riesz transform V(—A + V)~2 is bounded on L?
for all p € (2, p;) where p; depends on ¢. For negative potentials V' (which are assumed
to be small with respect to —A in the sense of quadratic forms) the situation is more
complicated. Indeed, it is known that the semigroup (e‘t(_A+V))t>0 extends from L? to
LP for p in some interval (py, po) and (pg, po) is optimal (see Liskevich, Sobol and Vogt
[23]). In this setting, Assaad [1] proved that Riesz transform is bounded on LF(RY)
for p € (p}, 2] where pg = % If, in addition, V € LN/2=¢(RN) N LYV/2+<(RV)
for some & > 0, then it is bounded on LP(RY) for all p € (1, N).

For Schrodinger operators —A 4+ V' on Riemannian manifolds less is known. If V' is
non-negative and (4.1), (4.3) are satisfied, then the heat kernel of —A+V is dominated
by the heat kernel of —A and hence it satisfies (4.3). The method of Coulhon and Duong
[12], based on a Gaussian upper bound and weighted gradient estimates, works also for
—A +V and leads to boundedness of V(—A + V)~/2 on L? for p € (1,2]. This also
follows from results in Blunck and Kunstmann [8], and Sikora [26]. For p > 2, Badr and
Ben Ali [5] extend the result of Auscher and Ben Ali [3] to the setting of Riemannian

Lwhen the doubling condition (4.1) is satisfied, (4.3) is equivalent to the apparently weaker diagonal

estimate: p(t,z,z) < ﬁ, see Grigor’yan [16], Theorem 1.1.

2Definition in Chapter 5 SubSection 5.1.1
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manifolds which satisfy polynomial volume growth and Poincaré inequalities. As in
the Fuclidean case, they assume that the potential V' is non-negative and belongs to
a reverse Holder class. Note also that the results of Assaad [1] for negative potentials
hold in the setting of Riemanniann manifolds which satisfy a global Sobolev inequality.
Guillarmou and Hassell [17], [18] studied Riesz transforms V(A o P,)~/2 where A is
a Schrodinger operator with signed potential and P, is the spectral projection on the
positive spectrum. They prove in particular that on asymptotically conic manifolds M
of dimension N > 3, if V is smooth and satisfies decay conditions, and the Schrodinger
operator has neither zero-modes nor zero-resonances, then the Riesz transform type
operator V(A o P,)~'/2 is bounded on L? for all p € (1, N).

It is our aim to study the boundedness on LP(M) of Riesz transforms V(—A +
V)~/2. We consider signed potentials V' = V* — V~ and Riemannian manifolds M
for which we merely assume (4.2) and (4.3). We do not require any global Sobolev
inequality nor smoothness conditions on V. We assume that V* € L}, and V™ is
small with respect to —A + V' in the sense that

/ Voutdp < a[/ |Vu|2d,u—|—/ V*uZd,u],
M M M

for all u € WY2(M) such that [, VTu?dy < oo, where o € [0,1). We prove that
V(=A + V)~ V%2 and |[V|V2(—A + V)~Y2 are bounded on LP(M) for all p € (p),2]

/
where pj = 1 if N < 2, and pj, = (M]\h) € (1,2) if N > 2. The proof is
based on techniques from Auscher [2] and Blunck and Kunstmann [7], [8] together with
LP — L9 off-diagonal estimates both for the semigroup e *(=2*V) and its gradient. We

prove in particular estimates of the type

—s(— ¢ r \/g —cd? x,r r))/s
=A+V)v g v llpq < (max(—=, ¥ ))Pe~cd (Bln).Byn)/

T w(x, ) Vsor

as well as similar estimates for /sVe™* In order to prove the latter estimate we
establish a bridge between LP — L? estimates of a semigroup and localized Gagliardo-
Nirenberg type inequalities. This is proved in a general setting of metric spaces in the

next section.
We also study V(—A + V)2 and |V|'?(=A 4 V)~/2 with signed potentials on LP
for p > 2. Suppose that for some r1,7ry > 2

1
/ ds—l—/
0 -

We obtain by arguments of perturbation type that V(—A—{—V)’1 and (—A)(—A+V)7!
are bounded on L” for all p € (p, 5-) if N > 2 and p € (1,r) if N < 2 (where

r =inf(ry,ry)). If
/1 V|2 / V72 | ds
0 v(, \/_)7‘1 7‘1\/_ . \/_)T2 7’2\/_

then (—A)Y2(=A+V)~Y2 and |V |V/2(— A—l—V)_l/2 are bounded on LP for all p € (1,r)
if N <2andp € (py, %) it N > 2. In the particular case where v(z, 1) ~ ~ tV for some

|XB (e

)

(—A+V)

ds < o0.

T2

- 1
7'2

v(. )1
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N > 2, the latter condition on V reads as V' € LY/?7¢ 0 LN/2%¢ for some ¢ > 0, and the

conclusion is that (—A)Y2(=A + V)72 and |V|*/2(=A + V)72 are bounded on L?

for p € (pg, p’; (ﬂv) If in addition Poincaré inequalities hold on M, the latter interval is

(1, N).

Notation. In the following sections, we denote by L? the Lebesgue space LP(M, 1)
or LP(M,T*M) (according to the context) with the Riemannian measure pu, ||.||, its
usual norm, (.,.) the inner product of L?, and [|.||,—, denotes the norm of operators
from LP to L9. Set 7y,, := ]% — % for p < ¢q. We denote by p’ the dual exponent of
p, p = z% and as usual p’ = oo if p = 1. We denote by C, ¢ all inessential positive
constants even if their values change at each occurrence. The boundedness of the Riesz
transform VA~'/2 on L? means boundedness from L? of functions into LP of vector
fields. Recall also that v(x,r) = p(B(x,r)) denotes the volume of the ball B(z,r).
We shall use the notation A(x,r, k) := B(z, (k+ 1)r)\ B(z, kr), Ci(z,r) := B(z,4r),
Cj(z,r) := B(z,27"r)\ B(z,2r) for j > 2. Finally, x g denotes the indicator function
of E and xgSxr is the operator f — xgS(xrf).

4.2 Off-diagonal estimates

In order to establish boundedness on LP of the Riesz transform of —A + V we
shall need the boundedness of the semigroup e *=2+V) on LP together with LP — L4
off-diagonal estimates. Upper bounds for the heat kernel of —A (hence LP — L7 off-
diagonal estimates) is a well studied and quite understood subject but such bounds
can be destroyed by the presence of a non-trivial negative part of V. We shall prove
that LP — L% off-diagonal estimates are conserved for p and ¢ in a certain interval
around 2. Our approach is based on perturbation arguments. However, since we do
not assume V to be bounded, the domains of —A and —A + V are not necessarily
the same and therefore properties of e'® do not imply the same for e *=2+V) in a
trivial way. The operators here are constructed by the quadratic form technic, we have
some information on the domains of the square roots v—A and v—A +V and our
perturbation technique relies very much on this fact.

The results in the next sub-sections do not use the Riemannian manifold framework
and hold for general self-adjoint operators on metric spaces. We shall assume that A is
a non-negative self-adjoint operator on L?(X, i, p) where (X, i, p) is a metric measured
space. Again, B(x,r) = {y € X, p(z,y) < r} will denote the open ball with volume
v(z,r) := p(B(z,r)). We may need to assume that (X, u, p) is of homogenous type
which will mean that (4.2) holds for some constants C' and N independent of x and 7.
For simplicity, we write L? instead of LP(X, p).

4.2.1 Local L? — L7 estimates

The following simple proposition will play an important role in our analysis of off-
diagonal estimates. It connects local L? — L4 estimates to Gagliardo-Nirenberg type
inequalities.
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4.2. Off-diagonal estimates

Proposition 4.1. Let A be a non-negative self-adjoint operator on L?. Consider the
following properties in which N is a positive constant.

N
. _s 272,
) Xyl < e (5)
forall0 <s<t,and allxz € X.

i) |Xptenulle < s |llulla + 1l A ulls
forallr >0, allx € X, and all u € D(AY?).

. 1/2
7ii) X pavne " 2-q < sy max(l, (ﬁ) )
for all0 < s,t, and all x € X.

Here g € [2,2%) if N >2, g € [2,00) if N =2 and q € [2,00] if N < 2.

Then §) = i) = iii).
Proof: Let us first prove that i) implies ii). For every u € D(AY?), we write
A t A A t sA sA
u=e" u+/ Ae *uds = e™* u+/ e 2 AV2em % AV uds.
0 0

Then .
- _sA _sA
XB(zvHU = XB(z,v2)€ “u +/0 XB(x /D€ 2 AV2e= 7 AV uds.

Now using 7) and the fact that the semigroup is bounded analytic on L?, we have

. ¢ _sA _sA
|’XB(;c,\/E)UHq < HXB(x,\/E)e tAUHq"’/O HXB(x,\/i)e > A% 2Al/ZUquS

o C t/EN 202 s
[ul]2 4 /<)2 q||A1/2677AA1/2’M||2d$
0

v(z, Vi) o(z, \/Z)m S
C N t 1 N
< = ully + t2724||AY 2y /32_27274d3}
< Vi [l 142l |

The last integral converges if vy, := % % < % This gives the conditions on ¢ as in
the proposition. Therefore we deduce that ii) holds where r = V.

Assume now 44) holds. Setting r = v/, u = e™*4f for f € L? and s,t > 0 we obtain

C

—sA 1/2 _—sA
IXpEvie " flls < W[||f||2+\/¥llz4 e fllz}
C

t 1/2
< ol () i
v(x, V)12 [ s 171]2
This gives 7). O

Note that these arguments do not use the self-adjointness of A. All what we need is
that —A generates a bounded holomorphic semigroup on L?. Also one can reformulate
i1) as follows

C 6 (6
IXBnully < o) [Tl + r** || A%ul]

)29
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Chapter 4. Riesz transforms of Schrodinger operators on manifolds

for all » > 0, all z € X, and all u € D(A%). The condition on ¢ becomes 75, < QWO‘
The proof is the same.

One also obtains similar assertions by replacing the L? norm in the RHS by an L norm
if e7*4 is assumed to be bounded holomorphic on L?.

We learned recently about somehow related results in [10] where the Gaussian estimate
(4.3) of a heat kernel p(t, z,y) is characterized in terms of inequalities of type

v "l < C(Ifll2 + P21 A2 ]l2).

Here v,.(x) := v(x,r). For our latter purpose, these inequalities are not convenient
because the heat kernel of —A + V' with signed potential V' does not satisfy a Gaus-
sian upper bound in general. We mentioned in the introduction that the semigroup
e~"=2+Y) may not act on all L? spaces. However, the inquality 4) in the previous propo-
sition will allow us to prove LP — L? off-diagonal estimates for XB(w)e_t(_A*V) X B(y.r)
for appropriate p and q.

4.2.2 [P — LY off-diagonal estimate

Let A be as above and assume that there exists some p; € (2, 0o] such that (e74)~¢
extends to a uniformly bounded semigroup on L* for all p € (p),p1) where p] is the
conjugate of p;. Denote by —A, the corresponding generator of (e=*4),. on LP (hence
Ay = A). Suppose in addition that for p € (p),p1), ¥,(u) = |u[P/?sign(u) € D(AY?)
for all u € D(A,) N L* and

[1Apullp-llullp™ > ClLAY 24, (w)]]5. (4.4)

Here |u| is the absolute value (or the modulus) of u and sign is the classical sign
function.

These hypothesis are always satisfied if the semigroup e™** is sub-Markovian. In-
deed, in that case, ¥, (u) € D(AY?) for all u € D(A,) with p € (1,00) and

tA

. —1
(Ayu, [ul?"sign(u)) > 4pp2HAl/2wp<u>||3. (4.5)

See [21] or Theorem 3.9 in [24].
Under these assumptions, we can obtain from the local L? — L4 estimate of Propo-
sition 4.1 similar LP — L" estimates where r > p.

Proposition 4.2. Let A be a non-negative self-adjoint operator on L? whose semigroup
is uniformly bounded on LP for p € (py,p1) and satisfies (4.4). Suppose also that ii) of
Proposition 4.1 holds. Then

max (1, \;g)r/p (4.6)

for allp € [2,p1) and all ¢ € [1,00] if N <2, q1 € [L,00) if N =2 and q1 € [1,25)
if N > 2.

—sA
||XB(x,r)€ ||p—pq1 < U(l’,?")%”pql[
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4.2. Off-diagonal estimates

Proof: Let u € D(A,) N LP. Since we assume t,(u) € D(AY?) we can apply ii) of
Proposition 4.1 to ¢, (u) (with the conditions there on ¢). This gives

C
Itotan s < s P2l A2, ()]

v(x, )20

Using (4.4) we obtain

p/2 /2 1/2 (p—1)/2
X8l < o( 1) lal 72 4 | Apul [}/l [P~72]

Take f € L? N LP and apply this inequality with u = e™*4f. Since the semigroup is
uniformly bounded on LP for all p € (p|,p1) and bounded analytic on L? it is well
known by complex interpolation arguments that it is bounded analytic on LP. Hence
[|A,e ¥ ]|, < Ct71|| f]],- Thus we obtain

p/2 <

—sA
IXB@ne ™ fllgpe < o)

r p/2
1+¢Jnﬂu.

This is exactly (4.6) with ¢; € [1,00] for N < 2, ¢; € [1,00) if N =2, and ¢; € [1, 125)
it N > 2. O

Off-diagonal L? — L? estimates® are in general not difficult to prove by means of
multiplicative perturbations. By such estimates we mean

Ixre A xp|lzs < Cem" B/ (4.7)

for E, F subsets of the metric space (X, p) and ¢ > 0. Assume now that such estimates
hold. Since, by assumption, the semigroup is uniformly bounded on L? for all p €
(p},p1) we obtain from the Riesz-Thorin interpolation theorem LP — LP off-diagonal
estimate

Ixre X plpp < Cem"BD/ (4.8)

for all p € (p}, p1). The previous proposition implies L — LP? estimates

C
—tA
IXBEvHe Xwyoll-re < oo (4.9)

for all p € [2,p1) and ¢ € [1,qo) with go = 00 if N <2 and ¢ := 5 if N > 2.
Using again the Riesz-Thorin interpolation theorem, (4.8) and (4.9) imply

-y < —epP @)/t
s vme™ Xownll—ra < T

We have then proved

3also called Davies-Gaffney estimates
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Chapter 4. Riesz transforms of Schrodinger operators on manifolds

Proposition 4.3. Let A be as in the previous proposition and assume that (4.7) holds.
Then

C 2
—tA 2 —epP(zy)/t
||XB(x,ﬁ)€ XB(y,\/i)HT—S < U(l’, \/%)%,36 Y (4.10)

forallt >0, z,y € X, allr € [2,p1), s € [r,rq0) where go = o0 if N <2 and gy = %
if N > 2.

By duality one has similar estimates for ||x z(, 5e " Xpgy.valls—r with v(y, Vi)
instead of v(z, /1) in (4.10). Again, p’ denotes the conjugate exponent of p.

Theorem 4.4. Let (X, p, 1) be a measured metric space satisfying the doubling condi-
tion (4.2) with some constant N > 0. Let A be as in the Proposition 4.2 and assume
that (4.7) holds. Then the semigroup (e~*4);~¢ extends to a bounded analytic semigroup
on LP for all p € (pf, po) where py := p1qo and qo = 0o if N < 2 and gy = % if N > 2.

Proof: From Proposition 4.2 we have

e_tA res S — .
||XB(Q?,\/E) XA(:L‘,\/E,]{Z)H - U(:U, ﬁ)’}’r,s

Here A(z, v/, k) is the annulus
Az, Vt, k) = B(z, (k + 1)Vt) ~ B(z, kVt).
Interpolating again with (4.7) yields

C 2
e—tA s < e—Ck
||XB('T7\/E) XA(I,\/Z,’C)H - U(l’, \/¥)'Y'r,s

(4.11)
for all 7 € [2,p1) and all s € (2, p1qo), Where go = 00 if N < 2 and ¢y = 5 if N > 2.
Since the semigroup is bounded analytic on L? for p € (p/, p1) we can apply [6] Theorem
1.1 to deduce that the semigroup is bounded analytic on L? for all p € (2, p1qo) = (2, po)-
The case p € (pj, 2) is obtained by duality.

Note that we can also argue as in the proof of Proposition 4.9 below to obtain the
boundedness of the semigroup on LP for p as above. Analyticity on L follows then
from analyticity on L? by a classical complex interpolation argument. O]

We shall see later that the estimate of the previous proposition holds for r and s
smaller than 2. Before proving this, we first need the following lemma.

Lemma 4.5. Assume that X satisfies the doubling condition (4.2) for some constant
N > 0. Fora,r,s >0, and x,y € X, set

B B @ _PA(B(wr).B(zr
J ::/ (1 + ,0< (ZE,T), (Z)T))> e~ ¢ (5( S)B( ))d,u(z).
X

Then T N
J < Cu(zx,r) lmax (1, \/fﬂ . (4.12)
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4.2. Off-diagonal estimates

Proof: By splitting the integral J into two parts as Ji + Jo := [p00 + [x\B2r Ve
see that the first term is bounded by Cv(z,r) and then it remains to treat the second
one. Therefore, we assume in the sequel that p(z, z) > 2r.

It is clear that

<1+P(B(x,rl,3(z,r)))a _ <1+p(3<x>7”\)/,§B(z,r))\i§>a
< [, Y5)|"(1 4 2B B

NG

Using this, we obtain (with some constant ¢ > 0 slightly smaller than the one in J)

a 2 x,r), z,T
Jy < C{max (17 \f)] /X e—cﬂ (B( S> B( ))d,u(z).

\B(z,2r)

Assume that /s < r. Then

_p2(B(z,r),B(2,))
Jo < C e © w2 du(z),
X\B(z,2r)

and since
p2(B(SL’,7‘)7 B(Z,T)) 2 p<$72)2 + 4T2 - 47’p(l’,2)

we end up with
2(372)

Jy < C'/ e ‘ du(z).
X
The standard argument which consists in decomposing X into annuli A(z,r,1) gives

_ Pl o—ct?
[T ) < oy e

=0 Y lr<p(z,2)<(+1)r

< Cie‘dzv(x, (l+1Dr) < Cu(z,r).

Assume now that /s > r. Then

el _ (P2 2r
5ho< oYy / e CF E du(z)
r = is<p@ <t )vs
< OO 1) el
< O<£>G+N (2,7).
T
This proves the lemma. O]

Using the L? — L? off diagonal estimate (4.7) and interpolation arguments we can
deduce LP — L4 off diagonal estimates for X p.ne **Xpw.n for p € [2,p1). Now we
prove such estimates for all p € (pj, po). More precisely, we have
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Chapter 4. Riesz transforms of Schrodinger operators on manifolds

Theorem 4.6. Let X and A be as in Theorem 4.4. Then for all r,s > 0, and p €
(P, po) and q € [p,po)

5

- O b — T r))/s
IXBEne Xl lp—q < (max( )) e=r*(B@n.Bur)/s  (413)

v(x,r)IPa

I

Sl

where C, ¢, and (3 are positive constants.

Proof: We first prove the theorem for p = 2. That is

%

HXB(r,T)eisAXB(y,r) lo—g < max(

Y

>)ff€sz(B(z,m,B(y,m/s, (4.14)

=

O (
v(x,r)12a
for ¢ € [2,po).

From Theorem 4.4 and (4.7) we obtain by the Riesz-Thorin interpolation theorem
the LP — LP off-diagonal estimate

Ixre X plpp < Cem" (ED/, (4.15)

for all p € (pj,po). Given p € [2,p;). Using once again interpolation we obtain from
(4.6) and (4.15)

_ ep®(B(,1),B(y,r)

C r.1°
—sA R s
IXB@ne " XBEmllp-pu < (@, r)m [maX(l, \/5)] € (4.16)

for all p € [2,p1) and u € [1,¢qy) = [1, %) Here 6 is a positive constant depending on
p and u.

On the other hand, using (4.15) for py — ¢ and LP*~¢ — LP>¢ estimate obtained from
(4.6) we obtain by interpolation LP — LP°~¢ estimate as in (4.16) with p € [p1,po) and
pu = po — &(~ po).

For N <2 (4.16) is the L? — L* off-diagonal estimate for all s € [2, 00).
For N > 2 we consider two cases. The first one is when p; < 2¢y = ]\2&[2
one is when 2qy < p;.

Let us treat the first situation. Let 2 < r; < p; < 2¢p and u < gy (u is close to
qo). We have from (4.16) L* — L™ and L™ — L™ off-diagonal estimates. We use a
composition argument to obtain L? — L™ estimate. For this, we need the following
lemma (see [9] Lemma 3.4)

and the second

Lemma 4.7. Let X be a metric measured space satisfying the doubling condition. If
R, S are two linear operators, we have

1S ][p—q < C/X 1 BX B [lm—al X B(,5)Sllp—mv ™ (2, inf (1, 5))dpa(2)
forallr,s >0 and all 1 < p <m < q < oo, where C is independent of R, S,r,s.
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4.2. Off-diagonal estimates

Set R := XB(x,r)e_% and S = e_%XB(W). Then for all u € [1, qp) (we are interested
by u close to qp),

| |XB(x,T)€_SAXB(y,r) | |2—r1u

_sA _sA _
< C/XHXB(:v,r)e 2XB(z,r)‘|r1—r1uHXB(z,r)€ 2XB(y,r)||2—7“1U 1(2’,7‘)(1,&(2)

0
o cd?(B(z,r),B(z,r)) _ cp’(B(z,r),B(y.r))
st )] g
X

< d
— v(x,r)rne v(z,r)zntl Hz)
0
C, 2 x,Tr zZ,T
< O[mm(l’ x%)] JRELLER L) / e — (=) (4.17)
= U($’T)'yr1,r1u X v(z’,r)’m,rl—i-l /’l’ . .

Using the fact that B(z,r) C B(z, 3r+p(B(z,1), B(z, T))) and the estimate (4.2), we
deduce that

1 C
<

B B N
¢ (3, BBl s
v(z,r) = v(z,T) r
Employing this in (4.17) yields
(1L5)]
C’[max 1, =~ }
_s Vs _ ep*(B(@.1).B(y.r)
X8 Xpmnlla-ru < e e (4.19)

U(I7 T)’YQ,Tlu‘i‘l

where

e

du(z).

Now we use Lemma 4.5 and obtain L? — L™ off-diagonal estimate for all r; € [2,p;)
and u € [1,qp). This is (4.14) for all ¢ € [2,py).

Now we move to the second case, i.e., 2q0 < p1 < po := p1qo. This is handled in a
similar way as before. Indeed, if we choose 2 < py < %, then we have the estimate
(4.16) for L? — LP2 and LP> — L3 for p; < p3 = pou < paqo. The previous lemma
gives the L? — L3 off-diagonal estimate. With several iterations we obtain L? — L™
off-diagonal estimate for some € [p1,py). As explained at the beginning of the proof,
for such r, we have L™ — LP~¢ off-diagonal estimate. Again, the composition argument
yields L? — LP°~¢ and we obtain the desired estimate (4.14).

By Theorem 4.4 and the Riesz-Thorin interpolation theorem, we obtain from (4.14)
the estimate (4.13) for p € [2,po) and ¢ € [p,po). Now if we take p € (pj,2), then by
duality we have from (4.14) the LP — L? off-diagonal estimate

J::/ (3_|_ d(B(ﬂfﬂ"),B(z,r))>N(vz,r1+1)

r

—s C r 5.\” —¢ x,r r))/s
[ XB(re AXB(y,T)||p—2 < <maX( \/_)> e=cp*(B@).Bly.r)/s (4.20)

U(y,’f’)’ﬁﬂ \/g’ r

We argue as before by a composition of (4.20) and (4.14) for g € [2,pg) and end up
with

Y

5

)>ﬂe_cp2<3<x,r>,s<y,r>>/s, (4.21)

( max (

Sl

—sA <
||XB(:1:,7")6 XB(y,r)”p—q > ’U(y,T)’Yqu
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Chapter 4. Riesz transforms of Schrodinger operators on manifolds

It remains to see that v(y,r) in the RHS can be replaced by v(x,r) (after changing the
constants ¢ and 3). Indeed, by the doubling property,

v(z,r) < C’v(y,r)[l—i—p(x’y)]N

< Co(y,r)[1+ p(\x/’gy)]N(maX(l, \;E)N
p(B(x,r), B(y,r)) 2r.y A ﬁ N
P00 4 2N (0, L)
p(B(x7T)7B(y7T))]N(maX< r \/§>N
7 )

Once this inserted in (4.21) we obtain (4.13) for p € (pf,2) and ¢ € [2,po). The case
q € [p,2] is obtained by duality of the case 2 < p < ¢ < po. Hence we have (4.13) for

all p € (ph, po) and ¢ € [p,po). [

Corollary 4.8. (see also Proposition 2.1 in [9]) Let X and A be as in Theorem 4.4.
Forp € (pl,po) and q € [p,po) we have for allt >0

< Co(y,r)[1+

< Co(y,m)[1+

»
B
=

C 2
—tA —ck
| |XA(‘T:\/ZJ€)6 XB(%\/E) | |p—q S U(Jf, \/%)’Yp,q € ) (422)
C
ok (4.23)

6715,4 B < - ¢ ,
HXB(x,\/i) XA(m,\/E,k)Hp qg > v(x,\/f)‘ﬁw
9j+1 B e
CARE )) et (4.24)

—sA - -
IXC;@m e XBarlp—q < (@, 1) <maX N

Proof: Using the obvious fact that

—tA —tA
HXA(x,\/Z,k)e ' XB(m,\/i)pr < HXB(x,(kH)\/z)@ ! XB(;U,(JCH)\/E)prq

and the previous theorem we obtain (for some constant [3)

C
o tA <= (k+1)P
HXA(m,\/ak) XB(x,\/i)Hp q = vz, \/f)vp,q( )
By (4.15) we know that

_ ek
HXA(r,\/Z,k)e tAXB(m,\/Z)HP—P < Ce*
and we use interpolation to obtain (4.22). The arguments are similar for (4.23) and

(4.24). 0

We finish this section by showing that L — L? off-diagonal estimates for p < ¢
imply that (v(.,v/t)"1e )50 is LP — L7 bounded. What we prove here follows also
from the results in [9] but we shall give details for the sake of completeness.

Proposition 4.9. Let X and A be as in Theorem 4.4. Then for all p and q as in the
previous theorem,

[lo(., V) rae ],y < C.
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4.2. Off-diagonal estimates

Proof: By Corollary 4.8 we have

C 2
e~k

—tA
IXBEvHe " Xa@vimllp-a < BERVOLT (4.25)

Using the fact that if z € B(z,vt), v(z,V/t) is equivalent to v(x,v/t) (by the doubling
condition), we obtain
||XB(I,\/£)U(-a \/%)vp’qe_tAXA(x,\/E,k)ﬂ |3

= [ Waon (D VI P i (2)F () (2)
< Ce | flle. (4.26)
So we can write
o, V) Paet 7
_ /X v(z, VO oz, V) ule, Vi) e A f () |7d ()
= [ o@D [ a2 o, VI e f (@) fdu()
< C [ ol VD p e Ve fad(2)
v<.,ﬁ)*l/qrrxg(_,@v(.,ﬁ)ﬁp*qe*mfuq

- C (4.27)

q

Let us now estimate v(z, \/I_f)_l/qHXB(z’\/g)U(., Vi) rae A f||.. By (4.26) we write

vz VO I v VE e
< U(Z7 \/g)—l/q Z ||XB(z,ﬁ)U<" \/E)’Yp,qe—tAXA(z,\/ﬂk;)qu
k

_ k2
CU(Z7 \/E) 1 Z e g HXA(Z,\/E,k)f’ ’p'
k

IN

Hence
v(z,f)’l/qHXB v Ve A g
< CZ@ ck k—l— )\/Z>71/q”XB(z,(k+1)\/i)f"P'

Inserting this in (4.27) we obtain

[lo( VO e fl], < CZ o

(s (6 + DV 7 X v o .

Then using the Minkowski inequality we estimate

v(, (B + DV X0 v fllo
q

UX |f($)‘p(/x Xy, e+ 1)ve) (20 (Y, (k + 1)\/5)1du(y)>

Qs
S =

d,u(x)] :
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Thus,

_1
v, (B + DV xp v ll|| < 11l

q

and we come to

(o, VP2 f] |, < Ol FIL Yo e < C| f]],-

k
[l

Let us point out that all the results in this section hold with the same proofs if A
is considered on L?(Q2) with © any open subset of X. The volume v(x,r) appearing
in the estimates is the volume of the ball B(x,r) in X and not the ball in . When
(X, p, ) satisfies the doubling condition, (2, p, ) does not necessarily satisfy the same

property.

4.3 The Schrodinger operator and the associated
Riesz transforms

In this section we give applications of estimates proved in the previous one. We
prove that these off-diagonal estimates are verified by the semigroup associated to the
Schrodinger operator with signed strongly subcritical potential. Then we apply these
estimates to prove the boundedness of the associated Riesz transforms on LP for p < 2,
and their boundedness on L? for p > 2 with additional conditions on the potential.

4.3.1 The Schrodinger operator on L2

Let M be a complete connected Riemannian manifold. Let A be a Schrodinger
operator —A+V on L? = L?(M), where —A is the Laplace-Beltrami operator and the
potential V' : M — R such that V =V —V~ (where V' and V'~ are the positive and
negative parts of V', respectively). The operator is defined via the sesquilinear form
method. We set

a(u,v) = /M VuVodu + /M Vtuvdp — /M V uvdp,

with domain

D(a) = {u e W“(M),/ VHaldy < oo}.
M
Here we assume VT € L} (M) and V~ satisfies (for all u € D(a)):
/ Voutdu < o [/ |Vu|2d,u—|—/ V+u2d,u} +ﬁ/ u?dp (4.28)
M M M M

where o € (0,1) and § € R. By the well-known KLMN theorem (see for example [19]
Chapter VI), the form a is closed (and bounded from below). Its associated operator
is A=—A+ V. If in addition # < 0, then A is nonnegative.

Following [14], we take the following definition
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4.3. The Schrodinger operator and the associated Riesz transforms

Definition 4.10. We say that the negative part V=~ is strongly subcritical if there exists
an 0 < a < 1 such that

/ Voutdu < a{/ |Vu|2d,u+/ V+u2d,u,} (4.29)
M M M

for all w € WY2(M) such that [,; VT u?dp < oo.

Assume now that V™ € L} and (4.29) holds. Set A = —A + V the Schrédinger
operator defined above. Thus A is a non-negative operator on L*(M). In addition

(Au,u) :/ ]Vu]%iu—l—/ V*quu—/ Voutdu > (1—a)/ [Vul*dp.
M M M M
That is,
1
Il < vz (430
Thus, the Riesz transform VA~'/2 is bounded on L?(M).

We also observe that, V'~ is strongly subcritical means that V=~ < a(—A + V™)
which is equivalent to

1—
A=-A+VH-v-—>-"%y- (4.31)
o
Also the fact that « € [0,1) gives
A>(1—-a)Vt. (4.32)
Summing (4.31) and (4.32) gives
1-— 1-—
A> 2wty v) = 20‘|V|. (4.33)
This means that
1 -« l -«
Auv) > —2(V]u,u) = / V|u2dp.
() = LWy = 50 [ intan
That is,
2
V20l < 2142l (434

So we can conclude that
IVulls + [[V]Y?ulls < Cll(=A + V) 2uls
if V= is strongly subcritical. Then by a duality argument we have
IV7ullz + [V 2ullo & (=4 + V) 2uly

if V'~ is strongly subcritical.

As in [1] we obtain the following L? — L? off-diagonal estimates (see also [13] for
the first estimate).
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Chapter 4. Riesz transforms of Schrodinger operators on manifolds

Proposition 4.11. Let A be the Schridinger operator with potential V.=V — V-~
such that V* € L}, and V"~ satisfies (4.29). Then for all E and F subsests of M and
allt >0

(Z) ||XF€7tAXE||2_2 < e’Cd2(EvF)/t’
(i) ||xpViVe Axp|las < Ce e (EF)/E

(iii) ||xpvEV['2e Axp| |y < Ceme BRI,

4.3.2 [P Estimates

In this subsection, we verify that the Schrodinger operator with potential V' such
that V'~ is strongly subcritical satisfies the assumptions of Subsection 4.2.2. Therefore
its semigroup satisfies the LP — L7 off-diagonal estimates proved there.

Proposition 4.12. Let A be a Schrédinger operator with V™ € L}, and suppose that
V= satisfies (4.29) with some constant o € (0,1). Then the associated semigroup is
uniformly bounded analytic on LP for all p € (py,p1) where py := ﬁ

This result follows from [21], Theorem 3.2. The semigroup is even a contraction
one on L? for p € (p/,p1). In order to understand this, note that for a smooth function
u?

(— A, [ufPsign(u)) = “(ﬁ;”waurp/?sign(u)), V(Jusign(w))).
Therefore,
4(p—1

(Au, [ul"~ sign(u)) : (V(Jul"sign(w)), V(|Ju"*sign(u)))

p2
HVH P2, ulP2) = (Vul??, )

4(p —

> (2 ) (9l signa). V(ul signu) |

This extends by density arguments to all v in an appropriate domain of A as an operator
in LP. This explains why A is a dissipative operator on L? for p such that % —a >0,

i.e., for p € (p),p1) with p; = ﬁ For more details, see [21].
The previous inequalities show also that

(Au, [ulP~tsign(u)) > C(AY?|ul?/*sign(u), AY?|ulP/*sign(u)), (4.35)
which gives (4.4).

Theorem 4.13. Assume that the manifold M satisfies the doubling condition (4.2)
and the heat kernel of the Laplace-Beltrami operator satisfies the Gaussian upper bound
(4.8). Let A be the Schridinger operator with V™ € L},. and V™~ strongly subcritical.
We have following properties.

1) The semigroup (e=*1) extends a bounded analytic semigroup on LP for allp € (pj, po).
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4.3. The Schrodinger operator and the associated Riesz transforms

Here py = 0o if N <2 andpoz(ﬁ)]v]iz if N > 2.

2) For allr,s >0, z,y € M and all p € (py,p0), q € [p,Po)

Y

oA VS (B B
Iototene ™ Xstunllo-s < yrys (7, ) e

C 2
—tA —ck
e g e
||XA(x7\/i,k) XB(J:,\/Z)HP q = "U(w, \/E)'YP»‘J
C —Ck‘z

—tA
||X3(x7\/g)€ ! XA(x,\/Z,k)Hp—q < We )
(., VE)Pae ™ |,—g < C.

97+, \/g ))ﬁ 402
e

C
—sA
||XC’]-(:U,7’)6 XB(Q:,T)HP—Q < W(max( \/g ) 2j+1p

Proof: By the previous proposition and (4.35) we can apply the results of the previous
section (Theorems 4.4, 4.6, Proposition 4.9 and Corollary 4.8). The missing thing at
this stage is property ii) of Proposition 4.1 for A. Since the heat kernel of —A satisfies
the Gaussian bound (4.3), it is easily seen that

N
1

C t
—sAg
€ —00 S () )
||XB(£,\/E) ||2 ’U(:E,\/l_f)l/2 s

for all 0 < s < ¢. Thus, estimate i) of Proposition 4.1 holds for —A and this implies
i1) for —A. As explained before, the Riesz transform of A is bounded on L?, hence

I(=2)"2fll2 = [V f]l2 < CIAY?]|2.

This implies that property ii) of Proposition 4.1 holds for A. O]

4.3.3 LP — L? off-diagonal estimates of Ve 4 and |V|'/2¢~54

In this subsection, we combine the L? — LP off-diagonal estimates of the semigroup
with the L? — L? off-diagonal estimates of Proposition 4.11 to obtain the following
result.

Theorem 4.14. Let M be a complete Riemannian manifold where (4.2) and (4.3)

are satisfied. Let A = —A + V be a Schridinger operator with V™ € Li. and V™

strongly subcritical. Denote by Ty either \/sVe 4 or /s|V |24, Then T, satisfies

the following LP — L* off-diagonal estimates for all p € (p},2], where py =1 if N < 2,
_ 2N a

Cq(r,s) _.2B@n.Bwn)

||XB(SC7T)TSXB(y,7")||p—2 < We s , (436)
Cq(r,s)l° 2.2

||XA(x,r,l)TsXB(a:,r) | |p—2 < We s, (437)
Cy(r,5)2° _ w2

||X0j(a:,r)TsXB(x,r)||p—2 < WB s (438)
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Chapter 4. Riesz transforms of Schrodinger operators on manifolds

where g(r, s) := (max(\} *{)) for some positive constant 3. We recall that A(z,r, k) :=

B(z, (k+ 1))\ B(x,kr), Ci(x,r) := B(z,4r), Cj(z,r) := B(x,27'r) \ B(x,27r) for
Jz2.

Proof: Let us take T, = y/sVe™*4. The proof is the same for T, = /s|V|/2e=54.
First, we prove (4.36).
By Theorem 4.13,

Cy(r,s) _ed?(BGn.Bw.r)

—sA
IXBGme XB(y7T)||p—2§W€ s (4.39)

for all p € (p},2]. We also have the L? — L? off-diagonal estimate (ii) of Proposition
4.11, which gives

XBr)VSVE X b la—a < Ceme Pl B/ 4.40
(z,r) (27)
Now, as before, we use Lemma 4.7 and write

’ |XB(z,r) \/gveisAXB(y,r) ’ ’p72
_sA _sA _
S C/ ||XB($,7")\/EV€ 2 XB(Z,T‘)H2—2HXB(Z,7")6 2 XB(y,T)Hp—ZU 1(Z,T>d,u(2).

We employ (4.39) , (4.40), and (4.18) to obtain

Cy(r,s) _c(Ban.Bwr)

RO 1, (4.41)

‘ ‘XB({E,T‘) \/gve_SAXB(y,T) | ‘P*Q <

where

d(B B Nw2tl)  a2(By,r).Blr
]::/ (1+ (B(y,7), (w))) e O
M r

Now we use Lemma 4.5 and obtain (4.36).
Now, we check (4.37).
By (4.36), we have

X a@r) TsX B lp—2 < ||XB () TsX B, (1)) | [p—2
< Cg((l+1)r,s)
- v(x, )2
< Cyg(r, s)l” s)1°

o, ryee
By Proposition 4.11

l2T2
| Xa@r) TsXBar)||2—2 < Ce™ 7. (4.42)
Therefore, (4.37) holds by applying the Riesz-Thorin interpolation theorem.
The latter arguments work also for (4.38). O
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4.3. The Schrodinger operator and the associated Riesz transforms

4.3.4 Boundedness of Riesz transforms VA~'/2 and of |V|'/2471/2
on [P, p<?2

Having the main tools for the Schrodinger operator A = —A +V*+ — V™ we can
prove the boundedness of VA™Y/2 and of |V|Y/2A7Y/2 on LP for all p € (1,2] if N < 2,
and for all p € (p}, 2] if N > 2. More precisely,

Theorem 4.15. Let M be the Riemannian manifold with assumptions (4.2) and (4.3).

Let A be the Schridinger operator with signed potential V' such that V¥ € L}, and

V= satisfies (4.29). Then the associated Riesz transforms VA™Y% and the operator

[V|Y2A~Y2 are bounded on LP for all p € (1,2] if N < 2 and for all p € (p),2] if
!/

R 2N
N > 2 wh@']’@ p6 = (W) .

Proof: To prove this result, we prove that VA2 and |V|/2A71/2 are of weak type
(p,p), then using the boundedness on L? and the Marcinkiewicz interpolation theorem
we deduce the boundedness on LP for the suitable range of p. To prove that VA~1/2
and |V[/2A71/2 are of weak type (p,p) we apply the following theorem from [7]. The
formulation here is taken from [2].

Theorem 4.16. Let p € [1,2). Suppose that T is sublinear operator of strong type
(2,2), and let (A,),~o be a family of linear operators acting on L?. Assume that for
J > 2 and every ball B = B(z,r),

(e Lo = a0r) <) (s L)

and for j > 1

(o Lo |Arf!2>1/2 <o) (s [ 117) " (44

for all f supported in B. If ¥ =3 g(j)2N7 < oo, then T is of weak type (p,p), with a
bound depending only on the strong type (2,2) bound of T, p, and 3.

Set T := VA2 (the case T = |V|'/2A71/2 is treated in a similar way). We prove
assumptions (4.43) and (4.44) with A, = I — (I — e ") for some integer m large
enough. The following arguments are very similar to those in [2] Theorem 4.2 and [1]
where some elliptic and Schrédinger operators are treated on the Euclidean space.

We prove (4.44) by using the estimate of Theorem 4.13. For f supported in a ball
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Chapter 4. Riesz transforms of Schrodinger operators on manifolds

B = B(z,r),

1
w“AerLQ(Cj(M))

k+1 _—kr?A
- (q; 23+1 1/2“2( ) )"e Fllz2 ey
—kr2A 2(
’U(Z‘,T)I/Q 1; <l€> | fH Cj(z,r))

c 1 j+1 _—cdl
v(z,r)/2v (x r)7p22] e f v

()

From this it is clear that (4.44) holds with g(j) = Ce™*¥.
It remains to check the assumption (4.43). Fix f € L? supported in a ball B. We
know that

IN

<

VA—1/2f _ C«/Oo Ve—tAf\c?%
0

and hence
o0 dt
VA_1/2([ . e—TQA)mf _ CA ve—tA([ . 6—7‘214)171]1‘W
= C’/Oo g2 () Ve A fdt
0
where
_ i kX(t kr2>0)
2 =

By Theorem 4.14

02]6 S 4J7‘2 dt
.”VA_l/zI—A,, s < 7/ 2 t T—
X, (@) ( )xBllp—2 < oo Jo g2 (t)g(r B)le™ =7
C2158
= — I
v(m,r)vw( 1+ 12),
where 1y
m+1 472 dt
I —/ 2 t T
= [ lae gt le S
and

0 492 dt
hom [° loetgtr ol L
2= . 92 (t)g(r t)le™ =7

m+1)r2
We observe that (see [2] p. 27)

C
r2(t)| £ ——=

if kr®<t<(k+1r*<(m+1)r
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4.3. The Schrodinger operator and the associated Riesz transforms

and
|g,2(t)] < Crm™e=™= Y2 if > (m+ 1)r?

Using this we have

oy 4]7" dt (k+1)r? 4ir2 dt
- [ S gt e
1 0 (\/g) 2 92 (T >|6 \/?_f

-
iB ¢
= 2 / u1+ﬁ/2

DR (k+1)r2
+ Crte=e¥ Z

1 Vi
=V Sk r

max(\%, Vo(t — kr?) 24
< Ce Y,

On the other hand, the obvious bound A\*e=* < C for any positive a gives (here we
choose o = m large enough)

I, < C’r2m/ e 1max(
(m+1)r2

Vi

< C4—jmr2m—2m—,8/oo t_m_1+§+mdt

(m+1)r2
= C'47m,
We obtain from these estimates
— C j —'4J —jim
||X0j(mvr)VA 1/2(1 — A)xsllp-2 < v(x, )2 2]B<€ Y )-
This shows (4.43) and proves the theorem. ]

Remarks: 1) As explained in [1] in the Euclidean case, the value pj is optimal in
the sense that the Riesz transform VA~'/2 is bounded on L? for p € (p}, 2] and could be
unbounded on L? for p < p;. The reason is that this value is also optimal for existence
of the semigroup e~ on L? for p € (p), po).

2) Suppose that N > 2 and V'~ satisfies (4.29). Suppose in addition that V'~ € K (M),
that is, for any € > 0 there exists a compact set K C M and § > 0 such that

sup [ G(z,y)|V™(y)ldu(y) < e

zeM J K¢
where G(z,y) is the Green function, K¢ := M \ K, and for all measurable sets B C K
with pu(B) < 9,

sup | G(z,y)|[V™(y)ldu(y) < e

zeM /B

Suppose also that L?-Poincaré inequalities hold. Then using the results in [28], it
follows that the heat kernel of A has a Gaussian upper bound. Therefore, Theorem 5
in [26] shows that VA~Y2 and |V|"/247Y/2 are of weak type (1, 1) and they are bounded
on L? for all p € (1,2].
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Chapter 4. Riesz transforms of Schrodinger operators on manifolds

4.3.5 Boundedness of VA™! and (—-A)A™! on L?

Let us first recall again the notation py = (17\/2@)% if N > 2 and py = o©
otherwise.

Proposition 4.17. Let M be a complete Riemannian manifold for which (4.2) and
(4.3) hold. Let A be the Schrodinger operator with signed potential V' such that V't €
L}, and V= satisfying (4.29). Assume that, for some ry,1r9 > 2

V V

J o V)T o(V/E)B

Set r = inf(r1,72). Then VA™ and (—A)A™" are bounded on L? for all p € (py, ;22-)
if N>2andpe (1,r)if N <2.

ds < 0. (4.45)

T2

ds < oo and /OO
1

T1

Proof: Let us write?
o
Al :/ e *ds.
0

By Holder’s inequality,

VA ey < C [T NIVl pds

1 V 1
< [ || Nl VB )y gds
0 My(.,/s)m lin
o0 V 1
+ C/ —— 1 ||U(-a\/§)T2€ |lp—g2ds,
Lolly(l,y/s)m2 lr2
for all p € (pp, po) such that % — q% = % and % — qu = % Proposition 4.9 applied to A

gives (note that v,, = % and 7,4, = i)

[o(., Vs) ey < C (4.46)

for pf, < p < g < po. We choose ¢; and ¢ close to py and using (4.45), we deduce
1 V o0 V

C / ds +C / 1
0 1

C

VA, —
o V(. /5)

IA

ds

T2

1

o(.v/5)

T1

<

for all p € (pp, ;222-). Finally, for u € L’nrLr
(=) A ]l = [I(FA+V =V)A |,
< lullp + ||VA_1U||29
< Cllullp-

]

we use A~! for simplicity. In principle we should replace in this formula A by eI + A, the estimates
we prove below are uniform with respect to €, we then let ¢ — 0.

4
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4.3. The Schrodinger operator and the associated Riesz transforms

Remarks. 1) Assume that v(z,t) ~ ¢V for all z € M with N > 2. Then (4.45) means

that V € LY 5N L2 for some e > 0. Assume also that L2-Poincaré inequality holds.
The conclusion is then VA~ and (—=A)A~! are bounded on L? for p € (pj, 2§§fN)
In this case, the heat kernel of A = —A + V™ is dominated by that of —A (see [1]),
therefore it has a Gaussian upper bound (4.3). This means that py = co and we obtain
boundedness of VA~ and (—A)A™! on L? for p € (1, N/2). For related results with
conditions that VT in a reverse Hélder class, see [27], [3] and [5].

2) If L*:-Poincaré inequality holds and V= is such that the heat kernel of A has a
Gaussian upper bound (see the remark at the end of the previous section). Then
(4.46) holds for all p < ¢ € (1,00). This means that there will be no restriction on ¢
and go in the previous proof. With the same assumptions as in the previous proposition,
we end up with VA™! and (—A)A~! bounded on LP for all p € (1,7).

4.3.6 Boundedness of VA2 and |V|/2A7Y2 on L? for p > 2

In this section we study boundedness of the Riesz transform of A on LP for p > 2.

Theorem 4.18. Let M be a complete Riemannian manifold with (4.2) and (4.3). Let
A be the Schridinger operator with signed potential V' such that V* € Li. and V~
satisfying (4.29). Assume that, for some ry,19 > 2

V]2 ds _

I8 e b

If N < 2, then the operators (—A)Y2A~Y2 and |V|1/2A*1/2 are bounded on LP for all
p € (1,r), where r = inf(ry, rq).

If N >2, then (=A)?A7Y2 and [V|'?A™Y2 are bounded on L for all p € (pg, 2).
In particular, if the Riesz transform V(—A)"Y2 is bounded on LP for all p € (2,6),

then VA2 is bounded on LP for all p € (P, Inf (L2, 9)).

Proof: The case p € (p}, 2] was already studied in Theorem 4.15, so we consider only
p > 2. We prove that I — (—A)Y2A71/2 is bounded on L? for all p as in the theorem.
Let Ay := —A and write

ﬁ<oo and /

ri VS

’V|1/2

72

[—AZA™E = AI(A;7 - A°Y) (4.47)
- 0/ AZ(I + tAg)” 1t—adt—o/ 214+ tA) U d
= O [T A (U4 A0 = (1 ) ) 2 (4.48)
Take Ay and A two operators such that
ap(u,v) :=< Apu,v > and a(u,v) =< Au,v >
where <, > is the pairing between D(ay) and its dual (or D(a) and its dual). Note

that D(Ag) := D(ag) = W2 and D(A) := D(a) = {u € W2 [VT|u* < co}. Here
ag and a are the sesquilinear forms associated with Ay := —A and A, respectively.
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Chapter 4. Riesz transforms of Schrodinger operators on manifolds

The operator Ay restricted to D(Ag) is Ag, and A restricted to D(A) is A. Also the
restriction of (I4+tAg)~! to L? coincides with (I+tAp)~*, and the restriction of (I+tA)~!
to L? coincides with (I +tA)~!. See, e.g., [24] Chapter 1.

Set G(t) the following difference:

G(t) = A1/2<(I +tho)t — (T + tA)—l)
= tAYP(I +tA) (A — Ag)(I + tA)"
LAY (T + tAo) 'V (I + tA) ™
Since D(A) C D(Ay), G(t) is well defined. For f € L?> N LP we write
G f = tAY (I +tAy) V21 + tA)) 2V |[\PsignV| V|21 + tA) " f.  (4.49)

We estimate the norms of each of the following operators: Aé([ + tAo) 2, (I +
tAo) 2 |V|2, and |V]2(I + tA)™!

We begin with the first one. Since Ay is sectorial, the operator tAy(I + tAg)~! is uni-
formly bounded on LP for all p € (1,00). Set ¢(z) := 22(1 + 2)"2 — (1 + 2)~. Then
¢ is in H§® where H{° is the set of H* functions that are regularly decaying at 0 and
oo. Thus ¢(tAg) is uniformly bounded on L? for all p € (1,00) (see for instance [20]
Chapter II section 9) Therefore we have all t > 0 and all p € (1, 00)

A (I + tAg)™?||,—, < Ct 2 (4.50)

In order to estimate the norm of the second operator, (I 4 tAy)~"/?|V|/2, we argue by
duality. We write

1 _1 —1/2 1/2 _
V2T +tAg) 2 ||g—q < |||V|1/2A0 Y ||q—q||A0/ (I +tAo) 1/2||q—q

By Holder’s inequality, we have

1 -1 s
VR4Sl < c/ V)76, q\[

|V|1 & —sA ds
< No. (., V/s)1eme OHq—th\/g
|V|1/2 Y —sA ds
+ C/ VO 742||U(~7\/§> reze 0||q—qzﬁ
where ¢; and ¢, are chosen such that 1 — L+ =L and 1 - L =1,
q q1 q q2 T2

Since we assume (4.3), we have by Proposition 4. 9
[lo(, v/s)Pre™ %, < C
for 1 < p < ¢q < oo. Therefore,
v
(VA

|V|1/2
71

(. V5)

j‘z (4.51)

V13 A 1=

el
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4.3. The Schrodinger operator and the associated Riesz transforms

Using the hypothesis on V' we deduce the boundedness of |V]1/ 2A, U2 6n L for all
q € (1,7).

Hence t'/2|V|Y/2(I + tAy)~"/? is uniformly bounded on L7 for all ¢ € (1,7), and by
duality

1T+ £40) V2], < 2 (1.52)
for all p € (1", 00). Thus, using (4.50) and (4.52) in (4.49) we obtain for all p € (', 00)
IGO)p-p < CHVIVAI +tA) |- (4.53)
By the Laplace transform,
VI ) ey = | [T 12
p—p

du
< —u/t 174 1/2 —uA
< [ eIV A,

and using (4.48) we obtain

1/2 41 u —u du dt
= Ay < 7 [T e Ve, T
= O [TIVI Ay [ e 2,
0 0

Since [3° e™/'%73/2dt = Cu~'/? we have

1 1 —u
1= AZA ],y < c/ v /2 ﬂupv_

W|1 /2 —uA du

< v \/ﬂ Ypa1 g~ Y o ——=

i MR S

9] V 1 2 du
+ C?/' *J*—L**z; ot VP4
tlo(, vay e Vu

Here we choose m; and ms such that % - m% = % and % - mi2 = %

Using estimate (4.46) and the hypothesis on V', we have for all p € (2, TT; )
|V|1/2 ‘V|1/2 du

1 1 1
M- aia -, < of [

< C.

(., \/—)Tl 7‘1\/_ / .\/ﬂ)% o

Therefore,
145 A™?|p—p < C
forall p e (2, 205-) if N >2and p € (2,7) if N <2.

To obtain boundedness of |V|/247Y/2 on LP we write

|V|1/2A_1/2 — |‘/|1/214(;1/214(1)/214_1/27

and use the boundedness of \V\l/QAal/Q on L? for p € (1,r) which follows from (4.51).
[
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Chapter 4. Riesz transforms of Schrodinger operators on manifolds

As in a previous remark, if L?-Poincaré inequality holds and V'~ is such that the
heat kernel of A has a Gaussian upper bound like (4.3), then we obtain in the previous
theorem that (—A)Y247Y/2 and |V|/247'/2 are bounded on L? for all p € (1,7).

If v(z,t) = tV for some N > 2, then the condition on V reads as V € LN/?=e n [N/2+¢
for some ¢ > 0. Thus if L?-Poincaré inequality holds then the conclusion is that
(—=A)2A7Y2 and |V|Y2A7Y2 are bounded on LP for p € (pj, p’;‘fjfv). Again, py = oo,
the latter interval is (1, N). For non-negative potentials V' that are in a reverse Holder

class, related results are proved in [27], [3] and [5].
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Chapter 5

Analyse sur les espaces a poids

Le but de ce chapitre est d’étudier la bornitude sur les espaces LP(RY  wdz), N > 3,
des transformées de Riesz VA~1/2, des puissances négatives des opérateurs, A=/, et du
calcul fonctionnel holomorphe p(A). Dans tous ces cas A est 'opérateur de Schrodinger
—A —V ou —A est le Laplacien positif et V' est un potentiel positif fortement sous-
critique, c-a-d. qu’il existe un € > 0 tel que A > V. Nous montrons que si le poids w
appartient a certaines classes de Muckenhoupt et de Holder inverse, alors la bornitude
sur LP(RY wdx) peut avoir lieu.

5.1 Préliminaires

Nous commencons ce chapitre par une section dédiée aux définitions, notations, et
théoremes importants constituant les outils de notre étude des inégalités a poids.

5.1.1 Les classes de Muckenhoupt A, A,, et les classes de
Holder inverse RH,

Soit M l'opérateur maximal de Hardy-Littlewood non-centré suivant

M) = s o [ 1)l

B3z

On sait que cet opérateur est de type faible (1,1), c-a-d. qu’il est borné de L'(RY, dx)
dans LY (RY dx). 1l est aussi borné sur les espaces LP(RY, dz) pour tous les 1 < p <
00.

On se demande pour quels poids w, la bornitude de cet opérateur sur les espaces
LP(RN  wdx) a lieu?

Muckenhoupt répond a cette question en donnant le théoreme suivant (voir par exemple

[12])

Théoréme 5.1. Soit 1 < p < oo. L’opérateur maximal de Hardy-Littlewood M est
borné sur LP(RY  wdz) si et seulement s’il existe une constante C telle que, pour toute
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Chapter 5. Analyse sur les espaces a poids

boule B de RY,

(i) G i) <

Soit I, := (—A)~%/2 le potentiel de Riesz et soit M,, 'opérateur maximal fractionnel

suivant
Mo f(x) = sup A
B>x |

o Lty

ot les boules B sont des boules de RY.
Muckenhoupt et Wheeden [16] montrent le théoréme suivant

Théoréme 5.2. Pour0 <a < N,1<p< N/aetl/p—1/q= /N, Uopérateur M,
est borné de LP(RY wPdx),p > 1, dans LY(RY jwidx) si et seulement s’il existe une
constante C telle que, pour toute boule B de RY,

() "Gy o) <

Quand p = 1, M, est borné de L*(RN,wdx) dans LY (RN widx) si et seulement s’il
existe une constante C' telle que, pour toute boule B de RV,

<|;|/Bw‘1(gg)da:>l/q < Cuw(y)

pour presque tous les y € B.
Pareillement, la bornitude de LP(RN wPdx) dans LYRN,widz) du potentiel de
Riesz 1, est caractérisée par les mémes classes de poids.

Rappelons la définition suivante (voir [20])

Définition 5.3. On dit qu’un opérateur T est un opérateur de Calderon-Zygmund si

T est un opérateur linéaire borné sur L*(RY, dx) et s’il existe une fonction mesurable
K sur RN x RN telle que

Tu(z) = /R LK yuly)dy ppx ¢ suppu

pour tout u € L*(RY dx) a support compact dans RY. En plus K satisfait les estima-
tions suivantes:

i) |K(z )| < o5

[z —y|V

.. 8
i) 1K@+ hy) — K(o)] < 20
é
iti) |K (2,y +h) = K(x,9)| < ;5w
pour tous x,y € RN, |h| < |z —y|/2 et pour un § > 0.
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La bornitude sur les espaces a poids des opérateurs de Calderon-Zygmund a été
aussi étudiée. Le résultat est le suivant (voir par exemple [12])

Théoréme 5.4. Soient 1 < p < oo et T un opérateur de Calderon-Zygmund. Alors T

est borné sur LP(RY wdx) si et seulement s’il existe une constante C' telle que, pour
toute boule B de RY,

(o i) Gy f ) <

Définition 5.5. Soit w une fonction positive localement intégrable sur R .
On dit que w appartient a la classe de Muckenhoupt A,,1 < p < oo s’il existe une
constante C' telle que, pour toute boule B de RV,

(o) f o) s

Pour p = 1, on dit que w appartient a la classe de Muckenhoupt Ay s’il existe une
constante C telle que, pour toute boule B de RY,

1
|B|/Bw(x)dx < Cw(y)
pour presque tous les y € B.

On dit que w appartient a la classe de Hélder inverse RH,,1 < g < oo sil existe une
constante C' telle que, pour toute boule B,

<|;| /Bwq(ft)dx>1/q < |iw/Bw(x)dx_

Pour g = oo, on dit que w appartient a la classe de Hélder inverse RH, s’il existe une
constante C' telle que, pour toute boule B,

w(y) < |;/Bw(:n)d:v

pour presque tous les y € B.
On dit que w € A, ,,1 < p < q < 00, s’il existe une constante C' telle que, pour toute

boule B de RY,
1 Vasq , 1/p/
<]B\/ wq(:v)d:v> (\B[/ w? (x)d:v) <C
B B

<|£13|/Bwq(x)dx>l/q < Cuw(y)

pour presque tous lesy € B, quand p = 1.

quand p > 1, et

Voici quelques propriétés de ces classes (voir [11], [12] et [13])
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Proposition 5.6. 1. Ay = Ui<peoo Ap = Uicyeno RH,.
2. Ay CA,CAjoul<p<qg<oo.
3. RHo C RH; C RH, ou1 <p<gq<o0.
4. Pourw e A,, 1 <p < oo, il existe un q € (1,p) tel que w € A,.
5. Pourw € RH,,1 < q < 00, il existe un p € (¢q,00) tel que w € RH,,.
6. siw € Ay alors la mesure wdxr est une mesure Borélienne doublante.
7. 8i1<p<oo,we€ A, siet seulement si w' ™" € Ay.
8. 8Sil<p<ooetl <q<oo,alorsw e AyNRH, si et seulement siw? € Agp—1)+1-

9. 85il<p<q<ooalorsw € Ay, si et seulement si w! € Ay q/y si et seulement
ST W € A1+1/p/ N RHq

10. Sil1 < p < q<ooeta/N =1/p—1/q, alors w € A,, si et seulement si
w? € Ayn—a)/n-

Dans tout ce chapitre, on note L? 'espace de Lebesgue LP(RY dz) et LP(w) l'espace

de Lebesgue a poids LP(RY, wdx).

5.1.2 Le Théoréme d’extrapolation de Rubio De Francia

Rubio De Francia [18] montre le théoréme d’extrapolation suivant pour les opéra-
teurs bornés sur les espaces a poids.

Théoréme 5.7. Si un opérateur T' est borné sur L"(w) pour un r € [1,00) fizé et pour
tous les poids w dans A,., alors T est borné sur LP(w) pour tous les p € (1,00) et tous
les poids w dans A,.

Remarquant que ce théoreme n’utilise pas des caractéristiques spécifiques de I'opéra-
teur 7', on retrouve la version suivante pour des paires de fonctions (voir [2], [8] et [9]).

Théoréme 5.8. Soit F' une famille ordonnée de paires de fonctions (f, g) positives et
mesurables. Supposons qu’il existe un r € [1,00) tel que pour toute paire (f,g) € F

|]f|]Lr(w) < CHgHLr(w) pour tout w € A,.

Alors pour tous les p € (1,00) et tous les w € A,,

111200y < Cllglliriwy

Vu qu’il existe plusieurs opérateurs qui ne sont pas définis sur tous les espaces L7,
Auscher et Martell [2] adaptent ce théoréeme & lintervalle (pg,qo) C (1,00). Cette
adaptation fait appel aux poids w € A,/,, N RH g, /py -
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5.1. Préliminaires

Théoréme 5.9. Soit 0 < py < g9 < 00. Supposons qu’il existe un r € [pg, q],r < 00,
tel que pour toute paire (f,g) € F

1A llr) < Cllgllirw)  pour tout w € Apjpy OV RH gy pry-
Alors pour tous les p € (po, qo) et tous les w € Apjpy N RH 4o /py

||f||LP(w) < C||g||Lp(w).

Notons aussi qu’il existe des versions du théoreme d’extrapolation de Rubio De
Francia pour la bornitude des ["-extensions de l'opérateur T', ainsi que des versions
pour la bornitude des espaces LP(w) dans les espaces LP>(w).

5.1.3 Criteres de bornitude sur LP(w) des opérateurs sous-
linéaires

Rappelons que M et M, sont les opérateurs maximaux définis dans la sous-section

5.1.1. Utilisant des méthodes "Good-\ inequalities", Auscher et Martell [2] et [6] mon-

trent les criteres ci-dessous.
Pour montrer la bornitude sur LP(w):

Théoreme 5.10. Soit 1 < py < qo < 00 et soient E et D deux espaces vectoriels tels
que D C E. Soient T et S deuzr opérateurs tels que S agit de D dans l’espace des
fonctions mesurables et T est sous-linéaire agissant de E dans L. Soit (A,),~o une
famille d’opérateurs agissant de D dans E. Supposons que

1 1/po
<|B|/B T(I - AmB))fl”“d:r) < CM(|Sf|Pe)(z) /P, (5.1)
et
1 1/q0
(]B\ /B |TAT(B)f|qu33> < CM(|Tf|Po)(x) o, (5.2)

pour tout f € D et tout x € B (le rayon de B est noté par r(B)). Soient py < p < qo
(ou p = qo quand qo < 00), et w € Ap/py N RH g, /py. Alors il existe une constante C
telle que

T f o) < ClUS o)
pour tout f € D.

Pour montrer la bornitude de LP(w?) dans L?(w?) pour p < ¢:

Théoréme 5.11. Soient 0 < a < N et 1 < py < 59 < g9 < 00 tels que 1/py — 1/sg =
a/N. Soient T un opérateur sous-linéaire borné de LP° dans L*°, et (A, ),~o une famille
d’opérateurs agissant de LY dans LP°. Supposons que

1 1/s0
<|B| /B T(I - AT(B))f|Sde> < C'Mapo(|f|P0)(x)1/po’ (5.3)
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et

1 1/q0
(1, FAmiivae) < oMUz, (5.4

pour tout f € L° et tout x € B pour tout B de rayon r(B). Soient py < p < q < qo
tels que 1/p—1/q = /N, et w € Ari1/py—1/p N RHqy(gosqy- Alors T est borné de LP(w?)
dans L(w?).

On dit que la mesure doublante v est d’ordre D > 0 si D est le plus petit nombre
tel que
v(AB) < C,\Pv(B)

pour toute boule B et tout A > 0.

Dans la suite on note par C;(B) la boule 4B, et par C;(B) 'anneau 2/*'B \ 2/B
pour j > 2. On note par Wy, (po, qo) 1'espace suivant

Waw(po,q0) == {p:po <p <qoetw€ Ayp, N RHgppy}

Blunck et Kunstmann [7] donnent un critéere pour vérifier la bornitude faible d’un
opérateur. Ce critere est vrai sur les espaces métriques avec des mesures doublantes.
Sachant que si le poids w est dans la classe A, alors la mesure wdx est doublante (voir
Proposition 5.6), Auscher et Martell [2] montrent la version a poids du théoreme de
Blunck-Kunstmann.

Théoréme 5.12. Soient ;1 une mesure Borélienne doublante sur RV, et w € A
d’ordre D,,. Soit Dy C Dy deuz sous-espaces de LP°(w), stables avec la troncature par
les fonctions indicatrices des espaces mesurables. Soient T un opérateur sous-linéaire
défini sur Dy et (A,),~o une famille d’opérateurs agissant de Dy dans Dsy. Soient
1 < pg < qo < oo Supposons que

(a) il existe un q € Wy (po, qo) tel que T' est borné de LY (w) dans LT (w).

(b) pour tout j > 1, il existe des constantes o  telles que pour toute boule B de rayon
r(B) et pour toute fonction f € Dy a support dans B,

1 1/q0 1 1/po
S - e f1od <oy (= [ 7).
(o Ly A i) < (i i)

(c) il existe un [ tel que w € RHg avec la propriété suivante: pour tout j > 2 il
existe des constantes a; telles que pour toute boule B de rayon r(B) et pour toute
fonction f € Dy a support dans B,

! v 1 Po

(d) 3; 0;2P%7 < 00 ot les o sont celles de () et (c).

1/po
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5.2. Bornitude sur LP(w) des transformées de Riesz associées a —A —V

Alors T' est borné de LP(w) dans LP>°(w) pour tous les p € Wy (po,qo) avec p < q.
Ainsi, pour un tel p, il existe une constante C' telle que pour toute fonction f € Dy,

T fllzew) < Clfllzew)-

Notons que toutes les hypotheses des Théoremes 5.10 et 5.11 sont des hypothéses
sans poids. Or le Théoreme 5.12 demande la vérification de la bornitude a poids
dans I’hypothese (a), ce qui peut étre un obstacle dans sa vérification. D’autre part,
I'opérateur T est présent (en particulier au coté droit des inégalités) dans les inégalités
(5.2) et (5.4) des Théoreémes 5.10 et 5.11. Ce qui est une réstriction de la classe des
opérateurs qui vérifient ces conditions, VA~1/2 ot A est 'opérateur de Schrodinger en
est un exemple.

5.2 Bornitude sur L?(w) des transformées de Riesz
associées a —A -V

Soit A V'opérateur de Schrodinger —A — V ot —A est le Laplacien positif et V' est
un potentiel positif fortement sous-critique: il existe un € > 0 tel que A > V.
Sous cette condition sur V' nous savons d’apres le Chapitre 3 que les transformées de
Riesz associées, VA™Y/2 sont bornées sur LP(RY,dz), N > 3 pour tous les p € (p}, 2]
ou py est le dual de pg := 2N . Cet intervalle de bornitude est élargi avec
Po Do N-2) (1_ /71—13;5) g
des conditions aditionnelles sur le potentiel V.
Notre objectif dans cette section est de trouver la classe de poids w qui nous permet-

tent d’avoir la bornitude des transformées de Riesz sur les espaces de Lebesgue a poids
LP(RY wdx).

1

Nous remarquons que si le poids w et son inverse w™" sont dans L, et si les

transformées de Riesz sont bornées sur un espace LP, alors
—-1/2 P —-1/2 P
L VAR f@Pw@yde < lulls [ VAT f (@) de
p
Cllwllos [ 1F (@)l da
—1 P
< Clwllsllu s [ 1@ w(a)da.

IN

Nous remarquons aussi que nous ne pouvons pas éspérer la bornitude sur LP(w)
pour tout w € A, de VA™Y/2 avec la seule condition "V fortement sous-critique". Car
si ¢’est vrai, alors par le théoreme d’extrapolation de Rubio De Francia, Théoreme 5.7,
les transformées de Riesz sont bornées sur tous les LP(w) pour tout w € A,. Or nous
avons déja (voir Chapitre 3 Section 3.3) un contre-exemple de la bornitude de VA~'/2
sur L? pour p € (1,p;) U (pox, 00). De méme, par le Théoreme 5.9, nous ne pouvons
pas éspérer que VA2 soit borné sur LP(w) pour tout w € Apy N RHpy ppy-Car si
c’est vrai, nous aurons une contradiction sur l'intervalle (po.,po), toujours d’apres le
contre-exemple donné dans le Chapitre 3 Section 3.3.
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Pour étudier la bornitude & poids des transformées de Riesz VA2 nous com-

mencons par celle de I'opérateur A=%/2, puis celle de opérateur V/2A4-/2,
Rappelons que

Brx) =
A7 f(x) ()

/OOO P e A f () dt

pour tout § > 0.
Tout d’abord on note qu’en présence d’une estimation Gaussienne du noyau de la
chaleur associé au semi-groupe e, on a la majoration suivante

J1a R @) w(@)de < C [ 11 f@)|[w(@)de, (5.5)

ou I, est le potentiel de Riesz. Ainsi en utilisant le résultat sur la bornitude de I,' on
déduit que 'opérateur A=%/2 est borné de LP(w?) dans L?(w?) pour tout 1 < p < N/«
et tout g >ptelque 1/p—1/g=a/Netwe A,,.

Rappelons l'inégalité de Holder suivante (voir Chapitre 3 Lemme 3.12)

17-9llp < Corallfllrcollglla; (5.6)

Ot || fllre0 := supyso(t"[{z, [f(2)] > 1) et p € (1,00) tel que | + L = .
Remarquons que si w € A, N RH,;, ou 1 < p <, alors w'/? e Ay

Par suite, si w € A,N RH,, ou 1/p—1/r = a/N,

V=22l = [ V@A) f (@) () 7 da

IN

IV ([ 12 @ (w(a)f)de
< OV I 6.7

Pour la deuxiéme inégalité on a utilisé (5.6) et pour la troisieme on a utilisé la borni-
tude de I, de LP(wP/?) dans L"(w"/?) tel que 1/p — 1/r = a/N et w'/? € A,,.

Donc VY2(—A)=/2 est borné sur LP(w) si VY2 € La. Ceci est vrai pour tous
les p € (1, N/a) tels que w € A, N RH,;, ou r est tel que 1/p — 1/r = a/N. En
présence d'une estimation Gaussienne du noyau de la chaleur associé a e~*, on utilise
Iestimation (5.5) et on trouve ce méme résultat pour I'opérateur V/2A~/2,

Ayant les outils nécessaires, nous pouvons montrer le résultat suivant.

Théoréme 5.13. Soit A l'opérateur de Schridinger —A—V et VA2 les transformées
de Riesz associées. Soit V' un potentiel fortement sous-critique appartenant a L2
L%“,N > 3ete > 0. Alors Uopérateur VA™Y? est borné sur LP(w) pour tous les
p € (N',N) tels que w est dans la classe A,y N RH(n/py -

Voir la premieére section de ce chapitre
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Preuve: Nous montrons que V(—A)"2 — VA™2 est borné sur LP(w) pour tous les
€ (N, N) tels que w € A,/x» N RH(nypy. Puis on déduit que VA~/2 est borné sur
LP(w) avec les mémes conditions sur p et w.

Soit Ay := —Aet A:=—-A—V. On écrit
VAT VA = C/ V(I +tAg) 't 2dt — C/ V(I +tA) Yt adt
- C /0 (7 +tA0)™ — (1 +A) )2 (5.8)
Comme dans la preuve du Théoreme 4.18 Chapitre 4, la différence
Gt) == VU +tA) ' =V +tA)™?
peut étre écrite sous la forme
G(t) = —tV(I+tAy) 'V(I+tA)™!
Majorons la norme ||G(t) f||Lr(w) pour f € L*(w) N LP(w).

GO llerw) < IV +tA0) VI +tA) T | o)
< V(T +tA) 2.(I + tA) " 2VEVE(T + tA)  fll o (5.9)

Etudions maintenant la norme de V(I 4 tAy) "2, (I +tAy)"2V3, et V(I +tA)™!

On commence par le premier opérateur: d’apres Théoreme 5.4, les transformées de
Riesz associées & Ay sont bornées sur LP(w) pour tous les p € (1,00) tels que w € A,,.
D’aprés le méme théoréme (voir aussi Martell [14] Théoréme 7.3), (tAg)Y/2(1 +tAy) /2
est borné sur LP(w) pour tous les p € (1,00) tels que w € A,. Par suite, pour tous les
p € (1,00) tels que w € A, et tout ¢ > 0,

IV (T + tA0) ™| | o) - Lo(w) 1V A 2 20wy Loy 146 (T + tA0) ™2 o) - Lo(w)

<
< ot (5.10)

Estimons maintenant la norme de I'opérateur (I 4 tA4y)~*/2V1/2. On remarque que cet
opérateur est le dual par rapport a la mesure dz de V(I + tAy)~/2, étudions son
dual. D’apres (5.7) et [14] Théoréme 7.3, si V1/2 € LN,

V72452 1oy — o) [|AS 2 (T + £A0) ™2 o)~ 10(w)
Ct_1/2

1 1
V(I +tA0) 2| zr(u)—rr(w) <
<

pour tous les p € (1, N) tels que w € A, N RHg ou 1/p—1/¢g=1/N. Or, siV €

L3N L2+ alors il appartient a L3>, D’ autre part, rappelons qu’un opérateur est
borné sur LP(w) si et seulement si son dual par rapport & dz est borné sur LP (w'=?").
Par conséquent nous obtenons

H(I + tA0>_1/2V1/2||Lp(w)_Lp(w) S Ct_1/2 (511)
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pour tous les p € (N, 00) tels que w € Ay » ou 1/p’' —1/qg=1/N.
q

Il ne nous reste qu’a étudier le troisiéme opérateur, V'/2(I+tA)~!. Avec 'hypothese
V fortement sous-critique appartenant a L3 QL%“, on a une estimation Gaussienne
du noyau de la chaleur associé a e~ (voir la preuve du Corollaire 3.15 du Chapitre 3
et Théoreme 2 de [21]). Par suite, comme c’est expliqué plus haut, 'estimation (5.5)
est vraie et Popérateur V1/2A-2/2 est borné sur LP(w) si VV/2 € L&, Ceci est vrai
pour tous les p € (1, N/a) tels que w € A,N RHq ou @ est tel que 1/p—1/Q = «o/N.
p
Siwe A,NRHq tel que 1/p—1/Q = 1/N, alors d’apres la proriété 5 de Proposition
P
5.6, il existe un go > @ tel que w € RHa. Par suite, il existe un & > 0 tel que
p

N /
wERHgoué:l—%.
p

p N
DoncsiV e L2 NL2* et w e AyNRHg alors w € AyN RHw ot L L= L3 o
p r
||V1/2A—1/2—6'||Lp(w)_Lp(w) <C (512)

pour tous les p € (1, %)
D’autre part, si w € A, N RHq tel que 1/p —1/Q = 1/N, alors d’apres la proriété 3

de Proposition 5.6, w € A, N RHa ol % S S 5 SO
p

q N
||V1/2A_1/2+6/||Lp(w)_Lp(w) <C (5.13)
pour tous les p € (1, 1—L25') Rappelons que si V' est fortement sous-critique, alors

le calcul fonctionnel holomorphe associé a A est borné sur L2, et si en plus V €

L2 n L%“, on a une estimation Gaussienne du noyau de la chaleur associé. Donc

d’apres [14] Théoreme 7.3 le calcul fonctionnel holomorphe associé a A est borné sur

LP(w) pour tous les p € (1,00) tels que w € A,. Par conséquent, si w € A, N RHq tel
p

que 1/p—1/Q = 1/N, alors d'une part

_ e 1 _
VAT At Mow-rw < IIVYA 2 ool 47 (I + £A) |r)-ow
Ct—%'f‘&,’ (514)

IN

pour tout p € (1, 1—L25') et d’autre part

1 1 / —
HVVQA 27 ¢ HLID(M)*LID(w)||AQ—H5 (I +1tA) 1HL"(”~U)*L’D(“’)
< (5.15)

| |V1/2([ + tA)_l || 22 (w)— L7 (w)

IN N

pour tout p € (1, %)

Revenons a G(t): nous utilisons les estimations (5.10), (5.11) et (5.14) (respectivement

(5.15)) dans (5.9). Ainsi pour tout ¢t > 0, tous les p € (N', N) tels que w € Ay,N A, 2N
q

RHq = A1+§ NRHqe oul/p'—1/g=1/Net 1/p—1/Q = 1/N, nous obtenons

_l
NGO Lr(w)—1r(w) < Ct 27 (5.16)
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5.3. Bornitude & poids de I'opérateur (—A — )~/

(respectivement
1y
GO zrw)—1rw)y < CE727°). (5.17)

Ainsi, revenant a (5.8) et coupant l'intégrale en deux: on utilise (5.16) dans celle
au voisinage de 0 et (5.17) dans celle au voisinage de l'infini. Donc si V' € LN
L%ﬁ, N > 3 et V fortement sous-critique,

||VA61/2 — VA_1/2||Lp(w)_Lp(w) <C
pour tous les p € (N, N) telsque w € Aj,» NRHq ou 1/p'—1/q=1/N =1/p—1/Q.
q P
Or VA, /2 st un opérateur de Calderon-Zygmund, donc d’apres Théoreme 5.4
IV AG o)) < C

pour tous les p € (1,00) tels que w € A,. Ainsi on déduit que si V est fortement
sous-critique appartenant a LT L%“, N > 3, alors

||VA_1/2||Lp(w)7Lp(w) <C

pour tous les p € (N', N) tels que w € AH% ﬂRH% ol i —1=1= % — %
Ceci n’est que la bornitude de VA™'2 sur LP(w) pour tout p € (N', N) et tout w €
Ap/N’ N RH(N/p)/. ]

En étudiant la différence Vl/zA(;l/2 — VY2A~12 par la méme méthode que la dif-
férence des gradients, on déduit le résultat suivant:

Théoréme 5.14. Soit A lopérateur de Schrodinger —A — V. Soit V' un potentiel
fortement sous-critique appartenant a L2 L%“, N >3 ete > 0. Alors l'opérateur
VY2AY2 est borné sur LP(w) pour tous les p € (N', N) tels que w est dans la classe
Ap/ne 0 RH(nypy-

Remarque 5.15. 1) Observons que la preuve est aussi valable pour l'opérateur A =
—A 4V ou V est un potentiel positif qui appartient a Lz N L%“,N > 3,e > 0.
Ainsi on déduit que V(—=A+V)7Y2 et VI2(—A + V)~Y2 sont bornés sur LP(w) pour
tous les p € (N', N) tels que Ap/n' N RH(nypy -

2) Si0 <V € RHy alors Shen [19] a montré que V(—A + V)™V/2 est un opérateur
de Calderon-Zygmund. D’aprés le Théoréme 5.4, on conclut que V(—A + V)~Y?2 est
borné sur LP(w) pour tous les p € (1,00) tel que w € A,.

5.3 Bornitude & poids de 'opérateur (—A — V)~%/?

Dans cette section nous étudions les opérateurs de la forme A=%/2, ol A est I'opéra-
teur de Schrodinger —A — V' ou V' est un potentiel positif fortement sous-critique.
Dans ce cas, le semi-groupe associé est borné sur L? pour les p € (p),po) C (1,00).
Par suite il n’est pas représenté par un noyau. Ainsi dans cette section nous montrons
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Chapter 5. Analyse sur les espaces a poids

la bornitude de A~=%/2 en absence des estimations Gaussiennes du noyau de la chaleur.
Nous nous servons des estimations L? — L? hors-diagonales pour pj, < p < g < po. Nous
montrons que A~*?2 est borné de LP(w?) dans Li(w?) ou pj, < p < q < po tels que
1/p—1/q = a/N et w est un poids dans une certaine classe de Muckenhoupt.

Dans ce but, nous appliquons le Théoreme 5.11. Notons que ce théoreme est utilisé
par Auscher et Martell [6] pour montrer le méme résultat pour 'opérateur A tel que
Af := —div(BVf) ou B est une matrice a coefficients bornés et a valeurs complexes.
Nous allons suivre leur méthode. Commencons tout d’abord par la bornitude sans poids
de T'opérateur (—A — V)~*/2 puis vérifions les inégalités (5.3) et (5.4) du Théoréme
5.11.

Suivant les arguments de Auscher [1] Chapitre 5 et Davies [10] p.76 , on montre le
résultat suivant

Proposition 5.16. Soit A l'opérateur de Schrédinger —A —V ou V' est un potentiel

positif. Supposons qu’il existe un e > 0 tel que A > V. Alors Uopérateur A=/? est

borné de LP(RY dx) dans LY(RY dx),(N > 3), pour tous les ply < p < q < po tels que
2N

é =& Icipo = et py est son exposant dual.

’l’ (N—2)(1— 1—ﬁ)

Preuve: Nous montrons que A~%/2 est de type faible (p, ¢) pour tous les p) < p < ¢ < po

tels que ;1) — % = & Puis en appliquant le théoreme d’interpolation de Marcinkiewicz

nous déduisons la bornitude de A=*/2 de L? dans L? pour tous les Py <p <q<ptels

que % — 1 =2 Décomposant A~*/2f(z) en deux fonctions g(z) et h(z) telles que

q
T
= C/ t2le M f(2)dt
0

et
o [Tt

Rappelons que, quand V' est fortement sous-critique, le semi-groupe est L” — L? borné
pour tout pj < p < q < po. En effet, on a montré la bornitude L? — LP pour tout p €
[2, po) dans Chapitre 3, ce qui nous donne, par dualité puis composition, la bornitude
LP— L% pour tout pjy < p < 2et 2 < ¢ < pg. Pour vérifier la bornitude ot 2 < p < ¢ < py
on interpole la bornitude sur L? pour ¢ € [2,pg) avec la bornitude L? — L4. Par dualité
on trouve le cas py < p < ¢ < 2. Alors pour tout t > 0 et pj, < p < ¢ < po

ety < Ct 2670, (5.18)
Soit py < 1 < ¢ < @2 < po. Alors

C C
e RN, |A7/2 > A} < / A dr 4 — / Ad
[z | F@l> A} < Aql {z,]g( )\>A} T e {z|n(@)>5} !

< )\qugH q2||hHg§

: fm(/OTtg(’l"é)‘g(;‘fl)‘1dt||f||p)ql

+ ([T )

= )\C;T2(_q1|‘f”ql < %*_’qQHquz
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N
Choisissons T" tel que A = T 2| f||,, alors nous obtenons

B C
{z € RN, JA2f(2)] > N} < |IfII2.
Donc A=%/2 est borné de L? dans L% pour tous les p) < p < q < py tels que %_é =
d’ou le résultat.

Afin de vérifier la bornitude & poids de A~*/2, nous montrons I’estimation hors-
diagonale suivante pour les temps complexes.

Proposition 5.17. Soit A ['opérateur de Schrédinger —A —V ou V' est un potentiel
positif fortement sous-critique. Soit p € (0,7/2), alors pour tous py < p < q < po, il
existe des constantes positives C' et ¢ qui dépendent de p telle que

_N(1_1) _ d&(EF)
Ixre > xeflly < Ol (3 q>e = (5.19)

pour tous les sous-ensembles fermés E et F' de RY | tout z dans le secteur S(p) et toute
fonction f € LP N L? a support dans E.

Preuve: Premiérement, montrons ’estimation sur L?. Nous reprenons la preuve du
Théoréme 3.3 (i) du Chapitre 3, en 'appliquant & I'opérateur e A a la place de A ot
0 € (—u, p). Alors pour tout ¢ > 0 et pour toute constante p > 0

—tet? — 2t cos
e A fllagry < e PMEDer teos| £, (5.20)

Donc pour |z| = t et un choix convenable de p nous obtenons lestimation L? — L?
hors-diagonale pour z.

Rappelons que le semi-groupe est analytique borné sur L? pour pj; < ¢ < po (voir
Chapitre 3). Par suite, en décomposant le semi-groupe et en utilisant (5.18) nous
trouvons

_ _RezA i _ RezA
e g = lle 2 [fo—glle™™™ A Ja—alle™ "2 [
< CM‘%(%_%)
Ce qui implique
» ()
Ixre™* xefllg < Clzl 2\ | fllp (5.21)

pour tout py < p < q < pp.

On montre l'estimation hors-diagonale en vérifiant les trois cas: pj < p <2 < g < po,
2<p<qg<poetpy<p<qg<2

En interpolant la bornitude ci-dessus ot on prend p = 2 avec I'estimation L? — L? hors-
diagonale pour les temps complexes, on trouve I'estimation L? — L" hors-diagonale pour
tout r € [2,py). Ainsi par dualité et composition nous trouvons 'estimation LP — L4
hors-diagonale pour tout p € (pj, 2] et ¢ € [2,po).

Pour le deuxiéme cas on interpole la bornitude sur L? (p = ¢ dans (5.21)) pour p €
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[2, po) avec I'estimation hors-diagonale sur L?, on trouve une estimation hors-diagonale
sur L" pour tout r € [2,py). Ainsi Uinterpolation avec 'estimation L? — L" hors-
diagonale(du premier cas) pour tout r € [2,py) nous donne l'estimation L? — L" hors-
diagonale pour tout 2 < p <r < py.

Le troiseme cas se déduit par dualité du deuxieme. O

Montrons maintenant la bornitude de A=%/2

Plus précisément, montrons le théoréme suivant

sur les espaces de Lebesgue a poids.

Théoréme 5.18. Soit A ['opérateur de Schridinger —A — V' ou V' est un potentiel
positif sur L*(RY) avec N > 3. Supposons qu’il existe un € > 0 tel que A > V.
Alors A=%/% est borné de LP(wP) dans Li(w?) pour tous les py < p < q < po tels que

son exposant dual.

Preuve: Pour montrer ce résultat nous appliquons le Théoreme 5.11 a l'opérateur

T := A2 en posant A, = I — (I — e ") (pour un entier naturel m & choisir

convenablement).

D’apres la Proposition 5.16, A~/ est borné de L? dans L? pour tous les Py <p<q<po
1

tels que % — 4 = - Montrons maintenant les hypotheses (5.3) et (5.4).

Soient py < p < ¢ < po tels que 1/p—1/¢g=a/N et w € A, 1 1 N RHyp,/q. Donc
o

d’apres les propriétés 4 et 5 de Proposition 5.6, il existe py, qlo, s1 tels que py < pp <

s1<q <po, 1/p1 —1/s1 = a/N, et pour p; < p < q < qi, weAlJr L N RHyg,/q)-

Soit B une boule de rayon r et AB la boule de rayon Ar. Soient C’l( ) := 4B et

C;(B) =2"'B \ 2/B pour j > 2. Soit f € L™ & support compact. Commengons par

la preuve de (5.4).

(1 a3 () e asopmas) ™

m B e .

< Z ( ) N/quXBe kra ZXC]'(B)A /2f||q1
k=1 j>1
¢ - — 7’2 —

< Z ( )ZT N/quXBe g AXC;‘(B)A /Qf“qr
k=1 j=>1

Or d’apres (5.19), 'estimation hors-diagonale suivante est vraie pour tout py < p <
q < po, tout t > 0 et tout 5 > 2

_ N 7_1 _c4J'r

Ixse™ xeym fllg < Ct 26D 1]l
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Ainsi nous pouvons majorer

<’;|/B ’Aa/:i::l (Z)(_l)kekr2Af(w)|q1d$)1/q1

1

Tofm\, N (L1_1) _ s —a —c4d —a
< Y <k>k ’ (51 “)7” N 1(||X4BA Pflle+ 3 e lxnpA /2f||s1)
k=1 §>2
1 1/31 . N 1 1 1/81
< C( / A—a/Q s1> C —c472S (J+ )< ' A_a/g 31>
=~ ‘43’ 4B| f| + Ze 1 ’2]+1B| 2j+lB| fl

Jj=2

< OM(JA2fr) ()
pour tout z € B. Donc (5.4) est prouvée. Prouvons maintenant (5.3).

1 — 77'2 m S SL 1 —Q 7”'2 m
<W/13|A /2([—6 A) f‘ 1d:L’) 1 < Z LHXBA /2(]—6 A) XCj(B)fHSl'

Jjz1 °1

Pour j = 1, on utilise la bornitude de A=*/2 de L dans L*' tel que 1/p; —1/s; = a/N,
et le fait que le semi-groupe est borné sur LP'. Ceci est vrai car p; et s; sont dans
I'intervalle (pf, po). Ainsi nous obtenons

1 —a 2 A\m s 1/s1 1
<|-B‘/B |A /2<I— e A) X4Bf‘ 1d£Ij’) S CW’|X4Bpr1

1 1/p1
< cww(lm o)
CMar(‘ﬂpl)(x)l/pl

N

pour tout = € B. Etudions le cas j > 2. Soit ®;(A) := e (I — e 4™, Ainsi
—a/2 —r2Aym o /2 dt
ATO2(] Ay ch(B)f:C/O 20 (Axe, 5 (5.22)

La fonction ®,(z) := e (1 — e~""#)™ est holomorphe et vérifie

clz|*

[®4(2)] < W

pour un a > 0 et tout z dans le secteur S(u) pour tout 0 < u < 7/2 (¢ dépend de t).
Cela permet d’écrire ®,(A) de la fagon suivante

Dy(A) :/F e (2)dz + | e (2)dz
+

r_
on0<f<v<p<m/2, DIi:=RFet @9 et

ne(z) = [ a,(6)de

271 Y+
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pour z € I'y ol 73 := RTe*™. On sait que pour z € T'y (voir [6])

OTZm
[ ——
’ni(2)| = <|Z| +t)m+17

et que les intégrales le long de I'y et I'_ ont la méme majoration. Rappelons que par
la proposition précédente,

(11} aie?
IxBe " xoy ) flle < Clz| ( ) B

pour tous py < p < ¢ < po.
Ainsi nous majorons |B|~*||xp®:(A)xc; ) f||s; par

1 —z S Si
o b (e amt)
s1
. C2j7 N_N mvg(pll;l>ec4jr2v_1d 1 . 1/p1
P1rP1 S1 .
r r /o (v + )+t U<|2j+1B| 2j+1B|f| )

On insére cette majoration dans (5.22) et on trouve

“1/s —a —r2Aym
]B| 1/1HXBA /2([—6 A) XC]-(B)fHSI

/s o dt
< B [Tl A, L

1/p1 . ja.a ,—cdlr2y~1 2m
< ! mm) EEAN por22 10 @,

127+ B| Jai+1p v 2 (v + t)mtt ¢

A cette étape faisons le changement de variables T = t/v puis le changement S? =
47r2y~1 pour trouver

Bl [xs A~ (I = e )" xey ) f ||
]_ i - N . . [e.e] T%_l o 2
< C( i Pl) 2351 4—]m 23 a(/ dT) (/ SQm—l —cS dS)
- |2]+1B| 2j+11 ‘fl ( T) 0 (1 + T)m+1 0 ¢

1 1/p1 . N . .
< g Lo ) 2@y

|2/+1B| Jai+1p

sim>%—1. Ainsi

1 9 1/s1
<|B|/ |A—a/2(I —e T A>mf|sldl’>

—a —r2A\m
< ZyB|1/31lleA P = e ey s

j>1

1 1/pl - N . .
< M (| f) (@) +C ( ’“) 2 4 (27 )
< OMllfP)@” +O T (g frons ] L4 (20)

Mar(|f|p1)($)l/m

IN
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-1, %) Par suite, d’apres le Théoréme 5.11, 'opérateur
1
1

A7%/2 est borné de LP(w?) dans L¢(w?) pour tous les pj < p < g < py tels que e
et we A1 1N RHypyq)-
Py P

pour le choix d'un m > max(§

[J=le

5.4 Bornitude sur L”(w) du calcul fonctionnel asso-
cié¢a —-A-V

Dans cette section nous étudions la bornitude sur les espaces LP(w) des opérateurs
©(A) ou les fonctions ¢ sont holomorphes bornées et A est 'opérateur de Schrodinger
—A — V. Ici V est un potentiel positif fortement sous-critique. Dans ce cas on sait
que le semi-groupe est borné sur les espaces LP pour tous les p € (p),po) et qu'on a
un contre exemple de sa bornitude pour les p < pj et les p > py. Donc l'intérét de
cette section c’est de pouvoir montrer la bornitude du calcul fonctionnel en absence
des estimations Gaussiennes du noyau de la chaleur associé a 'opérateur A.
L’opérateur Af := —div(BV f) ou B est une matrice a coefficients bornés a valeurs
complexes est un générateur d’un semi-groupe borné sur un intervalle strictement com-
pris dans (1,00). Auscher et Martell [4] ont étudié le calcul fonctionnel associé a cet
opérateur. Nous utilisons leur méthode pour montrer la bornitude sur les espaces a
poids du calcul fonctionnel associé a 'opérateur de Schrodinger avec un potentiel né-
gatif.

Montrons le théoréeme suivant

Théoreme 5.19. Soit A lopérateur de Schridinger —A —V ou V' est un potentiel
positif fortement sous-critique. Alors le calcul fonctionnel holomorphe associé a A est
borné sur LP(w) pour tous les p € (py, po) tels que w € Ay N RH py )

Preuve: Nous montrons ce résultat pour les fonctions ¢ holomorphes sur un secteur
S(p) ou 0 < p < m/2, qui vérifient la condition suivante: il existe des constantes
C,s > 0 telles que
Clel*

lp(2)] < 1+ |z))
pour z € S(u). On conclut ensuite, par le lemme de convergence de Mclntosh (voir
[15]), le résultat pour toute fonction holomorphe bornée sur S(u).
Nous allons appliquer Théoréme 5.10 avec T := @(A), S =T et A, = [ — (I —e ™A™
pour un entier naturel m a choisir convenablement.
Comme au Chapitre 3, en présence des estimations hors-diagonale, ¢(A) est borné sur
LP pour tous les p € (pf, po). Montrons maintenant les hypotheses (5.1) et (5.2).

Soit pj < p < pp et w € AP/PE) N RH,/py, alors d’apres les propriétés 4 et 5 de
Proposition 5.6, il existe p; et g; tels que py < p1 <p < q1 < po et w € Apjp, NRH g, /py-

Soient C1(B) := 4B et C;(B) = 221 B\ 2B pour j > 2. Soit f € L* & support
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compact. Commengons par la preuve de (5.2).

(1 e 2 () e paan) ™

mo(m _ k2
< o3 (1) e e me )l
k=1

Jj1

Ul m _ _kr2A
< cz(k)zr N[y pe " A (512 (A)

= j=1

A cette étape, on utilise I'estimation hors-diagonale suivante (voir la section précédente)

(‘4] r2

Ixse ™ X, flla < Ct 2 ) 11
Ainsi
(1 ’QD(A) i <m> (—1)k6_kT2Af($)’qld$> Ya
|B| /B =\ k
mofm\, —N(1_1) o4
< OY )k 7\ ) i Ixaso(A) fllp + Y e |Ix2i1 0(A) flIp,
k
k=1 Jj=2
/p1 CON 1 1/p1
< flP —cA 95 (J+1)< ' A p1)
< <|4B|/ )] > +C) e 1B Jor )f

Jj=2

< CM(lp(A)fI") ()

pour tout z € B. Donc (5.2) est vérifiée. Prouvons maintenant (5.1).

1 _T2 m /p —T2 m
(37l = ymian) ™ < S e e (A = e e

7>1

Pour j = 1, par la bornitude de ¢(A) et du semi-groupe sur LP', nous obtenons

A e S R (= M

< CM(|fPr) ()t

pour tout = € B. Etudions le cas j > 2. Soit W(A) := p(A)(I — e 7" 4)™. Alors U(z)
est holomorphe et vérifie
ol 2"

[W(2)] < EER

pour un a > 0 et tout z dans le secteur S(u) pour tout 0 < p < 7/2. Par suite, nous
pouvons écrire W(A) de la fagon suivante

U(A) = /F+ e (2)dz+ | e n_(2)dz

r_
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on0<f<v<pu<n/2, Ty:=Rter G0 et

ne(z) = 1 /7i egzlll(f)df

271

pour z € I'y ol 71 := RTe*™. On sait que, pour z € ['+,(voir [4])

et que les intégrales le long de I'y et I'_ ont la méme majoration. En outre, I’estimation
hors-diagonale suivante est vraie (voir la section précédente)

. e
HXBe AXCj(B)prl < Ce l=] Hme

Alors nous estimons |B|~™'/7||xpU(A)xc;5)f||p par

1 . m
o b (e amir) el

) 0o p—cdirZy—1 1/p1
< 021%7»2”1/ ‘ dv( ! \f!’“) .

o umtl |27F1B| Joi+1p

Maintenant avec le changement de variables S? = 497?v~! on obtient

|B|_1/m||XBSO(A) ([ — e_TQA)mXCj(B)me

1 ﬁ PN . © 2
< I — p1 J —jm / 2m—1_—cS )
< ol L) ([ s
1 VP S —am)
< C(|2j+1B| [ ) e,

Ainsi

(g7 e =2y gar) ™

1 e
< ‘ |B|1/p1||XB(p(A><I_e A) ch(B)prl'
j>1
P1 1/p1 p1 ate (25 —2m)
< CM(|fP) ()P + Y 25 2j+1B|f| 27

j>2

< OM(|f[P) ()7

. Par suite, d’apres le Théoreme 5.10, ¢(A) est borné sur

pour le choix d'un m > %

LP(w) pour tous les pj < p < po tels que w € A,y N RHp, - H
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