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Introduction

Introduction

La détermination de la réponse élastodynamique stilide a une sollicitation donnée suscite
un grand intérét dans de nombreux domaines scopres liés a la mécanique, comme la
caractérisation des matériaux, les essais nonudéftr la sismologie, la physique du solide,

etc Depuis plusieurs annees, des efforts considérakdet consacrés au calcul de ces
réponses pour des matériaux solides de difféergptsst(isotrope, anisotrope, viscoélastique)
et différentes géométries (espace infini —ou illéri espace demi-infini, plaque, cylindre,

tube, coqueeto).

L’étude fondamentale de la propagation des ondesiglies dans un solide illimité (ondes de
volume) a été initiee par Elwin Bruno Christoff€Hristoffel, 1877. Elle permet de déduire
les caractéristigues de ces ondes, qui dépendémiement des propriétés du matériau au
sein duquel elles se propagent et de leur directopropagation. Cette relation directe fait de
ces ondes un outil trés efficace pour la caractois de matériaux et pour I'imagerie des
deéfauts de structures.

Deés lors que le milieu de propagation des ondestiglees n’est pas illimité, les solutions de
'équation de propagation doivent aussi satisfaies conditions aux limites. La premiére
approche théoriqgue des ondes se propageant surféaes libre d’'un solide élastique semi-
infini fut exposée par Lord Rayleigh en 1885. D#mdittérature, I'existence des ondes de
surface fut tout d’abord discutée en terme d’anigmé du milieu et d'orientation de la
surface Buchwald, 1960, 1961; Buchwald et Davis, 1963; kinfarnell, 1968a; Burridge,
1970, Lothe et Barnett, 19]/6.a réponse élastodynamique d’'un demi-espacéiclasa une
force impulsionnelle localisée est d'importancedamentale dans de nombreux domaines.
Son intérét a été récemment revitalisé par descappins liees a la génération des ondes
acoustiques ultrasonores par Las€agtagnéde et Berthelot, 1994Monchalin, 19938
[Gusev et al., 1996qui ont mené une étude théorique dans les domadiemporel et
fréquentiel des ondes d’interface générées parrlLhes méthodes de calcul des fonctions de
GREEN font appel a des techniques employées par leshgémpens sismologistedghnson,
1974; Keith et Crampin, 1977; Aki et Richards, 1P8Diverses investigations ont été
présentées pour résoudre ce probleme classiquér doace lame [Lamb, 19038 afin de
calculer le champ de déplacement a lintérieur diemi-espace élastique isotrope ou
anisotrope assujetti a une source rectiligne owctoetie Payton, 1983; Tewary et Fortunko,
1992; Wang et Achenbach, 1993; Every et Kim, 1882gyrad et Deschamps, 1995 ; Mourad
et al., 1996.
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Dans le cas d’'une plague dans le vide —ou dansiligurpeu dense—, des ondes des plaques
—ou ondes de Lamb- résultent du couplage de ditigseondes partielles aux interfaces
solide/vide. Le calcul du champ émis par une solocalisée au sein de ce guide peut étre
traité alors par une méthode multimodale. Cettertiegie est mise en défaut, d’'une part, pour
un guide enfoui ou immergé, et d’'autre part, s'dg# d’obtenir la fonction de Green,
notamment pour une source située sur 'une desfacts. En effet, dans ce dernier cas, le
calcul de la propagation de discontinuités néoessitnombre infini de modes guidés, alors
gue dans le premier cas, on est en présence dhtmgom de modes. Une alternative existe,
consistant a développer la solution comme une somiminie de multiples
réflexions/réfractionsBrekhovskikh, 190Gt connue sous le nom de série de Debgb|je,
1909. Utilisant cette décomposition, plusieurs auteams obtenus des résultats intéressants
pour des solides élastiques cylindriguBsl[ and Uberall, 197, [Conoir and Gérard, 1999
pour des couches sphériques élastiq@Esdrd, 1983 ou pour des plaques planes élastiques
[Deschamps and Cao, 1991Conoir et al., 199], [Deschamps and Hosten, 199P’esprit

de la méthode pour obtenir aisément cette sériedéstit dans Gérard, 1983 Cette
décomposition, associée a un calcul intégral, st Adaptée a un calcul de champ dans le
domaine temporel en évitant le calcul des polesciss aux modes guidés. A titre d’exemple,
dans la référence/pn Der Hijden, 198]7 on trouvera ce type de calcul par la méthode de
Cagniard-de-Hoop.

Dans ce travail, ces différentes géométries sardiéts par le calcul de tenseurs de Green
pour un milieu élastique anisotrope. La démarcheegéde dans toutes les méthodes de la
littérature consiste a faire d’abord une transfanadé& Fourier temporelle et ensuite une
transformée de Fourier spatiale. L'originalité de rhéthode présentée ici est que I'on
s’efforce de rester dans le domaine temporel esidérant uniquement une transformée de
Fourier spatiale.

Dans le chapitre I, les notions nécessaires powomapréhension du chapitre suivant sont
posées. Des résultats classiques de la théorierdks planes sont tout d’abord présentés :
leur équation de propagation dans un milieu infileixpression du champ de déplacement
comme la superposition d’ondes planes homogénasunk étant caractérisée par un vecteur
« lenteur de phase » a composantes réelles, sola@ I'équation de Christoffel. La

visualisation des surfaces des lenteurs de phasemte I'intérét de donner directement acces
a la direction de transport d’énergie car la viteds I'énergie est en tout point normal a cette
surface. La réponse élastodynamique d’un solideosmoipe infini due a une source ponctuelle
est ensuite introduite. Son calcul est réaliséestant toujours dans le domaine temporel et en
considérant uniquement une transformée de Foupatiade. La réponse impulsionnelle

s’écrit comme une intégrale simple le long de cesrfermées, intersection des surfaces de
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lenteurs avec un plan perpendiculaire a la diraafiobservation, situé a la distance « rapport
du temps par la distance d'observation » de I'aggidu repére. Une caractéristique
primordiale dans le calcul de la fonction de Grpenr un solide dans le domaine temporel
est la succession des arrivées d’'ondes. Ces ari@@espondent aux cas ou le plan est
tangent a 'une des nappes de la surface de lertkgr attention particuliere est portée sur
I'étude de ces singularités, principalement elljpés ou hyperboliques.

Dans le chapitre Il, la réponse en déplacement dami-espace élastique anisotrope a une
excitation ponctuelle a la surface est calculéas melle d’'une plague. Notre approche
consiste a appliquer la transformée de Fourierémuwations d’élasticité et aux conditions aux
limites, par rapport au temps et aux coordonnéasades paralleles aux interfaces, a résoudre
ensuite les équations algébriques en résultard,gécrire la transformée inverse. Dans le cas
d'un demi-espace, une réécriture de cette derrfiimaule permet de réduire le calcul
numérique de la réponse a I'évaluation d'une irstiEgsimple et non plus d’'une intégrale
triple. Dans le cas de la plaque, il faut mettreoenvre une méthode de calcul numérique.
Deux méthodes sont présentées : une premiere masdEcomposer le champ comme une
succession de réflexions aux interfaces ; le chgiéqrit sous la forme d’'une série de Debye
dont la troncature permet un calcul numériqgue pas transformée de Fourier rapide en
pulsation puis une évaluation d’intégrale double s lenteurs. La seconde consiste a
résoudre semi-analytiquement le probleme dans paceshybride en restant dans le domaine
temporel, avant de revenir dans I'espace physiguedpuble transformée de Fourier rapide
spatiale. Des réponses sont présentées dans @ures plaque de carbone-époxy a fibres
orientées selon une seule direction paralléle atetfaces, puis dans celui d’'un monocristal
de cuivre dont les axes cristallographiques soraligées aux axes du repére. Les réponses du
monocristal de cuivre sont mesurées expérimentalensns le chapitre Ill, dans lequel les
arrivées des ondes rasantes et des ondes de Ragtdigs pseudo-ondes de Rayleigh, ainsi
gue les arrivées des ondes de volume issues dépleriréflexions sur les interfaces sans
conversion des modes sont identifiées.

Le chapitre IV présente des illustrations expérirals des propriétés des modes guidés. Les
expeériences sont réalisées sur des compositesestidnnels de carbone époxy. Elles portent
successivement sur la mesure de la vitesse de phded’énergie en fonction de la fréquence
ou en fonction de la direction d’observation. Cesppétés ont ensuite servi au chapitre V,
dans lequel on traite d’'un probléme inverse : pegdén utilisant une nouvelle fonction de
minimisation, la localisation d’'une source acousticen surface d'une plague a partir de
guelques points de mesure, et comparer ensuitem&tdiction avec la localisation exacte.
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.1 Introduction

La réponse en déplacement due a un point forcelgigomel dans un solide illimité, ou la
fonction de Green élastodynamique, est importaatss dle nombreuses applications. Elle est
utile dans les domaines tels que le contrble natraiif, la caractérisation des matériaux et
la sismologie.

Dans ce chapitre, la réponse dynamique d’un salnigotrope infini due a un point source est
considérée. Dans la premiere partie, les équatiengropagation ainsi que I'expression du
champ de déplacement, qui décrivent des ondes laomogenes caractérisées par une
lenteur de phase réelle, solutions de I'équatiorCHastoffel sont décrites. Ces ondes sont
caractérisées par leur surface des lenteurs de pjuasontrairement aux surfaces des vitesses
de phase, présente I'intérét de donner directefaatitection de transport d’énergie.

La seconde partie présente le tenseur de GreetenSeur sera écrit comme une intégrale sur
la sphere unité. Il sera ensuite réécrit commeintggrale sur les surfaces de lenteur. Cette
écriture a été effectuée par plusieurs auteurstiddye[Burridge, 1967 fut le premier, il a
utilisé la décomposition d’'un point-souréex) comme une somme dans toutes les directions
de plans-sources. D’autres auteurs ont retrouvérasultat similaire au moyen de la
transformée de RadonY¢atts, 1984et [Wang et Achenbach, 1993u a partir d’autres
méthodes Every et Kim, 199 La démarche générale dans toutes les méthodesst® a
faire d’abord une transformée de Fourier temporetlensuite une transformée de Fourier
spatiale.

L'originalité de la méthode présentée ici est e reste toujours dans le domaine temporel
en considérant uniquement une transformée de Faétiale.

|.2 Définitions et notations

|.2.1. Scalaires, vecteurs, matrices

Autant que possible les scalaires seront désigaésdes lettres minuscules, les vecteurs
(colonnes) de dimension 3 par des minuscules dreitegras, les vecteurs de dimension 6 par
des majuscules droites en gras, et les matricedgsamajuscules grecques ou calligraphiques.

Exemples :

1 11 12 13

0
3
3
3

2 P/ T T 22 23 [*

S
3
3
3

3 31 32 33
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Lorsqu’un vecteur ou une matrice est défini pacgjales tirets séparent les différents blocs :

* Vecteur nul d’'ordren: O .

* Matrice identitée d’ordren: 1 .

* Matrice carrée nulled’ordren: O, .

+ Transposéede la matriceM : M’.

« Conjuguéd’un scalaire, d’un vecteur ou d’'une matrice;u", M".
« Conjugué de la transposéée la matriceM : M.

« Déterminant de la matriceM : det(M).

e Trace de la matriceM : tr(M).
 Comatrice de la matriceM :

U Ty Mg + Mg Mg My Mgy — Mgy M,
C f— —_ —_ —_ —_
M- = )My, + Mgy My My My — My My my, My, — My,My, |-
My, My — Mgy 1 My My, + m,,m,, my, My, — My, My,
[.2.2 Produits

Produit matriciel Contrairement a la notation mathématique francaseelle, le produit
matriciel n’est pas symbolisé par un point maispsgment par un espace, pour se conformer
a la notation internationale en vigueur.

Produit scalaire u-v=u’v=u.v. (Convention de sommation d’Einstein).
1]

Produit tensoriel M=u® v= uv’ < My = UV,

Produit ¢ associé au tenseur des rigidités réduites

Le produito dedeux vecteursa etb est une matrica o b telle que

(a 0 b)jn = CimOid (1.1)

ou les Ciomn désignent les composantes du tenseur des rigidithstes du milieu homogéne
anisotrope élastiqgue considéré, c’est-a-dire dgilités divisées par la masse volumique
(unité :n’ s?). Ce produit esbilinéaire et les propriétés du tenseur des rigidités (syestri
se traduisent par :

boa = (aob)T, (1.2)

10
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(aob)c:(aoc)b, (1.3)
et
Va eR’,a = 0,,a0a symétrique définie positive. (1.4)

Cette notationaob présente I'avantage de lever toute ambigulité pppart a la notation
équivalente (ab) introduite par Barnettet Lothe [Barnett et Lothe, 1973 [Lothe et
Barnett, 1976

I.3 Propagation des ondes planes dans un milieufini

Un milieu élastique anisotrope infini repéré parsysteme d’'axes orthonorm@s ,n ,n )est
considéré. Un ébranlement le traversant entraineléplacement de particuiles qui le
composent autour de leur position déquilibre. Lépldcement en chaque point
x=Xn, +Yyn_+zn, etatoutinstantest notéu(x,?).

La relation fondamentale de la dynamique, ou den&iéoi de NEWTON, relie I'accélération
au tenseu des contraintes réduites (c’est-a-dire diviséedgarasse volumique et d’unité :
m’s?), en I'absence diorces extérieures :

du=00 =%V, (1.5)

T
V= (8X 9, 8Z) désignant I'opérateugradient et o, le vecteur des contraintes réduites

selon la direction.

Le tenseur des déformatiofs’écrivant :

5:%(V®u+u®V), (1.6)

la loi de HOOKE, pour de petites déformations d’'un solide élagtiggxprime le tenseur des
contraintes réduites en fonction de ceux des tggdiéduites et de déformation :

ij = cjkmng mn’

Ou encore, d'apreés les équations (1.3) et (l.6}tecéoi permet d’écrire le vecteur des
contraintes réduites selon la directipn

o, :%[(njoV)u—l—(njou)V}:(njov>u. (1.7)

11
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L’équation du mouvement se déduit de la relatiordéonentale de la dynamique (1.5) et de la
loi de Hookg1.7) :
d,u= (VoV)u (1.8)

Si I'on cherche une solution a ce systeme d’équoatiaux dérivées partielles, linéaire a
coefficients constants d’ordre 2 en temps et era@spsous la forme d'une onde plane
harmonique :

p eﬂ'w(f,—s-x) (Ig)

de pulsatiom, de vecteudenteur de phase et de polarisatiopn, on obtient I'équation
algébrique suivante, indépendante de la pulsation :

(sos)p =p, (1.10)

qui n"admet de solution non nulle que si la matse® a au moins une valeur propre égale a
'unité. Cela revient a étudier le polynédme de Gtuifeldéfini au paragraphe suivant.

[.4 Polynbme de @ristoffel

[.4.1 Expression du polyndme de fristoffel

En considérant que le vectdenteur de phase = sn est de normes, et de direction de
phasen (vecteur unitaire), la bilinéarité du produitpermet de récrire I'équation (1.10) :

(non)pzsi?p. (1.11)

La matrice non étant symétrique définie positive [Eq. (1.4)], ellest forcément
diagonalisable en base orthonormale. Par conséquant toute direction de phasel existe
exactement trois lenteurs réelles vérifiait s (n) < s,(n) < s,(n) telles que les vecteurs
lenteurss (n)n annulent le polyndme deHRISTOFFEL .

['(s) = det[s2 (non) —[IB} = det(non) s* —Tr

o]

L’existence de trois autres racines, opposéessa(x), traduisent juste le fait que dans la
direction—n les lenteurs sont les mémes puis@u@)o(—n) = non.

st + Tr(non)32 —-1. (1.12)

Sauf pour un milieu isotrope ou isotrope-transvelsenombre de directions, ditesaxes
acoustiques, pour lesquelles le polynéme de Christoffel adonet racine double ne peut

12
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excéder 16 Alshits and Lothe, 20Q04La normale a la surface de lenteur est doncnaefi
presque partout par le gradi&fii(s).

1.4.2 Surfaces des lenteurs de phase, en coordonaé&phériques

La surface des lenteurs de phase est le lieu, &gugrtir d’'une origine, des extrémités des
vecteurdenteur de phaseacines du polynéme Christoffel

En coordonnées sphériques, la direction de phaseaesctérisée par deux anghest ¢ tels
que :

n(f,p) = cosbn + (cospsindn_+ (singsinb)n, . (1.13)

On peut donc obtenir la surface des lenteurs desephen tracant les trois nappes
S parametrées pdrety:

S — {s € ]Rs,szsa(n(G,gp))n(H,gp)}.

Dans le cas d'un milieu isotrope, dont les progsésont invariantes quelle que soit la
direction de propagation, ces surfaces sont desrephElles prennent des formes plus
complexes pour un milieu anisotrope. La surfacelee®urs de phase du mode transversal
pour le cas d’'un monocristal de cuivre dont la dymméest cubique est représentée par la
Figure I-1 :

Figure I-1: surface des lenteurs de phase 3D du mode TH danororistal de cuivre.

En faisantfd=n/2, on obtient l'intersection de la surface des dard avec le plaa’ylsz,
représentée sur la Figure 1-2 pour un monocristaludvre.

13
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05

S, (us/mm)

o
I

-05 .
05 0 05
sy(us/rrm)

Figure I-2: courbes delenteurs de phase des ondes rasantes dans le_pleh {T2) pour I'angle) = 71/2.

1.4.3 Points ou la normale a la surface de lentewgst paralléle a la
direction d’observation.

Nous allons montrer que pour une direction d’obstéon d fixée, le nombre de points ou la
direction d’observation est orthogonale a la swfae lenteur est fini.

Sans perte de généralité, on peut supposer quieelgion d’'observation est donnée par le
vecteurn . En se plagant hors des points ol le gradiéfis) est nul, la normale a la surface

de lenteur sera paralléle a la direction d’obsérmasi et seulement si les deux premieres
composantes de ce gradient sont nulles.

On doit donc résoudre un systeme de trois equagiolymomiales a trois inconnues qui sont
s ,s ,ets , les trois composantes duvectgue s n. +s n_ +s n :
X’ Ty Z X X y y Z z

I'(s) =0 (Equationdedegré6);
0, I(s)=0 (degre5) ; (1.14)
d T(s)=0 (degré5)

En raison des propriétés remarquables du polyn@m@hdistoffel, le systeme (1.14) ne peut
pas étre dégénéré et admet donc un nombre finoldéas. En conséquence, la direction
d’observation et la normale a la surface de lergeunt distinctes presque partout

14
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[.5 Calcul de la fonction de Geen dans I'espace infini.

1.5.1 Geénéralités

En présence d’'une densité volumidu@nité m s%) de forces extérieures réduites (divisées
par la masse volumique du milieu), I'équation d'esch résoudre est la suivante (voir par
exemple Royer et Dieulesaint, 1996

9,u(x,t) - (VoV)-u(x,t) = f(x,t). (1.15)

Si la densité volumique de force est supposée lgusast-a-dire nulle pour négatif, la
causalité implique qu’a tout instameégatif le systéme est au repos, c’est-a-dire que :

{¥t <0, vx e R f(xt) = O,} = {¥t <0, ¥x e R’,u(xt) = O,}. (1.16)

Le second membr§x,t) peut s’écrire comme une convolution spatio-temperel

f(x,t>:70 |8 =6t —m)x | fem)agar (1.17)

Comme I'équation (1.15) est linéaire a coefficiemsnstants, sa solution peut toujours

s’exprimer comme la convolution denseur dé&sreeng par le terme-source :

u(xt)= [ - [.66— &t =) f(gn)agar, (1.18)

le tenseur de Greeatisfaisant I'équation :

0.G(x,t) = (VoV)G(x,1) = 6(t) 6(x)1,. (1.19)
avec la condition initiale :

Vt<0,Vx €eR*,G(x,t) = O (1.20)

3

L'originalité de ce travail est de rester dans lemdine temporel et de prendre une
transformée de Fouri@emiquement par rapport a I'espace pour retrouverrdsultats de la
littérature.

I.5.2 Transformée de Burier spatiale du tenseur de Gen

La transformée de Fourispatiale du tenseur de Gresst définie par :

15
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Gk t)= f]RS G(x,t)e dx, (1.21)
de sorte que

—1kx

Q(x,t):% [ Gt)e * aK. (1.22)

]RS

La transformée de Fourispatiale des équations (1.19) et (1.20) donne :

0,6 (k1) + (kok)G (k. 1) = 6(¢)1,
(1.23)
vVt <0,Vk €R* G(kt) = O

3 9

qui se résout en diagonalisant la matficgk = &’ (non). Comme on I'a vu précédemment,
la matrice non est diagonalisable en base orthonormale (valewgres 1/ s°(n) et

vecteurs propres normaligégn) ), ce qui se traduit par :

P(n)", (1.24)

non=%(n)diag

1<a<3

5, ()

avec P(n) = p,(n)| p,(n) p,(n)| &t P(n)P(n)" =1

3°

L'unique solution causale de I'équation différeliieg’ (¢) + w g(¢)= 6(¢)étant la fonction
t +— u(t)sin(wt) / w,00 u désigne I'échelon unitaire oufonction de Heaviside, la
transformée de Fourieggpatiale du tenseur de Gresiécrit (JAlshits et Lothe, 20Q4par
exemple) :

. s ) (RO s ) [k
k,t = t 7) d_ Q 1) — t e .
G k.t) = u(t)P(n) diag n[ [P = w0 i . ) @ e o)
(1.25)
[.5.3 Retour dans I'espace spatio-temporel
En appliquant la transformation de Fourrererse (1.22), on obtient :
ut) G opos,m) | R
G(x,t) = o ;IRS . sin - () e [pa(n)@)pa(n)]cﬂk, (1.26)

16
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puis, aprés un passage en coordonnées sphéridgkes &° dkdn),

kt

[pa n)®p,(n )]0711-

Glxt) = j;ew

87T a=1 ‘n‘ § (n

«

+oo —i(nx)k
ksm[ ]e ( )kdk

(1.27)

Dans cette derniere intégrale, grace a la symet@mtrale s (—m)=s (n) et
p,(—m)=p_(n), le changement de variable— —k et n — —n modifie juste les bornes de
l'intégrale enk : on intégre de moins l'infini a zéro. Par cons&gy on peut également
écrire :

Gt =05 [

167 o Jpycs n) [p,(n) @ p,(n)|dn.

o 5, ()

[e%

0 kt ,
" ksin [ ] efl(n'x)ka?k

(1.28).

Comme, pour tous nombres réekst ,

+00 ! !

ksin(vk)e “dk = |6 (u—v)— 6 (u+v),

—00

grace a la symétrie centrale qui permet de remplaeé'(n-ert/sa(n)) par
§(n-x—t/s (n)),et puisque 5'(n-x—t/su(n)):—si(n)é'[t—su(n)n-x],le tenseur de

GREENpeut étre récrit comme la somme de trois intégialesa sphére unité :

lZ Jucxe st @8t =5, (mn-xfp <n>®pa<n>]d/n]. (1.29)

a=1 ‘n‘

G(x.1)

Ce résultat a été obtenu par de nombreux auteuis paa d’autres méthodes. A notre
connaissance, la premiere formulation a été étadareBurridgeen 1967 Burridge, 1967
Eq.(4.6)] en exprimant une source ponctuelle corfarsuperposition de plans-sources dans
toutes les directions. D’autres articles ont fapel a la transformation deaBoN ([Yeatts,
1984 Eq.(28)], Wang et Achenbach, 1998q.(4.17)]. D’autres méthodes encore ont été
mises en oeuvre danBJery et Kim, 1994E9.(9)] et Bakulin et Tyurikov,1996q.(9)].

Sur chaque nappé& de la surface de lenteur, le vectéanteur de phase s'écrits (n)et on
peut démontrer qu%si(n) a?n] égale“s : r(s)‘ a?s], le vecteur unitaire(s) désignant la normale
a la surface de lenteur. Le tenseur de Gpamnt donc étre exprimé également comme une

intégrale double sur les trois nappes de la sudadenteur:

17
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Gg(x,t) = _81;(? 8t{ 3 j;”é(t —S-X)[p(n)®p(n)”s-r(s)‘a75 : (1.30)

a=

Des formules analogues sont données dansriflge, 1967 Eq.(5.4)] et Yeatts, 1984
Eq.(39)].

Notons que chaque surface de lenteur admet uneal®rpartout sauf pour les points
conigues qui sont en nombre limigd.[Alshits and Lothe, 20Q{et représentent le contact
ponctuel entre deux surfaces de lenteurs.

Assez étrangement, les auteurs précédemment ditdscaption de [Every et Kim, 19%ne
cherchent pas a simplifier cette intégrale. Cesides évoquent: dhe properties of the
function could be used to reduce this surface nmate¢p a line integral summed over
directions for which(t —s, - x = 0),which have to be located numerically. However, ehier
no clear-cut advantage to doing this [. »]

Nous allons cependant donner dans le paragrapkansuiexpression du tenseur de Green
comme une somme d’intégrales curvilignes sur laghms d’intersection des surfaces de
lenteur avec le plan(m-s = i), avec la notation(x =dm),d étant la distance
d’observation eim la direction d’observation.

[.5.4. Formulation en intégrale curviligne
1.5.4.1. Passage d’une intégrale double a une intéde curviligne.

Prenons un point d’'observation situé a une distahda point-source dans la direction
(vecteur unitaire), et un instantels que pour toute lenteursguée a l'intersection du plan
{m s=1/ d} et de la surface de lenteur, la normale r(s) attase de lenteur est définie et
non colinéaire a la direction d’observation m.

L’intersection des surfaces de lenteurs @hnexe B) avec le plar{m-s :t/d} est un
ensemble de courbes fermées tres régulieres. Ainage de chaque courbe, on peut repérer
la surface de lenteur par deux variabiet 4 (cf. Annexe B) telles qudu=m-s —t / d}

et v est I'abscisse curviligne de la courbe d’intersgctiont le point courant estis( 0).

En outre, on peut démontrer que [I'élément de sarfaofinitésimal oss’écrit
jacol(v,u)dvdu, le jacobien jacol(v,0)valant ‘m/\r(s)‘fl le long de la courbe
d’intersection, soit I'inverse du sinus de I'angiatre la normale(s) a la surface de lenteur et
la direction d’observatiom.

18
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L'intégrale double (1.30), devient, en utilisa@t propriétés(Gu) = ﬂ‘ ), une somme
d’intégrales curvilignes le long des intersectidnsplan {m s=t/d; avec Ies trois nappes
de la surface de lenteur, a condition que la nardala surface de lenteur ne coincide pas
avec la direction d’observation :

Z 99 ‘ [p(S) ® p(s)] ds (1.31)

G(x,t) = ‘m = )‘

ms= t/d

1.5.4.2. Singularités des arrivées d’ondes.

Des exemples de courbes d’intersection des surfdedsnteur avec le pla{‘m~s =t/ d}
sont montrés dans les figures suivantes, pour umonristal de cuivre et différentes valeurs
det / d:

t/d = 0.103 ps/mm t/d = 0.154 ps/mm

19
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t/d = 0.302 ps/mm t/d = 0.364 ps/mm

t/d = 0.425 ps/mm

<
t/d = 0.490 ps/mm t/d = 0.515 ps/mm

20
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t/d =0.541 ps/mm t/d = 0.558 pus/mm

—
—

Figure 1-3: courbes d’intersections successives des surtbztmnteur avec le plag=st/d jusqu’a I'arrivée de toutes les
ondes.

L’'une des caractéristiques les plus importantes ¢iacalcul de la fonction de Green pour un
solide dans le domaine temporel est l'identificatides arrivées d’'ondes. Ce sont des
caractéristiques singulieres qui se propagent daedtesse de groupe dans la direction
d’observation. La plupart de I'énergie acousticayonnée par un événement localisé, comme
une force impulsive ponctuelle, est concentrée dassarrivées. Par conséquent, ces arrivées
d’onde disposent d’'une place importante dans tdisteussion sur I'élastodynamique.

On s'intéresse ici a la nature du comportementulimgde la solution au voisinage d’'une
arrivée d'onde associée a lI'une des trois brandeek lenteur acoustique. La propagation
dans une direction générique est associée au @bptique ou hyperbolique sur la surface de
la lenteur, c.a.d. les points ou les courburescjpales sont respectivement de méme signe
(Figure 1-4 (a)) ou de signe opposée (Figure hy.

Figure I-4 les 2 types des arrivées d’ondes : elliptiques{djyperbolique (b).

21
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Un point singulier g sur la surface de lenteur est dit générique owligrgsi les deux
courbures principales sont finies. En aligngnét s, le long des directions principales de la
surface, I'équation locale de la surface de lentéerit [Every et al., 2007 [Every et al.,
1997:
or 10°T 10T
X+~ s.)s> 4+ —
05, —(s) 2882(0>y

y

(s,)s° =0 (1.32)

Dans le cas des points elliptiques, la surfaceedeelr est soit concave soit convexe, et les
Qr, 0T
(s,) > 0.

deux courbures principales sont de méme signelc. -g——( ) — >
S
y
L'arrivée de l'onde pour un point elliptigue prefdbituellement la forme d'une
discontinuité, mais dans certains cas, généralemgdatifs a la symétrie, peut prendre la
forme d'un décrochemenkifk). Afin de calculer I'intégrale au voisinage dg Béquation
(1.32) est localement approchée par :

2 2

§
_Z

b

S
+6x =

<L+ (1.33)
a

avec a et b des coefficients sans dimensions &t angle Avec ce changemers, ets, seront
alors écrits :

s,(a,2) = aNEdX cosa et s5,(a, 2) = bv/EdXsina

et ds sera écrit comme suit :

ds = \/j:(SX\/aQ sin® o + b” cos® a dov et

‘m A r‘ A %)\/:l:(SX\/a2 sin® a + b’ cos” a (1.34)
a

L’intégrale sur le contour au voisinage @evaut alors :

~ mabM(s,)
9§ M(s)—=— = . (1.35)
ms m-s +z ‘m/\r( )‘ OU.O
La partie singuliére d&(x,t) dans ce cas sera écrite sous la forme suivante :
+ab T
Giag (%)= d]5(t —1,)[p(s,)p(s,)" | (1.36)
Dans le cas des points hyperboliques, les deuxoaoes principales sont de signes opposeés
8 r o'r
S (S())?(S()) < 0.
y z
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L'arrivée pour un point hyperbolique prend la fordne singularité ou, quand la symétrie
intervient, une faible singularitd&jery et al., 2007 [Every et al., 1997 L’équation locale
dans ce cas sera approchée par :

2 2 Sy
— [f] pour f (1.37)
—e< 2 <e
b

A
a

S
6x:[

ets, ets, seront écrits sous la forme suivante :

—e<6X<0:s (a z) = aN—6xsinh o, s, = +bV—6 Xcosh «
. (1.38)
0<dx<e: s +av—d6Xcosh a, s —b\/—(SXsmha
Avec ce changement on obtient :
A5 _ 190 )| da (1.39)
mAx(s) |2
Et M(s) s’écrit dans ce cas sous la forme :
M(s) = M(s,) + 0(e). (1.40)

En appliguant les relations écrites au dessuséfimale deé5(x,t) s’écrit alors comme suit :

Gep="21L2 ¢ {“—b[%][p<so>p<sﬂ+o<a>}oz/a (.41

2
87°d Ot SN(ms=ms, +2) 2

—ae<é<ae;—be<(<be

En résolvant cette intégrale, on trouve :

G (xt) ~ 2400 [t — ][p<so>p<so>T] (142)

Le calcul de l'intégrale trouvée au voisinage dunpaingulier § pour le cas des points
elliptigues ou hyperboliques est en accord avecdssltats trouvés paB{rridge, 1967 et
[Every and kim., 1994

[.6 Résultats numeériques
La méthode décrite précédemment a été implémemwidrecalculer la réponse impulsionnelle

due a un point-source. Le monocristal de cuivreéac@oisi pour réaliser cette application
numérique car ce matériau est fortement anisotioge constantes d’élasticité non nulles du
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cristal sont:¢, = ¢,,= ¢,,= 170 GPag¢ ,= ¢,= ¢,= 123 GPa et =¢, = ¢, = 75GPa.
Sa masse volumique est&#80 kg.m .

[.6.1. Composantes du tenseur der@en pour différentes directions.

La section de la surface d’'onde dans le flann )est représentée par la Figus® ou les
angles d’observation et les arrivées d’'ondes aéss@ont également indiqués par les points
a, b, c, d, etc... . En raison de la symétrie du rimatéles composantes non nulles du tenseur
de Greensong ,, o, 0 = 2,3, et G,.

5r

Ve sin@®) (mm/us)

; N7 1. .
0 1 2d ¢ b3 4 a 5
Ve cosf) (mnvps)

Figure I-5: coupe de la surface d’onde du cristal de cuivrdesrdans le plan (trait plein) et hors plan (traitgpointillés).
Les couleurs rouge, vert et bleu correspondenemsement aux ondes L, T1 et T2.

Les Figured-6(a) et I-6(b) donnentg, = G, et G, le long de I'axe de symétrié = 0°. La
composantgz, montre un changement de penteagane discontinuité e, une singularite

en c,et une autre discontinuité en
0.01

-0.01

22

-0.02 |-

-0.03 |-

-0.04 ‘ ‘
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

t/d (Ls/mm)
Figure I-6(a)composantg,, du tenseur de Green dans la direction 0°.
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-0.01

-0.06 ‘

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
t/d (us/mm)

Figure 1-6(b) composantg,, du tenseur de Green dans la direction 0°.

Les composantes pour I'angle= 5° sont présentées dans les Figurééa, b, c et d)ll y a
moins de sept arrivées d'ondes dans cette directies composanteg; et G, ont un
changement de pente anune discontinuité em, un décrochement ef1 et une singularité
en d ete et une discontinuité efi Les composanteg, et G, présentent une discontinuité en
a,un changement de pente kndes singularités ea et d et des discontinuités enet f.

0.005 -

-0.005 |

-0.01

33

o)
-0.015 |-

-0.02 -

-0.025 | T\\V Td Te

-0.03 L L
0.1 0.2 0.3 0.4
t/d (Ls/mm)

0.5 0.6

Figure I-7(a): composantgs; du tenseur de Green dans la direction 5°.
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0.015 -

0.01 -

0.005 |-

Q»N 0 |

-0.005 |-

-0.01

-0.015

0.1

0.2

0.3 0.4
t/d (us/mm)

0.5 0.6

Figure I-7(b): composant&,; du tenseur de Green dans la direction 5°.

0.01

-0.01

22

-0.02 |

-0.03

-0.04

d

0.1

0.2

0.3 0.4
t/d (Hs/mm)

Figure I-7(c} composantg,, du tenseur de Green dans la direction 5°.

0.005

0 -

-0.005 -
-0.01 -
®:-0.015 -
-0.02 -

-0.025 -

-0.03 -

-0.035

—

0.1

0.2

0.3 0.4
t/d (us/mm)

Figure I-7(d) composantg;; du tenseur de Green dans la direction 5°.
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Les Figuresl-8(a, b, c et d)montrent les composantes poéir= 32°. les composantes

a3’

a,3 = 2,3 ont une discontinuité ea.c et e et une singularité ed tandis queg, a un

changement de pente enune singularité em et une discontinuité ea et d.

33

0.005

-0.005

-0.01

o)
-0.015

-0.025 |

23

-0.005

-0.01 T

-0.02

-0.03

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

t/d (Ls/mm)

Figure [-8(a) composant&,; du tenseur de Green dans la direction 32°.

0.015

0.01

0.005

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
t/d (us/mm)

Figure 1-8(b) :composantg,; du tenseur de Green dans la direction 32°.
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0.005

-0.005 |
N -0.01 |
-0.015 |

-0.02 |-

-0.025 | ‘ ‘
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

t/d (us/mm)

Figure 1-8(c) :composantg,, du tenseur de Green dans la direction 32°.

0.02 -

-0.02 |

11

-0.04

-0.06

-0.08 L L ‘
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

t/d (us/mm)

Figure 1-8(d) composantg,; du tenseur de Green dans la direction 32°.

1.6.2. Correspondance entre courbes de réponse atersections
plans/surface de lenteur

En raison de la symétrie du matériau, les compesapbssibles non nulles du tenseur de
Green sont les composantgs,, o, 5 = 2,3, et la composantgs,. Les valeurs def
considérées sont présentées dans la Figbr®ans cette figure les arrivées d’onde notées a,
b,..., pour chaque valeur dechoisi sont représentées.

Les surfaces de lenteurs de phase correspondaspauions du polynéme de Christtofel, ont
éte présentées en coordonnées polaires dans lee Figu Ces courbes évoluent avec le
rapport t/d jusqu’a la disparition de la derniére, ce qui espond a la derniére arrivée
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d’onde. Les courbes d'intersection des ces surfages le planm -s=t/d, sont présentées
dans ce paragraphe, afin de montrer l'arrivée dfé&rehtes ondes, et les différentes formes
des singularités associées.

Les Figured-10, montrent les courbes d’intersection dansitaction la moins compliquée,
direction de I'axe de symétrie d’'angle= 0°. Les courbes d’intersection choisies sont prises
aux moments d’arrivées des ondes ou juste avanniPes deux composantes non nulles
dans cette direction, on prend la compos#tgFigure 1-9).

0.01
oL

-0.01 |-

-0.02 F

1

-0.03 |

-0.04 |-

-0.05 |-

-0.06 : ‘ :
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

t/d (us/mm)

Figure 1-9: composantg,, du tenseur de Green, suivant la direction 0°.dhéfres mentionnés correspondent aux

différentes courbes d'intersection avec le plgt/d présentées dans les Figures 1-10 (1) a (8).

La Figurel-10(1) représente la courbe d’intersection des 3 asude lenteurs avec le plan
t/d avant la premiére arrivée. Aprés un peu de tefapsyrface de lenteur de I'onde la plus
rapide (mode longitudinal) est arrivée (Figusg0(2)), cette arrivée est associée a un point
elliptique (Figurel-4(a)) qui se traduit dans la réponse par une disudté en a. La
propagation continue jusqu’a l'arrivée de la premiénde transversale (Figurd0(4)) qui

est associée aussi a un point elliptique et quraskuit par un changement de pente dans la
fonction réponse (point b). La surface de lentearraspondant a la deuxiéme onde
transversale (I'onde la plus lente) est ensuitgelde a couper le plap =1t/ d. La courbe se
sépare ensuite en quatre morceaux. Cette sépaedioassociée a un point hyperbolique
(Figurel-4 (b)) qui provoque une singularité dans la foncti&monse (point c). L'intersection
entre le plan et la surface de lenteur est caiaéténaintenant par quatre petites courbes
(Figure 1-10(7)), le long desquelles l'intégrale sera calcud¢aui se réduisent ensemble a
guatre points (derniére arrivée d’'onde) (Figlii€)(8)). Cette derniére arrivée est associée a
un point elliptique, en provoquant une disconti@uiins la fonction réponse (point d).
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t /d=0.4085 t /d=045
05 T 05 T

O O
. O

05 : 05 .
0.5 0 05 0.5 0 05

(=)
o

Figure I-10: courbes d’intersection des surfaces de lenteugs l@ plan g t/d, suivant la direction 0°.

On choisit ensuite la direction d’angle 32°, cejleé passe par I'extrémité de la corne (Figure
1.5), les composantes de la fonction de Green dans dekction sont présentées dans les
Figuresl-8 (a) a (d). Parmi ses 4 composantes non nulegrend le cas dg, (Figurel.11)
pour montrer les différentes arrivées d’onde etdture de leur comportement singulier.

0.02

-0.02 |

11

-0.04

-0.06

-0.08 I I !
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

t/d (us/mm)

Figure I-11 composantg,; du tenseur de Green, suivant la direction 32°.dhiffres mentionnés correspondent aux

différentes courbes d'intersection avec le plgi/d présentées dans les Figures 1-12 (1) a (10).

La Figurel-12(1) représente la courbe d’intersection dans lecton 32° des 3 surfaces de
lenteurs avec le plan = t¢/d juste avant la premiére arrivée, de I'onde quasgitudinale
(Figure 1-12(2)). Cette arrivée correspond a un changementetiéep(point a), puisqu’elle
était associée a un point elliptique. Puis les esupiintersection se suivent (Figule$2(3)-
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(4)) jusqu’a la coupe ou la courbe de lenteur depleamiére onde quasi-transversale
commence a se separer (Figw#2(5)), en provoquant une singularité (point b) d#ms
fonction réponse puisqu’elle est associée a urt pgimerbolique.
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t/d=043
05 T T

05 I I I I

t /d=0.4435
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©

01 -005 0 005 01 015 02 025

04

t /d=0.44325
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01r

01f
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Figure I-12: courbes d’intersection des surfaces de lenteugs l@ plan g t/d, suivant la direction 32°.

Apres la séparation de la surface de lenteur ael&dl 1, I'intersection avec le plan comprend
la courbe de T2 et 2 courbes de T1. Cette intecseotste dans cette état jusqu’aux arrivées
simultanées de T1 sous forme d’'un point elliptigegure I-12(6)), qui se traduit par une
discontinuiteé dangz, (point c). L'intersection n’est plus alors quectaurbe de lenteur de T2,
qui diminue avec le rappafd (Figuresl-12 (7 & 9)), jusqu’a la derniere arrivée associée a un
point elliptique (changement de pente, point dy(Fel-12(10)).
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Figure I-13 composantg,; du tenseur de Green, suivant la direction 5°.dteffres mentionnés correspondent aux

différentes courbes d'intersection avec le plgi/d présentées dans les Figures 1-14 (1) a (16).

Les deux directions choisies ne représentent gaditections les plus compliquées, car elles
ne passent pas au travers de la corne pour lesgukefleut y avoir huit arrivées d’ondes ou
plus. Afin de visualiser ces différentes arrivéms,a choisi la direction d’angle 5° qui passe
au sein de la corne. Les composantes de la foncloiisreen dans cette direction sont
présentées dans la Figurg. Parmi ces 4 composantes non nulles, on prenddede G,
(Figure 1.13) pour montrer les différentes arrivées d’ondeaenadture de leur comportement
singulier.

La Figurel-14(1) représente la courbe d’intersection dans laction 5° des 3 surfaces de
lenteurs avec le plans =t/d avant l'arrivée d'onde longitudinale. L'onde quasi
longitudinale arrive en premier (Figutd4 (2)). Cette arrivée provoque un changement de
pente (point a), puisqu’elle est associée a untpmiiptique. La Figurd.14(4) montre deux
points coniques, sans arrivée d’onde. La courbdedeeur de la premiére onde quasi-
transversale commence a se séparer sur la Hig4{&)) en provoquant une singularité (point
b) dans la fonction réponse puisqu’elle est assoéiéun point hyperbolique. Aprés la
séparation de la courbe de lenteur de I'onde Titefsection avec le plan comprend une
courbe de lenteur de T2 et 2 courbes de T1 judtaridvée simultanée des 2 courbes de T1,
sous forme d’'un décrochement (point c). Aprésivée de T1, l'intersection est seulement
avec la courbe de lenteur de T2, jusqu’au le moragnine partie de cette courbe commence
a se séparer (Figureld (10)), cette séparation est associée a un poipéerbglique qui
provoque une singularité dans la fonction répomsen{ d), et l'intersection avec le plan
s, = t/d donne naissance maintenant a deux courbes datéuter2. Cette situation reste
jusqu'a la séparation de la courbe la plus gramile3 gparties (Figurd.14 (12)). Cette
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séparation est associée a deux points hyperboligyagtriques qui créent une autre
singularité dans la fonction réponse (point e).

t/d=02 t /d=0.228
05 T 05 T
0 0
™ 2
0.5 L 0.5 L @
05 0 05 05 0 05
t/d=0.24 t /d=0.305
05 T T 05 T
0r 7 )= Points coniques B
_0 5 1 1 1 1 1 (3) _0 5 1 1 (4)
0.4 0.2 0 0.2 04 06 05 0 05
t/d=0.34 t /d=0.342
05 T 05 T T
0 B 0 B
Q) ©)
_05 | | 1 | | _05 | | 1 | |
-0.6 04 0.2 0 0.2 04 06 0.6 0.4 0.2 0 0.2 04 06

Figure 1-14: courbes d'intersection des surfaces de lenteuss ke plan s t/d, suivant la direction 5° (de 1 a 6).
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Figure 1-14: courbes d'intersection des surfaces de lentaugs l@ plan g t/d, suivant la direction 5° (de 7 a 12).
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Figure 1-14: courbes d'intersection des surfaces de lentewss ke plan s t/d, suivant la direction 5° (de 13 a 16).

Apres cette séparation, l'intersection avec le plar- t/d donne naissance a quatre courbes

de la lenteur (Figures14 (13 a 16)).

associée a un point elliptique qui provoque unedatisnuité (point f).
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|.7 Conclusion

Au cours de ce chapitre, nous avons calculé langgmen déplacement a une force appliquée
en un point dans un solide anisotrope infini. Leseur de Green a été écrit comme une
intégrale sur la sphere unité qui a été ensuiteritéécomme une intégrale sur les surfaces de
lenteur. La partie théorique décrite est employeéer alculer la fonction de Green pour
plusieurs orientations. Une partie importante atutle des courbes de réponses porte sur
I'étude des points singuliers, correspondant anxées successives des ondes. A travers un
certain nombre d'exemples numériques, nous avaurstrd la présence de ces singularités
dans les fonctions de réponse pour le monocrigatuivre. Ces singularités sont toujours
présentes dans les fonctions de réponse d’'un esfastEue semi-infini ou une plaque.
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Chapitre 1l : Tenseur deREEN en présence d’interfaces planes

1.1 Introduction

Le probleme de la réponse en déplacement d’unesélabtique semi-infini ou d’'une plaque a
une source ponctuelle ou une ligne-source situlsesairface a recu une large attention au
cours des années, depuis les travaux de L[aarhb, 1904 Dans ce chapitre, nous calculons
la réponse en déplacement d’'un demi-espace élastigisotrope (Figure 1l-1) puis d’'une
plague a une excitation ponctuelle a la surfacetreNapproche consiste a appliquer la
transformée de Fouriaux équations d’élasticité et aux conditions amites, par rapport au
temps et aux coordonnées spatiales parallélesnderfaces, a résoudre ensuite les équations
algébriques en résultant, puis a écrire la transderinverse. Dans le cas d’'un demi-espace,
une réécriture de cette derniere formule permeédaire le calcul numérique de la réponse a
I'évaluation d’'une intégrale simple et non plusruntégrale triple. Dans le cas de la plaque,
il faut mettre en oeuvre une méthode de calcul migmé. Deux méthodes sont présentees :
une premiéere consiste a décomposer le champ conmmeswccession de réflexions aux
interfaces ; le champ s’écrit sous la forme d’'uéeesde Debyelont la troncature permet un
calcul numeérique par transformée de Fouragride en pulsation puis évaluation d’intégrale
double sur les lenteurs. La seconde consiste audés@nalytiquement le probléme dans un
espace hybride avant de revenir dans I'espace quygpar double transformée de Fourier
rapide spatiale. Des réponses sont présentéeslalaas d’'une plaque de carbone-époxy a
fibres orientées selon une seule direction paealbix interfaces, puis dans celui d’un
monocristal de cuivre dont les axes cristallogrgpés sont paralleles aux axes du repere.

[1.2 Présentation de probléme

Un milieu continu élastique anisotrope non absdrioacupant le demi-espacez = 0»
est soumis a une densité surfacique de force ag@i@ sa surface. Le triedre de référence
(n,,n ,n ) estreprésenté surla Figutd, ou le vecteum, est normal a la surface libre

et dirigée vers le solide.
Source ponctuelle

F(t)

0 \ 4
| N
Surface libre E
impacté !
Demi-espace E
anisotrope !
Yn,

Ny

Figure II-1 Géométrie du probleme.
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Dans le cas d’'une plaque d’épaissbutes interfaces seront placées emxh /2 » et «z
=-h /2 » de sorte que le plarz« 0 » soit un plan de symétrie.

I1.3 Formalisme de Sroh

11.3.1 Généralités

Dans le cas d’'un demi-espace ou d’'une plaque (thagiivant), le formalisme de Strekt
particulierement adapté pour écrire et résoudrtype de p