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Introduction générale

La vérification de matériels et de logiciels, la bio-infotigae, la planification temporelle et spa-
tiale, I'allocation de ressources, I'ordonnancement dbd8§, la gestion d’emploi du temps, les systemes
d’'information géographique, la compréhension du langageral, sont des domaines d’applications qui
soulévent de nombreux problémes pouvant étre représeatampensemble de contraintes. De nom-
breuses études tant théoriques que pratiques portent mudélisation et la résolution de ce type de
problémes. En particulier, décider de la cohérence d'ublpnoe, a savoir prouver I'existence d’'une
solution, est une question centrale en intelligence agific Dans le cas général, la résolution nécessite
un temps considérable, au-dela de I'échelle de temps hemialnmodélisation mathématique apporte
un cadre théorique solide pour I'étude de ces problémegytitishtion de I'outil informatique facilite
la résolution. De part la diversité des problémes a traitemombreux modéles de représentation ont
été proposés. La simplicité de modélisation, I'expressiva compacité de la représentation, mais éga-
lement la puissance des outils mathématiques et algorthenj sont des critéres trés importants dans le
choix de la représentation.

Parmi les domaines d'applications précédemment citéshreum sont ceux qui requiérent la mani-
pulation de connaissances de nature temporelle et sp&iataines modélisations proposent une quan-
tification du temps et de I'espace, d’autres s’attacherdspBct qualitatif en décrivant les relations entre
les entités. La manipulation de connaissances de natupmtefie par un raisonnement qualitatif prend
son essor avec la définition de I'algébre des intervallas g\ 1983]. Ce formalisme qualitatif permet la
représentation d'intervalles de temps sur une droite denhdécrit les contraintes entre deux intervalles
par leurs positions relatives. Allen propose une représent sous la forme dBéseaux de Contraintes
Qualitatives(RCQ) permettant une modélisation naturelle et compacte desaissances temporelles.
Durant ces derniéres décennies, ce cadre a été fortemdaoit&xb étendu a d’autres formalismes quali-
tatifs pour le temps et I'espace. Les techniques de résaldiésRCQ sont inspirées d’autres modeles de
représentation de problémes sous contraintes : les régeazontraintes discret®(CD) et les formules
propositionnelles sous forme normale conjonctiZdlf). Cependant, I'étude des propriétés des forma-
lismes qualitatifs ont conduit au développement d’outi®athmiques spécifiques. Ainsi, les techniques
d’'inférences s’appuient sur un affaiblissement de la caitipm mathématique, et les algorithmes de re-
cherche sont facilités par la caractérisation de fragmeaitables de certains formalismes qualitatifs.
Chaque modéle de représentation donne une vision difeédents la fagcon d’appréhender un probléme.
Cela se traduit par une grande diversité dans le développget@utils algorithmiques et dans la di-
rection des études théoriques. Cependant, le contrastelestrésultats pratiques pour la résolution de
problémes dans les différents cadres est fortement mdPgueé répondre a un probléeme, il peut étre plus
efficace d’exploiter les outils algorithmiques d'un cadi@squ’une autre modélisation semble plus na-
turelle. Ceci peut s’expliquer par la difficulté & manipukes informations d’une structure compacte ou
la facilité a adapter des informations en logique propasitelle. Chaque formalisme devient une source
d’inspiration pour les autres.’objectif de notre étude est d’approfondir les connexiensre les diffé-
rents systemes de contraintes afin d’apporter de nouveatiis algorithmiques pour le raisonnement
qualitatif temporel et spatial



Introduction générale

Pour gu’un formalisme bénéficie des études menées dansadalgmaines, une direction peut étre
les liens entre les représentations par le biais d'opérataetransformation Une transformation est
un processus algorithmique permettant de passer d'unéseation a une autre, voire de lier les pro-
blémes de décisions. Cette approche est motivée par dedtsntént pratiques que théoriques. Dans le
cas général, tout raisonnement est fait a partir de la reptéson d’'un probléme, dont la nature et le
sens ne sont pas connus. Une analyse structurelle peutieoadinoisir un autre formalisme afin de bé-
néficier d’outils algorithmiques plus adaptés et simplifeerésolution par une transformation. D’autres
approches consistent a s'inspirer ou a adapter les ougitwitimiques de chaque cadre. Les visions
différentes d’un méme probleme peuvent amener a pensérafifinent et conduire a améliorer les pro-
priétés théorigues ou les performances algorithmiquespdint de vue théorique, les transformations
peuvent aider & étudier la structure d’'un probleme et la ¢exitp des algorithmes nécessaires a sa ré-
solution. L'exploitation des classes traitables dans tedeufaciliter les algorithmes de recherche est un
aspect trés étudié. Mettre en évidence ces classes parésupar les transformations et développer des
approches pour les identifier peut contribuer a caractédis@ouvelles classes traitables dans les diffé-
rents domaines. En clair, exploiter les transformationspéde voir un méme probleme sous différents
angles afin d'y apporter une solution adaptée.

Notre premiére contribution est une étude d’'une transfomadesRCQ vers les formuleCNF.
Cette approche nous permet d’exploiter les outils algariffues d’'un des formalismes les plus perfor-
mants afin de répondre aux applications sur le temps et Besprour la définir, nous nous appuyons sur
deux approches existantes, définies sur un schéma commurtygasformer uRCD vers une formule
CNF [WALSH 2000, GENT 2002]. La premiére étape passe par une description stelletaiuRCD en
associant chaque valeur du domaine de chaque variabRCBua une variable propositionnelle de la
formule CNF. Ceci a pour objectif de construire une interprétation détepde la formuleCNF par un
algorithme de recherche, pouvant étre associée a unediatan compléte diRCD par la transforma-
tion. Ainsi, si I'interprétation compléete est un modele deformule CNF alors il existe une solution
du RCD. Pour vérifier cette condition, il est nécessaire que Ifr&tation satisfasse les contraintes du
probléme. L'une des approches représente, dans la foréNite ce qui n'est pas autorisé par l'inter-
prétation : les contraintes en conflits avec le résultandtte’autre approche modélise une propriété
de cohérence locale qu'est la cohérence d'arcs. Puisqueherence d'arcs permet de vérifier si une
instanciation compléte dans RCD est une solution, transformer cette propriété permet déeréia
cohérence de l'interprétation compléte dans la forn@iNé. En nous appuyant sur un raisonnement si-
milaire, nous définissons une transformation permettariide la correspondance entre interprétation
compléte d’une formul€NF et scénario d'urRCQ. Nous proposons également deux fagcons de repré-
senter les contraintes en décrivant ce que l'interprétat@doit pas veérifier d’une part, et en décrivant la
propriété de composition faible dBCQ permettant de vérifier la cohérence d’'un scénario d'autre pa
Cependant, il existe des formalismes qualitatifs pourdelgla méthode de fermeture par composition
faible ne permet pas de vérifier la cohérence d’'un scénasiocdhséquent, la transformation n’est pas
compléte pour tout formalisme qualitatif, mais elle I'esup une grande majorité d’entre eux.

Pour notre deuxiéme contribution, nous proposons d'etgloine technique algorithmique efficace
dans le domaine de’CQ), afin de définir une transformation vers les formul@$F [CONDOTTA &
D’A LMEIDA 2007]. Certains formalismes qualitatifs bénéficient deppérés mathématiques intéres-
santes, permettant de mettre en avant des classes de peshigitables. Ces problemes sont mis en
évidence par les contraintes particuliéres qui les déarivdes relations traitables. Les algorithmes de
recherche dans le cadre d@6Q mettent a profit ces relations en découpant les contraintésC@ en
relation traitables. A chaque contrainte n’est plus agsoene seule relation atomique, mais un ensemble
de relations atomiques. Nous exploitons ce procédé afinftl@rdéne transformation vers les formules
CNF en utilisant ce découpage en relations traitables. Ceialpe originale permet de conduire I'algo-
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rithme de recherche des formules propositionnelles a spader de la méme fagcon que les algorithmes
de recherches dé¥CQ, tout en conservant les techniques d'inférence efficacedrtegropositionnel.

Notre troisiéme contribution est une transformationRIE] vers lesRCD [CONDOTTA et al. 2006a],
une fois encore pour exploiter les techniques algorithesgdu cadre deRCD afin de répondre a des
problémes qualitatifs, mais également pour faire le liemmeeles différentes techniques de cohérence
locale. Les informations temporelles et spatiales somntitdéaodans un formalisme qualitatif, permettant
la description des entités temporelles et spatiales aimsiles contraintes entre celles-ci. Dans notre
transformation, chaque contrainte RGQ sera liée a une variable RCD et les valeurs du domaine de
chaque variable dRCD coincideront avec la relation décrivant la contrainte.rRauntraindre [eRCD,
nous garantissons la propriété de composition faible dd’afune table de composition du formalisme
qualitatif. Nous montrons que la méthode de fermeture pauposition faible de®RCQ est équivalente a
la cohérence d’'arcs pour I®CD. Puisque la cohérence d'arcs permet de vérifier la cohédonescé-
nario, nous montrons qu'il est possible de répondre a lareoleé d’unRCQ par la cohérence d'uRCD
lorsque la méthode de fermeture par composition faible pedm vérifier la cohérence d’'un scénario.

Notre quatrieme contribution traite de la relaxation desi@ntes qualitatives [GNDOTTA et al.20074a].
« Relacher une contrainte » signifie 'assouplir en autatigéus gu'initialement. Elle peut étre utilisée
pour restaurer la cohérence d’'un probléme, mais égalenmemtfaciliter la preuve de I'incohérence.
Cependant, il existe une contrainte d&5Q qui ne peut pas étre relachée localement : la propriété de
composition faible. La transformation vers RED offre un outil de manipulation pour la relaxation des
RCQ. En patrticulier, cette approche nous permet de relachaerdesaintes de®CQ les plus permis-
sives : les contraintes universelles. Dans un premier tengos proposons une méthode incompléte pour
le probléme de la cohérence de6Q, en relaxant la propriété de composition faible sur lesreamtes
universelles d’'urRCQ en exploitant la transformation vers IBED. Nous étendons ensuite ce cadre
a une méthode compléte en utilisant les classes traitakleentiains formalismes qualitatifs. A partir
de chaque solution dRCQ transformé et relaxé, nous pouvons construireR@® en réinstaurant la
propriété de composition faible afin de vérifier sa cohéreReela comparant avec une approche clas-
sique, notre approche montre des résultats intéressantesiproblemes difficiles pour la preuve de
I'incohérence. Cependant, I'approche compléete montrégges lacunes et celle-ci nécessite d’adapter
les algorithmes existants.

Enfin, la derniére contribution présentée sort du cadre rdesformations, mais a été inspirée par
I'étude de I'adaptation des classes traitables des fosmal qualitatifs auRCD. Dans le cadre dis-
cret, une analyse sémantique des contraintes peut mettreaanla propriété particuliére de certaines
valeurs : la substituabilité [D’AMEIDA & SAIs 2009]. Une valeur est substituable par une seconde si
et seulement si, pour toute solution dans laquelle ceteuvapparait, il est possible de construire une
autre solution en la remplagant par la seconde. Montrefdstguabilité de deux valeurs peut faciliter la
résolution du probléme, mais les mettre en évidence edliffigfle. En nous appuyant sur un cadre clas-
sique utilisé dans les algorithmes de propagations deaintdés et dans les algorithmes de recherche,
nous définissons alors une forme de substituabilité lodddeis proposons tout d’abord une détection
statique, intégrée a un prétraitement de cohérence d'arsmdletons, afin de faciliter le probléeme. Bien
que I'approche puisse étre colteuse en temps, elle n'em pastmoins efficace puisqu’elle permet de
prouver la cohérence de certains problémes avant la phelsercbe, contrairement a un prétraitement
classique. Une détection dynamique est ensuite intégréeléa algorithmes de recherche et malgré une
vérification systématique durant la recherche, les résigamontrent plus intéressants qu’un algorithme
de recherche classique.

Nos travaux sont présentés comme suit. Dans une premiétie, pasus décrivons les différents
domaines étudiés. Nous définissonsRE€D et la terminologie associée, puis nous présentons les tech-
niques de recherche et d’inférence permettant de répondveohléme de la cohérence de6D. Nous

3



Introduction générale

définissons ensuite les formalismes qualitatifs eRIE], avant d’entrevoir les techniques de résolution,
trés proches du cadre dBED. Nous proposons également un apercu des différentes slaagables

de l'algebre des intervalles, que nous exploiterons dumasttravaux. Nous présentons succinctement
le langage de la logique propositionnelle et le problé$Ad, en évoquant également les approches
utiles a la résolution de celui-ci. Dans une seconde partias développons nos contributions. Nous
proposons dans un premier temps une étude des transfonsatisstantes deRCD vers les formules
CNF, puis nous définissons notre transformation naturelleRd&3 vers les formules propositionnelles.
Nous exploitons ensuite les classes traitables pour peopoge nouvelle transformation vers la logique
propositionnelle, en nous appuyant sur une décompositencdntraintes dRCQ. Nous définissons
également une transformation de€Q vers lesRCD, afin d’étudier les mécanismes de propagations
des contraintes. Puis nous exploitons ce cadre, en cdsacttune nouvelle forme de relaxation des
contraintes dans le cadre de€Q. Enfin, nous définissons une nouvelle forme de substitt@licale,
inspirée d’une intuition en manipulant les transformagion
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Les réseaux de contraintes discrets
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1.1 Introduction

L'une des principales motivations d’'une modélisation réathtiques et informatique de probléemes
ou de connaissances est de pouvoir vérifier la cohérenceudecceParmi la grande diversité de pro-
blémes ou de connaissances a modéliser, la modélisationng@rmalisme discreprend une place
importante en intelligence artificielle. Par le terme « falisme discret », nous entendons un cadre de
représentation des connaissances exprimées sur des darfiais et discrets. Les connaissances sont
représentées par un ensemble fimrdités chacune devant étre associée a une et une seule valeur parmi
un ensemble fini de valeurs, appelé symaine Par exemple, les entités peuvent étre les étudiants
d’'une classe, chacun ayant pour domaine l'intervalle @estl ; d| représentant un numéro de chaise
pour un examen. Les entités sont mutuellement soumises @od#sintes discréteshaque contrainte
étant associée a une relation mathématiques sur les d@rEseentités impliqguées. Par exemple, une
contrainte entre deux étudiants décrivant la relation fférdnce permet de leur imposer des numéros
de chaise différents.

Le Probléme de Satisfiabilité des Contraint€$P en abrégé, consiste a déterminer s'il existe une
instanciation c’est-a-dire I'association d’une valeur a chaque ergfisfaisant les relations décrites par
les contraintes. C’est un probléme de décision, c'est@th probléme pour lequel la réponse attendue
estOui ouNon Dans la hiérarchie des problemes de la théorie de la coitéléxprobléemeCSP estNP-
complet pour Non-Déterministe Polynomial Compléin d'autres termes, pour répondre a ce probléme
en temps polynomidl, il faut une machine virtuelle capable d’énumérer chagstirciation en paralléle

1. Un processus epblynomial en tempsignifie qu’il nécessite un temps qui est de I'ordre d’'unecf@m polynomiale par
rapport a la taille des données
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et, pour chaque instanciation, vérifier en temps polynosiielle satisfait les contraintes du probléme.
En pratique et dans le cas général, répondre au prob&Reest une tache difficile. A ce probléme de
décision, on associe le probleme visant a exhiberaahationau probleme. Celui-ci e P-difficilg il
est au moins aussi difficile d'y répondre que de répondre abi@gme de décision associé.

Au début des annéd970, Montanari exploite le formalisme discret dans le domaindrditement
d'image et de la reconnaissance de formes. Il représents lal® connaissances sous la formeréle
seaux de contraintes discretsoté RCD. Un réseau de contraintes est un hypergraphe, dont les nceuds
et les hyperarétes représentent respectivement deslearddrrivant les entités, et les contraintes entre
ces variables. Cette représentation permet de s'appuyés sadre théorique de la théorie des graphes
afin de développer les outils algorithmiques nécessairesdixider de la cohérence des connaissances.
Dans le cas général, répondre au probl&s€ est une tache difficile en pratique. L'approche consiste
a associer une valeur a chaque variable afin de construirestaaciationdes variables dRCD, puis
a vérifier si celle-ci satisfait les contraintes. Si les caintes sont satisfaites, alors l'instanciation décrit
unesolutionau probléme et IRCD estcohérent Sinon, il estincohérent Cependant, énumérer I'en-
semble des instanciations nécessite un temps considétaidele cas général. Afin de simplifier cette
tache, de nombreuses approches, appeddbaiques d’inférencesnt été développées. Elles s’appuient
sur la déduction logique d'informations en exploitant Iefoimations structurelles et sémantiques du
RCD. D’autres outils algorithmiques visent & analyser les xhaianalyser les résultats obtenus et a
apprendre des erreurs effectuées. L'objectif commun éainiter le nombre d’instanciations a explorer
afin de décider de la cohérenceRIGD. L'utilisation d’outils informatiques est donc indispete pour
faciliter les calculs, mais n’est pas suffisante malgré tegngs et innovations technologiques.

Dans ce chapitre, nous définissons les réseaux de congreiateets et les outils algorithmiques pour
répondre au probléméSP. Dans un premier temps, nous donnons une définition géndeaRCD et
nous présentons les notions de bases afin de les exploitéaveaus d’'un exemple académique reposant
sur le probléme de Dirichlet, nous proposons un apercu dasitpies algorithmiques les plus utilisées.
Nous présentons, dans un premier temps, les algorithmeskierche, puis nous décrivons les outils mis
en ceuvre pour les améliorer au cours du temps, tel que laarateétocale et les choix heuristiques.

1.2 Les Réseaux de Contraintes Discrets

1.2.1 Définition générale et terminologie

Modéliser un probléme par un formalisme discret impose faitién des entités, des domaines,
ainsi que des contraintes entre celles-ci. Un réseau deaouies discret, not&CD, est défini par un
hypergraphe, composé d’'un ensemble de nceuds et d'un emsdimjgberarétes entre ceux-ci. Cela nous
permet de faire I'analogie avec les entités, représentg@etep nceuds, et les contraintes, représentées
par les hyperarétes de I'hypergraphe. Néanmoins, le preb&représenter integre la notion de domaine
associé a une entité et de relation associée a une contrdimteCD est la représentation combinée
de deux graphes, permettant de donner a la fois une vue figoihélu probléeme mais également de
détailler sa microstructure par une représentation finénf@snations.

Définition 1 (Réseau de Contraintes Discret)Un Réseau de Contraintes Discret, n®€D, est décrit
par un triplet? = (X, D,C) tel que :

- X ={x1,...,2,} estun ensemble fini de variables ;

- D = {D,,,...,D,, } est un ensemble fini de domaines tel que, a toute variaple X, est
associé un domaine fidd,, € D;

— C décrit un ensemble de contraintes entre les variabled’deel queC = {c, ..., c.}.
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En suivant la définition 1, nous noterons dans le cas général pt ¢, respectivement le nombre
de variables et le nombre de contraintes dR(tD. Les variables représentent les entités du probleme.
Le domaine associé a la variabte € X', noté D,, € D, est décrit par 'ensemble de valeuts,, =
{vi,,...,vi,}. Nous noterongl le nombre de valeurs d’'un domaine dans le cas général. Lesrsadu
domaine d’une variable sont complétes et mutuellemenusixas. Par conséquent, une variablec X’
est associée a une et une seule valeur de son domaine€ela représente une contrainte implicite du
problémeCSP.

Historiguement, ulRCD était parfois appeléseau de relationgl ACKWORTH 1977]. Une contrainte
décrit une relation, définie sur les domaines de certaimésblas du réseau de contraintes. Une contrainte
¢ € C impliqgueun ensemble de variables C X, appelé lgportéede la contrainte. Le nombre de va-
riables impliquées dans une contrainte est appgté, et il est communément noté Une contrainte
d’arité 2 est unecontrainte binaire tandis qu’une contrainte d’aritéest unecontrainter-aire. L'appli-
cation scp permet d’associer cette portée a une contrainte, tellesque) = X. Ainsi, |scp(c;)| = 7.

Afin de définir la relation décrite par une contrainte, nodiEsons une application de produit cartésien
7 des domaines d’un ensemble de variables.

Définition 2 (Produit cartésien des domaines)r est une application qui, a tout ensembie C X,
associer(X) = [T,cop(x) D+

Cette définition nous permet, pour tauk C tel quescp(c) = X, de décrire sa relation pael(c) C
m(X), ourel est une application qui, a toute contrainte, associe starldoute contrainte € C telle
querel(c) = m(X) est appelée contrainte universelle. Dans la suite, afinrdpli§ier la lecture, nous
noterons pat(, . ., la relationrel(c) de la contrainte € C de portéeqx;,, ..., z;, }.

La définition de la portée des contraintes permet de défimmation de voisinage qui S'apparente a
la notion de voisinage dans un hypergraphe.

Définition 3 (Voisinage) SoientP = (X, D,C) unRCD et deux variables;;, z; € X aveci # j. x; et
x; sont voisines si et seulement si il existe une contrainteC telle quex;, z; € scp(c). L'ensemble
des variables voisines d’'une variable est appelé voisinage ds.

Définition 4 (Réseau de contraintes completUn réseau de contrainteB = (X, D, C) est dit complet
si et seulement si pour tout, z; € X, aveci # j, z; est voisine de;.

Il nous est possible d'utiliser les opérations ensemislisiguelles sur les relations des contraintes,
telles que l'intersection ou I'union, mais aussi d'utilises relations d’appartenance, d'inclusiet Par
ailleurs, tout élément < rel(c) est appeléupleou r-uplet que I'on peut assimiler & une liste ordonnée

de valeurs. Pour un tupte € c(; . ., ) tel quer = (v;,...,v; ), nous utiliserons la notationz;, |
afin d'indiquer la valeuw;, dex;, dans le tupler, telle quer[z;,] = v;, . Nous utiliserons également la
notation [z, | pour décrire le tuplgv;,, ..., vi,_,, Vi, 1.+, 0i,)

Les notations relatives a I'arité d’une contrainte ont éehéues au réseau de contraintes lui-méme.
Ainsi, un RCD dont l'arité la plus grande estest unRCD r-aires. De nombreux travaux ont permis
de définir la transformation d’une contrainteaire en contraintes binaires §Rslet al. 1990, CecH-

TER 1990, BACCHUS & VAN BEEK 1998, SERGIOU & WALSH 1999], et donc de transformer un réseau
de contraintes-aires en réseau de contraintes binaires.

Trois formes de contraintes peuvent étre définies. Lesa@iotdis erextensiorénumeérent 'ensemble
des tuples d’'une relation sous une forme détaillée. Lesaotes enintention permettent la descrip-
tion d’une relation sous une forme « compilée », notammet#idel de relations mathématiques entre

2. [1.cx dénotera le produit cartésien sur les élémertsE
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les variables ou de descriptions ensemblistes. Enfincdegraintes globale§L AURIERE 1978] sont
des contraintes permettant d’englober plusieurs comésiet de décrire de maniére concise la relation.
Elles permettent, dans la plupart des cas, de conservendedgdla contrainte du probléme. Dans notre
exemple, la contrainte globaddiDiff ou « toutes différentes » permet de préciser que les valboisies
pour les variables impliquées doivent toutes étre diffls®fREGIN 1999]. Les contraintes globales sont
donc des contraintes en intention permettant de gardensedgela contrainte, ce qui permet d’adapter la
recherche a chaque contrainte globale. Il existe un cataldg plus d850 contraintes globales [B.DI-
CEANU et al.2009]. Nous concentrerons notre étude sur les représamgates contraintes en extension
ou en intention.

Enfin, & chaque forme de contrainte peut étre associée urientadion ». Une contrainte € C de
portée(xy,...,z,) représente lesupportssi les tuples qui la décrivent représentent les combinaison
de valeurs permises afin de satisfairé\ I'inverse, nous noterons Paf,,...2) = T(X)\ cay,..0) 1A
relation représentant leonflits On parle de contraintes supports (resp. conflits) déquaiesies tuples
supports (resp. conflits). Cette définition montre que legramtes conflits peuvent étre déduites des
contraintes supports etce versa Une contrainte: € C etc € C représente la méme contrainte mais
permet de préciser son orientation. Sans précision de pattenous mentionnerons implicitement des
contraintes supports. Outre les contraintes globalesantiun support d’étude particulier, la distinction
entre les différentes formes de contraintes a essentiefieon intérét pratique.

Dans la suite, pour imposer un cadre d'étude, nous défirssemRCD normalisés Cela permet
notamment de ne pas traiter certains cas particuliers alliéder les définitions et propriétés en étudiant
une seule contrainte sur un méme ensemble de variables.

Définition 5 (RCD normalisé) Soit P = (X, D,C) un réseau de contrainted? est normalisé si et
seulement sicp(c) # scp(c’) pour toutes contraintes, ¢ € C.

Dans le cas général, toRCD n’est pas normalisé, cependant unifier les contraintes deenpdrtée
peut étre fait facilement par intersection des relatioremadla suite, nous ferons uniquement référence
aux réseaux de contraintes normalisés.

Comme défini précédemment, un réseau de contraintes estér@®@ par une représentation syn-
thétique et la microstructure d’'un probléme modélisé. Narrivons donc une un ordre partiel sur la
microstructure afin définir une relation d’'inclusion enesRCD.

Définition 6 (Inclusion de RCD) SoientP = (X, D,C) etP’ = (X,D’,C’) deux réseaux de contraintes.
P est un sous-réseau d&, noté’ P C P/, si et seulement siel(c) C rel(c’) pour toutes contraintes
c € Cetd € (C telles quescep(c) = sep(c).

Définition 7 (RCD atomique) SoitP = (X, D,C) unRCD. P est dit atomique si et seulementBi,| =
1, pour toutx € X.

Remarquons, quel que st = (X', D,C) un RCD, gu’il existe un nombre fini d®RCD atomiques
P = (x,D,C)tel queP’ C P.

L'exemple 1 illustre la modélisation de connaissances pafoumalisme discret en exploitant la
représentation deCD.

Exemple 1 Pour représenter un probléme nécessitant la modélisatemlg formalisme discret, uti-
lisons un exemple académique. Un examen va débutétudiants, représentant les entités, doivent
prendre place dans la salle d’examen, dans laquélidaises sont disponibles. Chacun des étudiants a
la possibilité de s’asseoir sur I'une déschaises. Chaque étudiant a donc pour domaine I'ensemble des
chaises de la salle. Pour répondre aux us et coutumes, ldsagmes entre les étudiants spécifient que

10
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chaque étudiant doit s’asseoir sur une chaise et une seipy’ieest interdit de s’asseoir sur la chaise
occupée par l'un(e) de ses camarades.

Les étudiants sont représentés par les variables, notées{F, ..., E,}. Le domaine de chaque
variablez; € X" est décrit par les chaises tel qugg, = [1 ; d]. Les contraintes spécifient que chaque
étudiant doit étre assis sur une chaise et une seule. Ceftgaiate est implicite, puisqu’on ne peut
associer gu’'une seule valeur a une variable. De plus, deudigts ne peuvent prendre place sur une
méme chaise. Par conséquent, pour tBitE; € X aveci # j, nous définissons la relationg, p,) =
{(viy,v5,,) € D, X Dg; : v, # vj,,}- Lafigure 1.1 illustre la représentation de ces connaissanc
pour quatre étudiants et quatre chaises, sous la forme de RED.

Ey4
+
= =
‘ Ty #
+
E1 E2

FIGURE 1.1 — Probléme des étudiants peut 4 étudiants et/ = 4 chaises.

L'exemple 1 illustre plusieurs aspects de la modélisatmmsda forme d’'un réseau de contraintes.
En effet, celle-ci est influencée par la compréhension saligse du probléme qui n’est pas unigue. Par
exemple, une autre modélisation du probléme aurait pu étdédrire les chaises en tant que variables,
et les étudiants sous la forme du domaine associé a chacasmhases. Un méme probleme peut donc
étre représenté sous la forme de réseaux de contraintésediff.

La figure 1.1 présente deux formes de contraintes diffésemtdisées pour décrire un mérRE€D.
Les contraintes dRCD de gauche sont exprimées en intention, tandis que les auesauRCD de
droite représente les tuples supports en extension. Icagpaphique de ces deux formes de contraintes
illustre parfaitement les avantages et inconvénients dag dpproches. Du c6té intention, déterminer
si les tuples précisément demande un calcul sur la relagoritd afin de faire le lien entre les valeurs.
Cependant, cette représentation est claire et conciseét@legrtension, les informations sont toutes re-
présentées par les tuples maiRIeD est surchargé. Cela permet d'illustrer I'intérét pratigigechaque
représentation des contraintes, avec un compromis erfaeiligé de manipulation et la quantité d'infor-
mations a sauvegarder.

1.2.2 Instanciation et cohérence

A partir de la modélisation d’un probléme sous la forme RED, nous souhaitons vérifier si celui-
ci posséde ou non une solution. Il est donc nécessaire derdgitaines structures et opérations a
effectuer. A partir d® = (X, D, C) unRCD, le problémeCSP est décrit par la question : est-il possible
d’associer a toute variable € X', une et une seule valeure D,, telle que toutes les contraintes soient
satisfaites. Si oui, alorB estcohérentou satisfiableet le probléme modélisé admet une solution. Sinon,
P estincohérentou insatisfiableet le probléeme modélisé n'admet pas de solutions.

11
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Pour donner une réponse a cette question, il est nécessadéfidir quelques notions, telles que
I associationd’'une valeur a une variable ou $atisfactiondes contraintes. Tout d’abord, caractérisons
I’association d’'une valeur a une variable.

Définition 8 (Instanciation) Soit ? = (X, D,C) un RCD. Une instanciation d’un ensemble de va-
riables X C X de P, notéeZy, est une application qui, a tout € X, associe une valeus € D,.

Une instanciatioriZx est appeléénstanciation complétasi et seulement sk = X, etinstancia-
tion partielle sinon. Dans le cas général, nous mentionnerons une irati@ncsans distinction, et nous
préciserons le cas échéant. La construction d’une instioicipeut étre rapprochée de deux opérations.

Définition 9 (Affectation) Soit ? = (X, D,C) un RCD. L'affectation d'une valeuw € D, & une
variabler € X deP, notéer = v, est une instanciatioff,,, telle queZy,,(z) = v.

En utilisant cette définition, nous pouvons définir un oprat permettant d’appliquer une instan-
ciation a unRCD.

Définition 10 (Application d’un instanciation) SoientP = (X, D,C) unRCD etZx une instanciation
surX C X. Pz, estunRCD P’ = (X, D',C) tel que pour toutr € X, siz € X alors D}, = {Zx(z)},
D! = D, sinon.

Notons que, quelle que soit une instanciatibp sur X C X', nous avon§?|IX C P. La notation
Pz, peut étre interprétée commeRcsachantZx ». Appliquer une instanciatiofiy, avecX # (), a
un réseau de contrainté® est donc équivalent a appliquer plusieurs affectatiofid &ppliquer une
affectationz = v se traduit par la suppression de toute autre valeurngiens le domaine de. Ce qui
nous permet de définir la suppression d’'une valeur dans |aidhend’'une variable.

Définition 11 (Réfutation) Soit? = (X, D,C) un réseau de contraintes. La réfutation de la valeur
v € D, de la variablex € X, notéex # v, décrit la suppression de la valeur au domaine tel que
v & Dy.

Ainsi, nous admettons qu'il est également possible d'gpeli une réfutation a URCD. P, ., est
un réseau de contraintd® = (X, D’,C) tel queD;,. = D,, \ {v} et pour toutz; € X, aveci # j,
D;J_ = D,;. Il est facile de voir que I'application d’une instanciatiest équivalente a I'application d'un
ensemble de réfutations. Appliquer une affectation ®UD est également appetiEcision positivest
appliquer une réfutation est appeldecision négative

Une instanciation est une application et donc, par notrenitiéfi, un ensemble de couples va-
riable/valeur. En cela, il est possible d’appliquer auxansiations les opérations ensemblistes usuelles.

Définition 12 (Restriction et prolongement) SoientZx et Zx deux instanciations d® = (X, D,()
surX C X et X’ C X respectivement.

— Tx est larestriction d& x si et seulement 9iy' C Zx ;

— Tx estle prolongement d&yx si et seulement §ix C Zx.

En utilisant la définition 12, nous pouvons également défimion et I'intersection d’instanciations.
L'union Zx,x' = Zx UZx/, avecX N X' = (), est le plus petit prolongement commuia et Zx:.
LintersectionZx~x = Zx N Zx- est la plus grande restriction commungéaetZy:.
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Les figures 1.2 et 1.3 illustrent I'application de deux insiations auRCD de I'exemple 1, noté
P. La figure 1.2 représente ainﬂI{E%Eg} avecZip, g,y = {(£2,1),(E3,2)}, cest-a-direF; = 1
et B3 = 2. La figure 1.3 représenl‘,@mEl’E%Es} tel queZ%El’EZ’ES} = Lipy, By} U {(E1,1)}. Notons
que la réfutation de valeurs dans les domaines occasiormsuppression des tuples des contraintes,
afin de faciliter la lecture. Les tuples supprimés pour urm@raintec sont ceux n’appartenant plus a la
projection des domaines(scp(c)). Par ailleurs, la Figure 1.3 présente une absence de tuptiesles
variablesE; et E,, ce qui dénote une incohérence de l'instanciation danséaréde contraintes puisque
la contrainte de différence n’est pas satisfaite.

Ey

E1 E2

FIGUREL.2 Pz, , | FIGURE 1.3 Pz, )

La définition d’instanciation nous rapproche des pré-reparmettant de répondre au probléase.
Néanmoins, il nous reste a définir la notion de satisfactionedcontrainte.

Définition 13 (Satisfaction d’'une contrainte par une instartiation) SoientP = (X', D,C) un RCD,
¢ € C une contrainte e¥x une instanciation suX C X telle quescp(c) C X. c est satisfaite paZ x
si et seulement $Tx (), ..., Ix (75)) € C(a;,....z;)-

Définition 14 (Cohérence d’une instanciation) SoientP = (X', D,C) unRCD etZx une instanciation
sur X C X.Zx est cohérente darB si et seulement si toute contraintes C, telles quescp(c) C X,
est satisfaite paf x. Elle est incohérente sinon.

Définition 15 (Solution) Soit? un RCD. Une solution deP est une instanciation compléte cohérente
deP.

L'ensemble des instanciations d’'un réseau de contraiRtest appelé soespace de recherche
L'ensemble des instanciations qui ont pour restriction imsanciationZy de P, avecX C X, est
appelésous-espace de rechercde P associé & x. Clairement, le sous-espace de recherché”de
associe & est I'espace de recherche completRigpuisqueP = Pz, . Plus généralement, I'espace de
recherche associé au réeseau de contraifites coincide avec le sous-espace de rechercte dssociée
aZy. Dans le cas général, quels que soienP’ deuxRCD, si’P C P/, alors I'espace de recherche de
P est inclus dans I'espace de recherchéPte

Définition 16 (Cohérence d'unRCD) Un RCD est cohérent si et seulement si I'espace de recherche de
celui-ci contient au moins une solution. Dans le cas corgrdl est incohérent.
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La définition de la cohérence d&CD nous permet de déduire qu'lRCD P est cohérent si et
seulement si il posséde au moins un sous-réseau atorfique P tel queP’ est cohérent. De plus,
remarguons que s'il existe une variable= X telle queD, = () alors leRCD est trivialement incohé-
rent, puisque I'espace de recherche ne contient pas diitiations complétes, et par conséquent pas de
solutions.

Les figures 1.5 et 1.4 illustrent de®CD atomiques issus dRCD décrivant le probleme de I'exemple
1, notéP. La figure 1.4 présente RCD Pz, avecZ’ = {(FE, 1), (Ea, 1), (E3,2),(E4,3)}. T estin-
cohérente car la contrainte enti et > n'est pas respectée. La figure 1.5 présented® Pz, avec
Z = {(E1,4),(F2,1),(Es,2),(Ey,3)}. Z est une solution puisque c'est une instanciation compléte
satisfaisant chaque contrainte. L'espace de rechercle a@mtient donc au moins une solutioR, est
cohérent.

Ey Ey

Es

Ey Es Ey E,
FIGURE1.4 -Pi1s FIGUREL1.5 Pz

Le probléemeCSP s’attache donc a déterminer I'existence d’'une solutionsdamRCD P, ou de
maniére équivalente I'existence d’'lRCD atomique?’ T P cohérent. Notons qu'il n’est en aucun
cas nécessaire de déterminer une solution pour répondreblémeCSP, mais qu'il faut en prouver
I'existence. Dans la suite, nous noterons un réseau deabmets incohérent, quel qu'il soit, par un
symbole uniqueL.

Propriété 1 SoientP etP’ deuxRCD tels queP C P’. Si/P est cohérentP’ I'est aussi.

Preuve Cette propriété est trivialement vérifiée en considérard sjiP est cohérent alors il admet un

sous-réseau atomique cohéregt T P. Par conséquentP” T P C P’ et doncP” est également

un sous-réseau atomique cohérent?e P’ est donc cohérent, et il admet une solutibrielle que

7)// _ 7)/ |:|
=Pl

Notons, par contraposée de la propriété 1, que’si= L, alors? = L. Puisque si I'espace de
recherche dé’ ne contient pas de solutions, I'espace de recheftch&n contient pas non plus.

Le terme « cohérence » a deux aspects différents. On parlehdgence pour uRCD et de cohé-
rence pour une instanciation partielle. Cependant, il last gue toute instanciation partielle cohérente
n’implique pas d’avoir urRCD cohérent. Nous distinguons donc deux formes de cohérenoe distan-
ciation. La définition 14 décrit la cohérence de l'instatioia elle-méme, s’appuyant sur les contraintes
impliquant les variables de celles-ci. Plus généralenments pouvons étendre la notion de cohérence aux
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voisinages des variables d’une instanciation. Lorsquékiste pas de contrainte cRICD non satisfaite
par une instanciation partielle, on dit qu’etlehérente localement

Définition 17 (Cohérence locale)SoientP = (X, D,C) unRCD, Zx une instanciation suX C X et
P’ = (X,D',C) le RCD tel queP’ = Pz, . Ix est localement cohérente si et seulement si, pour toute
contraintec € C, w(scp(c)) Nrel(c) # 0. P est dit alors localement cohérent.

Définition 18 (Cohérence globale)Soit? = (X', D, C) un réseau de contraintes. Une instanciation de
P sur X C X est globalement cohérente si et seulement si elle est lactest d’une solution dep.

Propriété 2 Une instanciatioriZx deP sur X C X est globalement cohérente si et seulement si toutes
ses restriction& x- deP sur X’ C X sont globalement cohérentes.

Preuve La preuve est immédiate. Pour le setis Zx est globalement cohérente permet d'affirmer que
Tx est larestriction d’'une solution. Or, quel que soit 'end#enX’ C X, T est une restriction d& .
Donc pour toutX’ C X, Zx- est la restriction d’une solution. Par conséquent, pourttdi C X, Zx/

est globalement cohérente. Le senslement si est trivialement vrai poutX = X’. Faisons mainte-
nant I'nypothése qu'il existe une restrictidfy: pour X’ C X qui ne soit pas globalement cohérente
alors queZy l'est. Zx est la restriction d’'une solution, maiBy: ne I'est pas. OrX’ c X, doncZx
n'est pas une restriction déx, ce qui contredit I'hypothése. Donc il n’existe pas de liesttn d’'une
instanciation globalement cohérente qui ne soit pas, riéane, globalement cohérente. L'équivalence
est donc démontrée, et par conséquent la propriété est peouv O

La cohérence globale est une définitiglns forteque la cohérence locale. Si une instanciation est
globalement cohérente, alors elle est localement cotgérEntd’autres termes, si une instanciatibn
deP sur X C X est localement incohérente, son sous-espace de rechexmbgiéane contient pas
de solutions, c'est-a-dir@ 7, = L. Par la méme occasion, nous pouvons affirmer qRR@D est
localement, resp. globalement, cohérent si et seulemémississu d’une instanciation localement, resp.
globalement, cohérente. Prouver qu’une instanciatiogleblement cohérente permet de répondre au
probléme de satisfiabilité des contraintes, il est donddatg voir que ce probléme est au moins aussi
difficile que le probleme de la satisfiabilité des contrainte

Nous avons défini les notions de base permettant de décidecdbérence d’'uRCD. Pour prouver
qu’'un RCD est cohérent, il est nécessaire de prouver I'existencesdsoiution. Dans le cas général,
variables ont chacune un domaine fini de taillé_espace de recherche contient deficinstanciations
complétes par définition. Par conséquent, énumérer lesitiations complétes de I'espace de recherche
peut toujours étre effectué en temps fini. ce qui est illudargs I'exemple 2.

Exemple 2 Considérons I'exemple 1 pour = 20 étudiants et = 20 chaises, I'espace de recherche
contient20%°, soit 1,05 x 1026, instanciations complétes. En schématisant la modétisagt les trai-
tements informatique, si construire une instanciation pléte nécessité opération pour un micropro-
cesseur, et si celui-ci permet de traitzix 10'° opérations par seconde, il faudrait plus @65 millions
d’années pour énumérer les instanciations complétes dgpdee de recherche. A cela, il faut ajouter
I'opération consistant a vérifier si une instanciation cdéip est une solution ou non. Pour se donner
une idée, on estime que 'univers est « seulement » compos@tatomes, ce qui est fois moins
important que le nombre d’instanciations complétes pourenprobléme s'il y an = 50 étudiants et

d = 50 chaises. Les dimensions de I'espace de recherche pourdeepres

Il est difficile de compter uniguement sur la puissance deutalun ordinateur pour résoudre le pro-
bléme de la satisfiabilité en énumérant uniguement I'esgacecherche et ces instanciations complétes.
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Dans le cas général, un probléme simple par son énoncé peahstrmer en probléme complexe une
fois modélisé. Cependant, pour décider de la cohérence R, il est fait 'hypothése qu'il n'y a
aucune connaissance du probléme modélisé. Le développerpetils algorithmiques s’appuie donc
sur les propriétés des formalismes discrets. Ceci coadiiteadre de I'algorithmique pourinférence
déduire par la logique des informations pour résoudre ubl@nae, et lgprise de décisionchoisir et
adapter les techniques de résolution face aux problemesntas.

1.3 Algorithmes pour I'inférence et la prise de décision

1.3.1 Algorithmes de recherche

Initialement, les méthodes permettant de répondre auérablde la satisfiabilité des contraintes
sont naives, au sens ou aucune information n’est déduiteceha amélioration n’est apportée. Bien
que le probleme de décisidtbP s’attache a prouver I'existence d’une solution, les athares dans le
cadre discret se concentrent tres souvent sur la recheiwhe dientre elle. En pratique, il existe deux
grandes familles d’algorithmes de recherche : les algoethde rechercheompletsetincomplets Les
algorithmes de recherche complets permettent de répondseohléme de la satisfiabilité, en prouvant
gu'il existe une solution ou que I'espace de recherche namtient pas. Les algorithmes de recherche
incomplets permettent, quant & eux, de prouver soit lafisdité, soit I'insatisfiabilité d’'un probleme,
et non les deux. Pour ces deux approches, nous présentonalgertithmes de recherche les plus connus
pour répondre au problent&P : la recherche local§SELMAN et al. 1992] pour la méthode de résolu-
tion incompléte et laecherche exhaustii®Avis et al. 1962] pour la méthode de résolution compléte.
Notons qu'il existe une approche permettant de combinerdaarche locale et la recherche exhaustive,
afin de tirer partie des avantages des deux approches. Gependus ne développerons pas ce point,
malgré tous les intéréts que cette approche puissenteuscit

La recherche locale

Un algorithme de recherche locale est une approche de tiésostiochastique basée sur la construc-
tion aléatoire d’instanciations compléte[MAN et al. 1992, SLMAN et al. 1995]. A partir de I'une
d’elle, les contraintes dRCD sont vérifiées. Si l'instanciation est cohérente, le pnolgléest satisfiable
et celle-ci est une solution. Dans le cas contraire, il camvide déterminer la source de l'incohérence,
c’est-a-dire les contrainteS C C n'ont pas été satisfaites. Ceci permet de corriger locateitiestan-
ciation afin de réparer les incohérences. Parmi toutes lebles impliquées dans les contraintes, une
variablex € (J.c. scp(c) est choisie. La restrictiof) v\ () st conservée et une opération, appéipe
ou switch 2 détermine une nouvelle affectation paurCeci permet de contruire une nouvelle instancia-
tion Z' par prolongement d€ \ (,} surz. Les contraintes sont a nouveau vérifiées (et le procédé
Se poursuit jusqu’a ce qu’une solution soit trouvée. L'althone 1 est un algorithme de recherche locale
« élémentaire », ayant pour but de rechercher une solutios WaRCD. De nombreuses améliorations
peuvent y étre apportées. Une distance peut étre définieeftarthde s’approcher vers une solution
potentielle. Par exemple, le couple variable/valeur les piiéressant pour lewitchpeut étre celui qui
permettra la satisfaction du plus grand nombre de coné®ir8i, pour une variable choisie, il n’est pas
possible d’améliorer l'instanciation courante a I'aidelaelistance définie, on parle dgeinimum local
Si certains critéres montrent qu’il est nécessaire dersigtcette situation, comme I'impossibilité de sa-

3. Le termeFlip est utilisé dans le cadre booléen ou une variable est sog, wait fausse. On peut le traduire [rarerser
Pour les réseaux de contraintes, le choix se porte sur umblesele valeurs, une valeur est donc remplacée par une hatre.
termeswitchpeut donc désignentervertir.
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tisfaire plus de contraintes, une nouvelle instanciatgtrchoisie, et la recherche se poursuit. Lexemple
3 décrit l'algorithme de recherche locale sans amélionatiar un probléme concret.

Algorithme 1: Recherche Locale
Entrées: P = (X,D,C) : unRCD
Sortie : P modélise-t-il un probléme satisfiable ?
début
T «+ Générer une instanciation compléte p@ur
tant que (Z est incohérentefgire

X+ U.cc sep(c) = ¢ non satisfaite

x; < Choisir une variable dan¥

v < Choisirv € Dy,

Z(z;) v

N o g~ WN P

8 retourner Oui

Exemple 3 Appliquons l'algorithme 1 sur I'exemple 1. Avant de renti@ns la salle, 'enseignant tire
au sort aléatoirement une chaise par étudiant, afin de cairstrune instanciation compléte. Tout le
monde s’assied et les contraintes sont vérifiées. Si dematadont assis sur les genoux de leurs cama-
rades, I'un des étudiants se léve, puis une nouvelle chaigst affectée. Ce procédé est réitéré jusqu’a
ce gu'une solution soit trouvée.

L'« inconvénient » de cette approche est exprimé dans laigésa de celle-ci : le procédé se pour-
suit jusqu’a la preuve de la cohérenceRIUD. Une instanciation compléte peut étre vérifiée plusieurs
fois, sans que l'algorithme n'y préte attention. Comme é&éoprécédemment, le nombre d’instancia-
tions complétes est astronomique et préserver en mémdies ¢eii ont été vérifiées est inconcevable
dans le cas général. Cette approche ne permet donc pas derpgotil n'existe pas de solutions. En
pratique, le temps laissé a I'algorithme est limité. L'algome répond donc par « oui », si RCD est
cohérent, ou « résultat inconnu », si le temps imparti estiléc&et algorithme est donc correct mais
incomplet.

Cette approche est trés utilisée pour de nombreux probléroptimisations et, paradoxalement,
lorsque les probléemes sont insatisfiables, comme le pral@AXCSP. Elle s’attache alors & approcher
le nombre maximal de contraintes qui peuvent étre satsfatu encore a détecter une partie du pro-
bléme qui empéche la satisfiabilité des contraintes, teddepiproblémes d’extraction de sous-problémes
incohérents [REGOIREEet al. 2006]. Cela permet de déterminer les sources d'incohésgrmer ensuite
réparer le probléme ou les connaissances modélisés. Decpliis approche produit de trés bons ré-
sultats pour le probléméSP sur des instances difficiles a résoudre par d’autres apgspciotamment
I'approche compléte.

La recherche exhaustive

L'approche par recherche exhaustive est celle sur lagselt®ncentreront nos travaux. Comme son
nom l'indique, elle va permettre de faire un parcours extilade I'espace de recherche en temps fini
afin de trouver une solution. Cet algorithme est donc coeecomplet. Cependant, comme mentionné
précédemment, il n’est pas possible de sauvegarder chaspa@diation étudiée. L'espace de recherche
est donc parcouru sous la forme d'arbre de recherche

L'algorithme de recherche exhaustive suit un raisonnermpantécurrence, basé sur la définition de
cohérence globale d'une instanciation. Considéfns (X, D,C) unRCD :

1. P est cohérent si et seulementZgiest globalement cohérente ;
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2. soient un ensemble de variabl®s C X" et une variabler € X\ X. Une instanciatiorf x est
globalement cohérente si et seulement si il existe une vale@ D, telle que I'instanciation
Zx U (z = v) soit globalement cohérente ;

3. une instanciation completéy de P est globalement cohérente si et seulement si elle est une
solution.

L'algorithme de recherche exhaustif le plus élémentairésgnté dans Algorithme 2, est I'algo-
rithme degénération et vérificatignou generate and testn anglais. Il permet de parcourir I'arbre de
rechercheen profondeur d’abordDFS pourDepth First Search Le parcours est donc effectué branche
par branche. Il consiste a choisir une variable a chagueamide I'arbre et a lui affecter une valeur de
son domaine. Celle-ci est choisie dans un ensemble de leinbn affectées, c’est-a-dire dont la taille
du domaine n’est pak décrit par I'applicationfutures(P).

Définition 19 (Variables futures) futures est une application qui, a tolRCD, associe un ensemble
X C X, tel que|D,| > 1 pour toutr € X.

Cela permet de construire, affectation par affectatiom,instanciation complétg, afin de vérifier si
celle-ci est une solution. Si c’est le cas, toute restmctieZ est globalement cohérente et don®IeD
est cohérent. Sinon, une instanciatibp U (x = v) n'est pas globalement cohérente. Il convient de faire
un choix différent pour la variable, et ainsi construire une instanciatidr U (z = ). Si, pour tout
v € D, Ix U (x = v) n'est pas globalement cohérente, aldksn’est pas globalement cohérente. On
effectue une opération aetour-arriére, oubacktrack qui consiste a annuler I'affectation d’'une variable
de X afin de construire une nouvelle instanciation partielld:eSpace de recherche associ;ac'est-
a-dire I'espace de recherche complet, ne contient pas déasd, |eRCD est incohérent. L'exemple 4
illustre I'application de 'algorithme 2 sur I'exemple 1.

Algorithme 2: Generate and Test
Entrées: P = (X,D,C) : unRCD
Sortie : Oui si P est cohérent, Non sinon
1 début
2 L retourner Recherche( P)

3 fonction Recherche( P) : Booléen

4 début

5 si (P est atomiqugalors

6 | retourner Les contraintes d@ sont-elles satisfaites ?
7 sinon

8 x < Choisir une variable dangutures(X)

9 pour chaque (v € D, ) faire

10 L si (Recherche( P,—,) répond Ouj alors

| retourner Oui

12 retourner Non

Exemple 4 Appliquons I'algorithme Generate and Test a I'exemple gnkeignant choisit un étudiant,
puis lui assigne une chaise. Il réitére séquentiellememréeédé jusqu’a ce que chacun des étudiants
soit assis. Les contraintes sont alors vérifiées et, si s@iame sont pas satisfaites, le dernier étudiant
assis se léve afin d’essayer la chaise suivante. Si toutehdses sont passées en revue sans satisfaire
les contraintes, le dernier étudiant ne peut s’asseoirsBué le sous-espace de recherche associé aux
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choix effectués pour ses camarades ne conduisent pas a lutiersocelui-ci a prouvé qu'il ne pouvait

y avoir de solutions si ses camarades ne changent pas desplagesqu’un étudiant a montré que pour
toutes chaises essayées, aucune n’a conduit a une solatést,son prédécesseur qui doit changer de
place, et le procédé est réitéré. SiI'étudiant n'a pas dalpo@&sseurs, I'espace de recherche a été évalué
entierement et ne contient pas de solutions.

Cet algorithme constitue I'approche la plus élémentaime ddi garantir I'évaluation de l'intégralité
de I'espace de recherche. Cependant, celui-ci présentgugselacunes clairement visibles. En parti-
culier, l'algorithme évalue toute instanciation localetnacohérente, bien que celles-ci ne conduiront
trivialement pas a une solution.

Améliorer cet algorithme de recherche signifie réduirepge® de recherche a évaluer. La détection
des instanciations partielles incohérentesTNER & REINGOLD 1975] fait partie de ces améliorations.
Le retour-arriere est également effectué lorsque l'irgtdion est localement incohérente. Cependant,
déduire gqu’une instanciation partielle en cours d’'évadumest localement incohérente n'est pas suffi-
sant, car le fait de choisir une valeur qui rendra une ing&ina partielle localement incohérente semble
tout & fait contre-intuitif. Une amélioration peut donceétféliminer les valeurs des domaines qui pro-
duiront trivialement I'incohérence de l'instanciationrap affectation. Ce type d’amélioration s'appelle
I'anticipationou look-aheaden anglais. Plusieurs formes de stratégies par anticipatibalors été pro-
posées. Parmi celles-ci, \érification en avancaniplus communément dénommésward checking
[HARALICK & ELLIOTT 1979], s'attache a choisir un couple variable/valeur quicd’instanciation
courante, ne formera pas une instanciation localemenhéreate. D’autres formes d’algorithmes s’ap-
puie sur une anticipation forte en étendant la définition aeécence locale d’'une instanciation. Outre
I'exploitation fine de la cohérence locale, d'autres appescpeuvent étre définies. En analysant I'al-
gorithme, nous remarquons un choix arbitraire de la vagjadl un parcours arbitraire de I'ensemble
des valeurs. Or, une incohérence provient peut-étre d’'urnvaisichoix du couple variable/valeur utilisé
pour l'affectation. Un meilleur choix permettrait d’évaluun sous-espace de recherche contenant une
solution.

Dans la suite, nous présentons un apercu, non-exhaustifrdéliorations qui peuvent se greffer a
I'algorithme Generate and Tegafin de faciliter la résolution d’'un probléme. Ces appregheuvent étre
classées en trois groupes de stratégies pour facilitestdution. Lesapproches prospectiveherchent
a anticiper I'état de la recherche, en essayant de minitdseduation de sous-espaces de recherche ne
contenant pas de solutions. La cohérence locale et latitis de choix heuristiques pour les variables
et les valeurs sont des approches que nous présenteronappeshes rétrospectivgsroposent un
raisonnement sur le passé et cherchent & apprendre desjcihoixt été effectuées durant la recherche.
L'analyse des conflits et la génération degoods un état dans lequel IBCD est incohérent, seront
des aspects abordés dans cette section. Il existe égaleleemtaitements qui se prévalent des deux
stratégies. Tirant des lecons des conflits afin de dirigezdharche.

1.3.2 Cohérence locale

Pour vérifier si une instanciation partielle est globalenoehérente, il faut évaluer le sous-espace de
recherche associé, ce qui est une tache difficile en pratRpe parfaire notre algorithme de recherche,
il est donc possible d'imposer a l'instanciation partigiteurante d'étre localement cohérente. Si une
instanciation partielle n’est pas localement cohérertes @lle ne I'est pas globalement. Ceci permet de
ne pas évaluer un sous-espace de recherche inutilemesttaethre délaguerl’arbre de recherche. Pour
cela, nous présentons un apercu des formes les plus cétisbcesérences locales.
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La cohérence d’arcs

La forme de cohérence locale la plus étudiée et celle qui iggmsée comme une référence pour la
résolution de problémes de satisfiabilité estdaérence d’arcM ACKWORTH 1977]. Historiquement,
le mot « arc » fait référence aux contraintes binaires dR@, on parle donc de cohérence d'a®é
pour les réseaux de contraintes binaires etal@érence d'arcs généraliséeAC pour les réseaux de
contraintes d’arité supérieure.

Définition 20 (Cohérence d’arcs) Soit? = (X, D,C) unRCD :
— un couple(z,v) € X x D, est arcs-cohérent dari si et seulement si pour toute contrainte C,
telle quex € sep(c), il existe un tupler € rel(c) N (sep(c)) tel quer[z] = v;
— une variablex € X est arcs-cohérente daf3 si et seulement si il existe au moins une valeur
v € D,, telle que(z, v) soit arcs-cohérent ;
— P est arcs-cohérent si et seulement si toute variabde X’ est arcs-cohérente ;
— P est fermé par cohérence d’arcs si et seulement si tout cquple € X x D, est arcs-cohérent.

PosonsP = (X, D,C) un RCD. Si P est fermé par cohérence d’arcs, alors quel que soit le choix
d'affectationxz = v avecx € X etv € D,, nous pouvons affirmer qu'aucune contrainte/je., ne
sera trivialement insatisfaite. Si (RCD est fermé par cohérence d’arcs, nous avons la garantie que la
prochaine affectation choisie n'occasionera pas d'incatée triviale dans IRCD. Ceci motive I'utili-
sation de la cohérence locale dans l'algorithBenerate and TesSupposons maintenant que le couple
(z,v) ne soit pas arcs-cohérent daRs Il existe au moins une contrainte insatisfaite déhs.,,. Par
conséquent, I'affectatiom = v dansP doit étre évitée, et par conséquengst supprimée du domaine
dez. La cohérence d'arcs est une forme de cohérence |lbeaée sur les domaines

L'algorithme 3 présente une approche simple pour obterfgriaeture par cohérence d'arcs. L'en-
semble des couples variable/valeur sont énumérés et pllarssundile de révision c’est-a-dire un
ensemble de couple variable/valeur pour lesquels il estssaire de vérifier s'ils satisfont la définition
de cohérence d'arcs. Si un couple v) n’est pas arcs-cohérent, alargst réfuté du domaine de Or,
la suppression de cette valeur peut avoir un impact sur lesingades variables voisines, et certaines ne
vérifient peut étre plus la cohérence d’arcs. Il est nécessai (re)vérifier la cohérence d’arcs pour les
valeurs des variables voisines, qui sont donc placées ddils tle révision. Les vérifications se pour-
suivent jusqu’a atteindre ywoint fixe c’est-a-dire jusqu’a ce qu'il n'y ait plus de suppressidas/aleurs.
Notons que s'il existe un domaine n’ayant aucune valeuresbgrente alors IRCD est incohérent.

La complexité en temps de cet algorithme @gtnr2d™1). En particulier, la complexité en temps
dans le pire des cas de cet algorithme pouRGD binaire esO(end?), et la complexité en espace dans
le pire des cas esP(nd). Nous proposons, en fin de section, un apercu des algoritbptesaux en
temps erO(erd”) pour GAC et O(ed?) pour AC.

Les figures 1.6 et 1.7 reposent sulRED de I'exemple 1, notéP, et illustrent la cohérence d’arcs.
La figure 1.6 correspon®; avecZ = {(E1,1),(E£3,2)}. Chaque contrainte décrit une relation de
différence entre les valeurs du domaine des variableR@# n’'est pas arcs-cohérent puisque quatre
valeurs, représentées en rouge, ne vérifient pas la coleédéarcs. La contrainte entii@, et £, impose
la différence des valeurs. Ainsi, il n’existe pas de tuplasesla valeurl du domaine de, et une valeur
du domaine dé;. De la méme facon, la vale@rdu domaine deé”, n’admet pas de tuple support avec
une valeur du domaine de la varialiilg. En exploitant I'algorithme de fermeture par cohérencecs’a
nous obtenons IBCD AC(P|z) fermé par cohérence d'arcs, illustré Figure 1.7.

Par la définition 14, une instanciatidn, de? = (X, D,C) surX C X est cohérente si et seulement
si chaque contrainte impliquée par les variable&dsont satisfaites. Puisque la cohérence d’arcs vérifie
gue chaque couple variable/valeur ait un support dans ehaguotrainte voisine, elle permet donc de
déduire la cohérence d’'une instanciation et, par conséggéuire si une instanciation compléte est une
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Algorithme 3: Fermeture par cohérence d’arcs

Entrées: P = (X, D,C) : unRCD
Sortie : GAC(P)

1 début

2 file < {(z,v) : 2 € X Av € D,}

3 tant que (file # 0) faire

4 Choisir et Supprimer (z;, vs, ) € file

5 si (Réviser( P, (xi,vs;,)) répond Ouj alors

6 si (D5, = 0) alors

7 | retourner L

8 sinon

9 L file < file U{(x;,v;,) i # jATec € C: {zi,x;} C sep(c)}
10 retourner P

11 fonction Réviser( P, (x,v)) : Booléen

12 début
13 modification <— Non
14 si (arcs-cohérence( P, (z,v)) répond Non alors

modification « Oui

15 L Da < D, \ {v}

17 retourner modification

18 fonction arcs-cohérence( P, (z,v)) : Booléen

19 début

20 pour chaque(c € C : z € scp(c)) faire

21 L si (31 € rel(c) Nw(sep(c)) : T[z] = v) alors retourner Non
22 retourner Oui

solution. La cohérence d’arcs est la forme de cohérencéeldealus faible permettant de déterminer
la cohérence d’uRCD atomique. Puisqu’il est possible de répondre au problénia dehérence d’'un
RCD atomique en temps polynomial dans la taille du probléemeR{&3 atomiques sont ditgaitables
L'approche présentée dans la recherche d'une solutiorawigéfier la cohérence d’une instanciation
compléte, nous pouvons intégrer la cohérence d'arcs aotidhgne Generate and TesDe plus, nous
souhaitons anticiper d’éventuelle incohérence localamtua recherche. Pour cela, il suffit d’appliquer
la fermeture par cohérence d’arcs afin d'obteniR@D P’ = AC(P|z, ) qu’elle que soilZy. Il est donc
garanti que, quelle que soit I'affectatian= v choisie avecr € X \ X etv € D,, nous ayons une
instanciationZx U (z = v) de’P ne provoquant l'insatisfaction d’une contrainte. L'alilome 4 intégre
la fermeture par cohérence d'arcs dans l'algorittBenerate and TesCelui-ci est un algorithme de
recherche exhaustive avetaintien de la cohérence d'araau MAC, pour Maintain Arc-Consistency
[SABIN & FREUDER1994]. La ligne 2 correspond a une phase de prétraitemeRE€By afin de garantir
que leRCD soit fermé par cohérence d’arcs pour le premier choix. Aphasjue affectation appliquée au
RCD, la fermeture par cohérence d’arcs est maintenue (LigheSLEBRCD qui en résulte n’est pas arcs-
cohérent, alors il est inutile de continuer la recherchee’solution sur ce sous-réseau puisque celui-ci
n'est pas localement cohérent, un retour-arriére est déoessaire (Ligne 17). Dans le cas contraire, la
recherche se poursuit (Ligne 15) jusqu’a atteindrdk@id atomique arcs-cohérent donc cohérent.
L'exemple 5 illustre I'application d&AC sur le probleme de la salle de classe.

Exemple 5 Appliquons l'algorithmeMAC au probléme de I'exemple 1. Quelle que soit I'affectation
E; = v choisie, aved?; € X etv € Dg,, la fermeture par cohérence d’arcs va deduite # v pour
tout E; € x tel quei # j. Ceci impose a chaque étudiant de ne pas s’asseoir sur urisechai est
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occupée. Si < d alors, I'un aprés l'autre, les étudiants pourront s’assesir une des chaises libres.
Le probleme est donc satisfiable, et une solution a été tesmas qu’aucun étudiant n’ait a se relever,
c’est-a-dire sans retour-arriere sur les choix effectuésuffit d’appliquern fois I'algorithme GAC pour
trouver une solution a ce probléme. Ce probléme est don@bia en pratique et peut étre résolu par un
algorithme en temps polynomial dans le nombre de varialilependant, ceci est vrai uniquement pour
n < d pour l'algorithme MAC.

Remarquons gu'il est possible d’appliquer et de maintenitet forme de cohérence locale pendant
la recherche. Cependant, ceci est difficilement envisdggaiur certaines formes de cohérence locale
dont la complexité algorithmique est élevée. Il est imgassile prévoir avec certitude si une forme de
cohérence locale sera pertinente pour la résolution BGRD, c’est-a-dire si I'élagage sera fort ou non.
Notons que le prétraitement peut, lui aussi, étre une foreneotiérence locale quelconque, et peut étre
une forme différente de celle maintenue durant la recherche

Puisque la cohérence d’arcs est maintenue pendant la ceehg@iune solution et donc appliquée a
chaque décision, celle-ci suscite de nombreux travaes BERE2006, LECOUTRE2009]. L'algorithme
3 présenté est un algorithme de base, proche de I'algoritk@®gM ACKWORTH 1977], bien que celui-
ci place dans la file de révisions des couples variables@ioigs. L'inconvénient de ces approches est
gu’elles ne sont pas réfléchies, dans le sens ou chaque arifdefile de révisions est parcouru sans
distinction, et quel que soit I'état du réseau de contrairénsi, I'algorithmeAC4 [M OHR & H ENDER-

SON 1986] etGAC4 [MOHR & M ASINI 1988] atteint la complexité algorithmique optimale en temp
dans le pire de cas pour un réseau de contraintes binai@seed”), en sauvegardant des informations
telles que le nombre de supports pour un couple variab&lvavec les autres variables. Ce qui permet
d’affiner et d’accélérer les révisions. Cet algorithme s e grain fin » car les révisions sont effectuées
au niveau des valeurs, a I'opposé des approches proposarguisions sur les contrainteSC6 [BES-
SIERE1994] permet de conserver la complexité optimale en tempa@vegardant moins d’informations
queAC4. AC2001 [BESSIERE& REGIN 2001] est une extension permettant d’affiner I'algorithides.

De plus, dans la file de révision @3, une contrainte peut étre révisée a partir de chacune des va-
riables impliquées dans celle-ci. Afin d’éviter plusieuestements d’'une méme contrainte, de nombreux
algorithmes integrent la multidirectionnalité des coimties. AC7 [BESSIEREet al. 1999] permet d’ex-
ploiter la bidirectionnalité en se basant €46, et deux extensions d&C2001 exploitent partiellement
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Algorithme 4: MAC
Entrées: P = (X,D,C) : unRCD
Sortie : Oui siP est cohérent, Non sinon
début
P’ + GAC(P)
si(P' = 1) alors
| retourner Non
sinon
| retourner Recherche( P’)

o o~ W N P

~

fonction Recherche( P) : Booléen

8 début

9 si (P est atomiqugalors

10 | retourner Oui

11 sinon

12 x < Choisir une variable dangutures(X)

13 pour chaque (v € D) faire

14 P« GAC(P|z=0v)

15 si (P’ # L) et(Recherche( P’) répond Ouj alors
16 | retourner Oui

17 retourner Non

avecAC3.2 ou completement comm&C3.3 la bidirectionnalité [lLECOUTRE et al. 2003]. Lecoutre et
Hemery [LECOUTRE& HEMERY 2006] proposent d’intégrer la notion de supports résidaalsalgo-
rithmes de cohérence d’arcs, c’est-a-dire pour chaguettdpntrainte/variable/valeur, le dernier support
trouvé pour le couple variable/valeur dans la contraings &lgorithme#\C3 et AC3.2 intégrent la ges-
tion de supports résiduels respectivement unidirectigranecAC3r ou multidirectionnel aveAC3rm.
AC3rm se révélant étre I'algorithme le plus efficace en pratiqudirizBoussemartt al[BOUSSEMART

et al. 2004b] définissent des stratégies de choix de révisions file lde révisions a partir de critéres
heuristiques sur des caractéristiqgues des variables ouaésintes. La diversité des algorithmes de
cohérences d’'arcs induit également une grande divers#@lderithmes de maintien de la cohérence
d’arcs, notammen¥1AC2001/3.1 [BESSIEREet al. 2005] etMAC3rm [L ECOUTREet al. 2008].

La cohérence de chemins

La cohérence d’arcs permet d'affirmer, pour tout couplev) et pour toute variable’ voisine de
z, qu’il existe une valeur’ du domaine de’ telle que{(z,v), (z’,v’)} est une instanciation partielle
cohérente. Le raisonnement peut étre étendu, en vérifidatpqutir de deux couplegr, v) et (z/,v’)
et pour toute variable’” voisine dex et 2/, qu'il existe une valeur” du domaine de:” telle que
{(z,v), (2", ")} et{(2',v"), (x”,v")} soient des instanciations partielles cohérentes. Cetteefde co-
hérence locale est appeléehérence de cheminsotéePC pourPath ConsistencjM ONTANARI 1974].

Définition 21 (Cohérence de cheminsSoitP = (X, D,C) unRCD :
— (xz,v) € X x D, et(a/,v") € X x D,y sont chemins-cohérents si et seulement si, pour tout
z; € X telle quez; # z etx; # 2/, il existe une valeup;, € D,, telle que{(z,v), (z;,v;,)} et
{(zi,v;,), (¢/,v")} soient des instanciations partielles cohérentes ;
— deux variablesr € X eta’ € X sont chemins-cohérente si et seulement si il existe deaxrgal
v € D, etv' € D, telles que(x,v) et(a’,v’) soient chemins-cohérents ;
— P est chemins-cohérent si et seulement si tout caupleY etz’ € X est chemins-cohérent ;
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— P est fermé par chemin cohérence si et seulement tout cquple € X x D, et (a/,v') €
X x D, est chemins-cohérent.

Historiguement, le terme « chemin » est utilisé au méme selum g¢ghemin dans un graphe, dans
lequel chaque couple variable/valeur décrit un nceud etuehuple support des contraintes décrit une
aréte entre ces nceuds. Cependant, Montanari a montréviéenie avec la définition 21.

L'algorithme 5 présente la fermeture par cohérence de ai®r@iontrairement a la cohérence d’arcs,
ce sont des ensembles de deux couplesv), (', v")} qui sont placés dans une file de révisions. Deux
couples sont chemins-cohérents si il est possible d'éeadldacun, pour chaque variable voisineade
et 2/, a une instanciation de tailz Si le couple est chemins-cohérent, alors I'évaluation aeguit.
Dans le cas contraire, 'ensembléz, v), (2/,v")} ne peut étre étendu a une solutidiz, v), (z',v")}
est localement incohérente. Pour éviter de faire le chobededeux couples pour de futures affectations,
il faut les interdire mutuellement. Par conséquent, unetapinflit correspondant §(z, v), (z/,v")} est
créé. Siil existe une contrainte ne possédant plus de tapfgsorts, alors IRCD est incohérent. Dans le
cas contraire, il faut vérifier st et 2’ sont chemins-cohérentes avec leurs voisines, et ainsideaox
couples sont ajoutés a la file de révision.

Algorithme 5: Fermeture par cohérence de chemins

Entrées: P = (X,D,C) : unRCD
Sortie : PC(P)

1 début

2 file «+ {{(z,v), (&',v")} : z,2" € X,v € Dg,v’' € Dyryx # 2’}

3 tant que (file # 0) faire

4 Choisir et Supprimer {(z,v), (z',v")} € Queue

5 si (Réviser( P, {(z,v),(z',v")}) répond Ouj alors

6 Si (C(x,27) = 0) alors

7 | retourner L

8 sinon

9 file < file U{{(x, v), (zi,vi, )} : ©i € X A, € Do, A z; voisine de x} U
L (@', v"), (mi,vip,)} s ®i € X Awvsy, € Dy, A x; voisine de z'}

10 retourner P

11 fonction Réviser( P, {(z,v), (z',v")}) : Booléen

12 début

13 modification < Non

14 si (chemins-cohérence( P, {(z,v), (z’,v")}) répond Non alors
15 L C(z,z") < C(z,z’) U {('U7 'U/)}

16 modification + Oui

17 retourner modification

18 fonction chemins-cohérence( P, {(z,v), (z',v")}) : Booléen

19 début

20 pour chaque (z; € X : x; # x A x; # 2') faire

21 Si (fvi), € Do, telle que(v, vi,) € ¢(z,0;) A (Vi V') € (s, 0y alOrs
22 | retourner Non

23 retourner Oui

La complexité en espace dans le pire des cas de cet algoritbineide avec I'énumération des
instanciations de taillg, soitO(n2d?). Pour chacune, il est nécessaire de vérifier un chemin pagueh
couple variable/valeur des variables voisines. Pour defayt trouver un tuple supports parmi le$
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tuples. Chaque fois que I'on détermine qu’une instanaiatie taille2 n’est pas chemins-cohérente, ces
voisines sont ajoutés. Dans le cas de réseaux de contrhintages, la complexité de cet algorithme est
doncO(ntd®).

Les figures 1.8 et 1.9 étendent I'exemple 1 afin d'illustrecdaérence de chemins. La figure 1.8
présente [RCD P’ tel queP’ C P avecP le RCD modélisant le probléme initial Exemple 1. Remar-
guons que les arcs expriment cette fois les tuples conflite &6 valeurs du domaine des variables. Sur
P’, certains étudiants n'ont pas I'autorisation de s’assgwircertaines chaises. De I'application de la
fermeture par cohérence de cheminsBlrésulte IeRCD PC(P’) présenté Figure 1.9. Les arcs grisés
correspondent aux tuples conflits ajoutés par cohérenchatrins. Ainsi, sif; = 3 et E; = 1, alors
il nexiste pas de valeurs dEs permettant de satisfaire la définition de la cohérence dmicise Par
consequent, le tuplgs, 1) de la contrainte g, g, est un conflit. De méme, &; = 3 et > = 2, alors il
n'existe pas de valeurs de, permettant de satisfaire la définition de la cohérence daicise Par consé-
quent, tous les tuples entfe, et F, tel que E; = 3 sont des tuples conflits. La valeBrdu domaine
de F; n'a plus de supports darfs,, par conséquent cette valeur n’est pas arcs-cohérenta/aless
représentées en rouge sont les valeurs qui, a titre ingicaté sont plus arcs-cohérentes apres I'appli-
cation de la fermeture par cohérence de chemins. Seulsdeg@sés sont les effets de la fermeture par
cohérence de chemins.

Ey

E By
FIGURE 1.8 =P’ FIGURE 1.9 —PC(P’)

Au méme titre que la cohérence d’'arcs, de nombreux algogshpermettent de rendre un réseau
de contraintes chemins-cohérent, et sont souvent inspioée étendus, des algorithmes de cohérence
d’arcs. Ainsi,PC2 est I'extension d&\C3 [M ACKWORTH 1977] permettant de maintenir une file de ré-
vision sur les triplets de variables. Au méme titre @u&t, I'optimalité en temps dans le pire des cas est
atteinte par deux extensions permettant de sauvegarddistende supports avedeC3 [M OHR & HEN-
DERSON1986]. PC5 est une extension d&C6, etPC5 + + exploite la bidirectionnalité [SIGH 1996].

k-cohérence forte et — j)-cohérence

Les cohérences d’arcs et de chemins peuvent étre génésalls# généralisation de ces approches
est appeléé-cohérenceaveck > 0 [FREUDER1978].

Définition 22 (k-cohérence) SoitP = (X, D,C) unRCD :
— un ensemble de—1 couples variable/valeuf(z1, v1),. .., (xx—1,vx—1)} aveczr; € X, v; € Dy,
etx; # x; pour toutl < 4,5 < k — 1, estk-cohérent si et seulement si, pour tatite X avec
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a’ # x; pour toutl < i < k —1, il existe une valeur’ € D, telle que {(z;,v;), (z',v’)} estune
instanciation partielle cohérente pour tout< i < k — 1;

— X C X, avec|X| = k — 1, estk-cohérent si et seulement si il existe un ensenblg, v1),. ..,
(rg—1,vk—1)} avecz; € X etv; € D,, pour toutl <i < k — 1 qui soitk-cohérente ;

— P estk-cohérent si et seulement si tout ensemble de variakles X, avec|X| = k — 1, est

k-cohérent ;
— P est fermé park-cohérence si et seulement si pour toutC X tel que|X| = k — 1, tout
ensemblg (z,v1),. .., (xx—1,vk—1)} avecz; € X etv; € D,, estk-cohérent.

Lorsqu’un ensemble de— 1 couples variable/valeur ektincohérente, une contrainte d'ar{té—1)
est créée et cet ensemble devient un tuple conflit. Les cotesed’arcs et de chemins sont donc équi-
valentes respectivement adacohérence et-cohérence. L&-cohérence a été étendue &taohérence
forte.

Définition 23 (k-cohérence forte) Soit? = (X', D,C) unRCD. P est fortemenk-cohérent si et seule-
ment il estk’-cohérent pour tout < k&’ < k.

L'idée d'étendre un ensemble de— 1 couple variable/valeur & variable supplémentaire améne
la question du procédé inverse. Est-il possible de détemmine instanciation localement cohérente de
taille 1 qui puisse étre étenduka— 1 variables supplémentaires ? Cette forme de cohérence)owah-
méeinversek-cohérencelaisse entrevoir une généralisation sur la taille deténsiation initiale et son
extension. Cette forme de cohérence s’appellg,|f)-cohérence, c’est-a-dire est-il possible d’étendre
affectations a une instanciation de taijle

Définition 24 ((i, j)-cohérence) SoientP = (X, D,C) un réseau de contraintes :

— un ensemble découples variable/valeuf (x;,v1),. .., (z;,v;)} avecx, € X, vy € Dy, et
xp # xp pour toutl < k,I < 4, est(i,j)-cohérent si et seulement si, pour tout ensemble de
variables X C X tel que|X| = jetxr ¢ X pourl < k < 4, il est possible de construire
une instanciation partielle cohérenfe telle que{(zx,vr)} U Zx est une instanciation partielle
cohérente pour tout < k < i;

- X C X, avec|X| = i, est(i, j)-cohérent si et seulement si il existe un ensemblé ariples
variable/valeur{(z,v1),..., (x;,v;)}, aveczy € X, vy € Dy, etxy # z; pour toutl < k,1 <
i, qui soit(i, j)-cohérent ;

— P est(i, j)-cohérent si et seulement si tout ensemble X, tel que| X | = i, est(i, j)-cohérent ;
— P est fermé par(i, j)-cohérence si et seulement toute ensemblé deuples variable/valeur
{(z1,v1),...,(xi,v)}, avecxy € X, v, € Dy, etxy # x; pour toutl < k,1 < i, est(i, j)-

cohérent.

La k-cohérence est donc équivalente #a— 1, 1)-cohérence et I'inversg-cohérence est équiva-
lente a la(1, k — 1)-cohérence. Dans le cas général, pour appliquérdahérence, il faut énumérer les
instanciations de taillé — 1, c’est-a-dire end*~!. Ce qui est une tache difficile lorsqueest grand.
Appliquer lak-cohérence forte est équivalent a développer un arbre tleng®e de hauteur a I'aide
d’'un parcours en largeur d’abord, ou pour chaque nieau: < k la i-cohérence est vérifiee, afin de
garantir la cohérence locale de chaque niveau. L'algogtbptimale est e (n*d*) [CoOPER1989].

En pratique, les formes de cohérences locales au-dela3dedaérence, forte ou non, sont trés peu
utilisées, notamment pour le maintien de la cohérencedqgaidant la recherche. Comme énoncé précé-
demment, il est difficile de déterminer la pertinence du ttietinde certaines formes de cohérence locale.
De plus, une forme dg, j)-cohérence impose de manipuler des tuples conflits de t&iflsqu’une ins-
tanciation n’est pa§, j)-cohérente. Une tache qui s’avére étre colteuse en espsamment si l&RCD
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n'est pasi-cohérent. Cependant, il est possible d'imposer la ferragiar une forme de cohérence locale
forte, de n'étre effectuée qu'une seule fois en prétraitérda RCD.

(k, ¢)-cohérence

La (k, ¢)-cohérence est une généralisation de cohérences localesdimnues telles que la cohé-
rence d’arcs de singletor$ssA\C [DEBRUYNE & B ESSIERE1997] ou la cohérence d’arcs de tuplesC
[CHMEISS et al. 2008]. ¢ représente toute forme de cohérence locale qui peuverdédirge, tel queAC
ouPC.

Définition 25 Soit? = (X,D,C) unRCD :

— une instanciatiorZx de P sur X C X, avec|X| = k, est(k, ¢)-cohérente si et seulement si
¢(P\IX) # 1

- X C X, avec|X| = k, est(k, ¢)-cohérent si et seulement si il existe une instanciafignde P
qui soit(k, ¢)-cohérente.

— P est(k, ¢)-cohérent si et seulement si tout ensemble de variakiles X, avec|X| = k, est
(k, ¢)-cohérent.

— P est(k, ¢)-fermé si et seulement si pour tout ensemble de variables X', avec| X | = k, toute
instanciationZy deP est(k, ¢)-cohérente.

Pour schématiser cette approche, il suffit de construire tmstanciation partielle sur variables
distinctes, appliquer celle-ci au réseau de contrainteéréter lap-cohérence du réseau de contraintes.
Le principe est donc similaire au cadre affectations/pgagians de la recherche exhaustive afin d'éli-
miner, a priori, les instanciations partielles de taikeglobalement incohérentes. Elle permet ainsi de
vérifier la cohérence locale au-dela du voisinage des \asalte I'instanciation appliquée, ce qui differe
des techniques de cohérence locale présentées précédemmen

Dans le cas général, I'algorithme appliquantia¢)-fermeture énumere les instanciations de taille
k et applique lap-cohérence. Si une instanciation n’est plasp)-cohérente, un tuple conflit de taille
est créé. Le procédé est réitéré jusqu’'a obtenir un pointdiget-a-dire qu'il n'y a plus de modifications
dans IeRCD. Pour illustrer &k, ¢)-cohérence, nous pouvons évoquefllaAC)-cohérence, plus connue
sous le nom deohérence d’'arcs de singletgnsotéeSAC pour Singleton Arc-Consistencyrésenté
Algorithme 6. Pour chaque couple, v) € X x Dy, siAC(P,—,) = L alorsz = v est une affectation
globalement incohérente dafs Il convient donc de réfuter du domaine de la variable. Le procédé
est réitéré jusqu’a atteindre un point fixe. La complexigoathmique en temps dans le pire des cas de
I'algorithme 6 est e (n2d?>O(AC)) et la complexité spatiale dans le pire des cagsid).

Les algorithme$AC sont également nombreux. Parmi les extensions, nous pseiterSAC—SDS
[BESSIERE& D EBRUYNE 2008] etSAC3+ [LECOUTRE& CARDON 2005] qui exploitent incrémenta-
lement la cohérence d’arcs de singletons en développarbum de recherche.

1.3.3 Choix heuristiques

Les techniques de cohérence locale sont un atout majeurgmamdre au probleme de satisfiabilité.
Néanmoins, il existe certaines catégories de problémekesguelles seules les formes de cohérences
locales tres fortes pourront étre pertinentes. Cepentdacvmplexité algorithmique de telles approches
est trés élevée, voire aussi difficile que le probléme defgatilité lui-méme. Il faut donc se concen-
trer sur d’autres approches pour améliorer I'algorithd&C. L'exemple 6 fait mention d’'un probléme
majeur : quels choix d'affectations faut-il effectuer péwmaluer I'arbre de recherche ?
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Algorithme 6: Fermeture par Cohérence d’Arcs de Singletons

Entrées: P = (X,D,C) : unRCD
Sortie : SAC(P)
début
fini < Non
tant que (fini est Non faire
fini < Oui
file « {(z,v) :x € X Av € Dy}
tant que (file # 0) faire
Choisir et Supprimer (z,v) € file
si (AC(P;,») = 1) alors
Supprimery de D,,
fini <— Non
Si (D, = 0) alors
| retourner L

© © N o 0O » W N B

N
N R O

13 retourner P

Exemple 6 A partir de 'exemple 1, considérori®) étudiants et;0 chaises. Nous faisons évoluer ce
probléme puisqué étudiants a surveiller doivent étre placés au premier rangnposé del chaises.
Ce probléme n’a trivialement pas de solutions puisqu’il a'pas assez de chaises au premier rang,
malgré le fait qu’il y ait assez de chaises pour I®setudiants. Seule les techniques de vérification de la
cohérence locale plus forte que3acohérence peuvent montrer I'aspect incohérent de ce noél

Ce probléme peut pourtant étre facilement divisé en deus-pmblémes. Les éléves souhaitant
se mettre devant forment le problér(ig 4) et le reste forme un second sous-probléf® 46). En
appliquant la recherche exhaustive, deux cas se prései@dat éléves du premier rang prennent places
en premier, alors ils pourront « rapidement » déduire quedassprobleme5, 4) est incohérent. S'ils
sont choisis en derniet5 étudiants vont s’asseoir avant que le probleme soit moim@hérent par les
5 autres.

L'algorithme MAC (Algorithme 4) présente le choix d'une variable parmi lesalkaes futures et le
parcours de chaque valeur du domaine de cette variable. €otriaire ce choix ? Quels sont les critéres
de choix qui permettent d’améliorer les algorithmes de eeie, sans connaitre le sens du probléme
modélisé ? Ces deux lignes font référence adesx heuristiquesles variables et des valeurs BGD
permettant de guider la recherche.

Définition 26 (Heuristiqgue de choix de variables)Soit P = (X, D,C) un RCD. Une heuristique de
choix de variabled{ y est une application d&’ dansRR, associée a une relation d’ordre totatey sur
X définie, pour touts;, z; € X, par : x; <y x; si et seulement §if (x;) < H(x;).

La définition d'une heuristique de choix de valeurs est anaa la définition 26, associant a chaque
valeur du domaine d’une variable un nombre réel, et assouaigeaelation d’'ordre totale sur chacune
des valeurs. L'ordrel ;7 désigne une préférence, c’est-a-dife< x; signifie «x; est préférée a; » (ou
inversement suivant le choix effectué). Le choix de vadaldu de valeurs se portent donc sur la variable
ou la valeur préférée. Il est nécessaire d’avoir une relatiordre strict pour faire un choix de variables
ou un choix de valeurs. Dans le cas général, les heuristigriegent ainsi étre combinées, afin d'affiner
le choix effectué ou départager les variables aussi peaf€ans la suite, nous considérons qu’une fois
I'heuristique H calculée, I'ordre<j est établi erO(n?) a I'aide d’'un tri-rapide [HDARE 1961].

L'exemple 6 montre clairement que, pour un probléme ingaiéril est nécessaire de choisir les
variables d’'un sous-probléme incohérent en premier. Eat,eff un probléme est incohérent, alors il y
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a une cause, qui peut étre caractérisée comme un sous+peotle probléme d’origine. Développer la
recherche vers ce sous-probleme, a proximité de la racin@arbee de recherche, permet de prouver
« rapidement » que le probléme est insatisfiable. Dans neér@g@le, parcourid® instanciations com-
plétes est suffisant pour prouver 'incohérence, alorsi§de peuvent étre parcourues dans le pire des
cas. Cette stratégie de recherche est appadébhdtc d’abordoufail-first [HARALICK & ELLIOTT 1979].

Notre objectif pour caractériser I'heuristique de choixveeables est donc de préférer les variables
du sous-probléme incohérent. Cependant, dans le cas gémsuser le sous-probleme incohérent est
une tache plus difficile que le problén@&P. L'heuristique H et I'ordre associéel; doivent étre dé-
cidées a chaque niveau de I'arbre. Une heuristique diffecitalculer pourrait rendre la résolution du
probléme difficile, mais permettrait peut-étre de faire diesix appréciables. A linverse, une heuris-
tique facile a calculer pourrait proposer de mauvais chiobs heuristiqgues peuvent étre classées en
deux catégories : les heuristiques statiques et les higugst dynamiques. Les heuristiques statiques
sont calculées avant I'évaluation de I'arbre de rechereh&prdre choisi est donc toujours le méme.
Une heuristigue dynamique permet de proposer des choixrartido de I'état de la recherche. Elles
permettent d’adapter les choix a chaque instant de la reloher

Heuristique de choix de variables

lexico Lapremiére heuristique, parmi les plus triviales, estterexicographique, notéexico Chaque
variable ou chaque valeur est définie par un nom unique, cpagaiet de décrire une relation d’ordre
strict. Cette heuristique est trés souvent utilisée popadéger les heuristiques associées a une relation
d’ordre non strict. Puisque les noms ne changent pas endeuexherche, cette heuristique est statique.
La valeur associée a chaque variable est donc calculé¥en

random Tout aussi triviale, le choix aléatoire d’'une variable,éetandom Une variable est choisie
et considérée comme préférée a tout autre. Puistnaomest calculée ed®(1), elle peut s’avérer plus
efficace que d’autres approches « intelligente », notampuamntcertains problémes difficiles pour lequel
I'ordre du choix des variables n’est pas important. L'ineémient de cette approche est qu’elle est non
déterministe. Sur un méme probléme et avec les mémes algestde recherche, les résultats peuvent
étre totalement différents.

dom La premiére heuristigue dynamique utilise la taille du dommanotéedom[HARALICK & EL-
LIOTT 1979]. Elle est définie par I'applicatiofom (z) = —|D,|. Notons quelom(x) est toujours néga-
tif, ce qui permet de préférer les variables ayant les doesd@s plus petits, par notre définition dg.,.
L'idée derriere cette stratégie est d’avoir un nhombre dadirament (ou facteur de branchement) faible
en haut de 'arbre de recherche. S'il y a maintien de la coluéréocale dans le réseau de contraintes, la
taille du domaine est modifiée dynamiquement, en fonctianotieix précédents. Dans le pire des cas,
dom est calculée e (n).

ddeg L'analyse structurelle d'uRCD peut conduire a la définition d’'une autre heuristique, Sgppt
sur le nombre de contraintes impliquant une variable, ndé§eBien qu’elle puisse étre calculée de ma-
niére statique, cette heuristique est plus généralemiis€atde maniére dynamique, notideg[DECH-
TER & M EIRI 1989]. Ainsi,ddeg(z) = |J{c € C : = € scp(c) A | futures(sep(c))| > 1}|. Choisir les
variables en fonction du degré permet de réduire le nombmeuigaintes a traiter. Dans le pire des cas,
I'heuristiqgueddeg est calculée ed(en).
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wdeg Pour détecter des sous-problémes incohérents afin derdaigecherche, il est possible d'utili-
ser les algorithmes de cohérence locale. L'heuristigdeg[B OUSSEMARTet al. 2004a], poumveighted
degree requiert une légére adaptation de I'algorithme de colwérémcale. Un poidsu. est défini pour
chaque contrainte € C, tel quew, = 1 avant la recherche. Lorsque le probléme est localement inco
hérent, il existe une ou plusieurs contraintes décrite paelation vide, et le poids de chacune de ces
contraintes est incrémenté. Au cours de la recherche, gtusdntraintes ont été pondérées, plus elles
ont été impliquées dans les incohérences locales. Cettestigpue repose donc sur la probabilité que
les contraintes impliquées dans une incohérence lors @erteefure par cohérence locale fassent partie
d’'un sous-probléme incohérent. Elles permettent alogpteximation d’'un sous-probléme incohérent
dans 1eRCD. L'heuristiquewdegest également fonction du degré des variables, puisquevarizble

est la seule non affectée dans une contrainte, le degré pesstomptabilisé. Celle-ci est définie par

wdeg(x) — ZcéC:xEscp(c)/\|future(scp(c))|>1 We. E”e eSt Ca|CU|ée e@(en)

Combinaison heuristiques Comme énoncé précédemment, certaines heuristiques peiemitili-
sées pour départager des variables aussi préférées. Raupraitilise I'opérateurd. Par exemple,
doma ddegsignifie la variable est choisie a I'aide dempuis les variables « également préférées » sont
départagées paldeg

Les combinaisons d’heuristiques sont, en pratique, plfisaeks que les heuristiques présentées
seules. Lheuristiguelom/deg[BESSIERE& REGIN 1996] etdom/ddedSMITH & GRANT 1998] sont
des combinaisons des heuristiques permettant de minifeidemaine des variables tout en maximisant
le degré. Elles sont, en moyenne, plus efficaces que lesstiguasdomou ddegseules. L’heuristique
dom/wdeg qui choisit une variable en minimisant son domaine et mesdnt le degré d’incohérence,
permet d’obtenir de trés bons résultats en pratique. Eillecamment utilisée pour I'approximation de
sous-problémes incohérents, et correspond a notre disenpécédente basée sur une stratégie d’échec
d’abord. Cette heuristique est illustrée dans I'exemple 7.

Exemple 7 Revenons sur I'exemple 6. Au cours de la recherche, lesaintés entre ceS étudiants vont
étre impliquées dans l'incohérence du sous-probléme). Par conséquent, le degré d’incohérencg

de chaque contrainte va augmenter et les variables chogsiepriorité seront parmi ce§ variables
aprés chaque retour-arriere. Si céstudiants s'installent apres leursy camarades, ceux-ci vont pro-
gressivement faire remonter leur sous-probléme dansréade recherche. Il suffit donc, dans le pire des
cas de prouvef1 + Z?ﬁl 1) fois I'incohérence de ce sous-probleme afin de démontredhérence du
probléme. Avec une heuristique classique, l'incohérerceedsous-probléme devrait étre prouviéé’
fois dans le pire des cas.

Heuristique de choix de valeurs

Les algorithmes de recherche s’appuient moins sur lesdieurés de choix de valeurs, notamment
du fait du codt pour les calculer. Les heuristiques élémerstaelles qudexico et randomsont éga-
lement définies, et sont trés souvent utilisées. Parmi lasgtigues les plus connuespnflit associe
a chaque valeur le nombre de conflits dans lesquels cellpparait. Comme powvdeg cette heu-
ristique s’appuie sur un raisonnement statistique. Lagiibbé pour qu’une valeur fasse partie d’'un
sous-probléme incohérent est plus forte lorsque cettaivalst impliguée dans beaucoup de conflits.
A linverse, minimiser le nombre de conflits f©ST & D ECHTER 1995] suggére que la valeur puisse
apparaitre plus facilement dans une solution. L'incorméinde cette approche est gu’elle nécessite de
maintenir le nombre de tuples dans lequel une valeur agpRexiconséquent, le calcul d'une telle heu-
ristique requiert le parcours des tuples de chaque cotdrdams laquelle la valeur peut étre impliquée.
conflittv € D) = |U{r €c:ceCAx € scp(c) A T]x] = v}. Pour calculer I'heuristique associée
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aux valeurs du domaine d’'une variable, la complexité algorique dans le pire des cas &3fed").
Ceci en fait une heuristique difficile a calculer, et nédeségalement la mise a jour des contraintes a
chaque point de décisions de la recherche. D’autres higuest sont adaptées des heuristiques utili-
ser pour la résolution du problenS&\T [JEROSLOW & WANG 1990] a la résolution du problémEesP
[LECOUTREEt al. 2007].

Exploiter les heuristiques

L'exemple 7 fait mention de la pondération d’un sous-protg#éncohérent, permettant de rapprocher
celui-ci de la racine de I'arbre. Cependant, faire remontesous-probléme incohérent peut étre une
étape trés « lente ». Pour I'approche par maintien de la eabérd’arcs (Algorithme 4), cela peut étre
dd a I'évaluation de chaque valeur du domaine d’une variatoleague niveau de l'arbre.

Pour palier a ce probléme, l'algorithme 7 se propose de dquine d'importance aux heuristiques
[HWANG & M ITCHELL 2005]. Dans celui-ci une variable puis une valeur de son dogrsont choisies
par critére heuristique. A la différence de I'algorithme’dnsemble des valeurs du domaine n’est pas
évalué avant un retour-arriére. L'affectation est ap@&@auRCD et la fermeture par cohérence locale
est appliquée. Si celui-ci n'est pas localement incohéedats la recherche se poursuit. Sinon, le couple
(z,v) est réfuté, et la cohérence locale est de nouveau vérifiéa. e soit? un RCD, si Pj,_, et
Platy SON incohérents, alorB est incohérent et un retour-arriére doit étre effectué.nNeédns, si le
RCD issu de la réfutation et de la fermeture par cohérence latakt pas localement cohérent, alors
chacune des étapes est réitérée. Ainsi, une nouveau choiridéle et de valeur est effectué apres la
réfutation d’'une valeur.. Cet algorithme est un algorittaeerecherche avdaranchements binairesu
binary branchingen anglais, avec maintien de la cohérence d’arcs. Celuirails des branchements
de largeur2 a chaque point de choix d’une variable : la décision posipear un couplgz,v) et, Si
celle-ci n'est pas cohérente, la décision négative poupaple. Par analogie, I'algorithme de recherche
exhaustive 4 est Branchementdway pourbranchements de largeul, ou dway branchingen anglais,
puisque les branchements sont effectués sur toutes lagvale domaine des variables chaisies.

Considéron® = (X, D,C) unRCD et I'algorithmeMAC avec branchememrftway. Lorsque le choix
de la variable se porte sure X, alors la premiére valeur € D, est évaluée. Si celle-ci est globalement
incohérente, elle doit étre supprimée, c'est-a-dire &fuCette opération va étre implicitement réalisée
en affectant la deuxieme valeut € D, \ {v} a la variablex. Cependant, appliquer I'affectation de
x = v’ suppose que la variable courantest toujours préférée. Or, la modification de la microstmect
du RCD par maintien de la cohérence locale peut contredire ce didikeuristique était recalculée.
Dans le cas d'une stratégie a branchements binaires, I dhaie variable et d’'une valeur est proposé
de nouveau aprés chaque réfutation. Cette approche exglwic beaucoup plus les choix heuristiques.
Cependant, cela ne signifie pas que I'approche avec bramcherinaires est meilleure que I'approche
avec branchements de largelrEn contre-partie, si les heuristiques ne sont pas adaptépsbleme,
alors I'impact des mauvais choix sera plus important danased’'un branchement binaire. Remarquons
néanmoins que le choix de I'affectation du premier coupléatsde/valeur peut étre déterminant. En
commencgant I'évaluation de I'arbre de recherche, les bguies peuvent étre complétement inefficaces.
Les domaines, le degré ou encore les poids ont des valetiadeisj qui ne sont pas adaptés a ce stade de
la recherche. Pour I'heuristiquimm/wdegpar exemple, le premier choix ne dirige pas la recherche ver
les conflits mais vers le domaine le plus petit.

Pour palier aux lacunes de la stratégie de branchendevayg et améliorer la stratégie de branche-
ments binaires, il est possible d’utiliser une autre agpequermettant la mise en avant des heuristiques :
les redémarragedGoOMES et al. 2000]. Cette approche consiste simplement a arréter liatiah de
I'instanciation courante et a reprendre le probléme dejauimcine de I'arbre de recherche. Les va-
leurs globalement incohérentes et les pondérations ag@gien cours de recherche, par exemple celle
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Algorithme 7: MAC avec branchement binaire
Entrées: P = (X,D,C) : unRCD
Sortie : Oui si P est cohérent, Non sinon
début
P’ +GAC(P)
si (P’ = 1) alors
| retourner Non
sinon
| retourner Recherche( P’)

o g b W N P

7 fonction Recherche( P) : Booléen

s début

9 si (P est atomiquialors

10 | retourner Oui

1 sinon

12 x < Choisir une variable dangutures(X)
13 v < Choisir une valeur danb,,

14 P+ GAC(P|z=v)

15 si (P’ # L) et(Recherche( P’) répond Ouj alors
16 | retourner Oui

17 sinon

18 P GAC(Pjyzv)

19 si (P = 1) alors

20 | retourner Non

21 sinon

22 | Aller Ligne 9

utilisée pourwdeg sont conservées. Cela permet de recommencer la rechereheexrtaines connais-
sances, de démarrer I'évaluation par un sous-problémepgltiment. Appliquer des redémarrages a la
recherche évite les évaluations infructueuses de sousepnes profondément dans I'arbre de recherche,
appelégphénoméne heavy-taiCette approche suscite un grand intérét, cependant efleresment dé-
pendante de la stratégie utilisée pour les redémarraggsraique, les redémarrages sont fonctions du
nombre de retours-arriére, donc d’'incohérence localecefé. La premiére évaluation s’arréte alors rapi-
dement, apres quelques retours-arriére. L'utilisaticrddémarrages permet donc d’atténuer le mauvais
choix du premier couple variable/valeur en initialisarst p@ndérations de certaines heuristiques, tel que
dom /wdeg

1.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons défini les notions de base pantndée répondre au problent&SP
pour les Réseaux de Contraintes Discrets.RE€B constituent un outil simple et compact pour la modé-
lisation de problémes a domaine fini. En exploitant les mstide la théorie des graphes, de nombreuses
approches ont conduit & définir des outils algorithmiquéisasfes pour décider de la cohérence des
problemes modélisés. L'approche la plus exploitée cansistévelopper un arbre de recherche, afin de
parcourir exhaustivement I'espace de recherche du prablétrde vérifier si une solution existe. Pour
réduire cet espace de recherche, différentes formes deermlass locales ont été définies. La cohérence
d’arcs est la plus exploitée. Elle offre un outil rapide dicetce pour maintenir la cohérence locale en
cours de recherche. Certaines formes de cohérence loeaieegpant un élagage plus fort de I'espace
de recherche mais plus difficile a calculer, sont exploiteprétraitement dRCD, dans le but de faci-
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liter la recherche. Cependant, exploiter la cohérencddaua suffit pas a faciliter la résolution de tout
probléme. Il est nécessaire de faire de bons choix d'atieaspour ne pas parcourir un sous-espace de
recherche ne contenant pas de solutions. Une analyseusélletduRCD peut étre utilisée pour définir
des critéres heuristiques de choix de variables et de wlBlautres approches consistent a identifier des
sous-problémes souvent impliqués dans l'incohérencdelaaréseau de contraintes, potentiellement
incohérents. En commencant la recherche pas ces sousipeslil est possible de prouver rapidement
I'incohérence du probleme. Diriger la recherche vers ledlite montre les résultats les plus intéressants
en pratigue sur de nombreux problémes. Afin d’exploiter agumices choix heuristiques, le choix de
I'algorithme de recherche se porte vers le maintien de lémtte d’arcs avec branchements binaires. En
intégrant une stratégie de redémarrage pour profiter naggidedes choix heuristiques, ces algorithmes
constituent les outils les plus efficaces pour décider detérence d®CD. De nombreuses améliora-
tions peuvent étre mentionnéesahalyse de conflitsonsiste a déterminer la source de I'incohérence
locale d'unRCD aprés affectation et maintien de la cohérence locale. Bgloiter I'analyse de conflits,

I’ apprentissaggermet de sauvegarder des instanciations globalemeriéreates, afin d'éviter de les
reconsidérer durant la recherche. D’autres approchesserent sur une analyse structurelleR{LD

afin de détecter des formes de symétries ou de décomposeblépe en sous-probléme afin de faciliter
la recherche d’une solution.

De nombreuses applications logicielles, appekegscur, ont été développées afin de décider de la
cohérence deRCD et font I'objet de compétitions internationales. Parmisaseurs, nous pouvons citer
Abscon que nous utiliserons pour développer et étudier nos appsoffECOUTRE & TABARY 2008]
et qui figure parmi les meilleurs solveurs génériguesscon est un solveur générique écrit en langage
JAVA. Il propose un catalogue trés fourni d’algorithmes de regtieeet de techniques d’inférences, mais
permet également de développer de nouveaux outils poundépau probleme&SP.
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Chapitre 2

Formalismes gualitatifs et réseaux de
contraintes qualitatives
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2.1 Introduction

En fonction des connaissances a modéliser, il est nécesbkadtapter I'outil a utiliser. Pour certaines
connaissances définies sur des domaines non finis, le ramamt quantitatif peut étre limité en pratique
(modélisation complexe, problémes de mémaite), Dans le but de décider de la cohérence de connais-
sances temporelles ou spatiales, ont été définifotesalismes qualitatifpermettant de les modéliser.
Les formalismes qualitatifs s’attachent a I'aspect qatifiles informations et non a I'aspect quantitatif,
au sens numérique. Un formalisme qualitatif décrit lestposs relatives entre des entités temporelles
ou spatiales - telles que des actions, des évenements, glessréans I'espace - dont le domaine de
définition peut étre infini et dense. Par exemple, un intexag temps sur une droite dense, une région
dans un plan cartésienfc. Les positions relatives entre ces entités décrivent uarebke fini de rela-
tions entre les entités, appeléektions atomiquesPar exemple, un intervalle de temps se déraubmnt
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un autre, ou une région d’'un plamtersecteune autre. Les connaissances temporelles ou spatiales sont
ainsi modélisées par un ensemble d'informations qual@atmettant en relation les entités entre elles,
en faisant abstraction de I'aspect quantitatif.

Dans les année)80, pour la résolution de problemes difficiles a représentas daraisonnement
guantitatif, telles que la compréhension du langage nidguoel I'ordonnancement temporelle, Allen
imagine un formalisme qualitatif dédié a la représentatiinformations temporelles llalgébre des
intervalles[ALLEN 1981, ALLEN 1983]. Pour ce formalisme qualitatif, les entités congdésont des
intervalles définies sur une droite représentant le tempsoBsidérant les positions relatives entre deux
intervalles d’'une droite, il est possible de définir treieiations binaires, telles que tout couple d'inter-
valles est mis en relation par I'une d’elles. Par exemplphlase « Anatole fait la vaisselle pendant que
Béatrice regarde un match de football » exprime des coraraiss temporelles qualitatives. Les entités
temporelles sont les activités « Anatole fait la vaissell = Béatrice regarde un match de football »,
et la relation entre ces entités exprime que 'action d’Alese déroule « pendant » celle de Béatrice.
Il N’y a ni notion de durée des activités, ni précision quatitie sur le début ou la fin des activités pour
caractériser les événements. Le cadre qualitatif ne statpas a figer les entités, mais a proposer une
relation atomique entre les entités, et chaque relatiomigtee décrit une infinité de positions absolues.
Cependant, la modélisation des connaissances améne adait®ix parmi un ensemble de relations
atomigues proposées entre les entités, appéion complexeAinsi, I'activité d’Anatole peut « com-
mencerou terminer » ou encore « ne pas commenm@ne pas terminer » I'activité de Béatrice. Une
contrainte implicite des connaissances est que les netatitomiques sont complétes et mutuellement
exclusives. Par conséquent, les entités ne peuvent étes gnigelation que par une et une seule des rela-
tions atomiques qui composent la relation complexe. Dapadiee de I'algébre des intervalles, I'action
d’Anatole peut « commenceu terminer » l'activité de Béatrice mais pas « commeratderminer ».

Ce formalisme constitue un outil de représentation simjggrthétique des données temporelles, ce qui
contribue au succes de ce modeéle, qui est toujours utilis®sigours dans de nombreux domaines.

De nombreux formalismes étendent la représentation dawvatles du formalisme d'Allen. Elgébre
desn-pavéqdBALBIANI et al.2003a] décrit des pavés dans un espace euclidien de dimenaiosi que
les positions relatives entre ceux-ci. Ce formalisme tpiifipermet de généraliser le formalisme d’Allen
qui coincide avec l'algebre déspaveé. Balbiani et Osmani fB.BIANI & O SMANI 2000] s’inspirent du
cadre d'Allen et proposent, par exemplaldiébre des arcs cycliguggermettant la représentation d'arcs
orientés sur un cercle. Mais les formalismes qualitatifgppsent la représentation d’informations de na-
tures diverses, autre que des entités intervalles de tevilpm et Kautz [VILAIN & K AUTZ 1986, M-

LAIN et al. 1990] définissent un formalisme qualitatif pour la représtion d’'entités ponctuelles sur une
droite temporelle : Blgébre des pointd.igozat [LIGOzAT 1998b] propose Hlgebre des points cardi-
nauxdécrivant les points dans un espace cartésien a deux donsnsiis en relation par les relations
cardinales. Balbiani et Condotta4BBIANI & CONDOTTA 2002] généralise cette algébre a un espace
cartésien & dimensions, avea > 2. Pour la représentation d'informations spatiales, RaredéCohn
[RANDELL & COHN 1989, RANDELL et al. 1992] définissent le formalismRCC, pourRegion Connec-
tion Calculus RCC permet la description de positions relatives entre denégil'un espace topolo-
gique. Les régions sont décrites par des formules topalegiget une méme région peut étre composée
de plusieurs parties déconnectées. Ce formalisme qifasat'un des plus utilisé pour la représentation
d’'informations spatiales.

Pour modéliser les connaissances temporelles ou spatigbesir vérifier la cohérence de celles-ci,
des réseaux de contraintes particuliers sont utilisés anadre des formalismes qualitatifs, appelés
réseaux de contraintes qualitativésoté RCQ en abrégé). On dit alors que RCQ est construit sur
un formalisme qualitatif en particulier. Les variables dgeau de contraintes correspondent aux entités
temporelles ou spatiales et le domaine des variables estidandu formalisme qualitatif utilisé. Les
contraintes d'unRCQ, appeléecontraintes qualitativessont constituées d’'un ensemble de positions
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relatives entre ces entités a I'aide d’'un ensemblestigions atomiquesPuisque le domaine des entités
peut étre infini, énumérer ou parcourir I'espace de recleeechtemps fini est impossible. Pour palier a
ce probléme, il est nécessaire de se concentrer sur I'agpalitatif des informations et d’exploiter les
propriétés des formalismes qualitatifs utilisés. Ainsigorithme de recherche exhaustive est adapté et,
plutét que de choisir une valeur du domaine de chaque varibbthoix se porte sur une et une seule des
positions relatives proposées par chacune des contraintesles entités. Cela permet de construire un
RCQ atomique, appelécénarig dans lequel chaque contrainte ne décrit qu'une seuleiqgrosdlative.
Pour de nombreux formalismes qualitatifs, il est possilelegbondre au probléme de la cohérence d’'un
RCQ a l'aide d'un scénario. Le probléme de décision consistatécder de la satisfiabilité d’'uRCQ

est le problem&SP qualitatif. Pour de nombreux formalismes qualitatifs, lelpemeCSP qualitatif est

un probléme de décisioNP-complet, dans le cas général. Cependant, de nombreuxixraxgloitent

la restriction de certains formalismes qualitatifs pourttneeen évidence des classes particuliéres de
relations complexes, appeléelmsses traitablgstelles gu'il est possible de répondre a la cohérence
de toutRCQ défini a partir de I'une de ces classes en temps polynomia tataille du probleme.
Pour définir de telles classes, certaines approches visgémiuire le formalisme qualitatif étudié a un
formalisme qualitatif plus élémentaire, tel que l'algéles points. D’autres tendent a représenter les
formalismes qualitatifs en logique propositionnelleEEL & B URCKERT 1995], afin d’extraire des
fragments traitables. Ld8CQ bénéficient ainsi d’un cadre théorique permettant d’exgddés propriétés
des formalismes qualitatifs dans le but de définir des oatgsrithmiques efficaces pour répondre a la
cohérence de connaissances temporelles ou spatigtss{BrEet al. 1996].

Dans ce chapitre, nous étudions la représentation d'irdboms temporelles et spatiales a l'aide
desRCQ. Pour cela, nous définissons formellement les formalisnueditgtifs, puis nous présentons
guelques formalismes qualitatifs bien connus tels qugélale des points, I'algébre des intervalles ou
encore l'algebre des arcs cycliques. Nous définissonsterieaRCQ et présentons les techniques algo-
rithmiques utilisées pour répondre a la cohérenceRd&g. Enfin, nous proposons un apercu des classes
traitables de I'algébre des intervalles.

2.2 Les formalismes qualitatifs

2.2.1 Définition générale

Les formalismes qualitatifs permettent la descriptiomfidfimations temporelles ou spatiales. Pour
cela, il faut pouvoir décrire le domaine des entités, maeledgent les relations possibles entre ces
entités. Dans notre étude, nous nous intéressons priagipat aux formalismes qualitatifs binaires,
c'est-a-dire les formalismes qualitatifs dont les relagi@tomiques considérées sont binaires. Dans la
suite, le terme « formalisme qualitatif » mentionnera iigiment les formalismes qualitatifs binaires,
et nous préciserons le cas échéant.

Définition 27 (Formalisme qualitatif) Un formalisme qualitatifF est défini par :
— le domaine des entitd;
— un ensemble fini de relations atomiques binaires, ti&l que3 soient une partition d@?.

Le domaine des entités temporelles et spatiales,hodécrit des intervalles de temps, des points sur
un repere cartésien, des régions dans un espace cartdsidhreprésente communément un ensemble
infini d’éléments. Chaque position relative entre deuxtéstest décrit par une relation atomiquelle
quer C D?. L'ensemble des relations atomiques, nBté@écrit donc I'ensemble des positions relatives
entre les entités sub?. Les relations atomiques sont complétes et mutuellemetisixes. Par consé-
quent, pour toufz, y) € D?, il existe une et une seule relatiere 3 telle que(x,y) € r. LensembleB
forme donc une partition d&? [L 1IGOZAT & RENZ 2004].
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Les entités peuvent étre mises en relation parreiedions complexedUne relation complexe est
définie par un ensembR = {r;,...,r;} our; € Bpourtouti € [1; k]. Pour deux entités, y € D, nous
noterons(x, y) € R le fait qu'il existe une relation atomiquec R telle que(z,y) € r. Lensemble des
relations complexes d'un formalisme qualitatif est dorgigiéé par I'ensemble des partiesiBlgue nous
noteron28 dans le cas général. Notons qu'il est courant dans le caddéaiii de confondre la relation
complexeR = {r,...,r} etlarelation binaire; U...Urg. Ainsi, (z,y) € RavecR = {ry,...,r;} S
et seulement gix,y) € r; U... Urg.

2.2.2 Opérations sur les relations

De I'ensemble2, nous pouvons dégager des relations remarquables powrecfaalisme quali-
tatif. La relationidentité notée usuellemetid, est une relation atomique précisant l'identité entretésti
(relation réflexive et symétrique), telle qitee B.

Définition 28 (Relation identité) SoitF un formalisme qualitatif. La relation identiié est définie par
id={(z,y) e D?*: 2z =y}

La relation totale notéey, est la relation complexe permettant de spécifier que tdesegositions
relatives entre deux entités sont admises. Par conséaguent3. Aussi, une contrainte naturelle liée aux
formalismes qualitatifs est de mettre les entités en maigiar un ordre total. Par conséquentiglation
vide notéel), permet de spécifier que deux entités ne peuvent étre migetagions, ce qui dénote une
incohérence dans les connaissances représentées.

Dans les formalismes qualitatifs, 'ensemble des relatioomplexe<2® est muni d’'un ensemble
d’opérateurs.

Définition 29 (Stabilité) SoientF un formalisme qualitatiff: relations complexeBy, ..., R, € 25 et
OP un opérateur binaire de® x 28 dans25. {Ry,...,R;} est stable paOP si pour touti, j € [1; k],
OP(RZ'7 R]) S {Rl, ey Rk}

Tout d’abord, les opérateurs ensemblistes usuelles stintedésur2B. Lintersection () a pour élé-
ment absorbant la relatidhet pour élément neutre la relatign L'union (U) a pour élément absorbant la
relations) et pour élément neutre la relati®nCes opérateurs sont associatifs, commutatifs et digfsbu
Il est également possible d'utiliser I'opérateaamplémentairesur 3, tel queCsR = {r: r € B,r ¢ R}.
Puisque2? est 'ensemble des parties Beil est clair que ces opérateurs sont stables.

Sur un formalisme qualitatifF et pour toute relation atomique € B, l'inverse der est définie
parr—! = {(y,z) € D?: (z,y) € r}. Dans la suite, nous supposerons que I'enseridst stable par
inverse, et nous étendons cette définition & 'enser®]en conséquence stable par inverse également.

Définition 30 (Inverse d’une relation complexe) SoientF un formalisme qualitatif eR € 25 une re-
lation complexeR~! = {r~!:r € R.

De plus, les formalismes qualitatifs possédent deux loisoneposition suk? x 258. La composition
forte, notéeo, fait référence a la composition mathématique usuelle.

Définition 31 (Composition forte) Soient un formalisme qualitatif eR;, R, € 25. La composition
forte est définie parR; o Ry = {(x,2) € D? : 3y € D, (z,y) € Ry A (y,2) € Ra}.

Cette loi de composition n’est pas totalement satisfaispotsque celle-ci n’est pas une loi de com-
position interne en régle générale, et donc il n’existe pa@urs une relatioR < 25 telle que(z, y) € R
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si et seulement giz, y) € o(Ry, Re). Si des connaissances sont exprimées a I'aide d’'un formelsuni

de cette loi de composition, il est possible de devoir traite ensemble infini de relations, ce qui sort
du cadre des formalismes qualitatifs, défini sur un ensefirblde relations atomiques. Dans le cas gé-
néral, il est nécessaire d’affaiblir la définition de la carsiion pour que I'ensembl2? soit stable pour
cette opération de composition. lcamposition faibleest ainsi une approximation de la composition
mathématique.

Définition 32 (Composition faible) SoientF un formalisme qualitatif eR;, R, € 25. La composition
faible est définie parR; o Ry = J{R € 28 : Ry oRy C R}.

La composition faibleR; o Ry est donc définie comme la plus petite relatior2feontenank; o Rs.
Par définition, I'ensembl@? est stable par composition faible, donest une loi de composition interne
dans25, et il est évident qu®&; o Ry C R; © Ry. Pour la composition faible, la relatiah est I'élément
neutre et la relatiof) est I'élément absorbant. Notons que, pour de nombreux fanmes qualitatifs,
la composition faible est associative, c’est-a-deo Re ¢ R3 = Ry ¢ (Ry © R3) = (R; ¢ Ry) ¢ R3,
pour Ri, Ry, R3 € 2B, mais n'est pas commutative dans le cas général. Remargaonaséme titre
que la composition mathématique de relations binaires, (§ye Rz)’1 = Ry~ o Ry, pour tout
Ri,Ry € 2B. De plus, nous avons la propriéi¢ € r o r—!, pour toutr € B, qui suit directement
la définition de composition mathématique. On apptllde de compositigrabrégéer C, le tableau a
deux entrées permettant de représenter le résultaBBifesompositions faibles des relations singletons
d’un formalisme qualitatif.

Pour certains formalismes qualitatifs, la struct(@&, U, N, 4, <, 7!, id) décrit une algébre non-
associative ou une algébre relationnelle. Ces formaliginasitatifs sont également appelédgébres
qualitatives[L IGOZAT & RENZz 2004].

2.2.3 Quelques formalismes qualitatifs

Pour modéliser des connaissances temporelles ou spatialaembreux formalismes qualitatifs ont
été développés. Nous décrivons dans la suite quelqueslifenmes qualitatifs trés étudiés. En particu-
lier, nous présentonsdlgébre des pointd’'un des formalismes qualitatifs les plus élémentairesuN
présentons égalemenalgébre des intervalled’'un des formalismes qualitatifs pour le temps les plus
étudiés. Nous proposons un apercu a@dgkbre des arcs cycliquean autre formalisme qualitatif basé
sur des intervalles temporelles ayant des propriétésphéties. Puis nous terminerons par le formalisme
qualitatif RCC (pour Région Connection Calculute plus connu pour la représentation spatiale.

L'algébre des points

L'une des algebres qualitatives les plus élémentaires algebre des poinfsdéfinie par Vilain et
Kautz [VILAIN & KAUTZ 1986, VLAIN et al. 1990]. C’est un formalisme qualitatif binaire permet-
tant de décrire des entités ponctuelles sur une droite, ldsntelations décrivent un pré-ordre totale
sur les entités. Le tableau 2.1 donne une définition desaetaatomiques3,; = {<,=,>} de l'al-
geébre des points et le tableau 2.2 en donne une illustradans ce formalisme qualitatif, la rela-
tion identité est décrite pae. L'ensemble2B» est donc composé de relations complexes, tel que
25 = {0, {<}, {=}. GHA<, = {= >} {<. >} {<. = >}

Le tableau 2.3 donne la table de composition faible pougdhte des points.

L'exemple 8 illustre la modélisation d’un probléme a I'aidie I'algébre de points.

Exemple 8 Trois étudiantsF1, F» et E3, doivent prendre place dans une salle de classe. Chagusehai
de la salle possede un numéro unique. Nous souhaitons reediés informations suivantes a l'aide de
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Description Relation | Définition

Précede < {(z,y) € Q? : x <y}
Est confondu aveg {(z,y) €Q? : z =y}
Succede {(z,y) € Q? : x>y}

TABLE 2.1 — Définition des relations de I'algebre des points sursé&nbleQ

Vol

Relation Illustration Relation inverse
X précéde Y X Y Y succéde X
< o © >
X estégalayY XY Y est égal a X

TABLE 2.2 — lllustration des relations atomiques de 'algébrepiests

I'algebre des points : « deux étudiants ne peuvent avoir lamméhaise », &1 est avantF, » et « F,
est avantFs ».

Chaque étudiant représente une entité dont le domaine &st gér la numérotation des chaises.
Dans ce cas, nous supposons que la numérotation décriveehelleZ. Les étudiants sont mis en rela-
tion par B, = {<,=,>} surZ.

En conséquence, la conjonction de ces informations estlisédéar :

E{<}Ey, Er{<,>}E3, Ex{<}E3

En nous appuyant sur I'exemple 8, nous pouvons égalemasirél la différence entre composition
faible et composition forte.

Exemple 9 Reprenons I'exemple 8. Nous savons did <} E, et Ex{<}F3 La composition de ses
informations permet de déduire la relation enfig et E3.
En utilisant la définition 31 de la composition forte, nousestons :

{<Yo{<y={(z,2) € Z®: Ty € Z,x{<}y,y{<}z}

Autrement écrit :
{<}of<} ={(,j)eZ®:j—i>2}
En vérifiant la définition des relations (Tableau 2.1), noaayons remarquer qug< }o{<} ¢ 25,
L’'ensemble2B»t n'est donc pas stable par composition forte. La composigagendre une nouvelle

relation hors de2Bt, qui par composition forte pourrait engendrer de nouveliglgtions. Il est donc
impossible d'utiliser la composition forte en garantisede rester dans I'algébre des points.

O | = < >
=| = < >
< | < < {=,<,>}
> > | {=,<,>} >

TABLE 2.3 — Table de composition faible pour I'algebre des points
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Information Modélisation
« F et E5 ne peuvent avoir la méme chaise s, {<, >} F»
« F et E3 ne peuvent avoir la méme chaise £ {<, >} E3
« F, et E3 ne peuvent avoir la méme chaisg sy {<, >} F3
« F; est avantfyy » Ei{<}FE>
« F est avantts » Ex{<}E;

Par définition, la plus petite relation d2® contenant{<} o {<} est{<}. Par conséquent{<} o
{<} = {<}. Par composition faible, nous pouvons donc déduire que;$k } E> et Ex{<}FEs alors
E1{<}E3.

L'exemple 9 montre que I'utilisation de la composition failest bien une approximation de la com-
position forte. L'information obtenue par compositiontéoexprime «F, doit &tre au minimun2 places
avantE; », tandis que la composition permet de déduifg @st avant I'étudianks ». L'aspect qualitatif
prime dans ce cadre et I'information obtenue par compasftdle n'est pas erronée. Notons cependant
gue si le choix du domaine pour le formalisme qualitatif segsur un ensemble dense, tels Gueu Q,
alors la composition forte et la composition faible sontiggjentes. 1l n'y a donc plus d’approximation
par composition faible.

De nombreux formalismes qualitatifs basés sur les entiéstpelles étendent le cadre de l'algébre
des points. Balbiani et Condotta ABBIANI & CONDOTTA 2002] généralisent I'algébre des points a
un espace cartésien de dimensigravecn < 1, ce qui impose3™ relations atomiques. hlgébre des
relations cardinalegL 1IGOzAT 1998b] permet de décrire les points d’'un plan cartésien.dsitipn re-
lative entre deux points est décrite par une direction papag a I'origine, dénotée : Nord, Sud, Est,
Ouest, Nord-Est, Nord-Ouest, Sud-Est et Sud-Ouest. Par&eun point se situe au méme endroit, au
Nord ou au Sud-Ouest d'un autre pointalgébre desi-star [MITRA 2002] est une généralisation de
I'algébre des relations cardinales. Condotta et Saades 2008] définissent Hlgébre des directions
cardinalessurN? en se basant sur I'algébre des points cardinaux afin de eéegirobléeme académique
desn-reines par un formalisme qualitatif. lls complétent lesipons relatives de cette algebre en in-
tégrant la notion de distance par rapport a l'origine. Aitess relations atomiquesord, Nord-Ouest
Ouest etc dénotent les directions cardinales Nord, Nord-Ouest, Dats avec une distance depar
rapport a I'origine, et les relations atomiquelsis au Nord Plus au Nord-OuesPlus a I'Ouestetc dé-
notent les mémes directions cardinales avec une distarioeigine supérieure d. Cette algébre est
donc composée din + 1 relations atomiques. Nous pouvons enfin CiteREVALL & JONSSON2003]
qui proposent une généralisation de I'algébre des pointgarnant une relation atomiquedécrivant
I'incomparabilité de deux entités.

L'algébre des intervalles

Pour mettre en relations des entités sous forme d'int@wvalk temps, Allen définitdlgébre des
intervalles[ALLEN 1981, ALLEN 1983]. Un intervalle de tempX = [z~ ; x| est défini sur une
droite, par sa borne inférieure € Q et sa borne supérieure” € Q avecz~ < z*. Le formalisme
d’Allen est binaire, etl3 relations atomiques décrivent les positions relativeseethtux intervalles de
temps :Bin: = {b,m,0,s, fi,d,eq,si,di, f,0i,mi,a}. Lensemble2B=: est donc composé 192
relations complexes. La relatidreg} est la relation identité de ce formalisme qualitatif. Lel¢aln 2.4
illustre les relations atomiques et leurs inverses; lee@bl2.5 défini chaque relation atomique entre
deux intervalles définis sur la droite des nombres ratieniiéhnnexe A permet de visualiser la table de
composition faible pour le formalisme d’Allen, contends? = 169 relations complexes. L utilisation
d'un ensemble dense permet d’obtenir I'équivalence emneposition faible et composition forte.
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Relation lllustration Relation inverse
X précéde Y —X— Y succéde X
b Y a
X rencontre Y —X—A Y est rencontré par X
m Y mi
X chevauche Y P X—A Y est chevauché par X
o Y o1
X commence Y P X— Y est commencé par X
s Y st
X est contenu par Y P X— Y contient X
d Y di
X fini Y F—X—A Y est fini par X
Y fi
X estégalayY ‘ X ‘ Y est égal & X
eq Y €q

TABLE 2.4 — lllustration des relations atomiques de l'algébreidesvalles

L'exemple 10 donne un apercu de la modélisation d’infororetitemporelles dans le formalisme
d’Allen. Remarquons que certaines précautions doiverwt @tises car chacune des informations est
traduite depuis le langage naturel. Par exemple, le mot rt aveu langage naturel peut sous-entendre
la relation{b} (avan), {m} (rencontrg ou{b, m}. Il est donc nécessaire de clarifier les informations.

Exemple 10 Lors d'une séance de cours, il est demandé a Anatole, Béatti€harles de se répartir
la correction d’'un exercice chacun et séparément. Nous &tafs donc modéliser les informations
suivantes : « chaque correction est réalisée durant la séanet « deux corrections sont disjointes ».

Tout d’abord, nous pouvons entrevoir quatre intervalledetaps : la séance de courg’), la cor-
rection d’Anatole ), la correction de BéatriceR) et la correction de Charles{). Par conséquent, le
formalisme d’Allen est adapté a la modélisation. Pour miseéélla premiéere information, il est néces-
saire que l'intervalle représentant la correction soit ins dans l'intervalle de temps du cours. Quatre
relations atomiques du tableau 2.4 correspondent a ce cadr& correction commence, est contenu
par, termine ou est égale a la séance de cours ». De méme, erbasant sur la méme figure pour la
seconde information, quatre relations atomiques corregigot : « une correction est effectuée avant,
rencontre, est rencontrée ou est effectuée aprés une anriection ».

Information Modélisation

« la correction A est réalisée durant la séan@e» | A {s,d, f,eq} T
« la correction B est réalisée durant la séan@@» | B {s,d, f,eq} T
« la correctionC' est réalisée durant la séan@é» | C {s,d, f,eq} T

« les correctionsA et B sont disjointes » A{b,m,mi,a} B
« les correctionsA et C' sont disjointes » A {b,m,mi,a} C
« les correctionsB et C' sont disjointes » B {b,m,mi,a} C

Par conséquent, la modélisation de ces informations ad'ad I'algébre des intervalles est :

A{Svd7f7eq} T7 B{37d7f7eq} T7 C{Svd7f7eq} T7
A{b,m,mi,a} B, A{b,m,mi,a}C, B{b,m,mi,a}C
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Description Relation | Ensemble

Précede b {(X,Y)eQ®xQ? : 2T <y}
Rencontre m {(X,Y)eQ@2xQ?: 2t =y}
Chevauche 0 {(X,Y) ceQ?xQ?: 2 <y ,zt >y 2t <yt}
Commence s {(X,Y)eQ®xQ?: 2~ =yt <yt}
Est contenu dans d {(X,Y)eQ@®xQ?: x>y ,zt <yT}
Fini f {(X,Y)eQ®xQ?: 2z~ >y ot =yt}
Est confondu ave¢  eq {(X,Y)eQ®xQ?: 2~ =y, 2t =yt}
Est fini par fi 1

Contient di d-!

Est commencé par  si s~

Est chevauché paf  oi o1

Estrencontré par|  mi m~!

Succéde a b1

TABLE 2.5 — Définition des relations atomiques de I'algébre desvatles suQ? pour X = [z~ ; 27|
et = [y~ ; y']

L'algébre des intervalles est I'un des formalismes quiitdes plus utilisés. La simplicité et I'ex-
pressivité de sa représentation contribue a son succé&n Alléfini ce formalisme pour des problemes
de compréhension de langage naturel et d'ordonnancemerst @lie la modélisation sous forme de
formalisme quantitatif devenait complexe et posait deblgroes de mémoire pour sauvegarder les in-
formations. Cette nécessité d’augmenter les donnéesi@taes dans de nombreuses applications a
conduit a la modélisation des connaissances temporelieegarmalisme qualitatif.

Le formalisme d’Allen a lui aussi été raffiné et généraliséldebre des rectangles fBBIANI et
al. 1998] permet la modélisation de rectangle dans le planstartéUn rectangld: est décrit par deux
intervallesR, et R,,, représentant sa projection sur les deux axes du plan. @hpaxgition relative entre
deux rectangles est décrite par un couplesgg x B;,:, correspondant aux positions relatives des in-
tervalles issu de la projection de ce rectangle sur les dres du plan. Par exempl&1{(d, m)}R2
sera veérifié lorsquéll,{d} R2, et R1,{m} R2,. 169 relations atomiques composent donc cette algebre.
L'algébre desn-pavé [BALBIANI et al. 2003a] généralise le raisonnement a un espace cartésien a
dimensions. Ladkin [RDKIN 1986] définit un formalisme qualitatif permettant de représr des in-
tervalles non convexes, appeléntervalle, c'est-a-dire qu’un méme intervalle est cos{pdep parties
distinctes. Pour définir les positions relatives djimtervalle et d’'ung-intervalle, chaque relation ato-
miquer est décrite par une matrigex ¢ pour laquelle chague élément est une relation atomiqug,de
L'élémentr(i, ) décrit alors la position relative entredeintervalle dup-intervalle et lej¢ intervalle du
g-intervalle. Ligozat [LGOzAT 1991] décrit le formalisme qualitatif en exploitant les ies des inter-
valles. Pour étendre I'algébre des intervalles en coresidéa taille relative entre intervalles en plus de
la position relative, [BJARI et al. 1999] proposent I'algébréN DU . Dans ce formalisme qualitatif, un
intervalle peut donc « étre avant et plus petit », « rencoetrétre de méme taille » ou encore « chevau-
cher et étre plus petit » qu’un autre intervalle. Ce fornmaéiscompte25 relations atomiques en couplant
les13 relations atomiques de I'algébre des intervalles aux atdrgrandeurs.

L'algébre des intervalles cycliques

L’ algebre des intervalles cycliqu¢BALBIANI & OsSMANI 2000] est un formalisme qualitatif per-
mettant également de raisonner sur des entités représemtedes intervalles. Cependant, chaque entité
représente un arz~ ; x*] sur cercle orient& tel que(z~,z%) € C x C avecx™ # zT. La figure
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2.1 permet de visualiser ld$ positions relatives entre deux arcs orient&3 et C D d’un cercleC dé-
crite par 'ensembleé3,,.s = {ppi,m,o,s, fi,d, eq,di, f, si,oi, mi,0oi, moi,omi, mmi}. L'ensemble
2Bares contient ainsb5536 relations complexes.

C
C
C D D c
D
o (chevauche) s (commence) d (contenu par)
C
D
di (contient) si (commencé par)
C
. . C . . )
ot (chevauché par) moi (m etoi) 001 (0 etoi) mi (rencontré par)
D
C D
C
C L C
mmi (m etmai) omi (o etmi) ppi (disjoint) m (rencontre)

FIGURE 2.1 — Relations atomiques de I'algebre des intervallesjogh

Le formalisme RCC

RCC pour Region Connection Calculusst le principal formalisme qualitatif basé sur les relaio
topologiques [RNDELL & COHN 1989, RANDELL et al. 1992]. Dans un plan cartésien, des régions
convexes ou concaves sont définies. Les positions relativee ces régions constituent les relations
atomiques du formalisme qualitatRCC5 caractérisent les cing relations atomiques suivante : d&ux
gions sont égal deux régions sont égales, deux régionsrssuses I'une dans l'autre, deux régions sont
disjointes ou deux régions se chevauch&gC8 étend ce formalisme qualitatif et affine les positions
relatives distinguant que les régions peuvent étre targehluit relations atomiques décrivent alors les
positions relatives : I'égalitéKQ), la disconnection IPC'), la connection externeFlC), le chevauche-
ment partiel PO), la partie propre tangent& { P) et son inversell P PI), la partie propre non-tangente
(NTPP)etsoninverseNTPPI) Lesrelation83rccs = {EQ, DC, EC, PO, TPP,TPPI, NTPP,
NTPPI} sont illustrées Figure 2.2. L'ensemi@€rcos est donc décrit pa256 relations complexes.
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EC(z,y) TPPI(x,y) NTPPI(z,y)

@ O O

EQ(z,y) PO(z,y) TPP(z,y) NTPP(z,y)

FIGURE 2.2 — lllustration des relations atomiquesRIECS

2.3 Lesréseaux de contraintes qualitatives

Les formalismes qualitatifs permettent de modéliser demaissances temporelles et spatiales de
facon naturelle. La motivation derriére cette modélisatst de pouvoir vérifier la cohérence de ces
connaissances ou encore de déterminer la cause de I'imcm®éde celles-ci. Pour cela, le résultat de la
modélisation a I'aide des formalismes qualitatifs a étéuhtit dans un réseau de contraintes pour former
un réseau de contraintes qualitativesoté RCQ. Décider de la cohérence d'(RCQ est le probléme
de satisfaction de contraintes qualitatives, que nous renoms probleme&SP qualitatif dans la suite.
Contrairement au cadre dB€D, le domaine des entités n’est pas fini dans le cas généradst donc
pas possible d'’énumérer ou de parcourir 'espace de rdehefin de déterminer la cohérence ou non
des connaissances. Néanmoins, en s’appuyant sur I'aspalitatif du formalisme, il est possible de
vérifier que les positions relatives des entités sont coitéseentre elles. Pour vérifier la cohérence d’'un
RCQ, il est possible de manipuler les contraintes définies, atla@lomaine comme dans I'approche
discréte. Une seule position relative est choisie entrenggs parmi la relation complexe modélisée, afin
d’obtenir unRCQ atomique appelécénario Pour de nombreux formalismes qualitatifs, si un tel sdénar
vérifie les propriétés d'inverse et de composition, alorB@&) est cohérent. Le probléme consistant a
déterminer s'il existe un scénario cohérentgBtcomplet dans le cas général. Le nombre de scénario
est exponentiel dans la taille du probléme mais fini. Il esesgéaire d’adopter une approche similaire au
cadre deRRCD, c’est-a-dire énumérer I'ensemble des scénarios a I'dige atbre de recherche sur les
relations atomiques, et de vérifier s'il existe un scénagidfiant les propriétés du formalisme qualitatif.
Comme pour le cadre d&CD, il est ainsi possible de définir des techniques d'inféreafoede réduire
I'espace de recherche a évaluer.

2.3.1 Définition générale

Définition 33 (Réseau de Contraintes Qualitatives)Un Réseau de Contraintes Qualitatives, i),
construit sur un formalisme qualitatif est défini par un coupld/ = (V, Q) ou :

-V = {vy,...,v,} est un ensemble fini de variables représentant les entitdgaeelles ou spa-
tiales ;

- 9 ={Q,...,Q.} décrit un ensemble fini de contraintes qualitatives bireagatre les variables
deV.

Un RCQ est un outil de représentation des connaissances qui smnigerites a I'aide d’'un forma-
lisme qualitatif défini sur un domaire de relations atomiques. Les entités temporelles ou spatiales
sont caractérisées par I'ensemble de variablesinsi, pour toutv € V, le domaine de estD, = D.
C’est la raison pour laquelle, contrairement &GD, 'ensemble des domaines n'est pas explicité pour
décrire la microstructure dRCQ. L'ensembleQ décrit les contraintes qualitatives entre les variables
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deV. Dans le cas général, les contraintes dREQ sont de la méme arité que le formalisme qualitatif
utilisé. Nous étudierons donc uniguement REQ binaires. L'applicationscp associe la portée a toute
contrainteQ) € Q, telle quescp(Q) C V etsep(Q) # 0. Tout couple de variables est impliqué dans une
contrainte deQ, par conségquent IBCQ estcomplet Toute contrainte) € Q caractérise une relation
complexe, décrite par I'applicatiorel, telle querel(Q) € 25. Une contrainte qualitativ®) € Q peut
donc étre considérée comme un ensemble de tuples suppuﬂtqadé{UreTel(Q) r}. Dans la suite, afin
de faciliter la lecture(),, .,y décrira la relation complexeel()) de la contraintel) € Q telle que
sep(Q) = {vi, v}

L'analogie entre « relations complexes » et « contrainteditgtives » permet |'utilisation du lexique
défini pour les relations complexes. Les relations remdnig@sgoue un role significatif dans 1€5CQ.
Pour toutv;, v; € V, Q,,.,) = ¥ décrit unecontrainte totaleou contrainte universelleetQ,, ,,) =
{id} décrit lacontrainte identité De plus, lacontrainte vide décrite paiQ,, ,,) = (), dénote une inco-
hérence dans IBRCQ et les connaissances modélisées. Puisque une contrairdarastérisée par une
relation complexe, les opérations d'union, d'intersac d’'inverse sont bien définies. Comme dans le
cadre defRCD, nous pouvons définir la normalisation d'BRE€Q.

Définition 34 (RCQ normalisé) Soit A" = (V, Q) un RCQ construit sur un formalisme. A est nor-
malisé si et seulement Al vérifie, pour touty;, v; € V' :

— Qury) = {id} (identité) ;

— Quivy) = Qeuy ) (inverse).

Dans le cas général, quel que soiRIEQ et le formalisme qualitatif étudié, vérifier ces propriédés
les appliquer est réalisable en temps polynomiale dansnirede variables dRCQ. Par conséquent,
Nnous nous concentrerons uniquement surRIEQ normalisés dans la suite.

La figure 2.3 présente URCQ binaire construit sur le formalisme d’Allen, qui est la répentation
de I'exemple 10, modélisant le probléme des étudiantsgearit chacun un exercice lors d’'une séance
de cours. LERCQ est assimilé a un graphe orienté, ou chaque arc est étiquieig cbntrainte entre les
variables représentant la microstructure. Par exemples @ 4 1) = {s,d, f, eq} décrit l'information
« A commence, est contenu dans, fini, ou est égabaPuisque chague relation atomique est compléte et
mutuellement exclusive, une et une seule des relations@iespeut décrire la position relative entte
etT'. Puisque IRCQ est normalisé, l'intégralité des contraintes n’est pasdsgntée sur les illustrations
par soucis de clarté. La contrainte identité entre une bigriet elle-méme n’est pas pertinente. De plus,
une contrainte peut étre deduite lorsque son inverse estaneé. Par exemple, la contraintg 4 ) =
{s,d, f,eq} apour invers&r 1) = (Qar) " = {s.d, f,eq} " = {si,di, fi,eq}. Enfin, dans le cas
général, si il existe une contrainte totale entre deuxéstitelle-ci n'est pas illustrée.

{b, m, mi, a} —>
{s,d, f,eq} {s,d, f,eq}
~,

{b, m, mi, a} {b,m,mi,a}

{s,d, f,eq}

FIGURE 2.3 — Anatole ), Béatrice B) et Charles () doivent se répartir la correction d’'un exercice
chacun et séparément lors d'une séance de c@Urs (

46



2.3. Lesréseaux de contraintes gqualitatives

2.3.2 Probleme de satisfiabilité de contraintes qualitaties

La modélisation de connaissances par l'utilisation REK est motivée par la vérification de I'in-
tégrité des connaissances. L'objectif est donc de décielda datisfiabilité des contraintes qualitatives,
c’est-a-dire déterminer I'existence d’une solutionRIUQ.

Définition 35 (Instanciation compléte) Soit V' = (V, Q) unRCQ construit sur un formalisme qualita-
tif 7. Une instanciation completé de NV est une application d& dansD, qui a toutv € V associe une
valeurm € D.

Définition 36 (solution) Soit A/ = (V, Q) un RCQ construit sur un formalisme qualitatif. Une solu-
tion est une instanciation complétetelle que, pour tout;, v; € V, (Z(v;), Z(v5)) € Qv;,v;)-

Dans le cadre discret, un algorithme de recherche exhays#woit le parcours de chaque instancia-
tion compléte, afin de vérifier la cohérence de chacune. Baredre de domaines non finis, I'espace de
recherche n'est pas borné, et il n'est évidemment pas pesttconsidérer chaque élément du domaine
des entités pour parcourir les instanciations complétst Fépondre au probléeme de la cohérence d'un
RCQ, il faut dans un premier temps imposer la contrainte imigidies formalismes qualitatifs : les re-
lations atomiques dB sont compléetes et mutuellement exclusives. En d’autrese®rtout couple de
valeurs deD? n’appartient qu'a une et une seule relation atomiqué déela nous conduit & définir un
RCQ atomiqueappeléscénario

Définition 37 (Scénario) Soit AV = (V, Q) un RCQ construit sur un formalisme qualitatif. Un scé-
nario de\" est unRCQ V' = (V, Q') tel que, pour toub;, v; € V, Q(,,, ) € Qi) €1Q,, )l = 1.

La définition d'un scénario illustre la relation d’inclusi@ntreRCQ.

Définition 38 (Inclusion deRCQ) SoientN = (V, Q) et N/ = (V, Q') deuxRCQ construits sur un
méme formalisme qualitatf. " C N’ si et seulement si, pour tout,v; € V, Q(u, ;) < Q’(vi o))" N
est appelé souBCQ deN”.

Par la définition d’inclusion deRCQ), tout scénario d’'ulRCQ est un sous-réseau de celui-ci.

Puisque les relations sont complétes et mutuellement sixek I'espace de recherche associé a
chaque scénario est inclus dans I'espace de rechercRE@wcomplet, et deux scénarios distincts ont
des espaces de recherche disjoints. En d’'autres termesénar® permet de décrire une partie de
I'espace de recherche d'IRCQ et 'ensemble des scénarios d’BEQ forme une partition de I'espace
de recherche dRCQ. Comme le nombre de relations atomiques de chaque cometretine nombre de
variables sont finis, nous pouvons déduire gu'il existe umime fini de scénarios, bien qu’exponentiel
dans le nombre de variables &CQ. Par conséquent, puisque chaque scénario factorise umielese
d’instanciations complétes, il est ainsi possible de «aarv» I'espace de recherche d'lRCQ en
énumérant les scénarios d'R€Q. Puisqu'un scénario n'est autre qu'R€Q, nous pouvons définir la
cohérence d’un scénario.

Définition 39 (Scénario cohérent)SoientN = (V, Q) un scénario construit sur un formalisme quali-
tatif 7. \V est cohérent si et seulement si il admet une solution.

Pour répondre au probléme de la cohérence ®(0R, nous pouvons mettre en évidence la cohé-
rence d’'un de ces scénarios. Puisque les relations atomdjue formalisme qualitatif sont complétes
et mutuellement exclusives, la définition d’'un scénarioriexe qu’'a toute solution est associée un seul
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et unique scénario cohérent. Cependant, la réciproquépéssvraie car un scénario cohérent peut étre
associé a un ensemble de solutions. Il convient donc de podéterminer si un scénario posséde au
moins une solution. Or, dans le cas de domaine non fini, llmbse des instanciations complétes d’un
scénario est également infini. Pour palier a ce problemsajaqits approches peuvent étre envisagées
suivant le formalisme qualitatif considéré. Pour la magepartie des formalismes qualitatifs, vérifier la
cohérence globale d'un scénario peut étre effectué enamdria cohérence locale, au méme titre que
la cohérence d’arcs vérifie la cohérence d’une instanciat@npléte. La clé pour vérifier la cohérence
d’un scénario repose donc sur les propriétés des formaligmaitatifs.

2.3.3 Cohérence locale

Dans le cas général, considérons que le domaine des formesliqualitatifs soit un ensemble non
fini. Puisqu’a tout élément de D, il existe un élémenb de D tel que(a,b) € r quelle que soit la
relationr € B, un RCQ est fermé par cohérence d’arcs. Intéressons-nous a laecmieéde chemins
d'un réseau de contraintes. Considérdvis= (V, Q) un RCQ, et deux variables; et v; de V. En
nous appuyant sur la définition 21 de la cohérence de cheraBR(D, les variables);,v; € V sont
chemins-cohérentes si et seulement si il existe deux watew D,, etc € D,, telle que(a,c) €
Q(v;,0;) €t pour toute variabley, € V), il existe une valeub € D,, telle que(a,b) € Q) €t
(b,¢) € Qu,,0,)- LENSEMbIE des valeurs chemins-cohérentes;de; est donc décrit par I'ensemble
{(a,¢) € Qz;.2;) + 3 E Dy, (a,0) € Quy ) N (by¢) € Qo 0, 1+ OF, CEL ENSEMbIE peut se réécrire
{(a;¢) € Quz;z;) * (a,¢) € Quy ) © Quy ) - LA definition de la cohérence de chemins s’appuie sur
la propriété de composition forte. Cependant, comme énpré@demment, cet ensemble ne coincide
pas toujours a une relation @&. Par conséquent, nous exploitons la composition faibledafidéfinir
la fermeture par composition faihle

Définition 40 (Fermeture par composition faibleRCQ) Soit A/ = (V, Q) un RCQ construit sur un
formalisme qualitatif 7. \/ est fermé par composition faible, si et seulemer®si ;) € Qv ©
Q(Uk,vj)’ pour toutv;, vj, v, € V.

La cohérence locale définie est appetéenhérencela fermeture par composition faible est donc
également appelérmeture par-cohérenceu o-fermeture Puisque nous traitons dB€Q normalisés,
il est a noter que la vérification de ¢afermeture peut étre restreinte a teytv;, v, € V avecl < i <
k < j < n, en exploitant les propriétés de composition faible etvise.

Dans le cas général, si IRCQ est chemins-cohérent alors celui-ci estohérent. La cohérence
de chemins et la-cohérence sont équivalentes si et seulement si la cormgositrte et la composi-
tion faible sont équivalentes. Par extension, la fermepaecohérence de chemins etddermeture
sont également équivalentes. Pour I'algébre des intesjdlaldes-Pérez AM.DES-PEREZ 1987] donne
la preuve que la-cohérence d'un scénario est suffisante pour déterminesHérence d’'un scénario.
Ainsi, un algorithme de-cohérence permet de répondre au probléme de la cohérantsagnario sur
I'algébre des intervalles. Succinctement, parmi les fdismaes qualitatifs présentés, la vérification de
o-cohérence estomplétepour déterminer la cohérence de scénarios construitsadgebre des points,
I'algebre des intervalles &CCS8. Pour les autres formalismes qualitatifs, il est nécesghirtiliser une
étape supplémentaire afin de vérifier la cohérence du socéRari exemple, nous pouvons construire une
instanciation des variables RLQ, variables par variable, en s’attachant a satisfaire &iosl atomique.

En exploitant la définition deRCQ normalisés, nous pouvons faciliter la vérification de-lzohérence
d’'un scénario a un ensemble de relations. L'intérét de petiposition réside dans le nombre de vérifi-
cations d'inclusion a effectuer en pratique, mais celdifaggalement I'écriture des preuves en théorie.
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Proposition 1 Soit A/ = (V, Q) un scénario normalisé. D (v0) € Quiop) © Qo) POUT tout
v;, V5, v, € V,avecl <i < k < j <n, alors/N este-cohérent.

Preuve Soit N = (V, Q) un scénario normalisé tel QU (v, v,) S Qusp) © Quy,vy) POUN tout
v, vj, v € V,avecl < i < k < j < n. ll existe trois valeursi;, d;, d;, € D telles que(d;,d;) €
Qui ;) (disdi) € Qu;0p)y (dks dj) € Qo ;- PUiSQUEN est normalisé, I'inverse d'une relation per-
met de déduir€ , .,) " = Qv ) Qi)+ = Qogv) B Qv0;) " = Qu;,0)- NOUS €N déduisons
(djvdi) € Q(Uj,vi)! (dk7dz) € Q(Uk,vi)! (djvdk) € Q(vj,vk,)' De plus, pUiSQUG‘Q(Uwi) - Q(Uj,’l}j) -
Qo) = 1id}, (diy di) € Quy ) (dj,dj) € Qu; ;) €L(dky di) € Q(u, vy,)- DONCN st coherent sur
chaque triplet de variables distinctes v;, v, € V. Par conséquentQ,, ,.) € Q(v;,v,) © Q(v;,,v;) POUT
tout triplet de variables distinctes;, v;, v, € V.

Avant de poursuivre, rappelons, par I'inverse de la comjpmsifaible des relations, que Q(Ui,vj) C
Q(vi,vk) < Q(vk,vj)’ alors Q(vi,vj)il - (Q(vi,vk) < Q(vk,vj))il’ et donCQ(vj,vi) C Q(vj,vk) < Q(vk,vi)-
Considérons maintenant le cas de l'identité. Trivialemg@uisque{id} = {id} ¢ {id}, sii = j = k
alors Qu; ;) € Qusup) © Qug,;)- POSONS maintenant < i, j,k < n aveci = j. Nous savons que
Q(v;,0;,) = {id}. Or, par les propriétes de la composition faibfgd} C r o r~! pour toutr € B. Puisque
Q(vk,vj) = Q(vj,vk)_lf {'d} - Q(vi,vk) o Q(vj,vk)_l et donCQ(vi,vj) - Q(vi,vk) o Q(vk,vj) pour tout
1 <i=j <k < n.Parlinverse de la composition faible, nous avons daig, ;) € Q(v; v,) Qw05
pour toutl < i, j, k < n aveci = j. De plus,R = {id} ¢ R = R o {id} pour toute relationR € 25. Si
i = k,alorsQy, »;) € {id}oQ, v,) €1dONCQ (y, 1) C Qu;,0,) R (v, ,v;) POUrtoutl < i =k < j < n.
En utilisant la propriété d'inverseq)(,, ;) € Q(v;,0;,) © @(v,0;) POUr toutl < i, j,k < n aveci = k.
Par un raisonnement similaire poyr = k, nous montrong)(,, v,) € Qv; ;) © Qu,v;) POUr tout
1<4,5,k <navecjy =k.

Nous pouvons donc conclure q@®,, »,) C Q(u; 1) © Q(u;,v;) POUr toutl < i, 5,k < n. Et doncS
est fermé par composition faible. O

Le cas de certains formalismes qualitatifs améne immédité un corollaire a la proposition 1.

Corollaire 1 Soit A/ un scénario construit sur un formalisme qualitafifpour lequel la fermeture par
composition faible est compléte pour décider de la cohérehign scénario. SNV esto-fermé alors\
est cohérent.

La figure 2.4 présente un scénario cohérent issR@Q présenté Figure 2.3 (& gauche), et un en-
semble de solutions du probléme modélisé (a droite). Eisanil la table de composition, il est facile de
VOIr que ce scénario estcohérent. Chaque relation atomique entre les variableagiale représenter
une position relative entre les intervalles de temps. lEaspualitatif se dégage du fait qu’il n’y ait ni
repere ni échelle, seul la position relative entre les vatirs importe. Il est donc possible d'imaginer un
ensemble infini de solutions associé a ce scénario.

Comme énoncé précédemmentptermeture est compléte pour décider de la cohérence dém sc
nario pour de nombreux formalismes qualitatifs (algébeidtervalles, algebre des poinBCC8, eto).

La figure 2.5 présente néanmoins le cas de l'algébre desalfies cycliques, pour laquelle la méthode
de fermeture par composition n’est pas suffisante pour dédie la cohérence d’'un scénario. Dans cet
exemple, trois intervallesl, B et C forment une partition du cerclé et nous souhaitons qu'un qua-
trieme intervalleX soit distinct des trois autres. Il est clair que cela est issfile, pourtant le scénario
esto-cohérent. Dans le cas de l'algébre des intervalles cyetigiliest alors nécessaire d'utiliser d'autres
procédés pour vérifier la cohérence d’'un scénario, notarneres’appuyant sur les bornes des inter-
valles.

Renz et Ligozat [RNz & L IGOZAT 2005] ont déterminé certaines conditions permettant dectar
riser un formalisme qualitatif pour lequel 4aest suffisante pour décider de la cohérence d’un scénario.
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A {b} B

{s} {d} Y
~_ Q

{m} {a} — B —
{d} —C —

FIGURE 2.4 — Scénario cohérent et instanciations cohérentes jgxeniple 10

A {m} B

\ppi} ~——— {ppi}

{m} | {m}

{ppi/

FIGURE 2.5 — Scénarie-cohérent et incohérent de I'algébre des intervalles gyel

lls montrent que cela n’est pas dd a la différence entre ceitipo faible et composition forte, ainsi
I'approximation par composition faible n’est pas en cawssdue les formalismes qualitatifs sont dé-
finies sur des ensembles denses. L'un des facteurs pout lagueohérence n'est pas suffisante pour
décider de la cohérence d’'un scénario est la possibilitéffiaer les relations atomiques du formalisme
considéré en de plus petites relations, ce qui empéche deteiétincohérence. L'annexe A.2 illustre le
probléme des relations qui ne sont pas raffinées. Nous @mdiexemple 10 et y imposons un scénario
en nous inspirant de I'exemple 2.5 pour I'algébre des imtiées cycliques. Les trois corrections B

et C forment une partition du temps de coufs Nous souhaitons qu’une quatrieme correctiorait
lieu pendant temps de coufset qu’elle soit distincte del, B et C. A I'aide du formalisme d’Allen,

il n'existe pas de scénariasfermés permettant la description de ce probléme, il est dacohérent.
Cependant, nous modifions le formalisme d’Allen, afin de gesua relation complex¢b, a} en une
seule relation atomiqugpi dénotant la disjonction des intervalles. Nous avons tagjon formalisme
qualitatif, mais comme pour l'algebre des intervalles icpats, nous pouvons construire un scénario
o-fermé mais incohérent.

2.3.4 Algorithme de recherche et techniques d’inférence

Quel gue soit le formalisme qualitatif utilisé, si R€Q n'admet pas de scénariecohérent, alors ce
RCQ est incohérent. L'approche consiste donc a énumérer lesuisaso-cohérent. Il est ainsi possible
de mettre a profit les connaissances développées dans ke desRCD pour définir les algorithmes
de recherches et les techniques d'inférence dans le rasmnt qualitatif. En s’appuyant sur un algo-
rithme de typeMAC, la premiére étape consiste a énumérer I'ensemble desimsedain RCQ tout en
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maintenant la-fermeture diRCQ.

L'algorithme 8 présente I'application de tafermeture a urRCQ, proposée par Vilain et Kautz
[ViLaIN & KAUTZ 1986] dans le cadre de formalismes qualitatifs. L'objeesf, pour tout triplet de
variables, d'appliquer l'opération dgiangulation Q(,, ».,)  Q(u;v;) N (Qugw)) © Q(ij)). Cette
opération est réitérée jusqu’a ce qu'il n'y ait plus de madifions dans IRCQ. Pour cela, toute paire de
variables(v;, v;) est ajoutée dans une file, afin de vérifier lewohérence pour toute variahlg distincte
dew; etv;. Pour chaque triplet;, v;, v est appliquée I'opération de fermeture. S'il y eu modifimati
de Q(w,vj), deux cas se présentent. Si la contrainte est vide, al®¥€ @en’est pas localement cohérent
et donc incohérent. Dans le cas contraire, une relationigte@ra €té supprimée dank,, ,,) lors de
I'évaluation d'une variabley, il est alors nécessaire d'évaluer 'une des contrai@tgs,, ) ou Q (vy,,0;)»
choisie arbitrairement. La complexité temporelle et gpatdans le pire des cas de I'algorithme 8 est
donc respectivement &f(|B|n3) et O(n?).

Algorithme 8: Algorithme dec-fermeture d’'urRCQ binaire

Entrées: A = (V, Q) : un réseau de contraintes qualitatives
Sortie : o-fermeturg\)
début
S« {(i,j):1<i<j<n}
tant que (S # 0) faire
Choisir et Supprimer (i, j) € S
pour chaque(k € [1; n] : k #i Ak # j) faire
si (Réviser( N, v;, v;, v,) répond Ou) alors
Si (C(vy,0;) = 0) alors
retourner L
sinon

L S+ SU{(k,j)}

© 00 N O o B~ W N P

[N
o

11 retourner P

[N

2 fonction Réviser( N, v;, vj, vi) : Booléen
13 début

14 Modification +— Non

15 Q + Q(Uiavk) © Q(Ukﬂ)j)

16 si(Q ,¢— Q(qu,vj)) alors

17 Q('L}i,vj) <~ QmQ(vi,vj)
18 Modification< Ousi
19 retourner Modification

L'analogie entre les formes de cohérence localeRIES et desRCQ ne s’arréte pas a la cohérence
de chemins et a la-cohérence. Cependant, I'utilisation de domaines non faiss le cadre qualita-
tif peut étre une difficulté a la définition d’autres formesaiddérence locale. Dans le cadre &,
plusieurs formes de cohérence locale s’appuient sur legigh@s Puisqu’il n’y a pas de manipulation
des domaines dans le cadre qualitatif, il faut se concestrefa manipulation de tuples. Nous pou-
vons remarquer, lorsqu’une relation atomique n’est¢pashérente, que c’'est en réalité I'ensemble des
tuples qu’elle décrit qui ne le sont pas. Sur le méme schéneat possible d'imaginer une forme de
k-cohérence. Cette approche nécessiterait I'utilisatianadtable ak — 1 dimensions permettant d’'as-
socier a toutk — 1)-uplet de relations atomiques RCQ admissible dé& — 1 variables. Cette approche
pourrait amener de grosses difficultés dans sa mise en oflaceexplique que la-cohérence soit la
forme de cohérence locale essentiellement utilisée.

Nous avons défini un outil algorithmique permettant de \&@rifi cohérence d’'un scénario pour cer-
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tains formalismes qualitatifs. Pour la construction d'gérsario, nous exploitons les notations &€,
en substituant variable avec relation associée a une auetgualitative et valeur avec relation atomique.
Ainsi, Qv ;) = {r} représente I'affectation de la relation atomiqueQ),, .y, €t Q(y,v;) 7 r repre-
sente la réfutation de la relation atomiqudansq,, ;). Pour toutRCQ N =V,09), NIQ@Z-,UJ-):{r}

décrit unRCQ N/ = (V, Q') tel queQz%vj) = {r} et szk’vl) = Q(v;,0,) POUr toutk # ietj # I.
L'algorithme 9 présente la vérification de la cohérence R@® lorsque lac-cohérence est suffisante
pour décider de la cohérence d'un scénario. L'approchenasbgue a I'algorithmé/AC avec branche-
ment binaire pour leRCD. A chaque niveau de I'arbre de recherche, un couple de vesiah;, v;)

est choisi, et une relation atomiquest choisie dan€),, .,y afin de construire un scénario affectation
par affectation. La fermeture par composition faible esinteaue aprés chaque affectation et chaque
réfutation (dénotée par(\)).

Algorithme 9: Recherche d’'un scénario cohérent danfRaQ

Entrées: A = (V, Q) : un réseau de contraintes
Sortie : Oui, si/V est cohérent, Non sinon.
début
N —o(N)
si (M = 1) alors
| retourner Non
sinon
| retourner Recherche( A\”)

o o~ W N B

7 fonction Recherche( A/) : Booléen

8 début

9 si (V est un scénaripalors

10 | retourner Oui

11 sinon

12 (vi,vj) + Choisir un couple de variables dans
13 r < Choisir une relation atomique dag., )
14 N <7<>('/\/’\Q(w,vj):{r}762(17,1,7-,):{"1})

15 si (M # L) et(Recherche( N') répond Ouj alors
16 | retourner Oui

17 sinon

18 N 4= oANQs 0 200y oy #r )

19 si (M = 1) alors

20 | retourner Non

21 sinon

22 | AllerLigne: 9

Pour faciliter la recherche d'un scénariecohérent, I'une des approches consiste a réduire I'es-
pace de recherche & évaluer, comme dans le cadre@@sBien que la caractérisation de forme de
cohérences locales au-dela de4eohérence soit difficile & manipuler, il est possible diekpr un pré-
traitement s’apparentant a I'arcs-cohérence de singl€eta consiste a affecter une relation atomique
a uneq,, ) puis a verifier lao-cohérence. Si IRCQ resultant n’est pas localement cohérent, alors la
relation atomique n'appartient pas a un scénario cohétestlle-ci est réfutée d@,, ,,). Dans le cas
contraire, une autre relation atomique est affectée, ebledalé est réitéré jusqu’a atteindre un point fixe.

Comme pour leRCD, I'heuristique de choix de contraintes a affecter est tnggoirtante, et la re-
cherche peut étre guidée par les conflits. Puisquedameture est maintenue, il est possible de pondérer
les contraintes durant la recherche a la maniéredigy. Le choix peut donc naturellement se porter vers
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la contrainte mise en cause le plus souvent dans I'incobérecale par composition faible pour adopter
une stratégie @chec d’aborden choisissant de réfuter rapidement les sous-problérseblérents (po-
tentiels). La technique des redémarrages et I'analyse mfitsgeuvent alors avoir leur importance afin
d’accentuer cette approche B¥TPHAL et al.2010]. Bien qu’elles nécessitent une adaptation causée par
la difficulté a manipuler les domaines, de nombreuses tqubsid’inférence du cadre dRED peuvent
étre adaptées au cadre dRSQ.

D’autres améliorations des algorithmes de recherche aitiapment été définies pour 1IBEQ
en exploitant les propriétés de certains formalismes. N&ébeBeL 1997] propose, pour I'algébre des
intervalles, un algorithme de recherche pour lequel latioglacaractérisant une contrainte est découpée
en un ensemble de relations complexes particuliéres, @gplgt C 28int,

Définition 41 (Ensemble de relations traitable) SoientF un formalisme qualitatif éR C 25. R est un
ensemble de relations traitable poitsi et seulement si pour toRCQ N = (), Q) construit surF tel
que toute contrainté) de Q vérifie @ € R, il existe un algorithme polynomial en fonction |38 permet
de répondre a la cohérence d&

split est un ensemble de relations traitablepdeohérence permet de répondre a la cohérence de
tout RCQ composé uniqguement des relations de cet ensemble. Lirdéréette approche réside dans
le choix heuristique effectué avant affectation. Avec updathme classique, dans le pire des cibs,
relations atomiques peuvent étre choisies daps ) afin d’étre affectée. Avec I'approche de Nebel,
Q (v, 0;) €St découpée en plusieurs relations complexes de I'eneemilit, et le choix se porte parmi ce
découpage. Cette approche réduit considérablement &ufadd branchement, c’est-a-dire le nombre de
choix a effectuer avant d’effectuer un retour-arriéreldéaithme 10 intégre cette amélioration.

Algorithme 10: Recherche d’'un scénario cohérent dan®kaQ avec division des contraintes

Entrées: A" = (V, Q) : un réseau de contraintes
Sortie : A/ modélise-t-il un probléme satisfiable ?
début
N o(N)
siN’ = 1 alors
| retourner Non
sinon
| retourner Recherche( \”)

o 0~ W N P

~

fonction Recherche( ) : Booléen

s début

9 si (V est un scénaripalors

10 | retourner Oui

11 sinon

12 (vi, v;) < Choisir un couple de variables davis

13 DécouperQ v, ;) en{Ru1, ..., Ry} C 25 tel queR, € split, pour toutl € [1; k]
14 pour chaque(l € [1; k]) faire

15 N e<>(/\/"Q(WMJ_)ZRL’Q(%mi):Rfl)

16 si (N # L) et(Recherche( N”) répond Ouj alors
17 | retourner Oui

18 retourner Non

Condotta et Saade [NDOTTA et al. 2007b, S\ADE 2008] propose de figer certaines relations dans
un RCQ en exploitant les relations de I'ensemblgit. lls définissent la notion de contraintékgibles
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et de contraintegelées permettant respectivement de caractériser des comsainti ne doivent pas
étre évaluée et des contraintes pour lesquelles il n'y agpagdessité de les mettre a jour. Définir ces
ensembles de relations traitables a donc un intérét peatigutain pour répondre au probléme de la
cohérence deRCQ. S'il n’est plus nécessaire de se restreindre a un scénamiovgrifier la cohérence,

il est possible d'adapter les algorithmes de recherches.

2.3.5 Les applications

Pour répondre au probléme de la cohérencerde&s, de nombreuses applications, appekmseurs
ont été développéesvAN BEEK & M ANCHAK 1996] adaptent les techniques algorithmiques propo-
sées pour leRCD pour la résolution d®CQ construits sur I'algébre des intervalles.HBEL 1997] se
concentre également sur I'algébre des intervalles, margetl en avant I'exploitation des classes trai-
tables. [RENz & N EBEL 2001] définissent une approche similaire pour le formaligjuaitatif RCCS,
en adaptant toutes les approches proposées pour I'algébietdrvalles. L'inconvénient de ces solveurs
est gu'ils ne traitent que des formalismes qualitatifs ipasatrés spécifiques.

Plus récemment, [ALLGRUN et al. 2007] ont proposé&par-Q (pour Spatial reasoning done Qua-
litatively) et [GANTNER et al. 2008] ont développ&QR (pour Generic Qualitative Reasongrdeux
solveurs génériques proposant de nombreux formalismédgadifm et offrant la possibilité d'intégrer
simplement les techniques de résolution.

Pour réaliser nos études expérimentales, nous utiliseQ#Is (pour Qualitative Algebra Toolk)t
[CONDOTTA et al. 2006b]. QAT est un solveur générique tres complet développé en landgdge U
offre la possibilité d'utiliser n'importe quel formalisnugialitatif (temporels ou spatiaux), quelle que soit
I'arité, a la seule condition que la définition des formaksngualitatifs soient respectée. Il implémente de
nombreuses techniques algorithmiques (heuristiquesritddge de propagation de contraintes, exploi-
tation des classes traitables), et permet d’en définirdia@ht de nouvelles. Il offre un outil intéressant
pour la manipulation d&CQ.

2.4 Quelques fragments traitables de I'algebre des intenlies

Vérifier la cohérence de connaissances exprimées a l'aidaldébre des intervalles est un pro-
bléemeNP-complet dans le cas général. Néanmoins, nous avons éncémddpmment qu’un scénario,
représentant uRCQ pour lequel chaque contrainte décrit une relation atomigré&sente une propriété
intéressante. Un scénario estohérent si et seulement si il est globalement cohérerd.dtnres termes,
I'ensemble des relations complexes composé uniqguememdatoons singletons forme un ensemble de
relations, ditraitables Il est possible de décider de la cohérence en temps polghdmioutRCQ dont
les contraintes qualitatives sont décrites par des rektitun ensemble de relations traitable. Détermi-
ner de tels ensembles de relations peut permettre de dadditrecherche [NBEL 1997, CONDOTTA
et al. 2007b, S ADE 2008]. Pour comprendre ce qu’est un ensemble de relatiaitaltie, étudions les
approches permettant d’en caractériser certains. Nous focaliserons sur des ensembles de 'algebre
des intervalles contenant les relations singletons etdéiga totale.

2.4.1 Relations pointisables

Vilain et Kautz [VILAIN & K AUTZ 1986] montrent que la-fermeture est compléte pour décider de
la cohérence de tolRCQ construit sur I'algébre des points. Ainsi, il existe un altiome enO(n?) per-
mettant de répondre au probléme de satisfiabilité de toligmee modélisé dans cette algébre. Puisque
I'ensemble2B»t forme un ensemble de relations traitable, 'algébre destgpddute entiére est diteai-
table Van Beek et CoherviN BEEK & COHEN 1990] proposent un algorithme &nn?) permettant
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de répondre au probléeme de la cohérence R4 de I'algébre des points. Pour cela, ils transforment
le RCQ construit sur I'algébre des points en un graphe orientéiétégdes relation§=}, {<} et {<},
puis ils déterminent les composantes fortement connexes geaphe afin de les factoriser et de les trier.
Pour I'algébre des intervalles, Valdés-Péreal[WEs-PEREZ 1987] énonce que, bien qu'il soit possible
de vérifier la cohérence d’'un scénario a I'aide de-aohérence, il est également possible de vérifier sa
cohérence e (n?), par la construction d’'un graphe sur les bornes des inteszal

En se basant sur ces études, van Beek et CohenBEEK & COHEN 1990] définissent un ensemble
de relations traitable de I'algébre des intervalles :rigdations pointisablesPuisqu’un intervaller est
décrit par deux borneg:~ ; z7] telles quez~ < z™, une approche naturelle basée sur la définition
des relations atomiques (Tableau 2.5) consiste a transfpen temps polynomial dans le nombre de
variables, urRCQ de l'algeébre des intervalles &8CQ sur I'algébre des points. Le tableau 2.6 présente
la pointisationdes relations atomiques de l'algébre des intervalles. Ghaglation atomique décrit la
position relative entre deux intervalles= [z~ ; ] ety = [y~ ; y*]. Pour chaque relation atomique
r € Bin: telle que(z, y) € r, les relations atomiques ~ € By, r € By, rt™ € By etrtt € By, dé-
crivent les positions relatives entre les borges,y ™), (z—,y"), (z7,y~) et(x*,y™) respectivement.
Par exemple, si un intervallerencontrel’intervalle y, alorsz™ < y—, 2~ <y, 2" =y~ etz™ < y*.

Algebre des intervalles Algébre des points
Description | Relaton| (z—,y ) er [ (@ ,yH)er " [ @y)err [ @,y)er™
x est avany b < < < <
x rencontrey m < < = <
x chevauchey o] < < > <
T commencey S = < > <
2 contienty d > < > <
z fini y f > < > =
x est égal & eq = < > =
x est fini pary fi < < > =
x contienty di < < > >
x est commencé par si = < > >
x est chevauché par oi > < > >
x est rencontré pay mi > = > >
x est aprey a > > > >

TABLE 2.6 — Pointisation des relations atomiques de I'algébrardesvalles

La pointisation d’une relation complexe de I'algébre dasrivalles est définie par I'union des rela-
tions atomiques de l'algébre des points obtenues par pafitin sur les bornes des intervalles. Le tableau
2.7 illustre la pointisation de la relatiopm, fi,di} € 25~¢. Chaque relation atomique qui la compose
est pointisée, et I'union du résultat de la pointisation rpchaque borne décrit les relations entre les
bornes pour cette relation complexe.

Algébre des intervalles Algébre des points
Relation (" y)er @ yHer [ @y )erm [@y)er
m < < = <
fi < < > =
di < < > >
| {m, i, di} | <3 | {<} | =>r | {<=>} |

TABLE 2.7 — Pointisation de la relation complexe {m, fi, di} de I'algye des intervalles

L'opération de pointisation peut étre appliquée a toutati@h R € 28, mais toute relation n’est
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pas pointisable. Pour deux relations complexes diffésgitigpération de pointisation peut donner des
résultats identiques. Cependant, il est nécessaire detgamaune seule relation d2Pint est associée a
un ensemble de relations entre les bornes de deux inteyvalle

Définition 42 (Relation pointisable) Une relationR € 2B est pointisable si et seulement si, pour
toute relationR’ € 28 telle queR’ Z R, le résultat de 'opération pointisation st différe du résultat
de I'opération pointisation SuR’.

Le tableau 2.8 illustre I'opération de pointisation surééation{m, o, fi,di}. Le résultat est iden-
tiqgue a celui présenté Tableau 2.8 sur la relafion fi, di}. Puisque{m, o, fi,di} € {m, fi,di}, nous
pouvons affirmer quém, fi,di} n'est pas une relation pointisable. A I'inverse, il n’erigtas de rela-
tionsR € 28, telles queR Z {m, o, fi,di}, permettant d’obtenir le méme résultat par 'opération de
pointisation deR. Par conséquentm, o, fi,di} est une relation pointisable.

Algébre des intervalles Algébre des points
Relation (" y)er @ yHer T [@y)err [@y)er
o] < < > <
m < < = <
fi < < > =
di < < > >
| {m, o, fi, di} | <3 | {<} | => | {<=> |

TABLE 2.8 — Pointisation de la relation complexe {m, o, fi, di} dddj@bre des intervalles

L’ensemble des relations pointisables, nBtéest donc le plus grand sous-ensemble&e: conte-
nant uniquement des relations pointisables. En consiténmatations complexes de I'algébre des points,
4 positions relatives entre les bornes des intervalles,igtex096 possibilités pour mettre en relation
deux intervalles a I'aide des bornes. Certaines ne peusreialément pas étre étendue a une relation de
2Bint et d’autres ne correspondent pas a des relations poiletisaku total, 188 des8192 relations de
2Bint composent I'ensembl®. L'ensemble des relatior8 est appelé une sous-classe2fe car il est
stable par inverse, intersection et composition d4hs. La sous-classe de relatiosest donc appelée
classe traitablgoour I'algébre des intervalles.

Définition 43 (RCQ pointisable) Soit V' = (V, Q) un RCQ construit sur I'algébre des intervallegV
est unRCQ pointisable si et seulement@., .,y € P pour toutv;, v; € V.

L'opération permettant de transformer BAQ pointisable erRCQ construit sur I'algébre des points
est une opération polynomiale en temps dans la taill&@Q initial. Comme énoncé précédemment,
décider de la cohérence d'®RCQ construit sur I'algébre des points est également une apanadlyno-
miale en temps dans la taille deREQ. Il existe donc un algorithme polynomial permettant de néjve
au probleme de la cohérence d'BAQ pointisable.

Propriété 3 Soit ' un RCQ construit sur I'algebre des intervalles. &i est pointisable, alors il existe
un algorithme polynomial en temps dans la taille/dgpermettant de décider de la cohérenceMe

2.4.2 Relations ORD-Horn

Nebel et Biirckert [MBEL & B URCKERT 1995] proposent de décrire RCQ construit sur l'algebre
des intervalles en manipulant également les bornes dewgatiées au travers des contraintes linéaikes
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= et # entre les bornes. Ainsi, les relations atomiques b, a = b eta > b de I'algébre des points
peuvent s’écrire par les contraintes « b eta # b », «a = b» et «b < a eta # b » respectivement.
En s’appuyant sur le tableau décrivant la pointisation Rdheexploitant cette réécriture, il est possible
de décrire toute relation atomique de I'algebre des intlms:aPar exemple, considérons deux intervalles
rx=[z";xt]ety= [y~ ; yT|. Si«xrencontrey », alorsz™ =y, 2z~ <y, a2t >y etat <yt
par la pointisation. Ce qui donne les contraines = y~), (z~ < yT eta™ # y*), (y~ < a*
etzt #£ y ) et(zt <yt etat #£ yT) pour la représentation de Nebel et Birckert. Toute relation
atomique de3;,,; peut donc étre associée a une conjonction de contraintésssoornes.

Une relation complex® est une disjonction de relation atomique. Par conséquetgus intervalles
x ety sont en relation paR, alors ils sont en relation par I'une des relations atonmsque R. La
réécriture d’une relation complexe @&~ est donc la disjonction de contraintes linéaires. L'exampl
11 illustre la réécriture de la relatiofb,o}. Le développement permet d’obtenir une conjonction de
contraintes linéaires entre les bornes.

Exemple 11 Considérons deux intervalles= [z~ ; ] ety = [y~ ; y*] mis en relation pafb, o}.
En utilisant 'opération de pointisation sureto, nous obtenons.

zbhy:(z- <y ), (z- <yh), (zT <y et (zT <y™)
roy:(z” <y ), (z” <yh), (T >y et (zT <y™)

Avec le systeme de réécriture défini, chaque relation atoenpgut s'écrire :

wby:x” <y, Ay a2 <yhaT Fyt et <y ,at Ay at <yTetat #yt
zoy:a” <y ,am Ay, <yt o Ayt iy <atiat FyTat <yTetat £yt

Aprés développement, la disjonction de ces contraintetesurornes permet d’obtenir :
T <y, xT Fy,
x” <yt aT £y,
AT #y~, (2" <y ouy” <at),
ot <ytat £yt

Remarquons que la contrainte™ < y~ ou y~ < T entre les borneg~ etx™ est toujours vraie.
Par conséquent, nous pouvons réécrire les contraintesesupdrnes de la fagon suivante :

TSy, Fy,

- <yt,zm #£yt
b,O > _7 )
AT

at <yt ot Ayt

Nebel et Birckert définissent les contraintes linéairesitdécuniquement pas, < et # comme
descontraintes ORDUne contrainte linéaire est umentrainte Hornlorsqu’elle ne contient au plus
une contrainte< ou =. Une contrainte linéaire ORD et Horn est dite ORD-Horn. Diamemple 11, la
relation{b, o} s’écrit comme une conjonction de contraintes ORD, et chaa#crit avec au plus une
contrainte< ou =. Toutes les contraintes de cet exemple sont donc des auesd@RD-Horn.

Définition 44 (Relation ORD-Horn) SoitR € 25, R est une relatiorORD — Horn si et seulement
si R peut s’écrire comme une conjonction de contraintes ORDraHor
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L’ensemble des relatior§ est un sous-ensemble 2~ contenant uniquement des relations ORD-
Horn. % forme une sous-classe @8int puisqu’elle est stable par inverse, intersection et coitipns
dans2B=, P C H puisque toute relation pointisable peut étre transfornréairee conjonction de
contraintes ORD. La clasSé se compose d&68 relations, relations pointisables comprises.

Définition 45 (RCQ ORD-Horn) SoitA = (V, Q) unRCQ. N est unRCQ ORD-Horn si et seulement
Si Q(v;,0;,) € H pour toutes variables;, v; € V.

Nebel et Biickert définissent la théorie ORD-Horn en proponsaschéma d’axiomes sur les contraintes
linéaires (Tableau 2.9), exploitant les propriétés desitaité, de réflexivité et d’antisymétrie sur les
bornes des intervalles, puis en axiomatisant la relatiégqulivalence: = y entre deux bornes par< y
ety <=z

Ve,y 0 z<yAy<z — zx<z Transitivité

Vz : <z Réflexivité
Ve,y 0 z<yAy<zxz — x=gy Antisymétrie
Ve,y : x=y - z<y

Ve,y : x=y - y<zx

TABLE 2.9 — Schéma d’axiomes de la théorie ORD

Les contrainte linéaires liées au schéma d'axiomes de @ith©RD sont des contraintes ORD-
Horn. Si les contraintes linéaires décrivant les relatioinsm RCQ et la théorie ORD sont cohérentes,
alors [eRCQ admet un scénario cohérent. Vérifier la cohérence d’'un systde contraintes linéaires
composé uniquement de contraintes ORD-Horn est polynoemiakemps. Or, la réécriture d'uRCQ
ORD-Horn a l'aide d’'un systéeme de contraintes linéaires GHRiDn est une opération polynomiale en
temps dans le nombre de variablesRIIQ. Il est donc possible de décider de la cohérence KGR
ORD-Horn en temps polynomial dans le nombre de varialifesst donc une classe de relations traitable
de 'algébre des intervalles.

Propriété 4 Soit AV unRCQ. Si/N est ORD-Horn, alors la-cohérence est compléte pour décider de la
cohérence dgV'.

Notons que la sous-classe des relations ORD-Horn est lactasse de relations traitable la plus
grande de l'algébre des intervalles contenant les relatimmplexes de cardinalitéet la relation to-
tale [NEBEL & B URCKERT 1995, LIGOzAT 1998b]. Drakengren et Jonson RRBKENGREN & JONS-
SON 1997] montrent gu'il existe des ensembles de relationsabls de cardinalités plus grandes, mais
ne contenant pas toutes les relations atomiques. Pour@w@aiacre, nous pouvons construire une classe
traitable trés simple. Considérons I'ensemble de relattop C 25, telle que) € R, eteq € R pour
toutR € R.,. Pour répondre au probléme de la cohérence &GRQ construit sur les relations de.,,

il existe un algorithme polynomial en temps dans la taillepdobléme erO(n?) dans le pire des cas,
nécessitant de parcourir chague contrainte qualitatileeX@ste une contrainte vide, IBCQ est inco-
hérent. Sinon, il existe au moins un scénario cohérent etaus les intervalles soient identiques. Ainsi
Req €st composé de097 relations et cet ensemble couvre donc plus de la moitié dasores de25.
Puisqueeq est la relation d’identitéR., est stable par intersection, inverse et composition, sliel@nc
une sous-classe de relations traitable pour I'algébrentes/alles. La taille d’'une classe traitable ne peut
pas étre utilisée comme un argument unique pour justifieegploitation dans les outils algorithmiques,
puisque les informations temporelles qu’elle permet deidéne sont pas toujours pertinentes. Contrai-
rement aR.,, les relations de&/{ permettent de décrire tout scénario de l'algebre des ialless Par
conséquent elle peut étre exploitée, quel que sdttd, pour améliorer les algorithmes de recherches
[NEBEL 1997, G@NDOTTA et al.2007b].

58



2.4. Quelques fragments traitables de l'algébre des irtiées

2.4.3 Relations convexes

Chague relation atomiquee B;,,; est associée a une position relative entre deux intervalles
[~ ; zT]etY = [y~ ; yT]. En fonction de la position relative de ces intervallespémtion de poin-
tisation permet de décrire la position relatives entre ®ds. Pour les relations atomiqugsn et o,
le tableau 2.6 ne montre une différence qu’entre les barriest y™ pour I'opération de pointisation.
Intuitivement, ces relations atomiques montrent une cErfroximité. Sur ce constat, il est possible de
caractériser un ordre sur les relations atomiques de batgées intervalles.

Un intervalle de référenc&, = [x¢~ ; zo"] aveczy™ < zo* est divisé erd zones (Figure 2.6), afin
de comparer la position d'un poigtpar rapport a l'intervalleX. Siy se situe avant la borne inférieure
de X, alors la valeur assignée dstsi il est confondu avec la borne inférieure e alors sa valeur
est1, etc Un couple d’entiers est alors attribué a chaque relatiomafuer € B;,; en comparant la
borne inférieure et la borne supérieure d’un intervélle= [y~ ; y*], tel que(Y, Xy) € r. Considérons
par exemple qu& commenceXy. (Y, Xy) € {s} ssiy~ = zy~, ce qui correspond a la zorg et
o~ <yt < xot, ce qui correspond a la zore En d’autres termes, le coupié, 2) est associé a la
relation atomiques.

7o zg
b ; :
0 2 : 4
1 3

FIGURE 2.6 — lllustration des zones pour la comparaison des bowes @n intervalle de référence
Xo=[z0" 5 zo™]

La figure 2.7 illustre sur un plan ld$ relations atomiques de 'algebre des intervalles. Lesdmor
nées de chaque relation atomique sont déduites par le cd'epléers obtenu.
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FIGURE 2.7 — lllustration graphique des relations atomiques dgélare des intervalles

En s’appuyant sur ces couples d’'entiers, il est ainsi plessie définir un ordre sur les relations
atomiques de l'algébre des intervallesi§lozAaT 1991, LGozAT 1994, BEssSIERE et al. 1996]. On
admet qu'il existe un lien entre deux relations atomiquédssstouples d’entiers de celles-ci ne différent
que pour l'une ou l'autre des bornes. Il s’ensuit un pré-@mhirtiel< qui peut étre caractérisé comme
suit :

Définition 46 (Ordre partielle sur les relations atomiques @ I'algébre des intervalles) Soientr,r’ €
Bint, (a,b) et(c,d) les couples d’entiers respectifs associésedr’. r < r’ si et seulement si < c et
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b<d.

En considérant l'ordrex, 5;,; admet pour infimum la relation atomiqueécéde(b) et pour su-
premum la relation atomiqusuccede(a). De plus, pour tous élémentsr’,r” € B;,:, < vérifie les
propriétés de réflexivitér (=< r), de transitivité (r < ') A (r < ") = r < (") et d’antisymétrie
((r =¥YA(F Zr) & r =) surB;,;. Enfin, puisque tous éléments’ € B;,,; admettent une borne su-
périeurein f{r,r'} ainsi qu'une borne inférieureup{r, r'}, nous pouvons constater qU8;,,;, <) forme
un treillis. Ce treillis est parfois appelé treillis contegl ou treillis qualitatif de I'algebre des intervalles
(Figure 2.8).

oT
03
N
D)
Ow

FIGURE 2.8 — Treillis conceptuel de 'algébre des intervalles

A Tl'aide du treillis (B;.¢, <), nous pouvons définir la notionidtervalles convexest derelations
convexes

Définition 47 (Intervalle convexe) Soientr,r’ € B;,;. L'intervalle convexdr ; r'] est une relation de
2Bint tel quelr; r'] = {r" :r X" AY" <1},

Définition 48 (Relation convexe)SoitR € 25, R est une relation convexe si et seulement si elle peut
s’écrire sous la forme d’'un intervalle convexe.

La définition de la convexité met en avant un ensemble deiorfaiparticulier de I'algébre des
intervalles. L'ensemble des relations convexeg¥ie:, notéC, est composé d& relations complexes.
Il est une sous-classe @& car il est stable par inverse, intersection et compositibast donc une
classe traitable de I'algébre des intervalles.

Définition 49 (RCQ convexe) Soit ' = (V, Q) un RCQ. N est unRCQ convexe si et seulement si
Q(v;,0;) € C pour toutes variables;, v; € V.

Notons que, quelle que soit la relatithe C, R peut s’écrire comme un ensemble de contraintes
ORD-Horn, en temps polynomiale dans la taille de la relatPmisque décider de la cohérence d’'un
RCQ ORD-Horn peut étre réalisé par un algorithme polynomial¢éeemps dans la taille dBRCQ, nous
en déduisons qu'il est possible de décider de la cohérenteut®CQ convexe en temps polynomial
dans la taille dtRCQ. Notons qu’une autre preuve se concentre sur la stabilité eele fait que la
composition faible soit distributive sur l'intersectioh.est donc possible de répondre a la cohérence
d’'un RCQ convexe par un algorithme de fermeture par compositionfaib

Propriété 5 Soit AV unRCQ. Si NV est convexe, alors il existe un algorithme polynomial erpgedans
la taille de V permettant de décider de la cohérenceNe
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2.4.4 Relations préconvexes

Ligozat [LIGOZAT 1991, LGOzAT 1994, BEssIEREet al. 1996] étend la notion de convexité afin de
définir la préconvexité. Pour cela, il s’appuie dans un pegt@imps sur une représentation graphique des
relations atomiques définie par NokeldMEL 1991]. Nokel illustre I'ordre sur les relations atomiques
graphiquement en définissant une notion de région. Chadoedon plan(y—,y~) € R? est associé a
unintervalleY = [y~ ; yT|. L'abscisse coincide donc avec la borne infériegreet 'ordonnée coincide
avec la borne supérieugg . Un intervalle de référenc&, = [zo~ ; zo™] est défini et permet de déduire
tout intervalleY” = [y~ ; y ™| en relation avec,, par une relation atomique d&,,;.

Définition 50 (Région) Soitr € B;,; et Xy = [zo™ ; o "] unintervalle de référence siit. Reg(r, X) =
{(y=y") €R?: ([wo™ 5 wo ], [y~ 5 yT)) er}.

La figure 2.9 illustre les relations atomiques par la repriegion de Nokel. Prenons par exemple
la relation atomique « commence »).(La région associée esteg(s, Xo) = {(y~,y") € R? :

([wo~ 5 wo™],ly~ 5 y™]) € {s}} Ce qui correspond &eg(s, Xo) = {(y~,y") € R* : (zo~ =
y7), (mo™ < yT)}. Pour touR € 28in¢, nous avons doneg(R, Xo) = U, g Reg(r, Xo).

9 @@ | B

ST U ) IO

To zo"

FIGURE 2.9 — Représentation des relations atomiques de I'algéséntervalles dans le plan.

Ligozat adapte la représentation de Nokel, afin de définint#®ns dedimension de fermeture
topologiqueet defermeture convexd’une relation. La dimension d’une relation atomique eslitaen-
sion géométrique de la région par la représentation de NGkdle-ci peut également étre vue comme le
nombre de bornes distinctes avec l'intervalle de référefige

Définition 51 (Dimension) Soientr € B;,,; etR € 2Bint :
— la dimension de, notéedim(r), est la dimension de la régioReg(r, Xo) ;
— dim(0) = —1;
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— dim(R) = maz{dim(r) : r € R}.

Ligozat définit ensuite la fermeture topologique d’'unetielaatomique. Cette notion s'approche de
la notion de fermeture ou d’adhérence d’un espace topalegiga fermeture d’une relation atomique
est donc une relation compleRedont la régionReg (R, Xy) est la fermeture d&eg(r, Xy). En d’autres
termes, en partant de la région d'une relation atomiquiesuffit de considérer les régions voisines de
dimension strictement inférieure afin de fermer la région.de

Définition 52 (Fermeture topologique) Soientr € B etR € 2Bint,
— la fermeture topologique de notéeC(r), est la relationR’ € 25 telle queReg(R, X) est la
fermeture topologique dBeg(r, Xy);
- C(R)={C(r) : r € R}.

Le tableau 2.10 énumeére les relations atomiques de I'adgaés intervalles, leur dimension et leur
fermeture topologique.

re B | dim(r) C(r) re B | dim(r) C(r)
b 2 {b,m} a 2 {mi,a}
m 1 {m} mi 1 {mi}
0 2 {m,o,s, fi,eq} 01 2 {eq, f, si,oi,mi}
s 1 {s,eq} st 1 {si,eq}
fi 1 {fi,eq} f 1 {f eq}
d 2 {s,d,eq, f} di 2 {si,di,eq, fi}
eq 0 {eq}

TABLE 2.10 — Dimension et fermeture topologique des relationsiafoes de I'algébre des intervalles
Enfin, Ligozat introduit la notion déermeture convexeoncernant les relations @&int.

Définition 53 (Fermeture convexe)SoitR € 25. La fermeture convexe d®, notéel(R), est la plus
petite relation convexe d# contenant.

A travers ces notions, Ligozat définit les critéres permétia déduire la préconvexité d’'une relation.

Définition 54 SoitR € 25. R est préconvexe si et seulement si elle satisfait I'un degtpsuivant :
1. C(R) est une relation convexe ;
2. I(R) C C(R);
3. dim(I(R) \ R) < dim(R);
4. I(R) \ R ne contient que des relations atomiques de dimensionestmient inférieure & (c'est-a-
dire un sous-ensemble den, s, fi, eq, f, si,mi}).

Prenons I'exemple de la relatidm, o, eq }. dim({b, 0,eq}) = 2 puisque la dimension est définie par
mazx{dim(b),dim(o),dim(eq)} = maxz{2,0,2} = 2. La fermeture topologiqué€’'({b, o, eq}) corres-
pond aC'(b) U C'(o) U C(eq). D'apres le tableau 2.1@p, 0, eq} = {b,m} U {m,o,s, fi,eq} U {eq} =
{b,m, 0, s, fi,eq}. Enfin, la fermeture convexe d@, o, eq} esti({b,o0,eq}) = {b,m,o0,s, fi,eq} (Fi-
gure 2.10). La relatioqb, o, eq} est préconvexe si et seulement si elle satisfait 'un destpaécrits
Définition 54.C({b,0,eq}) = [b; eq|, donc C({b,0,eq}) est bien une relation convexe. Le point
I({b,0,eq}) € C({b,0,eq}) est également Vérifié. De plug({b,o0,eq}) \ {b,0,eq} = {m,s, fi}
etdim({m,s, fi}) = 1, doncdim(I({b,0,eq}) \ {b,0,eq}) < dim({b,0,eq}).
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A
)
oo

FIGURE 2.10 — Fermeture convexe de la relation {b, m, o}

Définition 55 (RCQ préconvexe) Soit? un RCQ construit sur I'algébre des intervalle® est précon-
vexe si et seulement@&j,, ..,y est une relation préconvexe pour toutes variablgs; € V.

Les critéres présentés Définition 54 sont tous équivalehtsgozat montre que I'ensemble des rela-
tions préconvexes coincide avec la claisdl est donc possible de répondre au probléme de la cohérence
d'un RCQ préconvexe en temps polynomial dans la tailleRdiQ. En comparaison a la théorie ORD dé-
veloppée par Nebel et Blickert, les conditions de précot&eld la définition de Ligozat présente une
certaine facilité de manipulation. En effet, dans le cadre tlations ORD-Horn, il est nécessaire de
développer des contraintes linéaires sur les bornes dgsalties par distributivité et de réduire certaines
contraintes triviale avant de vérifier si celles-ci sont GRbrn. Dans le cadre des relations préconvexes,
si les dimensions sont données, alors le calcul d’'une oelg@tiéconvexe par I'un des points de la défini-
tion 54 est immédiate. De plus, a I'aide du treillis de I'ddge des intervalles et du tableau 2.10 pour la
fermeture topologique des relations atomiques, il esedgait facile de calculer la fermeture convexe et
la fermeture topologique d’une relation. Les preuves aitplgs en sont également simplifiées et Ligozat
montre gqu'il est possible de décider de la cohérence BUA préconvexe en utilisant la fermeture par
composition faible.

Propriété 6 Soit’? un RCQ préconvexeP est cohérent si et seulementsesto-cohérent.

2.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nhous avons présenté la modélisation deissances temporelles et spatiales a
l'aide de différents formalismes qualitatifs. La représéion des connaissances sur des domaines non
finis peut dépasser les limites des technologies actuell@énsi rendre la modélisation difficile & mani-
puler dans un cadre quantitatif. Appréhender le problémeat@ére qualitative présente un avantage de
la simplicité et de la compacité de la représentation. Aiesi connaissances modélisées a 'aide d'un
formalisme qualitatifs permettent de décrire des entitékes relations entre celles-ci. LBEQ consti-
tuent un modeéle de représentation idéal pour y greffer Ieeaigsances, afin de répondre aux probléemes
de décisions ou d’optimisations trés étudiées en intelligeartificielle, tels que les problem€éSP ou
MAXCSP. Le parallele est immédiat entRCQ et RCD, cependant la manipulation de domaines non
finis nécessite d’adapter des outils algorithmiques s au cadre qualitatif. Les formalismes quali-
tatifs présentent un cadre théorique solide, sur lequet pessible de s’appuyer pour le développement
de techniques de recherche ou d’inférence. Ainsi, de namlwatils ont été développés afin de réduire
I'arbre de recherche parcouru : la cohérence locale, les tiearristiques, I'analyse de conflitstc Une
autre approche a permis de faire évoluer les algorithme®daweerche classique en utilisant la notion
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de classes traitables. La définition des classes de reda@dD-Horn et préconvexes offre des outils
théoriques intéressants, a la base de nombreuses aniéfisnatatiques.
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Chapitre 3

Formules propositionnelles
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3.1 Introduction

La modélisation des connaissances prend son essor au filveloggement des technologies in-
formatiques. Initialement, dans le but d’exploiter lesilsunformatiques, le cadre adopté utilise une
représentation binaire des informations pour s’apprododangage machine. Le langage de la logique
propositionnelle permet de décrire ces informations. @glae définit sur un ensemble de propositions
pouvant étre « vraie » ou « fausse » et de connecteurs logiiiessces propositions, afin de construire
des expressions, appelées formules propositionnellest flossible de décrire les formules proposition-
nelles sous plusieurs formes, telles que la forme normalnotive CNF), la forme normale disjonctive
(DNF), etc D’un point de vue sémantique, une formule propositiornelt une application mathéma-
tiques prenant pour valeur « vrai » ou « faux » Le probl&A# est le probléme de décision consistant
a déterminer I'existence d’'une valuation, appéetéerprétation telle que la réponse « vrai » lorsqu’elle
est associée a une formuldlF.

En pratique, I'étude du problentT connait un succes important depuis les anri®é8. De nom-
breux outils algorithmiques trés performants ont été adppds du fait de sa proximité avec le langage
machine et du cadre théorique sur lequel il repose. |l dmntriégalement a améliorer les techniques
algorithmiques des problem&SP. Tres utilisé pour des applications comme la vérificatiomielle,
la planification ou encore la bio-informatique, le probleéS#el’ constitue un domaine majeur de la pro-
grammation par contraintes. Le probleS¥eT est également trés utilisé en théorie de la complexité. Dans
la hiérarchie des problémes de décisions, celui-dN&stomplet. Pour y répondre en temps polynomial
dans la taille de la formule, il requiert une machine nored®étniste vérifiant chaque interprétation de
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la formule propositionnelle, et tout problém#-complet peut étre réduit au problerSAT en temps
polynomial.

Dans ce chapitre, nous décrivons la logique propositidende maniére syntaxique puis séman-
tique afin de définir le problém®AT. Nous proposons ensuite un apercu des techniques de reeletrc
techniques d’inférence pour répondre a ce probléme.

3.2 Lalogique propositionnelle

3.2.1 Syntaxe : le langage propositionnel
Définition générale
La logigue propositionnelle est décrite par un langageekdangage de la logique propositionnelle

Définition 56 (Langage de la Logique Propositionnelle)Le langage de la logique propositionnelle,
notéLP, est défini par :
— les valeurs booléennéset 1 ;
— les symboles et L ;
— un ensemble infini dénombratse = {py,...,pn,...} de variables propositionnelles, chacune
définie sur 'ensemble des boolééhs- {0,1};
— un ensemblé de connecteurs logiques binaires entre les variable® del que pour tout connec-
teuro € C, o est une application dB8 x B dansB;
— les symboles de ponctuatiofst ).

Une variable propositionnelle décrit une proposition,estvaleurs booléennéset 1 décrivent res-
pectivementfaux et vrai. Ainsi, p = 1 si et seulement si la proposition associée éstvraieetp = 0
sinon. Dans le cas général, nous supposerons que les ceumsesdnt binaires, bien que nous puissions
en définir d’arité quelconque.

Les éléments de ce langage permettent de définir inductivedes expressions, appeldesmules
propositionnelles

Définition 57 (Formule propositionnelle) SoitLP le langage de la logique propositionnelle :
— 0 etl sont des formules deP ;
1 etT sont des formules deP ;
toute variable propositionnellg € P est une formule deP ;
si X est une formule deP, alors (X) est une formule deP ;
siY; etX, sont des formules deP eto € C un connecteur propositionnel d#, alorso(X;, )
est une formule deP.

Dans le cas général, nous noterons une forrudie LP telle queX € LP. Nous pouvons associer a
chaque formule2 € LP un ensemble fini de variables propositionnelles, natés(X) = {p1,...,pn},
tel quewvars(X) C P. Puisque chaque connecteurc C est une application d&2 dansB et par
définition, nous pouvons déduire que toute formule LP telle quejvars(X)| = n est une application
deB™ dansB.

Connecteurs propositionnelles

Dans notre cadre, nous restreignons les connecteurs ardes{— A, Vv} C C.

Définition 58 (Connecteurs propositionnels)Les connecteurs dg-, A, V} sont décrits par :
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0;

— V¥ € LP,Va € B", ¥(«) = 1 si et seulement si¥(a) =
1 si et seulement st;(«;) = 1 ou (non

- VX1,Y9 € LP,Vay,as € B”, 21(041) vV 22(042) =
exclusif)¥s(ag) = 1;
- VX1,29 € LP,Vay,ay € B”, 21(041)\/22(0[2) = 1 si et seulement §E1(a1) =1 etEQ(OéQ) =1.

«— » est appel@égation C’est un connecteur unaire, et c'est un connecteur micgitans les formules
propositionnelles. Il estidempotent, doviE € LP : ==X = X.

« V » est appeldisjonction C’est un connecteur binaire, idempotent, associatif etroatatif. Pour
q,%9,X3 € LP, X1 VY =3 (idempotence)(El V 22) VY3 =31V (22 V 23) =1 VXYyV2is
(associativité) eE; vV ¥o = X9 V X1 (commutativité). L'élément absorbant dsét I'élément neutre est
0.

« A\ » est appel&onjonction Il est binaire et il est également associatif, commutatiidempotent.
L'élément absorbant eBtet I'élément neutre edt \/ et A sont distributifs I'un par rapport a l'autre. Ainsi,
(31VE)AYs = (E1AX3)V(X2AX3), et(X1AX2) Vs = (31 VE3)A(22VEs). Enfin, ces connecteurs
suivent la loi de dualité de De Morgam(X; V Xg) = =31 A =Xg et (X1 A Xg) = =% V X,

L'ensemble de connecteufs,, V, A} permet de définir d’autres connecteurs propositionnelsoio
¥1,Y2 €LP:

— implication: X1 = Yo = =X V X9

— équivalence X1 & Xy = (X1 = X9) A (B2 = Xq);

— Mutuelle exclusivité X1 @ ¥y = (21 V 22) AN (ﬂEl V —|22).

Notons que la loi de dualité de De Morgan nous permet égaledeeréduire 'ensemblé—, v, A}
a{-,Vv}ou{—,A}. Ces ensembles de connecteurs sontaditapletscar tout connecteur dé peut se
définir par cet ensemble.

Formes normales

Parmiles formules propositionnelles ide, nous pouvons distinguer certaines formules particudiére

Une formuleX = p est appeldittéral positif ou occurrence positive dg, et = —p est appelée un
littéral négatif ou occurrence négative de Une disjonction de littéraux est ucauseet une conjonc-
tion de littéraux est urtube Une clause et un cube sont ditgitaires si et seulement si ils ne sont
composés que d’'un seul et unique littéral. A ces différeful@nes s’ajoutent des formes ditesrmales

Définition 59 (Formes normales)
— une formule propositionnelle en forme normale conjomrgtivotéeCNF, est une conjonction de
clauses.
— Une formule propositionnelle en forme normale disjorstimotéeDNF, est une disjonction de
cubes.
— Une formule propositionnelle en forme normale négativeé@NNF, est une formule proposi-
tionnelle pour lagquelle la négation n'apparait que sur lgglaux négatifs.

Cette définition permet de nous approcher de la définitionrdblmeSAT. Dans la suite, nous
noterons paformule CNF (resp.formule DNF) toute formule sous forme normat®njonctive(resp.
disjonctive.

Notons qu'il existe une représentation ensembliste desulasCNF. Chaque élément est une clause
de la formule et I'ensemble représente la conjonction dagsels. Une formul€NF ¥ = clause; A
clausey A ... A clause, peut ainsi étre décrite pa = {clausey, clauses, ..., clause.}. Si chaque
clause est une clause unitaire, alors la formule est un ¢lbeube est donc une formu&NF. Dans la
suite,e dénotera le nombre de clauses d’'une fornLig-.
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3.2.2 Sémantique : la satisfiabilité

Pour définir le probléme de la satisfiabilité, il est nécessade définir le sens d’'une formule propo-
sitionnelle. Comme énoncé précédemment, une formule pitigmnelleX € LP est une application de
B™ dansB, avec|vars(X)| = n.

Définition 60 (Interprétation) Soit P C P. Une interprétationZp est une application qui, a toyt €
P, associe une valeur d&.

Uneinterprétationdans le cadre propositionnel peut étre rapprochée dhstanciationdu cadre des
réseaux de contraintes. Uimgerpretation complet@our une formule: est une interprétatiof, (s,
sur les variablesars(X) de la formuleX. Nous définissons un opératgupermettant, & une formule
¥ € LP, d'appliquer une interprétatiahp afin de produire une formulg’ € LP, telle queX’ = izp-
Nous utilisons ce raccourci d'écriture pour dénoter quécteariablep € P est remplacée par sa valeur
Zp(p) dans I'applicatior®>. Ainsi, si¥,_, (resp.X;,—,) signifie que toute variable propositionnefiest
remplacée par la valeOr(resp. la valeut). Les valeurs peuvent étpgopagée®n utilisant les définitions
et les propriétés des connecteurs logiques décrits préwadet : -0 = 1, =1 = 0, 1 est absorbant
pour la disjonction et neutre pour la conjonctidnest absorbant pour la conjonction et neutre pour la
disjonction. Remarquons que si une interprétation corafil&tst appliquée a une formule < LP, alors
le résultat esd ou 1.

Définition 61 (Satisfiabilité d’'une formule propositionnele) SoitX € LP :
— X est satisfiable, si et seulement si il existe une interpmtatomplete’ telle queX iz = 1;
— Y estinsatisfiable si et seulement si pour toute interprétatiompletel : 37 = 0;
— X est une tautologie, noteg, si et seulement si pour toute interprétation completey;; = 1;
— ¥ est une contradiction, notég, si et seulement &1 est insatisfiable.

Définition 62 (Modéle) SoitY € LP une formule propositionnelle. Un modéle Beest une instancia-
tion complete? telle queX;z = 1.

Le problemeSAT est le probleme de la satisfiabilité d’'une form@BF. En d’autres termes, il est
décrit par la question « Est-ce que la formdNF est satisfiable ? ». Remarquons, au méme titre que le
problémeCSP, que cela n'implique pas de trouver un modéle de la formulis mpalil faut en prouver
I'existence. Puisqu’une formul€NF est décrite par un ensemble fini de variables proposititesiel
une formule propositionnelle admet un nombre fini d'intétptions. L'ensemble de ces interprétations
décrit I'espace de recherche d’'une formule propositidenBlans cet espace de recherche, nous pouvons
caractériser un sous-ensemble qui constitue I'ensemblendééles.

Définition 63 (Ensemble des modélespoit > une formule propositionnellenod(X) est 'ensemble
des modéles de sur I'ensemble des variables propositionnelfesie LP.

Remarquons que I'ensemble des modeéles d’une forfiude LP est défini sur toutes les variables
propositionnelles déP, et pas uniqguement sur les variables de la formules(X). Ceci permet d’ex-
primer que tout prolongement d’'un modé&lede > sur 'ensemble des variables propositionneffesst
également un modéle d& Ainsi, il est possible de comparer les modéles des formylése sont pas
définis sur un méme ensemble de variables propositionnelles

Par définition, une formul& < LP est une tautologie si et seulement si toute instanciatiomptéte
deX est un modéle. En d’autres termes, 'ensemble des mogdeldéy) est le méme pour toute tauto-
logie. Par exemple, pour toptp’ € P, la formulep VV —p est une tautologie, ép A —p) \V p’ également.
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Ces deux formule€NF ont le méme ensemble de modéles mais ne sont pourtant pas défires
mémes variables propositionnelles. De facon analogués foumule ayant pour ensemble de modéles
'ensemble vide est une contradiction.

La comparaison de I'ensemble des modeéles nous permetadlinte la notion deonséquence sé-
mantiqueet d’équivalence sémantique

Définition 64 (Conséquence sémantiquepoient:;, 35 € LP. X5 est une conséquence sémantique de
Y1, notéX; = X, si et seulement siod(X1) C mod(X2).

Définition 65 (Equivalence sémantique)Soienty;, ¥y € LP. 31 et ¥, sont équivalents sémantique-
ment, not&; = 3y, si et seulement siod(31) = mod(3s).

T est donc sémantiguement équivalent a toute formule tagitple delLP et | est sémantiquement
équivalent a toute formule contradictoire. Lorsqu’unenfale X € LP est telle queT = X, également
notél= ¥, on dit également quE estvalide

Propriété 7 Soient¥, ¥, € LP. X1 | X5 si et seulement $k X1 = Yo,

3.3 Techniques algorithmiques

3.3.1 Algorithmes de recherche et propagation

Pour décider de la satisfiabilité d'une formule propositigite sous formé&NF, il est possible d’ex-
ploiter les techniques de résolutions décrites dans leecdés réseaux de contraintes 1. L'approche
repose sur un parcours I'ensemble des interprétations letespd’une formuléCNF a I'aide d’un arbre
de recherche. Si une interprétation compléte est une solulors la formule est satisfiable. Cependant,
comme nous I'avons mentionné précédemment, le cadre dyamithime de type génération d’interpré-
tations complétes et vérification n'est pas le plus pertingfiaut maintenir la cohérence locale de la
formule propositionnelle aprés chaque affectation. Maiimtla cohérence locale dans le cadre proposi-
tionnelle signifie propager la valeur affectée afin de vérdfieelle-ci n’est pas trivialement incohérente.
Pour cela, nous utilisons [@opagation unitaire

Définition 66 (Propagation unitaire) La propagation unitaire est une application qui, a toutenfale
3 € LP, associe une formule* € LP telle que :

— siil n'existe pas de clauses unitaires dansalors¥* = X;

— si, quelle que soi’ € LP, X estde laformé& = X' Ap A —p, alors¥* = 1 ;

— si, quelle que solf € LP, X est de la formé& = X/ A —p alors X* = Yip=0";

— si, quelle que solf’ € LP, ¥ est de la forme& = ¥’ A p alors ¥* = %, ™.

La propagation unitaire est un procédé récursif qui se tenorsque la formule atteint ypoint
fixe c'est-a-dire lorsque la formule est prouvée incohérentéosqu’il n'y a plus de clauses unitaires
dans la formule propositionnelle. En considérant LP une formuleCNF etp € vars(X), appliquer
la propagation unitaire sur la formule A p (resp.X A —p) produit la formuleX,_; (resp.3,—) et la
propagation se poursuit jusqu’a atteindre un point fixe.dfesctations peuvent donc étre effectuées par
la conjonction de clauses unitaires a la formule et la prafiag de ceux-ci. Dans la suite, quelle que
soit Z une interprétation d&, la notationp € Z (resp.—p € 7) sera équivalente &, 1) € Z (resp.

(p,0) € 7).

Propriété 8 SoitY € LP. X est satisfiable si et seulemenfsi est satisfiable.
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On utilise parfois une forme de conséquence sémantiquiblafanotéeX =, Y, afin de préci-
ser qu’une formule’ € LP est la conséquence sémantiquedtlee LP par propagation unitaire. Par
exemple X (£ L signifiemod(X) ¢ 0, que I'on peut traduire pat admet un modéle. Dans le cas de
l'affaiblissement,X 4, L signifie queX € LP n'est pas incohérente pas propagation unitaireXsur
Dans la suite, nous appellerob$(-) la procédure permettant d’appliquer la propagation weitaur
une formuleCNF, telle queUP(X) est équivalent & « >* pour touty: € LP.

Pour répondre au probléme de la satisfiabilité, nous pouvtilieer une approche par recherche lo-
cale [ELMAN et al. 1992] ou une approche par recherche exhaustive [®et al. 1962]. La procédure
Davis-Putnam-Logemann-LovelanBFLL) (Algorithme 11) est un algorithme correct et complet pour
décider de la satisfiabilité d’'une formuldNF. Tout d’abord, la propagation unitaire est appliquée sur la
formule propositionnelle afin d’éliminer toutes clausegaires. Si la formule résultante est la contra-
diction L alors la formule est incohérente. Si la formule résultastetautologique, alors la formule
est satisfiable. Dans le cas contraire, une variable priopmsélle p est choisie. La formul& est alors
satisfiable si et seulement si 'une des affectatipns 0 oup = 1 est globalement cohérente dans
Nous supposerons donc que la branche droite n'est évaleés fubranche gauche est incohérente.

Algorithme 11: Procédure DPLL

Entrées: ¥ : une formuleCNF
Sorties: Oui si X est satisfiable, Non sinon
début
UP(X)
si¥ = 1 alors
| retourner Non

A W N P

siX = T alors
6 L retourner Oui

o

7 p <+ Choisir une variable propositionnelle ders(X)
8 retourner DPLL(X A p) ouDPLL(X A —p)

L'efficacité de cet algorithme dépend, comme énoncé danadeeaes réseaux de contraintes, du
choix heuristigue sur la variable propositionnelle a d@ffecet du choix de I'occurrence (positive ou né-
gative) pour le branchement. Outre ces choix heuristiqeapombreuses améliorations peuvent étre ap-
portées afin de réduire I'arbre de recherche évalué. Danitéa sous présentons succinctement quelques
approches permettant de simplifier la formule proposittien et nous décrivons I'un des algorithmes
modernes les plus utilisé pour répondre au probl&mE.

3.3.2 Simplification de formules propositionnelles

Pour illustrer la simplification de formules propositiofiae, nous pouvons tout d’abord mentionner
la propagation de littéraux purs. Un littéral estplir dans une formule propositionnelle si et seulement
si sa négation n'apparait pas dans la formule. En d'autreset® si le littéralp, resp.—p, est le seul
apparaissant dans, alors: Ap = 3, resp.X A —p = 3. Par conséquent, BiP(X Ap) (resp.UP(X Ap))
est satisfiable alors est satisfiable. L'intérét de cette approche réside esdlenmtient dans la réduction
du nombre de clauses de la formule, pouvant engendrer fidippade nouveaux littéraux purs afin de
faciliter la preuve de la satisfiabilité.

Une autre forme de simplification sur les clauses estitlisumption

Définition 67 (Subsumption) Soiente;, co € LP deux clauses:; subsume: si et seulement si il existe
une clause’ € LP telle quecy = ¢; V (.
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La détection de clauses subsumées réduit la formule pitapustlle en éliminant certaines clauses.
Cette régle s’appuie sur la loi d’absorption, c’est-a-dire(c; V') = ¢;. Si¥’ € LP estla simplification
deX € LP par la suppression des clauses subsumées,X¥ldesY.. Notons que la propagation unitaire
peut étre assimilée a une forme de subsumption faible paiitmute clause subsumée par une clause
unitaire sera supprimée, ce qui est équivalent a propagaae unitaire.

Certaines méthodes de simplifications s'appuient sur dglesé’inférence logique, telle que la
résolution [ROBINSON 1965].

Définition 68 (Régle de résolution)Soientc = pV ¢y etd’ = —pV co deux clauses deP. La résolvante
dec et surp, notéeresolution(p, c,c’), est la clause; V ¢o € LP.

La regle de résolution permet donc I'ajout de nouvellessgaujusqu’a la stabilité de la formule,
c'est-a-dire jusgu’a ce gue toutes nouvelles clauses obgepar résolution soient subsumées par une
clause de la formule. En limitant la taille des résolvangesexploitant certaines structures de la formule
propositionnelle ou en simplifiant les résolvantes, il éssigpossible de déterminer certaines incohé-
rences locales et donc de réduire I'arbre de recherche enemignt le nombre de clauses.

3.3.3 Outils algorithmiques modernes

De la procéduréddPLL (Algorithme 11) dérive la plupart des algorithmes de recherexhaustive
actuels, sur lesquels ce sont greffées de nombreuses gatiélis. Parmi ces améliorations, nous retrou-
vons les heuristiques de choix de variables dirigées pardefiits afin d’adopter une stratégieédhec
d’'abord, les redémarrages afin d’éviter les phénoméressry tailet donner plus de poids a I'heuristique
de choix de variables, I'analyse de conflits permettantfeldfier des sauts dans I'arbre de recherche, et
I'apprentissage par I'utilisation d’une basermggoods

L'algorithme 12 présente un algorithme de recherche diriggér les conflits et I'apprentissage de
clauses CDCL pour Conflict Driven Clause Learning Celui-ci est basé sur 'algorithmPLL qui, a
partir d'une formuleX, développe un arbre de recherche, ce qui en fait un algogittorrect et complet.
La premiére étape consiste a appliquer la propagationitmiéd effectuer une analyse de conflits le
cas échéant. Si il existe une clause vide dansalorsY est incohérente. Si aucune affectation n'a
été effectuée, alors la formule est incohérente. Dans |le@aisaire, la clause dE produisant cette
incohérence et l'instanciation courante sont analysdasda déterminer la raisof de I'incohérence.
Cela permet de déduire le niveau dans I'arbre de recherchetia guquel il est nécessaire d'effectuer
de nouveaux choix, donc d'effectuer saut-arriére Mais ~ est également une information permettant
d’éviter d’obtenir de nouveau l'incohérence détectée elmogood Le nogoodest donc ajouté a la
formule propositionnelle & évaluer. Si un redémarrage éné effectué, le saut se fait a la racine de
I'arbre, cela permet d’'éviter de traiter un sous-probléenehérent dans les profondeurs de I'arbre de
recherche. Dans le cas contraire, il y a un saut-arrierevaauispecifié.

Sil'instanciation est compléte, le probléme est satisfiabhns le cas contraire, un littéiast choisi
suivant I'approch@/SIDS (Variable State Independent Decaying Sudécrite par :

— chaque littéral possede un poids, initialisé;a

— lorsqu’un littéral est impliqué dans le processus d’aselgu conflit, ce poids est incrémenté ;
le littéral avec le poids le plus fort est choisi, ce qui perate choisir les littéraux potentiellement
impliqués dans un sous-probleme incohérent ;
les poids sont divisés périodiqguement par une constafited’aviter de ne traiter qu’un sous-
probléme fortement pondéré récemment.

On cherche alors la cohérence de la formtle\ /. Et le procédé se poursuit par I'application de la
propagation unitaire.
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Algorithme 12: Algorithme CDCL

Entrées: X : une formuleCNF

Sortie : Oui si X est satisfiable, Non sinon

début

I+ 0

Simplifier( 3)

tant que (Vrazi) faire

¢+ UP(X)

si (c existg alors

si (Z est vide alors retourner Non

~ + AnalyseConflit( 3,7, ¢)
saut « CalculSaut(  ~,7)

Y+ XAy

si (Redémarrage() ) alorssaut < 0
RetourArriere( 3, Z, saut)

sinon

si (Z est complétealors retourner Oui
l < Choisir un littéral dex

I+ ZTuU{l}

Y+ XA

© © N O U A~ W N P

A A
N o b W N P O

Cet algorithme est I'un des algorithmes de recherches ampermettant d’obtenir les meilleures
performances en temps afin de répondre au probfhie

3.3.4 Classes traitables

Dans le cas général, décider de la satisfiabilité d’'une flar@F estNP-complet. Intuitivement,
décider de la satisfiabilité d’'une formule propositioneedist un probléme difficile. Cependant, il est
possible d’identifier certaines classes de formules, @pgelasses traitablesafin de simplifier la tache
des algorithmes de recherche. Une classe traitable estlasseale probléemes qu'il est possible de
reconnaitre en temps polynomial et pour lequel il existelgardhme polynomial en temps dans la taille
de la formule permettant de décider de sa satisfiabilitdnPags classes, hous proposons un apercu des
plus célébres [RPADIMITRIOU 1994].

Formule de Horn  Uneformule de Horrest une formuléCNF dans laquelle chaque clause posséde au
plus un littéral positif. De telles clauses sont appeldaases de HornLe probléme de la satisfiabilité
d’'une formule de Horn est appelORNSAT. Il est P-complet, il est donc possible de décider de la
satisfiabilité de la formule avec une machine déterministeemps polynomial.

Formule 2CNF Uneformule 2CNFest une formuleCNF dans laquelle chaque clause est composée
d'au plus? littéraux. Le probléme permettant de décider de la satiifiall’'une formule2CNF est
appelé2SAT, et il estNL-complet. Il est possible de décider de la satisfiabilitéeteedormule avec une
machine non-déterministe en utilisant un espace au plugithgiique. La classélL est incluse dans

P, il existe donc un algorithme en temps polynomial permettindécider si une formul2CNF est
satisfiable.

Formule Horn-renommable Uneformule Horn-renommablest une formul€NF qui peut étre trans-
formée en formule de Horn par renommage des variables gtigpoelles. Déterminer si une formule
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CNF est Horn-renommable peut étre effectué en temps polynpngalkce probléeme se raméne a déci-
der de la satisfiabilité d’'une formulSAT. Renommer les variables propositionnelles pour obterer un
formule de Horn peut étre effectué en temps linéaire dansrgne de variables. Pour cela, il suffit de
remplacer les littéraux d'une formule par leur négatiom. d@mséquent, il existe un algorithme polyno-
mial permettant de vérifier si la formule peut étre renomnmééemule de Horn, et le cas échéant de
la renommer et de répondre au probléeme de satisfiabilitéfdresules Horn-renommable peuvent étre
vues comme une généralisation des formules de Horn, et fioutelle de Horn est Horn-renommable.

Le probléme de la satisfiabilité d’'une formule Horn-renorblaastP-complet.

Exploiter ces classes particuliéres durant la rechercbseggzar une analyse structurelle de la formule
propositionnelle. Certaines structures, appelismskdoor[WiLLIAMS et al. 2003], caractérisent cette
approche.

Définition 69 (Backdoor) SoitY: € LP et P C wvars(X) un ensemble non vide de variables proposi-
tionnelles.P est une backdoor si il existe une instanciatibp sur ¥ telle queX:|z,, puisse étre résolue
en temps polynomial.

Définition 70 (Strong Backdoor) Soit¥ € LP et P C wvars(X) un ensemble non vide de variables
propositionnelles P est une strong backdoor si, pour toute instanciafignsurZ, ¥z, peut étre résolue
en temps polynomial.

Appliquer une instanciation des variables d’un backdoar&éfarmule propositionnelle permet alors
d’obtenir une formule assimilée a une classe polynomiat&aite unstrong backdoode taillen’ < n,
oun est le nombre de variables propositionnelles d’une formall€, permet de développer un arbre de
recherche contenaBt’ instanciations de taille’. Aprés application d’une instanciation, il suffit alors de
résoudre en temps polynomial la sous-formule obtenuepkiahe apparait intéressante en pratique sila
taille dustrong backdooest petite par rapport au nombre de variables, ou si la soosdfe traitable est
grande. Or, identifier la plus grande sous-formule assatigee classe polynomiale n'est pas toujours
facile. Par exemple, décider s'il existe une sous-formeléaille au moing: qui est Horn-renommable
est un problem&lP-complet dans le cas général. Il est néanmoins possibleirdeuiae approximation
du strong backdogrnotamment par le développement d’'un arbre de recherch#gesusous-ensembles
de variables. Ceux-ci peuvent étre de taille prédéfinie,noor choisis aléatoirement.

3.4 Conclusion

La logique propositionnelle est un cadre théorique surdempose de nombreuses études. Exploiter
le langage de la logique propositionnelle, et en particldie formulesCNF, procure un avantage certain
pour la modélisation de connaissances. Dans tout formalidmnombreuses approches algorithmiques
modernes dérivent d’étude du proble®&T, comme les algorithmes de recherche complets reposant
sur le principe de la procéduf@PLL. Le cadre booléen apporte une proximité avec le langageimegch
ce qui facilite le développement d’outils algorithmiquesuprépondre au probleme de la satisfiabilité.
L'analyse de conflits et I'apprentissage sont des techsiaigporithmiques fortement exploitées dans le
cadre propositionnel, qu'il est plus difficile a mettre eaqa dans un cadre non booléen. La définition de
classes traitables est également trés utilisée, pour dépau problem&AT lui-méme, mais également
pour caractériser des classes traitables dans d’autnesmlismes. Cette notion est liée a la notion de
transformation, permettant de passer d’une représemtdéie connaissances a une autre.
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Chapitre 4

Du probleme CSP au probleme SAT
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4.1 Introduction

Exploiter les transformations entre différentes reprégems d'un méme probléme est un aspect
important en programmation par contraintes. En I'occureeriransformer le®CD en formule CNF
permet d’exploiter les outils théoriques, fournis par lgidme propositionnelle, et algorithmiques, en
s’approchant du langage machine. De hombreux travaux anemevidence de telles transformations
[KASIF 1990, WALSH 2000, GENT 2002, RoussEL 2005]. L'objectif commun est de transformer un
RCD en une formuleCNF afin de décider de la cohérence RGD en décidant de la cohérence de la
formuleCNF associée. En théorie, les probleni&s® et SAT sontNP-complets. Par conséquent, il existe
uneréduction fonctionnelle polynomialdu problémeCSP au problémeAT et vice versac'est-a-dire
un processus polynomial en temps permettant de répondreoblémeCSP en exploitant le probléme
SAT etvice versa

Puisque vérifier la cohérence d'®CD passe par la construction d'une instanciation compléte et |
vérification de sa cohérence, plusieurs approches ont &téedédans ce sens. Pour construire l'instan-
ciation, le cadre adopté est d’associer une propositioraguahcouple variable/valeur. Ainsi, le lien est
fait entre instanciation dRCD et interprétation du cadre propositionnelle. Pour obtenitorrespon-
dance entre la cohérence d’une interprétation et la cobérdumRCD, il est nécessaire de modéliser les
contraintes. Pour cela, la transformation directedimect encodiny[WALSH 2000] modélise les tuples
conflits sous la forme de formul€s\F, afin de décrire ce qui est en conflit avec les résultat attdraiu
transformation support (csupport encoding[K AsiF 1990] permet de faire correspondre la cohérence
d'arcs deRCD avec la propagation unitaire du cadre propositionnel ersfoamant les tuples supports.
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Puisque la cohérence d’'arcs permet de vérifier la cohéreénpe thstanciation, la propagation unitaire
permet de vérifier la cohérence d’une interprétation.

Bien gue ces transformations des contraintes soient fiatyria transformation des contraintes sup-
ports en formuleCNF ne décrit pas totalement la contrainte. Elle est une apmratidn, dans le but
d’obtenir une transformation rapide, et suffisante pourdida cohérence de la formuleNF. Cette ap-
proche masque un certain potentiel des transformatiorssl@dsingage propositionnel et des techniques
d’inférences de ce cadre. Elle est réalisée naturellenmémipécitement a I'aide de processus de simpli-
fication de la logique propositionnelle, tels que la régleékmlution ou la subsumption. En exploitant
la méme approche, il est possible d’entrevoir d’autressfamations pouvant exprimer une autre vision
de la résolution du problémeSP par I'exploitation du problem8AT.

Dans ce chapitre, nous étudions les transformatitesteset supportsdesRCD vers les formules
CNF, qui nous permettront de définir des transformations RIEQ vers les formule<CNF. Dans un
premier temps, nous décrivons la transformation d'insédion compléte vers les formulgsNF en
définissant 'ensemble des variables propositionnelldéiségs. Nous étudions ensuite la transformation
directe et montrons que cette étude peut amener a d'auissmmament pour répondre au probleme
CSP. Nous proposons ensuite un apercu de la transformatiorogugp montrant que, dans le cas de
RCD d'arité quelconque, il pourrait étre intéressant de canrsidune approche plus coliteuse pour la
transformation, qui améliorerait néanmoins le pouvoinigience de la propagation unitaire.

4.2 De l'instanciation a I'interprétation

L'idée générale de cette transformation d&&&D aux formules propositionnelles est d’obtenir une
correspondance naturelle enfrestanciation complétest interprétation compléteConsidéronsP =
(X,D,C) un RCD et ¥ la formule propositionnelle associéeFa La premiére étape consiste a ca-
ractériser les variables propositionnelles. Puisqu’urgéanciation compléte est un ensemble d’affec-
tations sur toutes les variables d'®&€D, il faut pouvoir modéliser chaque affectation de cetteanst
ciation. Posong une instanciation complete d& Nous définissons donc la variable propositionnelle
[z = v] € vars(X) afin de décrire la proposition «,v) € Z ». Ainsi, [x = v] = 1 si et seulement
si (z,v) € Z, et[zr = v] = 0 si et seulement siz,v) ¢ Z. Par conséquent, I'ensemble des variables
propositionnelles d& est composé ded éléments, avea le nombre de variables d@ etd le nombre
de valeurs par domaine, décrit par :

vars(X) ={[z =v]:x € X Nv € D,}

Cependant, une instanciation compl&test une application sur 'ensemble des variableRaD.
Par conséquent, il est nécessaire de poser des contraintes sariables propositionnelles afin qu'une
et une seule valeur ne soit associé a une variable :

— Vz € X, il existeau moins un&valeurv € D, telle que(z,v) € T :

— Vz € X, il existeau plus unevaleurv € D, telle que(z,v) € T :

Ces deux regles contraintes sont décrites par des formupegtionnelles, appelées respectivement
At-Least-Ongoour « au moins une », notéeLO, et At-Most-Onepour « au plus une », notééMO.
Nous noterons dans la sul}’© et ©49 |es formulesALO et AM O associées ®.

Définition 71 (Formule ALO) SoitP = (X,D,C) un RCD. La formule « Au moins une » associée a

P est:
EéLO: /\ \/ [z =]

(z€X) (v€EDS)
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Définition 72 (Formule AMO) SoitP = (X,D,C) unRCD. La formule « Au plus une » associé@®a

est:
»AMO /\ \/ =z =]V -z =]
(z€X) (v,v' €Dy : vF#V)

Il est facile de voir que tout modeéle de la formugtM© A £4MO peut donc étre associée a une
instanciation compléte par construction.

Définition 73 (Du modeéle a I'instanciation compléte) SoientP = (X, D,C) un RCD, et un modéle
de 24MO A £4MO_ T, est l'instanciation compléte dP associée  telle que, pour toute variable
r € X, (z,v) € L, sietseulement $¢ = v] € p.

La complexité algorithmique en temps (resp. en espace)ldgie des cas es?(nd) (resp.O(d))
pour la construction de la formuld LO et O(nd?) (resp.O(1)) pour la construction de la formule
AMO. En ce qui concerne les dimensions des formules obtenuesiriale ALO contientn clauses de
taille d, et la formuleAM O est composée de@ clauses de taille.

Il est possible d’énumérer toute instanciation complettn®RCD en énumérant les modéles de
$AMO A AMO | En évaluant cette formule par un algorithme de rechercke enaintien de la pro-
pagation unitaire, il est facile de voir qu'a tout instantlderecherche, une interprétation localement
cohérente peut étre associée a une instanciation par@afgendant, il faut pouvoir vérifier la cohérence
locale de cette instanciation et vérifier si une instammmatompléte est une solution. Pour cela, deux
approches ont été proposées. L'une se concentre sur |seepaéon des contraintes sous la forme de
tuples conflits [WALSH 2000], en énongant qu’une contrainte est satisfaite sithinciation n’est as-
sociée a aucun tuple conflit. L'autre se base sur la reprs@mmtdes tuples supports ERT 2002], en
énongant qu’une contrainte est satisfaite par une ingtaogisi et seulement si satisfait elle est associée

a un des supports.

4.3 Modélisation des contraintes : les conflits

4.3.1 Decrire les tuples conflits

Considérons dans un premier temps le cas de la transformadé¢i® contraintes sous la forme de
conflits [WaLsH 2000], appeléencodage dire¢cbudirect encodingen anglais. Par définition, la contrainte
c est satisfaite pdf si et seulement si il n’existe pas de tuple confli ¢, tel que(x = 7[z]) € Z pour
tout x € sep(c). Supposons, dans un premier temps, que la contrain soit composée que d'un
seul tuple conflifvy,vs, ..., v,) entre les variables,, zs, ..., z,. 4. c est satisfaite paf si et seulement si
{(z1,v1), ..., (zr,v)} & Z. Par conséquent, est satisfaite paf si et seulement ix;,v;) € Zou...
ou (x,,v,) ¢ Z. Puisque toute propositiofx;, v;) ¢ Z est décrite par[z; = v;], pour touti € [1 ; r],
nous pouvons affirmer queest satisfaite paf si et seulement sh[z; = v1] V...V =[x, = v,] admet
un modele. Si maintenant nous souhaitons vérifier la cobérdiune instanciation sur 'ensemble des
contraintes d’'urRCD, chacune composée d’un ensemble de tuples conflits, nousmogénéraliser le
raisonnement précédent et déduire @uest cohérente si et seulement il existe un modéle de la fermul
suivante :

4. Nous rappelons queetc sont deux contraintes équivalentes, représentant régpment les tuples supports et les tuples
conflits.
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Egonflit _ /\ 4 \/ /\ [w — T[SEH

(ceC) (ree) (xescp(c))

Cette formule peut donc facilement étre développée en unaufe CNF.

Définition 74 (Formule Conflit) SoitP? = (X, D,C) unRCD. La formule conflit associée? est :

Egonflit _ /\ /\ \/ —|[£C — T[SEH

(ceC) \(7€¢) (xescp(c))

La complexité algorithmique en temps (resp. en espace)ldgnee des cas pour décrire la formule
conflit associé a uRCD estO(erd") (resp.O(r)). La formuIeEgO"f“t contient alorsed” clauses de
taille » dans le pire des cas.

Définition 75 (Encodage direct) SoitP un réseau de contraintes. La formule propositionnelle eigso
a P par I'encodage direct est :

E%irect — EéLO A EéMO A Egonflzt

Propriété 9 SoientP un RCD et E;é“"ect la formule propositionnelle associéelapar encodage direct.
P est cohérent si et seulementsir est satisfiable.

La preuve est immédiate par construction. Les clausk80 et ALO garantissent la construction
d’une instanciation et la formule conflit assure la cohéeetie celle-ci. Nous avons donc décrit un pro-
cédé pour transformer URCD en formuleCNF, en temps polynomial dans la taille &CD. L'exemple
12 illustre la transformation d’'uRCD en formuleCNF par I'utilisation des tuples conflits.

Exemple 12 ConsidéronsP = (X, D,C) un RCD tel queX = {z,2'}. Supposons qu®, = {0,1},
D, = {0,1}, etque la seule contrainte décrite sous la forme de conéitig g,y = {(0,0), (0,1), (1,0),
(1,1)}. Construisons4re<t |a formule CNF associée par I'encodage direct.

vars(E%"eCt) ={lx =0],[z =1],[2" =0], [« =1]}

ALO [z =0]V [z =1]
AT
AMO Sz =0/V-z=1
P N =0V e = 1]
N =[xz = 0]V =z’ = 0]
EC’onflit A _'[.%' = 0] V _\[I'/ = 1]
P A [z =1] Va2’ =0]
Sz =1Vl =1]
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4.3.2 Vers de nouvelles approches exploitant les transfortions

En pratique, nous bénéficions des avantages, par exempjediaissage ou I'analyse de conflits,
de la représentation propositionnelle pour répondre ablgme CSP. Remarquons gu'il est difficile de
comparer les formes de cohérence locale utilisées danslesahdres : la propagation unitaire et la
cohérence d’arcs. L'exemple 13 montre R@D qui n'est pas arcs-cohérent mais qui est cohérent loca-
lement par la propagation unitaire. La cohérence d’ardtaslae a vérifier si chaque valeur du domaine
d’'une variable posséde un tuple dans chaque contraintargplique. La propagation unitaire propage
uniquement les clauses unitaires. PosBnsn RCD et ©47<! |a formule associée. Nous pouvons affir-
mer que sUP(—[z = v]) E* [z = v], alorsv ¢ D, dansAC(P). Dans le cas général, pour obtenir
I'équivalence entre la cohérence d’arcs dRE@D et la propagation unitaire d’une formuleNF, il est
nécessaire d'utiliser d’autres procédés, tels que lautisn| la subsumption, ou encore la propagation
de littéraux purs.

Exemple 13 Revenons sur I'exemple 12. ClairementR&eD est incohérent. Toute valeur est en conflit
avec les autres. La cohérence d’arcs permet donc de supptoutes les valeurs. La propagation uni-
taire est un algorithme de propagation basé sur les clausdsires. Cependant, la formulE;é“"eCt ne
possede aucune clause unitaire. La notion de « tuple confléasRCD perd son sens dans la formule
CNF, la propagation unitaire n'est pas adaptée pour étre auffstace que la cohérence d'arcs. Dans
ce cas, il est nécessaire d'utiliser la résolution afin deed@iner I'incohérence.

Pour rappel,resolution(p,pV ¢,-pV ) =cV .

P Ve -pVc resolution(p,p V ¢,—p V c)
[z/ = 0] [ =0V =1 |2’ =0]V=lz=0]]|[2 =1V -z=0

[ =1]|[¢' =1V =[xz =0] | ~[2' = 1]V [z =0] | [z = 0]

[z=0] |[z=0V[zr=1] |—[z=0] [z =1]

[x=1] |[z=1] Sz =1V’ =0] | -[2' =0]

[z=1] |[z=1] Sz =1Vl =1] | -[2' =1]

[/ =0] | -[z' = 0] [/ =0]V [z =1] [/ = 1]

Appliquer la régle de résolution nous améne a dédlife= 1] et —[z’ = 1], ce qui montre une
incohérence. La formule est donc prouvée insatisfiable pa@dle de résolution.

Pour déterminer la satisfiabilité du réseau de contraintestibsant cette réduction vers une for-
mule propositionnelle, il n’est pas nécessaire d'impogecahstruire une instanciation compléte. Il est
possible de réduire uniquement le réseau de contraintesingposant pas une valeur par domaine. En
d'autres termes, les clausdd/0 ne sont pas nécessaires. Ce résultat permet d’affirmer goadaence
de la formulex4=0 A 5"/ est suffisante pour déterminer la cohérence du réseau daiotesP.

Propriété 10 SoientP unRCD et £450 A 5257"/" une formuleCNF associée &. P est cohérent si
et seulement ALC A 557" est satisfiable.

Preuve — Trivialement X4 et |= 2420 A 071 Donc, sindiret est satisfiable, alor&AC A
251 est satisfiable.

« Supposons maintenant que nous ayons un mqdéle 2420 A RS tel quiil existe une
variablez € X, pour laquelle[z = v;] € u pour toutv; € D,. Clairement,u n’est pas un modéle de
ndirect car il ne satisfait pas la formul&4©. Néanmoins, les formulesA’© et 25"/ sont satis-
faites. Une instanciation compléte @eest une application de I'ensemble des variables vers lesuvsl
des domaines. Oy ne peut étre associé a une instanciation compléte,caorrespond a plusieurs
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affectations pour:. Posons.’ une interprétation de& telle quey/([z' = v]) = u([a’ = v]) ssia’ # =,
i € Dyt [x =] € ' etVu; € Dy,i # j: [z = vj] € p'. p' satisfait A0 et SAMO puisqul
existe une et une seule affectation pour toute variabte X, telle que[z = v] € /. De plus,2%"/ "
est également toujours satisfaite, car cette formule esfugment composée de littéraux négatifsa-
tisfait 2420 A 257 doncp satisfaitx$”"/"*. Or, par construction de//, certains littéraux positifs
de . ont été modifiées pour devenir négatifs dahs: satisfait donczg"”f”t ce qui ne peut pas falsifier
la formule. Dong/ satisfaitE;‘;’"“t, et’P est cohérent.

Par conséquentp est cohérent si et seulementzb=O A £0/"" est satisfiable. O

Cette propriété et sa preuve nous permettent égalementdigreléue tout modeéle dE;‘;LO A
n5 1 est associé & un ensemble de solutionsPdéh partir d'un modéle de cette formule, il est
possible de déterminer une solution@(w.d) dans le pire des cas. Pour chaque variablB@D, il suffit
de poser une affectation et d’éliminer toutes les autrete@pproche semble intéressante puisqu’elle
permet de manipuler la formuleNF pour répondre au probléme sans avoir a imposer une valeur par
variable. Cependant, I'arbre de recherche confi€ninterprétations complétes. Puisque le probléme de
la satisfiabilité s’attache uniquement a déterminer la @iee d'unRCD, voire a la prouver en donnant
une seule solution, les clausds\/O permettent de contraindre le probleme et de réduire le nembr
d’interprétations complétes a évaluer. Néanmoins, cetiprigté peut étre appréciable dans le cadre
d’'autres approches, telle qu’une méthode de recherchenipléte par recherche locale.

Comme énoncé précédemment, la forme des clauses conflitigewprécédemment est obtenue
directement en transformant la contrainte en formule sibjponelle CNF. Cependant, cette représen-
tation n'est pas unique. Puisque la régle de résolution gique propositionnelle permet de déduire de
nouvelles clauses, il est possible de donner une autre fauxelauses conflits. Par exemple, appliquer
la regle de résolution entre les formulﬁg‘mﬂ” et 24L0 permet de déduire un ensemble des clauses
décrit par la formule suivante :

Egonflitg _ /\ /\ \/ \/ [w _ U]

(ceC) \(7€c) (z€scp(c)) (vED w#T[z])

Remarquons que la complexite algorithmique en temps (egspspace) dans le pire des cas pour la
construction de la formulﬁg’;(’"f“t2 est enO(erd +1) (resp.O(rd)), et la formule contientd” clauses

de taillerd. De plus, nous pouvons retrouver la formule conflit initié]%"”f”t par résolution sur les
formulesyAMO et x5/,

Conflit ALO Conflit
nGonflit A SALO | yyConflits

Conflit AMO Conflit
Yp T AEDTY B

En utilisant la régle d’affaiblissement sur ces formuleslji@roduction d’une formule a droite et &
gauche, nous pouvons déduire les résultats suivants :

EéLO A EéMO A Egonflit |: Eé]\/fo A Egonflitg

EéLO A Eé]MO A Egonflit = EéLO A EéMO A Egonflitg

Si S4MO A Eg‘mﬂm est insatisfiable alors IBCD est incohérent. De plus, en exploitant I'équi-
valenceX A0 A SAMO A 2SO = 53416 A Sano A S5 il est possible de montrer, par un

82



4.3. Modélisation des contraintes : les conflits

raisonnement analogue a la propriété 10 que prouver |dighiiité deX 40 A Eff”f lit2 guffit & prou-

ver la cohérence dBRCD. Si un modéleg: de la formule
existe une variable qui n'ait pas d’affectation, donc¢v

construire un modele vérifiant les claused! O, qui satisferont les clauses ﬂlg

sont composées que de littéraux positifs.

n'est pas associé a une instanciatiorR@b, il
€ D, : =[xz = v] € p. Il est alors possible de
onflitz huisquielles ne

Exemple 14 Pour illustrer la construction de la formuIEg""ﬂm pour le RCD de I'exemple 13, nous
présentons tout d’abord la résolution des clauses conflitscdes clauses!LO afin de déduire les
clauseszgonf lit2 | a résolution s'écritresolution(p,p V ¢, =p V ¢) = ¢V ¢. Les clauses représentées

en bleu sont des clauses de la formufg”/"*2

~

D pVe -pVc resolution(p,pV ¢,—pV ¢)
[t=0] | [z=0V-[z/=0]|[zx=0V[z=1] |-z =0]V[z=1]
[ =0 | [z =0V[z=1 |[Z=0V[=1]|=1Vz=1]
[t=0] | [z=0V-lz'=1|[zx=0V[z=1] |-z =1V][z=1]
[ =1]|-[z'=1V[z=1 |[Z'=1V[=0]|[=0Vz=1]
[x=1] |-[z=1Vv-[2/=0]|[x=1]V][z=0] |-z =0]V][z=0]
[ =0]|-[z'=0V[z=0 |[z/=0V[=1]|"=1V[z=0]
[x=1] |fz=1Vv-l2'=1|[x=0V][z=1] |-z =1]V][z=0]
[ =1] |-z =1V[z=0 |[Z=1V[=0]|[=0V[z=0]
AMO —[z = 0] vV -lz=1]
=P N =0 vl = 1]
A [z=1] V[ =1]
sConflits |, [r=1]V]z"=0]
P A [z =0]V [z =1]
[z =0]V [z =0

PuisquexAMO v 5571 est insatisfiableP est incohérent.

Lafigure 4.1 illustre les ensembles de modéles pour les flesiifi O A x5/ 5 AMO s Conflitz

etxdirect || est clair que tous les modéles B! peuvent étre induits des modeélestig O A%

AMO Conflita
etXs Y AYX, .

mod(EéM O A Egonf lit2)

Conflit
P

mod(SAF0 A Egmﬂit)

mod(z%irect)

FIGURE 4.1 — lllustration des modéles des formul&$F basées sur les conflits
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Il est ainsi possible de définir de nombreuses formes deftranations des contraintes dR€D vers
les formulesCNF. Cette nouvelle formule pour représenter les conflits slagpge la regle de résolution
pour la mettre en évidence, mais peut étre facilement d&duRCD. En particulier, dans le cas &CD
binaires, la transformation est polynomiale en temps datelle duRCD. Les algorithmes de recherche
et de cohérence locale peuvent avoir un impact différenbection de la représentation &CD. Ce qui
nous semble intéressant dans cette démarche est de conepeedtexploiter ce type de transformation
afin de faire apparaitre de nouvelles approches pour lautésoldesRCD.

4.4 Modélisation des contraintes : les supports

4.4.1 Supports et Cohérence d’Arcs

Pour transformer uiRCD en exploitant les tuples supports, il est nécessaire detiles clauses
ALO et AMO afin de créer une instanciation compléte. Comme pour leesuguinflits de la transfor-
mation directe, nous pouvons assimiler une contrainte darmale DNF. Une contrainte: est satisfaite
parZ si et seulement si il existe un tupte € ¢, tel que pour toute variable € scp(c), nous ayons
(x = T7[x]) € T.

B=A{V A [=rhl

(ce€) \(7€c) (z€sep(c))

L'inconvénient qui semble apparaitre pour cette approebequ’elle améne a transformer une for-
mule propositionnelle dBNF enCNF. En considérant, dans le cas général, une contraini tigles
impliquantr variables, la formule propositionnel@NF résultante développerd clauses. La formule
est donc treés grande, la calculer et la simplifier sont ddeetdifficiles en pratique.

Kasif [KAsIF 1990] propose une transformation différente avendodage de supportsupport en-
codingen anglais. Cette transformation naturelle s’appuie sutuples supports des contraintes. Cette
approche permet d’obtenir I'équivalence entre propagatinitaire dans la formul€NF avec la co-
hérence d’'arcs dans RCD. La cohérence d'arcs permet de prouver gu'une instannigt#otielle est
localement cohérente et qu’une instanciation complet®@D est une solution. Simuler la cohérence
d’arcs par la propagation unitaire dans la formtMF permet alors de montrer si une interprétation com-
pléte est un modeéle. Gent utilise cette transformation pppliquer la cohérence d’arcs sur RED en
passant par une formuleNF. Il I'approche dans le cadre des réseaux de contraintegrdietévoque
la généralisation aux arités supérieures comme identldaes présentons ici une généralisation de la
transformation des contraintes BID en formuleCNF.

Définition 76 (Formule des supports par cohérence d’'arcs)Soit? un RCD. La formule proposition-
nelle associée @ par encodage de supports est :

RGAC /\ /\ /\ /\ [ =0] = \/ " = 7[2"]]

(c€C) (wEsep(c)) (vEDs) (a/ Escp(c):r#a’) (rec:rlal=v)

Gent propose d’'appliquer la cohérence d’arcs suR@® avant la transformation, cependant les
valeurs non arcs-cohérentes sont détectées naturellgraemette généralisation. Si une valeude
x est non arcs-cohérentes, alors une clduse- v] = L est créée, ce qui correspond a la clause
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unitaire—[z = v]. Pour que la formul€NF coincide avec la fermeture par cohérence d’arcs, il es$ alor
nécessaire d'appliquer la propagation unitaire pour pyepaette valeur.

La complexité algorithmique en temps (resp. en espace)ldaige des cas d’'une telle transforma-
tion estO(er2d") (resp.O(d?)). La formuleCNF construite posséde-d” clauses de tailld + 1 dans le
pire des cas. En particulier, dans le caRdé binaires, la complexité algorithmique en temps dans le
pire des cas e€P(ed?) [KASIF 1990, GENT 2002].

En ajoutant les formuleE4ALC et ©4AMO afin de construire de pouvoir associée une instanciation
compléte a toute interprétation compléte de la fornfli\F, nous pouvons définir I'encodage de sup-
ports.

Définition 77 (transformation des supports) Soit ? = (X, D,C) un RCD. La formule proposition-
nelle associée & par I'encodage des supports est :

ESupport EALO A ZAJ\JO A EAC

Propriété 11 SoientP unRCD etEf)“pp"” la formuleCNF associée &. P est cohérent si et seulement
si 5" est satisfiable.

La preuve est également immédiate dans ce cadre. Touteriiion . de la formule proposi-
tionnelle vérifiant les claused LO et AM O est associée a une instanciation completdu réseau de
contraintes. Puisque la propagation unitaire est équitala la cohérence d’arcs dans ce cadre, on en
déduit queZ est arcs-cohérente si et seulement si la propagation nnitai détecte pas d’'incohérence
pour l'interprétationu dansEéC. DoncZ est une solution si et seulementusest un modele. Par cette
transformation, Kasif exhibe une nouvelle réduction famtelle polynomiale du problemeéSP vers
lesSAT. La transformation exploitant les supports est illustréméxe B.1.

Le tableau 4.1 présente un récapitulatif des dimensionsliffésentes formuleNF présentées et
de la complexité algorithmiques pour les calculer.

Dimensions Complexité algorithmique
Formule | Nombre de clauses Taille des clauses Temps Espace
»ALo n d O(nd) O(d)
$AMO nid-1) 2 O(nd?) 0(1)
Egonﬂit ed" r O(erd") O(r)
ngontite ed” rd O(erd 1) O(rd)
A erd" d+1 O(erd") O(d?)

TABLE 4.1 — Dimensions de la formuleNF et Complexité algorithmique dans le pire des cas

4.4.2 \ers de nouvelles modélisations de cohérence locale

Pour aller un peu plus loin, revenons sur la premiére défimitde contraintes sous la forme de
supports.3,.

=AYV A

(ceC) \(r€c) (zescep(c )
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Trivialement, nous pouvons remarquer que les deux formufest ©$A¢ ne sont pas sémantique-
ment équivalentes. La formue2© A ¥2, suffit pour décider de la cohérence B&. En développant
la formule DNF en CNF, nous obtenons systématiquement les claude® associée a chaque variable
de P. Intuitivement, transformer les tuples supports en exgiila cohérence d’arcS%AC suffit pour
répondre a la cohérence d’'une interprétatE%.AC peut donc étre vue comme une approximatiomée
facile a calculer et suffisante dans notre cadre. Ceperﬁémst bien plus expressive, puisqu’elle décrit
parfaitement la contrainté:% laisse entrevoir la possibilité, dans le cadeD d’arité quelconque, que
d’'autres formulesCNF, basées sur les supports, peuvent décrire des formes deegobdocale plus
fortes queGAC.

Remarquons que nous pouvons déduire, par la régle de iésslentre les formules4A-¢, xAMO
etEéC, une formule que I'on peut assimiler a la cohérence de cheriiren poursuivant le raisonnement,
la régle de résolution permet de déduire des formes de auteétecale. L'idée générale est de décrire
ces formes de cohérences locales sans avoir a les déduile nggie de résolution. En nous appuyant
sur la définition 22 de l&-cohérence, nous définissons la formGeF permettant de modéliser fa
cohérence. La modélisation de la chemins-cohérence estiiée Annexe B.2.

ok /\ /\ /\ [x=v] ]| = /\ [z = vg]

(XCX:| X |=k—1) (x, CX\X) (r€X,wEDy) VR EDyg, Nx€X WDy,
{($=’U)7($k 7Uk’)} soit AC

|
Il

Toute formuleX’, peut étre déduite par résolution sur les formuss©, S4M0 et ¥E-1 et ¥2,
La motivation est de procurer a la recherche et a la propaganitaire un pouvoir d’inférence plus
important qu'ave@C. Cependant, il existe une contre-partie évidente entredeqgir d’'inférence offerte
par la transformation et la complexité algorithmique enpgemans le pire des cas pour la calculer.

4.5 Conclusion

Exploiter les transformations vers les formu(@$F pour répondre au probleme de la cohérence d’'un
RCD présente des aspects intéressants en pratique. L'appractaetransformation support a été exploi-
tée en pratique [EGNT 2002, TAMURA et al. 2009], et peut méme s’avérer parfois plus efficace que les
algorithmes de&CD pour répondre au probléem&sP, comme lesolveur CSP [TAMURA et al. 2008]
exploitant les outils développés pour le probles#el. Au-dela de cette utilisation, les deux transfor-
mations peuvent étre un cadre d’inspiration pour le déyalorent de nouvelles approches. En effet,
en exploitant la transformatioconflit, nous pouvons répondre a la cohérence R@D sans imposer
au plus unevaleur par variable, mais nous pouvons également imagmeodvelles modélisation des
contraintes afin de ne pas impos&rmoins un&aleur par variable. La transformatisaopportpermet de
faire la correspondance enpmpagation unitaireetcohérence d’arcsCependant, elle ne retranscrit pas
entierement le sens des contraintes, mais elle est suffipant répondre a la cohérenceRIUD. En uti-
lisant la regle de résolution, nous pouvons voir appardiesous-formules représentant des formes de
cohérences plus fortes. Puisque la résolution est pesédikn cours de recherche dans les algorithmes
modernes, il est possible de définir des transformationmpaigant sur d’autres formes de cohérence lo-
cale afin d’apporter un pouvoir d’inférence logique plug tpre AC. Comprendre la transformation des
RCD ternaires en formul€NF montre une voie pour la transformation BEQ en formulesCNF, afin
d’apporter un support d'études théoriques et pratiques igmondre a la cohérence REQ.

5. Remarquons que si nous ajoutons la mutuelle exclusieiéuples dans notre formuigs afin de spécifier qu’un et un
seul tuple par contrainte suffit, alors suffit pour décider de la satisfiabilité de
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5.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous proposons d'étudier la modélisakoprobléemes de nature temporelle ou
spatiale en exploitant les diverses ressources, théarigugratiques, offertes par le cadre proposition-
nel. Certaines études ont mis en évidence de telles tranafions vers la logique propositionnelle. Afin
de mettre en évidence la classe des relations ORD-Horn fagébre des intervalles, une axiomati-
sation d'un ordre sur les bornes des intervalles a été dédims ¢e langage propositionnel FREL &
BURCKERT 1995]. Sur le méme formalisme qualitatif, Phatral[PHAM et al. 2006] utilise I'approche
de Walsh et Kasif [KisIF 1990, WALSH 2000] pour modéliser les bornes des intervalles en logique
propositionnelle a I'aide de conflits et de supports.

En nous appuyant sur la définition de transformations extissadeRCD vers les formule€NF, nous
proposons une transformation générique RIE] vers les formule€NF. Nous proposons d’associer un
scénario d'urRCQ a une interprétation du cadre propositionnel, et de véisfiecohérence a l'aide de
la table de composition. Pour vérifier la cohérence de @gllaeus proposons deux approches. L'une
exprimant les tuples qui ne coincident pas avec la table ogpasition, I'autre permettant d’obtenir la
correspondance entre la méthode de la faible compositisiR@Q avec la propagation unitaire pour
les formulesCNF. Cependant, la faible compaosition n’est pas compléte moaohérence d’'un scénario
dans le cas général. En nous concentrant sur certains femeal qualitatifs, nous montrons que nous
pouvons répondre a la cohérence dRIEQ en répondant a la cohérence de la formuNF associée.

Dans ce chapitre, nous présentons et étudions deux traratfons permettant de transformer ne
RCQ en formuleCNF, sur le méme schéma que les transformations présentéddCilesers les for-
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mules CNF (Chapitre 4). Dans un premier temps, nous définissons léablas propositionnelles et
faisons le lien entre scénario et interprétation. Pour ristéla propriété de faible composition, nous
proposons ensuite deux approches, I'une s’appuyant sooltghts et I'autre s’appuyant sur la propriété
de faible composition. Nous pouvons ainsi garantir queentoémsformation, polynomiale en temps dans
la taille duRCQ, permet d’associer a tout modele de la form@QiF un scénario cohérent pour la faible
composition diRCQ.

5.2 Identification des variables propositionnelles

5.2.1 Variables propositionnelles

Dans un premier temps, nous souhaitons identifier les pitopts et définir les variables proposi-
tionnelles, afin de caractériser un scénario et vérifier llémnce de celui-ci. URCQ est décrit par
des contraintes entre les variables, et leurs relationplexes associées. Considérokis= (V, Q) un
RCQ construit sur un formalisme qualitatif défini sur les redas atomiqueds et 3 la formule as-
sociée aV. L'idée générale est de décrire un scéndriet de vérifier sa cohérence. Nous exprimons
naturellement la microstructure par la proposition & Q(v;,0;) » POUr toutr € B etv;,v; € V, par la
variable propositionnellgr € Q(,, ,)]- Ainsi, [r € Q,, ,,)] = 1 caractérise l'affirmatiom € Q(,, .
etlr € Qv = 0 représente l'affirmation ¢ Q(,, .;). Considérons:y la formule associee A
L'ensemble des variables propositionnelles d& ja est composé de|B| éléments, ou est le nombre
de variables déV/, tel que :

vars(Xn) = {[r € Q) 1 vi,vj € VAT E Q) }
Proposition 2 (Du modeleSAT au RCQ) Soit N unRCQ etX = T la formule propositionnelle asso-

ciée. A tout modél@ de X peut étre associd” = (V, Q') unRCQ, tel que pour toufr € Qo)) €
vars(X), r € Q’(vi o) Sietseulement $i € Q(,, )] € p(Cest-a-direp([r € Qu,,05)]) = 1.

J
Remarquons, par la proposition 2, queA§i est construit a partir d'un modéle de la formule
propositionnelleX s associée &/, alorsN”’ C N.

5.2.2 Du scénario a I'interprétation

En nous appuyant sur la proposition 2, nous pouvons redteeifensemble des modéles afin de
construire un scénario. Un scénario esREQ N = (V, Q) atomique. Par conséquent :

— pour toutv;, v; € V, il existeau moins uneelation atomique € B telle quer € Q(y, ;) ;

— pour toutv;, v; € V, il existeau plus uneelation atomique < B telle quer € Q (v; 0;)-

Pour imposer cela, nous définissons les formalesoins une&Z{#© etau plus unes{0.

Définition 78 (Formule ALO) Soit N = (V, Q) unRCQ. La formule « au moins une » associé&/a

est:
SARO /\ \/ [ € Qu; )]

(vi »yUj €V) (reQ(vi U ))

Définition 79 (Formule AMO) Soit V' = (V, Q) un RCQ. La formule « au plus une » associée\a
est:

EffMo _ /\ \/ —[r € Q(ij)] Vol e Q(w,vj)]

(vi,v5) (r,r’eQ(UimJ_) s )
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Remarquons qu'il est possible de vérifier en temps polynbdaas la taille d'unRCQ si celui-ci
contient une contrainte vide. Nous supposons donc quensftianation traite uniquement I8CQ qui
ne sont pas trivialement incohérents.

Proposition 3 SoitA/ unRCQ. A tout modeéle de la formutg4~© A 24MO est associé un scénariv”
tel queN’ C V.

Preuve Considérons deuRCQ N = (V, Q), et construisons uRCQ N’ = (V, Q') a partir d'un
modéley deX = S50 A £4MO.

Tout d’abord, puisque: est un modéle d& = 240 A S4MO et d’apres la proposition 2, il
est possible de construit®” tel que : pour toute varlable proposmonnel[e € Qv )] € vars(X),
re Q’U 0 SI etseulement §i € Q(,, ;)] € u. Par cette definition, nous pouvons afﬁrmer adueC N.

Pwsqueu est un modeéle dE, ;. est un modéle dE{#© et £4MO. 1 est un modéle dE4#C. Par
consequent, pour tout;, v; € V, il exister € Q,,, v; teIIe que[r € Qu; UJ)] € u. Par constructlon il
existe au moins une relatione Q,, .., telle quer e Q’ /\/’ ne possede donc aucune contrainte

vide. ;1 est un modéle dE4{©. Pour toutvz,uj c Vet toutr r’ € Qu, ) yavecr £ v, —[re Q W,J)]
ou[r' € Qy, v))]- Par constructlon pour tout r’ € Qy, ;) avecr # r', r ¢ Q’U ;) OU v & Q’vz o)

Par conséquent, pour tout,v; € V, ]Q’w v;-)‘ =1.MN est donc un scénario |ssu du modglee Ia
formule=4#0 A S4MO. O

Nous rappelons que nous manipulons uniguementRi&3 normalisés. Puisque nous souhaitons
construire un scénario, Nous Pouvons nous appuyer surga@® 1 pour restreindre I'ensemblers(X)
a toutes variables;,v; € V telles quei < j. Cela nous permet de modifier la construction dROQ
N’ a partir d’'un modele: d’'une formuleX s associée a uRCQ N (Proposition 2), afin d'imposer la
normalisation :

— pour touty; € V,id € Q’ )

— pour toutv;, v; € V aVGCZ < ] Si[r € Qu, )] € p, alorsr € Q’ ) etr™ le Q’(wi).

La nature de la proposition 3 ne change pas, elle impose elmlqut que le scénario soit normalisé
et qu’il ne soit donc pas trivialement incohérent. Nous mmsvmaintenant vérifier la cohérence d'un
scénario obtenu par un modéle de la formufph© A MO,

Pour calculer les dimensions de ces formules et la completgorithmique pour les construire,
rappelons que IRCQ est un graphe complet devariables construit sur un formalisme qualitatif défini
sur les relations atomiqués La formuIeE;\“/LO porte sur chague contrainte, et chaque relation atomique
qui la compose. Elle est donc composée(@)eclauses de taill¢| dans le pire des cas. La complexité
algorithmique en temps (resp. en espace) dans le pire dps@asonstuire cette formule est €xn?|3|)
(resp.O(|B])). De plus, pour chaque contrainte, la formmﬁMo décrit la mutuelle exclusivité de(ég‘)
couples de relations atomiques. Dans le pire desEﬁé"O est composée d(é;) (|B|) clauses de taille
2. La complexité algorithmique temporelle (resp. spatidia)s le pire des cas est &in?|B|?) et O(1)
respectivement.

5.3 Description des contraintes en logique propositionnis

Les transformations dd#CD en formulesCNF présentées Chapitre 4 permettent d'illustrer les mé-
canismes utilisés afin de décrire les contraintes. Danglie ches formalismes qualitatifs, les contraintes
sont définies implicitement par I'inverse et la compositiaible. Nous avons imposé la manipulation de
RCQ normalisés, il reste a définir la composition faible. Pouacaous utilisons la table de composition
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TC du formalisme qualitatif. Nous rappelons que, pour talt= (V, Q) un RCQ, N est fermé par
composition faible si et seulement si pour toyte Qy, ), il existeriy € Q(y, v,) €trrj € Quy ;)
tels que(ri;, rik, rx;) € TC, pour toutv;, vj, v, € V, avecl < i,k < n.

5.3.1 Utilisation des conflits

Dans un premier temps, donnons l'idée d'une transformateta table de composition a I'aide des
conflits. Pour cela, posong = (V, Q) unRCQ ainsi que les variables;, vj, v, € V, avecl <i,j,k <
n, €t Supposons que;, rz, r3) € B2 soient en conflitsry, ra, r3 € B sont en conflits si et seulement si
(r1,r2,r3) € TC. Nous nous focalisons uniquement sur les contraintes &greariablesy;, v; etvy,
dans un premier temps. Quel que soit un scénkfic= (V, Q') avecN’ C N, N’ n’est paso-cohérent
surv;, vj, vy, Si et seulement si; € Q?ij)’ ry € szvvk) etrs € Q’(ij). Considérong: un modele de
Ej\‘/LO A Ej\‘/MO, et supposons qu&” soit issu deu par la proposition 3N’ n'est paso-cohérence sur
v;, 5, vy, Sl et seulement $iy € Q(y, ;)] € p [r2 € Qu;,0y)] € p€LIr3 € Qo 0,)] € - Nous déduisons
que N’ vérifie lac-cohérence sur;, vj, vy Si et seulement shjry € Qy, ;)] € 1y 7[r2 € Quy )] €
OU—[r3 € Q(y, ;)] € p1. Par consequenty” vérifie lac-cohérence suw;, vj, vy si et seulement gi est
un modele de-[r1 € Q(y, )] V ~lr2 € Qv )] V s € Qv v;)]- ENimposant cette contrainte pour
toutv;, vj, v, € V avecl <4, j,k < n, nous pouvons déduire un scénario vérifiant-zohérence pour
tout triplet de variables.

Définition 80 (Formule %”"/""") SoitA” = (V, Q) unRCQ. La formule « Conflit » associée & est
définie par :

Ef;mfht = /\ _‘[rl € Q(vi,vj)] \ _'[rQ S Q(vi,vk)] v _‘[r3 € Q(vk,vj)]
vi,v5,v €V 1 1<i<k<j<n,
rleQ(viﬁvj)vrQEQ(vi,vk)7r3eQ(vk,vj) :
(r1,r2,r3)¢TC

Nous pouvons ainsi définir la transformation dR@GQ vers une formule propositionnelle, en prenant
en compte les clausesL.O, AM O et Conflits

Définition 81 (Transformation directe) Soit A/ un RCQ. La transformation directe associéeM est
définie par :
E'(/i\i[rect _ E'IXX/LO A E'I/\4/_MO A Effonflit

La définition de la transformatiodirecte nous permet alors de vérifier certaines propriétés liées a
la cohérence dRCQ et de la formule associée. Dans un premier temps, nous pswafirmer que la
transformation estorrecte

Proposition 4 Soit ' unRCQ. SiN est cohérent, anrEjl(FeCt est satisfiable.

Preuve Pour montrer cette proposition, posané = (), Q) unRCQ. Supposons qu'il existe un scénario
cohérentN' C N tel queN’ = (V, Q).

A partir du scénario\”’, posons une interprétation compléiede Ej{?’ect telle que sir € Q’(vi,vj),
alors [r € Q(u,v,)] € 1, SINON=[r € Qy, )] € p. PuisqueN” est cohérent, alors il est fermé par
composition faible. Nous déduisons donc, pour tgub;, v, € V tels quel < 4,5,k < n, qu'il existe
ri,ra,rg € Btels queQ’(ij) ={r}, Q’(vi,vk) ={ry} et Q’(Wj) = {r3}, avecr; € ry o r3, c'est-a-dire
que(ry,re,r3) € TC. Pour toutry,re,r3 € B tels que(ry, ra,r3) € TC:ry & Q’(ij) oury ¢ Q/(Uiﬂ)k)
ours & lek,vj)' Or, puisqueN’ C N, nous savons qu@’(vi,vj) C Q(u; ;) POUr toutv;,v; € V avec
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1 < i,7,k < n. Nous pouvons donc garantir quéir; € Qy,,v;)] € £ 0U=[r2 € Q)] € 1 0OU
—[r3 € Q(uy,vp)] € p- psatisfait la clausen[r1 € Qy, )]V lr2 € Qu; )] V 7lrs € Qo v;)] POUr tout

r,ro, r3 € Btels que(ry, ro, r3) € TC. Le modéle, satisfait donc Iaformulejff’"f”t. Par construction,
N’ est un scénario da/, doncy est un modéle dE{#C A S4MO . Par conséquenty satisfait Sgirect,
SiN est satisfiable, anrEﬁl\Z/“ect est satisfiable. O

Nous ne pouvons pas affirmer que la transformafiomcte soit compléteX¢rect = £4L0 AxAMO
donc tout modéle dEj{’}TeCt peut étre associé a un scénario par la proposition 3. Cependat modeéle
de xduect pest pas nécessairement associé & un scénario cohérefarmuae 3"/ modélise la
propriété de composition faible, qui n’est pas suffisantér pigécider de la cohérence d’'un scénario dans

le cas général.

Exemple 15 Considérons pour exemple I'algébre des intervalles cyeli et particulierement IRCQ
représenté Figure 2.5 présentant un scénakivo-fermé mais incohérent. Puisque’ est o-fermé,
Eff"f“t ne contient aucune clause, car il n'existe pas;, vy € V, tels QueQy, v,) = {1}, Q) =
{FQ}, Q(Uk,vj) = {r3} aVEC(rl, ro, r3) ¢ TC.

nareet = [ppi € Qax) Alppi € Qua,x)I A lppi € Qe x)I A Im € Qa,p)I A m € Q)] Nmi €
Qa0 Ej{’?ect admet bien un modéle et, par conséquent, cette formule tistidae. Pourtant, le
scénario est incohérent.

Proposition 5 Soit A unRCQ. Si Ej{’}mt est satisfiable, alors il existe un scénan@ C N o-cohérent.

Preuve Considérons\V = (V, Q) unRCQ et Ej{}’“ect la formule propositionnelle obtenue par transfor-
mation directe dé\. Supposons quﬁﬁl\?’“ect soit satisfiable et qu’elle admatpour modele.

Tout d’abord, puisque: est un modéle dE{7<, alors 1. est également modeéle dE)/C A MO
Par la proposition 3, nous pouvons décrire un scénario ndisgaV’ = (V, Q') associé a tel queN’ C
N et, pour toutr € B etv;,v; € Vaveci < j : Q’(ij) = {r} si et seulement gi([r € Q(,,,,)]) = 1.

Vérifions maintenant qu&” esto-cohérenty satisfaits”"/'", par conséquent, pour touf, v;, vy, € V

avecl < i <k <j<nr € Quur € Quu s € Quu, tel que(ry,ra,r3) & TC, nous
savons queu satisfait toute clause[r; € Q)] V ~lr2 € Q) V —lrs € Quy,0p))- Dans le
scénario associé a, si (rl., ro,r3) & TC alor? & Qv OU/I’Q & Qo) OUTS & Q- !Dar
conséquent, quels que sm@@vi’vj) ={n}, Q(%.Uk) ={ry} et[Q(UMJ_) = {r3}, nous pouvons affirmer
que(ry,ra,r3) € TC. Nous avons donc construit un scénag, tel queQ’(vi o) - zw o) © ?vk )
pour toutv;, vj, v, € V avecl < i < k < j < n. Par la proposition 1, nous pouvons étendre ce résultat
aQ(,.0;) € Quron) © Qo) POUN toUty;, vj, v € V avecl <, j, k < n. N est donc-cohérent.[]
Corollaire 2 Soit N un RCQ construit sur un formalisme qualitatif. Si la<-cohérence est complete
pour décider de la cohérence d’un scénario dansalors 47 est satisfiable si et seulement\§iest
cohérent.

La preuve est immédiate. S'il existe un scénaricohérent deV, il est également cohérent, &f
est satisfiable. Dans le cas des formalismes qualitatifs lesquels lac-cohérence est compléte pour
décider de la cohérence d'un scénario, la transformatioacte est correcte et compléte pour décider
de la cohérence d'uRCQ. Décider de la satisfiabilité de la formule propositionaglermet donc de
décider de la satisfiabilité du réseau de contraintes qtiaés.

La formule Eff"ﬂ“ est composée d(ag)\B\?’ clauses ternaires. La complexité algorithmique en
temps (resp. en espace) dans le pire des cas pour consirfarenule propositionnellEffO”ﬂ” est donc

O(n?|B|3) (resp.O(1)). La transformatiorE47 << est donc polynomiale en temps dans la tailleRfiQ.
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5.3.2 Utilisation des supports

Dans le méme cadre d'étude, définissons les contraintesirdeartuples supports, et démontrons les
mémes propriétés. Pour cela, nous utilisons égalemerilada composition telle que;, ra,r3) € TC
si et seulement si; € ry o r3. Posons\V' = (V, Q) un scénario et les variables, v;, v, € V, avec
1 <1i,j,k <n.N esto-cohérent sup;, v;, vy Si et seulement si il existe un € Qv;,0)) 12 € Qogp)
etry € Q.0 telle que(ry, ra,r3) € TC. Comme énoncé dans le chapitre 4, de nombreuses formes
de cohérence locale peuvent étre modélisée. Nous faiseh®ibe de composition faible afin de décrire
cette contrainte par : €y, ,,) = {r2} €tQy, ;) = {rs}, alors3r € Qy, ;) 111 Er20r3.

Définition 82 (Formule Ef}‘pp‘)”) Soit V' = (V, Q) unRCQ. La formule « Support » associée\aest
décrite par :

Support __
E./\/ = /\ —\[rg S Q(vi’vk)] V —|[r3 S Q(vk’vj)] V \/ [r1 S Q(Ui’vj)]
V3,05,V €EV:1<i<k<j<n, rleQ(UN,j):
rQGQ(Ui,v,C)JSEQ(vk,vj) (r1,r2,r3)€TC

La formuleSupportgpermet de compléter les formuldd.O et AM O et de définir la transformation
par les supports.

Définition 83 (Formule X5,) SoitVV unRCQ. La transformationsupport est définie par :
S8 = SAFO A S{MO A iprrert

Comme pour la transformation utilisant les conflitgats est correcte mais n'est pas compléte dans
le cas général.

Proposition 6 Soit AV unRCQ. Si NV est satisfiable, alor¥}, est satisfiable.

Preuve Soient\' = (V, Q) unRCQ et A/ C A un scénario cohérent d&’ tel queN’ = (V, Q).
Posonsy: une interprétation de_3,, telle que pour tout € B, sir € Q (v, ,0;) AlOrS [r € Q(%vj)] € u,
Sinon[r S Q(vi,vj)] Z .

Puisque le scénarid/” est cohérent, alors il estcohérent. Nous déduisons donc, pour tqub;, vy, €
Vtels quel < i,j,k < n, qu'il existery,ra,r3 € B tels queln € Q)i [r2 € Qo) €t
[r3 € Q(Uk,,vj)] etr; € ry org. Considérons la formul@ff‘mﬂ“. Pour toutes relations atomiques
r e Q(quk) etr € Q(vk,vj) :

— Sir # rg our # r3, alors toute clauser € Q(y, ;)] V [r' € Qo] V Vr”EQ@i,vj)ﬁ(rzora)[r” €

Qv v;)] st satisfaite pap puisque-[r € Qy, ;)] € pOU=[r € Qyy 0] € 5
— Sir=ry etr = r3, alors toute clausei[r € Q(y,v,)l V 7[F € Qv v/ V \/r,,eQ(w]_)m(rwg)[r” €
Qv v;)] €St satisfaite pap si et seulement si il existé € Q,, ., tel quer” € Qy, ;) N (r2or3).
Or, [ € Q(Ui’vj)] € u.
Par conséquenty est un modéle de‘”"/"". De plus, trivialement, puisque” C A et par construction
de 1, la formule S4#€ A S4MO est satisfaite pap:. La formule 3, est donc satisfaite pau. Par
conséquent, sV est satisfiable, alor¥’}, est satisfiable. O

Proposition 7 Soit A" unRCQ. SiX§, est satisfiable, alors il existe un scénand C N o-cohérent.
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Preuve Soient\V' = (V, Q) unRCQ etX}, la formule propositionnelle associéeNa. Considérons que
soit satisfiable et qu’elle admetpour modele.
S soit satisfiable et lle admet del
La proposition 3 permet de définir (RCQ atomique normaliséV” = (V, Q) associé &, tel que
N’ C N, et pour toutr € B, v;,v; € V aveci < j, Ql(vi,vj) = {r} si et seulement $i € Q(,, )] € p.
Vérifions maintenant qud/” soit o-cohérent. Posons;,v;,v, € Vavecl < i < k < j < n
et Q) = {nh Qo = {r2h @, 0,y = {rs}. Par hypothése: satisfait X3, Puisquelr, €
Qu;,u)) € Het[r3 € Qyy 0] € p laclausen[ry € Qy, v,V lrs € Qo 0] v\/reQ(Ui’vj)ﬂ(rzorg,)[r €
Q(v;,0,)) €St satisfaite pay si et seulement é\}/reQ(wj)m(mrS)[r € Qv v;)) est satisfaite. C'est-a-dire
satisfaite paru si et seulement si il existec Q’(vi o) tel quer € lei vy) 0 (re © r3). Par conséquent,
rnermnorget®,  CQ. oQ, . pourtoutv;,v;,v, € Vavecl <i < k < j <n.la
. (vlvvj) (vuvk), , (vl_mvj) . . J
proposition 1 nous permet de généraliser ce résultat a tout;, v, € V avecl < i,j,k < n. Nous
pouvons conclure que Eif, est satisfiable, alord/” esto-cohérent. d

Afin de compléter la transformatiosupport, nous pouvons également spécifier cette proposition a
certains formalismes qualitatifs.

Corollaire 3 Soit A/ unRCQ construit sur un formalisme qualitatif. Si tacohérence est compléte pour
décider de la cohérence d'un scénario, alaig: est satisfiable si et seulement\Siest cohérent.

La transformatiorsupport est donc correcte et compléte pour décider de la cohéresdeCd sur
les formalismes qualitatifs pour lesquelscl@ohérence est compléte pour décider de la cohérence d'un
scénario.

La formule propositionnell&, est composée dg}) | B|* clauses de taille+|B| dans le pire des cas.
La complexité algorithmique en temps (resp. en espace)ldguige des cas, pour construire la formule
Ef}‘pp‘)” est donaD(n?|B|?) (resp.O(|B|)). La transformatiorts; est donc polynomiale en temps dans
la taille duRCQ.

Le tableau 5.1 illustre les dimensions des différentes ibesCNF définies et la complexité algorith-
mique en temps et en espace pour les calculer dans le pirasleRemarquons la formule résultante est
trés imposante. Supposons REQ construit sur I'algébre des intervalles, composé@eariables et de
1.225 contraintesorientées La table de composition, contenar®9 tuples, est transformée poi®.200
triplets de variables. Ainsi, plus de six millions de clasisgodélisent la propriété de faible composition
pour leRCQ.

Dimensions Complexité algorithmique
Formule | Nombre de clauses Taille des clauses Temps Espace
557 (2) |B] O(n*(B) o(|Bl)
o | ) 2 |owlBh) | o)
Egonﬂzt (g)’B’?, 3 nB‘B‘B 1
P (3)IB8 2+ |B| O(n*|B]?) O(B])

TABLE 5.1 — Dimensions de la formuleNF et Complexité algorithmique dans le pire des cas

5.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté deux transformatfiiorde modéliser uRCQ, quel que soit
le formalisme qualitatif binaire utilisé, en formu@NF. Par une description naturelle de la microstruc-
ture duRCQ), nous nous appuyons sur les approches développées par &vilakif, afin de modéliser
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les tuples interdits de la table de composition et en sintuéapropriété de composition faible par la
propagation unitaire. Les deux transformations sont ctegse mais ne sont pas compléetes dans le cas
général. Elles permettent de prouver I'existence d'un a&gér-cohérent, ce qui n'est pas un critére
suffisant pour décider de la cohérence. Cependant, pourrdbreax formalismes qualitatifs, tels que
I'algébre des intervalles ou le formalisrRECS, les transformations sont complétes. Nous pouvons donc
décider de la cohérence dBREQ en exploitant les outils algorithmiques développés powrébleme
SAT.

La transformation d&CQ en logique propositionnelle a fait I'objet de récentes étudn peut citer
la décomposition de formulgaNF issues d&RCQ pour améliorer la résolution [Let al. 2009]. D’autres
approches visent a réduire la taille imposante de la tabt®xposition de certaines algébres qualitatives
[L1 & RENZ 2010]. La transformation en logique proposionnelle a égald été utilisée pour la fusion
de RCQ [CONDOTTA et al. 2008]. Une étude comparative des algorithmes de résoluesRCQ a
été mené dans [MSTPHAL & WOLFL 2009]. Les auteurs montrent que la transformation en lagiqu
propositionnelle présente un intérét lorsque le calcubdedohérence est difficile eRCQ.

Les perspectives a nos travaux sont évidemment d'étudiBa@apter les techniques algorithmiques
du cadre propositionnel, telles que I'analyse de conflittapprentissage. Au méme titre que pour les
transformations deRCD vers les formules propositionnelles, nous pouvons égaleaexploiter des pro-
cédés de simplification afin de déduire de nouvelles tramsftons. De nombreuses approches peuvent
également étre envisagées pour répondre au probléme dedeence deRCQ sans exhiber de scéna-
rio cohérent ou pour définir de nouvelles formes de cohémelamles. En particulier, des formes de
cohérence locale pour 168CQ plus fortes que la-cohérence, qui sont difficiles a manipuler dans le
cadre qualitatif. Nous souhaitons également diriger node&t vers la « réduction » de la formule pro-
positionnelle obtenue. Pour RCQ relativement petit, le nombre de clauses est conséquaamnuent
a cause de la modélisation de la table de composition powguehtiplet de variables. Or, ces clauses
ont toujours la méme structure, la méme forme et la méme démanseules les variables impliquées
changent. Nous ne pouvons affirmer, dans le cas généraladaiié de cette formule est un frein a la
résolution, mais elle peut contribuer a rendre la tache dgilisile. Ainsi, nous pensons qu'il peut étre
intéressant de se diriger vers la compilation de connaigsaimu encore vers le domaine émerganil
(pour SAT Modulo Theory.
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Chapitre 6

Du probleme CSP qualitatif au probleme
SAT en exploitant les classes traitables
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6.4 Conclusion

6.1 Introduction

De nombreuses transformations vers le cadre propositi@iagpuient sur un schéma commun :
établir une analogie entre interprétation, scénario ¢amtsation, ainsi que modéliser certaines formes
de cohérence locale pour décider de la cohérence RI® ou d’'un RCD. L'approche que nous pro-
posons dans ce chapitre ne se concentre pas uniquementsténario, mais sur dédCQ définies sur
des classes traitables. Nous proposons une transfornisgios de la définition de la classe des relations
convexes. Pour cela, nous exploitons la structure deisreldl certains formalismes qualitatifs, en mo-
délisant les intervalles du treillis et représentant lexppétés de celui-ci a 'aide d’une formu(@NF.

En nous concentrant sur un cadre ol la méthode de fermetuoempgosition faible est compléte pour
le probléme de la cohérence dRE6Q convexes, nous montrons que notre transformation estotere¢
compléte pour le probléme de la cohérenceRIER.

Dans ce chapitre, nous proposons tout d’abord un apercurdpgéiés du treillis conceptuel qui
constitueront le cadre d’étude de notre transformationadipde ces propriétés, nous dirigeons notre
étude vers la logique propositionnelle en définissant lesi@s propositionnelles et les propositions
gu’elles décrivent, puis nous décrivons notre transfoiangiar la représentation des propriétés du treillis
conceptuel en tant que formul€NF. Nous nous intéressons ensuite aux propriétés de comelétd
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la transformation. Dans un premier temps, nous montronsaginansformation proposée est correcte et
compléte pour le probléme de la cohérenc®@€ convexes. Cette approche nous permet de généraliser
ce résultat au cadiRCQ en général lorsque la méthode de fermeture par composiible fest compléte
pour le probléme de la cohérence ®R&Q convexes.

6.2 Transformation

6.2.1 Exploiter le treillis conceptuel

La transformation proposée permet la représentation BGQ en une formuleCNF dans le but
de décider de la cohérence d'®€Q. Pour cela, nous exploitons I'ordre partiglsur 3 de I'algébre
considéré. Un pré-requis a cette transformation est temte de cet ordre partiel, pour lequel certaines
propriétés doivent étre vérifiées. Tout d’abord, le coyBle=<) doit étre un treillis. Par conséquent, deux
élémentsn f, sup € B doivent étre, respectivement, la borne inférieure et ladsupérieure dB, donc
inf < retr < sup pour toutr € 5. (B, <) doit également vérifier, pour tout, ro, r3 € B, les propriétés
suivantes :

— laréflexivité ir; <ry;

— la transitivité : sir; < r3etrg < rqalorsr; <ry;

— l'antisymétrie : siry < ry €try < ry alorsry = ro.

Afin d’exploiter une telle structure, nous allons utilises lintervalles de celle-ci. Pour toyt ry €
B, lintervalle [r; ; ro] représente la relation d&® définie parfr; ; rs] = {reB:ri <rAr=<ry}.
Pour de nombreux formalismes qualitatifs§KEL 1991, NEBEL & BURCKERT 1995, LGOZAT 1998a,
BALBIANI etal. 1999, BALBIANI & CONDOTTA 2002] un tel treillis existe. Il est appelé treillis qualita
ou conceptuel et 'ensemble des interval{és ; ro] : r1,ro € B} n'est autre que la classe de relations
convexe< ne contenant pak N = (V, Q) est unRCQ convexe si et seulement&i,, »,) = [r~ ; rt]
pour toutv;, v; € V. Dans la suite, uRCQ convexe sera denoRCQ¢ pour «RCQ Convex ».

FIGURE 6.1 — Le treillis conceptudlB, <) de Al (& gauche) et uRCQ¢ cohérent

Nous rappelons le treillis conceptuel de I'algébre deswalies Figure 6.1 et nous présentons égale-
ment unRCQ convexe. CRCQ¢ est une simplification de 'exemple 2.3 du chapitre 2, daqaéétrois
étudiants se partagent le temps de cours pour les correct@marquons que d&&CQe est cohérent
puisqu’il esto-cohérent.

Dans la suite, nous admettons également deux nouvellesdtéspsur B3, <) concernant les opérations
d’inverse et de composition faible. Celles-ci ont été déiméms par Ligozat [LGOzAT 1991] en étudiant
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une généralisation de l'algebre des intervalles, et enidééint les propriétés des treillis quelle que soit la
généralisation. Associées aux propriétés élémentaireeitlis, celles-ci constituent notre cadre d’étude
pour la transformation d’'uRCQ en formuleCNF.

1. pourtoutry,ry € B, sir; < ryalorsry ' <ryt;
2. pour toutry,ry € B, r; ¢ ry est un intervalle déB, <) ;
3. pour toutry,ro,r3,rgy € B, [r1; ra] o [rs; ra] = [Inf(ry o r3); Sup(ra o ry)].

6.2.2 Définition des variables propositionnelles

Pour transformer uRCQ en formule propositionnelle en utilisant la classe deimia convexes,
nous définissons une transformatidp qui, a toutRCQ, associe une formul€NF. Pour cela, nous
allons utiliser le méme procédé que Nebel et Birckert pofinidées relations ORD-Horn, c’est-a-dire
que nous allons modéliser une théorie - les propriétés dlistreen une formuleCNF. Avant cela, il
nous faut définir les propositions et variables propositidies.

Nous souhaitons modéliser des intervalles de relationnigtees a l'aide de I'ordre<. Pour cela,
nous allons décrire une relation atomique « minorante » ejenante » afin de décrire la relation d’'une
contrainte qualitative. Pour;,v; € Vetre B :

— la variable propositionnelléQ) ., ;) = r] modélise la proposition « Il existe une relatiéne

Q(u;0)) telle quer’ <r»;
— une variable propositionnelle < Q(%vj)] modélise la proposition « Il existe une relatigne
Qv ;) telle quer </ ».

Posong € B etv;,v; € V. Par la propriété d’antisymétrie, s'il existe une relatior Q(u;,0;) telle

quer’ <retr < r', alorsr € Qy, v;)-

La figure 6.2 illustre le treillis conceptuel de I'algébresdatervalles pour une contrainte qualitative
quelconque par larelation completgg,, ..y = [s; si] = {s,eq, si}. Sur celui-ci, les relations atomiques
de 'ensemble{r € B : 3r' € Qy,0;),r" = r} sont encadrées en vert. Ainsi, il existe une relatiow
Q (v, ;) telle que pour tout € [b; si], nous ayons =< r'. De la méme fagon, les relations atomiques de
'ensemble{r € B: 3 € Q(v;,0,), N = r'} sont encadrées en rouge. Par conséquent, il existe uriemelat
' e Q(v;,0,) telle que pour tout € [s ; oi], nous ayong’ = r. Par la propriété d’antisymétrie, 'ensemble
{reB:3r € Q)" JrAr <r}correspond a la relation complefe; si] N [s; oi] = [s; si] et
coincide ave) ,, v,)-

FIGURE 6.2 — lllustration du treillis conceptuel et des propositiale la transformation
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PosonsN = (V, Q) unRCQ et T¢(N) la formule associée par notre transformation. L'ensemble
des variables propositionnelles de la formule éléments, es

vars(Te(N)) = {[r X Q)] : vi,v; €V AT EBYU{[Qu,0;) 21 10105 EV AT E B}

6.2.3 Des propriétés du treillis conceptuel aux formule€NF

Sur les variables propositionnelles, nous devons déesrpriopriétés du treillis Pour cela, nous défi-
nissons, dans un premier temps, deux applicatiohet Sup qui, a tout ensemble de relations atomiques,
associe respectivement la borne inférieure et la bornegisupé de cet ensemble.

Définition 84 (Infimum et Supremum) SoitR C B etI(R) = [r~ ; r'] la fermeture convexe de.
L’infimum deR, notéInf(R), est la borne inférieure de l'intervalleg™ ; r*] telle quelnf(R) = r~. Le
supremum d&, notéSup(R), est la borne supérieure de l'intervalle” ; r*] telle queSup(R) = rt.

Pour illustrer la définition 84, nous pouvons prendre I'eplarde relations sur le treillis des inter-
valles :{fi,d} et{o,eq,0i}. La fermeture convexe es{{ fi,d}) = [o; f]. DoncInf({fi,d}) = o
et Sup({fi,d}) = f. De méme,l({o,eq,0i}) = [o; oi]. Par conséquentnf({o,eq,0i}) = o et
Sup({o, eq,0i}) = oi.

Dans la suite, nous considéraks= (V, Q) unRCQ normalisé construit sur un formalisme qualitatif
de relations atomiques et de domainé.

Infimum et Supremum La définition de supremum permet d’affirmer, pour taut € B et pour tout
v;,v; € V, quer X Qy, ;) Bt X Qqy, ;) PErMettent de déduidup({r,r'}) =< Q(,, .,). Par la défi-
nition d’infir.n,ur,n, nous avons égale.zment,@@%vj) =< r etQ(W.,j) <r, anrsQ(.UWj) =< Sup({r,. r'}). '
Cette propriété est nécessaire puisque nous exploitonseldd®ns convexes, il faut donc traiter uni-
guement des intervalles du treillis, et pour cela hous manis les bornes de la fermeture convexe des
relations.

/\ /\ _||:Q(U'L7vj) = r] \ _'[Q(vi,vj) = r,] v [Q(vmvj) = Inf({r> r,})] (Infimum)
(vi,v;€V) (r,r eBir£r!)

Téar (V) = A

A A —fr < Q(vi,vj)] VAl = Q(vi,v,-)] V [Sup({r,r'}) = Q(vi,vj)] (Supremum)
(Vi  €V) (r,r' €Bir£r) :

Remarquons que, si les clauses d'infimum et de supremum alooiées pour une relation convexe
[r,r], alors elles sont tautologiques. La clause d'infimum devig) < r] vV =[Q < r] VvV [Q <] etle
supremum est[r < Q] V[ X Q] V[ = Q]. Les seules relations atomiques concernées sont donc les
relations atomigques « incomparables », c’est-a-difer’ etr’ £ r quels que soient, r' € B.

Transitivitt  Nous pouvons également définir la propriété sur la trargitoes relations. Considérons
vi,vj € V etr,r' € B. Trivialement, sir’ < retr < Q(y, ;) AlOrsr’ < Qy, 0,)- Ainsi, sir £ r' et
r < Q(Uiﬂ)j) anrsQ(%vj) A r.

i B A A [r 2 Qo) V D[Qu vy =] (Transitivité)
TSAT(N) T (0,05€V) (' €BirAr) (wises) (v

Auregard de la définition des variables propositionnelkepropriété de transitivité permet de garan-
tir, pour toutQ, »,) = [r~; r*], que le supremum des minoramts 3, resp. I'infimum de majorants
r € B, esttelque < r—, resp.rt <.
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Inverse S’ensuit la modélisation de la proprieté d'inverse d'uriatien. Considérons € B etv;, v; €
V. Sir < Qqu, ;) AlOrsQy, )" X r~ 1. De méme, s, ..,y = ralorsr < Q)"

/\ /\ _‘[r = Q(Ui,’vj)] v [Q(vi,vj)_l = ril]

(vi,v;€V) (r€B)
TgAIT (N ) =A . . (Inverse)
A AN Quiwy) SV 2 Q)

(vi,v;€V) (reB)

Composition faible Enfin, nous modélisons également la propriété de compodaible sur les rela-
tions atomiques du treillis. Pour deux relations convexkes ri],[r; ; ri] €C, [ry ; r{]olry 5 i) =
[Inf(r; ory) 5 Sup(rf orf)]. Posons,r € B etv;,v;,v; € V. Nous en déduisons quersik Q,, )
etr' < Q) aI?rsInf(ro ') 2 Q). Mais également, s)(,, ) = r €t Q,, .,y = r alors
Qv ;) = Sup(ror’).

/\ /\ <—|[r = Q(vi,vk)] \4 _'[r, = Q(vk,vj)] \ [Inf(r<> r,) = Q(vi,vj)]>

(vi,vj,0,€V) (r,r'e€B)
I
TorNV) =A

A A (ﬁ[@(w,vk) =V Qg vy 2TV Qv ;) = Sup(ro f')])

(vi,vj,0,EV) (r,r'e€B)

6.2.4 Découpage et transformation d’'urRCQ

Nous pouvons remarquer qu'il est difficile de restreindem$emble des variables propositionnelles
dans le cas général. Contrairement a des transformatioascmlassiques », s'attachant & modéliser des
scénarios, il n'est pas possible de restreindre notre éudadre d’'un graphe orienté acyclique, c'est-a-
dire a toutv;, v; € V aveci < j. Un modele n’est pas associé a un scénario, donc la prapoditie tient
pas dans ce cadre. De plus, la description des variablesgitiopnelles démontre que nous ne pouvons
pas restreindre les variables propositionnelles a la miiaroture duRCQ, c'est-a-dire aux relations
atomiques uniguement présentes dans les relations cossplies contraintes qualitatives. Néanmaoins,
nous concentrons notre étude suR€K) normalisés, et nous pouvons donc supposer, pour toutdleria
v €V, Q(vi7Ui) = {id}.

Pour définir notre transformation, nous supposons, dansemi@r temps, gue nous traitons des
RCQc¢. En d'autres termes, pour touf,v; € V), nous savons que(y, ;) € C, et doan(vi7vj) =
[r~; rT]. Puisque tout modele doit satisfaire[r— < Quivp)] € 1 €[Q(, 0y =2 rt] € u, il nous faut
imposer la contrainte « au moins unel%.0.

Té/k'?('/\/) = /\ [I’_ = Q(vi,vj)] A [Q(vi,vj) = r+]

(Uiavj EV:Q(vi,vj):[r7 5 r+])

Définition 85 (T¢(N)) Soit N = (V, Q) un RCQ¢ construit sur un formalisme qualitatif de relations
atomiquess.

Te(N) = TEaP (W) A Tear (V) A Tear (V) A TERT (V) A TERT (V)

En nous focalisant sur le cas de la transformation ®R@®: A/, nous pouvons remarquer que la
définition de chaque formuleTEXQ(N), T\ (N), T W), TEL(N), TIL (V) sont uniquement

99



Chapitre 6. Du probléme CSP qualitatif au probléme SAT efo@gpt les classes traitables

des clauses de Horn. TORCQ¢ N peut donc étre transformé en une formule de HBgi\V). Il est
donc possible de décider de la satisfiabilité T¢g ') en temps polynomial lorsqu&’, nous verrons
ensuite la complexité algorithmique pour construire ciettenule.

L'objectif est, bien évidemment, de pouvoir utiliser lartsformation sur touRCQ. Les propriétés
se focalisent sur le treillis conceptuel du formalisme ati utilisé. Par conséquent, les formul€hllF
obtenues pail ¢ pour desRCQ distincts construits sur un méme formalisme qualitatif eedgféren-
cient que par les clausél'é,k?. Pour généraliser la transformation, nous pouvons reneargue toute
contrainte qualitative, décrivant une relation,, .,) € 28 peut toujours étre découpée en une partition
dek relations{Q(,, , ..., Qf, )} aveck < [B], telle queQ(, ;) = Uer,..k @y ;) €1 Q)
est une sous-relation convexe, pour tbwt [1 ; k]. Ainsi, Q =[;rfJU...U[r, ; r] avec
r,,r; € B pourtoutl € [1; k.

La figure 6.3 illustre le découpage de la relation complgxen, d, eq, f, si, oi, mi} en sous-relations
convexes. Notre choix de découpage se portdisuin], [d ; d] et [eq ; mi]. Notons, dans un premier
temps, que le découpage n’est pas unique. Notre choix gurag porter suip ; m|, [d ; mi] etleq ; si].

De plus, toute relatiofr} € 25 peut étre décrite par une relation convéxe r]. Dans le pire des cas,
une relationR € 25 peut donc étre découpée HR relations convexes. Dans le cas des relations de
l'algébre d’Allen, le nombre de relations convexes nédessgour un découpage minimal est3185

en moyenne [EBEL 1997]. Nous supposerons, dans la suite, que le découpagtieestié par criteres
afin d’obtenir un découpage unique pour chaque relatictPde

i,0;)

FIGURE 6.3 — Découpage de la relatidih, m, d, eq, f, si, 0i,mi} de I'algébre des intervalles en sous-
relations convexes

Pour toutv;, v; € V, la modélisation d€),, .,y sera une formul®NF qu'il sera nécessaire de trans-
former en formuleCNF. La conjonction de ces formules pour chague; € V décrit la transformation
TALD dans le cas d'uRCQ.

[rl_ = Q(U v)] A [Q(U v;) = rf]
vV isVj isVj
TR - A (" )
v,V €V
(@upy=t sri1outz 1)

La formule TALQ (NV) n’est pas une formule de Horn dans le cas général.

[r]; = Q(vi,vj)] A [Q(vi,vj) = r]—:]

Exemple 16 Pour illustrer le découpage et la transformatidr@,k?, reprenons I'exemple 10 du chapitre
2 modélisé en utilisant I'algébre des intervalles. Pourgal pendant le temps d’'un coufs trois cor-
rectionsA, B etC doivent étre réalisées séparément. Nous ajoutons unesiotgtriviale lors de la mo-
délisation : A, B et C ne peuvent occuper l'intégralité du temps du cdlirdAinsi, les contraintes entre

100



6.2. Transformation

corrections sont représentées paf4 gy = Qa,c) = Q,c) = {b,m,mi,a} = [b; m] U [mi; a], et
les contraintes liées au temps de cours sont modéliseeQpaf) = Q) = Qe = {5:d, f} =
[s; d]U[f; f]. Lafigure 6.4 illustre le découpage en relations convexgdiguye.

[b; m]U[mi; qa

s;dlU[f; f] [s;
\ /

s mlUlmi; ol F i m] Ul d

s;dlU[f; f

FIGURE 6.4 — lllustration du découpage des relations sur le problden’exemple 10

Considérons la contraint€) 4 ) = {b,m, mi,a} = [b,m] U [mi,a]. Par la transformationT§4?,
nous obtenons la formuleNF :

b2 QuaplN[Quap =m
[mi 2 Qa,p)] N Qa,B) = a

Par la propriété de distributivité, nous obtenons la foreGNF suivante :

A [b 2 Qa,p)VImi X Qap)

A 0=2Qup]VIQus =4

A [Qa,B) M|V [b = Qap)
(Qa,By 2 M|V [Qap) =4

6.2.5 Dimension et complexité

Considérons uRCQ N = (V, Q), avec|V| = n, construit sur un formalisme qualitatif de relations
atomiqued3. Chaque proposition porte sur chaque relation atomiqug etesur tout couple de variables
v;,vj € Vtel quei # j. Par consequen2n(n — 1)|B| variables propositionnelles sont modélisées.

Les formules associées aux propriétés du treillis formmadigjualitatif sont invariantes quel que soit
le RCQ. Les propriétés dhfimumet desupremunsont appliquées a chaque contrainte qualitative, hormis
les contraintes d'identité, et sur tout couple distinct elations atomiques dans le pire des Qagn —
1)(“23‘) clauses de taill8 modélisent ces propriétés. Dans le pire des cas, la cortplaigjorithmique
en temps (resp. en espace) dans le pire des cas pour leecasutlona?(n?|B|?) (resp.O(1)). La
propriété ddransitivité est appliquée pour chaque contrainte qualitative et surcimuple de relations
atomiques,r’ € B tel quer £ r'. Ce qui correspond &a(n — 1)(‘?‘) clauses de taill, calculées en
O(n?|B|?) en temps et e®(1) en espace. La propriétéiaversedes relations s’applique également
pour toute contrainte qualitative sur relation atomiqueingose donc la création d&n(n — 1)|B]
clauses de taille, qui sont calculées en temps (resp. en espacé)(ef|B|) etO(1) respectivement. La
modélisation des formules de composition faible est définigout triplet de contraintes qualitatives, et
sur tout couple de relations atomiques. Le nombre de clagsatant est donzn(n — 1)(n — 2)|B|* de
taille 3. La complexité algorithmique en temps (resp. en espace) léguire des cas pour réaliser cette
opération est don®(n3)|B|? (resp.O(1)).
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Le cas des clause$LO est particulier puisqu’il dépend avant tout du découpafgerfé. En posant
k le nombre maximal de relations convexes utilisées pourujggroune relation complexe, et puisque le
découpage est effectué sur chaque contrainte qualitiif@mule ALO contient2*n(n — 1) clauses de
taille k. Notons que le découpage des relation@@@st réalisé priori, afin de garantir un découpage
optimal. Pour des formalismes qualitatifs, tels que I'algédes intervalles [KBEL 1997] ouRCC — 8
[RENZ & NEBEL 2001], le découpage moyen est faible par rappoi|aDans le cas de 'algébre des
intervalles, le nombre de clauses ﬂé,k? peut étre estimé a35°n(n — 1), soit approximativement
|B|n(n —1).

Le tableau 6.1 montre un récapitulatif des dimensions dertadle propositionnelle et la complexité
algorithmique dans le pire des cas pour calcller La transformationT. est donc polynomiale en
temps en fonction du nombre de variables, de relations gtoesisi et seulement 8F est de l'ordre
d’'une fonction polynomiale, ce qui est le cas pour la pluped algébres qualitatives sur lesquels un
treillis conceptuel peut étre défini. Notons, dans ce cas,tqutRCQ¢ peut étre transformé en temps
polynomial, reconnu en tant que formule de Horn en tempsnooiyal et la satisfiabilité de la formule
propositionnelle peut étre décidée en temps polynomial.

FormuleCNF Complexité algorithmique
Propriété Nombre de clauses| Taille des clauses Temps Espace
Infimum et Supremun}  2n(n — 1) (%)) 3 O(n?|B?) O(1)
Transitivité n(n —1) (5 2 O(n?|B?) o(1)
Inverse 2n(n —1)|B| 2 O(n?|B|) O(1)
Faible composition | 2n(n — 1)(n — 2)|B/? 3 O(n3|BJ?) 0(1)
ALO 2kn(n — 1) k 0O(2Fn?) O(k)

TABLE 6.1 — Dimension de la formule et complexité algorithmiquasdi pire des cas

6.3 Propriétés et complétude

6.3.1 Transformation inverse

Comme dans le cadre d'autres transformations, la premiape €onsiste a définir le « sens » d’'un
modéle d'une formule propositionnelle obtenue par Puisque les propriétés modélisées garantissent
de pouvoir extraire du modéle une borne inférieure et uneebsupérieure pour chaque contrainte qua-
litative. Cela permet, quel que saf un RCQ, de décrire un souRCQ de V.

Définition 86 (T ') SoientA = (V, Q) un RCQ et 1 un modéle del¢(N). Te 1 (p) est leRCQe
N = (v, Q) tel que, pour tout;,v; € V, Q(,, . = {id} et la contrainte qualitative@?vi’vj) =
[r~; r*] est définie par :

rm =Sup({re B: [r X Q) € 1});

rt = Inf({r € B: [Qu, ;) 1] € 1}).

Dans un premier temps, concentrons-nous sur la transfimmaiun RCQc. Nous pouvons montrer que
le RCQ obtenu pafT~! vérifie deux propositions majeures.

Proposition 8 Soient\V unRCQc et un modéle dd¢(N). Te~1(u) C .

Preuve SoientA/ = (V,Q) un RCQ¢ et u un modéle deT¢(N). PosonsN’ = (V, Q') un RCQ
tel queN” = T !(u) et montrons queV’ C N. Pour cela, montrons que pour touf,v; € V,
Qeuiwy) =[5 r] et = [r;; 5 rij] tels quer™ < < rf <rf.

(Uivvj)
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Du fait de la formuleT55?, nous savons quiil existe™ etr* tels que le cubér™ =< Q,..,)) A
[Qw;0;) v) = r*] soit satisfait. Par définition dd. et puisque la propriété de transitivité est vérifiée,
r— = r; et r+ =< rT. Montrons maintenant que; = r . 1 satisfait la proprlete d’'infimum et de
supremum nous pouvons en déduire Awatisfaitr;; < Q(U v;) B1Q ;0 = r - Orsir < rU, alors
u ne satisfait pas la propriété de transitivité. Par contrape il s’ensuit que;; j r Par conséquent,
pour toutv;, v; € V, Q?Ui’v]_) C Qv; ), €L dONCN” C V. O

6.3.2 Transformation correcte et complete

Jusqu’ici, nous avons défini une transformatighdesRCQ vers les formule€NF, polynomiale en
temps dans la taille dRCQ. Il convient maintenant de vérifier si celle-ci est correziteompléete pour le
probleme de la cohérence dRE€Q. Avant cela, prouvons une propriété qui nous sera utile tassite
concernant le treillig3, <) :

Proposition 9 Soientry, ro,r3,ry € B. Siry < r3 etry < ry alors nous avoninf(ry o ry) < Inf(rg o ry)
etSup(r; o rg) <X Sup(rz ory).

Preuve Posonsry,ry,rs,ry € B tels quer; < rg etry < ry. Considérons les relations convexes rs]
et [ry, r4]. Celles-ci sont bien définies. Nous savons fiues] o [ra,rs] = [Inf(ry © ra), Sup(rs < rq)].
De mémejrs, rs] o [ra, ra] = [Inf(r3 o ry), Sup(rs o r4)]. Par définition de la composition faible, puisque
[r3,r3] C [rq1,r3] et]rs, rq] C [r2, r4], NOUS SAVONS QUEs, r3] © [ry, r4] C [r1,r3] © [re, r4], et dondInf(rs o
ra), Sup(rgory)] C [Inf(ryora), Sup(rsors)]. Nous déduisons trivialemelnif (r; or2) < Inf(rsory). Parun
raisonnement similairgyry, r1] o [ro, ra] = [Inf(ry ora), Sup(riora)]. [r1,r1] C [r1,r3] €t[ra, ra] C [ra,r4],
donc|ry, r1] ¢ [ra, ra] C [r1,r3] ¢ [re, ra]. Ainsi,[Inf(ry o ra), Sup(ry ora)] C [Inf(ryore), Sup(rsory)]. Par
conséquentSup(ry ¢ ra) =< Sup(rs ¢ ry). Nous pouvons donc conclure quesi=< rs etry < ry, alors
Inf(ry o r2) < Inf(rz o ry) €tSup(ry o ra2) < Sup(rz ory). O

Montrons tout d’abord que la transformation estrectepour lesRCQ¢.
Proposition 10 Soit N un RCQ défini sur(B, <). SiN est cohérent alor3 ¢ (N) est satisfiable.

Preuve Posons\ = (V, Q) un RCQ¢ cohérent défini su(B, <). Si\ est cohérent, alors il admet un
scénario cohérens = (V, Q') tel queS C N et pour toutv;,v; € V, aveci # j, Q’(UW) = {si;}.
Nous définissons une interprétatipnde T¢(N) telle que, pour toub;, v; € V, aveci # j, et pour
chaque relation atomiquee B :

— sir < Q’ anrsu([r = Qo)) ) =1, sinonu([r < Q(v;)) ))=0;
= SIQ,, 4, < r alors 1u([Qv; ;) = 11) = 1, smonu([Q(UZ v) 1) =0.
PuisqueS est un scénario d/, nous avons;; < s;; =< rU, avecQ (v, ;) = [r;; Z]] Par conséquent,

1 satisfait la formuleT252 (N). De plus,s;; e B et (B, <) est un treillis, il s’ensuit que les propriétés
d'infimum, supremum et tran3|t|V|te sont vérifiées. Dono‘cbemulesTSAT(N ) et TL 1 (W) sont satis-
faites paru. Aussi,s;j = S5; ! et nous savons quersi < r; alors ry < rl_l Par conséquent, la propriété
d'inverse est vérifiée et la formulel{; (\) est satisfaite pay.

Montrons que la propriété de composition faible est vérifil@gsqueS est cohérent, il est-cohérent.
Nous avons dons;; € [s;k ; sik] © [Skj ; Skj] pour touti, 7,k € [1; n]. Ainsi,Inf(s;, © s5) =< 855 =
Sup(sik <o Skj)- Pour toutry,ry € B, sir; < Sik €trg < Skj alors |nf(r1 <& r2) = Inf(sik <o Skj) par la
proposition 9. Il s’ensuit quénf(r; o ry) < s;;. De méme, pour tout, ry € B, Sis;, =< ry €tsy; < ro
alorsSup(s;, ¢ si;) < Sup(ry ory) par la proposition 9. Nous avons dorg < Sup(r; orp). La formule
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TLG (W) est donc satisfaite par. Par conséquenty est un modéle de la formule: (). Ainsi, T¢(N)
est satisfiable. 0

Pour montrer que la transformation esimpléte nous exploitons la définition de la transformation
inverse.

Proposition 11 Soient\" un RCQc et un modéle dd ¢ (N). Te (1) est unRCQe o-fermé.

Preuve Soient\' = (V, Q) un RCQ¢ et . un modele satisfaisant:(N'). PosonsN' = (V, Q') le
RCQc vérifiant V' = T¢ 1 () et montrons que\” esto-fermé.
Considéronsy;, v;,vx € V, et posoni)%vi,vj) = [r5; 5 "5l Qo) = [ 5 r] et Q) o)

[r; 3 Ti;)- Montrons quelr;; ; r] € [ry 5 rif] o [rg; 5 ri;]. Par définition de\”, nous savongr, <
Q(Ui,’vk)] € pet [rkj 2Q vk,vj)] € p, amnsi que[Q(Ui,vk = rlk] € et [Q(Uk,,vj) = rl—g’—]] € p. Puisquey
satisfait la propriété de composition faible, nous pouvafismer queinf(r;, o r,;]) = Qo)) € ,u et
[Qv;.0;) = Sup(riy, 1)) € . Par la définition de la formuld g2, [r;; < Qu,,)] € 1 €t[Q ;) =
;5] w. Puisquep vérifie la propriété de transitivité[ i = Qu, UJ)] et [Inf(r;, o rkj) Q(v:,0)) ]
respectivement) ,, ,,) € rm] et[Qv;,0;) = Sup(r © rkj)] sont mutuellement satisfaits si et seulement

siInf(r;, orkj) < r;;, respectivement’; < Sup(r;, or,). Ainsi, Inf(r or) < < rf < Sup(rjons),

donclr,; rijs Z]] C [Inf(r Zk)rk] ; Sup(r Zkorkj)] Or, [r ; ;2] [rkj : rk]] [Inf(r Zk<>rkj) Sup(r Zk<>r/,‘:j)]
nous pouvons déduire que nous avlns; 7] C [y 5 1] o [ry; 5 rl. Pour toutv;, vy, v € V),
(wi05) S Qlvrvn) © Qop,vy)- NV €St donc urRCQ o-ferme. O

Cependant, il est nécessaire de spécifier celle-ci a cefaimalismes qualitatifs, pour lesquels la
méthode de fermeture par composition faible est compléte lpqrobleme de la cohérence d&EQ.
Comme énoncé précédemment, I'algébre des intervallesfotntialisme qualitatiRCC font parties des
formalismes qualitatifs vérifiant cette propriété. De lagmsition 11, nous énoncons le corollaire :

Corollaire 4 Soit A/ unRCQc pour lequel la méthode de fermeture par composition faibtecempléte
pour le probléme de la cohérence. |i(N) est satisfiable, alord/ est cohérent.

Preuve La preuve est immédiate. Posak'sun RCQ¢ pour lequel la méthode de fermeture par compo-
sition faible est compléte pour le probleme de la cohére8c€¢ (N) est satisfiable, alors il est possible
de construire urRCQ¢ N’ o-fermé. PuisquéV’ esto-fermé, il est également cohérent par hypothése.
Or, NV C N par la proposition 8. Par conséquent/ est cohérent. O

Pour ces formalismes spécifiques, la transformaliprest donc correcte et compléte pour le pro-
bléme de la cohérence dREQc.

Proposition 12 Soit A/ un RCQc. Si la méthode de fermeture par composition faible est cét@pour
la cohérence deRCQc, alors ' est cohérent si et seulementTsi(\) est satisfiable.

Preuve Dans le sens « si », supposons guesoit cohérent. D'aprés la proposition 10, nous pouvons
affirmer queT¢(N) est satisfiable. Dans le sens « seulement si », supposon3 M) admet un
modéleu. D’apres le corollaire 4, nous pouvons affirmer gqieest cohérent. O

Remarquons que la transformatidg sur unRCQc¢ peut étre effectuée en temps polynomiale dans
la taille duRCQc¢ et que la formule obtenue est une formule de Horn. La tram&ftion est correcte et
compléte pour le probléme de la cohérenceRIEQ., il est possible de répondre en temps polynomiale
a la cohérence d'uRCQ¢ en passant par la transformation définie. Ce résultat tejoidemment les
nombreuses études ayant démontré la traitabilité de Peblsedes relations convexes.

Nous pouvons maintenant étendre les résultats obtenudgmRCQ, au cadre général ddsCQ.
Pour cela, nous posons une proposition permettant de &ilienl entreRCQ. et RCQ.

104



6.4. Conclusion

Proposition 13 Soient\ un RCQ et N unRCQc tel queN” C N, et pour toutv;, v; € V, Qv ;) =
rs U Ul s ] etQ’v o = [r; ; r]avecl € [1; k]. SiT¢(N) est satisfiable alor3 ¢ ()
est satisfiable.

Preuve Tout d’abord, rappelons quears(T¢(N')) = vars(T¢(N)). Posong:’ un modéle dd ¢ (A7),
etv;,v; € V, aveci # j. Par définition deT¢, puisqueN et N’ sont construits sur un méme forma-
lisme qualitatif, les formule3¢(N”) et T¢(N) ne différent que des clauses obtenues Pgk?. Par
conséquenty’ est un modéle d&’,+(N') A T&T(/\/’) TUL(N') ATLG(N7) etil existe un modéle
p de TEar(N) A TET V) A TGN A TERT(A) tel que, pour tou;, v; € V et pour toutr € B,

[f = Qu.] € w siet seulement g < Q’vi’vj)] € /. De plus, par définition d&ALS sur un
RCQc, Té,k?(/\/”) est une formuléCNF ne contenant que des clauses unitaires. En particula'esatis-
fait [r, < Q(U ) JIA [Q’(vi,vj) <rfl.or, Qo) = 1 3 u...Ufr 5 ] etQ’(vi,UJ [r ;] avec
L€ [1; k]. Tg&2 (V) est une formul®NF pour laquelle il existe un cube t&f" < Q (v, 0,)] A [Q(v;,0,) =
r’]. PuisqueN” C N, [r; =< Q(vi,vj)] €y et [Q(vi,vj) =< r] € p/, nous pouvons affirmer que si
[ = Qo)) € 11 €[Qu ;) = 1] € p, alors p satisfait[r; < Q0] A [Qqu,v,) = r7]- Donc,
pour toutv;,v; € V etr € B, i/ satisfait TER2 (A7) et il existe un modeélg satisfaisanfT£5% (N). En
conséquence, Ji¢c(N”) est satisfiable alor3 (/) est satisfiable. 0

La transformation d'uRCQ N est basée sur un découpage des relations complexes erekatimis
convexes. Nous pouvons donc étendre ces propositions gécésal de®RCQ en utilisant le découpage.

Proposition 14 Soit N unRCQ. Sila méthode de la fermeture par faible composition estpdéi® pour
lesRCQc¢ alors \V est cohérent si et seulementTsi(\) est satisfiable.

Preuve Posons pour tout;,v; € V, avec: 7é J, la contrainte@,, ) = rysrfju.. U re r;]

aveck un entier et pour tout € [1; k], r; ,r;” € B. Dans le sens « 5| ». O est coherent alors il

admet un souRCQ N’ = (V, Q') cohérent tel que, pour tout;,v; € V, Q’ o) €St définie par une
k]

relation [r; ; rl+] avecl € [1; k] issue du découpage dg,, ;). Dela proposnlon 10, puisqug/”

est cohérent, nous savons q'ﬂg(/\/") est satisfiable, et par la proposition 13:(\) est également
satisfiable. Dans le sens « seulement si ». Posons un modgtsfaisantT(N'). Nous savons, pour
chaque contrainte,, ,,) € Q, qu'il existe un entierl € [1; k] tel quen satisfait la conjonction

17 = Qo)) AN [Quswy) = 1. En définissantV” = (V, Q') par Quiwy =131 1, nous obtenons

un RCQ¢ tel queN’ C N, dont la transformationT ¢ (N”) est satisfaite pay.. Par conséquent, d’apres

la proposition 12,/ est cohérent. Et dont/ est également cohérent. Nous pouvons donc conclure que
N est cohérent si et seulemenfTsi(\) est satisfiable. O

Dans le cas dBCQ), la transformationT ¢ est correcte et compléte pour décider de la cohérence d'un
RCQ.

6.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons défini une transformationRd&€$ en logique propositionnelle en
exploitant un ordre partiel sur les relations atomiques amélisme qualitatif utilisé, permettant de
décrire une structure de treillis. Cette structure apppmir de nombreux formalismes, tels que I'algébre
des intervalles ou le formalismRCC parmi les plus connus, et permet la caractérisation deedass
traitables, telle que la classe convexe. En axiomatisanpiepriétés du treillis, nous proposons une
transformation polynomiale en temps, basée sur le déceupegrelations dBRCQ en relation convexe.
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Dans le cadre deRCQ convexes, nous montrons que la formule obtenue est une li@cetHorn, que
Nous pouvons construire, reconnaitre et décider en tenhsqmoial dans la taille dRCQ. Pour leRCQ

en général, exhiber un modéle de la formule résultant de mi@nsformation permet de caractériser un
sousRCQ convexe. En restreignant notre étude au cadre des fornedismalitatifs pour lesquels la
méthode de fermeture par composition faible est correaterapléte pour le probléme de la cohérence
desRCQ convexes, nous prouvons que la transformafigrest correcte et compléte pour décider de la
cohérence d'uRCQ.

Pour poursuivre cette étude, nous souhaitons étendre & dthutres classes traitables, notamment
la classe des préconvexes qui est un sur-ensemble de la dEssonvexes, afin d'obtenir un découpage
plus faible des relations complexesRIGQ. Cette approche présente un inconvénient pratique quteésu
de la taille de la formule propositionnelle obtenue. Les m&propriétés sont définies sur tout couple
ou triplet de variables. Comme pour la transformation pségoprécédemment (Chapitre 6), il nous
semble intéressant d'orienter les recherches vers la ¢atiopi des connaissances ou encore vers le cadre
SMT (SAT modulo theo)y permettant une représentation plus compacte. Nousveyities €galement
la possibilité d’adapter cette approche aux transformatiaesRCQ vers lesRCD, pour bénéficier de la
compacité de®CD et des outils algorithmiques développés dans ce cadre.
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Chapitre 7

Du probleme CSP qualitatif au probleme
CSP
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7.1 Introduction

De nombreuses transformations vers le cadre propositienmet été présentées. L'un des inconvé-
nients majeurs réside dans la taille de la formule propositlle résultante. Le&3CD offrent un cadre
intéressant, avec des outils algorithmiques performaniae compacité de la représentation des infor-
mations. Le cadre que nous introduisons ici vise a faireal@gie entre la microstructure d'URCQ et
la microstructure dUiRCD, et de modéliser la propriété de composition faible du cadiaitatif. Pour
réaliser cela, chaque contrainte qualitativeRILQ est modélisée par une variable BGD, et chaque
relation complexe décrivant la contrainte est modéliséegpdomaine de la variable associée. Ainsi,
a unRCQ est associé uRCD unique et, en particulier, & un scénario est associ®@UD atomique.
Pour vérifier la cohérence locale &€Q, nous considérons la composition faible comme une comgrain
entre les relations atomiques, et nous modélisons la tabdemposition du formalisme qualitatif étudié
en une contrainte entre les valeurs. Nous montrons aingneehtre la méthode de la fermeture par
composition faible et cohérence d’arcs généralisée. @EpEnnous devons nous restreindre a certains
formalismes qualitatifs, pour lesquels la méthode de feursepar composition faible permet de vérifier
la cohérence d’'un scénario.

Dans ce chapitre, nous proposons et étudions une trangfomdesRCQ vers lesRCD. Dans un
premier temps, nous définissons le lien entre les micrdsires, dont nous vérifions la cohérence en
décrivant la table de composition du formalisme qualitétifdié par une contrainte RCD. Cette ap-
proche nous permet ensuite de faire le lien entre difféseitenes de cohérence locale.
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7.2 Définition de la transformation

Pour répondre au probleme de la cohérence BUAQ, I'approche par recherche exhaustive s'attache
a énumérer I'ensemble des scénarios et a vérifier leur aotgrdlous souhaitons pouvoir modéliser
I'ensemble de ces scénarios a I'aide dR@&D Pour cela, I'approche la plus naturelle consiste a caracté-
riser le lien entreRCQ atomique eRCD atomique. Cependant, il faut garantir la cohérence loocaleed
scénario, c'est-a-dire que celui-ci soitohérent. Par conséquent, la propriété de faible composibit
étre modélisée dans RCD et, pour cela, nous utilisons la table de composition du &isme qualitatif
utilisé.

L'approche la plus naturelle consiste a associer une \arigh € X duRCD a la relation de chaque
contrainte qualitative),, ,, du RCQ pour toutv;,v; € V. Ainsi, a chaque valeur € D, . duRCD
est associée une relation atomique Q,, v, 6. Par conséquent, il est nécessaire d'imposer la contrainte
d'identité sur toute variable;; € X, la contrainte d'inverse sur tout couple de variakles, ;) €
X x X etla composition faible sur tout triplet de variables;, x;, xkj)X?’. Cependant, nous souhaitons
manipuler defRCQ normalisés et caractériser un scénario cohérent. Noussiongalonc les contraintes
d'identité et d’'inverse implicitement, en nous restreiginal'ensemble des variables; telle quei < j.
Ainsi, z;i représente la relation identite, et puisque pour Qut; € V, Q, »,) = Q(vi,vj)*l, nous
pouvons déduire les valeurs du domainergea partir des valeurs du domaine €ig.

Définition 87 (Tpcn(N)) Soit A/ = (V, Q) un RCQ construit sur un formalismé™ de relations ato-
miquesB, avec|V| = n. Tpen(N) est la transformation déV permettant de définir uRCD P =
(X,D,C) tel que :

— pour toutv;,v; € V, avecl < i < j < n, estintroduite la variabler;; € X telle queD,, =

Q(Uiﬂ)j) ,
— pour toutv;,v;, v, € V, avecl < ¢ < j < k < n, nous introduisons une contrainte ternaire
Clasj winary) dEfiNIE AL o 0y = {(c,a,b) € B3 : ccaob}.

Ainsi, le RCD posséde(g) variables, et la taille du plus grand domaine g%t dans le pire des
cas. Les contraintes dRCQ sont liées par la table de composition faible. Chaque cioméralu RCD
correspond donc a un triplet de contraintes qualitativeR@Q, afin de modéliser la propriété de faible
composition. LeERCD est donc composé o@) contraintes ternaires. Le nombre de tuples de chaque
contrainte dlRCD est fonction du formalisme qualitatif et de la table de cosilpan. Dans le pire des
cas, il est de3/Bl. La complexité algorithmique en temps (resp. en espace) apire des cas pour
appliquer la transformatiofpcy est dona?(3/8113) (resp.O(|B|)). Tpcn est donc une transformation
polynomiale en temps dans la taille BCQ. Le tableau 7.1 récapitule les dimensionsRiLD résultant
de la transformatioi ¢y dans le pire des cas.

Dimension Complexité
N unRCQ | Tpen(N) unRCD Temps | Espace
. Nombre n o
Variables Taille des domaines 00 |(123) O(m?|B)) 1Bl
Nombre [ @
Contraintes Arité 2 3 om3B?) | |1
Nombre de tuples B 3181

TABLE 7.1 — Dimensions dRCD et complexité algorithmique pour appliquer la transfoiorafl pcy

6. Remarquons que nous pouvons nous abstraire du sens ratithées des relations atomiques Bepuisque celles-ci
sont associées a une valeur discréte darsCle, représentée par le symbole de la relation atomique.
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7.3 Propriétés liées a la transformation

7.3.1 Transformation inverse

Notre transformation définie, nous pouvons faire la coti@taentreRCQ atomique etRCD ato-
migue. Plus spécifiguement, entre scénario et instanciationpléte. Pour cela, définissons dans un

premier temps la transformatianverse que nous dénoteror&cy *.

Définition 88 (Tpcn™1) Soient\' = (V, Q) un RCQ construit sur un formalismé, tel que|V| = n,
etP = (X, D,C) unRCD tel queP C Tpen(N). Toen ™ H(P) est leRCQ N = (V, Q') construit sur
F défini par :

— pour touty; € V: lei,vi) = {id};

— pour toutv;, v; € V aveci < j . Q/vi,v,-) = Dy, ;

~ pour toutv;, v; € V aveci < j: Q(, ., = Q’(ij)’l

Cette transformation n’est évidemment pas définie surRai, mais sur 'ensemble d€’CD qui
peuvent étre obtenus par la transformatibrcy. Cela permet de conserver un formalisme qualitatif
correctement défini. La transformation inverse permetahéer quelques propositions qui peuvent étre
prouvées trivialement par construction.

Proposition 15 Soit A/ unRCQ.

a) N =Tpen (Toen (V) ;

b) si/N est atomique alord pen(N) I'est aussi;
c) SiP C Tpen(WNV) alors Tpen ™ H(P) C N

d) siAV C A alors Tpen(N) € Tpen(N).

7.3.2 Complétude

L'objectif principal de la transformation est de permetieerépondre au probléme de la cohérence
d'un RCQ a l'aide d’'unRCD. Dans un premier temps, nous pouvons affirmer que la tranatan est
correcte c'est-a-dire que toute solution RCQ est bien associée a une solutionRILD.

Proposition 16 Soient\V/ unRCQ etP = Tpen(N). SIN est cohérent alor$® est cohérent.

Preuve Soient\V = (V, Q) unRCQ et Tpen(N) unRCD P = (X, D, C).

Si N est cohérent alors il existe un scénario cohérsnt= (V, Q') de . Pour toutv;, v;, v, € V
avecl <i < k <j<mn, posonsQ’%vj) = {sij} sz’vk) = {s;} et Q’(%Uj) = {s;}. Puisque
S est cohérent, alorsS esto-fermé. Donc pour touw;,v;,v, € Vavecl < i < k < j < n:
(sij, Sik, skj) € TC. Par construction, puisqué C N, s;; € D,,; pour toutl < i < j < n. Par
consequent, il est possible de construire une instanciatmnpleteZ deP telle queZ(xz;;) = s;;. Ainsi,
(Z(4j), T(wir), L(xkj)) = (845, Sjk, Skj) €st un tuple de la table de composition. Pour tout i < k <
J < n ((xig), L(in), (ki) € Clay; aaany)- L Salisfait chaque contrainte de, elle est donc une
solution deP. Par conséquent? est cohérent. O

Cependant, bien que la transformation soit correcte,-celéest pascomplétedans le cas général.

Propriété 12 SoientV unRCQ et P = Tpen(N). SiP est cohérent alors il existe un scénaoC N
o-cohérent.
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Preuve Soient\' = (V, Q) unRCQ etP = (X, D,C) = Tpen(N) unRCD.

Si P est cohérent alors il existe une solutidnhtelle que, pour toutl < i < k < j < n,
(Z(2ij), Z(in): (ki) € Clas; wipon)- A partir de Z, il est possible de construire un scénago=
(V,Q), avecS C N, tel queQ’(viyvj) = {Z(z4;)}, mais égalemer@’(vwi) = /(vz»v] et Q(U“vl
{id}, pour toutwv;,v; € V. Pour démontrer lac-cohérence du scénari§, procédons par cas. Dans
un premier temps, posons trois variables distinctgs;, v, € V telle quel < @ < j < k <
n. Puisque(Z(x;;), Z(xik), Z(xk;)) est un tuple de la table de composition, nous savons qut@xi

di,d;,dy, € Dtels que(d;, d;) € Q’U o (dz,dk) c Q(U %) et(dk, i) € Q’v o et(dz,d ) € Q’vl o)

(d;,dj) € Q’v v (dk,dk) Q S est donc cohérent pour tout trlplet de variables dlstlnctes
Doan’U o) S Q’UZ ) Q(UM), pour toutv;, v, v, € Vtelle quel < i < k < j < n.Parla
proposmon 1, puisque le scénario est normalisé, nous poshaffirmer qu'il est-cohérent pour tout
v, V5,V € V. O

Remarquons que la preuve illustre la transformation im/@kscy ! permettant & une instanciation
d’'un RCD obtenu pafTpcy d'associer un scénario unique. De plus, cette preuve ergermaison pour
laguelle il n'est pas nécessaire de transformer I'enserdéte contraintes dRCQ en RCD, c’est-a-
dire pourquoi seules les contraintes orientées sur ledepae variables distinctes sont nécessaires. A
partir des contraintes orientées et en faisant I'hypotlyeeeleRCQ est normalisé, le résultat peut étre
généralisé a tout couple de variables par la proposition 1.

Nous pouvons donc formuler une hypothése sur le formalisnaditgtif utilisé, assurant a chaque
scénarioo-cohérent d'étre cohérent.

Corollaire 5 Soit ' un RCQ construit dans un formalisme qualitatif. Si lao-cohérent est compléete
pour décider de la cohérence d’'un scénario, alafsest cohérent si et seulemenfTgicy (A) est cohé-
rent.

Pour de nombreux formalismes qualitatifs, ce corollairat@re exploité. Ainsi, nous avons une
transformation correcte et compléte pour décider de larenlcé d’'unRCQ. Nous pouvons utiliser les
algorithmes de résolution et les techniques d’'inférencesadire deRCD pour décider de la cohérence
d'un RCQ.

7.3.3 Cohérence locale

Le second objectif de la transformation est de mettre ereéciel les liens entre les techniques d’in-
férence du cadre discret et du cadre qualitatif. En paiticuhous faisons le rapprochement entre la
composition faible deBCQ et les formes de cohérences localesRIED.

Proposition 17 Soit N unRCQ o-fermé .\ et Tpcn (N) sont(0, 3)-cohérent.

Preuve PosonsN = (V, Q) un RCQ fermé par composition faible. Nous savons que pour tost
4k <y Q) € Qur) © Qug,vy)- NOtamment, il existe;; € Qy, v,): fik € Qu; ) €trj €
Q(Uk,,vj) telles quer;; € ry; © ry;.

Dans un premier temps, montrons g\eest(0, 3)-cohérent. Par définition de la composition faible,
il existe des valeurd;,d;,d;, € D telles que(d;,d;) € ri;, (di,d) € rig, et (di,d;) € ri;. Parla
définition d'inverse d’une relation; € Qv v;): ki € Q(uy ;) €Tk € Qu;0y,) €L AONC(d;, d;) € tji,
(dk,di) € ry; et (dj,dk) € rjkg- Enfin,(di,di) S Q(Ui’vi), (dk,dk) S Q(Ukﬂ)k’) et (dj,dj) S Q(Uj,’l}j)
puisqueQ (v, v;) = Qupvp) = Quj ;) = id. Par conséquent, sN esto-fermé, alors il existe une
instanciation cohérente d& de taille3. Donc est(0, 3)-cohérent.
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Pour montrer queP = (X,D,C) = Tpen(N) est(0,3)-cohérent, considérons trois variables
Tij, i, Ty € X tel quel < i < k < j < n. PuisqueN esto-fermé, nous avons; € r;; < ry; avec
rij € Dy, rik € Dy, €trgj € Dy, ., €t dond(rij, rik, ;) € Clais Tintag)” SiN esto-fermé, alors il existe
une instanciation cohérente decn () de taille 3 pour tout triplet de variabless;;, z;, vi; € X.
Toen(N) est dond0, 3)-cohérent. O

Proposition 18 Soit A/ un RCQ ¢-fermé construit sur un formalisme qualitafffpcn (AN) est fermé par
3-cohérence forte.

Preuve Soient\V' = (V, Q) un RCQ o-fermé etP = (X,D,C) = Tpen(N) un RCD. Tpen(N) est
fermé par3-cohérence forte si et seulement si il @stl)-fermé, (1, 1)-fermé et(2, 1)-fermé :
(0, 1)-fermeture : \ esto-fermé, il esto-cohérent. Pour tout;, v; € V, Q(y, ;) # 0. Par conse-
quent,D,, # () pour toutz;j € X. Tpen(N) est donc fermé par cohérence de nceuds.
(1,1)-fermeture : Considérons;,v;,vx € V avecl < i < k < j < n. Pour toutr;; € Qy, ),
il existeriy € Qu;0,) (r€SP.1Rj € Qo)) tl que(ryj, rig,r) € TC (resp.(rij,r,ry;) € TC)
quelle que soit € B. De méme, pour touy, € Qy, v,), il EXiSter;; € Qy,v;) (rESp.1; €
Q(vy.0y)) tel que(rij, rig,r) € TC(resp.(r,rix, ry;) € TC) quelle que soitr € B. Enfin, pour
tout rg; € Q(uy,vy), Il EXiSter;; € Qy, ;) (rESP.rik € Q(u; 0y)) tel que(ri;,r,ry;) € TC (resp.
(r,rik, 1) € TC) quelle que soit € B. Pour toutr;; € Qv ;)1 Tik € Qugvp) €Tk € Qug,vp)
avecl <i < k < j < n, la transformationTpcy définitr;; € D,,;, rix € Dy, €try; € Dy,
respectivement. Par conseéqueny;, z;;, x; € X sont fermés paGAC pour toutl < i < k <
j < n.EtdoncTpcn(N) est fermé paGAC.

(2,1)-fermeture : Considérons;,v;, v, € V pour toutl < i < k < j < n. Considérons
v, v5,v, € Vavecl < i < k < j < n. N esto-fermé et\ est un graphe complet. Par
consequent, pour tout; € Qu, ;) ik € Qv ), Il EXister € B tel que(r;;, rig, r) € TC. Par
la transformationTpcyn, pour toutr;; € D, etry € Dy, tels que(rij, rig, r) € Clasj win g
xij, xi € X avecl < i < k < j < n sont fermés par cohérence de chemins. De méme, pour
toutr;; € Q(%vj), rej € Q(ij), il exister € B tel que(r;;,r,ry;) € TC. Par Tpcn, pour tout
rij € Dmij etrkj S kaj tels QUE(rZ'j, r, rkj) S Claijywip,ar;* Tigs Thy cXavecl <i<k<j<n
sont fermés par cohérence de chemins. Enfin, pourdue Q,, v,)s Tkj € Q(uy ;). Il EXiSte
r € Btel que(r,ry,ri;) € TC. Donc, parTpcn, pour toutry, € D, etry; € Dy, tels que
(Fiks Vs ij) € Clasj waear;e Tikr Thj € X avecl < i < k < j < n sont fermés par cohérence
de chemins. Par conséquent,;, v;;,, x;; € X sont fermés par cohérence de chemins pour tout
1<i<k<j<n. Tpen(N) estdonc fermé par cohérence de chemins.

Tpoen(N) est donc(0, 1)-fermé, (1, 1)-fermé et(2,1)-fermé. Nous concluons quEpcn(N) est

fermé par3-cohérence forte. O

En particulier, nous mettons en avant la cohérence d’arcegjua forme de cohérence locale des
RCD qui nous intéresse particulierement, puisqu’elle estua ptilisée en pratique.
Corollaire 6 Soit NV unRCQ o-fermé.Tpen(N) estGAC.

Dans le cadre dg3CD, nous savons gue toute instanciation compléte est unésofiiiet seulement
si elle vérifie la cohérence d’'arcs généralisée. Du corell&j nous pouvons donc déduire que\siest
un scénarie-fermé alorsTpcn (N) est unRCD atomique cohérent. Cependant, notre approche consiste
a transformer IRCQ en RCD afin d'appliquer les techniques d’inférences &&D. Il est donc plus
intéressant de montrer la propriété dans ce sens.

Proposition 19 Soit A unRCQ. SiTpen(N) est fermé paGAC alors A esto-fermé.
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Preuve Soient\V = (V, Q) unRCQ etP = (X, D,C) = Tpen(N) un RCD fermé parGAC. Posons
v, v, v € Vavecl <i,5,k <n.

Dans un premier temps, posohs. k < j. PuisqueT pen (N) est fermé paGAC, pour toute relation
rij € Dayyy 3T € Clayj mip ) N m({xij, zik, T1; }) telle quer|x;;] = ry;. Par conséquent, il existe un
tuple (ri;, rix, ri;) tel query, € Dy, etr; € Dy,,. Par la transformation, puisque; € Q,, .,) €t
Mk € Q(uy,,05)» AIOIST € Qo 0,) © Qv ;- PUiSQuUE Cela est vrai pour todg € Dy, ;, alors Qy, ;) ©

Q (01,00)°Q0p 10, POUT tOULL < i < k < j < m. De méme, puisqUe (y,..,) ™ C (Qus00) © Qugy)
alors Q v, 1) € Qu;,04) © Quy,vs)- PAr conséquent)y, v,y € Q(u; 1) © Q(uy,v;)» POUr toutl < j <
k<i<n

Par un raisonnement similaire, posons maintengpt € D,, aveci < j < k. Tpcn(N) est
ferme parGAC, il existe doncr;; € Dy, €tr; € Dy, tel que (rij, rik, re;) € Claij wanan)- Par
la transformation, nous savons qe;, r;;,rx;) € TC et par l'inverse de la composition faible nous
pouvons déduirér;;, r;;, ry; ). Puisquer;; € Q (v;,0;) €t Mt € Q(v;,0,)» NOUS AVONS;); € Q(y,,0;) ©
Q (v, v;)- Ce raisonnement étant vrai pour toyt € D, doncQ,, 4, € Q(zs,2;) © Qz;.2p)- PAr A
définition de l'inverse d'une relatiorQ(%xk)*1 € Qa2 oQ(ka)*l, doncQz, ;) € Qaya;) ©
Q(a;,2,)- PAr conséquentQ(%vj) C Qi) © Qug ), POUr toutl < 4 < j < k < n et pour tout
1<k<j<i<n.

Toujours par le méme procédé, en nous appuyantgue D, aveci < j < k, nous pouvons
montrer queQ(vi,vj) C Q(vi,vk)OQ(vk,vj)! pourtoutl < j <i< k <netpourtoutl <k <i<j<n.

Supposons maintenant que= j < k. Les relations sont donQ(vw) = Quj ) = {id}. De
plus, nous savons que pour taute B, id C r o r~!. Donc Q(vw) C Qi) © Q(vk,vj) pour tout
1 <i=j <k <net, par l'inverse, nous pouvons déduire pour taut & < i = j < n. ll est facile
de voir que cela est également vrai paue k, j = k eti = j = k.

Par conséquent)(,, v,y € Q(v; ;) © Qv ,v;), POUr toutl <@ < j <k < n. N est donc fermé par
faible composition. d

La figure 7.1 illustre les différents liens entre RED et lesRCQ en exploitant la propriété 19. No-
tamment la possibilité d’appliquer un algorithme de fenmetparGAC sur Tpen (), afin d’obtenir un
RCQ o-fermé par la transformation inverse. Nous pouvons ainagimer une adaptation des algorithmes
de fermeture par cohérence d’arcs utilisé pouRED pour développer de nouveaux algorithmes de fer-
meture par faible composition d&CQ. Il est intéressant de voir que les algorithmes de rechetehe
type MAC dans le cadre d&®CD permettent de maintenir lafermeture diRCQ correspondant.

N Toen P

o-fermeture GAC

| 1

N/‘— TDCNil 7)/

FIGURE 7.1 — Laco-fermeture en passant par RED.

7.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté une transformatramefiant d’exploiter la puissance des
outils algorithmiques développés dans RGD, afin d’apporter une nouvelle vision de la cohérence
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locale dans leRRCQ. Les domaines deBCQ étant infinis, nous nous tournons vers I'ensemble des
relations atomiques, qui lui est fini. L'approche consistssocier urRCD unique a chaquBCQ, et en
particulier & associer une instanciation compléte a chagéeario. La transformation est relativement
peu colteuse en temps et en espace, d’'autant que la reptisedesRCD permettent de partager une
méme relation pour toutes les contraintes, pour la majdagialgorithmes de recherche modernes, pour
lesquels il n'y a pas de modifications des contraintes enscdeirecherche. Puisque la seule contrainte
desRCQ est définie par la table de composition, nous avons la ptissitée ne manipuler qu’une seule
relation. Les propriétés de la transformation sont insaetes. Lorsque la-cohérence est compléte
pour décider de la cohérence d'un scénario, la transfoomaiifoposée est correcte et compléte pour
décider de la cohérence dREQ. Cette transformation naturelle associe parfaitementi¢aastructure

de chaque représentation, ce qui nous permet de comparnechesques de cohérence locale. Ainsi,
la fermeture par cohérence d'arcs généralisée appliqu&eR&LD obtenu par notre transformation est
équivalente a la fermeture par composition faible appkgsidr [eRCQ initial.

Dans [WESTPHAL & WOLFL 2009], les auteurs proposent une étude comparative de flarper
mance des algorithmes de diverses approches pour la iésotlgsRCQ. Les algorithmes pour les
RCQ [GANTNER et al. 2008], du cadre propositionnel fiAm et al. 2008], et du cadre discret par notre
transformation [©NDOTTA et al. 2006a] sont comparés sur plusieurs algébres qualitatResq;, al-
gébre des intervallegtd. Les résultats montrent que la transformatiorRéiD peut s'avérer étre plus
performante, notamment pour des formalismes qualitafifadable de composition est grande. Ce qui
laisse entrevoir I'intérét d’adapter les algorithmes BED vers lesRCQ.

Nos perspectives s’orientent évidemment vers la podsililadapter de nombreuses formes de co-
hérences locales d&CD dans le cadre dBCQ. De nombreuses approches s’appuient sur la cohérence
d’arcs, telles que les algorithmes de recherches ou laenbeéd’arcs de singletons. Des techniques d'in-
férences telle que I'analyse de conflits s’appuient sur lmtiea de la cohérence d’arcs pour diriger la
recherche ou faire de I'apprentissage. Outre I'adaptat®techniques d'inférences, nous pouvons éga-
lement imaginer d’autres types de transformations, bagéa sléfinition des classes traitables dans les
RCQ. En effet, nous voyons une facilité de manipulation dREQ au travers de la transformation vers
lesRCD. Nous avons mentionné la possibilité de ne maintenir quamge table de composition dans le
RCD, cependant il peut étre intéressant de pouvoir manipulable de compositions. Cette approche
n'est pas réalisable dans le cadre 8€K, puisque le cadre se concentre sur un formalisme qualitatif
bien défini. Cependant, nous pourrions mettre en évidersesales-ensembles de la table de composition
qui ne sont pas utiles ou des sous-ensembles traitables. pdorvons également entrevoir une nouvelle
forme de relaxation des contraintes, notamment par laattaxde la table de composition.

113



Chapitre 7. Du probléme CSP qualitatif au probléme CSP

114



Chapitre 8

Relaxation de contraintes qualitatives
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8.1 Introduction

La représentation d’'un probléme permet d'exploiter ledomathématiques et informatiques afin
de répondre a la satisfiabilité de celui-ci. Pour de nombfetmalismes, montrer I'incohérence d’'un
probléme conduit a des domaines connexes au probléme daskabdité, tels que la détection de la
source de I'incohérence et la restauration de la cohéréacsource de I'incohérence d’un probléme est
liée aux contraintes qui le décrivent. En nous appuyantestiahsformation deRCQ vers lesRCD, nous
proposons un cadre facilitant la preuve de I'incohérencprdblémes de nature temporelle ou spatiale,
par la relaxation de contraintes qualitatives. Pour calasmelaxons localement la table de composition
du formalisme qualitatif sur certaines contraintesRILQ. Une telle manipulation n'est pas réalisable
dans le cadre deRCQ. Cette approche par relaxation est incompléte pour dédigéa cohérence d'un
RCQ dans le cas général. Si la relaxation dRGQ est incohérente, alors RCQ est incohérent. Dans
le cadre qualitatif, la relation totale est la relation dedozalité la plus grande, et elle vérifie des pro-
priétés particuliéres. La relation totale étant absodbawur I'opération de composition faible, nous
faisons I'hypothése que celle-ci peut étre relaxée sapsrioois éloigner des résultats d'un algorithme
de recherche complet. Nous proposons une forme de relaxddida contrainte la plus permissive du
formalisme qualitatif utilisé. La relation totale est égakent une relation faisant partie de hombreuses
classe traitables. En nous appuyant sur ce fait, nous psopam algorithme de recherche complet en
exploitant la relaxation.

Dans ce chapitre, nous définissons une méthode de relaxatiginale en exploitant le cadre des
RCD. Dans un premier temps, nous définissons la transformaticoniplete defRCQ vers lesRCD
pour décider de la cohérence d'&€Q. Nous complétons ensuite la méthode en exploitant lesedass
traitables, puis nous présentons quelques résultatsimqéaux.
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8.2 Relaxation

8.2.1 Transformation incomplete

La relaxation d’un réseau de contraintes est un processissstant a modifier les contraintes afin de
leur autoriser plus qu’elles ne le permettent initialement

Définition 89 (Relaxation) Soit un réseau de contraintes. La relaxation®est un réseau de contraintes
P’ tel queP C P'.

Nous donnons ici une définition globale, valable pourR€D ou lesRCQ. La relaxation peut étre
exploitée dans plusieurs cadres, tels que la détectionudeesod’incohérence d’un probléme, la restau-
ration de sa cohérence ou simplement pour faciliter la mrele/lI'incohérence. Dans cette étude, nous
utilisons la relaxation pour faciliter la preuve de I'in@bknce de certains problemes difficiles.

Propriété 13 SoientP un réseau de contraintes Bt une relaxation déP. SiP’ est incohérent, alor®
est incohérent.

La preuve est évidente puisque, par définition de la releatious avon® C P’. Par conséquent,
prouver I'incohérence d@®’ permet de prouver I'incohérence @ Notons cependant qu’exploiter la
relaxation n’est pas un processus complet pour le problénia cbhérence dd¥CQ. Dans notre cadre,
nous souhaitons faciliter la preuve de I'incohérence délproes de nature temporelle ou spatiale. Par
conséquent, nous souhaitons appliquer la relaxation SIR@Q construits sur divers formalismes qua-
litatifs. Cependant, pour qu'il y ait un intérét a la relagat il faut qu’il soit plus facile de prouver
I'incohérence deP’, que de prouver 'incohérence @& Il est donc nécessaire de s’appuyer sur des
criteres prédéfinis afin d'assurer que le processus de taxacilite la résolution. Par exemple, en
caractérisant des critéres basés sur une analyse sthectir®CQ.

L'un des criteres que nous souhaitons imposer est lié a thnzdité des relations des contraintes
gualitatives. La contrainte totale (ou contrainte unieded exprime que toute relation atomique peut étre
choisie pour la construction d'un scénario. En pratiquks sombre de contraintes totales est fort, alors le
probléme est trivialement satisfiable puisque les contraisont d’une grande permissivité. Sile nombre
de contraintes totales est faible, alors le probléme egalgiment insatisfiable puisque celui-ci est sur-
contraint. Entre les deux, il existe une catégorie de probketrés difficiles, face auxquels les algorithmes
et les technologies modernes sont impuissantsf\. 1997]. Et 'une des causes de cette difficulté est
liée a un choix, durant la recherche, parmi toutes les oglatatomiques du formalisme qualitatif. Ce
gui peut occasionner un espace de recherche a évaluer @aidel Pour cette raison, nous souhaitons
faciliter la résolution de ce type de problémes, en relajamontrainte totale. Le second critére est
de maximiser la précision de la réponse a l'incohérencet-dalire de s’approcher des résultats d’'une
approche compléte. Intuitivement, il existe un compromisesprécision de la réponse a l'insatisfiabilité
et rapidité de la preuve de l'incohérence. Il est clair ques ph relaxation appliqguée est forte, plus la
précision de I'approche est faible. En d'autres termess ply a de contraintes permissives, plus la
probabilité de prouver l'insatisfiabilité alors que REQ ne I'est pas augmente. Au contraire, plus la
relaxation est faible et plus nous nous approchons de laciétbompléte. La précision est donc plus
élevée, mais il peut étre difficile de prouver l'insatisflaéi

Par définition de la relaxation, si une contrainte est use, alors elle ne peut étre relaxée. Pour
proposer un moyen de relaxer les contraintes totales, nougops relaxer la contrainte globale des
formalismes qualitatifs : la table de compositions. Si lest@intes totales ne sont plus soumises a la
composition faible ou soumises a une forme affaiblie, adtles sont relaxées. Cependant, nous ne pou-
vons pas réaliser cette approche dans le cadr@@s reposant sur un formalisme qualitatif bien défini.
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Pour exploiter la relaxation dans IBE€Q et pour manipuler la table de compositions sans réinveater |
cadre defRRCQ), nous utilisons une généralisation de notre transformatiscy desRCQ vers lesRCD.

Définition 90 (T8 (N)) Soit AV = (V, Q) un RCQ construit sur un formalismé de relations ato-
miquesB etR € 25 une relation complexr—].’g?,\, (N) est unRCD défini parP = (X, D,C) tel que '

— pour toutv;, v; € V, avecl < i < j < n, siQ,.,) # R, alors la variablez;; € X telle que

Dy, = Q(u, ;) €Stintroduite ;

— pour touti, j,k, avecl < i < k < j < n, Siay;, v, 25 € X, alors nous introduisons une
contrainte ternaire:(mij,xik,xkj) définie PAIC(r, 2y ar)) = {(c,a,b) € B> : c € aob}.

La définition deT ¢y est trés proche de la définition dec. Il est évident queT ;5 est équi-
valent aTpcy lorsqueR = (). Elle difféere uniguement de certaines contraintes quaida qui ne sont
pas modélisées en tant que variable : ainsi une varigple’est pas modélisée paip gy car toutes les
contraintes qui I'implique sont universelles. Par consfuelles ne sont pas sousmises a la table de
compositions mais une contrainte universelle dariRd®. Pour ne pas étre si radical, nous pourrions
juste utiliser une table de composition plus permissivecheix de la manipulation deRCQ par la
transformation vers [eRCD offre I'avantage de conserver la compacité de la représentat d'exploi-
ter les algorithmes de recherche et les techniques d’imééreu cadre discret. Remarquons que si nous
voulons trouver I'équivalence a cette approche par relaxakirectement sur IBCQ, il est nécessaire de
n'appliquer aucune modification a toute relat@p,, .., telle queQ),, .,y = R, niméme de la prendre en
compte dans les opérations de compositions. ORQA est un graphe complet qui doit vérifier la com-
position faible. Il est donc nécessaire de passer outrgtediisme qualitatif en définissant de nouvelles
propriétés ou d’adapter les algorithmes de recherchefspéminent dans ce cadre.

Dans la suite, nous supposerons que la relaxation est applapxRCQ normalisés qui ne sont pas
trivialement incohérents, et nous supposons que I'ense2fst stable par inverse.

Proposition 20 SoitA” unRCQ. SiV est cohérent alord 5 & (V) est cohérent.

Preuve Considérons\' = (V, Q) un RCQ cohérent ave¢V| = n. PuisqueTpcy est correcte, nous
pouvons affirmer qu&pcn(N) admet une solutiof. Posonsv;, v; € V aveci < j. Nous définissons
X C XtelqueX = {z;; € X : Qy,0,) # R}, etlinstanciationZx C 7, telle queZx (z;;) = Z(w45)
pour toutz;; € X. Pour tout tripletz;;, z;x, xx; € X3 avecl < i < k < j < n, nous savons que
(Z(z45), T(wir), L(xrj)) € TC, par conséquentZy (zi;), Zx (zik), Zx (xr;)) € TC. Toute contrainte
deTp&\ (V) est satisfaite paZx, nous concluons qug Sy (A) est cohérent. O

La relaxation en passant par IRED permet de sortir du cadre bien défini de6Q et d’autoriser
localement la relaxation de la table de compositions parcemérainte universelle dans RCD. Pour
réaliser cela, nous choisissons la relaxation de la relatitale : Ty Bien qu'il semble contre-intuitif
de relaxer une contrainte trés permissive, ce choix estvénptar des critéres énoncés précédemment,
mais également par plusieurs caractéristiques de cetidorel Comme énoncé précédemment, nous
souhaitons nous approcher de la complétude d'un algoritthenecherche exhaustive. Pour cela, nous
savons que la relation totale est I'élément absorbant popédation de composition. Nous pouvons
donc supposer que la relaxation de la propriété de compogitur la relation totale a un impact moins
important sur la complétude, par rapport a la relaxationttéss relations complexes. Notre hypothése est
que la contrainte totale posséede la probabilité la pluddaitapparaitre dans un soR&Q incohérent.

7. Remarquons que la définitiﬁgg,\, peut étre définie pour un sous-ensemfia, ..., R} C 2° plutdt que pour une
relationR € 2. Cependant, nous nous concentrerons dans cette étuderslatitan d’une seule relation complexe.
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Par conséquent, nous minimisons les risques de relaxer amteinte faisant partie d'un sol:=Q
incohérent.

Les figures 8.2 et 8.3 illustrent la transformation dRGQ (Figure 8.1) erRCD, avec et sans re-
laxation. CeRCQ construit sur I'algébre des intervalles est insatisfiatde,il impose I'ordre «w; avant
v9 avantvy », mais également « apresvs aprésvy ». La transformation classique papcn modélise
la table de composition pour chaque triplet de variablesréiss (Figure 8.2). Pour la transformation
par relaxatioriT 5 ¢y, la variablez, 3 n'est pas définie. Ce que nous pouvons considérée commes tout
contraintes ternaires qui impliquens 3 sont universelles. Par conséquent la variable n’est pas ap-
parente (Figure 8.3). Trivialement, les deR&D sont insatisfiables. Cependant, I'espace de recherche a
évaluer pour prouver I'incohérence argg_.”N (N) est plus réduit que celui depcn (N).

V9 P U3
> {a}

{b} {a}

{b,l (LV
()

FIGURE 8.1 —RCQ N insatisfiable construit sur le formalisme d’Allen
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8.2.2 Transformation inverse et complétion de I'approche

Dans la transformatio pcn, Nous avons défini une transformation inverse, appliquétemmps
polynomiale, permettant & toute solution d’associer umadé cohérent. Dans notre cadre, la transfor-
mation par relaxation est incompléte pour le probleme deh&ience. Par conséquent, SRIED obtenu
parTgCRN est cohérent, nous ne pouvons pas décider de la cohérem@Qassocié. Cependant, nous
pouvons exploiter le travail accompli par I'algorithme @ehmerche sur IRCQ relaxé.
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Définition 91 (T4&\ (7)) Soient\' = (V, Q) unRCQetP = (X, D,C) unRCD tel queP = T8\ (V)
avecR C 28, SoitP’ C P, la transformationngN(P’) est leRCQ défini par\” = (V, Q') tel que :
— pour touty; € V1 @, o) = {id};
— pour toutv;, v; € V aveci < j : si Qv ;) €R alors Q/(vi,vj) = Qviv)) sinonQ’(vivvj) = Dy, ;
— pour toutv;, v; € V aveci > j: Q, .\ = Q,, Uj)_l.

(v5,v3

Pour tout\V un RCQ, la transformationTj:;E,\I s'applique donc & tout SORED de Ty (N). En

particulier, TEEN s’applique au souBCD atomique deTBEN (N), que nous pouvons associée a une
solution.

Proposition 21 Soient\” un RCQ etZ une solution d&® = Tp&y (V) @ TE&(Piz) TN

La preuve est triviale et suit la définition 91. Cette proposidonne I'idée de I'approche utilisée
pour compléter notre approche. Puisque nous pouvons arﬁqumsiTgEN(Pﬂ) est cohérent alors/
I'est également. Par conséquent, nous pouvons explogerolations deTBCRN(J\/'), afin de définir une
approche compléte. Nous définissons un algorithme pemetterépondre a la cohérence dREQ en
utilisant la relaxation.

L'algorithme 13 présente la recherche de la cohérenceRl@ en passant par la relaxation définie.
A partir d’'un RCQ N, nous définissons URCD P par la transformatior 5 &y. La premiére étape
consiste alors a déterminer une solutiortl€Cette approche peut étre réalisée par un algorithme de type
recherche en profondeur d’abofdFS. S'il n’existe pas de solution, alo® est incohérent, et dont
est incohérent. Dans le cas contraire, nous exploitonditiao de T, afin de construire un nouveau
RCQ par la transformatioﬁ'gg,\,. Si ceRCQ est cohérent, alors/ I'est aussi. Sinon, nous cherchons
une nouvelle solution dB. Pour cela, nous supposons que I'algorithbfes retourne les solutions de
incrémentalement, a partir d’une solution qui lui est faer@€elui-ci permet donc d’énumerer 'ensemble
des solutions d& 5N

Algorithme 13: Algorithme de recherche par relaxation
Entrées: A = (V, Q) unRCQ
Sorties: Oui si/N est cohérent, Non sinon
début
P= TSCRN (N)
solution < DFS(P, 0)
tant que (solution existg faire
si (Recherche( T¢&\(Solution)) = T) alors
| retourner Oui

7 solution «+— DFS(P, Solution)

o o A~ W N P

8 retourner Non

Proposition 22 L'algorithme 13 est correct et complet.

Preuve SiTg5 () est insatisfiable, alord\" est insatisfiable puisqué; S, (A) C A. Si pour toute
solutionZ de T5&, (), le RCQ T;SEN (Z) est incohérent, alorsV" est incohérent. Posons maintenant
7 une solution d&P = T&y(NV) etS un scénario cohérent dELR\ (Piz). Than(Piz) T N par la
proposition 21, dond est également un scénario cohérentAdel’algorithme est donc complet.
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Enfin, supposons qu€ admette un scénario cohérefit La transformationT pcy est correcte pour
le probléme de la cohérence, donc il existe une solufi@e P = Tpcn(N) associée &. Par consé-
guent, il existe une solutidff de’ P’ = TBEN (N) associée & qui est une restriction dé. Par définition,
S C N etdoncS C ngm (Piz:). S est donc un scénario coherent ﬁigg,\, (Z"). L’algorithme est donc
correct. O

Cette approche peut étre intéressante pour prouver I'éredlce, cependant il est facile de voir que
si le RCQ initial est cohérent, alors I'arbre de recherche dévelgmménotre algorithme est au moins
aussi grand que l'arbre de recherche développé par unthlg@ride recherche classique. En effet, sup-
posons urRCQ A cohérent. Poson& une solution del ;5 (V). SiZ n'est pas localement cohérente
dansTpen(N), Z ne peut étre associée a un scénario cohérer’ dear conséquent, I'évaluation de
T;SEN (Z) est inutile, et ce sous-réseau Men’aurait pas été exploré par une approche classique. L'ap-
proche compléte ne semble pas efficace pour prouver la ca®r€ependant, nous pouvons exploiter
les propriétés de certaines algebres pour I'améliorer.

8.2.3 Exploiter les relations traitables

Pour faciliter la tache de résolution dR€Q par la méthode compléte en utilisant la relaxation, nous
pouvons exploiter les propriétés de certaines algébregagivees, et notamment des classes traitables.
Dans la suite, nous considérons donc les formalismes gtifglipour lesquels il existe une classe de
relations traitables. Ainsi, nous pouvons décider de l&paice d'urRCQ de l'une de ces classes par
un procédé polynomial dans la taille &CQ. Nous imposons a la classe traitable de contenir au moins
I'ensemble des relations singleton. Par exemple, nousgomugonsidérer le cas de I'algébre des inter-
valles et de la classe des relations conveXesar {r} € C pour toutr € B;,;. Nous appelerons chaque
relation complexe d’une classe traitable wekation traitable Pour simplifier, nous supposerons que la
méthode de fermeture par faible composition permet de drpainla cohérence d&CQ construits sur
ces relations traitables.

Proposition 23 Soient\" unRCQ, Z une solution d&® = T & (A). SiR est une traitable €T {8\ (Pr)
est fermé par composition faible, alok$ est cohérent.

Preuve La preuve est immédiate puiquTgEN(Pz) est composé dR et de relations singletons. Par
conséquenﬂ'gg,\, (Z) est unRCQ construit sur un ensemble de relation traitable pour ledaehéthode

deo-fermeture est complete pour le probleme de la cohérencec id'gg,\, (Z) esto-fermé, alors il est
cohérent. DongV est cohérent. O

En appliquant la relaxation a un ensemble de relationsabigié, nous pouvons ainsi faciliter la
vérification de la cohérence par un traitement polynomi@hsi pour toute solutior¥ de TBCRN (N),
nous pouvons décider de la cohérenceT@(%N(PI) en temps polynomial dans sa taille. Dans le cas
de l'algébre des intervalles, nous pouvons exploiter lasses des relations convexes, pointisables et
ORD-Horn qui contiennent les relations singletons. Eniqalier, la relation totale) fait partie de ces
classes de relations traitables.

La figure 8.4 présente une schématisation de I'algorithnrecteerche complet exploitant la relaxa-
tion de la relation totale. URCQ est fourni en entrée et le résultat &st(pour cohérent) ou. (pour
incohérent). Chaque losange représente une décisiornérdgae par une question, et chaque noeud est
un état du probléme. LRCQ en entrée est transformé et relaxé Egﬁ?,\, en unRCD. Si celui-ci ne pos-
séde pas de solution, RCQ est incohérent. Dans le cas contraire, nous utilisons l&isalZ du RCQ
pour obtenir un nouveaRCQ parngN. La cohérence de d&CQ peut étre décidée parfermeture. S'il
est cohérent, IRCQ initial est cohérent. Sinon, il est incohérent, et nousatifens la demande d’'une
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nouvelle solution pour IRCD. Remarquons qu’en exploitant la propriété 19 du chapitreoids savons
que siToly (NV) estGAC, alors A esto-fermé. Par conséquent, nous pouvons éviter I'utilisatieria
transformationngN, en intégrant les contraintes relaxées dﬁg\g,\l (N) et en vérifiant s'il esGAC. Si
c'est le cas, alors IRCQ associé est cohérent.

Non
Entrée N —— Ty @ Solution ? Sortie :L
: Non

Sortie : T Oui
Oui
— TE

FIGURE 8.4 — Schema général de résolution dR@Q par la relaxation de la relation totale.

8.3 Expérimentations

Pour étudier I'intérét pratiqgue de notre approche, qualgxgérimentations sur la détection de I'in-
satisfiabilité ont été menées sur la transformafr@jf,\,. Nos expérimentations se limitent a dR€Q
généreés aléatoirement di a I'absence de problémes gifslgmticturés. lls sont générés sur le modéle
A(n,d, s) décrit par Nebel [[¥BEL 1997]. Trois parametres décrivent les caractéristiquas RBCQ :

n le nombre de variables dRCQ, d le degré moyen des variables BGQ et s la taille moyenne des
relations duRCQ qui ne sont pas totales. Dans notre cadre, nous mainteneris fismbre de variables a
n = 50 et la taille moyenne des relations & 3,25 ets = 6, 5, puis nous faisons varier le degré moyen
ded = 0,01 &d = 0,99 avec un pas dé,01. Pour tout triplet de paramétre§n, d, s), 100 réseaux
de contraintes ont été générés. Les platefor@&$ [CONDOTTA et al. 2006b] etAbscon [L ECOUTRE

& TABARY 2006] sont utilisées conjointement pour transformer cb&{LQ enRCD puis rechercher la
satisfiabilité dURCD résultant de la transformation. Le temps de transformattagsolution a été limité
a20 minutes.

Les expérimentations visent a montrer I'efficacité de loonige a la insatisfiabilité et la précision
de notre approche, c’est-a-dire le taux de problemes sfisdiies détectées par rapport a une approche
classique par recherche exhaustive. La premiére rematgueays pouvons faire est qu'R€Q généré
par le modeéleA(n, d, s) n'est pas nécessairement fermé par faible compositionlify®y la fermeture
par faible composition en prétraitements sur RES peut conduire a réduire certaines relations totales.
Nous comparons donc trois approches : I'approche classigee la transformatioi pcy, et deux re-
laxations avec la transformatiofiy &y, que nous nommeronglaxation forteet relaxation faible A
partir d'unRCQ N, la relaxation forte est définie pa"rgg’,\, (N) et la relaxation faible pang’N (o(N)
ou o est la méthode de fermeture par composition faible. Cela peumet de visualiser I'impact de
la fermeture par faible composition sur la relaxation appde, voire permettre de choisir en relaxation
faible et forte. Intuitivement, la relaxation forte est avins aussi forte que la relaxation faible. Si le
RCQ initial est fermé par composition faible, les deux relaasi sont identiques.

La premiére série d’expérimentations a été menée sur depres faciles. La figure 8.3 présente le
nombre deRCQ détectés insatisfiables par les trois approches pour udimabté moyenne des relations
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de 3.25 (& gauche) e6.5 (a droite). Nous pouvons remarquer que la précision de dxatbn faible est
trés proche de I'approche classique, et la précision dddaation forte est évidemment plus faible.
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FIGURE 8.5 — Nombre d®RCQ insatisfiables pour (50, d, 3.25) et A(50, d, 6.5)

La figure 8.3 présente les temps résolution des problemewdsansatisfiables communément par
la méthode compléte et la méthode par relaxation faibleghdde faible écart entre les deux approches,
NOUS PouvoNns néanmoins entrevoir un gain en temps pourateatén faible.
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FIGURE 8.6 — Temps de résolution dB€Q insatisfiables pour (50, d, 3.25) et A(50, d, 6.5)

Ces expérimentations succinctes ne peuvent donner quideede I'efficacité en précision ou en
temps de résolution sur les problemes faciles. Pour parfaitre protocole expérimentale, nous avons
opter pour des parameétres de génératioR@Q aléatoires qui sont plus difficiles a résoudre pour une
approche de résolution classique, sans relaxatiohréseaux de contraintes qualitatives ont été géné-
rées sur le modeld (50, 0.65,9.75). Un algorithme de recherche du typAC, pour lequel le temps de
résolution a été limité @0 mn, a permis de montrer qué RCQ sont satisfiables, qu&3 sont insatis-
fiables, et I'algorithme n’a pas répondu dans le temps impatr 32 d’entre elles. Le tableau 8.1 décrit
un comparatif des résultats d’'une résolution de ty[#eC, de la relaxation forte et de la relaxation faible
sur les65 problemes qui nont pas été prouvées satisfiables. Celpiésente, d'une part, le nombre
de RCQ prouvés satisfiables et insatisfiables, et le nombr&@®Q pour lequel la méthode utilisée ne
permet pas de répondre dans le temps imparti. D’autre garabteau montre le temps de réponses pour
lesRCQ prouvés insatisfiables par I'approche classique et patdaation. Tout d'abord, nous pouvons
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constater que les approches par relaxation faible et femegttent de montrer l'insatisfiabilité dé
RCQ supplémentaires, par rapport a I'approche sans relaxadeplus, sur le§3 RCQ prouvés insatis-
fiables avec et sans relaxations, le temps de réponse deshatgs et divisés par quatre. Remarguons
que les relaxations faible et forte ont des résultats tréshas. Ceci est di au fait queR€Q obtenu par

la fermeture par faible composition et trés procheRdiR initial. L'approche semble intéressante pour
montrer I'incohérence de certaiRE€Q difficiles a résoudre sans relaxation.

Méthodes Sans relaxation | Relaxation forte | Relaxation faible
Nombre deRCQ 65 65 65
RCQ satisfiable 0 0 0
RCQ insatisfiable 33 49 49
RCQ sans réponse 32 16 16
Temps total en secondes 14,572 3,765 4,016
Temps moyen en secondes 441,5 114,1 121,7

TABLE 8.1 —65 RCQ générées sur le modek 50, 0.65,9.75) non prouvés satisfiables

Enfin, le tableau 8.2 présente un comparatif des résultéesmad sur un large panel & Q générés
aléatoirement, pour I'approche sans relaxation, notée & ®Ravec relaxation faiblé 00 RCQ ont été
généreés aléatoirement sur le moddig0, d, s). Sont présentés dans ce tableauRES difficiles pour
chaque type de paramétres, dont au moinRGA a été résolu par les deux approches et au moins un
RCQ est prouvé insatisfiablel5 parametres ont donc été retenus, et sur chaque paraméieenoas
concentrons sur |[eRCQ qui n'ont pas été prouves satisfiables. Trois critéres saomiparés et les résul-
tats globaux pour chaque critére apparaissent sur laTigia Le premier critére correspond au nombre
deRCQ non résolus, c’est-a-dire pour lesquels I'algorithme @heeche n'a pas répondu avant le temps
imparti de20 minutes. Nous présentons les résultats pour la Relaxatidie« RF », 'approche Sans
Relaxation « SR », ainsi que la différence entre les deux &RPF> Nous pouvons ainsi constater que la
relaxation faible permet de résoudi@ RCQ de plus que I'approche sans relaxation. Ce gain est essen-
tiellement di aux problémes difficiles pour £ 0.70, 0.75 et 0.80). Le deuxiéme critére est le nombre
de problémes prouvés insatisfiables pour « RF » et « SR ». Noogarons également la différence entre
les deux approches (« RF-SR »), le nombrdR@€ en commun prouvés insatisfiables par les deux ap-
proches (« RASR »), et la différence entre les résultats de la relaxatidief et le nombre de problémes
communs (« RF-RESR »). Remarquons que I'approche par relaxation est moiéeessante globale-
ment, puisqu’elle détecteproblémes insatisfiables de moins que I'approche classtgite perte est di
principalement aux problémes les plus faciles<0.55, 0.60 et0.65). Le nombre de problémes prouvés
insatisfiables communément par les deux approches montrésuliat intéressant : tolRCQ prouvé
insatisfiable par « SR » I'est également par « RF » pour led¢muas difficiles § = 0.70, 0.75 et 0.80).

En d'autres termes, la relaxation appliqguée &6Q facilite la preuve de I'incohérence sans l'altérer,
pour ces catégories. Enfin, le dernier critére est le tempsemde résolution (en secondes) RN
prouvés communément insatisfiables pour « RF » et « SR ». larerie rapport des temps des deux
approches « RF/SR » montre I'avantage d'utiliser la relarapour les problemes difficiles, puisque
« RF » est approximativement deux fois plus rapide que « SRsgle le temps moyen de résolution
pour « SR » est de plus de dix secondes. Remarquons paréco#ét les résultats pour la catégorie de
problemes difficiless = 0.80 pour lesquels le gain en temps substantiel. Ce comparatiiroee I'utilité
d'utiliser la relaxation de la relation totale pour prouvarcohérence de®CQ difficiles en démontrant
la précision de I'approche et I'efficacité de la relaxatiaupla preuve de I'incohérence. Cependant, il
existe toujours de nombreux problémes trés difficiles pesguielles la relaxation n'est pas assez forte.
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En ce qui concerne I'approche compléte par relaxation dssltats sont trés insatisfaisants puisque
aucunRCQ de nos expérimentations n'a été prouveé satisfiable. PolRQ@ de 50 variables 1eRCD
obtenu par transformatiofipcy contient1225 variables. Méme si la moitié a été omise Fage,, la
solution obtenue pour IBCQ relaché porte sus00 variables. Par conséquent, le probléme vient ici de
la difficulté a corriger cette instanciation si celle-ci st@as globalement cohérente. Aprés avoir inséré
les contraintes relaxées pﬁgg,\l, la o-cohérence est vérifiée. Si RCQ n'est paso-cohérent, nous
analysons la solution suivante, sans apprendre de I'éahéa<cohérence. Il résulte donc un simple
retour-arriere sur une deé80 variables, puis I'approche est réitérée. Cependantelerpeut provenir
de la racine de l'arbre de recherche développé, et il estdiftipile de remonter a cette cause dans le
temps imparti avec un algorithme de recherche classiqus,a@prentissage et sans adapter I'approche.

8.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté un cadre générahxatiah pour le raisonnement qualitatif.
Cette approche est motivée par la détection des sourcesohérence, la réparation de celles-ci ou
simplement pour faciliter la preuve de I'incohérence. Enshappuyant sur la transformation vers les
RCD, nous avons défini la relaxation de la table de compositienodnalisme qualitatif utilisé. Cette
forme de relaxation permet donc de relaxer la propriété aeposition sur tout type de relations du
RCQ. En particulier, nous choisissons de relaxer la table degpoasitions sur la contrainte totale qui, par
définition, est la contrainte la plus permissive. La précigile I'approche est trés intéressante pour les
RCQ difficiles, et le gain en temps est non négligeable. Un algaré de résolution complet a été proposé
pour le probléme de la cohérence d&3Q, tout en intégrant la relaxation. L'utilisation des classie
relations traitables permet, a partir d’'une solution deelaxation, de vérifier en temps polynomial par
la fermeture par faible compaosition si celle-ci est globaat cohérente dans RCQ initial. Cependant,
cette approche présente de trés mauvais résultats paeguerécision de détection de satisfiabilité et
en temps. L'algorithme de recherche classique ne permed’ppprendre des erreurs rencontrées par
la fermeture par faible composition, et il est donc diffiale revenir sur des choix non pertinents. Il
serait ainsi intéressant de greffer des améliorationsifaguées a I'algorithme de recherche classique,
notamment la pondération des contraintes et I'appreigissa

En perspective a ces travaux, nous voyons la possibilitéptiger différemment la relaxation, par
la détection ou la réparation d’'incohérence. En adaptate epproche, nous pouvons également pro-
poser une manipulation moins radicale de la table de cortigosn I'affaiblissant. Il serait également
intéressant d’'étudier le comportement des algorithmedéince face a la relaxation de contraintes
particulieres. Enfin, il serait intéressant d’'étudier pegiche compléte, afin d’améliorer les résultats en
greffant certaines améliorations tels que I'analyse ddlit®ou I'apprentissage.
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s d Non résolus Insatisfiables Temps moyen SRIRF
SR RF [ SR-RF|| SR [ RF [ RF-SR][ SRIRF [ RF-SRIRF || SR [ RF [ RF/SR
0550200 0O 0 0 3 1 -2 1 0 5 10 1.96
0.55 | 025 || 1 1 0 58 37 —21 37 0 13 6 0.47
055|030 | o 0 0 57 56 -5 56 0 11 6 0.57
055|035 O 0 0 15 15 0 15 0 3 5 1.4
0.60 | 0.30 | 10 | 10 0 69 38 31 38 0 52 18 0.34
0.60 | 035 || 2 2 0 86 84 -2 84 0 21 7 0.35
0.60 | 040 || © 0 0 74 74 0 74 0 7 5 0.70
0.60 | 045 || © 0 0 40 40 0 40 0 4 5 1.31
0.60 | 050 || © 0 0 17 17 0 17 0 3 5 1.62
0.60 | 055 || © 0 0 3 3 0 3 0 3 4 1.42
0.65 035 [ 24 | 24 0 37 16 —21 16 0 79 18 0.23
0.65 | 040 || 9 6 3 90 81 -9 78 3 118 | 46 0.39
065|045 || © 0 0 97 97 0 97 0 40 10 0.26
065|050 || O 0 0 94 94 0 94 0 8 5 0.65
065|055 | O 0 0 91 91 0 91 0 5 5 1.05
0.65| 060 || O 0 0 67 67 0 67 0 3 5 1.49
0.65| 065 | O 0 0 59 59 0 59 0 3 5 1.58
065|070 || © 0 0 34 34 0 34 0 3 5 1.71
065075 || © 0 0 12 12 0 12 0 3 6 1.87
065|080 || 0 0 0 13 13 0 13 0 3 6 1.99
065|085 || © 0 0 3 3 0 3 0 3 5 1.49
065|095 || 0 0 0 1 1 0 1 0 3 6 2.13
0.70 | 0.45 || 67 | 63 4 25 27 2 23 4 364 | 157 | 0.43
070 [ 050 || 15 | 6 9 84 93 9 84 9 313 | 95 0.30
070 | 055 || © 0 0 99 99 0 99 0 120 | 30 0.25
0.70 | 060 || © 0 0 98 98 0 98 0 36 13 0.37
0.70 | 065 || © 0 0 99 99 0 99 0 14 8 0.60
0.70 [ 070 || © 0 0 99 99 0 99 0 6 7 1.09
070 [ 075 || © 0 0 99 99 0 99 0 4 7 1.53
070 [ 0.80 || © 0 0 95 95 0 95 0 4 6 1.73
070 | 085 || © 0 0 91 91 0 91 0 3 6 1.87
070 [ 090 || © 0 0 87 87 0 87 0 3 6 1.99
0.70 | 0.95 || 0 0 0 75 75 0 75 0 3 7 2.14
0.75 1060 || 75 | 66 9 24 33 9 24 9 649 | 280 | 0.43
0.75 | 065 || 31 | 17 14 68 82 14 68 14 590 | 224 | 0.38
0.75 | 0.70 || 4 0 4 95 99 4 95 4 285 | 122 | 0.43
0.75 | 0.75 || 0 0 0 99 99 0 99 0 123 | 54 0.44
075|080 || © 0 0 99 99 0 99 0 57 28 0.50
075|085 || © 0 0 99 99 0 99 0 24 19 0.78
07509 || © 0 0 99 99 0 99 0 13 14 1.05
0.75 [ 095 || 0 0 0 99 99 0 99 0 9 11 1.34
0.80 [ 0.80 || 97 | 91 6 2 8 6 2 6 1132 [ 479 | 0.42
0.80 | 0.85 || 85 | 72 13 14 27 13 14 13 669 | 386 | 0.58
0.80 | 0.90 || 50 | 29 21 49 70 21 49 21 630 | 434 | 0.69
080 [ 095 || 15 | 8 7 84 89 5 82 7 514 | 352 | 0.69
| Total [ 485]395] 90 [ 28022798 | -7 | 2708 | 90 | 5958 | 2940 | 0.49 |

TABLE 8.2 — Comparaison de la méthode de résolution avec et saxstieh sur un panel dRCQ
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9.1 Introduction

Lors de nos différentes études des transformations, narsaherché a faire le lien entre classes
traitables de®RCQ, notamment les relations convexes, etR€D. Puisque la fermeture par faible com-
position est compléte pour la classe des convexes, cettedpavait pour but de caractériser une
classe de problémes, potentiellement différentes de $selaaitableow-convexdesRCD [VAN BEEK
& D ECHTER1995], pour laquelle la cohérence d’arcs généralisée #istamte pour décider de la cohé-
rence duRCD. Nous avons émis I'hypothése que la notion de substitt@fFfREUDER 1991] pouvait
nous conduire vers cette classe particuliére. La subbtitidapeut prendre deux formes : compléte ou
locale. La substituabilité compléte est trés difficile sedétr, puisque pour vérifier la substituabilité com-
pléte d’'une valeur par rapport a une autre, il faut énumé&esémble des solutions. La substituabilité au
voisinage est une forme de substituabilité locale, peanette spécifier que toutes les valeurs en support
avec une premiére valeur d’une variable, sont égalememiosispavec une seconde valeur de cette va-
riable. Dans ce cas, la premiére sgbstituablepar la seconde, c’est-a-dire qu’elle peut localement étre
remplacée par la seconde. Puisque notre approche consigfgiguer la cohérence d’arcs généralisée,
nous avons défini la-substituabilité

En nous appuyant sur les algorithmes de recherches mogdamesavons défini une forme de sub-
stituabilité sur un cadre affectation/propagation. Unkewaest affectée a une variable, puis elle est
propagée a travers les contraintes pace qui nous permet d’'obtenir IRCD. Nous effectuons a nou-
veau ce traitement sur une autre valeur de cette variablelafitenir un secondRCD. En comparant
la structure de ceux-ci, nous pouvons affirmer qu'a I'exioeptie la variable de référence, si le premier
RCD est inclus dans le second, alors la premiére valeur estiustide a la seconde. La détection de
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cette forme de symétrie faible nous conduit a développexk dpproches. L'une est statique, réalisée
en prétraitement et intégrée a l'algorithrBAC exploitant déja le cadre affectation/propagation. Nous
utilisons simplement le travail effectué f@AC pour vérifier la substituabilité. L'approche préservée ne
préserve pas I'ensemble des solutionRdiD, mais elle consiste a réduire I'espace de recherche a éva-
luer. L'autre est dynamique, réalisée pendant la rechegtlimtégrée a I'algorithm@&lAC, s’appuyant
également sur le cadre affectation/propagation. Cetteahp est compléte, puisqu’elle empéche I'éva-
luation de sous-espaces de recherche prouvés incohérenimmvaleur substituée.

Dans ce chapitre, nous définissons la notiormperibstituabilité. Nous proposons deux approches,
'une intégrée aSAC, l'autre intégrée AMAC. Nous réalisons une étude expérimentale sur les deux
approches afin de conclure de I'efficacité de I'approche.

9.2 Substituabilité basée sur la cohérence d’arcs de singdbas

9.2.1 Définition et étude de la substituabilité au voisinage

La substituabilité et I'interchangeabilité sont des ceastiques structurelles des réseaux de contraintes
pouvant étre exploitées dans les algorithmes de recheldE@ontrer la substituabilité est difficile
[FREUDER 1991], cependant nous souhaitons exploiter un affailies® de ceux-ci. Il existe deux
formes de substituabilitécompléteou locale

Définition 92 (Substituabilité compléte) SoientP = (X, D,C) unRCD, z € X etdeux valeurs, v’ €
D,.. v est completement substituable pdrsi et seulement si pour toute solutidnde P telle que
Z(z) = v, il existe une solutiorf’ de P telle queZ’(z) = ' etZ'(z’) = Z(2') pour toutz’ € X et

x' # .

Définition 93 (Interchangeabilité compléete) SoientP = (X, D,C) unRCD, z € X etv,v' € D,. v et
v’ sont complétement interchangeables si et seulemergsicomplétement substituable paetv’ est
complétement substituable par

Cette définition donne une idée de la difficulté a détermiieerchangeabilité ou la substituabilité
compléte de deux valeurs. Dans RAD P = (X, D,(C), pour toutz € X, montrer quev,v’ € D,)
sont complétement substituables nécessite d’énuménseleble des solutions decontenan{z, v) et
(z,v"), et de comparer la restriction de chacune avec toutes lessa@ependant, un affaiblissement per-
met de définir une forme de substituabilité et d’'interchabg#é locale dans uRCD [FREUDER1991] :
substituabilité au voisinaget interchangeabilité au voisinage

Définition 94 (Substituabilité au voisinage) SoientP = (X, D,C) unRCD, = € X etv,v' € D,. v
est substituable au voisinage pélrsi et seulement si, pour toute contrainte C telle quezr € scp(c)
et pour tout tupler € c telle quer[z] = v, il existe un tupler’ € c tel quet’[z] = V' etr'[2] = T[]
pour toutz’ € scp(c) avecx # .

Dans la suite, nous nous concentrerons sur la substitiéaliilie nous privilégierons a I'étude de
l'interchangeabilité car déterminer la substituabilitdfis dans notre cadre. Cette définition se concentre
sur les contraintes impliquant une variable et sur les tuplgports de celles-ci. Si nous étendons cette
définition, nous pouvons définir une forme plus forte de stuaiilité au voisinage.

Définition 95 (¢-substituabilité) SoientP = (X, D,C) unRCD, z € X, v,v’' € D, et N I'ensemble
de variables composé deet de son voisinage. est¢-substituable par’ si et seulement si, pour chaque
instanciation partielle cohérentéy telle queZy(x) = v, il existe une instanciation partielle cohérente
T), telle queZly (z) = v etZ)(2') = Iy (2'), pour toutz’ € N etz # .
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Cette définition se concentre cette fois sur un ensembleriEbles NV au voisinage de;, et permet
de déterminer la substituabilité d’instanciations p#desesurN. La définition 95 est plus forte que 94,
car elle ne se concentre pas uniguement sur les contraimieszeest son voisinage, mais elle implique
également les contraintes entre les variable®’d&’'objectif est de considérer la substituabilité au voi-
sinage comme une approximation de la substituabilité cérmpPar conséquent, plus les instanciations
partielle localement cohérentes se rapprochent d’'unarinittion partielle globalement cohérente, plus
I'approximation est intéressante. En nous appuyant sugfiaition 95, nous allons utiliser la fermeture
par cohérence locale pour éliminer les incohérences Ipedie de caractériser notre forme de substitua-
bilité locale. Dans un premier temps, pour faciliter la coéfgnsion des propositions qui suivent, nous
donnons une définition d’'uURCD pour lequel nous faisons omission d'une variable. Ceci paeusiettra
de ne pas traiter la variable pour laquelle nous recherctiessaleurs substituables localement.

Définition 96 (P \ ) SoitP = (X,D,C) unRCD etz € X. La suppression de la variable dansP
estunRCD P \ z = (X', D’,C’) définit par :

— X=X\ {a}

- D' ={D.,: 2’ #x NDy = D,};

—C ={ceC:x¢&scp(c)}.

Définition 97 (¢-substituabilité) Soient? = (X, D,C) unRCD, z € X, v,v' € D,, et¢ un algo-
rithme de fermeture par cohérence localeest¢-substituable par’ si et seulement g(P|,—,) \ z C

¢(P|x:v’) \ Z.

Proposition 24 SoientP = (X, D,C) unRCD, deux couples € X, v,v' € D,, et¢ un algorithme de
fermeture par cohérence locale.Sest¢-substituable pav’ et ¢(P|,—) = L, alors ¢(P|,—,) = L.

Preuve La preuve estimmédiate. Supposons ggeit ¢-substituable par’. Par définition,¢(P|.—,) \
x L (b(P‘x:v’) \1‘ Donc Si(b(lp‘x:v’) \z = L alors ¢(P’$:U) \1‘ =1.0r, ¢(P’$:U/) \ z estissu de
(P|z=) auquelx a été supprimé, eb(P|.—,) \  estissu de)(P|,—,) auquelx a été supprimé. Par
conséquent, $h(P|,—/) = L alors p(P|y—y) = L. O

Ce résultat forme le centre d’intérét de notre contributién utilisant un opérateus de fermeture
par cohérence locale, nous proposons une approximati@sdbstituabilité complétes-substituabilité.
Cette forme de substituabilité est plus forte que la définif4. Plutdt que de vérifier chaque instancia-
tion partielle au voisinage d’'une variable de référenceeetétifier leur cohérence, nous proposons de
vérifier la microstructure deBRCD obtenue apreés affectation et propagation. Cependang, €gtpe ne
nécessite pas de vérifier I'intégralité de la microstrustyouisque nous pouvons nous contenter de vé-
rifier I'état du voisinage de la variable de référence. ladfénérale est d’intégrer notre approche aux
algorithmes de prétraitement et de recherche reposanhstadie affectation/propagation.

Nous pouvons remarquer qu'’il existe un facteur variablesdetre démarche, puisque nous pouvons
utiliser toute forme de cohérence locale. Plus la forme d@mmnce locale utilisée est forte et plus
nous nous approcherons de la substituabilité complétencemt cette précision a un co(t induit par
la complexité algorithmique de la cohérence locale ugligéuisque notre objectif est de greffer notre
approche aux algorithmes classiques, nous concentrewns étude sur la fermeture par cohérence
d’arcsAC, et sur 'intégration aux algorithmeésAC et MAC.

9.2.2 Substituabilité au prétraitement
Intégration a I'algorithme SAC
Afin de proposer un prétraitement dans lequel est intégrétiection de la substituabilité au voi-

sinage, notre choix se porte naturellement sur I'algor@lsAC. Pour rappel, pouP = (X, D,C) un
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RCD et une variabler € X, une valeurv € D, estsingleton arc-cohérentéSAC) si et seulement
si AC(P|,—») [~ L. La propagation par cohérence d’arcs apres l'affectat®rctithque coupléz, v)
présente un grand intérét puisque nous pouvons profitertdagil effectué pa8AC et y greffer notre
approche. |l est alors facile de faire I'analogie avec lereaffectation/propagation utilisé pour notre
intégration.

L'algorithme 14 présente I'intégration de notre approch&lgorithme SAC, que nous nommons
SNS pour «SAC and Neighbouhood SubstituabilityPourP = (X', D, C) un RCD, chaque couple va-
riable/valeur(z, v) duRCD est affecté et propagé par cohérence d’arcs. S'il résuéiéPaest incohérent,
alors le couple ne vérifie pas la cohérence d’arcs de singédtest supprimé. Dans le cas contraire, nous
vérifions la substituabilité des différents couples. Damgpremier temps, nous sauvegardons I'état du
voisinage, noté&,._,,, fonction de la variable: pour la valeumn.

Définition 98 (Etat du voisinage) Soient? = (X,D,C) unRCD, = € X etv,v’ € D,. L’état du
voisinage der dansAC(P),—,), noté&,—,, est une application qui, a toute C tel quex € c, associe
un ensemble de tuples tel quer[z] = v.

Définition 99 (Inclusion d’état du voisinage) Soient? = (X, D,C) unRCD, z € X etv,v' € D,.
Er—v C E,—y Si et seulement si, pour toute contraintec C avecx € scp(c) et pour tout tuple
7 € Ex—0(c), il existe un tupler’ € &,_,/(c) tel quer’[z] = 7[z].

Ainsi, pour toutz € X etv,v’ € D, avecv # v/, Si E,—, C E,— alorsv estAC-substituable
parv’. Par conséquent, nous pouvons affirmer, par la proposidome si¢(P|.—,/) ne possede pas
de solutions, alorg(P|,—,) n’en possede pas non plus. Par contraposés 3., ) possede une solu-
tion alors¢(P|,—. ) en posséde également une. Puisque nous nous intéressamabli@gmpeCSP, nous
pouvons choisir de ne pas parcourir 'espace de recherdoeiésao(P|,—, ). Pour cela, nous réfutons
le couple(z,v). De maniere analogue, &i—,, C &,—,, alors(z,v’) est réfuté. La vérification de la
cohérence d’arcs de singletons et de la détection de vadabsdituables est réitéré jusqu’a ce gu'il n'y
ait plus de réfutations.

De part son intégratiorfNS montre clairement qu'il est au moins aussi fort gi&C. Cependant,
SNS ne préserve pas I'ensemble des solutions du réseau deiotegraitial. Les valeurs réfutées ne
sont pas des valeurs globalement incohérentes, elles flentngeulement de faire abstraction d’'un sous-
espace de recherche qu'il n'est pas nécessaire de parpourirprouver la cohérence d’'\RCD. En
d'autres termes, chaque solution BAD initial peut étre liée & une solution ARCD fermé parSNS
La forme de substituabilité locale présentée permet lactiétede formes de symétries faibles dans les
RCD. Nous pourrions méme faire mention de la substituabilitéales-espace de recherche.

Complexité algorithmique deSNS

L'efficacité en temps et en espace d'un tel calcul d'inclosites supports dépend directement de
I'arité de la contrainte. Vérifier la substituabilité pour RCD d’arité » impose de traiter des contraintes
de taille rd” en nombre de valeurs. En supposant, une répartition uréfatese contraintes sur les
n, chacune est impliquée dafscontraintes. La sauvegarde d’un état pour un couple variadeur
nécessite donc de mainterfjr-d” valeurs dans le pire des cas en mémoire. La vérification ld$mn
d’'un état dans un autre est donc réalisé&©¢erd”) dans le pire des cas. Cela permet de donner une idée
de la complexité en temps et en espace de I'algoritBMe.

En espace, la complexité algorithmique dans le pire des stasseentiellement fonction des états
a conserver. Pour comparer les états correspondant & ckiakpue d’une variableSNS nécessite de
conserverd états, ce qui correspond a une complexité en espac erni”) dans le pire des cas. Pour
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Algorithme 14: Singleton Arc-Consistency and Neighbourhood Substitlitiab
Entrées: P = (X, D,C) : unRCD
Sortie : SNS(P)

1 début

2 fini «~ Non

3 tant que (fini # 0) faire

4 fini «<— Oui

5 Q «+ {(z,v) € X x Dy}

6 tant que (Q # Oui) faire

7 Choisir et Supprimer (z;,v;,,) € Q

8 Si (AC(P‘(xi,Uij)) = 1) alors

9 Supprimer( v;;, Dq;)

10 fini <— Oui

11 sinon

12 Sauvegarder( Szi:vij)

13 pour chaquev;, € D,, faire

14 Si (Exy=v;. C Ezy=v,;, ) alors
J k

15 Supprimer( v;;, Dq;)

16 fini <~ Non

17 sinon

18 Si (Ezy=v;, C Ewi:q,ij) alors

19 Supprimer( v;,, Dz;)

20 L fini <~ Non

21 si (D5, = 0) alors

22 | retourner L

23 retourner P

calculer la complexité en temps dans le pire des caSNfe il faut tout d’abord considérer que celui-
ci est intégré a I'algorithm&AC. Tout d’abord, il est possible de noter qu’'un traitementedctué
pour chaque:d couples variable/valeur. A chaque couple est appliqué heremce d’'arcs généralisé,
la sauvegarde de I'état associé au couple et la comparaimanles états existants pour une méme
variable. Dans le cas général, chaque traitement esteffectO (erd”). Par conséquent, la complexité
algorithmique en temps dans le pire des cas pour une itérd&isNS estO(ernd +1). Or, comme dans

le cadre de I'algorithm&AC classique, la suppression d’'une valeur dans le réseau traicoes, quelle
que soit la raison, impligue une nouvelle itération. Comemegkeau possede! valeurs, la complexité
algorithmique en temps de I'algorithn$\S estO(ern?d+2).

Les complexités algorithmiques en espace et en temps swéesl du fait de I'arité des contraintes.
Cependant, il faut noter qu’en pratique I'efficacité de pegche dépend, bien évidemment, des traite-
ments et des structures utilisées. Aussi, puisque cettpleaité est fonction de I'arité, il est intéressant
de voir le cas particulier des contraintes binaires, qui & considéré comme le cas le plus simple
pourSNS. La complexité algorithmique en espace est¥nd?) et la complexité algorithmique en temps
estO(en?d*), c’est-a-dire comparable a I'algorithn$\C classique (non optimal) dans le pire des cas.
Le cas deRCD binaires nous intéresse particulierement car les étatssndent aux domaines des
variables au voisinage d’'une variable, il est donc facileptimiser les traitements de sauvegarde des
états et des vérifications d'inclusions. La détection dewal substituables au voisinage dans le cadre
d'un prétraitement peut donc s’avérer intéréssante notmhmar son intégration facile dans l'algo-
rithme SAC, permettant d’approfondir leurs capacités en exploitasttcaitements systématiques de cet
algorithme.

131



Chapitre 9. ¢-Substituabilité

9.2.3 Recherche dynamique de la substituabilité

Le développement des différentes étapes de I'approchigustantroduit les éléments que nous inté-
grons aux algorithmes de recherche pour la détection dargadeibstituables. La modification constante
du RCD au cours de la recherche permet d'exploiter dynamiquenaestibbstituabilité locale. Dans le
cas d’'un algorithme de typ®IAC, le maintien de la cohérence d'arcs s’appuie sur un cadestaff
tion/propagation, ce qui montre tout de suite la similitagecSNS. A chaque affectation d’une variable
2 du RCD, I'état du voisinage de est sauvegardé et permet la vérification de la substittébili voisi-
nage de cette variable. Notre approche peut donc se gnefféiiement, comme dans le cadre statique,
et étre appliquée a chaque nceud dans l'arbre de recherchendamt, a I'instar d&NS, I'ensemble
des solutions diRCD est préservé. DanSNS, lorsqu’'un sous-espace de recherche n’est pas évalué
pour cause de substituabilité locale, alors nous pouvodsiéqu’un autre sous-espace de recherche
sera plus pertinent. Dans le cas de l'intégration dynamigaas évitons I'évaluation d’'un sous-espace
de recherche lorsque celui-ci peut étre prouvé incohérantapsubstituabilité locale, en exploitant la
proposition 24.

Branchementdway et branchement binaire

Considérons® = (X', D,C) unRCD. A chaque affectation/propagation d’un couple varialziur
(z,v), I'état du voisinaget,—, est conserve. S'il s'avere, que,_, est incohérent, le couple doit étre
réfuté. Par conséquent, nous associons implicitemeiat Kt voisinageE,.—, a un état incohérent pour
le RCD. Lorsque vient le choix d’affectation de la valetira la variabler, il suffit de vérifier si€,—,, C
E.—y. SiC'est le casy’ est substituable localementaet puisque I'affectation = v est globalement
incohérente dan®, alors I'affectationz = v’ est globalement incohérente dghsPar conséquent, ce
couple est réfuté avant I'évaluation de 'arbre de recheadsocié. Ceci constitue la base de notre étude
pour l'intégration dynamique de la substituabilité, et agouvons trivialement déduire l'intégration a
un algorithme de typ8AC avec branchementway (Algorithme 15). Trés peu de modifications sont a
apporter a I'algorithme de recherche classique puisque maintenons uniquement une liste des valeurs
supprimées, afin de parcourir 'ensemble des états qui uespondent et vérifier I'inclusion.

En considéranP le RCD initial, la proposition 24 est verifiee pour tofit;, , quelle que soit I'ins-
tanciation partiellelx avecX C X' \ {z}. C’est donc sur ce résultat que repose les algoritHihEset
MAC + NS avec branchemenmltway. Cependant, la substituabilité prend une dimension pbésaasante
lorsque celle-ci est intégrée a I'algorithiveAC avec branchement binaire.

Proposition 25 SoientP = (X, D,C) unRCD tel quex € X etv,v’ € D,, ainsi queZy une instan-
ciation partielle avecX C X'\ {z}. v est¢-substituable paw’ si et seulement $(Pz, uiz—0}) \ T C

¢(7D|a::v’) \ £.

Preuve D’aprés la proposition 97p est ¢-substituable par’ si et seulement sp(P|,—,) \ =
¢(Pla=wv) \ z. Or, quelle que soifx une instanciation partielle ave& C X'\ {z}, ¢(Pizufz=v})
d(Plz=y). Il enrésulte qued(P iz, y{z=v}) E ¢(Pla=w)-

La proposition 25 peut ainsi étre exploitée pour intégrep-substituabilité aux algorithmes de re-
cherche avec branchement binaire. Poseéns RCD tel quez € X etv,v’ € D,, puis posongx une
instanciation partielle d@ telle quexr ¢ X. Supposons qué(P),—,) soit incohérent. En développant
I'arbre de recherche, nous cherchons a déterminer la aWt@@eP 7, ,(,—.} avecv’ # v. Siv' est
¢-substituable pav, alors¢(Piz, u—v)) \ * E ¢(Pz—,) \ . Par conséquent, puisqygP,,_,) est
incohérent(P|z, u—.)) I'€st €galement. Notons que I'un des avantages de cettecmpexploitant
le branchement binaire, est que plus l'instanciafignest grande, et plus la probabilité d’une inclusion

C
C
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Algorithme 15: MAC + NS avec branchementway

Entrées: P = (X, D,C) : un réseau de contraintes
Sortie : P modélise-t-il un probléme satisfiable ?
début
P’ = GAC(P)
si(P' = 1) alors
| retourner Non
sinon
| retourner Recherche( P’)

o o~ W N P

~

fonction Recherche( P) : Booléen

8 début

9 si (P est atomiqugalors

10 | retourner GAC(P) est-il cohérent ?

1 sinon

12 Q« 10

13 x < Choisir une variable dangutures(X)
14 pour chaque (v € D) faire

15 P = GAC('P‘(Z:U))

16 si(P' # L) alors

17 Sauvegardef,—,

18 si(Vv' € Q: Ep=v € E,—,) et(Recherche( P’, X U{z}) répond Ouj alors
19 | retourner Oui

20 sinon

21 | Q+Qu{v}

22 retourner Non

¢(Pizu@=vy) \ © E ¢(P,—,) \ = est grande. Par conséquent, il est plus facile de détectarbla
stituabilité lorsque la différence des niveaux d'affeicias dex = v etz = o' est grande. De ce fait,
I'impact de la détection de la substituabilité est plus intigate pour le branchement binaire que pour le
branchemendway.

L'algorithme 16 présente I'intégration de la détection aesubstituabilité a I'algorithm&AC avec
branchement binaire. Il faut donc conserver les états ainage et nous définissons une application
qui a toute variable associe un ensemble de valeurs, corréapt aux états sauvegardés. Dans I'algo-
rithme MAC + NS avec branchementway, les états sauvegardés dépendent de la variable choisie, ce
qui permet de n'avoir qu'a maintenir un nombre d’'états gpomdant au nombre de valeurs de cette
variable. Pour le branchement binaire, deux états pouralgdes variable/valeur peuvent étre comparés
a des niveaux différents, nous devons donc avoir une gefitierde ceux-ci. L'applicatio contient
simplement la liste des états a comparer pour vérifier latisudisilité. C'est la seule modification ma-
jeure par rapport a l'intégration effectuée dans I'algorie MAC + NS avec branchementway. Aprés
I'affectation et la propagation d’'un couple, v), nous sauvegardons I'état du voisinage pour ce couple.
Nous vérifions ensuite s'il y a substituabilité avec les vegrécédemment réfutées, en comparant les
états au voisinage. Si ce n'est pas le cas, I'arbre de rdohessocié a = v est évalué. S'il contient une
solution, alors IRCD est cohérent. Sinon, I'état au voisinage-,, est donc associé a un état incohérent,
et nous permettons la comparaison avec des états futurseafidtdcter la substituabilité et d’élaguer
I'arbre de recherche. La valeurest ensuite réfutée et I'algorithme se poursuit de maniassigue.

Notons que le cas du brancheméduatay n'est autre qu'un cas particulier du branchement binaire.
Comme nous I'avons évoqué précédemment, détecter legvaldostituables dans le casMAC + NS
avec branchement binaire a un impact plus important qu’bvaechemendway. Cependant, cet avan-
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Algorithme 16: MAC + NS avec branchement binaire

Entrées: P = (X, D, C) : un réseau de contraintes
Sortie : P modélise-t-il un probléme satisfiable ?
1 début
Q«0
P’ +GAC(P)
si (P’ = 1) alors
| retourner Non
sinon
| retourner Recherche( P’,Q)

N o 0 A~ W N

s fonction Recherche( P, Q) : Booléen

9 début

10 si (P est atomiqugalors

1 | retourner Oui

12 sinon

13 x < Choisir une variable dangutures(X)
14 v < Choisir une valeur danb,,

15 P’ GAC(Pp=v)

16 si (P' # L) alors

17 Sauvegardef,—,

18 si (Vo' € Q (2) : Ex=v € Ey—y) alors
19 si (Recherche( P’, Q) répond Ouj alors
20 | retourner Oui

21 sinon

22 | Q@)+ Q(x) U{v}

23 P < GAC( Pzs£0)

24 si (P =1)alors

25 | retourner Non

26 sinon

27 L Aller a l'instruction : 10

tage a un co(t en mémoire.

Complexité

Afin de calculer la complexité algorithmique de notre appeodynamique, nous n’étudions pas la
complexité globale des algorithmB$AC + NS avec branchement binaire ou dway, mais nous calculons
uniguement la complexité algorithmique en temps et en esgada phase de détection de la substitua-
bilité.

Pour la complexité algorithmique en espace dans le pire @gsnous devons séparer les cas des
branchements binaire étway. Dans le cas du branchemefiway, nous conservond — 1 états du
voisinage dans le pire des cas. Par conséquent, la condplxiespace est éfi(erd”). Dans le cas
du branchement binaire, nous pouvons supposer qu'il y ait eu(d — 1) réfutations effectuées, et
donc autant d’états sauvegardéB\C + NS avec branchement binaire requiert un espac® gmrd”).
L'approche exploitant le branchemehitay posséde donc I'avantage de I'espace.

La détection de la substituabilité durant la recherche pgliquée a chaque affectation durant la
recherche. Nous calculons donc la complexité algorithmgutemps dans le pire des cas de la détection
de la substituabilité pour une affectation. Le pire des casespond a la réfutation de— 1 valeurs du
domaine de taillel, ce qui induitd — 1 vérification d’'inclusion des états. Puisque chaque congama
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nécéssite le parcours d¢r — 1)d"~! valeurs, la complexité algorithmique en temps dans le pi® d
cas pour vérifier la substituabilité d’'une valeur du domalhee valeur est)(erd”)). Notons que ce
résultat est identique pour les approches exploitant ledmement binaire et le branchementay.

Pour donner un ordre d’idée sur le cas binaire, la complexitéspace dans le pire cas @$tnd?)
(resp.O(ed?)) pour le branchement binaire (respuay) et la complexité en temps dans le pire des cas
estO(ed?) pour déterminer si la valeur a affecté peut étre substitOéemme pouSNS, le cas deRCD
binaires nous intéresse fortement car la complexité dlgoigque en temps est proche de celle de la
vérification de la cohérence d’'arcs. Malgré I'avantage écalNAC + NS avec branchementway en
terme d’espace, nous choisissons d’'étudier principaleMéC + NS avec branchement binaire.

9.3 Expérimentations

Avant de développer les différents cadres étudiés précdaemn quelques petites précisions sur le
protocole expérimental. Celui-ci est divisé en deux partig&tude de I'approche statiq@s et I'étude
de I'approche dynamiqumAC + NS avec branchement binaire, que nous notermstsdual. Chaque
approche a été comparée a son homologue dit « de base »a-@@stsans détection de substituabilité
au voisinage (respectiveme$AC et dual). Les expérimentations ont été réalisées dans le cadreeéina
essentiellement. Le cas des instances d'arités supé&ieunatrent des lacunes en ce qui concernent
la complexité en espace. L'implémentation a été réalisédA&fA\ a I'aide de la plateformeé\bscon
[LECOUTRE& TABARY 2006] développé aCRIL, et les expérimentations ont été menées sur un pro-
cesseur XéoBGHz aveclGo deRAM. Les problémes utilisées sont ceux de la troisiéme conguétit
internationale de solveufsSP réalisée en 200&h(tp ://cpai.ucc.ie/08). Les problémes sont divisées en
quatre catégories : les contraintes en extension ou ertioiieminsi que les problemes satisfiables ou
insatisfiables. Le temps de résolution a été limig ainutes et la mémoire $00Mo.

9.3.1 Intégration statique

Pour donner un apercu des performances de l'intégratidigueta nous appliguonSNS en pré-
traitement du probléme, puis nous tentons la résolutioaidd’ d’'un algorithmeMAC classique. Nous
comparons cette approche avec le prétraiterfiéi et le méme algorithm®AC pour la résolution. Le
tableau 9.1 présente les résultats de la résolution de ésyzrdblémes binaires. Dans celui-ci, chaque
tableau représente une catégorie de probléme. Nous congpgoaur chaque approche, le nombre de
problémes résolus, le temps de résolution total en sectemdembre de problémes touchées par notre
prétraitement, c’est-a-dire pour lesquelles au moins afeuy a été supprimée, et le nombre de valeurs
supprimées sur la totalité des problemes. Remarquons,lel@as deSNS, que les valeurs supprimées
correspondent aux valeurs n8AC et aux valeurs substituables. Enfin, la ligne NS » signifie que les
résultats de I'approch&NS ont été réduits aux problémes résolus conjointement paleles approches.

Les résultats globaux sont a 'avantageSiéS. Le critére du nombre de problémes résolu dans le
temps imparti donne un petit avantage&SiS, puisqu’elle permet de décider de la satisfiabilité pour
4 problémes de plus que I'approche utilis&®C. Un résultat également intéressant, toutes catégories
confondues, en ce qui concerne le nombre de valeurs sum®ipedSAC (59771 valeurs sur29 pro-
blémes touchés) bien plus faible que celuiSiNS (182041 valeurs suB08 problemes touchés), ce qui
montrent la puissance de filtrage de notre approche. RappgleeSNS ne se contente pas de détecter
les valeurs substituables, mais également les valeursriingpas la cohérence d’arcs de singletons.
Par conséquent, une seule valeur substituable détectépminsée peut conduire a détecter d’'autres
valeurs norSAC, etvice versaCependant, cette efficacité est obtenue au dépend du temmgsalution
total, puisque sur ce critére notre approche ne prend pscebaant. Malgré un filtrage fort, le temps
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de résolution des problémes avec prétraiten$&t est de57622 secondes, tandis que notre approche
passe&0698 secondes pour la résolution des mémes problémes.

Extension Satisfiable
Méthode | Nb problémes| Temps | Nb touchés| Nb supprimées
SAC 296 20624 57 4373
SNS 296 21019 72 41909

Extension Insatisfiable
Méthode | Nb problémes| Temps | Nb touchés| Nb supprimées
SAC 195 13824 68 6869
SNS 195 13807 78 8372

Intention Satisfiable
Méthode | Nb problémes| Temps | Nb touchés| Nb supprimées

SAC 253 14867 57 16404
SNS 254 18054 110 82432
—SNS 253 17855 109 79618

Intention Insatisfiable
Méthode | Nb problémes| Temps| Nb touchés| Nb supprimées

SAC 202 8307 47 24382
SNS 205 10857 51 41546
—SNS 202 8017 49 37690

TABLE 9.1 —Résultats globauxSAC contreSNS

Le nuage de points Figure 9.1 permet de donner une vue gldesléemps de résolution des ins-
tances. Sur celui-ci chacun des points représente un pnebldont les coordonnées sont désignées par
les temps de résolution : en abscisse, le temps de résolpdiotapproche utilisant le prétraitement
SAC, et en ordonnée le temps de résolution par I'approche arilile prétraitemer§NS. Le temps li-
mite étant dd 200 secondes, les abcisses et ordonnées sont définiefdat®)0]. La droite d’équation
x = 1200 montre ainsi les quatre problémes résolus $/d6 et non parSAC. Hormis ceux-ci, hous
pouvons constater les mauvais résultats pour les tempssdiition deSNS, notamment en observant
une nuée de point proche des coordonr@e800). Ceux-ci constituent la majorité du temps perdu par
notre approche, que nous détaillerons plus loin. Malgré&oefgues instances, la majorité des points se
situent autour de la droitg = x, ce qui montre des temps trés proches pour les deux approches

Bien que notre approche s’avere moins intéressante si mohenchons la performance en temps,
certaines classes de problémes peuvent étre soulignégmrtiaulier, le groupement de point énoncé
précédemment correspond a une classe de probléemes : ldsopold®ut d’abord, les problémes job-
Shop utilisés [8DEH & Fox 1996] sont des problemes satisfiablesb@evariables, de domaines de
taille comprise entr@00 a 250, et comprenan®65 contraintes binaires. La plupart de ces instances ont
été résolues facilement par I'approchaC, sans pour autant bénéficier d’un filtrage. S6iinstances
résolues par les deux approch@8,sont trivialement résolues, c’est-a-dire qu'il a été passde ré-
pondre a la satisfiabilité sans faire de retour-arriere.abtetiu 9.2 présente une comparaison des deux
approches étudiées, dont les critéres sont le nombre d&preb résolus, en particulier le nombre total
et le nombre de problémes prouvées satisfiables sans eatigne, le temps des algorithmes, en particu-
lier le temps total en secondes et le temps de prétraitemesg@ndes, ainsi que des statistiques sur le
prétraitement et I'arbre de recherche, tel que le nombreatirixs supprimées par le prétraitement et le
nombre de nceuds de I'arbre de recherche. Ces résultatswenfirefficacité du traitement effectué par
SNS pour le critére de la suppression de valeurs. Quelquesiiresasont trivialement satisfaites lorsque
notre prétraitement filtre les valeurs substituables. Ds,pe nombre de nceuds de I'arbre de recherche
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FIGURE 9.1 — Comparaison des temps CPRAC contreSNS

est fortement réduit. Le gros inconvénient vient du temppré&raitement43% du temps total) et c’est
sur ce critére que notre approche démontre des lacunes Ajgproche passe beaucoup de temps afin
de réduire considérablement I'espace de recherche, niaguk les problémes sont trés faciles, cela se
traduit par un gaspillage de temps. Lorsque nous regar@égensesultats globaux des problémes satis-
fiables avec contraintes en intention, nous apercevons eme @n temps de I'ordre 00 secondes,
alors que ces problémes JobShop montre une perte de tempEssdiep000 secondes. Cependant, nous
pouvons également noter des gain significatif dans cetsselde probléme puisque NS permet

de résoudre em0s (dont8s de prétraitement) unéGe instance quesAC résoud er691s (dont2s de
prétraitement)SNS supprime517 valeurs et réduit le nombre de nceuds de I'arbre de recherth2, a
tandis que I'approche classique ne permet aucun filtragmpetse un arbre de recherche dmillions

de nceuds. Intégré ce résultat a notre synthese n’auraitpdenété pertinent.

Problémes résolus Temps Statistique
Prétraitement Total Trivial Total | Prétraitement| Ratio | Suppression| Nceuds
SAC 45 29 175 85 48,6% 0 208181
SNS 45 35 2369 2208 93, 2% 19293 8801

TABLE 9.2 — Synthéses des résultats des problémes jobShop

Pour terminer notre analyse de I'approche statique, houggms étudier une deuxiéme classe d’ins-
tances intéressante : les instances Taillard OpenShoplARD 1993]. Ces problemes d’'optimisations
sont des instances dont le nombre de variablea’ste taille maximale avoisinant 1880 valeurs et le
nombre de contraintes est de? pourn € {4,5,7,10,20} dans notre cas.3 instances ont été résolues
par les deux approches, et celles-ci n'effectuent aucuadg#étpour 8 d’entre elles. Notons que le temps
de prétraitement pour cds instances est d’enviroB05s pour SNS et 303s pour SAC. La vérification
des états n'a donc pas été trop colteuse en temps. Le tabhBae €omposent des mémes critéres que

137



Chapitre 9. ¢-Substituabilité

pour les jobShop. Nous pouvons donc vérifier, sur cette €ldeproblémes, que le temps de prétraite-
ment occupe la méme part du temps total que pour la classédandte. En particulier, le prétraitement
SNS occuped1% du temps total pour diviser I'espace de recherche a évahrér gnviron.

Problemes résolus Temps Statistique
Prétraitement| Total Trivial Total | Prétraitement] Ratio | Suppression Noeuds
SAC 25 3 1161 590 50, 8% 10850 870351
SNS 25 4 1950 1775 91% 67105 151663

TABLE 9.3 — Synthéses des résultats des problémes Taillard-OS

Chacune des catégories fait ressortir une classe de preblparticuliére, plus ou moins facile a
résoudre. Pour autant, il est difficile de déterminer unesglal’instances compléte pour laquelle I'ap-
procheSNS est meilleure en temps. Le prétraitem8nS s’avére trés efficace pour réduire I'espace de
recherche, mais ceci a un codt. Le prétraitement est peaaifien temps lorsque le filtrage est fort, ce-
pendant il facilite largement la recherche en réduisaspbee de recherche a évaluer, ce qui lui permet
de résoudre plus d’instances qu’une approche dont le ftedtrent esSAC.

9.3.2 Intégration dynamique

Afin de vérifier I'efficacité de notre approche dynamique, siatilisons I'algorithmeMAC + NS
avec branchement binaire, que nous notossdual. Celui-ci est comparé a l'algorithme&IAC avec
branchement binaire. Le tableau 9.4 présente les résaiiates problémes binaires décrits précédem-
ment. Pour chaque algorithme, nous comparons le nombreotidepres prouvés satisfiables, le temps
de résolution en secondes, le nombre de problémes touchéestpe approche, c'est-a-dire ayant au
moins une valeur substituable détectée, ainsi le nombrealdeing substituables détectées. Nous pou-
vons donc remarquer que le nombre de problémes résolusaetement le méme, cependant les deux
approches donnent des résultats différents pour huit gmods. Ainsi, 'approches+dual décide de la
cohérence de quatre problémes QAC ne sait pas décider dans le temps impartyie¢ versa Sur
les 943 problémes résolus communément par les deux approth&€, montre un temps cumulé de
50065 secondes, tandis que notre approche cumi28 secondes. Bien que les gains ne soient pas
extraordinaires, détecter la substituabilité en coursedbarche peut donc s'avérer intéressant malgré
un traitement systématique. Cette présentation globaeréRiltats nous permet de pointer quelques
aspects particuliers du compromis entre temps de calcuhgage pour faciliter la recherche. Sur les
problemes satisfiables décrits en extension, la détecéda dubstituabilité s’avere toujours utile mal-
gré le faible nombre de valeurs supprimé&32(valeurs sur la résolution d&s problémes touchés par
notre approche). Au contraire, pour les problemes insaltlefs décrits en extension, la forte suppression
de valeurs sur le86 problémes touchés est pénalisante, et le compromis eretid@ et élagage est
beaucoup moins intéressant. La précision de I'approche semble étre un mauvais résultat, puisque
seulementi0% a20% des problémes traitées sont touchées par la détection dedétsabilité. Enfin,
pour les instances communes résolues, I'approshelual est toujours meilleure, ce que I'on remarque
aussi sur le nuage de points .

Le nuage de points 9.2 illustre bien les résultats et monkedger gain en temps pour la détection
de la substituabilité. Une majorité de points se situens $auroitey = z, c’'est-a-dire en faveur de la
détection de la substituabilité. Cependant, quatre pnedé&montrent un avantage pour I'approche clas-
sique. Nous pouvons également remarquer les probléme&ipardu (exclusif) l'autre des approches.
Nous en tirons un point positif car sur les quatre problérésslus uniquement par notre approche, tous
le sont avant00 secondes.
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9.3. Expérimentations

Extension Satisfiable

Méthode | Nb probléemes| Temps| Nb touchés| Nb supprimées
MAC 296 20845 - -
ns+dual 294 17972 28 132
—MAC 294 18601 - -
Extension Insatisfiable
Méthode | Nb problemes| Temps| Nb touchés| Nb supprimées
MAC 196 13717 - -
ns+dual 196 13771 36 66302
Intention Satisfiable
Méthode | Nb problemes| Temps | Nb touchés| Nb supprimées
MAC 253 9869 - -
ns+dual 254 9391 58 22439
—MAC 251 9479 - -
-ns+dual 251 8696 55 18444
Intention Insatisfiable
Méthode | Nb problemes| Temps | Nb touchés| Nb supprimées
—MAC 202 8268 - -
ns+dual 203 8435 29 152014
-ns+dual 202 7789 28 104917

TABLE 9.4 — Résultats globauxdual contrens+dual

Malgré le peu de problémes touchés par notre traitementnoigu, il est possible de dégager
guelques classes de problémes, notamment les deux classiéeg pour I'approche statique. Tout
d’'abord, pour lesi6 problémes des jobShop résolus par les deux appro2besnt trivialement satis-
fiables. Sur leg7 problémes restant$() sont touchés par la détection de la substituabilité. Enqogir,
I'approcheMAC met prés dé60 secondes pour répondre a la satisfiabilité pour I'un dedémuds, alors
guens+dual répond enl seconde, grace a la détection3iealeurs substituables. Les autres problemes
sont particulierement faciles a résoudre et les deux appsosont trés proches I'une de I'autté£ pour
ns+dual et 17s pour MAC). La deuxiéme classe de problémes correspond aux problesiiesd Open-
Shop, dont la synthése est présentée Tableau 9.5. Celiésanie le nombre de problémes résolus sur
45, le temps de résolution en seconde, le nombre de valeurstéi&igbstituable et le nombre de nceuds
de I'arbre évalué au cours de la recherche.£ysroblemes? problémes sont résolues uniqguement par
ns+dual et 23 sont résolus communément gdAC et ns+dual. Nous pouvons remarquer le gain de
temps sur ce&3 problémes, qui n'est cependant pas proportionnel a I'gagke I'arbre de recherche,
puisquens+dual permet d’évaluer deux fois moins de nceuds. Le constat estm@as que la détection
de la substituabilité pour les problémes Taillard OpenSgipigalement intéressante pour la détection
dynamique.

Méthode | Nb probléemes| Temps | Nb touchés| Nb supprimées
MAC 23 1724 - 1046687

ns+dual 25 1999 3008 532313

-ns+dual 23 1443 2611 460024

TABLE 9.5 — Synthéses des résultats des problémes Taillard-OS

Enfin, quelgues problémes montrent des résultats peu $samts, desquels nous pouvons retirer
guelgques informations. La grande taille de I'instance deaggs problemes non résolus, comme un pro-
bleme d'allocation de fréquence av2e00 variables de taille maximur60, montre les limites de la
détection dynamique de la substituabilité. D’autres protes simples sont pénalisées par une forte dé-
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Chapitre 9. ¢-Substituabilité
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tection de valeurs substituables.

9.4 Conclusion

Nous avons présenté une nouvelle forme de substituabéité & cadre deRCD, en nous appuyant
sur le cadre affectation et propagation de la cohérencdelatss algorithmes de recherche. Cefte
substituabilité, plus forte que la substituabilité au w@ge [FREUDER 1991], peut étre intégrée dans
deux cadres différents. Nous proposons un prétraitemans, léquel la détection de valeurs substituables
se traduit par leurs suppressions puisque nous savons gliessparticipent a une solution, alors nous
pourrons également trouver une solution sans elles. Leajigghent ne préserve donc pas I'ensemble
des solutions, il consiste a détecter une forme de symaéibeefafin de réduire I'espace de recherche a
évaluer. Lorsque la détection de la substituabilité eggirte a un algorithme de recherche, elle permet
de supprimer des valeurs qui ne conduiront trivialementgase solution, sans avoir a parcourir le
sous-espace de recherche associé. Cette approche manaepets intéressants dans le cadre d'un
algorithme de recherche avec branchement binaire, puisgpeobabilité de détecter des valeurs
substituables augmente. Les résultats expérimentaux eles approches sont globalement meilleurs
gu'une approche classique. Le prétraitement avec détedddag-substituabilité permet de décider de
la cohérence de quelques problémes supplémentaires artrapune approche classique, tandis que
l'intégration dynamique montre des résultats équivaléntme approche classique sur ce critére. Nous
pouvons extraire certaines classes de problemes pouelssla détection de la-substituabilité s'avéere
particulierement efficace, comme les problefjobshopet openshopCependant, notre approche montre
quelques lacunes lorsque les problémes sont facilemesitisgsar une approche classique. La détection
de lag-substituabilité peut étre pénalisante, alors que I'mstapeut étre prouvée trivialement. Pour de
trés grands problemes, l'intégration dynamique est égaiepeénalisée par le maintien de structure pour
détecter lap-substituabilité.
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9.4. Conclusion

Nous entrevoyons de nombreuses perspectives au sujet diatiegration dans différents cadres.
L'idée de cette approche nous vient d'un constat effectudagsformant urRCD en formuleCNF. Ce
qui nous a amené a définir fasubstituabilité. Cependant, dans le cadre propositiopappliquer a la
lettre notre définition pour définir unéP-substituabilité est différente de notre intuition iniéiaDans le
cadre deRRCQ, cette approche peut étre également trés utile, en pagtipdrce que nous connaissons
a priori la table de compositions qui est la seule contrainte impdaés 1eRCQ. Outre I'adaptation a
d'autres cadres, il nous semble intéressant d’'étudieipbich de la suppression de valeurs substituables
sur les techniques d'inférences modernes, tels que I'aaalg conflits, la pondération des contraintes ou
I'apprentissage. Parmi les questions que nous souhaixphsrer, nous pouvons nous demander quel est
I'impact de I'élagage d’un sous-espace de recherche swrldération de sous-problémes incohérents,
ou comment exploiter la substituabilité pour déduire deveties informations pendant I'apprentissage.
Enfin, nous souhaitons également étudier I'intérét que pestiter la détection de kasubstituabilité
pour des problémes tels qAXCSP ou CSP pondéré, pour notre prétraitement et par une intégration
dynamique.
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Conclusion générale

Les modéles de représentations étudiés dans cette théskésopar la résolution de problémes
sous forme de contraintes. Chacun constitue un domaineterahe spécifique et chaque domaine a sa
propre vision de I'approche a adopter face a un probléemeadreade modélisation est choisi en fonction
de la nature du probléme, de la simplicité de la modélisatieria compacité de sa représentation, de son
expressivité ou pour I'efficacité de ses outils algorithneis, Cependant, chague domaine peut contribuer
a développer de nouvelles approches originales et efficdaes d'autres formalismes. L'objectif de
nos travaux a été de mettre en évidence et de comprendrenssentre les domaines de&seaux de
contraintes discretsles réseaux de contraintes qualitatives$ lesformules propositionnellesafin de
proposer de nouvelles approches pour décider de la coleémnproblémes de nature temporelle ou
spatiale pour le raisonnement qualitatif. L'étude de cdéf@rmdints domaines nous a conduit a définir
différentes transformations et exploiter les propriélEotiques et les outils algorithmiques développés
dans chacun des cadres.

Dans un premier temps, en étudiant des transformationsdoienues de&CD vers les formules
CNF, nous avons mis en évidence l'intérét d'aller au-dela dmssformations classiques. En nous ap-
puyant sur la logique propositionnelle et ses propriétéssravons caractérisé de nouvelles formules
CNF a partir des formules obtenues a partir des transformatiassiques. Décider de la satisfiabilité de
ces formules permet de décider de la cohérendeinitial. Cependant, le sens de la formule obtenue
sort du cadre classique. L'analogie entre modéR@&d montre que certains domaines sont vides, mais
qgu'il est possible de décider de la cohérenceRdiD. De plus, en exploitant les régles de résolution
sur une transformation basée sur la cohérence d’arcs, nous aontré qu'il est possible de faire le
lien entre une formul€NF et des formes de cohérence locale plus fortes que la coleédémcs. En
particulier, nous pouvons définir une form@alF modélisant la cohérence de chemins.

L'étude de la transformation dé&CD vers les formule<CNF nous a ensuite conduit & définir une
transformation defRCQ vers les formulesCNF en nous appuyant sur une approche similaire. Cette
transformation est réalisable pour tout formalisme gatidibinaire. Dans un premier temps, chaque
élément de la microstructure d’RCQ est retranscrit par une variable propositionnelle. Poundalé-
lisation des contraintes, nous nous appuyons sur les ptépri'inverse et de composition faible des
formalismes qualitatifs. Cependant, nous avons montrés lacadre d®CQ normalisé, que la modé-
lisation pouvait se concentrer sur des arcs orientéR@Q. Ainsi, une seule contrainte est modélisée :
la table de composition du formalisme qualitatif. Nous @®gns deux approches, par les conflits et par
les supports, afin de satisfaire la cohérence localR@. La transformation proposée, polynomiale en
temps dans la taille dRCQ), est correcte mais n’est pas compléte dans le cas généml qQai soit le
formalisme qualitatif, elle permet de mettre en évidencesdénari@-cohérent. Cependant, cette condi-
tion n'est pas suffisante pour décider de la cohérence dé&mesio pour certains formalismes qualitatifs.
Pour de nombreux formalismes qualitatifs, tels que 'atgédies intervalles ou le formalisniRCC, la
transformation est correcte et compléte pour décider deHarence diRCQ.

En sortant du cadre des transformations classiques, nous agalement défini une transformation
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s’appuyant sur les classes traitables de certains formedigualitatifs : les relations convexes. Un ordre
sur les relations atomiques de certains formalismes aqtifdippermet de mettre en évidence une struc-
ture de treillis. Chaque intervalle de ce treillis carastmune relation convexe. Nous modélisons les
propriétés de ce treillis - infimum, supremum, inverse,ritistivité, composition faible - pour décrire
les relations convexes. Cette transformation est polyalengin temps dans la taille RCQ. Dans le cas

de RCQ convexes, nous remarquons que la transformation prodaifarmule CNF de Horn. De plus,
puisque toute relation du formalisme qualitatif considgeét étre découpée en sous-relations convexes,
nous définissons une transformation compléte et correctedamider de la cohérence d'RCQ.

Nous avons également proposé une transformatioR@&svers lesRCD, qu'il est possible de réali-
ser quel que soit le formalisme qualitatif binaire. Afin derilé& la microstructure dRCQ a I'aide d'un
RCD, nous faisons la correspondance entre contraintes dua##taluRCQ et variables diRCD, ainsi
gu’entre relations atomiques et valeurs. En modélisardabietde compositions comme une contrainte
sur tout triplet de variables dRiCD, nous imposons la-cohérence entre les valeurs du domaine des va-
riables duRCD. Cette transformation est polynomiale en temps dans la thilRCQ), et elle est correcte
et compléte pour décider de la cohérence R@R dans le cas des formalismes qualitatifs pour lesquels
la o-cohérence permet de vérifier si un scénario est cohérenis Nontrons qu'urRCQ o-fermé est
un RCD fortement3-cohérent par notre transformation. Nous nous intéresslmssparticulierement au
résultat inverse, en montrant qu’appliquer la cohérenaecd’'généralisée sur RCD résultant de notre
transformation, est équivalent a appliquepiBermeture sur IRCQ.

En exploitant la transformation vers IBED, nous proposons une approche originale pour la relaxa-
tion de contraintes qualitatives afin de faciliter la prelimeohérence de certair®CQ difficiles. En par-
ticulier, nous souhaitons relaxer la relation totale, gquodse tous les choix pour un couple de variables.
Ce choix est motivé par la taille de la relation totale, lasplmande relation complexe des formalismes
qualitatifs, et par les propriétés de cette relation. RugdgsRCQ doivent satisfaire la-fermeture, et que
la relation totale est I'élément absorbant dans la comipastaible, relaxer cette relation nous semble
intéressant pour nous approcher de la complétude. Comnsenaoplouvons pas rendre cette contrainte
plus permissive, nous appliquons la relaxation a la tableodegposition. Ainsi, les contraintes totales ne
sont plus soumises a la table de composition du formalisraétaiif, mais a une contrainte universelle.
A l'aide d’un procédé inverse, visant a restaurer les cartea relaxées, nous proposons un algorithme
permettant de compléter I'approche, en nous appuyant safdeses de relations traitables contenant la
relation totale et les relations singletons. Lorsqu’uriatian d'un RCQ relaxé a été trouveée, celle-ci est
restaurée avec les contraintes relaxées précédemmerg oit@nons uRCQ composée uniguement de
relations atomiques et de relations totales, et donc noussaynRCQ traitable.

Enfin, nous définissons une nouvelle forme de substitu@lokins le cadre dd&CD. Plus forte que
la substituabilité au voisinage, dasubstituabilité s’appuie sur le schéma affectation/agation des al-
gorithmes modernes. En propageant deux valeurs du domaine dariable par)-fermeture a travers
unRCD, nous obtenons deux nouveaR&D. Sil'un est inclus dans l'autre, a I'exception de la varabl
contenant les valeurs, alors une valeur est substituatdeitéd. Lag-substituabilité est donc une forme
de symétrie faible. Dans un premier temps, nous propos@xplditer cette approche en prétraitement.
Nous définissons un algorithme, intégré a I'algorithme deécence d’'arcs de singletons, afin d’éliminer
les valeurs substituables. Dans ce cadre, une valeur élimmilest pas globalement incohérente, cepen-
dant si elle conduit & une solution, alors il existe une avdteur menant également a une solution. Cette
approche ne préserve pas I'ensemble des solutions, maiséduwisons I'espace de recherche a parcourir
tout en conservant la complétude. Nous proposons ensugtmtégration dynamique de cette approche,
en vérifiant lap-substituabilité a chaque décision positive durant laeede. Cela permet de montrer un
autre aspect de la-substituabilité, puisqu’elle permet de supprimer deswead dont le sous-espace de
recherche associé a été prouvé incohérent. Cette apprsiotiene compléte. Globalement, manipuler la
¢-substituabilité s'avére intéressant en pratique. Lergitétment montre des résultats intéressants mais
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I'approche peine un peu pour des problémes triviaux, enapaseaucoup de temps a détecter la sub-
stituabilité inutilement. Malgré le maintien systématque la détection au cours de la recherche, cette
approche se montre également intéressante. Elle aménéitarfée tache de la recherche par rapport a
une approche sans détection dedsubstituabilité. Nous pouvons extraire certaines ckadsgroblemes
intéressantes de ces résultats. En particulier, les pragdélgobshopet d'openshogsur lesquels notre
approche s’avére utile.

Les perspectives a nos travaux sont nombreuses et de ndiveeses. Pour les transformations en
général, nous souhaitons naturellement étudier et adegstéechniques algorithmiques des différents
cadres. En particulier, I'analyse de conflits et 'appresdge sont trés peu développés pour le cadre
qualitatif. ChaqueRCQ est construit sur un formalisme qualitatif bien défini poeqguel la table de
composition et les différentes propriétés liées a sa natmeé connues. Cela nous semble étre un atout
majeur du cadre qualitatif, et il nous parait possible debifpper des techniques d’inférences spécifiques
a la nature de certains formalismes qualitatifs. D’autdns$ pue la notion delasse traitableest trés
présente dans les algorithmes de recherche et qu'elleittengh atout majeur pour la résolution de
problemes qualitatifs. Lier analyse de conflits et appssatje avec I'étude des classes traitables semble
d'un grand intérét. Dans notre étude, nous avons égaleragneflien entreGAC et la o-fermeture,
et ces formes de cohérence locale sont omniprésentes dadit/éeses approches développées pour
améliorer les techniques de résolution. Adapter des dfgoes optimaux d&AC, en maintenant des
supports résiduels ou en maintenant une liste de réviseut,gmener a faciliter tous les outils liés a la
o-cohérence dans 168CQ.

Pour les transformations définies vers la logique proposiglle, le premier aspect a explorer semble
lié avant tout & la modélisation. Etudier le comportemestalgorithmes de recherche et d’'inférence en
fonction de la modélisation semble étre un aspect inténésBin pas pour multiplier les approches,
mais pour en extraire I'essence et comprendre ce qui coadliés informations pertinentes et essen-
tielles, dans la modélisation des contraintes. Pour aginstla formule propositionnelle a partir d'un
RCQ, nous avons défini des variables propositionnelles a paetipropositions booléennes. En s’ap-
puyant sur la transformation avec support, la regle de wéeal nous permet d’'imaginer de nouvelles
formes de cohérence locales, plus forte que la cohérencesd@r, dans le cadre d&CQ, il est dif-
ficile de calculer ou de manipuler des formes de cohérencadel plus fortes que kacohérence, qui
imposerait le maintien d’une table de composition de dinmersssupérieures a. Exploiter le cadre
propositionnel peut amener a automatiser et a facilitée ¢éthe, ainsi qu’'a définir de nouvelles trans-
formations s’appuyant sur des formes de cohérences lof@mtes. En considérant la transformation
basée sur les conflits, nous obtenons une méthode complétddmder de la cohérence BCQ méme
sans imposer la contrainte spécifiant qu'il est nécessagdegdomaine de chaque variable doit contenir
au plus une valeur. Cette information constitue, pour nauns, voie a explorer pour caractériser dans
guelle condition et pour quel probléme cette approche estiptéressante. De plus, lorsque nous utili-
sons la regle de résolution sur certaines clauses, nousaitsi@ine formule propositionnelle totalement
opposée, permettant de montrer gu'il est possible de répandprobléme de la cohérence sans imposer
aux domaines des variables de contenir au moins une valette &proche donne une vision différente
du probléme, que nous pouvons étudier et adapter dansedifécadres. Le second aspect a développer
dans le cadre des transformations BER) vers la logique propositionnelle est lié a la taille des foles
propositionnelles. En effet, puisque chaque tuple de I b composition est modélisé pour chaque
triplet de variables, la formule obtenue est de taille abérsible, ce qui peut engendrer des problemes
en pratique. Pourtant, bien qu’elles portent sur des Viasatlifférentes, ces clauses ont une structure et
un sens commun. Nous pouvons imaginer exploiter la congilates connaissances afin de réduire le
nombre de ces clauses a un sous-ensemble essentiel. Bmuimalismes pour la modélisation dR6Q
peuvent également étre envisagés tel §€ Modulo Theory probléme de décision s’appuyant sur des
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théories exprimées en logique du premier ordre. Notons, tdree qu’exploiter la logique du premier
ordre pour modéliser la table de composition rappelle lasfici@mation de®RCD, pour laguelle la table
de compositions n’est maintenue qu’une seule fois pourttgalet de variables. Ainsi, exploiter la lo-
gique du premier ordre uniquement pour la propagation e#geut étre une perspectives prometteuse
a explorer afin de réduire la taille des formules tout en cwase la puissance des outils algorithmiques
du probléemesAT.

Plus spécifiguement, pour la transformation vers les foes@WNF exploitant la classe des relations
convexes, nous souhaitons développer cette approche sappuyant sur d'autres classes traitables, tels
gue la classe des relations préconvexes, qui est un sumblesde la classe des convexes, afin d’obtenir
un découpage plus faible des relations complexeBR@Q. Nous entrevoyons également la possibilité
d’adapter cette approche aux transformations RIEQ vers lesRCD, pour bénéficier de la compacité
desRCD tout en exploitant la structure de treillis de certains falismes qualitatifs.

La relaxation des contraintes qualitatives en exploitamelaxation de la table de composition nous
semble étre une approche intéressante pour la détecticm réparation d’'incohérence. Elle laisse en-
trevoir la possibilité de manipuler localement la table deposition. Nous entrevoyons quelques appli-
cations, notamment pour des problémes globalement ineotsepour lesquels le formalisme qualitatif
n'est pas adapté. Par exemple, supposons la modélisatiméfdeences transitives a I'aide de I'algébre
des intervalles, I'incohérence peut étre due au choix dmdtisme qualitatif et non au probléme lui-
méme. Des préférences non-transitives, modélisés a Baidlalgebre des intervalles cycliques, auraient
conduit a un autre résultat.

La substituabilité nous améne a autant de perspectivesenaigre, et la plus naturelle, est d’étudier
différentes formes de cohérence localpour la détection de la-substituabilité. Ensuite, nous envisa-
geons leur intégration aux différents cadres. La subdiiitéa au voisinage et lg-substituabilité sont
des approches a étudier, tant pour le probl&A& que pour le probléem€SP qualitatif. Dans le cadre
desRCQ), cette approche peut bénéficier de la connaissance de ¢éadaetdomposition, qui reste inva-
riante tout au long de la recherche. Une autre perspectiiéagle de I'impact de la suppression de
valeurs substituables sur les techniques d'inférencegmed, tels que I'analyse de conflits, la pondéra-
tion des contraintes ou I'apprentissage. Parmi les questiae nous souhaitons explorer, nous pouvons
nous demander quel est I'impact de I'élagage d'un souseespa recherche sur la pondération de sous-
problémes incohérents, ou comment exploiter la substlitéapour déduire de nouvelles informations
pendant I'apprentissage. Nous pouvons étendre cettequéirgpa tous les formalismes et a toute tech-
nigue d’inférence s’appuyant sur I'élagage d'un sous-gsjpie recherche. Enfin, asubstituabilité est
une forme de symétrie qui apporte des résultats pertindatag des expérimentations. Nous souhaitons
donc adapter la-substituabilité & des problémes tels qAXCSP ou CSP pondéré.

La derniere perspective que nous entrevoyons est liéegofague peut constituer le cadre qualitatif
dans les autres domaines. Les formalismes qualitatifs @idee théorique sur lesquels ils sont définis
a permis la mise en évidence de classes traitables, trésitégsl dans les outils algorithmiques pour le
probléemeCSP qualitatif. Définir les transformations des formuléblF et desRCD vers lesRCQ est
un aspect qui peut étre interprété de difféerentes maniérgai eous intéresse particulierement. Cela
permettrait d’offrir une vision différentes du problé®AT et du problemeCSP, et compléterait I'étude
de systémes de contraintes pour le raisonnement qualitatif
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A.1 Table de composition

Annexe A

Algebre des Intervalles
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FIGURE A.1 — Table de composition pour I'algébre des intervalles
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Annexe A. Algébre des Intervalles

A.2 Algebre des intervalles affaiblie

Reprenons I'exemple des trois étudiants corrigeant lescees durant la séance de cours. Cepen-
dant, nous imposons « la correctighcommence le cour§’ », « la correctionB est pendant le cours
T », « la correctionC termine le cours », « la correctioA suit directement la correctioB », « la
correctionA est avant la correctio@ » et enfin « la correctiod’ suit directement la correctioB8 ». Ces
informations sont donc décrites RCQ construits sur le formalisme d’Allen suivant :

A {m} B
s d
{ }\@/{ )
b}

{ {m}

{r}

Supposons maintenant que I'enseignant impose a une ¢orrécDenise, notéd), toujours pen-
dant le temps de cours, et sans interférer avec la corredt@®es camarades. En ajoutant I'information
D{d}T, la o-fermeture permet de déduire les informatianga}A, D{b,a}B et D{b}C. Par consé-
quent, la correctiorD doit se dérouleaprésla correctionA, etavantla correctionC', et puisque les
relations atomiques sont complétes et mutuellement axelida correctionD doit étre réalisé@avant
ou apresla correctionB. Or, quel que soit le choix effectué enti et D, il n'est pas possible de
construire un scénario cohérent intégrant la correction

Pour illustrer le raisonnement effectué par Renz et Ligomaaginons un formalisme qualitatif
proche du formalisme d’Allen, que nous nommerdogsnalisme qualitatif affaibliqui difféere du for-
malisme d’Allen par I'ensemble des relations atomig#ePans celui-ci, la relation complexg, a}
est factorisée en une seule relation atomigue = b U a permettant de préciser que deux intervalles
soient distincts, tel quepi = ppi~!. LensembleB’ = {ppi,m,o,s,d, f,eq, fi,di, si,oi,mi} forme
bien une partition d€)? x Q?, et toutes les propriétés des formalismes qualitatifs sérifiées. Les
compositions faibles et fortes sont équivalentes. Il essitte de déduire la table de composition faible
du formalisme affaibli a partir de celle du formalisme d&il Pour cela, il suffit de considérer que toute
relation atomique: etb du formalisme d’Allen et affaiblie eppi. Les compositions suivent directement
la définition de la composition faible, puisque celle-ci lasplus petite relation contenu da®?, toute
composition contenant ou b dans le formalisme d’Allen contiendropp: dans le formalisme affaibli.

Reprenons I'exemple de la répartition des corrections dameouveau formalisme, et retranscrivons
les informations obtenues.

Formalisme d’Allen | Formalisme affaibli
A{m}B A{m}B
B{m}C B{m}C
A{b}C A{ppi}C
A{s}T A{s}T
B{d}T B{d}T
c{fir c{fir
D{a}A D{ppi}A

D{b,a}B D{ppi}B
D{}C D{ppi}C
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A.2. Algebre des intervalles affaiblie

Ceci, dans notre formalisme affaibli, constitue bien umac®, qui plus est fermé algébriguement
mais incohérent. La-cohérence ne suffit donc plus pour répondre a la cohérencesdénario. L'affai-
blissement du formalisme d’Allen par une approximationaeelation{b, «} rend donc le formalisme
affaibli non fermé.
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Annexe B

Des RCD aux formules CNF

B.1 Transformation en exploitant la cohérence d’arcs

Pour illustrer la transformation exploitant les suppontss définisson® = (X, D,C) un RCD tel
que : X = {x1,x2,23,24}, avecD,, = D,, = D,, = D,, = {0,1,2}. Deux contraintes sont définies
dansC, décrites par les relations :

Clay xa,a3) = {(0,1,2),(1,0,2),(2,1,0)} ;
Claz,zsea) = 1(0,1,2), (1,0,2),(2,1,0)}
Notons que c&CD ne posséde qu’une solutiod = {(z1,2), (z2, 1), (z3,0), (z4,2)}.

Dans la suite, nous présentons chaque formule sous la fdiméatbleau de clause. Le tableau B.1
illustre la modélisation de la formule « Au-Moins-Une », pettant de garantir que chaque variable
doit étre affectée a au moins une valeur. Le tableau B.2 pr&da modélisation de la formule « Au-
Plus-Une », afin de garantir que chaque variable soit affe&téu plus une valeur. Ces deux formules
permettent de garantir la mutuelle exclusivité des valdursiomaine de chaque variable. Enfin, le ta-
bleau B.2 présente la formule supports, exploitant la notie cohérence d’arcs. Nous présentons les
clauses associées a chaque contrainte, telle que chague dal chaque variable est liée aux autres
par ces tuples supports. Remarquons que cette formuledeoseétaines clauses unitaires. Ceci repreé-
sente, par la définition que nous donnons de la transformdtensemble des valeurs qui ne sont pas
arcs-cohérentes.

a1 = 0]V [z = 1]

A —|[$1 20]\/—|[$1 22]

A _\[1'1 = 1] V —\[1'1 = 2]

A —fes = 0]V Sfzs = 1]

A [z1 =0]V[z1 = 1]V [z1 = 2] Az = 0]V alze = 2]
A [:82 = 0] Vv [1'2 = 1] Vv [:82 = 2] A —\[1'2 = 1] V —\[1'2 = 2]
A [:83 = 0] V [1'3 = 1] V [:83 = 2] 74\ —\[1'3 = O] V —\[1'3 = 1]
[ac4 = 0] \Y [$4 = 1] \ [ac4 = 2] A —|[$3 = 0] \Y —|[$3 = 2]

N _\[1'3 = 1] V —\[1'3 = 2]

ALO AN Slza=0]V oz =1]

TABLE B.1-%4 A IV

—\[1'4 = 1] Vv —\[1'4 = 2]

TABLE B.2 —x4MO
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B.2. Vers de nouvelles modélisations de cohérence locale

Clzy,m9,23) = {(07 1, 2)7 (17 0, 2)7 (27 1, 0)} Clao,x3,24) = {(07 1, 2)7 (1707 2)7 (27 1, 0)}
—‘[x1 = 0] V [l’Q = 1] —|[$2 = 0] Vv [xg = 1]

—‘[x1 = 0] V [l’g = 2] —|[$2 = 0] Vv [ac4 = 2]

ﬂ[:El = 1] V [1'2 = O] —\[1'2 = 1] Vv [:83 = 0]

=z =1V [z3 = 2 =[x = 1]V [z4 = 2]

_‘[xl = 2] Vv [l’Q = 1] —|[$2 = 2] V [xg = 1]

ﬂ[:El = 2] V [1'3 = O] —\[1'2 = 2] Vv [:84 = 0]

—‘[wg = 0] V [l’l = 1] —|[$3 = 0] Vv [xz = 1]

_\[ZEQ = 0] Vv [1'3 = 2] —\[1'3 = O] V [:84 = 2]
—‘[$2—1]V[$1=0]V[$1—2] —|[$3=1]V[$2=0]\/[$2—2]
ﬂ[m:]\/[mg:O]\/[acg:] —|[$3=1]V[$4=]\/[$4_2]
—[ze =2] —[zs = 2]

ﬂ[:Eg = 0] Vv [1'1 = 2] —\[1'4 = O] V [:82 = 2]

ﬂ[:Eg = 0] Vv [1'2 1] —\[1'4 = O] Vv [:83 = 1]

—‘[wg = 1] —|[$4 = 1]
ﬂ[ZE3:2]\/[l'1:O]\/[ZE1:1] —\[1'4:2]\/[:82—0]\/[1'2—1]
ﬂ[:Eg = 2] V [1'2 = 1] \Y [:82 = 0] —\[1'4 = 2] V [:83 = 1] V [1'3 O]

TABLE B.3 -XA¢

B.2 Vers de nouvelles modélisations de cohérence locale

Cette section a pour but de présenter la modélisation @adbrmes de cohérence locale que la
cohérence d’'arcs en formul@&\F. Le tableau B.4 décrit la cohérence de chemins par la foriGile
E;C pour chaque contrainte dRiCD. Par exemple(z,,0) et (x3,2) (clauses bleues) présente un sup-
port commun dans,, ., .,) tel que{(x2,0), (z1,1)} et{(xs,2),(z1,1)} sont cohérentes. Ainsi, si
(72,0) € T et(z3,2) € T alors(wz1,1) € T pour satisfaire cette contrainte. Or, dagg ., ,,, (72,0)
et (x3,2) n'ont aucun support commun. Par conséquentzsi0) € Z et (z3,2) € Z alors le résultat
est incohérent(x2,0) et (x3,2) ne sont pas chemins-cohérents et ne peuvent pas apparsiératde
dans une instanciation sans la rendre incohérente. Auaim@tfz,,0) et (z3,2) (clauses vertes) sont
chemins-cohérentes. Par conséquents, elles admettempporscommuns dans; et dansey.
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Annexe B. Des RCD aux formules CNF
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Clzy,m9,23) = {(071 2) (1 0, 2) (2 170)} Clza,z3,24) = {(071 2) (1 0, 2) (27170)}
=z = 0]V =[xz = 0] =2 = 0]V —[zs = 0]

S[z1 =0]V o[z = 1]V [z3 = 2] Sz =0] Vs =1V [za = 2]
Sz = 0]V ofze = 2] —[w2 = 0]V —fzs = 2]
_‘[wl—l] _\[$2— ]\/[m3—2] =z = 1]V —[zs = 0] V [x4 = 2
—V[Ibl = 1] Vv —V[:EQ = ] [1'2 = 1] V —\[1'3 = 1]

—\[xl = 1] —|[x2 = ] [m’g = 1] V- [333 = 2]

—\[xl = 2] —\[xg = ] [m’g = 2] V- [333 = O]

—V[Ibl = 2] Vv —V[:EQ = ] Vv [1'3 = O] [1'2 = 2] Vv —\[1'3 = 1] V [£E4 = 0]
—\[xl = 2] —|[x2 = ] [m’g = 2] V= [333 = 2]

=z = 0]V =[zs = 0] =2 = 0] V =[xy = 0]

S[z1 =0]V —[zs =1] Sz = 0]V —[za = 1]

—\[x1 = 0] —\[wg = ] V [m’g = 1] [m’g = O] V- [334 = 2] Vv [xg = 1]
Sz =1]V fzs = 0] —[we = 1]V —fzs = 0]

—V[Ibl = 1] Vv —V[:E3 = ] [1'2 = 1] V —\[1'4 = 1]

—\[x1 = 1] —\[wg = ] [m’g = O] [m’g = 1] V- [334 = 2] Vv [xg = 0]
s = 2]V =fos = 0] Vzz = 1 2 = 2] Vs = 0] Vs = 1
—V[Ibl = 2] Vv —V[:E3 = ] [1'2 = 2] V —\[1'4 = 1]

—\[xl = 2] —|[x3 = ] [m’g = 2] V- [334 = 2]

—lze = 0] V =[zs = 0] —[2s = 0] V =[xy = 0]

“[ze = 0]V [z = 1] —lzs = 0]V [za = 1]

—‘[xz = 0] —‘[xg = ] Vv [l’l = 1] [$3 = O] V- [334 = 2] V [xg = 1]
ﬁ[.z‘g =1]\ [z =0V [,I’\ :‘_’} [1'3 = 1]V—\[1'4:O]V[IE2 —2]
—v[:Eg = 1] Vv _'[:83 = 1] [1'3 = 1] Vv —\[1'4 = 1]

—\[wg = 1] —\[wg = 2] Vv [ml = O] [$3 = 1] V- [334 = 2] V [xg = 0]
—[ze = 2]V —[zs = 0] —lzs = 2]V —[za = 0]

—v[:Eg = 2] Vv _'[:83 = 1] [1'3 = 2] Vv —\[1'4 = 1]

—\[xg = 2] _\[wg = 2] [$3 = 2] [334 = 2]

TABLE B.4 —XF¢
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Résumé

Mots-clés: Intelligence Atrtificielle, probléme CSP, probléme SAT, ainement Qualitatif, Transfor-
mation, Classes traitables, Relaxation, Substituabilité

La modélisation et la résolution de problémes sous comémiconstituent un domaine majeur en
IA. Par la nature diverse des contraintes, différents feismes de représentation ont été proposés pour
les exprimer de maniére simple et compacte tout en garantisme efficacité des outils de résolutions
associés. Les formules propositionnelles, les réseausrdeaintes discrets (RCD) et qualitatives (RCQ)
sont des cadres de modélisation répondant a ces critenasleBanformations temporelles ou spatiales,
les RCQ constituent un modéle de choix avec de nombreusésajgms comme I'ordonnancement de
taches, la planification temporelle ou spatiale, les systadtinformations géographiques. Nos contribu-
tions visent a étudier les liens des RCQ vers les RCD et lesui@s propositionnelles, afin d’adapter les
outils issus des divers domaines et de proposer de nouagigsches. Tout d’abord, nous nous concen-
trons sur I'aspect structurel des RCQ, en adaptant la méttieda composition faible dans les différents
cadres. Nous exploitons ensuite les propriétés des claséables de certains formalismes qualitatifs,
afin de définir une transformation vers la logique propasitale. En exploitant la transformation vers
les RCD, nous proposons une méthode incompléte facilitaptéuve de l'incohérence des RCQ par
la relaxation de la propriété de composition faible, puisshoomplétons I'approche en exploitant les
classes traitables. Enfin, ces études nous conduisent aggropne nouvelle forme de substituabilité
locale, dont les détections statique et dynamique perntattebtenir une amélioration algorithmique
dans le cadre des RCD.

Abstract

Keywords: Artificial Intelligence, CSP, SAT, Qualitative Reasonirigpcoding, Tractable Classes, Re-
laxation, Substitutability

Modelling and solving constraints problems is a major dom@iArtificial Intelligence. By the var-
ious natures of the constraints, different formalisms wan@posed to express them in a simple and
compact way while guaranteeing the effectiveness of thecased solution tools. Propositional for-
mulae, discrete constraint networks (DCNSs), and qual#ationstraint networks (QCNSs) are the well
known frameworks that guaranty these requirements. Fgpdesthor space information, QCNs consti-
tute a model of choice with many real world applications saskcheduling, temporal or spatial planning
and geographic information systems. Our contributionsatistudying the links between QCNs, DCNs
and propositional formulas, in order to adapt the tools ligex in these fields and to propose new ap-
proaches. First of all, we focus on the structural aspect@@Ns, by transforming weak compaosition
within the various frameworks. In order to define a transfation towards propositional logic we then
exploit the properties of tractable classes of some qtatitdormalism. Exploiting the transformation
towards DCNs, we propose an incomplete method simplifyiregproof of the inconsistency for QCNs
by relaxing the weak composition property. Then, we promsemplete approach thanks to tractable
classes. Finally, these studies lead us to propose a newdbloeal substitutability, whose static and
dynamic detections significantly improve search algoritor DCNs.
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