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Introduction générale

La transmission des vibrations est un probleme rréoti dans les dispositifs
meécaniques de tous genres, dés lors qu’ils compodes pieces mobiles. Ces vibrations
peuvent en effet avoir de nombreuses conséqueBtasties pour les mécanismes : génération
de bruit, création de jeux mécaniques, perte gedaision, usure prématurée des composants,
dégradation des pieces (parfois jusqu’a la rupfpae des phénomeénes de fatigue, etc.

Lorsqu’il n'est pas possible de réduire les vilmas a la source, ou de déplacer en
dehors des fréquences des vibrations les modegstmrance du meécanisme qui en est
victime (en le rigidifiant par exemple), l'introdiien d’'un dispositif d’isolation appelé
suspension s’avere trés souvent nécessaire. @&iteos donne de trés bons résultats dans la
plupart des cas. En revanche, lorsque les carstig@es du mécanisme a isoler sont amenées
a évoluer (par ajout déléments par exemple), iltparriver que la suspension, bien
dimensionnée initialement, ne remplisse plus st;ndé facon satisfaisante.

L’approche CRONE, appliquée a la conception de exusipn, permet d’éviter cet
écueil. Elle repose sur les notions mathématigeededvation et d’intégration non entieres et
permet de garantir la robustesse du degré de igtalig-a-vis des variations de la masse du
dispositif a isoler. Ainsi, 'approche CRONE perntet mettre en défaut l'interdépendance
masse-amortissement incontournable dans I'appred@giére » de la mécanique. L’isolation
vibratoire est d'ailleurs devenue un axe majeuretderche au sein de I'équipe CRONE du
département LAPS du laboratoire IMS.

Quelle que soit la technologie retenue (mécanique hgdropneumatique), la
réalisation d’'une suspension CRONE s’appuie swgsbaiation de cellules capacitives et
dissipatives. En ce qui concerne la technologiedpymeumatique, celle-ci est bien adaptée a
la réalisation d’'une suspension CRONE, notammemis da domaine de I'automobile.
Cependant, cette technologie présente des paritéglan raison du caractere non linéaire de
ses composants. La prise en compte de ces nomd@saans le fonctionnement d'une
suspension CRONE est I'un des axes développés'@#is' CRONE.

! 'équipe CRONE a obtenu en partenariat avec PSablelEquipe de Recherche Technologiq@ERT) du
Ministére pour une durée de 4 ans a compter’darivier 2007.
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Les travaux présentés dans cette thése se sitaestla continuité de ceux initiés par
X. Moreau et A. Oustaloup dans les années 1990pw@tsuivis par C. Nouillant de 2001 a
2003 dans le cadre du Contrdle Global du ChasseC()Get par O. Altet de 2002 a 2004 dans
le cadre des Systemes Dynamiques Hybrides (SDH).



Organisation et contenu de la these

Ce mémoire de theése est organisé en deux padipsginiére étant constituée de trois
chapitres et la seconde de deux chapitres.

La premiére partie, consacrée aux aspects fondamentoncerne la synthese et la
réalisation en technologie hydropneumatique d’'uegrateur d’ordre non entier borné en
fréquence. La seconde partie a pour but de motitnégrét et les performances d'un tel
concept dans un secteur applicatif privilégié, woBacelui des suspensions de véhicules
automobiles.

Le chapitre 1 rappelle tout d’abord les définiti@ides résultats fondamentaux liés a
l'intégration non entiére. Des exemples de systédued le comportement met en jeu des
phénomenes non entiers sont également présentébati Le coeur du chapitre s’intéresse a
la synthése et a la réalisation d'un intégratewrdie non entier borné en fréquence. La
synthése d’un tel intégrateur est fondée sur larsddté fréquentielle. La réalisation, quant a
elle, utilise le lien avec les systemes a paramdtrealisés, en particuliers les réseaux ou
arrangements de cellules dissipatives et capasitifeellules RC). Une validation
expérimentale est effectuée a l'aide d'une réatiraten technologie électrique. Cette
expérience met également en évidence l'intérélimtégration non entiére en ce qui concerne
la robustesse du degré de stabilité vis-a-vis deations parameétriques.

Le chapitre 2 est consacré a la réalisation enntdogie hydropneumatique d’un
intégrateur d’ordre non entier borné en fréquereetravers d’'un exemple d'illustration, a
savoir un dispositif de suspension hydropneumatitpsespécificités de cette technologie sont
mises en évidence : la non-linéarité des élémexpaditifs et la dépendance de leur capacité a
la masse suspendue. Dans ce chapitre, un modelalysa aux petites amplitudes permet de
s’affranchir de la prise en compte des non-linéaritraitées au chapitre suivant. La
dépendance des capacités des accumulateurs ada suspendue, quant a elle, se traduit par
des résultats remarquables :

- la robustesse de la rapidité (propriété intrineeqde la technologie
hydropneumatique)

- et la robustesse du degré de stabilité (propiéténseque de I'approche CRONE)
vis-a-vis des variations de la masse suspendue.



Le chapitre 3 est consacré a I'extension au cadinéaire des résultats du chapitre 2
obtenus dans le cadre d’'une approche linéaire.i,Aine méthode basée sur la décomposition
en série de Volterra est proposée. Cette déconmogst habituellement utilisée pour la
modélisation et l'identification des systémes norédires comme le montre la synthése
bibliographique proposée au début de ce chapitreilitation des séries de Volterra permet
ici de montrer que la robustesse de la rapidit@ ebbustesse du degré de stabilité vis-a-vis
des variations de la masse suspendue ne sontfper®as par la présence des non-linéarités.

Apres avoir développé les aspects fondamentaux targemiere partie, et ce
indépendamment de tout secteur applicatif, la stE@artie est consacrée a I'application aux
suspensions de véhicules automobiles.

Le chapitre 4 présente, dans le cadre de la dyneamg véhicule, les développements
d’'un modele de validation a 14 degrés de libertit d'utilisation constitue I'étape ultime
avant implantation de tout organe sur véhicule. @asloppements sont effectués a l'aide
des torseurs et du formalisme de Lagrange. Ensuitenodéle quart de veéhicule, utilisé
d’abord pour l'analyse de la dynamique verticalésppour la synthese d’'une suspension
CRONE dans le chapitre 5, est présenté. Une aitemtiute particuliere est apportée aux
hypothéses qui définissent le domaine de validitéltacun de ces modeles. Afin d’alléger la
présentation, les outils mathématiques et lesldélas calculs nécessaires a I'établissement
rigoureux du modele de validation sont renvoyéararexes | et |l respectivement.

Le chapitre 5 est consacré a la synthese et laisaéah en technologie
hydropneumatique d’'une suspension CRONE pour urcwiéhautomobile. Compte tenu de
la conclusion du chapitre 3, la synthése s’appuie Iss méthodes présentées dans les
chapitres 1 et 2. La validation de la suspensianlesumodéle a 14 degrés de liberté du
chapitre 4 est faite dans un second temps. Unexiéfi sur I'influence des non-linéarités clét
ce chapitre.
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Avant-propos

L’'apport de la thése de P. SERRIER peut étre défimbnologiquement par sa
contribution scientifique dans chacun des chapitres

Dans lechapitre 1, les apports se situent, non pas au niveau dgrithese(ou de
I'approximation) d’un intégrateur d’ordre non emtlornée en fréquence dans la mesure ou
celle-ci est fondée sur la récursivité frequergi¢lDustaloup, 1995], mais au niveau de sa
réalisation a I'aide d’un nombreéduit N de cellules RC. Un tel résultat n'est possible que
grace a la présence d'une cellule purement capactituée a l'entrée des différents
arrangements étudiés et dont la capacité est détsnde maniere optimale. Les aspects
méthodologiques sont présents tout au long dedgression de ce chapitre, en particulier
pour passer du concept (I'intégrateur d’ordre notiee borné en fréguence caractérisé par 4
parametres de synthése de haut niveau) aux réalisafcaractérisées pdd parametres
dissipatifs etN+1 parametres capacitifs). Les développements séemne génériques ne
privilégiant aucun domaine de la physique en palitc, méme s’il est vrai que I'analogie
« électrigue » est utilisée pour les schémas difadiliter la compréhension.

Dans lechapitre 2 les contributions portent, d’'une part, sur laenén évidence des
propriétés d'un intégrateur d’'ordre non entier ldoam fréquence dans le cas particulier ou
celui-ci est réalisé en technologie hydropneumatigt) d’autre part, sur la définition d’une
transformation mathématique permettant de repredavec les parameétres de synthese de
haut niveau de I'intégrateur les propriétés obses\asque la seulement avec les parametres
technologiques des réalisations. Cette transfoomgtérmet d’introduire de la souplesse dans
le processus itératif de conception puisqu’il njglsis nécessaire, dans un premier temps tout
au moins, de définir dans les moindres détail®lation technologique pour en apprécier ses
performances.

Dans lechapitre 3 les apports concernent I'introduction et I'expdtion des séries de
Volterra pour I'analyse de l'influence des non-hnés des composants hydropneumatiques
sur le comportement dynamique de la suspension ROHNinsi une synthéese
bibliographique concernant les séries de Voltestapeoposée et accompagnée d’exemples
d’illustration, facilitant ainsi la compréhensioesdméthodes de calcul des différents noyaux.
Ensuite, les avantages et les limites d’'une tgller@che sont présentés de maniere claire et
objective. Enfin, I'un des aspects intéressantsséegs de Volterra, a savoir la possibilité de
pouvoir continuer I'analyse dans le domaine frégieémalgreé la présence de non-linéarités,
est exploité pour expliquer pourquoi la robusteteséa rapidité et la robustesse du degré de
stabilité vis-a-vis des variations de la masse edpe ne sont pas affectées par les non-
linéarités des éléments capacitifs.

-11 -



Dans lechapitre 4 P. SERRIER exploite ses compétences dans le denus la
modélisation des systemes mécaniques polyartiqudés établir de maniére rigoureuse et
didactique un modéle de validation d’'un véhiculeomobile a 14 degrés de liberté. L’accent
est mis, d'une part, sur la difficulté d’établir omodéele de connaissance précis et, d’autre part,
sur la nécessité d’introduire des hypothéses siitgiiices qu’il faut constamment avoir a
I'esprit dans la mesure ou elles définissent le @iomde validité du modele. En complément,
la notion de modele de synthese est introduitbustiée dans le cadre des suspensions.

Enfin, dans lechapitre § la contribution se situe au niveau de la conoapt’une
version de la suspension CRONE Hydractive, coneemui exploite les développements des
chapitres précédents.

Xavier MOREAU
Directeur de théese
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Chapitre 1

Systemes a Dérivées Non Entieres

1.1 - Introduction

Si le concept et le formalisme mathématique deélavdtion non entiere (réelle ou
complexe) sont issus des travaux de mathémati@élebres tels que Laplace, Liouville,
Abel, Riemann et Cauchy, remontant ainsi au débuxiX*™ siécle [Dugowson, 1994], sa
synthese et ses applications dans les sciencesqpbgset les sciences pour l'ingénieur
relevent des contributions scientifiques de la sdeomoitié du XXM siécle et du début du
XX1®™e sigcle [Cois, 2002] [Lin, 2001] [Miller, 1993] [@ham, 1974] [Oustaloup, 1995]
[Samko, 1993].

Les travaux qui font l'objet de ce chapitre s'inmoit dans le cadre de ces
contributions scientifiques, le contexte d'étudmeéplus particulierement celui de la synthese
et la réalisation d’'un intégrateur d’ordre non enborné en fréquence.

Plus précisément, apres une introduction générale gituer le contexte, la deuxieme
partie est d’abord consacrée aux définitions et iaterprétations de l'intégration et de la
dérivation d’'ordre non entier. Ensuite, a titrelld§tration, des exemples de Systémes a
Dérivées Non Entieres (SDNE), tant & parametrdsialigs faisant I'objet de phénomenes de
diffusion, qu'a parametres localisés, sont propat#ss la troisieme partie. Ces exemples
montrent, si nécessaire, que l'intégration et lavdéon d’ordre non entier ne sont pas
seulement des concepts mathématiques résultarg galonté de généralisation, mais qu’ils
sont bien présents notamment en Physique et dawaguee d’'une maniere plus générale.

La quatrieme partie est consacrée a une méthodgrdbése et de réalisation d’'un
intégrateur d’ordre non entier borné en fréquentiksant le lien avec les systéemes a
parameétres localisés. Le point de départ de laadéist la synthése fondée sur la récursivité
fréquentielle. Ainsi, a partir des quatre paranstde synthése de haut niveau qui
caractérisent un tel intégrateur, Mspbles et leN zéros de I'approximation sont calculés
conformément a la méthode d’Oustaloup [Oustalo8p5] Ensuite, la réalisation a partir de
deux arrangements de cellules résistie®t capacitivesC est développée de maniere
analytique indépendamment de tout contexte apglicatest la raison pour laquelle la
terminologie bond-graph est utilisée afin de comseun caractere générique a la démarche.

-17 -



Chapitre 1 Systemes a Dérivées Non Entieres

Les relations entre led poles et leN zéros, d’'une part, et lé$ éléments resistifR et les
N+1 éléments capacitif€, d'autres part, sont établies. Le principal ré&dukst que la
récursivité fréquentielle conduit & une distribaticécursive deR et desC (récursivité
systémique) pour I'un des arrangements, et a wtahiition quelconque pour l'autre. A titre
d’illustration, un exemple est proposé en fixarbitaairementN = 10. Les impédances
d’entrée de chacun des arrangements ainsi réalg@esduisent parfaitement la réponse
frequentielle de l'intégrateur d’ordre 0.25 bormefie@quence retenu pour I'exemple.

La cinquieme partie propose une démarche inverkse pxécédente. En effet, dans
certaines applications, il n'est pas possible dgaBer d’'une distribution des valeurs des
élémentR et C. Une alternative consiste a utiliser des cellli€sidentiques a I'exception de
la premiére celluleCy a I'entrée qui est purement capacitive. CetteuteICy joue un réle
essentiel dans la réalisation d’un comportementamtier surtout avec un nombxeréduit de
cellules. Ainsi, le principal intérét sur le plamapque est l'utilisation, non seulement de
cellules RCidentiques,mais aussi d’'umombre faible de cellules grace, notamment, a la
présence de cette celluly en entrée dont la valeur optimale garantit le comgment non
entier sur une décade. Contrairement a la méthoéledgente ou tous les comportements
d’ordre non entier compris entre 0 et 1 sont rablessa priori, cette seconde méthode
conduit a posterioria un ordre seulement compris entre 0.5 et 0.6vdlaur précise de
I'ordre non entier dépend directement du nombreetlelesN et surtout de la valeur optimale
de Co, offrant ainsi moins de degrés de liberté dans<Heix de l'ordre. Un exemple
d’illustration est ensuite proposé avic= 4 etCy = C/6, conduisant a un comportement
d’ordre 0.578 sur une décade. Ce résultat est a@mgeec le comportement d’ordre 0.5
obtenu lui aussi sur une décade mais dlee 100. Cet exemple fait ensuite I'objet d’une
validation expérimentale a l'aide d’'un montage ®&lgue constitué d'un amplificateur
opérationnel et d’'un arrangement cascade compodécdbules RC identiques en gamnia (
=1 MQ etC = 1pF) et d'une cellule purement capaciti® & 1/6 uF). Ce résultat, confirmé
par I'expérience, est d’autant plus remarquableaept N = 4 etCy = 0 ouCy = C, par
exemple, il n’y a pas de comportement non entier.

Enfin, la derniére partie traite de I'analyse dumportement dynamique d’'un SDNE
résultant de l'association d'un élémdntle stockage d’énergie (au sens de la terminologie
bond-graph: masse en translation, inertie en iootat inductance électrique ou
hydraulique,...) et d'une fractance telle que défipée A. Le Méhauté [Le Méhauté, 1998].
L’objectif de I'étude d’'un tel SDNE ainsi définitedouble :

- d'abord comparer les comportements dynamiques obtamec une fractance et avec
son approximation par un réseauMeellules RC, notamment lorsqdeest faible

(par exempleN = 4) ;

- ensuite mettre en évidence les propriétés de refgestde I'amortissement vis-a-vis
des variations de I'élémeht
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1.2 - Généralisation de I'ordre de dérivation : ragel
1.2.1 - Intégration non entiere
1.2.1.1 - Définition

Inspirée de la formule de Cauchy [Miller, 1993] §@am, 1974] [Samko, 1993], la
définition de Riemann-Liouville deintégrale d'ordre m d’une fonctionf(t), notée,I," f (t)

avecm > 0, a été établie a¥IX ™ siéclesous la forme :

Oltmf(t)i'[t; t(z) dr, (1.1)

o (m)(t-7)™"

avect > 0, mOR"* et oul’(m) est la fonction Gamma définie par :

r(m) = [ e xmidx. (1.2)

1.2.1.2 - Interprétation géomeétrique

La difficulté d’attribuer a cet opérateur un se@®métrique [Adda, 1997] [Moreau,
2005] [Nigmatullin, 1992] [Podlubny, 2005], comphbl®@ a celui que I'on accorde a
I'intégration d'ordre entier, n'est certes pangee au peu d'intérét que les physiciens lui ont
porté.

Néanmoins, dans le cas ou l'ordre est réel, la définition (1.1) peut étre interpeété
comme l'aire de la surface que définit la fonctidrﬁt) pondérée par un facteur d’oubli

représenté par la fonctidrit) définie par :

h(t) = Wl—r)““ (1.3)

Ainsi, si m est égal & 1,1,"f (t) est une intégrale classique, toutes les valeuf&)de

ayant le méme « poids ». 8i est un réel compris entre 0 et 1, les valeurplies récentes
ont plus de « poids » que les plus anciennes.diadil.l représente les variations du facteur
d'oubli h(t) pour des valeurs de comprises entre 0.1 et 1. A travers cette intéapion, les
différentes pondérations obtenues en faisant vdiedre d'intégrationm mettent en
évidence l'aptitude de cet opérateur a décrireptiéaomenes physiques a mémoire longue
tels que les phénomenes de diffusion.
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Figure 1.1 —Courbes représentatives des variations du faatkaubli h(t) dans le cas d'une
intégrale d'ordre réeim tel que 0.1<m<1

1.2.1.3 - Interprétation systéme

Dans le cadre d'une approche systemeu) désigne l'entrée ey(t) la sortie,
l'intégrale d’ordrem deu(t), notéey(t) = .l u(t), soit :

N O e — o o (L4)

° T(m) (t-7)™

peut étre interprétée comme le produit de convaruéintre la réponse impulsionnefig) du
systéme et son entréé), soit :

y(t)= [ h(t-7)u(r) dz = h(t)* ult). (1.5)

La transformée de Laplace dt), notéeH(s), qui n’est autre que la fonction de
transfert d’'un intégrateur d’ordra >0, est donnée par [Oldham, 1974] :

H(s) =T h(t)} = TL{F(T)lt(l_—my} = Sim . (1.6)

Une des propriétés remarquables de la réponse siopuaklle d’'un intégrateur non
entier est I'auto-similarité [Ren, 1996] qui tradltinvariance lors d’'un changement d’échelle
de temps, soit :

)= g = < M) @)

ou K est une constante. Il est a noter que les répamgeasionnelles de type exponentiel ne
posseédent pas cette propriété.
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La figure 1.2 présente les réponses frequentieliempulsionnelles d’'un intégrateur

généralisé pour des ordnescompris entre O et 2.

Gain (4B}
ﬂ/ﬂ

.
\
\
\

10
Frequency (radfs)

(@)

Tme ey

(b)

Figure 1.2 —Réponses fréquentielles (a) et impulsionnelles’(ln) intégrateur
généralisé pour des ordres compris entre 0 et 2

1.2.2 - Dérivation non entiére

La définition de Riemann-Liouville déintégrale d'ordre m d'une fonctionf(t),

notée | " f (t) avecm > 0, étendue a des ordres négatifs, soit :

ol (1) = DT (1),

est généralement divergente [Samko, 1993].

(1.8)

La manieére la plus simple pour définir une dériméa entiére d’ordren > O (intégrale
d’ordre négatif) consiste a dériver'artire entier n, avecn = Entjm] + 1, l'intégrale d’ordre

non entier f-m) > O, soit :

(n)
m - m-n+n 4 d —-\n—-m
D)= o) 2§ ] o),

OD;"f(t)i(ij(n)jt 1 +f(r)dr.

dt

A titre d’exemple :
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1.3 - Exemples d'illustration
1.3.1 - Systemes a parametres distribués

D’une maniere générale, la mise en équation deagohénes de diffusion associés
aux systemes a parametres distribués conduit fliataent aux SDNE [Podlubny, 2002]. Les
exemples sont nombreux dans les domaines de lagebytels que I'électrochimie [Kuhn,
2005], l'électromagnétisme [Benchellal, 2005] [C&and005], ou encore la thermique
[Agrawal, 2004] [Battaglia, 2001] [Kusiak, 2005].

A titre dillustration, considérons un milieu semfini mono-dimensionnel
homogene, de conductivité, de diffusivité a et de température initiale nulle en tout point

(figure 1.3). Il est soumis a une densité de fJ&(I() sur la surface normale sortarte Il en

résulte une variation de température, naiéet), fonction du temps et de I'abscissg du
point de mesure de température a l'intérieur diemil

Figure 1.3 —Exemple d’illustration en thermique d’'un phénomdaaliffusion dans un milieu
semi-infini

Le transfert de chaleur est régi par le systengudi®ons aux dérivées partielles :

2
6T(x,t):a0 T(x,t)’ O<x<w . t>0
ot axz
—AaT(g:'t =¢t), x=0,t>0 . (1.12)
T(xt)=0, 0sx<ow ,t=0

La transformation de Laplace de la premiere éqnatomduit & :

2_
07T (xs) - 3T(x,8)=0, ouT(xs)=L{T(xt)}, (1.13)
2
0x a
relation qui définit une équation différentiellerpapport a la variablg, dont la solution est
immédiate et s'exprime par :
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T(x,s) = K,(s) e 4 K,(s) eV (1.14)

La prise en compte des conditions aux limites dtgar les deux autres équations du
systeme (1.12) permet d'établir un transfert deriae :

_T(xs) _ 1 —x\/%
H(xs)= 9 —\Eme , (1.15)

ou p etC, sont des constantes.
Dans le cas ox =0, le transfert (1.15) n’est autre que I'impédananttéeZ(s)qui
se réduit alors a:

_T(0s) _ 1
Z.(s)= 5@ ~VsfipC,’ (1.16)

qui, dans le domaine temporel (les conditionsates étant nulles), se traduit par :

T(0t) = 1 ) 20(t), (1.17)
ApC,
relation qui exprime un résultat bien connu a travequel I'impédance thermique d’entrée
d'un milieu semi-infini plan est définie par unégtateur d'ordre 0.5. Ce résultat permet
d'exprimer analytiquement la températuTéO,t) uniqguement en fonction de lintégrale
d'ordre 0.5 du fluxg(t).
Dans le cas des milieux finis tridimensionnelsg&ométrie introduit des effets de

bord qui conduisent, aussi bien dans le cas d'ypeoghe théorique [Cois, 2002] avec un

modele de connaissance, que dans le cas d'unechygpexpérimentale avec un modele de
comportement [Cois, 2002], a une impédance d'eig&d de la forme

_T(0s) _ b +b s*+..+b s*"
Ze(S) - a(s) - 1+61$0'5 +..+a, S05M (1.18)

qui, dans le domaine temporel (les conditions afeés étant nulles), se traduit par une
équation différentielle dans laquelle apparaissist dérivées dont les ordres sont multiples
de 0.5, soit :

T(0,t)+a D*T(0,t)+...+a, D*MT(0,t) = b, #(t)+b D*4(t) +...+ b, D*"g(t), (1.19)

ou D représente I'opérateur de différentiatibhet M étant des entiers positifs.

1.3.2 - Systemes a parametres localisés

Que le caractére localisé des parameétres d’unmegsté&sulte d’'une discrétisation
spatiale (méthode des éléments finis), ou d’uneréaealisation des éléments d’un circuit ou
d’'un réseau (électrigue : figure 1.4; mécaniquiguré 1.5 ; hydraulique : figure 1.6 ;...), le
lien avec les SDNE a fait I'objet de nombreux tav§Oustaloup, 1995].
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Les éléments capacitifs (condensateur en techmplegiélectrique, ressorts en
meécanique et accumulateurs en hydraulique) somjrd&spar la lettr€ dans les figures 1.4,
1.5 et 1.6 et dans I'ensemble de cette these. léeeats résistifs (résistance électrique,
amortisseur et résistance hydraulique) sont désigagla lettreR.

R, R’ R Ry
&,
Arrangement série ——AAA R -
de cellules RC en paralléle
G c, C Cy

. K é Rné R, é By é
Arrangement paralléele

paraliél RS
de cellules RC en série q C, C; c

...........

R
Arrangement en cascade :

R,
de cellules RC en gamma N |§ W i :1/\/\1}24'\/\/\—«[ ;-% Cy
1] 1

Figure 1.4 —Exemples d’arrangements de réseaux RC électriques

Arrangement paralléele Arrangement serie de Arrangement en cascade
de cellules RC en série celliles RC en paralléle de cellules RC en gamma

Figure 1.5 —Exemples d’arrangements de réseaux RC mécaniques
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Figure 1.6 —Exemples d’arrangements de réseaux RC hydropnéyneat

A titre d'illustration, considérons de nouveau Bexple thermique d’'un milieu cette
fois-ci fini mono-dimensionnel homogéne de longueude conductivitél , de diffusivité a
et de température initiale nulle en tout pointfig 1.7). Il est soumis a une densité de flux
¢(t) sur la surface normale sortarte Il en résulte une variation de température, nd{&d),
fonction du tempg et de l'absciss& du point de mesure de température a l'intérieur du
milieu.

Ce milieu fini fait I'objet d’'une discrétisation apale a pas constadk conduisant &
tranches identiques, oN = L/Ax. Chacune de ces tranches étant le siege de pheasme
capacitifs et dissipatifs, une cellule RC en gantimast associée, d’ou le réseau thermique

de la figure 1.8 constitué d’'un arrangement caschkede cellules RC identiques en gamma
[Poinot, 2004].

Milieu fini

Figure 1.7 —Exemple d’illustration d’un milieu fini faisantdbjet d’'une discrétisation
spatiale a pas constasaix
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Figure 1.8 —Réseau thermique constitué d’'un arrangement casdad\ cellules RC
identigues en gamma et associé a la discrétisatiomilieu fini de la figure 1.7

La mise en équation de ce réseau thermique coaduie impédance d’entrég(s) de
la forme :

1
2.9)= .
C,s+ 1
R +
1
C s+ 1
R, + 1
1
1
ChaSt——7— . (1.20)
Ry +——
Cys

La figure 1.9 présente la réponse fréquentiéligae) de I'impédance d’entrée du
réseau thermique. Deux comportements apparaisskitencent: un comportement
intégrateur d’ordre 1 (effet capacitif) aux bassedautes fréquences, et un comportement
intégrateur d’ordre 0.5 aux moyennes fréquences.

40

\"‘-n-.._‘_‘
[
20 --.\__‘__“h
% ""‘--..-.-__‘-‘“---
0 i
% Intgcprate _‘-‘“‘"""
4 ntggratepl "*-\
20—dlordie H"“*..,
]Ttéﬁm feur (l’or 111 e 0.5 H ™
-40 + :
0 -
[nteglr feur
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o
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o -45
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o
f'I/ "\\
i,'
90—t - s
Frequency

Figure 1.9 —Réponse fréquentiellenfD,jc) de I'impédance d’entrée du réseau thermique
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L'impédance d’entrée peut étre caractérisée pamodéle de comportement de la
forme [Cois, 2002] [Poinot, 2004]

S m
1+~

'J§=%l %1, (1.21)

1+->

a,
ou ap et ap, sont des fréguences transitionnelles basse at liytine constante et au= 0.5.
Ainsi, I'expression (1.21) permet avec 4 paramefme,, w, et ap) de caractériser le
comportement du réseau thermique composB-de capacité€ et N résistance®, soit un
total de N+1 parametred\ étant d’autant plus important queest grand et qudx est petit.
Ce résultat met bien en avant la propriété de coitgpau de parcimonie paramétrique que
présente |'opérateur de dérivation non entierestl vrai que l'impédance résultant d'une
discrétisation spatiale se présente sous la fotamerdodéele entier de trés grande dimension.

En posant :
D(s)=s1(s), (1.22)

I'expression (1.22) permet d'introduire la notioa dérivateur d’ordre non entier borné en
fréequence [Oustaloup, 1995], soit :

m

D(s)=D, | —2 | , (1.23)
1+ >
w,
dont la réponse fréquentielle dans le cadre destigte thermique traité dans ce paragraphe

est donnée figure (1.10).
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Figure 1.10 —Réponse fréequentielle 2§ du dérivateur d’ordre non entier borné en
fréquence associé au réseau thermique

1.3.3 - Conclusion

Les exemples de SDNE a parametres distribués @lidés sont nombreux dans les
domaines de la Physique. Au-dela dmblyseet de la caractérisation de ces systémes, et par
souci applicatif, il est essentiel d’étre capalderebroduire leurs comportements non entiers :
c’est le domaine de kynthéseet de la réalisation qui est traité dans les papwes suivants.

1.4 - Méthode descendante : du concept a la réaligm

Aussi bien dans le cadre de I'analyse que dans della synthése de comportements
d’ordre non entier, ces derniers se situent sousenun intervalle fréquentiel borné. Ainsi,
une troncature a la fois du c6té des basses ehalgss fréquences consiste a limiter a un
intervalle fréquentiel le transfert de différentat (s/cx)™, ce qui revient a lui substituer le
transfert de différentiation borné en fréquence :

1+ >
D(s)=D, | —% | , (1.24)
1+->
@,
avec
Ja, @, =w, etD, =(w/w,)", D,00. (1.25)

Dans un contexte de causalité intégrale [Cois, (108, 2001] [Trigeassou, 1999],
I'intégrateur d’ordre non entier borné en fréqueeseutilisé, soit :
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S

1+->
()= % | (1.26)

S |1+.5

w,

expression qui traduit (figure 1.11) un comportenhietégrateur d’ordre
- 1 aux basses et hautes fréquences,
- (1 —m) aux moyennes fréquences.

% \\
3 o
3 : —
U] \ ' \ \
Intégrateur Intégrateur Intégrateur
d'ordre 1 d’ordre 1-m d'ordre 1
0 —
2 / : ' : \
z : :
2 / 3 :
«
K=
o

[~ |

Frequency

- 90

Figure 1.11 — Diagrammes asymptotiques de Bode d’un intégratearentier borné en
fréquence

Dans [Aoun, 2004] et [Podlubny, 2002], un tour dikhon de plusieurs méthodes de
synthése d'un intégrateur d’ordre non entier esppsé. Parmi ces méthodes, la méthode
d’Oustaloup [Oustaloup, 1995] fondée sur la réeitésifréquentielle présente l'avantage
d'une grande simplicité de mise en ceuvre. Cettehoaét qui conduit a une excellente
précision quant aux résultats obtenus, est le pdéntdépart de la méthode descendante
présentée dans la suite de ce paragraphe.

1.4.1 - Synthése fondée sur la récursivité fréqueaetle

La synthése repose sur une distribution récursivd zEros efN poles réels, soit :

D(s) = lim Dy (s), (1.27)
1+
N W
avec D, (s) =D, |_l L, (1.28)
1= 1+i
w

ou les relations de passage entre les parametiesfolene idéaleD(s) (1.24) et ceux
de la forme réell®n(s) (1.28) sont données par [Oustaloup, 1995] :
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1 a)
a)lz\/ﬁcub . @y :iwh, L =g>1, (1.29)
7 g
@ @ @
1+l - ps1 et 1HL - 1l s
4 @ “

a et sont appelés facteurs récursifs.

La figure 1.12 présente les diagrammes de Bode derine idéale d’'un dérivateur
non entier borné en fréquence ainsi que ceux fterae réelle correspondante.
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Figure 1.12 —Diagrammes de Bode de la forme idéale d’'un déewagénéralisé borné en
fréquence ainsi que ceux de la forme réelle cowadante

De la méme facon, dans un contexte de causatiégrade, I'expression (1.26) de la

forme idéald(s) de I'intégrateur d’ordre non entier borné en frépesest approximée par la
forme réelld\(s) définie par :

S

o, & e
IN(S):_O” L. (1.30)

S 1= 1+i

w

-30-



Chapitre 1 Systemes a Dérivées Non Entieres

Dans un contexte de simulation numérique d’'un SDbHEte forme réelle se préte
bien a une représentation d’état. Le lecteur isg&drouvera dans [Aoun, 2004] et [Poinot,
2005] tous les détails nécessaires a sa mise ereceuv

1.4.2 - Réalisation a l'aide d’'un arrangement de dlelles ZY

La réalisation d’'un intégrateur d’ordre non enberné en fréquence utilise ici le lien
avec les systemes a parametres localisés. Cette geuvoulant générique, aucun domaine de
la Physique n’est privilégié, d'ou I'emploi d’'uneriminologie générale en ce qui concerne les
variables de puissance, a savoir le flux général{gg (vitesse, courant, débit, flux
thermique,...) et l'effort généralisé(t) (force, tension, pression, température,...). Si la
terminologie utilisée pour les variables de puissareléve largement de I'approche Bond-
Graph [Dauphin, 2000], les schémas retenus pourésepter ces systémes relevent
d’avantage des schémas « électriques » respectaalolgie énergétique, et ce dans la mesure
ou la lecture de ces schémas est plus abordableymonon spécialiste que ne le sont les
schémas Bond-Graph.

Ainsi, la figure 1.13 présente un systeme a panm@amdbcalisés constitué dé+l
cellules. Chaque cellule comporte une impédadcet une admittance;, ces dernieres
pouvant étre des combinaisons ou arrangementsybéls capacitif€, résistifsR et inertiels
I. Quant aux notations(s) et E(s), elles désignent les transformées de Laplace ded(f)uet

des effortse(t) généralisés, les indicesets précisant I'entrée et la sortie du systeme.
Fs) %o Zy F(s)

Ed(s) YN E«s)

O

oO—
Figure 1.13 —Systéeme a parametres localisés représenté sdase d’'un arrangement de

cellules ZY : lesiZeprésentent des impédances et lede¥ admittances

Afin de faciliter la mise en équation de ces areamgnts (notamment pour établir les
expressions analytigues de leurs impédances dé&edf8)), une approche matricielle est
retenue. Ainsi, pour une cellule de ranfigure 1.14) considérée séparément, les relations
entrée/sortie entre les variables de puissancedediat forme

(Eei (S)J _ [T.] (Esi (S)j ’ (1.31)
Fei(s) Fsi(s)

ou [T;] désigne la matrice de transfert de la celident I'expression est donnée par :

fr]= {1 + Y;SZ)Zi (s) Zil(s)} | (1.32)
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L'impédance d’entré&.(s) de la cellula (extraite de son environnement et connectée
a une charge infinie, d’ou un flux généralisé nulsertie) est donnée par le rapport entre le
premier terme diagonal (¥«s) Z(s)) et le terme non diagonaf(s) de la 2™ ligne-1°
colonne, soit :

(1.33)

Figure 1.14 —Représentation schématique d’'une cellule de raavgc ses variables de
puissance

La matrice globale de transfef][du systeme est obtenue en faisant le produit des
N+1 matrices localesl]], soit :

M=ﬂm=ﬁf;%@] (1.34)

a,(s) ay(s)

d’ou il est facile d’extraire I'impédance d’entrggs), soit :

w5l 2

Cette approche matricielle (relation (1.34)) fgpparaitre naturellement un processus
itératif pouri = 1 aN (initialisé avec I'expression de la matrice dengfert pouri = 0), auquel
on peut associer un processus de croissance dauré¢Bgure 1.15). A chaque itération,
'impédance d’entrée peut étre calculée, et sesnggs fréquentielle et impulsionnelle
tracées, facilitant ainsi I'analyse de la contribatde chaque cellule quant au comportement
non entier souhaité (cf. 1.4.3 — Exemple d’illustna).
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Figure 1.15- lllustration du processus de croissance du résesmocié au processus itératif
du calcul matriciel de 'impédance d’entrée

La suite du paragraphe est consacrée a la réafisdtun intégrateur d’ordre non
entier borné en fréquence a l'aide de deux arraeg&srparticuliers, a savoir un arrangement
parallele de cellules RC en série et un arrangecastade de cellules RC en gamma.

1.4.2.1 - Réalisation a l'aide d’un arrangement aiele de cellules RC série

La figure 1.16 présente un réseau constitué d'tangement paralléle dé+1 cellules
RC en série. Dans ce cas particulier destY; de la figure 1.13 ont pour expression :

z(s)=0 Oiofo;N]

__GCs 10
Yi(s)—m oiojo;N] (1.36)
Y,(s)=C, s

chaque matricelf] se réesumant a

i 3

La matrice de transferf] du réseau est alors donnée par :

[T]= i\lﬁ(s) .- (1.38)
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Go G C, & Cy

Figure 1.16 —Réseau constitué d’'un arrangement parallele de Nellules RC en série

Finalement, I'impédance d’entr&g(s) est de la forme :

Z.(s) = 1 , (1.39)
. Cs
Cos+ Y| =S
2\1+RGs
ou encore, en introduisant les frequences transitifesw, =1/ RC,,
Z,(s)= : . (1.40)
5| Cs
C,S+ 2—1: .
1= 1 +
w,

Afin d'établir les relations entre les parametréygiques R et C) et la distribution
récursive des fréquences transitionnell@s €t « ), 'inverse de l'impédancg(s), soit :

zi(s)=Cps+ 3| -GS |, (1.41)
i=1 1+ i
.,

Zi

est interprété comme étant la décomposition enaxé&nsimples de I'inverse de la relation
(1.30), soit :

S
N 1+E;
13(s) = — oF (1.42)
DO 1=1 1+i’
W
dont la décomposition en éléments simples est dopag
} s Naw). X as
1) = — (—j+ —, (1.43)
§ DO 1=1 CU? g 1+£
W
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)
avec g =— | M) (1.44)

L’identification membre a membre des relations 1) dt (1.43) permet de déterminer
les paramétres physiquBset C;, soit :

1 ~w 1
C,=—[]=|, C=a et R=—". 1.45
Sachant que (relation (1.29))
@ 1 (1.46)
w a
I'expression de&C, se réduit a
11
=— . 1.47
0 D0 O'N ( )
De la méme maniere, sachant que (relation (1.29))
' ' i-l
Y () et D= (an) (1.48)
Z W a
I'expression de&C; se réduit a
N i—I
(1_(0/7) J
1|1 a
C =— ' . (2.49)

Le rapport de deux capacités successi@gs/C; s’exprime alors uniqguement en
fonction des facteurs récursifset 7, soit :

e

a,”)N—i

b~(an))

i+l —

ey

(1.50)
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De la méme maniere, compte tenu de la relatiorbjdncernant les résistandgsle
rapport de deux résistances succesdigdR s’exprime lui aussi uniqguement en fonction des
facteurs récursifer et 77, soit :

- = . (1.51)

Sachant que le produit;; est supérieur a l'unité, si 1 4<<N, les relations (1.50) et
(1.51) se réduisent a :

C,_1

i1 = = 1.52

c @ (1.52)

et Ry =£. (1.53)
R 7

Finalement, dans le cas d'un arrangement paratelecellules RC en série, la
récursivité fréquentielle (distribution récursivesdfréquences transitionnelleg et « :

relations (1.29)) engendre la récursivité systémipistribution récursive des paramétRes
etC : relations (1.52) et (1.53)).

1.4.2.2 - Réalisation a l'aide d’un arrangement eascade de cellules RC en gamma

La figure 1.17 présente un réseau constitué d'enmgement en cascade de cellules

RC en gamma. Dans ce cas particulierZlestY; de la figure 1.13 ont pour expression :
z(s)=R OiO]o;N]
Y(s)=C s 0iO]0;N]

) 1.54
Y,(s)=C, s (1.59)

Z,=0

chaque matricelf] se résumant alors a
1+RC s
[r]=| " R=s R, (1.55)
Cs 1
R R, R, R

Figure 1.17 —Réseau constitué d’'un arrangement cascade deldleeRC en gamma
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Finalement, I'impédance d’entr&g(s) est de la forme :

1
Z,(9) = .
C,s+ 1
R, + 1
C, s+ 1
R, +
1
1
1
CyaSH - 1 - (1.56)
Ry +
Cys

Afin d’établir les relations entre les parameétréygiques R et C) et la distribution
récursive des fréquences transitionnelles €t w ), la relation (1.56) de 'impédan@a(s) est

décomposée, a l'aide du logiciel de calcul formedpld ([Heck, 1996]), en une fraction
continue simple de la forme :

Z,(9)= - . (157)
Ag s+ By + 1
_A:]_S_B]_+ ......
........ TN i
1
(-2)" (Ay s+By)
_ _1 - R
=C,, B,==, B=|1+2|R,
& R ( RJRL
ou A=% R*C pour i=1aN : (1.58)
B = 1 (1+ R j(1+ F\)‘]pour i=2aN
Bl—l +1 R—l

De la méme facon, I'expression (1.30) de la forgwdlel\(s) de lI'intégrateur d’ordre
non entier borné en fréquence est décomposée,utsugpl’aide du logiciel Maple, en une
fraction continue simple de la forme :

MCE : . (159)

AgS+toy+
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ou A eto O0O. (1.60)

Compte tenu du degré de complexité, la relatioB9)lest obtenue quel que sbit
uniquement sous forme numérique.

L’identification membre a membre des relations T).6t (1.59) permet d’obtenir un
systeme R+1 équations, soit :

C, =4
1
R=4
A
C=
R, =1
9
i
c. =22
* RC

AAL (1.61)

La résolution du systeme (1.61) pour obtenir Esws numériques d€} etR se fait
de maniére itérative. Ainsi, les valeuts Cy et R, étant immeédiates d’apres (1.60), et R,
sont calculées a partir de la valeurRle puisC; grace aux valeurs dg; etR,. A partir du
rangi = 3, les relations de récurrence sont utiliséescenmencant d’abord par la résistance
R qui dépend des valeurs Be, etR.,, puis par la capacit€ qui dépend d€;.; etR, lesA
et g étant des constantes issues de la décompositia®)(1

Remarque

Dans le cas d’'un réseau en cascade de cellulesrRgamma, I'absence d’expression
analytique de la décomposition en fraction continleela forme réelle\(s) ne permet pas
d’exprimer les Ret les ¢ en fonction des facteurs récursifset 77, et ce afin d’étudier
analytiquementia maniére dont ces parametres sont distribuésstda raison pour laquelle
'exemple proposé au paragraphe suivant a pour abfjenon seulement d’illustrer la
démarche descendante du concept a la réalisatiais aussi de comparerumériquement
la maniere dont les parameétresé® G sont distribués pour chacun des réseaux étudiés.
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1.4.3 - Exemple d'illustration

Le point de départ de I'exemple d'illustration @enhéthode descendante est la forme
idéalel(s) de l'intégrateur d’ordre non entier borné en fr&ee, soit :

S

1+>
(s)=Do| b | | (1.62)

S |1+.S

w,

oum = 0.25,a = 0.01 rad/s ety, = 100 rad/s. Quant Ry, il est calculé arbitrairement pour

que le module dgj«) soit égal a I'unité pour la fréquence médiane= \/a, w, , Soit :

+1
D, = % . (1.63)
Compte tenu de (1.63) et des valeursiiey, et ay considérées pour I'exempley = 0.3162
dont l'unité dépend du domaine de la Physique clénéi
La figure 1.18 présente les diagrammes de Bode flame idéald(s) ou I'on peut
observer, notamment, un blocage de phase B 00°, soit - 67.5°.

50
M
||
g | 1""""5._
0 Hiilme=
(E T H""‘"--.._
=l
507 2 -1 0 1 ] = 3
10° 10 10 10 10 10 10
Frequency (rad/s)
-45
$ 60
=2
i) - [
8 75 = Mans
N I
L1 L |
-0 -_';’. ) 3 o 1 2 3
10 10 10 10 10 10 10

Frequency (rad/s)

Figure 1.18 —Diagrammes de Bode de la forme idéale I(s)

L’étape suivante consiste a déterminer l&k garametres de la forme réellg(s).
Sachant que pour cet exemple d’illustratdrest choisi arbitrairement égal a 10, on obtient
(compte tenu des relations (1.29)) d’abord leswaleles facteurs récursifs, sait= 1.259 et
n =1.995, puis celles des fréquences transitioesedoit :
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@, =0.0141rad/s « =0.0178rad/s
w, =0.0355rad/s w, = 0.0447rad/s
w, = 0.0891rad/s @, =0.112rad/s

w, =0.224rad/s w, =0.2818rad/s
= 0.562rad/s =0.708rad/s
“ o (1.64)
w;, =1.412rad/s w, =1.778rad/s
w, = 3.548rad/s w, = 4.467radls
@, =8.912rad/s ay, =11.22rad/s

w, = 22.39rad/s @, = 28.184rad/s
@, = 56.23rad/s @, = 70.795rad/s

La figure 1.19 présente les diagrammes de Boddodews idéald(s) et réelldn(s).
On peut observer la parfaite superposition deg$tac

Formes idéale et réelle
50 =

kL Ll
%- H""‘h-
s o Al
8 L]
|
-50 3 > — > " - X
10 10 10 10 10 10 10
Frequency (radfs)
-45
_ — idéale
g} 60 réelle
=
% LT Hlimmay
E 75 L7 P
o
.--—"/ \\H‘H“"‘-..
-90 = > - - - - \
10 10 10 10 10 10 10

Frequency (rad's)

Figure 1.19 —Diagrammes de Bode des formes idéale I(s) eterdgh)

La derniére étape consiste a calculer les valeesdéll éléments capacitifs C et des
N éléments résistifs R selon le réseau retenu pordalisation.
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Pour un réseau réalisé a I'aide d’un arrangemenatlpke de cellules RC en série, les

relations (1.45) conduisent a

C, =0.3162
C, =0.7849
C, =0.5167
C, = 0.3903
C, =0.3046
C, = 0.2401
C, =0.1898
C, =0.1498
C,=0.1173
C, = 0.0897
C,, = 0.0627

R =90.194
R, =54.549

R, = 28.744

R, =14.667

R =7.406 (1.65)
R, =3.729

R =1.881

R, = 0.9562

R, =0.4979

R, =0.2835

Afin de garder un caractere générique, les unigssaliements résistifs R et capacitifs
C sont volontairement omises dans la mesure os @pendent du domaine considéré.

A titre de vérification, ces valeurs sont introdgitdans I'expression (1.39) de
'impédance d’entré@c(s) du réseau ainsi réalisé. La figure 1.20 présargaliagrammes de
Bode de la forme réellg(s) et de I'impédance,(s). La encore, on peut observer la parfaite

superposition des traceés.

50 =1
|
é I [l
= 0 =
: (i
il
-ED 1 vl H--\--h-
10° 10° 10" 10° 10’ 10° 10°
Frequency (rad/s)
'45 [T I T TTTIT
—_ _ Tis)
& -60 245 |
? L | i L
= 75 - -
o L1 I
__,_,_,-"'"-‘r-' M\“‘-\.‘__\_l_
gD 1 vl .
10° 107 10" 10° 10" 10° 10

Freguency (rad/s)

Figure 1.20 —Diagrammes de Bode de la forme réelis) et de 'impédances)
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Enfin, pour un réseau réalisé a l'aide d’'un arramget cascade de cellules RC en

gamma, les relations (1.61) conduisent a

C, =0.3162
C,=0.2294 R =0.1307

C,=0.2042 R,=0.2964

C,=02234 R, =05733

C,=02641 R,=1.123

C.=03194 R =2244 (1.66)
C,=0.3811 R =4.593

C,=0.4284 R, =9.858

C,=04142 R =23.638

C,=0.2860 R, =73.812

C,=0.0959 R, =436.65

A titre de vérification, ces valeurs sont introdgitdans I'expression (1.56) de
'impédance d’entré&c(s) du réseau ainsi réalisé. La figure 1.21 présergallagrammes de
Bode de la forme réellg(s) et de I'impédance,(s). La encore, on peut observer la parfaite
superposition des tracés.

50 (=

Gain (dB)
o

50— = ” .
10 10~ 10 10 10 10 107
Frequency (rad/s)

-45

? 60

Phase (deq.)
-~
[y
\
3
X
Y
3
T
/
/
2
|
YL/
/
{
f

-90 2 2 -1 0 1 3
10 10 10 10 10 10 10
Frequency (rad/s)

Figure 1.21 —Diagrammes de Bode de la forme réelfs) et de 'impédances)

La figure 1.22 illustre le processus de croissathes deux réseaux étudiés lors du
processus itératif du calcul matriciel de I'impédaul’entrée.
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Figure 1.22— lllustration du processus de croissance des déseaux étudiés lors du
processus itératif du calcul matriciel de 'impédand’entrée

A Tlitération i = 1 (figure 1.22), les deux arrangements sontagiarhent identiques

avec une impédance d'entr&g(s) de la forme :
i=1

S
1+
Z ()= 5 | % | (1.67)
i=1 S l+i
Wy
ou K, = 1 , Wy = 1 et w, = Gt Gy (1.68)
C:0-'-(31 Rlcl CO Ricl
Il est a noter, d’aprés (1.68), que le rappart ahi/ a1 est supérieur a I'unité, soit :
=l o Ssg (1.69)
1 CO
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traduisant ainsi que la quantite @len1)/(1+s/an1) est une cellule a avance de phase. Le
maximum d’avance de phage; est apporté a la fréquence médiane = \/aw, w, et a pour

expression :

(a1
=arcsin . 1.70
b (al " 1] (1.70)
Ce comportement est parfaitement identique a cielda forme réelle de l'intégrateur

d’ordre non entier borné en fréquence toujours peut, soit :
o |
I (s)=—2 | —4|. (1.71)
=1 S

i 1+£

Z
Afin de faciliter I'analyse des réponses fréqudlgseet impulsionnelles (figure 1.23),
le tableau 1.1 résume pour= 1 les principales caractéristiques des expressi{®.67) et
(1.71).

i=1 Co C, R, K, |wp rasiy n a, |¢m deg
rad/s
In(S) 0.3162| 0.0141 0.0178 1.259 6.6
Ze‘(s) , .| 0.3162| 0.7849 90.19 0.908§2 0.0141 0.049  3.475 33.6
parallele/séri
Ze(s) 0.3162| 0.2294 0.130f 1.833 33.35 57.%6 1.7R6 13.5
cascade/gamr

Tableau 1.1- Principales caractéristiques des expression87q)let (1.71).

La figure 1.23 présente les réponses fréquenti@lels, g et impulsionnellesd; e, j
associées a chaque itératiorr (L a 10) du processus de croissance pour :
- la forme réelldy(s) de l'intégrateur d’ordre non entier borné en frguge & etd) ;
- 'impédance d’entrégy(s) de I'arrangement paralléle de cellules RC en gbréte) ;
- 'impédance d’entrégy(s) de I'arrangement cascade de cellules RC en gametd)(

On peut remarquer en observant la figure 1.23 guywdcessus itératif qui conduit a
des réponses parfaitement identiques pourl0, ne se traduit pas poly(s) et Z«(s) de la
méme maniére au cours de la croissance

En effet, pour la forme réellg(s) (figure 1.23.a) la valeum{- 1) 90° =- 67.5° du
blocage de phase est atteinte par valeur infériaypartir de la 8" itération, la progression
de la réponse fréquentielle lorsquaugmente se faisant des basses vers les hauesrioes.
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Pour I'impédance d’entrégg(s) de I'arrangement paralléle de cellules RC en série
(figure 1.23.b) la valeur du blocage de phase tésinge par valeur supérieure pratiquement a
la derniére itération, la progression de la répdrésguentielle lorsqueaugmente se faisant la
aussi des basses vers les hautes fréquences.

Pour 'impédance d’entrégy(s) de I'arrangement cascade de cellules RC en gamma
(figure 1.23.c) la valeur du blocage de phase t#singe par valeur inférieure a partir de la
3*™M jtération, la progression de la réponse fréquibatiersquei augmente se faisant des
hautes vers les basses fréquences contrairemedeanxcas précédents.

Compte tenu de la dualité temps-fréquence en ceanderne les systemes linéaires,

les réponses impulsionnelles (figure 1.23 d, e)etd font qu'illustrer dans le domaine
temporel les comportements observés dans le dorfraopgentiel.

=45 -



Chapitre 1 Systémes a Dérivées Non Entieres
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Figure 1.23 —Réponses fréquentielles (a, b, c) et impulsioesdt, e, f) associées a chaque
itération du processus de croissance pour :
- la forme réelle \(s) de l'intégrateur d’ordre non entier borné egduence (a et d)
- 'impédance d’entrée£s) de I'arrangement paralléle de cellules RC eriesb et e)
- 'impédance d’entréefs) de I'arrangement cascade de cellules RC en gaforat f)
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La figure 1.24 présente la distribution d&®t de<C; pour les deux arrangements.

Pour I'arrangement paralléle de cellules RC enes@igure 1.24.a) le® et lesC
diminuent quand augmente, illustrant bien pour ce cas précisde &ntre les récursivités
fréquentielle et systémique (relations (1.52) 53)).

Par contre, pour I'arrangement cascade de celR&&n gamma (figure 1.24.b) ou la
valeur deRyp = 436.65 n'apparait pas compte tenu de I'échellepte pour faciliter la
comparaison, leR augmentent aveicalors que le€; varient autour d’'une valeur moyenne
de l'ordre de 0.3.

100 100

08

06 0.6

0.2 - 0.2 L4 T O
P o
D L]

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Rang Rang

a b
Figure 1.24 —Distribution des Ret des Cpour I'arrangement paralléle de cellules RC en
série (a) et 'arrangement cascade de cellules R@amma (b)

Grace a la meéthodologie développée, cet exemplestid bien l'aptitude que
possédent les deux arrangements étudiés a réddiseomportement d’ordre non entier
spécifié a partir des quatre parametres de syntheskaut niveaulp, m, apy et ap) qui

caractérisent la forme idéale de l'intégrateur dfernon entier borné en fréquence.

1.4.4 - Conclusion

La figure 1.25 résume la démarche descendante mitepba la réalisation. Ainsi le
principal intérét sur le plan méthodologique espdacimonie paramétrique que présente la
forme idéale de lintégrateur d’ordre non entierf®en fréquence. Ainsi, en fonction du
contexte applicatif qui fixe la nature du critermimisation a utiliser [Moreau, 2002]
[Moreau, 2004] [Serrier, 2007], la déterminatiors ge@rametres optimaux se fait sur les 4
parametres de synthese de haut niveau et non sulNiel parametres du réseau réalisé.
Enfin, il faut souligner I'excellente qualité en tigae d’approximation et de réalisation
obtenue avec cette démarche.
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Forme idéale : 4 paramétres de synthése de haut niveau

1

Forme réelle : N poles et N zéros, soit 2NV paramétres

1 2

Choix d’une structure de réseau

Exemple :

Arrangement paralléle de cellules RC série N résistances et Nt1 capacités
ou

Arrangement cascade de cellules RC gamma soit 2N+1 parameétres

: 1

Choix d’une technologie
Exemple :

Electrique, mécanique, hydropneumatique...

Figure 1.25 —lllustration de la démarche descendante : du cphéda réalisation

Dans certaines applications il n'est pas possilgledidposer d’'une distribution des
composants comparable a celle étudiée dans le dadcette méthode descendante. C’est la
raison pour laquelle le paragraphe suivant prédestéiens existants entre une réalisation a

'aide d’'un arrangement de cellules RC identiqgueseecomportement d’ordre non entier
résultant.

1.5 - Méthode ascendante : de la réalisation au coept

La récursivité fréequentielle conduit

- aune distribution récursive des paramétres (ract&systémique, figure 1.24.a) dans
le cas d’un arrangement paralléle de cellules R€éeie

- et a une distribution quelconque (figure 1.24.mgke cas d’'un arrangement cascade
de cellules RC en gamma.

Ces deux distributions paramétriqgues sont d’aufdns importantes que la plage
fréquentielle du comportement non entier est ingrag et que le nombié de cellules est lui
aussi important. Dans certaines applications, dsh’pas possible de disposer de telles
distributions paramétriques. Une alternative cdasssutiliser des cellules RC parfaitement
identiques. Dans ce cas, I'arrangement paralleleetleles RC identiques en série ne présente
plus d’'intérét pour la réalisation d’'un comportemeon entier dans la mesure ou I'expression

(1.39) de I'impédance d’entrée se résume alors iatégrateur en cascade avec une cellule a
avance de phase du premier ordre, soit :
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Z.(9) = 1 1+ RCs (1.72)
T GNCIs | C Y Res | |
C,+NC

Par contre I'arrangement en cascade de cellulesde@iques en gamma présente
toujours un intérét.

1.5.1 - Réalisation a l'aide d’'un réseau en cascade cellules RC identiques en gamma

La figure 1.26 présence un arrangement en cascadeeltlles RC identiques en
gamma a I'exception de la cellu® a I'entrée qui est purement capacitive et dornalaur
fait I'objet d’'une attention toute particuliére data suite de ce paragraphe. En effet, cette
cellule joue un réle essentiel dans la réalisatiim comportement non entier avec un
nombreN réduit de cellules.

Co—— C— C —/F C—— C—=

Figure 1.26 —Arrangement en cascade de cellules RC identigugsema

La figure 1.27 présente les diagrammes de Bode’idgédance dentrée de
I'arrangement de la figure 1.26 pour chaque itéreitj oui = 1 aN = 100, et ave€, = 0
(figure 1.26.a) eCy = C (figure 1.26.b), sachant que les valeurs Rest desC sont choisies
arbitrairement égales a l'unité. Dans les deux tespédance d’entrée est identique aux
basses fréquences (comportement capacitif) et cgawers un comportement asymptotique
d'ordre 0.5 aux moyennes fréquences ; seul le commpent aux hautes fréquences est
différent (comportement résistif poGg = 0 et comportement capacitif pddg = C).

Dans les deux cas, malgré un nombre de celMleslativement important\N = 100)

le comportement d’ordre 0.5 aux moyennes fréeques@dsserve seulement sur une décade
environ.
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Figure 1.27 —Diagrammes de Bode de I'impédance d’entrée dediagement de la figure
1.26 pour chaque itérationi,oui=1aN=100eg G =0 (a) et G=C (b)

La figure 1.28 présente les mémes diagrammes de,Buodis pour un nombr
limité a 4 cellules, illustrant ainsi 'absence demportement non entier pour un nombre de
cellules aussi faible.

40— 40

20— =l 20—
8 0 ﬁﬁ{;‘“‘"t?an, g 0 ! H—-::ﬁ;-a
c [ =4 =
c < =
& 3 Ll

20 20 I

L
-40 -40 -
’ il 1 '
LT
"’/
—_ =4 ,_p/ —_
g i= | B 30
-~ =l
§ M > i=4 i=1
£ 50 i £ =2
i g i= £ - PEsaniiv
- M
| ‘ ‘ | - il \-—“"i
=== T L_——t—T 1 M —
gpE= == oo ===
107 107 10° 10' 100 107 10’ 10° 10' 100
Frequency (rad/sec) Frequency (rad/sec)
() (b)

Figure 1.28 —Diagrammes de Bode de I'impédance d’entrée dediagement de la figure
1.26 pour chaque itérationi,oui=1aN=4, a6 =0 @) et G=C (b)

Quel que soit le nombre de cellulsl'impédance d’entrée, (s) est composée d'un

intégrateur en cascade avec un élérbgyis) a avance de phase, soit :

Dy (s)- (1.73)

L’introduction de la pulsationr = 1RC, de la fréequence réduit€ = a/ . et du
rapport des capacités = C/Cy permet de réduire la réponse fréquenti®igj«) a une
expression de la forme :
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D, (jQ)=D, | —& -1, (1.74)

ol (1.75)

Dp=———
C,+NC

et ou lesg et b; sont des réels, les étant plus particulierement des fonctions du rapao
entre les capacitds et Cy, soit :

a=1f(a) . (1.76)

Pour un nombre de cellulés donné, il existe une valeur optimale aelifférente de
I'unité, c’est-a-direC, # C, qui conduit a un comportement d’ordre non ergiet moyennes
fréequences. Ce résultat est d’autant plus rematguatil reste vrai avec un nombre de
cellulesN faible et que le comportement non entier résultantespond a un ordre différent
de 0.5.

Ainsi, a titre d'illustration, considérons de noauweun nombreN limité a 4 cellules.
Dans ce cas particulier, 'argument@dg(j ©2), noté@(L2,a), a pour expression :

100Q -70Q° (?gglan‘g‘(f:f)‘f
#(Q,a)= arctg(ﬁj — arctg 1536 f
1_15.9 + Q 1_ a ,Q2+ Q4
1+4a 1+4a

(1.77)

La figure 1.29 présente les diagrammes de pha&y@€) pourN = 4 paramétré par
le rapporta = C/Cy. Le maximum d’avance de phagg apporté paby(j£2) augmente avec le
rapporta. Poura = 6, un blocage de phase d'une valgyr= 52° sur une décade apparait
clairement, mettant en évidence un comportemenenter d’ordrem = 52°/90°, soit 0.578.

Par ailleurs, lorsque ce comportement non entiéteexon constate que la valeur
particuliere de la fréquence réduie= 1 (soitw = w) appartient a la plage fréquentielle ou
ce comportement est observé. Ainsi, une méthodeattul de la valeur optimale de
consiste :

- & calculer la dérivée partiellae% #(Q,a) de 'argument d®y(j Q) par rapport &2,

- puis, pour2 = 1, a calculer la valeur dequi annule cette dérivée partielle, soit :
flﬂga =0, (1.78)
0Q

conduisant ainsi polM = 4 a une valeur de= 6.017.
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= == * =t
%’ a0 ; | = _ R 46 ||
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sl LI ==
10 10 g

Frequency (radisec)

Figure 1.29 —Diagrammes de phase de I'impédance d’entrée poadNpbaramétre par le
rapport a = C/G

La figure 1.30 présente les diagrammes de Bodéndeddance d’entrée avec= 6 et
pour chaque itération oui = 1 aN = 4. Cette figure doit étre comparée a la figu&8J ou
a=oo (Co=0)etalafigure 1.28.b ai= 1 (Co = C), figures pour lesquellgd est aussi égal
as.

Gain (dB)
o
|

-30

Phase (deg)

-60

gpE= — ] -
107 100 10 10 100
Frequency (rad/sec)

Figure 1.30 —Diagrammes de Bode de I'impédance d’entrée aveé &t pour chaque
itérationi,oui=1aN=4
1.5.2 - Validation expérimentale

Afin de valider expérimentalement ce résultat raquable, un arrangement cascade
de 4 cellules RC identiques en gamma associé amplif@ateur opérationnel est réalisé
(figure 1.31). La valeur de chaque résistaR@st de 1 MR et celle de chaque capacdiéle 1
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uF. Quant a la valeu€, de 1/6 uF non standard, elle est obtenue par I'associati®n
plusieurs capacités en série.

Figure 1.31 —Vues d’ensemble :
du dispositif expérimental (a) et de I'arrangemeascade de 4 cellules RC identiques en
gamma (b)

L'objectif étant de comparer les réponses fréqedat simulée et mesurée, une
méthode d’identification non paramétrique [Trigemss1999] est utilisée. Cette méthode

bY

permet d’estimer la réponse fréquentiell&(w) d'un systeme a partir de données

temporelles. Plus précisément, elle consiste allealta densité spectrale croisgg(a) entre
la sortiey et I'entréeu, et la densité spectrale de I'entigg(a), la réponse fréquentielle étant
ensuite obtenue en faisant le rapport des deuxtdsrspectrales, soit :

Pun(@)
Le signal d’entrée utilisé (figure 1.32) est unegBnce Binaire Pseudo-Aléatoire
(SBPA) dont le contenu spectral est parfaitememptda la plage frequentielle étudiée et
dont 'amplitude est choisie pour que I'amplificateopérationnel fonctionne uniguement
dans son domaine linéaire.

H (@) (1.79)
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fu“;"\‘\\ il
\N‘ i

!

Figure 1.32 —Copie d’écran de l'interface :
le signal d’entrée (en haut) et la réponse du dir¢en bas)

La figure 1.33 présente les réponses fréquentisilasiiée (en bleu) et estimée (en
rouge). Indépendamment de toute quantification elyrél de corrélation qui existe entre ces
deux réponses, I'excellente superposition des esupermet de considérer que la validation
expérimentale est trés satisfaisante.
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E \!”h
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T \\*ﬂa_-,_
-90 2 1 0 1
10° 10 10 10 100

Frequency (rad/sec)

Figure 1.33 —Réponses fréquentielles simulée (en bleu) et &@st{em rouge)

1.5.3 - Conclusion

La figure 1.34 résume la démarche ascendante dmlisation au concept. Ainsi, le
principal intérét sur le plan pratique est l'utilion d’'un nombre faible de cellules RC
identiquesgrace, notamment, a la présence d’'une cellulenpeme capacitive en entrée dont
la valeur optimale garantit le comportement norieergur une décade. Contrairement a la
méthode descendante ou tous les comportementge’ooth entier compris entre 0 et 1 sont
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réalisables, la valeur de I'ordre comprise entBedd.0.6 est la conséquence directe du nombre
de cellulesN et de la valeur optimale du rappastoffrant ainsi moins de degrés de liberté
dans le choix de l'ordre. Ce résultat est comparablcelui obtenu avec les réseaux de
Sierpinski [Ramus, 2002].

Forme idéale :4 parameétres de haut niveau

T

Choix d’'une structure de réseau
Exemple :
Arrangement cascade
de N cellules RC gamma_identigues soit2N+1 paramétres

]

Choix d’'une technologie
Exemple :
Electrique, mécanique, hydropneumatique...

Figure 1.34 —lllustration de la démarche ascendante : de ldis&ion au concept

1.6 - Etude du comportement dynamique d’'un SDNE

Ce dernier paragraphe est consacré a I'analyseothpartement dynamique d’un
SDNE résultant de l'association d’'un élémdnte stockage d’énergie (au sens de la
terminologie bond-graph : masse en translatiorrtiemen rotation, inductance électrique ou
hydraulique,...) et d’'une fractance telle que défipae A. Le Méhauté [Le Méhauté, 1998].

Pour I'élément, la relation causale entre ses variables de juissest de la forme :

f (t)=:|—L [le()dr+1,0) . (1.80)

ou fi(t) etg(t) représentent le flux et I'effort généralis&f)) étant la condition initiale sur le
flux etl un parametre caractéristique de I'élénlent

Quant a la fractance, c’est un élément dont lreffgnéralisé,(t) est proportionnel a
I'intégrale non entiére de son flux générafigé), soit :

&)= F(l_m)l(t_r)_m £.(r) dr + ¢,(0), (1.81)

ou €;(0) est une fonction liee a la prise en compte desditons initiales et ou
AOR" et mD[O,l] ; sim = 0 alors la fractance se résume a un élén@murement
capacitif, sim= 1 alors la fractance n’est autre qu’un élénfieptirement dissipatif.
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L'objectif de I'étude d’un tel SDNE ainsi définsiedouble :

- d’abord comparer les comportements dynamiques obtawec une fractance et avec
son approximation par un réseau Meellules RC, notamment lorsqieest faible
(par exempldN = 4) ;

- ensuite mettre en évidence les propriétés de refgestde I'amortissement vis-a-vis
des variations de I'élémeht
A ce titre, la relation (1.81) est réécrite soasdrme d’'un produit de convolution,

Soit :

& (t)=g(t)* f,(t) +&(0), (1.82)
ou g(t) représente soit la réponse impulsionndi(® de la fractance, soit celle de son
approximation, notéat).

Remarque a propos des conditions initiales

La prise en compte des Conditions Initiales (Gihsl le cadre des SDNE fait I'objet
de nombreux travaux [Hartley, 2002] [Hartley, 200[[]Jorenzo, 2007.a] [Lorenzo, 2007.b].
Cependant, a ce jour, aucune formulation ne faim#nimité au sein de la communauté. C’est
la raison pour laquelle I'étude comparative présantans ce paragraphe se focalise d’abord
sur le régime forcé sous I'hypothése de conditiaitiles nulles. Ensuite, I'étude du régime
libre est présentée en commencant, dans un pretaiaps, par lI'approximation de la
fractance pour laquelle il N’y a aucun probleme gua la prise en compte des conditions
initiales. Puis, compte tenu des résultats obtenus avec lappration pour des conditions
initiales particulieres, I'étude du régime libretémité avec la fractance.

La encore, cette étude se voulant générique, adoumine de la Physique n’est
privilégié, méme si les schémas retenus pour reptés ce systéme reléve d’avantage des
schémas « électriques ».

Ainsi, la figure 1.35 représente le schéma du SOCH¥EIi€é ouey(t) est une source
d’effort généralisé dit) le flux généralisé traversant I'élémerndaractérisé par le parametre
Plus précisément, le schéma de la figure 1.35@septe I'association de I'élémdnavec la
fractance et le schéma de la figure 1.35.b celld@ément| avec I'approximation de la
fractance par le réseau cascade de 4 cellules &@iqdes en gamma étudié au paragraphe
1.5.
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f t) A
| & (t)
s e®|() t .
A A
D V)
(@)
f(t)
| & (t)
R, R, R, R,
s 0] A —T— M AT
€ (t) — G —— o = C, _—C; =_—C,

v v
(b)
Figure 1.35 —lllustration dans le domaine électrique de I'asstion d’'un élément | avec
une fractance (a) et d’'un élément | avec I'appraadion de la fractance par le réseau
cascade de 4 cellules RC identiques en gamma éudd@ragraphe 1.5

L’élémentl et la fractance étant associés en série, ilstsaversés par le méme flux
généraliséf(t). De plus, l'effort généralisé totady(t) est égal a la somme des efforts
généralisés partieks(t) etey(t), soit :

&(t)=ea(t)+et). (1.83)
Finalement, I'ensemble des relations causales qdéfise le systeme est de la forme :
&(t)=e(t)- &)
t
f(t):}joq(r)dr+ f(0) . (1.84)
&(t)=g(t)* f(t)+e(0)

La figure 1.36 représente le schéma fonctionnaekaladu SDNE établi a partir des
relations (1.84) pour la simulation.
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D
»
1

A

glt)

e (0)
Figure 1.36 —Schéma fonctionnel causal du SDNE pour la sinudati

Un tel schéma fait apparaitre de maniere expliaite structure bouclée qui est
exploitée au paragraphe suivant. De plus, le systant linéaire le principe de superposition
est appliqué pour étudier séparément le régimeéf(ng(t)# OetCl=0) et le régime libre

(g(t)=0etCl#0).

1.6.1 - Etude du régime forcé

Sous I'hypothése de conditions initiales nullasransformée de Laplace des relations
(1.84), soit :

E (5)= Ey(s) - E,(9)
F)=1E() . (1.85)

E(9)= 09 9

permet d’établir le schéma fonctionnel pour l'asalyschéma présenté figure 1.37 &s)
représente la fonction de transfert en boucle devdont I'expression est donnée par :

Ble)=6(e) . (1.86
avec pour la fractance
_ 1
G(s)=H(s)= T (1.87)

et pour son approximation (relation (1.73))

~ 1+§q (RCs)
G(s)=H(s)==2 | —& - . (1.88)
1+> a (RCs)

i=1

- 58 -



Chapitre 1 Systemes a Dérivées Non Entieres

E"(S—»*O—»T_E A

Figure 1.37 —Schéma fonctionnel du SDNE établi pour I'analyse

Ainsi, dans le cas de la fractance, I'expresse(d) est de la forme :

M§=§w (1.89)

oun=2-metb = 1/(A), conduisant ainsi a un transfert de boucle ferm{ég= E,(S)/E(S)
de la forme :

T(s)= - (1.90)

La figure 1.38 présente les réponses du SDNE obgeavec la fractance (en vert) et
son approximation (en bleu) pour la valeur nomingtiu parametré. Plus précisément, les
réponses fréequentielles de lintégrateur non erdtede son approximation sont présentées
figure 1.38.a; les lieux de Black-Nichols en baucliverte figure 1.38.b ; les diagrammes de
gain du transfert de boucle fermée figure 1.38.dest réponses indicielles de [l'effort
généralisée,(t) a un saut échelag(t) d’amplitude unitaire figure 1.38.d.

Il est important de noter I'excellente superpositdes réponses fréquentielles (figure
1.38.c) et indicielles (figure 1.38.d) de la boufdemée obtenues avec l'intégrateur d’ordre
non entier et avec son approximation. Ce résulgat deautant plus intéressant que le
comportement non entier n’est synthétisé que sardécade (figure 1.38.a). En fait, le point
essentiel pour I'obtention d’un tel résultat eappartenance de la fréquence au gain unité en
boucle ouvertey, a cette décade (figure 1.38.b).
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Figure 1.38 —Comparaison des réponses du SDNE obtenues afaciance (en vert) et

son approximation (en bleu) : réponses fréquemsetle I'intégrateur non entier et de son

approximation (a) ; lieux de Black-Nichols en bauolverte (b) ; diagrammes de gain du

transfert de boucle fermée (c) et réponses indesale I'effort généralisé£t) a un saut
échelon gt) d’amplitude unitaire (d)

Remarque

Dans le cadre de la simulation numérique, I'obtemtdes réponses fréquentielles des
SDNE ne pose pas de probleme particulier. En d#ehanipulation de nombres complexes
en présence d’exposants non entiers ne présentdepdificulté. Par contre, I'obtention des
réponses temporelles est plus délicate. Ainsigf@onse gt) a un saut échelon unitaire u(t)
(figure 1.38.d), dont la transformée de Laplace ptamtenu de la relation (1.90) a pour
expression :

b
E, (S)_T—)s st (1.91)

est obtenue aprés une décomposition de la reldfic@dl) sous la forme

E,(s) = % (1 - (—)S”S-: - J , (1.92)
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n

ou encore, E,(s)= % S

—g(m, (2.93)

puis par transformée inverse de Laplace, soit :

e, (t) = TL‘l{% - JSS—H))} =u(t) - E,[-bt"], (1.94)

ou E,[-b t"] est la fonction de Mittag-Leffler [Hartley, 2002finie par

E,[-bt"] = Z m:; (1.95)

Ainsi, la réponse indicielle présentée figure 1d38st obtenue en programmant la
relation (1.94) avec la série (1.95) tronquée a 180, valeur choisie suffisamment élevée
pour considérer la réponse en présence de la fraacomme « exacte » comparativement a
la réponse obtenue avec I'approximation.

Compte tenu de I'excellente aptitude que posseédédeau cascade de 4 cellules RC
identiqgues en gamma a approximer le comportemela ftactance dans son association avec
un élementl, la suite de ce paragraphe se focalise, dans ami@r temps, sur les
performances obtenues avec une telle approximation.

Par ailleurs, le parametiede I'élémentl est considéré comme incertain. Sa valeur
nominalely et ses valeurs extrémalks, et Imax SONt choisies pour que la fréquence au gain
unité en boucle ouvertey appartienne toujours a l'intervalle fréquentiel leublocage de
phase est présent.

Ainsi, la figure 1.39 illustre l'influence des vations du paramétrd sur le
comportement dynamique du SDNE. Plus précisémentidex de Black-Nichols en boucle
ouverte sont présentés figure 1.39.a ; les diagesmnie gain du transfert de boucle fermée
figure 1.39.b et les réponses indicielles de I'effgénéraliséey(t) a un saut échelogy(t)
d’amplitude unitaire figure 1.39.c.
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Nichols Chart
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Figure 1.39 —lllustration de I'influence des variations du panatre | sur le comportement

dynamique du SDNEy(en bleu, }in en vert etjaxen rouge) :

lieux de Black-Nichols en boucle ouverte (a) ; deagmes de gain du transfert de boucle
fermée (b) et réponses indicielles de I'effort gahgé g,(t) a un saut échelon@)

d’amplitude unitaire (c)
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La tangence des lieux de Black-Nichols de la bmumliverte au méme contour
d’amplitude lorsqué varie entrdnyin etlnax (figure 1.39.a) explique la robustesse du facteur
résonance des réponses fréquentielles du trangfert(figure 1.39.b) et la robustesse du
premier dépassement réduit des réponses indicigitpge 1.39.c) vis-a-vis des variations

del.

1.6.2 - Etude du régime libre

Afin de faciliter 'analyse de l'influence des catidns initiales sur le régime libre,
une représentation d’état du réseau cascade ddluleseRC identiques en gamma est
développée, soit :

&

AXx+Bu

Cx+Du’
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ou
X:I.:e/l(t)
X, = €, (t)
u= f(t), x=|x=e,(t)|, y=el) (1.97)
X, = e(t)
X = €(t)
leseci(t) étant les efforts généralisés aux bornes des étéfig et ou
-1/RC, 1/RC, 0 0 0
"1 R+R
1/RC, —|—+1—= 1/RC 0 0
RC, Cl[ RR, j RC,
_ "I R+R
A= 0 1/RC — = 1/RC 0 : 1.98
RC, cz[ AR j RC, (1.98)
IR +R,
0 0 1/RC —|—=—| 1/RC
e, R wre
0 0 0 URC, -URC,]
1/C,]
0
B=| 0 |,C=[1 0 0 0 0] eeD=0. (1.99)
0
(- O -

La transformée de Laplace de la relation (1.96padra

Y, (C[s(l —)A]‘l) x(0) + (C[sl(— )A]‘lB) Y, (1.100)

(1xa] (5x1) 1x1)

o x(0) représente le vecteur des conditions initiales@ées aux éléments. La relation
(1.100) peut se réécrire sous la forme

V=Y (#(9)%(0) + AlJu. 1100
ol w(s)= (C[st-A?) et A(s)=(c[si-AB). (1.102)

Finalement, le retour dans le domaine temporelgptransformée de Laplace inverse conduit
a

5 e

&t)= D (rH{w.(s) x(O})+ h(t)* £t) . (1.103)

i=1
relation de la forme
e (t)=0)+&(t). (1.104)
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en posant ZSZ(TL‘1 )}) (1.105)

et g (t)=h(t)*f(t) . (1.106)

Ainsi, le schéma fonctionnel de la figure 1.36 esmplété conformément aux
développements précédents (Cf. figure 1.40).
£(0)

e"@;( )—>Q() 1 _t[dr f(—t)>

A 4

(D ht) |
°0 T ((g))
Z T
\ T, (s)} f—— (0)
R AN

Figure 1.40 —Schéma fonctionnel pour la simulation avec prise@npte des conditions
initiales &:j(0) associées aux éléments C

Pour I'étude du régime libmy(t) = 0, les conditions initiales retenues sont :
f(0)=0 et e,(0)=1 DiO[0;4]. (1.107)

Pour ces conditions initiales et pour la valeur maie |, del, la figure 1.41.a présente
les contributions de chaque terme de la somme idéfiar la relation (1.105). Quant a la
figure 1.41.b, elle présente le tracé en vered6) (résultat de la somme des tracés de la
figure 1.41.a) ainsi que les tracés@) en rouge et de, (t) en bleu.

Il est intéressant de noter que la sonw{e) des contributions de toutes les conditions
initiales ec;(0) est égale a I'unité.

Enfin, la figure 1.42 présente les réponses like®, (t) pour les mémes conditions
initiales mais pour les valeurs nominddeet extrémalesnmin et Imax de |, illustrant ainsi la
robustesse du degré de stabilité vis-a-vis deatiamnis du parametite
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Figure 1.41 —Contributions de chaque terme de la somme dgfiaida relation (1.105) (a)

et tracés de £0) (en ver), de &, (t) (en rougy et dee, (t) (en bley (b)
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T T

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
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|
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oF—-——-4--4
|
|
1

=
o

Figure 1.42 —Réponses libres ds;(t) pour les valeurs nominalg (en bleu) et extrémales

Imin (€N vert) etdax (en bleu) de |

L'intérét, dans un premier temps, d’utiliser I'appimation de la fractance
pour la prise en compte des conditions initialeésdesconstater, pour ce cas particulier, que
e)(0) se résume a une constante (unitaire si toued€8) = 1 et sif(0) = 0). Dans un
deuxiéme temps, il est donc possible d’affirmenjdars pour ce cas particulier, qgg0) est
une constante unitaire et de remplacer la répanpalsionnelle ﬁ(t) de I'approximation par

celle de la fractance, a savaiit). Ainsi, dans ces conditions d’étude du régimeelifs(t) =
0,f(0) = 0 etey(0) = 1), le systéeme d’équations (1.84) se résume a :

&(t)=-et)
£(t) = % [e)ar (1.108)
e,(t) =h(t)* f(t) +e,(0)

ol h(t)= ——. (1.109)
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La transformée de Laplace du systéme (1.108); soit

E (S) =-FE, (S)
F(s)= I_ls E(s) : (1.110)
_ 1 & (0)
E(9)= e Fl)+ 2
puis, I'élimination par substitution dg(s) et deF(s) conduit & une expression de la forme
.11 &(0)
E,(s)= T e B (s) + -t (1.111)

qui finalement se résume a

a@=;§¢a@@, (1.112)

toujours en posam = 2 —m etb = 1/(A). Sachant que;(0) = 1, le retour dans le domaine
temporel a l'aide de la transformée inverse de d@pkonduit a :

e,(t)= TL‘l{g(ij)} =g [-bt"], (1.113)

expression qui n’est autre que la fonction de IgHtaffler définie par la relation (1.95).
La figure 1.43 présente, pour la valeur nomingléel, la réponse en régime libre de
e,(t) obtenue avec I'approximation (en bleu) et avefotation de Mittag-Leffler (en vert)

tronquée a l'ordre 100. La encore, on peut obsebeacellente superposition des deux
courbes.

1 T T T
\ f f f f f
\ | | | | | Réponse approximée
087\‘77:777i777:7777:777i77 Réponse exacte
: | | | | | [ [ [ [
I I I I I I I I I
I I I I I I I I I
I | | I | | I | |
L e e B e ey el el ity Htl ity
I I I I I I I I I
I I I I I I I I I
— | | I | | I | | I
D e e e e s e e M
c I I I I I I I I I
2 I I I I I I I I I
2 i I I I I I I I I
o 02F----- R e B B e A B
| I I I I I I I I
I I I I I I I I I
I I I I I I I I I
OF -\ -+ - — -~ e = = = === = = =
I I I = | I | | |
| | Iyl I I I | |
I I | I I I I I I
021 - — 11— - N~ T T S
I I I I I I I I I
I I I I I I I I I
I I I I I I I I I
0.4 L L | L L | L L |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Time (s)

Figure 1.43 —Réponse en régime libre dag(t) obtenue avec I'approximation (en bleu) et

avec la fonction de Mittag-Leffler (en vert) trorgua I'ordre 100
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1.7 - Conclusion

Si I'extension de la notion d'ordre de dérivatiancarps des réels et des complexes
date du XIX™M siécle, 'application de la dérivation non entiést plus récente puisqu’elle
date de la ¥" partie du XX¥™siécle. En effet, pendant longtemps, ce nouvetatpér a été
considéré par les physiciens comme un concept matigue sans application possible pour
les sciences physiques. Aujourd’hui son applicatimiamment en sciences pour l'ingénieur,
s'avere significative et largement répandue dassideaines aussi variés que la mécanique,
l'automatique, la thermique, I'électrochimie, ...

Dans ce chapitre, deux méthodes de réalisationidtégrateud(s) d’ordre non entier
borné en fréquence sont présentées.

Le point de départ de la premiére est la synthaéseéle sur la récursivité frequentielle.
Ensuite, indépendamment de tout contexte appliaifix arrangements de cellules RC sont
utilisés pour obtenir une impédance d’entrée daméponse fréquentielle est identique a celle
de l'intégrateur d’ordre non entier. Cette premigr&thode présente un intérét évident sur le
plan méthodologique dans la mesure ou l'optimisationcerne seulement les 4 parameétres
de synthése de haut niveaul{®. Les relations établies entre les différents patees de la
forme idéalel(s), de la forme réelldy(s) et des arrangements de cellules RC permettent
d’aboutir finalement aux valeurs deN2L parametres physiques (Rt lesC) du systeme,
valeurs qui font I'objet d’'une distribution. Cettméthode permet de réaliser tous les
comportements d’ordre non entier compris entreq et

A partir du constat qu’il n’est pas toujours possitle disposer d’'une distribution des
R et desC selon le contexte applicatif, la seconde méthadpgse une démarche inverse.
Ainsi, un arrangement cascade de cellulesitREdtiquesen gamma est choisi priori. La
méthode se résume alors pour un nonhboonné de cellules a déterminer la valeur optimale
d’'un seul parametre, a savoir la capaCigede la cellule placée a I'entrée de I'arrangement.
Cette valeur optimale assure un comportement noieresur une décade avec un ordre
compris entre 0.5 pour usi= 100 et 0.578 poud = 4.

Enfin, le dernier paragraphe met en évidence lediaé si I'intégrateur d’ordre non
entier est immergé dans une structure bouclées alum approximation méme limitée a une
décade est satisfaisante dés I'instant ou ellefesttuée au voisinage de la fréquence au gain
unité en boucle ouverte. Par ailleurs, la propriggobustesse du degré de stabilité vis-a-vis
des variations paramétriques se traduisant pawvaestions de gain en boucle ouverte est
remarquable.

Le chapitre suivant traite de la synthese d’'ungrdteur d’ordre non entier borné en
fréquence a l'aide de réseaux de cellules RC g&sabs technologie hydropneumatique. Aux
propriétés présentées dans ce chapitre 2 et exgdoitans le chapitre suivant, s’ajoutent des
spécificités liées a la technologie hydropneumatiquotamment la dépendance des éléments
capacitifsC a la pression statique et leur comportement no@aire lié a la loi des gaz
parfaits.
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Chapitre 2

Synthese d'un intégrateur d’ordre non entier bornéen
frequence réalisé en technologie hydropneumatique

2.1 - Introduction

L’'une des applications de l'intégration d’ordre remtiére est I'isolation vibratoire, ou
la robustesse du degré de stabilité peut étre melvbe. Dans ce domaine et plus
particulierement pour les suspensions de véhicldegchnologie hydropneumatique est une
alternative intéressante a la quasi-omniprésentbntdogie mécanique. Elle nécessite
notamment, pour un méme débattement de suspensicgncombrement bien moindre que
celui nécessaire en meécanique. Ce chapitre tradée I'alpplication en technologie
hydropneumatique de la démarche proposée danajstiehprécédent pour la synthese et la
réalisation d’un intégrateur d’ordre non entier.

Du fait des propriétés spécifiques a cette teclgieloa méthode de synthése du
chapitre précédent conduit, aprés quelques amémamena des performances tout a fait
remarguables et qui peuvent étre intéressantemnogat dans le contexte automobile.

Ce chapitre est limité a I'étude aux petites vaoret d’'un dérivateur d’ordre non
entier borné en fréquence. L'influence des nondliiités des composants hydropneumatiques
est alors négligeable. Les non-linéarités sonteaiau chapitre 3.

Les démarches ascendantes et descendantes presianéde chapitre précédent sont
ici appliquées et particularisées pour tenir comges spécificites de la technologie
hydropneumatique.

Le fil conducteur de ce chapitre est un supportudié utilisant, comme dispositif de
suspension, un arrangement de cellules RC réaksetshnologie hydropneumatique.

La premiere partie est consacrée a la présentafionsupport d’étude et a
I'établissement d’'un modéele rigoureux de son cortgroent.

La seconde partie est consacrée a l'applicatiofaddémarche descendante pour
choisir les caractéristiques technologiques desposamts hydropneumatiques a utiliser dans
le cadre du support d’étude. Dans cette partie adesmgements paralléles de cellules RC en
série ainsi que des arrangements en cascade ddeseRC en gamma sont considérés.
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Enfin, dans la troisieme partie de ce chapitre, rissultats obtenus a l'aide de la
démarche ascendante dans le cadre du support &’s&bud proposeés et analysés.

2.2 - Description du support d’étude

Le support d’étude est un dispositif hydrauliquanposé d'une masskl reliée
mécaniguement a un vérin hydraulique simple effgtife 2.1). Ce vérin est appelé vérin de
suspension par analogie au vérin de suspensionvél@sules automobiles équipés de
suspension hydropneumatique.

La masse suspendi peut varier de 75 a 150 kg grace a la présencamaises
additionnelles.

Le vérin de suspension est connecté a un circditawjique composé de deux parties.

- La premiere est constituée d'un groupe électrquoraquipé d’'un conjoncteur-
disjoncteur et d'un distributeur commandé en coui@ndélivrant un débit(t). Son role est
de maintenir a une valeur de référence la positiéquilibre statique de la mas$& pour
toutes les valeurs comprises au moins entre 75@tkd. Cet objectif est atteint grace a la
présence d’'une boucle de régulation de hauteur.

-La seconde est un réseau hydropneumatique aenstid’accumulateurs
hydropneumatiques et de résistances hydrauligueséskau joue pour la madgele role
d’'une suspension. Plusieurs types de réseaux hyevopatiques peuvent ainsi étre étudiés.

Les accumulateurs hydropneumatiques, aussi appghéses de suspension, sont des
éléments capacitifs au méme titre que les condemsaten électricité et les ressorts en
mécanique. lls sont constitués d'une sphere nutalliqui contient une membrane en
élastomere. Cette membrane divise I'espace intégiredeux cavités indépendantes. Une des
cavités est reliée au fluide du circuit hydrauliquejuel est raccordée la sphere, I'autre cavité
contient un gaz neutre (azote), a une presBip(pression de tarage) et a un volukieau
repos.

Les amortisseurs hydrauliques sont des élémentstii®scomme les résistances
électriques et les amortisseurs mécaniques. Pougr raéson, ils sont également désignés par
le terme résistance hydraulique par la suite.

Le schéma de commande associé au support d’étugesssnté figure 2.2. La boucle
externe qui régule la position d’équilibre statiquene valeur égale a la moitié de la course
du vérin de suspension, présente une rapiditéiglent celle du régulateur de hauteur d’un
véhicule équipé d’'une suspension hydropneumatibfioedau, 2003], rapidité caractérisée par
une fréguence au gain unité en boucle ouverte dead/s. Quant a la boucle interne qui fait
I'objet d’'une présentation détaillée au paragraphigant, elle est synthétisée pour présenter
une rapidité identique a celle du mode de pompagk dnasse suspendue d’un véhicule de
tourisme équipé d’'une suspension hydropneumatitereau, 2004], rapidité caractérisée
par une fréquence au gain unité en boucle ouvexrté thd/s. Ces deux boucles sont donc
dynamiquement découplées.
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Réseau d'accumulareurs et de résistances
zt L% o hydrauliques constituant une suspension
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Figure 2.1 -Schéma hydraulique du support d’étude pour |'étdele réseaux

hydropneumatiques
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Figure 2.2- Schéma de commande associé au support d’étudenpédigure 2.1

A travers ce support d'étude, il est donc possdses’intéresser non seulement a
I'étude du régime libre de la masbg en Iui imposant des conditions initiales (essai de
lacher), mais également a I'étude du régime foro@sécutif soit a une excitation en force
(génération de la forci(t)), soit a un déplacement vertical du corps du védéplacement
Z(t)). Sur un dispositif réel, la présence d'un captder pression et d’'un capteur de
débattement permet I'estimation des caractérissigluerégime libre (en particulier le facteur
d’amortissement) et du régime forcé harmoniqueicstadire (notamment l'impédance
hydraulique d’entrée du réseau étudié).
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2.3 - Application de la démarche descendante dans ¢adre du support
d’étude

L’objectif de cette partie est de déterminer lesapeetres technologiques des éléments
capacitifs et dissipatifs du réseau hydraulique la suspension) pour satisfaire les
spécifications d’un cahier des charges. Pour detst nécessaire dans un premier temps de
réaliser la synthése de la suspension. Le termihéssm peut étre employé ici car le schéma
fonctionnel de la figure 2.2 montre que la suspengoue le méme rdle que le régulateur
d'une boucle de commande, dont le procédé) est un intégrateur de pulsation
transitionnelle dépendant de la masse suspendue.

Dans le cadre de cette these, la robustesse da degtabilité vis-a-vis des variations
paramétriques est recherchée. Des travaux préce@mstaloup, 1995], [Moreau, 2002] ont
montré l'intérét de la dérivation non entiere po@pondre a cette problématique et plus
particulierement d’'une suspension dont la fonctibe transfert débit-pression est un
intégrateur d’ordre non entier borné en fréquence.

Comme cela est montré par la suite dans le paragr@®.1.3, I'utilisation de la
technologie hydropneumatique engendre des progprafécifigues dont il convient de tenir
compte lors de la synthese de la suspension. A fieftune méthode de synthese originale est
développée dans le paragraphe 2.3.1.4.2.

Une fois la fonction de transfert idéale de la smspon déterminée a l'aide de la
méthode de synthese, les parametres technologpprasettant de réaliser cette suspension
sont déduits. Cette démarche se situe dans leefiladnéthode descendante présentée au
chapitre 1. Les cas d’'un arrangement paralléleetlales RC en série et d’'un arrangement en
cascade de cellules RC en gamma sont traités sixeeent.

2.3.1 - Synthése d’'une suspension de référence

Dans un premier temps, et a titre de comparaison lpcsuite, un réseau avel est
utilisé comme élément de référence. Ce réseauspame a la toute premiéere itération pour la
construction d’'un réseauN cellules, quel que soit I'arrangement choisi, lgs'agisse d’un
arrangement paralléle de cellules RC en série on dfrangement en cascade de cellules RC
en gamma.

Les spécifications du cahier des charges pour tahege de cette suspension de
référence sont les suivantes :

- une pulsation au gain unité de 6 rad/s pourdasa minimale ;
- une marge de phase de 45° pour la masse minimale

Ces spécifications sont issues du domaine de haoibide dont le support d’étude se
veut étre représentatif en termes de dynamiquesyhtéhése de la suspension nécessite en
premier lieu un modele de la boucle interne dumehde commande présenté figure 2.2.
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2.3.1.1 - Modélisation de la boucle interne : prisa compte des non-linéarités

Dans la mesure ou la boucle externe est dynamiquehécouplée, celle-ci est
volontairement négligée dans la suite.

Zi(tL " —Lfo(t)

Co c
ZO(t)I %(t) i >I< R,

0.(H) 0,(t)

Figure 2.3 -Schéma hydraulique du support d’étude en considéna arrangement
paralléle de deux cellules dont une RC=ly, point de départ pour la construction d’'un
arrangement de N+1 cellules.

L’application du principe fondamental de la dynaudca la mass® conduit & une
équation de la forme

M 2(t) = f,(t) + f,(t) - Mg, (2.1)
ou fo(t) désigne la force d’excitation appliquée a la mads f,(t) la force développée par le
vérin résultant de la pressipi(t), soit :

L) =S pt), (22)
avecS, la section utile du vérin.

Si on néglige les pertes de charge dans la catiatisqui relie le vérin au réseau
hydraulique, alors la pressigR(t) a I'entrée du réseau est égale a la pressindans le
verin.

Lorsque le régulateur de hauteur ne fonctionne @asraison du découplage
dynamique [Moreau 2004], le débit entragft) dans le réseau hydraulique est égal au débit
de déplacemenm,(t) généré par la vitesse de débattemg(tt — v1(t) du vérin, soit :

ae(t) = a,(t). (2.3)

avec a.(t) = s, (vlt) - w(t), (2.4)
ou Vo(t) etvy(t) représentent les vitesses verticales de la bagséraufp(t) = dz(t)/dt) et de la
masseM (vi(t) = dz(t)/dt).

Le deébitge(t) entrant dans le réseau se répartit en un dgljtdans la cellule de rang
0 et un débit(t) dans la cellule de rang 1, soit :

Au(t) = G (t) + ault)- (2.5)
De plus, la relation non linéaiféLci(.) entre la pression du gadt) et la variation de
volume du liquidey;(t) de la sphére de ramgst de la forme [Serrier, 2006]
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p(t)= i , (2.6)

(1- B (t)jy

ou Ps désigne la pression statique dans le v@&i=(Mg/S,), Poi et Vo la pression de gonflage
et le volume de la sphere de rang une constante caractérisant I'évolution du gazdan
sphére y=1,4 pour une évolution adiabatique, 1 pour une évatutsotherme)y;(t) étant
donné par

t

v (t)=Ja(r)dr. (2.7)

0
La relation (2.6) est issue de la modélisation alsghere dans laquelle I'azote est
considéré comme un gaz parfait.
La figure 2.4 présente le schéma fonctionnel noédiire associé a la sphere de riang

a(t)

Figure 2.4- Schéma fonctionnel non linéaire associé a la sptéreang i

Par ailleurs, la relation générale entre le dgliif traversant la résistance hydraulique
de rang et la perte de chargpri(t) aux bornes de celle-ci est notékxi(.), soit :

g (t) = NLg (Apg (t)) - (2.8)

Le schéma fonctionnel non linéaire (respectantckassalités intégrales) associé au
réseau hydropneumatique de l'itératioNI<1) est donné figure 2.5. L’absence de résistance
hydraulique dans la cellule de rang 0 conduit galéé po(t) = pe(t).

Finalement, la figure 2.6 présente le schéma fonogl de la boucle interne associé a
'ensemble masse-vérin-réseau hydropneumatique quel soit le nombre de cellules
considéré. Ce modele constitueredele de validation
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PDD VOO PS

—

t =
0.t :O 0o(®) J‘ dr Vio(®) NLeo() Po® = pet) .

ql(t) Cellule de rang 0

A

0y(t) NLai() |l Apg,(H) /\1

P01 VDl P

s

L

t
ql(t) J‘ dr V|1(t) NLC]_(.) p]_(t)

Cellule de rang 1

Figure 2.5- Schéma fonctionnel non linéaire associé au né$saropneumatique de la
suspension de référence (itération 1 : N = 1)

Po Vo Ps

l l 1S vy(t)
At JO Wty A Vi)
O o P s 2 Oy,
! +
a(t)
1 S’ : 1
Partie hydropneumatiqué; Vérin Partie mécanique

€] Pt -~ R e e e PP >

Figure 2.6 -Schéma fonctionnel non linéaire associé a I'ensemidsse-vérin-réseau
hydropneumatique (cf. boucle interne de la figu® 2

2.3.1.2 - Linéarisation

Afin de faciliter la synthése de la suspensioné&férence, nous ne nous intéresserons
ici qu'a I'étude du comportement du support d’étae petites variations. Ainsi, les non-
linéarités des composants hydropneumatiques dexi¢mégligeables et il est alors possible
de réaliser la synthése sur un modéle linéaris@atagraphe détaille 'obtention d’'un modele

linéarisé pour le support d’étude. La prise en demges non-linéarités fait I'objet du
chapitre 3.
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Les non-linéaritédlLci(.) (relation(2.6)) etNLgi(.) (relation (2.8)) de la cellule RC de
rangi peuvent étre décomposées en série de Taylor, soit
- pour la sphére

P (t) =R+ Ci Vi (t) + NL, (Vli (t)) (2.9)

ol NLg (\/Ii (t)) représente la somme des termes d’'ordre supériduda la série eC; la

capacité hydropneumatique de la sphére deirauit :
(2.10)

(la capacité de la sphere est analogue a la s@@ptésn ressort en mécanique, dans le sens
ou plus la capacité d’'une sphere de suspensiomgraste, plus le ressort équivalent est
souple, c'est-a-dire plus sa raideur est grande) ;

- pour la résistance hydraulique

a (1) =§Apm (t) + N, (8p4 (1), (2.11)

ol NLy(Apg;(t) représente la somme des termes d’ordre supéridude la série eR la
résistance de rang

La figure 2.7 présente le schéma fonctionnel nogaire associé au réseau
hydrauliqgue du support d’étude dans le bhs 1 en tenant compte de la décomposition en
série de Taylor.

PS
0 4~ Gt j or 1, e Po() = Pe(t)
. - ) -
.q o 0 Vio® Cellule de rang 0
Q) APri)

U0, I dr

0 V|1(t)7

Cellule de rang 1

Figure 2.7 -Schéma fonctionnel non linéaire associé au résgdudpneumatique de la
suspension de référence en mode souple (N = 1yaj@@omposition en série de Taylor
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La figure 2.8 présente le schéma fonctionnel desBenble masse-vérin-réseau
hydropneumatique en tenant compte de la décomposdn série de Taylor. Le réseau
hydropneumatique est décomposé en une partie dingsgroupée darge et une partie non
linéaire regroupée daas

On peut remarquer que, contrairement au schémaa degure 2.6, le poidsvig
n'apparait plus de manieexplicite dans le bilan des efforts extérieurs appliquésradssé
dans la mesure ou il est compensé par la prestaigque Ps du réseau hydropneumatique
(Mg = S, Py). Par contre il apparait toujours de mani@nglicite dans les expressions des
capacité<; et des relations non linéaires ().

La synthése du réseau hydropneumatique se fait'bgpsthese de petites variations,
ce qui revient a négliger dans un premier tempgsalie non linéaired. Le modéle linéaire
ainsi défini constitue lenodele de synthese

ey

‘ ‘ Vo)
Zye fv(t)§ 1 V) A Vil® | 240
O % P El—_’@_’ v — > {-‘” —

0
I a0 i
1S
Partie hydropneumatiqué Vérin Partie mécanique
- - Pl - —-—--- L e et it >

Figure 2.8 -Schéma fonctionnel de 'ensemble masse-vérin-résgdwpneumatique apres
décomposition en série de Taylor

2.3.1.3 - Synthese de la fonction de transfert eible la suspension

La relation (1.39), particularisée poNr1, permet d’écrire I'impédance hydraulique
d’entrée de la suspension de référence sous laform
1

1 —
le(s) = Cs (2.12)
C,s+
1+RC;s
soit
1X(s) = RS _1f_ 1+RGs , (2.13)
Q(s) slC+C +RCC,s
expression de la forme
S
1+
1
Pe((s)):& ‘f , (2.14)
Qe S S 1+7
o
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1 C,+C
: et w;=—2—1

pl=—2t ot SotG
CO + Cl Rlcl RlchO

(2.15)

A partir du cahier des charges, la méthode classdpi synthese d'un régulateur a
avance de phase conduit aux parameétres suivants :

- pour le gainD; =1,134010° Pam™® ;

- pour les fréquences transitionnelleg = 248 ragiso; =145 rad/s

Les diagrammes de Bode dg(s) ainsi que les diagrammes de Bode de la boucle
ouverte sont présentés figure 2.9.

250 100

Gain id8)
/

N
150 -1oo
-30 -1zo

Phase (deg.)
&
S
Phase (deg)

'/ \\ -150 J/ \\

-90
10° 10 10° 10' 10° 10 107 1t 1t 10 i
Fréquence (rad/sec) Fréquence (radisec)

(@) (b)

Figure 2.9 -Diagrammes de Bode de I'impédance hydraulique déentle la suspension (a)
et de la boucle ouverte (b)

La réponse indiciellg;(t) de la masse suspendue résultant d’'un échelon sitopo
verticalezy(t) du corps du vérin est donnée figure 2.10.
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“1

(t) (dm)
—

0.2
0} I

| i
0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5

Temps (sec)

Figure 2.10 -Réponse indicielle de la position verticale de Esse suspendue

2.3.1.4 - Calcul des parametres physiques de lgpsunsion de référence

Les parameétres physiques (capacités et résistaseatdduisent des parametres issus
de la synthés®;, « et «) par les relations (2.15). Cela conduit aux valsuigantes :

Co=1.5083 10" m’/N
C.= 7.3106 18* m°’/N (2.16)
R, =5.5156 1&Ns/ n7
Les ressorts équivalents aux cellulzet C; ont pour raideurs respectives 6537 N/m
et 1549 N/m. L'amortisseur équivalent a la résistamydrauligue a un coefficient de
frottement visqueux de 543 Ns/m.

2.3.1.5 - Calcul des parametres technologiques

Les couples de paramétres technologiques (preskotarage et volume pour les
sphéres, dimensions caractéristiques pour la a@sis} correspondant a ces parametres
physiques ne sont pas uniques. Le choix des pamsrtechnologiques est fait en fonction de
plusieurs regles :

- pour les sphéres

o la pression de tarage de chacune des sphéres tdoiin&rieure a la
pression statique ;

o afin d’anticiper sur la réalisation, les volumess dghéres sont choisis
parmi les volumes normalisés, a savoir 75, 120, 160, 320, 350, 400,
450, 600, 650, 700 ou 1500 tm

o lors du fonctionnement, la membrane de la sphéoitgamais arriver en

butée contre le bas de la sphére, cela pourratidsmmager gravement ;
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- pour les résistances

o0 les résistances n’étant pas normalisées, les sendsaintes sont celles de
la fabrication. Une solution simple pour la rédima d’'une résistance
hydraulique consiste a introduire une restrictierdiametre et de longueur
donnée dans une canalisation [Serrier, 2005b]. $ertaines hypothéses,
notamment le fait que I'écoulement a lieu en régiaminaire, ce type de
résistance hydraulique peut posséder une cardijgedinéaire. Le choix
des dimensions se fait de facon a faciliter la i€abion. Il est alors
intéressant de se limiter aux diametres normalieépercage et d’adapter
la longueur du percage en conséquence.

La prise en compte de ces impératifs conduit asihlds paramétres technologiques
suivants :

- pour la sphére purement capacitive, de capa®jtéin volume de 75 ciret une
pression de tarage de 15 bars (la précision lorgahilage des sphéres est de
I'ordre du bar) ;

- pour la sphére de la cellule RC, de capacité¢ud volume de 400 ciret une
pression de tarage de 14 bars ;

- pour la résistance hydraulique, un diameétre de ggergde 5,5 mm pour une
longueur de 15,4 mm.

2.3.1.6 - Influence de la variation de masse
2.3.1.6.1 - Influence sur les paramétres physigigels suspension

La relation (2.10) qui donne I'expression de laawaig de chaque sphere en fonction
du volume de la sphére, de sa pression de tarage ket pression statique montre que les
capacités des spheres dépendent de la valeunuiske suspendue.

Pour déterminer la réponse du systéeme pour uneemmasgpendue différente de la
masse minimale, il est alors nécessaire de caltedaraleurs correspondantes des paramétres
physiques (ou des paramétres de haut niveau acfgpphe 2.4) de I'impédance hydraulique
d’entrée de la suspension.

La relation (2.10) permet de calculer les capadgssspheres en fonction de la masse
suspendue. Ainsi, lorsque la masse suspendueast@®ta masse maximale,

2
G, = —HoVio > =C0[Mm"‘j =3,770910" m* /N (2.17)
)4 PSM max M max
M 2
et C,Mm = 1( v min j =1,827710" m*/N. (2.18)
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Quant aux parametres du régulateur a avance de,plsadeviennent alors
1

Di = =4.535710"°Pam™, 2.19
S COMmax + Cleax ( )
a)f):;M= 99rad/s (2.20)
RC ™
+
et wﬁ:M=58 rad/s. (2.21)
R'lC:lC:O

Les diagrammes de Bode du régulateur a avance age pbtbtenus avec la masse
suspendue maximale (en vert) et la masse suspemdimale (en bleu) sont présentés figure
2.11.

300

250 Pt
— .'~"‘-~o.::::"'~~.~
o T —— T
T 500 81
£ T '-‘-:::.\5_
® N~
(U] "‘---..:"-x_,_\
150 ~L
100
-30
=)
) TN =
S ZTITN \\
/
3 60 / \
o AN
o / N
/ /|
/ / N\
/ N N
/’ _.—'/ .\_ '."\-._
90 e —— ] Tt ——
102 10" 10° 10" 10% 10 10

Fréquence (rad/sec)

Figure 2.11 -Diagrammes de Bode de I'impédance hydraulique déendle la suspension de
référence avec la masse suspendue : minimale éer) et maximale (en vert)

La figure 2.11 permet de constater que la formediggrammes de gain et de phase
n'est pas modifiée par la variation de masse suhkpern_es diagrammes de phase et de gain
sont tout simplement translatés vers les hautepudérices quand la masse augmente. Ce
résultat se généralise a toute variation de mastle Que les membranes des spheres ne
viennent pas en butée) : lorsque la masse vasedilEgrammes de Bode de I'impédance
hydraulique d’entrée de la suspension de référeanetranslatés vers les hautes fréquences.
Cette propriété remarquable se généralise égalemtmit arrangement paralléle de cellules
RC en série et a tout arrangement en cascade ldeseRC en gamma, comme cela est
démontré dans les paragraphes suivants.
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2.3.1.6.2 - Influence sur le comportement de lacloauverte

Les diagrammes de Bode de la boucle ouverte, obtpaur la masse minimale (en
bleu) et pour la masse maximale (en vert) sont ée@ra figure 2.12.

Cette figure montre que

- la phase subit uniqguement une translation versdetes fréequences ;
- la pulsation au gain unité est tres peu modifiée.

Ces deux propriétés sont généralisables a toudemt@ations de masses.

Le fait que la pulsation au gain unité est peu figeliest une propriété bien connue
des suspensions hydropneumatiques. La figure 2dtrenl’évolution de la pulsation au gain
unité en fonction de la masse suspendue pour ur deaséhicule équipé d’'une suspension
meécanique ou hydropneumatique.

150 ‘
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©
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\===§
-100 - \=§='=
-150 - ‘
120
>
3 - N~
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o \
& -150
g Al N
o
A // \\ \\
N
A UL

-180 T

Fréquence (rad/sec)

Figure 2.12 -Diagrammes de Bode de la boucle ouverte obtenuslpaonasse suspendue
minimale (en bleu) et la masse suspendue maxirealegit)
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Masse suspendue (kg)
Figure 2.13 -Variation de la pulsation au gain unité en fonctiala masse
suspendue pour un quart de véhicule équipé d’'uspesision mécanique (en bleu) ou
hydropneumatique (en rouge)

La figure 2.14 présente l'influence de la variatdmla masse suspendue sur les lieux
de Black-Nichols de la fonction de transfert endewuverte.
100
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40/
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-20

Gain en boucle ouverte (dB)

-40
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-100 ! ‘ '
-270 -225 -180 -135 -90 -45 0
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Figure 2.14 -Lieux de Black-Nichols de la fonction de trans@rtboucle ouverte obtenus
pour la masse suspendue minimale (en bleu) et &sensuspendue maximale (en vert)

2.3.1.6.3 - Influence sur la réponse temporelle

La faible variation de la pulsation au gain unigérmduit sur les réponses temporelles
par une iso-rapidité de la réponse indicielle quglie soit la masse suspendue.
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En revanche, en raison de la translation vers #&gels frequences de la courbe de
phase, comme le montrent les lieux de Black-Niclugdda figure 2.14, 'avance de phase
maximale apportée par le régulateur a avance deept@se situe plus a la fréquence au gain
unité a. Il en résulte une diminution du degré de stabitiu systéme. Dans un contexte
automobile, cette diminution est préjudiciable anfort des passagers.

La figure 2.15 présente les réponses indiciellesadgosition verticale de la masse
suspendue pour les masses extrémales.

\
\
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0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5
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Figure 2.15 -Réponses indicielles de la position de la massgesuiie pour les deux valeurs
extrémales de la masse suspendue

La réalisation d’'une suspension CRONE en technelbgdropneumatique permet a la
fois d’obtenir, grace a la méthodologie de la comdeaCRONE, la robustesse du degré de
stabilité, tout en conservant la robustesse deapadité apportée par l'utilisation de la
technologie hydropneumatique. Dans cette persgecliy partie suivante présente une
adaptation des développements du chapitre précédartechnologie hydropneumatique afin
de réaliser une suspension CRONE pour le suppéttde.

2.3.2 - Cas d'un arrangement paralléle de celluledRC en série

Dans cette partie, le réseau hydropneumatique galiévérin de suspension est
composeé d’un arrangement parallele de cellules R€2de.
2.3.2.1 - Modélisation de la boucle interne : prisa compte des non-linéarités

A partir de la modélisation obtenue pour la susipensge référence au paragraphe
2.3.1.1, la généralisation a un réseau parallel+decellules RC en série de la modélisation
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de la boucle est immédiate. La figure 2.16 préskensehéma fonctionnel non linéaire associé
au réseau hydropneumatique de la suspension CROMEmuelconque.

PDD VDD PS
qe(t) +N qo(t) i V|o(t) l l Po(t) = pe(t)
.d NLqqf-
% Jor o)

Cellule de rang O

() NLgy(.) Apgy(t) N\ .
PDl le PS
T
o, ® Idr v () N p.(®
0

Cellule de rang 1!

+

an® NLy () Appy(t) O

Pon Von Ps

.

aN® J' dr Vin(®) NLoy(.) | P

Cellule de rang N

Figure 2.16 -Schéma fonctionnel non linéaire associé au résganopneumatique de la
suspension CRONE pour N quelconque

2.3.2.2 - Linéarisation

Le schéma fonctionnel de la figure 2.17 est uneresibn du schéma de la figure 2.7
pour un réseau paralléle de cellules RC série Bvggelconque. L'obtention d’'un modéle de
synthese linéaire pour la synthése d'une susperGRONE réalisée par un arrangement
parallele deN cellules RC en série est alors immédiate.
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Po(t) = p(t)

i
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Figure 2.17 -Schéma fonctionnel non linéaire associé au résganopneumatique de la
suspension CRONE aprés décomposition en sérieyderTa

2.3.2.3 - Influence de la variation de la masse gesdue sur la fonction de transfert de la
suspension dans le cas général

Le paragraphe 2.3.1.6 a permis de montrer l'infbeede la variation de la masse
suspendue dans le cas de la suspension de réfepnagest qu’'un cas particulieNgl)
d’'un arrangement parallele de cellules RC en s&#mns ce paragraphe, le résultat obtenu
dans le cadl=1 est généralisé ld quelconque.

La méthode descendante du chapitre 1 permet dtétablrelations entre d’une part,
les pbles et les zéros de la forme rékl(g) de l'intégrateur d’ordre non entier formé par la
suspension (fonction de transfert débit-pressianpgpédance hydraulique, de la suspension)
et, d'autre part, les paramétres physiques des asamis de la suspension (capacités et
résistances ou raideurs et coefficients de frottenasqueux). Cependant, dans le cas d’'une
réalisation en technologie hydropneumatique, learpatres physiques varient en fonction de
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la masse suspendue. L’objectif de ce paragraphed@st d’analyser linfluence de la
variation de masse suspendue sur le comporteméatstdspension.

La pression statiquBs dont dépend chacune des capacités (relation §2EXprime
en fonction du poidMg et de la sectio§, du vérin, soit :

p=Mg (2.22)
S
En remplacant dans la relation (2.10) la pressiatigsiePs par son expression (2.22),
on constate que les capacitésdépendent notamment du carré de la masse suspbhdue
soit :

— S\f I:)Oi VOi
y(Mg)*
Ainsi, les variations ou incertitudes de la masspendudV affectent, non seulement
le procédé5(s) (cfintroduction du paragraphe 2.3), défini par latiefa(2.55), mais aussi la
forme réellely(s) du régulateur compte tenu des relations (1.39)Jeelds parametres
physigues et les parameétres| ().

Ce résultat conduit a une problématique nouvellenatiere de commande dans la
mesure ou les incertitudes du régulateur sont lesneht toujours considérées comme
négligeables devant celles du procédé. Cette pratti@ue est renforcée, dans ce cas
particulier lié a la technologie hydropneumatigper le couplage entre les incertitudes du
procédé et celles du régulateur.

C (2.23)

Afin d’analyser I'influence des variations de lageaM surles facteurs récursifg et
n, et donc sur le comportement non entier d’'ondirelu réseau hydropneumatique de la
suspension CRONE, I'état de charge minimal estidénss comme état de référence. Ainsi, a
partir des relations (1.29), les notations suivastant introduites poi = My, :

w w
I-il_lrnin - I+:I'min - 0'/7>1,

a)| cu'min

o (2.24)
w w

+1 .
Mt 2oy et dmn = gn

a}min a1| .
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L'objectif est de vérifier si ces relations sonujmurs vraies pour I'état de charge
maximalM = Mz, SOit :

aw (]
I-'-:I'max — I-'-lmax ?=?CY/7>1

w “
o (2.25)
w, +1 7 CUI 7
— @ =n>1 et " =qg>1.
« w
max Imax

A partir de la relation (2.23) concernant la cafa€j, il est facile de montrer que la
variation relative de cette capacité est liee &deis celle de la masdd, soit :

A ==2 M : (2.26)

C M

Sachant par ailleurs (relation (1.45)) que
W = 1 , (2.27)

CR
on en déduit aisément (les résistances étant cuasjajue

Ay _, M (2.28)

w M

Le rapport de deux zéros conseécutifs pour le chmaegé maximal peut alors
s’exprimer en fonction de ces mémes zéros obtenus Ip chargement minimal et de leur
variation associée, soit :

a{+1ma>< = a)|+1min +Aa)|+l

: . 2.29
Imax a)lmin +Aa)' ( )
ou encore, apres factorisation,
: : 1+%
C()+ a)|+ i C()|+ i
|'1max = 'lmln lm'ln , (230)
W a, Ay
max min 1+ -
soit, en tenant compte de la relation (2.18),
o w2l
Cl;:lmax — C:;'lmin AI\rr/uln , (231)
Imax Imin 1+ 2
M

-88 -



Chapitre 2 Synthése d’'un intégrateur d’ordre notierborné en fréquence

d’ou I'égalité, apres simplification,
w, W,
I‘lmax — ‘lmln . (2.32)

Tmax Tmin

Compte tenu de la relation (2.14), on peut donicraéfr que

W,y
—==qn . (2.33)
W

Tmax

Par ailleurs, selon la relation (1.45) issue ddelitification terme a terme entre la
décomposition en éléments simples de la formeeréddl 'intégrateur d’ordre non entier
borné en fréquence, d’'une part, et 'impédance duldjue du réseau de suspension, d’autre
part, on peut écrire que

ﬂ (ﬂj =C,D,, (2.34)
= W

ou encore, sachant que

P,V
C 2__00 00 2.35
0 =S y(M g)2 ( )
et que
1 N C N P, Vy
= = 1 = LY Bt , 236
L3830y 23
alors

N a)l 1 N 3
D (;.j 52 S\,Z ; (Poovooj = cste. (2.37)

Cette derniere relation met en évidence que leyirats rapports d’un pole et d’'un
Zzéro de méme rang est constant et indépendantdadseV. Ainsi, sachant que

W
—min = g>1 (2.38)
Qg

on peut donc affirmer que
w
Hma = g5 | (2.39)
w

max
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Finalement, sachant que la relation entre I'ordeeddrivationm et les paramétres
récursifsa et 7 est donnée par [Oustaloup, 1995] :
m=lodla) (2.40)
log(an)
on constate que I'ordma est insensible aux variations de la madse

En résumé, les parameétres récursgif®t /7 sont indépendants des variations de la
masseM. Ainsi le comportement asymptotique d’ordre notiegrdeln(ja), caractérisé pour
le diagramme de gain par une penterdel)20dB/dec et pour le diagramme de phase par un
blocage a m-1)172, n'est pas modifié ; seule la plage fréquerdialll ce comportement
asymptotique existe est translatée vers les hdrdgaences quand la masse augmente (et
réciproguement vers les basses frequences quandimlinue). De plus, il est démontré dans
[Serrier, 2004] que la fréquence au gain unité emcle ouverte reste tres peu sensible aux
variations deM. Ces deux résultats se traduisent alors au nigdeda dynamique en boucle
fermée, non seulement par la robustesse du degrstathditeé (propriété intrinseque de
I'approche CRONE), mais aussi par la robustessk dapidité (propriété intrinseque de la
technologie hydropneumatique). Les résultats ptéseau paragraphe suivant illustrent ces
propriétés remarquables.

2.3.2.4 - Détermination des parameétres physique$aleangement parallele de cellules RC
série

Ce paragraphe traite de la détermination, dansatbecdu support d’étude, des
parametres physiques (résistance et capacité)adarigement parallele de cellules RC en
série. La premiére étape de cette déterminatiosepaar la synthese de la fonction de
transfert désirée de la suspension constituéegreaiigement hydropneumatique, c'est-a-dire
le calcul des quatre parametres de synthése de riieeu. A partir des résultats du
paragraphe précédent, une méthode de synthésenabeigest proposée. Une fois ces
parametres calculés, la démarche descendante tondtuirellement aux paramétres
physiques des cellules hydropneumatiques.

2.3.2.4.1 - Donnees utilisées pour la synthéda daspension
Les données nécessaires a la synthése de la sospeasnettent le classement

suivant.

a - Données spécifiant les performances du systeme
w, : fréequence au gain unité en boucle ouverte ;felkela rapidité de la dynamique de la

boucle fermée. Dans le cas particulier qui nousr@ssey, = cste[IM D[M min;M max] ;

M, : marge de phase ;
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Q : facteur de résonance en boucle fermée ;
& : facteur d’amortissement en boucle fermée.

Chacune de ces trois derniéres données détermidegi® de stabilité en boucle
fermée et notamment lI'amortissemedt de la dynamique (étant donné le caractére
biunivoque de ces données dans le contexte CRObBIESt:-a-dire que seule I'une d’elles est
nécessaire a la synthese de la suspension.

b - Données spécifiant les performances de robustiessgsteme
w, et wy : fréquences extrémales de la plage fréequentiglimccupe le gabarit; en

définissant la longueur du gabarit a travers saomrement fréquentiel, elle détermine le
degré de robustesse du systeme.

2.3.2.4.2 - Suspension CRONE idéale

La suspension CRONE idéale est caractérisée parmupédance hydraulique qui
n'est autre que la fonction de transfert d’un inéégur d’ordre non entier borné en fréquence,
soit :

1.(s) =% . (2.41)

m, w,, w,etDg étant les parametres de synthese de haut niveaefiMo2003].

a - Détermination de I'ordren
La relation

m=2-n (2.42),
traduit le fait quem s’exprime par la différence entre I'ordre 1 du @amiement asymptotique
du procédé et I'ordre non entirrassocié au gabarih gst la somme de l'ordre d’intégration
du procédé, 1 ici, et de I'ordre non entier du fatgur, 1m). n se déduit des spécifications
sur la marge de phase, le facteur de résonance ¢acteur d’amortissement. Son calcul
s’effectue de la maniére suivante :

- soit & partir de la marge de phade, . La marge de phase est définie par :
n

Mq,:n+argﬁ(j%)=n—ng:g(2—n):mE, (2.43)
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D’'ou I'on tirem ;

m=2M, ; (2.44)
7l

- soit a partir du facteur de résonagzeOn se fixe la valeur d®@ et I'on considere la formule
établie dans I'espace des fréquences [Oustalo@i,]18oit :

Q=— -+ (2.45)
sin[(z— m)n}
2
de laquelle on en dédunt :
m= 2(1 —larcsinlj ; (2.46)
2 T Q

- soit a partir du facteur d’amortissement
On s’'impose la valeur dé, puis I'on considere la formule établie a la fdens I'espace des
temps et dans le domaine opérationnel [Oustalo@f]18oit :

&= —Co{z iij , (2.47)

d'ou lI'on tirem ;

_,_1 _
m=2 narcos( £). (2.48)

b - Détermination des fréquences transitionnetleset w,

Les conditions suty, et w,, a savoir :

W, <<w, et w, > w,, (2.49)

permettent de déterminey, et w, sans calcul. L’expérience conduit a choig)y et w, tels

que :

A

@, =% et @, =150,. (2.50)

c - Détermination du gaib,
La fréquence au gain unité en boucle ouvesfétant telle que

1B(jw,) =1, (2.51)
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soit

l(jw)G(jw,) =1, (2.52)

on en déduiDy :

1+(w”j
@, 1
D, = . 2.
; (a) j @J6(j@)’ (259
1+ —
a,
avec
. 1
Giew,) =" (2.54)

2.3.2.4.3 - Support d’étude : synthese du dérivatéardre non entier borné en fréquence

Le procédeé est caractérisé par une fonction dsfeerde la forme :

1

G(s)=M—S,

(2.55)

avecM O [75kg ;150kg] :

Le probleme posé consiste a déterminer les caistaj@es du régulateur CRONE
idéal (ou suspension CRONE idéale) qui assure stersye :
- d’'une part une marge de phase de 45° a une fnégumui gain unité de 6 rad/s ;
- d’autre part un gabarit excentré (géomeétriquejneant rapport a la fréequenag.

a - Calcul dem
D’aprés la relation (2.44), I'ordm@ est donné par

m=_2_45=05. (2.56)
18¢

b - Calcul dew, et w,
Compte tenu des spécificités liées a la technologitopneumatique, a savoir :

w, =csteOMOM , M_.] et w,=f(M?) et w,=g(M?), (2.57)

max

spécificités qui se traduisent par une translatdangabarit sur I'axe fréquentiel quand la
masseM varie, on choisit :
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a)Bmin = wB (M =M min) C{) et a)Amax - (M M max) ul (258)
d’ou l'on tire
M 2
a)Amm (M M mln) (M = j wB min * (259)
La figure 2.18 résume cette configuration.
2
Mmax '
15 Mmin i 15
M=M min i: :i <—>= > G
%min Anil‘lu Bmin :: a)u a)hmin
i :
15 "\ M 15
M=Mmna» r—><—>l<—>‘ > G
anmax wAnax: = a)u a)Bmax whmax
Figure 2.18- lllustration de I'excentration du gabarit par pport a w,
L’application numérique conduit a :
75
Wgmin =0 1ad/s, W min —( j 6=15rad/s, (2.60)
150
soit un gabarit s’étendant sur 2 octawsu l'on tire
Wy = wig‘” =0lrad/s et ., =15w,, . =90rad/s. (2.61)
¢ - Calcul deDomin
Compte tenu de la relation (2.6Dgmin est fixé par
1+( : j
Do = Do(M =M ) = — | L (2.62)
( a J IVlmin a)u
1+ >
a)bmin

Soit, numériquement :
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T =349 Ns/m’. (2.63)

2.3.2.4.4 - Suspension CRONE réelle

La suspension CRONE réelle doit présenter unensgpéréequentielle d’ordre entier,
| ¥(jw), qui approxime au mieux la réponse fréquentigthectle non entiem, | (jw), de la

suspension CRONE idéale, soit :

)
D, N 1”07
leN(J'w)=?°|'l| — ], (2.64)
1= 1+ Ji
Wi
avec
a)Zi+1 — a)Pi+1 —_ a)Pi — a)Zi+1 —
AR =" =qgn, —=a et —“E==n, 2.65
a)Zi a)Pi ,7 a)Zi a)Pi ,7 ( )
ou
_ 1
Wy, —\/ﬁ.wb et wyy _ﬁ'wh’ (2.66)
et
N
an{%j Cn=(an)™ et a=(an) 2.67)
w,

L’application numérique des relations (1.79), cahduecN=5 a

an=39, a=1975 et n=1 975; (2.68)

- pour la mass®mi=75 kg :
Domin =349 N/ m,

w,, =0.1405rad/s, w, =02774rad/s,
w,, =05477rad/s, w,, =1081lrad/s,
w,, =21351rad/s, w,; =4.215rad/s, (2.69)
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w,, =0323rad/s, wp, =16.432rad/s,
w,s =3244rad/s, Wy, =6405rad/s ;

- pour la mass®ma.,=150 kg :
Domax =1396 N/ m,

w,, =0562rad/s, w,, =111rad/s,
w,, = 219rad/s, We, = 433rad/s,

w,, = 854rad/s, Wy, =169 rad/s, (2.70)

w,, =3329rad/s, W, =657 rad/s,
w,s =12977rad/s, w,, =256rad/s.

Ensuite, compte tenu des relations (1.45) issuetadd#écomposition en éléments
simples, les parameétres physiques sont calculés, so

C,=941910" m’/N,

C,=1706 10 m’/N, R =4.17010°Ns/m’,
C,=5.72610"m°/N, R, =3.18910"Ns/nv,
C,=2.67810"m’/N, R, =1.74910°Ns/n?,
C,=128910"m’/N, R, =9.32 10’Ns/n,
C, =555510"m°/N, R, =5.549 10’Ns/n.

(2.71)

2.3.2.5 - Parametres technologiques

Les parametres technologiques permettant d’oblesiparametres physiques calculés
ci-dessus sont les suivants :
- pour les accumulateurs (choix dans un catalogumisseur pour les volum¥fg):

P, = 7bar, V,, =75cn?,
P, =13bar, V,, =750cn?,
P, = 8bar, V, =400cn?,
P, =15bar, V,, =100cn?,
P, =10bar, V, =75cn?,
P, = 5bar, V, =75cn7,

(2.72)
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- pour les résistances :
dy, =3mm, I, =23mm
dg, =3 mm, |, =17.6 mm
dg; = 35 mm, |, =1787 mm (2.73)
dg, =4 mm, I;, =1625mm
dgs = 45 mm, I, =155 mm

2.3.2.6 - Réponses fréquentielles et temporelles

La figure 2.19 présente les réponses fréquentielldsnues avec la suspension de
référence ((a), (c) et (e)) et la suspension CRQ{E (d) et (f)) pour les deux valeurs
extrémes de la masse suspenidu@n bleuM = 75 kg, en vert M= 150 kg).

La figure 2.20 présente les réponses indicielleerales avec la suspension de
référence (a) et la suspension CRONE (b) pour Bsx dsaleurs extrémes de la masse
suspendu# (en bleuM = 75 kg, en vert M = 150 kg).

Ces figures montrent que, grace a la combinaisola dnéthodologie CRONE et de la
technologie hydropneumatique, la robustesse duédelyr stabilité est obtenue, mais
également la robustesse de la rapidité vis-a-\8svddations de la masse.
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Figure 2.19 -Réponses fréquentielles obtenues avec la suspemaditionnelle ((a), (c) et
(e)) et la suspension CRONE ((b), (d) et (f)) pesrdeux valeurs extrémes de la masse
suspendue M (en bleu M =75 kg, en vert M= 150 kg)
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Figure 2.20 -Réponses indicielles de la masse suspendue obtanae la suspension
traditionnelle (a) et la suspension CRONE (b) plmsrdeux valeurs extrémes de la masse
suspendue M (en bleu M = 75 kg, en vert M= 150 kg)

2.3.3 - Cas d'un arrangement en cascade de celluRE€ en gamma

2.3.3.1 - Modélisation de la boucle interne

La modélisation de la boucle interne du supportudié se fait de facon analogue,
dans le cas d’'un arrangement en cascade de céR@emn gamma, a la modélisation dans le
cas d’'un arrangement paralléle de cellules RC .sksianise en équation conduit au schéma
fonctionnel non linéaire de la figure 2.21.
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Figure 2.21 -Schéma fonctionnel non linéaire associé a I'arrangat paralléle de cellules
RC en gamma réalisé en technologie hydropneumatique

2.3.3.2 - Linéarisation

De facon analogue a celle décrite dans le paragrafhl.2, il est nécessaire en vue
d’appliquer la méthode de synthése développée apitoh précédent, de linéariser le modéle
de validation obtenu pour I'arrangement parall@eeéllules RC en série.

- 100 -



Chapitre 2 Synthése d’'un intégrateur d’ordre notierborné en fréquence

2.3.3.3 - Influence de la variation de la masse gesdue sur la fonction de transfert de la
suspension

Il est montré dans le chapitre précédent que I'nlapée d’entrée de I'arrangement
parallele de cellules RC en gamma est de la forme :

1
ACE .
C,s+ 1
R, +
1
C, s+ 1
R, + 1
1
1
Cy,S+ 1 (2.74)

Ry + -
CyS

Lorsque la masse suspendue varie, les résistamcearient pas mais les capacités
varient dans le rapport des masses au carré. insiles termes ede I'impédance d’entrée
de l'arrangement varient dans le rapport des mamsesrré. Cela se traduit, d’'une part, par
une invariance de la forme de cette impédance,aetrd part, par une translation, vers les
hautes fréquences lorsque la masse augmente, agmrdimes de Bode de la fonction de
transfert.

La variation de la masse suspendue a donc le méfiee sur le réseau
hydropneumatique, que celui-ci soit constitué dimangement paralléle de cellules RC série

ou d’'un arrangement parallele de cellules RC ennganiSerrier, 2004], [Serrier, 2005]
(cf. figure 2.24).

2.3.3.4 - Détermination des paramétres physiqued'a@rrangement parallele de cellules
RC en gamma

La démarche descendante présentée dans le chapéicédent est de nouveau
appliguée. Cela conduit aux paramétres physiquearss :

C, =9.2796 10 m* /N,

C, =2330310" m°/N, R, =2.479810°Ns/m°,
C, =3799510™"m°/N, R, =3.762810° Ns/m°,
C, = 6482310"m°/N, R, =7.13010° Ns/m°,
C
C

(2.75)

, =8890510"m°/N, R, =1.671510"Ns/m°,
s =5820310"m°/N, R, =6.8323 10'°Ns/m°.
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Les raideurs et coefficients de frottement visquéguivalents sont alors
k, =10625N /m,
k, =4231N/m, b =2445Ns/m,
k,=2595N/m, b, =371INs/m,
k, =1521N/m, b, =703Ns/m,
k, =1109N/m, b, =1648Ns/m,
k; =1694N/m, b, =6737Ns/m

2.3.3.5 - Parametres technologiques

(2.76)

Les paramétres technologiques permettant d’oblesiparametres physiques calculés
ci-dessus sont les suivants :

P, = 7bar, V, =75cnT,
P, =18bar, V,, =75cn?,
P, = 55 bar, V,, = 400cn?,
P, = 9bar, V, =400cn?,
P, =13bar, V, =400cn7,
P, = 8bar, V, =400cn?,
pour les accumulateurs hydrauliques et
dg, =6 mm, lg =2188 mm
dp, =55mm, |;, =2344 mm
dp; =45 mm, |;; =1990 mm (2.78)
dg, =35mm, |, =1708 mm
des = 25mm, | =1818 mm
pour les résistances hydrauliques.

(2.77)

2.3.3.6 - Réponses fréquentielles et temporelles

Les réponses frequentielles et temporelles obteaves un arrangement cascade de
cellules RC en gamma sont strictement identiquesli@s obtenues avec un arrangement
parallele de cellules RC en série. Cela s’expligae le fait que la fonction de transfert a
partir de laquelle ont été déterminés les param@ingsiques est la méme dans les deux cas.

2.3.4 - Conclusion sur la démarche descendante

Au travers de la synthéese et de la réalisationedsuspension CRONE en technologie
hydropneumatique pour un support particulier, lasagraphes précédents montrent I'intérét
de la méthode descendante et les propriétés reatdesuqui découlent de l'utilisation de la
technologie hydropneumatique. La démarche descémdaneloppée au chapitre 1 permet de
déterminer de nombreux parametres technologiquesta de seulement quatre parametres
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de synthése de haut niveau obtenus par une métwdadgnthese propre a la technologie
hydropneumatique.

2.4 - Définition d’une transformation mathématiquetraduisant l'influence
de la variation de masse

Les paragraphes 2.3.2.3 et 2.3.3.3 montrent gwanation de la masse suspendue se
traduit par une translation des diagrammes de dmifimpédance hydraulique d’entrée de la
suspension. Cette translation correspond a laftianation7 suivante :

T :F(s) - F(s) (2.79)
avec s =ks, le facteurk étant fonction de la variation de la masse susgenBour un
passage d’'une maskg a une masskl,,

k= (ﬂj . (2.80)

Ainsi, si Ie(s) est I'impédance d’entrée de la suspension poundase minimale,

2
M L . . .
alors |, {M i j est 'impédance d’entrée de la suspension poorasse maximale.

max

La définition de cette transformation permet deedginer I'influence de la variation
de masse directement sur la forme idéale de I'tatégr d’ordre non entier borné en
fréequence sans avoir a passer par son approximatioles parametres physiques des
composants. La figure 2.22 représente la priseoempte de l'influence de la variation de
masse par application directe de la transformafiosur la forme idéale de l'intégrateur

d’ordre non entier borné en fréquence.

La figure 2.23 illustre la prise en compte, grécela transformation7 définie

précédemment, de la variation de la masse suspendules réponses fréquentielles d'un
intégrateur d’ordre non entier borné en fréquengmsi, Imax représente la réponse
fréquentielle de la forme idéale de l'intégratelardre non entier borné en fréquence pour la
masse maximale déduite, grace a la transforma¥iode la réponsdmin de ce méme
intégrateur pour la masse minimafd\minet ZNmaxreprésentent les réponses fréquentielles
de I'impédance d’entrée du réseau hydropneumatigua suspension CRONE pour la masse
minimale et la masse maximale. La parfaite supéiposdes réponses fréquentielles pour
chacune des masses met en évidence l'intérét deliee transformation. En effet, il est
possible de prédire l'influence des variations damasse suspendue sur le comportement
fréquentielle de la forme idéale de l'intégratetordre non entier borné en fréquence,
caractérisé par quatre parametres de synthése uleniveau, sans établir I'expression de
l'impédance d’entrée du réseau hydropneumatiqueactéxiseée pam+1 capacités elN
résistances.
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Masse min

Forme 1idéale pour la masse min
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Forme idéale pour la masse max
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Figure 2.22 -Prise en compte de I'influence de la variation desee par la définition d’une
transformation équivalente
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Figure 2.23 -lllustration de la prise en compte de l'influenceld variation de masse par la
définition de la transformatiofr: Imin et Imax représentent les réponses fréquietiele la
forme idéale I'intégrateur d’ordre non entier boreé fréequence pour la masse minimale et
la masse maximale ; ZNmin et ZNmax représentemépemses fréquentielles de I'impédance
d’entrée du réseau hydropneumatique de la suspei@RONE pour la masse minimale et la
masse maximale
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2.5 - Application de la démarche ascendante dansdadre du support
d’étude

Dans le cadre de ce chapitre, la démarakeendanteprésentée au paragraphe
précédent est appliquée au cas du support d’étude.

Dans un souci de cohérence, afin de pouvoir compesgerformances obtenues avec

celles obtenues précédemment par la dématebeendanteun arrangement en cascade de 6
cellules RC en gamma (dont 1 purement capaciii#®) est choisi.

2.5.1 - Calcul des parameétres physiques

Les cellulesRCétant toutes identiques, les seuls parametreteaméer sont :
- la capacité de la celluley ;
- la capacitéC et la résistancR des cellulefRC.
Cela revient a déterminer le rapparentre la capacit€, et les capacité€ ainsi que
les capacité€ et les résistances.
Au total, il y a donc uniqguement trois paramete@terminer.

2.5.1.1 - Calcul du paramétre a

Le rapporta dépend uniquement du nombre de cellules. Dankdpitte précédent, il
est montré que polN=4, le paramétra optimal est de 6,017.

Dans le cas de I'exemple traité idl=5. En appliquant la méthode détaillée au
paragraphe 1.5.1 du chapitre 1, on obtient :

1:(jQ)= D, = -1, (2.81)
1+ a (jQ)
i=1
ol D, =— = (2.82)
° C,+5C '

et
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_15+20a
~ 1+5a
35+21a
1+5a
_ 28+8a
~ 1+5a
9+a
a, =
1+5a
1
1+5a

I
[ERN
(63}

1
w
ol

(2.83)

e S
I
)
©

1
= ©

a5=

La valeur optimale da est alors déterminée en calculant la dérivéegiriile
15+20a) , _(28+8a) 5o, ( 1 s
1+5a 1+5a 1+5a

L_(35+218) . (9+a)
1+5a 1+5a

15Q -28Q° +Q°
1-35Q°+90*

¢(.Q,a) = arctg( ] - arctg

(2.84)
On obtient alore=5,29.

2.5.1.2 - Calcul des paramétres R et C

1% condition: positionnement fréquentiel du blocage de phase

Le produit RC agit sur le positionnement fréquentiel du blocage phase.
Numériquement, on constate que pbieb, le blocage de phase (considéré ici comme la zon

oU la phase varie de moins de 5%) s’étend emffe= 018w, et w,” = 217w, ou I'exposant

a est relatif a la démarche ascendante etwua 1RC. Le blocage de phase est donc centré

sur la pulsatior0,625Q_ , c'est-a-dire%?.

Afin de conserver la robustesse de la rapiditemie dans le cadre de la démarche

descendante, il convient de choisi” = «),, soit

w =t =l (2.85)
RC 217

ce qui conduit, avec les spécifications précédeates produiRC égale a 0.36.
2°'® condition: fréquence au gain unité

La fréquence au gain unité en boucle ouvesjeest telle que

1Bliw,) =1, (2.86)
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soit
15(jw) Gliw ) =1, (2.87)
ou
N )
. |[1+2hb (iRCw)
=L G(jw,) =1, (2.88)
1 . i
C(5+aj 1+> a (jRCy,
i=1
avec
R |
|G(qu)|_—Mw . (2.89)

u

Cette équation s’exprime enfin sous la forme :

u

(1—b2RZCZa)u2 +b,R'C*w “)2 + (blRCa)u +b,R’C3w,° + bSRSCSwUS)Z ~ [5+ 1)
(- a,R*C?, +a,R'C*e,*)+ (a,RCw, +a,RCw,° +a,R°C°w, |

ou le produitRC est connu (relation (2.85)). La seule inconnuaakssC.

Le calcul conduit & une capaci@®= 2.106410"" m°/ N, soit une raideur équivalente
de 4681 N/m, et a une résistance hydraulie4.9233 10° Ns/m’, soit un coefficient de
frottement visqueux équivalent de 485 N/ms.

La capacité de la cellulg, est alorsC, =3.98510™ m°/N .

2.5.1.3 - Calculs des parametres technologiques

Les parametres technologiques permettant d’atteihels valeurs précédentes sont,
pour les spheres :

P, =117 bar, V,, =320cm’

(2.91)
P, =94 bar, V,, =75cm’

2.5.1.4 - Réponses temporelles et frequentielles

Les diagrammes de Bode de la fonction de trandéedette suspension obtenue par la
démarche ascendante, pour la masse minimale eagaarmaximale sont présentées figure
2.24.
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Figure 2.24 -Réponses fréquentielles et temporelles obtenuesldaradre de la
démarche ascendante : diagrammes de Bode de 'iamgédhydraulique de la suspension
(a), diagrammes de Bode de la boucle ouverte {elx de Black-Nichols de la boucle

ouverte (c) et réponses indicielles de la masspeswtue (d)

Ces courbes montrent bien I'intérét de la démadgseendante : & partir d’'un nombre
réduit de cellules identiques, les résultats pri&sesont tout a fait encourageants. Cette
démarche présente cependant deux limites : le neadgqudegré de liberté dans le choix de
I'ordre de dérivation et la longueur fréquentiatfmindre du blocage de phase. En effet, a
partir du méme nombre de cellules, le blocage ds@kest moins étendu avec I'architecture
en gamma comportant des cellules identigues qu’descarchitectures comportant des
cellules différentes.

-108 -



Chapitre 2 Synthése d’'un intégrateur d’ordre notierborné en fréquence

2.6 - Conclusion

Dans ce chapitre 2, les méthodes proposées autrehapnt été appliquées a travers
la conception d’'une suspension CRONE en technologieopneumatique. La robustesse du
degré de stabilité vis-a-vis des variations de &sse suspendue présentée au chapitre 1 est
confirmée. Elle est complétée par la robustessk dapidité vis-a-vis des variations de la
masse suspendue, conséquence d’'une des spécideitétte technologie.

Les deux démarches et les trois architectures gemgsoau chapitre 1 sont ici mises en
ceuvre et comparées. L’avantage économique de lardéenascendante est a nuancer par les
limites de cette méthode. Il n’en demeure pas maqirslle peut s’avérer trés intéressante
pour des applications particuliéres ou le facteanémique est primordial.

La définition d’'une transformation équivalente rpettant de prendre en compte a un
haut niveau linfluence des variations de la massspendue sur la forme idéale de
I'intégrateur d’ordre non entier borné en fréquenoastitue un résultat important. En effet,
une telle transformation évite ainsi de devoir desice au niveau de la réalisation
technologique, et ce quel que soit le réseau hydnematique retenu.
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Chapitre 3

Analyse de I'influence des non-linéarités d’'un intgrateur
d’ordre non entier borné en fréquence réalisé en
technologie hydropneumatique

3.1 - Introduction

Dans le chapitre 2, la synthése d’un intégrateardié non entier borné en fréquence
réalisé en technologie hydropneumatique est préseriette synthése est effectuée sous
I'hypothése de petites variations autour des pwssti d’équilibre. Les performances
présentées dans ce méme chapitre 2 sont égalerbttues, en simulation, sous cette
hypothése. Cependant, en raison du caractere méairke de la compression et de la détente
d'un gaz, les accumulateurs hydropneumatiques geaséles caractéristigues non-linéaires.
C’est parfois également le cas des résistancesahiygines notamment dans un contexte de
suspension de véhicule automobile.

L’objectif de ce chapitre 3 est la prise en comggs non-linéarités dans I'approche
CRONE.

Aprés la mise en évidence de linfluence des noédiités des accumulateurs
hydropneumatiques sur le comportement dynamiqusug@port d’étude présenté au chapitre
2, une synthese bibliographique concernant la erisesuvre de la décomposition en série de
Volterra est proposée. Cette synthese bibliograjghest ponctuée d’exemples d’illustration
afin de faciliter la compréhension des conceptsitdéc

Dans un second temps, les séries de Volterra stlisées pour caractériser
'influence des non-linéarités de la suspension GIEQOLe principal résultat est que la
robustesse de la rapidité et la robustesse du dkystabilité vis-a-vis des variations de la
masse suspendue ne sont pas affectées par leméarités des accumulateurs.
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3.2 - Mise en évidence de I'influence des non-lindéigs des accumulateurs
hydropneumatiques sur les performances temporelledu support d’étude

Cette partie compléte les résultats présentésldarapitre précédent. Les paramétres
technologiques obtenus dans le cadre des paragr@pBe.5 et 2.3.3.5 sont utilisés. Seules
les non-linéarités des accumulateurs hydropneumegigsont prises en compte. Les
résistances hydrauliques sont supposées présesteacdhctéristiques linéaires.

3.2.1 - Cas d'un intégrateur d’ordre non entier boné en fréquence réalisé par un
arrangement paralléle de cellules RC série

La figure 2.1 présente les réponses indiciellesuaport d’étude décrit au chapitre 2
dans le cas ou lintégrateur d’ordre non entierréslisé par un arrangement parallele de
cellules RC en série sans et avec prise en comggendn-linéarités des sphéres. Les
parametres technologiques utilisés pour la simariagbnt ceux de la relation (2.72).

0.16 0.16 ‘

0.14 0.14 7
\

A\ /
— 012
I

01 01+ <

0.08

0.08

Amplitude (m)
Amplitude (m)

0.06

0.06

0.04

0.04

0.02F 0.02

-0.02 -0.02
0 05 1 1.5 2 25 3 3.5 4 4.5 5 0 0.5 1 1.5 2

I
25 3 3.5 4 45 5

Temps (s) Temps (s)

(@) (b)

Figure 3.1 -Réponses indicielles du support d’étude sans (ayet(b) prise en compte des

non-linéarités des accumulateurs hydropneumatigaesns le cas d’une réalisation par un

arrangement paralléle de cellules RC en série @h:vmasse minimale, en bleu pointillé :
masse maximale)

A la lecture de ces courbes, il apparait que laslmgarités n’ont aucune influence
sur la robustesse (du degré de stabilité et dapalité). La seule modification notable du
comportement est une augmentation du premier dép&sd de I'ordre de 25 %.

3.2.2 - Cas d'un intégrateur d’ordre non entier boné en fréquence réalisé par un
arrangement en cascade de cellules RC en gamma

Les réponses obtenues avec une suspension CROMN&eépar un arrangement
cascade de cellules RC en gamma sont identiquesépaxises présentées figure 3.1. Cela
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signifie que linfluence des non-linéarités estépdndante du type de réalisation choisi :
arrangement cascade de cellules en gamma ou amangaralléle de cellules RC série
([Serrier, 2006], [Serrier, 2006¢]).

3.2.3 - Cas d’un intégrateur d’ordre non entier boné en fréquence réalisé par un
arrangement en cascade de cellules RC identiques gamma

A partir des parametres physiques et technologiquedsulés dans le chapitre
précédent, a savoir

- pour la capacit€y :

P, = 94bar, V,, =75cn?’, (3.1)
- pour les autres capacit€s:
P, = 117 bar, V, =320cn?, (3.2)

il est possible de simuler les réponses indicietlesla position verticale de la masse
suspendue pour les valeurs extrémales de celleteirant compte, ou non, des non-linéarités
des accumulateurs.

La figure 3.2 présente la comparaison entre lesetesdinéaire (en rouge) et non
linéaire (en bleu) pour la masse suspendue minitaakt maximalgb).

0.14 ‘ 0.14
[ Linéaire Linéaire

/A Non Linéaire / Non linéaire

0.12 \ 0.12 \
/ N
0.1 I 0.1
0.08 0.08 I
0.06 0.06 I
0.04 0.04

0.02 0.02- 7

Amplitude (m)
Amplitude (m)

0
0 0.5 1 1.5 2 25 3 35 4 00 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4

Temps (s) Temps (s)
() (b)

Figure 3.2 -Réponses indicielles du support d’étude dans leecdd la démarche
ascendante : comparaison entre le modele linédite mmodele non-linéaire pour la masse
minimale (a) et pour la masse maximale (b)

La figure 3.3 présente la comparaison entre lex deodéles pour les masses extrémales.
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Figure 3.3 -Réponses indicielles du support d’étude dans leecdd la démarche
ascendante : réponses des modeles linéaire (a)retiméaire (b) pour les masses extremales

Les résultats de simulation présentés figureseB.2.3 montrent, une nouvelle fois,
que les non-linéarités n’affectent pas la robusteds degré de stabilité et agissent
principalement sur 'amplitude du premier dépassgme

3.3 - La décomposition en série de Volterra : un dild’analyse des non-
linéarités

Afin d’analyser l'influence des non-linéarités darcomportement du systeme, une
méthode basée sur la décomposition en série dervkst proposée dans ce chapitre.

3.3.1 - Définition

Les séries de Volterra sont un outil mathématiqeemettant de décrire le
comportement d’un systéme non linéaire. Elles o@atirdtroduites par Volterra au cours des
années 30 [Volterra, 1959]. Elles ont ensuite édilésées par Wienner [Wienner, 1958] et
Barret [Barret, 1963] pour I'étude et I'analyse d®stémes non linéaires. Wordeh al
[Worden, 1998] présentent les séries de Volterrmme une généralisation du produit de
convolution, bien connu pour les systémes linéaires

y(t) = Th(t-r) u()dr (3.3)

ou u(t) et y(t) désignent, respectivement, I'entrée et la sotiesysteme. Le systeme linéaire
est caracteérisé de facon unique par sa réponsdsimpuoellen(t).

La généralisation de la relation (3.3) a été prépgsar Volterra en 1959 ([Volterra,
1959)) et prend la forme d’une série infinie :

v(t)= 2y )=y, vl vel) - 3.4
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ou
k

=T...Tm(rl,...,rn)|;| u(t-r,)dr, , (3.5)

—00  —00

soit par exemple, pour le noyau d’ordre 3,

+00+00 0

= [ [ [t m)ult-1,)ult - 7,)u(t - 7,)dz, dr, dr. (3.6)

—00—00—00

Ainsi, la réponse temporeligt) d’un systéme non linéaire peut s’exprimer en fiomct
de son entrée(t) sous la forme

i]ﬁ T . I_ll ult -z, dr, - (3.7)

k=0

Une définition rigoureuse est proposée dans [Lammrlahgarrigue, 1994]. Pour cela,
on considere que le systeme non linéaire dont erchle une représentation entrée-sortie est
un systeme non linéaire analytique de la forme

x{t) = f (t. x(t) + gt x(t)) u(t)
B ) | =
avecx(t)OR", u(t)OR etx(0)= o
On considere par ailleurs que les fonctid(is x(t)), g(t, x(t)) et I(t, x(t)) sont
analytiques et qué (t,x)=|f*(t,x).---, f "(t, )| et g(t,x)=|g*(t.x).---, " (t, x)|.

Définition 1
Un systéeme admet une représentation sous formérgs sle Volterra, s'il existe des
fonctions

w :R™ L R,avecnON",

localement bornées, continues par morceaux, tgllesquelque soit > 0, il existes(T) > 0
tel que pour toute fonction continue par morcesy vérifiant |u(t) < & sur [0,T], la série

+i j...jwk(t,al,---,g'k) u(al)...u(o-k)do-l...da-k (3.9)

k=0 to to

converge absolument et uniformément suiT]O,
La fonctionw, (t,0;,---,0, ) est alors appelée noyau de Volterra d'okdre

La relation (3.9) peut encore étre simplifiée ssysteme (3.8) présente des propriétés
particulieres. En effet si :
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- les conditions initiales du systeme sont nultEs qui peut toujours étre obtenu par simple
changement de variable sans modifier le caractgabytique du systeme), la fonctiomo(t)

est nulle ;

- chacune des fonctionnelles qui composent la séest réalisable, alors
w(t,0,,--,0,)=0 0o >t, i0[LK] ;

- le systeme est stationnaire, les différentestfonoelles qui composent la série de Volterra
le sont aussi et le noyau dordr& peut encore s'ecrire sous la forme
Wk(t’all""ak):hn(t_al""’t_ak):hn(rl""’rk)-

Ainsi, dans le cas d'un systeme stationnaire, ¢quéx = 0, [t < tp), réalisable et
pour des conditions initiales nulles, la relatiBrBj devient

W)= - [h (e n)ute-r)ir, (3.10)

k=0 -0 -o =1

Les fonctions h,(t,,---,t,) correspondent, par analogie au cas linéaire a une

généralisation de la notion de réponse impulsidanké premier terme de la série correspond
en effet & un produit de convolution, la fonctih;(t) peut donc étre interprétée comme la
réponse impulsionnelle de la partie linéaire duesye. Les autres termes de la relation (4.11)
sont une généralisation du produit de convolutiolesfonctionsh, (t,,--,t, ) sont désignées
réponses impulsionnelles d'order@éponses des parties quadratiques, cubiques, ...)
Il est possible de montrer que les noyaux de Maltesont multilinéaires et
symétriques [Rugh, 1981] c'est-a-dire
h(oe,ae)=a*nhle,e) (3.11)
et
h(e..e)=hle. e ) (3.12)
ou{i,i,,...i,} sontles permutations de,2,...,k}.

Un systeme non linéaire peut alors étre représemtéme un ensemble de “boites
noires” mises en paralléle, chacune étant resptsslaln ordre de non-linéarité. La réponse
correspondant aux différents ordres de non-linggaritpeut ainsi étre détaillée
individuellement.

Remarque sur la stabilité

La stabilité stricte d'un systéme linéaire néceassgjtie I'intégrale du module de la
réponse impulsionnelle de celui-ci soit finie eea fonction de transfert ne comporte de
pbles ni dans le demi-plan complexe a partie réptisitive, ni sur I'axe imaginaire. Les
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noyaux temporels et fréquentiels d'un systeme m@aite décrit par une série de Volterra
devront vérifier ces deux propriétés. lls représantune généralisation des fonctions de
transfert d’ordre 1 aux ordres plus élevés.

3.3.2 - Approche fréquentielle

Les formules de transformation de Laplace et dei€omonovariables peuvent étre
généralisées aux fonctions multivariables [Lubbd@§9]. Comme dans le cas linéaire, il est
donc possible de donner une représentation deagépampulsionnelles d'ordkgnoyaux de
Volterra d'ordrek) dans le domaine opérationnel et également deidéur transformée de
Fourrier généralisée.

Définition 2
La transformée de Laplace de la réponse impulsitnd®rdrek (noyaux de Volterra
d'ordrek) est définie par [Crum, 1974] :

Hi(so8)= [ [h (1) €37 75dr, -z (3.13)
0 0

avecs =p +jo,, etou

h(rn)=p oy | [Helss) e snds ds, (3.14)

Définition 3
La transformée de Fourrier de la réponse impulgtam'ordrek (noyaux de Volterra
d'ordrek) est définie par :

He(ia, - ja)=[-[h(r, 1) e %% dr, .dr, (3.15)
0 0
avec

h (r,, .7 o H (s, ja) el Hiahde - da, (3.16)

Comme dans le cas linéaire, la transformée de taptaultivariable s'avere étre un
outil particulierement pratique pour I'étude detéyees non linéaires.

Théoréme 1 - Théoreme de convolution
La transformée de Laplace de l'intégrale de coniariu
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+0o +o0

| = J. J'hk(rl,...,rk) gk(tl—rl,~-~,tk —Tk) dr,---dr,, (3.17)
est égale au produit :

P=H,(s,....s,) G(s,,....8,). (3.18)

La transformée de Laplace multivariable permeteigaht d'étendre le théoréme de la
valeur initiale et le théoréme de la valeur finalx systemes non linéaires.

La fonctionHy(s;) est une fonction de transfert classique qui cpoed a la partie
linéaire du systeme. C’est également la fonctiorrdesfert du systeme linéarisé. Elle peut
étre représentée aisément sous forme de diagraderigsde.

La fonctionHx(s;, &) peut également étre représentée dans le plandke Bependant
ses diagrammes de gain et de phase sont alorsudases. Pour les ordres plus éleveés, la
représentation graphique perd de son intérét.

La transformée de Laplacés)d’'un systeme non linéaire soumis a une entfés
s’exprime
Y(s)=Yi(8) + Yalss) + Yalsy s, 8) + . (3.19)
ou les composanté$ de la réponse dans le domaine opérationnel sdatfdeme
Y,(s)=H,(s) U(s)
Yy(s,8)=H,(s,8) U(s) U(s,)
Yi(s:8,8) =Hy(s8,8) U(s) U(s) U(sy) (3.20)

Yo(s,808) = Ho(s 80008, ) U(8) U(s,) - U s,),
ou Hi(sy, ..., $) est la transformée de Laplace du noyau de VoltBomarei et ouU(s) est la
transformée de Laplace de I'entrée.

Il est possible de représenter la décomposition ditstéme non linéaire par une mise
en cascade des différents noyaux fréquentiels,olgaun d’ordre 1 représentant la partie
linéaire et les noyaux d’ordre 2nareprésentant les non-linéarités du systeme, coituseée
a la figure 3.4.

-118 -



Chapitre 3 Analyse de l'influence des non-linéarités

Lintaire

H (i)

L

ey
F 3

Y

. _ R
A (m, , jm,) -y — =

H (o jo )

Blo limdaire

Figure 3.4 -Systeme non linéaire décomposeé a partir de noyauxadterra

3.3.3 - Détermination des noyaux de Volterra d’'unysteme non linéaire

La difficulté principale liée a I'utilisation dessges de Volterra est la détermination
des noyaux. Ceux-ci peuvent étre déterminés salytiquement, soit expérimentalement par
identification, soit directement dans I'espace terefy soit a partir de leur expression dans
I'espace opérationnel.

3.3.3.1 - Détermination analytique des noyaux deltéora dans le domaine temporel

La premiére solution pour déterminer les noyauy/dierra d’'un systeme consiste a
décomposer en série de Taylor les caractéristigessparties non linéaires d’'un systeme,
puis, par des manipulations analytiques, a faipaggtre des produits de convolution dans la
relation entrée-sortie du systeme. Les expresgiessnoyaux de Volterra sont obtenues par
identifications termes a termes.

Cette méthode est peu utilisée car elle nécessédanne connaissance du systeme et
une articulation relativement simple entre lesédéghts sous-systémes. Pour cette raison, cette
méthode n’est indiquée ici que pour mémoire. Ldel@cintéressé pourra en trouver une
illustration dans [Bard, 2005].

3.3.3.2 - Détermination analytique des noyaux deltéoa dans le domaine fréquentiel

3.3.3.2.1 - « harmonic probing method » ou « grgnexponential method »

Une meéthode classique de détermination des noydiig, " harmonic probing
method " peut étre utilisée [Rugh, 1981]. Elle ¢stesa considérer en entrée du systeme une
entrée particuliera(t) de type somme d'exponentielles complexes:

u(t) = iej"“ . (3.21)

Dans ce cas, si le systeme est décomposable em dériVolterra, la réponse
temporelley(t) du systeme s’exprime, d'apres la relations (3.10),
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o0 0 0 k n,
t)= T, T ejw'(t_r)Jd['i . (322)
Cela peut également s’écrire sous la forme :

y(t) = kﬁ) v (t), (3.23)

ou

IM el ”(Ze”‘*”jdr (3.24)

Il est donc possible d’exprimer les réponses impatellesyg(t) de chaque noyau
d’ordrek en fonction de la transformée de Laplace du nayawdrek (donnée par la relation
4.14). Cette expression devient d’ailleurs simpesduen; = k. En effet, pour le noyau
d’ordre 1, d'apres la relation (3.13) :

= [h(r,)e™ndr,, (3.25)
or, sing= 1, la relation (3.24) devient pola_; 1:
= +jfjhl(r)ej“’l(“r)dr =H,(jay)e’, (3.26)
ce qui conduit de facon évident:a :

yi(t)=H,(jar)e’. (3.27)

De méme pour le noyau d’ordre 2ngi2, c'est-a-dire si :

uft) = e+, (3.28)
alors, la formule (3.24) donne
y2 TTh Tl,T )(elzq(t n) 4 @il rl))(elaa(t 72) 4 gi@(t-72 )dT dr, (3.29)
ce qui se développ:; ;
vt ffh (1,.7,) (@1 alr) 4 gian) o)

—00—00

+elelnlialn) 4 gietn)elr))qr g7

(3.30)

En remarquant que, d'aprés la relation (3.13) :
,(s.s,) ”h ,)e = dr dr,, (3.31)
,(s.s) ”hz ,)e s dr dr, (3.32)

et
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,(s,.s, =”h2 1,,1,)e ¥ % dr,dr,, (3.33)
00

la relation (3.30) peut s'exprimer sous la forme :
y,(t)=H,(ja, jw)e e +2H,(ja, ja, )e e +H,(jw, jaw,)e e . (3.34)

Ces résultats, démontrés pour les ordeek etk=2, sont généralisables a toutes les

réponses impulsionnelles des noyaux d’'oici@:
k

)= > > i@ jan)]e (3.35)

Toutes les combinaisms Toutes les permutatims
des R fréquencesprises de @....,a
par groupe de k

Lorsquen=k, ce résultat se simplifie :
k

)= 3 Hlias..jw,)]e (3.36)
Toutedes permutatios 1=

Ainsi, lorsque l'entrée(t) du systeme non linéaire peut s'exprimer commesoneme
d'exponentielles complexes, la réponse temporglle peut s'exprimer en fonction des
transformées de Laplace des noyaux de Volterrystérse.

Afin de déterminer ces noyaux, il suffit alors damplacer la sortie et I'entrée du
systéme par leurs expressions dans I'équationrddifiélle régissant le comportement du
systeme et d'identifier terme a terme les compssamt’équation.

Cette méthode de détermination est assez effitai® nécessite que les phénomenes
non linéaires puissent étre correctement approxpaésles polynémes.

[llustration 1

A titre d’exemple d’illustration, considérons lapport d’étude présenté au chapitre
précédent. Le réseau hydropneumatique le plus simuplpeut étre utilisé avec ce support est
constitué d'une cellule RC avec une résistance dwjue possédant une caractéristique
linéaire. Ce réseau est représenté figure 3.5.

JICR

0e(t)

Figure 3.5 -Réseau hydropneumatique de base pour I'exemplasiidtion 1

Soit R la résistance hydraulique de cette cellule de leasg et V, les pressions de
gonflage et le volume de la sphere hydropneumatige® équations (2.1) a (2.4) régissant le
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comportement du support d’étude restent valables.débit entrant dans le réseau et la
pression dans le vérin de suspension sont liegpatation :

P.(t) = Ra.(t)+ : (3.37)

le parametre thermodynamigueouvant étre assimilé a 1.

Le schéma fonctionnel associé a la boucle intetnsupport d’étude peut alors se
mettre sous la forme présentée figure 3.6.

q,0
o=

Figure 3.6 -Schéma fonctionnel du support d’étude avec résechade

Afin de déterminer les noyaux de Volterra de lapsmsion hydropneumatique, il est
nécessaire de décomposer en série de Taylor lactéastique pression-débit de
I'accumulateur hydraulique, soit

B P32 t P33 t 2 Ps4 t 3
p0=re 2o falekre o falohr |« B oo+, @30

0%0 o0

avecpy(t) la pression dans I'accumulateur, ce qui conduit @olynéme du type :
3

)= P e (j qe(r)drf ) (j a(r)d ] @3

Une simulation permet de montrer qu’une troncatuf®erdre 3 de la décomposition
en série de Taylor est tout a fait satisfaisante.

Pour appliquer la méthode décrite ci-dessus, supogque le débit d’entrée dans la
cellulege(t) est de la forme :

N
g.(t)=> e, (3.40)

r=1

Pour déterminer le noyau d’ordre 1, posons :
q.(t)=el. (3.41)

Dans ce cas, la pression dans I'accumulateur siegpselon I'équation (3.27) ;
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p(t)=Hi(ja)e’™, (3.42)
ou le noyau de Volterra d'ordre de I'accumulateur est notél”. Or, la pression dans

I'accumulateur vérifie la relation 3.39, d’ou

(a)e olat 2iat it
Hi(jw Je!'* =P. +c +C +C . 3.43
t\Ua s TCy it 2 (ja)lt)z 3 (ja)lt)s ( )
Par identification des termes ef*, on en déduit
Al C
Hi(jog)=—% (3.44)

ja

Pour déterminer le noyau d’ordre 2, on considére
q.(t)= e +el (3.45)
Dans ce cas, la pression dans I'accumulateur siegpiselon I'équation (3.34) ;
Pa(t)=Hi(jea)e™ +H(jay )™ + Hi(jaa, jap) e
+Hi(jaw, jay)e +2H (ja, ja )@
En remplacant ces expressionsgdeet p, dans I'équation (3.38) puis par identification, on
obtient :

(3.46)

o c
Hi(jw, jw)=—2—. (3.47)
i 7w,
Le noyau d’ordre 3, obtenu par la méme méthodejastée par
L c
Hi(jw, jw, ja)=—2 . (3.48)
’ i jw ja, ja,

Les noyaux d’ordre supérieur sont nuls.
La figure 3.7 présente la réalisation d'un mod€kecclmulateur hydraulique par
décomposition en série de Volterra.

o(t a P,(t
e(t) > H2(s) |® ®

H3(s) /

H3(s)

Figure 3.7 -Réalisation d’'un modeéle d’accumulateur hydrauligpae décomposition
en série de Volterra

3

lllustration 2 : détermination des noyaux de Volter du support d’étude complet

Pour déterminer les noyaux de Volterra du systeomstdué par le support d’étude
complet, la premiére solution consiste a écrirequation différentielle régissant le
comportement du support d’étude. Dans le cas simdplelié ici ou la suspension est
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constituée d’'une seule cellule RC, I'équation défgielle liant la vitessey(t) du support et la
vitessevy(t) de la masse suspendue est

V1(t):ﬁj -Mg+S,| RS,(v(r)-w(r)+ P, +iZ: S, (Ivo dgji] dr. (3.49)

En remplacant dans cette expression, l'entrée per somme d’exponentielles
complexes et la sortie par sa décomposition dee¥falt on obtient (cette procédure est
informatisable avec un logiciel de calcul formel) :

Hfs)=— S (Rs+cq) (3.50)
Ms"+S"Rs +S§ ¢y
et
s s )2 S C B HI(8) - HI(s) +HIs)H (s ))s +s)
H(s,s,)= ' (3.51)
s oM (s 75V + 57 Rl )+ )
soit,

S.C$5 (s +5,M?
5 +5,) +S (5, +5,)+5 ¢, M8’ +S7Rs, +S,7 ¢, JMs,” +S. Rs, +S, ¢,
(3.52)

HZSe(Sl’SZ) ( (

ou, en fonction du noyau d’ordre 1
H(s,s,) = M2 %, Hie)s HI(s)s, HXls +s))(s +s,) (3.53)
(Rg+cq) Ry +cy) R(s+s)+cy
ou les noyaux de Volterra d’ordrelu support d’étude complet sont notése(s).

Les limites de cette méthode apparaissent rapidenfexpression du noyau d’ordre
3 est trées compliquée et il est tres difficile d@fir les noyaux d’ordre supérieurs a 3 en
raison d’un temps de calcul important.

3.3.3.2.2 - Algébre de George

Une autre méthode permettant de déterminer lesumogla Volterra d’'un systeme
consiste a utiliser I'algébre de George [Georg&9].9Cet algébre permet de déterminer les
noyaux de Volterra d’'un systéme non linéaire comdtde sous-systemes qui admettent eux
méme une représentation par une série de VoltSeales les grandes propriétés et les
principes généraux seront présentés ici. Dans deecd'une définition de cette algebre, la
notation opérationnellél[.] sera substituée a la fonctionnelle donnée pamelation (4.40),
soit :

y(t) = H[u(t)], (3.54)

ou bien, sous forme implicite (vis-a-vis de la aate temporelle) :

y = Hlu]. (3.55)
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La relation (3.41) étant une somme de fonctioneglie est également possible
d’utiliser la notation :

y:ﬂ[u]:iyk =Zﬂk[u], (3.56)

k=1

ouy :ﬂk[u] désigne la fonctionnelle :

0 00 k

yk(t):I'“Jhk(rl"“’rk)u u(ai)dai . (3-57)

—00 00

Cette algébre est munie de 3 opérations :
- I'addition notée '+ ' (voir figure (3.8.3)) ;
- la multiplication notée '¢' (voir figure (3.8)h)
- la mise en cascade notée ™' (voir figure (3)8.c

Il possede également un élément neutre, haéun élément nul, not& qui vérifient
les relations :

I*H=H*1=H (3.58)
et
0+H=H+0=H. (3.59)
- J
u(t) = E yo _—  u®) y(®)
€) — = ——| L —
J Kk —1
L=J+K
> Q 1 t
0) u(t) | Y() = _u® L 1Y@
Jk —14
L=JIK
t
© u® 13 o = u@® L._y(t>)
L=J*K

Figure 3.8 -Opérations élémentaires de I'algebre de George
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Dix regles opératoires sont associées a cetteralgeb

Regle 1: Commutativité par rapport a la loi +

J+K=K+J (3.60)
Regle 2: Associativité par rapport a la loi +
J+(K+L)=(+K)+L (3.61)
Regle 3: Commutativité par rapport a la loi ¢
JeK=KeJ (3.62)
Reégle 4: Associativité par rapport a la loi ¢
Je(KeL)=(+K)-L (3.63)
Regle 5: Associativité par rapport a la loi *
J*(K*L)=(3*K)*L (3.64)
Reégle 6: Distributivité a droite de la loi + par rapportalbi *
(@+K)*L=(*L)+(K*L) (3.65)
Regle 7: Distributivité a droite de la loi « par rapportaloi *
(9 K)*L=(3*L)s (K*L) (3.66)
Régle 8: Non commutativité de la loi *
J*K#K*] (3.67)
Régle 9: Non distributivité des lois + et ¢ par rapport ada*
L*(+K)# (L*9)+(L*K) (3.68)
L*(3eK)#(L*J) (L*K) (3.69)

Reégle 10: Loi de compositior
On introduit la loi de compositiom définie de la fagon suivante :

As*(Bn+Qm+”'+Ep)=Aso(Bn+Qm+"'+Ep)S! (370)

une telle loi étant distributive par rapport ada+.

Concernant l'ordre du systéme résultant de l'amditde la multiplication ou de la
mise en cascade de deux systemes, il est déflaifdeon suivante :
- le systemé. = Apn + Bm est d'ordre max( m) ;
- le systémé. = An *Bmest d'ordren+n;
- le systemé. = Apn * Bm est d'ordrexm;
- le systemé. =As* (Bh+Cm + ... +Pr) estd'ordren + m+ ..r .
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Grace a l'algebre de George, il est possible daidgth réponse impulsionnelle ou la
transformée de Fourier d'un systeme résultant agsdtiation de plusieurs systemes non
linéaires. On démontre en effet que :

- pour un terme de la forme, =K +J,, la réponse impulsionnelle et la transformée

de Fourier correspondante sont données par ldé®oreda
In(tll""tn) = hn(tll""tn)-'- kn(tll""tn) (371)

et

Lo(s.s) = H (s 8) + Ko (s0s,) (3.72)

- pour un terme de la forme,,,, =K, J.,, |a réponse impulsionnelle et la transformée
de Fourier correspondante sont données par

|n+m(t1"" ’tn+m) = hn(tl""’tn)km(tnﬂ"" ’tn+m) (373)

et

I-n+m(sl""’sn+m) = Hn(%""’Sn)Km(Snﬂ’”"Smm) ; (374)

- pour un terme de la forme,, ., . =A. o(gngm P, ) la réponse impulsionnelle
et la transformée de Fourier correspondante samiéhs par

ts tl

N+ - (tl""’tn+m+--~+r)=I"'jas(rl""’rs)bn(t1 _Tl""In _Tl)cm(tnﬂ _TZ""In+m _TZ)"'
0 0

pr (tn+m+...+1 _TS""IFIHTH-..:H _Ts)drl dTZ"de
(3.75)

et

Lr&rrw~-+r(§""'8n+rm~-+r)=p§(§+"'+Sn’Sm1+"'+srr+m "'!Sn+m+...+1+"'+Sn+m+..frr)"'
. (3.76)
Bn(SL’"'ﬁw)gm(%ﬂ’"'ﬁwm)"Er( +n‘r+..fr1""’$1+m+..+r)

L’algébre de George est un outil intéressant, deséite toutefois de disposer d’une
représentation par une série de Volterra des s@miérses composant le systeme non linéaire
a étudier. Pour obtenir ces représentations gémédesit plus simples, la méthode de
I’'harmonic probing peut étre avantageusement aélis
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Un exemple d'utilisation conjointe de la méthode Ittermonic probing et de
'algebre de George pour la détermination des noyda Volterra d’'une suspension
automobile est donné dans [Serrier, 2006].

lllustration 3

Reprenons I'exemple du paragraphe précédent, &dge le support d’étude équipé
d’un réseau hydropneumatique réduit a une cell@e R

Les noyaux de Volterra correspondant a I'accumutaétant connus, il est possible,
grace a I'algébre de George de déterminer les nogal/olterra du support d’étude complet.

La résistance hydraulique et I'accumulateur étamt paralléle dans le schéma
fonctionnel, les noyaux de Voltertd® de la suspension s’expriment, conformément aila lo

+ de l'algébre de George :

. C
H(jo)=—+R, (3.77)
(i) i
. . C
Hylid, jaw)=—2— (3.78)
i, jaw) ai
et
. . . C
Hiliw jw, jw)=——2—. (3.79)
e e jw) jQjwju

Le schéma fonctionnel de la boucle interne du stppétude se raméne alors a celui

de la figure 3.9.
V()
v,(1) = V)
—( 1T

Figure 3.9 -Schéma fonctionnel de la boucle interne du supgiéttide a partir
d’une représentation du réseau hydropneumatiquse smne de fonctionnelle

q,t Pt fft)

L’ensemble des blocs de la boucle ouverte se trenveascade, le bloc de suspension
étant le seul élément non linéaire. La boucle deveeut alors se ramener a un unique bloc

dont les noyaux de Volterrdd *° s’expriment, conformément a la loi * de lalgélile
George (il n'est pas tenu compte de I'enfiigdans cette illustration) :

Ho(ja)=[ S v R | S (3.80)
R P M ja |
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Hfohabjaa)=(. S J : S : (3.81)
jajw )M (ja+jw)

et

( ) X
HX(ja, ja,, | =[. =3 j . : — . (3.82)
s VAT T T, ja M (ja + j + jw,)

La nouvelle représentation fonctionnelle du supdaatude est donnée figure 3.10.

Vo (1)

\)1(]‘) - 1710([)

< ) > Il’B() > )
T +
Figure 3.10 -Nouvelle représentation fonctionnelle issue deelarésentation donnée
figure 4.10.

Pour calculer les noyaux de la série de Volterrasgsieme en boucle fermeée, la
boucle de commande de la figure 3.10 est transierm@ une boucle de commande
équivalente représentée par le schéma de la figurgé dans lequel le systeme S est

caractérisé par :

S:§+S,+S5+S,+.... (3.83)
Concernant ce systeme S, on peut écrire en utilfségebre de George :
S=1-BO*S (3.84)
ou encore :
S, +S,+8,+8,+..=1-B0, (S, +8, +$,+S, +-)
~B0,o(S,+S,+S,+8, +)’
~BO;°(S,+S5,+5,+8,+- ) . (3.85)

-BO,2(S,+S,+S,+S, +---)!

v, (1)

\‘Q{I} +
— HBO

V(1) V(1)
HPO e —| s > HP | —»

Figure 3.11 - Transformation de la boucle de commande

En regroupant les termes d'ordre identique dareddsion (3.85), on a alors :
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S, =1-BO,-S, (3.86)
S, =-B0,°S, _B:OZO§12 (3.87)

et
S,=-BO,8,-BO;°5’°~2B0, (S5,). (3.88)

D'apres les développements précédents, les tramsésr de Fourrier des noyaux
d'ordres 1, 2 et 3 du développement en série dievaldu systeme S sont donc :

Sl(J'wl)=—1+ HB%’(J'wl)' (3.89)
S,(jw, jw,)= “He (i jw,) (3.90)
I HE (oo, + ) L+ HEO (ja)) L+ HEO ()
et
oy oHE (e s ja)S(iw)S(iw)s (@) -2H i, ja + w)S(ia)S(ia, jw)
S(ia j, jw)= e o, ) :
(3.91)
Finalement, étant donné que :
IT=BO*S (3.92)
alors, (relation (3.76)) :
T(jm)=H(jw)S (i) . (3.93)

T,(jaw, jon) =HP(jog + jw)S,(jew, ja) + H3(jeu, jan) S (jaw) S (jew) (3.94)

et
T j@, j@)=HP(ja + jo + j@)S(ia, jw, jo)
+HP(ja jaw, ja) S (jw)s(iw)s(ja) - (3.95)
+2H(ja, ja + jw) S (jw)S,(ja jar)
En remplacgant les noyaux de VolteSigetS, par leur expression, on obtient :
(csl + ijlj S’
T.(jw)= Plia) _ jo )M ijag S (cq + Riwt)
A e () (c + ijlj s’ M(j@) +S (cy + Rjw)
1 1+ sl \ v sl
jay M jaw,
(3.96)
et
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. . _yBO(: . _HzBo(jwl’jwz)
rla s =G e e ) e i) A la)
; .
1+HP (jw) 1+ HP (jw,)

+HP(jaw, jw,)

(3.97)
L’expression deT3(ja)1, jaw,, ja)3), bien que plus volumineuse, s’obtient de fagon
analogue.
Remarque

Une méthode plus simple est proposée dans [Gebd§8]. Elle consiste a remarquer
gu’'un systéeme a boucle de retour du type de ceksgmté figure 3.18a), est équivalent au
systeme présenté figure 3.(9) avec la relation

T =BO*(1 -T)). (3.98)

Cette expression se développe selon les regléalgeldre de Georges

T,+T,+T,+..=(BO, +BO, +BO,)*(I -T,-T,-T, -..) (3.99)
soit,
T,+T,+T,+..=BO,°(I -T,-T,-T,-..)
+BO,°(I -T,-T,-T,-..)° . (3.100)
+BO,°(1 -T,-T,-T,-..)°
En regroupant les éléments de méme ordre, on olliiectement :
T,=BO*(I -T,), (3.101)
soit,
T, =(1+BO)™**BO, (3.102)
de méme,
T,=(1 +BO) ™ *BO,(I -T,)%, (3.103)
T,=(+B0)*|-280,(1 -T,)T,)+BO,(I -T, )], (3.104)
T,=(+ Bol)‘ll— 2BO, (I -T,)(T,)+BO,T,> +BQO,(I —T1)2T2] (3.105)

et ainsi de suite.

YT -

(@) (b)
Figure 3.12 - Systéme non linéaire a retour unitaire et systaorelinéaire
équivalent

-131 -



Chapitre 3 Analyse de l'influence des non-linéarités

Cette seconde méthode est plus simple a mettre usmecet conduit aux mémes
résultats. Elle permet notamment d’écrire plus sment

H7°(s.5,)(1 ~Ty(s )1 - Tu(s,)) (3.106)
1+H (s +s,)

T,(s.8,) =

et

T (31 s, 33): Hfo(sl,sz,%)(l _Tl(sl))(l _Tl(SZ))(I —Tl(Ss))—ZHZBO(sl,sZ +53)(| —Tl(Sl))TZ(SZ,%).
R 1+H (s +s, +5,)

(3.107)

3.3.3.2.3 - Utilisation d’'une représentation maigite

Pour un systeme non linéaire admettant une repaigend’état de la forme

X=AX+A X?+.+D
A‘il A‘iZ 10u , (3108)
Y =C,, X
ou X est le vecteur d’état, I'entrée etY la sortie et ou
X2=X[OX, X3*=X?0OX (3.109)
avecO le produit tensoriel défini par
a,B ... a,*B
Aﬁm,n] [ B[p,q] = =C[m p,qn]’ (3110)
am,lB am,n *B

aveca;j I'élément de lintersection ligneet de la colonng¢ de la matriceA, il est possible
d’obtenir I'expression des noyaux de Volterra atipad’'une forme particuliere de la
représentation d’état.

En effet, un systéme admettant une représentatas & forme (3.63) peut étre
représenté sous la forme bilinéaire plus compacte

{Q:AX+D(>~(DU)+ Bu (3.111)

y=CX
Afin d’obtenir cette forme, considérons dans umpes temps
%(x2)=[x ox|+[x0x]
=[(A, x)0x +(A, x?)0 X +(B,0u)0 X]+
[x 0(A, x)+x0(A, x2)+x0(Bu) . (3.112)

=[A, 01 +1 DA X2 +[A, 01 +10A,X
+[B,O1+10B,|(X Ou)

:A22XZ+A23X3+821(X Du)
ou | est la matrice identité possédant autant de cekmb de lignes que le vecteur d’état
possede de lignes.
Ensuite, en introduisant
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X
X=| X%, (3.113)
x 3
le systéme (3.108) peut étre mis sous la formel (3, avec

. D
X A, A, O] X 0O 0 O X0dOu 50
X?|=[ 0 A, Ag|X?|+|By 0 0 |X*Oul+| . ju. (3.114)
X3 |0 0 A |X®| |B, By, Byl X*Ou| | |

Les expressions des transformées de Laplace demuxiaye Volterra sont alors
obtenues directement ([Sain, 1990]) :

P(s)=C(sI -A)"B,

PZ(Sl’SZ):C[(Sl +Sz)| _A]_l D{[(Sll _1)_1 B]D |1} . (3.115)

lllustration

Reprenons I'exemple traité avec les méthodes peités.

Afin d’établir une représentation d’état du suppbétude, les équations régissant son
comportement peuvent étre réagencées sous la forme

{vl(t)ﬁ{— Mg + £0)+ S [RS.((0) - w )+ P + v 1)+ 0w (0)+ 0w )]}
ORSORAY)

(3.116)
ou v(t) est le volume d’huile injecté dans I'accumulatewdraulique.
Le comportement du support d’étude peut alorsrépessenté sous la forme :

{X =AX + éixcj +><A&3X3 o (3.117)
avec
w2 () s
_ vl(t)J ,_luiul)| , [ZSR 5%
X = X2 = AL , 3.118
(v.(t) wlut) | MM o
vA(t)
o ...
S SR
u:(VO(t)J o (&R L (3.120)
R 0| Y M) |
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Y =(v(t), C,=( 0). (3.121)

Cette représentation d’état peut se mettre solasrize :

X =AX+D(XOu)+Bu (3.122)
y=CX
avec
X
X=|X? (3.123)
x3
et
)‘( B10
. A, A, AT X 0 0 ofx0oul |/
X?|=[ 0 A, Ay|X*|+[B, 0 0 |X°Oul+ . ju, (3.124)
X3 0 0 A,|X3| [B, B, B,|[XOu| |
ou
%(xz):[XDx]+[xmx]
=[(A, x) 0 X+ (A X2)0 X + (A X2)0 X + (B,0u) 0 ] +
[X 0 (A, X)+ X 0 (A, x2)+ X 0 (A, X2)+ X 0 (Bgu) (3.125)
=[A 01+ 1 D AX +[A, D1+ 10 A X +[A, 01 +10A]X"
+[B, 01 +1 0B|(X Ou)
:A22X2+A23X3+A24X4+821(XDU)
et
i 3:1 2 :g 2 2 '
Olt(x) OIt(x 0x) {dt(x )DX}+[X 0|

=[(A, x2)0 X + (A, X?)0 X +(B,,x Du)0 X]+[x2 0 (A, X)+ X2 0(A, X2)+ X2 0(Bu)]-
=[A, 01 +1OAXS +[A, 01 +1 0AX +[B,, 01 +1 0B,J(X2 D)
= Ay X7+ Ay X* +B31(X2 Du)

(3.126)

3.3.3.3 - Détermination des noyaux de Volterra pdentification

La méthode la plus usitée de détermination des woyke Volterra a partir d’'un
systéme réel consiste a identifier ceux-ci a pddita réponse du systéeme a des entrées bien
choisies. Cette méthode a donné lieu a de nomizguddications. Cette méthode n’étant pas
utilisée par la suite, elle n’est citée ici que powemoire. Le lecteur intéressé se référera
utilement a [Rugh, 1981], [Fliess, 1981], [Doyl€02].
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3.3.4 - Réalisation d'un noyau d'ordrek

Ce paragraphe présente une méthode qui permeallsatéon d'un noyau d'ordie
Pour cela, on considere tout d'abord le systemel@® de la figure 3.13, composé de trois
sous systémes linéaires de réponses impulsionmgl®shp(t) et hg(t).

Zy(1)
ha(t) y (t)
u@ () >
—»| h J
o) (1)

Figure 3.13 -Systéme d’ordre 2
La réponse de ce systeme a une enifg¢est donnée par :

¥alt)= [ he(0) zalt - 0) %[t - 0) do, (3.127)

o+—3

Oou encore,

00 00 00

yz(t)z_”jhc(a) ha(07) h(02) ult -0~ 1) ult -0 - 0,) do doy do, - (3.128)

000

En posant; =o+0, etr, =o+0,, la relation (3.128) devient,

00 00 CO

1l0= [ [rle) e o) hfra )l -2 o o, (3.129)
ou encore
)= [ [Polew,) ult-7) ut-7,) dr o, (3.130)
en posant N
(1 72)= [ o) ha(r =) o ~) dor (3.131)

Par définition, la transformée de Laplace du nayatdre 2 est donnée par :

H,(s.s,)= [[h(r,7,) 57" dr, dr,, (3.132)
00
soit
Hz(susz):“.jhc(a) ha(rl _U) hb(TZ _U) e do dr, dr,. (3.133)
000
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En utilisant le changement de variable o =0, et r,-o=0,, la relation (3.133) peut
encore s'écrire sous la forme :

Jsus.)=][[h(o h(o,) e e e dg do, do,,  (3.134)
000

ou encore

Hy(s.s)=H,(s) Hy(s,) He(s +s,). (3.135)

Ainsi, cette démonstration due a Schetzen [SchetZ8b], révele que si un systeme
d'ordre 2 peut étre caractérisé par une fonctiotratesfert analogue a celle de la relation
(3.130), un tel systéme admet la réalisation dglae 3.13 dans laquelley(t), hp(t) ethg(t)
correspondent aux réponses impulsionnelles dersgste&aractérisés par les transmittances
Ha(s), Hp(s) etHc(9).

Ce type de synthése peut se généraliser a des @ujpérieurs. Pour les ordres 3, 4 et
5, on cherchera une décomposition des fonctiorisagiefertH,(s,, s,, S;), H (S, S5, S5, S,) €t

H5(s,, s,, S5, Sy, S5) sous la forme :

H;(s0,8,85) = H, (s)H, (S Ho (s, +5,)H, (s5)He (s +5, +5,), (3.136)
H,(s.8,,85,5,) = H,(s) Hy(s,) He(s +5,) Hylsy) Ho(s +s, +55) Hi (s,) (3.137)
Hy(s +s,+s5+s,)
et
Hs(s.5,,85,8,,8) = H,(s) Ho(s,) Hols +5,) Hy(s) Hels +s, +5,)
H(s,) H (sl+sz+sg+S)HhSs)Hi(sl+sz+sg+s4+Ss)'(3'138)

Les réalisations correspondantes sont alors ragpewtnt données par les schémas
(@), (b) et (c) de la figure 3.14.
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ha(t)

*ahw)
RG] e i
1

he(t) —

ha(t)

he (1)
o S0 My (0 _+ahm)
hq () + , Ya

he(t) 2

ht (1)

ha (t)

h¢ (t)
o (O]t =)
() MO ha(0) _+a

h (1)

hg(t)
¥ ys (1)
hi () F—

hy (t) 1

Figure 3.14 -Réalisation de systémes d'ordre 3 (a), 4 (b) &) 5 (

Ces réalisations ne sont cependant pas les sendethies. D’autres réalisations sont
utilisables [Doyle 2002]. Elles sont connues damdittérature sous le nom de réalisations
d’Hammerstein ou réalisations de Wiener. Ces r@abiss sont représentées par les figures
figure 3.15 et figure 3.16. Elles ont le mérite fdgre apparaitre un faible nombre de
paramétres ce qui simplifie leur utilisation daes grobléemes d’identification. En revanche,
cette parcimonie peut s’avérer contraignante pamatériser certains phénoménes non
linéaires.

u(t) z (1) y(® N .
——{ 9() H(S) — z(t)=g(u(t))=;)ai [u(t)]

Figure 3.15 -Réalisation d’Hammerstein

\ 4

u(t) z (1) y (®) N _
——He o0 — vt)= olelt) = Yai[elt)]

Figure 3.16 -Réalisation de Wiener

\4

Partant de ces deux structures de base, des gseatpak portant le nom de
réalisations d’'Uryson sont permises. Ces réalisatsmnt représentées par la figure 3.17.
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z1(t)
> 9u() »H1(s)
o | A0 e e
: : —— %)= ak(ult) = 2ai[ul)
e - § S
B3 |
> () > Hi(s)
z(1) ya(t)
»H1(9) > 91()
u(t) A i
E i 6}—* Vi (t) = g (=t Zakl[zk ]
: rXQ) : t
> Hk(S) > gk() yk()
Figure 3.17 -Réalisations d’Uryson
lllustration 1

Reprenons l'exemple d'illustration déja traité dales paragraphes précédents.
Intéressons nous a la réalisation des noyaux deevaldu support d’étude complet en vue de
sa simulation.

La réalisation du noyau d'ordre 1 ne pose aucurblpnoe, ce noyau étant une
fonction de transfert classique.

L’expression du noyau d’ordre 2, obtenue par I'sailion de I'algebre de George,

2°(5,8) (1 =Ty(s))1 -Tifs,)) (3.139)
1+H(s +s,)

T(s.s)="

ne permet pas, a premiére vue, d’obtenir une etaissimple du noyau.

Pour arriver a cette réalisation, il importe deaséples fonctions dg, s, ets;+s,. En
effet, cette séparation permet de distinguer lé®rdnts niveaux pour la réalisation des
noyaux.

Il est possible d’exprimer simplement le noyau dier 2 de la boucle ouverte en
fonction des variables ets; et de constantes :

11 Sk,
(ﬁﬁ‘ggmﬁ+g (3.140)
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Chapitre 3
Une réalisation possible de ce noyau d'ordre 2@da un logiciel de simulation tel que

Matlab/Simulink) est proposée figure 3.18.

1
_’c_

<

Figure 3.18 -Réalisation du noyau d’ordre 2 de la boucle ouwerdaptée a I'utilisation d’'un
logiciel de simulation

En remarquant que
2
L M (S;+Sz) ' (3.141)
M(s+s) +SRs+s)+Scy

1+H?(s +s,)
il est alors possible de proposer une réalisational/au d’ordre 2 du support d’étude sous la

forme de la figure 3.19.

u(t)

)
O
[ | =]

— 7 Ts)

s’c, M’ R

Ms “IMs? +5°Rs+S, ¢,

4

L

Ti(s) [

\ 4

Figure 3.19 -Réalisation du noyau d’ordre 2 du support d’étude
Les réalisations des noyaux d'ordre 3 et 4 a lailde Simulink sont présentées

respectivement figure 3.20 et figure 3.21.
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1-T1
R
Sv"2[R esli(s) InlegvalovZZ
den(s)
Svar(cs3](9
x [cs3](s)
Sv2*[R csL](9) m e
Inlegvalovza Hbol
den(s)
™5 Product4 + M2
—_— den(s)
4
1/(1+HBO1)1
1-T1 s
R
> Sv"2[R csli(9) Integrator24
den(s)

T6
¥ 1
[ﬁ 1-T1 s
o| SV'2f[Rcsl)(9 Integrator27

>
den(s)

T7
 —

< } Sv3es2)(s)
M.s
[E Gain Hoo4
Sv2+ [R cs1](s) Producté
den(S) SV3e2](9) ’ M.2

den(s) s

s
P oductS TA+FBOL2 Integrator28
¥ InlegralorZG
1T

y| SVZReU
den(s)

T9

Figure 3.20 -Réalisation du noyau d’ordre 3 a I'aide de MatlaibA8link

T10 Hbo6

NG ; ‘megramras p SV3e2]()
den(s) M s
Gain14

Product9

P{in1 owrf—— pfl
s

Integrator36

p—|In1out1
|megranor39 SvA3¥ [csZ](s) w2
den(s)
Hch > 1/(1+HBO1)3
Prcducts
f————p|In10ut1 l
Integrator37

T22

A,

A

v

1
[ sv2iRresie ;: i
> ]’v 0
den(s)

T12
* . < Svhdr[cs3)(s)
o| Sv2iRest]© LT s M.s
Ll den® Integrator41 . Hbo7
s Integrator42 Product10
L—pfin1out1
T14

Figure 3.21 -Réalisation du noyau d’ordre 4 a I'aide de MatlaibA8link

Illustration 2

La deuxieme solution pour la réalisation des noyauxue de la simulation consiste a
utiliser la représentation matricielle du systerma & transcrire sous forme de représentation
d’état. La figure 3.22 illustre la réalisation d’nnyau d’ordre 3 par cette méthode.
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(s +s.) -A) Dil(s1 -A) D, |or, o1}

C3[(31 +S, +33)| _As]_lel

*

Figure 3.22 -Réalisation d’un noyau d'ordre 3 a partir d’'une régentation d’état du
systeme non linéaire

3.3.5 - Application des décompositions en série ¥®lterra

Le premier intérét de la décomposition en sérieVadterra consiste a pouvoir
déterminer les réponses temporelles de chacunaesix Dans le cas de l'illustration des
paragraphes précédents, les réponses indiciellesyskéme linéarisé et du systéme non
linéaire sont données figure 3.23.

Les parametres utilisés pour la simulation sont :
- une masse suspendue de 75 kg ;
- un vérin de section 3.14 ém
- pression de tarage de I'accumulateur : 20 bars ;
- volume de I'accumulateur : 120 &m
- coefficient de frottement visqueux équivalent dedsistance hydraulique : 400 Ns/m.

0.3

A
B AN

N

©
o
T

o

Amplitude (m)

0.0S\}
0

-0.05
0

L L I -
0.5 1 15 2 25 3 35 4
Temps

Figure 3.23 -Réponses indicielles du support d’étude dans leecdd I'exemple
d’illustration obtenues a 'aide d’'un modele linéai(en bleu) et non-linéaire (en rouge)

La figure 3.24 présente les réponses indicielleshdeun des noyaux de Volterra ainsi
gue les réponses cumulées des noyaux d'ordre 1 a 4.
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0.3 0.3 T T
\ Réponse du noyau d'ordre
Réponse du noyau d'ordre 2
0.25 AN 0.25 FAAN Réponse du noyau d'ordre 3|

’ { \\ Réponse du noyau d'ordre 4
0.2

N 0.2 \

0.15

0.15 | Réponse du systeme linéaire
Réponse des noyaux d'ordre 1 et 2
Réponse des noyaux d'ordre 1, 2 et 3
0.1 [
0.05

Réponse des noyaux d'ordre 1, 2, 3 et 0.1
Réponse du systeme non linéaire /
. 0.05j
0 0 —— |

0 0.5 1 15 2 25 3 3.5 0 0.5 1 1.5 2 25 3 35 4
Temps (s) Temps (s)

Figure 3.24 -Réponses indicielles du support d’étude : (a) dbatron cumulée de des
noyaux de Volterra d’ordre 1 a 4, (b) contributida chacun des noyaux

Amplitude (m)
Amplitude (m)

Par analogie avec les décompositions en série gerTd est possible de remarquer
que la contribution de chacun des noyaux est degaiplus faible.

3.4 - Etude des non-linéarités dans un intégratewd’ordre non entier borné
en fréquences réalisé en technologie hydropneumatig par un
arrangement paralléle de cellules RC série dans t&s ou la résistance
hydraulique est linéaire

Dans cette partie, I'étude des non-linéarités #stteiée a partir du support d’étude
présenté au chapitre 2 équipé d’'une suspension ER@&alisée par un arrangement parallele
de cellules RC en série. Les parameétres physigueslnologiques des composants de cette
suspension sont donnés par les relations (2.12) &) (page 96).

3.4.1 - Etude de l'influence de I'amplitude d’entré@

Les figures 3.25 et 3.26 montrent la position vaté de la masse suspendue du
support d’étude pour des sollicitationgt) en échelon de différentes amplitudes et pour les
deux masses suspendues extrémes. Les réponsegesboen été normalisées de fagon a étre
comparables et a montrer I'influence de I'amplitukiEentrée sur la réponse indicielle.

Ces figures montrent que 'augmentation de I'amphkt se traduit par une diminution
de la rapidité du systeme et par un premier dépassede plus en plus important. En
revanche, la robustesse vis-a-vis des variationsladenasse suspendue est conservée
indépendamment de I'amplitude.

Ces deux figures sont similaires en raison delustesse de la rapidité et du degré
de stabilité obtenue par la suspension CRONE,, etrcdépit des non-linéarités.
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1cm

1.8 5cm I
\ —— 10cm
1.6 —— 25cm||

A\ |
A\

= S
§\

08

y2(t) normalisée

06

0.4

02

0

0 05 1 1.5 2 25 3 35 4 45 5
Temps (s)

Figure 3.25 -Réponses indicielles normalisées pour différentegliaudes de I'entrée

(M=75 kg)
2
1em
1.8 5¢em T
16 \ — 10 cm |
/AN |
4;/ \
o8
0.6
04
0.2
DD 05 1 1.5 2 25 3 3.5 4 4.5 5
Temps (s)
Figure 3.26 -Réponses indicielles normalisées pour différentegliaudes de I'entrée
(M=150 kg)

La figure 3.27 représente le premier dépassemefdretion de I'amplitude du saut
échelon en entrée. Les points obtenus forment omde qui peut, avec une faible erreur, étre
approximée par une cubique.

90

80

70

@
(=]

B~
o
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Figure 3.27 -Dépassement en % de la réponse indicielle en fmmcke 'amplitude
d’entrée (croix bleu) et son approximation par wobique (en violet)
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3.4.2 - Détermination des noyaux de Volterra de htégrateur d’ordre non entier borné
en fréquence

Le schéma fonctionnel causal de I'intégrateur d®ndon entier borné en fréquence
réalisé par un arrangement paralléle de celluless&, donnée figure 3.28 et obtenue au
chapitre 2, peut-étre mis sous la forme présengéeef 3.29, otH' est la représentation sous
forme de série de Volterra de la cellule d’ordriea méthode de I'harmonic probing présentée
précédemment permet en effet de déterminer powudeades cellules une représentation
sous forme de noyaux de Volterra, tronquée icioedte trois, ordre tout a fait suffisant vu
I'amplitude de la sollicitation considérée, soit :

HO=H](s)+ Hz(s.s,)+ Hi(ss,.8:), (3.142)
avec HY(s), H(s,s,) et H(s,,s,,s,) les trois premiers noyaux de Volterra de la cellul

purement capacitive et dont les expressions sont :

1 1 1 1
HA(s)=——, Hl(s.s)=——5—, HYs,5,8)=—5—5—— (3.143)
' COO S ’ PS Coo2 $S ’ Ps3 C003 $S S
Ces résultats sont obtenus en posant :
Coo =POO—\£OO (3.144)
PS

et en remarquant que la décomposition en sérieatoiTde la fonction pression-débit de
I'accumulateur hydraulique s’exprime alors :

1 1 1 1 1
po(t)=a+goqo(mgsc—ozqf(t)?C—qusawo(q;‘). (3.145)
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POO Vm) Ps

9+~ %ft) h violt) Polt) = Pelt)
> J;.dr NLeg()

Cellule de rang O

ay(t) Iﬁl 2pgs(H) N\
R

+

POl Vol PS

a,(t) u® o, | @
el [oar ] N0 E

Cellule de rang 1:

%0 [ e~ ‘
et L

+

Pow Vou Pe

an(t) wi® . A®
o [odr ] N il

Cellule de rang
Figure 3.28 -Schéma fonctionnel causal d'une suspension CROAIE&é par un
arrangement paralléle de N cellules RC en série

=~ qol¥ HO Polt) =p,(1)

Cellule ds rang 0

Hl

Callule de rang 1

H N

Cellule de rang N

Figure 3.29 -Modification du schéma fonctionnel de la figure&3.2
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Les noyaux de Volterra des cellules=1 a 5, peuvent étre déterminés a partir de la
méthode de I'harmonic probing ou de l'algebre der@e, cette derniére méthode permettant
d’obtenir des formes plus exploitables pour laisédilon des noyaux.

Le schéma fonctionnel causal de la cellust présenté figure 3.30.

(1 Ap (1 (1
(11() ]/R] PR,() : : pO )
+

Py Vy P
P l l

(j,()= j.dz‘ ‘],()= P,()

NL ()

0

Cellule de rang i

Figure 3.30 -Schéma fonctionnel causal de la cellule RC de rang

Ce schéma peut étre ramené a celui de la figude 3.3

q,1) G Ap iV L Do)

+

q,() o )20)

\/

Cellule de rang i

Figure 3.31 -Modification de la figure 3.30

avecG=1/R et enfin a celui de la figure 3.32.

qi(t) Do)

- Hi

Figure 3.32 -Représentation sous forme de série de Volterradellule de rang i

Il est alors possible d’écrire
H =G* (I -H°HY), (3.146)

ainsi, en regroupant les termes d'ordre identique

1 - G 1 — COi S
Hl(s)_—1+GHl°(s)’ ou Hl(s)——1+RCOiS, (3.147)
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Hi(s) Hi(s) His +s)
H;(s.s)=-— L L 3.148
2(s.8) Y (3.148)
ou, plus simplement encore,
H3(s.s,)==Hi(s +s,)H (s )H;(s,)H (s, s,) (3.149)
soit,
C.
Hilss)= -5 ( 3(8+) (3.150)

1+R Cy(s +5)1+RCys )1+ R Cys,)

L’algébre de George permet d’obtenir une expressimple du noyau d’ordre 3 :
Hi(s8,8) = -Hils +s, + s, JH(s)HI (s, Hi(s:)H2 (8008, 8,) (3.151)
+2H7(s1s, +5)Hi(s)H (s8] '
soit, sous forme non symétrique,
-Cy(s +s +s)CuR(s, +5)-1)
CuR (s +5, +5)+1)(CuR (s, +5,)+ 1 CoRs, +1)Cy RS, +1)(Cy R + )R
(3.152)

H%,Ns(sl,sz,ss)=(

ou, sous forme symétrique,

1
Hé(sl,sz,sg)=§[H§Ns(Susz,ss)+ Hi(s,s.8)+H: (s,s,.8),  (3.153)
d’'ou
~Culs.*s,+5,)
Hi(sis;08) = e
TR (s +s, +8,)+1(Cy RS +1)(Co RS, +1)(Cy R, +)R
COiRi(SZ +Sa)_1+ COiRi(Sl +Sz)_1+ COiRi(Sl +33)_1
CoR (s, +5)+1 CuR(s+s,)+1 CuR(s +s)+1
(3.154)
La décomposition en série de Volterra de l'intégmatd’ordre non entier borné en

fréquence peut enfin étre obtenue en utilisant nmevelle fois I'algebre de George sur le
systéme représenté figure 3.33.

(1) =p,(1)
q.(1) + g1 Py 5

Cellule de rang 0

HL |l

Cellule de rang 1 a 5

Figure 3.33 -Schéma fonctionnel causal de la suspension CRO&lE&é par un
arrangement paralléle de cellules RC série ou Ehiles sont représentées par leur
décomposition en série de Volterra
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La fonctionnelle H° représente la décomposition en série de Voltezrdethisemble
des cellules RC et n’est autre que la somme dasg#asitions de chacune des cellules.
Soit H> la représentation en série de Volterra de la sispe constituée par
lintégrateur d’ordre non entier borné en fréquentes’exprime en fonction de et H :
HS = HO(l - H™®H®), (3.155)
soit, en appliquant les regles de I'algébre de Gaor
HE+HZ+HD =[HP+ HY + HIF (= [H+ H+ HF[HE + HE + 1)
= (1= [Hip[He + HE + B3] [HEF (S + 02+ R3] [ HE + 1 1))
e (I g AR R [T | e E e o [ { PR EE T
S (R R P o B g (R Py o 9 ERE PR H

(3.156)
d’ou
HS =H(I -HH?), (3.157)
HE =HO- HIHS —HEHS )+ H2(1 - MRS, (3.158)
HE = HO(HISHS ~ 2HEHEHS — H2H S )~ 2HO( ~ HEHSHEHE + HO(l - HEHST
(3.159)
ainsi,
HO
HS=— 1 3.160
Y1+ HMHE ( )
ou, en remplacant les différents noyaux de Voltpamaleurs expressions :
1
C
HS = 00° = ! . (3.161)
1 & Cgs 2. C,S
1+ > CoS+ ) ————
CoSiT1+RCy s 2 1+RCy s

Cette expression est identique a la fonction desfeat de la suspension obtenue dans
le cadre des petites variations.
Pour le noyau d’ordre 2 de la suspension,

2 2
s _ —HPHEHS +H(1 -HPHS)

H S 2\ (3.162)
1+H H;
ou
H5(s,s,) =~ T8+ S, H (s, 5 )H (s )H2(s,)
T 1+HJ(s +5,)H:%(s, +s,) (3.163)
LHEss ) -HEEHS N -HEE M)

1+HY (s +5,)H (s +s,)
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Ainsi, le noyau d’ordre 2 de la suspension s’exprim

5 Co
Cut 2R Cy (5 +5,JA+ R Cy 5)A+R Gy 5,)

5 C. > C,i 3 Co |
P C 0i C $ C $
Stslsz[ OO+;1+RCOi (51+82):|{ 00+iZ:1:1+RiCOiSl:|[ OO+iZ=1:1+R"C°i 52}
(3.164)

HZS(Sl,SZ)=

La représentation graphique en trois dimensionsed®yau est donnée figure 3.34.

220
200
130
160
140
120
100

80

B0

Figure 3.34 -Représentation en trois dimension du noyau de Waltgordre deux de la
suspension CRONE

Les figures 3.35, 3.36 et 3.37 présentent les egimdicielles de la masse suspendue
et de chacun des trois premiers noyaux de Voltduasupport d'étude. Les amplitudes
d’entrées respectives sont 10 cm, 25 cm et 40 cm.

0.14

N A
[N\

0.1 I —

0.08

0.06

Amplitude (m)

0.04

0.02

0

-0.02

0 0.5 1 1.5 2 25 3 35 4
Temmps (s)
Figure 3.35 -Réponses indicielles du support d’étude pour utieerd’amplitude 10 cm
(modele non linéaire en noir, noyau d'ordre 1 eaplnoyau d’ordre 2 en rouge et d’ordre 3
en vert)
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0.4

0.35 ™\
Sil/a\
Z 025 l/ \\‘e-—
S el fl
é‘ms
<
01
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s

-0.05
0

0.5 1 1.5 2 25 3 35 4
Temps (s)
Figure 3.36 -Réponses indicielles du support d’étude pour utieerd’amplitude 25 cm
(modele non linéaire en noir, noyau d'ordre 1 eaplnoyau d’ordre 2 en rouge et d’ordre 3

en vert)
07
06—\
SAY
% 04 / / N
% 03
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Figure 3.37 -Réponses indicielles du support d’étude pour umeeerd’amplitude 40 cm
(modele non linéaire en noir, noyau d'ordre 1 eaplnoyau d’ordre 2 en rouge et d’ordre 3
en vert)

3.4.3 - Mise en évidence de l'influence des noyadrdre 1, 2 et 3 par la représentation
du systeme sous forme d’un diagramme de gain équieat

Pour un systeme non linéaire, comme cela a étérengmnécédemment, une entrée
sinusoidale comportant une unique pulsation coraduite sortie présentant un fondamental a

cette pulsation et des harmoniques ; I'importaneg ltarmoniques dépendant de I'amplitude
de I'entrée.

Ainsi, pour un systéeme non linéaire représenté qear trois premiers noyaux de
Volterra H'(s,), H?(s,,s,), H(s,,s,,s,) la sorties(t) & une entrée du typAsinat est de la
forme :

s(t) = Im(AH (jw)e'™ + A H2(jw, jw)e?™ + A H*(jw, jw, jw)e¥™).  (3.165)

L’entrée ne comportant pas de composante aux puisaPa et 3a, il n'est pas
possible de tracer de diagramme de gain comme tarsas linéaire. Cependant, en
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considérant une entrée particuliere comprenantdegposantes a différentes pulsations, il est
possible d’établir des pseudo-diagrammes de gatnvédét, pour une pulsation donnée le

rapport entrée-sortie, la composante de la sofgepaulsation considérée étant alors fonction
des différents noyaux de Volterra du systeme.

Pour des raisons de causalité, I'entrée du systemstitué par I'exemple d’illustration
est une entrée en vitesse. La vitesse correspandanin échelon de position peut étre
approximé a une entrée triangulaire similaire d#eceprésentée figure 3.38 (a). La position
correspondante est obtenue figure 3.38 (b) pagiaté&n.

; i
[\
. [

0.03

o [ o
- / \ 001

0 0 0.5 1 1.5 2 25 3 35 4
-0.2 -0.15 -0.1 -0.05 0 0.05 0.1 0.15 0.2

Temps (s) Temps (s)
(a) (b)
Figure 3.38 -Entrée en vitesse (a) et son équivalent en podgitippour I'obtention d’'un
pseudo-diagramme de gain du systeme non linéaire

____
f"
Zy(1) (m)

La fonction triangulaire utilisée ici est définiarp

0 sit<0
20t si0>t< 005
(t)= _ : (3.166)
-20t+2 si 005<t<01
0 sit>01

Afin d’obtenir un diagramme de gain équivalentdécomposition en série de Fourier
de ce signal triangulaire est effectué. Pour delaignal d’entrée représenté figure 3.38 (a) est
supposé périodique de période suffisamment longare rgpport a la durée du régime
transitoire de la sortie. Une période de 6 secqrtdesps long vis-a-vis du temps de réponse
du systéme s’avére suffisante en pratique.
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La décomposition en série de Fourier est définie pa
u(t) = Re[ ~ jb, Je* |

= ? + Z a, codkayt)+b, sin(kat)

s o pgkat ghkat_ ket (3.167)
2" 23 2 B 2]

-9

+ i (i + K )elk’*’o‘ (i _&_Je—ik%t
2 2 2j 2 2]

avec

a, = %]; u(t) cogdkag,t)dt
(3.168)

2% '
b, = T ! u(t) sin(keo,t)dt

Les deux cents premiers coefficients de la décoiiposen série de Fourier de

I'entrée sont représentés figure 3.39.

0.02
*  Dbk)
fi. a(k)
0.015—
%
i
= }}
< o0i—3
S e
3 H kY
—~ t :
s I [}
== 0.005)2
3 .
.
. K P —
-0.005 4 3
L
gy
-0.01
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

k
Figure 3.39 -Coefficients de la décomposition en série de Fouhiesignal d’entrée

La figure 3.40 présente la reconstruction du sign@értir des cent premiers termes de
la série de Fourier correspondante.
En utilisant la représentation par série de Vdteln systeme, la réponse est donnée

par

V0= (@ - b6kl + 33 (a, - ib,)a - b )", (ke flaa) + ...
(3.169)
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[N}
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Figure 3.40 -Reconstruction du signal d’entrée a partir de saai@position en série
de Fourier (en rouge le signal original, en bleusignal reconstruit)

Pour la fréquencey , I'amplitude de sortieA, est donnée par :

0

(- b H(Gank)+ X (= ib )= ib H, (ke jl ay ) +
A, =R ke . (3.170)

00

> (= 0 )= i, )(= i )Hs (ke jl ap, jmay,)

k+H+m=ay / ap

A partir de cette expression, il est possible derdéiner, pour chaque fréquence, le rapport
entre la sortie et I'entrée.

La figure 3.41 présente le diagramme de gain obpancette méthode pour I'exemple
d’illustration dans le cas ou la suspension esdisé@apar un arrangement paralléle de cellules
RC en série, pour une masse suspendue de 75 fgurelte signal d’entrée représenté figure
3.38(a) (diagramme de gain établi entre la vitesse d'engtda vitesse de la masse suspendue
en sortie).

i

-25

B
i
kA
%

-30 :
10" 10’ 10 10°
pulsation (rad/s)

Figure 3.41 -Pseudo-diagramme de gain du support d’étude (M=g)5 k

La figure 3.42 présente les pseudo-diagrammesithedy support d’étude obtenus a
partir de différentes amplitudes du signal d’entrée
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5 . A=tem ||| ]|
S\ A=5cm
L= \ —A=10cm
0 \ A=25cm [TTT]
\\ A=40 cm
-5 A
2.0
=) 3
= D -15
b 20 N
\
25 —
-30
3 5 -35
Amphitode d'entrée (cm) 10" 10° 10! 10°
Fréquence 0 02 Fréquence (Rad/s)

Figure 3.42 -Pseudo-diagrammes de gain du support d’étude pifiérentes
amplitudes en 3D (gauche) et en 2D (droite) (M=@% k

La figure 3.43 présente les mémes courbes obtepeits fois avec une masse
suspendue de 150 kg.

A=1cm
5 i A=5cm ||
N ——A=10cm

L= A=25 cm
\ A=40 cm ||

Gain (dB)
=]
Gain (dB)
5

20—

30—

Fréquence 10

Amplitude d'entrée (cm)
(rad/s)

35 0 T 2
107 10 10 10
Fréquence (Rad/s)

Figure 3.43 -Pseudo-diagrammes de gain du support d’étude pifiérentes
amplitudes en 3D (gauche) et en 2D (droite) (M=k§)

La comparaison entre ces différentes courbes pedwetonstater que les non-
linéarités de la suspension n'affectent pas la stdsse du degré de stabilité vis-a-vis des
variations de la masse suspendue constatées deas des petites amplitudes (chapitre 2).

Les figures 3.44 a 3.48 présentent la comparaiponr chacune des amplitudes

d’entrées considérées, des pseudo-diagrammes depgar les valeurs extrémales de la
masse suspendue.
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10,
0 LT 7T 0 =TT
_ 5 N s N
E 10 \ 1;’ -10 \
5 N S N
N ™N
-20| AN -20] q
N, il N
2! 2!
-30 > - X -30 \
10 10 10 10'
Fréquence (rad/s) Fréquence (rad/s)
Figure 3.44 -Pseudo-diagramme de gain Figure 3.46 -Pseudo-diagramme de gain
du support d’étude pour une amplitude du support d’étude pour une amplitude
d’entrée de 1 cm d’entrée de 5 cm
10 10 r;_‘_u;
5 \ — mzzgokig- 5 AT ™ \ — m:::l’kig'
o LT N N ™,
. AN 5 \\\
% 10 %-10 \\
5 1 8 N
\ ™
20 N . 20
-25) 25
\ -30 0 1
-30 o 1 10 10

10 10 Fréquence (rad/s)
Fréquence (rad/s)

Figure 3.45 -Pseudo-diagramme de gain
du support d’étude pour une amplitude
d’entrée de 10 cm

Figure 3.47 -Pseudo-diagramme de gain
du support d’étude pour une amplitude
d’entrée de 25 cm

N N SN S S E—
—— M=75 kg

5 e G B B e R M=150 kg |
LT N
-

Gain (dB)
3
4

-20]

-25

-30' 5 7

10 10
Fréquence (rad/s)

Figure 3.48 -Pseudo-diagramme de gain du support d’étude poaramplitude d’entrée de
40 cm

Les figures 3.49 et 3.50 montrent les pseudo-ldenBlack-Nichols de la fonction de

transfert équivalente en boucle ouverte du systéme linéaire pour les différentes
amplitudes d’entrées et respectivement pda5 kg etM=150 kg.
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40
30 |

20f

Open-Loop Gain (dB)
: o

-20f

-30f

40 . .
-250 -200 -150 -100 -50 0
Open-Loop Phase (deg)

Figure 3.49 —Pseudo-lieux de Black-Nichols pour différentes aungés et pour la masse
suspendue minimale

Open-Loop Gain (dB)

-30r

-40

L L i
-250 -200 -150 -100 -50 0
Open-Loop Phase (deg)

Figure 3.50 -Pseudo-lieux de Black-Nichols pour différentes dungés et pour la masse
suspendue maximale

Les figures 3.51 a 3.55 comparent deux a deuxiées< Ide Black-Nichols de la
fonction de transfert en boucle ouverte pour lasxdeasses suspendues. En traits fins sont
tracés egalement les lieux de Black-Nichols deofection de transfert en boucle ouverte du
modele linéaire pour comparaison.
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40 T T

30 |

Open-Loop Gain (dB)

-40

-250 -200 -150 -100 -50 0
Open-Locp Phase (deg)

Figure 3.51 -Pseudo-lieux de Black-Nichols de la boucle ouveou la masse minimale (en
bleu) et la masse maximale (en vert) pour une dogdid’entrée de 1 cm
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1of\  /
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Figure 3.52 -Pseudo-lieux de Black-Nichols de la boucle ouveoigr la masse minimale (en
bleu) et la masse maximale (en vert) pour une dogdid’entrée de 5 cm
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Figure 3.53 -Pseudo-lieux de Black-Nichols de la boucle ouveoigr la masse minimale (en
bleu) et la masse maximale (en vert) pour une aogdid’entrée de 25 cm
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Figure 3.54 -Pseudo-lieux de Black-Nichols de la boucle ouveoier la masse minimale (en
bleu) et la masse maximale (en vert) pour une aogdid’entrée de 40 cm

Ces figures permettent de tirer deux conclusions :

- Ilinfluence des non-linéarités sur la fonction densfert en boucle ouverte ne semble
pas aisément représentable par une transformatidinématique simple a I'image de
celle qui est définie au chapitre 2 pour représefitédluence de la variation de la
masse suspendue ;

- Ilinfluence de la variation de la masse suspendti€® moins en moins marquée avec
'augmentation de I'amplitude d’entrée et donc fementation de la contribution des
noyaux d'ordre supérieurs a 1. Cette conclusiostnf@s évidente étant donnée la
dépendance du noyau d’ordre 2 aux capaCité=lation (3.164)).
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3.5 - Conclusion

Ce chapitre a permis de mettre en évidence I'ihth¥é séries de Volterra pour I'étude
de linfluence des non-linéarités dans la réalsatl’'un intégrateur d’ordre non entier borné
en fréquence. L'un des aspects intéressants déss sge Volterra est la possibilité de
continuer a travailler dans le domaine fréquerdigdc des systemes non linéaires. L'intérét
est de déterminer des diagrammes de gain équigsal€ependant, ces diagrammes ne sont
valables que pour un seul type d’entrée. De plsisiGcessitent un temps de calcul trés long et
leur domaine de validité est lié au nombre de nepyais en compte. La premiere partie de ce
chapitre montre que I'obtention des noyaux de Vadtel'ordre élevé reste difficile. C'est la
raison pour laquelle les séries de Volterra restgitisées principalement pour établir des
modeles de systémes par identification des noyaux.

Une autre difficulté liée a l'utilisation des séride Volterra est l'interprétation des
réponses fréquentielles d’ordre supérieur a 1. ®mhmeux travaux ont été menés dans ce
domaine [Peyton, 1989b], [Peyton, 1991], [Chua,997Zhang, 1994] mais les résultats
actuels ne sont pas encore satisfaisants. Une pigéressante pour passer outre
I"interprétation des noyaux multi-dimensionnels est I'utilisatio®glations différentielles
linéaires associées aux noyaux de Volterra [Vazduepo, 2005], [Vazquez Feijoo, 2006].
Cependant, I'établissement de ces équations diftiétkes nécessite laonnaissancedes
noyaux de Volterra du systeme.

Dans ce chapitre, seule la prise en compte deslimésrités des accumulateurs
hydropneumatiques a été traitée. La prise en cordpte non-linéarités des résistances
hydrauliques pourrait se faire de la méme facomaut tout de méme noter que la prise en
compte simultanée des deux types de non-linéaparait tres difficile.

Ce chapitre termine la partie 1 consacrée aux tspeeoriques et indépendamment

du secteur applicatif. La partie 2 est dediée ppligation au domaine de I'automobile des
résultats de cette partie 1.
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Chapitre 4

Modeles de validation d’'un véhicule automobile et imdéles
de synthese pour la suspension

4.1 - Introduction

Dans le chapitre 1, I'intérét de l'intégration nemtieére pour la robustesse du degré de
stabilité est rappelé. Des pistes originales pauréhlisation d’'un intégrateur d’ordre non
entier par un réseau de cellules capacitives sipdives sont explorées. Le chapitre 2 met en
évidence et déemontre les propriétés remarquabl@gnoes dans un contexte d’isolation
vibratoire sur un exemple d’illustration, de la dmnaison entre intégration non entiere et
technologie hydropneumatique. Le chapitre 3 perrdet vérifier que les résultats
remarquables obtenus dans le chapitre 2 dans te dadhe approche linéaire restent valables
malgré la prise en compte des non-linéarités isdgues de certains composants
hydropneumatiques. Ces trois chapitres, qui camstitla partie | de ce mémoire montrent
donc l'intérét de la réalisation en technologie foysheumatique des suspensions CRONE, et
ce en dehors de tout secteur applicatif. La deuxipartie de ce mémoire est consacrée a
I'exploitation dans le domaine automobile des rigslforts de la premiére partie.

L’objectif de ce chapitre 4 est, tout d’abord, aeder un apercu des modeles utilisés
pour la conception et la validation des suspensamsmobiles en insistant sur les hypothéses
simplificatrices qui définissent les limites du daime de validité.

L'objectif n'est pas de faire un état des lieux axstif des différents modeles du
véhicule utilisés dans la littérature, tel qu’iba étre fait a plusieurs reprises, notamment dans
[Stéphant, 2004] mais, d’'une part, de mettre I'atsar la difficulté qu'il y a a développer un
modele de validation et, d’autre part, de donneapercu des possibilités d’analyse offerte
par un modele de synthése, a savoir le modele daaréhicule.

A partir des modéles détaillés dans ce chapitria 4ynthése d’'une suspension et
I'analyse de son intérét dans le domaine automabite effectuées dans le chapitre 5.
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4.2 - Modéles de validation

De nombreux modeles de validation sont actuellerogligés. Cependant, il n’existe
pas de modele de référence standard qui puissautdis® pour I'automobile par tous les
acteurs du développement et de la recherche. [cbbge cette partie est de montrer les
limites des principaux simulateurs et les diffiéslipour construire un simulateur fiable et peu
complexe.

Dans une premiere approche, les modeéles de validpguvent étre classés en deux
groupes :

- les modéles ou les solides sont considérés commeodps déformables ;

- les modeles dans lesquels les difféerentes partievéthicule sont considérées

comme étant des corps rigides, a I'exception desumatiques, des ressorts et
amortisseurs de suspension.

4.2.1 - Modeles a corps déformables

Pour les systemes a corps déformables, la modéfistit trés souvent appel a la
méthode des éléments finis grace a laquelle ursquept étre représenté par un grand nombre
d’éléments polygonaux de base, reliés entre euXxepas sommets [Bonnet, 2007]. Il est a
noter qu’il est possible de ne considérer qu'untaternombre de corps comme étant
déformables. La figure 4.1 présente la modélisatmmpléete par éléments finis d’un véhicule
automobile. Cette figure est issue d’'un travailcpoent de l'auteur visant a valider une
méthode de calcul des transmissions des vibrataerss une structure complexe par
'assemblage d’éléments plus simples. La figure pté&sente quelgques uns de ces éléments
plus simples: un modele éléments finis d'une sosip@ avant ainsi qu'un modeéle de
suspension arriéere reliée au berceau.

Figure 4.1 —Modélisation par éléments finis d'un véhicule aubbite
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Figure 4.2 -Détails de la modélisation d’une suspension avaded’'essieu arriere

Les modeles par éléments finis présentent I'avant@dg fournir des résultats trés
précis pour lesquels l'erreur par rapport a la it@apeut étre estimée avec précision
[Kikuchi, 2007]. lls peuvent étre utilisés pour diswulations mettant en jeu des phénomenes
complexes tels que des chocs, des interactiongefldistructure, des grandes déformations,
etc. L'inconvénient de ces modeles est qu’ils ngiterst, outre un important temps de calcul,
une description tres précise du systeme a modélseplus, a partir des résultats obtenus
pour un véhicule, il est trés difficile d’extrapoles résultats pour un autre type de véhicule.
Pour ces raisons, les modeles par éléments finisa trés utilisés pour des simulations de
crash, pour I'étude des vibrations de I'ensemblevédhicule et pour des vérifications de
résistances mécaniques sont peu utilisés pour laamdigue du véhicule dans son
environnement. Il est tout de méme courant de godes modélisations par éléments finis
des pneumatiques incorporées dans des modéles ddasrps rigides.

4.2.2 - Modeles a corps rigides

Les modeles a corps rigides sont les plus utilgasles mécatroniciens lors de la
conception ou de la re-conception d’organes, dacteurs ou de lois de commande.

Deux catégories de modeles de validation a cogpdes peuvent étre définies : les
modeles complexes et les modéles a quatre roueffén beaucoup de laboratoires ou
d’'industriels disposent de modéles complexes, d@pds en interne ou par des sociétés
spécialisées. Cependant, il est courant que défatiahs s’effectuent sur des modéles plus
simples dits « modéles a quatre roues ».

Les modeles complexes, parmi lesquels peuvent cilits le modéle de base de
CALLAS, logiciel de simulation de véhicule de lacgié SERA CD ou encore le modéle de
I'environnement de simulation CarMaker de la s@cigiemande IPG [Juricic, 2004], sont
tous construits selon la méme logique. Cette lagiqui a été reprise par Delphi et le projet
VERTEC (projet d'une durée de trois ans coordonagé Rirelli et ayant notamment pour
objectif le développement d’'un modele de véhicds) en partie détaillée dans [Connair,
1999] et [Gianguilio, 2006].
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Ces simulateurs sont organisés autour d’'un noyauggmeralement, représente le
chassis du véhicule. Ce chassis est doté dansatesge six degrés de libertée qui
correspond au cas le plus général. Le chassisggedegplacer en translation et en rotation
suivant trois axes orthogonaux :

- les translations correspondent au déplacementvéhicule suivant ses axes
longitudinal, transversal et vertical (mouvemenpdelpage de la caisse),

- les rotations correspondent, quant a elles, aet,lau roulis et au tangage de la
caisse.

De facon générale, les entrées du noyau centre¢spmndent aux composantes des
actions mécaniques exercées sur la caisse pamsgorsement, c'est-a-dire aussi bien par
les organes du véhicule en liaison avec le ch&ssisne les suspensions, que par les effets
aérodynamiques entrainés par le déplacement deuwéhilans I'air. Les angles de chasse,
carrossage et pincement, résultant d’'un autre ddacvant le comportement cinématique des
suspensions, peuvent aussi étre des entrées dbaelbs sorties de ce noyau sont les
parametres cinématiques du chassis. Ces variablds calculées par la résolution d’un
systeme d’équations non linéaires issues de ligeritdu principe fondamental de la
dynamique appliqué a la caisse ou de I'applicadioiormalisme de Lagrange.

Il est également possible de considérer dans lawnogntral I'ensemble, déformable,
constitué par le chassis et les masses non susgndans ce cas, les entrées du noyau
central sont les actions mécaniques exercées s@nsemble ainsi que la position verticale
du point de contact roue-sol pour chacune des roles sorties sont les variables
cinématiques qui lui sont associées. Il est a ngél y a autant de variables cinématiques
associées a un ensemble que de degrés de libedét gmsemble. Pour I'ensemble masse
suspendue — masses non suspendues, en généraleggize de libertés sont pris en compte.
Ces degrés de libertés correspondent aux six ddgriiserté de la masse suspendue auxquels
s’ajoutent quatre degrés de liberté en translataticale des masses non suspendues (degrés
correspondant au battement de roue), quatre degréberté en rotation correspondant a la
rotation des roues autour de leurs axes de réwaluthinsi que deux degrés de liberté
correspondant au braquage des roues avant.

Autour du noyau central s’articulent les modéles ddférents organes du veéhicule
(figure 4.3) tels que la direction, les suspensidassysteme de freinage, le groupe moto-
propulseur, etc... La modélisation de chacun de mganes n’est pas développée ici.

La finesse de la modélisation adoptée pour le naentral conditionne de fagon
importante la qualité du simulateur et son domaleevalidité. Le noyau des simulateurs
comporte généralement un modele quatre roues,cuaques raffinements. Il est cependant
possible d’employer des modeles plus complexestgllsqu’a 38 degrés de liberté tels que

2 Sont appelés «degrés de liberté » les mouvenmesépéndants possibles entre un solide et un airrsolide
dans I'espace, non contraint par des liaisons d\zdres éléments, posséde six degrés de liberté.
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ceux développés dans [Venture, 2003]. Il y est @séda modélisation d’un véhicule par un
systeme multicorps de 42 solides (figure 4.4).

Conducteur Ji;cmrc’
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Figure 4.3— Exemples d’architectures d’un simulateur de veélgcul
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Figure 4.4 —Modele a 38 degrés de liberté proposé dans [VeriGte

Il est a noter que des modéles trés complets, bas&galement sur le formalisme
bond-graph, ont été proposés ([Margolis, 2001]).

4.2.2.1 - Exemple d'un modéle classique a quatraes
4.2.2.1.1 - Présentation du modele

Le modele a quatre roues (figure 4.5) est fréquemnndis€, notamment a des fins de
validation, comme par exemple dans [Kruczek, 20dsk, 1998]. Ce modéele est constitué
de cing solides supposés indéformables. Un presoiate représente I'ensemble des masses
suspendues, c'est-a-dire les éléments du véhicole kB poids est supporté par les
suspensions : chassis et son habillage, bloc ma@&ges, passagers, etc. Les quatre autres
solides représentent les masses non suspendussa-diee les éléments dont le poids est
supporté directement par les pneumatiques sangrppas I'intermédiaire des suspensions.
Les masses non suspendues comportent notammentitss les piéces mécaniques assurant
la liaison des roues aux chassis, les élémentsaadgda direction des roues, etc. Les masses
non suspendues sont séparées en quatre solides Iselo localisation par rapport a
I'ensemble du véhicule. Une convention largemermipée consiste a numéroter les masses
non suspendues de 1 & 4 en commencant par lessmamsesuspendues situées a I'avant
gauche du véhicule (numérotées 1), puis par I'adamit et I'arriere gauche et en terminant
par I'arriere droit (masses non suspendues nunesdie

Les masses suspendues sont reliées aux massasspendues par l'intermédiaire des
suspensions, éléments déformables dont la madieegtie sont supposées nulles car déja
prises en compte en partie dans les masses suggentien partie dans les masses non
suspendues. Les suspensions peuvent, elles atiesnuinérotées de 1 a 4 selon la méme
convention que celle utilisée pour les masses n@pendues. Les pneumatiques lient les

- 166 -



Chapitre 4 Modeles de validation et modeles de synthése

masses non suspendues a la route. Ce sont demntdéd@dormables, de masse et d’'inertie
supposees nulles car déja incluses dans les mamsasispendues.

Z23(1)
T/ zgft) I
D) L In( ()
;F'_':_:;I?!' Z22(T)p /

WD 2050 P L)
[~

_TZ Z2(t) »@t

Zo2(t)

Za(t)

Droite

Figure 4.5 —Modéle a quatre roues ou les éléments déformablegpénsions et
pneumatiques) ont été remplacés par des spheres

Le modéle & quatre roues proposé ici comporte bfédede liberté: 6 degrés de
liberté pour le mouvement de la caisse dans I'esdas masses non suspendues ont chacune
un degré de liberté de translation verticale, agees possedent toutes un degré de liberté en
rotation autour de leur axe de révolution, les soagant possédent chacune un degré de
liberté correspondant au braquage.

Il est & noter qu’il est possible de considéreraétipde ce modéle des véhicules a
quatre roues directrices de fagon similaire a d¢eegjufait avec un modele plus simple comme
dans [Ellouze, 2001].

Le modele a quatre roues est tres frequemmenséilour uniguement I'étude de la
dynamique verticale d’un véhicule. Dans ce caslss&ept degrés de liberté sont étudiés : le
pompage de la caisse, son tangage et son rouliss ejuatre déplacements verticaux des
masses non suspendues.

Quoigu’il en soit, les égquations dynamiques assscaél comportement de ce modeéle
apparemment simple sont loin d’étre triviales etst nécessaire d’étre trés rigoureux quant
aux hypotheses formulées pour leur obtention. Eetefres généralement de nombreuses
hypotheéses sont formulées implicitement afin d’abtdes formes simplifiées des équations.
L’objet de la partie suivante est de mettre en @&we ces hypotheses par une application
rigoureuse a l'aide des torseurs et du formalisikeldr-Lagrange. L'objectif plus large est

de montrer la difficulté a établir un modele rigeux pour un systeme aussi complexe qu’un
véhicule automobile.

En général, le principe fondamental de la dynami@rieD) est choisi pour écrire les
équations correspondant au modéle quatre roueen@apt, le principe fondamental de la

% La notion de degré de liberté est & comprendmene® mouvement indépendant possible. Dans le schérza
figure 4.5, les degrés de liberté correspondartiraquage des roues avant sont des entrées du mathidele
et sont considérés comme des parameétres de dditdegré de liberté n'est donc pas forcément un éta
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dynamique ne peut étre utilisé que si la cinématiegt précise, c'est-a-dire que si les liaisons
entre les solides sont détaillées. Cela n'est pasat avec le modele quatre roues présenté
figure 4.5. Le fait de ne pas disposer d’informatiprécise sur les liaisons entraine
inévitablement des simplifications notamment sumpdssition des points d’application des
efforts. En effet, le principe fondamental de |lanayique s’applique sur un solide ou un
ensemble de solide ne possédant pas de mouventadiftentre eux. Pour le modéle quatre
roues, I'application du PFD consiste a isoler sssisement la masse suspendue et chacune
des masses non suspendues. Pour chacun de cests]éimest nécessaire de faire un bilan
des actions mécaniques exercées par I'extérieutessolide considéré. Le bilan doit faire
apparaitre pour chaque action mécanique sa direg@norme et son point d’application. A
partir du modele quatre roues présenté figureikmBest pas possible d’arriver a ce niveau de
détail. Les actions mécaniques exercées par lgessi®ns sur la caisse comportent une
composante que I'on peut considérer verticale (memgndrons sur cette hypothése par la
suite) et des composantes suivant les axes lomg#uxl et transversaux du vehicule,
composantes qui permettent de mettre en mouversewéHicule. Afin de déterminer ces
composantes, qui ne sont pas égales aux effortgitloinaux et transversaux des
pneumatiques, il est nécessaire de connaitre parfant la géométrie et les liaisons entre les
pieces participant a la transmission de ces efthrtgneumatique a la caisse.

Pour cette raison, nous proposons, dans la suieritire des équations de
comportement du véhicule quatre roues par le fasm& de Lagrange. Celui-ci est mis en
ceuvre a l'aide de la représentation sous formemeurs des champs de vecteurs. Le lecteur
peu familiarisé avec cette représentation tressicjae en mécanique trouvera en annexe | la
définition des notions nécessaires.

4.2.2.1.2 - Paramétrage du modéle en vue de I'epptin du formalisme de Lagrange

La premiere étape nécessaire a tout probleme damoege consiste a mettre en place
un parameétrage adapte, c'est-a-dire a introduseejgeres liés aux solides et des parametres
a la fois géométriques et cinématiques. Les parasmigeomeétriques permettent de décrire la
géomeétrie du systéme en positionnant les uns papraaux autres les points importants. Les
parametres cinématiques correspondent aux degiésedé entre les solides.

Le premier repére qu’'il convient de mettre en plesieun repére de référence, fixe par
rapport a la terre. Ce repere est désigné paita R4 Il est constitué d’un triedre orthonormé
direct (7(0 Yoo 20) tel que Z,soit vertical vers le haut.

Il convient ensuite d’associer un repére au ché@igjare 4.6). Le repére chassis
Og(%s, Vs, 25) est orienté de tel fagon que I'axg correspond a I'axe longitudinal de la

caisse. Il est orienté de I'arriere vers I'avariaixde Z. correspond a I'axe vertical de la caisse,
il est orienté du bas vers le haut. L’ayg correspond a I'axe transversal de la caissetil es
orienté de facon a ce que le trié(ﬂfg, yG,ze) soit direct. L’origine G du repére chassis est le

centre de gravité de la caisse. Le repére chéasispositionné par rapport au repere global par
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trois anglesy, ¢, ety, qui désignent respectivement le roulis, le taegagle lacet de la
caisse. Ces angles ont été définis par la SociétyAuwtomotive Engineers (SAE)
[Gillespie, 1992]. Afin de bien comprendre ce geprésentent ces angles, il est nécessaire
d’introduire un repere supplémentaire.

Le repére routeZlR(Y(R, VR,ZR) a pour origine la projection suivant I'axg sur le plan
(7(0,370) du centre de gravité de la caisse, G. L'@eest confondu avec l'axg,. L'axe X,
(respectivement y;) résulte de la normalisation de la projection decteur X,

(respectivement, ) sur le plan(x,, , ).
Le repére chassis est obtenu a partir du repéte paw deux rotations successives. La

premiere rotation correspond a l'angle de tangggewutour de I’axey:. Cette rotation

—_— — —
!

engendre le repére(G,xG,yR,z). La seconde rotation est une rotation autour Zle

correspondant au rouli&é.

Figure 4.6 —Positionnement relatif des repéres de réféerencen@ar), route (en rouge) et
chassis (en bleu)

Enfin, a chacun des pneumatiques est associe arergp, (xpi  Voi» zpi) (i=1lad;j=
1 désigne le coté avant gauche,2 le coté avant droit,= 3 le coté arriere gaucheiet 4 le
coté arriere droit du véhicule). Les repéres demupratiques ont pour origine les points de
contact P entre les pneumatiqueset la route (figure 4.7). Le vected, est un vecteur
normeé, normal a la route au point de contactLB vecteurX, est tangent a la route,
orthogonal au vecteuz,, et dirigé suivant I'axe longitudinal de la royeorienté de I'arriere
vers l'avant. Le vecteuy,, est tel que le repere pneumatiqggi(xpi,ypi,zpi) Soit un repére

orthonormé direct.
Nous faisons ici I'hypothése simplificatrice que,arét, sur route plate, les vecteurs
Z,, sont colinéaires au vectedy, les vecteursx,, et y, €tant alors contenus dans le plan
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(zo,yo). Cette hypothése revient a supposer que, au régmspues ne possedent pas de

carrossage. Cette propriété peut étre obtenualéolta conception du véhicule par la cotation
dimensionnelle des trains.

Les parameétres a introduire correspondent auxl&iimss de la caisse dans I'espace.
Le centre de gravité de la caisse G peut étre égquaarrapport au repére global par

0G= X %+Ys Yo +Z5 2, (4.1)

ou Xg, Ys, et Zg sont les coordonnées du centre de gravité damepkere de référence.
Cependant, ce paramétrage n’est pas le plus judicians les calculs, ni le plus utilisé, étant
donné gu'’il ne représente aucune grandeur mesusablée véhicule réel. En général, les
vitesses du centre de gravité par rapport au regpebal sont introduites :

Ve,cir, =ViXs TV, Y +V, 75, 4.2)

ou Vy, Vy, V, représentent respectivement la vitesse longitlelida véhicule, la vitesse
transversale et la vitesse de pompage.

Yo

Figure 4.7 —Positionnement des reperes pneumatiques par ragporepere de référence et
au repeére route

Dans la suite du document, pour alléger I'écritdes équations, les dérivées des
coordonnées du centre de gravité sont remplacées,pd, V.. Les formules de passage de

I'une de ces notations a l'autre sont :
Y,

dy; Lo dZg
it cosp siny ot sing, (4.3)

V, :% cosp cogy +
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V, = d;iG (sin@ sing cosy — cos siny)

+ d;(f (sin@ sing sinw + cosd cosy) (4.4)
+ Old—ZtG sind cosp

et

V, = d;(tG (cosd sing cosy - sind siny)

+ ddltG (cosf sing siny — sin@ cosy) . (4.5)

+dd_ZtG cosf cosp

Les points d’attache des suspensions peuvent éb&rés par rapport au centre de
gravité de la caisse. Soient,M,, Az, A4 les points d’attache des suspensib, 3 et4 sur
la caisse. Ces points sont repérés par :

GA, = Ly(t)x; +1,(t) ¥ . (4.6)
GA, = L,(t)x +1,(t)¥s (4.7)
GA, = ~Ly(t)xs +15(t) s (4.8)
et GA, =L, (t)xs ~14(t) s . (4.9)

ou lesl; représentent les demies voies du veéhicule etjlesprésentent les empattements.

Pour se placer dans le cas le plus réaliste pessies distances sont supposées pouvant étre
toutes différentes et variables dans le temps.

Les centres de gravité des masses non suspei@ygspeuvent étre positionnés par

rapport au centre du repére de référénce

—_—

OGMNS1 =XeXo ¥ Yo Yo + L Xz + |1 Yr * Zal(t)ZO , (4.10)
OGMNS2 = XX tYs Yo t L, Xg = |2yR + Zaz(t)zo 1 (4.11)
OGMNS3 = XG Xy +YG Yo~ l—3 Xg * |3 Yr 7 Za3 (t)zo (4-12)

“ D’autres paramétrages, en apparence plus singiepsssibles. L'intérét du paramétrage introctiiest qu'il
permet de retrouver une forme bien connue pourudign de la dynamique verticale des masses non
suspendues.
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et

OGyns, = XX + Y5 Yo — Ly Xz =l,ye + Za4(t)20 ) (4.13)

ol lesz, (t) représentent la hauteur des masses non suspendues.

Il est important de noter que les centres de gFraldis masses non suspendues ne sont
pas toujours situés au droit des points d’atta@sestispensions. Ce n’est le cas que lorsque le
véhicule n’a ni roulis ni tangage.

Le point de contad®; entre le pneumatiqueet le sol est supposé étre a la verticale du
centre de gravité des masses non suspendues :

Guns P = (1o +d, (1) 7., (4.14)

s, P = (1o +d , (1)) 25, (4.15)

GMNS,3 P = _(ro + dp3 (t))z (4.16)
et

s Ps = (1o +d., (1)) 7, (4.17)

ou ro est le rayon sous charge des pneumatiques lotequhicule est immobile et ad,
correspond a la déformation du pneumatique altitude z,, par rapport au repére de
référence, du point de contact entre le pneumatigtiée sol peut également étre introduite :

OP.z =2z,. (4.18)

Une fois tous ces parameétres définis, il est ptssibappliquer le formalisme de
Lagrange au modele a quatre roues afin de détermeméquations du mouvement.

4.2.2.1.3 - Application du formalisme de Lagrange

Les équations de Lagrange, obtenues a partir dicipe des puissances virtuelles,
peuvent, dans leur utilisation la plus fréequenteg @résentées comme des « tranches » du
théoréme de I'énergie cinétique dans lequel onitagéparé la contribution de chacun des
«p» variables cinématiques du systéme. Ces tranébrmsent un ensemble de pw»
égquations possédanip« inconnues.

Les équations de Lagrange peuvent donc étre cagsgl€omme une extension du
théoreme de I'énergie cinétique pour les systéenoed h cinématique est décrite par plus
d’'un parametre [Chevalier, 1996].
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Dans le cas d’'un systemeconstitué de plusieurs solid&g I'équation de Lagrange
relative au parametigg pour le systemg s’écrit de facon générale :

ATk | _ Tk _ (5 jen
dt{ oq, } dq =Q(E - Z/Ry)+ j;lQ.(S; - §)+ s (4.19)

Dans cette equation; désigne le déplacement généralisiél systemeg désigne le
flux généralisé (dérivée par rapport au tempsjdeette notation étant largement utilisée par
la suite), Ty, représente I'énergie cinétique du systéinen mouvement par rapport au
repére galiléerRs. Q (f - Z/RG) est un coefficient énergétique représentant bactles
efforts extérieurs ayant un effet sgr. Q (Sj o SK) qguant a lui, est un coefficient

énergétique représentant les effets sur le te&pmees efforts internes au systéemeEnfin,
Aa est appelé multiplicateur de Lagrange, il tradigkistence de liens entre les différents

parametresj. Si lesg; sont tous indépendantda, est nul.

L’énergie cinétiquel; du systeme est la somme des énergies cinétiqudsadan des
éléments, soit :

TZ = TMS +TMNSl +TMNSZ +TMNSS +TMNS4 ! (420)

ou Tys représente I'énergie cinétique de la masse suspertTyns;, | allant de 1 a 4,
représente I'énergie cinétique des masses nonrslisps.

L’énergie cinétiqueTys de la masse suspendue peut étre calculée commielta
moiti€é du comoment entre le torseur cinétiqee,, de la masse suspendue dans son

mouvement par rapport au repére globglsRpposé galilééret de son torseur cinématique

4

7.1r, - L€ torseur cinétique”, . peut s’exprimer, au centre de gravité de la casse:

M.V,
ﬂcmﬁ{ ° G“"} , (4.22)
G

Occir,

ou Mc désigne la masse de la caisse etmit,, est le moment cinétique de la masse

suspendue dans son mouvement par rapport au Igpbed R.

Le moment cinétiquer; ¢, S'exprime :

Occir = le Qc/R0 ) (4.22)

® |l est montré dans [Chevalier, 1996] que I'erreommise lors de cette approximation est inférigut@b.
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ou lc designe la matrice d'inertie de la caisse expriméeentre de gravité @), désigne

le vecteur instantané de rotation de la caissg’egprime conformément a la définition des
angles de tangage, roulis et lacet :

Qo =0 ([1)2+ 4 () v +6(t) %, - (4.23)

Le calcul du moment cinétigue de la caisse donmé&rgéement lieu a la formulation
de deux hypotheses.

Hypothese 1
La matrice d’'inertiel ¢ de la caisse est de la forme :

l, 0 O
le=| 0 1, O], (4.24)
0 0 I

lorsqu’elle est exprimée dans le repére lié a |38mDG(G,>?G,§/G,ZG)- Cette hypothése

revient a supposer que les axes du repére véhmuie les axes principaux d’inertie du
véhicule.

L’expérience dans ce domaine [Brossard, 2006] seggkitot d’utiliser une matrice
de la forme :

ICx O Isz
le=| 0 Iy, O |. (4.25)
Isz O ICZ

Toutefois, dans la suite de ce document, c'esotené simplifiee de I'expression
(4.24) qui est utilisée pour des raisons de sintglic

Hypothese 2
En général, le vecteur instantané de rotation esisidéré égal a :

Qcin, =W 2+ 9 Yo +6% - (4.26)
En réalité, d’aprés les définitions adoptées, aters est égal a :
Qcp, = (9 -y sin¢)x2
+ (¢ cosd + ¢ cosg sin(6)) v - (4.27)
+ (i cosp cosd - ¢ sinb) z,

L’approximation de I'’équation (4.26) revient doncsapposer que les angles de
tangage et roulis restent faibles.
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Ces deux hypothéses conduisent a écrire le tocgsétique sous la forme

M. M. x. +V.y. +V z.
Crpr = .C_@XXGJr yYe ZG_) . (4.28)
leexG+|Cy¢yG+|Czsz G

Le torseur cinématique exprimé au point G est dgfn :

e ot -
G G

VG,S/P0 VXXG +Vny +VZZG

L’énergie cinétique de la masse suspendyeest donc donnée par :

1 .
Tos :E[MC (\/X2 +vy2 +v22)+ Iy &7 + 1, 9% + |CZ¢/2] . (4.30)

La suite des calculs peut étre menée de facon asimilAfin de ne pas alourdir
inutilement cette partie, le développement desutalet les hypotheses introduites sont
reportées en annexe 2.

4.2.2.1.4 -Bilan

Finalement, I'écriture des quatorze équations dgdrege relatives au 14 variables du
systeme (seize degré de liberté auxquels sontnoktés les angles de braquage qui sont
imposés par I'environnement du systéme) conduitnhasystéme de quatorze équations a
qguatorze inconnues décrivant le comportement dtesys en fonction des entrées choisies
(efforts suspensions, efforts verticaux de la chéesur les pneumatiques, etc) :

- dynamique de translation longitudinale
(Mc + 2an$l + 2anss)vx -2¢ Il (ang + anss)
= (Fyy, + Fys, ) 0SB, = (F, + F o) SINB, + o + Frpe » (4.31)

aéro

_%pair Cx Sf V ’

- dynamique de translation transversale
(MC + 2ans]. + 2an$3)vy _2¢/ I‘1 (ani + anSB)

. , (4.32)
= (':x;a1 * Fsz)S'nﬁl + (prl * prz) CoSf, + Py + Fopg
- dynamique de translation verticale de la masspenudue
M cvz =-M c9+ Fsus;i + Fsus;ﬂ + FsusrB + Fsusm , (4-33)
- dynamique de translation verticale des 4 massesuaspendues
Mynst Za = "Myna9 +F, pl Fsusp. ) (4.34)
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Mynst Zaz = M yna9 +F, p2 Fsuspﬁ 1 (4.35)
Munss Zas = "M ynss9 +F; p3 Fsus;ﬁ (4.36)
et
Munss Zaa = ~"Myunss9 + F, pa Fsuspa 1 (4.37)
- dynamique de rotation en tangage
, 1
ICy¢:_ Ll(Fsusp. + Fsuspz)+ LS(FsuspS + Fsusptl) + Epair ZG Cx Sf Vaéro2 ' (438)

- dynamique de rotation en roulis
e, ézll(FSUSli + Fsusrz)+ |3(Fsusp3 - Fsuspa) ’ (4.39)
- dynamique de rotation en lacet
[, + 20 maz + 2l imsaz + 2M g (12 + L2 )+ 2M s 157 + L2)|
=2[Mypgh * Minsala] Vi =2 [M g L + My L]V,
+2lsz B = Fy (LisinB, —I,cosB, )+ F, (I;sinB, + L, cosp, ) ., (4.40)
+ Fxpz(Llsin,Bl + Ilcos,Bl)+ Fxﬂ (—Ilsin,Bl + Llcos,Bl)
“F s R L+ B L+ R L+ M+ M, + M + M,

- dynamique de rotation des 4 roues

s @ =Croon = Fxpn ' (4.41)

lynst @ =Crror — Fypa I (4.42)

| nss C‘% :CmoB - FXp3 r (4.43)
et

lynss W =Cro — Fapa T - (4.44)

Douze hypothéses ont été formulées pour arrivee dysteme. La justification de
I'introduction de ces hypotheses est donnée enxanPeElles sont rappelées dans le cadre de
ce bilan.

Hypothese 1
La matrice d’'inertie ¢ de la caisse est de la forme :

lec, 0 O
le=| 0 1y, O], (4.45)
0 0 I

lorsqu’elle est exprimée dans le repére lié a la caisse. Cette hypothése revient a supposer
que les axes du repére véhicule sont les axesipaux d’'inertie du véhicule.
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Hypothese 2
En général, le vecteur instantané de rotation esiscdéré égal a :

Qc/r, =wi+¢%+9g- (4.46)

Hypothese 3
Les vitesses de variation des voies et empattensamts supposées négligeables
devant les autres termes.

Hypothese 4
La forme générale de la matrice d’inertie des massen suspendues, exprimée dans
le repére pneumatique 1, est donnée par

I MNSLx O O
lws=| 0 lugy O |- (4.47)
0 0 I MNS1z

Hypothese 5

Le vecteur instantane de rotatid,.q,, Peut étre suppose egal a :

Q\nsi/r, =Lz tw Y, Yz, (4.48)
ou B, est I'angle de braquage des roues avant gauchepouest leur vitesse de rotation et

ou y,, désigne I'axe de rotation des roues.

Hypothese 6

Les efforts aérodynamiques sont modélisables patorseur appliqué au centre de
gravité de la caisse G. Dans [Venture, 2003], les¢éar des efforts aérodynamique est
proposeé sous la forme

- %pair Cx Sf Vaéro2 ;G>
{7 =1 1 o (4.49)
Epair ZGCX Sf Vaéro Yo

G

avec p,, la masse volumique de l'air supposée constantégate a 1,225 kgfn S la

surface frontale du véhicule e @ coefficient de pénétration dans I'air.

Hypothese 7

Les actions mécaniques provenant du groupe motofsepr ou du systéme de
freinage peuvent étre considérées comme des aati@aaniques extérieures. En réalité, il
s’agit d’actions mécaniques internes a notre systémtude. Cependant, les étudier comme
telles nécessiterait la prise en compte des él&ndatla chaine de transmissions (boite de
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vitesse, différentiel, etc) et du systeme de fggn@triers notamment). Cela fait I'objet d’un
développement rigoureux (et complexe) dans [Braksz006].
De plus, ces actions mécaniques peuvent se raraerterseur

| o
{TCmotﬁ roug } - { Cmog TpI} . (450)

GMNSi
Hypothese 8

Les actions mécaniques exercées par la suspensiamla caisse du véhicule peuvent
étre représentées par le torseur

{TSuspLCaissJ = {Fsuﬂ)izo } . (451)
0 A

Hypothese 9 :
La vitesse du point d’attache de la suspensionlesrmasses non suspendues est
identique a la vitesse du centre de gravité dessemBon suspendues.

Hypothese 10
Les angles de braquage avant sont égaux.

Hypothése 11
Les masses suspendues avant ont des caractérssguéaires (masse et inerties). Il
en est de méme pour les masses suspendues arriere.

Hypothese 12
Le véhicule est symétrique droite-gauche, par cpmesit les empattements et les voies
sont identiques a droite et & gauche.

Les équations présentées ci-dessus permettentndéruice le noyau d’'un modéle de
validation globale qui est utilisé dans le chap&irpour la validation du comportement de la
suspension CRONE hydractive. A ce noyau, il s’ajjassocier des blocs décrivant le
comportement des organes du véhicule.

4.2.2.2 - Conclusion sur les modéles de validation

Généralement, les modeéles de validation supposims un premier temps, une
cinématique tres sommaire du veéhicule. Des messuedanc d'essais permettent ensuite
d’enrichir le modele a l'aide de tables (LUT : Loblp Table) comprenant les variations des
grandeurs caractéristiques telles que la voie,datement, le carrossage, etc, en fonction des
débattements des suspensions et de la positiom deéiaillere de direction. Ces tables
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tiennent compte aussi bien de la cinématique @sstrimposée par les différentes liaisons
entre les éléments, que de I'élastocinématique.

L'élastocinématique désigne l'ensemble des phénemdiés, d'une part, a la
déformation intrinseque des piéces constituantram tde véhicule et, d’autre part, a la
présence de cales viscoélastiques utilisées enytegiement de liaison filtrant entre le train
et le chassis. L'élastocinématique introduit defoméations supplémentaires difficiles a
modéliser simplement, c’est pourquoi elles sorsg®ien compte uniqguement au travers de
tables.

Les déformations liées a I'élastocinématique saen Imoins importantes (sur le plan
cinématique) que les déformations liées aux liasprincipales des pieces du veéhicule.
Cependant, I'élastocinématique engendre des gitefeis non négligeables, principalement
lors des situations extrémes du véhicule (freirdigegence, virage serré a vitesse élevée...).
C'est pourquoi un modele de validation se doit dmirt compte des effets de
I'élastocinématique.

4.3 - Modeles de synthese

Au contraire, les modeles de synthese utilisés darmsadre des fonctions chassis
(direction, freinage et suspension) se limitentveol & une géométrie et une cinématique trés
simples ne tenant pas compte des déformationségpar I'élastocinématique.

4.3.1 - Exemple d'illustration : la suspension deéhicule

4.3.1.1 - Quelques éléments technologiques

Les suspensions de veéhicule sont essentiellemerdtit@es d’'un élément capacitif
(ressort métallique ou ressort a gaz) et d’'un éerdessipatif (amortisseur). La figure 4.8
présente deux suspensions avant, 'une métalliGugre hydropneumatique (appelée encore

oléopneumatique).

1. Spheve.

2 Liguide sous pression.

3. Amortisseur.

4. Ariivée de liquide hydraulique

(b)
Figure 4.8 —Exemples de suspensions avant :
meécanique (a) et hydropneumatique (b)
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Les ressorts de suspension des véhicules de taudsms leur domaine nominal de
fonctionnement sont linéaires (ou quasi-linéairairples ressorts a gaz). Par contre, les
amortisseurs sont volontairement non linéaires dénimiter pour les grandes vitesses de
débattement I'effort transmis par I'amortisseur & daisse. La figure 4.9 présente un

amortisseur de suspension hydropneumatique etraetéastique pression-debit non linéaire.

40 =

30 //
20 ,/
5 10 /
=
‘% 0
0
e
a 10 /
20 e
30 /’ /
1. corps 2. clapets 3. entretoise -40
4. trou de fuite 5. rivet 6. trous calibrés 50 40 30 20 10 0 10 20 30 40 50

Débit (Iimn)

@) (b)
Figure 4.9 —Amortisseur de suspension hydropneumatique (a)
et sa caractéristique pression-débit non liné4bg

4.3.1.2 - Présentation du modeéle quart de véhicule

Le modele de synthese le plus utilisé pour la cptime de suspension est sans aucun
doute le modele quart de véhicule présente figure. 4

fo(t) T ,Tz\ Caisse

A
Suspension
Zaz(t
Mlj_ Roue

ky by Pneumatiqu
— Za (1)

Za0(t)

S

Figure 4.10 —Modéle quart de véhicule pour la conception dgeansion

Ce modele est utilisé pour I'étude de la dynamigeréicale d’'un quart de véhicule. La
caisse du véhicule y est représentée par une rivgsse translation verticale par rapport au
centre roue, lui-méme en translation verticale mport a la route. Les masses non
suspendues sont modeélisées par une nmidssiont le centre de gravité est confondu avec le

centre roue. La position verticale de caisse pppaod a un référentiel arbitraire (référentiel
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fixe et supposé galiléen) est désigregt). z.i(t) et zo(t) désignent respectivement la position
verticale du centre roue et la hauteur du pointatgact pneumatique-chaussée par rapport au
méme référentiel.

La raideur verticale équivalente du pneumatique rege k;. Son coefficient de
frottement visqueux est notg. Le comportement vertical du pneumatique est Ssfpo
linéaire dans la plage de fonctionnement considérée

Un effort notéfy(t) représente les actions extérieures appliquéesiat de véhicule,
comme par exemple les reports de charge conséautifactions du conducteur.

Les sollicitations exercées sur la quart de vékRiqduvent étre classées selon leur
origine : sollicitations route ou sollicitationsratucteur. La figure 4.11 illustre ces deux types

de sollicitations.

Sollicitations
0
Conducteur ’\\:*
| \ ..,__‘\\[

Freinage

Revétement routier

Obstacles isolés
bosses et nids de poule

Virage

Figure 4.11 -llustration des deux principales catégories ddisibations appliquées au
véhicule

Le modele quart de véhicule permet I'étude simgian

- du confort, lié & la physiologie du corps humain

- de la tenue de route, caractérisée par l'aptiueeposséde le véhicule a suivre une
trajectoire imposée par son conducteur.

Il peut étre utilisé aussi bien pour la conceptilensuspension d’'un essieu avant ou
d'un essieu arriere et quelle que soit la techrielagilisée (suspension mécanique ou
hydropneumatique). En effet, il repose sur I'hygsth que I'ensemble masses suspendues —
masses non suspendues a un mouvement principalenetital, les déformations
horizontales de cet ensemble pouvant étre négligeette hypothése est confirmée par de
nombreux travaux qui montrent que pour les archites les plus courantes de suspension
(suspensions Mac-pherson et suspensions a bras) ties variations de voies et
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d’empattements sont faibles devant les mouvemengsticaux ([Merlet, 1996],
[Makita, 1999]).

4.3.1.3 - Analyse du modele quart de véhicule

Les grandeurs d’intérét lors de la conception d’'sugpension sont :
- pour leconfort :
- proprioceptif, 'accélération verticale de la caisse, notégt) (il s’agit de limiter
cette accélération pour avoir un véhicule confdegpp
- visuel,le déplacement vertical de la caisse, rt, (moins il y a d’oscillations de
la caisse lors des régimes transitoires, plustécuée est confortable : notion de tenue
de caisse) ;
- pour lefonctionnement le débattement de suspension, rei) = z,1(t) — z.o(t) (il s’agit de
limiter le débattement de suspension afin de neatiasdre les butées mécaniques) ;
- pour latenue de routela composante dynamique des efforts verticaweld@pés par le
pneumatique (appuis au sol), nofgé). Pour faciliter 'analyse, cette composante pere &
réduite en la divisant par la composante statiquoat fy(t)/(M1+M2)g, ol g représente
I'accélération de pesanteur. Pour obtenir une boeamge de route, il est nécessaire de réduire
les variations de cette grandeur.
Dans le cas tres général représenté par la figur@ du aucune hypothese n’est
formulée concernant le type de suspension, I'deritdu principe fondamental de la

dynamique conduit au systeme d’équations :

{MZ 2o (t) = fo(t)+ fouspma(t) - M, g | (4.52)

Ml 2al(t): _fsusmMZ(t)+ fpneuaMl - IVll g

ou fsusmMz(t) représente I'effort exercé par la suspension sumésse suspendue et ou

f , est I'effort exercé par le pneumatique sur lesseasion suspendues.

pneu- M

L’étude de la position d’équilibre statique perrdetmontrer que le systeme (4.52) est
équivalent au systeme

(4.53)

{Mz 2,(t)= fo(t)+ f oo (t)

Ml 21(t)=_fs,?:qumz(t)"' fsneuﬁlvu,
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ol f%usp-m2(t) et f¢mewmi(t) désignent les parties dynamiques des efforts sigesision et
des pneumatiques, et z, désignent les positions verticales des massesugpendues et
suspendues par rapport a leur position d’équikbatique.

L’étude de ce nouveau systeme d'équation fait aipar des comportements
invariants et des dilemmes quel que soit le typsuspension considére.

La figure 4.12 issue de [Moreau, 1995] présente pests invariants et les
comportements asymptotiques invariants des diagesa gain des fonctions de transfert :

s*Z,(s R :
- Ha(s):#()) entre l'accelération de la masse suspendue et itkEsse
S
0

d’élongation du profil routier ;

H (s):ZL(S) entre le débattement de suspension et la vitegsendation du
T Vls)

profil routier ;

N

()

Vo(s)

- et Hy(s) = entre la déformation du pneumatique et la vitei&ongation du

profil routier ;
obtenus avec des suspensions passive (en vert)ctie aen bleu) pour lesquelles
w =1068rad/s et w, =39,7rad/s.

" point invariant  Hg,(®) (dB)

1er . . il
H, ((!))7 (dB) 7 1 pou}tr invariant

Hpx(o) (dB
20 01_(0)( )

20}

comportements invariant

Figure 4.12 —-Comportements et points invariants liés a une susipa de véhicule
(passif en vert, actif en bleu)

C. Yue [Yue, 1989] et J. K. Hedrick [Hedrick, 1998alement ont mis en évidence
I'existence de dilemmes indépendants du type deesisson considéré.

Le premier concerne l'accélération et la défororatiu pneumatique : pour les hautes

fréequences, le confort et la tenue de route ne g@u@tre simultanément améliorés. Par
contre, bien que cela ne constitue pas un dilerisent mis en évidence que, pour les basses
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fréquences, (et notamment au voisinage de la fraspupropre de la caisse), la tenue de route
et le confort peuvent étre améliorés.

Le deuxieme dilemme concerne la déformation du pragigue et le débattement de
suspension. En effet, 'amélioration de la tenuerdete entraine une augmentation du
débattement et accroit donc les risques d’atteiledréutées de fin de course qui générent des
chocs.

Enfin, le troisieme est relatif a 'accélérationat débattement de la suspension. I
traduit le fait qu'une amélioration du confort primgeptif entraine une augmentation du
débattement.

Afin de mettre en évidence ces dilemmes, le papigrauivant est consacré a I'étude
d’une suspension passive traditionnelle dont Iés1éhts sont supposés linéaires.

4.3.1.4 - Cas d’'une suspension passive traditiofmalux petites variations

La figure 4.13 représente une suspension passigeafmgue ou hydropneumatique).
La suspension est constituée d’'un élément capdo#sfsort ou sphere de suspension) de
raideur équivalentd, et d’'un élément dissipatif (amortisseur) de coddfit de frottement

visqueuxby.

fo(t) T M, caisse
k2§ L‘LJ b, suspension
My roue
1

k % TL by pneumatique

Figure 4.13 —Modéle quart de véhicule correspond a une susperEssive

Les équations régissant le comportement de ce msdat

M, 2,(t) =k, (2,(t) - 2. (1) + b, (& (1) - (1) + f, t) (4.54)
et
M, 2,(t) = =k, (2,() - 2, (t) -1, (2,(t) - 2. () + ki (=, 1) - z. (1)) + by (2 (1) - 2(t)) . (4.55)

A partir de ces équations, il est possible de metn évidence plusieurs
dilemmes concernant le choix des éléments de [zeggfon :

- une raideur de suspension importante favoriseedae de la caisse mais dégrade

l'isolation vibratoire (dilemme tenue de caisseelation vibratoire) ;
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- une raideur de suspension importante réduit Egatons de l'effort vertical du
pneumatique donc améliore la tenue de route mamente I'accélération verticale
de la caisse lors des franchissements d’obstatilesnfne confort - tenue de route) ;

- un coefficient de frottement visqueux importamnitiue le battement de roue et
améliore le confort visuel mais accroit I'accéléatverticale.

Afin d’illustrer ces dilemmes, des critéres peuv@iné définis pour qualifier le confort
visuel, le confort proprioceptif et la tenue deteodu véhicule. Dans [Moreau, 1995], des
criteres relatifs au confort proprioceptif, a lade de route et aux limites de fonctionnement
de la suspension sont définis a partir des répdnsggentielles du modéle quart de véhicule.

Afin de pouvoir utiliser les critéres dans le casla suspension est non linéaire, il
n'est pas possible de se baser sur les réponsgeefrielles. Une solution alternative consiste
a définir un critére a partir de la réponse temitméeun type de sollicitation. Des criteres liés
a la réponse temporelle pour caractériser le comimprioceptif et la tenue de route sont
définis dans [Fischer, 2003] dans le cas d’entpéemdiques.

Les critéres suivants peuvent étre utilisés :
- pour le confort lié au ressenti des accélérati@mtcales,

J, :;T[zz (7)]*dr, (4.56)

e o

ol zF' est la variation, par rapport a la position d'éiQue, de la position verticale de la

masse suspendue d’'un modele quart de véhiculddétemée ;
- pour le confort lié aux oscillations de la cajsse

3, = : [ 0)- 2. 0)] (4.57)

T[sz (r) -z (Z’X] “dr

ce critere permet de quantifier le caractére @doille de la réponse temporelle dans la
mesure ou il sera d’autant plus important que tasge verticale de la masse suspendue
change de signe fréquemment ;

- pour la tenue de route,

J, = 1 T[fz(r)]zdr, (4.58)

ou f,désigne I'effort vertical de la chaussée sur leupmatique, I'exposantef indiquant que
cet effort est obtenu a partir d’'un modele quanerde référence.
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La figure 4.14 présente la variation de ces troieres en fonction du coefficient de
frottementb, de la suspension utilisée dans un modele quarébdiewle dont les paramétres
sont les suivants :

M, = 255 kg,
M; = 36 kg, (4.59)
ko= 6 755 N/m,
ki= 170 000 N/m,
et pour une sollicitation route de type montéerdtdir. Sur cette figure, les trois criteres ont
ete multipliés par des coefficients (respectiventent3l,5, K=6,09, Kz=1.407), de facon a
ce que leurs valeurs varient entre 0 et 100 dapkage considérée.

100

T T T T
I ) I I
—___L I |
%0 | Jl\ | |
I I I I
80F---r - Y E
I I I I
) I L
. I I I I
H---+-—--+ -+ -———+--
"’ I I I I
e S B A R L
= I I I I
HESR/To ) S S-S
I I I
I | | |
L0 i R e e s A Bttt Rty
I I I I
ol -\ 01
I I I I I
I I I I
lOt: T T T
) I I I
1

0
0 1000 2000 3000 4000 5000
2

Figure 4.14— Variation des criteres;,JJ, J; normalisés en fonction du coefficient de
frottement visqueux

Cette figure met en évidence la présence de dilenamtge les trois criteres définis.

La figure 4.15 montre la variation de la somme destcritéeres en fonction du
coefficient de frottement visqueux. Le minimum dearitére global est de I'ordre de 0,94 et
est atteint pour un coefficient de frottement visggide 2980 Ns/m environ. La suspension de
référence est une suspension possédant un coeffagefrottement visqueux de 2418 Ns/m.
Ce coefficient correspond au linéarisé tangenb@ine de la caractéristique Force — Vitesse
de débattement de I'amortisseur arriere d’une &itrG5.
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1/3 (J1+J2+J3)

Figure 4.15 -Variation d’un critere global en fonction du coeféint de frottement visqueux

Une premiére réponse aux dilemmes énonceés etrdiust-dessus peut étre apportée
en utilisant des composants non linéaires.

Dans le cas d'une suspension hydropneumatique,plers de suspension et
I'amortisseur hydraulique sont des composants n@aires. Cependant, dans le cas de la
sphere, comme cela est montré dans le chapitreegt,non-linéarités, qui peuvent étre
qualifiées de « parasites » car ne résultant pas dhoix de conception, ont une influence
tres faible sur le comportement de la suspensiofingerse, 'amortisseur est un composant
dont la caractéristique est choisie volontairemeoin linéaire. La non-linéarité de
I'amortisseur est donc une non-linéarité que I'entpgualifier de fonctionnelle.

4.3.1.5 - Analyse d’'une suspension a amortisseun tioéaire

La caractéristique de I'amortisseur, présentéerdigul6, est a la fois non linéaire et
non symetrique en détente et en compression. Lasyimmétrie de cette caractéristique est liée
au fait :

- d’'une part, que vue du véhicule, la chausséespté9lus de bosses que de trous, en raison
du rayon du pneumatique ;

- d'autre part, que la perception du conducteurstnigas la méme suivant le sens de
I'accélération verticale subie.

La définition de cette dissymétrie par les congeurcs automobiles relevant plus du
savoir faire et de I'expérience que d'un réel cetebjectif, nous considérons dans la suite
uniquement des amortisseurs dont la caractéristicgié symétrisée.

De plus, il est a noter que cette dissymétrie emrdes phénomeéenes génants, tel que
I'enfoncement du véhicule lors du franchissemeanbstacles a profils harmoniques.
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Des simulations de la réponse d’'un modéle quavetieule a :
- des sollicitations route de type obstacle isolé ;
- des sollicitations route harmonique a la fréqeethe caisse (de I'ordre du hertz) ;
- des sollicitations route harmonique a la fréqeethe roue (de I'ordre de la dizaine de hertz) ;
- des sollicitations conducteur harmonique a lgdaehce de caisse ;
- des sollicitations conducteur a profil rectangrelécoup de frein ou accélération brusque)
permettent de montrer que la caractéristique nutrlre force vitesse de I'amortisseur peut se
décomposer en deux zones :
- une zone pour laquelle la vitesse de débatterasntcomprise entre -0,4 et 0,4 th.s
correspondant au domaine de contribution de I@sfte« caisse » en réponse aux sollicitations
conducteurs et route, d'une part, et de la vitessge en réponse aux sollicitations
conducteurs, d’autre part ;
- une zone pour laquelle la vitesse de débatteesmrinférieure a -0,4 ni‘ou supérieure a
0,4 m.§" et qui correspond au domaine de contribution deitesse roue en réponse aux
sollicitations route. La figure 4.16 représente @esx zones.

Caracizriztigues reelles avant et amiére
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Figure 4.16 -Domaine de contribution de la caisse et de la reuela caractéristique non
linéaire de I'amortisseur

Il est également possible de montrer que sur |Bgitadions route de type obstacle
isolé, les non-linéarités permettent d’améliorer clenfort visuel et proprioceptif mais
dégradent la tenue de route.

Afin d’illustrer cette affirmation, une loi (simpled’aide a la spécification des
amortisseurs est proposeée :

b
f,(v)=F, tan}{ Feq vj (4.60)

a0
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ou fa(v) est la force développée par 'amortisseur @ist la vitesse de débattement de la

suspensionk,o est la valeur vers laquelle tend I'effort dévelopaé I'amortisseur tandis que
begcorrespond au linéarisé tangent a 'origine dealactéristique force débattement. Pour un
beq donné, plus,, est élevé et plus la caractéristique de 'amortisse rapproche d’'une
caractéristique linéaire. La figure 4.17 Iillustreette caractéristique force-vitesse de
débattement pour plusieurs jeux de parametres.

‘ ‘ ‘ ; 2000
2000 ! AT
|
| |
1000 - / 1000
= 0 [ I —— €
S 1 1 g 0
w I I ]
| |
1000 T -1000
| |
-2000 4:7777:#7”7
: ! -2000 I
1.5 0.5 1 1.5 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5
Vitesse de débattement (m/s) Vitesse de débattement (m/s)
@) (b)

Figure 4.17 —Loi d’aide a la spécification pour les amortissetsglrauliques non linéaires
avec différents jeux de paramétres ((aF8000, (b) Fc=2000 )
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Figure 4.18 —Réponses temporelles obtenue a I'aide d’'un quaxtéthécule lors d’une
montée de trottoir (évolution de la hauteur de sai&) et (c) et de I'effort vertical
pneumatique chausseée (c) et (d) pour différents gieuparametres de la caractéristique non
linéaire de I'amortisseur @=2000 (a) et (b) et [=2000 (c) et (d))

Les figures précédentes illustrent le fait quedassle paramétrg,o augmente, c'est-
a-dire lorsque la non-linéarité diminue, le confdirninue mais les variations de I'appui au
sol augmentent. La figure 4.19 représente (en b&eogaractéristique réelle de I'amortisseur
hydraulique arriere d’'une citroén C5 et la carast@ue obtenue a partir d’'une optimisation a
iso-pondération du critére défini ci-dessus. Lempeetres obtenus par optimisation sont

D, = 2537 Ns/m
: (4.61)
F., =1657N
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Figure 4.19 —Comparaison de la caractéristique réelle d’'un atizseur arriere de C5 (en
bleu) et d’'une caractéristique en tangente hypado@ obtenue apres optimisation (en
rouge)

Avec ces parametres la valeur du critere est @&dleur obtenue pour ce critéere avec
la caractéristique de I'amortisseur réel est 0,64.

4.3.1.5.1.1 - Analyse d’'une suspension hydractive

La présence de non-linéarités permet de passee eettains dilemmes, mais ne
permet pas de tous les contourner. Une solutiorpléontaire consiste a introduire
différents états de suspension en fonction detlatsdpn de conduite. C’est le principe de la
suspension hydractive implantée sur la XM par @itren 1989 et qui équipe désormais la
Citroén C6.

La suspension hydractive Citroén possede un étaplesoet un état ferme. La
différence entre ces deux états est obtenue pdjotiaetion d’'une sphére de suspension
supplémentaire isolée ou connectée au circuit jpaiedmédiaire d'une électrovanne. La
figure 4.20 représente le circuit hydraulique d’saspension hydractive Citroén.

Caisse Caisse

S

Figure 4.20 —Circuit hydraulique équivalent d’'une suspensiodragtive en mode
ferme (gauche) et en mode souple (droite)
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La stratégie de commande est la suivante :
- sur route plate, en ligne droite et a vitessestante, lorsque que le conducteur n’agit pas, la
suspension est en mode confort ;
- dés que le conducteur agit sur les commandesiidpension passe en mode ferme. Elle
passe également en mode ferme lorsque les débatted® suspension sont supérieurs a un
seuif.

L’intérét de cette stratégie est montré dans Ipitteab.

4.3.1.5.1.2 - Suspensions semi-actives et actives

Le principe des suspensions semi-actives est diedd coefficient de frottement
visqueux de l'amortisseur en fonction des besolres.principe des suspensions actives
consiste a ajouter un élément actif a la suspension

Les suspensions semi-actives les plus classiquiesent un dispositif permettant de
faire varier la section de laminage d'un fluide sldiamortisseur. Ces solutions ont été
largement étudiées et il existe désormais des @weurs dont le coefficient de frottement
visqueux est continument variable. A titre d'iliaton, il est possible de citer le systéme de
contrle continu de I'amortissement de Sachs [Gaasa, 1999] qui est constitué d’'une
vanne proportionnelle permettant d’obtenir un &ownt continument variable de
I'amortissement avec des temps de commutationoderé de 11 a 40 ms.

Les derniers développements autour des suspensens-actives concernent
I'utilisation des propriétés magnéto rhéologiques fluides. Un champ magnétique permet
de faire varier la viscosité du fluide et donc leefficient de frottement visqueux de
I'amortisseur ([Kim, 2003]). Une production en séa été expérimentée avec le systéme
MRC (Magnetic Ride Control) en 2002 sur la Cadilbaville STS ([Gilbert 2002]).

® Cela revient a créer une boucle de régulationlinéaire, les débattements dépendant directemelat de
suspension.
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De nombreux travaux ont également été menés sususpensions actives. Les
actionneurs les plus étudiés sont hydrauliques @ample [Williams, 1997]), hydro
pneumatique [Moreau, 2001], pneumatique et élauioanique [Buckner, 2000]. La plupart
de ces actionneurs sont utilisés en combinaisom idssort de suspension afin de supporter la
charge statique du véhicule. L'inconvénient priatige ces systémes est I'énergie importante
gu’ils demandent.

Le tableau 4.1 résume les caractéristiques desessi®ms actives et semi actives
([Fischer 2003]).

Clhisalicetion of suspenmon sysiems. Naiumal meguences: fy budy and £ wheel

Eyslem System representstion Force range Operstion range  Aclustor/sensaor demamnd Mo emergy demand  Improvements compared Lo passive syslam
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Tableau 4.1- Classification des systemes de suspension

4.4 - Conclusion

La premiére partie de ce chapitre rappelle lescppaux modeles utilisés lors de la
conception d’une suspension et montre, au travedgdeloppement d’'un modele de véhicule
a quatre roues, la difficulté a établir un modekcs.

La deuxieme partie de ce chapitre, au travers wtdidation du modeéle de synthese
quart de véhicule, permet de décrire le contexies tiequel se situent ces travaux.

La figure 4.21 issue de [Fischer 2003] donne uassification des différents types de

suspension en fonction de I'énergie nécessaireeeladréquence a laquelle agissent les
dispositifs additionnels.
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external energy
slowly variable / adapiive

| ——
/L‘CI.I 1 3 30 b

passive manipulation frequency e
Figure 4.21 —Comparaison entre les suspensions passives, sgives, adaptatives et
actives

Les travaux développés dans ce mémoire s'intéresdeia conception d'une
suspension hydractive (qui se situe dans la fardile suspensions adaptatives) réalisée en
technologie hydropneumatique. La conception d'uredlet suspension nécessite la
détermination de nombreux parameétres technologidueeméthodologie CRONE, gréace a la
compacité de I'opérateur de dérivation non entipegmet de déterminer tous les parameétres
technologiques des composants a partir d’'un faiblabre de 4 parametres de haut niveau.

Les modéles présentés dans ce chapitre sont sitilegs le chapitre 5 pour la synthése
et la validation d’une suspension CRONE réaliséteelnnologie hydropneumatique.
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Vers la suspension CRONE hydractive

5.1 - Introduction

Une application directe des développements destobsiprécédents est la synthese et
la réalisation d'une suspension automobile. L'é@téde la suspension CRONE, qui assure la
robustesse du degré de stabilité vis-a-vis deswv@ains de la masse suspendue, en particulier
dans le domaine de I'automobile, a été mis en é@celelans le cadre de travaux précédents.
Ainsi, un prototype a été concu sur lequel la s&ion de la suspension CRONE a été faite
en technologie hydropneumatique avec un arrangepagatiele de cellules RC en série dont
les parameétres technologiques étaient distribuéarsi&ement [Moreau, 1995]. Si une telle
suspension est optimale vis-a-vis des sollicitatida la route, elle présente une moins bonne
tenue de caisse sur sollicitations conducteur, d®uconcept de suspension CRONE
hydractive. Cette suspension, a I'image de la suspe hydractive Citroén, présente un
mode souple, privilégié en I'absence de solliagiasi conducteur (favorisant ainsi I'isolation
vibratoire et donc le confort), et un mode fermévacdés l'apparition des sollicitations
conducteur (favorisant ainsi la tenue de routecgicda sécurité). L'acronyme CRONE est
conservé dans la mesure ou le mode souple assuneustesse de la tenue de caisse vis-a-vis
des variations de la masse suspendue.

Dans ce chapitre, une réalisation par un arrangeroascade de cellules RC en
gamma est proposée pour le mode souple de la |igpeBRONE hydractive. Dans le
secteur automobile, cette réalisation présenteatitage d’apporter un amortissement
supplémentaire en roulis. En effet, les arrangesneascade de cellules RC en gamma
comportent des amortisseurs hydrauliqgues tranawersantrairement aux arrangements
paralléles de cellules RC en série.

Dans ce chapitre 5, la synthese et la réalisaéipriechnologie hydropneumatique par
un arrangement en cascade de cellules RC identigmegamma, du mode souple d’une
suspension CRONE hydractive sont proposées a ldetemodeles présentés au chapitre
précédent. Pour cette synthese, les contraintesfigpés a I'implantation sur véhicule sont
détaillées.
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Préalablement a la synthése du mode souple despeeission CRONE hydractive, et
afin d’estimer ses performances, une suspensioréfdeence est tout d’abord définie et
analysée.

Dans un second temps, la suspension CRONE es#gadid’'aide du modele a 14
degrés de liberté dont les équations et les hypethde construction ont été présentées au
chapitre 4.

5.2 - Véhicule support

Le véhicule support de ce chapitre est un véhidatger de tourisme dont les
principaux parametres sont regroupés dans le 1ablda

Parameétres Valeur numérique
Masse suspendue 1400 & 1900 kg
Masse suspendue av. 889 a 1050 kg
Masse suspendue ar. 510 a 850 kg
Masse non suspendue av. 42 kg
Masse non suspendue ar. 36 kg
Voie av. 1.52m
Voie ar. 1.50 m
D§m|— empattement av. N _ 13122m
(distance centre de gravité - essieu avant)
Demi-empattement ar. 1.74a152m
Empattement total 274 m
Démultiplication angle volant/ angle de
1/16
braquage
Inertie de la caisse autour de I'axe x 430 & 580 kg.m?
Inertie de la caisse autour de l'axe y 1870 a 2550 kg.m?
Inertie de la caisse autour de I'axe z 2050 & 2800 kg.m?
Rayon des roues sous charge 0.3m
Inertie des masses non suspendues autour
: 1.1 kg.m?

de leurs axes de rotation
Raideur de la barre anti-dévers avant 50 600 Nm/rad
Raideur de la barre anti-dévers arriére 43 500 Nm/rad
Section équivalente des vérins de suspension 41510 m2
avant
Sep\uon équivalente des vérins de suspension 3510% m2
arriere
Qoefﬁment d amortissement visqueux 100 Ns/m
équivalent des pneumatiques
Raldgur équivalente des pneumatiques a 350 000 N/m
pression constructeur
Hauteur du centre de gravité a I'équilibre

. ; 0.58 m
statique pour la masse nominale
Coefficient de frottement au contact roue/sol | 0.8

Tableau 5.1 Principaux parametres du véhicule support
La masse suspendue maximale est obtenue en ajautantasse suspendue minimale

le poids de cing passagers, soit environ 400 kd0& kg de bagages. Sur ces 500 kg
supplémentaires, 340 kg (3 passagers et les bggamesajoutés sur I'essieu arriere et 160 kg
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sur I'essieu avant. La nouvelle répartition dessaagiéplace le centre de gravité du veéhicule
vers l'arriére et justifie ainsi la variation dasgattements, selon les relations :
L= May g = May (5.1)
MZ MZ
Les inerties du véhicule sont également modifiégadgvariation de la masse suspendue.

La faible variation relative de masse sur I'es@gant ne justifie pas la mise en place
d’'une suspension CRONE. En revanche, la variat@ative (+2/3) de masse sur I'essieu
arriere est suffisante pour justifier cette mise pace. Par la suite, la synthése d’'une
suspension CRONE hydractive n’est donc effectuée sy I'essieu arriere. L'essieu avant
est, quant a lui, équipé de la méme suspensiontpates les simulations effectuées dans ce
chapitre, a savoir une suspension hydractive ¢gieedécrite figure 4.20 du chapitre 4.

5.3 - Suspension de référence
5.3.1 - Présentation

Afin de pouvoir évaluer les performances de la saspn CRONE hydractive, le
choix d’'une suspension de référence est nécessaireuspension représentée figure ést
utilisée en tant que référence. Cette suspensimespond a la transposition a un quart de
véhicule de la suspension hydractive équipant ee $& vehicule dont les caractéristiques
sont données page précédente et présentée aurehBpitindice 1 correspond a la cellule
RC la plus proche du vérin de suspension. L'indice réfere a la sphere centrale de I'essieu
et aux résistances hydrauliques correspondantes.

C (0}

KR DICR
Figure 5.1 -Schéma hydraulique de la suspension de référence

Les parametres de cette suspension sont :
- pour les pressions de tarage des sphéres : RBbar et P02 = 22 bar,
- pour les volumes des spheres : VOO = 385 cm3é&t/385 cm3,
- pour les résistances hydrauliques, les coeffisiate frottement visqueux
équivalent (déterminés a partir de la linéarisattes caractéristiques non
linéaires des résistances hydrauliquds)= 1500 Ns/mb,= 1000 Ns/m.

Grace a la présence d’'une électrovanne Tout-Ou-Ri@R), cette suspension peut
fonctionner selon deux modes :
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- le premier mode dit confort ou souple, (figurg &)),
- le second mode dit ferme (figure 512) dans lequel I'électrovanne isole la
cellule centrale du reste du réseau de suspension.

Les diagrammes de Bode du transfert débit-presigarette suspension, obtenues aux
petites variations, pour les masses suspenduesnmedes et pour les deux modes de
fonctionnement, sont données figure 5.3. Les dénatiwins « mode ferme » et « mode
souple » sont relatives a la raideur statique édemnte de la suspension. En raison d’'une
sphére supplémentaire, qui ajoute de la soupletssuspension, la raideur de la suspension
en mode souple est plus faible qu’en mode fermec@eportement est analogue a celui
obtenu par I'association de deux ressorts en série.

C, G C,
) <R1 )) (R, R D€

(a) (b)
Figure 5.2 -Schéma hydraulique de la suspension de référence
en modes souple (a) et ferme (b)

250 T T T T 17117
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Figure 5.3- Diagrammes de Bode de la fonction de transfebitdgression de la suspension
de référence pour les deux modes (souple et fertpeur les valeurs extrémales des masses
suspendues
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5.3.2 - Performances de la suspension de référermluées par un modele de synthese
quart de véhicule

Pour I'analyse des performances de cette susperisiomodele de synthése quart de
véhicule présenté au chapitre 4 est, dans un prasemgs, utilisé. La représentation de ce
modéle est rappelée figure 5.4. A partir de ce nepdieux modeles peuvent étre déclinés,
I'un pour I'étude du comportement de la caissegmissllement aux fréquences proches de la
fréquence propre de caisse, et l'autre pour I'étddecomportement de la roue, sur les
sollicitations route essentiellement. Le premierdgle fournit de bonnes indications sur le
confort du véhicule, le second sur la tenue de.roue

caisse fo(r)[ m, [vz(r)zz'g(r)

suspension

roue m, Y (I) =z (I)

pneu ki % ‘vu(t): Z (I)

Figure 5.4- Modele quart de véhicule

5.3.2.1 - Analyse du confort

Le modele présenté figure 5.4 est assez représgehtatonfort du véhicule aux basses
et moyennes fréquences. A ces fréquences, la udisn la route et le modele quart de
véhicule se simplifie comme présenté figure 5.5.

m,

|
i)/ I v,(t)=z,(1)

Figure 5.5- Modéle quart de véhicule simplifié pour I'analyde confort basses et moyennes
fréquences

Le schéma fonctionnel correspondant a ce modélplifignest alors analogue a une
boucle de régulation a retour unitaire [Ramus, 2001

Les figures 5.6 et 5.7 présentent respectivemantlilBgrammes de Bode et les lieux
de Black-Nichols de la boucle ouverte de ce modekc la suspension de référence dans
différentes configurations : mode souple (HS), mtetene (HF), pour la masse suspendue
minimale (Mmin) et maximale (Mmax).
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Figure 5.6- Diagrammes de Bode en boucle ouverte
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Figure 5.7- Lieux de Black-Nichols de la fonction de trans@ar boucle ouverte du modele
guart de véhicule équipé de la suspension de nééérpour différentes configurations

Ces figures montrent que :

- le degré de stabilité est bien meilleur en maetené qu’en mode souple, traduisant
une plus grande résonance de la masse suspenchaersouple ;

- la rapidité est plus importante en mode fermeguhode souple ;

- l'isolation vibratoire est bien meilleure en mast®iple qu’en ferme ;

- laugmentation de la masse suspendue dégragetemances, aussi bien en terme
de degré de stabilité qu’en terme d’isolation Vibir.

Ces conclusions se retrouvent également dans d¢gsefi 5.8 et 5.9 présentant

respectivement les diagrammes de gain de la trasgmiabsolue du systéeme et les réponses
indicielles de la masse suspendue.
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10 I
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Figure 5.8- Transmission absolue : diagrammes de gain dustien \4(s)/Vi(S)
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Figure 5.9— Réponses indicielles de la masse suspendue

5.3.2.2 - Analyse de la tenue de route

L’'analyse de la tenue de route d’'un véhicule seerndans le cas d’'un modéle
d’analyse quart de véhicule a I'analyse du degrstaleilité de la roue, appelé encore tenue de
roue [Moreau, 1995]. En effet, la tenue de routpedd principalement des appuis du
véhicule sur le sol. Ces appuis sont liés a lard&ton du pneumatique via la raideur
verticale de celui-ci. Aux basses fréquences, [dadément verticak; (t) de la roue est tres
proche de I'élongatiom(t) du profil routier. Aux hautes fréquences (fréquens@périeures a
la frequence propre des masses non suspendues)mf@gortement de la roue dépend de la
suspension. A ces fréquences, le déplacemhide la masse suspendue peut étre considére
comme négligeable. Le modele quart de véhiculeadilire 5.4 peut alors se simplifier. La
figure 5.10 présente le modele simplifié issu dudele quart de véhicule pour I'étude de la
tenue de roue.
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Figure 5.10- Modéele simplifié pour I'étude de la tenue de roue

La figure 5.11 présente les diagrammes de gaim deniction de transfelt1(s)/\o(S)
obtenue a partir de ce modele simplifié préseigéré 5.10.

La figure 5.12 présente les diagrammes de gainette méme fonction de transfert
obtenue a partir du modéle quart de véhicule ptésdigure 5.4. Les différences
n'apparaissent qu'au voisinage de la fréquencerprde caisse.

20 S
— HS Mmin
HF Mmin
10 \ HS Mmax] |
Y \ - HF Mmax
| A\
O R R "‘,
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o -10
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e}
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-30
40
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Figure 5.11- Diagrammes de gain du transferi(¥)/Vo(s) issu du modele simplifié
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Figure 5.12- Diagramme de gain du transferi(8)/Vo(s) issu du modeéle quart de veéhicule
complet
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La figure 5.13 présente les réponses indiciellesadeue lors d’'un franchissement
d’obstacle avec le modele quart de véhicule éqgdeé suspension hydractive de référence
en mode souple (HS) ou en mode ferme (HF) pounksses minimale et maximale.

Ces réponses montrent que la tenue de roue estigileure en mode ferme.
18 -

” HS Mmin
1.6 HF Mmin
— HS Mmax|
‘f“ HF Mmax

1.4 F
12|]
\

\ N\ 7 7N a.
VAN PN S . B

1
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!
\
08
\

0.6

0.4

0.2y

0 L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
Temps (sec)

Figure 5.13- Réponses indicielles de la roue lors d’un frasskiment d’obstacle

5.3.2.3 - Analyse du comportement de la caissessliicitations conducteur

L'un des aspects importants du comportement daikse vis-a-vis des sollicitations
du conducteur tient essentiellement a la raidedadgispension, c'est-a-dire au gain statique
de la fonction de transfert force - débattementadsuspension. La raideur statique de la
suspension en mode ferme étant plus importanteceie obtenue avec le mode souple (en
effet, 'ajout d’'une sphere revient a augmentesdaplesse de la suspension et donc a en
diminuer la raideur), la tenue de caisse est dimesi meilleure en mode ferme qu’en mode

souple.

5.3.2.4 - Conclusion partielle

Les constats précédents dictent la stratégie aedoppur le pilotage de la suspension :
- en l'absence d’action conducteur (ligne droite isse constante), I'isolation vibratoire
doit étre privilégiée, la suspension doit donc étrenode souple.
- deés que le conducteur a une action (acceélérattemalge ou virage), la suspension doit
passer en mode ferme afin de privilégier la teraigodte.

Ces constats constituent la base de travail patoriaeption de la suspension CRONE
hydractive.
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5.4 - Choix d'une architecture de suspension

Comme cela est montré dans les chapitres préceddusseurs arrangements sont
envisageables pour la réalisation d’'une susperSRANE hydractive : arrangement parallele
de cellules RC en série ou arrangement cascadelldes RC en gamma. Comme le montre
le chapitre 3, les performances de ces deux amaegfs dans le cadre du support d’étude
sont équivalentes. Cependant, I'arrangement phratienduit a une dispersion bien plus
importante des parameétres technologiques que daras|de I'arrangement en cascade.

Indépendamment de cet argument, dans le cas dpldimation sur véhicule, il est
préférable de choisir un arrangement cascade deleselen gamma comme le montre le
paragraphe suivant.

5.4.1 - Prise en compte de contraintes liées a I'plantation sur véhicule

Dans le cadre de I'implantation sur véhicule d'wsuspension CRONE hydractive,
plusieurs solutions sont envisageables. La prent@nsiste a considérer séparément chacun
des quarts de véhicule. Dans ce cas, le nombréndatits nécessaires pour équiper un essieu
est simplement le double de celui utilisé lors desynthése sur un quart de véhicule. La
seconde solution consiste a mutualiser les sphergement capacitives. En effet,
I'association de deux sphéres purement capacitieesapacité&s; et C; est équivalente a une
seule sphére de capaciig + C. Si les deux sphéres possédent des volumes idestitp
sphére équivalente pourra étre une sphére de mélmmae et de pression de tarage la somme
des pressions de tarage de chacune des spheréigutea5.15 illustre les deux solutions
d’'implantation sur un essieu d'une suspension a aglleile RC et une cellule purement
capacitive. Cette suspension pour laquélle 1 correspond a litération= 0 lors de la
réalisation du mode souple de suspension CRONEabgrde comportanN cellules RC ¢f

paragraphe 1.5.1 du chapitre 1).

Co C
Ry
\/
N\

Figure 5.14- Suspension CRONE a 1 cellule RC et 1 cellulerpare capacitive (N=1)

Au-dela de I'argument sur la diminution du nombeesphere, les deux implantations
proposées a la figure 5.15 ne sont pas équivaldBtesffet, si le comportement du véhicule
en pompage est identique pour ces deux implanttiencomportement en roulis obtenus
avec ces deux architectures n’est pas le mémeff&nla mutualisation d’'une des spheres de
suspension conduit a créer un lien entre les déuixs de suspension. Afin de caractériser
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I'influence de ce lien sur les performances du edliei en roulis, un modéle pour I'analyse est
proposeé pour la prise en compte du roulis et dugawe.

29998, S % ¢

Veérin de Vérin de Vérin de Vérin de
suspension suspension suspension suspension

@)

Figure 5.15- Deux solutions d'implantation d’une suspensmritlsmhéres sur un essieu de
véhicule : avec vérins de suspension indépendahtsu(avec sphére centrale mutualisée (b)

5.4.1.1 - Modélisation aux petites variations d'@ssieu de vehicule équipé d’'une
suspension hydropneumatique pour I'étude des modepompage et de roulis

Dans le cas général, une suspension réalisée bnotegie hydropneumatique peut
étre représentée sous la forme générale d'un résemaulique [Serrier, 2006c] reliant les
deux vérins de suspension d’'un méme essieu (figLre). Cette représentation permet de
construire un modele simple d’analyse pour la paeecompte simultanée des modes de
roulis et de pompage.

22g(t)T : T 2(t)
Caisse
Réseau
Py() > hydraulique [—<—Pa(t)
1| ag® : Qa(t)
Zlg(t)T } Z14ft)
i

Figure 5.16— Représentation d'une suspension de véhiculefsous d'un réseau
hydraulique

Soient p, (t) et p,(t), respectivement la pression dans le vérin gauctares le vérin
droit de suspension. Leurs transforméees de Laplesggectives sont noted3, (s) et P,(s).

q,(t) et a,(t) représentent respectivement le débit de dépladedzers le vérin gauche et
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dans le vérin droit de suspension. Leurs transfesni®e Laplace respectives sont, quant a
elles, notéex), (s) et Q, (s).

Quel que soit le réseau hydraulique, il est cars&éar une matrice dimpédance
hydrauliquel ,, telle que :

P=1,Q, (5.2)
(i)« o-(30) e

I — |:I Hll(S) I H12(S)} .
" I HZl(S) I H22(S)
Dans le cadre de l'isolation vibratoire d'un esslewéhicule automobile, on a pour
des raisons de symétrie :

I Hll(S): | sz(S) et | H12(S) =1 HZl(S)' (5.5)

avec

et

(5.4)

La matrice d'impédance mécaniqugede la suspension est, quant & elle, définie par :

F(s)=1, V(s), (5.6)
i)

ou U, (s) est la transformée de Laplace de la fouggt) exercée par le fluide sur la tige du

vérin gauche de suspension, de méme phy(s) qui est la transformée de Laplaceujgt),

et v(s) :(V”g 8} (5.8)

V12d
ou Vlzg(s) est la transformée de Laplace de la différeriqg(t)—zzg(t), vitesse de
débattement du vérin gauche de suspension, de pé&m¥, ., (s)
Z,, (t) et z,(t) représentent les hauteurs de caisse au droit afetses des roues

gauche et droite, et (t) et z,(t) les hauteurs des centres des roues gauche et.dZeis

quatre variables sont définies par rapport a lesitipn d'équilibre statique.

Le passage de la matrice d'impédance hydrauliguea la matrice d'impédance

mecaniqud ,, se fait en introduisant les relations suivantes :

P,(s)= Uév(s) . Py(s)= Ugv(s), (5.9)
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Q, (S) =S Vay (S) et Qq (S) =S, Vou (S)' (5.10)
ou S, est la section du vérin, d'ou la relation :
l, =S,% 1, . (5.11)

Le passage de la matrice dimpédance mécarigue la matrice de transfert force-
débattemenD se fait en introduisant la relation
Vio(8)=5Z,,(s), (5.12)
ou

Z,,(s)= (an (S)j . (5.13)

d'ou la relation
D=sl,. (5.14)

Ainsi, il est possible de lier les matrices d'imgéce hydraulique, dimpédance
meécanique et de transfert force-débattement paelasons :

{ hw :SVZ'HZ | (5.15)
D=sl, =s§°1,

Il est possible de montrer [Serrier, 2006c] queelation matricielle entre les efforts
de suspensiotdy(s) et Uq(S) et les débattements de suspenson(s) et Zio(s) est de la

forme :
U g (S) — Dll (S) D12 (S) ZlZg (S)
= : (5.16)
Ua(s)) [ Dwfs) Duls)](Zu(s)

ol1 D;(s) désigne le terme & l'intersection dé¥&ligne et de 1§°™ colonne de la matrice de
transfert force-débattemeit

A partir de cette relation, il est possible d’emuiée la relation entre les efforts d’'une
suspension équivalente en pompage et en rouligigéiu centre de gravité du véhicule ou il

y a un découplage naturel : approche modale) eldbattements des suspensions :

Dy(s) Dy(s)
U,(s)) f1 1 o] " 2] (212 ()
i) e o 250 o8 (Z) 17
2 2
ou kpag désigne la raideur de la barre anti-dévers, swément
u.(s) D,,(s)+Dy,(s) D,,(8)+Duls)  Jrz. ()
’ = Koad Kaa || 5 . (5.18)
(UH(S)J c(Dy(s) = Dy,(s)) + 2 c(Dy,(s)-Dyy(s)) - 2 (led (S)]
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En pompage pur, les débattements droite et gauohe égaux. L’équation de
mouvement de la caisse en pompage se ramene alors a

2(9)= " (Ruls) + D.(8) 2.(9), 519

D, (s)=2(Dy,(s)+ Dy,(s))- (5.20)

En roulis pur, les débattements droite et gauchet ®pposés, I'équation du
mouvement de la caisse en roulis devient alors

O(s) =~ (C/(5) = Do(s) (Orels) - O(s)). (5.21)

ou
Dy (s) = 267 (Dyy(S) ~ Dyy(S)) + Kya- (5.22)

Dans le cas de la suspension de référence, salmhitecture choisie a 'implantation,
la matrice d'impédance hydraulique s’exprime :
- en mode souple :

1 0
1
Cos+
1
R+,
| = Cis , (5.23)
1
0
1
C,s+
Rl +i
L Cis |
lorsque les vérins droite et gauche sont indépdrdéigure 5.15a)), et
[ 1 1 i
2
2C,s+—— 2C,s+
1 1
RPCs R¥cs
— lS lS
I, = 1 1 : (5.24)
S R
| C;s Css |

lorsque les vérins sont liés par une canalisatemstersale ;
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- en mode ferme :

L 0
1
Cos+
1
R+
|, = Cs . , (5.25)
0
1
Css+
Rl +i
L Cs |

guelle que soit I'architecture choisie pour l'impiation (en mode ferme, la communication
avec la sphere centrale et entre les deux vérissigifgension est bloquée).

En pompage, quelle que soit I'architecture, I'éguratde mouvement de la caisse,
obtenue a I'aide des relations (5.19) et (5.2Q)idesntique :

1 S,’s
Z(s)= - | Fols)+ — Zu (s)|. (5.26)
M, S CoS+———
R1 + i
C;s
L’équation en roulis dépend de I'architecture :
1 S,%s
G(S) = J 2 Cr (S) - 202 - 1 + kbad (Groue(s)_ @(S)) ! (527)
xS C,s+
R+
L L ClS - .
pour la premiere implantation,
1
@(S) = J Sz [Cr (S) - kbad (eroue(s) - @(S))] ! (528)

X

pour la seconde.

Ces deux équations montrent que la réponse ensraest différente selon
I'implantation. Dans le cas ou les deux cotés dssieu sont indépendants, les raideurs des
suspensions s’ajoutent a la raideur de la barriedamers. Dans le cas ou la communication
entre les deux vérins de suspension est posdivirient, seule la barre anti-dévers s’oppose
au roulis. De plus, le véhicule ne bénéficie plad’dmortissement supplémentaire offert par
les suspensions.
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Remarque

La suspension présentée figure 5.15 (b) differeadeispension hydractive utilisée sur
les véhicules de série et présentée dans le cleagditrpar I'absence d'une résistance
hydraulique sur la canalisation centrale qui reles vérins de suspension gauche et droite.
Cette absence ne fait aucune différence sur le nferdee. Elle a revanche son importance
pour le mode confort :

- en pompage, la présence de cette résistancegii@tla suspension hydractive de
série présente en haute fréquence un comporten@sistif préjudiciable a lisolation
vibratoire ;

- en roulis, la présence de la résistance hydopudi sur la canalisation entraine un
amortissement supplémentaire qui permet de rédair@sonance et est donc bénéfique au
confort des passagers.

5.4.1.2 - Conclusion relative aux contraintes d’i@mtation sur véhicule

Pour des raisons économiques et d’encombremesst pbossible de mutualiser, lors
de I'implantation sur véhicule d’une suspensionrbpdeumatique comportant une cellule
purement capacitive, la sphére de cette cellule leswérins de suspension droite et gauche.

L'utilisation de cette sphére a la fois pour laprssion droite et la suspension gauche
conduit a créer une communication hydraulique efdeevérins de suspension droite et
gauche. Cette communication favorise une bonnatisal vibratoire en roulis. Cependant, la
présence d’'une résistance hydraulique dans cettencoication est nécessaire afin de limiter
le phénomeéne de résonance.

A partir de ce constat, la synthése et la réatiragpar un arrangement en cascade de
cellules RC identiques en gamma, du mode soupleedsuspension CRONE hydractive sont
développées dans ce chapitre. En effet, dans e chdne application automobile, ce type
d'architecture permet, d’'une part, par un nombdaitéed'éléments identiques, d'obtenir des
performances remarquables a un codt faible, d’gudrgé I'architecture en gamma se préte
plus facilement a une implantation sur véhiculepde la présence de résistance hydraulique
dans la canalisation transversale (résistancetssdans le cas d’'un arrangement paralléle
de cellules RC en série). En revanche, comme céta amontré dans les chapitres 2 et 3, le
fait de ne prendre que des cellules identiquestdirtds degrés de liberté dont dispose le
concepteur. Ainsi, dans le cas du mode souple dedpension CRONE hydractive, I'ordre de
dérivation, et donc le degré de stabilité, est isépo

Le mode ferme de la suspension CRONE hydractivécieshoisi identique au mode
ferme de la suspension de référence car celuiffi@ dés performances satisfaisantes.
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5.5 - Synthese du mode souple de la suspension CRON/dractive

Une meéthode de détermination des paramétres plagsiguour une suspension
CRONE realisée par un arrangement cascade de exIRC identiques en gamma est
proposée dans le chapitre 3. Cependant, dans texterapplicatif de ce chapitre, une autre
méthode est proposée ici. Elle consiste a conségsecomposants de la cellule résistive et
capacitive de la suspension de référence. La dapdeila cellule purement capacitive est
déterminée a partir de la capacité des autres eptegr fonction du nombre de cellules. (
chapitre 2).

La figure 5.17donne le schéma hydraulique du mode souple de la
suspension CRONE hydractive, réalisée avec ungeraant cascade de cinq cellules RC en
gamma (dont une purement capacitive.

Les parametres de cette réalisation sont :

- pour les pressions de tarage des sphéres : POR = P03 = P04 = 25 bar, P00 = 4

bar ;

- pour les volumes des sphéres : VOO = V01 = VA3 = V04 =385cm3;

- pour les résistances hydrauliques, le coefficamntfrottement visqueux équivalent,

bl =b2 =b3 = b4 =1500 Ns/m.

CD CI Cﬁ Cf CG
3 7 s By
r o A o
PN F N N -~

Figure 5.17— Schéma hydraulique du mode souple de la suspe@RONE hydractive
réalisée avec un arrangement cascade de quatreleslRC en gamma

5.5.1 - Analyse des performances du mode soupleldesuspension CRONE hydractive a
I'aide du modéle de synthese

Dans cette partie, les performances du mode sodplda suspension CRONE
hydractive, dont la réalisation est détaillée atagaphe précédent, sont analysées a l'aide de
modéles simples. Les performances obtenues en feade ne sont pas détaillées, celui-ci
étant identique au mode ferme de la suspensionabiyde de référence déja analysée
préecédemment. Les courbes représentatives du nesde fne sont présentées qu’afin de
situer le mode souple de la suspension CRONE htydeac

Les figures 5.18 a 5.21 illustrent, a l'aide de eled simplifies, les performances
obtenues avec le mode souple de la suspension CR@dEctive. La dénomination « Crone
S Mmin » et « Crone S Mmax» des légendes de caseBgdésignent les tracés relatifs a la
suspension CRONE hydractive en mode souple. Lesndi@ations « Ref S Mmin » et « Ref
S Mmax» désignent les tracés relatifs a la susperde référence en mode souple. Enfin, les
dénominations « Mode F min » et « Mode F max »appartent au mode ferme, aussi bien de
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la suspension CRONE que de la suspension de ré&rguour les masses suspendues
minimales et maximales.

Le mode souple de la suspension CRONE hydractiésepte bien une raideur
statique moins importante que celle du mode ferhee.fréquence au gain unité est
sensiblement la méme pour la suspension CRONEseisigension de référence quel que soit
le mode de fonctionnement de celles-ci. En revanthenmode souple de la suspension
CRONE présente un meilleur degré de stabilité cquenbde souple de suspension de
référence. De plus, la robustesse du degré deitgtabs-a-vis des variations de la masse
suspendue est bien présente.

Le mode souple de la suspension CRONE hydractimduiba une meilleure isolation
vibratoire que le mode souple de la suspensiofdeance pour les fréquences supérieures a
la fréquence propre de roue. Entre la fréquenceadsse et la fréquence de roue, I'isolation
vibratoire est meilleure avec la suspension dereafie. Il s’agit d’'un inconvénient pour
lequel des éléments de solution sont proposés Bamsartie « conclusions générales et
perspectives ».
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Figure 5.18— Diagrammes de Bode de 'impédance hydrauliquatdée de la suspension
CRONE pour la masse minimale (en bleu) et pourdasae maximale (en bleu clair) et de la
suspension de référence dans le cadre d’'une siet8giractive
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Figure 5.19— Diagrammes de Bode de la boucle ouverte du maplele de véhicule pour la
suspension CRONE pour la masse minimale (en btgagus la masse maximale (en bleu
clair) et de la suspension de référence dans leecdtine stratégie hydractive
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Figure 5.20- Lieux de Black-Nichols de la fonction de transér boucle ouverte du modele
quart de véhicule avec la suspension CRONE ponrdase minimale (en bleu) et pour la
masse maximale (en bleu clair) et de la susperggoreférence dans le cadre d’'une stratégie

hydractive

-213 -



Chapitre 5 Vers la suspension CRONE hydractive

20

Crone S Mmin
) \ Crone S Mmax
0 =T T — Mode F Mmin [
N Mode F Mmax
Ref S Mmin
— Ref S Mmax

-20

-40

-60

Magnitude (dB)
7

-80

-100

-120 1 2 3 4
10 10 10 10 10 10

Fréquence (rad/sec)

Figure 5.21 —-Diagrammes de gain de la transmission absolue ddeteoquart de véhicule
pour la suspension CRONE pour la masse minimal®l@n) et pour la masse maximale (en
bleu clair) et de la suspension de référence dartatire d’une stratégie hydractive

La figure 5.22 présente les réponses indiciellemddéle quart de véhicule obtenues
avec la suspension de référence en mode souple)agaspension CRONE en mode souple
et avec le mode ferme (identique pour les deuxesuspns).
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Figure 5.22 —Réponses indicielles comparées du modele quarthiewe obtenues avec la
suspension de référence et avec la suspension CRONibdes souple et ferme

La réponse indicielle obtenue avec la suspensi®OME présente des petites

oscillations supplémentaires qui ne sont pas siBur les autres réponses. Comme cela est
montré dans le paragraphe suivant, elles providrdiene mauvaise tenue de roue.
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5.5.2 - Analyse des performances de la suspensioR@NE hydractive pour la tenue de
roue a I'aide du modéle de synthése

La figure 5.23 présente les diagrammes de gaim deniction de transfei1(s)/\Vo(S)
pour le modele quart de véhicule équipé de la sisspe de référence en mode souple, de la
suspension CRONE hydractive en mode souple etute Ibu I'autre de ces suspensions en
mode ferme. En mode souple, la tenue de roue edieune avec la suspension CRONE
gu'avec la suspension de référence lorsque la massgendue est maximale. Cela n’est
cependant pas vrai lorsque la masse suspendueirestate. Ce constat, qui peut sembler
paradoxal, est justifié dans le paragraphe suivant.

La figure 5.24 présente, quant a elle, les répomgbsielles du déplacement vertical
du centre roue a un déplacement vertical du sal lgomodéle quart de véhicule équipé de la
suspension de référence en mode souple, de larsisp& RONE hydractive en mode souple
et de I'une ou l'autre de ces suspensions en merdeef Cette figure confirme les conclusions
précédentes.
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Figure 5.23— Diagrammes de gain de la fonction de transfe(s M\Vo(s) pour le modele
guart de véhicule équipé de la suspension de nétéret de la suspension CRONE hydractive
pour différentes configurations
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Figure 5.24— Réponses indicielles du déplacement verticaleshiire roue a un déplacement
vertical du sol pour le modéle quart de véhiculaipq de la suspension de référence et de la
suspension CRONE hydractive pour différentes cordigpns

5.6 - Note sur le battement de roue

Le modele quart de véhicule simplifié pour I'étudie la tenue de roue (figure 5.10)
permet de déterminer une expression simple de peonse fréquentielle du transfert
Z1(S)Zo(s)= V1(S)/Vo(S), soit :

2115 PR W— - , (5.29)
Z(jw) m(ja)f +D(jw)+k [w] . D(ia) ,
' K,
ou D(s) est la fonction de transfert force-débattementadeuspension. Cette expression est
une bonne approximation pour les fréquences vasthasupérieures a la fréequence propre de
la roue, ici aux alentours de 71 rad/s (soit 11. Hz)

Ainsi, la forcef(t) exercée par la suspension sur les masses nomdusgepeut étre

décomposée en
- une forcefc(t), dite capacitive, c'est-a-dire liée aux élémerdapacitifs de la

suspension et uniguement fonction du déplacemenédie roue ;
- une forcefg(t), dite résistive ou dissipative, liee aux élémetlissipatifs de la
suspension et uniguement fonction de la vitess#egacement du centre roue.
On a alors
f(t) = fo(t)+ fa(t) (5.30)

avec

(Tet). falt) = [ fc () falt)dt=0. (5.31)
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Dans le cas d'une sollicitation route sinusoidatst z(t) = Z, codwt), il est aisé de

démontrer que la vitesse de déplacement du cemisvj(t) et le déplacement du centre roue
z(t), dont les expressions sont de la forme

7,(t)=Z, codwt + ¢, (5.32)
et vl(t) =Z,w co{wt +¢, + I—ZTJ , (5.33)

ou ¢, représente le déphasagezge par rapport &(t), sont orthogonaux.

La projection de la force de suspension sekdt) et z;(t) permet de déterminer que,
dans le cas d’une sollicitation route sinusoidale,

(1) = (i) codargDlje) 2, codeot +a,(e)) (5.30
et

(o) = (@) sinfardD(ie) 2, codet +a(e)). 5.35)

Le battement de roue peut étre limité en imposant fa suspension une contrainte
sur la force dissipative, I'objectif étant de disi I'énergie de la roue. Ainsi, a la fréquence
propre de rouer) et pour le mode souple, la force dissipative e@rpar la suspension
CRONE doit étre supérieure ou a la limite égalea &okce dissipative de la suspension
hydractive de référence. Cette contrainte se ttadiois par

[D(i@) sinfargD(ja))] = [P(ia) sinfargD(ja)),, - (5.36)

CRONE

La figure 5.25, qui présente les diagrammes de Bledetransferts force-débattement
de la suspension hydractive en mode souple (en btale la suspension CRONE hydractive
en mode souple (en vert), permet de se rendre eosipiplement que cette contrainte n’est
pas verifiee avec le dimensionnement initial. Eietete gain des deux fonctions de transfert
est similaire a la pulsation propre de roue tamis la phase de la suspension CRONE
hydractive est beaucoup plus faible. La fonctiomusi étant croissante entre 0 et 90°, la
relation 5.35 ne peut pas étre vérifiée.
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Figure 5.25 —-Diagrammes de Bode des transferts force-débattedeelat suspension
hydractive en mode souple (en bleu) et de la ssspe CRONE avec le dimensionnement
original (en vert) pour la masse minimale

La suspension de référence ayant ici un battementode relativement faible, la
contrainte (5.35) s’aveére tres sévere.

La limitation du battement de roue n'est pas priliede lorsque la suspension
CRONE hydractive est en mode souple. En effet,loiéssque des actions conducteur sont
détectées, la stratégie de pilotage d’'une suspermgidractive (CRONE ou pas) impose le
passage en mode ferme, et ce afin d’améliorerriaetele route. Cependant, il est tout de
méme nécessaire de limiter raisonnablement lerhatte de roue (méme en mode souple)
afin de ne pas exciter les modes propres des traidants qui peuvent alors générer des
vibrations et des bruits, sources d’inconfort vdaroustique.

La gestion des commutations lors des passages de swuple au mode ferme (et
réciproguement) est réalisée par un superviseurdetaillé dans cette thése. Ce superviseur
est une machine a états pour laquelle chacun delesnoonstitue un état. Le systeme de
suspension hydractive s’inscrit dans le cadre degeSies Dynamiques Hybrides (SDH)
[Nouillant, 2002] [Altet, 2004].

5.7 - Mise en place d’une stratégie hydractive

Dans le cadre d’'une stratégie hydractive, le moB®RE dont les performances sont
présentées ci-dessus est adopté comme mode cdrfartode ferme peut étre obtenu soit en
ne conservant pas la cellule purement capacitivis 8@ ne conservant qu’'une cellule RC,
soit en conservant toutes les cellules RC et etanscsimplement la cellule purement
capacitive. La deuxiéme solution engendre une sisspe ayant une raideur statique plus
faible qu'avec la premiere solution et donc unaigede caisse moins bonne sur sollicitations
conducteur. Pour cette raison, la premiere solggiradoptée dans la suite de ce chapitre.
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Le mode ferme ainsi obtenu est semblable au moduefale la suspension de
référence.

5.8 - Validation des performances a I'aide d'un moele a 14 degrés de
liberté

Dans la suite de ce chapitre les performances dadpension CRONE sont validées
comparativement a la suspension de référencede l@dun modele de validation a 14 degrés
de liberté construit a partir des hypothéses etdesations recensées au chapitre 4.

Dans ce modéle, les pneumatiques sont définisidel’du modele de Pacejka qui
comporte une centaine de parameétres. Les cardicp@eis non linéaires des accumulateurs
hydropneumatiques des suspensions sont égaleniszg pn compte.

La suspension avant du véhicule est une suspenbiymractive dont les
caractéristiques des amortisseurs hydrauliquegténinéarisées. Pour toutes les simulations
présentées par la suite, les modes souple ou fdemesuspensions avant et arriere sont
identiques (pas d’analyse de configurations creigéles que souple avant/ferme arriere et
réciproquement).

Devant le trés grand nombre de simulations qutipessible de réaliser, le choix a été
fait de restreindre la validation a l'observatianabmportement du véhicule en pompage, en
roulis et en tangage. Les simulations présentéedapauite n'ont pas pour prétention de
correspondre a des situations de vie réelles dicwéh(bien qu'il soit possible dimaginer des
situations plus ou moins réalistes se rapprochasitsduations simulées). Elles correspondent
plus a des essais analytiques objectifs réalisahledanc qu’'a des essais subjectifs réalisés
par des essayeurs.

Seules les sollicitations route sont abordéesEieffet, les sollicitations conducteur
entrainent le passage en mode ferme (mode iderpiowrela suspension CRONE hydractive
et la suspension de référence), mode ferme quiasdait I'objet d'une synthese particuliere
dans ce chapitre.

5.8.1 - Définition d’un profil pour les sollicitations route

Afin d’évaluer le comportement du véhicule sur go#icitation route réaliste de type
obstacle isolé, un profil est défini conformémentadigure 5.26. L’équation décrivant le
profil de cet obstacle est :

2(x) =3 th(alx - x,))~th(alx-x), 537)

ou th représente la tangente hyperbolique et ou lesdgtas caractéristiques de cet obstacle
sont :

- la hauteur de I'obstacle;

- langle a de la pente de I'obstacle ;
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- les positionsxy et x; qui correspondent aux distances depuis le début de
I'obstacle et pour lequel la moitié de la hautestragteinte ;
- lalongueull de I'obstacle.
Ces grandeurs caractéristiques sont liées paeliasons :

a:%tana et X =% +L. (5.38)

Un autre avantage de ce type d’obstacle est qgt'ibarfaitement dérivable, a lI'inverse
d’'un profil d’obstacle en créneau, et peut done éttilisé sans approximation pour une
simulation causale dans laquelle I'entrée sol giex@ en vitesse et non en position.

h

PG
h

Figure 5.26— Profil routier pour I'étude du comportement duhigdile sur sollicitation route
de type obstacle isolé

5.8.1.1 - Essai en pompage « sur banc »

Pour cet essai, les quatre points de contact rousesdéplacent verticalement de la
méme amplitude. Ce test correspond a un essainshanc quatre vérins. Seule la phase de
montée est ici étudiée. La simulation permet detnmen évidence l'influence du couplage
entre les essieux avant et arriere, notammentastohblustesse du degré de stabilité vis-a-vis
des variations de la masse suspendue.

La figure 5.27 présente I'évolution de la hautewmrcdntre de gravité du véhicule au
cours de cet essai lorsque le véhicule est équeda duspension de référence (a l'avant et a
I'arriere) en mode souple (a), de la suspension ER®@ydractive (uniguement a I'arriére) en
mode souple (b) et de lI'une des deux suspensionsda ferme (c) pour la masse minimale
(en bleu) et la masse maximale (en vert).
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Figure 5.27 —Evolution de la hauteur du centre de gravité duisdlle équipé de la
suspension de référence (a I'avant et a I'arrieeé@)mode souple (a), de la suspension
CRONE hydractive (uniguement a l'arriere) en moodese (b) et de I'une des deux
suspensions en mode ferme (c) pour la masse mmi@albleu) et la masse maximale (en

vert)

La suspension CRONE hydractive en mode souple pdyime d'obtenir la robustesse
du degré de stabilité vis-a-vis des variationsadmésse suspendue. Elle présente un meilleur
degré de stabilité que la suspension de référencen@de souple. L'amortissement des
réponses de la figure 5.41) est plus faible que celui obtenu pour un essgiatapage a
l'aide du modele quart de véhicule. Cela s'explipaela présence du couplage en l'essieu
avant et I'essieu arriere. Il a été fait le cha@xneé pas redimensionner la suspension avant. Le
degré de stabilité de l'essieu avant est bien meigdie celui obtenu avec la suspension
CRONE hydractive en mode souple pour l'essieu rarriea figure 5.27 conduit donc a
s'interroger sur le choix du non-redimensionnentesuspension avant. Il serait possible de
redimensionner celle-ci (sans toutefois mettrelangpde stratégie CRONE) afin d'obtenir un
degré de stabilité de I'essieu avant plus compaal#c celui obtenu pour l'essieu arriére.
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La figure 5.28 présente I'évolution de la hautaucentre de la roue arriere gauche du
véhicule équipé de la suspension de référence ele sauple (a), de la suspension CRONE
hydractive en mode souple (b) et de I'une des despensions en mode ferme (c) pour la
masse minimale (en bleu) et la masse maximaledgh v
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Figure 5.28 —Evolution de la hauteur du centre de la roue arigauche du véhicule équipé
de la suspension de référence en mode souplegdd, sispension CRONE hydractive en
mode souple (b) et de I'une des deux suspensians@a ferme (c) pour la masse minimale
(en bleu) et la masse maximale (en vert)

Cette figure 5.28 montre d'abord que le mode feestebien a privilégier pour le
contréle du battement de roue et donc pour la tedeueute. Le mode souple de la suspension
CRONE hydractive entraine un battement de roudivetaent important. Comme cela a été
dit précédemment, des pistes pour limiter le batténade roue sont proposées dans le cadre
des perspectives.

5.8.1.2 - Essai en roulis « sur banc »

Lors de cet essai, les roues du c6té gauche sliinttées par la montée sur I'obstacle
défini dans le paragraphe 5.8.1. Aucune solli@tatioute n'est présente sur le coté droit du
véhicule.
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La figure 5.29 présente I'évolution de l'angle delis du véhicule équipé de la
suspension de référence en mode souple (a), despeerssion CRONE hydractive en mode
souple (b) et de l'une des deux suspensions en feade (c) pour la masse minimale (en
bleu) et la masse maximale (en vert).

Lorsque la suspension est en mode ferme, le regliamieux amorti qu'en souple,
aussi bien pour la suspension de référence que lposuspension CRONE hydractive.
L'évolution de l'angle de roulis est similaire enle mode souple de la suspension de
référence et le mode souple de la suspension CROMEactive. Il s'agit la d'un point
intéressant dans le sens ou le mode souple deslgerssion CRONE hydractive n'est
dimensionné que pour le pompage. La réponse ers noakt que la conséquence des choix
faits lors de la synthese en pompage. Ce constitsie sans doute par la présence de la
barre anti-dévers, dont la raideur en torsion kst mportante que la raideur équivalente des
suspensions.

Par ailleurs, quelle que soit la suspension consgdét quel que soit son mode de
fonctionnement, le temps de raideur en roulis vaee. Cette propriété étonnante peut
s'expliquer par le fait que l'inertie en roulis igapeu lorsque la masse suspendue varie.
Cependant, toute tentative d'explication se heigrta la limite de validité du modele. En
effet, 'augmentation de linertie en roulis a &idpposée se faire dans le rapport de
l'augmentation des masses suspendues. Un modsléimplorenant en compte, d'une part, la
nouvelle position du centre de gravité du véhitele d’autre part, la position du centre de
gravité des masses ajoutées a l'avant et a I'afrgrait sans doute nécessaire.

" La notion dhertie traduit « I'éloignement » de la masse d'un systparerapport & son centre de gravité.
Lorsque le centre de gravité d’'un systéme se dépliaest en théorie nécessaire de recalculerrtimesn
fonction de la nouvelle distribution des masseda @& pas été fait ici.
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Figure 5.29 —Evolution, lors d'un essai de roulis, de I'anglerdalis du véhicule équipé de
la suspension de référence en mode souple (ay siespension CRONE hydractive en mode
souple (b) et de I'une des deux suspensions en feiwde (c) pour la masse minimale (en
bleu) et la masse maximale (en vert)

La figure 5.30 présente I'évolution de la hautaucentre de la roue arriere gauche du
véhicule équipée de la suspension de référenceoele souple (a), de la suspension CRONE
hydractive en mode souple (b) et de I'une des despensions en mode ferme (c) pour la
masse minimale (en bleu) et la masse maximaledah v

Les résultats sont trés proches de ceux présagtés 6.28 pour l'essai en pompage
pur. Cela s'explique par le fait que la roue agrigauche subit exactement la méme
sollicitation pour I'essai de pompage et I'essaiuéis.

- 224 -



Chapitre 5 Vers la suspension CRONE hydractive

Suspension hydractive souple Suspension CRONE

0.05 . . . . 0.05 i i
I I I I I I I i i i i i i i
\q | | | | | | | | | | | | |
| | | | | | | | | | | | | |
0<04777ﬂ“f77\777ﬂf*f\f*fﬂf*ﬂf*f#f*f 004———4M77\7774777\777+777\777+777
| | | | | | | | | | | | | |
g | \h | | | | | | 2 ‘LMM‘ | | | | |
£ s | | | | | £ I | | | | |
% 0'03”’TT‘HL‘ TS T T T T % 0.031- — — 1l U‘UI\NU”\/“W“‘\ ”””” T T T [
g \“ [ | | | | | Py ]| | | | | | |
3 i | | | | | | 3 i | | | | | |
g 0.02777J<lr77\777J777\777J777\777i777 g 002————‘15{——‘————‘———‘———i———‘———‘————
g | | | | | | | H | | | | | | |
o | | | | | | | 8 | | | | | | |
3 | | | | | | I 3 \( | | | | | |
B e e A A oA e el A
E | | | | | | | E | | | | | | |
£ | | | | | | | g | | | | | | |
| | | | | | | | | | | | | |
0 [ A e B B S e e el e e A
| | | | | | | | | | | | | |
| | | | | | | | | | | | | |
-0.01 1 1 1 1 1 1 1 -0.01 1 1 1 1 1 1 1
0 0.5 1 15 2 2.5 3 35 4 0 05 1 15 2 25 3 35 4
Temps (s) Temps (s)
(@) (b)
Suspension hydractive ferme
005~~~ —=—— -~~~ ~- - - - - T -~~~
| | | | | | | |
| | | | | | | |
| | | | | | | |
FS ] il Mt St it el Bl Httnl et
S | | | | | | | |
S I I I I I I I I
o 1] | | | | | | |
g 003 - - alnn R T T I
s | | | | | | | |
© | | | | | | | |
o S B e
e | i i | i I I i
g | | | | | | | |
g | | | | | | | |
° 1] | I | | | | I
3 oo 1] | | I | | | I
5 | | | | | | | |
< 1 | | | | | | |
g 0 L | I |
| | | | | | | |
| | | | | | | |
| | | | | | | |
0.01 ! 1 ! ! ! I I |
0 0.5 1 15 2 25 3 35 4
Temps (s)
(€)

Figure 5.30 —Evolution, lors d'un essai de roulis, de la hautdurcentre de la roue arriere
gauche du véhicule équipé de la suspension deeréféren mode souple (a), de la suspension
CRONE hydractive en mode souple (b) et de l'uneldes suspensions en mode ferme (c)

pour la masse minimale (en bleu) et la masse madeifea vert)

5.8.1.3 - Essai en tangage « sur banc »

Afin de solliciter le mode de tangage du véhiclikssieu arriere est sollicité par la
montée sur l'obstacle défini précédemment, lestpaile contacts roues avant — sol ne
subissant pour leur part aucun mouvement.

La figure 5.31 présente I'évolution, lors d'un edsatangage, de I'angle de tangage du
véhicule équipé de la suspension de référence ele sauple (a), de la suspension CRONE
hydractive en mode souple (b) et de lI'une des deigpensions en mode ferme (c) pour la
masse minimale (en bleu) et la masse maximaledgh v

Tout comme pour le roulis, les résultats obtenuscala suspension CRONE
hydractive en mode souple en tangage sont uniqudmeanséquence des choix faits lors de
la synthese en pompage. La figure 5.31 montre ertaine robustesse du degré de stabilité
en tangage, degré de stabilité qui est dailleuen lmeilleur qu'avec la suspension de
référence en mode souple.
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Contrairement aux résultats présentés en roulgs,résultats en tangage sont tres
différents selon la suspension considérée. Celdiesiu fait qu'il n'y a pas d'équivalent a la
barre anti-dévers pour le contréle du tangage.
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Figure 5.31 —Evolution, lors d'un essai de tangage, de I'anglégahgage du veéhicule équipé
de la suspension de référence en mode souplegdd, sispension CRONE hydractive en
mode souple (b) et de I'une des deux suspensiane@a ferme (c) pour la masse minimale
(en bleu) et la masse maximale (en vert)

La figure 5.32 présente I'évolution, lors d'un éskatangage, de la hauteur du centre
de la roue arriere gauche du véhicule équipé dadpension de référence en mode souple (a),
de la suspension CRONE hydractive en mode souplet (tbe I'une des deux suspensions en
mode ferme (c) pour la masse minimale (en blelg etasse maximale (en vert).

Cette figure, pour laquelle les différences papoapaux figures 5.30 et 5.28 obtenues
en roulis et en pompage sont notables, met en mséd€apparition d'un phénomeéne de
couplage avant-arriere lors du tangage du véhiilesi, le battement de la roue arriére
gauche est plus limité que dans les cas précédemtsulis et de pompage.
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Figure 5.32 —Evolution, lors d'un essai de tangage, de la hautieucentre de la roue
arriere gauche du véhicule équipé de la suspendeoreférence en mode souple (a), de la
suspension CRONE hydractive en mode souple (18 lairte des deux suspensions en mode

ferme (c) pour la masse minimale (en bleu) et lasaanaximale (en vert)

Notes sur I'influence des non-linéarités des acculateurs hydropneumatiques
Les simulations précédentes sur le modéle de valida 14 degrés de libertés ont
toutes été réalisées en tenant compte des nonmHé®a des accumulateurs
hydropneumatiques. Les mémes simulations en utilisa modeéle linéarisé de la suspension
CRONE hydractive montre que I'influence des nomdintés est ici trés faible et négligeable.
Plusieurs raisons justifient ce constat :

- les non-linéarités des accumulateurs hydropndqoes ne sont pas des non-linéarités tres
marquées vu le domaine de fonctionnement de I'aotateur ;

- dans le contexte de I'automobile, les sollicdas sont d’amplitudes trop faibles pour que
les non-linéarités aient une influence notable.Darchapitre 3, afin que les contributions
des noyaux d'ordre 2 et 3 ne soient plus négligeabties amplitudes de 10 cm au
minimum sont nécessaires. Les sollicitations prépssci ne dépassent par les 3 cm ;

- le mode souple de la suspension CRONE hydraéiveappel a une architecture multi-
sphére. Dans ce cas, le débit d’huile qui péné&res @haque sphére est réduit en fonction
de 'impédance hydraulique de la cellule. Ainsiygple nombre de cellules est important,
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moins la variation du volume d’huile au sein deqetlesphére est importante. L’hypothese
de petites variations autour du point d’équilibse aors d’autant plus réaliste.

5.9 - Conclusion

Dans ce chapitre 5, la synthése et la réalisationeehnologie hydropneumatique
d’'une suspension CRONE hydractive pour véhiculeoranbile sont proposées. Le
développement de cette suspension est effectuensuéhicule léger de tourisme équipé en
série d’'une suspension hydractive. Les variatioss masses suspendues sur I'essieu avant
étant relativement faibles, le choix de n’équipeae ¢jessieu arriere d’'une suspension CRONE
hydractive est justifié. La suspension qui équipesérie I'essieu avant est alors conservée
sans re-dimensionnement.

Concernant I'essieu arriére, le mode souple daispension CRONE hydractive est
congu a partir d'une suspension hydractive de eéfeg. La réalisation de ce mode souple est
basée sur un arrangement en cascade de cellulegldR@ques en gamma présenté au
chapitre 1. L’analyse comparative, sur des modséiegples, des modes souples de la
suspension CRONE hydractive et de la suspensioéféeence fait apparaitre :

- une meilleure isolation vibratoiraux hautes frequencesvec la suspension CRONE
hydractive ;

- une meilleure tenue de caisse sur sollicitationteg avec la suspension CRONE
hydractive ;

- une dégradation de lisolation vibratoire amoyennes fréquencasec la suspension
CRONE hydractive;

- une moins bonne tenue de roue lorsque la matsar@male.

Ce dernier phénomene est peu génant tant quetkmeatt de roue reste inférieur a
une certaine limite. En effet, lorsque la suspen§iIRONE hydractive est en mode souple, la
tenue de route n’est pas privilégiée. Il faut sienpént veiller a ne pas exciter, de maniere
trop importante, les modes propres des élémentsalas roulants.

La seconde partie de ce chapitre est consacréétidd’ des performances d'un
véhicule complet équipé de la suspension CRONEdgyse. Pour cela, le modéle a quatorze
degrés de liberté développé au chapitre 4 esséitiifin de limiter le nombre de simulations,
I'analyse se focalise sur le comportement du vébien pompage, roulis et tangage.

Seules les sollicitations routes sont considérgées da mesure ou, des lors que le
conducteur agit sur les organes de conduite (voinpédales), le superviseur de la

suspension hydractive (CRONE ou pas) ordonne legg@sen mode ferme.

Les simulations effectuées montrent que le compwte du veéhicule équipé de la
suspension CRONE hydractive en mode souple eshoaus, aussi bon que celui obtenu avec
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la suspension de référence. Dans le cas du rtaussispension CRONE hydractive conduit a

des résultats similaires a ceux obtenus avec lpesg®on de référence. Dans le cas du
tangage, les résultats sont bien meilleurs : Ipenson CRONE hydractive conduit & une

meilleure tenue de caisse tout en garantissargblastesse du degré de stabilité. Il s’agit la
d’'un résultat remarquable dans la mesure ou lahéget du mode souple de la suspension
CRONE hydractive n’est effectuée gu’en tenant cenaiot mode de pompage.
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Conclusion génerale
et
perspectives

L'interprétation et la discussion des principausutéats présentés dans ce document
font I'objet de la conclusion.

Le chapitre 1 qui résume les aspects fondamentaux commence apaeler les
définitions et les principales propriétés des opéns differentiels non entiers. Dans un
second temps, deux méthodes de réalisation d'w@gratieur d’ordre non entier borné en
frequence sont présentées. Ces deux méthodes sentlua la réalisation, par des
arrangements de cellules RC, de dispositifs posguels la réponse fréquentielle de
'impédance d’entrée présente un comportement ctandn entier.

La premiere des deux méthodes proposées dans pdrehaermet, a partir de la
fonction de transferty(s) d'un intégrateur d’ordre non entier borné en fetpe (caractérisé
par 4 parametres dits de haut niveau), de déterrf@aeN+1 parametres physiqueR €t C)
d’un réseau de telle facon que la réponse fréeqeientie 'impédance d’entrée de ce réseau
constitue une trés bonne approximation de la répdndquentielle du transferig(s).
L’originalité de ces travaux provient de I'aspectthodologique : a partir de fanction de
transfertd’un intégrateur d’ordre non entier borné en fefpe, il est possible d’en proposer
uneréalisation physique

La seconde méthode consiste a réaliser un disppsésentant un comportement
d’ordre non entier sur une plage fréquentielle éipd’'un faible nombre deellules RC
identiques Cette méthode permet de réaliser des intégrattordre non entier dont I'ordre
est compris entre 0,5 et 0,578.

La derniere partie du chapitre 1 valide, a partimd réalisation expérimentale en
technologie électrique, la seconde méthode et meéwdence l'intérét de lintégration
d’ordre non entier dans le cadre de la robustesstedré de stabilité vis-a-vis des variations
paramétriques.

Le chapitre 2s’attache a illustrer et a démontrer les propriéfascifiques liées a la
réalisation d'un intégrateur d’ordre non entier r#ren fréquence en technologie
hydropneumatique a travers I'exemple d’'un dispbditi suspension hydropneumatique. Les
éléments capacitifs utilisés dans cette technolpgisentent en effet deux particularités : leur
caractéristique est non linéaire et la valeur de ¢apacité dépend de la masse suspendue.
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La premiére de ces particularités n’est pas traitdes le chapitre 2, pour lequel tous
les développements sont effectués sous I'hypottegetites amplitudes.

La seconde particularité se traduit par une simgpbnslation de la réponse
fréquentielle de 'impédance hydraulique d’entrédalsuspension.

Cette propriété conduit a des performances remhblegiaa savoir, la robustesse du
degré de stabilité et la robustesse de la rapi@ité-vis des variations de la masse suspendue.

Deux méthodes, a lI'image des méthodes développaes k& chapitre 1 pour la
synthése et la réalisation d’'une suspension CRONEe&hnologie hydropneumatique, sont
alors proposées et illustrées. La premiere métlamhemence par la détermination des 4
paramétres de haut niveau d'un intégrateur d’ondre entier borné en fréquence, en tenant
compte des cette étape de la spécificité de lantdabie hydropneumatique. Elle se poursuit
par le calcul des parameétres physiques puis teobigples (pression de tarage et volume des
accumulateurs hydropneumatiques).

Une transformation mathématique permettant de peeed compte linfluence des
variations de la masse suspendue directement siantdion de transfert de l'intégrateur
d’ordre non entier borné en fréquence déterminédébunt de méthode est définie. Elle évite
ainsi le calcul des parametres technologiques laopirévision du comportement vis-a-vis des
variations de la masse suspendue d’'un intégratemdrd non entier borné en fréquence
réalisé en technologie hydropneumatique et utilesgs un contexte d’isolation vibratoire.

Le chapitre 3 s’attache a la prise en compte des non-linéaritass de cas d’'un
intégrateur d’ordre non entier borné en fréquercéaide de la décomposition en série de
Volterra, outil mathématique fréquemment utiliséupdidentification des systemes non
linéaires, la représentation d’'un intégrateur d'engon entier borné en fréquence est proposée
sous la forme d’une somme de noyaux. Le noyau deeiva d’ordre 1 représente la partie
linéaire du systéme. Les noyaux de Volterra d'oslrpérieur permettent de décomposer la
partie non linéaire du systeme sous la forme dsiguus sous-systemes réagissant chacun a
une puissance différente de I'entrée. Ainsi, latgbation du noyau d’ordré a la réponse
temporelle du systéme non linéaire & une ent@est fonction dei(t) .

La décomposition en noyaux de Volterra permet Olétaune pseudo-réponse
fréquentielle du systéme non linéaire a un typetdés. A partir des pseudo-diagrammes de
gain du support d’étude hydropneumatique présantéhapitre 2, il est montré que les non-
linéarités n’affectent pas la robustesse du degrétdbilité obtenue grace a un intégrateur
d’ordre non entier borné en fréquence réalisé @midogie hydropneumatique.

Le chapitre 4est consacré, d’'une part, a la mise en place mfodele de validation a
14 degrés de liberté pour I'étude de la dynamiqgsev@hicules automobiles et, d’autre part, a
I'étude de modeles de synthése et d’analyse palyriamique verticale du véhicule.

Grace aux formalismes de Lagrange et a l'utilisaties torseurs, outil mathématique
spécifigue a la mécanique, il est montré que lémi des équations régissant le
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comportement du modeéle de validation a 14 degrdibedé nécessite la mise en place d’au
moins 12 hypotheses simplificatrices. Ces hypothdseitent le domaine de validité du
modele et augmentent les incertitudes sur lestegsul

Afin de situer le contexte dans lequel se placesitiavaux présentés au chapitre 5, un
état des suspensions automobiles est présentéreardepartie.

Le chapitre 5propose la synthése et la réalisation en techielwgdropneumatique
d’'une suspension CRONE hydractive pour I'essieie@@rd’'un véhicule automobile. Une
suspension CRONE hydractive est une suspensionemiedd plusieurs états de
fonctionnement et dont le mode confort garantiblaustesse du degré de stabilité de la caisse
vis-a-vis des variations de la masse suspendude Gatpension CRONE hydractive est
réalisée a partir d’'une suspension de référencemparrangement en cascade de cellules RC
identigues en gamma. Dans un premier temps, lderp@nces de cette suspension sont
évaluées en pompage a l'aide d'un modéle quartéiecwle. Dans un second temps, les
performances en pompage, roulis et tangage du wéhémuipé de la suspension CRONE
hydractives sont observées a partir du modele@eg#és de libertés développé au chapitre 4.
Pour ces simulations, le modéle de la suspensio@NERhydractive tient compte des non-
linéarités des accumulateurs hydropneumatiques.

Parmi les résultats de simulation, plusieurs paots a souligner :

- enpompage le mode souple de la suspension CRONE hydraptvmet d’obtenir
la robustesse du degré de stabilité et la robuestdsda rapidité vis-a-vis des variations de la
masse suspendue, performance prévisible au vuésdedtats présentés dans les chapitres
précédents ;

- enroulis, le véhicule équipé de la suspension CRONE hydeaen mode souple se
comporte de la méme facon que le véhicule équipka deispension de référence en mode
souple. Ce résultat est lié au fait que, en modmlseo la barre anti-dévers dicte pour une
grande part le comportement du véhicule en roulis.

- entangage le degré de stabilité¢ du véhicule équipé de Ispension CRONE
hydractive en mode souple est robuste vis-a-visvdeations de la masse suspendue et la
tenue de caisse est bien meilleure qu’'avec la ssgpe hydractive de référence en mode
souple. Ces résultats sont remarquables dans larenes le mode souple de suspension
CRONE hydractive n’a fait I'objet d’'une synthéseequour le pompage.

Il est a noter que dans le contexte des suspenaidgomobiles, les non-linéarités des
accumulateurs hydropneumatiques ont trés peu dénfie sur les performances. Ce constat
est d’autant plus vrai que le nombre de celluléséés pour la réalisation du mode souple de
la suspension CRONE hydractive est grand.
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Les perspectives & moyen terme s’inscrivent dimreetd dans la continuité des
travaux en cours.

Concernant I'influence des non-linéarités d’un gmééeur d’ordre non entier réalisé en
technologie hydropneumatique, les travaux présermtass ce memoire ouvrent de
nombreuses voies.

Tout d’'abord,la prise en compte dés la conception de l'influendes non-linéarités
des accumulateurs constitue le prolongement dilestrésultats des chapitres 2 et 3. En effet,
maintenant que l'influence des non-linéarités egtieitée, il reste a adapter la méthode de
syntheése présentée dans le chapitre 2 pour garartiexemple un premier dépassement
donné malgré la présence des non-linéarités. Raar kadéfinition d’une transformation
mathématiquepermettant de représenter l'influence des norefités directement sur le
comportement fréquentiel de l'intégrateur d’ordrennentier borné en fréquence serait
intéressante, a I'image de ce qui est présenté laoprise en compte de l'influence des
variations de la masse suspendue.

Ensuite, le travail qui a été fait pour l'influendes non-linéarités des accumulateurs
hydrauliques doit étre poursuivi avec la prese compte des non-linéarités des résistances
hydrauliques. En effet, en isolation vibratoire, m@mbreuses suspensions possedent des
amortisseurs non linéaires. Les non-linéaritéssperes sont liees aux propriétés de détente
et de compression des gaz : elles peuvent étréigaaldeparasitesdans le sens ou elles ne
sont pas recherchées par le concepteur. A linvéese non-linéarités des résistances
hydrauliqgues peuvent étre qualifiées fdmctionnellesau sens ou elles répondent a une
spécification du cahier des charges. La caracténrsde l'influence de ces non-linéarités est
donc fondamentale.

Pour cela, l'utilisation des séries de Volterratp&we poursuivie. La prise en compte
des non-linéarités des résistances hydrauliquesadsy faire, au moins dans un premier
temps, indépendamment des non-linéarités des adatgurs hydropneumatiques afin de
faciliter le calcul des noyaux, déja complexe pilewrs. Cela ne pose pas de probléeme
particulier dans la mesure ou les non-linéarités msistances sont généralement beaucoup
plus marquées que celles des sphéres.

Une autre piste consiste a n'intégrer dans le tébgdropneumatique qu’une seule
résistance hydraulique non-linéaire, les autresitétautes linéaires. Dans le cas d'une
architecture en cascade de cellules RC en gamrpegtaiere résistance hydraulique est celle
traversée par le débit le plus important. Il estsjudicieux de « concentrer les non-linéarités
fonctionnelles» sur cette résistance. Dans le tasatrangement paralléle de cellules RC en
série, la résistance la plus susceptible d’avoie garactéristique non linéaire est celle
associée a la cellule présentant la plus faibleéttlapce hydraulique.

Dans le cas ou seule une résistance hydrauliqueoestiinéaire, le calcul des noyaux
de Volterra est alors grandement simplifié.
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Au niveau applicatif, la suspension CRONE hydractive peut faire [|'obgkt
nombreux développements futurs.

Tout d’abord,Je contrbéle du battement de roygeut étre amélioré. Il est montré dans
le chapitre 5 que le battement de roue dépendmoémt, de la phase apportée par la
suspension a la fréequence propre de roue. Il essilpe de mieux contréler la roue en
ajoutant une cellule a avance de phase a la suspeBRONE hydractive en mode souple.
Pour étre efficace, cette cellule doit étre biametisionnée de fagon a apporter le maximum
de phase a la fréquence propre de roue.

La fonction de transfert de I'impédance hydrauligientrée de la suspension CRONE
hydractive en mode souple devient alors :

m

. 1+-> | 1+
9= —a ]|~
Sla+-> | 142

w, w,

Ainsi, la cellule non entiere a avance de phase@stacrée au degré de stabilité du
mode de caisse (et a sa robustesse vis-a-vis dafiores de la masse suspendue) et la cellule
entiere a avance de phase, quant a elle, est dadiékegré de stabilité de la roue. Cette
perspective fait d’ores et déja I'objet de dévekpents.

En second lieu, le chapitre 5 montre les perforraarabtenues sur un modele a 14
degrés de liberté par un véhicule équipé au nivd&u’essieu arriere d’'une suspension
CRONE hydractive et sur I'essieu avant d’'une susieenhydractive (qui n'a pas fait I'objet
d’'un redimensionnement). Leedimensionnement de la suspension de I'essieunavafin
d’accorder son comportement dynamique avec cella geispension CRONE hydractive de
I'essieu arriere, doit étre envisagé pour optimissmperformances globales du veéhicule.

En troisieme point, la méthode présentée dansdpith de 5 pour la synthése et la
réalisation du mode souple de la suspension CRONEabtive ne tient compte que du mode
de pompage. Dans le futur, ceftgnthése peut se faire dans I'espace modal centre de
gravité du véhicule ou les modes de pompage, désretide tangage sont naturellement
découplés. Cette approche conduit a trois suspensiduelles, I'une pour le pompage, I'une
pour le roulis et la troisieme pour le tangage. e les suspensions virtuelles définies au
centre de gravité, il est possible de revenir daspace local au niveau des points d’ancrage
des suspensions a l'aide d’une matrice de passagmédirique. Cette derniere résulte de
I'hnypothése chassis indéformable.

Enfin, la gestion du passage d’'un mode a un autiepas été abordée dans ce

mémoire. Ladéfinition d’'un superviseurpermettant la gestion des modes de suspension en
tenant compte des autres organes du véhicule, wiamsstratégie de Contrbéle Globale du
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Chassis (CGC), peut étre faite. Dans le méme espeis dispositifs additionnels a la
suspension, tel gqu'un dispositif hydraulique d’amotilis a I'image de celui présenté dans
[Serrier, 2006d], peuvent également étre pilotéTpauperviseur.

Pour finir, 'implantation sur véhicule d’'une suspension CRONE hydractive est
désormais nécessaire afin de valider au cours al¥®séels les performances constatées en
simulation. Cette implantation fait I'objet d’'uratrail de these en collaboration avec PSA a
compter du 1 Octobre 2008.
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Annexe |

La représentation des champs de vecteurs par lesrsgurs
en mecanique

[.1 - Définition

Un torseur est un outil mathématique permettanegessenter un champ de vecteurs
équiprojectif par sa réduction en un point donné P de 'espadex vecteurs particuliers :

- la résultante du champ, notée, ce vecteur étant indépendant du point ou le torest
exprime ;
- le moment en P du champ nth.

L'ensemble des moments du champ dans tout I'espgmésente le champ lui-
méme. La résultante est un vecteur caractéristidquechamp permettant, a partir de
I'expression du moment du champ en un point pdidicule retrouver le champ en tout point.
Cette réduction est rendue possible par le cam&guiprojectif du champ de vecteurs qui
implique une relation dite de Varignon entre lesmmeats du champ en deux points
guelconque® etP de I'espace :
soit un espace affing

DOOEOPOE, M, =M, +ROOP . (1.1)

Un champ de vecteurs équiprojectif est donc plearerdéfini par la connaissance de
sa résultante et de son moment en un point aneitrblin torseur. , exprimé en un point
guelcongue de I'espace O, appelé point de rédudtidiorseur, sera noté par la suite :

(R
y{M_} (.2)

—

8 Dans un espace affine euclidiénun champ de vecteu(v )PDEest équiprojectif si :

p

OPUE, OQUE, \TP).P_Q>=\7Q).%>, ou . représente un produit scalaire.
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Les torseurs sont trés utilisés en mécanique ddesaidéformable et des systemes
car, comme cela est expliqué par la suite, il essijple de décrire un grand nombre de
champs de vecteurs significatifs par des torsdoar plus d’informations sur les torseurs et
leur utilisation en mécanique générale, le leciatéressé pourra se reporter a [Brossard,
1994].

|.2 - Opérations sur les torseurs

Il est possible d’additionner des torseurs a ladd@n qu’ils soient exprimés au méme
point et qu’ils représentent des grandeurs sineaiDans ce cas, la somme de deux torseurs
est un torseur ayant pour résultante la somme ératantes et pour moment la somme des
moments.

La seconde opération importante pour les torsesrslee comoment. Soient deux

torseurs”, ={ﬁ} et 7, ={ R } réduits {.e. exprimés) au méme point O de I'espace.
O (0]

10 20
Le comomentP de ces deux torseurs est un scalaire défini par :

e {M_K),}OD{MZO}O R.M,,+R,.M. (1.3)

Cette opération est une opération commutative.

1.3 - Torseur des efforts extérieurs appliqués a usysteme

Une action mécanique exercée par un élément dersgronnemeritsur un systéme
est modélisable par un torseur dont la résultamteespond a la force exercée par cet élément
sur le systeme et dont le moment au point d’aptinade I'action mécanique correspond au
couple exercé par I'élément sur le systéme.

Ainsi, a titre d’exemple, I'action mécanique exergaar la pesanteur sur un systeme
de mass®/ peut étre représentée par un torsgjy, , dont

- la résultante est un vecteur vertical orientés e bas ayant pour norme le produit
de la mass# par I'accélération de la gravitg;
- le moment exprimé au centre de gravité G du systest nulle :

-Mgz
s M9 n
O G

ou Z est un vecteur unitaire vertical orienté versdath

° Dans ce contexte, I'environnement d’un systémégdéstout ce qui n’est pas inclus dans le systéme.
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.4 - Torseur cinématique d’un solide

Le mouvement d'un solide peut, a chaque instang, @odelisé par un torseur qui
représente le champ de vecteurs des vitesses derncligs points du solide. Le torseur
cinématique d'un solide S en mouvement par rappoun référentiel R 7., a pour

moment en un point quelconque du solide la vitelgsee point par rapport au référentigl R

et pour résultante une vecteQr, ., tel que pour tout point du solide la relation darignon

(équation I.1) soit vérifiee. Ainsi, il s’exprim@ @n point M du solide du considéré:

Q
Uopp, =922 0 (1.5)
VM,S/Fe0 M

La définition rigoureuse du vecteur instantané datation nécessite des
développements non négligeables qui ne sont piésstiai mais sont présents dans [Brossard,
1994b]. Il est a noter que

Qqgr, = Qgys- (1.6)

appelé vecteur instantané de rotation est un weptate

_—

En pratique le vecteuRg,

par 'axe autour duquel le solide S est en rotadidimstant considéré, sa norme est égale a la
vitesse de rotation du solide autour de cet axsigiee étant lié au sens de rotation. Ainsi le
torseur cinématiquéz, . d'un solide indéformable S en rotation, a la \g&e& , autour d'un

axe de vecteur directexr passant par le point O appartenant au solidee8psime :

>
Cer, =4 Xl - (1.7)
0

o

1.5 - Torseur cinétique d’un solide

Un systeme matériel peut étre considéré comme un ensemble de pointhatun
de masse élémentaire dm. Lorsque que cet ensenaldeiehest en mouvement par rapport a
un repére R, on définit la quantité de mouvemeé@méhtaire d’'un point M par rapport au
repere R comme étant le produit de la vitesse daot p par rapport a R et de sa masse

élémentaire V,,,;, dm.
On associe le torseur cinétiqué. , de I'ensemble matériel dans le mouvement

par rapport a R au champ des quantités de mouvenééhentaires des points de par
rapport a R que I'on peut définir en un point Plgoeque :

oo = j@mdm (1.8)
IR, ”LPM DVM,Rde' '
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La quantité”LVM,Rdm est appelée résultante cinétique de I'ensembl@&rmeb

dans son mouvement par rapport a R. Cette grard¢égale a la quantité de mouvement de
> dans son mouvement par rapporta R :

”LVM/R dm=M Vg g, (1.9)
avec M la masse totale de I'ensembleet V;,, la vitesse du centre de gravité G Hear
rapport a R.

La quantité MW [V,, ,rdm est appelée moment cinétique en P de I'ensemble

matérielZ dans son mouvement par rapport a R et généralenéeo, ;. .

Pour un solide, le moment cinétique au point geutalculer en fonction de la matrice
d’inertie du solide exprimée au point O, de lass du point O par rapport a R et du vecteur

0G :

UO,Z/R =[I]O QS/R+ M O(Bl:IVO/R ' (IlO)

Pour plus d’informations, le lecteur intéressé seuteporter a [T| 94b].

1.6 - Torseur dynamique d’un solide

Le torseur dynamique’..,, d’'un solide S est un torseur ayant :

- pour résultante une quantité appelée résultantamigue, et égale a
”LFM/Rdm:M Mors

ou I,z designe l'accélération du point M par rapport aepere R ;

- pour moment une quantité appelée moment dynamigage J, ;
lorsqu’elle est exprimée au point P, et définie ;par
Ops/n = ||[[PM DTy dm.

Dans le cas d’un solide, il est possible d’écrire :

d _—
Op. 5 /R :[EUP,Z/R} +MV; p V)R - (1.11)
R
Si le point P est fixe par rapport a R, cette retatlevient
" -
o, =|—0 : (1.12)
P,Z/R _dt P,Z/R_R
Si le point P est le centre d’inertie de S, c'edirasiP =G,
" _
0, =|—o0, : (1.13)
G,Z/R _dt G,Z/R_R
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Annexe Il

Application du formalisme de Lagrange a un exemplée
modele de véhicule a quatre roues

II.1 - Calcul de I'énergie cinétiqueT, du systeme

L’énergie cinétiquel; du systeme est la somme des énergies cinétiquesadan des
éléments, soit :
TZ = TMS +TMNSl +TMN82 +TMN83 +TMNS4 1 (“14)

ou Tys représente I'énergie cinétique de la masse suspertTyns;, | allant de 1 a 4,
représente I'énergie cinétique des masses nonrslisps.

[1.1.1 - Calcul de I'énergie cinétique de la masssuspendue

L’énergie cinétiqueTys de la masse suspendue peut étre calculée commiel&ta
moitie du comoment entre le torseur cinétique,, de la masse suspendue dans son

mouvement par rapport au repére globasRpposé galilééfi et de son torseur cinématique

7, - Le torseur cinetique?, . peut s’exprimer, au centre de gravité de la cassié:
M.V,
Com = ——% 0, (1.15)
UG,C/RO G

ou Mc désigne la masse de la caisse etmit,, est le moment cinétique de la masse

suspendue dans son mouvement par rapport au gpbeg R.

Le moment cinétiquer; ¢, S’exprime :

Oscrm =lc Qorg » (I1.16)

19| est montré dans [Chevalier 96] que I'erreur cuise lors de cette approximation est inférieur&@ 1
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ou lc désigne la matrice d'inertie de la caisse expriméeentre de gravité @), désigne

le vecteur instantané de rotation de la caissg’egprime conformément a la définition des
angles de tangage, roulis et lacet :

Quir, =¥ )2+ (t) Vo +6(t) X - (1.17)
Le calcul du moment cinétique de la caisse donmérgéement lieu a la formulation
de deux hypotheses.

Hypothese 1
La matrice d’'inertie ¢ de la caisse est de la forme :

l, 0 O
le=| 0 1y, O], (1.18)
0 0 I

lorsqu’elle est exprimée dans le repére lié a |3886DG(G,>?G,VG,ZG)- Cette hypothése

revient a supposer que les axes du repéere véhmute les axes principaux d’inertie du
véhicule.

L’expérience dans ce domaine [Brossard, 2006] seggkitot d’utiliser une matrice
de la forme :

=l 0 1o, O], (1.19)
0 g

Toutefois, dans la suite de ce document, c’esbriaé simplifiée de I'expression (24)
qui est utilisée.

Czx

Hypothese 2
En général, le vecteur instantané de rotation esisidéré égal a :

Qe =W 2 +P Yo +OXs . (11.20)

En réalité, d’apres les définitions adoptées, aters est égal a :
Qc.r, = (W codp)cod6) - psin(6)) z¢ +(p cod6) +y codp)sin(6)) e +(6-wsin(p)) x;

(11.21)

L’approximation de I'équation (I.7) revient doncapposer que les angles de tangage
et roulis restent faibles.

Ces deux hypothéses conduisent a écrire le tocgmétique sous la forme
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o =) Me Vo +, 56 +V,7) (11.22)
, cUx%e ™Yy ) o) L .
e ICXHXG+ICy¢yG+ICz¢IZG G

Le torseur cinématique exprimé au point G est dgfn :

Q —_— —_— . —
U =] merm L = Y2e+0Ys 0% | (1.23)
Vesir, G ViXe *V, ¥e +V, Z; G

L’énergie cinétique de la masse suspengyieest donc donnée par :

1 .
TMS =E[I\/IC 6/x2 +Vy2 +sz)+ lee2 + le¢2 + lCzl/lz]' (”24)

[1.1.2 - Calcul de I'énergie cinétique des masse®n suspendues

De la méme fagcon que précédemment, I'énergie guéflynsi des masses non
suspendues peut étre calculée a partir des torsmdtiques et cinématiques. Il est nécessaire
de calculer séparément les énergies cinétiquebat®ine des masses non suspendues.

Le torseur cinétique?, des masses non suspendues 1 (avant gauche) siexpri

NS/R,
au point Gynsi, SOit :

M, e V.
@waﬁ{ Mf"} , (11.25)

Guwins1:MNS /Ry Gynst

ou Mwns: représente la masse totale des masses non suespehdy . représente la

vitesse du centre de gravité des masses non susgeraVant gauche e, ns/r

représente le moment cinétique des masses nonnslugsedans leur mouvement par rapport
a Ry, exprimé en leur centre de gravité.

La vitesseV, _,, du centre de gravité est, par deéfinition, égalea aérivée par

rapport au temps du vecteur positiog,,,s , en considérant le reperg 8mme fixe :

_[¢0Gue
GMNSll% - dt

(11.26)

Remarque

La notation [%} désigne la dérivée par rapport au temps d’un objathématique
R

(vecteur, scalaire, etc) en considérant le repere d®mme fixe. Cette notion est trés
importante en mécanique. Pour s’en convaincre,uiffis de comparer les dérivées d'un

vecteur, par exemplez par rapport au temps, dans les repérgg et R. La premiere

dérivée est nulle, le vectew, étant fixe dans le reperg, la seconde ne I'est pas. Une
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formule générale, appelée formule de la base mopdemet de dérivée un vecteur dans un
repere en passant par sa dérivée dans un autreeepe
soit U un vecteur quelconque, soient ® R deux repéres orthonormés directs, soit

Qg le vecteur instantané de rotation de &ns son mouvement par rapport a R
dérivée de upar rapport au temps dans le repéregeut étre calculée par :
du du
— | == +Q aad. .27
{ dt :|R1 l: dt :IR o ( )

L’équation (I1.13) peut s’écrire en fonction deJdesse du centre de gravité de la
caisse. En effet,

_ dOGMNSL _ dO—G dGGMNg _
Vowair = {T] { dt | T a “Vecrr, *
Ro Ry

Il reste donc a calculer la dérivée par rappoteatps du vecteuGG,,s , Soit :

% .(11.28)
dt
Ro

[deem] :[d(g(t)x}ll(t)y:—[ze(t)—zal(t)]z)
dt . dt

10,

_

—_—

L) | ) | -2 -]

dt dt
(11.29)

La dérivée par rapport au temps du vecte;drdans le repéere Rest nulle car ce

Uo

vecteur est fixe par rapport &.R.es autres dérivées des vecteurs unitaires peldten
calculées par la formule de la base mobile :

o
{dtR:l =Qp o, OXs =0 75 UXg (1.30)
Do
avi] e
et at |- Qp o, UYr =80 75 Uyg . (1.31)
DO

Lorsque I'hypothese 2 (angles de roulis et tangagdes) n'est pas vérifiee, ces
expressions font intervenir les cosinus et les ssides angles de tangage et de roulis.

L’hypothése 2 permet donc de simplifier ces expoessen considérant que les vecteuz_é

et z, sont identiques. Les dérivées dans le repgrdeR vecteurs de base du repéere route
deviennent alors
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dx.| _ ,—
{ at L =Y Yr (1.32)
dy.| __,—

et {—dt L Y Xy - (1.33)

Il est & noter que la simplicité des équations ltéstes de I'hypothese 2 justifie
largement I'hypothése, d’autant que la précisioppggmentaire apportée par la non-prise en
compte de cette hypothese est faible.

Ainsi, lorsque I'hypothése 2 est prise en com@eydcteur vitesse du centre de gravité
des masses non suspendues avant gauche s’exprime :

Vorurin =V Xo *+ (=L Jia +V, yo + i, + Lg)ya + 27, (11.34)
La simplicité (relative) de cette expression vidat’hypothese 2 qui permet de poser :
V,2.=2.7, . (11.35)

A ce stade, une nouvelle hypothése est généralantesduite.

Hypothese 3

Les vitesses de variation des voies et empattensams supposées négligeables
devant les autres termes. Les figures Il.1 et Heprésentent les variations de demi-
empattement et de demie-voie d’'un véhicule [Ven083], montrant les faibles variations
relatives de ces grandeurs. Ainsi, le vecteur sgedu centre de gravité des masses non
suspendues avant gauche se simplifie :

VGMN51/D0 =VXXG _IleR +Vny +|—11ﬂyR+za120- (”36)

demi-empattement avant (mm)
emnpatternent (mrm)

> e 0
0 T 7 e
I -20
50 -~
e o ;
débattement (mm) -100 -40 position crémaillére (mm) oo -100
Débattement (mm)

0

Débattement roue oppt
(@) (b)

Figure 1.1 — Variation de demi-empattement :
(a) avant : fonction de la position crémailleredet débattement
(b) arriére : fonction des débattements de la reaHicitée et de la roue opposée

- 245 -



Annexe Il Application du formalisme de LagrangenaeMemple de modéle de véhicule

FED mwy s s

demie-voie (mm)

demie-wie avant {mm)

oo

a0

A0 T om0 0

Débattement (mm) Débattement roue opposée(mim)
@) (b)
Figure 1.2 — Variation de demie-voie :
(a) avant : fonction de la position crémailleredet débattement
(b) arriere : fonction des débattements de la reaHicitée et de la roue opposée

position crémaillére (mm)

Au centre de gravité des masses non suspenduasntent cinétigue des masses non
suspendues avant gauche s’exprime

OGNS /R, = hanst Qunsug, - (1.37)

Hypothese 4
La forme générale de la matrice d’inertie des massen suspendues, exprimée dans
le repére pneumatique 1, est donnée par

I MNSLx O O
lma=| O sy O | (1.38)
O O l MNS1z

Hypothese 5
Le vecteur instantané de rotatio ., Ppeut étre suppose egal a :
QMNSl/Fe0 =ﬁlzo+w1yp1+wze ) (1.39)
ou B, est I'angle de braquage des roues avant gauchewotest leur vitesse de rotation et

ou y_p; désigne I'axe de rotation des roues. Cet axedéBhi dans le repére pneumatique,

représenté figure 9.
Cette hypothése revient a postuler que I'axe datiort des roues lors d’'un braquage

est toujours vertical et que les masses non sugpsrgk réesument principalement aux masses
qui subissent les deux rotations (jante, pneumefigtc...).
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L’hypothése 2 permet aussi d’approximer le vectesitantané de rotation des masses
non suspendues par rapport au repgrpaR

Qunern, =W+ B) 70+ 0.y, (11.40)
Le moment cinétique des masses non suspenduesptlisie alors :
UGMNa,MNQIDO MNSly 1yp1 + lMNSlz (‘/I + ﬁl) . (”-41)

Considérant ce qui a été écrit dans le paragrapfeggent, le torseur cinématique des
masses non suspendues 1 dans leur mouvement partrap repere 0 s’exprime :

_ ] Qunsun, _{ (l/l+ﬁl)20+w1yp1 } . (1.42)
V,

W///hsllljo - -

XG_I lﬂX +V yG+LwyR+Za120

GunsyMNSL/ Oy |

Finalement, I'énergie cinétiqug,,q, S'exprime :

Tinst :%{M MNSL [( =1 ¢') (Vy + L1¢/)2+ Zy 2]"’ I MNSLy 0)12+ stz (‘//"'181)2}’

(1.43)
avecMyns1la masse totale des masses non suspendues & bavehe.
Le résultat de I'équation (11.30) peut étre trarspaux autres masses non suspendues
en tenant compte du fait que les roues arrieremrgidérées comme ne braquant pas.

Ainsi, I'énergie cinétiqueT,,,s, des masses non suspendues avant droit s’exprime

finalement sous la forme :

Tuns2 Z%{M MNS2 [(Vx -|1lﬂ)2 + 6/y + Llw)z"' Z, 2]"' | MNS2y 0)22+ | vins22 (‘/I +lgz)2}'

(11.44)
avecMuns2 la masse totale des masses non suspendues & tiao@n
De la méme maniére, I'énergie cinétiqlig,; des masses non suspendues arriére

gauche s’exprime finalement :

Tunss = 2{ MNS3[ -1 ‘/’ (Vy + |—1‘//) *+ Z,3 2]+ I MNS3y 0)32+ Ivinss, & 2}’ (11.45)

avecMynssla masse totale des masses non suspendues gaigtee.
Enfin, I'énergie cinétiqud,,,s, des masses non suspendues arriere droit s’exprime

Tunsa Z%{M MNS4 [(Vx - |1lﬂ)2 + 6/y + Llw)z"' za42]+ I MNS4y w42+ linsaz & 2}’ (46)

avecMynssla masse totale des masses non suspendues draire
L’énergie cinétique totald; du systeme est donc la somme des énergies ciasgtiqu
calculées ci-dessus
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[I.2 - Calcul du membre de droite des équations deagrange

Afin d’expliquer le calcul des coefficients éneigaes Q;, il est nécessaire
d’introduire les notions de vitesse et de puissarideelles. Une définition mathématique
rigoureuse de la vitesse virtuelle peut étre treud@ns [Aimé, 1996]. Il s’agit ici uniguement
d’expliquer simplement ce concept.

Pour faire simple, il est possible d'imaginer poarmécanisme des mouvements qui
ne correspondent pas forcément au mouvement résitepossible de ce systeme. Ce
mouvement fictif, appelé mouvement virtuel, peutnpettre d’estimer des efforts de liaison,
des rigidités de pieces, etc. Un mouvement virestl représenté par la vitesse virtuelle
instantanée de tous ses points M, cette vitessgapblelle-méme étre représentée par un
torseur cinématique. A un mouvement virtuel estoege une puissance virtuelle. Les
grandeurs virtuelles sont notées de la méme fagenles grandeurs réelles auxquelles est
ajouté * en exposant. Ainsi, la vitesse virtuellebint M dans son mouvement par rapport

au repére Rest notée/,, /R, - Cette vitesse est définie par

. " IOM .
Vs, =Z_1: 5 5 (11.47)

—_—

ou OM désigne le vecteur position du point M et estjted :
OM =OM (x,,t), (11.48)
avecx;, i allant de 1 an, les parameétres permettant de décrire la positiorpaint M
[Hautcoeur, 2006].
Cette définition provient de I'extension de la défon de la vitesse réelle qui peut
étre exprimée sous la forme :

" 9OM ., . OOM
VM,RO=Z:1: 5 St (11.49)

Il est possible de montrer que le cha{zi{)*} des vitesses virtuelles d’un solide peut se
mettre sous la forme d’'une somme de torseur :

{W}:;X{W} (1.50)

ou {W } est un torseur exprimé en un point M quelcongue pa

0Q

ST
v} Wl (11.51)
0% |,

La puissance virtuelle des efforts extérieurs ed®rur le solide S s’exprime alors

A=lr)olr, J=$xal - 5ir) 152

- 248 -



Annexe Il Application du formalisme de LagrangenaeMemple de modéle de véhicule

ot Q[ - z/R)={z'to{7. . (1153)
soit o - 3/R)=2F (1.54)
0%

Le termeQi(f - Z/RG) correspond au premier terme du membre de droésept

dans I'’équation relative au paraméte Lagrange (équation 4.19).

De la méme facon, le term@ (Sj o SK) est donné par {/ﬂ,*sK/sj}D{@.ﬂsk}, ou
{W,*g/sj} est la vitesse virtuelle du solidg par rapport au solid§ et ou {(75#%} est le

torseur des actions meécaniques exercees par ¢k Sosiur le solides.

[1.2.1 - Bilan des efforts extérieurs appliqués awéhicule
[1.2.1.1 - Poids des masses suspendues

Le poids des masses suspendues du véhicule peutregirésenté par un torseur
{Toee us} dont les éléments de réduction au centre de grévile la caisse sont :

{TPeSaMS} = {_ M%QZ} . (11.55)

Choisissons un champ de vitesse virtuelle(s) coiripativec les liaisons. Ce champ
de vitesse virtuelle peut s’écrire (il s'agit iai dhamp des vitesses réelles) :

{W *}= Qusin, | _ | 240 Yo+ % (11.56)
/ * T x> * > . .
T Vesim Jy XY YotV 7

X

La puissance virtuellByes/caisscd€veloppée par I'action de la pesanteur sur lsseagst

le comoment entre le torse{ereSﬁMs} etle torseu{%,,%*}, d’ou son expression :

P oyensce= —Mc (— singV, +sinfcosgV,” +cosfcosgV, ) (1.57)

p

[1.2.1.2 - Efforts aérodynamiques

Hypothese 6

Les efforts aérodynamiques sont modélisables patorseur appliqué au centre de
gravité de la caisse G. Dans [Venture, 2003], leséar des efforts aérodynamiques est
proposé sous la forme

- %Ioair Cx Sf Vaéro2 X—c;

{7t =11 L (11.58)
Epair Zs Cx Sf Vaéro2 Yo
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avec p,, la masse volumique de l'air supposée constardgade a 1,225 kg/inS la surface

frontale du véhicule eC, le coefficient de pénétration dans l'air. Le vectesitesse
aérodynamique s’exprime

Vaéro =Vx +Vair/so| '

(11.59)

Sa normeV,_, . est souvent considérée comme égale a la visda véhicule. Cela

aéro
revient a supposer que les autres composantes dieuvevitesse du véhicule sont
négligeables devant la vitesse longitudinale, etlgwitesse du vent est également tres faible

devant celle-ci.

La puissance virtuellé®,

éro

développée par les efforts aérodynamiques s’exprime

Pe:éro = {y;éro} u {/ﬂ(’/ RO*} ! (”60)
relation qui conduit & une expression finale detee

*

I:)aéro = _%pair Cx Sf Vaér02V ) + %pair ZG Cx Sf Vaér02¢* ' (“61)

X

[1.2.1.3 - Efforts pneumatiques

Les efforts pneumatiques sont modélisables paonsedr appliqué au point de contact
roue sol. Le repére le plus simple pour exprimeoiteeur d’action mécanique exercé par le
sol sur le pneumatique est le repére lié au pneumatiqueAu point Pi de contact du
pneumatique sur le sol, ce torseur s’exprime :

F.Xx +F_y +F, 7
{TRoute-.Pneq}z{ Xpr P! ZEI “p ZO} ’ (“62)
M piZO
=}

ou F,, désigne l'effort pneumatique longitudindF,; I'effort transversal,F,, la charge
verticale du pneumatique 8 ; est le moment d’auto-alignement.

La puissance virtuelle des efforts extérieurs a@@s au pneumatiquepeut étre
calculée comme étant le comoment entre le torsesr afforts extérieurs appliqgués au
pneumatique et le torseur cinématique du pneun®titfuns son mouvement par rapport au
référentiel R.

Le torseur cinématique décrivant le mouvement glrtiu pneumatique 1 s’exprime,
au centre de gravité des masses non suspengiesseus la forme :

A [ G _ (¢*+ﬁ*);+w*7
{%ﬂhsllljo }_ {\%} = {6/)( _Illﬂ* )X—,; + ély* c-)i- Lllﬂl*)py: + Zal* Zo}eMNSl .

GMNSl

(1.63)
Afin de calculer la puissance virtuelle des effoestérieurs exercés sur le
pneumatique, il est nécessaire de déplacer ce torseur au geiobntact pneumatique sol :
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e, 1= {6’ B o VR T S (11.64)

La puissance virtuellé;

w5 )mrw) v, } |
R

développée par les efforts pneumatiques a I'aganthe

ney

du véhicule s’exprime alors

Py =M, (l// + ,5’1*)+ Fyoi [‘ ro+ 6/; N )cos,Bl + ﬁ/y* +Ly )Sinﬂll
+ Rl + L Joos, -, -1y Jsing i Fyzs |

Les expressions pour les trois autres pneumatspr@ssimilaires.

(11.65)

[1.2.1.4 - Poids des masses non suspendues

Le poids des masses non suspendues du vehiculéfpeueprésenté par un torseur
{TPes_.MNS} dont les éléments de réduction au centre de @re@ilysi des masses non

suspenduessont de la forme :

{TPes-' MNS} = {_ M MgSig ZO} . (11.66)

GMNSi
Le torseur cinématique décrivant le mouvement glrties masses non suspendues 1
au point Gynsi est donné par I'équation (11.49).
La puissance virtuelle de la pesanteur sur les@sassn suspendue 1 s’exprime alors

*

Pres.. MNS — ~M ynsi9 zal* . (11.67)

Les expressions pour les trois autres masses spersdues sont similaires.

[1.2.1.5 - Actions mécaniques provenant du group@topropulseur ou du systeme de
freinage

Hypothese 7

Les actions mécaniques provenant du groupe motofsepr ou du systeme de
freinage peuvent étre considérées comme des aati@éaaniques extérieures. En réalité, il
s’agit d’actions mécaniques internes a notre systétude. Cependant, les étudier comme
telles nécessiterait la prise en compte des él&néatla chaine de transmissions (boite de
vitesse, différentiel, etc) et du systeme de fgEn@triers notamment). Cela fait I'objet d’'un
développement rigoureux (et complexe) dans [Braksz006].

De plus, ces actions mécaniques peuvent se raragrerseur

| o
{TCmotﬂ roug } - { Cmog y—pl'} . (”68)

GMNSi
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Dans ce cas, la puissance virtuelle liee au codpldéreinage ou au couple moteur
s’écrit simplement :

* *

=C..w . (11.69)

P

moti mot

[1.2.2 - Bilan des efforts intérieurs au systeme
[1.2.2.1 - Efforts de suspension

Hypothese 8
Les actions mécaniques exercées par la suspensianla caisse du veéhicule peuvent
étre représentées par le torseur

{TSuspLCaissJ = FSUS—PiZO - (1.70)
0
Cela revient a postuler
- d’'une part que la suspension n'exerce aucun eosynl la caisse, la liaison entre la caisse et
la suspension est donc une liaison rotule parfaite
- d’autre part que I'effort de la suspension esfdors vertical, hypothése peu réaliste mais
tres simplificatrice. Il serait plus réaliste despder que l'effort suspension est porté par le

vecteurAGy,s -

Remarque :
Les actions mécaniques de la barre anti-roulis pet\étre inclues directement dans
la norme de I'effort Euspi: c’est ce qui est fait ici.

Le torseur{r .:} possédant un moment nulle au point d’applicatieri’effort,

Suspi- Caiss

*

la puissance virtuell liée a I'effort de la suspensiarest le produit scalaire de I'effort

suspi

FaspiZo €t de la vitesse relativé, ,; _du point d'attache Ade la suspension sur la caisse et

du point d’attache de la suspension sur les massesuspendues.

Hypothese 9 :
La vitesse du point d’attache de la suspensionlesrmasses non suspendues est
identique a la vitesse du centre de gravité dessesmBon suspendues.

*

Ainsi, la puissance virtuell s’exprime

suspi

Pl = FoualVy — 24 £, 9" £1,6) . (1.72)

suspi
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[1.2.3 - Multiplicateurs de Lagrange

Tous les parameétres ayant été choisis indépendamgscalcul des efforts de liaison
n'ayant pas d’intérét ici, il est inutile d’introtta des multiplicateurs de Lagrange.

[1.3 - Résumé et Bilan final

Le modéle considéré ici est un véhicule a quatnesalont les deux roues avant sont
directrices. Le veéhicule se déplace sur un sol .plasmn modele comporte cing solides
possédant au total quatorze degrés de liberté (6 lpocaisse, 2 pour chaque ensemble de
masses non suspendues). Les entrées de ce maaele so
- les angles de braquage avant ;

- les couples moteurs ou de freinage sur chague;rou

- les efforts de suspension et de la barre antisrou

- les efforts verticaux pneumatiques.

Les voies et les empattements peuvent égalementiésr entrées du modele si elles ne sont
pas considérées constantes.

Les sorties de ce modele sont les valeurs, a chaggtant, des paramétres
cinématiques du veéhicule et de leur primitive :

- vitesses et positions du véhicule ;

- vitesses verticales et positions verticales dasses non suspendues ;
- vitesses de rotation des roues ;

- vitesses et angles de roulis, tangage et lacet.

Les entrées et les sorties listées ci-dessus peétrerliées par des blocs indépendants
représentant les organes du véhicule (par exeraplefforts de suspension sont fonction des
débattements de suspension calculés a partir déss$oCela conduit alors a un schéma bloc
similaire a celui présenté figure 4.3.

En résumé, I'énergie cinétique totale du systenéaesomme des énergies cinétiques
partielles stockées dans les différents élémeaptsigts, soit :
_ 1 2 2 2 ; ]
TMS - E[Mc 6/x +Vy +Vz )+ |0x62 + ICy¢2 + ICzwz ’ (“-72)

TMNSl = %{M MNSL [(Vx _I1¢’)2 + (Vy + L1¢’)2+ Zal 2]+ I MNSLy C‘)12+ IMNS].z (¢’ +151) 2}, (”-73)

Tunse = %{M MNS2 [(Vx "ﬂﬂ)z + 6/y + L1‘//) “+ Z, 2]+ | MNS2y 0)22+ | vns2z (lﬂ +/Bz)2}' (1.74)

TMNS3 = %{M MNS3 [(Vx _Ilw)z + (Vy + L1‘//) “+ ias 2]+ IMNS3y 0)32+ IMNSSZ ¢’ 2}, (”-75)
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Tunsa :%{M MNS4 [(Vx -|1lﬂ)2 + 6/y + Lllﬂ) “+ Zyy, 2]"' I MNS4y w42+ linsaz & 2}- (11.76)

Toujours pour résumer, les puissances virtuellssfferts extérieurs et intérieurs sont
données par :

Pescaisse = ~Mc O (— singV, +sinfcospV., + cochos¢VZ*) : (1.77)
Pe:éro = _%pair Cx SVaéro2 Vx* +%10air ZG Cx Svaér02¢* ' (”78)

*

Prey =M @, +Fy |- rew,+ (\/X* +, )cos,[;’1 + 6/y* +L g )sinﬂl] (1.79)

+F,, [(\/y +Ly )cos,[;’1 - 6/; + )sin ,[;’1]+ FroiZa
PI:es-, MNS M nsi9 Zal* J (11.80)
Pr;oti :Cmog a)l*’ (”81)
Ps*uspi = Fsuspi(vz* - zai* * Ll ¢* * |19* )’ (”82)

oui =1 a4 (extrémités du vehicule).

Il est important de rappeler que 9 hypothéses titf@mulées pour obtenir ces
expressions simplifiées.

En appliquant I'équation de Lagrange (4.19) pouaccim des quatorze parameétres
considérés, on obtient un systeme de quatorze iégsatlifférentielles a 14 inconnues
décrivant le comportement du veéhicule.

Des hypothéses supplémentaires sont généralenremilées, notamment :

Hypothese 10
Les angles de braquage avant sont egaux.

Hypothese 11
Les masses suspendues avant ont des caractérssgquéaires (masse et inerties). |l
en est de méme pour les masses suspendues arriere.

Hypothése 12

Le véhicule est symétrique droite-gauche, par cpmeét les empattements et les voies
sont identiques a droite et a gauche.
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Finalement, les équations obtenues pour ce modate s

- dynamique de translation longitudinale
(MC +2M g * 2an§3) v>< 29 |1 (ansl + ansa)
= (FXpl + Fsz) cod3,) - (prl + prz) SIN(B,)+ Fgs + Fru
- dynamique de translation transversale
(Me +2M g +2M o)V, =200 L (Mg + M 1e)

= (FXp1 +Fy, ) sin(g,) + (prl * prZ) cod3) + Fres + P (1.84)

(11.83)

- dynamique de translation verticale de la masspesudue
MV, ==MeO+Fopn + Foge + Fouss + Feus (11.85)
- dynamique de translation verticale des 4 massesuaspendues
Mins Za="Muna9+F, 0 —F

susd suspR susi8

susi (11.86)
M wnst Zaz = -M wnsd I:z p2 Fsuspz , (11.87)
MMNSS Z3= _MMNS39+ I:z ps_Fsusps , (11.88)
Munss Zaa = “Munssd * Fz ps =~ Fous ) (1.89)

- dynamique de rotation en tangage
ICy¢=_ Li(Fsuspl + Fsuspz)+ Ls(Fsus;s + Fsusm) ' (11.90)

- dynamique de rotation en roulis

lCzézll(Fsusn. + Fsus;ﬂ)"' |3(Fsusp3 - Fsuspa) ) (”-91)

- dynamique de rotation en lacet

e 2lome * 2 e+ 2V L2 2M 4 L2~ A+ M1V,

= 2AM st Ly + Myss L]V, + 21 sz B, = F (LiSInB, =1, 0B, )+ Fy (I,sinf3, + L, cosp, )
+Fy, (Lisin,é’l + Ilcos,81)+ Py, (—Ilsin,Bl + Licos,Bl)— Fe s R Lt R R L ’
+M, M, + M+ M,

(1.92)
- dynamique de rotation des 4 roues
IMNS].di:Cmoﬂ._ FXplr ) (11.93)
IMNSla)ZZCmotZ - Fszr , (”-94)
IMNssd%:Cmots_ FXp3r ) (11.95)
lunss @ =Crow = Fypa I (11.96)
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Résumé

Cette these traite de la synthése et de la réalisation d’un intégrateur d’ordre non entier borné en
fréquence. La réalisation est faite par un réseau constitué d’un faible nombre de cellules
capacitives et dissipatives. La premiere partic de ce mémoire s’attache a développer des
méthodes permettant de déterminer les parameétres physiques des éléments du réseau a partir des
quatre parametres de haut niveau qui caractérisent 1’intégrateur d’ordre non entier a réaliser. Les
spécificités liées a une réalisation en technologie hydropneumatique sont détaillées. Il est montrg,
dans un contexte d’isolation vibratoire, qu’elles conduisent a des performances remarquables de
robustesse du degré de stabilité et de robustesse de la rapidité vis-a-vis des variations de la masse
suspendue, et ce, malgré 1’existence de non-linéarités. Les non-linéarités sont étudiées a I’aide
des séries de Volterra.

La seconde partie est consacrée a 1’application au secteur de I’automobile des résultats de la
premicre partie. La synthése et la réalisation d’une suspension CRONE hydractive, suspension
multi-états dont le mode souple assure la robustesse du degré de stabilité de la caisse vis-a-vis des
variations de la masse suspendue, sont proposées et validées en simulation sur un mod¢le de
véhicule a 14 degrés de liberté.

Mots clés
Dérivées non entieres, systemes non entiers, suspension CRONE, technologie hydropneumatique,
modélisation de véhicules automobiles, suspension hydractive, série de Voltera

Abstract

The thesis deals with the synthesis and the realisation of a band limited fractional differentiator.
The realisation is made thanks to a small number of resistive and capacitive cells (RC cells). The
first part of this thesis is about some new methods to compute the physical parameters of the RC
cells from the 4 high-level parameters of the band limited fractional differentiator. The
specificities of a realisation using hydropneumatic technology are detailed. It is shown that, in
vibration isolation, they lead to remarkable performances. The stability degree robustness and the
rapidity robustness towards the variation of the sprung mass value are obtained in spite of non-
linearities. Volterra serie expansion is used to study the non-linearities.

The second part is about the application of the previous results to the automotive field. The
design and the realisation of an hydractive CRONE suspension is proposed. An hydractive
CRONE suspension is a suspension with several operating modes and which allows to obtain the
stability degree robustness. The hydractive CRONE suspension is then test with a 14 degrees of
freedom model of a car.

Keywords
Fractional differentiation, fractional systems, CRONE suspension, hydropneumatic technology,
vehicle modelling, hydractive suspension, Volterra series





