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Introduction

Le but de cette thése est I’étude de 'approximation des courbures
en un point d’une sous-variété lisse. Les sous-variétés que nous étudie-
rions seront soit des courbes planes, soit des surfaces de E3, I’espace
euclidien de dimension 3. Pour approcher la courbure en un point de
la sous-variété, on utilisera le défaut angulaire, qui dépend a la fois de
la sous-variété et d’approximations linéaires de celle-ci que 'on appe-
lera, maillage . Dans le cadre des surfaces de E*, on a longtemps cru
qu’il suffisait de normaliser le défaut angulaire pour obtenir une ap-
proximation de la courbure de Gauss en un point d’une surface. Dans
un article publié en 2003 ([9]), il a été prouvé que le défaut angulaire
normalisé approche une quantité extrinséque qui est un polyndéme ho-
mogeéne de degré 2 dont les variables sont les courbures principales et
dont les coefficients dépendent du nombre de points du maillage. Nous
donnerons ici un majorant de ’erreur entre ce polynéme homogéne et
le défaut angulaire normalisé. Ce majorant dépend du jet d’ordre 1 des
courbures de la sous-variété, de 1’épaisseur, du nombre de points du
maillage et surtout de sa taille. Pour certaines familles de maillages
réguliers, nous donnerons une majoration de l’erreur entre le défaut
angulaire normalisé et ce polynome homogéne en O(p) lorsque la taille
des maillages est en O(p).

0.1 Rappels de résultats antérieurs

0.1.1 Cas des courbes

Soit I' une courbe lisse et P, Py, P trois points de I'. On note
— — —
k(P) la courbure de I' en P, n; = |PP;| (i = 1,2), v = Z(PPy, PP3),

Ui ‘g " On a le résultat suivant :

M=
— Sl =1 =1:
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—sim # e

0.1.2 Cas des surfaces

Soit ¥ C E3 une surface réguliére de classe C?.

Cas discret

Soit n € N (n > 2) et P,Py,...P,, n+ 1 points de ¥. Pour i =

—_— —

. mny
—
1,...n, on note n; = |PP;| et v, = Z(PP;, PP;11). On définit deux
courbures discrétes :
— on note :

3

ou

1 n
A= =3 Aire(PPP;.,),
£ Awe(PPPL)

est la moyenne des aires des triangles PP; P, q,

— on note : .
2 — Z Ys
]% _ i=1 ’
d 75,”

ou
n

1 1
Sy = Z <77i77i+1 — 5 €08 % + 771'2+1)) ;

4 sin ;
i=1 i

est le module du maillage.

Cas lisse

Pour tout x € R, on pose :

1

ki(z) = —2cos® x — cosx + 3, KQ(I):COS2I—§COSZE+§.
Notons kj; et k,, les courbures principales de > en P. Un polynome
homogéne de degré 2 en kjy; et k,, va fréquemment intervenir dans la

partie qui concerne les surfaces :

kb k) = g (m(%”)mkm + @(2%)(/@34 + k@)) .

n
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Pour simplifier, on notera k a la place de k(kas, k).

Un résultat de convergence utilisant k.
Le résultat suivant se trouve dans [9] : soit
m: — Tpd,

la projection orthogonale sur le plan tangent en un point P de la sur-
face. On suppose que pour tout ¢ = 1,...n, le point P vérifie les deux

conditions ci-dessous :
—_—

1. |Pn(P)| =n,

2. £(Pr(P), Pr(Po)) = 2.

Alors, on a pour tout n # 4 :
kd =k + 6(77),

ou €(n) tend vers 0 lorsque 7 tend vers 0. Une des motivations de cette
thése va étre de donner un majorant de l'erreur |k; — k| .

Un résultat d’approximation utilisant k,.

Le résultat suivant se trouve dans [9] : soit n € N (n # 2). Soit X
une surface réguliére de classe C? et P un point de ¥. On cherche &
approximer la courbure de Gauss K de ¥ en P. On définit une suite de
maillages autour de P,

(P, Pr(m), ..., Pa(m)) men,
tels que pour tout ¢ = 1,...n, et pour tout n € N, on a :
P,(m) € ¥.
On suppose que :
1. Il existe deux constantes Ymin €t Ymax telles que Vi, ¥m, on a :
0 < Ymin < Yim;y < Yamax;

Ofl —_— —_—
Ymi = £(PPi(m), PPi11(m)),
2. il existe dy > 0 et dy > 0 tels que Vm, on a :
sup;

ﬁﬁdz,

d; <
b= inf;

ol
—
N = |PPi(m)].
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Alors, il existe une constante C > 0 telle que :

nC

2 8iN Yiin

liglnsup‘/;;d(m) —K) < (s — ko) + |2, — K2)])

ou kys et k,, sont les courbures principales de > en P,

~ 2T — > " Vo
ka(m) = §117 o

et

n

]‘ COos le 2 2
Sm" - Z 4 sin Von <nminmi+1 - 9 (Umi + Umiﬂ)) )

est le module du maillage (P, Py(m), ..., P,(m)).

0.2 Reésumé des principaux résultats de cette thése

Le cadre géométrique de cette thése est le plan euclidien E? pour le
premier chapitre et espace euclidien E* pour les chapitres suivants.

0.2.1 Courbes
Chapitre 1

Il est bien connu que ’on peut approcher la courbure kr(P) en un
point P d’une courbe lisse I en utilisant deux points P, P, € I" proches
de P et le défaut angulaire :

—_— —
W—A(Ppl,PPQ).

Nous allons donner une majoration de ’erreur lorsqu’on approche la
courbure lisse kr(P) de la courbe I' en P par la courbure discréte £} (P)
(voir la Définition 1) définie a I'aide de P, P; et P,. Plus précisément,
nous montrons en (1.1) 'inégalité :

]{33 k‘,
’kg(P) - kF(P>’ S QQF(P>3 ( néaxnmax+ néaXQF(P>> Thmax (1)

ol L
Tmax = maX(‘Ppl" ‘PP2’)>

et les autres quantités qui interviennent dépendent du jet d’ordre 1 de
la courbure de I' (kmax, k) Ou de la géométrie de la courbe (voir la
Définition 3).
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0.2.2 Surfaces

Nous utilisons le Chapitre 1 pour obtenir des majorations du méme
type mais dans le cadre des surfaces. Soit > une surface réguliére de
classe C? au moins. Nous cherchons & obtenir des informations sur les
courbures principales de > au point P. Nos estimateurs discrets sont
des maillages {(P, P;,...,P,)} C X" qui sont des approximations
linéaires par morceaux de la surface (voir la Définition 6).

Chapitre 2

Dans ce chapitre, nous cherchons a approcher la courbure de Gauss
K de la surface ¥ au point P. Nous donnons sous certaines hypothéses
(voir le Corollaire (2.4)) une estimation d’erreur de la forme :
k2

~ M
k—K‘<ﬂ2 , 2
fa = K| < 5 2

ou

0= Hlan |sin Z(PP;,

1=

]% 2r — Zﬁ_l A(PPZ, Pi+1)
d = )

ou S, est le module du maillage (voir la Définition 5) qui ne dépend que
des points (P, P, ..., P,). La constante kp,.x > 0 dépend des courbures
de la surface en P et M > 0 dépend du jet d’ordre 1 des courbures de
la surface en P, de I'entier n et d’autres paramétres liés au maillage et
a la surface. Nous donnons explicitement un majorant de 'erreur (voir
2.3).

Chapitre 3

Nous donnons (sous certaines hypothéses) la majoration (3.3) de la
valeur absolue de la différence entre la courbure discréte en un point P
de la surface, kg et k :

kg — k| < N(Nmass Fmass K 25(P), ©, 0, A, A, n), (3)
ol N
2m — Zn A(PPZ, Perl)
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et
1 .
A= ﬁ i 1 AII‘G(PPiPi_H),

est la moyenne des aires des triangles PP, P, . La fonction N(...) dé-
pend de la taille 7, du maillage, du 1-jet des fonctions courbures
et d’autres parameétres liés au maillage et a la surface. Malheureu-
sement, la fonction N(...) ne tend pas forcément vers 0 lorsque les
points P, ..., P, tendent vers P en restant sur la surface >. L’objectif
du chapitre suivant va étre de donner un moyen d’éviter ce phénomene.

Chapitre 4

Nous considérons des familles de maillages M,,(p),>0, telles que,
pour tout p > 0, on a :
— pour tout 2 =1,...n,0n a:

PZ(p) €,

— les points P;(p) dépendent d’une paramétrisation conforme f de
la surface, ils sont donc définis de maniére extrinséque.
Dans ce chapitre, la maniére dont les points P;(p) tendent vers P per-
met de remplacer la fonction N(...) par Ni(f)p+ No(f)p?, ot les nou-
veaux coefficients Ni(f) > 0 et No(f) > 0 ne dépendent plus de la
taille des maillages M,,(p). Pour décrire la maniére de tendre vers P,
on utilise un plongement conforme de la surface

f:uU -3,

ot U est un ouvert de R? (Voir la Définition 10 pour plus de détails).
On obtient la majoration (4.1) :

\ka(p) — k| < Ni(f)p+ No(f)p?, (4)

ou ky(p) est la famille de courbures discrétes associées a la famille
M. (p),>0. En particulier, lorsqu’on fait tendre p — 0, on a :

lim kq(p) = k.
p—0

Un corollaire important de ce théoréeme est le cas particulier de cer-
taines familles de 6-maillages réguliers Mg(p),~o autour d’un point P
de la surface. On obtient alors le "développement limité" 4.2 :

ka(p) = 2K + O(p), (5)

ou K est la courbure de Gauss de X en P. Dans un article récent
(]104]), un résultat similaire a été obtenu par Xu mais la preuve utilise
un logiciel de calcul formel.
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Conclusion

L’objectif de cette thése était d’approximer les courbures en un
point d’une sous-variété. Nous nous sommes limités au cas des courbes
planes et des surfaces lisses de E3, I’espace euclidien de dimension 3. Si
I' est une courbe plane réguliére, nous approchons la courbure en un
point de I" en utilisant une V-ligne (voir la Définition 1). La majoration
que nous donnons dans le cas des courbes va étre utile pour approcher
les courbures en un point P d’une surface lisse ¥ C E3. Nous avons
utilisé des maillages autour de P,

M, = (P P,...,P,)Cx"

Nous avons associé a M, deux courbures discrétes, I'une kg, définie
a ’aide de l'aire de M,,, approche k£ qui est un polynéome homogéne
de degré 2 dont les variables sont les courbures principales de Y en
P. L’autre courbure discréte k;, définie a I'aide du module de M,
approche la courbure de Gauss K de ¥ en P. Nous pouvons remarquer
que lorsque n = 6, k se réduit a 2/. D’ou I'importance des 6-maillages.
Si les points P; tendent de maniére quelquonque vers le point P, nos
approximations peuvent étre "trés mauvaises". Pour avoir de bonnes
estimations de k et notamment des résultats de convergence, nous avons
décrit comment les points du maillage doivent tendre vers P en utilisant
certaines familles de maillages réguliers autour de P.

Prolongements

Il semble naturel de considérer d’autres normalisations du défaut
angulaire, c’est a dire d’autres courbures discrétes et nous cherchons
vers quoi elles peuvent tendre lorsque la taille des maillages tend vers
0. Plus précisément, nous allons construire des familles de maillages
autour de P qui généralisent les familles de maillages réguliers. Pour
chaque famille, nous allons essayer de faire correspondre une maniére de
tendre vers le point P, une courbure discréte (qui pourra étre différente
de ky et kg) et un polynome homogeéne de degré 2 en ky et k,, (qui
pourra étre distinct de k).
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Chapitre 1

Approximation de la courbure
des courbes planes

1.1 Introduction

L’estimation des courbures est un probléme qui concerne de nom-

breux domaines des mathématiques appliquées. Mais la littérature sur
ce sujet comporte surtout des résultats de convergence et se préocuppe
moins en général de la précision de "approximation.
Dans ce chapitre nous donnons une majoration de I’erreur commise lors-
qu’on approche la courbure en un point d'une large classe de courbes
planes. L’expression du majorant comporte a la fois des quantités lo-
cales et des quantités globales.

1.2 Cadre général

1.2.1 Courbes lisses

Dans toute la suite on appelera courbe lisse I' toute sous-variété
orientée, de classe C? au moins, connexe, compacte et plongée dans
I'espace euclidien E? orienté. Une telle courbe pourra étre définie de
différentes facons.

1. Comme la courbe I est réguliére, elle admet une paramétrisation
¢ par I’abscisse curviligne s. On note ¢t = ¢ le vecteur unitaire
tangent a la courbe. On peut donc définir la courbure algébrique

t
de I' en tout point £(s) en posant — = kyz(s)n ol (t,n) est un

ds
repére orthonormé direct de E2.

2. On pourra également définir une fonction

F:E?> >R

15



16CHAPITRE 1. APPROXIMATION DE LA COURBURE DES COURBES PLANES

de classe C? au moins de rang 1 en tout point dont I'une des
composantes connexes de 0 est I'.

1.2.2 Notion de V-ligne

DEFINITION 1 1. On appelle V-ligne un triplet V.= (P, Py, P,) de
(E?)3. La réalisation géométrique V de V est la ligne polygonale
formée par les deux segments PP et PP,.

2. SiV = (P, P, P») est une V-ligne on note ny (resp. n2) la distance
euclidienne entre P et Py (resp. entre P et Py). On pose :

M+ N2

77:2-

3. Le défaut angulaire en P de V est :

T
U]

Y

0y = Z(PP,, PRy) € [0, 7].
On notera kY (P) = L

1.2.3 Courbes supportées par une V-ligne

DEFINITION 2 Si I' C E? est une courbe lisse passant par P, P, Py et
d’extrémités Py, et Py, on dit que I' est supportée par V.

B

r
Ny N2

P
Une courbe I' et son support une V -ligne.

On peut approcher la courbure d’une courbe lisse par le défaut angu-
laire de V-ligne qui la supporte :

PROPOSITION 1 Soit I une courbe lisse et V- = (P, Py, Py) une V-ligne
qui supporte I'. Le défaut angulaire en P de V' approche la courbure

k(P) deT en P :
~Sim=m=0n:




1.2. CADRE GENERAL

=St Fn -

— On suppose que

m=mn=1
Effectuons un développemment limité & "ordre 2 :
k(P) — on
0 = 5 T~ 71 + o(n}),
k(P an?
Oy = %772 + % +o(13).

Puisque n; = 19 = n, on déduit que :

01 + 05 = k(P)n + o).
D’autre part, on a
0 + 6 =m—1,
d’ou le résultat.

= Sin # n,
effectuons encore un développemet limité a 'ordre 1. On a :

g _ H(P)

5 m +mei(m),
k(P)
2

ou €(n;) — 0, quand 7; — 0.
On en déduit que :

0y =

N2 + n2€2(12),

01 + 0y = k(P)7 + nier (1) + n2€a(n2),

01 + ‘92 - k(P)ﬁ+ E(nmax)a
OU Nmax = max(ny,n2) et €(n) — 0 quand n — 0.

17



18CHAPITRE 1. APPROXIMATION DE LA COURBURE DES COURBES PLANES

Il est important de remarquer que le résultat de convergence est
plus faible lorsque 7, # 12, que lorsque 17, = 79 OJ

1.3 Un théoréme d’approximation

Le résultat de la proposition 1 est un résultat de convergence. Notre
but a présent est d’obtenir une majoration de I'erreur faite en approxi-
mant la courbure en un point P d’une courbe lisse par le défaut angu-
laire en P d’une V-ligne qui la supporte. Nous utiliserons dans cette
majoration trois invariants.

— kmax = max; |k(s)],

Ky = max, [K (5)]

— le coefficient de rappel que nous définirons au paragraphe suivant.
La présence de k], peut sembler étrange dans un premier temps, mais
ceci se comprend bien dans le cas des points de courbure nulle : Quelque
soit la courbe I'; passant par P;, P, P, il est toujours possible de faire
localement une légére perturbation C° autour de P telle que la courbe
résultante ['s contienne toujours V' mais ait une courbure nulle en P.
On illustre ceci dans la figure suivante.

R R
R R
r M
P P
On remarque que k., ne varie pas beaucoup. En revanche, la dé-
rivée de la fonction courbure k' varie beaucoup, en général :

Fmax(D2) = sup [k (s2)] > ko (T1) = sup [k (s1)-
T2 1N
Ceci montre que si ’on veut avoir un résultat de comparaison entre les
courbures £} (P) and k(P), il est naturel de tenir compte non seulement
de la fonction courbure mais de son 1-jet.
DEFINITION 3 Le coefficient de rappel de I' en P est la quantité

1
- —
cos Z(PM,t)

On donne des exemples de courbes avec leur coefficient de rappel :

Qp(P) = sup{ Mel,teTyl'} €[l,00].

-
r 2
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Droite Parabole Courbe Cercle

Q.

1.4 Enoncé du Théoréme principal

Ce théoréme donne une majoration de la différence |k(P) — k% (P)|
en fonction de Qr(P), Mmax, Kmax €t k.

max-*

THEOREME 1 Soit V = (P, Py, P,) une V-ligne de B2, kL (P) sa cour-
bure discréte en P et I’ une courbe de E* supportée par V.
Alors on a :

kiiax k;nax
()~ 5P| < 200 (22 + B0 )Y (11
R

1.5 Preuve du théoréme 1

On supposera que Qr(P) < 400 car sinon le résultat est trivial.
Remarquons que Qp(P) < 400 si et seulement si pour tout (n,0) € T’
on a :

—sin0F,(ncosf,nsinf) + cos OF,(ncosf, nsinh) = 0.

1.5.1 Existence d’une bijection n — 6 de classe C?.

LEMME 1 Soit I' une courbe lisse. Soit
F:UCE?* >R

une application de classe C? définie sur un ouvert U de R? tel que
(0,0) € U. définissant implicitement T.
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Si F(0,0) =0, F,(0,0) =0 et F,(0,0) # 0,
alors il existe un voisinage connexe V de (0,0) tel que la fonction

oY CR?>R
définie pour tout (n,0) € V par :

F(ncos,nsinf) _
5 st 7 0,

®(n,0) = U
cos 0F,(0,0) +sin0F,(0,0) sin=0

vérifie pour tout (n,0) €V :

(ncos@,nsinf) € I' & 5(77,9) =0.

0P
De pl —(0,0 0.
epusonaae(, ) #

Preuve du lemme 1. — Soit
c: R* x [0,27[— R?
I’application définie par
¢(n,0) = (ncosf,nsinb)

On pose V = ¢~ H(U).
Soit N
PV —R,

I’application définie par :

F(ncosf,nsinf) ,
- si 0,
B, 0) - 7 "

cos 0F,(0,0) +sin0F,(0,0) sin=0.

Il est clair que ® est de classe C2 en tout point (n,0) € V tel que nn # 0.
Nous allons montrer que ® est de classe C2 en (0, 6).

Fixons 0. Puisque F est de classe C3, on peut écrire le développement
de Taylor a I'ordre 3 de la fonction

F:n— F(ncosf,nsind).

On obtient :
~ dF n? d>F n 3F 5
F(n) = n— Tes nma
(n) U 0) + 3 aP (0) + 6 dp (0) + o(n°),



1.5. PREUVE DU THEOREME 1 21

avec _
dF
dn
On a donc pour n # 0 :

(0) = (cos 0F,(0,0) + sin 0F,(0,0)).

~ nd?F n? d*F )
B(n,0) = T 0y 4+ TEE .
1.6)= 50,0+ 155 0) + T 0500+ o)

Il est facile d’en déduire que ® est de classe C2.
D’autre part, il est clair que :

0
@(0,0) = F,(0,0) # 0.

PROPOSITION 2 Soit I' une courbe lisse. Soit

F:UCE? >R

une application de classe C® définie sur un ouvert U de R? tel que
(0,0) € U. définissant implicitement T.
On suppose que pour tout (n,0) tel que (ncos@,nsinfh) €', on a :

—sin@F,(ncos B, nsin @) + cos OF,(ncosd,nsind) # 0.
Alors il existe une bijection de classe C?
L= [=m,m] — o)

telle que :

1. ¢(0) =0,
2. pour toutn € I, on a :

(ncosf,nsinf) € I' & 0 = ¢(n).
On obtient ainsi une nouvelle paramétrisation de la courbe
g:]—>§(I)QE2,

ot 5 est défini pour tout n € I par :

£(n) = (ncosp(n), nsinp(n)).
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! P
P1 2
Q
n
r 0=0¢(n)
P X

Preuve de la proposition 2. —
Considérons I’application

d:V— R,

définie dans le lemme 1 par :

F(ncosf,nsinf) ,
. sin 0,
CI)(U, ‘9) = n

cos 0F,(0,0) +sin0F,(0,0) sin=0.

D’aprés le lemme 1, ® est de classe C2. Définissons la fonction
F:V—R

en posant pour tout (n,6) € V,

F(n,0) = (n,®(n,0)).

La fonction F est de classe C2 sur V. Nous allons montrer que F est
une bijection de classe C? de V sur son image.

1. On a pour tout (h, k) € R? :

DE(1,0)(h, k) = (h, D1®(n, 0)h + DyB(n, G)k) ,

avec

Dy®(n,0) = —sin 0F,(ncos8,nsinf) + cos 0 F,(ncos b, nsinb).

Le jacobien de F' au point (1, 6) vaut :

1 D1CI>(77>9)

_ _sindF F
0 —sinfF, + cosOF, sinfFy + cos 6y 70

Donc quitte a restreindre ), on peut supposer que DF(n,@) est
un isomorphisme pour tout (n,6) € V.

2. Pour prouver que F' est injective, nous aurons besoin des deux
lemmes suivants :
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LEMME 2 Soit z € V, y = F(x) et z € F(V). Alors il existe un
chemin X : [0,1] — V, de classe C*, d’origine v = X0), qui reléve
le segment X : [0,1] — F(V) défini par \(t) = (1 —t)y + tz.
Preuve du lemme 2. — Soit A l’ensemble des a € [0, 1] tels
que A|jq se releve selon un chemin [0,a[— V de classe C' et
d’origine x. Montrons que A n’est pas vide. D’apreés le théoréme
d’inversion locale, il existe un voisinage ouvert U de z dont I'image
par F' est un voisinage ouvert V' de y. Ainsi A~'(V) contient un
intervalle [0, s[ et (F'|U) ! o X est de classe C!, vaut x pour t = 0
et reléve | Soit a,a” € A et a < a'. Puisque [0, 1] est un
connexe, le relévement de A,/ coincide sur [0, a[ avec celui de
Alj0,af- Soit (3 la borne supérieure de A. Montrons que 3 € A. Avec
une notation évidente, £ o A(t) = A(t) pour 0 < t < 3, donc
DF(A(t) o XN (t) =X (t). On a :

INOI < MIDE(,0)" |50,

N s . / .
ou M est une borne supérieure des |\ (¢)]|,0 < ¢ < 1. Si ¢, est
une suite croissante de nombres tendant vers A, le théoréme des
accroissements finis entraine

IMt,) = Ato) | < MIDE(n,0) |y lty — to-

La suite A(¢,) est donc de Cauchy et elle converge vers un point
b € V. La continuité de F entraine que F(b) = lim F o A(t,) =
lim A(t,) = A(8) et A(3) est bien défini. Montrons par I’absurde,
que 3 = 1: Il existe un voisinage ouvert U' de \(3) dont 'image
par F' est un voisinage ouvert V' de A(3). Puisque 3 < 1, A\"*(V")
contient un intervalle ouvert I =|3 — ¢, 5 + ¢[. Définissons o :
I — V par (F|,)~' o\, puis posons A (t) = A(t) si 0 < t < 3,
M(t) = o(t) si f <t < B+ e Evidemment )\ est de classe C,
A (0) =z et Ay reléve A|jpgio- Ce qui contredit la définition de
B. O
LEMME 3 Un lacet \ de F(V) d’origine y = F(z), ou x € V se
releve suivant un lacet X de V dorigine (et d’extrémité) x. En
particulier F' est injective.

Preuve du lemme 3. — Quitte & effectuer une translation, on
peut supposer y = 0.

Soit Z = {0 <t <1} x {0 < s < 1}. Nous allons montrer que
v Z — F(V), définie par ¢(t,s) = sA(t), admet un relévement
v Z — V tel que QZ(t,O) = x pour 0 <t < 1, 1/;(0,1) =
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¥(1,1) = z. Le lemme en résultera en prenant A(t) = 9(t,1).
D’aprés le lemme précédent et par unicité du relévement, chaque
segment scjg1) — sA(t) posséde un relévement unique ¢, (s) tel que
&t(()) = z. Posons (L, s) = &t(s). I1 suffit de montrer que pour
chaque s € [0,1], t — 1;(15, s) est un lacet d’origine x. Pour cela,
considérons 'ensemble A des a € [0, 1] tels que, pour 0 < s < a,
t — 1)(t, s) posséde les propriétés voulues. Montrons par ’absurde
que 3 = sup. A = 1. Chaque point zﬁgt,ﬁ/) est contenu dans un
voisinage ouvert, Uz, dont I'image par F' est un voisinage ouvert V;

de F(iﬂ(t, BY)) = (t, ') = B'A(t). Puisque [0, 1] est compact, un
nombre fini de ces V; recouvre 'image de t — § A(t). Soit V' leur
réunion et U’ la réunion des U, correspondants. Puisque < 1,
V' contient I'image d’un lacet ¢t — (3" + €)A(t) pour un € > 0.
Alors t — (F|)"to9(t, 8 + €) reléve ce lacet, c’est lui-méme
un lacet d’origine x, et 'unicité du relévement montre qu’il n’est
autre que 1(t, 3" +¢). Dot la contradiction.

Montrons que F' est injective : R R

Si x et 2 sont deux points de V de méme image y = F(z) = F(z'),
I'image par F' du segment qui les joint est un lacet A d’origine y.
Par unicité du relévement, ce lacet se reléve en un lacet unique
d’origine x. Comme ce relévement doit étre aussi le segment rx
c’est que = =z, F est donc injective. 0

D’aprés ce qui précéde, F' est une bijection de classe C? de V sur son
image. R R R
L’application inverse F'~! est de la forme F~1(n,w) = (n, Fi(n, w)).
D’autre part pour tout (n,0) € V, on a :

On pose alors ¢(1) = Fi(n,0). .
L’application ¢ : [ = [—ny,m2] — (1) est de classe C* puisque F est
de classe C? et son jacobien ne s’annule pas sur V. De plus ¢ vérifie :

D(n,0) =00 =p(n).

En utilisant le lemme 1, on en déduit que :

(ncos@,nsinf) € I' < 0 = ¢(n), d’ou le point 2).

Le fait que 5(0,0) = 0 prouve qu’a priori on a ¢(0) = k7 pour un
certain k € Z. En faisant tendre V vers le point (0,0) et en utilisant
I'unicité de ¢ on voit que k = 0 et donc que ¢(0) = 0. D’ou le point
1). O
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1.5.2 Equation différentielle vérifiée par la fonction ¢

LEMME 4 ¢ vérifie I’équation différentielle suivante sur l'intervalle I :

Fatg(n) (1 + 1202 (0)) 7 = 2/ () + 2" (n) + 1" (),
(EDO) k(P)

Preuve du lemme 4. — On utilise la paramétrisation E: n —

(1 cos @(n), nsin ¢(n)).
I est classique que la courbure algébrique s’exprime par la formule :

U(n)
1€ (m)[[*

o U(n) = 2¢'(n) + 0" (n) + 0" (n) et € ()]> = (1 +17¢(n))?.
On en déduit que ¢ vérifie I’équation différentielle

kalg(n)

3
2

kg () (1 + 120 (n)7 = 20/ () + 020" (n) + 0" (),
EPO\ v = HD)
o~

O

1.5.3 Expression explicite de ¢ en fonction de la courbure
algébrique

PROPOSITION 3 L’application

o : I =[=n,m] — o)

est une bijection de classe C? de I sur son image.
De plus, pour tout n € I, on a :

1 ~
/ o (78 dt
0

\/ 1— 2 ( /O 1t'/l%adg(nt)olt)2
= [ 15 £ ar

et kag(n) = kag(s(n)) est la courbure algébrique de I' au point g(n)

¢ (n) =

Y

o
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Preuve de la proposition 3. — On résoud I'équation différentielle
vérifiée par ¢ donnée dans le lemme 4. D’aprés le théoréme de Cauchy-
Lipschitz, cette équation différentielle posséde une unique solution ¢.
Pour tout n € I = [—ny, 2], on pose :

u(n) = 7]/0 t%alg(nt)dt.

Un calcul trés simple montre qu’il existe €, > 0 et €5 > 0, suffisamment
petits tels que pour tout n €] — €1, €3[C [—ny, 12], la fonction

g:] — e, e[~ R,
définie par :
1
/ tkalg(nt)dt
0

1 —u?(n)

est de classe C' et pour tout 7 €] — €1, €[, on a :

g =01-u?)> [/01 t* aig’:;g (nt)dt +n </01 t%alg(nt)dt) 3] :

Donc g vérifie I’équation différentielle suivante sur U'intervalle | —e;, €] :

g(n) =

Y

kg (M) (1 + 129 (0)% = 2g(n) + 12> () + ng'(n),

Considérons I’équation différentielle :

katg(n) (1 + 12y (0)7 = 2y(n) + 12> (n) +ny'(n),
k(P)
y(0) = 5

Le théoréme de Cauchy-Lipschitz montre qu’elle admet une unique
solution sur | — 71, 0[ et une unique solution sur ]0,7,[. On en déduit
que pour tout 1 €] — €, €[, on a :

Montrons par ’absurde que 1’on peut étendre la fonction g a tout I'in-
tervalle [—ny, 72]. Sinon, on aurait pour i = 1,2 :

u2(€i) =1,
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ce qui entraine
lim g(n) = lim ¢ (1) = oco.

n—ei n—e;
On aurait donc : )

lim (14 n%¢"(n))? = oc.

nN—¢€;

D’autre part en utilisant le produit scalaire

on montre que :

/(PM,t) !
cos )= ———.
1+ n%¢?(n)

En résumé

/

lim ¢ (n) = oo,
n—e
implique que
QF(P) = 00,

ce qui est contraire a notre hypothése de départ. On en déduit que pour
tout ne [_77177]2]7 on a:

1 o~
/ o (1) dt
0

\/ 1— 2 ( /O 1 t%alg(nt)dt)

¢ (n) =

5 .

1.5.4 Majoration de la borne supérieure de |¢"|

LEMME 5 Pour toutn € I, on a :

1
)] < 590 (P)kunae

- " <Q P3 kiiax k;naXQ P
‘90 (77)‘_ F( ) ] Nmax + 3 F( ) :

Preuve du lemme 5. — Pour tout n € I, on a vu que :

2

Em)| =1+,

8_17(77)
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Par conséquent

95 () = (L PPt > 0,

on
e’
Puisque u = —————— il est facile de vérifier que
(1+n°p"?)2
1 1
= (1 4 2 12 2
V=) (1 +7°¢"(n))
Ainsi
) = [ Rt
Y = thag(nt)dt
0s / ~
= —(n thag(nt)dt
50) [ttt

1

1 ~
= — tk. (nt)dt
%(s(n»/o ‘
1 ~
= —___>/ tkalg(ﬁt)dt,
cos Z(PM,t) Jo

ot on a noté M = £(n) et t le vecteur tangent unitaire a la courbe au
point M.
On a:

1
1 (0] < (P / v,
0

et finalement .
' (n)] < 820 (P)kinax.

Il reste a traiter la dérivée seconde de .

o = et | [ e ([ o)
- (g—;(n))g /Oth%;g(nt)dHn(/Olt%alg(nt)dt)g

Okag 05, . Okug

[N

Puisque

on obtient

0 (n) = (g—f](n))gn [ /0 lt%alg(nt)dtr+ (g—;(n))4 [ /0 1 tQ%(S(nt»dt} .

Pour terminer la majoration, on aura besoin du lemme ci-dessous :
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LEMME 6 Soit M € I', M # P ett € Ty unitaire.
On a :

on

—
%(s) = cos Z(PM,1t),

g—;w)' < n(P).

Preuve du lemme 6. —

On a:
o|PM| 0\ < PM,PM >
0 %\7 . T | oPM
1
H@ I _ — 2 < PM, o >
s o\/< PM,PM > s
— —
J||PM]|| PM
Os |PM]|
Pour finir la preuve, il suffit de remarquer que :
oIPM]|| oy PM —
= —(s)'et < —=—,t>| =cos L(PM,1). O
0s 0s |PM|

1.5.5 Fin de la preuve du Théoréme 1

On va majorer ¢ : I = [—n,m] — @(I) sur I. On suppose que
I'on est dans la configuration de la figure ci-dessous, c’est a dire que
o(=m) < 0 et p(n2) > 0 (les autres cas se démontrent de maniére
similaire). On a :

p(=m) = =01,
et
p(12) = 02|
En utilisant la figure ci-dessous, on voit que l'on a :

™7 = ‘91’ + ’92’

P T
On applique I'inégalité de Taylor-Lagrange sur [ = [—ny, 1] : on a pour
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nel:
k(P 1 .
o(n) — %n' < -’ sgp!so (n)]

On en déduit facilement que :

[T —~ — k(P)7n]

IN

2
N sup 1" (n)].

1 1
—n; sup |¢"(n)| + =5 sup | (1)]
Il 2 IQ

IN

Par conséquent
[k (P) = k(P)] < 20max sup | (1)1

pUisque Nmax < 217).
On utilise le lemme 6 pour finir la majoration.

1.6 Tllustrations

On a la majoration |k(P) — k5 (P)| < e(I', V), avec

k3 K
e(r, V) — QQF(P)B ( rgaxnmax + %QF(P)> nmax
L’étude des variations des erreurs relatives
ke -m@) ervy )
' ky(Py 7T EL(P) |k(P) — ky(P)|

montre que ces erreurs ne dépendent pas de 7. mais seulement de
I’angle au point P.

Lorsque 'angle en P se rapproche de 7, ’erreur relative ¢ est meilleure
pour les cercles que pour les paraboles.

1.6.1 Cercles

On note 2a langle de V' = (P, P, P2) en P et I' arc de cercle
passant par Py, P et P, (voir la figure ci-dessous, a gauche). On a :

1 2cos o T — 20
Qr(P) = ——, kmax = =k(P) et k5 (P)= :
SN & Tlmax Thmax
On a les expressions suivantes des erreur relatives :
T — 20 —2cosa cot® o
ET(OZ) = ’ T — 9% ‘ et 67,(06) = E——Og

2

Lerreur €.(«) est majorée par e, ().
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Erreurs relatives €,(a) et e, (o)
(respectivement en traits fins et épais)

Pour « proche de 0, e,(«) tend vers I'infini tandis que Ierreur rela-
tive €, () reste bornée. On remarque également que la courbure discréte
k4 un mauvais comportement pour « petit. En effet k; tend vers la va-
leur 7 /Mmax lorsque « tend vers 0.

La courbure discréte donne la courbure réelle a une erreur €,(«) prés.
Le tableau ci-dessous donne les valeurs de 'erreur e,.(«) en fonction de
Q:

er(a)‘ 1 0.1 0.01 0.001  0.0001 0.00001 0.000001

o ‘0.836... 1.268... 1.471... 1.539... 1.560... 1.567... 1.569...

Plus 'angle en P se rapproche de 7, plus la majoration est précise.

1.6.2 Paraboles

Soit V' = (P, Py, P;) une V-ligne symétrique et I" un arc de parabole
ayant pour support V' (voir la figure ci-dessous). Aprés quelques calculs
qui ne présentent pas de difficultés, on trouve :

3/V8 sia < ag
Qp(P) = 1 V1+4cot’a

sina 14 2cot?a

si > ag

oil ap = arctan(y/2) = 0.95531... On a également :

1
oy = k(P) = 222~ ot
Sin? o Nmax
125cos? a1 £ <

if o <«

K= 18v/5sin? o M2, =

max 24sinacos® a1 .

sl > oy

(14 3cos?a)dn2,.

avec ay = arctan(Q\/g) = 1.350808... Il est facile d’en déduire les ex-
pressions de €,(a), e, () et §(a).
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Erreurs relatives €.(a) et e.(a)
(respectivement traits fins et épais)

Le tableau ci-dessous donne les valeurs de e,(a) en fonction de « :

er(&)‘ 1 0.1 0.01 0.001  0.0001 0.00001 0.000001
! ‘1.157... 1.461... 1.537... 1.560... 1.567... 1.569... 1.5704...

Ici encore la précision est d’autant meilleure que 1’angle en P se rap-
proche de .

1.6.3 Cercles vs paraboles

La figure ci-dessous représente les graphes de la fonction §(«) pour
le cercle et la parabole :

o

Fonctions § pour le cercle (trait fin) et la parabole (trait epais)

Pour le cercle et la parabole, § est petit(< 20) pour des valeurs de « plus
grandes que 0.6. Par contre ’erreur ¢ explose lorsque « tend vers 0. La
quantité d(a) converge lorsque « tend vers /2, la valeur limite étant 6

pour le cercle et = pour la parabole. Pour 0.48909... < o < 1.25732...

la majoration e(I', V') est meilleure pour la parabole que pour le cercle.
En effet pour ces valeurs de «a, le facteur de rappel est assez petit pour
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compenser le terme supplémentaire faisant intervenir la dérivée de la
courbure qui apparait dans le cas de la parabole.
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Chapitre 2

Approximations des courbures
des surfaces-1

2.1 Introduction

Dans le chapitre précédent, nous avons donné des estimations d’er-
reurs entre une courbure lisse en un point d’une courbe et une courbure
discréte. Dans toute la suite, nous allons chercher a obtenir des résultats
du méme type mais dans le cadre des surfaces de E*. Etant donné un
maillage de E* que peut on dire des courbures des surfaces qui passent
par les sommets de ce maillage ? Cette question est trés générale et on
ne pourra pas donner des indications trés précises sur les courbures de
la surface, mais si le maillage est suffisamment proche de la surface en
un sens que nous préciserons, alors, il se trouve que nous pouvons don-
ner des informations assez précises sur les courbures des surfaces pas-
sant par les sommets du maillage. Un moyen de restreindre I’ensemble
des surfaces que nous voulons étudier est de faire une approximation
a preort sur les bornes supérieures des courbures normales ainsi que
leurs dérivées. Avec ces restrictions et une hypothése sur le facteur de
rappel en un point P de la surface (voir la définition ci-dessous) nous
allons pouvoir énoncer un résultat de majoration sur la différence entre
le défaut angulaire en P du maillage et une fonction polynomiale par-
ticuliére des courbures principales en P de la surface X. (Théoréme 2).
Nous en déduirons une estimation d’erreur de la courbure de Gauss de
> en P en utilisant la courbure discréte kg :

~ MFk?
k FT’ < max .2 , 2.1

ou S, est le module du maillage et M est une constante strictement
positive dépendant du coefficient de rappel Q5 (P), du jet d’ordre 1 des
courbures de la surface en P, de n et de ’épaisseur ©.

35
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2.2 Définitions et notations

2.2.1 Notations

On désigne par P, P, P, trois points d’une surface >, par Nila nor-
male unitaire de ¥ en P, par II; (resp. IIy) le plan P + Vect(P Py, Np)
(resp. P—i—Vect(P—}sg, Np)), par § 'angle entre T1; et II, et par v 'angle
de P, PP, (voir la figure ci-dessous).

Soit ky (resp. ko) la fonction courbure le long de la courbe I'} =
Y NI (resp. I'y = ¥ N1I,) et dans la direction de la courbe et soit k]
(resp. k%) la dérivée par rapport a I’abscisse curviligne. On pose :

kmax = max{sup |ki|,sup |k2|} et Kkl .. = max{sup|ki|,sup |k5|}.
I T'o r 1)

max

On désigne par 7; la distance (usuelle) dans R® entre P et P; et on
pose :

m =+ 72 _ Mmax
et o=

2 Thmin ‘

Nmax = maX{nla 772}7 Nmin = min{nla 772}7 77,

2.2.2 Définitions

DEFINITION 4 1. Soit I'; = X N1II; et I's = X N 1Ily deux courbes
définies comme précédemment. On pose :

QF1,F2 (P> = maX{QF1 (P>? QFQ(P)}7

ot Qp, (P) et Qr,(P) sont les coefficients de rappels de T'y et T'y
(définis au chapitre précédent).

2. Le coefficient de rappel de la surface au point P est le nombre réel

Qs (P) = sup Qr(P),
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le maximum étant pris sur toutes les courbes I' qui s’écrivent sous
la forme ' = X NII ou II décrit [’ensemble des plans normauz a
la surface 3 passant par P.

On suppose désormais la donnée d’un n-maillage M, de E? c’est a dire
un (n-+1)-uplet de points distincts (n > 2) (P, Py, ..., P,) € (R*)"™. La
réalisation géométrique de M,,, est la réunion dans R® des n triangles
Euclidiens P,PP;;;. On le note M,,.

DEFINITION 5 1. On appelle un n-maillage M,, de E®> (n > 2) tout
(n + 1)-uplet de points distincts (P, Py, ..., P,) € (R3)"TL.

2. La réalisation géométrique de M, est la réunion dans R® des n
triangles Fuclidiens P,PP; 1. On la note M,,.

3. L’épaisseur © du maillage M, est le nombre réel
n .
© = utin |siny.
1=

—_— —
ol Yi = Z(PPZ,PPZ_H)
4. Le module du maillage M, est le nombre réel

n

1 COS Y;
S, = ( PP B )

— —_— —
01\1,772:|PPZ‘ etmzé(PPZ,PPZﬂ),

5. la courbure discréte normalisée par le module est :

2m — Z Vi
l%d = Siil )
ot S, est le module du maillage.

DEFINITION 6 On dit que M,, = (P, Py, ..., P,) est une approzimation
linéaire par morceaux de ¥ autour du point P si :

1. PeXetVie{l,...,n}, PeX.

2. La restriction m, @ M, — TpX est un homéomorphisme sur
son image.
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2.3 Enoncé du Théoréme Principal

THEOREME 2 Soit ¥ une surface réguliére de E® de classe C?. Soitn €
N. Soit M,, = (P, Py, ..., P,) une approximation linéaire par morceauz
de . Pour tout © = 1,...n, on note 1I; le plan passant par P, P; et
contenant le vecteur normal en P a la surface. On suppose que :

— Les courbes I'; = X N1, i =1,...,n sont des courbes lisses,

- kmaxnmaxQE(P) <m,

— U’épaisseur © du maillage est > 0.
Alors il existe des fonctions A,, B, et C, polynémiales et homogénes
de degré 2 en ny,...,n, (qui ne dépendent que de la configuration du
n-maillage par rapport & la surface) telles que :

‘ (27r - Z%> — (AnK + Bk + Cok)) | < My, + Moo
=1

(2.2)
M, et My étant des constantes dépendant du coefficient de rappel Qs (P),
du jet d’ordre 1 des courbures de la surface en P, de 'entier n et de
I’épaisseur ©.

Remarque

1. Dans ce théoréme toutes les notations sont des généralisations
évidentes des anciennes notations sauf pour K, kjs et k,, qui dé-
signent respectivement la courbure de Gauss, la plus grande et
la plus petite courbure principale. De plus k.« désigne la borne
supérieure sups(|ky|, |km|) et Qs (P) le maximum de Qr(P) sur
toutes les courbes I' = IINY ou II est le plan contenant la normale
de X en P.

2. Les valeurs des constantes M; et M, définies dans le théoréme 2
sont définies comme suit :

1 k3 k!
C:_Q P3 2% max maXQ P 9
S0s(PP (B B )
_ 1
=1 = gl(iQE(P)kmaxnmax%

ol g est définie sur | — 3, Z[ par tand = 6 + 6°g (),

— 1
Do = gQ(iQE(P)kmaxnmax%
oil gy est définie sur | — 7, 7| par :
1 1 63

— ~p2 4 2
cos(f) L 20 3 92(0),
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n 1

Ml = 6kmax (O+ 49%(P)Elkiax>

n T 1
“a Cligae + =05 (P)Z0k ) |

+@( +8QE(P))( +8 Z( ) 2 max)
2 2 2

_ DT o E 4 n 1 2 = k2
M, = 16 05, (P) (l—i- @) s + 5 (C+ 4QE(P)‘—‘1kmax)

n
—C*(1 .

8¢ M o)

3. Le théoréme 2 est plus théorique que pratique puisque A,, B,
et C, dépendent a la fois des données du n-maillage (qui sont
supposées connues) et des données de la surface (qui ne sont pas
connues).

On déduit de ce théoréme les deux corollaires suivant :

COROLLAIRE 1 Soit ¥ une surface régulicre de E® de classe C2.

Soit M,, = (P, Py, ..., P,) une approzimation linéaire par morceaux de
>
Pour touti =1, ...n, on note 1I; le plan passant par P, P; et contenant

le vecteur normal en P a la surface.

On suppose que :
— Les courbes I'; =X N1, i =1,...,n sont des courbes lisses,
- kmaxnmaxQE(P) <,
— ’épaisseur © du maillage est > 0.

Alors on a :
= n
2m — i — So K| < == ((ka — k)? + |K3, — K2|) 02
‘ ™ Zzl’y | — 2@ (( M ) +‘ M m‘)nmax (23)
+ Mlnilax + Mannax?

ot S, est le module du maillage.
COROLLAIRE 2 Soit ¥ une surface régulicre de E® de classe C?.
Soit M,, = (P, Py, ..., P,) une approximation linéaire par morceaux de

X,
Pour tout i =1,...n, on note 11; le plan passant par P, P; et contenant
le vecteur normal en P & la surface.
On suppose que :
— Les courbes I'; =X N1, i =1,...,n sont des courbes lisses,
- kmaxnmaXQE(P) <,
— l’épaisseur © du maillage est > 0,
— le module S,, du maillage est non nul.
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Alors, on a :
~ ME?
k —K’ < Dlnax, o 2.4
’ d = ®|Sn‘ Nmax ( )

ot S, est le module du maillage et M est une constante strictement
positive dépendant du coefficient de rappel Qs (P), du jet d’ordre 1 des
courbures de la surface en P, de n et de ’épaisseur ©.

2.4 Preuve du théoréme 2

Nous donnons d’abord un lemme calculatoire trés simple :

LEMME 7 Dans la situation décrite par les figures ci-dessus, on a :

cosy = cosbycosbhcos S+ sin b sin by
sin?y = cos? 6 sin? B + cos? Oy sin? 0, — 2 cos 6, cos b sin 6, sin O cos B+
cos? 0, cos? Oy sin? /3.

Pi)eu\i du lemme 7. — 1l suffit de calculer le produit scalaire <
PP, PPy > pour 3L0)ir lagemiére formule et le carré de la norme du
produit vectoriel ||[PP; A PPs|* pour la deuxiéme. O

2.4.1 Lemme principal d’estimation

Le lemme 8 donne une estimation de la différence des deux angles
(B et v en fonction des courbures de la surface >, la configuration des
trois points { Py, P, P»} et le coefficient de rappel Qr, r,(P).

LEMME 8 Soit 3 une surface régulicre de B de classe C? et { Py, P, Py} C
3.
On suppose que :

— Les courbes I'; = X N1I;, 1 = 1,2 sont des courbes lisses,

- kmaxnmaxQFl,Fg(P) < ,
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— |sinvy| > 0.
Alors,
1 1 2 92 2 9 3 4
(B—7)— mklkﬂ?lm ~3 cot (V) (kiny + k31m3) || < CimmaxtColmass
avec : 3 "
1
C = §QZ(P>3 ( rgaxnmax + néaXQZ(P)) )
_ 1
o1 = gl(§QE(P)kmaxnmax)a

ot g1 est définie sur ] — Z, %[ par tan6 = 6 + 6%g,(0),

_ 1
Zg = 92(§QE(P)kmaxnmax)a

ot gy est définie sur] — 5, 5[ par :
3

1, 0

1
cos(0)

1 1 —

1 s 1
—(14+ ———) [ Ckpax + = (P)=ok3 ,
+@( +8QZ(P))< +8 Z( ) 2 max)

2
Ty 3 4 1
cy, = —1692(13) (1—1——@) kmax+—@
1 o
— 1
+@C( +

1 2
(C + ZQQE(P)Elkme)

892(13))'

2.4.2 Preuve du lemme 8

Nous donnons la preuve du lemme 8 en quatre étapes.

2.4.3 Etapel

Soit 5
cos 3 — cos
B—v= M—l—/ (B —t) costdt,
—sin~y -
le développement de Taylor-Laplace de la fonction cosinus entre 7 et
(. A laide du lemme préparatoire on en déduit :

cos 3 — cos~y 1
—— = —lycoty + lo—,
—siny Leory Qva
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avec,
1

h=—7———
cos 0 cos 0

1, [y =tan6;tanbs,.

Ainsi la différence 3 — v peut s’écrire :

B
B —v=—licoty+lI +/ (B —t) costdt.
v

sin vy
On a:
I, = %(kfﬁf +En) + 0., = i/ﬁkzﬁﬂb + O(n )
et,

B
/ (8 — ) costdt — Ot ).
Y

La preuve se rameéne alors a trouver une borne supérieure explicite de
3 4 4 3
la forme Cyn3 .+ Cony.. a la place du O(n2,.,)-

2.4.4 Etape 2

Le but de cette partie est de montrer que :

2
) Ko

B 72
t/(ﬂ—ﬂamm4§——9ﬁbUﬂ(1+
y

16 sin y

On observe d’abord que [ est dans [0, 7| puisqu’il s’agit d’un angle
entre deux plans(non orientés) et que v € [0, 7| également. Ainsi :

8=l <,
et on a la formule ci-dessous :
18— < g (|cos B — cos~y| + |sin B — siny]) .
En effet :

|cos B —cosy| +|sin 3 —siny| = 2|cos(ZE2

Par conséquent,

|cos B —cosy| + |sinf —siny]
> 2sin(75)] (| cos(51)] + [sin(F)]) -
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D’aprés 'inégalité triangulaire :

+ B+
\cos(ﬁ V)] + ]sm(ﬁ 7)\ > 1.
2 2
Par suite,
_ 218 —
|cos 3 — cosy| + |sinf —siny| > 2|sin(ﬁ 5 V)| > 92 ‘T7 7
T

puisque }ﬁ%’ <3
En utilisant le lemme 7, il est facile de voir que :

cos 3 — cosy| < 28in? Opax €t | sin? B — sin® | < 6sin? Orax,
8 8

Ol Oppax = max{|61], |02|}.
La derniéere inégalité implique que :

6 ) .
|sin 3 — siny| < ———————sin® Oax < —— 8in% Oy

sin 3 4 sin vy sin 7y

Par conséquent, on a :

s 3
— ] < 2 < (P) (1 2 ax T
’ﬁ 7‘ > (1 + ) ema.x — QF1,F2( ) ( + sin'y) kma.xnmax

sin 7y
Finalement,

| J7(3 —t) costdt] 218~ tlat

<
7.‘.2
S ‘ﬂ - 7‘2 S EQ%LFQ(P)(]‘ + siify)2kﬁiaxlrlﬁiax’

comme annoncé plus haut.

2.4.5 Etape 3

Dans cette partie on montre que :

|lo — iklkzmﬁz‘ < Emax(C + iQ%th(P)ElW

max)nfﬂax

+(C + iQ%l,Fg (P)Elkﬁiax)2nfnax7

o k2 k!
C = 20p(P)? ( “éaxnmax - “;"QF(P)) Nmax
et
1

[1]

1= gl(ﬁgrl,FQ(P)kmaxnmax%

43
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avec g; défini sur | — 7, 5[ par :
tan® = 0 + 0%g,(0).
Puisque
QFl,FQ (P>kmax77max < T,

on a:
El<+OO.

On rappelle que [, = tan 6; tan 5. Le développement de Taylor-Laplace
de tan6 est :

0
tanf = 9+/ (0 — t)tan" (t)dt.
0
1

= 0+6° / (1 —u)tan” (Ou)du.
0

On a par conséquent :

1

g91(0) = / (1 —u)tan” (fu)du.

0
On pose : e(f) = 6 — n.
Ainsi, on a :
k
tanf = St e(0) + 91(0).

D’apreés

1 1
ly = tanf; tant, = (57717?2 +e(fr) + 9%91(91)) (57]2/62 + e(62) + 9591(92)) ,

on en déduit que :

1
l2 - Zklkﬂ]ﬂh = El27
o,
E, = gmky(e(f2) +0591(02)) + 5m2ks (e(01) + 0791(61))
+ (e(61) + 0791(61)) (e(B2) + 0591(62)) .

D’aprés les résultats du chapitre 1, on a :
2
€(0)] < Cripax-
Puisque g1(6) est une fonction impaire croissante,

191(0)] < g1 (Omax)-

On obtient finalement :

1 _ 1 _ 2
‘El2‘ S kmax (O + ZQ%LFQ (P)‘:‘lk?nax) ngiax+ <C + ZQI%LFQ (P)‘:‘lkiiax) nﬁiax‘
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2.4.6 Etape 4

En utilisant des techniques similaires & celles de ’étape précédente,
un calcul un peu fastidieux montre que :

1 1 _
|l1 - %(/ﬁ?ﬁ + k%ﬁ%)\ < (1 + gnmakaaX)((Ckmax + _Q?ﬂ,FQ (P)‘:Qkilax)lr]glax

8

+C% as)
ou

k3 k!

C= 2QF(P)3 < nglaxnmax + rgaXQF(P)) Thmax
est la constante qui apparait dans le théoréme 1 sur les courbes, =,
désigne gg(%Ql“l’FQ (P)EmaxTmax) avec go définie sur | — 7, 7] par :
1 3

1, 0
=1+ 502 + 5 92(0).

cos(0) 2

Puisque
QF1,F2 (P)kmaxnmax < ,

on a également
EQ < +00.

En additionnant les majorations précédentes, on obtient :

1 1
’(5 - ”Y) - (m/ﬁkzﬁﬂh ~3 COt(’Y)(k%ﬁ% + k%ﬁg)) ’ < ClﬂfnaxJFCﬂ?fnaxa

avec,
o= C+1Q2 (P)Z, k>
1 — ‘81n’y| max 4 I'1,I'a —1Mmax
s 1
tY[(1 + ———) | Chpax -3 P)=,k3
+‘ co P)/’( + 8QF17F2(P)) Q + 8 Fl,rz( ) 2 max) )
Cy = ”—294 (P)(1+ k oL (o4l (P)Z, k2
27 16 Ttz | sin | B | siny| 4 Tl /=1 max
+|coty|C*(1 + ——— ,
‘ P)/’ ( 891"1,1"2 (P) )

ol on a poseé :

1 k3 k!
— —Q P 3 max max Q P )
C 9 F17F2( ) ( S Tmax + 3 F( ))
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On déduit facilement le Théoréme 2 en utilisant le lemme 8 pour
chaque triangle P;PP; . Néammoins il y a dans le cas des surfaces une
légére simplification car Y | §; est remplacé par 2. L’égalité

zn:@‘ = 2m,
i=1

est vérifiée car M,, est une approximation par morceaux de X et donc,
par définition, la projection orthogonale :

T M, — TpX,

est 1-1 linéaire par morceaux sur son image. L’image ci-dessous montre
un cas ot 7 n'est pas 1-1 (et donc M,, n’est pas une approximation
par morceaux de ¥) et on a évidement > | 3; # 27 (On rappelle que

~/
‘}

2
0< 61 < 7T).
Les Constantes M, et M, qui apparaissent dans le Théoréme 2 ont les
expressions suivantes :

M1 = nC’l and M2 = TL,CV’Q

ou (' est la constante qui apparait dans le lemme principal d’estimation
et C5 a la méme expression que C5 mais ou sin+y est remplacé par
I'épaisseur © = min;eq,... ny | sin ;|- O

2.5 Preuve du corollaire 1

On suppose que le plan II; normal a la surface contenant les points
P et 1I; est défini par I'angle ¥;. On pose ¢; = cos?;, et s; = sin ;.
Aprés quelques calculs, on obtient :

n

1
An = 4 sin Z (mmﬂ(e?sz?ﬂ + S?C?H) — cos (17 ;s + 7712+1C?+18?+1)) ,
t=1
B’” - . i P’]z"f]z‘-|-1€202 1~ lcos'yi(ngc‘.1 —+ 7]2 164 1) ,
4Sin Yi 17t 2 ) i+1%+

i=1
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n

! 2.2 1 2 4 2 4
Cn = 4 sin ; ; (mm“‘gi Si41 T 5 €08 Yi(n;s; + Mi1Siv1) | -

Il est facile de voir que I'on a :

Sp=A,+ B, + C,.

D’ou :
B, +C, B, -C
| A, K+ B,k +Chk2 —S, K| < %(lﬁM—km)ZjLM]kﬂ—kﬁ%].
Pour finir la majoration, on utilise les inégalités suivantes :
n

B,| < —n?

’ ‘ — 2@77max
et n

C,l < —n? .

0J

2.6 Preuve du corollaire 2

D’apres le corollaire 1, on a :

n n
|2m =2 %) = KT < 55 (ke = k) + [Kar = KL) T
+M1771?:1ax + Mannax?
avec
- 1 COS ;

i=1

On en déduit que :

(27r — i ”yi) - S, K
i=1

En divisant par |S,|, on en déduit le résultat. O

< %6kr2naxnzqax (Mlnmax + MQnIQHaX) :
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Chapitre 3

Approximations des courbures
des surfaces-11

3.1 Introduction

Soit ¥ une surface réguliére de classe C* au moins et P un point de
.. Dans la chapitre précédent, on a donné sous certaines hypothéses,

la majoration suivante entre la courbure discréte k; et la courbure de
Gauss de X en P :

~ ME?
i —K‘ < lmax 2 3.1
‘ d = ®|Sn| Mmax ( )

ou S, est le module du maillage et M est une constante strictement
positive dépendant du coefficient de rappel Qx(P), du jet d’ordre 1
des courbures de la surface en P, de n et de I’épaisseur ©. Dans ce
chapitre, nous allons donner une majoration qui fait intervenir une
autre courbure discréte kg :

’kd - k’ S N(T]maxakmaxak QE(P>a@aU>AaAan)a (32)

max’
ou k est un polynéme homogéne en les courbures de la surfaces, N(...)
est une fonction qui dépend du 1-jet des fonctions courbures, du coeffi-
cient de rappel Q5 (P) et des données du n-maillages (comme I’épaisseur
O, le déplacement A, la déformation en longueur A, 7., le nombre
de points n du maillage et o). Cette nouvelle inégalité différe de la
précédente sur deux points fondamentaux :

— on a fait apparaitre un polynéme homogéne de degré 2 en les
courbures principales dont les coefficients ne dépendent que de
I’entier n;

— en revanche, la fonction N(...) n’a pas de limite nulle en général
et peut méme tendre vers l'infini;

49
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— nous aurons intéret a écrire N = NiNpax + Ngﬁ?nax, ou Ny et Ny
sont des fonctions dépendant des mémes variables que la fonction
N(...). Il faudra prendre garde qu’en général N; et N5 ne tendent
pas vers 0 avec Nmax-

On verra l'intérét de cette nouvelle majoration dans le chapitre suivant
lorsque nous traiterons le cas des paramétrisation conformes.

3.2 Définitions et notations

DEFINITION 7 1. Le déplacement d’un n-maillage M,, = (P, Py, ..., P,)
est le nombre

Dp DD 2m\ D D
maXie(1,..n} |[PPiy1 + PPi_1 — 2cos(7) PPy

2
Thnax

A:

2. La déformation en longueur de M,, est :

A _ Nmax — T/min

Moo
on pose :
— nmax
Tlmin
Pour tout maillage M,, = (P, P,,..., P,), on notera :
Ai n
A ire(M )’
2 Mg
— ; ; —_— —
k= % ot v = Z(PP;, PPy,),
n 27 27
—on notera : k = ———— ( k1 (=K + ro( =) (K3, + k%) | , ot
stz (M CDK k1)
knr et k,, désignent les courbures principales de la surface en P,
1
ki(z) = —2cos’x —cosx +3,  Ky(x) :cOSQx——cosx+§.

3.3 Enoncé du Théoréme principal

THEOREME 3 Soit ¥ C E? une surface réguliére de classe C*.

Soit M,, = (P, Py, ..., P,) un n-maillage (n # 4,n > 2) qui est une
approzimation linéaire par morceaux de .

Pour tout 1 =1,...n, on note 11; le plan passant par P, P; et contenant
le vecteur normal en P a la surface.

On suppose que :
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— Pour tout 1 = 1...n, les courbes I'; = X N 1I; sont des courbes
lisses,
- kmaxnmaXQE(P) <,
— l'épaisseur © du maillage est > 0.
Alors, on a :

|kd - k| S N(nmaxukma.xuk QE(P)7@70—7A7A7H)7 (33)

max’
ot N(...) est une fonction qui dépend du 1-jet des fonctions courbures,
du coefficient de rappel Qs (P) et des données du n-maillages (comme

I’épaisseur ©, le déplacement A, la déformation en longueur A, Mmax,
neto).

Si n = 4 le résultat fait intervenir la torsion géodésique de la surface X
au point P.

3.4 Preuve du Théoréme 3

3.4.1 Déplacement et déformation en longueur

Le déplacement donne une borne supérieure de la variation de 1’aire
des triangles.
Fait 1. — |Aire(P;PP;; ;) — Aire(P;_;PP;)| < %Anf’nax.
— — —
Preuve. — Soit V; = PPi+ 1+ PP;_; —2cos(3*)PP;, on a :
— — — —
— — —
PP, NPP;+ PP; \V,.

Par suite,

— — — — —
|PP; A PPy = ||[PPiy A PPi||| < [|[PPi||IVi]l < An oy

1
Fait 2. — |A — Aire(P;PP;,,)| < HTAnf;m.

Preuve. — Pour tout entier n > 3, majorons
D(n) = |nA — nAire(P;PPiy4)].
On a pour tout entier n > 3 :
D(n) >k ‘Aikre(Pi—kkPPH—k%—l) — Aire(PiPPy1)|
n—1 -1 . .
k=1 ijo |Aire(Pitj1PPitji0) — Aire(PisPPijjy1)|
St kS AN

—1
2D AR

IAIA A IA
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On a utilisé implicitement la n-périodicité des P; pour i € N, (par

exemple P, = Py). O
1 1 otA 1
Fait 3. - |—— —— | < —1)—— .
o ‘A ArePPPy | = " Ve

Preuve. — Pour simplifier on pose : A; = Aire(P;PP;, ;) = %nmiﬂ sin ;.

1 1 A— A,
A A AA;
n—1 1
< An?
S (n - 1)A7721ax @27]4.
. 1 . , .,
Puisque 7min = —Mmax, o0 obtient le résultat souhaité. O
o

La déformation en longueur donne une borne supérieure de la variation
en longueur des arétes.

Fait 4. — ‘772 - 7_]| S An12nax‘

1 n
La preuve est immédiate, puisque 1 = — E n;. Le déplacement et la
n
i=1
déformation en longueur permettent de controler la variation des angles
des triangles.

Fait 5. — \sin Yi — sin ’}/Z‘_l‘ S (A + 4A)77max + 2A27712nax‘

w. On a |[A;| < A. D’aprés

max

Preuve. — Soit A; =

1 = Nmax T Améax,

on en déduit que

NiMip1SINY; — M siny,_p = (sinqy; — siny_1)n2 .
—(Nio1ms + Agmim) sin o2
+(Ninit1 + Nipams) sinyin2 .
+(Ai71Ai sin Yi—1 — AiAiJrl sin Pyi)nfnax‘

Ainsi,

|7 (SI0Y; — sin Y1) | < [mimig sin yi—mi—1m; sin v [H4ADE 1 A 20% 10 -
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D’aprés le fait 1, on a :
D371 Siny; — mioamisiny, g | < A
2 20\
Fait 6. — |cosvy; —cosy_1| < | 2+ 702# AMmax + Ji%nﬁlax.
‘cos(;)‘ }cos(;)}
— —
Preuve. — Comme plus haut, on pose V; = PP; . 1+PP; 1—2 cos(%’r)PPi.

On a:
—_— —

—
2COS(27F)<PPZ‘,PPZ‘_1> = <PPZ‘+1+ P,_,PP,_ 1>

n

Par conséquent,

9 —_— — —_— —
2COS(%)(<PPZ',PPZ‘,1> - <PPZ‘,PPZ'+1>)
2 2 - :
= NN+ <V, PPy — PPy >

et,

2n);

2w
COS(;)' |7i—1 COS i1 — Mig1 COS Y| < |77¢271 - 77@'2+1’ + QAﬁSm-

Mais,
2y — 2] = et — il nie1 + M| < 24703

. 1 .
Puisque 7; > Mmin = —7Mmax, On obtient :
o

20\ 20A

[Mi—1 €08 Vi1 — i1 €08 V| < T——5—Tmax + T— 3T Tonax-
}cos(%)} ’cos(%)’
D’autre part, on a :
Umax(COS i — COS %‘—1) = (Nmax — 77z‘+1) COs7y; — (Umax - 77z‘—1) COS 7Yi—1
+ Mi+1 COSY; — T)j—1 COS7Y;—1.-
Donc,
Nmax| €08%; — €08 Yic1| < [Nmax — Nit1| + |Mmax — Mi-1]
+ ‘772'_1 COS7Y;—1 — Ti+1 COS ’}/Z‘
Par suite,

20\ 200
| cosy; — cosVi—1] < 2ANmax + T—5—7Mmax + T3 Tmax-
’cos(%)’ }co ( )}
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Fait 7. — ‘71 - 72'71’ < Flnmax + F27712nax avec,

T 20\ T 20A
Fi=—|6A4+ —+A t Fy=— | ——— +2A?].
1 2 ( + }COS(%)} + ) e 2 2 (}COS(%)} + )

Preuve. — On a (voir étape 2 de la preuve du théoréme principal
d’estimation)

v . .
|vi — vi-1| < 5 (| cosy; — cos 1| + | siny; — siny;_1]) .

O
1 n
Fait 8. — Soit v = — r) N
ai oty = izlv on a
i 1 1
h/ - 72‘ S Flnmax + 2 FQnmax
Preuve. — Puisque,
‘7i+k - 72’ S kFlnmax + kFQnrQnax’
on a :
. n(n -1)
TL"S/ - ’7@ Z Yit+k — T(meax + F2n12nax)'
k=1
2 3 -
. T T
Falt 9. - F -7 S ZQ%(P)k?na.x (1 + 6) 7712nax‘

Preuve. — On a vu dans la preuve du théoréme principal d’estimation
que (étape 2) :

s 3
L — oyl < =Q2(P)E2 (1 2
‘ﬂ 7’ = 4 Z( ) max( +S1H’}/Z) Nmax
Donc,

Z%

< WO (14§ )

O
Fait 10. — On a :

2w n—1 s 3 n—1
i —— < Finmax —Q%4(P)k? 1+ — F. 2
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2
- =

n

n—1 2T 3

—1
Fima 2P, (1+2 )+ 2o m ) 2.
1n +< 4 Z( ) max< +@) + 92 2) Nmax

<

Pour simplifier on écrit :

27
ﬂi - F S F377max + F47712nax
2T
Yi — ; S F?)nmax + F577r2nax'
Preuve. — 1l suffit d’observer que :
2 _ _ 2w
Yi——| <=+ —|,
n n
et,
2w 2w
Bi——|<|Bi—wl+|v——|-
n n

3.4.2 Simplification a ’aide du défaut angulaire moyen

On rappelle que l'on a :

Bi - % = 61 + O(Wiax)a
avec,

2

1
0; kikiiminiy — ] COt('Yi)(k?mQ + ki+17712+1)'

T4 sin(7;)
Ainsi pour une approximation linéaire par morceaux :
21 — Z,yz - Z 52 + O(nzlax)7
i=1 i=1
et la seule difficulté est de simplifier la quantité > . d;.

DEFINITION 8 Le défaut angulaire moyen d’un n-maillage de Y au
triangle P;PP; 1 est la quantité :

1 2T 9\ 4
i = S_A (kikiJrl — COS(;)]CZ)’I] .
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LEMME 9 Soit M,, un n-maillage alors, on a :

Z@—ZM

i=1 =1

< D1 e + Dot

ou Dy et Dy dépendent du 1-jet des fonctions courbures, du facteur
de rappel Qs (P) et des données du n-maillage (les expressions précises
sont données dans la preuve).

Preuve du lemme 8. — D’aprés le lemme principal d’estimation
(lemme 6), on a :

0 — o (kikianin?,, — 5 cosyminipa (K207 + k2 n70))|

Animiy1 siny;

S Clnijax + Cinz’lrlaX'
On remarque que :
1
kz‘ki+177i277i2+1 ~ 5 coS %mm+1(kfﬁ3 + kz‘2+177i2+1) < 2k12naxnilax‘
Par suite , d’aprés le fait 3 on a :

16— Frlkikianin?, — 5 cosyimimia (k2n? + k2 m2 )|
S (Ol + C3)n?nax + OQ,r]ﬁiax?

avec,
C, = 2(n — 1)k§laxa4A‘
02
Puisque,
—_— —
< PPZ, PPi+1 >
coSy; =
NiMi+1
on obtient :
—_— —
0; — gg(kikiganini, — 3 < PPy, PPy > (kIn? + k2, n2))]
S (01 + C3)n?nax + CQnﬁiax‘
Soit,

n _— =
S =) < PPy PPy > (K} + k).

i
i=1
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On a:

n
—_— —

S = S < PP PPy >k +Y < PP PPy > K,
i=1 i=1
= Z<ﬁ3i,P—P>i+1 >k'l-277i2+z<P—P)ifl>ﬁ3i >k127712
i=1 i=1

—_— — —
= Y < PP, PPiy+ PPy > kln}.

i=1
Mais,
—_— — — —_— — — 9\ T
<PPZ‘,PPZ‘,1+PPZ‘+1> = <PPi,PPZ',1+ Pi+1—2COS(%)P i >
—_— —
+ 2cos(%) < PP;, PP; >,
avec,
— — 2m  —— 3
< PP, PP,_{+ Pi+1—2COS(—)PPi> SAnma.x
n
Par conséquent,
S — zn:Q(:os(z—W)nf1 < nAKZ 10
— n 1 — max’ /max
et,
|00 — 2oy sa(Kikimindy — cos(2)kgnt)|
< nCy+ Cy+ Cond o + nComia s
avec,
no?A
Cy = ———k2
4 8 @ 'max

D’aprés le fait 4,
7 = 71 < Al

donc,
‘7712 - 772‘ S 2A7721ax et ’7714 - 774‘ < 4Anfnax‘
D’aprés,
0f =) (1 + %) = mindy — 7'+ (0 — 0207,
on en déduit que :

|7]z27712+1 - ﬁ4‘ S 4A7]21ax + 2A7]21ax - 6A7]21ax'
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Par suite, on a :

< 12AK2

5
ax'Mmax-

27
‘ (kiki+17lz‘277z‘2+1 - COS(;)]@Z‘QU?) — 8Ap;

Alinsi,

3
S C15 Mmax>

1 2 &
Z A (kiki+1nz‘27]z‘2—|—l - COS(;W?U?) - ui

=1

avec,
21.2
or _ 30k

©

Finalement,

252 - Z,UZ < Dlnfna.x + Danna)m

i=1 =1

avec Dy = nCy 4+ C3 + Cy 4 C5 et Dy = nCh. O

3.4.3 Lemme de réduction

On désigne par v, et vy les deux vecteurs unitaires de TpX paral-
leles aux directions principales et vy = cos ¢vas + sin ¢gvy,. La courbure
dans la direction v, a ’expression suivante :

k() = kas cos® ¢ + ky, sin® ¢.

i—1
Soit ¢ tel que ky = k(¢), alors on a k; = k(z Bj + ¢). On pose :

J=1

21 21 20+ 1 2 21
RO+ 2Ty = k(o4 2o+ 20T on(PTppego 4 2T

Le but de ce chapitre est de prouver le lemme de réduction.

LEMME 10 On a :

= "1 2im. 5 .
; Hi — Z S_AR(¢ + 7)7] < anmax + QQ”max?

ot Q)1 et Q1 dépendent du 1-jet des fonctions courbures, du facteur de
rappel Qs(P) et des données du n-maillage (les expressions précises
sont données dans la preuve ).
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Preuve du lemme 10. — On désigne par ¢; 1’ angle ¢ + 23;11 Bj,
d’aprés la prop 10, siz > 1,

2(1 — 1
¢i (T - ¢’ Z - 1)F377max + (Z - 1)F477max>
et,
, ) 2(i—1)m | )
cos” ¢; — cos (771 + )| < 21 — 1) (F3nmax + Funt.) s
2(0 — 1
sin? ¢; — sin2((ZT)7r + ¢)' < 200 = 1) (Fsnmax + Fanpay) -

Alinsi, on a :

ki - k(@ + ¢)’ S 4(2 - 1)kmax (F377max + F47712nax) .
Pour simplifier, on pose : w +¢=¢;. On a:
(ki = k(7)) (kj + k(¢;)) = kik; — k(¢ ) (95)
k(@ i) = kik(di).

Par conséquent,

ik — k(0)k(d;)| < ki — k(i)| [kj + k(9))]

+ [kjk(¢i) — kik(9;)]

4(7/ - 1)kmax (F377max + F4771§1ax) kaax .
+hmax4d ( - 1)kmax (F377max + F47712nax)

IN

< 12(2 — 1)k12nax <F377max + F47712nax) :
On a donc :
(kikiz1 = cos(2)k?) — R(¢ + 2215
< 24(n — ]-)kIZnax (F377max + F47712nax) )
et, A
| D i — Z?:1 %@R(d) + %Tﬁ)ﬁﬂ
< %(Fi’)nmax + F47]12na.x)ﬁ4
Puisque,
_4 —4 2,.2
T]_SInZ §20-77max7
A §®nmin ©
on a :

21 6(n — 1)no?k?
> =3 o S| < AR (4 ik
=1
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Par suite on a le lemme 10 avec,

6(n — 1)no?k2 . 6(n — 1)no?k2 .
( )@ F3 et QQZ ( ) F4.

Q= 5

Sommations trigonométriques

L’inégalité ci-dessous résume ce que nous avons obtenu plus loin :

n —4 n 2
[CE IR

< (D1+Q1)7]§1ax+(‘D2+Q2)nlL}naX‘

—4
. n A

Il s’avére que 'on peut remplacer le facteur — par ———s—+—

a P P sA P ogn?(o)

n

. De
maniére plus précise :

LEMME 11 On a :

- A - 2
o' — E ) - E -
( m , %> 2 sin?(2") = R(é+ n )

(les expressions précises pour Ny et Ny sont données dans la preuve).

< Nlnl?nax + NQnﬁiax‘

Preuve du lemme 11. — En effet, d’aprés le fait 10 on a :
2m Iy Ity
in~y; — sin(— = 9|si n m
| sin sm(n)\ \sm( 5 )Hcos( 5 |
2
O e
n

< F377max + Fs??ﬁlax'

Ainsi,
) 5 . 2T . 5 .
|1ini1 siny; — 7 sm(;)| < |Minig1siny — 1) sm(%)}
2
+ (772 sin () — 7% sin (=)
n
_ . 2w |
< |Minita —772} + |sin(y;) — Sln(;) i’
< (2A A+ F) e+ Folina
Mais,
2 = 2
_9 . 9 . .
—) —24] < —) — NN i
n|*sin(—) — 24| < Zl 7 sin(—) = iy siny
< n2A+ F)nd .+ nFsni. .
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Par conséquent,

5 . 2T 2 9
n°sin(—) ) —4A
n

< 20 (2 + F5) e + FoMiac)-

Alinsi,
o 4A | 77t sin®(22) — 442 4A+2F3n5 2F; o
sin (2”) sin2(2§) ~ sin (2”) AT sin (2 ) e
et,
7 A 02(4A+2F3)773 N 202 F} 774
8A QSiHQ(%r) — 8%@sm2(2;) max 8%@Sin2(2ﬁ) max*
Finalement,
s i A i
) = ——5-R(¢+ )| < D3t + Datiphase
8A (¢+ n ) 2811’12(2%) (¢ ) 3T max 4" max
o,
o2k (4A + 2F o?k? I
D3 _ max( 2_;_ 3) et .= max® 5
20 sin*(<") O sin®(2r)
puisque,
21
' R(o+=0)] < 22,
n

Par suite on a le lemme 11 avec Ny = Dy +nDs + Q1 et Ny = Dy +
nDy+ ()>. [ Dans la suite de cette session on va calculer la somme
trigonométrique

ZR¢+2Z—W

n
Cette somme peut se simplifier puisqu’il est facile d’évaluer Z Y(p+
i=1

s . . s
—) lorsque T est un polynoéme trigonométrique
y g

deg(Y)

T(¢p) = % + Z ajcos(jo) + b;sin(jo).
j=1

En effet le développement en série de Fourier de cette expression est
fini, on a donc :

kn<deg(Y)
227?

Z T(p+—)=n %o + Z gy OS(kne) + byy sin(kne)

2
k=1
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(ici ay et by désignent les coefficients de Fourier de T). En particulier,
sin > deg(Y),

S v+ =) =T = [ res

Dans notre cas, c’est a dire lorsque T = R, deg(R) = 4 et ainsi, pour un
1 21

n-maillage avec n > 4 il suffit d’évaluer le terme ao(R) = — / R(¢p)d¢

T

0
afin d’obtenir la valeur de la somme. On remarque que dans le déve-

loppement de Fourier de R il n’y a pas de coefficient d’indice impair,
ainsi le terme en ag fournit aussi la valeur de la somme pour n = 3.
Ainsi on a :

2
E R(¢ m = naOQ(R) sin#4,n>2,
27,7r .
E R(p+—) = 2ap(R)+ 4as(R) cosd¢ + 4by(R) sin 4¢.

ou les quantités ax(R), bx(R) désignent les coefficients de Fourier de R.
Un calcul direct montre que :

ao(R) 1 21 21 2 2
— (VK + k(Y2 + &
2 4 K/l(n) +I€2(n)( m+ M) Y
ou,
ki(r) = —2cos’x —cosx+ 3
ko(z) = cos?x — Scosx+ 2
2 2 2

Un autre calcul donne :

1 1
4 =K — —(k3, + k2
w(R) = SK — (K +K2)
by(R) = 0.
Pour résumer, si n # 4, on a :
R - s (K 4 m () (R, 4 K)]

S NlnmaX+N2nmax - N7

et sin=4,o0na:

4
EEEt — (3 + Feos 48K + (3 — feosdg) (k] + k)|
< Nlnmax+N277maX:N7
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avec,
20N 20 N.
N1 = @ ! et N2 = @ 2

L’expression ci-dessus pour n = 4 peut se simplifier puisque :

1 1 1
(Z + 7 608 4¢) K+ (g — g cos 4¢>) (k2 +k3,) = K+(ky—kp)? sin? ¢ cos® ¢.

On remarque que (ky — ky,)?sin? ¢ cos? ¢ est le carré de la torsion
géodesique 7,(¢) dans la direction vy.
Alinsi, pour un 4-maillage, on a :

™ ‘-17 7
s (K 4 72(¢)]

< Nifmax + N277r2nax'

Remarque. — 1l est facile de voir qu’avec deux maillages, un ni-
maillage et un no-maillage avec ny # no, ny # 4, ny # 4 il est possible
de donner une estimation des courbures principales.

3.5 Exemple générique

Lorsque Y est un paraboloide z = M on a vu dans le
chapitre sur les courbes que le coefficient Qg(%’) est toujours inférieur
2 S
On posera donc dans tout ce qui suit :

Q=0x(P) = iga

Emax = max(|ka|, [kml)-

3.5.1 Données liées au maillage

n n
M = lax| PP,[, © = min | sin(y,),
1 n = — 21 =3
A= ——max|PP;, + PP;y — 2cos(—) PPl
nmax =1 n
1
- (nmax nmm) )
U
 Tmax
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3.5.2 Coefficients liés a ’erreur

On a besoin de 2 fonctions :

tan(z) — x
gl(x> = T? ,
2 1 T
== 1+
92(7) x3 (cosx (1+ 2 ))’
On pose :

_ 1
=21 = gl(ikaaxnmaX)a

_ 1
Zo = g2(§kaax7]maX) .

On a alors : A
T o
Fi=—6A4+ ——Fr—+A
! 2( +|cos(2§)\jL )
T, 20A
Fy= —(——— +2A?
2 2(|cos(2§)\ + )
—1
Fy=1o=F,
_ Ty 3y, n-lt
F, = 4kmaXQ(1+(§))+ 1F2,
T n—
Fy==k2 Q1+ — F.
5 2max3(+@)+/2 25
1 k k
C = _Q?) max - max 7
2 ( g /mex 73 )
1 1 1 T 1
= 7~ Vmax _QQE . " <1 _> max _935 3
Cl @k' (C+ 4 1kmax)+@ + 8Q Cl’f + 8 kaax 9
2 2 2
T 4 3 1 1 o0 19 1 T
= — Q1+ = — = — 1+ —
Co = Tkt ( +@) +@(0+4 1kmax) +5C (1+55),
B (n— l)kfnaxa?’A
C(3 - k2 42@A )
n o
C — max
s e
Gy = 2T 2
8n(n — 1)o?k?
8n(n — 1)o?k?
Q2 — ( @) m&XF47
Ml :77,01,
M2 :77,02,

D1:M1+03+C4+C5,
D2:M27
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o?k2. (2N + F3)
20 sin*(%) 7
D, = 402]€.I2DZX§5 )
20 sin” ()
Ny = Dy +nDs + Qq,
Ny = Dy +nDy + Qo,

Dy =

20'2N1
N, =
1 2®N7
20
N = =5 2

3.6 Illustrations

On pose :
_2m=y v
— kg = - iy

— k= —2o (k(E)K + k() (K2, + k3))) -
On note :

qui désignent respectivement ’erreur réelle et notre majoration de l'er-
reur (donnée dans le théoréme 3).

3.6.1 Exemple ou A et A ne sont pas bornées

Soit (eq, e, €3) une base orthonormale de E?® et Ry la rotation d’angle
0 autour de I'axe engendré par le vecteur ez. Soit X la sphére unitée
centrée en (0,0,1), P = (0,0,0), a €]0, 7| et P le point (sin2c, 0,1 +
cos2a). On a :
P ey,

et lorsque « — 7, on a :

P1—>P.

Pour tout k € {2,...,n}, on note P, = Ry(P1) avec 6 = @ On
prend n = 6, et on considére le 6-maillage suivant :

Mg(a):(P7P17P2/7P3>PA£>P5>P({))

ou pour tout ¢ = 1,...6, le point P/ est obtenu a partir du point P; de
la maniére suivante : on note

w2 — Tpd,
la projection orthogonale de 3 sur le plan tangent en P a >. Soit

I, € TpY,
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le point défini par :

On pose alors :

6-maillage
On a
2cos
o= ,
\/2 — 2V/sin? a + cost a
(3 cos? a — cos? v — 2 cos® aVsin® a + cos? a)
0*=1-
8cos?a (1 — Vsin?a + cost a)
2
cos? asin® a + <4 cos?2a — 1+ \/1 — cos? asin? a)
A= ,

4 cos? o

2cosa — V2 — 2v/sin% a + cost
B 4 cos?(v)
On remarque que 7, = 2 cos «, par conséquent 7,,.,. — 0 quand o —
5- Pour a proche de § I'épaisseur est bornée puisque lim, .z © = @
D’autre part, on a :

A

limo=2, limA=0c0 et lim A= cc.

™ ™ ™

Les quantités A et A ne sont pas bornées.
Dans cet exemple, la courbure discréte ne converge pas vers k. En effet,
on a:
. 3 . ) 1
lim kg(o) == mais k=2 donc lim_ e(a)=—.
™ 2 ™

o — — o — —

2 2
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On donne les graphes des fonctions e(a) et e(a) : Il est remarquable
que e converge vers une quantité finie quand « tend vers 7.

3.6.2 Exemple ou la courbure discréte est non bornée

Il est facile de trouver une suite de n-maillages sur la sphére unité
ayant une épaisseur minorée et tels que la courbure discréte associée
tende vers —oo quand 7, tend vers 0. Soit

DP2i = (,0 cos by;, psin 921), y D2i+1 = (,02 cos 0911, ,02 sin 92¢+1)

avec 0; = 2(:1)”, p €]0,1]. On pose P; = f(p;) pour i € {1,..,n} ou
f(p,0) =1— /1 — p? est la fonction hauteur en coordonnées polaires.

Avec des notations évidentes, on désigne par (M,,(p)),>0 la famille de
n-maillage (P, Py, ..., P,).

Maillages Mg(p)
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Comme précédemment, on a :

VeI 22T —\/2—2 1—p
0 = Y
2-2/1—p* 2-2y1

2
p2(1—p)2+<1—2\/1—p2+\/1—p4)
2 21— p2

Les quantités o, A et A tendent vers 'infini quand p tend vers zéro. La

courbure discréte ky tend vers —oo alors que k vaut 2. (1’épaisseur est

. , \/g
minorée par ).

A:

L e b e PN s s e s e s o s S S e s

Courbure discréte kq(p) et fonction €(p)

Le mauvais comportement de I’erreur e pour p > 0.6 provient du facteur

2
de rappel Q(p) = %\/ 2 — (1 —+/1— p2) qui croit de maniére trés

rapide lorsque p se rapproche de 1.

Fonction e(p)



Chapitre 4

Cas des paramétrisations
conformes

4.1 Introduction

Dans le chapitre précédent dont nous gardons les notations, nous
avons obtenu la majoration 3.2 :

|kd - k| S N(nmaxa kma.xu k QE(P)u @707 A,A,Tb),

/
max’

ot N(...) est une fonction qui dépend du 1-jet des fonctions courbures,
du coefficient de rappel Qs (P) et des données du n-maillages (comme
I’épaisseur O, le déplacement A, la déformation en longueur A, nyax,
n et o). La fonction N peut s’écrire sous la forme N = Ninfpax +
Non?.., ot les fonctions Ny et Ny dépendent des mémes variables que
N. Nous avons vu dans le paragraphe 3.6 que ces quantités peuvent
tendre vers l'infini ou ne pas avoir de limite lorsque 7y, — 0. Ceci
motive ce nouveau chapitre. Nous restreignons maintenant notre étude
aux surfaces définies par un paramétrage conforme. Ceci permet de
mettre en évidence des familles de maillages dont les fonctions N; et
N5 sont majorées par des quantités qui ne dépendent pas de 7.y Si
nous faisons tendre les points Py, ..., P, vers le point P en restant sur
la surface ¥ de maniére quelquonque, notre majorant de la différence
entre la courbure discréte et la courbure lisse peut tendre vers l'infini.
Dans ce chapitre, nous donnons une maniére de faire tendre ces points
vers P en restant sur la surface > qui permet d’éviter ce désagrément.
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4.2 Définitions et notations

DEFINITION 9 Soit U un ouvert de R* tel que (0,0) € U et f une
paramétrisation d’une surface ¥ C E3,

f:UQRZHZQE:S.

Soit (u,v) €U et P = f(u,v) € X. On dit que f est conforme en P si
il existe Aeont(P) > 0 tel que pour tout x,y € TpX, on a :

< dfp(x),dfp(y) >= Mooy (P) < 2,y > .

conf

4.2.1 Familles de maillages réguliers

La définition suivante dépend d’un choix d’une paramétrisation de
la surface.

DEFINITION 10 Soit U un ouvert de R?, f une paramétrisation d’une
surface ¥ C E3,
f:UQRQHZQE?’,

et
(Mau(p))p>0 = (P, Pr(p), - -, Pu(p))) 50

une famille d’approzimations linéaires par morceaux de . On dit que
(Mn(p))p>0 est une famille de maillages réguliers sous la paramétrisa-
tion f si il existe (u,v) € U tel que :

- P= f(uv U)a

— pour tout 1 = 1...n, pour tout p >0, on a :

2im .o am
Pi(p) = f(u+ peos(=—=),v + psin(—=)).

L’image ci-dessous montre un 8-maillage régulier autour du sommet P

d’un paraboloide dans un cas particulier (si on projette ce maillage sur
le plan tangent en P au paraboloide, on obtient un 8-gone régulier.)

8-maillage régulier.
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4.2.2 Notations

Soit
(Mo(p)))p>0 = (P, Pilp), -, Ba(p))) oo
une famille de maillages réguliers. Pour tout « = 1,...n, et pour tout
p > 0, on note : .
— II;(p) le plan P + Vect(PP;i(p), Np).
— I'i(p) la courbe I';(p) = XN 1L;(p),

~ Qy(P) = maxsup sup {—————,1 est la tangente en M a la courbe T;(p), }
=L p>0 MeTi(p) cos Z(PM,t)

— kpax = m%xsup sup |ki(p)], ou k;(p) est la fonction courbure le
=1 p>01;(p)
long de la courbe T;(p),
_ k/

! = maxsup sup |ki(p)], ou k;(p) est la dérivée de la fonction

=1 p>0 Ii(p)
courbure par rapport a I’abscisse curviligne le long de la courbe

no—
- nmin(p) = an:lP’PPZ(p)‘a

- O(p) = min|sin ()], oi

—

Yi(p) = Z(PPy(p), PPisa(p)),

5D oD 2\ D P
maXie(1,..n} |[PPit1(p) + PPi—1(p) — 2cos()PPi(p)|

- Alp) =

0 . Tinax () ’
- _ Nmax\P) = Nmin P
A s
oy = TP
(P) nmin(p) .

On notera également :

— ||df|| 1a norme infinie de 'application f,

— ||d?f]| 1a norme infinie de la Hessienne de Papplication f,
A COVK + (I, +k2) ), of

—k=—F-— | ki(— Ko(— u

8 sin*(2") " o M

Ki(x) = —2cos®x —cosz + 3,  ka(z) = cos .T—§COS.T+§,

— pour tout p > 0, on pose :

2m — 371 7ip)
Alp) ’

ka(p) =
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ou

A(p) _ Z Alre(Ppl(p)PlJrl(p))

n

9
=1

est la moyenne des aires des triangles PP;(p)P;11(p).

4.3 Enoncé du Théoréme principal

THEOREME 4 Soit U un ouvert de R%. Soit
f:U§R2—>ZQE3,
et
(Mou(p))p>0 = (P, Pi(p),- - Pulp))) ;0

une famille de maillages réquliers sous la paramétrisation f (n > 2 et
n # 4). Pour tout i = 1,...n, et pour tout p > 0, on note I1;(p) le plan
passant par P, P;(p) et contenant le vecteur normal en P a la surface.
On suppose que :

1. Uapplication f est un plongement conforme en P, de classe C? au
moins,

2. pour touti = 1...n, pour tout p > 0, les courbes I';(p) = XNIL;(p)
sont des courbes lisses,

3. pour tout p >0, on a :
kmaxTmax ()2 (P) <,
4. il existe une constante ©¢ > 0 telle que pour tout p > 0, on a :
@(P) > Oy.
Alors, on a pour tout p > 0 :

\ka(p) — k| < Ni(f)p+ Nao(f)p?, (4.1)

ot les nombres Ni(f) > 0 et No(f) > 0 ne dépendent que de ||df||,
14D N K, K 0, Qs(P) et .

Il se trouve que le cas n = 6 est particuliérement remarquable.

COROLLAIRE 3 Soit Mﬁ(p)p>0 une famille de 6-maillages réguliers.
Alors sous les hypothéses du théoreme 4, on a :

27 — Z Yi(p)

Ao = 2K+ 00). (4.2)
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On peut remarquer que ce résultat est une généralisation d’un résultat
déja connu qui affirme que sous certaines hypothéses (voir |9]), on a :

Ai /\/l
2”—2% i 6)K+0(n2)-

4.4 Preuve du Théoréme 4

En utilisant le théoréme 3, on peut montrer que pour tout p > 0,
on a :

ka(p) — k| < Ni(p)1hmax(p) + No(p)12 0 (p),

ou Ni(p) et Na(p) sont des réels strictement positifs qui dépendent
du 1-jet des fonctions courbures, du coefficient de rappel Qs (P)(p) et
des données du n-maillages (comme ’épaisseur O(p), le déplacement
A(p), la déformation en longueur A(p), Nmax(p), n et a(p)). Les seules
quantités qui interviennent dans les majorations et qui peuvent tendre
vers l'infini sont A(p), A(p) et o(p). Dans le lemme 12, nous allons
montrer que dans le cas d’une famille de maillages réguliers, on a pour
tout p > 0 :

= a(p) < lldfllld(f Il

= Alp) <2 d(f PN 1],

= Ap) < | fIlldCf)IP i
On en déduit qu il existe Nl(f) > O et Na(f) > 0 qui ne dépendent que
de [ldfll, (/N N fIls Kmax, Fpax: ©0; Q(P) et n tels que, pour
tout p >0, on a :

=
—
D
~
IN
—

—~
=

et

2
IN

Na(f).

LEMME 12 Soit U un ouvert de R?. Soit une paramétrisation d’une
surface 3 C E3,
f:UCR?— X CE?

et
(Ma(p)p>0 = (P, Pr(p), - - Pa(p))) y50

une famille de maillages réquliers sous la paramétrisation f. Alors, on
a:

- alp) < ldflllld(f I,

- Alp) = 2)d(f DI Hd S,

- Ap) < [l flllaCf =11
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4.4.1 Preuve du lemme 12

Pour simplifier, on écrira P; a la place de P;(p), Nmax & la place de
NMmax(p), A & la place de A(p), o a la place de o(p), A a la place de
A(p), ... On note P le n-gone régulier tel que :

- f(p) =P,

— pour toutt=1...n,ona:
f(pi) = P

—
Puisque P est un n-gone régulier toutes les distances |PP;| sont les
mémes, on les désignent par p. On a :

—
|PP;| = |f(p:) = f(p)] < ldfllp — pil = plldf]]-
En particulier :
Nmax < plldf]|.
De maniére similaire,

[PBi| = |f1(P) — (P < ld(fHIIP = Bl = milld(f )]

et en particulier,
P S nmian(f_l)H‘

Par suite,

1< o= < gr|d(r)l.

min

On est maintenant en mesure de controler le déplacement. A 1’aide du
développement de Taylor-Lagrange on obtient (notations évidentes) :

— 1
|PP; — dfe(pps)|| < §||d2f“,02‘

— — —
Soit d; = )PPZ-H + PP;_y —2cos(22)PPy|, on a

n

— — 2 —> 2
di = ‘PPH—I + PPi_l — QCOS(F)PPZ- — dfp(p_]))i_u +p_]>)i_1 - QCOS(;)])_]))Z-)
— e — —
< |PPiy1 — dfP(])—I>?z‘+1)\ +|PP;_y —dfp(PP;_1)| + 2|PP; — dfp(ﬁ)z‘ﬂ
< 2| f|p*.
Ainsi,
2 P2
d; <2||d°fll5—-
Puisque,

P < Nin (< D ld ()
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on obtient :
A <2 d(f Pl £

En remplacant p par rp avec r > 0, on en déduit que :

o < |ldflldCf=HI,
et
A < 2/ld(fHI* N fIl-
On a :
nmax(p) - nmln(p) = ‘PPimax‘ - |dfP(Z)_I)>Z'max)‘ + ‘dfp(z)_p)imax)’ - |dfP(I)_p>me)‘

N 8
_‘ﬂ)fp(pplmm)‘ - |PPimin

< |PPz‘max_>— dfP(ﬁgmaxﬂ + | df p (P )| — 1df P (PP
+‘dfp(pplmln) _ppimin|‘

Puisque f est conforme en P, on a :

‘dfp(]:)_]))zmax)| - ‘dfp(]:)_]))zmln)‘
Ainsi,
2 4y 2
Thnax — Tin < [|d”f |07
Puisque p < Nmax||d(f71)]], on a finalement :
Tlmax — 7Jmin _
A== (|l

En changeant p en rp (r > 0) on obtient :

A< d flllldCF I

4.5 Fin de la preuve du théoréme 4

On a obtenu sous les hypothéses du théoréme 4 pour tout p > 0 :

ka(p) — k| < Ni(F)Mmax(p) + No(F)nax(p),

oil les nombres Ni(f) > 0 et No(f) > 0 ne dépendent que de ||df],
Hd(fil)w HdeH> kmax; k;na.xﬁ @07 QZ(P) et n. Si P = (pla . '>pn> est
un n-gone régulier centré en p et tel que pour tout ¢ =1,...7n, 0on a :

o ’I)_p>7,‘ =p,

- f(p) =P,

- f(pi) = Pilp).
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Alors, on a pour tout ¢ = 1,...n, et pour tout p > 0 :

IPPi(p) = |f(pi) — f0)| < dflllp — pil = plldf]|.

En particulier :
Nmax < plldf||.

On en déduit que sous les hypothéses du théoréme 4, on a :

ka(p) — k| < N1(f)p+ Na(f)p?,

kalp) = 2 %{;)1 o),
n 2m 2w, 9
— 88?2(2%) (;ﬁ(;)K + @(;)(kM + km)) ,
Ni(f) = ldfIINL(f) et No(f) = [|df[|*Na(f)- O

4.6 Tllustrations

4.6.1 Notations
La courbure discréte de M,, en P s’écrit :
k — 27T - Z?:l ’71
d A ’
On pose :
n 2T 2T
k= ——+— — K i Y Ry )
8sin2(27”) <I€1( n ) + KQ( n )( m + M))
On note :
e=lksg—k| et e= Nifmax + Noni,.,

qui désignent respectivement ’erreur réelle et notre majoration de I'er-
reur (donnée dans le théoréme 3).

4.6.2 Approximations sur S?

Soit (ey, 2, e3) une base orthonormale de E? et Ry la rotation d’angle
0 autour de l'axe engendré par le vecteur es. Soit 3 la sphére unitée
centrée en (0,0,1), P = (0,0,0), a €]0, T et P le point (sin 2, 0,1 +
cos2a). On a :
P el
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et lorsque o — 7, on a :

Pl — P.
Pour tout k € {2,...,n}, on note P, = Ry(P}) avec § = 217 )

est facile de voir que M,(a) = (P, P, ..., P,) est une approximation
linéaire de X. Le maillage (M, («), f) ou f : TpX — ¥ est la fonction
hauteur est un maillage paramétré. On donne un exemple avec n = 3.

On a:

3 3
@zgsin(&) 3c052(a)—|—1, U:L AZO; A:§> nmax:QCOSO"

Puisque o, A et A sont bornés (en fait constants) et e(«) tend vers 0
et donc ky(«) va en fait converger vers k.
Pour la sphére unité, on a :
1 /
QZ(P) = 5 kmax = 17 k

sin o

=0, k=3.

max

La condition Qs (P)kmazlmez < 7 est équivalente o > « avec a, =
arctan 2 = 0.56691.... On a :

1 1
=, = tan® a (tan(cot @) — cot ), Zp = tan*a (| ——— — 1 — = cot’a
cos(cot ) 2

Finalement le fonction d’erreur € vaut :

21 — 3arccos(2 cos? o — 1
e(a) = (5 2)

— )
V3 sin a cos ay/3 cos?(a) + 1 |

On donne le graphe de la fonction e(«) sur la figure ci-dessous, a droite.

Fonction e(«) Fonction e(«)

On remarque que le quotient 6(a) = e(«)/e(a) ne "varie pas beaucoup"
lorsque « est dans un intervalle "assez large".
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Fonction §(a) = e(a) /e()



Conclusion et perspectives

L’objectif de ce travail était d’approcher les courbures des courbes
planes et des surfaces de ’espace euclidien de dimension 3. Pour cela,
nous avons utilisé des approximations linéaires des courbes planes (les
V-lignes) et des surfaces (les maillages autour d’un point). Dans le
plan euclidien, le défaut angulaire normalisé est une approximation de
la courbure algébrique de la courbe. Dans l’espace euclidien, nous sa-
vions que le défaut angulaire approchait une quantité extrinseque qui
dépend des courbures principales en un point de la surface. Nous avons
donné des majorations de l’erreur commise. Pour les courbes, notre
majorant de 'erreur tend vers 0 lorsque la taille de la V-ligne tend vers
0. Par contre, pour les surfaces, notre majorant de I’erreur peut tendre
vers l'infini lorsque la taille du maillage tend vers 0. Pour empécher
ce phénoméne, nous avons utilisé une classe particuliére de maillages.
Dans des travaux futurs, on pourrait explorer les pistes suivantes :

— Comment sont affectés les coefficients du polynome homogéne de
degré 2 en les courbures principales lorsqu’on tend vers un point
de la surface en utilisant d’autres familles de maillages ? Pour les
6-maillages, on peut relier nos travaux a un résultat récent de Xu
qui utilise une classe a priori plus large de familles de 6-maillages
(voir l'article [104] pour plus de détails;

— une branche importante dans laquelle nos approximations pour-
raient étre utilisées est ’étude des surfaces développables lisses,
c’est a dire les surfaces dont la courbure de Gauss en tout point
vaut 0. On peut ainsi comprendre un résultat de la thése de B.
Thibert ([98]) qui montre que la notion discréte de développabi-
lité (le défaut angulaire est nul en tout point) et la notion lisse
de développabilité (la courbure de Gauss est nulle en tout point)
ne coincident pas forcément.
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