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ACRONYMES UTILISÉS DANS LE TEXTE

Sigles

CEA Commissariat à l’Énergie atomique

EDF Électricité De France

INSA Institut National des Sciences Appliquées

LLCC Laboratoire des Lois de Comportement du Combustible

LSC Laboratoire d’études et de Simulation du comportement des Combustibles

ONERA Office National d’Études et de Recherches Aérospatiales

Acronymes divers

DDI Double Déformation Inélastique

IPG Interaction Pastille Gaine

MEFISTO Modèle Éléments FInis pour le calcul de STrucutre des Oxydes

METEOR Mécanique et Thermique des Oxydes en Réacteur

MOX Mixed OXyde

PLEIADES Plate-forme Logiciel pour les Éléments Irradiés dans les Assemblages, en Démonstration, en
Expérimentation, ou en Service

REP Réacteurs à Eau Pressurisée
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NOTATIONS UTILISÉES

Tenseurs d’ordre4
K matrice de raideur
K

e matrice de raideur élémentaire
L matrice associée aux multiplicateurs de LAGRANGE

M matrice associée aux multiplicateurs de LAGRANGE

D tenseur d’élasticité non endommagé
D
(
d
)

tenseur d’élasticité endommagé
D

tang tenseur d’élasticité tangent cohérent
D

sec tenseur d’élasticité sécant
M
(
d
)

tenseur décrivant l’effet de l’endommagement
d tenseur d’endommagement

Tenseurs d’ordre2
ǫel tenseur des déformations élastiques
ǫfis tenseur des déformations de fissuration
ǫp tenseur des déformations plastiques
ǫ̃to tenseur des déformations totales dans le matériau sain équivalent
ǫto tenseur des déformations totales

〈
ǫto
〉+

partie positive du tenseur des déformations totales
〈
ǫto
〉−

partie négative du tenseur des déformations totales
ǫvis tenseur des déformations viscoplastiques
σ̃ tenseur des contraintes dans le matériau sain équivalent
σ tenseur des contraintes

σP.I. tenseur représentant des contraintes exercées sur les lèvres de la fissure par le
gaz contenu dans le crayon dans le modèle d’endommagement MEFISTO

n tenseur normal
s partie déviatorique des contraintes

Vecteurs
~Fe forces extérieures nodales
~Fi forces intérieures nodales
~Fe

i forces intérieures élémentaires
~R résidu nodal
~Uh champ nodal associé à l’approximée du champ de déplacements réel
~Vh champ nodal associé à l’approximée d’un champ de déplacements cinémati-

quement admissible

~λ multiplicateurs de LAGRANGE

~T vecteur de tractions
~f forces volumiques
~n normale extérieure à une surface
~p impulsion volumique
~u champ de déplacements réel

Suite à la page suivante
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Suite de la page précédente
~uh approximée du champ de déplacements réel
~v champ de déplacements cinématiquement admissible
~vh approximée d’un champ de déplacements cinématiquement admissible
~x position spatiale

Scalaires
K énergie cinétique de la structure considérée
L lagrangien mécanique incrémental total (incluant la dissipation)
P lagrangien mécanique
Pi puissance des forces intérieures
Pe puissance des forces extérieures
Plin puissance linéique
Pmax

lin puissance linéique maximale atteinte au cours d’un transitoire de puissance

-
∂P
∂A

taux de restitution de l’énergie

-
∂P
∂l

taux de restitution de l’énergie (2D)

Ψ énergie libre spécifique
Ψel énergie libre spécifique élastique
Ψinl énergie libre spécifique inélastique
ǫR déformation à rupture
∆ǫ paramètre numérique
Φ potentiel de dissipation
Φ⋆ potentiel de dissipation dual
λ coefficient de LAMÉ

λc taille de maillage caractéristique
µ module de cisaillement
ν coefficient de POISSON

φ̇ taux de dissipation
ρ masse volumique

σeq contrainte équivalente
σmax contrainte maximale en traction
χp variable d’écrouissage

∆Eφ Incrément d’énergie dissipée sur l’ensemble de la structure
E module d’YOUNG

énergie interne totale de la structure considérée
Gf taux de restitution de l’énergie critique
H module d’écrouissage
IK fonction indicatrice du domaineK
Kα facteur d’intensité des contraintes dans le modeα
Lc longueur caractéristique
Pi pression interne au crayon combustible
R force thermodynamique associée à la variable d’écrouissage
S̃ Surface effective (non endommagée)
S Surface

SJ~uK Surface de discontinuité du champ de déplacement
T température (K)

Tcoeur température au cœur de la pastille
Y opposé de la force thermodynamique associée à l’endommagement

Suite à la page suivante
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Suite de la page précédente
Zi opposés des forces thermodynamiques associées aux variables d’états~z
d variable d’endommagement
dθ variable d’endommagement orthoradiale
dz variable d’endommagement axiale
e énergie interne spécifique
f fonction de charge
h taille maximale des éléments finis utilisés
k paramètre du modèle de LORENTZ

conductivité thermique
n exposant de NORTON

p pression hydrostatique
pi variables internes
s entropie spécifique
zi ensemble des variables d’état à l’exception des déformations totales
t temps

∆t incrément de temps
w énergie volumique dissipée pour un endommagement total

Symboles divers
R ensemble des nombres réels

R
+ ensemble des nombres réels positifs

Ω structure considérée
Ωh approximation de la structure considérée
∂Ω frontière de la structure considérée
∂Ω~T frontière de la structure considérée sur laquelle sont imposées des tractions
∂Ω~u frontière de la structure considérée sur laquelle sont imposées les déplacements

TAB . 1: Notations utilisées dans le corps du texte.
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I NTRODUCTION

Ce mémoire porte sur la modélisation du comportement mécanique du crayon combustible. Dans les réac-
teurs à eau pressurisée, ce crayon est constitué d’un empilement de pastilles de combustible insérées dans une
gaine cylindrique. Les pastilles combustible génèrent de la chaleur par réactions nucléaires, chaleur qui est le
moteur de nombreux phénomènes mécaniques et physico-chimiques couplésqui influencent le comportement
du crayon en réacteur.

Nous nous intéressons dans ce travail de manière plus spécifique à la fissuration des pastilles dont l’effet
sur le comportement mécanique de la structure est de toute première importance.Elle conduit, d’une part,
à une importante relaxation des contraintes dont dépendent la plupart desautres phénomènes mécaniques et
physico-chimiques. Elle conduit, d’autre part, à la fragmentation de la pastille,ce qui exacerbe ses déformations
géométriques et influence directement le chargement mécanique de la gaine.En réacteur, le comportement des
fissures dans la pastille est complexe : leurs trajets ne sont pas rectilignes,leurs propagations instables, elles
peuvent se refermer et éventuellement guérir.

Les codes de calculs utilisés pour décrire le comportement du crayon combustible se différencient par les
hypothèses géométriques utilisées pour décrire le crayon. Avant la thèse, deux modélisations avaient essen-
tiellement été développées au CEA. La modélisation appelée «1, 5D » repose sur une division du crayon en
tranches axiales pouvant représenter plusieurs pastilles dont elle représente le comportement moyen. Cette mo-
délisation requiert des temps de calcul peu importants compatibles avec un usage industriel. La modélisation
3D du crayon combustible décrit le comportement du crayon combustible à l’échelle d’un fragment de pastille
mais nécessite des temps de calcul qui en font essentiellement un outil de recherche. Les travaux décrits dans
le cadre de ce mémoire ont entre autres contribué au développement d’unemodélisation intermédiaire appelée
2D (r, z) autour de laquelle nous avons choisi de centrer plus spécifiquement ce mémoire. Pour chacune de ces
modélisations, l’objet de la thèse est de décrire la fissuration du combustible et de vérifier dans quelle mesure
elle en reproduit les principaux effets.

Les recherches en mécanique ont mis en avant deux approches de la rupture, appelées respectivement glo-
bale et locale. Pour décrire la propagation d’une fissure, l’approcheglobale se base sur un bilan d’énergie
entre l’énergie restituée par la propagation de la fissure et l’énergie dissipée par cette propagation. Ce bilan
est essentiel pour comprendre la physique sous-jacente à la fissurationdes structures. Son application au com-
bustible semble plus délicate. L’approche locale de la rupture décrit l’apparition de fissures par une perte de
rigidité locale du matériau. Elle constitue un cadre général regroupant de nombreuses théories et a fait l’objet
de nombreux travaux de recherche. Nous en proposons un état de l’art qui en présente les principaux aspects
mécaniques, mathématiques et numériques. Des considérations pratiques nous ont amenés à privilégier une
description quasi-statique de la fissuration du combustible à l’aide de modèles d’endommagement local. Il est
cependant connu qu’une telle description présente des difficultés de miseen œuvre, telles que des dépendances
des résultats au maillage éléments finis et des évolutions discontinues de la structure entre deux états d’équilibre
lors de propagations instables. Ces points ont donc fait l’objet d’une attention particulière.

Les modèles d’endommagement proposés sont jugés sur leur pertinence àdécrire le comportement du
crayon combustible sous irradiation. Nous avons choisi de ne rapporterles résultats d’un unique crayon ex-
périmental représentatif d’une gamme de fonctionnement assez large. Chacune des modélisations du crayon
combustible considérée est associée à une application du code ALCYONE du projet PLEIADES. Ces applica-
tions permettent de confronter les prédictions des modèles proposés aux résultats expérimentaux. Ils permettent
également de comparer ces différents niveaux de modélisation en s’appuyant sur un code commun. Il est alors
possible de s’assurer de lacohérencede ces différentes modélisations.
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Organisation de ce mémoire

La première partie de ce mémoire est consacrée à la bibliographie. Le premierchapitre présente le contexte
général de l’étude en donnant les notions principales relatives au crayon combustible des réacteurs à eau pres-
surisée et à son comportement sous irradiation en fonctionnement normal ou incidentel. Le second chapitre
propose ensuite une revue bibliographique sur la modélisation de la fissuration des structures fragiles.

La seconde partie est dédiée aux moyens développés pour décrire le crayon combustible dans les différentes
modélisations utilisées. Le premier chapitre décrit les hypothèses mécaniquesqui sous-tendent ces différentes
modélisations. Le second chapitre présente les modèles mécaniques utilisés pour décrire le comportement de
la pastille combustible. Un intérêt particulier est porté au modèle d’endommagement MEFISTO auquel le
troisième chapitre est consacré.

La troisième partie décrit la simulation d’un crayon particulier à l’aide des différentes modélisations décrites
dans ce mémoire.



PREMIÈRE PARTIE

BIBLIOGRAPHIE





CHAPITRE 1

CONTEXTE GÉNÉRAL

Objet du chapitre :

L’objet de ce chapitre est de décrire le contexte de l’étude et ainsi d’introduire le vocabulaire qui lui est
spécifique. Le premier paragraphe donne les notions essentielles concernant le fonctionnement des réacteurs à
eau pressurisée et présente le crayon combustible.

Les principaux phénomènes, tant mécaniques que physico-chimiques, influençant le comportement des
crayons combustible sous irradiation sont présentés dans le second paragraphe. L’effet de la fissuration des
pastilles combustible sur le comportement en pile des crayons combustibles est misen avant.

Les phénomènes présentés étant non-linéaires et fortement couplés, lacompréhension du comportement
des crayons combustible en fonctionnement normal et incidentel nécessiteà la fois de mener des programmes
expérimentaux et de développer des codes de calcul spécifiques. Le troisième paragraphe décrit ces moyens.
Nous y introduisons les codes de calcul présents dans l’environnementimmédiat de la thèse.

Sommaire du chapitre 1

1.1 Quelques généralités 20
1.1.1 Les réacteurs à eau pressurisée 20
1.1.2 Le crayon combustible 21

1.2 Comportement du crayon combustible sous irradiation 22
1.2.1 Comportement sous irradiation de la pastille combustible 23
1.2.2 Comportement sous irradiation de la gaine 26
1.2.3 Interaction pastille-gaine 27

1.3 Simulation du comportement des crayons combustibles 27
1.3.1 Objectifs de l’étude du comportement des crayons combustibles 28
1.3.2 Simulation expérimentale du fonctionnement incidentel des REP 28
1.3.3 Codes de modélisation du comportement du crayon combustible 29
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1.1 Quelques généralités

Nous introduisons ici quelques notions générales sur les réacteurs à eau pressurisée, leur structure et leurs
conditions de fonctionnement. Le crayon combustible, qui est l’objet central de la thèse, est ensuite décrit.

1.1.1 Les réacteurs à eau pressurisée

Les réacteurs de puissance construits en France sont issus de la filièredesRéacteurs à Eau Pressuri-
sée(REP). Actuellement,58 réacteurs sont en fonctionnement.34 réacteurs ont une puissance de900 MWe,
20 réacteurs une puissance de1300 MWe et 4 réacteurs de1450 MWe. Ils représentent près de90 % de la
production d’électricité en France.

1.1.1.1 Structure d’un réacteur à eau pressurisée

FIG. 1.1 – Schéma de principe d’un réacteur à eau préssurisée. Figure tiréedu site internet
http ://www.cea.fr/fr/pedagogie/Reacteur/types.html.

Le principe de fonctionnement d’un REP est illustré sur la figure 1.1. Ce fonctionnement est organisé autour
du cœurdu réacteur qui est le lieu de génération de l’énergie par fissions nucléaires. Le cœur baigne dans le
fluide caloporteur, qui, dans le cas des REP, est de l’eau pressuriséeà 15, 5 MPa. Le rôle de cette eau est
d’une part d’évacuer la chaleur produite ainsi que de ralentir (thermaliser) les neutrons, et ainsi d’entretenir
les réactions nucléaires. Cette eau circule dans lecircuit primaire du réacteur. En fonctionnement normal, le
fluide caloporteur rentre dans ce circuit à une température de285◦C et en ressort à une température de320◦C
environ. La chaleur ainsi récupérée est transmise aucircuit secondaireau niveau d’un échangeur de chaleur
(figure 1.1). L’eau du circuit secondaire y est vaporisée. Ceci permet l’activation de turbines qui produisentin
fine l’électricité. Nous renvoyons à la référence [Baron 02] pour plus de détails.

Assemblage combustible Le cœur d’un REP est constitué d’un ensemble d’assemblages combustible. Les
assemblages combustibles sont une structure rigide contenant de longs tubes cylindriques, lescrayons combus-
tible. Ces crayons contiennent lecombustiblenucléaire. Ils seront décrits au paragraphe 1.1.2. Un assemblage
combustible contient264 crayons combustible. Le nombre d’assemblages combustible d’un cœur varie selon la
puissance du réacteur. Un réacteur d’une puissance de900 MWe contient157 assemblages combustible, soit
plus de41 000 crayons.

http://www.cea.fr/fr/pedagogie/Reacteur/types.html
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Puissance générée La génération de puissance dans les crayons combustible sera caractérisée dans la suite
par unepuissance linéiquenotéePlin . La puissance linéique est la puissance générée par une unité de longueur
de crayon combustible. Cette puissance varie le long du crayon considérésous l’effet des conditions neutro-
niques locales. Dans les réacteurs de puissance, enconditions de fonctionnement normalesappelées aussi
nominales, la puissance linéiquePlin , dite alorsnominale, est de l’ordre de200 W.cm−1.

1.1.1.2 Conditions de fonctionnement d’un réacteur à eau pressurisée

Deux conditions de fonctionnement d’un REP sont envisagées dans la cadre de cette étude :
– le fonctionnement normal;
– le fonctionnement incidentel.
Le fonctionnement normal d’un REP est caractérisé par une puissancegénérée variant peu au cours du

temps. Ces variations de puissance sont liées aux opérations normales dans le réacteur, le suivi de la demande
par exemple. Ces variations de puissances sont appeléestransitoires de puissance de classeI. Cette phase de
fonctionnement est divisée encycles d’irradiation dont la durée est de l’ordre de l’année.

Le fonctionnement incidentel est envisagé dans le cadre des études de sûreté. Ce fonctionnement corres-
pond à une variation de puissance de plus grande amplitude. Nous ne nousintéresserons dans la suite qu’à un
type particulier de fonctionnement incidentel, appelétransitoire de puissance de classeII. Ces transitoires
sont reproduits en réacteurs expérimentaux dans lesquels le crayon, après uneirradiation de conditionnement
de quelques dizaines d’heures en puissance nominale, voit la puissancelinéique augmenter rapidement à une
vitesse de100 W.cm−1.min−1 pour atteindre des puissances maximales supérieures à400 W.cm−1, soit en-
viron deux fois la puissance nominale. Le crayon est maintenu à cette puissance pendant des durées allant de
quelques minutes à plusieurs heures.

La modélisation du comportement d’un réacteur dans ces deux modes de fonctionnement a fait l’objet de
nombreuses études. Nous nous concentrerons au paragraphe 1.3 sur les études portant spécifiquement sur le
comportement du crayon combustible.

1.1.2 Le crayon combustible

FIG. 1.2 – Dimensions caractéristiques d’un crayon combustible utilisé dans les REP (figure extraite de la
référence [Baron 02])

Le crayon combustibleest un ensemble cylindrique formé d’untube de gainageen alliage de zirconium,
le Zircaloy, dans lequel sont empilées despastilles de combustible. Le crayon est fermé par deux bouchons en
Inconel. Un ressort de maintien permet de comprimer les pastilles. Les dimensions caractéristiques d’un crayon
combustible sont données à la figure 1.2. Initialement, les pastilles et la gaine nesont pas en contact. L’espace
qui les sépare est appeléjeu pastille-gaine.

Le crayon est également rempli d’hélium sous pression. Lapression interneinitiale dans le crayon varie
entre1, 5 et3 MPa.
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1.1.2.1 La gaine

La gaine est un tube en alliage de zirconium, matériau choisi pour ses propriétés neutroniques, ses propriétés
mécaniques et sa résistance à la corrosion par le fluide caloporteur à haute température. Le premier rôle de la
gaine est d’être lapremière barrière de protection de l’environnement vis à vis desproduits de fissionsgénérés
par les réactions nucléaires dans le combustible.

Oz, axe du crayon combustible
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FIG. 1.3 – Dimensions caractéristiques des pastilles combustible utilisées dans les REP.

1.1.2.2 La pastille combustible

Dans les REP, le combustible est conditionné sous forme depastillescylindriques. La figure 1.3 en donne
les caractéristiques géométriques principales. Les pastilles présentent unévidement hémisphérique à leurs
extrémités. Son but est d’accommoder les déformations de la pastille. Les pastilles sontchanfreinéespour
faciliter leur introduction dans la gaine.

Cette géométrie est telle que le crayon, constitué d’un empilement de pastilles identiques, présente initiale-
ment un axe de symétrie qui sera identifié avec l’axeOz des coordonnées cylindriques dans la suite. Au cours
des applications, une pastille particulière de l’empilement est décrite, ce qui conduit à introduire deux plans
particuliers de cote axiale constante (figure 1.3) :

– leplan médian-pastille, qui divise la pastille considérée en deux parties égales ;
– leplan inter-pastilles, qui sépare la pastille considérée des pastilles avec lesquelles elle est en contact.

1.1.2.3 Le combustible nucléaire

Le combustible est le lieu des fissions nucléaires. Ces fissions génèrent de l’énergie thermique. Cette énergie
est le moteur des centrales nucléaires. Le combustible utilisé dans les REP estune céramique de dioxyde
d’uranium UO2 faiblement enrichi (< 5 %) en noyaux d’uranium235U fissiles.

Le combustible est mis sous forme de pastille par pressage et frittage de poudre de dioxyde d’uranium UO2.
Après ce procédé, le combustible présente uneporosité résiduelle de l’ordre de4%. Cette porosité évolue sous
irradiation.

Le recyclage du plutonium a conduit à introduire dans les réacteurs un oxyde mixte(U, Pu) O2 appelé
combustible MOX (voir [Bailly 96]). Les combustibles MOX ne seront pas considérés dans ce mémoire.

1.2 Comportement du crayon combustible sous irradiation
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En réacteur, les éléments du crayon combustible subissent de nombreux changements. Les sollicitations su-
bies par la pastille et la gaine sont d’origines diverses. Nous distinguerons celles d’origines thermomécaniques,
proches des préoccupations de cette thèse, de celles d’origine physico-chimiques. Ces sollicitations sont cou-
plées à des degrés divers. Nous verrons au paragraphe 1.3 que ceci nécessite l’utilisation de codes spécifiques
pour la description du comportement en réacteur du crayon combustible.

1.2.1 Comportement sous irradiation de la pastille combustible

Ce paragraphe est consacré au comportement sous irradiation de la pastille combustible. Nous dressons
ici une liste des principaux phénomènes apparaissant dans le combustible.Nous renvoyons à la référence
[Bailly 96] pour une liste plus complète.

1.2.1.1 Comportement thermo-mécanique de la pastille combustible

Gradient thermique dans la pastille En assimilant la pastille à un cylindre infini et en supposant la conduc-
tivité thermiquek du combustible indépendante de la température, le profil de température dansla pastille est
donné par l’expression suivante :

(1.1) T (r) = Tcœur−
Plin

4πk

( r

R

)2

où r désigne la distance à l’axe de symétrie etR le rayon de la pastille.

Le centre de la pastille (partie chaude) est à température plus élevée que la périphérie (partie froide). La
faible conductivité thermiquek du combustible nucléaire conduit à de fortsgradients thermiques. En utilisant
l’équation (1.1) et les valeurs des coefficients thermiques dans la pastille données sur la figure 1.4 b), il est
possible de montrer que ce gradient thermique est supérieur à100 K.mm−1.
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FIG. 1.4 – a) Contraintes thermoélastiques dans la pastille combustible pour une puissance linéique nominale
de200 W.cm−1. b) Valeurs typiques des coefficients thermoélastiques du combustible UO2.

Contraintes thermoélastiques dans la pastille Le cœur étant à température plus élevée que la périphérie,
celui-ci se dilate plus. Ce différentiel de dilatation thermique est le moteur des principaux changements structu-
raux dans la pastille. Il génère des contraintes importantes dans la pastille. Une analyse thermoélastique permet
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d’obtenir le champ de contrainte suivant :

(1.2)







σr (r) =
Eα∆T

4 (1 − ν)

[( r

R

)2
− 1

]

σθ (r) =
Eα∆T

4 (1 − ν)

[

3
( r

R

)2
− 1

]

σz (r) =
Eα∆T

4 (1 − ν)

[

4
( r

R

)2
− 2

]

où∆T =
Plin

4πk
est la différence de température entre le cœur de la pastille et sa périphérie, donnée par l’équation

(1.1).E, ν, α etk sont respectivement le module d’YOUNG, le coefficient de POISSON, la dilatation thermique
et la conductivité thermique du combustible.

Ce champ de contraintes est tracé sur la figure 1.4 a) pour une puissancelinéique nominale de200 W.cm−1

correspondant au fonctionnement nominal du réacteur. Les valeurs des différents coefficients thermoélastiques
utilisés pour obtenir cette courbe sont données sur la figure 1.4 b). Les contraintes radiales sont toujours en
compression. Les champs de contraintes orthoradiale et axiale permettent de distinguer le centre de la pastille,
sollicité en compression, de sa périphérie, sollicité en traction.
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FIG. 1.5 – Réseau de fissures dans la pastille combustible après irradiation. a) coupe transversale (perpendicu-
laire à l’axe de symétrie) b) coupe longitudinale (le long de l’axe de symétrie) c) représentation schématique.

Fragmentation de la pastille Les contraintes atteintes sur la figure 1.4 ne sont pas réalistes. En effet, une
analyse thermoélastique ne prend pas en compte le caractère fragile du combustible. Celui-ci est une céramique
fragile. Sacontrainte à rupture σmax est comprise entre100 et 150 MPa ([Guérin 85]). Cette valeur est au
moins5 fois inférieure aux contraintes maximales indiquées sur la figure 1.4 a). En conséquence, des fissures
s’initient dans la pastille. L’énergie de fissuration de l’oxyde étant très faible, quelquesJ.m−2, ces premières
fissures sonttraversantes. Elles conduisent à lafragmentation de la pastille. La contrainte à ruptureσmax est
atteinte pour une différence de température entre le cœur et la périphérie de la pastille d’une centaine de Kelvins.
Ceci correspond à une puissance linéique d’environ50 W.cm−1 (soit le quart de la puissance nominale). En
conséquence, les pastilles présentent toujours après irradiation unréseau de fissures.

Ce réseau de fissures est visible sur les coupes transversale et longitudinale d’un crayon combustible pré-
sentées sur les figures 1.5 a) et 1.5 b). La coupe transversale montre des fissures s’étant propagées dans un plan
contenant l’axe de symétrie et parallèlement à un rayon de la pastille. Ces fissures sont appeléesradiales. La
coupe longitudinale montre des fissures s’étant propagées dans un planperpendiculaire à l’axe de symétrie. Ces
fissures sont appeléesaxiales. La figure 1.5 c) résume schématiquement le réseau de fissures observé.
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Si l’on admet que les fissures s’initient dans des plans perpendiculairesaux directions de plus fortes
contraintes en traction, les champs de contraintes présentés sur la figure 1.4 permettent de supposer que seules
des fissures axiales et radiales vont s’initier au cours de l’irradiation.

Des fissures circonférentielles, représentées sur la figure 1.5 c), apparaissent lors duretour à froid , c’est à
dire à puissance nulle, après irradiation. Elles ne jouent aucun rôle sur lecomportement du crayon et ne seront
pas considérées dans la suite.
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FIG. 1.6 – a) Illustration de la mise en diabolo de la pastille combustible. b) Mise en valeur du déplacement des
points situés sur la surface externe de la pastille. c) Mise en valeur du déplacement des points situés initialement
sur l’axe de symétrie.

Mise en diabolo de la pastille Le différentiel de température entre le cœur de la pastille et sa périphérie
conduit les fragments de pastille à prendre une forme spécifique appeléediabolo, décrite sur la figure 1.6. En
l’absence de fissures axiales, cette dilatation différentielle se traduit en surface extérieure de pastille par un sur-
déplacement des points situés auplan inter-pastilles par rapport aux points situés auplan médian-pastille.
Ceci est représenté sur la figure 1.6 b). La mise en diabolo est exacerbée par la fragmentation de la pastille. La
fragmentation permet le déplacement des points situés initialement sur l’axe de symétrie. Ce déplacement est
représenté sur la figure 1.6 c).

Comportement viscoplastique du combustible La fragmentation relaxe considérablement les contraintes
dans la pastille. Cette relaxation n’est pas totale. Sous irradiation, le combustible a uncomportement visco-
plastique permettant de relaxer les contraintes restantes. Deux lois de comportement viscoplastique seront
considérées dans cette thèse :

– la loi viscoplastique du LPCC, introduite dans la référence [Sladkoff 99]. Cette loi est couramment utili-
sée pour les analyses3D.

– la loi viscoplastique d’OTTER, introduite dans les références [Bahoboy 69, Otter 75]. Cette loi est utilisée
pour les analyse1D ([Struzik 00]).

La forme analytique de ces lois est décrite au paragraphe 4.3. Une comparaison des comportements des crayons
combustible obtenus par ces deux lois est donnée au paragraphe 7.1 dans le cas d’un modélisation2D (r, z).

Outre les lois d’OTTER et du LPCC, une loi de comportement viscoplastique a récemment été propo-
sée dans la référence [Monerie 02]. Cette loi se distingue des deux lois précédentes par une prise en compte
du caractère poreux du combustible. Cette loi étant récente, elle n’a pas encore été validée pour des études
combustible. Pour cette raison, elle ne sera pas utilisée dans la suite, nous enavons cependant proposé une
implantation dans la référence [Helfer 05b].

Toutes ces lois décrivent des mécanismes similaires. Hors irradiation, deuxmécanismes de déformation ont
été mis en évidence :

– la diffusion sous contraintes. Ce mécanisme est prépondérant à basses températures et basses contraintes ;
– le déplacement de dislocations (défauts cristallins plans). Ce mécanisme estprépondérant à hautes tem-

pératures et hautes contraintes.
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Ces deux mécanismes sont ditsthermiques. L’irradiation a deux effets principaux. Le premier est d’amplifier
les mécanismes thermiques. L’autre effet de l’irradiation est l’apparition d’un mécanisme de déformation spéci-
fique, dit d’irradiation . Ce mécanisme est prépondérant en irradiation de base. L’ensemble de ces mécanismes
sont décrits dans la référence [Guérin 85].

1.2.1.2 Comportement physico-chimique

Nous décrivons maintenant quelques phénomènes physico-chimiques importants influençant le comporte-
ment du combustible en réacteur. Nous renvoyons à la référence [Bailly 96] pour une description plus précise
de ces phénomènes.

Densification Le procédé de fabrication par frittage utilisé pour la mise en forme des pastillesconduit à un
combustible présentant de fines porosités, d’une taille de l’ordre du micromètre. En réacteur, cette porosité
diminue : c’est le phénomène dedensification.

Gonflement dû aux produits de fission L’apparition de produits de fissions conduit à une dilatation isotrope
du combustible appeléegonflement. En fonction de la nature de ces produits de fissions, deux types de gon-
flement sont distingués : le gonflement dû aux produits de fissions solides et le gonflement dû aux produits de
fissions gazeux. L’influence du gonflement gazeux sur le comportementdes crayons en situation incidentelle
a déjà été démontrée, par exemple dans la référence [Garcia 98a]. Son influence sera étudiée de manière spé-
cifique au paragraphe 7.2 lorsque nous présenterons les résultats obtenus par une modélisation2D (r, z) du
crayon combustible.

1.2.2 Comportement sous irradiation de la gaine

Ce paragraphe décrit brièvement les différents phénomènes qui affectent le comportement sous irradiation
de la gaine. Nous renvoyons à [Bailly 96] pour une description plus précise de ces phénomènes. Une implanta-
tion des différentes lois mécaniques de la gaine a été proposée dans la référence [Helfer 05c]. Les expressions de
ces différentes lois utilisées dans la thèse peuvent être trouvées dans lesréférences [Struzik 00] et [Bentejac 97].

Comportement viscoplastique En réacteur, la gaine relaxe les contraintes auxquelles elle est soumise en
s’écoulant par viscoplasticité. En l’absence d’irradiation, ce comportement se décompose en deux phases pri-
maire et secondaire (ou stationnaire). Ce comportement est décrit dans laréférence [Bentejac 97].

Comportement plastique Lorsque la gaine est fortement sollicitée, en situation incidentelle notamment, la
gaine se déforme de manière plastique. La modélisation de ce type de comportement est décrite au paragraphe
2.1.3.2.

Effet de l’irradiation En fonctionnement normal, l’irradiation de la gaine a pour effet d’accélérer l’écoule-
ment viscoplastique. Par ailleurs, les dégâts d’irradiation dûs aux neutrons rapides ont pour effet de durcir le
matériau. Ce durcissement n’est sensible qu’en situation incidentelle quandla gaine est fortement sollicitée.
Deux lois de comportements viscoplastiques distinctes sont alors utilisées en fonction de la situation décrite
([Michel 05]).

Grandissement sous flux Après fabrication, le matériau de gainage présente une texture. Les dégâts d’ir-
radiation conduisent à la formation de boucles de dislocations dans des plans cristallographiques liés à cette
texturation du matériau. Ceci se traduit par un grandissement de la gaine dans la direction du crayon.
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1.2.3 Interaction pastille-gaine

Au début de la phase d’irradiation du crayon, le jeu pastille-gaine est ouvert. Ce jeu se réduit sous l’effet
combiné de la déformation thermique de la pastille et du comportement viscoplastique sous irradiation de la
gaine. Celle-ci est en effet comprimée par le fluide caloporteur. Une foisle jeu comblé, la gaine prend appui sur
la pastille : c’est le phénomène d’interaction pastille-gaine(IPG). La mise en diabolo de la pastille conduit à
une refermeture du jeu plus rapide au niveau du plan inter-pastilles qu’auniveau du plan médian-pastille.

En fonctionnement normal, une fois le jeu refermé, la pression de contact et la pression interne dans le
crayon équilibrent progressivement la pression du fluide caloporteur. Cet équilibre est atteint en fin de second
cycle d’irradiation. Les contraintes dans la gaine peuvent devenir légèrement positives pour des crayons ayant
subi plusieurs cycles d’irradiation.

En situation incidentelle, l’IPG conduit à une sollicitation extrêmement forte de la gaine qui peut conduire
à sa rupture par corrosion sous contraintes. Ce phénomène est donc particulièrement étudié.
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FIG. 1.7 – Illustration de l’effet bambou sur la gaine. a) Représentation schématique mettant en regard les
surdéformations observées et les pastilles combustibles. b) Exemple de profilométrie de la gaine après une
irradiation de base de deux cycles (L’historique de cette irradiation est donné sur la figure 6.1).

Plis primaires, plis secondaires, effet bambou Une conséquence de l’interaction pastille-gaine est que la
pastille imprime ses déformations à la gaine. Après irradiation, lesprofilométries, c’est à dire les mesures de
diamètre de la gaine le long du crayon, montrent que ce diamètre varie régulièrement avec la cote axiale. Ces
variations se font sur une distance qui correspond à la hauteur des pastilles. Ceci est illustré sur la figure 1.7
b). La gaine prend une forme debambou (voir figure 1.7 a)). Des surdéformations sont observées aux plans
médian pastille et inter-pastilles. Au plan inter-pastilles, ces surdéformations sont appeléesplis primaires. Ils
se forment généralement au cours de l’irradiation de base et sont dus àla mise en diabolo de la pastille. Au plan
médian-pastille, ces surdéformations sont appeléesplis secondaires. Ces profilométries sont les principales
données expérimentales dont nous nous servirons pour juger de la pertinence des modèles proposés dans cette
thèse.

Influence de la fragmentation du combustible sur le chargement de lagaine Il est maintenant admis que
la sollicitation est maximale au droit des fragments de la pastille (figure 1.8). Les ruptures de gaine en situation
incidentelle sont généralement observées au plan inter-pastilles. Ces deux constatations permettent de définir le
point triple . Ce point est l’intersection des plans de fragmentation radiale de la pastille etdu plan inter-pastilles
en peau interne de gaine.

1.3 Simulation du comportement des crayons combustibles
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Sur−contraintes locales

FIG. 1.8 – Effets de surcontraintes locales dans la gaine au droit des fissures dans la pastille.

Ce paragraphe présente les objectifs de la simulation du comportement des crayons combustible. Un clas-
sement des approches possibles en fonction de la représentation géométrique du crayon combustible est donné.
Ce paragraphe sera l’occasion de décrire l’ensemble des codes existant dans l’environnement immédiat de la
thèse.

1.3.1 Objectifs de l’étude du comportement des crayons combustibles

L’intégrité de la gaine doit être assurée quelques soient les conditions de fonctionnement, normal ou in-
cidentel, du réacteur. Cette exigence est liée au rôle de la gaine d’être la première barrière de protection de
l’environnement face au risque de dissémination des produits de fission (paragraphe 1.1.2.1).

Cette exigence a de nombreuses conséquences sur les conditions de fonctionnement des réacteurs, lourdes
pour l’exploitant ([Béguin 04]) :

– elles limitent la manœuvrabilité des centrales en particulier au cours des suivisde charge ;
– elles limitent la durée d’irradiation des assemblages ;
– elles demandent des études importantes de qualification des nouveaux combustibles ;
– elles demandent des études importantes de simulation des situations incidentelles.
Leur réduction a conduit à de nombreuses études du comportement des crayons combustibles et du phéno-

mène d’interaction pastille-gaine en particulier. Le risque de rupture de la gaine par corrosion sous contrainte
étant maximal en situation incidentelle, cette situation doit être prise en compte dansles études de sûreté. Deux
voies complémentaires sont suivies :

– la mise en place de programmes expérimentaux ;
– le développement de codes de simulation des crayons combustibles.

Ces deux voies vont maintenant être présentées.

1.3.2 Simulation expérimentale du fonctionnement incidentel des REP

Afin de simuler le fonctionnement incidentel, une méthodologie expérimentale spécifique a été mise en
place.

Des crayons ayant subi plusieurs cycles d’irradiation en réacteur industriel, appelé aussiréacteur de puis-
sance, sont sélectionnés. Cette première étape est appelée l’irradiation en base.

Les crayons étudiés sont reconditionnés pour pouvoir être introduits enréacteur expérimental. Les crayons
d’origine sont appeléscrayons père. Les réacteurs expérimentaux dont il est fait mention dans ce mémoire sont
les réacteurs Siloë, en cours de démantèlement, et Osiris, situés respectivement sur les sites CEA de Grenoble
et de Saclay. Dans ces réacteurs, les crayons reconditionnés subissent un transitoire de puissance de classeII,
appelée aussi unerampe de puissance. Après une phase deconditionnementde quelques dizaines d’heures
à puissance nominale, la puissance linéique augmente rapidement. La variationde puissance a été fixée à
100 W.cm−1.min−1. Les puissances maximales sont supérieures à400 W.cm−1. Ce niveau de puissance est
maintenu pendant une durée variant de quelques minutes à plusieurs heures.

Ces irradiations permettent d’avoir accès à de nombreux paramètres expérimentaux. Pour cette thèse, les
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plus importants sont lesprofilométriesde la gaine après l’irradiation de base et après la rampe de puissance.

Nous avons choisi de ne décrire dans ce mémoire qu’un seul crayon expérimental. Ce crayon est étudié au
chapitre 6. Ce cas sert de base à la confrontation à l’expérience des différents modèles proposés dans la thèse.
Son historique de puissance en irradiation de base et en rampe de puissance est donné sur la figure 6.1 page
120.

1.3.3 Codes de modélisation du comportement du crayon combustible

Puissance volumique locale : modèle de neutronique

Calcul thermique

Modéles physico-chimiques

Calcul mécanique : équilibre global et intégration locale

Te
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Historique de puissance

FIG. 1.9 – Principe schématique utilisé pour les codes de calcul de crayon combustible.

Les différents phénomènes étudiés au paragraphe 1.2 sontnon-linéaires. Ils sont par ailleurs fortement
couplés. Le recours à des codes de calcul spécifiques au crayon combustible est donc nécessaire. De nombreux
codes ont été développés, [Lassmann 87] en propose une revue.

L’ensemble des codes utilisés pendant la thèse sont basés sur des schémas numériques proches. Ce schéma
est illustré dans ses grandes lignes sur la figure 1.9. Nous nous intéresserons dans la suite uniquement à la partie
mécanique.

Les codes de comportement du crayon combustible se différencient par les hypothèses de modélisation et
les phénomènes pris en compte. La géométrie utilisée pour décrire le crayon combustible est une hypothèse
particulièrement importante. Deux géométries de pastille sont le plus souvent utilisées :

– un cylindre plein infini. Cette modélisation est appelée1D dans la suite. Elle permet de décrire le com-
portement moyen de la pastille. Elle peut être enrichie pour décrire un crayon combustible entier en
le divisant entranches axialesreprésentant plusieurs pastilles. Chaque tranche est modélisée en1D.
L’équilibre des forces axiales dans le crayon et l’augmentation de température axiale du fluide calopor-
teur permettent de coupler les différentes tranches. Cette modélisation est alors appelée1, 5D. Elle sera
décrite de manière plus précise au paragraphe 3.2 ;

– un fragment de pastille. Cette modélisation, appelée3D dans la suite, permet de prendre en compte les
effets géométriques les plus importants, la mise en diabolo de la pastille, le comblement de son évidement
ainsi que la formation des plis primaire et secondaire sur la gaine. Elle fournit donc une description
locale et précise du comportement de la pastille combustible. Les temps de calculsqu’elle implique sont
cependant importants.

Nous avons particulièrement étudié dans ce mémoire une modélisation intermédiaire, dite2D (r, z), du
crayon combustible permettant de retrouver les principaux effets de structure observés en3D avec des temps
de calcul nettement moindres. Les apports comparés de chacune de ces modélisations sont décrits au paragraphe
3.1.
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1.3.3.1 Modélisation 1D du crayon combustible

La modélisation1D du crayon combustible est souvent utilisée. Elle est décrite au paragraphe 3.2. Trois de
ces logiciels ont fait partie de l’environnement de la thèse :

– METEOR (Mécanique et Thermique des Oxydes en Réacteur), décrit dans les références [Garcia 97,
Garcia 02]. METEOR est un code développé au CEA. La partie mécaniquede ce code est appelée ME-
FISTO (Modèle Éléments FInis pour le calcul de STrucutre des Oxydes) et contient un modèle d’en-
dommagement, appelé lui aussi MEFISTO par la suite. Ce modèle est actuellement utilisé pour décrire
le comportement des combustibles dans les modélisations1D et 2D (r, z). Il sera décrit de manière
spécifique au paragraphe 4.1 ;

– COPERNIC, décrit dans la référence [Garnier 04]. Développé parFramatome-ANP, ce code a repris la
partie mécanique MEFISTO du code METEOR.

– CYRANO3, décrit dans la référence [Baron 97]. Le code CYRANO3, dont le nom est un anagramme de
crayon, a été développé par EDF. Il est actuellement intégré au projet PLEIADES décrit au paragraphe
1.3.3.3.

Les calculs faits avec des codes industriels permettent de simuler le comportement d’un quart de cœur de
réacteur, soit environ10 000 crayons combustible, en une dizaine d’heure.

1.3.3.2 Modélisation 3D du crayon combustible

La modélisation3D du crayon combustible est décrite au paragraphe 3.4. À cause des temps de calcul
qu’elle nécessite, cette modélisation est avant tout un outil de recherche.Au CEA, elle a été longtemps portée
par l’application Toutatis. Cette application est décrite dans [Bentejac 04]. Àl’heure actuelle, une nouvelle
application3D, ALCYONE3D, est développé dans le cadre du projet PLEIADES.

1.3.3.3 Le projet PLEIADES

Le projet PLEIADES (Plate-forme Logiciel pour les Éléments Irradiés dans les Assemblages, en Démons-
tration, en Expérimentation, ou en Service), initié par le CEA, et auquel s’est joint EDF, a pour but le déve-
loppement d’une plateforme de simulation du comportement des combustibles de toutes les filières nucléaires
([Plancq 04]).

L’application ALCYONE L’application ALCYONE, en cours de développement, est destinée à la modé-
lisation du comportement des REP en fonctionnement normal et incidentel. Cetteapplication recouvre trois
modélisations du crayon combustible :

– ALCYONE1D, destiné à la modélisation monodimensionnelle du crayon combustible, et qui doit rem-
placer à terme le code METEOR ;

– ALCYONE2D, destiné à une modélisation2D (r, z) du crayon combustible à laquelle une importante
partie de ce mémoire est consacré ;

– ALCYONE3D, destiné à une modélisation3D du crayon combustible.
Ces différentes applications nous ont permis d’aborder les différentesmodélisations du crayon combustible
dans un environnement commun mutualisant les différents modèles et paramètres décrivant les phénomènes
physico-chimiques et mécaniques présentés au paragraphe 1.2.

Codes éléments finis utilisés au cours de la thèseLe projet esta priori indépendant du code de calcul
thermo-mécanique utilisé. Au cours de la thèse, nous avons pu utiliser deux codes éléments finis :

– ZEBULON, développé à l’école des Mines de Paris, l’Office National d’Études etde Recherches Aéro-
spatiales (ONERA) et l’INSA (Institut National des Sciences Appliquées)de Rouen. Son support com-
mercial est assuré par Northwest Numerics Software (http ://www.nwnumerics.com) ;

– CAST3M, http ://www-cast3m.cea.fr/, développé par le CEA.

http://www.nwnumerics.com
http://www-cast3m.cea.fr/cast3m/index.jsp
http://www-cast3m.cea.fr/
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Le code choisi pour débuter la thèse a étéZEBULON. Afin d’assurer la pérennité au sein de la plateforme
logicielle PLEIADES, les modèles développés au cours de la thèse ont ensuite été intégrés àCAST3M.

Bilan du chapitre

Ce chapitre a permis de décrire le contexte de l’étude,la simulation du comportement du crayon combustible
en fonctionnement normal et incidentel, et nous a permis de mettre en place le vocabulaire spécifique à ce
contexte. Les différents phénomènes influençant le comportement du crayon combustible en fonctionnement
normal et incidentel ont été décrits et ont mis en lumière le rôle particulier de la fissuration de la pastille. Ces
phénomènes étant fortement couplés, le recours à des codes de simulationest nécessaire. Ces codes se classent
suivant la dimension du calcul. Le projet PLEIADES fournit le code ALCYONE qui englobe3 applications
décrivant le crayon combustible en1D, 2D (r, z) et3D. Quelque soit cette dimension, les effets de la fissuration
et de la fragmentation de la pastille combustible doivent être pris en compte. Nous proposons maintenant une
revue bibliographique des modèles de fissuration des matériaux fragiles enquasi-statique. Cette étude servira
de socle théorique au reste de la thèse.

http://www-cast3m.cea.fr/cast3m/index.jsp
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CHAPITRE 2

FISSURATION DES MATÉRIAUX FRAGILES

Objet du chapitre :

Ce chapitre propose une revue bibliographique sur la fissuration des matériaux fragiles en vue de la descrip-
tion de la fissuration du combustible nucléaire UO2. Il commence par rappeler un cadre théorique classique,
celui des matériaux standards généralisés. Nous y verrons l’occasiond’introduire différents comportements
rencontrés dans la suite de ce mémoire, la viscoplasticité, la plasticité instantanée. Le paragraphe2.2 fait le lien
entre ces comportements locaux et le calcul de structure. Ces bases rappelées, les différentes approches de la
rupture, appelées globale et locale, sont décrites aux paragraphes 2.3.3 et 2.4. Leurs principales idées physiques
sont décrites. Leur capacité à traiter des situations complexes telles que celles rencontrées dans la pastille est
évaluée.

La mécanique de l’endommagement local, utilisée dans la suite de ce mémoire, soulève des difficultés qui
rendent son application délicate. L’origine physique de ces difficultés est étudiée avec les outils introduits dans
les deux premiers paragraphes du chapitre.

Sommaire du chapitre 2

2.1 Comportements locaux, matériaux standards généralisés 34
2.1.1 Description locale de l’état thermodynamique d’un matériau 34
2.1.2 Lois d’état 36
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2.3.2 Mécanique linéaire de la rupture, taux de restitutionde l’énergie 54
2.3.3 Singularité des contraintes en pointe de fissure 56

2.4 Mécanique de l’endommagement local 57
2.4.1 Application du formalisme standard généralisé à l’endommagement des matériaux 57
2.4.2 Prise en compte du caractère unilatéral de l’endommagement 61
2.4.3 Difficultés mathématiques associées aux structures endommageables 64
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2.1 Comportements locaux, matériaux standards généralisés

Nous introduisons ici un cadre thermodynamique pratique que nous utiliserons dans la suite de ce mé-
moire. Nous supposons néanmoins que le lecteur a quelques notions d’élasticité. Le lecteur pourra se référer à
[Chaboche 96] et [Besson 01] pour une étude plus générale.

De plus, nous limiterons notre présentation auxmatériaux standards généralisés. Notons que les com-
portements standards généralisés ne sont pas plusphysiquesque d’autres. L’avantage de ce formalisme abstrait
est double :

– il permet de construire de manière systématique des lois de comportements simples vérifiant le second
principe de la thermodynamique ;

– il permet de traiter dans un cadre mathématique rigoureux les problèmes d’évolution, de stabilité et de
bifurcation des systèmes mécaniques ([Halphen 73, Halphen 75, Nguyen87]).

Nous illustrerons ce paragraphe par des applications à la viscoplasticité età la plasticité à écrouissage positif.
En effet, la viscoplasticité est un comportement important pour décrire le comportement du combustible (pa-
ragraphe 1.2.1). Par ailleurs, il est d’usage de décrire un seuillage des contraintes en3D par de la plasticité à
écrouissage positif (paragraphe 4.2.1). Les comportements endommageables, bien qu’ils constituent le cœur de
ce mémoire, seront traités de manière spécifique, au paragraphe 2.4.

Hypothèses préalables Pour simplifier la présentation, nous ferons de plus les hypothèses suivantes :
– l’évolution du système est supposéeisotherme: aucune production, ni conduction de chaleur, ni dilata-

tion thermique n’a lieu. Cette hypothèse est critiquable au vu du sujet traité. Ilapparaît cependant que le
traitement de situation anisotherme peut facilement être intégré au formalisme décrit ici. Nous n’avons
cependant pas voulu alourdir la présentation. Nous nous en tenons donc à considérer le champ de tem-
pérature via la déformation thermique qu’il induit et à traiter ce terme comme un chargement externe du
problème de mécanique ;

– nous ferons l’hypothèse despetites déformations. Lesdéformations totalesǫto (~u) sont un champ de
tenseurs défini en chaque point par :

ǫtoij (~u) =
1

2

(
∂ui

∂xj
+

∂uj

∂xi

)

Nous les noterons généralementǫto . Par définition, ce tenseur estsymétrique. Parfois, nous devrons
introduire la déformationǫto (~v) associée à des champs quelconques~v ;

– à chaque mécanisme de déformation est associé un tenseur (ǫel pour l’élasticité,ǫp pour la plasticité et
ǫvis pour la viscoplasticité). En chaque point de la structure, la déformation totaleǫto est la somme de
chacune des déformations (c’est l’hypothèse departitionnement des déformations) :

(2.1) ǫto = ǫel + ǫp + ǫvis + . . .

2.1.1 Description locale de l’état thermodynamique d’un matériau

Hypothèse de l’état local L’état thermodynamique d’un matériau en tout point est supposé entièrementca-
ractérisé par les valeursactuellesence pointd’un ensemble devariables d’état indépendantes. Pour décrire le
comportement mécanique d’un matériau, le jeu de variables d’état choisi contient :

– la températureT ;
– les déformations totalesǫto ;
– les déformations inélastiques (ǫp, ǫvis , ...) ;
– un ensemble devariables internes(variable d’écrouissage, d’endommagement, ... ) notées symbolique-

mentpi.
La connaissance des valeursactuellesdes variables internespi est supposée suffisante pour caractériser l’his-
toire du matériau, c’est à dire les changements microstructuraux qu’il a subit (écrouissage, endommagement... ).
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Notons que les déformations élastiquesǫel ne font pas partie des variables d’état choisies : en effet, ces
déformations dépendent linéairement des déformations totalesǫto et inélastiquesǫinl par la relation (2.1).

Potentiels thermodynamiques Soit Ω un corps. L’énergie internede ce corps est notéeE et sonentropie
S. Suivant l’hypothèse de l’état local, nous introduisons les potentiels spécifiques locauxe ets tels que :

(2.2) E =

∫

Ω
ρ e dV et S =

∫

Ω
ρ s dV

où ρ est la masse volumique. Le potentiel thermodynamique le plus utilisé en mécanique est l’énergie libre
spécifique de HELMHOLZ Ψ. Ce potentiel se déduit des2 potentiels précédents par la relation :

Ψ = e − Ts

Forces thermodynamiques, lois d’état L’énergie libre permet d’associer à chaque variable d’étatX une
force thermodynamiqueFX définie par :

(2.3) FX = ρ
∂Ψ

∂X

L’ensemble des relations entre les variables d’état et leurs forces thermodynamiques constitue leslois d’état
du matériau.

2.1.1.1 Premier et second principe de la thermodynamique

L’énergie totale d’une structureΩ se décompose en son énergie cinétiqueK, due à son mouvement par
rapport au référentiel dans lequel son mouvement est décrit, et son énergie interneE. Nous décrivons ici
comment évoluent ces énergies.

Conservation de l’énergie mécanique La variationK̇ d’énergie cinétiqueK est donnée par ([Coirier 01]) :

(2.4) K̇ = Pi + Pe

La puissance mécanique intérieurePi s’écrit en introduisant en chaque point letenseur des contraintesméca-
niquesσ :

(2.5) Pi = −
∫

Ω
σ : ǫ̇to dV

ǫ̇to est la vitesse de déformation1. Le tenseur des contraintesσ décrit la réaction locale du matériau aux sol-
licitations mécaniques qu’il subit. Il s’agit d’un tenseur d’ordre2. En l’absence de moments volumiques, ce
que nous supposons dans la suite, il s’agit d’un tenseursymétrique(voir la référence [Coirier 01]). La quantité
σ : ǫ̇to représente le produit contracté du tenseur des contraintes par le tenseur de vitesse de déformationǫ̇to :

σ : ǫ̇to =
∑

i,j

σij ǫ̇
to
ji

La puissance mécanique extérieurePe s’écrit :

Pe =

∫

Ω

~f.~̇u dV +

∫

∂Ω~T

~T .~̇u dS

où ~f sont les forces volumiques appliquées à la structure (la gravité par exemple) et ~T les tractions appliquées
sur une partie∂Ω~T de la frontière∂Ω de la structureΩ (nous avons supposé̇u nul sur le complémentaire∂Ω~u

à∂Ω~T ). L’équation (2.4) est en fait une conséquence du principe des travaux virtuels que nous examinerons au
paragraphe 2.2.1 (équation (2.54)).

1Dans la suite, nous noteronsȧ la dérivée par rapport au temps de la quantitéa.
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Premier principe Le premier principe de la thermodynamique est l’expression de laconservation de l’éner-
gie. Il indique que les variationṡE et K̇ des énergies internes et cinétiques d’un systèmeΩ sont dues à la
puissance des forces mécaniques extérieuresPe et du taux de chaleur reçueQ :

(2.6) K̇ + Ė = Pe + Q

Avec la relation (2.4), l’équation (2.6) prend la forme suivante :

Ė = Pi + Q

Nous faisons l’hypothèse queQ est nul (pas de production de chaleur et pas d’échange thermique), ce qui nous
conduit à l’expression suivante : ∫

Ω

(
ρ ė − σ : ǫ̇to

)
dV = 0

Localement, nous pouvons écrire le premier principe ainsi :

ρ ė = σ : ǫ̇to

Second principe En l’absence de création et d’échange de chaleur, le second principede la thermodynamique
exprime que la production d’entropie doit être positive :

ρ ṡ ≥ 0

Inégalité de CLAUSIUS-DUHEM En introduisant l’énergie libreΨ dans l’expression des premier et second
principes, nous obtenons l’expression de l’inégalité de CLAUSIUS-DUHEM :

(2.7) σ : ǫ̇to − ρ Ψ̇ ≥ 0

Taux de dissipation L’inégalité de CLAUSIUS-DUHEM (2.7) peut s’écrire de manière équivalente en intro-
duisant letaux de dissipationφ̇ :

(2.8) φ̇ = σ : ǫ̇to − ρ Ψ̇

Le second principe est alors équivalent à la positivité du taux de dissipation :

(2.9) φ̇ ≥ 0

2.1.2 Lois d’état

Notonszi les variables d’état autres que les déformations totalesǫto (c’est à dire les déformations inélas-
tiques et les variables internespi) :

zi =
(
ǫp, ǫvis , pi

)

Nous pouvons développer l’équation (2.8) avec la définition (2.3) des forces thermodynamiques :

(2.10) φ̇ =

(

σ − ρ
∂Ψ

∂ǫto

)

: ǫ̇to −
∑

i

ρ
∂Ψ

∂zi
.żi

oùρ
∂Ψ

∂zi
est un vecteur regroupant l’ensemble des forces thermodynamiques associées aux variables d’étatzi.

Dans la suite, il sera pratique de noterZi l’opposé de ce vecteur :

(2.11) Zi = −ρ
∂Ψ

∂zi
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Normalité des déformations Les équations (2.9) et (2.10) conduisent à :

(2.12)

(

σ − ρ
∂Ψ

∂ǫto

)

: ǫ̇to +
∑

i

Zi.żi = φ̇

Il est alors classique de faire l’hypothèse de lanormalité des déformations totalesǫto : autour de tout
point d’équilibre, il est possible de faire varier la déformation totale sans évolution des autres variables internes.
D’après l’équation (2.12) et la positivité de la dissipation (équation (2.9)),nous pouvons en déduire que :

(2.13) σ = ρ
∂Ψ

∂ǫto

Nous renvoyons à [Coussy 91] pour une discussion de cette hypothèse en plasticité. Une conséquence directe
de l’hypothèse de normalité des déformations totalesǫto est l’expression suivante du taux de dissipation :

(2.14) φ̇ =
∑

i

Zi.żi

2.1.2.1 Application au comportement élastique

L’énergie libreΨ est généralement décomposée en deux parties :
– l’énergie libre stockée de manièreréversibleΨel ;
– l’énergie libre stockée de manièreirréversibleΨinl.

En supposant queΨinl ne dépend pas de la déformation totale mais uniquement des variables interneset des
déformations inélastiques, cette décomposition s’écrit sous la forme suivante :

Ψ
(
ǫto , zi

)
= Ψel

(
ǫto , zi

)
+ Ψinl (zi)

Le terme d’énergie libre réversible décrit lecomportement élastiquedu matériau. En supposant la réponse du
matériaulinéaire, ce terme s’écrit sous la forme classique :

(2.15) ρ Ψel
(
ǫto , zi

)
=

1

2

(
ǫto − ǫp − ǫvis

)
: D (pi) :

(
ǫto − ǫp − ǫvis

)

Le tenseurD (pi), d’ordre4, est letenseur d’élasticitédu matériau. La paramétrisation de ce tenseur par les
variables internespi permet de décrire les phénomènes d’endommagement que nous décrironsau paragraphe
2.4. En tenant compte de l’hypothèse de normalité (équations (2.12) et (2.13), nous pouvons écrire que :

(2.16) σ = ρ
∂Ψ

∂ǫto
= ρ

∂Ψel

∂ǫto
= D (pi) :

(
ǫto − ǫp − ǫvis

)

L’équation (2.16) est la loi de HOOKE. L’équation de partition des déformations (2.1) permet de retrouver
l’expression usuelle de la loi de HOOKE :

(2.17) σ = D (pi) : ǫel

où apparaissent les déformations élastiquesǫel . Si nous supposons maintenant que l’énergie libre stockée de
manière irréversibleΨinl ne dépend pas des déformations inélastiquesǫvis et ǫp, nous pouvons exprimer les
forces thermodynamiques qui leur sont associées :

(2.18) ρ
∂Ψ

∂ǫvis
= ρ

∂Ψ

∂ǫp = −ρ
∂Ψel

∂ǫto
= −σ

Ainsi, les forces thermodynamiques associées aux déformations inélastiques sont l’opposée des contraintes.
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Tenseur d’élasticité de matériaux isotropes Pour nos applications, nous traiterons des matériaux isotropes.
Le tenseur d’élasticité doit refléter cette isotropie. Les tenseurs d’ordre4 isotropes s’écrivent sous la forme :

(2.19) D = λ I ⊗ I + 2µ I

oùI etI sont respectivement les tenseurs identité d’ordre2 et d’ordre4. ⊗ désigne le produit tensoriel. En élas-
ticité, les coefficientsλ etµ sont appeléescoefficients de LAMÉ . µ est aussi appelé le module de cisaillement.

y

x
U

ǫtoyy
ǫtoxx

FIG. 2.1 – Barreau en traction uniaxiale

Caractérisation de la réponse d’un matériau, l’essai de traction uniaxiale Afin d’appréhender le compor-
tement d’un matériau, il est d’usage de décrire des structures simples et soumises à des chargements simples.
L’ essai de traction uniaxialeest le plus simple et sera régulièrement utilisé dans la suite. La structure considé-
rée est un barreau de longueurL et de section homogène. Le barreau est fixé à l’une de ses extrémités. L’autre
extrémité est soumise à un déplacement imposéU (figure 2.1). Cet essai est tel que :

– la contrainteσxx dans la direction de traction est uniforme. Les autres composantes du tenseur des
contraintes sont nulles ;

– les déformations totalesǫtoxx et ǫtoyy dans la direction de traction et perpendiculairement à la direction de

traction sont supposées uniformes2. La déformationǫtoxx est égale à
U

L
.

La réponse du barreau est caractérisée par sacourbe de traction représentant la contrainteσ en fonction
de la déformationǫtoxx. Dans le cas de l’élasticité linéaire, cette courbe est une droite indépendante de la vitesse
de sollicitation. Sa pente est lemodule d’YOUNG E du matériau :

(2.20) σxx = Eǫtoxx

La déformation transverseǫtoyy est elle aussi proportionnelle à la déformationǫtoxx dans la direction de traction :

(2.21) ǫtoyy = −νǫtoxx

ν est lecoefficient de POISSON du matériau. Nous parlerons d’effet POISSONpour décrire cette contraction
transverse à la direction de traction.

Ces nouveaux coefficients sont reliés aux coefficients de LAMÉ par la relation :

(2.22)







lambda =
νE

(1 + ν) (1 − 2ν)

µ =
E

2 (1 + ν)

Énergie libre d’un matériau élastique isotrope À partir des équations (2.15) et (2.19), il est possible d’ex-
primer l’énergie libreΨ d’un matériau élastique isotrope sous la forme suivante :

(2.23) ρ Ψ
(
ǫto
)

=
1

2

(

λ
(
tr ǫto

)2
+ 2µ ǫto : ǫto

)

où tr ǫto désigne la trace du tenseurǫto :

tr ǫto =
3∑

i=1

ǫtoii

2La déformationǫtoI dans le barreau est homogène pour tout comportement non adoucissant. Dans le cas de matériauxendomma-
geables, l’uniformité des déformations n’est plus assurée à cause duphénomène de localisation, voir le paragraphe 2.4.3.2.



COMPORTEMENTS LOCAUX, MATÉRIAUX STANDARDS GÉNÉRALISÉS 39/178

2.1.3 Lois complémentaires, matériaux standards généralisés

Après avoir précisé la définition des forces thermodynamiquesvia les lois d’état, il nous faut préciser
l’évolution des variables internes, c’est à dire leslois complémentairespour compléter la description du com-
portement du matériau étudié. Afin d’assurer de manière systématique l’inégalité (2.7), le cadre théorique des
matériaux standards généralisés, prenant sa source dans les travaux de [Moreau 70] puis de [Halphen 73], a été
mis en place.

Matériaux standards généralisés Dans le cas de matériaux viscoplastiques, un matériau est ditstandard
généralisési il existe une fonctionΦ(Zi) appeléepotentiel de dissipationconvexe et minimale en0 telle que
la vitesseżi vérifie :

(2.24) żi =
∂Φ

∂Zi

Il est possible de montrer qu’un matériau standard généralisé respecte l’inégalité (2.7) de CLAUSIUS-DUHEM

pour toute évolution des variables internes (voir [Helfer 05c] pour une démonstration).

Potentiel de dissipation dual La loi complémentaire (2.24) peut être écrite de manière duale en introduisant
la transformée de LEGENDREΦ⋆ du potentiel de dissipationΦ :

(2.25) Φ⋆ (żi) = Zi.żi − Φ(Zi)

Le potentielΦ⋆ ainsi défini est appelé lepotentiel de dissipation dual. Φ⋆ est une fonction convexe de la
variableżi. La force thermodynamiqueZi associée à la vitesseżi :

(2.26) Zi =
∂Φ⋆

∂żi

En pratique, il est équivalent de se donner soit le potentiel de dissipationΦ soit son dualΦ⋆. En effet, il est
possible de montrer que la transformée de LEGENDREdu potentiel de dissipation dualΦ⋆ est le potentiel de
dissipationΦ.

2.1.3.1 Application au comportement viscoplastique

La viscoplasticitédécrit l’évolution du matériau sous charge au cours du temps, généralement à tempéra-
tures élevées. Sa prise en compte est extrêmement importante dans le cas du combustible. Les lois viscoplas-
tiques utilisées dans la suite de thèse sont décrites au paragraphe 4.3.

La déformation associée, ladéformation viscoplastique, est notéeǫvis . La force thermodynamique asso-
ciée à la déformation viscoplastique étant l’opposée de la contrainte (équation (2.18)), l’équation (2.24) nous
conduit à rechercher un potentiel de dissipation de la formeΦ(σ). La loi complémentaire s’écrit alors :

(2.27) ǫ̇vis =
∂Φ

∂σ

Pour un matériau isotrope, les lois de comportement doivent être invariantespar changement de référentiel : le
potentiel de dissipation ne doit dépendre que des invariants du tenseur des contraintes. Pour les applications à
l’UO2, seuls deux des trois invariants de ce tenseur sont utilisés, lapression hydrostatiquep et lacontrainte
équivalenteσeq de VON-M ISES, définies par :

(2.28)







p =
1

3
tr σ

σeq =

√

3

2
s : s

avec s = σ − 1

3
(tr σ) I
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où s est la partiedéviatorique du tenseur des contraintes. Dans la majorité des lois, l’écoulement ne dépend
pas de la pression hydrostatique. Le potentiel de dissipation peut donc semettre sous la forme :

Φ(σ) = F (σeq (σ))

Il est possible de montrer qu’un tel potentiel est une fonction des contraintes convexe et minimale en0 si F est
convexe et strictement croissante.

La loi complémentaire (2.27) s’écrit alors :

(2.29) ǫ̇vis =
∂Φ

∂σeq

∂σeq

∂σ
=

∂Φ

∂σeq

n avecn =
3

2

s

σeq

La fonction
∂Φ

∂σeq

et le tenseurn =
∂σeq

∂σ
caractérisent respectivement l’intensitéet ladirection d’écoulement.

Le tenseurn étant proportionnel au déviateur des contraintes, le tenseurǫvis estdéviatorique. Cette pro-
priété est importante, elle signifie que l’écoulement viscoplastique se fait enconservant le volume.

Taux de dissipation D’après l’équation (2.14), le taux de dissipation est égal à :

φ̇ = σ : ǫvis =
3

2σeq

s : s
∂Φ

∂σeq

= σeq
∂Φ

∂σeq

Le taux de dissipation est positif si l’intensité de l’écoulement est positive. La condition de convexité du poten-
tiel de dissipation n’est pas nécessaire à assurer le second principe. Elle implique cependant que l’intensité de
l’écoulement est une fonction croissante de la contrainte équivalente, cequi est satisfaisant d’un point de vue
physique.

Exemple de la loi viscoplastique de NORTON Ce type de loi permet de décrire le comportement viscoplas-
tique secondaire du combustible UO2. Les lois de type NORTONcorrespondent à une intensité de l’écoulement
∂Φ

∂σeq

égale à une puissance de la contrainte de VON M ISES :

(2.30) Φ(σ) =
A

n + 1
(σeq)

n+1 ⇒ ǫ̇vis = A (σeq)
n
n

2.1.3.2 Application aux comportements indépendants du temps

Les matériaux viscoplastiques que nous venons d’étudier ont une évolution qui dépend de l’état actuel des
forces thermodynamiques. Ces évolutions ne sont pas adaptées à décrire des comportements ditsindépendants
du temps, tels que la plasticité instantanée et l’endommagement fragile.

Variables internes et historique de chargement L’historique de chargement subi par un matériau modifie
son état microstructural. En conséquence, le matériau garde une trace decet historique de chargement. Nous
supposons que cet état microstructural est décrit par des variables d’étatzi. Ces variables d’état seront :

– la déformation plastique et des variables d’écrouissage dans le cas de laplasticité ;
– des variables d’endommagement dans le cas de l’endommagement.

Cet effet de mémoire est primordial pour les matériaux indépendants du temps. En effet, ces matériaux n’évo-
luent plus lorsque le chargement qu’ils subissent :

– est égal auchargement maximalqu’ils ont subi au cours de leur histoire ;
– estcroissant.

Si tel n’est pas le cas, leur comportement estélastique.
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O Zi

Zj

DZi

Domaine élastique
Surface de charge
Domaine interdit

FIG. 2.2 – Illustration de la notion de domaine d’élasticité.

Domaine élastique, surface de chargeLes comportements indépendants du temps peuvent être modélisés
en introduisant, dans l’espace des variablesZi, un domaineDZi

tel que :
– si Zi appartient à l’intérieur deDZi

, il n’y a pas évolution des variables internes et le comportement du
matériau est élastique ;

– si Zi appartient à la frontière∂DZi
du domaineDZi

, les variables internes peuvent évoluer en cas de
chargement croissant.

– le domaine extérieur àDZi
soit interdit. Le matériau ne peut se trouver dans un état appartenant à l’exté-

rieur deDZi
.

L’intérieur du domaineDZi
et sa frontière∂DZi

sont respectivement appelés ledomaine d’élasticitéet la
surface de chargedu matériau (voir figure 2.2).

La taille du domaine d’élasticité est paramétrée par les variables d’état(zi). Dans le cas de la plasticité,
ceci correspond au phénomène d’écrouissage.

Description des comportements indépendants du temps dans le cadre standard généralisé Il est possible
de décrire certains comportements indépendants du temps dans le formalisme standard généralisé. Les outils
introduits plus haut doivent cependant être généralisés. Il est nécessaire d’utiliser un potentiel de dissipationΦ
mathématiquement singulier. Le potentiel de dissipationΦ est construit à partir du domaine d’élasticitéDZi

sous la forme :

(2.31) Φ(Zi) =

{

0 si Zi ∈ DZi

+ ∞ si Zi /∈ DZi

Le potentiel de dissipation ainsi introduit s’identifie à lafonction indicatrice du domaine d’élasticitéDZi
.

La convexité du potentielΦ(Zi) est équivalente à la convexité du domaine d’élasticitéDZi
. Le potentiel de

dissipation étant non dérivable, la loi complémentaire (2.24) s’écrit sous une forme généralisée en introduisant
la notion desous-différentiabilité (voir[Demengel 99]) :

(2.32) żi ∈ ∂Zi
Φ

Potentiels de dissipation duaux associés aux comportements indépendants du temps La définition du
potentiel de dissipation dual nécessite de généraliser la relation (2.25).Φ⋆ est alors défini par la transformée de
LEGENDRE-FENCHEL :

(2.33) Φ⋆ (żi) = sup
Z⋆

i

[Z⋆
i .żi − Φ(Z⋆

i )]
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Il est possible de montrer (voir [Lorentz 99a]) que le potentiel de dissipation dual au potentiel de dissipation
défini en (2.31) estpositivement homogène de degré1 :

∀λ ∈ R
+, Φ⋆ (λżi) = λΦ⋆ (żi)

Il est possible de montrer qu’un tel potentielΦ⋆ est égal au taux de dissipationφ̇ :

(2.34) φ̇ = Φ⋆ (żi) =
∑

i

Zi.żi

2.1.3.3 Exemple de la plasticité instantanée isotrope à écrouissage positif

Il est d’usage d’utiliser dans une modélisation3D du crayon combustible, un modèle de plasticité instanta-
née isotrope à écrouissage positif pour tenter de décrire un seuillage descontraintes représentant une partie des
effets dus à la fissuration du combustible. Ce modèle est décrit au paragraphe 4.2.1.

La plasticité instantanée isotrope est décrite à l’aide de deux variables d’état : la déformation plastiqueǫp et
une variable d’écrouissageχp. La force thermodynamique associée à la déformation plastiqueǫp est l’opposée
des contraintes−σ (équation (2.18)). Définissons maintenant la force thermodynamique associée à la variable
d’écrouissage :

R = ρ
∂Ψinl

∂χp

La loi d’étatR (χp) décrit l’évolution de la surface de charge avec l’écrouissage du matériau. Nous supposerons

dans la suite l’écrouissage positif, c’est à dire que la dérivée
∂R

∂χp est positive.Ψinl (χp) représente l’énergie

stockéepar écrouissage.

Fonction de charge, lois complémentaires Il est classique en plasticité de décrire le domaine d’élasticitéD
à l’aide d’unefonction de chargenégative dans le domaine d’élasticité, positive ailleurs. Une forme particu-
lièrement simple de la fonction de charge est choisie ici :

(2.35) f (σ,−R) = σeq (σ) − R

Le potentiel de dissipation est alors défini par :

Φ(σ,−R) = ID (σ,−R) =

{

0 si f (σ,−R) ≤ 0

+ ∞ si f (σ,−R) ≥ 0

Le sous-différentiel au potentiel de dissipation est réduit à0 dans le domaine élastique (φ est différentiable
dans cette zone). Sur la surface de charge, il est possible de montrer que l’expression du sous-différentiel (2.32)
conduit à introduire un réelpositif λ̇ appelé lemultiplicateur plastiquetel que :

(2.36) (ǫ̇p, χ̇p) ∈ ∂(σ,−R)Φ ⇒







ǫ̇p = λ̇
∂f

∂σ
= λ̇n

χ̇p = λ̇
∂f

∂ (−R)
= −λ̇

∂f

∂R
= λ̇

Le tenseurn a été défini plus haut, équation (2.29). Dans le cadre de la plasticité,n est appelé letenseur
normal. En effet, par définition,n est un tenseur normal aux isosurfaces de la contrainte équivalenteσeq ,
et donc à la surface de charge d’après l’équation (2.35). Le tenseurnormal étant déviatorique, l’écoulement
plastique estincompressible.
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Déformation plastique cumulée D’après l’équation (2.36) et en notant que la normalen est telle que

(n : n)1/2 =

√

3

2
, nous obtenons alors :

(2.37) χ̇p =

(
2

3
ǫ̇p : ǫ̇p

)1/2

⇒ χp =

∫ t

0

(
2

3
ǫ̇p (τ) : ǫ̇p (τ)

)1/2

dτ

ce qui montre que la variable d’écrouissageχp s’identifie à ladéformation plastique cumulée.

Condition de cohérence Nous utilisons le fait que la fonctionf ne peut être positive. En cas de charge
plastique, nous imposons lacondition de cohérencedf = 0, c’est à dire que le point représentatif de l’état du
système reste sur la surface de charge. Cette condition est dérivée de l’équation (2.35) qui permet d’écrire

(2.38) df =
∂f

∂σ
: σ̇ − dR

dχp χ̇p = 0 ⇒ χ̇p =
1

(
dR

dχp

)
∂f

∂σ
: σ̇

L’équation (2.36) impose quėχp soit positif, ce qui, avec la condition d’écrouissage positif
dR

dχp > 0 et avec

l’équation précédente, nous permet de distinguer trois cas :

f (σ, R) = 0,
∂f

∂σ
: σ̇ < 0 il n’y a pas d’écoulement plastique(χ̇p = 0), on parle dedécharge élastique;(2.39a)

f (σ, R) = 0,
∂f

∂σ
: σ̇ = 0 il n’y a pas d’écoulement plastique(χ̇p = 0), on parle decharge neutre;(2.39b)

f (σ, R) = 0,
∂f

∂σ
: σ̇ > 0 il y a écoulement plastique(χ̇p > 0), on parle decharge plastique;(2.39c)

Détermination du multiplicateur plastique Afin de fermer le système différentiel, il nous reste à déterminer
l’expression du multiplicateur plastique. Dans les cas (2.39a) et (2.39b), celui-ci est nul :

(2.40) λ̇ = 0

Dans le cas (2.39c), développons l’équation de cohérence (2.38) à l’aide de la loi de HOOKE (équation (2.17)) :

(2.41) df =
∂σeq

∂σ
:

∂σ

∂ǫel
: dǫel − dR

dχp dχp = n : D : ǫ̇el − dR

dχp dχp = 0

Par ailleurs, nous avons :

(2.42) ǫ̇el = ǫ̇to − ǫ̇p = ǫ̇to − λ̇n

En combinant les équations (2.41) et (2.42), nous obtenons l’expression recherchée :

(2.43) λ̇ =
n : D : ǫ̇to

n : D : n +
dR

dχp

Expression pratique des lois complémentaires La connaissance du multiplicateur plastiqueλ̇ permet de
connaître l’évolution de la loi de comportement via l’équation (2.36) :
(2.44)





ǫ̇p = 0 , χ̇p = 0 , en cas de décharge élastique ou de charge neutre

ǫ̇p =
n : D : ǫ̇to

n : D : n +
dR

dχp

n , χ̇p =
n : D : ǫ̇to

n : D : n +
dR

dχp

, en cas de charge plastique

Le comportement du matériau est alors complètement déterminé.
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2.1.4 Évolution des variables internes, intégration locale

La réunion des lois d’état (2.11), de l’hypothèse de normalité (2.13) et des lois complémentaires (2.32)
permet d’écrire la loi de comportement du matériau :

(2.45)

σ = ρ
∂Ψ

∂ǫto
(
ǫto , zi

)
(Normalité, équation (2.13))

Zi = −ρ
∂Ψ

∂zi

(
ǫto , zi

)
(Lois d’état, équation (2.11))

żi ∈ ∂Zi
Φ (Lois complémentaires, équation (2.32))

2.1.4.1 Intégration locale de la loi de comportement

Expression de la loi de comportement(2.45)comme un système différentiel Dans les différents cas pré-
sentés (viscoplasticité et plasticité instantanée), il est possible d’exprimer les lois complémentaires (2.32) sous
la forme d’un système différentiel. Ce résultat est général. Il nous est donc possible de déduire des lois de
comportements (2.45) l’évolution des variables internes sous la forme suivante :

(2.46) żi = G
(
ǫ̇to , ǫto , zi

)

où la fonctionG dépend des lois complémentaires (2.32) et des lois d’état (2.11). L’expression deG découle de
l’équation (2.29) pour la viscoplasticité et de l’équation (2.44) pour la plasticité.

Discrétisation temporelle La résolution du système différentiel (2.46) nécessite numériquement une discré-
tisation temporelle. Les valeurs des variableszi sont connues à l’instant courantt et on désire connaître leur
incrément∆zi au cours d’un incrément de temps∆t.

Fermeture du système différentiel(2.45) Le système différentiel (2.46) estincomplet: il manque une équa-
tion donnant l’évolution de la déformation totaleǫto . Cette évolution est donnée par la résolution de l’équilibre
mécaniqueglobaldu système, que nous décrirons au paragraphe suivant. Cette résolution fournit un incrément
de déformation∆ǫto au cours d’un incrément de temps∆t considéré. La donnée de l’incrément de déformation
∆ǫto suffit à fermer le système (2.46) : celui-ci peut être intégré numériquement.Cette étape est l’intégration
localede la loi de comportement.

Une conséquence importante de ce qui précède est que l’intégration locale de la loi de comportement
nous permet de définir implicitement la contrainte à l’instantt + ∆t comme une fonction de l’incrément de
déformation, ce que nous noterons :

(2.47) σt+∆t = σt + ∆σ
(
∆ǫto

)

Méthodes numériques d’intégration d’un système différentiel L’intégration numérique du système(2.46)
nécessite d’utiliser un méthode d’intégration. Les plus courantes sont :

– desméthodes explicitesdu type RUNGE-KUTTA ([Geyer 98, Randé 04]) ;
– desméthodes semi-implicites. Les inconnues sont les incréments des variables internes∆zi entret,

l’instant initial, ett + ∆ t l’instant final. Les variables d’étatzi sont évaluées à l’instantt + θ ∆ t où θ
est un paramètre numérique compris entre0 et1, par la formule :

zi (t + θ ∆ t) = zi (t) + θ∆zi

Le système différentiel (2.46) est alors écrit sous la forme suivante :

(2.48) ∆zi − ∆tG
(

∆ǫto

∆t
, ǫto (t) , zi (t) + θ∆zi

)

= 0
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où les variables d’état ont été remplacée par leurs valeurs ent + θ ∆ t. Pour cette raison, les méthodes
semi-implicites sont appeléesθ-méthodes. L’équation (2.48) est généralement résolue par des méthodes

de type NEWTON-RAPHSONqui nécessitent le calcul de la matrice jacobienne
∂G

∂∆zi
. Cette méthode est

décrite en annexe B.3.
Les méthodes de type RUNGE-KUTTA sont relativement faciles à implanter maislentes([Besson 04b]).

Les méthodes semi-implicites sont plus délicates à implanter mais sont généralementplus efficaces en temps
de calcul. Nous avons pour notre part comparé à plusieurs reprises lesimplantations par la méthode de RUNGE-
KUTTA et par une méthode semi-implicite. Dans tous les cas, les méthodes implicites conduisent à des temps
de calculs significativement moindres (voir par exemple la référence [Helfer 05c]).

Le choix du paramètreθ influe sur la convergence des calculs. Pour les comportements viscoplastiques, le

choixθ =
1

2
conduit à une convergence quadratique de l’algorithme et semble le plus adapté.

Matériaux présentant une surface de charge Dans le cas de la plasticité, l’évolution de la déformation
plastique cumuléeχp est donnée par l’équation (2.44) :

(2.49) χ̇p =
n : D : ǫ̇to

n : D : n +
dR

dχp

Cette formulation ne permet cependant pas de vérifier que la fonction de charge est négative en fin de pas de
temps, c’est à dire que le matériau est bien dans le domaine d’élasticité. Pour cette raison, une formulation
totalement implicite(θ = 1) est utilisée et l’équation (2.49) est remplacée par l’équation suivante :

(2.50)

{

f (σeq , R (χp + ∆χp)) = 0 en cas de charge plastique

∆χp = 0 sinon

où la contrainte équivalente est évaluée en fin de pas de temps. Dans le casdes matériaux indépendants du
temps (présentant une surface de charge), l’utilisation d’une méthode implicite avecθ = 1 est toujours préfé-
rable ([Besson 01, Besson 04b]). L’équation (2.50) ou son équivalent en fonction du modèle est utilisé pour les
intégrations des modèles présentés au paragraphe C.4 et au paragraphe C.3.

Choix des variables d’intégration, cas de la déformation élastique Les variableszi constituent un choix
naturel de variables d’intégration. Par définition, elles déterminent complètement l’évolution du matériau.
D’autres choix sont naturellement possibles. Par ailleurs les déformationsélastiques sont souvent ajoutées à
la liste des inconnues. L’équation des partitions de déformations (2.1) est alors ajoutée au système (2.46). Ce
choix est essentiellement fait pour deux raisons :

– les contraintesσ, qui interviennent dans les évolutions des autres variables internes, sont une fonction
explicite des déformations élastiques par la loi de HOOKE (équation (2.17)) ;

– dans le cas d’une intégration semi-implicite, la matrice tangente cohérente, présenté au paragraphe sui-
vant, peut être déduite du jacobien du système. Cette méthode est décrite dans les références [Besson 01]
et [Besson 04b].

Ainsi, l’intégration par une méthode semi-implicite d’un comportement viscoplastique tel que ceux présentés au
paragraphe 2.1.3.1 peut conduire à choisir les incréments tensoriels∆ǫel de déformations élastiques et scalaire
∆ǫvis de l’intensité d’écoulement viscoplastique. Les équations (2.1) et (2.29) conduisent au système suivant :

(2.51)







∆ǫel − ∆ǫto + ∆ǫvisn
(

ǫel + θ∆ǫel
)

= 0

∆ǫvis − ∂Φ

∂σeq

(

σeq

(

ǫel + θ∆ǫel
))

= 0

Une méthode plus efficace d’intégration de ces lois dans le cas où le matériau est élastique isotrope est décrite en
annexe C (équation (C.4)). Le système (2.51) est cependant intéressant dans le cas de matériau endommageable.
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Il servira de base à l’implantation de différents modèles proposés dans cette thèse. Nous décrivons en annexe
C.2 quelques unes des ces implantations.

2.1.4.2 Liens entre intégration locale et résolution globale

La non-linéarité de la relation (2.47) conduit à résoudre l’équilibre globald’une structure à l’instantt + ∆t
de manière itérative. Cette méthode est décrite dans le paragraphe suivant. Elle s’appuie sur la notion dematrice
de raideur de la structure. Cette matrice décrit la réaction de la structure à une modificationde l’incrément du
champ de déplacement autour de son estimation actuelle. Nous verrons que cette matrice se construit à partir
d’uneestimationde la dérivéeDtang de la contrainteσt+∆t par rapport à∆ǫto :

(2.52) D
tang =

∂σt+∆t

∂∆ǫto
=

∂∆σ

∂∆ǫto

Matrice tangente cohérente La matriceDtang est appelée lamatrice tangente cohérente, l’adjectif cohé-
rent indiquant que cette matrice prend en compte la discrétisation temporelle et leschéma d’intégration.La
notion de matrice tangente cohérente est souvent liée aux méthodes semi-implicites pour lesquelles son calcul
analytique à partir de l’équation(2.47)est parfois possible, voir [Simo 85, Besson 04b]. Pour des méthodes
de type RUNGE-KUTTA, il est possible d’utiliser des méthodes de perturbation pour évaluer la matriceD

tang ,
mais ces méthodes peuvent avoir un coût important (voir [Besson 04b]).

Matrice sécante Pour certaines lois de comportements, il est possible de calculer analytiquement unematrice
sécanteDsec à la loi de comportement par dérivation de la loi de comportement autour du point courant. Par
définition, la matrice sécante s’écrit :

(2.53) σ̇ = D
sec : ǫ̇to

En général, la matrice sécanteD
sec est la limite de la matrice tangente cohérenteD

tang quand l’intervalle de
temps∆t tend vers0. Cette matrice ne tient alors aucun compte du schéma d’intégration utilisé : la matrice
sécante a donc un intérêt moindre qu’une matrice tangente cohérente. Enfin, dans le cas de lois de comporte-
ments viscoplastiques, la matrice sécante se réduit à la matrice d’élasticité : elle n’apporte aucune information
sur le comportement non-linéaire du matériau.

2.1.4.3 Intégration des lois de comportement dans CAST3M et ZEBUL ON

Au cours de la thèse, nous avons eu l’occasion d’implanter un ensemble delois de comportement sous les
logiciels éléments finisCAST3M (http ://www-cast3m.cea.fr/) etZEBULON (http ://nwnumerics.com/). Nous
décrivons ici comment se fait l’implantation de nouvelles lois de comportement dans les deux cas.

Intégration des lois de comportement dans ZEBUL ON Les concepteurs deZEBULON ont développé un
outil, le Zebfront, permettant de simplifier l’intégration de nouvelles lois de comportements. Cet outil pro-
pose deux méthodes d’intégration : une méthode explicite (RUNGE-KUTTA d’ordre 2) et une méthode semi-
implicite. Il repose sur une bibliothèque dédiée à la manipulation de tenseurs qui facilitent l’écriture des lois de
comportements.

Nous avons décrit en [Helfer 05c] l’implantationvia le Zebfront de différentes lois de comportement de la
gaine et du combustible.

Intégration des lois de comportements dans CAST3M CAST3M a été récemment doté d’une interface pour
les lois externes reprise du code Abaqus (http ://www.hks.com/). Cette interface consiste en une fonctionumat
qui permet d’écrire de nouvelles lois de comportement. Pour les besoins dela thèse, nous avons développé une

http://www-cast3m.cea.fr/cast3m/index.jsp
http://www-cast3m.cea.fr/cast3m/index.jsp
http://www-cast3m.cea.fr/cast3m/index.jsp
http://nwnumerics.com/
http://www-cast3m.cea.fr/cast3m/index.jsp
http://www-cast3m.cea.fr/cast3m/index.jsp
http://www.hks.com/
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petite bibliothèque en langage C permettant de simplifier l’intégration de nouvelleslois de comportement par
des méthodes implicites et la manipulation de tenseurs.

Nous avons décrit en [Helfer 05b] l’implantation de différentes lois de comportements du combustible UO2
via umat. L’ensemble des lois implantées a nécessité l’écriture de plus de8 000 lignes de code.

2.2 Du comportement local au calcul de structure

L’objet de ce paragraphe est de faire le lien entre le comportement local d’un matériau et le comportement
d’une structure constitué de ce matériau. L’hypothèse essentielle est quela structure est à chaque instant en
équilibre mécanique. La description de cet équilibre se fait par le principe des travaux virtuels. La présentation
mettra l’accent sur le couplage entre la résolution de l’équilibre global et l’intégration locale de la loi de com-
portement présentée au paragraphe 2.1.4. La méthode de résolution par éléments finis est présentée en annexe
B.

Enfin, nous introduirons le lagrangien mécanique incrémental, qui permet de traiter les problèmes d’exis-
tence et d’unicité aux problèmes mécaniques quasi-statiques non-linéairestraités en temps discrets.

2.2.1 Équilibre mécanique en quasi-statique, principe des travaux virtuels

Considérons une structureΩ de frontière∂Ω. La frontière∂Ω est décomposée en une partie∂Ω~T sur

laquelle des forces surfaciques~T sont imposées et une partie∂Ω~u sur laquelle les déplacements sont imposés à
~0
(
∂Ω = ∂Ω~T ∪ ∂Ω~u

)
. L’intérieur de la structureΩ est soumis à une densité de forces volumiques~f .

Les déplacements cinématiquement admissibles (C.A.) sont les fonctions vérifiant les conditions cinéma-
tiques imposées sur∂Ω~u, c’est à dire l’ensemble des fonctions vérifiantu (~x) = 0, ∀~x ∈ ∂Ω~u. Le principe des
travaux virtuelss’écrit :

(2.54) ∀~v C.A.,

∫

Ω

d~p

dt
.~v dV +

∫

Ω
σ : ǫto (~v) dV =

∫

Ω

~f.~v dV +

∫

∂Ω~T

~T .~v dS

où ~p est l’impulsion volumique du matériau. La description est ditedynamique quand ce terme d’impulsion
est pris en compte. Quand l’impulsion~p est négligée, la structure est supposée être en équilibre mécanique à
chaque instant : la description est alors ditequasi-statique.

Descriptions dynamique et quasi-statique de l’évolution d’une structure mécanique Un exemple simple
permet de comprendre la différence entre des descriptions dynamique etquasi-statique. Considérons une lame
au comportement élastique. Fixons l’une des extrémités et imposons un déplacement à l’autre extrémité. La
lame se tord. Une fois dans un état suffisamment déformé, nous relâchonsla lame. L’énergie élastique stockée
dans la lame sera instantanément convertie en énergie cinétique. Ceci est visible sur l’équation (2.4) en annulant
le terme de puissance extérieurPe. La lame oscillera donc jusqu’à ce que l’énergie cinétique soit dissipée. La
lame s’immobilisera dans une position finale. Cette position sera la position d’équilibre mécanique correspon-
dant à un chargement nul. Le comportement étant élastique cette position coïncide avec la position initiale de
la lame. Décrivons alors cet exemple de manière dynamique ou quasi-statique:

– dans une description dynamique, l’ensemble de ces étapes peuvent êtredécrites. Une difficulté importante
apparaît (voir [Aufaure 95]) : l’intégration des équations du mouvementn’est possible qu’en introduisant
une dissipation mécanique artificielle liée au schéma utilisé. Tout l’art du dynamicien est de doser cette
dissipation pour que, dans la gamme des fréquences qui présentent un intérêt mécanique, elle soit à peu
près équivalente à l’amortissement naturel de la structure ;

– dans une description quasi-statique, la lame évoluerait spontanément de l’état déformé à un état final ca-
ractérisé par un chargement mécanique nul. Cet état final correspondà l’état initial de la lame. L’énergie
élastique stockée dans l’état déformé disparaît du problème : le bilan d’énergie (2.6) n’est pas vérifié.
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Les variables d’états de la structure, ici la déformation totale, subissent une discontinuité temporelle entre
l’état déformé et l’état final.

Notons que les états finaux des deux calculs ne coïncident que parce quele comportement de la lame est
élastique. Dans le cas général, rien ne garantit que les états finaux des deux descriptions soient les mêmes.

Dans la suite, nous choisirons d’utiliser une description quasi-statique desphénomènes. Ce choix est motivé
par le fait qu’une description dynamique nécessite :

– des temps des calculs beaucoup plus longs qu’une description quasi-statique à même discrétisation tem-
porelle ;

– les problèmes d’amortissement que nous venons de décrire sont difficiles à traiter ;
– des pas de temps extrêmement petits lors de la description de la fissuration desmatériaux fragiles. Ces

pas de temps sont incompatibles avec les calculs d’irradiation de crayon combustible qui s’étendent sur
plusieurs années.

Principe des travaux virtuels en quasi-statique Dans une description quasi-statique, la structure est sup-
posée être enéquilibre mécaniqueà chaque instant. Cet équilibre est caractérisé par leprincipe des travaux
virtuels. Ce principe affirme que le champ de déplacement réel~u de la structure vérifie pour tout déplacement
v cinématiquement admissible (C.A.) l’égalité dutravail virtuel des forces intérieures et dutravail virtuel
des forces extérieures:

(2.55) ∀~v C.A.,

∫

Ω
σ : ǫto (~v) dV

︸ ︷︷ ︸

Travaux virtuels intérieurs

=

∫

Ω

~f.~v dV +

∫

∂Ω~T

~T .~v dS

︸ ︷︷ ︸

Travaux virtuels extérieurs

Résolution incrémentale d’un problème de structure non linéaire D’un point de vue numérique, le pro-
blème de l’évolution quasi-statique d’une structure non-linéaire se fait de manièreincrémentale. Nous suppo-
sons connues les variables d’état en tout point du matériau ainsi que le champ de déplacement~ut à l’instant
t. Nous recherchons leurs valeurs à l’instantt + ∆t, ∆t étant l’incrément de temps. Le principe des travaux
virtuels ent + ∆t s’écrit :

∀~v C.A.,

∫

Ω
σt+∆t : ǫto (~v) dV =

∫

Ω

~ft+∆t.~v dV +

∫

∂Ω~T

~Tt+∆t.~v dS

Compte tenu de la définition implicite (2.47) des contraintesσt+∆t en t + ∆t comme une fonction de
l’incrément de déformation∆ǫto = ǫto (∆~u), l’incrément de déplacement recherché vérifie :

(2.56) ∀~v C.A.,

∫

Ω
σt+∆t

(
∆ǫto

)
: ǫto (~v) dV =

∫

Ω

~ft+∆t.~v dV +

∫

∂Ω~T

~Tt+∆t.~v dS

Résolution itérative de l’équation(2.56) Compte tenu du caractère non linéaire de la réponse de la structure
(équation (2.47)), la recherche de l’incrément de déplacement∆~u se fait de manièreitérativeà partir de deux
étapes élémentaires :

– une estimationà variables d’état fixéesde l’incrément du champ de déplacement∆~u tel que le champ
de déplacement~ut+∆t = ~ut + ∆~u vérifie l’équilibre (2.56). C’est l’étape derésolution globale;

– une estimation de l’évolution des variables d’état et des contraintes à partirde l’incrément du champ de
déformation∆ǫto déduit de l’incrément du champ de déplacement∆~u : c’est l’intégration localede la
loi de comportement décrit au paragraphe 2.1.4.

À l’issue de la seconde étape, la nouvelle estimation des travaux intérieurs perturbe l’équilibre. Une nouvelle
résolution de celui-ci conduit à une nouvelle estimation du champ de déplacement. Les étapes de résolutions
globale et locale sont alors répétées jusqu’à convergence de l’équilibre mécanique.
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La méthode des éléments finis La résolution globale de l’équilibre ne peut être réalisée que de manière
approchée. La méthode des éléments finis propose d’approcher la solution par une solution approchée construite
sur un ensemble de fonctions d’interpolation. Nous la décrivons en annexe B.

2.2.2 Lagrangien mécanique incrémental

Nous introduisons ici un outil d’étude de l’évolution quasi-statique d’une structure. Cet outil repose sur la
minimisation d’une fonction énergétique, lelagrangien mécanique incrémental. Il permet de dégager des idées
physiques extrêmement importantes pour la compréhension des phénomènesde fissuration et d’endommage-
ment. D’un point de vue mathématique, ses propriétés sous-tendent la validitéde la méthode des éléments finis,
détaillée en annexe B. Ainsi, nous nous posons deux questions :

– existe-t-il des solutionsrégulièresau problème posé ?
– cette solution, quand elle existe, est-elle unique ?

2.2.2.1 Équilibre global, principe de minimum associé

L’analyse mathématique d’un problème d’élasticité (voir [Raviart 98, Henrot 00]) conduit classiquement à
introduire le lagrangien mécaniqueglobal (à l’échelle de la structure)P (~u, zi) défini par :

(2.57) P (~u, zi) =

∫

Ω
ρΨ
(
ǫto (~u) , zi

)
dV −

∫

Ω

~f.~u dV −
∫

∂Ω~T

~T .~u dS

Ce lagrangien est la différence de l’énergie stockée par lastructureet de la puissance des forces extérieures. Le
principe des travaux virtuels (2.55) est alors équivalent au problème deminimum suivant :

(2.58) Trouver~u C.A., P (~u, zi) = min
~v C.A.

P (~v, zi)

où C.A. désigne l’espace des fonctions cinématiquement admissibles (voir le paragraphe 2.2.1). Le principe
de minimisation (2.58) est équivalent au principe des travaux virtuels (voir [Raviart 98, Henrot 00] pour une
démonstration en élasticité). Le problème (2.58) est donc équivalent à larésolution globalede l’équilibre.

2.2.2.2 Intégration locale, principe de minimum associé

Un principe de minimum caractérisant l’évolution des variables d’état zi Si nous supposons connus
l’incrément de déformations totales∆ǫto et les valeurs des variables d’étatǫto (t) et zi (t) en début de pas de
temps, il est possible de montrer (voir [Lorentz 03b, Forest 04]) que l’intégration locale, décrite au paragraphe
2.1.4.1, est équivalente à rechercher la solution du problème de minimisation suivant :

(2.59) zi (t + ∆t) est solution demin
z⋆

[

ρΨ
(
ǫto (t + ∆t) , z⋆

i

)
+ ∆t Φ⋆

(
z⋆
i − zi (t)

∆t

)]

Dans le cas d’un matériau indépendant du temps, le caractère positivementhomogène de degré1 du potentiel
de dissipation dual conduit à faire disparaître l’incrément de temps de l’équation (2.59), conformément à l’idée
intuitive d’un comportement indépendant du temps.

Restrictions sur les variables internes Il est souvent nécessaire d’imposer des bornes aux valeurs de cer-
taines variables internes et de ne permettre que certaines évolutions. Pourcela, il est classique d’introduire des
fonctions indicatrices :

– dans l’énergie libreρΨ afin de limiter les plages de valeurs admissibles des variables internes ;
– dans le potentiel de dissipation afin de ne permettre que certaines évolutions.
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Un tel procédé est parfaitement justifié au vu du procédé de minimisation (2.59). Un exemple classique est
donné par les modèles d’endommagement isotrope, qui seront décrits au paragraphe 2.4.1.1. Ces modèles in-
troduisent une variable scalaired comme variable interne dont l’évolution est nécessairement croissante et
bornée : la variable d’endommagement est nulle dans un état sain et atteint une valeur maximaledc quand le
point matériel a perdu toute sa rigidité. Pour décrire ces deux contraintes,la fonction indicatriceI[0:dc] (d) est

introduite dans l’énergie libreΨ et la fonction indicatriceIR+

(

ḋ
)

est introduite dans le potentiel de dissipation

dualΦ⋆ (R+ est l’ensemble des nombres réels positifs).

2.2.2.3 Introduction du lagrangien mécanique incrémental

Afin d’étudier les propriétés du problème de l’évolution quasi-statique d’une structure, [Lorentz 99a, Andrieux 04a]
proposent d’introduire le lagrangien incrémental mécanique total défini par :
(2.60)

L (~u⋆, z⋆
i ) =

∫

Ω

[

ρΨ
(
ǫto (~u⋆) , z⋆

i

)
+ ∆t Φ⋆

(
z⋆
i − zi (t)

∆t

)]

dV −
∫

Ω

~f.~u⋆ dV −
∫

∂Ω~T

~T .~u⋆ dS

= P (~u,⋆ z⋆
i ) + ∆t

∫

Ω
Φ⋆

(
z⋆
i − zi (t)

∆t

)

dV

Les relations (2.59) et (2.58) sont alors équivalentes, sous certaineshypothèses de régularité (voir [Ekeland 74]),
aux problèmes de minimisationcoupléssuivants :

(2.61)







~u (t + ∆t) est solution de min
~u⋆∈C.A.

L (~u⋆, zi (t + ∆t))

zi (t + ∆t) est solution demin
z⋆
i

L (~ut+∆t, z
⋆
i )

Stabilité des solutions Dans le cas de comportements endommageables, décrits au paragraphe 2.4,la réso-
lution du problème (2.61) conduit en général àtrop de solutions(voir les paragraphes 2.4.3.1 et 2.4.3.2). Afin
d’en éliminer, [Francfort 93, Marigo 00] proposent d’introduire la condition de stabilité suivante :

(2.62) Trouver~u etzi réalisant min
~u⋆∈C.A.,z⋆

i

L (~u⋆, z⋆
i )

Dans le cas où le lagrangienL estconvexe par rapport à l’ensemble de ses variables, les deux problèmes (2.61)
et (2.62) sont équivalents.

Cas des potentiels de dissipation duaux positivement homogènes dedegré1, interprétation du lagrangien
incrémental Nous nous intéresserons essentiellement à des lois indépendantes du tempscaractérisées par des
potentiels de dissipation duaux positivement homogènes de degré1 pour lesquels l’équation (2.60) s’écrit :

(2.63) L (~u⋆, ~z⋆) = P (~u⋆, ~z⋆) +

∫

Ω
Φ⋆ (~z⋆ (~x) − ~zt (~x)) dV

expression dans laquelle n’intervient plus l’incrément de temps∆t.

Le potentiel de dissipation dualΦ⋆ étant égal à la vitesse de dissipation d’après l’équation (2.34), le terme
Φ⋆ (~zt+∆t (~x) − ~zt (~x)) mesure approximativement l’incrément de dissipation au cours du temps au point ~x.
Nous pouvons alors écrire :

(2.64) L (~u⋆, ~z⋆) ≈
∫

Ω
ρΨ
(
ǫto (~u⋆) , z⋆

i

)
dV

︸ ︷︷ ︸

Énergie stockée

+ ∆Eφ (~z⋆)
︸ ︷︷ ︸

Incrément d’énergie dissipé

−
(
∫

Ω

~f.~u⋆ dV +

∫

∂Ω~T

~T .~u⋆ dS

)

︸ ︷︷ ︸

Travail des forces extérieures

Grâce à l’expression (2.64), l’équilibre mécanique en fin de pas de temps apparaît comme un équilibre entre
l’énergie stockée, l’énergie dissipée et le travail des forces extérieures.
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2.2.2.4 Propriétés mathématiques du lagrangien mécanique incrémental

Nous introduisons ici quelques notions mathématiques nécessaires pour l’étude du problème (2.62). Ces
propriétés sont étudiées pour chacun des comportements matériaux que nous avons décrits afin de leur donner
une signification plus intuitive.

Propriétés mathématiques deL classiquement examinées Lors de l’examen du problème (2.62), il est
classique de demander que la fonctionL vérifie quelques propriétés :

– la stricte convexité ;
– la coercivité ;
– la semi-continuité inférieure pour la convergence faible.

Toutes ces notions dépendent de l’espace fonctionnel considéré. Les éléments finis standard ont été construits
pour décrire des fonctionsrégulières, sans discontinuité ni singularité. Nous examinons donc les trois proprié-
tés précédentes pour un espace décrivant des fonctions régulièresqui peuvent être décrites par les éléments finis
standard. Ce sont les espaces de SOBOLEV.

Stricte convexité Il est possible de montrer que si l’énergie libreΨ et le potentiel de dissipationΦ⋆ sont
convexes, alors le lagrangien incrémentalL est convexe. Par définition, le potentiel de dissipationΦ⋆ est
convexe (voir le paragraphe 2.1.3). La convexité deL est donc liée à celle de l’énergie libreΨ. Dans le cas
de l’élasticité, l’énergie libre est strictement convexe à la condition que le tenseur d’élasticitéD soit stricte-
ment positif (équation (2.15)) :

∀ǫ 6= 0, ǫ : D : ǫ > 0

En viscoplasticité, la positivité du tenseur d’élasticité et la stricte convexitéΦ⋆ permettent d’avoir la stricte
convexité deL. Dans le cas de la plasticité, décrite au paragraphe 2.1.3.3, il faut supposer l’écrouissage po-
sitif pour que l’énergie libre soit elle aussi une fonction convexe. La stricte convexité n’est affirmée que si
l’écrouissage est strictement positif, ce qui signifie que le domaine d’élasticité peut encore croître. Dans le cas
de l’endommagement, cette propriété ne sera pas vérifiée (voir le paragraphe 2.4.1). Cette notion de convexité
est au centre de l’étude de l’unicité de la réponse d’une structure. En particulier, elle a été étudiée en mécanique
dans la référence [Halphen 73].

Coercivité Une fonctionL (x) est dite coercive si elle vérifie :

lim
||x||→+∞

L (x) = +∞

En élasticité, cette propriété est vérifiée dès que le tenseur d’élasticitéD est strictement positif ([Raviart 98,
Henrot 00]). En viscoplasticité, il faut queΦ⋆ soit coercif, ce qui semble toujours le cas. Dans le cas de la
plasticité, le domaine d’élasticité est généralement borné quelque soit la valeur des variables d’écrouissage.
Dans ce cas, le problème peut ne pas avoir de solutions : il suffit d’imposer à la structure une force supérieure à
la borne du domaine d’élasticité. Cette absence de solution est classique en plasticité : elle est interprétée comme
la ruine plastique du matériau (voir [Salençon 02]). En endommagement, la plupart des modèlesintroduisent
une contrainte maximale admissible : la propriété de coercivité n’est alors pasvérifiée. Quelque fois, une raideur
résiduelle non nulle est introduite pour contourner cette difficulté, on parlealors d’endommagement partiel.

Semi-continuité inférieure pour la convergence faible La semi-continuité inférieure pour la convergence
faible est la propriété la plus délicate et mathématiquement la plus technique des trois propriétés demandées.
Cette notion est particulièrement importante pour la convergence de la méthodedes éléments finis.

Elle est difficile à garantir dans le cas général. Cependant, si l’énergie libre Ψ et le potentiel de dissipation
dual Φ⋆ sont suffisamment réguliers (ce qui est toujours le cas en pratique) et si L est convexe par rapport
à l’ensemble de ses variables, alorsL est semi-continu inférieure pour la convergence faible. D’après ce qui
précède, cette propriété sera donc vérifiée pour l’élasticité, la viscoplasticité et la plasticité à écrouissage positif.
Elle n’est pas garantie en endommagement.
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2.2.2.5 Existence et unicité au problème de minimisation(2.62)

Nous pouvons alors énoncer le théorème classique suivant (voir [Céa71] pour une démonstration) : siL
vérifie les trois propriétés de stricte convexité, de coercivité et de semi-continuité inférieure pour la convergence
faible, alors il existe une solution unique au problème de minimisation (2.62).

La démonstration de ce théorème permet de séparer les rôles des trois propriétés demandées àL :
– la stricte convexité assure l’unicité de la solution ;
– la coercivité et la semi-continuité inférieure pour la convergence faible assurent l’existence de la solution.

Dans les cas usuels, la stricte convexité deL joue en fait un rôle essentiel à la fois pour l’unicité de la solution
mais aussi pour son existence (elle assure la semi-continuité inférieure pour la convergence faible deL).

`
`

`
`

`
`

`
`

`
`

`
`

`
`

Propriété
Comportement

Élasticité Viscoplasticité Plasticité à écrouissage
strictement positif

Endommagement

Stricte convexité oui oui oui* non
Coercivité oui oui non* non*

Semi-continuité inférieure
pour la convergence faible

oui oui oui non

Unicité oui oui oui* non
Existence oui oui conditionnelle non

TAB . 2.1 – Propriétés mathématiques du lagrangien incrémentalL pour des lois de comportement standard (les
* indiquent qu’il peut exister quelques cas indiqués dans le texte qui font exception).

Application aux lois de comportements standard Le tableau 2.1 résume les différents cas traités. Il montre
que les comportements élastiques et viscoplastiques conduisent à des problèmes pour lesquels il existe une
solution unique. Pour la plasticité, les solutions existent tant que les contraintes imposées restent admissibles
par le matériau. La solution est unique si l’écrouissage est strictement positif.

Dans le cas de l’endommagement (et de la plasticité à écrouissage négatif ou nul), la plupart des propriétés
énoncées ne sont pas vérifiées. Nous verrons que cela conduit à des difficultés importantes. Le cas des matériaux
endommageables est détaillé au paragraphe 2.4.

2.3 Approche globale de la rupture

Nous faisons ici des rappels sur ce qu’il est commun de désigner par l’approche globalede la rupture. Nous
nous limiterons à la mécanique linéaire de la rupture où le comportement du matériauest linéaire élastique.

Nous renvoyons le lecteur aux ouvrages [Anderson 91] et [François 95] pour une description complète de
cette théorie, ainsi qu’à l’article [Rice 68] qui constitue une des meilleures références.

2.3.1 Description d’une fissure

Une fissure est une surface de discontinuité du milieu mécanique. Cette discontinuité dégrade la tenue
mécanique de la structure et menace son intégrité. Cette discontinuité est en fait constituée de deux surfaces
initialement confondues, leslèvresde la fissure. Le comportement d’une fissure est différent sous une sollici-
tation en traction ou en compression :

– lorsque la fissure est sollicitée en traction, les lèvres de la fissure ont la possibilité d’avoir des mouve-
ments relatifs. En particulier, si les lèvres de la fissure s’écartent, la fissure est dite ouverte. Dans ce cas,
la dégradation des propriétés mécaniques vient du fait qu’aucune traction ne s’exerce sur les lèvres de la
fissure : une fissure ouverte ne peut transférer de contraintes.
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– lorsque la fissure est sollicitée en compression, les lèvres de la fissure rentrent en contact. La force de
contact entre les lèvres de la fissure permet de transmettre les contraintes.

Nous appelleronscaractère unilatéral du comportement de la fissure cette différence de réaction mécanique
entre une sollicitation de traction et de compression. En deux dimensions, les lèvres de la fissures sont repré-
sentées par des lignes. Le point de rencontre des lèvres de fissures est alors appelé lapointe de la fissure.

~n

JuKt

JuKn

~T

Tt

Tnlèvres de la fissure

FIG. 2.3 – Définition des tractions agissant sur les lèvres de la fissure et des sauts de déplacement entre les
lèvres de la fissure.

Caractérisation du mouvement relatif des lèvres de la fissure Les lèvres de la fissure étant initialement
confondues, il est possible d’associer à tout pointA d’une des lèvres un pointB de l’autre lèvre (les points
A et B sont initialement confondus). Le mouvement relatif des pointsA et B est alors complètement décrit
par la différence entre les déplacements~uA et ~uB des pointsA et B. Cette différence est appelée lesaut de
déplacementJ~uK au pointA :

J~uK = ~uB − ~uA

Grâce à cette notion de saut de déplacement, nous pouvons définir une fissure d’un point de vue mathématique
comme unesurface de discontinuité du champ de déplacement.

Caractérisation de l’ouverture de la fissure Notons~nA et ~nB les normales extérieures aux deux lèvres
aux pointsA et B respectivement. Pour des raisons de simplicité, nous supposons toujoursêtre en petites
déformations : les normales~nA et~nB sont alors opposées (~nB = −~nA). La condition de non-interpénétration
des lèvres de la fissure dit alors que la composanteJuKn du saut de déplacementJ~uK sur la normale~nA est
positive :

JuKn = J~uK.~nA ≥ 0

Caractérisation du cisaillement entre les lèvres de la fissureLe déplacement transverseJ~uKt = J~uK−JuKn~n
traduit un mouvement de cisaillement entre les lèvres de la fissure.

Caractérisation du caractère unilatéral du comportement de la fissure Les tractions s’exerçant sur les
lèvres de la fissure aux pointsA etB sont :

– nulles quand la fissure est ouverte ;
– égales en norme et opposées en direction quand la fissure est fermée (c’est le principe de l’action et de la

réaction) ;
Dans les deux cas, ces tractions sont donc égales en norme et opposées en directions. Nous les caractérisons
donc par le seul vecteur de traction~T au pointA. Ce vecteur est lié aux champs de contraintesσA au pointA
par la relation classique :

~T = σA.~nA

Le caractère unilatéral du comportement de la fissure s’écrit alors :
– la composante normaleTn des tractions est nulle siJuKn est positif ;
– la composante normaleTn des tractions est négative siJuKn est nul ;



54/178 CHAPITRE 2. FISSURATION DES MATÉRIAUX FRAGILES

Ceci peut s’écrire sous la forme compacte suivante :

JuKn ≥ 0, Tn ≤ 0, Tn.JuKn = 0

La partie transverse des tractions~Tt = ~T − Tn~nA sert à traduire différents comportements tribologiques (par
exemple du frottement) entre les lèvres de la fissure. Naturellement, ces effets n’ont lieu que si les lèvres de la

fissure sont en contact et que si un mouvement de cisaillement a lieu
(

J~̇uKt 6= 0
)

.

2.3.2 Mécanique linéaire de la rupture, taux de restitutionde l’énergie

L’ approche globalede la rupture décrit la propagation d’une fissure, préexistante à tout chargement, dans
une structureΩ. Nous décrivons ici lamécanique linéaire de la rupturequi suppose le comportement du
matériauélastique linéaire.

Nous considérons donc un corps (tridimensionnel) élastiqueΩ contenant une fissure d’aireA. Dans la suite,
nous supposons le trajet de la fissure connu. Son aireA permet alors de caractériser complètement l’état de la
structure.

Taux de restitution de l’énergie critique L’approche globale de la rupture introduit une énergiesurfacique,
appeléetaux de restitution de l’énergie critique, notéeGf , telle que l’énergie nécessaire pour une extension
∆A = At+∆t − At de l’aire de la fissure, soit égale àGf∆A. Dans la suite, nous parlerons indifféremment
d’énergie de ruptureou d’énergie de fissurationpour désigner le taux de restitution de l’énergie critique.

Dans le cas de matériaux fragiles, il est classique d’identifierGf à deux fois latension de surfaceγ du
corps considéré, soitGf = 2γ. Cette quantité est essentielle pour la caractérisation de la rupture des matériaux.
De nombreuses expériences permettent de remonter à sa valeur.

Propagation de la fissure Une fois les hypothèses précédentes faites, il nous faut préciser comment se pro-
page la fissure. Connaissant l’énergie dissipée, la relation (2.64) conduit à introduire un lagrangien mécanique
incrémental suivant :

(2.65) L (~u⋆, A⋆) = P (~u⋆, A⋆) + Gf (A⋆ − At)
︸ ︷︷ ︸

dissipation

+ IR+ (A⋆ − At)
︸ ︷︷ ︸

irréversibilité

~u⋆ est un déplacement cinématiquement admissible etA⋆ une extension virtuelle de la fissure. La présence de
la fonction indicatriceIR+ (A⋆ − At) indique ici que la fissure ne peut que croître. Le lagrangien mécanique
P (~u⋆, A⋆) s’écrit, d’après l’équation (2.57) :

P (~u⋆, A⋆) =

∫

Ω(A⋆)
ǫto (~u⋆) : D : ǫto (~u⋆) dV −

∫

Ω(A⋆)

~f.~u⋆ dV −
∫

∂Ω~T
(A⋆)

~T .~u⋆ dS

où nous avons indiqué que la structureΩ(A⋆) dépend de l’extension de fissureA⋆. Suivant l’équation (2.62),
l’évolution de la structure est donnée par le critère de propagation suivant :

(2.66) Trouver~u etAt+∆t réalisant min
~u⋆∈C.A.,A⋆

L (~u⋆, A⋆)

Taux de restitution de l’énergie Le lagrangien mécaniqueP contient l’énergie de déformation de toute
la structure. Celle-ci est impliquée toute entière dans la propagation de la fissure. Par extension avec ce qui
est fait dans le cas de comportements locaux, décrits au paragraphe 2.1,il est possible de définir la force

thermodynamique associée à l’extension d’aire de la fissure par (voir [Germain 83])
∂P
∂A

.
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L’opposé de cette force thermodynamique,−∂P
∂A

, est traditionnellement appelé letaux de restitution de

l’énergie. Sa définition montre que la force motrice de la propagation de la fissure est l’énergie de la structure
toute entière.

Dans une modélisation en2 dimensions, dans laquelle la fissure apparaît comme une ligne de disconti-

nuité de longueurl, la force thermodynamique est alors notée
∂P
∂l

. Les résultats obtenus dépendent alors de

l’hypothèse de modélisation adoptée, contraintes planes ou déformations planes.

2.3.2.1 Formulation continue en temps

Le lagrangien (2.65) est en fait similaire au lagrangien obtenu en plasticité dans le cas où la surface de
charge est de rayonGf . Cette analogie permet de passer d’une formulation incrémentale où l’inconnue est
l’incrément d’aire de fissure∆A = At+∆t − At à une formulation continue dont l’inconnue est la vitesse
d’extension d’aire de fissurėA. Nous verrons plus loin l’intérêt d’une formulation incrémentale par rapport à
une formulation continue.

Critère de propagation de GRIFFITH La structure est sur la surface de charge si :

(2.67) −∂P
∂A

= Gf

C’est à dire que le taux de restitution de l’énergie est égal au taux de restitution de l’énergie critique. L’adapta-
tion de l’équation (2.36) au cas de la propagation d’une fissure s’écrit simplement :

∃λ̇ ≥ 0 tel queȦ = λ̇ avec







λ̇ = 0, si − ∂P
∂A

< Gf

λ̇ ≥ 0, si − ∂P
∂A

= Gf

Cette relation s’écrit de manière compacte sous la forme du critère de propagation suivant :

(2.68)

(

Gf +
∂P
∂A

)

Ȧ = 0, Ȧ ≥ 0, −∂P
∂A

≤ Gf

Ce critère a été introduit par GRIFFITH. Cette équation est à la base de la plupart des modélisations numériques
de la propagation des fissures : l’équation (2.68) permet de calculer de proche en proche la longueur de fissure
en fonction du chargement. Ceci suppose que cette évolution soit continueen fonction du chargement, question
intimement liée à la notion de stabilité de la propagation.

2.3.2.2 Stabilité de la propagation

Expérimentalement, il est observé deux types de propagation :
– soit l’expérimentateur peut contrôler la propagation de la fissure de manière continue en augmentant

progressivement le chargement de la structure. La propagation est alors ditestable;
– soit la longueur de fissure augmente brusquement pour une infime variation du chargement imposé.

L’expérimentateur ne peut suivre continuement la propagation. Celle-ciest alors diteinstable.
Si nous cherchons à formaliser ce type de comportement, nous devons étudier le comportement de la struc-

ture sur la surface de charge (équation (2.67)). Deux cas se présentent :
– soit un accroissement d’aire de la fissure conduira à faire diminuer le taux de restitution de l’énergie.

D’après l’équation (2.68), la structure rentre alors dans le domaine d’élasticité. Ceci signifie qu’il faudra
accroître le chargement pour entretenir la propagation. C’est le cas de lapropagation stable. Mathéma-
tiquement, cela revient à dire que le lagrangien mécaniqueP est convexe par rapport à l’aire de fissure.
Ceci s’écrit :

∂2P

∂2A
≥ 0
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– soit l’accroissement d’aire augmente le taux de restitution de l’énergie. Dans ce cas, la propagation
s’auto-entretient et l’expérimentateur ne peut la contrôler. Mathématiquement, cela traduit laconcavité
du lagrangien mécaniqueP par rapport à l’aire de fissure :

∂2P

∂2A
≤ 0

Propagation instable et description quasi-statique En cas de propagation instable, ces équations signifient
physiquement que la diminution de l’énergie élastique stockée ne peut être dissipée par la formation d’une
nouvelle aire de fissure. L’énergie excédentaire est alors convertie en énergie cinétique. Pour des matériaux
fragiles, ces évolutions se font sur des échelles de temps très petites, donnant l’impression à l’expérimentateur
d’une évolution instantanée. En pratique, nous avons vu au paragraphe 2.2.1 qu’il était possible de conserver
malgré tout une description quasi-statique de cette propagation. Le prix à payer est que l’aire de fissure su-
bira une discontinuité entre deux états d’équilibre successifs (cette question sera rediscutée en annexe D). Les
approches basées sur le calcul de l’aire de fissure de proche en proche à partir de l’équation (2.68) ne sont
alors plus utilisables. Dans le cadre de lamécanique de la rupture revisitée, que nous décrirons plus loin au
paragraphe 2.4.5.3, [Marigo 00] propose de baser la description de la propagation instable sur un principe de
minimum analogue à (2.65).

2.3.3 Singularité des contraintes en pointe de fissure

La seconde manière d’introduire l’approche globale de la rupture repose sur les développements asymp-
totiques des solutions élastiques en petites déformations en pointe de fissure des champs de contraintes et de
déformations. Ces solutions ont été obtenues en2 dimensions et dépendent de l’hypothèse de modélisation
(contraintes planes ou déformations planes) (voir [François 95]).

Ces solutions sont une combinaison de trois modes de sollicitation élémentaires, appelés respectivement
modeI, modeII et modeIII. Quelque soit le mode considéré, les contraintes divergent en1/√r ([François 95]) :

(2.69) σij =
Kα√

r
fα

ij (θ) + ◦
(

1√
r

)

((i, j) ∈ (x, y, z)2)

r étant la distance à la pointe de fissure,θ l’angle des coordonnées cylindriques etα est le mode de fissuration
considéré. Le coefficientKα est le facteur d’intensité des contraintes : sa valeur est déterminée par la géométrie
du corps dans son ensemble et par le chargement imposé à toute la structure. Cette singularité est due à l’hypo-
thèse des petites déformations : des champs de contraintes finies peuvent être obtenus en grandes déformations
par émoussement de la fissure ([François 95]).

Les déplacements sont finis et proportionnels à la racine carré de la distance à la pointe de fissure :

∀i ∈ [1, 2, 3], J~uKi ∝
√

r

Formule d’I RWIN Il est possible de relier les approches en contrainte et en énergie par laformule d’IRWIN

(voir par exemple [Rice 68]) :

(2.70) −∂P
∂l

=
k + 1

2µ

(
K2

I + K2
II

)
+

1

2µ
K2

III

où µ est le module de cisaillement et oùk dépend de l’hypothèse de modélisation adoptée (contraintes ou
déformations planes).
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Conclusions sur l’approche globale

La mécanique de la rupture est un cadre théorique qui permet d’appréhender les bases physiques essentielles
de la fissuration des structures :

– toute la structure est impliquée dans la description de la propagation d’une fissure ;
– cette description introduit une énergie de surface, letaux de restitution de l’énergie critiquequi contient

toute l’information sur la physique du problème.
– la fissure est mathématiquement décrite comme unediscontinuitédu champ de déplacement. Ce type de

discontinuité ne rentre pas dans le cadre des solutions décrites par les éléments finis standards (voir le
paragraphe 2.2). Des techniques particulières doivent nécessairement être mise en œuvre pour décrire
une fissure ;

Son application à la description de phénomènes complexes, et en particulier ceux intervenant dans les pastilles
combustibles, semble cependant délicate ([Marigo 00]) :

– elle ne peut décrire l’initiation de fissures sans faire appel à des critères extérieurs ;
– elle s’applique difficilement à un réseau de fissures ;
– elle s’applique difficilement à des situations où le trajet de la fissure n’est pas connu à l’avance ou en cas

de chargement mixte : elle nécessite là aussi l’emploi de critères extérieurs.
De fait, une autre approche de la fissuration, basée sur la description del’endommagement du matériau, est
présentée au paragraphe suivant.

2.4 Mécanique de l’endommagement local

Nous avons présenté au paragraphe 2.3 l’approche globale de la rupture. Une autre approche, basée sur
l’endommagement progressif des matériaux, a été introduite ([Chaboche 96]). Cette approche est appeléeap-
proche locale de la rupture. La notion de fissure est remplacée par la notion de zone endommagée caractérisée
par une perte de capacité à transférer les contraintes. La mécanique de l’endommagement, bénéficiant des ap-
ports de la thermodynamique des processus irréversibles décrite au paragraphe 2.1, a connu un engouement
important dans les années80 et a marqué le début de l’approche locale.

2.4.1 Application du formalisme standard généralisé à l’endommagement des matériaux

L’endommagement caractérise une dégradation des propriétés des matériaux à transférer des contraintes.
Quelque soit l’origine micromécanique de cette dégradation (porosité, micro-fissuration, croissance de vides),
la construction d’un modèle d’endommagement conduit à faire les choix suivants ([Marigo 00]) :

– une variable d’endommagement, dont la nature dépend de la complexité du modèle envisagé, du scalaire
pour les modèles isotropes au tenseur d’ordre8 pour les théories les plus complexes ;

– la manière d’introduire cette variable dans la relation contrainte-déformation;
– la loi d’évolution de cette variable. Le choix d’une telle évolution est généralement simplifié par l’utili-

sation du cadre thermodynamique formel développé au paragraphe 2.1 ;
Une revue générale de ces modèles peut être trouvée dans [Chaboche78].

Nous nous intéresserons essentiellement aux matériaux élastiques endommageables, pour lesquels le com-
portement est :

– élastique à endommagement constant ;
– indépendant du temps ;

Les propriétés mécaniques de ces matériaux, représentées par le tenseur d’élasticité, dépendent de la variable
d’endommagement (paragraphe 2.1.2 équation (2.15)).
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2.4.1.1 Matériaux élastiques endommageables isotropes

Nous commençons par présenter la classe de matériau endommageable la plus simple, les matériaux élas-
tiques endommageables isotropes.

~F = Seff σ̃.~n

Zone endommagée
Zone saine

Seff

~F = Sσ.~n

S

a) b)

FIG. 2.4 – a) Milieu endommagé. b) Milieu sain équivalent.

Introduction d’une variable d’endommagement isotrope La figure 2.4 présente une coupe de surfaceS
dans un matériau endommagé. L’endommagement se traduit par la présence de vides, de défauts ou de fissures.
S̃ est la partie de la surface encore saine, c’est à dire pouvant encoresoutenir des efforts. Si nous imposons une
force totale~F à la surfaceS, la contrainte effectivẽσ subie par le milieu sain sera telle que :

~F = S̃σ̃.~n

où ~n est la normale extérieure à la surfaceS. Il est alors possible de définir surS un milieu sain équivalent,
c’est à dire ne présentant pas de défaut, tel que :

~F = Sσ.~n

En comparant ces deux expressions, et en supposant le milieu endommagéisotrope, nous avons la relation
suivante entre la contrainte effectiveσ̃ et la contrainteσ du milieu équivalent :

σ =
S̃

S
σ̃ = (1 − d) σ̃

Le paramètred mesure le rapport entre la surfaceS − S̃ des zones endommagées et la surface totale. C’est une
mesure effective de l’endommagement du matériau. La loi de comportement dumatériau sain équivalent est
obtenue en supposant d’une part qu’il a les mêmes propriétés élastiquesque le matériau sain, et d’autre part
en supposant que les milieux endommagé et équivalent ont la même déformationmacroscopiqueǫto (principe
d’équivalence en déformation, voir le paragraphe 2.4.1.3). Nous obtenons alors la relation :

(2.71) σ = (1 − d)D : ǫto

où D est le tenseur d’élasticité du matériau sain. Les expressions (2.19) et (2.71) ainsi que l’équation (2.22)
montrent que seul le module d’YOUNG du matériau est affecté par l’endommagement :

{

E (d) = (1 − d)E

ν (d) = ν

oùE etν sont respectivement le module d’YOUNG et le coefficient de POISSONdu matériau sain.



MÉCANIQUE DE L’ENDOMMAGEMENT LOCAL 59/178

Écriture standard généralisée du comportement élastique endommageable isotrope En partant de l’équa-
tion (2.71), l’énergie libre volumique d’un matériau élastique endommageable isotrope s’écrit :

(2.72) ρΨ =
1

2
(1 − d) ǫto : D : ǫto

où D est le tenseur d’élasticité initial. Suivant [Marigo 81], le formalisme thermodynamique décrit au para-
graphe 2.1 introduit la force thermodynamique−Y associée à l’endommagement :

(2.73) −Y = ρ
∂Ψ

∂d
= −1

2
ǫto : D : ǫto

Il reste alors à préciser une loi complémentaire.

Nous nous intéressons à des comportements indépendants du temps, décritau paragraphe 2.1.3.2. Le po-

tentiel de dissipation dualΦ⋆
(

ḋ
)

est choisi positivement homogène de degré1 :

(2.74) Φ⋆
(

ḋ
)

= f (d) ḋ + IR+

(

ḋ
)

où apparaissent une fonctionf (d) dépendant de la valeur actuelle de l’endommagement et une fonction in-

dicatriceIR+

(

ḋ
)

indiquant que seules les évolutions croissantes de l’endommagement sont possibles (l’en-

dommagement est un processusirréversible). Il est possible de vérifier queΦ⋆ possède les propriétés requises
pour assurer une dissipation positive (paragraphe 2.1.3) sif (d) est strictement positif :Φ⋆ est alors convexe et
minimal en0. En utilisant la définition (2.33) de la transformation de LEGENDRE-FRENCHEL, le potentiel de

dissipationΦ(Y ) associé àΦ⋆
(

ḋ
)

est la fonction indicatrice du domaine élastique :

(2.75) Φ(Y ) = sup
ḋ∈R

(

Y ḋ − Φ⋆
(

ḋ
))

= sup
ḋ∈R+

(Y − f (d)) ḋ =

{

0 si Y ≤ f (d)

+ ∞ si Y > f (d)

ce qui permet d’interpréterf (d) comme le rayon du domaine d’élasticité.

2.4.1.2 Le modèle de LORENTZ

[Lorentz 03a] propose un exemple de modèle de modèle d’endommagement isotrope illustrant le cadre
théorique précédent. Différentes versions de ce modèle peuvent être trouvée dans [Lorentz 99a, Lorentz 05].
Ce modèle est repris au paragraphe 4.2.2 dans le but de décrire le réseau de fissuration secondaire apparaissant
dans un fragment de pastille combustible.

La fonctionf (d) apparaissant dans la définition (2.74) du potentiel de dissipation dualΦ⋆, est choisie égale
à :

(2.76) f (d) =
kγ (1 + γ)

(1 − d + γ)2

où apparaîssent deux coefficientsk etγ.

Énergie volumique dissipée Il est possible de caractériser l’énergie volumique dissipéew pour un endom-
magement total en utilisant le fait queΦ⋆ soit positivement homogène de degré1. Φ⋆ est égal alors au taux de
dissipationφ̇ d’après l’équation (2.34) :

(2.77) w =

∫ rupture

0
φ̇ dt =

∫ rupture

0
f (d) ḋ dt = k

L’énergie dissipéew pour un endommagement total est égal au paramètrek du modèle. Elle estindépendante
du trajet de chargement.
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FIG. 2.5 – Réponse du modèle de LORENTZ à un chargement uniaxial monotone croissant, effet du paramètre
γ. Le module d’YOUNG a été choisi égal à150 GPa. Pour chacune des courbes, le paramètre matériauk a été
choisi de sorte que la contrainte maximaleσmax admissible dans le matériau soit égale à150 MPa.

Comportement du modèle en traction uniaxiale La réponse du modèle en traction uniaxiale croissante,
décrite au paragraphe 2.1.2.1 figure 2.1, est illustrée à la figure 2.5.

Cette figure montre que le comportement est élastique jusqu’à une contrainte maximale σmax . La force

thermodynamiqueY en traction uniaxiale est égale à
1

2

σ2

E
pour un matériau sain (E est le module d’YOUNG

du matériau). La valeur de la contrainte maximaleσmax est donnée par les équations (2.75) et (2.76) :

(2.78) σmax =

√

2Ekγ

(1 + γ)

Une fois le matériau partiellement endommagé, les lois d’état s’écrivent :






σ = (1 − d)Eǫto

Y =
1

2
E
(
ǫto
)2

Dans la pente adoucissante, le système est sur la surface de chargeY = f (d). L’équation (2.76) permet de
donner l’évolution de la contrainte dans la pente adoucissante :

(2.79) σ = −Eγ

(

ǫto − (1 + γ) σmax

Eγ

)

La réponse du modèle dans la phase adoucissante est donclinéaire.

2.4.1.3 Anisotropie induite par l’endommagement, principes d’équivalence

D’un point de vue microscopique, les fissures et les vides se développent dans des directions dépendant
du chargement imposé. Généralement, une direction privilégiée est celle perpendiculaire à la direction de plus
forte contrainte. Ces directions privilégiées conduisent à une anisotropie macroscopique du matériau. Cette
anisotropie est fonction de l’histoire du matériau, elle est diteinduite par l’endommagement. Une descrip-
tion isotrope de l’endommagement est alors inappropriée. L’endommagementest alors décrit par une variable
tensorielle, généralement choisie d’ordre4. Nous la noteronsd.
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D’innombrables dépendances du tenseur d’élasticité à la variable d’endommagementd ont été proposées
dans la littérature. Il est cependant classique d’introduire la notion de milieusain équivalent. Ce milieu a le
même tenseur d’élasticitéD que le matériau sain. Sa déformation et sa contrainte sont notées respectivement
ǫ̃to etσ̃. La déformation, la contrainte et le tenseur d’élasticité du milieu endommagé sontnotées respectivement
ǫto , σ etD

(
d
)
. Les relations entres les variables

(
ǫ̃to , σ̃,D

)
et
(
ǫto , σ,D

(
d
))

sont alors données en adoptant
certains principes d’équivalence. Ces principes sont au nombre de trois :

– principe d’équivalence en déformation. Ce principe stipule que les milieux sain équivalent et endom-
magé ont la même déformation

(
ǫto = ǫ̃to

)
. Les contraintes̃σ etσ des milieux sain équivalent et endom-

magé sont supposées reliées par une relation linéaire de la forme :

σ = M
(
d
)

: σ̃

oùM
(
d
)

est un tenseur d’ordre4 fonction du tenseur d’endommagementd. Les tenseurs d’élasticitéD
etD

(
d
)

des milieux sain équivalent et endommagé vérifient alors :

(2.80) D
(
d
)

= M
(
d
)

: D

– principe d’équivalence en contrainte. Ce principe stipule que les milieux sain équivalent et endommagé
ont la même contrainte(σ = σ̃). Il est alors possible de reprendre les arguments présentés pour le principe
d’équivalence en déformation en écrivant maintenant que :

(2.81) ǫ̃to = M
(
d
)

: ǫto

pour obtenir finalement une relation analogue à (2.80) entre les tenseurs d’élasticitéD et D
(
d
)

des
milieux sain équivalent et endommagé.

– principe d’équivalence en énergie. Ce principe stipule que les énergies élastiques des milieux sain
équivalent et endommagé sont les mêmes. En introduisant la relation (2.81),les tenseurs d’élasticitéD
etD

(
d
)

des milieux sain équivalent et endommagé vérifient ;

D
(
d
)

= t
M
(
d
)

: D : M
(
d
)

Ces différents principes conduisent à des relations différentes entre les propriétés élastiques des milieux
sain équivalent et endommagé. Il n’est cependant pas possible de préférer physiquement l’un ou l’autre de ces
principes. Notons qu’ils ne déterminent pas la fonctionM

(
d
)
. Celle-ci est souvent choisie de la forme :

(2.82) M
(
d
)

= I − d

où I est le tenseur identité d’ordre4. Notons qu’en combinant les expressions (2.80) et (2.82) pour un endom-
magement isotrope de la formed = d I, nous obtenons le comportement élastique endommageable isotrope
présenté au paragraphe 2.4.1.1.

Difficultés associées à la description de l’anisotropie induite La description de l’anisotropie induite par
l’endommagement conduit généralement à des modèles complexes. Ceci peut être gênant pour :

– la compréhension des phénomènes décrits ;
– l’écriture d’une implantation numérique efficace du modèle.

2.4.2 Prise en compte du caractère unilatéral de l’endommagement

Quelque soit l’origine de l’endommagement, les défauts introduits ne se comportent pas de la même ma-
nière en traction ou en compression. Le cas des fissures a déjà été décritau paragraphe 2.3.1 où le caractère
unilatéral de leur comportement a été souligné. Lecaractère unilatéralde l’endommagement impose un certain
nombre de contraintes sur l’écriture des lois de comportements :

– traiter la différence entre un chargement en traction et un chargement en compression dans l’évolution
des variables d’endommagement.

– traiter la refermeture des défauts. Cette refermeture conduit à une restauration au moins partielle des
propriétés mécaniques du matériau.
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FIG. 2.6 – Courbe de traction d’un matériau endommageable présentant une restauration de ses propriétés
élastiques en compression (effet unilatéral). La ligne en pointillés représente le comportement en compression
du matériau sain.

Description de l’effet unilatéral sur une courbe de traction Nous avons décrit au paragraphe 2.1.2.1 le
principe d’un essai de traction. La courbe de traction d’un matériau endommageable prend l’allure présentée
sur la figure 2.6. Partant d’un état de contrainteσ et de déformation totaleǫto nulles

(
σ = 0, ǫto = 0

)
, nous

imaginons le trajet de chargement suivant :
– du point O au point A, le matériau est chargé en traction (ǫto > 0). Son comportement est élastique. La

raideur du matériau est donné par son module d’YOUNG E
– du point A au point B, la raideur et la contrainte diminuent progressivement à mesure que le chargement

augmente ;
– du point B au point 0, le chargement diminue. Cette décharge se fait de manière élastique avec un module

d’Y OUNG E1 ;
– du point O au point C, un chargement en compression est imposé (ǫto < 0). La raideur du matériau est

donnée par un module d’YOUNG E2 caractérisé par :

E1 < E2 < E

Si E2 = E1, le modèle ne présente pas de différence de comportement entre traction etcompression
(pas d’effet unilatéral). SiE2 = E, le matériau recouvre l’intégralité de ses propriétés élastiques initiales
(restauration totale). A partir du pointC, un endommagement en compression du matériau se développe.
L’évolution de cet endommagement en compression est généralement moins rapide qu’en traction.

Difficultés associées à l’effet unilatéral dans le cas généralS’il est facile de caractériser l’effet unilatéral
sur un essai de traction, la situation est beaucoup plus complexe pour deschargements quelconques. Trois
difficultés majeures se présentent :

– le choix d’un critère d’endommagement permettant de différencier un chargement en traction d’un char-
gement en compression. Un exemple classique (voir [Mazars 90]) est dedécrire la surface de charge par
une fonctionf ne faisant intervenir que les valeurs propres positives des déformations :

f

(
3∑

i=1

〈
ǫtoi
〉+

, d

)

≤ 0

où 〈x〉+ représente la partie positive d’un nombre réel etǫtoi la iième valeur propre du tenseur des défor-
mations ;

– le choix d’un critère de refermeture. Ce critère de refermeture des défauts peut être indifféremment
formulé en déformations ou en contraintes. Ces deux critères ne sont paséquivalents. Pour toute direction
~n, le critère de refermeture des défauts dans cette direction pourra s’écrire ~n.ǫto~n < 0 en déformation, et
~n.σ~n < 0 en contrainte ;
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– la refermeture des fissures ne conduit pas à une dissipation brutale d’énergie. Il est en effet possible
d’imaginer que la refermeture des défauts conduise à des comportements dissipatifs (frottement des
lèvres des fissures par exemple), mais ces comportements et la dissipation qu’ils engendrent sont conti-
nus. De plus, quand ces comportements dissipatifs ne sont pas décrits, la refermeture des fissures est
un phénomène réversible. Dans tous les cas, il est nécessaire d’imposer la continuité temporelledes
contraintesσ (t) et des déformationsǫto (t) au moment de la refermeture. Cette continuité doit se retrou-
ver au niveau de la loi de comportementσ

(
ǫto
)
.

Cas des matériaux endommageables isotropesDans ce cas, un critère classique, basé sur les travaux de LA-
DEVÈZE, repris ensuite dans [Mazars 90, Frémond 93, Frémond 95], est souvent utilisé. Ce critère repose sur
la décomposition du tenseur des déformations totales en une partie négative

〈
ǫto
〉−

et positive
〈
ǫto
〉+

définies
dans le repère propre des déformations totalesǫto : les valeurs propres négatives et positives deǫto permettent
d’en construire respectivement la partie négative

〈
ǫto
〉−

et la partie positive
〈
ǫto
〉+

. Cette décomposition pré-
sente les propriétés suivantes :

(2.83)







ǫto =
〈
ǫto
〉+ −

〈
ǫto
〉−

〈
ǫto
〉+

:
〈
ǫto
〉−

=
〈
ǫto
〉−

:
〈
ǫto
〉+

= 0

ǫto : ǫto =
〈
ǫto
〉+

:
〈
ǫto
〉+

+
〈
ǫto
〉−

:
〈
ǫto
〉−

tr ǫto =
〈
tr ǫto

〉+ −
〈
tr ǫto

〉−

(
tr ǫto

)2
=
(〈

tr ǫto
〉+
)2

+
(〈

tr ǫto
〉−)2

Ces décompositions ont les propriétés de différentiabilité suivantes :

(2.84)

1

2

∂

∂ǫto

(〈
ǫto
〉+

:
〈
ǫto
〉+
)

=
〈
ǫto
〉+ 1

2

∂

∂ǫto

(〈
ǫto
〉−

:
〈
ǫto
〉−)

= −
〈
ǫto
〉−

1

2

∂

∂ǫto

((〈
tr ǫto

〉+
)2
)

=
〈
tr ǫto

〉+
I

1

2

∂

∂ǫto

((〈
tr ǫto

〉−)2
)

= −
〈
tr ǫto

〉−
I

A partir de l’équation (2.23), qui décrit l’énergie libre d’un matériau élastique isotrope, et des propriétés
(2.83), l’énergie libreρΨ est décomposée en la somme d’une partie liée à la traction et d’une partie liée à la
compression :

(2.85)

ρΨ
(
ǫto , d

)
=

1

2
(1 − d)

(

2µ
〈
ǫto
〉+

:
〈
ǫto
〉+

+ λ
(〈

tr ǫto
〉+
)2
)

︸ ︷︷ ︸

traction

+
1

2

(

2µ
〈
ǫto
〉−

:
〈
ǫto
〉−

+ λ
(〈

tr ǫto
〉−)2

)

︸ ︷︷ ︸

compression

où nous avons porté la variable d’endommagementd sur la partie de l’énergie libre liée à la traction. En appli-
quant le formalisme standard généralisé, nous voyons que l’évolution de lavariable d’endommagementd est
maintenant liée à la traction. En effet, la force thermodynamique associée àd est :

−〈Y 〉+ = −ρ
∂Ψ

∂d
=

1

2

(

2µ
〈
ǫto
〉+

:
〈
ǫto
〉+

+ λ
(〈

tr ǫto
〉+
)2
)

Nous utiliserons la décomposition (2.85) au paragraphe 4.2.2 pour proposer un extension du modèle de
LORENTZ, présenté au paragraphe 2.4.1.2, qui prenne en compte le caractère unilatéral de l’endommagement.
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Endommagement en traction et en compression La plupart des matériaux, et notamment le béton, pré-
sente un endommagement en compression. Celui-ci évolue cependant moinsvite qu’en traction. Il est alors
classique d’introduire deux variables d’endommagementdt et dc associées respectivement à la traction et à la
compression. L’énergie libreρΨ se présente alors sous la forme suivante :

(2.86)
ρΨ
(
ǫto , d

)
=

1

2
(1 − dt)

(

2µ
〈
ǫto
〉+

:
〈
ǫto
〉+

+ λ
(〈

tr ǫto
〉+
)2
)

+
1

2
(1 − dc)

(

2µ
〈
ǫto
〉−

:
〈
ǫto
〉−

+ λ
(〈

tr ǫto
〉−)2

)

Une telle séparation entre un endommagement en traction et en compression est cependant peu physique :a
minima, l’endommagement en compression entraîne une dégradation des propriétés mécaniques en traction.
[Frémond 93] propose d’imposer que l’endommagement en tractiondt ne puisse être inférieur à l’endomma-
gement en compressiondc : la fonction indicatrice du domainedc ≥ dt est alors introduite dans l’énergie
libre3.

Effet unilatéral pour des modèles d’endommagement plus complexes Les modèles précédents (équations
(2.85) et (2.86)) sont essentiellement basés sur la structure de l’énergie élastique d’un matériau isotrope (équa-
tion (2.23)) et préserve dans une certaine mesure cette structure. Nousavons vu plus haut des modèles plus
complexes présentant des descriptions de l’anisotropie induite par l’endommagement. Décrire l’effet unilatéral
dans de tels modèles en respectant la continuité de la relation entre les contraintes et la déformation est une
tâche complexe. Nous renvoyons à [Godard 05] pour :

– une bibliographie plus détaillée.
– la description d’un modèle d’endommagement anisotrope intéressant, respectant la continuité de la rela-

tion entre les contraintes et la déformation et ne demandant qu’un faible nombre de paramètres.

2.4.3 Difficultés mathématiques associées aux structures endommageables

Nous avons examiné aux paragraphes 2.2.2.4 et 2.2.2.5 différentes propriétés mathématiques du lagrangien
incrémentalL, défini au paragraphe 2.2.2 équation (2.60), permettant de répondre àla question de l’existence et
de l’unicité de solutions au problème de l’évolution quasi-statique d’une structure. Nous reprenons maintenant
ces questions dans le cadre des matériaux endommageables.

Absence de convexité Nous avions souligné au paragraphe 2.2.2.4 l’importance de la convexité dulagrangien
L. Il est facile de voir que cette propriété n’est pas vérifiée pour les matériaux endommageables. Il suffit pour
cela de considérer l’énergie libreΨ

(
ǫto , d

)
obtenue pour les matériaux endommageables isotropes (équation

(2.72)).Ψ
(
ǫto , d

)
est convexe par rapport à chacune des variablesǫto et d prise indépendamment, mais n’est

pas une fonction convexe du couple de variable
(
ǫto , d

)
. En effet, si nous considérons un chargement unidi-

mensionnel, nous pouvons écrireΨ
(
ǫto , d

)
sous la formeΨ

(
ǫto , d

)
où ǫto est la déformation dans la direction

de chargement.Ψ
(
ǫto , d

)
est alors égal à :

ρΨ
(
ǫto , d

)
=

1

2
(1 − d) E

(
ǫto
)2

oùE est le module d’YOUNG du matériau. Cette fonction n’est convexe que si son hessienH, formé à partir de
ses dérivées secondes, n’a que des valeurs propres positives. Dans le cas de la fonctionΨ, ce hessienH a une
valeur propre est strictement négative dès queǫto est non nul. La fonctionΨ

(
ǫto , d

)
n’est donc pas convexe.

Ainsi, nous pouvons appliquer le théorème d’existence et d’unicité décritau paragraphe 2.2.2.5 : nous ne
pouvons affirmera priori ni l’existence ni l’unicité d’une solution au problème (2.62) dans le cas de matériaux
endommageables.

3L’emploi de fonctions indicatrices afin de limiter les valeurs admissibles desvariables d’états est décrit au paragraphe 2.2.2.2
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2.4.3.1 Multiplicité des solutions

Pour montrer la non unicité de la réponse en endommagement, [Forest 04] propose d’examiner un essai de
traction décrit au paragraphe 2.1.2.1 à la figure 2.1. La longueur du barreau est notéeL, le déplacement uniaxial
imposéU .

x

ǫǫR

σ

σmax

0

H

P .E . P .A.

ǫ1 ǫ2

b)
FIG. 2.7 – Un exemple de réponse à un chargement monotone d’un modèle d’endommagement.

Le comportement du matériau considéré est décrit sur la figure 2.7. Une fois le seuil d’endommagement
atteint, [Forest 04] montre que plusieurs réponses du barreau sont possibles. Ces réponses sont paramétrées par
la longueurlend de la zone endommagée dans le barreau. Cet exemple montre qu’il n’y a pasunicité de la
solution en endommagement.

D’un point de vue physique, la non-unicité de la solution est classiquementinterprétée par la présence
d’hétérogénéités microscopiques. Ces hétérogénéités conduisent à la sélection aléatoire d’un lieu d’initiation
plutôt qu’un autre. Une fois l’endommagement initié à un endroit, il se poursuit à cet endroit tandis que le reste
de la structure se décharge élastiquement.

D’un point de vue numérique, il est classique de faire jouer aux erreurs numériques le rôle de ces hétérogé-
néités avec pour conséquence immédiate une sensibilité parfois importante auxpetites variations du maillage
dans le cas de structure et de chargement initialement homogènes. Nous verrons au paragraphe 5.2.2.1 un
exemple concret d’une telle instabilité au maillage.

2.4.3.2 Inexistence de solutions régulières

Coercivité Il est de même facile de trouver un exemple où aucune solution n’existe : si un matériau peut
être caractérisé par une contrainte maximaleσmax , par définition, il est impossible de lui imposer une traction
supérieure à cette valeur. Ceci est à relier à l’absence de coercivité du lagrangien. Cette difficulté mathématique
a parfois été « contournée » en envisageant unendommagement partiel: pour cela, il suffit d’introduire une
matrice d’élasticitéDmin strictement positive telle que :

∀~d, Ψ
(

ǫto , ~d
)

≥ 1

2
ǫto : D

min : ǫto

Cette technique est par exemple utilisée dans [Francfort 93] afin de permettre une étude mathématique complète
d’un modèle d’endommagement particulier. D’un point de vue pratique, uneraideur résiduelle permet d’éviter
l’apparition de pivots nuls dans la matrice de raideur de la structure ([Lorentz 03a]).

~F ~F

Blocs rigides

endommagée
Zone totalement

FIG. 2.8 – Barreau endommageable en traction, séparation du barreau en deux blocs rigides.
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Minima locaux ou minimum global ? Dans le cas où le lagrangienL est convexe, tout minimum local est un
minimum global ([Céa 71, Demengel 99]). Dans le cas de l’endommagement, l’absence de convexité deL fait
qu’il peut exister des minima locaux. Ceci nous amène à la question suivante: doit-on rechercher un minimum
local ou un minimum global au problème (2.62) ?

Pour répondre à cette question, [Lorentz 99a] examine le cas d’un barreau dont l’une des extrémités est
fixée et l’autre soumise à une force de traction~F (figure 2.8). En examinant les différents termes du lagrangien
(2.64), il montre l’existence d’un minimum global (−∞) correspondant à la séparation du barreau en deux blocs
rigides dont l’un est amené à l’infini. Ainsi, aussi petite que soit la traction imposée, le configuration réalisant
le minimum global est une structure brisée. Or, il est observé qu’un tel barreau présente un comportement
élastique avant sa rupture. Ce comportement correspond en fait à un minimum local du lagrangien (2.64). C’est
pour cela que la recherche de minima locaux au lagrangienL est préférable à la recherche d’un minimum
global.

Existence de solutions régulières Existent-ils des solutions régulières au problème de minimisation(2.62) ?
La réponse semble être négative. En effet, il est possible de démontrer (voir [Marigo 00]) que, dans une situation
unidimensionnelle analogue à celle traitée au paragraphe 2.4.3.1,seules les solutions correspondant à des zones
endommagées de volume nulsontstablesvis à vis du lagrangien totale du système au sens du critère de stabilité
(2.62). Dans le cas présenté au paragraphe 2.4.3.1, ce résultat implique que la longueurlend est nulle4. De
même, [Francfort 93] montre que, dans le cas d’un modèle d’endommagement isotrope partiel, les candidats
naturels à être solutions au problème (2.62) doivent être interprétés comme un mélange fin de parties saines
et endommagées (ce qui signifie qu’à toutes échelles de longueur il est possible de trouver des zones saines et
des zones endommagées). De telles solutions, si elles existent, sont naturellement fortementirrégulières. D’un
point de vue mathématique, ce type de comportement peut être associé à l’absence de semi-continuité inférieure
pour la convergence faible du lagrangienL ([Francfort 93]).

a) b)

FIG. 2.9 – Dépendance du trajet de fissure à l’orientation du maillage éléments finis: le bleu correspond au
matériau sain, le rouge à la zone endommagée (tiré de [Andrieux 04b]).

Conséquences pratiques, dépendance au maillageD’un point de vue pratique, quand nous considérons le
problème discrétisé en espace par la méthode des éléments finis (décrite au paragraphe B), les conséquences
de cette inexistence de solutions régulières au problème continu (2.62) sontnombreuses : dépendances des
résultats à la taille de maille, à l’ordre des éléments finis utilisés, à l’orientation du maillage.

4Nous voyons ici l’intérêt d’introduire le critère de stabilité (2.62). En effet, les réponses obtenues par [Forest 04] sur l’exemple
traité au paragraphe 2.4.3.1 montrent que toute longueurl

end pouvait être solution. En pratique, une longueurl
end quelconque n’est

jamais observé ni expérimentalement ni numériquement : [Forest 04] a trouvé « trop » de solutions.
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La figure 2.9 présente l’exemple d’une plaque trouée soumise à une déplacement imposé sur sa frontière
supérieure, sa frontière inférieure étant bloquée verticalement. Le calcul est fait avec deux maillages différents.
La constatation la plus immédiate estla localisation de l’endommagement. Ensuite, nous pouvons voir que les
trajets des deux bandes obtenues pour chacun des maillages sont très différents. En fait, la zone endommagée
observée sur la figure 2.9 b) suit le maillage : la solution obtenue dépend de l’orientation donnée au maillage.

Ces observations numériques montrent queles résultats obtenus dépendent de l’espace d’approximation
utilisé(voir par exemple [Besson 01, Andrieux 04b]). Ainsi, s’il existe des solutions stables au problème (2.62),
les éléments finis standard ne semblent pas être une méthode numérique permettant de les approcher de manière
satisfaisante.

Bande de localisation Nous avons observé sur la figure 2.9 que l’endommagement se localisait. La zone
endommagée est appeléebande de localisation. La figure 2.9 montre que son épaisseur est d’un élément fini.
Cette solution est la plus irrégulière que peut représenter un maillage élémentsfinis. Les arguments théoriques
énoncés conduisent à penser que cette épaisseur est nulle dans le casdu problème continu.

2.4.4 Énergie dissipée par la propagation d’une bande de localisation

La localisation de l’endommagement permet de retrouver la notion de fissure.Il suffit pour cela de penser
à une fissure comme une bande de localisation dans laquelle l’endommagement est total. Ceci permet de réa-
liser un premier pont entre l’approche globale, présentée au paragraphe 2.3, et l’approche locale. L’approche
locale est cependant basée sur la définition d’une énergie dissipée parunité d’aire de fissure créée, le taux
de restitution de l’énergie critiqueGf . Cette quantité est particulièrement importante car elle est mesurable
expérimentalement. Il est alors nécessaire de se demander si l’approche locale peut retrouver cette quantité.

Énergie dissipée par la propagation d’une bande de localisation Le potentiel de dissipation dualΦ⋆ étant
égal à la vitesse de dissipation d’après l’équation (2.34), l’énergie dissipée par endommagement est donnée au
premier ordre par l’intégrale :

∆Eφ (~zt+∆t) =

∫

Ω
Φ⋆ (~zt+∆t (~x) − ~zt (~x)) dV =

∫

Ωend

Φ⋆ (~zt+∆t (~x) − ~zt (~x)) dV ≤ V end max
Ωend

[∫ t+∆t

t
φ̇ dt

]

où Ωend désigne la bande localisation etV end son volume. Ce volumeV end est nul d’après ce qui a été dit

au paragraphe 2.4.3.2. L’énergie volumiquemax
Ωend

[∫ t+∆t

t
φ̇ dt

]

étant bornée,l’énergie dissipée∆Eφ est nulle.

Autrement dit, l’utilisation d’un modèle d’endommagement conduit à prédire la ruine d’un matériausans dis-
sipation de l’énergie(voir [Andrieux 04b, Besson 04a]). Ceci est contraire à l’expérience. En particulier, la
notion de taux de restitution de l’énergie critiqueGf , décrite au paragraphe 2.3.2, ne peut être retrouvée.

Absence de longueur caractéristique L’absence d’énergie dissipée pour la propagation d’une fissure est
due à la localisation de l’endommagement dans une bande de volume nul. Cette difficulté n’existerait pas si
la localisation se faisait dans une bande d’épaisseur finie. Or, les lois de comportement décrivant les modèles
d’endommagement locaux présentées au paragraphe 2.1 n’introduisentaucune grandeur ayant la dimension
d’une longueur qui permettrait de donner une taille à la bande de localisation. L’introduction d’unelongueur
caractéristiquede la bande de localisation est donc nécessaire.

Nous présentons maintenant deux techniques classiques qui utilisent la discrétisation éléments finis pour
fournir une longueur caractéristique. Ces techniques permettent de retrouver le taux de restitution de l’énergie
critique Gf . Elles présentent l’avantage de pouvoir être utilisées sans modification du schéma de résolution
éléments finis présenté au paragraphe B.
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2.4.4.1 Taille de maille et donnée matériau

Une stratégie souvent utilisée consiste à fixer la taille de mailleh comme un paramètre matériau. D’après
ce qui précède, ceci fixe l’épaisseur de la bande de localisation (ceciest précisé au paragraphe 4.2.2.3). Une
énergiesurfaciquedissipéeGf peut alors être directement reliée à l’énergievolumiquedissipée par la relation :

(2.87) Gf = hw = h

∫ rupture

0
φ̇ dt

où w est l’énergie volumique dissipée pour un endommagement total (qui peut dépendre du trajet de charge-
ment) etφ̇ le taux de dissipation (voir [Besson 04a]).

Ordre de grandeur de la taille de maille à utiliser En traction uniaxiale, un matériau élastique parfaitement
fragile présente une perte de rigidité totale et brutale une fois la contrainte maximaleσmax atteinte. L’énergie

dissipée est l’énergie élastique maximale stockée au moment de la rupture,Ψel =
σ2

max

2E
où E est le module

d’Y OUNG du matériau. Grâce à cette énergieΨel et connaissant l’énergie de surfaceGf , il est possible de
donner par la relation (2.87) un ordre de grandeurλc de la taille de maille à utiliser :

(2.88) λc =
2EGf

σ2
max

Application à l’UO 2 Les valeurs expérimentales de la contraintes à rupture et du taux de restitution de l’éner-
gie critiqueGf conduisent à des valeurs deλc de l’ordre de40 µm.

2.4.4.2 Modèles de fissuration diffuse

Afin de pouvoir utiliser des maillages de taille variable, lesmodèles de fissuration diffuse, initiés par
[Dahlblom 90], tentent de rendre l’énergie dissipée indépendante de la taille de mailleh en l’introduisant dans
la loi de comportement. Plus précisément, si nous considérons deux tailles demaille h1 et h2, les modèles de
fissuration diffuse sont tels que :

(2.89) Gf = h1w1 = h2w2

σ

ǫIǫmax

E

σmax h = lc, γ = 0

h > lc, γ > 0

h < lc, γ < 0

FIG. 2.10 – Snap-back local si la conditionlc ≥ h n’est pas respectée.
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Application au modèle de LORENTZ Dans le cas du modèle de LORENTZ, présenté au paragraphe 2.4.1.2,
l’égalité (2.89) s’écrit :

(2.90) Gf = hk

Le coefficientγ est relié au paramètreσmax par l’équation (2.78) :

σ2
max = 2Ek

γ

1 + γ

En introduisant la longueur caractéristiqueλc donné par l’équation (2.88), nous obtenons la relations suivante :

γ =
h

λc − h

γ représentant la pente de la réponse du modèle de LORENTZ en traction uniaxiale (équation (2.79)), sa valeur
n’est correctement définie (positive) que si la taille de l’élémenth est inférieure à la longueur caractéristiqueλc.
Dans le cas contraire, le modèle présenterait un « snap-back » (retour en arrière) local (voir figure 2.10). Ceci
peut être interprété ainsi : l’énergie élastique maximale au cours du temps (obtenue au moment de l’initiation
de la fissure) contenue dans un élément fini doita minimapouvoir être dissipée par la loi de comportement
([Helfer 05d]). Ceci impose que la taille de maille à utiliser pour retrouver uneénergie de surfaceGf doit être
inférieure àλc. Nous discuterons la question des « snap-back » au paragraphe 2.4.6 àl’échelle de la structure.

Type d’éléments à utiliser L’identification (2.90) suppose en fait que l’endommagement se localise de ma-
nière homogène dans l’ensemble d’un élément, ce qui est vrai pour des éléments linéaires. Pour des éléments
quadratiques, seule une rangée de points de GAUSS s’endommage. Dans ce cas, le volume endommagé est
directement relié aux poidswi des points de GAUSSqui s’endommagent (voir le paragrapheB.2 de l’annexe B).
Dans le cas des éléments quadratiques, ces poids dépendent du point deGAUSS considéré : afin d’obtenir des
énergies dissipées indépendantes du maillage, il faut non seulement faireintervenir dans la loi de comportement
la taille des éléments, mais aussi le poids du points de GAUSS. Il est donc vivement conseillé de ne l’utiliser
qu’avec des éléments linéaires.

2.4.5 Développements récents de l’approche locale de la rupture

Pour résoudre les difficultés liées à l’inexistence de solutions régulières en endommagement local, les
développements récents de l’approche locale de la rupture ont essentiellement suivi deux voies :

– introduire dans la formulation du problème une longueur caractéristique contrôlant la largeur de la bande
de localisation ;

– considérer des approches surfaciques de la rupture.
Ces différentes méthodes nécessitent de modifier soit les éléments finis utiliséssoit l’algorithme de résolution
globale.

2.4.5.1 Approches volumiques

Nous considérons maintenant différentes solutions proposées dans la littérature qui conduisent à introduire
unelongueur caractéristiquefixant la taille de la bande de localisation de manière indépendante de la discréti-
sation éléments finis ([Babin 04]).

Régularisation non locale Les difficultés de la mécanique de l’endommagement local sont liées au compor-
tement singulier des champs de déformations et d’endommagement. Afin de contourner cette difficulté, un de
ces champs, notéa, est régularisé. Le champ régularisé est noté〈 a 〉. Deux opérateurs de régularisation sont
classiquement utilisés :

– 〈 a 〉 est obtenu par convolution spatiale du champa (voir [Peelings 02, Haidar 04]) ;
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– 〈 a 〉 est solution d’une équation aux dérivées partielles de la forme :

L2
c∇2〈 a 〉 + 〈 a 〉 = a

où∇2 est l’opérateur laplacien.
Ces opérateurs introduisent une longueur caractéristique.

La variable régularisée〈 a 〉 est alors obtenue à la place du champ initial soit dans l’énergie libre, soit dans
le potentiel de dissipation dual, soit dans les deux. Une revue critique de telles régularisations peut être trouvée
dans [Lorentz 03b] : les auteurs comparent les différentes méthodes derégularisation de la littérature suivant
trois critères :

– un problème bien posé doit rester bien posé ;
– la régularisation doit transformer un problème mal posé en un problème mieuxposé ;
– la régularisation doit être compatible avec l’inégalité de CLAUSIUS-DUHEM ;

[Lorentz 03b] montrent que peu des différentes régularisations envisageables respectent les deux premières
conditions. La troisième condition est souvent problématique car il est impossible d’assurer localement la po-
sitivité de la dissipation (elle peut cependant être assurée au niveau de lastructure).

Pénalisation des grands gradients Les difficultés de la mécanique de l’endommagement sont mathémati-
quement liées au caractère mal posé du problème de minimisation (2.62) dans unespace de fonctions régulières.
Il est possible de régulariser ce type de problèmes en ajoutant au lagrangienL à minimiser un termeL2 dont le
rôle est depénaliserles fonctions trop irrégulières ([Tikhonov 76, Castelier 95] :

Trouver~u etzi réalisant min
~u⋆∈C.A.,z⋆

i

L (~u⋆, z⋆
i ) + L2 (~u⋆, z⋆

i )

oùL2 doit être bien choisi. L’existence de solutions localisées au problème de minimisation (2.60) rend natu-
relle l’introduction d’une pénalisation des solutions variant trop rapidement.La fonctionL2 est généralement
choisie égale à :

L2 (d⋆) =
Ac

2

∫

Ω

~∇d⋆.~∇d⋆ dV

où d est la variable d’endommagement (supposée scalaire). Il est possible de montrer que cette formulation
régularise effectivement le problème de minimisation (2.60) et que les solutionsobtenues sont suffisamment
régulières (voir par exemple [Marigo 00, Andrieux 04a]).

Notons que les idées développées dans [Frémond 93, Frémond 96] permettent d’étendre cette approche.
Pour cela, les auteurs considèrent la variable d’endommagement comme unenouvelle variable cinématique
et introduisent dans le principe des travaux virtuels de nouveaux termes associés à cette variable. Il est alors
possible de réintroduire tout le cadre thermodynamique formel décrit jusqu’ici. Ces idées se retrouvent aussi
dans la formulation non locale du modèle de LORENTZ présenté au paragraphe 2.4.1.2 (voir [Lorentz 99b,
Lorentz 99a, Lorentz 03a, Lorentz 05]).

Introduction de nouvelles variables cinématiques La formulation des lois de comportement classique
ne fait pas intervenir de longueur caractéristique : en petite déformations,la cinématique se réduit àǫij =
1

2

(
∂ui

∂xj
+

∂uj

∂xi

)

dans laquelle il n’y a pas de longueurs internes. Une solution proposée dans la littérature est

l’introduction demilieux à microstructure décrits à l’aide de variables cinématiques supplémentaires. Deux
exemples classiques de milieux à microstructures sont :

1. les milieux de COSSERAT: une variables supplémentaire, interprétée comme un champ de rotations de
la microstructure est introduit (voir [Besson 01, Forest 04]) ;

2. les milieux de second gradient : la cinématique est enrichie en introduisantles dérivées secondes du
champ de déplacement ;
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Dans chacun de ces cas, une longueur caractéristique entre dans la formulation et une largeur de bande finie,
indépendante du maillage est observée. Le lecteur intéressé pourra trouver une revue bibliographique de tels
modèles dans [Maugin 04]. L’introduction de nouvelles variables cinématiques se fait généralement en leur
associant des termes supplémentaires dans le principe des travaux virtuels. Il est là encore possible de retrouver
le cadre thermodynamique formel décrit jusqu’ici. Notons que, même en élasticité, le nombre de coefficients à
identifier est notablement plus élevé que pour un matériau standard.

2.4.5.2 Approches surfaciques

Une autre voie de l’approche locale de la rupture est portée par lesmodèles de zones cohésives. Ces
modèles s’appuient sur la description faite au paragraphe (2.3.1) d’unefissure. Sa loi de comportement est une
relation évolutive entre les tractions~T et le saut du champ de déplacementJuK à cette interface (voir figure 2.3).
Fondamentalement, une zone cohésive est uneinterface endommageable.

Ce type d’approche voit son origine dans les travaux précurseurs deBARENBLATT ([Barenblatt 62]), DUG-
DALE) sur la caractérisation des champs de contraintes en pointe de fissures etHILLERBORG ([Hillerborg 76]
sur les bétons. Ces modèles ont ensuite connu un succès grandissant dans la modélisation de la décohésion, en
particulier grâce aux travaux de FRÉMOND sur l’adhésion ([Frémond 82, Frémond 87]) ou la caractérisation
de la décohésion des interfaces fibres/matrices dans les composites [Cangémi 96, Monerie 00]. Ces modèles
ont alors permis d’intégrer de manière naturelle des phénomènes surfaciques complexes (contact unilatéral,
adhésion ou endommagement de l’interface suivant le point de vue, et frottement en cisaillement). La littéra-
ture consacre un intérêt particulier au modèle de TVERGAARD, décrit dans [Tvergaard 90]. Nous utiliserons
ce modèle en annexe D pour décrire les phénomènes de sauts de solutions liés aux propagations instables de
fissures.

Modèles de zones cohésives et énergie dissipéeIl est possible de montrer (voir [Monerie 00]) que les mo-
dèles de zones cohésives permettent de conserver sous certaines hypothèses (propagation rectiligne stable de
la fissure en modeI), la notion de taux de restitution de l’énergie, offrant un pont intéressant entre modèles de
zones cohésives et mécanique de la rupture. Plus précisément, il est possible de montrer que l’énergie élastique
restituée par unité de surface est égal à l’aire sous la courbeTn (JuKn) (Tn et JuKn sont respectivement les
projections des tractions~T et du saut de déplacement sur la normale à la zone cohésive) :

(2.91) Gf =

∫ δn

0
Tn (JuKn) dJuKn

où δn est le saut de déplacement critique au delà duquel la zone cohésive ne transmet plus de contraintes.

Implantations possibles Différentes implantations ont été proposées. Elles se rangent principalement en
deux catégories :

– utilisation d’éléments surfaciques spécifiques, généralement appeléséléments cohésifs. L’implantation
de tels éléments est décrite dans [Feyel 04]. Ces éléments sont insérés entre les éléments volumiques.
Afin de décrire des situations où le trajet des fissures esta priori inconnu, ces éléments cohésifs peuvent
être mis entre tous les éléments finis (voir par exemple [Xu 95]). [Tijssens 00]montre néanmoins qu’il
est impossible d’insérer ces éléments sans engendrer de biais : les trajets de fissure dépendent donc des
maillages choisis ;

– utilisation d’éléments finis possédant des fonctions d’interpolation enrichies. En effet, la possibilité de
décrire explicitement des solutions présentant des irrégularités fortes doit se retrouver dans ces fonctions.
De nombreuses formulations ont été proposées dans la littérature ([Möes 02, Jirásek 01, de Borst 03]).

Rigidité parasite L’introduction d’éléments cohésifs entre chaque élément fini modifie la rigiditéde la struc-
ture, avant même que celle-ci ne s’endommage. Cette rigidité parasite est d’autant plus importante que le
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maillage est fin. Une solution à ce problème est d’introduire des raideurs surfaciques très importantes par rap-
port aux raideurs volumiques au niveau de zones cohésives. Cette solution peut conduire à une matrice de
raideur mal conditionnée. Cette question a motivé la recherche de formulations permettant une raideur infinie
de la zone cohésive avant son endommagement ([de Borst 03]).

2.4.5.3 La mécanique de la rupture revisitée

G. FRANCFORT et J.-J. MARIGO ont proposé une théorie de la rupture particulièrement séduisante (voir
[Marigo 00, Francfort 02]) basée sur un principe de minimum du lagrangien du système :

(Pm) min
~u C.A.

(
∫

Ω−SJ~uK

1

2
ǫto (~u) : D : ǫto (~u) dV +

∫

SJ~uK

Gf dS

)

où J~uK est une discontinuité du champ de déplacements etSJ~uK les surfaces de discontinuités. Le nombre, la
taille et l’orientation de telles surfaces sont laissés libres (contrairement aulagrangien défini par l’équation
(2.65) qui supposait l’existence d’une fissure bien définie). Cette expression peut-être généralisée pour des
structures hétérogènes et anisotropes en considérant un champ d’énergie surfaciqueGf (~x, ~n) où ~n est un
vecteur normal à la discontinuité du champ de déplacement considéré ([Marigo 00]).

Les seuls chargements considérés ici sont des déplacements imposés. Ladifficulté de cette méthode est
liée au caractère fortement irrégulier des champs de déplacements introduits. Le problème de minimum (Pm)
a cependant trouvé un certain écho chez les mathématiciens qui ont sû trouver un « bon » espace fonctionnel
dans lequel existe des solutions, donnant un sens précis au problème (Pm) (voir par exemple [Chambolle 04]).

Les possibilités de cette méthode sont particulièrement intéressantes. Ces auteurs montrent qu’elle permet,
entre autres, la description d’un réseau de fissures, l’initiation même brutaled’une fissure (apparition spontanée
d’une fissure de longueur finie) et leur bifurcation (voir [Marigo 00, Bourdin 00, Francfort 02, Bilteryst 03]).

Régularisation Naturellement, l’application numérique nécessite de régulariser le problème (Pm) par un
problème dont les solutions sont suffisamment régulières pour pouvoir être approchées par une discrétisation
éléments finis. [Bourdin 00] propose de considérer le problème régularisé suivant :

(2.92) min{

~u C.A.

d ∈ [0; 1]

(∫

Ω

1

2
(1 − d)2 ǫto (~u) : D : ǫto (~u) dV +

∫

Ω
Gf

(
d2

4 Lc
+ Lc

~∇d.~∇d

)

dV

)

dont il montre la convergence vers le problème (Pm) quand le paramètre de régularisationLc tend vers0. Le
problème régularisé a une forme extrêmement proche de celle obtenue par une approche par endommagement
non local. Le terme où apparaît le gradient~∇d de l’endommagement pénalise les champs dont le gradient est
trop fort, pénalisation analogue à celle introduite au paragraphe 2.4.5.1.

Une extension prenant en compte l’énergie de décohésionCette théorie a cependant ses limites, en particu-
lier le problème (Pm) n’introduit pas de contrainte d’initiation, conduisant à une contrainte à rupture dépendant
de la taille de la structure. Une évolution de la théorie précédente conduit à introduire une énergie de BAREN-
BLATT B (J~uK) dépendant de la discontinuité des champs de déplacementsJ~uK. Le problème d’évolution des
fissures prend alors la forme suivante ([Laverne 04]) :

min{

~u C.A.

J~uK.~n ≥ 0

(
∫

Ωi−SJ~uK

1

2
ǫto (~u) : D : ǫto (~u) dV +

∫

SJ~uK

B (J~uK) dS −
∫

Ω

~f.~u dV −
∫

∂Ω~T

~T .~u dS

)

La pente à l’origine de la relationB (J~uK) peut être reliée à une contrainte à rupture ([Laverne 04]). D’un
point de vue numérique, la résolution de ce problème de minimisation a été mise en œuvre à l’aide d’éléments
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cohésifs représentant les surfaces de discontinuité du champ de déplacement. Notons que cette formulation
par un problème de minimisation permet de contourner la difficulté associée au problème de rigidité parasite
évoqué au paragraphe 2.4.5.2.

2.4.6 Propagation instable

Nous avons introduit au paragraphe 2.3.2.2, les notions de propagationsstable et instable d’une fissure. La
description de propagations instables en quasi-statique conduit à des discontinuités importantes dans la réponse
de la structure. Nous présentons en annexe D le cas d’un barreau en traction uniaxiale contenant une zone
cohésive. Cet exemple a déjà été traité dans [Monerie 00, Monerie 01]. Cette étude montre que :

– la propagation stable d’une fissure correspond à une évolution continue de l’état d’équilibre avec le
chargement (supposé continu) ;

– la propagation instable d’une fissure correspond à une bifurcation liéeà la perte de stabilité de l’état
d’équilibre actuel. Pour une infime variation du déplacement imposé, la structure passe spontanément
et de manière discontinue de cet état d’équilibre à un autre. Ce passage conduit à une discontinuité du
champ de déplacement et des variables internes. Cette discontinuité entraînela disparition d’une partie de
l’énergie élastique emmagasinée. Cette énergie devrait être convertie en énergie cinétique qui n’est pas
prise en compte dans une description quasi-statique. Dans le contexte des zones cohésives, ce changement
brutal d’état d’équilibre a été appelésaut de solutions([Monerie 00, Monerie 01]).

Difficultés de convergence en temps L’algorithme utilisé dans les codes éléments finis est généralement
un dérivé de l’algorithme de NEWTON-RAPHSON, décrit au paragraphe B.3. Cet algorithme n’est réellement
efficace que si la solution à l’incrément suivant est proche de la solutionau temps actuel. Lors d’un saut de
solutions, les états d’équilibre avant et après le saut sont passablementéloignés, conduisant à des difficultés de
convergence très importantes. Ces difficultés peuvent conduire à la divergence de l’algorithme. Une modélisa-
tion dynamique de l’évolution de la structure fait disparaître les difficultés de convergence (voir [Feyel 04]).
Une autre solution est d’introduire une dissipation d’origine visqueuse, régularisation efficace mais qui ne per-
met pas de contrôler l’énergie dissipée ([Monerie 01]).

Nous décrirons aux paragraphes 5.1, 5.2.2.3 et 5.2.3.3 différents exemples de convergence difficile associée
à une évolution rapide de l’endommagement.

Méthodes de suivi de chargement Afin de conserver une approche quasi-statique et une réponsecontinue
de la structure, des méthodes particulières de pilotage du chargement ont été développées. Ces méthodes in-
troduisent une inconnue et une équation supplémentaires. Ces méthodes permettent en particulier de calculer
la réponse d’une structure qui présenterait des instabilités, d’originesaussi bien géométrique (flambement) que
matériau telle que celle décrite plus haut (voir [Lorentz 01, Besson 01]).

Snap-back Dans le cas d’une propagation instable, ces méthodes de pilotage conduisent à des réponses force-
déplacement présentant des rebroussements appeléssnap-back. Un exemple est traité en annexe D paragraphe
D.2

Conclusions sur l’approche locale

L’approche locale de la rupture a débuté grâce à la mécanique de l’endommagement local. Nous en avons
décrit les différentes difficultés physiques, mathématiques et numériques.Les solutions qui y ont été apportées
sont multiples. Toutes introduisent une longueur caractéristique donnantune épaisseur à la bande de locali-
sation. La manière la plus simple est d’utiliser la discrétisation éléments finis pour introduire cette longueur.
Toutes les dépendances à l’orientation du maillage subsistent cependant. Une grande prudence est donc néces-
saire pour analyser les résultats obtenus. Par ailleurs, la description de lapropagation instable de fissures en
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quasi-statique conduit à des évolutions discontinues des états d’équilibre.De telles évolutions conduisent à des
difficultés de convergence importante.

Bilan du chapitre

Cet chapitre a décrit différents aspects physiques, mathématiques et numériques associés à la description
quasi-statique de la fissuration de matériaux fragiles.

Deux approches ont été décrites :
– l’approche globale, basée sur la notion de taux de restitution de l’énergiecritique ;
– l’approche locale, basée sur la dégradation locale des propriétés de lamatière.
L’utilisation de l’approche globale a été décrite de manière synthétique. Elle fait apparaître que la fissuration

des matériaux fragiles fait intervenir l’ensemble de la structure. La propagation d’une fissure est un compromis
entre l’énergie dissipée et l’énergie restituée par la structure du fait de cette propagation. Son utilisation dans
un contexte combustible semble délicat.

L’approche locale semble plus adaptée. Cette approche regroupe un ensemble de théories. La mécanique
de l’endommagement local est la plus ancienne et la plus utilisée. Elle est souvent la seule disponible dans
les codes éléments finis. Nous l’utiliserons dans la suite de la thèse. Son utilisation conduit à des difficultés
connues :

– l’absence de solutions régulières, ce qui conduit à l’apparition de bandes de localisation et à l’absence de
dissipation d’énergie pour les modèles standard ;

– des difficultés de convergence importante lors d’une propagation instable. Ces difficultés sont liées au
passage brutal d’un état d’équilibre de la structure à un autre.

Nous nous proposons dans le chapitre suivant de décrire les différentes modélisations du crayon combustible
que nous avons utilisés au cours de la thèse.
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Objet du chapitre :

Ce chapitre est dédié à la description des différentes modélisations du crayon combustible considérées dans
ce mémoire. Le premier paragraphe décrit les apports respectifs de chacune des modélisations. Après une brève
description des hypothèses relatives au calcul thermique, les paragraphes suivants décrivent les hypothèses
mécaniques sur lesquelles reposent respectivement les modélisations1D, 2D et3D.
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3.1 Intérêt comparé des différentes modélisations du crayon combustible

La complexité du comportement des crayons combustible a conduit aux développements de nombreux
codes de calcul spécifiques. Ces différents codes se différenciententre autres par les hypothèses de modélisation
géométrique du crayon. Ces hypothèses peuvent être reliées à la dimension de l’espace utilisée pour réaliser le
calcul. Nous nous intéresserons ici aux apports des modélisations1D, 2D et3D du crayon combustible.

Description de la modélisation1D Le crayon combustible est un empilement de pastilles entourées d’une
gaine cylindrique. La modélisation1D simplifie le crayon en le divisant en tranches perpendiculairement à l’axe
du crayon, chaque tranche pouvant contenir une ou plusieurs pastilles. Dans chaque tranche, l’empilement des
pastilles est traité comme un cylindre plein et la gaine comme un tube de diamètre uniforme le long de la
tranche considérée.

Cette modélisation permet de décrire le comportementmoyend’une tranche axiale. Elle permet notamment
d’avoir accès à une déformation radiale moyenne de la gaine. Les temps de calcul que requiert la modélisation
1D sont faibles, ce qui permet de traiter l’ensemble du cœur d’un réacteur.

Description de la modélisation2D La modélisation2D décrit le comportement du crayon sur la hauteur
d’une pastille. Par rapport à la modélisation1D, elle donne accès aux déformations géométriques du crayon le
long de l’axe de symétrie, en particulier au niveau du plan médian-pastille, oùse forme le pli secondaire sur
la gaine, et des plans inter-pastilles, où se forment les plis primaires sur la gaine. Cette modélisation permet
également de décrire les évolutions géométriques de l’évidement (paragraphe 1.1.2.2).

Description de la modélisation3D L’hypothèse d’invariance par rotation faite dans les modélisations1D
et 2D est en réalité incompatible avec la fragmentation de la pastille. Ces modélisations nepermettent pas de
reproduire les variations orthoradiales des sollicitations mécaniques que la modélisation3D, qui représente un
fragment de pastille, peut décrire. Elle permet, en particulier, de prédire l’intensification des contraintes due à
l’ouverture des fissures radiales, phénomène que nous avons décritau paragraphe 1.2.3 (figure 1.8). Les temps
de calcul nécessaires font de cette modélisation essentiellement un outil de recherche.

3.2 Modélisation1D du crayon combustible

Nous rappelons ici les principales hypothèses mécaniques liées à la modélisation 1D du crayon combus-
tible. Cette modélisation est relativement classique. Nous renvoyons à [Garcia 01, Garcia 02] pour une descrip-
tion plus précise de cette modélisation.

Le crayon combustible est découpé entranches axiales. Ce découpage est illustré sur la figure 3.1. D’un
point de vue mécanique, ces tranches axiales sont couplées par :

– le calcul de la pression interne dans le crayon ;
– le bilan axial des forces.

Ce couplage entre les différentes tranches axiales permet de représenter toute la hauteur du crayon. Il est d’usage
de parler de modélisation1, 5D du crayon pour marquer cette possibilité de décrire les phénomènes intervenant
à différentes cotes axiales.

Nous allons maintenant considérer comment sont traitées chacune des tranches axiales.

3.2.1 Modélisation mécanique d’une unique tranche axiale

La modélisation mono-dimensionnelle du crayon combustible se base sur les hypothèses mécaniques sui-
vantes ([Garcia 01, Garcia 02]) :
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FIG. 3.1 – Modélisation1D du crayon combustible. a) Découpage du crayon en tranches axiales. b) Équivalence
entre un élément fini1D et une structure.

– le crayon possède unesymétrie de révolution. Ceci conduit à utiliser des coordonnées cylindriques dont
l’axe se confond avec l’axe de révolution du crayon ;

– le crayon est modélisé dans la direction axiale endéformations planes généraliséessans rotation : si nous
appelons plan horizontal un plan perpendiculaire à l’axe de révolution, cette hypothèse signifie que les
points initialement dans un même plan horizontal restent au cours du temps dansun plan horizontal.

Champs de déplacements admissiblesCes hypothèses cinématiques imposent des restrictions fortes sur les
champ de déplacement admissibles. La symétrie de révolution impose que le champde déplacementuθ et les
déformations de cisaillementǫtotrθ et ǫtotθz soient nuls. Les déformations planes généralisées imposent que les
déplacements axiaux sont uniformes dans un plan horizontal. L’absencede rotation du plan entraîne que le
termeǫtotrz est nul.

Contact entre la pastille et la gaine Le contact entre la pastille et la gaine est traité par une condition de
non interpénétration qui implique que le rayon externe de la pastille est toujours inférieur au rayon interne de
la gaine.

Solidarisation Avant contact, les déformations axialesǫtoz de la gaine et du combustible sontindépendantes.
Lors du contact entre la gaine et le combustible, une forte interaction de contact est supposée avoir lieu. Pour
le modéliser la condition supplémentaire, dite desolidarisation, est imposée :

(3.1) ∆ǫtoz
∣
∣
pastille

= ∆ǫtoz
∣
∣
gaine

où ∆ǫtoz
∣
∣
pastille

désigne la différence entre la valeur actuelle de la déformation axialeǫtoz dans le combustible
et sa valeur à l’instant du contact. Nous retrouverons une hypothèse similaire dans les modélisations2D et3D
où nous ferons l’hypothèse de lasolidarisation des plans médian.
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Représentation éléments finis L’ensemble de ces hypothèses conduisent à représenter un crayon combus-
tible par deux segments de droites représentant respectivement le combustible et la gaine.

3.3 Modélisation2D du crayon combustible

La modélisation2D du crayon combustible vise à décrire le comportement d’une pastille combustibleprise
dans l’empilement des pastilles et de la partie de gaine en vis à vis. Ces éléments sont supposés posséder une
symétrie de révolution autour de l’axe du crayon combustible qui conduit à utiliser un système de coordonnées
cylindriques (r, θ, z) où la directionz s’identifie avec l’axe de révolution.

Les conditions utilisées permettent de ne simuler qu’unemoitié de pastille. Ces conditions aux limites sont
décrites en annexe A.
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FIG. 3.2 – Domaine représentant le crayon combustible dans une modélisation2D. Les points sont indiqués en
noir, les lignes en rouge.

Représentation du crayon en2D La modélisation2D conduit à décrire la partie du crayon combustible
considérée par le domaine représenté sur la figure 3.2. Cette figure indique certains points et droites remar-
quables qui serviront à définir les conditions aux limites ainsi qu’à l’examendes résultats.

La pastille combustible étant prise dans son empilement et étant divisée en deux par symétrie, deux plans
particuliers apparaîssent, le plan médian-pastille et le plan inter-pastilles (figure 3.2).

Par hypothèse, le plan inter-pastilles est supposé rester fixe au cours du temps. Ce plan est le lieu de contact
entre la pastille considérée et sa voisine. Ces deux pastilles ne peuvent s’interpénétrer. La gaine étant continue
au niveau de ce plan, son déplacement axial y est nul.

Le plan médian-pastille décrit la frontière entre la moitié de pastille décrite et son symétrique. Afin de
décrire la dilatation de la pastille, ce plan se déplace axialement de manière uniforme. Ce déplacement uni-
forme est appelémouvement d’ensemble. Un mouvement d’ensemble similaire est possible pour l’ensemble
des points de la gaine situés dans le plan médian-pastille. Ces mouvements d’ensemble sont les pendants en2D
de la condition de déformations planes généralisées sans rotation adoptée dans une modélisation1D décrite au
paragraphe 3.2.
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Ces deux mouvements d’ensemble sont indépendants avant que le contactpastille-gaine n’ait lieu. Après
contact, ces mouvements sont liés par une condition desolidarisation des plans médianqui impose que la
différence des déplacements axiaux de la gaine et de la pastille reste constante et égale à sa valeur au moment
du contact. Par analogie avec l’équation (3.1) utilisée en1D, cette condition s’écrit :

(3.2) ∆Uz|pastille = ∆Uz|gaine

où ∆Uz|pastille désigne la différence entre la valeur actuelle du déplacement axialUz des points du combustible
au plan médian-pastille et sa valeur à l’instant du contact.

Le contact entre la pastille et la gaine est pris en compte par une condition de non-interpénétration. La
modélisation actuelle ne prend en compte ni frottement ni ancrage qui seront pris en compte dans les évolutions
ultérieures.

L’annexe A décrit les conditions aux limites qui traduisent ces hypothèseslors de la définition du problème
éléments finis.

FIG. 3.3 – Maillage utilisé pour la modélisation2D du crayon combustible.

Le maillage utilisé pour décrire le crayon combustible est représenté sur la figure 3.3.

3.4 Modélisation3D du crayon combustible

Nous décrivons ici les hypothèses de modélisation mécanique utilisées dansune modélisation3D du crayon
combustible. Ces hypothèses sont équivalentes à celles employées en2D (paragraphe 3.3). Ainsi, nous ne
décrirons que les différences existant entre ces deux modélisations.

Géométrie utilisée Une modélisation3D du fragment combustible décrit un fragment de pastille combus-
tible. Par raison de symétrie, seule une moitié de fragment est considérée. Cette géométrie est décrite sur la
figure 3.4.

Par rapport à une modélisation2D, une modélisation3D doit décrire le comportement orthoradial du
fragment et gérer son éventuel mouvement de corps rigide radial.

Comportement orthoradial de la pastille Pour cela, deux plans particuliers sont identifiés (figure 3.4 a)) :
le plan de symétrie au centre du fragment et le plan de symétrie entre le fragment considéré et le fragment
adjacent. La symétrie au centre du fragment impose que la pastille ne peut avoir de mouvement orthoradial. Au
niveau du plan séparant le fragment considéré et le fragment adjacent, une condition de non-interpénétration de
ces fragments est imposée.
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FIG. 3.4 – a) Domaine représentant le crayon combustible dans une modélisation3D. Les points sont nommés
en noir, les lignes sont nommées en rouge. b) Maillage utilisé

Mouvement de corps rigide axial de la pastille Le fragment de pastille aa priori la liberté de se déplacer
en bloc radialement. Ce mouvement de corps rigide ne peut être décrit dansune approche quasi-statique. Pour
contourner cette difficulté, le pointp1 de la figure 3.4 est lié à l’axe de symétrie par une raideur radiale.

Traitement du frottement Le frottement entre le fragment et la gaine est modélisé par un modèle de COU-
LOMB. Le coefficient de frottement est choisi égal à0, 47 ([Brochard 01]). L’influence de ce coefficient sur le
comportement du crayon combustible a été étudiée par B. Michel et coll. ([Michel 05]).

Maillage utilisé Le maillage utilisé pour décrire le fragment est donné sur la figure 3.4 b).

Bilan du chapitre

Ce chapitre a décrit les différentes modélisations du crayon combustible utilisées dans ce mémoire. Pour
chacune des ces modélisations, le chapitre suivant présente les différents modèles qui ont été implantés au cours
de la thèse pour décrire le comportement du combustible.
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M ODÈLES DE COMPORTEMENT

MÉCANIQUE DU COMBUSTIBLE

Objet du chapitre :

Ce chapitre décrit les différents modèles de comportement du combustible utilisés dans ce mémoire.

Un intérêt particulier est apporté au modèle MEFISTO que nous utiliserons dans le cas des modélisations
1D et2D du crayon combustible.

Nous décrivons également le modèle de plasticité utilisé en3D pour décrire les effets de la fissuration du
combustible. Un modèle d’endommagement destiné à remplacer ce modèle de plasticité est ensuite présenté.

Le chapitre se termine par la description des lois de comportements viscoplastiques du combustible et du
modèle de délocalisation/relocalisation utilisé en1D.
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4.1 Le modèle d’endommagement MEFISTO

Le modèle d’endommagement MEFISTO est issu de la partie thermomécanique ducode mono-dimensionnel
METEOR que nous avons présenté au paragraphe 1.3.3.1. Ce code, etpar voie de conséquence ce modèle, ont
été validés par la simulation de nombreux crayons expérimentaux ([Garcia 02]). Nous avons repris ce modèle
dans ce mémoire et notre travail a porté sur trois points :

– offrir une compréhension de ce modèle, initialement formulé de manièread hoc, en particulier pour son
modèle de guérison, en l’inscrivant dans le cadre théorique des modèlesendommageables formulé au
chapitre 2 ;

– l’adapter à une modélisation2D du crayon combustible ;
– en proposer une implantation efficace pour son intégration dans les codes combustibles ALCYONE1D

et ALCYONE2D.
Ce dernier point n’est pas développé dans la suite de ce mémoire. L’algorithme numérique utilisé pour intégrer
le modèle est cependant décrit en annexe C au paragraphe C.2.

4.1.1 Présentation du modèle d’endommagement MEFISTO en1D

Nous présentons ici le modèle d’endommagement MEFISTO. La guérison oula refermeture des fissures
sera abordée plus loin au paragraphe 4.1.1.4.

Variables d’endommagement Etat de fissuration Représentation schématique
dθ = 0 etdz = 0 Non fissuré

dθ = 1 etdz = 0 Fissuré enθ, fissure radiale

dθ = 0 etdz = 1 Fissuré enz, fissure axiale

dθ = 1 etdz = 1 Fissuré enθ et z, fissure radiale et
axiale

+

TAB . 4.1 – États de fissuration considérés par le modèle MEFISTO. Correspondance entre les valeurs des
variables d’endommagement et l’état de fissuration du matériau.

États de fissuration pris en compte Nous avons décrit sur la figure 1.5 le réseau de fissure apparaissant
dans la pastille au cours de l’irradiation. Le modèle MEFISTO assigne en chaque point de structure un état
de fissuration pour chaque type de fissure. Parmi l’ensemble des états defissuration possibles, le modèle en
considère quatre, décrits dans le tableau 4.1 :

– l’état non fissuré,
– l’état fissuré enθ (présence d’une fissureradiale) ;
– l’état fissuré enz (présence d’une fissureaxiale) ;
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– l’état fissuré enθ et enz ;
L’état de fissuration circonférentielle n’est pas pris en compte par le modèle. Il est en effet généralement admis
que ces fissures apparaissent lors du retour à puissance nulle (retour à froid), ce que confirme les modélisations
1D et2D, et qu’elles non pas d’impact sur le comportement du crayon combustible.
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~eθ

~er

~ez

P
i

FIG. 4.1 – Vue idéalisée d’une pastille combustible fragmentée radialement.

Hypothèses sur les effets de la fissurationConsidérons la figure 4.1 représentant une vue idéalisée d’un
fragment de la pastille combustible formé par deux fissures radiales. Nous savons que sur les bords du fragment
la contrainte orthoradialeσθ est égale à l’opposée de la pression internePi. L’hypothèse faite par le modèle de
fissuration MEFISTO est que la dépendance vis à vis deθ (dans le fragment) de la contrainte orthoradiale est
faible. Nous posons ainsi :

(4.1) σθ (θ, r) ≈ σθ (r) = −Pi si le point d’abscisser est « fissuré » radialement

De la même manière le modèle suppose que si une fissure axiale apparaît, l’invariance par translation le long
de l’axeOz n’est pas perdue. La contrainte axiale est alors telle que :

(4.2) σz (z, r) ≈ σz (r) = −Pi si le point d’abscisser est « fissuré » axialement

Ces hypothèses étant faites, il reste à préciser de quelle manière le tenseur élastique est affecté par la présence
de fissures.

4.1.1.1 Effets des fissures sur le tenseur d’élasticité

Une hypothèse forte du modèle MEFISTO est que les hypothèses de déplacements plans généralisés sans
rotation et d’axisymétrie restent valides en présence de fissures. Cette hypothèse permet de trouver un tenseur
d’élasticité effectif dans chacun des états de fissuration considérés.

Représentation des tenseurs en1D Les hypothèses mécaniques utilisées en1D imposent que les déforma-
tions totalesǫto soient diagonales dans le repère associé aux coordonnées cylindriques. Il en va de même pour
les contraintesσ. Avec ces hypothèses, les tenseurs considérés dans la suite peuventêtre représentés sous la
forme de vecteurs à trois dimensions. Ainsi les déformations totalesǫto et les contraintesσ, peuvent s’écrire
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sous la forme suivante :

ǫto =





ǫtor
ǫtoθ
ǫtoz



 =








dur

dr
ur

r
C








σ =





σr

σθ

σz





où C désigne une quantité uniforme dans un plan horizontal, issue de l’hypothèse de déformations planes gé-
néralisées. Cette constante est déterminée par l’équilibre axial des forces. Dans cette représentation vectorielle,
le tenseur d’élasticité est représenté par une matrice carrée à9 composantes.

Tenseur d’élasticité dans un état non fissuré La loi de HOOKE relie le tenseur des contraintesσ au tenseur
des déformations élastiquesǫel , défini d’après l’équation de partition des déformations (2.1) par :

ǫel = ǫto − ǫvis − ǫth

où ǫth est la dilatation thermique du combustible.

Elle s’écrit pour un matériau isotrope (paragraphe 2.1.2.1, équations (2.19) et (2.22)) :

(4.3)





σr

σθ

σz



 =
E

(1 + ν)(1 − 2ν)





1 − ν ν ν
ν 1 − ν ν
ν ν 1 − ν









ǫel
r

ǫel
θ

ǫel
z





Tenseur d’élasticité dans un état fissuré enθ Considérons l’état fissuré enθ. La contrainteσθ étant égale
à l’opposée de la pression interne,−Pi, l’inversion de l’équation (4.3) permet d’écrireσr et σz comme une
fonction des déformations élastiquesǫel

r et ǫel
z :







σr =
E

(1 + ν)(1 − ν)

(

ǫel
r + νǫel

z

)

− ν

1 − ν
Pi

σz =
E

(1 + ν)(1 − ν)

(

ǫel
z + νǫel

r

)

− ν

1 − ν
Pi

Ces deux équations permettent d’écrire la loi d’état (4.3) à l’aide d’un tenseur d’élasticité effectif et un
terme supplémentaire traduisant l’effet de la pression interne :

(4.4)





σr

σθ

σz



 =
E

(1 + ν)(1 − ν)





1 0 ν
0 0 0
ν 0 1









ǫel
r

ǫel
θ

ǫel
z





︸ ︷︷ ︸

HOOKE modifiée

− ν

1 − ν
Pi






1
1 − ν

ν
1






︸ ︷︷ ︸

terme supplémentaire

Tenseur d’élasticité dans un état fissuré enz La présence d’une fissure enz se déduit du cas précédent en
intervertissant les directionsθ etz :

(4.5)





σr

σθ

σz



 =
E

(1 + ν)(1 − ν)





1 ν 0
ν 1 0
0 0 0









ǫel
r

ǫel
θ

ǫel
z



− ν

1 − ν
Pi






1
1

1 − ν

ν






Tenseur d’élasticité dans un état fissuré enθ et enz Enfin, dans un état où il y a présence d’une fissure en
θ et enz, nous imposons les valeurs deσθ etσz, ce qui conduit toujours à une loi de HOOKE modifiée, donnée
par :

(4.6)





σr

σθ

σz



 = E





1 0 0
0 0 0
0 0 0









ǫel
r

ǫel
θ

ǫel
z



− Pi





2ν
1
1




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Expression de la loi de HOOKE dans les différents états de fissuration Quel que soit l’état de fissuration,
les équations (4.3), (4.4), (4.5) et (4.6) montrent que le modèle MEFISTO conduit à écrire la loi de HOOKE

sous la forme générale suivante :

(4.7) σ = D
α
: ǫel + σP.I.

α

où α est un indice indiquant l’état de fissuration. Le vecteur supplémentaireσP.I.
α est présent pour prendre en

compte l’effet de la pression du gaz présent dans le crayon. Il est analogue à la pression exercée par un fluide
contenu dans milieu poreux ([Coussy 91]).

4.1.1.2 Écriture du modèle dans un cadre thermodynamique

Nous nous proposons maintenant d’écrire le modèle MEFISTO sous une forme compatible avec les prin-
cipes thermodynamiques énoncés au paragraphe 2.1.

Introduction de variables d’endommagement Nous introduisonsdeux variables d’endommagementsuivant
les directionsθ et z : ces variables sont notéedθ et dz. Le tableau 4.1 résume la correspondance existant entre
les valeurs des variables d’endommagement et l’état de fissuration du matériau.

La dépendance de la matrice d’élasticité aux variables d’endommagement estchoisie de la manière la plus
simple possible : une forme bilinéaire des variables d’endommagementdθ et dz. La matrice d’élasticité est
alors donnée par :

(4.8) D (dθ, dz) = D(1 − dθ)(1 − dz) + D
θ
dθ(1 − dz) + D

z
(1 − dθ)dz + D

θz
dθdz

où les expressions des tenseurs d’élasticitéD, D
θ
, D

z
et D

θz
sont données respectivement par les équations

(4.3), (4.4), (4.5) et (4.6).

Le vecteur des contraintes supplémentaires est donc donné par :

(4.9) σP.I. (dθ, dz) = σP.I.
θ dθ(1 − dz) + σP.I.

z dz(1 − dθ) + σP.I.
θz dθdz

où les expressions des tenseursσP.I.
θ , σP.I.

z et σP.I.
θz sont données respectivement par les équations (4.3), (4.4),

(4.5) et (4.6).

Nous montrerons au paragraphe suivant qu’une définition légèrementdifférente du vecteur des contraintes
supplémentaires est nécessaire pour assurer la continuité des contraintes en guérison.

Compatibilité du modèle avec les principes de la thermodynamique En l’absence depression internePi,
la loi de comportement dérive de l’énergie libre suivante (voir équation (2.15)) :

(4.10) ρΨ =
1

2

(
ǫto − ǫvis

)
: D (dθ, dz) :

(
ǫto − ǫvis

)

D’après l’équation (2.7), l’inégalité de CLAUSIUS-DUHEM s’écrit :

(4.11) σ : ǫ̇vis + Ydθ
ḋθ + Ydz

ḋz ≥ 0

où Ydθ
et Ydz

sont l’opposée des forces thermodynamiques associées aux variablesd’endommagementdθ et
dz. Ydθ

etYdz
sont égaux à :

(4.12)







Ydθ
= −ρ

∂Ψ

∂dθ
= −1

2

(
ǫto − ǫvis

)
:

∂D

∂dθ
:
(
ǫto − ǫvis

)

Ydz
= −ρ

∂Ψ

∂dz
= −1

2

(
ǫto − ǫvis

)
:

∂D

∂dz
:
(
ǫto − ǫvis

)
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Nous supposons que l’endommagement et la viscoplasticité sont noncouplés. En n’envisageant pas de
guérison des fissures,̇dθ et ḋz sont positifs. Afin de satisfaire l’inégalité de CLAUSIUS-DUHEM (équation
(2.7)), il suffit d’imposer indépendamment les inégalités suivantes :

(4.13) σ : ǫ̇vis ≥ 0 Ydθ
≥ 0 Ydz

≥ 0

Les deux dernières inégalités reviennent à imposer que les tenseurs
∂D

∂dθ
et

∂D

∂dz
soient négatifs, ou, de manière

équivalente, que leurs valeurs propres soient négatives.

La figure 4.2 montre l’évolution de deux des trois valeurs propres de
1

E

∂D

∂dz
(qui ne dépendent que dedθ

d’après l’équation (4.8)) pourdθ variant dans l’intervalle[0, 1], la troisième valeur propre étant toujours nulle.

Ces deux valeurs propres sont effectivement négatives. Le même résultat est naturellement valable pour
1

E

∂D

∂dθ
par symétrie entredθ etdz.

-2,5

-2

-1,5

-1

-0,5

0

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
dθ

1ère valeur propre
2de valeur propre (× 10)

FIG. 4.2 – Evolution des valeurs propres de1
E

∂D
∂dz

en fonction dedθ. L’une des trois valeurs propres est nulle
pour toute valeur dedθ.

Le modèle d’endommagement MEFISTO est donc compatible avec le second principe de la thermodyna-
mique pour toute évolutioncroissantedes variables d’endommagement.

4.1.1.3 Évolution de l’endommagement

Nous devons maintenant préciser comment évolue l’endommagement dans lesdifférentes directions. Pour
des raisons techniques décrites plus loin, cette évolution est différente suivant les implantations du modèle dans
le codeCAST3M ou ZEBULON.

Évolution de l’endommagement sous CAST3M Le modèle MEFISTO utilisé dans METEOR propose une
évolutiondiscontinuede l’endommagement dès que la contrainte principale dépasse la valeur de la contrainte
à ruptureσmax . Cette évolution a été conservée dansCAST3M. Cette évolution s’écrit :

(4.14)

{

si σθ > σmax , dθ passe à1 etσθ passe à− Pi

si σz > σmax , dz passe à1 etσz passe à− Pi

http://www-cast3m.cea.fr/cast3m/index.jsp
http://www-cast3m.cea.fr/cast3m/index.jsp
http://www-cast3m.cea.fr/cast3m/index.jsp
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L’implantation du modèle MEFISTO couplé aux lois viscoplastiques du combustibleest décrite en annexe C
au paragraphe (C.2). Cette implantation est utilisée au sein respectivement des applications ALCYONE1D et
ALCYONE2D du projet PLEIADES.

Évolution de l’endommagement sous ZEBUL ON L’implantation du modèle MEFISTO dans le codeZEBULON
nous a obligé à modifier la loi d’évolution de l’endommagement. En effet, l’outil proposé parZEBULON, le
Zebfront, décrit au paragraphe 2.1.4.3) ne permet pas d’évolutions discontinues de la loi de comportement,
telle que l’évolution proposé par le critère 4.14. Alors que ce critère était formulé en contrainte, nous avons
dû utiliser un critère endéformationpour paramétrer l’évolution de l’endommagement. Dans la directionθ, en
chargement monotone croissant, l’évolution de l’endommagement prend la forme :

(4.15) dθ =
1

2

(

1 + th

(

ǫel
θ − ǫR

∆ǫ

))

Le paramètreǫR doit être relié à la contrainte à ruptureσmax . Nous avons fait le choix d’identifier ce paramètre
sur une courbe de traction uniaxiale. Ceci nous a conduit à poser :

(4.16) σmax = EǫR

où E est le module d’YOUNG du dioxyde d’uranium. Le paramètre∆ǫ est un paramètre numérique rendant
la pente adoucissante plus ou moins forte. Afin de rendre l’évolution irréversible et pouvoir considérer des
chargements non nécessairement croissants,ǫel

θ est remplacé par sa valeur maximale au cours du temps dans
l’expression (4.15). L’évolution de l’endommagement axial suit une loi similaire. L’évolution des contraintes
est donccontinue. Cette implantation a servi aux calculs de ce chapitre et a été utilisée pour étudier les réponses
des modèles sur des cas d’études simples présentés aux paragraphes 5.1 et 5.2. Notons deux choses sur cette
implantation :

– bien que très différents, les critères (4.14) et (4.15) conduisent à des résultats proches ([Helfer 05c]) ;
– le critère (4.15) pose une difficulté importante. Il est incompatible avec le critère de refermeture des

fissures proposé dans le modèle MEFISTO, décrit au paragraphe 4.1.1.4 ([Helfer 05a]). De fait, cette
implantation n’a été utilisée que pour des cas où la guérison n’intervenait pas.

4.1.1.4 Refermeture et guérison des fissures

Le modèle MEFISTO décrit l’apparition de fissures radiales et axiales. Ces fissures peuvent se refermer au
cours de l’irradiation. En particulier les fissures radiales, qui sont associées à la fragmentation de la pastille,
jouent un rôle important sur le comportement de la pastille ([Retel 02]).

Décrire la refermeture des fissures radiales revient à décrire le contact entre les fragments de la pastille
et nécessitea priori d’avoir une information sur le déplacement orthoradial des bords de fragments. Or, par
nature, un calcul1D ne peut fournir ce type d’information sans hypothèses supplémentaires.Une démarche
intéressante a été proposée dans [Masson 05]. Elle consiste à enrichir lamodélisation1D par un critère de
refermeture déduit de calcul2D.

Dans le modèle MEFISTO, la solution retenue a été de formuler un critère localad hocde refermeture au
niveau de la loi de comportement ([Garcia 02]). La présentation de ce critère se fait en trois étapes :

– la présentation du critère de guérison dans sa forme originale ;
– une modification du critère pour assurer la continuité des contraintes au moment de la refermeture des

fissures ;
– une interprétation du critère qui éclaire sa signification.

Ces étapes permettent de faire le lien entre la formulation originale du modèle MEFISTO et la version que nous
en proposons ici.
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Introduction d’une déformation de fissuration Afin de formuler son critère de guérison, le modèle de
MEFISTO introduit unedéformation de fissuration fictiveǫfis définie par :

(4.17) σ = D :
(

ǫel − ǫfis
)

= D (dθ, dz) : ǫel + σP.I. (dθ, dz)

où D est le tenseur d’élasticité initial,D (dθ, dz) le tenseur d’élasticité endommagé etσP.I. (dθ, dz) un terme
ad hocpermettant de décrire l’effet de la pression internePi sur les lèvres de la fissure (équations (4.4), (4.5),
(4.6), (4.7), (4.8) et (4.9)). Le tenseur des déformations élastiquesǫel se déduit des déformations totales et
élastiques par l’équation de partition des déformations (2.1).

Afin de préciser le sens physique de la déformation de fissuration, nous pouvons définir une déformation
élastique « équivalente »ǫeleq définie par :

(4.18) ǫeleq = ǫel − ǫfis = ǫto − ǫvis − ǫfis

Cette dernière équation est formellement identique à la définition du tenseur d’élasticité en présence d’un
nouveau mécanisme de déformation, d’autant que par construction, la déformation élastique « équivalente »
est telle que la loi de HOOKE non endommagée est vérifiée :

(4.19) σ = D : ǫeleq

La déformation élastique équivalente est donc celle qu’aurait le matériau sain dans un même état de contrainte.
La déformation de fissuration s’interprète alors comme la différence entre ladéformation élastique et la défor-
mation élastique « équivalente ». Cette déformation est nulle si le matériau n’estpas fissuré. L’équation (4.17)
permet de donner une expression explicite de la déformation de fissuration:

(4.20) ǫfis =
(
I − D

−1
D (dθ, dz)

)
: ǫel − D

−1 : σP.I. (dθ, dz)

Critère de refermeture des fissures La déformation de fissurationǫfis permet de formuler un critère de
refermeture des fissures. Supposons que le combustible soit fissuré radialement (resp. axialement), le critère de
refermeture de fissure suppose que si la composanteǫfis

θ (resp.ǫfis
z ) du tenseur des déformations de fissuration

devient négative, alors les propriétés élastiques dans cette direction sont restaurées. Le critère de refermeture
s’exprime alors ainsi :

(4.21) ǫfis
θ ≤ 0 ⇒ refermeture de la fissure

Dans le cas d’une fissure radiale, nous pouvons avoir les évolutions suivantes :
– si le combustible est, au moment de la refermeture, fissuré radialement et axialement, le combustible

passe à l’état fissuré axialement ;
– si le combustible est, au moment de la refermeture, fissuré uniquement radialement, le combustible re-

trouve ses propriétés élastiques non endommagées ;

Continuité de la relation contrainte-déformation Sous cette forme, le critère de guérison conduit à desdis-
continuitésde la relation entre les contraintes et les déformations. Une telle discontinuité n’est pas acceptable
au vu de ce que nous avons présenté au paragraphe 2.4.2. Nous avons montré ([Helfer 05a]) que ces discon-
tinuités sont liées à la prise en compte du termeσP.I. (dθ, dz) dans l’équation (4.17). Nous allons maintenant
modifier le critère de refermeture précédent afin de garantir cette continuité.

Une nouvelle définition de la déformation de fissuration Changeons la définition (4.17) de la déformation
de fissuration par celle-ci :

(4.22) σ − σP.I. (dθ, dz) = D :
(

ǫel − ǫfis
)

= D (dθ, dz) : ǫel
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de sorte qu’une définition explicite de la déformation de fissuration est :

(4.23) ǫfis =
(
I − D

−1
D (dθ, dz)

)
: ǫel

Nous avons montré ([Helfer 05a]) que les transitions entre les différentsétats de fissuration sont continues
au sens suivant :

(
σ − σP.I. (dθ, dz)

)∣
∣
avant=

(
σ − σP.I. (dθ, dz)

)∣
∣
après⇒ ∆σ = ∆σP.I. (dθ, dz)

où∆x exprime la discontinuité dex au cours d’une transition.

Cette expression montre que le critère de refermeture introduit par MEFISTO peut être modifié de ma-
nière à rendrecontinuel’évolution des contraintes. Pour ce faire, nous devons utiliser la définition(4.22) des
déformations de fissuration et définir le termeσP.I. associé à l’action de la pression interne ainsi :

(4.24) σP.I. = −Pi max
τ≤t

(
σP.I.

θ dθ (τ) (1 − dz (τ)) + σP.I.
z dz (τ) (1 − dθ (τ)) + σP.I.

θz dθ (τ) dz (τ)
)

Nous pouvons interpréter la définition (4.24) ainsi : la contrainteσP.I. devient la contrainte deréférencedu
matériau qui a été fissuré une fois au cours de son histoire.

État d’arrivée
Non fissuré Fissuré enθ Fissuré enz

État de départ

Fissuré enθ ǫfis
θ = (1 − ν) ǫel

θ + ν
(
ǫel
r + ǫel

z

)

Fissuré enz ǫfis
z = (1 − ν) ǫel

z + ν
(
ǫel
r + ǫel

θ

)

Fissuré enθ etz ǫfis
z = ǫel

z + νǫel
r ǫfis

θ = ǫel
θ + νǫel

r

TAB . 4.2 – Critères de refermeture entre les différents états de fissuration.

Interprétation du critère de refermeture proposé Le critère de refermeture du modèle (équation (4.21))
repose sur la déformation de fissurationǫfis dont nous allons donner une interprétation. En comparant les
expressions des matrices d’élasticité données dans les équations (4.3), (4.4), (4.5) et (4.6) dans les différents
états de fissuration, et les expressions des composantes du tenseur de fissurationǫfis données dans le tableau
4.2, nous pouvons écrire :

σθ|non fissuré− σP.I.
θ =

E

(1 − 2ν) (1 + ν)

(

(1 − ν) ǫel
θ + νǫel

r + ǫel
z

)

=
E

(1 − 2ν) (1 + ν)
ǫfis
θ

∣
∣
∣
fissuré enθ

σz|non fissuré− σP.I.
z =

E

(1 − 2ν) (1 + ν)

(

(1 − ν) ǫel
z + νǫel

r + ǫel
θ

)

=
E

(1 − 2ν) (1 + ν)
ǫfis
z

∣
∣
∣
fissuré enz

σθ|fissuré enz − σP.I.
θ =

E

(1 + ν) (1 − ν)

(

ǫel
r + νǫel

θ

)

=
E

(1 + ν) (1 − ν)
ǫfis
θ

∣
∣
∣
fissuré enθ etz

σz|fissuré enθ − σP.I.
z =

E

(1 + ν) (1 − ν)

(

ǫel
r + νǫel

z

)

=
E

(1 + ν) (1 − ν)
ǫfis
z

∣
∣
∣
fissuré enθ etz

Nous voyons que la déformation de fissuration est en fait égale, à un coefficient multiplicatif près, à une
contrainte calculée à l’aide du tenseur élastique dans « l’état d’arrivée ». Nous pouvons exprimer le critère
de guérison (4.21) ainsi :

ǫfis
θ ≤ 0 ⇔

(
σθ − σP.I.

θ

)

arrivée≤ 0

ǫfis
z ≤ 0 ⇔

(
σz − σP.I.

z

)

arrivée≤ 0

Fondamentalement, le critère de guérison introduit dans MEFISTO est un critère encontraintes. Cette
identification est essentielle pour comprendre la cohérence du modèle MEFISTO : le modèle est explicitement
formulé en contraintes pour l’ouverture des fissures et implicitement, via la déformation de fissuration, pour
leur refermeture.

L’intérêt pratique des expressions données dans le tableau 4.2 est de ne plus avoir à calculer de déformation
de fissuration explicitement. Celle-ci étant une fonction simple des déformations élastiques, plus simple que ce
que l’expression (4.22) laissait entrevoir, il n’est plus nécessaire deles conserver en tant que variables internes
du modèle.
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Guérison des fissures En réacteur, il est observé une guérison des fissures. Pour en rendre compte, le modèle
MEFISTO considère que toute fissure refermée est instantanément guérie : si le critère de refermeture des
fissures est vérifié, la variable d’endommagement associé à cette fissureest remise à0. Dans la suite, le modèle
MEFISTO décrira toujours cette guérison.

4.1.1.5 Essai de traction uniaxiale

Nous proposons de caractériser la réponse du modèle MEFISTO sur unessai de traction uniaxiale suivie
d’une compression uniaxiale. Cet essai a été décrit en paragraphe 2.1.2.1, figure 2.1 et permet à la fois de se
familiariser avec le comportement de ce modèle mais aussi de valider son implantation.
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FIG. 4.3 – Réponse du modèle MEFISTO à une traction uniaxiale dans la direction axiale suivie d’une com-
pression.

L’axe de traction est ici identifié à l’axeOz. L’essai est donc piloté en imposant un déplacement axialuz.
Le modèle d’endommagement MEFISTO étant indépendant du temps, la vitessede chargement n’influe pas
sur sa réponse. Nous ne préciserons donc pas l’historique du chargement.

La contrainte à ruptureσmax , utilisée dans le critère d’endommagement (4.14), a été choisie égal à150 MPa.
Le module d’YOUNG du matériau est choisi égal à150 GPa de sorte que la rupture intervient pour une défor-
mation imposée égale à10−3. Une pression internePi fictive de20 MPa est fournie en entrée du modèle. La
déformation axiale est d’abord imposée positive jusqu’à une valeur de2.10−3 puis est imposée compressive
jusqu’à une valeur de−2.10−3.

La figure 4.3 montre la réponse du matériau, caractérisée par la valeur de lacontrainteσz en fonction de
la déformation axialeǫtoz , obtenue avec le codeCAST3M. Cette figure montre de plus la réponse obtenue par
un calcul élastique. Cette réponse est une droite de pente le module d’YOUNG d’après l’équation (2.20). Les
valeurs de la contrainte maximaleσmax et de l’opposée de la pression internePi sont aussi indiquées.

La réponse du matériau est dans un premier temps élastique. Une fois la contrainte égale à la contrainte à
ruptureσmax , la contrainte passe alors à la valeur de la pression interne conformément àl’évolution donnée par
l’équation 4.14. La contrainte reste constante jusqu’à ce que la déformationtotale imposéeǫtoz soit à nouveau
nulle. L’expression du critère de guérison (4.21) montre qu’à ce moment les propriétés élastiques du matériau
sont restaurées. Les contraintes diminuent suivant une droite parallèleà la réponse élastique. Ceci est dû à la
présence du termeσP.I. qui n’évolue plus d’après l’équation (4.24).

Nous n’avons pas représenté la réponse du barreau à une nouvelle déformation en traction afin de ne pas
surcharger la figure 4.3. Cette réponse serait tout d’abord une droitedans la continuité de la réponse en com-

http://www-cast3m.cea.fr/cast3m/index.jsp
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pression puis une nouvelle rupture une fois la contrainteσmax atteinte.

4.1.2 Extension du modèle d’endommagement MEFISTO en2D

Nous discutons ici de l’extension du modèle d’endommagement MEFISTO en2D. Cette extension se fait
de manière similaire à ce qui a été présenté au paragraphe précédent lorsde la formulation du modèle initial.

4.1.2.1 Effet de l’endommagement, anisotropie élastique induite

Le modèleM EFISTO, rend compte de la relaxation des contraintes induites par l’apparition de fissures
axiales et radiales (voir figure 1.5). Cette relaxation est décrite par une anisotropie élastique induite par la
présence de fissures. Nous décrivons ici comment est construite l’extension de ce modèle à une modélisation
2D.

Représentation des tenseurs en2D La symétrie de révolution impose que la directionθ soit une direction
principale des différents tenseurs considérés. Les termes de cisaillementǫelrθ et ǫelθz du tenseur élastiqueǫel sont
donc nuls. De même, les termes de cisaillementσrθ etσθz du tenseur des contraintesσ sont nuls.

Les tenseurs sont représentés sous forme vectorielle. La nullité des termes de cisaillement permet de repré-
senter un tenseur par un vecteur à4 composantes. Les déformations élastiquesǫel et les contraintesσ seront
donc représentées par les vecteurs suivants :

ǫel =







ǫel
r

ǫel
θ

ǫel
z√

2 ǫel
rz







σ =







σr

σθ

σz√
2 σrz







Le facteur
√

2 est un choix pratique qui simplifie l’implantation du modèle. La même convention permet
d’écrire le tenseur des contraintesσ. Dans cette représentation, la relation de HOOKE peut être décrite par
une matrice carrée à16 composantes.

Hypothèse sur l’endommagement axial Nous prenons l’hypothèse qu’une fissure dans le plan(r, z) ne peut
se faire que parallèlement à la direction radiale. Cette hypothèse simplifie l’implantation du modèle et semble
légitime au vue des observations expérimentales, au moins en première approximation. Une modélisation plus
rigoureuse conduirait à utiliser les repères de contraintes principales pour déterminer les directions de rupture.

Effet d’une fissure axiale Nous supposons qu’une fissure axiale ne peut pas transmettre de contrainte de
cisaillement. Ainsi, la contrainte de cisaillementσrz est nulle en présence d’une fissure axiale :

σrz = 0

Tenseurs d’élasticité En reprenant la méthode décrite au paragraphe4.1.1.1, cette condition permet d’obtenir
les tenseurs élastiques représentant chacun des états de fissuration. Ces tenseurs d’élasticité sont donnés au
tableau 4.3.

Guérison des fissures L’évolution de l’endommagement proposé demanderait de changer le critère (4.21)
utilisé pour refermer les fissures. Nous montrerons au chapitre 5, où l’extension en2D du modèle MEFISTO
sera discutée en détails, qu’il est préférable de ne pas tenir compte de l’endommagement axial. Dans le cas où
seul l’endommagent orthoradial est décrit, le critère de guérison est parfaitement valide. Cette solution a été
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E

(1 + ν)(1 − 2ν)







1 − ν ν ν 0
ν 1 − ν ν 0
ν ν 1 − ν 0
0 0 0 1 − 2ν







E

(1 + ν)(1 − ν)







1 0 ν 0
0 0 0 0
ν 0 1 0
0 0 0 1 − ν







Matériau sain Fissuré enθ (dθ = 1)

E

(1 + ν)(1 − ν)







1 ν 0 0
ν 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0







E







1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0







Fissuré enz (dz = 1) Fissuré enθ etz (dθ = 1 etdz = 1)

TAB . 4.3 – Tenseurs d’élasticité dans les différents états fissurés utilisés pourdécrire la fissuration du combus-
tible en2D.

retenue pour l’utilisation du modèle dans le code ALCYONE dont nous nous servirons pour simuler le cas d’un
crayon expérimental au chapitre 6.

4.2 Modèles de comportement pour la modélisation3D

La modélisation3D, décrite au paragraphe 3.4, considère un fragment de combustible. Cettefragmentation
a priori permet de prendre en compte l’apparition d’un réseau de fissures traversantes dans la pastille au cours
de la première montée en puissance. Les contraintes dans la pastille sont alors nettement inférieures à celles
obtenues sur une pastille intègre et les déformations géométriques de la pastille, telles que sa mise en diabolo,
sont importantes.

Il est cependant nécessaire de prendre en compte le réseau de fissuration secondaire pour pouvoir décrire
de manière réaliste le comportement du crayon. Le principal effet de ce réseau de fissuration est de limiter les
valeurs des contraintes. Pour ce faire, il est d’usage d’utiliser un modèle de plasticité instantanée que nous pré-
senterons au paragraphe suivant. L’emploi de ce modèle est justifié pardes résultats satisfaisants qui permettent
de rendre compte de nombreux résultats expérimentaux. Nous verrons cependant lors de l’analyse du crayon
I04-4 au chapitre 6 que ce modèle possède des aspects physiquement insatisfaisants. L’objet du paragraphe
4.2.2 est de proposer un modèle d’endommagement permettant de prendre en compte de manière plus réaliste
le comportement fragile du combustible.

4.2.1 Le modèle de seuillage des contraintes par écoulementplastique

Afin de retrouver des résultats de simulation convenables, il est apparu nécessaire de prendre en compte
en première approximation le caractère fragile du combustible. De manière plusprécise, les contraintes dans
la pastille doivent être seuillées. Une solutionad hocconsiste à utiliser un modèle de plasticité instantanée
isotrope pour décrire le combustible.

Les modèles de plasticité instantanée isotrope ont été décrits au paragraphe2.1.3.3. En reprenant le for-
malisme que nous y avons développé, la formulation du modèle se limite à donner l’évolution du rayon de la
surface de charge en fonction de l’écrouissage. Cette évolution est icidonnée par l’expression suivante :

(4.25) R (p) = σmax + Hχp

Le module d’écrouissageH est choisi positif afin de régulariser le problème. En effet, au vu du chapitre 2,
l’utilisation d’un modèle de plasticité à écrouissage positif conduit à un problèmebien posé : sa solution est
unique et régulière. En particulier, il n’y a pas de phénomènes de localisation tels que ceux observés en endom-
magement (voir le paragraphe 2.4.3).

La valeur deH est choisie suffisamment faible pour seuiller la contrainte équivalente à unevaleur proche
de la contrainte à ruptureσmax de l’UO2.
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Effets du modèle de plasticité Le modèle de plasticité permet de seuiller les contraintes équivalentes à la
valeurσmax . Il introduit pour cela une déformation inélastique supplémentaire artificielle.Enfin, par rapport à
un modèle d’endommagement, ce modèle ne distingue pas la compression de la traction.

Prise en compte des fissures axialesEn réacteur, la zone centrale de la pastille est globalement en compres-
sion. L’effet des fissures axiales se fait peu sentir et ne semble pas prépondérant quant au comportement de la
pastille combustible en irradiation de base ou en rampe de puissance.

L’effet de ces fissures axiales est cependant sensible lors des retours à froid (à puissance nulle). Au cours
du retour à froid, la pastille prend une forme de diabolo inversée : la pastille se met en tonneau. Cette mise
en tonneau de pastille imprime une déformation importante à la gaine et exacerbe lepli secondaire par rapport
aux observations expérimentales. En réalité, la fragmentation axiale permet un repositionnement naturel des
morceaux de fragments lorsqu’ils sont en contact avec la gaine. Ceux-ci ne renvoienta priori aucun effort à la
gaine ([Plancq 01]).

Le modèle de plasticité utilisé en3D ne permet pas de décrire ces fissures axiales, ni ce repositionnement
des fragments axiaux. Cette difficulté est contournée en pratique en faisant évoluer le combustible et la gaine
de manière indépendante lors du retour à froid : la condition de contact unilatéral entre la pastille et la gaine est
supprimée.

4.2.2 Extension du modèle de LORENTZ

Le caractère fragile du combustible conduit d’une part à la fragmentation de la pastille, que la modélisation
3D prend explicitement en compte, mais aussi à la formation d’un réseau de fissures non traversantes à l’in-
térieur du fragment de pastille. Le paragraphe précédent a décrit le modèle de plasticité isotrope utilisé pour
décrire le seuillage des contraintes dû à ce réseau de fissuration secondaire. Nous verrons au paragraphe 6.4.2.6
les faiblesses de ce modèle. Nous proposons dans ce chapitre un modèle d’endommagement dont l’objet est de
décrire de manière plus réaliste le comportement fragile du combustible.

Nous avons recherché un modèle d’endommagement qui réponde aux critères suivants :
– prise en compte de la contrainte à ruptureσmax en traction ;
– description du caractère unilatéral de l’endommagement ;
Nous avons étudié au paragraphe 2.4.1.2 le modèle de LORENTZ. Il s’agit d’un modèle d’endommagement

isotrope. Ce modèle répond à la plupart des critères énoncés, la prise encompte du caractère unilatéral mis à
part. Le caractère unilatéral de l’endommagement peut être pris en compte par une méthode classique exposée
au paragraphe 2.4.2 et que nous proposons d’appliquer ici au modèle de LORENTZ.

4.2.2.1 Prise en compte du caractère unilatéral de l’endommagement

Nous reprenons ici les outils présentés au paragraphe 2.4.2. Pour plusde clarté, nous présentons le modèle
en supposant le matériau isotherme et élastique endommageable. Pour les applications, en présence de dila-
tation thermique ou d’un écoulement viscoplastique, il suffit de remplacer dans les expressions qui suivent la
déformation totale par la déformation élastique définie par l’équation de partitiondes déformations (2.1) :

ǫel = ǫto − ǫvis − ǫth

où ǫth est la dilatation thermique.

Énergie libre Partant des outils exposés au paragraphe 2.4.2, en particulier des équations (2.83) et (2.85),
nous proposons d’écrire l’énergie libreΨ du modèle (équation (2.72)) sous la forme suivante :

ρΨ =
1

2
(1 − d)

(

2µ
〈
ǫto
〉+

:
〈
ǫto
〉+

+ λ
(〈

tr ǫto
〉+
)2
)

︸ ︷︷ ︸

traction

+
1

2

(

2µ
〈
ǫto
〉−

:
〈
ǫto
〉−

+ λ
(〈

tr ǫto
〉−)2

)

︸ ︷︷ ︸

compression
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où apparaissent〈.〉− et 〈.〉+ qui représentent respectivement les parties positive et négative de laquantité ten-
sorielle ou réelle., d l’endommagement du matériau et les coefficients de LAMÉ λ etµ.

Par rapport à l’expression initiale de l’énergie libre (équation (2.72)), lapartie élastique est décomposée en
une partie liée à la partie positive du tenseur des déformations et associée àla traction et une partie associée à la
compression.La variable d’endommagement est supposée n’agir que sur la partie associée au comportement
en traction. Ceci signifie qu’en compression, les propriétés élastiques ne seront pas affectées par un éventuel
endommagement.

Lois d’états Les lois d’états sont alors, d’après les propriétés de dérivabilité des parties positive et négative
des tenseurs (équation (2.84)) :

(4.26)







σ = ρ
∂Ψ

∂ǫto
= (1 − d)

(

λ
〈
tr ǫto

〉+
+ 2µ

〈
ǫto
〉+
)

+ λ
〈
tr ǫto

〉−
+ 2µ

〈
ǫto
〉−

〈Y 〉+ = −ρ
∂Ψ

∂d
=

1

2

(

2µ
〈
ǫto
〉+

:
〈
ǫto
〉+

+ λ
(〈

tr ǫto
〉+
)2
)

L’équation (2.84) montre que les lois d’états sontcontinues.

4.2.2.2 Évolution de l’endommagement

Le potentiel de dissipationΦ⋆ reste inchangé par rapport au modèle initial. Ce potentiel est donné par
(équation (2.74) et (2.76)) :

Φ⋆
(

ḋ
)

=
kγ (1 + γ)

(1 − d + γ)2
ḋ + IR+

(

ḋ
)

oùk etγ sont deux coefficients qui seront identifiés plus tard etIR+

(

ḋ
)

la fonction indicatrice de l’ensemble

des réels positifs.

L’équation (2.76) donnant la fonction de chargef du modèle reste valable en utilisant la définition (4.26)
de la force thermodynamique〈Y 〉+ :

(4.27) f
(
〈Y 〉+

)
= 〈Y 〉+ − kγ (1 + γ)

(1 − d + γ)2

Notons〈Y 〉+max la valeur maximale de〈Y 〉+ au cours du temps. L’équation (4.27) peut s’écrire ainsi :

(4.28) d
(
〈Y 〉+max

)
=







0 si 〈Y 〉+max ≤ kγ

1 + γ

1 + γ −
√

kγ (1 + γ)

〈Y 〉+max

si
kγ

1 + γ
≤ 〈Y 〉+max ≤ k (1 + γ)

γ

1 si 〈Y 〉+max ≥ k (1 + γ)

γ

Cette relation est utilisée pour le calcul des contraintes.

4.2.2.3 Identification des paramètres

Nous avons choisi de prendre en compte la contrainte à ruptureσmax afin de seuiller les contraintes dans
la pastille. L’étude bibliographique présentée au chapitre 2 nous a montré l’importance de prendre en compte
une énergie de fissurationGf . Les tailles de maille nécessaires pour rendre compte de l’énergie de fissuration
de l’UO2 sont cependant très faibles, de l’ordre de40 µm d’après le paragraphe 2.4.4.2. Ces tailles de maille
ne sont pas compatibles avec des temps de calcul réalistes. Ainsi, l’énergiede fissuration introduite dans ce
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modèle doit être considérée comme un paramètre de régularisation permettant de rendre les calculs les plus
indépendants possibles aux effets du maillage.

Avec les moyens dont nous disposons, nous devons introduire l’énergie de fissurationGf par la technique
proposée par les modèles de fissuration diffuse présentés au paragraphe 2.4.4.2. Nous y avons illustré l’identi-
fication des paramètresk et γ du modèle de LORENTZ. Nous reprenons ici cette identification dans le cas du
modèle proposé.

Coefficientk Le potentiel de dissipation dual étant inchangé, l’énergie volumique dissipée est toujours égale
à k (équation (2.77)). La relation entre l’énergie volumique dissipée et le taux de restitution de l’énergie fait
intervenir la taille de mailleh par la relation :

k =
Gf

h

Coefficient γ L’équation (4.26) modifie la définition de la force thermodynamique associée àla variable
d’endommagement. En traction uniaxiale, avant endommagement, la variable〈Y 〉+ vaut :

〈Y 〉+ =
1

2

(

λ (1 − 2ν)2 + 2µ
) σ2

I

E2

À partir des équations (4.26) et (4.27), l’initiation de l’endommagement aura lieu pour des contraintes égales
à :

σmax = E

√

2

λ (1 − 2ν)2 + 2µ

(
kγ

1 + γ

)

Le coefficientγ est alors donné par :

(4.29) γ =
Ah

Gf − Ah
avecA =

1

2

(

λ (1 − 2ν)2 + 2µ
) σ2

max

E2

La constanteA permet de fixer une taille de maille minimale pour que le modèle soit localement cohérent
(absence de snap-back dans la courbe de traction).

4.2.2.4 Comportement en traction-compression uniaxiale

Nous reprenons ici le cas traité au paragraphe 2.4.2. Il s’agit d’un essai de traction-compression imposé à
une barre de traction. La direction de traction est identifiée à l’axeOz. Le déplacement imposé est successive-
ment positif (traction), négatif (compression) et à nouveau positif.

La figure 4.4 montre la réponse du modèle à ce chargement. Nous voyons que :
– du point O au point A, la réponse est élastique. La pente de la droite est lemodule d’YOUNG du matériau ;
– du point A au point B, le matériau s’endommage ;
– du point B au point O, le matériau décrit une décharge élastique. La pentede la droite de décharge est

plus faible que le module d’YOUNG ;
– du point O au point C, le matériau est en compression. La pente de la droite est plus élevée que lors de la

décharge élastique, ce qui traduit une restauration des propriétés élastiques. Cette pente étant inférieure
au module d’YOUNG, cette restauration est partielle ;

– du point C au point O, le matériau se décharge ;
– du point O au point B, le matériau a un comportement élastique endommagé ;
– du point B au point D, le matériau s’endommage jusqu’à perdre totalement sarigidité.

Continuité de la réponse mécanique Nous pouvons remarquer que comme annoncé, la réponse de la struc-
ture est continue au moment de la refermeture de la fissure et que le matériau récupère une partie de ses
propriétés élastiques en compression (la totalité des propriétés n’est pas recouvrée car par effet POISSON, les
déformations transverses deviennent positives et sont donc affectées par l’endommagement).
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FIG. 4.4 – Réponse du modèle proposé à une série de chargements successivement de traction, de compression
et de traction jusqu’à rupture.

Réponse en traction Nous pouvons remarquer que le caractère linéaire de la réponse dans lapente adou-
cissante est globalement préservé : l’introduction du caractère unilatéral conduit à une petite courbure de la
réponse au moment de l’initiation (figure 4.4).

4.3 Lois viscoplastiques d’OTTER et LPCC

En réacteur, en raison des températures atteintes et des effets de l’irradiation, le comportement mécanique
de la pastille n’est pas seulement fragile. Son écoulement viscoplastique doit aussi être pris en compte. Sui-
vant l’historique de développement et de validation des codes, différentes lois sont utilisées pour modéliser le
comportement viscoplastique du combustible UO2 :

– la loi d’OTTER ([Bahoboy 69, Otter 75]) est utilisée en1D dans le codeM ETEORet ALCYONE1D ;
– la loi LPCC, plus récente, est utilisée en3D dans les codesTOUTATIS et ALCYONE3D.
Ces lois sont extrêmement proches dans leur formulation. Elles s’écrivent toutes deux dans le formalisme

décrit au paragraphe 2.1.3.1, équation (2.29) :

(4.30) ǫ̇vis =
∂Φ

∂σeq

(σeq)n

L’intensité de l’écoulement est donnée par la fonction
∂Φ

∂σeq

(σeq). Seule cette fonction différencie les deux lois

présentées. Il n’est cependant pas évident d’en déduire une comparaison de ces deux lois. En effet, en fonction
des conditions locales de température et d’irradiation, l’une ou l’autre desdeux lois peut donner une vitesse
d’écoulement plus importante que l’autre.

4.3.1 Loi viscoplastique d’OTTER

La loi viscoplastique d’OTTER est décrite dans les références [Bahoboy 69, Otter 75]. L’écoulement visco-
plastique est régi par la loi complémentaire suivante :

(4.31)
∂Φ

∂σeq

= Aσeq + Bσn
eq + Cσeq
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dont les coefficients dépendent de la température, de la taille moyenne des grainsdG, de la porositép et du taux
de fissionsφ :

A =
1

d2 (C1 + C2φ) exp (C3p) exp

(

− C4

RT

)

B = (C5 + C6φ) exp (C7p) exp

(

− C8

RT

)

C = C9 exp

(

−C10

RT

)

φ

où les coefficients de la loi sont notésCi.

L’expression (4.31) montre que l’intensité de l’écoulement est la somme de trois lois de NORTONqui repré-
sentent respectivement les deux mécanismes thermiques associés à la diffusion sous contrainte et au mouvement
des dislocations ainsi qu’un mécanisme induit par l’irradiation proportionnel au taux de fissions (paragraphe
1.2.1.1).

4.3.2 Loi viscoplastique du LPCC

La loi viscoplastique LPCC a été proposée dans la référence [Sladkoff99]. L’intensité de l’écoulement est
donnée par :

(4.32)
∂Φ

∂σeq

=
(
C1 (1 + C2φ)

[
min

(
max

(
ǫvis1 , ǫvis2

)
, ǫvisst lim

)]
+ ǫvisφ

)

dont les différents termes dépendent de la contrainte équivalenteσeq , de la température, de la taille moyenne
des grainsdG, de la porositép et du taux de fissionsφ :

ǫvis1 = C3 exp (C4p) dC5σC6

eq exp

(

− C7

RT

)

ǫvis2 = C8 exp (C9p) dC10σC11

eq exp

(

−C12

RT

)

ǫvisst lim = C13 exp (C14pM ) σC15

eq exp

(

−C16

RT

)

ǫvisφ = C17σeqφ exp

(

−C18

RT

)

Le termeǫvisφ représente le mécanisme induit par l’irradiation, proportionnel au taux de fission comme dans
le cas de la loi d’OTTER.

Par rapport à cette loi, la loi viscoplastique du LPCC présente des particularités concernant les mécanismes
associés à la diffusion sous contrainte et au mouvement des dislocations, représentés ici par les termesǫvis1 et
ǫvis2 :

– la transition entre les deux mécanismes est brutale, la vitesse d’écoulement étant le maximum des vitesses
ǫvis1 et ǫvis2 alors que la loi d’OTTER proposait une contribution additive des deux vitesses ;

– les deux vitessesǫvis1 et ǫvis2 sont limitées par un troisième termeǫvisst lim .

4.4 Représentation de la mise en diabolo des fragments en1D

En réacteur, la pastille se fragmente (paragraphe 1.2.1). Cette fragmentation conduit à :
– la relaxation des contraintes dans la pastille et la perte d’une partie de sa rigidité ;
– la mise en diabolo de la pastille.
Dans une description1D, le premier point sera décrit par le modèle d’endommagement MEFISTO décrit

plus haut.

La modélisation1D n’esta priori pas à même de représenter la mise en diabolo de la pastille. [Garcia 98b]
propose de modéliser ces phénomènes en1D par un déplacement supplémentaire ajusté sur un calcul3D.

Cet ajustement a été effectué à différentes cotes axiales dans la pastille ([Garcia 99]). Il est donc possible
par ce biais d’avoir en1D des calculs représentatifs du comportement du crayon combustible non seulement au
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médian-pastille, là où la modélisation1D semble la plus justifiée, mais aussi au plan inter-pastilles.L’option
retenue par défaut est de décrire un comportement moyen entre le planmédian-pastille et le plan inter-pastilles.

Bilan du chapitre

Ce chapitre a présenté l’ensemble des lois de comportement du combustible utilisées dans ce mémoire.

Un intérêt particulier a été apporté au modèle MEFISTO. Le chapitre suivant propose d’analyser les résul-
tats auxquels conduit ce modèle dans le cas d’une montée en puissance nominale décrite par des modélisations
1D et2D.



CHAPITRE 5

ÉTUDES PRÉLIMINAIRES DU MODÈLE

MEFISTO

Objet du chapitre :

L’objet de ce chapitre est de décrire les réponses du modèle MEFISTO appliqué à une description simplifiée
de la montée en puissance d’une pastille combustible dans des modélisations1D et2D.
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5.1 Réponse du modèle MEFISTO dans une modélisation1D

Nous décrivons maintenant le comportement d’une pastille dont le comportement est donné par le modèle
MEFISTO soumise à un chargement représentant de manière simplifiée une montée en puissance nominale à
200 W.cm−1.

5.1.1 Cas traité

Le chargement mécanique est essentiellement dû au gradient thermique dans la pastille. Ce gradient est
généré par une source de chaleur volumiqueq supposée uniforme et caractérisée par une puissance linéique
Plin égale à :

Plin = πR2q

oùR est le rayon de la pastille.

La puissance linéique, initialement nulle, évolue jusqu’à une valeur de200 W.cm−1. La pression interne
évolue avec la puissance linéique d’une valeur initiale de1 MPa à une valeur finale fictive de20 MPa qui
permet de représenter de manière plus visuelle l’effet de la pression interne sur la réponse du modèle MEFISTO.

Le comportement de la pastille est supposé dicté par le modèle d’endommagementMEFISTO. Le calcul a
été effectué avec le codeZEBULON. Les spécificités de son implantation ont été décrites au paragraphe 4.1.1.3.
La déformation à ruptureǫR apparaissant dans l’évolution de l’endommagement (4.15) a été prise égaleà10−3.
Le paramètre numérique∆ǫ est choisi égal à10−2ǫR. Les valeurs des coefficients thermoélastiques de la pastille
sont données sur la figure 1.4.

Les résultats présentés dans la suite ont été obtenus en représentant la pastille par un maillage1D composé
d’un ensemble de50 nœuds équidistants.

5.1.2 Résultats obtenus
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FIG. 5.1 – Évolution du déplacement radial au cours de la montée en puissance nominale. Comparaison des
résultats obtenus avec le modèle d’endommagement MEFISTO par rapport àun calcul élastique.

Évolution du rayon de la pastille combustible La figure 5.1 représente l’évolution du déplacement radial au
cours de la montée en puissance nominale. Cette évolution est comparée à celleobtenue par un calcul élastique.
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Les deux courbes coïncident pour des puissances linéiques inférieures à85 W.cm−1. Elles montrent toutes
deux une réponse linéaire en fonction de la puissance linéique. Autour de85 W.cm−1, la courbe de réponse du
modèle MEFISTO montre un changement important et rapide dans la pente de lacourbe. La fin de la montée en
puissance est caractérisée par une pente plus importante que la pente initiale. Ceci traduit uneperte de rigidité
de la pastille.
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FIG. 5.2 – Profil radial de contraintes dans la pastille à200 W.cm−1.

Profil de contrainte dans la pastille à la puissance nominale La figure 5.2 nous montre la répartition de la
contrainte orthoradiale dans la pastille une fois la puissance nominale atteinte. Cette figure montre clairement
que la pastille est séparée en deux parties. La première, périphérique, est totalement endommagée. Ceci se
traduit par une contrainte égale à l’opposée de la pression internePi (−20 MPa ici). La seconde, au centre,
est non endommagée. Cette partie montre un équilibre des contraintes entre une partie centrale en compression
et une partie en traction. Cet équilibre est similaire à celui observé sur la figure 1.4 dans le cas d’un calcul
thermoélastique. La comparaison de ces deux figures montre de plus que lesniveaux de contraintes dans la
pastille sont significativement inférieurs à ceux obtenus par un calcul thermoélastique : le modèle MEFISTO
conduit effectivement àune relaxation des contraintes dans la pastille.

5.1.3 Observations numériques

Nous décrivons dans ce paragraphe différentes observations numériques associées à l’utilisation du modèle
MEFISTO.

Indépendance des résultats au maillage, régularité de la solutionNous avons effectué une étude paramé-
trique pour vérifier l’influence du maillage éléments finis sur les résultats. Nous avons observé que la méthode
des éléments finis converge vers une solution unique et régulière. Les difficultés classiques associées aux com-
portements endommageables et décrites en paragraphe 2.4.3 ne se retrouvent donc pas en1D.

Absence de localisation Dans le cas de l’endommagement orthoradial, cette absence de difficulté estdue à
l’hypothèse d’axisymétrie qui ne permet pas la localisation orthoradiale de l’endommagement. En effet, ainsi
que l’illustre la figure 5.3 sur une coupe transversale de la pastille, l’hypothèse d’axisymétrie conduit à l’en-
dommagement d’un anneau de combustible. Dans une représentation non axisymétrique, l’endommagement
orthoradial se serait localisé dans un élément fini. L’énergie volumique dissipée est beaucoup moins importante
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a) b)

FIG. 5.3 – Absence de localisation de l’endommagement orthoradial en2D.

dans le second cas et dépend de la taille de l’élément utilisé. Ainsi, l’hypothèse d’axisymétrie conduit à une
forte dissipation d’énergie par endommagement qui limite l’extension de celui-ci. Ceci explique pourquoi il
n’est pas observé d’endommagement orthoradial de l’ensemble de la pastille en 1D alors qu’expérimentale-
ment les premières fissures sont traversantes.

Absence de singularité des contraintes Une autre conséquence de la localisation est la singularité en1/√r

du champ de contrainte en pointe de fissure (équation 2.69). L’hypothèsed’axisymétrie ne permettant pas une
telle localisation, le champ de contrainte obtenu ne présente pas de singularité.

Ce bon comportement n’est pas propre au modèle MEFISTO. Nous avonsen effet proposé dans la note
[Helfer 05a] un autre modèle d’endommagement spécifique au1D. Nous avons là aussi pu vérifier que les
simulations ne conduisaient là non plus à aucune difficulté particulière.
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Évolution des contraintes dans la pastille, difficultés de convergence Le changement dans la réponse de la
pastille observée sur la figure 5.1 peut être corrélé à une évolution rapidede l’endommagement dans la pastille
mise en évidence sur la figure 5.4.

Cette figure montre l’évolution des contraintes orthoradiales en fonction de lapuissance linéique pour un
ensemble de nœuds situés dans la pastille représentant environ un cinquièmede la pastille. Cette figure met en
évidence quatre étapes :

– une évolution pratiquement linéaire jusqu’à une puissance linéique de l’ordre de50 W.cm−1 ;
– une évolution notable entre50 et 85 W.cm−1 à cause de l’endommagement des nœuds situés à la péri-

phérie de la pastille, endommagement qui conduit à une réorganisation des contraintes dans la pastille ;
– une évolution très rapide aux alentours d’une puissance linéique de85 W.cm−1, l’ensemble des nœuds

présentés sur cette figure s’endommagent ;
– une évolution lente après85 W.cm−1 où la contrainte suit les évolutions de la pression internePi.
Le nombre d’itérations nécessaire pour obtenir la convergence de l’algorithme de résolution global est

maximalà 85 W.cm−1. Ces difficultés correspondent à une évolution rapide d’un état d’équilibre à un autre,
semblable à celles intervenant dans la description de propagation instable defissures et que nous avons décrites
au paragraphe 2.4.6. Par ailleurs, nous avons pu vérifier que la convergence est d’autant plus difficile que la
discrétisation de la pastille est finement maillée.

5.2 Réponse du modèle MEFISTO en2D

Nous proposons dans cette section d’étudier la réponse du modèle MEFISTO utilisé dans une modélisation
2D du crayon combustible dans un cas similaire à celui décrit au paragraphe précédent. Cette étude vise à
analyser l’ensemble des propriétés de ce modèle et de juger à la fois de sa pertinence à décrire le comportement
de la pastille et sa facilité de mise en œuvre. En particulier, deux hypothèses,qui se distinguent par la prise en
compte ou non de l’endommagement axial, sont évaluées.

L’étude a été faite à l’aide du codeZEBULON.

5.2.1 Le cas étudié : une montée en puissance nominale

Nous avons choisi de tester la modélisation2D dans le cas d’une montée en puissance. Le combustible
est décrit à l’aide du modèleM EFISTO présenté au paragraphe 4.1.2. Cette loi étant indépendante du temps,
nous avons utilisé unhistorique fictifpour effectuer notre étude. La puissance maximale atteinte est égale à
200 W.cm−1. Elle est de l’ordre de grandeur des puissances atteintes en fonctionnement normal d’un réacteur
de puissance.

Nous nous intéresserons dans la suite aux endommagements axial et orthoradial enfin de montée en puis-
sanceainsi qu’à leurs conséquences sur la mise en diabolo de la pastille.

Maillages utilisés Les premiers résultats obtenus avec le modèleM EFISTO ont montré une dépendance des
résultats au maillage. Celle-ci est prévisible au vu de ce que nous avons décrit au paragraphe 2.4.3.2 du chapitre
2. Pour étudier l’impact de cette dépendance, différents maillages - plus d’une vingtaine - de taille de maille,
d’orientation et de type d’éléments divers, ont été étudiés.

Nous présentons maintenant les conclusions obtenues en les illustrant pour deux maillages particuliers. Ces
deux maillages, représentés sur la figure 5.5, sont respectivement :

– un maillage utilisant des éléments quadrangulaires à4 nœuds. Par abus de langage, ce maillage sera
appelé maillage rectangulaire dans la suite du chapitre (voir figure 5.5 a)) ;

– un maillage utilisant des éléments triangulaires à3 nœuds qui sera appelé maillage triangulaire dans la
suite du chapitre (voir figure 5.5 b)) ;
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a) Maillage rectangulaire b) Maillage triangulaire

FIG. 5.5 – Maillages utilisés.

5.2.2 Prise en compte de l’endommagement axial et orthoradial

Nous décrivons dans ce paragraphe les principaux résultats obtenusavec le modèle MEFISTO en prenant
en compte les endommagements axial et orthoradial du combustible.

5.2.2.1 Cartes d’endommagements axialdz et orthoradial dθ

Nous décrivons maintenant les cartes d’endommagements axialdz et orthoradialdθ obtenues à la fin de la
montée en puissance. Nous avons observé que l’endommagement axialdz apparaissait avant l’endommagement
orthoradialdθ, celui-ci est donc décrit en premier.

Matériau sain

Matériau endommagé

a) b)

FIG. 5.6 – Carte de l’endommagement axial à la fin de la montée en puissance (Plin = 200 W.cm−1) : a) pour
le maillage rectangulaire, b) pour le maillage triangulaire.

Description de l’endommagement axial, dépendance des résultats au maillage La figure5.6 décrit la carte
de l’endommagement axial à la fin de la montée en puissance pour chacun desmaillages de la figure 5.5. Cette
figure fait apparaître des zones endommagées (enrouge) et des zones saines (enbleu)

Localisation de l’endommagement La figure 5.6 permet d’observer lalocalisationde l’endommagement
axial, ce qui reproduit la formation d’une fissure axiale. Cette localisation se fait dans une bande ayant une
épaisseur égale à la hauteur d’un élément fini. Ce phénomène est classique, nous l’avons décrit au paragraphe
2.4.3.2 du chapitre 2. Nous avons de plus pu observer une forte concentration des contraintes à l’extrémité de
la bande de localisation, conformément à l’équation (2.69).

Dépendance des résultats au maillageL’endommagement axialdz, représenté sur la figure 5.6, montre que
les résultats du modèle de fissuration dépendent du maillageutilisé :
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– pour le maillage rectangulaire, deux fissures axiales sont apparues. La plus importante est située au3/8e

de la pastille ;
– pour le maillage triangulaire, une seule fissure axiale est apparue. Elle est localisée dans le plan médian

pastille ;
D’après l’équation (4.15), le critère d’endommagement axial est fondé sur le champ de déformation élas-

tique axialǫel
z . Nous avons vérifié que celui-ci est pratiquement identique pour les deux maillages avant l’ini-

tiation de la fissure. Une petite hétérogénéité numérique suffit alors à localiser l’endommagement à un endroit
plutôt qu’un autre.

L’étude numérique réalisée semble cependant montrer que la localisation de lafissure axiale se fait préfé-
rentiellement au plan médian-pastille pour des maillages fins. Pour des raisonsde temps de calcul, il n’est pas
souhaitable de recourir à des maillages trop fins. Les maillages utilisés ici ont été choisis proches des maillages
que l’on souhaite utiliser en pratique pour décrire la pastille.

Matériau sain

Matériau endommagé

a) b)

FIG. 5.7 – Endommagement orthoradial à la fin de la montée en puissance (Plin = 200 W.cm−1) : a) pour le
maillage rectangulaire, b) pour le maillage triangulaire.

Description de l’endommagement orthoradial L’endommagement orthoradialdθ observé en fin de montée
en puissance avec les deux maillages est représenté sur la figure 5.7. Cette figure montre que :

– pour le maillage rectangulaire (figure 5.7 a)), nous voyons que l’endommagement orthoradialdθ s’est
développé en périphérie de la pastille. En comparant les figures 5.6 et 5.7,il est possible de voir sur la
carte d’endommagement orthoradial la trace de la fissuration axiale au niveau du3/8e de pastille ;

– pour le maillage triangulaire (figure 5.7 b)), nous observons que l’endommagement orthoradialdθ s’est
développé sur une surface plus importante de la pastille que dans le cas du maillage rectangulaire. Notons
que l’endommagement orthoradial atteint l’axe de symétrie.

Absence de singularité du champ de contrainte Contrairement à ce que nous avons observé avec l’endom-
magement axial, le champ de contrainte ne présente pas de singularité aux limites de la zone endommagée de
manière orthoradiale. Nous retrouvons ainsi un comportement comparableà celui que nous avons observé en
1D au paragraphe 5.1.

Extension de l’endommagement orthoradial L’endommagement orthoradial représente les fissures radiales
dans la pastille. Ces fissures apparaissent au cours de la première montéeen puissance et sont traversantes, ce
qui conduit à la fragmentation de la pastille. Le modèle MEFISTO ne reproduitpas une fragmentation totale de
la pastille. Il décrit une extension de l’endommagement orthoradial relativement peu importante.

Pour expliquer ce fait, remarquons que, dans la modélisation2D, l’endommagement orthoradial peut en fait
être associé à une énergie dissipée importante à cause de l’hypothèse d’axisymétrie. De manière plus précise,
nous pouvons nous inspirer de la figure 5.3 pour comparer les énergiesdissipées par la rupture d’un élément
fini en 2D et 3D. SoitS la surface de l’élément s’endommageant dans le plan(r, z), l’énergie dissipée en2D
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s’écrit2πRS∆Ψel oùR est le rayon de l’élément et∆Ψel l’énergie élastique restituée. Dans une modélisation
3D, l’énergie dissipée aurait été approximativement2πhS∆Ψel, oùh est la troisième dimension de l’élément.
Ainsi, l’énergie dissipée en2D est toujours supérieure à l’énergie dissipée en3D et, au vu de la taille d’élément
à utiliser pour pouvoir reproduire l’énergie de fissuration de l’UO2, beaucoup plus importante que l’énergie
qu’une fissure réelle dissiperait.

Nous retrouvons une conclusion semblable à celle faite en1D au paragraphe 5.1.

Effet de l’endommagement axial Les différents maillages utilisés montrent que la localisation des fissures
axiales joue un rôle important sur l’endommagement orthoradial. Sur l’ensemble des cas traités, nous avons pu
observer que deux calculs conduisant à des localisations de l’endommagement axial proches conduisaient à des
cartes d’endommagement orthoradial proches.

La carte d’endommagement orthoradial permet également de mesurer la capacité d’une fissure axiale à
relaxer les contraintes. En effet, plus la relaxation des contraintes par la fissuration axiale est importante, moins
l’endommagement orthoradial sera étendu. Au vu de la figure 5.7, une fissure axiale située au3/8e de pastille
(cas du maillage rectangulaire) semble avoir un impact plus important qu’une fissure axiale située au médian-
pastille (cas du maillage triangulaire).

5.2.2.2 Influence de l’endommagement sur la mise en diabolo de la pastille

Matériau sain

Matériau endommagé

a) b)

FIG. 5.8 – Déformées de la pastille en fin de montée en puissance.

La figure 5.8 montre que les déformées, visualisées avec une même amplificationd’un facteur30 du champ
de déplacement, obtenues pour les deux maillages sont sensiblement différentes. Le cas du maillage rectangu-
laire présente une mise en diabolo peu importante. Dans le cas du maillage triangulaire, cette mise en diabolo
est bien visible. Les comportements obtenus pour les2 maillages sont également très différents le long de l’axe
de symétrie. La figure 5.8 b) montre en particulier (boîte orange) un décollement des nœuds de l’axe de sy-
métrie dans le cas du maillage triangulaire qui n’apparaît pas dans le cas du maillage rectangulaire (figure 5.8
a))

Influence de l’endommagement axial sur la mise en diabolo La figure 5.9 représente le déplacement radial
des nœuds situés sur la surface extérieure de la pastille de la figure 3.2. L’effet de la fissuration axiale est
clairement visible. Chaque fissure axiale divise la pastille en différents morceaux. Chaque morceau ainsi obtenu
prend une forme de diabolo. Conformément à ce que laissait penser la figure 5.8, la figure 5.9 montre que la
mise en diabolo est beaucoup plus importante dans le cas du maillage triangulaireque dans le cas du maillage
rectangulaire.
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FIG. 5.9 – Mise en diabolo obtenue pour le maillage rectangulaire et le maillage triangulaire.
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Décollement des nœuds de l’axe de symétrie, influence sur l’effet diabolo La figure 5.10 représente le
déplacement radial des nœuds situés le long de l’axe de symétrie. Cette figure montre que :

– pour le maillage rectangulaire, le déplacement radial des points de l’axe est nul ;
– pour le maillage triangulaire, une partie des nœuds, situés dans la partie inférieure de la pastille, a pu se

décollerde l’axe.
Ces résultats sont conformes aux observations faites à partir de la figure5.8.

Les différentes observations que nous avons faites montrent que le décollement des nœuds de l’axe de
symétrie contribue significativement au déplacement des nœuds situés en surface externe de pastille. En consé-
quence, l’effet diabolo est magnifié par le décollement des nœuds de l’axe de symétrie.

Influence de l’endommagement orthoradial sur la mise en diabolo Les décollements de l’axe de symé-
trie peuvent être reliés à l’endommagement orthoradial : les nœuds quittent l’axe de symétrie lorsqu’ils sont
endommagés orthoradialement (dθ = 1).

L’endommagement orthoradial influence au premier ordre la mise en diabolo de la pastille. Ces deux prin-
cipaux effets sont :

– la perte de rigidité de la pastille (figure 5.1), également observée en1D au paragraphe 5.1 ;
– le décollement des nœuds de l’axe de symétrie.
L’endommagement orthoradial apparaît être essentiel pour reproduireles déformations géométriques de la

pastille.

5.2.2.3 Difficultés numériques

Nous décrivons ici des difficultés numériques qui sont apparues au cours du calcul.

Dépendance de la longueur de fissure axiale au maillageBien que cela ne soit pas évident sur la figure
5.6, nous avons observé que la longueur de fissure est d’autant plusgrande que le maillage est fin. Une étude
spécifique à cette question, que nous ne détaillerons pas ici, nous a permis de conclure que la longueur de
fissure dépendait à la fois de la taille de maille dans la direction de fissure et dans la direction perpendiculaire
à celle-ci :

– la dépendance à la taille de maille perpendiculaire à sa direction de propagation est classique. Elle est
liée au fait que l’énergie dissipée par endommagement est proportionnelle àcette taille de maille (voir le
paragraphe 2.4.4 du chapitre 2). Plus cette énergie est petite, plus l’extension de la fissure est importante ;

– la dépendance à la finesse du maillage dans la direction de propagation semble liée à la singularité des
contraintes et des déformations en pointe de fissure. Celles-ci y divergent en 1/√r d’après l’équation
(2.69),r désignant ici la distance à la pointe de la fissure. La déformation élastique axiale étant utilisée
dans le critère d’endommagement, la longueur de la fissure est d’autant plus grande que cette singularité
est mieux décrite, c’est à dire que le maillage est fin.

Divergence des calculs L’étude menée a montré que les calculs divergeaient dès que la fissure axiale attei-
gnait l’axe de symétrie. Cette divergence est liée à la séparation de la pastilleen deux parties mécaniquement
indépendantes. La partie supérieure n’étant soumise à aucun blocage mécanique, elle peut avoir un mouvement
de corps rigide qui ne peut être décrit dans une approche quasi-statique.

Afin d’empêcher ce mouvement de corps rigide, nous avons tout d’abord tenté de maintenir la cohésion de
la pastille en imposant une pression fictive au médian-pastille et en prenant en compte le caractère unilatéral de
l’endommagement. Cette solution n’a pas suffi à stabiliser le calcul.

Une seconde tentative a consisté à empêcher une petite zone centrale de la pastille de fissurer. Cette solution
n’est pas apparue satisfaisante pour deux raisons :

– des concentrations de contraintes importantes apparaissent à la limite de cettezone centrale. Ces contraintes
dépassant largement la limite à rupture du combustible ;
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– des fissurations axialesparasitesapparaissent le long de la limite de cette zone centrale.

Conséquences pratiques La longueur de fissure axiale dépend à la fois du chargement, c’est à dire de la
puissance linéique, et de la finesse du maillage. La divergence des calculs lorsque la fissure atteint l’axe de
symétrie a deux conséquences pratiques importantes :

– il est impossible d’utiliser des maillages trop fins ;
– aucun calcul n’a pu être mené au bout pour des puissances linéiques de l’ordre de celles atteintes en

rampe de puissance.
Ce deuxième point est essentiel pour nos applications : il signifie qu’aucun calcul de crayon en situation de
rampe de puissance ne pourra être effectué si l’on tient compte de la fissuration axiale.

Description de la convergence des calculsLes différents tests effectués ont montré des difficultés de conver-
gence à certains instants précis. Ces difficultés avaient déjà été notées en1D au paragraphe 5.1.3. Elles cor-
respondent à une évolution brutale de l’endommagement. Nous avons décrit de telles évolutions au paragraphe
2.4.6 quand nous avons étudié la propagation instable de fissure en quasi-statique (voir aussi l’annexe D).

t t + ∆t

Matériau sain

Matériau endommagé

FIG. 5.11 – Brutalité de la fissuration axiale : les figures représentent les champs d’endommagement obtenus
avant et après initiation de la fissuration axiale. La propagation de la fissure se fait en un pas de temps.

Brutalité de la fissuration axiale La figure5.11, qui compare des profils d’endommagement axial entre deux
instants séparés d’un incrément de temps, montre que la fissuration axiale est brutale : il suffit d’un incrément
de temps pour qu’une fissure s’initie et se propage. Réduire le pas de temps ne permet pas de suivre cette
propagation.
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Convergence du schéma de calculUne conséquence de la brutalité de l’endommagement axial est une
convergence numérique difficile de l’algorithme de résolution global au cours de l’incrément de temps corres-
pondant à l’apparition de la fissuration axiale. Le résidu~R, défini par l’équation (B.3), mesure l’écart entre
la réaction de la structure et les sollicitations mécaniques qui lui sont imposées. L’équilibre correspond donc
à un résidu nul (voir l’annexe B). La figure 5.12 illustre cette convergence par la valeur relative de la norme
du résidu en fonction du nombre d’itérations de l’algorithme de résolution global. Cette convergence se fait
en deux phases distinctes. La première phase montre des oscillations dans lerésidu. Chaque oscillation semble
correspondre à la rupture d’un élément. Au cours de cette étape, le résidu ne diminue pas sensiblement. Une fois
l’ensemble des éléments rompus, c’est à dire que l’état de fissuration est stabilisé, la convergence est rapide.

Cette description laisse penser que la convergence est d’autant plus difficile que le nombre d’éléments est
important, ce que nous avons pu observer au cours de notre étude. Ceci est illustré par les deux maillages
présentés. Le maillage rectangulaire est plus grossier que le maillage triangulaire. La figure 5.12 nous montre
que la convergence se fait en21 itérations pour le maillage rectangulaire et en40 itérations pour le maillage
triangulaire.

Conclusions sur la modélisation d’un endommagement axial dans la pastille

La prise en compte de la fissuration axiale conduit à une relaxation des contraintes dans la pastille.

Nous avons de plus montré que la prise en compte de la fissuration axiale conduisait à de nombreuses
difficultés. La première est une dépendance des résultats au maillage. La seconde est une divergence des calculs
pour des puissances linéiques élevées ou des maillages trop fins.

5.2.3 Prise en compte du seul endommagement orthoradial

Nous proposons maintenant d’étudier la réponse du modèle quand la fissuration axiale n’est pas prise en
compte. Le cas d’étude est toujours celui présenté au paragraphe 5.2.1.

5.2.3.1 Cartes d’endommagement orthoradial obtenu

Matériau sain

Matériau endommagé

FIG. 5.13 – Comparaisons des profils d’endommagement obtenus en supprimantla fissuration axiale à
200 W.cm−1.

Indépendance des résultats au maillage La prise en compte de l’endommagement orthoradial seul per-
met de retrouver un problème bien posé : les cartes d’endommagement orthoradialdθ sont indépendantes du
maillage (voir figure 5.13) : il semble y avoirunicité de la solution. Une dizaine de maillages différents (en
taille de maille, en orientation ou en type d’éléments) ont été testés et tous ont conduit aux mêmes résultats.
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Comparaison aux résultats obtenus au paragraphe 5.2.2.1La comparaison des figures 5.7 et 5.13 montrent
que l’endommagement orthoradial est beaucoup plus important en l’absence de prise en compte de la fissuration
axiale. Ceci est facilement compréhensible. En effet, nous avons observé que la fissuration axiale avait un
rôle important de relaxation des contraintes. En l’absence de cette fissuration, il est nécessaire de relaxer les
contraintes par endommagement orthoradial plus important.

5.2.3.2 Influence de l’endommagement orthoradial sur la mise en diabolo de la pastille

La figure 5.14 montre la mise en diabolo de la pastille observée au moment du maximumde puissance.
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FIG. 5.14 – Comparaison des effets diabolo avec et sans fissuration axiale.

Cette figure confirme le rôle important de l’endommagement orthoradial pour lamise en diabolo de la
pastille. D’un point de vue quantitatif, nous avons pu constater, sur un autre cas d’étude, que cette mise en
diabolo est du même ordre de grandeur que celui obtenu par une modélisation 3D préfragmentée. Ceci nous a
conforté dans le choix de ne pas prendre en compte la fissuration axiale.

5.2.3.3 Description de la convergence des calculs

La figure 5.15 montre l’évolution de l’endommagement orthoradial sur un pasde temps. Nous voyons que
celui-ci évolue énormément.

En pratique, au vu de l’important changement dans l’état de fissuration dela structure au cours d’un pas
de temps (figure 5.15), la convergence au cours de ce pas de temps est difficile et environ50 itérations sont
nécessaires à l’algorithme de résolution global pour trouver l’état d’équilibre. Ce nombre d’itérations est donné
de manière indicative pour des maillages tels que celui de la figure 5.5 a). Ce nombre peut augmenter si l’on
raffine le maillage. Nous retrouvons ainsi les conclusions données au paragraphe 5.2.2.3.

Notons que la diminution des pas de temps ne permet pas de trouver d’état d’équilibre intermédiaire entre
ceux présentés à la figure 5.15. Nous avons au contraire pu remarquerque la convergence était d’autant plus
difficile que le pas de temps est petit, ces difficultés pouvant aller jusqu’à la divergence du calcul.

Puissances importantes Par ailleurs, nous avons souligné une autre cause de divergence descalculs en2D
quand la fissuration axiale était prise en compte : le calcul divergeait dès qu’une fissure axiale arrivait sur l’axe
de symétrie. Ceci nous avait empêché d’atteindre des chargements élevéscaractéristiques des transitoires de
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FIG. 5.15 – Évolution de l’endommagement orthoradialdθ dans la pastille sur un incrément de temps entre les
instantst et t + ∆t.

puissance (c’est à dire des puissances de l’ordre de400 W.cm−1). Nous n’avons observé aucune difficulté à
atteindre ce niveau de puissance en l’absence de fissure axiale.

5.3 Méthodes numériques

Les deux exemples traités dans ce chapitre ont permis de mettre en lumière certains aspects numériques qui
avaient déjà été évoqués au cours la bibliographie. Trois points sont particulièrement intéressants :

– le choix de la méthode d’intégration ;
– la localisation de l’endommagement et la dépendance des résultats au maillage ;
– les sauts de solutions.

Choix d’une méthode d’intégration L’exemple traité en1D a permis de tester deux méthodes d’intégration
locale de la loi de comportement, une méthode implicite (θ = 1) et une méthode de RUNGE-KUTTA d’ordre
2. Les résultats de ce test ont été présenté ailleurs ([Helfer 05c]). Cette comparaison a mis en évidence une
très nette différence de temps de calcul en faveur de la méthode implicite. Celle-ci permet de traiter l’exemple
présenté5 fois plus rapidement que la méthode de RUNGE-KUTTA. Cette conclusion a motivé le choix des
méthodes implicites pour l’implantation des différentes lois de comportements proposées dans ce mémoire
dans le code ALCYONE (voir annexe C).

Localisation Les fissures sont représentées par les modèles d’endommagement localpar des bandes dont la
taille est donnée par la taille de maille utilisée. Cette localisation de l’endommagement conduit à de sérieuses
difficultés de dépendances au maillage que nous avons rencontrées avec la prise en compte de la fissuration
axiale de la pastille. La longueur de fissure axiale, par exemple, diminue avecla taille de maille pour2 raisons :
d’une part l’énergie dissipée diminue avec la taille de maille et d’autre part la singularité des contraintes est
d’autant mieux décrite que le maillage est fin.

Une telle dépendance au maillage n’est pas observée sur l’endommagementorthoradial, ce qui s’explique
par les hypothèses de symétrie utilisées (ici l’invariance par rotation, figure 5.3). L’énergie dissipée par l’en-
dommagement orthoradial ne dépend plus de la discrétisation utilisée. Elle est relativement importante, ce qui
limite l’endommagement orthoradial, en particulier quand la fissuration axiale estdécrite.

L’extension de l’endommagement orthoradial est reliée à la mise en diabolo. Pour que celle-ci soit impor-
tante, nous avons fait le choix de ne pas décrire la fissuration axiale. Ce choix permet également à la modé-
lisation2D de contourner les difficultés associées à la localisation. Ce résultat est extrêmement important : il
permet de fournir une application2D suffisamment robuste pour les études combustibles.



BILAN DU CHAPITRE 115/178

Sauts de solutions L’utilisation de l’implantation du modèle MEFISTO dansCAST3M a conduit à des diffi-
cultés de convergence beaucoup plus importante qu’avec l’implantation de ce modèle sousZEBULON lorsque
l’endommagement évoluait rapidement.

Une étude plus approfondie nous a permis de montrer que le meilleur comportement numérique du modèle
sousZEBULON devait être relié à l’utilisation de la matrice tangente cohérente dans ce code.Cette conclusion
est en accord avec le profond changement de rigidité de la structure quirend l’utilisation de la matrice de
raideur initiale particulièrement insatisfaisante.

Outre des problèmes de performances, l’utilisation du modèleM EFISTOsousCAST3M ne permet à l’heure
actuelle que l’utilisation de maillages relativement grossiers (voir la figure 3.3). Même si une étude rapide de
sensibilité tend a montrer que les résultats obtenus n’en semblent pas affectés, ce point mérite cependant d’être
approfondi. L’utilisation de cette matrice dansCAST3M pour les lois de comportements externes est en cours
de développement.

Bilan du chapitre

Ce chapitre a analysé les réponses du modèleM EFISTO dans le cas d’une description simplifiée d’une
montée en puissance nominale d’une pastille combustible quand celle-ci est modélisée ou en1D ou en2D.

L’étude s’est plus particulièrement portée sur la modélisation2D. Nous avons montré l’importance de
l’endommagement orthoradial sur les déformations géométriques de la pastille combustible. Il reproduit la
mise en diabolo de la pastille en décrivant une perte de rigidité de la pastille et undécollement des nœuds de
l’axe de symétrie.

Cet endommagement est fortement dépendant de la prise en compte ou non de la fissuration axiale. Cette
fissuration axiale conduit à un faible endommagement orthoradial de la pastilleet par voie de conséquence
une mise en diabolo peu importante de la pastille. Pour cette raison, nous avonschoisi de ne pas décrire la
fissuration axiale de la pastille dans la suite.

Quelque soit la modélisation considérée,1D et 2D, des difficultés de convergence apparaissent au cours
de quelques pas de temps. Ces difficultés sont liées à des évolutions brutales de l’endommagement au cours du
pas de temps considéré. Ces difficultés sont d’autant plus importantes quele maillage est fin et peuvent s’avérer
bloquantes lors de l’utilisation du modèle sousCAST3M. L’analyse effectuée montre que l’utilisation de la
matrice tangente cohérente permet de contourner cette difficulté.

La partie suivante applique les modèles décrits au cours de ce mémoire au casdu crayon I04-4, avec une
mise en lumière particulière des résultats obtenus par la modélisation2D du crayon combustible.

http://www-cast3m.cea.fr/cast3m/index.jsp
http://www-cast3m.cea.fr/cast3m/index.jsp
http://www-cast3m.cea.fr/cast3m/index.jsp
http://www-cast3m.cea.fr/cast3m/index.jsp
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CHAPITRE 6

M ODÉLISATION DU CRAYON I04-4

Objet du chapitre :

Nous décrivons dans ce chapitre le comportement sous irradiation d’un crayon combustible ayant subit
deux cycles d’irradiation en réacteur de puissance suivis d’un transitoire de puissance.

Les résultats obtenus par une modélisation2D du crayon combustible sont tout d’abord décrits. La compa-
raison des profilométries calculées aux profilométries expérimentales permetensuite de juger la pertinence de
cette modélisation.

Les résultats obtenus par une modélisation2D sont ensuite comparés aux résultats obtenus respectivement
par des modélisations1D et 3D du crayon combustible pour lesquelles le retour d’expérience est plus impor-
tant.
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6.1 Description du crayon I04-4, historique de puissance

Afin de comprendre le comportement des crayons combustible, la démarche expérimentale consiste à irra-
dier des crayons pendant plusieurs cycles en réacteur industriel. Cescrayons sont ensuite introduits en réacteur
expérimental où ils subissent un transitoire de puissance. Expérimentalement, nous avons accès aux mesures
de diamètres de gaine après l’irradiation de base et le transitoire de puissance.

Les codes de calculs sont validés en comparant les prévisions des calculs à ces données expérimentales.
Ces données sont le résultat de l’ensemble des nombreux phénomènes intervenant dans le crayon. Il est donc
nécessaire de comparer les prévisions des calculs sur de nombreux crayons expérimentaux aux conditions
d’irradiation les plus larges possibles.

Les modèles que nous avons développés sont appliqués ici à la simulation ducrayon I04-4. Ce crayon est
représentatif d’une gamme assez large de résultats expérimentaux. D’autres études ([Castelier 05]), utilisant
nos modèles, ont permis de simuler d’autres crayons. Les résultats obtenus corroborent les résultats présentés
ici.

6.1.0.4 Historique de puissance
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FIG. 6.1 – a) Historique de puissance linéique en irradiation de base pour le crayon I04-4. b) Historique de
puissance linéique en palier de conditionnement et en rampe de puissance pour le crayon I04-4.

Le crayon I04-4 a été refabriqué à partir d’un crayon irradié pendant deux cycles dans le réacteur de puis-
sance GravelinesV . L’historique de cette irradiation est retracé sur la figure 6.1 a). La durée de cette irradiation
est d’environ2 ans.

Le crayon I04-4 a subi une rampe de puissance dans le réacteur expérimental Osiris. L’historique de puis-
sance de cette rampe est donné en figure 6.1 b). Cet historique présenteun palier de conditionnement d’environ
15 heures. Ce palier est suivi d’une rampe de puissance caractérisée par une puissance maximale, notéePmax

lin

sur les figures, dont la valeur est supérieure à400 W.cm−1 et une vitesse de montée en puissance fixée à
100 W.cm−1.min−1. La durée du palier à puissance maximale est d’environ15 minutes.

6.2 Modélisation2D du crayon I04-4 en irradiation de base

Nous présentons maintenant les résultats obtenus par une modélisation2D de l’irradiation de base du
crayon I04-4. La loi de comportement utilisée pour le combustible est le modèleMEFISTO décrit au paragraphe
4.1 couplé à la loi viscoplastique LPCC décrite au paragraphe 4.3. Aucun paramètre de calage spécifique à la
modélisation2D n’a été introduit pour obtenir les résultats présentés.
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6.2.1 Phénoménologie en irradiation de base

4,1

4,11

4,12

4,13

4,14

4,15

4,16

4,17

4,18

4,19

4,2

0 100 200 300 400 500

Pmax
lin

0

R
ay

on
(m

m
)

P
ui

ss
an

ce
lin

éi
qu

e
(

W
.c

m
−

1
)

Temps (jours)

Rayon intérieur gaine, MP
Rayon extérieur combustible, MP

Rayon intérieur gaine, IP
Rayon extérieur combustible, IP

Puissance linéique

A

B C

D
E

FIG. 6.2 – Évolution des rayons intérieurs de la gaine et extérieurs de la pastille au plan médian-pastille et ou
plan inter-pastilles au cours de l’irradiation de base pour le crayon I04-4.

L’évolution du crayon sous irradiation est complexe du fait des différents phénomènes mécaniques et
physico-chimiques qui interviennent dans la pastille et la gaine. Elle peut être appréhendée au travers des
changements géométriques du crayon au cours de l’irradiation de base.

Elle est illustrée dans ce paragraphe par les résultats de la modélisation2D. Ces résultats sont en accord
avec le retour d’expérience apporté par l’ensemble des simulations des crayons combustible effectuées par le
passé. Ainsi l’intérêt de ce paragraphe est double. Il permet d’unepart de montrer que la modélisation2D est
compatible avec ce retour d’expérience. Il permet également de décrireles phénomènes qui interviennent sous
irradiation.

Les changements géométriques du crayon peuvent être compris en analysant l’évolution des rayons internes
de la gaine et externes du combustible aux plans inter-pastilles et médian-pastille (pointsp3, p4, p6 et p7 de la
figure 3.2 située page 80). Cette évolution, représentée sur la figure 6.2,peut se décomposer en trois phases
successives :

– une première phase pastille-gaine à jeu ouvert ;
– une seconde phase au cours de laquelle le jeu pastille-gaine est partiellement fermé ;
– une troisième phase où le jeu pastille-gaine est fermé sur toute la hauteur de lapastille.

Jeu ouvert Lors de la première phase, les évolutions mécaniques de la pastille et de la gaine sont indépen-
dantes. En début d’irradiation, la pastille adopte une forme de diabolo décrite sur la figure 1.6. Cette forme de
diabolo se retrouve sur la figure 6.2 par un rayon de pastille au plan inter-pastilles supérieur d’une trentaine
de microns au rayon au plan médian-pastille (points A et B). En début d’irradiation, le combustible densifie.
Ce phénomène, difficilement visible sur la figure 6.2, conduit à une faible diminution des rayons partiellement
compensée par un gonflement du combustible dû à la production de produits de fissions solides. Ce gonflement
explique l’augmentation des rayons de la pastille aux plans médian-pastille et inter-pastilles, en particulier au
cours du second cycle d’irradiation.

Durant cette première phase, la gaine évolue de la même manière dans les plansmédian pastille et inter-
pastilles. Elle est uniformément sollicitée sur sa face externe par le caloporteur et sur sa face interne par le gaz de
remplissage. La pression du caloporteur étant plus importante que la pression interne, la gaine est sollicitée en
compression. Par écoulement viscoplastique sous irradiation, son rayondiminue. La vitesse d’écoulement évo-
lue d’abord rapidement en début d’irradiation (écoulement primaire) et se stabilise (écoulement secondaire) :
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l’évolution du rayon de la gaine devient linéaire en fonction du temps.

Au cours de cette première phase, la pastille gonfle alors que le rayon de la gaine diminue. Ils rentrent en
contact au niveau du plan inter-pastilles (point C) en fin de premier cycle d’irradiation, ce qui marque le début
de la seconde phase.

Refermeture du jeu Au moment du contact pastille-gaine au plan inter-pastilles (point C), la dilatationther-
mique de la pastille, sa mise en diabolo et l’écoulement viscoplastique de la gaine contribuent à part quasiment
égales ([Garcia 98b]) au comblement du jeu initial. L’évolution de la gaine cesse alors d’être uniforme. Au plan
inter-pastilles, la gaine prend appui sur la pastille, ce qui se traduit, , sur lafigure 6.2, par ralentissement de la
réduction de son rayon. La gaine s’oppose à la mise en diabolo de la pastille,qui se réduit progressivement. Il
est d’usage de parler de remise en place du fragment, phénomène induit par l’écoulement viscoplastique sous
irradiation du combustible. Au plan médian-pastille, le rayon de la gaine évolue avec une cinétique similaire
à celle qu’elle avait au cours de la première phase. Cette phase se termine par le contact entre la pastille et la
gaine au niveau du plan médian-pastille (point D) qui se produit au milieu du second cycle. Le jeu est alors
comblé sur toute la hauteur de la pastille : la pastille et la gaine sont solidaires.

Jeu fermé Au plan médian-pastille, la gaine suit le gonflement de la pastille et voit son rayon augmenter à
nouveau. Au plan inter-pastilles, la remise en place du fragment se termine. Le fragment prend appui sur les
fragments adjacents pour résister à la poussée de la gaine. La figure montre que la modélisation2D, grâce
au modèle de guérison des fissures proposé par le modèle MEFISTO, semble pouvoir rendre compte de ce
phénomène. Il se traduit par une augmentation du rayon au plan inter-pastilles à partir du point E. Les rayons
de la pastille et de la gaine aux plans inter-pastilles et médian-pastille évoluent de manière similaire sous l’effet
du gonflement de la pastille. Nous pouvons observer qu’en fin de second cycle, les rayons aux plans inter-
pastilles sont plus importants qu’au médian-pastille, ce qui se traduit, après retour à froid par la formation de
plis primaires sur la gaine.

6.2.2 Évolution des contraintes dans la gaine en irradiationde base

Le paragraphe précédent a montré sur les changements géométriques dela pastille et de la gaine que la mo-
délisation2D pouvait rendre compte qualitativement de tous les comportements apparaissant sous irradiation.
Le but des codes de calcul étant de pouvoir quantifier le chargement mécanique de la gaine, il est intéressant de
voir comment celui-ci évoluait au cours de l’irradiation de base.
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FIG. 6.3 – Évolution des contraintes en peau interne de gaine en irradiation de base. a) Au plan médian-pastille
(pointp9 de la figure 3.2). b) Au plan inter-pastilles (pointp6 de la figure 3.2).

Nous présentons sur la figure 6.3 l’évolution des contraintes dans la gaineen peau interne de gaine au
niveau des plans médian-pastille (pointp9 de la figure 3.2) et inter-pastilles (pointp6 de la figure 3.2). Nous
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avons adopté la convention classique qui représente les tractions par des valeurs positives de la contrainte. La
contrainte radialeσr permet de mesurer les efforts exercés en peau interne de gaine. Elle estégale à l’opposée
de la somme de la pression internePi et de la pression de contactPcontact :

σr = − (Pi + Pcontact)

La contrainte circonférentielleσθ permet de mesurer le chargement global de la gaine. La contrainte équivalente
σeq est reproduite car elle gouverne l’écoulement viscoplastique de la gaine.

Jeu ouvert À jeu ouvert, les contraintes dans la gaine sont uniformes et sont dues à ladifférence entre la
pression interne du crayon et la pression exercée sur la gaine par le fluide caloporteur. La pression du caloporteur
étant constante, elles évoluent à cause de l’augmentation progressive de la pression interne dans le crayon.

Refermeture du jeu En fin de premier cycle, la pastille et la gaine rentrent en contact au niveaudu plan
inter-pastilles (point C). La pression de contactPcontact fait diminuer la contrainte radialeσr en peau interne
de gaine et la contrainte équivalenteσeq (figure 6.3 b)). Cette diminution de la contrainte équivalente explique
la diminution de la vitesse de déformation viscoplastique de la gaine observée auparagraphe précédent (figure
6.2).

Jeu fermé Une fois le jeu pastille-gaine entièrement refermé (point D), la gaine prend appui sur la pastille
pour s’opposer à la pression du caloporteur. La pression de contactPcontact augmente progressivement au plan
médian-pastille avec pour effet une nette augmentation de la contrainte circonférentielleσθ observable sur la
figure 6.3 a). Cette contrainteσθ augmente au cours du second cycle jusqu’à devenir pratiquement nulle.

Au plan inter-pastilles, la fin de la remise en place du fragment se traduit par une augmentation de la
pression de contact à partir du point E de la figure 6.3 b).

6.2.3 Profilométrie de la gaine après l’irradiation en base

Les profilométries, c’est-à-dire les mesures de diamètre de gaine, après irradiation sont les principales
données expérimentales permettant de juger les résultats d’un code de calculs.

Les diamètres initiaux de la gaine (avant irradiation) sont connus avec uneprécision de l’ordre du micron.
De plus, les profilométries expérimentales mesurent également une couche de zircone non prises en compte
dans les calculs. Il est cependant possible d’estimer son épaisseur. Elle est de l’ordre de7 µm pour le crayon
I04-4.

Les mesures expérimentales sont comparées au calcul sur la figure 6.4. Nous avons appliqué aux profilo-
métries calculées une translation globale de9 µm, inférieure aux incertitudes sur le diamètre initial et liées à
la couche de zircone. De plus, la modélisation2D ne représentant qu’une moitié de pastille, la profilométrie
calculée a été complétée par son symétrique par rapport au plan médian-pastille afin de représenter la pastille
dans son intégralité.

La comparaison faite sur la figure 6.4 montre que la modélisation2D est capable de reproduire avec une
bonne précision l’apparition d’un pli primaire marqué au niveau du plan inter-pastilles. Un faible pli secon-
daire au plan médian-pastille peut également être observé expérimentalementet est également reproduit par la
simulation.

6.3 Modélisation2D du crayon I04-4 en transitoire de puissance

Après l’irradiation en réacteur de puissance, le crayon est refabriqué pour être introduit en réacteur expé-
rimental où il subit un transitoire de puissance après un palier de conditionnement qui ne sera plus considéré
dans la suite.
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après décalage global de la profilométrie calculée.

Nous présentons dans ce paragraphe les résultats obtenus par une modélisation2D du transitoire de puis-
sance subi par le crayon I04-4.

6.3.1 Phénoménologie détaillée
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FIG. 6.5 – Évolution des rayons externes pastille et internes gaine aux plans médian-pastille et inter-pastilles
au cours du transitoire de puissance.

Au cours du transitoire de puissance le jeu est refermé. Les rayons externes pastille et internes gaine aux
plans médian-pastille et inter-pastilles sont confondus (figure 6.5) et la gaine suit les dilatations de la pastille.
Ces dilatations ont deux causes : l’élévation de température et le gonflementdû aux produits de fissions gazeux
([Garcia 98b]). Il est possible de distinguer trois points particuliers :

– le point A qui marque la fin de la montée en puissance maximale ;
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– le point B à partir duquel le rayon au plan médian-pastille est supérieur aurayon au plan inter-pastilles ;
– le point C où le rayon au plan inter-pastilles commence à diminuer ;

Montée en puissance Au cours de la montée en puissance, la pastille se dilate sous l’effet de l’augmentation
de température. Cette dilatation conduit à un accroissement rapide et important du rayon de la gaine qu’il est
possible d’observer sur la figure 6.5. Les évolutions des rayons aux plans inter-pastilles et médian-pastille sont
similaires.

Gonflement gazeux Une fois le palier à puissance maximale atteint, la pastille continue de gonfler sous
l’effet des produits de fissions gazeux. Son effet est plus important au plan médian-pastille et se traduit sur
la profilométrie expérimentale par un accroissement du pli secondaire Ce comportement se retrouve sur la
figure 6.5. Nous y voyons que le rayon augmente plus vite au plan médian pastille qu’au plan inter-pastilles.
Nous pouvons également observer que le rayon au plan inter-pastilles n’augmente pratiquement plus avant de
commencer à diminuer à partir du point C.
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FIG. 6.6 – Comblement de l’évidement au cours du transitoire de puissance.

Comblement de l’évidement L’évidement de la pastille a pour but d’accommoder les déformations à chaud
de la pastille. Après une rampe de puissance, les observations expérimentales montrent que cet évidement a
tendance à se combler. Le comblement de l’évidement peut être caractérisépar la diminution de hauteur du
pointp1 de la figure 3.2. Son évolution au cours du transitoire de puissance est représentée en figure 6.6. Cette
figure montre que la modélisation2D décrit de manière satisfaisante le comblement de l’évidement. Au cours
du palier de puissance (point A), ce comblement est dû aux déformations inélastiques du combustible, son
gonflement et son écoulement viscoplastique.

6.3.2 Évolution des contraintes dans la gaine en transitoirede puissance

Au cours du transitoire de puissance, la gaine subit le gonflement de la pastille et voit son rayon fortement
augmenter. Elle se trouve sollicitée en traction et risque de se rompre.

L’évolution des contraintes dans la gaine au cours du transitoire de puissance, quand celle-ci est la plus
fortement sollicitée, est un résultat particulièrement intéressant pour juger la pertinence de la modélisation2D.
Cette évolution est représentée en figure 6.7 en peau interne de gaine au niveau du point médian-pastille (point
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FIG. 6.7 – Évolution des contraintes en peau interne de gaine au cours de la rampe de puissance a) au plan
médian-pastille (pointp9 de la figure 3.2) b) au plan inter-pastilles (pointp6 de la figure 3.2)

p9 de la figure 3.2) au cours de la rampe de puissance et au niveau du pointinter-pastilles (pointp6 de la figure
3.2).

La figure 6.7 montre que la contrainteσθ est la plus importante en valeur absolue. Cette contrainte est
représentative du niveau de chargement de la gaine. Nous pouvons observer que la modélisation2D prévoit
que sa valeur est plus importante au plan médian-pastille qu’au plan inter-pastilles. Ce résultat est contraire à
l’expérience : les ruptures de gaine sont observés expérimentalement au plan inter-pastilles. Ce résultat, déjà
observé en3D, est analysé par Plancq et coll. ([Plancq 01]) qui l’expliquent par une modélisation insuffisam-
ment précise des conditions de frottement ou d’ancrage au niveau du plan inter-pastilles. Rappelons qu’aucune
condition de frottement n’est utilisée dans les résultats présentées ici en2D.

Pendant le palier à haute puissance, nous pouvons observer une relaxation progressive des contraintes dans
la gaine.

6.3.3 Profilométrie de la gaine après le transitoire de puissance
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FIG. 6.8 – Comparaison entre les profilométries expérimentales et calculées par une modélisation 2D pour le
crayon I04-4. a) Résultats bruts b) Résultats obtenus après décalage global de la profilométrie calculée.

Afin de juger les capacités prédictives de la modélisation2D, la figure 6.8 compare les profilométries me-
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surées et calculées en fin d’irradiation de base et après le transitoire depuissance. Ces profilométries montrent
une augmentation moyenne du diamètre de la gaine que la modélisation2D semble pouvoir retrouver.

Après le transitoire de puissance, les profilométries montrent que le pli secondaire s’est accru jusqu’à
devenir légèrement plus important que le pli primaire. La modélisation2D semble à même de reproduire cette
augmentation.

6.3.4 Capacités de la modélisation2D

Les résultats obtenus sur la modélisation2D du crayon I04-4 permettent de donner un premier avis sur
la pertinence de celle-ci. D’un point de vue qualitatif, la modélisation2D reproduit correctement toute la
phénoménologie du comportement sous irradiation des crayons combustible.D’un point de vue quantitatif, elle
est à même de prédire les principaux changements géométriques du crayon.

Ces conclusions doivent être étayées. Pour ce faire, il est d’une part possible d’analyser les résultats obtenus
sur d’autres crayons présentant une gamme la plus large possible de conditions d’irradiation. Ce travail a été
effectué ailleurs ([Castelier 05]) sur cinq autres crayons. La modélisation2D a pu reproduire leurs changements
géométriques. Les conclusions de ce travail confirment les résultats obtenus sur le crayon I04-4. D’autre part,
les résultats obtenus par la modélisation2D peuvent être comparés et confirmés par les autres modélisations
développées antérieurement au CEA, les modélisations1D et 3D, pour lesquelles le retour d’expérience est
important. Cette comparaison est présentée maintenant.

6.4 Comparaisons des résultats obtenus par différentes modélisations

La comparaison des différentes modélisations du crayon combustible permetde garantir la cohérence des
résultats obtenus. Elle permet de plus de conforter certains résultats de calcul qui ne sont pas directement
mesurables expérimentalement, l’évolution des contraintes dans la gaine par exemple.

La modélisation2D est comparée aux deux modélisations plus classiques développées au CEA, les mo-
délisations1D et 3D. La modélisation1D, dans l’état actuel de développement de l’application ALCYONE,
n’étant pas encore en mesure de prendre en compte le gonflement gazeux, la comparaison des modélisations
1D et2D se fera uniquement sur l’irradiation de base.

Cette comparaison est grandement facilitée par le code ALCYONE développé dans le cadre du projet
PLEIADES qui permet de se baser sur un ensemble de modèles communs à toutes les modélisations.

6.4.1 Comparaison des résultats3D aux résultats2D au cours de l’irradiation de base

Nous présentons ici la comparaisons de quelques résultats obtenus par les modélisations2D et3D au cours
de l’irradiation de base. La modélisation3D décrit un fragment de pastille et remplace le comportement fragile
du combustible par un comportement plastique, décrit au paragraphe 4.2.1.Dans la suite, les résultats du calcul
3D ont été pris au niveau du plan de symétrie du fragment, là où ces2 modélisations sonta priori les plus
comparables.

6.4.1.1 Évolution des rayons au cours de l’irradiation de base

La figure 6.9 compare les évolutions des rayons intérieurs gaine et extérieurs pastille obtenues par des
calculs2D et3D au cours de l’irradiation de base pour le crayon I04-4.

Au plan médian-pastille, la figure 6.9 a) montre que les évolutions observées sont comparables. La repré-
sentation2D de la pastille semble donc conduire à des rigidités comparables à celles d’un fragment. Le contact
entre la pastille et la gaine se produit à des instants proches en3D et2D.

Au plan inter-pastilles, le calcul3D prédit une mise en diabolo supérieure d’une vingtaine de microns
à celle prédite en2D. De fait, le jeu inter-pastilles est refermé plus tôt, au premier quart du premiercycle
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FIG. 6.9 – Comparaison des évolutions des rayons intérieurs gaine et extérieurs pastille obtenues par des calculs
2D et 3D au cours de l’irradiation de base pour le crayon I04-4 a) au plan médian-pastille b) au plan inter-
pastilles.

d’irradiation. La figure 6.9 montre cependant que l’évolution du rayon interne gaine reste similaire entre la
modélisation3D et 2D. Ceci signifie que la pastille exerce une force de contact faible sur la gaine. En fait, la
déformation viscoplastique sous irradiation de la pastille suffit à redresserla pastille sans que la gaine ne soit
fortement sollicitée. Ceci permet de retrouver des déplacements de pastillessimilaires en2D et 3D en fin de
premier cycle. Les évolutions des rayons externe pastille et interne gaine observées par la suite sont ensuite très
proches. Ce résultat retrouve le fait que la pastille n’exerce d’effortimportant sur la gaine qu’après la moitié du
second cycle, une fois la pastille pratiquement redressée. La pastille prend alors appui sur les fragments voisins
pour repousser la gaine.
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FIG. 6.10 – Évolution des températures à cœur calculées par des modélisations2D et3D.

6.4.1.2 Thermique

Les températures atteintes dans le combustible influencent la plupart des phénomènes intervenant dans
la pastille sous irradiation. Il est donc important d’en faire un calcul le plusréaliste possible. La figure 6.10
compare les évolutions des températures à cœur calculées par des modélisations2D et 3D aux plans médian-
pastille et inter-pastilles.
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Le coefficient d’échange thermique entre la pastille et la gaine dépend de l’ouverture du jeu et conduit à des
températures à cœur d’autant plus élevées que le jeu pastille gaine est important. En conséquence, la plus faible
mise en diabolo prédite par la modélisation2D conduit à des températures à cœur globalement plus élevées que
celles prédites par la modélisation3D. Cette différence est essentiellement visible au cours du premier cycle
d’irradiation.
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FIG. 6.11 – Évolution des contraintes en peau interne de gaine au cours de l’irradiation de base.

6.4.1.3 Évolution des contraintes en peau interne de gaine au cours del’irradiation de base

Il est intéressant de comparer les évolutions de contraintes dans la gaineprédites par les modélisations2D et
3D au cours de l’irradiation de base (figure 6.11). La première constatation est que les contraintes prédites sont
extrêmement proches. De manière plus précise, nous pouvons nous intéresser aux différents instants particuliers
que l’analyse faite au paragraphe 6.2.2 avait mis en évidence (figure 6.3).

L’instant de contact au plan médian-pastille (point D) est pratiquement identique dans les deux modéli-
sations. Nous pouvons noter que les évolutions de la contrainte orthoradiale σθ sont confondues : les efforts
exercés par la pastille sur la gaine en2D et en3D sont identiques. La situation est plus délicate à analyser au
plan inter-pastilles. On peut tout de même noter que les contraintes exercéessur la gaine restent très similaires
malgré un contact pastille-gaine plus précoce en3D.

6.4.2 Comparaison des résultats3D aux résultats2D au cours du transitoire de puissance

Nous présentons ici la comparaison de quelques résultats obtenus par lesmodélisations2D et3D au cours
du transitoire de puissance. Cette comparaison permet de discuter la validité de l’utilisation du modèle de
plasticité en3D, décrit au paragraphe 4.2.1, afin de rendre compte du caractère fragile du combustible.

6.4.2.1 Températures à cœur

La figure 6.12 compare les températures à cœur prédites par les deux modélisations2D et 3D aux plans
médian-pastille et inter-pastilles. Il est intéressant de noter que les différences observées sont minimes, de
l’ordre de la dizaine de Kelvin.

6.4.2.2 Évolution des rayons

La figure 6.13 compare l’évolution des rayons interne gaine aux plans médian-pastille et inter-pastilles
prédits par les modélisations2D et3D au cours du transitoire de puissance. Alors que les évolutions observées
au plan inter-pastilles semblent similaires, des différences notables apparaissent au plan médian-pastille. D’une
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FIG. 6.12 – Températures à cœur prédites par les modélisations2D et 3D aux plans médian-pastille et inter-
pastilles.
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FIG. 6.13 – Évolution des rayons internes gaine aux plans médian-pastille et inter-pastilles au cours du transi-
toire de puissance.
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part la cinétique de gonflement est plus faible en3D. D’autre part, le rayon diminue au cours du temps de
maintien en3D alors que la modélisation2D prédit un accroissement de rayon.

6.4.2.3 Comparaisons des profilométries obtenues en2D et 3D
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FIG. 6.14 – Comparaison des profilométries calculées en2D et3D de puissance pour le crayon I04-4 après le
transitoire de puissance.

La figure 6.14 compare les profilométries calculées en2D et 3D après rampe de puissance. Cette figure
montre que les deux modélisations conduisent à des hauteurs de plis primairespratiquement identiques. Le pli
secondaire est visiblement moins marqué en3D et la modélisation2D semble ici plus conforme à l’expérience.

6.4.2.4 Évolution de la hauteur de l’évidement au cours du transitoire de puissance

0,1

0,12

0,14

0,16

0,18

0,2

0,22

0,24

0,26

0,28

0,3

14,6 14,65 14,7 14,75 14,8 14,85 14,9 14,95 15

Pmax
lin

0

H
au

te
ur

(m
m

)

P
ui

ss
an

ce
lin

éi
qu

e
(

W
.c

m
−

1
)

Temps (h)

2D
3D

Puissance linéique

FIG. 6.15 – Comparaison des évolutions de la hauteur de l’évidement calculées en 2D et3D.

La figure 6.15 montre que le comblement de l’évidement est plus important dansune modélisation3D.
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Lors du retour à froid, la hauteur de l’évidement évolue de manière linéaireavec la puissance linéique
avec des pentes proches en2D et 3D. Cette linéarité semble montrer que le retour à froid se fait de manière
élastique. Elle permet de mettre en évidence un déplacement inélastique importantqui explique les différences
vues entre le2D et le3D. Ceci est dû au modèle de plasticité utilisé en3D, qui pour relaxer les contraintes,
celui-ci introduit une déformation plastique dont l’écoulement tend à occuper les espaces libres dans le crayon
et en particulier l’évidement.

6.4.2.5 Évolution des contraintes dans la gaine au cours du transitoirede puissance
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FIG. 6.16 – Comparaison des évolutions des contraintes orthoradialesσθ calculées en peau interne de gaine en
2D et3D au cours de la rampe de puissance pour le crayon I04-4.

La figure 6.16 montre l’évolution des contraintes orthoradialesσθ en peau interne de gaine. Cette contrainte
est globalement plus faible en3D. Ceci est cohérent avec le plus faible pli secondaire observé en3D.

6.4.2.6 Effet du modèle de plasticité

Pour relaxer les contraintes dans la pastille, le modèle de plasticité introduit unedéformation irréversible
incompressible (paragraphe 2.1.3.3). Cette incompressibilité conduit la matièreà occuper les espaces dispo-
nibles, ici les évidements. Le modèle de plasticité prédit un flux de matière dans l’axe de la pastille qui se
traduit par un un comblement de l’évidement plus important qu’en2D. La modélisation3D montre que les
contraintes exercées sur la gaine sont plus faibles en3D, ce qui pour pour conséquence un pli secondaire moins
important que celui observé expérimentalement (figures 6.4.2.6 et 6.16).

6.4.3 Comparaison des modélisations1D et 2D en irradiation de base

Nous comparons dans ce paragraphe les résultats obtenus par des modélisations1D et2D en irradiation de
base. Dans ce paragraphe, nous avons utilisé la loi d’OTTER pour décrire le comportement viscoplastique du
combustible.

Afin de représenter un comportement moyen de la pastille, la modélisation1D utilise un modèle de déloca-
lisation/relocalisation, décrit au paragraphe 4.4. Il s’agit d’un sur-déplacement calé sur des modélisations3D.
La réponse obtenue ici en1D est représentative d’un plan situé entre le médian-pastille et l’inter-pastilles.

Température à cœur Les températures à cœur calculées par des modélisations1D et 2D sont comparées
en figure 6.17. Cette comparaison montre que la modélisation2D conduit à des températures plus importantes
que la modélisation1D au cours du premier cycle d’irradiation. Ce résultat est lié à la mise en diabolomoins
importante de la pastille dans une modélisation2D par rapport à la modélisation3D sur laquelle le modèle de
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FIG. 6.17 – Comparaion des températures à cœur calculée par des modélisations1D et2D.

délocalisation/relocalisation a été calée (paragraphe 6.4.1.1). Nous pouvons voir qu’en fin de second cycle, les
différences sont minimes.
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FIG. 6.18 – Comparaisons des évolutions des rayons internes gaine et externe combustible calculés par une
modélisation2D et une modélisation1D.

Évolution des rayons dans la pastille combustible au cours de l’irradiation de base La figure 6.18 com-
pare les évolutions des rayons internes gaine et externes combustible calculées par une modélisation2D aux
calculs effectués par l’application ALCYONE1D. Dans les deux cas, la modélisation 1D offre une évolution
intermédiaire entre le plan médian-pastille et le plan inter-pastilles.

Conclusions du chapitre
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L’analyse du crayon I04-4 a montré que la modélisation2D est à même de retrouver le comportement du
crayon combustible à la fois qualitativement et quantitativement. Elle a été validéesur la base des profilométries
expérimentales.

Cette modélisation est cohérente avec les différentes modélisations1D et 3D disponibles. Des différences
apparaissent cependant entre la modélisation3D et2D, cette dernière fournissant dans le cas étudié des résultats
plus proches des données expérimentales. Ces différences sont liéesà l’utilisation d’un modèle de plasticité
pour décrire le caractère fragile du combustible en3D.

Les résultats présentés dans ce chapitre sont très encourageants quant à la capacité de la modélisation2D,
associée au modèle MEFISTO, à représenter le comportement des combustibles UO2 standard. Nous proposons
dans le chapitre suivant de discuter l’influence des différentes lois utilisées pour décrire soit le comportement
viscoplastique du combustible, soit son gonflement gazeux.



CHAPITRE 7

SENSIBILITÉ DE LA MODÉLISATION 2D AUX

DIFFÉRENTS PHÉNOMÈNES INTERVENANT

DANS LA PASTILLE COMBUSTIBLE

Objet du chapitre :

Nous avons appliqué le modèle d’endommagement MEFISTO en le couplant aux lois mécaniques et
physico-chimiques à notre disposition. Il est intéressant d’évaluer la sensibilité de la réponse de la modélisation
2D à ces lois de comportement. Nous nous intéressons ici à deux phénomènes particuliers, le comportement
viscoplastique et le gonflement gazeux. La modélisation2D est ensuite appliquée à un crayon présentant des
propriétés sensiblement différentes des propriétés des combustibles standard.

Sommaire du chapitre 7

7.1 Influence de la loi de comportement viscoplastique 136
7.1.1 Influence sur l’évolution des rayons extérieurs de la pastille au cours de l’irradiation

de base 136
7.1.2 Influence sur la profilométrie de la gaine 136
7.1.3 Influence sur l’évolution des contraintes dans la gaine en transitoire de puissance 137

7.2 Influence du gonflement gazeux 138
7.3 Autres combustibles 138
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7.1 Influence de la loi de comportement viscoplastique

Deux lois sont généralement utilisées pour décrire le comportement viscoplastique du combustible, la loi
LPCC ([Sladkoff 99]) et la loi d’OTTER ([Bahoboy 69, Otter 75]). Nous les avons décrites au paragraphe 4.3.
Ces deux lois ont la même direction d’écoulement, si bien qu’elle ne diffèrentque par la vitesse de l’écoulement
∂Φ

∂σeq

. Nous n’avons cependant pas pu extraire de conclusions simples de leur comparaison, l’une ou l’autre

des lois pouvant conduire à des vitesses d’écoulement plus importantes enfonction de la température, de la
contrainte ou du taux de fission. Nous nous bornons ici à une descriptionet une interprétation factuelle des
résultats obtenus avec chacune de ces lois.

7.1.1 Influence sur l’évolution des rayons extérieurs de la pastille au cours de l’irradiation de
base
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FIG. 7.1 – Comparaison entre les évolutions des rayons extérieurs de la pastille au plan médian-pastille et au
plan inter-pastilles calculées avec le modèle MEFISTO couplé soit à la loi viscoplastique LPCC soit à la loi
d’OTTER pour le crayon I04-4.

La figure 7.1 présente une comparaison des évolutions des rayons extérieurs de la pastille au plan médian-
pastille et au plan inter-pastilles calculées soit avec la loi viscoplastique LPCCsoit avec la loi d’OTTER au
cours de l’irradiation de base.

Cette figure montre que l’évolution de la pastille au médian-pastille est équivalente dans les deux cas. Au
plan inter-pastilles, la loi d’OTTER conduit à une mise en diabolo de la pastille plus importante. En conséquence,
la refermeture du jeu pastille-gaine est plus rapide dans ce cas.

Ces écarts sont vraisemblablement liés au fait qu’au cours de la montée en puissance, la loi d’OTTER

prédit des déformations viscoplastiques inférieures à la loi LPCC. Ceci affecte l’extension de l’endommagement
orthoradial, plus important dans le cas de la loi d’OTTER, qui lui même affecte directement la mise en diabolo
de la pastille.

7.1.2 Influence sur la profilométrie de la gaine

La figure 7.2 compare les profilométries obtenues expérimentalement et calculées avec les lois viscoplas-
tiques LPCC et d’OTTER.
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FIG. 7.2 – Comparaison entre les profilométries expérimentales et calculées pourle modèle Mefisto 2D couplé
soit à la loi viscoplastique LPCC soit à la loi d’OTTER pour le crayon I04-4.

Cette figure montre que l’utilisation de l’une ou l’autre loi viscoplastique influe peu sur la profilométrie en
fin d’irradiation de base. Un pli primaire légèrement plus important peut cependant être observé sur le calcul
utilisant la loi d’OTTER.

Après le transitoire de puissance, cette figure montre que l’utilisation de la loi d’OTTER conduit à des
prédictions de hauteurs de plis primaires beaucoup plus importants qu’avecla loi LPCC. Les plis secondaires
et les décalages moyens entre les profilométries en fin d’irradiation de baseet après le transitoire de puissance
sont équivalents dans les deux cas.

7.1.3 Influence sur l’évolution des contraintes dans la gaine en transitoire de puissance
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FIG. 7.3 – Comparaisons des évolutions des contraintes circonférientiellesσθ calculées soit avec la loi visco-
plastique LPCC soit avec la loi d’OTTER pour le crayon I04-4.

La figure 7.3 compare les évolutions des contraintes circonférientiellesσθ calculées soit avec la loi visco-
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plastique LPCC soit avec la loi d’OTTER au cours du transitoire de puissance. Cette figure montre que les
évolutions observées dans les deux cas sont extrêmement proches. L’utilisation de l’une ou l’autre de ces lois
n’impacte le chargement de la gaine qu’au niveau de l’inter-pastilles et pendant un temps relativement cours
après la fin de la montée en puissance : la contrainte circonférentielle décroît immédiatement avec la loi LPCC
alors qu’elle continue d’augmenter avec la loi d’OTTER.

7.2 Influence du gonflement gazeux

Nous regardons dans ce paragraphe l’influence du gonflement dû aux produits de fissions gazeux sur les
résultats de la modélisation2D.
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FIG. 7.4 – Influence du gonflement gazeux pour le crayon I04-4 sur la profilométrie de la gaine après rampe.

Influence du gonflement gazeux sur la profilométrie de la gaine La figure 7.4 montre l’influence du gon-
flement gazeux sur la profilométrie de la gaine après rampe. L’augmentation moyenne du diamètre de la gaine
observée entre les profilométries avant et après le transitoire de puissance est deux fois moins importante en
l’absence de gonflement gazeux.

Le gonflement gazeux joue également un rôle important sur la formation du plisecondaire. La hauteur de
celui-ci est environ deux fois moins importante en l’absence de gonflementgazeux.

Influence du gonflement gazeux sur le comblement de l’évidementDes analyses précédentes ont montré
que le gonflement gazeux joue un rôle important vis à vis du comblement de l’évidement. Nous illustrons son
rôle dans le cas d’une modélisation2D du crayon combustible sur la figure 7.5.

7.3 Autres combustibles

Le crayon I04-4 est constitué d’un combustible UO2 standard. D’autres combustibles sont en cours d’étude
qui se différencient nettement du combustible standard par leurs propriétés à rupture, leur comportement visco-
plastique et leur gonflement gazeux. Au vu des sensibilités des résultats dela modélisation2D observées à ces
deux phénomènes dans les deux paragraphes précédents, il est intéressant d’observer à quels résultats conduit
cette modélisation quand elle est appliquée à ces nouveaux combustibles.
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La figure 7.6 compare les résultats obtenus par la modélisation2D en fin d’irradiation de base et après le
transitoire de puissance dans le cas d’un combustible différent du combustible UO2 standard caractérisé par
un écoulement viscoplastique et un gonflement gazeux plus importants. Lesmodèles de comportement utilisés
sont les mêmes que ceux utilisés pour le combustible standard mais avec un jeu deparamètres matériau adapté
à ce combustible.

Les résultats obtenus sont représentatifs des résultats expérimentaux, en particulier après l’irradiation de
base. Les résultats après le transitoire de puissance montrent une nette augmentation du pli secondaire due au
gonflement gazeux important dans ce type de combustible.

Conclusion du chapitre

Ce chapitre a montré la sensibilité au comportement viscoplastique et au gonflement gazeux du combustible
des résultats obtenus par une modélisation2D.

Cette modélisation a ensuite été appliquée au calcul d’un crayon composé d’un combustible qui se différen-
cie entre autres du combustible standard par ces deux phénomènes. Bien qu’une analyse plus poussée doive être
menée, il semble que la modélisation2D retrouve de manière relativement satisfaisante les résultats expérimen-
taux pour ce type de combustible. La modélisation2D semble pouvoir discriminer les différents combustibles
sur la base de leurs propriétés mécaniques et physico-chimiques.
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CONCLUSIONS ET PERSPECTIVES

Ce mémoire examine la fissuration des combustibles nucléaires oxyde, en vue de modéliser le comporte-
ment mécanique des crayons combustibles en réacteur. Des modèles de comportement ont été élaborés pour
permettre des modélisations 1D, 2D et 3D du crayon en conditions normales etincidentelles.

La fissuration des matériaux fragiles est par nature instable. D’une part,les fissures se propagent brus-
quement (propagation instable). D’autre part, les trajets des fissures sont aléatoires, les aléas étant liés aux
hétérogénéités microscopiques du matériau. L’étude bibliographique réalisée montre comment ces différentes
caractéristiques de la fissuration se traduisent par des difficultés mathématiques et numériques communes aux
différentes classes de modèles proposées dans la littérature. Elle met également en avant les difficultés liées
à la représentation des fissures, objets surfaciques, par des modèles volumiques. Parmi l’ensemble des ap-
proches disponibles, nous avons choisi d’utiliser des modèles d’endommagement local dans une description
quasi-statique. Dans ce cas, les principales difficultés numériques rencontrées sont lalocalisation de l’endom-
magementet lessauts de solutions.

– Les calculs par éléments finis montrent que l’endommagement se localise dansdes bandes de l’épaisseur
d’un élément. Cette localisation permet de reproduire les fissures, mais celles-ci sont cependant mal défi-
nies car elles dépendent du maillage utilisé, tant pour leur trajet que pour l’énergie qu’elles dissipent. Ces
dépendances au maillage rendent difficiles l’application des modèles d’endommagement local dans les
calculs de structure. Dans les modélisations 1D et 2D, les conditions de symétries ont permis de s’affran-
chir de cette localisation et les résultats obtenus sont indépendants du maillage. Pour la modélisation 3D,
pour laquelle un modèle d’endommagement local a également été formulé, il n’est plus possible dans ce
cas de s’appuyer sur des symétries. Il est probable que le besoin d’avoir des résultats indépendants du
maillage nécessite de se tourner vers d’autres approches, les modèles d’endommagement non local ou la
mécanique de la rupture revisitée ([Marigo 00, Bourdin 00]). Il est cependant difficile de juger à l’heure
actuelle de la capacité de ces approches à gérer des situations aussi complexes que celle de la pastille
combustible où de nombreux phénomènes thermiques, mécaniques et physico-chimiques interviennent
simultanément.

– La description quasi-statique des matériaux fragiles décrit les propagations instables de fissures par
des évolutions brutales de l’état d’équilibre du système. D’un point de vuenumérique, ces évolutions
conduisent à des convergences de l’algorithme d’équilibre global de la structure d’autant plus difficiles
que les maillages utilisés sont fins. À l’heure actuelle, ces difficultés de convergence limitent les perfor-
mances des modélisations1D et 2D. L’étude effectuée dans ce mémoire montre que ces performances
peuvent être sensiblement améliorées en réactualisant la matrice de raideurde la structure à chaque ité-
ration, en utilisant par exemple la matrice tangente cohérente, pour prendreen compte l’évolution de
l’endommagement.

Les modèles développés au cours de ce travail ont été intégrés dans l’application combustible ALCYONE
au sein de la plateforme PLEIADES. Parmi ces applications, celle liée à la modélisation 2D du combustible
a été particulièrement étudiée dans ce mémoire. Cette modélisation est aujourd’hui capable de retrouver les
principaux résultats expérimentaux sur le comportement des crayons combustible en situation normale et en
transitoire de puissance, et en particulier les déformations géométriques des crayons combustibles. Nous avons
de plus montré que les prédictions de la modélisation2D sont en accord avec les autres modélisations1D et3D.
Enfin, l’important travail effectué au sein de la plateforme PLEIADES a permis de faire de cette modélisation
un outil complètement opérationnel.

Ces conclusions sur la modélisation2D, très encourageantes, ne sont cependant fondées que sur quelques
crayons ([Castelier 05]). Une qualification sur une base expérimentale plus étendue reste à mener. D’autre
part, nos efforts se sont essentiellement limités au combustible UO2 standard. Nous avons montré dans ce
mémoire quelques éléments qui laissent à penser que la modélisation2D est capable de traiter tous les types
de combustibles. Ce point doit être approfondi, avec en particulier, une étude spécifique aux combustibles
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MOX et « dopés chrome ». Cette modélisation doit également être complétée de diverses manières, en prenant
en compte le frottement entre la pastille et la gaine, en calculant directement le gonflement gazeux qui est
aujourd’hui le résultat d’un calcul1D, etc...

Une perspective particulièrement intéressante serait de pouvoir enrichir la modélisation2D d’une descrip-
tion des phénomènes non axisymétriques. En effet, si la modélisation2D est capable de décrire les déformations
géométriques de la gaine, elle ne permet pas de rendre compte des variationsorthoradiales des contraintes dans
la gaine. La modélisation1D partage cette faiblesse qui rend aujourd’hui nécessaire le recours àdes modélisa-
tions3D. Un tel travail d’enrichissement de la modélisation1D a été effectué ailleurs ([Retel 02, Masson 05]).
Ces approches peuventa priori être étendues à la modélisation2D.



ANNEXES

143





Annexe A : Conditions aux limites
mécaniques

Cette annexe décrit les conditions aux limites mécaniques utilisées dans les modélisations2D (r, z) et 3D
du crayon combustible.

A.1 Modélisation 2D (r, z) du crayon combustible

Nous définissons ici les conditions aux limites mécaniques spécifiques à une modélisation en2D (r, z).
Les conditions décrites sont équivalentes à celles décrites pour les modélisations3D dans [Brochard 97] ou
[Michel 05]. Nous renvoyons à ces références pour la description des conditions aux limites thermiques.

Conditions aux limites au plan inter-pastilles Le plan inter-pastilles est un plan de symétrie pour la gaine.
Les points de la gaine, situés sur la lignel6 de la figure 3.2, sont bloqués dans la directionz. La condition
suivante est donc imposée :

uz = 0

Les points du combustible situés initialement soit dans le plan inter-pastilles soit sur l’évidemment, c’est à
dire le long des lignesl1 et l2 de la figure 3.2, sont soumis à une condition decontact unilatéralqui prévient
l’interpénétration de la pastille considérée avec sa voisine. Cette condition setraduit par la condition suivante :

uz + H (z) ≥ 0

oùH (z) est la hauteur initiale du point considéré.

Blocage axial Afin de prévenir tout mouvement de corps rigide de la pastille, le pointp2 de la figure 3.2 est
bloqué axialement :

uz = 0

Conditions aux limites au plan médian-pastille Au plan médian-pastille, les points du combustible et de
la gaine, situés respectivement sur les lignesl4 et l8 de la figure 3.2, sont supposés rester dans un même plan
axial. Il s’agit d’unmouvement d’ensemblequi permet à chacun de ses éléments, pastille et gaine, de se dilater.
À chaque instantt, ce mouvement d’ensemble se traduit par une condition de la forme :

{

ucombustible
z = Cste1 (t)

ugaine
z = Cste2 (t)

Avant contact entre la gaine et le combustible, les mouvements d’ensemble de lagaine et du combustible
sont indépendants. Lorsque le contact est établi, une condition dite d’ancrageimpose que la différence de
déplacements axiaux entre la gaine et la pastille resteconstanteet égale à sa valeur avant contact.
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Conditions de contact entre la pastille et la gaine La pastille et la gaine peuvent rentrer en contact suivant
les lignesl3 et l9 de la figure 3.2. Pour l’instant seules des conditions de non interpénétration sont imposées. Le
frottement entre la pastille et la gaine n’est pas pris en compte.

Conditions de pression La pression interne du crayon est imposée sur les lignesl3 et l9 de la figure 3.2. La
pression du caloporteur est imposée sur la lignel7 de la figure 3.2.

A.2 Modélisation 3D du crayon combustible

Par rapport à une modélisation2D (r, z), une modélisation3D doit décrire le comportement orthoradial de
la pastille. Pour cela, deux plans particuliers sont identifiés (figure 3.4 a)):

– le plan de symétrie au centre du fragment. Ce plan est soumis à une condition de symétrie classique :

uθ = 0

– le plan de symétrie entre le fragment considéré et le fragment adjacent. Une condition de contact unila-
téral est introduite. Celle-ci s’écrit :

uθ ≥ 0

La modélisation3D doit gérer un mouvement de corps rigide du fragment de pastille combustible.Ce
mouvement ne peut être décrit en quasi-statique. Pour contourner cette difficulté, une raideur radiale relie le
pointp1 de la figure 3.4 a) à l’axe de symétrie. Cette raideur suffit à stabiliser le calcul.



Annexe B : La méthode des éléments finis

La résolution exacte de l’équilibre (2.56) est en pratique impossible : nous ne pouvons connaître en tout
point de la structureΩ la valeur de champ de déplacement car cela représente une infinité de variables. La
solution recherchée doit donc être approchée. La méthode la plus utilisée est la méthodes des éléments finis
([Raviart 98]).

B.1 Discrétisation spatiale

La méthode des éléments finis repose sur une approximation de l’espace dessolutions par un espace de
fonctions de dimension finie. Implicitement, ceci suppose que l’espace des solutions soit connu, ce qui est le
cas pour des matériaux au comportement standard : ce sont les espaces de SOBOLEV qui caractérisent des
fonctions suffisamment régulières. Nous présentons ici le vocabulaire associé à cette méthode.

Maillage de la discrétisation Un espace d’approximation adapté à de tels espaces est construit en appro-
chant le volumeΩ par un volumeΩh appelé lemaillage obtenu par agrégation d’un ensemble de polygones
convexes appelésmailles ou éléments. Ces polygones définissent un ensemble de points particuliers incluant
en particulier leur sommet où sont estimées les inconnues, ici l’incrément du champ de déplacement. Ces points
particuliers sont lesnœudsdu maillage et peuvent être communs à plusieurs éléments.

Notion de champ nodal La discrétisation éléments finis permet de définir la notion dechamp nodal : à
chaque nœud est associé un vecteur de dimension3 dans le cas général. Dans la suite, nous représenterons un
champ nodal par un vecteur~Vh contenant l’ensemble des coordonnées de chacun des vecteurs du champ nodal
(si N est le nombre de nœuds du maillage,~Vh est un vecteur de dimension3N ).

Interpolation des champs nodaux sur un élément, assemblageNous voulons associer à tout champ nodal
~Vh une fonction~Vh définie sur le maillage. La méthode des éléments finis définit cette nouvelle fonction par
interpolation sur chaque élément fini des valeurs du champ nodal~vh aux nœuds de l’élément considéré. Pour
cela, un ensemble defonctions d’interpolation sont définies sur l’élément. Insistons sur le fait que seules les
valeurs nodales correspondant aux nœuds de l’élément considéré jouent un rôle : cette remarque est importante
car cette relative indépendance des éléments finis permet de construire la réponse d’une structure à partir de la
réponse de chacun des éléments finis pris individuellement : c’est l’étaped’assemblage.

Espace d’approximation engendré par la discrétisation éléments finis La notion d’interpolation sur chaque
élément fini permet d’associer à tout champ nodal une fonction définie sur le domaine discrétiséΩh : ces fonc-
tions définissent l’espace d’approximationengendré par la discrétisation éléments finis.

Convergence de la méthode des éléments finisLe nombre de points d’interpolation dépend du nombre
d’éléments utilisés. Ce nombre est relié à la taille maximaleh des éléments finis utilisés : plus cette taille est
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petite, plus le nombre de points d’interpolation sera important. En augmentant le nombre de points d’interpo-
lation, il est légitime de penser que la méthode des éléments finis donnera des approximations d’autant plus
proches de la solution exacte. Dans ce cas, la méthode des éléments finis estdite convergente. Cette notion
est essentielle pour assurer la validité du calcul éléments finis. Cette convergence nécessite qu’au moins deux
conditions soient remplies :

– la solution exacte doit exister ;
– les éléments finis doivent être choisis pour pouvoir représenter cette solution exacte, quand elle existe.

Les éléments finis tels que nous allons les présenter sont ditsstandard. Ils décrivent des solutionsrégu-
lièresau problème mécanique.

Ces deux conditions seront examinées au paragraphe 2.2.2 pour les matériaux élastiques, plastiques à écrouis-
sage strictement positif et viscoplastiques et 2.4.3.2 pour les matériaux endommageables.

B.2 Principe de la méthode des éléments finis

La méthode des éléments finis propose de rechercher un champ nodal∆~U tel que la fonction associée∆~uh

vérifie une approximation du principe des travaux virtuels :

∀~vh C.A.h,

∫

Ωh

σt+∆t

(
∆ǫto

)
: ǫto

(

~vh
)

dV

︸ ︷︷ ︸

Travaux intérieures

=

∫

Ωh

~ft+∆t.~v
h dV +

∫

∂Ωh

~T

~Tt+∆t.~v
h dS

︸ ︷︷ ︸

Travaux extérieurs

où nous avons noté∆ǫto la déformation totale associée à la fonction∆~uh
(
∆ǫto = ǫto

(
∆~uh

))
. L’espace

C.A.h est l’ensemble des fonctions~vh correspondant aux champs nodaux vérifiant les conditions aux limites

cinématiques. L’espaceC.A.h étant fini, il existe deux champs nodaux~Fi

(

∆~U
)

et~Fe tels que :

∀~vh C.A.h, ~Fi

(

∆~U
)

.~Vh =

∫

Ωh

σt+∆t : ǫto (~v) dV

~Fe.~V
h =

∫

Ωh

~ft+∆t.~v
h dV +

∫

∂Ωh

~T

~Tt+∆t.~v
h dS

Les deux champs nodaux~Fi

(

∆~U
)

et ~Fe sont appelés respectivement lesforces nodales intérieures et ex-

térieures. Le principe des travaux virtuels est alors équivalent à l’égalité des forces nodales intérieures et
extérieures :

(B.1) ~Fi

(

∆~U
)

= ~Fe

Calcul des forces intérieures Les forces nodales intérieures peuvent être calculées à partir de la contribution
de chacun des éléments finis. La reconstruction du vecteur~Fi à partir des contributions élémentaires~Fe

i est
l’étape d’assemblage. Sur chaque élément fini, cette contribution élémentaire est calculée par intégration du
champ de contraintes :

~Fe
i =

∫

V e

σt+∆t : B dV

où V e est le volume de l’élément fini etB une matrice propre à l’élément fini permettant de définir la défor-
mation de la fonction interpolée à partir des valeurs du champ nodal aux nœuds de l’élément. La matriceB est
directement reliée aux gradients des fonctions d’interpolation.

Intégration numérique, points de GAUSS Numériquement, l’intégrale
∫

ve

σt+∆t : B dV est évaluée par

quadrature : la fonctionσt+∆t : B est évaluée en un certain nombre de points choisis pour minimiser l’erreur
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commise. Ces points particuliers sont lespoints de GAUSS de l’élément. La formule de quadrature s’écrit
alors :

(B.2) ~Fe
i =

NG

∑

i=1

(
σt+∆t

(
∆ǫto (~ηi)

)
: B (~ηi)

)
wi

où NG est le nombre de points de GAUSS de l’élément,~ηi leurs coordonnées etwi un poids associé auiième

point de GAUSS. Les conséquences de cette formule sont importantes : les contraintes et, par conséquent, les
variables d’étatszi, n’ont besoin d’être connues qu’aux points de GAUSS.

L’étape d’intégration locale, c’est à dire la résolution du système différentiel (2.46), est donc effectuée aux
points de GAUSS. En pratique, la matriceB définie ci-dessus n’est déterminée qu’aux points de GAUSS au
moment de l’implantation de l’élément fini.

Notion de résidu L’équation d’équilibre discrétisée (B.1) est écrite classiquement en introduisant lerésidu
~R
(

∆~U
)

:

(B.3) ~R
(

∆~U
)

= ~O avec ~R
(

∆~U
)

= ~Fi

(

∆~U
)

− ~Fe

La résolution de l’équilibre de la structure est équivalente à la recherched’un champ nodal annulant le résidu.

B.3 Principe de la méthode de NEWTON -RAPHSON

La méthode de NEWTON -RAPHSON propose de rechercher de manière itérative la solution à l’équation
(B.3). Une estimation∆~Un+1 de cette solution est construite à partir de l’estimation∆~Un à l’étape précédente.
La relation de récurrence entre∆~Un+1 et ∆~Un s’obtient en écrivant le développement limité à l’ordre1 du

résidu~R
(

∆~Un+1
)

en supposant que les estimations∆~Un+1 et∆~Un proches :

~R
(

∆~Un+1
)

≈ ~R
(

∆~Un
)

+
∂~R

∂∆~U

∣
∣
∣
∣
∣
∆~Un

.
(

∆~Un+1 − ∆~Un
)

En écrivant que cette approximation est solution de l’équation (B.3) et en supposant
∂~R

∂∆~U

∣
∣
∣
∣
∣
∆~Un

inversible, nous

obtenons la relation de récurrence suivante :

(B.4) ∆~Un+1 = ∆~Un −
(

∂~R

∂∆~U

∣
∣
∣
∣
∣
∆~Un

)−1

.~R
(

∆~Un
)

Nous sommes donc amenés à résoudre le problème (B.3) par unesuccession de problèmes linéaires.

Matrice de raideur Le calcul de la dérivée
∂~R

∂∆~U
se fait en supposant les forces extérieures constantes au

cours de la résolution :
∂~R

∂∆~U

∣
∣
∣
∣
∣
∆~Un

= K avec K =
∂~Fi

∂∆~U

∣
∣
∣
∣
∣
∆~Un

La matriceK est appeléematrice de raideur de la structure.
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Calcul de la matrice de raideur La méthode des éléments finis permet de calculer la matrice de raideur
globale parassemblagedematrices de raideur élémentairesKe. Pour chaque élément, l’expression de cette
matrice de raideur élémentaire est :

(B.5) K
e =

NG

∑

i=1

t
B (~ηi) :

∂∆σ

∂∆ǫto
(~ηi) : B (~ηi)wi

où nous retrouvons lamatrice tangente cohérenteintroduite au paragraphe 2.1.4 par l’équation (2.52).

Matrice de raideur tangente cohérente L’utilisation de la matrice tangente cohérente ou de la matrice sé-
cante est la solution la plus performante en théorie car elle conduit à une convergence quadratique de la méthode
de NEWTON-RAPHSON. Le coût de la réactualisation de la matrice de raideur du système à chaque itération
peut cependant être important. Par ailleurs, certaines méthodes permettentde préconditionner la matrice de rai-
deur afin de résoudre le système linéaire (B.4) de manière extrêmement efficace, mais ce préconditionnement a
un coût important. Une stratégie visant à utiliser la même matrice pendant plusieursitérations (ou pendant tout
le calcul pour la dernière possibilité) est souvent considérée comme un bon compromis quand la non-linéarité
n’est pas trop forte.

Quelques variations autour de la méthode de NEWTON -RAPHSON Le calcul de la matrice tangente cohé-
rente n’est pas toujours possible, il dépend de l’algorithme de résolution utilisé pour l’intégration de la loi de
comportement. Plusieurs solutions peuvent être trouvées dans la littérature,les deux solutions les plus connues
sont :

– la méthode BFGS (BROYDEN-FLETCHER-GOLDFARD-SHANNO), décrite dans [Besson 01], permet de
donner une approximation de l’inverse de la matrice de raideur actualisée à chaque itération ;

– l’utilisation de la matrice de raideur élastique. Cette méthode, couplée à un préconditionnement de la
matrice de raideur, permet une résolution très rapide du système linéaire (B.4), permettant de combler
la perte du caractère quadratique de la convergence de l’algorithme de NEWTON-RAPHSON. Pour des
non-linéarités faibles, cette méthode peut conduire à une convergence très rapide malgré un nombre
d’itérations plus important.

Limitation de l’algorithme de N EWTON -RAPHSON L’un des désavantages les plus importants de la mé-
thode de NEWTON-RAPHSON est de ne converger que si l’estimation initiale de la solution est suffisamment
proche de la solution recherchée.

B.4 Algorithme de résolution du code CAST3M

Nous décrivons ici les algorithmes de résolution utilisés dans le codeCAST3M. Le codeZEBULON repose
sur des principes analogues (voir [Besson 01]).

Prise en compte d’autres conditions aux limites Nous n’avons jusqu’à présent abordé que deux types de
conditions aux limites :

– blocages stricts (déplacements nuls) sur une partie∂Ω~u de la frontière ;
– tractions imposées sur une partie∂Ω~T de la frontière.

D’autres types de conditions aux limites doivent pouvoir être prises en compte dans nos applications afin de
traiter, entre autres, des problèmes comportant :

– du contact entre différents corps ;
– des relations de liaisons entre les déplacements d’un corps ;
– des déplacements imposés sur une partie de la frontière.

http://www-cast3m.cea.fr/cast3m/index.jsp
http://www-cast3m.cea.fr/cast3m/index.jsp
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Dans le cas général, ces conditions aux limites sont des contraintes traités enintroduisant des variables supplé-
mentaires appeléesmultiplicateurs de L AGRANGE (voir [Gayffier 94, Pellet 01]). Le système résolu à chaque
itération de la résolution globale est alors ([Gayffier 94]) :

(
K

t
M

M L

)(

∆~Un+1 − ∆~Un

~λn+1

)

=





~Fe − ~Fi

(

∆~Un
)

~dt+∆t − M.
(

~Ut + ∆~Un
)





avec : – ~Ut, déplacement initial ;
– ∆~Un, ne estimation de l’incrément de déplacement ;
– ~λn+1, ne estimation des multiplicateurs de LAGRANGE ;
– K matrice de rigidité (élastique, sécante ou tangente) ;
– M, L matrices associées aux multiplicateurs de LAGRANGE ;

– ~Fe forces extérieurs ent + ∆t ;
– ~Fi

(

∆~Uj
)

forces internes nodales ;

– ~dt+∆t déplacements imposés ent + ∆t ;

Le test de convergence se fait alors sur la norme du résidu~R
(

∆~U
)

défini par :

~R
(

∆~U
)

=





~Fe − ~Fi

(

∆~Un
)

~dt+∆t − M.
(

~Ut + ∆~Un
)





Système résolu pour la résolution globale La matrice de raideur utilisée peut être construite à partir de la
matrice d’élasticité initialeD, de la matrice sécanteDsec ou de la matrice tangente cohérenteD

tang pour les
lois propres au code. Pour les lois de comportement définies via l’interfaceumat, présentée au paragraphe
2.1.4.3, la matrice de raideurK est construite à partir de la matrice d’élasticité initiale. La sortie de la fonction
umat relative à la matrice tangente cohérente ou sécante est à l’heure actuelle ignorée.

Accélération de convergence dans CAST3M CAST3M propose une méthode d’accélération de convergence
décrite dans [Gayffier 94]. Cette méthode semble particulièrement adaptée aux cas où ni la matrice tangente
cohérente ni la matrice sécante ne sont disponibles. L’idée est d’estimer une solution accélérée à partir des
quatre résidus trouvés aux incréments précédents et les quatre estimationsassociées de la solution. Ces quatre
résidus permettent de construire un hyperplan tangent sur lequel est projeté l’origine (c’est à dire la solution du
problème). Ce projeté s’exprime comme une combinaison linéaires des quatre résidus de départ. En utilisant
la même combinaison linéaire sur les quatre estimations de la solution, une nouvelle estimation est définie.
Cette nouvelle estimation ne vérifianta priori pas les conditions aux limites associées, une nouvelle itération
de l’algorithme de résolution global est nécessaire. Par défaut, l’accélération n’est utilisée que toutes les deux
itérations.

HTTP://WWW-CAST3M.CEA.FR/CAST3M/INDEX.JSP
http://www-cast3m.cea.fr/cast3m/index.jsp
http://www-cast3m.cea.fr/cast3m/index.jsp
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Annexe C : Intégration numérique des
différentes lois de comportement

Cette annexe décrit les algorithmes utilisés pour l’intégration des différenteslois de comportement du com-
bustible UO2 que nous avons utilisées au cours de la thèse.

C.1 Intégration implicite des lois viscoplastiques de l’UO2

Nous proposons ici la méthode d’intégration retenue pour l’intégration numérique des des lois viscoplas-
tiques du LPCC et d’OTTER, utilisée pour décrire l’UO2. Cette intégration est utilisée en l’absence d’endom-
magement du matériau.

Connaissant l’état du matériau à l’instantt, nous voulons connaître son comportement à l’instantt + ∆t.
Nous avons proposé en paragraphe 2.1.4.1 le système implicite suivant pour l’intégration d’une loi de compor-
tement viscoplastique (équation 2.51) :

(C.1)







∆ǫel − ∆ǫto + ∆ǫvis n|t+θ∆t = 0

∆ǫvis − ∂Φ

∂σeq

(
σeq |t+θ∆t

)
∆t = 0

dont les inconnues sont la déformation élastiqueǫel et l’incrément de déformation viscoplastique équivalente
∆ǫvis .

Le caractère non linéaire de l’intégration est lié au fait que la direction d’écoulementn et la contrainte
équivalenteσeq sont évaluées à l’instantt + θ∆t (0 < θ < 1). Nous allons maintenant montrer comment, dans
le cas d’un matériau isotrope, réduire ce système d’équations à une équation scalaire d’inconnue∆ǫvis .

Expression de la contrainte équivalente et de la direction d’écoulement Les contraintes sont une fonction
explicite des déformations élastiques et nous supposerons le comportementdu matériau isotrope de sorte que
son tenseur d’élasticité s’écrit :

D = λI ⊗ I + 2µI

oùλ etµ sont les coefficients de LAMÉ du matériau.

À l’instant t + θ∆t, le tenseur normaln est évalué ainsi :

n|t+θ∆t =
3

2 σeq |t+θ∆t

s|t+θ∆t =
3µ

σeq |t+θ∆t

s
el
∣
∣
∣
t+θ∆t

=
3µ

σeq |t+θ∆t

(

s
el
∣
∣
∣
t
+ θ∆s

el
)

=
3µ

σeq |t+θ∆t

(

s
el
∣
∣
∣
t
+ θ

(

∆ǫto − 1

3
tr
(
∆ǫto

)
I − ∆ǫvis n|t+θ∆t

))

Dans la suite, nous noteronsB le tenseur suivant :

B = ǫel
∣
∣
∣
t
+ θ∆ǫto − 1

3
tr
(

ǫel
∣
∣
∣
t
+ θ∆ǫto

)
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Ce tenseur est parfaitement connu au début du pas de temps. Nous pouvons alors écrire :

(
σeq |t+θ∆t + 3µθ∆ǫvis

)
n|t+θ∆t = 3µB

En utilisant le fait que le produit contractén|t+θ∆t : n|t+θ∆t est égal à
3

2
(voir [Helfer 05c]), nous obtenons

l’expression suivante de la contrainte équivalente :

(C.2) σeq |t+θ∆t = µ
√

6B : B − 3µθ∆ǫvis

De plus, la normale est donnée par :

(C.3) n|t+θ∆t =
3

√

6B : B
B

Équation du système A l’aide de l’équation (C.2), le système (2.51) peut se ramener à la seule équation
scalaire :

(C.4) F
(
∆ǫvis

)
= ∆ǫvis − ∂Φ

∂σeq

(

µ
√

6B : B − 3µθ∆ǫvis
)

∆t = 0

Cette équation est résolue par la méthode itérative de NEWTON.

Une fois∆ǫvis , connu, les incréments de déformations élastiques sont données par (équation (C.3)) :

∆ǫel = ∆ǫto − 3∆ǫvis
√

6B : B
B

Calcul de la matrice tangente cohérente Il est possible, à partir de l’expression précédente d’obtenir l’ex-
pression de la matrice tangente cohérenteD

tang . Ce calcul est détaillé dans [Helfer 05b]. Son expression est la
suivante :

D
tang = D − 4µ2θ








∆ǫvis

µ
√

6B : B
M +








∆ǫvis

µ
√

6B : B
−

∂2Φ

∂σ2
eq

(
σeq |t+θ∆t

)
∆t

1 + 3µθ∆t
∂2Φ

∂σ2
eq

(
σeq |t+θ∆t

)








n ⊗ n








oùM est le tenseur
3

2

(

I − 1

3
I ⊗ I

)

.

C.2 Intégration implicite du modèle MEFISTO

Nous présentons ici l’implantation d’une loi couplant le modèle d’endommagement MEFISTO à une loi
viscoplastique. Le modèle MEFISTO est décrit en paragraphe 4.1.1.

Les lois viscoplastiques considérées sont la loi d’OTTER et la loi du LPCC. Ces deux lois sont présentées
en paragraphe 4.3. Cette implantation se faitvia l’interfaceumat du codeCAST3M. Cette interface est décrite
en paragraphe 2.1.4.3.

La loi proposée est intégrée par une méthode semi-implicite. Cette méthode est décrite en paragraphe
2.1.4.1. Elle demande d’expliciter le résidu que l’on cherche à annuler et son jacobien.

http://www-cast3m.cea.fr/cast3m/index.jsp
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Choix des variables d’intégration Le modèle MEFISTO relie les contraintes aux déformations élastiques
ǫel par la relation (4.7). Cette relation conduit naturellement à choisir l’incrémentde déformations élastiques
∆ǫel comme variable d’intégration. Un autre avantage de ce choix est de permettreun calcul automatique de la
matrice tangente cohérente (voir le paragraphe 2.1.4.1). La seconde inconnue choisie est l’incrément scalaire
de déformation viscoplastique∆ǫvis .

Résidu Les équations suivantes découlent de ce choix d’inconnues :

(C.5)







∆ǫel − ∆ǫto + ∆ǫvis n|t+θ∆t = 0

∆ǫvis − ∂Φ

∂σeq

(
σeq |t+θ∆t

)
∆t = 0

Ce système est naturellement similaire au système (2.51). L’expression de l’intensité de l’écoulement
∂Φ

∂σeq

(σeq)

dans le cas des lois d’OTTER et du SPUA a été donnée en paragraphe 4.3.1.

Les contraintes sont exprimées à l’instantt + θ∆t à l’aide de les relations (4.7) et (4.24) :

σ|t+θ∆t = D
(
dθ|t+θ∆t , dz|t+θ∆t

)
: ǫel

∣
∣
∣
t+θ∆t

+ σP.I.
(
dmax

θ |t+θ∆t , dmax
z |t+θ∆t

)

Cette expression permet de calculer la direction de l’écoulementn|t+θ∆t par la relation (2.29) à l’instantt +
θ∆t.

Les valeurs des variables d’endommagementdθ, dz et de leur valeur maximale au cours du tempsdmax
θ et

dmax
z sont évaluées à l’instantt + θ∆t à chaque itération de l’algorithme en fonction des critères d’endomma-

gement proposé en paragraphe 4.1.1 et de guérison proposé en paragraphe 4.1.1.4 et de leurs valeurs en début
de pas de temps.

Jacobien du système Le jacobien du système (C.5) est donné par :







I + θ
∂n

∂ǫel
n

∂σeq

∂ǫel
∂2Φ

∂2σeq

θdt 1







Précisons la valeur de
∂n

∂ǫel
et

∂σeq

∂ǫel
. Commençons par

∂n

∂ǫel
. Nous avons montré en note [Helfer 05c] que nous

avions :
∂n

∂ǫel
=

∂n

∂σ
:

∂σ

∂ǫel
=

∂n

∂σ
: D (dθ, dz) avec

∂n

∂σ
=

1

σeq

(
M − n ⊗ n

)

où M est le tenseur d’ordre quatreM =
3

2

(

I − 1

3
I ⊗ I

)

. Le terme
∂σeq

∂ǫel
se calcule de manière similaire à

l’aide de l’équation (2.29) :
∂σeq

∂ǫel
=

∂σeq

∂σ
:

∂σ

∂ǫel
= n : D (dθ, dz)

C.3 Intégration implicite du modèle de plasticité instantanée couplé aux lois
viscoplastique de l’UO2

La modélisation3D du crayon combustible décrit une pastille fragmentée. Cette fragmentation permet de
prendre en compte l’apparition d’un premier réseau de fissures dans la pastille. Au cours de l’irradiation, un
second réseau de fissures apparaît. Dans les modélisations utilisées en standard, les effets de ce second réseau
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sur le champ de contraintes sont pris en compte par un modèle de plasticité instantanée isotrope à écrouissage
positif.

La loi de comportement utilisée est un couplage de la loi viscoplastique du SPUA à ce modèle plastique.
Pour cela, il est appelée modèle DDI (double déformation inélastique).

C.3.1 Description du modèle de plasticité instantanée

Le rayon de la surface de charge est donné par :

R (χp) = R0 + H χp

R0 est le rayon initial de la surface de charge. Sa valeur est prise égale à lacontrainte à ruptureσmax de l’oxyde
UO2. H décrit l’écrouissage du matériau. Sa valeur est positive mais faible ([Bentejac 97]).

C.3.2 Intégration implicite

Soit∆χp l’incrément de la variable d’écrouissage. Par analogie avec l’équation (C.2), la contrainte équiva-
lenteσeq est donnée par :

σeq |t+θ∆t = µ
√

6B : B − 3µθ∆ǫvis − 3µθ∆χp

Les équations permettant de déterminer les incréments∆ǫvis et∆χp sont alors :







∆ǫvis − ∂Φ

∂σeq

(

µ
√

6B : B − 3µθ∆ǫvis − 3µθ∆χp
)

∆t = 0

{

µ
√

6B : B − 3µθ∆ǫvis − 3µθ∆χp − R (χp
t + θ∆χp) = 0 en cas de charge plastique

∆χp = 0 sinon

Ce système est résolu par une méthode de NEWTON-RAPHSON.

Une fois les incréments∆ǫvis et ∆χp connus, les incréments de déformations élastiques sont donnés par
(équation (C.3)) :

∆ǫel = ∆ǫto − 3
(
∆ǫvis + ∆χp

)

√

6B : B
B

C.4 Intégration implicite du modèle d’endommagement proposé pour la
modélisation3D du crayon combustible

Nous décrivons ici la mise en œuvre numérique du modèle présenté au paragraphe 4.2.2. La prise en compte
du caractère unilatéral (différence entre traction et compression) la rend quelque peu délicate : certains tenseurs,
dont les contraintesσ, n’ont d’expressions simples que dans le repère principal des déformations élastiques.

C.4.1 Choix des variables d’intégration

Outre les éventuels déformations inélastiques, il nous faut choisir un jeu devariables permettant de carac-
tériser de manière univoque l’état local du matériau et conduisant au système différentiel le plus simple.

Déformations élastiques Les lois d’états (4.26) font apparaître dans l’expression des contraintesσ et de la
force thermodynamique〈Y 〉+ les déformations élastiquesǫel . Les déformations élastiquesǫel permettent de
caractériser de manière univoque l’état du matériau. Il est donc intéressant de les inclure dans les variables
d’intégration.
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Variables 〈Y 〉+max La variable d’endommagementd est une fonction explicite de la variable〈Y 〉+max d’après
l’équation (4.28). Cette variable stocke la valeur maximale au cours du temps dela variable〈Y 〉+ qui est une
fonction explicite des déformations élastiques. Le calcul de〈Y 〉+ n’est cependant facile que dans le repère
principal des déformations élastiques.

Enfin, dans le cas général, il nous faut inclure les déformations inélastiquesǫinl dans les variables d’inté-
gration. Celles-ci sont des fonctions des contraintesσ qui sont connues dès que les variablesǫel et 〈Y 〉+max sont
connues.

C.4.2 Intégration de la loi de comportement

Nous détaillons maintenant les2 étapes les plus délicates de l’intégration de la loi :
– le calcul des contraintes ;
– la formation du résidu et le calcul du jacobien ;

C.4.2.1 Calcul des contraintes

Les contraintesσ sont une fonction explicite dans le repère principal de la déformation élastiqueǫel et de
la variable d’endommagementd d’après l’equation (4.26). Un changement de repère est donc nécessaire. Nous
notonsǫelI , ǫelII , ǫelIII les valeurs principales du tenseur des déformations élastiques. Les contraintes dans cette
base sont diagonales et nous pouvons écrire :

(C.6) ∀i ∈ (I, II , III ) , σi = λ

(

(1 − d)
〈

tr ǫel
〉+

+
〈

tr ǫel
〉−
)

+ 2µ

(

(1 − d)
〈

ǫeli

〉+
+
〈

ǫeli

〉−
)

Les contraintes sont exprimées dans le repère initial.

C.4.2.2 Système différentiel

Nous devons préciser quelles sont les équations relatives aux inconnuesǫel , 〈Y 〉+max et ǫinl . :
– pour les déformations élastiques, nous utiliserons leur définition (équation(2.1)) ;
– la variable〈Y 〉+max stocke la valeur maximale de la variable〈Y 〉+. Son évolution se fait à l’aide d’un seuil

et est formellement identique à celle de la déformation plastique cumulée en plasticité : son intégration a
été décrite en note [Helfer 05c] ;

– nous ne précisons pas les équations relatives aux déformations inélastiquesǫinl .
Le système à résoudre est alors le suivant :

(C.7)







∆ǫel − ∆ǫto − ∆ǫinl = 0
{

∆ 〈Y 〉+max − 〈Y 〉+ + 〈Y 〉+max = 0 en cas de charge

∆ 〈Y 〉+max = 0 sinon

∆ǫvis − ∂Φ

∂σeq

(
σeq |t+θ∆t

)
∆t = 0

Ce système est naturellement similaire au système (2.51). L’expression de l’intensité de l’écoulement
∂Φ

∂σeq

(σeq)

dans le cas des lois d’OTTER et du LPCC a été donnée en paragraphe 4.3.1.

La résolution du système (C.7) par une méthode de NEWTON-RAPHSON demande qu’on en calcule le
jacobien (paragraphe 2.1.4.1). La plupart des termes du jacobien ne posent pas de problèmes particuliers.

Le terme−∂ 〈Y 〉+

∂ǫel
n’a pas d’expression simple. D’après la définition de〈Y 〉+, le calcul de ce terme

nécessite de calculer la dérivée
∂
〈
ǫto
〉+

∂ǫto
. Cette dérivée peut être calculée analytiquement. Son calcul est donné
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dans [Godard 05]. Son expression est cependant complexe et nousavons préféré l’évaluer numériquement. Bien
qu’insatisfaisante, cette solution a le mérite de pouvoir tester rapidement le modèle.

Le traitement de l’équation relative à la viscoplasticité nous demande de calculer la dérivée
∂

∂∆ǫel

(
∂Φ

∂σeq

)

:

∂

∂∆ǫel

(
∂Φ

∂σeq

)

=
∂2Φ

∂σ2
eq

∂σeq

∂σ
:

∂σ

∂ǫel
:

∂ǫel

∂∆ǫel
︸ ︷︷ ︸

θI

= θ
∂2Φ

∂σ2
eq

n :
∂σ

∂ǫel

La matrice d’élasticité
∂σ

∂ǫel
n’a d’expression simple que dans le repère principal des déformations élastiques

ǫel d’après l’équation (C.6), repère qui dépend lui-même de ces déformations. Là encore, un calcul analytique
semble possible à partir des expressions données dans [Godard 05]. La complexité des expressions obtenues est
telle que nous avons là aussi préféré une évaluation numérique de ce terme, au moins dans un premier temps.

Traitement spécifique d’un matériau non endommagé La mise en œuvre est relativement lourde. Le phé-
nomène de localisation nous montre qu’une grande partie des éléments resteront sains. Nous avons donc traiter
ces éléments de manière spécifique en testant si le matériau était sain en débutde calcul. À la fin de cet al-
gorithme, la variable〈Y 〉+max est comparée à la valeur à laquelle débute l’endommagement. Si elle lui est
supérieure, un nouveau calcul est effectué avec l’algorithme d’intégration proposé dans ce paragraphe.



Annexe D : Instabilité temporelle

Le phénomène de localisation nous a montré toute la difficulté d’obtenir des résultats indépendants de la
discrétisation d’espace. Du coté « temporel », nous avons introduit la notion de propagation stable ou instable
de fissures (voir paragraphe (2.3.2.2)). Nous avons invoqué la conservation de l’énergie pour montrer qu’une
description dynamique du problème semblait la plus naturelle en cas de propagation instable. Pour des raisons
de temps de calculs ou de logiciels spécifiques, le choix d’une description dynamique est souventinadaptéet
une approche quasi-statique doit être conservée: il s’agit alors de mesurer l’impact de ce choix.

Pour cela, considérons le cas particulier d’un barreau élastique en traction uniaxiale contenant une zone
cohésive (paragraphe 2.4.4) afin d’introduire une énergie de fissurationGf finie. Les conclusions que nous tire-
rons de cet exemple nous semblent parfaitement générales et restent valables pour des situations de chargements
ou des structures plus complexes.

D.1 Cas particulier du barreau en traction

U

Z.C.

JuK

axeOx

FIG. D.1 – Essai de traction simple. La zone grisée représente le saut de déplacement au niveau de la zone
cohésive et non son épaisseur.

D.1.1 Description du cas traité

La figure D.1 présente le problème considéré. Il s’agit d’un essai de traction uniaxiale sur une barre cylin-
drique de longueurL constituée de :

– deux éléments volumiques de longueurL/2. Leur comportement élastique est caractérisé par un module
d’Y OUNG E. L’énergie contenue dans ces éléments est :

LΨel = L
ǫ2

2E

où ǫ est la déformation de chacun des éléments.
– une zone cohésive notée Z.C. qui lie les deux éléments volumiques. Son comportement est décrit par une

fonctionT (JuK) où JuK est le saut de déplacement au niveau de la zone cohésive. Il dérived’une énergie
libre surfaciqueΨs telle que :

T (JuK) =
dΨs

dJuK

Nous imposons un déplacementU à cette barre. Les déplacements se répartissent de la manière suivante :

(D.1) U = 2ǫ
L

2
+ JuK

159
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où ǫ est la déformation axiale, égale dans les deux éléments volumiques etJuK le saut de déplacement au
niveau de la zone cohésive. Cette équation montre que la solution sera connue une fois le saut de déplacement
JuK connu. Nous sommes donc ramenés à rechercher un scalaire. Ceci permet de caractériser l’ensemble des
solutions cinématiquement admissibles par l’ensemble des sauts de déplacementJuK⋆ compris entre0 et le
déplacement imposéU .

D.1.2 Analyse à l’aide du lagrangien

L’énergie totale emmagasinéeE dans le barreau est d’après l’équation (D.1) :

E (U, JuK) = Ψs (JuK) + L
ǫ2

2E
= Ψs (JuK) +

E

2L
(U − JuK)2

En l’absence de travaux extérieurs, le lagrangien (linéique) du système est égal à cet énergie d’après l’équa-
tion (2.60) :

(D.2) L (JuK⋆, U) = E (U, JuK) = Ψs (JuK⋆) +
E

2L
(U − JuK⋆)2

Nous sommes amenés à trouver la solution du problème de minimisation suivant :

(D.3) min
JuK⋆∈[0;U ]

L (JuK⋆, U)

Critère de stabilité de la propagation Le principe de minimum (D.3) permet de définir implicitement le
saut de déplacement comme une fonction du déplacement imposéU , ce que nous noteronsJuK (U). JuK (U)
rendant le lagrangien minimal, il vérifie :

(D.4)
∂L

∂JuK
(JuK (U) , U) = 0

La propagation est stable si la fonctionJuK (U) estcontinue. Cette continuité peut s’exprimer en demandant
qu’une variation infinitésimale∆U du chargement conduise à une variation infinitésimale∆JuK de la fonction
JuK (U). À partir de l’équation (D.4), ceci s’écrit :

∂L
∂JuK

(JuK + ∆JuK, U + ∆U) ≈ ∂2L
∂2JuK

∆JuK +
∂2L

∂U∂JUK
∆U = 0

Cette équation permettra de déterminer l’incrément∆JuK uniquement si la dérivée seconde
∂2L

∂2JuK
du lagran-

gien est non nulle. Cette dérivée étant positive ou nulle puisqueJuK est un minimum du lagrangien, une condi-
tion de stabilité est :

∂2L

∂JuK2
> 0 soit, d’après l’équation (D.2),

∂T

∂JuK
> −E

L

Nous voyons qu’une propagation est stable si la courbeT (JuK) n’est pas trop forte dans la partie adoucis-
sante.

D.1.3 Illustrations à l’aide du modèle de TVERGAARD

Nous choisissons comme comportement de la zone cohésive le modèle de TVERGAARD ([Tvergaard 90]),
dont la réponse en chargement monotone uniaxial est de la forme :

(D.5) T (JuK) =
27

4
σmaxf

(
JuK

δ

)

avec f

(
JuK

δ

)

=







(

1 − JuK

δ

)2 JuK

δ
si JuK ≤ δ

0 si JuK ≥ δ
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où σmax est la contrainte maximale que puisse supporter une zone cohésive et oùδ est unelongueur caracté-
ristiquecorrespondant au saut de déplacement tel que la perte totale de rigidité dela zone cohésive soit totale.
La pente maximaleP.A. dans la phase adoucissante est donnée par :

sup
P.A.

∣
∣
∣
∣

∂T

∂JuK

∣
∣
∣
∣
=

27

12

σmax

δ

Cette quantité devant être comparée à la quantité
E

L
, nous introduisons le paramètreα défini par

27Lσmax

12Eδ
.

Dans ce cas, le problème (D.3) peut s’écrire ainsi :

(D.6) min
JuK⋆∈[0;U ]

L

Eδ2L
(

JuK⋆

δ

)

= 3α

∫ JuK⋆
/δ

0
f (b) db +

1

2

(
U

δ
− JuK⋆

δ

)2

Une fois les déplacementsU et JuK normés parδ, le comportement du barreau est uniquement dépendant du
paramètreα.

α = 1/3 α = 10/3
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FIG. D.2 – Lagrangien associé au problème du barreau en traction uniaxiale pour différentes valeurs du para-
mètreα et pour différents déplacements imposésU . Dans le casα = 1, un minimum unique existe tout au
long du chargement. Dans le casα = 10, un minimum unique existe pour de faibles chargements, un second
minimum apparaît pour des chargements plus élevés : le saut de la solutionA à la solutionB correspond ici à
la disparition du premier minimum et au passage au second.

La fonction
L

Eδ2L
(

JuK⋆

δ

)

est tracée sur la figure D.2 pour différents déplacements imposés pour lesva-

leurs
1

3
et

10

3
du paramètreα. Sur cette figure, les déplacements imposésU ont été comparés à un déplacement

Umax . Ce déplacement est celui qu’il faut imposer à un barreau élastique de même module d’YOUNG et de

même longueurL pour atteindre la contrainteσmax

(

Umax =
Lσmax

E

)

. La figure D.2 montre que :

– pourα =
1

3
, un unique minimum existe quelque soit le déplacement imposé. De plus, ce minimum évolue

continûment avec le déplacement imposé. Il est donc possible de contrôlercontinûment l’évolution de
l’endommagement de la zone cohésive. Ceci correspond à unepropagation stable;

– Pourα =
10

3
, différents cas se présentent :

– pour des chargements faibles (U = 0, 4Umax ), un unique minimum existe ;
– pour des chargements plus importants, deux minimums coexistent (0, 8 Umax < U < 1, 2 Umax ). La

réponse du système est continue, elle reste sur le minimum le plus à gauche de lafigure, même quand
celui-ci cesse d’être le minimum global de la solution ;

– quand le chargement atteint une valeur critique, (iciU = 1, 3Umax ), nous observons une bifurcation
liée à la disparition du premier minimum et au passage spontané de la solution au second minimum.
Ces points correspondent en fait aux deux solutionsA etB indiqués sur la figure D.2 pour la réponse
globale du système. Nous avons unepropagation instable;



162/178

Le passage de la solution deA à la solutionB est appelésaut de solutionsdans le contexte des modèles de
zones cohésives (voir par exemple [Chaboche 97, Monerie 00]).
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FIG. D.3 – Disparition d’une énergie∆E au moment du saut de solution.

Conservation de l’énergie La figure D.3 nous permet de proposer une conséquence des sauts desolutions :
le passage de la solutionA à la solutionB met en évidence la disparition d’une énergie∆E. Cette énergie∆E
correspond à la différence entre l’énergie emmagasinée et l’énergie qu’il est possible de dissiper dans la zone
cohésive : cette quantité d’énergie devrait être convertie en énergie cinétique,énergie qui ne peut être prise en
compte par une description quasi-statique.

D.2 Snap-back

Les difficultés de convergence précédentes peuvent être contournées. Pour cela, des méthodes particulières
de pilotage du chargement ont été développées. Nous donnons une idéedu type de réponse qu’il est possible
d’obtenir avec de telles méthodes dans le cas du barreau en traction traité précédemment.

D.2.1 Retour sur l’exemple du paragraphe D.1

Il est facile à partir des équations (D.1) et (D.5) d’obtenir le chargementU comme une fonction du saut de
déplacementJuK : nous parlerons depilotage de la solution en endommagement croissant. Cette solution est
alors comparée à un calcul élément fini effectué grâce au codeZEBULON :

– pourα = 1/3, la figure D.4 montre que la réponse obtenue de manière paramétrique en traçant la courbe
(U (JuK) , T (JuK)) coïncide avec la réponse obtenue numériquement.

– pourα = 10/3, la solution en endommagement croissant coïncide avec la réponse numérique jusqu’au
saut de solution. La courbe obtenue en endommagement croissant présente alors unrebroussement ca-
ractéristiqueappelésnap-back. Une fois la contrainte nulle, le système est alors conduit à contrainte
nulle au déplacementU voulu. La réponse du système est alorscontinue.

Disparition d’énergie La réponse obtenue par pilotage en endommagement croissant peut être comprise en
remarquant que le trajet suivi amène à ne dissiper que l’énergie que la zone cohésive est capable de dissiper.
Plus précisément, la figure D.5 montre que le retour en arrière met en évidence une énergie perdue (aire grisée).
Cette énergie perdue est ici précisément l’énergie perdue∆E mise en évidence sur la figure D.3.
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FIG. D.4 – Solutions obtenues numériquement et solutions calculées analytiquement dans chacun des deux cas
α = 1/3 etα = 10/3.
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RÉSUMÉ

Le travail de thèse porte sur la fissuration des pastilles combustible
UO2 des réacteurs à eau pressurisée, et ses conséquences surle comporte-
ment mécanique du crayon combustible. La fissuration conduit :

– d’une part, à une importante relaxation des contraintes dont dé-
pendent la plupart des autres phénomènes mécaniques et physico-
chimiques ;

– d’autre part, à la fragmentation de la pastille.
Sa prise en compte est nécessaire pour une description correcte du charge-
ment mécanique de la gaine au cours de l’irradiation.

L’approche locale de la rupture a été adoptée pour décrire lafissura-
tion de la pastille. Des considérations pratiques nous ont amenés à privilé-
gier une description quasi-statique de la fissuration du combustible à l’aide
de modèles d’endommagement local. Ces modèles décrivent l’apparition
de fissures par une perte de rigidité locale du matériau. Une telle descrip-
tion présente des difficultés de mise en œuvre, telles que des dépendances

des résultats au maillage éléments finis et des évolutions discontinues de
l’équilibre de la structure lors de propagations instables. Ces points ont fait
l’objet d’une attention particulière car ils conditionnent l’utilisation de tels
modèles dans les études combustibles.

Le travail effectué s’inscrit en support des différents schémas de cal-
culs du code ALCYONE développé au DEC/SESC au sein de la plateforme
PLEIADES. Pour chacun de ces schémas, qui se différencient par les hy-
pothèses de modélisation géométrique du crayon, nous avons proposé une
modélisation des effets de la fissuration de la pastille.

La modélisation dite 2D axisymétrique du crayon combustible est la
plus novatrice et a été de ce fait particulièrement étudiée. Nous montrons
qu’elle est à même de rendre compte, grâce à une description appropriée de
la fissuration du combustible, des principaux changements géométriques
du crayon combustible intervenant en situation de fonctionnement normal
ou incidentel.

M OTS CLES

Approche locale de la rupture, endommagement fragile, modélisation des crayons combustible en situation normale et
incidentelle

ABSTRACT

This thesis aims to model the cracking of pressurised water reactor
fuel pellets and its consequences on the mechanical behaviour of the fuel
rod. Fuel cracking has two main consequences. It relieves thestress in the
pellet, upon which the majority of the mechanical and physico-chemical
phenomena are dependent. It also leads to pellet fragmentation. Taking
fuel cracking into account is therefore necessary to adequately predict the
mechanical loading of the cladding during the course of an irradiation.

The local approach to fracture was chosen to describe fuel pellet cra-
cking. Practical considerations brought us to favour a quasi-static descrip-
tion of fuel cracking by means of a local damage models. These models
describe the appearance of cracks by a local loss of rigidityof the mate-
rial. Such a description leads to numerical difficulties, such as mesh de-
pendency of the results and abrupt changes in the equilibrium state of the
mechanical structure during unstable crack propagations. Aparticular at-

tention was paid to these difficulties because they condition the use of such
models in engineering studies.

This work was performed within the framework of the ALCYONE
fuel performance package developed at CEA/DEC/SESC which relies on
the PLEIADES software platform. ALCYONE provides users withvarious
approaches for modelling nuclear fuel behaviour, which differ in terms of
the type geometry considered for the fuel rod. A specific model was de-
veloped and implemented to describe fuel cracking for each of these ap-
proaches.

The 2D axi-symmetric fuel rod model is the most innovative and was
particularly studied. We show that it is able to assess, thanks to an appro-
priate description of fuel cracking, the main geometrical changes of the
fuel rod occurring under normal and off-normal operating conditions.

K EY WORDS

Local approach to fracture, brittle damage, fuel rod modelling under normal and off-normal operating conditions
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