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INTRODUCTION



L'optimisation des systémes énergétiques utilisés dans
le domaine aéronautique et mettant en jeu des milieux fluides,
passe essentiellement par 1la vérification des performances sur
des bancs d'essais généralement cofiteux. Aujourd' hui cependant,
les moyens de calcul et 1la modélisation ouvrent la voie a une
nouvelle forme de contrdle du fonctionnement de ces systémes par
des études paramétriques plus exhaustives.

Pour 1la simulation de ©problémes réels, deux aspects
importants sont ainsi & considérer, & savoir: la géométrie com-
Plexe des systémes étudiés et 1le comportement thermodynamique
des fluides surtout lorsqu'ils sont le siége d' échanges énergé-
tiques forts (turbulence, combustion, mélange).

Danse 1le contexte plus particulier des chambres de com-
bustion des machines 4 flux continu, 1'approche macroscopique
repose généralement sur des schémas de volumes finis initia-
lement développés pour des géométries réguliéres ( Gosman [25]).
Leur extension aux géométries complexes passe la plupart du
temps par 1'introduction de.coordonnées curvilignes généralisées
(Butler [26)) ou par la transformation des domaines régls en
domaines de calcul plus abordables ( Thompson [27]). Le travail
proposé vise & démontrer les avantages d'une discrétisation par
éléments finis permettant wune adaptation facile aux contours,
sans faire appel & un systéme de coordonnées spécifique au
Probléme traité.

En ce qui concerne la physique des fluides en présence
dans 1les chambres de combustion, les variations de température
dQes au caractére exothermique des réactions chimiques induisent
des variations importantes de la masse volumique et du champ

cinématique sous jacent. De nombreuses études sur le couplage



cinématique-thermique, réalisées tant du point de vue expéri-
mental que numérique, se situent dans le domaine de validité de
1' hypothése de contaminant ©passif: les écarts de température
sont faibles et 1le fluide peut 8tre considéré comme incompres-
sible. Pour les écoulements & fortes variations de température,
des études expérimentales ont été réalisées depuis peu dans des
configurations géométriques simples (jet axisymétrique [13],
couche 1limite sur paroi plane [12]) et il est donc maintenant
possible de contr8ler la validité des hypothéses de modélisation
classiquement adoptées et de voir si elles permettent de rendre
compte des modifications de 1'écoulement observées expérimen-
talement.

Dans wune premiére analyse, on présente donc le sysféme
d' équations régissant 1'évolution des écoulements turbulents de
fluide dit "dilatable". Les équations instantanées sont basées
sur les principes fondamentaux de conservation auxquels on
adjoint 1'équation d'état des gaz parfaits. Elles sont écrites
pour des écoulements bidimensionnels & faible nombre de Mach et
font 1'objet d'un traitement statistique. Les moments résultant
de 1la non-linéarité des équations sont déduits d' hypothéses de
modélisation proches de celles utilisées en situation incompres-
sible. On obtient ainsi un systéme fermé d'équations comprenant
les équations de conservation de 1la masse, de la quantité de
mouvement et de 1'enthalpie, une équation d'état simplifiée
ainsi que deux équations d'évolution de grandeurs caractéris-
tiques de la turbulence, a savoir 1l'énergie cinétique de turbu-
lence et son taux de dissipation.

La méthode de résolution numérique, présentée au chapi-
tre II, repose sur un schéma de discrétisation en temps semi-
implicite qui linéarise les équations & chaque pas. Un processus
séquentiel permet alors de résoudre successivement 1l'équation
relative a la température, les équations couplées de quantité de
mouvement et de conservation de 1la masse, puis les équations
relatives aux échelles caractéristiques de turbulence. La
technique de discrétisation spatiale par éléments finis repose
sur une formulation faible du probléme et le choix d'une décom-
position du domaine en éléments triangulaires sur lesquels on
effectue wune interpolation 1linéaire des différentes variables.

Un algorithme itératif original est développé pour résoudre



1'équation de quantité de mouvement tout en assurant la satis-
faction de 1'équation de continuité qui est alors considérée
comme une contrainte. Une technique particuliére est proposée
pour la prise en compte de conditions aux limites imposées au
voiéinage des frontiéres pariétales.

Le code développé est tout d'abord validé sur une confi-
guration isotherme correspondant au calcul de 1'écoulement dans
un tuyau comportant un élargissement brusque. Des comparaisons
sont alors effectuées avec les résultats expérimentaux disponi-
bles, les conclusions tirées d'un colloque AIRH sont également
rappelées. Des calculs sont réalisés ensuite dans des configu-
rations précédemment mentionnées et présentant de fortes varia-
tions de température . Les limitations du modéle et des approxi-
mations aux limites sont ainsi largement précisées.

Enfin des calculs sont réalisés dans des configurations
a caractére plus industriel. On s'intéresse alors a 1'écoulement
" dans le diffuseur et la té&te de chambre d'un moteur d'avion. La
complexité géométrique de tels domaines de calcul permet de
mettre en évidence les capacités des méthodes d'éléments finis
La qualité des résultats obtenus rend possible 1'utilisation de
ces simulations numériques pour la conception ou 1l'optimisation

des té&tes de chambre.



Premiére Partie:

EQUATIONS D* EVOLUTION DES ECOULEMENTS TURBULENTS
DE FLUIDE DILATABLE



Les équations instantanées d'évolution sont déduites des
principes fondamentaux de conservation de masse, de quantité de
mouvement et d'énergie, auxquels on adjoint une équation simpli-
fiée d'état des gaz parfaits permettant de relier la masse
volumique et 1la température. Le systéme d'équations ainsi
obtenu, ainsi que sa mise sous forme sans dimension sont présen-
tés dans un premier paragraphe.

La prise en compte d' écoulements turbulents nous conduit
4 effectuer un traitement statistique des équations, présenté au
paragraphe I1-2, qui fait apparaitre des inconnues supplémen-
taires dans les équations moyennes.

Le modéle de fermeture utilisé, basé sur une hypothése
de viscosité de turbulence analogue & «celle <classiquement
employée en incompressible, est présenté au paragraphe I-3. Deux
équations d'évolution supplémentaires sont alors introduites:
1'une pour 1'énergie cinétique de turbulence k et 1'autre pour
son taux de dissipation €. Ces équations sont, elles aussi,
modélisées & partir d'hypothéses semblables & celles utilisées
en incompressible.

Enfin, la résolution des équations au voisinage des
parois solides n'étant ©possible qu'au prix d'un colt de calcul
trés élevé, on préfére utiliser des lois d'équilibre local nous
Permettant de calculer les conditions aux limites & appliquer a
une certaine distance de 1la frontiére physique. Ces lois de

parois sont présentées au paragraphe I-4.



I-1: EQUATIONS INSTANTANEES:

Dans 1le cadre de cette étude, seuls seront considérés
des écoulements monophasiques et homogénes, c'est—-a—dire des
écoulements constitués d'une seule espéce chimique, présente
sous forme soit liquide, soit gazeuse.

Les phénoménes de raréfaction étant d'autre part exclus,
les hypothéses classiques de la mécanique des milieux continus
sont vérifiées: 1'évolution des différentes variables peut alors
€tre décrite grace aux équations aux dérivées partielles classi-

ques de la mécanique des fluides.

I-1-1: Equations de conservation de la masse et de la

quantité de mouvement:

Dans le cadre d'une description eulérienne de 1' écoule-
ment, les équations de continuité et de quantité de mouvement,

déduites des principes fondamentaux de conservation, s'écrivent:

de -+
— + div(p.u)= 0
ot
-
Jdp. u - —_ = -
> + div(ep. u*u) = -gradp + divt + p. g
=5
T représente le tenseur des contraintes visqueuses qui,
pour un fluide Newtonien, nous est donné par 1la 1loi de
comportement:
= - S = -~ =}t—)
T = Adivul + p( grad u + grad u )

Les deux coefficients de viscosité A et & sont reliés

par la loi de Stokes

3.+ 2. =0

Dans la suite, on examinera des situations dans



lesquelles la viscosité dynamique i eg8t indépendante de 1la
pression et est classiquement reliée & la température du fluide

par une loi de la forme:

ou a et n sont deux constantes.

Dans 1' équation de quantité de mouvement, les seules

forces volumiques prises en compte sont les forces de gravité.

I-1-2: Equation de conservation de l'energie:

Les échanges énergétiques au sein de 1'écoulement sont
régis par le principe fondamental de conservation de 1'énergie

qui, pour 1l'énergie totale par wunité de masse e;, se traduit

par:
aP.et - - -
Py + div( P.u. ey ) = -divq + div(p.u)
I II

= - - —

+ div(T:u) + p.g.u
- ——

II1 v

Les termes II et IV représentent, respectivement, 1la
puissance des forces de pression et des forces de gravité., Le
travail des forces visqueuses est traduit par le terme div(:::).
Le terme I est, quant & 1lui, représentatif des phénoménes de
conduction: classiquement, le flux de chaleur ; est exprimé, en
fonction de la température T, par la loi de Fourier:

- | —
q = - k.grad T

Les phénoménes de rayonnement sont, ici, supposés négli-
geables. D' autre-part, les sources volumiques d'énergie, hormis
le travail des forces de gravité, sont nulles.

La combinaison des équations de conservation permet de



déduire des équations d'évolution pour 1'énergie interne e

1'enthalpie h ou la température T, définies par:

e, = e,.- luz
t 2'
b P
= e.+ =
e
h = CP'T

Ainsi, 1'équation d'enthalpie s'écrit:

Jh - — op - —
P. |=™ + u.grad h = = + u. grad
ot ot 9 P

—— = === =
+ div( k.grad T ) + 7. grad( u )

Une équation pour 1la température en découle immédiate-
ment, en particulier dans 1le cas, considéré ici, ou CP est

constant.

I-1-3: Equation d'état:

Les principes fondamentaux de conservation décrits
précédemment constituent un systéme de 3 équations, scalaires ou
vectorielles, régissant 1'évolution de 4 inconnues de méme type:

-
la vitesse u
la pression p
la température T

la masse volumique p

Dans de nombreux cas, le systéme est fermé en supposant
que 1le fluide est incompressible: la masse volumique est alors
supposée constante. .

Dans d'autres cas, la compressibilité du fluide inter-
vient par l'intermédiaire d'une équation d'état qui, pour un gaz

parfait est: N
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° o

Dans 1la suite, on verra qu'une forme simplifiée de la
loi peut 8tre appliquée & certains écoulements chauffés pour

lesquels 1la pression a peu d'influence sur la masse volumique
(*).

I-1-4: Systéme d' équations instantanées:

En résumé, le systéme fermé d'équations instantanées
-

régissant 1'évolution des variables u, p, o,.T est donc:

[ o N
— + div( p.u ) =0
ot
-
Jdp. u - - —_— = -+

+ div( p. u*u )

-grad p + div T + p.
ot 9
) oT -+ — Jop -+ —
p.C_. = + u.grad T = = + u.grad p
P'1 ot ot
—) =5 =
+ div(k. grad T) + 7. gradu

P
- = r. T
e

I-1-5: Mise sous forme sans dimension:

L'introduction d'échelles caractéristiques de 1'écoule-
ment nous permet d'écrire les équations instantanées sous forme
sans dimension. Pour cela on choisit

L : une longueur caractéristique de 1'écoulement

Ug »To et pPy: respectivement une vitesse, une tempéra-

(*): Pour des écarts de température modérés, on retrouve cette
hypothése de base dans les problémes de convection naturelle
justifiables de 1'hypothése de Boussinesq (cf Spiegel [1] et
Gray [2]) pour lesquels la compressibilité n'intervient que dans

le terme de gravité.
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ture et une pression de référence

o et kg : une viscosité dynamique et une conducti-
bilité thermique de référence.

Les variables sans dimension sont alors:

- -

nd X UO - u T-To

X = = s = = ¢ s = — s =

YL e 270, A T,

=

P W k = L.t

R = — s = s % = — et T =

1 r.T,

avec - =
Po Po

En ce qui concerne la pression, on effectue une décompo-

sition de la forme:
- -

P(x,t) = p (t) + p'(x,¢t)

ou P,(t) est wune valeur moyenne, & chaque instant, de la pres-
-
sion sur le domaine considéré et p'(x,t) un écart par rapport a

cette wvaleur moyenne, fonction de 1la position et du temps.

Ainsi, dans les équations de quantité de mouvement n'apparait, a

travers 1le gradient, qu'une contribution dite "dynamique" de la

pression (gradp = gradp'), alors que, dans 1'équation d'énergie

et dans 1'équation d'état, les deux contributions Pyl t) et
-

pP'(x,t) interviennent. On introduit donc deux variables sans

dimension:

P
une variable "thermodynamique": p = —
Po
P=Pp
une variable "dynamique®™: p = ——
U2
Po- Yo
L'introduction, dans 1les équations instantanées, des
variables précédemment définies, nous conduit A& construire 1les
nombres sans dimension suivants:
Po- Ug. L
le nombre de Reynolds: Re = — qui mesure le rapport
. “0

entre les forces d'inertie et les forces de viscosité
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Wy, C
. le nombre de Prandtl: Pr = >° qui mesure le rapport
k0
entre diffusion cinématique et diffusion thermique
Us
le nombre de Froude: Fr = ry qui mesure 1le rapport
lgll. L
entre forces d'inertie et forces de gravité
U0
le nombre de Mach de référence: Mg = — avec CO=JT.R.T0
Co ,
e
ou R= Cp-Cy et T=—— qui mesure le rapport entre la vitesse Uy et
v

la célérité du son Co dans les conditions de référence.
Les deux ©pressions sans dimension R et p sont alors
reliées par:
Pp

P = Mg.f.n + -
Po

Par mesure de simplification, les variables sans dimen-

sion sont maintenant notées:
- =

u, p, »p, T: ., k, T et R

Le systéme d' équations sans dimension s'écrit alors:

( dp -
— + div( p.u ) = 0
at
- -
dp. u - 2 —_— 2 —_— - 1 g
+ div( p.u*u ) = -grad p - . grad(p. divud+ — o ~——
ot y 3. Re Feo gl
1 E =)t—)
+——.div[p.(grad u + grad u )
< Re
o1 o+ — -1 4R , .
p.| ™ + u.grad T = . ~— + —— div(k. gradT)
ot T dt Re. Pr 9
M2, (-1
0 ‘r- ) =
+ . T. gradu
Re
\ p = o. (T+1)

avec p = Mg.T.n +
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I-1-6: Hypothéses d'étude:

Dans la suite de cette étude, nous ne nous intéresserons
qu’' aux cas d'écoulements subsoniques pour lesquels le nombre de
Mach M, reste faible devant 1'unité. Les termes de dissipation
visqueuse ,qui ne sont sensibles que dans une zone trés mince,
prés des parois solides ( cof Fulachier [(24]), peuvent &tre
négligés dans 1'équation d' énergie , pour les applications pré-

sentées ici. La pression thermodynamique se réduit a la fonction

Pp
du temps — et 1'équation d'état devient:
Po
Pp
P(T+4) = ==
Po

. . . . . *
Pour 1les écoulements permanents en géométrie flxe( )

s la
pression est indépendante du temps: on choisit Pn=Pp.

L' équation d' énergie devient alors:

OT - — 1 —_—
p.| —™ + u.grad T = —. div(k. gradT) ~
ot Re. Pr

L' équation d'état se réduit & une liaison directe entre

la masse volumique p et la température T:
P. (T+1) = 1

Elle traduit la dilatabilité thermique du fluide.
Par ailleurs, pour un fluide a propriétés physiques
constantes (viscosité cinématique, conductibilité thermique), on

choisira:

w=1 et k=1

Cette simplification exclut le cas d'écoulements dans les
cylindres de moteurs a piston, pour lesquels 1la Pression moyenne

est dépendante du temps.
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Finalement, en 1'absence d'effets de gravité signifi-
catifs (valeur grande du nombre de Froude), le systéme simplifié

d' équations instantanées s' écrit:

( do N
- + div( p.u ) =0
ot
-
Jdp. u - - —_— 2 —_— -
+ div( p.u*u ) = -grad p - . grad(divu)
ot Re
< 1 ==y =—,
+=, div(grad u + grad u )
Re
T o —— 1 —_—
p.] —™ + u.grad T = = div(gradT)
ot Re. Pr
\ e. (T+1) = 1

I-2: TRATITEMENT STATISTIQUE DES EQUATIONS INSTANTANEES:

Le systéme d'équations instantanées précédemment établi

permet, en principe, la description d'écoulements turbulents.
Pourtant, pour 1la plupart des écoulements réels, on ne peut
accéder, de fagon numérique directe, & 1'ensemble des échelles

caractéristiques de la turbulence: les moyens de calcul actuels
sont insuffisants pour représenter 1les plus fines échelles
spatiales et temporelles et il est difficile d'accéder aux
conditions initiales et aux limites compatibles. Pour résoudre
ce ©probléme, Plusieurs approches peuvent &tre utilisées. On
retient, en particulier, les méthodes suivantes:

les méthodes de fermeture en un point pour lesquelles
on effectue un traitement statistique des équations. La non-
linéarité des équations instantanées conduit a faire apparaitre
des moments statistiques eux-mémes régis par des équations. La
croissance dans 1l'ordre des moments ne peut &tre interrompue que

par une hypothése de fermeture a un niveau plus ou moins élevé
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(cf Hanjalic [3] , Jones et Launder [4], Launder, Reece et Rodi
(5D

.les méthodes de fermeture en deux points relévent d'un
méme principe d'analyse statistique mais le niveau de descrip-
tion concerne les corrélations en deux points. L' approche par un
formalisme spectral permet alors d'accéder aux spectres des cor-
rélations au prix d'un nombre de degrés de liberté considé-
rablement accru (cf Kraichnan [6], Orszag [7]).

.les méthodes de prise en compte des grandes structures
de 1la turbulence qui reposent sur un filtrage des équations
instantanées: les termes résiduels résultant toujours de la non-
linéarité premiédre des équations faisant 1'objet d'une modéli-
sation plus ou moins fine (modéle de viscosité (cf Reynolds[s]),

approche spectrale (cf Bertoglio [9])).

Les deux derniers types de méthodes sont cofiteux en
temps de calcul et ne sont, pour 1l'instant, pas applicables a
des écoulements & caractére industriel. Ainsi, seules les ferme-
tures en un point ont été retenues ici. On adopte donc la des-
cription du champ turbulent qui consiste a décomposer les varia-
bles en une contribution moyenne et une contribution turbulente.
La résolution numérique porte sur un systéme d'équations moyen-
nes, incluant plusieurs hypothéses de fermeture qui seront

décrites plus loin.

I-2-1: Choix d'une décomposition:

Toute variable ¢, rermettant de décrire 1'évolution du
fluide en écoulement turbulent, peut &tre considérée comme une
fonction aléatoire du temps et de 1'espace. Elle peut donc é&tre

décomposée en partie moyenne et partie fluctuante.

La partie moyenne 9 peut &tre définie par:
- +00
P = P.P(P). d¢
)

ol P est la densité de probabilité de .

Pour un écoulement stationnaire, cette moyenne peut 8tre
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remplacée par une moyenne temporelle définie par:
i jt+T -~
(o) = = P(x, t). dt
T J¢t

dans laquelle la durée d'intégration T doit &tre grande par rap-
port aux échelles de temps de la turbulence.

Chaque variable ¢ s8'écrit donc:

P =@ + @ avec $P'= 0.

Cette décomposition, appelée décomposition de Reynolds,
est habituellement wutilisée ©pour 1les écoulements incompres-
sibles. Elle <conduit A& faire apparaitre, dans les équations
moyenne§; des inconnues supplémentaires: les corrélations entre
les fluctuations des différentes variables. Ainsi, dans 1'équa-
tion de quantité de mouvement, le tenseur de Reynolds :'*:‘
apparalt.

Utilisée pour des écoulements a masse volumique varia-
ble, la décomposition de Reynolds conduit & une forme compliquée
des équations moyennes faisant intervenir de nombreuses incon-
nues supplémentaires.

Considérons, par exemple, 1l*'équation de continuité:

en posant:

P=p+p* avec p*'=0

- 3 — J—
et u=u+u' avec u'=0

on obtient:

ap 89' - — are
at 8 +d1v(; :)+d1v(p u )+d1v(p u )+d1v( :) = 0

En prenant 1la moyenne de cette équation, on aboutit

finalement a:

£ =
—-+div(; :)+div(p'u' =0
Jt )
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On voit donc apparaitre une inconnue supplémentaire: 1la

corrélation entre fluctuations de masse volumique et de vitesse

p'u',

L'utilisation d'une moyenne pondérée par la masse,
appelée moyenne de Favre [10], permet, dans le cas des écoule-
ments ’compressibles, d' obtenir wune forme plus simple des équa-

tions moyennes. On écrit alors:

P =9 + P ou P est défini par : P= =—
P

—/\,
On a alors : p.P"=p. P =0

Cette décomposition est appliquée a toutes les variables
du probléme hormis 1la masse volumique et 1la pression pour
lesquelles 1la décomposition de Reynolds est conservée. On écrit

donc:

p=p+p’ avec p'=0
p=p+p’ avec p'=0
- 3 — ¢
u=u+u” avec u"=0
~ ~
T=T+T" avec T"=0

I-2-2: Systéme d' équations moyennes:

En wutilisant 1a décomposition des variables décrite
précédemment et en prenant la moyenne, au sens de Reynolds, des
équations instantanées, on obtient 1le systéme d'équations
moyennes suivant:

équation de continuité:

dp — 3
-_ di . =
ot + 1v( P. u ) 0

équation de quantité de mouvement:
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-
Jde. u -3 X3 —_— - 2 s
+ div}] e. u*u ) = -grad p - . grad ( 4]
Jt ( 3. Re
1 — 3
+— divlqrad u + gra u )
Re

SEA N
—div( P. u"*u" )

équation d'énergie:

— T - — ¢ N
.7 + p.u.gradT = divj——, grad T| - div(;.u".T")
ot Re. Pr

équation d*état:
p. (T+1) =

De méme qu'en situation incompressible, on voit donc
apparaltre des inconnues supplémentaires dQes au caractére non-
linéaire des équations de départ.

Ainsi, 1*'équation de quantité de mouvement introduit 1le
A N
tenseur u"*u" correspondant au tenseur de Reynolds et traduisant

la présence de flux turbulents de quantité de mouvement. De mﬁge,

—
1* équation d'énergie fait apparaltre 1les corrélations u".T"

correspondant & la présence de flux turbulents de température.
La résolution du systéme d'équations nécessite 1la

connaissance de ces quantités: élles doivent donc é&tre soit

modélisées, s8oit calculées & partir des équations d'évolution

qui les régissent.

AN A

I-2-3: Equations des corrélations u"*u" et u".T"

Une équation d'évolution peut 8tre obtenue pour chaque
~o

composante du tenseur de Reynolds ui"uj" 4 partir de 1*'équation

instantanée de quantité de mouvement (cf annexe I). Elle peut
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8tre écrite sous la forme:

~o ~~ ~
" " " " ,\, ’\’
0 P.u;"u; ) 3(;.uk.ui uj ) o~ Ou;, _ ~ 3uj
+ = =P .u:z;"u".T™ ~-p.u:"u,"., —
dt dx, PR ok 3K By
I
~os
a(; ui"Uj"uk")
3xk
I1

-fu." oY ——
. 3xj J ox;
III
op' op'
-lu:" + ", ——
. 3xj J ox;
IV
0
A
3u1" 3uj"
Ty, ., m——— .
k3 ki-
ox 3xk‘

[A—

v

VI
Dans le second membre de cette équation, le terme I
représente le taux de production des tensions de Reynolds par le
gradient de vitesse moyenne. Le terme II traduit la diffusion de
ces tensions de Reynolds par la turbulence. Quant au terme IV,
il correspond aux corrélations entre les fluctuations de vitessg
et 1les gradients de pression. Les deux derniers termes d
1' équation, quant & eux, représentent les corrélations entre le

champ de vitesse et les tensions visqueuses.

Tous ces termes ont des formes identiques & celles

obtenues dans le cas incompressible. Seul le terme III, qui fait

—
intervenir la quantité u", constitue un terme supplémentaire par

rapport au cas incompressible,
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Le terme VI traduit le fait que 1'énergie est transferée
du mouvement moyen vers les petites échelles de la turbulence ol
la wviscosité moléculaire dissipe 1'énergie. L'existence de ce
transfert nous permet de supposer que, pour des échelles suffi-
samment petites, la dissipation se fait de fagon isotrope. Si ce
pPhénoméne n'est pas modifié par 1les variations de masse volu-

mique, on peut alors écrire:

Ou; " duym 5 - 2 -
T, .. + Ty .. = —.p.8&3:= = 0. & 834
k3 axk ki axk 3 V3 *3

"
- 8uj
ou p. & = 7T, .
IJ'a
X.
1

€ représente alors 1le taux de dissipation de la turbulence par
unité de volume.
De méme qu'une équation d'évolution a été écrite sur les

tensions de Reynolds, une équation peut &tre écrite sur les
s
-

corrélations u"T" (cf annexe II):

3 - 3 v - —— 3
5: p.u"T") + div(;.u.u"T") = =-p,u"T", grad u
_ N —

-p.u"*u", grad T

—_—,
+div(;,u"*u"T")

JE— = —
-T". grad p+ T".divTt+ u".divd

On note que ces équations font intervenir beaucoup

d'inconnues supplémentaires. En particulier, on voit apparaitre
~o

des corrélations d'ordre 3: les termes “i"“j"“k" dans 1' équation

~o
sur les tensions de Reynolds et 1les termes ui“uj"T" dans

1' équation sur les corrélations vitesse-température.
L' écriture d'équations d'évolution sur ces derniéres

quantités conduit alors a faire apparaitre des corrélations
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d'ordre 4 et ainsi de suite, quelquesoit 1'ordre auquel on se
place. Des hypothéses doivent donc &tre introduites & un certain

ordre afin d'obtenir un systéme fermé d' équations.

I-3: HYPOTHESES DE FERMETURE:

L' application d'hypothéses de fermeture a un ordre
elevé, si elle nous conduit & wune description plus fine de
1' écoulement, s'accompagne d'un colit de calcul rapidement
prohibitif.

En incompressible, de nombreux travaux ont conduit a
1' élaboration de modéles du premier et du second ordre. Les
modéles du premier ordre, qui reposent sur 1' hypothése de visco-
sité de turbulehce décrite dans la suite, se classent suivant le
nombre d'équatioﬁs.supplémentaires introduites (cf Rodi [11]).
Les modéles du second ordre, quant & eux, consistent a écrire
une équation d'évolution pour chaque composante du tenseur de
Reynolds (cf Launder [5]). Ce deuxiéme type de modéle s' accom-
pagne d'un colit de calcul plus élevé que les modéles du premier
ordre. D' autre -part, il semble que, pour des écoulements ou
1'anisotropie est peu importante, ils n'apportent pas d'amélio-
ration notable des résultats (cf Rodi [11D]).

Pour ce qui est des écoulements & masse volumique
variable, trés peu de travaux ont été effectués jusqu'a présent,
tant du point de wvue expérimental que du point de vue de la
modélisation. Ceci est dfi, en grande partie, aux difficultés
expérimentales rencontrées, Cependant des résultats sont dispo-
nibles depuis peu pour des configurations de base (cf Cheng [12]
et Bahraoui (131 . Il est donc possible de vérifier si 1les
hypothéses habituellement effectuées en situation incompres-
sible, sont transposables au cas ou de fortes variations de 1la

masse volumique sont présentes.

I-3-1: Hypothése de viscosité de turbulence:

Parmi 1les hypothéses de fermeture habituellement utili-

sées en incompressible, celle consistant & considérer 1les
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corrélations u"*u" comme des termes de contraintes au méme titre
que 1les contraintes visqueuses es8t fréquemment utilisée. Ces
corrélations sont alors reliées aux gradients de vitesse moyenne
Par 1'intermédiaire d'une "viscosité de turbulence" (hypothése
de Boussinesq). On note que, gi la viscosité cinématique est
liée au fluide 1lui-m@me, la viscosité de turbulence, elle, est
liée a 1*'écoulement en présence. En compressible, cette hypo-

thése se traduit par :(cf Jones [14])

A

_— — T — 2 = 3 ===)t3
p.um*u" = ;. P. k+ py.divul| J - ut.lgrad u + grad u)

=
ol J est 1'opérateur identité.
Dans cette expression, k est 1'énergie cinétique de
turbulence qui, ici, a pour définition:

1 v
k = ;-“i"“i"

Par analogie avec 1la théorie <cinétique des gaz, 1la
viscosité de turbulence By Peut étre exprimée a 1'aide d'une
échelle de 1longueur appelée "longueur de mélange", notée 1,
correspondant au 1libre parcours moyen des particules maté-

rielles. Cette hypothése conduit a une expression du type:

By = grad u

_— 2 =}3
P.l.u u

Un modéle plus sophistiqué consiste a relier Ky a des
échelles caractéristiques de turbulence (1'énergie cinétique de
turbulence et son taux de dissipation) par l'intermédiaire d‘'une

expression du type:

- .2
be= C,. 0.

() Ix

C'est cette derniére approche qui a été choisie ici. Le
calcul de ¥, nous oblige alors & introduire deux équations sup-

Plémentaires d*évolution: 1*une pour k et 1'autre pour son taux
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de dissipation ¢, défini au §I-2-3. De nouvelles hypothéses

doivent étre introduites dans 1les équations exactes afin
d' obtenir un systéme fermé d' équations.
LA N

L' hypothése consistant & considérer 1le tenseur u"*u"

comme une contrainte peut 8tre généralisée aux autres variables
A

. L
du probléme. Les corrélations u".T" , calculées comme des flux
turbulents de température, reuvent alors @8tre exprimées en

fonction du gradient de température moyenne par:

SRS S ol J——
p.u". T = - .grad T
Prt
ol Prt est un "nombre de Prandtl de la turbulence" qui est

habituellement considéré comme constant, bien que cette hypo-
thése =soit difficilement justifiable, méme dans le cas ol la

température est un contaminant passif.

I-3-2: Equations d'évolution de 1'énergie cinétique de

turbulence et de la dissipation:

Comme nous 1l'avons vu précédemment, des équations d'évo-
lution doivent &tre écrites pour k et ¢.
En ce qui concerne k, une équation peut 8tre déduite des
équations des tensions de Reynolds. Elle s'écrit:
o - o ~ - ~ 9y
gz(p.k) + aXR(;.uk.k) = -p.uk"uj".E;;

v

I

o (— ~ - p’'
=S je.-uy "k + p oy, n—
3xk
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o
- an
avec p. & = Tk

axk

L' écriture d‘une équation d'évolution sur le taux de
dissipation € s'accompagne de nombreuses manipulations: 1les
détails du calcul ne sont pas donnés ici. On se réfdrera a
Hanjalic et Launder [15] et Tennekes et Lumley [16] pour 1*'éta-
blissement de cette équation, dans le cas incompressible. Pour
les écoulements & masse volumique variable, de nombreux auteurs
se contentent d'utiliser 1la forme incompressible de cette
équation (cf Jones [17] ). Cependant, 1la forme compléte de
1' équation de dissipation dans 1le cadre de 1'utilisation de

moyennes de Favre a été établie par Kollmann [18] et est rap-

pelée par Vandromme [19] . Cette équation est beaucoup plus
compliquée que sa version incompressible: la présence de
nombreux termes supplémentaires oblige soit a4 faire de

nombreuses simplifications, soit & introduire des modélisations
faisant intervenir des hypothéses difficilement vérifiables.
Nous nous contenterons donc, ici, d'utiliser la forme incompres-

sible de cette équation.

I-3-3: Modélisation des équations sur k et &:

Les équations exactes d'évolution de k et & contiennent
de nombreux termes inconnus qu'il convient d'exprimer en
fonction de variables principales du probléme.

En incompressible, de nombreux travaux ont débouché sur
1' écriture d'équations modélisées sur k et €. Les hypothéses
alors utilisées sont étendues au cas compressible.

. Le terme de diffusion II apparaissant dans 1'équation
exacte sur k, est modélisé en utilisant une hypothése analogue a
celle introduite pour le flux turbulent de température. On écrit

alors:

P.uk + p. uy "— = — grad k
o
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ou o, est une constante dont 1la valeur est déterminée
expérimentalement.
Le terme de production (terme I de 1'équation exacte sur

k) ne nécessite pas de modélisation supplémentaire: les compo-

SNV

santes du tenseur u"*u" peuvent @8&tre calculées a 1'aide de
1' hypothése de Boussinesq introduite au §I-3-1.

Pour 1les écoulements & nombre de Reynolds élevé, le

terme Tkj.uj" qui correspond a wune diffusion moléculaire de k,
est petit par rapport au terme de diffusion turbulente et est

souvent négligé. Il est cependant modélisé ici par:

ok
Tkj.Uj = p‘-g-x_k-

L'application d'hypothéses semblables pour 1'équation
exacte sur € conduit & une équation modélisée. On obtient donc
un systéme de deux équations qui, & quelques variantes prés,

relatives au cas traité, a la forme suivante:

/ \
[~k -5 — Pe)—s - -
P. T~ +p.u.grad k = div}|p+—|grad k| +p. P -p.¢
ot ok
ALY
-
() ] 2
-9 -3 — t|— - ¢ - €
P. T +p.u.grad € = div}|pm+—|grad €| +Cgq.p.— -Cg2. p, =
ot o g £1.P. P -cez.0 -
LY
\
—’0\"—0 =_ I
ou P = -u"*u":grad u
avec p.u"*y" = ; [;.k + pe.div uf. J - py. ‘grad u +grad u
Les constantes Oy » 9g , Cgyet C,, apparaissant dans ce

modéle ont été calibrées, en incompressible, par de nombreuses
expériences numériques et par recoupement avec de nombreuses
données expérimentales.

Des termes supplémentaires peuvent 8tre introduits dans
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les équations afin de prendre en compte les variations de masse
volumique. Ainsi Vandromme [19] établit un systéme d' équations
modélisées dans 1le cas du mélange de deux fluides de masse

volumique différente. Ce modéle se caractérise par la présence
—  —
d'un terme traduisant 1'existence de 1'expression u".grad p dans

1' équation exacte sur k. Ce terme est modélisé pPar une expres-
sion du type:

—  —

-C,. p'z.k.grad P

° 1=

Un terme de forme semblable est ajouté dans 1' équation
de dissipation. Les valeurs des constantes ainsi introduites
sont ajustées dans le cas plan du mélange de deux gaz (hélium et
azote), de masse volumique différente.

dJones, quant a 1lui, s'intéresse au cas d' écoulements

=
avec combustion (cf [14],[17]). Les fluctuations u" sont alors
—

exprimées, en fonction des corrélations p'u", par la relation,

déduite de la définition de 1la moyenne de Favre:

Les corrélations p'u" sont calculées en utilisant une

hypothése de type gradient, analogue & celle introduite au
—_— ——) -
§I-3-1. Le terme u".grad p est donc modélisé par:

4 L4

C4. =" . grad e.grad p
92

1 $ - P —

Un terme de forme analogue est également introduit dans
1' équation de dissipation. La aussi, les constantes doivent &tre

calibrées par des expériences numériques.

L'introduction de ces termes supplémentaires repose sur
des hypothéses difficilement vérifiables et les résultats expé-

rimentaux permettant de 1les valider ne sont pas disponibles
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actuellement. Ausgi, dans un premier temps, un modéle de turbu-

lence analogue & celui utilisé en incompressible est choisi.

I-3-4: Systéme fermé d' équations:

Les hypothéses de modélisation introduites précédemment
conduisent & un systéme fermé d'équations. L'introduction des
grandeurs caractéristiques définies au paragraphe I-1-5 permet
d* écrire 1les équations sous forme sans dimension. Pour cela, on
définit wune énergie cihétique de turbulence et une dissipation

sans dimension, respectivement par:

k L. ¢
- et
2 3
. Yo Yo

Par mesure de. simplification, ces nouvelles vﬁriables
sont notées k et &.

Un nombre de Reynolds de la turbulence, noté Rt, corres-
pondant & la notion de viscosité de turbulence, est alors intro-

duit. Il est défini par:

' 3 K
R . . p- ——
Rt M &

L* équation de quantité de mouvement, aprés modélisation

des tensions de Reynolds devient:

- J

Je. u 3 — - s 2 -
+ div(;.u*u -grad p -grad div u

ot 3. Re

\__v—_-—l . .,

v

I .

9 >

+div ——'grad u + grad :)
Re .

III
—}2 (- 1
-grad|— jp. k +—=div u
. 3 Rt

—

IV
1
+div -—'grad u + grad u
Rt
v
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Les termes I,II et IV du second membre, peuvent &tre

regroupés: ils correspondent tous & 1'expression de contraintes

normales. On introduit alors une nouvelle variable, notée p* et

appelée "pression généralisée" qui est définie par:

x — 2 (1 - 1 3 -
P = p + = |™div u + —div u + p. k
3 {Re Rt

L' équation de quantité de mouvement fait intervenir 1la
moyenne au sens de Reynolds de la vitesse: cette quantité sera,
en fait, remplacée par la moyenne de Favre. Cette simplification

est sans influence majeure: le terme de tension visqueuse, ou

-
apparait u, est faible par rapport aux tensions de Reynolds et

son influence n'est sensible que dans les zones de proche paroi.
Le méme raisonnement peut &tre appliqué a 1'équation de tempé-
rature qui fait intervenir & la fois la valeur moyenne au sens
de Favre et au sens de Reynolds.

En résumé, un systéme fermé d'équations sans dimension

peut &tre écrit pour

x5

.la vitesse moyenne : u

.la pression moyenne généralisée : P
~

.la température moyenne : T

.la masse volumique moyenne : ¢

.1'energie cinétique de turbulence k et son taux de dissi-
pation €,

Plutdt que la vitesse moyenne, on préfeéere, en fait, utiliser la
- - -3
quantité de mouvement moyenne, notée Q et définie par: Q=p.u

Le systéme fermé d'équation prend alors la forme:

de -+

- 4+ div( Q@ ) =0

ot

—’ arwm—
aq N —_—
— 4+ di —%* = - d

ot iv Q grad p
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r - -»
+div] |+ grad — + grad =
tRe Rt o P
~ ->
0T Q — ~ 1 (1 1 S
3— + = grad T = = div + gradT
t o o {\Re.Pr Rt. Prt
-
ok Q — 1 [ (1 1 ]———» P
™ + = grad k = . div}j|—™ gradk| + - €
ot o | \Re Rt. oy
- - 2
o€ Q ———3 1 1 1 —_— € o ]
—™ + = grad &€ = = . div{|{|—™+—|grad€f|] +Cgy4.— -Cg2. ™
ot Re Rt.o gy 82y
P P L 2
- 1
P =
(1+T)
1 - K?
avec: -= C . .p.™
Rt . €
- - -
P == ;:. grad = + grad = "3 p. k+— div={. J |. grad =
P P P RE P P
_ ->
* - 2 1 1 Q -
et P =Dp + — —+=1.div= + p. k
3 Re Rt o

Les constantes du modéle ont été calibrées par de
nombreuses expériences numériques dans le cas incompressible.
Dang 1le cas compressible, les mémes valeurs sont utilisées,

soit:
C,=0.09 , Cgy=1.44 , Cgp=1.92 , Oy=1 , Oy=1.3

I1 faut noter que ces valeurs ont été obtenues dans des
configurations d' écoulement particuliéres et leur extension & un
écoulement quelconque est difficilement justifiable. En parti-
culier, Ferziger [20) propose des 1lois d'évolution pour ces
différents coefficients en fonction du type d'écoulement rencon-
tré. L'étude d'un écoulement Qquelconque .repose alors sur la

décomposition du domaine en un certain nombre de zones prédé-
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terminées ou un type particulier d*écoulement apparalit : zone de

mélange, écoulement de type jet, zone de cisaillement.....

I-4: LOIS DE PROCHES PAROIS :

A proximité d'une ©paroi solide, la résolution des
équations différentielles nécessite 1*utilisation d'un maillage
de calcul trés fin. En effet, dans une zone mince, proche de la
paroi, les coefficients de transport et d'échange varient de
fagcon trés sensible. Ces fortes variations de 1l'ordre relatif
des différents phénoménes physiques en présence, engendrent de
trés fortes variations des variables du probléme. La modéli-
sation est alors insuffisante pour traiter ces zones sensibles.
Toute approche des mécanismes physiques dans cette région néces-
siterait 1la présence d*un nombre de points de calcul trés
important.

Une alternative <classique est 1l*'utilisation de lois
analytiques d*équilibre permettant le calcul des conditions aux
limites & imposer & une certaine distance & de la paroi. Ces
lois reposent sur les approximations de la couche limite incom-
pressible. Au voisinage de la paroi, les termes non linéaires
d*inertie 8sont supposés négligeables et 1'équation de quantité
de mouvement dans la direction tangentielle s'intégre analyti-

quement sous la forme: (cf Cebeci et Smith [21])

g g
1 0 u.t 1 0 ut
- - u'v = — - = Tn/p
Re Jn ] Re OJn jo P

Le second membre de la relation définit une contrainte

pariétale T, et permet de faire intervenir une notion de vitesse

P
de frottement, notée u;, telle que

2
TP = pu":

L*introduction d'un modéle de longueur de mélange pour
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la contrainte turbulente u'v' conduit alors & une expression

intégrée de la composante tangentielle de vitesse. On a ainsi,

dans la 2one pleinement turbulente , la loi logarithmique:
5 S
g
u. t ]
] 1

= — Log(Re. 3. us) + C
Uf K

ou K est 1la constante de Karman.
Pour 1la 8ous-~couche visqueuse, dans laquelle la con-
trainte turbulente est négligeable, on trouve, par ailleurs, 1la

loi linéaire:

.Z]

8

e ¢

= Re. 8 Uf
ug

Les constantes K et C ont été calibrées expérimen-

talement. Les valeurs classiquement utilisées sont:
K = 0.419 et C = 5,445

Le raccordement de la zone logarithmique et de la sous-
couche visqueuse est alors obtenu pour une valeur de Re.38.u; de
11.6

Dans cette méme =2zone de proche paroi, les équations
d* évolution de k et &€ se réduisent & un équilibre entre les
termes de production et les termes de dissipation qui conduit

aux relations :

ug ug
k] = — et 8] = ;—g
3 Icp 3 .
En compressible, 1* application d* un raisonnement

analogue conduit & wune forme simplifiée de 1'équation de

quantité de mouvement



32

- X o - 3 o
e O u.t -~ p 0 u.t
- - f. u"v" e — = T
Re 0On Re On ] P

Dans la zone pleinement turbulente, 1'approximation entratine

p— I\,
e, ut"v" = TP
N~
L'introduction sur u"v" d'un modéle de longueur de mélange ne

rermet pas de retrouver analytiquement 1la loi logarithmique
classique du fait de la variation transversale de ;. Les résul-
tats expérimentaux montrent cependant la préservation de cette
loi (cf Cheng et Ng [12]) & condition d'introduire les varia-
tions de viscosité cinématique v en fonction de la température.
De tels résultats nous ont conduit & adopter, pour les

écoulements chauffés, les conditions aux limites suivantes

4 ba
u.t]
s
= Re. 8. ug si Re. 8. u; < 11.6
ug
1
3 o
u.t]
s 1
= — Log(Re. 3. ug) + C si Re.8. us > 11.6
Uf K
\
ba
u. n = 0
s
3
ug us
| = e o] -
s CP s .
> -+ 3 o
2 1 Jdut ~ 1 1) du. t
avec ug = —. - u"v" = |7+, ]
Re On Re Rt on

et la loi de variation de la viscosité
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p. Ug. L

b= a. T" et Re = —— (%)
>

En ce qui concerne la température T , on définit une

température de frottement, notée T; par:

1 oT ~ 1 1 oT
Teuy = ——= — - u"T" = + L=
Re. Pr On Re. Pr Rt.Prt} On
s
On adopte alors la loi d'équilibre turbulent:
TP-T ]
s 1
= = . Log(Re. 3. us) + C’
T: R’
et, pour la sous couche visqueuse, la loi linéaire:
TP-T ]
s
= Re.Pr. 8. u;
Te
T est la température & 1la paroi et K' et C' sont deux cons-

P
tantes. Les expériences de Cheng et Ng [12] montrent 1'existence

d'une 1loi de ce type pour une couche limite fortement chauffée.

Les valeurs obtenues expérimentalement pour K' et C' sont alors:
K' = 0.8 et C'= 12.5
Ces valeurs sont trés différentes de celles obtenues par

Antonia [23] ou Fulachier [24], dans le cas d' une couche limite
faiblement chauffée. Ceux-ci obtiennent respectivement:

( x) : dans 1le cas de 1l'air, les valeurs de a et n déduites de

Batchelor [22] sont a=3.68 10 ' et n=0. 685
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K' = 0.4 et C'= 2,
K' = 0.45 et C'= 3.13

Pour 1les valeurs obtenues par Cheng et Ng, le raccor-

dement des deux lois de parois correspond a Re.8.uf=15.96



{1]
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3]
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5]
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[9]
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Deuxiéme Partie:

METHODE NUMERIQUE DE RESOLUTION
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La méthode numérique de résolution des équations régis-
sant 1'évolution d'un écoulement turbulent de fluide "dilatable"
se heurte & plusieurs difficultés , dont les principales sont

- le couplage existant entre les différentes équations

- le caractére non-linéaire de ces équations , résultant
a la fois de la présence de termes convectifs et de 1*utili-
sation de 1' hypothése de viscosité de turbulence

- la prise en compte de 1'équation de continuité : de
nombreux travaux ont abouti au développement d'algorithmes
Permettant de traiter cette difficulté dans le cas des écoule-
ments laminaires incompressibles. On s8e préoccupe, ici, de
1'extension de tels algorithmes aux écoulements turbulents de
fluides dilatables.

- le calcul des conditions aux limites le long des
parois solides pour 1les différentes variables dépendantes

considérées.

Par ailleurs , 1'objectif de cette étude étant le trai-
tement de problémes industriels , la méthode numérique doit étre
capable de décrire de fagon fine des domaines géométriquement
complexes. Pour cela , une technique de discrétisation spatiale

par éléments finis a été choisie.

Les deux ©premieéres difficultés exposées précédemment
(couplage et non-linéarité des équations ) sont résolues par le
choix d'un schéma de discrétisation adapté (§II-1).

La méthode d'éléments finis employée ici, repose sur une
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formulation faible du probléme et une décomposition du domaine
d* étude en un nombre fini d*éléments : les principes généraux de
cette méthode et leur application aux équations d'évolution d*'un
fluide "dilatable" sont ©présentés dans les paragraphes II-2 et
I11-3,

L* équation de continuité est considérée comme une
contrainte ©pour 1'équation de quantité de mouvement. Un proces-
sus itératif permet alors la détermination du champ de pression
par 1l'intermédiaire d'une technique de gradients conjugués
(§II-4),

Enfin 1le paragraphe II-6 détaille la méthode de calcul
des conditions aux limites le long des parois solides : les lois
d* équilibre 1local permettent de rétablir des conditions de
Dirichlet pour chaque composante de quantité de mouvement ainsi
que pour k et € Une condition de Neumann non-homogéne est , par

contre, introduite pour la température T.

II-1 : SCHEMA DE DISCRETISATION EN TEMPS :

La discrétisation en temps du systéme d'équations aux
dérivées partielles instationnaires du probléme, repose sur un

schéma de différences finies semi-implicite, séquentiel.
- n o~ -

Connaissant Qn,p“E ,Tn,pn,kn,en au temps ¢t=n.At , on
-» _n*i ~ —_—
calcule Qn‘i,p“E ,Tn*i, pn*i,kn*1,€n¢} au temps t=(n+1).At
gréice aux phases successives suivantes:
Phase 1: calcul de '.l‘n*1
T 1" % —— a4 1 1 Y ~pay
+ u ,grad T = =™div + grad T
ot p" Re.Pr Rt". Prt

Phase 2: calcul de pn*i par 1'équation d*état :

- 1
pn*i=

~
Tn*i

n+1

n+l1 et pi‘E par le systéme

-
Phase 3: calcul de @

d* équations couplées
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n+1i n
e - -+
+ div(Q" )= o
At
-’n+1 -’n : —
Q -Q n -’n+1 —_— *n+1
—_—+ div |u *Q ) = -gradp
At
net
1 1 =Q __—__Qt-tn
+div + grad= +grad u
Re Rt" n+t
.Phase 4: calcul de kn+1 et 8"‘1 par:
kK"t k" ¥ —— 1 . 1 1 — oy
— + u .grad k = .div + grad k
At ot Re Rt". o
n
+ ?n+1 - — kn+1
kn
e""l- &" Fn —— 1 . 1 1 ' n+1
— + u .grad ¢ = = .div + grad ¢
At ot Re Rt".o,
n n
2 2
+ 081._.?n‘1 - Csz._. sn‘i
k" k"
Le terme de production ?n‘i est déduit de 1l'expression:
1 1 3n+t _—_>t3n+1
?n+1= = [ R ‘grad u + grad u )
pn+1 Rtn.
2 ~n n 1 3""1 =5 = 3"*1
-~ le .k + . divu J|. grad u
3 rRt"
nat Sn+1
Enfin, les nouvelles valeurs de Rt et u sont calculées
par:
—+
1 —aq (K"TH2 Jne1 Q"1
— = C,.p ,— et u =

n+1 [ n+1 ;n+1
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Ce s8chéma, de type semi-implicite, permet une linéari-
sation des équations & chaque ©pas de temps, tant en ce qui
concerne les termes convectifs que les termes de diffusion, de

production et de dissipation.

et “antd
D' autre-part, hormis pour @ et p , les équations

peuvent &tre résolues de fagon séquentielle, le couplage étant
réalisé par 1les valeurs obtenues au pas de temps précédent
(exposant n) ou, 8i elles ont déjad été calculées, les valeurs
obtenues au temps (n+1).At.

Les différentes phases du calcul s'enchainent de 1la

fagon suivante: on commence par le calcul de la température Tn*1

qui permet de déterminer la masse volumique ;n*i. On résoud
ensuite simultanément les équations de quantité de mouvement et
de continuité. La connaissance de 3"*1 et de ;n*i nous permet
enfin de résoudre les équations sur k et & de fagon
semi-implicite.

Nous verrons ©plus 1loin que 1'algorithme en pression
utilisé ainsi que 1la discrétisation en temps présentée ici,
rermettent de passer par une résolution découplée des deux
composantes de quantité de mouvement. On évite ainsi d'avoir a
construire, aprés discrétisation spatiale, une matrice de taille
2N.2N ou N est le nombre de degré de 1liberté en 3 : on ne
construit que 2 matrices de taille N.N.

Les tests numériques effectués ont montré que la prise
en compte sous forme semi-implicite des termes de dissipation
dans 1les équations en k et &€ permet d'améliorer trés sensi-
blement 1la stabilité en temps du schéma. Ce traitement nous
oblige & modifier 1légérement 1'expression du terme de dissi-
pation dans 1'équation sur k . Celui-ci est alors écrit sous la

forme:

]
Ll R
~

Si on suppose que toutes 1les variables du probléme
- )

Q

(ainsi que la quantité —)admettent des développements de Taylor
P

autour de 1leur valeur au temps n.At, on peut montrer que
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1'erreur de ce schéma est en (X At) .

II-2 : METHODE DE DISCRETISATION EN ELEMENTS FINIS:

IT-2-4: Generalités:
La résolution du systéme passe par une discrétisation
spatiale des équations. Les principales techniques actuellement

utilisées sont les suivantes:

.La Technique de différences finies: elle consiste &

donner wune approximation des opérateurs différentiels inter-
venant dans les équations. Cette technique a été trés largement
développée: sa simplicité de mise en oeuvre la rend attrayante.
Cependant, elle est difficilement adaptable a la description
précise de géométries compliquées habituellement rencontrées

dans les situations industrielles.

.La Methode de discrétisation spectrale: elle consiste a

décomposer 1les solutions du probléme sur une base de fonctions
non locales données (fonctions sinusoidales, polyndmes de
Tchebichev, polynfmes d' Hermite, etc...) qui satisfont généra-
lement 1les conditions aux limites imposées (Dirichlet, Neumann,
Périodicité). Cette technique est généralement utilisée pour
obtenir des approximations d' ordre élevé. Cependant, elle n'est
applicable, pour 1l'instant, qu'a des géométries trés simples. Le
traitement de géométries & caractére industriel reste difficile.
Il passe par 1les méthodes de transformation de domaines ou par

des découpages en sous-domaines simples.

.La_Technique d'éléments finis: elle repose sur les

mémes principes que 1les méthodes spectrales mais 1la base
d' approximation est formée de fonctions polynSmiales a support
local 1lié a wune décomposition en éléments finis du domaine.
Cette technique permet un choix trés vaste en ce qui concerne
tant 1la forme des éléments (triangles, quadrangles,...) que les
fonctions de base utilisées (fonctions linéaires, quadratiques,

L) Ce choix doit &tre fait de fagon a obtenir une approxi-
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mation suffisamment précise de la solution, tout en permettant
une mise en oeuvre assez rapide et des temps de calcul modérés.
Dans 1les problémes d'écoulements de fluides, on se limite, en
général, a l'utilisation d'éléments triangulaires (qui permet-
tent des intégrations exactes) ou quadrangulaires et a des poly-~-
ndmes de degré 1 (interpolation 1linéaire) ou 2 (interpolation
quadratique). Ces éléments sont bien adaptés aux méthodes de
générétion automatique de maillage. L'utilisation de triangles
permet, d'autre-part, de décrire de fagon précise des géométries
de forme trés compliquée.

Notons par ailleurs que la technique d'éléments finis se
préte au raffinement local de maillages (cf Babuska
[1]) et semble extensible au calcul a 1'intérieur de géométries
déformables (cf Rusaoué&n [2]).

La méthode d'éléments finis, ici adoptée, s'appuie sur
une décomposition du domaine en éléments triangulaires et une
approximation 1linéaire des variables dépendantes a 1'intérieur

de chaque élément.

II-2-2: Présentation de la méthode sur un probléme modéle:

Considérons le probléme suivant:

Ou + T(u) =0 dans Q (P1-1)

(P1)
uj = 0
r

ol R est domaine borné de R" et I' est sa frontiére. T est un
opérateur fonction de u et de ses dérivées premiéres.
Soit 1'espace LZ(Q) des fonctions de @ —— R de carré

mesurable. On définit alors la norme:

|||1-J‘2. e
u 2 = gu (x). dx

associée au produit scalaire:
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Cu,v) = J;U(x).v(x).dx

Construisons alors les espaces:

' 2 du 2
H'(Q) = qu € L°(Q) ¢/ 3 €L (Q), Vi=4,...,n
X5
1 1
Ho(Q) = qu € H (Q) / u] =0
r
2
2 N o“u 2
H(Q) = u € H(Q) y —— € L"(Q), Vi=1,...,n
axi.an

Le ©probléme (P1) faisant intervenir des dérivées secon-
des , il est naturel de chercher u dans V= Hé(Q) n HZ(Q).

a/ Formulation faible du probléme:

A partir du probléme (P1), on peut construire un nouveau
probléme obtenu en multipliant 1'équation (P1-1) par une
fonction test v, en intégrant sur le domaine Q et en appliquant
une formule de Green sur les termes de plus haut degré (ici, le

terme en Au). On obtient alors le probléme (P2) suivant:

Trouver u € V tel que:

(pP2)
Vv € v QVu.Vv.dx - QT(u).v.dx =0

On remarque que le probléme (P2) ne fait plus intervenir
que les dérivées premiéres de u. Ainsi, il n'est pas obligatoire
de chercher les solutions de (P2) dans HZ(Q); seule 1'appar-~-

1 . . .
tenance de u a Hy(Q) est nécessaire. L'ensemble des solutions a

donc été élargi et le probléme est donc maintenant:

Trouver u € Hé(Q) tel que:
(P3)
Vv € Hé(Q) j;VU.Vv.dx - I;T(u).v.dx = 0
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Les problémes (P1) et (P3) ne sont équivalents qu'au
sens des distributions dans H-i(Q) (dual topologique de Hé(Q))
car la dérivée seconde d'une solution de (P3) n'existe pas
forcément.

Cette formulation s'appelle 1l1la formulation variation-

nelle ou formulation faible du probléme.

b/ Discrétisation spatiale du probléme - Méthode de

Galerkin:
La discrétisation spatiale du probléme (P3) repose sur

la construction d'un sous-ensemble V), de dimension finie de

Hé(Q) dans lequel seront 'cherchées 1les solutions u, ainsi que
les fonctions tests v,.

Soit une base de V, dont les fonctions sont notées vi
(avec i=1,...,n, ou n, est la dimension de V,). Les solutions u,
reuvent alors &étre décomposées sur la base des vi de V,.

La méthode de Galerkin consiste a choisir comme fonction
test Vi les fonctions de base v& de V. L'approximation du

pProbléme (P3) devient alors:

(Trouver a;€ R pour i=1,...,n tels que:
J;Vuh.Vvﬂ.dQ - J;T(uh),vﬂ,dg = 0 pour j=1,..,n
(P4) <
ny
avec up= E: ai.vi
\ i=19

La résolution de (P3) est donc ramenée & celle de n,
équations sur les n, coefficients a; . Si 1'opérateur T est
linéaire, on est amené a résoudre un systéme matriciel linéaire.

La construction de 1'espace d'approximation V), repose
sur la donnée d'un maillage du domaine . La base de V, est
alors déterminée par 1le nombre de degrés de liberté choisi sur

les éléments du maillage.

Quelgques remarques:

L' application de la méthode & un probléme non-homogéne,

c'est & dire & un probléme ou on a u]r=g avec g¥0, ne pose Pas
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de probléme: une modification appropriée des espaces fonction-
nele permet de se ramener au cas précédent.

Pour ce qui est de 1'application & un probléme mixte,
c'est - a-dire lorsqu'on a & la fois des conditions de Dirichlet
Jdu

> on
1 r

et de Neumann homogéne ul =g =0 , I'yUul',=T"], on montre
r

2
que 1les fonctions tests ne doivent vérifier que les conditions
de Dirichlet : vl =0,

ri

I11-2-3;: Méthode d'éléments finis appliquée au probléme de
Stokes:

L'application de 1la méthode décrite précédemment au
probléme de Stokes a été faite ©par de nombreux auteurs (cf
Raviart [3], Glowinski [4]). Nous en rappelons ici les grandes
lignes ainsi que les fondements mathématiques. Cette application
conduit & introduire des conditions de compatibilité entre les
espaces de discrétisation en vitesse et en pression, ce qui
impose des contraintes sur le choix des éléments et des fonc-

tions d'approximation a utiliser.

a/ Formulation faible du probléme

Considérons le probléme de Stokes généralisé:

-+ -

-
u] =§ et T tel que I g.n.dll = 0
r r

avec

Une formulation faible du probléﬁe est
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4 = 1 N 2
Trouver u€ |H (Q) et p€ L"(Q) tels que:

> -+ y - - -+ - - . N
v.(grad u, grad v) - (p, div v) = (f,v) VWvE€ (HO(Q))

- 2
(q, divu) =0 Vq€ L°(Q)/R

Si les hypothéses du theoréme de Brezzi sont vérifiées, alors le
=Y

probléme admet une solution unique (Cu, p).

Rappelons, ici, le Th&oréme de Brezzi:

Soit le probléme suivant:

-
Trouver (u, p)E V*P tels que

-+ - -+ -+ - -
aCu,v) - b(v,p) = (f,v) WvEY
=Y
bCu,q) = 0 Vq€p
Si:
H1/ 1'opérateur a(.,.) est V-elliptique, c'est-a-dire
si

-+ = -+, -+
Jo>0 tel que alu,u) 2 o Jully WVuey

H2/ la condition inf-sup est réalisée c'est-a-dire si
=Y

b( v,
v, q) S

\
>

dB>0 tel que inf sup

q€P VEV -~
ﬂVHv.uqH
p

-+ -
Alors le probléme admet une solution unique C(u, v)E v*p

Dans 1le cas du probléme de Stokes, la démonstration de 1' hypo-
thése (H1) est immédiate. Quant a la condition "inf-sup®", elle

peut 8tre mise sous la forme équivalente (cf Girault [5]):
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-
Pour q€P il existe un unique VvEV tel que:

2 -+ -+
“qnp = b(v, q) et "V“v € c, "qnp

On montre alors que cette condition est vérifiée, dans le cas du

probléme de Stokes, 8i on choisit:
P = L?(Q)R et V=V, ou
- : N -
Vo= {; /  vE (HO(Q)) et div v = 0 dans Q }

b/ Approximation par éléments finis:

Soient deux espaces de dimension finie P, et V, tels

que:
P,CP et V, CV
Les hypothéses du theoréme de Brez2i, écrites dans les espaces

d* approximation P, et V,, sont alors:
Vi-ellipticité:

* -+ - * I U2 -+
Ja">0 tel que alu,,u,) 2« .Huhﬂ Vu,€v,
v
h

. Condition inf-sup discréte:

-
bl vy, q,)
%50 tel que inf sup > p*
qheph _v.hevh -+
Fi, I+
Yh P

h
Des majorations d'erreur peuvent, d'autre part, étre obtenues

(ef Girault [5]. Or pour que ces majorations soient satisfai-
santes, 1les coefficients oF et ﬁ* doivent &tre indépendants du
paramétre de discrétisation h: on dit encore que les conditions
du theoréme de Brezzi doivent &tre vérifiées uniformément.

Dans 1le cas du probléme de Stokes, 1'ellipticité uni-
forme est facilement vérifiable. La condition inf-sup va, elle,
par contre, conditionner le choix des espaces de discrétisation.

Cette condition peut &tre mise sous la forme



50

-
pour chaque q,€P,, il existe vLEV, tel que:

- 2 4
| ap.div v,.dQ = flq llp et thﬂ < c. lanlp
o] v

avec ¢ indépendant de h.

Cette condition traduit le fait que 1'espace d* approximation de
-

Vi, ne peut 8tre choisi indépendamment de celui de ;. En parti-
-
culier, 1le nombre de degrés de liberté sur vy, devra obliga-

toirement &tre supérieur a celui choisi pour aQy,.

II-3: APPLICATION AUX EQUATIONS D' EVOLUTION D' UN ECOULEMENT DE
FLUIDE DILATABLE:

II-3-1: Formulation faible du probléme:

La technique décrite précédemment peut &tre appliquée

-+ ~
aux équations régissant 1'évolution des variables Q, p*, T, k et

€. Ces équations, discrétisées en temps, peuvent 8tre réécrites

sous la forme:

~ 3In —— - 1 1 1 Y— A
«. T"* e u . grad "t - :‘.div[{ + grad Tn*1 Fg
p" Re. Pr Rt". Prt,

g \
n+i —_
et . N 2reg i 1 1 — Q — xN*1 =,
®. Q + div ju *Q - div + grad = + gradp = Fgq

Re Rt" p"“)

Pnat
div( Q )+ S =0

I — 1 1 1 ——b
o k""'+u . grad k" - — div + grad k"1
" Re Rt". o,
n
2
n+i
+ — k = F
n k
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¥n — 1 1 1 —_—
o " tru  grad e""1- — div + grad &
p" Re Rt". o,
n
t 4
S .ns+1
+Cgp- =7 8" = Fy
k
_’n
1 3In Q
ol « = — u = -
Ot o"
pn*i _ ;n
et S =
Ot
.
F7 = —
Ot
_’n
—-n Q 1 1 ———4t3n
Fg = Z_ - div + .grad u
t Re rt"
n
k
n n+1
Fpo=— + P
k" At
n n
)
n n+1
F, = — + C,y,.™. ¢
£ €1
Ot K"
Les trois équations du systéme précédent, relatives aux
variables scalaires Tn*1 s kn*iet 8"‘1, peuvent 8tre mises sous

la forme commune:

In —— ]  —
o & ey . grad "t :‘.div(ﬁg.grad ¢n+1)+ Tg.@n*1= Fg
pn
avee = T , k ou ¢
1 1
BT = +
Re. Pr Rt". Prt
1 1
Br = +
k n

Re Rt". o)
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1 1
n-
‘38- + n
Re Rt". o
el eh
et Y1 =0 , g = — , T3 = Cgp.—
K" K"

Ces équations scalaires sont complétées par les condi-
tions aux limites suivantes:
o L
@J = 8% et —
n
My r

=0 avee I'yUT, =T

2

De maniére analogue au probléme modéle présenté, on
construit 1l'espace:

Hé(Q) = { v€E Hi(Q) / VI =0 }

My

La formulation faible des équations scalaires est alors:

Trouver ® € H'(Q) tel que : V v € Hé(Q)
n+1 “n n+1i n n+1i v
o | & .v.dQ + u .gradd .v.dQ o+ RPgp. gradd . grad=—. dQ
JQ Q Q e"
o
a1
1
+ | 150" v. a0 - b;.a—._—.dr‘ = QFg.v.d.Q (II-3-1-1)
480 r n Pn
o od
avec @J = & et — =0
4 on
Ty r
2

En ce qui concerne les équations couplées de quantité de mouve-
ment et de continuité, leur formulation faible est une extension

de la formulation du probléme de Stokes, & savoir:

—;n+1

let p € (Hi(Q)]z* Lo(2)/R tels . que

*n+
Trouver @

Ve (H;(n))z v g € L2@)/R

I an? J
div @ .q.dQ = - S. q.dQ
Q Q 1
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—'n*i—' n—bn*i -
o, Q .v.dfR + gdiv. u *Q ).v.dQ

Ja
o —'n*i —
4 4 =Q ey ._Q*n¢1_)
+ + grad=— *gradv. dQ+ gradp v. dQ2
JQ\Re Rrt" Prﬁ1 40

1 1 0 Qn*1 - -+, -
- + e .v.dl' = | Fq.v.dQ
r \re Rt" on LA J

ol

Phet
avec @ =
Ma1

De méme que pour le probléme de Stokes, 1'existence et

Ton+1
1'unicité de 1la solution (-Q.n*i,p”E ) est démontrée si 1les

hypothéses du théoréme de Brezzi sont vérifiées.

En fait, la démonstration de la V-ellipticité de 1'opé-
rateur est moinge immédiate que dans 1le cas du probléme de
Stokes. Elle peut cependant &tre montrée de fagon assez simple
8i on utilise wune formulation relative a : et non a 3 et 8i on

d0

suppose que —=0,.
ot

I1-3-2: Digcrétigation du probléme - Choix du type d'élé-

ments utiligés:

La discrétisation du probléme passe par le choix de deux
espaces d'approximation Vi, et P, ‘pour les variables du probléme.
De méme que ©pour le probléme de Stokes, la satisfaction de 1la
condition inf-sup discréte du théoréme de Brezzi impose des con-
ditions de compatibilité entre ces deux espaces.

L'ensemble des éléments utilisables pour 1la discréti-
sation du probléme est trés vaste. On choisit ici les éléments
triangulaires. Le domaine ! est alors décomposé en un nombre

fini d'éléments comme le montre le schéma suivant :



On voit que la réunion de tous les triangles ne corres-
pond pas tout & fait au domaine de départ  si sa frontiére
n'est pas polygonale. Dans la pratique, le maillage doit donc
étre construit de fagon & approximer avec une bonne précision le
domaine initial.

Considérons un triangle e, du maillage:

‘ %
hy

Soient: . hy la longueur du plus grand coté de ey
Py le diamétre du plus grand cercle inscrit dans e
Gk le plus petit angle au sommet de ey

on a alors:

hk 2
—-s—
P sinek

La triangulation Ch du domaine est dite "réguliére" si

il existe une constante o0>0, telle que:

hy
-—_ < o v e, € Ch
Pk

Cette propriété peut se traduire ©par 1l'existence d'un angle

limite 8, tel que 8, 2 8o V ey €T,
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Les espaces d'approximation Vi, et P, doivent &tre des
espaces de fonctions dont la restriction a chaque triangle est

un polyndme.

II-3-3: Espace d'interpolation en pression:

La formulation faible du probléme ne nous impose aucune
condition de continuité de 1la pression aux interfaces des

triangles puisque la seule condition est:
2
P, € L°(Q)R

Il est donc possible de calculer une approximation de 1la
pression constante par élément. Cependant, ici, 1'utilisation
d'une approximation linéaire a été ©préférée. Ainsi, pour tout
point M(X,y) du domaine Qh » la valeur de la pression est cal-

culée par:
Prlx,¥y) = a + b.x + c. y

ou a, b et ¢ sont déterminés de maniére unique par la valeur de
la pression aux sommets du triangle ol est situé le point M. Les
degrés de liberté en pression sont donc les valeurs aux noeuds
du maillage.

La valeur de la pression au point M peut également 8tre
obtenue par 1l'utilisation des coordonnées barycentriques du

point. On a alors:

ph(x, y) = Pip-Li(x,y) + Pzh. L2(x,y) + P3h. La(x, y)

ou Pip» Pppet Py, sont les valeurs de la pression aux noeuds du

triangle,.
Les polyn8mes Ly, L, et Ly sont alors donnés
3 par:
. L, 1 X2¥3~X3¥2 VY2-¥3 X3-¥%3) (1
Lot = X3V1~X1¥3 ¥3-Y¥1 Xy-Xgf|x

2.Aire(ei)'
2 Ly X1V2~%X2¥y V¥V17V2 ¥2-X4 )y
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Par définition des coordonnées barycentriques, on a:

L(xi' Yj) = sij

Cette propriété nous conduit & considérer les fonctions

N, définies par:

N;(x,¥) = Li(x,y) si M€s;

N;(x,y) = 0 si Mé&s;

ou S; est 1le "support" du noeud i, c'est a dire 1'ensemble des
triangles ayant le noeud i comme sommet. Ces fonctions peuvent

&tre représentées par le schéma suivant:

Le nombre de fonctions N; (= nombre de noeuds du mail-
lage) correspond au nombre de degrésde liberté en pression et on
Peut montrer que 1'ensemble des N; forme une base de 1'espace
d' approximation P,. Si on décompose la pression sur cette base,
les coefficients de la décomposition sont alors les valeurs aux
noeuds du maillage. On note d'autre part que les fonctions N,
sont nulles partout sauf au voisinage du point i, ce qui, par 1la
suite, limitera les opérations d'intégration et fixera la taille
des matrices des systémes linéaires a résoudre.

_’N

II-3-4: Espace d'interpolation pour Q, T, k et &:

Le choix d'une interpolation linéaire pour 1la pPression
nous oblige a utiliser une approximation au moins quadratique en

vitesse (ef Th. de Brezzi). On est alors amené & introduire de
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nouveaux degrés de 1liberté sur chaque élément du maillage. On
peut, par exemple, choisir les milieux des c8tés comme le montre

le schéma suivant:

En fait, on préfére utiliser un nouveau maillage
construit, & partir du précédent, en subdivisant chaque triangle

en quatre triangles égaux, comme le montre le schéma suivant:

A

—_— <€h

La vitesse est alors interpolée par des fonctions liné-
aires sur chaque triangle du nouveau maillage. On montre (cf
Glowinski (e que la condition inf-sup du théoréme de Brezzi
est vérifiée si la triangulation de départ est réguliére. .

Pour le probléme incompressible, on rappelle que 1l'esti-
mation d'erreur sur la solution approchée est donnée par les

expressions suivantes (cf Glowinski [6])

/ \
- - < -
- < C. h.
il o g bl
(#* @) \ 1 (Q)/R)
/ \
I I < ™
- < C. h.
PhT PhizeayR * (HZ(Q)]N ' "p" .
\ H (Q)/R/

-
Si u € (HZ(Q))N et p € B¢
On obtient donc une erreur en (X h).

On note enfin que les wvariables T, k et € sont régies
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par des équations d'évolution, au méme titre que la quantité de
-
mouvement Q. Il semble donc logique de les interpoler de fagon

linéaire sur le méme maillage T,.

II-3-5: Equations discrétisées:
Les espaces de discrétisation choisis nous ont conduit a
introduire 1les bases de fonctions N, définies au §II-3-3. Les
différentes variables du probléme peuvent alors &tre décomposées

sur ces bases. On écrit donc:

N
q):*i = z @2*1 Ni
i=1 R
N
nd -
1 1
ST 2 Qf "Ny ,
i=1 -
N2
“net “net
Pzh = P; . N2
i=1
ou:
~ - —_
Qz*i (=T:*1,k:*1ou 8:*1 ),Q:‘i et Dg;i sont 1les fonc-
- Ton+i
tions interpolées des variables ®"'!  ,Q"*!  p*

-> —
n+i n+i n+1i
é. , Q:

3 3 » Py sont les valeurs au noeud i des fonc-

. n+et Tnet Tnet
tions @, 7, Q, 7, P2h -

Les fonctions Ni et N2i sont les fonctions de base des
espaces d'interpolation V,, et P,
N et N2 sont les nombres de noeuds des maillages du

domaine.

Comme nous 1'avons vu au §II-2-2b, la méthode de Galer-
kin consiste & prendre, comme fonctions tests, successivement
toutes 1les fonctions de base des espaces de discrétisation. La
formulation faible de chacune des équations nous conduit donc a
un systéme de N équations.

Considérons, tout d'abord, les équations sur les varia-

bles scalaires @h. La nouvelle formulation de ces équations est
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alors:
Trouver les @2‘1 € R pour i=1,...,N tels que:
Vi=1,...,N
N N -+
< % —
1 1
a.jz @2‘ g Ni.Nj.th v L @2‘ . =. gradN;. Nj. dQ;,
i=1 h i=1 thn
N N
[ ~ N T
14 J 1
+§: @2‘1. Q ﬁg.gradNi.grad:—.th + L @2‘ .J; T:.Ni.Nj.th
i=1 J**h o" i=1 h
N
Z . i ON; N
n+
Badh S L Srvaton VS J- Fg.Nj.dQn  (E.II-3-5-1)
i=1 JUn n Jn Qh

On est donc maintenant ramené a la résolution d'un

probléme matriciel de la forme:

ou la matrice A=(Aij) est non-symétrique: ses coefficients ont

pour expression:

. -»

n
Qp ——
Aij = & Ni'Nj'th + ::.gradNi.Nj.th
¢ Qh th
+ ﬁg.gradNi.grad—f.th + 7:-Ni-Nj-th
Qh -n Qh .
¢ e
o
o ON; N; ]
- cm . .d
.Fh ® on on h

Les intégrales sur le domaine Q, peuvent &tre remplacées
par la somme des intégrales sur chaque triangle T, du maillage

Puisque:
n
9] =
h "y

nCe

171 et T, N Tt, =& si 1&m

ou n, est le nombre de triangles du maillage.



60

1
En pratique, 1les coefficients BQ,T; et ™ intervenant
“-n

P
dans 1les équations seront pris constants par élément: leur
valeur est la moyenne des valeurs aux noeuds de 1'élément.
La définition des fonctions N; nous conduit a 1la
formule:

ai! . Ol-j! . Ol-k!

N: ".N:“.N, . = .2.aire(T, ).
T, J k (2+ai+aj+ak)! t

si les noeuds i, j et k sont les sommets du triangle T,.

De méme :

ui of « otk

Ni .N-J.Nk .dg = 0
T, J

si un noeud ne fait pas partie de 1'élément Ty.

La matrice A est donc une matrice creuse. Cette propri-
été permettra, par 1la suite, de limiter la taille de stockage
nécessaire, .

De fagon analogue aux équations scalaires, les équations

de quantité de mouvement et de continuité conduisent & un sys-
-+

téme sur les Q; et les p; qui s*'écrit:

-+
Trouver les Q;€ (R)? pour i=1,...,N et les
fke R pour k=1,...,N2 tels que:
Vj=1s sN
N N Qn
-+ \" - h
n+i n+i .
a.;§1Q1 Qth N;. dQ, + f;1Qi . div ::.Ni . Nj.dQp
Qy,
N
+ Q; + . grad=". gradN;. dQ,
i=1 Q, \Re Rt p™?
N2
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\ N
-+, 1 1 o i
—z Q'i' ' [ + ]— =\ Nj.dly
r on| w
h

i=1 Re Rt"
-’n
= Fa. N:. dQ (B.I1-3-5-2)
'Qh Q- Mj h
et Vi=4,..., N2
N
ZJ (div@i.Ni]+Sh).N21 = 0
i=1J%

Ce dernier systéme peut 8tre mis symbSliquement sous 1la

forme:

-
A.Q, + B .p, = F . ,

- ou B  est 1'opérateur transposé de B.
B.Qh ' = @G

soit, sous forme matricielle:

I1 sera résolu par l'intermédiaire d'un processus itératif basé

sur une méthode de gradients conjugués.

IT-4: RESOLUTION DES EQUATIONS DISCRETES DE QUANTITE DE MOUVE-
MENT ET DE CONTINUITE:

La forme faible de 1'équation de continuité est écrite
en utilisant les fonctions tests N2; de 1'espace d'approximation

P,. Par contre, la quantité:

3”1 = diVGi.Ni) + Sh

est exprimée dans 1'espace Vi
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Une meilleure homogénéité des espaces est ici réalisée
en projetant le résidu 3h dans 1'espace d'approximation P, . Dans

cet espace, on aura alors une nouvelle expression du résidu:

N2

dans laquelle les coefficients r; sont issus de la formulation
faible:

N2
>, r;. N2;. N2;.dQ, = > J Rin. N2;.4dQ, Wi=1,...,N2
Qj =1 - Tecz h T

On peut alors montrer (cf Fortin [7]) que le probléme
est équivalent a:
_.’
Trouver Q,€V, et p,€P,tels que 1'équation E.II-3-5-2 est

vérifiée et:

I & "2 est minimum
2 h Lz(.Q.)
La satisfaction de 1la "contrainte" de continuité est

donc ramenée & un probléme de minimisation de la fonctionnelle:

IR, I%
2h TL2()

Cette minimisation est réalisée par 1'intermédiaire d'un
algbrithme de gradients conjugués. Nous allons, dans un premier
temps décrire le principe des méthodes de gradient puis nous
détaillerons 1'algorithme utilisé pour 1la ‘'résolution du

probléme.

IT-4-1: Les méthodes de gradients:

Considérons la fonctionnelle quadratique:

f: x — R
1 ¢ t . N
X — f(x) = ;.x .H.x - b .x + a ou x€R
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H étant une matrice symétrique N*N.

Le gradient de f(x) est donné par: g(x)= H. x-b. Consi-
dérons un minimum local fort ; de f, c'est-a-dire un point tel
que:

3650 tel que £(x) < £(x) quel que soit x dans un

A
voisinage de x de rayon €.

Soit k=f(x). On remarque que 1les surfaces d'isovaleur f(x)=k,

avec k>k, entourent x et ont la forme d'ellipsoides quand k—tk.

Ces surfaces d'isovaleur sont notées Ly: elles sont définies
par:
xl.

@ ' (N=2)

L= { x€X , f(x) =k }

Si un point x est situé sur L, c'est-d-dire si f(x)=k, alors le
gradient de f en x est perpendiculaire a L, comme le montre le

schéma suivant:

A=)

A
La recherche du minimum X, c*est-a-dire la minimisation
de 1la fonctionnelle f, passe par la construction d'une suite de

points tels que:
xk+1=xk+'rk. dk

ou d, est appelée "direction de descente" et ol T, est choisi de

fagon a ce que f(xk+1) soit minimum.
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Ceci revient a dire que 1'on cherche le point ol f est

minimum sur la droite passant par X, et de direction dg.

a/ Méthode de gradients simples:

On peut montrer (cf Axelsson [8]) le théoréme suivant:

Si feci(RN) (fonctionnelle continue & dérivée continue),
parmi toutes les directions de descente d au point x, celle
ou f décroit 1le plus rapidement est 1la direction du

gradient d=-g(x)
Choisissons donc dp=-g(x )=-g
On a alors

1 7 2 T
£Cx, -T. g) = = gk.H. gk. T - gk. gk. T + ag

3N

ou a, est indépendant de .
H étant définie positive, 1'équation donnant f(xk-T.gk) est donec

une parabole dont le minimum est atteint pour:

df (xy -T. gy )

t t
= gk-H- gk-T - gg-9x = 0
dt

t
k- 9k .
Soit pour T = —mm
t

L'algorithme de gradients simples est donc:

Connaissant x., calculer x,,, par:

(gk = H.xk - b
t
J Ik- Ik
T =
k t
ket = X~ T 9k

\

Convergence de 1'algorithme:

La convergence de cet algorithme est donnée par la rela-

tion (cf Axelsson [8]):
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. RCH)-1Y)k .
X, - X < i xs-x
- ® | ||
I H K(H)+1 H
ol "xﬂH=(xt.H.x 1% (norme "énergie")
)‘max
et ou K(H)=A Apax et Apin étant 1la plus grande et la plus
min

Petite valeur propre de H.

On voit donc que plus K(H) est grand, moins la conver-
gence de 1'algorithme est rapide.

Si K(H) est grand, les courbes L, ont des formes trés
éloignées de "sphéres" (cercles en dimension 2). Par contre, si
K(H) =1 (<=> H=a. Id), 1le Processus converge en une itération ( 1le

gradient passe par le centre de la "sphéfe").

Préconditionnement de 1' algorithme:

Considérons une matrice C, définie Positive, qui peut
. t .
étre factorisée sous 1la forme C=E.E et construisons une nou-

velle fonctionnelle, notée f obtenue & partir de f en effectuant

la transformation:

On a alors:

H=©fgtnuget
~ -t 1t~ ~ ~ ~
fCy) = f(E" ", y) = ;.y -Hy - b.y+ aolqy - g-ty
a = a

>

On peut alors montrer (cf Axelsson [8]) que, si X est le minimum
de £ et y le minimum de f on a:

y = Et.x

Ainsi 1les minimisations de f et f sont équivalentes. La conver-
gence de l'algorlthme de gradient simple appliqué & la minimi-

sation de f est déterminée par:



R RCH)-1 )X . . Amax
l Y- ¥ H < ~ . 'yO‘YH ou K(H)’N
;l‘ RCH)+1 ;l‘ )‘min
On montre facilement que E et C-i.H ont les mémes valeurs
propres puisque:
c’*u=etHet

On voit donc que si on arrive a construire une matrice C telle
que K(E)soit proche de 1, alors 1la vitesse de convergence de
1" algorithme sera considérablement améliorée. La condition "K(E)
proche de 1" impose que le spectre de la matrice C soit "proche"
de celui de H.

Les méthodes de préconditionnement consistent a choisir

une matrice C convenable et & résoudre le probléme en f.

b/ Méthode de gradients conjuqués:

La méthode de gradients conjugués différe de la méthode
de gradients simples par le choix de la direction de descente
utilisée.

On ne choisit plus, en effet, la direction -g, mais on

‘construit la nouvelle direction par:
dgey =-gk + By dy

Le calcul de Py est fait de fagon & minimiser, dans un certain

~

sous-ensemble de RN, 1'erreur xk-x" ( pour plus de détails, on
H

se reférera & Axelsson [8]). La valeur optimale de Pk est alors:

t
B = ———
¥ 4f.Hoa

On montre que cette valeur de Bk impose:
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gt.g1 = 0 V1&k
et df.H.dy = 0 Wlzk

On dit alors dque les directions de descente sont "conjuguées®.
L' algorithme correspondant s'appelle 1'algorithme de gradients

conjugués. Cet algorithme posséde la propriété suivante:

On obtient x =x pour kSN ou N est le nombre de degrésde

liberté de la fonctionnelle (x€RY).

Cette propriété assure donc la convergence de 1l'algorithme en un
nombre fini d'itérations (€ N). Il faut cependant noter que pour
des problémes a& grand nombre de degrésde liberté, elle est d'un
intérét limité.

D' autre part, on montre (cf Axelsson [8]) que la conver-
gence obéit & la relation suivante:

Si p est le plus petit entier tel que, & & donné:

~ ~

xO"x V xO <€ RN
H

1 2
p S '2" ,IK(H). Log[‘g) + 1

< €.

alors:

On voit donc que, la aussi, la convergence est conditionnée par
K(H). De méme que ©pour 1l'algorithme de gradient simple, 1les
mét hodes de préconditionnement permettent d'accélérer 1la

convergence,

I1-4-2: Application de 1l'algorithme de gradients conjugués

4 1la résolution des équations de quantité de mouvement et de

continuité:

Comme nous l'avons vu, la résolution des équations de
quantité de mouvement et de continuité a été ramenée au probléme

suivant:

-+
Trouver Q,€ V, et PLE P, tels que:
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- —_—
A. Qh = -gr‘ad ph + F

et H 32h(3h)lz est minimum.

LZ¢a)

Ce probléme est résolu en utilisant un algorithme de gradients
conjugués qui comprend 1les différentes étapes suivantes (ecf
Buffat [9]):

une étape d'initialisation qui consiste a choisir un

champ de pression initial p,€ P,

-3
Connaissant Po» on calcule Q, par:
- —_—
A.Qo = -grad py + F

On peut donc en déduire
Fo= 32h(30)
- = - -
On initialise alors : Ho=rg »20=Q¢ et dZy=Q,.

- - -
Pour k>0, connaissant pk,Qk,rk,Wk,Zk et dZ, on calcule
- - -
Pra1rQrets Trets Wiags2yyg et dZy,  Ppar:

étape de descente:

On calcule T tel que

-3
2 . ..
32h(3k+Tk-Zk)" soit minimum, ce
LZ¢a)
qui nous donne:

o))
ENAPNAD

(oti {.,. ) est le produit scalaire dans LZ(Q) )

Tk

Connaissant T, on en déduit:

Praeg = P + Tp. Wy
- - -
Quaer = Q¢ + Ty 2y
e 3
Connaissant Qr.4» on peut calculer:

Preg = 32h(3k*1)
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Construction des directions de descente pour 1l'étape
suivante:

On construit la direction de descente W, ,, de fagon a ce

que:
<32h(;k+1)s32hﬁk) > =0
-3
Pour cela, on calcule dZ, ,; tel que:
- —_—
A.dZ, ,, = -grad ri,,

et pi,4 Par:

()
)

Heog et Zp,4 , les nouvelles directions de descente, sont

alors données par:

Wieag = Prag + Pprag. Wy
- - -
Loy = dZpag * Ppayg- Ly

Quelques remarques:

L'étape d'initialisation de 1'algorithme consiste &
choisir un champ de pression Po- En fait, a4 chaque pas de temps,
il est logique de choisir, comme champ initial, celui obtenu au
pas de temps précédent.

A chaque itération, on est amené a résoudre:

deux systémes linéaires, non symétriques d'ordre N:
un pour chaque composante de d;k-

un systéme linéaire d'ordre N2 permettant de calcu-
-
-

On remarque que le calcul de la direction de descente L
n'est pas fait de fagon analogue & celle décrite au paragraphe
précédent ou a celle proposée _par Polak-Ribiére et détaillée
dans Glowinski [10] qui consiste & calculer des directions de

descente conjuguées pour la pression. Ceci nous conduirait a:
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p g —< ﬁzh(‘sk*i)’ﬂ{z"(s") >
ko <32h(3k),32h(3k) >

En fait, ici, les directions de descente conjuguées sont

celles relatives a 1'erreur ry,qy - Ceci permet d'accélérer la
convergence de 1'algorithme de fagcon trés sensible, comme le
montre Buffat [9].

Une technique de préconditionnement peut 8tre appliquée
a 1l'algorithme précédent. Un préconditionneur efficace est alors

1'opérateur (cf Cahouet [11]):

_ 1 1 . -
c™t - { + ].(Id) , o (A) !
Re Rt"

II-5: RESOLUTION DES SYSTEMES LINEAIRES:

L' écriture des équations discrétisées du probléme nous
conduit & résoudre plusieurs systémes matriciels, a chaque pas
de temps, qui sont: :

un systeme linéaire non symétrique de dimension N pour
chaque variable scalaire.

deux systémes linéaires non symétriques de dimension N et
un systéme 1linéaire symétrique de dimension N2 pour chaque

itération de 1'algorithme de gradient.

II-5-1: Structure et mode de stockage des matrices:

Comme nous 1'avons vu au §II-4, les matrices obtenues
sont des matrices creuses puisque un élément A(i, j) de la
matrice A est non nul si i et j sont deux noeuds voisins.

Cette propriété doit &tre mise a profit afin de mini-
miser 1'espace utilisé en mémoire de 1'ordinateur. Pour celsa,
deux modes de stockage sont utilisables:

le stockage "bande": on ne stocke que 1les éléments
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compris dans une bande de part et d'autre de la diagonale, 1les

éléments non nuls étant tous situés dans cette bande

le stockage "profil": pour la partie située au-dessus de
la diagonale, chaque colonne est stockée jusqu'au dernier élé--
ment non nul. Pour la partie située sous la diagonale, on stocke

chaque ligne a partir du premier élément non nul.

o

Ce dernier mode de stockage nous oblige & connaitre
1*adresse du premier élément non nul de chaque ligne et de
chaque colonne. En éléments finis, cette adresse nous est donnée
par les numéros des voisins du noeud considéré.

D' autre part, méme si la matrice est non-symétrique, son
profil est symétrique: en effet, si deux noeuds ne sont pas
voisins, alors les éléments A(i, Jj) et A(j,i) de la matrice A
sont nuls.

Il est évident que, dans 1les deux modes de stockage
présentés ici, le nombre d*éléments stockés dépend de la numéro-
tation du maillage. On dispose de plusieurs algorithmes de numé-
rotation dqui permettent d'optimiser la taille de 1la matrice.
Pour 1le stockage “"bande", 1l'algorithme "Reverse Cuthill-Mc Kee"
est utilisé. Dans 1le <cas du stockage "profil", 1l*algorithme

"Reverse King" est préféré.

En -éléments-finis - triangulaires,  on montre que le mode - -



72

de s8tockage "profil" est plus avantageux que 1le stockage
"bande": dans certains «cas, une réduction de 50% de la taille
nécessaire peut &tre obtenue (cf Buffat [11]) . I1 a donc été

choisi ici.
II-5-2: Résolution des systémes linéaires:

La résolution des systémes linéaires est faite en uti-
lisant une factorisation de la matrice A en:
une matrice triangulaire inférieure L
une matrice diagonale D
une matrice triangulaire supérieure U
telles que : A = L.D. U

Dans le cas ou la matrice A est symétrique, on a alors
U=L '

La résolution du probléme linéaire A. x=b est donc rame-
née a la résolution de 2 problémes triangulaires et d'un pro-
bléme diagonal:

on cherche d'abord y tel que L. y=b

puis 2 tel que D. 2=y

et enfin x tel que U. x=2
Cette méthode de résolution est trés intéressante si on a a
résoudre plusieurs fois 1le méme systéme, pour des seconds
membres différents: 1'étape 1la plus colteuse est la décom-
position de 1la matrice qui est faite une seule fois. Cette
propriété est en particulier trés intéressante pour 1l'algorithme
en pression décrit au paragraphe précédent.

Les matrices triangulaires L et U, obtenues aprés décom-
position, ne sont plus des matrices creuses: de "nombreux
éléments nuls ont été remplacés par des éléments non nuls.
Cependant, 1le profil de la matrice est conservé: les éléments
non nuls ne sont rajoutés qu'a "1'intérieur" du profil. Ainsi,
la taille des matrices L et U est déterminée par la numérotation
du maillage utilisé.

Dans 1le cas de problémes a& nombre de degrés de liberté
élévé, des techniques itératives de résolution sont préférées
(cf Buffat [12]).
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I11-6: SCHEMA DE "BALANCING DISSIPATION" POQUR LES ECOULEMENTS
FORTEMENT CONVECTIFS:

L' application de 1la méthode de Galerkin au calcul
d' écoulements ol les phénoménes convectifs sont dominants,
conduit & 1'apparition d'oscillations de la solution sans signi-
fication physique. Ce phénoméne peut s'expliquer par le fait que
les méthodes classiques telles que les schémas centrés en diffé-
rence finies ou la méthode de Galerkin en éléments finis,
consistent & traiter de fagon symétrique un phénoméne physique
(convection) & caractére non-symétrique (cf Hughes [13]).

Pour résoudre ce ©probléme, de nombreuses méthodes ont
été proposées tant en différences finies qu'en éléments finis.
La méthode la plus simple consiste & raffiner le maillage dans
les zones oUu apparaissent 1les oscillations. Cependant, cette
technique s'accompagne d'un coQt de calcul rapidement prohi-
bitif. D' autre-part, le raffinement ne peut &tre fait qu'a
posteriori: les zones oU apparaissent les oscillations peuvent
difficilement &tre prédéterminées,

Une méthode plus sophistiquée consiste & traiter le
terme convectif de facgon "dissymétrique" en privilégiant 1'in-
formation venant de 1'amont. Cette technique revient a utiliser,
dans la formulation faible des équations, des fonctions tests
différentes des fonctions de base N; définies au §II-3-3. Pour
un probléme unidimensionnel, on construit ainsi des fonctions

dissymétriques selon le schéma suivant:

fonction N, fonction transformée

Pour une équation stationnaire de convection-diffusion,
1'emploi de fonctions de base 1linéaires et de fonctions .tests
_paraboliques permet d'atteindre 1la solution exacte & partip

d' éléments finis de taille constante, Cette méthode, dite d
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Petrov-Galerkin, revient &4 adjoindre un opérateur de diffusion
artificielle dont le coefficient décroit lorsque la taille des
éléments diminue (cf Hughes [13]).

Malheureusement, 1'extension de la méthode au cas bidi-
mensionnel s'accompagne d'une dégradation de la solution (ecf
Heinrich [14]) dQe en particulier & la présence d'une diffusion
numérique transversale & 1' écoulement.

Pour éviter ce phénomene, on reprend ici une technique
de "balancing dissipation", dévéloppée par Hughes [13] et Kelly
[14] . Elle consiste & ajouter, au terme convectif, un terme de

diffusion artificielle n'agissant que dans le sens de 1'écoule-

ment. Dans un repére 1lié & la vitesse locale, ce terme s'écrit
donc:
= — = X 0
div ( K. grad( ) ) ol K = ( )
00
-+ = =

Dans le repére fixe (x,y) le tenseur K devient:

= (cose)2 cosB, sinB
K = (K;3) = K.

cosB, sinB (sine)2

-
ol B8 est 1'angle entre 1la vitesse de convection et 1'axe x.

Ainsi, les termes Kij du tenseur peuvent &tre mis sous la forme

« U;.U; 4 4
R;: = —, flull. n
full

Le coefficient « est 1ié au Reynolds local Ry ( cf

Hughes [13]) défini, pour chaque élément du maillage, par

-
holl. n

R, = = ou h est une dimension caractéristique
v

de 1'élement consideéreé.

Dans le cas monodimensionnel linéaire, le coefficient «

est donné par:
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o = cothlj=—} - —
2 Ry,

_BEn situation bidimensionnelle, aucune expression exacte

de ® ne peut &tre obtenue. On utilisera ici une approximation de
la relation précédente définie par:

4 Rh
o= = si Rh$4
8
<
2
o= == si Rh)4
§ K

Les figures présentées ci-dessous montrent 1'amélio-
ration obtenue avec ce schéma dans le cas de la convection d'un
front de température sur un domaine carré (cf Brison [14] et
Jeandel [15D. Les conditions aux limites sont données sur la
figure (1-a). Les résultats obtenus par la méthode de Galerkin
classique sont donnés sur la figure (1-b) pour un nombre de
Peclet de 10 % . L'introduction du schéma de "balancing dissi-
pation" permet de diminuer considérablement les oscillations

numériques, comme le montre la figure (1-c) sans, pour autant,

introduire de diffusion transversale sensible.
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II-7: CALCUL DES CONDITIONS AUX LIMITES SUR LES PAROIS SOLIDES:

Comme nous 1l'avons vu, les conditions aux limites &

imposer le long des parois solides se résument a:

;7 = =
Q.t]
8
= = Re. 3. ug si Re.8.u; ¢ 11.6
p.Uf
1 = =
Q.t]
8 1
= = —. Log(Re. 3. uz) + C si Re.d.ug > 11.6
P. u; K
\
- -
Q.n = 0
8

k] = et 8] =
s IC"l s K. 98

TP-T
dg 1
= —.Log(Re. 3. u;z) + C si Re.3.us> 15.96
T, K"
<
TP-T
13
= Re.Pr. 8. u; si Re. 8. us< 15.96
Ts
\
3 o
2 (1 1 ) du. ¢t
avec uy = |—+—|. ]
(Re Rt} In 5

(1 1 oT

Tfo = + L — ]
(Re. Pr RE. Prt on

8

_.
Dans le cas général d'une paroi dont la tangente t et 1la
_.
normale n sont inclinées par rapport aux axes du repére, ces
conditions aux limites conduisent & un systéme couplé d'équa-

tions sur les deux composantes de la quantité de mouvement. On
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est donc amené a développer une méthode de calcul des conditions
-

4 imposer sur chaque composante de Q.

La technique choisie a

ug a partir des valeurs de la quantité de mouvement au

ici consiste, au temps (n+1)At,

calculer

-
0 —. ¢t

pas de temps précédent par la relation:
1

1

<+

(o3 0||DJ-
3 3 3

=

frottement est obtenue sur chaque aréte fron-

rt"

Cette vitesse de

tiére du maillage ol la normale et la tangente peuvent é&tre

définies

A partir de cette valeur de u,, des conditions de Diri-
-
chlet sont rétablies pour chaque composante de Qn, par réso-
lution du systéme, écrit sous forme faible
2 R
Q"L l N;.dr = 0
Jr 8
(S.I1-7-1) W
[ 2n.g 2 n+t
Q tl .N;.dIl' = F(u; ).Ni ar
L JI 5 r
i Pn‘i ug‘i i i
N + + +
ou F(u? ) = " .Log(Re.S.ug ) + C si Re.S.u2 > 11.6
1 “net 1) 2 1
et F(U2+ ) ="’ .Re.S.(u?+ ) si Re.8.u2+ < 11.6
En fait, pour des problémes de précision de calcul, la

condition de débit nul est imposée sous forme stricte aux noeuds

du maillage fin qui ne font pas partie du maillage grossier. Ces
-

noeuds étant "entourés" par deux arétes alignées, la normale n
-
et la tangente t peuvent 8tre définies sans probléme, comme le

montre le schéma suivant:



78

Pour des raisons de stabilité numérique, une technique

de relaxation est introduite sur wugy . A chaque pas de temps
(n+1) At un processus itératif est utilisé. A 1'itération i+1,
il est constitué par les différentes séquences décrites

ci-dessous:

1/ Calcul de u; par u?

4 4 ;n*i'
[Re Rt"] on ]s
n+t
par (Uf )
i i+

3/ Calcul des conditions aux limites sur [’ par résolution
du systéme (S.II-7-1)

2/ Calcul de (ug*i)

n
-
!

3
N
c
-3

+
-
| —
+
£
c
-ty

i+

-+
4/ Calcul de ngi par résolution de 1*'équation de quantité

de mouvement

5/ Retour & la séquence 1 tant que:

l(ug*i] —ufﬂ 2 ¢
i+1

Sinon faire : u2*1= (ug*i)

i+t

L'initialisation de ce processus consiste a prendre:

La valeur du coefficient o est déterminée empiriquement en
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fonction de 1'écart entre u? et la valeur de u; calculée pour
i=0.

. +1 . L .
La connaissance de u? nous permet de calculer les conditions

aux limites & imposer sur k et € par les relations:

n+1y}2 n+1)}3
() ()
kn+1] e 7 ¢ 8n+1] o~ 7

Pour 1l'équation relative & 1la température, on peut
également rétablir une condition a la limite pariétale de type
Dirichlet non-homogéne, mais les essais effectués montrent
1'existence de trés fortes instabilités numériques. On choisit
alors d'introduire une condition de Neumann non-homogéne.

Dans 1la formulation faible du probleme thermique, 1'in-
tégration par partie des termes de diffusion fait apparaitre le

terme de bord:

1 1 arn*t
+ "3 . N;.dl
C\Re.Pr =Rrt".Prt n

La définition de T; nous conduit alors & calculer ce terme sous

la forme:

n n+1i
JFUf. Tf . Ni' dr

Y n‘i

ou Tg est donné par:

[
) = ;T.Log(Re.S.ug) + C' si Re.3.uf> 15. 96
T? '
f
wn
TP-T I
5 n n
) = Re.Pr. 8. u; si Re. 3. us< 15,96
n+
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Dans un premier temps, le code de calcul est validé sur
une configuration isotherme. Pour cela, des calculs sont effec-
tués dans le cas de 1'écoulement a4 1'aval d'un élargissement
brusque en situation axisymétrique. Des comparaisons sont effec-
tuées avec les résultats expérimentaux de Szczepura [1]. Des
comparaisons sont également ©possibles avec d'autres résultats
numériques issus de méthodes de calcul différentes [2]

Le code de calcul est ensuite validé dans le cas d' écou-
lements chauffés. La premiére configuration étudiée concerne le
cas d'un jet axisymétrique correspondant aux résultats expéri-
mentaux de Bahraoui [3]. On s'affranchit ainsi des problémes de
conditions aux limites 1le long de parois solides. Des calculs
sont effectués d'une part en présence de forts écarts de tempé-
rature et, d'autre part, en présence d'un chauffage faible pour
lequel 1'hypothése de contaminant ©passif est applicable. La
deuxiéme configuration étudiée correspond aux résultats expéri-
mentaux de Ng [4]. Elle concerne le cas d'une couche limite
ceci nous permet de tester 1les lois d'équilibre et les procé-
dures utilisées pour 1le calcul des conditions aux limites 1le
long des parois solides., Des calculs sont réalisés a la fois
dans 1le cas isotherme et dans le cas ol 1la plaque plane est
chauffée a une température de 1250K.

Les comparaisons effectuées entre ces différents calculs
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et les résultats expérimentaux correspondants, permettent de
voir si les hypothéses de modélisation habituellement effectuées
dans le cas isotherme rendent compte des modifications entrag-
nées par la présence de forts écarts de température sur les
caractéristiques principales de 1'écoulement. Ainsi, des rensei-
gnements concernant les améliorations & apporter aux hypothéses
de modélisation peuvent &tre obtenus, pour mieux prendre en
compte 1'influence de fortes variations de masse volumique.
Enfin , 1'application du code de calcul a des configu-
rations industrielles est présentée: des calculs sont effectués
sur des géométries de t&tes de chambre de moteurs d'avion. La
forme trés compliquée de ces domaines d' étude Permet de justi-
fier 1l'utilisation de 1la méthode d'éléments finis. La répar-
tition du débit dans 1les différentes sections de sortie est
prédite gr8ce a une méthode particuliére d'estimation des condi-
tions aux limites en pression a imposer le long de ces sections.
Des comparaisons tﬁnt qualitatives que quantitatives sont effec-
tuées avec les résultats expérimentaux disponibles. Elles con-
cernent a la fois la répartition des débits, 1'évolution des
pressions statiques et 1'allure du champ cinématique. Enfin 1les
possibilités d' optimisation de géométries offertes par 1la
méthode sont illustrées par des calculs effectués sur diffé-

rentes variantes d' une méme géométrie initiale.

ITI-1: ECOULEMENT A L'AVAL D' UN ELARGISSEMENT BRUSQUE AXISYME-
TRIQUE:

Les calculs ©présentés ici ont été effectués dans le
cadre du groupe de travail AIRH sur 1la modélisation fine des
écoulements [2]. La configuration étudiée correspond a 1' expé-
rience de Szczepura [1]. pes comparaisons avec 1les résultats
expérimentaux sont effectuées pour les grandeurs macroscopiques
(profils radiaux et axiaux de vitesse) et pour les quantités
turbulentes (énergie cinétique de turbulence, longueur de

mélange) .

III-1-1: Description de la configquration étudiée:
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La description géométrique du probléme est donnée par 1la
figure 2. Les expériences ont été réalisées pour un rapport de
rayon de 1.945. Le fluide utilisé est de 1'eau et le nombre de
Reynolds, basé sur le diamétre D et la vitesse sur 1'axe juste &

1*aval de 1l*élargissement, vaut:

Rey = 8.95.10°

Les mesures sont effectuées par anémométrie Laser-
Doppler: elles concernent 1les différentes composantes de la
vitesse moyenne, les composantes du tenseur de Reynolds et les
corrélations triples de vitesse. Le domaine d'étude s'étend
axialement de x=0.05D a x=3D et radialement de r=-0.05D a
r=0. 43D. Les mesures sont données tous les 0.1D suivant 1'axe ;
et tous les 0.0125D suivant le rayon. Un maillage de mesure p;us
fin est utilisé au voisinage de 1'élargissement brusque.

Les résultats expérimentaux permettent d*estimer une
longueur de mélange 1locale. Pour cela, une viscosité de turbu-

lence p; est déduite de la définition:

oU ov
-0 P R A 5:+5;

et la longueur de mélange L est calculée par la relation:

By

e
K 2

Les valeurs de L sont extrapolées jusqu'a la paroi en utilisant
la relation linéaire, déduite des lois habituelles d*'équilibre

en paroi:

Les calculs sont effectués dans un domaine allant de 1la
position x=-0.25D (section S1 de la figure 2) jusqu'a la posi-
tion x=6D. Les conditions aux limites imposées dans la section
d* entrée sont déduites des hypothéses d' écoulement établi en

conduite. Le profil d'*entrée pour & est déduit des profils de k



87

et de kg Par la loi:

Les différentes conditions aux limites imposées sur les
autres frontiéres du domaine sont décrites par la figure 3.

Les calculs sont effectués sur un maillage comportant
462 noeuds en pression et 1767 noeuds en vitesse: une visuali-
sation du maillage grossier (maillage en pression) est donnée
par 1la figure 3. Tous les résultats sont rendus sans dimension
grfce a la vitesse maximum & 1'entrée et au diamétre du tuyau a

1'aval de 1'élargissement.

III-1-2: Présentation des résultats:

Une premiére caractéristique importante de 1' écoulement
a4 l'aval d'un élargissement brusque est la longueur de la zone
de recirculation. Expérimentalement, une longueur correspondant
4 2. 25D est obtenue. Les résultats numériques, quant a eux, nous
donnent une longueur de 2D. L'accord entre ces deux résultats
est donc assez satisfaisant et 1'ensemble des résultats numéri-
ques présentés dans 1le cadre de 1'AIRH [2] conduit également a
des valeurs proches des résultats expérimentaux.

Le tracé des lignes de courant dans la zone de recircu-
lation, donné par la figure 4, ainsi que le profil de vitesse
axiale & x=0.05D (fig. 6) montrent que la deuxiéme zone de
recirculation, mise en évidence expérimentalement au voisinage
du coin supérieur, n'est pas obtenue numériquement. Ceci est
tout & fait conforme A& 1'ensemble des résultats issus du modéle
k-¢ (cfl[2] ). La mise en évidence d'un tel phénoméne ne serait
possible qu'en utilisant un maillage de calcul extrémement fin.

Les tracés de ©profils axiaux et radiaux de vitesse
axiale, donnés par les figures 6 a 8, montrent que la décrois-
sance de la vitesse sur 1'axe, dans la zone de recirculation,
est surestimée par 1la simulﬁtion numérique. Par contre, & 1'aval
de cette 2one, la décroissance obtenue expérimentalement est
Plus forte que celle mise en évidence par le calcul. Le profil

radial & x=1.5D (fig. 7) montre que, mis & part au voisinage de
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1'axe de symétrie, le comportement de 1la wvitesse est bien
prédit.

La figure 9 fait apparaitre wune sous-estimation du
niveau d'energie cinétique de turbulence dans la zone de recir-
culation, juste & 1'aval de 1l'élargissement (x=0.05D). La figure
10 donne 1le profil radial d'énergie <cinétique & 1'abscisse
x=1. 5D, La figure 11, quant & elle, fait apparaitre 1'évolution
longitudinale de 1'énergie cinétique & 1'altitude r=0. 257D (cor-
respondant & 1la position de 1'élargissement). Le maximum se
situe approximativement & x=1.5D. La position précise de ce pic
peut étre visualisée sur 1la figure 5 qui montre les lignes
d'isovaleurs de k dans la zone comprise entre x=-0.25D et x=3D.

Ces résultats sont, la aussi, tout & fait conformes aux
autres résultats numériques obtenus dans cette configuration par
d' autres auteurs [2].

Les tracés des ©profils de 1longueur de mélange, donnés
par 1les figures 12 a 14, montrent que la forme générale est
assez bien déterminée. On constate ©pourtant que 1les valeurs,
tant sur 1'axe de symétrie que dans la zone de recirculation,
sont surrestimées. Il faut cependant constater que les données
expérimentales font apparaltre une zone d'incertitude large dans
laquelle sont généralement situés les résultats numériques.

En conclusion, 1'ensemble de ces comparaisons montre que
le code de calcul permet d'obtenir des résultats tout a fait
conformes a ceux obtenus & 1'aide de méthodes numériques diffé-
rentes. Les écarts constatés par rapport aux données expérimen-
tales sont donc sans doute plus liés au modéle de turbulence
qu'a la méthode numérique utilisée. Il faut cependant remarquer
que seule 1'utilisation d'une méthode numérique beaucoup plus
précise (méthode spectrale par exemple) permettrait de distin-
guer de fagon nette 1'influence de la méthode numérique et
1'influence du modéle de turbulence.

Des prédictions généralement moins bonnes sont obtenues
dans 1lg cas d'un élargissement brusque plan. Ainsi, les expé-
riences de KRim [5], ou le rapport entre 1la hauteur du canal
amont et la hauteur de 1la marche h vaut 2, conduisent a une
longueur de recirculation d'environ 7h, pPour un nombre de
Reynolds valant 44580. Les simulations numériques effectuées

tant en différences finies (cf Mansour [6]) qu'en éléments finis
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(cf Brison [7], Jeandel [8)]) donnent des résultats compris entre
5h et 5.5h. Des conclusions analogues sont mises en évidence par
Nallasamy [9] qui compare les résultats obtenus avec différents
codes de calcul: de meilleurs résultats sont obtenus dans le cas
axisymétrique que dans le cas plan. Par ailleurs, de fagon géné-
rale, Chieng [10]. remarque que plus le rapport e/d entre la
hauteur de 1'élargissement e et la hauteur du canal amont d est
grand, moins les résultats sont sensibles au modéle de turbu-
lence wutilisé. Les gradients de pression & 1l'aval de 1l'élargis-
sement devenant élevés gouvernent, de fagon déterminante, 1'évo-
lution de 1'écoulement. Conformément &4 ce point de vue, on a
ainsi de meilleurs résultats dans le cas axisymétrique présenté
(e/d=1) que dans le cas de 1'expérience de Kim (e/d=0.5). Dans
le cas de 1'élargissement en tuyau, 1'existence d'écarts impor-
tants sur k entre résultats numériques et expérimentaux et leur
faible répercussion sur la longueur de la zone de recirculation
semble confirmer cette remarque.

Ces écarts peuvent s'expliquer par le fait que le modéle
k-£ ne semble pas trés bien adapté & la prédiction d'écoulements
ol de fortes courbures des lignes de courant existent. Des modi-
fications du modéle standard ont été proposées, permettant de
mieux prendre en compte 1'influence de ces courbures (cf
Bradshaw [11]). On note enfin que 1'utilisation de lois logari-
thmiques dans la zone de recirculation et au voisinage du point
de recollement n'est pas trés justifiée. Des lois de parois
modifiées ont été proposées par Chieng [10] ou Amano [12]. Quant
4 Tacovides [13] et Launder [14], ils proposent une méthode
permettant d'éviter 1'utilisation de lois d'équilibre local en
effectuant le calcul jusqu'a la paroi au prix d'un nombre de

degrés de liberté accru.
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Fig 4

: LIGNES DE COURANT

Fig 5

: LIGNES ISO-ENERGIE CINETIQUE DE TURBULENCE
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ITII-2: JET AXISYMETRIQUE FORTEMENT CHAUFFE:

Les calculs effectués ici sont basés sur les résultats
expérimentaux obtenus par Bahraoui [3] dans le cas d'un jet rond
qui peut &tre fortement chauffé a sa base par 1l'existence d'une
flamme. Ce dispositif permet d'engendrer des écarts de tempéra-
ture trés nettement supérieurs & ceux pour lesquels 1' hypothése
de contaminant passif est applicable. Jusqu' alors, les études
avaient essentiellement été faites en présence de faibles écarts
de température. On peut, par exemple, citer les travaux de
Dekeyser [15],d' Antonia [16] ou de Chevray [17]. Dans ces expé-
riences, la température est principalement utilisée comme un
marqueur pour 1'analyse de la turbulence, le champ thermique

étant sans influence notable sur le champ dynamique.

III-2-1: Dispositif expérimental:

Le dispositif expérimental, représenté par le schéma de
la figure 15, est constitué par un jet annulaire dont les diamé-
tres intérieur et extérieur valent, respectivement, d=18.2 mm et
D=25.3mm (fig. 15).

Au centre du jet, un orifice permet le passage d'un jet
coaxial de faible débit constitué par un prémélange d'air et de
propane qui, une fois enflammé, chauffe le jet annulaire dans sa
partie inférieure . Les visualisations de la flamme en présence
ou non de Jjet annulaire ( figure 16) montrent que celui-ci ne
participe pas & 1la combustion: la forme de la flamme est & peu
prés identique dans les deux cas.

Le débit du jet principal est de 15m3/h et le nombre de
Reynolds, basé sur la vitesse de débit et sur 1' épaisseur du jet
D-d, vaut 8200. '

Dans le conduit central, le débit d'air est de 0.73 m>/h
pour un débit de propane de 0.04 ma/h. La température maximale
de 1la flamme, atteinte a4 1.4D &4 1'aval de 1'orifice de sortie,
est de 2000K.

Afin d'obtenir un point de comparaison, le jet annulaire
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peut &tre également faiblement chauffé & sa base au moyen de
résistances électriques placées dans le conduit central., L®'écart
maximum entre la température de sortie et la température exté-
rieure est alors d'environ 22K,

Les mesures de vitesse axiale moyenne sont effectuées
grfce a des tubes de pression spéciaux, congus pour des écou-
lements allant jusqu'a des températures de 900K. Les grandeurs
ainsi obtenues correspondent a des valeurs moyennes au sens de
Favre (cf Bahraoui {3]). La température moyenne, quant a elle,
est mesurée & 1*'aide de thermocouples et de fils froids. Il
semble que 1les résultats correspondent plutdt a des valeurs
moyennes au sens de Favre, 1*'écart entre moyenne de Favre et de
Reynolds n'étant toutefois dque de 1'ordre de 8%. Les fluctua-
tiong de température sont mesurées par des fils froids en
platine (d=0.63um).

Les profils de vitesse radiale sont obtenus & partir des
profils de vitesse axiale par intégration de 1'équation de con-
tinuité. L*intégration de 1*'équation de dquantité de mouvement
permet 1le <calcul des tensions de Reynolds p.u"v". De méme,
1* équation d'enthalpie fournit 1les valeurs de flux de chaleur
turbulent e, v*T".

L'intégration des équations moyennes est effectuée dans

3 sections de mesure correspondant a:
x/D = 4.5 s x/D = 8 et x/D = 11.

La connaissance des ©profils de vitesse moyenne et de
tensions de Reynolds permet de déterminer les profils de visco-

sité de turbulence v, par la relation de définition:

a3
— - du
-e.u"v" = p, VvV, ™
t or
De méme, la  connaissance de 1la température moyenne et

des corrélations p.v"T" donne la diffusivité thermique de 1la

turbulence o, par la relation:

_— - or
-p. ullTﬂ = p. mt.-a——
r

A partir de ces deux quantités, le nombre de Prandtl de
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la turbulence peut &tre obtenu: il obéit & 1la définition

suivante:

III-2-2: Conditions de calcul:

La section initiale de calcul correspond a x/d= 4.5.
L'estimation de 1'énergie c¢cinétique de turbulence est issue de

la relation

dont la validité, établie en incompressible assez loin de 1'axe,
a ¢été étendue aux écoulements fortement chauffés. Le raccor-
dement des profils de k sur 1'axe a été fait empiriquement.

Les profils d'entrée pour la dissipation sont déduits
des profils d'énergie cinétique de turbulence par la relation de

définition de Vit

k2
€ = Cp.:— avec Cp= 0.09
t
Radialement, le domaine de calcul s'étend de 1'axe de
symétrie Jjusqu'ad une distance r/D=8. Or les profils expéri-

mentaux ne sont disponibles que jusqu'a r/D=1.6 (& 1l'extérieur
de cette zone, une valeur faible est imposée pour chaque varia-
ble du probléme, on remarque en particulier, que l'existence
d' une valeur faible de vitesse axiale facilite la convergence de
lﬂalgorithme en pression ).

Dans le sens axial, le domaine de calcul s'étend jusqy'é
x/D=12.5. Dans cette section, une référence en pression est
imposée et des <conditions de Neumann homogénes sont appliquées
aux autres variables.

La description du maillage de calcul et des conditions

aux limites est donnée par la figure 17. Le maillage en pression
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comprend 221 noeuds et 384 éléments alors que le maillage fin
comprend 825 noeuds et 1536 éléments. Les calculs présentés ici
ont été effectués sans introduction du schéma de Balancing
Dissipation décrit au §II-6. La valeur du nombre de Prandtl de
la turbulence est fixé &8 0.5. Cette valeur semble a peu prés
conforme aux résultats expérimentaux obtenus dans le cas fai-
blement chauffé (ecf Chevray[17],Bahraoui [3)). Par contre, 1les
mesures obtenues dans le cas fortement chauffé (cf Bahraoui [3])
font apparaitre des valeurs plus élevées de ce nombre de Prandtl
ainsi que de trés fortes variations de cette quantité dans le

sens radial.
III-2-3: Résultats et discussion:

a/ Vitesse et température moyennes:

Les évolutions de 1la vitesse et de la température sur
1'axe sont données sur les figures 18 et 19, a la fois dans le
cas faiblement chauffé et dans le cas fortement chauffé.

Les résultats concernant le cas faiblement chauffé sont
particuliérement satisfaisants pour 1la vitesse, sauf dans une
Petite zone située & 1'entrée du domaine de calcul ou s'effectue
un ajustement en fonction des conditions d'entrée. Les résultats
obtenus pour 1la température font apparaitre une décroissance
moins rapide des courbes numériques par rapport aux courbes
expérimentales. L' écart reste a peu prés constant tout au long
de 1'axe de symétrie.

Dans 1le cas fortement chauffé, 1'évolution axiale de la
température semble a peu prés conforme au cas précédent: la
décroissance est sous-estimée d'une valeur sensiblement cons-
tante. Mais, contrairement au cas faiblement chauffé, cet écart
se retrouve également sur 1'évolution de la vitesse: ceci semble
dQ au couplage existant entre la vitesse et la température par
l'intermédiaire de la masse volumique. ‘

Les profils radiaux de vitesse et de température sont
donnés sur les figures 20 et 21 pour deux sections correspondant
a x/D=8 et x/D=11. Dans le cas faiblement chauffé, les profils
de vitesse sont tout & fait conformes aux profils expérimentaux.
Pour 1les profils de température, on retrouve 1'écart sur 1l'axe

déja constaté sur les tracés de profils axiaux. On peut cepen-
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dant noter que cet écart reste constant: la forme des profils
est donc bien prédite et 1'écart n'est qu'un "décalage” de la
courbe (cf, en particulier, le profil & x/D=11).

Dans le <cas fortement chauffé, 1' écart constaté sur
1'axe ne se maintient pas constant et les courbes numériques se
rapprochent des courbes expérimentales, tant en ce qui concerne

la vitesse que la température.

b/ Grandeurs caractéristiques de la turbulence:

Les résultats concernant la viscosité de turbulence sont
présentés par la figure 22. Les courbes sont rendues sans dimen-
sion grfce a la vitesse maximale U, mesurée et gréce a la demi-
largeur des profils expérimentaux, notée &, et définie par la
position ol la vitesse est égale a U,/2.

Aussi bien dans 1le cas faiblement chauffé que dans le
cas fortement chauffé, des écarts sont a noter entre résultats
expérimentaux et numériques. Dans le premier cas, la différence
entre les valeurs maximales est de 1'ordre de 10% alors que,
dans le deuxiéme cas, elle est de 1'ordre de 30% environ.

Les données expérimentales font apparaitre une réduction
assez faible des niveaux de viscosité de turbulence, en présencé
de températures élevées. Cette diminution est également observée
numériquement mais elle est amplifiée. On peut constater que 1la
forme générale des profils est assez bien prédite. L'existence
d'un maximum de V; pour une position proche de r/8u=1 est plus
nette dans le cas fortement chauffé, aussi bien numériquement
qu'éxpérimentalement.

L'ensemble de ces résultats se retrouve sur les
profils de tensions de Reynolds, donnés par 1la figure 23 et

déduits des résultats précédents par:

~
~ Ju
_unvn - vt'_
or
On note que, contrairement aux profils de v, 1'écart

observé entre les résultats expérimentaux et numériques est a
Peu prés identique dans les deux cas d'étude. En effet, si on a

constaté une réduction de v, dans le cas fortement chauffé,
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celle-ci s'accompagne d'un accroissement des gradients transver-
saux de vitesse moyenne. Dans les deux cas, on obtient cependant
une sous-estimation des niveaux de tensions de Reynolds.

~ La figure 24 montre des profils radiaux de corrélation

v'T"; calculée par:
~ Vi oT
-y" Tn =

Prt dr

~~
Une réduction des niveaux sans dimension de v"T", dQe au

chauffage fort est observée expérimentalement. Cette diminution

n' est pas correctement prédite par le calcul qui fait apparaitre
~~

une surévaluation des niveaux de Vv"T" de 1'ordre de 10 a 15%.
Des données expérimentales sont également disponibles en

ce qui concerne les fluctuations de température. Cette quantité

a été calculée numériquement par résolution de 1'équation

d*' évolution:

~~
ar*? I —— ™, 1 1 — 7,
+ u.grad T" = = div + .grad T"
ot o Re. Pr Rt. Prt
P S
+ - Re. =™ T"
] By
X — . Ve —— o, sk
o Py = -2.u"T".grad T = 2. .(grad T)® et Rg= = = =1
Prt T 2 &

Cette équation est établie a partir de 1' équation exacte
~~

d' évolution de T"2 par 1l'utilisation d'hypothéses analogues &
celles ayant amené & la construction des équations modélisées
sur k et & (cf Dekeyser [15], Spalding [18D]).

Les résultats obtenus sont présentés sur la figure 25.
On remarque que, si la forme des profils est assez bien prédite,
les niveaux sont, par contre, trés surestimés.

On note que 1l'existence d'un minimum local sur 1'axe,
dans le cas faiblement chauffé, pour x/D=8, est bien prédit.
Numériquement, ce minimum persiste jusqu'a x/D=11. Dans le cas

fortement chauffé, aucun minimum sur 1'axe n'est observé, aussi
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bien en ce qui concerne les résultats expérimentaux que numéri-
~No

ques, I1 faut noter que 1l'équation en T"2 utilisée n'a pas fait
1' objet de validations trés poussées, mé&me dans 1le cas ou la
température est un contaminant passif et la valeur des cons-
tantes wutilisée peut &tre remise en cause. Ceci peut permettre,
entre autre d'expliquer 1les écarts observés. Pour une analyse
Plus fine, on pourra se référer aux expériences numériques de
Briére [19] qui propose une valeur Rg=1.25 et & 1'évaluation de
R, en fonction du Reynolds de turbulence indiquée par Newmann

[20].

¢/ Discussion des résultats:

Les résultats présentés montrent que le comportement des
quantités moyennes (vitesse et température) est assez bien
prédit. Les écarts observés entre résultats expérimentaux et

numériques atteignent une valeur maximale de 1'ordre de 15%.

Pour 1le cas fortement chauffé, on retrouve des écarts du méme
~s
ordre sur la tension de Reynolds et sur le flux v"T".Plus préci-
~No
sement, les valeurs de Vv"T" observéesexpérimentalement sont
~s

inférieures aux valeurs calculées, alors que les valeups de u"v"
mesurées sont, elles, supérieures aux valeurs calculées. Cette
contradiction peut, en partie, &tre levée par 1l'utilisation d'un
nombre de Prandtl de la turbulence plus fort ( les résultats
exbérimentaux montrent, en effet, une augmentation trés sensible
de ce nombre de Prandtl avec le chauffage ). Il conviendrait de
Plus de prendre en considération les variations observées dans
le sens radial, surtout au voisinage de 1l'axe de symétrie (cf
Bahraoui [3]).

Une meilleure connaissance des conditions aux limites a
imposer serait, d'autre’-part, nécessaire, en particulier en ce
qui concerne 1'énergie cinétique de turbulence. L' étendue
limitée du domaine d'étude rend, en effet, les résultats parti-
culiérement sensibles aux conditions imposées a 1'amont.

D'un point de vue pratique, dans le cas d'un jet rond,
Rodi [21] propose 1'utilisation de lois de variations du para-
métre C“, qui intervient dans la définition de v, pour le cas
d' écoulements isothermes.

Une simulation plus ©précise de la cinématique et de 1la
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thermique nécessite sans doute de s'écarter du modéle de visco-

sité de turbulence de Boussinesq. Ainsi, une équation, algé-
-’
brique ou non, peut &tre introduite pour les corrélations u"T"

(ef Rodi [22]).

On peut aussi envisager de construire, par 1l'analyse

dimensionnelle, une diffusivité de turbulence thermique de 1la
forme:
~o
Ve k. T" 2
°"t = = Q.
Prt €q

et d'introduire deux équations supplémentaires gouvernant 1l'évo-
~o

lution des quantités scalaires T"2 et €4. Un tel modéle permet,

en particulier de s'affranchir de la relation:

vérifiée par Béguier [23] pour des écarts de température fai-
bles. La combinaison de ces deux derniéres relations revient, en
effet, a4 introduire une valeur constante du nombre de Prandtl de

turbulence:

Les travaux menés par Zahibo [39], qui utilise un modéle

pour les tensions de Reynolds et les flux de chaleur, tout en
~o

conservant 1' hypothése R8=cste pour le calcul de T"2, conduisent
4 des résultats trés proches de ceux présentés ici. Une remise
en cause de cette hypothése semble donc étre indispensable pour

obtenir une amélioration sensible de ces résultats.
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ITI-3: COUCHE LIMITE FORTEMENT CHAUFFEE:

Les études réalisées dans le cas d'une couche limite
chauffée sont de deux types:

d' une part celles effectuées en présence de faibles
écarts de température: 1' hypothése de contaminant passif peut
alors 8tre utilisée (cf Fulachier [24], Antonia [25])

d' autre part celles ou 1'ampleur des écarts de
température oblige & ©prendre en compte les variations de masse
volumique (cf Nicholl [26] et Rotta [27)). La configuration
étudiée ici fait partie de cette deuxiéme catégorie: elle cor-
respond aux travaux expérimentaux de Ng [4] ol une plaque plane
peut &tre chauffée jusqu'a une température de 1250K. Aprés avoir
décrit 1le dispositif expérimental et les techniques de mesure
utilisées, nous présentons les résultats obtenus et les conclu-

sionge que 1'on peut en tirer.

III-3-1: Dispositif expérimental:

La figure 26 donne une description du dispositif expéri-
mental. Il est constitué par une chambre de tranquillisation de
60cm suivie par un convergent permettant d'obtenir unesection
carrée de 10cm de cb6té. Celui-ci est relié a une veine d'essai
comportant une plaque rugueuse de 25cm de long puis & une plaque
lisse de méme 1longueur. Ces deux plaques sont entourées de
parois métalliques afin de minimiser 1'influence des pertur-
bations extérieures. Elles sont prolongées par une plaque en
céramique de 25cm chauffée électriquement au moyen de 9 lames en
Kanthal de 25mm de large et 0.125mm d' épaisseur.

Des mesures sont effectuées d'une part en situation
isotherme et d'autre part dans 1le cas ou la plaque plane est
chauffée & une température de 1250K. Dans les deux cas, 1la
vitesse & 1'extérieur de la couche limite est fixée & 10. 5m/s.

Les mesures de vitesse instantanée sont effectuées a
1'aide d'une technique d'anémométrie Laser-Doppler: les valeurs
de la vitesse moyenne, des fluctuations et des tensions de

Reynolds en sont déduites. Des résultats sont également disponi-
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bles en ce qui concerne les corrélations triples u v 2 et v'k.
Les mesures de densité sont effectuées, quant a elles,
par une technique de "Rayleigh Scattering".
Les résultats sont disponibles dans 6 sections corres-
pondant aux distances x=35 , 70 , 95 , 125 , 155 et 182mm par
rapport au début de la plaque chauffée.

III-3-2: Conditions de calcul:

Comme nous l'avons vu, la premiére section de mesure
correspond a 1'abscisse x=35mm. Cette section est donc choisie
comme section d'entrée du domaine de calcul qui s'étend, dans le
sens de 1'écoulement jusqu'a la position x=195mm. Les conditions
aux 1limites sur chacune des variables correspondent aux données
expérimentales. Ainsi, la température ambiante étant choisie
comme température de référence, le ©profil d'entrée sur ; est
déduit du profil de masse volumique ©par la relation sans

dimension

T = = - 1

1
P

Les profils de chaque composante de 1la quantité de
mouvement sont déduits des valeurs de ; et de la vitesse
moyenne. Il faut constater que les mesures de vitesse correspon-
dent & des moyennes au sens de Reynolds et non au sens de Favre.
Ainsi, la détermination des valeurs de la quantité de mouvement
ne peut pas étre faite de fagon exacte.

La connaissance des profils d'énergie cinétique de
turbulence et des tensions de Reynolds nous permet de déterminer
les wvaleurs & imposer pour 1la dissipation par les deux lois

suivantes:

- u'v

Yt Jdu JOv
—_—
Jdy Ox
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k
et E=C6c 6-—
Ve

Dans 1la section de sortie (x=195mm), des conditions de
flux nul (Neumann homogéne) sont imposées ©pour chacune des
variables. Dans le sens vertical (direction y), le domaine de
calcul s'étend de 1la position y=8 imposée jusqu'a la position
y=35mm, 1'origine étant prise sur la plaque plane. La valeur de
8 ( qui correspond & la position ou sont appliquées réellement
les conditions aux 1limites) est choisie de fagon & ce que le
premier noeud du maillage soit situé dans une zone ou les lois
d' équilibre de la turbulence sont applicables. Ainsi, les essais
numériques effectués nous ont conduit a prendre, pour la confi-

guration étudiée:

5. ug \
cas isotherme : S=1mm =30
v )
S, u, \
cas chauffé : 8=3mm =60J
v
\

Sur 1la frontiére située a y=35mm, on impose une valeur
constante de la composante longitudinale de quantité de mouve-
ment. Cette valeur correspond & la vitesse & 1'extérieur de la
couche 1limite. Une condition de flux nul est, par contre,
imposée pour la composante verticale de ;. De plus, on impose
une valeur constante de pression tout le 1long de'cette fron-
tiére. Pour ce qui est des variables k et €, une valeur faible
est imposée: elle correspoﬂd a4 une extrapolation des données
expérimentales. La température est fixée & une valeur constante,
égale a la température ambiante.

L'ensemble de ces conditions aux 1limites ainsi que le
maillage de calcul wutilisé sont décrits par 1le schéma de la
figure 27. Le maillage en pression comporte 300 noeuds et 528
éléments alors que le maillage fin est constitué par 1127 noeuds
et 2112 éléments. Le schéma de "balancing dissipation™ est sans
influence sur les résultats présentés. D'autre part, les calculs

dans 1le cas fortement chauffé ont été effectués avec deux
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valeurs du nombre de Prandtl de la turbulence: 0.9 et 1.5, La
premiére de ces deux valeurs correspond & celle classiquement
utilisée dans le cas ol la température est un contaminant passif
(cf Fulachier [24]) , alors Qque la deuxiéme est utilisée pour
tester 1'influence d'une augmentation de ce nombre de Prandtl

sur les résultats.

III~-3-3: Résultats et discussion

a/ Evolution de la vitesse et de la masse volumique:

Les résultats obtenus pour la couche limite isotherme
sont donnés par les figures 28 a 30: ils concernent les profils
de vitesse longitudinale moyenne (fig. 28), d'énergie cinétique
de turbulence (fig. 29) et de tensions de Reynolds (fig. 30).
Ils sont présentés dans deux sections correspondant & x=125mm et
a x=182mm.

On note que ces courbes mettent en évidence un accord
satisfaisant entre résultats expérimentaux et numériques. On
peut cependant constater que les valeurs de vitesse calculées en

paroi sont légérement sous-estimées, alors que les valeurs de k

et de u'v' sont trés bien prédites. Ceci peut s'expliquer par le
S.u
f

choix d'une valeur de trop faible ( limite de la 2zone

v
logarithmique)

Dans le cas fortement chauffé, nous avons testé les lois
de paroi décrites au paragraphe I-4. Nous avons, par ailleurs,
utilisé des relations imposant la conservation de la contrainte
tangentielle et-du flux normal (contribution laminaire et turbu-

lente) entre la position y=8 et la paroi. On définit alors uy; et

Tf par:
3 o
— - (1 1) du.t
o uZ = o |—s—] ]
P (Re Rt]" &n 5
(II1-3-1)
— il 1 ot
p..T.u; = . + =
profTf (Re. Pr Rt.Prt) dn

5
On maintient cependant la validité des lois logarithmiques pour

la vitesse et 1la température moyenne, décrites au paragraphe

I-4. Par contre, ces définitions de wu; et T;, données par
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(III-3-1) nous conduisent, pour k et £, aux relations:

2 3

pP Uf PP Uf
k] = 1=]. et 8] = = =
s Ps ,lcu 8 Ps k.3

Rappelons que les 1lois décrites au paragraphe I-4 con-

sistent a écrire:

3 o
2 (1 1 Ju. t
w2 = |=—e—]. ]
(Re Rt on 5
(III-3-2)
(1 1 oT
Tfo = + , —
(Re. Pr Rt. Prt on

Ce qui nous conduit, pour k et €&, a:

2 3
ug ug

k] - et s] - —

5 lcp s K3

Les résultats obtenus dans les deux cas sont présentés
dans 1les figures 31 a 34. Les courbes en trait interrompu sont
relatives & la définition (III-3-1) alors que 1les courbes en
trait plein correspondent a la définition (III-3-2). Elles sont
obtenues pour un nombre de Prandtl de la turbulence de 0.9. Les
coefficients de la 1loi logarithmique sur la température sont

ceux obtenus expérimentalement par Cheng [28], c¢'est-a-dire:
K' = 0.8 et C'=42.5

Les résultats sont présentés dans 1les deux sections
correspondant aux positions x=125mm et x=182mm. Les profils de
vitesse (fig. 31) montrent que les valeurs en paroi sont sures-
timées d'environ 10%, par rapport & 1l'expérience. L'utilisation

des relations (III-3-1) conduit & des valeurs légérement supé-

rieures & celles obtenues avec (III-3-2). Expérimentalement (cf
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Ng [4]) et numériquement, le chauffage entraine un accroissement
de 1la vitesse en paroi , le calcul amplifiant légérement ce
rPhénoméne.

L' évaluation de la valeur de 1la masse volumique & 1la
position y=3 semble trés bien réalisée par 1l'utilisation de
(III-3-2) alors que les lois (III-3-1) conduisent & une valeur
rPlus élevée (cf fig. 32). Dans les deux cas, on peut remarquer
que 1l'allure des profils dans 1la couche 1limite est assez mal
prédite: en particulier, 1les résultats obtenus avec les rela-
tions (III-3-2) mettent en évidence une diffusion transversale
trop importante.

(4 W
b/ Bvolutions de k et u"v":

o
Les profils d'énergie cinétique et de corrélations u"v",

donnés sur les figures 33 et 34, font apparaitre des écarts
importants, au voisinage de la paroi, suivant la définition de
u; et de T, utilisée. La définition (III-3-2) conduit ainsi a
des résultats plus satisfaisants que la définition (III-3-1). On
voit donc que, quel que soit 1la variable examinée (vitesse
moyenne, masse volumique, k ou u::"), l*utilisation de cette
définition nous donne des résultats meilleurs.

Les résultats ©présentés dans 1les figures 33 et 34
montrent que, mis & part au voisinage de la paroi, les niveaux
de k et de u?;" sont sous-estimés par 1'approche numérique.

La comparaison des résultats expérimentaux dans le cas
isotherme et dans le cas chauffé, montre que 1*'énergie cinétique
k n'est pas fortement affectée par 1la présence d*'écarts de
température importants. On constate cependant un léger accrois-
sement de la valeur en paroi: cet accroissement est mis en évi-
dence a la fois expérimentalement et numériquement.

Les profils .de corrélations u::" conduisent & des
conclusions semblables'é celles obtenues pour k: la forme et les
niveaux des profils ne semblent pas 8tre modifiés de facon trés
sensible par la présence d'un chauffage important. Les résultats
numériques mettent cependant en évidence une légére augmentation
de la valeur en paroi qui n'est pas constatée expérimentalement.

L'influence des forts écarts de température est beaucoup
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Plus sensible pour la contrainte de Reynolds définie par:

Les profils de la figure 35 montrent une diminution trés sensi-
ble de cette quantité. Cette diminution, constatée a la fois
expérimentalement et numériquement est dQe & une diminution
importante de 1la masse volumique sg&s accroissement propor-
tionnel de niveaux des corrélations u"v", comme le constate Ng
[4] et comme 1le font apparaitre de fagon trés nette les résul-
tats présentés ici.

Le modéle de turbulence wutilisé permet donc de bien
mettre en évidence ce phénoméne.

Les écarts constatés entre résultats expérimentaux et
numériques peuvent s'expliquer par le fait que 1la méthode de
mesure utilisée nous conduit & des valeurs moyennes au sens de
Reynolds, alors que 1les variables calculées sont des valeurs
moyennes au sens de Favre. Le passage de 1'une a 1'autre de ces

deux quantités n'est pas immédiat: on a, en effet, la relation:

" = o1 ®
® = & 1+

p. ®

On est donc amené a connaitre la quantité p'® qui est diffici-
lement accessible tant du point de vue expérimental que
numérique.

L' obtention de résultats expérimentaux relatifs a des
valeurs moyennes au sens de Favre permettrait de tirer des
conclusions indiscutables des comparaisons entre 1'expérience et

le calcul.

¢/ Résultats obtenus avec Prt=1.5:

L' examen des résultats présentés précédemment et, en
particulier, ceux relatifs aux profils de masse volumique (fig.
32) montrent 1l'existence d'une diffusivité thermiquertfob forte;
qui peut s'expliquer par 1'utilisation d'un nombre de Prandtl de
la turbulence trop faible.

Cette remarque est tout & fait compatible avec 1les



conclusions déduites, par Bahraoui [3], de 1'étude du Jet axisy-
métrique chauffé: les résultats expérimentaux font apparaitre un
accroissement sensible du nombre de Prandtl avec le chauffage.

Un calcul a donc été effectué en utilisant une valeur de
Prandtl de la turbulence de 1.5. Ce choix ne repose sur aucune
donnée expérimentale et a été fait de fagon arbitraire. Cepen-
dant, il nous permet de bien mettre en évidence 1'influence d'un
accroissement significatif de Prt sur 1les caractéristiques de
1* écoulement.

Les résultats obtenus sont présentés sur les figures 36
& 39. Une amélioration sensible des valeurs de vitesse longitu-
dinale, dans une zone proche de la paroi, est obtenue (fig. 36):
1* écart entre courbes expérimentales et numériques est a peu
prés réduit de moitié. Les profils de masse volumique (fig. 37)
sont, eux aussi, sensiblement améliorés par 1'utilisation d'un
nombre de Prandtl fort. L'allure de ces profils est alors trés
proche de celle obtenue expérimentalement. Cependant, on cons-
tate que la valeur a la paroi, remarquablement bien prédite avec
Prt=0.9, est ici sous-estimée d'environ 4%.

La comparaison des profils d'énergie cinétique de turbu-
lence (fig. 38) et des corrélations u::" (fig. 39) montrent que
les valeurs & 1la paroi ne sont pas fortement modifiées. Par
contre des modifications notables apparaissent dans la zone
"centrale” de la couche limite ( y compris entre 7 et 20mm ).
Des valeurs plus élevées sont en effet obtenues et le recou-
pement avec les résultats expérimentaux est alors meilleur.

On voit donc que 1l'utilisation d'un nombre de Prandtl de
la turbulence fort apporte une amélioration sensible des résul-
tats, ceci quelle que soit la variable examinée.

Un phénoméne analogue & celui observé expérimentalement
dans le cas du jet axisymétrique chauffé (cf Bahraoui [3]) est
" donc mis en évidence: la présence de fortes variations de tempé-
rature s'accompagne d'un accroissement significatif du nombre de
Prandtl de la turbulence.

Des études expérimentales complémentaires seraient donc
nécessaires pour évaluer 1la valeur de ce nombre de Prandtl et
pour déterminer une 1loi de variation de cette quantité en

fonction des caractéristiques de 1'écoulement.
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d/ Evolution des quantités intégrales;

Les comparaisons d'épaisseurs de couche limite cinéma-
tique obtenues dans le cas isotherme et dans le cas chauffé sont
données sur la figure 40. L'épaisseur de couche limite, notée 8§,
est définie par la position ol la vitesse est égale a 99% de 1la
vitesse extérieure,

Les résultats obtenus dans la configuration isotherme
sont tout a fait conformes aux résultats expérimentaux. Dans le
cas fortement chauffé, on note expérimentalement un trés leger
accroissement de 1'épaisseur de la couche limite. Ce phénoméne
n'est pas mis en évidence par le calcul. Cependant, on peut
remarquer que les résultats obtenus avec un nombre de Prandtl de
la turbulence de 1.5 (courbes en pointillés) sont meilleurs que
ceux obtenus avec unevaleur de 0.9 (courbes en trait plein). En
particulier, 1la pente de la courbe est bien déterminée. L' écart
observé semble &tre dQO & 1la zone initiale ol le fort accrois-
sement observé expérimentalement n'est pas mis en évidence par
la simulation numérique

Les tracés d'épaisseur de déplacement sont donnés par 1la

figure 41. Cette quantité est définie par:

w -
P.u

81 = 1-;——:— .dy
0 o' Yo

Dans 1le <cas isotherme, les résultats numériques sont
supérieurs & ceux obtenus expérimentalement: ceci est dQ aux
écarts déja observés sur les profils de vitesse moyenne (fig.
28). De mé&me que pour 8, la présence d'un chauffage important se
traduit par une augmentation de 3,: ce phénoméne est observé a
la fois expérimentalement et numériquement.

Les écarts obtenus pour les deux valeurs du nombre de
Prandtl de la turbulence sont beaucoup moins importants que ceux
constatés pour 8 et ne permettent pas de choisir de fagon claire
pour 1'une ou 1l'autre de ces deux valeurs.

Les résultats relatifs & la couche limite thermique sont
donnés par les figures 42 et 43. Ils concernent:

1'épaisseur de couche 1limite thermique, not ée ST,

définie - par la position ol la température est égale a 99,5% de
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1'écart (T,-T,) entre les valeurs de température en paroi et a
1' extérieur de la couche limite (fig. 42)

1' épaisseur d'enthalpie (fig. 43) définie par:

Pw _
. ) e. u Po/P-1
= . .dy = . .dy
T1
po. uo TN"TO po. uO

Les +valeurs obtenues pour ST sont supérieures aux
données expérimentales., Une amélioration sensible est obtenue en
utilisant une valeur de Prt forte. Ces résultats sont tout a
fait compatibles avec les profils de masse volumique.

Les profils de &;, font apparaitre un trés bon accord
entre 1'expérience et 1le calcul. L'influence du nombre de
Prandtl de la turbulence est alors beaucoup moins importante que
pour ST: une constatation analogue a déja été faite pour 1les
quantités relatives & la couche limite cinématique.

On remarque d'autre part que 1'évolution de &;, est
linéaire, aussi bien pour Prt=0.9 que pour Prt=1.5. Ceci est
tout a fait conforme aux résultats obtenus par Ng [4]. Le nombre

de Stanton, défini par:

d8yy

St

dx

est donc constant tout au 1long de 1la couche limite. Cette
quantité peut &tre interprétée comme une mesure du flux de

chaleur en paroi Q,, Ppuisque on a la relation:

Qu

St =
po. uO. CP- (To‘TN)

Les valeurs obtenues sont:

2.41.10°° pour Prt=0.9

2.28.10" 3 pour Prt=1.5

St
St
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Ces résultats sont proches de ceux obtenus par Antonia [25] dans
le cas d'une couche limite faiblement chauffée (AT, x~ 15°C,
St = 2.1.10_3) , bien que les conditions expérimentales soient

trés différentes.
III-3-4: Conclusion

En résumé, les principales modifications de 1'écoulement
entrainées par la présence d'un chauffage fort sont assez bien
mises en évidence par l'utilisation du modéle k-§¢.

Une réduction notable de la contrainte de Reynolds a
ainsi été observée alors que 1'énergie cinétique de turbulence
et 1les corrélations u?:" n'ont pas subi de modifications trés
sensibles. De méme, le comportement des quantités intégrales 84
ST et 871 est correctement ©prédit; le flux thermique en paroi
est également bien estimé. -

D' autre part, 1'évaluation de la vitesse et de la tempé-
rature de frottement doit &tre faite en utilisant la définition
(III-3-2): ceci est tout a fait clair sur les résultats obtenus
pour k et u::" (cf fig. 33 et 34).

Enfin, une augmentation sensible du nombre de Prandtl de
la turbulence semble &tre une des conséquences majeures de la
présence de fortes variations thermiques. Une évaluation expéri-
mentale de ce nombre de Prandtl serait donc souhaitable et d'un
proint de wvue ©pratique 1'introduction, dans le modéle de turbu-
lence, d'une loi de variation de ce nombre de Prandtl en fonc-
tion des variables du probléme serait nécessaire.

On peut constater d'autre part que la réalisation de
mesures de valeurs moyennes au sens de Favre, et non au sens de
Reynolds, permettrait d'effectuer des confrontations plus cor-
rectes et nous autoriserait donc a tirer des conclusions plus

précises de ces comparaisons.
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IITI-4: TETES DE CHAMBRE DE MOTEURS D' AVIONS:

Dans ce ©paragraphe, on met plus particuliérement
1'accent sur les capacités de 1a méthode & traiter la cinéma-
tique du champ turbulent & 1'intérieur de géométries complexes.
Les chambres de combustion, de part les différents éléments qui
les constituent, se prétent tout particuliérement & une étude
progressive des performances du code présenté. On a, en effet,
d'une part 1les tétes de chambre ol ont lieu des phénoménes
purement cinématiques et, d* autre part 1les tubes & flamme,
siéges de phénoménes de combustion et d'effets exothermiques
trés importants. Nous abordons, ici, par voie numérique, 1'étude
des tétes de chambres de fagon a donner une qualification indus-
trielle aux travaux de développement de 1'algorithme effectués
en laboratoire.

La connaissance précise du champ aérodynamique & 1' amont
d'une chambre de combustion de moteur d'avion est indispensable
pour avoir une estimation correcte des performances du moteur.
La forme géométriquement trés compliquée de tels domaines
d' étude rend 1'utilisation des méthodes de discrétisation en
différences finies peut satisfaisante et les études numériques
menées jusqu'alors ont été faites sur des configurations trés
simplifiées (cf Shyy [30]). L'emploi de la technique d'éléments
finis permet, par contre, une description précise de la géomé-
trie et trouve donc ici pleinement sa justification. Les calculs
présentés ont été effectués & la SNECMA et concernent plusieurs

configurations réelles de t&tes de chambre.

III-4-1: Description du probléme:

De fagon trés schématique, un moteur d'avion peut &tre
décomposé en trois zones principales: la zone de compression, 1la
zone de combustion et la zone de détente (cf fig. 44). La pre-
miére d'entre elles, constituée généralement de plusieurs étages
de compresseurs, fournit 1'air sous haute pression qui est,
ensuite, pour 1'essentiel, injecté dans la chambre de combustion

pour servir de comburant. L'étage de détente permet de récupérer
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1l' énergie fournie par 1la combustion. L'alimentation de 1la
chambre de combustion se fait par 1'intermédiaire d'un diffuseur

et d'une "té&te de chambre” dont une description schématique est

donnée par la figure 45. Cette t&te de chambre est constituée
par:

deux conduits, appelés contournements interne et
externe, qui servent a4 alimenter la chambre & 1'aval des injec-

teurs de carburant, au travers d'orifices appelés trous primai-
res et secondaires. ‘Une partie de 1'air passant dans ces deux
conduits est utilisée pour refroidir la turbine a 1'aval.

Plusieurs orifices situés & 1*amont de la chambre de
combustion dont certains servent & alimenter 1la chambre au
niveau des injecteurs de carburant et les autres & refroidir 1le
"fond de chambre”.

deux carénages , appelés "casquettes”™ , qui permettent
d' assurer une bonne répartition du débit entre les différents
orifices décrits précédemment et qui améliorent le comportement
de 1' écoulement autour de la chambre de combustion

De plus, plusieurs séries d'orifices, tant au niveau des
contournements interne et externe qu'au niveau du fond de
chambre, rermettent de refroidir 1les parois métalliques: ils
sont appelés "films de refroidissement".

La conception d'une telle té&te de chambre doit &tre
faite en cherchant & optimiser les pertes de charge afin d'amé-
liorer 1les performances globales du moteur. Elle doit, de plus,
étre faite en s'assurant de la stabilité de 1'écoulement autour
de la chambre de combustion. En effet, 1'utilisation du moteur
pour des régimes et des angles d'incidence variés, engendre
1' existence de ©profils de vitesse parfois trés perturbés en
entrée du diffuseur. On doit donc s'assurer que, quelles que
soient 1les conditions de fonctionnement, la chambre est correc-
tement alimentée en air frais et que les phénoménes d'extinc-.

tion, dQs & un défaut d'alimentation, sont impossibles.

III-4-2: Conditions de calcul:

Comme nous l'avons vu, 1'approche numérique développée
ici est bidimensionnelle (plane ou axisymétrique). Or la confi-

guration étudiée est, elle, tridimensionnelle puisque les injec-
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teurs de carburant, en particulier, sont distribués de fagon
régulieére, dans un plan radial, tout autour de la chambre de
combustion.

Le calcul est alors réalisé dans un plan médian, situé
entre deux injecteurs et passant par 1'axe de symétrie. Les
débits en fond de chambre, qui sont physiquement localisés au
voisinage des injecteurs, sont répartis uniformément au travers
d* une section équivalente permettant ainsi de construire un
probléme axisymétrique proche de la configuration réelle.

Le domaine de calcul est, d*autre part, limité, dans le
sens axial, par un plan amont situé & 1*'entrée du prédiffuseur
et par un plan aval situé juste avant les trous primaires.

A 1'entrée, les valeurs du débit et le niveau d'énergie
cinétiqﬁe de turbulence sont déduits des conditions de fonction-
nement du moteur. Des conditions d'entrée pour la dissipation,
sont obtenues a partir d'une échelle de longueur de mélange (cf
Shyy [30)]). Le manque d'informations 'expérimentales en ce qui
concerne le champ thermique, nous a conduit a effectuer des
calculs en situation isotherme. La répartition du débit dans les
différentes sections de sortie est déterminée par les valeurs
imposées sur la pression: elles sont ici issues d'une procédure

de calcul particuliére.

II1-4-3: Procédures de calcul des conditions aux limites en

pression:

La répartition du débit dans les différentes sections de
sortie est déterminée d'une part par la configuration géomé-
trique du 'domaine d'étude et, d'autre part, par les valeurs de
pression statique imposées & 1'aval. Ces valeurs sont ici esti-
mées & partir de la pression totale a 1l*intérieur de la chambre
P, et du coefficient de perte de charge (noté o) qui existe
entre la section de sortie numéro i et la chambre. Un simple
calcul monodimensionnel de perte de charge nous conduit, en

effet, a la relation (cf Jeandel [31]):

1
2
Pg. = Py +(o;-1 ).;.pi.ui

1



130

ou Pg.» P; et U; sont, respectivement, la pression statique, 1la
masse 1volumique moyenne et la vitesse de débit dans la section
i.

L'estimation des coefficients de perte de charge est ici
déduite de mesures de vitesse et de Pression moyennes en situa-
tion réelle.

La condition a 1la limite apparaf®t donc sous la forme
d'une liaison non-linéaire entre la vitesse et la pression. Elle
nécessite donc un processus itératif de convergence, les compo-
santes de la vitesse satisfaisant, par ailleurs, une condition
de Neumann homogéne. Notons que ce dernier type de conditions
est également appliqué sur les autres variables du pProbléme ( k
et € ).

La répartition du débit ainsi obtenue peut &tre comparée

aux résultats expérimentaux disponibles.

ITI-4-3: Présentation des résultats:

Une comparaison purement qualitative des résultats
obtenus d'une part par le calcul (fig. 46a) et d'autre part par
une visualisation de 1'écoulement obtenue par analogie hydrau-
lique (fig. 46b) montre que 1'allure générale de 1' écoulement
est bien prédite. En particulier, 1les zones de recirculation
juste a 1'aval du diffuseur ont une taille trés proche de celle
observée expérimentalement. D' autre part, 1le comportement de
1' écoulement autour des casquettes semble correctement simulé.
On remarque cependant que, & 1'aval des casquettes, 1'existence
de 2ones de recirculation n'est pas mise en évidence par le
calcul. Ceci est dqQ, en fait, aux conditions aux limites
imposées: expérimentalement, le débit d'air ne peut s'écouler
que par un orifice situé au centre du fond de chambre alors que
numériquement, il est réparti sur une zone plus large, comme on
peut le constater sur le tracé des lignes de courant.

On peut remarquer que 1'utilisation de la technique
d' éléments finis permet une description particuliérement pPrécise
des frontiéres du domaine d'étude.

La figure 47 montre une visualisation du maillage en

vitesse wutilisé pour 1'étude d'une deuxiéme t&te de chambre: il
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est constitué par 2308 éléments., Les sections de sortie sont
numérotées de 2 4 7 et elles correspondent

au contournement interne (section 2)

au film de refroidissement interne (section 3)

au passage central situé au niveau de 1l'injecteur de
carburant (section 4)

au passage destiné au refroidissement du fond de
chambre (section 5)

au film de refroidissement externe (section 6)

au contournement externe (section 7)

Les coefficients de perte de charge entre chacune de ces
sections et la chambre sont déduits de résultats expérimentaux.
Le débit d'entrée est imposé dans la section 1. Des visualisa-
tions des lignes de courant et des lignes isobares sont données
sur 1les figures 48 et 49. Elles font apparaitre 1'existence de

zones de recirculation trés importantes de part et d'autre de la

sortie du diffuseur. D' autre part, on constate un comportement
assez "malsain" des 1lignes de courant au voisinage des cas-
quettes. En effet, une partie de 1'écoulement semblant se diri-

ger vers le fond de chambre est déviée pour, finalement, passer
par 1les contournements interne et externe. Un tel comportement
n'est pas trés satisfaisant du point de vue aérodynamique et
peut se traduire par l'existence de pertes de charge élevées

Les études expérimentales menées sur cette configuration
géométrique nous permettent d'effectuer des validations quanti-
tatives de nos résultats,.

En particulier, 1'évolution des pressions statiques 1le
long des contournements interne et externe nous est donnée par
des mesures effectuées 1le 1long des parois: la confrontation
entre résultats expérimentaux et numériques est présentée sur la
figure 50. Les valeurs de pression sont rendues sans dimension
par 1l'utilisation des valeurs de pression statique ( Pres ) et
dynamique ( q) en un point situé en sortie du diffuseur.
L' abscisse curviligne, elle, est rendue sans dimension grfce a

une valeur de référence notée s Pour 1le contournement

ref:
interne, 1'abscisse curviligne est comptée & partir du point I
alors que, pour le contournement externe, elle est comptée a
partir du point O (cf figure 47). La comparaison des résultats

expérimentaux et numériques est assez satisfaisante, en particu-
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lier pour le contournement interne.

Des comparaisons entre 1les débits dans les différentes
sections de sortie sont données sur le tableau 51. On remarque
que 1'accord avec 1'expérience est particuliérement bon: le code
de calcul nous permet donc de prévoir, de fagon ©précise, 1la
répartition du débit en sortie, 1la description géométrique fine
Permettant une bonne détermination des pertes de charge autour
des casquettes . La méthode d'éléments finis apporte ainsi une
amélioration trés sensible par rapport aux méthodes classiques
de volumes finis (cf Shyy [30], Syed [32], Dutoya [33]).

Dans une seconde expérience numérique, la géométrie des
"casquettes” a été modifiée de facon a améliorer 1'allure des
lignes de courant. La nouvelle géométrie ainsi que le maillage
de calcul utilisé (3120 éléments) sont donnés sur la figure 52.
Les casquettes ont été allongées et renforcées & leur extrémité
afin d'assurer une meilleure résistance aux efforts subis. Les
visualisations des lignes de courant et des lignes isobares sont
données sur les figures 53 et 54. On note une meilleure configu-
ration de 1'écoulement au voisinage des casquettes, D' autre
part, les zones de recirculation a 1'aval du diffuseur ont été
réduites de fagon trés sensible. Les diminutions de pertes de

charge constatées expérimentalement confirment ces résultats.

I1I-4-5: Conclusion:

Les calculs présentés ici montrent 1'aptitude de la
méthode d'éléments finis a décrire, de fagon précise, des domai-
nes géométriquement complexes. Le modéle de turbulence et la
méthode numérique utilisées Permettent, de plus, d'accéder aux
caractéristiques principales de 1'écoulement. Cette méthode
employée a la SNECMA pour 1'optimisation et 1la conception des
tétes de chambre, s'avére trés utile et des calculs sont en
cours permettant de traiter complétement 1'aérodynamique a
1'extérieur de la chambre de combustion; c'est-a-dire dans tout
le domaine décrit par la figure 45. D' autre part, des études de
stabilité de 1'écoulement sont possibles par modification du
profil de vitesse a 1'entrée. Le domaine d' application de cette
méthode est donc vaste et peut 8tre étendu a d' autres problémes

et & d'autres configurations géométriques.
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: COUPE D'UN MOTEUR D'AVION ( CFM 56-3 )

Fig 44

: SCHEMA D'UNE TETE DE CHAMBRE

Fig 45

DE MOTEUR D'AVION
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Fig 49 : LIGNES ISOBARES

Calcul Expérience
contour externe A
0.5 contour interne —--—- o
A
)
0 - S/Spef
origines des abscisses : O pour le contournement externe
I pour le contournement interne
Pref © pression statique en sortie diffuseur
o : pression dynamique en sortie diffuseur

Fig 50 : EVOLUTION DES PRESSIONS STATIQUES
LE LONG DES PARQIS
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expérience calcul
section 2 31.7 30.7
section 3 2.8 3.3
section 4
28.1 27.2
5
section 6 4.3 5.1
section 7 32.7 33.6

Fig 51 : REPARTITION DU DEBIT EN SORTIE
( comparaisons expérience-calcul )
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Fig 53 : GEQVETRIE MODIFIEE - LIGNES DE COURANT

Fig 54 : GEQMETRIE MODIFIEE - LIGNES ISOBRARES
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CONCLUSION
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BILAN DES TRAVAUX EFFECTUES:

Rappelons, tout d'abord, les deux buts principaux pour-

suivis dans le cadre de cette étude, a savoir:

la modélisation des écoulements turbulents soumis a
de fortes variations de température

la mise en place d'un code de calcul capable de
traiter, dans ce cadre d'approximations, des problémes indus-
triels comportant des domaines d'étude complexes.

Les équations classiques de conservation, écrites pour
un fluide "dilatable" (p=f(T)), sont moyennées aprés décompo-
sition des différentes wvariables en partie moyenne et partie
fluctuante. Le systéme d'équations ainsi obtenu est fermé grfce
& une hypothése de viscosité de turbulence et par 1'introduction
de deux équations supplémentaires d'évolution: 1' une pour
l' énergie cinétique de turbulence et 1'autre pour son taux de
dissipation. Au voisinage des parois, des lois d'équilibre local
sont utilisées.

La résolution numérique du systéme fermé d'équations est
effectuée gr8ce a un schéma de discrétisation en temps semi-
implicite et grfice a4 1'écriture d'une formulation faible du
probléme. La discrétisation spatiale repose alqrs sur la cons-
truction de deux maillages triangulaires dm domaine d'étude:
1'un pour la pression et 1'autre pour les Autres variables du
probléme (quantité de mouvement, température, énergie cinétique
de turbulence et dissipation). Les 1lois d'équilibre en paroi
sont wutilisées ©pour rétablir des conditions aux limites de
Dirichlet pour chaque variable, hormis 1la température pour
laquelle une condition de flux est utilisée.

Parmi d'autres expériences numériques ( couche limite,
conduite, jets, ...), 1'application du code a une configuration

isotherme (écoulement & 1'aval d'un élargissement brusque axisy-
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métrique) a permis de valider la méthode numérique et de rappe-
ler les limitations du modéle de turbulence k-¢.

Des expériences ou de fortes variations de température
existent ont ensuite été simulées numériquement. La premiére
concerne 1'étude d'un jet annulaire ©pouvant &tre fortement
chauffé & sa base (expérience de Bahraoui [3]). La deuxiéme est
relative & une couche limite sur plaque plane (expérience de Ng
(a]. Dans 1les deux cas, on constate que le modéle proposé
permet de rendre compte, de fagon a peu prés satisfaisante, de
1' évolution des quantités moyennes (vitesse et température), 1les
résultats obtenus pour 1les grandeurs caractéristiques de 1la
turbulence faisant apparaitre des écarts Plus sensibles avec
1'expérience. L'amélioration de ces résultats passe sans doute
par 1l'utilisation de modéles plus fins. Pour ce qui concerne la
turbulence thermique, on peut alors reconsidérer 1'évaluation de
corrélations 3:¥" par 1'introduction d'une équation d'évolution

modélisée ou reprendre la modélisation du champ thermique par
~o

1'intermédiaire des quantités scalaires que sont la variance T"2
et son taux de dissipation €g. La sensibilité importante du
nombre de Prandtl de la turbulence aux écarts de température ne
pouvant pas 8tre prise en compte par le modéle actuel, on est,
en effet, contraint d'introduire des échelles caractéristiques
supplémentaires

Pour ce qui concerne 1les conditions aux limites au
voisinage des parois, prises ici dans la zone d'équilibre de la
couche limite, on a noté qu'il éE&}t préférableASe s' appuyer sur
un équilibre des corrélations U"V" (et non p.u"v") pour estimer
une vitesse de frottement.

Enfin, une analyse plus fine de 1l'influence de fortes
variations de température sur 1'évolution de 1la turbulence
nécessite 1la réalisation d'études expérimentales permettant de
mettre en correspondance 1les quantités calculées et les quan4
tités mesurées, en fournissan@ toutes les conditions d'entrée et
aux frontiéres nécessaires au calcul (moyennes au sens de Favre,
énergie cinétique de turbulence, corrélations d'ordre 2, échel-
les de turbulence,...).

La capacité des méthodes d'éléments finis & traiter des

problémes plus industriels a, ensuite, été mise en évidence
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gréfce aux travaux réalisés sur les t&tes de chambre de moteurs
d' avion. On a pu, en particulier, vérifier la convergence des
processus itératifs utilisés pour le traitement des conditions
aux limites de parois et des conditions de pression a 1'aval. Un
premier pas a également été accompli dans le sens d'une utilisa-
tion du code de calcul en vue de 1l'optimisation des géométries
de tétes de chambre.

On peut constater que 1'emploi de la méthode d'éléments
finis s'accompagne d'un colt de calcul sensiblement plus élevé
que les méthodes classiques (différences finies). Cet inconvé-
nient peut cependant &tre atténué par 1le développement de
méthodes automatiques d'optimisation de maillage, permettant de

réduire le nombre de degrés de liberté utiles

PERSPECTIVES DE DEVELOPPEMENT:

Les perspectives de développement du code de calcul
concernent d'une part les modéles physiques utilisés et, d'autre
part, les méthodes numériques employées.

Comme nous 1'avons dit précédemment, 1'amélioration des
résultats passe par 1'utilisation d'un modéle de turbulence
thermique plus fin. Le modéle cinématique doit, lui aussi, &tre
amélioré: on peut alors envisager d'utiliser des équations
d' évolution relatives aux moments d'ordre 2 (composantes du
tenseur de Reynolds). I1 faut cependant émettre quelques ré-
serves sur l'utilisation d'un tel modéle en raison du nombre de
paramétres a ajuster et en raison de 1'augmentation des colts de
calcul. D'un point de vue ©pratique, on pourrait se contenter
d'utiliser un modéle algébrique pour les composantes du tenseur
de Reynolds, couplé & un modéle k-& (cf Rodi [(22], Warfield
(34 ]y. D' autre part, les lois classiques d'équilibre en paroi,
déduites d' hypothéses de couche 1limite, ne sont, en toute
rigueur, pas applicables &a des écoulements pariétaux quelcon-
ques. On doit ainsi, tenter de s'affranchir de 1'utilisation de
telles lois. L'utilisation de modéles simplifiés dans ces zones,
devrait permettre d'effectuer 1le calcul jusqu'a la paroi. On
doit tout de mé&me souligner le caractére empirique de ces lois
de raccordement, généralement issues du modéle de viscosité de
Van Driest [35].
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L' application du code aux écoulements & nombre de Mach
Plus élévé est également une extension nécessaire. On doit alors
considérer 1'équation d'état compléte ainsi que des termes sup-
Plémentaires dans 1'équation d' énergie. De méme que les modéles
Physiques, les modéles numériques utilisés doivent alors 8tre
validés dans de telles situations.

L'extension du domaine d'application du code passe d' une
part par la diminution du temps de calcul et, d'autre part, par
la minimisation de 1'espace mémoire nécessaire. Le premier de
ces deux objectifs peut 8tre atteint avec des méthodes de
préconditionnement de 1'algorithme itératif en pPression. Simul-
tanément, 1'introduction de méthodes itératives de résolution
des systeéemes linéaires permettra de réduire trés sensiblement
1' espace utilisé en mémoire de 1'ordinateur.

Il faut aussi rappeler que 1'amélioration de la préci-
sion des calculs nécessite le développement de méthodes capables
de réduire au maximum la diffusion numérique artificiellement
introduite par 1les méthodes de "décentrement". On peut, en
particulier, envisager d'utiliser un schéma en temps d'ordre
Plus élevé ( cf [36]) ou des méthodes particuliéres de trai-
tement des termes convectifs. Une méthode possible est 1'utili-
sation de "pseudo-éléments finis" (e¢f [37]): le calcul du terme
convectif est alors effectué par une technique proche des
méthodes de volumes finis, c'est - a ~dire par bilan sur une
cellule élémentaire correspondant au support de chaque noeud
(ensemble des éléments dont 1le noeud considéré est un des
sommets) .

La méthode d'éléments finis semble , d'autre part, bien
adaptée au développement des techniques d' adaptation de mail-
lage. Ainsi, on peut envisager de mettre au point des techniques
de raffinement local, le critére de raffinement prenant, par
exemple, en compte une estimation de 1'erreur commise localement
par rapport a 1la solution exacte. On peut également consigérer
les méthodes permettant de suivre 1'évolution d'un domaine
déformable dans le temps ou permettant de suivre 1'évolution de
la solution par positionnement optimum des points de calcul
(suivi d'un front ou d'un choc...).

Enfin, 1'extension du code au calcul d'écoulementg

tridimensionnels est envisagée. Elle ne peut cependant 8tr
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effectuée que dans le cadre des améliorations évoquées précédem-
ment (temps de calcul et espace mémoire). On peut déja noter les
calculs tridimensionnels en convection naturelle effectués par
Carriére [38] dans le cadre des approximations de Boussinesq, et
les travaux menés par ailleurs sur les équations d'Euler en pré-
sence de choes [37]. Dans le cas des écoulements turbulents, un
vaste travail de validation des modéles reste & faire et un
niveau approprié de description de 1la turbulence reste &

définir.
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ANNEXE 1 :
EQUATION SUR LES COMPOSANTES
DU TENSEUR DE REYNOLDS

Considérons 1'équation relative a la composante i de la

quantité de mouvement. Par multiplication par la fluctuation u"j

on obtient

0 op
u" ;. 3- (p.u;) + unj. e k(p up. ug) = u"j.sz:(wik) - u"J.S;:

De méme, par permutation des indices i et j, on obtient

un; 7 (euyd +oumy,

i (PUku) u"

T (t5¢) - uty. o

1
Ox, Ox,
Par sommation de ces deux équations et en prenant la moyenne, au

sens de Reynolds, du résultat on obtient donc :

0
u" ;. 3— (p.uy) + u"-.g: (p.uj;)
+ u"j.aXR(p uy. u.) + u";. an(p ug. ujz)
3 ] op op
= u";. 3;:(¢ ikt u"i.S;:(TJk) - u"j.E;: - u"i'S;;
Or
0 0 0 ~ 0 ~
u 5.5: (p.u;) + um 5: (p.uj;) = u"j.gz (p.ui) + u"i.gz (P.Uj]
0 0
+ u"j.gz (p.u"; )+ u"i.gz (p.u"3)
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~o
3 ~ 3 ~ ouy . de
u 3'5: (P “1) + u"; 3: (P.ua) = p.u"j 3 + uj u"J.sz
-~ -
auj o Jdp
+ P.u"l.at + uj u"i.gz
~o ap ~o ap
— u" om— u u" —

u;. 3 at + 3 i at

(car p. 9" = 0)
0 J 0
U5 3 (p.u";) + ui.g(P.u'j)= 'a_t(P.u"i.u"j)
de a“"i
+ u".u" .._ + P.—
SR T ot
) aunj
- P.u"y. at - P. U i
De plus
~o
0p. up. u; 9p. uy. uj 9p. up. uy op. uy. uj
u" .. + u".. = u" - + u"
3 i hE i
x| ox, ox ox
de. uy. u" Jp. u,. u"
+ u".. + u";.
J J (
+ —lp.u,.u".u" ] + u".u" ;. —(p.u,)
axk( k i J] i J axk k
~ oCe. u, ) o ~
= u:;.u" ., + u" .. p.u —u
: J axk J k axk
~ oCep. uy ) 9 ~
+ u..u" + u"..p.u -—u
U 9k, TR oy
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0
x|

o
P.uk.u"iu"j) + u"zun (e, ug)
( axk

+

et, en utilisant 1'équation de conservation de la masse:

Op 0

—

at 3xk

(p. uk) =0

on obtient finalement

0 ~ 0 ~ ~ 0 ~
g p'u"iunj) * ox (;' M- U7 5 U 5) * ox (;' u"iunju"k)

-~ d ~v -~ o~
+ p.u"iu"k.S;;uj + p.u"ju"k.anui
LT e - SR
I T T W
3u"i o ou"
+ 3;:(u"1 Tka) - Tkj'axk + aXR(u"J.Tki) Tkl'axk
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ANNEXE 2 :
EQUATION SUR LES COMPOSANTES
DU FLUX TURBULENT DE TEMPERATURE

Considérons 1'équation d'enthalpie. Par multiplication par 1la

fluctuation de la composante i de vitesse, on obtient:

"o Co. T miem—(p U T) = u"y. T
utse 3t (p. T) + u"y an(P u. T) = u"y an(¢k)

De méme, en multipliant 1'équation sur u; par la fluctuation de

température T", on obtient:

r ¢ ; ” 3. op
N e—— . . Th  — . . . = " — . " S,
ot -uid * ox - Uk U3 ) T 3xk(T1k) v Ox;

En sommant ces deux équations et en prenant la moyenne, au sens

de Reynolds, du résultat on obtient:

o . 0
T".— . . n..— . n._ . . . ", —
ot (p.u;) + u"y e (p.T) + T an(p ug.ui;) + u 1'8xk(p'uk'T)
(e, ) ° (o) o
= " e, "o, — - Tn, —
o, kST Mgy K dx;

Or

’

T" . ‘e——— . . " .. —— . = " . w——— . . ", . —
o P.u;) + u"y e Ce. T) T >t (p ul) + u"j; 3t (p. T)

+ T".=— (p.u";) + u";. 7 (p.T")

ot ot
N~
. P . 3 W3 ou; A, p
". — " .. — T - " . " ———
e (p ul] + i3t p. T) p. T ‘3t + uj. T ‘3t
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oT ~ de
+ e,u".. T + T.u",, —
ot ot
~o aP ~ ap
= ;. T".™ + T, u",;, —
. ot ot
(car ¢p.9"=0)
0 ¢ ; 0 ( 0
Tr.— (p.u";) + u";.=— (p.T") = —(p.u";.T"
ot * ot ot * )
ap aU"iT"
+ u" .T". —— + p.—
. ot ot
aTn au"i
- . u";, T - p.T".
ot ot
De plus
de. uy. uy oe.uy. T de. uy. uy de. uy. T
T" + u".. = T" + u".:.
axk 1 axk axk . axk
aP. Uk.U"i aP.uk.T"
+ T". —————————————————— + u" .. ——————————————
1
axk ox,
~ a(P. Uk) —_ a ~o
=y, T".——— + T".p. u,. —u:
1 axk k axk 1
oCe.ud 5
+ T.u", ——— + u"..p. u,. =T
1 axk 1 k axk
0 0 ”
+ p.up.u:T"| + u",T".—(p. up )
axk( k . ) . axk ) k
Donc, finalement, en utilisant 1'équation de conservation de 1la

masse, on obtient

0 ~ 0 ~N ~ 0 ~
; P. U"iT") + an(;. u. u"iT") + an (; u"iT"U"k)
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- ~o o ~ -_— N\s
P. u"iu"k.'é";" + p. T"u"
k
—_— ap 3p'

- T" rmv— —
axi 3xi
od, ot 3
u" i. + T"
3xk 3xk
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