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INTRODUCTION

Initialement, le complexe de Hochschild C(A, M) d’une algebre associative A & coeffi-

cients dans un A-bimodule M est défini par le complexe de chaine
> MRIARARA—MIARA—-MIA—M

ott la différentielle d : M @ A®" — M ® A®" L est définie par d = 3° (—1)id; avec

i=0
ma; ® -+ an, sit=20

dl(m®a1®®an): ma - - Qaa4+1 Q- ay, si0<i<n
amP@a; Q- Q an_1 sit=n

Ce complexe est relié a la résolution libre canonique de l'algebre associative A et ses
groupes d’homologie H, (A, M) permettent ! de calculer le produit de torsion de M et A

sur A° = A ® A°P lorsque 'anneau de base est un corps :

H, (A, M) = Tor’" (M, A)

2 un isomorphisme na-

Egalement, le théoréme de Hochschild-Kostant-Rosenberg donne
turel entre les groupes d’homologie HH, (A) = H,(A, A) d’une algebre lisse A et son
complexe de de Rham :

HH,(A) = Q%

On peut aussi définir un complexe de cochaine C"(A, M) = Hom(A®", M) dont les
groupes de cohomologie H™(A, M) permettent® de calculer le module d’extensions de

A et M sur A€ lorsque 'anneau de base est un corps :

H™(A, M) = Ext’. (4, M)

1. Lod98, p. 12.
2. Lod98, p. 103.
3. Lod9s, p. 41.



Introduction

4 a défini les groupes de cohomologie de Hoch-

C’est en suivant cette formule que Swan
schild d’un schéma X a coefficients dans un Ox-module F par EX‘G%XXX((S*OX,5*,7:) ou

0:X — X x X est le morphisme diagonal de X.

Il existe une autre maniere de visualiser le complexe C'(A, M) d’une algebre commu-

tative A & coefficients dans un A-module M. Ce dernier provient du foncteur de Loday ®
L(A, M) : Fin’— Mod

qui associe & un ensemble pointé fini K le module M @ A®K\* | L’action d’une application

pointée f: K — L est donnée par la formule

(@) =@ II «)

zeK yeL “f(z)=y

En composant le foncteur de Loday avec le cercle simplicial S*

[

== {x,500, 510} == {*,0} == {*}
p—— -

on obtient un module simplicial A°® — Fin’ — Mod dont le complexe de chaine as-
socié 8 est C'(A, M). 1l apparait en chaque degré une copie de M A la place du point de
base de S' et des copies de A A la place des autres simplexes de S!. En suivant cette
approche, Pirashvili7 a remplacé le cercle S! par d’autre ensembles simpliciaux pointés K
pour obtenir de nouveaux complexes de (co)chaine C'(K, A, M) et de nouveaux foncteurs

(co)homologiques H(K, A, M) .

Une des premiéres propriétés® remarquables de ’homologie de Hochschild d’une al-
gebre commutative est sa compatibilité avec la localisation. Plus précisément, si S est
une partie multiplicative d’une algebre commutative A alors les groupes d’homologie de
Hochschild HH, (S~ A) de 'anneau de fractions de A défini par S sont isomorphes aux
St A-modules ST'HH,(A) = (S7'A)®4 HH,(A) . Ces isomorphismes furent utilisés par

Swan pour étudier la cohomologie de Hochschild des schémas affines.

Swa96.
Lod98, p. 221.
Wei94, p. 259.
Pir00.

Lod98, p. 14.

PN o



Introduction

Au Chapitre 1, nous allons définir le foncteur de Hochschild supérieur et en rappeler
les principales propriétés. Nous étudierons en particulier I’homologie de Hochschild d’ordre
supérieur, c’est a dire I’homologie de Hochschild supérieure associée aux spheres. Nous
démontrerons ensuite que les complexes C(K, A) = C(K, A, A) associés aux ensembles
simpliciaux pointés et connexes commutent avec la localisation des algebres commutatives

sur un corps de caractéristique nulle.

Théoréme 1.2.3

Soient K un ensemble simplicial pointé et connexe, A une algebre

commutative sur un corps de caractéristique nulle et S une partie

multiplicative de A. Le morphisme canonique de CDGA
STIC(K,A) —=C(K,S71A)

est un quasi-isomorphisme.

En travaillant sur un anneau de base contenant Q, Loday a établi ® I'existence d'une \-

décomposition pour 'homologie de Hochschild d’'une algebre commutative A a coefficients

dans un A-module M
H,(A,M)= HY(A,M)®...e H" (A, M)

telle que H{™ (A, M) = M ® 4 Q%. Cette décomposition se situant au niveau du complexe,
Swan en a déduit ! I'existence d’une décomposition de Hodge pour la cohomologie de

Hochschild d’un schéma lisse et séparé X a coefficients dans un Ox-module F

HH"(X,F)=Extp (Cx, F)= P H (X, T{®F)

ptg=n

en utilisant la définition de Grothendieck et Loday ainsi que la suite spectrale de Hodge

ES? = Exty, (Hxq F) = Ext%tf(cX,F)

9. Lod98, p. 145.
10. Swa96, p. 62.
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ou Cx est le complexe de faisceau sur X associé a U C(OX(U)>, Hx = H(Cx) son
homologie et T¥ le faisceau dual de Q% . Par ailleurs, en utilisant une autre suite spectrale,
Pirashvili a généralisé ! la A-décomposition de Loday a la (co)homologie de Hochschild

d’ordre d d’une algebre commutative A par une autre décomposition telle que

HY(A) = @ HI.(AA)

i+jd=n

lorsque d est impair.

Swan a exploré une troisieme définition de la cohomologie de Hochschild d'un schéma
séparé X . Basée sur la définition de Gerstenhaber et Schack 2 de la cohomologie de Hoch-
schild d'un diagramme d’algebre O a coefficients dans un O-module M, soit Exteoe (O, M)

ou O° = 0 ® O°% il s’agit de considérer le diagramme
O s Ub—— Ox<U)

sur la catégorie des ouverts affines de X. Les Ox-modules induisent naturellement des

O-modules par restrictions aux ouverts affines.

Au Chapitre 2, nous allons définir la K -cohomologie d’un schéma X a coefficients dans
un Ox module F, soit H(K,X,F). En adaptant la suite spectrale de Hodge ainsi que
le théoreme HKR de Pirashvili, nous allons démontrer 'existence d’une décomposition de
Hodge pour la cohomologie de Hochschild d’ordre supérieur d’un schéma lisse et séparé

sur un corps de caractéristique nulle.

11. Pir00, p. 166-167.
12. GS88, p. 183.
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Théoreme 2.1.5

Soient d > 0 un entier, X un schéma séparé et lisse sur un corps de
caractéristique nulle et F un Ox-module. Il existe un isomorphisme

naturel

HY(X,F)=H"(S", X,F)= @ H'(X, Dy ®F)

ptjd=n

otl D% est le faisceau dual de % si d est impair et le faisceau dual

de la j°m¢ puissance symétrique sur Ox de QY si d est pair.

Nous nous assurerons ensuite que la cohomologie H(K, X, F) est isomorphe a la cohomo-
logie H(K, A, M) dans le cas ou K est connexe, X = Spec(A) est affine sur un corps de

caractéristique nulle et F = M est quasi-cohérent.

Théoréme 2.2.3

Soient K un ensemble simplicial pointé et connexe, X = Spec(A)

un schéma affine sur un corps de caractéristique nulle et F = M

un Ox-module quasi-cohérent. Il existe un isomorphisme naturel

H(K,X,F)~ H(K,A, M)

Nous comparerons dans ce cas les deux suites spectrales a notre disposition.

Théoréme 2.2.7

Soient K un ensemble simplicial pointé et connexe, X = Spec(A)

un schéma affine sur un corps de caractéristique nulle et F = M un
Ox-module quasi-cohérent. La suite spectrale de Hodge aboutissant
a H(K,X,F) est naturellement isomorphe a la suite spectrale de
Pirashvili aboutissant a H (K, A, M).

11



Introduction

Pour adapter aux ordres supérieurs la troisieme définition de Swan de la cohomologie de
Hochschild d'un schéma séparé, nous définirons dans un premier temps une structure de
modele sur la catégorie des modules sur un préfaisceau de CDGA en utilisant les méthodes
de Schwede et Shipley 3.

Théoréme 2.3.1

Soit A un préfaisceau de CDGA sur un schéma séparé X. La ca-
tégorie A—mod des préfaisceaux de A-module sur X est une ca-
tégorie de modele monoidale symétrique telle que les équivalences
faibles sont les quasi-isomorphismes et les fibrations sont les épi-

morphismes.

Puis, dans un second temps, nous généraliserons cette troisieme définition de Swan de
la cohomologie de Hochschild d'un schéma séparé X a coefficients dans un Ox-module
F aux ordres supérieurs en montrant qu’elle coincide avec notre définition de Hiq(X, F)

lorsque 1’on se base sur un corps de caractéristique nulle et que F est quasi-cohérent.

Théoréme 2.4.3

Soient d > 0 un entier, X un schéma séparé sur un corps de carac-

téristique nulle, O son préfaisceau structural et F un Ox-module

quasi-cohérent. Il existe un isomorphisme naturel

Hy(X, F) = H*(RHom 10 (O, F))

Dans le cas de la cohomologie de Hochschild d’ordre 1 d’un schéma X & coefficients
dans un Ox-module F, on dispose toujours de la premiere définition donnée par Swan.

Elle arrive avec une suite spectrale de Grothendieck

Oxxx

EY* = HP(X x X, Eath, (6.0x,0.F)) = Extli! (5.0x,0.F)

oud: X — X x X est le morphisme diagonal de X.

13. SS00.

12
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Au Chapitre 3, nous allons démontrer que la définition de Grothendieck et Loday de
la cohomologie de Hochschild d'un schéma séparé sur un corps est isomorphe a celle de
Swan. Ceci avait été démontré 4 par Swan dans le cas d'un schéma X quasi-projectif sur
un corps en recollant des résolutions spécifiques '> données sur les ouverts affines de X.
Nous utiliserons notre étude des préfaisceaux ainsi que les méthodes de Spaltenstein '

pour établir une équivalence faible naturelle de Ox-module Cx ~ L§*0,Ox.

Théoréme 3.1.4

Soit X un schéma séparé sur un corps, 6 : X — X x X son mor-

phisme diagonal et F un Ox-module. Il existe un isomorphisme

naturel

HH(X,F) = Ext} (0.0x,6.F)

Enfin, nous montrerons que la suite spectrale de Hodge est isomorphe a la suite spectrale
de Grothendieck dans le cas des schémas lisses et séparés sur un corps, ce qui avait été

démontré !” par Swan dans le cas d'un schéma lisse et quasi-projectif sur un corps.

Théoréme 3.2.1

Soient X un schéma lisse et séparé sur un corps, d : X — X x X son

morphisme diagonal et F un O y-module. Les deux suites spectrales
Exth, (Hxg, F) = HH"' (X, F)

HP(X x X, Exth,  (0.0x,6.F)) = Exti?! (5.0x,0.F)

Oxxx Oxxx

sont naturellement isomorphes.

14. Swa96, p. 60.
15. Swa96, p. 78.
16. SpaS88.

17. Swa96, p. 61.

13



Introduction

En annexe, nous donnons les définitions usuelles de la colimite homotopique d’un
foncteur avec notamment le cas bien connu des poussés-en-avant homotopiques. Nous en
rappelons le calcul dans les catégories de modeles propre a gauche. Dans un second pa-
ragraphe, nous exploitons ces notions dans la catégorie des ensembles simpliciaux. Apres
avoir donné une version homotopique du lemme de Yoneda, nous rappelons les notions de
squelette et d’ensemble simplicial minimal qui pourront étre utilisés de maniére indépen-

dante pour démontrer le théoreme 1.2.3.

14



CONVENTIONS

Algebre homologique

Soit A une catégorie abélienne. Un complexe C' dans A est un diagramme

dp+1 dn dn—1
: Cn n—1

tel que d,_1d, = 0 pour tout n € Z. Son homologie est I'objet Z-gradué HC de A
défini par H,(C) = ker(d,)/im(d,+1). On notera H"(C) = H_,(C) pour tout n € Z
et on parlera alors de la cohomologie de C. Le compleze hom Homeya)(C, D) de deux

complexes C' et D dans A est défini par

HOIIlCh(A)(C, D)n = H HOIIIA(Cp, Dq)
q—p=n
Pour tout foncteur additif ® : A x A — A et tous complexes C' et D dans A, on définit
un complexe C' ® D dans A par

(CeD),= P C,® D,
p+q=n
On note Ch(A) la catégorie des complexes dans A. Lorsque A est une catégorie de Gro-
thendieck 8, Ch(A) admet une structure de modele dite injective'® qui est cofibramment
engendrée, propre et ou les équivalences faibles sont les quasi-isomorphismes et les cofi-

brations sont les monomorphismes.

Par défaut, tous les espaces vectoriels sont sur un corps de caractéristique nulle, soit
k, et on note ® = ®y. La catégorie des espaces vectoriels est notée Vect. Un complexe

dans Vect est appelé complexe de chaine et on note Ch=Ch(Vect).

18. Hov01, p. 2.
19. Hov01, p. 5.

15



Conventions

Ensembles simpliciaux

Soit A la petite catégorie ayant pour objets les ensembles finis totalement ordonnés,
soient [n] = {0,...,n} pour tout n € N, et pour morphismes les applications croissantes.
Un objet simplicial d’une catégorie C est un foncteur A°® — C et un objet cosimplicial

de C est un foncteur A — C. La catégorie des objets simpliciaux de C est noté sC.

Un ensemble simplicial fini est un objet simplicial de la catégorie des ensembles finis

notée Fin. La catégorie des ensembles finis et pointés est notée Fin'.

Pour tout d € N, on note A? = HomA( , [d]) : A°? — Fin le d-simpleze standard,
0AY c A? le sous-ensemble simplicial engendré par les simplexes non-dégénérés o # g
son bord et * = A® le point. On définit la d-sphére S% par le poussé-en-avant d’ensemble
simplicial

OA? — Al

I

* —— S¢

C’est un ensemble simplicial fini et pointé.

La catégorie sSet des ensembles simpliciaux admet une structure de modele dite de

Kan® qui est cofibramment engendrée, propre et oti les cofibrations sont les injections.

Monoides et modules

Soit (M, ®,1) une catégorie monoidale. Un monoide dans (M, ®,1) est un objet A
de M avec deux morphismes A ® A — A et 1 — A rendant commutatifs les diagrammes
usuels 2! d’associativité et d’unitarité. Un A-module est un objet M de M avec un mor-
phisme A ® M — M rendant commutatif les diagrammes usuels?? d’associativité et
d’unitarité. On note A—mod la catégorie des A-modules et pour tout n € N, on note S7
&me

la n®™¢ puissance symétriques sur A et A’y la n°™° puissance alternée sur A.

20. Hov99, p. 98; Hir03, p. 242; Hov99, p. 79.
21. Mac98, p. 170.
22. Mac98, p. 174.

16



Conventions

On appelle algébres les monoides commutatifs de (Vect, ®,k) et on note Alg leur
catégorie (ce sont les algebres associatives commutatives et unitaires sur k). Pour toute
algébre A on note Spec(A) I'ensemble des idéaux premiers de A, QY le A-module des
différentielles 2 de A et pour tout n € N, on note Q% = A4 (2Y). Une partie multiplicative
de A est un sous-ensemble S de A contenant 'unité de A et stable par multiplication.
On note S7'A I'anneau de fractions?* de A défini par S et pour tout A-module M, on
note ST'M = ST'A®4 M. Lorsque S = {1,s,s% ...,s", ...}, on note A, = S™1A et
M, =S"tM.

On appelle CDGA les monoides commutatifs de (Ch, ®,k) et on note CDGA leur
catégorie (ce sont les algebres commutatives différentielles graduées sur k). Lorsque k
est un corps de caractéristique nulle, la catégorie CDGA admet une structure de mo-
dele?® cofibramment engendrée ot les équivalences faibles sont les quasi-isomorphismes
et les fibrations sont les épimorphismes. Toute algebre simpliciale A : A°? — Alg induit

naturellement une CDGA comme suit. Le complexe de chaine sous-jacent 2% est

As Ay Ay Ao

ou la différentielle A, — A, _; est définie par la somme alternée i(—l)’di des faces

=0

de A. La multiplication est donnée par la composition du produit de battage?” avec la

multiplication de A :
Ay @A — Apig @ Aprg— Apyq

On conserve la notation A pour la CDGA ainsi obtenue.

Faisceaux

Soit X un espace topologique. Tous les faisceaux sur X sont a valeurs dans Vect. Pour
tout faisceau F sur X, on note I'F = F(X).

23. Bou07, p. II1.134.
24. Bou85, p. 76.

25. Hin97, p. 10, 12.
26. Wei%4, p. 259.
27. Mac75, p. 240.

17



Conventions

Un espace annelé X est un espace topologique muni d’un faisceau Ox a valeurs dans

t29 et pour tout Ox-module

Alg. On note Home, le faisceau hom?®, Extp, le faisceau ex
F, on note F¥ = Homo, (F,Ox) le faisceau dual de F. Si cela ne préte a aucune confu-

sion alors on pourra noter ® = ®p, le produit tensoriel de Ox-module.

Si X est un schéma alors on a par convention un morphisme de schéma X — Spec(k)

et tout morphisme de schéma X — Y rend commutatif le triangle

X\ /Y

Spec(k)

On note x le produit de schéma3’ au dessus de Spec(k), Q% le Ox-module des 1-
différentielles 3! de X par rapport a Spec(k) et pour tout n € N, on note Q% = Aoy (Q%).

Si X = Spec(A) et M est un A-module alors on note M le faisceau associé & M.

28. Grobd7, p. 185.
29. Grob7, p. 187.
30. Gro60, p. 1.104-1.105.
31. Gro67, p. 14.
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CHAPITRE 1

FONCTEUR DE HOCHSCHILD SUPERIEUR

Dans tous ce chapitre, si rien d’autre n’est spécifié, on suppose que k est un corps
de caractéristique nulle. On rappelle que toutes les algebres sont supposées associatives,

commutatives et unitaires sur k.

Soit A une algebre. Le foncteur de Loday !
L(AA): Fin—— Alg

associe a tout ensemble fini K le produit tensoriel A®X et a toute application f : K — L

le morphisme d’algebre f, : A®K — A®L défini par

£.(®a)=@( I «)

zeK yeL “f(z)=y

L’idée de Pirashvili? est de construire une algebre simpliciale C'(K, A) & partir d’un en-

semble simplicial fini K en composant les foncteurs K et L(A, A) :

L(A,A)

C(K,A): A® 25 Fin Alg

On obtient par la suite une CDGA dont on note I’homologie H (K, A). Notons ici que si
A est une CDGA alors on peut définir® C(K, A) en prenant le complexe total du double
complexe (A®%7),. On peut également étendre la définition de C(K, A) & un ensemble

simplicial quelconque K en prenant la colimite du foncteur

C( ,A): (sFin | K) —CDGA

1. Lod98, p. 221.
2. Pir00, p. 163.
3. GTZ14, p. 643-644.
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Chapitre 1 — Foncteur de Hochschild supérieur

ol <3Fin I K ) désigne la catégorie des ensembles simpliciaux finis au dessus de K. Ainsi

défini, le foncteur de Hochschild supérieur
C: sSet x CDGA —= CDGA

préserve? les équivalences faibles et les colimites homotopiques d’ensembles simpliciaux.

Exemple 1.0.1. Soit A une CDGA. Pour tout diagramme d’ensemble simplicial
X<~—7—=Y
on a une équivalence faible naturelle de CDGA

C(X ULY, A) ~ C(X, A) C(% C(Y, A)

Etant donné notre objectif géométrique des schémas, nous n’étudierons le complexe
C(K,A) que lorsque A est une CDGA concentrée en degré 0, c’est-a-dire une algeébre.

L’exemple suivant est important pour munir C'(K, A) d’une structure de A-module.

Exemple 1.0.2. Soit A une algebre. Le complexe C(x, A) est donné par

0.4 1o 0.4

donc A est un rétract de C'(x, A) en tant que CDGA. En particulier, si K est un ensemble
simplicial pointé alors C'(K, A) est une CDGA sur A :

A—sC(x,A) —= C(K, A)

Dans toute la suite, on munira systématiquement C'(K, A) de la structure de CDGA

sur A décrite dans 'exemple 1.0.2 lorsque K est un ensemble simplicial pointé.

4. GTZ14, p. 648.
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1.1. Homologie de Hochschild d’ordre supérieur

1.1 Homologie de Hochschild d’ordre supérieur

On introduit ici le complexe de Hochschild d’ordre supérieur et son homologie.

Définition 1.1.1. Soient d > 0 un entier et A une algebre. On définit
cll(A) = (8% A)

le complexe de Hochschild d’ordre d de A et
HY(A) = H(S?, A)

I’homologie de Hochschild d’ordre d de A. On note en particulier

C(A) = ct(A)

le complexe de Hochschild de A et

HH(A) = HU(A)

I’homologie de Hochschild de A.
On peut toujours calculer les premiers groupes de cette homologie.

Exemple 1.1.2. Pour tout entier d > 0, il existe un isomorphisme naturel de A-module

A siqg=0
d Y .
Htg](A): 0 si0<gqg<d
QL sig=d

En caractéristique nulle, ¢’est une conséquence® de la décomposition de Hodge de Pirash-
vili ; mais on peut effectuer le calcul a la main en toute caractéristique. Notre modele

simplicial 8¢ de la spheére est donné par

. SZH:{*,SOU,...,SCIJ}, ng{*,a}, nglz{*}, o Sg:{*}

5. Pir00, p. 166, 163, 115.
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Chapitre 1 — Foncteur de Hochschild supérieur

Pour décrire la différentielle en degrés ¢ < d, il nous suffit de calculer les fibres au dessus

de {0} par les différentes faces d; :

{so0} sii=0
d; o} = {si_10,s,0} si0<i<d
{sq0} sii=d+1

Supposons que d est un nombre impair. Le complexe C' [d](A) est alors donné par

e s A@A®IH A A O 0 g

donc il suffit de montrer que H (A) 2 QY. On peut utiliser pour cela la définition ® de QY
par la regle de Leibniz. Les bords de degré d dans A ® A sont engendrés par les éléments

delaforme l1®zy —yRr—r®y :

dlRry® - @xq) = <ij>®xo+ii(—1)i( II xj)®xi_1xi+(]_[xj>®xd

70 AL j#d

d
= Z(—l)ll( H 9€j) (@i — 1@ xi2; + 221 @ ;)
i=1 i1

Réciproquement, les éléments de la forme 1 ® zy — y ® x — z ® y sont des bords :
d+1 '
dl®zeyel®---®1)=yr—-1@ay+rQy+» (-1) zy®1
=3

=yRr—1Qry+r®y

Supposons & présent que d est un nombre pair. Le complexe C!9(A) est alors donné par

e s AQA®L A At A0 0y

ou p est multiplication de A, donc il suffit de montrer que H, C[ld](A) =~ (4. Par définition 7,
on a QY = ker(u)/ker(u)?. Puisque ker(u) est engendré par les éléments de la forme
1®xz—x®1, les bords de degré d dans A ® A sont dans ker(u)? :

6. Lod9s, p. 11.
7. Bou07, p. II1.134.
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1.1. Homologie de Hochschild d’ordre supérieur

dl@ry® - Q@ xq) = (Hmj)®x0+ii(—l)i( 11 xj>®xi_1$i_ (H@)@M

770 i1 j#d

d
= Z(_1)1—1< H :Ej> (J]Z Rri1 — 1z 17, + 1,1 ® IL‘z)
=1

- g(—l)i_l( -}Jlixj)(l ®ri1— 21 @ 1)(z; 01 - 1®3;)
car i(—w‘—l( I %)(mi_laji ©1) = (jﬁoxj) Zl(—1)i—1(1 ©1)=0.

i=1 jAi—1,

)

Réciproquement, ker(u)? est engendré par des bords :

d+1

dlRrzeyele - @l)=yr—1Qry+rey+ > (-1)zyx1
=3

=(ler—z0l)(y®l-11®yY)

Une conséquence importante de cet exemple est que tout A-module peut étre considéré

comme un C'%(A)-module & travers le morphisme de CDGA
CH(A) —— A

donné par la projection naturelle d'une CDGA gradué positivement sur son homologie de

degré 0.

Pour calculer les degrés suivants, on peut avec plus d’hypotheses utiliser 1’étude des
foncteurs Fin’ — Vect de Pirashvili : si A est une algebre lisse alors il existe® un isomor-
phisme naturel

H(A) 2 7,(H(S") @piw L(A, A)

q

ot J est la version duale et graduée du foncteur de Loday? et H(S%) est la cogebre 1°

de I’homologie simpliciale de S? & coefficients dans k. Cette derniére est engendré par un

8. Pir00, p. 175.
9. Pir00, p. 158.
10. May82, p. 137.
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Chapitre 1 — Foncteur de Hochschild supérieur

élément o de degré d :
k sin=0,d

H,(S%) =
(5% {O sin#0,d

Par conséquent, son algebre duale H(S9)" = k[z]/(2?) est engendré par un élément x = o

de degré d et de carré nul :
=222 (1®1)=020=0

Po)=(r@2)(l1®c+021)=0014+100=0
Le calcul ' du foncteur de Loday de l'algebre graduée k[z]/(x?) par Pirashvili permet

d’établir le théoréme suivant.

Théoreme de Pirashvili : Soient d > 0 un entier et A une algebre lisse. Il existe un

isomorphisme naturel de A-module

QQ si ¢ = jd & d est impair
H(Ed](A) = SQ(Q}L‘) si ¢ = jd & d est pair
0 sidtq

1.2 Localisation

Si R est une algebre graduée commutative (CGA pour abréger) et S est une partie
multiplicative de l'algébre Ry C R alors on définit la localisation S™'R = (S™'Ry) ®g, R
qui est également une CGA. Si R est plus généralement une CDGA alors S™!R hérite

naturellement d’une structure de CDGA. On dispose alors d’un foncteur exact
S R—mod —— (S7'R)—mod

donné par le changement de base plat (S~'R)®g. En particulier, on peut utiliser le lemme

suivant.

11. Pir00, p. 158, 163.
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1.2. Localisation

Lemme 1.2.1. Soient R — A, R — B deux morphismes de CDGA, R — R’ un mor-
phisme plat de CDGA et B = R’ ®p B. 1l existe une équivalence faible naturelle de
CDGA
L L
AR B~A® B
R R

Démonstration. Soit () un remplacement cofibrant de B comme CDGA sur R. Le foncteur
R'®p est exact, donc Q' = R’ ®p @ est un remplacement cofibrant de B’ comme CDGA

sur R’. On conclut par associativité du produit tensoriel :

ARRQZAQr R @rQ = A Q'

Il est un fait bien connu que I’homologie de Hochschild commute avec la localisation.
Nous allons généraliser ce fait a I'homologie de Hochschild supérieure associée aux en-

sembles simpliciaux pointés et connexes.

Exemples 1.2.2. 1. Le cercle. Par définition, on a S' ~ «U% s A' ~ «U" |« donc d’apres

les exemples 1.0.1 et 1.0.2, le complexe de Hochschild d’une algebre A est
L
CA)~ A g@ A

ou A¢ = A® A. Cette équivalence faible, bien connue 2, existe en toute caractéristique.
Pour toute partie multiplicative S de A, on a S™1A = (S71A)¢ ®4c A donc

S10(A) ~ (571 A) :@é A= (5714) (S%A)e (S71A) =~ (S A)
d’apres le lemme 1.2.1.
2. Les simplexes standards. Soit n € N. Tout sommet de A™ arrive avec une équivalence
faible d’ensemble simplicial * = A™. D’apreés 'exemple 1.0.2, on a A = C(A", A) pour
toute algebre A. Ainsi, pour toute partie multiplicative S de A, le triangle commutatif
suivant induit ST'C(A" A) ~ C(A",S71A) :

12. Lod98, p. 12.
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Chapitre 1 — Foncteur de Hochschild supérieur

ST1A

T

S-1C(A", A) C(A", ST A)

3. Deux points. D’apres I'exemple 1.0.2, on a'? pour toute algebre A

STICxU*, A~ STTAR A% (STTA) ~C(xUx,S1A)

Pour démontrer le théoreme principal de cette section, on dispose de deux stratégies.
La premiere utilise le squelette des ensembles simpliciaux tandis que la seconde repose les

ensembles simpliciaux minimaux.

Théoreme 1.2.3. Soient K un ensemble simplicial pointé et connexe et S une partie

multiplicative d’une algebre A. Le morphisme canonique de CDGA
STIC(K,A) —=C(K,S'A)

est un quasi-isomorphisme.

Démonstration 1. En suivant les notations du paragraphe B.2, on considere
K'cK'c---cK'CcK"'c...CcK

le squelette de K. Puisque la localisation et le foncteur de Hochschild supérieur pré-

servent ' les colimites homotopiques, on a une factorisation

STIC(K, A) ~ hocg%]im STIC(K™, A) — hocolim C(K",S™'A) ~ C(K,S'A)

neN

11 suffit donc de montrer qu’a partir d’un certain rang, le morphisme canonique de CDGA

STIC(K™, A) —= C(K", S~LA)

13. GTZ14, p. 646.
14. GTZ14, p. 648.
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1.2. Localisation

est un quasi-isomorphisme. On raisonne par récurrence sur n > 1. Pour n = 1, la réali-

sation géométrique ! de I'ensemble simplicial K est un graphe connexe !¢ donc il existe
7 . . . . . h

un sous-ensemble F C ¥; et une équivalence faible d’ensemble simplicial K1 ~ (S')“+F.

Ainsi d’apres 'exemple 1.2.2.1, on a les équivalences faibles de CDGA suivantes :

STIC(K', A) ~ 57! (o( A)®HAE>

L
~ (C(s714)) " ~ ok, 571 A)

Supposons n > 1. On a K" ~ K" ! U?@An)uzn (A™)YEn on ¥, est Pensemble des n-
simplexes non-dégénérés de K. En choisissant un sommet * — A", on peut écrire d’apres
I'exemple 1.0.1, 'hypothese de récurrence et le lemme 1.2.1 les équivalences faibles de
CDGA suivantes :

STIC(K™ A) = STIC(K™ 1, A)  ®  C(A", A
C(OA™,A)®5n

~ C(K™,8714) & (A", A)FS
C(OA™,A)®%n

~ C(K" L, 571A) & (s'c(an, )

(S—1C(8A",A))8%n

Pour le lemme 1.2.1, on a utilisé le morphisme plat
(A®n+1)®2n (S—lA ® A@n)@En
et le triangle commutatif de CDGA

C(OA", A)®=n C(K™, S~ A)

-7
—
—
—
—
—

(s1c@Aar, )™

Ainsi, il suffit 17 pour conclure de montrer que le théoréme 1.2.3 est vrai pour les ensembles

15. Hov99, p. 77.
16. Hat02, p. 6, 11.
17. Hin97, p. 9.
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simpliciaux A9 et 9A? pour tout entier d > 2. Pour A%, c’est 'exemple 1.2.2.2. Pour 0A¢,
on peut raisonner par récurrence sur d > 2 en utilisant le poussé-en-avant homotopique '8
OAT ~ AW Ul AT = Uk L % Avec d = 2, on obtient A2 = x U, %, tout
comme dans 'exemple 1.2.2.1. Supposons d > 2. En choisissant un sommet * — JA%!,
on a d’apres 'exemple 1.0.1, le lemme 1.2.1 et 'hypothese de récurrence les équivalences
faibles de CDGA suivantes :

STICOAL A )~ STA & A
C(aAd-1,4)

a1 L —1
~ S A ® S™A
S-10(dAd-1,A)

~STTA & STA~COAY ST A)
C(8Ad—1 5-14)

Ceci acheéve la démonstration.

Démonstration 2. Quitte a considérer un remplacement fibrant de K, il suffit de montrer
que le théoreme 1.2.3 est vrai pour les ensembles simpliciaux fibrants, pointés et connexes.
Un tel ensemble simplicial K contient toujours un sous-ensemble simplicial minimal M
qui est un rétracte par déformation de K et qui contient le point de base!®. Il suffit
donc de montrer que le théoréme 1.2.3 est vrai pour les ensembles simpliciaux minimaux
et connexes. D’apres le paragraphe B.3, un tel ensemble simplicial M arrive avec une

équivalence faible d’ensemble simplicial pointé

M ~ hocolim A"

*—= A — M

Puisque la localisation et le foncteur de Hochschild supérieur préservent ?° les colimites
homotopiques, on a d’apres 'exemple 1.2.2.2 les équivalences faibles d’ensembles simpli-

claux

S™'C(M, A) ~ hocolim S™'C(A", A) ~ hocolim C(A™ S™'A) ~C(M,S™'A)

*— A" — M *— AN — M

ce qui acheve la démonstration.

18. Hov99, p. 75.
19. May82, p. 36.
20. GTZ14, p. 648.
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1.2. Localisation

Corollaire 1.2.4. Soient d > 0 un entier et S une partie multiplicative d'une algebre A.

Le morphisme canonique de CDGA
STICH(A) ——= Cl(S~1A)

est un quasi-isomorphisme.
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CHAPITRE 2

COHOMOLOGIE DE HOCHSCHILD
D’ORDRE SUPERIEUR DES SCHEMAS

Dans tous ce chapitre, si rien d’autre n’est spécifié, on suppose que k est un corps
de caractéristique nulle. On rappelle que toutes les algebres sont supposées associatives,

commutatives et unitaires sur k.

Soient K un ensemble simplicial et O un préfaisceau d’algebre sur un espace topolo-

gique X. On définit le préfaisceau de Hochschild supérieur sur X par
C(K,0): Ur—=C(K,0())

Pour tout entier d > 0, on notera Cl(0) = C(S?, O) et HI(O) = H(C[d}(O)) en
suivant la définition 1.1.1. D’apres 'exemple 1.0.2, O est un rétract de C'(x,O) en tant
que préfaiscau de CDGA et tout ensemble simplicial pointé K munit systématiquement
C(K,O) d’une structure de préfaiceau de CDGA sur O. Aussi, I'exemple 1.1.2 induit un
isomorphisme de préfaisceau d’algebre H([)d]((’)) >~ O qui permet de voir tout O-module

comme un C%(O)-module via le morphisme de préfaisceau de CDGA sur X
Cc(O)—0O

donné par la projection naturelle d'un préfaisceau de CDGA gradué positivement sur son

homologie de degré 0.

Lorsque O est le préfaisceau structural d'un espace annelé X, on note C(K, X) le fais-
ceau de CDGA sur X associé a C'(K, Q). Rappelons que dans ce cas, la catégorie Ch(QOx)

des complexes de Ox-module admet une structure de modele injective! telle que les équi-

1. Hov01, p. 5; Hov99, p. 13; Spa88, p. 129.
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valences faibles sont les quasi-isomorphismes, les cofibrations sont les monomorphismes
et les objets fibrants sont injectifs au sens de Spaltenstein. En particulier, le foncteur du

complexe hom

HomCh(@X) . Ch(Ox)Op X Ch(OX) —— Ch

admet un foncteur dérivé & droite.

Lorsque K est pointé, on peut définir la K-cohomologie de X a coefficients dans un
compleze de Ox-module D, soit H(K, X, D), en prenant la cohomologie du complexe hom
dérivé RHomep(oy) (C (K, X), D). Nous sommes particulierement intéressés par le cas ou

K = S% et D est un Ox-module vu comme un complexe concentré en degré 0.

Définition 2.0.1. Soient d > 0 un entier et X un espace annelé. On définit
cd = c(s?, X)
le faisceau de Hochschild d’ordre d de X. Soit F un Ox-module. On définit
Hg(X,F)=H <RHomCh(ox) (c¥, f))
la cohomologie de Hochschild d’ordre d de X a coefficients dans F. On note en particulier
Cx =CY¥
le faisceau de Hochschild de X et
HH(X,F) = Hy(X,F)

la cohomologie de Hochschild X a coefficients dans F.

Lorsque X est un schéma, on retrouve la définition de Grothendieck et Loday? pour
d = 1. En effet, si on choisit une résolution injective de Ox-module F — Z, alors on
obtient® un remplacement fibrant Z du complexe de Ox-modules F. Ainsi, le complexe

de chaine Homenoy)(Cx,Z) calcule le complexe hom dérivé RHomCh(ox)(CX,}" ) et sa

2. Swa96, p. 60.
3. Hov01, p. 10.
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cohomologie calcule le foncteur hyperext Exto, (Cx, F).

Exemple 2.0.2. Un schéma non-séparé. Soient A une algebre sur un corps quelconque

et s € A tel que le morphisme canonique A — A, n’est pas surjectif. On considére
S = Spec(A), U = D(s) ={pe S:s¢ptet X =S5UyS le schéma S ou le fermé
Z=V(s)=S8\U est dédoublé*. Le schéma X n’est pas séparé¢ et on a

FOX = POS X0g(U) FOS =A XA, A
ce qui induit le diagramme de schéma

ls: S—™=X-2~8
J

La relation 7*p* = j*p* = 1lp4_moa montre d'une part que le fonteur p* est exact, ce qui

revient & dire® que l'adjonction
p* : Ch(@g) D Ch(OX) P P«

est de Quillen ; et d’autre part que pour tout ensemble simplicial K, il existe une équiva-
lence faible de faisceau de CDGA sur X

C(K,X)=pC(K,S) ~LpC(K,X)

En dérivant ® I'adjonction enrichie Homepog) 0 (p* x 1) = Homenoy) © (1 X pi), on obtient

pour tout complexe de Ox-modules D un isomorphisme naturel
H"(K,X,D)= H"(K, S,Rp.D)

Au paragraphe 3.1, nous calculerons avec plus de précision les groupes de cohomologie
HH"(X,F) pour tout Ox-module F.

Lorsque X est un schéma séparé, on peut restreindre les préfaisceaux sur X aux

4. Gro60, p. 1.101, 1.138.
5. Hov01, p. 10.
6. Hov99, p. 17.
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ouverts affines de X. Pour se rapprocher de la définition de Gerstenhaber et Schack”,
on souhaiterait pouvoir définir la cohomologie de Hochschild d’ordre d de X a coeffi-
cients dans un C14=1(O)-module M en prenant la cohomologie du complexe hom dérivé
RHomga-1(0y (O, M) avec la convention ClO(0) = ©O° = O ® O. Nous donnerons un
sens a ce complexe hom dérivé au paragraphe 2.3 puis établirons une équivalence entre
les deux définitions précédentes de la cohomologie de Hochschild d’ordre supérieur d’un
schéma séparé a coefficients dans un faisceau quasi-cohérent au paragraphe 2.4 en appli-

quant exemple 1.0.1 au poussé-en-avant homotopique S% ~ % Ug,_, *.

2.1 Décomposition de Hodge

Pour obtenir une décomposition de Hodge de la cohomologie de Hochschild d’ordre
supérieur, nous allons aussi utiliser des techniques® trés proches de celles de Swan ainsi

que le théoreme de Pirashvili.

Pour tout espace annelé X et tout ensemble simplicial pointé K, on peut définir le
faisceau de la K-homologie de X par H(K, X) = H(C(K, X)). Ce faisceau est également ?

le faisceau associé au préfaisceau sur X
g H(K, OX(U))

D’apres le théoreme 1.2.3, si X est un schéma et K est connexe alors les faisceaux
H, (K, X) sont quasi-cohérents tels que pour tout ouvert affine U de X, le faisceau
H, (K, X)|y est associé a Hq<K, OX(U)).

Nous sommes particulierement intéressé par le cas ou K = S

Définition 2.1.1. Soient d > 0 un entier et X un espace annelé. On définit

HY = H(CY)

7. Swa96, p. 63.
8. Swa96, p. 60-62.
9. Grob7, p. 155.
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le faisceau de I’homologie de Hochschild d’ordre d de X. On note en particulier
Hy = HY

le faisceau de I’homologie de Hochschild de X .
On peut calculer les premiers degrés de ces faisceaux dans le cas des schémas séparés.

Exemple 2.1.2. Soit X un schéma séparé sur un corps quelconque. Pour tout entier

d > 0, il existe un isomorphisme naturel de Ox-module

Ox sig=0
HY, =20 si0<qg<d
QL sig=d

I1 a déja été construit sur tout ouvert affine U de X dans I'exemple 1.1.2 puisque '°
Oxlv = Qp

Ces isomorphismes naturels sont compatibles avec les restrictions, ce qui nous permet de

les recoller .
On peut calculer les degrés suivants dans le cas des schémas séparés et lisses.

Théoréme 2.1.3. Soient d > 0 un entier et X un schéma séparé et lisse. Il existe un

isomorphisme naturel de Ox-module

Qﬁ( si ¢ = jd & d est impair
H[)?{q = S@X(Qk) si ¢ = jd & d est pair
0 sidtq

Démonstration. On utilise le méme argument que dans I'exemple 2.1.2 : cet isomorphisme

naturel est donné !? sur tout ouvert affine U de X par le théoréme de Pirashvili. Il suffit

10. Gro67, p. 57, 60.
11. Har77, p. 67.
12. Gro67, p. 61.
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alors de montrer que le foncteur de restriction | commute avec les puissances extérieures
et symétriques : pour tout Ox-module F et tout entier j > 0, les Ox-modules /\ZQX (F)

et S{QX (F) sont respectivement définis par la colimite du foncteur
G} g @ X—mod

correspondant aux actions signature et triviale sur F®’ et les foncteurs de restriction

t 13 avec les colimites et les produits tensoriels.

commuten
L’étude du faisceau d’homologie de Hochschild supérieure est déterminante pour cal-

culer la suite spectrale de Hodge aboutissant a la cohomologie de Hochschild supérieure.

Proposition 2.1.4. Soient X un espace annelé, K un ensemble simplicial pointé et F un

Ox-module. Il existe une suite spectrale naturelle

By = Bxt}, (M (K, X),F) = H"I(K,X,F)

Démonstration. De la méme fagon que l'on a pu calculer la cohomologie de Hochschild
d’ordre 1 de X a coefficients dans JF, on peut choisir une résolution injective de Ox-
modules F — Z pour obtenir un remplacement fibrant Z du complexe de Ox-module
F. On dispose ensuite d'un double complexe E{? = Homgp, (Cq(K , X ),Ip) ayant pour
cohomologie totale H(K, X, F). Si on le filtre selon les colonnes ' alors on obtient la suite
spectrale annoncée puisque la premiere page F; est la cohomologie verticale qui est par
ailleurs préservée par le foncteur exact Homp, (  ,ZP) et la deuxieme page Es est la

cohomologie horizontale qui calcule les foncteurs ext :

EP = HA (Homox (C(K, X),Ip)> ~ Homo, (Hq(K, X),IP)

B = 17 (Homoy (H,(K, X), ) ) = Bxth, (Hy(K, X), F)

En utilisant la suite spectrale de Hodge avec K = S¢, on obtient la décomposition de

Hodge pour la cohomologie de Hochschild d’ordre supérieur des schémas séparés et lisses.

13. Gro60, p. 1.41-1.42.
14. Wei9%4, p. 141.
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Théoreme 2.1.5. Soient d > 0 un entier, X un schéma séparé et lisse et F un O x-module.

Si d est impair alors il existe un isomorphisme naturel

Hig(X,F)= @ H'(X, TR ®F)

pt+jd=n

ot T3 = (%)V. Si d est pair alors il existe un isomorphisme naturel

Hy(X, F)= @ H'(X, 8 ®F)

p+jd=n
ot 8 = S, (%)Y,
Démonstration. On montre d’abord que la suite spectrale de la proposition 2.1.4
By = Bxth, (MY, F) = HI(X,F)
- Ox \"" X, [d] '

dégénere a la page E,. Swan a déja traité® le cas d = 1 : la A-décomposition de Loday

t 16 une décomposition Cx = @, C? telle que H,(C®) = 0si g # i. Par conséquent

indui
la page E, est une somme direct de simple colonne et les différentielles sont nulles. Pour
d > 2, on peut utiliser le théoreme 2.1.3 : on a ’H[;gq # 0 seulement si d divise ¢ donc a la

page FEjs, chaque ligne non nulle est encadrée par des lignes nulles :

0 0 0 0 0
Eg—i—Q,jd Eg+1,jd Eg,jd Egl/,jdE;Q,jd
0 0 0 0 0

15. Swa96, p. 62.
16. Swa96, p. 145, 103.
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Ainsi les différentielles sont nulles et on a un isomorphisme naturel

Hy(X, F)= @ Bxth, (MY, F)= @ Bxth (KT, F)

p+g=n p+jd=n

Calculons a présent Ext?, (H[)C(l]’jd, F ) On peut utiliser la suite spectrale de Grothendieck

induite 17 par Homg (Hnga ) =I1"oHomo, (H%{jd, ) :
P — g (X, Extl, (H_E‘i{jd,f)> — Exth?(HY, F)

Puisque X est lisse, H[)Cf]’jd est 1® localement libre de rang fini et pour tout ¢ > 0, on a '?

Extl, (H[)Ugjd, F ) = 0. Ainsi, la suite spectrale F' induit un isomorphisme naturel
d ~ d
Extly, (K, F) = B (X, Homoy (HE,. f))

Enfin, le morphisme?° naturel (’H[)?]’jd) ® F — Homo, (7—[ X.jds f) est un isomorphisme,

ce qui acheve la démonstration.

Exemple 2.1.6. On peut visualiser les groupes de cohomologie de Hochschild supérieure

d’ordre d d'un schéma séparé et lisse X a coefficients dans un Ox-module F :

H{y (X, F)=TF

ﬁf}ﬂ(x, F) = H"(X,F) 0<n<d
Hiy(X, F) =2 HY(X, F) o T(Tx ® F)

Hpy(X, F) = HY(X, F) e X, Tx ® F) d<n<2d

HZH(X, F) = H*(X, F)© HY(X,Tx @ F) @ T(D% ® F)

17. Gro57, p. 148.
18. Gro67, p. 59.

19. Gro57, p. 189.
20. Gro60, p. 1.49.
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ot Tx = Tt = Sk = (Q%)Y et D est T3 si d est impair et S% si d est pair. En supposant

d > dim(X), on a?! pour tout entier n > 0 un isomorphisme naturel
HW(X,F) = H'(X, Dk ® F)

ou n = jd + p est la division euclidienne de n par d avec p le reste.

2.2 Schémas Affines

La définition 2.0.1 nous amene a la question suivante. La cohomologie de Hochschild
supérieure d’un schéma affine est-elle isomorphe a la cohomologie de Hochschild supé-

rieure 22 de 'algeébre sous-jacente ? Plus précisément, a-t-on un isomorphisme
H(K, Spec(A), M) = H(K, A, M)

pour tout ensemble simplicial pointé K, toute algebre A et tout A-module M ? L’exemple
1.2.2.3 montre qu’en général, le complexe de faisceau C(K, Spec(A)) n’est pas équivalent

au complexe de faisceau associé au complexe de Hochschild supérieur C (K, A).

Grace au théoreme 1.2.3, nous allons répondre positivement a cette question lorsque
I’ensemble simplicial pointé K est connexe. Nous allons également comparer dans ce cas

la suite spectrale de Hodge de la proposition 2.1.4 avec la suite spectrale de Pirashvili 23.

Soit X = Spec(A) un schéma affine. On considere le foncteur 24

~ : A—mod —= Ox—mod

qui associe a tout A-module M le Ox-module quasi-cohérent M. Loutil principal de ce

paragraphe est 'adjonction de Quillen suivante.

21. Grobd7, p. 170.
22. Ginl7, p. 15.
23. Pir00, p. 165.
24. Gro60, p. 1.85.
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Proposition 2.2.1. Soit X = Spec(A) un schéma affine. Les foncteurs
~ : Ch(A) ——=Ch(Ox) : T

forment une adjonction de Quillen pour les structures de modele injectives. Soient C' un
complexe de A-module et M un A-module. Il existe une équivalence faible naturelle de

complexes de chaine

RHomCh((’)x) (CV’, M) >~ RHOHICh(A) (C, M)

Démonstration. L’adjonction ?® est un résultat classique. Il nous suffit 2° de montrer que le
foncteur ~ préserve les cofibrations et les cofibrations triviales, ce qui est une conséquence
de son exactitude?”. On obtient 1’équivalence faible annoncée en dérivant 2® I’adjonction
enrichie Homepoy) 0 (~ x1) = Homepoy) o (1 x I'). En effet, le foncteur ~ est son propre
foncteur dérivé puisque tous les objets de Ch(A) sont cofibrants et on a une équivalence
faible naturelle de complexe de A-module M ~ RI'M puisque les faisceaux quasi-cohérents

n’ont pas?” de cohomologie sur X.

Pour obtenir le théoréme principal de ce paragraphe, nous avons besoin d'une version

faisceautique du théoreme 1.2.3.

Lemme 2.2.2. Soient K un ensemble simplicial pointé et connexe et X = Spec(A) un

schéma affine. Le morphisme canonique de faisceau de CDGA sur X

—_—

C(K,A) —C(K, X)

est un quasi-isomorphisme.

25. Har77, p. 124.
26. Hov99, p. 14.
27. Gro60, p. 1.85.
28. Hov99, p. 17.
29. Gro60, p. IT1.88.
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Démonstration. Ce morphisme est donné sur les ouverts D(s) = {p € X : s ¢ p} par
C(K, A)s —= C(K, A;) —=C(K, X)(D(s))
D’apres le théoreme 1.2.3., les préfaisceaux de CDGA sur X
D(s)——=C(K,A)s & D(s)——=C(K,Ay)
sont quasi-isomorphes. Ainsi®?, les faisceaux associés sont quasi-isomorphes.

Théoréme 2.2.3. Soient K un ensemble simplicial pointé et connexe, X = Spec(A) un

schéma affine et 7 = M un Ox-module quasi-cohérent. Il existe un isomorphisme naturel

H(K,X,F)~ H(K,A M)

Démonstration. Le lemme 2.2.2 et la proposition 2.2.1 induisent deux équivalences faibles

naturelles
RHomcp (o) (C(K, X), M’) ~ RHomcy(oy) (C’(K, A), M’) ~ RHomcp4) (C(K, A), M)

et le complexe hom dérivé RHomcy ) (C (K,A),M ) peut étre calculé par le complexe de
chaine Homgy(a) (C(K JA), M ) En effet, pour tout entier n > 0, A®K»\* st un espace
vectoriel, donc A®E» est un A-module libre. Cela implique®' que C'(K, A) est objet cofi-

brant de Ch(A) pour la structure de modele projective.

Corollaire 2.2.4. Soient d > 0 un entier, X = Spec(A) un schéma affine et F = M un

Ox-module quasi-cohérent . Il existe un isomorphisme naturel

Hig (X, F) = Hig (A, M)

30. Grob7, p. 155.
31. Hov99, p. 42.
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Remarque 2.2.5. Schémas projectifs. Soient A = @, cn A, une algebre positivement
graduée et X = Proj(A) le schéma projectif associé3?. Pour tout ensemble simplicial

pointé et connexe K, le morphisme canonique de faisceau de CDGA sur X

—_——

C(K,A)——=C(K,X)
de lemme 2.2.2 est également un quasi-isomorphisme. Ici Cm) est le Ox-module asso-
cié 3 au A-module gradué C, (K, A) = @,y Cy(K, A,). Dans ce contexte, ce morphisme
est donné sur les ouverts Dy (s) ={p € X : s ¢ p} par

(O, A),) = C (K. (A)o) —=C(K, X) (D4 (5))

D’apres le théoreme 1.2.3, il suffit de vérifier que les différentielles de Hochschild préservent

la graduation de A : pour toute application f: L — L', on a

- Q.

zeL

7.(®a.)

xeL

(11 «)

yeL' “f(z)=y

=Z(£fwzzmb

yel' *f x€L

ou |a| désigne le degré d’un élément homogene a. Analogue a celle de la proposition 2.2.1,

il existe une adjonction de Quillen
~ : Ch(A — grmod) ——=Ch(Ox) : T\

mais en général, il n’existe pas d’équivalence faible entre les complexes hom dérivés com-
parable a celle de la Proposition 2.2.1 puisque les Ox-modules quasi-cohérents peuvent

34

avoir °* une cohomologie de faisceau non triviale sur X.

Etant donné le théoréme 2.2.3, on souhaite comparer les deux suites spectrales qui
approchent la cohomologie de Hochschild supérieure d'un schéma affine. Soit Vectgi, la
catégorie des foncteurs contravariants sur la catégorie des ensembles finis pointés a valeurs
dans la catégorie des espaces vectoriels. A tout foncteur F' : (Fin’) " 5 Vect et a tout

ensemble simplicial pointé K, Pirashvili associe un espace vectoriel cosimplicial F'(K') en

32. Gro60, p. 11.25-11.30.
33. Gro60, p. I11.30-11.31.
34. Gro60, p. I11.100.
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prenant la composition
F(K): A"~ (Fin')” —£- Vect
et par suite une suite spectrale qui approche sa cohomologie
B} = ExtYee,., (jq (H(K)),F) — H""(F(K))

olt J est la version duale et graduée du foncteur de Loday 3 et H(K) est la cogebre 3¢
de I'homologie simpliciale de K a coefficients dans k. On s’intéresse au cas ou K est
connexe et ou F est le foncteur H (A, M) = Hom 4 (E(A, A), M) pour une algebre A et un
A-module M de sorte que la cohomologie de F(K) est la K-cohomologie de Hochschild 37
de A a coefficients dans M.

Soit Chyyy la catégorie des foncteurs contravariants sur la catégorie des ensembles finis
pointés a valeurs dans la catégorie des complexes de chaine. Elle admet une structure de
modele dite projective®® telle que les équivalences faibles sont les quasi-isomorphismes,
les fibrations sont les épimorphismes et les objets cofibrants sont projectifs au sens de

Spaltenstein. En particulier, le foncteur du complexe hom
op
Homeny,, : (Chpin) % Chpi — Ch

admet un foncteur dérivé & droite.

Pour obtenir un isomorphisme entre la suite spectrale de Hodge de la proposition 2.1.4

et celle de Pirashvili, nous allons également utiliser une adjonction de Quillen.

Proposition 2.2.6. Soit A une algebre. Les foncteurs
®Fin'£(A7A) : ChFin/ :Ch(A> : 7—[<A7 )

forment une adjonction de Quillen. Soient F : (Fin’ )Op — Vect un foncteur et M un

35. Pir00, p. 158.

36. MayS82, p. 137.

37. Ginl7, p. 15.

38. Hir03, p. 224; Hov99, p. 13; Spass, p. 128.
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A-module. Il existe une équivalence faible naturelle de complexes de chaine

RHormcn(a (F & /;(A,A),M) ~ RHomen,,,, (F, H(A, M))

Fin’

Démonstration. L’adjonction® est un résultat classique. Il nous suffit*° de montrer que
le foncteur H (A, ) préserve les fibrations et les fibrations triviales, ce qui est une consé-
quence de son exactitude : pour tout entier n > 0, A®"~! est un espace vectoriel, et donc
A®" un A-module libre. On obtient I’équivalence faible annoncée en dérivant *! ’adjonc-
tion enrichie Homep(a) o (®Fin’ L(A,A) x 1) & Homep,, , © (1 x H(A, )) En effet,
H(A, ) est son propre foncteur dérivé puisque tous les objets de Ch(A) sont fibrants.

Remarquons ici qu’une adjonction plus générale aurait pu étre énoncée avec un fonc-
teur arbitraire G : Fin’ — Vect a la place de L(A, A), de sorte que le foncteur dérivé
Rk G existe toujours. Pour tout ensemble simplicial fini pointé L, Pirashvili définit un
foncteur

hy : (Fin')® ——sVect

qui associe a tout ensemble fini pointé K l'espace vectoriel libre sur Homgy (K, L). La
structure simpliciale de hy(K) est naturellement induite par la structure simpliciale de L.

Pirashvili a montré 2 qu’il existe un isomorphisme naturel d’espace vectoriel simplicial
h @ G = G(L)

On peut calculer I'homologie de G(L) avec cette formule.

Lemme 2.2.7. Soient K un ensemble simplicial fini pointé et F' : Fin’ — Vect un

foncteur. Il existe une équivalence faible naturelle de complexes de chaine

Hy(hi) & F =~ H,(F(K))

Fin’

39. Mac98, p. 222-227.
40. Hov99, p. 14.
41. Hov99, p. 17.
42. Pir00, p. 156.
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Démonstration. Le foncteur hy est*® cofibrant dans Chgyy,y donc

H(hg) © F ~ Hq<hK & F) = H,(hi O F) = H,(F(K))

Fin’ Fin’

Théoréme 2.2.8. Soient K un ensemble simplicial pointé et connexe, X = Spec(A) un

schéma affine et F = M un Ox-module quasi-cohérent. Les deux suites spectrales

Exth, (Hy(K, X), F) = H""(K,X,F)

Bxtfec, (jq (H(K)), H(A, M)) — HPY(K, A, M)

sont naturellement isomorphes.

Démonstration. Le lemme 2.2.2 et la proposition 2.2.1 induisent les isomorphismes naturels

e~

Extly, (M, (K, X), F) = Exth, (Hq(K, ), M) ~ Ext!y(H,(K, A), M)
et le lemme 2.2.7 et la proposition 2.2.6 induisent les isomorphismes naturels

Extly(H, (K, 4), M) = 17 (RHoman ) (Hy (K, 4), M) )
~ v (]RHomCh(A) <Hq(hK) é £(A,A),M>)
Fin’
~ v <RH0mCth, (Hq(hK),H(A,M))) — Exthreer,,., (Hy(hi), H(A, M)

pour tous entiers p,q > 0. Ceci achéve la démonstration puisque Pirashvili a montré+4

que la seconde suite spectrale est en fait isomorphe a la suite spectrale

Exteey,,, (Ho(hic), H(A,M)) = HP* (HOmVectFm, (hic, H(A, M)))

43. Pir00, p. 154.
44. Pir00, p. 165-166.
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Corollaire 2.2.9. Soient d > 0 un entier, X = Spec(A) un schéma affine et F = M un

Ox-module quasi-cohérent. Les deux suites spectrales
d
Exth, (MY, F) = HL(X, F)

Bl (T2 (H(S), 1A M) = HE(A, M)

sont naturellement isomorphes.

En particulier, si A est une algebre lisse alors X = Spec(A) est séparé et lisse et la dé-

composition de Hodge du théoréme 2.1.5 est isomorphe a la décomposition de Pirashvili #°.

2.3 Modules sur un préfaisceau de CDGA

Dans tous ce paragraphe, k est un corps quelconque.

Soit X un schéma séparé. On appelle préfaisceau sur X tout foncteur contravariant
défini sur la catégorie Aff(X) des ouverts affines de X et on note Ch(X) la catégorie des
préfaisceaux de complexe de chaine sur X. Munie du produit tensoriel ponctuel ®, du
préfaisceau complexe hom Hom et de la structure projective®®, Ch(X) est une catégorie
de modele monoidale symétrique cofibramment engendrée telle que les équivalences faibles
sont les quasi-isomorphismes, les fibrations sont les épimorphismes, les cofibrations géné-
ratrices sont les morphismes (S™ 1) — (D")y et les cofibrations triviales génératrices
sont les morphismes 0 — (D")y. Ici on utilise les notations 4" de Hovey et Cp désigne le

préfaisceau constant égale & C sur U étendu par zéro*® sur X.

La construction suivante peut étre effectuée avec un préfaisceau de DGA sur une base
d’un espace topologique. Notre contexte nous ameéne a travailler avec un préfaisceau de

CDGA sur les ouverts affines d’un schéma séparé.

45. Pir00, p. 166.
46. Hir03, p. 224 ; Hov99, p. 111.
47. Hov99, p. 41.
48. Har77, p. 68.
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Théoréme 2.3.1. Soit A un préfaisceau de CDGA sur un schéma séparé X. La caté-
gorie A—mod des préfaisceaux de A-module sur X est une catégorie de modele monoi-
dale symétrique cofibramment engendrée telle que les équivalences faibles sont les quasi-
isomorphismes et les fibrations sont les épimorphismes. De plus, si M — N est une
cofibration de A-module alors M(U) — N(U) est une cofibration de A(U)-module pour
tout ouvert affine U de X.

Démonstration. La catégorie A—mod est la catégorie des algeébres sur la monade *°
A® : Ch(X)—— Ch(X)

Ce foncteur commute avec les colimites. De plus, pour tout A-module M, I'ensemble des
morphismes de A-module A ® (S")y — M est en bijection avec M,,(U) de sorte que
A ® (S™)y un petit objet de A—mod. Puisque tout les objets de Ch(X) sont fibrants,
il suffit® de montrer que tout A-module M admet un object chemin pour obtenir la

structure de modele : soit I le complexe de chaine borné en bas

0 Kk k ok
1—>(1,—1)

Pour tout complexe de chaine C, le complexe hom C? = Hom(I,C) est un objet chemin
de C. Puisque les équivalences faibles et les fibrations sont définies ponctuellement dans
Ch(X), le préfaisceau M’ : U +— M(U)! est un objet chemin A-module M. Pour étudier
les cofibrations de A—mod, on considere le produit des foncteurs des sections sur les

ouverts affines de X

I': A—-mod —— T[] (A(U)—mod)

UEAF(X)

Il admet un adjoint a droite qui associe a toute famille (My)yeas(x) le A-module

Ur—— H MV
VcUu

C’est un foncteur exact donc®! I' est un foncteur de Quillen & gauche.

49. Mac98, p. 140, 142.
50. SS00, p. 16, 9.
51. Hov99, p. 14.
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Si A est un préfaisceau de CDGA sur un schéma séparé alors le théoreme 2.3.1 nous
permet de dériver 52 le produit tensoriel ponctuel ® 4 ainsi que le complexe hom Hom 4.
On peut évaluer ce produit tensoriel dérivé sur un ouvert affine de la méme facon que le

produit tensoriel classique.

Lemme 2.3.2. Soient A un préfaisceau de CDGA sur un schéma séparé X et M, N

deux A-modules. Pour tout ouvert affine U de X, on a
L
(M %N)(U) ~ M(U) & N(U)
Démonstration. D’apres le théoreme 2.3.1, si Q@ est un remplacement cofibrant du A-

module M alors Q(U) est un remplacement cofibrant du A(U)-module M(U) et on a

(Q@AN)(U) = QU) @0y N(U)

Nous concluons ce paragraphe par un lemme de changement de base dérivé.

Lemme 2.3.3. Soient A — B un morphisme de préfaisceau de CDGA sur un schéma

séparé X, M un A-module et N' un B-module. Il existe une équivalence faible naturelle

RHomB<B§M,N> ~ RHom 4 (M, N)

Démonstration. En fait, on peut obtenir une équivalence faible de préfaisceau de complexe
de chaine sur X en dérivant 33 I'adjonction enrichie Hompgo (B®4 x1) = Hom 4. En effet,
le foncteur d’oubli B—mod — A—mod est son propre foncteur dérivé a droite puisque

tous les objets de B—mod sont fibrants.

Remarque 2.3.4. Soit A un préfaisceau de CDGA sur un schéma séparé X. On peut
voir que si M — N est une cofibration (triviale) de A-module alors M, — N, est une

52. Hov99, p. 115-116.
53. Hov99, p. 17; Mac98, p. 222-227.
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cofibration (triviale) de A,-module pour tout € X. En effet, si f : ¥ — X est une
application affine® et A — f.B est un morphisme de préfaisceau de CDGA sur X alors

on a une adjonction de Quillen
f*: A—mod — B-mod : [,

puisque® f, est exact. On peut appliquer ce résultat & = : * — X et A — x,A,.

2.4 Lien entre les deux définitions

Le paragraphe 2.3 nous permet d’introduire la définition suivante.

Définition 2.4.1. Soient d > 0 un entier, X un schéma séparé, O son préfaisceau struc-
tural et F un O-module. On définit

Hig (O, F) = H(RHomgii-110)(O, F))

la cohomologie de Hochschild supérieure d’ordre d de O a coefficients dans F.

Avec notre convention C%(0) = ©¢, on retrouve la définition de Gerstenhaber et
Schack®® pour d = 1. En effet, si on choisit ®” une résolution projective de O°-module
P — O alors on obtient un remplacement cofibrant P du complexe de O¢-module O. Ainsi,
le complexe de chaine Homepoe) (P, F) calcule le complexe hom dérivé RHomepoe) (O, F)

et sa cohomologie calcule le foncteur ext Extoe (O, F).

Pour relier la définition 2.0.1 et la définition 2.4.1 pour les schémas séparés, nous
devons passer des préfaisceaux aux faisceaux et vice versa. Notons par + le foncteur de

faisceautisation et par # foncteur d’oubli.

54. Gro60, p. 11.6.
55. Hov99, p. 14.
56. Swa96, p. 63.
57. Grob7, p. 135.
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Lemme 2.4.2. Soient X un schéma séparé et O son préfaisceau structural. Les foncteurs

suivants forment une adjonction de Quillen.

+ : Ch(0)=—=Ch(Ox) : #

Démonstration. L’adjonction ®® est un résultat classique. II suffit ® de montrer que le fonc-
teur + préserve les cofibrations et les cofibrations triviales, ce qui est une conséquence %°

de la remarque 2.3.4.

On peut a présent démontrer que la définition 2.0.1 et la définition 2.4.1 coincident
pour les schémas séparés et les faisceaux n’ayant pas de cohomologie de faisceau sur leurs

ouverts affines, par exemple les faisceaux quasi-cohérents.

Théoreme 2.4.3. Soient d > 0 un entier, X un schéma séparé, O son préfaisceau struc-
tural et F un Ox-module n’ayant pas de cohomologie de faisceau sur les ouverts affines

de X. Il existe un isomorphisme naturel

Higp(X, F) = Hiy (0, F*)

Démonstration. On dérive ® I'adjonction enrichie Homep(oy)o(+x 1) = Homepoyo (1 X #)

induite par le lemme 2.4.2 pour obtenir une équivalence faible naturelle
RHomCh(ox) (Cg?} > F) >~ RHomCh(O) <C[d] (O), f#)

car L+ ~ + par exactitude %2, Cg?] = Cl(O)* par définition et F ~ F&# par hypothese.
D’apres exemple 1.0.1 appliqué au poussé-en-avant homotopique S¢ ~ x U’S‘d_l x et le

lemme 2.3.2, il existe une équivalence faible naturelle de O-module

cldoy~0 © 0
cli-11(0)

58. Har77, p. 64.
59. Hov99, p. 14.
60. Hov99, p. 43; Grob7, p. 155.
61. Hov99, p. 17.
62. Gro57, p. 155.
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Avec le lemme 2.3.3, on obtient les équivalences faibles naturelles

RH cl(o). F#) ~ RU 0 © O.F*)~RH 0. F#
OmCh(O)< (0), )— omcnp(0) C[dg%(o) : ~ RHom -1y (O, F7)

Remarque 2.4.4. Si X est un schéma et F un Ox-module quasi-cohérent alors F n’a
pas % de cohomologie de faisceau sur les ouverts affines de X. On peut donc appliquer le

théoreme 2.4.3 lorsque X est séparé.

63. Har77, p. 113; Gro60, p. ITL8S.
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CHAPITRE 3

COHOMOLOGIE DE HOCHSCHILD DES
SCHEMAS

Dans tous ce chapitre, k est un corps quelconque. On rappelle que toutes les algebres

sont supposées associatives, commutatives et unitaires sur k.

Swan définit la cohomologie de Hochschild d’un schéma X a coefficients dans un Ox-
module F par Exto,, , (6.0x,0,F) oud : X — X X X est le morphisme diagonal de X.
Il a montré! que ce foncteur ext coincide avec le foncteur hyperext Exto, (Cx,F) si X
est un schéma quasi-projectif. Nous allons généraliser ce fait en montrant que cela est vrai
pour tous les schémas séparés en utilisant le produit tensoriel dérivé de faisceau ainsi que

les foncteurs image directe et image inverse dérivés 2.

Cette définition arrive avec la suite spectrale de Grothendieck® usuelle

HP (X x X, Exth,  (0.0x,6.F)) = Extl? (5.0x,0.F)

Oxxx Oxxx

Nous montrerons qu’elle est isomorphe a la suite spectrale de la proposition 2.1.4 lorsque,

par exemple, X est un schéma séparé et lisse.

3.1 Généralisation du théoreme de Swan

Soit X un espace annelé. Le produit tensoriel de complexes de Ox-module est déri-

vable en prenant une résolution plate de Spaltenstein® de I'un des deux facteurs. Il existe

1. Swa96, p. 60.
2. Spa88, p. 147.
3. Grob7, p. 148.
4. Spa88, p. 140, 139, 147.
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une relation entre ce produit tensoriel dérivé et le produit tensoriel dérivé de préfaisceau

défini au paragraphe 2.3.

Lemme 3.1.1. Soient O un préfaisceau d’algebre sur un schéma séparé X et C, D deux
complexes de OF-module. Il existe une équivalence faible naturelle de complexes de O7-

modules

+ L
@#épﬂ ~C&D
O o+

Démonstration. Soit Q un remplacement cofibrant du complexe de O-module C#. Le
complexe de O-module Q ®p D# calcule le produit tensoriel dérivé C#* @% D#. D’apres
la remarque 2.3.4, Q, est cofibrant dans Ch(O,) pour tout x € X donc® QF — C#+ =
est une résolution plate de Spaltenstein sur OF et le complexe de OT-module Q" ®p+ D
calcule le produit tensoriel dérivé C ®%. D. Enfin, I'unité 1 — #+ induit un morphisme

de complexe de O"-modules
(Q ®o D#)+ - (Q+# R0 D#)+ - (Q+# R+ D#)+ = Ot ®p+ D
Puisque (Q ®p D¥) = QF ® o+ D, pour tout @ € X, c’est un isomorphisme.

Soit f : X — Y un morphisme d’espace annelé. Les foncteurs f* et f, sont également
dérivables en prenant un certain type de résolution® et les foncteurs Lf* et Rf, arrivent
avec des adjonctions enrichies dérivées. Considérons le cas de l'inclusion 72 : Z — X d'un

fermé Z de X. Pour tout Oz-module F et tout € X, il existe " un isomorphisme naturel

F, sizxe”Z

mf%g{o siz ¢ Z

et donc la coiinité 714, — 1 est un isomorphisme naturel.

5. Hin97, p. 9; Spa88, p. 139.
6. Spa88, p. 147.
7. Har77, p. 68.
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Lemme 3.1.2. Soient 7 : X — Y un morphisme d’espace annelé et C un complexe de
Ox-module. Si 7 est un homéomorphisme sur un fermé de Y alors il existe une équivalence

faible naturelle de complexe de Ox-module

Li*i,C~0x ® C
’i_loy

Démonstration. Soit @ — i,C une résolution plate de Spaltenstein sur Oy. Le com-
plexe de Ox-modules i*Q calcule le foncteur dérivé Li*i,C. De plus, i 1Q — i1, = C
est ® une résolution plate de Spaltenstein sur i 'Oy et donc le complexe de Ox-module
Ox ®i—10, (i71Q) calcule le produit tensoriel dérivé Ox ®]}_1@Y C. On peut conclure en

utilisant la définition du foncteur image inverse i*Q = Ox ®;-10, (i1 Q).

Proposition 3.1.3. Soient X un schéma et § : X — X x X son morphisme diagonal. Il

existe un isomorphisme naturel de faisceau d’algebre sur X

6 'Oxxx = (Ox)°

Démonstration. Le morphisme est donné pour tous ouverts affines U et V de X par les

restrictions du faisceau structural de X
Ox(U)@0x(V)—=0x(UNV)@0x(UNYV)
Soit U = Spec(A) un ouvert affine de X. On doit identifier les deux préfaisceaux sur U

D(r)—— _colim (A;® A;) & D(r)——=(A,)°

D(s®t)DdD(r)
ou D(r)={p eU:r¢p} pour tout r € A. On peut remarquer que
D(s®@t) DdD(r) <= Vstor = Vs®@t37r®@r = D(s®t) D D(r@r) D dD(r)

donc la colimite indexée sur les ouverts D(s®t) contenant §D(r) est atteinte® en I'ouvert
D(r®r).

8. Spa88, p. 139.
9. Mac98, p. 218.

95



Chapitre 3 — Cohomologie de Hochschild des schémas

Nous donnons ici le théoreme principal de ce chapitre. Il généralise un théoreme de

Swan 10 initialement consacrés aux schémas quasi-projectifs.

Théoréme 3.1.4. Soient X un schéma séparé, d : X — X x X son morphisme diagonal

et F un Ox-module. Il existe un isomorphisme naturel

HH(X, F) ~ Exto,,  (6.0x,0.F)

Démonstration. Soit O le préfaisceau structural de X. D’apres le lemme 2.3.2, 'exemple
1.2.2.1, lexactitude ! du foncteur +, le lemme 3.1.1, la proposition 3.1.3 et le lemme

3.1.2, il existe des équivalences faibles naturelles de complexe de O x-modules

+
Cx = C(O)* ~ ((9 éL% 0) ~ Oy (Oé)e Ox~0x & Ox=~L55.0x
X

I 10xxx

ouC(0): U~ C (O(U )) Par exactitude, on a une équivalence faible naturelle ¢, ~ Rd,.

Ceci nous permet d’écrire '? les équivalences faibles naturelles de complexe de chaine
RHomCh(oX) (Cx, ]:) >~ RHOIHCh(OX) (L5*5*0X, ]:)

>~ RHOI’HCh(@X) (5*0)(, ]Ré*]:)

~ RHomCh(@X) (5*0)(, 5*f)

En fait, le theorem 3.1.4 est vrai des que d, ~ RJ,. On peut voir dans I'exemple suivant

que l'obstruction provient de cette équivalence faible.

Exemple 3.1.5. Un schéma non-séparé. Reprenons le schéma X = S Uy S de 'exemple
2.0.2 ou S = Spec(A) et U = D(s). On a vu que pour tout Ox-module F, la cohomolo-
gie de Hochshchild HH (X, F) est isomorphe a la cohomologie du complexe hom dérivé

RHomcy (o) (C X, RpF ) Considérons le carré commutatif de schéma '3

10. Swa96, p. 60.
11. Grob7, p. 155.
12. Spa88, p. 147.
13. Gro60, p. 1.104-1.105, 1.132.
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xX—r .g

J s

XXXTP>SXS

On a't une équivalence faible naturelle R(Js).Rp, ~ R(Ap).R(dx). et puisque S est
un schéma séparé, on a comme au théoreme 3.1.4 une équivalence faible de complexe de

Og-modules Cg ~ L(d5)*(05)«Os. Ainsi, il existe ® des équivalences faibles

RHomcy(og) (CX,RP*]:) ~ RHomcy(og) ( (0g)* (55)*05,Rp*f)
~ RHomen(og,,5) ((53) Os,R (55)*RP*]:)
~ RHomcn(os, s) ((05)-Os, R(Ap).R(3x).F )

Par ailleurs, Extg, (((5 x)«Ox, (0x)«F ) est le n®™¢ groupe de cohomologie du complexe
hom dérivé RHomcy(oy) ((5X) Ox, (6X)*]-"). Puisque dg est un morphisme affine!® et

(Ap)* un foncteur exact, on a ' des équivalences faibles de complexe de Oy x-modules

(0x):O0x = (0x)0*Os = (Ap)*(05)«Og =~ L(Ap)*(d5)+Os

et ainsi'® des équivalences faibles

RHOIIlCh (Ox) ((6}() Ox, (5)() f) ~ RHOIIlCh @X)(]L(Ap) (53)*05, ((Sx)*./_:)

~ RHomen oy, o) ((35):Os, R(A). (0x).F)

14. Spa88, p. 147.
15. Spa88, p. 147.
16. Gro60, p. IL.6.
17. Swa96, p. 73.
18. Swa96, p. 147.
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3.2 Suites Spectrales

Soient X un schéma et § : X — X x X son morphisme diagonal. La composition
Home, ,(0.0x, ) =ToHome,, (0.0x, ) donne lieu'® pour tout Ox-module F &

une suite spectrale naturelle

B = HP(X x X, gxt%XXX(é*(’)X,é*]:)) — Exth™? (6,0x,6,F)

Oxxx

En ajoutant aux hypotheses du théoreme 3.1.4 ’évanescence de certains faisceaux ext (ce
qui sera vérifié lorsque X est lisse) on peut montrer que cette suite spectrale est isomorphe

a celle de la proposition 2.1.4.

Théoréme 3.2.1. Soient X un schéma séparé,  : X — X x X son morphisme diagonal
et F un Ox-module. Si Extf, (”Hx,q,]-“) = 0 pour tous entiers p > 0 et ¢ > 0 alors les

deux suites spectrales
Extly (Hxgq F) = HH"(X,F)

H?(X x X, Exth,  (0.0x,0.F)) = Exti? (5.0x,0.F)

XX XX

sont naturellement isomorphes.

Démonstration. On a2 Rl xyx 0 d, =~ Rl xxx o RI, ~ R(I'xxx 0d,) = R['y et donc, de

méme que dans la démonstration du théoreme 2.1.5, on a les isomorphismes naturels
Extly, (Hx,, F) = HY (X, Homoy (Hox.. f)) ~ v (X x X, 8, Homoy (Hx.a: f))
pour tous entiers p > 0 et ¢ > 0. De plus, il existe un isomorphisme naturel de O x-module
Homo,, (’Hx,q, ]:) = H1Y (RHomCh(oX) (CX, f))

pour tout entier ¢ > 0. Pour le voir, on choisit une résolution injective de Ox-module
F — 1. Le complexe de Ox-module Homcy(oy) (C X,I) calcule?! le faisceau hom dérivé

RHomcnoy) (C X, f). Autrement dit, la cohomologie totale du double complexe de Ox-

19. Gro57, p. 148.
20. Hov99, p. 17.
21. Spa88, p. 146.
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module &Y = Homo, (CX,q,IP> est la cohomologie de RHomcn(oy) (CX, ]—"). En filtrant
selon les colonnes?? &, la premiére page £ est la cohomologie verticale qui est préservée
par le foncteur exact Homoe, ( ,ZP) et la deuxiéme page &, est la cohomologie horizontale

qui calcule les faisceaux ext :

£r — (Homox (cX,Ip)) ~ Homoy (Hxq ")

£y = HP (HOmOX (HX,qaz-)> = Euth (HX,q,]:) = { Z){OmoX (%X’q’}—) ii i g

Ceci induit I'isomorphisme annoncé. En utilisant I'exactitude du foncteur d, et la dé-
monstration du théoréme 3.1.4, on peut conclure?? avec les isomorphismes naturels de

Ox«x-module

8. Homo, (Hx.q. F) = 0,H° (RHomCh(oX) (Cx, ]—“))

~ o (5*R7-[om0h(ox) (Cx, ]—"))
=~ H'(8.RHomenox)(L6*0.0x, F))
~ H'(RHomen(o,) (0.0, RO, F))
~ H(RHomenoy)(0.0x, 0.F)) = Ext, (6,0x, 6.F)
pour tout entier ¢ > 0.
Remarque 3.2.2. Soient X un schéma séparé et lisse et F un Ox-module. Pour tout

entier ¢ > 0, le Ox-module Hy, est?* localement libre de rang fini et donc? pour tout

entier p > 0, on a Exty (Hx’q, .F) = 0 ce qui permet d’appliquer le théoreme 3.2.1.

22. Wei94, p. 141.
23. Spa88, p. 147.
24. Gro67, p. 59.
25. Grobd7, p. 189.
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APPENDICE A

COLIMITES HOMOTOPIQUES

A.1 Structure de modele projective

Soient N une petite catégorie et C une catégorie de modele cofibramment engendrée.
La catégorie CN des foncteurs N — C admet une structure de modele dite projective® ot
les équivalences faibles et les fibrations sont définies ponctuellement. Autrement dit, une
transformation naturelle a : F' — G de foncteur N — C est une équivalence faible (resp.
fibration) si et seulement si pour tout objet n de N, le morphisme «, : F(n) — G(n)
est une équivalence faible (resp. fibration) dans C. En particulier, le foncteur diagonal
A : C — CN qui associe a tout objet X de C le foncteur constant n +— X préserve les

fibrations et les fibrations triviales.

Lemme A.1.1. Soient N une petite catégorie et C une catégorie de modele cofibramment
engendrée. Les foncteurs

colim : CN—C : A

forment une adjonction de Quillen.

Démonstration. L’adjonction est une autre formulation de la propriété universelle de la

colimite et? A est un foncteur de Quillen & droite.

Définition A.1.2. Soient N une petite catégorie et C une catégorie de modele cofibram-
ment engendrée. La colimite homotopique d’un foncteur F': N — C est 'image de F' par
le foncteur dérivé a gauche de colim : CN — C. On la note hocolim F, hocolimyF ou

encore hocolim F'(n).
neob(N)

1. Hir03, p. 224.
2. Hov99, p. 14.
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A.2 Structure de modele de Reedy

Soient N une catégorie de Reedy et C une catégorie de modele. Pour tout objet n de
N et tout foncteur F': N — C, on note

LnF = COlim(NJruL)\{ln}F & MnF = hm(rwN,)\{ln}F

La catégorie CN des foncteurs N — C admet une structure de modele dite de Reedy?
définie comme suit. Une équivalence faible est une transformation naturelle o : F' — G de
foncteur N — C telle que pour tout objet n de N, le morphisme «,, : F(n) — G(n) est
une équivalence faible dans C. Une cofibration (triviale) est une transformation naturelle

F — G telle que pour tout objet n de N, le morphisme induit
(L,G) U, ry F(n) —G(n)

est une cofibration (triviale) dans C. Une fibration (triviale) est une transformation na-

turelle F' — G telle que pour tout objet n de N, le morphisme induit
F(n) —= G(n) X,y (Mo F)

est une fibration (triviale) dans C. En particulier, le foncteur diagonal A : C — CN qui

associe a tout objet X de C le foncteur constant n — X préserve les équivalences faibles.

Lemme A.2.1. Soient N une catégorie de Reedy et C une catégorie de modele. Si le

foncteur diagonal A : C — CN préserve les fibrations alors les foncteurs
colim : CN—C : A
forment une adjonction de Quillen.

Démonstration. L’adjonction est une autre formulation de la propriété universelle de la

colimite et par hypothése, A est un foncteur de Quillen & droite.

3. Hov99, p. 125.
4. Hov99, p. 14.
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Définition A.2.2. Soient N une catégorie de Reedy et C une catégorie de modele telles
que le foncteur diagonal C — CN préserve les fibrations. La colimite homotopique dun
foncteur F' : N — C est I'image de F par le foncteur dérivé & gauche de colim : CN — C.
On la note hocolim F, hocolimnF' ou encore }:Z%gg(lll\ln)n F(n).

Proposition A.2.3. Soient N une catégorie de Reedy et C une catégorie de modele co-
fibramment engendrée telles que le foncteur diagonal C — CN envoie les fibrations vers
des fibrations de Reedy. La colimite homotopique d'un foncteur F' : N — C définie a par-
tir de la structure de modele projective de CN est naturellement faiblement équivalente

a la colimite homotopique de F' définie & partir de la structure de modeéle de Reedy de CN.
Démonstration. Le foncteur identité induit ® une équivalence de Quillen
(CN, Proj) — (CN, Reedy)

entre la structure de modele projective et la structure de modele de Reedy. En dérivant a

gauche le triangle commutatif de foncteur de Quillen a gauche

(CN, Proj) fon (CN, Reedy)
C

on obtient ¢ les équivalences faibles naturelles de foncteur
(LReeaycolim) o 1yoieny = (Lreedycolim) o (Liprojlon) = Lipyoj(colim o 1)
et ainsi Lreedycolim o~ Lp,jcolim.

On termine ce paragraphe avec un lemme de changement de variable.

5. Hir03, p. 297.
6. Hov99, p. 17.
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Lemme A.2.4. Soient C une catégorie de modele et F': N’ — N un foncteur entre deux

catégories de Reedy tel que pour tout objet n = F(n') de N, la restriction

(NG L)\ {1 —— (Ny L) \ {1}

est un foncteur final bien défini. Le foncteur F* : CN — CN' préserve les cofibrations.

Démonstration. Pour tout foncteur G : N — C, on a’ par hypothése un isomorphisme

naturel dans C

Ln/<F*G) = Colim(N;\Lnl)\{l{n}(F*G) = colim(N+¢n)\{1n}G = LnG

A.3 Poussé-en-avant homotopique

Soient C une catégorie et N la petite catégorie définie par le diagramme
K=k —> %
Un foncteur N — C est un diagramme dans C
X~—7—=Y

Lorsqu’elle existe, on note X Uz Y la colimite d'un tel foncteur. Une transformation

naturelle de foncteur N — C est un diagramme commutatif dans C
A C B
X Z Y

N est une catégorie directe donc si C est une catégorie de modele alors la catégorie

~(C ——

<~ ) —

CN des foncteurs N — C admet une structure de modele dite directe® définie comme

7. Mac98, p. 217.
8. Hov99, p. 120.
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suit. Les équivalences faibles et les fibrations sont définies ponctuellement. Autrement dit,

un diagramme commutatif dans C

<~ (, ——

L

est une équivalence faible (resp. fibration) si et seulement si les trois fleches verticales

<~/ —

sont des équivalences faibles (resp. fibrations) dans C. Une cofibration (triviale) est un

diagramme commutatif dans C

<~ (), ——

L

tel que le morphisme C' — Y ainsi que les deux morphismes induits

-~ ) ——

ZUcA—X & ZUeB—Y
sont des cofibrations (triviales) dans C. En particulier, un diagramme dans C
X<~—7Z——Y
est cofibrant si et seulement si Z est cofibrant et les deux morphismes
Z—X & Z—=Y

sont des cofibrations dans C.

Remarques A.3.1. 1. Si C est cofibramment engendrée alors les structures de modele
projective et directe sur CN coincident ?.
2. N est en particulier une catégorie de Reedy. Les structures de modele de Reedy et

directe sur CN coincident et le foncteur diagonal A : C — CN préserve les fibrations.

9. Hov99, p. 6.
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On définit le poussé-en-avant homotopique d'un diagramme dans C
X<~—7——=Y

par la colimite homotopique du foncteur N — C sous-jacent. On le note X UL Y.

Une catégorie de modele C est dite propre a gauche si pour toute cofibration 7 — X
et toute équivalence faible Z — Y dans C, le morphisme canonique X — X Uz Y est une

équivalence faible. Cette hypothese facilite le calcule d'un poussé-en-avant homotopique.

Proposition A.3.2. Soient C une catégorie de modele propre a gauche et
X~—7—7—Y

un diagramme dans C. La factorisation cofibration/fibration triviale 1°
I——=Yy,—">Y

de Z — Y induit une équivalence faible X UL Y ~ X Uz Y, dans C.

Démonstration. La démonstration est issue d’'un exercice du cours'' de G. Ginot. Soit
A<~—<Q>— B,y

un remplacement cofibrant du diagramme dans C
X~—7——=Y

On définit successivement P;, Py, P3, Py et Ps par poussé-en-avant dans C comme suit et

obtient !? les équivalences faibles dans C suivantes en utilisant que les cofibrations sont

10. Hov99, p. 3.
11. Ginl9.
12. Hov99, p. 6, 3.
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stables par poussé-en-avant, que C est propre a gauche et la propriété 2-sur-3 :

QHA
v
N iz 2
O~ By -~ Ze P Y x

N T

Yop——> P, —> P;

XULY 2 XULYy=AUgBy=P ~P, 2 AUg Y, 2 P~ P2 X Uz Y,
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APPENDICE B

ENSEMBLES SIMPLICIAUX

B.1 Lemme de Yoneda

Soit N une petite catégorie. On note Sety la catégorie des foncteurs NP — Set et
h : N — Sety le foncteur qui associe un objet n de N le foncteur h,, = Homn( ,n). 11

existe ! un isomorphisme naturel dans N
Homgety (i, F') = F(n)

pour tout objet n de N et tout foncteur F': N°® — Set. En particulier, i est pleinement
fidele. C’est le plongement de Yoneda. Pour tout foncteur F' : N°? — Set, le morphisme
canonique dans Sety

colim h,, ——= F
hn—F

est 2 un isomorphisme.

Lorsque N = A, on a Setny = sSet et h, = A”. Pour tout ensemble simplicial K,
les n-simplexes de K correspondent aux morphismes A" — K. De plus, le morphisme

canonique d’ensemble simplicial

hocolim A" ——= K
A" K
est une équivalence faible. En effet ®, la catégorie AK = (A | K) des simplexes de K est
une catégorie de Reedy et le foncteur diagonal sSet — (sSet)2 envoie les fibrations vers

des fibrations de Reedy. D’apres la proposition A.2.3, il suffit de montrer que la projection

1. Mac98, p. 59.
2. Mac98, p. 247.
3. Hir03, p. 279, 309-310.
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canonique
m: AK —— sSet

qui envoie A" — K vers A" est un objet cofibrant dans sSet®" pour la structure de
Reedy, autrement dit que pour tout simplexe ¢ : A™ — K, le morphisme L,m — m(0)
est une cofibration d’ensemble simplicial, c¢’est-a-dire* un monomorphisme. C’est le cas,
puisqu’il s’agit de 'inclusion 0A™ — A"™ comme le montrent les isomorphismes naturels

d’ensemble simplicial
L,m = colima ko) {1,}7 = colim A™ = OA"

AM—0A™

qui proviennent® du fait que le foncteur
F: (ALK o)~ {l,} —= A(0A")

qui envoie un triangle commutatif de sSet

vers le simplexe induit A™ — 0A™ est un foncteur final. En effet, pour tout simplexe

0: A™ — OA™, il existe® une décomposition universelle

qui fait de = F(d,) : AF — OA™ un objet initial de (6 | F) :

A Al ol A™ AP Al
SN A ] SNk
OA" [m] —— k] —~[n] OA"

s

En particulier, (0 | F) est non-vide et connexe.

4. Hov99, p. 79.
5. Mac98, p. 217.
6. Mac98, p. 177.
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B.2 Squelette

Soit K un ensemble simplicial. Pour tout n € N, on note K™ le sous-ensemble simplicial
de K engendré par les simplexes non-dégénérés o € K, pour p < n. Ces sous-ensembles

simpliciaux fournissent une filtration appelée squelette
K'cK'c---cK'cK"'c...CcK
telle que K = U, eny K. De plus, le morphisme canonique

hocolim K" —— K
neN

est une équivalence faible d’ensemble simplicial. En effet, le foncteur
K*: (N, <) ——=sSet

7

est un objet cofibrant de sSet™=). Pour le voir 7, on remarque que (N, <) est une catégorie

directe et que pour tout n € N, le morphisme induit
L,K® =colim K™ = K" ! —= K"
m<n

est une cofibration d’ensemble simplicial, ¢’est-a-dire un monomorphisme.

On peut aussi construire le squelette de K par récurrence sur n € N. Le sous-ensemble
K° de K est engendré par les sommets de K, puis K™ est défini & partir de K"~ ! via le

poussé-en-avant d’ensemble simplicial

(aAn)uEn anl

_

(An)uEn Kn

ou X, est ’ensemble des n-simplexes non-dégénérés de K.

7. Hov99, p. 120, 79.
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B.3 Ensemble simplicial minimal

Un ensemble simplicial fibrant K est dit minimal si pour tout simplexes o et u de K

tels que d;o = d;pu pour tout i # j, on a d;o = d;p.

Si K est un ensemble simplicial minimal et connexe alors® Ky = my(K) = * et le

morphisme canonique d’ensemble simplicial pointé

hocolim A" ——= K

*— A" — K
est une équivalence faible. En effet, il existe un unique morphisme d’ensemble simplicial
* — K donc le foncteur d’oubli (x | AK) — AK est surjectif. En remarquant qu'un
foncteur surjectif est toujours final, on peut appliquer le lemme A.2.4 et ainsi se ramener *

au paragraphe B.1 :

hocolim A" = colim A™ = colim A"™ = hocolim A" ~ K
*— A — K *— AT — K A" K A" K
8. May82, p. 35.

9. Mac98, p. 217.
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Titre : Propriétés faisceautiques de I’homologie de Hochschild supérieure
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Résumeé : Nous montrons que le complexe de
Hochschild supérieur associé a un ensemble
simplicial pointé et connexe commute avec la
localisation des algébres commutatives sur un
corps de caractéristique nulle. Aprés avoir dé-
fini la cohomologie de Hochschild supérieure
d’'un schéma, nous généralisons la suite spec-
trale de Hodge, le théoreme HKR de Pira-
shvili, puis démontrons I'existence d’'une dé-
composition de Hodge pour la cohomologie
de Hochschild d’ordre supérieur d’'un schéma
lisse et séparé sur un corps de caractéristique
nulle. Nous montrons que cette définition et
la suite spectrale de Hodge coincident avec

la définition et la suite spectrale de Pirashuvili
dans le cas des ensembles simpliciaux poin-
tés et connexes et des schémas affines. Nous
définissons également une structure de mo-
dele sur la catégorie des modules sur un pre-
faisceau de CDGA pour donner une définition
équivalente de la cohomologie de Hochschild
d’ordre supérieur d’'un schéma sépareé sur un
corps de caractéristique nulle a coefficients
dans un faisceau quasi-cohérent. Enfin, nous
généralisons le théoréeme de Swan a la coho-
mologie de Hochschild des schémas séparés
Sur un corps.

Title: Sheaf properties of the Higher Hochschild Homology

Keywords: Homological Algebra, Algebraic Geometry, Quillen Functors

Abstract: We show that the Higher
Hochschild complex associated to a con-
nected pointed simplicial set commutes with
localization of commutative algebras over a
field of characteristic zero. After defining the
Higher Hochschild cohomology of a scheme,
we generalize the Hodge spectral sequence,
the HKR theorem of Pirashvili, and then show
that there exists a Hodge decomposition for
the higher order Hochschild cohomology of
a separated smooth scheme over a field of
characteristic zero. We show that this defini-
tion and the Hodge spectral sequence coin-

cide with the definition and the spectral se-
qguence of Pirashvili in the case of connected
pointed simplicial sets and affine schemes.
We also define a model structure on the cat-
egory of modules over a presheaf of CDGA
to give an equivalent definition of the higher
order Hochschild cohomology of a separated
scheme over a field of characteristic zero with
coefficients in a quasi-coherent sheaf. Finally,
we generalize the theorem of Swan to the
Hochschild cohomology of separate schemes
over a field.

R



	Introduction
	Conventions
	Foncteur de Hochschild supérieur
	Homologie de Hochschild d'ordre supérieur
	Localisation

	Cohomologie de Hochschild d'ordre supérieur des schémas
	Décomposition de Hodge
	Schémas Affines
	Modules sur un préfaisceau de CDGA
	Lien entre les deux définitions

	Cohomologie de Hochschild des schémas
	Généralisation du théorème de Swan
	Suites Spectrales

	Colimites homotopiques
	Structure de modèle projective
	Structure de modèle de Reedy
	Poussé-en-avant homotopique

	Ensembles simpliciaux
	Lemme de Yoneda
	Squelette
	Ensemble simplicial minimal

	Bibliographie

