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Résumé

Les exigences économiques étant de plus en plus séveres et les problemes de vibrations devenant un enjeu de
santé publique croissant, les industriels sont dans la nécessité de concevoir des systémes mécaniques respectant
des niveaux de performance vibratoire élevés. La conception mécanique dispose d’outils de calcul puissants ca-
pables de prédire le comportement dynamique de systémes mécaniques. Cependant, afin d’assurer les niveaux
vibratoires imposés par les cahiers des charges tout au long du cycle de vie de ces systemes, il devient impératif
de prendre en compte les incertitudes dans leur cycle de conception. L’objectif est de concevoir des systémes
mécaniques optimaux et robustes, autrement dit des structures qui gardent leurs performances tout le long de
leur cycle de vie et ce malgré le caractére incertain de leurs parameétres.

La premiere approche pour décrire le comportement dynamique de structures & parameétres incertains
consiste & modéliser ces structures par éléments finis (EF), et effectuer différentes simulations de ces modeles
en vue de décrire leur caractere incertain. Cette approche est connue sous le nom de méthode de Monte Carlo
(MC). Elle s’avére néanmoins prohibitive en termes de temps de calcul deés lors que le nombre de degrés de
liberté (DDLs) et de variables aléatoires est élevé.

Dans cette these, I'objectif est de développer des approches numériques s’appuyant d’une part sur des mé-
thodes de prises en compte d’incertitudes basées sur des développements en chaos polynomiaux non intrusifs,
et d’autre part, sur des modeles numériques « réduits » de type Craig-Bampton, c’est-a-dire impliquant un
nombre réduit de DDLs et ainsi pouvant étre simulés rapidement.

Dans une premiere partie, plusieurs méthodes de prise en compte d’incertitudes basées sur le chaos polyno-
mial non intrusif sont développées afin de tenir compte d’un nombre significatif de parametres incertains. Ces
méthodes sont appliquées a I’étude du comportement dynamique d’un modele d’embrayage et plus particuliere-
ment a ’étude de la stabilité a partir de la méthode indirecte de Lyapunov. Suite a une comparaison des résultats
obtenus avec ces différentes méthodes et la méthode de référence MC, 'approche basée sur le chaos polyno-
mial creux anisotropique s’avere étre la plus performante et est donc retenue pour la deuxiéme partie de la these.

Dans la deuxieme partie, la méthode basée sur le chaos polynomial creux anisotropique est associée a la mé-
thode de sous-structuration dynamique de Craig-Bampton afin d’étudier les fonctions de réponse en fréquences
d’une structure avec parametres incertains et plus particulierement les évolutions fréquentielles des énergies de
déformation en fonction des parametres incertains. Cette approche est appliquée a une structure académique
composée de trois plaques reliées par des interfaces de raideurs incertaines. Dans un premier temps, seule la
méthode de réduction de Craig-Bampton est utilisée. L’impact de la troncature de la base modale est alors éva-
lué. Dans un deuxieme temps, le chaos polynomial creux anisotropique est utilisé seul puis associé a différents
modeles réduits de type Craig-Bampton. L’impact de la troncature simultanée des bases des modéles réduits
de type Craig-Bampton et de la base du chaos polynomial est étudié. Il est montré que les cofits en temps de
calcul obtenus sont tres largement inférieurs a ceux requis par la technique de Monte Carlo, pour des niveaux
de précision et de confiance similaires. Cette approche combinée offre donc une alternative tres intéressante a
la méthode prohibitive de Monte Carlo.

Mots-clés : Dynamique des structures, méthodes de réduction de modeles, méthode de Craig-Bampton, mé-

thodes stochastiques, chaos polynomial non intrusif, incertitudes.
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Abstract

As economic requirements are becoming more and more severe and vibration problems are becoming a gro-
wing public health issue, manufacturers are in the need to design mechanical systems that respect high levels
of vibration performance. Mechanical design has powerful calculation tools for the prediction of the dynamic
behaviour of mechanical systems. However, in order to ensure the vibration levels imposed by the specifications
throughout the life cycle of these systems, it becomes imperative to take into account the uncertainties in the
design cycle. The objective is to design optimal and robust mechanical systems, in other words structures that
maintain their performance throughout their life cycle, despite the uncertain nature of their parameters.

The first approach to describe the dynamic behaviour of structures with uncertain parameters is to model
these structures by finite elements (FE), and to perform different simulations of these models in order to describe
their uncertain nature. This approach is known as the Monte Carlo (MC) method. However, it is prohibitive
in terms of computational cost when the number of degrees of freedom (DOFs) and random variables is high.
In this thesis, the objective is to develop numerical approaches based, on the one hand, on methods for taking
into account uncertainties involving developments in non-intrusive polynomial chaos, and on the other hand,
on Craig-Bampton "reduced" numerical models, i.e. involving a reduced number of DOFs.

In a first part, several methods based on non-intrusive polynomial chaos (PC) expansions are developed in
order to take into account a significant number of uncertain parameters. These methods are applied to study the
dynamic behaviour of a clutch model and more particularly to analyze the stability using Lyapunov’s indirect
method. Following a comparison of the results obtained with these different methods and the MC reference
method, the approach based on the sparse polynomial chaos with anisotropic hyperbolic index sets is the most
efficient and is therefore retained for the second part of the thesis.

In the second part, the sparse PC with anisotropic hyperbolic index sets is associated with the Craig-
Bampton dynamic substructuring method in order to study the frequency response functions of a structure
with uncertain parameters and more particularly the evolutions of the deformation energies according to un-
certain parameters. This approach is applied to an academic structure composed of three plates connected by
springs with uncertain stiffnesses. First, only the Craig-Bampton reduction method is used. The impact of the
truncation of the modal base is then evaluated. In a second step, only the sparse PC with anisotropic hyper-
bolic index sets is used and then associated with different Craig-Bampton reduced models. The impact of the
simultaneous truncations of the bases of the Craig-Bampton reduced models and of the polynomial chaos is
studied. It is shown that the computational costs obtained are very much lower than those required by the MC
method, for similar levels of accuracy and confidence. This combined approach therefore offers a very interesting
alternative to the prohibitive MC method.

Keywords : Structural dynamics, model reduction methods, Craig-Bampton method, stochastic methods,

non-intrusive polynomial chaos, uncertainties.
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Introduction générale

Les contraintes économiques, environnementales, de santé publique et réglementaires devenant de
plus en plus élevées dans un marché de plus en plus concurrentiel, les produits industriels doivent
répondre & de nombreuses exigences en termes de performance, de robustesse, de fiabilité, de confort,
d’écologie, de sécurité et de cofit.

Dans ce contexte, les industriels sont dans la nécessité de concevoir des structures mécaniques
respectant des niveaux vibratoires tres faibles voire nuls afin de répondre a des objectifs de performance
et de confort.

Pour atteindre ces objectifs, la conception des systémes mécaniques doit s’appuyer sur des mé-
thodes d’ingénierie tel le cycle de conception en V qui vont comprendre entre autres des étapes de
modélisation et de simulation du comportement dynamique des systémes mécaniques.

Ces incertitudes pouvant avoir une forte influence sur le comportement des systemes, il devient
impératif, afin d’assurer les niveaux vibratoires imposés par les cahiers des charges, de les prendre en
compte tout le long du processus de conception et de fabrication du systeme et particulierement lors
des étapes de modélisation et de simulation du comportement dynamique du systeme.

L’objectif final étant de concevoir des systémes mécaniques optimaux et robustes, autrement dit
des structures qui gardent leurs performances tout le long de leur cycle de vie et ce malgré le caractere
incertain de leurs parametres.

L’approche classique pour décrire le comportement dynamique des structures mécaniques a para-
metres incertains consiste a modéliser ces structures par la méthode des éléments finis, et a effectuer
différentes simulations de ces modeles & partir d’'un ensemble de tirages du jeu des parametres incer-
tains suivant leurs lois de probabilité. Cette approche, qui est connue sous le nom de méthode de Monte
Carlo, est une méthode facile a mettre en ceuvre et qui permet d’obtenir des résultats de tres grande
qualité. Cependant elle peut s’avérer extrémement prohibitive en termes de temps de calcul des lors
que le nombre de degrés de liberté du modéle éléments finis et le nombre de variables aléatoires sont
élevés. Ainsi, elle peut étre utilisée comme une méthode de référence pour valider d’autres approches
dans un cadre académique mais son utilisation est tres vite rédhibitoire dans un cadre industriel.

Afin de palier ce probleme il est donc nécessaire de développer des stratégies numériques alter-
natives. Pour répondre a cette problématique, de nombreux travaux ont été menés pour développer
des méthodes spécifiques de propagation des incertitudes dans les modeles éléments finis décrivant le
comportement dynamique des structures. Par ailleurs, tout un ensemble de stratégies de réduction du
nombre de degrés de libertés des modeles éléments finis ont été développées, comme les méthodes de
sous-structuration dynamique.

Cependant un nombre limité d’études a été menée associant ces deux approches pour répondre a
la problématique.

Ainsi 'objectif de ce travail de these est de développer une approche numérique associant des
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méthodes de propagation d’incertitudes paramétriques et des méthodes de réduction de modeles dans
le cadre de I’étude du comportement dynamique de structures mécaniques a parameétres incertains.

Ce manuscrit de these va s’articuler autour de 5 chapitres :

Le premier chapitre présente une étude bibliographique sur les approches robustes d’analyse du
comportement dynamique des structures et plus particulierement sur les méthodes de propagation des
incertitudes paramétriques, les méthodes de sous-structuration dynamique et les études associant ces
deux approches. Une syntheése des avantages et inconvénients de chacune des méthodes relevées dans
la littérature est faite afin d’orienter le choix des méthodes qui vont étre utilisées dans la suite du
manuscrit. Les objectifs des travaux de theése sont ainsi affinés a la lumiere de 1’étude bibliographique.

Le deuxieme chapitre donne les éléments théoriques des méthodes choisies a I’issue de 1’étude bi-
bliographique et qui vont étre développées dans ces travaux de thése pour propager les incertitudes
paramétriques dans une structure mécanique. La méthode de Monte Carlo est tout d’abord décrite,
puis les formalismes mathématiques pour trois types de développement en chaos polynomial sont expo-
sés, a savoir le chaos polynomial généralisé, le chaos polynomial généralisé multi-éléments et finalement
le chaos polynomial creux.

Le troisieme chapitre est consacré a I’évaluation de la capacité des schémas numériques basés sur
des chaos polynomiaux creux, présentés dans le chapitre 2, a propager les incertitudes paramétriques
dans I’étude de la stabilité d’un systeme d’embrayage avec un nombre croissant de parametres incer-
tains. Apres une introduction justifiant le choix de cette étude & partir d’éléments bibliographiques, le
modele d’embrayage est présenté et la méthode indirecte de Lyapunov permettant d’étudier la stabilité
du systeme est rappelée. Puis une étude est effectuée avec I'objectif de comparer les résultats obtenus
avec l'approche basée sur les développements en chaos polynomial creux par rapport a la méthode de
Monte Carlo et a des résultats de la littérature obtenus a partir de chaos polynomiaux généralisé et
multi-éléments.

Dans le quatrieme chapitre, la méthode de sous-structuration dynamique de Craig-Bampton, dont
la revue bibliographique a montré 'efficacité, est utilisée pour étudier la réponse dynamique a une
sollicitation harmonique d’une structure académique. Apres une présentation du formalisme théorique
de la sous-structuration dynamique de Craig-Bampton, le modele éléments finis de la structure aca-
démique est exposé. Puis les résultats obtenus avec un modele éléments finis complet sont comparés
avec ceux obtenus avec les modeles de Craig Bampton avec deux bases réduites.

Le cinquiéme chapitre porte sur I’étude du comportement dynamique d’un modele éléments finis
avec incertitudes. L’objectif est d’évaluer les capacités respectives du schéma numérique basé sur le
chaos polynomial creux le plus efficace de I’étude du chapitre 3 et de la méthode de Craig-Bampton
étudiée dans le chapitre 4 & prendre en compte un nombre variable de parameétres incertains dans la
réponse dynamique a une sollicitation harmonique de la structure académique définie au chapitre 4.
Ces méthodes sont évaluées seules et également associées entre elles. Dans un premier temps, deux
approches basées sur le chaos polynomial creux avec des quantités d’intérét différentes sont testées
dans le cas d’'un seul parametre incertain. Seule la seconde approche qui s’avere efficace est conser-
vée dans la suite de I’étude. Un nouveau schéma numérique s’appuyant sur cette seconde approche
est proposé et évalué sur des études ou le nombre de parametres incertains augmente significativement.

Une conclusion générale incluant le bilan des résultats de ces travaux de recherche ainsi que diffé-
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rentes perspectives qui en découlent est rédigée a la fin de cette these.
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Chapitre 1

ETUDE BIBLIOGRAPHIQUE

1.1 Introduction

Comme écrit dans I'introduction de ce manuscrit, la prise en compte des incertitudes paramétriques
dans I’étude du comportement dynamique des structures est primordiale. Cette problématique peut
étre traitée a partir de méthodes spécifiquement développées pour propager les incertitudes dans les
modeles décrivant le comportement dynamique des structures. Elle peut également étre abordée a
I’aide de la méthode de Monte Carlo appliquée avec des modeles ayant un nombre de degrés de liberté
réduit en comparaison & un modele éléments finis complet.

Ainsi, ce chapitre qui va présenter une revue bibliographique rapide sur les approches robustes
de 'analyse du comportement dynamique des structures mécaniques va s’articuler autour de trois
sections : une premiere section qui concerne les méthodes développées spécifiquement pour la prise
en compte d’incertitudes, une deuxiéme section qui présente des méthodes de réduction de modeles
et plus particulierement des méthodes de sous-structuration dynamique et pour finir une troisiéme
section consacrée aux études de la littérature associant ces deux approches. Pour chacune de ces trois
sections, 1’objectif est de faire une revue concise des principales approches de la littérature afin de
choisir les méthodes qui semblent les plus appropriées pour traiter la problématique de ces travaux de
these.

1.2 Meéthodes de propagation des incertitudes

1.2.1 Introduction

De nombreuses méthodes de prise en compte d’incertitudes ont été développées et utilisées dans
I’analyse du comportement dynamique de structures mécaniques. Ces méthodes reposent généralement
sur trois étapes de base a savoir : définir un modele mathématique décrivant le comportement dyna-
mique de la structure, identifier et caractériser les incertitudes paramétriques et finalement évaluer la
propagation de ces incertitudes. Une étape de post-traitement est généralement effectuée pour I'ana-
lyse et I’évaluation des quantités d’intérét (Qol) associées au modele mathématique. Les méthodes
de prise en compte d’incertitudes se distinguent les unes des autres par 1’'utilisation d’outils mathé-
matiques différents. Les deux approches possibilistes et probabilistes, qui sont les plus développées et
utilisées dans littératures, vont étre présentées dans cette section.

1.2.2 Approches possibilistes

Dans cette section, deux méthodes familles de importantes de 'approche possibiliste, les méthodes
des intervalles et les méthodes basées sur le formalisme de la logique floue, sont présentées.
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1.2.2.1 Méthodes des intervalles

Les méthodes des intervalles [57] permettent de modéliser les parameétres incertains a I'aide d’in-
tervalles limités par leurs valeurs minimales et maximales. Les méthodes sont ainsi basées sur 1’arith-
métique des intervalles et permettent de traiter les problemes de prise en compte des incertitudes avec
des formalismes mathématiques conviviaux.

Un des principaux avantages de cette approche est que les intervalles de parameétres sont définis
sans besoin d’aucune information sur la nature des dispersions des parameétres physiques du systeme
[23]. La seule connaissance des valeurs extrémales est suffisante.

L’inconvénient est que I'information sur les variables n’est alors que partiellement représentée. Par
conséquent, il n’est plus possible de dire dans quel ensemble une variable a le plus de chance de se
trouver [23]. Cette approche présente également un désavantage majeur, appelé phénomene de pes-
simisme, qui conduit a une surestimation systématique des résultats lorsqu’un parametre incertain
apparait plusieurs fois dans la méme fonction. Ceci s’explique par le fait que I'arithmétique des inter-
valles ne tient pas compte des dépendances relatives a plusieurs occurrences d’un seul parametre dans
une fonction. Ainsi ce phénomeéne conduit tres souvent a une divergence dans ’évaluation des sorties
du modele.

Les méthodes des intervalles ont été utilisées pour I’étude du comportement dynamique de sys-
temes. Par exemple pour les systémes frottants on peut citer les travaux respectifs de Rauh et Ragot
qui ont été confrontés au phénomene de pessimisme lorsqu’ils ont voulu estimer les dispersions des
niveaux de vibrations dues aux incertitudes des lois de frottement [65, 64].

Pour conclure, on peut dire que 'application des méthodes des intervalles n’est pas la plus appro-
priée pour I’étude de la propagation des incertitudes dans le comportement dynamique des systémes.

1.2.2.2 Méthode a base de la logique floue

Les méthodes a base de la logique floue ont été introduites pour la premiere fois en 1965 par
Zadeh [90]. Ces méthodes basées sur la théorie des ensembles flous ont la capacité de représenter et de
manipuler des données incertaines sans aucune information probabiliste ou statistique. L’incertitude
est décrite par des fonctions de forme appelée fonctions d’appartenance. La logique floue est une forme
de logique polyvalente ol les valeurs de vérité des variables peuvent prendre n’importe quel nombre
réel compris entre 0 et 1. Ces méthodes sont des outils appropriés pour analyser des systémes avec
des parametres incertains découlant de données vagues et imprécises plutot que de caractere aléatoire
[34, 80].

Les données floues ont été utilisées pour évaluer la contribution de parametres incertains dans les
instabilités dynamiques de systémes frottants. Par exemple, dans les études de Do et al. [24, 53], les
méthodes a base de logique floue ont été développées afin de définir la position d’équilibre dans le
probléeme de stabilité.

1.2.3 Approches probabilistes

Dans cette section, les approches utilisées pour propager les incertitudes dans le modeéle mathéma-
tique de la structure mécanique sont probabilistes. Ainsi, les parametres et variables du modeéles sont
des quantités aléatoires qui décrivent des lois probabilistes.

1.2.3.1 Méthode de Monte Carlo

Cette méthode a été utilisée des les années 1930. Elle a été largement reconnue avec ’appellation
« Monte Carlo » a partir de 1949 avec la publication de Metropolis et Ulam [55]. La méthode de Monte
Carlo (MC) est une méthode générale, facile & mettre en oeuvre et utilisée pour résoudre des problémes

6
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concernant un modele mathématique associé au comportement dynamique d’une structure, avec des
parametres incertains modélisés par des variables aléatoires. Dans la procédure classique de MC, des
tirages de ces parametres incertains sont générés suivant leur loi de probabilité. Pour chaque tirage,
un jeu de parameétre est obtenu et un calcul est effectué a I’aide du modele mathématique. Ensuite,
une évaluation statistique (moments, lois de probabilité) des Qol du modeéle mathématique peut étre
effectuée. Si N tirages aléatoires indépendants sont effectués, la méthode converge avec une erreur
de lordre de O(N~/2), quelque soient la dimension du probléme et sa complexité [71]. Ainsi pour
obtenir une précision raisonnable des résultats, le nombre de tirages doit étre grand. Cette méthode
peut donc étre efficace pour des petits modeles mais devient vite prohibitive pour des structures
avec un nombre de degrés de liberté (DDLs) élevé, comme les modeles éléments finis utilisés dans un
contexte industriel.

Pour conclure, la méthode de MC est une méthode puissante qui peut devenir tres vite prohibitive
utilisée avec un modeéle ayant un grand nombre de DDLs mais dont la vitesse de convergence ne dépend
pas de la dimension du systeme et de sa complexité. Par conséquent cette méthode va étre utilisée
comme méthode de référence dans le cadre de cette these lorsqu’elle sera utilisée pour propager des
incertitudes dans un modeéle éléments finis de référence. Elle sera également utilisée pour propager les
incertitudes paramétriques dans d’autres modeles alternatifs.

1.2.3.2 Meéthode des perturbations

La méthode de perturbation est une méthode qui permet de propager des incertitudes dans un
modele mathématique [6, 48] en trouvant une solution approchée du probléme considéré. Le principe
de cette méthode consiste a substituer, dans I'expression du modele, les fonctions aléatoires par leurs
développements de Taylor autour de leur moyenne [30]. Puis, en regroupant les termes du méme
ordre, un systéeme d’équations est généré. La solution approchée est ensuite trouvée en résolvant
successivement ordre par 'ordre & commencer par ’ordre zéro. Cependant, cette méthode n’est efficace
que lorsqu’elle est appliquée aux cas ou il y a de faibles dispersions des parameétres incertains. Par
ailleurs, cette méthode devient inefficace lorsqu’elle est utilisée pour résoudre des probléemes d’un
systeme complexe ayant un grand nombre de DDLs & cause de la mise en ceuvre qui devient vite
laborieuse.

1.2.3.3 Chaos polynomial

a. Principe et premiéres applications

Le chaos polynomial formalise une séparation entre la partie déterministe et la partie stochastique
d’un processus aléatoire. La partie stochastique est représentée par des polynémes et la partie détermi-
niste par des coefficients du chaos. Cette méthode est basée sur le fait que tout processus stochastique
du second ordre peut étre exprimé par un développement en série de polynémes d’Hermite. Le chaos
polynomial a d’abord été développé par Wiener pour des processus stochastiques modélisés a 1’aide
de polynoémes d’Hermite avec des variables aléatoires gaussiennes et indépendantes [86]. Ainsi, les
coefficients du chaos polynomial Z; qui présentent la partie déterministe de processus X () ponderent
les fonctions polynomiales d’'Hermite ¢;(&) :

X(&) =) zj¢;(8) (1.1)
=0

Selon Cameron et Marin [14], une telle expansion formée par la famille des polynémes d’Hermite
¢; converge au sens des moindres carrés. Suite aux travaux de Xiu et Karniadakis [87] et d’Askey et
Wilson [2], un schéma dit Askey a été développé et permet de généraliser le développement en chaos
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polynomial aux cas des processus non-Gaussiens en établissant une correspondance entre des lois de
probabilité et des familles de polyndémes orthogonaux. La notion de chaos polynomial généralisé (gPC)
qui est alors définie permet de généraliser une convergence exponentielle aux cas de différentes lois
de probabilité [87, 88, 74]. Comme un développement en série a U'infini ne peut pas étre utilisé en
pratique, la série (1.1) est tronquée a un ordre p pour limiter le nombre de termes N, + 1 dans la
somme a un nombre fini. Celui-ci dépend de I'ordre du chaos polynomial p et du nombre de paramétres
incertains 7 :
(p+r)!
plrl

Les premieres applications du chaos polynomial remontent aux années 1960. Ghanem et Spanos

Ny+1= (1.2)

ont combiné le développement de Wiener-Hermite avec la méthode des éléments finis pour modéliser et
propager les incertitudes dans des structures mécaniques [30]. L’application du chaos polynomial a été
développée dans différents domaines, par exemple dans la fiabilité des structures mécaniques [76, 21].
Le chaos polynomial a également été utilisé pour analyser et prédire de fagon robuste le comportement
dynamique des systémes non-linéaires en particulier la stabilité et les niveaux vibratoires de systemes
frottants [62, 68, 78].

b. Schémas intrusif et non-intrusif

Afin d’utiliser les méthodes basées sur le chaos polynomial pour étudier la propagation des incer-
titudes, il est nécessaire de déterminer les IV, + 1 coefficients z; du chaos polynomial. Deux approches
sont possibles pour calculer ces coefficients : les approches dites intrusive et non-intrusive.

Approche intrusive :

Dans 'approche intrusive, des techniques de projection de Galerkin sont utilisées pour exprimer le
modele mathématique (MM) décrivant le comportement dynamique de la structure dans la base du
chaos polynomial sous la forme d’un systéme d’équations couplées et déterministes gardant les méme
propriétés de linéarité du MM original [30, 4]. Les coefficients du chaos polynomial sont calculés a ’aide
d’un algorithme de calcul correspondant a la nature du systeme d’équations résultants. Cependant,
I'utilisation de I'approche intrusive peut devenir difficile en raison de la modification du MM via sa
projection. En effet cette modification peut vite devenir fastidieuse pour des modeéles avec un nombre
de DDLs importants. De plus, d’un point de vue industriel, I'intrusion dans les codes de calculs pour
effectuer cette modification n’est pas toujours aisée. Par ailleurs, ’approche intrusive devient moins
efficace lorsque le MM présente un grand nombre de parameétres incertains. La difficulté est mise en
évidence dans le cas des probléme non-linéaires [87, 89, 61]. C’est pourquoi, des approches dites non
intrusives ont été développées.

Approche non-intrusive

Contrairement a l'approche intrusive, déterminer les coefficients du chaos polynomial par 'ap-
proche non-intrusive ne nécessite aucune modification du MM. C’est une alternative tres intéressante.
En effet, cette approche ne nécessite que certaines mesures du processus aléatoire appelé Qol en des
points selon un plan d’expérience numérique. L’évaluation des coefficients du chaos polynomial peut
étre effectuée par deux types de méthode : les méthodes de régression et les méthodes de projection
spectrale appelées non-intrusive spectral projection en anglais (NISP).

Dans le cadre des méthodes de type régression, les coefficients du chaos polynomial d’une Qol sont
calculés sur la base de leur évaluation qui résulte de la minimisation au sens des moindre carrés de
I’écart entre les évaluations de cette Qol déterminée a partir du MM et de ses approximations dans la
base du chaos polynomial [8]. L’efficacité de cette méthode a été testée entre autres sur l'analyse de
sensibilité des parametres incertains & partir des indices de Sobol [21].
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Dans les méthodes de type NISP, la Qol associée au MM est projetée dans la base du chaos. Les
coefficients du chaos polynomial sont calculés par des calculs numériques d’intégrales. La méthode de
NISP utilise des points de collocation de Gauss pour construire les coefficients du chaos polynomial
[3].

La difficulté dans cette approche non intrusive réside dans le fait que le nombre d’évaluations de
la Qol a partir du MM nécessaire pour construire les coefficients du chaos dépend de facon factoriel
du nombre de parametres incertains (équation (1.2)). Ce nombre pouvant devenir prohibitif, des stra-
tégies ont été mises en ceuvre afin de remédier a ce probléme. Les sections suivantes en décrivent les
principales de la littérature.

c. Chao polynomial généralisé multi-éléments

Pour améliorer la précision des résultats et réduire les cotits de calcul par rapport a la méthode
classique du chao polynomial généralisé, Wan et Karniadakis [81] ont développé la méthode du chaos
polynomial généralisé multi-éléments qui consiste a décomposer I’espace aléatoire en plusieurs éléments
non sécants. Une approximation du chaos polynomial généralisé est effectuée pour chaque élément. Le
fait de diminuer la taille de I’espace aléatoire pour chaque chaos polynomial diminue la complexité
de la Qol a approximer et ainsi permet de tronquer chacun des chaos polynomiaux a des ordres plus
faibles. Wan et Karniadakis ont appliqué le chaos polynomial multi-éléments dans la résolution des
équations différentielles stochastiques [82, 83]. Cette méthode a été utilisée pour analyser la stabilité
[58] et les niveaux vibratoires [73] d’un modele de systeme de freinage et la stabilité de systeme d’em-
brayage [79] avec des résultats acceptables jusqu’a cing parametres incertains.

d. Chaos polynomial creux

Blatman et Sudret ont proposé et développé des méthodes basées sur un chaos polynomial dit
creux et qui contiennent un faible nombre de coefficients non nuls par rapport aux chaos polynomial
généralisé ou chaos polynomial généralisé multi-éléments. Ces méthodes s’appuient sur le principe de
hiérarchie des effets [56] pour effectuer la stratégie de troncature. Selon ce principe la plupart des
modeles sont principalement gouvernés par des effets primaires et des interactions de faibles ordres,
limitant ainsi le nombre de polynémes utiles couplant différents parameétres incertains. Ensuite, une
procédure itérative est utilisée pour retenir un faible nombre de termes choisis sur la base de calculs
d’erreurs. Seuls les termes importants sont retenus tandis que les termes négligeables sont enlevés
[12, 10, 11].

Les études de Blatman et Sudret ont montré que les méthodes basées sur le chaos polynomial creux
peuvent étre efficaces pour réduire le cotit de calcul dans le cadre d’analyses de fiabilité des structures
mécaniques. On peut également cité un travail récent de Guo et al. qui ont utilisé le chaos polynomial
creux dans l'analyse de fiabilité de revétement d’un tunnel [35].

e. Conclusion

Le chaos polynomial peut étre un outil efficace pour étudier la propagation des incertitudes dans
I’analyse du comportement dynamique de structures mécaniques. L’avantage de ’approche intrusive
est qu’un seul calcul est nécessaire pour évaluer les coefficients du chaos polynomial. Cependant dans
un cadre industriel, 'intrusivité dans le code de calcul et la lourdeur d’une mise en ceuvre pour
un modele élément finis avec un grand nombre de DDLs nous conduisent a ne pas choisir ce type
d’approche dans la suite de ces travaux de theése. A 'inverse, 'avantage de I’approche non-intrusive
est de ne nécessiter aucune modification du MM. Le chaos polynomial généralisé étant rapidement
prohibitif lorsque le nombre de parameétres incertains augmente, des solutions alternatives ont été
proposées dans la littérature. Le chaos polynomial généralisé multi-élément bien que permettant de
prendre en compte un nombre plus élevé de parameétres a également montré ses limites. Pour résoudre
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ce probléme, des méthodes basées sur le chaos polynomial creux ont été proposées dans la littérature
avec des résultats significatifs. Cependant, le développement de ces stratégies a été principalement
proposé dans le domaine de la fiabilité et peu dans ’étude du comportement dynamique de structures
mécaniques.

1.2.4 Conclusion

Les méthodes de prise en compte d’incertitudes présentées dans cette section sont basées sur diffé-
rents formalismes mathématiques de modélisation des incertitudes. Dans les approches possibilistes, les
méthodes basées sur 'arithmétique des intervalles ne nécessite pas d’informations sur les occurrences
des dispersions physiques des incertitudes. Cependant, ces méthodes présentent un inconvénient ma-
jeur qui est le probleme du pessimisme conduisant a une divergence des résultats. Les méthodes basées
sur la logique floue sont principalement appropriées pour analyser des structures dont les incertitudes
découlent de données vagues et imprécises. En ce qui concerne les approches probabilistes, la méthode
MC est une méthode facile a mettre en oeuvre qui garantit une grande précision en terme de résultat
pour un grand nombre de tirages. Cependant, elle entraine un cotit de calcul prohibitif pour ’analyse
d’une structure complexe avec un nombre élevé de DDLs. Ainsi, dans ce cas cette méthode peut étre
utilisée comme méthode de référence servant & valider des méthodes alternatives. Par ailleurs, cette
méthode MC peut étre appliquée a un modele réduit pour propager efficacement les incertitudes. La
méthode des perturbations est quant-a-elle une méthode qui devient rapidement inefficace lorsqu’elle
est appliquée a une structure pour laquelle les dispersions des parametres sont importantes.

Concernant les méthodes basées sur les expansions de chaos polynomial, les approches intrusives
ont l'inconvénient majeur de nécessiter des modifications non aisées des codes éléments finis, ce qui
peut étre rédhibitoire d’un point de vue industriel. Les méthodes non-intrusives ont ’avantage de
ne nécessiter que certaines mesures du processus aléatoire. L’inconvénient principal de ces méthodes
réside dans 'augmentation tres rapide du nombre de ces mesures en fonction du nombre de parameétres
incertains. Des méthodes telles que le chaos polynomial multi-éléments et surtout celles basées sur le
chaos polynomial creux ont montré leur potentiel dans le cadre d’étude de fiabilité des structures.
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1.3 Meéthodes de sous-structuration dynamique

1.3.1 Introduction

L’application de la méthode des éléments finis pour analyser le comportement dynamique des
structures industrielles complexes avec un grand nombre de DDLs peut nécessiter des temps de calculs
importants. Il est donc nécessaire d’utiliser des méthodes pour réduire la taille des modeles éléments
finis. Les méthodes de sous-structuration dynamique peuvent résoudre ces problemes. Hurty [42, 43]
a développé la premiére méthode de sous-structuration dynamique. Par la suite Gladwell [31] a dé-
veloppé la méthode des modes de branches, puis Irons [45] et Guyan [36] ont proposé la méthode de
condensation dans les années 1960. Plusieurs auteurs ont développé différentes méthodes qui se basent
sur différents types de conditions limites appliquées aux interfaces des sous-structures qui peuvent
étre fixes, libres ou chargées. Dans la suite de cette section, le formalisme de la sous-structuration
dynamique en général puis plus particulierement des méthodes les plus utilisées dans la littérature,
a savoir les méthodes de Guyan-Irons [36, 45], de Craig-Bampton [20], de Mac-Neal [52] et de de
Benfield-Hruda [7] sont présentées de fagon synthétique.

Considérons une structure qui est décomposée en S sous-structures. L’équation du mouvement
d’une sous-structure j (7 = 1....5) peut s’écrire :

Mjgj + ngj + Kjgj = Ej’ (1'3)

ou g est le vecteur des déplacements nodaux, de taille nj, F; désigne le vecteur des forces nodales,
de taille nj, M;, C; et K; sont respectivement les matrices de masse, d’amortissement et de rigidité,
de méme taille n; x n;.

Dans le domaine fréquentiel, I’équation (1.3) devient :

— wQquj +iwCjq; + Kjq; = F}, (1.4)
ou w représente la pulsation.

L’objectif de la réduction du modele est de réduire la taille des matrices M;, C; et K; en utilisant
la transformation :

qaj ~ 154;, (1.5)
ou T} est une matrice de transformation et ¢; est un vecteur de coordonnées généralisées, de taille m;
(mj < ny).

En appliquant la matrice de transformation a ’équation ((1.4)), le systéme réduit est :
— wQMj(jj + iwé’jqj + chjj = Fj, (1.6)

- T ~ T % T - T

M =15 M;1;,  C; =15 CjTy, K; =15 KTy, I =15 Fj, (1.7)
ou Mj, C’j et IN(j sont les matrices réduites de masse, d’amortissement et de rigidité respectivement,
de méme taille m; x m;, et F}; est le vecteur réduit des forces, de taille m;.

Le vecteur des DDLs ¢; peut étre partitionné en np; DDLs d’interface, ¢gp;, et en ny; DDLs
internes, gy ;. En partitionnant de méme le vecteur des forces et en réorganisant les matrices de masse
et de rigidité, I’équation (1.4) devient :

11



Chapitre 1. ETUDE BIBLIOGRAPHIQUE

2 Mppj; Mprj| JaB; iy Cesj CBrj| )asj n Kppj Kprj| )asj| _ ) FBj . (1.8)
Mg Mirj| | arj Cij Crrj| | arj Krg; Kirj| | arj Fr;
Lorsque S sous-structures sont couplées, les DDLs d’interface de la sous-structure j, gp;, sont
donc un sous-ensemble des DDLs d’interface de la structure assemblée, ¢p :

gBj = LBjgB, (1.9)

ou Lp; est une matrice booléenne de localisation qui relie les DDLs d’interface de la structure
assemblée aux DDLs d’interface de la sous-structure j.
L’équation du mouvement de la structure assemblée s’écrit comme suit :

—w?Mq+iwCq+ Kq=F, (1.10)
ou
S LT Fn.
4B 21 Lp;Fp;
qr1 Frq
=94 . ¢, = . ; (1.11)
qr s Frs
(Y2 LL MppjLp; LLMpry ... LigMprs
ML M 0
M= e {“ , , (1.12)
i MipsLps 0 - Mirs
7 L% ,CjiLle; LbCeri ... LisChis
Cr1Lp1 Crr 0
C = , _ , , (1.13)
i CipsLlps 0 . Cirs
_Z}gzl L} Kepjlej Lb Kpri .. LhsKprs
Kip1Lp1 Kt 0
K= | o S (1.14)
KipsLps 0 Kirs

En utilisant la matrice de la transformation de la structure assemblée, T, le systéme réduit devient :

—wMj+iwCij+ Ki=F, (1.15)

ou les matrices réduites de la structure assemblée sont calculées comme suit :

M=T"mMT, C=T7'CT, K=T'KT, F=TTF, (1.16)

Les méthodes de sous-structuration dynamique présentées ci-dessous ne prennent en compte aucun
effet d’amortissement dans le cadre de I’établissement des bases de modes propres. Les équations du
mouvement des sous-structures sont supposées faiblement amorties. L’effet d’amortissement sera soit
supposé négligeable soit pris en compte pour les sous-structures analysées avec un faible facteur de
pertes (amortissement structural). La matrice réduite d’amortissement peut étre construite directe-
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ment dans le systeme réduit d’une sous-structure comme dans les équations (1.6) et (1.7) ou dans la
structure assemblée comme dans les équations (1.15) et (1.16).

1.3.2 Meéthode de Guyan-Irons

La méthode de Guyan-Irons [36, 45] est une technique de condensation statique. Dans ce cadre,
I’équation du mouvement d’une sous-structure j non amortie peut s’écrire :

W2 Mpp; Mprj| )aB; n Kppj Kprj| )asj| _ ) FBj ‘ (1.17)
Mip; M| | arj Kig; Kirj| | a1 Fy;
En supposant que F7; = 0, les DDLs internes s’obtiennent par :
a1j = —Kp ;K1 jap; + K jw'(Mrs a5 + M a1 ;) (1.18)
En négligeant les effets inertiels, 1’équation (1.18) devient :
qu :_Kj_jleIBjQBj- (119)

La transformation de Guyan-Irons s’écrit comme suit :

Bt~ ! =L ap; =TC g5, 1.20
{QIJ} [_Kﬂlj KIBj] 57 let] =25 4B (1.20)

ot Xy ; est la matrice des formes modales des modes statiques, X ; = —Kl_lle IBj-

La transformation de Guyan-Irons donne un vecteur réduit contenant uniquement les DDLs d’in-
terface ¢p ;.

En appliquant la méthode de Guyan-Irons, la transformation de la structure assemblée s’écrit
comme suit :

qB I
qr1 Xst1Lp1

g=s . = i g5 =T%qp. (1.21)
qr s XstsLps

Les matrices réduites de masse et de rigidité et le vecteur des forces de la structure sont calculés
par ’équation (1.16).

Les résultats obtenus par la méthode de Guyan-Irons sont justes acceptables pour les fréquences
des forces harmoniques proches de la premiere fréquence propre de la sous-structure a cause des effets
inertiels négligés [26, 13].

1.3.3 Meéthode de Craig-Bampton

La méthode de Craig-Bampton [20] est détaillée dans le Chapitre 4. Ici nous donnons un bref
apercu de cette méthode.

Comme mentionné ci-dessus, la méthode de Guyan-Irons a des limitations sur la précision du
modele réduit lorsqu’elle est appliquée sur le modele dynamique. La méthode de Craig-Bampton
améliore la précision de la méthode de Guyan-Irons en ajoutant des modes d’interface fixe a la matrice

gl | 1 0 ;| _ poB ) 4B 1.99
{qu‘} [Xstj Xela’]{dj} Tola ) 122

13

de transformation :
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ou X, est la matrice des modes d’interface fixe, i.e. X¢; = {qﬁl ... ¢n“} ou ¢;, sont les solutions du

probleme aux valeurs propres : {K 11— w? Mg j}qbi = 0 et o est le vecteur des amplitudes modales ;

la matrice X,;; et le vecteur &; sont réduits, de taille ny; x m; et m; respectivement (m; < ny ;).

La transformation de la structure assemblée peut s’écrire :

qB I 0 0 4B dB
qr1 Xst1Lpr X1 ... 0 a1 a1

g=4{" t~| o . Sy =TCB L (1.23)
qrs XasLlps 0 ... Xgs| las ag

La méthode de Craig-Bampton est largement utilisée dans les codes de calcul et représente la
méthode la plus populaire en sous-structuration dynamique [49]. Les matrices de masse et de rigidité
réduites obtenues par la méthode de Craig-Bampton sont creuses et presque diagonales [66, 49, 33].
Par exemple, la faible densité de ces matrices réduites, obtenues par la méthode de Craig-Bampton
pour un treillis de Benfield (Benfield truss) [7] composé de deux sous-structures, a été démontrée dans
[33]. La densité des éléments non nuls de ces matrices réduites est de 30 % environ. Cela permet de
réduire le cofit de calcul lorsque les simulations des modeles réduits sont effectuées via un logiciel, par
exemple Matlab. Plusieurs auteurs continuent a améliorer cette méthode et a 1'utiliser, par exemple
Suarez et Singh [75], Rixen [66], Kim et Lee [47]. Plusieurs méthodes de réduction d’interface sont
développées par Castanier et al. [15], Hong et al. [41] et Lindberg et al. [50] afin de réduire le nombre
de DDLs d’interface du modele de Craig-Bampton.

1.3.4 Méthodes de Mac-Neal

Les méthodes de Mac-Neal [52] utilisent des modes d’interface libre de chaque sous-structure j, ¢;,
qui sont les vecteurs propres solutions du probléme aux valeurs propres :

{K; = w?M;}g; = 0. (1.24)

Ces modes peuvent étre partitionnés en deux parties comme suit :

@79 5] =61 6] [br11 - by ] (1.25)

ol @;ig et @;l sont les matrices des modes rigides et des modes élastiques, r est le nombre des
modes rigides (r < 6).
La matrice de transformation de Mac-Neal est construite comme suit :

MN __ ; Fel
57" = [‘1’?9 qﬂ, (1.26)

ol @;l est la matrice réduite de taille n; x m; (m; <nj; —r).
En réorganisant la matrice de transformation, le vecteur des déplacements peut étre approché par :

rig  Fel HMN
il v g — |28 Bl 5 (?f/]'v a; (1.27)
qu J J (I>7I"ng (I)?lj J (I)[] J
N HMN (Y Hel HPMN _ (™9  FHel
ot OYN = @%b | et BN = |@7Y BeL].
En appliquant la méthode de Mac-Neal pour toutes les .S sous-structures, la transformation peut
s’écrire comme suit :
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qB1 QYN ) cee 0

aB2 0o ¥y .. 0

: : : . : a1 a1

s\ __| O 0 ... OMN| Jaz| [TMN] |2 (1.28)

arn [ |OMNY 0 0 TN [ ‘

qr2 0 (I)%N 0 ag ag

qrs . 0 0 ... ®¥N]

ou

QYN 0 MN 0 0

0 OMN 0 0 eMN .. 0
TUN B2 o, TN = | 2 , (1.29)

0 0 ... oMY 0 0 ... ®¥N

Lorsque S sous-structures sont couplées, les déplacements d’interface de la structure assemblée
sont compatibles :

gB1
gB2

=1Ly . > (1.30)
qgB S

ou L g est une matrice booléenne de localisation reliant les DDLs d’interface de la structure assemblée.
En combinant des équations (1.28) et (1.30), la transformation de la structure assemblée peut

s’écrire :
qB o aq
LBTMN N -
qr1 B ) un | @2
qr s as as

Dans I’étude de Gruber et Rixen [33], les méthodes de Mac-Neal et de Craig-Bampton sont utilisées
pour calculer des fréquences propres dans la gamme des basses fréquences de 3 systémes académiques :
un treillis de Benfield, divisé en 2 sous-structures, un cadre de poutre tridimensionnel, composé de 5
sous-structures et le probleme d’un rectangle bidimensionnel décomposé en 12 sous-structures. Cette
étude a montré que la méthode de Craig-Bampton donne des erreurs relatives des fréquences propres
par rapport a la solution des modeéles éléments finis complets généralement plus faibles que la méthode
de Mac-Neal. Néanmoins, ces deux méthodes donnent une perte de précision faible dans la gamme des
basses fréquences. De plus, les matrices de masse et de rigidité réduites obtenues par la méthode de
Craig-Bampton sont plus creuses que celles obtenues par la méthode de Mac-Neal. Ainsi la méthode
de Craig-Bampton est plus performante que la méthode de Mac-Neal.

1.3.5 Meéthode de Benfield-Hruda

Pour présenter la méthode de Benfield-Hruda [7], nous considérons un modéle de deux sous-
structures, la sous-structure principale 1 et la sous-structure secondaire 2 couplées ensemble. La sous-
structure principale 1 est décrite a partir de modes a interface libre ou a interface chargée. En utilisant
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ces derniers, la précision des résultats est améliorée.
La matrice des modes d’interface chargée de taille réduite @2 de la sous-structure 1 sont les m;
(my < ny) premiers vecteurs propres solutions, ¢;, du probléme aux valeurs propres :

{ICl - W?Ml}gfh = 0, (1.32)
ou M et K1 sont les matrices de masse et de rigidité d’interface chargée de la sous-structure 1 calculées
par :

My = Mpp1 Mpr1 n (TSHTMTS 0 Ky = Kpp1 Kpr1 n (TSHTK TS 0 (1.33)
M1 M 0 0|’ Kip1 K 0 0|’

ott les matrices (T$)TMoTS et (TS)T KoTS sont représentatives de I'effet de masse et de rigidité de
la sous-structure 2 sur les DDLs d’interface, avec :

I I
¢ = - B . 1.34
2 lX612‘| [_ijngIBZ] ( )

Dans le cas général comprenant un nombre quelconque de sous-structures, il faut compter les effets
de masse et de rigidité de toutes les autres sous-structures du systéme couplées avec la sous-structure
1 dans I’équation (1.33).

La transformation de Benfield-Hruda appliquée a la sous-structure 1 est :

4B1 5BH ‘fgﬁl
RO o= | & o . 1.35
a1 1 1 (I)?{I 1 ( )

Lorsque les deux sous-structures sont couplées, les déplacements d’interface des deux sous-structures
sont compatibles :

4B = 4B1 = qB2- (1.36)

Le couplage de deux sous-structures utilisent les modes de deux fagons différentes :

- la sous-structure principale utilise les modes a interface chargée et la sous-structure secondaire
utilise les modes statiques et les modes a interface fixe (méthode de Craig-Bampton),

- les deux sous-structures utilisent les modes a interface chargée [7].

En utilisant les modes statiques et les modes d’interface fixe, la sous-structure 2 est décrite de la

qB2 I 0 qB2
~ o - , 1.37
{QI2} [XstQ Xel2‘| { o)) } (1.37)

La transformation de la structure assemblée peut alors s’écrire :

B Bl 0 &
g=Lq1p~| ®BH 0 {1} (1.38)

5BH ¥ &)
qr2 Xst2(I)Bl Xel2

maniére suivante :

En utilisant les modes a interface chargée, la sous-structure 2 est décrite de la maniére suivante :

dB2 églj ~
~ | = . 1.
{ ar2 } [‘I’%I 2 (1.39)
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La transformation de la structure assemblée dans ce cas devient :

4B oF 0 &
g=1qn = o7 0 {d;}' (1.40)
qr2 0 oPfF

En comparant ces deux stratégies pour modéliser la sous-structure 2, Benfield et Hruda ont utilisé
ces deux types de modes pour calculer des fréquences propres de deux systemes académiques : une
poutre et un treillis plan (treillis de Benfield), chaque systéme se composant de deux sous-structures.
Cette étude a montré que la premiere stratégie (modes statiques et modes a interface fixe) donne des
erreurs relatives des fréquences propres de ces deux systémes plus faibles que la deuxiéme [7].

Dans le cas de S sous-structures, lorsque toutes les sous-structures utilisent les modes a interface
chargée, la transformation peut s’écrire comme suit :

qB1 B0 ... 0]

qB2 0o ®BT ... 0

. . : Lo a1 aq

gss| _|_0 0 ... OB Jax| _|TFH| | (1.41)

an (e 0 o o [ ) (T |TEE| Y [ :

qr2 0 (I)?éq 0 ag ag

ars L 0 0 ... oPY]

ol

Wy ] E

0 o35 ... O 0 @75 ... 0
TEH - : : - ) TIBH - : : - : ' (1.42)

0 0o ... obf 0 0o ... obH

En utilisant la compatibilité des déplacements d’interface (équation (1.30)) dans le cas de 1'assem-
blage de S sous-structures, la transformation de la structure assemblée devient finalement :

4B a1 aq
LBTBH N N
qr1 B Qs Qs

g=14 ‘=~ A =TBH T (1.43)
. T[BH . .
qr s as as

1.3.6 Conclusion

Dans ce chapitre, plusieurs méthodes de sous-structuration dynamique ont été présentées. La
méthode de Guyan-Irons présente des limitations concernant la précision du modele réduit lorsqu’elle
est appliquée sur le modele dynamique. La méthode de Craig-Bampton améliore la précision de la
méthode de Guyan-Irons en ajoutant des modes d’interface fixe a la matrice de transformation. De
plus, la méthode de Craig-Bampton conduit a des erreurs relatives par rapport a la solution des
modeles éléments finis plus faibles que la méthode de Mac-Neal. Par ailleurs, les matrices de masse et
de rigidité réduites obtenues par la méthode de Craig-Bampton sont creuses ce qui permet de réduire
significativement le colit de calcul. Pour la méthode de Benfield-Hruda, la précision des résultats
obtenus est limitée, c’est pourquoi, cette méthode n’est pas souvent utilisée [25]. Ainsi la méthode de
Craig-Bampton est celle qui présente les meilleures performances parmi les différentes méthodes de
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sous-structuration pour étudier le comportement dynamique d’une structure.

1.4 Association des méthodes de prise en compte d’incertitudes et
de réduction de modeles

L’objectif de cette section est de présenter des méthodes de la littérature combinant des méthodes
de réduction de modeles et des méthodes de propagation d’incertitudes dans I’étude du comportement
dynamique de structure.

Les méthodes de sous-structuration dynamique peuvent étre couplées avec des méthodes probabi-
listes ou avec des méthodes possibilistes. Concernant ’association de méthodes de sous-structuration
dynamique avec des méthodes probabilistes, Mace et Shorter [51] ont couplé la méthode de Craig-
Bampton avec la méthode des perturbations pour étudier la fonction de réponse en fréquence d’un
systeme simple comprenant deux poutres couplées par un ressort. Comme dans des études de Sarsri et
al., la méthode a interface fixe de Craig-Bampton et la méthode a interface libre de Mac-Neal ont été
respectivement couplées avec la méthode du chaos polynomial [70] et avec la méthode des perturba-
tions [69] pour analyser le comportement dynamique de structures composées de plaques assemblées
avec des parametres aléatoires. Dans ces études, les méthodes de sous-structuration dynamique sont
utilisées afin de réduire la taille du modele avant de procéder a des calculs numériques des fonctions
de réponse en fréquence des structures stochastiques avec la méthode du chaos polynomial [70] ou des
modes propres stochastiques de structure par la méthode des perturbations|[69]. L’efficacité des ap-
proches proposées est démontrée avec une réduction significative du cotit de calcul et avec des résultats
acceptables mais pour seulement deux parametres incertains qui sont la masse volumique et le module
de Young. La méthode des perturbations a aussi été couplée a la méthode a interface fixe de Craig-
Bampton dans I’étude de Hinke et al. [39] pour analyser la réponse dynamique d’un systéme composé
de deux plaques connectées par des ressorts dont la raideur est considérée un parametre incertain avec
une faible déviation. La méthode de réduction de modele de Craig-Bampton a également été couplée
avec la méthode du chaos polynomial généralisé pour étudier 'analyse statistique de la dispersion
des réponses fréquentielles de deux structures dynamiques composées d’'un portique 2D et de micro-
poutres couplées [19]. Cette étude a montré qu’en combinant un modele réduit de Craig-Bampton
avec un développement du chaos polynomial généralisé, la précision des résultats reste satisfaisante
avec un colit de calcul raisonnable pour deux ou trois parametres incertains par rapport a la méthode
de référence basée sur une approche de type Hypercube Latin sur le modele éléments finis complet.
Cependant, pour le cas d’'un nombre élevé de parameétres incertains, le cotit de calcul devient prohibitif.

Concernant le couplage des méthodes de sous-structuration dynamique avec des méthodes de pos-
sibiliste. On peut citer un travail de Gersem et al. [29], dans lequel des méthodes des intervalles et des
méthodes basées sur la logique floue sont combinées a la méthode de Craig-Bampton pour analyser la
fonction de réponse en fréquence d’un grand modele éléments finis d’un avion de référence (Garteur
benchmark aircraft) avec parametres incertains. En comparaison avec une approche MC de référence
appliquée sur un modele éléments finis complet, la méthode combinant des réductions de modeles
de Craig-Bampton et une approche par intervalle a montré son efficacité pour évaluer les fréquences
propres de la structure. Pour une étude jusqu’a trois parametres incertains, la réduction du temps de
calcul peut atteindre jusqu'a 28 % avec une bonne précision des résultats.

Les études présentées ci-dessus montrent que la combinaison des méthodes de sous-structuration
dynamique avec des méthodes de prise en compte d’incertitudes peuvent réduire efficacement le nombre
de simulations pour des modeéles éléments finis ayant un faible nombre de parametres incertains. Ainsi,
il serait pertinent d’associer ces différentes méthodes pour étudier le comportement dynamique de
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structure avec un nombre de parametres incertains plus significatif.

1.5 Conclusion

Ce chapitre a permis de faire une revue des principales approches de la littérature permettant
de prendre en compte les incertitudes paramétriques dans 1’étude du comportement dynamique des
structures.

La premiere section qui est consacrée aux méthodes développées spécifiquement pour propager
les incertitudes dans les modéles dynamiques des structures a montré que les approches basées sur
le chaos polynomial creux non intrusif peuvent étre potentiellement performantes pour propager les
incertitudes paramétriques dans un modele décrivant le comportement dynamique d’une structure.
Le point faible de ces méthodes est la difficulté a prendre en compte un nombre élevé de parametres
incertains.

La deuxieme section qui est dédiée aux méthodes de sous-structuration dynamique a mis en avant
lefficacité de la méthode de Craig-Bampton pour diminuer le nombre de DDLs d’un modeéle éléments
finis d’une structure mécanique dans le cadre d’une étude de son comportement dynamique.

La troisiéme section portant sur les études associant respectivement les méthodes de sous-structuration
et de propagation d’incertitudes paramétriques a mis en évidence la pertinence de combiner ces deux
approches pour prendre en compte les incertitudes paramétriques dans le comportement dynamique de
structures. L’objectif de cette association a été montré pour un nombre faible de parametres incertains.

Ainsi, la revue bibliographique réalisée dans ce chapitre a permis d’une part de choisir de type
d’approche qui semble étre la plus appropriée pour propager les incertitudes paramétriques dans un
modele, a savoir les développements en chaos polynomial creux, et d’autre part de mettre en avant la
méthode de sous-structuration qui semble étre la plus adaptée a réduire un modele a savoir la méthode
de Craig-Bampton.

La suite de ces travaux va s’articuler autour de trois parties.

La premiére partie (Chapitres 2 et 3) va étre consacrée au développement de méthodes basées sur
le chaos polynomial non intrusif avec un focus particulier sur le chaos polynomial creux proposé par
Blatman, afin de prendre en compte un nombre significatif de parametres incertains dans le cadre
d’une étude en dynamique. Ces méthodes, qui ont été principalement utilisées en fiabilité et peu en
dynamique, vont étre appliquées a I’étude du comportement dynamique d’un modele de systeme d’em-
brayage et plus particulierement & l’analyse de la stabilité du systéme.

Dans la deuxiéme partie (Chapitre 4), la méthode de sous-structuration de Craig-Bompton va étre
utilisée pour analyser la réponse dynamique a une sollicitation harmonique d’une structure acadé-
mique composée de trois plaques connectées les unes avec les autres par des raideurs. L’objectif va
étre d’étudier la capacité de cette méthode a réduire efficacement le nombre de DDLs.

Dans une troisieme partie (Chapitre 5), la capacité des méthodes basées sur le chaos polynomial
creux et de la méthode de réduction de Craig-Bampton & prendre en compte les incertitudes para-
métriques dans 1’étude dynamique de la structure académique mentionnée ci-dessus va étre évaluée
lorsque ces méthodes sont utilisées seules ou associées entre elles.
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Chapitre 2

THEORIE DU CHAOS
POLYNOMIAL

2.1 Introduction

L’objectif de ce chapitre est de présenter les méthodes stochastiques qui vont étre développées
pour propager les incertitudes paramétriques dans une structure mécanique. Dans un premier temps,
la méthode de Monte Carlo est brievement décrite dans la section 2.2. Dans un second temps, le for-
malisme mathématique pour trois types de chaos polynomial est présenté, a savoir le chaos polynomial
généralisé (gPC) dans la section 2.3, le chaos polynomial généralisé multi-éléments (ME-gPC) dans
la section 2.4 et finalement le chaos polynomial creux (sPC) dans la section 2.5. Dans cette derniere,
plusieurs méthodes vont particulierement étre développées.

2.2 Meéthode de Monte Carlo

Comme mentionné dans le chapitre bibliographique, cette méthode est une méthode facile & mettre
en oeuvre. Selon le modele mathématique sur lequel elle est appliquée, elle permet d’obtenir des
solutions de référence ou des solutions estimées.

On peut résumer algorithme numérique de la méthode de Monte Carlo (MC) appliquée & un
modele mathématique avec les 5 étapes suivantes :

1. Identifier les lois de probabilité des parameétres incertains d’entrée du modele mathématique

2. Générer un échantillon de tirages de parametres incertains aléatoires indépendants suivant les
lois de probabilité identifiées.

3. Propager l'incertitude dans le MM en déterminant le jeu de sortie appelé quantité d’intérét (Qol)
correspondant au jeu des tirages des parametres incertains généré de 1’étape 2.

4. Analyser I’évaluation statistique du jeu de sortie (Qol) du modele (moyenne, variance).

5. Analyser la convergence de la distribution de la Qol du MM.

La méthode de Monte Carlo peut étre présentée sous le formalisme suivant.

Soit f1 : R” — R une fonction mathématique analytique (ou algorithmique) modélisant un systeme
quelconque et W un vecteur de parametres incertains modélisés par des variables aléatoires W =
(W1, ...,W,). La réponse Z est la solution de la fonction mathématique comme suit :
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Z= (W), (2.1)

Dans le cadre de la méthode de MC, la loi de distribution de la sortie est estimée avec ses caracté-
ristiques statistiques données par la valeur moyenne uz et ’écart type oz. Elles sont estimées via des
valeurs arithmétiques d’un échantillon de N tirages comme suit :

i=1 ‘ (2.2)

La convergence de la méthode de MC est certifiée par le théoreme central limite [71] selon lequel
la normalisation de fiz notée finormalise €t calculée avec ’équation (2.3) converge vers une loi normale
standard A (0, 1) lorsque N est grand.

. fiz — pz
Hnormalisé = \/NT (23)

Cela permet d’obtenir 'intervalle de confiance pour la valeur moyenne comme suit :

(2.4)

Ua/207 ua/26Z]

€ |z — s bz +
MZ[MZ \/N'MZ N

au niveau de confiance 100(1 — @)%, ol U, /2 = ®~* (1 - %), ®(x) étant la fonction de répartition de

la loi normale standard définie par :

B(z) = \/12?/;@52@. (2.5)

A partir de l'intervalle de confiance (2.4) au niveau de confiance 100(1 — «)%, pour estimer la
valeur moyenne avec une erreur relative &e,,, il est nécessaire d’utiliser un nombre minimal de tirages
calculé par :

N 2
Nyin = ceil K%/QCZ> ] (2.6)

euz

ou la fonction ceil[z] arrondit x au nombre entier supérieur suivant et C'z = 6z /fiz désigne le coefficient
de variation de la réponse Z.

2.3 Chaos polynomial généralisé

Le chaos polynomial formalise une séparation entre la partie déterministe et la partie stochastique
d’un processus aléatoire X (£). Soit (€2, 3, Pr) un espace de probabilité ou €2 est I’espace des événements
aléatoires w, ( est une o-algebre (tribu) des sous-ensembles €2 et Pr est une mesure de probabilité.
Comme mentionnée dans la section 1.2.3.3, le chaos polynomial a d’abord été développé par Wiener
pour des processus stochastiques modélisés a 1’aide de polynémes d’Hermite avec des variables aléa-
toires gaussiennes et indépendantes [86]. Puis selon le théoréme généralisé de Cameron-Martin [14],
les travaux de Xiu et Karniadakis [87] et ceux d’Askey et Wilson [2], tout processus aléatoire de se-
cond ordre X (¢) dans un espace d’Hilbert, noté L?(2, 3, Pr), peut étre développé en série convergente
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(au sens des moindres carrés) de fonction polynomiale de r variables aléatoires gaussiennes et non
gaussiennes indépendantes §(w) = (1, ..., &) comme suit :

X(UJ) = Z i‘aqba(g(w))? (27)
aeN”
®a(€) sont les polynéomes du chaos basés sur une famille de polyndmes orthogonaux (détaillées dans
I’annexe A.2) correspondant a la distribution des r variables (1, ..., &) comme indiqué dans le tableau
2.1. Pour des raisons de commodité, {(w) sera noté £ dans la suite du manuscrit). Les polynomes du
chaos ¢, (§) représentent les composantes stochastiques du processus, et Z, sont les coefficients du
chaos polynomial qui correspondent aux composantes déterministes du processus.

Dans le cadre de cette theése pour I'analyse du comportement dynamique des systémes ou struc-
tures mécaniques, les variables utilisées sont du type uniforme. Cette loi a été choisie car elle ne
privilégie aucune occurrence par rapport a une autre. Ainsi, elle est la mieux adaptée pour des pro-
cessus aléatoires pour lesquels la connaissance des lois de probabilité n’est pas ou peu connue. Ainsi
le vecteur £ = (&1, ....,&,) € [—1,1]" est lié au vecteur des parametres physiques incertains du systéme

¢ = (C1s+-¢r) € iz [ai, bi] par :

b._|_a. b: — a;
Gi= 2o et
h

ol a; et b; dénotent les limites de I'intervalle uniforme correspondant au parametre it".

i=1,...,7 (2.8)

Selon le schéma d’Askey, si les distributions des parameétres incertains sont uniformes (comme
considéré dans ce qui suit), les fonctions polynomiales ¢, qui permettent une convergence optimale de
la série sont obtenues & partir des polynémes de Legendre, comme détaillés au tableau 2.1 [2, 87, 88].

Variable aléatoire £ | Famille de polynomes ¢, (&) | Support
Gaussienne Hermite (—00,00)
Gamma Laguerre [0,00)
Beta Jacobi [-1,1]
Uniforme Legendre [-1,1]

TABLEAU 2.1 — Correspondance entre les familles de polynémes orthogonaux et les distributions des variables
aléatoires

En pratique, le processus aléatoire X (§) qui peut étre appelé Qol est approché par une expansion
tronquée impliquant un nombre fini de N, + 1 termes :

X~ Y Tadalf), (2.9)

aEATP

ou p est Pordre du chaos polynomial et o = {a, ..., @} un multi-indice en N, de longueur :

,
lafli = ai. (2.10)
i=1
L’ensemble d’indices utilisé dans ’expansion tronquée (2.9) est alors défini comme suit
AP ={a eN": |a|: < p}. (2.11)

La construction du gPC X (§) est donc transformé en un probléeme d’estimation des coefficients Z,,
de ce gPC (équation (2.9)). Le nombre de termes N, + 1 & évaluer est lié & 'ordre p et au nombre de
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parametres incertains r comme [88] :

(p+m)!
Np+1=card(A"™?) = o (2.12)
L’expansion tronquée (2.9) peut étre récrite comme suit :
Np
X(©) =) 7¢(), (2.13)
j=0

2.3.1 Calcul pratique du développement en polynémes du chaos polynomial gé-
néralisé : Approches intrusives et non intrusives

Deux approches sont possibles pour estimer les coefficients du développement en chaos d’une Qol
X (§) : une approche intrusive et une approche non intrusive. Dans la premieére, une projection de type
Galerkin est utilisée pour projeter le modele mathématique associé a la Qol X (£) dans base du chaos
polynomial. Dans la deuxiéme approche, c’est la Qol X (£) qui est projetée dans la base du chaos
polynomial. Pour illustrer ces deux approches, nous considérons le modele mathématique tres général
associé a un systeme dynamique sous la forme :

3(3/(1', t, f(w))) = f2(y($, t 5(&))), €T, f(w)), (214)

ou J désigne un opérateur différentiel ; y(z,t,&(w)) est la solution qui dépend de l'espace z, du temps
t et de l'incertitude modélisée par £ liée a ’événement aléatoire w ; la fonction fs peut étre non linéaire.

La solution y(z,t,£(w)) qui est la Qol, est considérée comme un processus aléatoire, et peut étre
exprimée par un développement en série de polyndémes orthogonaux comme suit :

Np
y(,t,8) = g, )d;(6), (2.15)
=0

2.3.1.1 Approche intrusive

L’approche intrusive peut étre présentée dans les trois étapes suivantes :

1. En substituant le développement (2.15) dans ’équation (2.14), on obtient :

Ny Np
J(Z yj(, t)¢j(€)> =/ < >G5, 1);(6), 5) : (2.16)
j=0 j=0

2. Une projection de Galerkin est opérée en multipliant les deux cotés de I’équation (2.16) par les
différents polynémes de la base choisie et faire la moyenne statistique :

Np Np
j=0 Jj=0

En utilisant I’orthogonalité de la base polynomiale, on peut obtenir un systeme de N, +1 équations
déterministes et couplées. Par exemple, dans le cas ou I’équation (2.14) est une équation différentielle
ordinaire avec J 'opérateur de la dérivée par rapport au temps, on obtient un systeme déterministe
qui définit la dynamique des coefficients du chaos polynomial comme suit :
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Np
yi(z,t) = (1/<¢z(§)a¢z(f)>)<f2(Z@j(%t)éf?j(ﬁ)a%f),¢l(§)>’ [=0,1,...,Np (2.18)
=0

3. Le systeme des équations résultant de I'étape 2 est résolu par un algorithme approprié pour déter-
miner I'ensemble des coefficients du chaos polynomial y;(z,t), [ = 0,1, ..., N,,. Pour le cas de I’équation
(2.18), un schéma d’intégration numérique adapté est utilisé.

2.3.1.2 Approche non-intrusive

Comme il a été écrit dans le Chapitre 1, contrairement & I’approche intrusive, celle non-intrusive
ne nécessite aucune modification du modele mathématique (équation (2.14)) et va ainsi étre utili-
sée dans la suite de ces travaux de theése. Dans cette approche, les coefficients du chaos polynomial
sont construits a partir d’'un nombre fini des évaluations de la Qol, obtenue a partir de simulations
numériques du modele mathématique. La projection spectrale non intrusive (NISP) et les méthodes
de régression sont les méthodes non intrusives les plus utilisées. La méthode NISP nécessite des si-
mulations aux @ = (p + 1)” points de collocation de Gauss pour construire les coefficients du chaos
polynomial. Avec la méthode de régression, un minimum de ) = IV, 4 1 simulations est nécessaire, qui
peuvent étre effectuées en pratique aux @ = (p + 1) points de collocation de Gauss ou a des points
choisis avec une méthode d’échantillonnage par Hypercube Latin présentée dans la section 2.5.6. Dans
ce dernier cas, on utilise @ = k(IV, + 1) simulations (avec k un petit entier généralement égal a 2, 3
ou 4).

Dans la these de Trinh [78], la méthode de régression et la méthode de projection spectrale non-
intrusive (NISP) sont utilisées pour 'analyse de la stabilité d’'un systéme d’embrayage. Cette étude
a montré que ces deux méthodes donnent les mémes niveaux d’erreurs relatives de la propension a
étre stable par rapport a la méthode de référence Monte Carlo. Cependant, les cotits de calcul pour
construire les coefficients du chaos polynomial pour la méthode de régression sont plus faibles que
ceux pour la méthode de NISP. La méthode de régression va donc étre utilisée dans le cadre de cette
these pour construire les coefficients du chaos polynomial.

Dans le cadre de la régression, I’évaluation des coefficients résulte de la minimisation du critere
suivant [8] :

2

Q Np
ety = > |y (2,,69) = Y ni(z, 000 (€9) ] (2.19)
q=1 =0
ot ¢@) = (f%q), s ,(«q)) (avec ¢ = 1, ..., Q) désigne le Plan Expérimental Numérique (PEN), qui est un

ensemble de () vecteurs de valeurs de parametres générés sur le support probabiliste des parametres

Les coefficients du chaos polynomial y = (gjo, YLy eee ﬂNp) sont calculés comme suit :
-1
g = (" (€D)s(c)) T (D), (2:20)

avec Y = (y (:c,t,§(1)> Y (x,t,é(Z)) sy Y (x,t,é(Q)) )T désigne le vecteur des évaluations de la Qol
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avec le modele mathématique correspondant et ¢(& (q)) la matrice définie par :

do(€W) ... on,(EW)
$(¢@) = P : : (2:21)
B0 (@) ... N, (D)

La méthode pour choisir I'ordre optimal de troncation est décrite dans [78, 79], ou un critére basé
sur le taux de décroissance de I'erreur relative entre deux développements d’ordre successif est utilisé.
En pratique, le taux de décroissance est défini comme le ratio entre 'erreur de la variance entre deux
développements d’ordre p — 1 et p, et la variance de développement d’ordre p.

Si le nombre de parametres incertains r et 'ordre p du gPC sont élevés, le nombre de coefficients
du chaos polynomial et donc le nombre de simulations nécessaires pour les construire deviennent
rapidement prohibitifs. Des stratégies visant & réduire ce nombre de simulations sont donc nécessaires
et vont étre présentées dans les sections 2.4 et 2.5.

2.3.1.3 Caractéristiques statistiques du gPC

L’intérét principal de ’expansion du gPC est de permettre d’estimer les caractéristiques statistiques
de processus aléatoires & partir des coefficients du chaos polynomial sans avoir besoin d’utiliser des
tirages de parametres incertains générés par la méthode de MC.

Les valeurs moyenne p et variance o2 théoriques de la Qol X (&) sont en effet calculées comme
suit :

UT

0
Np 2.22
7~ ¥ Bl63(0) 2

Ces équations sont démontrées en annexe A.3.

2.4 Chaos polynomial généralisé multi-éléments

Cette approche consiste a décomposer I'espace aléatoire en m d’éléments sans intersections, dans le
but de réduire le nombre @) de simulations nécessaires pour évaluer les coefficients du chaos polynomial
en utilisant un gPC avec un ordre faible p dans chaque élément [81].

Comme dans la méthode gPC, un changement de variables est effectué, pour chacun des m élé-

— T
ments. Les variables locales incertaines ¢¥ € [] [a¥, b}
i=1

aléatoires indépendantes £F € [—1,1]", de telle sorte que les polyndmes de Legendre soient exploités :

], sont exprimés en termes de variables uniformes

k

_ bk k \
k_ b T4 Loog=1,...m k=1,...,m. (2.23)

="

—kbffa
2

Dans ce contexte, le processus aléatoire correspondant au k* élément est donné par le gPC local :

XHE =~ Y zhea(€), (2.24)

aEA™P

tandis que 'approximation du processus stochastique est finalement exprimée en utilisant les mesures
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de probabilité Jj [81] comme suit :

m r ok _ Lk
XEO~Y Y thoal@  avecsi =[5 (2.25)

k=1 ac A™P =1

La procédure pour construire le chaos polynomial généralisé multi-éléments (ME-gPC) est détaillée
dans [78, 79], ou la méthode a été appliquée pour analyser la stabilité d’un sytéme d’embrayage.

Dans le contexte de ME-gPC, un ordre faible du chaos polynomial dans chaque élément peut étre
maintenu, car la précision des résultats est principalement déterminée par le nombre m des éléments
choisis pour décomposer ’espace aléatoire. Les stratégies pour définir un nombre optimal m sont dé-
crites dans [78, 79], ol une procédure itérative utilisant trois critéres est proposée. Pour une valeur
p donnée, le premier critére est a nouveau basé sur le taux de décroissance de ’erreur relative de la
variance entre deux développements d’ordre successif dans chaque élément. La deuxieéme implique la
détermination du parametre le plus sensible et la troisieme impose une taille minimale pour chaque
élément.

Le ME-gPC ne va pas été utilisé en tant que telle dans ces travaux de these. Néanmoins, des
résultats obtenus avec cette méthode dans [78, 79] seront utilisés dans le Chapitre 3 a des fins de
comparaison avec les méthodes développées dans le cadre de ces travaux de these. Les stratégies de
réduction des cotits de calcul qui vont étre développées et utilisées dans ces travaux sont basées sur le
chaos polynomial creux et vont maintenant étre présentées.

2.5 Chaos polynomial creux

Comme mentionné dans le chapitre bibliographique, ces méthodes s’appuient sur le principe de
hiérarchie des effets [56] selon lequel la plupart des modeéles sont principalement gouvernés par des
effets primaires et des interactions de faibles ordres. Ainsi, l'efficacité du Chaos Polynomial creux dit
sparse Polynomial Chaos en anglais (sPC) réside dans la réduction du nombre de coefficients du chaos
polynomial. Dans cette section, nous présentons trois méthodes différentes de sPC, a savoir le sPC avec
« low rank index sets », le sPC avec « isotropic hyperbolic index sets » et le sPC avec « anisotropic
hyperbolic index sets ». Ces méthodes ont été initialement développées par Blatman dans [9] et leurs
différentes étapes vont étre détaillées dans cette section.

2.5.1 Low-rank index sets

Dans cette approche, les polynémes ¢, sont retenus ou éliminés de ’expansion du chaos polynomial
en fonction de leurs degrés p, et ordres d’interaction j,, respectivement définis comme [11] :

Pa = [lol1 Ja = Z Lia; >0} (2.26)
i=1

ou lgy, >0y est égal a 1 si a; > 0 et a 0 sinon.
Le nombre de coefficients du chaos polynomial retenus est diminué en introduisant un ordre d’in-
teraction limité j < p a partir duquel un ensemble d’indices réduit est défini [9] :

AT = Lo € N": po < p, jou <5} (2.27)
L’expansion du chaos polynomial « low rank index sets » utilisant le jeu d’indices A™PJ est donc défini
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comme suit :
Xprwi(©) = > Zatalé). (2.28)
aEATPI
Comme expliqué dans [9], la méthode est cependant inexacte lorsque j < min(r,p) : dans ce cas,
I’absence des termes de 'ordre d’interaction supérieur a j empéche ’expansion du chaos polynomial
X 4rp,; de converger vers la vraie valeur de la Qol. Les sPC avec « hyperbolic index sets », présentés
dans les sections suivantes, surmontent cette limitation.

2.5.2 Isotropic hyperbolic index sets

Dans cette méthode, un ensemble d’indices réduit est introduit sur la base d’une troncature hy-
perbolique utilisant une norme-m avec 0 < m < 1 [10] :

Al ={aeN": |lallm <p}, (2.29)

ol y
ol = (X ar) (2:30)
i=1

Quelle que soit la valeur de m choisie pour la norme-m, la séquence d’ensembles imbriqués A7°P
(p € N) converge toujours vers ’ensemble N". Par exemple, les termes de base retenus dans les
expansions de chaos polynomial pour différents ordres p sont illustrés dans la Figure 2.1 pour différentes
norme-m avec m = 0.6, m = 0.8 et m = 1 et un nombre de parametres incertains r = 2. Sur cette
figure, les points rouges correspondent aux coefficients retenus et présentent une forme hyperbolique.
Avec cette méthode, les différents parametres incertains sont pris en compte de la méme fagon, quelque
soit leur niveau d’influence sur la Qol. Les indices retenus le sont de la méme maniéere quelque soient les
parameétres. Afin de tenu compte d’un niveau d’influence différent selon les parameétres, une méthode
dit anisotropie a été définie.
L’expansion du PC « isotropic hyperbolic » avec I'’ensemble d’indices AP est alors défini comme
suit :
X.A:,’Lp(g) = Z Taga(§)- (2.31)

acAnP

2.5.3 Anisotropic hyperbolic index sets

Dans cette troisieme méthode, la stratégie de troncation des expansions du chaos polynomial
favorise les variables aléatoires d’entrée &; les plus influents autrement dit ceux avec de grands indices
de sensibilité totaux SI. Pour ce faire, la troncature est basée sur la norme anisotrope suivante :

r 1/m
ledlmaw = (Z |wiai‘m> ;o owi> 1 (2.32)
=1

L’ensemble d’indices anisotropes correspondant est alors choisi comme suit :
Anty ={a €Nt allmw < p}, (2.33)
ou w est un ensemble de coefficients pondérations w; défini par :

maxi<i< ST — ST
R B B (2.34)

> 5f
k=1

w; =1+
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FIGURE 2.1 — Ensemble A7P avec m = 0.6,0.8,1; p=4,5,6 et r = 2.

Par définition, le coefficient w; de pondération est égal a 1 pour le parameétre &; le plus influent et
a une valeur d’autant plus élevée que le parametre a une moindre influence. Dans I’équation ci-dessus,
SZ-T est l'indice de sensibilité totale [77] de la Qol par rapport a la variable aléatoire d’entrée &;, et est

calculé comme suit : 1

Sl =5— > ZEle)], (2.35)

D
pe aGI;"

ou I;r désigne ’ensemble des indices ayant le i€ composant non nul :

IF ={ac AP, oy # 0}, (2.36)
et Dpe la variance de la Qol :
Dpc = ) T E[¢L()]- (2.37)
aelt
ou
" ={a € AP, « llaf > 0}, (2.38)

La quantité S! représente une approximation de la contribution du paramétre &; dans la variance
de la Qol par rapport a la variance totale.

Pour illustrer, un exemple est présenté dans la Figure 2.2, dans laquelle, les termes de base retenus
dans les expansions du chaos polynomial sont donnés dans le cas avec deux parameétres incertains
pour différents ensembles de pondérations w, w = {1,1}, w = {1,3}, w = {1,5} et différents ordres
p. Il apparait clairement que les indices retenus sont différents selon les parametres. Les expansions
du chaos polynomial « anisotropic hyperbolic » sont finalement définies avec les ensembles d’indices
ALP,, comme suit :

XA:,’{’U,(g): Z jaﬁsa(g)' (2'39)

aE.A:,fw
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FIGURE 2.2 — Ensemble A7, avec différentes pondérations w = {1,1}, w = {1,3}, w = {1,5} et avec m = 1;
p=4,5,6etr=2.

2.5.4 Estimation d’erreur

La construction d’une expansion de sPC est basée sur une recherche itérative des termes significatifs
et nécessite donc des estimations d’erreurs pour évaluer I'exactitude des approximations consécutives
du chaos polynomial.

Une erreur théorique pertinente dans ce contexte est 'erreur de généralisation définie comme suit :
Err = E[(X(¢) — X4(9))?], (2.40)

qui est basée sur la différence entre la valeur déterministe X (£) de la Qol obtenue directement avec
le modele mathématique et son approximation avec le chaos polynomial X 4(&) calculée depuis un
sous-ensemble non vide fini A C N” :

XA(g) = Z Taga(§)- (2.41)

acA

L’erreur de généralisation est estimée en pratique par l'erreur empirique suivante :

Q
1 . 2
Erremy = o 3 | (X(E) = Xa€)) (2.42)
q=1
dans laquelle les différences sont calculées spécifiquement aux () observations d’'un PEN f(Q) =
<§§q), vy fq(aq)). Cette erreur permet de calculer un coefficient R? défini comme ci-dessous
E em,
2 —lTemp, (2.43)
VIX]
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olt V[X] est la variance de X (f (‘7)) :

. 1 & .2 _
V[X]:Q_lqzl(x(g(q))—x) avee X = — 2:: X(£),

Il est & noter que R? tend vers 1 lorsque I'erreur de généralisation tend vers 0. Ce coefficient R?
permet de faire une évaluation de la qualité du chaos polynomial aux points du PEN a partir desquels
il a été construit.

Un phénomene de surapprentissage est connu lors de 'utilisation de ’erreur empirique, ce qui, par
conséquent, sous-estime l’erreur de généralisation. L’erreur dite leave-one-out [9], qui est basée sur une
somme des carrés des résidus A définis dans Péquation (2.44), peut permettre d’éviter cet inconvé-
nient. Un résidu exprime la différence entre ’évaluation déterministe X (£€®) de la Qol & I'observation
ith du PEN ¢ (@, et sa prédiction )A(“(L(i) €3 (i)) obtenue avec une expansion de chaos polynomial )A(J([i)
construite avec un PEN réduit (5(1), ...,§(Q)) \g“’) (c’est le PEN original dont I'observation €W g 6té
enlevée) [11] :

AD = x(eD) — (D). (2.44)

L’erreur leave-one-out est alors définie comme suit :

Q
ETTLOO N Z (A( (245)
i=1
Dans la pratique, le résidu A® peut étre calculé avec la formule suivante [9] :
. X (DY — X 4(£0)

1—h; ’

ol h; est le i®™ terme diagonal de la matrice ¢(£(9) (¢ (@) (¢(D)) =147 (£(9)). L’erreur leave-one-out
est dans ce cas donnée par :

(D)) 2
Errroo = — Z( f"‘(g )>. (2.47)

Un coefficient S? équivalent & celui de I’erreur empirique, R?, peut étre défini pour l'erreur leave-

on-out comme suit :
9 Errroo

S =1-—. (2.48)
VIX]
Comme pour R?, la valeur du coefficients S? tend vers 1 quand Ierreur leave-one-out tend vers
0. Le coefficients S? permet ainsi d’évaluer la qualité du chaos polynomial en des points non utilisés
pour sa construction.
Les deux coefficients R? et S? définis ci-dessus seront utilisés dans un algorithme dont le but est
de construire une expansion optimale de sPC impliquant les termes les plus significatifs a partir d’'un
PEN adapté de taille réduite. Cet algorithme va étre décrit dans la section suivante.

2.5.5 Algorithme de construction de ’expansion en sPC

Comme expliqué précédemment, ’efficacité des développements en sPC peut étre augmentée en ne
retenant uniquement que les polynémes les plus significatifs [11]. Ainsi un algorithme de construction
d’un développement en sPC a été défini pour sélectionner qu’un certain nombre de termes parmi ceux
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correspondant aux ensembles d’indices A™P7, A"P et AP, Dans ce qui suit, les ensembles d’indices
finaux des termes retenus sont respectivement désignés par AP, AL et AL .

Le principe de la méthode est de construire progressivement un chaos polynomial approximant une
Qol a partir d'un PEN le plus petit possible pouvant étre enrichi si besoin. L’idée est une construction
avec une itération de l'ordre du chaos p en ne retenant que les termes du chaos les plus bénéfiques sur
les coefficients R2. Le coefficient S? est utilisé pour vérifier que le chaos polynomial est performant
aux points non utilisés pour sa construction.

La recherche de ces coefficients les plus significatifs s’effectue par cette procédure itérative qui est
résumée ci-dessous en 5 étapes de base.

Etape 1

1. Sélectionner un PEN (5(‘1)), par exemple un plan aléatoire de type Hypercube Latin (section
2.5.6.1), de taille arbitraire Qy = 4(NNp+1), ott (N, + 1) est déterminé par I’équation (2.12) avec
r parametres incertains et p = 1. Les évaluations du modele mathématique aux points du PEN
sont regroupées dans le vecteur X (£(9)).

2. Définir arbitrairement les valeurs des parametres correspondant a la méthode sPC choisie :
l'ordre maximal du chaos polynomial p,,q. et 'ordre d’interaction j,,q. avec la méthode « low
rank index sets » (ou le coefficient m utilisé pour la norme-m de troncation pour les méthodes
« isotropic hyperbolic » et « anisotropic hyperbolic index sets »), ainsi que la précision de la
cible 82, associée au coefficient S? et les deux seuils associés au coefficient R2.

cible

Etape 2

Initialiser I’algorithme : 'ordre du chaos polynomial est fixé & p = 0, et ’ensemble des indices de
troncature ne contient que I’élément nul de N” {0} (le vecteur de pondérations w; est réglé a w =
{1,...,1} pour la méthode « anisotropic hyperbolic index sets »). Les valeurs initiales des coefficients
de R? et S? sont désignées par R3 et S3.

Etape 3 : Enrichissement de la base du chaos

Augmenter la valeur de 'ordre : p — p+ 1 € [1, ..., Dmaz)-
— Etape ascendante (Etape d’addition) :
1. Avec la méthode « low rank index sets » : définir la valeur de 'ordre d’interaction a j =
min(p, jmaz) ; ajouter chaque terme de I'ensemble candidat C7P = {a € N" : py = p, jo = j}
a l'ensemble AP~! calculer les coefficients du chaos polynomial par la méthode de régression
(équation (2.20)) en utilisant les Qj, points et le coefficient correspondant R2.

Avec la méthode isotropic (resp. anisotropic) hyperbolic index sets : ajouter chaque terme de
Pensemble candidat Ch, = {a € N" : p — 1 < [lall; < p} (vesp. Ch,,, = {a e N :p—1<
[atllm,w < p}) & Vensemble AP (resp. A1) et calculer, comme ci-dessus, les coefficients du
chaos polynomial et le coefficient R2.

2. Retenir chaque candidat dont I’addition conduit & une augmentation significative de la valeur
du coefficient R?, soit :
AR? = R? - R? > ¢,. (2.49)
Si 'inégalité (2.49) n’est pas respectée, le candidat est éliminé.

Avec la méthode « low rank index sets », on note APT I’ensemble de troncature final de cette
étape (respectivement ADF et APF  pour les méthodes « isotropic hyperbolic » et « anisotropic
hyperbolic index sets »).
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— Etape descendante (Etape d’élimination) :

1. Enlever a tour de role chaque terme dans AP (APF et Afnfw respectivement avec les méthodes
« isotropic hyperbolic » et « anisotropic hyperbolic index sets ») d’ordre strictement inférieur a
p, et calculer de nouveau les coefficients du développement du chaos polynomial et le coefficient
R? associé.

2. Retirer de AP (APF et Aifn‘fw respectivement avec les méthodes « isotropic hyperbolic » et
« anisotropic hyperbolic index sets ») le terme qui induit une réduction non-significative du R?,
c’est-a-dire si la suppression du candidat conduit a

AR? = R2 — R* < es. (2.50)

Si I'inégalité (2.50) n’est pas respectée, le candidat est gardé.

Ainsi, le terme est éliminé si le fait de le garder n’améliore pas ou peu la qualité du chaos
autrement dit on ne garde le terme seulement si cela améliore de fagon significative la qualité
du chaos.

Soit AP 'ensemble final de troncature pour la méthode « low rank index sets » (respectivement
AP, et AP, |, pour les méthodes « isotropic hyperbolic » et « anisotropic hyperbolic index sets »).
Avec la méthode « anisotropic hyperbolic index sets », les indices de sensibilité totaux SZT
de I'approximation du chaos polynomial sont calculés et les pondérations w; sont actualisées
(équation (2.34)).

Etape 4 : Vérification du conditionnement de la matrice de régression

1. Si le conditionnement du probleme de régression est satisfaisant, c’est-a-dire que la taille Q) du
PEN (£(@) est supérieure ou égale a 2.card(AP) avec la méthode « low rank index sets » (respec-
tivement 2.card(A},) et 2.card(A}, ) avec les méthodes « isotropic hyperbolic » et « anisotropic
hyperbolic index sets ») passer a ’étape 5.

2. Si le conditionnement du probléeme de régression est mauvais, c¢’est-a-dire que la taille @y du
PEN (£(@)) est inférieure & 2.card(AP) avec la méthode « low rank index sets » (respectivement
2.card(Ab,) et 2.card(Ab, ) avec les méthodes « isotropic hyperbolic » et « anisotropic hyper-
bolic index sets »), un enrichissement du PEN est effectué en utilisant la forme Hypercube Latin
Imbriqué (section 2.5.6.2) pour atteindre une taille Qx4+ = 4(Np + 1). Dans ce cas, ’ensemble
de troncature est réinitialisé a {0} et la procédure d’enrichissement est relancée a I’étape 2.

Etape 5 : Etape de test de la qualité du chaos

S’arréter si le coefficient S2 associé & I'erreur « leave-one-out » est supérieure ou égale a la valeur cible
S?ibl . ou si l'ordre du chaos polynomial est égal & py,q.. Sinon, retourner a I'étape 3.
Les algorithmes détaillés sont présentés en annexe B.

2.5.6 Plan d’expérience numérique

Le Plan d’Expérience Numérique (PEN) initial est construit a partir d’un plan de type Hypercube
Latin [54] (Latin Hypercube Sampling (LHS)) comme présenté dans la partie 2.5.6.1. Dans le cas ot le
conditionnement de la matrice du probléme de régression est mauvais (étape 4 dans la section 2.5.5),
un enrichissement du PEN est effectué en utilisant la forme Hypercube Latin Imbriqué (nested Latin
Hypercube (NLHS) designs) [84, 11] qui est présenté dans la partie 2.5.6.2.
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S/

FI1GURE 2.3 — LHS de quatre points avec deux variables aléatoires indépendantes

2.5.6.1 Méthode de Hypercube Latin

Le principe de la méthode est d’effectuer une subdivision de lintervalle [—1,1] en @ sous-
intervalles de méme longueur de la forme suivante : |—1, —ng/;l} yeees {—Q%/Q, O}, [0, le/2}’ [le/Q, ng/2}’
{Qk/ 2—-1

Qr/2
maillage de (Q)" cellules de méme taille. Q) cellules sont choisies ensuite au hasard parmi ces (Qx)"

1} [27]. Lorsque le produit cartésien est effectué sur r de ces sous-intervalles, il existe un

cellules de telle maniére que les cellules des marges de dimension 1 soient représentées une fois chacune.

Pour illustrer cette méthode, un ensemble du PEN (£(9)) de quatre points avec deux variables
aléatoires indépendantes est montré dans la Figure 2.3.

2.5.6.2 Hypercube Latin Imbriqué

La technique NLHS est expliquée dans le cas simple de deux variables aléatoires indépendantes
sur 'intervalle [-1,1]. La taille du PEN initial est supposée de @ = 4. Un enrichissement du PEN
est effectué pour atteindre une taille Q1 = 5. Comme montré dans la Figure 2.4, l'intervalle [-1;
1] de chaque variable aléatoire est d’abord divisé en 5 sous-intervalles de la méme longueur. Dans ce
cas présenté, il n’y a qu’une seule cellule vide, dans laquelle le point de ’enrichissement peut étre
échantillonné au hasard. Cependant, il n’est pas toujours possible d’obtenir le PEN de cette facon.
Un autre cas est illustré a la Figure 2.5 : apres avoir construit la nouvelle grille 5 x 5, deux points
se trouvent dans une méme cellule. Si les cellules non-vides sont retirées, le reste des sous-intervalles
forme une grille de 2x2. Deux points d’enrichissement sont alors choisis au hasard dans ces cellules.
Par ailleurs les 2 points positionnés dans la méme cellule sont gardés. Apres I’enrichissement du PEN,
sa taille est donc Q11 = 6 au lieu de 5 comme prévu.

2.6 Conclusion

Ce chapitre a présenté des éléments théoriques de la méthode de Monte Carlo et de différents types
d’expansion en chaos polynomial, & savoir le chaos polynomial généralisé (gPC), le chaos polynomial
généralisé multi- éléments (ME-gPC) et des chaos polynomial creux (sPC). Ces expansions basées
sur le formalisme du chaos polynomial non-intrusif vont étre développées et appliquées a I’étude du
comportement dynamique d’un modele d’embrayage et plus particulierement a 1’étude de la stabilité
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Chapitre 2. THEORIE DU CHAOS POLYNOMIAL

d’un modele d’embrayage a partir de la méthode indirecte de Lyapunov dans le Chapitre 3. Les
résultats obtenus avec ces différentes méthodes seront comparées avec ceux obtenus avec de la méthode
de référence Monte Carlo (MC).
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Chapitre 3

ETUDE DE STABILITE D’UN
SYSTEME D’EMBRAYAGE AVEC
LE CHAOS POLYNOMIAL

3.1 Introduction

L’objectif de ce chapitre est d’évaluer la capacité des modeles basées sur des chaos polynomiaux
creux a prendre en compte les incertitudes paramétriques dans 1’étude de stabilité d’un systeme d’em-
brayage avec un nombre croissant de parametres incertains.

Il a été choisi de tester ces méthodes de propagation d’incertitudes en effectuant des études de la
stabilité d’un systeme d’embrayage pour les raisons suivantes.

Les instabilités dans les systémes frottants tels que les systémes d’embrayage sont encore un pro-
bléme ouvert qui a suscité de nombreuses études dans la littérature [37, 16, 18]. Des vibrations pro-
voquées par les forces de frottement peuvent se produire lors des phrases de patinage et générer un
inconfort et des nuisances sonores.

La littérature a montré que le comportement de ces systémes frottements est tres sensible a leurs
parametres [38, 17]. Par ailleurs, les parametres de conception et particulierement la loi de frottement
admet des dispersions importantes dues aux procédés de fabrication et aux conditions d’utilisation
de ces systeémes [44]. Il est donc primordial pour ces systémes d’embrayage de prendre en compte les
incertitudes paramétriques dans I’étude de leur stabilité.

Dans études ont été menées pour prendre en compte les incertitudes paramétriques dans le com-
portement dynamique des systémes frottants tels que les systemes de freinage [62, 63, 68, 67, 59, 60,
22, 46, 58] mais trés peu sur les systémes d’embrayage. On peut citer Trinh et al. [79] qui ont été uti-
lisé le chaos polynomial généralisé (gPC) et le chaos polynomial généralisé multi-éléments (ME-gPC)
pour modéliser les valeurs propres d’'un modele de systéeme d’embrayage pour en étudier la stabilité.
Ces développements en chaos ont permis d’obtenir satisfaisants pour un nombre réduit de parametres
incertains.

Ainsi, dans ce chapitre, les différentes méthodes du chaos polynomial détaillées dans le chapitre 2
(i.e gPC, ME-gPC et sPC) vont étre utilisées pour analyser la stabilité du modele simple d’embrayage
a six degrés de liberté [85] utilisé dans I’étude mené par Trinh [78] avec un nombre plus élevé de
parametres incertains. L’objectif est d’étudier la valeur ajoutée du sPC (en terme de coup de calcul
et de précision du résultat) par rapport aux approches plus classiques du chaos polynomial que sont
le gPC et le ME-gPC mais aussi par rapport a la méthode de Monte Carlo qui servira de référence.

Ce chapitre suit le plan suivant. D’abord le modele d’embrayage utilisé est présenté dans la sec-
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tion 3.2. Ensuite, la section 3.3 décrit la méthode indirecte de Lyapunov pour déterminer la stabilité
d’un systeme dynamique. Enfin, les résultats sont exposés dans la section 3.4.

3.2 Description du modele d’embrayage

Le modele du systeme d’embrayage considéré dans ce chapitre est présenté en Figure 3.1. Ce mo-
dele a six degrés de liberté a été initialement défini et validé expérimentalement dans [85]. Bien que
possédant un nombre limité de degrés de liberté, il permet de reproduire le phénomeéne d’instabilité
vibratoire par couplage de modes. Le modele a ensuite été complété pour tenir compte de 'amortis-
sement supplémentaire lié au disque d’embrayage et a la plaque de pression [79]. Par souci de clarté,
les détails du modele sont donnés ci-apres.

Comme illustré a la Figure 3.1, la surface de frottement du systeme d’embrayage est connectée
au volant moteur aux points A’, B’, C’ et D’ par un ressort de progressivité k, qui est divisé en
quatre raideurs ka, kg, ko et kp qui sont supposées non linéaires. En effet, a 1’équilibre statique,
chaque raideur est supposée avoir une valeur constante k,/4. Cependant, en raison des vibrations du
plateau autour de I’axe (Ox), les points A et B vibrent avec de faibles amplitudes, par conséquent, les
raideurs k4 et kp ne sont plus constantes mais varient de facon hyperbolique autour de kj,/4. Pour
prendre en compte ce phénomene, les raideurs k,/4 aux emplacements A’ et B’ sont respectivement
multipliées et divisées par un facteur v;. De facon similaire un second facteur v, est également utilisé
aux emplacements C’ et D’. Les valeurs de kg4, kg, k¢ et kp sont donc

ka = yikp/4, kp = ky/(4m), (3.1a)
ko = voky/4, kp = ky/(472). (3.1b)

L’amortissement interne du disque d’embrayage est pris en compte par quatre coeflicients d’amor-
tissement c4, cB, cc et ¢p placés aux mémes positions que les raideurs k4, kg, k¢ et kp. La surface
de contact entre le disque de friction et le plateau de pression est un anneau de rayon interne r; et de
rayon externe r9. Les points A’, B’, C’ et D’ sont supposés situés au rayon moyen 7 = (r1 + r2)/2 de
cet anneau.

Le plateau de pression de masse M, et d’épaisseur 2! est modélisé par quatre masses M, /4 connec-
tées par quatre ressorts de flexion de raideur kf et par un amortisseur coefficient ¢y (cf. Figure 3.1 a
droite). Les points A, B, C, D représentent la projection de A’, B’, C’ et D’ sur sa surface moyenne,
alors que les points E; F, G, H sont des points fixes appartenant au volant moteur. Les six degrés de
liberté du systéme sont donc les rotations internes 6,, 6, autour des axes fixes x et y qui décrivent les
rotations de corps rigides du plateau de pression, et les mouvements de translation Za, Zg, Z¢, Zp
des points A, B, C, D qui décrivent les deux premiers modes de flexion du plateau de pression.

Aux points A’, B’, C’ et D’, les forces normales de rappel des ressorts de progressivité, notées N4,
Npr, Nor, Npr, et les forces de frottement notées Fy/, Fg/, For, Fpr sont donnée par les expressions

suivantes :
Ny :k'A(ZA —i—?@x), Npr :k'B(ZB—THx), (3.2&)
Nor = k‘()(ZC —i—?@y), Npr = k‘D(ZD - ?Gy), (3.2b)
et
Fpr = pNa, Fpr = uNp, (3.3a)
FC’ = /LNC/, FD’ = ,uND/. (33b)
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3.2. Description du modéle d’embrayage

2y Surface de frottement
ky J#0, /dudisque d’embrayage
; ke Plateau de
/ W pression
]
1G kf, cr
|
:Z !
|
|
\
Volant moteur/‘\ 0,
a base fixe .

FIGURE 3.1 — Modéle mathématique du systéme d’embrayage. A gauche deux rotations 6, 6, (fleches bleues)
autour des axes x et y, a droite quatre mouvements de translation Z4, Zp, Z¢, Zp (fleches vertes) des points
A, B, C, D dans la direction z.

Dans les équations (3.2) et (3.3), le coefficient de frottement ;1 est supposé constant en raison de la
gamme de vitesse élevée considérée (> 700 tr/min).
Les équations du mouvement du modele d’embrayage sont :

MU + CU + KU =0, (3.4)

avec

U=[0, 0, Zs Zp Zc Zp|". (3.5)

Dans ’équation (3.4), la matrice de masse est donnée par :

M=diag (| I, I, % M M M), (3.6)

ou I, I, sont les moments d’inertie du plateau de pression autour des axes x et y respectivement.
Les matrices de rigidité et d’amortissement sont définies respectivement comme suit :

72 (ka+kp —|—4]€f) ul?(k‘c-ﬁ-k‘p) F(k‘A-f—Zk‘f) —?(k‘B-i-Qk'f) ulke —ulkp
—pl7 (ka + kB) 72 (kc-i-k‘[) +4/€f) —ulky wlkp ?(kc+2kf) —?(kD+2kf)
K — ?(kA+2kf) 0 kA+2kf 0 7kf 7kf
o —f(k‘B—l—Qkf) 0 0 kiB—i—Qk‘f —kf —kf
0 7(kc+2]€f) —ky —ky ko + 2ky 0
0 7?(1?11) +2kf) 7kf 7kf 0 kp +2kf
(3.7)
et
72 (ca +cp +4cy) w7 (cc + ¢p) 7(ca+2¢c;) —T(cg+2cy) puleo —plep
—ulF (ca+cp) T2 (co+cp +4ey) —plea ulep 7(co+2¢cf) —T(cp + 2cy)
C_ 7(ca + 2cy) 0 ca +2cy 0 —cy —cy
—T(c + 2¢y) 0 0 cB + 2¢y —cy —cy
0 F(CC + QCf) —cy —cf co + 20f 0
0 77(61) + 26f) —cf —Cy 0 cp + 20f
(3.8)

Les valeurs nominales des parametres, prises dans [85], sont : k), = 16-10% kg-s~2 k= 7-106 kg-s2;
M =09;7% =08;r =75mm; 7, =120 mm; [ = 125 mm; cy = cg = c¢ = c¢p = 4 kgs™!;

cp=0.1 kg-s~L.
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Le modele présenté ci-dessus est appelé modele mathématique de I’embrayage.

3.3 Stabilité des systemes

La stabilité de la solution d’équilibre triviale Ug = 0 de (3.4) est obtenue en calculant les valeurs
propres A du systéme en résolvant I’équation caractéristique suivante :

det (MM +AC +K) =0, (3.9)

Comme (3.4) est un systeme de second ordre a six degrés de liberté, il possede douze valeurs
propres \; (i = 1,...,12). En effet, "équation caractéristique (3.9) est une équation polynomiale de
degré douze par rapport a .

La méthode indirecte de Lyapunov permet de relier la stabilité de Ug aux signes des parties réelles
des valeurs propres \; (i =1,...,12) :

1. L’équilibre Uy est asymptotiquement stable si Vi € (1,...,12), Re(\;) < 0;

2. L’équilibre Uy est instable si Fi € (1,...,12) / Re(A;) > 0.

Il est connu que l'analyse de stabilité telle que présentée ci-dessus peut entrainer une sous-
estimation ou une surestimation du nombre de modes instables en raison des limites de I'hypothese
linéaire [72]. En effet, une analyse non linéaire complete montre que des modes instables supplémen-
taires peuvent apparaitre lors de vibrations transitoires. Cependant, la détermination de la stabilité
linéaire d’un point d’équilibre a ’aide de la méthode indirecte de Lyapunov est la premiere étape d’une
analyse globale qui prendrait en compte la nature non linéaire du systeme. Il faudrait par exemple
compléter 'analyse par des simulations temporelles du modéle pour déterminer quels modes (fonda-
mentales, harmoniques et combinaison des deux) contribuent aux vibrations induites par le frottement.
Nous nous contenterons, dans le cadre de cette these, de 'analyse de la stabilité linéaire du systeme.

Dans I’étude stochastique présentée dans les sections suivantes, les valeurs propres \; (i = 1,...,12),
solutions de I’équation caractéristique (3.9), sont les Quantités d’Intérét (Qol) qui vont étre modélisées
par les différents développements en chaos polynomial.

3.4 Résultats

Dans cette section, ’analyse de stabilité du systeme d’embrayage décrit précédemment et possédant
des parametre incertains est d’abord effectuée par la méthode de Monte Carlo appliquée au Modele
Mathématique (MCMM) décrit & la Section 3.2. Les résultats de la MCMM constituent la référence de
cette étude avec laquelle seront comparés les résultats obtenus avec la théorie du chaos polynomial (i.e.
gPC, ME-gPC et sPC). Les comparaisons seront effectuées d’une part sur les statistiques (moyenne
et variance) des Qol qui seront les parties réelles des valeurs propres du systéme et d’autre part sur
la propension d étre stable du systéme, grandeur définie ci-apres.

3.4.1 Propension a étre stable

L’état de stabilité d’un systéme mécanique possédant des parametres avec des valeurs fixes est
déterministe. Ainsi, ce systéme est soit stable soit instable. Ceci n’est pas le cas d’un systéme avec
des parametres incertains. Pour caractériser son état de stabilité, il a été défini sa propension a étre
stable étant données les incertitudes sur les valeurs de ses parameétres.

Cette propension a étre stable V' du systéme d’embrayage est estimée avec la méthode MC de la

facon suivante :
Nstable

V:N,

(3.10)
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3.4. Résultats

Nombre de parametres Parametres Moyenne des parties | Variance des parties Propension a étre
incertains (r) incertains réelles du (\2) réelles du (\2) stable (MCMM) (%)
1 I 34.46 880.44 22.22
2 w, kp 34.43 880.42 22.22
3 wykp, Ky 34.44 881.07 22.23
4 wokp, kg, m 34.63 875.62 21.51
5 o kp, kg, v, 72 34.12 880.51 22.57
6 o kpy kg1, 2, 11 34.16 882.77 22.56
7 Wy kp, kg, y1,7v2,71, 72 34.29 897.17 22.54
8 Wy kp, kg, v, y2,7m1, 12,1 34.29 897.40 22.54

TABLEAU 3.1 — Moyenne et variance de la partie réelle de Ay et propension a étre stable obtenue avec le MCMM

ot N est le nombre total d’échantillons (obtenus par un tirage aléatoire suivant les lois de probabilité
des parametres considérés) et Nggpe est le nombre d’échantillons conduisant a un état stable du
systeme.

Pour assurer un niveau de confiance de 99 % avec une marge de précision de 1,07 % pour la
propension a étre stable, un nombre total d’échantillons N = 10000 est requis [5]. Il est & noter que ce
nombre d’échantillon N ne dépend pas du nombre de parametres incertains considéré, mais seulement
du niveau de confiance et de la précision désirés.

Dans la suite, si le cott de calcul nécessaire pour construire le chaos polynomial est supérieur
a 10000 Simulations du Modele Mathématique (SMM), il n’y a aucun avantage & utiliser le chaos
polynomial. Dans ce cas, la MCMM reste la méthode optimale. Le cotit de calcul maximal autorisé
pour construire le chaos est donc de 10000 SMM.

3.4.2 Parameétres incertains considérés

Dans le modele mathématique du systeme d’embrayage présenté a la section 3.2, huit parametres
peuvent étre choisis comme incertains : u, kp, kr,v1,72,71,72 et [. Le coefficient de frottement p est
supposé indépendant des autres parameétres, il suit une loi uniforme dans 'intervalle [0, 0.5]. Les sept
autres parametres incertains sont également considérés comme indépendants, aléatoires et uniformes
mais dans les intervalles [0.95V,,, 1.05V},] ou V;, sont les valeurs nominales des parameétres (données a
la fin de la section 3.2). Le calculs des valeurs propres du systéme d’embrayage est effectués dans huit
situations différentes correspondant a un nombre variable de parameétres incertains allant de r =1 a
8. La liste des parameétres incertains pour ces différentes situations est donnée au Tableau 3.1. Lorsque
les parametres ne sont pas incertains ils sont fixés a leurs valeurs nominales.

3.4.3 Etude de référence : Monte Carlo sur le modéle mathématique

Dans cette section, la MCMM est utilisée pour étudier la stabilité du systeme d’embrayage. Pour
cela, 10000 ensembles de valeurs propres \; (i = 1, ...,12) (les Qol), solutions de 1’équation caractéris-
tique (3.9), sont calculées a partir de 10000 tirages aléatoires indépendants réalisés au sein de I’espace
des parametres incertain en suivant leurs lois de probabilité. Il apparait que le modele a huit valeurs
propres non nulles correspondant aux modes 1, 2, 3 et 4 (a chaque mode correspond deux valeurs
propres complexes conjuguées). Les modes 3 et 4 sont toujours découplés et stables, contrairement
aux modes 1 et 2 qui se couplent (phénomene de coalescence de modes) entrainant une instabilité (les
parties réelles des valeurs propres deviennent positive). Ces deux modes régissent donc la stabilité du
systeme d’embrayage.

Huit études ont été menées correspondant aux nombre de parametres incertains considérés (r = 1
a 8). Les statistiques résultantes (moyenne et variance) de la partie réelle de Ay ainsi que la propension
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a étre stable correspondante sont présentées dans le Tableau 3.1.

1
100 ; ; | 1.626 =10 :
Mode 1
- —Mode 2
1.625 |
S 1.624
<
»—E< 1.623
-50
1.622
-100 . : ’ 1.621 . . . . !
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
Cofficient de frottement 4 Coefficient de frottement 1

(a) (b)
FIGURE 3.2 — (a) Parties réelles et (b) parties imaginaires des valeurs propres A\; et A2 des modes 1 et 2

A titre d’exemple, la Figure 3.2 affiche les parties réelles et imaginaires des modes 1 (en gris) et
2 (en noir) obtenues pour 10000 valeurs du coefficient de frottement p, les autres parametres étant
fixés a leur valeur nominale (soit » = 1). Lorsque p passe de 0 a 0.105, les parties imaginaires (i.e. les
pulsations) des deux valeurs propres sont séparées mais ont tendance & se rapprocher, alors que les
parties réelles sont égales et négatives, ce qui signifie que le systéme est stable. A partir de u = 0.105,
les parties imaginaires des deux modes se chevauchent, caractérisant le phénomene de coalescence de
modes, tandis que les parties réelles se séparent. A partir du point de bifurcation de Hopf situé & (w
= 0.11), la partie réelle du mode 2 devient positive et le systéme est instable.

Il est bien connu dans la littérature des systémes frottants, que les caractéristiques du phénomene
de coalescence de modes peuvent varier en fonction des valeurs prises par les coefficients d’amortis-
sement associés aux modes qui se couplent [40, 28]. Deux effets principaux peuvent se produire : un
déplacement des parties réelles des valeurs propres vers les valeurs négatives et un effet de lissage
du le voisinage du point de coalescence. Le premier stabilise le systéme tandis que le second peut
conduire a une déstabilisation peu intuitive (le systéme se déstabilise alors que de 'amortissement est
ajouté). Dans le cas du modele d’embrayage considéré dans cette étude, Trinh et al. [79], il apparait
que le phénomene de coalescence est tres influencé par le rapport entre les coefficients d’amortissement
modaux des deux modes qui coalescent.

Les coefficients d’amortissement choisis dans cette étude induisent des valeurs tres proches de ces
deux coefficients d’amortissement modaux. Par conséquent, seul 'effet d’abaissement évoqué plus haut
se produit.

Les faibles variations des coefficients d’amortissement modaux dues aux incertitudes des parametres
du modele peuvent donc avoir une faible influence sur les caractéristiques de la coalescence des modes.
Cependant, I'allure des parties réelles et imaginaires des valeurs propres reste similaires a celle de la
Figure 3.2, et ne peuvent pas affecter 'efficacité de la méthode chaos polynomial. L’influence de ces
effets d’abaissement et de lissage sur l'efficacité du chaos polynomial pourrait faire I'objets d’études
futures. Nous pouvons déja noter que la modélisation des valeurs propres par le chaos polynomial
devrait étre facilitée par I'effet de lissage.
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3.4. Résultats

3.4.4 Meéthode sPC appliquée a ’analyse de la stabilité du systeme d’embrayage

Dans cette section, la stabilité du systéme d’embrayage est réalisée en couplant la méthode de
Monte-Carlo avec les différentes méthodes sPC détaillées au Chapitre 2. Les résultats obtenus précé-
demment par Trinh et al. [79] avec les méthodes gPC et ME-gPC sont également présentés a des fins
de comparaison.

Les valeurs propres \; (i = 1, ...,8) sont donc d’abord exprimées sous la forme suivante :

X(©) = Y Niadal€). (3.11)

acA

ott A désigne AP (pour le gPC et le ME-gPC, cf. Eq. (2.11)), AP (pour le sPC « low rank index
sets » cf. Eq.(2.27)), A5, ou A}, ., (pour les sPC « isotropic hyperbolic » et « anisotropic hyperbolic
index sets » respectivement, cf. Egs. (2.29) et (2.33)).

Dans un second temps, des statistiques comme par exemple la moyenne et la variance des parties
réelles des valeurs propres ou la propension a étre stable sont obtenues avec la MC appliquée a
I’Eq. (3.11) pour 10000 tirage aléatoires dans I’espace des parametres incertains &.

Le tableau 3.2 compare les résultats (en termes de propension a étre stable) obtenus avec les
méthodes MCMM, gPC, ME-gPC et les trois méthodes sPC respectivement notées sPC-LR (pour
sPC « low-rank index sets »), sSPC-IH (pour sPC « isotropic hyperbolic index sets ») et sSPC-AH (sPC
« anisotropic hyperbolic index sets »).

Dans [79], les résultats du gPC et du ME-gPC sont obtenus en utilisant une méthode de régression
avec une taille de PEN @ = (p+ 1)". De plus, le gPC et le ME-gPC sont construit par une procédure
itérative et le choix de ’ordre p est basé sur un critére considérant le taux de décroissement de I’erreur
relative entre deux développements d’ordre successif. En ce qui concerne le gPC, cette stratégie conduit
a un ordre relativement faible qui part de p = 6 pour » = 1 et diminue a p = 2 pour un nombre plus
élevé de parametres incertains (cf. tableau 3.2). Cependant, le nombre de polynémes intervenants
dans la série du gPC devient excessif a partir de r = 5, conduisant a un nombre prohibitif de SMM
nécessaires pour construire les coefficients du chaos polynomial. Les erreurs relatives sur la propension
a étre stable entre le gPC et la MCMM deviennent supérieures a 20%, le gPC devenant donc inefficace
dans ces cas. La méthode ME-gPC donne des résultats satisfaisants pour r < 7. Cependant, avec plus
de 5000 SMM requises, le colt de calcul devient trés important pour r allant de 5 & 7. Pour r = 8, le
ME-gPC T'utilisation du ME-gPC n’est plus pertinente car le nombre de SMM nécessaire pour calculer
les coefficients du chaos polynomial dépasse la limite de 10 000 simulations.

Dans la présente étude, les Qol obtenues avec les trois méthodes sPC sont calculées avec une
précision cible Sczible
10_3(1 — Sgible)' Pour le sPC-LR, les parametres suivants sont utilisés : jinee = 2 pour v = 3, jmaz = 3
pour 7 = 4,5, jmar = 4 pour r = 6,7 et jmer = b pour r = 8. Pour les sPC de type « hyperbolic index
sets », deux valeurs différentes de la norme—m sont utilisées : dans le cas « isotropic hyperbolic »
(sPC-IH), la valeur de m est fixée a 0.6, une valeur supérieure entrainant un nombre excessif de
SMM ; dans le cas « anisotropic » (sPC-AH), nous prenons m = 0.8 ce qui permet de limiter l'erreur
sur la propension a étre stable tout en conservant un nombre raisonnable de SMM. Le tableau 3.2
montre les résultats obtenus avec les trois méthodes sPC pour r = 3 — 8, ces méthodes n’étant pas
pertinentes pour un nombre inférieur de parametres incertains. De plus, afin d’évaluer I'influence du
PEN initial, pour chaque situation, les résultats sont obtenu pour cinq PEN différents. Le tableau 3.2
affiche seulement entre crochets, dans chaque cas, les valeurs minimales et maximales de I'ordres du

= 0.999, un ordre maximal p,,.. = 15 et des valeurs de seuils fixées a €1 = e5 =

chaos polynomial, du nombre de SMM et des erreurs relatives.
L’analyse du tableau 3.2 montre que les méthodes sPC s’averent tres efficaces par rapport aux
méthodes gPC et ME-gPC, en particulier pour » > 5, car elles assurent une bonne précision tout
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Erreur relative (%) de la
Nombre de parametres , Nombre propension a étre stable
incertains (r) Méthode | Ordre (p) de SMM | entre sPC/gPC/ME-gPC
et MCMM
1-8 MCMM - 10 000 -
1 oPC 6 7 6.45
aPC 6 49 0.18
2 126 0.18
ME-gPC 2 234 0.18
gPC 6 313 6.45
378 0.227
5 ME-gPC 2 756 0.227
SPCLR | [3:11] [320:673] 0.09:2.11]
SPCIH | [8:1] [195:235] [0.05:2.65)
SPC-AT | [8:11] [125 ;196] [0.09;3.43]
gPC 6 2401 7.54
648 1.22
A ME-gPC 2 972 0.59
SPCLR | [8;10] | [531;1149] 0.23,3.48
sPC-IH [10;13] [175;482] 1.20;4.16
SPC-AH | [11;13] | [186:563] [0.05:3.02]
oPC 5 7776 8.04
3402 1.68
5 ME-gPC 2 5832 0.59
sPCLR | [9;12] | [1482;3550] [0.31;1.19]
sPC-IH 5] [022,1187] [4.39,4.96]
sPC-AT [15) 579,1201] [1.37:4.39]
gPC 3 4096 26.85
4374 1.04
6 ME-gPC 2 5103 1.0
SPC.LR | [10;11] | [1709;2968] [1.77:3.94]
SPC-IH 5] (033 :1399] [3.946.82]
SPC-AL | [15) [860:1532] [1.06:4.03]
«PC 2 2187 43.84
8748 2.45
. ME-gPC 2 8748 2.45
SPC-LR | [12:15] | [1939:5093] [0.04:1.95]
SPC-TH 5] [1045 ;1708] [3.06:6.89]
sPC-AH [15] [1155 ;1949 [1.554.17)
gPC 2 6561 43.88
. SPCLR | [14;15] | [1842:5574] [0.040.66]
sPC.IH 5] [1706:2117] 3.15:5.85)
SPC-AH [15] [1450,;2530] 0.67:4.17]

TABLEAU 3.2 — Comparaison des résultats entre gPC, ME-gPC, sPC et MCMM
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Uncertain parameter | S7 x10% [min,max] | w; [min,max]

L [979:980] ]

k 2:2.4] [1.96]

ky [0.550.9] [1.96;1.97]
M [4.2;4.6] [1.96]

s [17] [1.95]

" 0.7:1] [1.961.97]
s [9.3:9.7] [1.96]

l 0.3;0.7] [1.961.97]

TABLEAU 3.3 — Indices de sensibilité totaux et pondérations des parameétres incertains avec sPC-AH

en ne nécessitant un plus petit nombre de SMM. L’erreur relative sur la propension a étre stable
entre les sPC et la MCMM est toujours inférieure & 5% pour r = 3 — 5. Pour r = 6 — 8 et pour
les méthodes sPC-LR et sPC-AH Derreur reste toujours inférieure 5% et inférieures a& 7% pour la
méthode sPC-IH. Pour r = 8, lefficacité des méthodes sPC est particulierement visible. En effet, le
nombre de SMM dépasse la limite de 10 000 pour le ME-gPC et l'erreur relative devient excessive pour
le gPC. Avec le sPC-LR et pour la majorité des PEN initiaux, le nombre de SMM est inférieur a 5000,
soit une réduction d’environ 50 % du cofit de calcul, avec des erreurs relatives inférieures & 1%. Le
nombre de SMM observés pour les méthodes sPC-IH et sSPC-AH est inférieur a 3000, la réduction du
cotit de calcul passe donc ici & plus de 70 % ; les erreurs relatives sont entiérement satisfaisantes mais
légerement supérieures a celles du sPC-LR (< 5% avec sPC-AH et < 7% avec sPC-AH). La précision
globale des résultats avec les méthodes sPC est donc élevée quelle que soit la valeur de r. Cependant,
I’étude montre également que le choix du PEN a une influence significative, que ce soit sur le nombre
SMM nécessaire a la construction du chaos polynomial ou sur la valeur de la propension a étre stable.

En comparant les différentes méthodes sPC les unes aux autres, il apparait que les résultats les
plus précis sont obtenus avec la méthode sPC-LR quelque soit le nombre de parameétres incertains.
Cette méthode nécessite cependant un cout de calcul plus important. Entre les deux méthodes sPC
de type « hyperbolic index sets », c’est-a-dire les sPC-IH et sPC-AH, la précision est nettement
supérieure avec le sSPC-AH pour des cotits de calcul similaires. Ce comportement est favorisé par
I'utilisation de coefficients de pondération pour les parametres incertains. Les indices de sensibilité
totaux SiT et les coefficients de pondération w; utilisés pour le sSPC-AH sont indiqués au tableau 3.3.
Comme précédemment, le tableau n’indique (entre crochets) que les valeurs minimales et maximales
des résultats obtenues pour cinqg PEN différents. Le tableau montre que le coefficient de frottement p
est le parametre le plus influent ; en effet, son indice de sensibilité est au moins 400 fois supérieur a
ceux des autres parametres. Ainsi, sa pondération est la plus faible (1 au lieu d’environ 1.95 pour les
autres parametres). Plus I'indices de sensibilité d’un parametre incertain est élevé, plus son coefficient
de pondération est faible. Ceci permet d’accroitre I'impact des parameétres les plus influents lors de
la construction du chaos polynomial et augmente la précision des résultats, en particulier lorsque le
nombre de parametres incertains est élevé.

Pour illustrer les résultats précédents, la Figure 3.3 montre les parties réelles des valeurs propres
correspondant aux modes 1 et 2 du modele d’embrayage obtenues en utilisant la MCMM (en noir) et le
sPC-AH (en gris) pour = 3 & 8. Les résultats affichés correspondent & chaque fois au PEN initial qui
conduit a l'erreur relative la plus faible sur la propension a étre stable. Les parametres correspondants
(ordre p, nombre de SMM et erreur relative) sont indiqués dans le tableau 3.4. Chaque sPC-AH est
calculée pour r parametres incertains, mais les Qol sont tracés uniquement par rapport au coefficient
de frottement p pour des valeurs données des r — 1 autres parametres. Les figures montrent un bon
accord entre le SPC-AH et la référence. En particulier, nous pouvons voir que le point de bifurcation
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FIGURE 3.3 — Parties réelles des valeurs propres des modes 1 et 2 utilisant MCMM (noir) et sPC-AH (gris) en
fonction du coefficient de frottement p.

de Hopf est bien déterminé, ce qui permet une estimation précise de la propension a étre stable.
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3.5. Conclusion

Erreur relative
Nombr\e de Nombre de la prf)P(irtlon
parametres | Ordre (p) de stabilité par
. . de SMM
incertains (7) rapport au
MCMM (%)
3 11 125 0.09
4 13 413 0.05
5 15 1073 1.37
6 15 1405 1.06
7 15 1591 1.55
8 15 2536 0.67

TABLEAU 3.4 — Parameétres des sPC-AH

3.5 Conclusion

Dans ce chapitre, trois méthodes basées sur le Chaos Polynomial creux (sPC) ont été utilisées pour
analyser la stabilité d’un systeme d’embrayage a six degrés de liberté. Les méthodes sPC ont ensuite été
comparées a la méthode de référence de Monte Carlo réalisée directement sur le Modele Mathématique
(MCMM) du systeme d’embrayage mais aussi aux approches plus classiques du Chaos Polynomial
généralisé (gPC) et du Chaos Polynomial généralisé Multi-Eléments (ME-gPC). Ces derniéres ont
été utilisées dans la littérature pour palier les limites de la méthode de MC qui sévere souvent trop
coliteuse lorsqu’il s’agit d’étudier des systeme industriels de grande taille (des modeles éléments finis
par exemple). Cependant, les coiits de calcul associé a ces méthodes devenant également prohibitifs
lorsque le nombre de parameétres incertains s’élevé, les méthodes sPC permettant de réduire ces cotits
de calcul, notamment en limitant le nombre de polynomes intervenant dans la construction du chaos
polynomial ont été testées.

Les résultats de cette étude montrent que 'utilisation des méthodes sPC pour analyser la stabilité
d’un systeme d’embrayage est efficace pour un nombre de parametres incertains allant de 3 a 8. Ces
méthodes permettent en effet une réduction importante du cofit de calcul par rapport a la méthode
de référence dite MCMM mais aussi par rapport aux approches plus classiques du chaos polynomial
(gPC et ME-gPC) tout en assurant une trés bonne précision des résultats. Le choix du PEN initial a
cependant une influence notable sur les résultats, par exemple dans le cas du sPC « low-rank index
sets » pour une configuration identiques mais avec deux PEN différents le nombre de SMM peut plus
que doublé.

Dans le Chapitre 5, la méthode sPC « anisotropic hyperbolic index sets » qui permet le meilleur
compromis entre coilit de calcul et précision des résultats va étre associée a la méthode de Craig-
Bampton afin d’étudier la propagation des incertitudes dans une structure académique possédant un
plus grand nombre de degrés de liberté et un nombre plus élevé de parametres incertains.

Avant d’étudier efficacité de I’association du chaos polynomial avec la méthode de sous-structuration
Craig-Bampton, cette derniere va étre utilisée seule pour réduire les cotits de calcul dans I’étude de la
réponse dynamique & une sollicitation harmonique de cette structure académique.
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Chapitre 4

ETUDE DYNAMIQUE D’UNE
STRUCTURE AVEC LA METHODE
DE CRAIG-BAMPTON

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, la méthode de sous-structuration dynamique de Craig-Bampton (CB) dont la
revue bibliographique de Chapitre 1 a montré I'efficacité, va étre utilisée pour étudier la réponse dyna-
mique a une sollicitation harmonique d’une structure académique. Sa capacité a réduire efficacement
le nombre de DDLs et aussi les cotits de calcul va étre évaluée en comparaison avec des calculs effectués
avec un modele éléments finis complet.

La méthode de CB est une des méthodes de sous-structuration des plus populaire et repose sur

un formalise qui va étre présenté dans ce chapitre. Cette méthode repose sur une décomposition des
déplacements internes de la structure sur des bases de modes de vibration & interface fixe et des modes
statiques. L’utilisation d’une base réduite pour les modes d’interface fixe permet de réduire la taille
du systeme a résoudre, et donc d’économiser le temps de calcul par rapport a un calcul éléments
finis classique impliquant le systéme complet. Nous allons appliquer la méthode de Craig-Bampton a
une structure académique composée de trois plaques connectées par des ressorts et nous allons nous
intéresser aux fonctions de réponse en fréquences des énergies de déformation des différentes plaques.
Pour évaluer I'influence du nombre de modes retenus sur les résultats, nous allons considérer deux
bases de modes d’interface fixes de tailles différentes.
Ce chapitre est organisé comme suit : la théorie de Craig-Bampton [20, 32] est d’abord présentée
dans la section 4.2; le modele de la structure académique est ensuite présenté dans la section 4.3,
avant d’aborder les résultats obtenus par la méthode des éléments finis classique puis les modeles de
Craig-Bampton avec deux bases réduites (section 4.4).

4.2 Théorie de Craig-Bampton

4.2.1 Equation dynamique de la structure

Dans le cadre d’'une modélisation par éléments finis, les degrés de liberté (DDLs) d’une structure
non amortie, contenus dans le vecteur g, vérifient le systeme matriciel suivant :

Mg+ Kq=F, (4.1)
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ou F' désigne le vecteur des forces appliquées a la structure, et M et K sont respectivement les matrices
de masse et de rigidité de la structure.

Pour appliquer la méthode de Craig-Bampton, il sera nécessaire de partitionner le vecteur des
DDLs g en ng DDLs de frontiere, gg, et en n; DDLs internes, ¢ :

qz{(gf}. (4.2)

En partitionnant de méme les forces entre forces appliquées a la frontiere et forces internes, et en
réorganisant les matrices M et K comme suit :

M M K K
AT I P @3
I'équation (4.1) devient :
) ) E)-E) e
Mg My qr Kip  Kig qr Fr
On se place dans le cadre d’'un forcage harmonique de pulsation w. Les DDLs se mettent alors sous

la forme ¢p = qB etwt et q =qr e’ (de méme pour les forces) et le systéme vérifié par les amplitudes

des déplacements / rotations et des forces devient :

g | _ ) FB
o(x)-(2)

avec D la matrice de rigidité dynamique définie par

Kpp Kpr o| Mpp Mgy
l Kip Kip ] l Mip My 1 (46)

La résolution du systéme passe alors par l'inversion de la matrice de rigidité dynamique :

qB =1 Fp
(1) ol 50, »

Cette inversion peut entrainer des temps de calcul extrémement longs lorsque la structure considérée
comporte un nombre important de DDLs. Ce probléme peut devenir crucial dans le cas d’'une étude
de réponse en fréquence, ou 'inversion doit étre réalisée pour chaque valeur de pulsation w considérée.

4.2.2 La transformation de Craig-Bampton

La transformation de Craig-Bampton consiste & exprimer les amplitudes physiques {¢p qI}T a
partir de coordonnées généralisées {gp a}? comme suit :

{ 15 }:[B @]{ 5 } (4.8)
ar «

avec B et ® les matrices définies par :

s ] wen] 2] »
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Dans les équations précédentes, I est la matrice identité de taille np X npg, X4 est la matrice des
formes modales des modes statiques, de taille n; x ng, X la matrice des formes modales des modes
élastiques, de taille n; X ny, et a est le vecteur des amplitudes des modes élastiques, de taille nj.

La transformation de Craig-Bampton peut finalement s’écrire

{(‘J;}:[X{st )?ez]{qolj}' (4.10)

Les inconnues du systéeme sont désormais gp et «, tandis que les DDLs internes s’obtiennent par
qr = Xst qp + Xg . (4.11)

Dans ’équation précédente, ¢i' = Xy qp représente les déplacements statiques de corps rigide des
ny DDLs internes dus aux ng DDLs de frontiere, tandis que le terme q?l = X a représente les
déplacements élastiques des ny DDLs internes par rapport a la frontiere déplacée. L’obtention des
matrices X4 et X, sera détaillée dans la suite.

4.2.3 Modes statiques

Comme mentionné précédemment, la matrices des modes statiques (ou modes contraints) Xg
permet de relier les déplacements physiques de corps rigide de la frontiére aux déplacements physiques
des DDLs internes.

Pour déterminer X, on se limite au probleme statique (§; = ¢p = 0), régi par I’équation

Kip qut+KH q‘;t =0. (4.12)
Il vient alors :
' = -K; ] Kipqii = X g (4.13)
soit
X = —K;/ K. (4.14)

Physiquement, chaque colonne de X représente les déplacements structurels internes obtenus en
affectant un déplacement unitaire a I'un des DDLs de ¢gp, et en fixant tous les autres; la matrice X
représente I'’ensemble de ces déplacements internes, c¢’est-a-dire pour
10

L’obtention de X nécessite, comme le montre I’équation (4.14), d’inverser la sous-matrice de
rigidité de la structure interne, et cette étape peut étre cofiteuse lorsque la structure comporte un
grand nombre de DDLs internes q;. Néanmoins, en cas d’étude de fonction de réponse ne fréquence,
cette inversion n’est a réaliser qu’une seule fois puisque les matrices en jeu ne dépendent pas de la
fréquence de forgage w.

4.2.4 Modes d’interface fixe

Comme mentionné précédemment, le second terme de la décomposition des DDLs internes consiste
en la projection de ces déplacements internes sur la base des modes de vibration libre de la structure
lorsque la frontiere est fixée, soit qfl = X a avec X, la matrice des modes d’interface fixe et a le
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vecteur des amplitudes modales. L’équation dynamique qui régit ce cas, pour lequel g = gg = 0 et
Fr =0 (pas de force intérieure), s’écrit donc simplement

Miprgr+ Krrqr =0. (4.16)

Supposons un déplacement correspondant au ™ mode de vibration, soit g7 = ¢;e’“i?

la pulsation propre et ¢; la forme modale du mode. L’obtention de ces grandeurs nécessite alors la

avec w;

résolution du probléme aux valeurs propres
{KH —w? Mu}qbi =0 (4.17)

ou encore

{M;f K —w? I}gzﬁi = 0. (4.18)

Les pulsations propres w; correspondent aux valeurs propres de la matrice M I_Il K1 et les formes
modales ¢; aux vecteurs propres, choisis tels que

oF Mir i = 1. (4.19)

On peut alors noter que
of Kr1 ¢ = w7, (4.20)

ce qui nous permettra de simplifier certains termes dans le systéme matriciel résultant de la transfor-
mation de Craig-Bampton, qui sera présenté dans la section suivante.

La matrice X,; peut alors étre construite comme X¢; = [¢1 ... ¢n,].

4.2.5 Systeme matriciel résultant

La suite de la méthode de Craig-Bampton consiste a introduire dans I’équation dynamique de base
(4.5) la transformation de Craig-Bampton définie par le systeme (4.8), soit

2 4B qB Fp
—w*M[B @ KB @ = . 4.21
s af o boxis o ={ 0} (a21)
En multipliant 1’équation (4.21) par la matrice transposée [B @], on obtient le systéme simplifié :

BTMB BTM® || ¢ BTKB BTK® F
2 B qB o T B
w[tl)TMB I 1{a}+[<I>TKB [w?] Ha}_[B 2] {FI} (422)

w? 0

puisque d’aprés ce qui précede, ®TMP =T et PTKd = | 0 - S [w?].

On réécrit finalement le systéme sous la forme :

My o Mgy Ko 0 Fg+ XL F
2 st—st st—el 4B st—st 4B B st LT
—w + = 4.23
l Mey_g I ] { a } 0 Ku g ] { a } { XTI Fy } (4.23)

el
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avec
(1 VT Mg Mg ][ 1]
BB MBpBr
Mgt = X, Mip M X, = Mpp + Mpr Xst + XZ;MIB + Xg,;Mqut (4.24)
- _T - - - -
0 Mpp Mpy 1 T
M,_u = =X;|M M X 4.2
el—st X, Mg My X, el[ B+ Mir st:| (4.25)
- _T - - - -
I MBB MB] 0 T
My o = = |M, XM X, 4.2
st—el X, Mg My X, { Br + Xy H} el (4.26)
=ML 4.27)
Koo = wﬂ (4.28)
- T
. I KBB KB[ I o T
Kg_st = X., [ Kip Kn ] [ X, ] = Kpp + KprXs + X5 [KIB‘i‘KIIXst}
= Kpp + Kpr Xy (4.29)

par définition de X = —Kﬁl Kip.

4B

Une fois les matrices X, X et [wf] déterminées, les inconnues s’obtiennent en inversant

le systeme matriciel (4.23). La résolution peut étre encore simplifiée en réécrivant ce dernier

Dst—st Dz;,St qB _ FB+X37;FI (4 30)
Del—st Del—el « Xej; FI
aveC Dgp—gt = —w? Mot + Kst—st, Dej—gt = —w>Mej_g €t Doj—op = Koj_e. Le vecteur o peut alors
s’exprimer comme :
a=-D3'  Da_sqp+ D', X2 Fr, (4.31)
avec Délel = Ke*liel = [wﬁ], ce qui nous permet d’obtenir ¢p :
Dyt—st g5 + Dl (=Dgt o Dar—swap + Dyl X4 Fr) = F + X5 Fy (4.32)
soit
45 = (Dst—st = D¢y Dy’ oy Det—st) ™ (Fp + Xy Fr — D{_y Dt X Fr). (4.33)

Les autres inconnues « et gy s’obtiennent ensuite directement en appliquant les expressions (4.31) et
(4.11) respectivement.

A cette étape, le systeme d’équations obtenu apres application de la transformation de Craig-
Bampton ne permet pas de véritable économie de temps de calcul, au vu des tailles importantes des
matrices a inverser. L’utilisation d’une base réduite va cependant permettre de diminuer la taille du
systéme.

4.2.6 Réduction de modéle

Dans le cadre d’une modélisation par éléments finis, le nombre de modes d’interface fixe que 1’on
peut déterminer en résolvant le systéeme d’équations aux valeurs propres est égal au nombre de DDLs
internes ny. L’idée de base pour diminuer les temps de calcul est de ne conserver qu’'un petit nombre
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m < ny de ces modes pour obtenir une approximation des déplacements internes gy :
ir = Xseqp + Xa @ (4.34)

avec f(el la matrice des formes modales des modes conservés, de taille n; x m, et & le vecteur des
amplitudes modales des modes conservés, de taille m. Les matrices Mel—st et f(el_el (donc Eel_st et
D.;_¢;) sont également réduites.

L’enjeu de la sélection de la base réduite sera de trouver un compromis sur le nombre de modes a
conserver ; plus la base modale est réduite, plus les temps de calcul sont diminués, mais il faut veiller
a conserver suffissamment de modes pour garantir un niveau de précision satisfaisant.

En reégle générale, on conserve les m premiers modes (de pulsations propres les plus faibles) qui
transmettent I'essentiel de ’énergie de la structure. Dans les exemples d’application que nous dévelop-
perons dans la seconde partie de ce chapitre, nous testerons des bases réduites de tailles différentes,
afin de mettre en lumiere 'influence de la taille de la base sur la précision des résultats. Le choix du
dernier mode retenu dépendra de sa pulsation propre, qui sera confrontée au domaine fréquentiel de
I’étude.

4.3 Application a des structures connectées par des ressorts

Pour étudier les capacités de la méthode de Craig-Bampton a réduire les cotits de calcul, nous allons
considérer un systeme constitué de trois plaques connectées par des ressorts. Néanmoins, par souci
de compréhension, nous allons commencer par détailler le systéme matriciel résultant du formalisme
de Craig-Bampton pour un cas plus simple consistant en deux structures connectées par des ressorts.
Nous généraliserons ensuite les matrices obtenus au cas des trois plaques.

4.3.1 Cas de deux structures couplées par un ou plusieurs ressorts

On considére dans un premier temps le systeme représenté sur la Figure 4.1 dans lequel deux
structures quelconques sont couplées par l'intermédiaire d’'un ou de plusieurs ressorts localisés sur un
bord. On appelle n,. le nombre de ressorts, qui peuvent étre positionnés dans des directions différentes
(ressorts axiaux ou de torsion). Dans le cadre d’une modélisation par éléments finis, on appelle res-
pectivement n; et no le nombre de DDLs de chacune des structures 1 et 2, que ’on peut partitionner
en npy (resp. npe) DDLs de frontiére et nyy (resp. nyz) DDLs internes.

Structure 1 : Structure 2

FIGURE 4.1 — Schéma de deux structures couplées par n, ressorts.

Dans le cas de vibrations sous excitation harmonique, chaque structure i (i = 1,2) prise indépen-
damment vérifie ’équation dynamique classique

D;q; = F; (4.35)

o4



4.8. Application a des structures connectées par des ressorts

ou D; désigne la matrice de rigidité dynamique, F; le vecteur des efforts extérieurs appliqués a la
structure i et ¢; le vecteur des DDLs de la structure ¢, ces deux vecteurs pouvant étre partitionnés
comme exposé dans la section précédente :

qBi Fp;
e F = . 4.36
& { qri } ‘ { Fr; } ( )

Un amortissement structural est a présent pris en compte pour chacune des structures au moyen
d’un facteur de perte 7;; dans ce cas, la matrice de rigidité dynamique de la structure 7 devient

complexe et s’écrit :
Di = (1 +in)K; — w? M, (4.37)

avec K; et M; les matrices de rigidité et de masse de la structure ¢, respectivement.
En tenant compte du couplage entre les deux structures dues aux n, ressorts, le systeme d’équations
régissant le mouvement de ces structures devient :

Digi =F — L{K.[Liq1 — Lo go] (4.38)
Dygy = F— Ly K. [Lygo — Ly qi]

[ k1 0 0 ]

ouK.=|0 ... k ... 0 est une matrice diagonale qui contient les n, valeurs des raideurs
L 0 ... knr |

des ressorts, L; est une matrice booléenne de localisation (contenant des 0 et des 1) de taille n, X n;

dont la i*"¢ ligne permet de sélectionner le DDL de la structure 1 correspondant au i®™¢ ressort de
raideur k;, et Lo est de méme une matrice booléenne de localisation de taille n, X ng permettant de
relier le ressort de raideur k; avec le DDL de la structure 2 correspondant.

Sans réduction de modele, le probleme peut étre résolu en inversant, a chaque pulsation w, le

Di+ LY K. Ly ~LT K. L, q1 Fy
. . - . (4.39)
—Ls Kc L Do+ Ly K. Ly| | g2 Fy

systéme suivant :

Appliquons a présent la transformation de Craig-Bampton définie par 1’équation (4.10) dans la-
quelle on ne garde qu'un nombre réduit de modes d’interface fixe pour chacune des structures :

qB1 I 0 | gm qB1
— — - N g T - ’ 440
N { qr1 } | Xstn Xenn | { o } 1{ o } (4.40)

qB2 I 0 | qno qB2
_ _ A 52\ _p ) B2 L 4.41
© { qr2 } | Xsiz Xerz | { Qg } 2{ Q9 } (441)

avec 17 = [ Xitl lel ] et Tp = [ X—;g XZ!Q ] les matrices de transformation définies précédem-

ment, de tailles respectives ny x (np1 +m1) et ng X (np2 +m2) en appelant m; et ms les nombres de

modes d’interface fixe conservés pour les structures 1 et 2.
Le systéme d’équations (4.39) devient alors :

D, Tl{ 151 } = F - ILTK, [Ll Tl{ 151 }— Ly TQ{ 52 H (4.42)
a1 1 a2
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Do Tg{ B2 } =F - LTK, lLQ Tg{ 952 }— Iy Tl{ 951 H : (4.43)
a9 a ag

soit, sous forme vectorielle :

TI DT+ T LT Ko Iy Th TT LT K. Ly T 151 -
a7 { Tl F1 }
] F
TP IT K. I T TI Dy Ty + TT LY K, Ly T qoij” 2 72
2

Fp1 + XL Fp
X2 Fn
Fp + X1 Fro
X;"Z2 F]2
(4.44)

Les inconnues s’obtiennent par inversion du systéme (4.44), les DDLs internes étant ensuite calculés
par

an = X1 qp1 + Xenn @1 (4.45)
ar2 = Xst2 qp2 + Xei2 Q2. (4.46)

Comme précédemment, le systéme peut étre simplifié; pour chaque structure i (i = 1,2),

N1
Dst—stz‘ D

el—sti

T/ D; T, = (4.47)

Del—sti Del—eli

est une matrice carrée de taille (np; +m;) X (np; +m;). Les ressorts n’étant situés que sur la frontiere
de chaque structure, la matrice de localisation peut se mettre sous la forme

Li=Lp 0] (4.48)

ou Lp; est la matrice de taille n, X np; permettant de localiser le DDL correspondant la raideur k;
du i®™¢ ressort parmi les np; DDLs de la frontiere de la structure 7. On a alors les simplifications
suivantes :

T . T. ,
LK. L; = [LBi ot 8} et TT LT K LT = [LB’ et 8} ,
ce qui permet finalement d’écrire
T T 5T Dstfstz' + Lgl Kc LBi DI;_ ti
T, D;T;+1; Ly K. L; T; = ~ _elmst (4.49)
Delfsti Delfeli
De méme, les termes croisés se simplifient en
T ng KcLpi 0 T 1T ng K.Lg; 0 . o,
YKL = . o et TNLTK.LT = . o+ ()= (12) i # G (4.50)
Le systeéme (4.44) prend alors une forme réduite plus économe & inverser en ne conservant comme
inconnues que le vecteur 951 , apres avoir exprimé les amplitudes des modes d’interface fixe en
dB2
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fonction de ces dernieres :

;= —Dt

el—eli

Del sti QBz‘i'Del elzXc?;i Fr; (4.51)

pour chaque structure i. Le systéme final prend finalement la forme

1 DI 4B1
11 12 *
1 _r 4.52
[Dgl D22‘| {QBz} ( )
ol
DTI = Dst—st1 + Lgl K.Lp — Del stl Del ell Del*stl (4'53)
Diy=—LE K.Lpy (4.54)
Dy = —Lpy K. Lp (4.55)
D3y = Dy—sio+ Ly Ke Lps — Do DY 1y Der—sio (4.56)
et

= FBl—i_ij;lFIl Del stlDeliellXellFfl
FB?JFX;;ZFIZ Del st2D;l el2Xel2F12

4.3.2 Cas de trois structures connectées par des ressorts

Les développements précédents peuvent étre étendus sans difficulté a des systémes comportant di-
verses structures connectées par des ressorts. Le cas d’étude qui nous intéresse est illustré sur la Figure
4.2. 1l s’agit de trois plaques connectées deux a deux sur deux bords par des ressorts d’orientations et
de raideurs variables.

Sans réduction de modele, le probléme se résout en inversant le systeme

Dy D2 O Qi Fy
Do1 Dap Dozl ¢ g2 p =1 2 (4.58)
0 D3 D33| (a3 F3

avec Dy; = (1 +in;) K; — w? M; + LiT K. L; la matrice de rigidité dynamique complexe de la structure
¢ modifiée pour tenir compte de la présence des ressorts, D;; = —LiT K. L; le terme de couplage du
aux ressorts positionnés entre les plaques ¢ et j, et F' le vecteur des efforts extérieurs appliqués au
systeme.

En appliquant pour chaque structure la transformation de Craig-Bampton et en tenant compte
des simplifications liées a la position des ressorts a l'interface entre les structures 1 et 2 d’une part, et
2 et 3 d’autre part, on aboutit & un systéme de taille réduite de la forme :

D}y Di; O qB1 Ff
D3, D3y Dsg qp2 ¢ = F5 (4-59)
0 D3y D3y qdB3 F3

les différents termes étant analogues a ceux présentés pour le cas de deux structures couplées (Eqgs.

(4.53) & (4.57)).

Les amplitudes des modes d’interface fixe sont ensuite déduites en appliquant pour chaque structure
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la relation (4.52), et les DDLs internes s’obtiennent enfin par

qn = Xsn1 g1 + X &
qr2 = Xst2qp2 + Xejp g - (4.60)
q13 = Xst3qB3 + Xei3 3

4.4 Reésultats numériques : cas de trois plaques connectées par des
ressorts

Dans cette section, nous allons illustrer les résultats obtenus en appliquant la méthode de Craig-
Bampton présentée précédemment & un systeme composé de trois plaques connectées deux a deux par
des ressorts, visible sur la Figure 4.2.

4.4.1 Présentation du modéle

Le modele retenu pour illustrer les résultats est un ensemble de trois plaques d’épaisseur constante
5mm. Les plaques 1 et 3, de dimensions 1 m x 1m, sont identiques et constituées d’acier, de masse
volumique p = 7850 kg/m?, de module d’Young E = 2 x 10'! Pa et de coefficient de Poisson v = 0.3.
La plaque 2, de dimensions 0,2 m x 1 m, représente une jonction souple en caoutchouc, avec les
propriétés suivantes : p = 950 kg/m?, E = 15 x 107 N/m? et v = 0.48. Pour prendre en compte un
amortissement structural des plaques, un facteur de pertes n = 0,005 est pris en compte pour chacune
des trois plaques.

Plaque 1 Plaque 2 Plaque 3
kK, Ky
& \\
—
\ N—
N\ . ANAVAY \R
ANAN

ANAVAVANAVAVAVANAVAVANANAN \\\Q
MENNRERRERRRRRREY \\Q
N—

o ELELELRRRRRRAN g
N . NAVAVANANAVANANANANANA AN S
AN
— Nl
—~X X \VAVAVANAVAVAVAVANANANANA WA WA N N N
\\\\ X ELELELRRRRRRS \\\\\\
— LNANAN \MAVAVAVAVAVAVANAVANANANANANANAN

= =
ST IR RS SR

FIGURE 4.2 — Modele de 3 plaques connectées par des ressorts.

Dans le cadre d’une modélisation par éléments finis, les trois plaques sont maillées a 'aide d’élé-
ments de plaque carrés de longueur 0,025 m possédant trois DDLs par nceud, a savoir le déplacement
u, et deux rotations 0, et 0,. Les maillages des plaques 1 et 3 comportent donc chacun 1600 éléments
et 5043 DDLs, tandis que 320 éléments et 1107 DDLs sont utilisés pour la plaque 2. Le nombre total
de DDLs du systeme est donc de 11193.
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Les ressorts qui couplent les plaques sont situés aux interfaces entre les plaques 1 et 2 d’une part,
et 2 et 3 d’autre part, comme indiqué sur la Figure 4.2. A chaque noeud du maillage sont connectés
trois ressorts, deux ressorts de torsion de raideur indentique k; = 20 Nm/rad autour des axes x et y,
et un ressort linéaire dans la direction z, de raideur k, = 150 N/m.

Les plaques 1 et 3 sont encastrées a I'une de leurs extrémités, les autres frontieres étant libres. Le
systeme est excité par une force ponctuelle harmonique d’amplitude 40 N appliquée au noeud situé
au quart inférieur gauche de la plaque 1, comme illustré sur la Figure 4.2. On étudie la fonction de
réponse en fréquence du systéme dans l'intervalle [0, 50] H z en utilisant un pas fréquentiel de 1072 Hz.

4.4.2 Solution de référence

La solution de référence est constituée par le calcul éléments finis direct, ¢’est-a-dire en inversant le
systéme (4.58) décrit précédemment, avec ici F» = F3 = 0 (les plaques 2 et 3 n’étant soumises a aucun
effort extérieur) et F; un vecteur comportant un unique terme non nul a la j¢me ligne correspondant
au DDL j auquel est appliqué le forcage. La matrice a inverser est ici de taille 11193 x 11193, et
'inversion est répétée pour chacune des 50001 fréquence de l'intervalle [0, 50] Hz. Les simulations ont
été réalisées via le logicel Matlab sur un ordinateur comportant deux processeurs Intel(R) Xeon(R)
CPU E5-2623 v3 @ 3.00 GHz et 32 Go de ram. Le temps total de simulation pour ce cas est de 5h et

24min.

50 . . . .

20 # log10(Eges ) (J)
b
o

s 1 2

-150 - - - - |
0 10 20 30 40 50

Frequence f (Hz)

FIGURE 4.3 — Energies de déformation des plaques 1, 2 et 3 en fonction de la fréquence.

Les résultats sont illustrés pour chaque plaque ¢ en termes d’énergie de déformation Eger; =
%qiT K q;. La Figure 4.3 représente les évolutions fréquentielles des amplitudes des trois énergies de
déformation ainsi obtenues. Les trois courbes présentent allures similaires avec de multiples pics aux
fréquences de résonance des plaques, et un niveau d’énergie globalement plus élevé pour la plaque 1
qui est soumise a l'excitation. On s’intéressera dans la suite a quatre pics particuliers (les pics 2, 5,
7 et 9 mis en évidence sur la Figure 4.3) en vue d’estimer l'impact de la réduction de modele sur la
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précision des résultats.

4.4.3 Réduction de modele par la méthode de Craig-Bampton

En vue de réduire les temps de calcul, la méthode de Craig-Bampton présentée précédemment est
appliquée a chacune des structure, en ne conservant qu’un nombre limité m,; de modes d’interface fixe.
Comme il a été mentionné précédemment, il est d’usage de retenir les modes de fréquences propres les
plus basses, le nombre de modes étant a ajuster en fonction du modele et de la bande de fréquences
d’étude. Pour chaque plaque i, les pulsations propres w; sont les racines des valeurs propres de la
matrice M 1_11 Kir;, et le nombre de modes d’interface fixe maximal est donc égal au nombre de DDLs
internes de chaque plaque, a savoir 4563 pour les plaques 1 et 3, et 819 pour la plaque 2. Les tableaux
4.1 et 4.2 représentent les valeurs maximales des fréquences propres f; = w;/(27) pour différents
nombres de modes d’interface fixe retenus, pour les trois plaques.

Nombre | Maximum des fréquences Nombre | Maximum des fréquences
de modes propres f; (Hz) de modes propres f; (Hz)
30 6.34 x 102 30 3.16 x 102
50 1.00 x 10° 50 4.50 x 10°
100 1.88 x 103 80 6.52 x 102
200 3.49 x 103 100 8.03 x 102
300 5.12 x 10° 130 1.00 x 103
400 6.67 x 103 150 1.13 x 103
4563 1.13 x 10° 819 9.08 x 10°
TABLEAU 4.1 — Maximum des fréquences propres TABLEAU 4.2 — Maximum des fréquences propres
des plaques 1 et 3 en fonction du nombre de modes de la plaque 2 en fonction du nombre de modes
d’interface fixe d’interface fixe

Deux modeles réduits ont été définis a partir de ces tableaux. Pour le premier modeéle, qui sera
noté CB50130 dans la suite, 50 modes d’interface fixe sont retenus pour les plaques 1 et 3 (sur 4563
modes) et 130 modes pour la plaque 2 (sur 819); cela correspond a une fréquence propre maximale
de l'ordre de 1000 H z, soit 20 fois la fréquence d’étude maximale de 50 Hz. Pour le second modele,
plus réduit, on choisit de conserver les modes d’interface fixe de fréquence maximale de 'ordre de 13
fois la fréquence maximale d’étude, c’est-a-dire 650 Hz. On retient alors 30 modes pour les plaques les
plaques 1 et 3 et 80 pour la plaque 2. Ce second modele sera ainsi dénoté CB3080 dans la suite.

L’étude est reconduite pour chaque modéle réduit en inversant cette fois le systéme (4.59), toujours
sur 'intervalle [0, 50] H z avec le méme pas fréquentiel de 1072 Hz. Les temps de calcul correspondants
sont a présent de 1h 48min pour le modele CB50130 et 1h 27min pour le modele CB3080, c’est-a-dire
des réductions de cofit de calcul respectives de 66, 86% et de 73,10%.

Chacune des figures 4.4 (a), (b) et (c) représente les énergies de déformation d’une plaque donnée
obtenues par les trois méthodes (modele éléments finis complet et les deux modeles réduits). Les trois
courbes ne sont pas dissociables sur ces figures, validant ainsi les résultats obtenus par la méthode de
Craig-Bampton.

De légers écarts sont néanmoins visibles en agrandissant les vues, notamment autour des pics de
résonance. Les quatre pics 2, 5, 7 et 9 de I’énergie de déformation de la plaque 1 peuvent ainsi étre
observés plus en détail sur la figure 4.5. Il apparait ainsi clairement que les écarts augmentent avec
la fréquence propre du pic : le pic 2 est ainsi fidélement reproduit avec les deux modeles réduits par
rapport a la solution de référence, tandis que de légers écarts d’amplitude sont visibles pour le pic
5 avec le modele le plus réduit CB3080. Pour les pics 7 et 9, des différences sont visibles en termes
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FIGURE 4.4 — Energies de déformation (a) Eger1, (b) Egera et (¢) Egers en fonction de la fréquence

d’amplitude et de fréquence du pic, le modele le plus réduit CB3080 donnant logiquement des écarts
plus importants que le modele CB50130.

Pour analyser plus finement la précision des résultats, les erreurs relatives sont calculées pour
chaque pic de chacune des trois plaques entre I’énergie de déformation obtenue par un modele réduit
et la solution de référence impliquant le modele éléments finis complet, en termes d’amplitude

|Edefjres(Pici) — EqepjoB(pici)| (461)
’Edefj,ref (pzcz)’
et de fréquence
|fEdefjres(Pici) = [EdesjcB(pici)] (4.62)
‘fEdefj,ref (pici)

ol Egetjref(pic;) et Eqerjcop(pic;) désignent les amplitudes des i®™€ pics des énergies de déformation
de la plaque j (j = 1,2 ou 3) obtenues respectivement par la solution de référence et un modele réduit
CB; frdefjres(Pici) et frdeficB(pic;) sont les fréquences propres de ces pics.

La moyenne et le maximum de ces erreurs relatives, calculées sur les quatorze premiers pics,
sont données pour chaque plaque dans le tableau 4.3. Avec une erreur relative maximale inférieure &
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FIGURE 4.5 — (a) Pic 2, (b) pic 5, (c) pic 7 et (d) pic 9 de I'énergie de déformation Eg4er1 de la plaque 1 en
fonction de la fréquence

0, 1%, la précision des résultats obtenue avec le modele CB50130 est excellente ; elle reste parfaitement
satisfaisante en utilisant le modele CB3080 le plus réduit, I’erreur maximale étant cette fois inférieure

a 0,5%.

4.5 Conclusion

Dans ce chapitre a été présentée la méthode de réduction de modeéle de Craig-Bampton, basée
sur une projection des DDLs internes d’une structure sur une base de modes statiques et de modes
d’interface fixe. La méthode a été appliquée pour analyser la réponse dynamique a une sollicitation
harmonique d’un systeme composé de trois plaques connectées deux a deux par des ressorts et com-
portant un grand nombre de DDLs. Deux modeles réduits comportant un nombre variable de modes
d’interface fixe ont été proposés et validés par comparaison avec la solution de référence impliquant le
modele éléments finis complet du systéme. Il a été montré que la méthode de Craig-Bampton permet
une réduction substantielle du cofit de calcul tout en garantissant une perte de précision négligeable.

Dans le chapitre suivant, les structures considérées ne vont plus étre déterministes mais vont
comporter un nombre plus ou moins élevé de parametres incertains. La méthode de Craig-Bampton va
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Egef1 Eger2 Eders
, Amplitude | Fréquence | Amplitude | Fréquence | Amplitude | Fréquence
Méthode -
Moyenne des erreurs relatives (%)
CB3080 | 7.49 x 1072 | 5.08 x 1073 | 8.96 x 1072 | 5.16 x 1073 | 1.06 x 10! | 4.79 x 103
CB50130 | 2.90 x 1072 | 1.40 x 1073 | 2.33 x 1072 | 2.24 x 1072 | 2.40 x 1072 | 1.79 x 1073
Maximum des erreurs relatives (%)
CB3080 | 2.27x 1071 [ 1.02x 1072 [ 445 x 1071 [ 1.28 x 1072 | 4.79 x 10! | 1.18 x 1072
CB50130 | 1.10 x 107 | 4.89 x 1073 | 847 x 1072 | 5.77x 1073 | 9.43 x 1072 | 7.33 x 103

TABLEAU 4.3 — Moyenne et maximum des erreurs relatives sur 'amplitude et la fréquence des énergies de

déformation des trois plaques obtenues par un modeéle réduit par rapport a la solution de référence

étre couplée au Chaos Polynomial creux afin d’étudier la propagation des incertitudes dans le modele,
le but étant d’estimer 'impact de I'utilisation d’un modele réduit pour construire les coefficients du
chaos. L’exemple des trois plaques connectées par des ressorts va étre repris pour illustrer 'approche,
I'incertitude portant sur les valeurs des raideurs des ressorts. Trois développements en chaos polynomial
seront entrepris, basés sur le modele éléments finis complet et les deux modeles réduits CB50130 et

CB3080 présentés dans ce chapitre.
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Chapitre 5

ETUDE DU COMPORTEMENT
DYNAMIQUE D’UNE STRUCTURE
AVEC INCERTITUDES

5.1 Introduction

Ce dernier chapitre a pour objet d’évaluer la capacité du chaos polynomial creux le plus efficace (cf
Chapitre 3) a savoir 'anisotrope hyperbolique (dénommée juste sPC dans la suite) et de la méthode
de Craig-Bampton (CB) a prendre en compte un nombre variable de parametres incertains dans la
réponse dynamique de la structure académique définie au chapitre précédent. L’objectif est double : il
s’agit d’une part d’évaluer la capacité du développement sPC a étudier a moindre coiit la propagation
des incertitudes dans un modeéle comportant un grand nombre de degrés de liberté, et d’autre part
d’estimer I'impact de l'utilisation de modeles éléments finis (FEM) réduits sur les prédictions issues
des développements sPC construits a partir de ces FEM réduits.

Dans ce but, la méthode sPC est appliquée au modele des trois plaques connectées par des ressorts,
présenté dans le Chapitre 4. L’incertitude portera sur la valeur des raideurs des ressorts, le but étant
d’estimer I'impact de cette incertitude sur les fonctions de réponse en fréquence du systéme; on
s’'intéressera en particulier aux évolutions fréquentielles des énergies de déformation des trois plaques.
Trois développements sPC seront entrepris, les coefficients du chaos étant calculés soit a partir du
FEM complet, soit a partir des modeles réduits dénommés CB50130 et CB3080 obtenus en appliquant
la méthode de Craig-Bampton avec un nombre variables de modes d’interface fixe et détaillés dans le
Chapitre 4.

Dans la suite de ce chapitre, la section 5.2 présente deux approches sPC avec des quantités d’intérét
(Qol) distinctes, qui seront testées pour le cas d’un seul parameétre incertain. Seule la seconde approche
sPC, qui s’averera plus efficace, sera conservée dans la section suivante 5.3 ot le nombre de parameétres
incertains sera augmenté. Dans la section 5.3, la méthode du sPC avec son algorithme modifié est
proposée appelée sPC amélioré qui permet de réduire le coiit de calcul tout en garantissant le méme
ordre de précision que celui obtenu avec le sPC original pour les cas de nombre élevé de parametres
incertains.
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5.2 Choix de I'approche sPC

5.2.1 Définition du parametre incertain

Dans le Chapitre 4, nous avons étudié les évolutions fréquentielles des énergies de déformation d’un
systeme composé de trois plaques connectées par des ressorts de raideur fixe, décrit dans la section
4.4. Les résultats obtenus avec le FEM complet et les deux modeéles réduits via la méthode de Craig-
Bampton ont été en particulier présentés pour une raideur constante et uniforme des ressorts linéaires
positionnés dans la direction z entre les trois plaques : k, = 150 N/m.

Dans ce chapitre, cette raideur k, est désormais supposée incertaine. Dans cette section, on la
supposera encore uniforme pour I’ensemble des ressorts verticaux, ce qui implique que le modele
comporte un unique parametre incertain £ = k,. La loi de probabilité de ce parameétre sera supposée
uniforme sur U'intervalle [100; 200] N/m, la valeur nominale restant k, = 150 N/m.

Les énergies de déformation des trois plaques dépendent de la valeur de ce parameétre incertain,
comme le montre la Figure 5.1 pour la plaque 1 : la figure (a) représente les évolutions fréquentielles
de I'énergie de déformation Eg.¢1 pour trois valeurs de k. (les deux valeurs extrémes et la valeur
nominale) sur la bande de fréquences [0, 50] Hz en utilisant un pas fréquentiel de 1072 Hz. Il apparait
clairement que certains pics de résonance varient, en termes de fréquence et d’amplitude, en fonction
de la raideur k.. C’est notamment le cas pour les pics 2, 5, 7 et 9 dont on peut suivre les évolutions
spécifiques sur les vues zoomées (figures (b) a (e)).

Les énergies de déformation des deux autres plaques, qui n’ont pas été représentées, suivent des
tendances similaires avec des pics de résonance aux mémes fréquences propres que la plaque 1 dont
I’amplitude et la fréquence varie en fonction de k.. Les amplitudes de ces pics peuvent en revanche
différer fortement de celles obtenues pour ’énergie de déformation de la plaque 1, de méme que les
sens de variation (augmentation ou diminution d’amplitude) en fonction de k..

En vue de donner une idée de la sensibilité des différents pics au parametre incertain k,, N = 10000
simulations ont été réalisées avec le FEM des trois plaques pour 10000 valeurs de la raideur k.. Le
tableau 5.1 présente quelques résultats numériques concernant les fréquences propres et /ou amplitudes
des pics 2, 5, 7 et 9 des énergies de déformation des plaques 1 (Egef1) et 2 (Egep2). On peut notamment
y lire, pour chaque quantité représentée (fréquence ou amplitude de pic), la valeur moyenne obtenue
pour les 10000 valeurs de k., et ’écart défini par la formule

Ecart = Max = Min (5.1)
Moyenne
ou Max et Min sont les valeurs maximale et minimale de la quantité obtenues pour les 10 000 valeurs
de k..

Pic Quantité Moyenne | Ecart (%)
Pic 2 fréquence Ege.p1 (Hz) 5.309 5.217
amplitude Egepy (1) | 7572 21.756
Pic 5 fréquence Eg4.pq (Hz) | 17.316 28.806
amplitude Egerq (J 2.027 19.417
Pic 7 amplitude Egepq1 (J 0.147 427.156

)
(J)

amplitude Egero (J) 0.312 174.375
(J)

Pic 9 | amplitude Egepq1 (J 4.276 33.833

TABLEAU 5.1 — Valeurs moyennes et écarts de quelques Qol pour 10000 valeurs du parameétre incertain k.

Ce tableau permet de mieux comprendre l'intérét porté aux pics précédemment cités. Dans la
suite, on s’intéressera en particulier au pic 2 de I’énergie de déformation de la plaque 1, qui présente
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FIGURE 5.1 — Energies de déformation de la plaque 1 pour plusieurs valeurs du parameétre incertain k. ; (a)
intervalle fréquentiel complet, (b) zoom sur le pic 2, (c) zoom sur le pic 5, (d) zoom sur le pic 7, (e) zoom sur
le pic 9.
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une amplitude importante et une relativement forte variabilité en fonction du parametre incertain, de
Pordre de 22%. La fréquence propre du pic 5 de cette énergie de déformation présente la plus forte
dépendance a k, avec un écart de l'ordre de 29%. Si amplitude du pic 7 est nettement inférieure a
celles des deux précédents pics, elle présente une sensibilité extréme au parameétre incertain (plus de
400% pour Iénergie de déformation de la plaque 1) et constitue également une quantité intéressante
pour tester les méthodes de propagation d’incertitude.

Différentes stratégies peuvent étre mises en ceuvre dans le but de prédire, a I’aide du chaos poly-
nomial creux, les énergies de déformation des plaques en fonction du parametre incertain £ = k,.

5.2.2 Premiere approche : méthode sPC1

Une premiére stratégie consiste & définir comme quantité d’intérét (Qol) amplitude de 1’énergie
de déformation de chacune des trois plaques pour une fréquence f donnée :

Edefj,f(f) = Z «%f,a d’a(g) J=1.,3. (52)

=
erAn’f w

Avec cette méthode, dénommée dans la suite sPC1, recomposer I’évolution fréquentielle de 1’énergie
de déformation d’une plaque dans une bande de fréquences autour d’un pic d’intérét implique donc de
réaliser les développements sPC pour chacune des fréquences d’échantillonnage ; ce qui peut représenter
un nombre important de Qol; ce qui laisse présager un cofit de calcul élevé. En effet, les coefficients
des chaos Zf , doivent étre calculés pour chaque Qol, et donc pour chaque fréquence d’échantillonnage
autour du pic d’intérét, a partir d’un jeu de valeurs d’énergies de déformation obtenues en réalisant
les simulations du FEM complet pour un certain nombre de valeurs de la raideur k..

5.2.3 Seconde approche : méthode sPC2

Une seconde approche (dénommée sPC2 dans la suite) a été envisagée en vue de limiter le nombre
de Qol. Elle nécessite cependant de connaitre ’allure générale de 1’évolution fréquentielle de 1’énergie
de déformation que I'on cherche a étudier, pour une ou plusieurs valeurs du parametre incertain,
comme illustré par exemple sur la Figure 5.1(a) pour la plaque 1. L’idée est alors de ne chercher a
prédire que I’évolution de certains pics en fonction de la valeur de k.. Dans une démarche d’ingénierie,
c’est en effet souvent le comportement du systéme dynamique dans les zones de résonance qui peut
s’avérer le plus critique et nécessiter une étude approfondie. Pour chaque pic d’intérét de 1’énergie de
déformation d’une plaque donnée, on définit alors deux Qol : 'amplitude et la fréquence du pic

Edefipifli(g) = J%; jpici,a‘ba(i) ji=1.,3 (53)
a€ AR,

fEdefjvpiCi(g) = > E;n‘c@a(ﬁa(f) J=1.,3 (5.4)
a€ AR

/
pict,
étre calculés pour réaliser les développements sPC, limitant ainsi le coiit de calcul correspondant.

Pour chaque pic de chaque plaque, deux jeux de coefficients Zpici o €t doivent seulement

5.2.4 Résultats numériques pour les approches sPC1 et sPC2 avec un parametre
incertain

Les deux approches vont étre illustrées dans la suite pour les trois plaques. On choisit de se
concentrer pour commencer sur les quatre pics (pics 2, 5, 7 et 9) de 'énergie de déformation Egefq
visibles sur les zooms de la Figure 5.1, qui s’étaient avérés sensibles a la valeur du parametre incertain.
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Pour la premiére approche sPC1, on commence par calculer, pour un pic d’intérét ¢« donné, les éner-
gies de déformation a chaque fréquence d’échantillonnage d’une bande limitée autour de la fréquence
propre du pic obtenue a la valeur nominale de k, ; on applique ensuite un algorithme de détection de
maximum pour déduire 'amplitude du pic et la fréquence a laquelle se situe le pic. Le tableau 5.2
définit les intervalles fréquentiels d’étude autour des quatre pics retenus, et donne le nombre de Qol
associées pour une plaque compte tenu du pas fréquentiel de 1073 Hz. Ces intervalles ont été choisis
les plus étroits possibles pour limiter le nombre de Qol, mais suffisamment larges pour détecter les
pics aux valeurs extrémales du parametre incertain. L’étude des quatre pics implique au total 8924
valeurs de fréquences, soit 3 x 8924 = 26772 Qol pour les trois plaques avec 'approche sPC1.

Pic Intervalle Nombre de
fréquentiel (Hz) | valeurs de fréquences Ny

Pic2 | [5.1; 5.45] 351

Pic 5 [14.56 ; 19.63] 5071

Pic 7|  [24; 26.6] 2601

Pic 9 [27; 27.9] 901

TABLEAU 5.2 — Intervalles fréquentiels d’étude autour des pics 2, 5, 7 et 9 et nombre de fréquences associées
pour 'approche sPC1.

La seconde approche sPC2 nous donnera directement I’amplitude et la fréquence propre de chacun
de ces pics pour une valeur quelconque du parametre incertain &, en utilisant les développements des
deux seuls Qol (5.3) et (5.4). Pour déterminer les deux jeux de coefficients de ces deux Qol (5.3) et
(5.4), il faut estimer ces deux Qol en un certain nombre de valeur de k.. Pour cela il est donc nécessaire,
a l'instar de la méthode sPC1 de déterminer les énergies de déformations a chaque fréquence autour de
pic d’intérét, d’identifier 'amplitude maximum avec un algorithme adaptée et d’en déduire la fréquence
associée.

5.2.4.1 Comparaison entre prédictions sPC et solution de référence pour une valeur du
parametre incertain k,

Une premiére illustration de 'approche sPC1 est visible sur la Figure 5.2. Sur cette figure sont
comparées les évolutions fréquentielles des énergies de déformation des plaques 1 et 2 autour des pics
2 et 7, obtenues pour une raideur k, = 150 N/m d’une part par simulation du FEM complet (en noir)
et d’autre part en appliquant le développement (5.2) & chaque fréquence de la bande considérée pour
& = 150N/m. Dans le cadre de I'approche sPC1, chaque Qol a été estimée en utilisant un ordre de
chaos pmaee = 5, la précision cible vaut Sgible
fixées & €1 = €3 = 0.001(1 — 52,,.).

Des écarts tres importants sont visibles entre la solution de référence et les évolutions résultant

= 0.999, norme-m = 0.8 et les valeurs des seuils sont

de 'approche sPC1. Malgré un ordre élevé des développements sPC (on obtient apres application de
lalgorithme sPC un ordre final p = 5 pour toutes les Qol), 'approche sPC1 s’aveére donc inefficace
pour reproduire les évolutions fréquentielles des énergies de déformation dans des zones de résonances.
Les cotits de calcul associés sont par ailleurs prohibitifs, dans la mesure ou la méthode requiert un
ordre de chaos élevé pour un tres grand nombre de Qol.

Comme expliqué précédemment, 'amplitude et la fréquence de chacun des pics d’intérét pour
une plaque donnée sont estimées, dans le cadre de ’approche sPC1, en détectant le maximum sur
les évolutions fréquentielles dans les bandes de fréquences réduites autour des pics. Les Figures 5.3
et 5.4 comparent les résultats correspondant aux pics 2 et 7 des plaques 1 et 2 obtenues avec les
trois méthodes (la solution de référence et les deux approches sPC1 et sPC2); pour plus de clarté,
I’évolution fréquentielle de référence est représentée sur la premiere figure, tandis que sur la seconde
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FIGURE 5.2 — Comparaison des énergies de déformation obtenues par la solution de référence et ’approche sPC1
pour k, = 150 N/m : (a) plaque 1, pic 2; (b) plaque 2, pic 2; (c) plaque 1, pic 7; (d) plaque 2, pic 7.

seuls les pics ainsi détectés pour les trois méthodes sont tracés, permettant de mieux faire apparaitre
les écarts. Les pics prédits par 'approche sPC1 sont sans surprise tres éloignés des pics de référence,
en termes d’amplitudes principalement, mais également de fréquence pour le pic 7 de I’énergie de
déformation de la plaque 1 (visible sur les figures (c)). Pour ce pic, I’évolution fréquentielle résultant
de 'approche sPC1 présente en effet plusieurs maxima locaux et le pic est déterminé a une fréquence
plus élevée que la fréquence attendue.

L’approche sPC2, en revanche, s’avere efficace pour prédire correctement les pics, méme si de
faibles écarts sont visibles, notamment pour le pic 7 de I’énergie Egcf1, sur la figure 5.4 (c).

5.2.4.2 Statistiques sur des intervalles de fréquences réduits entre solution de référence
et approche sPC1 pour 10000 valeurs de k,

Les résultats précédents consistaient en des comparaisons entre les prédictions des amplitudes et
fréquences de pics d’énergies de déformation obtenues par les deux approches de chaos polynémial
creux pour une valeur donnée du parametre incertain k, et les valeurs de référence issues de la simu-
lation impliquant le FEM complet.

L’intérét du chaos polyndmial réside toutefois dans sa capacité a estimer a moindre coiit les sta-
tistiques d’une Qol lorsque le parametre incertain varie selon sa loi de probabilité uniforme. Dans
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FIGURE 5.3 — Comparaison des pics d’énergie de déformation obtenus par la solution de référence et les approches
sPC1 et sPC2 pour k, = 150 N/m : (a) plaque 1, pic 2; (b) plaque 2, pic 2; (c¢) plaque 1, pic 7; (d) plaque 2,
pic 7.

cette optique, on s’intéresse a présent aux valeurs maximales, moyennes et minimales des énergies de
déformation des différentes plaques sur des intervalles de fréquences réduits entourant certains pics,
déterminées a partir de 10000 valeurs de k, choisies aléatoirement sur U'intervalle [100; 200] N/m. Le
choix d’un nombre de 10 000 tirages a pour objectif d’obtenir une erreur sur la moyenne pour un
niveau de confiance de 95 %, inférieure & 0.27 % que ce soit pour la solution de référence ou I’approche
sPC1.

La Figure 5.5 compare ainsi les valeurs maximales, moyennes et minimales des énergies de défor-
mation des plaques 1 (figure (a)) et 2 (figure (b)) pour chaque fréquence de la bande de fréquences
entourant le pic 2 obtenues respectivement par la solution de référence et I’approche sPC1. Il peut étre
noter que ces évolutions ne sont pas accessibles par la seconde approche sPC2 puisque les amplitudes
ne sont estimées qu’a la fréquence de résonance du pic. A chaque fréquence de la bande étudiée, I’am-
plitude maximale est atteinte pour la valeur de k, pour laquelle le pic de résonance est au plus pres de
cette fréquence; on avait par exemple montré sur la Figure 5.1(b) que lorsque k, augmentait, le pic 2
de I’énergie de déformation de la plaque 1 se déplacait vers les hautes fréquences tout en perdant de
lamplitude : il est donc logique de retrouver, sur la Figure 5.5(a), une amplitude maximale qui décroit
lorsque la fréquence augmente pour la solution de référence. La tendance est inversée pour la plaque 2,
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FIGURE 5.4 — Comparaison des pics d’énergie de déformation obtenus par la solution de référence et les approches
sPC1 et sPC2 pour k, = 150 N/m : (a) plaque 1, pic 2; (b) plaque 2, pic 2; (c¢) plaque 1, pic 7; (d) plaque 2,
pic 7.

visible sur la figure (b). Par ailleurs, la Figure 5.5 montre 1’évolution de l’erreur sur la moyenne pour
un niveau de confiance de 95 % pour la solution de référence et ’approche sPC1 en fonction de la
fréquence sur la bande de fréquence considérée. Si I’approche sPC1 permet d’obtenir ces statistiques
avec des couts de calcul réduits, elle s’avere de nouveau inefficace pour prédire ces statistiques, au
vu des écarts trés importants visibles sur la figure (a ’exception des fréquences les plus basses et les
plus hautes de l'intervalle considéré, qui ne coincident avec une fréquence de résonance du pic 2 pour
aucune des valeurs de k).

Cette incapacité de la méthode sPC1 a reproduire les statistiques de référence se retrouve sur la
Figure 5.6 qui illustre les résultats obtenus pour les plaques 1 et 2 sur 'intervalle fréquentiel entourant
cette fois le pic 7.

5.2.4.3 Evolutions de la fréquence propre et de I'amplitude des pics en fonction de la
raideur du ressort k,

En vue de comparer les deux approches sPC1 et sPC2, on s’intéresse pour terminer plus particu-
lierement aux résultats concernant les évolutions des pics étudiés (amplitude et fréquence des pics 2,
5, 7 et 9 des énergies de déformation des trois plaques) en fonction de la valeur du parameétre incertain
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FIGURE 5.5 — Maximum, moyenne et minimum de I’énergie de déformation sur l'intervalle fréquentiel entourant
le pic 2 pour 10000 valeurs de k. : (a) plaque 1; (b) plaque 2.

k..

Les résultats de référence sont obtenus comme précédemment en réalisant N = 10000 simulations
correspondant aux 10000 valeurs de raideur k, avec le FEM complet, pour chacune des fréquences
d’échantillonnage sur les quatre intervalles fréquentiels entourant les quatre pics; pour chaque valeur
de raideur et chaque intervalle de fréquences, un algorithme est appliqué pour déterminer le maximum
local et en déduire 'amplitude et la fréquence propre du pic.

Dans le cadre de I'approche sPC1, les résultats sont obtenus pour chacune des trois plaques en
appliquant le développement (5.2) pour les 10000 valeurs de k., pour chaque fréquence des quatre
intervalles entourant les pics, apres avoir calculé les coefficients du chaos. Le maximum local de chaque
intervalle est ensuite détecté pour déterminer la position du pic.

Avec I'approche sPC2, les amplitudes et fréquences de chaque pic sont directement obtenues en
appliquant les développements (5.3) et (5.4) pour les 10000 valeurs de k,, apres avoir calculé les deux
séries de coefficients du chaos. Les coiits de calcul sont de fait considérablement réduits par rapport
aux deux approches précédentes.

Les résultats concernant le pic 2 de I’énergie de déformation sont illustrés sur la Figure 5.7, qui
montre les amplitudes du pic en fonction de la raideur k. pour les trois plaques (figures (a), (b) et
(c)) ainsi que la fréquence propre du pic pour la plaque 1 sur la figure (d). Les résultats obtenus
par 'approche sPC2 sont superposés avec les résultats de référence, ce qui explique que seules deux
courbes sont visibles sur chaque figure. Les courbes correspondant a 'approche sPC1 sont en revanche
treés distinctes des deux autres, conformément aux observations précédentes.

Des tendances similaires sont obtenues pour les autres pics étudiés. Le cas du pic 7, pour lequel
I’approche sPC1 était la moins efficace, est illustré sur la Figure 5.8. La mauvaise détection du pic
7 avec la méthode sPC1 due a la présence du plusieurs maxima locaux d’amplitudes supérieures a
celle du pic 7 donne des résultats discontinus en termes d’amplitude et de fréquence, tres éloignés
des évolutions de référence. L’approche sPC2 est en revanche ici encore tout a fait satisfaisante, les
courbes obtenues étant superposées avec les courbes de référence.

Afin d’analyser plus finement Uefficacité de ’approche sPC2, des erreurs ont été calculées pour 12
Qol listées dans le tableau 5.3 (fréquences et amplitudes de pics d’énergies de déformation pour les
différentes plaques). Le tableau présente notamment les erreurs relatives entre les moyennes de ces
Qol obtenues avec les approches sPC1 et sPC2 pour les 10000 valeurs de raideur k, et les moyennes
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FIGURE 5.6 — Maximum, moyenne et minimum de ’énergie de déformation sur I'intervalle fréquentiel entourant
le pic 7 pour 10000 valeurs de k, : (a) plaque 1; (b) plaque 2.

de référence. La précision obtenue avec ’approche sPC2 s’avere excellente, les erreurs relatives étant
toutes inférieures a 1%, voire 0,01% pour le premier pic étudié (le pic 2). Des erreurs de plus de 60%
sont en revanche atteintes pour certaines Qol avec ’approche sPC1. Les erreurs relatives sur la variance
des Qol sont légerement plus élevées avec un niveau maximum de 'ordre de 3% pour 'approche sPC2,
ce qui reste tres satisfaisant. Le tableau présente enfin la moyenne des erreurs relatives pour chacune
des 12 Qol (i.e. pour chacune des 10000 valeurs de k,, on calcule lerreur relative entre la valeur
obtenue par I'un des chaos polynomial creux et la valeur de référence, et on calcule enfin la moyenne
de ces 10000 erreurs). En dehors des niveaux d’erreur pour deux Qol liées au pic 7, qui atteignent
4%, les niveaux obtenus avec ’approche sPC2 sont inférieurs & 1%, validant ainsi ’approche proposée.
L’approche sPC1 donne des erreurs moyennes qui dépassent les 60% pour certaines Qol et ne sera
donc pas retenue dans la suite.

. Erreur relative sur | Erreur relative sur Moyenne des
) Amplitude ou . .
Pic , la moyenne (%) la variance (%) | erreurs relative (%)
fréquence propre

sPC1 sPC2 sPC1 sPC2 sPC1 sPC2

JEdef1 0.018 0.002 2.202 0.295 | 0.156 0.014

Pic 2 Egep1 43.209 0.008 266.449 1.000 | 42.853 0.065

Egefro 41.972 0.036 154.351 0.458 | 42.658 0.130

Egers 43.254 0.032 264.497 0.368 | 42.904 0.064

JEdef1 0.003 0.003 1.825 0.349 0.872 0.036

Pic 5 Eger1 65.387 0.138 1003.386 | 1.733 | 65.978 0.227

Egefo 66.454 0.158 62.742 2.389 65.821 0.215

JEdes1 2.177 | 3.32E-05 53.651 0.047 2.237 0.001

Pic 7 Eger1 10.893 0.715 25.510 2.634 | 68.424 4.540

Egero 57.501 0.050 49.827 0.681 | 60.880 0.544

Egeys 49.222 0.232 68.452 3.096 | 44.139 4.355

Pic 9 Eger1 28.591 0.040 278.456 0.549 | 29.384 0.161

TABLEAU 5.3 — Erreurs relatives sur les amplitudes et les fréquences propres des pics d’énergie de déformation.
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FIGURE 5.7 — Amplitudes du pic 2 des énergies de déformation (a) Eger1 (b) Egefa (¢) Egers et (d) fréquence
propre du pic 2 de I'énergie Fq.r1 en fonction de la raideur k..

5.2.4.4 Comparaison du coiit de calcul

Les coiits de calcul obtenus par la solution de référence du modele éléments finis (FEM) complet et
les deux approches sPC1 et sPC2, pour déterminer 'amplitude et la fréquence des quatre pics (2, 5, 7
et 9) des énergies de déformation des trois plaques, sont présentés dans le tableau 5.4. Avec un grand
nombre de simulation (N = 10000), les cofits de calcul de la solution de référence sont prohibitifs pour
ces quatre pics. En utilisant les deux approches du sPC, le nombre de simulations nécessaires pour
construire les coeflicients du chaos sont tres limités. Pour toutes les Qol de 'approche sPC1, un ordre
de chaos de p = 5 suffit ce qui correspond & un besoin de ) = 24 simulations pour chaque fréquence.
L’approche sPC2 requiert ce méme nombre de simulations avec ’ordre p = 5 pour le pic 7. Les autres
pics requierent un nombre de simulation () plus faible : respectivement 14, 16 et 16 simulations pour
les pics 2, 5 et 9 & cause d’un ordre de chaos p plus faible. Ainsi les coiits de construction pour la
méthode sPC2 sont plus faibles que ceux pour la méthode sPCI1.

Concernant les coiits d’exploitation, pour 'approche sPC1, une fois les coefficients du chaos dé-
terminés les Qol sont évalués pour chacune des trois plaques en utilisant I’équation (5.2) pour 10000
valeurs de k.. Les colits de calcul de ces résultats sont respectivement de 22, 32, 26 et 25 secondes
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FIGURE 5.8 — Amplitudes du pic 7 des énergies de déformation (a) Eger1 (b) Egefa (¢) Egers et (d) fréquence
propre du pic 7 de I'énergie Fq.r1 en fonction de la raideur k..

pour les pics 2, 5, 7 et 9. Ces temps proviennent du grand nombre de Qol correspondant au nombre
des fréquences d’échantillonnage entourant chaque pic pour 'approche sPC1 (table 5.2). A linverse,
avec I’approche sPC2, lorsque les coefficients sont connus, effectuer les 10 000 calculs pour seulement 2
Qol, amplitude et la fréquence de chaque pic a un coftit trés faible (inférieur a 1 second) de nouveau
les cofits d’exploitation avec la méthode sPC2 sont les plus faibles. Lorsqu’on compare les coiits de
calcul totaux des deux méthodes basées sur le chaos a celles obtenues avec la méthode de référence, il
apparait des réductions trés élevées respectivement de 99.76 % et 99.82 % pour les méthodes sPC1 et

sPC2.

5.2.4.5 Conclusion sur les approches

Dans cette section, des méthodes basées sur des développements en chaos polynémial creux ont été
proposés pour prédire le comportement de quantités d’intérét (Qol) liées aux énergies de déformation
des trois plaques connectées par des ressorts en présence d’un parametre incertain, a savoir la raideur
des ressorts verticaux. Seule la seconde approche, dénommée sPC2, s’est avérée efficace, a la fois
en termes de précision et de temps de calcul, pour retrouver les résultats de référence. Dans cette
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Méthodes

Méthode de référence

sPC1-FEM

sPC2-FEM

Cofit construction

Ny x Q x Temps unitaire
par FEM complet

Ny x Q x Temps unitaire
par FEM complet

Ny 351 351
Ordre du chaos 5 2
. Q i 24 14
Pic 2 Valeur 54 min 39 s 31 min 52 s
« s 10000 x ]'vax 10000 x Temps unitaire 10000 x Temps unitaire
Cofit exploitation Temps unitaire , ,
du calcul d’un chaos du calcul d’un chaos
par FEM complet
Valeur 15jours 20h 22 s <ls
Cofit total 15jours 20h 55 min 32 min
Pourcentage
de réduction - 99.76 99.84
(%)
N . Ny x Q x Temps unitaire | Ny x Q x Temps unitaire
Cotit construction ) par FEM complet par FEM complet
Ny 5071 5071
Ordre du chaos ) 5 3
bes | 0 2t 1
Valeur 13h 9 min 38 s 8h 46 min 25 s
N s 10000 x ].Vf.X 10000 x Temps unitaire 10000 x Temps unitaire
Cotit exploitation Temps unitaire , ,
du calcul d’un chaos du calcul d’un chaos
par FEM complet
Valeur 15jours 20h 32s <ls
Coiit total 15jours 20h 13h 10 8h 46
Pourcentage
de réduction - 99.76 99.86
(%)
N . Ny x Q x Temps unitaire | Ny x Q x Temps unitaire
Cotit construction ) par FEM complet par FEM complet
Ny 2601 2601
Ordre du chaos 5 5
) Q ) 24 24
Pic 7 Valeur 6h 45 min 1 s 6h 45 min 1 s
o s 10000 x ].Vf X 10000 x Temps unitaire 10000 x Temps unitaire
Cotit exploitation Temps unitaire , ,
du calcul d’un chaos du calcul d’un chaos
par FEM complet
Valeur 117jours 7h 26s <ls
Cofit total 117jours 7h 6h 45 6h 45
Pourcentage
de réduction - 99.76 99.76
(%)
N . Ny x Q x Temps unitaire | Ny x Q x Temps unitaire
Cotit construction ) par FEM complet par FEM complet
Ny 901 901
Ordre du chaos ) 5 3
peo| 9 2t 1
Valeur 2h 20 min 18 s 1h 33 min 32 s

Cotit exploitation

10000 x Ny x
Temps unitaire
par FEM complet

10000 x Temps unitaire
du calcul d’un chaos

10000 x Temps unitaire
du calcul d’un chaos

Valeur 40jours 14h 25 s <1ls
Cofit total 40jours 14h 2h 20 1h 34
Pourcentage
de réduction - 99.76 99.84
(%)

TABLEAU 5.4 — Cofits de calcul pour huit Qol liées aux pics 2, 5, 7 et 9 de ’énergie de déformation de la plaque

1 pour N = 10000 valeurs d’un parametre incertain k, .
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approche, les Qol sont les amplitudes et les fréquences propres des pics d’énergies de déformation
des différentes plaques. Les développements en chaos polynomial creux nécessitent de calculer deux
séries de coefficients par pic étudié, au moyen d’un certain nombre de simulations impliquant le FEM
complet du systeme.

Dans la suite de ce chapitre, on va chercher a déterminer I'impact de I'utilisation, pour la construc-
tion des coefficients du chaos, d’un modele réduit du systeme des trois plaques, au lieu du FEM complet,
sur les prédictions obtenues avec 'approche sPC2. Le nombre de parametres incertains sera également
augmenté en vue de tester lefficacité de la méthode. Pour alléger 1’écriture, cette approche sPC2 sera
simplement dénotée sPC dans la section suivante.

5.3 Association du chaos polynomial creux avec les modeles réduits
de type Craig-Bampton

Comme expliqué précédemment, 'objectif de cette section est d’étudier 'influence de 1'utilisation
d’un FEM réduit du systéme pour construire les coefficients du chaos. Dans cette optique, les résultats
seront donnés pour les mémes quantités d’intérét (Qol) que dans la section précédente : on se foca-
lisera en particulier sur les fréquences propres et amplitudes des 4 pics retenus précédemment (pics
2,5, 7 et 9) concernant les énergies de déformation des trois plaques. On rappelle que les valeurs de
référence sont obtenues, pour une raideur k, donnée, par une simulation impliquant le FEM complet
sur un petit intervalle fréquentiel entourant la fréquence propre du pic étudié, suivi d’un traitement
pour détecter le maximum local de I’énergie de déformation considérée sur cette bande de fréquences.
Comme il a déja été mentionné, la méthode suppose donc de connaitre au préalable les ordres de
grandeur des fréquences des pics d’intérét.

Concernant le nombre de parametres incertains, différents scénarios seront envisagés dans cette
section. L’incertitude portera comme précédemment sur la valeur de la raideur k, des ressorts verti-
caux qui connectent les trois plaques. Dans un premier temps, on reprendra ’étude précédente avec un
unique parametre incertain : la raideur k, sera supposée identique pour les 82 ressorts qui composent
les jonctions entre les plaques, et incertaine dans 'intervalle [100; 200] N/m. On traitera ensuite les cas
de 8, 16 et 82 parametres incertains. Les ressorts seront alors répartis en groupes au sein desquels la
raideur k, sera identique, mais les valeurs de raideur pourront varier d’un groupe a l’autre (en restant
dans le méme intervalle d’incertitude que pour un parameétre incertain). Pour le cas extréme de 82
parametres incertains, tous les ressorts pourront avoir des raideurs distinctes comprises entre 100 N/m
et 200 N/m.

Dans cette section, pour chaque Qol (fréquence ou amplitude d’un pic d’une énergie de déformation
donnée), trois développements sPC vont étre construits conformément a la procédure itérative détaillée
dans la section 2.5.3 du Chapitre 2. Le premier, dénoté dans la suite sSPC-FEM, correspond a celui
présenté dans la section précédente : les coefficients du chaos sont construits & partir d’un certain
nombre de simulations du FEM complet du systeme des trois plaques. Les deux autres développements
seront dénotés respectivement sPC-CB50130 et sPC-CB3080. Les coefficients du chaos sont dans ces
cas construits a partir de simulations de 'un des modeles réduits dans le cadre de la méthode de
Craig-Bampton que nous avons présentées dans le chapitre précédent.

Il est a noter que 'ordre du chaos impose un nombre minimal de ces simulations permettant de
calculer les coefficients, qui correspondent & un jeu de valeurs du parametres incertains k, du Plan
d’Expérience Numérique (PEN). La taille du PEN initial Qo = 4(N,+1), avec (N, +1) les coefficients
du chaos, est déterminé par ’équation (2.12) avec r parametres incertains et ’ordre du chaos p = 1.
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Cet ensemble peut par ailleurs étre enrichi par la procédure itérative détaillée dans la section 2.5.5.
Pour éviter que les résultats obtenus par les trois versions de chaos ne soient affectés par le choix de ce
jeu de valeurs, et ne dépendent que du modele utilisé pour effectuer les simulations correspondantes, un
jeu de valeurs du méme PEN sera imposé pour les trois développements sPC. Le nombre de simulations
réalisées sera donc identique dans chaque cas, égal au nombre de simulations minimal requis par le
développement le plus coliteux, méme si I'ordre du chaos résultant de ’algorithme pourra différer d’un
développement a l'autre.

Le méme ensemble de parametres est utilisé dans les cas de 1, 8, 16 et 82 parametres incertains :
I’ordre maximal du chaos polynomial est p,q. = 5, la précision cible vaut Sgible
m = 0.8 et les valeurs des seuils sont fixées a €; = ea = 0.001(1 — Sfibl 6). Dans le cas de 82 parametres
incertains l'ordre maximal du chaos polynomial est p;,q. = 3 pour limiter le nombre de simulations
nécessaires pour construire les coefficients du chaos, cependant les autres parametres ne changent pas.

= 0.999, la norme-

L’efficacité de ces trois développements en chaos polynomial creux sera notamment évaluée dans
le cadre d’une procédure Monte-Carlo en comparant les statistiques (moyenne et variance) d’une Qol
obtenues par ces développements sPC en effectuant N tirages du jeu de parametres incertains, avec les
statistiques de référence obtenues par N simulations du FEM complet (ce type d’analyse a été utilisé
dans la section précédente en utilisant N = 10000 valeurs de I'unique parametre incertain considéré).
Cette méthode de référence sera dénotée FEM dans la suite. A titre comparatif, on s’intéressera éga-
lement aux statistiques obtenues par N simulations numériques impliquant non pas le FEM complet,
mais les modeles réduits dans le cadre de méthode de Craig-Bampton (qui seront dénotés CB50130 et
CB3080 comme précédemment).

5.3.1 Cas d’un parametre incertain

Pour illustrer les résultats obtenus dans ce premier cas, nous allons nous intéresser a quatre Qol :
la fréquence propre et 'amplitude du pic 2 de I’énergie de déformation de la plaque 1, que nous avions
déja considérées pour illustrer les deux approches dans la section précédente ; 'amplitude du pic 5 de
la méme énergie de déformation Egy.r1, pour laquelle les écarts entre les différentes méthodes seront
un peu plus marquées; enfin la Qol qui présentait la plus grande sensibilité au parametre incertain
(voir tableau 5.1), & savoir 'amplitude du pic 7 de I'énergie Egef1.

5.3.1.1 Fréquence propre du pic 2 de I’énergie Ey.r1

Construction des développements sPC

Comme expliqué dans le Chapitre 2, 'ordre optimal p du chaos dépend de 'erreur leave-one-out
Sg , qui est calculée a chaque étape de la procédure itérative et comparée a la valeur cible Sgible. Pour
cette premiere Qol (la fréquence propre du pic 2 de Iénergie de déformation Eg.r1 de la plaque 1),
les valeurs de S2 obtenues pour les trois développements sPC (sPC-FEM, sPC-CB50130 et sPC-3080)
sont identiques et égales & S2 = 0.9820 pour p = 1 et Sz = 0,9997 pour p = 2. L’ordre optimal pour
les trois sPC est donc p = 2.

Statistiques de la Qol obtenues a partir des différentes méthodes
Les statistiques (moyenne et variance) de la Qol dépendent du nombre de simulations N choisies

dans la procédure Monte-Carlo, chaque simulation correspondant & une valeur distincte du parametre
incertain k..
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FIGURE 5.9 — (a) Moyenne, (b) variance, (¢) erreur relative sur la moyenne, (d) erreur relative sur la variance
de la fréquence propre f, du second pic de I'énergie Fg.r1, en fonction du nombre de simulations MC.

Plusieurs tests allant de NV = 1000 & N = 10000 ont été effectués pour chacune des six méthodes
évoquées précédemment (FEM, CB50130, CB3080, sPC-FEM, sPC-CB50130 et sPC-CB3080). Les
Figures 5.9 (a) et (b) comparent les statistiques (moyenne et variance) obtenues par les 6 méthodes
pour dix valeurs de IN. Sur ces deux figures ont également été ajoutées les valeurs théoriques de
la moyenne et de la variance, obtenues pour les 3 versions des chaos (Theo sPC-FEM, Theo sPC-
CB50130 et Theo sPC-3080). Ces valeurs théoriques, calculées avec I’équation (2.22), ne nécessitent
pas de simulations mais seulement la connaissance des coefficients du chaos. Il apparait que les valeurs
de la moyenne et de la variance se stabilisent a partir de N = 2000 approximativement, et tendent a
se rapprocher des valeurs théoriques.

Trois groupes de courbes sont visibles sur chaque graphique, ce qui signifie que 1'utilisation d’un
développement sPC (quel que soit le modele choisi pour construire les coefficients du chaos) induit
un léger changement de la moyenne et de la variance par rapport aux valeurs de référence, mais que
I'utilisation d’'un modele réduit CB ne modifie pas les statistiques de maniére significative.

Les faibles niveaux de variance obtenus dans la Figure 5.9 (b) réduisent également les intervalles de
confiance par rapport a la fréquence de résonance moyenne. Par exemple, pour N = 10000, la moyenne
de la fréquence propre du pic 2 se situe dans Uintervalle fo & 1.210™% avec un niveau de confiance de
95 %.
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Pour analyser plus en détail les précisions des différentes méthodes, les erreurs relatives sur la
moyenne et sur la variance de la Qol par rapport a la solution de référence (c’est-a-dire N simulations
du FEM complet) sont tracées sur les figures 5.9 (c) et (d). Trois groupes de courbes sont a nouveau
visibles sur chaque graphique, conformément aux résultats des figures 5.9 (a) et (b). Les niveaux d’er-
reur les plus faibles sont obtenus logiquement avec la méthode CB50130, qui implique N simulations
directes avec le modele CB réduit qui posséde la plus grande base de modes d’interface fixe. Réduire
la taille de cette base augmente légerement les niveaux d’erreur, mais la précision reste excellente dans
les deux cas, avec des niveaux d’erreur proches de 0. L’utilisation d’un développement sPC augmente
les niveaux d’erreur, qui restent toutefois inférieurs a 2.51072 % pour la moyenne et 0.5% pour la
variance. Le choix d’un modele réduit au lieu du FEM complet pour calculer les coefficients du chaos
n’augmente pas les niveaux d’erreur pour cette Qol. Les trois valeurs théoriques de la moyenne et de la
variance étant assez proches des valeurs de référence sur les figures 5.9 (a) et (b), les niveaux d’erreur
théorique s’averent inférieurs a 0.02 % pour la moyenne et 0.5 % pour la variance a partir de N = 8000.

Les mémes conclusions se dégagent lors de l'analyse des valeurs moyennes des erreurs relatives
(Figure 5.10) calculées cette fois pour chaque valeur de k. entre la fréquence du pic 2 résultant d’une
méthode donnée (impliquant un modele réduit ou un sPC) et celle obtenue avec la solution de réfé-
rence (impliquant le FEM complet). Les erreurs proviennent principalement des développements sPC,
I'influence de la réduction du modele étant & nouveau tres limitée ; le niveau de précision est également
extrémement satisfaisant avec une erreur relative moyenne inférieure a 0.015 % quel que soit le nombre
de simulations retenu.

Evolution de la fréquence propre du pic 2 en fonction de k.,

Les résultats dans ce paragraphe sont présentés pour le nombre le plus élevé de simulations
N = 10000, afin de garantir que la Qol est prédite avec le niveau de confiance le plus élevé. La
Figure 5.11 représente les valeurs de la fréquence propre du pic 2 obtenues pour chacune des 10000
valeurs de k. choisies dans I'intervalle [100; 200] N/m avec les différentes méthodes : calculées directe-
ment avec le FEM complet ou les modeéles réduits, ou prédites a partir des trois sPC. La fréquence du
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FIGURE 5.10 — Moyenne des erreurs relatives sur la fréquence propre du pic 2 par rapport a la solution de
référence, en fonction du nombre de simulations MC.
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FIGURE 5.11 — (a) Fréquence propre du pic 2 de I’énergie E4.r1 en fonction de la raideur &, et (b) zoom sur un
petit intervalle de valeurs de k, pour N = 10000.

pic 2 augmente de fagon non linéaire avec la raideur k., avec un écart global de 5.217 % (voir tableau
5.1). Un bon accord général est trouvé entre les différentes stratégies, les six courbes apparaissant su-
perposées sur la figure (a) ou 'ensemble de la plage de valeurs de k, est représenté. Toutefois, lorsque
I'on effectue un zoom sur un intervalle plus petit de valeurs de k., comme sur la Figure 5.11 (b), de
légeres différences deviennent visibles, en accord avec les niveaux d’erreurs présentés précédemment.
Les courbes correspondant aux trois méthodes impliquant des simulations FE directes (FEM, CB50130
et CB3080) présentent des discontinuités liées au pas fréquentiel utilisé dans cette étude, 0,001 Hz ; la
fréquence propre est soit sous-estimée, soit surestimée en fonction de la valeur de k., car sa précision
ne peut dépasser la résolution en fréquence des simulations. Prédire la valeur de fréquence & partir
d’un développement sPC évite ce probleme, car la fréquence devient une fonction polynomiale de k..
Les courbes correspondant aux trois développements sPC sont ainsi des courbes continues que 1’on
peut difficilement distinguer les unes des autres.

5.3.1.2 Amplitude du pic 2 de I’énergie de déformation E;. s

Intéressons-nous a présent a I’amplitude du pic 2 de I'énergie de déformation Fg.rq1. Pour cette
seconde Qol, les valeurs d’erreurs leave-one-out sont identiques a celles obtenues pour la fréquence
propre f5 et 'ordre optimal des développements en chaos est a nouveau p = 2.

Statistiques de la Qol obtenues a partir des différentes méthodes

Comme pour la fréquence propre, les statistiques relatives a 'amplitude du pic 2 de I'énergie de
déformation Egerq sont calculées pour N valeurs de k., allant de NV = 1000 a N = 10000. Les mémes
tendances générales se dégagent pour l'amplitude du pic que pour sa fréquence, avec notamment
une stabilisation des valeurs de moyenne et de variance a partir de N = 2000, comme le montrent
les figures 5.12 (a) et (b). On note cependant que les trois valeurs théoriques de la moyenne (i.e. le
premier coefficient de chaque développement sPC), sur la figure (a), ne sont cette fois pas parfaitement
superposées, la valeur obtenue dans le cas sPC-CB3080 se distinguant des deux autres.

En ce qui concerne la moyenne calculée a partir des N tirages de k,, les courbes relatives aux
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FIGURE 5.12 — (a) Moyenne, (b) variance, (c) erreur relative sur la moyenne, (d) erreur relative sur la variance
de 'amplitude du pic 2 de Egcr1 en fonction du nombre de simulations MC.

FEM et CB50130 sont quasiment superposées, tandis que la courbe relative au modele CB3080 (qui
correspond a la base de modes d’interface fixe la plus réduite) est également légérement décalée vers
le haut. Lorsque les coefficients du chaos sont calculés a partir de simulations impliquant le FEM
complet (cas sSPC-FEM), on obtient a 'inverse une courbe légérement décalée vers le bas, impliquant
que l'utilisation d’un développement sPC fait diminuer la moyenne de la Qol. Ces tendances opposées
se compensent lorsque les coefficients du chaos sont construits a partir de simulations impliquant le
modele le plus réduit (cas sPC-CB3080), la courbe correspondante étant quasiment superposée avec
celle de référence, et les niveaux d’erreur tendant vers 0%. Les niveaux d’erreurs relatives pour les
méthodes sPC-FEM et sPC-CB50130 ne sont pas nuls mais restent inférieurs a 0.015%. De méme
pour la moyenne théorique, les niveaux d’erreur dans le cas sPC-CB3080 sont légerement plus faibles
que pour les cas sSPC-FEM et sPC-CB50130.

En ce qui concerne la variance, on retrouve les trois groupes de courbes que ’on avait pour la
fréquence. Les erreurs relatives de variance par rapport a la solution de référence sont illustrées sur la
Figure 5.12 (d) et présentent des niveaux globalement tres satisfaisants bien qu’elles soient supérieures
a celles obtenues pour la fréquence de résonance. L’utilisation d’une base réduite au lieu du FEM com-
plet a encore une faible incidence sur les erreurs de variance, induisant un niveau d’erreur d’environ
0.02 %. L’influence des développements sPC sur la précision de I’estimation de la variance est plus
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importante, avec des niveaux d’erreur d’environ 1%. Les meilleurs résultats sont obtenus lorsque les
coefficients sPC sont calculés a I’aide du FEM complet (cas sPC-FEM), tandis que les niveaux d’erreur
augmentent jusqu’a 1,1 % avec la méthode sPC-CB3080.
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FIGURE 5.13 — Moyenne des erreurs relatives sur 'amplitude du pic 2 par rapport a la solution de référence, en
fonction du nombre de simulations MC.

La Figure 5.13 montre la moyenne des erreurs relatives calculées, pour chaque valeur de k., entre
lamplitude résultant d’une méthode donnée (impliquant une base réduite ou un développement sPC)
et celle de référence. Comme précédemment, les niveaux d’erreur deviennent constants a partir de
N = 2000 et résultent principalement de l'utilisation d’un développement sPC, tandis que la réduc-
tion de modele CB induit de faibles erreurs supplémentaires. Toutes les méthodes fournissent une
excellente précision avec des niveaux d’erreur globalement tres faibles. Ainsi, le niveau d’erreur moyen
est d’environ 0.002 % avec la méthode CB50130, de 0.01, % avec la méthode CB3080 et de 0.065 %
avec les développements sPC.

Evolutions de I’'amplitude du pic 2 de ’énergie E,, 71 en fonction de k.

Les évolutions de 'amplitude du pic 2 Egef1, calculées directement a partir de N = 10000 simula-
tions du FEM complet ou d’'un modele CB réduit, ou prédites par un des trois développements sPC,
sont finalement tracées dans la Figure 5.14. La Qol est ici une fonction non linéaire décroissante de
la raideur k,, avec un écart global d’égal 21.756 % (voir tableau 5.1), et les six courbes apparaissent a
nouveau superposées sur toute la plage de k,. Les écarts entre les solutions sont révélées dans la vue
détaillée (figure (b)), ou deux groupes de courbes sont & nouveau visibles. Le premier groupe concerne
les simulations directes impliquant les FEM complet et réduits, pour lesquelles la fréquence du pic 2
peut étre sous-estimée ou surestimée en raison du pas fréquentiel limité de 0.001 H z.

Ce phénomene devient plus clair quand on regarde 1’évolution fréquentielle de ’énergie de défor-
mation Eg.r1 pour différentes valeurs de k, sur la Figure 5.15; la fréquence réelle du pic 2 se situerait
entre les valeurs 5.153 et 5.154 Hz pour tout un ensemble de valeurs de k., mais est numériquement
approchée par I'une de ces deux valeurs en raison du pas fréquentiel d’étude. L’amplitude du pic est en
conséquence sous-estimée pour ces valeurs de k., conduisant a ’allure inégale des courbes sur la Figure

84



5.8. Association du chaos polynomial creuz avec les modéles réduits de type Craig-Bampton

8.5 .
FEM 8.04 1 —FEM
CB50130 e CB50130
CB3080 — CB3080
81 sPC-FEM 8.03 T —sPC-FEM ||
sPC-CB50130 " AL T sPC-CB50130
s s sP C-C B 3080 = \,1 B Spep. | ==—=sPC-CB3080
=75 = AN
3 T8.021 A N
& M i } iy
ol ' \ B Rt
8.01} ¥ - i
[ .
1. ' Y
t, .
6.5 - ' - : : : : e
100 120 140 160 180 200 121.6 121.8 122 122.2 122.4
k, (N/m) k. (N/m)

(a) (b)

FIGURE 5.14 — (a) Amplitude du pic 2 de I’énergie de déformation Eg. 1 en fonction de la raideur k, et (b)
zoom sur un petit intervalle de valeurs de &k, pour N = 10000.

5.14(b). Ces derniéres atteignent leurs valeurs maximales lorsque la valeur réelle de la fréquence propre
du pic coincide avec un multiple du pas fréquentiel. L’utilisation d’un développement sPC pour prédire
I’amplitude du pic s’avere a nouveau efficace pour résoudre ce probléme, car les courbes obtenues sont
lissées et correspondent aux valeurs maximales du premier groupe.

En ce qui concerne la précision des prévisions, on peut constater que dans le premier groupe,
la courbe correspondant a la méthode CB50130 est parfaitement superposée a la courbe FEM de
référence, tandis que la courbe correspondant & la méthode CB3080 est 1égéerement décalée (mais reste
tres proche des deux premieres). Cette tendance est retrouvée dans le deuxiéme groupe, ou la courbe
correspondant au cas sPC-CB3080 ne se superpose pas parfaitement aux deux autres courbes, bien
que les différences soient extrémement faibles.

5.3.1.3 Amplitude du pic 5 de I’énergie de déformation E;. s

Construction des développements sPC

Pour cette Qol, 'ordre optimal des trois développements sPC doit étre augmenté a p = 3. Les
valeurs des erreurs leave-one-out S3 des trois développements sPC (sPC-FEM, sPC-CB50130 et sPC-
3080) sont représentées sur la Figure 5.16. On constate que le choix du modeéle permettant de construire
les coefficients du chaos a ici un impact, puisque pour p = 1 et p = 2 'erreur Sg est différente pour le
cas sPC-CB3080 par rapport aux deux autres méthodes, signifiant que les valeurs des coefficients, et
éventuellement le jeu de coefficients finalement conservés par ’algorithme sPC, different d’une version
a l'autre. Les trois valeurs convergent néanmoins pour p = 3 a S2 = 0, 9992.

Statistiques de la Qol obtenues a partir des différentes méthodes

Les résultats concernant les moyennes et variances de la Qol obtenues pour N = 1000 & N = 10000
tirages du parametre incertain k, sont représentés pour les six méthodes sur la Figure 5.17. On note
que le nombre de simulations requis pour voir une stabilisation de ces valeurs est pour cette quantité
augmenté a N = 3000.
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FIGURE 5.15 — Amplitudes de I’énergie de déformation Eger1 calculées par la méthode FEM de référence en
fonction de la fréquence, pour différentes valeurs de k. € [100;100.2] N/m.
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FIGURE 5.16 — Les erreurs leave-one-out SZ des trois développements sPC (sPC-FEM, sPC-CB50130 et sPC-
3080) pour 'amplitude du pic 5 de I'énergie Eq.f1 en fonction de 'ordre p

En ce qui concerne la moyenne (figures (a) et (c)), on note comme précédemment que 1'utilisation
du modele réduit avec la plus grande base CB50130 n’engendre pas d’écart notable par rapport au
FEM complet, contrairement au modele CB3080 pour lequel les courbes sont décalées (la moyenne est
augmentée dans tous les cas, qu’il s’agisse de N simulations directes avec le modele CB3080 ou que ce
modele soit utilisé pour calculer les coefficients d’un développement sPC, ce que ’on retrouve pour la
valeur de la moyenne théorique) ; de fagon générale, I'utilisation d’un développement sPC induit une
faible erreur (limitée a 0.2%) par rapport a la méthode de référence.

Les écarts sont cependant plus visibles pour la variance (figures (b) et (d)). L’utilisation d’un déve-
loppement sPC engendre ainsi des niveaux d’erreur de ’ordre de 2 % pour le cas sPC-FEM, 2.7 % pour
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FIGURE 5.17 — (a) Moyenne, (b) variance, (c) erreur relative sur la moyenne, (d) erreur relative sur la variance
de 'amplitude du pic 5 de Egc¢1 en fonction du nombre de simulations MC.

le cas sPC-CB50130 pour lequel la courbe n’est cette fois plus superposée avec celle du cas précédent,
et 3.5% pour le cas sPC-CB3080. Le fait que le modele utilisé (complet ou réduit) affecte les valeurs
des coefficients du développement sPC se retrouve dans les écarts nettement visibles entre les trois
valeurs de variance théorique, dépendant de ces coeflicients.

Les niveaux de la moyenne des erreurs relatives, visibles sur la Figure 5.18, sont également aug-
mentés par rapport & ceux obtenus pour les deux premieres Qol, tout en restant tres satisfaisants (de
l'ordre de 0.23 % pour les trois développements sPC); l'erreur maximale est pour une fois obtenue
dans le cas CB3080 correspondant aux N simulations directes avec le modele le plus réduit, le niveau
restant inférieur a 0.27 %.

Evolutions de Iamplitude du pic 5 de I’énergie E;. ;1 en fonction de k.

Le bénéfice de I'utilisation d’un développement sPC pour prédire I’évolution de 'amplitude du pic
5 en fonction de k, est particulierement visible ici (Figure 5.19). En effet, ce pic 5 est plus sensible que
le pic 2 a la valeur de k. (avec un écart global de 19.417 % sur 'intervalle d’incertiude de k), et reste
suffisamment fin pour étre affecté par le pas fréquentiel limité & 10~3 Hz. Comme le montre la Figure
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FIGURE 5.18 — Moyenne des erreurs relatives sur 'amplitude du pic 5 par rapport a la solution de référence, en
fonction du nombre de simulations MC.

5.20, la fréquence propre du pic 5 est alternativement surestimée ou sous-estimée selon la valeur de k,
dans les simulations impliquant le modéle complet comme un modele réduit, ce qui peut conduire a
une sous-estimation importante de I'amplitude du pic.

Ainsi, des fluctuations importantes apparaissent lorsque I'amplitude de ce pic est prédite par une
simulation directe (cas FEM, CB50130 et CB3080), ce qui est nettement visible sur la Figure 5.19 (b),
les nuages de points donnant I’aspect de courbes épaisses sur la figure (a).

Les développements en chaos polynomial permettent de lisser ces évolutions de la Qol en fonction
de k. Les trois courbes correspondantes sont par ailleurs trés proches les unes des autres, la courbe
correspondant au cas sPC-CB3080 étant & nouveau faiblement décalée par rapport aux deux autres.

5.3.1.4 Amplitude du pic 7 de I’énergie de déformation Ey.

Construction des développements sPC

On s’intéresse pour finir cette section 5.3.1 & la Qol qui présentait la plus grande sensibilité au
parametre incertain dans les études de la section 5.2, avec un écart global de plus de 400 % sur 'inter-
valle d’incertitude de k. D’apres les erreurs leave-one-out SZ obtenues pour les trois développements
sPC pour cette Qol, présentées dans la Figure 5.21, 'ordre optimal pour les trois chaos est cette fois
p=>5.

Statistiques de la Qol obtenues a partir des différentes méthodes

Les résultats concernant les statistiques (moyenne et variance) de cette derniere Qol ('amplitude
du pic 7 de I’énergie de déformation de la premiere plaque), représentées sur la Figure 5.22, présentent
des tendances similaires a celles des précédentes Qol. On note une nouvelle augmentation du nombre
minimal de simulations requises pour observer une stabilisation de la moyenne et de la variance, qui
est a présent de N = 5000 approximativement, bien que des variations soient encore visibles sur la
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FIGURE 5.19 — (a) Amplitude du pic 5 de I’énergie de déformation E4. 1 en fonction de la raideur k, et (b)
zoom sur un petit intervalle de valeurs de &k, pour N = 10000.

moyenne. Les niveaux d’erreur sur la moyenne, situés entre 0.5 % et 1 % pour les trois développements
sPC, sont de fait plus importants pour cette Qol que pour les précédentes, tout en restant parfatiement
acceptables. Les erreurs sur la variance sont en revanche légérement inférieures a celles relevées pour
I’amplitude du pic 5. Dans tous les cas, ['utilisation d’un modele réduit s’avere d’un faible impact sur
les statistiques.

La moyenne des erreurs relatives calculées pour chacune des N valeurs de k. est en revanche sans
surprise plus importante que pour les précédentes Qol deés qu’'un développement sPC est utilisé, comme
le montre la Figure 5.23; elle avoisine en effet 4.6 % pour les trois méthodes sPC-FEM, sPC-CB50130
et sPC-3080.

Evolutions de ’amplitude du pic 7 de 1’énergie Eg, 71 en fonction de k.

Les évolutions de I'amplitude du pic 7, calculées directement avec N = 10000 simulations du
FEM complet ou d’un modele réduit CB, ou prédites par un des trois développements sPC, sont
finalement tracées comme précédemment sur la Figure 5.24. Les écarts entre les courbes sont révélés
sur la vue détaillée (figure (b)) sur laquelle on retrouve, nettement séparés, les deux groupes de
courbes déja observés pour d’autres Qol et correspondant aux simulations directes d’une part, et aux
trois développements sPC d’autre part. Au sein de chaque groupe, les faibles décalages entre courbes
témoignent de I'impact limité de 'utilisation d’un modele réduit par rapport au modele complet pour
prédire ’évolution de cette quantité en fonction du parametre incertain.
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FIGURE 5.20 — Amplitudes de I’énergie de déformation Fg.r1 calculées par la méthode FEM de référence en
fonction de la fréquence, pour différentes valeurs de k, € [100;100.2] N/m.
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FIGURE 5.21 — Erreurs leave-one-out SZ des trois développements sPC (sPC-FEM, sPC-CB50130 et sPC-3080)
pour 'amplitude du pic 7 de I’énergie Egc¢1 en fonction de I'ordre p
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FIGURE 5.22 — (a) Moyenne, (b) variance, (c) erreur relative sur la moyenne, (d) erreur relative sur la variance
de l'amplitude du pic 7 de Eq4.r1 en fonction du nombre de simulations MC.
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FIGURE 5.24 — (a) Amplitude du pic 7 de I'énergic de déformation E4.rq1 en fonction de la raideur k. et (b)
zoom sur un petit intervalle de valeurs de k, pour N = 10 000.
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5.3.1.5 Coit de calcul

Les résultats précédents ont clairement établi que les développements sPC étaient efficaces pour
prédire de maniére précise les évolutions des différentes Qol en fonction du parametre incertain (i.e. la
raideur du ressort k). L’intérét principal de la méthode est que les cofits de calcul sont extrémement
réduits en raison du nombre limité de simulations nécessaires pour construire les coefficients du chaos.

Pour illustrer cet avantage, les cofits de calcul relatifs aux deux Qol (amplitude et fréquence propre)
liées & chacun des quatre pics de I'énergie de déformation Eg.rq (pics 2, 5, 7 et 9) obtenus pour les
six méthodes pour N = 10000 sont présentés dans le tableau 5.5.

La solution de référence est évidemment la plus coliteuse car elle implique N = 10000 simula-
tions avec le FEM complet. Il est a noter que les cofits de calcul du FEM complet sont donnés pour
information. Ces calculs prohibitifs n’ont pas été effectués. Une réduction substantielle des cotits de
calcul est déja réalisée en utilisant un modele réduit au lieu du FEM complet pour effectuer ces 10 000
simulations. Avec le modele le plus réduit (CB3080), la réduction du temps de calcul atteint ainsi
73,10 % sans perte de précision notable.

L’avantage des développements sPC est que le nombre de simulations nécessaires pour calculer les
coefficients du chaos est tres limité. En appliquant la procédure itérative décrite précédemment, seules
14 simulations sont ainsi nécessaires pour les deux premiéres Qol (fréquence propre et amplitude du
pic 2) pour lequel 'ordre p = 2 était suffisant. Le nombre maximal de coefficients conservés par ’algo-
rithme est obtenu pour le pic 7 (pour lequel 'ordre est augmenté a p = 5), qui requiert 24 simulations
par Qol. Une fois les coefficients connus, effectuer les 10000 calculs pour obtenir la Qol considérée
ne cofite rien. La réduction du temps de calcul dépasse ainsi 99 % pour les trois développements sPC
proposés, la réduction maximale (99,96 %) étant logiquement atteinte avec la méthode sPC-CB3080
qui implique un nombre de simulations limité avec le modele le plus réduit.

Il n’y a pas d’avantage a utiliser le sPC au lieu de la méthode classique du chaos polynomial
généralisé (gPC) pour le cas 7 = 1, car tous les coefficients du chaos sont gardés. Par conséquent, le
nombre de coefficients d'un sPC égal celui d'un gPC qui est calculé par 1’équation (2.12). L’avantage
de I'utilisation d’un sPC par rapport au gPC sera démontré dans la section 5.3.2.6 pour un plus grand
nombre de parametres incertains.

Ces réductions exceptionnelles de temps de calcul sont néanmoins favorisées par le fait qu’un seul
parametre incertain était considéré jusqu’ici. Dans les sections suivantes, le nombre de parameétres
incertains va étre augmenté en vue de tester 'efficacité de la méthode. La section suivante va notam-
ment présenter les cas de r = 8, r = 16 et r = 82 parametres incertains, pour lesquels les résultats
obtenus sont proches.
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Méthode FEM CB50130 CB3080 sPC-FEM sPC-CB50130 sPC-CB3080
NfXNb NfXNb NfXNb
Ny x Nb Ny x Nb Ny x Nb simulations simulations simulations
Formule du tirages tirages tirages pour construire | pour construire | pour construire
cofit de x x x chaos chaos chaos
caleul Temps unitaire | Temps unitaire | Temps unitaire X X X
par FEM par FEM par FEM Temps unitaire | Temps unitaire | Temps unitaire
complet réduit réduit par FEM par FEM par FEM
complet réduit réduit
Nb de
simulations
avec FEM 10000 10000 10000 14 14 14
Pic 2 | complet ou réduit
avec Ny = 351
Cotit (temps) . . . . . .
15jours 20h 5jours 6h 4jours 6h 32 min 11 min 9 min
de calcul
Pourcentage
de réduction - 66.86 73.10 99.86 99.95 99.96
(%)
Nb de
simulations
avec FEM 10000 10000 10000 16 16 16
Pic 5 | complet ou réduit
avec Ny = 5071
Cout (temps) 228jours 12h 75jours 17h 61jours 11h 8h 46 2h 54 2h 22
de calcul
Pourcentage
de réduction - 66.86 73.10 99.84 99.95 99.96
(%)
Nb de
simulations
avec FEM 10000 10000 10000 24 24 24
Pic 7 | complet ou réduit
avec Ny = 2601
Cout (temps) 117jours 5h 38jours 20h 31jours 12h 6h 45 2h 14 1h 49
de calcul
Pourcentage
de réduction - 66.86 73.10 99.76 99.92 99.94
(%)
Nb de
simulations
avec FEM 10000 10000 10000 16 16 16
Pic 9 | complet ou réduit
avec Ny = 901
Cotit (temps) . . . . .
40jours 14h 13jours 11h 10jours 22h 1h 34 31 min 25 min
de calcul
Pourcentage
de réduction - 66.86 73.10 99.84 99.95 99.96
(%)

TABLEAU 5.5 — Cofits de calcul pour huit Qol liées aux pics 2, 5, 7 et 9 de I’énergie de déformation de la plaque
1 pour N = 10000 valeurs du parametre incertain k, .
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5.8. Association du chaos polynomial creuz avec les modéles réduits de type Craig-Bampton

5.3.2 Cas de huit, seize et quatre-vingt deux parametres incertains

Comme expliqué préalablement, pour augmenter le nombre de parametres incertains r, on consideére
que les ressorts verticaux qui couplent les trois plaques sont séparés en r groupes de ressorts au sein
desquels la raideur k, est homogene et incertaine dans la plage [100; 200] N/m. Le cas de r = 8
parametres incertains est illustré sur la Figure 5.25; les 8 raideurs k,; a k.g peuvent prendre des
valeurs simultanément distinctes.

Plaque 1 Plaque 2 Plaque 3
k zl k z5
72| k Z0)
k 73| k 77|
Point d'excitation % %
k 74 k z9|

FI1GURE 5.25 — Configuration des trois plaques avec r = 8 parameétres incertains.

La configuration retenue pour » = 16 parametres incertains est quant a elle représentée sur la
Figure 5.26. Les ressorts situés entre les plaques 1 et 2 sont séparés en 8 groupes de raideurs notées
de k.1 a k,g, tandis que les raideurs des ressorts situés entre les plaques 2 et 3 sont numérotées de
k.9 a k;16.

Plaque 1 Plaque 2 Plaque 3
k zl k 29
k 72 k z10
(0] [o]
Point d'excitation ° o
(0]
k z8 k z16

FIGURE 5.26 — Configuration des trois plaques avec r = 16 parametres incertains.

Dans le cas extréme de 82 parameétres incertains (Figure 5.27), tous les ressorts ont des raideurs
distinctes.

Le tableau 5.6 récapitule les statistiques (valeurs moyennes et écarts globaux) de sept Qol obtenues
avec le FEM complet pour 10 000 jeux de valeurs des r parameétres incertains, pour les trois cas r = 8§,
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Plaque 1 Plaque 2 Plaque 3
z1 k 742
% k 743

&

Point d'excitation
)

k/-ll

£

FI1GURE 5.27 — Configuration des trois plaques avec r = 82 parametres incertains.

k,x‘?

r =16 et r = 82. Le cas d’un parametre incertain est rappelé a titre de comparaison.

Pic Qol r=1 r=28 r=16 r = 82
Moyenne | Ecart (%) | Moyenne | Ecart (%) | Moyenne | Ecart (%) | Moyenne | Ecart (%)
Pic 2 Qol 1 | Fgaep1(Hz) 5.309 5.217 5.312 5.214 5.315 5.211 5.318 5.208
Qol 2 Eger1(J) 7.572 21.756 7.548 24.684 7.532 24.736 7.520 24777
Pic 5 Qol 3 | Fgaes1(Hz) 17.316 28.806 17.281 28.865 17.347 28.754 17.425 28.626
Qol 4 Eger1(J) 2.027 19.417 1.704 134.213 1.794 127.492 1.937 118.106
Pic 7 Qol 5 Eges1(J) 0.147 427.156 0.103 614.19 0.098 643.496 0.091 691.389
Qol 6 Egera(J) 0.312 174.375 0.301 347.752 0.293 357.104 0.284 368.218
Pic9 | Qol 7 Eges1(J) 4.276 33.833 4.24 59.964 4.234 60.051 4.232 60.085

TABLEAU 5.6 — Valeurs moyennes et écarts de quelques quantités d’intérét pour 10000 valeurs du jeu de para-
metres incertains (pour les cas r =1, r =8, r = 16 et r = 82).

Les valeurs moyennes des sept Qol représentées varient peu entre les trois configurations, en re-
vanche les écarts globaux, calculés par la formule (5.1) sont globalement augmentés entre les cas d'un
et de huit parametres incertains ; ainsi, les écarts des amplitudes des pics 5 et 7 de ’énergie de défor-
mation de la plaque 1, illustrés dans la section précédente, passent respectivement de 19 % a 134 %,
et de 427 % a 614 %.

Les valeurs obtenues pour r = 16 et r = 82 s’aveérent quant a elles toutes relativement proches des
valeurs correspondant au cas r = 8.

Dans les paragraphes suivants seront montrés les résultats obtenus par les six méthodes (N simula-
tions du FEM complet et des deux modeles réduits, puis IV calculs a I’aide des trois versions de chaos
polynomial creux dans lesquelles les coefficients sont obtenus par un nombre limité de simulations du
FEM complet ou d’un modele réduit) pour les mémes Qol qu’avec un parametre incertain.

Comme discuté au début de la section 5.3. Nous répétons que le méme ensemble de parameétres
est utilisé dans les cas de 8, 16 et 82 parametres incertains : la précision cible vaut S’czible = 0.999,
norme-m = 0.8 et les valeurs des seuils sont fixées & ¢ = e2 = 0.001(1 — S2,,.). Cependant P'ordre
maximal du chaos polynomial est ppqe = 5 pour les cas de 8, 16 parametres incertains, tandis que
Pmaz = 3 dans le cas de 82 parametres incertains pour limiter le nombre de simulations nécessaires

pour construire les coeflicients du chaos.

96




5.8. Association du chaos polynomial creuz avec les modéles réduits de type Craig-Bampton

Par ailleurs, il va étre défini des nouveaux chaos polynomiaux qui seront appelés polynomiaux
améliorés et qui seront basés sur les chaos polynomiaux creux avec des critéres de choix des coefficients
du chaos différents.

5.3.2.1 Proposition d’un chaos polynomial creux amélioré

Dans cette section, des nouveaux critéres pour le choix des coefficients du chaos dans 1’algorithme
de construction du chaos polynomial creux (sPC) vont étre proposés. Le chaos ainsi obtenu sera appelé
sPC amélioré.

Cette volonté de modifier ces critéres fait suite au tracé de erreur leave-one-out S3 dans une étude
menée sur 'amplitude du pic 5 de 'énergie de déformation Fger1 (Figure 5.28 (a)). On rappelle que
plus Sg tend vers 1, meilleur est le développement en chaos. Sur cette figure, on peut remarquer que
S2 augmente en fonction de p jusqu’a p = 4 puis diminue pour p = 5. Cette diminution provient du
fait que seul erreur empirique R? est utilisée dans ’étape 3 pour choisir les coefficients du chaos. Il y
a donc été décidé de rajouter I'erreur S? dans cette étape afin d’éviter que S3 n’augmente avec p. Ainsi
on ne choisit que les coefficients du chaos qui augmentent ou ne diminuent pas Sg. Les modifications
dans 'algorithme sont notées en gras dans la Figure 5.29 (b). La Figure 5.28 (b) montre ’évolution de
S2 en fonction de p obtenue avec ces nouveaux critéres. On constate que les S5 augmentent toujours
en fonction de p quelque soit le type de sPC amélioré. Grace a cela, les nombres de coefficients du
chaos des trois sPC améliorés (sPC-FEM, sPC-CB50130 et sPC-CB3080) sont beaucoup plus faibles
que ceux des sPC originaux (tableau 5.7). Le nombre de simulations nécessaires pour construire les
coefficients du chaos avec ces trois sPC améliorés est donc plus faible que celui des sPC originaux, les
nombres de simulations pour les deux types de sPC sont respectivement 328 et 592.

Dans les figures 5.30 et 5.31 sont tracées les mémes types de résultats que pour 1’étude a un
parametre incertain pour les sPC originaux et les sPC améliorés. On obtient les mémes niveaux
d’erreurs relatives sur la moyenne entre les sPC originaux et les sPC améliorés (Figure 5.30 (c) et
(g)). On peut faire la méme constatation concernant la moyenne des erreurs relatives (Figure 5.31).
Par ailleurs les erreurs relatives sur la variance obtenues par les sPC améliorés sont encore plus faibles
que celles obtenues par les sPC originaux (Figures 5.30 (d) et (h)). Ainsi en utilisant le sSPC amélioré,
on réduit le cotlit de calcul et on garantit le méme ordre de précision que celui obtenu avec le sPC
original. Le sPC amélioré va donc étre choisi pour calculer les Qol pour r = 8, 16 et 82 dans les parties
suivantes de ce rapport.

Méthode sPC original sPC amélioré
gPC-FEM | gPC-CB50130 | gPC-CB3080 | sPC-FEM | sPC-CB50130 | sPC-CB3080
Ordre p 5 5 5 5 5 5
Pic 5 Nb de
coefficients 284 285 276 96 95 96
du chaos
Nb de
S;vme‘élaggﬁs 592 592 592 328 328 328
complet ou réduit

TABLEAU 5.7 — Comparaison des nombres de simulations avec FEM complet ou réduit entre sPC original et sPC
amélioré pour des Qol liées au pic 5 de I’énergie de déformation de la plaque 1 avec 8 parametres incertains.
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FIGURE 5.28 — Erreurs leave-one-out SZ des trois développements sPC pour 'amplitude du pic 5 de I'énergie
Eger1 en fonction de ordre p pour r = 8; (a) sPC original, (b) sPC amélioré.
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Etape 1 - Sélection d'un PEN initial £&@ de type LHS de taille QO

- Collecte FEM du PEN initial dans E, (E@D)

i‘ A

Etape2  ypjtialisation: A = {0}, w; = 1(i=1,...r)

v

Enrichissement de la base du chaos : p = p+ 1

Etape 3

Etape 4
- Etape ascendante : ajout dans A des termes de (norme-m,w) < p

qui augmentent significativement le coefficient R? > Enrichissement du PEN
si Q < 2.card(A)

- Etape descendant : élimination de .A des termes de (norme-m,w)
< p qui ne diminuent pas significativement R?

Calcul des indices de sensibilité totaux ST (i =1,...,r)
Mise a jour des pondérations wi(i = 1,...,r)

Etape S
STOP si la valeur cible S2,,, est atteinte ou p = pmax

(a)

Etape 1 - Sélection d'un PEN initial &9 de type LHS de taille O

- Collecte FEM du PEN initial dans Eg, (E@D)

l‘ A

Etape 2 Initialisation: A = {0}, w; =1 =1,...r)

v

Etape3  Enrichissement de la base du chaos : p = p + 1

- Etape ascendante : ajout dans A des termes de (norme-m,w) < p Etape 4
qui augmenteflt sign;ﬁcativement le coefficient R* et ne diminuent Enrichissement du PEN
pas le coefficient S —>

- Etape descendant : élimination de A des termes de (norme-m,iw) S1Q <2.card(A)

< p qui ne diminuent pas significativement R ou augmentent le
coefficient S?
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(b)

FIGURE 5.29 — Algorithme appliqué pour construire le sPC avec « anisotropic hyperbolic index sets » ; (a) sPC
original, (b) sPC amélioré.
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FIGURE 5.30 — (a) Moyenne, (b) variance, (¢) erreur relative sur la moyenne, (d) erreur relative sur la variance
de 'amplitude du pic 5 de Egep1 en fonction du nombre de simulations MC en utilisant sPC original et (e)
Moyenne, (f) variance, (g) erreur relative sur la moyenne, (h) erreur relative sur la variance en utilisant sPC

amélioré pour r = 8.
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FIGURE 5.31 — Moyenne des erreurs relatives sur I'amplitude du pic 5 de Eg4.r1 par rapport a la solution de
référence, en fonction du nombre de simulations MC pour r = 8; (a) sPC original, (b) sPC amélioré.

5.3.2.2 Fréquence propre du pic 2 de I’énergie E;.r1

Comme le laisse supposer le tableau 5.6, les valeurs maximales, moyennes, et minimales de cette
Qol sont quasiment constantes entre les quatre configurations » = 1, r = 8, r = 16 et r = 82 pa-
rametres incertains. Cependant, les développements en chaos vont comporter un nombre largement
accru de termes pour les trois derniers cas, comme nous allons l'illustrer dans la suite.

Construction des développements sPC et sensibilité aux parameétres

Les erreurs leave-one-out 5(2] calculées pour r = 8 parametres incertains sont tracées sur la Figure
5.32 (a). Il apparait que l'ordre optimal pour les deux développements sPC basés sur les modeéles
réduits (sPC-CB50130 et sPC-CB3080) est p = 4 (ordre pour lequel S3 = 0.999, le critére de précision
SCQible = 0.999 étant donc satisfait) tandis que pour le cas sSPC-FEM il faut aller jusqu’a 'ordre maxi-
mal p = 5, pour lequel S3 = 0.9992. Les ordres des chaos sont donc plus élevés que pour un paramétre
incertain, configuration pour laquelle un ordre p = 2 était suffisant pour les trois développements sPC
(voir 5.3.1.1).

Pour le cas r = 16, un ordre p = 3 est suffisant pour les trois développements en chaos polynomial
creux pour respecter le critére de précision sur les erreurs leave-one-out, comme le montre sur la Figure
5.32 (b). L’ordre p = pimaz = 3 est utilisé pour les trois développements sPC dans le cas r = 82 (Figure
5.32 (c)) mais la valeur S%,, = 0.999 n’est pas atteinte.

Les r parametres incertains n’ont pas tous la méme influence sur la fréquence propre du pic 2,
comme le montre la Figure 5.33 qui représente les indices de sensibilité SiT des parametres pour les
trois développements sPC. Les raideurs des ressorts situés au plus bas des jonctions entre les plaques,
notées k.4 et k,g dans le cas r = 8, et k,g et k,15 dans le cas » = 16, apparaissent en effet comme les
plus influentes pour cette Qol, puisqu’elles possedent les indices de sensibilité les plus élevés. Néan-
moins, tous ces indices de sensibilité sont tous du méme ordre de grandeur. Ceci est clairement visible
dans le cas de r = 82. Des valeurs d’indices quasiment identiques sont obtenues pour les trois versions
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I'énergie Eqcf1 en fonction de 'ordre p; (a) 7 =8, (b) » = 16, (c) r = 82.

des développements sPC.
Statistiques de la Qol obtenues a partir des différentes méthodes

Les statistiques (moyenne et variance) obtenues pour N jeux de valeurs des r parameétres incertains
ont des allures sensiblement différentes pour r» = 8 (Figure 5.34), r = 16 (Figure 5.35) et r = 82 (Figure
5.36) que ce qui avait été obtenu pour r = 1 (Figure 5.9). Pour un parameétre incertain, les valeurs de
moyenne et de variance tendaient a se stabiliser a partir de N = 2000, ce qui est encore le cas pour la
moyenne pour 7 = 8 et r = 82; la variance, en revanche, ne se stabilise que pour N = 6000 dans ces
deux configurations. Avec 16 parametres incertains, les deux quantités se stabilisent également autour
de N = 6000. Dans tous les cas, elles tendent a se rapprocher des valeurs théoriques.

Les niveaux d’erreur sont du méme ordre de grandeur pour les cas r = 8, r = 16 et » = 82 que pour
un parametre incertain, en dehors de ’erreur entre la valeur théorique de la variance et la valeur de
référence pour les cas 7 = 8 et r = 16, qui reste environ deux fois plus grande méme pour N = 10 000.
En ce qui concerne la variance, on retrouve des tendances similaires avec un niveau de précision des
développements sPC tres satisfaisant et une influence presque négligeable de 'utilisation d’un modele
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FIGURE 5.33 — Indices de sensibilité totaux S des paramétres incertains sur la fréquence propre du pic 2 pour
les trois développements sPC; (a) r = 8, (b) r = 16, (c) r = 82.

réduit pour obtenir les coefficients de ces développements. La différence principale concerne la moyenne
obtenue pour 16 parametres incertains, pour laquelle les courbes relatives au modele le plus réduit
CB3080 présentent des écarts nettement plus importants que pour les trois autres configurations r = 1,
r = 8 et r = 82, qu’il s’agisse des valeurs obtenues par simulations directes ou des valeurs déduites
des développements sPC.

Les moyennes des erreurs relatives calculées pour chaque jeu de valeurs des r parametres incertains
entre le modele de référence et un modele réduit ou un développement sPC sont également du méme
ordre de grandeur pour le cas r = 8 (Figure 5.37) que pour r = 1, et 1égérement inférieures pour r = 16
et r = 82. Avec 8 parametres incertains, la valeur maximale est atteinte pour le modele sPC-FEM,
pour lequel le chaos est d’'un ordre supérieur a ceux des deux autres développements basés sur les
modeles réduits. Pour r = 16, c’est I'utilisation du modeéle le plus réduit qui engendre les erreurs les
plus importantes. Cependant, les écarts des erreurs des trois développements sPC sont trés faibles
pour r = 82.
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Evolution de la fréquence propre du pic 2 en fonction des valeurs des paramétres
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incertains

Pour comparer les évolutions de la fréquence propre du pic 2 en fonction des valeurs des parametres
incertains au cas r = 1 traité précédemment, on choisit d’effectuer N = 10000 tirages de r valeurs
identiques k,1 = k.o = .. = k., = k.. Cette configuration est donc équivalente a celle du cas r = 1 en
ce qui concerne la solution de référence et les simulations CB50130 et CB3080 avec les modeéles réduits.
Les développements sPC sont quant & eux différents des développements obtenus pour un parametre
incertain, avec notamment des ordres supérieurs.
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FIGURE 5.38 — Fréquence propre du pic 2 de I'énergie Egcr1 en fonction des raideurs k.1 = k.o = .. = k., = k.

pour N =10000; (a) r =8, (b) r =16, (c) r = 82.

La méthode s’avere cependant efficace pour les cas de 8, 16 et 82 parametres incertains, puisque
les évolutions données par les développements sPC coincident de nouveau avec celles obtenues par
les simulations directes, comme le montre la Figure 5.38. Un petit écart est cependant visible entre
le groupes de courbes issues des développements sPC et le groupe de courbes correspondant aux
simulations directes pour les plus hautes valeurs de raideurs (k, > 180 N/m) dans le cas r = 16
(figure (b)) et pour les plus bas valeurs de raideurs (k, < 120 N/m) dans le cas r = 82 (figure (c)).
Cet écart peut s’expliquer par le fait que les développements en chaos ont parfois des difficultés a
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représenter correctement une Qol aux bords de 'espace stochastique. Cependant, les moyennes des
erreurs relatives sont tres faibles pour tous les développements sPC et pour les cas r = 8, r = 16 et
r = 82 (Figure 5.37).

L’effet bénéfique de lissage des courbes par les développements sPC est encore présent, mais n’a
pas été représenté.

5.3.2.3 Amplitude du pic 2 de I’énergie de déformation Ey. s

La seconde Qol que nous avons considérée, I’amplitude du pic 2 de ’énergie de déformation de
la premiere plaque, ne présente pas non plus de variations importantes dans ses valeurs extrémales
lorsque 'on agumente le nombre de parametres incertains. L’écart global, de I'ordre de 22 % dans le
cas r = 1, augmente modérément jusqu’a atteindre approximativement 25% pour r = 8, r = 16 et
r = 82.

Construction des développements sPC et sensibilité aux parameétres

Les développements sPC ont cependant un ordre plus élevé que pour le cas d’'un parametre in-
certain, pour lequel l'ordre p = 2 était suffisant. Au vu des valeurs des erreurs leave-one-out S3
obtenues pour 8, 16 et 82 parametres incertains (Figure 5.39), il faut a présent utiliser I’ordre maxi-
mal p = ppaxr = 5 pour les trois développements sPC (sPC-FEM, sPC-CB50130 et sPC-3080) pour
les cas r = 8 et r = 16 et p;ee = 3 pour le cas r = 82, le critere de précision n’étant pas parfaitement
satisfait, puisque dans tous les cas la valeur de 0.999 n’est pas atteinte (d’apres ce critére, la précision
des développements sPC sera légerement supérieure dans le cas r = 16 que dans les cas r = 8 et r = 82).

Par ailleurs, cette seconde Qol (amplitude du pic 2) ne présente pas la méme sensibilité aux pa-
rametres incertains que la précédente (fréquence propre du pic 2). Les indices de sensibilité totaux,
tracés sur la Figure 5.40, montrent en effet que ce sont cette fois les raideurs (notées H) des ressorts
situés entre les plaques 1 et 2 qui sont les plus influentes. Les valeurs d’indices sont identiques pour
les trois développements sPC.

Les raideurs des ressorts les plus influentes sont notées H sur la Figure 5.40 (d) qui représente les
déformées modales du pic 2 déterminées avec les parametres incertains a leurs valeurs nominales , on
peut ainsi observer que les raideurs incertaines d’interface les plus influentes se situent tout le long de
la jonction la plus proche du point d’excitation harmonique.
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Statistiques de la Qol obtenues a partir des différentes méthodes

Les statistiques (moyenne et variance) de 'amplitude du pic 2 sont visibles sur la Figure 5.41 pour
le cas de 8 parametres incertains, sur la Figure 5.42 pour r = 16, et sur la Figure 5.43 pour r = 82. Par
rapport au cas d'un parametre incertain, les deux quantités requiérent un nombre accru de simulations
avant de se stabiliser (approximativement 5000 et 8000 simulations respectivement pour la moyenne
et la variance pour r = &8, 6000 et 4000 respectivement pour r = 16, 6000 et 5000 respectivement
pour r = 82, contre 2000 simulations pour les deux quantités avec un parametre incertain). On note
également un effet plus marqué de l'utilisation du modele réduit CB3080 sur la moyenne, les courbes
relatives a ce modele étant décalées par rapport aux autres dans les trois configurations r = 8, r = 16
et r = 82.

Les niveaux d’erreur relative sur la moyenne et la variance sont du méme ordre de grandeur pour
les quatre configurations de nombre de parametres incertains.

On retrouve cette tendance sur la Figure 5.13 ou sont représentées les valeurs moyennes des erreurs
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du pic 2 pour les plaques 1, 2 et 3

relatives; P'utilisation d’un développement sPC (quel que soit le modele retenu pour en calculer les
coefficients) dans le cas r = 8 engendre un niveau d’erreur double de celui obtenu pour r = 1, tandis
que pour r = 16 et r = 82 les niveaux d’erreur sont comparables a celui d’'un parametre incertain.
L’utilisation d’un modele réduit n’a pas plus d’impact sur cette quantité que pour un parametre in-

certain.
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FIGURE 5.41 — (a) Moyenne, (b) variance, (c) erreur relative sur la moyenne, (d) erreur relative sur la variance
de 'amplitude du pic 2 de Egcr1 en fonction du nombre de simulations MC pour r = 8.

Evolution de ’amplitude du pic 2 de Egj.r1 en fonction des parameétres incertains

Comme précédemment, on compare les évolutions de la Qol en fonction des parameétres incertains
entre les trois configurations r = 1, r = 8, r = 16 et r = 82 en réalisant, pour ces trois derniers cas,
10000 tirages de valeurs identiques pour les r parametres incertains. Les courbes correspondant aux
six méthodes sont visibles sur la Figure 5.45 et présentent des tracés similaires a ceux du cas r = 1.

On note toutefois un écart léger mais visible pour le cas sPC-CB3080, qui cumule I'utilisation d’un
développement sPC et du modele le plus réduit pour calculer les coefficients, pour les valeurs les plus
petites (k, < 120 N/m) et les plus grandes (k. > 180 N/m) des parametres incertains. Il n’y a pas de
changement de précision visible entre les cas r =8, r = 16 et r = 82.
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5.8. Association du chaos polynomial creuz avec les modéles réduits de type Craig-Bampton

5.3.2.4 Amplitude du pic 5 de I’énergie de déformation Fy. s

Si la valeur moyenne de cette Qol varie peu entre les cas r = 1 et 7 = &, ses valeurs minimales et
maximales s’averent en revanche trés sensibles au nombre de parametres incertains, comme on peut le
voir sur la Figure 5.46 ; I’écart global de cette Qol passe ainsi d’environ 19% a 134 %. Les valeurs se
stabilisent ensuite entre les cas r = 8, r = 16 et r = 82, ’écart global étant méme légerement inférieur
pour la derniére configuration (autour de 118 %).

4 - -
= S o l
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200 - -
x
~— ‘e;
T 100
3
O
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FIGURE 5.46 — Maximum, moyenne, minimum et écart global de ’amplitude du pic 5 de Eq.r1 en fonction du
nombre de parametres incertains.

Construction des développements sPC et sensibilité aux parameétres

Pour cette Qol, lorsque I'on augmente le nombre de parametres incertains I'ordre maximal (p = 5
pour les cas r = 8, r = 16 et p = 3 pour le cas r = 82) sont les nouvelles fois atteints pour les
trois développements sPC sans que le critére sur 'erreur leave-one-out soit satisfait. La Figure 5.47
(a) montre que dans le cas de 8 parametres incertains, l'erreur pour p = 5 est approximativement
S2 = 0.96, valeur nettement inférieure a la précision cible S2,,, = 0.999. On s’attend donc & un niveau
de précision moins élevé pour ce cas. Avec 16 parametres incertains (Figure 5.47 (b)), on se rapproche
davantage de la précision cible, le développement basé sur le modeéle le plus réduit (sPC-CB3080)
étant le moins performant, cette tendance arrive aussi dans le cas r = 82 (Figure 5.47 (c)). On rap-

pelle que dans le cas d’un parametre incertain un ordre p = 3 s’était avéré suffisant pour les trois chaos.

Les indices de sensibilité totaux des 8 parametres incertains des trois développements sPC, su-
perposés sur la Figure 5.48, indiquent que les raideurs les plus influentes pour cette troisieme Qol
correspondent aux groupes de ressorts situés respectivement dans la zone notée H entre les plaques 1
et 2, et dans la zone notée E entre les plaques 2 et 3 (c’est-a-dire les raideurs notées k, 4 et k,5 pour
r=2_8,dek,7ak,19 pour r =16 , et de k.98 a k,53 pour r = 82. On peut noter qu’'une discrétisation
spatiale méme grossiere (r = 8) de l'incertitude en raideur d’une zone de jonction permet de localiser
les zones les plus influentes.

On peut ainsi observer que les raideurs incertaines d’interface les plus influences se situent respec-
tivement dans la zone proche du point d’excitation pour 'interface liée a la plaque excitée et dans la
zone opposée pour l'interface non liée a la plaque excitée.
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FIGURE 5.47 — Erreurs leave-one-out SZ des trois développements sPC pour 'amplitude du pic 5 de I'énergie
Eger1 en fonction de lordre p; (a) r =8, (b) r =16, (c) r = 82.

Dans un souci de clarté, les statistiques (moyennes et variances) et les commentaires anoures pour
cette Qol sont données dans I’annexe C.1. En effet, les résultats et commentaires sont similaires & ceux
des deux Qol présentées précédemment.

Evolution de ’amplitude du pic 5 de Ejcr1 en fonction des parameétres incertains

Les évolutions de 'amplitude du pic 5 de ’énergie de déformation de la plaque 1 sont une nouvelle
fois calculées par les six méthodes pour N = 10000 tirages de r valeurs identiques des parametres
incertains, en vue de comparer les résultats a ceux obtenus préalablement pour le cas r = 1.

Les tendances précédentes sont retrouvées pour les cas r = 8, r = 16 et r = 82 (voir Figure
5.49), avec notamment un élargissement des courbes lorsque les amplitudes sont issues de simulations
directes (avec le FEM complet ou I'un des modeles réduits) di au probleme de pas fréquentiel encore
trop important. Néanmoins, en accord avec 'augmentation du niveau moyen d’erreur sur la moyenne
par l'utilisation d’un développement sPC relevé précédemment, des écarts nets sont visibles entre les
prédictions données par les trois développements sPC et les résultats de référence.

L’écart le plus important est logiquement obtenu pour le cas sPC-CB3080 pour r = 8, et s’observe
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FIGURE 5.48 — Indices de sensibilité totaux S? des r paramétres incertains sur I'amplitude du pic 5 de Eg. f1
pour les trois développements sPC; (a) » = 8, (b) r = 16, (¢) r = 82 et (d) déformées modales aux valeurs
nominales du pic 5 pour les plaques 1, 2 et 3

pour les plus faibles valeurs de k, (comprises entre 100 et 120 N/m). Les développements sPC-FEM et
sPC-CB50130, pour lesquels les courbes sont superposées, sont distincts du cas sPC-CB3080 aux plus
faibles valeurs de la raideur, mais n’améliorent que tres faiblement cette tendance. Des écarts un peu
plus modérés sont aussi visibles pour le cas r = 16, cette fois pour les deux extrémes de l'intervalle de
valeurs de k,. Comme expliqué dans la partie 5.3.2.2, une partie de la raison de ces écarts provient de
la difficulté des développements en chaos aux bords des espaces stochastiques.

On observe donc ici une premiere limite des développements sPC, bien que les écarts restent
modérés et que 'effet de lissage des courbes soit toujours bénéfique.

Un ordre de chaos supérieur aurait peut-étre permis d’améliorer ces résultats, mais les temps de
calcul en auraient été allongés.
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FIGURE 5.49 — Amplitude du pic 5 de FEge¢1 en fonction des raideurs k.1 = k.o = .. = k;, = k. pour

N =10000; (a) r =8, (b) r =16, (c) r = 82.
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5.3.2.5 Amplitude du pic 7 de I’énergie de déformation Ey. s

L’amplitude du pic 7 de 'énergie de déformation de la premiere plaque, qui présentait la sensibilité
la plus grande au parametre incertain du fait notamment de sa faible valeur moyenne, reste la quantité
la plus variable dans le cas de 8 parameétres incertains, avec un écart global qui dépasse 614 %. Sa
valeur moyenne, qui diminue légérement entre les deux configurations, ne change pas significativement
lorsque 'on augmente & 16 le nombre de parametres incertains (voir Figure 5.50), ’écart global s’ap-
prochant de 644 % dans ce cas, et il augmente jusqu'a 691 % dans le cas r = 82.
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s |
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1 | —&—maximum |g 16 89

—+— moyenne
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FIGURE 5.50 — Maximum, moyenne, minimum et ’écart de Qol en fonction de différent nombre de parametres
incertains r =1, r =8, r =16 et r = 82

Construction des développements sPC et sensibilité aux parameétres

Comme pour la précédente Qol, les erreurs leave-one-out obtenues pour 'amplitude du pic 7 pour
r=8,r =16 et r = 82 (Figure 5.51) montrent qu’il est encore nécessaire d’utiliser ’ordre maximal
P = Pmaz = D pour les trois développements sPC dans les cas » = 8 et » = 16, ce qu’on avait déja
observé pour r = 1 (p = pmar = 3 pour le cas r = 82). Néanmoins, avec 8, 16 et 82 parametres
incertains la précision cible Sfibl . = 0.999 n’est pas atteinte, les valeurs obtenues pour p = pp,q, étant
de T'ordre de S3 = 0.974 pour r = 8, de S3 = 0.990 pour r = 16 et de S5 = 0.994 pour r = 82, la

précision étant donc meilleure dans ce dernier cas.

Les indices de sensibilité des r parametres incertains difféerent encore pour cette quatrieme Qol,
comme le montre la Figure 5.52. Les raideurs des ressorts situés au milieu de la jonction entre les
plaques 1 et 2 (k.o et k.3 pour r = 8, k.4 et k,5 pour r = 16 et quelques raideurs des ressorts situés
autour de k, 99 pour r = 82), apparaissent ici comme les parametres les plus influents, suivis de pres par
les raideurs notées E des ressorts au milieu de la jonction entre les plaques 2 et 3 (respectivement kg
et k,7 pour r = 8, k,12 et k.13 pour r = 16 et quelques raideurs notées H des ressorts autour de &, g1
pour r = 82). Des valeurs quasiment identiques sont ici encore obtenues pour les trois développements
sPC.

Les raideurs des ressorts les plus influentes sont notées E et H sur la Figure 5.52 (d) aui représente
les déformées modales du pic 7 déterminées avec les parametres incertains a leurs valeurs nominales.
On peut ainsi observer que les raideurs incertaines d’interface les plus influentes se situent dans les
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FIGURE 5.51 — Erreurs leave-one-out SZ des trois développements sPC pour 'amplitude du pic 7 de P'énergie
Egep1 en fonction de lordre p; (a) r =8, (b) r =16, (c) r = 82.

zones notées E et H des interfaces correspondant aux amplitudes modales des plus importantes.
Comme pour la Qol précédente, les statistiques associées a 'amplitude du pic 7 sont détaillées en
annexe C.2.

Evolution de Pamplitude du pic 7 de F4. s en fonction des parametres incertains

Les cas de 8, 16 et 82 parametres incertains sont encore une fois comparés au cas r = 1 en réalisant
N = 10000 tirages de valeurs de raideurs k,1 = k,o = .. = k., = k..

Les évolutions correspondantes de 'amplitude du pic 7 en fonction de k, pour les 6 méthodes
sont tracées sur la figure 5.53. On retrouve 'allure générale que l'on avait obtenue pour le cas r = 1,
néanmoins, comme pour la précédente Qol, des écarts sont visibles pour les plus faibles et plus grandes
valeurs de k. (en particulier pour k, > 180 N/m pour r = 16 et r = 82) entre les évolutions prédites
par un développement sPC et les courbes résultant de simulations directes avec les modéles éléments
finis complet et réduits (qui sont, elles, toujours superposées). Les courbes correspondant au modele
sPC-CB3080 ne sont ici pas distinctes des autres (relatives aux modeles sPC-FEM et sPC-CB50130).
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FIGURE 5.53 — Amplitude du pic 7 de Eg4er1 en fonction des raideurs k.1 = k.2 = .. = k,, = k. pour

N =10000; (a) r =8, (b) r =16, (c) r = 82.
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5.3.2.6 Coit de calcul

Comme dans le cas d’'un parametre incertain, on s’intéresse pour finir au cotit de calcul requis pour
déterminer les statistiques de huit Qol (les amplitudes et fréquences propres des pics 2, 5, 7 et 9 de
I'énergie de déformation Eg.¢q de la plaque 1) pour les six méthodes, et pour N = 10000 tirages du
jeu de parametres incertains. L’ensemble des cofits est présenté dans les tableaux 5.8 pour r = 8, 5.9

pour r = 16 et 5.10 pour r = 82.

Méthode FEM CB50130 CB3080 sPC-FEM sPC-CB50130 sPC-CB3080
Ny x Nb Ny x Nb Ny x Nb
Ny x Nb Ny x Nb Ny x Nb simulations simulations simulations
Formule du tirages tirages tirages pour construire pour construire pour construire
coiit de x x x chaos chaos chaos
leul Temps unitaire | Temps unitaire | Temps unitaire X X X
ca par FEM par FEM par FEM Temps unitaire | Temps unitaire | Temps unitaire
complet réduit réduit par FEM par FEM par FEM
complet réduit réduit
Nb de
simulations
avec FEM 10000 10000 10000 251 251 251
Pic 2 | complet ou réduit
avec Ny = 351
Cott (temps) . . .
15jours 20h 5jours 6h 4jours 6h 9h 32 3h 9 2h 34
de calcul
Pourcentage
de réduction - 66.86 73.10 97.49 99.17 99.32
(%)
Nb de
simulations
avec FEM 10000 10000 10000 328 328 328
Pic 5 | complet ou réduit
avec Ny = 5071
Cout (temps) 228jours 12h 75jours 17h 61jours 11h Tiours 12h 59h 36 48h 22
de calcul
Pourcentage
de réduction - 66.86 73.10 96.72 98.91 99.12
(%)
Nb de
simulations
avec FEM 10000 10000 10000 216 216 216
Pic 7 | complet ou réduit
avec Ny = 2601
Cout (temps) 117jours 5h 38jours 20h 31jours 12h 60h 45 20h 8 16h 20
de calcul
Pourcentage
de réduction - 66.86 73.10 97.84 99.28 99.42
(%)
Nb de
simulations
avec FEM 10000 10000 10000 182 182 182
Pic 9 | complet ou réduit
avec Ny = 901
Cout (temps) 40jours 14h 13jours 11h 10jours 22h 17h 44 5h 53 4h 46
de calcul
Pourcentage
de réduction - 66.86 73.10 98.18 99.40 99.51
(%)

TABLEAU 5.8 — Coiits de calcul pour 8 Qol liées aux pics 2, 5, 7 et 9 de I’énergie de déformation de la plaque 1
pour N = 10000 jeux de valeurs des 8 parametres incertains.

Il est & noter que 'augmentation du nombre de parametres incertains ne modifie pas les cotits de
calcul relatifs aux simulations directes avec les modeles éléments finis (complet et réduit), puisqu’un
méme nombre de simulations est effectué dans les quatre cas r =1, r =8, r = 16 et r = 82. Seuls les
colits liés aux développements sPC vont étre affectés.
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Comme dans le cas d’un parameétre incertain, pour chaque Qol, on utilise un méme nombre de
simulations pour déterminer les coefficients du chaos dans les trois versions des développements sPC
afin de s’affranchir de I'influence du choix des jeux de valeurs de parameétres incertains correspondant
a ces simulations sur les résultats. Ce nombre (limité) de simulations correspond au nombre minimal
requis par le développement d’ordre le plus élevé apres enrichissement.

Pour r = 8 parameétres incertains il est ainsi de 251 simulations pour les deux Qol liées au pic 2,
328 simulations pour le pic 5, 216 simulations pour le pic 7 et 182 simulations pour le pic 9. Malgré une
augmentation forte de ces nombres de simulations par rapport au cas r = 1, ils restent tres inférieurs a
10000 et permettent ici encore des réductions trés importantes des cofits de calcul, toutes supérieures
a 96 %. En utilisant de surcroit un modele réduit pour calculer les coefficients des développements
sPC, les réductions dépassent les 99 % pour la plupart des Qol.

Dans le cas de r = 16 parametres incertains, ce nombre de simulations augmente par rapport aux
cas précédents, avec 1008 simulations pour le pic 2, 1999 simulations pour le pic 5, 623 simulations
pour le pic 7 et 751 simulations pour le pic 9. Les réductions de temps de calcul en sont naturellement
affectées mais restent intéressantes, la réduction la plus faible étant tout de méme supérieure a 80 %
pour le pic 5 et a 90 % pour les autres pics en calculant les coefficients du chaos avec le FEM complet.
Lorsque les coefficients sont calculés a ’aide d’un modele réduit, la réduction de temps de calcul varie
entre 93 % et 98 % selon le pic considéré.

Pour le cas extréme de parameétres incertains (r = 82), les nombres de simulations nécessaires pour
construire les coefficients du chaos sont tous supérieurs a 2000, mais restent inférieurs a 3000 grace a
la limitation de I'ordre maximal du chaos pq: = 3, au lieu de pya =5 danslescasr =1, r =8 et r
= 16. En calculant les coefficients du chaos avec le FEM complet (sPC-FEM), la réduction de temps
de calcul varie entre 74 % et 78 % ce qui donne un faible avantage par rapport au cas de calcul direct
par le modele le plus réduit (CB3080). Cependant, les réductions de temps de calcul sont supérieures
a 91 % lorsque les coefficients du chaos sont calculés par un modele réduit et la réduction dépasse 94 %
pour les pics 2 et 7 dans le cas de sPC-CB3080.

Ces résultats prouvent de nouveau l'efficacité du chaos dans les cas de 8, 16 et 82 parametres
incertains, pour une diminution tres légere de la précision des résultats.

Pour montrer 'avantage de l'utilisation de sPC par rapport au chaos polynomial généralisé (gPC)
en terme de cout de calcul, les nombres de simulations nécessaires pour construire les coefficients
du chaos pour le gPC et le sPC sont comparés pour le cas r = 8 (tableau 5.11). Dans ce tableau,
trois versions des développements gPC sont supposées : gPC-FEM, gPC-CB50130 et gPC-CB3080
(les méme cas de sPC). Pour chaque pic, les trois versions des gPC sont supposées utiliser le méme
ordre optimal du chaos, p, que les cas de sPC pour construire les coefficients. Cet ordre égal a 5
correspond & l'ordre maximal des ordres optimaux des Qol pour tous les pics dans le cas r = 8. Le
nombre de coefficients d'un gPC, N, +1, est calculé avec I’équation (2.12) et le nombre de simulations
du modele complet (ou réduit), est Q =4 (N, + 1) (comme dans le cas de 'enrichissement du nombre
de simulations d’un sPC dans I’étape 4 (annexe B.2)). Le tableau 5.11 montre que les trois versions de
gPC, pour les quatre pics, utilisent 20592 simulations, ce qui dépasse le nombre de simulations avec
les méthodes directes (FEM, CB50130 et CB3080), N = 10000. II est donc clairement montré que le
sPC est bien meilleur en cotit de calcul que le gPC des un nombre relativement faible de parametres
incertains.
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Méthode FEM CB50130 CB3080 sPC-FEM sPC-CB50130 sPC-CB3080
NfXNb NfXNb NfXNb
Ny x Nb Ny x Nb Ny x Nb simulations simulations simulations
Formule du tirages tirages tirages pour construire | pour construire | pour construire
cofit de x x x chaos chaos chaos
caleul Temps unitaire | Temps unitaire | Temps unitaire X X X
par FEM par FEM par FEM Temps unitaire | Temps unitaire | Temps unitaire
complet réduit réduit par FEM par FEM par FEM
complet réduit réduit
Nb de
simulations
avec FEM 10000 10000 10000 1008 1008 1008
Pic 2 | complet ou réduit
avec Ny = 351
Cotit (temps) . . .
15jours 20h 5jours 6h 4jours 6h 38h 16 12h 41 10h 17
de calcul
Pourcentage
de réduction - 66.86 73.10 89.92 96.66 97.29
(%)
Nb de
simulations
avec FEM 10000 10000 10000 1999 1999 1999
Pic 5 | complet ou réduit
avec Ny = 5071
Cout (temps) 228jours 12h 75jours 17h 61jours 11h 45jours 16h 15jours 3h 12jours 7h
de calcul
Pourcentage
de réduction - 66.86 73.10 80.01 93.38 94.62
(%)
Nb de
simulations
avec FEM 10000 10000 10000 623 623 623
Pic 7 | complet ou réduit
avec Ny = 2601
Cout (temps) 117jours 5h 38jours 20h 31jours 12h Tjours 7h 58h 4 47h 8
de calcul
Pourcentage
de réduction - 66.86 73.10 93.77 97.94 98.32
(%)
Nb de
simulations
avec FEM 10000 10000 10000 751 751 751
Pic 9 | complet ou réduit
avec Ny = 901
Cout (temps) 40jours 14h 13jours 11h 10jours 22h 73h 10 24h 15 19h 41
de calcul
Pourcentage
de réduction - 66.86 73.10 92.49 97.51 97.98
(%)

TABLEAU 5.9 — Cofits de

calcul pour 8 Qol liées aux pics 2, 5, 7 et 9 de I’énergie de déformation de la plaque 1
pour N = 10000 jeux de valeurs des 16 paramétres incertains.
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Méthode FEM CB50130 CB3080 sPC-FEM sPC-CB50130 sPC-CB3080
NfXNb NfXNb NfXNb
Ny x Nb Ny x Nb Ny x Nb simulations simulations simulations
Formule du tirages tirages tirages pour construire | pour construire | pour construire
cofit de x x x chaos chaos chaos
caleul Temps unitaire | Temps unitaire | Temps unitaire X X X
par FEM par FEM par FEM Temps unitaire | Temps unitaire | Temps unitaire
complet réduit réduit par FEM par FEM par FEM
complet réduit réduit
Nb de
simulations
avec FEM 10000 10000 10000 2206 2206 2206
Pic 2 | complet ou réduit
avec Ny = 351
Cotit (temps) . . . .
15jours 20h 5jours 6h 4jours 6h 3jours 12h 27h 45 22h 31
de calcul
Pourcentage
de réduction - 66.86 73.10 77.94 92.69 94.07
(%)
Nb de
simulations
avec FEM 10000 10000 10000 2514 2514 2514
Pic 5 | complet ou réduit
avec Ny = 5071
Cout (temps) 228jours 12h 75jours 17h 61jours 11h 57jours 11h 19jours 1h 15jours 11h
de calcul
Pourcentage
de réduction - 66.86 73.10 74.86 91.67 93.24
(%)
Nb de
simulations
avec FEM 10000 10000 10000 2166 2166 2166
Pic 7 | complet ou réduit
avec Ny = 2601
Cout (temps) 117jours 5h 38jours 20h 31jours 12h 25jours 9h 8jours 10h 6jours 20h
de calcul
Pourcentage
de réduction - 66.86 73.10 78.34 92.82 94.17
(%)
Nb de
simulations
avec FEM 10000 10000 10000 2248 2248 2248
Pic 9 | complet ou réduit
avec Ny = 901
Cout (temps) 40jours 14h 13jours 11h 10jours 22h 9jours 3h 3jours 1h 2jours 11h
de calcul
Pourcentage
de réduction - 66.86 73.10 77.52 92.55 93.95
(%)

TABLEAU 5.10 — Coiits de calcul pour 8 Qol liées aux pics 2, 5, 7 et 9 de I’énergie de déformation de la plaque
1 pour N = 10000 jeux de valeurs des 82 parametres incertains.
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¢gPC-FEM,
Méthode gPC-CB50130, | sPC-FEM | sPC-CB50130 | sPC-CB3080
gPC-CB3080
Ordre p 5 5 5 5
Pic 2 Nb de
coefficients 5148 61 55 54
du chaos
Nb de
simulations
avec FEM 20592 251 251 251
complet ou réduit
Ordre p 5 5 5 5
Pic 5 Nb de
coefficients 5148 96 95 96
du chaos
Nb de
simulations
avec FEM 20592 328 328 328
complet ou réduit
Ordre p 5 5 5 5
Pic 7 Nb de
coefficients 5148 53 58 53
du chaos
Nb de
simulations .
avec FEM 20592 216 216 216
complet ou réduit
Ordre p 5 5 5 5
Pic 9 Nb de
coefficients 5148 40 40 40
du chaos
Nb de
simulations
avec FEM 20592 182 182 182
complet ou réduit

TABLEAU 5.11 — Comparaison des nombres de simulations avec FEM complet ou réduit entre gPC et sPC pour
8 Qol liées aux pics 2, 5, 7 et 9 de I'énergie de déformation de la plaque 1.
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5.4 Conclusion

Dans ce chapitre, trois développements sPC ont été entrepris pour calculer des quantités d’intérét
(Qol) liées a des fréquences propres ou des amplitudes d’énergies de déformation de plaques connectées
par des ressorts de raideurs incertaines. Dans ces développements, les coefficients des polynomes du
chaos sont déterminés a partir d’'un nombre limité de simulations impliquant soit le FEM complet des
trois plaques, soit I'un des modeéles réduits dans le cadre de la méthode de Craig-Bampton (dénommés
CB50130 et CB3080).

Ces développements ont été mis en ceuvre pour trois configurations impliquant respectivement
r=1,r=28, r =16 et r = 82 parametres incertains, dans le but de déterminer les statistiques des
Qol pour N = 10000 jeux de valeurs des parametres incertains.

Par ailleurs, un nouveau chaos polynomial creux appelé chaos polynomial amélioré a été défini a
partir du chaos polynomial creux hyperbolique anisotropique avec une modification des critéres de
choix des coefficients.

Tandis que le colit de calcul associé a la solution de référence (la méthode classique de Monte-
Carlo impliquant 10000 simulations du FEM complet) s’avere prohibitif, des réductions de temps de
calcul intéressantes (de l'ordre de 70 %) sont déja obtenues en utilisant les modeles réduits CB50130
et CB3080, sans perte notable de précision.

En combinant un modele réduit CB avec un développement sPC, la précision des résultats reste
satisfaisante et la réduction du temps de calcul atteint des niveaux exceptionnels, supérieurs & 99.9 %
pour le cas r = 1; pour les cas r = 8, r = 16 et r = 82, grace a 'utilisation du développement
sPC amélioré, la réduction du temps de calcul atteint encore des niveaux exceptionnels, globalement
supérieurs a 98 % pour le cas r = 8, et supérieurs a 91 % méme pour le cas extréme de parameétres
incertains » = 82, en garantissant une précision des résultats satisfaisante.

Les études montrent que les approximations dues respectivement au modele réduit de Craig-
Bampton et aux développements en chaos géneérent des erreurs trés faibles sur les Qol, celles dues
aux approximations générées par les modeles réduits étant les plus faibles.

Pour les développements en chaos construits & partir des modeles réduits, I’association des approxi-
mations conduit a des erreurs tres faibles qui correspondent a une simple addition des erreurs dues
aux deux approximations. En effet, il n’y a pas de phénomeéne d’amplification des erreurs obtenues
avec les modeles combinés qui aurait pu apparaitre du fait d’une estimation des coefficients des chaos
a partir d’estimations des Qol par les modeles réduits. Ainsi, il est tout a fait possible d’utiliser un
modele significativement réduit (CB3080) pour construire des développements en chaos.

Par ailleurs, 'utilisation de développements en chaos permet d’obtenir & un cotlt réduit (celui de
la construction du chaos) la sensibilité des Qol aux différents parametres incertains. En particulier,
cela permet d’identifier des zones sur la structure ou se situent les incertitudes en terme de raideur
de jonction les plus influentes. On peut noter qu’une discrétisation spatiale méme grossiere de ces
incertitudes (r = 8) permet de localiser rapidement ces zones. L’utilisation d’une discrétisation plus
importante (r = 82) permet d’affiner 'analyse au sein de ces zones.

Ainsi I'utilisation du chaos polynomial creux anisotrope hyperbolique construit a partir d’un mo-
deéle réduit de Craig-Bampton permet d’effectuer a moindre coflit avec une faible erreur une étude
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dynamique d’une structure académique avec un nombre de parametres incertains significatif.
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Conclusion générale

Ces travaux de these se positionnent dans un cadre général, celui de contribuer a définir une dé-
marche de conception robuste des systémes dynamiques. Comme mentionné dans l'introduction de ce
manuscrit, cette démarche a pour objectif final de concevoir des systemes mécaniques robustes, autre-
ment dit des systemes qui gardent leurs performances tout le long de leur cycle de vie et ce malgré le
caractere incertain de leurs parametres.

Les systemes mécaniques étant sujets a des incertitudes paramétriques tout au long de leur cycle de
vie avec un comportement dynamique tres sensible a ces incertitudes, il s’aveére nécessaire d’avoir une
analyse robuste de leur comportement dynamique. Dans ce contexte 1’objectif de ce travail de these
a été de développer une approche numérique associant des méthodes de propagation d’incertitudes
paramétriques et des méthodes de réduction de modeles pour I’étude du comportement dynamique de
structures mécaniques a parametres incertains.

Suite a une étude bibliographique sur les principales approches de la littérature permettant de
prendre en compte les incertitudes paramétriques, il est montré, d’une part, que les approches basées
sur le chaos polynomial creux non intrusif, peu utilisées en dynamique, possédent un potentiel signi-
ficatif pour propager des incertitudes dans un modele en général, et d’autre part, que la méthode de
Craig-Bampton est la plus performante des méthodes de sous-structuration dynamique.

Dans une premiere partie, afin d’évaluer 'aptitude de schémas numériques basés sur des chaos
polynomiaux creux proposées par Blatman & prendre en compte les incertitudes paramétriques dans
le cadre d’'une analyse en dynamique, une étude de la stabilité d’'un modele d’embrayage avec une
approche indirecte de Lyapunov est effectuée. Trois méthodes basées sur des chaos polynomiaux creux
(méthodes low-ranks index sets, isotropic hyperbolic index sets, anisotropic hyperbolic index sets)
sont utilisées sur un modele de la littérature et comparées a la fois a la méthode de référence de
Monte Carlo et a des résultats de la littérature obtenus avec des méthodes basées respectivement
sur les chaos polynomiaux généralisé et multi-éléments. Les quantités d’intéréts modélisées par les
chaos polynomiaux sont les valeurs propres du systéme. Ces études montrent une meilleure efficacité
des schémas basés sur les chaos polynomiaux creux avec une bonne précision des résultats et une
réduction importante du colit de calcul, par rapport & la méthode de référence et aux deux autres
approches. Il est mis en évidence que la méthode basée sur le chaos hyberbolique anisotropique est
la plus performante des trois approches utilisant le chaos creux. Cependant le nombre de parameétres
incertains pour lesquels le cotit de calcul est acceptable reste encore peu élevé (jusqu’a huit). Ceci
provient de la forte non linéarité des quantités d’intérét au voisinage du point de bifurcation de Hopf.
Par ailleurs, il est montré I'influence significative du plan d’expérience numérique initial du schéma
de construction des développements en chaos polynomial en termes de précision et de colit de calcul.
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Dans une deuxieme partie, afin d’étudier la capacité de la méthode de sous-structuration de Craig-
Bampton a réduire efficacement le nombre de degrés de liberté d’un modele éléments finis, cette
approche est utilisée pour analyser la réponse dynamique, en termes d’énergies de déformations, a
une sollicitation harmonique d’une structure académique composée de trois plaques connectées les
unes avec les autres par des raideurs. Deux modeles réduits comportant un nombre variable de modes
d’interface fixe sont proposés et validés par comparaison avec la solution de référence impliquant le
modele éléments finis complet du systeme. Il est montré que cette méthode qui est basée sur une
projection des degrés de liberté internes de la structure sur une base de modes statiques et de modes
d’interface fixe permet une réduction substantielle du cotit de calcul tout en garantissant une perte de
précision négligeable.

Dans une troisieme partie, la capacité de schémas numériques basés sur le chaos polynomial hy-
perbolique anisotropique et de la méthode de réduction de Craig-Bampton a prendre en compte les
incertitudes paramétriques dans I’étude dynamique d’une structure est évaluée lorsque ces méthodes
sont utilisées seules ou associées entre elles. La structure académique est celle utilisé précédemment
avec des incertitudes portant sur les valeurs des raideurs d’interface entre les trois plaques.

Dans un premier temps, une série d’études est effectuée avec le seul formalisme du chaos polyno-
mial sans modele réduit, pour une incertitude des raideurs identique tout le long des deux interfaces.
Afin de mener I’étude énergétique, il est proposé deux approches basées sur différentes quantités d’in-
térét modélisées par le chaos. Il est montré que celle dont les quantités d’intérét sont les amplitudes
et les fréquences propres des pics d’énergies de déformation des différentes plaques s’avere étre tres
performante & la fois en termes de précision et de temps de calcul. Ainsi dans la suite du manuscrit
toutes les études sont exclusivement effectuées avec ces quantités d’intérét.

Dans un second temps, les schémas numériques basés sur le chaos polynomial hyperbolique ani-
sotropique sont associés aux deux modeles réduits de Craig-Bampton. Des études sont menées avec
respectivement les deux modeéles réduits seuls et trois chaos polynomiaux dont les coefficients sont
déterminés a partir du modele élément finis des trois plaques ou de I'un des modeles réduits. Le
nombre de parametres incertains considérés est augmenté, passant successivement de un & huit, seize
et quatre-vingt-deux. Les résultats obtenus, en particulier les statistiques des quantités d’intérét pour
10000 jeux de valeurs des parametres incertains, sont comparés a ceux obtenus avec la méthode de
référence de Monte Carlo appliquée directement au modele éléments finis complet. Il est proposé un
nouveau chaos polynomial creux appelé chaos polynomial amélioré défini a partir du chaos polynomial
creux hyperbolique anisotropique avec une modification des critéres de choix des coefficients du chaos.

Il est montré que des réductions de temps de calcul intéressantes (de l'ordre de 70 %) sont déja
obtenues en utilisant les modeles réduits seuls sans perte notable de précision alors que le cotit de
calcul associé & la solution de référence s’avere prohibitif. En combinant un modele réduit avec un
développement en chaos, la précision des résultats reste satisfaisante et la réduction du temps de cal-
cul atteint des niveaux supérieurs a 90 % grace a 'utilisation du développement en chaos polynomial
creux amélioré. Les études montrent que les approximations dues respectivement au modele réduit
de Craig-Bampton et aux développements en chaos géneérent des erreurs tres faibles sur les quantités
d’intérét, celles dues aux approximations générées par les modeles réduits étant les plus faibles.

Comme mentionné dans la conclusion du chapitre 5, pour les développements en chaos construits
a partir des modeles réduits, ’association des approximations conduit & des erreurs tres faibles qui
correspondent a une simple addition des erreurs dues aux deux approximations (pas de phénomeéne
d’amplification). Par ailleurs, I'utilisation de développement en chaos permet d’obtenir a un coit ré-
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duit (celui de la construction du chaos) la sensibilité des quantités d’intérét aux différents parametres
incertains. En particulier, cela permet d’identifier des zones sur la structure ou se situent les incerti-
tudes en terme de raideur de jonction les plus influentes.

Pour conclure, 'utilisation du chaos polynomial creux anisotropique hyperbolique amélioré construit
a partir d’un modele réduit de Craig-Bampton peut permettre une étude dynamique d’une structure
académique avec un nombre de parametres incertains significatif, & moindre coiit et avec une faible
erreur. Néanmoins, l'efficacité de la méthode est fortement liée au choix de la quantité d’intérét qui
doit étre modélisée par le chaos polynomial, 'efficacité de ce dernier dépendant fortement de la non
linéarité de cette quantité d’intérét.

Perspectives

La premiere perspective est d’appliquer les méthodes proposées dans ces travaux de these a un
modele éléments finis d’une structure industrielle possédant un nombre de degrés de liberté tres élevé.
L’objectif serait d’estimer ’applicabilité de ces méthodes dans un contexte industriel.

Dans une deuxieme perspective, il serait intéressant de comparer ces méthodes non intrusives
basées sur le chaos polynomial a celles intrusives. Cela permettrait, dans le cadre d’une approche
académique, d’évaluer les performances de chacune de ces approches et ainsi de pouvoir apporter un
éclairage sur le choix a faire entre ces deux approches dans un cadre industriel.

Une troisieme perspective serait d’intégrer les méthodes développées dans cette theése dans le cadre
d’une démarche de conception robuste d’une structure en les utilisant dans une phase d’optimisation

robuste.

Enfin, il pourrait étre intéressant de valider ces différentes méthodes a travers une approche expé-
rimentale.
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Annexe A

Les polynémes du chaos

A.1 Polynoémes orthogonaux

Plusieurs familles de polynémes orthogonaux sont actuellement utilisées dans la théorie de I'inté-
gration numérique [1]. Trois familles sont présentées ci-dessous.

A.1.1 Polynoémes d’Hermite

Les polynémes d’Hermite d’ordre n sont les solutions de I’équation différentielle suivante :

y" —xy +ny=0. (A.1)

Ils sont générés par la relation de récurrence suivante :

Hyi1(x) =xHy(x) —nHy—1(x), (A.2)

avec Hyo(x) =1 et Hi(x) = .
Ces polynomes sont orthogonaux par rapport a loi de la probabilité gaussienne comme suit :

+oo
(Hp, Hp,) = / Hy(x)Hp, (z)W (x)dx = V27 nldpm, (A.3)
—00
ou W(x) = e~*°/2 est la fonction de poids de la loi normale standard correspondant aux polynémes
d’Hermite et d,,, est le symbole de Kronecker : d,,,, = 1 si m = n, et 0 sinon.
L’espérance mathématique E|.] des polynémes d’Hermite est :
+oo
E[Hp(x)Hm(x)] = Hy(2) Hin () f (2)d = nl0pm, (A.4)

—00

e—m2/2

ou f(z) = 7o ost la fonction densité de probabilité de la loi normale standard N(0,1).

A.1.2 Polynémes de Legendre

Les polynomes de Legendre d’ordre n sont les solutions de I’équation différentielle suivante :

(1—22)y" — 2z +n(n+ 1)y = 0. (A.5)

Ces polynomes sont générés par la relation de récurrence suivante :
(n+1)Lpt1(z) = 2n+ )aLy(z) — nLy—1(z), (A.6)
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Chapitre A. Les polynéomes du chaos

avec Lo(x) =1 et Li(z) = x.
Les polynémes de Legendre sont orthogonaux par rapport a la loi de probabilité uniforme sur
[—1,1] :

2
LTL7L L d == 5nm, A
/ ST (A7)

ou la fonction de poids correspondant aux polynémes de Legendre est W (z) = 1.
L’espérance mathématique des polynémes de Legendre est :

E[L,(x)Ly(x)] = /11 Ly(2) Ly () f(z)dx = 2n1—i—16"m’ (A.8)

ou f(x) =1/2 est la fonction densité de probabilité de la loi uniforme continue sur [—1, 1].

A.1.3 Polynoémes de Laguerre

Les polynomes de Laguerre d’ordre n sont les solutions de ’équation différentielle suivante :

zy"(1 —2)y +ny = 0. (A.9)
Ils sont générés par la relation de récurrence suivante :

(n+1)Lpt1(z) = 2n+1—2)Ly(x) — nlp_1(x), (A.10)

avec Lo(x) =1et L1(z) =1—x.
Les polynomes de Laguerre sont orthogonaux par rapport a la loi de probabilité Gamma sur
[0, 4+00) :

(L, L) = /0 T L) Do (2)e =" = 6, (A.11)

ou la fonction de poids correspondant aux polynémes de Laguerre est W(x) = e~ 7.

L’espérance mathématique des polynémes de Laguerre est :
+oo
ElLn@ (@) = [ Lo L) (@) = b, (A.12)
0

ou f(x) =e " est la fonction densité de probabilité de la loi Gamma.

A.2 Construction des polynémes du chaos

Rappelons que la quantité d’intérét X (&) est approchée par une expansion tronquée impliquant
un nombre fini N, de termes :

Np
(&) =Y z;(6), (A.13)
=0

ol ¢;(&) sont les polynémes du chaos basés sur les polynémes orthogonaux d’une famille P, () et
&= (&,....,& ) est un vecteur de r variables aléatoires indépendantes. &; est distribuée selon la fonction
densité de probabilité relative a la famille P, (§).

Les polynémes du chaos sont définis par :
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A.3. Calcul de la moyenne et de la variance théorique

¢ (&) = da0 (€ HPa o =F0E)®.. ®F (&) (A.14)

L’espérance mathématique des polynémes du chaos est donc donnée par :

E[ba 03] = [ B[Pur(6) Pa(6)] = 805 [L B[P2.(€)] = 6B [62(6)] (A.15)

=1 =1

A.3 Calcul de la moyenne et de la variance théorique

Les moyenne p et variance o théoriques de la quantité d’intérét X (¢) sont définies par :

n=E[X(¢
“sfxe] -
o2 = B[(X(€) - p?]
a. Calcul de la moyenne théorique
A partir de I"équation A.13, I"équation de la moyenne de X (§) peut s’écrire :
Np
n=E[X©]~B[> 766 (A.17)
§=0
En appliquant 1’équation A.14, la moyenne de X (§) devient :
Np
{Z%P 0 (1) ®..®P u)(fr)}
7=0
= E{Eopo(fl) ®R...Q Po(fr)} + E[j'lpagl)(fl) X ... ® Pa(l)(&)} + ...+ E{.Q_:NPPQ(NP)(&) X ... ® Pa(Np)(&)}
T 1 r
(A.18)

Comme Py(&;) = 1 pour chaque famille de polynémes orthogonaux (annexe A.1), la moyenne de
X (&) devient :

pRTE|P(6) © .. © (&) + 21 E[Po(60) P, (61) © .. © Po(&) Py (&) +

8, B | Pol60)P, ) (61) © . ® Pol&:) P, g (6))] (A.19)

Les r variables (&1, ...,&,) sont indépendantes, donc :

f %jOE[POQ(fl)} ®..® E[POQ(&)] +9€1E[P0(§1) <1>(§1)} ® .. ®E[Po(§r) (1)(57")}
+ &, B[R0 P, 5 (61)] © . © B[Po(&) P (61)]
=3B | P}(&)] ® .. ® E[P}(&)| + 21001 B|85] + ... + 2w, 00n, B[ 0]
=zo(E[1))
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Chapitre A. Les polynéomes du chaos

b. Calcul la variance théorique
o? = E[(X(‘f) — )]

Z%@ ) — Zo) ]
560<Z>0 + Z:B]Qsj - «TO ]

= E[(70 + Z Z;0;(£) — Zo)?]
=1

Np
=E[D_x;0;(£)?] (A.21)
j=1
Np Np
D06 = 275 () +2 D>, T ()Tpep(E) (A.22)
j=1 j=1 1<j1<j2<Np

Les r variables (&1, ..., &) sont indépendantes, donc :

Np
f=§ﬁﬂﬁ@hﬂ S 35,35, B[05,(6)05,(6)]

1<51<j2<Np

NP
= Z :EJ2E[¢§(§)] +2 Z T, T, Ojy j [ngl (f)]
j=1

1<71<j2<Np
Np
=Y TIE[$3(€)] (A.23)
j=1

Les valeurs de la moyenne et de la variance théoriques de la quantité d’intérét X (£) sont finalement
calculées par :

0
Ny . (A.24)
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Annexe B

Algorithmes appliqués avec des sPC

B.1 Algorithmes initiaux appliqués pour des sPC
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Chapitre B. Algorithmes appliqués avec des sPC

Etape 1 Sélection d’un PEN initial §(@ de taille Qy, des évaluations du
modele correspondant X(&(D), Sczible. Jmax: Pmax €t €1, €2

v

Etape 2 p=0, j=0 AP= A° = {0}, (A°, § D)= (RZ,SZ)

v

N

Etape 3

E"tape'ascendante :p=p+1j=min®, jmax)

° C]'p:{aE‘Nr:pa:p'ja:j}

* Poura € C/P: A= AP 1+ a — (A, §@) = R?
e Vérifier:

4

Oui : retenir

\ 4

AR?*= R?-R2=>¢,

A 4

Non : éliminera

* AP final: (AP, E9)= RE

Etape descendante :
*  Poura € AP~ faire A=AP - a - (A, £@P) = RZ
*  Vérifier: >{ Oui : éliminera
AR?= R: —R? < ¢,

Non : retenir a

o AP final : (AP, £9)= (RE,S¢)

Q1= 4card(AP)
Enrichissement des
(Qr+1-Qy) points
pour X(§@)

Etape 4 Q, > 2card(AP)

- 8 = Séipte
Etape 5 ou
P = Pmax

STOP

FI1GURE B.1 — Algorithme appliqué pour construire le sPC avec « low-rank index sets ».
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B.1. Algorithmes initiauz appliqués pour des sPC

Etape 1 Sélection d’un PEN initial E(q) de taille Qy,, des évaluations du
modéle correspondant X(§(9)), S2, ., norme — m, ppax €t €1, €,

v

Etape 2 p =0, Ap= Af, = (0}, (A, §V)= (RS, S3)

v

N

Etape 3

Etape ascendante :p = p + 1

« Ch={aeN:p-1<|al,<p}

« Poura € CV: A=A '+ o > (A, §D) > R?
e Vérifier:

4

Oui : retenir

'

AR?= R?-Ri=>¢,

\ 4

Non : éliminer a

o AN final: (AL, E9)=> R

Etape descendante :
« Poura € A " faire A=A - a - (A, §@) = R?
*  Vérifier: > Oui: éliminera
AR?= R —R? < ¢,

Non : retenir a

+  Final AY: (AL, £9)= (R3,S2)

Q1= dcard(AL, )
Enrichissement des

(Qr4+1-Qx) points
pour X(§@)

Etape 4 Q,, > 2card(A})

- S8 = Séipte
Etape 5 ou
P = Pmax

STOP

FI1GURE B.2 — Algorithme appliqué pour construire le sPC avec « isotropic hyperbolic index sets ».
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Chapitre B. Algorithmes appliqués avec des sPC

Etape 1 Sélection d’un PEN initial (@ de taille Qy,, des évaluations du
modeéle correspondant X(¢(@)), §2, ., norm — m, Py et €, €,

v

N

Etape2 p=0, Al =AY, = {0}, w=1(i = 1,...,7), (A%, §@)= (RE, S3)

v

Etape 3

Etape ascendante: p=p+1

« Ch,={aeN"p—1<|allmw < p}

« Poura € Ch A=Al L+ a > (A D)= R?
*  Vérifier:

Oui : retenir

\ 4

AR?*= R?-Ri=>¢,

A 4

Non : éliminer

. ALY final: (AL, €9)= RZ

Etape descendante :
*  Poura € A, faire A=Aby,- @ > (A, §@D) = R?
*  Vérifier: 2| Oui: éliminera
AR?= R3 —R? < g,

> Non : retenira

. Ab, final: (AD,,, £9)= (RE,SE)
¢ (A £ ST w(i=1,..,7)

mw?

Q1= dcard(AL, )
Enrichissement des

(Qr+1-Qp) points
pour X(§@)

Etape 4 Q > 2card(AL, )

52 > SZ

- cible
Etape 5 ou
P = Pmax

STOP

FIGURE B.3 — Algorithme appliqué pour construire le sPC avec « anisotropic hyperbolic index sets ».
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B.2. Algorithme appliqué pour le sPC hyperbolique anisotropique amélioré

B.2 Algorithme appliqué pour le sPC hyperbolique anisotropique
amélioré

Etape1l  Sélection d’'un PEN initial £@ de taille Q,, des évaluations du
modele correspondant X(§(9)), 2, ,., norme — m, Py €t €4, €,

A

Etape2 p=0, AL, =AY, =10}, wi=1(i = 1,...,7), (A%, @)= (R3,53)

v

Etape 3

Etape ascendante: p = p + 1
> ° C:)n,wz{aejvr:p_lS ”a”m,wSp}
© Poura € Ch A= Al it a - (A, D) = R?
e Vérifier:

& AR?=R?-Ri=¢,
AS?= §%-53>0

Oui : retenir

v

v

Non : éliminer a

o ALY final: (AL, £1)= R3

Etape descendante :
*  Poura € A, faire A=Aby,-a = (A, ED) > R*
*  Vérifier:

> Oui : éliminer a

AR?=R3 -R*<¢,
AS?=52-5%2<0 > Non : retenira
. Ab, final: (AD,,, £9)= (RE,S8)

o (AL ENS ST wi(i=1,..,1)

mw?’

ou

Q1= 4card(cﬂfnlw)
Enrichissement des ||

(Qr+1-Qx) points
pour X(£(1))

Etape 4 Q, > 2card(A}, )

- 58 = Séipte
Etape 5 ou
P = Pmax

STOP

F1cURE B.4 — Algorithme appliqué pour construire le sSPC amélioré avec « anisotropic hyperbolic index sets ».
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Annexe C

Statistiques de la quantité d’intérét
obtenues a partir des différentes
méthodes

C.1 Amplitude du pic 5 de I’énergie de déformation E;.rq

Les moyennes et variances de la quantité d’intérét obtenues pour r = 8 avec les six méthodes sont
représentées sur la figures C.1. Les valeurs se stabilisent pour des mémes ordres de grandeur de N que
dans le cas r = 1, approximativement N = 4000 pour la moyenne et N = 3000 pour la variance. Les
résultats concernant les configurations r = 16 et r = 82 sont quant a eux représentés sur la figure C.2
et C.3 respectivement ; une stabilisation des valeurs de moyenne et de variance apparait dans ce cas
plus tardivement, autour de N = 7000. L’effet de I'utilisation d’un modele réduit est moins présent
ici, pour un nombre de parameétres incertains augmenté, que ce que 1’on avait observé pour le cas d’un
parameétre incertain.

Concernant 'erreur relative sur la moyenne, des niveaux similaires sont atteints pour les cas r = 1,
r =16 et r = 82 (pour un nombre N de simulations suffisamment élevé), tandis qu’ils sont approxi-
mativement doublés pour 8 parametres incertains. Les tendances sont différentes en ce qui concerne
Ierreur relative sur la variance, pour laquelle les niveaux les plus faibles sont observés pour r = 16, et
les plus élevés pour r = 1.

Les moyennes des erreurs relatives sur 'amplitude du pic 5, visibles sur la figure C.4, refletent
la perte de précision évoquée précédemment au sujet des erreurs leave-one-out. Pour un parameétre
incertain, la valeur moyenne était d’environ 0.22, % pour les trois développements sPC; elle augmente
trés franchement jusqu’aux alentours de 5.3 % pour 8 parameétres incertains, baisse & nouveau jusqu’a
1.7% dans le cas r = 16 et jusqu’a 0.95 % dans le cas r = 82.
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Chapitre C. Statistiques de la quantité d’intérét obtenues a partir des différentes méthodes

—8— Theo sPC-FEM
—3¢— Theo sPC-CB50130
——f— Theo sPC-CB3080
+ MC sPC-FEM
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C.2 Amplitude du pic 7 de I’énergie de déformation Egy.rq

Les moyennes et variances de I'amplitude du pic 7 de Eg.rq1 obtenues pour N jeux de valeurs
de parametres incertains présentent des allures proches pour r = 8, r = 16 et r = 82, ainsi que le
montrent les figures C.5, C.6 et C.7, mais a nouveau différentes de ce qui avait été observé dans le cas
d’un parametre incertain.
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FIGURE C.5 — (a) Moyenne, (b) variance, (c) erreur relative sur la moyenne, (d) erreur relative sur la variance
de 'amplitude du pic 7 de Egcr1, en fonction du nombre de simulations MC, pour r = 8.

Les niveaux d’erreur sont cependant du méme ordre de grandeur pour les trois configurations,
voire légerement inférieurs en ce qui concerne la moyenne pour les cas r = 8, r = 16 et r = 82 ou
une stabilisation des valeurs apparalt plus rapidement que pour le cas r = 1. Par ailleurs, toujours
pour la moyenne et comme dans le cas r = 1, les courbes ne sont pas parfaitement superposées tout
en restant proches, signifiant que I'utilisation d’un modeéle réduit, et la taille de ce modele, ont une
influence modérée mais non négligeable sur les statistiques de la quantité d’intérét.

La moyenne des erreurs relatives pour cette quantité d’intérét, contrairement a I'amplitude du pic
5 précédent, n’est pas augmentée significativement lorsque 'on passe de r = 1 a r = 8 ou r = 16
parametres incertains, restant comprise entre 6 % et 7% pour chacun des trois développements sPC
dans ces deux derniers cas (voir figure C.8 (a) et (b)). En revanche, le niveau d’erreur diminue pour
le cas r = 82, de l'ordre de 1.9 %.
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