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Introduction

Cette these traite des caracteres modulaires de trois familles de groupes : les
groupes symétriques 5, les produits en couronne d’un groupe fini GG avec les groupes
symétriques G S, et les groupes linéaires finis GL,(F,), ou F, est le corps a ¢
éléments.

On montre que les caractéres modulaires de ces familles de groupes s’organisent
en une structure d’algebre de Hopf graduée. Dans le cas des groupes symétriques
et des produits en couronne, on montre de plus, que les caracteres modulaires des
représentations projectives forment un anneau de polynoémes sur Z dont on exhibe
des familles de générateurs. Pour les groupes linéaires finis, on donne des générateurs

polynomiaux sur C.

Structure d’algebre de Hopf en caractéristique 0

Notons (G},)n>0 I'une des trois familles citées ci-dessus. Pour tout i et j tels que
i + j = n, fixons un plongement de G; x G; dans G,,. Ceci permet de définir des
foncteurs, notés indgijj et resgjxcj, entre les catégories des C(G; x G;)-modules
et la catégorie des C G\,-modules.

Pour les groupes symétriques, le groupe S; x §; s’identifie au sous-groupe de S,

qui laisse globalement fixe le sous-ensemble {1,...,i} de {1,...,n}. On note
1S TS5 Sn_ TraeSn
1ndSiX5j = IndSiij et resg g = Ressixsj .

Pour les produits en couronne, on identifie G1.S; x G1.S; au sous-groupe de G 1 .S,

qui laisse globalement fixes les ¢ premiers facteurs de G™ et on note

. Q1S 1S Q1S,, _ Q1S,,
1HdGzSi><stj = Indc?sixczsj et resgsivas, = Resaisixas; -

Enfin, pour les groupes linéaires finis, on utilise les foncteurs d’induction et de res-
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Introduction

triction paraboliques, dont on rappelle la définition. Notons P; ; le sous-groupe pa-

rabolique de GL,(F,) formé des matrices

gi m
Ogj7

avec ¢; dans GL,(F,), g; dans GL,(FF,) et m dans M, ;(F,). On note aussi U, ; le
sous-groupe unipotent de GL,(FF,) formé des matrices

[im
0 1)’

avec [j; la matrice identité de GLy(F,) et m dans M, ;(F,). Le groupe P;; se dé-

compose en produit semi-direct
Py =Ui; x (GLi(Fy) x GL;(Fy)).

Soit V un C(GL;(F,) x GL,(F,))-module. L’action de GL;(F,) x GL;(F,) sur V'
s’étend en une action de P, ; sur V en faisant opérer U, ; trivialement. Ceci définit
le foncteur d’inflation Inﬂgifi(]Fq)X GL(Fy)-

Le foncteur d’induction parabolique est le foncteur composé
GLn(Fy) GLn Fy) P;
PIndGL )><GL (F,) = Indp, 4 OInﬂGLJi(IE‘q)XGLJ-(IE‘qy
et le foncteur de restriction parabolique est

GLy, i,j
PResc, (EFQ))XGL F)V = (Respi,j )V)U”;

le module des invariants de ResGL" 'V sous l'action de U; g
On note
indci (]F ))><GL PIndgij((qu))xGLj (F,)
et
resgf"gj))xg (Fy) = PReSgin(glq))xGL (Fy)

Soit Ko(C G,,-mod) le groupe de Grothendieck de la catégorie des C G,,-modules.
C’est le Z-module libre engendré par les représentations irréductibles de G,, sur C.

Rappelons que la classe d’isomorphisme d’une représentation complexe d’un groupe

11



Introduction

fini est entierement déterminée par son caractere. Le groupe Ky(C G,,-mod) s’iden-
tifie donc au Z-module des caracteres de G,,.

Pour chacune de ces trois familles, on note R le groupe gradué @,,5¢ Ko(C G, -mod).
Les foncteurs d’induction et de restriction permettent de munir R d’une multiplica-

tion
o R®R — R
Vi@ W] w [indgmiy |

et d’'une comultiplication

A : R — R®R
V] — Zz‘+j:n[resgfxej Vl.

La formule de Mackey pour les doubles classes montre que R muni des opérations o
et A est une bigebre graduée et donc une algebre de Hopf [Zel81].

Dans son Lecture Note [Zel81], A. Zelevinsky précise la structure de R. Pour cela,
il introduit la notion d’algebre de Hopf auto-adjointe positive. Une algebre de Hopf
sur Z est dite auto-adjointe positive si elle est graduée, connexe et munie dune
Z-base () formée d’éléments homogenes. On demande aussi que les constantes de
structures soient positives et identiques pour la multiplication et la comultiplication
des éléments de € (voir ’Appendice A pour plus de détails). L’exemple type est
I’algebre de Hopf des fonctions symétriques a coefficients dans Z, munie de la base
des fonctions de Schur. On note Sym;, cette algebre. Zelevinsky montre que toute
algebre de Hopf auto-adjointe positive est isomorphe, a graduation pres, a un produit
tensoriel de copie de I’algebre Sym,, [Zel81, §3]. Concernant les caracteres des groupes

G,,, il obtient le résultat suivant.

Théoréme 1. [Zel81, Ch. II-II1] Pour chacune des trois familles, le groupe gradué

R muni des opérations o, A est une algébre de Hopf auto-adjointe positive.

Pour les groupes symétriques, ce résultat est classique et stirement déja connu
de Frobenius (voir [Car83; Mac98]). Les produits en couronne ont eux été étudiés
par Geissinger et Kinch [Gei77; GK78|, au moins lorsque G = Z /2 Z. La théorie des
algebres de Hopf auto-adjointes positives développée par Zelevinsky permet d’englo-
ber les groupes linéaires finis. Avec ce formalisme, on retrouve la classification des
caracteres irréductibles des GL,,(F,) [SZ84] expliquée par Green [Gre55|.
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Théorie de Brauer

On s’intéresse ici aux structures qui apparaissent lorsqu’on fait agir les groupes
G, non plus sur C, mais sur un corps de caractéristique strictement positive. Pré-
cisément, on étudie les caracteres modulaires de ces groupes.

Soit G un groupe fini, k un corps de caractéristique p > 0 assez grand (c’est-a-
dire contenant les racines e-eme de 1'unité ou e est le plus grand diviseur premier a
p de 'exposant de (), et p une représentation de G sur k. Notons G,., I'ensemble
des éléments de G d’ordre premier a p et fixons € un plongement de k* dans C*.
Soit g un élément de G,.4. Puisque g est d’ordre premier a p, I'endomorphisme p(g)

est diagonalisable sur k. Notons Ay, ..., \, ses valeurs propres et

On appelle caractere de Brauer, ou modulaire, de p I'application ®, : G,y — C.
La théorie de Brauer relie les caracteres complexes aux caracteres modulaires

(voir 'appendice B). On a un diagramme commutatif :

Ko(kG -proj) - Ko(kG-mod) ,

T~

Ko(C G -mod)

ou Ky(kG-mod) désigne le groupe de Grothendieck de la catégorie des kG-modules
de type fini et Ky(kG-proj) celui des kG-modules projectifs.

Structure multiplicative en caractéristique non nulle

Considérons a nouveau la famille des groupes (G, ),>o et fixons k un corps de
caractéristique p, assez grand pour tous les G,. Notons R(p), = Ko(kG,-mod),
K(p)n = Ko(kGy-proj) et R(p) = @pzo R(p)n, K(p) = @nzo K(p)n les groupes
gradués associés. D’apres ce qui précede, pour tout entier n, on a un triangle com-

mutatif

K(p)n - R(p)n -

A

Ry,

13



Introduction

Notons e = @,,59 €n, d = D50 dn et ¢ = D,,>¢ ¢, les applications graduées. Comme
pour les représentations complexes, on peut définir une multiplication o et une co-
multiplication A sur R(p). A I'exception du cas ot G, est GL,(F,) avec ¢ = p™ et
ol k est un corps de caractéristique p, les foncteurs d’induction et de restriction sont

exacts et préservent donc les modules projectifs. On peut alors restreindre o et A a
K(p).

Proposition 1. Le triangle de groupes gradués

K(p)

: R(p)
N A

est un triangle d’algébres de Hopf.

On peut préciser la structure de 'anneau K (p) dans le cas des groupes symé-

triques.

Théoréme 2. Si G, = S,,, l'anneau K (p) est polynomial avec un générateur homo-

gene en chaque degré premier a p.

Ce résultat s’adapte au cas des produits en couronne entre un groupe fini G et

les groupes symétriques.

Théoréme 3. 5t G, = G S, et k est un corps de décomposition pour G avec

car(k) = p, Uanneau K(G,) est polynomial sur Z..

Pour les représentations des GL,(F,), si k est de caractéristique p, la multi-
plication o n’est pas définie sur K(p). Cependant, elle l'est toujours sur R(p) et
I'application d : R — R(p) est un morphisme d’algebres de Hopf. Par ailleurs, 1'an-
neau R(p) et 'anneau obtenu en munissant K (p) de la multiplication induite par
les foncteurs d’induction usuels sont isomorphes [Lus76; Hail9).

L’étude des caracteres modulaires des GL,(IF,) est liée a la théorie des modules
instables sur 'algebre de Steenrod modulo p. En effet, 'anneau K (p) est isomorphe
a K(U), le groupe de Grothendieck des modules instables réduits de type fini sur
'algebre de Steenrod modulo p (voir par exemple [CK89)).

14
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Plan de la these

Chapitre 1 : Caracteres des groupes symétriques

Dans le premier chapitre, nous étudions les caracteres des groupes symétriques.
Rappelons que Ky(CS,,) désigne le groupe de Grothendieck des CS,-modules. 11
s'identifie au Z-module formé des caracteres complexes du groupe S,. La théorie
des représentations des groupes symétriques est tres bien comprise (voir par exemple
[JK84]). En particulier, les représentations irréductibles de S,, sont paramétrées par
I’ensemble P,, des partitions de n.

On munit le groupe gradué @,,5, Ko(C S, -mod) d'une structure de bigebre via
les foncteurs d’induction et de restriction. Pour tous m et n entiers, on identifie
le groupe produit S,, x S, au sous-groupe de S,,,, qui stabilise le sous-ensemble
{1,...,m} de {1,...,m + n}. Les foncteurs d’induction de la forme Indgfigm per-

mettent de définir une multiplication graduée o sur @,,5¢ Ko(C .S, -mod),

_o_ : KyCS,,-mod) ® Ko(CS,,-mod) —  Ky(CS,,4,-mod)
Ve W] — [Indgg, (Ve ).

De la méme maniére, on construit une comultiplication sur @,,5q Ko(C S, -mod)

en utilisant les foncteurs de restriction de la forme Resgn’?;r ¢ - On note A cette

comultiplication,

A Ko(CS,-mod) — @Dp—p Ko(CSk-mod) ® Ko(C S;-mod)
V] = 2 kti=n [ReSEZXsl V].

Théoréeme 4. Muni des opérations o et A, @,5¢ Ko(CS,-mod) est une algébre
de Hopf (au sens de A.1.6). De plus, @,>¢Ko(CS,-mod) est isomorphe d Sym,
l'algebre des fonctions symétriques a coefficients dans Z.. En particulier, c’est un

anneau polynomial sur Z.
On munit @,,59 Ko(C S, -mod) du produit scalaire défini par
([V],[W]) = dim¢ Homs, (V, W),
pour [V] et [W] dans Ky(C S, -mod).

L’isomorphisme précédent est une isométrie puisque le produit scalaire sur Sym,,

est tel que la base des fonctions de Schur est orthonormée (voir appendice A).
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Introduction

Si le corps des nombres complexes est remplacé par un corps de caractéristique
non nulle, par exemple [, la description des représentations irréductibles n’est pas
completement connue, méme pour les groupes symétriques. On a vu que la théorie
de Brauer permet de relier les représentations modulaires aux représentations com-
plexes (voir [Ser71] ou 'appendice B). Une question centrale dans cette étude est de
décrire les matrices de décomposition, c¢’est-a-dire les facteurs de composition (avec
multiplicité) de la réduction sur F, des CS,, -modules simples. Ceci équivaut a dé-
crire la décomposition de I'image par e d'un F, S,-module projectif en CS,,-modules
irréductibles.

Comme dans le cas complexe, on peut munir @,>¢Ko(F,S,-proj) et
@,.>0 Ko(Fp S, -mod) d'une structure d’algebre de Hopf via les foncteurs d’induction
et de restriction. Les caracteres de Brauer permettent alors d’identifier
®D,.>0 Ko(Fp S, -proj) a la sous-algebre de Hopf de @,,5¢ Ko(C S, -mod) formée des
caracteres nuls en dehors des classes p-régulieres.

En utilisant cette identification, on montre le théoreme principal de ce premier
chapitre.

Théoréme 5. L’anneau @,>q Ko(F, S, -proj) est polynomial avec un générateur

homogéne en chaque degré premier a p.

Ce résultat est stirement déja connu et aurait été prouvé par Robert Oliver et
Pierre Vogel [Vog88]. Cependant, aucune référence n’est connue de l'auteure.

La preuve donnée ici fournit une condition suffisante pour qu’un sous-ensemble
de générateurs polynomiaux de @,y Ko(CS,-mod) soit un ensemble de généra-
teurs polynomiaux pour @, Ko(F, S, -proj). On exhibe ensuite deux familles de
générateurs. L'une est construite de maniere ad hoc comme suit. Pour tout entier n
premier a p, on définit un élément y, de @,,5q Ko(C S,-mod) de telle sorte que la
famille (yy,)pm vérifie les propriétés souhaitées. Des calculs via Sage et Gap montrent
que pour des degrés accessibles, les générateurs choisis sont, au signe pres, les ca-
racteéres de vraies représentations complexes.

De plus, pour les degrés dans lesquels on dispose des matrices de décomposi-
tion, on vérifie qu’au signe pres ces générateurs proviennent de vrais IF,, S,-modules

projectifs. On propose la conjecture suivante.

Conjecture 1. Pour tout n entier, (—1)9™P)y, est I'image du caractére modulaire
d’un vrai F, S,,-module projectif par le morphisme e, ot q(n,p) désigne le quotient

de la division euclidienne de n par p.
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La deuxieme famille est donnée par les fonctions symétriques de Witt en degré
premier a p. La conjecture de Reutenauer, prouvée par W. Doran [Dor96] et T. Scharf
et J-Y. Thibon [ST96], montre que les fonctions symétriques de Witt sont associées
A de vrais caractéres des groupes symétriques. A nouveau, les calculs montrent qu’en

bas degré ce sont, au signe pres, les caracteres de vrais modules projectifs.

Chapitre 2 : Caracteres des produits en couronne avec les
groupes symétriques

Dans ce deuxieme chapitre, on adapte les résultats du précédent au cas des
produits en couronne entre un groupe fini et les groupes symétriques.

Soit G' un groupe fini. Le groupe S,, agit sur G™ par permutation des facteurs.
On note G S, le produit semi-direct de G avec S,, pour cette action. Ce groupe
est appelé produit en couronne de G avec S,. La théorie des représentations com-
plexes de G S,, se déduit largement de la théorie des représentations complexes
des groupes symétriques (voir par exemple [JK84]). En particulier, les représenta-
tions irréductibles sont paramétrées par les applications A : Irr(G) — P telles que
> petn(@) [A(p)| = 1.

Considérons le groupe gradué @,,5¢ Ko(G1S,,). Pour m et n entiers, on identifie
GU1S, X G1S, au sous-groupe de GU1.S,,+,, qui laisse invariant les m premiers facteurs
de G™ . A nouveau les foncteurs d’induction et de restriction permettent de définir

une multiplication o et une comultiplication A sur @,,5¢ Ko(G 1 5,) :

o Ko(CG1S,,-mod)® Ko(CGS,-mod) — Ko(CGS,1,-mod)
V] ® [W] — [ s, (V @ W)

et

A Ko(CG1S,-mod) — @y —n Ko(CGUS,-mod) ® Ko(CGS;-mod)

V] — D kti=n [Resg§§ZszSl V.

Théoréme 6. [Zel81] Muni des opérations o et A, @,>¢ Ko(G1Sy) est une algébre
de Hopf auto-adjointe positive. On a :

P Ko(G1S,) = (R Symy.

n>0 pelrr(G)

En particulier, c’est un anneau polynomial sur 7.
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Pour étudier les représentations p-modulaires des G 1 .S,, avec p premier, on fixe
(K, A, k) un systéme p-modulaire de rupture pour G (voir Appendice B). Le systéme
(K, A, k) est également un systeme p-modulaire de rupture pour tous les G 5,,. La
théorie des représentations modulaires des G S,, se déduit a nouveau de celle des
groupes symétriques (voir [JK84]. Les représentations irréductibles de G.S,, sont pa-
ramétrées par les applications A : Irr, (G) — P telles que Y- ,c g, (kG-moa) |A(P)| = 7.
On a le méme paramétrage pour les projectifs indécomposables de G1.S,, en rempla-
cant les kG-modules irréductibles par les kG-modules projectifs indécomposables.

En utilisant les idées développées dans le chapitre précédent, on aboutit au ré-

sultat suivant.

Théoréme 7. Soit k un corps de décomposition pour G avec car(k) = p. L’anneau
D50 Ko(k(G1S,)-proj) est polynomial sur Z.

Chapitre 3 : Caracteres des groupes linéaires finis en carac-

téristique transverse

La structure d’algebre de Hopf auto-adjointe positive de Zelevinsky permet aussi
d’étudier les représentations des groupes linéaires finis. Pour définir une structure
d’algebre de Hopf sur le groupe gradué @, Ko(C GL,(IF,)-mod), on utilise les
foncteurs d’induction et de restriction paraboliques PInd et PRes. Ils font apparaitre
implicitement les groupes symétriques qui sont les groupes de Weyl des groupes
linéaires G L, (F,). Ceci peut expliquer les similarités de la combinatoire entre le cas
présent et les précédents.

Dans ce troisieme chapitre, on commence par détailler la classification des classes
de conjugaison des groupes linéaires. Notons ® 1’ensemble des polynomes irréduc-
tibles de degré n sur IF, avec coefficient constant non nul, P,, 'ensemble des partitions
de n et P = U,>0 Pn. Les classes de conjugaison de GL,(F,) sont paramétrées par
les applications

A — P,

telles que > ;cq |A(f)|deg(f) = n. Ceci fournit également une indexation des fonc-
tions de classes sur les GL,(F,).
On identifie 'espace vectoriel des fonctions de classes sur GL,,(F,) 8 CRKy(C GL,(F,)-mod)
via les caracteres. L’espace vectoriel gradué C ® @,,>¢ Ko(C GL,(F,) -mod) est muni
d’une multiplication et d’une comultiplication, toujours notées o et A, par extension

des précédentes.
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Théoreme 8. [Zel81; SZ84] L’algébre C® @,,>0 Ko(C G L, (Fy) -mod) est une al-
gébre de Hopf. Précisément,

Co @ Ko(CGL,(F,)-mod) = X Symg,

n>0 fed

ot Symg désigne l'algébre des fonctions symétriques a coefficients dans C.

Le résultat est en fait vrai avant complexification. Pour cela on introduit la no-
tion de représentation cuspidale. Une représentation de GL,(IF,) est dite cuspidale
si elle est irréductible et que sa classe d’isomorphisme est un élément primitif de
'algebre C® 8,59 Ko(C GL,(F,)-mod). Les représentations cuspidales jouent un
role central dans la théorie des représentations des groupes linéaires finis. On note
C,, I'ensemble des classes d’isomorphisme des représentations cuspidales de G'L,, (F,)
et C = U,>0Cn. Par exemple, la représentation triviale de GL;(F;) est une repré-

sentation cuspidale.

Théoréme 9. [Zel81; SZ84] Le groupe gradué @,>¢ Ko(C GLy(IF,)-mod) muni de

o et A est une algébre de Hopf auto-adjointe positive,

P Ko(CGL,(F,)-mod) = (X) Symy, .

n>0 peC

En particulier, c’est un anneau polynomial sur 7.

Pour I’étude des représentations modulaires, il faut distinguer deux cas. Celui
de la caractéristique transverse, c’est-a-dire des représentations sur un corps de
caractéristique [ # p, et celui de la caractéristique naturelle. Dans ce chapitre, on
s'intéresse aux représentations en caractéristique transverse.

Fixons k un corps de caractéristique [ # p, tel que k soit un corps de rupture
pour tout les GL,(F,). La théorie des caracteres modulaires nous permet d’identifier
C®Ky(kGL,(F,)-mod) et C®Ky(CGL,(F,)-mod) au C-espace vectoriel des fonc-
tions de classes sur GL,(F,), nulles en dehors des classes de conjugaison [-régulieres
(i.e. dont les éléments sont d’ordre premier a [). Notons ®; le sous-ensemble de P
formé des polynomes dont les racines sont d’ordre premier a [ dans Fq. Les classes

de conjugaison [-régulieres sont paramétrées par les applications
A:d, — P,

telles que Y- req, |A(f)| deg(f) =
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Théoreme 10. On a un isomorphisme d’algébres,

C (@ Ko(kGL,(F,)-mod)) = &) Symg.

n>0 fe

Ces résultats s’adaptent aux caracteres des groupes unitaires finis en utilisant les
travaux de Digne et Michel [DM87]. Pour définir la multiplication et la comultipli-
cation, on utilise les foncteurs de Lusztig qui sont une généralisation des foncteurs

paraboliques (voir aussi [DM91]).

Chapitre 4 : Caracteres des groupes linéaires finis en carac-

téristique naturelle

Dans le cas des représentations modulaires de GL,(F,) sur F,, qui est corps
de rupture pour tous les GL,(F,) [HK88, §4], le produit donné par l'induction
parabolique est toujours défini sur @,,5q Ko(F, GL,(F,) -mod) mais ne préserve pas
les projectifs.

Parmi les représentations irréductibles de GL,,(F,), I'une joue un rdle tres parti-
culier, notament en caractéristique naturelle. Cette représentation est la représenta-
tion de Steinberg [Ste57], noté St,,. Sa réduction modulo p reste irréductible mais est

également un F, GL,, (F,)-module projectif. De plus, on a un isomorphisme [Lus76] :
_ ®St, : Ko(F, GL,(F,) -mod) — Ko(F, GL,(F,)-proj).

Munissons maintenant le groupe gradué @,,~¢ Ko(F, GL,(F,)-proj) d'une struc-
ture d’anneau avec pour multiplication _ e  'opération graduée définie, pour tout

m et n entier, par :

e KyF,GL,(F,)-proj) ® Ko(F, GL,(F,)-proj) —  Ko(F, GLn(F,)-proj)
GLumsn(Fp
Ve W) = IdGL G i, m,) V @ W

Théoréme 11. [Lus76; Hail9] L’ application

B ®St,) : (P Ko(F, GL,(F,) -mod), o) — (5 Ko(F, GL,(F,)-proj), e),

n>0 n>0 n>0
est un isomorphisme d’anneauz.

Notre premier résultat dans ce chapitre précise la structure de l’anneau
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(B,>0 Ko(F, GL,(Fp)-proj), @) apres tensorisation par C.
Soit f un polynome a coefficients dans F,, on note 7 la fonction caractéris-
tique de la classe associée a f. C’est un élément de C @ K((F, GL,(F,)-proj) avec

n = deg(f).

Théoréme 12. L’algébre C® ( P50 Ko(F, GL,(F,) —proj)) est polynomiale,

C (@ Ko(F, GLy(F,)-proj)) = Clry, f € B],
n>0
ot l'on rappelle que ® désigne l’ensemble des polynomes sur IF,, unitaires, irréduc-

tibles et avec terme constant non-nul.

On relie ensuite les générateurs polynomiaux (7f)feep aux caractéres de vraies
représentations en les exprimant en fonction de caracteéres de Deligne-Lusztig [DL76].

Fixons 6 un plongement de I_F: dans C*. Considérons F,» comme un F,-espace
vectoriel de dimension n sur F,. La multiplication dans F,» induit un homomor-
phisme de groupes entre IF, et G L, (IF,). Notons T, I'image de cet homomorphisme
et @o,...,ppm_2 les caracteres irréductibles de T),. Pierre Deligne et George Lusz-
tig associent au tore T), et au caractere ¢, de T,,, un caractere de GL,(F,) appelé

caractére de Deligne-Lusztig et noté RY .

Lemme 1. [DL76, Prop. 7.3] Pour tout j dans {0,...,p" — 2},
Indy, " (;) = (~1)" ' RY, @ Sti,.

On en déduit une expression des générateurs 7 en fonction des caracteres de

Deligne-Lusztig.

Proposition 2. Soit f un polynome irréductible sur IF,, et o une racine de f dans
F

D
1 P2

> 6(a) 'R} ® St,, .
7=0

T = (—1)”_1pn 7 -

Chapitre 5 : Application a la théorie des modules instables

L’étude de I'anneau @,,>¢ Ko(F, GL,(F,)-proj) est motivée par plusieurs conjec-
tures venant de la topologie algébrique, précisément de la théorie des modules
sur l'algebre de Steenrod. Notons K™(U) le groupe abélien libre engendré par les
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classes d’isomorphisme des facteurs directs de H*V,, := H*(V,,,Z /p) comme mo-
dule sur l'algebre de Steenrod, avec V,, = (F,)". En interprétant un facteur di-
rect de H*V,, comme un facteur direct de H*V,,.1, on obtient un monomorphisme
de K™(U) vers K" (U). On dispose donc d’une filtration du groupe abélien libre
K(U) = U,>o K™(U). Ce groupe est également muni d'une structure d’anneau pour
la multiplication donnée par le produit tensoriel de modules instables. Carlisle et

Kuhn énoncent la question suivante a propos de la structure de cet anneau.
Question 1. [CK89, §8] L’anneau K(U) est-il polynomial ?

D’apres [CK89, Thm. 3.2] les anneaux @,,5¢ Ko(F, GL,(F,)-proj) et K(U) sont
isomorphes. Le théoreme 4.2.2 montre donc que K¢ (U) := C®K (U) est une algebre
polynomiale. On décrit une famille de générateurs sur C en utilisant les facteurs de
Campbell-Selick [CS90], (voir aussi [Hail9]). Ceci donne une nouvelle preuve d’une
conjecture de Schwartz [DHS14, Conj. 3.2], qui a été démontrée dans [Hail5 ; Hail6 ;
Hail9] (voir aussi [FHS16]).

Proposition 3. L’action du foncteur T de Lannes sur K&(U) est diagonalisable et

son spectre est {1,p,...,p"}.

On identifie ensuite les séries de Poincaré associées aux éléments de K¢ (U). Soit
Pc(.,t) Papplication de K¢ (U) vers C[[t]] qui associe & la classe d'un module instable

sa série de Poincaré. On fixe un plongement 6 de F; dans C.
Proposition 4. L’image Pc(.,t) est engendrée comme algébre par les séries

1
(w—t)(w2—t)...(w2" "t —t)’

pour p = 2,

P(C(Pfat):

(wt) (wP+t)... (wP" " +1)
(w—t2)(wP—t2)... (w1 —12)’

pour p > 2,
ot [ parcourt l'ensemble des polynomes irréductibles sur IF, avec un coefficient

constant non nul et w = O(«) ot a est une racine de f.

On retrouve que le noyau de Pg(.,t) est non trivial pour p = 2 [DHS14]. On
obtient de plus que la restriction a ’espace propre associé a 1 est également non

injective.

Proposition 5. Pourp =2, la restriction de Pc(.,t) a l’espace propre pour l’action

du foncteur T associé a la valeur propre 1 a un noyau non trivial.
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Notations

On utilise les notations suivantes :
— p désigne un nombre premier
— @ désigne une puissance de p
— N est I’ensemble des entiers naturels
— Z est 'ensemble des entiers relatifs
— @ est le corps des nombres rationnels
— C est le corps des nombres complexes
— K désigne un corps, souvent de caractéristique 0
— k désigne un corps, souvent de caractéristique p
— A ou A désignent des anneaux commutatifs, associatifs et unitaires
— I, désigne le corps a ¢ éléments
— (G est un groupe fini
— S, est le groupe des permutations de 'ensemble {1,... n}
— (G S5, désigne le produit en couronne de G avec S,
— GL,(k) désigne le groupe linéaire d’ordre n a coefficients dans k
— U, (k) désigne le groupe unitaire d’ordre n a coefficients dans k
— K(C) désigne le groupe de Grothendieck de la catégorie C
— P,, désigne I’ensemble des partitions de n
— Sym, est 'anneau des fonctions symétriques a coefficients dans A.
— s, désigne la fonction de Schur associée a la partition A
— Ind désigne le foncteur d’induction
— Res désigne le foncteur de restriction
— PInd désigne le foncteur d’induction parabolique

— PRes désigne le foncteur de restriction parabolique
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Caracteres des groupes

symétriques

Ce premier chapitre étudie les caracteres des groupes symétriques S,,. On com-
mence par rappeler des résultats sur leurs représentations complexes, notamment la
structure d’algebre de Hopf de I'anneau @,,5 Ko(C S, -mod), ot Ko(C S, -mod) dé-
signe le groupe de Grothendieck des C S,,-modules et, ou la multiplication est donnée
par les foncteurs d’induction et la comultiplication par les foncteurs de restriction.
Un résultat classique, stirement déja connu de Frobenius, affirme que cet anneau
est isomorphe a ’anneau des fonctions symétriques, en particulier, il est polynomial
(i.e. libre et commutatif). On explique ce résultat du point de vue de A. Zelevinsky
[Zel81], a savoir en utilisant la théorie des algeébres de Hopf auto-adjointes positives
(voir 'appendice A).

On s’intéresse ensuite aux représentations des groupes S,, sur un corps de carac-
téristique positive. Notons F,, le corps premier a p éléments et K(F, S, -mod) (resp.
Ko(F, S, -proj)) le groupe de Grothendieck des F,, S,,-modules de type fini (resp. des
[F, S,-modules projectifs). De la méme maniere que dans le cas complexe, les fonc-
teurs d’induction et de restriction permettent de munir @,,5 Ko(F, S, -mod) d'une
structure d’anneau. De plus, ces opérations se restreignent a @,,5q Ko(F, S, -proj)

qui est donc également un anneau. Le résultat principal de ce chapitre précise la

25



Chapitre 1 — Caracteres des groupes symétriques

structure de ce dernier.

Théoréme 1.0.1. L’anneau @,>q Ko(F, S, -proj) est polynomial avec un généra-

teur homogene en chaque degré premier a p.

Ce résultat serait déja connu et aurait été prouvé par Robert Oliver et Pierre
Vogel [Vog88|. Cependant, aucune référence n’est connue de 'auteure. Nous don-
nons ici une preuve de ce théoreme. Nous proposons également deux familles de
générateurs polynomiaux, la premiere est construite de maniere ad hoc, 'autre est

reliée aux fonctions symétriques de Witt.

1.1 Caracteres des représentations complexes

Pour simplifier, notons R, = K,(CS,-mod), le groupe de Grothendieck des
représentations complexes de S, avec la convention Ry = Z. Si V' est une repré-
sentation de S,, sur C, on note [V] sa classe dans Ky(C S, -mod). Rappelons que la
classe d’isomorphisme d’une représentation complexe d’un groupe fini est entiere-
ment déterminée par son caractere. Ainsi, le groupe R,, s’identifie au groupe abélien
libre engendré par les caracteéres irréductibles de S, (voir I'annexe B ou [Ser71]).

Notons au passage que pour tout corps K de caractéristique 0, les groupes abé-
liens libres Ky(K S, -mod) et R,, sont isomorphes puisque tout corps est corps de

décomposition pour les groupes symétriques [JK84].

1.1.1 Produit et coproduit

Une maniere classique d’étudier les groupes symétriques consiste a les considérer
tous simultanément. Du point de vue des groupes de Grothendieck, cela mene a

étudier le groupe gradué R = @ R,,. On le munit d’une structure d’algebre de Hopf
n>0
de la fagon suivante.

Soient m et n deux entiers, on identifie le groupe produit S, X S,, au sous-groupe
de S,,1, qui stabilise le sous-ensemble {1,...,n} de {1,...,m+n}. On obtient alors

le foncteur d’induction,

Idg™t () : CS,-modx CS,-mod — C Spin
(‘/7 W) — (C Sm+n ®(C(Sm><sn) (V ® W)
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1.1. Caractéres des représentations complexes

Ceci permet de définir une multiplication graduée o sur R. Pour tout m et n dans N,

o Rm ® Rn — Rern
Ve [W] — [ndgi (Ve W)l

Si pm est le caractere associé a la classe d’isomorphisme [V] et p, celui de [W],

la valeur du caractere associé a la classe [V] o [IW] en un élément g de S, est

1
(Pm © pn)(g) = RNEA] > Prn(Gm) - () -

hE€Spntm»
hgh—1=(gm,gn)€Sm xSn

De la méme maniere, les foncteurs de restriction
Resgzxsl ():CS, - CSg-mod® CS;-mod,

avec k 4+ | = n, permettent de définir une comultiplication sur R. On désigne par A

le morphisme de groupe gradué, défini en degré n dans N par

A R, — Diyi—n Br @ Ry
V] = Zk—l—l:n[RengXSl(V)]u

ou on identifie Ry ® R; = K(C Sy, -mod) ® Ky (C S;-mod) avec Ko(C(Sk x S;)-mod).

Proposition 1.1.1. [Zel81] Muni des opérations o et A, R est une algébre associa-

tive et commutative, et une cogebre coassociative et cocommutative.

1.1.2 L’algebre des fonctions de classes

Considérons a présent le C-espace vectoriel des fonctions de classes sur S, a
valeur dans C, on le note CF(S,,). Une base de CF(S,,) est donnée par les caracteéres
irréductibles de S, [Ser71, §2.4, Thm. 6]. On identifie alors CF(S,) avec C®QR,, et
on peut étendre la multiplication o et la comultiplication A au C-espace vectoriel
gradué @,>o CF(S,). Par extension, les opérations o et A munissent @,,o CF(S,)
d’une structure d’algebre de Hopf.

Une base plus naive de CF(S,,) est donnée par les fonctions caractéristiques des
classes de conjugaison de S,,. Avant de les définir on introduit quelques notations.

Soit o un élément de S, et 0 = ;... 7, sa décomposition en cycles a supports

disjoints, avec 7; un cycle de longueur \; et telle que Ay > Ay > ... > ;. La suite
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Chapitre 1 — Caracteres des groupes symétriques

(A1, ..., Ax) est une partition de n et elle caractérise la classe de conjugaison de o
dans S,,.

Notons P,, 'ensemble des partitions de n et P = [ |,,50P,. On utilisera aussi la
notation plus concise (11,22, ... k') pour désigner A, ou i; est le nombre de parts
de taille 5 de A.

D’apres ce qui précede, pour tout entier n, il y a une bijection entre ’ensemble
des classes de conjugaison de S,, et P,. Pour A\ une partition de n, notons C) la
classe de conjugaison associée et m, la fonction caractéristique de C'. La fonction

7y est la fonction de classes de \S,, définie par :

T g
A9) 0 sinon.

{1 si g € Cy,

La famille {m)}xep, est une base de CF(S,) et {mx}rcp une base de @,,5, CF(S,).
Rappelons que si G est un groupe fini, Ko(C G-mod) est muni d'un produit
scalaire (.,.)c. Pour tout p, p’ dans Ko(C G -mod) et g dans G,

1 -
(p,0')a = 157 22 p(9)r'(9),
| | geG
ou . désigne la conjugaison complexe.
L’algebre R est munie d’'un produit scalaire gradué (.,.) défini sur les éléments

homogenes par :

n ) (pp)s., si p et p/ ont méme degré,
0 sinon.

La base {my}rep est orthogonale pour ce produit scalaire. Notons pour n tout
entier &, = nmy) et, pour A = (Aq,...,\), partition de n, &, = &, ...&,. Si
A= (1%, ... nk),

k kn
5)\: 11"'57’1'

Donc, pour A = (1%, ... nkn),
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1.1. Caractéres des représentations complexes

D’apres’apres la formule d’induction pour les caracteres, on a

_ |50

&= O,

Ty = (ﬁ Eili% )Ty (1.1)

=1

Ainsi, la famille ({)ep est orthogonale et pour tout p dans R,

(P, 6x) = p(1), (1.2)

avec 7, dans la classe de conjugaison C).

Proposition 1.1.2. L’algébre @,~o CF(S,) est une algébre polynomiale,

P CF(S,) =Clg,i > 1].

n>0

Démonstration. D’aprés (1.1), pour tout A = (1%, ... nkn),
n
& =& o ok = ([ kili*)my.
i=1

Donc les &; engendrent algébriquement @,,5, CF(S,).
De plus,
dim¢ CF(S,,) = card P,

et card P, est égal a la dimension du sous-espace vectoriel de C[¢;,7 > 1], engendré

par les polynémes de degré n en les &;. O

Remarque 1. On peut remplacer le corps des nombres complexes par celui des ra-

tionnels dans ce qui précede.

1.1.3 Structure d’algebre de Hopf auto-adjointe positive

On a établi dans le paragraphe précédent que ’algébre obtenue en tensorisant
R par C est polynomiale. Le résultat est en fait déja vrai sur les entiers. Le point

essentiel est la compatibilité de la comultiplication A avec la multiplication o.
Proposition 1.1.3. [Zel81] La comultiplication A est un morphisme d’algébres.

Démonstration. La preuve se déduit du théoréeme de décomposition de Mackey (voir
[Ser7l, §7.3]). m
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On en déduit immédiatement que R est une algebre de Hopf puisque que c’est une
bigebre graduée, ce qui montre a nouveau que C ® R est une algebre polynomiale sur
C. La famille de générateurs {&,},>0 de la proposition 1.1.2 est formée d’éléments
primitifs de C®R.

En fait, R peut étre muni d’une structure d’algebre de Hopf auto-adjointe posi-
tive. On fixe comme base, la base formée des caracteres irréductibles et on munit R
du produit scalaire (.,.) pour lequel cette base est orthonormale. En degré fixé, on

retrouve le produit scalaire usuel entre les caracteres.

Proposition 1.1.4. Les applications o et A sont adjointes l'une de l'autre pour le

produit scalaire.

Démonstration. Ceci découle immédiatement de la formule de réciprocité de Frobe-

nius (voir par exemple [Ser71, §7.2]). O

La théorie des algebres de Hopf auto-adjointes positives (voir A.3) donne le

résultat suivant.

Théoréme 1.1.5. [Zel81, §6] L’application qui envoie les représentations irréduc-
tibles des S, sur les fonctions de Schur associées est un isomorphisme d’algébres de
Hopf auto-adjointes positives. Pour tout n entier, cet isomorphisme envoie le ca-
ractére de la représentation triviale x, sur la fonction symétrique homogéne h,. En

particulier,
&P R, = Z[z,,n > 1].
n>0
Le reste du chapitre vise a généraliser ce résultat au cas des représentations des

groupes symétriques sur un corps de caractéristique positive.

1.2 Caractéres modulaires

On fixe un nombre premier p et un systéme p-modulaire (K, A, k) tel que K
et k soient des corps de décomposition pour tous les groupes symétriques. Notons
que puisque tout corps est un corps de décomposition pour les groupes symétriques
[JK84], on peut choisir le systeme (Q,, Z,, F,).

Pour tout n entier, notons R(p), = Ko(F, S, -mod) le groupe de Grothendieck
de la catégorie des F, S,-modules de type fini et K(p), = Ko(F, S, -proj) celui de

la catégorie des [, S,-modules projectifs.
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1.2. Caractéres modulaires

Comme dans le cas des représentations complexes, 'application

R(p)m @ R(p)n — R(p)m+n
VieWw] w— [Indgie (Vew)

définit une multiplication graduée sur R(p) = @ R(p)n, qu’on notera a nouveau o.
n>0
De méme I’application

R(P)n — @ryimn B0 @ R(p):
V] = Yii=n [ReS?;xSl V}

définit une comultiplication sur R(p).
Les foncteurs d’induction et de restriction étant des foncteurs exacts, on peut

donc restreindre la multiplication et la comultiplication & K (p) = €D K (p)n.
n>0

1.2.1 De la caractéristique p a la caractéristique 0

D’apres la théorie de Brauer, pour tout entier n, on dispose d’un morphisme
injectif de Ko(F, Sy,-proj) dans Ky(Q, S, -mod) et d’'un morphisme surjectif entre
Ko(Q, S, -mod) et Ky(F, S, -mod). En identifiant /,(Q, S, -mod) a Ky(C S, -mod),

on obtient le diagramme commutatif,

K(p)n - R(p)n ,

R,

avec e, et ¢, injectifs et d,, surjectif (voir B.2.4).

Notons e = @ €n, C= @ cpetd= @ d,, les morphismes gradués. Il en résulte
n>0 n>0 n>0
le triangle de groupes gradués,

K(p) . R(p),

N A

R
avec toujours e et d injectifs et ¢ surjectif.

Lemme 1.2.1. Le diagramme précédent est un diagramme d’algebres de Hopf.
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Démonstration. Commencons par montrer que e est une application multiplicative
et comultiplicative. Par linéarité, il suffit de vérifier les propriétés sur les classes de
vrais modules projectifs.

Soit P un kS,,-module projectif de type fini et @) un kS,-module projectif de
type fini. D’apres [Ser71, p. 14.4], il existe un Z,, S,,,-module projectif P et un Ly Sy-
module projectif Q tels que

P2F,®z P et Q2F,®,,0Q.

On a alors
Inds s (P® Q) 2 F, @y ndy i (P Q),
donc
e([PLIQ) = [Q,®z ndi"is (Q® P)]
et

e([P)-e((Q) = [Q,®z,P1Q,®z,(]

= [ndgis, (Q,®2,P) © (Q,©2,Q))]

= [Q,®z,(Indg" % (P ® Q))].

Ainsi e est multiplicative.

De méme,
A([P]) = ZkH:n[ReSgZxSl P]
= Ek+l=n [RGSEZX Si Fp ®Zp p]
= Yti=nlFp Xz, Resgzx s, PL
donc

e(A[P]) = YimnQ,®z,[Resy, g P
= Zkﬂ:n[ReSg:xSl Q, ®Zp]5]

= Ale([P]).

Comme e est injective, on en déduit que K (p) est une algebre de Hopf et que e

est un morphisme d’algebres de Hopf.
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1.2. Caractéres modulaires

On montre de maniere similaire que d est multiplicative et comultiplicative. Soit
E un CS,,-module de type fini et F' un C§,-module de type fini. Il existe £; un
Lo Spp-module Zy-libre inclus dans E et F; un Z, S,-module Z,-libre inclus dans F'
tels que [E] = [Q, E1] et [F] = [Q, Fi] (voir annexe B). Alors,

Indy" s (E® F)] = [Q,(Inde" s (By ® 1)),
et g 5
d([Ind§"ys (E@ F))) = [F,®z, Indg"™s (B @ F)]

= [Fp®z, E1].[F, ®z,F1]

= d([E]).d([F]).

Pour la comultiplicativité, on a :

d(A[E]) = Zk+l=n[Fp ®Zp ReSgZxSl El]
= Zk—&-lzn [RGS§2>< S Fp ®Zp El]

= A(d([P])).

Comme d est surjective, on obtient que R(p) est une algebre de Hopf et que d

est un morphisme d’algebres de Hopf. O

L’algebre K (p) est donc isomorphe a une sous-algebre de Hopf de R. De plus, on
sait que pour tout n, I'image de e, est formée des caractéres s’annulant en dehors
des classes p-réguliéres (voir B.3). L’anneau K (p) s’identifie donc a la sous-algebre
de R formée des caracteéres nuls en dehors des classes p-régulieres. Rappelons qu'une
classe de conjugaison est dite p-réguliere si ses éléments sont d’ordre premier a p.

Il est clair qu'un élément o de S,, est p-régulier si tous les cycles qui apparaissent
dans sa décomposition en cycles a supports disjoints sont d’ordre premier a p. Le
paramétrage des classes de conjugaison de S,,, donné précédemment, associe a un
élément p-régulier o la partition A = (A\1,..., ;) telle que p ne divise aucun des \;,
pour ¢ dans {1,...,k}.

On note P, ¢y l'ensemble des partitions de n dont toutes les parts sont de
taille premiere & p. Notons aussi Preg = [l,50 Pnyreg- On dira quune partition est

p-réquliere si elle est dans P,.q, et p-singuliere dans le cas contraire. Les classes de
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Chapitre 1 — Caracteres des groupes symétriques

conjugaison p-régulieres de S,, sont donc paramétrées par les partitions p-régulieres

de n. En particulier, I'image de e est caractérisée par la propriété suivante.

Proposition 1.2.2. Un élément x de R est dans l'image de e si, et seulement si,

pour toute partition p-singuliere \,

<$;€A>:: 0.

Démonstration. D’apres (1.2),

(z,6) = (M),

ol v, est un représentant de la classe de conjugaison associée a A. Le résultat s’en
déduit puisque I'image de e est exactement formée des caracteres x tels que pour
toute partition p-singuliere A,

z(va) = 0.
O

Autrement dit, e(K(p)) est le supplémentaire orthogonal de Z,, I'idéal de R
engendré par {&x, }ren+[LLT96, §2.4]. L’idéal Z, est également le noyau du morphisme
d, en particulier

R(p) = R/T,.

1.2.2 Fonctions de classes et classes p-réguliéres

Comme pour les caractéres ordinaires, I’étude des algebres complexifiées C @ R(p)
et C®K(p) est plus simple. Notons CF,.,(S,) 'espace vectoriel des fonctions de
classes nulles sur les classes p-singulieres et CF(S,,),., 1'espace des fonctions sur les
classes p-régulieres!. Les caractéres modulaires des représentations simples de S,
sur F,, forment une base de CF(S,),¢, ce qui nous permet d’identifier C ® R(p),, a
CF(Sy)req- L'application e,, induit un isomorphisme entre C ®K (p) et CF,.,(S,).
Rappelons également que C ®c,, ou ¢, désigne le morphisme de Cartan, est un
isomorphisme entre CF(S,,),ey €t CFpeq(Sy).

Les multiplications et les comultiplications s’étendent a @ CFE(Sp)reg €t @ CFpeq(Sn)
n>0 n>0
qui sont ainsi munies d’une structure de bigebre graduée.

1. La notation differe légerement de 'appendice B du fait des doubles indices.
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1.2. Caractéres modulaires

Proposition 1.2.3. L’algebre

D CFrey(Sh)

n>0

est une sous-algebre de Hopf de lalgébre des fonctions de classes @,y CF(S,). En
particulier, C QK (p) est polynomiale sur C,

D CF ey (S,) = Clén, p 1 1l

n>0

Démonstration. C’est une conséquence de la structure d’algebre de Hopf. On peut
aussi le constater en effectuant un calcul similaire a celui de la preuve de la propo-
sition 1.1.2. O

1.2.3 Polynomialité

Dans cette section on montre le résultat principal de ce chapitre, a savoir que
I’algebre K (p) est polynomiale sur Z. On donne ensuite deux familles de générateurs
homogenes pour K (p). Ces familles peuvent s’étendre en des familles de générateurs

pour R. Cela permet de montrer que R(p) n’est pas un anneau polynomial.

Le lemme suivant donne une condition suffisante pour qu’une famille d’éléments

de e(K(p)) soit une famille de générateurs polynomiaux.

Lemme 1.2.4. S0it (yn)n>0pm une famille d’éléments homogénes de e(K(p)) avec
deg(yn) = n. Sila famille (yn)n>0pm vérifie les propriétés suivantes, c’est une famille

de générateurs polynomiauz pour e(K(p)) :

1. y, est un polynome a coefficients complexes en les & avec p 1k,

2. Yp — T, est une combinaison C-linéaire des xy, avec A partition p-singuliere.
Démonstration. Soit {y, }nen une famille vérifiant les propriétés de 1’énoncé. D’apres

la proposition 1.2.3, @,,59 CF,¢y(S5,) est polynomial avec un générateur en chaque

degré premier a p. On a donc

P CF.ey(Sn) = Clyn, p { 1.

n>0

Il reste & montrer que tout élément de e(K (p)) s’écrit comme polynoéme a coefficients

entiers en les y,,. Soit z un élément de e(K(p)), homogene de degré n. On plonge z
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dans C®e(K (p)) en étendant les scalaires. Comme

C®e(K(p)) = Clyn,ptnl,

il existe des coefficients ay dans C tels que

2= ),

)\Gpn,reg

Par ailleurs, comme z est aussi un élément de R, et que @,5¢ R, = Z[z;[i > 1], il

existe des coefficients 5, dans Z tels que

z = Z BAZE)\.

AEPy

En combinant les deux expressions, on obtient la relation suivante dans C ®e(K (p)) :

0= > Baex— D, o

)\G'Pn Ae’Pn,’I‘EQ

Par définition de y,,, on a

Y = T+ 7

avec r combinaison linéaire des {zy }x¢p, ,.,, donc

0= Y (Ba—aon+ Y, Sax— D, axr.

Aepn,reg )\gpn,'reg Aepn,reg

Comme la famille {x)} ep, est une base de R, on a

> (Br—ar)za=0

AEPnp reg

et pour tout A € Py, req,
ﬂ)\ — Q) = 0.

En particulier, a est dans Z. Finalement z € Z[y,, p 1 n], ce qui conclut la preuve.
]

Remargue 2. A nouveau C peut étre remplacé par Q dans ce qui précede.
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1.2. Caractéres modulaires

Construction d’une famille de générateurs

Construisons maintenant une famille vérifiant les hypotheses du lemme 1.2.4.

Définition 1.2.5. Soit X (t) = X,,5¢ x,t" une série formelle,
— La partie p-réguliere de X est la série 3, r,t",
— La partie p-singuliere de X est la série 3°,, 50 Tp,t"".
Lemme 1.2.6. Soit X (t) = >0 xat" et C(t) = X ,>1 %t" deux séries formelles

telles que :
X (t) = exp(C(2)).

On note U(t) (resp. V(t)) la partie p-singuliére (resp. p-réguliere) de X(t), A(t)
(resp. B(t)) la partie p-singuliére (resp. p-réguliére) de C(t), et Y () = X,50 ynt" la

série formelle définie par
V(t)
Y(t) = —=.

La famille (yn)n>o0 a les propriétés suivantes :
1. y, = 0 pour pln,
2. y, est polynomial en les &, p11,

3. (Yn — xy) est combinaison linéaire de xy avec X ¢ Py req-

Démonstration. On écrit

exp(C(t)) = exp(A(t) + B(t))
= exp(A(t)). chy(B(t)) + exp(A(t)). shy(B(t)),

ou ch,(B(t)) désigne la partie p-singuliere de exp(B(t)) et sh,(B(t)) désigne la partie
p-réguliere de exp(B(t)).

D’une part, en identifiant les parties p-régulieres et p-singulieres, on a :
U(t) = exp(A(t)). chy(B(t)) et V(t) = exp(A(t)). shy(B(1)),

ainsi

et (Yn)n>o Vvérifie le second point.
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D’autre part :

L 1
U(t) 1 + ZnZl TpntP™
= 2 (DR wpnt™)”
k>0 n>1
= Z (—1))‘1+"'Ak97/\1,...,Akt)‘1+"'+Ak,
k>0,

p‘Ali'“?Ak7A'L‘>O

donc
Y(t) = v<t)[ 3 (—1)A1+'“Akxh7”,,Akt“+“'“’f}.
k>0,
PIAL s A, A >0
Ceci prouve 1) et 3). O

La preuve donne une formule explicite pour les y, :

Yp = > (—1)Fzy, ... 75, (1.3)
(/\07"'7>‘k)6(N*)k+1
7b.)\i:n
ptAo et plA;,i>1

Par exemple, pour p = 2 :
* Y = Iy,
® Yz =T3 — T1%2,
o Y5 =I5 — TyTy + T1X5 — T14,

o Y7 = Ty — T5Tg — T3Tgq — T1Tg + T3T5 + 201049 — T175.

Théoréme 1.2.7. L’anneau K(p) est polynomial avec un générateur en chaque
degré premier a p,
e(K(p)) = Zlyn,p t nl.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate des lemmes 1.2.4 et 1.2.6. O
Corollaire 1.2.8. L’anneau gradué R(p) n’est pas polynomial sur Z.
Démonstration. Supposons que R(p) soit polynomial. Alors, pour tout [ premier,

F, ®R(p) est polynomial. D’apres [BRO8, Prop. 2.4], pour tout entier n, le module
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des indécomposables QR(p), est sans torsion (voir A.1.12 pour la notation) et

dimg, Q(F; @ R(p))n = dimg Q(QRR(p))n = rg QR(p)n-

Ainsi,
1 sipfn,

0 sinon.

rg QR(p)n = {

Pour tout p ne divisant pas n, un relevement d’une base de QR(p), dans R(p),, est

(d(yn)). La famille (d(yy))ppm est donc une famille de générateurs pour R(p) :

R(p) = Z[d(yn), p 1 n].

On en déduit que I'application ¢ est un isomorphisme d’anneaux et que les mor-
phismes de Cartan ¢,, sont des isomorphismes de groupes abéliens. Ce dernier point

est faux. [

Par exemple, pour p = 2, on a un défaut de polynomialité en degré 2. Notons
pour tout n entier, Tr, le caractere de la représentation triviale de S,, sur Fy. Le
caractere Tr; engendre le Z-module R(p); et est donc (au signe pres) le seul choix
pour un générateur homogene de degré 1. Cependant (Tr;)? n’engendre pas le Z-
module R(p)s. Le module R(p)s est par exemple engendré par Try et on a la relation
2Try = (Try)%

Ezemple. Explicitons les premiers générateurs de K (p). En degré 1, y; = x; est la
classe de la représentation triviale de S;. Notons que pour n > 1, x est la classe de
la représentation réguliere de S,,.

En degré 2, il existe une unique représentation irréductible de Sy sur Fs : la repré-
sentation triviale. Donc il existe un unique FySs-module projectif indécomposable :
la couverture de la représentation triviale, qui est FySs. Sa classe est 2d(z3) = d(y1)?%.

Pour n = 3, on a 53 = P @ Stg92 ou P est la couverture projective de la
représentation triviale de Ss sur Fy et Sty est le deuxieme FyS3-module irréductible.
En se servant des identifications précédentes, on obtient d(z1)® = 2d(x;)d(x5), donc
d(z1)? = 2d(x3)+2(d(z1)d(x2)—d(z3)). En particulier, (—d(y3)) = d(z1)d(xs)—d(x3)
est la classe de Sto.

En degré 4, il y a deux FySy-modules irréductibles [Web16, §p.267]. Notons P; la
couverture projective de la représentation triviale et P, la couverture projective du
deuxiéme module irréductible. On a FyS; = Py @ P2 et (—d(y1)d(ys3)) est la classe
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de P,. La classe de la couverture projective du second module irréductible est donc
d(y1)* + 2d(y1)d(ys)-

Remarquons que y3 est 'opposé d’une vraie représentation. Des calculs sur SA-
GEMATH [Dev17] montrent que les premiers générateurs y, sont au signe pres, les

caracteres de vraies représentations.

Conjecture 1.2.9. Pour tout n entier, (—1)%™Ply, est le caractére d'une vraie

représentation de S, sur C avec q(n,p) quotient dans la division euclidienne de n

par p.

En fait, des calculs en petits degrés avec SAGEMATH [Dev17] et le package Hecke
de GAP [Grol7; Tral3] montrent que, au signe pres, y, est le caractére d'un vrai

module projectif (on détaille cela au paragraphe 1.3 et dans 'appendice C).

Conjecture 1.2.10. Pour tout n entier, (—1)%"Ply, est I’image du caractére mo-
dulaire d’un vrai IF), S, -module projectif par le morphisme e.
Fonctions de Witt

Une autre famille de générateurs est donnée par les fonctions de Witt . La fonc-

tion symétrique de Witt ¢, est la fonction symétrique définie par la formule :

> "y,

n>0

1
Hl—qnt”:

n>1

Par exemple,
o q1 = hy,
* 2= —h% + ho,
e g3 = —hihs + hs,
o gy = —h} +2hsh? — h3 — hghy + hy,
o g5 = —hoh? + h3hy + hgh? — hghy — hahy + hs.

Puisque les fonctions symétriques homogenes h,, sont des générateurs polyno-
miaux de l'algebre des fonctions symétriques, il en va de méme des fonctions de
Witt,

Symy, = Z[g,,n > 0].
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Les fonctions ¢, se décrivent en fonction des sommes de Newton [ST96] :

din

La conjecture de Reutenauer [Reu95|, prouvée indépendamment par W. Doran
[Dor96] et T. Scharf et J-Y. Thibon [ST96], assure que les fonctions de Witt sont

positives.

Proposition 1.2.11. Les fonctions q1, —q,, n > 2 sont des combinaisons linéaires

entiéres positives des fonctions de Schur.

Notons pour tout n, w, le caractere de S, correspondant a la fonction g, .
La conjecture de Reutenauer assure donc que (—w,) est le caractéere d’une vraie
représentation, pour n > 1. De plus, la formule (1.4) montre que pour n premier
avec p, w, est dans I'image de e. On déduit alors de la proposition 1.2.4, que la

famille {w,, p{n} est une famille de générateurs polynomiaux pour e(K(p)) :

e(K(p)) = Zlwn,p 1 n].

Des calculs en bas degré montrent que —w,, est 'image par e du caractere mo-
dulaire d'un vrai F, S,-module projectif (voir a nouveau le paragraphe 1.3 et 'ap-
pendice C).

On propose la conjecture suivante.

Conjecture 1.2.12. Pour toutn > 2, —w, est l'image du caractére modulaire d’un

vrai I, S, -module projectif par le morphisme e.

1.3 Décomposition des générateurs

Dans cette section on justifie les conjectures 1.2.10 et 1.2.12 par des tables don-
nant la décomposition des générateurs de K (p) sur la base des projectifs indécom-
posables (voir aussi 'appendice C pour la méthode de calcul). Les partitions dans la
premiere ligne d’un tableau font référence aux projectifs indécomposables qui leur
sont associés (on utilise se réfere a [JK84] pour I'indexation des projectifs indécom-
posables par les partitions). La deuxieme ligne indique les coefficients du générateur
dans la base des projectifs indécomposables. On ne fait pas apparaitre les partitions

pour lesquelles le coefficient associé est nul.
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Décomposition des y,

(¢ ©)

(1 K@

?/5‘1

—93‘ 1

NW “mu “Vy

NN “mu “mvy

(¥ “mg

NN nW “Vy

(¢ “E

99‘1

—y7‘ 1

(1

3

&g )
«mw@
«mw@
«TY&

(¢ 9)

18

—Yu ‘ 1

wa@

Sﬁmv@
@:Y&
«mw:&

SNM:Q
«WVS
QwS

(99)

20 16 24 58

16

?Jl:s‘ 1

Décomposition des w,

(¢ ‘)

(1 ?)

(1 2)

—w5‘ 1

—UJ3‘ 1

NN. «W NWV
(¢ ®)

(¢ “@

(1 9)

—w7‘ 1
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«mwi
(1 t)
(1 Z)
(F)
(€9

(€y)

(1 N@

15
a
o
N

—wg‘ 1

18 13 78 38 105

17

15

—wWn

xmum:uy

(99)
(¢g)
(Fg)
(¢ or)
(¢ 1)

40 125 219 22 267

43 32

32

16

—W1i13 ‘ 1

100 616 246 658

133

1.3.2 p=3

Décomposition des y,

Q“@ —

— Y4

() | —

NN NN “@y —

(¢ N@

y7‘1

Q“E —

—Ys
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(¢ “@

NN «N @y

(@ 9)

i

ys‘l

(T )

NN. «Mw @y
(r “S
(1 ‘e Ny

(€9

—Y10 ‘ 1

NN “V M@y

—Y1 ‘ 1

NN NN. “Ww —

(¢ 2) |~

(r “@ —

<

3

_

(1 T |~

$ i
wn
O
<
)
@)
=
B
(@)
o,
g
Q
)
No)
()

—Ws ‘ 1

«m“m“@
(T )
(1 %)

(€%
(Tr ‘o)

(g w@

(1 9)

—’LU4‘ 1
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Caracteres des produits en
couronne avec les groupes

symétriques

Ce chapitre généralise les résultats du précédent au cas des produits en cou-
ronne d’un groupe fini G avec les groupes symétriques. Le résultat principal étend

le théoréeme 1.2.7.

Théoréme 2.0.1. Soit k un corps de décomposition pour G avec car(k) = p. L’an-

neatu @,,>¢ Ko(kG 1 Sy, -proj) est polynomial sur Z.

Cette généralisation s’appuie essentiellement sur le fait que les représentations
irréductibles des produits en couronne s’expriment en fonction des représentations
irréductibles du groupe G et des représentations irréductibles des groupes symé-
triques.

On commence par rappeler la théorie des représentations des produits en cou-
ronne [JK84]. On explique notamment comment s’applique la théorie des algebres
auto-adjointes & ce cadre [Zel81]. Dans un deuxiéme temps on s’intéresse aux repré-

sentations modulaires pour aboutir au théoreme.
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Chapitre 2 — Caracteres des produits en couronne avec les groupes symétriques

2.1 Produits en couronne

Fixons pour tout le chapitre un groupe fini G. Le groupe symétrique S,, agit a
gauche sur le groupe produit G" = G x ... X GG par permutation des facteurs. Pour

tout n-uplet g = (g1, ..., ¢9,) dans G™ et tout o dans S, on note :

[

g = (go—l(l)a <o 790—1(71))7

I'image de g sous l'action de . On appelle produit en couronne de G avec S,,, et on

note G' ! .S, le produit semi-direct
G1S, =G"xS,={(g,0)|lg=(q1,.-.,9,) € G",0 € S,,}.
La multiplication de deux éléments est

(g,0).(h,w) = (g.7h, o.w)
et l'inverse de (g,0) = ((g1, ..., gn,0) est

(9;(11)7 e 79;(1@7 071)-

Par définition, G™ est un sous-groupe distingué de G S, et (G S,)/G" = S,,.

Remarque 3. On peut penser a G1.5,, comme a ’ensemble des matrices de taille n xn
a coefficient dans G, ayant un seul coefficient non-nul sur chaque ligne et chaque

colonne.

2.1.1 Classes de conjugaison

Notons C(G) = {C4,...,C,} ensemble des classes de conjugaison de G. Soit
(g,0) un élément de G5, considérons v = (71, ...,7,) un cycle dans la décompo-
sition a support disjoint de o. L'élément g., . . ... g, est appelé produit cyclique de g
associé au cycle 7. La classe de conjugaison du produit cyclique g, .. ... g, dans G
est indépendante de la permutation cyclique des éléments 7y, ..., 7. On peut ainsi
définir une application @) : C(G) — P telle que pour tout 7 dans {1,...,7},
©g.0)(Ci) = (A1,..., Ag) si 0 admet A; cycles de longueur [ dont le produit cyclique

est dans la classe de conjugaison C;. L’application ¢ g - est appelée le type de (g, o).
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2.1. Produits en couronne

Proposition 2.1.1. Deuz éléments de G S,, sont conjugués si, et seulement si, ils
ont le méme type. En particulier, les classes de conjugaison de GUS,, sont paramétrées

par les applications ¢ : C(G) — P, telles que Ycecq) l9(C)] = n.

Démonstration. Supposons que (g, o) et (f,7) soient conjugués dans G2 .S,,. Il existe
(h,7) = ((h1,...,hy),m) dans G .S, tel que

((hla ce 7hn)77r)((glv cee ’gn)vax(h;(ll)v ce ’h;(ln))77r_1) = ((fl’ I fn)vT)'

Donc o et 7 sont conjugués dans S,,. Il reste & montrer que pour tout cycle (iy, ..., i)
de o, les produits cycliques g;, ... gi; et fra,) .- fr@), associés a o et T respective-

ment, sont conjugués. On a
(hv 77)'((917 s 7gn)7 0)'<h7 7T>_1 = ((hlgﬂ_l(l)h;haw(l)’ T ’h”gﬂ_l(")h;}%*lﬂ(n)’ 71'(771-_1)
= ((hlgﬂ—l(l)h;}l(l), RN hngﬂ—l(n)h;}l(n)), T)

= ((fis--s fa)i 7).
Ainsi, pour tout [ dans {1,...,k},

—1
fw(il) = hﬂ(iz)gilhT*(ﬂ(il))
—1
= hfﬂ'(il)gilhﬂ'(ilfl).

On en déduit que

f”(ik)fﬂ(ikfl) s f“(il) = hﬂ’(ik)gilgikfl e 'gilh;(lik)'
Ainsi, (g, o) et (f,7) ont méme type.
Réciproquement, supposons que (g,o) et (f,7) aient le méme type. Alors, il

existe 7 dans S,, tel que
1

T =TO0m
et tel que pour tout cycle (i, ...,4;) de o, les éléments g;, ... g, et fra,) - frtin)
soient conjugués. Pour tout cycle (iy,...,4) de o, choisissons h,(;,) dans G tel que

Frtin) -+ Trtin) = Pa(in) G - - Gin Py

49



Chapitre 2 — Caracteres des produits en couronne avec les groupes symétriques

et pour tout [ dans {2,...,k}, notons

by ) = f;(%l)hﬂ(iz)gir

-1
Triny = a8 w(ir)

-1
= D) G Pt (i)

et pour tout [ dans {2,...,k},

-1
fray = hﬂ(il)gizhw(il,l)

—1
= DG Gihr =1 iy

En remontant les calculs de la premiere partie de la preuve, on obtient (hy,...,hy,)
dans G™ tel que

((hh M) hn)a 7T-)(gv U)(h;(ll)v et h;(lnyﬂ-il) = (f, T)-
[]

Considérons maintenant p un nombre premier et notons C,.,(G) l'ensemble des

classes de conjugaison p-régulieres de G.

Proposition 2.1.2. Les classes de conjugaison p-réguliéres de G .S, sont paramé-
trées par les applications ¢ : Creg(G) — Preg, telles que Ycee,., ) |9(C)] = n.

Démonstration. Soit (g, o) un élément de G1S,,. Remarquons que l'ordre de ¢ divise
celui (g, o). Donc, si o est un élément p-régulier de S,, (g ) est a valeurs dans Pyeg
puisque ¢ ne possede pas de cycle de longueur divisible par p.

Réciproquement, si (g, o) est de type ¢, avec ¢ a valeur dans P,.,, alors o ne
possede pas de cycle de longueur divisible par p. Donc o est p-régulier.

Supposons maintenant que o soit p-régulier et notons e son ordre. On a :

(g.0)° = (g("g)... (" 'g),id).

Soit v = (i1,...,1) un cycle de o. Le ix-eéme facteur de g(’g)... (”e_lg) est
9in i, - - - Giy» ¢ 'est-a~dire le produit cyclique de g associé a . Donc (g, o) est d’ordre
premier a p si, et seulement si, tous ses produits cycliques sont d’ordre premier a
p. O
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2.1. Produits en couronne

2.1.2 Représentations complexes

On explique ici brievement la théorie des représentations complexes des pro-
duits en couronne. Elle se déduit principalement de la théorie des représentations
complexes des groupes symétriques.

Soit U une représentation complexe de G et V une représentation de S,,. Le
groupe G .S, agit sur U®" @ V. Pour g = (¢1,...,9,) dans G, o dans S, et u; ®
... ®u, ®v un vecteur de U*" ® V,

gur ®...0 U, ®V) == q1u] ® ... R gulby, @V

et
(U ® ... Uy V) 1= Ug—1(1) @ ... ® Uy—1() ® OV.

Notons Irr(G) = {Uy,...,U,} 'ensemble des représentations irréductibles de G

et pour V) une représentation simple de .S,
Vin=UP" @V,

la représentation de GUS,, avec I’action décrite ci-dessus. Maintenant pour A\, ..., \",

des partitions de ny, ..., n, respectivement (avec éventuellement n; = 0), le produit
‘/17>\1®...®‘/;7/\r = (U{g)nl@VAl)@@(UT@nT@V)\T)

est une représentation de (GUS,,,) X. . . X (G1S,, ). En identifiant (G1S,,,) x...x(GLS,,)
a un sous-groupe de G S, avec n = ny + ...+ ng, on peut induire la représentation

précédente sur G ¢ .S,,. On obtient la représentation
Ind(czsnl)x...x(GzSW)(Vl,Al ®...Q Viar).

Cette construction permet en fait de décrire les représentations irréductibles de GU.S,,.
Soit A : Irr(G) — P lapplication qui a la représentation irréductible U; associe la

partition A’. On note
G5
Vii= Ind(ci*zsnl)x...x(stnr)(Vl,Al ®...0 Vo)

la représentation de G {.S,, décrite ci-dessus.
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Chapitre 2 — Caracteres des produits en couronne avec les groupes symétriques

Théoréme 2.1.3. [JK84] Les représentations irréductibles de G1.S,, sont toutes de
la forme Vy avec A : Trr(G) — P telle que Cyena) l9(U)| = n. De plus Vy = Vy

si, et seulement si, A = \.

2.2 Structure d’algebre de Hopf

Notons R(G),, = Ko(C(G.S,)-mod) le groupe de Grothendieck des C(G 1 .S,,)-
modules. On identifie R,(G) au Z-module libre engendré par les caracteres irré-
ductibles de G' ¢ .S,, et on note x, le caractere de la représentation irréductible V)
de G S,. On munit le groupe gradué R(G) = @,,50 R(G), de la base formée des
caracteres irréductibles

{x A Ir(G) — Pl

Comme dans le cas des groupes symétriques, les foncteurs d’induction et de

restriction permettent de définir une multiplication o et une comultiplication A sur

R(G) :

o : R(G)n®R(G), — R(G)mn
VIe W] = [ndga . cs, V@ W),

et pour tout n entier :

ARG, = @®pun R(G) @ R(G),
V] Zk+l:n[ReS(GGZf§k)><(GgSl)(V>]'

Enfin, on munit R(G) du produit scalaire pour lequel la base des caracteres
irréductibles est orthonormale. A nouveau, les opérations o et A sont adjointes

I'une de I'autre pour ce produit scalaire.

Proposition 2.2.1. [Zel81, §7.1] (R(G),0,A) est une algebre de Hopf auto-duale
positive. Les éléments primitifs irréductibles sont les caracteres irréductibles de
G = G Sy, c’est-a-dire les éléments de Irr(G).

D’apres le théoreme de décomposition des algebres de Hopf auto-adjointes posi-
tives [Zel81],

R(G)= Q@ R(p),

p€Elrr(G)
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2.2. Structure d’algébre de Hopf

ou R(p), est le Z-module engendré par les facteurs directs de
pr=Tdg (p® ... @ p)

(voir appendice A).
Soit p une représentation irréductible de G. On peut lui associer le foncteur
additif
F,,:CS,-mod — C(GS,)-mod
Vi > PE @ Vi,

ou laction de G S,, sur p®" ® Vj est celle définie au paragraphe précédent.

On obtient ainsi un morphisme de groupes gradués
F,: R — R(G).

Proposition 2.2.2. [Zel81, §7] L’application F, est un morphisme d’algébres de

Hopf auto-adjointes positives.
En particulier, F, induit un isomorphisme entre R et R(p).
Définition 2.2.3. Pour z dans R et p dans Irr(G), on note z(p) = F,(x).

Avec cette notation,
R(G) = Zlzn(p)ln = 1, p € Irr(G)],

ou z, désigne la représentation triviale de S,,.

Par ailleurs, comme R(G) est une algebre de Hopf, d’apres le théoreme A.1.11,
I'algebre C @ R(G) est polynomiale sur C. Rappelons que I'espace C @ R(G),, s’iden-
tifie & CF(GS,,), 'espace vectoriel des fonctions de classes sur G 1.S,,. De plus, une
famille de générateurs polynomiaux est donnée par les fonctions caractéristiques des

classes de conjugaison de la forme

(g> U) = ((91, cee 7971)7 (1 . TL))

Pour g, ... g1 dans C, on note &; ¢ cette fonction.
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Chapitre 2 — Caracteres des produits en couronne avec les groupes symétriques

2.3 Caractéres modulaires

Fixons (K, A, k) un systéeme p-modulaire de décomposition pour G. C’est égale-
ment un systeme de décomposition pour tous les G .S, [JK84].

Pour tout n entier, on note R(k,G), = Ko(k(G 1 S,)-mod) le groupe de Gro-
thendieck des k(G S,)-modules de type fini et K(k,G), = Ko(k(G 1 S,,)-proj) le
groupe de Grothendieck des k(G 1 S, )-modules projectifs.

Comme dans les cas précédents, le groupe gradué R(k,G) = @ R(k, G),, est

n>0
muni d’une multiplication donnée par les foncteurs d’induction

Rk, ) @ R(k, Q) — Rk, G)imin
[M @ N] — [Ind%}ggnj)"x(m )M ® N)] ’

pour M un (G S,)-module et N un (G S,)-module, et d'une comultiplication

donnée par les foncteurs de restriction

R(k7 G)n — @z‘—&—j:n R(kv G)z ® R(ka G)]
N = Eijen {Res(Gcz:fgi)x(azsj) N } ,

pour N un (G S,)-module.
Les foncteurs d’induction et de restriction sont exacts. En particulier, ils pré-

servent les projectifs. On peut donc restreindre ces opérations a K (k, G) = € K (k, G),..
n>0

Notons ¢(G) = @ ¢, (G) : K(k,G) — R(k,G) lapplication de Cartan graduée,
e(G) =@ e, (G): K(k,G) = R(G) et d(G) = B d,(G) : R(G) — R(k,G) 'applica-
tion de décomposition (voir B.2.4). On a une version graduée du triangle cde,

c(G)

K(k,G) R(k,G) .

h d(G)

R(G)
Proposition 2.3.1. Le diagramme précédent est un diagramme d’algébres de Hopf.

Démonstration. Commengons par montrer que e(G) est une application multiplica-
tive et comultiplicative.

Soient P un k(G S,,)-module projectif de type fini et @ un k(G 1S, )-module
projectif de type fini. Il existe un A(G1S,, )-module projectif P et un A(G1S,)-module
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2.3. Caractéres modulaires

projectif Q tels que
P2Ek@yPetQ=k®sQ.

On a alors
GSmtn A~ > o
Ind GZZS x(@sn (P @ Q) = (P ®Q).

Par définition,
e(G)([P)[Q]) = [K @4 Ind{g T s, (@ @ P)]

et
e(G)([P]).e(G) Q) = KoaP|[K®aQ)]

= [Ind{as T s, (K@4P) @ (K@aQ))]

Donc e est multiplicative.

De méme,
Sn
A([P]) = Xpu= n[ReS(CZT'ZSk)X(GZSl) P
GiSn 5
GiSn 7
= Zk+l n[k ®a Res Clv‘zsk x(G1Sy) P]‘
Donc,

e(G)AP) = Sprien K@aRes{nd  xcusy Tl
1S -
= Zk+l:n[ReS(ézsk)x(stl) K ®4P]

= Ale(G)([P])-

Comme e(@G) est injective, on en déduit que K (k, G) est une algebre de Hopf et
que e(@) est un morphisme d’algebres de Hopf.

On montre de maniére similaire que d(G) est multiplicative et comultiplicative.
Comme d(G) est surjective, on obtient que R(k,G) est une algeébre de Hopf et que
d(G) est un morphisme d’algebres de Hopf. O

Dans toute la suite, on confond K (k, G) et son image dans R(G) par 'application

e(@). Cette image est le sous-anneau de R(G) formé des caracteres nuls en dehors
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Chapitre 2 — Caracteres des produits en couronne avec les groupes symétriques

des classes de conjugaison p-régulieres.

2.3.1 Fonctions de classes

Rappelons que pour tout entier n, CF(G ¢ S,) désigne le C-espace vectoriel
des fonctions de classes sur G S,. Il s’identifie & C®QR(G), via les caracteéres et
@,.>0 CF(G S,) s’identifie a I'algebre C ® R(G). De la méme maniere C @ K (k, G)
s'identifie, via I'application e, a CF,,(G1S,), le sous-espace de CF(GS,,) formé des
fonctions de classes nulles en dehors des classes p-régulieres, et R(k, G) s’identifie a
CF(G5,)req espace des fonctions sur les classes p-régulieres, via les caracteres de
Brauer. En étendant les opérations de maniere C-linéaire, on identifie les algebres
CRK(k,G) avec @,,59 CF,¢g(G15,) et CRR(k,G) avec @,,50 CF(G 15y)reg-

Le triangle suivant est donc commutatif :

@nzo CFreg(G 2 Sn)

e(G) d(G)
@D,.>0 CF(GS,,)

Puisque @,,59 CF,¢,(G 1 S,,) est une C-algebre de Hopf graduée, c’est une al-
gebre polynomiale d’apres le théoreme de Milnor-Moore (voir théoréme A.1.11). Par
ailleurs, rappelons que I'espace des éléments primitifs de @,,5o CF(G1.S,,) est engen-
dré par les fonctions de classes &; ¢ avec ¢ entier et C' une classe de conjugaison de G.
On en déduit que les fonctions ; ¢ avec p ne divisant par 4, engendrent I’ensemble
des éléments primitifs de @,,59 CF¢4(G 1 5,). Donc

P CF,y(G1S,) = Cléic,pti et C € Clug(G)].

n>0

2.3.2 Polynomialité

Notons e l'inclusion de Ky(kG -proj) dans Ky(K G -mod) (voir B.2.3). Considé-
rons une base {p1,...,¢on} de Ko(kG-proj), par exemple la base formée des kG-
modules projectifs indécomposables. Puisque I'inclusion e(G) se rétracte, on peut la

compléter en une base

{9017"'a90M790M+17~~-790N}7
de Ko(K G -mod).
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2.3. Caractéres modulaires

On note pour tout ¢ € [1, N] :

P1i
wi =1 :
PN
La matrice (@s)1<st<n est la matrice de passage de la base {¢1,...,¢n} & la base
{p1,...,pn} formée des caracteres irréductibles de G.

Définition 2.3.2. Pour tout k € {1,..., M}, on note

ZX]“t _ (sz ,01 )901,1«“. (in(pM)ti>‘pJW,k.

>0

Rappelons que pour tout = dans R et tout ¢ dans {1,..., N}, z(p;) = F, ().

Pi

Pour alléger les notations dans la suite, on note F; = F,,.

Lemme 2.3.3. Pourtoutk € {1,..., M}, on a l’égalité suivante dans @,>o CF(G 1 S,) -

Xi(t) = exp(Ci(t))

avec
C ey
=S (S Gemnu©)ied],
=1 ceci@) =1 |Gl g
Démonstration.
Xi(t) = (X F)t)™ (3 Paa)t)™"
i>0 i>0
Ci\ i\ P, i
— eXp<Z.ZZlF1(2')t)¢ k...exp(iZZlF (Z)t)ka
N
= oxp (XX wiuFi(St)))
i>1 j=1

- eo(T[N( 2 aewlc R

car Fj(¢;) = Xeecie) Xj(c)%&,c-
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Chapitre 2 — Caracteres des produits en couronne avec les groupes symétriques

Donc
N
C fi,C i
Xi(t) = exp [ > (Z%’,ka(C)‘G' : t]
CceCl(@) j=1 G| i
= Cl&ic
CECles(@)  J=1 !
puisque ¢y, est nul en dehors des classes de conjugaison p-régulieres. O]

Définition 2.3.4. Pour tout k € {1,..., M}, on note :

_ n_ Vi(t)
0 = S =

ou U(t) désigne la partie p-réguliere de Xy(t) et Vi(t) sa partie p-singuliere (voir
définition 1.2.5).

D’apres le lemme 1.2.6, pour tout k dans {1,..., M},
1. Yk, = 0 pour p|n,
2. Y}, est un polyndme a coefficient dans C en les & ¢, p{i et C' € Cleg(G),
3. En notant Xy x = Xg, ... X, pour A= (A1, ..., M) € Poy (Ve — Xien) est

combinaison linéaire de Xy, avec A & Py, g

En particulier, pour tout n entier et k dans {1,..., M}, Y, est dans K(G),.

Lemme 2.3.5. L’ensemble { Xy |k € [1; N],i > 1} est un ensemble de générateurs
de l'anneau gradué R(G),

Démonstration. On montre par récurrence sur n € N* que

Pouri=1,0on a:
X1 =p1alF1(z1) + ...+ enaiFn(z)

Xn1=@inFi(z1) + ...+ onnFn(z).
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2.3. Caractéres modulaires

Mais (@i j)1<ij<n est une matrice inversible dans Z, donc
Z[Xpalk € [1; N]] = Z[F(a)[k € [1; N]]
Supposons maintenant que

ZIXilk € [1;N],1 <i <n—1] = Z[F(w)|k € [ILN],1<i<n—1].

Xin=v11F(xn) + ...+ oniEn(z,) + Ry

XN,n = QOLNFl(SL’n) 4+ ...+ QON,NFN<In) + Ry

avec Ry € Z[ Xy |k € [1; N],1 <7 <n—1]. Ainsi les

o111 (xn) + oo+ oniFn(xy)

o1nFi(xn) + ...+ onvFy(z,)

sont dans Z[ X} ;|k € [1; N],1 < i < n]. Comme (¢;;)1<ij<n € GLyN(Z), les Fi(x,,),
1 <k < N, sont dans Z[Xy;|k € [1; N],1 <i < n] et le résultat est prouvé. O

On peut maintenant donner le théoreme principal de cette section.

Théoréme 2.3.6. L’anneau K(k,G) est polynomial. Plus précisément, on a :
K(k,G) = Z[Y;,li € [L; M], p{n].

En particulier,

Démonstration. On sait que

Z[Y: i € [1; M],ptn] C K(k,G).
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De plus, en comparant les dimensions degré par degré, on obtient
C®K(k,G)=ClY.,|i € [1; M],p1n]. (2.1)

Il reste a montrer que pour z homogene de degré n dans K (k, G), z est un polynéme
a coefficients dans Z en les Y, x, i € [1, M] et k < n.

Considérons donc un tel z. D’apres (2.1) :

z = Z Oy, A YL A - - - YM Ay
/\1,...7/\]u€7)reg7

> il=n

avec ayy, .y, € K, et

2= Y. Boaw X - Xy
Ay, ANEP,
Z [Ai|=n
avec B, iy € Z, d’apres le lemme 2.3.5. Or y; » = X » + R; » ou R; ) est combinai-
son linéaire de X; y avec X' & Preg et la famille { X1 5, ... Xnayfaep,3 2 =n forme
une base de R(G),. Donc

Yig - YUMoy = X1y - Xy + By

ou Ry, €st un polynéme en les X; v avec i € [1, M] et X ¢ Pyeg. On a alors :

0 = > (g = Boavoda) X - - Xy,

ALy s AM € Preg,

> Ail=n

+ ) B
>\17---7>\M€Preg7

> Ail=n
- Z /3)\1,...,)\]\/[X1,)\1 cee XN,)\M - Z 5}\1,...,)\NX17)\1 cee XN,)\N'
ALy AM € Preg, (AM415-AN)F0,
Z|)\¢\=n Z [Ai|=n
Par indépendance linéaire des { X1y, ... Xy bx,ep, 57 ayj=ns POUT tout Ay, ..oy Aps € Preg,
Qo = By done ay, oy, € Z et le résultat est prouvé. O
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Caracteres des groupes linéaires

en caractéristique transverse

Nous avons vu dans les chapitres précédents que les caracteres complexes des
groupes symétriques et des produits en couronne d’'un groupe fini G avec les groupes
symétriques respectivement, s’organisent en une structure d’algebre de Hopf auto-
adjointe positive. En particulier, ce sont des anneaux de polyndmes sur les entiers.
On a utilisé ce résultat pour montrer que les caractéres modulaires des modules
projectifs se structurent également en anneaux de polynémes sur les entiers.

Un résultat remarquable de A. Zelevinsky [Zel81] affirme que c’est aussi le cas
des caracteéres complexes des groupes linéaires finis : ils forment une algebre de
Hopf auto-adjointe positive. Le présent chapitre explique ces résultats. C’est aussi
I'occasion d’introduire des notations qui serviront au chapitre suivant.

On étudie brievement le cas modulaire, obtenant par exemple que le C-espace
vectoriel des caracteres [-modulaires des GL,(F,), avec | et ¢ premiers entre eux,
est une sous-algebre de Hopf de C ®(B,,>¢ Ko(G Ly (F,) -mod).

Les résultats s’adaptent au cas des groupes unitaires finis en utilisant les foncteurs
de Lusztig et des résultats de Frangois Digne et Jean Michel [DMS87].
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Chapitre 3 — Caracteres des groupes linéaires en caractéristique transverse

3.1 Classes de conjugaison

Pour n entier, on note GL,,(F,) le groupe fini des matrices inversibles sur F,, le
corps fini a ¢ éléments, ou ¢ = p™ et p est premier.

On note Fy[x] 'anneau des polynomes sur F, en I'indéterminée x et ® I'ensemble
des polyndmes irréductibles sur F,, distincts de x (c’est 'ensemble des polyndmes
caractéristiques des matrices inversibles sur F).

Les classes de conjugaison des éléments de GL,,(F,) sont décrites par leurs inva-
riants de similitude. Soit g dans G L, (F,) et f dans ®, on note m:i(g) la multiplicité
de f* comme invariant de similitude de g. On note U(f*) la matrice compagnon de

ftet pour A = (\1,...,\) une partition de n,

U(f)
Ux(f) =
U(f*)

Si fir. fEr est la décomposition en facteurs irréductibles du polynéme caractéris-

tique de g, un représentant de sa classe de conjugaison est la matrice

U/\1 (fl)

U)\r (fr)

ou pour tout ¢ dans {1,...,r},
Ai = (1”1,...,8n5,...),

et nj = my,)i(g) est la multiplicité de (f;)’ comme invariant de similitude de g.

Autrement dit, on a un isomorphisme de modules,

F,fa)/(9) = @ @ (Flal/(r))"""".

fed i>1

Les classes de conjugaison des éléments de GL,(F,) sont donc paramétrées par
les applications
A:d = P,

telles que - rcq deg(f)|A(f)| = n. Précisément, a chaque g dans G'L,,(F,), on associe
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3.2. Représentations complexes

I’application
Ay [ (mp(g),mpzg), ... .mp(g),-..),

et Ay ne dépend que de la classe de conjugaison de g.

Soit A une application de ® dans P. On appelle support de A ’ensemble des
polynémes f de ® pour lesquelles A(f) # (0). Si A est associée a une classe de
conjugaison dans GL,(FF,), son support est un ensemble fini.

On note ord(g) l'ordre de g dans GL,(F,). Pour f un polynéme sur F,, on note
ord(f) l'ordre de la matrice compagnon de f. Si f est irréductible, ord(f) est égal

a l'ordre de ses racines dans F,, en particulier ord(f) divise qlee) — 1.

Lemme 3.1.1. [LN97, Thm 3.8] Soit f un élément de ® et ¢ dans N. Alors

ord f* = ptord(f),
ot t est le plus petit entier tel que pt > 1.

Ainsi pour g un élément de GL,(F,) et A, : & — P l'application associée a sa
classe de conjugaison,
ord(g) = p'M,

avec

M = ppem{ord(f)]f € &, APy # 0},

ot [(\) désigne le nombre de parts de A et ¢ le plus petit entier tel que p* > maxea{A(f)ir)}-

3.2 Représentations complexes

Notons R,, = Ko(CGL,(F,)) le groupe de Grothendieck des C GL,,(F,)-modules.
Ce groupe s’identifie au Z-module engendré par les caracteres irréductibles de G'L,,(F,).
On note C,, le C-espace vectoriel engendré par les fonctions de classes sur GL,,(F,),
CoR, =C,.

A nouveau, on considére le groupe gradué R = @Dy>0 I, avec Ry = Z. On le mu-
nit d’une structure d’algebre de Hopf graduée en utilisant les foncteurs d’induction

et de restriction parabolique.
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Chapitre 3 — Caracteres des groupes linéaires en caractéristique transverse

3.2.1 Induction et restriction parabolique

Soient n et m deux entiers naturels. Notons G,,, le sous-groupe de Levi de

GLyyin(F,) formé des matrices diagonales par blocs

A, 0
0 A,)’

avec A, dans GL,,(F,) et A,, dans GL,,(F,), et notons U,, ,, le sous-groupe unipotent
de GLyy4n(F,) formé des matrices du type

avec M dans M,, ,(F,). Le sous-groupe G,,, agit par conjugaison sur U,,, et
Gmn N Upyn = {1}. On note P, ,, = Gyn X Upp. Clest le sous-groupe parabolique

de GLyn(F,) formé des matrices triangulaires supérieures par blocs,

A, M
0 A,

On note Infl,, () le foncteur de la catégorie des C(GL,,(F,) x GL,(F,))-
modules vers la catégorie des C P, ,-modules, tel que U,,, agit trivialement sur
Infl,, (V).

Définition 3.2.1. Le foncteur d’induction parabolique PIndg§:’QGLn (_) est le fonc-

teur composé
Ind5 ™" o Infly () : C(GL(Fy) x GLy(F,))-mod — C GLyysn(F,) -mod.

On l'appelle également foncteur d’induction de Harish-Chandra.

Définition 3.2.2. On appelle foncteur de restriction parabolique ou foncteur de

restriction de Harish-Chandra, et on note PRengzchn (_), le foncteur

PResgr ™ cr () CGLpin(Fy)-mod — C(GL,,(F,) x GL,(F,))-mod

1% — (Resf (V))Umn,
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3.2. Représentations complexes

Proposition 3.2.3. Pour tout m et n entiers,

— Les foncteurs PIndgg:’:jGLn () et PResEéZ’QGL” (_) sont additifs,

— PIndgEZ’QGLn (_) est adjoint a gauche de PRengZ’QGLn (),

— Les foncteurs PInd%éZ’;‘GLn () et PReSEEZ‘;GLn (_) sont exacts.
Sipestle caractégeLd’ur(lF(i GL,,(F,)xCGL,(F,)-module V, on note PIndGLmJ(r];q(;F X‘Z)G L@ (P)
m—+n q

le caractere de PIndg; " i@ ) ip. ) (V). Solent p, et p, des caracteres de G'Ly,(F,)

et GL,(F,) respectivement, et g un élément de GL;,4,(F,),

1
| Eom

> Pm(Gm) P (Gn)-

hEGLm+n
hgh~t= (96" gn) €Pm,n

PInd(py, ® pn)(g) =

De méme, si p est le caractere de G Ly,4., (Fy)-module V', on note PRes/, Lm?];q(;F J )G La®) (P)
m-rn IF
le caractere de PReSGLmEFq()f)GLn(Fq)(V)- Pour g = (gm, 9») dans GL,,(F,) x GL,(F,),

1 Gm U
=— > p )-
|Um,n| uGMm,n(Fq) ( 0 gn)

3.2.2 Structure d’algebre de Hopf

PRes(p)(g)

On munit R de la multiplication

o : Rk ® Rl — RkJrl
M]@[N] = [PIndGh,qp, (M @ N)]

et de la comultiplication

AR, — DBroti=n Br @ Ry
(M} = Sipien [PResG ogr, (M)]

On note 2 la base de R formée par les représentations irréductibles des GL,,(F,).

Proposition 3.2.4. [Zel81; SZ8/4] La multiplication o, la co-multiplication A et la

base Q2 munissent R d’une structure d’algébre de Hopf sur Z.

D’apres le théoreme de structure des algebres de Hopf auto-adjointes positives

(voir théoreme A.3.3), R se décompose en produit tensoriel d’algebres de Hopf toutes
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Chapitre 3 — Caracteres des groupes linéaires en caractéristique transverse

isomorphes a Symg,, a graduation pres. Les éléments permettant de décrire cette
décomposition sont les caracteres cuspidauz.

Un caractere irréductible de GL,,(F,) est dit cuspidal si c’est aussi un élément
primitif de R. On note C,, leur ensemble et C = U,,>oC,. Si p est un caractere de Cy,
on dit que p est de degré n et on note d(p) = n.

On dit qu’une représentation est cuspidale si son caractere est cuspidal. Par défi-
nition, les représentations cuspidales de GL,,(IF,) sont exactement les représentations
ne contenant aucun vecteur invariant sous l’action d’un sous-groupe unipotent Uy, ;.

On note R(p) le Z-module libre engendré par les facteurs directs des p™, avec n

entier.

Théoreme 3.2.5. [Zel81, §8]
1. Chaque R(p) est une sous-algébre de Hopf de R. Ces sous-algébres sont or-

thogonales et la restriction orthogonale res, : R — R(p) est un morphisme
d’algébres de Hopf.

2. Pour tout p dans C, il existe un isomorphisme naturel d’algébres de Hopf, a
graduation prés, entre Symy et R(p), qui d x associe x(p), tel que les caractéres
irréductibles de GL,(F,) soient exactement les caractéres s\(p) correspondant
aux fonctions de Schur, pour A parcourant les partitions de n. En particulier,

cet isomorphisme est une isométrie.

3. L’algébre R se décompose en produit tensoriel :

R=@Q R(p).

peC

Les caractéres irréductibles de GL,(F,) sont paramétrés par les fonctions X :

C — P telles que

1Al =2_d(p)[A\(p)] = n.

peC

Le caractére irréductible correspondant a la fonction X est

X = H SX(p) (p).
peC

Remarque 4. Une Z-base de I'espace des éléments primitifs de R est donnée par

Br = {pn(p),n €N,p € C},
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3.2. Représentations complexes

ol (Pp)nen désigne la famille des sommes de Newton de 'algebre des fonctions sy-

métriques Sym,, (voir remarque 7 de 'appendice A.2).

3.2.3 Fonctions de classes

Notons ¢y la classe de conjugaison caractérisée par 'application A : C — P et
7y la fonction caractéristique de cette classe. Les fonctions 7 forment une base de
C := C®R pour X parcourant les applications de C dans P.

Notons

= @ (Filal/()),

fed i>1

et g, le nombre de sous-modules W C V,, tel que W =V, et V,, JW 2V,

Proposition 3.2.6. [Zel81, Prop. 10.1]
TAO Ty = Zgium.

Pour f € ®, on note C(f) le sous-espace de C' engendré par les fonctions 7y pour
lesquelles le support de A est restreint a f. On a le résultat suivant :
Théoréme 3.2.7. [SZ84, §1.6]

1. Pour tout f € ®, C(f) est une sous-algébre de Hopf de C. Ces algébres sont

orthogonales et la projection orthogonale resy : C' — C(f) est un morphisme
d’algébres de Hopf.

2. Pour tout f € ®, il y a un isomorphisme, a graduation prés, entre Sym et
C(f), noté x — x(f), et tel que

hz(f) = Z Wx(f)~

AEP;

8. L'algébre C est isomorphe 4 @ cq C(f). De plus, on a

™= [ mp (f)-

fed

Remarque 5. En s’appuyant sur le deuxieme point, on peut déterminer I'image

d’autres fonctions symétriques de référence dans C(f). L’image de la fonction sy-
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Chapitre 3 — Caracteres des groupes linéaires en caractéristique transverse

métrique élémentaire e; est :

e(f) = qd(f)l(lfl)/Zﬂll(f).

L’image de polynéme de Newton p; est :

() = [T (=D -1 (g% D) a5 (f),

fed

ot /() est le nombre de parts de A et pour tout r > 0

ee(g) = 11 (¢ = 1)

1<i<r

est le g-analogue de la factorielle.

On en déduit en particulier que la famille

BC: {pn(f)7n€N7f€ CI)}

est une C-base de I’ensemble des éléments primitifs de C = CQR.

Explicitons le changement de base entre Bs et Bg. Pour cela, on a besoin de
notations supplémentaires.

Pour tout entier n, notons k, l'unique extension de degré n de F, et L, =
Hom(k),C*) le groupe des caractéres de k,. Si m divise n, I'application norme
Ny o k) — k), définie par

Npm(z) = (@ =D/ (@ =)
ou d = n/m est surjective. Si n divise m, L,, se plonge dans L, via I'application
duale de la norme de N, ,,. Notons L la limite directe des L,. L’automorphisme
de Frobenius F' : x + zP agit sur L en laissant chaque L, invariant. Notons I'
le groupe engendré par F, et © (respectivement ©,,) I'ensemble des orbites de L
(respectivement L, ) sous 'action de I'. Pour chaque ® dans ©, on appelle degré de
® son cardinal et on le note d(®). Les éléments O,, sont exactement ceux dont le

degré divise n. On définit un couplage de L,, avec k) par

(€, 7)n = &(2),
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3.8. Caractéres modulaires en caractéristique transverse

pour ¢ dans L,, et x dans k). Enfin, pour x un élément de k, racine d'un polynéme

irréductible f, sur F,, avec d = deg(f,), on note

Pol) = 0 sinon.

_ { p(fe) sin=Id

Théoréme 3.2.8. [SZ84, Thm 1.11]

1. 1l existe une bijection naturelle ® — p(®) entre © et C préservant le degré. Si

® est un élément de © de degré d et & un élément de L, alors on note

pi(p(®))  sin=ld

0 sinon.

Pn(&) = Pn(®) = {

Les éléments p,(®) forment une base des éléments primitifs de R.

2. Soit & dans L, ® a T'-orbite £, d = d(P) et n = Id,

Pn(®) = (=D o (&, ) nn ().

3.3 Caracteres modulaires en caractéristique trans-

verse

On déduit des résultats de Zelevinsky présentés ci-dessus quelques propriétés des
caracteres modulaires des GL,,(F,) en caractéristique distincte de p.

Fixons [ un nombre premier distinct de p et k un corps de rupture de caractéris-
tique [ pour tous les GL,(F,). Rappelons qu'une classe de conjugaison de GL, (F,)

est dite [-réguliere si ses éléments sont d’ordre premier a [.

Lemme 3.3.1. Soit g un élément de GL,(F,). Alors g est l-régulier si, et seulement
st, pour tout f dans ® tel que l | ord f, f n’est pas un facteur irréductible d’un

mvariant de similitude de g.
Démonstration. C’est une conséquence immédiate du lemme 3.1.1. O

En particulier, si f est un polynome irréductible sur F, de degré n, l'ordre de f
divise ¢" — 1.
Notons ®; le sous-ensemble de ® des polynomes d’ordre premier a [. D’apres le

lemme précédent, les classes de conjugaison [-régulieres de G L, (F,) sont paramétrées
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Chapitre 3 — Caracteres des groupes linéaires en caractéristique transverse

par les applications
CI)[ — ’P,

telles que - req, deg(f)|A(f)] = n.
De la méme manieére que sur le corps des nombres complexes, on définit les

foncteurs d’induction et de restriction parabolique PInd et PRes. A nouveau, ces
foncteurs sont exacts et préservent donc les projectifs.
Notons M, le C-espace vectoriel engendré par les caracteres [-modulaires irré-

ductibles. D’apres la théorie de Brauer, le C-espace vectoriel M,, est isomorphe a
C®Ky(kGL,(F,)-mod),

ainsi qu’a
C®Ko(kGL,(F,)-proj).

De plus, M, s’identifie au sous-espace de ), formé des fonctions de classes nulles en
dehors des classes [-régulieres.

Notons maintenant M = @,,>9 M,. On a le triangle d’algebres de Hopf graduées,

et M s’identifie, via l'application e, a la sous-algebre de Hopf de C formée des

fonctions de classes nulles en dehors des classes [-régulieres.

Proposition 3.3.2. L’algebre M est isomorphe a la sous-algebre de Hopf

X C(f)

fed;
de C.

Démonstration. On commence par identifier M a la sous-algebre de Hopf de C
formée des fonctions de classes nulles en dehors des classes [-régulieres. D’apres le
lemme 3.3.1, les classes [-régulieres de G'L,(F,) sont celles dont les invariants de
similitude n’ont que des éléments de ®; comme facteurs irréductibles. Ainsi une
fonction de classes est dans M si, et seulement si, elle est dans ’algebre engendrée

par les fonctions de classes 7y avec f un polynome dont les invariants de similitude

70



3.4. Caractéres des groupes unitaires

ont pour facteurs irréductibles uniquement des éléments de ®;. C’est exactement
I'algebre @ eq, C(f), d’apres le théoreme 3.2.7. O

Corollaire 3.3.3. Soit p est un caractére cuspidal de degré n. Si l ne divise pas

q" — 1, alors p est un caractére de Brauer projectif virtuel.

Démonstration. D’apres le théoreme 3.2.8, il existe ® dans ©, de degré n tel que
p = p(®). Alors

p=pi(p) = Du(®) = (=1)"" > (& 0)ubu().

xEky

Si x est racine d'un polynéme irréductible unitaire f,,

Pn(x) = { pi(fe) sin=kd

0 sinon,

ou d = deg(f,). Rappelons que l'ordre d'un polynéme irréductible sur F, de degré
d divise ¢ — 1. Donc si [ ne divise pas ¢" — 1, [ ne divise pas ¢® — 1 si d divise [ et
pour tout x dans k¢, f, est d’ordre premier a [. On en déduit que p est un élément
de ®fecq, C(f). Ainsi, p est dans I'image de e. O

3.4 Caracteres des groupes unitaires

On peut étudier de la méme maniere les groupes unitaires finis. Leurs classes de
conjugaison sont également paramétrées par des fonctions de partitions et a nouveau,
les caracteres complexes des groupes unitaires sont munis d’une structure d’algebre
de Hopf. La multiplication et la comultiplication sont cette fois définies en utilisant
les foncteurs de Lusztig [DM87] qui sont une généralisation des foncteurs d’induction

et de restriction paraboliques.

3.4.1 Classes de conjugaison

On note Fq la cloture algébrique de F,. On considere le morphisme de Frobenius

F:GL,(F,) — GL,(F,)
) —1

(aij) = (af,)7"
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Chapitre 3 — Caracteres des groupes linéaires en caractéristique transverse

Le groupe unitaire sur F2 est le sous-groupe des points fixes sous ’action de F':

Un(F2) = {A € GL,(F,) | F(A) = A}.

Pour f(z) = 2% + a;2' + ... + ag_17 + a4 dans F[x] avec ag4 # 0, on note

f) =2+ a;%al_z" " + ... +afr+1).

Si {x1,...,24} est 'ensemble des racines de f dans IFq, alors les racines de f sont
{F(z1),...,F(zq)}.
Définition 3.4.1. Un polynéme f dans Fp2[z] est dit U-irréductible dans I'un des
deux cas suivants :

o f est irréductible dans Fp[z] et f=7 (dans ce cas deg f est impair),

e [ = hh avec h irréductible dans Fp2[v] et b # h.

On note Y I'ensemble des polyndmes U-irréductibles dans Fz[z].

Comme dans le cas des groupes linéaires, les classes de conjugaison de U, (F2)

sont paramétrées par I'ensemble des applications
AV 5 P

telles que Y- requ deg(f)|A(f)| = n. En particulier, 'ordre d'un élément de U, (FF,2)

est donné par la proposition 3.1.1.

3.4.2 Foncteurs de Lusztig

On introduit ici les foncteurs de Lusztig de maniere générale, suivant [DMS87].

Définition 3.4.2. Soit G' et H deux groupes finis et M un (CG,C H)-bimodule.
On note Ry, le foncteur qui associe a tout C H-module a gauche, le C G-module
M ®c gV, l'action de G étant induite par l'action de G sur M.

FExemples. Si H est un sous-groupe de G et M = CG, Ry = Indg. On retrouve les
foncteurs utilisés dans I’étude des groupes symétriques et des produits en couronne.

Soit maitenant G un groupe réductif défini sur F,, P un sous-groupe parabolique
rationnel de G. Considérons L et U deux sous-groupes de G tels que P = LU soit

une décomposition de Lévi rationnelle de P. On note G, L et U les groupes des points
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3.4. Caractéres des groupes unitaires

rationnels sur F, de G, L et U respectivement. L’algebre de groupe M = CG/U
est un G-module a gauche et un L-module & droite (car L normalise U). Le foncteur
Ry associé est le foncteur d’induction parabolique RY.

Considérons a nouveau G un groupe réductif défini sur [F,, P un sous-groupe
parabolique de G et P = LU une décomposition de Lévi de P. On suppose ici que

L est rationnel mais pas nécessairement P. On pose

Yy ={z € Gla~Tz e FU}.

Le groupe G x L agit sur la variété Y. On note M = H}(Yy,Q,) avec s un nombre
premier qui ne divise pas ¢. Le module M est muni d'une action a gauche de G et

a droite de L. On note RY = Ry;. Si P est rationnel, on retrouve I'induction a la
Harish-Chandra.

On note R},, 'adjoint a droite du foncteur Ry;. On a
(IndZ)* = ResZ,

et
(PInd9)* = PRes? .

3.4.3 Caracteres complexes

Pour tout entier n, on note U, pour Un(Fg). On définit une multiplication o et

une comultiplication A sur @,,5¢ Ko(C U, -mod) par :

o: Ko(CUg-mod) ® Ko(CU;-mod) —  Ko(C Uy -mod)
[M] ® [N] = Ry, (M @ N)]
et
A: Ko(CU,-mod) — Djii—n Ko(CU,-mod) ® Ko(CU;-mod)
[M] - Skpien | (RExw) (M)

Théoréme 3.4.3. [DM87, Cor. 9.4] Muni des opérations o et A, lanneau @,>¢ Ko(C U, -mod)

est une algébre de Hopf auto-adjointe.

C’est également un anneau de polynomes sur les entiers.

73



Chapitre 3 — Caracteres des groupes linéaires en caractéristique transverse

Théoréeme 3.4.4. [DM87, Thm. 9.5] L’algébre @,,5¢ Ko(C U, -mod) est isomorphe

a un produit tensoriel de copie de Sym, :

P Ko(CU,-mod) = (X) Symy,.

n>0 feau

Les fonctions de Schur dans les copies Sym, correspondent, au signe pres, aux
représentations irréductibles des U,,. Une étude combinatoire complete est donnée
dans [TVO07].

3.4.4 Caracteres modulaires

Fixons (K, A, k) un systéme [-modulaire de décomposition pour U, avec [ ne
divisant pas q.

On identifie Ky(kU, -proj) au sous-groupe de Ky(K U, -mod) formé des carac-
teres nuls en dehors des classes p-régulieres. En complexifiant, C ® K (kU, -proj)
s’identifie au sous-espace vectoriel des fonctions de classes sur U,,, nulles en dehors
des classes p-régulieres.

Notons @Y le sous-ensemble de ®Y des polynomes d’ordre premier a [. D’aprés
ce qui précede, les classes de conjugaison p-régulieres des U,, sont paramétrées par
les applications

A0V — P

telles que 3°;cqu deg(f)|A(f)| = n. Pour A une telle application, on note 7y la
fonctions de classes de U, associée. Pour tout f dans ®p, on note C(f) le sous-
espace engendré par les fonctions de classes 7y ot le support de X est restreint a f.

On a

C(f) = Symg .
D’apres [DM87, 9 §]

CR @ Ko(CU,-mod) = &) C(f).
feol

n>0

Proposition 3.4.5. L’algébre C® @,,>q Ko(kU, -proj) est une sous-algébre de Hopf
de C® @,>0 Ko(CU,-mod) isomorphe au produit tensoriel de copies de Symcg,

C® @ Ko(kU,-proj) = &Q C(f).

n>0 fedV
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Caracteres modulaires des groupes
linéaires en caractéristique

naturelle

Ce chapitre s’intéresse aux caracteéres des groupes linéaires finis en caracté-
ristique naturelle. Considérons Koy(F, GL,(F,)-mod) le groupe de Grothendieck
des F, GL,(F,)-modules de type fini, ot F, est le corps premier a p éléments.
Le groupe gradué @, Ko(F, GL,(F,)-mod) muni de la multiplication et de la
comultiplication données par les foncteurs d’induction et de restriction parabo-
lique est une algebre de Hopf. Contrairement aux cas précédents, ces opérations
ne se restreignent pas au groupe gradué @, Ko(F, GL,(F,)-proj). Cependant,
les caracteres de Steinberg permettent de définir un isomorphisme entre I’anneau
PD,.>0 Ko(Fp GL,(F,)-mod) et 'anneau obtenu en munissant @, o Ko(F, GL,(F,) -proj)
de la multiplication donnée par les foncteurs d’induction usuels. C’est ce dernier an-
neau qui est étudié ci-apres.

En utilisant la caractérisation des modules projectifs par leur caractere de Brauer,
on identifie C ®<€ano Ky(F,GL,(F,) —proj)) avec l'espace des fonctions de classes
sur GL,(F,) qui s’annulent en dehors des classes semi-simples. Une base de
C®(@nzo Ko(F,GL,(F,) —proj)) est donnée par les fonctions caractéristiques des
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Chapitre 4 — Caractéres modulaires des groupes linéaires en car. naturelle

classes de conjugaison des éléments semi-simples. Une classe semi-simple est entiere-
ment déterminée par le polynéme caractéristique associé. Ainsi, on peut paramétrer
les fonctions caractéristiques des classes semi-simples par les polynémes unitaires sur
[F, avec un coefficient constant non-nul. Cette indexation se comporte agréablement

vis-a-vis de la multiplication. On obtient le résultat qui suit.

Théoréme 4.0.1. L’algébre (C®(@n20 Ky(F,GL,(F,) —proj)) est polynomiale et
une famille de générateurs est donnée par les fonctions caractéristiques associées

auz polynomes irréductibles sur IF,, unitaires, avec un coefficient constant non nul.

Les caracteres de Deligne-Lusztig [DL76] tensorisés avec les modules de Stein-
berg donnent de vrais F, GL, (IF,)-modules projectifs. Ces modules nous serviront a
donner une autre description de ces générateurs.

Cette étude est motivée par plusieurs conjectures en théorie des modules instables

qui seront explicitées au chapitre suivant.

4.1 Groupes de Grothendieck

Pour tout n entier, on note Ky(F,GL,(F,)-mod) le groupe de Grothendieck
des F, GL,,(F,)-modules de type fini et Ko(F, GL,(F,)-proj) celui des F, GL,(F,)-
modules projectifs de type fini. Pour V un F, GL,,(F,)-module de type fini (resp. pro-
jectif), on note [V] sa classe dans Ko(F, GL,(F,)-mod) (resp. Ko(F, GL,(F,)-proj)).
Comme dans le chapitre précédent, les foncteurs d’induction parabolique définissent
une multiplication o qui munit le groupe gradué @,,>q Ko(F, GL,(F,)-mod) d'une
structure d’anneau commutatif. Contrairement au cas précédent, cette multiplica-
tion ne se restreint pas a @,,5¢ Ko(IF, GL,(IF,)-proj).

Considérons maintenant les foncteurs d’induction

IndZ 60 e ey (-
ou k, [ et n sont des entiers naturels vérifiant k41 = n. On définit une multiplication

commutative e sur @,~q Ko(F, GL,(F,)-mod), pour tous k et [ tel que k41 =mn,

o : KyF,GLy(F,)-mod) ® Ko(F,GL(F,)-mod) — Ky(F, GL,(F,)-mod)
V] [W] = [Indgﬁ;L(Fp)xGLl(]Fp)(V ® W)].

Cette multiplication munit @,,5¢ Ko(F, GL,(F,)-mod) d'une deuxieme structure
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4.1. Groupes de Grothendieck

d’anneau. Cette multiplication se restreint a @,,5¢ Ko(F, GL,(F,)-proj) et le munit

également d’'une structure d’anneau gradué.

4.1.1 Représentations de Steinberg

Le groupe linéaire G L, (F,) admet une représentation bien particuliere, la repré-
sentation de Steinberg. On commence ici par donner une définition de cette repré-
sentation [Hum87].

Notons B,, le sous-groupe de Borel de GL,,(F,) formé des matrices triangulaires
supérieures, T}, le tore maximal contenu dans B, formé des matrices diagonales et
U, le sous-groupe de GL,(F,) des matrices triangulaires supérieures unipotentes. Le
groupe B, est le produit semi-direct de T, avec U,. On note N,, = NGL”(]F,,)(Tn) le
normalisateur de 7, dans GL,(F,) et W,, = N,,/T,, le groupe de Weyl de GL,,(F,).
Le groupe W, est isomorphe au groupe symétrique .S,,.

Fixons K un corps quelconque. Dans le but d’expliciter une représentation dont
le degré est une puissance de p de GL,,(F,) (ou plus généralement un groupe de type
Lie défini sur un corps de caractéristique p), Steinberg construit un idéal a gauche
de l'algebre de groupe KGL,(F,) [Ste57]. Notons €, la représentation signature de
W,,. Soient T}, et U, les éléments de KGL,(F,) définis par

T,=>t

teTy

et

U,= Y u

Pour tout w dans W, soit n,, un représentant de w dans N,,. On note

et I, I'idéal a gauche de KGL,(F,) engendré par e,,. Une base de I,, est donnée par
les éléments u.e, ou u parcourt le sous-groupe U,. En particulier, la dimension de
KGL,(F,).e est pdimUn,

Définition 4.1.1. On note St,, le représentation de GL,(F,) associée a I'idéal I,,,

et on 'appelle représentation de Steinberg. On note également St,, son caractere.
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Théoréme 4.1.2. [Ste57, Thm. 2]

— La restriction de St,, a U, est isomorphe a la représentation réguliere a droite

de U,.

— Dans la base (u.e,,u € U,), St,, est représenté par des matrices a coefficients

dans {—1,0,1}, avec au plus |W,| coefficients non-nuls par ligne.

— 81 K est un corps de caractéristique 0 ou p, St,, est une représentation irré-

ductible de G L, (F,).

Curtis [Cur66] et Feit, indépendamment, expriment le caractére de Steinberg
comme combinaison linéaire entiere de modules induits. Pour tout I = (iy,..., )
avec i; dans N* et Z;‘? i; = n, on note P; le sous-groupe de GL,(F,) formé des

matrices triangulaires supérieures par blocs, avec des blocs de tailles i1, ...7x. On a

St, = S (=) ndg " 1,
Ics

En particulier, en reprenant les notations du chapitre précédent,
Stn, = samy(z — 1) = e (v — 1) = > (—=1)*1;,0...01;,.
(i150ik) Y 5 =n
La valeur du caractere complexe St,, s’en déduit.

Théoréme 4.1.3. [SZ84, §1.3] Le caractére de Steinberg St,, évalué sur une classe
de conjugaison Cy de GL,(F,) vaut zéro sauf si Cx est p-réguliére, c’est-da-dire si
A(f) est de la forme (1F)) pour tout f € ®, et dans ce cas

St,(Ca) = (~1)p",
0i N =1 — Tyeal(f) et D = ¥ yeq deg(£)-(k(F) (k(f) = 1)/2).

4.1.2 Modules projectifs et isomorphismes

D’apres le théoreme 4.1.2, la réduction modulo p de la représentation de Stein-
berg est toujours irréductible et par définition c’est aussi un F, GL, (F,)-module
projectif. Ainsi en tensorisant un F, GL, (FF,)-module quelconque avec St,, on ob-

tient un F, GL,(F,)-module projectif. En fait, St,, "divise" tout module projectif.
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Lemme 4.1.4. [Lus76] Soit P un F, GL,(F,)-module projectif. Il existe un unique
élément [V] dans Ko(F, GL,(F,)-mod) tel que

[P] = [St, ®V]

dans Ko(F, GL,(F,)-proj).

Les représentations de Steinberg se comportent bien vis-a-vis des multiplications

et le résultat précédent s’étend aux groupes gradués.

Théoréme 4.1.5. [DMI1, p. 9.6] L’application linéaire

(Bnzo Ko(F, GL,(Fy)-mod),0) — (Do Ko(Fy GL(Fp) -proj), e)
V] s [St,, @V]

est un isomorphisme d’anneauz.

Corollaire 4.1.6. L’application

(EBnZO Ko(C GLn(IFp) -mod), o) — (@nzo KO(IFP GL, (]Fp) -proj), ®)
V] — [St,, ®d,, (V)]

ot dy, : B0 Ko(CGL,(Fp)-mod) — @,50 Ko(Fp GL,(Fp)-mod) est l'application

de décomposition [Ser71, §15.2], est un morphisme d’anneauz surjectif.

Démonstration. Les applications de décomposition d,, induisent un morphisme de
groupes gradués, qui est multiplicatif d’apreés [DM91, p. 9.6]. En composant avec

I'isomorphisme du théoreme 4.1.5, on obtient 1'isomorphisme souhaité. O

4.2 Polynomialité
Dans cette section, on montre que la C-algebre (8,50 Ko(Fp GL,(Fp)-proj),e)

est polynomiale en explicitant une famille de générateurs.

4.2.1 Caracteres des groupes linéaires

En utilisant la caractérisation des modules projectifs par leur caractere de Brauer,
pour chaque entier naturel n, on identifie C @ K(F, GL,(F,)-proj) avec 'espace

des fonctions de classes sur GL,(F,), s’annulant en dehors des éléments p-réguliers
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(i.e en dehors des éléments d’ordre premier a p). Remarquons qu'un élément de
GL,(F,) est d’ordre premier a p si, et seulement si, il est semi-simple (7.e. diagona-
lisable dans une extension finie de F,). Avec cette reformulation, la multiplication
de C®Ky(F, GL,(F,)-proj) est donnée par la formule :

1

Pn-Pm\g) = Pridn) Pm\Gm),
(9) |GL,(F,)|.|GLy(F,)| heGL,%_:m(IFp), (9n)m 4]

—1_(9n 0
hgh —(0 gm)

ou p, et p, sont des fonctions de classes p-régulieres sur GL,(F,) et GL,,(F))

respectivement.

Pour g dans GL,(F,), on note x, le polyndéme caractéristique de g.

Définition 4.2.1. Soit f dans F,[z] de degré n, de coefficient constant non nul. On

note 7y la fonction de classes sur GL,, (F,) définie par

(9) 1 si g est semi-simple et f = xg,
i e
g 0 sinon.

Ainsi, 7 est la fonction caractéristique de la classe des éléments semi-simples de
GL,(F,) dont le polyndme caractéristique est f. Ce choix d’indexation est cohérent
avec la multiplication. Pour tout f,, f, dans F,[z] de degré respectif n et m, et g
dans GLy1m(F,),

1
(TR NTAEN P O,

—1_(9n 0
hgh 7( 0 an)

(4.1)

ou ¢y, f,, est un entier non-nul.

Théoréme 4.2.2. L’algébre C® ( ®B,.>0 Ko(Fp GL,(F)p) —proj)) est polynomiale avec
un générateur pour chaque polynome irréductible de Fp[x| avec un coefficient constant

non nul. Précisément,

C® (@ Ko(F, GL,(F)) —proj)) = Clry, f € Fplz] irréductible, unitaire, f # x|.

n>0

Démonstration. Soit W D'espace vectoriel de base

(wy, f irréductible dans Fp[z], unitaire, f # x).
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Notons P = S¢(W) la C-algebre commutative symétrique sur W telle que deg wy = n,
pour deg f = n. Soit ¢ le morphisme d’algebres défini par

¢ Sc(W) = CO®@us0 Ko(GL,(F,))
wy — Tf.

D’apres la formule (4.1), ¢ est surjective. De plus, pour tout n entier
dime S(W),, = dime CRKo(GL,(F,))

et ¢ est injective. Ainsi, ¢ est un isomorphisme d’algebres. On en déduit que
CR®,>0 Ko(GL,(F,)) est polynomiale et que

{f, f € F,[z] irréductible, unitaire , f # x}

est un ensemble de générateurs. O

D’apres l'isomorphisme 4.1.5, le fait que cette algebre soit polynomiale n’est
pas surprenant puisque C ® (@nzo Ky(F,GL,(F,) -mod)) est une algebre de Hopf.
Cependant, on a ici des générateurs assez simples pour nous permettre de mener des
calculs.

On déduit de ce qui précede que le résultat reste vrai sur n’importe quel corps

de caractéristique 0.

Corollaire 4.2.3. L’algébre Q® ( ®B,50 Ko(F, GL,(F,) —proj)) est polynomiale avec
un générateur pour chaque polynéome irréductible de IF,[x] avec un coefficient constant

non nul.

4.2.2 Constantes de structures

Pour terminer la description de I'algebre, il reste a calculer les constantes cy, ¢,

de (4.1).
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Proposition 4.2.4. Soit f et g des polynomes unitaires dans IF,[x] avec des coeffi-

cients constants non nuls.

— St f et g sont premiers entre euz, wy.my = T4, C'est-a-dire
Cfrg = 1.

— Si f est irréductible de degré d, pour tout entier n et m,

_ dmn_ Pnem(0)
S ()

ol Pr(p?) =TT, (p — 1).

Remarque 6. Le coefficient % est le p?-analogue du coefficient binomial
(”Zm) 11 est parfois noté ("Zm) . et il compte le nombre de sous-espaces vectoriels
p

de dimension n dans un [F«-espace vectoriel de dimension (n +m).

Démonstration. Le premier point se déduit de 4.1.3. Pour le second, fixons un entier

n. On utilise la description du caractere St,, du théoréme 4.1.3. Si fi,..., fr sont
des polyndmes irréductibles sur F, avec un coefficient constant non nul et de degré
respectif dy,...,dy et si g est un élément semi-simple de GL,(F,) de polynéme
caractéristique fi" ... fi*,
Sta(g) = (=1)"p”, (4.2)
ot N =n— Xk n;et D=3, d(7y) (voir [SZ84, §1.13)).
Ainsi
(_1 nd—n -1 md—m
Tpn = — 7 Stdn ®7Tfn et Tpm = —— 7~ Stdm ®7Tfm
a(3) a(3)
p p

Donc

_1)d(m+”)_m+n GLd(n+m)(Fp)

T n T pm = d((g)-{—(?)) Std n+m) ®PI dGLdn ]Fp)XGLdm(]Fp)<ﬂ-fn ®7Tfm).

p

Par le théoreme 4.1.5 et [Zel81, Prop. 10.1],

GLan4m) (Fp) Unem (")
Std n m ® PInd d(n+m)tp T £n ® Tfm | = Std n-—m ®—7T b
(n+ GLyy, Fp)XGLdm(FP)( I ! ) (ntm) ¢n(pd)¢m(pd) d

Le résultat s’en déduit en utilisant a nouveau (4.2). O
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Corollaire 4.2.5. Soit f un polynome irréductible de degré d sur IF,, avec un coef-

ficient constant non nul. Pour tout n dans N*,

a(z) Un(0)
U1 (p?)"

(mp)"=p Tpn.

Démonstration. On le montre par récurrence sur n dans N*. Pour n = 1, c’est

immeédiat. Supposons le résultat vrai pour n — 1. On a

1 _ d
()" = ()" by = p( )%”J‘”*lﬂf

Y1(p?)

et, d’apres le lemme précédent,

d(n—1) Un(p?)

T fn—1Tf — p Tfn.
fro Yt (P 1 ()
Donc ( 1) - ()
n o _ d("37), d(n—1) ¥Yn-1(p Yn(p
()" = P2 p N T T

d(7) Yn(p?

4.3 Eléments de type groupe

D’apres [Kuh94, Thm. 6.10], I'anneau @,,5q Ko(F, GL,(F,)) admet aussi une
structure de bigebre (non graduée) pour la comultiplication A définie en degré n

par 'application

Indgy (&) ) < Ko (B, GL(F,) -prof) — Ko(Fy(GL(E,) x GLa(F,))-proj)
composée avec 'inverse de
- ®  : Ko(F,GL,(F,)-proj)®Ko(F, GL,(F,)-proj) — Ko(F,(GL,(F,)xGL,(F,)) -proj).

Les fonctions 7 se comportent également bien vis-a-vis de cette comultiplication.
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Lemme 4.3.1. Pour f un polynome unitaire sur F, avec un coefficient constant

non nul, Ty est un élément de type groupe :
Aﬂ'f = 7Tf ® 7Tf.

Démonstration. Soit f comme précédemment et de degré n. On fixe (a,b) dans
GL,(F,) x GL,(F,). La formule de I'induction pour les fonctions de classes donne :

G L (Fp)xGLn (F _
IndGLnEFZ;X (p)(Wf)(aab) = m > w(hah™)

(h1)EG L (Fp)x G Ly, (Fp)
(hah=1Ibl=1)EG Ly (Fp)

1 -1
= GLE Z mr(hah™).
(h)EG Ly (Fp) X G Ly (F,)

hah~1=Ibl~1
Ainsi,

G Ly (Fp)XGLn (F G Ly (Fp)xGLy (F
IndGLnE]Fzgx ( p)(7f>(a7b) = IndGLnEFSX ( p)(ﬂf)<a»a)5xa,><b

_ 1 :
= |GLn(Fp)| Z T (@) Oxaxe
(h1)EG L (Fp) X GLn (Fp)
hah~1=lal~?!

Comme il y a une bijection entre
{(h,1) € GL,(F,) x GL,(Fp)|hah™" =lal™"} et Stabgr, ,)(a) x Orb(a),
on a
#{(h,1) € GL,(F,) x GL,(F,)|hah™" =lal™'} = |GL,(F,)|

et donc

GL,(F GL,(F
Indy ()< () (a, a) = mp(a) = by, 1.

Finalement,

GLy(Fp)XGLy (Fp)
Indg " @) (1) (@5 6) = S ) (.5)-

Ainsi, Indgézgigxc’m"m”)(m) est 'image de 7y ® 7y par

Ko(F, GLy,(F,) -proj) @ Ko(F, G Ly (F,) -proj) — Ko (Fp(GLn(Fp) x GLy(Fp)) -proj)
et A(my) =75 @7y [

84



4.4. Caracteres de Deligne-Lusztig

4.4 Caracteres de Deligne-Lusztig

Dans cette section, on utilise les caracteres de Deligne-Lusztig pour donner une
autre description des fonctions de classes, 7.

Soit o une racine primitive de I'unité, de degré p" —1 sur IF,,. C’est un générateur
du groupe cyclique F,,.. Soit 6 un plongement de F: dans C* et soit w = (). On
note T, le groupe cyclique engendré par «, ainsi T,, = Z/(p" — 1). Le groupe T,
s'identifie a un sous-groupe de GL,(FF,) en choisissant une base de F,» comme F,-

espace vectoriel. Enfin, pour tout entier ¢ dans {0,...,p" — 2}, on note

gOilTn—>CX

of = Wk

les caracteres irréductibles de 7},. Les caracteres induits Ind?f” (]F”)(gpi), sont projec-

tifs et dépendent seulement de l'orbite de o' sous 'action du Frobenius de Fyn. De

plus, ils sont fortement liés aux caracteres de Deligne-Lusztig.

Lemme 4.4.1. [DL76, Prop. 7.3] Pour tout i dans {0,...,p" — 2},

Indg"" ) (,)

(=1)" 'R¥ @ St,,
ot Ry est le caractére de Deligne Lusztig associé a @; de T, [DL76].

Considérons, pour tout & dans {0,...,p" — 2}, ¢ la transformée de Fourier de
¢k Pour tout ¢ et k dans {0,...p" — 2},

1 P2

o Yo w pr(al) = bix.
P — 1 j=0

Pr(a’) =

Ainsi, @y, est la fonction indicatrice de o sur T),.

Lemme 4.4.2. Pour tout k dans {0,...,p" — 2},

1 p"ZQ "
Ok = — w7 ;.
pr—1 §=0
Démonstration. Ce résultat est juste une réécriture de la formule précédente. m
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Les lemmes 4.4.1 et 4.4.2 donnent un cas particulier de [DL76, Prop. 7.5] :

L) sy _ (DR
Indy, (Pr) _29”71 E w "Ry @ Sty . (4.3)
-1 =

Proposition 4.4.3. Pour tout k dans {0,...,p" — 2},

GLn(Fy) [ A Vi (™)
Indg "¢ )(gok):mwf;k7

\ A . s . . —1
ot f est le polynome irréductible sur F, de racines {a¥, aP* ... aP" *} dj est le

m

degré de fi., my = n/dy, et Y, (p?) = [17,(p* — 1) comme dans la proposition 4.2.4.

Démonstration. Comme @y, est la fonction indicatrice de o, Ind?f"(F”)(gbk) est coli-

néaire a la fonction caractéristique de la classe de conjugaison de o dans G L, (F,)

qui est la fonction Ty Il reste a calculer Ind?f"(ﬁp)(g??k)(oz’“) ;

1 A i
Ind7, " (2) (") = T >, éuah) = |GL"|(;PT(Q)|.
" hEGL"(FP)v n
hakh=1leT,

Or |Zar,r,)(")| ne dépend que de P'orbite de a* sous l'action du Frobenius. On

note dy le cardinal de {aF, o?®, . .. ,Ozkpn_l), l'orbite de o, et my, = n/d;. On a

donc
Zar.m) (@) (pme = D) (ptkme — p™) L (phmr — pheme i)
T, pn—1
Yy (™)
U1 (p™)

]

Rappelons que d’apres le corollaire 4.2.5, pour f; un polyndéme irréductible uni-

. . n—1
taire de racines {a*, aP* ... o K},

dg,
my o di (" ¢mk(p ) m
Trfk =p ( 2 ),l/}l(pdk)mk ﬂ.fk ke
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La Proposition 4.4.3 implique :
Proposition 4.4.4.

()

mg __ n-1_P —jk p¥i
ﬂ-fkk - (_1) (pdk — 1) Z w™ RT:L ® Sty
7=0

et en inversant la transformée de Fourier, on obtient

p"—2 w ( di \mpg
i i 1\p ) m
RE @ St, = Y w*——

= P )
Démonstration. On a

mi (") Yoy (%) 1 1GLe(Ep)
T — k(z>w(;71d »

= ph(3) ) GOV st 2y iR @ St,,

P1(pTk) ™k pr—1

= ( 1)n 1(pdk(1)")% Zp e 7ij7<€i ® St,

ou la premiere égalité est donnée par la propriété 4.4.3 et la deuxieme par la formule

suivant le lemme 4.4.2.

Pour la deuxieme relation, on applique la formule d’inversion de Fourier a

_ ;.
On obtient
pr-2
= Wy
k=0
On applique ensuite le foncteur IndGL" F”)(_)7

; n_9 Yy (pPE)
RY @Sty = Xp_y whpEs mm

_ "2 ik 1(pTe)Tk my
= Yhoo Wt
(%) g, omy

Y

d’apres le lemme 4.4.2 et la proposition 4.4.3. O
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Chapitre 4 — Caracteres modulaires des groupes linéaires en car. naturelle

Corollaire 4.4.5. Pour tout entier n, il existe un sous-ensemble de {Rg“;@Stn}jE{O,m,p”—Q}

qui est un ensemble de générateurs de degré n pour Q @(B,,>0 Ko(F, GL,(F,))).

Démonstration. Notons (n) le nombre d’orbites de . sous l'action du Frobenius

et choisissons i1, .. ., i) dans {1,...,p" 2} tels que

k(n) '

Fy. = | | Orb(a).
j=1
Alors, les fi,..., finy sont des polynomes distincts et les caracteres
R;’Ow;l R St ... ,R;;”(”) ® St,, sont tous différents. On peut réécrire les formules de la
proposition 4.4.4 de la manieére suivante. Notons pour r, s dans {1,...,k(n)},
diy—1

W= 3w
=0

et
dip—1
WH = w it
7 1=0
Alors,
a(F) R |
my n—1 p T Pi;
T = (=1) i — 1) Z WikBy,! ® Sty,
7=1
et

H(n) ,(/} ( di \mp
, p™)
R7 ®St, = Y W-,klm—wmk.
= () (o) "

Ce sont les formules de changement de base entre (Rﬁi®8tn)ie{i1,m,,-&(n)} et (Wfi)ie{ihm’iﬁ(n)}.

Remarquons que {y, |deg(f;,) =n} est un ensemble de générateurs de degré n

pour C®(P,,>¢ Ko(Fp, GL,(F,))). Notons v(n) le nombre de polynémes irréductibles

sur ), de degré n et par fi,,..., fi,,, ces polynomes. Les formules précédentes
montrent que si I'on choisit ji, ..., jum) dans {i1,...,ikm)} tels que la matrice
(Wir,ks)lgr,sgv(n)

est inversible, {R%f ® Stn}lgrgy(n) est un autre ensemble de générateurs de degré n
pour C®(®,,>9 Ko(F, GL,(F,))). En particulier, ces éléments sont des générateurs

sur Q. O
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Application a la théorie des

modules instables

L’étude des caracteres modulaires des groupes linéaires finis menée dans le cha-
pitre précédent est motivée par plusieurs conjectures issues de la topologie algé-
brique, précisément de la théorie des modules sur 'algebre de Steenrod. On note
K"™(U) le groupe abélien libre engendré par les classes d’isomorphisme des facteurs
directs de H*V,, := H*(V,,Z /p) comme module sur Ialgebre de Steenrod, avec
Vo, = (F,)". En interprétant un facteur direct de H*V,, comme facteur direct de
H*V,, 11, on obtient un monomorphisme de K™(U) vers K" ({/). On dispose donc
d’une filtration du groupe abélien libre K (U) = U,>o K™ (U). Ce groupe est égale-
ment muni d’une structure d’anneau pour la multiplication donnée par le produit
tensoriel de modules instables. Carlisle et Kuhn [CK89] proposent la conjecture

suivante sur la structure de cet anneau.
Conjecture 5.0.1. L’anneau K(U) est polynomial.

D’apres [CK89, Thm. 3.2] les anneaux @,,5¢ Ko(F, GL,(F,)-proj) et K(U) sont
isomorphes. Le théoreme 4.2.2 montre donc que K¢ (U) := C®K (U) est une algebre
polynomiale. On décrit une famille de générateurs (sur C) en utilisant les facteurs de

Campbell-Selick [CS90], (voir [Hail9]). La polynomialité donne une nouvelle preuve
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Chapitre 5 — Application a la théorie des modules instables

d’une conjecture de Schwartz [DHS14, Conj. 3.2], qui a été démontrée dans [Hail5;
Hail6 ; Hail9] (voir aussi [FHS16]).

Proposition 5.0.2. L’action du foncteur T de Lannes sur K& (U) est diagonalisable

et son spectre est {1,p,...,p"}.

On peut également identifier les séries de Poincaré associées aux éléments de
Kc(U). Soit Pc(.,t) application de K¢(U) vers Cl[t]] qui associe a la classe d'un
module instable sa série de Poincaré. On fixe un plongement 6 de F; dans C et pour
tout f polynome irréductible sur I, avec un coefficient constant non nul, on note
Py 'image par I'isomorphisme décrit ci-dessus dans K¢(U) de la fonction de classes

7Tf.
Proposition 5.0.3. L’image Pc(.,t) est engendrée en tant qu’algébre par les séries

1
(w—t)(w2—t)...(w2" "t —t)’

pour p = 2,

P(C<Pf7 t) =
(wtt) (wP+t)...(wP" " 44
(w—t2) (wP—t2)...(wP™ t —12)’

pour p > 2,

ot [ parcourt 'ensemble des polynomes irréductibles sur F, avec un coefficient

constant non nul et w = () ot « est une racine de f.

On retrouve que le noyau de Pg(.,t) est non trivial pour p = 2 [DHS14] et notre

argument fournit une réponse a une question plus précise posée par Hai [Hail9, §5] :

Proposition 5.0.4. Pour p = 2, la restriction de Pc(.,t) a l'espace propre pour

laction du foncteur T associé a la valeur propre 1 admet un noyau non trivial.

5.1 Polynomialité

On note U la catégorie des modules instables sur 'algebre de Steenrod modulo
p, et K™"(U) le groupe abélien libre engendré par les classes d’isomorphisme des
facteurs directs de H*V,,, ou V,, = (Z/pZ)". Le groupe K(U) = U,>o K" (U) est un
anneau pour le produit tensoriel de modules instables. Pour M un facteur direct de
H*V,,, on note [M] sa classe dans K (U).

Carlisle et Kuhn énoncent la conjecture suivante :

Conjecture 5.1.1. [CK89, §4] L’anneau K(U) est polynomial sur Z.
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5.1. Polynomialité

Cette conjecture est discutée dans [Hail9, §4]. Elle s’énonce également en termes
de représentations modulaires des groupes linéaires. Pour P un F, GL,,(F,)-module
projectif, considérons le module instable Homey,,) (P, H*V,). 11 est isomorphe a

un facteur direct de H*V,,. Ceci permet de définir 'application

D0 Ko(Fp, GL,(Fp) -proj) — K(U)

P o [Homep, e, (P, HV,), 51)

qui est un isomorphisme d’anneaux [CK89, Thm. 3.2]. On I’étend en un isomor-

phisme de C-algebres

C (@ Ko(F, GL,(F,)-proj)) — Kc(U). (5.2)

n>0
On déduit du théoreme 4.2.2 une forme faible de 5.1.1.

Théoréme 5.1.2. L’algebre Kc(U) est polynomiale et une famille de générateurs
polynomiaux est
{Py, f dans F,[x] irreducible, f(0) % 0}.

Le corollaire 4.2.3 donne le résultat sur les rationnels.

Corollaire 5.1.3. L’algébre Q @ K(U) est polynomiale avec un générateur pour

chaque polynome irréductible sur F, avec un coefficient constant non nul.

Démonstration. C’est une reformulation du théoreme 4.2.2 par I'isomorphisme (5.2).
[l

Rappelons que d’apres la proposition 4.4.3 les fonctions de classes 7y sont des
combinaisons linéaires a coefficients complexes des caracteres de Deligne-Lusztig ten-
sorisés par la représentation de Steinberg St,,. L’isomorphisme (5.1) fournit une bi-
jection entre les facteurs directs de Campbell-Selick [CS90] et les caracteres St,, @ Ry’
[Hail9, §4]. Ainsi, la proposition 4.4.4 devient :

| Tl

Z w™I M, (j).

J=0

P, =
L

Remarquons que les facteurs directs M,,(j) sont ceux utilisés par Hai pour décrire

un systeme de générateurs de K (U) formé de vecteurs propres du foncteur 7' [Hail9,

§1.

91



Chapitre 5 — Application a la théorie des modules instables

5.2 Vecteurs propres du foncteur T’

Considérons l'action du foncteur 7" de Lannes [Lan92]. Le foncteur T est I’adjoint
a gauche du foncteur @ H*F), : Y — U. C’est un foncteur exact et il commute avec
le produit tensoriel [Lan92]. En particulier, il induit un endomorphisme de l'anneau
K(U), qu'on notera encore T. D’apres [Lan92],

T(HOl’IlGLn(Fp)(P, H*Vn)) = HOIIlGLn(]Fp)<P (029 FP[V:], H*Vn)

Par lisomorphisme (5.1), on peut aussi voir 7" comme un endomorphisme de
D50 Ko(GLy(Fp) -proj). Alors,

T([P]) = [P F,[V/]].
Notons T¢ la complexification de 7. C’est un endomorphisme de
CR(B,>0 Ko(GL,(F,) -proj).

Proposition 5.2.1. Soit f = (x — 1)"g dans F,[z] avec g(0)g(1) # 0. La fonction

de classes my est un vecteur propre pour Tc pour la valeur propre p™.

Démonstration. Soit f un polyndme de degré n sur I, avec un coefficient constant
non nul. On a
T(my) = mp @ Fp[V]].

Soit alors g dans GL,(F,), on a

Vil(g), sixg =1,
0 sinon.

T @F[Vy1(g) = { il

Sif#x—1et x,=f,alors g: V> — V* est sans point fixe. Ainsi F,[V,*](g) =1
et T'(my) = my. Sinon, f =2 — 1 et pour g tel que x, = f, on a F,[Vi*|(g) = p. Donc
T(ny) = pmy. O
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5.2. Vecteurs propres du foncteur T

Comme corollaire, on obtient une preuve de la conjecture de Schwartz [DHS14,
Conj. 3.2] sur la diagonalisation de 'action de T¢. Cette conjecture a été démontrée
dans [Hailb] et [Hail6] par des méthodes différentes.

Corollaire 5.2.2. L’action de T sur KX(U) est diagonalisable et ses valeurs propres
sont 1,p,...,p". De plus, pour 0 < i < 1, une base de l’espace propre associé a p*
est

((H'F,)® ® Py, deg(f) <n—i, f(1)#0).

n—i

Cet espace est de dimension p"~* — p" =t pour i < n, et unidimensionnel si i = n.

Démonstration. D’apres le théoréeme 5.1.2, pour tout entier n, une base de K@ (U)
est
(Pf, f unitaire de degré <mn et f(0) #0).

Notons pour tout 0 < i < n, KZ(p’) le sous-espace propre de KZ(U) associé a la
valeur propre p'. D’apres la propriété 5.2.1, K*(p') est le sous-espace engendré par
les P,_1yif avec f dans F,[z], unitaire, de degré inférieur ou égal a (n —i) et tel que
f(0)f(1) # 0. En particulier,

dime K2(p') = #{f € F,[z], f unitaire, deg f <n —i, £(0)f(1) # 0}.

Notons F,, = {f € F,[z], f unitaire, deg f < n, f(0)f(1) # 0}. Il reste & montrer

que

1 sii = n.
Le cas n = i est clair, le seul polynome dans Fj est polynome constant égal a 1.
Montrons par récurrence sur n dans N* la propriété (P,) : “ le cardinal de F,
vaut p"* — p"~1”
Pour n =1,

Fi={1}uU{z —a,a € F,}\{0,1}.

Donc #F; = p — 1 et (P;) est vraie.

Supposons (P,_1). Pour tout k entier, notons

G = {f € Fplz],deg f = n, f(0) # 0}.
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Chapitre 5 — Application a la théorie des modules instables

On a la décomposition ensembliste,
Fn = Gn\{(w - 1)979 € anl} U anl-

Donc

#Fn — pn - pnfl - (pnfl - pan) _’_pnfl - pn72 — pn . pnfl.

Ainsi, la propriété (P,,) est vraie. O

5.3 Séries de Poincaré

On peut identifier les séries de Poincaré associées aux éléments de K¢(U). On
note P(.,t) 'application qui associe a la classe d’'un module instable sa série de

Poincaré
KU) — Z[[t]
[M] = Y45 dim M2,
On note Pc(.,t) sa complexifiée. Enfin, rappelons que pour f un polynome sur F,

avec un coefficient constant non nul, Py désigne I’élément de K¢(U) associé a my. La

proposition suivante décrit 'image de Pc(.,t).

Proposition 5.3.1. Soit f un polynome unitaire, irréductible sur F, avec un coef-

ficient constant non nul,

1 JE—
(D (Wb 1 P= 2,

Pe(Py,t) =

(wtt) (wPt)...(wP" " 4t
(w—t2) (wP—t2)...(wP" "t —12)’

p > 2.

Démonstration. On a vu que

LR

Py = > wM,(j).
j=0

pr—1

Par ailleurs,

M,(j) = Homgr,w,) (Ind%Ln(Fp)(SOj)a H*V,,)
Homg, (5, Resg. ") H*V,,)
H* n‘Pj ]

I
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5.3. Séries de Poincaré

Comme

H*V, =
S(VHYR AV sip>2,

{ S(V¥) sip=2
ou S(VF) est 'algebre symétrique sur V,* concentré en degré 1 et A(V,F) l'algebre
extérieure sur V* concentré en degré 2 (voir par exemple [Sch94, §1.5]), le résultat

se déduit de la formule de Molien. ]

Le cas p =2

Dans ce cas, la formule de la proposition 5.3.1 prend une forme particulierement
simple.

Soit f un polynoéme irréductible sur Fy avec un terme constant non nul et
oq,..., 0 ses racines dans F,. On note f le polynéme (A(ay) —t)... (8(an) — t)
in C[t]. L'image Pc(.,t) est la sous-algtbre de C(t) engendrée par {1/f | f €
Falal, £(0) # 0},

Soit g le produit des polynémes irréductibles fi,..., fy, onnote P, = Py, ®...®
P, et g=fi... fy. Ainsi, on a Pe(P,,t) = 1/3.

Proposition 5.3.2. Pour p = 2, le noyau de Pc(.,t) est non-trivial.

Démonstration. Soit N un entier et fi,..., fi, des polynémes irréductibles sur F
de degré N. D’apres la proposition 5.3.1, pour tout a, ..., ax,, dans C, la série
o Q; & af;

) 7
i= 1HJ l,j;ézfj i= 1Hj£1fj

est dans cette image. Ainsi, chaque relation

afi+ ... +anfy=0

dans C[t] fournit un élément du noyau. En particulier, lorsque le nombre de po-
lynémes irréductibles de degré N est strictement plus grand que la dimension de
I'espace Clt]<,, on est stir qu'il existe de telles relations. Il suffit par exemple de
prendre N = 6. O]

La preuve donne une réponse négative a une question posée dans [Hail9, p. 4.6] :
la restriction de P¢(.,t) a 'espace propre associée a 1 pour 'action de T" sur K¢ (U)

n’est pas injective.
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Chapitre 5 — Application a la théorie des modules instables

On peut aussi décrire le noyau de Pg(.,t). Chaque élément P de K¢(U) est
combinaison linéaire des Py, ..., P, avec f; unitaire de degré d; et avec un terme
constant non nul : N

P = Z ay, Py,
i=1

Donc P est un élément du noyau si, et seulement si,

afi:[)

M=

=1

~

C’est-a-dire

N -
i\f: ap [Ty fi —0
= I ’

ou encore
N N
Z ay; H fz = 07
=1 =l
ou la derniere équation vit dans ’espace vectoriel des polynémes de degré inférieur
ou égal a [[Y, d;.
FExemple. Considérons les polyndémes de degré 4 sur Fy, premiers avec x + 1. Un

élément du noyau de Pg(.,t) est

Pray — 5Prcy + 3Peru + Prrg,

avec
E = 2*+224+22+2+1
F = 2t +22+1
G = 2" +2°+1= (22 +2+1)?
H = z*+2+1.

Par définition, c’est un vecteur propre pour la valeur propre 1 pour l'action de
T. Ceci permet de répondre a une question posée par Hai quant a l'injectivité de
I’application série de Poincaré restreinte a ’espace propre associé a la valeur propre 1
[Hail9, Conj. 5.6].
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Algebres de Hopf auto-adjointes

positives

Dans ce chapitre on introduit la notion d’algebre de Hopf auto-adjointe positive
("PSH-algebras") définie par Andrei Zelevinsky dans son Lecture Notes [Zel81].
Cette structure a pour exemple typique l'algebre des fonctions symétriques. Un
résultat classique, certainement connu de F.G. Frobenius, relie I’algebre des fonctions
symétriques aux représentations des groupes symétriques pris simultanément. La
structure d’algebre de Hopf auto-adjointe permet également de faire le lien avec les
produits en couronne d'un groupe fini G, avec les groupes symétriques ainsi qu’avec
les groupes linéaires finis et les groupes unitaires finis.

On commence par rappeler la définition d’algebre de Hopf. Ensuite on décrit
I’exemple de I'algebre des fonctions symétriques. Ceci permet de fixer des notations,
également utilisées dans le reste du texte. Enfin, on présente la notion d’algebre de

Hopf auto-adjointe positive. On suit la présentation de [GR18].

A.1 Algebres de Hopf

Dans tout ce chapitre, K désigne un corps et A un anneau, la lettre m désigne

une multiplication et A une comultiplication. Toutes les algebres que I'on considére
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sont associatives et munies d’une unité, souvent notée u. De méme les cogebres sont

coassociatives et munies d’une counité qu’on notera &.

Définition A.1.1. Un K-module est une bigébre si c’est une algebre et une cogebre

sur K telle que la comultiplication soit un morphisme d’algebres.

Ezemple. Pour G un groupe fini, on munit l'algebre KG d’une base (e,) e telle
que pour tout g et ¢’ dans G, e;.ey = e4y. L'algebre K G est une bigebre pour la

counité
e : KG — K

eg 1

et la comultiplication
A KG - KGKG

€g = eg®ey
Définition A.1.2. Soit A une bigebre et x un élément de A,
— Délément x est dit de type groupe si A(x) =z ® z,
— il est dit primitif si A(x) =21+ 1® z.

Exemple. Dans la bigebre K G, les éléments de la base (e,)4e sont des éléments de
type groupe.
Définition A.1.3. Soit A une bigebre. Un coidéal bilatére est un sous K-module J

de A tel que
AJ)CIJRA+A®J

et
e(J) =0.

Si un sous-ensemble J d’une bigebre A est a la fois un coidéal bilatere et un idéal

bilatere, alors le quotient A/J hérite d’une structure de bigebre.

Définition A.1.4. Un K-module M est dit N-gradué s’il admet une décomposition

en somme directe de la forme

M=@ M,.

n>0
Un élément x appartenant a M, est dit homogéne de degré n. Un K-module M est

dit connexe si My = K.

Définition A.1.5. On dit qu’un module gradué est de type fini si pour tout n entier
M, est de type fini.
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Définition A.1.6. Une bigebre A sur K est une algébre de Hopf s’il existe une
application K-linéaire S : A — A, appelée antipode, telle que le diagramme suivant

commute :

A A—%9 A9 A

A : K “ A
PN e

FExemple. L’algebre de groupe K G est une algebre de Hopf pour I'antipode
S(eg) = €g—1.

Ezemple. Soit V un K-module gradué. L’algebre tensorielle T'(V') et I'algebre symé-
trique Sym(V') sont des algebres de Hopf.

Définition A.1.7. Soit H et H' deux algebres de Hopf. On dit qu’une application
f+ H — H'est un morphisme d’algebres de Hopf si ¢’est un morphisme de bigebres,

c’est-a-dire si f commute avec la multiplication et avec avec la comultiplication.

Proposition A.1.8. L’antipode S d’une algebre de Hopf est un anti-endomorphisme :
S(1) =1 et S(a.b) = S(b).S(a).

Proposition A.1.9. [GR18, Prop. 1.4.14] Une bigébre graduée connexe A admet
une unique antipode S qui est un morphisme gradué et qui munit A d’une structure
d’algebre de Hopf.

Définition A.1.10. Soit H une algebre de Hopf sur K. Une sous-algebre de Hopf de
H est une algebre de Hopf A sur K telle que A C H et I'inclusion est un morphisme
d’algebres de Hopf.

Théoréme A.1.11 (Milnor-Moore). Soit A = @,,5q Ay, une algébre de Hopf gradudée
sur un corps K de caractéristique 0. Si A est connexe et commutative alors c’est une
algebre commutative libre, c’est-a-dire une algebre polynomiale, engendrée par des

éléments homogeénes.

Définition A.1.12. Soit A une algebre graduée connexe de type fini et soit A son

idéal d’augmentation. On appelle module des indécomposables le module fl/ A? et
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on le note Q(A). On appelle module des décomposables le module A%, quon note
D(A).

Les modules Q(A) et D(A) héritent de la graduation de A.

A.2 Algebre des fonctions symétriques

A.2.1 Définition

Soit A un anneau commutatif et x = (z1,x9,...,Z,,...) une suite de variables.
Pour toute suite d’entiers o« = (v, . .., ) nulle a partir d’un certain rang, on note
x® le mondme 27" ...z3*. Un monoéme x* est de degré n si >; o = n.

On note A[x] 'anneau des séries formelles en x,
S(x) = cax”

de degré fini, c’est-a-dire les séries pour lesquelles il existe d = d(S) tel que si
Yooy > d alors ¢, = 0.
Pour tout n, le groupe symétrique S,, agit sur A[x] en permutant les n premieéres

variables. Considérons la chaine formée par les groupes symétriques :
SiCSC...cS,C...,

on note S, sa limite inductive. On peut voir S5, comme le groupe des permutations

de N* ne permutant qu’'un nombre fini d’éléments.

Définition A.2.1. On appelle anneau des fonctions symétriques en x et a coeffi-
cients dans A, le sous-anneau des Sy-invariants A[x]°><. On le note Sym , ou sim-

plement Sym si cela ne préte pas a confusion.

[’anneau Sym est gradué :

Sym = @ Sym,,,

n>0

ou Sym,, désigne I’ensemble des fonctions symétriques homogenes de degré n.
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A.2.2 Comultiplication

Considérons les familles de variables x et y. On a un homomorphisme d’anneaux

Alx|® Aly] —  Al(x,y)]
fx)@gly) — fx)gly)

La restriction de cet homomorphisme aux fonctions symétriques donne l’isomor-

phisme
¢ Sym(x,y) = Al(x,y)]7=*%>,

ol S, X Sy désigne le groupe des permutations (finies) de (x,y) qui permutent les
variables z1,...,%,,... de x entre elles. Notons S( ) le groupe des permutations
de (x,y) ne permutant qu'un nombre fini de variables. Le groupe S, X Sy, est un

sous-groupe de S(s ). On a donc une inclusion d’anneaux
i : Al(x,y)]5e — A[(x,y)]%*%* = Sym @ Sym.

En fixant une bijection entre (x,y) et x, on identifie les anneaux A[(x,y)]%ce
et Sym (le choix de la bijection n'importe pas puisque les éléments de Sym sont des
fonctions symétriques en les variables). On obtient alors la comultiplication A en

composant i et ¢! :
. { SooXSee £\
A Sym — A[(x,y)] —— Sym ® Sym .

Proposition A.2.2. [GR18, §2.2] L’application A est un morphisme d’algébres et

munit Sym d’une structure de bigebre connexe graduée qui est donc une algebre de
Hopf.

A.2.3 Bases

On définit ici les bases usuelles de Sym (voir [GR18]).
fonctions symétriques élémentaires : e, :=>;, ;. i T Ti, ... Ty,
sommes de Newton : p, =z} + 25 +....
fonctions symétriques homogenes : h, =3, <i,c < TiTiy ... Tj,.

n

Notons,
e(t) = Y,soent”, h(t) = 2,50 hnt",

101



et

p(t) = pat".

>0

On a la relation

e(t)h(—t) = 1.
On a également,

h(t)p(t) = nh'(t),

soit
Pn + hlpn—l + ...+ hn—lpl = nhn (A].)

En particulier, si K contient Q,
o Pr

Si A= (A1, A2, ..., ), on note

et

Proposition A.2.3. Les familles {ex}r et {hx}r sont des K-bases de Symy. Si
Q CK, alors {pr} est également une base de Symy.

En particulier,
Symy, = Zlen,n > 1] = Z[hy,n > 1],

et
Symg = Q[pn,n > 1].
Pour tout entier n, on a,
© Alpa) =pa @1+ 1@ py,
o Alen) = Yt jonti @ e,
o A(hn) =Xt jon hi ® hy.

Remarque 7. Les p, sont des éléments primitifs de Sym,. En fait ils engendrent

le sous-module de Sym, formé des éléments primitifs et en forment donc une base
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puisque ce module est de rang 1 en chaque degré et que les p,, ne sont pas divisibles
(d’apres la formule (A.1)).

A.2.4 Fonctions de Schur

Une autre base classique pour Sym est la base des fonctions de Schur {s,},. Pour

toute partition A = (Aq, Ag, ..., Ay), on note :
sx = det(hx,—itj)1<ij<m.

Proposition A.2.4. [GR18] Dans la base formée des fonctions de Schur, les constantes
de multiplication et de comultiplication sont les mémes. C’est-a-dire qu’il existe des

coefficients entiers cf , définis pour tout triplet de partitions, tels que
S).5, = Zc;usy,
v
et

A(s)) =Y 5,52 @ s

Al

De plus, ¢, est nul sauf si A\, p C v et [N + |p| = [v].

En particulier,
Symy, = Z[s,,n > 1].

L’algebre Sym est munie d’un produit scalaire tel que la base des fonctions de

Schur soit une base orthonormée,
<8)\, S,\/> = (5)\7/\/.

La base {py}\ est orthogonale pour ce produit scalaire et A = (1™,2"2,...),

(P, oAy = [ "
i>1

A.3 Algebres de Hopf auto-adjointes positives

Dans 'algebre des fonctions symétriques Sym, la base formée des fonctions de
Schur a la propriété remarquable que les constantes de structure pour la multiplica-

tion et pour la comultiplication sont les mémes. De plus, toutes ces constantes sont
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positives. L’idée de Zelevinsky est d’étudier les algebres de Hopf graduées munies

d’une base ayant ces mémes propriétés [Zel81].

A.3.1 Définition

Définition A.3.1. [Zel81] Une algebre de Hopf A sur Z est dite auto-adjointe posi-
tive si elle est munie d'une Z-base Q = {wy }, formée d’éléments homogenes vérifiant

les deux propriétés suivantes :
(auto-adjonction) Siwy.w, =3, o} w,, alors Aw, =3, af Wy ® w,.
(positivité) Pour tout A, p, v, a , > 0.
Les éléments de €2 sont dit irréductibles.

L’algebre des fonctions symétriques munie de la base des fonctions de Schur est
évidemment une algebre de Hopf auto-adjointe positive.

Un morphisme d’algebres de Hopf auto-adjointes positives f entre A; et Ay de

bases respectives (2, et {25 est un morphisme d’algebres de Hopf graduées tel que
f(£21) € NQs.

La propriété d’auto-adjonction implique notamment le résultat suivant.

Théoréeme A.3.2. [GR18] Soit A une algébre de Hopf auto-adjointe positive définie
sur un corps K de caractéristique 0. L’inclusion de [’ensemble des éléments primitifs

p dans A induit un isomorphisme d’algébres
Symg (p) — A.

En particulier, A est commutative et cocommutative.

Toute algebre de Hopf auto-adjointe positive (A, (2) est munie d’un produit sca-
laire (.,.) pour lequel la base Q est orthonormale. Pour tout élément x de A, on note

x opérateur adjoint de la multiplication par z. Autrement dit, x* est défini par

(x*(y), 2) = (y, x2),

pour tous y et z dans A.

A.3.2 Décomposition

Dans cette section on donne la décomposition des algebres de Hopf auto-adjointes

positives en produit tensoriel de sous-algebres ayant un unique élément primitif
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irréductible.

Si Ay et Ay sont deux algebres de Hopf auto-adjointes positives de bases respec-
tives €21 et €, leur produit tensoriel A; ® Ay est & nouveau muni d’une structure
d’algebre de Hopf auto-adjointe positive de base {wi ® wa}(w; ws)e0r x0s-

Soit A une algebre de Hopf auto-adjointe positive et Q2 la base des irréductibles.
On note C := QN p 'ensemble des éléments primitifs de €2. Pour tout p dans C, on
note

Qp) :={w € Q|{w, p") # 0 pour un certain n > 0}

et

Alp) = P Zw.

weR(p)

Alors A(p) est une sous-algebre de Hopf auto-adjointe positive de A et I’ensemble
de ses éléments irréductibles est Q(p). En particulier, p est le seul élément a la fois

irréductible et primitif de A(p). On dit que A(p) est indécomposable.

Théoréme A.3.3. [Zel81] Toute algébre de Hopf auto-adjointe positive A admet
une décomposition en produit tensoriel d’algébres de Hopf auto-adjointes positives

indécomposables

A=Q Ap).

peC

A.3.3 Unicité

Il nous reste donc a comprendre les algebres de Hopf auto-adjointes indécompo-
sables, c’est-a-dire celles ayant un unique élément primitif irréductible. Soit A une
algebre de Hopf auto-adjointe positive ayant un unique élément primitif, a change-
ment de graduation pres, A est isomorphe a Sym.

L’idée est de trouver dans la base ) de A, deux familles d’éléments qui vont

correspondre respectivement a la famille des fonctions symétriques homogenes
{hn = S(n)}neN
et a la famille des fonctions symétriques élémentaires

{en = S(l")}nEN-

Zelevinsky caractérise ces deux familles par les propriétés suivantes :
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p° = ez + ho,

2. pour tout n > 0
hy(e,) =0 et ey(h,) =0,

3. pour 0 <k <n,
hit(hn) = hp_r et er(en) = hn g,

4. siw € WN\{ho,...,hn},

et siw € Q\{ep,...,en}

5. pour tout n > 0,
A<hn> = Zi-i—j:n hi ® hj et A<en) = Zi+j:n €; & €j.

Théoréme A.3.4. [Zel81] Soit A une algébre de Hopf sur Z auto-adjointe positive
de base 2. On suppose que ) contient un unique élément primitif, noté p, et qu’il
est de degré 1. Il existe un unique couple de familles {hy}, et {e,}, d’éléments de

A, vérifiant les propriétés listées ci-dessus. De plus,
— les éléments e, et h, vérifient les relations

> (=1)eihj = bon,

i+j=n

A= Z[hl,hg, .. ] = Z[@l,eg, .. .],

— 1l existe un unique automorphisme non trivial d’algébre de Hopf auto-adjointe

positive sur A, le morphisme qui échange h,, et e, pour tout n entier,

— il existe deux isomorphismes d’algébres de Hopf auto-adjointes positives entre
A et Sym. Le premier envoie h, sur la fonction symétrique homogéne h,(x),

le second envoie e, sur la fonction symétrique homogéene e, (X).
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Théorie de Brauer

On rappelle ici brievement des éléments de la théorie des représentations modu-
laires des groupes finis. Notre référence principale est [Ser71] et on utilise également
[Web16].

Pour le reste de cette section, on fixe G un groupe fini et K un corps de carac-
téristique 0 muni d’une valuation discrete. On note A 'anneau de valuation, m son
idéal maximal et k := A /m le corps résiduel. On suppose que k est de caractéristique
p > 0. Le triplet (K, A, k) est appelé systéme p-modulaire.

Un K G-module (ou un kG-module) simple est dit absolument simple s’il reste
simple apres extension des scalaires. Si tous les K G-modules simples sont absolu-
ment simples, on dit que K est un corps de décomposition pour G.

En pratique on supposera que (K, A, k) est systéme p-modulaire de décomposi-
tion pour G.

Dans toute la suite, pour A un anneau associatif unitaire, on note Ky(A-mod)
(resp. Ko(A-proj)) le groupe de Grothendieck de la catégorie des A-modules de type
fini (resp. le groupe de Grothendieck de la catégorie des A-modules projectifs de

type fini).
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B.1 Dualités

Si E et F' sont deux K G-modules, le couplage
(B, F) — dimg Homg(FE, F)
définit une application bilinéaire
Ky(KG-mod) x Ko(KG-mod) — Z.

On la note (.,.)k. Les classes de deux modules simples non-isomorphes sont ortho-
gonales pour cette forme. De plus, si K est un corps de décomposition pour G, un
K G-module S est simple si, et seulement si, (S, S)k = 1. Ainsi, la forme bilinéaire
est non-dégénérée.

Si E est un kG-module projectif et F' un kG-module quelconque, le couplage
(E, F) — dimy Homg(FE, F)
permet de définir a nouveau une application bilinéaire
Ko (kG -proj) x Ko(kG-mod) — Z.

On note cette derniére (.,.). Si k est un corps de rupture pour G, la forme (.,.)
est non dégénérée. En effet, les familles des kG-modules simples {[S]}s et des kG-

modules projectifs indécomposables {[Ps]}s, sont des bases duales I'une de l'autre.

B.2 Triangle cde

B.2.1 Décomposition des projectifs

En associant a chaque kG-module projectif, sa classe dans Ky(kG-mod), on

obtient un morphisme de groupes abéliens
¢ : Ko(kG -proj) — Ky(kG-mod),

appelé homomorphisme de Cartan.
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B.2.2 Décomposition en caractéristique positive

Pour E un K G-module, on peut trouver un sous-A-module A-libre E; de E tel
que K E; = E. De plus, on peut supposer que E; est stable sous l'action de G de
telle sorte que E; soit un A G-module. On peut alors former le kG-module k£ ®, E;
dont l'image dans Ky(kG -mod) est indépendante du choix de F;. On obtient alors

un morphisme

d: Ko(KG-mod) — Ky(kG-mod).

Le morphisme d est appelé application de décomposition.

B.2.3 Relévement des projectifs

Si P est kG-module projectif, il existe un unique A G-module P & isomorphisme
prés tel que k ®4 P = P. De plus c’est un A G-module projectif.

Pour P un kG-module projectif, a partir de son relevement P, on peut former le
KG-module K ®4 P. Ceci définit un morphisme

e : Ko(kG -proj) — Ko(KG-mod).

B.2.4 Le triangle

Les applications ¢, d et e donnent le triangle commutatif :

Ko(kG -proj) - Ko(kG-mod) .

e A

Ko(KG-mod)

De plus, les applications d et e sont adjointes I'une de 1’autre,
{e(P), M)k = (c(P), d(M)),

pour P dans Ky(kG -proj) et M dans Ky(K G -mod).

Proposition B.2.1.
— L’homomorphisme d est surjectif,

— L’homomorphisme e est une injection scindée.
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B.3 Caractérisation de ’image de e

Définition B.3.1. Un élément de G est dit p-régulier s’il est d’ordre premier a p. On
note G,., I'ensemble des éléments p-réguliers. On dit qu'une classe de conjugaison

de G est p-régulicre si ses éléments sont p-réguliers.

La propriété suivante est un résultat essentiel dans le travail présenté dans cette

these.

Proposition B.3.2. [Ser71, §16.2.37] L’image de e : Ko(kG -proj) — Ko(K G -mod)
est formée des éléments de Ko(IKG-mod) dont le caractére est nul en dehors des

classes p-régulieres.

La classe d’isomorphisme d'un kG-module projectif est entierement déterminée

par le caractere de son image par e.

B.4 Caracteres modulaires

Ici, on a besoin les corps que K et & soient des corps de décomposition pour G
et pour tous ses sous-groupes. On peut par exemple supposer que K contient toutes
les racines e-iemes de I'unité, ou e est 'exposant de G.

Rappelons que G,., désigne I'ensemble de éléments de G' d’ordre premier a p.
Notons a le plus petit multiple commun de I'ordre des éléments de G, et fixons
f un isomorphisme entre les racines a-emes de 'unité de k et les racines a-emes de
I'unité de K.

B.4.1 Caractéres modulaires

Soit £/ un kG-module de dimension n et g un élément de G,.,. On note gg ’endo-
morphisme de F associé a g. Comme ¢ est d’ordre premier a p, gg est diagonalisable
sur k et ses valeurs propres sont des racines a-émes de I'unité. On les note Ay, ..., \,.

On note

L’application ®g : G,., — K est appelée caractére modulaire de E, ou encore

caractére de Brauer de E.
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Proposition B.4.1. On a,
2. ®p est une fonction de classes sur Geg ;

3. 510 — Ey — E1 — Ey — 0 est une suite exacte courte de kG-modules, alors

Cp, = Pp,+Pp,. En particulier, ®r ne dépend que de la classe d’isomorphisme
de E ;

4. si P est un kG-module projectif, pour tout g dans Greg, on a Xeqr)(9) = Pr(9),

ot Xe(1p)) désigne le caractére compleve de e([P)).
Notons CF(G,.,) le K-espace vectoriel des fonctions de classes de G.g.

Théoréeme B.4.2. (Brauer) Les caractéres des kG-modules irréductibles forment
une base de CF(G,ey).

Corollaire B.4.3. Le nombre de classes d’isomorphisme de kG-modules irréduc-

tibles est égal au nombre de classes de conjugaison p-réqulieres de G.

B.4.2 Triangle cde et fonctions de classes

D’apres ce qui précede, en tensorisant les applications du triangle cde par K et

apres des identifications évidentes, on obtient le triangle commutatif :

K®c

CF,y(G) CF(Ghey) -

K®e K®d
CF(G)

Notons que K ®c est un isomorphisme d’espaces-vectoriels.

B.4.3 Relévement de Brauer

On l'a expliqué, 'application e est un monomorphisme scindé. Comme 'appli-
cation de décomposition d est 'application adjointe de e, elle est également scindée.
On définit ici une section de d.

Tout élément g de G admet une décomposition unique g = g,g, avec g, un élé-
ment p-régulier et g, un élément dont 1’ordre est une puissance de p et qui commute

a g.. L’élément g, est la partie p-réguliere de g et g, sa partie p-unipotente.
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Si f est une fonction de CF(G,,), on définit une fonction de classes o(f) sur G

en posant pour tout g dans G,

a(f)(9) = f(gr).

Théoréme B.4.4.
— Si f est un caractére modulaire de G, alors o(f) est un caractére virtuel de G.

— L’application o : Ko(kG-mod) — Ky(KG-mod) définit une section de l'ap-

plication de décomposition d.
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Calcul des générateurs

On présente une méthode pour calculer les générateurs (v, )pp de @,,5¢ Ko(Fp Sy, -proj)
ainsi que leur décomposition en termes des F,, S,-modules projectifs indécomposables
en utilisant SAGEMATH. Les conjectures énoncées le chapitre 1 s’y appuient.

Les calculs sont réalisés dans Sym, 'anneau des fonctions symétriques. Notons
A(p) le sous-anneau de Sym formé des fonctions symétriques f telles que pour toutes
partitions p-singuliéres A,

(fipr) =0.

L’isomorphisme entre les anneaux Sym et @, Ko(C S, -mod) (voir théoreme 1.1.5)
identifie le sous-anneau A(p) avec e(@,>¢ Ko(F, Sn-proj)). Apres des traductions
immédiates, le théoreme 1.2.7 montre que A(p) est polynomial et que des générateurs

polynomiaux sont donnés par les fonctions

Yp = > (=D)Fhyg - .. b, (C.1)
(R0se Ak ) E(NF)FFL
i >\i =n
pf/\o et p|Ai,i21
pour n premier a p (voir 1.3 apres le lemme 1.2.6 pour la formule)
D’apres le paragraphe 1.2.3, d’autres générateurs s’obtiennent en considérant les

fonctions de Witt (gn)ppn-
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Avec SAGEMATH, on commence par définir Sym et plusieurs de ses bases :

sage: Sym=SymmetricFunctions(ZZ)
sage: s=Sym.s() #base des fonctions de Schur
sage: h=Sym.h() #base des fonctions homogénes

sage: w=Sym.w() #base des fonctions de Witt

Remarquons que SAGEMATH utilise la notation w pour les fonctions symétriques
de Witt. Ainsi, dans toute la suite on confondra la fonction symétrique de Witt et le
caractere complexe du groupe symétrique associé en espérant que cela ne troublera
pas le lecteur. On fera de méme pour les fonctions symétriques y,, définies ci-dessus

et les caracteéres associés.

C.1 Générateurs y,

En s’appuyant sur la formule C.1, les générateurs (y,)p, se décrivent comme
combinaison linéaire des fonctions symétriques homogenes. La fonctions fonctions
suivantes construit le générateur y(n,p) en suivant cette description. Les nombres n

et p sont rentrés en parametres.

sage: def y(n,p)
y=0
L=Partitions(n).list() #Liste des partitions de n
for mu in L :
.. if (len([k for k in mu if k%p!=0])==1) and
(len([k for k in mu if k¥%p==0])==(len(mu)-1))
c=((-1)"(len(mu)-1))*factorial (len(mu)-1)
1=[1list(mu) .count(x) for x in list(set(mu)) if x % p == 0]
for i in range(len(set(mu))-1)
c=c/factorial(1[i])
y=y+c*h (mu)

return y
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On a par exemple :

sage: y(9,2)

h(2, 2, 2, 2, 1] - h(3, 2, 2, 2] - 3*h[4, 2, 2, 1] + 2*h[4, 3, 2]
+ h(4, 4, 1] + h(5, 2, 2] - h[5, 4] + 2*h[6, 2, 1] - h[6, 3]

- h(7, 2] - h[8, 1] + h[9]

En particulier, yg est le caractére d’un vrai C Sg-module.

C.2 Deécomposition dans la base des projectifs in-

décomposables

Soit f une fonction symétrique homogene de degré n dans A(p). Notons x le
caractere complexe de S, qui lui est associé. On le voit comme un élément de
Ko(C S, -mod). Puisque f est dans A(p), le caractére x est dans l'image de I'ap-
plication

en : Ko(F, Sy, -proj) — Ko(C S, -mod).

Etant donné la matrice de I’application e, dans les bases des F, S,-modules pro-
jectifs indécomposables au départ et des C.S,-modules simples a 'arrivée, on peut
déterminer la décomposition de e, '(x) dans la base des F, S,-modules projectifs

indécomposables. 11 suffit de résoudre I’équation :

X = Ep.

C’est ce que fait la fonction suivante. La fonction symétrique f et la matrice E de

I’application e, sont rentrées en parametres.

sage: def DecProj(E,f)
a=s(f)
n=sum(a.support () [0])
V=Matrix([a[i] for i in sorted(Partitions(n).list(),reverse=true)])
P = E.solve_right(V.transpose())

return P.transpose()

Remarque 8. Les matrices des applications e, peuvent s’obtenir en utilisant la bi-
bliotheque Hecke de GAP [Tral3].
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C.3 Un exemple de calcul

Prenons pour I'exemple n = 9 et p = 2. Définissons les fonctions symétriques

Yo o = (—1)1Dyq,
ol q(9,2) désigne le quotient de la division euclidienne de 9 par 2, et
wgig = —Wy.

sage: y9_2=(-1)"(9//2)*y(9,2)
sage: w9_2=-w[9]

Enfin, définissons Ey 5 la matrice de 'application eg dans les bases mentionnées

plus haut :

sage: E9_2=Matrix(

sage: [ [ 1, 0, 0, 0, 0, 0,0,01, [0, 1, 0,0, 0,0,0,01,
(1, 0,1,0,0,0,0,01,[2, 0,1,0,0,0,0,01,
o, o0,0,1,0,0,0,01,[1,0,1,0,1,0,0,01,
o, o0,1,0,0,0,01,[0,0,1,0,0,1, 0,017,
[2,0,1,0,1,1,1,01,[2,0,0,0,1,0,1, 01,
[3,0,2,0,1,1,1,01, [2,0,2,0,0,1,0,01,
(2,0,1,0,0,1,1,01,([0,1,0,0,0,0,0,11,
o, o0,10,0,0,131,00,1,0,1,0,0,0,117,
(3, 0,2,0,1,1,1,01]1,[0,1,0,1,0,0,0,01],
(2, 0,0,0,0,0,1,01, [0, 1,0,0,0,0,0,11,
[2,0,0,0,1,0,1,01, [2,0,1,0,0,1,1, 01,
(2,0,1,0,1,1,1,01,[1,0,1,0,1,0,0,01,
(2,0,10,0,0,0,01,0,0,1,0,0,1, 0,01,
ro,o0,o0,1,0,0,0,01,[1,0,1,0,0,0,0,01,
o, 1t o0,0,0,00,01]1,[1,0,0,0,0,0,0,017]]1]

sage: )

On obtient :

sage: DecProj(E9_2,y9 _2);
[0000O0126]
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et

sage: DecProj(E9_2,w9 _2);
[0 1 3 5 8 1 4 15]

Vu comme des caracteres complexes Sy, les caracteres yg o et wg 2 sont donc les

caracteres de vrais modules projectifs de Sg sur [F,,.
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Resumé : Cette these étudie les ca-
racteres modulaires de trois familles de
groupes : les groupes symétriques, les
produits en couronne avec un groupe fini
et les groupes linéaires finis. On s’inté-
resse plus particulierement a la structure
multiplicative des groupes de Grothen-
dieck des modules projectifs. Dans les cas
des groupes symétriques et des produits

en couronne, on obtient que ce sont des

représentations modulaires; groupes symétriques; groupes linéaires

anneaux polynomiaux. Un résultat simi-
laire a été conjecturé par Carlisle et Kuhn
pour les groupes linéaires en caractéris-
tique naturelle. On obtient une forme
plus faible donnant la polynomialité sur
les rationnels avec des générateurs décrits
par les caracteres de Deligne-Lusztig. On
montre diverses applications de ce résul-
tat en théorie des modules instables sur
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Title : Modular characters of families of groups

Keywords :

groups ; unstable modules.

Abstract : This thesis studies modular
characters of three families of groups : the
symmetric groups, the wreath products
with a finite group and the finite gene-
ral linear groups. Precisely, we study the
multiplicative structure on the Grothen-
dieck groups of projective modules. For
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states the polynomiality over the ration-
nals and we describe polynomial genera-
tors using Deligne-Lusztig characters. We
get applications to unstable modules over

the Steenrod algebra.
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