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Résumé

Francais

L’accrétion de givre sur les surfaces rencontrées en aéronautique (ailes, entrées d’air
moteur, sonde) est considérée comme un risque majeur pour la sécurité aérienne. Les
conséquences observées sont la dégradation des performances aérodynamiques pouvant
conduire au décrochage, des perturbations dans les moteurs pouvant aller jusqu’a son
extinction ou le colmatage des sondes. C’est pourquoi les avionneurs développent des
systémes de protection thermiques contre le givre. L’eau accumulée sur les surfaces reste
ainsi a ’état liquide et forme un film mince. Les propriétés dynamiques (hauteur, vitesse
et étalement) et thermiques (température, taux d’évaporation) du film en présence d’'un
écoulement d’air cisaillé permettent de prédire un éventuel regel du film d’eau en dehors
des zones protégées (< runback ice »). Comme les essais en vols ou en soufflerie sont
souvent complexes a mettre en ouvre et onéreux, la simulation numérique est devenue
un outil efficace et complémentaire pour dimensionner ces systémes. L’objet principal de
cette these est le développement de modeles intégrés dans un outil numérique permettant
de prédire le transport d’eau liquide sur une surface sous forme de film ou de ruisselets
ou de gouttes. Une approche intégrale de type Saint Venant est adoptée ce qui permet de
décrire la dynamique macroscopique d’un film 3D pour des configurations et des temps de
calcul raisonnables par rapport a un calcul DNS. Une formulation augmentée du second
ordre en espace pour le traitement des termes de courbure est proposée, ce qui autorise
I'utilisation de maillages surfaciques non structurés généraux. Contrairement aux modeles
disponibles dans la littérature, celui proposé dans ce manuscrit présente I’avantage de te-
nir compte des phénomenes capillaires et de mouillage sans limite de validité en termes
d’angle de contact statique. Une équation de conservation de l’énergie garantissant la
consistance thermodynamique des solutions calculées est dérivée du systéeme augmenté
régissant la dynamique du fluide. Une discrétisation de type Volumes Finis du systeme
d’équation est proposée. Des simulations numériques valident le modeéle pour des configu-
rations académiques de mouillage statiques et dynamiques. La transition d’un film continu
en ruisselets est également simulée.



Anglais

The ice accretion on surfaces encountered in aeronautics (wings, nacelle lips, sensors)
is considered as a major risk for aviation safety. The consequences observed are the degra-
dation of the aerodynamic performances that can lead to the aircraft stall, disturbances
in the engines that can lead to flame out or clogging of the sensors. That is why air-
craft manufacturers are developing thermal protection systems against icing. The water
accumulated on the surfaces thus remains in the liquid state and forms a thin film. The
dynamic properties (thickness, velocity and spreading) and thermal properties (tempera-
ture, evaporation rate) of the film in the presence of a sheared air flow make it possible a
potential refreezing of the water film on unprotected surfaces ("runback ice” phenomena).
Since flight or wind tunnel tests are generally expensive and difficult to set up, numerical
simulation has become an effective and complementary tool to design these systems. The
main purpose of this thesis is to develop a model integrated in a numerical tool to predict
the transport of liquid water on a surface which might take the form of a film, a rivulet or
a droplet. An integral approach based on a shallow water type model is adopted. It makes
it possible to describe the macroscopic dynamics of a three-dimensional liquid film on
realistic configurations and within reasonable computing times compared to a full Navier-
Stokes computation. An extended formulation is proposed, it corresponds to a second order
differential system and thus allows to use arbitrary surface meshes. Contrary to models
available in the literature, the one proposed in this manuscript has the advantage of ta-
king into account capillary and wetting phenomena without validity limit in term of static
contact angle. An energy conservation equation ensuring the thermodynamic consistency
of the calculated solutions is derived from the extended model governing fluid dynamics.
A Finite Volume discretization of the system is proposed. Numerical simulations validate
the model for both static and dynamic academical wetting configurations. The transition
of a continuous film into rivulets is also simulated.
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Introduction

Contexte de I’étude

Dés le début du XX° siecle, le givrage a été reconnu comme risque majeur dans le
domaine de l'aéronautique [1]. L’accrétion de givre se produit lorsque des gouttelettes
d’eau surfondues se déposent sur une surface et gelent apres I'impact. La présence d’un
dépot de givre peut induire une surcharge de 'appareil, une diminution des performances
aérodynamiques (plus particulierement dans le cas ou le dépdt se trouve sur une surface
portante), des risques pour le moteur en cas d’injection de cristaux ou d’obturation des
entrées d’air, ou encore le dysfonctionnement d’une sonde. Par conséquent, les industriels
de 'aviation développent depuis les années 1920 des systemes de protection afin de se
prémunir contre ces risques. Sur la grande majorité de la flotte mondiale, y compris sur
les avions tres récents, les systémes de protection les plus répandus sont des systemes a
prélevement d’air chaud. Lorsque ’avion rencontre des conditions givrantes, de I’air chaud
est prélevé dans les moteurs (par exemple & la sortie du compresseur du turboréacteur) et
injecté dans la zone a protéger (bord d’attaque de la voilure par exemple). Ces systémes,
dits d’antigivrage, fonctionnent sans discontinuer et empéchent les gouttes surfondues qui
impactent les surfaces protégées de geler et de former un dépdt de givre. Ils posseédent en
revanche I'inconvénient d’engendrer une importante consommation de carburant.

C’est pourquoi des systémes de protection électrothermiques (ETIPS pour Electro-
Thermal Ice Protection System) sont aujourd’hui a ’étude. Le principe est de positionner
des résistances électriques dans les zones que 1’on souhaite protéger.

FIGURE 2 — Illustration d’un ETIPS (source FMLC http ://www.fmlc.nl/)

A moyen terme il est tres probable qu’ils remplaceront les systemes a prélevement d’air
chaud car ils présentent de nombreux avantages. Le premier est de ne pas nécessiter le
transport d’un fluide, ce qui permet de réduire significativement la masse et de s’affranchir
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des problémes mécaniques (fuites, usure, etc.). Un deuxiéme avantage est que ces systémes
peuvent fonctionner de maniére plus souple que les systémes & préléevement d’air chaud.
En particulier, un moyen de réduire la consommation d’énergie consiste a optimiser la
puissance chauffante pour que seule une partie de ’eau impactante soit évaporée, la partie
restante pouvant former un film d’eau et regeler en aval de la zone protégée (Runback ice).
Toutefois les accumulations de givre dues au regel peuvent conduire a des dégradations im-
portantes des performances aérodynamiques voire méme étre dangereuses pour la sécurité
de ’avion. Il faut donc, lorsqu’on congoit un ETIPS, étre capable de prévoir la localisation,
I’épaisseur et la forme des accumulations de glace.

Des études expérimentales ont montré que le film d’eau qui se forme par coalescence des
gouttes impactant la surface et qui est entrainé vers l'aval par les forces aérodynamiques,
n’est pas stable et se sépare généralement en ruisselets qui peuvent regeler plus loin dans
les zones non-protégées, comme on peut le constater sur les clichés expérimentaux de la
figure 3. La transition d’un film continu en ruisselets modifie les surfaces d’échanges entre
I’air et le film ainsi qu’entre le paroi et le film. La puissance a fournir par les résistances
chauffantes doit donc étre adaptée en conséquence.

Tioeees I [ [0 [ [

(mm) 0.00 0.03 0.06 0.08 0.12 0.15 0.18 0.21 0.24 0.27 0.30

‘Oncoming airflow
V=25 mis

(a) Visualisation expérimentale de ruisselets ob- (b) "Runback ice” observés par Whalen
tenue par Zhang et al. [115] et al. [110]

FIGURE 3 — Ecoulement en ruisselets d’un film liquide cisaillé sur un profil d’aile.
L’écoulement est dirigé de droite a gauche.

Actuellement, ces systémes sont étudiés par les industriels et les centres de recherche
a l'aide d’essais en soufflerie givrante. L’inconvénient de ce type d’essai est la complexité
de mise en oeuvre, les cotits associés et la disponibilité des installations, car il existe dans
le monde relativement peu de souffleries capables de reproduire des conditions givrantes
a échelle réelle. La simulation numérique est donc également utilisée comme outil d’aide
a la conception. Outre le prix dérisoire d’un calcul numérique comparé a une expérience,
I'intérét est d’avoir acces a toutes les grandeurs locales, et également de pourvoir mener fa-
cilement des études paramétriques. Ainsi, plusieurs codes de givrage ont été développés de-
puis les années 80 dans le monde, on peut par exemple citer le code LEWICE (NASA) [3] ou
le code IGLOO (ONERA) [84]. Dans le cas du code IGLOO, quatre solveurs indépendants
que 'on peut représenter schématiquement sur la figure 4 s’exécutent de facon chainée :
un solveur d’aérodynamique externe, un solveur de trajectographie (pour déterminer les
zones de la paroi sur lesquelles les gouttes vont se déposer), un solveur de couche limite
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(pour modéliser les échanges thermiques) et un solveur d’accrétion (pour calculer la forme
du dépdt de givre sur la paroi).

Droplet
Trajectory

P i . o o 5 . AL . . S e o . o . o 2 e

- Coupled
Ice Accretion| o outation Simulation

Aerodynamic
Computation

Anti-Icing/De-Icing }

FIGURE 4 — Structure générale d’un code de givrage [84].

Les modeles utilisés dans les outils numériques actuels pour simuler la dynamique
d’étalement du film ne tiennent pas compte des forces capillaires ni des forces moléculaires
au niveau de la ligne triple, qui est la ligne ou les 3 interfaces solide/liquide, solide/gaz et
liquide/gaz sont confondues et interagissent. Ces forces jouent pourtant un role essentiel
sur les phénomeénes de mouillage. Par conséquent, les outils actuels ne sont pas capables
de prévoir la séparation en ruisselets. Pour tenir compte de celle-ci, les modeles utilisés
font appel a des méthodes empiriques qui consistent & corriger la surface mouillée a ’aide
d’un coefficient correctif compris entre 0 et 1.

Objectifs de la these

L’objectif de la these est d’aller plus loin que les approches actuelles de modélisation
des films liquides grace a une meilleure compréhension des phénomeénes physiques en jeu
et en développant un nouveau modeéle plus complexe tenant compte des effets capillaires
et de mouillage. Ce modele doit permettre en particulier de simuler la transition d’un film
en ruisselets. De plus, il doit étre adapté pour des simulations dans un contexte indus-
triel (faible cotit de calcul, utilisation de maillages non-structurés généraux). En raison
du caractere fortement multi-échelles des phénomenes rencontrés (échelle de longueur des
phénomenes de mouillage de I'ordre du nanometre, échelle de longueur des phénomenes
capillaires de I'ordre du millimetre, échelle d’étalement du film de 'ordre du metre), 1'utili-
sation d’une approche de type DNS est exclue car elle conduirait a des temps de calcul trop
importants. Une approche qui consiste plutot a étudier les caractéristiques macroscopiques
d’un film tel que son épaisseur ou sa vitesse moyenne a été privilégié. Cette approche, dite
“intégrale”, sera présentée plus en détail dans la partie I du manuscrit consacrée a 1’état
de l’art.
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Plan du manuscrit

Le mémoire est organisé en trois parties.

La premieére partie est composée de deux chapitres. Le premier introduit les notions
indispensables de capillarité et de mouillage qui jouent un role central dans le comporte-
ment d’un liquide déposé sur un substrat solide. Le chapitre 2 présente un état de l'art
général sur les modeles réduits permettant de simuler la dynamique d’un film liquide.
Nous introduisons également les différentes techniques de modélisation existantes permet-
tant de prendre en compte les phénomenes de capillarité et de mouillage, en soulignant
leurs avantages et inconvénients respectifs afin d’orienter et de justifier les choix effectués
pour la suite de I'étude.

En seconde partie, nous présentons en trois chapitres ’approche retenue pour modéliser
et simuler numériquement la dynamique d’un film en deux dimensions. On introduit au
chapitre 3 un nouveau modele continu 2D qui tient compte de I’ensemble des phénomenes
physiques rencontrés dans les applications visées (gravité, capillarité, cisaillement de la
couche limite gazeuse, interactions moléculaires a la ligne de triple) qui pilotent ’étalement
d’un film a I’échelle macroscopique. Le chapitre 4 décrit les méthodes numériques rete-
nues pour la discrétisation spatiale et temporelle des équations du modele. Le chapitre
5 est consacré a la validation. Les cas tests utilisés correspondent & des configurations
académiques bien référencées dans la littérature. Ceux-ci permettent de s’assurer que
I’approche adoptée permet de reproduire avec une précision satisfaisante les mécanismes
physiques élémentaires mis en jeu dans le processus d’étalement d’un film (phénomenes
inertiels, visqueux, capillaires et moléculaires).

La derniere partie, divisée en deux chapitres, présente ’extension tridimensionnelle
du modele proposé. Les équations et les méthodes numériques associées au modele 3D
sont decrites au chapitre 6 et leur application a différentes configurations d’étalement
stationnaire et instationnaire est présentée au chapitre 7. Ne disposant que de peu de
données expérimentales, les résultats obtenus ne permettent pas de valider totalement les
hypotheses de modélisation utilisées, en particulier sur les cas de films cisaillés. Cependant
ils illustrent la capacité de I'approche développée au cours de cette theése a traiter des
configurations complexes (notamment de transition en ruisselets) couplant I’ensemble des
phénomenes physiques intervenant dans le processus d’étalement d’un film sur un substrat.



Premiere partie

Etat de ’art sur la modélisation
des écoulements de films minces
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Chapitre 1

Capillarité et mouillage des films
liquides

On introduit dans ce chapitre les deux concepts de capillarité et de mouillage qui sont
a lorigine de la grande diversité de comportement des liquides déposés sur un substrat
solide. Parmis I’ensemble des références citées, en particulier trois revues proposées par de
Gennes [15], par Dussan [17] et plus récemment par Boon [19] résument bien la littérature
sur le sujet et ont grandement contribué a ’établissement de ’état de ’art que nous allons
présenter.

Sommaire
1.1 Les phénomeénes capillaires . . . . . ... ... ........... 29
1.1.1 Tension de surface . . . . . ... .. ... ... ... ... ... 29
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1.3 Conclusion . . ... ... it e e e 38

1.1 Les phénomenes capillaires

La capillarité est la science qui s’intéresse aux phénomenes interfaciaux entre deux
phases non-miscibles. On aborde les concepts, indispensables a notre étude, de tension de
surface et de pression de Laplace

1.1.1 Tension de surface

Supposons que nous sommes en présence d’une phase liquide et d’une phase gazeuse
non-miscibles en équilibre thermodynamique. La frontiére entre ces deux phases est ap-
pelée interface. Au sein de chaque fluide les molécules exercent entre elles des forces prin-
cipalement attractives (Van Der Waals). Dans la phase liquide, chaque molécule possede
une énergie d’interaction e; < 0 résultat de l'interaction attractive avec son voisinage
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immédiat. Il en est de méme dans la phase gazeuse ou on définie une énergie d’interaction
eg (> €;). Au voisinage de l'interface, il existe une fine couche dans laquelle les molécules
sont soumises a ’action des deux phases, comme illustré sur la figure 1.1. L’épaisseur ;¢
de cette couche est de 'ordre de grandeur du rayon d’interactions moléculares noté R, et
I'énergie d’interaction e;,; d'une molécule interfaciale vérifie e; < e < €y.

!
e e
Sinl .
— G, U v, —
Lo <—0> interface

FIGURE 1.1 — Représentation schématique 2D des interactions moléculaires au voisinage
d’une interface liquide/gaz. L’interface est caractérisée par une épaisseur d;,,; et une surface

Sint .

Si on introduit N; le nombre total de molécules de liquide et Nj;,; le nombre de
molécules de liquide dans la couche interfaciale, I’énergie de la phase liquide E; s’écrit :

E = (Nl - N'mt) e+ Nl,inteint = N e; + Ein (11)

et fait apparaitre Fins = Njint (€int — €1) I'énergie associée a l'interface. Si on défini d; la
densité volumique (supposée constante) de molécules de liquide, 1’énergie interfaciale se
ré-écrit :

Eint = di Oint Sint (€int — €1) >0 (1.2)
qui est positive, ce qui signifie que les molécules interfaciales sont dans un état dit ”défavorable”
et vont chercher & minimiser leur énergie, ce qui revient d’apres (1.2) & minimiser la surface
de l'interface S;,;. Sous la contrainte d’un volume donné, la surface qui minimise 1’énergie
E;p est une sphére en 3D (resp. un cercle en 2D), ce qui explique pourquoi des bulles de
gaz carbonique dans du champagne sont sphériques.

Augmenter la surface d’une interface entre deux phases non-miscibles A et B cofite
donc de I’énergie. A température et volume constant, une augmentation infinitésimale de
l'aire dA de l'interface A/B nécessite alors un travail 6W proportionnel a 'acroissement
surfacique dA qui s’écrit :

oW =vyap dA (1.3)

ou vap de la dimension d’une énergie surfacique, et donc d’une force linéique, est ap-
pelé dans la littérature ”tension de surface”. L’interface peut ainsi étre vue comme une
membrane tendue par une force linéique tangente a I'interface et égale a yap.
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1.1.2 Pression de Laplace

On considere une phase liquide a 1’équilibre avec une phase gazeuse, telle que l'interface
soit courbée uniquement dans le plan (zz) avec un rayon de courbure R. On constate sur
la figure 1.2 que la résultante des forces de tension de surface dR = dﬁ’l + dﬁ’g + ng + dﬁ’4
n’est pas nulle, et a pour effet d’exercer une compression sur l'interface. Puisque I'interface
est a 1’équilibre, il existe donc en compensation une surpression a l'intérieur de la phase
liquide appelée "Pression de Laplace”.

dF,

FIGURE 1.2 — Représentation des forces de tension de surface agissants sur une portion de
surface d’une interface.

Soit P, et P, respectivement la pression au sein de la phase liquide et de la phase
gazeuse. Si on augmente le rayon de courbure R de l'interface de dR, le variation du
volume de liquide est de dV; = R df dR dl, et la variation de surface de 'interface est de
dS = dR df dl. Le travail des forces de pression au cours de cette opération est de :

oW, =P dVi+ P, dVy = (P,— P;) R df dR dI (1.4)
Le travail des forces de tension de surface vaut :
W, =4 dS = g dR dO dl (1.5)
Par le théoréme des travaux virtuels, ces deux travaux sont égaux a I’équilibre, soit :
oW, =W, — (P—P) =y K (1.6)

avec K = 1/R la courbure de I'interface liquide/gaz. Le saut de pression de Laplace AP
a la traversée de l'interface est donc proportionnel a sa courbure. Cette relation montre
également qu’il n y a pas de saut de pression dans le cas d’une interface plane puisque
le rayon de courbure R est infini. La relation (1.6) est également valable en 3D pour
n’importe quelle interface de courbure totale K = (1/R) + (1/R’), avec R et R’ les rayons
de courbure dans deux plans orthogonaux.
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1.2 Les phénomeénes de mouillage

Le mouillage est la science qui s’intéresse a la physique de I'étalement d’un liquide
sur une surface solide. Il convient de considérer deux cas : le liquide s’étale complétement
(mouillage total), ou le liquide se rassemble sous forme de gouttes ou de flaques (mouillage
partiel), laissant une partie de la surface séche. Les liquides usuels tels que ’eau présentent
en général des propriétés de mouillage partiel. La pluie laisse par exemple des petites
gouttes sur des plantes ou une flaque se forme quand on renverse un verre d’eau sur une
table. Dans cette section, nous rappelons les principes généraux du mouillage utiles pour
la suite du manuscrit, on y présente les notions d’angle de contact statique et dynamique,
et d’hystérésis. Dans un soucis de clarté, et sans nuire a la généralité, on travaillera dans
cette section avec le cas d’une "goutte” 2D déposée sur un substrat.

1.2.1 Origine du mouillage

Lorsqu’un liquide se dépose sur une surface le tout environné par un gaz, comme
représenté sur la figure 1.3¢, nous sommes en présence de trois phases (liquide, solide et
gazeuse). Il existe alors 3 interfaces dont les molécules au voisinage interagissent. Comme
nous 'avons vu & la section 1.1.1, les molécules au voisinage de 'interface liquide/gaz sont
dans un état défavorable, sa surface est donc suscpetible de varier afin de minimiser son
énergie. On se place dans le cas d’une goutte si petite que la gravité est négligeable et nous
allons montrer par un simple raisonnement énergétique pourquoi cette goutte déposée sur
le substrat solide va vouloir se rétracter ou s’étaler.

gaz gaz A

solide

solide

L

* L

2

(a) Substrat sec

(b) Substrat mouillé

Point
triple

a4 a
* »

A

v

L

(c) Configuration étudiée

FI1GURE 1.3 — Représentation d’un substrat sec, d’un substrat mouillé, et de la configura-
tion étudiée. On désigne respectivement par L, A et A’ la surface (par unité de longueur)
de la phase solide, celle de l'interface solide/liquide et celle de I'interface liquide/gaz.

On se place d’abord dans le cas d’un substrat sec illustré sur la figure 1.3a. La seule
interface en présence est celle entre la phase solide et gazeuse. L’énergie linéique associée
a ce systéme vaut :

Egee =759 L (1.7)

avec L la surface (par unité de longueur) du substrat solide. Dans le cas d’un substrat
mouillé, on voit sur la figure 1.3b que les interfaces solide/liquide et liquide/gaz co-
existent. En supposant que ces deux interfaces n’interagissent pas, et en négligeant 1’énergie
linéique gravitationnelle, I’énergie linéique de ce systeme vaut :

Emouille = (75[ + '7lg) L (18)
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En définissant A la surface linéique de I'interface solide/liquide et A’ > A celle de 'in-
terface liquide/gaz, 'énergie linéique associée a la configuration représentée sur la figure
1.3¢ vaut :

Eftitm =g A + 751 A+ 759 (L—A)
Al (1.9)
:—SXA+’ylg A(—l)
A
avec S appelé le parametre d’étalement, qui représente la différence d’énergie entre le
substrat sec et le substrat totalement mouillé.

S = Vsg — ('Ysl + ’Ylg) (1.10)

Il est alors possible d’évaluer si un liquide va avoir tendance a s’étaler ou non sur un
substrat en évaluant le signe du parametre S.

— si § > 0, la surface A doit augmenter et le rapport de surface A’/A doit tendre vers
1 pour minimiser Ef;p,. Le film va donc s’étaler a I'infini, le mouillage est dit total,

— si § < 0, la surface A doit diminuer pour réduire Ej;,, le film se rétracte. Par
contre, le rapport A’/A augmente par conservation du volume, ce qui fait augmenter
I’énergie quand le film démouille. Le film ne se rétracte donc pas indéfiniment et va
adopter la forme d’équilibre qui minimise Ef;;,, le mouillage est dit partiel.

Ce simple bilan d’énergie permet d’appréhender le mécanisme du mouillage, mais ne per-
met pas de trouver la forme d’équilibre du liquide en mouillage partiel. Il faut pour cela
tenir compte des énergies associées aux interactions des interfaces au niveau du point triple
(resp. ligne triple en 3D) représenté sur la figure 1.3¢c, qui est le point (resp. la ligne) ou
les 3 interfaces sont confondues.

1.2.2 Angle de contact statique

Nous avons précédemment supposé que les 3 interfaces ne pouvaient pas interagir, ce
qui est uniquement vrai si la distance qui les sépare est grande devant le rayon d’action
moléculaire R (typiquement de 'ordre du nm). Cette hypothese n’est pas valable au voisi-
nage du point triple car les 3 interfaces se confondent et peuvent de ce fait interagir. A ce
jour, il est encore difficile de décrire précisément ces interactions (van der Waals, électro-
statique, polaire, double couche) & de telles échelles. On peut toutefois appréhender leurs
effets sur une ligne triple a 1’équilibre grice a une représentation simplifiée introduite par
Potash et Wayner [44] illustrée a la figure 1.4. Dans cette représentation, la ligne tripe
se décompose en trois régions. La région seche correspond au substrat sec (h = 0). La
micro-région mouillée (h ~ R) est le siege des interactions moléculaires, ol la pente locale
(Oh/0x) de Vinterface liquide/gaz varie rapidement dans cette zone. Dans la macro-région,
Iépaisseur du film est grande devant le rayon d’action moléculaire (h > R) et les interfaces
n’interagissent plus. La pente locale tend vers une valeur constante, I'interface forme ainsi
un angle avec le substrat, noté 65, que 'on appel dans la littérature "angle de contact
statique”.
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FIGURE 1.4 — Représentation de Potash et Wayner [44] de la ligne triple a différentes
échelles d’un liquide partiellement mouillant.

Ainsi, les forces moléculaires ont des effets sur la géométrie de la goutte a 1’échelle
macroscopique. Ils sont quantifiables & travers I’angle de contact statique 65 qui est visible
a l'oeil nu (figure 1.5), et donc mesurable expérimentalement. Cet angle peut étre compris
entre 0° et 180°.

FI1GURE 1.5 — Vue de c6té d’une goutte a ’équilibre sur un substrat horizontal formant un
angle de contact statique 65 = 46° avec le substrat [22].

A T’aide de cette nouvelle donnée, on peut effectuer un bilan de forces au voisinage
du point triple. Les forces de pression hydrostatique étant négligeables dans cette zone,
I’équilibre est uniquement régie par une compétition entre les différentes tensions de sur-
face, représenté sur la figure 1.6.

Yig
Ys1 Os Ysg

~

FIGURE 1.6 — Equilibre des forces de tension de surface au point triple illustrant la relation
de Young-Dupré.

On obtient une relation d’équilibre liant les tensions de surface et I’angle de contact
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statique, appelée relation de Young-Dupré, qui s’écrit :

Nig €05(0s) = Ysg — Vsl (1.11)

Le parametre d’étalement S est difficile & calculer tel qu’il est écrit sous la forme (1.10),
en particuler vy, est difficile & évaluer. Mais en utilisant la relation (1.11), on peut le
ré-exprimer uniquement en fonction de 7y, et de 0, :

S =14 [cos (0s) — 1] (1.12)

Ainsi, plus l'angle de contact statique 6, est important, plus le parametre d’étalement S
est petit. D’apres (1.9) le liquide va donc davantage se rétracter. Si 'angle 6, < 90°, on
parle de surface "hydrophile”, et si 5 > 90°, on parle de surface "hydrophobe”.

0Os
/ﬁ;\
(a) Surface hydrophile (65 < 90°) (b) Surface hydrophobe (65 > 90°)

FIGURE 1.7 — Représentation d’'une goutte a 1’équilibre sur une surface hydrophile et
hydrophobe.

1.2.3 Profil statique d’une goutte en mouillage partiel

Il est possible de définir une longueur en dessous de laquelle la gravité est négligeable
devant les forces capillaires. On I'appelle longueur capillaire [, et elle s’écrit :

=9 (1.13)

Py
avec p la masse volumique du liquide et g l'accélération de la pesanteur. A des échelles
inférieures a I, la pression hydrostatique est négligeable devant la pression de Laplace et

on parle de régime capilaire. A des échelles supérieures a I., on parle de régime gravitaire.

La forme théorique d’équilibre d’une goutte de rayon r déposé sur un substrat hori-
zontal est trés bien connue et peut étre trouvée dans la littérature [15]. On distingue deux
cas particuliers schématisés sur la figure 1.8 :

— si r < I, une goutte 2D (reps. 3D) adopte un profil parabolique (reps. sphérique)
qui forme un angle de contact 65 avec le substrat.

— sir > [, la goutte est applatie par son propre poids. Elle adopte a 1’équilibre une
forme de flaque d’épaisseur e = 2 [. sin (6s/2) loin du point triple [15] et forme un
angle de contact 05 avec le substrat.
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e=21.sin(6:/2)

B N\ <6
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=
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FIGURE 1.8 — Forme a 1’équilibre d’une goutte 2D sur un plan horizontal en fonction de
son rayon r par rapport a la longueur capillaire /..

1.2.4 Angle de contact dynamique

La condition aux limites a la ligne triple d’une goutte statique, définie par une interface
liquide/gaz formant un angle de contact 65 avec le substrat, n’est par contre pas valable
dans le cas d’une ligne en mouvement. Ablett [23] a constaté que I’angle change lorsque le
liquide et en mouvement et introduit la notion d’angle de contact dynamique 84. Dussan
[24] en a conclu plus tard que plus une ligne triple avance vite (par exemple par inclinaison
croissante du substrat), plus ’angle de contact dynamique 6, est grand . Réciproquement,
plus la ligne de contact recule rapidement, plus ’angle diminue. Ce constat est observable
dans les expériences de Le Grand sur la figure 1.9, ou I'on visualise une goutte se déplacer
a vitesse croissante sur un substrat incliné.

FIGURE 1.9 — Vues de c6té d’une goutte d’huile s’écoulant a vitesse croissante sur un plan
incliné. Expérience réalisée par Le Grand [22].

Cette loi dynamique a fait ’'objet de nombreuses études cherchant a déterminer une
équation d’évolution du type 63 = f (Vrr) de l'angle de contact 6; en fonction de la
vitesse de la ligne triple Vi, tel celle tracée sur la figure 1.10. On peut notamment citer
les modeles les plus célébres de Cox-Voinov [16] et de De Gennes [67] qui seront présentés
dans la section 2.2.4 du manuscrit.
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Ligne triple recule Ligne triple avance

FIGURE 1.10 — Evolution de I’angle de contact dynamique 84 en fonction de la vitesse de
la ligne triple Vi d’aprées le modele de Cox-Voinov [16].
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1.2.5 Hystérésis de ’angle de contact

A supposer que les concepts d’angle de contact statique et dynamique soient bien
malitrisés, il existe un phénomeéne statique dit "d’hystérésis de I’angle de contact” dont la
description théorique demeure encore a ce jour un probléme ouvert [19].

On se place dans le cas statique d’une goutte a 1’équilibre sur un plan horizonal. La
loi de Young introduite a la section 1.2.2 prédit que les deux points triples a 'avant et a
I’arriere de la goutte adoptent le méme angle 6. La résultante des deux forces linéiques
agissants de part et d’autres de la goutte est alors nulle, il y a bien équilibre, comme
illustré sur la figure 1.11a. On se place maintenant dans le cas d’un plan incliné, une
nouvelle composante gravitaire vient s’ajouter au bilan de forces. Si les angles de contact
a Pavant et a Parriere de la goutte restent égaux a 0, la résultante des forces projetées
sur le substrat fait s’écouler la goutte, comme on le voit la figure 1.11b.

Yig g Yig ’JTQ)

(a) Substrat horizontal (b) Substrat incliné

FI1GURE 1.11 — Bilan de force d’une goutte sur un substrat dans ’hypothése d’un angle de
contact statique unique prédit par la loi de Young.

Cependant des expériences ont montré qu’une goutte peut rester accrochée a un sub-
strat incliné, voire vertical [22]. La raison est que 'angle de contact statique n’est pas
unique, mais peut en réalité prendre un continuum de valeurs 65 € [G?i”; 6mer] . L’ampli-
tude | 979 — ™" | de cet intervalle est appelé dans la littérature hystérésis de I'angle de
contact”. Il est faible quand le substrat est lisse et homogene, et d’autant plus important
que le substrat présente des hétérogénéités chimiques ou des rugosité a sa surface [15, 20].

Pour illsutrer ce phénomene, on désigne par 627" (reps. 2'%) I’angle de contact
statique en amont (resp. en aval) de la goutte. Si on incline le substrat, on observe
expérimentalement que la goutte va se dissymétriser en adoptant des angles 9" et
gaval différents schématisés sur la figure 1.12. La différence d’angles entre I'amont et
I’aval créé une force de rappel, et la goutte va adopter une différence qui s’oppose exac-
tement au poids de la goutte et rester a I’équilibre. Par contre, si la différence d’angle
| gaval _ gamont | pécessaire pour compenser le poids de la goutte dépasse la valeur de
I'hystérésis | 679 — g™ | " alors la goutte va s’écouler.
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FIGURE 1.12 — Bilan de force d’une goutte sur un substrat incliné dans I'hypothése d’un
phénomene d’hystérésis de I’angle de contact.

Ce phénomeéne d’hystérésis induit donc un comportement statique de I’angle de contact
bien plus complexe que celui introduit par Young, et influe en conséquence également son
comportement dynamique [22]. On peut résumer cette influence statique et dynamique
en s’appuyant sur la figure 1.13 montrant une équation type d’évolution 6; = f (Vi)
incluant le phénomeéne d’hystérésis. On voit & I’équilibre (Vzp = 0) qu'un angle de contact
peut adopter une multitude de valeurs comprises entre deux extrémaux (67" et §7%%) que
I’'on détermine généralement expérimentalement pour chaque configuration étudiée. Deux
angles a ’amont et a I’aval peuvent alors créer une force compensant des actions extérieures
(gravité, cisaillement) et maintenir la goutte a 1’équilibre. Si les deux angles atteignent les
valeurs extrémales, la goutte se met en mouvement et I’angle varie dynamiquement avec
la vitesse de la ligne de contact, comme prédit par Cox et Voinov.
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FIGURE 1.13 — Evolution de 6, en fonction de Vi avec le phénomene d’hystérésis qui
induit une discontinuité par rapport au modeéle de Cox-Voinov.

1.3 Conclusion

Les principales notions théoriques ayant trait a la capillarité et au mouillage ont main-
tenant été posées. Nous avons vu qu’il est possible de comprendre le mécanisme global
du mouillage & l'aide de concepts assez simples tels que celui de tension de surface et
d’angle de contact statique. Néanmoins, ces concepts s’averent insuffisants pour décrire
les mécanismes locaux (angle dynamique, hystérésis) qui sont d’une grande compléxité. Il
faut recourir & des modélisations plus poussées qui vont faire ’objet du prochain chapitre
dédié a I'état de I'art sur la modélisation et la simulation numérique de ces phénomenes.



Chapitre 2

Modeles réduits pour la
dynamique d’un film

Ce chapitre a pour but de donner une vision générale des travaux existants sur la
modélisation des écoulements de films liquides dans des situations faisant intervenir la
capillarité et le mouillage. Nous verrons que la compréhension et la modélisation de ces
phénomenes s’est faite de fagon progressive dans le temps. En effet, la modélisation du
mouillage fait encore a ce jour I’objet de nombreuses études car ce n’est qu’apres que les
phénomenes capillaires (tension de surface, pression de laplace) ait été bien modélisés que
la problématique de la ligne triple a été étudiée en détail. On se propose ainsi d’abor-
der ce chapitre en deux parties. La premiere est dédiée aux modeles intégraux proposés
pour modéliser des écoulements avec capillarité seule. La deuxiéme se concentre sur les
extensions proposées pour y inclure les phénomenes de mouillage.
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2.1 Modeles sans ligne triple

On s’intéresse dans cette section aux premiers modeles intégraux proposés dans la
littérature. Ils permettent de simuler avec une bonne précision la dynamique d’un film

39
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liquide s’écoulant sur un plan incliné et tiennent compte des phénomenes capillaires. Ces
modeles développés par Benney [6] et Shkadov [9] se limitent & des écoulements 2D et
en régime permanent, le liquide recouvre donc intégralement le substrat et ne fait pas
apparaitre de ligne triple. Bien que ces modeles semblent a priori loin des applications
visées dans ce travail, il est important de les introduire. Ils sont facilement extensibles
en trois dimensions et ils constituent les modeéles de base auxquels nous allons inclure la
modélisation de la ligne triple.

2.1.1 Contexte

Les premiers modeles, qui ont fait I’'objet de nombreux travaux au cours des derniéres
décennies, ont pour objet de simuler la dynamique d’un film liquide s’écoulant en régime
permanent. Cette configuration, qui a premiere vue parait simple, présente un régime
d’écoulement favorable au développement d’instabilités longitudinales d’ondes de surface
pouvant étre fortements non linéaires (notamment a cause de la capillarité). Appelées
dans la littérature "Roll-Waves”, ces instabilités sont principalement observables dans nos
riviéres et nos canaux.

FIGURE 2.1 — Instabilités de type "Roll-Waves” apparaissant dans la riviere de Grunnbach,
Allemagne. Source : Wikimedia Commons.

Ces études ont été principalement motivées par l'industrie car ces instabilités ap-
paraissent également dans les écoulements de films cisaillés par un gaz a la surface des
échangeurs thermiques et modifient les échanges a I'interface entre le liquide et le gaz. Du
point de vue de leur modélisation, ces écoulements présentent des particularités (petit Rey-
nolds, vagues de grande longueur d’onde par rapport & leur épaisseur) qui permettent de
simplifier les équations de Navier-Stokes (notées N-S). De nombreux modeles réduits ont
émergé dans la littérature avec I’avantage d’offrir un gain en temps de calcul considérable
par rapport a une résolution complete des équations de N-S.

2.1.2 Introduction aux instabilités en ”Roll-Waves”

Les premieres études dédiées a la compréhension de 'amplification des ondes interfa-
ciales d’un film s’écoulant sur un plan incliné en régime établi ont été menées expérimentalement
par Kapitza [99], suivi de Alekseenko et al. [102], Liu and Gollub [100] et Nosoko et al.
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[101]. Ces derniers ont montré que pour des Reynolds (noté Re et défini par (2.12)) suffi-
sament grands, un écoulement établi est naturellement instable et présente deux régimes
d’instabilité bien distincts. On voit sur la figure 2.2 que le film initialement plat et en
régime stationnaire développe en premier lieu des instabilités d’onde de surface bidimen-
sionnels, évoluant dans le sens de 1’écoulement, qui vont ensuite devenir tridimensionnels.
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FIGURE 2.2 — Evolution des ondes a linterface d’un film liquide s’écoulant (de gauche a
droite) sur un plan vertical & Re = 32.7. Expérience rélisée par Park et Nosoko [103].

Afin de déterminer le mécanisme déclencheur de ces instabilités, Liu et Gollub [100]
et Nosoko et Miyara [104], ont réalisé des expériences avec des conditions d’injection bien
maitrisées afin de générer un écoulement dont la dynamique est suffisament longtemps
bidimensionnelle pour pouvoir obtenir le profil des vagues tracé sur la figure 2.3b.

(a) Ecoulement 2D obtenu expérimentalement par Nosoko et Miyara
[104].
1.6

1.4

0 50 100 150 200
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(b) Profil expérimental obtenu par Liu et Gollub [100].

F1GURE 2.3 — Amplification d’une petite perturbation a l'injection d’un liquide sur un
plan vertical.

Ces expériences ont montré que des vagues forcées de faibles amplitudes a injection
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du liquide peuvent s’amplifier. Aux temps longs, elles adoptent un profil périodique ca-
ractérisé par une haute vague principale (onde gravitationnelle), devancée par des petites
vagues (ondes capillaires), que I'on appel dans la littérature "Roll-waves”. Ces auteurs ont
également déterminé le régime critique a partir duquel ces instabilités apparaissent :

ho uo D
= — > = 2.1
Re ” > 5 cot(B) (2.1a)
u? 5
Fr = 7 > 18 cos(p3) (2.1b)

avec Re et F'r respectivements le nombre de Reynolds et le nombre de Froude de I’écoulement,
U, la vitesse moyenne du liquide, h, son épaisseur, v sa viscosité cinématique, g I’accélération
de la gravité, et § I'inclinaison du plan. Ce Reynolds critique a été retrouvé théoriquement
par Benjamin [105] et Yih [106] en résolvant une analyse de stabilité linéaire (ou LSA pour
Linear Stability Analysis) des équations de Navier-Stokes 2D, aussi appelées équations
d’Orr-Sommerfeld.

Des expériences réalisées par Kapitza [99] et Nosoko [104] ont montré qu’a petit nombre
de Reynolds, i.e. Re = 0(1), la longueur d’onde des vagues est toujours grande devant
I’épaisseur du film. Cette observation a servi de base aux nombreux modeles qui sont
apparus dans la littérature afin de modéliser et simuler ces écoulements dits "onde longue”.
Sous cette hypothése, de nombreux auteurs ont ainsi écrits des modeles réduits 2D en
simplifiant les équatons de N-S. Ils sont capables de reproduire les expériences de Liu et
Gollub et de retrouver le méme Reynolds critique d’apparition des instabilités que celui
obtenu par résolution des équations d’Orr-Sommerfeld.

2.1.3 Equation de lubrification de Benney
Formulation du probléme

Le probleme mathématique est formulé en considérant un film liquide incompressible
en deux dimensions cisaillé par un gaz et se déplagant sur une surface solide inclinée d’un
angle 5. L’axe = est parallele au substrat et 'axe z est perpendiculaire au substrat. La
surface du liquide correspond donc & z = h(x,t), ou h est I’épaisseur du film liquide. Le
champ de vitesse admet une composante u(z, z,t) longitudinale & ’écoulement (direction
x), et une composante v(x, z,t) normale (direction z) a I’écoulement.

FI1GURE 2.4 — Représentation 2D d’un film liquide sécoulant sur un plan incliné d’un angle
B et soumis a un cisaillement gazeux 7;°.

Benney a dédié ses travaux [6] a la modélisation des ondes interfaciales 2D d’un film
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liquide s’écoulant sur une plaque inclinée. Il a développé une équation différentielle non-
linéaire donnnant ’évolution temporelle de I’épaisseur h(z,t) du film qui s’écrit :

oh  J(hu)
- =0 2.2
ot + ox (22)
avec I'opérateur * défini par :
¥ LM 2.3
= am M (23)

La notation u désigne donc la vitesse dans la direction x moyennée sur la hauteur du
film. Cette équation conservative, appelée équation de lubrification, s’interprete aisément
de facon physique. Elle décrit qu’en chaque point x du domaine, le taux de variation de
la hauteur du film est égal au taux de varition en z du flux convectif volumique. Afin
de fermer cette équation, il faut trouver une expression (analytique ou empirique ) de
la vitesse moyenne du film @ en fonction de la hauteur h et du taux de cisaillement a
Vinterface liquide/gaz (en N.m~2) noté 7F. En utilisant les propriétés des écoulements
de films minces, Benney a déterminé une expression analytique des champs de vitesse
u(zx, z,t) et v(x, z,t) en simplifiant et résolvant les équations de N-S.

Equations de Navier-Stokes

En supposant que les variations de température sont sufisamment faibles pour que
les propriétés physiques du liquide restent constantes, les équations de N-S décrivant
I’écoulement du film s’écrivent dans le plan (z, z) :

ou Ov

ot =0 (2.4a)
ou ou ou 1o0P O*u  0%u
ot o T T e Y +”<82+az2> (2.4b)
@_}_ @+ @__1%_{_ LN @_'_& (24(;)
ot or "oz poaz Y 9r2 " 922 '

ou v désigne la viscosité cinématique du liquide, p sa masse volumique, et P(z,z,t) le
champ de pression au sein du liquide. g* (resp. g*) est 'accélération de la gravité projetée
sur 'axe x (resp. 'axe 2) :

g* =g sin(B) (2.5a)
g° =g cos (B) (2.5b)

Le systéme (3.20) possede 3 équations et 3 inconnues qui sont le champ de vitesse longitu-
dinal u(z, z,t), le champ de vitesse transversal v(z, z,t) et le champ de pression P(z, z,t),
pour lesquelles il faut donner des conditions aux limites & la paroi (z = 0) et a l'inter-
face (z = h). On applique généralement des conditions aux limites de non-glissement &
I'interface liquide/solide :

u(z,z=0)=0 (2.6a)
v(z,z=0)=0 (2.6b)



44 CHAPITRE 2. MODELES REDUITS POUR LA DYNAMIQUE D’UN FILM

et des conditions de continuité des contraintes tangentielles & l'interface liquide/gaz :

8u) <8ug>
8 <3Z ety N0z ) (aay 27

avec p (resp. pg) la viscosité dynamique du liquide (resp. du gaz), et u (resp. ug) le
champ de vitesse dans la phase liquide (reps. la phase gazeuse). On applique également la
condition de saut de pression a 'interface liquide/gaz décrite a la section 1.1.2 :

P(x,z =h) = Py(x) + ng K**(x) (2.8)

avec Py(x) la pression du gaz a l'interface et K**(x) la courbure de l'interface dans le
plan (zz) qui peut s’écrire de fagon exacte en fonction de 1’épaisseur h et de ses dérivées
spatiales :

(52)
K (2) = ———2L (2.9)
oh
(1 + (%) )
Dans le cadre de I’hypothese "onde longue”, la pente de 'interface est faible, i.e. (g—;‘) < 1
On peut alors approximer la courbure de I'interface par :

2
K% (z) ~ — (%) (2.10)

expression qui est bien plus simple a discrétiser et qui est trés majoritairement employée
dans la littérature [47, 49, 56, 72].

Réduction des équations

On procede a un adimensionnement a ’aide des changements de variables suivants :

X i‘ho, Z:§h0, tZEto, (2.11&)
w=duy, v=0vuy, P=P (pud (2.11b)
avec u, la vitesse moyenne de I’écoulement de référence, h, son épaisseur, et t, = ho/u,

une échelle de temps. On définie également les nombres (sans dimensions) de Reynolds,
de Froude et de Weber qui s’écrivent respectivement :

h 2 2 h
Re =20 ° Fr= Yo , We= P Yo Tto (2.12)
v g ho Vg

A petits nombres de Reynolds, des expériences ont montré que 'amplitude des vagues est
faible devant leur longueur d’onde [100]. On introduit alors le parameétre € = h,/A\, < 1
qui représente le rapport entre la hauteur h, du film liquide et une longueur d’onde A,
caractéristique de 1’écoulement. Sous cette hypothese dite "onde longue”, les variations
spatiales et temporelles de 1’épaisseur du film sont faibles. On peut alors considérer que
les gradients longitudinaux a I’écoulement et que les variations temporelles sont petits
devant les gradients transversaux, soit :

Joom), L-o6), 2-o (2.13)
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On marque alors 'ordre de grandeur des dérivées spatiales et temporelles en adoptant la
notation suivante :

9 () 9 o) 9 () 514
— — == — — = — = 14a
0% or = 0z 0z = ot ot ( )
De plus, les types d’écoulements étudiés par Benney se caractérisent d’une part par des
faibles nombres de Reynolds, et d’autre part par des faibles épaisseurs de films et donc
des phénomenes capillaires dominants. Gjevik a montré dans ses travaux [8] que cela se

traduit en terme de nombres adimensionnés par :
Re=0(1), Fr=0(1), We=0(c?) (2.15)

Les équations adimensionnées de N-S et marquées en ordre de grandeur ont alors pour
expression :

o\ (© oo\ M
(5;) + ((;;) =0 (2.16a)
( (

(2.16b)

1O [7825\ () 7525\ D (2.16c)
() ()]

Modele de Benney a 1’ordre 0 en ¢

Pour déterminer les trois inconnus du systéme (2.16), Benney propose de les écrire
sous la forme d’un développement limité en fonction du parametre ¢ :

()™M + ()@ (2.17a)
()" + (v2)©® (2.17)
p= (p)" 4 (p)"” (2170

En injectant ces développements dans (2.16) et en ne conservant que les termes d’ordre 0
en €, on obtient le champ de pression :

0?h
P(x,z) = Py(x) — vg (W) + pg cos(B) [h — 2] (2.18)
et le champ de vitesse :
vi(x,2) =0 (2.19a)

ui(z,z) = ; [(%%) - pg Sm(ﬁ)] (Zz = hz) + 752/ (2.19b)



46 CHAPITRE 2. MODELES REDUITS POUR LA DYNAMIQUE D’UN FILM

Le modele de Benney s’écrit donc a ’ordre 1 :

oh O(hu)
1 qh h2 [(OP, . 37
u = E/o [ui] dz = “3 [(&6> — pg sin(a) — o (2.20D)

Il peut étre vu comme 1’équation d’'un écoulement de Nusselt stationnaire piloté par la
gravité et le cisaillement. Cette équation d’équilibre local ne permet pas de reproduire
correctement des instabilités de type "Roll-waves”, il faut pour cela déterminer les champs
de vitesse avec un ordre de précision supérieur.

Modeéle de Benney a ’ordre 1 en ¢

En injectant les expressions de u1, v; et P dans le systéme (2.16) et en conservant les
termes d’ordre €, le modele de Benney s’écrit :

oh  O(hw)

T (2.21a)
1ot h2 [(OP , 3r7]

U= E/o [ur + ue) dz = e K 83:) — pg sin(a) — o ] + Teore (2.21Db)

avec Ucore qui s’écrit :

e mpennd (5]

1
1 ATT ~x\74 or"
4 {20(7A fo— 1877V Re] < an )

4
Ucor,e = Uo 2 . oG* 5 . o7;®
-2 [tre] ( o ) -2 fine (%)

Re? (-o .- . [0G®
+3530 [h (64A%h — 917 )} ( o )

(2.22)

On renvoie le lecteur & [11] pour la définition des notations A* et G*. Ce modele s’interpréte
comme un écoulement piloté par le cisaillement de I’air, la gravité, la pression hydrostatique
et la pression de Laplace. Le champs de vitesse correspond a celui d’un écoulement de
Poiseuille auquel on ajoute des termes correctifs d’ordre €. Cette équation non-linéaire
est capable de simuler avec précision des écoulements de films sur plan incliné y compris
dans le régime instable. En étudiant la stabilité de ce modeéle, i.e. en linéarisant I’équation
(2.21) autour d’un état constant d’épaisseur h, et en injectant une solution de la forme :

h = hy + hy eF@=) (2.23)

avec h1 'amplitude de la perturbation, k sa longueur d’onde, et ¢ = ¢, +1 ¢; la célérité des
ondes. Benney obtient dans ’hypothése des petites perturbations (k < 1) 'expression de
la célérité des ondes a la surface d’un liquide non-cisaillé (7 = 0) s’écoulant sur un plan
incliné :

=3 u, (2.24a)

¢i = Up ho [gRe — cot (B)] k (2.24Db)



2.1. MODELES SANS LIGNE TRIPLE 47

Une perturbation est instable si ¢; > 0, soit si Re > 5/6 cot (/3), qui coincide bien avec
le Reynolds prédit par Yih et Benjamin [105, 106]. Ce modéle est séduisant car il permet
de simuler des dynamiques de vagues complexes a I'aide d’une seule équation d’évolution
pour I'épaisseur du film h(zx,t). Toutefois, nous nous sommes placés dans la théorie dite de
la lubrification correspondant a des écoulements faiblement inertiels, i.e. a petit nombre
de Reynolds.

2.1.4 Modéele Saint Venant de Shkadov

Afin de simuler plus précisement des écoulements & des nombres de Reynolds plus
élevés, Shkadov propose dans ses travaux [9] un nouveau systéme d’équation plus général
donnant I’évolution temporelle de I’épaisseur h et du débit volumique par unité de lon-
geur ¢ = hu d’un film liquide 2D. Il se compose du bilan intégral de conservation de la
masse (2.2) et d’un bilan intégral de conservation de la quantité de mouvement, ce dernier
remplacant la fermeture du profil de vitesse. Ce systéme “de Saint Venant” s’écrit :

oh g _

i - 2.2
at " oz (2.25a)
dpq  O(phu?) <8P ) o v s
E"‘T—Fh 871,‘ =pyg sm(ﬁ) h—f‘T,L- Tw (225b)
avec le terme cinétique u? et le frottement pariétal 7. donnés par :
1 rhk
w? = /0 [zﬁ] dz (2.26a)
ou
Ty = [ (> 2.26b
5 ) o (2.26b)

qu’il faut exprimer en fonction de I’épaisseur h et du débit volumique par unité de longueur
q du liquide. En s’inspirant de la méthode Benney, Shkadov obtient le profil de vitesse
a partir du développement limité (2.16) des équations de N-S. Lavalle montre dans ses
travaux [11] que le modéle est consistant & condition d’exprimer u2 & l'ordre 0 en ¢ :

— 6G*  h*_,irer -
2 2 -4 - x T
u? = u l5 72T 6o (A h + 27; )] (2.27)

et d’exprimer 7;;, a 'ordre 1 en € :

G 1., 11,5 ~ - _ . (0h
Lo ohr - A AR+ 77 (52
3h2 5T 15 h® Re (A*h + T, )<8m
Up 1554 orns o [OGE 1 -, (c‘ﬁﬁ)
e _ 0 ATh — 217% = = 2.2
Top Mho 840R6 h* (8A"h Ti )( o7 > + 8Re h 5 (2.28)
]. ~3 ~(L~ T 87:%1‘ 1 2 ~3 8@72

Ce modele est aussi précis que I’équation de lubrification (2.21) et prédit le bon nombre
de Reynolds de déclenchement des instabilités de surface. De plus, il est valable sur une
plus grande gamme de nombre de Reynolds tout en ayant un bon accord par comparaison
avec des simulations obtenues par DNS, comme illustré sur la figure 2.5.
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hihg

FIGURE 2.5 — Instabilités de type "Roll-Waves” a la surface d’un film liquide cisaillé par
un gaz. Comparaison des simulations obtenus avec le modele de Skhadov et par DNS (en
pointillé) avec OpenFOAM. Les données du calcul sont détaillées dans [11].

La derniére amélioration connue de se modele a été apportée par Lavalle [11] qui
s’est intéressé a la discrétisation du terme capillaire dans le bilan intégral de quantité de
mouvement (2.25b). Ce bilan dépend du gradient de pression dans le liquide qui s’écrit :

oP 0P, h oh
)= "9 _ - — 2.29
<8:c> ( ox ) g <8x3 +p g cos(B) (895) ( )
ou le terme capillaire fait intervenir une dérivée spatiale du troisieme ordre qui est difficile
a discrétiser. En reprenant les travaux de Noble et Vila [12], il ajoute une nouvelle inconnue
_ L (90 ésolue & Tai U .
w = , résolue a 'aide de I’équation suivante :

\/H('?x

O(hw)  Oqw) _ 0 [hsma <q>] (2.30)

ot or  Ox oz \ h

Il obtient un systeme "augmenté” de Saint Venant a trois équations uniquement du second
ordre en espace et qui est plus facile a discrétiser.
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2.2 Modeles avec ligne triple

2.2.1 Contexte

Alors que la grande majorité de la littérature est dédiée depuis les années 60 a I'étude
de 'amplification des ondes de surface d’un film liquide, la modélisation du mouillage n’est
vraiment apparue qu’a partir des années 90. L’intérét de ces études est de pouvoir com-
prendre et exploiter les propriétés de mouillage d’'une surface. On peut en effet chercher
a réduire le contact entre la surface et le liquide (traitements anti-tache, textiles im-
perméables, vitres autonettoyantes) ou a obtenir un mouillage total et uniforme (peinture,
photographie). D’un point de vue fondamental, le mouillage est trés bien compris dans
les situations statiques (méme si 'hystérésis n’est pas parfaitement décrite). Le mouillage
dynamique par contre, incluant une ligne triple en mouvement, pose encore de nombreuses
questions. En effet, la ligne triple peut étre le siege d’instabilités tridimensionnelles dites
”en ruisselets”, correspondant a des structures en forme de doigts. On trouve ces ruisselets
dans des situations de la vie courante illustrées sur la figure 2.6 : les amateurs d’oenologie
peuvent les observer dans leur verre de vin (larmes du vin) et ils rendent la tache difficile
aux patissiers pour réaliser un napage uniforme sur les bords d’'un gateaux.

(a) Larmes du vin. (b) Napage en chocolat [117] .

FIGURE 2.6 — Exemples de formation de ruisselets dans des situations du quotidien.

On les retrouve également dans des configurations industrielles telles que les échangeurs
thermiques, les traitements sanitaires, ou encore le givrage en aéronautique (cf. Introduc-
tion) o ’on souhaite déterminer leur moment d’apparition et leur géométrie et ainsi anti-
ciper les zones mouillées et les zones seches. Ces applications ont motivés le développement
de modeles réduits numériques fortement inspirés de ceux présentés a la section 2.1 et qui
permettent de simuler ces instabilités complexes tout en garantissant un cotit en temps de
calcul raisonnable.

2.2.2 Introduction aux instabilités en "Ruisselets”

La transition d’un film liquide en ruisselets a en premier lieu fait l'objet d’études
expérimentales. Les cas étudiés demeurent encore a ce jour tres académiques et consistent
a injecter (& débit constant) ou déposer (a volume constant) un liquide sur une paroi. Par-
mis 'ensemble des configurations expérimentales existantes dans la littérature, on présente
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celle d'un liquide entrainé par la gravité et par un écoulement d’air cisaillé. Ces configu-
rations sont les mieux maitrisées et constituent une référence pour une comparaison avec
des simulations numériques.

Ruisselets par gravité

Huppert [26] a été le premier a réaliser un dispositif "a volume constant” permettant
d’observer le comportement d’une ligne triple avangant sur un plan incliné. Le liquide,
stocké dans un réservoir, est relaché sur la plaque en soulevant une trape, comme illustré
sur la figure 2.7.

RESERVOIR

GATE

FIGURE 2.7 — Dispositif expérimental utilisé par Huppert [26] sur un plan incliné d’un
angle f3.

D’autres dispositifs similaires ont ensuite été développés par Silvi et Dussan [27], Jerrett
et al. [28] et de Bruyn [29], et ont permis d’aboutir & de nombreuses observations. Le
premier constat est qu’un front semble transitionner en ruisselets régulierement espacés et
permet de supposer que cette transition est le résultat de ’amplification d’une instabilité
transversale. Ils ont également noté qu’il pouvait apparaitre deux familles de ruisselets :

— des ruisselets droits représentés sur la figure 2.8a. Ils ont une forme de doigts et se
manifestent pour des fluides peu mouillants (angle 65 grand),

— des ruisselets triangulaires représentés sur la figure 2.8b. Ils ont la forme de chevrons
et se manifestent pour des fluides trés mouillants (65 proche de 0°),

Ainsi, les ruisselets n’apparaissent pas que pour des films partiellement mouillant ce qui
laisse supposer que 'angle de contact statique 65 ne joue qu’un role secondaire dans le
mécanisme de transition.
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liquide

ot d - -J
T substrat

(a) Ruisselets droits

substrat

(b) Ruisselets triangulaires

FIGURE 2.8 — Formation de ruisselets régulierement espacés d’une distance d a la ligne
triple d’un liquide injecté avec un volume constant sur un plan incliné. Expérience réalisée
par Huppert [26].

Il faut attendre les années 90 pour obtenir des résultats plus quantitatifs grace aux
expériences réalisées par Cazabat [30] et Johnson [31]. Ce dernier apporte des améliorations
majeures par rapport au dispositif de Huppert. D’une part, I'injection du liquide se fait
a débit constant et permet de ré-itérer plus rigoureusement une expérience. D’autre part,
il utilise une méthode de fluorescence pour mesurer ’épaisseur du film sur la plaque et il
obtient des visualisations de coupes transversales et longitudinales des ruisselets (figure
2.9).
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FIGURE 2.9 — A gauche : profil transversale d’un ruisselet pour différentes inclinaisons du
substrat. A droite : profil longitudinal d’un ruisselet pour différents Reynolds d’injection
du liquide. Visualisations obtenues par Johnson [31].

Il réalise des expériences pour un film tres mouillant (5 = 7°) et peu mouillant (65 =
38°), et fait varier deux parametres : le débit d’injection et 'inclinaison du plan. Il obtient
ainsi un graphe (figure 2.10) donnant l’espacement entre les ruisselets en fonction de ces
parametres, qui constitue encore aujourd’hui I’étude de référence dans le domaine. Nous
reviendrons plus en détail sur ces résultats expérimentaux a la section 2.2.7.

[= 5=90° opg=-12° o i-139° o =219
80
% 1]

o 60+

S

,t"‘_.u 40t %

7]

o

-

=

=

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2
Reynolds number

FIGURE 2.10 — Espacement entre les ruisselets en fonction du Reynolds d’injection de
liquide et de l'inclinaison du plan. Les conditions expérimentales sont décrites dans [31].

Ruisselets par cisaillement

D’autres auteurs se sont intéressés a la transition film/ruisselet en présence d’un ci-
saillement d’air. Le plan est tres proche de I'horizontale, le mouvement du film n’est plus
causé par une force de gravité volumique, mais par une force de frottement surfacique.
La littérature sur ce sujet est plus mince que celle des écoulements par gravité car les
phénomenes physiques en jeu sont beaucoup plus complexes. Il faut prendre en compte
des effets de couche limite, de turbulence et d’aérodynamique au niveau de la ligne triple.
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Les études sont alors majoritairement académiques et se concentrent sur des cas tres
simples, comme le cas de gouttes soufflées [32] et de ruisselets soufflés [33, 34]

L’étude qui se rapproche le plus & ce jour d’une configuration industrielle car elle est
représentative d’une transition d’un film cisaillé en ruisselets a été proposée par Zhang et
al. [116]. Cette étude, menée spécifiquement dans le cadre des problématiques de givrage
en aéronautique, a consisté a générer un spray de gouttelettes qui se dépose sur un profil
d’aile. Le dispositif est placé dans une soufflerie afin de créer un écoulement d’air.

Entrainement d'air

o © —
o o \—///
o o ©

Gouttelettes  Aile NACA0012
SPray "(10~50um)

FIGURE 2.11 — Représentation simplifiée du dispositif expérimental de Zhang [116].

La formation de ruisselets sur le profil s’effectue en trois phases : des gouttes isolées
se déposent et se déplacent sur le bord d’attaque, puis elles coalescent et forment un
film liquide, qui finalement se brise en plusieurs ruisselets. Zhang a étudié I'influence de
la vitesse d’air sur le déclenchement de la transition film/ruisselets et a développé une
méthode de projection [115] pour mesurer I’épaisseur du film et obtenir des visualisations
de transion film/ruisselet (figure 2.12).
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(a) t =1s (b) t = 2s

Filmthick mm: 0.00 0.05 0.10 0.16 0.20 025 - Filmthick mm: 0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25

(d) t =4s

FI1GURE 2.12 — Evolution temporelle d’un film liquide se déplagant sur un profil NACA0012
cisaillé par un gaz. Expérience réalisée par Zhang et al. [116]

2.2.3 Equation de lubrification

Les écoulements étudiés dans la littérature impliquant des transitions en ruisselets
se caractérisent en général par de faibles vitesses d’écoulements qui ne dépassent pas
des nombres de Reynolds de l'ordre de 1. Sous cette hypothese, les effets inertiels sont
négligeables et I’écoulement peut étre décrit par I’équation de lubrification, que I’on rappel

en 2D :
oh  d(hu)

ot ox
En se placant toujours dans ’hypothése ”"onde longue”, en considérant des écoulements
faiblement intertiels (Re < 1, Fr < 1), et en s’inspirant de la méthode de Benney de
résolution approchée des équations de N-S décrite a la section 2.1.3, le profil de vitesse
longitudinal u(x, z) ainsi que sa valeur moyenne @(z) s’écrivent a 'ordre 0 en e (voir [117]
pour des détails) :

=0 (2.31)

u(z, z) = i [(?‘95) —-pyg sin(a)] (Z; - hz> + 752 (2.32a)
u(z) = —;LZ [(?;) —p g sin(a) — 32726] (2.32b)

avec P(z) le champs de pression dans le liquide donné par :
P(z,z) = Py(z) + p g cos(B) [h—z] + gy K™ (2.33)

comprenant la pression du gaz a 'interface, la pression hydrostatique, et la pression de

Laplace avec K** = — (g%) I’approximation "onde longue” de la courbure dans le plan
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(zz). Ce profil de vitesse correspond & celui d’'un écoulement de Poiseuille piloté par la gra-
vité, le champ de pression et le cisaillement du gaz. Il ressemble fortement au profil (2.21b)
obtenu par Benney a la différence qu’il ne comprend de termes correctifs supplémentaires a
I’ordre len . Ces termes sont nécessaires a la modélisation exacte des instabilités de type
"Roll-Waves”, mais ne sont pas utiles dans les régimes de lubrification ol ces instabilités
sont absentes. En injectant I’expression de la vitesse moyenne @ dans 1’équation (2.31) ,
on obtient le modele de lubrification 2D suivant

0 0%h
Oh P _h3 %<Pg+pgh008(ﬁ)—'ﬂg <8$2>> _o

at - Ox @ . 37"
—pgsin(a) - o

(2.34)

Il se généralise aisément en 3 dimensions [93, 117, 52, 47] et I’évolution temporelle de
Iépaisseur h(zx,y,t) d’'un film liquide 3D s’écoulant sur un plan incliné d’un angle 8 par
rotation autour de l'axe y s’écrit :

oh h3 V[Py+pghcos(B) =g V.(Vh)]
A v A I 37 =0 (2.35)
ot 3 ¢

H —P 9 5

avec V.(*) Popérateur divergence, V (x) 'opérateur gradient, et V. (V) 'opérateur lapla-
cien. g = ' ( g sin(B3) , 0 ) représente I'accélération gravitationnelle projetée sur le plan
incliné d’'un angle 8 par rotation de I’axe y et 7; le cisaillement du gaz. Ce modele est le
plus utilisé dans la littérature pour simuler I’écoulement de films liquides dans le cadre de
la lubrification. Il est toutefois encore insuffisant pour simuler des dynamiques de mouillage
pour deux raisons. La premieére est qu’il ne modélise pas I'angle de contact introduit a la
section 1.2.2. La seconde est que la condition aux limites utilisée d’adhérence a la paroi
(2.6a) doit étre changée, car elle n’est pas compatible avec le mouvement d’une ligne triple.

Remarque 1

Dans la suite de ce chapitre, nous travaillerons par soucis de simplicité avec I’équation
de lubrification en deux dimensions (2.34). La généralisation en trois dimensions n’ajoute
aucune difficulté supplémentaire.

2.2.4 Modélisation de I’angle de contact statique

On présente dans cette section l'approche la plus utilisée dans la littérature pour
intégrer les effets de 'angle de contact statique dans I’équation de lubrification (2.34).
Faute de compréhension complete du phénomene d’hystérésis, les modeles proposés ici
négligent tous ce phénomene et supposent que ’angle de contact 65 est unique.

Pression de disjonction de Dejarguin

L’équation de lubrification telle qu’elle est écrite sous la forme (2.34) ne permet pas
par exemple de retrouver la forme d’équilibre d’une goutte partiellement mouillante sur
un substrat. Puisqu’elle ne tient pas compte des interactions moléculaires agissants au
voisinage de la ligne de contact, n’importe quel volume de liquide déposé sur le substrat
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s’étale indéfiniment. La méthode la plus largement répandue pour intégrer les effets du
mouillage partiel dans (2.34) a été proposée par Frumkin et Derjaguin [36, 37, 39, 40].
Ils introduisent une pression dite "de disjonction”, notée II;(e), qui est la diminution de
pression induit entre deux interfaces qui sont séparées d’une distance e et qui interagissent.
Dans notre cas, on s’intéresse aux interfaces solide/liquide et liquide/gaz. Elles sont
séparées par I'épaisseur du film A et induisent un saut de pression AP qui s’écrit :

8ed
AP = —Tl4(h) = | = 2.36
o) = (52 (236)
avec eq(h) appelée dans la littérature ”densité surfacique d’énergie de disjonction” qui
représente I’ensemble des densités d’énergies des interaction moléculaires. Une expression
de cette pression de disjonction dans le cas de deux interfaces infinies et paralleles séparées
d’une distance h a été proposée par Dejarguin et al. [38] et s’écrit :

LA Ay h

Iy(h) = =t Az exp (1;32> (2.37)

Le terme & la puissance 2, terme attractif dominant & grande distance, représente des
forces de Van der Waals. Le terme a la puissance 3 désigne des forces électrostatiques
répulsives et dominantes a courte portée. Le dernier terme représente des forces dipolaires
répulsives, avec les coefficients A; > 0 variants en fonction du type d’interaction et de leur
portée.

Lien entre pression de disjonction et mouillage

Selon la nature des forces, on peut retrouver les deux régimes de mouillage décrits a
la section 1.2.1 :

— des forces répulsives générent une pression de disjonction négative (II; < 0). Il se
forme une surpression (AP > 0) entre les deux interfaces au voisinage du point
triple, la goutte se rétracte et le mouillage est partiel (S < 0). Un tracé typique de
la pression de disjonction dans un cas partiellement mouillant se trouve sur la figure
2.13.

— en revanche, si les forces sont uniquement attractives, le mouillage est total (S > 0)
car il apparait une dépression (AP < 0) dans le film au voisinage du point triple.
Une goutte s’étalera jusqu’a former un substrat completement mouillé par un film
d’épaisseur moléculaire. Une pression de disjonction dans cas totalement mouillant
est tracée sur la figure 2.13.

On voit cependant d’apres (2.37) que les forces ne sont pas toujours uniquement attractives
ou répulsives. La mouillabilité peut donc varier en fonction de 1’épaisseur i du film. Il existe
alors un troisiéme régime de mouillage dit ”"pseudo-partiel”, ou un film peut étre totalement
mouillant & faible épaisseur (forces attractives en 1/h%) et étre partiellement mouillant &
grande épaisseur (forces répulsives en 1/h?). Un exemple de pression de disjonction pour
ce cas est tracé sur la figure 2.13.
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mouillage
pseudo-partiel

h

FIGURE 2.13 — Tracé typique de la pression de disjonction II;(h) pour le cas d’un mouillage
total, partiel et pseudo-partiel [15].

Ainsi, contrairement a une situation de mouillage partiel ou l'interface liquide/gaz
forme un angle 65 avec un substrat sec (figure 1.4), une situation de mouillage pseudo-
partiel (figure 2.14) correspond a une interface formant un angle 65 avec un substrat
recouvert d’un film d’épaisseur h,,, appelé dans la littérature ”film précurseur”. La valeur
de cette épaisseur résiduelle h,, est définie par un équilibre entre les forces attractives et
répulsives.

film précurseur  micro-région macro-région

(Gh/éx) = tan(0s)

gaz

(@h/ex) =0 liquide

solide i< > i<

FIGURE 2.14 — Représentation de Potash et Wayner [44] de la ligne triple a différentes
échelles d’un liquide pseudo-partiellement mouillant.

Modéle simplifié de pression de disjonction

L’expression (2.37) permet de modéliser ’ensemble des interactions & leurs échelles
respectives mais nécessite de déterminer I’ensemble des coefficients A;, ce qui n’est pas
aisé. Dans le cadre d’applications destinées a simuler le comportement d’un film a 1’échelle
macroscopique, on cherche seulement a observer une interface liquide/gaz formant un
angle de contact 65 avec le substrat a I’équilibre. Dejarguin introduit dans ses travaux [37]
une méthode qui consiste a simplifier ’expression de (2.37) et & calibrer les coefficients A;
afin de retrouver 'angle 5. En négligeant les forces dipolaires qui sont tres faibles [42, 43],
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Dejarguin propose 1’expression suivante :

y(h) = B l(};f - <IZ)21 (2.38)

ol h, joue le rdle de rayon d’action R des forces moléculaires et B > 0 est un coefficient a
déterminer. Cette pression représente un cas de mouillage pseudo-partiel et est tracé sur
la figure 2.15.

I/ hy

r=8.19

FIGURE 2.15 — Tracé de la pression de disjonction II;(h) introduite par Dejarguin [37]. La
pression est adimensionnée par B et I'épaisseur h du film par h..

A courte portée, i.e. h/h, < 1, la pression de disjonction est positive et le mouillage est
total. A longue portée, i.e. h/h, > 1, le mouillage est partiel car la pression de disjonction
est négative. En h = h,, on a les résultats suivants :

aed>

—_— = —Il;(h=h,) =0 2.39a
((% = = 1) (2.308)
826d> <8Hd)

2 d S — >0 (2.39b)
<ah2 tny VOB g

ce qui signifie que 1’équilibre entre les forces attractives et répulsives est atteint pour
I’épaisseur h.. Le modele de pression de disjonction décrit alors la ligne triple représentée
sur la figure 2.14 avec un film précurseur d’épaisseur h,, = hs.

Relation augmentée de Young-Dupré

Pour calibrer la constante B dans l'expression (2.38) de la pression de disjonction, on
peut effectuer un bilan de forces au point triple [45, 46]. On suppose que les épaisseurs de
films sont petites devant la longueur capillaire (h < I.) au voisinage de ce point, on peut
donc négliger la pression hydrostatique. A I’équilibre, le gradient de pression en tout point
du liquide est nul. La somme de la pression de disjonction et de la pression de Laplace est
alors constante, i.e. :

Va, Yh, g K% (h(z)) + g (h(x)) = P (2.40)
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avec P, une constante. On défnit #(x) 'angle entre U'interface liquide/gaz et le substrat en
tout point z. Nous supposons que la forme de 'interface liquide/gaz est telle que décrite
par Potash [44], & savoir :

— au niveau du film précurseur loin du point triple (point B sur la figure 2.16), on a
d’apres (2.39a) :
Iy (xp)=0 (2.41)

et ’épaisseur est uniformément égale a h, , soit :

0(xp) =0 (2.42a)
K% (zp) =0 (2.42b)

— & des épaisseurs de film qui vérifient I, > h > h, (point A), les interfaces sont trop
élognées pour interagirent, ce qui se traduit par :

Hg(za) =0 (2.43a)
ed(ra) =0 (2.43b)

et la pente de U'interface liquide/gaz est constante, soit :

0(z4) = 0, (2.44a)
K™ (24) =0 (2.44D)

A partir des conditions aux limites aux points A et B, on trouve P, = 0, et la relation
d’équilibre des pressions devient :

Va, Yh, g K% (h(z)) + g (h(z)) = 0 (2.45)

FIGURE 2.16 — Représentation de Potash et Wayner [44] du point triple. Le point A se
situe dans la macro-région h > h, et le point B dans la région du film précurseur h = h,.

En utilisant les formules de Frenet suivantes :

db
K% = —— 24

T (2.46a)
n _ sin(0) (2.46b)

ds
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avec s(x) Pabscisse curviligne le long de la Uinterface liquide/gaz, on obtient en intégrant
la relation (2.45) entre le point B et le point A :

hA hA
[ maldh = [ g K5 (0] b
hp hp

+oo

— — [ ()] dh = —, / ZA [EZ] [Zﬂ ds = g /:: [sin(@) 40 o 47y

I

+00
— = [ ()] dh =3y feos(6) 1
— eq(hs) =S mouillage pseudo-partiel

qui est appelée dans la littérature relation augmentée de Young-Dupré. La démonstration
dans le cas d’un liquide partiellement mouillant est analogue [15] et on obtient :

+oo
ealh = 0) = — /O M, (k)] dh = S mouillage particl (2.48)

Cette relation permet de calibrer les modeéles de presion de disjonction pour retrouver
langle de contact statique 65 & 1’équilibre. Dans le cas du modele (2.38) proposé par
Dejarguin, cela revient a prendre B égal a :

28

B =
D

(2.49)

En intégrant la pression de disjonction II;(h) dans ’équation de lubrification (2.34), on
obtient :

4 P, Oh h II,;(h

%_ o _h3 o g — Vg 922 +pg 003(18)_ d()
ot ox @ 37
—p g sin(B) - 272

(2.50)

qui tient compte des interactions moléculaires entre les interfaces quand 1’épaisseur du film
h tend vers 0.

Remarque 2

Les paramétres ajustables du modéle (2.50) sont donc l'angle de contact statique,
déterminable expérimentalement, et le rayon d’action des forces moléculaires h,. Si on
prend le modéle de pression de disjonction (2.38) de Dejarguin, le rayon d’action est
piloté par la valeur de h, qui est typiquement de I'ordre du nm. L’inconvénient de
modéliser des phénoménes physiques a de telles échelles est que cela nécessite d’utiliser
des maillages du méme ordre (Ax ~ h,) et peut entrainer des temps de calcul trés longs
[47] lorsque nous discrétiserons les équations. Par conséquent, a des fins numériques,
le paramétre h, est généralement choisi plus grand que sa valeur physique. Il doit
toutefois rester petit devant ’épaisseur du film loin de la ligne triple (comme nous le
verrons dans la section 4.7) afin de ne pas modifier le comportement macroscopique
du film (angle de contact statique, étalement, vitesse du point triple).
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Autres modeles de pression de disjonction

A partir des relations (2.47) et (2.48), de nombreux modeéles de pression de disjonction
sont apparus dans la littérature : un modele composé de fonctions exponentielles de h pro-
posé par Thiele et Pomeau [70, 55], de puissances de h utilisé par Schwartz [48], Glasner
[49] et Sharma [50], ou de combinaisons d’exponentielles et de puissances par Beltrame
[52]. Ces modeles font I'hypothese d’une pression de disjonction agissant entre deux inter-
faces infinies et paralléles, ce qui n’est pas exact a proximité du point triple. Dai [57] et
Hocking [58] ont alors développé un modeéle tenant compte de la courbure de I'interface
dans 'expression de la pression de disjonction.

On peut toutefois se demander quelle est la différence entre ces différents modeles. En
effet, si on cherche a étudier le comportement d’un film macroscopique, nous avons vu
que toute pression de disjonction I1;(h) qui vérifie la relation augmentée de Young-Dupré
(2.48) permet de retrouver un point triple formant un angle de contact statique 65 avec le
substrat. Par conséquent, I’expression exacte de II4(h) importe peu dans ce type d’études
[47]. Par contre, cette expression est d’une grande importance quand on étudie des film
microscopiques. Supposons qu’un film liquide d’épaisseur uniforme h, est a I’équilibre sur
un substrat. Si on perturbe ce film liquide, deux scénarios peuvent se produire : si le
film & une épaisseur h, grande devant le rayon d’action moléculaire R, la perturbation
décroit dans le temps (figure 2.17a). Par contre, si h, est petit devant R , la perturbation
peut croitre et le film démouille en petites gouttelettes (figure 2.17b). Cette instabilité dite
"spinodale” a fait 'objet de nombreuses études expérimentales [74, 75]. Elle est représentée
sur la figure 2.18.

_f\/\_
IR ho £y P
(a) ho >R
WR tl tz = tl
I 3 JaVaVaVaVaVa¥a

(b) ho < R

F1GURE 2.17 — Evolution d’un film liquide plat d’épaisseur h, auquel on applique une
perturbation. R désigne le rayon d’action moléculaire.
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~__ 7

FiGURE 2.18 — Démouillage spinodal d'un film de polystyrene d’épaisseur 40,5 nm sur
une plaque de silicium [74].

Ce démouillage a également fait 1'objet d’études théoriques [72] a partir de I’équation
de lubrification . En linéarisant I’équation (2.50) autour d’un état constant d’épaisseur
h, sur un plan horizontal (8 = 0), non cisaillé (7" = 0), et non soumis & un gradient de

pression (% = 0), et en injectant une solution de la forme :
h = hy+ hy eFl@=et) (2.51)

on obtient dans la limite des grandes longueurs d’onde de perturbation k < 1 I'expression
de la célérité des ondes ¢ = ¢, + i ¢; suivante :

¢ =0 (2.52a)

C; = —37 [pg — <ah) (h:ho)] k (252b>

La limite de stabilité correpond aux solutions de ¢; = 0 et permet d’obtenir le diagramme
2.19. Dans le cas d’une pression de disjonction d’un mouillage pseudo-partiel donné par
(2.38), on obtient trois comportement d’un film liquide en réponse a une perturbation :

— Si I’épaisseur du film h, est du méme ordre de grandeur que le rayon d’action
moléculaire, ici égal a h,, le film est instable en réponse & une perturbation. Les
interfaces solide/liquide et liquide/gaz sont a une distance ou elles peuvent inter-
agir et les forces répulsives ont tendance a déstabiliser le film.

— Si I’épaisseur h, est petite devant h,, les interfaces peuvent toujours interagirent,
mais le film est stable car les forces attractives stabilisantes sont dominantes.

— Si I’épaisseur h, est grande devant hy, il n’y a plus d’interaction moléculaires entre
les interfaces et le film est stable.



2.2. MODELES AVEC LIGNE TRIPLE 63
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FIGURE 2.19 — Diagramme de stabilité d’un film liquide infini d’épaisseur h, obtenu par
Kondic [72]. La pression de disjonction s’exprime par (2.38) et I'angle de contact statique
05 est fixé a 50°. Une échelle logarithmique est utilisée.

La stabilité d’un film liquide microscopique est donc fortement dépendante de ’ex-
pression de la pression de disjonction II4(h). La bonne modélisation des interactions
moléculaires est alors primordiale dans ce type d’études.

Remarque 3

Dans le cadre de nos applications, nous étudions des films macroscopiques, i.e. dont
Iépaisseur loin du point triple est grande devant le rayon d’action moléculaire. Les
instabilités spinodales décrites ci-dessus n’existent donc pas a de telles épaisseurs. De
ce fait, ’expression exacte de la pression de disjonction a peu d’importance dans notre
cas tant qu’elle respecte la relation augmentée de Young-Dupré (2.48). L’expression
simplifiée de cette pression peut-étre vue comme une maniere de régulariser les forces
moléculaires agissants au voisinage du point triple sans modifier le comportement ma-
croscopique du film.

2.2.5 Lois d’angle de contact dynamique

Nous avons introduit a la section 1.2.4 la notion d’angle de contact dynamique 64 qui
décrit la variation de I’angle de contact a la ligne triple lorsque le liquide est en mouvement.
On trouve plusieurs approches dans la littérature pour expliquer ce phénomeéne dont une
théorie de sauts moléculaires de Blake [69] ou une théorie d’interface diffuse de Pomeau
[70]. Toutefois, ce sont des approches hydrodynamiques développées par Cox et Voinov [66]
et De Gennes [67] qui sont les plus utilisées et qui s’accordent le mieux avec les données
expérimentales [22]. On présente dans cette section les deux approches.

Approche de De Gennes

La méthode de de Gennes consiste a effectuer un bilan énergétique sur une tranche de
fluide au voisinage du point triple vue a 1’échelle macroscopique. Dans cette zone, on peut
raisonablement supposer que le mouvement du point triple est régie par un compétition
entre les forces capillaires et visqueuses. Il suppose également que Uinterface liquide/gaz
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forme macroscopiquement un diedre avec le substrat. L’angle 6; de ce diedre, représenté
sur la figure 2.20, varie dynamiquement avec la vitesse U du point triple, et est égal a
I’angle de contact statique 85 a 1’équilibre.

A h(x) A h(x)

™ U=20

Vlg
Vst ng
(a) Liquide & I’équilibre (b) Liquide en mouvement

FIGURE 2.20 — Vision macroscopique d’un point triple formant un diedre avec le substrat
proposée par De Gennes [67].

En supposant que le liquide avance & une vitesse constante U, le travail élémentaire
des forces capillaires dWW,, pendant une durée dt s’écrit :

AW, = [y1g cos (0q) + vs1 — Vsg] U dt =4 [cos (0q) — cos (6,)] U dt (2.53)

En supposant que le profil de vitesse correspond a un écoulement de Poiseuille avec une
condition d’adhérence a la paroi, le travail des forces visqueuses s’écrit :

3p U2 3p U? dt 1
_ _oporat [l 2.54
aw, /[ . dt] do= St /M dh (2.54)

Puisque 'angle 6; que 'on étudie s’observe a 1’échelle macroscopique, le travail des forces
visqueuses se calcul dans une tranche de fluide d’épaisseur comprise entre h = 0 et h =
H ~ mm. Cependant, l'intégrale de 1/h fait apparaitre une divergence en h = 0 qu’il faut
donc tronquer & une échelle de longueur microscopique. On obtient finalement le travail

des forces visqueuses : ,

aw, = U dty, <H> (2.55)

tan(fy) a

avec a une épaisseur microscopique. La dépendance logarithmique traduit effet divergent
des forces visqueuses appelé dans la littérature ”"paradoxe de la ligne de contact” [59, 60].
En mécanique des fluides, la condition aux limites usuelle utilisée pour décrire un liquide
s’écoulant sur un substrat solide est une condition d’adhérence a la paroi : la vitesse du
fluide s’annule au contact du substrat. Cette condition est bien posée dans le cas de films
d’épaisseurs macroscopiques, mais ne l'est pas a des échelles plus faibles, en particulier
au point triple triple ou I’épaisseur h du film tend vers zéro. Afin de lever ce paradoxe
mathématique, on introduit une longueur de coupure moléculaire symbolisant 1’échelle en-
dessous de laquelle la description hydrodynamique n’a plus de sens [66].

En supposant que le travail des forces capillaires compense la dissipation visqueuse, on
obtient la loi de De Gennes suivante :

tan(0q) [cos(8s) — cos(64)] =3 Cy In <ZI) (2.56)
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avec C, = p U/7j4 le nombre capillaire. Dans I'hypothese des petits angles a la ligne triple
(fq < 1) et des faibles variations d’angles (64/6s ~ 1), on obtient la version ”"onde longue”
de (2.56) qui s’écrit :

0 H

03— 63 [d] ~63—603=6C,In () (2.57)

0, a
On trouve un angle dynamique qui croit lorsque le point triple avance (C, > 0) et
décroit lorsqu’il recule (C, > 0), et qui concorde quantitativement avec les observations
expérimentales de Le Grand [22].

Approche de Cox-Voinov

Contrairement & De Gennes qui regarde le point triple comme un diedre macroscopique,
Cox et Voinov proposent une vison micro/macro sans négliger la courbure, représentée
sur la figure 2.21. Ils consideérent comme De Gennes une échelle macro ou l'interface
liquide/gaz forme un angle dynamique 6, avec le substrat. Par contre, cet angle differe a
I’échelle micro et est fixé par ’angle de contact statique 0;.

A h(x)

FIGURE 2.21 — Vision a deux échelles d’un point triple proposée par Cox et Voinov [66].
En supposant que les angles sont petits (f; < 1 et (%) < 1), et que les forces

capillaires et visqueuses sont dominantes, la vitesse moyenne U du point triple triple sous

I’hypothese d’un écoulement de Poiseuille s’écrit :

h? 03h 3C, O3h

=— g 7= 72“ = (2.58)

3 oz h ox

En supposant que l'angle §(x) entre U'interface et le substrat varie lentement avec z, on

peut écrire :

23h N 020

ox3 —  Ox?

L’intégration de (2.58) dans une tranche de fluide donne la relation de Cox-Voinov sui-

vante :

h(z) =z 6(x) , (2.59)

03 —0>=90C,In <H> (2.60)

a
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qui est trés similaire au modele obtenu par De Gennes, car ’angle dynamique au cube varie
également linéairement avec le nombre capillaire et logarithmiquement avec une échelle de
coupure microscopique.

Remarque 4

Les deux approches aboutissent a un polynéme de degré 3 en angle de contact dyna-
mique 0y proportionnel au nombre capillaire C,. Il apparait également une dépendance
avec un rapport micro/macro nécessaire pour s’affranchir de la singularité a la ligne de
contact. Ce rapport constitue un paramétre ajustable et est trés difficile a évaluer
exactement car il dépend des caractéristiques de surface du solide et des interac-
tions moléculaires. Toutefois, son influence sur I'angle dynamique est faible (logarith-
mique) et un rapport compris entre de 10* et 10° s’accorde bien avec des données
expérimentales [13].

2.2.6 Condition aux limites a la paroi

Nous avons vu a la section précédente qu’une singularité existe au point triple a cause
de la condition aux limites de non-glissement (2.6a) utilisée pour obtenir le profil de
vitesse. Cette singularité induit une divergence de la dissipation visqueuse a moins d’in-
troduire "manuellement” une longueur de coupure microscopique. Puisque 1’équation de
lubrification (2.34) dérive de la condition aux limites (2.6a), elle admet ce méme probleme
théorique. On présente deux solutions tres répandues dans la littérarure afin de rendre
I’équation de lubrification (2.34) consistent avec le mouvement d’un point triple.

Approche par longueur de glissement

On rappel que le choix d’une condition aux limites de non-glissement sur la vitesse
longitudinale, du type u(z = 0) = 0, meéne & un gradient de vitesse a la paroi qui s’écrit

(). (C222-5)

Puisque la condition aux limites de non-glissement induit que (2.61) diverge lorsque h tend
vers 0, celle-ci n’est pas adaptée au voisinage du point triple. Afin de lever cette divergence,
Huh [60] et Greenspan [61] proposent de remplacer la condition de non-glissement sur la
vitesse par une condition de glissement qui impose que la contrainte visqueuse a la paroi

vérifie : 5 ( 0)
u ulz =
= e 2.62
(82’)(220) b/3 ( 6 )

avec b appelée dans la littérature longueur de glissement. Le facteur 1/3 est arbitraire,
il permet seulement d’obtenir une forme factorisée de l'expression (2.64c). La nouvelle
condition aux limites & la paroi, dite condition de Navier [62, 63], s’écrit alors

u(z=0) = g <(;Z)(Z_O) (2.63)

La longueur b/3 s’interpréte comme la profondeur (& I'intérieur du substrat) a laquelle I'ex-
trapolation linéaire du profil de vitesse s’annule (figure 2.22b). On parle ainsi de condition
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de glissement car la vitesse a la paroi u(z = 0) devient non-nulle. La condition de non-
glissement est retrouvée dans la limite b = 0.

Z 1 zZ 1
e ]
u(z=0)
=
A u(@)
’
b/3
u(z) 7
I”
o’

(a) Condition au limites de non- (b) Condition aux limites dite de Na-
glissement vier

FIGURE 2.22 — Représentation du profil de vitesse longitudinal u(z) en fonction de la
condition aux limites a la paroi.

En remplagant la condition de non-glissement (2.6a) par celle de Navier (2.63), le profil
de vitesse parabolique u(zx, z), sa moyenne dans ’épaisseur du film @(x) et les contraintes
visqueuses T, (x) s’écrivent :

xT

u(z, z) = _/1L [<8P> — pg sin(a)] (h(z +b/3) — 22> + % (z+b/3) (2.64a)

Oox 2
h + 2b

_ h(h+b) | (OP , 37 3
- _ bl R ot 2.64b
a(w) =~ |(50) = pg sinto) = 5 | 3 (2.640)

ou u T h
— = = - — 2.64
Tw () M<8Z>(Z:o) ?)Mh—i—b 5 (h—i—b) (2.64c)
En réévaluant le travail des forces visqueuses (2.55) de De Gennes, on obtient :
3pU? 3uU?dt <H>

aw,, = dt| de = ———— In | — 2.65
a / h+b ] v tan(64) "\ (2.65)

qui ne diverge plus au voisinge du point triple et ne nécessite plus de tronquer 'intégrale
en h = 0, car la longueur de glissement b joue le role de longueur de coupure moléculaire.
Finalement, I’équation de lubrification modifiée s’écrit en 2D :

[ ) 92h
S e (Pg — Mg <W> +p g hcos(B) - Hd(h)>

2
ot Ox 3 372 [ R+ §b

—p g sin(B) — T

(2.66)
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Approche par pression de disjonction

Certains auteurs [48, 49, 50, 52] préférent utiliser une pression de disjonction qui com-
bine des forces attractives et répulsives. Cette pression permet de décrire un liquide par-
tiellement mouillant, cependant il ne va pas se déplacer sur un substrat sec, mais sur un
substrat totalement recouvert d’un film précurseur (voir section 2.2.4). Si on reprend le
modele (2.38) utilisée par Dejarguin, il permet d’introduire un film précurseur a 1’équilibre
d’épaisseur h,. Cette méthode est donc similaire a l'introduction d’une longueur de glis-
sement b = h,, car on voit sur la figure 2.23b que la vitesse a la paroi "pré-mouillée”
u(z = hy) est non-nulle et que le travail des forces visqueuses vaut :

3p U? 3p U? dt H
aw,, :/[ a dt] doe = 22" () (2.67)

h tan(fy) P

Le film précurseur présent sur le substrat empéche la divergence de la dissipation visqueuse
puisque I’épaisseur h est minorée par h.

Z Z
A N
h>0
—> h=0 —> $
u(z) u(z)
(a) Substrat sec (b) Film précurseur d’épaisseur h.

FIGURE 2.23 — Représentation profil de vitesse longitudinal u(z) dans le cas d’une ligne
triple en contact avec un substrat sec et un substrat "pré-mouillé”.

Conclusion

Pour s’affranchir de la singularité a la ligne de contact, le probleme est traité dans
la littérature en introduisant une longueur de coupure moléculaire via une longeur de
glissement b soit via la présence d’un film précurseur d’épaisseur h.. La comparaison
des deux approches [107] mene a la conclusion que les résultats sont trés proches quand
I’épaisseur du film précurseur h, et la longueur de glissement b ont des valeurs similaires.

2.2.7 Prédiction et simulation numérique de la formation de ruisselets

Pour comprendre le mécanisme a l’origine de la formation de ruisselets ainsi que leurs
caractéristiques, telles que leur taux croissance temporelle ou la distance entre deux ruis-
selets successifs, plusieurs auteurs se sont intéréssés a la stabilité linéaire et a la simulation
numérique d’un film s’écoulant sur un plan incliné a partir de ’équation de lubrification
(2.35). La littérature sur la transition en ruisselets par cisaillement d’air étant trés mince,
on ne présente dans cette section que des résultats d’écoulements de films pilotés par la
gravité.
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Analyse de stabilité linéaire

Nous considérons un film liquide injecté avec un débit volumique par unité de longueur
¢o constant et uniforme dans la direction y sur un plan incliné d’un angle 8 par rotation
autour de 'axe y. Aprés un court régime transitoire, les résultats expérimentaux [31]
montrent que le film adopte une forme d’onde progressive, caractérisée par la présence
d’un bourrelet pres de la ligne triple, et d’un d’écoulement de Nusselt d’épaisseur h'V% et
de vitesse moyenne @'V* loin de la ligne et donnés par :

Nu __ 3v 4o 1/3
"= (sant) (2.68)
(hNusselt)2
v = S g sin (B) (2.68b)

Le fluide s’écoule uniformément sans développer aucune structure dans la direction
transversale y, comme schématisé sur la figure 2.24.

Ecoulement
ho(X) de Nusselt

A

Bourrelet

hNu

Ligne
triple

> X

FIGURE 2.24 — Représentation d’un film s’écoulant a débit constant uniformément dans la
direction transversale y.

Cette solution d’onde progressive décrit de maniere réaliste la dynamique du fluide,
mais seulement dans les premiers instants. Aux temps long, la ligne triple perturbée par des
hétérogénéités du substrat ou des forces extérieures peut devenir instable et des ruisselets
commencent a se développer. Ce scénario montre que la dynamique & court terme de
I’épaisseur du film liquide peut étre décrite par la fonction h, (§) = h (z,y,t) ou & = z—U t,
ce qui correspond a un profil de base d’onde progressive se déplagant a la vitesse constante
U. Bertozzi [87], Davis et al. [88] et Kondic [89] ont étudié la stabilité du film vis-a-vis
des perturbations dans la direction transversale. Ils imposent une petite perturbation sur
le profil de base en posant h (£,y,t) = h, (€) +¢ h1 (&, 9, 1), avec hy (€,y,t) = ¢ (&) etkytet
la perturbation, ¢ << 1 son amplitude, ¥ = 27 /) son nombre d’onde, et w le facteur
d’amplification temporel. Linéariser I’équation de lubrification (2.35) en € h; conduit au
type d’équation suivante :

Lo=-wop (2.69)

o 62 o3 o4 , s s 5N 52 .
avec L (ho &) ,q, 26 0ET0 o8> ?) un opérateur linéaire du quatrieme ordre. L’équation
(2.69) est un probléme aux valeurs propres qui peut étre résolu numériquement. Elle
dépend du nombre d’onde k de la perturbation et du profil de base h, (£). Toutefois, il
est possible d’obtenir une expression analytique du facteur d’amplification temporel. En
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faisant ’approximation des petites perturbations (ﬁh << 1, k<< 1) et des petites lon-

gueurs de glissement (b < hV45¢!*) Bertozzi [87] obtient dans le cas d'un film totalement

mouillant :
t w(k) o {/;OO (%E,?) [(Z@)Q - 1] dg} K+ 0 (k') (2.70)

La forme du bourrelet prés de la ligne triple constitue donc un indicateur direct de stabi-
lité. Si ce bourrelet est suffisamment haut et large par rapport & 1’épaisseur hV* loin de la
ligne triple, w(k) est positif et le front de liquide est instable en réponse & une perturbation
dans la direction transversale.

L’expression analytique (2.70) donne des informations sur le taux de croissance mais ne
permet pas de déterminer la distance entre les ruisselets. Pour répondre a cette question,
il faut déterminer w(k) pour des nombres d’onde k plus grands. Un terme supplémentaire
proportionnel & k* est manquant, il produit une contribution négative & w(k) car il implique
la tension de surface toujours stabilisante. Typiquement, w sera positif pour les petits k
et négatif pour les grands k. Un tracé est représenté sur la figure 2.25.

0.3 T = " T v T T

02 1 I I 1 L

0 02 04 06 08  1/h™

FIGURE 2.25 — Diagramme de stabilité w = f(k). La solution en trait continu est obtenu
par résolution numérique de (2.69) et celle en pointillé est obtenu analytiquement par
calcul de (2.70). Les détails sur la configuration étudiée sont donnés dans [107].

Dans l'intervalle des k instables, un nombre d’onde (ou une longueur d’onde) est ca-
ractérisé(e) par le facteur d’amplification le plus élevé. En supposant que la formation des
ruisselets est pilotée par 'amplification de cette longueur d’onde, cette analyse de stabilité
permet a priori de retrouver I'espacement entre les ruisselets a condition de connaitre le
profil longitudinal h,(§).

Prédiction de la formation de ruisselets

Plusieurs auteurs se sont intéréssés a l'influence des conditions expérimentales sur la
formation de ruisselets. Ces études, principalement motivées par des applications indus-
trielles, visent a contréler le déclenchement de ces instabilités. L’outil le plus rapide que
I’on peut utiliser pour mener ce genre d’étude est I’analyse de stabilité linéaire décrite au
paragraphe précédent. A partir des conditions d’injection (débit volumique linéique g,,
inclinaison du plan ), des propriétés du liquide et des propriétés du substrat (angle de
contact fs, longueur de glissement b), on peut calculer numériquement le profil de base
ho(€) injecté sur le substrat et étudier sa stabilité. Ces analyses de stabilité se retrouvent
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dans les travaux de Marshall [97], Troian [86], Bertozzi [87] et Slade [117]. Ce dernier
a en particulier comparé les espacement entre les ruisselets prédits par l'analyse de sta-
bilité linéaire (en pointillé) avec les résultats expérimentaux (losanges) de Johnson [31]
représentés sur la figure 2.26. On constate qu’a débit d’injection fixé, I’espacement ob-
tenu par analyse de stabilité linéaire est proche de ’espacement expérimental uniquement
dans le cas de grandes inclinaisons # du plan proches de 90°. En réduisant l’inclinaison S,
I’analyse de stabilité prédit la bonne tendance d’augmentation de I'’espacement, mais les
valeurs sont qualitatives.

La deuxiéme méthode de prédiction de I'espacement des ruisselets consiste a réaliser
des simulations numériques instationnaires. Kondic and Diez [93, 94, 95, 96], Eres et al.
[92], Marshall [97] et Slade [117] ont ainsi simulé les configurations de Johnson en utilisant
I’équation de lubrification (2.50). On constate sur la figure 2.26 que les espacements obte-
nus par simulation numérique sont en tres bon accord avec les résultats expérimentaux.
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FIGURE 2.26 — Evolution de ’espacement entre les ruisselets en fonction de 'inclinaison
B du plan & débit volumique fixé dans le cas du fluide B partiellement mouillant [31]. Les
losanges sont les espacements expérimentaux, la solution en trait pointillé est obtenu par
analyse de stabilité linéaire, et celle en trait continu est une loi extrapolée des résultats de
simulations numériques. Les détails sur la configuration étudiée sont donnés dans [117].

On peut conclure des résultats de la littérature que 1'utilisation d’une équation de lu-
brification permet de simuler avec une bonne précision la transition d’un film tombant en
ruisselets. L’analyse de stabilité linéaire obtenue a partir de cette équation peut également
constituer un bon outil afin de prédire la stabilité du film, mais n’est toutefois pas suffisa-
ment précise pour retrouver le bon espacement.

Influence des parameétres physiques et numériques sur la géométrie des ruis-
selets

Les études qui s’intéressent & l'influence de l'inclinaison du substrat prédisent qu’une
forte inclinaison est favorable au développement d’instabilités transversales (figure 2.30b).
Ce comportement est une conséquence directe de 'aplattissement du bourrelet par gra-
vité avec ’horizontalité du substrat, induisant une diminution du facteur d’amplification
(2.70), comme représenté sur la figure 2.30a. Une inclinaison croissante induit également
une apparition plus rapide et un espacement plus réduit des ruisselets. Ce comportement
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théorique s’observe bien dans les simulations numériques de Slade [117] et les expériences
de Huppert et de Johnson.
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(a) Solution en onde progressive h,(§) (b) Diagramme de stabilité w = f(k) ob-
obtenue par simulation numérique. tenu par analyse de stabilité linéaire.
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FIGURE 2.27 — Influence de l'inclinaison 5 du plan sur le profil en onde progressive h,(&)
et sa stabilité. Les détails du calcul sont donnés dans [97].

FiGURE 2.28 — Influence de l'inclinaison § du plan sur le développement des ruisselets.
Les résultats sont pris au méme instant ¢, traduisant un développement plus rapide des
ruisselets quand le substrat est incliné. Simulation numérique obtenue par Slade [117].

Marshall [97] et Slade [117] se sont intéréssés aux propriétés de mouillage et prédisent
numériquement qu’une perturbation transversale a plus de chance de s’amplifier pour
un liquide hydrophobe que pour un liquide hydrophile. Leurs analyses de stabilité sur
la figure 2.29 montrent qu'une augmentation de I'angle de contact statique 65 entraine
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une croissance de la taille du bourrelet qui est par conséquent plus instable. De plus,
leurs simulations numériques (figure 2.30) s’accordent bien avec les clichés de Huppert
(figure 2.8) car elles décrivent bien des ruisselets en dent de scie dans le cas d’un liquide
totalement mouillant et des ruisselets fins et droits dans le cas partiellement mouillant. Ils
remarquent également que I’espacement entre les ruisselets est plus petit pour des liquides
hydrophobes.

uNll / hNu

04 Y .
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FIGURE 2.29 — Influence de I’angle de contact statique 6 sur le profil en onde progressive
ho(€) et sa stabilité. Les détails du calcul sont donnés dans [117].
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FI1GURE 2.30 — Influence de I’angle de contact 6, sur I’évolution temporelle des ruisselets.
Simulation numérique obtenue par Slade [117].

Les deux derniers parameétres qui sont purement numériques et qui ont fait ’objet
d’études approfondies dans le cas de films totalement mouillants sont la longueur de glis-
sement b et le film précurseur h,, introduits a la section 2.2.6. Par analyse de stabilité,
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Troian [86] et Bertozzi [87] ont d’une part montré que le choix d’une méthode par glis-
sement ou par film précurseur mene a des résultats quasiment identiques si b et h,, sont
égaux. D’autre part, méme si ce parametre numérique est difficile & évaluer précisément,
il influe au final plus sur la vitesse de développement des ruisselets que sur leur espace-
ment tant qu’il reste petit devant ’épaisseur de I’écoulement de Nusselt. En effet, on voit
sur la figure 2.31 que le passage de b = h™V*/10% & b = AV*/10° induit une variation du
facteur d’amplification temporel maximal de 35% mais n’induit qu’une variation de 11%
sur la longueur d’onde théorique. Les résultats de cette analyse ont été confirmé par des
simulations numériques de Zao et al. [98].
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(a) Solution en onde progressive ho(£) (b) Diagramme de stabilité w = f(k) obtenu par
obtenu par simulation numérique. résolution numérique de I’équation (2.69).

FIGURE 2.31 — Influence de la longueur de glissement b (adimensionnée par hV%) sur le
profil en onde progressive h,(§) et sa stabilité. Les valeurs des points ont été extrapolées
depuis les courbes de [86].

2.3 Conclusion

Nous avons présenté un état de I’art sur les travaux les plus importants dans le domaine
de la compréhension et de la modélisation des écoulements de films liquides incluant des
phénomenes capillaires et de mouillabilité dans la littérature.

Il existe plusieurs modeéles réduits 2D & une (modele de Benney [6]), & deux (modéle de
Shkadov [9]), et a trois équations (modele de Lavalle [11]) pour simuler des écoulements
2D de films minces avec capillarité. Cependant, seul I’équation de lubrification de Benney
a été généralisée en 3D et modifiée pour y inclure la modélisation de la ligne triple. Le
terme capillaire de cette équation fait intervenir une dérivée spatiale du quatrieme ordre
qui est difficile a discrétiser sur un maillage non-structuré dans le cadre d’une formu-
lation Volumes Finis (notée VF). Cette contrainte sur le maillage limite les simulations
numériques possibles & des configurations tres académiques (écoulement d’un film sur une
plaque plane). Le développement d’un nouveau modeéle compatible avec l'utilisation de
maillages non-structurés pour des applications plus complexes constitue un réel enjeu et
sera abordé dans le cadre de ce travail.

De plus, les termes capillaires sont en général modélisés avec une hypothese “onde longue”
(courbure de l'interface approchée par 'expression K ~ —Ah), limitant leur précision a
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des liquides tres mouillants dont 1’angle de contact statique et tres petit (s < 1). On rap-
pel que 'eau rencontrée en application givrage est un liquide généralement peu mouillant
(05 ~ 1). Une nouvelle écriture des termes capillaires permettant une extension de leur
domaine de validité représente un autre axe d’étude privilégié pour cette these.

Enfin, trés peu de simulations numériques de films cisaillés par un gaz ont a ce jour été
effectuée avec des modeles réduits. Ce type de configuration est intéressant & étudier et a
simuler dans le contexte aéronautique.

De nombreuses pistes d’amélioration de I’équation de lubrification, trés majoritaire-
ment utilisée dans la littérature, sont ouvertes. Les deux prochaines parties se concentrent
sur le travail de theése dédié au développement d’'un modele réduit 2D et 3D pour la si-
mulation numérique d’un film liquide soumis a la gravité et/ou au cisaillement d’un gaz.
Ce modele destiné a des applications industrielles (pour la modélisation des systémes de
dégivrage notamment) doit étre adapté a une formulation VF générale et applicable a
n’importe quel type de liquide sans limitation en terme d’angle de contact au voisinage de
la ligne triple.
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Deuxieme partie

Modélisation bidimensionnelle

7






Chapitre 3

Etablissement des équations du
modele continu bidimensionnel

Dans ce chapitre, on introduit un nouveau modele continu 2D dont l'intention est
de modéliser la dynamique d’un film macroscopique piloté par la gravité, la capillarité,
le cisaillement de la couche limite gazeuse, et les interactions moléculaires a 1’origine du
démouillage. Nous avons fait le choix d’utiliser des équations de type intégrales, tels celles
présentées au chapitre 2, qui ont I'avantage de fortement réduire le temps de calcul par
rapport a une résolution compléte des équations de Navier-Stokes. Cette efficacité de
calcul est particulierement recherchée pour la simulation de phénomenes complexes multi-
échelles, tel les phénomenes de mouillage, qui peuvent nécessiter des temps de simulations
longs.

Dans le cadre des écoulements rencontrés dans les applications en givrage, qui sont a
faibles nombres de Reynolds (Re ~ 1), la dynamique du film liquide peut étre simulée avec
une bonne précision par ’équation de lubrification. Cependant, en 3D particuliéerement,
cette équation différentielle du quatriéme ordre n’est pas adaptée a une discrétisation
dans le cadre d’une formulation Volume Finis sur maillage non structuré. On propose
donc une nouveau modele strictement équivalent & I’équation de lubrification (dans la
limite Re ~ 1). Il se compose d’un systéme a deux équations de type Saint Venant, écrit
sous forme conservative, et complété par une équation de transport supplémentaire pour
le gradient d’épaisseur du film. Le grand avantage est que ce modele a trois équations
correspond a un systeme différentiel conservatif, du second ordre espace, et bien adapté a
une formulation Volume Finis.

En s’inspirant de ce qui est généralement fait dans la littérature, les interactions
moléculaires au voisinage du point triple sont prises en compte a ’aide d’un terme de
pression de disjonction. Une expression adéquate est proposée afin de modéliser une vraie
situation de mouillage partiel. En d’autres termes, une expression qui guarantit que 1’in-
terface liquide/gaz rencontre un substrat sec (d’épaisseur nulle) au point triple. En ce qui
concerne le paradoxe de la ligne de contact, expliqué a la section 2.2.6, ’approche basée
sur 'introduction d’une longueur de glissement b est adoptée.

79
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3.1 Dérivation de I’équation de lubrification

3.1.1 Hypothéses du probleme

On considére un écoulement incompressible en deux dimensions cisaillé par un écoulement
de gaz et se déplacant sur un substrat solide. L’axe = est paralléle au substrat et I’axe z est
perpendiculaire. La surface du liquide correspond donc & z = h(x, t), ou h est I’épaisseur du
film liquide. Les effets de courbure du substrat sont négligés, il est donc assimilé a un plan
incliné localement d’un angle §(x). Dans le cadre de nos applications visant & reproduire
des dynamiques de mouillage, on trouve deux grandes catégories d’écoulements représentés
sur la figure 3.1 : les écoulements dits ”a débit constant”, ol on étudie ’évolution d’un
liquide injecté avec un débit volumique par unité de longueur ¢ sur le substrat, et les
écoulements dits ”a volume constant”, ou on étudie 1’évolution d’un volume de liquide
déposé sur le substrat.
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(a) Configuration & débit constant.

- gl

3

(b) Configuration & volume constant.

FI1GURE 3.1 — Représentation 2D d’un film liquide sécoulant sur un plan incliné d’un angle
B et soumis a un cisaillement gazeux 7;°.

Ecoulements étudiés

Les films liquides rencontrés dans les applications de givrage aéronautique que nous
souhaitons modéliser sont des films qui se déplacent principalement sous 'effet du cisaille-
ment du gaz. Dans ce type de configuration, on peut montrer (voir Annexe A) que les
nombres de Reynolds de Froude et de Weber valent respectivement

:puoho
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Re ~1 (3.1a)

We <1 (3.1¢)

avec U, la vitesse moyenne du liquide et h, son épaisseur. Comme nous ’avons mentionné
au chapitre 2, la littérature numérique et expérimentale sur les films minces cisaillés est
encore a ce jour treés mince. On trouve davantage d’études sur des films tombants, i.e.
pilotés par la gravité, qui vérifient [8, 11]

Re~1, Fr~1, Wexk1 (3.2)

On propose donc un modele dont le domaine de validité en terme de nombres adimen-
sionnés s’écrit

Fr~1
Re ~ 1, {Fr>>1’ We < 1 (3.3)

afin qu’il soit adapté aux applications visées de films cisaillés (Fr > 1), tout en étant
valable pour des études de films tombants (F'r ~ 1) auxquelles il sera majoritairement
comparé.
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Hypothése onde longue

Des expériences ont montré qu’a petit nombre de Reynolds (Re ~ 1), 'amplitude des
vagues est trés faible devant 1’épaisseur du film [100] et I’écoulement est dit & "ondes
longues”. Ainsi, si on introduit L, une longueur caractéristique de 1’écoulement dans la
direction longitudinale x, on peut introduire le rapport ¢ suivant :

€ =ho/Lo < 1 (3.4)

Dans le cas d’un film s’écoulant & débit constant, la longueur caractéristique L, représente
la longueur d’onde des vagues (figure 3.1a), et dans le cas d’un écoulement a volume
constant, elle représente la longueur d’étalement du film (figure 3.1b). Cette hypotheése
permet de supposer que ’écoulement est quasi paralléle, soit

v(z, z,t) < u(x, z,t) (3.5)

avec u(x, z,t) le champ de vitesse longitudinal (direction z) et v(z, z,t) le champ de vitesse
normal (direction z).

Remarque 5

En condition de givrage aéronautique, 'interface liquide/gaz peut étre le siége de flux
de masses. On trouve des flux entrants dans le systéme, ils proviennent de gouttes
qui impactent linterface liquide/gaz. On trouve aussi des flux sortants issus des
phénomeénes d’évaporation. Ces phénoménes ne sont pas abordés dans le cadre de
ce travail. On invite le lecteur a se réferrer a la thése de R. Chauvin [84] pour plus de
détails sur l'intégration de ces flux de masses dans une équation de lubrification.

3.1.2 Conditions aux limites

La dynamique du film est décrite par son champ de vitesse u(z, z,t) longitudinal, son
champ de vitesse v(z, z,t) normal, et son champ de pression P(z, z,t). Afin de déterminer
ces trois inconnues, il faut définir au préalable des conditions aux limites, i.e. leurs valeurs
a la paroi (z = 0) et a l'interface (¢ = h). On applique une condition aux limites de
non-glissement a la paroi pour le champ de vitesse transversal :

v(z=0)=0 (3.6)

une condition de Navier pour le champ de vitesse longitudinal :

u(z = 0) = g (g;‘)(z:o) (3.7)

avec b la longueur de glissement introduite a la section 2.2.6. Le facteur 1/3 est arbitraire,
il permet seulement d’obtenir une forme factorisée de 1’équation (3.28). On applique une
condition de continuité des contraintes tangentielles a linterface liquide/gaz (qui sera
démontrée a la section 3.2.1) :

Ou) < Ouyg > .
8 <8Z (z,2=h) Ho 0z (z,z=h) ( )
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avec i (resp. fig) la viscosité dynamique du liquide (resp. du gaz), u(x, z) (resp. ug(x, 2))
le champ de vitesse dans la phase liquide (reps. la phase gazeuse) et 7;* le taux de cisaille-
ment & interface liquide/gaz. On applique également la condition de saut de pression a
Iinterface introduite a la section 1.1.2 :

P(z,z=h)= Py(x) + g K% (x) (3.9)
~——
Pression du gaz  Pression de Laplace

avec 74 la tension de surface liquide/gaz et K** la courbure de Iinterface dans le plan
(zz). Comme nous I’avons souligné a la section 2.1.3, la courbure K** de I'interface admet
comme expression exacte

9%h
K2 _ (‘912 )2 7 (3.10)
0

qui est généralement simplifiée dans la littérature par — (62h/ 8372) en supposant que la
pente locale de 'interface liquide/gaz est tres petite, i.e. (Oh/0z) < 1. Dans le cadre de
ce travail, nous cherchons a simuler des dynamiques de mouillage. Il est alors nécessaire de
bien modéliser les forces capillaires au voisinage du point triple, qui est le point ou l'inter-
face liquide/gaz rencontre le substrat. Loin de ce point, le film liquide est généralement
tres plat, on a donc (Oh/0x) < 1 et Papproximation de la courbure est valable. Cepen-
dant, au voisinage de ce point, nous avons vu a la section 1.2.4 que l'interface liquide/gaz
forme un angle 8, avec le substrat, représenté sur la figure 3.2. Cet angle est statique-
ment et dynamiquement grand pour des liquides non mouillants, qui sont les types de
liquide que nous souhaitons étudier. Par conséquent, la pente locale de 'interface, qui
vaut (0h/0x) = tan(0,), est également grande. Nous utiliserons donc I'expression exacte
(3.10) de la courbure afin de pouvoir modéliser les forces capillaires au voisinage du point
triple sans limite de validité pour I’angle de contact dynamique 6, (ou statique 6y).

z gl
Gh/ox) /
>> 1 '

(Bh/ex)
>> 1

FIGURE 3.2 — Représentation 2D d’un film liquide sécoulant sur un plan incliné d’un angle
5. L’angle 6 représente 'angle apparent a 1’échelle macroscopique que fait l'interface
liquide/gaz avec le substrat.

3.1.3 Equation de conservation de la masse
Intégration sur la hauteur du film

Le liquide est supposé incompressible newtonien, de propriétés physiques constantes.
Les équations utilisées pour décrire la dynamique du film sont donc celles de Navier-Stokes
pour un fluide incompressible, et la conservation de la masse s’écrit dans le plan (z, z) :

ou Ov
7 27 1
ox + 0z 0 (3.11)
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Sous I’hypothese "onde longue”, les variations spatiales de I’épaisseur du film sont faibles.
On peut alors considérer que le film ne peut pas déferler, cela implique que sa hauteur est
uniquement fonction de la cooordonnée x. On peut alors intégrer (3.11) sur la hauteur du
film dans la direction z, ce qui donne :

hey) (Ou Qv
/0 (81: + az> dz =0 (3.12)

En appliquant la régle de Leibniz sous le signe d’intégration, il vient

—_——
=hu

Et en utilisant la condition de non-glissement (3.6), ’équation intégrale de conservation
de la masse s’écrit provisoirement

859h:) s = h) <ZZ) Fo(z=h) =0 (3.14)

avec U la vitesse dans la direction x moyennée sur la hauteur du film.

Continuité des vitesses a ’'interface liquide/gaz

En effectuant un bilan de masse a Uinterface liquide/gaz, on peut écrire [11] :

p<ll);;—v(x,z:h)) ~ (gﬁ —vg(m,z:h)) —0 (3.15)

L’interface étant une discontinuité de contact, la relation (3.17) implique

Dh
ﬁ — U(I,Z = h) =0 (3163)
Dh
F‘[: — Ug(x,z = h) =0 (316b)

avec % la dérivée particulaire donnée par

Dh  0Oh oh

La relation (3.16a) s’écrit donc :

88]; +u(z = h) (gg) —v(z=h)=0 (3.18)

appelée dans la littérature ”équation de continuité des vitesses”.
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Bilan intégral de masse

La forme finale de I’équation intégrale de conservation de la masse s’obtient en injectant
(3.18) dans (3.14)

Oh d(hu)
= =- (3.19)
ot Ox
~—
Variation de la hauteur Flux convectif volumique

On retrouve bien I’équation (2.2) de Benney décrivant qu’en chaque point x du domaine,
la variation de la hauteur du film dépend du taux de variation en = des flux convectifs
volumiques. Cette équation n’est toutefois pas fermée et car elle possede deux inconnues
h et w.

3.1.4 Modéle de fermeture

L’objet de cette section est de fermer I’équation de conservation de la masse (3.19).
Pour déterminer ces inconnues, nous allons utiliser les équations de N-S dans le plan (z, z) :

ou Ov

T 2

Ox * 0z 0 (3:200)
ou ou ou 1oP 0*u  O%u
E—Fu%—kvg——;%%—g +V<ax2+822> (3.20D)
ov ov ov 10P 0?v 0%

ou v désigne la viscosité cinématique du liquide et ¢g* (resp. ¢g*) est la gravité projetée
sur 'axe x (resp. I'axe z). En utilisant les hypothéses d’onde longue et de faible nombre
de Reynolds, le systeme d’équation (3.20) peut s’écrire sous la forme d’un développement
limité en fonction du parametre onde longue € < 1 introduit a la section 2.1.3. Le systéme
va pouvoir étre simplifié par analyse dimensionnelle, puis résolu.

Développement limité en ¢ des équations de N-S

On procéde a un adimensionnement a I’aide des changements de variables suivants :

r=%Ly, z=Zhy, t=ttg, (3.21a)
wu=1duy, v=0vy, P=DP (pud) (3.21b)
9'=3"9, 9°=39 (3.21c)

avec u, = L,/t, Pordre de grandeur de la vitesse longitudinale du film, v, = h,/t, celui
de sa vitesse normale, h, celui de son épaisseur, et t, I’échelle de temps d’étalement du
film. En se plagant dans nos hypotheses d’études, données par les relations (3.3), (3.4) et
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(3.5), on peut écrire :

ho

= (3.22a)
% —c (3.22b)
Re =0(1) (3.22¢)
0(1) < Fr<0 (i) (3.22d)

Pour que la fermeture des équations soit unique, il faut fixer I'ordre de grandeur du nombre
Froude. Afin de s’assurer que les forces gravitationnelles soient bien prises en compte dans
le cas d’un film tombant car elles y sont dominantes, on impose que le Froude vaut

Fr=0(1) (3.23)

Par conséquent, le modele proposé tiendra également compte des forces gravitationnelles
dans le cas d’un film fortement cisaillé méme si cela n’est pas nécessaire d’un point de vue
dimensionnel. Les équations adimensionnées de N-S ont alors pour expression :

OlE- -
O[5

(3.24Db)
o0t au 8u
NCIRIRE P
D5 ““1 l ( )
— + -
(5> 0z F 0z (3.240)

ov  _0v 17
+ { —I—v

€§+ 0

(2] -0

Nous souhaitons simplifier par analyse dimensionnelle les équations (3.24) en ne conser-
vant que les termes dominants, soit les termes en 1/¢ et les termes de pression (dont I'ordre
de grandeur n’est pas fixé a priori). Les équations (3.24), réécrites sous forme dimensionnée,
se réduisent finalement a :

Simplification et résolution des équations

ou Ov

I + = 9 =0 (3.25a)
0*u oP .

K (322> = oz pPg (3.25b)

oP

En résolvant le systeme (3.25) avec les conditions aux limites de non-glissement (3.6) et
de Navier a la paroi (3.7), de continuité des contraintes a l'interface (3.8) et de saut de
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pression de Laplace (3.9), on obtient le champ de vitesse et de pression suivant :

u(w,z) = ’i Kg{:) —p gw} (Z; — h(z+ b/3)> + 75(2 +0/3) (3.26a)
)
P(z,z) = Py — 74 ud +p g° [h— 2] (3.26b)
9~ (1 . (%)2) 3/2
_ _kes

qui sont uniquement fonctions de I’épaisseur h du film et des données physiques du
probleme. En exprimant la courbure K*? sous la forme conservative suivante

(%) o | (%)
sz(aj) — _ R (327)
(1 N (32)2)3/2 Ox <1 N (22)2)1/2

et en adoptant par soucis de clareté les notation h, = (0h/0x) et hyy = (9*°h/0x?),
I’équation (3.19), appelée équation de lubrification, est donc fermée et s’écrit sous la forme
oh 0 h%(h +b)

conservative suivante :
) ) hy ]
— | P, — — _— . h
ax( " ou (Wg<1+h3>1/2) e )

i LAy 2

P9 o Th T

—0  (3.28)

Ce modele permet a ’aide d’une seule équation différentielle de décrire la dynamique d’un
film évoluant & faible nombre de Reynolds. De plus, les phénomenes capillaires (via la
pression de Laplace) sont exactement modélisés. D’un point de vue continue, 1’équation
(3.28) semble donc étre adaptée pour les applications visées. Cependant, on voit clairement
que cette équation fait intervenir une dérivée du quatrieme ordre en espace qui est difficile
a discrétiser. Cette discrétisation sera d’autant plus compliquée sur des maillages non-
structurés si nous cherchons & étendre le modele en trois dimensions. Afin d’éviter ces
difficultés numériques, il est nécessaire de réduire de plusieurs ordres en espace I’équation
(3.28). Pour ce faire, nous allons la remplacer par un systeme d’équation équivalent de
type Saint Venant.

3.2 Formulation équivalente de type Saint Venant

On propose dans cette section de remplacer I’équation de lubrification (3.28) par un
systeme a deux équations de type Saint Venant. On considére que la vitesse moyenne dans
le film n’est plus donnée par une expression analytique en fonction de I’épaisseur h du film,
mais qu’elle est instationnaire et résolue par une équation de quantité de mouvement.
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3.2.1 Equation de conservation de la quantité de mouvement

La démarche pour obtenir un bilan intégral de quantité de mouvement est similaire
a celle pour obtenir le champ de vitesse analytique (3.26a) & la section 3.1.4. En effet,
les équations de conservation de la quantité de mouvement de N-S vont également étre
simplifiées par analyse dimensionnelle. Cependant, nous allons utiliser moins d’hypothéses
afin d’obtenir une équation différentielle vérifiée par le champs de vitesse u(z, z,t) plus
générale.

Simplification des équations de N-S

On rappel les équations de conservation de la quantité de mouvement de N-S dans le
plan (x,z)

ot " or " Vaz T p Ox g 0x? 922 oA
ov ov ov 10P | % %
ot Tl TV T e Y +”<axz+azz> (3.29b)

Sous les hypotheéses d’écoulement quasi parallele (3.5) et d’onde longue (3.4), on peut
considérer que :

0%v
022

o
0z?

< 9%u
022

d%u

0x2 <

(3.30)

)

En supposant également que le champ de pression P(z,z) est donné par ’expression
(3.26b), le systeme (3.29) prend la forme simplifiée suivante :

ou  Ou, Ou_ 10P . O (3.31a)

ot ox 0z p Ox 022

P(z,z) = Py — g 9 (M) +pg° [h—2] (3.31b)
Or \ (14 h2)"/?

Enfin, en utilisant 1’équation (3.20a) de conservation de la masse, I’équation (3.31a) peut
s’écrire sous forme conservative

2

oP . 0“u
- il 32
> 5y TP I e (3.32)

(Gu N O(u u) n O(u v)
ot Ox 0z
Intégration sur la hauteur du film

En intégrant I’équation de quantité de mouvement (3.32) sur la hauteur du film dans
la direction z, on obtient :

hirou  O(uu) O(uwv) ([ 0P . 0%u
p/o <8t+ 5+ 5 )dz—/o 5y TPI tag | dz (3.33)
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En appliquant la régle de Leibniz sous le signe d’intégration, il vient :

= hu = hu?

p ;(/Ohudz>+ai</ohu2dz> +pu(z=h) {lg;+v(z:h)
= o= [5G een (50 L, (B

En remarquant que le gradient de pression (%P ) est uniquement fonction de la coordonnée

o [(Z) ae= (20) .

Et en utilisant I’équation de continuité des vitesses (3.18), on obtient 1’équation provisoire

suivante : op
_h(8 )—i—pg h

0 _ 0 —
Lt P
+p — 5
(2=h) (2=0)

(3.34)

(3.36)
0z 0z

Continuité des contraintes tangentielles a ’interface liquide/gaz

En effectuant un bilan de quantité de mouvement a linterface liquide/gaz, on peut
écrire [11] :

<ll))}tl —v(z = h)) u(z =h) — pg <l;}tl —vy(z = h)) ug(z = h)

(5) et (G o) (52t (B2) ) =0
0z (z=h) ox (z=h) Hg 0z (z=h) ox (z=h)

En se servant du résulat (3.16) et de 'hypothese onde longue (0/0x < 0/0%), on obtient :

8u> (6ug>
_ 3.38
8 <3Z =y N0 ) oy 333

appelée dans la littérature ”"équation de continuité des contraintes”.

(3.37)
+

Bilan intégral de quantité de mouvement

La forme finale de I’équation intégrale de conservation de la quantité de mouvement
s’obtient en injectant l’expression (3.31b) du champ de pression et la relation de continuité
(3.38) dans le bilan (3.36). Le nouveau systéme d’équation de type Saint Venant s’écrit
finalement :

o, g

ot = Ox

"o (o) = (5) (52) .., (5)
5 +8 (hu)_ h 9 +pg° h+ py 9z ) o avE o) (3.39b)

€ — €T
= T

—0 (3.39)
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avec pq = phi le débit massique linéique (en kg.s~t.m=1), 7i* la contrainte de cisaillement
de la couche limite gazeuse (en N.m~2) et 72 la contrainte visqueuse du fluide sur la paroi
solide (également en N.m~2).

Modéle de fermeture

Le nouveau systeme d’équation (3.39) de type Saint Venant admet actuellement deux
inconnues de trop qui sont la moyenne du carré de la vitesse u2 et le frottement pariétal
7. Afin de fermer le systeme, il faut exprimer ces inconnues en fonction de 1’épaisseur h
et du débit volumique par unité de longueur g. On suppose que le champ de vitesse u et
sa moyenne © sont donnés par :

u(x, z) = uboiseuille — 1 Kgﬁ:) —p g”’} (Z; —h(z+ b/3)> + 75(2 +b/3)  (3.40a)

W
h + 2b
seui h(h+0b) | (OP 3re 3
Poiseuille T i 3
= =—— {75 ) - - 4
u(zr) =1 3 (830) pg oh b (3.40Db)

correspondant au profil de Poiseuille obtenu a la section 3.1.4 par résolution des équations
de Navier-Stokes dans nos hypotheses d’étude. Le frottement pariétal 7.7 admet donc
comme expression analytique :

3pu TF h
v A Al
TwT T <h+b> (3.41)

Concernant le terme cinétique u2, on utilise la relation de fermeture suivante :
)

7_77_(]2
u —UU—ﬁ

(3.42)
qui bien que fausse dans le cas d’un profil de Poiseuille est, comme on le verra plus loin,
sans conséquence sur la validité du modele (3.39) dans le cadre des hypotheses (3.1a) et
(3.4). Le modele de type Saint Venant proposé dans ce travail s’écrit finalement :

oh  9dq

TR T (3:43)
o(pa) . 0 ( a*\ _ <3P> . 3pgq | 377 Tf( b )

ot T \"m2) " oz) TP i) 2 2 \htb (3.43b)

Ce systeme a deux équations est mieux adapté pour une discrétisation numérique car il est
uniquement du troisiéme ordre en espace. Il est également plus général que I’équation de
lubrification car il prend en compte les effets inertiels. Dans I’hypothése d’un écoulement
de Poiseuille, le terme d’inertie a pour expression exacte u2 = 6¢2 /5h? qui est différente de
I'expression (3.42) choisie. Cependant, nous allons démontrer & la section suivante que le
systéeme de Saint Venant (3.43) est formellement équivalent & 1’équation de lubrification.
Par conséquent, il n’est pas nécessaire d’exprimer exactement le terme d’inertie puisque
la dynamique est dominée par les effets visqueux.
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3.2.2 Equivalence avec 1’équation de lubrification

Le membre gauche du bilan intégral de quantité de mouvement (3.43b) peut s’écrire
sous la forme non-conservative suivante :

Olpg) 0 (¢ _ {% @u} {8’% aq}_ Du

ot Toax\PnE) TP e T PP e e TP o (3.44)
—_—
= (3.43a) = 0

avec par définition % = % —i—ﬂa%. Le membre droite peut également s’écrire sous la forme
condensée suivante :

or 3uq 3rt T b Bl [ poiseull B
—h|{— Th — ————— vt — oiseuille + 4
(3$)+pg b)) 2 2 <h+b> iC u(t)) (345)

avec ! oeville Pexpression analytique (3.40b) de la vitesse moyenne de 1’écoulement de

Poiseuille utilisée pour fermer I’équation de lubrification (3.28). Le bilan intégral (3.43b)

se re-écrit finalement : o
Du ﬂ(t) _ HPO'Lsemlle
Dt T,

ou T, = ph(h+b)/3u désigne une échelle de temps. La résolution de ’équation différentielle

(3.46) est simple et donne comme solution :

(3.46)

ﬂ(t) — HPoiseuille + {ﬂ(t _ 0) . ﬂPmlsem'lle] eft/Tu (347)

Dans nos applications visants a étudier la dynamique du mouillage d’un film liquide ca-
ractérisé par une épaisseur h,, une vitesse moyenne u, et un étalement longitudinal L,,
nous ne nous intéressons qu’a étudier les variations du champ de vitesse aux échelles de
temps Typps = Lo/ u, d’étalement du film. Dans ’hypothése d’un écoulement & ondes longues
et a petit nombre de Reynolds, la comparaison des deux échelles de temps Ty €t 1, vaut :

= e =2 (%) Giw) =2 s (=) =2 (2)
T, p h2 u, ho p ho U, ho/Lo) \ Re € > ( )

Par conséquent, le systéme de Saint Venant (3.43) s’écrit aux échelles de temps Tpps
d’étalement du film liquide

oh  O(hu

a + (833 ) =0 (3.49&)

a (t — Tobs) — ﬁPoiseuille + {ﬂ(t _ 0) . ﬁPoiseuille} e—Tobs/T,, _ ﬂPoiseuille (349b)
— 0

qui est strictement équivalent a I’équation de lubrification (3.28) et qui justifie les ferme-
tures (3.41) et (3.42) du frottement pariétal et du terme d’inertie.

3.2.3 Systeme augmenté

Le systeme de Saint Venant (3.43) nécessite toujours le calcul d’une dérivée du troisieme
ordre en espace qui est difficile a discrétiser. Une solution consiste a s’inspirer des travaux
de Noble et Vila [12] et introduire une nouvelle variable p = (0h/0x). Elle sera considérée
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comme une inconnue et sera calculée indépendemment avec une nouvelle équation. Cette
équation s’obtient en dérivant spatialement le bilan intégral de masse (3.43a) et s’écrit :

9 Ph} __9% Pq]

or |ot]  0Ox [0z
0 [Oh o0 q

Oh, 0 [q 0 0 (q

o ) = o s ()]

En posant p = h,, et en ajoutant (3.50) au systéme de Saint Venant (3.43), on obtient le

systéme & trois équations suivant :

on o ..
op 0 _ . O om
d(pq) 0 _ <6P*) B

avec P*(z, z) = P(z, z) — P, la pression dans le film et S(z) la somme des termes sources,
donnés respectivement par :

‘ 2 9
P*(x,2) =pg° [h—z] — g4 o (1:;2)1/2] (3.52a)
_ . 0P, B 3uq 37" _ T b
Slz)=h {”9 oz } hh+b) 2 2 (h n b) (3:52b)

Ce systeme est uniquement du second ordre en espace et les inconnues sont 1’épaisseur
h(z,t) du film, la pente locale p(z, t) de I'interface liquide/gaz et le débit massique linéique

pq(, ).

3.2.4 Définition de la densité surfacique d’énergie d’un film

On considere une tranche infinitésimale de film liquide 2D positionnée a ’abscisse x, de
largeur dx, d’épaisseur h(x) et de vitesse moyenne u(x). La configuration est schématisée
sur la figure 3.3.

FI1GURE 3.3 — Représentation d’une tranche infinitésimale de film 2D sécoulant sur un plan
incliné.
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Nous avons vu a la section 1.2.1 que I’énergie linéique capillaire (en Jm™!) d’une
interface 2D de longueur L entre deux phases non-miscibles A et B est égale a y4p L. On
en déduit que I'énergie linéique capillaire de la tranche de film étudiée est égale & :

Ecapi = g dx + Vig dl (3.53)

avec dx I’élément de longueur de 'interface solide/liquide et dl celui de I'interface liquide/gaz.
En remarquant que la largeur dx de la tranche correspond a la projection de la longueur
élémentaire dl sur le substrat, et sachant que l'interface a une pente locale égale a h,,
I’énergie linéique capillaire peut s’écrire :

Ecapi = g dxr + Vg dr \/1+ h% (354)

La tranche de fluide se caractérise également par une énergie linéique cinétique et une
énergie linéique potentielle de pesanteur qui ont respectivement pour expression :

h w? 1 2
p g = L (P9)

2 2p h
pyg:h?

dx

2
L’énergie linéique totale de la tranche de fluide s’exprime donc en fonction des variables
de notre systeme h, p et pq par :

Ecin =

dx (3.55a)

Egray = (3.55b)

1 q 2 z h2
Bfam(hp,p) = | 5 (ph) +£ 92 g 1+ | de (3.56)
— = e = €capi
= €cin grav
= €film

avec € fiim = Efiim/dx la densité surfacique d’énergie totale du film composée d'une densité
surfacique d’énergie cinétique e;,, potentielle de pesanteur egq,, et capillaire eqp;.
Remarque 6

L’énergie Ep;,, étant définie a une constante additive pres, on peut éventuellement
retirer le terme constant 4 de la définition. 11 est laissé volontairement afin de préparer
la généralisation de (3.56) au cas d’un substrat partiellement mouillant.

3.2.5 Mise sous forme conservative du bilan de quantité de mouvement

Afin de pouvoir discrétiser le systéme de Saint Venant avec des méthodes de type
Volume Finis (mieux adaptées aux maillages non-structurés pour ’extension 3D), il est
intéressant d’écrire le bilan de quantité de mouvement (3.51c) sous forme conservative.
Ainsi, nous cherchons I'expression de la force linéique (en N.m 1), notée F(x), qui vérifie :

oOF opr*
—=h 3.57
ox ( ox ) ( )
avec P*(x, z) la pression dans le liquide dont on rappel I'expression :
9 P
pP* — g [h— gl r ,
(x,2) =p g [h— 2]+ o7 1+p2)1/2] (3.58)

- Pg'r‘av

= Pcapi
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que 'on peut décomposer en une pression hydrostatique P4, et un saut de pression de
Laplace Peqpi. En utilisant les expressions des densités surfaciques d’énergies potentielles
de pesanteur eg.q, et capillaires ec.p; introduites a la section 3.2.4, on peut démontrer

que :
8Pgmv . 0 aegrcw
h( ox >_h3x( oh >
-5 1 (5] (55) (&)
ox oh oh ox (3.59)
_ (Beg;av>

0 Oegrav
=g (55 ) e
et également que :

6Pcam- . 0 0 aecapi )
h( ox )_hax[8x< Op )

—_
-z % (5] + (&) = (%)
Oor| Oz \ Op /. Ox) Ox \  Op
_ 0,9 (aecapi)' L0 'p<3€cam)] - (aecapi) (ap> (3.60)
dx | Oz op /)| Oz Op Op ox

Oecapi
- (32)
o [ 0 8eca i)_ o [ <8emi
=—— |h — P —_ P ) — }
ox | 83:( dop /| + ox _p op Ceapi
La force linéique paralléle au substrat F(z) résultante du gradient de pression dans le
liquide s’écrit donc :

o aegrav _ aecapi _ 1 g 8€capi>:|
o 5o b ) 2 2

—_— —

= _Kz=z

Cette force linéique peut s’interpréter de maniere physique. Le premier terme est la
force de pression hydrostatique, le second est la tension de surface parallele a l'inter-
face solide/liquide, le troisieme est la tension de surface parallele a l'interface liquide/gaz
projetée sur le substrat (direction z), et le dernier terme correspond a la force induite par
le saut de pression de Laplace. En introduisant la variable conservative U = 't (h,p, pq),
le systeme (3.51) peut s’écrire sous la forme vectorielle conservative suivante :

_ 0 0 0
%lt] N a(g v) | aa 0 | = 83 ~h (Z) ]+ | o (3.62)
v P\ F@) v S(z)
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Remarque 7

L’expression (3.61) qui relie la force linéique F(x) aux densités surfacique d’énergie du
film liquide n’est en réalité qu’une version simplifiée d’une expression plus générale.
En remarquant que la densité d’énergie cinétique e.;, du liquide vérifie

Oecin Oecin
h —ecin =0 3.63
()= (G ) @0
et que les autres densités d’énergies du film vérifient :
8697”(11) aegr(w ) (aecapi ) (8ecapi )
( dp ) ( 9pq "\ Oh Ipq (3.64)

On peut montrer que la force linéique F(x) admet comme expression générale :

- 6efilm 8efilm) (6€film> ) :| |: a(aelem>:|
F(x)_[h( oh )+p< ap ) TP o Crim| = |1 5 ap

= E(efilm)

(3.65)
avec L(efym) appelée dans la littérature [15] la transformée de Legendre de la densité
surfacique d’énergie ey, totale du film.

Remarque 8

Soit e(x) la densité surfacique d’énergie associée a une force de pression quelconque
agissante sur le film liquide. En se plagant dans le cas particulier d’une densité sur-
facique d’énergie uniquement fonction de I’épaisseur h du film, on vient de montrer a
la remarque précédente que si on connait une expression analytique de cette densité
surfacique d’énergie en fonction de la variable conservative h du syteéme (3.62), alors
la force linéique F.(x) et la pression P.(x) équivalentes qui s’exercent localement au
point x valent :

Fe (x) =h (g;) —e(x) (3.66a)

Po(z) = % (3.66D)
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3.3 Equation d’énergie associée

Nous souhaitons maintenant prouver que le systeme augmenté de Saint Venant (3.62)
est consistant thermodynamiquement, i.e. montrer qu’il est associé a une grandeur ® qui
vérifie :

do

— <

dt
Nous allons montrer que cette grandeur correspond, en l’abscence de forces extérieures
motrices, a ’énergie linéique totale du film donnée par :

Efitm = / efitm () dx (3.68)
0

ou ey désigne la densité surfacique d’énergie du film définie a la section 3.2.4 et Q le
domaine spatial physique. Dans la littérature mathématique, la grandeur ® est appelée
“entropie mathématique” associée au systéeme de lois de conservation, par extension de la
notion physique d’entropie. Ici, le fluide est implicitement considéré comme isotherme car
la température n’intervient pas dans le modele et les échanges entre énergie mécanique
et énergie interne ne sont pas considérés. Ainsi, du point de vue de la caractérisation des
phénomenes irréversibles, I’énergie linéique totale Ef;,, est équivalente a I'énergie libre F'
d’un systeme thermodynamique définie dans la littérature par

F=U+E.+E,-TS (3.69)

0 (3.67)

avec U D’énergie interne du systéme, F,. son énergie cinétique, T sa température, S son
entropie, et E, I’énergie potentielle associée au travail des forces extérieures conservatives.
La variation d’énergie libre du systéme vaut donc a T fixée :

dF = dU +dE. + dE, —TdS (3.70)
Selon le premier principe de la thermodynamique, on a :
dU +dE. + dE, = W 4 6Q) (3.71)

avec 0(@) la chaleur échangée par le systéme avec l'extérieur et 6W le travail des forces
extérieures non-conservatives. Il vient

dF = 6W +6Q —TdS (3.72)

Selon le second principe de la thermodynamique, une transformation irréversible vérifie :
0

ds > 769 . 5Q-TdS <0 (3.73)

La variation d’énergie libre F' d’un sytéme isotherme vaut donc
dF < oW (3.74)
Ainsi, en I'abscence de travail de forces extérieures (6W = 0), on a
dFF <0 (3.75)

Ainsi, selon les deux premiers principes de la thermodynamique, 1’énergie libre totale F' de
tout systéme thermodynamique isotherme est décroissante au cours d’une transformation
irréversible en ’absence de forces extérieures. L’énergie libre totale F' joue donc le méme
role que I'entropie mathématique ®. Nous allons vérifier que I’énergie linéique totale Eyyy,
associée au systeme de Saint Venant (3.62) vérifie également (3.75).
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3.3.1 Réécriture du systéme a 1’aide des variables ”entropiques”

Nous avons vu a la section 3.2.3 que la résultante des forces linéiques F(x) du bilan de
quantité de mouvement peut s’écrire en fonction de la densité surfacique d’énergie e ;i ()
du film

o 0 8€film
.7:(33) - [’(elem) h 871‘ ( ap > (376)
Le systeme augmenté de Saint Venant peut donc s’écrire :
ou omu) o[ U ) 0 0
L(efiim) h L% (aeggm)} S(z)

On introduit la variable thermodynamique ¢ conjuguée a la variable conservative U = ¢ (h, p, pq)
qui vaut

o
" O¢etiim/Oh pg°h— %
e=1|¢"|=| O€erim/Op | = P (3.78)
P defitm/0pq o Vi+p?
u

La transformée de Legendre s’écrit alors
L(epim) ={p | U} — eram (3.79)

avec {- | -} un produit scalaire dans R™, et le systéme de Saint Venant est finalement
équivalent a :

_ 0 00 0
‘?ZJra(ng)Jr;E 0 :% 00 —h %i +| 0 | (380
{e | U} —epim 0 h O S(x)

avec A une matrice antisymétrique.

3.3.2 Equation de conservation de I’énergie

En calculant le produit scalaire du systéme de Saint Venant (3.80) avec la variable
conjuguée ¢, on obtient :

o] )= (| 2522} -, 1

He| (@)} + 1o s@)

La propriété d’antisymétrie de la matrice A permet d’obtenir :

{elms)l-alel (@)} -Gl @5)] oo

par antis;métrie de A

(3.81)
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Et en utilisant les relations suivantes :

8U N aefﬂm 8U N 86fz'lm o
{‘P 875} = ot {‘P 8:6} = Tor Pg = U (3.83)
On établie finalement le bilan d’énergie suivant :
8€fﬂm (9 - ) ] o a 890 —
sy 0 (epum + Llesan) = 5o {o | (A50)} +lms@) sy

qui correspond & une équation différentielle sous forme conservative avec des termes
sources. En intégrant cette équation sur ’ensemble du domaine physique €2, et en sup-
posant des conditions aux limites périodiques aux bords du domaine, on obtient

car C.L. périodiques
0

o€ fitm *
efl dz +/ a elem+»c(€lem))]d

Q
—/ e (4 8“°>}dw+/ (e de o
oz =0
=0
car C.L. périodiques
Et en utilisant la relation
8efilm 0 dEfilm
dr = — am(z,t)dx | = 3.86
0 ot 8t</g)efl (x)x) dt (3.86)
La variation temporelle de I’énergie linéique totale du film s’écrit :
ar ilm __
Stim _ /Q @ S(x)] dz
B OP,\ 3tF TE [ b 3 pu’ (3.87)
/Q“{ (pg 8x)+ 2 2 <h+b>} ok e |
w D<o

On en déduit que le taux de variation irréversible de l’energle linéique E'jy, du systeme
est égal & la somme des puissance des forces extérieures W et des forces de viscosité D.
Les forces de viscosité étant dissipatives (D < 0), on a donc :

dElem *
<w .8
= (3.:88)

En 'absence de forces extérieures motrices, soit dans le cas d’un plan horizontal (¢* = 0)

et en l'absence d’écoulement d’air (% =0,7" = 0), on obtient

dElem
< .
T < g (3.89)

On vient donc de prouver que notre systéme (3.62) est consistant thermodynamiquement
puisque les relations (3.88) et (3.89) sont respectivements équivalentes aux relations (3.74)
et (3.75) données par les principes de la thermodynamique. L’énergie linéique totale Ef;y,
étant décroissante en fonction du temps, elle constitue une entropie mathématique du
systéme continu au sens de Lax [82] pour le problele sans forces extérieures.
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3.4 Prise en compte des phénomeénes de mouillage

3.4.1 Présentation de la démarche

A ce stade, le systeme de Saint Venant proposé n’est pas encore capable de simuler
la dynamique de démouillage d’'un film. En effet, bien que l’ensemble des phénomenes
gravitationnels, capillaires et visqueux soient pris en compte dans le modele, nous avons
négligé jusqu’a présent toute interaction entre les interfaces (liquide/gaz, liquide/solide
et solide/gaz) lorsque 'épaisseur du film A tend vers 0. Ce sont ces interactions qui sont
a Porigine du mouillage ou du démouillage d'un film liquide. La méthode la plus utilisée
dans la littérature afin d’intégrer ’effet de ces interactions consiste a définir une nouvelle
condition aux limites & l'interface liquide/gaz pour le champ de pression qui s’écrit :

P(z,2=h) = Py(x) + vy K™(x) + Tg(h) (3.90)

qui correspond & la condition aux limites (3.9) usuelle a laquelle on ajoute un saut de
pression de disjonction II4(h) induit par les interactions entre les interfaces solide/liquide
et liquide/gaz séparées par 1'épaisseur h du film. La forme d’équilibre macroscopique de
I'interface liquide/gaz au voisinage du point triple peut de retrouver en calibrant 1’expres-
sion de IIz(h) par la méthode de Dejarguin [37].

Dans le cadre de ce travail, I'intégration des effets de mouillage partiel se fait également
via une pression de disjonction, on adopte cependant une méthode différente de celle de
Dejarguin. Plutét que de calibrer une pression de disjonction, on propose une méthode
équivalente qui consiste a calibrer la densité d’énergie associée aux interactions moléculaires
(ou densité d’énergie de disjonction) notée eq;s;(h). Cette méthode présente plusieurs avan-
tages. D’une part, nous allons voir que travailler avec des énergies (plutdt qu’avec des pres-
sions) peut s’expliquer de manieére physique. D’autre part, nous avons vu a la remarque
8 que si nous trouvons I'expression de la densité d’énergie de disjonction eg;s;(h), la force
linéique F4(h) et la pression IIz(h) associées aux interactions moléculaires s’écrivent :

Fi(h) =h (8?}?) — eaisi(h) (3.91a)
86 .
d o disj
m(h) = =2 (3.91b)

On garantit également que le systéme de Saint Venant construit a partir de la densité
surfacique d’énergie du film (intégrant celle des interactions moléculaires) donnée par

h ﬂ2 z h2
efitm(z, h,p, pq) = P 5 T P 92 +Yst + Mg /1 +P% + eais;i(h) (3.92)

vérifie toujours le bilan d’énergie (3.84) démontré a la section 3.3.2.

3.4.2 Construction de la densité surfacique d’énergie de disjonction
Méthode de construction

Nous cherchons & déterminer I'expression eg;s;(h) de la densité surfacique d’énergie de
disjonction. Il existe plusieurs solutions qui dépendent du degré de précision avec lequel
nous souhaitons modéliser l'interface liquide/gaz au voisinage du point triple. La premiére
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approche consiste a rechercher une expression exacte jusqu’a des échelles moléculaires R
de l'ordre du nm pour retrouver la forme exacte de 'interface. Cependant, pour capturer
numériquement ces échelles, il faut utiliser un pas de maillage extrémement fin (Axz ~ R),
trés couteux en temps de calcul.

La seconde approche, que nous avons adoptée, consiste a trouver une expression sim-
plifiée de eg;s;(h) qui permet de modéliser le comportement macroscopique d’un film
partiellement mouillant au voisinage du point triple. Ainsi, nous souhaitons seulement
retrouver une interface liquide/gaz qui forme un angle 6, avec le substrat a I’échelle ma-
croscopique, comme représenté sur la figure 3.8. On fait toutefois I'hypotheése (qui sera
vérifiée au chapitre 5) que 'interface rencontre le substrat sec avec une pente nulle, soit :

}l}g}] p= }11136 hy =0 (3.93)

région séche micro-région macro-région

(8h/ex) = tan(6s)

gaz

solide | < > e

FIGURE 3.4 — Représentation de la ligne triple a différentes échelles d’un liquide partielle-
ment mouillant dans I’hypothese }llirr(l) hy = 0.
%

On se place dans le cas d’un film liquide a I’équilibre sur un plan horizontal, le champ
de vitesse en tout point x du film liquide est donc nul, et sa densité surfacique d’énergie

est donnée par :
2

h
epim(z) = 2 92 + st + g A1+ P2+ edisi (h) (3.94)

Pour que egisj(h) modélise une situation de mouillage partiel, caractérisée par la présence
de zones mouillées et de zones seéches, il faut qu’elle garantisse que la densité surfacique
d’énergie du film e g, (h, hy) soit égale a celle d'un substrat sec lorsque h = 0 et soit égale
a celle d’un substrat mouillé lorsque h est grand devant le rayon d’action moléculaire .
En s’appuyant sur la figure 3.5 qui décrit ces deux situations, il évident que dans le cas
d’un substrat sec (h = 0), la densité surfacique d’énergie du film est égale a

€ film (h = 0) = Vsg (3'95)
A partir de cette condition aux limites, on a :

ef'ilm(-ra h=0,p }:) 0) = Ysl + Vig + edisj(h = 0) = Vsg (3 96)
— edisj(h = 0) = Vsg — Vsl — Vg = S
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avec S le parametre d’étalement introduit & la section 1.2.2 qui est lié a I’angle de contact
statique 6 par :
S =4 [cos (0s) — 1] (3.97)

Dans le cas d’un substrat mouillé par une épaisseur de film grande devant le rayon d’action
moléculaire (h > R), les interfaces solide/liquide et liquide/gaz sont trop éloignées pour
interagir. Il n’existe donc plus de densité surfacique d’énergie associée a 'interaction de
ces deux interfaces, ce qui signifie :

edisj(h > §R) =0 (3.98)

Sachant que la pression de disjonction induite par les interactions moléculaires dérive par
définition de la densité surfacique d’énergie via la relation (3.91a), on a :

—+00
edisj(h = 0) — eaisj(h > R) = */0 [z (h)] dh = g [cos (05) — 1] (3.99)
qui correspond exactement a la relation augmentée de Youg-Dupré (2.48) obtenu par

Dejarguin que nous avons introduite a la section 2.2.4 et qui prouve 1’équivalence de notre
raisonnement.

z
.\j b 1+h,d gl
h(x) > R h(x) =0
liquide
Vst dx solide
K2 -
efitm (R Ry) = % +Vigy/ 1+ hy +ys +egisi(h)
z
4 g z g
S 1 |
\\\7 o1+ Ry dx
h{x) > R gaz L h(x)=0
l liquide gaz
Vs dx solide Vsg A% solide
efum(h, hx) = %}I- + }’jg \;":l + hx +¥si efilm(hJ hx) = YEg

FIGURE 3.5 — Représentation schématique de I’évolution de la densité d’énergie libre d’une
tranche infinitésimale de film liquide en fonction de son épaisseur h.
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Proposition d’un modéle de densité d’énergie de disjonction

Ainsi, n’importe quelle expression de densité surfacique d’énergie de disjonction res-
pectant les conditions aux limites (3.96) et (3.98) permet de modéliser une interface
liquide/gaz qui forme un angle macroscopique 5 avec le substrat a I’équilibre. Pour cette
raison, nous avons adopté une expression simple :

edisj(h) = Yig [cos (0s) — 1] exp (—h/hy) (3.100)

qui relie continument la densité surfacique d’énergie d’un substrat sec a celle d’'un substrat
mouillé entre une épaisseur de film comprise entre h = 0 et h ~ 5h,. Le modele choisi
possede donc deux parametres réglables. Le premier est ’angle de contact statique 65 qui
modifie la mouillabilité du liquide. Le deuxieme est I’épaisseur h, qui joue le role de rayon
d’action des forces moléculaires, et dont le calibrage pour les applications numériques sera
étudié au chapitre 5. Ce modele induit d’aprés la relation (3.91a) une force linéique Fe(h)
paralléle au substrat ou une pression Hd(h) données par :

Fih)=nh (833?) — edisj(h) = g [1 — cos (6;)] {1 + }?] exp (—h/hy) (3.101a)
11 () = Pdisi _ Yig [1 = cos (0,)] eap(=h/h.) (3.101b)
Oh h
et qui sont tracées sur la figure 3.6.
-S/h,q — Cuisi(h)
d
“Fw
L)

FIGURE 3.6 — Tracé de la densité d’énergie de disjonction eg;;(h), de la force linéique
Fa(h) et de la pression de disjonction TT¢(h).

Le bilan de quantité de mouvement (3.51c) du systéeme augmenté de Saint Venant
s’écrit donc en tout point z :

d(pq) 0 _ 0 h? d g
i S A _ _
5t Ty WPD T o 1pgt o+ FR) T
) ) (3.102)
. p
T or g h ox 1+p2> +S($, h, PQ)
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Justification du modéle de densité d’énergie de disjonction

Le respect des conditions (3.96) et (3.98) guarantit au modele (3.100) de densité sur-
facique d’énergie de disjonction de représenter une situation de mouillage partiel statique.
Nous souhaitons alors justifier qu’il est également valable pour une situation dynamique,
c’est-a-dire que lorsqu’un film démouille (ou se rétracte) sur un substrat, il laisse derriére
lui un vrai substrat sec et non un film résiduel d’épaisseur non-nulle. On se place au voi-
sinage d’un point triple gauche, comme représenté sur la figure 3.8 ou I’épaisseur du film
croit en s’éloignant de ce point, on a alors 0h/0dz > 0. Si on calcul le gradient spatial de
la force linéique associé aux interactions moléculaires, on a :

oF! _ (0F? (ah) _9 {h (aedisf> e ~(h)} ((%) - 0%edis; (8h>
oz  \on | \oz) " on oh Cdisj oz) ~ "\ on2 Oz

(3.103)
Le modele (3.100) de densité d’énergie de disjonction que nous avons choisi est une fonction
strictement concave de h, soit :

826611'5]') S < ho>
= exp| —— ) <0 (3.104)
<6h2 (h=hy) (hs)? h

car le parametre d’étalement S est strictement négatif dans le cas d’un mouillage partiel.
On en déduit que le gradient de force linéique vérifie

8Fd 826&5]' 8}1
ve, S =h (am <8x) <0 (3.105)
———
<0 20

et est tracé sur la figure 3.7 dans le cas particulier d’un profil d’épaisseur en forme de
diedre au voisinage du point triple.

OF h(x)
0x
8h,
///
//
///
0 /t/ 2 3 4 5 6 _ 7 X

==l h./a

h./a

FIGURE 3.7 — Tracé du gradient de force linéique OF?/dx au voisinage d’une ligne triple
en forme de diedre donnée par h(z) = a x.

Ainsi, la variation de quantité de mouvement induite uniquement par les forces moléculaires
au voisinage du point triple est donnée d’apres (3.102) par

d(pg) _ OF7
__or 1
ot oz =" (8-106)
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Ce résultat prouve donc que pour n’importe quelle épaisseur de film au voisinage du
point triple, le modele proposé de densité d’énergie de disjonction génére une accélération
positive (vers la droite sur la figure 3.8). Ainsi, toutes les épaisseurs de film se rétractent
sans laisser de film résiduel. On en conclut que I'on modélise bien un mouillage partiel.

3.4.3 Vérification de la relation de Young-Dupré a 1’échelle macrosco-
pique pour un film statique

Nous vérifions que le modele augmenté de Saint Venant (3.51), auquel nous avons
intégré les effets du mouillage via la densité surfacique d’énergie de disjonction (3.100),
permet bien de retrouver qu’une interface liquide/gaz forme avec le substrat un angle de
contact statique 04 a I’équilibre. Soit 6(z) 'angle que fait localement I'interface liquide /gaz
avec le substrat, on souhaite vérifier que I’angle au niveau du point B sur la figure 3.8
vérifie O(xp) = 0.

région séche ;0 iactions _macro-région
moléculaires

solide | < > i

FIGURE 3.8 — Représentation d’un point a ’équilibre a différentes échelles.

On suppose que la pente de l'interface liquide/gaz est nulle au point A, soit
p(xa) = he(xa) =0 (3.107)
et uniforme au voisinage du point B, soit
K*(xp)=0 (3.108)

A Péquilibre sur un plan horizontal, le bilan de quantité de mouvement (3.102) du systéme
de Saint Venant s’écrit en tout point « :

a?% a:O P h?

Pq — d Tig

— t—|pg =+ Fih) — 22— 4,

55 T CPD T P9 0= A ™ (3109
0

= 5, g h K¥(@)] + S(@, b, pg)
€T ——

=0

On se place au voisinage du point triple ou ’on suppose que I’épaisseur du film h est petite
devant la longueur capillaire I, du liquide. Les forces de pression hydrostatique sont donc
négligeables devant les forces capillaires, et on a :

9
ox

Flhy— —219 o —yy h K*(2)| =0 (3.110)

VI+p?
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En exprimant I’angle 6(x) en fonction de la pente locale p = h, de l'interface par :

cos [0(z)] = \/117]92 (3.111a)
tan[f(z)] =p (3.111b)

Et en intégrant (3.110) entre le point triple A ou I'épaiseur h du film est nulle (h = 0),
et le point B ou I’épaisseur est grande devant le rayon d’action moléculaire (h > h,), on
obtient :

g [1=cos(6:)]

d . ;i xz
F(h = 0) — iy cos [0(a)] — 7ot — g K" (24)
_ (3.112)
FU(h > h.) — 31y cos [0(z8)] — Yot — g h K™ (w5)
=0 =0
Apres simplification, il vient
cos[0(xp)] = cos () (3.113)

L’angle O(xp) étant compris entre 0° et 90°, on obtient #(x) = 5. Ce résultat confirme
bien que l'interface forme un angle 8, avec le substrat au voisinage du point triple.

3.4.4 Vérification du bon comportment du modeéle pour des situations
de mouillage dynamique

Nous avons vu & la section 2.2.5 que l'angle formé par linterface liquide/gaz avec
le substrat au voisinage du point triple varie dynamiquement lorsque le film mouille
ou démouille. Cet angle dynamique, noté 64, est égal a I’angle de contact statique 65 a
I’équilibre, i.e. lorsque la vitesse Vop du point triple est nulle. Dans le cas d’un démouillage
ou le point triple recule (Vop < 0), on constate expérimentalement que 6; < 65. Dans le cas
d’un mouillage ou le point triple avance (Vop > 0), on observe inversement que 63 > 0.
Cette derniere situation est schématisée sur la figure 3.9.

interactions

moléculaires
A .
; \
. ~h " ~mm
solide < > i<

FIGURE 3.9 — Représentation d’un point triple en mouvement & différentes échelles.

Cox et Voinov, ainsi que De Gennes ont proposé des modeéles théoriques donnant
I’évolution de I'angle dynamique en fonction de la vitesse du point triple qui s’accordent
bien avec les résultats expérimentaux. Les deux modeles conduident au fait que, dans le



106 CHAPITRE 3. ETABLISSEMENT DES EQUATIONS DU MODELE CONTINU

cas d'un film non soumis & un cisaillement gazeux (7;" = 0) ou a un gradient de pression
externe (% = 0), le cube de 6, varie proportionnellement & la vitesse du point triple
Veop et logarithmiquement avec la longueur de glissement b. Nous vérifions que le modele

proposé est capable de reproduire ce comportement.

On se place toujours au voisinage du point triple (h < [.) et on suppose que le liquide
avance uniformément & une vitesse Vo p constante, on a alors :

Vt, Yz, u(z,t) = Vop (3.114)

Sous ces hypotheses, le bilan de quantité de mouvement (3.51¢) du systéme de Saint Venant
s’écrit :

=0 = (3.432) = 0 =0
|7 oh 0 0 h?
cp q d
b B MY _ _
h Dt +p V¢ {& +8 ]+8x Py +F%(h) — g cos [0(z)] — s
(3.115)
0 3uVeop
- 2 h K% h z 2 HVOP
5 Lo @l +hpg’———3
=0
En intégrant ce bilan entre le point triple A qui vérifie
O(za) =0 (3.116)
et le point B qui vérifie
hzp) = H > h, (3.117a)
9(.733) = Hd (3.117b>
K*(zp)=0 (3.117¢)
on obtient v . )
rVep [*
cos(ls) —cos(0g) =3 / [] dz 3.118
O meos G =337 |, [hw s (41

Nous souhaitons exprimer analytiquement l'intégrale présente dans (3.118). Puisque le
rayon d’action moléculaire h, est petit devant ’épaisseur macroscopique H, la zone d’in-
teractions moléculaires, ou 'angle 0(x) est différent de 6y, est trés mince par rapport au
domaine d’intégration. On peut alors approximer le profil d’épaisseur au voisinage du point
triple par :

Ve € lza, zp], h(z) =tan(by) [x — x4 (3.119)

qui correspond a la méme hypotheése que celle faite par De Gennes [15], & savoir que
I'interface liquide/gaz forme approximativement un diedre d’angle 6, avec le substrat. En
définissant C, = i Vop/v14 le nombre capillaire, la relation (3.118) devient :

tan(04) [cos(8s) — cos(84)] =3 Cy In (IZ) (3.120)

qui correspond exactement a la loi (2.56) obtenue par De Gennes.
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3.5 Analyse de stabilité linéaire

Dans cette section, on s’intéresse a l'analyse de stabilité linéaire du modele proposé.
Elle permet de déterminer sous quelles conditions un film liquide transitionne d’un régime
stable (ou I'amplitude d’une petite perturbation de 1’écoulement s’atténue dans le temps)
a un régime instable (ou la perturbation croit dans le temps). Nous comparerons cette
analyse avec des résultats de la littérature et nous discuterons de I'influence des propriétés
de mouillage (piloté par le rayon d’action h, et l'angle de contact statique ;) sur la
stabilité du film.

3.5.1 Linéarisation du systéme autour d’un état d’équilibre

On souhaite étudier la stabilité d’un film a I’équilibre caractérisé par une épaisseur
he, une pente locale p,, un débit massique linéique (pq),, et une vitesse moyenne u, =
Go/ho- L'épaisseur h, est supposée non nulle et suffisament grande devant la longueur de
glissement b pour que l'on puisse supposer que b < h, et donc écrire que h, + b ~ h,. La
perturbation de cet équilibre est modélisée en imposant la décomposition suivante :

h=ho+echi, p= po +ep1, pqg=(pq)o+e (pg (3.121)
et

ou hy, p1 et (pg)1 correspondent respectivement & la perturbation de 1'épaisseur, de la
pente et du débit massique linéique, et ¢ < 1 désigne I'amplitude infinitésimale de la
perturbation. En injectant cette décomposition dans le systeme augmenté de Saint Venant
(3.51), on obtient le systéme linéarisé suivant :

0 1 0
= [ehi] + = = %) = 122
5 ) + = 2= [e(pa)] + O() =0 (3.1222)
0 1 02 0 ohy 9
il -z - - = .122b
5 Epl+ - Sz leloan]+ 5 (e (m = G2 )| + 03 =0 (3.122b)
=0
0 9 826511'53' 0 0
il _ z = Q.
ot [e(pa)i] + | —pug + pg*ho + ho <8h2 ot O [eha] + 2u, or [eq:]
0? 3v 3.122
=315 ho 55 [ep1] = 55 [(pa)o + (o)1 — 2 p ug(h)] (31220)
0P, 3rF
+ {pgx — g} [ho + €h1] + Ty 0(e?)
oz
On remarque que nous avons SUpposer que p; = % dans I’équation (3.122b). En effet,
0

puisque le systéme augmenté de Saint Venant (3.51) vérifie ’hypothese p = 8—2, le systeme
linéarisé (3.122) la vérifie aussi, et on a

_ Oh _ Oh, | Oy o
P or M T T M o (3.123)
~—

=0



108 CHAPITRE 3. ETABLISSEMENT DES EQUATIONS DU MODELE CONTINU

On peut écrire le systéme linéarisé (3.122) sous la forme matricielle

oU, oU, 0*Uy

Ot t 4o Ox :& 0x2

+S5, Uy +C, (3.124)

avec Uy = ! (ehq, ep1, €(pq)1) la perturbation, et les matrices A,, B, et S, et la variable
C, donnés par -

0 0 (1/p) 0 0 0
A=10 0 0 |, B=1[0 0 (=1/p),
asl 0 (QUO) 0 ('ylgho) 0
0 0 O
10 0 0
So = e (3.125)
S31 0 —E
0
C, = 0

ou a3y et s31 s’écrivent :

62 i1S]
asl = —pug + pg©ho + ho <6h€2d j) (3.126a)
(h=ho)
6 prvu 0P,
_ x_ (95 12
$31 2 + pg ( o ) (3.126b)

En I'absense de perturbation, soit U; =0, on a :

hg . 0P, 37
Co=0 = w=gt|(rs - 52) 457,

= 8§31 = % [3 Up _qu}
o

(3.127)

avec u,= la vitesse moyenne d’un écoulement stationnaire uniquement piloté par le cisaille-
1
ment de la couche limite gazeuse donnée par

h2 [ 37¢
e =2 L 12
T B [2 ho] (3.128)

On retrouve le fait que la vitesse moyenne u, de I’écoulement stationnaire non-perturbé
correspond a celle d’un écoulement de Nusselt piloté par la gravité, le cisaillement et le
gradient de pression dans la couche limite gazeuse.

3.5.2 Relation de dispersion

La stabilité du film liquide est étudiée en cherchant la perturbation sous la forme

suivante :

Uy =U expli k(z —c t)] (3.129)
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avec k = 2w /X le nombre d’onde de la perturbation sinusoidale, A sa longueur d’onde,
et ¢ = ¢, + 1 ¢ la vitesse (réelle ou imaginaire) de propagation de la perturbation. En
injectant (3.129) dans le systéme matriciel linéarisé, on obtient :

[~ikcl+ikAg+k? By~ S| U1 =0 (3.130)

IS

avec I la matrice identité. Les solutions non triviales de (3.130) correspondent a une ma-
trice D, non inversible dont le déterminant est donc nul. La relation de dispersion s’écrit
par conséquent :

ke k‘c—2uok—|—<32y> z’]—smik—amk%%ghok‘*:o (3.131)
hs p p p

La résolution de cette équation de dispersion peut se faire numériquement et permet
d’obtenir 'expression ¢ = f(k) de la vitesse de propagation en fonction du nombre d’onde
de la perturbation. Cependant, on peut obtenir une solution analytique en se plagant
dans I’hypothése des petits (resp. grandes) nombres d’ondes (reps. longueur d’ondes) de
perturbation, soit k¥ < 1. En décomposant la célérité sous forme réelle et imaginaire, on
obtient le systeme d’équation suivant

[(er)? = ()] k=2 up e = ?;LZC - % - % ho k3 =0 (3.132a)
3v 531
20rcik+h—gcr—2uocik—7:0 (3.132b)

et en écrivant la célérité réelle et imaginaire sous la forme d’'un développement asympto-
tique en puissance du nombre d’onde k < 1, soit

e =(¢), +k (¢); (3.133a)
c; = (Ci)o + k (Ci)l (3133b)

le systeme d’équation (3.132) devient :

3v

[ 31/< ) } —ﬁ(ci)l —2u, (cr), b+ O(k2) = 0 (3.134a)
- ci o + o + = . a

g et ()2 -2

1)

3 2 (er), (c0), + oo ()
Mg (er), — 331] I e R P (3.134b)

0 P -2 u, (cr),

On obtient apres résolution de 'ordre 0 en & :
(cr)y =3 Uuo — Uz (3.135a)

(¢i), =0 (3.135b)



110 CHAPITRE 3. ETABLISSEMENT DES EQUATIONS DU MODELE CONTINU

et de l'ordre 1 en k :
(¢r); =0 (3.136a)

T T 2
2 4pug(l_(ufi)+1(%)>
(ci)y = 32 o/ 4\ o (3.136b)

3 82 isj
. —-p gz ho - ho <8h§d ])(h:ho)

La célérité des ondes s’écrit donc finalement :
cr =3 Up — Urr (3.137a)

Ura 1 (ur=\2
i [1r (- (5) 1))
=2 Up /- 4\ Uo k (3.137b)

S ) g% hy — hy (gzidi5j>(h:ho>

La partie rélle ¢, donne la vitesse de propagation des vagues a l'interface liquide/gaz. Dans
le cas d'un film liquide non-ciasillé s’écoulant a I’équilibre sur un plan incliné avec une
vitesse moyenne u,, les vagues se propagent donc trois fois plus vite. La partie imaginaire
¢; pilote la stabilité du film. Si ¢; est négatif, le film est stable en réponse a une perturbation
de grande longueur d’onde, et une perturbation du film décroit dans le temps. Inversement,
si ¢; est positif, le film est instable et une perturbation s’amplifie. On retrouve ainsi les
résultats bien connus de la littérature qu’un film liquide est déstabilisé par l'inertie et
stabilisé par la pesanteur. La stabilité vis-a-vis des interactions moléculaires dépend de
'expression de la densité surfacique d’énergie de disjonction eg;s;(h).

Remarque 9

L’expression (3.137b) de la célérité imaginaire ¢; des ondes ne tient pas compte des ef-

fets capillaires qui sont proportionnels a k3. 11 faut pour cela effectuer un développement
limité en puissance du nombre d’onde k jusqu’a I'ordre 3. Ils apportent une contribu-
tion négative a ¢; qui stabilise les petites (resp. les grands) longueurs d’ondes (resp.
nombres d’ondes) de perturbation.

3.5.3 Stabilité d’un film dans différentes configurations

Nous souhaitons déterminer les différents régimes critiques qui font passer le film d’un
régime stable a un régime instable. La limite de stabilité du film en réponse a une perturba-
tion de grande longueur d’onde (k < 1) est donnée par ¢; = 0. Nous allons nous intéressés
a deux cas particuliers (film liquide sur plan incliné et horizontal) et ainsi vérifier que 1’'on
retrouve bien des résultats de la littérature.

Stabilité d’un film a I’équilibre sur un plan horizontal

Nous souhaitons étudier la stabilité d’un film liquide d’épaisseur h, a 1’équilibre sur
un plan horizontal en fonction des propriétés de mouillage (angle de contact statique 0,
rayon d’action moléculaire h,). Le liquide est supposé statique (u, = 0) et l'air est au
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repos (17 =0, % = 0) . Dans ce cas, la célérité ¢; vaut :
h? 0%egisi
Ci = o= —p g ho—ho 218] — ho Vg k| k
3u oh (hehy)

(3.138)

Dans notre cas, la densité d’énergie de disjonction eg;s;(h) est donnée par (3.100), qui est
une fonction strictement concave de h car :

326(&'5]‘) S ( ho)
—_— = exp|—— 1 <0 3.139
<6h2 (h=h) (hs)? hy ( )

La stabilité du film est alors régie par une compétition entre la gravité stabilisante et les
interactions moléculaires déstabilisantes. La limite de stabilité du film liquide est donnée
par la résolution de I’équation k2 = 0. Elle peut se faire analytiquement dans le cas du
modele (3.100) et correspond & :

<}ll:> = <}ll:> in [[1 — cos(6;)] (h*;lc)gl (3.140)

dont nous allons commenter la courbe tracée sur la figure 3.10.

ho /Le

.9

Os=30°
Os=60°
©s=90°

STABLE

Fe.8

o6

INSTABLE

e

X
INSTABLE

FiGURE 3.10 — Limite de stabilité d’un film d’épaisseur h, a 1’équilibre sur un plan
horizontal en fonction du parametre h, et de l'angle de contact statique 6;. Le do-
maine stable se situe au-dessus de la courbe, et le domaine instable en-dessous. Les

épaisseur h, et h, sont adimensionnées par la longeur capillaire [.. La croix correspond a
(hi/le 5 ho/le) = (0,25 0,4).
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On rappelle que le parametre h, joue le role de rayon d’action moléculaire et définie
donc a partir de quelle épaisseur de film h, les interfaces solide/liquide et liquide/gaz
interagissent. Ainsi, & épaisseur h, de film fixée, on voit sur la figure 3.10 que si h, est
petit devant h,, le film est stable. Ce résultat est bien en accord avec le fait que les
interfaces sont trop éloignées pour interagirent et elles ne peuvent donc pas déstabiliser le
film. Par contre, si h, est comparable a h,, on voit sur la figure que le film est instable,
cohérent car les interfaces interagissent a ces épaisseurs. Enfin, si h, est grand devant h,,
le film redevient stable. En effet, bien que les interfaces puissent toujours interagir, on a :

. D*edis;
lim o2 =0 (3.141)
hs /ho—>+00 (h=ho)

Les forces moléculaires deviennent donc de moins en moins déstabilisantes quand le rayon
d’action h, devient tres grand, et le film est & nouveau stabilisé par la gravité. La valeur
de I'angle de contact 6, influence également fortement la stabilité du film puisque le do-
maine ou il est instable se réduit lorsque 65 diminue, et disparait complétement lorsque
05 = 0°. Ce résultat était prévisible car le cas 8; = 0° correspond a un mouillage total. Le
film ne subit donc aucune interaction moléculaire et est uniquement stabilisé par la gravité.

Cette analyse de stabilité linéaire permet également de définir une valeur limite pour
le parametre h, qu’il ne faut pas dépasser, au risque de générer des instabilités de film
non-physiques. En effet, les instabilités décrites ci-dessus sont des instabilités spinodales
que nous avons introduites a la section 2.2.4. Elles n’apparaissent normalement que dans le
cas de films tres minces dont les épaisseurs sont proches du vrai rayon d’action des forces
moléculaires R, de 'ordre du nanometre. On rappelle que le modele de densité surfacique
d’énergie de disjonction proposé induit un rayon d’action égal a h, qui sera généralement
pris plus grand que sa vraie valeur R pour des raisons numériques (qui seront expliquées
au chapitre 5). Puisque 'on s’intéresse ici a des films macroscopiques, ces instabilités sont
normalement absentes. Nous devons alors nous assurer que le rayon d’action h, choisi
reste suffisament petit devant 1’épaisseur h, du film afin de ne pas générer d’instabilités
non-physiques, soit :

RN < hy < hy (3.142)

Pour illustrer un mauvais choix de h,, on prend ’exemple d’un film d’eau a température
ambiante (I, = 2,633 mm) a I’équilibre sur un plan horizontal. On suppose que son angle
de contact statique avec le substrat est égal a ; = 60°. On voit donc que si I'on prend
le cas représenté par la croix sur le figure 3.10 d’une épaisseur d’équilibre macroscopique
he = 0,4 [, et d’'un rayon d’action h, = h,/2, le film est instable alors que son épaisseur
ho = 1,08 mm est tres loin des échelles moléculaires 3.

Stabilité d’un film a I’équilibre sur un plan incliné

Nous souhaitons a présent étudier la stabilité d’'un film s’écoulant sous l'effet de la
gravité et/ou du cisaillement d’un gaz sur un plan incliné d’un angle 5. On suppose que
I’épaisseur h, est suffisament grande devant le rayon d’action h, pour que les interfaces
solide/liquide et liquide/gaz n’interagissent pas (eq;s; = 0). La partie imaginaire ¢; de la
célérité des ondes vaut alors :
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h3 4 p u? Ure 1 [ Urz\?2
¢ ="lon h;’;;; (1 - ( : ) +3 ( - ) ) - zj cos(B) — k2| k (3.143)

— k2

La stabilité du film est régie par une compétition entre la gravité stabilisante et 'inertie
déstabilisante, dont la limite de stabilité est donnée par la résolution de I’équation k2 = 0,

soit :
a2 (1o () L (v ho =0 3.144
o _(uo>+4(uo> g cos(B) ho = (8.144)

qui peut se ré-écrire

2
1
(Fr)e = —0 —

cos
g ho Urz 1 Urz 2 (ﬁ)
4 [1-— L)+ = !
Up 4\ u,
Le modele proposé retrouve les résulats connus de la littérature [11] qu'un film liquide
sera toujours instable sur un plan vertical (8 = 90° = (F'r). = 0) et qu'un cisaillement
du gaz dans le sens de I’écoulement (7;" > 0) augmente le nombre de Froude critique

d’apparition des intabilités en "Roll-Waves”. Le nombre de Froude critique dans le cas
particulier d'un film tombant (urz = 0) est donné par

(3.145)

lim (Fr)e = % cos(3) (3.146)

Uz —0
1

qui différe du bon régime donné par (Fr). = 5/18 cos (/3). Cependant, puisque que nous
ne nous intéressons pas réellement aux cas des films tombants dans le cadre de ce travail,
cette errreur n’est pas importante. On s’intéresse plutét au nombre de Froude critique
dans le cas particulier d’un film majoritairement cisaillé (u,z = u,) qui est donné par

lim (F7)e = cos(B) (3.147)

Uz —Uo
1

qui differe également du bon régime prédit par [11] et qui vaut (F'r) = 5/12 cos (8). On
rappelle toutefois que les régimes étudiés dans le cadre de ce travail se caractérisent par
des nombres de Froude de 'ordre de 50, bien plus grands que le nombre de Froude critique
de 'ordre de 1. La modélisation exacte du régime critique n’est donc pas nécessaire dans
une premiere approche puisque nous nous situons toujours dans le régime instable.

3.5.4 Remarques sur la partie réelle de la célérité des ondes

Il peut étre intéressant de déterminer la vitesse de propagation maximale des ondes c,
a la surface du film. Dans le cas d’écoulements avec capillarité, la vitesse de propagation
maximale est associée aux vagues de petites longueurs d’ondes. En effet, on constate que
les effets capillaires apparaissent dans la relation de dispersion (3.132a) comme un terme
proportionnel & k3, dominant dans la limite k£ > 1. En se placant dans cette limite, et en
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ne conservant que les termes au moins d’ordre 1 en k de la relation de dispersion (3.134),
on obtient apres résolution analytique

8 (&} h
. = U ho ’SJ> 2 k2 3.148
¢ k>1 u \/ +— (8112 (h=hy) + P) TVig ( )

Lorsque nous discrétiserons les équations au chapitre 4, le domaine spatial sera décomposé
en N cellules de longueur Ax. Le nombre d’onde maximal qu’il est possible d’observer a
I’échelle du maillage vaut donc w/Az, et la célérité maximale des ondes vaut alors

ho [ 02%€4;s ho T\ 2
(Cr)mam = Uo \Jg h + — <6h2d j)(h_h ) + 7'}/lg (Aw) (3149)

Une condition nécessaire de stabilité numérique [12] du systéme discrétisé explicitement

en temps est :
Ax

(Cr)max

avec At le pas de temps de simulation, et qui assure que les erreurs numériques se propagent
moins rapidement que la solution physique. En supposant que la vitesse de propagation
est dominée par celle des ondes capillaires, soit

(cr)maz ~ \/fm (wa) (3.151)

La condition de stabilité s’écrit

At < (3.150)

At < ——— (3.152)

o
?rylg

Une discrétisation explicite en temps du systéme augmenté de Saint Venant impose donc
une contrainte sur le pas de temps, du type At = O(Az?), qui est trés restrictive.

3.6 Hyperbolicité

3.6.1 Calcul des valeurs propres du sytéme linéarisé du premier ordre

Pour terminer, nous allons étudier les conditions d’hyperbolicité du modele proposé,
plus exactement du systeme obtenu en ne conservant que ces les termes du premier ordre.
Le systeme correspondant s’écrit :

v o [F
LSRN () (3.153)
ot oz Fra
——
= F

ou les composantes du flux sont données par

F'=ah, FP=tup, FP =71 pq+ L(efim) (3.154)
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avec U = ¢/h la vitesse moyenne et L(efim,) la transformée de Legendre de la densité
surfacique d’énergie du film qui s’écrit

oefiim Oey; Oey;
Llegim) = h S o CIIm gy TS (B p, pg)
oh dp d(pq) (3.155)
e _’Ylg+[h (866&'3]')_6 . (h)] '
=pg 9 Vsl 1 +p2 oh disj

On cherche a déterminer les valeurs propres de la jacobienne M du flux F' qui s’écrit :

orh  9rh  9Fh 0 0 (1)
Oh op 9pg) _ P
u-vor= |G G =l (10) @ (L) (3.156)
= P (pg - —_—
QFPI  JFPL  QkP h ph
o % Olpd) Js1 Js2  2u
avec j31 et jgo donnés par :
) 0%egisi
jsi=—pu4pg h+h <8h2d”9> (3.157a)
J2=Mg 373 (3.157b)
D1+ )Y
Les valeurs propres A de la jacobienne M sont solutions de I’équation
det (M~ A I) =0 (3.158)
avec I la matrice identité, et qui s’exprime sous forme factorisée par
A—m |A2—2a A+ (@ —gih-" Peaisi\ _mgl 1 Y| _ (3.159)
p \ Oh? p (14 p2)3? '
polynome du 2% degré en A
Une solution évidente est
A= (3.160)

Les deux autres solutions vont dépendre du signe du discrimiant D du polynéme du second

degré qui vaut :
h 826d" Y 1 p2
*h+ — el e 3.161
e (52 100

Si le discriminat est positif, le systeme est hyperbolique et les valeurs propres réelles
s’écrivent

D=4

h (9%e4isi\ Mg 1 P’
Aoz =71+, |g°h+ — ”ﬂ> LU — 3.162
0y = $g +2 (Gt ) + Loy T (3.162)

Si le discriminat est négatif, le systeme n’est pas hyperbolique et les valeurs propres sont
imaginaires et données par

A273:uﬂ:i\J

h (9%e4is;\ Mg 1 P’
“h4 = LA EOL R 3.163
oy <8h2 >+ p (14 p2)32 (3.163)
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Remarque 10

On peut montrer qu’il existe un lien direct entre I'expression de la densité surfacique
d’énergie du film et I’hyperbolicité du modéle. En effet, si on ré-écrit le discriminant

_ 4 2 = 52€disj 2 Tig
D= T lh (g + <8h2 +p RN (3.164)

Et si on se rappelle que les densités d’énergie potentielle €grq, et capillaire ecqp; du film
s’écrivent :

sous la forme :

pg* h?
egrav(h) = 5

Alors on voit que le discriminant peut s’écrire :

4 0% rav 8265[1’3' 82(30& i
D:pfh [}ﬂ((ah;’ >+<8h2 j>>+p2 <ap2 p)] (3.166)

dont le signe varie selon que les densités surfaciques d’énergie soient des fonctions
convexes ou concaves des variables conservatives h et p. On voit qu’il existe un lien
étroit entre I’hyperbolicité et I’énergie linéique du systéme (entropie mathématique).

» Ccapi (p) = v + Mg /1 + p? (3.165)

3.6.2 Analyse de ’hyperbolicité du systeme

On rappelle que le modele de densité surfacique d’énergie de disjonction est une fonc-
tion concave de ’épaisseur h, car :

82€disj> Yig [cos(Bs) — 1] ( h )
= expl——) <0 (3.167)
<8h2 (h:ho) (h*)2 h*

On voit donc qu’il est possible que le discriminant D devienne négatif et que le systéme ne
soit pas hyperbolique. Cette non-hyperbolicité est susceptible d’apparaitre en particulier
au niveau du point triple lorsque I’épaisseur du film h est de 'ordre de grandeur du rayon
d’action moléculaire h, de notre modele. Par contre, loin du point triple (h > h.), le
discriminant s’écrit : )

Dy [gZth’”gl p] >0 (3.168)

Pl (14p2)%?

garantissant I’hyperbolicité du systéme. Le modele d’énergie de disjonction (3.100) induit
donc un systéme localement non-hyperbolique au voisinage du point triple qui pourrait
éventuellement entrainer des probléemes de stabilité numérique dans le cas des équations
discrétisées.
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Non-hyperbolique Non-hyperbolique
h~h. i h~h.
- Hyperbolique s
P h> h, P

N ¢

h.}i/

7 2

FIGURE 3.11 — Représentation schématique des zones potentiellement non-hyperboliques
du modele proposé.

Il faut toutefois tenir compte que cette analyse d’hyperbolicité ne tient pas compte
du terme capillaire d’ordre 2 alors que nous avons vu (voir remarque 9) qu’il joue un réle
stabilisateur & hautes fréquences. De plus, l'instabilité intrinseque liée & la concavité du
terme d’énergie de disjonction est cruciale pour rendre compte du phénomene de mouillage
partiel sur un substrat sec (sans film précurseur), démontré a la section 3.4.2 et souhaité
dans nos applications.

3.7 Conclusion du chapitre

Nous avons proposé un systeme augmenté de type Saint Venant dédié a la modélisation
d’écoulements de films minces dans 'hypothese de lubrification (Re ~ 1 et écoulement
quasi-parallele). Ce systeme a l'avantage d’étre uniquement du second ordre en espace et
peut donc étre discrétisé par la méthode des Volumes Finis, propriété souhaitée pour des
applications industrielles. Il se distingue en particulier par sa capacité a pouvoir prendre
en compte les forces capillaires et d’interactions moléculaires sans limite de validité en
terme de pente p = h, de surface libre et d’angle de contact dynamique 64, contraire-
ment a I’équation classique de lubrification avec approximation “onde longue” des forces
capillaires.

Par I'intermédiaire d’une analyse de stabilité linéaire du modele proposé, nous avons
identifié un régime pouvant mener a une rupture de film, appelé dans la littérature régime
”d’instabilités spinodales”. Ce régime, qui apparait normalement dans le cas de films li-
quides tres fins (de l'ordre du nm), apparait ici pour des épaisseurs h de films proches du
paramere h, qui permet de régulariser les forces moléculaires. Ce parameétre devra donc
étre choisi avec prudence.

Enfin, certaines propriétés théoriques du systéme ont été démontrées. Bien que celui-ci
ne soit hyperbolique que sous certaines conditions (lorsque seuls les termes du 1" ordre
sont pris en compte), nous avons prouvé qu'’il vérifie inconditionnellement une équation de
bilan d’énergie qui guarantit que le probléme est a priori bien posé mathématiquement.
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Chapitre 4

Schéma de discrétisation
numérique

On propose dans ce chapitre une discrétisation spatiale et temporelle du systeme aug-
menté de Saint Venant (3.51) présenté au chapitre précédent. D un point de vue numérique,
il est souhaitable que le systeme discrétisé vérifie, comme le systeme continu, une équation
de bilan d’énergie. Ce bilan discret est relié a la stabilité non-linéaire du schéma, et 1’on
parle de schéma ”énergie-conservatif” si 1’énergie est conservée et de schéma ”énergie-
dissipatif” si I’énergie se dissipe. Nous verrons qu’il est effectivement possible d’obtenir un
bilan discret d’énergie et nous discuterons de la stabilité non-linéaire du modele discrétisé.
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4.1 Discrétisation spatiale

4.1.1 Intégration par la méthode des Volume Finis
On rappelle I'expression continue du systéme augmenté de Saint Venant :

U OF OB

E+6x_%+s (4.1)

119
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avec la variable conservative U, les flux F' et B, et le terme source S donnés par

h 0 00 0], 0
U=|p|, F=au+| o |, B=0o 0 -n 8—“;, s=| o (4.2)
pq L(h,p) 0 h O S(h, pq)

et la force linéique L(h,p), le terme source S(h,pq) et la variable thermodynamique
conjuguée ¢ donnés par

h
> h2 Yig h 7h7
L(h,p)=pg o Vsl — W + g [1 — cos (65)] [1 + h*] e (4.3a)
B . OFy 3uq 3t Tt ( b )
S(h, pa) = h [’)g ax} b)) T2 T2\t (4.3b)

ﬁ2

p _
5 77”
2 T )

Puisque le systéme de Saint Venant 2D se compose d’équations intégrales (équations déja
intégrées suivant la direction z), le domaine spatial d’étude est uni-dimensionnel dans la
direction x. On décompose ce domaine en N cellules de longueur Az ! et on désigne par
i € [1; N] Vindice d’'une cellule. En se référant a la figure 4.1, on définit alors i + 1 et
i — 1 respectivement 'indice de la cellule voisine droite et gauche, et i + 1/2 et i — 1/2
respectivement 'indice de 'interface avec la cellule voisine droite et gauche.

=" (p g*h—p (4.3¢)

ime;*ﬁrce

Ax
FIGURE 4.1 — Représentation du domaine spatial discrétisé, des cellules et des interfaces.
On applique la méthode des Volume Finis en intégrant spatialement le systéme (4.1)

sur une cellule ¢, ce qui donne

1
Fii1)— Fi—1/2> = AL (Bi+1/2 - Bi—1/2) +S; (4.4)

ou;, 1
ot +A7;<

avec U; et S; des termes moyennés sur la cellule ¢ qui s’écrivent :

1 Tit1/2 1 Tit1/2
U = —— / [U(z,t)] dz, S;=-— / [S(z,t)] do (4.5)
Az Ti_1/2 Az Ti—1/2

et avec Fj /9 et B; i/ les flux a l'interface 7 + 1/2 dont nous allons proposer une
discrétisation.

1. Ici Az est pris constant, mais ce n’est pas une nécessité.
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4.1.2 Schéma de discrétisation proposé

Nous avons vu a la section 3.6 que le modele de densité surfacique d’énergie de dis-
jonction utilisé pour modéliser les effets du mouillage partiel peut induire que la partie
du premier ordre du systéeme (4.1) admet des valeurs propres complexes. Par conséquent,
le flux Fj /9 ne peut pas étre discrétisé par les schémas classiques (de Godunov [79], de
Lax [80], de Roe [81]) utilisés pour les systémes hyperboliques, car ils supposent que les
valeurs propres sont strictement réelles. On propose alors une discrétisation qui s’inspire
du schéma AUSM (Advection Upstream Splitting Method) introduit par Liou and Steffen
[78]. La méthode consiste a traiter séparément les termes convectifs et les termes de force
de pression, et s’écrit

0
Fii1= (u U)i+1/2 + 0 (4.6)
flux convectif EH_I/Q

flux de force de pression

On choisit d’appliquer un schéma "upwind” pour le flux convectif, soit un décentrement

suivant le signe de la vitesse u; /o a I'interface, et qui s’écrit

(ﬂ U)i+1/2 = Hz—':—l/2 U, + Hi_+1/2 Uil (47)
N—— S~——
= maz(Uiy1/2 5 0) = min(Uit1/2 , 0)

avec la vitesse moyenne ;1,9 a l'interface donnée par

_ Wi + Uis1
Wit1/2 = % (4.8)

Et on applique un schéma centré pour le flux de force de pression, soit

5 (4.9)

Liy1/2 =

Concernant la partie du second ordre du systeme (4.1), elle est également discrétisée de
maniere centrée, et s’écrit :

B2 = Aix Aiy1)2 (Pit1 — i) (4.10a)
0 0 0

Aigip= 10 0 — 3 (hi + hiy1) (4.10b)
0 & (hi+ his1) 0

4.2 Discrétisation temporelle

La méthode la plus simple pour résoudre le systéme discrétisé (4.4) consiste & utiliser
un méthode d’Euler explicite. Cette méthode est tres utilisée dans la littérature, car a
partir des variables U;* a l'instant ", on peut calculer directement les variables U{LH
a l'instant suivant t"T1 = t” + At dans chaque cellule i, avec At le pas de temps. Cette
méthode n’est toutefois pas adaptée a nos applications car elle impose une condition sévere
sur le pas de temps At pour guarantir la stabilité numérique de la simulation. En effet,
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nous avons montré a la section 3.5.4 que la prise en compte des forces capillaires, qui jouent
un role essentiel dans les applications visées, entraine une condition de la forme At ~ Az?2.
Par conséquent, on a préféré adopter une méthode d’Euler implicite pour s’affranchir de
cette contrainte sur le pas de temps. Contrairement, & la méthode explicite, on ne peut pas
calculer directement 'inconnue Ui"+1 dans chaque cellule i. Il faut résoudre un systéme
d’équations linéaire a N équations pour N inconnues, avec N le nombre de cellules du
domaine. Ce systéme est résolu avec un algorithme de Newton itératif dont la méthode
est détaillée dans 'annexe B.

4.3 Stabilité du schéma de discrétisation

4.3.1 Criteére de stabilité non-linéaire

On s’intéresse a la stabilité du systeme de Saint Venant discrétisé implicitement en
temps, et spatialement avec le schéma proposé a la section 4.1.2. Nous avons vu au chapitre
3 que I'énergie linéique E';;,, du film constitue une entropie mathématique du systéme
continu au sens de Lax [82] pour le problele sans forces extérueures (¢¢ = 0, 7¥ = 0,
aa% = 0), i.e. décroissante en fonction du temps. Ainsi, si on peut prouver que la version

discrete de cette énergie linéique donnée par

Ncell
Efiim = / [efitm (x,h,p,pg)] dz = ) e; Ax (4.11)
i—1

avec e; la densité surfacique d’énergie du film moyennées sur la cellulle ¢ qui s’exprime par

1 [Tit1/2 hitt; 2 h?
€; = Ar /g[;il/2 [efilm (a;)] dz = P 22 LI pgzé + Vg \/ 1 —l—p? + Vst + edisj(hi) (4.12)

est également préservée ou dissipée en fonction du temps, on prouve alors qu’elle reste
bornée, ce qui constitue une preuve de stabilité. Puisque nous avons adopté une discrétisation
implicite en temps, il suffit de le prouver dans le cas du systéme continu en temps et discret
en espace.

4.3.2 Bilan d’énergie discret

Détermination de I’équation discréte

On introduit la variable thermodynamique ¢; conjuguée a la variable conservative
Ui = *(hi,pi, (pq):) qui s'écrit

. 1 (pa)?
(goh)i ({961/8hz Py hi - % (th)
pi=| (") | =| Oei/Opi | = oy R (4.13)
(@) dei/9(pq)i VAR
Uj

Le produit scalaire du systeme de Saint Venant (4.4) continu en temps et discret en espace
avec la variable conjuguée ; donne

oU;
Az {‘Pz‘ (f)t} + {‘Pi Fii1/2— -Fi71/2}

= {‘Pi Bii1)2— Bi71/2} + Az {p; | Si}

(4.14)
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8Ui} _ % (4.15)

{‘Pi at |~ ot
et comme pour le systéme continu, on obtient une équation locale d’évolution temporelle
de la densité surfacique d’énergie e; dans la cellule 7

aei
Az ot + {%

Fii1/2 — Fi—1/2} = {%‘ Bii1/2 — Bi—1/2} + Az {p; | Si} (4.16)

Par linéarité, on peut écrire :

N N
86i _ 8 ) _ 8Efilm

La variation temporelle de ’énergie linéique totale du film, s’obtient donc en sommant
(B.10) sur I’ensemble des N cellules du domaine :

OFE ilm ol
8ftl +Z{<Pi Fz'+1/2—Fi—1/2}

N = (4.18)
= Z {%‘

N
Bii12 — Bi—l/Z} +> {pi | Si} Az
i=1 =1

Il reste maintenant & étudier séparément les trois derniers termes de I’équation (4.18).

Etude de la partie gauche du bilan (4.18)

En utilisant la relation (3.79) qui permet d’exprimer la force linéique £; en fonction
de la densité d’énergie e; dans la cellule % :

ﬁi = {cpi ’ UZ} — €; (4.19)
On peut montrer que la partie gauche de (4.18) peut s’écrire sous la forme :

fo

Fii1/2— Fz'—l/z} = @) — (@ e)z‘_1/2]

1L

+ (@ £)arje = @ D)1,

- (4.20)
+ | U0 (Cinr —ei = {pi [ Uiga - Ui})LL
+ :ﬂztl/Q (i1 —ei —{wi | U1 — Uz‘})LL
ou les flux (@ €); /5 et (W L), sont donnés par :
(U €)iy1)0 = H;':_l/g € + Uy g9 Cit (4.21a)
(@ L)iy12 = %(E‘H L+ Lit1) (4.21Db)

On voit clairement que les termes [ |,; et [ ],; de (4.20) ont la forme d’une différence de
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flux entre deux interfaces. En supposant des conditions aux limites périodiques au bord
du domaine, i.e. des flux aux interfaces 1/2 et N + 1/2 égaux, on a :

N

Z {[ ]1L + [ ]QL} =0 (4'22>

i=1

En faisant 'hypotheése que la densité d’énergie du film est une fonction convexe des va-
riables conservatives h, p et pg (cette hypothese sera discutée a la fin de la section), on a
alors :

eiv1 — e —{pi | U1 — Ui} >0

vie[LN], ot T ot TS0 (4.23)
Les termes [ ]4; and [ ],; de (4.20) sont donc positifs, soit
N
Z {0 sz +1[ Jart =0 (4.24)
i=1
Et on vient donc de prouver que :
N
> {%‘ Fii12 — Fi—1/2} >0 (4.25)

=1

et donc que la discrétisation du flux du premier ordre est dissipative a condition que la
densité surfacique d’énergie soit une fonction convexe des variables conservatives.
Remarque 11

La démonstration précédente peut se généraliser a une plus grande famille de shémas
de discrétisation spatial. Soit Fj 1y le flux du premier ordre discrétisé par :

0
Fiiipp =10 Ui+ 0y o Ui + | 0 (4.26)
Lit12
avec la vitesse moyenne U, 1o a I'interface donnée par
_ U + T ()ipap ()i
Uip1/s = — 2 - ;+ 22 (41 — ;) — TH/ (Liv1 — Li) (4.27)
et la force linéique L; 1/, a l'interface donnée par
Li+Livi  Buligyrjn o (Br)igae

Livi2 = 2 S (W1 — ;) — — (Liv1 — Ly) (4.28)

ou ay, Q, By et Br sont des termes de décentrement pour la vitesse moyenne U; 1o
et la force linéique L; /5. On peut montrer que ce schéma est dissipatif a condition
que les termes de décentrement vérifient :

1
(aﬂ)i+1/2 (ﬁu)i+1/2 2 1 [(au)i+1/2 + (/Bw)i+1/2r (4.29)
(047r)i+1/2 + (Bu)lurl/g >0 (4.30)
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Etude du premier terme de la partie droite du bilan (4.18)

En développant le terme du second ordre de (4.18), on obtient :

o B o | s 0~ ]
1
" Az [{cp ‘ (é A(’o)}iﬂ/z N {LP ‘ (é A‘P) }i—l/z] (4.31)

ons o] (@ae)), {ae | (a00)) )

ol on a posé :
{C‘D ‘ <é ALP) }i+1/2 - {‘Pi+1/2 (Az+1/2 A‘Pi+1/2)} (4.32a)

{ASO ‘ (é ASO) }i+1/2 = {A90i+1/2 (Ai+1/2 A¢i+1/2)} (4.32b)

et ou les variables A, 1,5 et ¢; /o sont définies par :

Pir1 + i
Apif1/2=Pit1 —Pi, Pir1/2 = % (4.33)

En utilisant la propriété d’antisymétrie de la matrices A;; /9, on a :

vic[LN], {Ap \ (4 Acp)}i+1/2 =0 (4.34)

Le terme discrétisé du second ordre s’écrit finalement :

{% Biti2 - Bi_l/z} - é [{cp ‘ (é ASO) }¢+1/2 B {LP ‘ (é AC‘O) }i—1/2:| (4.35)

et correspond a une différence de flux entre deux interfaces. On en déduit que :

i\f: {%‘

i=1

Bii1)2 — Bi—1/2} =0 (4.36)
ce qui prouve la conservativité de la discrétisation du flux du second ordre.

Etude du second terme de la partie droite du bilan (4.18)

Dans le cas d’un plan horizontal (¢* = 0) et en ’absence d’écoulement d’air (% =0,7" = O),
seule la dissipation des forces visqueuses rentre en jeu, et on a :

Bu (@) _ (4.37)

{%‘Si}:_(hi—i—b) <
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4.3.3 Conclusion du bilan énergétique discret

Nous avons démontré qu’en ’absence de forces motrices extérieures et sous la condition
que la densité surfacique d’énergie du film soit une fonction convexe des variables h, p et
pq, que ’énergie linéique totale du film vérifie :

OEiim o
ot ; {‘Pi

—1

N
Fipp—Foph+Y {ei| Si}az <0 (4.38)
=1

<0 <0

La condition de convexité a déja été évoquée a la section 3.6 lorsque nous avons étudié
I’hyperbolicité du systéme continu, et on comprend donc que la discrétisation du flux du
premier ordre Fj i/, est dissipative lorsque le systeme est hyperbolique et ne l'est pas
dans le cas contraire. Or, nous avons montré que la densité surfacique d’énergie de dis-
jonction h + eg;sj(h) est une fonction concave qui tend exponentiellement vers 0 quand
h/h, tend vers I'infini. Il en résulte que (h, p, pq) — €fiim (h, p, pq) est une fonction convexe
sauf dans un voisinage de h = 0. La démonstration ci-dessus ne permet donc de prouver la
décroissance de I’énergie totale au niveau discret que pour un film totalement mouillant.
Dans le cas d'un film partiellement mouillant pour lequel A tend vers 0 au voisinage du
point triple dans certaines cellules du maillage, il n’est & priori pas exclu que le schéma
puisse étre instable au sens ou 1’énergie puisse croitre.

Cependant, on rappelle que les forces visqueuses génerent une dissipation du schéma
donnée par (4.37) qui est inversement proportionnelle & h+b. Les forces visqueuses consti-
tuent donc un mécanisme stabilisateur fort, surtout au voisinage du point triple quand
h tend vers 0, qui va atténuer les potentielles instabilités numériques liées a la concavité
de la fonction eg;s;(h). Lors des simulations numériques, nous avons constaté qu’aucune
instabilité n’apparaissait au voisinage du point triple a condition que la longueur de glis-
sement b soit petite devant le rayon d’action moléculaire h,. Cette condition ne pose pas
de probléme car nous verrons au chapitre suivant que le rayon d’action h. a seulement
besoin d’étre pris petit par rapport aux épaisseurs de films loin du point triple (~ mm
ou pum) afin de retrouver le comportement statique et dynamique d’un film a ’échelle
macroscopique. Puisque la longeur de glissement b est un parametre moléculaire (~ nm),
on verifiera donc toujours b < h, en pratique.

4.4 Généralités sur la mise en oeuvre des calculs et des
conditions aux limites

4.4.1 Définition des cellules fantémes

On rappelle que le domaine spatial est unidimensionnel et qu’il se décompose en N
cellules de longueur Az et d’indice i € [1; N]. Afin de pouvoir modéliser des conditions
aux limites aux bords du domaine, on introduit des cellules dites fictives (ou fantémes)
d’indice ¢+ = 0 et ¢+ = N + 1 qui sont construites en effectuant respectivement une
symétrie de la cellules d’indice ¢ = 1 et ¢ = N par rapport au bord du domaine phy-
sique. On assigne a ces cellules fictives des variables conservatives U, = t (hy, po, (pq)o) et
Uni1= "(hys1,pN+1, (pg@)n21) en fonction de la condition aux limites désirée.
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Domaine physique N+1/2

| 0 | 1 | | N N+1 |

Cellule fantéme Cellule fantéme

Ax

FIGURE 4.2 — Représentation du domaine spatial discrétisé, des cellules physiques, et des
cellules fantomes.

4.4.2 Initialisation de la variable conservative p dans le domaine phy-
sique

La variable conservative p, qui est sensée étre égale au gradient d’épaisseur du film h,,
est initalisée au début de la simulation par la dérivée centrée suivante :

hiv1 — hi—

Vie [,N], pi= 5 Az

(4.39)

4.4.3 Conditions aux bords du domaine

Différentes conditions aux limites peuvent étre rencontrées selon le type de simulation
réalisé. Dans le cas d’étude d’un liquide s’étalant sur un plan horizontal, nous prendrons
généralement des conditions aux limites périodiques. Celles-ci sont satisfaites en imposant
dans les cellules fantémes les relations suivantes :

U,=Uy, Uys =U; (4.40)

Dans le cas d’étude d’un film liquide injecté sur le substrat, on imposera d'un c6té (ici
a gauche) une condition d’entrée et de 'autre cdté (ici a droite) une condition de sortie,
données par :

ho = hinject ) (pQ)o =p hinject Uingect (4413)
hnvtr=hy . (pg)n+1 = (pa)N (4.41b)

avec Ninject 'épaisseur de la fente d’injection et i, ject la vitesse moyenne du liquide injecté.
Afin de s’assurer que les variables p, et pyi1 représentent bien une discrétisation de h,
aux bords du domaine, on impose qu’elles vérifient :

hi1 — ho h —h
P2 = (ha)ij2 = 1Aix » PN+1/2 = (ha)ny12 = % (4.42)

En utilisant I'approximation discrete au centre des faces limites suivante :

L o + pasn) (4.43)

1
P12 =5 (Po+p1) , PNy1/2= 5

Les variables p, et py1 au centre des cellules fantéomes valent

hi—h h —h
Po=2 leO —p1, pNi1=2 N*iix]v — pN (4.44)
N—— N—— ——

p1/2 = (ha)y/2 Pnt+1/2 = (he)Ny1/2
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4.4.4 Définition et évaluation du point triple macroscopique

Afin d’évaluer numériquement ’angle de contact apparent 6,,,, entre I'interface et le
substrat au voisinage du point triple, nous ne calculons pas la tangente entre le liquide
et le substrat en h = 0. En effet, nous verrons que le profil d’épaisseur du film rejoint le
substrat avec une pente nulle (h, = 0) en raison de I'influence des forces moléculaires. A
la place, on calcul la tangente au point d’inflexion d’abscisse zg pour obtenir I’angle de
contact apparent donné par

O, = tan ™ (%) (4.45)
O (z=wq)

comme représenté sur la figure 4.3. La position du point triple macroscopique xcp est
alors obtenu par la reconstruction linéaire suivante :

h (zg)
Top = xp — —— 00 4.46
tan(Onum) (4.46)
Et la vitesse d’avancement du point triple (ou vitesse d’étalement) est calculé par
Azxcp
Vep = 4.47
op = 22 (1.47)

avec Axcp le déplacement du point triple au cours d’un pas de temps de simulation At.

Tangent at the inflection point

Inflection point

Macroscopic \
contact point

X
Xcp Xo

e num

FIGURE 4.3 — Profil d’épaisseur d’un film liquide au voisinage du point triple. L’angle
Onum représente 'angle de contact apparent mesuré lors d’une simulation, xgy est ’abs-
cisse du point d’inflexion, et zop est I’abscisse du point triple macroscopique reconstruit
linéairement.



Chapitre 5

Validations

Dans ce chapitre, nous réalisons des simulations numériques 2D en utilisant le systeme
augmenté de type Saint Venant (3.51) avec la discrétisation proposée au chapitre 4. Pour
chaque cas et pour chaque pas de maillage Az, nous donnerons le pas de temps At maximal
que nous avons pu utilisé tout en guarantissant une simulation numériquement stable. Nous
pourrons ainsi évaluer la contrainte qu’impose le maillage sur le pas de temps dans le cadre
d’un discrétisation implicite, et la comparer & celle d’une discrétisation explicite (prédite
en At ~ Ax?).

D’abord, nous allons vérifier la capacité de notre modele a reproduire des configurations
a volume constant. Nous étudierons la dépendence de 1’étalement d’une goutte sur un
plan horizontal en fonction du parameétre h, qui permet d’ajuster le rayon d’action des
forces moléculaires au voisinage du point triple, de la longueur de glissement b, et du
pas de maillage Az. L’objectif est de déterminer le calibrage de ces trois parametres
afin de retrouver la surface mouillée, donnée recherchée dans le cadre de la modélisation
des systemes de dégivrage. Nous validerons des étalements statiques a la section 5.1 et des
étalements dynamiques a la section 5.2. Nous présentons également une étude comparative
entre notre modele et ceux utilisés dans la littérature qui utilisent une approximation onde
longue de la courbure de la surface libre (K** ~ —9%h/0z?).

Ensuite, nous présentons a la section 5.3 des simulations numériques de film liquide
injecté sur un plan incliné. L’influence du trio de parameétres (h.,b, Ax) sur le profil
d’épaisseur est a nouveau étudiée, et nous vérifions que nous retrouvons des résultats
de la littérature.

Enfin, nous vérifions a la section 5.4 que le modele discrétisé est capable de reproduire
les régimes instables obtenus via ’analyse de stabilité de notre modele a la section 3.5, et
nous discuterons de I'importance de bien choisir le paramétre h, pour ne pas fausser la
stabilité d’un film d’épaisseur macroscopique.
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5.1 Position d’équilibre statique d’un film bidimensionnel
sur un plan horizontal

On souhaite vérifier dans cette section que le modele proposé est capable de retrouver
le profil théorique d’un film & I’équilibre sur un plan horizontal. On s’intéresse a deux cas
d’étude académiques : le film liquide soumis & la gravité et en micro-gravité.

5.1.1 Film liquide soumis a la gravité

Données numériques et expérimentales

On consideére un film liquide initialisé a ¢ = 0 avec un profil d’épaisseur parabolique
donné par

R? R;
Vi e [1;N], h(z;,0) = max || max | —+— —22, 0] —————, 0 5.1
134, 4l 0) Lz’n 6:;)* ] tan (6;) (5.1)

avec R; = 1072m le rayon initial de la goutte et §; = 80° I’angle de contact initial entre
le liquide et le substrat. Les propriétés du liquide, proches de celles de I’huile de silicone
trés utilisé dans les études expérimentales, sont

TABLE 5.1 — Propriétés a température ambiante du liquide étudié.

Liquide p (kg.m=3) v (m?.s71h) Mg (N.m)
Huile de silicone 1000 1075 0,03

On suppose que le liquide forme un angle de contact statique 8; = 60° avec le substrat a
I’équilibre. Enfin, la longueur de glissement b est fixée & 10~®m. La valeur de ce parameétre
dynamique n’a pas d’importance puisque ’objectif de cette étude est seulement d’analyser
des profils stationnaires. Le profil théorique d’équilibre, schématisé sur la figure 5.1, peut se
calculer numériquement (voir [13] pour plus de détails), il a une forme de flaque caractérisée
par une épaisseur hpyqae = 1.749 x 10~3m loin du point triple et par un étalement W, =
6.598 x 102m. L’étalement de la zone ot le film liquide passe de h =0 & h = hpuddie est
de 'ordre de la longueur capillaire ..



5.1. POSITION D’EQUILIBRE STATIQUE D’UN FILM BIDIMENSIONNEL 131
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FIGURE 5.1 — Représentation schématique d’un film liquide a I’équilibre sur un plan hori-
zontal.

Un exemple de simulation numérique est montré sur la figure 5.2.

h/ hpuddle

05 ) 05
XIW

s

FIGURE 5.2 — Simulation numérique obtenue avec At = 107 s, Az = 2.22 x 107° m,
he = 1.749 x 107% m et b = 107® m. Les profils d’épaisseur sont tracés aux instants
t = 0, 0.05, 0.1, 0.25, 1 s. L’épaisseur du film h et I’abscisse x sont respectivements
adimensionnés par I'épaisseur hy,qqie €t par I’étalement W du profil théorique a I’équilibre.

Influence du parameétre h, a pas de maillage Ax fixé

On s’intéresse dans un premier temps uniquement & l'influence du parameétre h,, qui
joue le role de rayon d’action moléculaire, sur le profil d’équilibre. Le pas de maillage est
fixé & Az = 2.22 x 107° m, petit par rapport a la longueur capillaire I, = 1.749 x 10~3m du
liquide. On guarantit ainsi que la zone ot I’épaisseur du film passe de h = 0 & h = hpyqdre
est bien modélisée. La simulation numérique est arrétée a ¢ = 10 s ol on considere que
le film & atteint son état d’équilibre car la vitesse d’étalement est tres faible (Vop <
107% m.s~!). Nous allons comparer I’angle de contact apparent 6, et I’étalement du
liquide Wypum = 2 xzop obtenus par simulation numérique respectivement avec 1’angle
de contact statique 05 et I’étalement théorique Ws. La figure 5.3a montre que les profils
d’épaisseur a I'équilibre pour différentes valeurs de h, ont tous une forme de flaque. Par
contre, on constate sur la figure 5.3b que les profils different au voisinage du point triple.
En effet, ils se rapprochent du profil théorique quand le parametre h, diminue jusqu’a une
certaine limite.
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(b) Vue au voisinage du point triple de I’épaisseur

FIGURE 5.3 — Profil a l’équilibre de 1’épaisseur h(xz) en fonction du parametre h..
L’épaisseur du film h(x) et I'abscisse x sont respectivements adimensionnés par 1’épaisseur
hpuadie et par 'étalement W du profil théorique a I’équilibre.

Ces observations sont confirmées par les erreurs, tracées sur la figure 5.4 et regroupées
dans le tableau 5.3, sur 'angle de contact 6,,, et I’étalement W,,,. Elles diminuent
toutes avec le parametre h,. Par contre, si h, est pris trop petit par rapport au pas de
maillage Az, les erreurs augmentent.
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(b) Erreur relative sur ’angle apparent

FIGURE 5.4 — Influence du rayon d’action h, sur ’étalement et I’angle de contact apparent
a I’équilibre. Les données sont regroupées dans le tableau 5.3.

TABLE 5.2 — Evolution de 'angle 0,,m,, de 'étalement Wiy, et de 'erreur Ej,, obtenus
numériquement a ¢ = 10s en fonction du parametre h,. Le pas de maillage est fixé a
Az = 2.22 x 1075 m. Le pas de temps est de At = 10™* s pour I’ensemble des simulations.

h* h* | enum - 95 | -2 ’ Wnum - Ws ‘ -2
hs (m) e As x 10 W x 10

3,498 x 1074 1/5 ~ 16 49, 56 3,815
1,749 x 1074 1/10 ~8 29,9 0,276
4,44 x 107° ~ 1/40 2 5,74 0,075
2,22 x 107° ~ 1/80 1 3,67 0,333
1,11 x 107° ~ 1/160 1/2 2,77 1,51

4,44 x 1076 ~ 1/400 1/5 10,7 1,4671
2,22 x 1076 ~ 1/800 1/10 6,42 2,218
4,44 x 1077 ~1/4000  1/50 6,1 2,131

Ces résultats sont cohérents car en tracant 1’évolution de la force linéique de disjonction
Fi(z) sur la figure 5.5, on voit que I’étalement des forces moléculaires au voisinage du point
triple diminue avec hy. Par contre si h, devient petit par rapport au pas de maillage Az, ces
forces ne sont plus régularisées (car sous-résolues a I’échelle du maillage) et apparaissent
comme discontinues. Elles peuvent donc conduire a des résultats moins précis dans le
voisinage de la ligne triple. Ce manque de précision peut toutefois étre relativisé car les
résultats montrent que ’étalement (donnée principale recherchée dans les applications
visées) est retrouvé avec une erreur de moins de 3% et ceux, méme pour un rayon d’action
h. 50 fois plus petit que le pas de maillage Az. La bonne représentation de 1’étalement
statique ne semble donc pas vraiment dépendre de la résolution du maillage.
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FIGURE 5.5 — Vue au voisinage du point triple de la force linéique de disjonction F%(x)
adimensionnée par vy, [1 — cos(6s)].

En conclusion, si nous souhaitons retrouver tres fidelement le profil d’équilibre & des
échelles beaucoup plus petites que celles macroscopiques, il faut faire tendre h, et Ax vers
0. En effet, ’angle de contact statique 65 est d’autant mieux retrouvé que la régularisation
des forces moléculaires est faiblement étalée, et le pas de maillage doit pouvoir captu-
rer ce phénomeéne physique. Par contre, si nous souhaitons seulement retrouver les ca-
ractéristiques macrocopiques du profil d’équilibre, tel que sa surface d’étalement, il suffit
de prendre h, = hpygaie/10. Les forces moléculaires seront trop étalée pour retrouver
I’angle de contact statique 6, mais suffisament peu étalée pour retrouver le bon bilan
de force et surtout le bon bilan d’énergie a 1’échelle macroscopique. En effet, nous avons
montré a la section 3.3 que I’énergie totale du film associée au modele continu proposé était
décroissante dans une configuration sans forces extérieures (cas étudié ici). Par conséquent,
le film ne peut évoluer que vers un état stationnaire qui va minimiser son énergie totale, et
ce, indépendamment de la bonne représentation ou non des forces moléculaires a 1’échelle
du maillage.

Remarque 12

En pratique, pour des simulations dans un cadre académique ot des maillages trés
fins peuvent étre utilisés, nous prendrons toujours la plus petite valeur de h, possible
dans la limite de temps de calcul raisonnable, car nous devons respecter Ax ~ h, pour
guarantir la convergence numérique des forces moléculaires. Pour des applications in-
dustrielles, nous prendrons plutéot hy < h,/10, avec h,, 'ordre de grandeur de ’épaisseur
du film loin du point triple. Bien que nous ne respecterons par nécessairement la condi-
tion Ax < h, et a fortiori Ax ~ h,, la surface d’étalement stationnaire sera tout de
méme bien retrouvée.

Convergence en maillage

On étudie maintenant I'influence du pas de maillage Az sur la solution stationnaire a
parametre hy = hpyqdie/10 fixé. L'intérét de cette étude est de vérifier qu’il existe un pas
de maillage Az a partir duquel la solution calculée numériquement ne varie plus. Afin de
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vérifier la convergence en maillage du modele, nous calculons la norme suivante :
s 9 1/2
E,(Az) = | - / dz
L J-1)2

| V=l Aw 2 1/2

i=1
qui évalue & t = 10s V’écart entre le profil ha,(x,10) obtenu par simulation numérique
avec un pas de maillage Az et le profil théorique d’équilibre h;(z). Nous introduisons
également une autre norme :
1/2
oh 2
d:v)

1 rl/2
B, (Ax) = (l [ paeta10) - (5:) (@10
) 1/2
Az

1 N=l/ A=
=17 Z
i=1
qui évalue a t = 10s ’écart entre la variable pa, obtenu par simulation numérique avec
un pas de maillage Az et sa valeur théorique (0h/0x),, égale a la dérivée spatiale de
I’épaisseur du film

hA:E(x? 10) B hs(x)
hpuddle

hag(wi,10) — hg(;)
hpuddle

(5.3)
PAz(Ti,10) — <gZ)A (4, 10)

hzit1) — h(wi1)
2 Ax
L’évolution de ces deux normes en fonction du pas maillage est tracée sur la figure 5.6.

(0h/0z) 5, = (5.4)

E, (Ax)
o &x)

E (/

102}

Ax/h, Ax/h,

(a) Convergence de la norme Ej, (Ax). (b) Convergence de la norme E, (Az).

FIGURE 5.6 — Evolution de différentes normes L? en fonction du pas de maillage Ax
uniforme. Une échelle logarithmique est utilisée.
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TABLE 5.3 — Evolution de 'angle 0y, de I'étalement Wy, et de U'erreur Ej,, obtenus
numériquement a t = 10s en fonction du pas de maillage Ax. Le rayon d’action h, est fixé
A Az = 1.749 x 10~* m. Le pas de temps moyen At est d’environ 1074 s.

Az Az | Woum — Ws |
Az (m x 1072  Ep x1072 E, x 1072
( ) I hpuddle Ws " P

2,733 x 1076 1/64 ~1/640 4,774 x 1071 5,3x 1071 6,9 x 1072
5,466 x 107 1/32 ~1/320 4,82 x 1071 5,33 x 1071 1,28 x 107!
8,742 x107% 1/2  ~1/20 4,471 x 1071 6,58 x 101 1,23
1,749 x 10~* 1 ~0,1 3,668 x 1071 7,69 x 1071 1,93
3,498 x 1074 2 ~ 0,2 8,715 x 1071 3,89 2,77
6,996 x 1074 4 ~ 0,4 4,655 6,79 3,88
3,748 x 1073 10 ~ 0,2 1,478 x 10* — 4,07
1,749 x 1072 20 ~1 2,463 x 10! 3,48 x 10! 4,25

On voit que les deux normes Ej, (Az) et E, (Az) diminuent de facon monotone avec
le pas de maillage Az. De plus, on constate qu’a partir de Ax = hy, la norme E}, (Ax)
varie tres peu, traduisant qu’il n’est pas nécessaire de raffiner davantage le maillage. En
effet, a partir de Ax = h,, les forces moléculaires sont bien discrétisées. Un maillage plus
fin n’apporte donc que trés peu de précision supplémentaire au voisinage du point triple.

Si on g’intéresse a présent a 1’évolution de ’étalement stationnaire du film en fonction
de Az, on constate que celui-ci est toujours bien retrouvé, et ce méme pour des pas de
maillage du méme ordre que I’épaisseur hpyqqe du film. En effet, bien que erreur de 25 %
avec le pas de maillage le plus grossier Az = hpyqqie semble grande, on voit sur la figure
5.7 que I'étalement est en fait retrouvé a l’échelle du maillage. On en vient a la méme
conclusion formulée au paragraphe précedent que l'étalement stationnaire est toujours
bien retrouvé indépendamment du pas de maillage utilisé.

B .
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FIGURE 5.7 — Vue au voisinage du point triple du profil a I’équilibre de 1’épaisseur h(x)
en fonction du pas de maillage Az. L’épaisseur du film h(z) et abscisse = sont respecti-
vements adimensionnés par 1'épaisseur hpy,qqie et par 'étalement Wy du profil théorique a
I’équilibre.
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Remarque 13

Au fil de cette section, nous avons démontré deux résultats trés importants qui nous
permettent a présent de valider une hypothése forte de notre modéle, qui a servi a
construite notre modéle de forces moléculaires, et qui s’écrit :

p h—0 ( )
En effet, on voit clairement sur la figure 5.3b que le profil d’épaisseur du film a une
forme circulaire au voisinage du point triple qui transitionne continiiment d’une pente
nulle en h = 0 a une pente maximale au point d’inflexion. On a donc :

hy — 0 5.6
¥ h—0 (56)
De plus, nous constatons sur la figure 5.6b que la norme E, (Az), qui évalue I'écart
entre p et h,, est faible et diminue monotonement avec le maillage. On vérifie donc
p = h, et par conséquant I’hypotheése (5.5).

5.1.2 Film liquide en micro-gravité
Présentation de 1’étude

Nous souhaitons vérifier que le modele proposé dans ce travail est capable de retrouver
le profil d’équilibre d’un film en micro-gravité (g = 0 m.s~2) pour n’importe quel angle
de contact statique 65, méme proche de 90°. Nous souhaitons également démontrer que ce
modele constitue une amélioration de ceux généralement utilisés dans la littérature avec
I’approximation onde longue des termes capillaires. Si nous appliquons cette approximation
a notre modele, soit :

pLl, s« (5.7)
alors la densité d’énergie de disjonction s’écrit :

2\
edisj(h) =~ =g <2> e /he (5.8)

et la force linéique du bilan de quantité de mouvement (3.51c) devient :

h? p? Op 62 h] —7—
hp) ~p ¢F— — sl — 11— =y, b 2= S+ —le b (59
Flhp) =p g 5 = Y1 = Mg [ 5 | ~ Vg (8x> +g | [ + h*] e (5.9)
Nous allons ainsi comparer les simulations numériques de notre modele avec et sans ap-
proximation onde longue des termes capillaires.

Données numériques et expérimentales

On considére toujours un film liquide initialisé & ¢ = 0 avec un profil d’épaisseur
parabolique. Son rayon initial est R; = 5 x 1072 m et il forme un angle de contact initial 6;
entre le liquide et le substrat. Les propriétés du liquide sont celles de ’eau a température
ambiante
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TABLE 5.4 — Propriétés a température ambiante du liquide étudié.

Liquide p (kg.m=3) v (m?sh) Vg (N.m)
Eau 1000 106 0,068

Le liquide n’est pas soumis a la gravité et on suppose que ’on connait I’angle de contact
05 qu’il forme a 1’équilibre avec le substrat. Le profil théorique a I’équilibre d’un film en
micro-gravité est connu [13], il a une forme parabolique de méme surface A que le profil
initial et est donné par :

YV, hs(z) = mazx || max R x2, 0| — s 0 (5.10a)
P sin (93)2 7 tan (6s) ’ .
2 A
s = St s : 1
Rs = sin (0 )\/2 5.~ sin (2 0.) (5.10Db)

Plusieurs simulations numériques avec des angles de contact initiaux 6; et de contact
statique 6, différents ont été réalisées. Nous avons simuler deux configurations de mouillage
en prenant le couple d’angle (6;,60,) égal a (45°,15°) et (45°,30°), et trois configura-
tions de démouillage avec les couples (30°,45°), (30°,60°) et (30°,80°). Chaque simulation
numérique est arrétée a I'instant ou on considere que le film a atteint son état d’équilibre
car la vitesse d’étalement est tres faible. Un exemple de simulation numérique est montré
sur la figure 5.8.

08

06

h / hs {x=0)

04

02|

15 -1 05 ] 05 1 15
X/Rs

FIGURE 5.8 — Simulation numérique du cas (6;,6s) = (30°,60°) obtenue avec At = 2.0 x
1074 s, Ax =2.5x107° m , hy = 3.75 x 10°m et b = x1075 m. L’épaisseur du film h et
I’abscisse x sont respectivements adimensionnés par I’épaisseur hs(z = 0) et par le rayon
R, du profil parabolique théorique a 1’équilibre.

Afin de modéliser correctement les forces moléculaires au voisinage du point triple,
nous choisissons pour chaque simulation un couple de parametres (h., Az) qui respecte
les conditions déterminées a 1’étude précédente, soit :

hy < ho/10, Az < h, (5.11)

ou h, représente dans ce cas d’étude ’épaisseur maximale du profil théorique d’équilibre
qui vaut :

ho = hs(z = 0) = R <sm1(05) _ ml(es)) (5.12)
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Résultats de simulation numérique

La figure 5.9 présente les profils de film a 1’équilibre obtenus par simulation numérique
pour différents couples d’angles (6;,0s). On remarque que tant que 'angle de contact
statique 0y reste inférieur a 30°, les profils obtenus avec (”Small slope model” en bleu) ou
sans ("Extended model” en rouge) approximation onde longue des termes capillaires sont
superposés. Les différences sont plus significatives pour des angles 8, plus élevés. Alors que
le modele sans approximation retrouve correctement le profil théorique d’équilibre méme
pour des cas trés peu mouillants (5 = 80°), le modele approché s’éloigne grandement de
la solution attendue. On voit en effet dans le tableau 5.5 que 'erreur sur la surface mouillé
passe de 3,58% a 24,2% entre 6; = 30° et #; = 80° avec le modele onde longue, alors que
cette erreur ne dépasse jamais 3% avec le modeéle proposé dans ce travail.

TABLE 5.5 — Evolution de I'angle apparent 6,,,, et de I’étalement xcp obtenus par simu-
lation numérique en fonction du couple d’angle (6;,6s).

[Z— - R
(0:,65) hy x 107 (m) At (s) Az (m) [ O =05 | | zcp s |
95 RS
Modele augmenté de type Saint Venant (3.51)
(45°,15°) 2,5 8,87x 1072 1,09 x 1072
(45°,30°) 2,5 8,0x 1072 0,795 x 1072
(30°,45°) 3,75 20x107* 2,5x107° 8.89x 1072 1,23 x 1072
(30°,60°) 3,75 2,33 x 1072  2,22x 1072
(30°,80°) 7.5 9,5 x 1072 1,38 x 1072

Modele augmenté (3.51) avec approximation onde longue (5.9)
( ) 2,5 1,09 x 1071 1,25 x 1072
( ) 2,5 1,62 x 107t 3,58 x 1072
(30°, 45°) 3,75 20x107* 2,5x107° 2,36 x 107" 7,52 x 1072
( )
( )

3,75 2,43 x 1071 7,61 x 1072
7,5 3,99 x 1071 2,42 x 107!
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(a) Profil A t = 1s du cas (0;,0) = (45°,15°) avec h, = 2,5 x 107°m et Ax = 2,5 x 10~°m.
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(b) Profilat = 0, 5s du cas (0;,0,) = (45°,30°) avec h, = 2,5x10"°m
et Az =2,5x 107m.
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B Theoretical profile at equilibrum (5, = 45°)
- Extended model
0.002 Small slope model
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(c) Profil & ¢t = 0,25s du cas (0;,05) = (30°,45°) avec h, = 3,75 x
107°m et Az = 2,5 x 10~°m.
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B Theoretical profile at equilibrum (5, = 60°)
B Extended model
- Small slope model
0.002
g B
= B
0.001 —
oL L
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(d) Profil & ¢ = 0,3s du cas (0;,05) = (45°,60°) avec h, = 3,75 x
107°m et Az = 2,5 x 107 %m.

Profile att = 0s

0.003 o] Theoretical profile at equilibrum (&, = 80°)

Extended model
Small slope model

0.002

h (m)
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(e) Profila t = 0,3s du cas (6;,05) = (45°,80°) avec h, = 7,5x107°m
et Az =2,5x 107°m.

FIGURE 5.9 — Dépendence du profil a ’équilibre en fonction de la modélisation des termes
capillaires. Les courbes rouges désignent les profils obtenus sans approximation des termes
capillaires, et les courbes bleus ceux obtenus avec 'approximation (5.9).
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Cette étude a permis de démontrer qu’une modélisation exacte des termes capillaires,
via une prise en compte exacte du terme de courbure, est nécessaire afin de pouvoir
retrouver la forme et (surtout) la surface mouillée d’un film trés peu mouillant & I’équilibre
sur un substrat.

5.2 Etude en dynamique de I’étalement d’un film 2D

Comme premiere étude dynamique, nous simulons dans cette section 1’étalement d’un
film 2D sur un plan horizontal. Nous allons vérifier que la dynamique du film au voisinage
du point triple est en accord avec la loi de Cox-Voinov [66]. En supposant une faible pente
(p < 1), un faible angle de contact statique (#; < 1), et de petis nombres capillaires
(Cy < 1), 'angle dynamique apparent 63 au point triple doit vérifier la loi suivante :

u Vep
Vig
= O,

03— 02 =a In (H/b) (5.13)

avec a une constante. La dépendence logarithmique provient de la divergence des contraintes
visqueuses au niveau du point triple et dépend du rapport H/b entre une échelle macro-
scopique H et la longueur de glissement b d’échelle microscopique.

Nous allons considérer le cas d'un film totalement mouillant (A5 = 0°) et partielle-
ment mouillant (A5 = 4°) et pourrons ainsi discuter en fin de section de I'importance
des parametres physiques et numériques (hy, 65, b, Ax) sur la modélisation de leur dyna-
mique d’étalement. Les cas que nous allons étudier dans cette section sont représentatifs
des applications de givrage en aéronautique, car nous allons étudier I’étalement de films
d’épaisseur comprises entre 10 et 100 um.

5.2.1 Cas d’un film totalement mouillant

Présentation de 1’étude

Nous souhaitons dans un premier temps vérifier que le modele discrétisé est capable de
retrouver le comportement logarithmique de la loi (5.13) en considérant le cas d’un film
totalement mouillant (65 = 0°). De plus, dans la cas d’un film suffisamment mince (gravité
négligeable), on peut montrer pour les temps grands les lois asymptotiques suivantes :

h(z = 0,t) — h(z = 0,0) = 1?11/(3) (5.14a)
zop(t) —2op(0) = K (b) x t/7 (5.14b)

appelées lois de Tanner [68]. Nous vérifierons donc également que I’épaisseur centrale h(0, t)
et que Pétalement xcop(t) de la goutte vérifient cette loi.

Données numériques et expérimentales

On considére un film liquide initialisé a ¢ = 0 avec un profil d’épaisseur parabolique
de rayon initial R; = 5 x 107* m et formant un angle de contact initial §; = 50° avec le
substrat. Les propriétés du liquide sont celles de ’eau a température ambiante
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TABLE 5.6 — Propriétés a température ambiante du liquide étudié.

Liquide p (kg.m=3) v (m2.s71) Vg (N.m)
Eau 1000 1076 0,068

Les forces de gravité sont par conséquent négligeables devant les forces capillaires
puisque I'épaisseur maximale initiale du film 2(0,0) = 2.332 x 10~ *m est petite devant la
longueur capillaire I, = 2,63 x 10~3m. Nous sommes donc bien dans les hypotheses de la
loi de Tanner. Un exemple de simulation numérique est montré sur la figure 5.10.

0.0002

0.00015 -

-0.002 ) 0.002
X (m)

FIGURE 5.10 — Simulation numérique obtenue avec At =1,5x107% s, Az =10 met b=
4% 1076 m. Les profils d’épaisseurs sont tracés aux instants t = 0, 0.001, 0.01, 0.1, 1, 10 s.

Influence de la longueur de glissement b a4 pas de maillage Ax fixé

Nous fixons le pas de maillage Az & 10~5m et réalisons plusieurs simulations avec des
longueurs de glissement b différentes. A 'aide de la méthode décrite a la section 4.4.4
qui nous permet d’évaluer numériquement ’angle de contact apparent 6, et la vitesse
Veop du point triple au cours de la simulation, on peut tracer sur la figure 5.11 I’évolution
de 63, en fonction du nombre capillaire C, et constater qu'ils sont proportionnels pour
n’importe quelle valeur de b dans la limite C, < 1.
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FIGURE 5.11 — Angle de contact apparent 6,,,,, en fonction du nombre capillaire C, obtenu
par simlation numérique de ’étalement symétrique d’un film totalement mouillant pour
différentes longueurs de glissement b. Les lignes en pointillées correspondent aux régressions
linéaires dont les données sont regroupées dans le tableau 5.7.

Par contre, en calculant les coefficients de proportionnalité r par régression linéaire
pour chaque cas (voir tableau 5.7) et en tracant leur évolution en fonction de la lon-
gueur de glissement b (en échelle log) sur la figure 5.12, on en déduit que la dépendance
logarithmique n’est retrouvée que si b est correctement discrétisé, soit si b > Ax.

b/Ax

FIGURE 5.12 — Evolution de la constante de proportionnalité r en fonction de la longueur
de glissment b. Une échelle logarithmique est utilisée pour ’axe des abscisses. La ligne en
pointillée rouge est proportionnelle a log(b).
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TABLE 5.7 — Evolution de la régression linéaire 63, = r x C, en fonction de la longueur
de glissement b.

b (m) Az (m) b/Ax At (s) r
1078 1/100 26,61
1077 1/10 23,78
-7
b Tol,oﬁ 10-6 1{2 1,5 % 107 1169’207
2x 1076 2 13,25
4 %1076 4 10,2

Puisque nous venons de démontrer que ’angle apparent 6,,,,,,, au cube est toujours pro-
portionnel aux petits nombres capillaires, on peut vérifier que la hauteur centrale h(0,t) et
I'étalement zcop(t) du film respectent respectivement les lois de Tanner (5.14a) et (5.14b).
En tracant 1’évolution temporelle en échelle logarithmique de ces deux parametres en fonc-
tion du temps, on voit sur les figures 5.13a et 5.13b que toutes les courbes adoptent apres
un cours régime transitoire une forme de droite, prouvant qu’elles évoluent en K x t". La
longueur de glissement b n’influence pas la valeur de 'exposant n qui est proche du 1/7
pour V'étalement xcp(t) (resp. du —1/7 pour la hauteur h(0,t)), et modifie seulement la
constante de proportionnalité K, comme prédit par Tanner.

4 3
25 x10 i 3 =10

b= Ax/100

b= Ax/100
b= Ax/l0 2.5 | | b= A0

—b = Ax/2 ———b = Ax/2
b= Ax [ b= Ax

b=2Ax
—_—b=4Ax 1 b=4Ax

Régime
Visco-capillaire

4

== Régime
= 1 5] Inertio-capillaire
=, <
r=
1k
7
Régime Régime
0.5 | Inertio-capillaire Visco-capillaire
A . 0.5 A .
104 107 16:2 10t 109 104 10°% 102 10t 10
t(s) t(s)
(a) Hauteur centrale h(0, 1) (b) Position du point triple z¢p(t)

FIGURE 5.13 — Evolution temporelle de la hauteur centrale h(0,t) et de I’étalement xcp(t)
pour différentes longueurs de glissement b. Une échelle logarithmique est utilisée.

Pour résumer, nous venons de montrer que nous reproduisons fidelement le compor-
tement logarithmique de la loi d’angle de contact dynamique (5.13) & condition que la
longueur de glissement b reste grande par rapport au pas de maillage Az. On remarque
également le résultat intéressant sur les figures 5.13a et 5.13b que si la longueur b est prise
petite par rapport au pas maillage, la dynamique ne varie plus (les courbes b = Az /10 et
b = Ax/100 sont presque confondues). Ce résultat vient du fait que le frottement pariétal
du bilan de quantité de mouvement (3.51c) est fonction de h + b. Si la longueur de glisse-
ment b est petite devant Az, son effet ne varie plus car elle devient négligeable devant h
dans les cellules situées au voisinage du point triple.
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Remarque 14

On voit sur les figures 5.13a et 5.13b qu’il apparait deux régimes d’étalement du film
liquide. Puisque la goutte est initialisée avec une forme trés loin de sa forme d’équilibre,
la vitesse d’étalement, et donc les forces d’inertie, vont croitrent trés rapidement aux
premiers instants. Il apparait un régime d’étalement trés court (t ~ 1073 m) que
lPon peut qualifier ”d’inertio-capillare” ot les forces de frottement sont négligeables
devant les forces d’inertie, ce qui explique pourquoi les courbes sont indépendantes
de la longueur de glissement b. Aux instants plus long, la vitesse d’étalement diminue
et on entre dans un régime “visco-capillaire” ot les forces de frottements deviennent
dominantes. On retrouve ainsi les évolutions temporelles prédites par Tanner.

Convergence en maillage

Par analogie avec la convergence en maillage réalisée dans le cas statique a la section
5.1.1, nous souhaitons vérifier qu’il existe un pas de maillage Az a partir duquel la dyna-
mique d’étalement du film ne varie plus. En fixant la longueur de glissement b & 4 x 10~%m
et en faisant varier le pas de maillage, on constate sur la figure 5.14 que la régression
linéaire 63,,, = r x C, ne varie presque plus si Az < b/2.
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(a) Evolution du cube de l'angle de contact ap- (b) Evolution de la constante de proportionna-
parent 0., lité r

FIGURE 5.14 — Angle de contact apparent 6,,,,, en fonction du nombre capillaire C, ob-
tenu par simlation numérique de I’étalement symétrique d’un film totalement mouillant
pour différents pas de maillage Ax. Les lignes en pointillées correspondent aux régressions
linéaires dont les données sont regroupées dans le tableau 5.8.

Puisque nous venons de montrer que la loi (5.13) de De Gennes converge en maillage,
il devrait également en étre le cas pour la loi (5.14a) de Tanner qui en dérive. On montre
bien sur la figure 5.15 que la hauteur centrale h(0,t) vérifie une loi en K/t" avec n qui
converge vers 1/7 avec le maillage dans le régime visco-capillaire.
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FIGURE 5.15 — Evolution temporelle de la hauteur centrale h(0,t) pour différents pas de
maillage Az. Une échelle logarithmique est utilisée. Les données sont regroupées dans le
tableau 5.8.

TABLE 5.8 — Influence du pas de maillage Az sur la régression linéaire 63, =17 x C, et

sur la régression polynomiale h(0,t) — h(0,0) = K/t". La longuer de glissement est fixée
ab=4x10"%m.

Az x 1076 (m) % At (s) r MI/17/7 x 1072
16 22 3,5 x107° 6,896 6,20
8 2 1,5 x 107° 7,557 3,96
4 1 5,1 x 1076 8,639 2,35
2 1/2 2,5 x 1076 9,746 1,16
1 1/22 1,5 x 1076 10,2 0,46
0,5 1/23 8,0 x 1077 10,31 0,35

Pour conclure sur cette premiere étude dynamique d’un film totalement mouillant,

nous avons démontré que notre modele discrétisé est capable de reproduire la dynamique
théorique d’un film au voisinage du point triple piloté exclusivement par la capillarité
et les forces visqueuses a condition d’utiliser un maillage Az proche de la longueur de
glissement b. L’utilisation d’un maillage tres raffiné par rapport a b n’apporte aucune
précision supplémentaire.
De plus, a 'aide des résultats de ’étude de convergence en maillage dans le tableau 5.8,
on peut tracer sur la figure 5.16 I’évolution du pas de temps moyen At maximal que nous
avons pu prendre lors d’une simulation en fonction du pas de maillage Az. On en conclut
que le pas de temps vérifie une loi de type K x Az"™ avec n = 1.093. L’utilisation d’une
discrétisation implicite en temps apporte donc un gain en temps de calcul important par
rapport a une discrétisation explicite ot le pas de temps évolue en Axz?.
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FIGURE 5.16 — Evolution du pas de temps de simulation At en fonction du pas de maillage
Azx. Une échelle logarithmique est utilisée. La ligne en pointillée rouge est proportionnelle
3 Agpl093

5.2.2 Cas d’un film partiellement mouillant
Présentation de 1’étude

On cherche & présent a vérifier que le modele est capable de retrouver la loi (5.13)
de Cox-Voinov dans le cas d’'un mouillage partiel, avec un petit angle de contact statique
0s = 4° pour rester dans les hypotheses de la loi. On ne s’intéresse qu’a l'influence du
rayon d’action hs, et on fixe le pas de maillage Az & 1076 m et la longueur de glissement b
4 1077 m. Le fait que b soit pris petit devant Az ne pose d’une part pas de probleme dans
le cadre de cette étude dont le but n’est pas de re-démontrer son influence logarithmique
sur la loi de Tanner, et d’autre part permet d’éviter I'apparition d’éventuelles instabilités
numériques (voir conclusion de la section 4.3). On cherche ainsi a déterminer les conditions
sur h, qui permettent de retrouver le comportement dynamique théorique au voisinage du
point triple.

Données numériques et expérimentales

On considére les mémes propriétés physiques et la méme initialisation de film a ¢ = 0
que dans la cas précédent de la section 5.2.1. Mais contrairement au film totalement
mouillant qui s’étale a l'infini sur le substrat, le film partiellement mouillant admet un
profil d’équilibre circilaire (de forme parabolique car le film est trés mince) de rayon
R, = 1,865 x 10~3m donné par

Vz, hs(x) = maz || max Rig—aﬂ 0 __fs 0 (5.15)
T sin (0)* 7 tan (6s) ’ .

Un exemple de simulation numérique est montré sur la figure 5.17.
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FIGURE 5.17 — Simulation numérique obtenu avec h, = 6.51 x 107% m, Az = 1076 m,
b = 1007 m et s = 4°. Les profils d’épaisseurs sont tracés aux instants t =
0, 0.001, 0.01, 0.1, 1, 10 s. L’épaisseur du film h et I'abscisse x sont respectivements
adimensionnés par I’épaisseur hs(x = 0) et par le rayon R du profil parabolique théorique
a I’équilibre.

Influence du rayon d’action h, a pas de maillage Az fixé

En faisant varier le rayon d’action A, on constate sur la figure 5.18 que pour I’ensemble
des cas, I’angle apparent 6,,,, augmente avec le nombre capillaire C,.
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FIGURE 5.18 — Angle de contact apparent 6,,,,, en fonction du nombre capillaire C,; obtenu
par simlation numérique de ’étalement symétrique d’un film partiellement mouillant pour
différents h.. Les lignes en pointillées correspondent aux régressions linéaires dont les
données sont regroupées dans le tableau 5.9.

Cependant, si nous effectuons une régression linéaire de la forme 63, — 03 =r x C,

pour chaque cas, on constate dans le tableau 5.9 que ’erreur entre la régression et les
données augmente avec des valeurs croissantes de h,. Il faut donc prendre h, le plus petit
possible afin de s’approcher le plus fidelement possible de la loi de Cox-Voinov dans le cas
d’un film partiellement mouillant.
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TABLE 5.9 — Influence du rayon d’action h, sur la régression linéaire 63, — 03 = a x C,.

La derniére colonne donne la norme Lo de erreur entre les résultats numériques et la
régression.

hy (M) hy/hs hy/Ax At (s) r error x 1076
1,302 x 10~° 1/5 13,02 24,76 1,837
6,51 x 1076 1/10 6,51 5 0 x 10-6 27,39 0,825
3,255 x 1076 1/20 3,255 ’ 27,74 0,433

1076 1/65 1 27,1 0,232

On peut également tracer sur la figure 5.19 I’évolution temporelle de I’étalement xcp(t)
du film afin d’évaluer 'influence du rayon d’action h, sur la dynamique d’étalement du
film. On retrouve dans tout les cas les deux régimes d’étalement introduits lors de I’étude
totalement mouillante. Il apparait cependant un régime supplémentaire que 'on peut
qualifier de ”moléculo-capillaire”, ou le film se stabilise et adopte sa forme d’équilibre
régie par un équilibre entre les forces capillaires et moléculaires. On constate que le rayon
d’action h, n’influence que le régime moléculo-capillaire, et que si h, est inférieur a hs/10,
I'influence disparait.

i
1 h, =h /65 I
08 | ——h, =h20 : =1
o8k |- h, =h 10 | i
h,=h/5 [
0.7 F = | 4
: [
i Régime [
06 g i ]
s N - -
a Inertio-capillaire
s 05

Rég-ime Rég'ime

0.4 Visco-capillaire Moléculo-capillaire

0.3

104 1073 107 10t 10" 10t
t(s)
FIGURE 5.19 — Evolution temporelle de I’étalement xcp(t) pour différent rayons d’action
hy. L’étalement xcop(t) adimensionné par 1’épaisseur par le rayon Rg du profil théorique a
I’équilibre. Une échelle logarithmique est utilisée.

On en arrive donc a la méme conclusion que celle faite lors des études statiques a
la section 5.1 que si nous souhaitons retrouver précisément le profil dynamique du film
au voisinage du point triple, i.e. retrouver 1’évolution dynamique de ’angle de contact
apparent, il faut faire tendre h, et Az vers 0. Par contre, si nous ne souhaitons que
retrouver la dynamique macroscopique du film, tel que son étalement, il suffit de prendre
hs < ho/10, avec h, I'épaisseur du film loin du point triple. Cette condition suffit & lisser
les forces moléculaire assez finement pour retrouver leur effet macroscopique sur le film
tout en guarantissant un cofiit en temps de calcul faible, car Ax doit rester proche de h,
pour guarantir une convergence en maillage.
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5.2.3 Discussion des résultats

Les résultats obtenus au cours de cette étude nous ont permis de démontrer que notre

modele discrétisé est capable de retrouver le comportement dynamique théorique d’un film
au voisinage du point triple. De plus, nous avons pu identifier trois régimes d’étalement
de films et étudier 'influence des parameétres physiques et numériques réglables de notre
modele sur la simulation de ces régimes. Aux trés courts instants (¢ ~ 0 a 1073 s), il ap-
parait un régime gouverné par les forces d’inertie qui ne dépend ni des forces moléculaires,
ni des effets visqueux. Aux instants suivants (¢t ~ 1072 & 107! s ), I’étalement est princi-
palement piloté par les forces visqueuses et donc dépend de la longueur de glissement b.
Enfin, aux temps tres longs (t ~ 1 a 10 s), I’étalement quasi-statique dépend uniquement
du rayon d’action h, des forces moléculaires.
On rappelle toutefois que les résultats de cette section ont été obtenus avec des films que
l'on qualifie de mouillant (f; = 0° et 6, = 4°). Les liquides rencontrés sont généralement
peu mouillants et donc caractérisés par des angle 6 beaucoup plus grands. Nous avons
alors réalisé les mémes simulations d’étalement qu’a la section 5.2 en augmentant I’angle
de contact statique, et tracé 1’évolution de I’étalement du film sur la figure 5.20. On voit
qu’a partir d’un angle 65 de 20°, le régime visco-capillaire n’existe plus. Le film s’étale tres
rapidement et se stabilise aussitét qu’il se rapproche de son état d’équilibre.

«103
.
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FIGURE 5.20 — Evolution temporelle de 'étalement xcp(t) pour différent angles de contact
statique 6, obtenu avec hy = 6.51 x 1076 m, Az = 1076 m, et b = 107 m. Une échelle

logarithmique est utilisée.

On peut donc en conclure que seul les régimes inertiels et moléculo-capillaires appa-
raissent dans les applications visées. Ainsi, seul le rayon d’action h, qui de plus n’a que
besoin d’étre petit par rapport aux épaisseurs de films macroscopiques, est important pour
simuler ’étalement d’un film peu mouillant.

5.3 Film liquide injecté sur un plan incliné

5.3.1 Intérét de I’étude

Nous souhaitons a présent étudier le cas d’un film liquide injecté sur un plan incliné
en I'absence d’écoulement d’air extérieur. Cette étude est d’une grande importance dans
le cadre de ce travail, car ce type de configuration est celle que nous étudierons également
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dans le cas de la transition d’un film liquide 3D en ruisselets dans la partie III du manuscrit.
Cette étude 2D nous permet ainsi de préparer en amont les futures simulations numériques
tridimensionnelles. Aprés un court régime transitoire, un film liquide 2D injecté sur un
substrat incliné se caractérise par la présence d’un bourrelet pres du point triple dont
I’étalement est de 'ordre de la longueur capillaire [, et d’'un écoulement de Nusselt loin
de ce point, comme représenté sur la figure 5.21.

h(x)

A
Bourrelet

Ecoulement
de Nusselt /

hNu

FIGURE 5.21 — Représentation d’un film injecté a débit constant uniformément sur un plan
incliné d’un angle .

L’objectif de cette section est alors d’étudier I'influence du rayon d’action h. et de la
longueur de glissement b sur le profil du liquide. Nous allons en particulier étudier 1’écart
relatif entre la hauteur du bourrelet h*** = max [h(z)] et celle de I’écoulement de Nusselt,

donné par :
hbulk _ hNu

r =

e (5.16)

5.3.2 Données numériques et expérimentales

La configuration que nous allons étudier est une des expériences réalisée par Johnson
[31] que nous ré-étudierions au chapitre 7. Il correspond & un film liquide injecté avec un
nombre de Reynolds de 0,52 sur un plan incliné d’un angle g = 27,9°. Les propriétés du
liquide correspondent & un mélange eau/glycérine a température ambiante et valent :

TABLE 5.10 — Propriétés a température ambiante du liquide et du substrat étudiés.

Liquide p (kg.m=3) v (m?.s7h) Vg (IN.m) 05

Mélange eau/glycérine 1210 6,9 x 107° 0,066 38°

Le film liquide est donc injecté avec un débit massique linéique pg™N*
pqN% = p v Re = 4,341 x 10" 2kg.s L.om ™1 (5.17)

L’épaisseur h'V* de I’écoulement de Nusselt est liée, d’apres le bilan intégral de quantité
de mouvement (3.51c¢) du modele proposé, au débit massique linéique par la relation :

vu _ (B2 (hN +b)

pg = ) p g sin(f) (5.18)




152 CHAPITRE 5. VALIDATIONS

En théorie, la longueur de glissement b est moléculaire et donc négligeable devant h'V¥.
On retrouve alors expérimentalement 1’épaisseur de Nusselt suivante

pu _ |3 1/3—1 174 x 1073 5.19
exp — m =1 m (5.19)

Cependant, nous allons réaliser des simulations avec des longueurs de glissement b soit
petites soit du méme ordre de grandeur que I'épaisseur hV*. Cette épaisseur est alors
calculée pour chaque cas par résolution numérique de (5.18). Le calcul est initialisé en
injectant le liquide & travers une fente d’épaisseur h'V* et avec une vitesse moyenne w'V% =

¢V /hN". Un exemple de simulation numérique est montré sur la figure 5.22.

t=0,05s
t=02s
t=04s
t=0,6s
t=08s
t=1s
t=12s

. . L . . .
0015 001 0005 0005 oo 0015

0
X (m)

FIGURE 5.22 — Simulation numérique obtenu avec At ~ 1,5 x 1076 s, Az =2 x 107° m,
b=10"%m, 6, = 38° et h, = 1,174 x 10~* m. L’épaisseur du film h est adimensionnée
par Pépaisseur hV%.

Dans un premier temps, nous étudierons 'influence de la longueur de glissement b dans
le cas d’un film totalement mouillant, en faisant volontairement abstraction des propriétés
de mouillage (65 = 0°). Puis nous étudierons I'influence de b et du rayon d’action h, sur le
cas expérimental partiellement mouillant (f; = 38°). Nous pourrons ainsi discuter en fin
de section de I'importance de la valeur de ces parametres numériques sur la modélisation
respective de films totalement et partiellement mouillants.

5.3.3 Cas totalement mouilllant

Nous fixons le pas de maillage Az & 2 x 10~°m, petit par rapport a la longueur
capillaire I, = 2,36 x10~3m du liquide, guarantissant une bonne discrétisation du bourrelet
au voisinage du point triple. Nous réalisons plusieurs simulations numériques avec des
longueurs de glissement b différentes, dont les profils de films (& t = 1 s) sont représentés
sur la figure 5.23.
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—— b =h s
——— b= h v /2
ooold = b = h suse /10
—— b =h xuwa /20
= —— b = hxws /107
oo E —— b=hwa/10° = Ax/20
= ——— b =h e /10* =Ax /200
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FIGURE 5.23 — Simulation numérique obtenues pour différentes longueurs de glissement b
avec Az =2 x 107° m, At ~ 1,5 x 107 s et 5 = 0°. Les profils sont tracés a t =1 s.

On voit que la longueur de glissement b influe aussi bien sur la hauteur de ’écoulement
de Nusselt que sur la hauteur du bourrelet au voisinage du point triple. Cependant, on
constate sur les tracés de la figure 5.24a que si la hauteur de I’écoulement de Nusselt
converge rapidement des que b < hNV® /10, la hauteur du bourrelet par contre continue a
croitre pour des valeurs inférieures de b. Si on trace sur la figure 5.24b I’évolution de la
différence relative r;, (entre la hauteur du bourrelet et celle de 1’écoulement de Nusselt)
en fonction de la longueur de glissement b, il apparait deux régimes de variation de 7y :
un régime ot 7y, varie en (b/h’V%)"™ avec n proche de —1/7, et un régime ou la hauteur du
bourrelet ne varie plus pour toute longueur b < Az. La raison de ce dernier comportement
a déja été expliquée a la section 5.2.1.

D/AX b/Ax
10t 10° 23 10
1.6 0.4 7 04
£
£
15 £
0.3s L 0.35
1.4 e
/
P / 3
13 E 0.3 3 0.3
) . 4 :
= = 4
12 /
p 2 / i
= 0.25 . : 0.25
7/ i
11 K
&
/ £
/ :
1 1
e b>Ax | b<Ax 02
/) H
10? 10t 102 103 10 10° 10t 102 103 10
b/ b/hMu
(a) Epaisseur h™V* loin du point triple (b) Différence relative 7,

FIGURE 5.24 — Evolution de la hauteur de I’écoulement de Nusselt hAN" et de la différence
relative r, entre la hauteur du bourrelet h?“* et la hauteur de 1’écoulement de Nusselt en
fonction de la longueur de glissement b. Les données sont regroupées dans le tableau 5.11.
Une échelle logarithmique est utilisée. La ligne en pointillé violette est proportionnelle a

(b/hNu)_0’1703.
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TABLE 5.11 — Influence de la longueur de glissement b sur la géométrie du profil d’épaisseur
d’un film totalement mouillant. Le pas de maillage Az est fixé & 2 x 107° m et le pas de
temps de simulation At & 1,5 x 1076 s. 7, désigne 1’écart relatif entre la hauteur du
bourrelet et la hauteur de ’écoulement de Nusselt.

b(m) RN% x 1073 m b/hNv b/Ax RUUE % 1073 (m) ry x 1072
1073 0,921 ~1 50 1,087 18,03
5x 1074 1,031 ~1/2 25 1,235 19,81
1074 1,141 ~ 1/10 5 1,414 23,88
5x 107° 1,158 ~ 1/20 2,5 1,516 30, 88
1079 1,171 ~ 1/102 1/2 1,649 40, 86
1076 1,174 ~1/10% 1/20 1,659 41,31
1077 1,174 ~ 1/10% 1/200 1,672 42,42

La longueur de glissement b joue donc un réle important sur la bonne modélisation
d’un fluide totalement mouillant injecté sur un substrat car la différence relative entre la
hauteur du bourrelet et celle de ’écoulement de Nusselt évolue en (RV*/b)'/7. La longueur
de glissement a donc un impact d’autant plus important sur la hauteur du bourrelet qu’elle
est petite devant h™V*. Sachant que b est censé étre pris proche des échelles moléculaires,
on en conclut que dans le cas d’un film totalement mouillant, la bonne modélisation du
bourrelet au voisinage du point triple nécessite un pas de maillage tres fin et donc un cott
en temps de calcul élevé. On reviendra sur ce point a la conclusion de cette section.

5.3.4 Cas partiellement mouilllant

On s’intéresse a présent au cas d’un film partiellement mouillant. Le pas de maillage,
les conditions d’injection et les propriétés physiques sont identiques au cas précédent tota-
lement mouillant a ’exception de ’angle de contact 65 qui est pris égal a 38°. Nous allons
ainsi évaluer 'influence de la longueur de glissement b , puis celle du rayon d’action h,.

Influence de la longueur de glissement b & rayon d’action h, fixé

En procédant similairement au cas totalement mouillant, nous réalisons plusieurs si-
mulations numériques avec des longueurs de glissement b différentes, dont les profils de
films sont représentés sur la figure 5.25. Le rayon d’action h, est fixé a 10™% m.
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FIGURE 5.25 — Simulation numérique obtenues pour différentes longueurs de glissement b
avec Az =2 x 107 m, At ~ 1,5 x 1076 s et , = 38° et h, = 10~* m. Les profils sont

tracés a t =1 s.

En tragant 1’évolution de la hauteur de I’écoulement de Nusselt et de la hauteur du
bourrelet sur la figure 5.26a, on observe qu’elle est différente que dans le cas totalement
mouillant. En effet, les deux hauteurs AN" et hP"* augmentent lorsque b diminue et
convergent des que b < AV “/10. De plus, on peut considérer d’apres les résultats sur
la figure 5.26b que la différence relative ry entre les deux hauteurs est indépendante de la
longueur de glissement b, puisque celle-ci reste comprise entre 0,47 et 0,53 peu importe

la valeur de b.

10!

1.4

™ x 1072 (m)

10?2 1075

b/m™

10!

(a) Epaisseur h'V% et hPulk

0.53

102
b/h™

(b) Différence relative ry

FIGURE 5.26 — Evolution de la hauteur de ’écoulement de Nusselt hV* et de la différence

relative r, entre la hauteur du bourrelet

hbulk

et la hauteur de I’écoulement de Nusselt en

fonction de la longueur de glissement b. Les données sont regroupées dans le tableau 5.12.

Une échelle logarithmique est utilisée.
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TABLE 5.12 — Influence de la longueur de glissement b sur la géométrie du profil d’épaisseur
d’un film partiellement mouillant. L’angle de contact statique 65 est fixé a 38° et le rayon
d’action h, & 107* m. Le pas de maillage Az est fixé & 2 x 107> m et le pas de temps de
simulation At & 1,5 x 107% s. r;, désigne 1’écart relatif entre la hauteur du bourrelet et la
hauteur de I’écoulement de Nusselt.

b (m) RN% % 1073 (m) b/ RN b/Ax RPUE % 1073 (m) 1y, x 1072
1073 0,921 ~1 50 1,384 50, 28
5x 1074 1,031 ~1/2 25 1,516 47,04
1074 1,141 ~1/10 5 1,681 47,33
5x 107 1,158 ~ 1/20 2,5 1,712 47,84
1079 1,171 ~ 1/102 1/2 1,773 51,41
1076 1,174 ~1/103 1/20 1,794 52,81
1077 1,174 ~ 1/10% 1/200 1,797 53,07

On en conclut que contrairement au cas d’un film totalement mouillant, ou la différence
entre la hauteur du bourrelet et celle de I’écoulement amont est pilotée par la longueur
de glissement b (et donc les forces visqueuses), cette différence est pilotée principalement
par les forces moléculaires dans le cas d’un film partiellement mouillant. La longueur
de glissement ne modifie que la hauteur globale de ’écoulement, qui atteint environ son
asymptote deés que b < h'V%/10.

Influence du rayon d’action h, a longueur de glissement b fixée

Puisque nous venons de voir que la longueur de glissement b n’est plus le parameétre
pilotant le profil du bourrelet dans le cas partiellement mouillant, nous fixons sa valeur a
10~® m et analysons 'influence du rayon d’action h,. La figure 5.27 présente les différents
profils de films (& t = 1,2 s) obtenus par simulation numérique.

14r /\ — hs = h v /2
12 h =h xueer /20
s 1 hy = h susser /50
§ 08k hy = h xusea /102 =2/3Ax
£ by = h s /10° = Ax / 20
e 0B

04 F
02 F

o015 001 0006 ] Bo06 001 0015
X (m)

FIGURE 5.27 — Simulation numérique obtenues pour différents rayons d’actions h, avec
Az =2x10"9m, At =1,5x 1070 s, , = 38° et b = 1075 m. L’épaisseur du film h est
adimensionné par 1’épaisseur hV* = 1,174 x 1072 m. Les profils sont tracés a t = 1, 2s.

On constate que diminuer le rayon d’action h, a l’effet inverse que diminuer la longueur
de glissement b puisque 1’écart relatif 7, entre AV et h**F décroit. Une interpolation
polynomiale des résultats (en pointillé vert sur la figure 5.28), obtenus pour les valeurs
de h, > Ax guarantissant que les forces moléculaires sont bien régularisées a 1’échelle
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du maillage, montre que la différence relative rj, entre la hauteur du bourrelet et de
I’écoulement de Nusselt tend & priori vers 0,45 pour les faibles h,. Par contre, si h, devient
petit par rapport au pas de maillage Az, la hauteur du bourrelet continue & chuter. Cette
dégradation des résultats a déja été constatée lors de I’étude statiques a la section 5.1 et
provient du fait que le modele ne retrouve plus la bonne forme géométrique d’un film au
voisinage du point triple si les forces moléculaires ne sont pas correctement maillées.

102 10! 10° h.rax 101 102
56 T T T T 56

I B A b < Ay 1%

48
46 -

44 -

0 1 o, 3 4
10 10 thNU 10 10 10

FIGURE 5.28 — Evolution de de la différence relative r, entre la hauteur du bourrelet
hbuk ot la hauteur de I’écoulement de Nusselt V" en fonction du rayon d’action hs. Les
données sont regroupées dans le tableau 5.13. Une échelle logarithmique est utilisée. La
ligne en pointillé verte représente 'interpolation polynémiale des points (en vert) dans la
zone h, > Ax réalisée avec I'outil "spline interpolation” de matlab.

TABLE 5.13 — Influence du rayon d’action h, sur la géométrie du profil d’épaisseur d’un film
partiellement mouillant d’angle de contact statique 8; = 38°. La longueur de glissement
b est fixée & 107° m. Le pas de maillage Az est fixé & 22107 m et le pas de temps de
simulation At & 1,5x107% 5. rj,, désigne la différence relative entre la hauteur du bourrelet
et la hauteur de I’écoulement de Nusselt.

he x 1073 (m)  ANV" x 1073 (m)  he/hN*  ho/Ax BYF x 1073 (m) 1y, x 1072

5,855 x 101 1/2 ~ 25 1.818 55,25
2,342 x 1071 1/5 ~ 10 1.809 54,46
1,171 x 1071 1/10 ~5 1,78 52,25
5,855 x 1072 1/20 ~25 1,751 49, 56
2,342 x 1072 L 171 1/50 ~1 1,724 47,25
1,171 x 1072 ’ 1/102 ~0,6 1,712 46,23
5,855 x 1073 1/200 ~0,3 1,705 45,59
2,342 x 1073 1/500 ~0,1 1,692 44,51
1,171 x 1073 1/10> ~1/20 1,681 43,54

1,171 x 10~* 1/10*  ~1/200 1,67 42,6
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On en conclut qu'il s’agit bien du rayon d’action h, (et donc des forces moléculaires)
qui pilote principalement la géométrie du bourrelet au voisinage du point triple dans le cas
d’un film partiellement mouillant. Dans un contexte académique, on choisira toujours la
plus petite valeur de h, possible. Par contre, dans un contexte industriel, on peut considérer
que le profil est bien retrouvé & partir d’un rayon d’action h, < hN"/10 puisque des valeurs
inférieures n’induisent qu’une faible variation de la hauteur du bourrelet (moins de 10%).
Nous reviendrons sur I'importance de la bonne modélisation du bourrelet au voisinage du
point triple au chapitre 7.

5.3.5 Discussion des résultats

Les résultats obtenus au cours de cette étude nous ont permis d’étudier 'influence des
parametres visqueux et des parametres de mouillage sur la simulation d’un film liquide
injecté sur un subtrat incliné. Alors que la longueur de glissement b est le paramétre
dominant dans le cas d’un film totalement mouillant, elle ne joue quasiment plus aucun
role dans le cas d’un film partiellement mouillant, qui est le type de liquide étudié ici.
Ainsi, ce parameétre visqueux n’a ni besoin d’étre pris proche des échelles moléculaires,
ni besoin d’étre correctement discrétisé avec un pas de maillage Az de l'ordre de b. Le
parametre important est surtout le rayon d’action h, qui n’a besoin d’étre pris petit que
par rapport a ’épaisseur de I’écoulement de Nusselt pour retrouver le bon profil du film
au voisinage du point triple.

5.4 Comparaison des résultats numériques avec ’analyse de
stabilité linéaire
Présentation de 1’étude

Dans cette section, nous souhaitons montrer que le modele discrétisé est capable de
reproduire le régime d’instabilité spinodale introduit lors de 'analyse de stabilité linéaire
du modele continu. Nous souhaitons sourtout illustrer la conclusion de la section 3.5
que le parametre h, qui joue le role de rayon d’interactions moléculaires entre l'interface
solide/liquide et liquide/gaz doit rester petit devant ’épaisseur macroscopique du film.
Dans le cas contraire, des instabilités spinodales non-désirées a 1’échelle macroscopique
peuvent apparaitre.

Données numériques et expérimentales

On consideére un film liquide d’épaisseur uniforme h, sur un plan horizontal. Le liquide
est supposé partiellement mouillant (6; = 60°) et ses propriétés sont celles d’un mélange
eau/glycérine et sont données par

TABLE 5.14 — Propriétés a température ambiante du liquide étudié.

Liquide p (kg.m=3) v (m?.sh) Vg (N.m) le(m)
Mélange eau/glycérine 1000 107° 0,068 2.633 x 1073

Nous souhaitons étudier la stabilité d’un film macroscopique en réponse a une pertur-
bation en fonction du rayon d’action moléculaire h,. Pour ce faire, nous fixons I’épaisseur



5.4. COMPARAISON SIMULATION/LSA 2D 159

initial h, du film a 0,1 [.. Nous faisons varier le rayon d’action h, et prenons Ax = h,
comme pas de maillage afin de s’assurer de la bonne discrétisation des forces moléculaires.
La longueur de glissement b ne joue aucun role dans cette étude et est fixée a 1076 m.
Quatre valeurs comprises entre h,/10 et 2h, sont étudiées. L’analyse de stabilité linéaire
réalisée a la section 3.5 permet de tracer le diagramme sur la figure 5.29 qui prédit la
stabilité des différents cas étudiés

STABLE

UNSTABLE

-5 -2 -1 o
10 10 10 10
h* e

FIGURE 5.29 — Domaine de stabilité d’un film plat d’épaiseur uniforme h, sur un plan
horizontal pour un angle de contact statique 6; = 60°. L’épausseur h, et le parametre
h, sont adimensionnées par la longueur capillaire [.. Les croix correspondent aux cas
(h«/le , ho/lc) étudiés dans cette section. Une échelle logarithmique est utilisée.

Ainsi, parmis les quatre situations, on voit que trois sont linéairement instables, et
une seule est linéairement stable. On considére un domaine spatial de longueur x €
[—0.06 ; 0.06] m. Le film liquide est initialisé par :

ho Va €[—0,05; 0,05]m

h(z,t =0) :{ . (5.20)

Le film liquide est alors perturbé a ses extrémités ou il passe brusquement de h, a 0, et
ou vont apparaitre les instabilités.

Résultats

La figure 5.30 présente I’évolution temporelle de I’épaisseur du film pour les quatre cas
étudiés. Les simulations semblent étre en bon accord avec 'analyse de stabilité linéaire, car
on constate que les trois films prédits instables se sont séparés en un arrangement régulier
de gouttelettes. Concernant la simulation du film prédit linéairement stable, on observe
sur la figure 5.30d que le film se rétracte pour adopter une forme d’équilibre circulaire.
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FIGURE 5.30 — Evolution temporelle de d’un film d’épaisseur initiale h, = 2,633 x 107* m
en fonction du rayon d’action h.. Les données du calcul sont résumées dans le tableau 77.

On peut donc conclure que le modele discrétisé retrouve fidelement ’analyse de stabilité
linéaire. On rappelle également que 1’épaisseur h, du film que nous avons choisie pour ces
simulations est de I'ordre de 10™* m, loin du véritable rayon d’action moléculaire de
I'ordre de 1078 m. Le film est donc censé étre toujours stable. Cependant, puisque ce
rayon d’action est égal a h, dans notre cas, les simulations ont montré qu’il faut que h,
soit petit par rapport a h, pour retrouver le bon comportement d’un film macroscopique
et éviter de créer artificiellement des instabilités.

5.5 Conclusion du chapitre

Nous avons proposé dans ce chapitre un modele continu a trois équations de type Saint
Venant (ainsi qu'une méthode de discrétisation spatiale et temporelle) qui a l'avantage
d’étre uniquement du second ordre en espace et donc adapté a une formulation de type
Volume Finis sur maillage quelconque. Ce modeéle tient compte des forces capillaires et
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moléculaires sans limite de validité en terme d’angle de contact (et donc de mouillabilité),
contrairement aux modeles classiques de lubrification trés majoritairement utilisés dans la
littérature.

L’intention de ce travail était de modéliser les aspects les plus importants de la dyna-
mique d’un film liquide & I’échelle macroscopique. Les simulations numériques bidimen-
sionnelles ont montré la faisabilité de ce modele a reproduire des écoulements de films
minces totalement et partiellement mouillant, et les résultats en termes d’étalement sta-
tique, d’étalement dynamique, et de régimes d’instabilités sont tous en accord avec ceux
de la littérature.

Au-dela de la simple validation de cas académiques, nous avons étudié la sensibilité
des résultats aux trois parametres ajustables de notre modele qui sont le rayon d’action
moléculaire h., la longueur de glissement b et le pas de maillage Az. La premiere conclu-
sion est que le pas de maillage Az doit étre du méme ordre de grandeur que h, (resp. que
b) pour modéliser correctement les forces moléculaires (resp. les forces visqueuses) au voi-
sinage du point triple lorsque ’épaiseur du film A tend vers 0. La deuxiéme conclusion est
que si hy < hy/10, avec h, Iépaisseur du film loin du point triple, les forces moléculaires
sont suffisament peu étalées pour retrouver la forme macroscopique, ’étalement statique
et 'étalement dynamique d’un film liquide déposé ou injecté sur un substrat. Le dernier
constat est que la longueur de glissement b influe surtout sur I’étalement et le profil dy-
namique de films totalement mouillant, et ce, méme jusqu’a des longueurs de glissements
de l'ordre des dimensions moléculaires [86]. Retrouver par simulation numérique la dyna-
mique exacte d’un film liquide 2D totalement mouillant est donc tres coliteux, méme avec
une discrétisation implicite en temps.
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Chapitre 6

Extension tridimensionnelle des
équations du modele continu

Les simulations numériques présentées au chapitre précédent ont montré la capacité du
modele proposé a reproduire des configurations d’étalement bidimensionnel de films tota-
lement ou partiellement mouillants. Nous présentons dans ce chapitre un modele continu
3D construit de fagon analogue au modele 2D. Nous vérifierons qu’il admet par extension
les mémes propriétés théoriques, telle que celle d’étre associée & une équation de conser-
vation de I’énergie. Nous nous intéressons également a l’analyse de stabilité linéaire du
modele proposé et discuterons de sa capacité a prédire la transition d’un film en ruisselets.
Enfin, nous proposons une discrétisation spatiale et temporelle du systéme et discutons
de ses limitations.
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6.1 Etablissement du modeéle continu

6.1.1 Hypotheéses du probleme et conditions aux limites

Le probleme mathématique est formulé en considérant un film liquide incompressible
en trois dimensions cisaillé par un gaz et se déplagant sur un substrat solide. Les axes x
et y sont orthogonaux et paralleles au substrat et ’axe z est perpendiculaire. La surface
du liquide correspond donc & z = h(x,y,t) et le champ de vitesse admet une composante
u®(z,y, z,t) longitudinale, une composante u¥(z,y, z,t) transversale, et une composante
v(x,y, z,t) normale a I’écoulement. Les effets de courbure du substrat sont négligés, il est
alors considéré comme un plan incliné localement d’un angle 8% (z,y) par rotation autour
de 'axe x et d’un angle 5Y(z,y) autour de 'axe y.

z Ti gi

FIGURE 6.1 — Schéma 3D d’un film liquide s’écoulant sur un plan incliné d’un angle f.

On rappelle les conditions aux limites (généralisées en 3D) choisies a la section 3.1.2
pour le champ de vitesse u(z,y,2,t) = *(u*, uY) dans le plan (2y), le champ de vitesse
v(z,y,2,t) dans la direction z, et le champ de pression P(z,y,z2,t). On applique une
condition aux limites de nullité & la paroi pour le champ de vitesse v(x,y, z,t) :

v(z=0)=0 (6.1)

une condition de Navier pour le champ de vitesse u(z,y, 2, ) :

u(z=0)=" (gj)(zo) (6.2)

avec b la longueur de glissement, et une condition de continuité des contraintes tangentielles
a Uinterface liquide/gaz :

Gu) (8ug>
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avec u,y(x,y, 2, t) le champ de vitesse dans le plan (xy) de la phase gazeuse et 7, = (77, 77)
le taux de cisaillement du gaz supposé connu. On applique également la condition de saut
de pression a l'interface suivante :

P(xvy7zzh):Pg($7y)+7lg K(x,y)—i—l'[d(h) (64)

avec I1%(h) = % la pression induite dans le film par les interactions moléculaires entre
les interfaces solide/liquide et liquide/gaz de densité surfacique d’énergie eg;s;(h), et
K(z,y) la courbure totale de I'interface liquide/gaz qui s’écrit de maniere exacte sous la
forme conservative suivante

Vi ] (6.5)

e ==y l(u [V P)

avec V.(*) lopérateur divergence et V(%) opérateur gradient.

6.1.2 Dérivation de I’équation de lubrification

Dans le cadre des écoulements rencontrés dans nos applications qui sont a faibles
nombres de Reynolds et a ondes longues, on rappelle que la dynamique d’un film liquide
mince peut étre décrite avec une bonne précision par ’équation de lubrification qui s’écrit
en trois dimensions

oh -~
o TV hal=0 (6.6)

avec u le champs de vitesse dans le plan (xy) moyenné sur la hauteur du film dont il faut
déterminer une expression analytique en fonction de I’épaisseur h du film afin de fermer
I’équation (6.6). Une expression peut s’obtenir par résolution approchée des équations de
N-S dans nos hypotheses d’étude qui sont

Fr~1
Re ~ 1, {Fr>>1’ We <« 1 (6.7)

La résolution est analogue a celle décrite a la section 3.1.4 dans le cas du modele bidimen-
sionnel et permet d’obtenir le champ de vitesse de type Poiseuille et le champ de pression
suivant

2

L 1 i
u(r,y,2) = ul " = L [VP - p g (2 —h(z + b/3>> + %(z +b/3)  (6.8a)
h + 2b

_ Do e h(h + b) 37; Q

Poiseuille ? 3

= = - P _ _——_— .
—Vh O€disi

P(z,y,z) = P, +v, V. + Zh—z—i—( ]> 6.8¢c

= P*(z,y)

avec gt = ¢ (g%, gY) et g* respectivement l'accélération gravitationnelle projetée sur le
plan (zy) et sur 'axe z. L’équation de lubrification décrivant 1’évolution temporelle de
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Iépaisseur h(z,y,t) d'un film liquide 3D s’écrit alors

] o _
v (P, +,V.
( S ITFE W”D
Oegisi
oh h2(h+b . isj
Oh . | _Ph+b) +V(”g [h z”( oh )) =0  (6.9)
ot 3u 9
sy (h3p
P95 | hxo

Comme sa version bidimensionnelle, cette équation est du quatrieme ordre en espace. Elle
va donc étre remplacée par un systéme d’équations de type Saint Venant mieux adapté a
une formulation de type Volume Finis sur maillage non-structuré.

6.1.3 Dérivation du systéme équivalent de type Saint Venant

Ecriture et fermeture des équations

La démonstration permettant d’obtenir le bilan intégral 2D de conservation de la quan-
tité de mouvement a la section 3.2.1 se généralise aisément en trois dimensions. Le systeme
d’équation de type Saint Venant décrivant I’évolution temporelle de 1’épaisseur h et du
débit volumique linéique ¢ = hw d’un film liquide 3D est donné par :

oh _
9(pq) _ " .
5 +V.phu®u]l=-h VP +hlpgi— VP —Tw+T; (6.10b)

ou la pression P* s’écrit

—Vh
(1+ | Vh |?)

Oe 1S]
1/2] +pg’[h—2z+ ( adhj) (6.11)

et ou le produit tensoriel moyen u ® u est donné par

(6.12)

uru®  uruy
uQuU =

wYu®  uwYuY

La contrainte visqueuse du fluide sur la paroi solide 7, et le produit tensoriel moyen u ® u
constituent deux inconnues de trop qu’il faut exprimer analytiquement en fonction de h et
de q. En supposant que le profil de vitesse u(z,y, z) est donné par I'expression analytique
(6.8a), la contrainte visqueuse s’écrit

_ (% _3pa T b
Tw_u(%>(zo)_h(h+b) 2<h+b> (6.13)

et en prenant le produit tensoriel

URUZTURT = (6.14)

u® uT  u® u¥
w¥ u® ¥ u¥
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Le modele de type Saint Venant proposé s’écrit

ZZHV. [ha] =0 (6.15a)
=2 L V. [ph = —hVP 4+ h[pgi—VP]— ——— 4+ -1y — — " (6.1
5 T [phu ® u h + h[pgt o) h(h+b)+2” Tt (6.15b)

Justification des fermetures

On montre facilement que le bilan (6.15b) peut s’écrire sous la forme non-conservative

suivante ( ) Poiseuill
Di 8i ﬁ :L,’ y’ t _ ﬁ orseuite
lZﬁﬁ‘{ﬁ’Vﬂ}Z— (z,y)
Dt ot T,

avec T, = ph(h + b)/3p une échelle de temps et H@ oés)e“me le profil de vitesse analytique

(6.16)

utilisé pour fermer I’équation de lubrification (6.9). Cette équation a déja été résolue a
la section 3.2.2, et on en déduit que le champs de vitesse vérifie aux échelles de temps
Tops = Lo/u, d’étalement du film liquide

@ (2,y,t = Tops) = w08 (6.17)

Les fermetures respectives (6.13) et (6.14) sur la contrainte visqueuse et le produit tensoriel
sont justifiées car elles guarantissent que le systéme de type Saint Venant (6.15) proposé
est équivalent a I’équation de lubrification (6.9) aux échelles de temps étudiées.

6.1.4 Systeme augmenté

Par extension tridimensionnelle de 'idée de Noble et Vila [12], on considére une nou-
velle inconnue p = Vh dont 1’équation d’évolution s’obtient en dérivant spatialement le
bilan intégral de masse (6.6)

V[(ZL}JrV[V.(hu)]:O
= ;[Vh]JrV[{Vh\u}JrV(h V.(w)]=0 (6.18)
— P v ((pu))= V[ V.@)]

En ajoutant (6.18) au systéeme de Saint Venant (6.15), on obtient le systéme a trois
équations suivant :

g’; +V.[ha =0 (6.19a)
Ip — _
5 T Viplu}]=-VI[(V.(@)] (6.19D)
a(ap:l)—ﬁ-v.[phu®u]+h VP* =8(h,pq) (6.19¢)
avec S(h, pq) la somme des termes sources donnée par
__3vra _ 3T (b>
S(h,pq) = hh D) +hip gt — VP + 575 i3 s (6.20)

Su(h,pq) Sg,7(h)
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ou l'on distinguera les termes sources visqueux S, (h, pq) des autres termes sources volu-
miques et de cisaillement Sg - (h). Ce systeme est uniquement du second ordre en espace
et les inconnues sont 'épaisseur h du film, le gradient spatial d’épaisseur du film p =
t(p®,pY) et le débit massique linéique pg =t (pg®, pg¥).

6.1.5 Mise sous forme conservative du bilan de quantité de mouvement

Nous cherchons I'expression d’un tenseur F, qui vérifie :

V. |E|=hvP (6.21)
avec P*(x,y, z) la pression dans le liquide donnée par :
aedis' —Pp
P (z,y,z)=pg°lh—z]+ ( ]> + vy V. ] (6.22)
oh (1+ | p )2

En introduisant la densité surfacique d’énergie totale d’un film liquide 3D donnée par

phlw|* pg*h?
efim(T,y) = ’2 | + 5 +s1 +Yig A/ 1+ | P |2+ eaisj(h) (6.23)
D e H,_/ — . ‘
= €cin = egrav = €capi

ainsi que la variable thermodynamique ¢ conjuguée a la variable conservative U =1 (h, p, pq)
du syteme (6.19)

aeﬂlm/ah ‘ ‘2
€T yA u Oe 1S]
o (geﬁlmﬁgpy> 0 g*h — P : + ( adhj)
p=| P | = €film/Op = Yig —~B— (6.24)
- 0c fim | Opa” v
oefiim/0pq”
On peut montrer que
Tav 0 1S]
hVP*:hV[aeg + & ]]—hV[V.(cp”)]
Oh oh (6.25)
8egr(w aedisj > ] .
= . I| — . AP I
hv[( on | on )= hv[v(‘”:}

avec I la matrice identité. Le premier terme de (6.25) peut s’écrire sous la forme conser-
vative suivante :

=V [egrav +edisj]

hV aegmw 4 aedisj:| _v [h (aegrav 4 aedisj)] _ (aegrav 4 8edisj) \vd3

oh ' on oh ' oh oh | o 626)
Deyray Degisi 6.26
=9 [(n 25 ) (1 2 )
8 Tav 6 iS]
= V. |:<h egh - egrav) £ + <h eadh L - edi5j> I}

Et le second terme peut se décomposer sous la forme :

“h V[V.(oP)] = ~V [1 V. (") + V. (o) p (6.27)
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tel que :
V.(e’) p
_ | V-(P) p”
V. (¢P) p¥
VLT eP)| _ {e? | VD)
V.0 eP)| [{e? | VpY) (6.28)
[ z ,p* T @ (Op” opY op*  apY
EAE )+%(p () (B (% -
e T y - = . . .
5% ") + 55 ™) | | () + o (2 # (% - %

= V.lpe ]~ (¢ V" + ¢ Vp¥) — curl (p)

avec curl () Popérateur rotationnel qui renvoie pour tout champ de vecteur w = ¢ (w®, w¥)

dans R? le scalaire suivant :
owy  ow*

curl (w) = V. (wL) = or oy (6.29)

avec w =t (wY, —w®) lorthogonal de w obtenu par rotation de /2 autour de I'axe z.
Dans le cas particulier ot le champ de vecteur est un gradient, soit w = V f avec f(x,y)
un champ scalaire continu et dérivable, on a

_ow ot _ o (08Y 0 (f) _
curl(w)—a—x oy~ or <3y> 3y <3x> =0 (6.30)

En supposant que la variable p de notre systéme est un gradient (hypothése vraie si
p = Vh a Uinstant initial), on en déduit que curl (p) = 0 et que la relation (6.28) s’écrit

Enfin, en remarquant que :
N 8€capi T aecapi y _ P z DY y
Vecapz = ( ap* Vp* + pr Vp ) = ((,0 Vp* 4+ " Vp ) (6.32)
On obtient :
V. (Sop) p=V. {p ® ‘Pp — €capi i} (633)

Le tenseur de force linéique £ qui vérifie (6.21) admet finalement commme expression

[ aegrcw aedisj ) :|
. = — €grav — Cdisj I
Ep Vo) = | (n 25 o)+ (n T )| 1

+ _p & Sap — €Ecapi é} - [h V. (Sop)] £
h2

= P9 5+ [1 — cos (65)] [1 + } e_h/h*] L
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Et le systeme proposé s’écrit sous la forme conservative suivante

Oh B
Fn +V.[hul=0 (6.35a)
% +Vi{p|w}]=-VI[hV.() (6.35b)
WD) v fp b + V. [£ (00 V.(0)] = S(h.ra) (6.350)

6.1.6 Equation de conservation de I’énergie

Nous souhaitons montrer que le sytéme tridimensionnel proposé est consistant ther-
modynamiquement, i.e. qu’il est compatible avec les deux premiers principes de la ther-
modynamique énoncés a la section 3.3. Ces principes imposent que la variation d’énergie
libre d’un systéme thermodynamique isotherme au cours d’une transformation irréversible
est inférieure ou égale au travail des forces extérieures non-conservatives §W. On cherche
ainsi & prouver que I'énergie totale E i, = [q € fitm dQ vérifie

AE pipm < OW (6.36)

En introduisant les transformées de Legendre des densités surfaciques d’énergies suivantes :

L (egis;) = [h a(;dfj - edisj(h>:| I (6.37a)
8697"(11}

ég(eg”w) = h ah - egr(w(h) £ (637b)

L (ecapi) =P @ @P — €capi L (6.37¢)

L’expression (6.34) du tenseur de force linéique peut se ré-écrire :
E(hp) =LY+ L+ L~ [0 V. (o)L (6.:38)
Et le systeme (6.35) devient

Oh

otV lha=0 (6.39a)
%’; +V{{pl|lu}l+VI[hV.(@)]=0 (6.39b)
9(pq)

L V. phuow+ V. LI L7+ L] =V V. (") = S(hpg)  (6:39)
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En calculant le produit scalaire du systéme (6.39) avec la variable conjuguée ¢ définie par
(6.24), et en utilisant les relations suivantes :

aeafilm :‘Phg?*{ p 3P}+{<qu ‘9;‘1} (6.40a)
" V. [h @ = V. [(eqisj + egrav) T + L7 V. (@) + (%‘Z”) V. [h ) (6.40b)
(¢ | VI{p| @)} = V. lecwp @+ V. [ 7] - {a \ v. o]} (6.40¢)
{e? | V[ V.@)]} = V.[h V.(w) ] = h V. (u) V. (¢) (6.40d)
(" | V.pha@a)} = V. [ean @] — (a;;i") v.[h ] (6.40¢)
{cppq ‘ V. [ﬁ”g +QH =V. [g”g ﬂ] — L7 V. (@) + {ﬁ ’ V. [g]} (6.40f)
{" | =V [hV.(&")]} = =V.[h V() T + h V. (£P) V. (1) (6.40g)

On obtient I’équation différentielle sous forme conservative suivante :

Ocsin . ( e W + | (L + £+ L) 7]

=1u | S(h, 6.41
ot +[h V.(@) P — [h V.(¢P) 1] ) { | S( PQ)} ( )

En intégrant cette équation sur ’ensemble du domaine physique (2, et en supposant
des conditions aux limites périodiques aux bords du domaine, la variation temporelle
de I'énergie totale du systeme E;;,,, s’écrit :

dElem

= [ (@l S(h.pa)} do

_ _ 3 Ti b
—/Q{u ’ h(pge — VP,| + 3T <h+b>} dQ
W
AR

(6.42)

CBullm?

dQ
h+0b

D<0

Puisque les forces de viscosité D sont toujours dissipatives, le systéme (6.35) proposé est
donc consistant thermodynamiquement puisque le taux de variation de 1’énergie totale
Efiim du systeme est inférieur ou égal a la somme des puissance des forces extérieures
non-conservatives W.

6.2 Analyse de stabilité linéaire - Transition en ruisselets

On cherche a vérifier dans cette section que le modele continu proposé est capable
de reproduire des instabilités en "ruisselets”. La stabilité du film liquide est étudiée en
utilisant 1’équation de lubrification (6.9), qui a été démontrée a la section 6.1.3 équivalente
au syteme augmenté de type Saint Venant proposé. On s’intéresse au cas particulier d'un
film liquide injecté a débit constant sur un plan incliné et avec une couche limite gazeuse
au repos, qui a été étudié expérimentalement par Johnson [31]. La stabilité de ce cas a
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également été étudiée théoriquement par de nombreux auteurs [87, 88, 89] dans le cas d'un
film totalement mouillant (65 = 0°). IIs ont montré que le facteur d’amplification temporel
w;i(k) d’une perturbation transversale a I’écoulement de nombre d’onde k petit s’écrit (cf.
chapitre 2) :
0 ho(é) ho(g) ho(é) b &
wilk) x (/ { i ] { o - 1} [1 +on + hNU} dg) B (6.43)

—00

A notre connaissance, aucune extension de cette expression analytique au cas d’un
film partiellement mouillant n’a été démontrée. On propose ainsi une analyse de stabilité
linéaire qui tient compte des phénomenes de mouillage via notre modele de densité sur-
facique d’énergie de disjonction (3.100), et nous discuterons de l'influence des propriétés
de mouillage sur la stabilité du film. Nous présentons les étapes principales de I'étude de
stabilité et nous invitons le lecteur a se référer a 'annexe C pour une description plus
détaillée.

6.2.1 Etablissement des équations et adimensionnement

On considére un film liquide injecté avec un débit volumique linéique q = *[q,, 0]
uniforme dans la direction y sur un plan incliné d’un angle 3 par rotation autour de I'axe
y, on a alors :

gt = [g Sig @] , g°=gcos(B), 7, =0, VP=0 (6.44)

Les profils issus de résultats expérimentaux [31] et de simulations numériques [97] montrent
que si aucune perturbation n’est imposée au voisinage de la ligne triple, elle avance a vitesse
constante V' = ! [V® 0] sans développer aucune structure dans la direction y, comme
représenté sur la figure 6.2. Le champ d’épaisseur du film se caractérise par un bourrelet
pres de la ligne triple, un écoulement de Nusselt loin de la ligne, et peut étre décrit par
h(z,y,t) = ho (&) ou & = x — V* ¢, correspondant & un profil d’onde progressive avancant
a vitesse contante V*.

Ecoulement

h de Nusselt Bourrelet
A
P y
hNu Ligne
triple
> X

FIGURE 6.2 — Représentation d’un film s’écoulant a débit constant uniformément dans la
direction transversale y.
Sous les hypotheses (6.44), et en appliquant les changements de variable

E=a2-V"1 (6.45a)
ut=u-V (6.45b)
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Iévolution temporelle de ’épaisseur h(§,y,t) du film dans le repére mobile avangant a
vitesse constante V' est donnée par ’équation de lubrification suivante

- ’y V _Vh ‘| -
1 .
v [ Ao 1 T (14 | wh 2)
8h - ah 3/,L aedisj
E—V % —I—pgcos(ﬁ)[h—z]—I—( o ) (6.46)
h%(h +b)
k) .
i s TP g sin (B) |
En procédant a un adimensionnement en posant
E=EL,, y=4L,, VZ=V=a"", t=1t, (6.47a)
h=hh™N" b=bh"" | ensi = Eaisi Mg (6.47b)
avec
hNu(hNu+b) L hNu l2 1/3
—Nu . o c
— /. to = , Lo=|— 4
u 3 p g sin(B), —Nu 5in (3) (6.48)

L’équation de lubrification décrivant I'évolution de 1'épaisseur A(€, ,) d'un film s’écrit :
Dy(8) V. [R(h +b) Vi
Vh

-
~ V. |R2(h+ bV | V. — 7
(1+ | VA ]?)

h - Oh 1
oh anh_

o a1 (6.49)
ot 0 1+b o 9 1
+ Dygis; (B) V. h2(h+b)V( 8%”)
%{_‘VI
= fa(R)Vh
_9 [R2(h+ )]
O
olt Dyis;i(B), Dy(B), Ca et fa(h) ont pour expression
30, —-2/3 L gV
Dyis;i () = a , Co= 6.50
aisj (9) <1+b) Vg (6.508)
30,\Y3 - DEgisj
D,(B) = z t h) = | —— 6.50b
W0 = (752) cotl) . falh) (W (6:50b)

6.2.2 Linéarisation du systéme autour d’un état d’équilibre

Si la ligne triple est perturbée (par des forces extérieures ou des hétérogénéités du
substrat), on constate expérimentalement qu’une instabilité transversale a ’écoulement
(dans la direction §) peut apparaitre et le front d’avancement du liquide transitionne en
ruisselets, comme représenté sur la figure (6.3).
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By b gy

FIGURE 6.3 — Représentation de 'apparition d’une instabilité transversale au voisinage du
point triple d’un film s’écoulant a débit constant uniformément dans la direction trans-
versale .

On étudie alors la stabilité du film liquide en imposant :

(f y7 ) (5) +e h1(£7y7 ) (651)

qui se compose du profil en onde progressive h, (&) auquel on applique une perturbation
e hi(€,7,1) dans la direction transversale §j, avec ¢ < 1 I'amplitude infinitésimale de la
perturbation. En injectant cette décomposition dans ’équation de lubrification (C.6), et
en se placant dans ’hypothése “onde longue”, soit

Vi<l — VTL 2|~ Vh (6.52)
(1+ | VA ]?)
On obtient I’équation en puissance de € suivante :
v G L LR
aaii o\ | : +b1 | FoE) (6.53)
+e (at_vx ag) te g bilho )

avec Lo(ho) et Li(ho,h1) des opérateurs linéaires du quatriéme ordre respectivement
donnés par (C.12) et (C.13) dans 'annexe C. En I’absense de perturbation, soit h; = 0,
ona: .

Ohy 1
2+ —

o6 14D
et s'écrit aprés intégration dans la direction € et en utilisant les conditions aux limites

(C.17) et (C.18)

7T

Lo(ho) = (6.54)

J2( {~ (€) + ~} — Daisi(B) fa(ho(£)) ahg(@
b

Oho(§) | 0°ho(E)
st +1

7
R
R

—ho(§) =0 (6.55)

b - Dg(ﬂ)
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Cette équation différentielle permet de calculer le profil en onde progressive Bo(é ) qu’adopte
le film liquide uniformément dans la direction g en l’absence de perturbation (dans la li-

-1 Ohg
mite F# < 1).
6.2.3 Relation de dispersion

Afin de pouvoit étudier la stabilité du film en réponse a une perturbation dans la
direction 7, on adopte la décomposition suivante :

(3,8 = (&) k=21 (6.56)

avec k = 27 / A le nombre d’onde de la perturbation, \ sa longueur d’onde, et @ le facteur
d’amplification temporel qui se compose d’une partie réelle et imaginaire, soit :

W =00, +1iQ; (6.57)
En injectant cette décomposition dans 1’équation (6.53), on obtient la relation de dispersion
suivante :
wr =0 (6.58a)
1

@ o) = 15 Lo (9(9) (6.58D)

avec L, (4,0(5)) un opérateur linéaire du quatrieme ordre donné par (C.33). L’équation
(6.58b) est un probléme aux valeurs propres qui est généralement résolu numériquement
(97, 107] pour chaque nombre d’onde k. Il nécessite de connaitre le profil non-perturbé en
onde progressice h, (£) que l'on peut obtenir soit par simulation numérique 2D, soit par
résolution de I’équation (6.55).

6.2.4 Résolution analytique

Toutefois, il est possible d’obtenir une expression analytique du facteur d’amplification
temporel @; en se placant dans la limites des grandes longueurs d’onde, soit £ < 1. On

peut ansi écrire @; et p(§) sous la forme d'un développement limité [89] en puissance de
k? (justifé en Annexe)

i = (@), + B (@), + O () (6.59a)

(&) = wolE) + Fp1() + O () (6.59D)

En injectant ce développement dans I’équation (6.58b), on obtient apres résolution de
I’ordre O en k

0 (6.60a)
ol(§) = <aho> (6.60D)

et de lordre 1 en k

(@), = /0 (Po [ho—1] [14ho+D]) ag (6.61)
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6.2.5 Conclusion et discussion

On en déduit que la facteur d’amplification temporel d’une perturbation dans la di-
rection y transversale a I’écoulement s’écrit

& = UO (Fo [ho—1] [14Ro+]) dé] i+ 0 (k) (6.62)

—00

soit en dimensionné

w; = </0 mﬁ)} {’;ﬁ - 1] [1 + hhj(vi) - hf;u} d§> K+0 (k) (6.63)

—0o0

Dans la pratique, la longueur de glissement b est négligeable devant 'épaisseur hV* de
I’écoulement de Nusselt loin de la ligne triple, on a alors :

wi ~ < / ’ [};fvﬂ {hhf(é) - 1]2 dg) k40 (k') (6.64)

—0o0

L’expression analytique du facteur d’amplification d’un film partiellement mouillant
est donc identique & celle d’un film totalement mouillant [87, 88, 89]. On en déduit que la
forme du bourrelet du profil longitudinal h, (§) au voisinage du point triple joue un role
central sur la stabilité linéaire du film. En effet, si ce bourrelet est suffisamment haut et
large par rapport & 1'épaisseur hV* loin de la ligne triple, w;i(k) est positif et le front de
liquide est instable en réponse a une perturbation dans la direction transversale. On en
conclut également que les propriétés de mouillage ont bien une influence sur la stabilité
du film puisque nous avons vu au chapitre 2 que la hauteur du bourrelet augmente avec
I’angle de contact statique 5. Par conséquent, un film est d’autaut plus susceptible d’étre
instable en réponse & une perturbation transversale qu’il est peu mouillant.

L’expression analytique (6.64) donne des informations sur la stabilité mais ne per-
met pas d’estimer la distance entre les ruisselets car il manque la contribution négative
(donc stabilisante) et proportionnelle & k* due aux forces capillaires. Cependant, nous
avons vu au chapitre 2 que méme une résolution numérique du probleme aux valeurs
propres (6.58b), permettant d’obtenir I'expression du facteur d’amplification w;(k) pour
tout nombre d’onde k, ne permet d’obtenir qu’une estimation qualitative de I'’espacement
des ruisselets sur des configurations de film tombant. Par conséquent, cette résolution
numérique n’a pas été effectuée dans une premiere approche.

6.3 Schéma de discrétisation numérique

On présente dans cette section une méthode de discrétisation, de type Volumes Finis
sur maillage bidimensionnel non-structuré, du systeme augmenté de Saint Venant pro-
posé a la section 6.1. Nous verrons toutefois que la méthode proposée souffre encore de
sérieuses difficultés et nécessite donc encore plusieurs améliorations qui, par manque de
temps, n'ont pas pu étre totalement développées et validées dans le cadre de la these.
Par conséquent, nous proposerons également une méthode de discrétisation alternative
qui présente certaines limitations, mais qui a permis de réaliser des premieres simulations
tridimensionnelles d’étalement de films afin de valider le modele (6.35).
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6.3.1 Notations
Définition du domaine et des cellules

On rappelle que le systeme de Saint Venant se compose d’équations intégrées dans
la direction z, le domaine physique d’étude € est bidimensionnel dans le plan (zy). Le
domaine de calcul est alors subdivisé en N, surfaces (aussi appelée cellules ou mailles)
de controle disjointes, qui sont des polygdnes dans le cas de maillages 2D non-structurés
généraux. L’ensemble des cellules {Qi}ie[[l; n,] du domaine vérifie :

Nc
Q=J % (6.65)
=1

Pour chaque cellule €2;, on note G; son centre de gravité défini par :

T; 1
Gi=|"]= / dQ 6.66
(y) 1] Jo, X (6.66)

avec | ; | la surface de la cellule et x = !(z,y) un vecteur de coordonnées cartésiennes.
On note Ep(i) = {Pj1,- -+ , Py} I'ensemble des coordonées des n sommets de la cellule ;.

La face commune & deux cellules §; et ©; est notée I';; (ou I'j;) et est définie par

Iy = 0Q; N 08 (6.67)
On note mn;; le vecteur normal unitaire a I'arréte I';; orienté de la cellule €2; vers la cellule
(;. Par définition, on a n;; = —nj;. Le centre de gravité B;; de la face I';; est défini par
1
Bl'j = 7/ X dQ (668)
| Tij | Jry

avec | I';; | la longueur de I'arréte. L’ensemble des notations est représenté sur la figure
6.4

FIGURE 6.4 — Notations associées a une cellule €2; et une de ses cellules voisines €2;.

Enfin, il est utile de définir la taille minimale A{) et maximale Af\{i d’une cellule par

Ag, =  iof —21)? + (y2 — y1)* 6.69
Q= eQl_\/ (22 —21)% + (y2 — y1) (6.69a)
Ag, = sup \/(362 —21)? + (y2 — y1)? (6.69b)

X1,X2€82;
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corespondant respectivement a son diametre minimal et maximal. On défini également la
résolution du maillage, notée Ag, comme le diametre maximal de ’ensemble des cellules

du domaine, soit

Aq = sup AQMZ, (6.70)
1€[1;N]

Dans le cas de grands diameétres de cellules, on parlera de petite résolution de maillage, et
dans le cas de petits diametres, on parlera de grande résolution.

Définition des voisinages
La formulation discréte des opérateurs mathématiques sur un maillage nécessite de
définir plusieurs notions de voisinage entre les éléments du maillage. On définit :

— le voisinage V(i) de la cellule ©; comme ’ensemble des indices j tels que les cellules
€; et €; aient une face en commun.

— le voisinage Vp(k) d’un sommet P; comme ’ensemble des indices j des cellules €2;
rattachées a ce sommet.

Ces voisinages sont illustrés sur la figure 6.5.

(a) Définition du voisinage V(i) (en rouge) (b) Définition du voisinage Vp(i) (en rouge)
d’une cellule ©; (grisée). d’un noeud P;.

FIGURE 6.5 — Définition du voisinage d’une cellule €2; et d’un noeud F;.

Définition des cellules fantémes

Les conditions aux limites sont traitées d’un point de vue numérique en utilisant des
cellules fantomes (déja introduites dans le cas 2D a la section 4.4) situées au bord du
domaine et dans lesquelles on impose certaines conditions sur les valeurs des variables. Ces
cellules sont appelées cellules limites et les faces qui constituent la frontiére du domaine de
simulation sont appelées faces limites. A chaque face limite, on associe une cellule limite
construite en effectuant une symétrie de la cellule interne par rapport a la face limite
considérée, comme représenté sur la figure 6.6.
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Face limite I';;

FIGURE 6.6 — Définition de la cellule limite Q; (en pointillée bleu) construite par symétrie
de la cellule interne ©; (grisée).

6.3.2 Meéthode de calcul des gradients discrets

Nous verrons plus loin dans ce chapitre que pour des besoins de conditions aux li-
mites ou d’initialisation du calcul, il est nécessaire de calculer des gradients de solution
discrete au centres de gravité des cellules €2; ou au centre des faces I';;. Nous avons retenu
la méthode des moindres carrés pour le calcul de ces valeurs discretes car elle est bien
adaptée pour l'interpolation sur des maillages non-struturés généraux et est peu coliteuse
en terme de temps de calcul. On présente dans un premier temps le principe général de
I’approximation du gradient par la méthode des moindres carrés. On présente ensuite
comment cette méthode est appliquée pour le calcul des gradients discrets aux centres des
cellules et des faces.

Principe de la méthode des moindres carrés pour le calcul d’un gradient discret

On considere une solution discrete {dj}je[[1- n] connue sur un ensemble de N points

M;, j € [1; N], de coordonnées x; = “(xj,y;). On cherche a évaluer le gradient discret
Vd; de la solution d au point M; de coordonnées x; = *(z;,v;), avec i ¢ [1; N]. Dans un
voisinage V, (i) € R? autour du point M;, on définit I’approximation linéaire suivante

VM e V,(i), d(M) = d; + {Vd; | MM;} (6.71)

L’ajustement de ce modele par la méthode des moindres carrés consiste & chercher la valeur
optimale du gradient discret Vd; = *[(d;), (d;),] au point M; qui minimise la somme S,
suivante )
Si= Y |4—dMy)] = Y (4 - di—{Vd; | MM (6.72)
JE€Eo(4) A0
ou & (1) ={j € [1; N] | Mj € V(i) et i # j} est 'ensemble des indices des points dans le
voisinage du point M;. On note N; = Card (&,(i)) le nombre de points dans ce voisinage.
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La minimisation de la somme S; est équivalente a la résolution du systeme

8351_) -0 E;() [dj — di — {de ’ MJM,}] [.’L‘j — wz] =0

= (I 6.73

{ O > (VMM ) = 0 (O
J€€o(2

qui se ramene a la résolution du systéme d’équations linéaires
A; Z; = B; (6.74)

avec A; une matrice carré de taille (2 x 2)

% [2j — @] , ;(l) [z — @] ly; — vil
A = jE€o(i J€€o(i 6.75
= > zj —wily; — vil > [yl (6:75)
je€ali) jE&a (i)

et Z; et B; respectivement 'inconnue et le second membre donnés par

ad; , ;(A) [zj — @il d;
Zi=|8), B;=|"c=" 6.76
(%‘i}) > lyi—wild; (6.76)
J€EL(4)
On a a alors .
Z = [&} B; (6.77)

-1
avec [&} I'inverse de la matrice A;. Dans le cas ou I’ensemble des points géométriques

du maillage est fixe (ce qui est notre cas), la matrice A; est a coefficients constants. Par
conséquent, le calcul et l'inversion de cette matrice n’a besoin que d’étre effectué une
seule fois (& Dinitialisation du calcul par exemple). Ce résultat est alors stocké de sorte
que la mise & jour du gradient discret Vd; ne nécessite que de calculer que le produit
matrice-vecteur (6.77) en chaque point M;.

Calcul des gradients discrets dans les cellules

La méthode des moindres carrés décrite au paragraphe précédent est utilisée pour
calculer le gradient discret de la solution discréte aux centres de gravité des cellules du
maillage. L’intérét particulier de ce calcul est d’initialiser la variable p; par (Vh); aux
centres de gravité¢ de toutes les cellules {€2i};cpy, . du domaine. L'ensemble &o(i) des
points du voisinage d’une cellule ; utilisé pour évaluer le gradient discret est constitué de
I’ensemble des centres de gravité des cellules voisines internes et limites ayant au moins une
face en commun. On a donc &,(i) = V(i) comme illustré sur la figure 6.7a. L’utilisation
des cellules voisines limites permet de s’assurer que le nombre de points dans le voisinage
soit suffisamment important (au moins 2) pour que le probléme (6.84) ne soit pas sous-
déterminé dans le cas d’une cellule en bord de domaine, comme illustré sur la figure 6.7b.
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/Cellules
 limites

(a) Cas d’une cellule a 'intérieur du domaine (b) Cas d’une cellule au bord du domaine
physique physique

FIGURE 6.7 — Identification des points utilisés pour le calcul du gradient discret au centre
G; d’une cellule §2; par la méthode des moindres carrés.

Calcul des rotationnels discrets dans les cellules

Soit w = (w®, w¥) un champ de vecteur bidimensionnel. On peut calculer par moindres
carrés (voir paragraphe précédent) les gradients discrets des deux composantes w® et wY
du vecteur aux centres de gravité des cellules du maillage, soit

vy = [GB)] = [(5),
(Vw®); = (ag;)z , (VuY); = <8Tu;y>z (6.78)

On peut alors évaluer le rotationnel discret du champ de vecteur w par

[curl (w))], = ((9(3“;;,)1 - (8811;)1 (6.79)

D’un point de vue théorique, si le champ w est un gradient, soit w = V f avec f(z,y) un
champ scalaire continu et dérivable, il vérifie (voir section 6.1.5)

curl (w) =0 (6.80)

On peut montrer que si w; est un gradient discret de f calculé par moindre carré au centre
de la cellule ©;, alors le rotationel discret du champ discret w; vérifie également (6.80) a
I’échelle discrete sur un maillage cartésien.

Calcul des gradients discrets sur les faces

Enfin, la méthode des moindres carrés est également utilisée pour calculer le gradient
discret de la solution discréte aux centres de gravité des faces du maillage. Ce calcul est
utile en particulier pour la définition des conditions aux limites aux bords du domaine
physique que nous introduirons a la section 6.5. Dans le cas d’une face entre deux cellules
2; et 5, Pensemble des points du voisinage Vr (i, j) utilisé pour évaluer le gradient discret
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au centre de gravité B;; de la face I';; est constitué des centres de gravité des cellules
voisines ); et €}, et des sommets de cette face, comme représenté sur la figure 6.8.

FIGURE 6.8 — Identification des points utilisés pour le calcul du gradient discret au centre
B;; d'une face I';; par la méthode des moindres carrés.

6.3.3 Méthode d’interpolation en un point

La discrétisation spatiale que nous allons proposer a la section 6.3.5 ainsi que le calcul
des gradients discrets sur les faces, nécessitent d’interpoler des valeurs de solution discrete
connues au centres de gravité des cellules vers des sommets P;. On présente le principe
général de l'interpolation toujours basée sur une méthode des moindres carrés, puis son
application pour le calcul des valeurs discrétes aux sommets.

Principe de la méthode des moindres carrés pour l’interpolation en un point

On reprend les notations introduites au paragraphe précédent. On considere une so-
lution discrete {dj}je[[l; 7 connue sur un ensemble de N points Mj, j € [1; N, de coor-
données x; = '(x;, y;j). On cherche a évaluer la valeur discréte d; de la solution d au point
M; de coordonnées x; = *(z;,y;), avec i ¢ [1; N]. Dans un voisinage V,(i) € R? autour
du point M;, on définit I'approximation linéaire suivante

VM € V,(i), d(M) = d; + {Vd; | MM;} (6.81)
L’ajustement de ce modele par la méthode des moindres carrés consiste & chercher les
valeurs optimales de d; et de Vd; = *[(d;),, (d;),] qui minimisent la somme S; suivante

A 2
Si= Y [—dMp)] = X - di—{Vd [ MM (682
=R 0) J€&o(7)

La méthode d’interpolation par moindres carrés fait donc intervenir deux parametres
d’ajustement (d; et de Vd;) alors qu’il n’y en a qu’un seul (Vd;) dans le cas du cal-
cul du gradient discret. La minimisation de la somme S; est équivalente a la résolution du

systeme
s > ldj —di ={Vdi | MjM}][zj — 2] = 0
8%@31 =0 J€EL(4)
8(dii)sy =0 = jeSZ(i) dy = di = (Ve | MMl =l =0 (6.83)
5 = 0 > ldj—di —{Vd; | M;M;}] = 0

J€EL(7)
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qui se réécrit sous la forme vectorielle suivante
A Z; = B;

avec A; une matrice carré de taille (3 x 3)

>l — ) X [y —wllyy—vl X (v —
JEEL(2) JEEL(7) ) JEEL(7)
A= | 2 [z —willy; — vl 2 [yi—wil 2 v —wil
— j€€o(4) J€EL(7) j€€o(4)
> [z — ] > [y — vl > o1
jegali) jcEali) Jegai)

et Z; et B; respectivement 'inconnue et le second membre donnés par

> [xy—x)d;
o4, jegs) ’
y |’ JEEL(4)
di Z dj
j€EL(1)
On a a alors .
z= A B

185

(6.84)

(6.85)

(6.86)

(6.87)

-1
avec [é} I'inverse de la matrice A;. Dans le cas ou I'ensemble des points géométriques

du maillage est fixe, la matrice A; est a coefficients constants et n’a besoin d’étre calculée
puis inversée qu'une seule fois. La mise a jour de la valeur discrete d; interpolée au point

M; ne nécessite de calculer que le produit matrice-vecteur (6.87).

Interpolation des valeures discrétes aux noeuds

La discrétisation spatiale que nous allons proposer a la section 6.3.5 nécessite une
interpolation des valeurs de la solution discrete connues aux centres de gravité des cellules
vers les sommets. Cette interpolation est faite en considérant que le voisinage d’un sommet
P; est Vp(i), soit 'ensemble des cellules (internes et limites) rattachées a ce sommet (figure

6.9).
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FIGURE 6.9 — Identification des points utilisés pour 'interpolation des valeurs discretes
connues aux centres des cellules vers un sommet P; par une méthode des moindres carrés.

6.3.4 Intégration par la méthode des Volume Finis

Le systeme proposé peut s’écrire sous la forme conservative suivante :

%?Jrv [Fn]=0 (6.88a)
9. [5]-v.[c)] o

—+v [ Fpq |+ ¥ [R }:V.{i}—l—sgﬂ-(h)vLS,,(h,pq) (6.88¢)

avec Fp, Iy et F,q les tenseurs convectifs donnés par :

Fo=hw, Fp={plu}l, Fyq=pq@u (6.89)

avec R,q le tenseur associé aux forces linéiques du premier ordre donné par :

Rpg =L+ L+ L (6.90)

et Gp et Gq les tenseurs associés aux termes du second ordre qui s’écrivent :

Gp=[-h V.(@)|I, Gpg=[hV.(g")I (6.91)

<

En intégrant le systéme (6.88) sur chaque cellule €;, on obtient la formulation intégrale

- / {Fh | mij} dU (6.92a)
at QZ
JEVG
Opi _ 1
ot Z / (Fp—Gp) my dr (6.92b)
JGVG
9(pq)i
(Qf) - |Q | Z i*@‘ﬁ) ni; AU+ (Sgr); + (S0);,  (6.92c)

J€Va (i
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avec h;, p; et (pq); les variables conservatives moyennés sur la cellule €; données par :

= p dQ, (pq); / (rq) (6.93)
Y I/ |Q |

et (Sg,T)i et (8,), les termes source moyennés sur la cellule §; que ’on approxime par :

h; =

1
(Sg,r); = |Q|/ Sy A2 =S4+ (h;) (6.94a)

(80 = g J, v 42= 8.0, (pa)) (6.94b)

\Q!

En définissant 'approximation discrete f;; d'un flux f traversant la face I';; de la cellule
€Q; vers la cellule €; par : N

fij |Fz] |/ f Y dr’ (695)

On peut introduire les flux discrets suivants

1
mfmj {Fh | niz} dT

(Fh)ij
Fij = | (Fp)ij T, |fF Ip ny; dU (6.96a)
F,,) g
( rPq]
T fr qu n;; dI’
[Ty
0 1
Rij = 0 |,tel que (Ryq)ij == | Rpqni dI (6.96b)
(R )i | Lij | Jr,;, ==
0q)ij
0
0 1
G n;; dI’
Gij=| (Gp)ij | = |11” | ey ! (6.96¢)
(qu)z‘j fl‘ qu n;j dr
| Ty |

Finalement, en introduisant la variable conservative discrete U; =! (h;, pi, (pq)i), le
systeme d’équation s’écrit sous la forme vectorielle

0
oU; _
ot Z Hi;(U;) [Ty | + 0 (6.97)
JEVG( ) Sq-(U;) +8S,(U;)

avec H;; (= Fij + R;j; — G;;) le flux numérique total traversant la face I';; que nous allons
exprimer en fonction de I'inconnue discrete U; au paragraphe suivant.

6.3.5 Schéma de discrétisation spatiale

Discrétisation des flux liés a la partie convective

Par analogie avec le schéma de discrétisation adopté pour les équations bi-dimensionnelles
au chapitre 4, les termes de transport sont décentrés suivant que la convection est entrante



188 CHAPITRE 6. EXTENSION 3D DES EQUATIONS DU MODELE CONTINU

({@i; | nij} < 0) ou sortante ({@;; | mi;} > 0) dans la cellule §2; a travers la face I';;, avec
u;; la vitesse moyenne sur la face donnée par :

wy = 5 (4 ) (6.99)
Les flux numériques s’écrivent alors

(Fr)ij = max [{W;; | ng;}, 0] hy +min [{@;; | ni;}, 0] hy (6.99a)

(Fp)ij = {uij b _;pj } n;; — sign ({w;; | ni;}) {Uij P gpi } n;j (6.99Db)

(Fpq)ij = maz [{w; | nij}, 0] pgi + min [{wi; | ni;}, 0] pg; (6.99¢)

avec sign(z) la fonction ”signe” donnée par

. 1siz>0
sign(x) = {1 i3 <0 (6.100)

Discrétisation du flux associé aux forces de pression du premier ordre

Comme en deux dimensions, une formulation centrée est également utilisée pour I’évaluation
du terme de pression dans I’équation de quantité de mouvement, soit

(Ryq)ij = % [(qu) + (Rm)J ni; (6.101)

ou (qu>. et (qu) ~sont les approximations du tenseur de force linéique (6.91) dans les
S— 4 S —
cellules €2; et €2; et sont donnés par

(Boa), = Bog (hi-p)  (Fpa) = Byq (hj.p) (6.102)

Discrétisation du flux du second ordre

La discrétisation du flux du second ordre G;; est réalisé avec un schéma centré en
espace. Les deux composantes du flux numérique intervenants dans 1’équation de tranport
(6.92b) et 'équation de quantité de mouvement (6.92c) ont alors pour expression

1

(Gpij = —5 (hi + hy) [V.(w)];; mij (6.103a)

(Goalis = 5 (i + 1) [V i (6.103)
avec [V.(w)];; (resp. [V.(¢P)],;) Vapproximation discréte de V.(@) (resp. de V.(¢P)) au
centre B;; de la face I';;. La méthode adoptée pour évaluer ces termes discrets est basée
sur l'utilisation d’une cellule diamant introduite par Coudiere et al. [111]. Cette cellule
fictive, notée Q;;, est construite & partir du voisinage Vr (i, j) du centre de gravité B;; de
la face I';;, soit les centres de gravité G; et G; des cellules voisines et des sommets P
et P, de cette face, comme représenté sur la figure 6.10. Cette cellule est un quadrilatere
dont le contour 9€);; est délimité par

— une face I'; ;, de sommets G; et P et de vecteur normal unitaire n;
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— une face I'j; de sommets G; et P, et de vecteur normal unitaire n;;
— une face I'; ;, de sommets G; et Py et de vecteur normal unitaire n; j,

— une face I';; de sommets G; et P, et de vecteur normal unitaire n,;;

FIGURE 6.10 — Notations associée a une cellule diamant €2;;.

On approxime div(w) au centre B;j; par la relation

V.(w)];; = |Qw|/ div(u

En utilisant le théoréme de Green-Ostrogradski, on peut écrire

o, (@] nyp} T

X B 1|+ (@] g ar
w|ntdl = — il

wlnd = 7|+ ) (@ | i) ar

V-l = | Qij | Jo,,
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(6.104)

(6.105)

En définissant I'approximation discrete a; j, de la vitesse moyenne w sur la face I'; ; par

1 1
ﬂ,kzi/ u dI' = - (w; +up,)
! |Pj,k‘ gk 2 g

(6.106)

avec u; la vitesse moyenne dans la cellule €); et wp, la vitesse moyenne interpolée au noeud
Py, en appliquant la procédure décrite au paragraphe 6.3.3, 'approximation de div(@w) au

centre B;; s’écrit finalement

1,
| Djk | §(Uj+UPk) Nk

1 + [Ty

2 }

5 (@ +ap) |
1

+ ‘sz’ i(ﬂi—f—ﬁpk) nlk}

+ |r”|{ (G +p,) nu}

(6.107)
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En appliquant la méme procédure, 'approximation de div(¢P) au centre B;; s’écrit

\ngl{ (%ﬂopk) njk}
Lo ”‘{ (e + 1) "“} (6.108)
a1+ ml{ (! +¢%,) nk}

_+ \le\{ (%‘HOPZ) ni,l} ]

tel que cp? et go’llk s’expriment respectivement en fonction de la variable p; dans la cellule
2, et de la variable pp, interpolée au noeud P

Vg Pj Yig PP,
cp?zig J oo = ek (6.109)

Jirle 2T it e 2

6.3.6 Schéma de discrétisation temporel

Afin d’obtenir rapidement des premiers résultats, nous avons tout d’abord développé
un schéma volumes finis de type "ImEx”, ou "Implicite-Explicite” [112], beaucoup plus
simple & implémenter qu’'un schéma totalement implicite. On propose ainsi de résoudre
le systeme avec une méthode de ”splitting” a deux étapes. La premiere étape consiste a
traiter les flux H;; et les termes sources non-visqueux (Sg,~), de maniere explicite, soit

0
ur-u? 1
T X Um0 (6:110)
jeve () Sg.r(U})

avec U =t (h?,p?, (pq)?) la variable a l'instant t" et U} = ' (h},pf, (pq)}) la variable
intermédiaire. La seconde étape consiste a traiter le terme source visqueux (S, ), de maniere
implicite, soit

0

ntl _ prs n+1 * n+1
vrt-v; o _ i (el 3 v (a); (6.111)
At S, (UM At By (B4 D)

avec Ut =1 (h?+la P, (PQ)nH) la variable & I'instant suivant t"T1 = t” +At. Puisque
le terme source visqueux S, n’affecte que le bilan intégral de quantité de mouvement, on
a:

RPtt =nr ) pitt =p; (6.112)
et équation (6.111) peut se résoudre analytiquement et donne
n
(pq)i ! = ) — (6.113)

3v At

1 -
T o)

L’intérét d’impliciter les termes visqueux est que 'on assure qu’ils préservent le signe
de (pq)i. Des auteurs tel que Burguete [108] ou Liang [109] ont montré que si le terme
visqueux est discrétisé explicitement, il peut induire une force exagérée au voisinage de la
ligne triple qui peut inverser le sens de I’écoulement et qui n’est donc pas physique.
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6.3.7 Condition sur le pas de temps de simulation

Nous avons vu au chapitre 3 que l'utilisation d’un schéma explicite pour discrétiser
la version bidimensionnelle du modeéle proposé oblige a prendre un pas de temps tres
petit, de 'ordre de Az?, pour des raisons de stabilité numérique. Cette contrainte a été
obtenue en calculant la célérité des ondes a la surface d’un film perturbé autour de son état
stationnaire. Cette célérité peut se généraliser en trois dimensions et a pour expression

ho h

a2edis' 0
cr = Uy | £4/9% ho + — <J> + —v | k|2 6.114
=l ¢ o (G, ke e

avec u, la vitesse moyenne de 1’écoulement stationnaire et k le nombre d’onde de la
perturbation. Dans le cas des équations discrétisées, la norme | k |; d’'un nombre d’onde
qu’il est possible d’observer a 1’échelle d’une celulle 2; du maillage est limitée par le
diametre minimal Agi de cette cellule, soit

[kl < —

<ag (6.115)

En négligeant la contribution des interactions moléculaires pour guarantir que la célérité
reste réelle, sa valeur maximale (c,)M dans chaque cellule Q; est donnée par

2
ho 7
()M = | up | +1|97 ho + ?wg (le) (6.116)

Une condition nécessaire de stabilité numérique du systeme discrétisé explicitement en
temps est que le pas de temps de simulation At doit vérifier dans chaque cellule €2; :

AV
At inf 2 6.117
< z‘e[HI;NC}] [(cr)f‘/[] ( )

On propose donc de calculer le pas de temps de simulation en utilisant le limiteur suivant

AY
At = CFL inf L
i€[1;N]

(6.118)

2

hi m
oo ()

(2 7 IO g Aglz

avec w; la vitesse moyenne et h; I’épaisseur du film dans la cellule §2;, et la constante
CFL un parametre numérique inférieur a 1 que ’on choisira avant chaque simulation. Ce
parametre est souvent pris autour de 0,5 lorsqu’il est associé a une condition suffisante de
stabilité, généralement déterminée en effectuant une analyse de stabilité de Von Neumann
[12]. Dans notre cas, la relation (6.118) ne constitue d’une part qu’une condition nécessaire
de stabilité, et n’est & priori valable que dans le cas du systéme linéarisé autour d’un état
stationnaire. On verra au chapitre 7 que dans le cas de nos applications impliquant des
écoulements instationnaires et non-linéaires, le valeur du CFL devra étre prise proche de
0,1 afin de guarantir la stabilité numérique des simulations tridimensionnelles.
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6.4 Conditions aux limites

Les configurations simulées numériquement au chapitre suivant impliquent toutes une
injection de liquide sur un substrat. Cette condition aux limites est appliquée en imposant
dans les cellules limites en bord de domaine I’épaisseur h;p e de la fente d’injection et
le débit volumique linéique gjpjec+ de la pompe. La variable p est également sujette a des
conditions aux limites et nous souhaitons guarantir qu’elle soit une discrétisation de Vh
aux bords du domaine. Soit I';; une face limite au bord du domaine physique et commune
a une cellule Q; a I'intérieur du domaine et a une cellule limite £2;, on impose alors

au centre B;; de la face limite en appliquant la méthode de calcul des gradients discrets
présentée a la section 6.3.2. En utilisant ’approximation discrete au point B;;

1
pij = 5 (Pi + pj) (6.120)
2

La variable p; dans la cellule limite est alors mise a jour a chaque nouveau pas de temps
par
p;j =2pij —pi =2(Vh),; — p; (6.121)

6.5 Résultats de validations élémentaires

6.5.1 Calcul imprécis de la variable p

Nous nous sommes intéressés au probléeme académique de I’étalement sur un solide d’un
film de forme initialement parabolique (goutte d’eau tridimensionnelle) pour différents
angles de contact statiques (entre 5° et 80°). Nous avons réalisé de nombreuses simulations
numériques de ce probleme sur maillage cartésien uniforme et en sommes arrivés a la
conclusion que 1’équation de transport discrétisée (6.92b) permettant de calculer p n’est
pas assez précise. Bien que cette variable soit initialisée dans chaque cellule €2; du domaine
par p}' = (Vh)? et vérifie donc

[curl (p)]; =0 (6.122)

avec [curl (p)]; le rotationnel discret défini & la section 6.3.2, la variable p["*! obtenue &
I'instant suivant via le systéeme d’équation discrétisé n’est plus un gradient car

[curl (p)); ™ # 0 (6.123)

On rappelle que la formulation conservative (6.31) des forces capillaires dans le bilan
intégral de quantité de mouvement n’est valable que si la variable p est un gradient afin
d’étre consistante avec sa formulation non-conservative. Par conséquent, si elle ne vérifie
plus cette propriété au niveau discret, les termes capillaires qui en dépendent sont mal
modélisés et les résultats ne sont pas satisfaisants méme sur des configurations simples
d’étalement de gouttes.

6.5.2 Solutions envisagées

Afin de pallier ce probléme, différentes solutions sont envisagées et sont encore actuel-
lement testées telles que :
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— une méthode de pénalisation [114] afin de s’assurer que p ne s’éloigne pas trop de
Vh;

— une discrétisation MUSCL d’ordre 2 pour gagner en précision.

— une méthode de projection de Chorin [113] garantissant que p conserve la propriété
d’étre un gradient

La méthode de projection est la plus envisagée car elle est déja utilisée dans la littérature
dans le cadre de la résolution des équations de Navier-Stokes incompressibles ou 1'on
cherche & imposer un champ de vitesse & divergence nulle [118]. Elle repose sur le théoréme
de Hodge-HelmHoltz [119], & savoir que tout champ de vecteur bidimensionnel peut se
décomposer de maniere unique en un champ irrotationnel et un champ a divergence nulle.
En appliquant cette décomposition a la variable p;, on a

pi=(p")i + (pd)i (6.124)
tel que les champs (p"); et (p?); vérifient

(6.125a)
(6.125b)

feurl (97, =
[v- ()], =

Le champs discret p obtenu par résolution de I’équation de transport n’étant pas irrota-
tionnel, la méthode de projection consiste & déterminer puis soustraire p? pour ne garder
que la partie irrotationnelle p”. La détermination des champs p? et p” est décrite & I’an-
nexe D et les premiers résultats obtenus apres application de cette projection sont tres
encourageants.

0
0

6.5.3 Solution temporaire adoptée

En attendant qu’une des solutions proposées soit validée, et afin de pouvoir réaliser
des premieres simulations tridimensionnelles d’écoulement de film partiellement mouillant
et en particulier des simulations de formation de ruisselets, nous utilisons une version
modifiée du modele proposé (6.35) qui s’écrit

glz V[ Fh]=0 (6.1262)
p=Vh (6.126b)
8(5;?) + V.| Epg |+ V.| By | = V.| Gog | +Sgr(h) + Su(hipa)  (6.1260)

Ce modele est équivalent & un systéme a deux équations car il consiste a "forcer” la variable
p a étre égale & Vh. La discrétisation spatiale des équations de conservation de la masse
(6.126a) et de quantité de mouvement (6.126¢) reste identique a celle proposée a la section
6.3.5. La différence réside pour le calcul de la variable discrete p; qui n’est plus calculée par
une équation différentielle mais actualisée a chaque nouveau pas de temps par le gradient
d’épaisseur discret (Vh);. Les simulations numériques réalisées avec ce modele donnent
de bons résultats. Nous nous sommes toutefois limités a des maillages cartésien uniforme
afin d’éviter des probléemes de consistance et de stabilité numérique liés a la dicrétisation
des termes capillaires qui sont du troisieme ordre dans le cas du systeme (6.126).
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6.6 Conclusion du chapitre

Nous avons proposé une extension tridimensionnelle du systeme augmenté de type
Saint Venant qui a l'avantage d’étre bien posé mathématiquement, car associé a une
équation de bilan d’énergie, et qui ne souffre d’aucune limitation en terme de propriété
de mouillage. Nous avons également proposé une discrétisation spatiale qui a 'avantage
d’étre adaptée a une formulation Volumes Finis sur maillage non-structuré et donc adaptée
pour des simulations dans un contexte industriel. Cependant, des simulations numériques
ont montré que le modele discret ne respecte pas la contrainte curl (p) = 0. La formu-
lation conservative adoptée des forces capillaires, qui est dépendante de cette contrainte,
n’est donc plus consistante avec sa formulation non-conservative. Le développement d’un
schéma numérique robuste et consistant étant toujours en cours d’étude, un modele de
type Saint Venant a deux équations et du troisiéme ordre en espace est utilisé. Ce modele
est limité en termes d’applications (faible pas de temps, maillage cartésien) pour des rai-
sons de stabilité numérique et de consistance des forces capillaires a ’échelle discrete.
Nous pouvons ainsi réaliser des premieres simulations numériques et vérifier au moins la
capacité du sytéme a reproduire des configurations de mouillage académique.



Chapitre 7

Simulations numeériques

Nous présentons dans ce chapitre des simulations numériques 3D obtenues a partir
du systéeme de type Saint Venant a deux équations (6.126) proposé a la section 6.5.3.
Les principaux objectifs de ces simulations sont de valider 'implémentation numérique du
modele et d’évaluer sa capacité a reproduire des dynamiques d’étalement stationnaire et
instationnaire de films plus ou moins complexes. Les résultats numériques obtenus sont

comparés a des solutions de référence expérimentales.
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7.1 Pincement stationnaire d’un fillm tombant

7.1.1 Présentation de ’étude

Ce cas test a pour objectif d’évaluer la capacité du modele a simuler une configura-
tion de pincement, soit un étalement stationnaire de film tombant. On considére un film
liquide injecté avec un débit volumique @ constant & travers une fente de largeur /€™ et

195
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d’épaisseur h7°™¢ sur un plan vertical qui est représenté sur la figure 7.1. Sous effet des
forces moléculaires, le liquide va se rétracter (ou se "pincer”) a la sortie de l'injecteur. Il
adopte un profil transversal (dans la direction y) caractérisé par un bourrelet au niveau
de la ligne triple dont 'épaisseur h?"* croit d’autant plus que le film démouille sur le sub-
strat, et par un écoulement de Nusselt loin de la ligne triple d’épaisseur 2V*. On introduit
la longueur de pincement L qui est la distance séparant la zone d’injection de celle ou
les deux lignes triples se rejoignent. La réunion des deux bourrelets forme localement une
bosse, dont les coordonnées au point de hauteur maximale nous serviront pour déterminer
la longueur de pincement L.

Injection

, 11el]

T
z
: ente

Pincement I X L L

m ke
« Bosse » |t Y
« Feuille ;
de laurier » -
Ruisselet

FIGURE 7.1 — Représentation schématique de 1’étalement stationnaire d’un film injecté sur
une plaque verticale.

Nous souhaitons comparer les simulations numériques aux résultats expérimentaux ob-
tenus expérimentalement par B. Thoraval dans le cadre de son travail de these a 'TONERA.
Il a étudié plusieurs configurations avec des débits d’injection et des liquides différents,
et nous vérifions que les simulations numériques permettent de retrouver la longueur de
pincement L et/ou I’étalement du film d & une abscisse = donnée (voir figure 7.1).

7.1.2 Etude préliminaire : Influence des parametres de mouillage et de
la résolution du maillage sur la solution calculée

De la méme maniére que nous avons procéder pour les simulations numériques bidi-
mensionnelles, nous réalisons une étude visant a étudier 'influence du rayon d’action h.,
de l'angle de contact statique 65 et de la résolution A du maillage sur le pincement du
film liquide. Nous allons en particulier vérifier que les conditions obtenues au chapitre
5 sur h, et Aq permettant de retrouver 1’étalement stationnaire d’un film liquide sont
identiques en trois dimensions.

Données numériques et expérimentales

On considére un film liquide injecté sur une plaque verticale de 8 x 1072 m de long
(z € [-0.04,0.04] m) et de 6 x 1072 m de large (y € [-0.03,0.03] m) avec un débit volu-
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mique constant Q & travers une fente d’épaisseur h/¢™€ et de largeur 17¢"*¢. Le calcul est
alors initialisé avec les conditions aux limites données par :

[ fente lfente] h(ﬂ? =—-0,04 m,y, t) — pfente

2 7 2 |7 ) glz=-0,04m ,y,t) = t( @ O) (7.1)

Vit , Yy € [—
[fente ’

Les conditions d’injection, et les propriétés expérimentales du liquide et du substrat sont
listées dans les tableaux suivants

TABLE 7.1 — Conditions d’injection

_ Q _ _ q” _
Q (m3.8 1) [ fente (m) ¢ = W (m2.8 1) pfente (m) uE = W (m.s 1)
8 x 1076 4 x 1072 2x 1074 3x 107 6,67 x 107!

TABLE 7.2 — Propriétés a température ambiante du liquide étudié

Liquide p (kg.m=3) u (Pa.s) Vg (N.m) 05
Eau 998 1073 7.3 x 1072 68 £ 7°

Enfin, nous avons vu a la section 5.2 que la longueur de glissement b peut influencer la
vitesse de démouillage d’une ligne triple. Cependant, puisque ’on ne s’intéresse dans cette
étude qu’a retrouver le pincement en régime stationnaire, et non la dynamique d’étalement,
la longueur de glissement b importe peu et est fixée & 1078 m. Un exemple de simulation
est représenté sur la figure 7.2.

002 -001_ 0 _ 001 002
X (m)

0.02-001 "0 001 002 002 001 0 001 002 002 001_ 0 001 002
X (m) X (m) X{m

(m)
t=0.02s t=005s t=0.1s 1=0.2s

FIGURE 7.2 — Evolution temporelle d’un film liquide injecté sur un substrat vertical. Le
rayon d’action h, vaut 10™* m, la longueur de glissement b vaut 10~® m, la résolution du
maillage Aq vaut 3 x 107% m et I’angle de contact statique 6, est égal & 68°.

Influence du couple (A, ; Ag)

Les résultats expérimentaux receuillis sur le cas étudié indiquent que le film adopte
quasi-instantanément apres l'injection un profil d’épaisseur transversal (dans la direction
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bulk ~ L :
exp == 1 mm au voisinage de la ligne

triple et par un écoulement de Nusselt d’épaisseur hg};) ~ 400 pm loin de la ligne. Si
on se base sur ’ensemble des résultats 2D obtenus au chapitre 5, le profil macroscopique
stationnaire est a priori bien retrouvé a condition que le rayon d’action h, vérifie les deux

conditions suivantes :

y) qui se caractérise par un bourrelet d’épaisseur h

hbulk

hy < 10 (7.2a)
hNu

he < 75 (7.2b)

La premiere permet de s’assurer de retrouver le bon étalement du film, car le rayon d’ac-
tion des forces moléculaires est suffisament petit devant 1’épaisseur du film au voisinage
du point triple pour que 'effet macroscopique des forces moléculaires soit bien modélisé.
La deuxiéme permet d’éviter 'apparition d’instabilités spinodales (simulées a la section
5.4) au niveau de I’écoulement de Nusselt. Puisque la résolution du maillage doit vérifier
Aq ~ h, afin de guarantir que les forces moléculaires soient régularisées a 1’échelle du
maillage, la condition (7.2b), qui est la plus restrictive, impose Ag ~ 4 x 107°> m. On
rappelle que le modele 3D proposé est discrétisé explicitement en temps (At ~ A%), I'uti-
lisation d’une telle résolution de maillage est alors trop cotiteuse en temps de calcul (2 a
3 semaines pour cette configuration).

On propose donc de se limiter a la condition (7.2a), permettant d’utiliser un maillage
moins résolu et de réaliser des simulations avec un temps de calcul raisonnable (1 a 2
jours). Par contre, puisque ’on ne vérifie plus la condition (7.2b), il faut s’assurer qu’au-
cune instabilité spinodale ne vient perturber la solution calculée. L’influence de h, sur
I’apparition de ces instabilités est étudiée dans l'annexe E et a permis de conclure que si

nous prenons
hNu hbulk
x = 10_4 m = =
4 10

alors le rayon d’action h, est suffisament petit par rapport a Pépaisseur h*“* du film au
voisinage du point triple pour retrouver 'effet macroscopique des forces moléculaires sans
générer d’instabilités spinodales (non-physiques a ces épaisseurs de films). L’influence du
maillage sur la solution est également présentée dans cette annexe et prouve qu’a partir
d’une résolution de

(7.3)

Ag <3x107*m =3 h, (7.4)

I’étalement stationnaire du film ne varie plus.

Influence de ’angle de contact statique 0,

Puisque nous avons déterminé le couple de parametre (h, ; Ag) permettant de retrouver
le comportement stationnaire macroscopique du film, nous pouvons réaliser des simulations
numériques et les comparer aux résultats expérimentaux. Le dernier parameétre qu’il faut
choisir est 'angle de contact statique 65 qui influence la mouillabilité du liquide. Celui-ci
a été mesuré expérimentalement et est compris entre 61° et 75° a cause du phénomene
d’hystérésis. Ce phénomene complexe, qui provient des hétérogénéités du substrat (voir
section 1.2.4), induit que l'angle de contact statique 65 peut valoir localement sur le sub-
strat n’importe quelle valeur comprise entre 61° et 75°, et induit donc que le liquide peut
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étre localement plus ou moins mouillant.

Puisque le modélisation du phénomene d’hystérésis n’a pas été abordée dans le cadre
de ce travail, nous considérons un substrat homogene, soit un angle de contact statique 0
identique partout sur le substrat. Puisque la longueur de pincement expérimentale L¢*P
résulte d’'un combinaison d’angles comprise entre 61° et 75°, celle-ci devrait étre sous-
évaluée dans le cas d'un angle de contact homogene de 75° (cas le moins mouillant) et
sur-évaluée dans le cas d’un angle de contact homogene de 61° (cas le plus mouillant).
On propose ainsi de réaliser des simulations numériques pour ces deux cas limites. Les
champs d’épaisseurs a 1’état stationnaire sont représentés sur la figure 7.3 et les longueurs
de pincement obtenues sont regroupés dans le tableau 7.3.

h (m) 0.04 -0.04
0.0034
00032
0.003

00028 |
0.0026
0.0024
0.0022
0.002

00os
00016
0.0014
002
0.001

0.0008
0.0006
00004
0.0002

002 0 -002 0.02 0 0.02 0.02 [} 002 0.02 0
Y (m) Y (m) Y (m) Y (m}

(a) 65 = 61° (b) Expérience (c) 8, = 68° (d) 65, = 75°

FIGURE 7.3 — Profil d’épaisseur a t = 0,2 s d’un film liquide injecté sur un substrat vertical
en fonction de ’angle de contact statique 6. La longueur de pincement est symbolisée par
le trait continu blanc. Les données du calcul sont résumées dans le tableau 7.3.

0.002 + y =-0,039 m
yf-%003375 m
00015} ¥ildem
E y=0,01m
= 0.001F} y=0m
c y=0,01m
0.0005 |
0 o2 0 0.02
X (m;}

FIGURE 7.4 — Profil 2D d’épaisseur du film h(x) a différentes coordonnées y et a t = 0,2 s
du cas 6; = 68°.
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TABLE 7.3 — Comparaison de la longueur de pincement L™ obtenue par simulation

numérique a t = 0,2 s avec celle obtenue expérimentalement L¢P = 0,05 m en fonction
de 'angle de contact statique . Le rayon d’action moléculaire h, est fixé a 107% m, la
résolution du maillage Aq & 3 x 107 m, et le CFL est pris égal & 0,1 induisant un pas de
temps moyen de simulation At de 4 x 1076 s.

[pum [ exp

hy (m) h.. / hOUlk hy/Aq 0, L™ 1072 m Tep x 1072
61° 5,243 + 4,86
1074 ~1/10 1/3 68° 4,581 — 8,38
75° 4,074 — 18,52

On observe sur les simulations de la figure 7.3 que la longueur de pincement diminue
quand ’angle de contact statique f; augmente, ce qui est en cohérence avec le fait qu'un
film liquide se rétracte d’autant plus qu’il est partiellement mouillant. Les valeurs de ces
longueurs de pincement sont regroupées dans le tableau 7.3 et nous constatons que la
longueur de pincement expérimentale L®P est comprise entre la longueur L™ obtenue
numériquement dans le cas ou le film est le plus mouillant (5 = 61°) et celle dans le cas
ot le film est le moins mouillant (5 = 75°). On en déduit qu’il est possible de trouver un
substrat hétérogene, avec une répartition d’angle de contact 6, comprise dans I'intervalle
[61°;75°], qui permette de retrouver par simulation numérique la longueur de pincement
expérimentale.

7.1.3 Résultats

L’étude préliminaire du paragraphe précédent a permis de démontrer la capacité du
modele a reproduire fidélement une configuration de pincement. Nous souhaitons alors
comparer les simulations numériques a davantages de cas expérimentaux réalisés par B.
Thoraval. Six configurations sont simulées (3 fluides et 2 débits d’injections différents)
dont les caractéristiques sont listées dans les tableaux suivants

TABLE 7.4 — Propriétés des liquides et du substrat

Liquide p (kg.m=3) w (Pa.s) Vg (N.m) 0
Eau 998 1073 7,3 x 1072 74 + 6°
Eau/Glycérine 60 1153 7 x 1073 6 x 1072 75,5 4+ 6,5°
Eau/Glycérine 80 1190 2,9 x 1072 6,4 x 1072 82,5+ 3, 5°

TABLE 7.5 — Conditions d’injections

Q (m3.s_1) lfente (m) T Q (m2.5_1) hfente (m) T qx (m.s_l)

T = | fente = hfente
9,17 x 1076 H 1,31 x 1074 4 4,365 x 107!
12510~ <10 1,79 x 1074 310 5,952 x 10!

Le plan est vertical, le film liquide est soumis & 'action de la gravité (g = 9.81 m.s‘2),
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la longueur de glissement b est fixée & 10~8m. Le rayon d’action hs est fixé & 1074 m, il
vérifie pour tout les cas étudiés h, < hb%F /10 et aucune apparition d’instabilités spino-
dales pouvant perturber la solution n’a été constatée. La résolution du maillage est fixée
pour tous les cas & Aqg = 3 x 107* m = 3 h,, suffisamment grande pour considérer que
I’étalement stationnaire ne varie plus. Le CFL est fixé a 0, 1.

Pour chaque cas étudié, 'hystérésis de angle de contact statique [07%"; 0] mesuré
expérimentalement est donné dans le tableau 7.4. L’objectif est de vérifier que la longueur
de pincement expérimentale L®*P est comprise entre les longueurs L™ obtenues par si-
mulation numérique sur un substrat homogene respectivement d’angle de contact statique
6™ et d’angle de contact statique §7°%%. Dans le cas particulier du mélange “eau/glycérine
807, la longueur de pincement est plus grande que la dimension de la plaque utilisée dans
les expériences, nous comparerons alors 1’étalement transversal d (voir figure 7.1) a ’abs-
cisse x = 0,02 m. Les simulations numériques et les clichés expérimentaux sont présentées
aux paragraphes suivant.

Les résultats en terme de longueur de pincement et d’étalement sont en tres bon accord
avec les mesures expérimentales pour I’ensemble des liquides et des débits d’injection, et
prouvent donc la capacité du modele proposé a retrouver des étalements stationnaires de
films tombants.
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Résultats avec ’eau
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FIGURE 7.5 — Profil d’épaisseur a t = 0,3 s d’un film d’eau injecté sur un substrat vertical
en fonction du débit volumique (). La longueur de pincement est symbolisée par le trait
continu blanc. Les données du calcul sont résumées dans le tableau 7.7.

TABLE 7.6 — Comparaison de la longueur de pincement L™ obtenue par simulation
numérique a t = 0,3 s avec celle obtenue expérimentalement L%P en fonction de I’angle
de contact statique 65 et du débit volumique d’injection Q.

I 3 ) [pum _ [exp )
he () e Q(mAsTh) 0 LMT(m) L (m) o X 107
68° 5,90 x 1072 + 7,273
—6 9 -2 )
Lo g AT ehe 523 %102 20X 10 — 8,673
~ — o -2
10 9505 98 841070 ap 02 + 14,83

80° 6,691 x 1072 — 8,97
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Résultats avec le mélange Eau/Glycérine 60
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FIGURE 7.6 — Profil d’épaisseur a t = 0,6 s d’'un mélange eau/glycérine injecté sur un sub-
strat vertical en fonction du débit volumique Q). La longueur de pincement est symbolisée
par le trait continu blanc. Les données du calcul sont résumées dans le tableau 7.7.

TABLE 7.7 — Comparaison de la longueur de pincement L™ obtenue par simulation

numérique a t = 0,6 s avec celle obtenue expérimentalement L®P en fonction de I'angle
de contact statique 65 et du débit volumique d’injection Q.

h. 3 —1 0 ,um exp Lrem — Leer -2
hs (m) o bulk Q (m°.s7) R (m) (m) Teop x 10
69° 5,91 x 1072 + 3,87
—6 ’ -2 )
ot oL ATXIOT g0 4 5 x10-2 09x10 — 20,04
~ 18 5 69° 7,57 x 1072 Ly + 4,88
L2507 090 5 g7 10-2 22 <10 ~ 17,33
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Résultats avec le mélange Eau/Glycérine 80
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FIGURE 7.7 — Profil d’épaisseur a t = 1 s d’'un mélange eau/glycérine injecté sur un substrat
vertical en fonction du débit volumique Q. La longueur de pincement est symbolisée par
le trait continu blanc. Les données du calcul sont résumées dans le tableau 7.8.

TABLE 7.8 — Comparaison de ’étalement d™“™ du film a ’abscisse x = 0,02 m obtenu par
simulation numérique a t = 1 s avec celui obtenu expérimentalement d“*? en fonction de
I’angle de contact statique 6, et du débit volumique d’injection Q.

h* 3 _1 qrem _ gexp 5
ho(m) o QmPsTh 6 d™T(m) P (m) g} 10
79° 2,759 x 1072 + 17,4
—6 9 -2 9
ot o ATXIOTE gho 9 096 x 10-2 230 < 10 ~ 10,81
~ 17 5 79° 3,658 x 1072 Ly + 32,06
L25x 107 6o 3 055 x 102 277 <10 + 10,29
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7.2 Transition en ruisselets d’un film tombant

7.2.1 Présentation de ’étude

Nous souhaitons vérifier que le modéle proposé est capable de simuler la transition d’un
film en ruisselets et de reproduire quantitativement des résultats expérimentaux réalisés
par Johnson [31]. On considére un film liquide injecté sur une plaque inclinée avec un
débit volumique constant Q & travers une fente d’épaisseur h/¢¢ et de largeur lfente
uniformément dans la direction y. Le liquide est donc injecté avec un débit volumique
linéique g ou une vitesse moyenne w donnés par

_ t(x _t Q —__q
q_ (q 9 qy) - <lfente 9 0> , U= W (75)

Les propriétés du liquide correspondent a celles du fluide B dans [31].

TABLE 7.9 — Propriétés a température ambiante du fluide B.

Liquide p (kg.m=3) w (Pa.s) Vg (N.m) 05
Eau 1210 8,349 x 1072 6,6 x 1072 38°

Johnson constate que le liquide injecté ne conserve pas un profil uniforme dans la
direction transversale et transitionne rapidement en ruisselets, comme représenté sur la
figure 7.8.

768 mm

946 mm

FIGURE 7.8 — Clichés expérimentaux obtenus par Johnson dans le cas du fluide B. Les
conditions d’injection et I'inclinaison du plan ne sont pas donnés.

Il réalise différentes configurations en faisant varier le débit d’injection et I’inclinai-
son BY du substrat (voir figure 7.10), et mesure pour chaque cas les caractéristiques
géométriques des ruisselets définies par I’espacement moyen d entre deux ruisselets et
I’étalement moyen w d’un ruisselet dans la direction transversale (voir figure 7.9).
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FIGURE 7.9 — Profil transversal d’un ruisselet. d représente I’espacement entre deux ruis-
selets et w 1’étalement du ruisselet.

L’ensemble des configurations auxquelles nous allons nous comparer, ainsi que les
formes expérimentales des ruisselets, sont résumés dans le tableau 7.10. Afin de facili-
ter la comparaison de nos résultats avec ceux de Johnson, nous introduisons le nombre de
Reynolds d’injection du liquide, donné par

Re="L (7.6)

14

qui servira & étudier 'influence du débit. On introduit également 1’épaisseur théorique h™¥*
de I’écoulement de Nusselt stationnaire correspondant au débit étudié

Ne 3v¢* 1/3
W= {gsmwyﬂ (7.7)

L’épaisseur hf¢™¢ de la fente de I'injecteur sera prise égale & h'V%.

TABLE 7.10 — Evolution de ’espacement w? et de la largeur d**P expérimental des ruisse-
lets en fonction du Reynolds d’injection du liquide et de I'inclinaison 5Y du plan. Données
expérimentales obtenues par Johnson [31] avec le fluide B.

Re q* (m2.s71) BY (°) RN (m) dP x 1073 (m)  w*P x 1073 (m)
90 5,742 x 1074 21,544 —
0,13 8,97 x 1076 27,9 7,396 x 1074 29,1+4 —
13,9 9,236 x 1074 40 + 4 —
0,26 1,794 x 107° 90 7,234 x 1074 2244 —
90 9,114 x 1074 23,75 +4 —
0,52 3,588x107° 27,9 1,174 x 1073 31,5+4 ~ 25
13,9 1,466 x 1073 45+ 4 ~ 30

7.2.2 Choix des parametres numériques

Nous avons vu a la section 6.2, que lorsqu’un film est injecté uniformément dans la
direction y sur un substrat incliné, et que si aucune perturbation n’est imposée au voisinage
de la ligne triple, le film conserve un champ d’épaisseur uniforme dans la direction y et
se déplace & une vitesse constante V¥ = ¢*/h™N*. On a alors un champ d’épaisseur de la
forme h(z,y,t) = ho(§), avec £ = x — V7 ¢, qui se caractérise par un bourrelet pres de la
ligne triple et un écoulement de Nusselt loin de la ligne, comme représenté sur la figure
7.10.
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Ecoulement

h de Nusselt Bourrelet
A
VX
BV
y
hNu Ligne
triple
» X

FIGURE 7.10 — Représentation d’un film s’écoulant a débit constant uniformément dans la
direction transversale y.

La stabilité d’un film tombant en réponse a une perturbation dans la direction trans-
versale est donnée par le signe du facteur d’amplification temporel qui s’exprime analyti-
quement par

b=V </0 {ho(ﬁ)] [ho(E) 1} {1+h0(§) L0 }d£> 2 (7.8)

oo hNu hNu hNu hNu

La stabilité du film est donc directement dépendante du profil d’épaisseur longitudinal
ho(€). Dans le cas ou le bourrelet est haut et large, ho(£) est grand devant hV" sur une
grande partie du domaine d’intégration de (7.8). Le facteur d’amplification w; est donc
susceptible d’étre positif. Une perturbation au voisinage de la ligne triple va s’amplifier
et des ruisselets vont se former. A l'opposé, si le bourrelet est petit, w; peut devenir
négatif. Une perturbation va s’atténuer dans le temps et le film va continuer a s’écouler
uniformément dans la direction y. Le profil longitudinal h,(£) du bourrelet joue donc
un role prépondérant sur la stabilité du film et une mauvaise modélisation de celui-ci
pourrait fausser sa stabilité. En effet, si le hauteur du bourrelet obtenue par simulation
numérique est plus petite que sa valeur réelle, le film liquide peut devenir linéairement
stable alors qu’il est sensé étre linéairement instable. Par ailleurs, étant donné que le profil
du bourrelet pilote la stabilité du film, on peut également penser qu’il a un impact sur
les caractéristiques géométriques des ruisselets, tels que leur espacement et leur étalement.

On en conclut qu’il est a priori nécessaire de modéliser correctement le bourrelet dont
le profil varie en fonction de la configuration expérimentale et des propriétés physiques
du liquide et du substrat. Ces dernieres propriétés étant fournies dans les tableaux 7.8 et
7.9, il reste a choisir les parameétres numériques de notre modele qui sont le rayon d’action
moléculaire h., la longueur de glissement b, et la résolution du maillage Agq.

Propriétés de mouillage et de viscosité

L’influence de la longueur de glissement b et du rayon d’action h, des forces moléculaires
sur le profil longitudinal h,(§) a été étudiée a la section 5.3 en effectuant des simulations
numériques bi-dimensionnelles du cas (Re ; 5Y) = (0,52 ; 27,9°). Nous en sommes venus
a la conclusion que dans le cas d’un film partiellement mouillant (cas du fluide B étudié ici),
la hauteur du bourrelet est uniquement pilotée par les effets de mouillage partiel, et donc
par le rayon d’action h,. Si celui-ci est pris suffisament petit par rapport a 1’épaisseur de
’écoulement de Nusselt, soit si h, < hV® /10, Veffet des forces moléculaires sur le profil du
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bourrelet est bien retrouvé. Concernant la longueur de glissement b, elle doit simplement
étre prise négligeable devant AN afin de retrouver I’écoulement de Nusselt théorique loin
de la ligne triple. Ainsi, pour ’ensemble des simulations réalisées, nous avons pris

hNu
h* = ’
10

qui respectent pour chaque cas les conditions données plus haut.

b=10"%m (7.9)

Résolution du maillage

L’étude de la section 5.3 a permis de conclure que si nous souhaitons modéliser cor-
rectement le bourrelet, il faut une résolution du maillage Aq qui vérifie

Ag < h, (7.10)

Pour les mémes raisons de cotit en temps de calcul expliquées a la section précédente, cette
derniere condition n’a pas pu étre respectée. La résolution la plus fine que nous avons pu
utiliser tout en conservant un temps de calcul raisonnable (de 1 jour & 2 semaines suivant

le cas) vaut
Ag =102 m > h, (7.11)

La conséquence est que le profil théorique d’épaisseur h,(§) du bourrelet n’est pas retrouvé,
il est sous-évalué comme on peut le constater sur la figure 7.11 qui compare le profil h,(§)
du cas (Re; Y) = (0,52 ; 27,9°) obtenu par simulation numérique bidimensionnelle
respectivement avec un pas de maillage Az = h, et Az = 1073 m ~ 10 h,.

15
N

05 -

Ax=1,174x10% m
AX=10°m

h/h™

0 YT oo 0006 ) 0005 00T 0015
X{(m)

FIGURE 7.11 — Simulations numériques obtenues pour différents pas de maillage Az du cas
(Re ; 8Y) = (0,52 ; 27,9°) des expériences de Johnson avec le fluide B. Le rayon d’action
hy vaut 1,174 x10~* m et la longueur de glissement b vaut 10~ m. Les profils d’épaisseurs,
adimensionnés par I'épaisseur A" = 1,174 x 1073 m, sont tracés at =0,1 5,4t =0,6 s
etat=1,1s.

Une étude disponible a 'annexe F' a permis de montrer que les simulations numériques
sont bien en accord avec I’analyse de stabilité linéaire et donc que I’expression analytique
(7.8) du facteur d’amplification temporel w; constitue un bon indicateur de stabilité du
film. Ainsi, si nous évaluons w; a 1’aide des profils h,(§) tracés sur le figure 7.11, on constate
que ’on obtient respectivement pour chaque pas de maillage

wi(Az =1,174 x 1074 m) =+ 1,56 x 1074 x k? s7¢

7.12
wilAz =102 m) = + 3,21 x 1077 x k? s (7.12)
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Le signe du facteur d’amplification temporel obtenu avec le maillage grossier utilisé (Ax =
1073 m > h,) est identique & celui obtenu avec le maillage permettant de retrouver la
solution de référence (Ax = h,), la stabilité linéaire du film n’est donc pas faussée. Par
contre, il est grandement sous-évalué d’un facteur 5, et laisse penser que les caractéristiques
géométriques et la vitesse d’apparition des ruisselets pouraient étre altérées. C’est ce que
nous vérifierons a I'aide des simulations numériques au paragraphe suivant.

7.2.3 Résultats

On présente les résultats de simulations numériques tridimensionnelles avec les condi-
tions numériques et expérimentales définies au paragraphe précédent. La méthode utilisée
pour appliquer une petite perturbation au voisinage de la ligne triple consiste a initialiser
une goutte sur le substrat dont ’épaisseur est faible devant ’épaisseur h™V* de I’écoulement
injecté (voir figure 7.12a). La ligne triple est donc perturbée au moment ou elle rencontre
cette goutte (voir figure 7.12b).

Pour chaque cas étudié, nous avons également réalisé, comme au paragraphe précédent,
une simulation numérique 2D afin d’obtenir le profil h,(§) du bourrelet et calculer le
facteur d’amplification temporel w; correspondant. On peut ainsi anticiper si la résolution
du maillage adoptée (Ag = 1073 m), qui fausse la modélisation du bourrelet, fausse aussi
la stabilité linéaire du film. Les résultats de cette étude sont regroupés dans le tableau
suivant

TABLE 7.11 — Evaluation du facteur d’amplification temporel w; a I'aide du profil h(§)
obtenu par simulation numérique bidimensionnelle.

hNu
Re () W' (m)  he=—(m) b(m) Az (m) wi (s7)
90 9,114 x10™%* 9,114 x 107° + 5,07 x 107° x k?
0,52 27,9 1,174x1073 1,174 x10~* 107% 1073 + 3,21 x 1075 x k2
13,9 1,466 x 1073 1,466 x 1074 + 1,27 x 107° x k?
0,26 90 7,234 x107* 7,234x107° 1078 1073 4+ 3,57 x107° x k?
90 5,742 x107* 5,742 x107° + 3,12 x 1075 x k2
0,13 27,9 7,396 x107* 7,396 x 107> 1078 1073 + 2,79 x 1075 x k?
13,9 9,236 x 107* 9,236 x 107 + 2,61 x 1075 x k?

On constate que tous les facteurs d’amplification w; sont positifs et donc que toutes les
configurations simulées doivent théoriquement transitionner en ruisselets, résultat confirmé
par ’ensemble des figures 7.12 a 7.18. On remarque toutefois sur les figures 7.12 et 7.16,
correspondant respectivement au cas (0,52 ; 13,9°) et (0,13 ; 13,9°), que la perturbation
(générée par la rencontre entre la ligne triple et la goutte posée initialement sur le substrat)
s’amplifie effectivement dans le temps, mais trop lentement pour que des ruisselets puissent
étre clairement décrits a I’issu de la simulation. Ces deux cas, qui seront discutés a la fin du
paragraphe, ne peuvent donc pas étre comparés aux résultats de Johnson. Concernant les
cing autres cas dont il est possible de distinguer clairement des ruisselets et d’évaluer leur
géométrie, ils sont en trés bon accord avec les mesures de Johnson puisque les résultats
numériques (voir tableau 7.12) en terme d’espacement sont tous compris dans l'incertitude
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des mesures expérimentales et I’étalement moyen d’un ruisselet du cas (0,52 ; 27,9°) est
retrouvé avec une erreur d’a peine 4%.

TABLE 7.12 — Evolution de I'espacement w et de la largeur d des ruisselets en fonction du
Reynolds d’injection du liquide et de I'inclinaison § du plan. Comparaion des simulations
numériques avec les résultats expérimentaux de Johnson [31] avec le fluide B.

Re B (°) dP x 1073 (m) d™™ x 1073 (m) w®P x 1073 (m) w™™ x 1073 (m)

0.13 90 21,5+4 19,14 non fourni 8
’ 27.9 29,1+4 28,5 non fourni 12
0,26 90 22+4 21,09 non fourni 10
0.52 90 23,75+ 4 23,5 non fourni 15
’ 27,9 31,5+4 35 ~ 25 24

Nous venons de montrer que bien que le profil du bourrelet au voisinage du point

triple ne soit pas correctement modélisé, la géométrie des ruisselets est bien retrouvée,
et ce méme pour des profils de bourrelets tres éloignés de leur solution de référence (voir
figure 7.11). L’unique condition & vérifier semble étre que le film soit linéairement instable,
et donc que le bourrelet soit suffisament haut pour que le facteur d’amplification temporel
w; soit positif.
Cependant, si I’aspect spatial semble bien retrouvé, ’aspect temporel par contre ne 'est
pas forcément. En effet, méme si les travaux de Johnson ne fournissent pas d’informations
sur la vitesse d’apparition des ruisselets dans les configurations étudiées, on sait d’apres
le cliché expérimental 7.8 que les ruisselets se développent a priori assez rapidement pour
que Johnson ait pu mesurer leur espacement et leur étalement sur un domaine d’étude
d’environ 460 mm de long. Or, nous avons constaté que la simulation numérique du cas
(0,52 ; 13,9°) sur la figure 7.12, qui pourtant s’effectue sur un domaine d’étude plus long
que 460 mm, montre des ruisselets qui se développent trop lentement pour étre clairement
caractérisés. On en déduit que la vitesse d’apparition des ruisselets est plus lente dans les
simulations numériques.
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Simulations numériques des cas correspondant a Re = 0,52
TABLE 7.13 — Récapitulatif des parameétres numériques.
Re (5 (°) RN (m) he = RN"/10 (m) b (m) Aq (m) CFL At (s)
90 9,114 x 1074 9,114 x 107°
0,52 27,9 1.174 x 1073 1.174 x 1074 1078 1073 0,1 ~5x107°
13,9 1,466 x 1073 1,466 x 10~*
03 h{m) | g3 (m) h (m)
5:0017 0:0017 00017
0.2 0.0016 | [-0.2 0.0016 0.0016
0.0015 0.0015 0.0015
0.0014 0.0014 0.0014
0.1 0.0013 | | 9.1 0.0013 0.0013
0.0012 0.0012 0.0012
—_ 0.0011 —_ 0.0011 0.0011
3 0.001 3 0.001 0.001
~ 0.0009 ~ 0.0009 0.0009
> 0.0008 > 0.0008 0.0008
0.0007 0.0007 0.000
0 0.0006 0.0006 0.0006
: 0.0005 0.0005 0.0005
0.0004 0.0004 0.0004
0.0003 0.0003 0.0003
0.0002 0.0002 0.0002
0.0001 0.0001 0.0001
0 0 0
02 01 0 -01 02 02 01 0 -01 02 0.2 0.1
Y (m) (m)
(a)t=1s (b)t=3s (c)t=5s
h (m) {m) h (m)
0.0018 0.0018 0.0018
0.0017 0.0017 0.0017
0.0016 0.0016 0.0016
0.0015 0.0015 0.0015
0.0014 0.0014 0.0014
0.0013 0.0013 0.0013
0.0012 0.0012 0.0012
0.0011 0.0011 0.0011
0.001 0.001 0.001
0.0009 0.0009 0.0009
0.0008 0.0008 0.0008
0.0007 0.0007 0.0007
0.0006 0.0006 0.0006
0.0005 0.0005 0.0005
% 0.0004 0.0004 % 0.0004
0.0003 0.0003 0.0003
0.0002 0.0002 0.0002
0.0001 0.0001 0.0001
0 0 0
02 01 0 -01 02 0.2 0.1 0.2 0.1
Y (m)
(d)t="7s (e)t=9s Ht=11s
h (m) {m) h (m)
0.0018 0.0018 0.0018
0.0017 0.0017 0.0017
0.0016 0.0016 0.0016
0.0015 0.0015 0.0015
0.0014 0.0014 0.0014
0.0013 0.0013 0.0013
0.0012 0.0012 0.0012
0.0011 0.0011 0.0011
0.001 0.001 0.001
0.0009 0.0009 0.0009
0.0008 0.0008 0.0008
0.0007 0.0007 0.0007
0.0006 0.0006 0.0006
0.0005 0.0005 0.0005
0.0004 0.0004 0.0004
0.0003 0.0003 0.0003
0.0002 0.0002 0.0002
% 8.0001 8.0001 % 8.0001

02 0.1

0 01 -02
Y (m)

02 0.1

0 01 -0.2
Y (m)

02 0.1

0 0.1 -0.2
Y (m)

(g)t=13s

(hyt=15s

FIGURE 7.12 — Re = 0,52 et 8 = 13,9°

()t=17s
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h (m) h (m) h (m)
0.0016 0.0016 0.0016
0.0015 0.0015 0.0015
0.0014 0.0014 0.0014
0.0013 0.0013 0.0013
0.0012 0.0012 0.0012
0.0011 0.0011 0.0011
0.001 0.001 0.001
0.0009 0.0009 00009
0.0008 0.0008 0.0008
0.0007 00007 00007
0.0006 0.0006 0.0006
0.0005 00005 00005
0.0004 00004 00004
0.0003 00003 00003
0.0002 0.0002 0.0002
0.0001 0.0001 0.0001
0 0 0

h (m) h (m) h (m)
0.0016 0.0016 0.0016
0.0015 0.0015 0.0015
0.0014 0.0014 0.0014
0.0013 0.0013 0.0013
0.0012 0.0012 0.0012
0.0011 0.0011 0.0011
0.001 0.001 0.001
0.0009 0.0009 00009
0.0008 0.0008 0.0008
0.0007 00007 00007
0.0006 0.0006 0.0006
0.0005 00005 0.0005
0.0004 00004 00004
0.0003 00003 0.0003
0.0002 0.0002 0.0002
0.0001 0.0001 0.0001
0 0 0

(d)t="7s (e)t=9s

h (m) h (m) h (m)
0.0016 0.0016 0.0016
0.0015 0.0015 0.0015
0.0014 0.0014 0.0014
0.0013 0.0013 0.0013
0.0012 0.0012 0.0012
0.0011 0.0011 0.0011
0.001 0.001 0.001
0.0009 0.0009 0.0009
0.0008 0.0008 0.0008
0.0007 0.0007 0.0007
0.0006 0.0006 0.0006
0.0005 00005 00005
0.0004 00004 0.0004
0.0003 0.0003 0.0003
0.0002 0.0002 0.0002
0.0001 0.0001 0.0001
0 0 0

0.2 0.1

0 -0.1 02
Y (m)

(g)t=13s

FIGURE 7.13 — Re = 0,52 et = 27,9°

(h) t=15s
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0.2 h (m) h (m)
) ) 0.0014 0.0014
0.0013 I 0.0013
0.0012 1 0.0012
1 0.0011 1 0.0011
0.001 1 0.001
0.0009 1 0.0009
0.0008 1 0.0008
0.0007 1 0.0007
0.0006 1 0.0006
0.0005 1 0.0005
0.0004 1 0.0004
0.0003 =1 0.0003
0.0002 0.0002
0.0001 0.0001
0 0

(a)t=1s (b)yt=2s
h (m)
0.0014
0.0013
[ 0.0012

(c)t=3s (d)yt=4s
02 h (m) h (m)
0.0014 0.0014
0.0013 0.0013
0.0012 0.0012
0.0011 0.0011
0.001 0.001
0.0009 0.0009
0.0008 0.0008
0.0007 0.0007
0.0006 0.0006
1 0.0005 1 0.0005
0.0004 0.0004
0.0003 0.0003
0.0002 0.0002
0.0001 0.0001
0 0
(e)t=5s (f)t=6s
0.2 h (m) 0.2 h (m)
0.0014 0.0014
0.0013 0.0013
0.0012 1 0.0012
01 — 0.0011 0.1 — 0.0011
— 0.001 — 0.001
- 1 0.0009 || 1 0.0009
Eg 00008 || £ g — 0.0008
> — 00007 ||  0.0007
1 1 0.0006 1 0.0006
1 0.0005 1 0.0005
0.1 . 1 0.0004 0.1 1 0.0004
1 0.0003 I : B - oo003
I 0.0002 I 0.0002
02 3.0001 02 3.0001
0.2 0.1 0 -0.1 -0.2 0.2 0.1 0 -0.1 -0.2
Y (m) Y (m)
(g)t="7s (hyt=8s

FIGURE 7.14 — Re = 0,52 et 8 = 90°
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Simulation numérique du cas correspondant & Re = 0,26

TABLE 7.14 — Récapitulatif des parametres numériques.

Nu
Re B (°) AN (m) hy = hl—o (m) b(m) Agq(m) CFL At (s)

0,26 90 7,234x107* 7,234x10° 1078 1073 0,1 ~5x1075

h(m) h(m) h(m)
0.0012 0.0012 0.0012
0.0011 0.0011 0.0011
0.001 0.001 0.001
0.0009 0.0009 0.0009
0.0008 0.0008 0.0008
0.0007 0.0007 0.0007
0.0006 0.0006 0.0006
0.0005 0.0005 0.0005
0.0004 0.0004 0.0004
0.0003 0.0003 0.0003
0.0002 0.0002 0.0002
0.0001 0.0001 0.0001
0 0 0

h(m) h (m) h (m)
0.0012 0.0012 0.0012
0.1 0.0011 0.0011 0.0011
0.001 0.001 0.001
0.0009 0.0009 0.0009
0.0008 0.0008 0.0008
0.0007 0.0007 0.0007
0.0006 0.0006 0.0006
0.0005 0.0005 0.0005
0.0004 0.0004 0.0004
0.0003 0.0003 0.1 1 1 0.0003
0.0002 0.0002 : 0.0002
0.0001 0.0001 0.0001
0 0 0
0 -0.1 -0.2 0.2 0.1 0 -0.1 -0.2
Y (m) Y (m)
(h)yt=8s (i)t=9s
h(m) h(m) h (m)
0.0012 0.0012 0.0012
0.1 0.0011 0.0011 0.1 0.0011
0.001 0.001 0.001
0.0008 0.0008 0.0009
0.0008 0.0008 - 0.0008
0.0007 0.0007 5 0 0.0007
0.0008 0.0006 x 0.0006
0.0005 0.0005 0.0005
0.0004 0.0004 0.0004
0.0003 0.0003 0.1 0.0003
0.0002 0.0002 : 0.0002
0.0001 0.0001 0.0001
0 | 0 0
0.1 0.2 0.2 0.1 0.1 0.2

(j)t=10s (k) t=11s Mt=12s

FIGURE 7.15 — Re = 0,26 et 8 = 90°
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Simulations numériques des cas correspondant a Re = 0,13

TABLE 7.15 — Récapitulatif des parametres numériques.

Re B (°) RNY (m) he = hV%/10 (m) b (m) Aq (m) CFL At (s)

90 5,742 x 1074 5,742 x 107
0,13 27,9 7,396 x 1074 7,396 x 10°° 108 103 0,1 ~5x10"
13,9 9,236 x 1074 9,236 x 107

) ¥ B . . 0
Y (m) Y (m)

(g)t=16s (h) t=18,5s

FIGURE 7.16 - Re =0,13 et 8 = 13,9°
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01 h(m) o h (m)

0.0012 0.0012
0.0011 0.0011
0.05 0.001 0.001
0.0009 0.0009
- 0.0008 0.0008
E o 0.0007 0.0007
x 0.0006 0.0006
0.0005 0.0005
0.05 0.0004 0.0004
0.0003 0.0003
0.0002 0.0002
0.1 0.0001 0.0001

02 015 01 005 0 005 -01 -0.15 -02 0 0

Y (m)
(a)t=1s

1 h (m) h (m)
0 0.0012 0.0012
0.0011 0.0011
g 4 0.001 0.001
. 0.0009 0.0009
- 0.0008 0.0008
E o 0.0007 0.0007
x 0.0006 0.0006
0.0005 0.0005
0.05 0.0004 0.0004
0.0003 0.0003
0.0002 0.0002
0.1 0.0001 0.0001

02 015 01 005 0 005 -01 -0.15 -02 0 0

Y (m)
(c)t=5s

1 h (m) h (m)
0 0.0012 0.0012
0.0011 0.0011
0.05 0.001 0.001
0.0009 0.0009
0.0008 0.0008
0.0007 0.0007
0.0006 0.0006
0.0005 0.0005
0.0004 0.0004
0.0003 0.0003
0.0002 0.0002
0.0001 0.0001

0 0

h

02 015 01 005

-0.05

0
Y (m)

(m)
0.0012
0.0011
0.001
0.0009
0.0008
0.0007
0.0006
0.0005
0.0004
0.0003
0.0002
0.0001
0

h (m)

0.0012
0.0011
0.001

0.0009
0.0008
0.0007
0.0006
0.0005
0.0004
0.0003
0.0002
0.0001

| INNEEEEEN |

(g) t=13s

FIGURE 7.17 — Re = 0,13 et 8 = 27,9°
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-0.1

0
Y (m)

(g)t=13s

FIGURE 7.18 — Re = 0,13 et 8 = 90°
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7.2.4 Discussion

On trouve dans la littérature de nombreuses études (voir section 2.2.7) qui présentent
la transition d’un film en ruisselet comme le résultat d’une instabilité linéaire en réponse
a une perturbation transversale. L’espacement entre les ruisselets serait ainsi défini par
lamplification de la longueur d’onde (ou du nombre d’onde k) de la perturbation qui
induit le facteur d’amplification temporel w;(k) le plus élevé.

Cependant, nos simulations semblent nuancer ce résultat et s’accordent donc bien
avec les conclusions de Slade [117], & savoir que 'analyse de stabilité linéaire constitue
un bon outil pour prédire si un film va transitionner en ruisselets ou non, mais s’avere
insuffisante pour prédire correctement leur espacement. En effet, si nous supposons que
cet espacement est uniquement expliqué par ’analyse de stabilité linéaire de la section 6.2,
le profil du bourrelet, qui intervient dans la relation de dispersion (6.58b), devrait a priori
étre exactement modélisé pour retrouver la bonne longueur d’onde associée au facteur
d’amplification maximal. Puisque nous avons montré via des simulations numériques que
méme un profil tres éloigné de sa solution théorique permet de retrouver les caractéristiques
spatiales des ruisselets, la relation de dispersion est insuffisante a elle seule pour tout
expliquer.

Enfin, nous avons constaté que la vitesse d’apparition des ruisselets des simulations
numériques semble plus lente que celles des résultats expérimentaux. L’explication de ce
décalage temporel semble toujours étre liée au bourrelet au voisinage du point triple.
En effet, on rappel que la hauteur du bourrelet a été sous-évaluée lors des simulations
numériques a cause de la résolution grossiere du maillage pour des raisons de temps de
calcul. Le facteur d’amplification temporel w; étant d’autant plus petit que la taille du
bourrelet est réduite, celui-ci est donc inférieur a sa valeur réelle et peut expliquer pour-
quoi 'amplification d’une perturbation dans les simulations est plus lente que dans les
expériences.

Ainsi, la conclusion générale est que le profil du bourrelet au voisinage du point triple
semble davantage influencer la vitesse d’apparition des ruisselets que leur espacement et
leur étalement. Cette conclusion, qu’il faudrait toutefois vérifier & posteriori avec des études
complémentaires, ouvre des pistes de réfléxions intéressantes sur la nature de la transition
d’un film en ruisselets.
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7.3 Pincement instationnaire d’un film tombant

7.3.1 Présentation de ’étude

Nous revenons dans cette section sur I'une des configurations de pincement étudiée a
la section 7.1. Nous nous étions fixé jusqu’ici uniquement de retrouver ’état stationnaire
d’un film tombant et non de retrouver la phase transitoire. Nous allons nous focaliser de
nouveau sur la configuration avec le débit volumique d’injection @ = 1,25 x 107° m3.s7!
et le mélange "Eau/Glycérine 80” car elle admet une phase transitoire particulierement
intéressante que nous souhaitons simuler numériquement. En effet, on voit sur les clichés
expérimentaux instationnaires de la figure 7.19 qu’aux courts instants (¢t ~ 0,1 s), trois
ruisselets apparaissent et changent donc considérablement la dynamique d’étalement du
film. Ce n’est qu’aux temps tres longs (¢t > 3 s) que l'on retrouve le pincement stationnaire.
Nous souhaitons ainsi vérifier si il est possible de simuler au moins qualitativement cette
dynamique particuliere.

0.04 0.04

002 -0.04 002 002 -0.04 002 -0.04

0 0 0
Y (m) Y (m) Y (m)

(d)yt=1s (e)t=3s fH)t=5s

FIGURE 7.19 — Clichés expérimentaux du mélange "Eau/Glycérine 80” injecté sur un

plaque verticale avec un débit volumique Q = 1,25 x 107° m3.s7 L.
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7.3.2 Prédiction de la stabilité du film

Les parameétres numériques sont pris identiques a ceux choisis a la section 7.1, soit
un rayon d’action moléculaire, une longueur de glissement et une résolution du maillage
respectivement de
hNu

12 7

hye =107 m ~ b=10"%m, Aq=3x10"*m =23 h, (7.13)
Le facteur d’amplification temporel w; d’une perturbation, qui se calcul & partir du profil
d’épaisseur 2D du film (tracé sur la figure 7.20) injecté avec les conditions numériques et
expérimentales choisies, vaut

wi=4 7,38 x 1074 x k? 57! (7.14)

Le signe positif du facteur d’amplification nous guarantit donc que le film est bien suscep-
tible de transitionner en ruisselets lors de la simulation numérique. Toutefois, si on s’appuie
sur les conclusions de la section 7.2, on peut déja anticiper que la vitesse de développement
des ruisselets sera plus lente dans nos simulations que dans les expériences, puisque le fac-
teur d’amplification temporel est sous-évalué si Aq > h.

14 F
12 b — At=005s
f — At=01s
. F e T — — At=02s
= 08 [ — At=03s
= b —— At=04s
£ 06§ — At=05s
04 F
02 |
o 004 0.02 0 0.0 0.0
X (m}

FIGURE 7.20 — Simulation numérique de I’écoulement 2D du mélange "Eau/Glycérine 80”
injecté sur une plaque verticale avec un débit volumique linéaire ¢* = 1,79 x 10~% m?2.s71.
Le rayon d’action h, vaut 10~% m, 'angle de contact statique 6, vaut 82,5°, la longueur
de glissement b vaut 1078 m et la pas de maillage Az vaut 3 x 10™% m. L’épaisseur du film
est adimensionnée par celle de I’écoulement de Nusselt hV%. Le facteur d’amplification

temporel calculé a partir du profil d’épaisseur vaut w; = + 7,38 x 1074 x k? s71.

Pour finir, on rappelle que 'angle de contact statique 65 peut expérimentalement
prendre n’importe quelle valeur entre 79° et 86° sur le substrat. Afin de se rapprocher de ces
conditions expérimentales, on propose de modéliser de maniere simplifiée les hétérogénéités
du substrat en appliquant de facon aléatoire a I'initialisation du calcul un angle de contact
statiqure 65 compris 79° et 86° sur chaque cellule du maillage. La répartition d’angle de
contact statique est représentée sur la figure suivante.
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0.02 00 79

004 002 0
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FIGURE 7.21 — Répartition aléatoire de I’angle de contact statique 65 obtenue a partir de
la fonction FORTRAN rand(0).

7.3.3 Résultats

L’écoulement instationnaire du film tombant obtenu par simulation numérique est com-
paré aux mémes instants aux clichés expérimentaux sur la figure 7.22. On constate que
les résultats sont tres satisfaisants, puisque d’un point de vue qualitatif, on observe trois
ruisselets avec un espacement qui se rapproche de celui de ’expérience. De plus I’étalement
du film aux temps longs (¢t > 0,4 s) semble bien retrouvé. Les moments ou 1’étalement
obtenu par simulation numérique differe de celui des expériences correspondent aux courts
instants (¢t < 0,4 s). En effet, les ruisselets simulés apparaissent moins vite que dans la
configuration expérimentale. On voit par exemple que les ruisselets simulés ont traversés
2/3 de la longueur de la plaque a t = 0,3 s, alors que les ruisselets expérimentaux les ont
traversés des t = 0,2 s.

On en revient finalement a la méme conclusion que celle formulée a l'issue de la section
7.2, a savoir qu’une mauvaise évaluation du facteur d’amplification temporel w; induit un
décalage temporel sur 'apparition des ruisselets mais ne semble pas avoir d’impact sur
leur espacement (tant que le facteur d’amplification temporel numérique reste positif).
Puisque la résolution du maillage utilisée induit une valeur de ce facteur plus petite que
sa valeur théorique, ceci expliquerait pourquoi il existe un retard aux temps courts.
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(8)t=0,7s (h) t=0,79 s

FIGURE 7.22 — Evolution temporelle de ’épaisseur du film d’un mélange eau/glycérine

injecté sur un substrat vertical avec un débit volumique Q = 1,25 x 107> m3.s71.
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FIGURE 7.22 — Evolution temporelle de ’épaisseur du film d’un mélange eau/glycérine

injecté sur un substrat vertical avec un débit volumique Q = 1,25 x 107> m3.s~1.

7.4 Transition en ruisselets d’un film cisaillé

7.4.1 Présentation de ’étude

On s’intéresse a présent a la simulation numérique d’un film liquide cisaillé par un
gaz. Cette étude est purement numérique dans le sens ou elle ne sera pas comparée a des
résultats expérimentaux. La raison, déja expliquée a la section 2.2.2, est que la littérature
sur les films cisaillées est encore a ce jour trées mince [115, 116]. L’objectif de cette étude
est seulement de vérifier la capacité du modele a simuler la transition en ruisselets d’un
film cisaillé et ainsi justifier des ouvertures pour de futurs applications.

On propose de réaliser plusieurs configurations ou le film injecté sur une plaque ne
s’écoulera plus sous l'effet de la gravité par inclinaison du plan, mais s’écoulera uniquement
sous leffet du cisaillement d'un gaz 77° sur un plan horizontal (5Y = 0). Le nombre de
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Reynolds d’injection du liquide est donné par

Re = — (7.15)

14

avec ¢% le débit volumique linéique d’injection. L’épaisseur théorique h'V* de 1’écoulement
de Nusselt stationnaire correspondant au débit imposé s’écrit dans le cas d’un film cisaillé

sur un plan horizontal
1/2
3ppq’
i

T

hNu _

(7.16)

En reprenant les propriétés du fluide B des expériences de Johnson données dans le tableau
7.9, nous allons simuler les trois configurations suivantes

TABLE 7.16 — Débit linéique d’injection et taux de cisaillement des configurations sumulées.

Re q* (m2.s7h) BY (°) 7 (Pa) RN (m)

0,13 8,97 x 1076 7,212 5,742 x 1074
0,26 1,794 x 107° 0 5,725 7,234 x 1074
0,52 3,588 x 107° 4,544 9,114 x 104

On remarque que les épaisseurs AN" de ’écoulement de Nusselt dans la tableau 7.16
correspondent respectivement (de haut en bas) aux épaisseurs obtenues dans les cas
(Re=10,13; Y =90°), (Re=0,26; 8Y =90°) et (Re=0,52; Y =90°) a la section
7.2. On reproduit ainsi trois configurations de film cisaillé sur un plan horizontal, ana-
logues aux expériences de Johnson d’un film tombant sur un plan vertical.

7.4.2 Simulations numériques

Les cas étudiés étant similaires a ceux de Johnson, on propose de prendre les mémes
parametres numériques qu’a la section 7.2, soit

TABLE 7.17 — Récapitulatif des parametres numériques.

hNu
Re  pY(°) 1% (Pa) RN (m) hy = 10 (m) b(m) Aq(m) CFL
0.52 7,212 9,114 x 107* 9,114 x 107°
0.26 0 5,725 7.234 x 104 7.234 x 107° 10-8 1073 0,1
0.13 4,544  5,742x107* 5,742 x 107°

Les simulations correspondant aux trois cas étudiés sont représentées sur les figures ci-
dessous. On voit que dans tous les cas, la perturbation (toujours générée par la rencontre
entre la ligne triple et une goutte posée initialement sur le substrat) s’amplifie dans le temps
et résulte en un arrangement de ruisselets. Bien que nous ne disposons pas d’éléments de
comparaisons expérimentaux, les caractéristiques géométriques des ruisselets obtenues par
simulation numérique sont données dans le tableau 7.18. L’objectif souhaité de cette étude
est donc rempli puisque nous avons pu montrer que la simulation numérique de la transition
en ruisselets d’un film cisaillé est possible avec le modele proposé.
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TABLE 7.18 — Evolution de I'espacement w et de la largeur d des ruisselets en fonction du
taux de cisaillement du gaz 7;" sur un plan horizontal.

5 () 7" (Pa)

Re

4™ 1073 (m)

w™™m x 1073 (m)

7,212 0,52
0 5,725 0.26
4,544 0.13

30, 63
26, 74
23,63

16
14
10

h (m) h (m) h (m)
0.0014 0.0014 0.0014
0.0013 0.0013 0.0013
0.0012 0.0012 0.0012
0.0011 0.0011 0.0011
0.001 0.001 0.001
— 0.0009 0.0008 0.0008
Eg 0.0008 0.0008 0.0008
< 0.0007 0.0007 0.0007
0.0006 0.0006 0.0006
0.0005 0.0005 0.0005
0.0004 0.0004 0.0004
0.0003 0.0003 0.0003
0.0002 0.0002 0.0002
0.0001 0.0001 0.0001
0 0 0
Y(m)
Jt=1s (c)t=3s
0. h (m) 02 h (m) h(m)
0.0014 0.0014 0.0014
00013 0.0013 0.0013
0.0012 0.0012 0.0012
0. 0.0011 0.1 0.0011 0.0011
0.001 0.001 0.001
00009 | | ~ 0.0009 0.0009
0.0008 | | E 0.0008 0.0008
00007 | | 0.0007 0.0007
0.0006 0.0006 0.0006
0.0005 0.0005 0.0005
. 0.0004 0. 0.0004 0.0004
0.0003 0.0003 0.0003
0.0002 0.0002 0.0002
0.0001 0.0001 0.0001
. 0 0.2 0 0
0
Y(m) Y {(m)
Jt=4s (e)t=5s (f)t=6s
h (m) h(m) h(m)
0.0014 0.0014 0.0014
00013 0.0013 0.0013
0.0012 0.0012 0.0012
0.0011 0.0011 00011
0.001 0.001 0.001
- 00009 | | ~ 0.0009 0.0009
Eg 00008 | | E g 0.0008 0.0008
< 00007 | | > 0.0007 0.0007
0.0006 0.0006 0.0006
0.0005 0.0005 0.0005
0.0004 0.1/, 0.0004 0.0004
0.0003 0.0003 0.0003
0.0002 0.0002 0.0002
g.oom 02 g.ooaw g.uom
0.2 0.1 0 0.1 0.2 0.2 0.1 0 0.1 0.2
Y(m) Y (m) Y (m)
(g)t=7s (hyt=8s (i)t=9s

FIGURE 7.23 — Re = 0,52, 8Y = 0°, 7%

= 7,166 Pa
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0.1

0.1

0
Y (m)

0
Y (m)

h (m) h(m) h(m)
0.0012 0.0012 0.0012
0.1 0.0011 0.0011 0.0011
0.001 0.001 0.001
0.0008 0.0009 0.0009
= 0.0008 0.0008 0.0008
é 0.0007 0.0007 0.0007
> 0.0006 0.0006 0.0006
0.0005 0.0005 0.0005
0.0004 0.0004 0.0004
0.1 0.0003 0.0003 0.0003
N 0.0002 0.0002 0.0002
0.0001 0.0001 0.0001
0 0 0
h (m) h (m) h (m)
0.0012 0.0012 0.0012
0.0011 0.0011 0.0011
0.001 0.001 0.001
0.0009 0.0009 0.0009
0.0008 0.0008 0.0008
0.0007 0.0007 0.0007
0.0006 0.0006 0.0006
0.0005 0.0005 0.0005
0.0004 0.0004 0.0004
0.0003 0.0003 0.0003
0.0002 0.0002 0.0002
0.0001 0.0001 0.0001
0 0 0
h (m) h (m) h (m)
0.0012 0.0012 0.0012
0.0011 0.0011 0.0011
0.001 0.001 0.001
0.0008 0.0008 0.0009
0.0008 0.0008 0.0008
0.0007 0.0007 0.0007
0.0006 0.0006 0.0006
0.0005 0.0005 0.0005
0.0004 0.0004 0.0004
0.0003 0.0003 0.0003
0.0002 0.0002 0.0002
0.0001 0.0001 0.0001
0 0 0
h (m) h (m) h (m)
0.0012 0.0012 0.0012
0.0011 0.0011 0.0011
0.001 0.001 0.001
0.0008 0.0009 0.0009
0.0008 0.0008 0.0008
0.0007 0.0007 0.0007
0.0006 0.0006 0.0006
0.0005 0.0005 0.0005
0.0004 0.0004 0.0004
0.0003 0.0003 0.0003
0.0002 0.0002 0.0002
0.0001 0.0001 0.0001
o o o

()t=10s

MHt=12s

FICURE 7.24 — Re = 0,26 et 8¢ = 0°, 7% = 5,725 Pa
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FIGURE 7.25 — Re

(h)t=15s

= 0,13 et BY = 0°, 7% = 4,544 Pa
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7.5 Conclusion du chapitre

Dans ce chapitre, nous avons présenté des simulations numériques de film liquide pi-
loté par la gravité ou le cisaillement d’un gaz. A cause des fortes restrictions imposées
par la discrétisation spatiale des termes du troiséme ordre et la discrétisation explicite en
temps du modele utilisé, nous nous sommes limités a des configurations académiques de
film injecté sur un plan incliné rectangulaire. Bien que ces configurations soient simples,
elles se sont montrées étre suffisantes pour remplir I’objectif pricipal de I’étude qui est de
démontrer que le modeéle permet de reproduire qualitativement des situations tridimen-
sionnelles de mouillage (pincement, transition en ruisselets), en particulier sur des cas de
films cisaillés.

D’un point de vue quantitatif, les simulations de pincements stationnaires sont en tres
bon accord avec les données expérimentales. Concernant, la reproduction de mécanismes
conduisant a la croissance d’instabilités transversales et a la formation de ruisselets, ils
semblent seulement différer d’un point de vue temporel pour des raisons de résolution spa-
tiale. Si cette hypothése (qui nécessite encore d’étre confirmée par des études complémentaires)
est exacte, alors ce soucis pourrait étre corrigé a ’aide d’une discrétisation implicite en
temps et le développement d’un maillage dynamique qui se raffine au voisinage de ligne
triple [117] afin de guarantir que les forces moléculaires soient régularisées a 1’échelle du
maillage. On peut donc conclure qu’a ce stade du travail, les résultats sont tres satisfaisants
et encourageants pour des applications futures dans des configurations plus industrielles.



Conclusion générale et
Perspectives

Le but de cette these était de développer une nouveau modele pour la simulation
numérique instationnaire de I’étalement d’un film liquide et en particulier des phénomenes
de ruissellement. L’enjeu a terme étant d’intégrer ce modele dans des chaines de cal-
cul industrielles existantes, le recours a une approche de type DNS traitant de maniere
détaillée tous les phénomenes physiques quelle que soit leur échelle spatiale (phénomenes
moléculaires, capillaires, gravitationnels, visqueux) est impossible. Nous avons donc opté
pour des équations intégrales qui, comme leur appellation 'indique, dérivent de I'intégration
des équations de Navier-Stokes dans la direction normale a la paroi. Celles-ci sont ensuite
réduites en utilisant une approximation “onde longue” en supposant que les variations
d’épaisseur du film sont petites devant ses variations longitudinales (longueur d’onde des
vagues, longueur d’étalement). Cette hypothese n’est pas pénalisante en terme de domaine
de validité de notre modele puisque de nombreuses expériences ont confirmé qu’elle est
valide dans les régimes d’écoulement des applications visées de films cisaillés. L’intérét
principal de ces équations intégrales est qu’elles permettent d’éliminer une variable et
rendent possible I'utilisation d’un maillage uniquement surfacique (resp. linéique) pour
des application 3D (resp. 2D).

L’objectif principal de ce travail était de proposer un modele tenant compte de 1’en-

semble de la physique d’étalement d’un film sans limite de validité en terme de modélisation
de la mouillabilité et des phénomenes capillaires. L’effet des interactions entre les molécules
du film et de la paroi solide, a l'origine de 1'étalement (mouillage) ou de la rétractation
(démouillage) d’un film, ont été modélisée via une force linéique dérivant d’une densité
surfacique d’énergie (dite de disjonction). Nous avons démontré que si nous ne souhaitons
que retrouver l'effet a 1’échelle macroscopique des interactions moléculaires, alors 'expres-
sion exacte de cette densité d’énergie importe peu tant qu’elle respecte certaines conditions
aux limites. D’autre part, elle peut étre régularisée jusqu’a des échelles bien plus grande
que celles moléculaires tout en conservant le bon comportement macroscopique du film,
ce qui permet d’utiliser des maillages millimétriques plutét que nanométriques.
Afin d’aller plus loin que les approches actuelles, nous avons proposé un systéme a trois
équations composé d’'un modele de type Saint Venant a deux équations et d’une équation
d’évolution pour le gradient d’épaisseur du film. Ce modele, formellement équivalent a
I’équation de lubrication majoritairement utilisée dans la littérature, a I’avantage de cor-
respondre a un systeme d’équations différentielles uniquement du seconde ordre en espace,
ce qui rend beaucoup plus simple la mise en oeuvre de méthodes numériques de type vo-
lume finis adaptées sur des maillages non-structurés pour des applications industrielles.

229
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Afin de valider les choix effectués en terme de modélisation et de méthodes numériques,
nous avons commencé par développer un code en dimensions 2. Le schéma est implicite en
temps afin de pouvoir simuler des processus de mouillage dans des configurations réalistes,
c’est-a-dire des longueurs et des temps d’étalement repectivement de ’ordre du metre et
de plusieurs dizaines de seconde, avec des temps de calcul raisonnables. De nombreuses
validations ont été effectuées sur des cas élémentaires et académiques et ont permis de
valider la capacité du modele 2D et du schéma numérique retenu a reproduire avec une
précision suffisante les mécanismes physiques (moléculaires, capillaires, gravitationnels, ci-
saillement) et les régimes d’étalement (inertiel, visqueux) d’un film aussi bien totalement
mouillant (65 = 0°) que trés peu mouillant (65 proche de 90°).

L’extension 3D des équations du modele continu ne léve pas de grosses difficultés et
permet d’obtenir un syteme d’équations conservatif du second ordre en espace adapté a
une mise en oeuvre sur des maillages non-structurés généraux. Cependant, le schéma de
discrétisation spatial proposé s’est avéré moins évident a généraliser au cas tridimensionnel
et est toujours en cours d’étude.

En attendant qu’une solution soit trouvée, un modeéle a deux équations, équivalent & celui
proposé d’un point de vue continu mais qui est du troisieme ordre en espace et discrétisé
explicitement en temps, est utilisé. Celui-ci permet de réaliser des premieres simulations
numériques d’écoulements 3D a condition de se limiter & de faibles pas de temps pour
des raisons de stabilité numérique, et a des maillages cartésiens afin de guarantir que la
discrétisation des opérateurs du troisiéme ordre soient consistants. Il convient donc de
reconnaitre que tous les objectifs initiaux n’ont pu étre atteints car le modele ne permet
pas, en 'état, de réaliser des simulations sur maillages non-structurés et dans un temps
raisonnable.

Bien que les contraintes imposées par le modele utilisé limitent les cas d’études a des
configurations académiques, celles-ci sont tout a fait suffisantes afin de remplir I’objectif le
plus important qui est de prouver la faisabilité d’un calcul de transition en ruisselets et de
s’assurer du bon comportement qualitatif, voire quantitatif du modele. Nous avons effectué
des simulations tridimensionnelles instationnaires des expérience de Johnson [31] et des
expériences réalisées a 'ONERA par Thoraval en nous plagant dans plusieurs conditions
opératoires. Les résultats obtenus peuvent étre considérés comme tres prometteurs car ils
font clairement apparaitre la capacité du modele proposé a retrouver avec bonne précision
la forme et I'espacement des ruisselets. Ils ont également démontré les potentialités de
I’approche proposée dans la thése pour la simulation d’applications complexes de films
cisaillés, méme si a ce stade aucune validation quantitative n’a pu étre effectuée.

Pour l'avenir, de nombreuses pistes d’améliorations du modele et de réflexions sur la
compréhension des phénomenes pilotant la transition d’un film en ruisselets ont été ou-
vertes. Premiérement, d’un point de vue numérique, le modele 3D nécessite encore un
certain nombre de développements afin de pouvoir le rendre utilisable dans un contexte
industriel. En effet, on rappelle que les simulations numériques 3D ont été réalisées avec
un modele a deux équations, car le modele initialement proposé a trois équations souffre
de difficultés a reproduire des configurations de mouillage, méme élémentaires. La raison,
expliquée dans les conclusions du chapitre 6, est que la méthode de discrétisation adoptée
pour I'équation d’évolution du gradient d’épaisseur du film n’est pas assez précise. Si
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cette imprécision peut étre corrigée, notamment via 'une des solutions envisagées a la
section 6.5.2, alors des calculs sur maillages non-structurés pourraient étre testés. Une
fois la discrétisation spatiale validée, une discrétisation implicite en temps, éventuellement
aggrémentée d’une parallélisation du code de calcul devrait étre envisagée.
Deuxiemement, d’un point de vue théorique, les résultats de simulations numériques de
transition en ruisselets d’un film tombant ouvrent des questionnements sur la nature de la
formation des ruisselets. En effet, I’état de I’art du chapitre 2 laisse penser que la transition
d’un film en ruisselets semble défendue par de nombreux auteurs comme le résultat d’une
instabilité linéaire, soit I’amplification de la longueur d’onde d’une perturbation dans la
direction transversale. L’espacement entre les ruisselets, a priori défini par cette longueur
d’onde, est fortement dépendant du facteur d’amplification temporel, lui-méme fortement
dépendant du profil du bourrelet qui se forme au voisinage d’une ligne triple en mouve-
ment. Or, les espacements obtenus par simulations numériques s’accordent étonnamment
bien avec ceux de Johnson alors que dans certains cas, le bourrelet est tellement éloigné
de sa forme théorique (pour des raisons de résolution de maillage) qu’il induit un décalage
de 500% sur le facteur d’amplification linéaire. On est alors en droit de mettre en doute
le fait que 'analyse de stabilité puisse expliquer a elle seule la transition en ruisselets.
Enfin, il serait également intéressant de s’intéresser a la modélisation du phénomene
d’hystérésis de ’angle de contact et a sa dépendance par rapport aux hétérogénéités et
aux rugosités de la paroi. En effet, dans une vision a plus long terme d’intégrer le modele
proposé au sein d’une chaine complete de calcul de givrage, des gouttes transportées par
I’écoulement gazeux vont impacter la paroi étudiée. Afin de pouvoir simuler de maniere
précise les zones de formations de films par coalescence de gouttes, il faudrait tenir compte
des phénomenes d’hystérésis car ils vont influencer le déplacement d’une goutte sur la pa-
roi et peuvent méme la maintenir "accrochée” au substrat malgré le cisaillement du gaz.
Pour finir, le modéle a été développé en supposant que les propriétés physiques du liquide
sont constantes. En conditions réelles sur une paroi chauffée, des expériences ont montré
que les propriétés d’'un liquide, et en particulier sa tension de surface, peuvent changer
de maniére non négligeable [124]. De plus, on trouve en annexe F une étude montrant
que la valeur de la tension de surface joue un role central sur la transition d’un film en
ruisselets. Par conséquent, 'effet des transferts thermiques sur les propriétés du film serait
intéressant a prendre en compte dans le modele.
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Annexe A

Estimation des nombres

adimensionnés de Reynolds, de
Froude et de Weber d’un film
liquide fortement cisaillé.

On évalue dans cette annexe les nombres admensionnés de Reynolds, de Froude et de
Weber associés aux écoulements de films minces rencontrés dans les applications de givrage
aéronautique. La formation d’un film mince sur un profil d’aile peut se décomposer en trois
zones schématisées sur la figure A.1 :

— Des gouttelettes (diametre ~ 10 — 50um) transportées par 1’écoulement d’air se
déposent sur le bord d’attaque du profil d’aile;
— Ces gouttes vont se déplacer sur le profil sous l'effet des efforts aérodynamiques et

coalescer ;

— Un film continu se forme dont ’épaisseur moyenne h, et la vitesse moyenne wu,
dépendent du débit massique linéique m de liquide qui s’est déposé sur le profil, et
du taux de cisaillement 7;" de la couche limite gazeuse .

Dépot de gouttes
P g - Coalescence Film mince cisaillé
sur le profil d’aile
@ 9 L
- .o m © e .
U @ @ ~ i
—-

FIGURE A.1 — Représentation simplifiée de la formation d’un film mince sur un profil d’aile
aéronautique.
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On suppose que le liquide est de ’eau dont les propriétés sont prises a température am-
biante, soit

p=10° kgm™>, p=10"° Pa.s, y,=7x10"2 Nom™* (A.1)

Calcul du débit massique

Le débit massique linéique 7 de liquide se déposant sur la surface peut étre évalué a
partir de la relation suivante :
m=pus LK (A.2)

avec s = 80 m.s~ ! la vitesse amont de 1’écoulement gazeux, que 1’on suppose égale a la
vitesse d’impact des gouttes, L = 0,5 m la longueur d’impact (voir figure A.1) et £ = 0,5
un taux de captation expérimental [85]. On a alors

m=2x10"3 kg.m ts! (A.3)

Calcul du taux de cisaillement

Le taux de cisaillement 7" qu’exerce I’écoulement d’air sur le film liquide s’exprime

par
1
=5 Cf py (A4)

avec Cy le coefficient de trainée et p, la densité du gaz. Dans le cas de nos applications,
on a [85]
Cp=3x10"", py=1kgm™> (A.5)

soit un taux de cisaillement estimé a

¥ =10 N.om ™2 (A.6)

Ordre de grandeur des nombres adimensionnés

En se plagant dans le cas d’un écoulement stationnaire sur plan incliné (figure A.2), et
en négligeant le gradient de pression dans la couche limite gazeuse, 'expression du débit
massique linéique m est donnée par celle d’un écoulement de Nusselt, soit

h3 377
S Oh0:7o T % A.

avec g* l'accélération de la gravité projetée sur le plan.
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FIGURE A.2 — Représentation de I’écoulement stationnaire d’un film piloté par la gravité
et le cisaillement gazeux.

En supposant que la dynamique de I’écoulement est dominée par le cisaillement du gaz
(vraisi 77°/(p g ho) > 1), 'épaisseur du film vaut

2 1\
h0:< “x ) =2x107° m. (A.8)

T

et ona 7°/(p g ho) ~ 50 justifiant que les forces gravitationnelles sont bien négligeables
devant les forces aérodynamiques. La vitesse moyenne vaut alors

o 7 =10"" m.s7! (A.9)

UOZZZ

On en déduit que les nombres de Reynolds de Froude et de Weber ont pour ordre de
grandeur

Re = =2 (A.10a)
1
Fre % _s (A.10Db)
Cghe '
2 p
We="LY"o 3,103 (A.10c)
Vg

soit des forces capillaires dominantes devant les forces visqueuses et inertiels (qui sont
comparables) et des forces gravitationnelles négligeables.
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Annexe B

Discrétisation temporelle du
modele bi-dimensionnel

B.1 Justification du choix d’une méthode implicite

B.1.1 Présentation et inconvénient de la méthode explicite

La méthode la plus simple pour résoudre le systéme discrétisé (4.4) consiste a utiliser
un méthode d’Euler explicite. On cherche ainsi a résoudre dans chaque cellule ¢ le probleme
suivant :

e S S L g
ot ar (Pl Blp) = 5 (Blap - Blap) <50 (BY)

avec les indices n et n + 1 qui représentent repectivement une valeur a l'instant " et une
valeur & l'instant suivant t"t! = t" + At, avec At le pas de temps. Cette équation se
ré-écrit sous forme condensée :

Ui'n,—f—l — Uln + At RZ ( in—17 Uin’ 7,T—L§—1)

~ (Pl = Flap) + (Blap - Blip) . (B2
v

R; (U’n—lvUina ﬁ&-l) =

]

ou R; (U™,,U", [fH) est appelé "reste explicite”, dans le sens qu’il s’exprime unique-
ment en fonction des variables connues a l'instant t". Dans chaque cellule i, I’équation
(B.2) n’admet alors qu’une seule inconnue UZ-"+1 a l'instant "1 qui peut étre directement
calculée.

Cette méthode est tres utilisée dans la littérature mais n’est toutefois pas adaptée a nos
applications car elle impose une condition sévere sur le pas de temps At pour guarantir la
stabilité numérique de la simulation. En effet, nous avons montré a la section 3.5.4 que la
prise en compte des forces capillaires, qui jouent un réle essentiel, entraine une condition
de la forme At ~ Az?. Une telle condition rend impossible des simulations de dynamique
de mouillage dans un contexte industriel. Par conséquent, une méthode d’Euler implicite
est adoptée pour s’affranchir de cette contrainte sur le pas de temps.
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B.1.2 Présentation de la méthode implicite

La méthode d’Euler implicite consiste a résoudre pour chaque cellule i I’équation sui-
vante :

_|_7

urtt-ur 1 (
At Ax

1
+1 +1 ) +1 +1 +1
Fﬁlm o F’;il/2) N (B?+1/2 o B?—1/2) + 5 (B.3)

qui est équivalente & :

()

+1 +1 +1 +1
F/ = Fihs) + (B — Bi) L gt
7

Ax

n+1 n n n n
Uit =up + At R (UPL Up L o)
(B.A)

2

R, (U1, U+, U = (

ou R; (Ui"fll, Ui”H, Ul-"_:rll) est appelé "reste implicite”, car il s’exprime en fonction des
inconnues & l'instant t"*!. Contrairement, & la méthode explicite, on ne peut pas résoudre
(B.4) localement en chaque cellule ¢, car nous n’avons qu’une seule équation pour déterminer
trois inconnues. Il faut alors résoudre globalement le probléme pour toutes les cellules sous

la forme d’un systéme d’équations linéaire.

B.2 Reésolution du syteme linéaire

B.2.1 Méthode de Newton

Si on introduit X = (X, Xa,---,Xx) € R*" une inconnue, résoudre ’équation
(B.4) est équivalent a résoudre pour chaque cellule ¢

X, -U}
P (X1, X, Xi1) = N R (X 1,X;, X;41)=0 (B.5)
Ainsi, si on introduit également les variables U", R et P € R3N suivantes :
Uln Rl P1
Uy Ry P,
u =1\ . , R(X)= ) , PX)=| . (B.6)
U]?l RN PN
On peut écrire le systéme d’équation linéaire suivant :
1
’P(X):E[X—U"]—’R,(X):O (B.7)

qui se compose de N équations pour IV inconnues X, et peut donc étre résolu. On propose
d’utiliser une méthode de Newton qui consiste & écrire un développement limité d’ordre 1
en U" de la fonction P (X)), soit :

P(X)=PU") + Jx—ym) [X —U"=0 (B.8)
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avec J(y—yn) la matrice jacobienne de la fonction P (X) en U™ qui s’écrit :

Jii o Ji2 JiN
J21 J2.2 Jo,N
Jx=ury = [VXp](X:u") = : (B.9)
JN1 JN2 ctt NN
ol chaque bloc matriciel ji de taille [3 x 3] est donné par :
vk L€ [GNT ke = [V P (x, 20y (B.10)

En supposant que la jacobienne .J est inversible, on obtient finalement 'inconnu &, et
donc U™ via équation suivante :

-1
Ut =x = u" - |:J(X:M”)] PU") (B.11)
qui ne dépend que des variables a l'instant ¢".

B.2.2 Méthode de Newton itérative

Soit U1 1a solution obtenue & partir de la méthode de Newton, il peut arriver que
cett solution ne soit pas précise, i.e. qu’elle ne vérifie pas I’équation (B.7), et on a :

P (u(nﬂ):l) 40 (B.12)

On évalue alors la précision de cette solution en calculant la norme N suivante :

V= [ ) [ o)) 2

Idéalement, cette norme est nulle si la solution calculée est exacte. Dans notre cas, la
solution est approchée et on aura toujours N/ > 0. On définit alors un seuil & > 0 tel
que si N < £ alors on considére que la solution est siffisamment précise, et si NV > £ elle
ne ’est pas. Dans ce dernier cas, une solution consiste a itérer la méthode de Newton en
utilisant la solution approchée U1 En écrivant un développement limité d’ordre 1 de
la fonction P (X) en UV on a

P (Ul 01) 4 T & -y —o

~1 (B.14)
— X =yt lJ(X:WH),l)] P (U

Et on obtient une nouvelle solution X = U™ D2 dont on évalue la norme A. On ré-
itére I'opération jusqu’a ce que la norme N de la k*™¢ solution Utk soit inférieure
a £. On guarantie ainsi que le systéme de Saint Venant implicite en temps soit bien résolue.
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Remarque 15

L’inconvénient d’une méthode implicite est qu’elle nécessite de calculer et d’inverser un
sustéme linéaire a chaque nouveau instant. La discrétisation spatiale que nous avons
adoptée correspond a un schéma dit a 3 points. En d’autres termes, une solution d’une
cellule 1 ne dépend que des solutions des plus proches cellules voisines i — 1 et i + 1.
Par conséquent, la jacobienne J est une matrice tridiagonale par bloc, soit

<
—
=
.
=
[N}
[es}

ll~
I

(B.15)

Le systéme peut don étre inversé efficacement a chaque itération par un alogorithme
de Thomas [83] qui est une méthode simplifiée d’élimination de Gauss.




Annexe C

Analyse de stabilité linéaire 3D -
Transition en ruisselets

On présente dans cette annexe une analyse de stabilité linéaire d’un film liquide injecté
a débit constant sur un plan incliné et avec une couche limite gazeuse au repos. La stabilité
du film liquide est étudiée en utilisant I’équation de lubrification (6.9).

C.1 Etablissement des équations et adimensionnement

On considére un film liquide injecté avec un débit volumique linéique q = [qg,, 0]
uniforme dans la direction y sur un plan incliné d’'un angle 8 par rotation autour de ’axe
1y, on a alors :

gt = lg szg (ﬁ)] , g°=gcos(f), =0, VP,=0 (C.1)
Les profils issus de résultats expérimentaux [31] et de simulations numériques [97] montrent
que si aucune perturbation n’est imposée au voisinage de la ligne triple, elle avance a vitesse
constante V' = ! [V® 0] sans développer aucune structure dans la direction y, comme
représenté sur la figure C.1. Le champ d’épaisseur du film se caractérise par un bourrelet
pres de la ligne triple, un écoulement de Nusselt loin de la ligne, et peut étre décrit par
h(z,y,t) = hy (§) avec £ = z— V7™ ¢, correspondant a un profil d’onde progressive avancant
a vitesse contante V*.

Ecoulement

h de Nusselt Bourrelet

VX

hNu Ligne
triple

» X

FiGURE C.1 — Représentation d’un film s’écoulant a débit constant uniformément dans la
direction transversale y.
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Sous les hypotheses (C.1), et en appliquant les changements de variable

E=x-V"1 (C.2a)
ut=u-V (C.2Db)

I’évolution temporelle de ’épaisseur h(§,y,t) du film dans le repére mobile avangant a
vitesse constante V' est donnée par I’équation de lubrification suivante

_ v -
v. [ B0 g Y (G Ton P)W]
68? -ve gz = o +pgcos(B)[h—z]+ (agd;sj> (C.3)
_ — 5 hQ(Z;b)p g sin (B) _
En procédant a un adimensionnement en posant
¢=ELy, y=jL,, VP=V"uN", t=1t, (C.4a)
h=h b b=bhN" | euys; = aisj Mg C.4b)
avec
u(pNu w 1271/3
e _ ’ng Sin(B)  to= s Lo= [ZZ(;] k=22 )

L’équation de lubrification décrivant I’évolution de I’épaisseur B(é ,7,t) d'un film s’écrit :
Dy(8) V. [R(h +b) Vi
Vh
~ N1/2
(1+ | VA [?) /

— V. |[R*(h+DV | V.

- — = = (C.6)
ot o  1+0b o 98 1
+ Daisj(B) V. [R2(h+b) ¥ ( adijj>
= fa(h)Vh
_ 9 [R2(h + )|
0%
ot Dyisi(B), Dy(B), Cq et fa(h) ont pour expression
30, —-2/3 L iV
D 157 = = 5 Ca = C7
wi(8) = (15%) - (C.7a)
3C,\3 . 0Eais;
Dy(B) = = t h) = =2 C.7b
W8 = (22) cot() . fulh) (W ) (©.)
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C.2 Linéarisation du systeme autour d’un état d’équilibre

Si la ligne triple est perturbée (par des forces extérieures ou des hétérogénéités du
substrat), on constate expérimentalement qu’'une instabilité transversale a ’écoulement
(dans la direction ) peut apparaitre et le front d’avancement du liquide transitionne en
ruisselets, comme représenté sur la figure (C.2).

10

Perturbation

/

=1

A 4

FiGURE C.2 — Représentation de I'apparition d’une instabilité transversale au voisinage
du point triple d’un film s’écoulant & débit constant uniformément dans la direction trans-
versale .

On étudie alors la stabilité du film liquide en imposant :
h(E,5,0) = ho(€) + e hi(€,5,7) (C.8)

qui se compose du profil en onde progressive h, (&) auquel on applique une perturbation
€ hl(é,g,f) dans la direction transversale j, avec € < 1 'amplitude infinitésimale de la
perturbation. En injectant cette décomposition dans 1’équation de lubrification (C.6), en
utilisant les développements limités suivant :

R =02 +e (271 ho(d)) +O(?) (C.92)

Fall) = 1a(hol€) + (22

) e 40 (C.9b)
(ho(8))

et en se placant dans I’hypothese ”"onde longue”, soit

Vh .

Vh<1l — ——5 | =Vh (C.10)
(1+ | VA ?)

On obtient le systéme linéarisé suivant :

{7 8?7,0(5) 1 ~  ~
-V 3 3 1+BL“( )
1

oin . o\ |~ -
+ ¢ (8{1—‘/ 85) +e = Iy (ho(f)’hl)

+ 0(£?) (C.11)
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avec L, et L1 des opérateurs linéaires du quatriéme ordre respectivement donnés par :

Dais; (8) falhol@)) 21e®)

Soa 2 e Te e - o€
Lo (ho()) = 5z |Fo(©) [o(€) + 3] sy Dl PlE) (C.12)
? o og
et par :
B2(&) [ho(@) + 8] ¥ [V. (V)]
Vel L ho(€) [ﬁo(é) +§ b 7 V [V (Vho(d))]
[ 3(©) [Ro(€) + 5] |fulho(©)) V]

4. | Dais (8) | + 72 [Bol€) + 9]

(C.13)

C.3 Etude de la solution non-perturbée
C.3.1 Equation différentielle du troisiéme ordre vérifiée par h,(¢)
L’équation (C.11) s’écrit en I’absence de perturbation (hy = 0) :

Ve 8h~0+71 .
9 1+b

Lo(ho) =0 (C.14)

soit en développant

= = Oho(€
o |20 [iu@ +1] [ — Dasa®) fulho(d) Lol B
o€ b 3 ; — V7 he(§)| =0 (C.15)
o8 1+b _Dy(8) Oho(€)  Pho(E) .
g 0E 853
En l'intégrant dans la direction §~ , on obtient :
= = Oho(€
(0 [+ 3] [~ Do) Aallu@) TS|
b ho(€ i (€ — V¥ ho(§) = d (C.16)
1+b Oho(§) — 03ho(§)

- Dg(ﬁ) 8{ 853
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avec d une constante d’intégration. Cette équation différentielle du troisiéme ordre en
espace permet de calculer le profil en onde progressive 710(5) uniforme dans la direction §
qu’adopte le film liquide en ’absence de perturbation. Elle admet toutefois deux inconnues
de trop (J et f/x) que 'on peut déterminer a partir de conditions aux limites. Loin du point
triple (f — —00), il se forme un écoulement de Nusselt, I’épaisseur du film est invariante

lim ho(€) =1, lim o (&)

E——00 E——o0 0

et on a:

=0 (C.17)

Au point triple (5 = 0), nous avons vu a la section 3.4.2 que linterface liquide/gaz
rencontre le substrat sec avec une pente nulle, soit :

Oho(&)

lim ho(€) =0, lim =0 (C.18)
&0 §»0  0€
A partir de ces conditions aux limites, on obtient :
d=0 (C.19a)
VT=1 (C.19b)

Le profil hy(€) est donc solution d’une équation différentielle de la forme

L;, (ho(&)) =0 (.20
avec L;}O (ﬁo(é )) Popérateur linéaire du troisiéme ordre suivant :
-~ Oho(€
R [ +1] [ ~ D) fulhe(d) Lol
Lﬁo (ho(‘g)) = = ~ \ S _ ho(éf) (021)
1+ D) Oho(&)  3%ho(€) O
g ¢ o8

C.3.2 Equation différentielle du quatriéme ordre vérifiée par h,(¢)

Par invariance en tranlation le long de l'axe €, toute fonction de la forme ﬁo(f +1)
vérifie (C.20), soit :
L;, (o€ +D) =0 (C.22)

avec Ly (fzo(ﬁ + l)) Popérateur linéaire qui s’écrit :

Daisi(B) fa(ho(€ +1)) ahogg"‘ )
RE+D) o€ +1) +7) .
L;Lo (BO(€+[)> = 1 E _ Dg(B)T
Pho(€+1)
- o~ B 653 + 1
L _ho(f + l)

(C.23)
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Dans la limite [ < 1, on peut écrire les développements :

B+ 1) = hol®) +1 f’ﬁgéf) Lo (C.212)
R2E+1) = R2(E) + 2T ho(€) aﬁgég) +O() (C.24b)
FRE D) = W) + 3 TR0 8’3555) Lo®) (C.240)
Fa(ho(€+1)) = fa(ho(€)) + ((?9%)@0@) ahgg) [+ 0(P) (C.24d)

Et Iéquation (C.23) s’écrit sous la forme du développement limité en [ suivant :
L;, (ﬁo(é)) +1 L ; (EO(E)) +0(*) =0 (C.25)
Puisque Lj,_ (ﬁo(é)) = 0 d’apres (C.20), on a a lordre 1 en l:
Ly 1 (ho(®) ~ 0 (C.26)

avec LEO,Z (Bo(é)) I'opérateur linéaire du quatriéme ordre suivant :

- o Oho(€
[ s ey 2l
G [ho<§>+3b} gy Pl el
1+b I ¢ %
-
+g£o(§> O
_ - 0%h(€
L; (ho(f)) = — Daisj(B) fa(ho(£)) 2520(5)
R2(E) [o(€) + 5] o/ Oho(6)’
1+b ~ Daiss () (871)(}10(5))( 0€ >
9%ho(&) | 0'ho(€)
_Dg(ﬁ) 352 854
; (C.27)
que 'on peut simplifier en utilisant la relation (C.20)
=) 0%ho(€)

(C.28)
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Nous reviendrons sur 1'utilité de la relation (C.28) au paragraphe C. Afin d’alléger la no-
tation, on écrira & présent ho(€) = ho.

C.4 Relation de dispersion

En utilisant le résultat (C.14) du paragraphe précédent, I’équation (C.11) s’écrit :

[ B2(ho +8) V [V (V)] ]
_v. . )
+3h [h +b]h1v[v Vho)]
B2(ho +B) [ fa(ho) V] ]
- =70t .
- 2
G 1| V| Dag() | R+ B) | ( aﬁ)(,;o> hlvm] o
ot 140 - 2.7 - . . '
+3 ho o+ 5 B| b falho) Vo
hZ(ho+6) Vﬁl )
v.|D T R
* a(8) +3ho[ho+§b}h1w0
- T. 2 .7 - q
_ 0 = Oh
ag<3ho[ho+3b}h1)+[1+b} I |

Afin de pouvoir étudier la stabilité du film en réponse & une perturbation dans la direction
7, on adopte la décomposition suivante :

mn(€,9.0) = p(@) 11 (C.30)
avec k = 27w/ le nombre d’onde (adimensionné par 1/hV*) de la perturbation, X sa
longueur d’onde, et @ le facteur d’amplification temporel (adimensionné par 1/t,) qui se
compose d’une partie réelle et imaginaire, soit :

& =@+ @ (C.31)
En injectant cette décomposition dans (C.29) et en utilisant ’équation différentielle du

troisiéme ordre (C.20) vérifiée par ho(€) pour effectuer des simplifications, on obtient :

@y =0 (C.32a)
. 1

@ p(€) = 15 Lo (#0) (C.32D)
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avec L, ((p(ﬁ)) un opérateur linéaire du quatrieme ordre donné par

i i+ ] (272) -

1 [ Dy(B) +2 K? 92(@)
O+b} ( + Dyisi(B) fa(ho )) (852 )

;g(ﬁg VLO(JJ’D( 0(B8) + k% + Dais; (B) fal B
K 8f i
Lo (w@) = | | TP <Df””<ﬁ> ()0, 5 )) (28)
o B} 2Bf:a++gb>

—h2 |ho + i)} (Dg(ﬁ) + k% + Dyis;(B) fa(

h
o (o1 - dfy Ohe
+ +8£<h3 [h0—|—b} Dais; (B) (85)(;}&(85)) 0(&)
10 (2h,+b
— [149] ag( er) |
(C.33)

L’équation (C.32b) est un probléme aux valeurs propres qui est généralement résolu
numériquement [97, 107] pour chaque nombre d’onde k. Il nécessite de connaitre le profil
non-perturbé en onde progressice h, (£) que I’on peut obtenir soit par simulation numérique
2D, soit par résolution de ’équation (C.21).

C.5 Résolution analytique

Toutefois, il est possible d’obtenir une expression analytique du facteur d’amplification
temporel @; en se placant dans la limites des grandes longueurs d’onde, soit k£ < 1. Puisque
l'opérateur L, (cp(g )) a la forme d’un développement limité en puissance de k2, on propose

de chercher une expression de @; et de <p(§~) sous la méme forme, soit
@i = (@), + B (@), + O (k') (C.34a)
(&) = ol&) + F21(8) + O (k") (C.34b)

que nous allons injecter dans I’équation (C.32b), puis résoudre par analyse dimensionnelle.
Nous utiliserons également les conditions aux limites :

- 0
dim p(¢§) =0, _lim —==0 (C.35)
E——00 E——o0 8{:
pour retrouver un écoulement de Nusselt non-perturbé loin du point triple, et les conditions

lim ¢(€) =0, lim a—(e =0 (C.36)

£—0 £—0 O& B

pour que I’amplitude de la perturbation reste petite lorsque 1’épaisseur du film tends vers
0 au point triple.
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C.5.1 Détermination de (@;), et ¢,(§)

En utilisant le développement limité (C.34a), I’équation (C.32b) s’écrit a l'ordre 0 en

ko
- 9 [ ~ 63 Y -
] (25 o
+12 |ho + ] (Dg(8) + Daiss () fa(ho)) (%)
- : 19 N S 0fa oh
Wi)y Pol&) = = — h2 |ho +b| Dyisi <> 0 C.37
@ wo®=15 52 | (R[] pase (5), (52)) | €9
+ = = ®o(§)
) (2t
i ho + b 1
En posant ¢,(£) = (88%’), on remarque que ’équation (C.37) s’écrit
3 oh, .
(@), <8§> =Lj 7 (ho(f)) (C.38)
avec Ly 7 (~o(§~)> Vopérateur (C.28) qui vérifie
Li 1 (ho(§)) = 0 (C.39)
Nous avons donc trouver une solution particuliere de (C.37) qui est :
(@), =0 (C.40a)
. dh,
o(8) = < C.40b
2ol6) ( 8& ) (C.40b)

C.5.2 Détermination de (&;),

En utilisant le résultat (C.40), Péquation (C.32b) s’écrit & 'ordre 2 en k :

[ % [ﬁo + B} (Dg(ﬁ) + Dais;(B) fd(ﬁo)) <88<%1) -
e 1 [ 93¢y
. - ~ 1 o+ 1) (a@ ) )
e (2) = | 758 | a1 s (), (58] 0@ | O
—[1+9] <2}~Z":Bb 01(8)
|+ 72 [ + ) [(22) ~ (Dy(8) + Duisy () fuho)) (%]

En intégrant cette derniére équation dans la direction € et en utilisant les conditions
aux limites :

lim @1(6) =0, lim 880} =0, limg(§)=0, lim 3(,0} =0 (C.42)

§—s—o0 Es—00 OE =0 §-0 0€
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On obtient :

0 Oh 0 (gZLO> - Dg(ﬁ) (%%)
(dh')l/m (ag) déz/m B2 [ho + b| o dé  (C.43)
- Ddisj(ﬁ) fd(ho) < 85)

qui se ré-écrit en utilisant (C.20)

(@), = /_0 (ho [ho—1] [1+ho+b]) dé (C.44)



Annexe D

Décomposition de Hodge

On présente dans cette annexe la méthode de projection, reposant sur le théoréme
de Hodge-HelmHoltz [119], que nous souhaitons appliquer & la variable conservative p
calculée par I’équation de transport (6.92b).

D.1 Décomposition d’un champ de vecteur bidimensionnel

Les résultats de simulations numérique ont permis de conclure que bien que cette
variable soit initialisée dans chaque cellule 2; du domaine par p}' = (Vh)} et vérifie donc

[curl (p)] =0 (D.1)

)

n+1

avec [curl (p)]; le rotationnel discret défini a la section 6.3.2, la variable p;

I'instant suivant via le systeme d’équation discrétisé n’est plus un gradient car

obtenue a

[eurl (p)]; ™ # 0 (D.2)

ce qui pose un probleme car la formulation conservative (6.31) des forces capillaires dans
le bilan intégral de quantité de mouvement n’est valable que si la variable p?“ est un
gradient afin d’étre consistante avec sa formulation non-conservative. Par conséquent, si
elle ne vérifie plus cette propriété au niveau discret, les termes capillaires qui en dépendent
sont mal modélisés. La méthode envisagée afin de corriger ce probléme consiste a utiliser le
théoreme de Hodge-HelmHoltz énoncant que tout champ de vecteur bidimensionnel peut
se décomposer de maniere unique en un champ irrotationnel et un champ a divergence
nulle. En appliquant cette décomposition a la variable p?“, on a

P = (") + (p*)i (D.3)

tel que les champs (p”); et (p?); vérifient
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et peuvent donc également s’écrirent sous la forme

ol
(P")i=(Vy")i= (g;;%i) (D.5a)

(pd):(Vlsod)-:( a@) (D.5b)
BRI ()

avec ¢ et % des champs scalaires continus et dérivables. Dans le cas ot la variable p?+?

7
obtenue par résolution de I’équation de transport est un gradient, on a (pd)i =0.

D.2 Projection sur un champ a rotationnel nul

Puisque nous avons constaté que p?“ n’est pas un gradient, i.e. puisque (p?); # 0, la
méthode de projection consiste & déterminer puis soustraire (p?); pour ne garder que la
partie irrotationnelle (p");. En utilisant la décomposition (D.3) et les expressions (D.5),

le rotationnel de p?*!

i vaut :

[curl(p")]; + [curl(pd)L = [curl (p)]?Jrl
=0

— {curl(Vlgpd)L = [curl (p)]?Jrl (D.6)

— V. (Ve?)] =~ [eurl (p)]}*
1
avec [V. (V)] I'opérateur laplacien. Il est donc possible de déterminer pour chaque cellule
Q; du domaine, le scalaire (p%);, et donc la composante rotationnelle (p?); = (V+¢?);, en
résolvant une équation de Poisson dont la littérature sur le sujet est trés dense [120, 121,

122, 123]. L’unicité de la solution est définie par les conditions aux limites aux bords du
domaines sur ¢?.

D.3 Conditions aux limites

La condition aux limites que doit vérifier ¢ s’obtient en généralisant la relation (D.6)
a I’ensemble du domaine physique €2, soit :

/Q V. (Ve)] a0 = - /Q [curl (p)] O
=V.(p*) (D.7)
— m{mpd ‘ n} dr:—/m{pL ‘ n} dr

aussi appelée "relation de compatibilité”.



Annexe E

Influence du rayon d’action h, et
de la résolution An du maillage sur
le pincement d’un film tombant

On s’intéresse a l'influence du rayon d’action h, et de la résolution du maillage Aq sur
la simulation numérique du pincement stationnaire d’un film tombant étudiée a la section
7.1.2. Les conditions expérimentales d’injection du liquide ainsi que ses propriétés sont
rappelées dans les tableaux suivants

TABLE E.1 — Conditions d’injection

_ Q _ _ q _
Q (mg.s 1) ]fente (m) q= TFente (m2.s 1) pfente (m) ylente — Forte (m.s 1)
8 x 1076 4 x 1072 2 x 1074 3x 107 6,67 x 107!

TABLE E.2 — Propriétés a température ambiante du liquide étudié.

Liquide p (kg.m=3) u (Pa.s) Vg (N.m) 05
Eau 993 1073 7,3 x 1072 68 + 7°

E.1 Influence de h, sur les instabilités spinodales

On cherche & déterminer a partir de quelle valeur de h, des instabilités spinodales
peuvent apparaitre. Ces instabilités, qui ne sont censées exister qu’a des épaisseurs de films
proches du nanomeétre, peuvent a tort exister a des épaisseurs macroscopiques a cause du
rayon d’action h, que nous prenons bien plus grand que sa vraie valeur (normalement de
lordre des échelles moléculaires). Les résultats de simulations numériques (figure E.1 et
tableau E.3) permettent de conclure qu’aucune instabilité spinodale (non-physique & ces
épaisseurs de film) ne vient perturber la solution calculée tant que le rayon d’action h.
reste inférieur ou égal a h'V% /4.
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FiGURE E.1 — Evolution temporelle d'un film liquide injecté sur un substrat vertical en

(c) hy =2x 1074 m

fonction du rayon d’action h,. Les données du calcul sont résumées dans le tableau E.3.
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TABLE E.3 — Etude de la stabilité du film en fonction du rayon d’action h.. L’angle de
contact statique f est fixé & 68° et la résolution du maillage Aq a 3 x 1074 m.

hy (m) h., / RVUE h. /RN Instabilités spinodales CFL At (s)
2 x 1074 ~1/5 ~1/2 Oui
1074 ~1/10 ~1/4 Non 0,1 4 %1076
1075 ~ 1/100 ~ 1/40 Non

E.2 Convergence en maillage

On cherche a présent & déterminer a partir de quelle résolution Aq ’étalement du film
ne varie plus. Les cas les plus raffinés en maillage que nous allons présenter nécessiteraient
plusieurs semaines de temps de calcul pour les simuler sur un domaine suffisament grand
pour observer leur pincement. Par conséquent, la dimension du domaine dans la direction
longitudinale a été réduite par rapport a la configuration expérimentale (0,02 m au lieu de
0,08 m) et nous comparerons ’étalement d™*™ du film & une distance (dans la direction
x) de 0,015 m de l'injecteur. Un exemple de simulation est représenté sur la figure E.2 ou
I’abscisse x d’évaluation de ’étalement est indiqué en pointillé.

z

. h m)
o0 | I T T T 8831125
(e 00011
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0.0 J ; ,
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|
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FIGURE E.2 — Epaisseur du film & t = 0,1 s du cas hy, = 1074 m et Aqg = 1,5 x 107* m.
La ligne en pointillée représente I'abscisse x a laquelle I’étalement d™*™ du film est évalué.
Les données du calcul sont résumées dans le tableau E.4.

Les résultats de simulations numériques (figure E.4 et tableau E.4) permettent de
conclure qu’a partir d’une résolution Aq égale a 3 h,, 'étalement transversal a suffisam-
ment convergé en maillage car il ne varie plus de plus de 5%.
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TABLE E.4 — Evolution de I’étalement d™™ obtenu par simulation numérique a une dis-
tance x = 0,015 m de l'injecteur et & t = 0,1 s en fonction de la résolution du maillage
Aq. Le rayon d’action h, est fixé & 107% m.

hy (m) Aq Aq/hs 05 d™m x 1072 m At (s)
2,4 %1073 24 4,028 1,1 x107*
1,2 x 1073 12 3,753 5% 107°
6 x 1074 6 3,382 1,4x107°
—4 o ’ )
10 3x 1074 3 08 2,95 4 %106
1,5 x 10~* 3/2 2,818 1,6 x 1076
1074 1 2,801 5x 107
0.042 F . =
0.04F .
0.038 [ g
0.036 [ §
E ozl 3
B
o gonf -
0.03F -
0.028 | e
10t 100
A,lh,
FIGURE E.3 — Tracé de I’évolution de I’étalement d"*™ en fonction de la résolution du

maillage Aq

. Une échelle logarithmique est utilisée.
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FIGURE E.4 — Evolution du profil 2D d’épaisseur du film h(z) obtenu par simulation
numérique a une distance = 0,015 m de l'injecteur et & ¢ = 0,1 s en fonction de la
résolution du maillage Agq.



Annexe F

Simulation numérique de la
transition en ruisselets d’un film
tombant - Comparaison avec
I’analyse de stabilité linéaire

F.1 Présentation de I’étude

Nous souhaitons montrer que le modele proposé est capable de simuler des instabilités
transversales en "ruisselets” et que 1’expression analytique (6.63) du facteur d’amplification
(obtenu par analyse de stabilité linéaire d’un film tombant & la section 6.2) est un bon
indicateur de stabilité du film.

F.2 Données numériques et expérimentales

On considére un film liquide injecté sur un substrat incliné de 0, 6 m de long (x € [-0,3 ; 0,3] m)
et de 0,15 m de large (y € [-0,075; 0,075] m). L’injection se fait avec un débit volu-
mique constant Q = 1,155x 1079 m3.s~1 & travers une fente d’épaisseur hfe™€ et sur toute
la largeur du substrat (If¢"*¢ = 0,15 m). Le calcul est alors initialisé avec les conditions
aux limites suivantes :

]fente lfenhf| { h(l‘ =-0,3m ,y,t) = pfente

F.1
2 72 q(zx =-0,3m ,y,t) = t(lfgm , 0) (F.1)

Vt,Vye[—

Les propriétés du liquide listées dans le tableau F.2 sont celles d’un mélange eau/glycérine
supposé totalement mouillant.

TABLE F.1 — Propriétés a température ambiante du liquide étudié

Liquide p (kg.m=3) u (Pa.s) 05 b (m)
Eau 1000 1072 0° 107%m
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Le substrat est incliné d’un angle 8Y = 30° par rotation autour de I'axe y. L’épaisseur
théorique AN" de I’écoulement de Nusselt stationnaire que va adopter le liquide rapidement
apres l'injection vaut

hNu _ 3v Q 1/3

— —4
= S sin(a) e = 361X 107 m (F.2)

En prenant une épaisseur de fente d’injection hf¢"* égale & hV*, les conditions aux limites
d’injection du liquide sont données dans le tableau ci-dessous par

TABLE F.2 — Conditions d’injection

Q

- ente X — ente -7 Jente q —
Q (mi.s1) fente (m)  ¢* = [Fentc (m2.s71)  hfente (m)  wfente = Fete (m.s™1)
1,155 x 1076 1,5 x 107! 7,7 %1076 3,61 x 1074 2,133 x 102

Toutes les propriétés physiques du liquide ont été fixées a ’exception de la tension de
surface v, que nous allons faire varier afin de modifier la stabilité du film. En effet, on
voit d’apres I'expression (F.2) que la tension de surface n’a aucun impact sur I’écoulement
de Nusselt loin de la ligne triple. Par contre, elle a un impact non-négligeable sur le profil
du bourrelet au voisinage de la ligne triple, puisque 'on peut montrer que la taille du
bourrelelt augmente d’autant plus que la tension de surface est grande. Pour illustrer cet
effet, nous avons choisi deux valeurs de tension de surface bien distinctes (respectivement
Mg = 0,68N.m~! et Mg = 1073N.m™1) et avons réaliser pour chacune une simulation
numérique 2D représentée sur la figure F.1. Le pas de maillage pour chaque simulation
(respectivement Az = 2 x 1073 m et Az = 5 x 107% m) est choisi de telle maniére & ce
que le bourrelet soit correctement représenter a 1’échelle du maillage.

12 -

08 r

hNussen

08

04 F

-0.04 002 X (m) 0 0.02
F1GURE F.1 — Evolution du profil longitudinal d’un film tombant & des intervalles de
temps At = 0,4 s en fonction de la tension de surface 7;4. L’épaisseur du film est adimen-
sionnée par I'épaisseur V" de 1’écoulement de Nusselt. Le tracé bleu (resp. le tracé rouge)
représente le cas v, = 1073 N.m~! (resp. le cas Mg = 0,68 N.m™1) et a été réalisé avec
pas de maillage Az de 5 x 107 m (resp. de 2 x 1073 m). La longueur de glissement est
fixée & 1078 m.

F.3 Prédiction de la stabilité linéaire du film

Nous souhaitons déterminer si les deux configurations étudiées sont linéairement stables
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ou instables en réponse a une perturbation au voisinage de la ligne triple. Pour cela,
nous pouvons utiliser ’analyse de stabilité linéaire de la section 6.2 qui a montré que
le facteur d’amplification temporel w; d’une perturbation de nombre d’onde k appliquée
transversalement & 1’écoulement d’un film tombant s’écrit

b < /0 {ho@)] {ho@)_l} [1 L ho(&) b M) e s

= hNu oo hNu hNu hNu hNu

avec hy(&) le profil du film tombant dans la direction d’injection. Puisque ce profil est
connu et est tracé pour les deux cas étudiés sur la figure F.1, on peut calculer leur facteur
d’amplification temporel respectif qui vaut

wi(yy =107 Nom™) = — 5,33 x 1077 x k* s~

wi(yg = 0,68 Nom™1) = + 5,75 x 107° x k? s~* (F.4)
On en déduit que dans le cas d’une petite tension de surface (v, = 1073 N.m™1), 1a faible
taille du bourrelet induit un facteur d’amplification temporel w; négatif. Le film est donc
linéaire stable et 'ampitude d’une perturbation va s’atténuer dans le temps. Par contre,
dans le cas d’une tension de surface élevée (v, = 0,68 N.m™!) qui induit un bourrelet
haut et large, w; est positif et 'amplitude d’une perturbation va croitre dans le temps et
générer des ruisselets.

F.4 Reésultats de simulations numériques

Nous souhaitons vérifier que les simulations numériques réalisées a partir du modele
proposé sont en accord avec les prédictions de ’analyse de stabilité linéaire du paragraphe
précédent. Nous allons donc vérifier que le cas avec la petite tension de surface est bien
linéairement stable et que celui avec la grande tension de surface est bien linéairement
instable. Les données de simulations numériques sont données dans le tableau suivant

TABLE F.3 — Récapitulatif des parametres numériques.

¢® (m2s7t) Y () hIete=pNe (m) oy, (Nom™t) b (m)  Aq (m) CFL

0,68 5x 1074
1073 2 x 1073

7,7 %1076 30 3,61 x 1074 10~8 0,1

La méthode utilisée pour appliquer une petite perturbation au voisinage de la ligne
triple consiste a initialiser une goutte sur le substrat dont 1’épaisseur est faible devant
I’épaisseur hN* de I’écoulement injecté (voir figure F.2a). La ligne triple est donc perturbée
au moment ou elle rencontre cette goutte (voir figure F.2b). Les résultats de simulations
numériques vérifient bien ’analyse de stabilité linéaire puisque que l'on voit sur la figure
F.2 qu’avant que le film ne soit perturbé par la goutte déposée sur le substrat, il s’écoule
uniformément sans développer aucune structure dans le direction transversale y. Dans le
cas du film linéairement stable, la peturbation générée décroit au fil du temps. Par contre,
des ruisselets régulierement espacés se développent au voisinage de la ligne triple du film
linéairement instable.
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FI1GURE F.2 — Stabilité d’un film tombant en réponse a une perturbation au niveau de la
ligne triple en fonction de la tension de surface 7;4. Les données du calcul sont résumées
dans le tableau F.3.
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