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Résumeé

La pile a combustible (PaC) est un dispositif qui transforme 1’énergie chimique en
énergie électrique. Ce dispositif nécessite un certain nombre d’auxiliaires pour son fonc-
tionnement. Afin d’assurer des performances en termes de sécurité, de fiabilité et de
durée de vie de la PaC, des systemes de diagnostic et de commande adéquats sont indis-
pensables. Ainsi, cette these est une contribution au probleme du diagnostic de défauts
et 2 la commande de la PaC a2 Membrane d’Echange de Protons (PEM).

Le premier volet de ce travail est consacré au développement de méthodes de diag-
nostic appliquées a la PaC. Pour ce faire, deux approches ont été proposées. La premiere
concerne la synthése d’un filtre "7 / 7.," permettant la détection de défauts capteurs
et actionneurs tout en assurant un niveau de robustesse vis-a-vis d’éventuelles pertur-
bations. Plus précisément, cette approche permet d’améliorer la détection de défauts et
d’atténuer I’effet des perturbations dans le systeéme d’alimentation en air de la PaC. En
tenant compte des caractéristiques du systeme de la PaC, les conditions d’existence et de
stabilité du filtre sont données sous la forme d’Inégalités Matricielles Linéaires (LMI).
La seconde approche traite le probleme de la détection des défauts paramétriques. Pour
cet objectif, un observateur adaptatif a été proposé, ce dernier permet d’estimer la va-
leur du parametre susceptible de présenter une défaillance. Cette méthode donne la pos-
sibilit¢ d’estimer simultanément les défauts paramétriques et les états non mesurés du
systeme. Le deuxieme volet de la these est dédié a la commande du systeme PaC. Le
but est de synthétiser une loi de commande par rétroaction qui permet de répondre a la
sollicitation de la charge tout en respectant une contrainte de fonctionnement nominal
de la PaC. Un tel fonctionnement permet d’avoir un meilleur rendement tout en préser-
vant I’état de santé de la pile. La synthese de cette loi de commande a été réalisée en
prenant compte tout le caractere non linéaire du systeme.

Mots clés : Pile a combustible PEM, Diagnostic, Commande, Filtre robuste, Obser-
vateur, LMI



Abstract

The fuel cell is a device that transforms the chemical energy in electricity. This device
requires some auxiliaries for its operation. In order to ensure the performances in terms
of security, reliability and life cycle of the fuel cell, adequate diagnostic and control
systems are indispensables.

This thesis is a contribution to the problem of faults diagnosis and control of the Proton
Exchange Membrane (PEM) Fuel Cell.

The first part of this work is dedicated to the development of diagnostic methods ap-
plied to the fuel cell. To do this, two approaches are proposed. The first one concerns the
synthesis of a S / 7, filter allowing the sensors and actuators faults detection while
ensuring a level of robustness towards disturbances. More specifically, this approach al-
lows to improve the faults detection and mitigate the effect of disturbances in fuel cell
air-feed system. Taking into account the fuel cell system characteristics, the conditions
for existence and stability of the filter are given in the form of Linear Matrix Inequali-
ties (LMI). The second approach deals with the problem of parametric faults detection.
For this purpose, an adaptive observer has been proposed, which makes it possible to
estimate the value of the parameter likely to exhibit a failure. This method gives the
possibility of simultaneously estimating the parametric faults and the unmeasured states
of the system. The second part of the thesis is dedicated to the control of the fuel cell
system. The purpose is to synthesize a feedback control law that allows to answer the
load request while respecting a nominal operating constraint of the fuel cell. Such a
functioning allows to have a better efficiency while preserving the state of health of the
fuel cell. The control law is obtained by using the original nonlinear model and without
any kind of linearization.

Keywords : PEM Fuel Cell, Diagnosis, Control, Robust filter, Observer, LMI
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Symbole
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Introduction Générale

La consommation de produits pétroliers, et plus généralement des combustibles fos-
siles, conduit a des répercussions néfastes sur I’environnement. Pour remédier en partie
aux problemes de pollution et de production d’énergie, diverses solutions fondées sur
des sources renouvelables (a savoir : le soleil, le vent, I’hydrogene, etc.) sont envisa-
geables.

Les piles a combustible sont considérées aujourd hui comme des dispositifs promet-
teurs pour la production d’énergie propre. Ces dispositifs sont congus pour conver-
tir I’énergie chimique en énergie électrique. Ils peuvent étre exploités dans une large
gamme d’applications : le transport, (par exemple : véhicules électriques ou hybrides,
navires, autobus, avions, etc.) ou en stationnaire (2 savoir : petites ou grandes centrales
électriques). Parmi les piles a combustible, celle a membrane échangeuse de protons
(PEMEC) présente des avantages indéniables, en particulier, pour les applications dans
le transport. Cependant, des verrous scientifiques restent a lever avant de rendre ce dis-
positif viable économiquement.

Actuellement, la fiabilité et la durabilité représentent des problématiques fondamen-
tales pour ce type de pile. Pour garantir la fiabilité et une durée de vie pertinente, il
convient de disposer de stratégies pour la détection, 1’isolation et la correction des dé-
faillances liées aux opérations du systeme. Ainsi, le probleme du diagnostic et de la
commande de la PEMFC a suscité I’intérét de plusieurs auteurs dans la littérature et
plusieurs approches ont été explorées.

Parmi les approches explorées pour le diagnostic et la commande de la PEMFC, les
techniques a base de modeles dynamiques ont été naturellement considérées ces der-
nicres décennies. Dans ce cadre, le diagnostic est souvent basé sur la synthese d’obser-
vateurs et la commande est réalisée a travers une rétroaction.

Les problématiques de diagnostic et de la commande peuvent concernés plusieurs
parties du systeme de la pile, a savoir : I’arrivée des gaz, la partie thermique, etc. Ce
travail de these est dédié au diagnostic et la commande du circuit d’arrivée d’oxygene.
L’ objectif est double. D’une part, le but est de détecter des défauts de fonctionnement du
compresseur. Il s’agit de la détection d’un défaut d’obstruction de I’orifice du compres-
seur ainsi que la défaillance d’un capteur de pression. D’autre part, et afin de préserver
I’état de santé de la pile, une problématique abordée dans la these est celle de la régula-
tion du rapport d’exces d’oxygene. Plus précisément, nous prouvons qu’un modele de
nature non-linéaire, décrivant le comportement du systéme d’alimentation en air de la
pile a combustible est stabilisable autour d’une valeur souhaitée pour le rapport d’exces
d’oxygene en utilisant un retour d’état continu.

13



Le rapport de thése est organisé comme suit.

Dans le premier chapitre, nous allons donner des généralités sur les systemes piles a
combustible. Apres un bref rappel historique de la pile, nous introduirons les différentes
technologies des piles a combustible. Puis, nous donnerons la structure d’une cellule
élémentaire et le principe de fonctionnement de la pile a combustible de type PEM et
nous décrirons les différents circuits auxiliaires du systeme pile a combustible néces-
saire a son fonctionnement. Ensuite, nous ferons le point sur les différentes sources de
défaillances qui peuvent surgir dans un systéme pile a combustible. Pour conclure le
chapitre, nous proposerons un €tat de 1’art sur les différents travaux de diagnostic et de
la commande des systemes piles a combustible.

Le deuxieme chapitre est consacré a la modélisation du systeme d’alimentation en
air de la pile a combustible. Tout d’abord, nous présenterons les hypotheses de mo-
délisation. Puis, nous donnerons le modele d’évolution du systéme moto-compresseur.
Ensuite, nous établirons le modele de description global pour I’ensemble du systeme
d’alimentation ; a savoir : le collecteur d’admission et la cathode.

Le troisieme chapitre est dédié au diagnostic de défauts a base de filtrage 577 / 7%,
Dans un premier temps, nous allons présenter des généralités sur le diagnostic a base
d’observateur. Dans un deuxieéme temps, nous proposerons une technique de synthese
d’observateurs pour une classe de systemes non-linéaires respectant la condition de Lip-
chitz. Puis, une extension sera par la suite proposée. Il s’agit du filtrage .77, pour le cas
des systemes non-linéaires assujetti a des perturbations bornées en norme. Dans une
derniere partie, nous nous intéresserons au probleme de la détection de défauts a base

de filtrage 7. | 7.

Le quatrieme chapitre traite du diagnostic de défauts a base d’observateur de type
adaptatif. Tout d’abord, nous présenterons la technique de synthese de ce type des ob-
servateurs. Ensuite, nous formulerons le probleme du diagnostic de défauts dans le sys-
teme d’alimentation en air de la pile a combustible. Puis, nous développerons 1’approche
adoptée pour la synthese d’observateur dans I’application considérée ; a savoir : le sys-
teme d’alimentation en air. Pour conclure le chapitre, et afin d’illustrer la pertinence de
I’approche proposée, des résultats de simulation seront présentés.

Dans la derniere partie de ce travail, nous nous intéresserons a la commande du sys-
teme d’alimentation en air. Dans ce cadre, I’objectif de la commande est d’alimenter le
ceeur de pile et sans exces en oxygene. Le but est de permettre le bon fonctionnement
tout en préservant 1’état de santé de la pile. Plus précisément, ce double objectif peut
étre atteint a travers une régulation d’un rapport, dit d’excés d’oxygene, a une valeur
constante tout en répondant au besoin de la charge. Cet objectif est atteint en appliquant
une commande par rétroaction et sans aucun type de linéarisation. Le but est de per-

14



mettre un fonctionnement sur une large plage.

Une conclusion générale et quelques perspectives seront données a la fin du mémoire.
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1Généralités sur les systemes
piles a combustible

1.1 Introduction

Une pile a combustible (PaC) est un générateur qui convertit I’énergie interne d’un
combustible en énergie €électrique, en utilisant un procédé électrochimique controlé. Les
rendements sont théoriquement tres élevés et les sous-produits peu polluants. Ces carac-
téristiques font de la PaC une alternative prometteuse pour la production énergétique.

Ce chapitre est dédié aux généralités sur la PaC. Nous commengons par un bref his-
torique. Ensuite, une description détaillée du systeme PaC sera proposée. Enfin, un état
de I’art sur les travaux concernant le diagnostic et la commande sera présenté.

1.2 Bref historique sur les piles a combustible

Le but de cette section est de présenter un bref historique sur les systemes PaC (voir
Figure 1.1). Plus précisément, ces différentes technologies et leurs principes de fonc-
tionnement seront présentés.

1.3 Différentes technologies des piles a
combustible

Les piles a combustible sont regroupées généralement en six familles selon de la na-
ture de 1’électrolyte utilisé, de la température de fonctionnement et le type de combus-
tible utilisé ; a savoir : alcalines (AFC), a membrane échangeuse de protons (PEMFC),
a acide phosphorique (PAFC), a carbonate fondu (MCFC), a oxyde solide (SOFC) et a
méthanol direct (DMFC).

Les piles a combustible fonctionnant a haute température (a savoir : au-dela de
700 °C) présentent la possibilité d’utiliser directement des composés hydrogenes comme
combustible. Cela est dii a la température élevée de fonctionnement qui favorise la dé-
composition des molécules et qui augmente la vitesse des réactions chimiques. En re-
vanche, la durée nécessaire pour atteindre la température nominale constitue un handi-
cap majeur pour l'utilisation de ces piles dans certaines applications de transport né-
cessitant des démarrages rapides et fréquents. Ainsi, les piles a combustible a basse
température sont plus adaptées a ces applications, cependant, elles utilisent des cataly-
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Figure 1.1 — Historique de la pile @ combustible

seurs chers et sensibles a I’empoisonnement *, notamment par le monoxyde de carbone
et certains composés soufrés.

Dans ce travail, nous nous intéressons aux piles a combustible de type PEM. Ces piles
offrent I’avantage d’un fonctionnement a des températures relativement faibles et sont
adaptées a des conditions vibratoires importantes, ce qui convient aux applications en
transport.

a. Il s’agit de ’occupation des sites réactionnels par des molécules inertes pour la réaction électro-
chimique.
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1.4 Piles a combustible de type PEM

1.4.1 Structure d’une cellule élémentaire

Le cceur d’une PaC est constitué¢ d’un empilement de cellules électrochimiques élé-
mentaires qui assemblées en série permettent d’obtenir les caractéristiques en tension
de la pile et donc le niveau de la puissance souhaitée. Ces cellules sont séparées par des
plaques bipolaires et chacune d’elles est constituée de deux électrodes poreuses séparées
par un électrolyte assurant le transport des ions (voir Figure 1.2).

Couche catalytique
Cathode Anode

| 0, 2

&

[
-

4]

H,0 = e EI
_‘

ko .

3 S u

==- —/ﬁ - s : e

Plaque Couche de . Couche de Plaque
bipolaire diffusion Electrolyte diffusion bipolaire

Figure 1.2 — Composition d'une cellule élémentaire d'une pile a combustible

Chaque électrode est composée d’une couche de diffusion de gaz et d’une couche
catalytique. La premiere assure la diffusion des réactifs vers les sites de réaction, le
transport de I’eau soit vers la membrane pour son hydratation, soit a partir des sites de
réaction vers le canal pour réduire les phénomenes de noyage. En outre, elle permet éga-
lement I’évacuation de la chaleur produite vers le milieu extérieur et le déplacement des
électrons vers le collecteur ou vers les sites de réaction. La deuxiéme (c’est-a-dire, la
couche catalytique) joue le role de jonction entre la couche de diffusion et 1’électrolyte.
C’est le siege des réactions d’oxydoréduction. La membrane servant d’électrolyte doit
étre imperméable aux gaz et conduire les protons d’hydrogéne H+ de 1’anode vers la ca-
thode tout en évitant le passage des électrons [84]. La membrane Nafion est celle la plus
utilisée. En plus, d’étre un excellent conducteur, 1’électrolyte possede une bonne sta-
bilité thermique et mécanique. L’ Assemblage Membrane Electrodes (AME), constitue
une cellule de la PaC. Les plaques bipolaires séparant chaque AME, distribuent les gaz
réactifs et permettent la circulation des électrons entre le circuit électrique et la couche
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de diffusion. Elles assurent aussi I’évacuation de la chaleur et des exces de gaz par les
canaux qui les traversent [20].

1.4.2 Principe de fonctionnement

Une PacC est constituée de deux électrodes poreuses, séparées par un électrolyte, as-
surant le transport des ions. On appelle anode et cathode les électrodes respectivement
négatives et positives. La PaC de type PEM est alimentée en hydrogene au niveau de
I’anode et en oxygene au niveau de la cathode. Dans 1’anode, suite a la réaction d’ oxyda-
tion, la molécule d’hydrogene H, se dissocie en protons d’hydrogeéne H™ et en électrons

e

Hy, —2H" +2¢

Au niveau de la cellule élémentaire, les protons d’hydrogene traversent la membrane
alors que les électrons restent dans I’anode. Comme les électrons ne peuvent pas traver-
ser I’électrolyte, ils empruntent un circuit externe pour atteindre la cathode et produisent
ainsi de I’électricité. En parallele, les protons d’hydrogéne H ™ traversent I’électrolyte
et arrivent a la cathode, ou a eu lieu la réaction de réduction de I’oxygene : les protons
d’hydrogéne H' se combinent avec la molécule d’oxygene O, et aux électrons pour
produire de I’eau et de la chaleur (voir Figure 1.3). La réaction chimique a I’intérieur de
la cathode est exprimée sous la forme suivante :

1
2H" +2¢ + 502 — H,0

Afin de favoriser les réactions chimiques, un catalyseur a base de platine est positionné
au niveau des électrodes.

Le phénomene global de la PaC est donné par la réaction chimique :

1
H2+502 — H>0O + chaleur. (1.1)

Cette réaction chimique crée une différence de potentiel entre les électrodes de 1’ordre
d’un volt. Pour obtenir une tension de sortie correspondante a la charge électrique placée

aux bornes de la PaC, il est nécessaire d’empiler plusieurs cellules élémentaires en série
[76].

1.4.3 Tension électrique

En mode de fonctionnement, la PaC délivre une tension électrique en fonction du
courant, de la pression du produit, de I’eau, des pressions partielles des gaz réactifs, de
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Figure 1.3 — Principe de fonctionnement d'une pile a combustible type PEM

la température et de I’humidité de la membrane.

Dans ce qui suit, nous donnerons les expressions de la tension en boucle ouverte et
les différentes pertes afin de déduire la tension électrique délivrée par la pile.

1.4.3.1 Boucle ouverte

L’énergie chimique libérée lors de la réaction chimique de la PaC peut étre exprimée
a partir de la variation de I’énergie libre de Gibbs (AGy). Cette derniere correspond a
la différence entre celle des produits et des réactifs. Elle est utilisée pour représenter
I’énergie disponible et exploitée dans le cadre d’un travail externe. Pour la PEMFC, la
réaction chimique mise en ceuvre est identique a celle donnée par (1.1).

La variation de G est donnée par :
AGy = (Gf>H20 - <Gf)H2 - (Gf>02

Cette variation peut étre décrite en fonction de la température, des pressions partielles
d’oxygene et d’hydrogene et de la pression de I’eau de la facon suivante :
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1
2
PH 2 P02

AGy = AGY}—RT.In ™
2

ou AG(} désigne la variation de 1’énergie libre de Gibbs de la pression atmosphérique. R
est la constante universelle de gaz. 7, désigne la température de la cellule de la PaC. Py,,
Po, et Py, o représentent respectivement les pressions partielles d’hydrogene, d’oxygene
et de vapeur d’eau. Si la production de 1’énergie de la PaC est réversible, toutes les G
seront transformées en énergie électrique. Pour chaque mole d’hydrogene, deux moles
d’électrons circulent autour du circuit externe et le travail électrique effectué est :

W =-2FE

ou F désigne la constante de « Faraday ». E est la tension réversible en boucle ouverte
d’une cellule. La tension réversible est due a la différence de potentiel électrique entre
les deux électrodes lors de la réaction chimique. Le systeéme est considéré réversible, il
en résulte I’égalité entre W et AG [78]. Cela permet d’exprimer E par I’équation sui-
vante :

1
AG} RT. |Pu,P,

E=-
2F T 2F | Puo

Cette relation montre que la tension électrique de la pile augmente lorsque les pressions
des réactifs augmentent et/ou celle du produit décroit.

1.4.3.2 Pertes d’activation

Les pertes d’activation V., sont liées aux cinétiques des réactions chimiques et aux
déplacements des électrons entre 1’anode et la cathode. Ces pertes se produisent au ni-
veau de chacune des deux électrodes. Cependant, elles sont plus importantes au niveau
de la cathode qu’a I’anode. En effet, la réaction d’ oxydation de I’hydrogene dans I’anode
est plus rapide que la réaction de réduction de 1’oxygene dans la cathode [3].

La relation entre les pertes d’activation et la densité de courant est décrite par I’équa-
tion de « Tafel » [56] :
i
Va(;[ =aln -
10

ou i est la densité de courant d’échange et a est une constante. i désigne la densité de
courant définie par :
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Iy
i =—
Age
ou /; est le courant fourni par la pile et Az représente la surface active d’une cellule. I

est a noter que 1I’équation de Tafel est valable uniquement pour une densité de courant
i supérieur a ig. La relation qui exprime les pertes d’activation est définie par (voir [55]) :

Vaar =Vo+Va(1—e )

ou V) est la chute de tension a une densité de courant nulle. V,, et a; sont des constantes
déterminées expérimentalement (voir par exemple [90]).

1.4.3.3 Pertes ohmiques

Les pertes ohmiques V,,, dépendent linéairement du courant. Elles sont dues a la
résistance de la membrane au transfert des protons et a la résistance qu’opposent les
électrodes et les plaques bipolaires a la circulation des électrons. Les pertes ohmiques
sont exprimées par :

Vohm = Rohm i

ou R, est la résistance électrique interne. Cette derniere dépend de 1’épaisseur de la
membrane et de la conductivité de la membrane :
Im

Rohm =
Om

Par ailleurs, la conductivité de la membrane dépend de la teneur en eau de la membrane
et de la température de la cellule. Elle a pour expression la formulation suivante :

1 1
O = (az Ay — az) exp {a4 <300 - Tcﬂ

ol ay, a3 et a4 sont des constantes déterminées expérimentalement (voir [90]) et A,,
représente la teneur en eau dans la membrane.

1.4.3.4 Pertes de concentration

Les pertes de concentration V., sont dues a la baisse de concentration des réactifs
a la surface des électrodes. En effet, une densité de courant élevée entraine une aug-
mentation rapide des pertes de concentration, ce qui induit une diminution rapide de la
tension. L’expression de ces pertes est donnée comme suit :
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Veone =1 (615 ; )
Unax

ol i,qy est la densité de courant maximale atteignable par la pile. as et ag sont des
constantes déterminées expérimentalement (voir [90]).

1.4.3.5 Tension de la pile

La tension électrique d’une cellule élémentaire de la PaC est égale a la différence
entre la tension en boucle ouverte de la PaC et les différentes pertes, d’activation, oh-
miques et de concentration. Elle est exprimée par I’équation suivante :

Vc =F— Vact - Vahm - Vconc

ou V. est la tension d’une cellule.
La tension de la PaC est donnée par :

Ve =nV.

ou n désigne le nombre de cellules.

1.5 Systéme pile a combustible

Le fonctionnement de la PaC nécessite I'utilisation de systeémes auxiliaires (voir Fi-
gure 1.4). Plus précisément, les auxiliaires principaux de la pile sont : les circuits d’ali-
mentation en air et en hydrogene qui alimentent respectivement la cathode en oxygene et
I’anode en hydrogene, les circuits de refroidisseur et d’humidification qui maintiennent
respectivement la température de la pile et le degré d’humidité, les convertisseurs sta-
tiques qui permettent de faire la gestion d’énergie dans le systeme contenant la pile et
enfin le systeme de controle qui permet de réguler les différents parametres.

1.5.1 Circuit d’alimentation en air

[’oxygene est I’'un des vecteurs indispensables au fonctionnement d’une PaC. L’in-
jection de ce réactif dépend du domaine d’utilisation et de la puissance en jeu. Certaines
piles peuvent fonctionner a partir d’oxygene pur, comme celles utilisées dans les sous-
marins et les engins spatiaux. L’ oxygene est alors stocké dans un réservoir a haute pres-
sion. Les PaC de faible puissance sont alimentées directement par 1’air atmosphérique.
En revanche, dans le cas des applications terrestres, stationnaires ou embarquées, les
PaC a haute puissance sont utilisées et elles sont majoritairement alimentées en air a
I’aide d’un systeme moto-compresseur.

Pour assurer le bon fonctionnement d’une PaC, il faut atteindre un niveau de pression et
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Figure 1.4 — Structure d'un systéme pile a combustible

de débit d’air suffisant. Ce fonctionnement a haute pression augmente le rendement et
la puissance de la pile.

1.5.2 Circuit d’alimentation en hydrogéne

Ce circuit permet d’alimenter la PaC en hydrogene. Ce dernier est habituellement
fourni a partir d’un réservoir, ol I’hydrogene est stocké de maniere compressée. Grace
aux vannes, ainsi qu’aux régulateurs, la pression d’hydrogene et le débit peuvent étre
contrOlés. Il existe deux modes de fonctionnement de la PaC selon la configuration du
circuit d’hydrogene (a savoir : mode ouvert (circuit d’hydrogene ouvert), mode fermé
(circuit d’hydrogene fermé)). En mode ouvert, apres le passage de ’hydrogene au tra-
vers du compartiment anodique, celui-ci est évacué vers un condenseur pour récupé-
rer I’eau présente dans le gaz, laquelle pourra étre utilisée ultérieurement par le circuit
d’humidification des gaz. Apres ce condenseur, le gaz restant est évacué a I’extérieur. En
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mode fermé, la sortie d’hydrogene est fermée et la pile travaille a une stoechiométrie
de un. Néanmoins, il est nécessaire d’effectuer régulierement une purge © pour évacuer
I’eau et I’azote ayant migré depuis le compartiment cathodique [87].

1.5.3 Circuit de refroidissement

La réaction chimique qui convertit ’oxygene et I’hydrogene en électricité produit
également de la chaleur. Celle-ci doit €tre évacuée afin de maintenir la température de la
pile autour d’une valeur de fonctionnement recommandée [6]. L’évacuation de la cha-
leur peut étre réalisée a 1’aide un ventilateur pour des piles a combustible de faibles
puissances. En revanche, pour évacuer la chaleur dans le cas des piles de grandes puis-
sances, le refroidissement par un fluide est plus adapté. Généralement, des plaques de
refroidissement entre les cellules élémentaires permettent de faire circuler de I’eau dans
un circuit indépendant a I’intérieur de la pile. Le fonctionnement de ce circuit peut se
faire grace a une pompe, et fluide est refroidie au moyen d’un échange thermique.

1.5.4 Circuit d’humidification

Ce circuit a pour réle d’humidifier les gaz réactifs afin d’hydrater la membrane. En
effet, pour les PEMFCs, la teneur en eau de la membrane doit €tre constamment contro-
1ée afin de garantir le transport des protons H ™" de I’anode vers la cathode. Il convient de
noter que 1’assechement ou la sur-humidification de la membrane diminue la production
d’énergie électrique et limite la durée de vie de la pile.

1.5.5 Convertisseurs statiques

Ces composants permettent la gestion de I’énergie délivrée par le systeme pile a com-
bustible. En effet, la tension délivrée par la PaC est une fonction non linéaire du courant
débité (voir Figure 1.5). Ainsi, il est important de mettre un convertisseur statique entre
la charge et la pile. Ce convertisseur permet 1’adaptation de la tension délivrée par le
systeme PaC au bus continu.

1.5.6 Systéme de contréle

Le systeme PaC dispose de nombreux auxiliaires inter-connectés et interdépendants.
Afin d’assurer un bon fonctionnement (a savoir : le rendement global, la sécurité, le
temps de réponse, le respect des contraintes mécaniques, etc), il est indispensable de
se doter un systeme de contrdle global. Ce systéme permettrait d’agir sur les diffé-
rents sous-systémes a savoir : les convertisseurs statiques, le débit des gaz, le contrdle

b. Rapport entre le débit de gaz nécessaire pour débiter un courant donné et le gaz réellement fourni
a la pile.
c. Evacuation des gaz par ouverture de la vanne de sortie.
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Figure 1.5 — Courbe de polarisation de la pile a combustible

le groupe moto-compresseur, la pompe gérant le systeme de refroidissement a eau, la
température d’humidificateur, etc.

1.6 Sources de défaillances dans un systeme
PEMFC

Le systeme PaC est le siege de plusieurs phénomenes multi-physiques : fluidique,
thermique et électrique. Il est assujetti a des défauts de fonctionnement. Ces défauts
peuvent étre de plusieurs natures : mécanique (par exemple la casse d’un matériau [20]),
chimique (a savoir le noyage ou 1’assechement), thermique (par exemple la rupture de
la membrane causée par la haute température [103]), etc.

Les défauts affectant la PaC peuvent €tre classés par leurs degrés de gravité. Les dé-
gradations réversibles des performances mettent en cause la stabilité des performances
et généralement une modification adéquate des conditions opératoires s’averent suffi-
santes pour retrouver les performances électriques originales. Les dégradations irréver-
sibles des performances pourraient causer un non fonctionnement de la pile.
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Les défauts qui surviennent au niveau de la pile peuvent étre attribués aussi bien a un
vieillissement naturel des composants du stack qu’a un mauvais contrdle du systeme.
Des défauts qui apparaissent au niveau du stack peuvent avoir un lien direct avec des
conditions opératoires qui ne sont pas bien adaptées comme par exemple une humidité
relative ou des débits trop forts des gaz ou encore une température de fonctionnement
trop élevée. D’ autres défauts affectant la PaC peuvent survenir au niveau des catalyseurs
ou au niveau des supports des catalyseurs [100].

Les causes des dégradations physiques dues principalement a une mauvaise gestion
de la pile, seront présentées dans le sous-paragraphe suivant.

1.6.1 Défauts liés a la gestion de I'eau

La gestion de 1’eau est un élément essentiel au bon fonctionnement d’un stack. Une
quantité de 1I’eau peut étre produite ou injectée au niveau de la cathode soit par la réac-
tion électrochimique ou soit par humidification des gaz réactifs. Cependant, en raison
d’un gradient de concentration, I’eau peut se diffuser a travers la membrane pour at-
teindre I’anode. L’ eau peut circuler aussi a travers la membrane par électro-osmose : les
protons migrent de I’anode vers la cathode sous forme hydratée entrainant un nombre
de molécules d’eau. Certaines conditions opératoires appliquées a la PaC peuvent pro-
voquer deux types de défauts antagonistes ; a savoir : le noyage et I’assechement.

1.6.1.1 Noyage

Une accumulation excessive d’eau, a I’intérieur du cceur de la pile lors d’un proces-
sus de condensation prolongé, provoque un défaut de noyage [31]. Les causes de la
condensation sont nombreuses : une évacuation inefficace de ’eau produite [82], une
température de pile trop basse [68], une faible densité de courant sous certaines condi-
tions de fonctionnement de la pile [57], une hygrométrie de I’air tres élevée a 1’entrée
de la pile, etc.

1.6.1.2 Asséchement

Un manque hydrique au niveau de la membrane entraine un phénomene d’asseche-
ment. L’ occurrence de ce défaut entraine une diminution de la tension de la PaC [70].
Les causes de I’assechement sont différentes de celles du noyage. En effet, I’asseche-
ment peut étre le résultat d’une insuffisance dans 1’humidification des réactifs, d’une
température de pile trop élevée, d’une sollicitation en courant trés importante, etc.

1.6.1.3 Humidité relative

Les réactifs doivent étre humidifié pour hydrater la membrane. En revanche, une
baisse de la valeur de I’humidité relative des réactifs de la pile provoque une augmen-
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tation de la résistance de la membrane, occasionnant ainsi une réduction de la tension
électrique et la durée de vie de la PaC. Par ailleurs, une forte humidité relative peut pro-
voquer un noyage de la PaC. Ainsi, un seuil minimal d’humidité est indispensable pour
garantir la réaction chimique et le passage des protons a travers la membrane.

1.6.2 Défauts liés a la gestion des gaz et de la température

Les défauts qui apparaissent au niveau du stack peuvent avoir un lien direct avec la
gestion des composants utilisés dans un systeme pile a combustible. Ces composants
ont pour rdle de fournir des conditions opératoires nécessaires au bon fonctionnement
de la pile.

1.6.2.1 Alimentation en gaz

Pour fournir le courant demandé par la charge, les débits des gaz réactifs doivent étre
réajustés afin d’approvisionner, et dans des conditions optimales, en quantité nécessaire
de réactifs au niveau de 1’anode et de la cathode. Le manque d’approvisionnement en
réactif peut étre préjudiciable a la pile en induisant des dégradations irréversibles.

Il convient de noter que lors d’un approvisionnement insuffisant et/ou non uniforme,
le courant circulera plus dans les zones a forte concentration en réactifs, ce qui peut
induire a une distribution de courant hétérogene. En outre, des débits trop forts de réac-
tifs entraineraient un assechement et de faibles débits provoqueraient un noyage dans la
PaC. Par conséquence, un juste équilibre est souhaité en fonction de I’état hydrique de
la pile.

1.6.2.2 Pression des gaz

Les membranes sont des dispositifs fragiles et une différence de pression importante
entre la cathode et I’anode pourrait accélérer leur dégradation [104]. Ainsi le controle
de la différence de pression permettrait de préserver la pile.

1.6.2.3 Température de la pile

Dans une PEMFC, un fonctionnement a des températures élevées peut causer un as-
sechement et/ou une anomalie de la membrane, ce qui pourrait produire une dégradation
importante et irréversible. Par ailleurs, un fonctionnement a des températures trop basses
peut favoriser la formation de I’eau liquide a I’intérieur de la pile.

1.6.3 Contamination par les réactifs

Une migration de 1’azote contenu dans I’air alimentant le compartiment cathodique
de la PaC est possible vers I’anode au travers de la membrane électrolytique. L’achemi-
nement de I’hydrogene sur les sites catalytiques pourrait alors €tre bloqué et causerait
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une diminution rapide de la puissance électrique délivrée par la pile. Il est a noter que
dans ce cas I’évacuation de 1’azote s’effectue par une purge du circuit d’hydrogene [22]
[47].

L’alimentation de la PaC par de I’hydrogene issu d’un reformeur fonctionnant a par-
tir de combustibles fossiles peut induire un empoisonnement de la pile. Ce défaut se
caractérise par une baisse du rendement électrique de la pile [17].

1.6.4 Vieillissement de la pile

Les dégradations liées au vieillissement se traduisent par une diminution progres-
sive de ses performances électriques et ne peuvent étre évités. Cette diminution pourrait
étre due a ses conditions de fonctionnement et aux procédures répétées de marche/arrét.
Cette baisse peut étre attribuée a une réduction de la conductivité ionique de la mem-
brane, a la formation de trous dans la membrane, a une perte de I’activité des cataly-
seurs, a de multiples empoisonnements, a une détérioration des propriétés de transport
de masse dans les couches poreuses, a la corrosion des catalyseurs ou a des défauts de
conceptions [88].

1.6.5 Défaillances dues aux auxiliaires

Le systeme PaC peut comporter d’autres types de défauts liés aux auxiliaires. Ces dé-
fauts peuvent influer sur le fonctionnement de la pile et représentent les causes majeures
des arréts imprévus. Dans ce sous-paragraphe, certains de ces défauts sont présentés.

1.6.5.1 Compresseur

Une défaillance du compresseur qui alimente la pile en air pourrait provoquer un
manque en réactif. Ceci entralnerait une accumulation d’eau qui ne serait plus suffisam-
ment extraite entrainant ainsi un noyage [79].

1.6.5.2 Refroidisseur

Un défaut de refroidissement occasionne un fonctionnement a des températures éle-
vées (a savoir : au-dela de 90 °C) et peut causer une anomalie de la membrane. Ce
fonctionnement peut produire une dégradation irréversible.

1.6.5.3 Convertisseur

Un convertisseur pourrait subir des défaillances (a savoir : un court-circuit, une perte
de contréle, etc) qui, selon les topologies retenues, pourraient rendre 1’ensemble géné-
rateur PaC hors-service.
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1.7 Etat de I’art sur le diagnostic et la commande

Le but de cette sous-section est de présenter un état de I’art sur le diagnostic et sur la
commande des systemes piles a combustible.

1.7.1 Diagnostic du systéme pile a combustible

Dans les sections précédentes, nous avons présenté les principaux défauts pouvant
apparaitre sur le systtme PaC. Les causes provoquant ces défauts sont nombreuses.
Ainsi, un grand nombre de stratégies en vue du diagnostic ont été proposées dans la
littérature.

1.7.1.1 Diagnostic a base de modéle

La problématique du diagnostic du systeme PaC a base de modele a suscité 1’intérét
de plusieurs auteurs et un grand nombre de travaux ont été consacrés a cette thématique
(voir par exemple [10] et ses références). Dans les paragraphes suivants les méthodes
sur la redondance analytique, I’espace de parité, les observateurs et les estimateurs pa-
ramétriques sont présentées.

Les méthodes fondées sur les approches de redondance analytique et d’espace de pa-
rité ont été utilisées pour diagnostiquer des défauts dans le systtme PaC. Dans [81],
les auteurs ont proposé une méthode, les résidus sont générés a partir des relations de
consistance construites sur la base d’un modele de connaissance. Les défauts détectés
sont nombreux, par exemple, la surchauffe du compresseur ou son mauvais controle.
Dans le cadre des approches a base de redondance analytique, des résultats fondés sur
la modélisation a base de réseaux de neurones ont été proposés (voir par exemple [51]).
Par ailleurs, I’utilisation de la technique de 1’espace de parité a été explorée pour abor-
der les défauts actionneurs et capteurs pour les arrivées des gaz [1].

La stratégie du diagnostic a base d’observateurs du systeme PaC est fondée sur I’uti-
lisation de modeles mathématiques décrivant le comportement de celui-ci. Plus précisé-
ment, la détection et la localisation des défauts sont réalisées a travers 1’estimation de
ces états. Dans [4], les auteurs ont proposé un observateur non linéaire pour estimer la
pression partielle de I’hydrogeéne a I’anode de la pile. Par ailleurs, un observateur d’état
a été développé [35] pour estimer la teneur en eau de la membrane a partir de la mesure
de la tension. Une technique de diagnostic pour détecter le défaut de noyage basée sur
I’estimation du volume d’eau liquide a été développé dans [9] [10]. Les auteurs utilisent
un observateur fonctionnel, permettant d’estimer la partie utile du vecteur de 1’état. En
outre, ’utilisation de 1’observateur linéaire a parametres variants a été explorée pour
identifier et évaluer les défauts capteurs au niveau des sous-systemes de la PaC [65].
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Dans le cadre du diagnostic a base de modele, la technique de modélisation par équi-
valent électrique a suscité I’'intérét de plusieurs auteurs [30] [48] [92]. Plus précisé-
ment, les modeles proposés, sous forme de circuits électriques, permettent de décrire
des liens entre les grandeurs de la pile en exploitant des analogies électriques. Dans
cette approche la stratégie du diagnostic est fondée sur I’estimation des parametres des
composants du circuit ainsi considéré.

1.7.1.2 Méthodes guidées par les données

Les méthodes de diagnostic du systeme PaC a base d’analyse de données (voir par
exemple [58] et ses références) ne nécessitent pas 1’utilisation de modele pour décrire les
différents modes de fonctionnement. Ces méthodes reposent uniquement sur 1’analyse
des mesures prélevées par I’instrumentation placée sur le systeme.

A. Méthodes statistiques : Dans ce cadre, des approches ont été explorées pour
le diagnostic des systemes de la PaC. Dans [63], la détection et 1’isolation des défauts
sont réalisées en analysant les tensions individuelles des cellules. Des méthodes d’ex-
traction de caractéristiques et de classification sont utilisées pour définir des classes
liées aux états de santé (c’est-a-dire, fonctionnement sain ou en présence de défauts).
Dans ces travaux, les auteurs considerent des défauts du type courant fort, court-circuit,
stoechiométrie en air haute ou un empoisonnement au CO.

B. Réseaux Bayésiens : Par ailleurs, un réseau bayésien pour le diagnostic de
nombreux défauts comme la défaillance du circuit d’alimentation en air ou la défaillance
du systeme de refroidissement a été présenté [79] [80]. Le diagnostic de ces défauts
consiste a trouver des relations logiques de cause a effet contenues dans cette base de
données au travers des différentes variables définies. C’est une méthode probabiliste et
graphique a la fois.

C. Intelligence Artificielle : La stratégie du diagnostic a base de reconnaissance
de forme est composée de deux étapes. La premiere, dite étape d’apprentissage, consiste
a définir les différentes observations constituant la forme et les classes connues du sys-
téme, puis a construire une regle de décision précisant les frontieres entre ces classes. La
deuxieme étape, dite de décision, consiste a décider si des observations appartiennent a
une des différentes classes. Différentes approches peuvent étre utilisées lors de 1’étape
d’apprentissage : les réseaux de neurones ou la logique floue [89] [107].

D. Méthodes basées sur traitement de signal : Des méthodes a base de traite-
ment de signal ont été€ employées pour le diagnostic de la PaC. Il s’agit de trouver une ou
plusieurs mesures spécifiques (a savoir : impédance, tension, débit, pression, etc) pour
discriminer un ou plusieurs défauts. Par exemple, dans [16], les auteurs ont proposé
une méthode de diagnostic en vue de détecter une éventuelle accumulation d’eau exces-
sive dans les compartiments anodique et cathodique. Une approche stochastique pour le
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diagnostic des défauts liée a la gestion de I’eau (noyage et assechement) d’une PaC a
été présentée dans [44] [46]. Cette approche se base sur la distribution des tensions des
cellules unitaires constitutives de la pile. Par ailleurs, des résultats sur le diagnostic ont
été établis a partir de 1’identification de zones fréquentielles [14] [25] [26]. Ces travaux
visent des défauts que sont le noyage des compartiments, 1’assechement de la membrane
et I’empoisonnement au monoxyde de carbone a 1’électrode anodique.

1.7.2 Commande du systeme pile a combustible

Le probleme de la commande des systemes pile a combustible du type PEM a suscité
I’intérét de plusieurs auteurs. Dans ce cadre, 1I’objectif de la commande est d’assurer un
bon rendement, un fonctionnement stir et une durée de vie importante. Pour ce faire, il
convient de contrdler les sous-systemes d’alimentation en réactifs [S] [52], d’humidifi-
cation [15] [78] et de refroidissement [86]. Le but est d’introduire les réactifs dans la
pile sous des contraintes optimales, de gérer 1’eau présente a I’intérieur et d’assurer un
environnement thermique favorable au bon fonctionnement.

Pour répondre au large panel des demandes de la charge, un fonctionnement idéal
consisterait a assurer une puissance maximale et a préserver 1’état de santé de la pile.
Il s’est avéré que la problématique du contrdle de I’exces d’oxygene est centrale pour
atteindre cet objectif. Il est a noter que 1’exces d’oxygene est défini comme le rapport
entre le débit d’oxygene entrant et de celui réagi lors de la réaction chimique. En fait, le
contrdle de ce rapport permettrait de répondre aux besoins de la charge tout en évitant
un exces ou un éventuel manque d’oxygene. Ainsi, le challenge scientifique consiste a
assurer un fonctionnement présentant une puissance nette délivrée optimale et un rap-
port d’exces d’oxygene maitrisé, ¢’est-a-dire, assurer un rapport compris entre deux et
deux et demi [78].

Pour décrire le comportement d’une partie ou du systeme complet pile a combustible
(a savoir : le ceeur de pile et les systemes d’alimentation en hydrogene, de refroidisse-
ment et d’humidification) différents modeles, sous forme d’équations différentielles ont
été établis (voir par exemple [78] [93]). Ces modeles sont fondés sur des considérations
de la physique, essentiellement de la thermodynamique, et ont été considérés en vue de
I’analyse et pour la synthese de lois de commande.

Vu la grande dimension et la nature complexe de ce type de modeles, généralement, les
auteurs procedent d’abord par une réduction de la taille et / ou par une linéarisation.
Plusieurs approches ont été abordées pour la synthése des lois de commande en vue du
controle de I’exces d’oxygene et/ou pour optimiser la puissance nette délivrée. Le but
est d’assurer une efficacité énergétique tout en préservant I’état de santé de la pile. Dans
le cadre de la commande des systemes pile a combustibles, les résultats proposés dans
la littérature peuvent étre regroupés en plusieurs types selon les approches considérées.

Le premier type des rétroactions employées pour la commande du systeme pile est
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fondé€ sur la réduction et sur la linéarisation des modeles non-linéaires (voir [78] [93]).
Ensuite, les auteurs utilisent un PID ou des stratégies de commande par anticipation,
c’est-a-dire, une commande prédictive [37] [38] [39]. A titre d’exemple, dans [39], le
controle du fonctionnement de la pile a été réalisé par une définition préalable de la
trajectoire optimale de la tension d’alimentation du compresseur.

Le deuxieme type des résultats sur la commande est fondé€ sur la technique des modes
glissants [23] [77] [96]. Les modeles utilisés sont réduits, cependant, ils ont été vali-
dés expérimentalement. Ainsi, plusieurs algorithmes des modes glissants, et notamment
celui dit «Super Twisting» ont été testés avec succes. Pour estimer les variables non
mesurées, les auteurs considerent des commandes a base d’observateurs.

Le troisieme type pourrait étre constitué des résultats fondé€s sur la commande optimale
[72] [78] ou sur des méthodologies de contrdle avancées, par exemple, la commande
prédictive non-linéaire basée sur I’utilisation des séries de Volterra [38] ou la commande
synthétisée par utilisation de la méthode dit de I’ «Extremum Seeking» [54] [94].

1.8 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté une description globale d’une pile a combus-
tible de type PEM, de son fonctionnement et de son intégration dans un systeme pile
a combustible. Nous avons également vu que les systemes piles a combustible sont
des systemes multi-physiques et multi-échelles dont la maitrise du fonctionnement fait
appel a plusieurs disciplines. De ce fait, de nombreuses stratégies de diagnostic et de
commande ont été développées et chacune apporte sa contribution pour I’amélioration
des performances, durabilité, fiabilité des systemes pile a combustible.
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2Modélisation du systeme
d’alimentation en air

2.1 Introduction

Actuellement, dans la littérature, la modélisation du systeme pile a combustible a été
abondamment traitée (voir par exemple [91] et ses références). Le but est de décrire le
comportement global (ou d’un composant) en vue de I’analyse, la simulation, la com-
mande ou le diagnostic/pronostic. Ainsi, plusieurs approches ont été explorées en fonc-
tion de I’objectif fixé. Ces modeles peuvent étre regroupés en plusieurs catégories. Une
premiere catégorie vise une représentation statique des liens entre les grandeurs, géné-
ralement, concue pour décrire les phénomenes qui régissent le systeme PaC en régime
permanent. A titre d’exemple, la relation non-linéaire qui décrit le comportement de la
tension de la pile par rapport au courant. Une deuxieme catégorie est celle des systémes
dynamiques. Ces modeles, et selon I’objectif visé, peuvent étre sous forme d’équations
aux dérivées partielles [32] ou d’équations différentielles [86] [91]. Il convient de préci-
ser, les modeles sous forme d’équations aux dérivées partielles sont utilisés uniquement
pour la simulation. Une troisieme catégorie est fondée sur les réseaux de neurones. Cette
approche offre 1’avantage d’étre tres proche de la technologie considérée, cependant, les
résultats restent liés aux données d’apprentissage. Une quatrieme catégorie utilise une
logique graphique pour représenter les liens énergétiques ; a savoir : Bond graph et re-
présentation énergétique macroscopique [19] [85]. Une cinquieme catégorie se base sur
les analogies avec les circuits électriques [45].

Ce chapitre est dédié¢ a la modélisation du systeme d’alimentation en air. Ce compo-
sant a été analysé par plusieurs auteurs [93] [96]. Dans ce travail, le modele considéré
pour décrire le comportement de ce composant est sous la forme d’équations différen-
tielles. Le chapitre est constitué essentiellement de deux parties. La premiere partie est
consacrée a I’établissement du modele dynamique du systeme d’alimentation en air.
Dans la deuxieme partie, et afin d’illustrer le modele considéré, des résultats de simula-
tions sont proposés.

2.2 Modeéle dynamique

Le systeme d’alimentation en air de la PaC considéré (voir Figure 2.1) est composé
essentiellement du systéme moto-compresseur, du collecteur d’admission, du refroidis-
seur, de I’humidificateur, de la cathode de la pile et du colleur d’échappement.
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Figure 2.1 — Schéma d’'un systéme pile a combustible

Le but de cette partie est d’introduire un modele dynamique qui décrit le comporte-
ment du systeme d’alimentation en air. Il convient de préciser que dans ce travail, le
comportement des systemes de refroidissement et de I’humidificateur ne sont pas pris
en compte. En fait, leurs dynamiques sont trés lentes par rapport a celles des autres sys-
temes.

Dans les paragraphes suivants, nous présenterons d’abord les hypotheses considérées.
Puis, nous introduisons le modele du systéeme moto-compresseur, ensuite, du collecteur
d’admission et enfin de la cathode de la pile.

2.2.1 Hypothéses considérées

La modélisation dynamique du systeme d’alimentation en air nécessite 1’adoption
de certaines hypotheses. Les gaz sont assumés obéir a la loi des gaz parfaits et leurs
répartitions sont homogenes a 100%. L’eau a I’intérieur est supposée a 1’état vapeur.
Le phénomene de noyage de la couche de diffusion est négligé. En outre, la pression
de I’anode est supposée étre controlée par une électrovanne alimentée par un systéme
mécanique moto-compresseur. Aussi, il est assumé que les pressions a la sortie et a
I’intérieur de la cathode sont similaires.
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2.2.2 Systeme moto-compresseur
2.2.2.1 Description

L’alimentation en air de la pile de type PEM peut étre effectuée par une utilisation de
différents types de compresseurs (voir Figure 2.2). Ces derniers peuvent étre regroupés
en deux grandes familles : les turbo-compresseurs et les compresseurs volumétriques
[12] [98] [102]. Le choix du compresseur s’effectue en fonction de I’application consi-
dérée et le cahier des charges.

Compresseur

Turbo compresseur ] Compresseur volumétrique ]

[Centrifuge ] [Soufﬂant] [ Axial ] [ Alternatlf

[ Canal latéral ] [Radial ] [ Piston ] [ Membrane ] [ Bec VIS Lobes ][ Spirale ]

Figure 2.2 — Différents types de compresseurs

Les compresseurs permettent de contrdler le débit d’air a I’entrée de la pile a travers
la régulation de leur vitesse. La complexité de la relation entre la vitesse de rotation et le
débit dépend de la technologie considérée. Dans le cas des compresseurs volumétriques,
cette relation peut etre exprimée d’une facon linéaire. Cependant, dans le cas des turbo-
compresseurs, la relation est plus complexe et nécessite des expressions non-linéaires.

2.2.2.2 Modélisation

Les compresseurs sont des procédés qui peuvent €tre complexes et leurs modélisa-
tions ont suscité I’intérét de plusieurs auteurs [12] [69] [98]. Dans ce travail, nous consi-
dérons la technologie « rotatif-a-vis »de la famille des compresseurs volumétriques. Il
est supposé que le compresseur est alimenté par une machine a courant continu.

Généralement, le systeme moto-compresseur est considéré comme étant composé de
deux parties (voir Figure 2.3). La premiére partie, relativement au compresseur, consiste
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en une fonction statique permettant de déterminer le débit d’air sortant du compresseur
ainsi que sa puissance en fonction de sa vitesse de rotation et du rapport des pressions
amont/aval. La deuxieme partie correspond I’inertie du compresseur et du moteur et
permet la détermination de la vitesse de rotation du compresseur en fonction de la puis-
sance fournie par le moteur et de celle absorbée par le compresseur.

PSII‘!
P atm ch
- -
L L
Compresseur
- .
L L
Tatm Tcp.ou,t
F 3 wcp
P,
Y
cm

Moto-compresseur

Y

Figure 2.3 — Schéma bloc du systéme moto-compresseur

Les entrées du modele du compresseur comprennent la pression d’entrée d’air, Py,
sa température d’entrée, Ty, la commande de tension de commande moto-compresseur,
Vems, et la pression du collecteur d’alimentation, P,,. La commande du moteur est 1’une
des entrées du systeme de PaC.

La température de I’air sortant T¢j, ,,, du systéme moto-compresseur peut tre expri-
mée de la facon suivante (voir Figure 2.4) :
y—1

T, P,
Tep.out(Pom) = Tarm + —= (Psm > Y-l .1
cp atm

ou ¥ est le rapport des chaleurs spécifique de I’air. 7, désigne le rendement du com-
presseur.
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Figure 2.4 — Comportement de T, ,,s €n fonction de Py,

En vertu du principe fondamental de la dynamique appliquée aux parties tournantes,
la dynamique de la vitesse angulaire du moto-compresseur @, peut tre exprimée [78] :

dep B

1
= 5 on =) @2

ol Tem, Tep sont les couples respectivement du moteur et du compresseur. J.., désigne
I’inertie combinée du compresseur et du moteur.

Le couple nécessaire pour entrainer le compresseur est déterminé a partir des équa-
tions thermodynamiques, soit :

y—1

C, T, P,
Tcp(wcp; Psmv ch) - 0); rz: <P;:n) Y —1 ch (2-3)

ou C, est la capacité calorifique spécifique de 1I’air et W,, représente le débit d’air a la
sortie du compresseur.

Par ailleurs, la puissance fournie par le compresseur est donnée par :
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Y—1

T P\ v
Pop(Pom, Wep) = Cp =2 (;’") V1| W, (2.4)
cp atm

L’expression du couple moto-compresseur est établie a partir de I’équation du moteur
statique de la facon suivante :

ke
Tem = ncle |:ch - kvwcp] (25)

cm

ou kep, ky et R, sont des constantes du moteur et 1, représente le rendement méca-
nique du moteur.

Par ailleurs, la valeur de la puissance du moto-compresseur P, fournie par le moteur du
compresseur peut étre donnée en fonction de la tension d’entrée du moto-compresseur
et de la vitesse de rotation du moto-compresseur @), :

Pepp = Tem Dcp

. (2.6)
= ncmRLl |:ch - kvwcp] WOcp
cm

2.2.3 Collecteur d’admission

Le collecteur d’admission relie le compresseur et la PaC en passant par le refroidis-
seur et I’humidificateur (voir Figure 2.1).

L’ utilisation du principe de conservation de masse permet d’élaborer le débit mas-
sique de I’air a I’intérieur du collecteur d’admission (voir Figure 2.5) de la fagon sui-
vante [78] :

dmygy,
dt
ou Wy, our €st le débit massique d’air a la sortie d’admission d’air.

= ch - Wsm,out (27)

Puisque le volume du collecteur d’admission est assumé suffisamment faible pour la
différence de pression entre le collecteur d’admission et la cathode est négligeable alors
ce débit est donné par une forme linéarisée de 1I’équation de Nozzle de la facon suivante :

‘/Vsm,out — ksm,aut (Psm - Pca) (28)

ou Ky, our désigne la constante de I’orifice du collecteur d’admission d’air a la sortie.
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Figure 2.5 — Schéma bloc du collecteur d'admission

Dans le cas isotherme, la dynamique de la pression d’air du collecteur d’admission est
déterminée en utilisant le principe de conservation de 1’énergie, soit :
dPs,  RTgy,

dt - Vsm (ch_Wsm,out> (29)

ou Vg, et T, sont respectivement le volume et la température de 1’air dans le collecteur
d’admission.

2.2.4 Cathode

Le débit massique a la cathode est décrit par le comportement du flux d’air a I’in-
térieur de la cathode de la PaC. Son évolution peut €tre exprimée a partir du principe
de conservation de masse et les propriétés thermodynamiques. En effet, 1’utilisation du
principe de conservation de la masse permet de donner les expressions des débits mas-
siques d’oxygene et d’azote a I’intérieur de la cathode de la fagcon suivante :

D03 W i —W, — Wo, reasi
dt — YWO;,,ca,in 0, ,ca,out 0, ,reagi
(2.10)
dmN
2
dt = WNZ,ca,in - WNg,ca,out

ou mgp, et my, sont respectivement la masse d’oxygene et d’azote dans la cathode.
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En vertu de la loi des gaz parfaits, les pressions partielles d’oxygene et d’azote peuvent
étre exprimées en fonction des masses comme suit :

RO no
Py, = R0,
ca
2.11)
Ry,mp.
PN2 = ‘2/ 2 TYt
ca

ou Py, et Py, sont respectivement les pressions partielles d’oxygene et d’azote dans la
cathode. T est la température de la PaC. V., désigne le volume de la cathode. Ry, et
Ry, représentent respectivement des constantes spécifiques d’oxygene et d’azote, défi-
nies par :

R R
Ro,=— et Ry, =— 2.12
%= o et Ry, My, (2.12)
ou Mo, et My, désignent les masses molaires de I’oxygene et de 1’azote.
En substituant (2.11), (2.12) dans (2.10), il vient que :
dPp RT;
dt2 = M, ;; (WOQ,ca,in - W02,ca,0ut - WOg,reagi)
hreca
(2.13)
dPy. RT,
dl‘z - My ; (WNg,caﬂ'n _WNLca,out)
2rca

La pression de la cathode P,,, supposée homogene tout au long du compartiment catho-
dique, est déterminée en utilisant la loi de Dalton [78], soit :

Pea :P02 +PN2 +Pv,ca

ou P, ., est la pression de la vapeur d’eau dans la cathode.

Les débits de I’oxygene et de ’azote a I’entrée de la cathode sont exprimés en fonc-
tion du débit d’air d’entrée de la cathode W, ;, par :

X
WO ca,in — Oatm Wca in (214)
25 9’ 1+Wa[m 9
et
1-— X0 atm
WNg,ca,in = ( 1+W2;t )Wca,in (215)
atm
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Weq,in 8’ €Xprime par :
Wca,in = Kca,in (Psm - Pca) (2- 16)

avec keqin est la constante d’orifice d’entrée d’air de la cathode. xg, 4, représente la
fraction massique de I’oxygene dans 1’air atmosphérique exprimée en pourcentage. Plus
précisément, elle s’exprime de la fagon suivante :

y02 ,ath02

2.17)
yOg,almMOQ + (1 - y02.,atm) MN2

X0, ,atm =

ol y0, arm désigne la fraction molaire de I’oxygene dans 1’air. wy,, est le rapport d’hu-
midité de I’air entrant et il peut étre exprimé par :

% (pathsat (Tatm)
Ma P, atm — ¢ath sat (Tatm)

(2.18)

Watm =

Py, désigne la pression de saturation de la vapeur, et ¢, représente I’humidité relative.
Le débit de I’oxygene réagi dépend du courant de la pile, s’exprime par :

n
WOg,reagi = M02 Elst (2.19)

ou n est le nombre de cellules élémentaires dans la pile et F' est la constante de Faraday.

Les débits de I’oxygene et de I’azote a la sortie de la cathode peuvent étre écrits en
fonction du débit d’air a la sortie de la cathode et des fractions molaires de la facon
suivante :

Mo, Po,

Wo, . = W, 2.20
0, ,ca,out M02 P02 n MN2 PN2 n Mv Pv,ca ca,out ( )
My, Py
W = 22 W, 2.21
N ,ca,out MOZ P02 T MN2 PN2 i Mv Pv,ca ca,out ( )

Par ailleurs, le débit d’air a la sortie de la cathode est défini a partir de I’équation de flux
de bec ([78] [93]) par :
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1 Y—1712
Pum\v | 2 P )
Ccha< atn)’]/ Y 1_( atm) Y pour Py < ¥ Pum
P., y—1 P,
Wca,out(Pca> -
1 ) y+1
Cw Pea Yz (W>2(Y_l) pour PcaZ)_/Patm
(2.22)
avec

e
7: (3/‘?'1) }/_1 et G = CDAT-

Cp est le coefficient de décharge de la buse et A7 désigne la surface d’ouverture de la
sortie.

I est a noter que W,y ous €St une fonction réguliere et croissante par rapport a P, (voir
Figure 2.6). Cette fonction admet un comportement linéaire pour les grandes valeurs
de P, (a savoir : P, > ¥ Py,). Cependant, son comportement est non-linéaire pour les
petites valeurs de P, (a savoir : Poy < ¥ Pym).

[ u = S e : B B

ca)

0.0

ca‘uut(

0.04

002 —--

Figure 2.6 — Comportement de W,, ., en fonction de P,
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2.2.5 Systeme d’alimentation en air
2.2.5.1 Modéle dynamique

Les équations dynamiques (2.2), (2.9) et (2.13) peuvent étre regroupées pour établir
un modele décrivant I’évolution du systeme d’alimentation en air de la PaC :

dfl)?z B MI;TSX;CG (Wo,.cain —Wo,,ca,out — Wo, reagi)
d;;tvz _ MI;ZT‘; (Wivca,in — Wis,ca,out)

(2.23)
dﬁj’" _ w (Wep — Wom,our)

Maintenant, et en vertu des relations (2.3) (2.5) (2.8) (2.14) (2.15)(2.19)(2.20) (2.21) et
(2.22), le modele (2.23) devient :

dPo, c3hy
— = P, — Po, — Py, — — 2 P.,) —c7l.
dr Cl( sm 0, Ny CZ) C4P02 +C5PN2 +C6Wca,0ul( ca) C7lgt
dPy, c3Pn,
= P, — Po, — Py, — — P,
dr CS( sm 0, Ny CZ) C4P02 +CSPN2 T e Wca,out ( ca)
d -l
Ocp P
0 = —C9Wp +C10 <CH > Y 1 +c12Vem
y—1
dP, P,
dsmzclg, 14cy4 ( sm) 14 —1 (CIchp_Cl6(Psm_P02_PN2_C2)>
t C11
(2.24)
avece

Pea :P02 ‘JFPNZ +Pv,ca

Il est a noter que les valeurs numériques des constantes ¢;(i = 1, ..., 16) utilisées dans ce
travail sont reportées dans I’ Annexe 5.5.
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2.2.5.2 Entrées-sorties du systéme

Dans la suite de ce travail, le modele (2.24) sera considéré pour décrire le compor-
tement du sous-systeme d’alimentation en air. Il s’agit un modele non-linéaire a quatre
variables d’états :

x:[xl X2 X3 )C4]

:[POZ PNz WOcp Psm]T

ol les entrées-sorties sont définies de la fagon suivante. La tension V,,, alimentant le
moteur du compresseur sera considérée comme I’entrée du systeme et sera donc utilisée
pour la commande. Le courant de la pile I;; sera considéré comme une entrée exogene
qui désigne la demande de la charge. Par ailleurs, le vecteur des grandeurs mesurables
de la PaC est assumé étre défini par :
T
y=D y i

= {Vst Py ch]T

ou Vi est la tension de la PaC exprimée par :

1
- AGS% RT. " P, P,
2F " 2F | Pyo

. ] a6
Vo =n ~Vo—Va (1= ) = Rop i —i <a5 ,l>

Unax

Py, désigne la pression d’air dans le collecteur d’admission et W, représente le débit
d’air a la sortie du compresseur .

2.2.5.3 Performance du systéme

Afin d’apprécier les performances du systeme considéré, deux variables seront ana-
lysées et le vecteur de performance du systeme sera défini par :

c=[a =

= [Pnet )LOQ]T

ou P, est la puissance nette délivrée par la PaC et A¢, est le rapport d’exces d’oxygene.

Il est a noter que le moto-compresseur peut €tre alimenté directement par la PaC ou
par une source de puissance auxiliaire. Dans le cas ou la pile alimente le moteur du
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compresseur, la puissance nette délivrée a la charge P, est égale a la différence entre
la puissance fournie par la pile Py et celle consommée par le moteur, soit :

Pnet:Pst_Pcm

avec
Pst = VslIst

Par ailleurs, le rapport d’exces d’oxygene Ao, est défini par :

A — WOZ ,ca,in
0, —
WOg,reagi

ou Wo, ca,in désigne le débit d’oxygene entrant dans la cathode et Wo, reqqi €st celui ré-
agi lors de la réaction chimique.

I1 est opportun de réguler le rapport Ao, dans une plage de fonctionnement estimée
entre deux et deux et demi. En effet, un exces d’oxygene pourrait entrainer une baisse de
la puissance délivrée par la pile. A contrario, le manque d’oxygene serait néfaste sur la
durée de vie de 1a PaC. Ainsi, le respect d’un fonctionnement ot le rapport A, demeure
dans la plage optimale est bénéfique.

2.3 Résultats de simulation

Afin de valider le modele défini précédemment, des résultats de simulation sont pro-
posés dans ce sous-paragraphe.

Les résultats de simulation (voir Figures 2.7-2.13) ont été obtenus par application de
deux séries d’échelons respectivement en entrée du systeme V,,, et pour représenter la
sollicitation de la charge ;. A travers ces deux séries, le but a été d’étudier la réponse
donnée a travers le modele dans différentes situations. Tout d’abord, on peut constater
que les variables liées au compresseur (voir Figures 2.8, 2.9, 2.10) évoluent d’une ma-
nicre réaliste selon I’excitation d’entrée. Aussi, les pressions internes (voir Figures 2.11
et 2.12) présentent un comportement en accord avec la pression imposée par 1’entrée
de la pile. Plus précisément, le modele a été testé dans des situations différentes (voir
Figure 2.7), a savoir : absence de sollicitation (A1), présence d’une sollicitation et d’une
commande de niveau faible (A2), présence d’une sollicitation et une commande (A3),
augmentation simultanée de la sollicitation et de la commande (A4), baisse de la solli-
citation et maintien de la valeur de la commande (AS5) et finalement une augmentation
brutale de la sollicitation accompagnée d’une baisse de la commande (A6).
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3Diagnostic de défauts a base de
filtrage o7 /7,

3.1 Introduction

Les piles a combustible sont sujets a des défauts qui peuvent provoquer des arréts ou
des dommages permanents. En effet, les systemes PaC sont des procédés complexes en
raison de la présence d’un grand nombre de systemes auxiliaires et de dispositifs néces-
saires a leur fonctionnement. Afin d’effectuer les opérations de controle et d’améliorer
la fiabilité, la sécurité et la durée de vie, des systemes de diagnostic efficaces pour dé-
tecter et analyser les défauts doivent étre développés. Ainsi, plusieurs résultats ont été
consacrés au probleme du diagnostic pour les systemes PaC.

Plusieurs résultats pour le diagnostic des piles a combustible peuvent €tre trouvés
dans la littérature scientifique. Dans [83], les auteurs proposent des modeles de circuits
équivalents d’impédance de la pile a combustible de type PEM et déterminent avec le
temps les valeurs estimées des parametres électrochimiques afin d’évaluer les processus
d’érosion des performances, a savoir le noyage de la cathodique, le séchage de la mem-
brane et I’empoisonnement anodique du catalyseur. Dans [48], les auteurs ont développé
un modele de circuit équivalent électrique de la pile a combustible afin de détecter les
phénomenes de noyage. Le probleme du diagnostic a également été abordé en utilisant
des modeles mathématiques et en synthétisant des observateurs, par exemple, en utili-
sant des techniques basées sur un observateur linéaire a parametres variants [10] [65]
ou en utilisant I’approche en mode glissant [67]. Le probleme du diagnostic basé sur les
données a été étudié dans certains travaux récents (voir [60] [62] et les références qui y
sont citées) pour détecter divers défauts en utilisant les données de tension disponibles
et sans considérer aucun modele mathématique.

Dans ce chapitre, nous nous intéressons au probleme de la détection des défauts en
tenant compte de la présence des perturbations. En fait, la présence de ces dernieres
peut masquer I’effet des défauts, ce qui retarde la détection. Par conséquent, un systeme
de détection de défauts doit étre robuste aux perturbations. Cependant, il doit étre aussi
sensible que possible aux défauts. Le défi consiste a faire la démarcation entre 1’effet
des perturbations et celui des défauts. Pour ce faire, I’approche explorée repose sur 1’ uti-
lisation des modeles dynamiques et sur la conception des observateurs. D’une maniere
générale, et indépendamment du processus considéré, les observateurs qui satisfont les
attentes mentionnées ci-dessus sont connus sous le nom d’observateur 7~ / 7#%,. Dans
la littérature, différents résultats sont proposés pour le cas linéaires (voir [49] [59] [97]
[99] [110] et les références qui y sont citées) et non-linéaires (voir par exemple [11]
[36] [41] [101] ). A titre d’exemple dans [97], les auteurs ont étudié le probleme de la
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conception d’observateur de détection de défauts pour les systemes linéaires invariants
dans le temps avec des entrées inconnues. L’objectif de conception est fixé pour mi-
nimiser un indice de performance combiné J#. /.7, ce qui permet d’obtenir un bon
compromis entre la robustesse aux perturbations et la sensibilité aux défauts.

Le but de cette étude est de proposer un filtre robuste pour la détection de défauts
basée sur la synthése 777 /. 7%. L' objectif est d’améliorer la détection des défauts et
I’atténuation des perturbations dans le systeme d’alimentation en air des piles a com-
bustible. Ainsi, des conditions suffisantes d’existence du filtre sont données en terme
d’inégalité matricielle linéaire. Ensuite, et afin d’illustrer les performances de la syn-
these du filtre, un simulateur de la PaC proposé dans la littérature est utilisé.

Ce chapitre est organisé de la facon suivante. D’abord, nous commencons par des
généralités sur le diagnostic a base d’observateur. Apres nous nous intéressons a 1’étude
des observateurs pour des systemes non-linéaires de type Lipschitz. Ensuite, nous éta-
blissons deux extensions. La premiere fait appel au filtrage 7%, et la deuxieme utilise
le filtrage 7/ 7¢.. Dans la troisiéme section nous appliquerons la synthése proposée
au systeme d’alimentation en air de la pile. Par la suite, les résultats de simulation sont
présentés pour illustrer I’efficacité de notre approche.

3.2 Généralités

3.2.1 Diagnostic a base d’observateur

Le diagnostic & base d’observateur consiste & comparer la sortie du systeme y(¢) a
celle estimée j(¢) a travers un observateur (voir Figure 3.1). Le signal résultant de cette
comparaison est appelé résidu et noté le plus souvent r(t)

r(t) = y(1) = 5(0).

En fonctionnement sain le signal résidu r(¢) = 0. A I’occurrence d’un défaut?, le sys-
teme réel s’écarte de son fonctionnement nominal, ce qui laisse apparaitre une déviation
du résidu r(¢). Dans ce cas r(t) # 0 a partir de ¢ I'instant de I’occurrence du défaut f.
Ce dernier peut étre permanent ll limr () # 0 ou intermittent r (¢) # O entre t} et tjzc. Une

méthode de décision basée sur des tests statistiques est souvent préconisée pour fixer le
taux de détection et déclencher une alarme en conséquence.

Cette approche de diagnostic peut étre faite en deux étapes. La premiere dite la dé-
tection de défauts est liée a I’étape de la génération des résidus. Celle-ci a pour but de
générer des signaux révélateurs de la présence de défauts. A partir de ’analyse de ces

a. Un défaut est défini comme étant un écart indésirable entre la valeur réelle d’une caractéristique
du systeme et sa valeur nominale.
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résidus, I’étape de prise de décision doit alors indiquer si un défaut est présent ou non.
La deuxieme étape est nommée la localisation de défaut. Plusieurs méthodes existent
pour la localisation et I’isolation des défauts. La plus adaptée aux méthodes de diagnos-
tic a base d’observateur est celle qui consiste a utiliser un banc de plusieurs observateurs
de maniere a générer a ’aide de chaque observateur des résidus sensibles a une partie
des défauts et insensibles aux restes. Ainsi, une table de signature théorique binaire sera
construite. Les "1" et les "0" de la table représentent respectivement, la sensibilité et
I’insensibilité d’un résidu a I’'un des défauts a la fois.

Il est a noter qu’un observateur peut étre défini comme étant un systeme dynamique
auxiliaire, congu pour imiter le fonctionnement du systeme réel. Pour la synthese d’ob-
servateur, le modele du systeme est utilisé. L’observateur est sensé donner la méme
sortie que le systeme, en appliquant la méme entrée que ce dernier.

u
4-.[ Systeme réel

!
J

Alarme

nprsay

A
TOISIIIP AP askig

|

y o
Observateur

Figure 3.1 — Structure de diagnostic a base d'observateur

3.2.2 Modélisation des défauts

La modélisation des défauts est une opération de mise en équation de 1’effet ou des
conséquences des défauts sur le modele du systeme. Les défauts affectant un systeme
dynamique peuvent étre additifs ou multiplicatifs.

Soit s¢() la valeur défaillante de la grandeur s(z).
Si le défaut f(r)est additif, nous obtenons :

sy(t) =s(t) = (1) 3.1

Si f(z) est multiplicatif, il sera exprimé sous la forme suivante :

53



sp(t) = f(1) s(r) 3.2)

Remarque 1. Dans certain cas, il est possible de représenter un défaut multiplicatif
sous la forme d’un défaut additif, par exemple pour (3.2) nous pouvons écrire :

En posant f(t) = (f(t) —1I) s(t) nous obtenons :

sy(t) =s(t)+f(t)

Les défauts sont classés également en fonction des composants affectés dans le mo-
dele du systeme en trois catégorie, a savoir : défaut d’actionneurs, de capteurs et des
parametres. Les défauts d’actionneurs affectent la commande du systéme, par consé-
quence, il change la valeur de la commande appliquée. Il peut étre dii aussi a la perte
totale d’un ou de plusieurs actionneurs. Les défauts de capteurs affectent les capteurs
du systeme, ce qui induit une ou plusieurs mesures erronées voir une perte totale d’une
ou de plusieurs mesures. Les défauts paramétriques sont des dérives qui peuvent étre
constatés dans les valeurs des parametres du systeme. Ils peuvent €tre diis a un défaut
de fabrication, un impact externe, ... etc.

Dans la sous-section suivante, nous allons proposer un observateur pour une classe
de systemes non-linéaire. Nous supposons que le systeme considéré vérifie I’hypothese
d’observabilité (cette propriété est rappelée dans I’ Annexe 5.5).

3.2.3 Observateur pour une classe de systémes
non-linéaires

3.2.3.1 Cas nominal

Tout d’abord, nous traitons le cas de la classe de systemes non-linéaires, sans pertur-
bations, décrite par les équations dynamiques suivantes :

Xx=Ax+B,u+ ¢ (x)
(3.3)
y=0Cx

ou x € R" est I’état du systeme. u € R"” désigne la commande. y € R? représente la
sortie. A, B,, et C sont des matrices réelles de dimensions appropriées. ¢ € R" est une
fonction non-linéaire de Lipschitz, c’est-a-dire, elle satisfait la propriété suivante :

9(x1) —d(x2)[| < Ay ||x1 —x2|| pour tout x1, x € R™. (3.4)
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ol Ay désigne la constante de Lipschitz.

Considérons pour le systeme (3.3), I’observateur suivant :
£=A%+B,u+¢R)+K(y—3)
(3.5)

ou X € R" et y € R? désignent respectivement les estimés de x et de y. K représente le
gain de I’observateur a déterminer.

Soit ¢ = x — X ’erreur d’estimation, la dynamique de e est donnée par 1’équation sui-
vante :

¢ =(A—KC)e+Ap (x,%) (3.6)

avec A¢ (x,%) = ¢ (x) — ¢ (%) pour tout x, £ € R".

L’ objectif de la syntheése consiste alors a déterminer le gain K tels que, le systeme (3.6)
est asymptotiquement stable et }Lme(t) =0.

Le théoreme suivant donne une condition suffisante pour I’existence et la convergence
de I’observateur (3.5).

Théoreme 1. Le systeme (3.5) est un observateur de (3.3), s’ils existent une matrice
symétrique définie positive P, une matrice X et un scalaire positif U, tels que I’inégalité
matricielle linéaire suivante soit satisfaite :

ATP+PA-C'XT—XC+uA;l P

b i <0 (3.7)

et le gain K de I’observateur (3.5) est donnée par K = P~'X.

Démonstration : Soit la fonction de Lyapunov quadratique suivante :

V(e)=elPe

Sa dérivée le long de la solution de (3.6) est donnée par :
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Vie)=é" Pet+el Pé

(3.8)
=e" ((A—KC)"P+P(A—KC))e+AdT (x,%) Pe+e P A (x,%)
L’utilisation de I’inégalité suivante, définie pour tout it > Oetu, v € R" [42] :
1
uTv+vTu§,uuTu+EvTv 3.9

permet d’établir I’inéquation suivante :

APT (x, %) Pe+el PAY (x,%) < uAPT (x,%) A (x,)?)—l-;eTPPe (3.10)

En utilisant (3.8) (3.10), nous obtenons :

Vie)=e" ((A—KC)TP+P(A—KC)+u 7L¢21+:LPP> e (3.11)

Ainsi, la convergence asymptotique de I’erreur d’estimation vers zéro est garantie si
V (e) < 0 et donc si I’inégalité

1
ATP+PA—CTKTP—PKC+/.L7L¢21+EPP<O (3.12)

est vérifiée. Par I’application du complément de Schur (voir Annexe 5.5) et du change-
ment de variable X = KP, nous obtenons (3.7).
Ceci termine la démonstration du Théoreme 1. O

3.2.3.2 Cas avec perturbation

Dans cette sous-section, nous proposerons une extension du résultat de la sous-section
précédente, au cas des systemes non-linéaires assujetti a des perturbations bornées en
norme, ainsi le systéme sera écrit comme suit :

x=Ax+¢(x)+ Byu+B,w
(3.13)
y=Cx+D,w

ou x € R" est le vecteur d’état du systeme. u € R" désigne la commande. y € R? repré-
sente la sortie mesurée. w € R” est le vecteur des perturbations. A, B, C B, et D,, sont
des matrices réelles de dimensions appropriées. B,, et D,, sont des matrices de poids,
qui permettent de préciser I’effet de la perturbation sur chacune des dynamiques et des
sorties. La fonction non-linéaire ¢ est Lipschitzienne avec une constante de Lipschitz
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Ys- Il est a noter que les perturbations peuvent varier dans le temps mais sont supposées
étre 2 énergie finie, ¢’est-a-dire, |w|| <l avecl € RT.

Il convient de préciser que I'utilisation de la méme perturbation dans la dynamique
du systeme et dans la sortie n’est pas restrictive. En fait, si les perturbations respectives
w1 et wy sont différentes, il suffit d’introduire une perturbation commune définie de la
facon suivante :

B,=[Bi 0], D,=[0 D] et w:<wl>
w2

alors nous avons :

Biwy =B,w et Diwy,=D,w.

L’objectif est de reconstruire 1’état x du systeme avec une certaine précision malgré
la présence des perturbations w. Pour ce faire, il est habituel d’utiliser un observateur de
la forme :

=A%+ ¢(X)+Bu+K(>y—3)
(3.14)
$=Cx

Dans la suite, des conditions de convergence de I’erreur d’estimation d’état sont établies
sous la forme d’une inégalité matricielle linéaire.

Considérons le systeme (3.13) et I’observateur associé (3.5). Le probleme de synthese
d’observateur robuste revient a déterminer la matrice K tels que les conditions suivantes
soient vérifiées :

llgge(t) =0 pour w=0 (3.15)
et
lell,, <Aw [wl,, pour w#0 et e(0)=0 (3.16)

ol Ay > 0 est un scalaire positif représentant le taux d’atténuation de la perturbation w
sur I’erreur d’estimation d’état e. ||.||z, désigne la norme L,, définie pour une fonction
h par :

A, = /OhThdt

Afin de satisfaire les conditions (3.15) et (3.16), il suffit de faire appel a la théorie Lya-
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punov. Il s’agit de trouver une fonction de Lyapunov V telle que :

Vel e—A2wT w<0 (3.17)

L’expression de la dynamique de I’erreur d’estimation est donnée comme suit :

e=(A—KC)e+¢(x)— ¢ &)+ (By—KDy)w (3.18)

Nous avons le résultat suivant basé sur une condition suffisante sous forme d’une inéga-
lité matricielle linéaire.

Théoreme 2. Etant donné deux scalaires 7L¢ >0 et Ay > 0, s’il existe une matrice P
définie positive, une matrice X et un scalaire L > 0 tels que ’inégalité matricielle li-
néaire suivante soit satisfaite :
ATP+PA-XC-C"X"+uA;1 PB,—XD, P
* A3 1 0 | <0 (3.19)
* * —ul

Alors les conditions (3.15) et (3.16) sont satisfaites et le systeme (3.13) admet un obser-
vateur de la forme (3.5) avec K = P X

Démonstration : Soit la fonction de Lyapunov candidate suivante :

Vie)=e Pe. (3.20)

Sa dérivée le long de la solution de (3.18) est donnée par :

Vie)=el (A—KC)" Pe+e P(A—KC) e+w" (B,—KD,)" Pe
(3.21)
+e!' (t) P(By —K Dy,)w+APT (x,%) Pe+e PA (x,5).

Des calculs directs montrent que :

Vel e—22wT w=el (A—KC)" Pe+e’ P(A—KC)e
+wl (By—KD,) Pet+e' P(B,—KD,)w (322

+A9T (x,%) Pe+e PAY (x,£)+ele—A2w w.
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D’apres les inéquations (3.4) (3.9), il vient que :

Vel e—22wT w<el (A—KC)"Pe+e P(A—KC)e

+wl (By—KD,) Pe+e’ P(B,—KD,)w

(3.23)
1
+u QLQ% el e+;eT PPet+el e—A2wlw
L’inégalité (3.23) peut étre réécrite sous la forme suivante :
e\ ' /[(A=KC)"P+P(A—KC)+u Ag*I+LPP PB,—PKD, e
<0

w * —A21 w

(3.24)

Ainsi, la convergence asymptotique de 1’erreur d’estimation est garantie si la condition
suivante est satisfaite :

(A=K C)'P+P(A—KC)+pu Ay’ I+4 PP PB,—PKD,

<0 (3.25)
* —A31
En appliquant le complément de Schur, le changement de variable X = PK, on obtient
(3.19).
Ceci termine la démonstration du Théoréme 2. 0J

3.3 Détection de défaut a base de filtrage 7 /77,

Dans cette section, nous nous intéressons au probleme de la détection des défauts en
tenant compte de la présence des perturbations. En fait, la présence de ces dernieres peut
masquer ’effet des défauts, ce qui retarde la détection et peut donc entrainer la dégra-
dation du processus. Par conséquent, un systeme de détection de défaut doit €tre robuste
aux perturbations. Cependant, il doit €tre aussi sensible que possible aux défauts. Le
défi consiste a faire la distinction entre 1’effet des perturbations et I’effet des défauts.

En ajoutant les défauts additifs d’actionneurs et de capteurs, ainsi que des perturba-
tions au modele du systeme (3.3), nous obtenons le systeme suivant :
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¥=Ax+¢(x)+B,u+B, w+Bs f
(3.26)
y=Cx+Dy,w+Dyf

oux € X C R" est I’état du systeme. u € U C R™ désigne la commande. y € Y C R? re-
présente la sortie. X, U et Y sont trois compacts. w € R? est le vecteur des perturbations.
fe R/ représente le vecteur de défauts. A, By, C B,,, D, D,, et Dy sont des matrices
réelles de dimensions appropriées. Nous supposons que w et f sont des signaux a éner-
gie finie. La fonction non-linéaire ¢ est Lipschitzienne avec une constante de Lipschitz

Ap.
Le probléme consiste a déterminer un filtre de détection de défauts de la forme :
X=A%+¢(R)+Bu+K (y—3)
y=C% (3.27)
r=G (y—J)

ou £ est le vecteur d’estimé. y représente la sortie estimée. r est le signal de résidu. K et
G désignent respectivement la matrice de gain et celle de la pondération résiduelle.

En utilisant les équations (3.26) et (3.27), la dynamique de I’erreur d’estimation et le
résidu sont donnés par :

¢=(A—KC) e+Ap (x,%)+ (By—K D) w+ (B —KDy) f (3.28)

r=GCe+GD,w+GDyf. (3.29)

On peut remarquer que le résidu ne dépend pas seulement de I’erreur d’estimation e
mais également des défauts f et des perturbations w. Ainsi, le probleme de la concep-
tion du filtre de détection de défauts (3.27) revient a déterminer les matrices K et G tels
que :

(1) L’erreur d’estimation converge vers z€ro siw =0et f =0.

(i1) Le résidu (3.29) est robuste aux perturbations, soit :

17z, < Ao W, (3.30)

(i11) Le résidu (3.29) est aussi sensible que possible au défaut, soit :
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I7ll, > B, (3.3D)

A et B sont deux constantes positives.

Suite a la synthese du filtre de détection de défauts, une tache sera d’évaluer les ré-
sidus générés. Pour ce faire, une des approches largement adoptées consistera a choisir
un seuil J;;, de détection de présence de défauts. En fait, le seuil sera un indicateur
au dela duquel le résidu sera jugé significatif d’une présence de défaut, c’est-a-dire, si
|71l > Jin- Le choix de cet indicateur sera effectué comme dans [24], de la fagon sui-
vante :

Jow = sup||r|,,
7=0

3.3.1 Synthése du filtre de détection de défauts

Le but de cette partie est d’énoncer et de démontrer le résultat théorique sur la syn-
theése du filtre en vue de la détection de défauts du probléme énoncé sur la sous-section
précédente.

Théoréme 3. Considérons le systeme (3.26). Pour Ay >0, Ay > 0 et B > 0, le sys-
teme (3.28) (3.29) est asymptotiquement stable et vérifie (3.30) et (3.31) s’il existe une
matrice P définie positive, des matrices X, Y et G de dimensions appropriées et deux
scalaires positifs |, € tels que les inégalités matricielles linéaires suivantes soient sa-
tisfaites :

ATP+PA—XC—C'X" +uA;l PB,—XD, C'G" P ]
* -A21  DIGT 0
<0 (3.32)
* * —1 0
i * * * — i
—ATP—PA+XC+C"X" —uAsl PB;—XDy P ]
+Y r’
* —B%I 0
0|>0 (333)
* * ul
_ * ¢1
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1
Y—FTH—HF+m]I< 0 (3.34)

avec I’ = [GC GD f]. I et I sont deux matrices identités de dimensions appropriées. x
représente le bloc symétrique.

Remarque 2. Le gain de ’observateur K sera donné par K = P~'X.

Démonstration : La démonstration sera effectuée en deux étapes. La premiere étape
est dédiée a la robustesse (ii) et la convergence de I’erreur (i). La deuxieme étape
consiste a prouver la sensibilité du résidu, soit (iii).

Etape 1 : Atténuation 2,

Dans cette étape, on considere 1’analyse de la robustesse de I’erreur d’estimation e par
rapport a la perturbation w. Pour ce faire, nous posons f = 0 dans les équations (3.28)
et (3.29). 1l vient alors :

é=(A—KC) e+Ad (x,8)+ (By—KDy) w (3.35)

et
r=GCe+GD,w. (3.36)

Considérons la fonction de Lyapunov suivante :

Vie)=el Pe (3.37)

La dérivée de V le long de la solution de I’équation (3.35) est donnée par :

Vie)=e" (A—KC)" P+P (A-KC)) e+A¢7 (x,2) Pe

(3.38)
+e' PAY (x ,%)+w! (B,—KD,)" Pe+el P(B,—KD,)w
La condition (3.30) est satisfaite si I’expression suivante :
Tr—Apwlw+V <0 (3.39)

est vérifiée.

En substituant les équations (3.36) et (3.38) dans (3.39), nous obtenons :
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CTGTGCe+e'CTGTG Dyw+w! D, GTG Ce
+w'D,TGTG D, w—2A2 wiw+el ((A —KC)'P+P(A —KC))e

+A¢T (x,R)Pe+e" P AP (x,8)+w" (B, —KD,)" Pe+e'P(B,—KD,,)w <0
En utilisant I’inégalité (3.9), nous obtenons :

CTGT GCe+e'CTGTG Dy w+w!'D,TGT G Ce+w!'D,,'GTGD,, w
1
— Ao wTw+e” ((A—KC)TP+P(A—KC)+uP P)e (3.40)

+1||Ag (x,2)|* +w” (B —KDy,)" Pe+e' P(B,—KD,)w <0

Maintenant, et comme ¢ est de Lipschitz, nous déduisons que ||A¢ (x,£)[| < Ay |le]| et
I’inégalité (3.40) devient :

JdcTGTGCce+elc’GTG D, w+w' D, G GCe+w'D,'G'GD,, w
1
A2 wh wel <(A—KC)TP+P(A —KC)+u A;1+ uPP) e (3.41)

+wl' (B, —KD,) Pe+e"P(B,—KD,)w <0

Un réarrangement de 1’inégalité (3.41) permet de la réécrite sous la forme matricielle,
de la maniere suivante :

eN' /[Q, PB,—PKD,] [CTGTGC CTGTGD, e

+ <0 (342
w * —AC%I * D, GTGD,, w

Pour satisfaire (3.42), il suffit de vérifier que :

Q, PB, —PKD,, c’Té"¢c Cc'G'G Db,
+ <0 (3.43)
* A1 * D,'G'G D,,
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avec
1
Qi =(A—KC)"P+P(A—KC)+p A} H—EPP

En utilisant le complément de Schur et en posant X = PK, on obtient I’'inégalité (3.32).
Ceci termine la premiere étape. U
Etape 2 : Sensibilité de Z

Dans cette étape, on analyse la sensibilité du signal résiduel r par rapport au défaut
f- En posant w = 0 dans les équations (3.28) et (3.29), nous obtenons :

¢=(A—KC) e+Ap (x,%£)+ (Bf—KDy) f (3.44)

et
r=GCe+GDyf (3.45)

La dérivée de V définie par (3.37) le long de la trajectoire de (3.44) est donnée par :

Vie)=e" (A-KC)"P+P(A—KC))e+A¢” (x,%) Pe

(3.46)
+e" PAY (x,%)+ /T (By—KD;) Pe+e P(Bf—KDy) f
La condition (3.31) est satisfaite si I’expression suivante :
r'r—B*fTf—v>0 (3.47)

est vérifiée.

En substituant les équations (3.45) et (3.46) dans I’équation (3.47), nous obtenons :
'CTGTGCet+e'C'GT'G Dy f+ fTDGTGCe+ fTDG'GDsf—B2fT f
+e" (A—KC)"P+P(A—KC))e+AdT (x,%) P e+e" P Ap (x,%)

+ /T (By—KDy)' Pe+e"P(By—KDy) f >0

En utilisant I’inéquation (3.9) et la propriété de Lipschitz de ¢, nous obtenons I’inégalité
suivante :
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e'CTG'GCe+e"'C"G'"G Dy f+fTD"G'"GCe+ fTD"G'G Dy f
1

— BT frel ((A—KC)TP+P(A—KC)+u /151+upp)e

+fT(By—KDy) Pe+e"P(By—KDy) f >0

Cette inégalité peut €tre réécrite sous la forme matricielle, par la maniere suivante :

e\ [[-(A-KC)"P—P(A—KC)—uAy*I— PP PB;—PK Dy e

+17T >0
f * —B?1 f

oul = [GC GD f} , cette inégalité est satisfaite si et seulement si :

—(A—KC)' P—P(A—KC)— uly’I— tPP PB;—PK Dy
+I'T-0 (3.48)
* —B?I

Soit la matrice Y et un scalaire positif € > 0 tel que :

Y < (1+¢)I'T (3.49)

alors I’inégalité (3.48) est satisfaite si I’inégalité suivante est vérifiée :

—(A—KC)'P—P(A—KC)—p A3I— tPP PB;—PK Dy
+Y—-er'r=0
* —B?I
(3.50)

En utilisant le complément de Schur et en posant X = PK, on obtient I’'inégalité (3.33).

On peut voir que I’inégalité (3.49) n’est pas une inégalité matricielle linéaire. De ce
fait, un raisonnement simple montre que :

1 1
Y —(1 r’r— — 11+ -—1"1<0 3.51
(1+¢) 5z + Trz < (3.51)
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a partir de I’inégalité de Young [111], ceci est toujours vérifié :

1
(14+&) T+ H—SHT]I ~TT14+1'T (3.52)

En substituant (3.52) dans (3.51), nous obtenons (3.34).
Ceci termine la deuxieme étape. U

3.3.2 Application au systéeme d’alimentation en air

Dans cette section, nous considérons le systeme d’alimentation en air de la pile a
combustible (2.24). En outre, nous supposons que les valeurs du débit massique de la
sortie du compresseur et la pression d’air du collecteur d’admission sont disponibles.
Ce modele est représenté comme suit :

X Y (x,%2)
C4X1 + C5X2 + Cg

x1=c1(=x1—x2+x4—c2) —

c3x VY (x1,X2)
Cc4X1 + C5x2 +C6

Xy = cg (—X1 — X3 +X4—Cz) —

y—1
. X4 (3.53)
X3 = —C9X3 —C10 <> Voo~ 1] +cpu
1
r-1
. X4
X4 =cp3|1+cus (Cu) Vo 1| fe1sxs — c16 (—x1 —x2 + x4 — €2))]
avec
1 y—1
c11 Y 11 y
1—
eu (mtxte) <x1+xz+cz) <x1+xz+62)
C
V(x1,X2) = pour (x;+x2+¢2) < C—i; (3.54)
11
c20 (x1+x2+¢2) pour (x;+x2+c2) > -
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ou x] et x, sont les pressions partielles d’oxygene et d’azote, x3 est la vitesse angulaire
du compresseur et x4 est la pression du collecteur d’admission d’air.

Le modele décrivant le comportement du systeme d’alimentation en air a été modifié
afin d’inclure les perturbations et I’ensemble des défauts (a savoir : actionneur et cap-
teur). Les perturbations et les défauts ainsi que leurs descriptions sont décrits dans le
tableau 0.2 et la facon dont ils ont été inclus dans le modele est expliquée ci-dessous.

Le signal de perturbations affecte a la fois la dynamique et le signal de sortie du sys-

Signal Nature Description

w Perturbations Variations de la température ambiante

fi Défaut actionneur | Sous-tension du moteur de compresseur
/2 Défaut capteur Légere déformation sur la piézorésistance

Table 3.1 — Description des perturbations et des scénarios de défauts

teme.

Le défaut f; est simulé avec un incrément Au dans la tension d’entrée du compresseur
u, 'effet de défaut se traduit par une modification de la dynamique du compresseur
affectant directement la vitesse angulaire du compresseur x3. L’équation décrivant I’im-
plémentation du défaut est représentée comme suit :

Y—1
X.

X3 = —C9x3 — C1Q <c141> Y —1 +C12(M—Au) (3.55)

Le défaut f>(¢) est un défaut dans le capteur de pression piézorésistif. Un capteur de
pression piézorésistif est constitué d’un diaphragme avec quatre piézorésistances pla-
cées en haut dans une configuration en pont de Wheatstone, comme le montre la Fi-
gure 3.2. La sortie du pont de Wheatstone peut étre donnée comme suit :

R R
AVzV( S — )
Ri+Ry, R3+Ry4

Si I’on considere le cas général ou les quatre résistances de pont sont différentes les
unes des autres par leurs augmentations respectives AR, AR>, AR3, AR4, mais avec des
valeurs tres faibles autour Ry, la tension de sortie est donnée par :
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Al - Ro (AR1 — ARy — AR; +AR4) + AR{AR4 — AR>AR4

, (3.56)
\% 4R0+4R0 (ARl +AR2+AR3 +AR4)

Si les variations de résistance AR; sont faibles par rapport a la valeur nominale Ry, la
relation (3.56) peut étre simplifiée comme suit :

|%
AV = — [ARl —ARz—AR3+AR4]
4R

Lorsque la pression est appliquée au diaphragme du capteur de pression, le diaphragme
se déforme et induit une contrainte de flexion qui modifie la résistance dans le circuit de
pont de Wheatstone en raison de I’effet piézorésistif [50]. Si ’on considere une 1égere
déformation de la résistance R, cela représente une rupture de la tension de sortie.

1% ,
AV = IR [ARI — (ARZ—ARZ) —AR3+AR4}
(3.57)
1%
= E [ARl —ARQ —AR3 +AR4] +DfR2
0

D est une matrice de poids et fg, dépend du taux de déformation de la valeur nominale
de R2.

Pi¢zorésistif R,  Pi¢zorésistif R

Piézofrésistif R, Piézorésistif R,

Diaphragme
Figure 3.2 — Structure du capteur de pression et disposition des capteurs de pres-
sions piézorésistifs

En vertu des équations (3.53), (3.55) et (3.57), nous obtenons le modele d’état sui-
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vant :

i=Ax+¢(x)+b+B,u+B,w+By f
(3.58)

y=Cx+D,w+Dyf

Les matrices A, By, b, B,,, By, C, D,,, D et la fonction ¢ sont donn€es comme suit :

[ —C1 —C1 0 C1 0 c7 —C1 C2
—cg —cg 0 cg 0 O —Cy 2
A= , B,= , b=
0 0 —C9 0 C12 0 0
[C13Cl6 C13Cl6 C13C15 —C13 Cl6] 10 0] (2 €13 €16
[1 0 0 O] [0 0 0 O]
01 00 00 0 O
B,, = ) Bf_
0010 0 0 ¢ O
0 0 0 1) 00 0 O]
0 0 ¢ci5 O 0010 0000
C = , D, = , D=
00 0 1 0 001 0 0 01
- c3X1 -
— X1,X
C4X1—|-C5X2+C6w< ! 2)
C3X2
— X1,X
C4X1—|—C5X2—|—C6W( ! 2)
y—1
= X
¢ (x) —c10 ¢1s (4) Y
C11
y—1
)C4 ,}/
czas| o —1 | (c15x3 —c16 (x4 —x1 —x2 —2))
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On peut démontrer que
10 (x1) =9 (x2)l] < 7 1 —x2 |-

Pour ce faire, nous utilisons 1’égalité

fx1) = fx) = (/01 (;if (tx1+ (1 —=1)x2) dt> (x1 —x2).

Posons

df

M = max || =
xeX 8x

alors

1F(x1) = F ) [| < M[lxy — x|

Pour détecter le défaut sous I’effet des perturbations, nous proposons le filtre suivant :

£=A2+9R)+b+B,ut+K (y—39)

§=C% (3.59)
r=G(y=J)

ou X et y sont respectivement les estimées de x et y. K est le gain d’observateur.

3.3.3 Résultats de simulation

Dans ce travail, nous avons considéré un simulateur classique disponible dans la lit-
térature [78]. En utilisant les valeurs numériques données dans 1’ Annexe 5.5, les gains
et les constantes définies dans le Théoréeme 3 sont donnés par :

[2.76 x 107  1.33x 107 18.49 —2.98 x 10°]
1.33x107  3.33x 10’ —64.86  —6.88 x 106

" 18.49 —64.86 —1.41x10% 5.55x10%
|—2.98x10° —6.88x10° 5.55x10> 8.83x10° |
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[3.40x 102 —1.28 x 10*] [7.65x 107> —7.46 x 10~4]
—1.17x10° 1.63x10* 241 x107% 3.25%x1073
X — , K:
1.63x10* —8.24x103 —11.52 5.83
| 5.77x10° 878 x 10* | [1.60x 1073 1.19x 1072 |

1=3.25x 1073 et 5 = 21.7906.

Le comportement du signal de perturbations considéré est représenté sur les Figures 3.7

et 3.8 (voir ligne continue verte). Le défaut de 1’actionneur f; est simulé par une dimi-
nution de la tension d’entrée du moteur du compresseur. Le défaut du capteur f, est
introduit dans le simulateur en ajoutant la mesure de la pression du collecteur d’ali-
mentation Py, a une valeur négative. Les Figures 3.3 - 3.6 représentent les états et leurs
estimations. A I’occurrence du défaut actionneur, on constate que le deuxieme résidu est
nul et le premier résidu détecte bien le défaut car il varie fortement (voir Figures 3.7).
On peut expliquer ceci par le fait que par exemple le premier résidu dépend de la vitesse
angulaire dont sa dérivée est en fonction de la commande. A 1’apparition du défaut cap-
teur, on observe que le premier résidu est nul ce qui est attendu et le deuxieme résidu
détecte le défaut (voir Figure 3.8). Les explications sont les mémes que précédemment.
En outre, on remarque que ces résidus sont robustes aux perturbations.

3.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé une méthodologie de synthese de 1’observateur
pour des systemes non linéaires en présence de défauts et de perturbations. Des condi-
tions suffisantes permettant la synthese de 1’observateur robuste vis-a-vis des défauts et
des perturbations ont été établies a 1I’aide de la méthode de Lyapunov. Un simulateur du
systeme d’alimentation d’air de la pile a combustible de type PEM développé dans le
chapitre précédent a été modifié afin d’inclure les perturbations et I’ensemble des dé-
fauts. Ce simulateur nous a permis d’illustrer la méthode de synthese proposée ainsi que
son efficacité.

L’intérét de la méthode proposée ici est de montrer comment détecter certains dé-
fauts a savoir, un défaut de capteur et un défaut de 1’actionneur du c6té du compresseur

en tenant compte la présence des perturbations. La stratégie proposée était basée sur
I’utilisation de J# / 7, filtre.
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4Diagnostic de défauts a base
d’observateur adaptatif

4.1 Introduction

Le probleme du diagnostic des systemes piles a combustible de type PEM a susciter
I’intérét de plusieurs auteurs (voir par exemple [34] [48] [58]). Le but est de détecter les
changements de comportement dus a 1’apparition de défaut au sein du systeme en vue
de garantir la fiabilité, la sécurité et la durée de vie. Ainsi, plusieurs méthodologies de
diagnostic de défauts ont été explorées en fonction de I’objectif fixé ([11] [28] [61] [64]
[105]).

Le diagnostic a base d’observateur adaptatif s’avere étre une extension efficace aux
approches d’estimation des parametres. Cette méthode permet d’estimer les défauts
multiplicatifs tout en assurant la robustesse de 1’estimation de 1’état par rapport aux
incertitudes dues aux changements de parametres. Ainsi, plusieurs approches ont été
adaptées pour la synthese des observateurs adaptatifs dans le cas des systemes linéaires
([7] [108]) ou non-linéaires ([18] [29] [42]).

Le but de ce chapitre est de proposer une adaptation de certains résultats sur la syn-
theése d’observateur adaptatif en vue du diagnostic de défauts dans le systeme d’alimen-
tation en air de la PaC. Ainsi, une condition suffisante d’existence d’observateur est
donnée en terme d’inégalité matricielle linéaire. En suite, et afin d’illustrer les perfor-
mances de la syntheése d’observateur, un simulateur de la PaC proposé dans la littérature
est utilisé.

Ce chapitre est organisé de la maniere suivante. Une étude sur les observateurs adapta-
tifs sera détaillée dans la deuxieme section. Dans la troisieme section, nous formulerons
le probleme du diagnostic des défauts et nous développerons 1’approche adaptée pour la
synthese d’observateur adaptatif. Dans la quatrieme section nous appliquerons la syn-
these proposée au systeme d’alimentation en air de la pile. Par la suite, les résultats de
simulation sont présentés pour illustrer 1’efficacité de notre approche.

4.2 Observateurs adaptatifs

L’objectif de ce paragraphe est de présenter des résultats classiques de la littérature
sur les observateurs adaptatifs permettant I’estimation conjointe des vecteurs de 1’ état et
des parametres inconnus.
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Tout d’abord, nous introduisons la notion de 1’excitation persistante (PE).

Définition 1. (/2]) : Une matrice continue par morceau ¢ € R™ x RP est dite a PE avec
un niveau d’excitation o > 0, s’il existe des constantes 3 > 0 et T > 0, telles :

t+T T
alj/ 0" () ¢(v) dt < B I, pourtout t>0.
t

Le concept de |’excitation persistante permet de conclure a la stabilité exponentielle
établi par le résultat suivant :

Lemme 1. ([71]) : Soit T € R™ x RY une matrice symétrique définie positive, si ¢ est i
PE alors :

i= -T¢7 ¢z 4.1)
est exponentiellement stable.

4.2.1 Cas linéaire

Considérons le systeme linéaire suivant :

X=Ax+Bu+y0O
4.2)
y=Cux

oux € R", u e R?etyc R" représentent respectivement les vecteurs d’état, d’entrée et
de sortie. @ € R? est le vecteur de parametres inconnus, supposé constant. A, B, C et ¥
sont des matrices de dimensions appropriées.

Théoreme 4. ([108]) Soit I" € R? x R? une matrice symétrique définie positive. Suppo-
sons que la paire (A, C) est détectable “. Supposons aussi que Y est bornée et PE telle

que Y3 CY est PE o ¥ est une fonction symétrique définie positive et Y est solution de
Y = (A—KC) Y+ y. Alors

y=C=*x 4.3)

O=rY T (y—C#)

est un observateur adaptatif pour le systeme (4.2).

a. c’est-a-dire, qu’il existe une matrice K € R" x R” telle que R, (sp(A —KC)) < 0.
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4.2.2 Cas non-linéaire

Considérons la classe de systemes non-linéaires suivante :

X=Ax+@¢(x,u)+b f(x,u)®
4.4)
y=Cux

oux € R" ueR?etye R"™ désignent respectivement le vecteur de 1’état, I’entrée et la
sortie. ® € R? est le vecteur des parametres inconnus. A € R b € R"** et C € R™*"
sont des matrices constantes. f : R” — R et ¢ : R” x R? — R” sont des fonctions ré-
gulieres de Lipschitz uniformément en u et on note y; et 9 les constantes respectives. En
outre, nous supposons que f est PE et ® est bornée, ¢’est-a-dire, il existe une constante
positive 73, telle que : ||®] < 7.

Considérons pour le systeme (4.4), I’observateur adaptatif suivant :

£ =A%+ 0 (%,u) +bf (£,u) O+ K (y — CX)

4.5)
y=Cx
L’algorithme d’estimation adaptative est donné comme suit [18] :
s T 1T ps
A b'P
0= M, pour p >0 (4.6)

P

ou X, yet ® sont les estimées respectives de x, y et ©.

Soient e, = x — £ et eg = ® — O respectivement les erreurs d’estimation de 1’état et
du parametre.

La dynamique de I’erreur d’estimation de 1’état e, est donnée par :

¢e=(A—KC) ex+y(x,u) — y(&,u) +bf (x,u)®—bf (%,u) . 4.7)

Le but consiste a déterminer la matrice K telle que les erreurs d’estimation convergent
vers z€ro.

Le théoreme suivant fournit les conditions suffisantes pour la stabilité de 1’observateur
adaptatif (4.5).

Théoreme 5. S’il existe P et Q deux matrices symétriques définies positives et une ma-
trice K tels que :
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A-KOTP+PA-KO)+(n+pnnlb)PP+(n+rr)I<0  48)

et

den(gz)

4.9)

sont satisfaites, alors (4.5)-(4.6) est un observateur adaptatif pour le systeme (4.4).
Amin (Q) et Apax (P) désignent respectivement les valeurs propres minimale et maximale
des matrices symétriques Q et P.

4.3 Méthodologie de diagnostic considérée
Considérons la classe de systemes suivante :

x=Ax+f(x,0)+B,u+B;d
(4.10)
y=Cx

avec

f(x,0) =y(x)+D ¢(x) ©

oux € X C R" est’état du systeme. u € U C R” représente la commande ety € Y C R
désigne la sortie. X, U et Y sont des compacts. d est le vecteur d’entrée exogene. ® € R"®
désigne le vecteur des parametres inconnus. f: X x R"® — R” est réguliere et ng dé-
signe le nombre de dynamique affectée. ¢ : X — R"/*"® avec n est le nombre de dy-
namique affectée. Il est assumé que y et ¢ sont des fonctions de Lipschitz ou ¥y et ¥
désignent les constantes respectives. A, B, B4, C sont des matrices constantes de dimen-
sions appropriées, D représente une matrice de poids qui spécifie I’effet de défaut sur la
dynamique de chaque état.

Il est a noter que y présente dans la décomposition de f, représente la partie non
affectée par le défaut et D¢ désigne la partie affectée. Ainsi, et en absence de défauts,
la fonction f sera réduite a Y. Dans ce cas, I’observateur Luenberger, développé dans le
chapitre précédent, peut suffire pour estimer les variables d’états.

Dans cette partie, I’objectif est de synthétiser un observateur adaptatif pour le sys-
teme (4.10), permettant I’estimation conjointe de 1’état x et du vecteur de parametres ©.

En vue de reconstruire 1’état x et le vecteur de parametres ®, nous adoptons les hy-
potheses suivantes. Nous supposons que D¢ est PE, y est bornée, et ® varie lentement
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et est borné, c’est-a-dire, il existe des constantes positives [ et € telle que :

lowl <t et [6@)]|<e vizo

ol € est une constante positive.

Considérons pour le systeme (4.10), I’observateur adaptatif suivant :

X=A%+f(%,0)+B,u+Bsd+K(y—7)

avec
f(£6) =y(®)+D ¢(2) ©
Lalgorithme d’estimation adaptative est choisi de la facon suivante :

A

©=r¢" () D" L(y—7)
ouI'"! =T7 > 0 et X sont des matrices de dimensions appropriées.

La dynamique de I’erreur d’estimation de 1’état e, est donnée par :

¢ = (A—KC)ex+ y(x) — w(£) +D¢(x)® — D¢ (£)O.

(4.11)

(4.12)

4.13)

(4.14)

Le but consiste a trouver les matrices K, X et I telles que X et Q) convergent respective-

ment vers x et ©.

Dans ce qui suit, nous donnerons une condition suffisante qui garantit la stabilité asymp-
totique globale a I’origine de 1’observateur (4.12) - (4.13). L’analyse de la stabilité est
étudiée a 1’aide d’une fonction de Lyapunov quadratique et la condition suffisante est
exprimée sous la forme d’une LMI. Plus précisément, une condition suffisante pour ga-

rantir I’existence de I’observateur est présentée ci-dessous :

Théoreme 6. S’il existe une matrice symétrique et définie positive P, une matrice X et

deux scalaires positifs (1 > 0, Uy > 0 telle que la LMI :
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m—-CcT’xT —-xc P PD cTxT 7]
PT —wl 0 0
<0 (4.15)
prpT 0 —ul 0
I >C 0 0 —up @71
avec
_ATpypayt( V2 ! Pyll e¢ K=P'X
n— + + E W—i_E 179 e =

est satisfaite alors (4.12) - (4.13) est un observateur adaptatif pour le systéeme donné
par (4.10).

Remarque 3. Notez que la matrice ¥ est obtenue sans la contrainte d’égalité habituelle
P D =X C qui est plus restrictive.

Démonstration : La démonstration de ce théoreme est réalisée en deux étapes. Tout
d’abord, nous analysons la stabilité de I’erreur. Pour ce faire, nous utilisons la fonction
de Lyapunov suivante :

V:ezPex—Feg r! o

La dérivée de la fonction de Lyapunov V le long de la trajectoire de (4.14) est donnée
par :

V=el [(A-KC)"P+P(A-KC)|ex+ATy Pec+el PAYy

(4.16)
+AT(¢,0) DT Pe,+el PDA(G,®)+¢5 T eg+el T ég
avec
Ay = y(x) — (%) et A(9,0)=9(x) ©—9¢(%) ©.
L’ utilisation de I'inégalité (3.9) permet d’établir les inégalités suivantes :
1
ATy Pe.+el PAy §u—AT1//A1//+/J1 e'PPe, (4.17)
1

et

AT(9,0) D" Pe,+el PDA(¢,0) < ; AT(9,0)A(¢,®)+uy el PDDT Pe,
2
(4.18)
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En vertu des inégalités (4.17) (4.18), nous obtenons I’'inégalité suivante :

V<el |(A—KC)"P+P(A—KC)+u PP+ PDDT P|e,

4.19
+;ATwAw+;AT(¢,®> A(9,0)+el PD A(¢,0) 19
1 2

—|—é(€ ! e@+e(€ ! e

Puisque ¢ et ® sont bornées, alors d’apres le Lemme 3, nous obtenons 1’inégalité sui-
vante :

10(x) @—9(2) O|| <11 ¥ |2 —x[|+ Dy |©—O| (4.20)
avece

Dy = sup || ¢(x)||
xeX

En appliquant 1’équation (4.20) et en utilisant la propriété Lipschitz de y, I’'inégalité
(4.19) devient :

V<el |(A—KC)"P+PA—KC)+uw PP+u, PDDT P

(4.21)
1 1 1
+— 2 I+— DBy e+ —D2 eTe@+éTl“*le@—|—eTF*1é@
“1%2’/ .uzly% xuzMG © ©
Comme O est supposé varier lentement, nous assumons que ég =~ o) ([71D).
Ainsi, nous en déduisons :
V<el |[(A—KC)'P+PA—KC)+u PP+uwPDDT P
1
+AT Yol +— 1 Vo I|ex+—Dp e co—ef CT I ¢(%) co — e ¢ (£) ZC ey
1

En utilisant I’inégalité (3.9), on obtient :
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V<el |[(A—KC)"P+PA—KC)+wPP+wPDD' P

1 1 1
42 I+ Py It 2Ty Cle, + — @2, el e (4.22)
M1 ﬁ/ U2 : }/(% Hs ) M6 70

—;3 e 07(5) 0(8) co

De I’équation (4.13), nous pouvons démontrer 1’inégalité suivante :

1 1 1
— &% el eg—p3 el CTETECer— — el 9T (%) (%) e < — @3 el CT T 2 Ce,.
M2 M3 Ha2
Alors, I’inégalité (4.22) devient :

V<el |(A-KC)'P+P(A—KC)+u PP+, PDDT P

1 1 1
+— I+ — G ypl+—®,CT X 2C|e
2 ﬁ/ J2%) : %% %) M !
Par conséquent, une condition suffisante pour que V soit définie négative est donnée par :

A-KC)'P+PA—-KC)+w PP+u PDDTP

1 1 1
+— R I+—DCypIl+—&,cTy'yc| <0
2 ﬁ/ 25) ! 742) j2%) M

En utilisant le lemme classique du complément de Schur (voir Annexe 5.5) et en faisant
le changement de variable X = PK, nous obtenons I’inégalité (4.15). Ainsi, si (4.15) est
réalisée alors la converge asymptotique vers z€ro est assumée. Ceci termine la premiere
étape. Maintenant, et puisque ¢ est une fonction de Lipschitz et que D¢ est PE alors
¢ (x) © — ¢ (%) O converge vers zéro (voir [8] [18] pour plus de détails) cela prouve que

A

® converge vers ©.

4.4 Application au systéeme d’alimentation en air

Dans cette section, nous considérons le systeme d’alimentation en air de la PaC
(2.23). En outre, il est supposé que les valeurs du débit massique de la sortie du com-
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presseur et la pression d’air du collecteur d’admission sont disponibles.

Le modele décrivant le comportement du systeme d’alimentation en air développé
dans le chapitre précédent a été modifié afin de tenir compte de la présence du défaut. Il
s’agit du défaut d’obstruction de I’orifice du collecteur d’admission d’air. Ce défaut est
supposé étre représenté a travers une diminution de la constante d’entrée de la cathode
kea,in- Alnsi, un incrément Ak, i, dans la constante k¢, ;, qui se traduit par un change-
ment du débit d’air d’entrée de la cathode Wy in = Aklcam (x4 —x1 —xp — ¢p) peut étre
constaté.

Le modele de description du systeme d’alimentation en air devient :

X=Ax+y(x)+Do(x)®+ B, u+Bg &
(4.23)
y=Cx

. T s ) ) ,
ol x = [ X] X2 X3 X4 } est le vecteur d’état. x| est la pression partielle de 1’oxy-
gene, xp est la pression partielle de 1’azote, x3 est la vitesse angulaire du compresseur et
x4 est la pression du collecteur d’admission d’air. u est la commande, & est le courant

. T . s
demandé par la charge et y = { Yy 2 ] est le vecteur de sortie. y; est le débit d’air
du compresseur et y; est la pression du collecteur d’admission d’air. Les matrices A, By,
Bé, b, C, D et les fonctions Y, ¢ sont données comme suit :

00 0 0 0 c7
00 0 0 0 0
A= , Bu= , Br=
00 —co O c12 0
_O 0 C13 C15 0_ _O_ _0_
[1 0 0]
00 C15 0 010
C: s D:
00 0 1 0 0O
0 0 1]
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C1 (—x1 — X2 +Xx4 — C2)

cs (—x1 —x2+x4—c2)

¢(x)®: y— 1 AC16

X.
—ci13 | 1+cus (C141> LA (=x1 —x2+x4—2)

- s g(xi,x) ]
C4X1 + C5X2 + Cg
- at g(-xlaxZ)
C4X1 + C5X2 +Cq
y—1
X) = X4
V) —C10 C15 (Cll> [
y—1
X4
C13 C14 €15 (c”> Vo1 x
avec
1 y—1
C11 ;/ Cl1 y
c X1 +x2+c¢ - 1 - —
7 (a1t e) <X1+x2+02) <X1+xz+cz>
C
g(x1,xQ) = pour (x1 —l—X2—|—Cz) < 71; 4.24)
c11
20 (X1 +x2+¢2) pour (x;+x3+cy) > o

Pour estimer les variables d’états et reconstruire le défaut simultanément, nous utili-
sons un observateur adaptatif de la forme :
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X

AR+ y(R)+Do($)O+B, u+B: E+K(y—3)
(4.25)

=

y=C

ol £, § et O sont les estimées respectives de x, y et ©. K est le gain d’observateur.

4.5 Résultats de simulation

Pour illustrer les performances de la méthode de diagnostic a base d’observateur pro-
posé précédemment, le but de cette section est de proposer des résultats de simulation.
En utilisant les valeurs numériques données dans I’annexe 5.5, les gains et les constantes
définis dans le théoreme 6 sont donnés par :

[ 4.09 5.84 —4,32x 1074 439 ]
5.84 4.75 —7.88x10~% 4.25
P=10""10x
—432%x107*% —7.88x 10~ 726.39 13185.78
439 4.25 13185.78  377361189.68
[ 0.28 0.01 1 [ 2.83  —6651.62]
0.51 0.01 1.57 —220.88
X = . K=10"%x
760454827.18  1538548.71 10535.69  20.49
16.23 169053134.68 | —3.68 0.04 |

p=1.22x 1071y =3.44 x 10717, 9, = 25.2044 et 7, = 30.1900.

Les résultats de simulation (voir Figures 4.2- 4.6) ont été réalisés par I’application
d’une série d’échelons pour représenter le défaut d’obstruction de I’orifice du collecteur
d’admission ©. A travers cette série, le but est de détecter le défaut a travers le modele
considéré. Ce dernier a été simulé dans des situations différentes (voir Figure 4.1), a
savoir : absence d’obstruction (A1) et (A3), présence d’une grande obstruction qui vite
disparait (A2), présence d’une petite obstruction qui dure (A4) et finalement présence
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d’une importante obstruction qui reste. Les Figures 4.2, 4.3, 4.5 représentent les évolu-
tions des pressions internes et leurs estimations. On constate qu’a I’apparition du défaut,
les pressions d’oxygene et d’azote varient fortement. On peut expliquer ceci par le fait
que la dynamique de ces pressions dépend du défaut. Aussi, la variable liée au compres-
seur (voir Figures 4.4) évolue d’une facon indépendante en fonction de la présence du
défaut. En outre, le défaut a été reconstruit via un observateur adaptatif (voir Figure 4.6).
La convergence de I’observateur est de meilleure qualité comme indiqué ci-dessous.

0.5

0.45 1 1

0.35 1 1

0.3 r 1

T 0.25 1

0.2 r

0.1 -

0.05 1 1

15 2 25 30
LY

o [

A

~0
4]
Y=

-
I
..
b

AT A2 A3 A4 AB
Temps (sec)

Figure 4.1 — Comportement de |'obstruction

4.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé une méthodologie de diagnostic pour la pile a
combustible. Plus précisément, le but a été de synthétiser un observateur adaptatif qui
permet d’estimer simultanément 1’état et le défaut d’obstruction de 1’orifice du collec-
teur d’admission. La convergence de I’observateur adaptatif a été obtenue tout au long
de I’'inégalité matricielle linéaire. Une condition suffisante qui donne a la fois le gain
de I’observateur et la matrice de I’algorithmique adaptatif assurant un taux de conver-
gence minimum est proposée. Des résultats de simulation effectués sur le modele du
systeme d’alimentation en air de la PaC ont ét€ présentés et ont démontré les bonnes
performances tant au niveau de 1’observateur d’état que de 1’estimation paramétrique.
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Figure 4.2 — Pression d’'oxygene
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2

—F N2 defectueux
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Temps (sec)

Figure 4.3 — Pression d'azote
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Figure 4.4 — Vitesse angulaire
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Figure 4.5 — Pression d’air du collecteur
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Figure 4.6 — Reconstruction du défaut ®
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5Controle du rapport d’exces
d’oxygene par rétroaction

5.1 Introduction

Le probleme de la commande du systeme d’alimentation en air de la pile a combus-
tible a attiré 1’intérét de plusieurs auteurs (voir par exemple [69] et ses références). Dans
ce cadre, I’objectif de la commande est d’éviter un manque d’oxygene afin de préserver
I’état de santé de la pile. Plusieurs stratégies de commandes ont été proposées pour ré-
guler le rapport d’exces d’oxygene autour d’une valeur constante ( voir [40], [69], [93],
[95] et [109]).

Des résultats fondés sur la réduction et sur la linéarisation des modeles non-linéaires
ont été présentés dans [39] [78] [93]. les auteurs utilisent un PID ou des stratégies de
commande par anticipation, c’est-a-dire, une commande prédictive. Des commandes
basées sur la technique des modes glissants ont été développées dans [23] [77] [96]
pour réguler le rapport d’exces d’oxygene autour d’une valeur constante. Les modeles
utilisés sont réduits, cependant, ils ont été validés expérimentalement. Ainsi, plusieurs
algorithmes des modes glissants, et notamment celui dit «Super Twisting» ont été testés
avec succes.

Dans ce chapitre, nous nous intéressons au probleme de la gestion du débit d’air. L’ ob-
jectif est de proposer une commande permettant de réguler le rapport d’exces d’oxygene
a une valeur constante tout en répondant au besoin de la charge. Plus précisément, nous
prouvons qu’un modele de nature non-linéaire, décrivant le comportement du systeme
d’alimentation en air de la pile a combustible (voir [93]) est stabilisable autour d’une
valeur souhaitée pour le rapport d’exces d’oxygene en utilisant un retour d’état continu.
Il convient de noter que dans ce travail, la stabilisation est prouvée sans aucun type de
linéarisation.

Ce chapitre est organisé comme suit. Dans la deuxieéme partie, nous énoncerons un
résultat de stabilisation par rétroaction. Dans la troisieme section, nous décrivons la
syntheése de la loi de commande stabilisante. Dans la quatrieme section, les résultats
de simulation sont présentés pour illustrer 1’efficacité de notre commande. Enfin, une
conclusion est donnée.

5.1.1 Enoncé du résultat principal

Le modele utilisé établi au chapitre 2, décrit le comportement du systeéme d’alimen-
tation en air de la pile a base d’un compresseur rotatif-a-vis. Il s’git du modele défini
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par :

C3X1
C4X1 + C5X2 + Cg

Xx1=ci(—x1 —x2+x4—cp) — W (x1+x2+c2) =78

C3X2
Cc4X1 +c5x2 +C6

Xy = Cg (—xl—X2+X4—Cz)— l//(x1 +X2+C2)

-1
X Y
€11

r-t

<x4> ! _1” [c15%3 — c16 (—x1 — X2 + x4 — 2)]

5.1

X3 = —C9Xx3 —C10 +crou

X4=c13|1+ci4

€11

ou x; est la pression partielle d’oxygene Pp,, xo est la pression partielle d’azote Py,,
x3 est la vitesse angulaire du compresseur ®., et x4 est la pression d’air du collecteur
d’admission Py,,. La fonction y est le débit d’air a la sortie de la cathode, définie par :

c11
poury € {011, }
€19 (5.2)
C11
c18y pour y>-—
€19

& désigne le courant sollicité par la charge, u représente la tension d’alimentation du
moteur du compresseur et est I’entrée de la commande.

Dans la suite de ce travail, nous utilisons D, pour désigner la plage de fonctionnement
ol z représente une des variables &, ),02, Po,, Pn,, @cp ou Py,. 11 convient de préciser
que, les valeurs numériques pour c; et D, sont données dans 1’annexe 5.5.

Dans ce qui suit, I’objectif est de prouver le résultat suivant.

Proposition 1. Pour tous § € Dg et Aj, € Dy, il existe u = u(x) un retour d’état
continu tel que le systeme en boucle fermée défini a partir de (5.1) vérifie

lim 2o, (1) = A5,.

5.2 Preuve de la Proposition 1

Ce paragraphe est constitué de quatre parties. La premicre partie est une introduction
a I’approche exploré pour prouver la stabilisation. La deuxieme partie sera dédiée a
la définition des points de fonctionnement autour desquels la stabilisation est réalisée.
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La troisieme partie donne une transformation qui permet d’écrire le systeme autour du
point de fonctionnement. Dans la derniere partie nous prouvons la stabilisation au point
de fonctionnement.

5.2.1 Méthode de stabilisation considérée

Considérons le systeme non-linéaire suivant :

x=f(xu)
(5.3)

z=g(x)

ouxeR" uelR, f:R"XR—>R"etzeR.

Le but est de stabiliser le systéme par un retour d’état autour de z = z°. La démarche de
stabilisation sera effectuée en trois étapes.

La premicre étape consiste a déterminer x° solution de 1I’équation :

Puis, la deuxiéme étape est dédiée a la réécriture du systeme (5.3) autour de Ax = x —x°

sous la forme suivante :

PRy

Ax = f(Ax,u). (5.4)

Le but est de ramener le probléme autour du point de fonctionnement Ax = 0.

Finalement, dans la troisieme étape, un retour d’état est synthétisé pour stabiliser le
systeme en cascade défini par :

X=f(xy)
(5.5)
y=g(x,u)

Tout d’abord, on procede, quand cela est possible a un changement de feedback sous la
forme :

v=g(x,u). (5.6)

Dans ce cas le systeme (5.5) peut étre réécrit sous la forme :
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5.7

Ensuite, on synthétise une loi de commande par utilisation d’un résultat classique de la
littérature connu comme le « Lemme des intégrateurs ».

Lemme 2. ([53]) Si le systéme réduit x = f (x,V) est stabilisable par un retour d’état
alors (5.7) est stabilisable.

Remarque 4. Il convient de préciser que le résultat d’origine a été amélioré de diffé-
rentes facons (voir par exemple [74]).

Dans ce qui suit, nous présentons le principe de la démonstration.

Le systeme (5.7) peut €tre réécrit comme suit :

i=f(x,7(x)+ (—7x))F (x,y)

y=v (5.8)
xeR" yeR
avec L3
F@J%=Aébfwﬂwdt (5.9)

Il est a noter que, et comme y € R, F peut étre définie explicitement et par morceau de
la facon suivante :

(f(x,y) = f(x0)) si y#0
F(x,y) = (5.10)

d .
a—yf(x,O) si. y=0.

D’apres le théoreme inverse de Lyapunov [43], il existe une fonction V définie positive
telle que :

V(x)=(VV(x),f(x,7(x))) <O pourtout x0. (5.11)

Alors, on considere la fonction définie positive suivante :

W (x,y) =V (x)+5 (y—7(x)> (5.12)
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La dérivée de W par rapport a (5.7) est :

W (x,y) =(VV (x), f (x,7(x))) + (y = 9 (x)) (VV (x) , F (x,7))

+(=7(x) (Vi(x), f(x,3) +(—v(x)v

(5.13)
= (VW (x),f(x,7(x)))
+(=7(x) (VV (), F (x,3)) + (VP (x), f (x,9)) +v).
On pose
v=—(VWV(x),F(xy)) = (Vix),f(xy)—(—7x). (5.14)
En remplagant (5.14) dans (5.13), on obtient :
W (x,y) = (VV (%), f (3, 7(x))) = (v = 7 (x))*. (5.15)

D’apres (5.11), on en déduit que :
W(x,y) <0  V(x,y)# (Ogs,0).

Finalement, le systeéme bouclé, défini a partir de (5.7) avec le retour d’état (5.14) est
globalement asymptotiquement stable.

5.2.2 Définition des points de fonctionnement

Soit 182 une valeur souhaitée pour le rapport d’excés d’oxygéne. Soit aussi x° le point
de fonctionnement correspondant a 182. Dans une premiere étape, nous définissons ex-

plicitement la valeur de x°. Pour ce faire, nous considérons la relation définie par (voir
chapitre 2) :

oo €20
AS, = = (=) =3+ —c2) (5.16)

et les contraintes sur le point d’équilibre x° sont données par :
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c
1 216 Ao, —x?l,l/(x? —i—x(z) +cz) —c7E=0
c
63021510 l//(x(l)—l—xg—i—cz) =0 (5.17)
C16C21 )
cl5x(3) E—— gloz =0.

En utilisant les deux premieres équations du systeme (5.17), nous obtenons :

c1c21 1 C8C21 4 oo 1
s ) L. (x e ) -
0 0, —C7 -
( 20 T 0 0 2 xO

Par conséquent, nous en déduisons que :
0 =pB(Ag,)x (5.18)
avec

Cng])ng

p(25,) =

c1c214g, — €7¢20

Cette fonction 3 (QLS’Z) est positive le long de la plage de fonctionnement D?ng (voir la
Figure 5.1). En outre, a partir de 1’égalité (5.16) et en utilisant I’équation (5.18), nous
avons :

X =(14+B(25,)) ) +1(25,,€) (5.19)

n (2150276) —62+A/°° 215
€20
Finalement, a partir de (5.18) (5.19) et en utilisant la troisieme équation du systeme

(5.17), on en déduit que le point de fonctionnement correspondant a une valeur d’exces
d’oxygene donnée /15"2 est défini par :

L (25,) = (4 B(Ag). 9(45,.8), A(1+B(25)+n(35,¢)" .20

avec

162164,
€15€20

O (25,,&) = (5.21)
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Figure 5.1 — Comportement de B en fonction de Ag)

Maintenant, a partir de la premiere équation du systeme (5.17) et en utilisant (5.18),
nous obtenons :

c1e214g, o
5 (czoz—C7> zx?w<x(l)<l—|—ﬁ (102>>+C2). (522)
Puisque y est une fonction croissante, pour des valeurs données de & € D¢ et Ag;z €
D;LOZ, il existe une seule valeur de x(l) € DPO2 solution de 1’équation (5.22). Finalement,

pour des valeurs données de & et l°°2, il existe un seul point d’équilibre correspondant
et est défini par (5.20) et (5.22).

5.2.3 Transformation du systéme

La deuxieme étape, dans notre analyse, consiste a réécrire le modele autour du point
d’équilibre défini par (5.20) et (5.22). Pour ce faire, nous considérons la variable définie

par Ax = x — x¥ et nous réécrivons le systeéme (5.1) sous la forme Ax = f(Ax,u) ou f
désigne la dynamique qui sera déterminée explicitement.
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La dérivée par rapport au temps de Ax; est donnée par :

Axy = c1 (= (A +29) = (Axy +19) + (Arg +19) — c2)

es (A +29) y (Axg o + A ) + o) et
c4 (Axl —|—x(1’> +c5 (sz —|—xg) +cq !

(5.23)
Ay (Axl + Axr + C)ZCO)

c4Ax) + csAxy + ¢

= (—A)C1 — Axp +AX4) -

0

C3X?VI(AX1+AX2+C§) 0 0 0

- —~+c (—xl—x2+x4—c2)—67§
c4Axy + c5sAx + ¢

avec

0
A =x+04¢

= (1+B(25,)) 51 +e2
et

0
i = cax) +esxd + ce

= (ca+esPB(A3,)) 1 +co.

Comme x° est un point d’équilibre, nous avons :

0

0 Cxo
1 (—xl —xg—l—xg—cz) —c7&E = M

0 .

6

Par conséquent,

c3Ax Y (Axl +Axp + C§O)
Cc4Ax1 + csAxp + Cgo

A/;l:cl(—Axl —AX2+AX4)—

(5.24)

0 0
ead W(Cﬁ) W(AX1+AX2+C§)
3 — .
: Cgo caAxy +C5AXQ—|—C)6CO
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La dérivée par rapport au temps de Ax; est donnée par :

Axy = cg (— (Axy +29) = (Ary +x9) + (Axg +29) — c2)

c3 (Axy +x3) w (Axy +x0 + Ay + X9 + ¢2)
C4 (A)C] —|—x(1)) +c;5 (A)CQ —i—xg) +ce

c3Ax (Ax1 + Axp + C§0>
caAxy + csAxy + L

=g (—Ax1 —Axp —|—AX4) —

0

C3X81//(AX1 +Ax2+c ) 0o 0.0
— o +c8(—x1—x2—|—x4—cz>.
c4Ax| —|—C5AxZ—|—cg

Comme x° est un point d’équilibre, nous avons aussi :

0 Cxo
(of (—x(l) —x(z) +x2 — cz) = WO(2>
C6
Par conséquent,
;A y (Ml +Axy + 692‘())

A/;C\z =g (—Ax1 —AX2+AX4) —
caAxy + csAx) +CJ6‘0

(5.25)
e[ YEE) vl o))
ce c4Axy +csAxo ¢
Par ailleurs, nous avons :
0 r-1
E = —cC9 (Ax3 +xg) —C10 (Axi:x4> T 1| +crou (5.26)
et
=1
A/36\4 =c13|1+cis (AM) ' 1”
C11
(5.27)

0
X {015M3 —c16[—Ax; — Axpy + Axa] + C)fs}
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ou

0 0 0 0,.0
Cls = C15X3 — C16 [—Xl —Xy+Xx4 — 02} . (5.28)

Finalement, en considérant les équations (5.24), (5.25), (5.26) et (5.27) et en adoptant
la notation x 2 la place de Ax, le systeme (5.1) peut étre réécrit autour de x°, comme suit :

0 0
X1 =cp (=x1 —x2 +x4) —x1 ¥ (x1,%2) +2Vg" (x1,%2)

. _,0 0
Xy = cg(—x1 — X2 +x4) — 02 P (x1,%2) + 298" (x1,x2)

—1

xa+x9\ 7
23 = —cg (x3+x3) —cuo ( 4C 4) — 1| +ciou (5-29)
1

r-1

X +xO Y
44) —1 [C15X3 —C16[—x1 — X2 + X4 —l—c’l‘(;]

X4 =c13|1+ci4
C11

N . _0 0 L.
ou les fonctions Y* et g* sont définies par :

0
~ /g X1+X2—|—C§
7 (x1,%2) = c3 ( )

0
C4X1 + C5x + Cg

et

X0

v
g (x1,x2) =¢3

A (5.30)

(&) v(n+ton+d)
<6

o1
c4X1 + c5x2 + C

5.2.4 Démonstration de la stabilisabilité

La troisieme étape consiste a démontrer la stabilisation du systeme (5.29) autour de
I’origine. Plus précisément, nous exploitons un résultat classique connu sous « Lemme
des intégrateurs » (voir [21] [73] [74] et [75]).

Tout d’abord, considérons le feedback préliminaire défini par :

r=1

xp+x9\ 7

ulz—cg(x3+x(3))—clo <4c 4) — 1| +cpou. (5.31)
11

Le systeme (5.29) devient :

99



0 0
X1 =1 (—x1 —x2+x4) —x P (x1,x2) +2Vg" (x1,x2)

_,0 0
X =cs(—x1 —x2+x4) — 029" (x17x2)+x(2)gx (x1,%2)
X3 = Uy (5.32)

r-1

x4 29\ 7 0
4 4) —1 {C15X3 —C16[—x1 —x2 + x4] +C)1€5}

11

Xg=ci3 |l +ciy (

Maintenant, afin de prouver la stabilisabilité¢ de (5.32), et d’apres Lemme 2, il suffit
d’établir la stabilisation du systeme réduit :

_40 0
X1 =1 (=x1 —x2+x1) =0 @ (x1,%2) +x0g" (x1,%2)

0 0
X = cg(—x] — X2+ x4) — 02" (x1,%2) + 238" (x1,x2)

(5.33)
0 r-1
Xg=rc13|1+ci4 <x4c—|1—1x4> - 1 [615142 —C16 [—x1 —x2 + x4] -I-C’f(;}

ou up désigne le nouveau contrdle.
Pour ce faire, considérons d’abord le feedback préliminaire défini par :

uz = 0 (x4) <c15u2 —c16(—x1 —x2 +x4) +c’f(;> (5.34)
avec

0 -1
0" (x4) =c13 | 1+cia (X4cJ1r1x4> o

Il est a noter que ce feedback préliminaire est bien défini puisque 0 (x4) est strictement
positive le long de la plage de fonctionnement DXAL (voir la Figure 5.2).

Le systeme (5.33) (5.34) s’écrit explicitement :
_ 0 0
X1 =cp (—x1 —x2+x1) —x1 P (x1,x0) +x7g" (x1,%2)

Xy = cg(—x1 —x2+x4) —le[_/xo (x1,x2) —|—x(2)gx0 (x1,%2) (5.35)

X4 = U3
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Figure 5.2 — Comportement de 6 en fonction de x4

Afin d’établir la stabilisation de (5.35), nous considérons le nouveau systeme réduit dé-
fini par :

_,0 0
X1 = (—x1 —XZ+M4) —xll/f‘ (X],Xz) +x(1)gx (xl,xz)
(5.36)

_,0 0
X =cg(—x1 —x2+us) —x2y" (x17x2)+x(2)gx (x1,%2)

ol uy désigne le nouveau contrdle.

Pour des raisons de simplicité, on procede d’abord par le nouveau feedback prélimi-
naire défini par :

us=cy(—x; —xa+uq). (5.37)

Ainsi, le systeme (5.36) devient :

0 0
X1 =us —x U (x1,x) +x3g" (x1,%2)
(5.38)

. C1 _,0 0
X = Cfgus—xzle (x1,x2) +20g" (x1,%2)
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Dans ce qui suit, nous prouvons la stabilisation de (5.38). Soit V : R — R* la fonction
de Lyapunov définie par :

1 cg 1

2
V(x1,x) = 5 (xl — c1x2> + Ex%

Il est clair que V est une fonction définie positive. La dérivée de V le long des trajec-
toires du systeme (5.36) est donnée par :

. (& _,0 0
V(x1,x) = (xl - c1x2> (s —x1 9" (x1,%2) +20g" (x1,x2))

C C C _
+ (XZ _ 8 (Xl — 8x2>) <1u5 —lelfxo (x1,x2) +x(2)gxo (X1,x2)> -

cg

Un calcul direct montre que :

Cg C1 (6] g
X1—x|+—(x——(x1——x2 Us
cq cs cq c

— (X1 <X1 — E?xz) +x2 (xz - E? (Xl - C8x2)> 7 (x1,x)  (5.39)

C1

[ o cg 0 cg cg 1 0
+ |x <x1 — xz) + x5 <x2 - — <x1 — =X g (x1,x2).
I 1 1 1 ]

D’apres (5.18) et en réarrangeant I’expression (5.39) nous obtenons :

V (X] 7-x2) -

2
) c c 0
V(x1,x2) = —1x2u5 — le — 8xz> +xz2] U (x1,x2)

Cg
(5.40)

0
Ng" (x1,x2)

+ {x1 (1 - z?ﬁ <15°2)> +0p (25,)

avece

B(25,) = —z? +B(25,) (1 + <08)2>

C1

ou encore
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B 2
V (x1,x%2) = x2 (clus +B (lgz)x?gxo (xl,xz)) — le - CS)Cz) +xz2] l[_/x0 (x1,x2)

cg C1

. (1 -4 <zz;>) g (x1,5).
(5.41)

. 0 . N z z
La fonction g* est au moins de classe C2. Alors, elle peut étre décomposée de la fagon
suivante :

0 0 0
gh (x1,x2) =g" (x1,0) +x2871 (x1,%2)
ou g’l‘0 est définie par :

0 1 9
gl (X1,x2)=/0 T)ng (x1,Tx2)dT.

Finalement, on a :

V(x1,x) = — [(xl — C8X2)2+X22] 7 (x1,3)

C1

C c oo 0 R o 0
e {C;MS +xix1 <1 - fﬁ (/102>)ng (x1,%2) + B (A5,) 218" (x1,x2)

+x1 (1 - 2[3 (7L(°)°2)> x(l)gxo (x1,0).
(5.42)

Considérons la loi de commande définie par :

us = 8 . (543)

—x{xy (1 - 2/3 (MBZ)) g (x1,%:) — B (7L(3°z>x(1)gx0 (x1,%2) —x2

Alors, la dérivée de V par rapport au systeéme bouclé (5.38) (5.43) est donnée par :

2
V(x1,x) = — [(xl — Z;XZ) +x221 lpxo (x1,%0)+ (1 — Z?ﬁ (7@;)) x(l)xlgxo (x1,0).
(5.44)

D’apres les valeurs numériques considérées dans ce travail (voir I’ Annexe 5.5) et selon
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les valeurs des fonctions 3 (Agz) et g)‘0 (voir les Figures 5.1 et 5.3), on déduit que :

3 (1—683 (xg;)) <0
1
xlgxo (x1,0) >0 pourtout x € DXAOX].

On en déduit que V est une fonction définie négative. Finalement, le systéme en boucle
fermée (5.38) (5.43) est asymptotiquement stable.

%107

gx (X»] 1 0)
o

-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1
DAx 4
1 x10

Figure 5.3 — Comportement de ng en fonction de x;

Ceci termine la démonstration que le systeme (5.29) est stabilisable a I’origine.

5.3 Syntheése de la loi de commande stabilisante

L’ objectif de cette section est de donner explicitement la loi de commande par ré-
troaction. Des calculs directs mais longs, reportés dans 1’Annexe 5.5, montrent que la
commande par retour d’état est définie par :
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_ [_ CISQXO ()C4) ()C4 — U4 (x17x2))

X
1+ 2 + 3
15 15 15

_[(éxo(x4)51—616)fxo (éxo(x4)52—616)fxo (—éxo(x4)5z+616) 0

Aoc

22 (92 0od o0 d 0
+6,° (M){ [8 gl (f1 ) (fz )2+ ff szg)f Tﬂfzx

W00 0wd w0 0d 0d e 0 d 0
+ /> 87)6181 szfl +fi 3x181 ox1 f fz 3 =&l 972 f f1 9% =&l

0 o 0(d w0d . D 03
f2 dx x> 1+h (axlgxi ax4fl +ax2g1 ax4f2 >:|

XO XO 82 0 82 x()
+fi /> (aleg)f +82x2g1>

d d d d 2 d
s B el (R A R A ) 2 () (Mgf]

o

82 92 0.0 9% 0

A5 0
+9 ( )|:(f1 ) .X (f2 ) azngx +2ff f; axlangx

XO a )CO a XO XO )CO a XO XO )CO a XO XO a )CO
+ /i Txlg aTlel + /5 szg szfz +fi szg aquz - N Txlg

00 00 0 0
+f2818xaf f28 8x+ <&18 84f1 8xg 8xf2>]

ex
+ 01(5 )[ﬁ ox1 f1 ‘f’fz 8 il +53<f1 9% fz +f2 Ix fz)
+h’§°( 7+ 82 fz) 7|+ 00 (v)

(5.45)
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avec

0 d A5 0 0 d 0\ 0 d 0,0 0
P =0 e | (40 gel’ ) A gl A g

IS

d A5 ol d 0 .0 d o d 0 0
9., Sl I Yo x Y XY x 5.46
+dx4 h 2 (x4) I3 {axlg fi +ang 8x2f2 g } (5.46)
I d -0 O | 40 A0
+———0" (x4)h3 |fi +03f5 +(x161 +x28 —x4)
c15dxy
et
O () g (P32 =
15 6% (x4) oA 15
5.47)
'Nea
X4 +x
“+c9 <X3—|—x(3))—|—clo ( 4 4) —1
11
ou
Cg Ccg I 0 = I 0
Ug = _CTZX(I) [xl (1—01 (%J)gﬁc (xlax2)+ﬁ(7toz)gx (Xl,xz)}
(5.48)
2
C —C
xS
1
et
3= — < VV (x1,3%2) , F* > — < Vg, £ (x1,%2,%8) > — (x4 — us) (5.49)

5.4 Résultats de simulation

Pour illustrer les performances de la loi de commande obtenue précédemment, le
but de ce paragraphe est de proposer des résultats de simulation. Les valeurs numé-
riques pour les plages de fonctionnement des différentes variables sont données par le
Table 5.1. Tout d’abord, nous présentons 1’évolution des valeurs de point de fonctionne-
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Variable Intitulé Plage de fonctionnement Unité

g Courant de la charge [IOO, 300} Ampere

u Tension d’entrée [100, 240] Volt

X1 Pression d’oxygene [104, 4 x 104] Pascal

bY) Pression d’azote [8 x 104, 3 x 105] Pascal

X3 Vitesse angulaire [3 x 103, 1.8 x 104] Tour par minute
X4 Pression d’air du collecteur [105, 5% 105] Pascal

Table 5.1 — Plages de fonctionnement

ment en fonction des valeurs du courant de la charge et des valeurs du rapport de 1’exces
d’oxygene. En effet, la courbe Figure 5.5a donne le comportement de x(l) correspondant
aux différentes valeurs du courant & sollicité par la charge. Ce comportement est aussi
déterminé en fonction des valeurs de ?L(")"z souhaitées. Il convient de préciser que cette
relation, exprimée a travers la relation (5.22), est non-linéaire. A partir de cette détermi-
nation, les valeurs des différentes composantes de x° sont déterminées a partir de (5.20).
Elles sont illustrées a travers les Figures 5.5b-5.5d. La relation de linéarité, définie pour
des valeurs fixes de 7L(‘5°2, entre x(3) et & définie par (5.21) clairement illustré la Figure 5.5c.
Les relations de non-linéarité respectivement entre, d’une part, les composantes xg, xg
et, d’autres part, les valeurs de & et 7@2 souhaitées, sont données par Figure 5.5b et
Figure 5.5d.

Tous les résultats de simulation ont été réalisés par une sollicitation de la charge
assumée étre constituée d’une série de trois échelons d’amplitudes différentes (voir Fi-
gure 5.4).

Deux types de résultats sont proposés selon la valeur de la commande. Plus préci-
sément, le premier groupe est fondé sur 1’utilisation directe de 1’expression de la com-
mande donnée par (5.45). Dans ce cas, les valeurs de toutes les variables d’état sont
accessibles. Concernant le deuxieme groupe, et afin de s’affranchir de I’hypothese d’ac-
cessibilité de I’état du systeme, la loi de commande est basée sur la syntheése de 1’obser-
vateur proposée dans le chapitre 4.

Pour chaque groupe, les simulations sont réalisées dans le cas de deux variables dis-
tingues du rapport d’exces d’oxygene. Le but est d’analyser les performances dans au
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moins deux cas caractérisés par des choix différents de ce rapport.

Chacun, des deux groupes, est constitué de deux sous-groupes. Le premier sous-
groupe montre le comportement des variables de 1’état x. Le deuxieéme sous-groupe
donne les évolutions respectives du rapport d’exces d’oxygene, la commande appliquée
sur le compresseur, la puissance nette de la pile et le rendement de la pile.

La convergence de I’état vers le point de fonctionnement s’effectue assez rapidement
dans les deux scénarios considérés, a savoir : ’utilisation d’un retour d’état (voir Fi-
gures 5.6a-5.6d pour le cas lgz = 2 et Figures 5.8a-5.8d pour le cas lg"z =2.5)etle
bouclage a travers une commande basée sur un observateur (voir Figures 5.10a-5.10d
pour le cas /132 = 2 et Figures 5.12a-5.12d pour le cas /lgz = 2.5). Cependant, une dif-
férence peut étre constatée lors du changement de la valeur de I’amplitude de I’échelon
en entrée. Ceci est di a la différence des conditions initiales entre le systeme et 1’ob-
servateur. Néanmoins, la rapidité de convergence de I’observateur assure un résultat de
suivi assez intéressant.

Il est a noter que la valeur du rapport d’exces d’oxygene est stabilisée autour des
valeurs souhaitées (voir les Figure 5.7a, 5.9a, 5.11a, 5.13a). La convergence est de
meilleure qualité dans le cas d’un retour d’état et ceci est dfi, comme indiqué ci-dessous
pour la convergence de 1’état, a la différence des conditions initiales. Par ailleurs, il
convient de préciser que la commande est tout a fait respectueuse de la plage de fonc-
tionnement (voir les Figures 5.7b, 5.9b, 5.11b, 5.13b).

Les Figures 5.7c, 5.9¢c, 5.11c, 5.13c et les Figures 5.7d, 5.9d, 5.11d, 5.13d montrent
les évolutions respectives de la puissance nette et de son rendement lors de la commande
de la pile. Ces courbes montrent des bonnes performances de ces deux grandeurs carac-
téristiques de la qualité de fonctionnement.
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Figure 5.4 — Courant de la charge
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5.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé une stratégie du contrdle pour la pile a com-
bustible. Plus précisément, le but a été de synthétiser une loi de commande qui per-
met de répondre a la sollicitation de la charge tout en respectant une contrainte sur
le comportement du rapport d’exces d’oxygene. Un tel fonctionnement permet d’avoir
un rendement important tout en préservant 1’état de santé de la pile. L’approche adop-
tée consiste a synthétiser une loi de commande sans aucun type de linéarisation. Une
telle commande permet d’opérer dans une large plage de fonctionnement tout en tenant
compte des non-linéarités inhérentes du systéme. Les résultats de simulation montrent
les bonnes performances de la loi de commande proposée. En outre, cette loi de com-
mande a été testée dans le cas ou les valeurs de I’état sont reconstruites a partir d’un
observateur.
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Conclusion générale et
perspectives

Conclusion générale

Les travaux présentés dans ce mémoire de these apportent une contribution au pro-
bleme du diagnostic de défauts et a la commande de la PaC a Membrane d’échange de
protons. Parmi les différentes méthodes de diagnostic et de la commande, nous nous
sommes intéressés plus particulierement au diagnostic de défauts a base d’observateurs
et a la commande par rétroaction. Deux approches de diagnostic destinées respective-
ment a la détection des défauts additifs et multiplicatifs sont présentées. La premiere
concerne la synthese d’un filtre robuste permettant la détection de défauts capteurs et
actionneurs tout en assurant un niveau de robustesse vis-a-vis des éventuelles pertur-
bations. Cette approche permet d’améliorer la détection de défauts et d’atténuer I’effet
des perturbations dans le systéme d’alimentation en air de la PaC. La seconde approche
traite le probleme de détection des défauts paramétriques. Pour cet objectif, un obser-
vateur adaptatif permettant d’estimer la valeur du parametre susceptible de présenter
une défaillance a été proposé. Une stratégie du contrdle pour la pile a combustible est
proposée. Le but a été€ de synthétiser une loi de commande par rétroaction qui permet de
répondre a la sollicitation de la charge tout en respectant une contrainte de fonctionne-
ment nominal de la PaC. Un tel fonctionnement permet d’avoir un meilleur rendement
tout en préservant 1’état de santé de la pile. La synthese de cette loi de commande a été
réalisée en préservant tout le caractere non linéaire du systeme.

Dans la premiere partie de ce travail, nous avons présenté une description globale
d’une pile 2 combustible & Membrane d’Echange de protons, de son fonctionnement et
de son intégration dans un systéme pile a combustible. Ensuite, un rappel sur les diffé-
rentes sources de défaillances qui peuvent exister dans un systéme pile a combustible
est présenté. En fin, un état de I’art sur les différents travaux de diagnostic et de la com-
mande des systemes piles a combustible est donné.

Dans le deuxieme chapitre, nous avons présenté un état de 1’art de la modélisation
des piles a combustible. La modélisation de la pile a combustible s’avere étre complexe
compte-tenu du nombre important de sous-systemes présents et de I’hétérogénéité des
phénomenes (chimique, électrique, thermodynamique). Nous avons détaillé la modéli-
sation du systeme d’alimentation en air de la pile.

Dans le troisieme et le quatrieme chapitre, nous avons proposé deux méthodes de

diagnostic appliquées a la PaC. Dans un premier temps, nous avons synthétisé un filtre
A | #3 permettant la détection de défauts capteurs et actionneurs tout en assurant un

119



niveau de robustesse vis-a-vis des éventuelles perturbations. L’ objectif a été d’améliorer
la détection des défauts et I’atténuation des perturbations dans le systeme d’alimenta-
tion en air des piles a combustible. Les conditions d’existence et de stabilité du filtre
sont données en terme d’inégalité matricielle linéaire tout en tenant compte des carac-
téristiques du systeme PaC. Dans un second temps, nous avons traité le probleme de
détection de défauts paramétriques. Pour ce faire, nous avons synthétisé un observa-
teur adaptatif permettant d’estimer la valeur du parametre susceptible de présenter une
défaillance. Cette méthode donne la possibilité d’estimer simultanément les défauts pa-
ramétriques et les états non mesurés du systeme.

Dans la derniere partie de ce travail, une commande du systeme d’alimentation en air
a été proposé. L’objectif de la commande a été d’alimenter le cceur de la pile et sans
exces d’oxygene. Le but a été de permettre le bon fonctionnement tout en préservant
I’état de santé de la pile. Ce double objectif a été atteint a travers une régulation d’un
rapport d’exces d’oxygene a une valeur constante tout en répondant au besoin de la
charge.

Perspectives

Dans ce travail, nous avons abordé les contributions au niveau théorique pour le diag-
nostic et la commande du systeme d’alimentation en air de la PaC. Plusieurs pistes
restent ouvertes suite a nos travaux.

Faire le diagnostic en considérant d’autres types défauts qui peuvent €tre soit additifs,
soit qui peuvent étre représenter par des modeles a travers les parametres comme dans
le cas anodique avec tous les modeles similaires.

Effectuer la Synthese d’une loi de commande basée sur un observateur vu qu’on a
synthétisé une loi de commande par retour d’état, on a remplacé les valeurs des va-
riables d’états par leurs estimées en utilisant 1’observateur développé dans le chapitre 4
et on a montré que la commande est stabilisante. Il reste a démontrer mathématiquement
la stabilité du systéme basée sur un observateur.

Faire la commande tolérante aux défauts vu qu’on a réussi a développer des méthodes
de diagnostic de défauts, on a réussi aussi a synthétiser une loi de commande par retour
d’état, la prochaine étape consiste a adapter cette loi de commande au systeéme en pré-
sence de défauts.
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Annexes

A. Valeurs numériques

Dans la premiere partie de cette annexe, nous définissons les expressions des constantes
ci,i = 1,...,24, qui apparaissent dans le modele dynamique du systeéme d’alimentation
en air (voir chapitre 2). Dans la deuxieme partie, nous donnons la signification, les va-

leurs et les unités des parametres physiques de la pile a combustible.

Constante Expression Valeur
¢l R Ty kca,in < X0, ,atm ) 6.7
M02 Vea 1+ Oatm
2 Pyca 47068
R T,
3 & 2.9%10°
Vea
C4 Mo, 0.032
Cs5 1\41\[2 0.028
C6 MVPV,Ca 737.8
R 7}; n
289.9
7 4F Vg
cs R Ty kca,in (1 _x02,atm> 259
MNZ Vca 1+ Ogtm
ki k
¢ Nem & Ky 5.6
Jcp Rem
C, T,
1o p Zam 8.25 x10*
Jcp Tlcp
c11 Pum 101325

131




Constante Expression Valeur
ncm ka
C12 367.5
Jcp Rcm
R Tom 6
—_— 4.5 x10
3 M aim Vor *
1
Cl4 1.25
ncm
1 -5
€15 7T X Pyv—c chpt/trxpa 1.1 x10
C16 kca in 3.6X1076
CpA 2
17 pAT | =V 1.2x107°
R Trl Y— 1
! 0.7143
C18 — .
Y
2
c1o () y—1 0.53
Y+1
1 Y+1
CpAr 5 ( 2 ) 2(y—1) -
c 2 14 3.13x 1077
20 RT. TSZY 71
! 0.83
C21 .
Rcm
€2 ky 0.015
xOZ.atm -7
in ' 7.3x10
€23 cain 7 T O X
nM,
o “?2 3.16x1073
- R Ty ( X0,,atm ) 6
c : 1.85x10
! M02 Vea \ 1+ @um
_ R T (I_XOZatm> 6
c ’ 6.94x10
s MNz Vea I+ Wytm

Table 0.2 — Expressions des constantes
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Symbole Description Unité en SI Valeur
Pim Pression atmosphérique Pa 1.01325 x 10°
Tourm Température atmosphérique K 298.15

R Constante universelle des gaz J/(mol.K) | 8.31451

Cp Capacité calorifique spécifique de 1’air J/(kg.K) 1004

Pu Densité de I’air kg/m’ 1.23

Moy, Masse molaire de I’oxygene kg/mol 32x 1073
My, Masse molaire de I’azote kg/mol 28 x 1073

M, Masse molaire du vapeur kg/mol 18.02 x 1073
My atm Masse molaire de 1’air atmosphérique kg/mol 28.97 x 1073
Y Rapport de capacité calorifique d’air — 1.4

F Constante de Faraday A.s/mol 96485

Ar Section de sortie de la cathode m? 0.002

Cp Coefficient de décharge a la sortie de la cathode — 0.0124

Jep Inertie moto-compresseur kg.m? 5x107

Rem Résistance du moteur Q 1.2

Nem Rendement moteur — 98%

Nep Rendement compresseur — 80%

kem Constante de couple du moteur N.m/A 0.0225

ky Constante de vitesse du moteur V/(rad/s) | 0.0153

n Nombre de cellules de la pile a combustible — 380

Age Surface active de la pile a combustible m? 280 x 1074

Ty Température de la pile a combustible K 353.15

Im Epaisseur de la membrane m? 1.275x 10~*
Vea Volume de la cathode m3 0.01

Vem Volume du collecteur d’admission m3 0.02

Vepr/ir Volume comprimé par tour m? /tr 6.4570 x 107°
Kea,in Constante de I’orifice a I’entrée de la cathode kg/(s.Pa) | 0.3629 x 107>
kea,out Constante de ’orifice a la sortie de la cathode kg/(s.Pa) 0.2177 x 1072
ksm out Constante de ’orifice a la sortie du collecteur kg/(s.Pa) 0.3629 x 1072
Qarm Humidité relative — 0.5

Y0,.atm Rapport molaire d’oxygene a I’entrée de la cathode | — 0.21

Table 0.3 — Valeurs numériques des paramétres de la simulation
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B. Rappels théoriques
B.1 Observabilité des systemes non-linéaires

Afin d’assurer de I’existence d’un observateur pour un systeme non-linéaire, une pre-
miere étape consiste a analyser la propriété dite d’observabilité. Ainsi, ce paragraphe
est dédié a un rappel de résultats classiques sur 1’analyse de cette propriété.

Pour les systemes non linéaires, contrairement aux systemes linéaires, le probleme
de I’observabilité est plus compliqué. Dans le cas des systeémes non linéaires, la notion
d’observabilité est liée aux entrées appliquées et des conditions initiales, et peut etre dé-
finie a partir de la notion distinguabilité. Dans ce qui suit, un définition d’observabilité
sera donnée en considérant le systeme non linéaire suivant :

(50)

avec f:R"xXR" - R"eth:R" xR" — RP.

Définition 2. (Distinguabilité [33, 66, 106]) : Un couple d’états initiaux (xo,xl) est
dit distinguable pour le systéeme (50), si pour toute entrée u(t) et pour tout t > 0, nous
avons les sorties correspondantes YO () et yl (t) vérifient yO (t) # y) (¢).

Dans le cas contraire, on dit que x° et x! sont indistinguables.

Définition 3. (Observabilité [33, 66, 106]) : Le systeme non linéaire (50) est dit ob-
servable s’il ne possede pas de couple d’états initiaux distincts (xo,xl) indistinguables,
c’est-a-dire le systéeme (50) est observable si¥ x° € R", xV est distinguable.

Pour les systemes mono-entrée mono-sortie, le concept d’observabilité peut tre énoncé
de la maniére suivante : supposons que les entrées et les sorties (u(¢) et y(r)) sont
connues, alors, leurs dérivées successives peuvent étre calculées. Nous définissons :

5O =(y y § ..y

a(t)=(u 0 i .. ur=D)"

Chaque dérivée y (t) peut étre exprimée en fonction de 1'état x (¢) et u, i, i, ..., u', ce

qui permet d’écrire :
Y () = wi(x(r),a(r)).

La dérivée par rapport au temps de y (¢) est donnée par :
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S lx(@),u(n)) +

ox

oo ) [200.26) ) d

allfi(X(t),ﬁ(t))} di (1)
or

ce qui est, par définition, ;) (x(t),@(¢)) si i+ 1 < n— 1. Nous définissons I’opéra-
teur lin€aire My comme suit :

i (x(2),i(r))
ox

(Myy) (x(t),a(r) = fx(@),u(?)+

{9%()60),%(0)} di (1)
i dt

les dérivées par rapport au temps de la sortie y (¢) définies par y () peuvent alors écrire
sous la forme :

o (x(1),a(1)) = . : (51

(M} h) (x (1) ,u(2))

Si w(x(t),i(t)) est inversible, c’est-a-dire il existe @~ telle que :
x(t)= 0" (7(1),a(1))

alors le systeme (50) est dit observable. De plus, si le jacobien :

de @ (x(¢),ii(t)) estinversible pour x = x°, alors il existe un voisinage de x” ot @ (x (¢) , i (¢))
est inversible, ce qui implique que le systeme (50) est localement observable, ce qui si-
gnifie que x° est distinguable de tous les points dans le voisinage de x°. L’étude de
I’observabilité des systeémes multi-entrées multi-sorties s’effectue de maniere similaire.

B.2 Inégalité Matricielle Linéaire
On appelle une inégalité matricielle linéaire notée (LMI) le probleme suivant : étant

données les matrices réelles, carrées et symétriques : F' = FI € R™", i =0,--- ,m et
x € R™ telles que :
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m
F (X) =F+ inF,' >0 (52)
i=1

Le symbole d’inégalité dans (52) signifie que F (x) est une matrice définie positive,
c’est-a-dire, Vu € R"etu # 0 : u F (x)u > 0.

B.3 Lemme du complément de Schur
Le lemme du complément de Schur convertit une classe des inégalités non linéaires

a des inégalités matricielles Linéaires LMIs convexes qui apparaissent régulierement
dans les problemes de commande. L’idée de base est la suivante : la LMI

>0 (53)
ST (x) R(x)

ot Q(x) = QT (x), R =RT (x) et S (x) dépend d’une maniere affine de x, est équivalente
all3]:

R(x)>0, Qx)—SxXR'x)ST(x)>0 (54)

En d’autres termes, I’ensemble des inégalités non linéaires (54) peut étre représenté par
la LMI (52).

B.4 Produit de deux fonctions Lipschitz

Le lemme suivant annonce la propriété du produit de deux fonctions Lipschitz, bor-
nées sur un intervalle.

Lemme 3. ([27]) : Soit f et g deux fonctions bornées sur un intervalle Q et sont Lip-
schitziennes par rapport a x et y, avec des constantes de Lipschitz respectivement Yy et
Yo, alors le produit f g est également Lipschitzien sur £ :

£ (x) g(x) = f) gDl < ¥ Fm lx =yl +7r Gy [lx—yl| V x, yeQ

avec

Gu =sup|lg(y)|| et Fy=sup|f(x)].
yEQ xeQ
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C. Présentation de certaines expressions techniques

. 0 ~ , . ..
La fonction g7 peut étre définie explicitement par :

0 0
g.x (x17x2)_gx (XI,O) pour XZ%O
0 xz
g1 (x1,x) = (55)
0
E ’ (x1,0) pour x; =0.

En utilisant I’expression de gxo donnée par (5.30), il vient que :

3 l[/(xl-l-C’EO) l[/(X1+X2+C§0)
— 5 — 5 pour x» #0
X2 | caxy+cg c4x1 +cs5x0 + ¢
0
g1 (x1,x02) = (56)
0 0 0
sy (nte) v (n+a) (emta)
3 2 pour x; =0
(can +¢7)
ol /' est définie explicitement par :
y—1
1 (Cll) Y
. 1 2\ y )
ciren ¥ = pour y¢& {Cnycn}
vim=4 7 e\ SOEE)
-(2)
y
11
C18 pour y> 5.
D’apres (5.37) (5.43), nous avons :
1
Ugy = —us+x1+x2
1
Cg Cg . 0 =
=2 7 { (1 -—B (%)) g (v1,%2) +B (A5,) & (x1,x2) (58)
2_
+x1+ “ 2C8x2
C1
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ou g)‘0 et g)l‘0 sont définies respectivement par (5.30) et (56).

Soit fx0 la fonction définie par :

0
. f
I (xn,x0,x4) =

0
f

(59)
c1 (=x1 —xp+x4) —x ll_/xo (x1,X2) +x(1)g"0 (x1,X2)

_ 0 0
cs (—x1 — X2 -I-X4) -y (xl,xz)-i-xggx (xl,xz)

D’apres la méthode de stabilisation introduite dans le paragraphe (5.2.1), une loi de
commande stabilisante pour le systeme (5.33) (voir I’expression (5.14)) est définie par :

w3 = —(VV (x1,%2) , F* ) = (Vug, £ (x1,%2,%4)) — (x4 — us) (60)

0 c
ol uy est donnée par (58) et avec F* = ( 1).
8

Pour donner la valeur du feedback (60), nous donnons explicitement les valeurs des
quantités constituantes de la partie droite de (60).

Premierement, des calculs directs montrent que :

2 3
0 Cg Ccg
(VV (x1,x2), F*) = x| (6‘1 - ) +x—5. (61)
C1 C1
Deuxieémement, nous avons :

a C8 0

cs w 0 d
Tle = —Cszl [(1 - aﬁ (7%2)) (81 (x1,x2) +x187x1g1 (X17x2)>

_ - 0 o
+B (A2, axlgo(xl,xz) +1,

(62)

et
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b cs cs - d 0 wy 0
7u4:_6172x(1) [xl (I_CIﬁ (102>>8x2 1 (xl,xz)-l-ﬁ(l()z) szg (XI,XZ)

(63)

D’apres (59), (62) et (63), nous obtenons :

(Vug, f* (x1,%2,%4))

d
= ammffco (x1,X2,X4) + p (x1,20) £ (x1,%2,%4)

X

d
=01 (A5,) [(g’fo (1,%2) +x187g)1€0 (Xl,xz)) A (rx0,x4)
3 (64)
+xl aig)lco (xl’X2)f.2’CO (-x17-x27x4)]
X2

0 0
+02(A5,) [(?xlgxo (x1,32) £ (x1,%2,4) +372gx° (x1,2) /5 (Xl,xz,x4)}

2
0 cf—cg .0
—|—ff (xl,xz,X4)+1672fg (xl,)Cz,X4)
1

o (45) =5 (1- 25 (45,
et
0 (45,) =~ 5B (45.)

En utilisant la relation (5.34), u3 est donnée explicitement par :
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2 3 2
(& Ccg C1—C8 0
Uy = —xg {1 —— _x272+x1+72x2_x4_ff

- 0 Jd 0 0 d 0 .0 0
—01(45,) (g)lc +xlaxlg?>ffc +x1872g)f Vil —mﬁ}
d 0 .0 d o0 .0 0 C2—C8 0

—o (AZ XX Yo et x|t X
2( 02) [axlg fl +ax2g f2 8 :| C% 2

ou encore

0 0
u3 =x181 +x28, — x4 — fi —&f5

- 0 d o0\ .0 d 0 .0 0
—o01(A3,) (g)f +x187x1‘g)1€ )ffc +x187ng)f f —Xlgjf}

(65)

- d 0,0 d 0,0 40
—02(/102) Txlg fi +87x2g -8 ]

avec

2

2 3 2
C C —C{ —C cC7y—¢C
51:(1_cl+8), 52:(1828> o 6129

C1 C1 o]

Il est a noter qu’une fonction de Lyapunov strictement positive pour le systeme bouclé
est définie par :

1
Vi (XI,XZ,X4> =V (X],Xz) + 5 (X4 — Uy (xl,X2>)2. (66)

Dans ce qui suit, nous allons déduire 1’expression de u;, ensuite celle de u.

Tout d’abord, en utilisant 1’équation (5.34), nous avons :

1 1 0
= — | ———u3+cig(—x1—x2+x4)—C< | . 67
U s <6x° (x4)u3 16 (—X1 — X2 +Xx4) 15) (67)

D’apres (65), il vient que
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0> = 1{ (8 ()31 —c16) x> (8 (x4) & —c16) x4 (~8 (x4) +c16) ‘Cﬁ]

Ap, 0 Jd o 0 Jd 0 0 0
10, ) | (&' e gt ) A b gl A
ox1 o0xo

Ay (0 w00 9 w0 0 6 (x4) | 40 0
[2) (%) X X X’ ext X X S X
+6,7 (x4) _8x1g fi +8x2g L& |+ s fi +03f3
(68)
avec
_ 1 2 o1(A5) % o (45,)
on = 3 7] 2 - — 2 ) 0 : = - 2 :
) 0 (xs)" ! (5) 1507 (x4)" 7 (x4) c156" (x4)

Soit 7*’ la fonction définie par :

0
0 fx (Xl,)Cz,)C4)

e (x) = (69)
0 0
0" (x4) (cl5x3 —c16(—x1 —x2 +x4) +c)f5)

ou fxo est définie par (59).

D’apres (5.14), on peut déduire que :

up (x) = —(VVy (x1,x2,x4) ,on (x)) — (Vuy (x1,x2,x4) ,hxo (x))
(70)
— (x3 —up (x1,X2,x4))

O]RZ
c156" (x4)

Finalement, et d’apres (5.31), une loi de commande stabilisante pour le systeme glo-
bal (5.29) est donnée par :
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y—1
! xa+x9\ 7
I/t(x):— ul(x)—i—C9(X3—}—xg>+C10<< 4 4) 1)]
12 cl1
1 0 .
= Clz[—CISGX (X4) (x4_u4(x17x2))_<VM2(x1,X2,X4),hx ()C)>
(71)

1 u3 (XI,)CZ,X4) 0

X3t — | ——(0,, tCel—X1—x2txs)—c

- C]5< x° (x4) 16 (—X1 — X2 +x4) — 15

r-1
x4 +x9\ 7
+C9(X3+x(3))+c10<< 4c 4) —1)]
11

ou u3, us sont données respectivement par (65) et (58).

Pour déterminer explicitement u(x), on procéde d’abord au calcul de la quantité
0
(Vup, ).

En utilisant (69), nous obtenons

duy duy 0 duy

0 0 0 0
<Vu2,hx > = T)lefc + szfz +C1587x49x (X4) <C]5X3 —C16(—X1 — X2 +X4)+C)1€5)
(72)
Nous avons
duy 0" (x4)8—cro 0" (xg)| 9 o 9 o
= SE Na
ox; C15 + ci5 8x1f1 + 38x1f2

A5, Jd 2% o A0 <xo 0 0)8 40
+ 6, (x4)[<28x18)1{ +x1827xlg}1( i +1& +x187xlg)1c ox /!

a XO XO 8 2 XO XO a 0 a XO XO 8 XO
+876281 b +X18Txlgl f +X18x2g’f 8Tc1f2 -8 —xlaTClgl

Ao, 9?2 L0 0 d o d A0 2?2 L0 0 0
+6, 7 (x4) [aleg A +8ixlgx Txlfl +mg L+

x>

0 (9 %9 a 0
gY aXI f2 - axlgx ]7
(73)
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0

duy 8 (u)dr—cie 6V (w)| D o o I L0
8x2 N C15 + C15 &)Qfl +63 8)62f2
A5, d o 02 0\ .0 0 d o\ 9 o0
+6, 7 (x4) [(angﬁc +x178x28x18}1( A +(81 +x18x18{>8x2 1
e P D 0D e D
. aZXle 2 . 8x2g' 8x2 2 . 8X2g1
A5, 02 0 0 d 0 d 0 02 L0 0 d 0 d 0 d
+6,° (x4) [c?xzaxlg fi +ax18 8x2fl +<92x2g ) +8x2gv axzfz "o
(74)
et
duy  —0" ()& +cig 07 ()| 9 L J o0
oxy c1s * cis <93€4f1 Jr6337964f2
d A5 0 d 0\ 0 d 0,0 40
+d749102 (xs) (81 +x187xlg1 )fl +X187ng? ) —X1g1]
10, 0 d o\ 9 o0 d 0 d 0
+6, 7 (xa) (gl +x18x18)1(>x4f1 +x1a7ng1 87x4f2
(75)

d X
—0
+ dX4 2
> 0
+6,7 (x4)
1 d -0
-
* 15 dxy (x4)

488 + (8 +x262—x4>]
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D’apres (73) (74) (75), il vient que :

(éxo (x4) 61 — Cl6> ffo N (éxo (x4) & — 616) f2 )3(

C15 C15 C15

<Vu2, /’lx0> =

A 02 82 0 0
+6,” (x4)[ (8 gl (fl ) (fz )2 +ff08x2g)f08x1f§0

XO& 0

0 d 0 d o A0 xoi A0 o0 d o0 d
+ /5 ngl T)Qf] +A 8x1g1 8x1f1 +/5 8x2g1 8x2f2

XO XO a 2 XO a 2 0 XO a XO XO a XO
+i f2 (52)6181 +82ng’1€>—f1 Txlgl b szgl

Oaxo a xoxoa
+h3 Ll f1+3a 818 f2>+2f1fzangf

0

d d 2 9
R S B R e - e e g

)L°° 02 02 92
+9 ( ) (fl )2 O+(ffo)282ngx0+2ff{0ffomgxo

0 d 0 d 0 d 0 d 0
+f] a g axf fZa g a f f] a g axf f] a g

d d d d
+f20 gxoa i fﬁcoaxszfh;)a gxoa i+ 308 gxoa 4f2]

9"()

[fl f1 +f2 972 f1 +53(f1 fz +f2 Ix fz)

.

XO a )CO XO a XO
+h3 Tmfl + 8303 87x4f2
(76)

146



avec

d Ay
Fxo = d7x491 % (X4) l’l):go

XO 8 0 XO a XO XO 0
(81 +x187x]g’1‘ )f1 +x187ng1 f —xlg’f}

R I S R AP
+ dx492 (x4) 13 [ aXlg i+ ang ax2f2 g (77)

1 d -0 0
— 0" h
+C15 dxs (xa) I3

S+ (018 + 126 w)]

ol h§0 est définie dans (69) et avec

1-y -
—1 X4 +x
Y C13C14C11 4 (4 4> Y
i_xo (x4) = — y ‘il
dxy y—1 2
0N ——
ci3| 1+cyy <X4+x4> v —1
C11
(78)
d 25 1 wy d =0
TMGI 2 <X4> = ——0] ()’02)79)6 (X4)
d 5 1 wy d =0
TMGZ 2()(:4):—76 (loz)die (X4>

Pour déterminer u, dans ce qui suit, nous donnons explicitement les dérivées respectives
0 0
de g* etde g7 .

igxo (41.12) = —c5 V4 (xl +x7 —I—C’EO) (C4X1 +c5x7 —l—CJéO) — C4l[/<X1 +x7 +CJ260> (79)
ox1 | <C4x1 +cs5x2 +c§0)2
et
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0 0 4 (xl +x7 -l-C’EO) (C4)C1 +c5x7 -l-CgO) —csy (X1 +x7 +C§0)
558 (x1,%2) = —c3 7 . (80)
X2 (C4X1 +csxp +cf )
Par ailleurs et d’apres (55) (80), on déduit que :
0 0
avntd) vlntn+d)
— = 5 pour x, #0
X2 | caxy +c c4x1 4 c5x0 + ¢
xO
81 (x1,:2) = (81)
l/// (X1 +C§O) (C4x1 +Cgo) —Csy (x1 +C§O)
—C3 2 pour xp; =0.
(can +¢7)
D’apres (81), nous obtenons que :
0
3 IV/ (xl +CJZCO> (C4X1 —l—C“gO) —C4IV(X1 +c3 )
o 2
X2 (C4X1 +Cgo)
(xl +x+ 0) C4l//<x1 +X2+C§0)
— 3| pour x; #£0
CaX1 +C5X2 + Cg (C4)C1 +c5x0 + )
Jd o
Tg)f (x1,x2) = (82)
X1

et

2c4c5Y (x1 + c’ﬁo)
(C4X1 + 620)3

pour x; =0
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__or —
angl (.Xl,.xz)

2 [—%}f" () =

V4 (x1 +x —f—CEO)

csy (x1 +x2 +C§0)

<C4x1 +cs5x + CJ6‘0)2

D’apres (82) (83), nous obtenons que :

2%
GTxlg)lc (x1,x2) =

X2 (04x1 —f—CgO)

et

c4X1 + c5xp + cg°)

pour x #0 (83

pour xp =0.

073 l,l/” (x1 —l—CJZCO) B 26‘41[// (xl —l—C)zCO) 2642W(X1 +C§O)

vV (tntd) 20ty (n+ntd

<C4)C1 + Cgo)

2

0

(C4X1 +c5x0 + cg")

2
(C4X1 4+ c5xp + 696‘0) ’

v (+cd)  (cates)y (xi+ad)

—C3 (C4x1 —l—CgO)

2¢q4 (cq+cs) 4 (xl +C§0) B 6042651// (Xl +CJ260>

(C4x1 + cg")z

(C4X1 + Cg0)3

<C4X1 +Cgo>3
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(C4X1 + Cgo)4

pour x» #0

pour x; =0,

(84)



W’<X1+x2+ 0) CSW(XI+X2+C§)
(c4x1 + csxp + Cgo) (C4X] +c5x0 + c’éo)

2c3| 1 0
3[ g1 (x1,x2)+

el v (x1+x2+050> +2C5llf (x1+x2+ 0)
— |- 2
5 b%) (C4X1 +c5x2+cg°) (c4x1 +cs5xp +cg )
0
5381 (n1,x2) = (83)
X2 0
205 l//(xl—i—xz—f— )
pour x; #0

(C4X1 +csx0+ g )3

pour x; =0

D’apres (79) (80), nous obtenons que :
74 (Xl +x2 + CEO) 2¢qy/ (Xl +x2 + CEO) 2cty (x1 +x + 0)

2% o 112) [

T8 X, X2) = —¢3 3 3
d2x1 <C4x1 +csxp + Cgo) (C4X1 +c5xp + 696‘0> (C4x1 +cs5xp + ¢ )
(86)

9 (1 3) [‘I/N (x1+x2+6’§0) 2esy’ (X1+x2+6’§0) +265 llf(x1+x2+ 0)
7.8 1,X2) = —¢C3 - 3 3 |
9%x; <C4x1 +csxp + Cgo) (C4X1 4+ c5xp + C’g(]) (C4x1 +cs5xp + ¢ )

(87)
ok 0 ok 0

EE (x1,x2) = Trrox; S g (x1,x2)

l[/” (xl —|—X2—|—C§O) (C4—|-C5) l[// (X1 +XQ+C§O)
-9 - (88)

<c4x1 +cs5x2 + ch) (C4)C1 +cs5x0 + 0)6‘0> ?

2c4c5y (xl +x + C’ﬁo)
(C4X1 +c5x0 + CJ6CO> ’
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