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Chapitre 1

Introduction

1.1 Motivations

Le but premier de cette thése est de contribuer a I’é¢tude des voisinages de
dimension 2 des courbes complexes. Plus précisément, si C' est une courbe complexe
de genre g, un voisinage de dimension 2 de C' est une surface S munie d’une
inclusion C' < S, deux surfaces S et S’ étant identifiées si il existe des voisinages
Uet U de C dans S et S’ et un difféeomorphisme ¢ : U — U’ qui induit I'identité
sur C'. I’équivalence de deux voisinages est donc donnée par des diagrammes

C——UcCS
vd JSU

C———UuU cy

On distingue différents cas selon 'auto-intersection C'- C' de la courbe dans S.
Tout d’abord, dans la situation C'- C' < 0, on peut utiliser le théoréme de Grauert
(voire |Gra| ou [CaMo|) qui implique par exemple le résultat suivant :

Théoréme. Soient C' une courbe de genre g, S et S’ deux voisinages de dimension
2 de C. Supposons que pour S et S’,

— C-C<0sg=0;

— C-C<2(2—-2g) sig>1.
Alors S et S" sont équivalents dés que les fibré normauz de C dans S et S’ sont
égau.

Plus généralement, le théoréme de Grauert dit qu’un voisinage de C' est déter-
miné par 1'un des ses voisinages infinitésimaux ; autrement dit, si S et S’ sont deux
voisinages avec des recouvrements (U;) et (U;) et des fonctions de transition (¢;;),

7



8 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

(¢};), si on a égalité entre les k-jets le long de C' pour k assez grand : j*¢;; = j* ¢,
alors S et S’ sont difféomorphes (|Gra], [CaMol).

Pour le cas C'- C' > 0, on peut citer les travaux de Ilyashenko sur les voisinages
strictement positifs de courbes elliptiques [Ily], ou il montre qu’a un voisinage
générique S d’une courbe elliptique d’auto-intersection p on peut associer une
application ug : (C%,0) — (CP,0) qui classifie le voisinage. Plus précisément, il
donne le théoréme :

Théoréme (cf. [Ily]). Soient C' une courbe elliptique et S un voisinage de C' tel
que C - C = p > 0. On peut associer o S un germe pg : (C2,0) — (CP,0) vérifiant

luS:(:ulv"'?Mp)’ ,Ul(IL',O) EO: d/u1<0)7é0a

appelé module du voisinage.
Deux voisinages sont équivalents si et seulement si ils ont le méme module p.

Le cas des courbes de genre g > 2 d’auto-intersection grande p = C'-C' > 2g—2
a été étudié par Mishustin dans [Mis1]. Il montre qu’a un tel voisinage S on peut
associer deux applications fs : (C?,0) — (C?*.,0) et hg : (C,0) — (C*~10) qui
classifient le voisinage S.

Le cas C'- C = 0 a recu un apport essentiel de la part d’Arnol’d dans le cas
des courbes elliptiques dans un mémoire célébre ([Arnl]|, [Arn2]). Dans ce cas,
un voisinage est isomorphe a un voisinage de la section nulle de son fibré normal
génériquement (au sens : si le fibré normal est générique dans la jacobienne). Pour
étre plus précis, Arnol’d montre que le voisinage S est équivalent & un voisinage
de la section nulle dans son fibré normal si le fibré normal n’est pas de torsion et
satisfait une certaine condition diophantienne.

Les preuves de Ilyashenko et Mishustin dans le cas C'-C' > 0 suivaient la méme
stratégie : utiliser 'existence d’une déformation (C)) de la courbe Cy = C dans le
voisinage. Mais dans le cas C'- C' =0 et g > 0, on ne peut plus espérer construire
de déformations de C' dans S. On ne va donc plus chercher a déformer C' en une
famille de courbes, mais en un feuilletage, ie on cherche a trouver des feuilletages
ayant C' comme feuille.

Cette méthode ne peut malheureusement pas espérer étre applicable en toute
généralité, car Mishustin a montré dans [Mis2| qu'il existe des voisinages de C' qui
n’ont pas de feuilletages holomorphes ayant C' comme feuille. Ce résultat n’exclut
pas que l'on puisse trouver des feuilletages formels; c’est ce qui a été fait dans
'article [LTT] ot un pinceau de feuilletages formels (F;);cpr sur S est construit,
ou JF; admet C' comme feuille si t € C.

Pour résumer la stratégie de classification des voisinages via les feuilletages,
voici ce en quoi cela consiste :
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1. Construire des feuilletages réguliers (analytiques ou formels selon la classifi-
cation que 'on vise) sur S ayant C' comme feuille.

2. Classifier les triplets (S, F,G) ou F et G sont deux feuilletages différents sur
S ayant C' comme feuille commune (on parlera dans la suite de woisinage
bifeuilleté).

3. Etudier précisément combien il y a de feuilletages sur S pour pouvoir choisir
deux feuilletages "canoniques" F et G a qui appliquer Pétape (2); ou, a
défaut, pour pouvoir décider quand deux voisinages bifeuilletés (S, F,G) et
(S, F,G) donnent le méme voisinage S = S.

Par exemple, 'article [LTT] utilise cette stratégie pour donner le théoréme suivant.
Ce théoréme fait intervenir le type de Ueda du voisinage, qui est un entier introduit
par Ueda dans [Ued| (deux voisinages difféeomorphes auront le méme type de Ueda).

Théoréme (cf. [LTT]). Soient C' une courbe elliptique et S un voisinage de C' de
fibré normal No d’ordre m et de type de Ueda k = mk’. On peut associer ¢ S une
paire

(A, (Mo - - -, dw—1)) € C x C¥

de sorte que deux voisinages soient formellement conjugués si et seulement si les

paires correspondantes sont conjuguées sous l'action des racines k'-iemes de ['unité
définie par (\;) & (n='\;).

Cette thése explique comment classifier les voisinages bifeuilletés (I'étape (2)
ci-dessus), dans le cas ou C' est de genre g = 1 aussi bien que dans le cas g > 2. On
pourra d’ailleurs retrouver le chapitre 2 comme étant une partie de Iarticle [LTT|.

On commencera dans un premier temps par présenter le probléme et donner
la classification en genre 1, plus simple & obtenir. On parlera parfois de probléme
semi-local pour qualifier le probléme de la classification des voisinages bifeuilletés.
On verra ainsi que pour le genre g > 2, on pourrait obtenir des configurations
locales (c’est & dire au voisinage d’un point) arbitrairement compliquées.

On s’intéressera donc dans un deuxiéme temps aux paires de feuilletages au
voisinage d’un point. Pour cela, il sera souvent plus pratique de présenter les
feuilletages comme étant les lignes de niveau d’une fonction ; la classification des
paires de feuilletages au voisinage d’un point se raméne alors naturellement a la
classification des paires de fonctions. On étudiera ainsi plus généralement les paires
de fonctions, certains résultats se généralisant & la dimension quelconque. Une fois
cette étude locale réalisée, on pourra revenir sur le probléme semi-global.
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1.2 Etude semi-locale

On considére ici une courbe compacte C', un voisinage S de dimension 2 de C
et deux feuilletages réguliers F et G sur S ayant C' comme feuille commune.

Commencons par présenter les invariants globaux qui interviennent.

Si Fy est une intégrale premiére minimale de F au voisinage d’un point py de
C, on peut prolonger Fj le long de tout chemin sur C. Si « est un lacet sur C' basé
en pg, alors le prolongement de F{ le long de v donne une autre intégrale premiére
F, = ¢, o Fy. Les difféomorphismes ¢, donnent une représentation pr : m (C) —
Diff(C, 0) appelée représentation d’holonomie du feuilletage F. On obtient de cette
maniére deux représentations d’holonomie pr et pg.

[’ensemble de tangence Tang(F,G) défini localement comme étant I’ensemble
{dF' N dG = 0} pour des intégrales premiéres F' et G minimales donne un autre
invariant géométrique. Par exemple, le nombre de composantes irréductibles de
Tang(F, G) différentes de C' et intersectant C' (que 1'on appellera courbes de tan-
gence) est un entier invariant par difféeomorphisme.

La 2-forme dF' A dG s’annule sur C, son ordre d’annulation est un entier inva-
riant par diffeomorphisme, que I'on appellera nombre de tangence entre F et G le
long de C.

En outre, si F' et G sont deux intégrales premiéres minimales locales de F et G,
alors le résidu de dF'AdG le long de C' donne une structure affine avec branchements
sur C' (le lecteur pourra trouver plus de détails sur les structures affines dans
[Man| et dans sa bibliographie). Les points de branchement de cette structure
affine correspondent aux points d’intersection entre ’ensemble de tangence T et

C.

Exemple. Pour illustrer cette notion, considérons le fibré trivial S au-dessus d’une
courbe elliptique C = C/(Z+7Z) muni de coordonnées x sur C ety sur la fibre. Si
F=yetG=e¢e"y, alors dF \dG vaut —ye®dx A dy donc le résidu de dF N dG est
w = —e®dx. C’est une 1-forme définie sur C a une constante multiplicative prés,
donc st on choisit un recouvrement de C' par des ouverts simplements connexes U;
et des intégrales premieres z; de w sur chaque U;, les fonctions de transition entre
les z; seront des fonctions affines. On obtient donc une structure affine sur C et
le fait qu’elle n’a pas de points de branchements nous indique que ’ensemble de
tangence T n’intersecte pas C' dans ce cas précis.

Si (S, F,G) est un voisinage bifeuilleté de C, au voisinage de chaque point
p € C, le couple de feuilletages (F,G) donne une paire de feuilletages avec une
feuille commune. On verra que si le point p n’est pas situé sur une courbe de
tangence, cette paire est déterminée a difféomorphisme prés par le nombre de
contact entre F et G et par la structure affine. Si on considére deux voisinages
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(S,F,G) et (S,F,G) de C tels qu’en tout point p € C, les paires de feuilletages

soient difféomorphes, alors on obtient une famille de difféomorphismes ¢, de (S, p)

dans (S,p). Il ne reste alors plus qu’a montrer qu’on peut recoller (ou qu’on ne le

peut pas) ces diffecomorphismes pour former un difféomorphisme global ¢ : S — S,
On voit ainsi que pour obtenir la classification, il va falloir :

1. Controler 'ensemble de tangence T" entre F et G : les points d’intersection
entre 17" et C' donneront des configurations locales non triviales.

2. Classifier les configurations non triviales qui apparaissent.
3. Etudier si les diffsomorphismes locaux se recollent le long de lacets v € m(C).

Pour le point (1), on utilise la structure affine : dans [Man|, Mandelbaum
montre qu'une structure affine sur une courbe de genre g a exactement 2g—2 points
de branchements comptés avec multiplicité. Comme les points de branchements
correspondent, aux intersection entre I’ensemble de tangence 1" et la courbe C', on
obtient une borne sur la complexité des modéles locaux.

Le point (2) donnera lieu & I’étude locale.

Le point (3) se traite en remarquant que si les représentations d’holonomie sont
égales : pr = pz et pg = pg, alors les diffécomorphismes locaux se recollent le long
de tout lacet v € m(C).

Par exemple, si C' est une courbe elliptique, deux feuilletages distincts n’ont
pas de tangence en dehors de C' et la classification s’énonce simplement.

Théoréme (2.3.2). Soit C une courbe elliptique, (U, F,G) et (U, F,G) deuz voisi-
nages bifeuilletés de C d’ordre de contact k+1. Ces voisinages sont analytiquement
conjugués si et seulement si il existe deuz difféomorphismes ¢y, oo € Diff(C,0) tels
que ¢1 = ¢ mod y**2 et pour tout lacet v € m(C),

¢10PJ-‘<) ¢1 —PJ-‘() et ¢2OPQ() ¢2 —Pg()

De plus, pour tout couple de représentations pi,ps : m(C) — Diff(C,0) vé-
rifiant la condition de compatibilité (2.1) pour une certaine coordonnée affine, il
existe un voisinage bifeuilleté (U, F,G) de C tel que pr = p1 et pg = ps.

En genre g = 2, il y a deux points d’intersection entre ’ensemble de tangence
et C. Dans la situation générique ces deux points sont distincts (notons-les p; et
p2), on peut fixer une coordonnée t; sur la courbe de tangence T} qui passe par
p1 et considérer les intégrales premiéres F' et G de F et G qui valent ¢; sur Tj.
On peut calculer les représentations d’holonomie et une coordonnée affine pour ces
intégrales premiéres particuliéres.

On voit aussi apparaitre & partir du genre 2 un nouvel invariant global : les
feuilletages F et G induisent des transports d’holonomie entre les courbes de tan-
gence ¢l,, %, : Ty — Ty dont la composée ¢ = (¢%,) ¢, donne un difféomor-
phisme de 77 que I'on calculera aussi dans la coordonnée ;.
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L’équivalence des invariants est donnée par le changement de la coordonnée ¢ ;
on obtient alors le résultat suivant :

Théoréme (4.3.1). Supposons que C soit une courbe de genre 2 et que p; # Do
soient deuz points de C. Soient (U, F,G) et (U, F,G) deuz voisinages bifeuille-
tés de C dont l'ensemble de tangence intersecte C en py et py. Ces voisinages
sont analytiquement équivalents si et seulement si ils ont les mémes invariants
(k,u, pr, pg, p33) modulo 'action de Diff(C,0) donnée par :

¢ : (k7 U, PF, PG, QOB) = (k7 ¢,<O)_ku7 pr]-‘ﬁb_l, ¢pg¢_17 ¢90<1_)2¢_1)

De méme que pour les courbes elliptiques, on a un résultat de réalisation des in-
variants : tout quintuplet (k, u, p1, p2, %) qui vérifie les conditions de compatibilité
(2.1) et (4.1) donne un voisinage bifeuilleté de C' (ces conditions de compatibilité
sont juste des conditions techniques reliant k et v d’une part et les holonomies
d’autre part; par exemple, p; et po doivent étre tangentes & 'ordre k et leur dif-
férence a ordre k + 1 est dictée par u).

1.3 Etude locale

On note Ocn o) 'ensemble des germes en 0 de fonctions holomorphes sur C".
Comme on s’intéresse & la fois a la classification des paires de feuilletages et des
paires de fonctions, on va regrouper les deux études sous un formalisme commun
comme expliqué ci-dessous. Par abus, on utilisera aussi le vocabulaire des feuille-
tages dans le cadre des études de fonctions : par exemple, on pourra parler d'une
feuille d’une fonction f pour désigner la feuille du feuilletage défini par les hyper-
surfaces de niveau de f.

Si . est un groupe agissant sur les paires de fonctions p = (f, g) de O(cn ),
on dit que deux paires p; et ps sont .#-équivalentes si elles sont dans la méme
S -orbite, ie. §’il existe ¢ € .7 tel que ¢ - p; = pa. On s’intéressera aux groupes
% = Diff(C",0) des diffeomorphismes a la source, &/ = Diff(C",0) x Diff(C?,0)
des difféeomorphismes a la source et au but ainsi qu’a la classification des paires
de feuilletages modulo difféomorphisme a la source, que I'on peut aussi exprimer
comme une .#-classification pour le groupe de difféomorphismes .# = Diff (C", 0) x
(Diff(C,0))%. En effet, une fonction de (C",0) dans (C,0) modulo le groupe des
diffeomorphismes au but peut étre considérée comme un feuilletage (peut-étre
singulier). On peut aussi exprimer ces équivalences en termes de diagrammes :
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©.0) 2% (e
JSO Jid
©.0) 19 (e

Z-équivalence

©.0)— 2% (e
|+ K
.09 e

o/ -équivalence

f2 (C,0)
€0 =5
J(p fi__.(C,0) J%
(€0 = (€0

F-équivalence

Du fait que #Z C % C ./, on a une hiérarchie dans ces trois relations : la
Z-équivalence est la plus fine, puis vient la .#-équivalence puis la o/-équivalence.
La .#-équivalence étant I’équivalence des paires de feuilletages, c’est elle qu’il est le
plus naturel d’étudier dans le but que 'on s’est fixé. La .@7-équivalence est certai-
nement celle qui a été le plus étudiée, en particulier dans le cadre des applications
de R™ dans R? ou l'on retrouve la théorie des singularités traditionnelle. Dans les
deux cas, il est souvent plus naturel de passer d’abord par la #Z-classification, d’ol
I'intérét tout particulier qu’on lui portera dans la suite.

On retrouvera tout naturellement dans le chapitre 3 certains résultats déja
connus a propos de germes stables, citons par exemple les travaux de Mather
(cf. [Mat]), ou encore les résultats de théorie des catastrophes, que 'on pourra
trouver par exemple dans [BL|. Un exposé plus complet des résultats classiques
de théorie des singularités pourra étre trouvé par exemple dans [AVG-Z| ou [Mar|.
Malheureusement, le cas qui nous intéresse le plus est celui de deux fonctions avec
une feuille commune, qui n’est évidemment pas stable et ne tombe donc pas dans
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le cadre classique. Cela dit, les outils utilisés pour cette étude locale sont trés
similaires & ceux décrits dans [Mat|.

Dans certains cas, on s’intéressera aussi a d’autres équivalences comme I’équi-
valence des quotients f/g, qui correspond a la 2-classification pour le groupe
2 = Diff(C",0) x Olcn o) agissant par (p,U)-p=Upoy ! Dans le cas ou f et
g ont une feuille L = {f = 0} = {g = 0} en commun, on s’intéressera aussi a la
X1 -équivalence et a la % -équivalence : deux paires p; et ps sont Zp-équivalentes
si il existe un difféomorphisme ¢ fixant L ponctuellement tel que p; o = po. Deux
paires (f1,91) et (f2,92) sont Fp-équivalentes si il existe des diffeomorphismes
Yy, 0, tels que (f1,91) et (Yf o fa, 1, 0 go) sont Zp-équivalents.

On va voir que I'étude des paires a .-équivalence prés est principalement
basée sur un objet de nature géométrique : I'’ensemble de tangence de la paire.
Plus précisément, si f et g sont deux fonctions de O(cn ), on note I(f,g) et on
appelle idéal de tangence 'idéal engendré par les coefficients de df A dg; on note
Tang(f, g) et on appelle ensemble de tangence ’ensemble des zéros de I(f, g).

C’est cet ensemble de tangence Tang(f, g) qui permet de faire un premier tri
parmi les couples de fonctions : de maniére informelle, plus cet ensemble va étre
compliqué, plus la classification va étre complexe. Pour illustrer ce principe général,
on peut remarquer que si Tang(f,g) est vide, alors f et g sont transverses au
voisinage de 0, donc le couple (f, g) est Z-équivalent au couple (21, x2) ol (z;)i<n
est un systéme de coordonnées sur (C",0). En conséquence, le couple (f,g) va
aussi étre équivalent a (x1, z9) pour la o7~ et la F-équivalence.

En fait, I'idéal I(f,g) donne un invariant plus précis que Tang(f, g) : si I'idéal
est radical, se donner 'idéal est équivalent a se donner I’ensemble de tangence
d’aprés le nullstellensatz; si la dimension est n = 2 et que Tang(f,g) est une
réunion de courbes, I(f, g) est déterminé par les ordres de tangence entre f et g le
long de ces courbes. Mais, dans le cas général, I'idéal I(f,g) est plus compliqué a
décrire, et on se limitera pour certains résultats a la dimension n = 2 qui est celle
qui nous intéresse pour classifier les voisinages bifeuilletés.

Ainsi, dans le cas général, cet invariant I(f, g) va rester un peu abstrait, mais
on peut quand méme chercher a classifier les couples (f,g) a idéal de tangence
fixé. Dans cette optique, on obtient le lemme-clé :

Lemme (Lemme-clé 3.1.1). Soient f, gy et g1 trois fonctions sur (C*,0). Suppo-
sons que les idéaur de tangence I(f, go) et 1(f,q1) soient égaux et supposons de
plus qu’une des deux hypotheses suivantes soit vérifiée :

1. f a un point singulier en 0 et g1 — go € I(f, go)-
2. g1 — g0 € M0 (f, 90)-
Alors (f,g90) et (f, 1) sont Z-équivalents.

En dimension n = 2, on utilisera surtout le corollaire suivant :
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Corollaire (Corollaire 3.1.8). Soient (f,go) et (f,g1) deuz couples de fonctions
de O 2,y tels que f soit réguliere et que les idéaux I(f, g;) soient égau.

— Si f et g; n'ont pas de feuille commune, on suppose que Tang(f,g;) n'est
pas vide el que les restrictions des g; a l’ensemble de tangence sont égales.

— Si f et g; ont une feuille commune L, on suppose que Tang(f,g;) # L, que
les restrictions des g; a l'ensemble de tangence sont égales et que gy — go
s’annule au moins au méme ordre que df N dg le long de L.

Alors (f,g0) et (f, g1) sont Z-conjugués.

Le lemme-clé et son corollaire permettent par exemple de montrer les résultats
suivants (cf. théorémes 3.2.6 et 3.3.4) :

Le premier exemple concerne la classification des couples (f, g) dont ’ensemble
de tangence est une courbe qui est tangente & {f = 0}. Un cas particulier de cet
exemple est le couple f = y et ¢ = y + zy — 2°/3, qui ont comme ensemble de
tangence T = {y = 2%}, illustré ci-dessous.

;T

—r

Cet exemple se raméne & ’énoncé suivant.

Théoréme. Soient (f;, g;) deuz couples de fonctions de Oc2) avec f; =y, dont
les ensembles de tangence Ty = Ty sont donnés par l’équation y = x>. On suppose
que g; n’ est pas constant sur {y = 0}, el que les ordres d’annulation de df; A dg;
le long de Ty ne dépendent pas de 1.

Alors les couples (fo, go) et (f1,91) sont Z-conjugués si et seulement si il existe
un difféomorphisme ¢ de Ty qui conjugue les restrictions (fi, g:)|z, -

L’exemple ci-apreés est celui des paires génériques de fonctions de Morse, comme
dessiné ci-dessous dans le plan réel.



16 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

Théoréme. Toute paire générique de fonctions de Morse de (C",0) dans (C,0)
est difféomorphe a une paire (f,g) avec

= foa 9= Zuz(xz>
i=1 i=1

ot u; : (C,0) — (C,0) est une fonction de Morse.

Cette forme normale est unique a I'action d’un groupe fini pres.

Ces deux exemples illustrent deux classes de paires de fonctions étudiées plus
en détail : tout d’abord les paires de fonctions lisses, qui ont fait 1’objet de I'ar-
ticle [Thol] et qui sont présentées ici a la section 3.2; et les paires de fonctions
de Morse, qui ont été étudiées dans [Tho2| et qui sont présentées dans la section 3.3.

Si la Z-classification d’une certaine classe de paires de fonctions est suffisam-
ment simple, on peut en déduire la &7~ et la .#-classification sans trop de diffi-
cultés. Par exemple, on peut s’intéresser a la classe des paires de fonctions (f, g)
sans feuille commune, avec f lisse et une courbe de tangence lisse et transverse a
{f = 0}, comme dans le dessin :

Le lemme-clé permet d’obtenir la forme Z-normale (y, p(y) + 2?) avec p > 2.
Si on rajoute des diffeomorphismes au but aux difféomorphismes a la source, on
obtient la forme o/-normale (y, z”). Si on s’intéresse a la classification des paires
de feuilletages (ie. la .%-classification), on obtient la forme .#-normale (y, y? + z?).
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On remarque que pour p = 2, il y a une unique forme normale pour la .o/-
équivalence : cette application est un pli. On retrouve donc un résultat bien connu
sur la @7-équivalence des fonctions plan sur plan. Plus généralement, le théoréme
de Whitney dit que les seules applications plan sur plan stables en un point sont
a o/ -équivalence prés I'application réguliére, le pli et la fronce (cf. [AVG-Z]). Les
cas singuliers se distinguent par le fait que 'image du lieu de tangence, le contour
apparent, soit régulier dans le cas du pli et soit un cusp pour la fronce. Ce résultat
se retrouve avec les résultats énoncés plus haut, a savoir que si la Z-classification
d’une classe de paires de fonctions est donnée par les valeurs de cette paire sur
le lieu de tangence, alors la @7-classification est donnée par la classe du contour
apparent modulo difféomorphismes au but.






Chapitre 2

Voisinages de courbes, étude
préliminaire et genre 1

Soit C' une courbe munie d’un point base pq fixé. Soit S un voisinage de dimen-
sion 2 de C' tel qu’il existe deux feuilletages lisses F et G différents ayant la courbe
C comme feuille commune. Localement, si F et G sont définis par des 1-formes
a et (3, 'indice de contact entre F et G est par définition 'ordre d’annulation de
a A B le long de C. Cet indice de contact donne un invariant local qui est en fait
global ; on le notera £+ 1 dans la suite. On cherchera dans ce chapitre & décrire les
autres invariants qui interviennent dans la classification des triplets (S, F,G) pour
pouvoir donner la classification dans le cas ot C est de genre 1. On verra de cette
maniére les points qu’il faudra préciser dans le but d’obtenir une classification si
C est de genre supérieur.

Les résultats de ce chapitre, en particulier le théoréme 2.3.2 pourront étre
retrouvés dans I'une des parties de larticle [LTT].

2.1 Structure affine

Soit (U;) un recouvrement ouvert de S avec des coordonnées (z;,y;) tel que
C'NU; ={y; = 0}. Les feuilletages F et G sont définis respectivement par

dy; = a; (2;)yidr; + o (z)yide; + ... = ay

dy; = bl-1 (x;)ysdz; + bf(xz)yfdxz +...=:0
avec a? b € O(U;). Notons que B; — o = y¥ ™ hy(wy,y;)dw; avee hi(z;,0) # 0 de
sorte que a? = b pour p = 1,... k. A un changement de coordonnées prés, on

peut supposer que «; est nul pour tout ¢, ce qui entraine que g3; = yf“bf“dmi +...
Notons ¢;; le changement de coordonnées

(xuyl) = Spij(xj, y]) = (*, /\ijyj + .. .),

19
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on peut vérifier que
béﬁ_l(l'j)dﬂfj = )\be—’—l(l'z)dl‘z

Posons w; = h;(x;,0)dz;. Les formes w; se recollent pour donner une 1-forme
holomorphe w sur le revétement universel de C telle que si 7y est un lacet de C', y
peut étre recouvert par des ouverts U;,, Uy, ... (indicés dans l'ordre) de sorte que

* k
Vw = ( )\ijijJrl) w.
J

Pour tout ¢ € C, la forme w définit une structure affine branchée s sur C' donnée par
la coordonnée ¢ + fpi w. La classe d’équivalence de cette structure est intrinséque-
ment définie car chaque changement de variables préservant le premier feuilletage
(ie. chaque diffeomorphisme (z,y) — (¢¥(z,v),¢(y))) et chaque changement de
constante ¢ € C induisent une structure affine équivalente.

Soit ps : m(C') — Aff(C) la représentation de monodromie de cette structure.
Elle peut étre calculée pour la coordonnée ¢ + fpxo w par la formule

pu(3)(2) = ( | A) G-g+ [ Ture

.\ k

ol le produit est défini comme avant.
On peut trouver la constante ¢ grace au lemme suivant.

Lemme 2.1.1. Soient F, G deuz équations réduites de C = {y = 0} tels que le
diviseur des zéros de dF N dG soit (k+ 1)C et tels que F et G sont tangents a
Pordre k. Il existe un unique systéme de coordonnées locales (Z,7) tel que
u@) g k=0

o B ey st

z,9)|c = (z,0) F = et G = .

(#9)] (=0) Y { 7§+ 7" u(z) sinon
pour une fonction u unique (a 2im preés dans le cas k =0).

Si on autorise les changements de coordonnées qui ne préservent C' que glo-
balement (et non pas ponctuellement comme dans le lemme), la forme normale

devient alors i
3 ety sik=0
F=y G=9 _ . N .
J+7 " (c+7T) sinon

ou ¢ = u(0).



2.1. STRUCTURE AFFINE 21

La fonction u peut étre trouvée grace aux formules

. G-F . . G :
u:llg%w sik>0et u-log(ili%F) si k=0.

De plus, les feuilletages F' = cte et G = cte sont donnés par

0= dj
et 0=dj+ (k+1)y"u(@)dj+ 7"/ (2)dz sik >0,
ou 0=dy+yu'(z)di sik=0.

La forme w peut étre retrouvée avec la formule w = du, donc la fonction u est une
coordonnée de la structure affine.

Démonstration. Faisons la preuve dans le cas k£ > 1. Commencons par poser § =
F (que l'on renomme y dans un soucis de simplicité) et développons G = y +
Ger1 ()Y 4+ ..o Alors dF A dG = —(gp.q(2)y*™ + .. )dx A dy de sorte que
9e41(0) # 0 et g1 (x) = c+ ¢(x) avec ¢ = gr41(0) et p(x) une coordonnée locale.
En conséquence de quoi G =y + (¢ + ¢(z,y))y**! on

G—-F
¢($, y) = (p(x) + Zgn+k+l<x)yn = W —C.

n>0

I apparait donc clairement que (Z,y) = (¢, y) est 'unique systéme de coordonnées
réalisant la forme normale G' = y + (¢ + Z)y**!. Finalement, la coordonnée ¢! o ¢
induit 'identité sur C et conjugue G avec y + (¢ + o(x))y**

Le cas k = 0 peut étre traité de maniére similaire, en remarquant que g;(0)
n’est pas nul puisque G est une équation réduite de C. O

Comme annoncé dans l'introduction, la structure affine permet de controler
I'ensemble de tangence. Rappelons que 'on définit 'ensemble de tangence par
Tang(F,G) = {dF' A dG = 0}, on appellera courbe de tangence toute composante
irréductible de Tang(F, G) différente de C. Le long d’une courbe de tangence T,
on a dF ANdG = 0 donc si T intersecte (', le point d’intersection donne un zéro de
la forme w, ie. un point de branchement de la structure affine. Or, le nombre de
points de branchements d’une structure affine est régi par le théoréme suivant :

Théoréme (|[Man|). Sur une courbe de genre g, une structure affine a 2g—2 points
de branchements comptés avec multiplicité.

On obtient ainsi une borne sur le nombre de courbes de tangence qui inter-
sectent C.
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2.2 Représentations d’holonomie

On a donc deux invariants donnés par I'indice de contact et la structure affine.
Les troisiémes et quatriémes invariants sont les représentations d’holonomie de la
feuille commune pour les deux feuilletages

pr, pg + m(C) — Diff (C, 0),

chacune étant définie & conjugaison prés. Pour étre plus précis, soit F' une intrégrale
premiére minimale (ie. submersive) de F au voisinage de py telle que C' = F~1(0)
pres de po. Pour tout lacet v basé en pg, la continuation analytique F7 de F' le
long de 7y est encore une intégrale premiére de F et prend donc la forme

F7' =@, oF.

La représentation d’holonomie est donc définie par pr(y) = ¢,. On remarque que
par définition de A, ¢, (2) = AJ 2z + ...
Dans des coordonnées locales (x,y), si les feuilletages F et G s’écrivent

dy =20
dy = —wy + .

et si T est une transversale fixée paramétrisée par yo et intersectant C' en py,
la feuille de G passant en yo a pour équation (par exemple dans le cas k > 1)
y = ®(z,y0) avec

(I’(l",yo):yo—(/ w)y§+1+-..=yo—u<x>y§“+...
Po

avec u donné par ¢ = 0. Soit G l'intégrale premiére de G telle que G|r = F|r. Elle
peut s’écrire (rappelons que F' = y)
G=y+u@)y" ™ +. . =F+ulx)F +. ..
La continuation analytique de G le long de v est donc
G = F7 + (Mu(z) + py) (F7)
_ H _
=(\ly+..)+ (u(x) + )\—Z) A )
Y
)\;1 (y + u(:c)yk“) + .. } + iy [)\;1 (y + u(x)yk“) +
pr(7) 0 G+ 1y (pr(7) 0 G)H 4.

]kJrl
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On a donc montré que la représentation d’holonomie vérifie la relation
pg = s © pr modulo "+ (2.1)

ol
exp(py)y sik=0
Y+ttt sik > 0.

<mvww>={

Dans tous ces calculs, deux choix ont été faits : le choix d’une transversale
T passant par pg et celui d’'une coordonnée y sur 7', qui détermine les intégrales
premiéres F' et G de F et G par le fait que G = F = y sur T'. Si y est changé en
Ay, F est changé en A\F, G devient \G, u se transforme en \u de sorte que fi,
devient A* ., et les représentations pr et pg sont conjugués par Aid, ce qui montre
que la condition (2.1) est respectée. Si y est changée en 1 o y avec 1) tangent a
'identité, w est inchangé et la condition (2.1) est encore respectée. Finalement, si
on choisit une autre transversale, on peut aussi choisir une coordonnée deussus de
sorte que u et I’ ne soient pas affectés, et alors G se retrouve composé avec un
diffefomorphisme tangent a l'identité a 'ordre k + 1. Dans ce cas, I’équation (2.1)
est encore préservée,

Un invariant est donc un quadruplet (k, u, pr, pg) ol u est une coordonnée affine
sur C, pr et pg sont deux représentations vérifiant certaines régles de compatibilité,
c’est a dire : la relation (2.1) et le fait que si )\;1 est la partie linéaire de pr, celle
de ps est )\ﬁ (cette condition n’a de sens que quand k # 0, auquel cas pr et pg
sont tangents & un ordre supérieur ou égal a 1). Deux quadruplets (k,u, p1, p2) et
(k,a, p1, p2) sont équivalents si il existe 11, 19 € Diff(C, 0) tangents a 'ordre k tels
que

pi = Yo piot; !
et, si A = ¢1(0) et p vérifie

Yo =ty + i 4+

les fonctions u et 4 vérifient les relations

1
ﬂ:Fu—Fu dans le cas k # 0, et

@ =u+log(n) quand k= 0.

La condition sur les coordonnées w et @ vient du fait que si ¥1(z) = Az et
Va(2) = Az + pu(A2)F*1, alors

VaoG—thoF 1G-—F (G)“l
= 1

(thy 0 PR+ N\ pht Jal
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quand k£ > 0. Si k =0, pour ¢1(z) = Az et ¥q(2) = u1(2),

¢20G_ g
boF FF

Au vu de ce qui a été fait, il ne reste qu’a vérifier que chaque difféomor-
phisme tangent a l'identité a l'ordre k£ + 1 peut étre réalisé par un changement
de transversale qui intersecte encore C' en po. Soient ¢ € Diff*t'(C,0) et T =
{(z,y) | ®(z,v " (y)) = y}. Comme py est générique, ce n’est pas un zéro de w
donc par inversion locale, la composante irréductible de T transverse a C' est la
transversale recherchée (la fonction ®(z,10) est la méme que définie précédem-
ment : ¢’est 'équation de la feuille de G passant par py en yo).

2.3 Genre 1

Dans le cas ou C' est une courbe de genre 1, la structure affine n’a pas de points
de branchements et les deux feuilletages n’ont pas de tangence en dehors de C.
Les seuls invariants sont donc le quadruplet (k,u, pr, pg), deux invariants étant
équivalents si ils peuvent étre déduits I'un de 'autre par un changement du choix
de la transversale Ty passant par pg et d’une coordonnée dessus. On obtient ainsi
le résultat :

Proposition 2.3.1. Soient C' une courbe de genre 1, (U, F,G) et (U, F,G) deux
voisinages bifeuilletés de C'. Ces voisinages sont analytiquement équivalents si et
seulement si ils ont les mémes invariants (k,u, pr, pg) modulo I’équivalence décrite
avant.

De plus, pour chaque quadruplet (k,u, p1, p2) vérifiant les conditions de compa-
tibilité, il existe un voisinage bifeuilleté (U, F,G) réalisant ces invariants (et il est
unique & isomorphisme pres).

Démonstration. Soient (U, F,G) et (U, F,G) deux voisinages ayant les mémes in-
variants modulo équivalence, prouvons qu’ils sont difféomorphes. On remarque
d’abord que I’étude se réduit au cas ou les holonomies et la structure affine sont
exactement les mémes (quitte a changer le choix de la transversale et de sa coor-
donnée dans lesquelles les invariants sont calculés).

Fixons un point p € C' et considérons des intégrales premiéres (F,G) et (F,G)
tangentes a 'ordre k. La courbe C' étant de genre 1, la structure affine n’a aucun
point de branchement et le diviseur des zéros de dF A dG (et de dF' A dG) est
(k + 1)C. Par le lemme 2.1.1, il existe un unique germe de difféomorphisme ¢ :
(U,p) = (U,p) qui conjugue les deux paires et tel que ¢|c = id. Par unicité de
¢ en chaque point, ¢ s’étend a chaque ouvert simplement connexe suffisamment
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proche de C. Les monodromies de (F,G) et (F,G) sont les mémes donc ¢ est bien
définie globalement et réalise le difféomorphisme recherché.

Pour prouver qu’on peut réaliser tout invariant, considérons k, u, p; et ps
vérifiant la condition de compatibilité. Considérons C' = C, le revétement universel
de C et le fibré trivial C' x C ,» avec deux fonctions F' =y et G = y + u(z Yyk+t
définies dessus. On cherche a construlre pour chaque lacet v un difféomorphisme
¢, d’un voisinage de C' qui préserve C, induit la translation de ~ dessus et qui
conjugue (F,G) avec (p1o F,ps 0 G).

Etant donné que les représentations p; et p, vérifient la condition de com-
patibilité, la paire (p; o F,py o G) aura les mémes invariants que (F,G), ce qui
implique 'existence de ¢, autour de chaque point par le lemme 2.1.1. Par unicité,
ces diffeomorphismes locaux se recollent globalement ce qui donne une action de
groupes v — ¢,. En passant au quotient, on obtient un voisinage U O C avec deux
feuilletages F et G d’holonomies respectives pr = p1 et pg = p2 (et ayant donc un
ordre de contact k et la bonne coordonnée affine u). O

On peut améliorer ce résultat en remarquant que 'entier k est déterminé par
les représentations d’holonomie, et que la structure affine donnée par u est déter-
minée par ses périodes qui sont elles-mémes déterminées par les représentations
d’holonomie.

Théoréme 2.3.2. Soit C une courbe elliptique, (U, F,G) et (U, F,G) deuz voisi-
nages bifeuilletés de C d’ordre de contact k+1. Ces voisinages sont analytiquement
conjugués si et seulement si il existe deuz difféomorphismes ¢y, ¢o € Diff(C,0) tels
que ¢1 = ¢ mod y*2 et pour tout lacet v € m,(C),

$ropr(v) oy’ =pr(7), et d20pg(7) 0 by = pg(7).

De plus, pour tout couple de représentations pi,ps = m(C) — Diff(C,0) vé-
rifiant la condition de compatibilité (2.1) pour une certaine coordonnée affine, il
existe un voisinage bifeuilleté (U, F,G) de C tel que pr = p1 et pg = ps.

Démonstration. Il faut juste montrer que la fonction u est déterminée par les
périodes de du, ie. que si f7 du = 0 pour tout vy € m(C), alors u = 0.

Si les périodes de du sont nulles, alors comme u(py) = 0 par les choix effectués,
la fonction u a une monodromle multiplicative. Il en résulte que % est une 1-forme
bien définie sur C, donc que & - = adx pour un a € C. Mais comme u(po) = 0, on
en déduit que u = 0. O






Chapitre 3

Etude de paires de fonctions

Pour pouvoir continuer I’étude semi-globale en genre supérieur, on a vu qu’il
fallait d’abord s’intéresser aux configurations locales qui pourraient intervenir. On
s’'intéressera donc dans ce chapitre aux questions suivantes : si f et g sont deux
germes de fonctions sur (C",0), peut-on caractériser le couple (f,¢g) a difféomor-
phisme prés (ie. a Z-équivalence prés) ? Peut-on caractériser le couple des feuille-
tages (F,G) donnés par les lignes de niveau de f et g a diffeomorphisme prés (ie.
caractériser le couple (f,g) a F-équivalence pres) 7

On commencera par présenter le lemme-clé (3.1.1) qui permet de donner une
réponse a la premiére question en dimension n, puis on expliquera comment ré-
pondre & la deuxiéme question a partir de la premiére en dimension 2, puis on
explicitera les résultats obtenus dans les cas particuliers qui nous intéressent pour
la classification des voisinages bifeuilletés (ie. si une des fonctions est réguliére).
On présentera ensuite une étude détaillée des paires de fonctions de Morse qui
est le cas le plus simple aprés avoir considéré les cas ot une des deux fonctions
est réguliére. On finira par examiner un exemple plus singulier pour tester si le
lemme-clé est utilisable dans des cas plus dégénérés.

On pourra retrouver certains résultats de la section 3.2 (a savoir : les résultats de
classification de paires de feuilletages lisses avec une feuille commune) dans [Thol] ;
on pourra aussi retrouver I'étude des paires de fonctions de Morse, ’exemple plus
singulier qui suit et le lemme-clé dans [Tho2].

3.1 Généralités

3.1.1 Z%-équivalence

Dans cette section, on cherche principalement a prouver le lemme suivant :

27
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Lemme 3.1.1 (Lemme-clé). Soient f, go et g1 trois fonctions sur (C",0). Sup-
posons que les idéaux de tangence I(f,go) et I(f,q1) soient égauz et supposons de
plus qu’une des deux hypothéses suivantes soit vérifiée :

1. f a un point singulier en 0 et gy — go € I(f, 90)-

2. g1 — 9o € m((Cn,O)[(f, go)
Alors (f,g0) et (f,q1) sont Z-équivalents.

La preuve de ce lemme est basée sur la méthode du chemin de Moser (cf.
[Mos|) : on construit un chemin (f, g;) entre (f, go) et (f, g1) et on montre que tous
les (f, g:) sont difféomorphes. Posons ¢; = go + (g1 — go) et g(t,) = g:(-) € O(U)
pour un voisinage U de [0, 1] x {0} dans C, x C". Introduisons aussi I = I(f, g)
(qui est un idéal de O(U)) et pour tout ¢, I, = I(f, g:) (qui est un idéal de O(cn ).
Ecrivons finalement d, f Ad,g = Zi<j hijdz; N\ dx; pour un systéme de coordonnées
(x;) sur C", J = (h;;)i<; et remarquons que I; = (h;;(t,-))icj-

On va d’abord étudier ces idéaux pour montrer que J = Iy ®o, O(U) ou O,
désigne ’ensemble des germes de fonctions holomorphes en les variables x1, ..., z,.

Proposition 3.1.2. Supposons que Iy = I, alors Iy = I; pour t générique.

Démonstration. Considérons les idéaux [y ®p, O(U) = (h;;(0,-)) et J = (hy;). Les
fonctions h;; sont affines en ¢, donc

hij(t,-) = thi;(1,-) + (1 —t)hi;(0, ).

Comme Iy = Iy, les fonctions h;;(0, -) et h;;(1, ) engendrent le méme idéal I, donc
hij(t,-) € Iy pour tout ¢ puis h;; € Ip ® O(U) et J C Iy ® O(U). L’ensemble des
zéros de 'idéal J est un ensemble analytique F et Iy ® O(U)/J est un idéal de
I'anneau O, ,/J dont le support est un sous-ensemble analytique F' de E. Comme
hij(t, )|li=0 = hi;(0,-), le point 0 n’appartient pas a F. La droite D = {z = 0}
contient des points qui ne sont pas dans F' donc F'N D ne consiste qu’en un nombre
fini de points. L’ensemble F' étant fermé, les restrictions Iy ® O(U)|i=, = lo et
Ji=t, = Iy, sont égales pour tout t; sauf un nombre fini. ]

Dans la suite, on supposera de plus que [; est constant le long de l'intervalle
[0, 1]. Si ce n’est pas le cas, on peut trouver un point ty € C tel que I, = Iy pour tout
t dans chacun des segments [0, to] et [to, 1] (grace & la proposition précédente). On
pourra alors utiliser le raisonnement qui va suivre sur ces segments pour prouver
que (f,90) =~ (f,9t,) =~ (f,91). L’hypothése que I, est constant le long de [0, 1]
n’est donc pas restrictive.

Proposition 3.1.3. Supposons I, = Iy pour tout t € [0,1], alors pour tout ty €
0,1], le localisé Jiy) de J en ty vérifie Ju) = Iy ®o, C{t —to, x}.
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Démonstration. 1l suffit de prouver que Jiy,) = Iy ® C{t — to, x} car I;; = I,.

On a déja vu que les h;; sont affines en ¢t de sorte que h;;(t) = hi;(to) +
i:@g (hij(1) — hi;(to)) (dans le cas ou ty # 1; le cas t, = 1 peut étre traité de
maniére similaire). Notons H(t) le vecteur (h;;(t))i<;; 'hypothése I; = I, nous
donne une matrice A a coefficients indépendants de ¢ telle que H(1) = AH (to),
d’ou l'existence d’une matrice B vérifiant H(t) = (id + (¢t — to) B)H (to).

Pour t proche de t, la matrice id+ (t —to) B est inversible donc les composantes
des vecteurs H(t) et H(to) engendrent le méme germe d’idéal au voisinage du point
to. Pour conclure, on remarque que le germe d’idéal engendré par les composantes

de H(to) est I(]®(C{t—t0,(l}} ]

Un corollaire de cette proposition est que pour tout point py = (to,x9) € U C
C, x C", on a la relation Jy,y) = ({o)(zo) @c{z—z0} C{t — o, — 20}

Proposition 3.1.4. J = [, ®0, O(U).

Démonstration. On peut supposer que le voisinage U est Stein. L’idéal J (resp.
Iy ® O(U)) définit un faiscean d’idéaux _# (resp. ') par () = Jp,) pour
po € U (resp. Hipy) = (1o)(@e) ® C{t — to,x — 20} pour py = (to,x0) € U). Ces
faisceaux sont localement de type fini; si a1, ..., a; sont des sections locales de ¢
(resp. '), le faisceau des relations R(ay, . .., ax) peut étre vu comme les relations
des sections a; du faisceau O. Ainsi, par le théoréme d’Oka (voire par exemple
[Horl]), R(a1,. .., ax) est localement de type fini et ¢ et J# sont cohérents.

Prenons a € Iy ® O(U), alors a,) € Ky = #(p) pour tout p € U; comme U
est Stein et comme les sections globales h;; engendrent ¢ localement, il existe des
rij € O(U) holomorphes tels que a = ) r;;h;;, ie. a € J (cf. [Horl]).

La réciproque se traite de maniére similaire, avec h;;(0,-) comme sections glo-
bales engendrant %" localement. O

Si de plus g1 — go € Iy comme dans les hypothéses du lemme, on déduit que
g1 — go € J par la proposition précédente. On remarque alors que J est égal a [
puisque df Adg = d,f Nd.g+ (91 — go)df A dt.

On est maintenant en mesure de démontrer le lemme-clé :

Preuve du lemme-clé. Comme noté ci-avant, 'hypothése g; — gy € Iy utilisée avec
la proposition 3.1.4 implique l'existence de fonctions holomorphes r;;(t, z) (pour
i < j) telles que g1 — go = >_,; Tijhij.

Pour utiliser la méthode du chemin, on doit trouver un champ de vecteurs
X =", X0, + 0, défini dans un voisinage de {0} x [0,1] € C™ x [0,1] tel
que X - f = X - g = 0. On cherche aussi a avoir X(0,t) = 9; de sorte que le
flot ps(x,t) de X soit défini dans un voisinage de {0} x [0, 1]. Le difféomorphisme
@z p1(x,0) verifiera alors (f o, ggo ) = (f,g1) sur (C",0).
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Rappelons que
X-f=) X[ et
i=1

X-g= ZXiaxigt + (91 — 9o)-

i=1
On remarque alors qu’il suffit de trouver pour chaque 7 = 2,...,n un champ
de vecteur X/ satisfaisant aux conditions X7 - f =0 et

n j—1
Z Xf@mlgt + ]Z: rijhij =0
=1 =1

car le champ de vecteurs X = Z?:Q X7 + 0, satisfaira alors nos exigences.
Sur l'ouvert U; = {0,, f # 0}, on peut imposer que

i 1 j
Xi=5.7 (Z <amf>Xi>

i#]

de sorte que

j—1
aar7f (Z X 8J:Lgt + Z sz zy) = Z (axyfawlgt - axlfaxjgt)ij + (awjf) (Z Tijhz'j>

i#] i=1
j—1
= Z hZ]X] 85,;7][) (Z rijhij) .
1#] i=1

On peut donc choisir Xf = 130y, f sii < j et Xij = 0 pour ¢ > j, ce qui
donne X; = — Ziq 7i;0z, f. On voit que chaque composante Xf est holomorphe
au voisinage de {0, f = 0} ce qui signifie que le champ de vecteurs X7 est défini
sur (C™,0) x [0, 1]. De plus, d’apreés les hypothéses, ou bien f est singuliére en 0 et
chaque 0,, f s’annule en 0 ou bien tous les r;; peuvent étre choisis nuls un 0, donc
chaque X7 s’annule sur {0} x [0, 1].

Le champ de vecteurs X = Zj X7 + 0, est celui que ’on cherchait. O

Remarque 3.1.5. On peut espérer simplifier ’hypothése g1 — go € mcn0)I(f, g0)
pour obtenir g1 — go € 1(f, go) dans certains cas, par exemple si g1 — go s’annule
a un ordre assez grand a l’origine.

Un autre cas utile o on peut simplifier est le cas de la dimension n = 2 que
l'on décrit dans le lemme suivant.
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Lemme 3.1.6. Soient f,g; € Oc20) avec [ régulicre et g, dépendant holomorphi-
quement de t.
— Si f et g, n'ont pas de feuille commune, on suppose que Tang(f, g;) n’est pas
vide, que I(f,g;) est indépendant de t et que 0yg; s’annule sur Tang(f, g:).
— Si f et g, ont une feuille commune L, on suppose que Tang(f,g;) # L, que
I(f,g:) est indépendant de t, que Opg; s’annule sur Tang(f, g;) et que Og;
s’annule au moins au méme ordre que df A dg, le long de L.
Alors 0,9, € mc2,0) L (f, gr).

Remarque 3.1.7. Comme g, peut étre singuliere, il serait plus correct de parler
de séparatrice de g; en reprenant le language des feuilletages. La propriété "f et g,
ont une feuille commune" deviendrait alors "la feuille {f = 0} coincide avec une
séparatrice du feuilletage induit par g,".

Démonstration. Sous ces hypothéses, on peut supposer que les coordonnées sont
(x,y) et que f = y. Notons ¢(t,-) = g, et § = Oyg. Or, I'idéal I(f,g;) s’écrit
(0rg:) donc nécessairement 0,g appartient a (0,¢g). En effet, il existe une fonction
a inversible telle que 0,9, = a(t)d,g;, donc 0,4(to) = dya(to)Orgy,-

Supposons dans un premier temps que g; n’est pas constante sur y = 0. On
peut alors appliquer le théoréme de préparation de Weierstrass et écrire 0,9 =
uw(x,y,t)P(z,y,t) = u]] (x — x;)% avec u = u(t,z,y) inversible holomorphe, P
polynomial en z, z; = z;(y) et k; = k;(y) a priori pas holomorphes. En intégrant
on obtient pour tout i : g = ¢; + (x — z;)* v donc ¢ = ¢ + (v — x;)ki L0, et
comme ¢ s’annule en x;, il s’ensuit que ¢; = 0 donc que (z — ;)% divise g. Ceci
étant vrai pour tout i, le produit [] (z — z;)¥*! divise § et on trouve une fonction
w = w(t, z,y) holomorphe en z (a priori seulement en x) telle que § = wd,g.

On remarque finalement que w = ¢/0,g est méromorphe et bornée, donc holo-
morphe, ce qui permet de conclure que ¢ € (9,g). De plus, w s’annule le long de
I'ensemble de tangence, donc dés que I(f, g;) n’est pas trivial, § € mc2 0\ (f, g¢).

Maintenant, si g; est constante sur y = 0, alors {y = 0} C Tang(f,¢;) et ¢
doit s’annuler sur y = 0 par hypothése. On peut donc supposer que g = 0 sur
y = 0 quitte & enlever une constante. Alors on peut refaire la méme preuve que
précédemment et trouver une fonction w holomorphe en dehors de {y = 0} (et
ayant peut-étre un poéle en {y = 0}) telle que ¢ = wd,g. Ainsi, 'hypothése que
¢ s’annule (au moins) au méme ordre que d,g sur la feuille commune permet de
conclure que w n’a pas de pole et est donc holomorphe. O

Corollaire 3.1.8. Soient (f, go) et (f, g1) deux couples de fonctions de Oc2 ) tels

que [ soit réquliere et les idéaux I(f, g;) soient égauz.
— Si f et g n'ont pas de feuille commune, on suppose que Tang(f,g;) n'est
pas vide et que les restrictions des g; a [’ensemble de tangence sont égales.
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— Si f et g; ont une feuille commune L, on suppose que Tang(f,g;) # L, que
les restrictions des g; a l’ensemble de tangence sont égales et que g1 — go
s’annule au moins au méme ordre que df A dg le long de L.

Alors (f,g0) et (f, 1) sont Z-conjugués.

Plus généralement, (par exemple dans le cas sans feuille commune), on peut
supposer qu’il existe un diffeomorphisme ¢ de (C?,0) qui conjugue les idéaux de
tangence, qui préserve f et qui conjugue les restrictions des (f, g;) aux ensembles de
tangence. Si I’ensemble de tangence est suffisamment simple, on peut remplacer la
derniére condition par "on suppose que les restrictions des (f, g;) & chaque courbe
de tangence sont conjuguées”, mais en général, des difféomorphismes de plusieurs
courbes ne se recollent pas en un difféomorphisme global.

3.1.2 .Z-équivalence

Dans cette section, on s’intéresse a la .#-équivalence des couples de fonctions
(f,9), ie. a I'équivalence des feuilletages (F,G) donnés par les hypersurfaces de
niveau de f et g. Bien que les invariants présentés ici soient définissables en toute
dimension, on va se restreindre & la dimension 2 car on essayera d’adapter le
corollaire 3.1.8 pour obtenir un résultat sur les feuilletages.

On cherche maintenant & introduire un nouvel invariant : le transport d’holo-
nomie. Dans le cas ou le feuilletage F est lisse et ou 17 et T, sont deux courbes
transverses & F, chaque feuille de F coupe T} et T5 en un point chacun, et on
peut définir le transport d’holonomie @7, : Ty — T, comme étant la fonction qui &
x1 € T associe 'unique x5 € T qui appartient a la feuille de F passant par x;.

y | #12(v)
T R Pra()
f‘
T 15

Notre but sera dans cette partie de généraliser cette définition au cas ot F
est singulier et ol les T; peuvent avoir un point singulier en 0, et de voir com-
ment les transports d’holonomie dans le cas ou les T; sont les courbes de tangence
interviennent dans la classification des paires de feuilletages.

Le principal probléme vient du fait qu’une feuille d’un feuilletage singulier peut
couper une courbe en plusieurs points, donc pour généraliser la construction précé-
dente, il va falloir choisir parmi ces points d’intersection ; et pour espérer pouvoir
obtenir des résultats intéressants, ce choix devra étre fait de maniére cohérente.
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Si les T; sont lisses et en position générique, on peut considérer ’holonomie
évanescente en éclatant l'origine et en fixant des chemins sur le diviseur excep-
tionnel E entre les différentes intersections T; N E (cf [IY]) ; mais en général, aprés
un éclatement, les T; intersectent peut-étre encore plusieurs fois les feuilles du
feuilletage.

On réalise alors une suite d’éclatements d’abord en 0 puis sur les différents
diviseurs exceptionnels qui apparaissent pour que les courbes de tangences ne
s’'intersectent plus, soient transverses aux composantes du diviseur exceptionnel,
et n’intersectent plus les transformées strictes de {f = 0} et {g = 0}. On dira
qu’une telle suite d’éclatements choisie minimale est un éclatement standard du

couple (f,g).

Définition 3.1.9. Un éclatement standard du couple (f,g) est une suite d’écla-
tements

B, BB, ™" ... 3 By = (C?0)

ol a chaque étape m; est un éclatement centré en un point p du diviseur exceptionnel
de B;_1 telle que ou bien
— p appartienne & deux courbes T; et T, ou bien
— p appartienne & une courbe T; et la transformée stricte de {f = 0} ou
{g = 0}, ou bien
— p appartienne a une courbe T; qui n’est pas transverse au diviseur excep-
tionnel ;
on suppose de plus que la suite (B;,m;) est mazimale parmi les suites vérifiant les
conditions ci-dessus, ie. toutes les courbes T; ont été désingularisées, ne s’inter-
sectent plus et n’intersectent plus les transformées strictes de {f = 0} et {g = 0}.

Exemple. Voici un exemple d’éclatement standard avec Tang(F,G) = Ty U T
(dessiné avec un seul feuilletage pour des raisons de lisibilité).

Ty T

T
Tz
e, =
@ ¥
= /
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Un éclatement standard est uniquement déterminée (a réordonnement prés)
par 'ensemble de tangence et les feuilles {f = 0} et {g = 0}. En particulier, si
ces trois objets sont fixés, on peut parler de la multiplicité de f le long d’une
composante du diviseur exceptionnel, ce qui permet la définition suivante :

Définition 3.1.10. On appelle type d’un couple (f,g) la famille formée par le
triplet (Tang(f,g),{f = 0},{g = 0}) modulo difféomorphisme et des ordres de f
(resp. g) le long de chaque composante du diviseur exceptionnel d’un éclatement
standard du couple (f,g) (comme décrit ci-dessus).

Deux couples .#-équivalents ont nécessairement le méme type donc le méme
éclatement standard, donc le méme diviseur exceptionnel L = E; U ... U E,,.
Cependant, la courbe L peut avoir des automorphismes non triviaux, donc un
difféeomorphisme entre deux couples .#-équivalents peut se restreindre & L pour
donner un automorphisme non trivial. On ne considérera dans la suite que le cas ol
L est fixé pour pouvoir définir proprement les transports d’holonomie ; on discutera
des défauts de ce choix aprés.

Etant donné un chemin ~ dans une composante E; de L, si v ne passe pas par
les points d’intersection entre E; et les autres E; ou entre E; et la transformée
stricte de {f = 0}, alors F est lisse au-dessus de v et permet de définir le trans-
port d’holonomie <pf:2 entre deux courbes T} et T, transverse a F; passant par les
extrémités de 7.

Quitte a fixer des chemins dans les composantes F; de L, on peut donc définir
proprement les transports d’holonomie entre des courbes qui passent par un méme
E;. Si E; et E; s’'intersectent en un point p, on peut fixer des coordonnées locales
(x,y) sur un voisinage de p de sorte que E; = {y = 0} et E; = {x = 0}. La
fonction f s’écrit dans ces coordonnées f = uzFiyki = (ﬁxkiyké‘)d ou k;, k;j sont les
multiplicités de f sur E; et Ej, u est inversible et d = pgdc(k;, k;). On choisit @ de
sorte que u(p) soit n’importe quelle racine d-iéme de u(p) et que @ soit continue
au voisinage de p.

Fixons deux transversales T; = {x = ¢;} sur E; et T; = {y = ¢;} sur E; proches
de p. Sion pose f = az*y*s, f et f ont les mémes feuilles, donc la feuille F, de F
qui passe par le point de coordonnée y =t sur 7; a pour équation

F,:a(z, y)zbiyk = &(ei,t)sf;tkg’.

Ainsi l'intersection entre F} et T} est

N . k‘; . fb(gl,t) kfb —K. L
ot = {y—sj,x " a(r, ) Ty
Le quotient g((;i;)) vaut & peu prés 1 donc il y a k] points d’intersection entre Fj et
€

T;. Le transport d’holonomie entre T; et T; est donc une application multivaluée (&
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k! valuations différentes), et il y a k; choix pour le définir. De méme, pour passer
de T} vers T;, il y a kj choix.

On fixe donc ¢;, 5 proches de 0 et une détermination des racines ki-iéme et k-
iéme pour que les transports d’holonomie @7, 7, €t gpjfj 7, solent bien définis. Ainsi,
pour définir le transport d’holonomie entre une courbe 7} passant par E; et une
courbe 75 passant par F;, on choisit un chemin ~; de 77N E; a T;N E; et un chemin
7v; de T; N E; vers To N E; 5 le transport d’holonomie de 77 vers T, est alors défini
comme la composée des transports de T vers T; le long de v; puis de T; vers T;
comme précisé ci-avant, puis de T} vers 75 le long de «y;. Pour simplifier, on omettra
de préciser ces choix dans la suite et on parlera du transport d’holonomie de T}
vers T5 le long d’un chemin v (passant par E; N Ej).

Remarquons que tous les choix ont été faits sur L : on a fixé des coordonnées
locales x, y sur des composantes de L, choisi €;, ¢; dans les coordonnées z et y, des
déterminations des racines dans les coordonnées x et y et des chemins dans L. Ce
sont donc des choix intrinséques si on considére que L est fixé comme on I'a fait.

Remarque 3.1.11. Dans toute cette construction, on a supposé que [’éclatement
effectué est minimal pour étre sir que deux courbes identiques soient éclatées de la
méme maniéere de sorte o pouvoir effectuer les mémes choix et a définir les mémes
transports d’holonomie pour les deu.

Cependant, on peut se demander ce qu’il se passerait si on éclatait trop :
pourrait-on définir les mémes transports d’holonomie ? Autrement dit, si on effec-
tue un éclatement en plus aprés l'éclatement standard, peut-on définir les mémes
transports d’holonomie ¢ Supposons que l’on cherche a calculer le transport d’holo-
nomie de F entre deux courbes T1 et T5. Si Ty et Ty intersectent le diviseur excep-
tionnel L sur la méme composante E; de L, alors un éclatement supplémentaire ne
changera rien. Il suffit donc de vérifier le cas ot T1 intersecte une composante E;
de L et Ty une composante Ey avec E1 N Ey # 0 et ot on éclate le point By N Es.

Notons FEs3 le diviseur obtenu lors de ’éclatement superflu et @15 le transport
d’holonomie de Ty vers Ty. Soit py € Ty et F' la feuille de F passant par p,. Le
choix de @12 est équivalent au choixz d’un point ps dans lintersection F N'Ty et
d’un chemin v entre py et ps dans F. On considére maintenant une transversale
T3 a E3 qui intersecte v. Le chemin v détermine donc un choiz pour le transport
d’holonomie entre T et T3, p13, et un choix pour pss. Par construction, @30 p13 =
w12 donc en ce sens, un éclatement supplémentaire n’influe pas sur la construction
effectuée.

Il reste une derniére sorte de transport d’holonomie a définir : le transport d’ho-
lonomie d’une courbe T; vers elle-méme. Ce concept n’a évidemment de sens que
si T; intersecte chaque feuille de F plusieurs fois, mais si ¢’est le cas, ce transport
d’holonomie devra étre une fonction qui permute ces points d’intersection, ie. un
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diffeomorphisme de T; qui préserve f (si f n’est pas une puissance d’une fonction).
Si f est d’ordre p sur T;, ’ensemble des difféomorphismes de T; qui préservent f
est un groupe cyclique d’ordre p. L’image d’une demi-droite R C T; sous l'ac-
tion de ce groupe est la réunion de p demi-courbes dj, tangentes a exp(2ikm/p)R*
(k =0,...,p—1). On choisit pour définir le transport d’holonomie de T; dans
lui-méme le générateur ¢ de ce groupe qui envoie la demi-courbe dy sur d;.

On sait donc définir le transport d’holonomie entre deux courbes, mais si ces
courbes n’ont pas de signification géométrique, le transport d’holonomie corres-
pondant n’en aura pas non plus. Mais si on considére le transport d’holonomie
entre deux courbes de tangence, modulo difféeomorphismes & la source et au but,
on obtient un objet invariant par l'action du groupe .%.

Notons T, ..., T, les courbes de tangence, introduisons une courbe lisse géné-
rique Tj et choisissons des chemins vy; dans L entre les points d’intersection de L
avec T;. Fixons des coordonnées t; sur 1T; pour calculer les transports d’holonomie
oL, gogi : Ty — T; le long des vp;. On supposera que les coordonnées t; sont choisies
de sorte que ¢[,(0) = 1.

Définition 3.1.12. On appelle transport d’holonomie du couple (f,g) (exprimé
sur la courbe Ty, dans les coordonnées t;, le long des chemins ~yy;) la famille

TH(f> g) = ((CO}—v C0g>> (90.(57 900gi>i=1,...,r)-

Les applications ¢f; sont les applications multivaluées de T, dans T; définies ci-
dessus, et les (§ sont les difféomorphismes de Ty définis ci-dessus.

Par construction, si ¢ est de multi-valuation d;, alors ¢, peut étre vu comme
. . el /d; .
une application d'un revétement ramifié TO/ * de Tg vers T;. Sous ce point de vue,

les d; autres choix pour l'application de transport d’holonomie de TO1 /4 Gers T;
sont les o o (CF)%, k=1,...,d; ott (T est un relévement de ¢ a Ty/*.

Considérons des changements de coordonnées 1; sur les T; et voyons comment
ces changements de coordonnées agissent sur les transports d’holonomie. On peut
trouver un revétement TO1 /™ de Ty d’ordre m ot m est un multiple commun des
degrés de multi-valuation des ¢f, et considérer les ¢g;, comme des applications de
Tol/m dans T;. On peut relever 1y a Tol/m en %, et on considére que (v;)i—o....n agit
sur le transport d’holonomie T'H par

(i) - TH = (oG " ol ), (it (o) ™ i (o) ™)),
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Si on change la courbe T en T, les transports d’holonomie entre Tj et T
donnent deux difféomorphismes s et 1), de Ty dans T qui transforment la famille
TH en

(W5, 0g) - TH = (007" 0oCE), (6507 05y o),

olt 1 est un relévement de ¢ & Tol/m pour [ = f,g.

La prochaine proposition donne 'ordre de tangence entre les transports d’ho-
lonomie de F et G en fonction de 'ordre d’annulation & l'origine de f, g et df Adg.
Par "ordre d’annulation" d’une fonction h a l'origine, on entend U'entier k tel que
h € m*\ mk+t,

Proposition 3.1.13. Si df Adg s’annule a l'ordre k a l'origine, f a Uordre py et
g a Uordre p, et si Ty et T sont deuz courbes génériques non tangentes, alors les
composantes p” et 09 du transport d’holonomie de Ty vers T} sont des difféomor-
phismes tangents a l'ordre k — py — py + 3, ie.

((pg)_l o 90]: —udg, € m;O Pf=Pgt3,

Démonstration. Eclatons l'origine et notons f , g les fonctions obtenues dans les
variables z, z ot y = xz. Si df Adg = hdzAdy, alors df Adg(x, z) = h(z, zz)zdrAdz.
Ainsi, df A dg ’annule a Uordre &+ 1 le long du diviseur exceptionnel E. Comme
les courbes T} et Tj) sont choisies génériques, les feuilletages éclatés F et G sont
transverses prés de Ty et T en dehors de E. Ainsi, on peut écrire f = xpff et
g = P9 g avec f g non nulles au voisinage de Ty et Ty et p; Uordre d’annulation de
[ sur E donc de [ en 0. Quitte a choisir T, proche de T{, on peut supposer que f
et ¢ ne s’annulent pas sur un voisinage ouvert U d’un petit chemin sur £ reliant
ToNE et TH N E. On peut alors écrire f = fPr et g=gP avec f et g submersives
sur U. Les fonctlons f et g induisent les mémes feuilletages que f et g, donc on
peut les utiliser pour calculer les transports d’holonomie.

On remarque que df Adj = pypg Pt gP df Adg donce que df Adg s’annule A
l'ordre K := kK —py —py + 3 sur . Comme f et g sont lisses, on peut supposer que
f = z auquel cas df Adg = 0.gdx Adz donc 0, = x"u avec u non nulle sur ENU.
Par suite, g(x, z) = g(z,0) + [5 2"u = ¢(z) + 2Fv (on a supposé que z était choisi
nul sur 7p). La fonction ¢ est une submersion donc g définit le méme feuilletage
que ¢ tog = x+ zfw. Il est alors clair que les transports d’holonomie entre Tj et
T} sont tangents a l'ordre (au moins) & si T et Tj) sont assez proches, donc aussi
si ils sont génériques. L’ordre de tangence est exactement < car uw ne s’annule pas
sur ENU, donc v non plus, donc w ne s’annule que sur 7y au voisinage de Ty. [

Remarquons que les degrés py et p, de f et g en 0, les degrés de multi-valuation
dlf et df des transports d’holonomie sont déterminés par le type ¢ de la paire (f, g),
ainsi que 'ordre de tangence k(t) des transports d’holonomie selon F et G entre
deux courbes génériques Tj et 7{. On peut donc poser la définition suivante :
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Définition 3.1.14. A type t de paires de fonctions fizé, on note TH(t) Uensemble
des familles ((¢7,¢9), (¢!, 09)iz1...r) d’applications holomorphes de (C,0) telles
que C' soit un difféomorphisme d’ordre p; et que . soit de multi-valuation d..

On note G(t) le groupe des changements admissibles, ie. le produit des groupes
de difféeomorphismes induits par les changements de coordonnées sur les T; et par
le changement de la courbe Ty :

G(t) = Diff(Ty,0) x [ [ Diff'(73, 0) x Difi*"(C,0).

i=1

Le groupe G(t) agit sur les transports d’holonomie comme décrit ci-avant.
Deux éléments THy, THy € TH(t) sont dits équivalents si il existe un élément
v € G(t) tel que - THy = THs,.

Théoréme 3.1.15. Soient (f;,g:), i = 1,2 deuz paires ayant le méme type et
des transports d’holonomie TH; € TH(t) équivalents. On suppose de plus que les
feuilletages induits par les f; sont égaur : Fy = Fo et que I(f1,q1) = 1(f2,92),
alors les deux couples sont F -équivalents.

Démonstration. Les transports d’holonomie T'H; correspondent a des transports
entre une courbe 77 et les courbes de tangence T}, écrits dans des coordonnées
tg . On retrouve les transports d’holonomie entre 7 et T} en les composant. On
peut trouver de nouvelles coordonnées t;Q telles que les transports exprimés dans
ces coordonnées soient égaux. Quitte & composer au but, on peut supposer que
fi = fo, mais aussi que g; et go sont égales sur 77. Du fait que les transports
d’holonomie sont égaux, on trouve que sur T}, [; dans la coordonnée ¢} et I, dans
la coordonnée tQQ sont égales, ie. il existe un difféeomorphisme v; de T; tel que
(f1,90)|1, = (f2, 92)|1; © 1; pour tout i.

Les difféeomorphismes ); sont tangents a I'identité d’apres la définition d’équi-
valence dans T H(t), ainsi ¢; est un diffcomorphisme de (C,0) tangent a l'identité
qui conjugue f; et fo = f1 : c’est 'identité. Ainsi g; = go sur les T; ; si F; et Gy ont
une feuille commune, g; est tangent & g a un ordre suffisant d’aprés la proposition
3.1.13 et on peut appliquer le corollaire 3.1.8. ]

On voit dans la preuve que ce théoréme ne permet d’obtenir que des difféo-
morphisme tangents a U'identité (dans le cas ou Fy = F et I(f1,q1) = I(f2, g2))-
Cependant, comme on ’a déja fait remarquer, il peut y avoir des idéaux I stabi-
lisés par des difféomorphismes non tangents a I'identité; il peut donc exister des
couples difféeomorphes pour lesquels le théoréme ne permet pas de conclure.

On remarque cependant que dés que l'idéal [ s’annule sur suffisamment de
composantes (par exemple 3 composantes deux a deux non tangentes), alors un
diffeomorphisme ne peut fixer I que s’il est tangent a une homothétie, auquel cas
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il préserve aussi les chemins sur lesquels on calcule les transports d’holonomie. En
ce sens, le théoréme précédent décrit la situation générique.

Dans un cas ou l'idéal I admet des difféeomorphismes qui ne préservent pas ces
chemins, on peut avoir des paires décrites par des transports d’holonomie (pg;) et
(¥0:) non équivalents, mais qui sont pourtant diffeomorphes. Dans ces cas (et si on
suppose encore que f; = f3), un tel difféomorphisme 9 fixe chacune des restrictions
flz,- Donc si flr, est d’ordre k;, 1|1, est tangent & p;id ol p; est une racine k;-éme
de T'unité, et il y a donc k; difféomorphismes de T; possibles. Ainsi, méme dans
ces cas, la classification donnée est valide a un groupe d’ordre fini prés (d’ordre
inférieur ou égal a [ k;).

On obtient immédiatement le corollaire suivant :

Corollaire 3.1.16. On considére deux couples .7 -équivalents. Si un difféomor-
phisme ¢ conjugue les ensembles de tangence, les transports d’holonomie et les
restrictions a une courbe de tangence, alors ¢ réalise une Z-équivalence entre ces
couples.

On a aussi un corollaire similaire pour les équivalences modulo les difféomor-
phismes qui préservent une feuille commune dans le cas ot il y en a une.

Corollaire 3.1.17. On considére deuz couples F-équivalents. Si un difféomor-
phisme ¢ conjugue les ensembles de tangence, les transports d’holonomie et les
restrictions a une courbe de tangence, alors ¢ réalise une X -équivalence entre ces
couples.

3.2 Paires avec une fonction lisse

Apres ces quelques généralités, on peut examiner les cas particuliers les plus
simples pour préciser les résultats obtenus. On commence par le cas des paires (f, g)
de fonctions de O(cn o) avec f réguliere. Certains des résultats de cette partie sont
déja bien connus et pourront étre trouvés par exemple dans [AVG-Z]| ou [Mar] :
il s’agit principalement du cas de la o/-équivalence, oli on reconnait I’étude des
applications de (C",0) dans (C2%,0). Ainsi, si f et g n’ont pas de feuille commune,
on reconnaitra un pli quand Tang(f, g) est une courbe lisse transverse a f et une
fronce quand Tang(f, g) est irréductible et intersecte {f = 0} a 'ordre 2.

On peut trouver un systéme de coordonnées (x1,...,z,) avec f = x,, donc si
on note x = (z1,...,%,_1), on peut écrire

g= > @l =e(f) + frule,... )

ieNn—1
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avec ¢ = ag et k la plus grande puissance de f qui divise >, a;(f)z". L’idéal de
tangence est alors engendré par les composantes de

df Adg = fFdz, A du.

On remarque que la feuille { f = 0} est incluse dans ’ensemble de tangence dés que
k > 1; commencons par traiter le cas £ = 0. On s’intéressera tout particuliérement
au cas ou I’ensemble de tangence est une réunion de courbes, ce qui est toujours
vrai quand £ = 0 en dimension 2, mais seulement pour des fonctions génériques
en dimension plus grande.

3.2.1 Sans feuille commune (k = 0)

On étudie ici les couples (f, g) = (f, ¢(f)+u) ot f ne divise pas u et 'ensemble
de tangence est une réunion de courbes. On peut distinguer plusieurs sous-cas selon
la nature de I'idéal de tangence I(f,g), plus précisément selon le nombre d’inter-
section entre I’ensemble de tangence et la feuille { f = 0}. Ce nombre d’intersection
concerne bien ensemble de tangence géométrique (qui correspond au radical de
I'idéal de tangence), par opposition au nombre de tangence algébrique, que 'on
peut détecter par exemple en dimension n = 2 comme étant le plus petit entier
i > 1 tel que a;(0) # 0, auquel on retranche 1.

3.2.1.1 L’idéal I(f,g) est égal a (1), ie. f et g sont transverses

Exemple. C’est le cas pour f =y et g =1y — x.

Nécessairement ¢ est lisse; on peut donc compléter la famille (f,g) en un
diffeomorphisme (f, g, f3,..., fn) = ¢ de (C",0) dans (C",0). L’application ¢
conjugue alors le couple (f, g) avec (x1, z5) pour la Z-équivalence.

3.2.1.2 L’ensemble Tang(f,g) est une courbe lisse transverse a f

Exemple. Le couple f =y, g =y — 2% est de cette sorte.
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Tang(f, 9)

On peut dans ce cas supposer que Tang(f, g) est 'axe des z,. Pour pouvoir
appliquer le corollaire 3.1.8, il ne reste plus qu’a caractériser I'idéal de tangence.
Cet idéal est facile a comprendre lorsque la dimension vaut n = 2 : l'idéal de
tangence est alors une puissance de son radical; il est donc caractérisé par l'orde
de contact p entre f et g le long de I’ensemble de tangence. On obtient alors :

Théoréme 3.2.1. Soient (f;, g;) deux couples de fonctions sur (C?,0). On suppose
les f; réguliéres et que l’ensemble de tangence T; est une courbe lisse transverse
a fi. Alors (fo,90) et (f1,q1) sont Z-conjugués si et seulement si les ordres de
tangence entre f; et g; sont égaux et si les couples de restrictions (fi, g:)|r, sont
R -CcoNJuGues.

Démonstration. Comme expliqué ci-avant, si les coordonnées sont (z,y), on peut
supposer que f; = y et T; =: T est ’axe des y. Les hypothéses impliquent ’existence
d’un difféomorphisme ¢ de T" qui fixe f et conjugue gy et g1, donc ¢ = id et gy = g1
sur T'. On peut alors appliquer le corollaire 3.1.8 pour conclure. O

Corollaire 3.2.2. Tout couple (f,g) vérifiant les hypothéses du théoréme 3.2.1 est
R-conjugué o un unique couple (y, p(y) + aP).

Démonstration. L’entier p qui est 'ordre d’annulation de df A dg le long de I'en-
semble de tangence est invariant sous l'action de #Z. De méme, ¢ est entiérement
déterminée par la relation g|lr = @ o f|r ou T est ’ensemble de tangence. Pour
finir, un couple (f,g) d’invariants p et ¢ est Z-conjugué a (y, p(y) + z¥) par le
théoréme 3.2.1. ]

Proposition 3.2.3. Tout couple (f, g) vérifiant les hypothéses du théoréme 3.2.1
est of -conjugué o un unique couple (y,xP).

Démonstration. L’entier p est invariant sous I'action de <. On remarque que le
couple (y, p(y)+2P) est équivalent a (y, 2) via le difféomorphisme au but (z, w) —
(z,w — ¢(z)); le corollaire précédent permet alors de conclure. O
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Proposition 3.2.4. Tout couple (f, g) vérifiant les hypothéses du théoréme 3.2.1
est ¥ -conjugué a un unique couple (y,y? + xP).

Démonstration. D’aprés le corollaire 3.2.2, on peut se restreindre aux couples

(y, 0(y) + 2P). Si p(y) = ay? + ... avec a # 0, on peut écrire p(y) = P(y)?
pour un difféeomorphisme . Par suite, (y, o(y) + 27) ~ (Y~ (y),y? + 2P) et on

F

conclut en conjuguant f(x,y) =¥ "!(y) au but par 1. | O

Remarque 3.2.5. L’entier q est invariant sous [’action de . en tant qu’ordre de
tangence entre les ensembles {f = 0} et {g =0} en 0.

3.2.1.3 L’ensemble Tang(f,g) intersecte la feuille {f = 0} a I’ordre 2

Exemple. Il y a deuz sortes d’exemple : premiérement Tang(f,g) = T1 U Ty peut
étre réductible, c’est par exemple le cas si f =1y et g =y + 2 £ —3).

T /T

Deuziemement, Tang(f,g) = T peut étre irréductible comme pour f = y et
g=y+axy—2*/3.

T

On peut alors supposer que Tang(f,g) =: T a pour équations x; = ... =
Tpo = 0,27 — 22 , = 0 pour un entier r > 1. On remarque déja qu’il existe
un difféomorphisme non trivial de 7" qui préserve f : I'application z, | — —x,_1.
Comme précédemment, I'idéal I(f, g) n’est facile a caractériser que si n = 2, auquel
cas il est entiérement déterminé par I'ordre de tangence entre f et g le long des
composantes de I'ensemble de tangence (si r est pair, I’ensemble de tangence a

deux composantes).
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Le type de la paire (f, g) revient a la famille formée par 'entier r et les ordres
de contacts le long des composantes de I’ensemble de tangence. On dit que le type
de (f, g) est asymétrique si r est pair et si les ordres de contact p; et py le long des
deux composantes de 1’ensemble de tangence différent : p; # po. On dit que (f, g)
est de type symétrique dans les autres cas. On a donc :

Théoréme 3.2.6. Soient (f;, g;) deuz couples de fonctions de Oc2 o) avec f; lisse,
dont lensemble de tangence T; intersecte {f; = 0} a l'ordre 2. On suppose que les
deux couples sont de méme type, et de plus,
— dans le cas symétrique on suppose que les restrictions de (f;, g;) a T; sont
X -conjuguées ;
— dans le cas asymétrique les ensembles T; se décomposent T; = T} UT? de
sorte que les ordres de tangence le long de Tg et le sont égauzr; on suppose
alors que les restrictions de (f;, gi) @ Tij sont conjuguées deux a deu.

Sous ces hypotheéses, (fo, go) et (f1,q1) sont Z-conjugués.
La réciproque est vraie dans les deuz cas.

Démonstration. Comme énoncé, on se raméne au casou f; =yet T; =T = {y" =
z?}.

Dans le cas asymétrique, T = T U T? et par hypothése, il existe deux difféo-
morphismes ¢, s de T et T? respectivement qui conjuguent les restrictions de
(f,9:) aux T7. Les T7 sont transverses a f donc ¢} f = f implique ¢; = id et par
suite gg = ¢y en restriction a chaque 77.

De plus, les idéaux I(f, go) et I(f, g1) sont déterminés par I’ensemble de tan-
gence et le type des paires, qui sont égaux, donc I(f,g0) = I(f,g1). On peut
appliquer le corollaire 3.1.8 pour conclure.

Dans une situation symétrique, ou bien 7" se décompose et le diffécomorphisme
@ de T préserve cette décomposition auquel cas on se rameéne a la situation asy-
métrique ; ou bien ¢ ne préserve pas cette décomposition, auquel cas, si 7(x,y) =
(—z,y), ¢ o7 la préserve et conjugue (f,go) o7 avec (f,g1). On se raméne donc
au cas précédent en remarquant que (f,go) o7t ~ (f, go). Finalement, si T est ir-
réductible, les hypothéses donnent un difféomorphisme ¢ de T" qui conjugue ( f, go)
et (f,g1). En particulier, p*f = f donc ¢ = id ou ¢ = 7|r pour le méme 7 que
précédemment. Si ¢ = id, alors go = ¢ sur T, sinon on se raméne a ¢ = id en
considérant (f, go)or~ ' et (f, g1). Dans tous les cas, on peut appliquer le corollaire
3.1.8 pour conclure.

Pour étudier la réciproque, on suppose que f et T sont normalisés comme
précédemment. On remarque alors qu'un difféomorphisme ¢ qui conjugue une
paire (f, go) avec une paire (f, g1) préserve T donc les restrictions de (f, g;) a T Les
ordres de tangence sont aussi préservés par ¢ donc les types des deux couples sont
les mémes. On remarque de plus que dans le cas asymétrique, ce difféfomorphisme
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doit préserver la décomposition T = T U T? puisqu’il doit préserver les ordres
de tangence le long des composantes de I’ensemble de tangence. Ainsi, dans le
cas asymétrique, ¢ se décompose en deux difféomorphismes ¢, ¢, de T et T2
respectivement. La réciproque est donc vraie. ]

Pour la .%-équivalence, on peut reprendre les invariants du théoréme 3.1.15,
ie. les transports d’holonomie T'H. Il y a plusieurs cas a distinguer. Si I’ensemble
de tangence T est indécomposable (r impair), alors TH est donné par les deux
involutions (¢/,(9) et I’équivalence des transports est donnée par les reparamé-
trages de T'; si T' = T} U T, est décomposable, T'H est donné par les transports
d’holonomie (gp{z,gofg) et I’équivalence des transports est donnée par les repara-
métrages de T et Th. Dans les cas symétriques, on a une involution ¢ qui préserve
f et idéal de tangence. Cette involution permute 77 et T5 et sa restriction a T}
est égale a @{2. Si T; est munie d’'une coordonnée t¢;, ’action de cette involution
sur les transports d’holonomie s’exprime naturellement dans les coordonnées %
sur Ty et ¢; sur T via les formule : i - (¢F,¢9) = (@f,¢f(0f,) ™, 09,¢9(p9,) 1) et
i (s, 0%) = (1)1, (¥9,) ™). Finalement, Péquivalence des invariants est don-
née dans les situations asymétriques par le groupe G des reparamétrages, et dans
les cas symétriques par le groupe G x (7).

Proposition 3.2.7. Soient (f;,g;) deux couples de fonctions de Oz avec f;
lisse, dont l’ensemble de tangence T; intersecte {f = 0} a Uordre 2. On suppose
que les deuz couples sont de méme type, et de plus,

— dans le cas asymélrique on suppose que les transports d’holonomie T Hy
et THy sont conjugués sous l'action du groupe G des reparamétrages des
courbes de tangence ;

— dans le cas symétrique on suppose que les transports d’holonomie sont conju-
gués sous l'action de G x (i) ot l'action de i est décrite ci-dessus.

Sous ces hypotheses, (fo, go) et (f1,91) sont F-conjugués.

La réciproque est vraie dans les deux cas.

3.2.2 Avec feuille commune (k > 1)

On étudie ici les couples (f,g) = (f,o(f) + ffu) ot f divise u et k > 1.
Rappelons que lensemble Tang(f,g) est constitué de la feuille {f = 0} et de
Tang(f,u); on suppose comme avant que Tang(f,u) est une réunion de courbes,
ce qui est vrai en dimension 2 et est le cas générique en dimension plus grande.

On remarque que la %Z-classification de couples (f, o(f)+ f*u) a p et k fixés est
équivalente a la Z-classification des couples (f,u), qui a été faite au paragraphe
précédent. On distingue encore plusieurs cas selon le nombre d’intersection entre
la feuille {f = 0} et I’ensemble de tangence Tang(f, u).
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3.2.2.1 f et g n’ont pas de tangence en dehors de la feuille commune

xT

Exemple. Le couple f = ye™™, g = ye® est de cette sorte.

[’étude précédente montre qu’on peut se ramener aux couples de la forme
(f,9) = (2, p(x,)+2F21). On remarque alors que si 'ordre de o vérifie ord(y) > k,
on peut faire le changement de variables (z1,7,) — (1 + ¢(z,)/2%, 2,) pour se
ramener au couple (f,g) = (z,, z%x;).

Inversement, soient P un polynéme de degré au plus k, (f,g) = (x,, P(z,) +
xFz) et ¢ un diffeomorphisme de (C",0) qui préserve z,,. Alors, en notant 1)) le
k-jet de v, on obtient que x, o »*) = x, donc que P(z,) o v* = P(z,) puis que
1 préserve le k-jet de g. Finalement, on obtient la forme normale suivante :

Proposition 3.2.8. Tout couple (f, g) de fonctions de Ocn gy ot f est lisse, divise
g et ou l'ensemble de tangence est réduit a la feuille commune {f = 0} est %-
équivalent o un unique couple (x,, P(z,) + x8x1) avec deg(P) < k.

On en déduit la &7-classification ...

Proposition 3.2.9. Sous les mémes hypotheses, (f,g) est o -équivalent & un
unique couple (x,,x%x,).

... puis la .%-classification.

Proposition 3.2.10. Sous les mémes hypothéses, (f,q) est F-équivalent & un
unique couple (x,, x4 + zkz1) avec ¢ < k.

Démonstration. On peut supposer que f = x, et g = P(x,) + 2¥z;. Si P(x,) =
axd + ... avec a # 0, alors il existe un diffeomorphisme ¢ tel que P(z,) = ¥(z,)%
Alors (z,, P(x,) +x¥xq) > (p=xy), 2% + 9~ (2, )*z,) mais en composant au but
Y~Y(x,) par 9, on obtient (z,,r¢ + ¢~ (x,)*z,). Par suite, si ¥ 71(x,)* = zFu
(avec u inversible), le changement de variable & la source x; — x;u met le couple
sous la forme voulue. ]

On s’intéresse aussi a la Z-classification modulo les difféeomorphismes qui fixent
la feuille commune L, ie. la % -classification :
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Proposition 3.2.11. Sous les mémes hypotheses, (f,q) est Z1-équivalent a un
unique couple (T, P(z,) + 2%u(xy, ..., 2,_1)) avec deg(P) < k et u une fonction
holomorphe nulle en 0 telle que du(0) # 0.

Démonstration. 11 existe un diffémorphisme ¢ tel que (f,g) o ¢ = (z,, P(x,) +
zk ). Ce diffeomorphisme préserve nécessairement la feuille commune L = {z,, =
0}, notons ¢ = |z, quel'on étend a (C™,0) par ¢(z1,...,2,) = (¢(x1, ..., Tpo1),Tn)

pour donner un diffeomorphisme. Alors ¢ o ¢! fixe L et (f,g) o po o™t =

(1, P(x,) + 2F21) 0 71 donc (f, g) ~ (2, P(x,) + 2Fu(zy, ..., 2,_1)) pour u =
'L
x10¢ L
Le polynéme P est uniquement déterminé pour les mémes raisons que dans la

-classification, et 'unicité de u découle de celle de P puisque u = limy_, g_ﬁ(f).
]

3.2.2.2 Tang(f,u) est une courbe lisse transverse a la feuille {f =0}

Exemple. C’est le cas pour [ =y et g=1y(1 —2?) :

Tang(f, g)

Par I’étude précédente, si la dimension est n = 2, on peut se ramener a la forme
(f,9) = (y,0(y) + y*2P). Les entiers k > 1 et p > 2 représentent des ordres de
contact donc sont des invariant, la fonction ¢ est entiérement déterminée par la
condition g = (f) sur la courbe de tangence. On obtient ainsi :

Proposition 3.2.12. Soit (f,g) un couple de fonctions de O 2y ot f est lisse,
f| g et 'ensemble de tangence hors de la feuille commune {f = 0} est une courbe
lisse transverse a la feuille commune. Alors (f,g) est %-équivalente a un unique

couple (y, p(y) + y*zP).
Comme précédemment, la .o/-classification en découle...

Proposition 3.2.13. Sous les mémes hypotheses, (f,q) est </ -équivalente a un
unique couple (y, y*aP).
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... ainsi que la % -classification...

Proposition 3.2.14. Sous les mémes hypothéses, (f,qg) est F -équivalente a un
unique couple (y,y? + y*aP).

Démonstration. D’aprés la proposition 3.2.12, on peut supposer que f =y et g =
o(y)+y*aP. Sip(y) = ay?+. .. avec a # 0, alors il existe un difféomorphisme 1 tel
que (y) = Y (y)% Alors (y, p(y) +y*2P) ~ (¥~ (y), y?+¢ ™ (y)*=) mais ¢~ (y) et
y définissent le méme feuilletage, et 1~ (y)*a? = y*2Pu(y) avec u inversible. Ainsi,
le changement de variable x + zu(y)'/? met le couple sous la forme voulue. [

... et pour finir la % -classification aussi.

Proposition 3.2.15. Sous les mémes hypothéses, (f,g) est XZp-équivalent & un
unique couple (y, o(y) + y*u(x)) avec u holomorphe telle que u(0) = u/(0) = 0 et

u"(0) # 0.

Démonstration. Par la proposition 3.2.12, il existe un difféomorphisme v tel que
(f,9) o = (y,0(y) + y*aP). Le difféomorphisme 1) stabilise la feuille commune
L donc induit, un diffeomorphisme ¢ de L que l'on étend a (C?,0) par ¢(z,y) =

((z),y). Alors o' fixe L et conjugue (f, g) avec (y, o(y) +y"¢~1(z)P). La fonc-

tion u(z) = ¢~ ()P est uniquement déterminée par le fait que u = limy_ g_ﬁ(f).

O

3.2.2.3 Tang(f,u) intersecte la feuille {f = 0} a ’ordre 2

Exemple. Comme quand il n’y avait pas de feuille commune, on distingue les cas
ot ’ensemble de tangence est irréductible et ceux ot il ne l’est pas. Pour f =y et
g=y-+ ny(% — %), Uensemble de tangence Ty U Ty n'est pas irréductible :

T, /T

Pour f =y et g=y+ay(y — %), l'ensemble de tangence T est irréductible.
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T

On va encore se ramener a 1’étude faite dans le cas sans feuille commune, mais
pour cela, on écrit plutot (f,g) = (f, P(f) + f*v) ot P est un polynome de degré
inférieur ou égal a k, f ne divise pas v et v(0) = 0. Le polynéme P est invariant
sous laction de Z en tant que k-jet de g donc (f, Pi + f*uv,) est Z-équivalent &
(f, Py + f*205) si et seulement si Py = Py, ky = ko et si (f,v1) est Z-équivalent &
(f? UQ)'

On définit alors le type de la paire (f,g) comme la famille formée par 'entier
r qui caractérise ’ensemble de tangence, les ordres de contact le long des compo-
santes de ’ensemble de tangence, ’ordre de contact le long de la feuille commune et
le polynéme P défini ci-dessus. On fait la méme distinction entre types symétrique
et asymétrique : (f, P + fFv) est symétrique si et seulement si (f,v) I'est.

On obtient ainsi le théoréme :

Théoréme 3.2.16. Soient (f;, g;) deuw couples de fonctions lisses de Oc2 o) avec
une feuille commune L. On suppose que l’ensemble de tangence s’écrit T; U L et
que T; intersecte L a ordre 2. On suppose que les deuzx couples sont de méme
type, et de plus,

— dans le cas symétrique on suppose que les restrictions de (f;, g;) a T; sont
X -conjuguées ;

— dans le cas asymélrique les ensembles T; se décomposent T; = T} UT? de
sorte que les ordres de tangence le long de Tg et le sont égaur; on suppose
alors que les restrictions de (f;, g;) @ Tij sont conjuguées deuxr & deux.

Sous ces hypothéses, (fo, g0) et (f1,91) sont Z-conjugués. La réciproque est vraie
dans les deuz cas.

Démonstration. Si on fixe ’ensemble de tangence et le type de la paire (qui sont
évidemment des invariants), on peut conclure en remarquant que les restrictions
de (f, P+ f*v) a T sont données par celles de (f,v) et en appliquant le théoréme
3.2.6. m

On obtient la .#-classification de la méme maniére que quand il n’y avait pas
de feuille commune. Si 'ensemble de tangence T" est indécomposable, le transport
d’holonomie TH est donné par les deux involutions (¢f,(9); si T = Ty U T; alors
T'H est donné par les transports (@{2, ©Yy). Dans les cas asymétriques, I'équiva-
lence des invariants est donnée par le groupe G des reparamétrages. Dans les cas
symétriques, il existe une involution i qui préserve f et I'idéal de tangence; elle
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agit sur les transports d’holonomie par : i - (¢/, ¢9) = (¢fy¢/ (1)1, %5C9(9,) ™)
et i+ (ply, %) = (1)1, (9%,)1). L'équivalence des invariants est donnée par le
groupe G x (i).

Proposition 3.2.17. Soient (f;, g;) deux couples de fonctions lisses de Oc2,9y avec
une feuille commune L. On suppose que l’ensemble de tangence s’écrit T; U L et
que T; intersecte L a Uordre 2. On suppose que les deuxr couples sont de méme
type, et de plus,

— dans le cas asymétrique on suppose que les transports d’holonomie T Hy
et THy sont conjugués sous l'action du groupe G des reparamétrages des
courbes de tangence;

— dans le cas symétrique on suppose que les transports d’holonomie sont conju-
gués sous Uaction de G x (i) ou l'action de i est décrite ci-dessus.

Sous ces hypotheses, (fo, g0) €t (f1,91) sont F-conjugués. La réciproque est vraie
dans les deux situations.

3.2.2.4 Généralités

Il peut étre intéressant d’établir des liens entre les différentes classifications en
dimension 2 sans hypothéses supplémentaires sur la géométrie de ’ensemble de
tangence. En effet, on peut toujours définir 'invariant v comme avant. On obtient
facilement la proposition suivante :

Proposition 3.2.18. Soient ¢, et c; deur couples de fonctions de Oz dont
la premiere coordonnée est lisse. On suppose que les deux couples ont une feuille
commune L, que linvariant u est le méme pour les deuxr couples et que ceux-ci
sont conjugués par un difféomorphisme o tangent & lidentité. Alors ¢ fize L et
réalise une X -équivalence entre les deux couples.

Démonstration. On remarque tout d’abord que ¢ préserve nécessairement la feuille
commune L. Le fait que ¢; o ¢ = ¢ implique que u; o |, = uz, mais u; = uy donc
¢ préserve u. Or, ¢ est tangente a l'identité, donc |, = idy. O]

Proposition 3.2.19. Soient (f1, 1) et (f2, g2) deuz couples de fonctions de Oc2 )
dont la premiere composante est lisse et ayant une feuille commune. On suppose
que les transports d’holonomie calculés sur une courbe générique Ty pour une coor-
donnée t}) (i = 1,2) sont égauz, que les [;(ty) sont tous égaux et que les invariants
u sont les mémes pour les deux couples. Alors les deux couples sont F-conjugués.

C’est une conséquence de la proposition précédente puisque les difféomor-
phismes réalisant la .#-équivalence sont tangents a lidentité comme on I'a vu
dans la preuve du théoréme 3.1.15. Pour obtenir un énoncé plus naturel il faut re-
marquer que l'action des diffeomorphismes au but ne préservent pas l'invariant u :
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changer f en ¥(f) a pour effet de multiplier u par un facteur (1/'(0))~*, et changer
g en ¥(g) a pour effet de multiplier v par un facteur ¢'(0). On peut donc montrer
qu’un couple est déterminé par ses invariants (7'H, u) modulo I'action d’un groupe
G ot les transports d’holonomie T'H sont calculés sur une transversale Ty pour une
coordonnée ty et u est calculée par rapport a des intégrales premiéres f, g égales
a tg sur Ty. Le groupe G correspond encore aux changements de courbes et de
coordonnées et agit sur T'H et u simultanément.

3.3 Paires de fonctions de Morse

Aprés I'étude des paires (f, g) ou f est réguliére, on peut étudier les paires (f, g)
ol f et g sont des fonctions de Morse. Commencons par rappeler la Z-classification
des paires de formes quadratiques sur C" (cf. [HP]). Vues sous forme de matrices,
deux formes non dégénérées ¢y et g, peuvent étre simultanément diagonalisées par
blocs avec des blocs

(0) 1 (0) A
1

et
1 | (0) A .1. (0)

Par exemple, on voit que la paire (f,g9) = (2xy,2zy + y?), donnée par les

matrices
0 1 01 .
1 0 1 1)

ne peut pas étre simultanément diagonalisée.

Cependant, on se rend compte en comptant les parameétres dans cette diagona-
lisation par blocs qu’une paire générique (hors d’un ensemble de codimension 1)
de formes quadratiques peut étre simultanément diagonalisée.

Le théoréme de Morse (|[Mor]|) utilisé avec I’étude des formes quadratiques
précédente permet donc de supposer génériquement que f = > x? et que la partie
quadratique de g vaut ¢, = > Na? avec \; # \; # 0si i # j.

On va montrer que les idéaux de tangences de paires de fonctions de Morse
sont tous difféomorphes. Le lemme-clé permettra alors de dire que la classification
est donnée par les restrictions des paires aux ensemble de tangence.

3.3.1 %-classification

On dit qu’une paire de fonctions de Morse (f, g) est Z-générique si les parties
quadratiques gy et g, sont diagonales (& un isomorphisme linéaire prés) : ¢f(x) =
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Soa? et g (x) = > \ia? avec \; # \j si i # j. Dans la suite, on se place dans le
cas ou (f, g) est une paire de fonctions de Morse générique.

On cherche tout d’abord a comprendre I'ensemble de tangence Tang(f, g). Si f
et g sont quadratiques et diagonaux, un calcul immédiat montre que ’ensemble de
tangence est la réunion des axes de coordonnées. Par exemple, le couple f = 22 +2,

g = 2 + 2y? en dimension 2 donne le portrait de phase réel suivant :

15

T

En général, on a la proposition suivante :

Proposition 3.3.1. Les ensembles Tang(f, g) et Tang(qs,q,) sont difféomorphes
et tangents.

Démonstration. On suppose que f = > 22 et q, = > A\;z?. Eclatons Porigine pour
trouver (en recyclant les coordonnées x; comme coordonnées dans I'éclatement)
les transformées de f et g :

f=22(14+22+ .. . +2%) et Gg=a} M4+ dai+. )+23(.).

On va simultanément calculer les lieux de tangence Tang(f, g) et Tang(qy, ¢,) dans
’éclaté pour prouver cette proposition (comme on connait déja Tang(qy, q,), cela
permettra de comprendre Tang(f, g)). Ecrivons f = f = dr et § = g, + x3e avec
e=0ouc=2z"G—dq,).

On remarque que ’hypothése de généricité sur le n-uplet (A1,...,\,) implique
que ¢y et g, ne sont pas tangents prés d’un point de la surface {f = 0} (excepté
en 0). Dans I'éclaté, posons S := {1+ 23+ ...+ 22 =0} et £ := {x; = 0}. La
remarque précédente entraine que les composantes de I'ensemble de tangence entre
gr et g, différentes de F n’intersectent pas £/N S. Ceci est donc le cas pour f et g

indépendamment de ¢. Le changement de coordonnées x; — f est licite pres de

chaque point de FE éloigné de I'hypersurface S et chaque composante de Tang( f )
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différente de E est loin de cette hypersurface (notez aussi que ce changement de
coordonnée ne dépend pas de ¢).
Dans ces nouvelles coordonnées locales,

f=a22 et §=au=a(uy+ 1)

avec ug qui ne dépend pas de z; et € holomorphe loin de S (¢’ = 0 dans le cas
e = 0). L’ensemble de tangence est la réunion des variétés données par les équations
1 = 0 et dry Adu = 0. Mais dzx; A du = dx; A (dug + x1de’) donc sur le diviseur
exceptionnel, les solutions de dx; A du = 0 sont les mémes que les solutions de
dxy N\ dug = 0. Ainsi les solutions de dz; A du = 0 sur E ne dépendent pas de ¢, ce
sont donc n points simples correspondant aux axes.

Finalement, on remarque que dx; Adu = 0 est donnée par n — 1 équations donc
I’ensemble de ses solutions est de dimension au moins 1. Chaque point p solution
de ces équations sur £ donne donc naissance a un ensemble T}, de dimension au
moins 1, mais 7, N E = {p} de sorte que dim(7},) = 1. Le fait que p soit un point
simple signifie que 7}, est une courbe lisse simple intersectant F transversalement.
Ainsi, avant d’éclater, il y avait n courbes de tangence lisse et simples tangentes
aux axes de coordonnées ; ceci implique de plus que Tang(f, g) est diffecomorphe a

Tang(qy, qq)- O

On peut méme dire mieux :

Proposition 3.3.2. [l existe un difféomorphisme ¢ qui conjugue Tang(f, g) avec
Tang(qr,q,) et [ avec q;.

Démonstration. Si on suppose que f est quadratique et g, diagonal, il suffit de
trouver ¢ qui conjugue Tang(f,g) avec Tang(qy, q,) et qui préserve f: fo ¢ = f.
Nommons D,, 'axe des x,, et T}, la courbe de tangence tangente a D,,. Il suffit de
trouver un difféeomorphisme ¢ qui préserve f et qui fixe les points de {z, = 0}
tel que ¢(D,) = T,. En effet, un tel ¢ transforme 7T, en D,,, mais si gz~5 est un
difféomorphisme similaire obtenu en échangeant les roles de x,, et x,,_1, appliquer
¢ transforme (le nouveau) T,,_; en D,,_; et stabilise D,,. On peut répéter ceci pour
chaque T} pour obtenir un difféomorphisme préservant les fibres de f et conjuguant
les lieux de tangence.

La courbe T,, est tangente a D,, de sorte qu’elle a pour équations x; = x%ai(xn)
(t=1,...,n—1). On peut chercher ¢ sous la forme

Ay, ... 1) = (21 — 22 (2), .. Ty — D21 (20), (1 +u)zy)

oll v est une fonction holomorphe inconnue. La condition que ¢ préserve f peut
s’écrire

Y@t =20y wa(wn) + 2y ) i)’ + 20hut+ apu® =) ad,

i<n i<n <n i<n
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c’est a dire

2u + u? :2inai—x22ai2.

<n <n
Le théoréme de la fonction implicite donne alors une solution holomorphe u €
m(cn o) qui donne & son tour le diffeomorphisme ¢ (notez que ¢(z1,...,2,-1,0) =
($1,...,xn,1,0)). ]

Ceci termine la description de ’ensemble de tangence; 'idéal de tangence est
alors déterminé par la proposition suivante.

Proposition 3.3.3. Si (f,g) est une paire de fonctions de Morse %Z-générique,
alors l'idéal de tangence I(f, g) est radical.

Démonstration. Supposons que f = > a7, q, = > Na? et que T := Tang(f, )
est la réunion des axes de coordonnées. On écrit df A dg = ZKJ. hijdz; N\ dx; avec
hij = 4(\; — Ni)xiz; + O(m?@,o))- L’idéal des fonctions s’annulant sur 7" est (z;x;)
donc (h;;) C (z;x;) et on doit montrer que (h;;) = (x;x;).

Introduisons N = 2L et les vecteurs H = (hyj)ic; € (Ocnp)N et X =
(z:7)i<j € (Ocn ). On remarque que hy; — 4(\; — N\)zix; € men o) {z2;) de
sorte qu’il existe une matrice A a coefficients dans Ocn o) telle que H = AX. On
remarque de plus que A = A+ B ot A = diag(4(\; — \;)) est inversible et B a ses
coefficients dans m(cn o). Ainsi, A est inversible et les coefficients des vecteurs H
et X engendrent le méme idéal. O]

Avec ces propositions, on peut utiliser le lemme-clé pour conclure la Z-classification
des paires de fonctions de Morse :

Théoréme 3.3.4. Soient (fo,g0) et (f1,91) deux paires de fonctions de Morse
K-génériques sur (C",0). Supposons que l'on puisse numéroter les courbes de tan-
gence TJZ (j=1,...,n eti1=0,1) de telle maniére que les paires de fonctions de
Morse (f; Tis 9i T];) soient conjuguées sous laction de Diff(T},T}) a droite. Alors

il existe un difféomorphisme ¢ tel que (foo p,g00¢) = (f1,91)-

Démonstration. Par la proposition 3.3.2 on peut supposer que fo = f1 = gy et que
les lieux de tangence des deux couples sont les mémes. Par hypothése, (f,go) et
(f,g1) sont égaux en restriction a chaque courbe de tangence. Comme les idéaux
I(f,g0) et I(f,g1) sont radicaux par la proposition 3.3.3, ¢ela signifie que I(f, go) =
I(f,g1) et que g1 —go € I(f, go). La preuve se termine alors par le lemme 3.1.1 [

En particulier, on obtient

Corollaire 3.3.5. Une paire de fonctions de Morse (f,q) Z-générique est % -
conjuguée o ses parties quadratiques si et seulement si f et g sont C-proportionnels
sur chaque courbe de tangence.
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Remarque 3.3.6. Etant données n courbes lisses T; dont les tangentes en 0 en-
gendrent C" et n couples (uj,v;) de fonctions de Morse sur T}, il existe une paire
de fonctions de Morse ayant T; comme courbes de tangence et égale a (uj,v;) sur
T;. En effet, on peut supposer que T; est l'aze des x; de sorte que l'on puisse
prendre f(z1,...,x,) = > uj(z;) et g =Y v;(z;).

Par suite, comme f peut étre normalisée, ’espace des modules des paires de
fonctions de Morse génériques est donné par l’ensemble des n-uplets non ordonnés
génériques (v1,...,v,) de germes de fonctions de Morse sur (C,0) modulo les
relations (v, ..., v,) ~ (vi0(£id), ..., v,0(£id)), les signes + étant indépendants.

On peut aussi noter le corollaire suivant :

Corollaire 3.3.7. Soient (fo,g0) et (f1,91) deux paires de fonctions de Morse
X-génériques sur C". Si ces paires sont topologiquement conjuguées, elles le sont
analytiquement.

Démonstration. Premiérement, remarquons que les points de tangence entre f; et
go sont donnés par les points ot le nombre de Milnor de gq restreint & une feuille de
fo est plus grand ou égal a 1. Cette caractérisation des points de tangence montre
qu'une conjugaison topologique entre ces deux couples respecte les courbes de
tangence.

En conséquence, les restrictions des couples (f;, g;) a chaque courbe de tangence
sont topologiquement conjugués, et pour chaque courbe de tangence C, il existe
un homeomorphisme ¢ de C' tel que lp o ¢ = Il; pour [ = f,g sur C. Pour des
coordonnées z,w sur C telles que fo(z) = 2% et fi(w) = w?, cette équation s’écrit
#(2)? = w? de sorte que ¢(z) = +w. Ceci montre que ¢ est holomorphe et que les
couples (f;, gi) r: sont conjugués sous Iaction de Diff (77, T}) a droite.

Le théoréeme 3.3.4 peut donc étre appliqué. O

Remarque 3.3.8. Il y a aussi un lien entre les conjugaison formelles et analy-
tiques : le théoréeme d’approrimation d’Artin montre que si deux paires de germes
de fonctions de Morse sont formellement conjuguées, elles le sont aussi analyti-
quement.

3.3.2 Paires de feuilletages de Morse

On définit un feuilletage de Morse comme étant un feuilletage ayant une inté-
grale premiére qui est une fonction de Morse. La classification des paires de feuille-
tages de Morse modulo diffécomorphisme est équivalente a la % -classification des
paires de fonctions de Morse. On dira qu'une paire de feuilletages de Morse (F, G)
est .Z-générique si elle a une paire d’intégrales premiéres (f, g) qui est Z-générique.
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Les invariants (f;|pi, gi|p¢) modulo conjugaison a droite ne sont maintenant
J J

plus définis que modulo conjugaison & gauche et a droite. Pour commencer, ces
nouveaux invariants peuvent étre réécrits en terme d’involutions : sur (C,0), la
donnée d’une fonction de Morse modulo conjugaison a gauche est équivalente a la

donnée d’une involution via f +— iy ol iy est la fonction qui associe a x l'autre
solution de f(if(x)) = f(x).

i() T

Mais si on ne considére que les paires d’involutions ainsi trouvées, on perd de
I'information : pour chaque paire de courbes C4, Cs transverses a F et G et passant
par l'origine, on peut considérer les transports d’holonomie 7, 90(1;2 de C7 vers Cy
en suivant les feuilles de F ou de G :

Cs

Cy

90%2 (z

P1a()

Plus précisément, on va considérer les transports d’holonomie gp{; et cpigj entre
les courbes de tangence T; et T;. On voit sur la figure qu’il y a deux facons de
définir @flrj et gogj, donc on va devoir faire un choix (qui est équivalent a choisir
une détermination locale de la racine carrée). Posons ensuite ¢, = ((pgj)_l o
@7, € Diff(T,) ; cette fonction permet de retrouver la paire (flz,,g|r;) & partir de
(fl7» glT,)- En effet, soient «;(t) et a,,(t) deux paramétrisations de T} et T, telles
que a; = @7 0 . On veut calculer g o o, mais g(oy(t)) = g((gogj)_l(aj(t))) et

a;(t) = ¢y, (an(t)) de sorte que g(a;(t)) = g(@njn(an(t)))-

Définition 3.3.9. On définit l'invariant de la paire (F,G) comme étant Inv(F,G) =
(1%, 1), (Pnjn)j<n). Deux invariants Invy, Invy sont équivalents si il existe un dif-
féomorphisme v € Diff(T?, T}) tel que ¢¥~' o Invy o ¢ = Invy.
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Théoréme 3.3.10. Soient (Fo, Go) et (F1,G1) deux paires de feuilletages de Morse
F -génériques sur (C",0). On suppose qu’on peut numéroter leurs courbes de tan-
gence T]z (j =1,....,n eti=0,1) de sorte que leurs invariants Inv(f,g) soient
équivalents. Alors (Fo, Go) et (F1,G1) sont analytiquement conjugués.

Démonstration. Soient (f;, g;) des intégrales premiéres de (F;, G;); on peut sup-
poser que leurs invariants ((i'}, 7} ), (¢njn)j<n) sont exactement les mémes et que
fo = fi =>_ 22 On peut aussi composer g; avec un difféomorphisme a gauche de
sorte que g(]]Tg = 91’1} car les involutions iy sont les mémes. Alors, comme on I'a
vu ci-avant, go et g; sont égales sur chaque courbe de tangence du fait que les ¢,
sont les mémes.
Ainsi le théoréme 3.3.4 peut étre appliqué et les paires (f;, g;) sont conjuguées.
m

On remarque aussi que pour chaque invariant ((41, 2), (@njn)j<n) il y a une paire
de feuilletages de Morse avec cet invariant. En effet, on peut supposer que iy = —id,
f = > a7 et que les T; sont les axes de coordonnées. On choisit un fonction de
Morse g sur T, invariante par iy et pour tout p; = (0,...,0,2;,0,...,0) € T; on
pose g(p;) = g(¢njn(pn)) pour p, = (0,...,0,z,) avec x,, = ;. On a par suite
pour chaque courbe T; une paire de fonctions de Morse qui peut étre étendue &
(C™,0), comme remarqué précédemment (dans la remarque 3.3.6).

Pour mieux appréhender ces invariants, on peut trouver la classification des
paires d’involutions dans [Vor| ou [CeMo|. En particulier, on voit que les classi-
fications formelles et analytiques des paires de feuilletages de Morse ne sont pas
les mémes, car il existe des paires d’involutions qui sont formellement mais non
analytiquement conjuguées.

3.3.3 .&/-classification des paires de fonctions de Morse

On dit qu'une application ® : (C",0) — (C?,0) dont les composantes (f,g)
sont, des fonctions de Morse est 7-générique si la paire (f, g) est Z-générique.

Remarquons que 'ensemble des telles applications ® n’est pas stable sous 'ac-
tion des diffeomorphismes au but (par exemple, le diffeomorphisme (y1,v2) —
(y1,92 — A1) transforme (3. 22, > Niz?) en (O 22, uw?) avec py = 0). Néan-
moins, une paire de fonctions obtenue & partir d’une paire de fonctions de Morse
Z-générique apres un difféeomorphisme au but a encore le méme lieu de tangence
et est encore classifié par ses valeurs sur le lieu de tangence.

Dans cette section, on continuera a considérer des paires de fonction de Morse
pour éviter des notations inutiles, mais les résultats s’étendront aux paires .o7-
équivalents & une paire de fonctions de Morse Z-générique.
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Définition 3.3.11. Soient I’ C (C?,0) une courbe irréductible et 01,09 : (C,0) —
[ deuz paramétrages de I'. On dit que les courbes paramétrées (I, o1) et (I', 09) sont
o-équivalentes si il y a un difféomorphisme ¢ € Diff (C,0) tel que 010 ¢ = 09. Une
classe d’équivalence [(T',0)] est appelée une o-courbe ; on définit sa o-multiplicité
comme étant Uentier n tel que o(t) = (at™ + ..., bt" +...) avec (a,b) # (0,0).

Si le paramétrage est clair d’aprés le contexte, on pourra omettre de le men-
tionner.

Remarque 3.3.12. Une o-courbe [(I',0)] est enticrement déterminée par I' et sa
o-multiplicité.

Une o-courbe [(I',0)] est de o-multiplicité 2 dans exactement deuz cas : soit
[ est difféeomorphe & une courbe y*> — x®** (k > 1) et o est une bijection, soit T’
est lisse et o est un revétement double. Le dernier cas arrive par exemple quand

o(t) = (%, b(t?)).

On a vu que les paires de fonctions de Morse sont classifiées modulo 1'action
des diffecomorphismes a la source seulement par les restrictions de & = (f, g) sur
les courbes de tangence T; entre f et g, ie. sur le lieu critique de ®. Dit d’une autre
maniére, la classification est donnée par les fonctions ®|7, avec les diffeomorphismes
a la source agissant comme des reparamétrages, c’est a dire que la classification
est donnée par les o-courbes ®(T;) C (C?%,0).

Chacune de ces o-courbes a une o-multiplicité de 2 a l'origine et a la droite
(2, \;t?) comme cone tangent si f|r,(t) = >+ ... et g|ln(t) = \t* + ...

Ainsi, le résultat est le suivant :

Théoréme 3.3.13. On considére deuz paires de fonctions de Morse of -génériques
®, et By ayant pour courbes de tangences respectives (T} i<, et (T?)i<n. Alors @,
et ®y sont o -conjuguées si et seulement si les ensembles de o-courbes {®1(T) }i<n
et {®o(T?) }icn sont conjugués par un difféomorphisme de (C%,0).

De plus, pour chaque ensemble de n o-courbes {C;} dans (C?,0) avec une
o-multiplicité de 2 et des cones tangents distincts, il existe une application P :
(C",0) — (C%0) dont les composantes sont des fonctions de Morse pour laquelle

C; = O(T).

Remarque 3.3.14. Un difféomorphisme ¢ de (C?,0) conjugue deuz familles de
o-courbes ([C},ol]) et ([C?,02]) si et seulement si pour tout i les o-courbes C} et

(2 (2

C? ont la méme multiplicité et 1 conjugue les familles de courbes (C}) et (C?).

Démonstration. Clairement, si deux paires sont conjuguées par des difféomor-
phismes a la source et au but, leur ensembles critiques sont conjugués a la source,
donc les images des ensembles critiques sont conjugués au but.
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Réciproquement, supposons que pour deux paires génériques ®; = (f;,g;) il
existe un diffeomorphisme 1) € Diff (C?,0) qui conjugue les ensembles de o-courbes
{D; (TV)Yi<n. Alors on peut supposer que ces ensembles sont égaux, ce qui veut dire
que pour la bonne numérotation des courbes de tangence, les o-courbes ®;(T})
et ®5(T?) sont égales pour tout i. Ceci donne pour chaque i un difféomorphisme
i T} — T tel que @)1 = ®of2 0 ;.

On peut alors conclure par le théoréme 3.3.4.

Pour la partie "réalisation" du théoréme, prenons n o-courbes C; dans (C?,0)
avec o-multiplicté 2 et des cones tangents distincts. On remarque d’abord qu’on
peut supposer qu’aucune courbe n’a un axe comme cone tangent, de sorte que ces o-
courbes peuvent étre paramétrées par o;(t) = (2, \it2+O(t?)) =: (u;(t), v;(t)) avec
Ai # 0. Mais ces courbes sont les images du lieu critique de la paire (D u;(z;), Y vi(x;))
qui est o/-générique du fait que \; # A; si ¢ # j, ce qui conclut la preuve. n

3.3.4 Quotients de fonctions de Morse

On peut aussi s’intéresser aux fonctions méromorphes h = g/f avec f,g €
O(cr o) fonctions de Morse satisfaisant la condition de généricité. On veut classifier
de telles fonctions & difféomorphisme & la source prés.

Tout d’abord, considérons le lieu critique de h : il est donné par les zéros de
w = gdf — fdg, qui contient le lieu d’indétermination { f = 0}N{g = 0}. Quand f =
St a?et g = > N2, le lieu critique contient non seulement {f = 0}N{g = 0} mais
aussi la réunion des axes. On commence par montrer qu’aprés une perturbation
générique, seul le lieu d’indétermination subsiste. Notons [ (w) I'idéal engendré par
les composantes de w.

On dit qu’une paire de fonctions de Morse est Z-générique si elle est difféo-
morphe & (3. 22,3 \ix? + azd + O(m*)) avec \; # \; et a; # 0; on dit qu'un
quotient g/ f est Z-générique si la paire (f, g) est 2-générique.

Lemme 3.3.15. Pour une paire de fonctions de Morse (f,qg) 2-générique, l'idéal
I(w) contient (f,g) - W(cn g

Démonstration. Par soucis de simplicité, notons m = mcn ). Par le théoréme
3.3.4, on peut supposer que f = > z? et g = > u;(z;). L’hypothése de généricité
signifie alors que u;(z;) = \ja? +oua? +O0(z}) avec a; # 0. Si on écrit w = > w;dw;,
le coefficient w; est

J#
de sorte que w; = 2x;(g — \i f) + O(m*). D’ou les égalités zjw; — rw; = 222, (\; —
A)f4+0md) et \jzjw; — Niwjw; = 2x,x;(N\; — \i)g + O(m®). En conséquence, pour
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tout monéme m de degré 4 sauf m = x} et tout | = f, g, ml € I(w)+m’. De plus,

%Z Tiw; = Z %xi(gaxif — [02,9)

)

DI EETD SN

= 9f =3I Y widhg
= f (g -> %m@g)
y (‘71 > auad + O(m4)) .

Par suite, z; Y zjw; = Bzt f + Z#i B8 f +O(m") pour certains coefficients S
non nuls, et 2} f € I(w) +m".

Un calcul similaire montre que x}g € I(w) + m"; donc pour chaque mondome
m de degré 4 et chaque | = f,g, on a ml € I(w) + m’. En fait, ml appartient &
idéal I(w)+ (f,g) -m® parce que I(w) est évidemment un sous-ensemble de (f, g).
Il s’ensuit que pour tout entier £ > 4, tout monéme m de degré k et tout [ = f, g,
ml € I(w) + (f,g) - m*"!. Ceci signifie que ml appartient formellement & I'idéal
I(w) donc par platitude, (f,g) - m* C I(w). O

Remarque 3.3.16. On peut remarquer que la preuve est encore valide pour des
familles a 1 parametre (f;), (g:) avec des 3-jets fizés. En effet, on peut montrer
ezactement de la méme maniére que ml € I(w) +m’ pour tout mondme m en
de degré 4 et | = f,g, la seule différence est que f,g et w dépendent de t (ici, m
est encore (T1,...,Tp)).

Remarquons aussi que pour des familles a 1 paramétres (f;), (g:) de 3-jets fixés,
étre une paire de fonctions de Morse 2-générique pour tout t € C est équivalent a
étre une paire de fonctions de Morse 2-générique pourt = 0 parce que la généricité
ne dépend que des 3-jets.

On obtient ainsi :

Lemme 3.3.17. Considérons deuz fonctions f,g € O(t,x1,...,x,) définies dans
un voisinage de C, x {0} C C, x CI de 3-jets indépendants de t. Supposons que
(f(t,-),g(t,-)) est une paire de fonctions de Morse 2-générique pour tout t. Consi-
dérons w, = gd,f — fd.g et m = (x1,...,2,), alors (f,g)m* C I(w,).

Théoréme 3.3.18. Soient hg et hy deuzx quotients de fonctions de Morse 2-
génériques avec h; = g;/ f;. Supposons que l'on ait égalité entre les 3-jets : 73 fo =
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73 f1 et 7390 = 73g1. Alors il existe un difféomorphisme ¢ € Diff(C",0) tel que
ho oY = hl.

Démonstmtion D’ aprés le théoréme 3.3.4, on peut supposer que gy = Y. uf(z;)
et fr = >, a2 avec uf(z) = Na? + a;z® + £F pour des a; # 0 et &F € m‘(lcnm.
Posons pour ¢ dans un voisinage de [0,1] dans C f(¢,-) = fi = fo = f1, 9(t,-) =
9t = go +t(g1 — go), h(t,-) = hy = g/ fr et w = gdf — fdg = w, + rdt.

On remarque que r = —f0;,g € (f,g)m* et que par le lemme 3.3.17, cela
implique que r € I(w;). On peut donc trouver un champ de vecteurs X =
> Xi0y, + 0; tel que w(X) = 0 (notez que X; € (z1,...,x,) car il n’y a pas
de relations linéaires a coefficients constants entre les termes dominants des com-
posantes de w,). Mais ceci signifie que h est constant le long des trajectoires de X
de sorte que le flot p(x,t) de X (qui est défini sur un voisinage de {0} x [0, 1])
donne un difféomorphisme ¢ : x +— ¢1(x,0) tel que hg o ¢ = hy sur (C*,0). O

Corollaire 3.3.19. Soit h un quotient 2-générique de fonctions de Morse. Il
existe \;, a; € C* tel que h est difféeomorphe a

2 3
> Niwl + ]

2
i Li

Remarque 3.3.20. Comme la forme précédente est stable par homothéties, on
peut méme supposer que oy = 1.

3.3.5 Restriction d’une fonction de Morse & un cone
quadratique

Dans cette section, on cherche a étudier les restrictions de fonctions de Morse g
a un "cone quadratique" (ie. une hypersurface {f = 0} ou f est aussi une fonction
de Morse).

Remarque 3.3.21. On peut voir par un argument cohomologique que chaque fonc-
tion et chaque difféomorphisme défini sur un cone quadratique s’étend a (C",0)
(respectivement en une fonction ou un difféomorphisme de (C*,0)). Ainsi, étudier
les fonctions sur un cone quadratique a difféeomorphisme prés revient a étudier les
fonctions de (C",0) en restriction ¢ un cone quadratique o difféomorphisme de
(C™,0) fizant le cone pres.

Théoréme 3.3.22. Soient f go et g; trois fonctions de Morse ow (f, g;) sont des
paires X-génériques et ou les 2-jets j2gy et j2g, sont égaux. Alors il existe un
difféomorphisme ¢ tel que fo@ = f et goop = g1 en restriction 4 {f = 0}.
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Démonstration. On pose g = go + t(g1 — go) et g(t,-) = ¢:(-). On veut trouver
un diffeomorphisme ¢ tel que fop = f et ggop — g1 € (f); on va utiliser
la méthode du chemin de Moser pour le trouver comme le flot d’'un champ de
vecteurs X = > X,;0,, + 0; tel que X - g € (f) et X - f = 0. On remarque qu’on
peut trouver X vérifiant X - g = X - f =0 dés que dyg € I(f,g), de sorte que 'on
peut trouver le champ X recherché dés lors que 0,9 € (f) + I(f,g). Pour un tel
X, les composantes de X — 0; s’annuleront sur I’axe des t parce qu’il n’y a pas de
relations linéaires a coefficients constants entre f et les composantes de df A dg.
On a vu dans la preuve de la proposition 3.3.3 que I(f,g) = (z;z; +...), or
x3 est égal & x;f modulo I'idéal I(f,g) + m?(C”,O) de sorte que chaque monoéme de
degré 3 appartient a (f) + I(f,g) + m(c. o). L'incusion miz, o C (f) + I(f,g) en
découle; on en déduit que 0,9 € (f) + I(f,g) ce qui conclut la preuve. a

Remarque 3.3.23. On peut aussi remarquer que g et g+ \f représentent la méme
fonction sur {f = 0} de sorte qu’on obtient :

Corollaire 3.3.24. Etant donnée une fonction de Morse f, chaque fonction de
Morse g telle que la paire (f,g) soit Z-générique est difféomorphe en restriction
a {f =0} & une fonction quadratique 3~ N\iz?.

1=

3.3.6 Fonctions de Morse réelles

On peut aussi s’intéresser aux classification réelles (on se restreindra a la Z%-
classification ici), ie la classification des paires (f,g) réelles Z-génériques (vues
comme des fonctions complexes).

On cherche évidemment & utiliser la classification complexe pour résoudre le
probléme : on peut définir 'ensemble de tangence complexe de la paire, qui n’est
peut-étre pas inclus dans R™. Par exemple, si f = 22 — 4% et ¢ = 2y, il n’y a pas
de tangence réelle en dehors de 0.

N

—\

Cependant, si on suppose que f est définie positive (c’est a dire f ~ > x?), alors
toute paire de formes quadratiques (f, g ) est codiagonalisable sur R. Par suite, les
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composantes de df Adg sont des produits de termes d’ordre 1 et les tangences sont
toutes réelles. On peut alors exactement comme dans le cas complexe redresser les
courbes de tangence.

Considérons deux couples (f, g;) et un chemin qui les relie (f;, g;) pour réaliser
la méthode du chemin. Si les invariants complexes (qui sont donc des fonctions
réelles) sont égaux, la méthode du chemin utilisée donne un champ de vecteurs X
(a priori complexe) tel que X -df = 0 et X -dg = g1 — go. Ces équations étant
linéaires en X, le champ X est alors réel, et la preuve faite dans le cas complexe
ne fait intervenir que des objets réels, ce qui prouve que les couples sont conjugués
sur R. On obtient ainsi :

Proposition 3.3.25. Soient (fi,g;) deux couples de fonctions de Morse sur R"
avec f; définie positive. Alors les deux couples sont conjugués sur R si et seulement
st ils sont conjugués sur C.

3.4 Un exemple ou la tangence est constituée de
deux courbes doubles et d’'une courbe simple

Il peut aussi étre intéressant de trouver un exemple ou I'idéal de tangence n’est
pas radical. Pour cela, prenons f = 234132 +2% et g = Ax®+ puy?+v2? avec \ # p #
v # 0 dans (C3,0). L’idéal de tangence de ce couple est I(f,g) = (xy, 2%z, yz) et
correspond & D, U2D, U2D, si D; est I'axe des [. On va donc chercher a classifier
les paires de fonctions qui "ressemblent” & cette paire. Tout d’abord, rappelons la
proposition suivante :

Proposition 3.4.1. Soit f une fonction sur (C3,0) ayant un point singulier
de nombre de Milnor 2 a ['origine; alors dans le bon systéme de coordonnées,
flx,y,2) = 23 + ¢ + 22,

Démonstration. Puisque le nombre de Milnor (cf. [AVG-Z] par exemple) de f est 2,
la matrice hessienne de f en 0 est de rang 2 et dans un bon systéme de coordonnées,
elle peut s’écrire diag(0,2,2). Alors f(z,y,2) = y* + 2% + € avec € € m® et f peut
étre vue comme une déformation de f(0,-,-) qui a un point singulier non dégénéré
en 0. D’aprés le lemme de Morse & paramétre, il existe une fonction ¢ et des
coordonnées telles que f(z,y,z) = ¢(z) + y* + z* (on peut trouver le lemme
de Morse a paramétre par exemple dans |[Hor2|, mais aussi dans [Mar| sans étre
nomme).

Comme le nombre de Milnor de f est 2, ¢ est difféomorphe & 2 et aprés un
dernier changement de coordonnées, on peut écrire f(z,y,2) = 2% + 3>+ 22 O
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En fait, on s’intéresse aux paires de fonctions (f,g) de nombre de Milnor 2,
ayant des hessiennes H(f), H(g) qui peuvent étre simultanément diagonalisées
avec le 0 au méme endroit. Pour de telles fonctions, on peut supposer que

f=a4+9y"+2% et g= >+’ +vt+4e (3.1)
avec € € m? qui n’a pas de composante en x°.

L’ensemble de tangence pourrait ne pas étre difféomorphe a la réunion d’une
courbe simple et de deux courbes doubles : les courbes doubles pourraient se dé-
doubler. Par exemple, pour f = 23 + 3?4+ 2% et g = 23 + py? + vz + 22y, l'axe des
y se scinde en deux courbes tangentes respectivement a I'axe des y et a la droite
{z=0=3(pr— 1)z — 2y}. Supposons que les courbes doubles ne se scindent pas.
On appelle une telle paire (f, g) une paire de cuspoides exceptionnelle.

Proposition 3.4.2. Si (f,g) est une paire de cuspoide exceptionnelle écrite sous
la forme (3.1), alors Tang(f,g) est tangent et difféomorphe a la réunion des axes.
De plus, la courbe de tangence tangente a l’axe des x lui est tangente & ['ordre 2.

Démonstration. La preuve est trés similaire a celle de la proposition 3.3.1. On a :

df Ndg = (3932(2uy +9,¢) — 2y(3\z” + 8956)) dx A dy+
(32°(2vz + D.e) — 22(3Xa* 4 0,¢)) dx A dz+
(2y(2vz + 0.¢) — 22(2uy + 0ye)) dy A dz.

Introduisons le 3-jet 5 de . On rappelle que € € m? de sorte qu’aprés projec-
tivisation, le cone tangent est donné dans P?(C) par le systéme d’équations

Al —p)yz =0
2(3(p—AN)a* —,e3) y =0
2 (3(r — A\)z® — Dye3) 2 =0

Ainsi, I'hypothése que les courbes de tangence ne se scindent pas implique que
O3 = 0, ie. e3 € (y®,y%2,y2%, 2%), et dans ce cas chaque composante de I’ensemble
de tangence est tangent a un axe.

Pour montrer que Tang(f,g) est en effet diffeomorphe a la réunion des axes,
éclatons l'origine. Si on éclate dans la direction y (ce sera la méme chose dans la
direction z), on obtient f = y?(yz® + 1+ 2?) et g = y*(A\yz® + pu + v2? + yé). Par
suite, prés du point (0,0,0) on peut faire le changement de coordonnée y — \/}~

pour obtenir f = 32, § = y*u avec

u=u(2*) + yur (2°, 2) + O(y?)
=(p+ (v —-—w2+00") +y(a+ (A= pz*+0(2)) + Oy?)
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ol a dépend de €. On voit que sur le diviseur exceptionnel E, I’équation dyAdu = 0
est équivalente a dy A dug = 0, c’est a dire z = 0 : ¢’est une droite et non un point
comme c’était le cas avant. Mais, un point de tangence est un point singulier
de u|gy—y,} pour un certain y, donc on n’a qu’a chercher les points singuliers de
Ulfy—yo}- On nOtE que

Ou=2v—p)z+0()+0(y) et dwu=y@*BAN—pu)+...)+0())

donc, pour yy proche de 0, il y a deux points singuliers tendant vers 0 quand
tend vers 0. Ces points forment un ensemble qui intersecte E en 0 avec multiplicité
2, et notre hypothése que la courbe double ne s’est pas scindée montre que ces deux
points sont égaux et qu’il y a une courbe de tangence double tangente a 1’axe des
Y.

Ensuite, si on éclate dans la direction x, on obtient f = z%(z + y® + 2%) et
g = 2*(\x + py* + v2% + x€). On ne peut pas faire le changement de coordonnées
prés de (0,0,0) donc éclatons une fois de plus :

f=a*1+a?+22%) et §=a>\+ pay® + vaz? + zé)

et notons E le diviseur exceptionnel qui correspond au dernier éclatement. On peut
alors faire le changement de coordonnées z — f/3 et obtenir f = z3, § = 23u.
Iei, u vaut (A + pxy® + vaz? + 2€)(1 + zy? + x2°)~! + O(2?) mais rappelons que
g3 € (y3,y%2,y2% 23) ce qui fait que € n’a pas de terme constant et £ est en fait
divisible par x. Ainsi,

u=1uy+O0(z?) avec wug= A+ pry® +vrz?)(1+zy® + z2*)"L.

Mais dug est nul en restriction a £ donc on enléve le terme constant en remplagant
g par g—\f : on peut le faire car df Adg = df Ad(g—\f). Finalement, g—\f = x%v
avec v = vy + O(x) et vy = wvo(y, 2) est une fonction de Morse en 0. Par suite
I’équation df A dv = 0 a un ensemble de solutions de dimension 1 mais seulement
une solution sur £ : la solution de df Advy = 0. Il y a alors une courbe de tangence
tangente & 'axe des x. Comme cette courbe de tangence n’a pas été séparée de
I'axe des x aprés 2 éclatements, elles sont tangentes a l’ordre (au moins) deux.
Finalement, on doit montrer qu’il n'y a pas d’autres tangences. On a déja
étudié les éclatements dans les directions y et z, donc on ne doit plus étudier que
I’ensemble de tangence prés de I’axe des x. Rappelons que prés de l'axe des z, on
a
f=a?(x+y*+2%) et §=a>(Ox+u?+ v+ zé).
Ainsi
df Adg = z° [6(u — Nzy + O(m®)] do A dy
+ 2° [6(n — N)zz + O(m*)] do A dz

+ ' [4(v — p)yz + O(m®)] dy A dz
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ou m = (z,y,z). Par conséquent, prés du point d’intersection entre Paxe des z
et le diviseur exceptionnel, aprés avoir enlevé les puissances de z, on voit que
chaque composante de ’ensemble de tangence est tangente a un des axes (dans les
coordonnées de ’éclaté) et qu’il peut y avoir au plus une courbe tangente a chaque
axe. Mais on a déja montré qu’il y a une courbe de tangence tangente a 'axe des
x, et on a trouvé deux courbes dans le diviseur exceptionnel qui sont solutions de
df Adg =0, qui étaient tangentes a I’axe des y et 'axe des z. Ainsi il ne peut pas
y avoir d’autres tangences proches de ’axe des z. O

Proposition 3.4.3. Si (f,g) est une paire de cuspoides exceptionnelle sous la
forme (3.1), il existe un difféomorphisme ¢ préservant f tel que Tang(f o, gop)
est la réunion des axes.

Démonstration. On va suivre le méme raisonnement que dans la preuve de la
proposition 3.3.2 : appelons D; 'axe des [ (I = z,y, z) et T} la courbe de tangence
tangente & D;. On veut montrer qu’il existe un diffeomorphisme ¢ qui fixe {z = 0}
et qui envoie T, sur D,. Pour [ = y, z, on peut trouver un difféomorphisme qui fixe
{l = 0} et envoie T} sur D; exactement de la méme maniére qui dans la proposition
3.3.2, mais pour [ = x un petit changement doit étre fait. La courbe T}, est tangente

a D, alordre 2 donc elle a pour equations y = z3as(x), 2 = x3a3(z). On cherchera
© sous la forme

o(x,y,2) = (1 +u)z,y — 2as(2), 2 — 2°a3(z))
ol u est une fonction holomorphe inconnue. On doit avoir
(1+3u+3u’+u?) 2 +y?+ 22 —22° (yag (v) +zas (1)) +2° (o (7)?+asz(2)?) = 2 +y°+22,
c’est a dire
3u+3u® +u’ = 2(yag + zaz) — 2° (a3 + a3).

Le théoréme des fonctions implicites donne une solution u € mcs o) et le difféo-
morphisme recherché ¢ en découle. [

Comme l'idéal n’est pas radical, ’ensemble de tangence ne suffit plus a ca-

ractériser I'idéal. La proposition suivante donne une description géométrique de
I'idéal.

Proposition 3.4.4. Soit (f, g) une paire de cuspoides exceptionnelle sous la forme
(3.1) avec Tang(f,g) égal a l'union des azes. Alors il y a un champ de vecteur X
tel que X(0) = 0, et

r.=0 et (X-a)

I(f,9) ={a € Osy tel quealr, =a 7, = (X-a)|r, = 0}.

T, = a

On dira qu’un tel champ de vecteurs caractérise l'idéal de tangence.
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Démonstration. Dans les calculs faits avant, on voit que I(f, g) est engendré par
les fonctions hy = z?y+0(m?), hy = z?2+0(m*) et h3 = y2z+O(m?). On remarque
que le cone tangent en 0 & la variété {hy = 0} est la réunion des plans {y = 0}
et {z = 0}. De plus, on sait d’aprés les hypothéses que hs(T,) = hs(1,) = {0}
donc pour tout z proche de 0, il y a un unique plan tangent & {h3 = 0} au point
(0,0, 2). Ce plan contient la direction 7, donc est défini par une autre direction
X(2z) que 'on peut choisir régulier en z avec X (0) = 0,. De maniére similaire, le
plan tangent & {hs = 0} le long de T}, est défini par un champ de vecteur long de
T, que I'on peut choisir de sorte que les deux champs de vecteurs s’étendent en un
champ de vecteurs X sur (C?,0) avec X(0) = 0,.
Posons

J={a€Ogcsp telsquealr, =aly, =alr, =0 et (X-a)|ly, = (X-a)|lr, =0}

L’ensemble J est un idéal on doit d’abord montrer que I(f,g) C J, ie. que (X -
hi)lz, = 0 pour i = 1,2,3 et | = y, z. Par construction, (X - hs)|r, et (X - hs)|r,
sont nuls. Ensuite, on sait que hy € (xy,yz,zx) donc quitte & changer hy en
hi =3 g3 Aihi avec \; € mcs ), on peut supposer que hy = ur’y +ra(y)+z6(2)
avec u inversible, a et S dans m:())c,o)-

La condition que les courbes de tangence ne se scindent pas implique que quand
on coupe la courbe T, par un plan y = o, on obtient un point avec multiplicité
2. Mais si o # 0, alors a(yg) est génériquement inversible et hy (-, yo, ) est géné-
riquement régulier. La fonction hs(-, 4o, -) est aussi génériquement réguliére, donc
si a # 0, on obtient un point simple; ainsi @ = 0. Pour les mémes raisons, § = 0
et I(f,g9) = (2y, ha, h3). De maniére similaire, I(f,g) = (z%y, 2%z, h3) et il est
maintenant clair que I(f,g) C J.

Pour la réciproque, on va montrer que (z%y, 2%z, h3) engendrent J : supposons
que a € J et que P soit son polynéme homogéne dominant (et k£ + 1 son degré).
Comme J C {(xy,yz,zz), P n’a pas de terme en [**! pour | = x,y ou 2. Les
seuls termes qui ne sont pas engendrés par les coefficients dominants de 2%y, 2%z
ou hs sont les xl* pour I = y,2. Mais si X = (1 + a1)0, + a0, + as0,, alors
X - xyF = (1 + a1)y” + kaszy*~! n’est pas nul sur 7, : il ne peut donc pas y avoir
de tels termes dans P. Par suite, (z%y, 2?2, h3) engendrent J et I(f,g)=J. O

Proposition 3.4.5. Si (f,g) est une paire de cuspoides exceptionnelle sous la
forme (3.1), il existe un difféeomorphisme @ qui préserve f tel que I(fop,gop) =
(z%y, 2%z, yz).

Démonstration. Par la proposition 3.4.3, on peut supposer que ’ensemble de tan-
gence est la réunion des axes. Par la proposition 3.4.4, on peut trouver un champ
de vecteurs X tel que X (0) = 0, qui caractérise I'idéal de tangence. On veut trans-
former X en 0, en utilisant un diffeomorphisme ¢ qui préserve f et les axes de
coordonnées.
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Comme précédemment, on va construire ¢ en deux étapes en transformant le
champ de vecteurs d’abord sur I'axe des y puis sur ’axe des z. On cherche le premier
diffeomorphisme sous la forme ¢ (x,y, 2) = (v + yza(y),y + yxb(y), z + yxc(y)),
de sorte que

©10, = (1 + ya,yb,yc).

On voit que pour chaque champ de vecteurs X tangent a 0, en 0, sa restriction a
l'axe des y peut étre obtenue de cette facon. Remarquons que ¢; fixe {y = 0} et
préserve I'axe des y de sorte que si on fait la méme construction pour I'axe des z,
le nouveau difféomorphisme , préservera le champ de vecteur le long de I'axe des
y. Ainsi ¢ = o1 conjuguera I(f, g) avec (xy, 222, yz). O

Théoréme 3.4.6. Soient (fo,g0) et (f1,91) deux paires de cuspoides exception-
nelles sur (C3,0) avec des courbes de tangence T; (i =0,1, 7 = 1,23 et T}
la courbe simple). Supposons qu’il existe un difféomorphisme ¢ qui conjugue les
courbes de tangence et les restrictions (f; T]@). Alors il existe un difféomor-

phisme o tel que (foo @, goo ) = (fi,q1).

Tj?vgi

Démonstration. Aprés ce qui a déja été fait, on peut supposer que chaque couple
est sous la forme (3.1), avec comme idéaux de tangence I = (x?y,z%z,yz), avec
fo = f1 partout et gy = g1 en restriction au lieu de tangence T'.

Soit X un champ de vecteur qui caractérise I'idéal I. Si Y n’est pas tangent a 7T,
alors AX + pY caractérise aussi I pour tous A, 1 € O(cs o) si A ne s’annule pas sur
T donc on peut supposer que X € Ker(dfy) en chaque point de T' (remarquez que
Ker(dfy) est transverse a T' en chaque point différent de lorigine). Par définition
de 'ensemble de tangence, X appartient alors aussi au noyau de dg; pour chaque ¢
sur T', d’olt g1 — go € I. Le lemme-clé peut alors étre appliqué pour finir la preuve
de ce théoréme. O]






Chapitre 4

Voisinages de courbes, genre 2 et
plus

On continue dans ce chapitre I’étude menée dans le chapitre 2, dont on reprend
les notations.

4.1 Invariants locaux et holonomies entre les
courbes de tangence

En chaque point p € C, la classe de .#-équivalence du germe de (S, F,G)
autour de p donne un invariant global, mais pour un point p générique, les feuille-
tages J et G sont transverses en dehors de C' donc les seuls invariants locaux sont
I'ordre de tangence k + 1 le long de C et la structure affine s.

Cependant, pour chaque point p zéro de w (donc pour tout point de branche-
ment de la structure affine s), 'ensemble de tangence Tang(F,G) intersecte C' en
p (et cela n’arrive qu’en ces points). On voit donc apparaitre en ces points des
invariants locaux supplémentaires : chaque classe d’équivalence du couple (F,G)
autour de p (modulo les diffeomorphismes a la source qui préservent C') donne un
invariant global.

La structure affine s a exactement 2g — 2 points de branchements comptés
avec multiplicité donc le nombre d’intersection entre Tang(F,G) et C est 2g —
2. L’ensemble de tangence est alors génériquement constitué de 2g — 2 courbes
transverses a C, mais le cas général peut étre plus compliqué.

On supposera dans la suite qu’il y a n points de branchements distincts (sans
compter la multiplicité) p1, ..., p, et on suppose avoir choisi p, différent de ces p;.
On fixe aussi des chemins 7;; sur C entre p; et p,;. L’ensemble de tangence (privé
de C) autour de p, sera noté T,,. On a vu que les invariants locaux autour de
p; sont donnés par des diffeomorphismes calculés sur une transversale générique

69
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T*. On fixe donc pour tout 7 > 0 une courbe T% générique passant par p; et une
coordonnée t; sur T°.

On considére les transports d’holonomie (o7, ¢f;) entre T et T° calculé le long
de 7y; dans les coordonnées %, et t;.

Définition 4.1.1. Les transports d’holonomie (¢F;, gpgi) entre T et T* sont appelés
les invariants de transport entre py et p;. On notera IT(0,4) ce couple.

Remarque 4.1.2. Les quantitées qui sont vraiment invariantes par difféomor-
phismes sont plutét les transports d’holonomie entre deux courbes de tangence,
mais on peut aussi passer par les T* pour simplifier un peu écriture et permettre
de faire apparaitre les invariants locaur. On peut retrouver les transports entre
courbes de tangence en composant les transports d’holonomie entre les différentes
courbes.

Lemme 4.1.3. Un invariant de transport 1T(0,7) et des intégrales premiéres
(Fo, Go) de (F,G) sur T® déterminent entierement des intégrales premieres (F;, G;)
sur T,

Démonstration. On a en effet L;(t;) = Lo((05) " (t;)) pour L = F,G. O

De méme qu’il y avait un lien entre I’holonomie globale et la structure affine,
on peut trouver un lien entre les invariants de transport et la structure affine : si u
est la coordonnée affine donnée par un couple (F, G) prés de p, vérifiant u(py) = 0
(ie. G = F+u(z)F**! +. .. dans le cas k > 0), si on étend F et G analytiquement,
jusqu’a p;, alors on a toujours G = F + u(z)F* + ... au voisinage de p;. On
en conclut donc que of(y) = y — u(p;)y*™ + ... d’aprés 'expression de ©f; vue
dans la preuve précédente, dans la coordonnée y = F'. On trouve ainsi une formule
similaire & la condition (2.1), a savoir :

05 = Crs(10:) © 97, modulo y*+2 (4.1)

exp(—/w)y sik=0
vy
Yy — (/w)ka sik>0
g
pour tout chemin ~.

Ainsi, dans le cas général, on définit l'invariant du voisinage (S, F,G) comme
suit :

ou

Crs(M) () =
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Définition 4.1.4. Fizons des transversales génériques T passant par p; et des co-
ordonnées t; sur T". On définit Inv(S,F,G) = (k,u, pr, pg, (TH;)i=1....n, (IT(0,%))i=1... n)
ot TH; est l’ensemble des transports d’holonomie locaux autour du point p; (calcu-

lés sur T pour la coordonnée t;, cf étude des feuilletages locauz), ot les invariants

de transports IT(0,4) sont calculés entre T° et T* dans les coordonnées tq et t;, ot

pF, pg sont définis pour les intégrales premicres F' et G égales a to sur T et ot u

est la coordonnée de la structure affine calculée pour F et G.

L’équivalence des invariants est donnée par les changements de T* et de t;.

4.2 Reésultats généraux

On va maintenant essayer de simplifier le probléme pas a pas pour mieux com-
prendre comment les différents invariants caractérisent le voisinage.

Comme les points p; vont jouer un role particulier, mettons-les de coté en fixant
un petit voisinage Y de U;>170; dans S (petit voulant dire simplement connexe).
Comme Y est simplement connexe, les feuilletages F et G ont des intégrales pre-
miéres F' et G sur Y.

Lemme 4.2.1. Soient (S, F,G) et (S, F,G) deuz voisinages bifeuilletés. On sup-
pose que U;>170; a des voisinages Y,Y munis de paires de fonctions (F,G) et
(F', Q) tels que les représentations d’holonomie (pr, pg) et (7, pg) calculées pour
ces intégrales premiéres soient égales, et tels que (Y, F,G) et (}7, F, é) sotent dif-
féomorphes via un difféomorphisme qui fize la feuille commune.

Alors les voisinages (S, F,G) et (S, F,G) sont diffeomorphes.

Démonstration. Soit ¢ un diffeomorphisme qui fixe la feuille commune et qui
conjugue (Y, F,G) avec (Y, ', G). Les paires (F,G) et (I, G) peuvent étre prolon-
gées analytiquement le long de n’importe quel chemin dans C'\ Y, et pour tout
point p sur C'\ Y, il existe par le lemme 2.1.1 un unique difféomorphisme ¢, qui
conjugue les prolongements de (F,G) et (F,G) (suivant un chemin ) au voisinage
de p.
Par unicité, ces difféomorphismes se recollent sur tout ouvert simplement connexe

U C S. Comme les représentations d’holonomie des couples (F, G) et (F,G) sont
égales, ces difféomorphismes se recollent aussi le long de lacets v C C non triviaux,
ce qui livre un diffécomorphisme ¢ entre les paires (S, F,G) et (S, F, C;) ]

On peut donc se restreindre a 'étude des triplets (Y, F, G) pour des intégrales
premiéres (F, G) de (F,G) sur un voisinage Y de U;>170;. Le lemme 2.1.1 dit que les
points différents des p; ne jouent aucun réle particulier donc qu’il suffit de regarder
ce qui se passe au voisinage des p;, ce qui est précisé dans le lemme suivant :
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Lemme 4.2.2. Soient (Y, F,G) et (}7, F, é) deuz triplets tels que les germes de
(F,G) et (F,G) au voisinage de p; soient %1-équivalents pour tout i > 1, alors il
existe un difféomorphisme fizant C conjuguant (Y, F,G) et (Y, F, Q).

Démonstration. Pour tout ¢ > 1, il existe un (unique) difféomorphisme ¢,, qui
conjugue (F,G) et (F,G) au voisinage de p;. Si p # p;, il existe aussi un unique
difféomorphisme ¢, qui conjugue les deux paires au voisinage de p d’aprés le lemme
2.1.1. Par unicité ces difféomorphismes se recollent. O

On peut choisir des coordonnées (x,y) sur Y telles que F = {y = cte} et
une transversale T° passant par po. Le lemme 4.1.3 dit qu’on peut alors retrouver
les intégrales premiéres au voisinage de p; avec les invariants de transport; plus
précisément, on a :

Lemme 4.2.3. Soient (Y, F,G) et (?,F,é) deuz triplets et T', Ti des trans-
versales passant par p; munis de coordonnées t;, t;. On suppose que (F,G)|r, =
(F, é)|T~0, que les invariants de transports IT(0,1) calculés sur T pour la coordon-
née t; sont égaur avec ou sans tildes, que les configurations locales au voisinage
de p; sont de méme type pour tout i, que les invariants locaux T H; et TH; au
votsinage de p; sont égaux pour tout v et que u = 1.

Alors les triplets (Y, F,G) et (Y, F,G) sont difféomorphes.

Démonstration. D’aprés le lemme précédent, il suffit de montrer que les germes de
(F,G) et de (F,G) en p; sont Z-conjugués pour tout i.

On remarque d’abord que les couples sont % -équivalents au voisinage de tout
p; d’aprés la proposition 3.2.19.

Or, on peut supposer a difféomorphisme prés que Y = Y et que F' = F. Comme
les transports 5, et B4 sont les mémes, on obtient L(t;) = L(f;) pour tout i et
L = F,G d’aprés le lemme 4.1.3. De méme, L et L sont égales en restriction a toute
courbe de tangence au voisinage de p; car les invariants locaux sont les mémes,
donc par le corollaire 3.1.17 les paires locales sont Z-conjuguées. [

Théoréme 4.2.4. Soient C une courbe, (S,F,G) et (5,F,G) deuz voisinages
bifeuilletés de C. On suppose que les ensembles de tangence dans S et S coupent
C en n points py,...,pn (les mémes pour S et S) On suppose de plus que les
invariants Inv(S,F,G) et Inv(S,F,G) sont équivalents.

Alors les voisinages (S, F,G) et (S, F,G) sont difféomorphes.

Démonstration. Comme les invariants sont équivalents, on peut trouver des trans-
versales T, des coordonnées t; et pareil avec des tildes telles que les invariants
dans ces coordonnées soient égaux. Si on prend les intégrales premiéres F' et G qui
valent ¢, sur 7° (idem avec des tildes), alors des voisinages (Y, F,G) et (Y, F, Q)
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sont diffcomorphes par le lemme 4.2.3. De plus, pr = pz et pg = pg donc le lemme
4.2.1 permet de conclure. O

Théoréme 4.2.5. On peut réaliser tout invariant (k,w, p1, pa, (TH;)i=1,...n, (IT(0,1))i=1
deés que les représentations py, ps vérifient la régle de compatibilité (2.1) et que les
invariants de transport @o; vérifient la régle de compatibilité (4.1).

-----

Démonstration. Notons C' le revétement universel de C' et X un petit voisinage
d’un domaine fondamental. On va construire le voisinage bifeuilleté en deux temps :
on commence par considérer des petits voisinages U; de p; (i > 1) dans X, Cy =
X\ UU;, et le fibré trivial Sy := Cy, ¥ C,- On va essayer de trouver deux fonctions
F et G sur Sy de sorte a pouvoir recoller les bords externes de Sy pour faire une
surface S, voisinage de C' avec des trous H; autour des points p; (i > 1), munie de
deux feuilletages F et G. On cherchera bien siir les fonctions F' et G sur Sy de sorte
a réaliser les représentations d’holonomie et ayant la structure affine recherchée.

Dans un second temps, on va chercher & construire pour chaque 7 > 1 un
modéle local (F;, G;) sur un voisinage P; de p; et a recoller ces modéles locaux sur
les trous H;.

Fixons une transversale Ty passant par py dans Sy et F' = y : on considére
alors que les invariants sont calculés pour F sur Ty. Posons G = y + u(x)y*H!
(dans le cas k > 0, le cas k = 0 se traite similairement) sur S ou la coordonnée
affine u est choisie de sorte que u(py) = 0. Pour pouvoir recoller les bords de Sy,
il faut trouver pour tout lacet fondamental v un difféomorphisme v, qui fixe C
et conjugue (p1(y) o f, pa(y) o G) avec (F o, G o). Il faut donc vérifier que ces
deux couples sont Z;-équivalents, ce qui est le cas d’aprés la proposition 3.2.11
car ils sont tangents a l'ordre k et ont le méme invariant w par la condition de
compatibilité. On forme ainsi la surface S.

On doit maintenant fabriquer des modéles locaux et les recoller sur les trous
H;. Tl est plus pratique de considérer que les trous H; sont des trous de Sy et de
recoller les modéles locaux dessus. On considére ainsi pour tout ¢ une configuration
locale (F,G) sur un voisinage P; de p; et une intégrale premiére F; de F. Ce choix
détermine via l'invariant de transport une intégrale premiére G; de G. La coor-
donnée affine donnée par le couple (F;, G;) est u d’apreés la régle de compatibilité
(4.1).

Par suite, au voisinage d’un point p € C proche de p;, les couples (F,G) et
(F;, G;) ont les mémes Zp-invariants donc sont conjugués par un (unique) dif-
féeomorphisme 1),,. Par unicité, ces difféomorphismes se recollent pour former un
difféeomorphisme entre un voisinage du trou H; et un voisinage du bord de F;. On
peut se servir de ce diffeomorphisme pour recoudre la piéce P; sur le trou H;. [
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4.3 Genre 2

Dans le cas ou C' est une courbe de genre 2, la structure affine a deux points
de branchements (en comptant les multiplicités) ce qui implique que le lieu de
tangence entre F et G intersecte C' en deux points (toujours en comptant les mul-
tiplicités). Ceci nous donne quatre situations distinctes : soit il y a deux courbes
Dy et Dy intersectant C' transversalement en différents points, soit D et Dy inter-
sectent C' transversalement en le méme point, soit D; = D, est une courbe double
qui intersecte C' transversalement, soit il y a une courbe simple irréductible D qui
intersecte C' avec un ordre de tangence de 2.

Commencons par le premier cas : Dy et Dy intersectent C' transversalement
en différents points p; et po. On fixe donc un point py, une transversale Tj et
des coordonnées tg,t; et to sur les différentes courbes. Celles-ci déterminent des
fonctions F, G et donc les invariants (k, u, px, pg, IT(0,1),17(0,2)).

La donnée des invariants de transport (¢f;, ¢5;) modulo difféomorphisme au
but est équivalente a la donnée de leur composition ¢§; = gpél o r qui est un
diffeomorphisme de T défini dans la coordonnée ty. On remarque que ce difféo-
morphisme est donné par

Pi
%’Z(y)=y—(/ w)y’““Jr----
Po

Etudions les invariants locaux en chaque point ot I’ensemble de tangence inter-
secte C : I'indice de contact entre F et G le long de D; est donné par la multiplicité
du zéro de w (qui est 1); les invariants locaux sont donc de fait triviaux.

On peut encore simplifier le probléme en choisissant Ty = D; : on obtient ainsi
que le voisinage est caractérisé par Uinvariant (k,u, pr, pg, ©35) ol ces invariants
sont calculés sur Dy, pour une coordonnée t{, et I’équivalence des invariants est
donnée par le changement de coordonnée ;.

On obtient alors le théoréme :

Théoréme 4.3.1. Supposons que C soit une courbe de genre 2 et que py # po
sotent deuz points de C. Soient (U, F,G) et (U,ﬁ,é) deuz voisinages bifeuille-
tés de C' dont l'ensemble de tangence intersecte C' en p; et ps. Ces voisinages
sont analytiquement équivalents si el seulement si ils ont les mémes invariants
(k,u, pr, pg, p33) modulo ’équivalence décrite ci-dessus.

De plus, pour chaque quintuplet (k,u, pr, pg,vis) vérifiant les conditions de
compatibilité, il existe un voisinage bifeuilleté (U, F,G) réalisant ces invariants.

Ce théoréme découle du cas général.
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Considérons le prochain cas : les courbes de tangence D; et Dy intersectent C
transversalement au méme point p; que I’on peut supposer différent de py. On choi-
sit alors deux transversales Tq et T} passant par py et p; ainsi que des coordonnées
to, ty sur les T; et ', t? sur les D;. Les invariants sont alors (k, u, pr, pg, [T(0,1), TH;).
On peut aussi simplifier en supposant que 7y = T et en composant les difféo-
morphismes ¢, et pf, comme avant. On obtient donc un invariant de la forme
(k,u, pr, pg, ¢&i, o), Péquivalence des invariants étant donnée par le changement
de courbe Ty et de coordonnée t.

La classification est donnée par le théoréme :

Théoréme 4.3.2. Supposons que C' soit une courbe de genre 2 et que py € C.
Soient (U, F,G) et (U, F,G) deuz voisinages bifeuilletés de C' dont I'ensemble de
tangence est constitué de deux courbes intersectant C' transversalement en p;. Ces
voisinages sont analytiguement équivalents si et seulement si ils ont les mémes
invariants (k,u, pr, pg, p&1, o) modulo équivalence.

De plus, pour chaque ensemble d’invariants vérifiant la condition de compati-
bilité il existe un voisinage bifeuilleté (U, F,G) réalisant ces invariants.

Les autres cas se traitent exactement de la méme maniére. Remarquons cepen-
dant que quand D; = Dy, F et G sont tangents & l'ordre 2 le long de D;.
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